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Kerbspannung und Kerbformoptimierung
Die Biomechanik befasst sich mit der Statik und Dynamik von biologischen Lastträgern
und der Übertragung biologischer Optimierungsstrategien in die Technik. Aus Beob-
achtungen am Objekt in der Natur ging als eine grundlegende Designregel das Axiom
der konstanten Spannung hervor, welches besagt, dass bei einem biologischen Lastträger
bei bestimmungsgemäÿer Belastung im zeitlichen Mittel weder lokal hohe Spannungen
noch unterbelastete Bereiche auftreten. Der biologische Lastträger lagert durch lastge-
steuertes Wachstum bevorzugt an jenen Stellen Material an wo die höchste Spannung
herrscht. Genauso wächst er in Bereichen geringerer Belastung kaum oder gar nicht. So
wird eine Gestaltoptimierung realisiert, die Sollbruchstellen eliminiert. Das lastadapti-
ve Wachstum biologischer Lastträger wird mit der CAO-Methode (Computer Aided
Optimization) unter Verwendung der Finite-Elemente-Methode simuliert. Mit Hilfe der
CAO-Methode wurde eine Parameterstudie zur Optimierung von Wellenschultern an-
gefertigt. Daraus ergab sich eine geometrische Charakterisierung der optimierten Kerb-
formen auf der Basis dieser Studie, die zum einen Möglichkeiten für alternative Kerb-
formen in Form von Designregeln �ndet und zum anderen ein besseres Verständnis für
spannungskonzentrationserzeugende E�ekte gibt. Durch dieses Verständnis werden neue,
e�ziente Optimierungsmethoden gewonnen mit denen auf schnelle und einfache Weise
nahezu optimale Kerbkonturen erzeugt werden können. Diese neue Optimierungsvor-
schrift wird analytisch dargestellt und an diversen Beispielen veri�ziert.

Notch stress and shape optimization
The scienti�c �eld of biomechanics deals with the statics and dynamics of biological load
carriers and the transfer of biological optimization strategies to technical applications.
By observations of biological load carriers in nature a fundamental design rule could
be developed called the axiom of uniform stress, which basically says that in temporal
average with a certain load there are neither high local stresses nor underloaded areas in
a biological load carrier. Through load-controlled growth the load carrier gets material
in areas with high stress as in areas with low stress there is no growth and hence no
material. From this a shape optimization is obtained which is able to prevent fatigue
failure. The adaptive growth of biological load carriers is simulated by the CAO-Method
(Computer Aided Optimization) and the FEM. With the help of the CAO-Method a
parameter study for the optimization of shoulder �llets was made from which a geome-
trical characterisation of the optimized �llet shapes was derived. From that new ways
for shape optimization were developed which o�er design rules using alternative �llet
shapes and a better understanding of the e�ects caused by stress concentrations was
obtained. Due to this knowledge a new and e�cient optimization method was developed
which o�ers a fast and simple way to construct optimized �llet shapes. This method can
be expressed analytically and was veri�ed with several examples.
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1. Einleitung

Noch vor wenigen Jahren war eine Vereinigung von Natur und Technik nur schwer vor-
stellbar. Das vom Mensch Erfundene galt als Maÿ der Dinge. Nicht zuletzt durch die
revolutionären Veränderungen, sowohl in wirtschaftlicher als auch in sozialer Hinsicht,
welche die Industrialisierung mit sich brachte. Doch was der Technik fehlte war die Evo-
lution und die dafür benötigte Zeit. Über Millionen von Jahren haben sich in der Natur
komplexe Systeme unter ständiger Selektion weiterentwickelt und verbessert. Wer hier
nicht optimal ausgerüstet war für den gab es keine zweite Chance. Die Natur ist gna-
denlos und gleichzeitig überaus e�zient. Mit begrenzten Ressourcen und dem Ziel zu
überleben haben sich in allen denkbaren Bereichen Lebewesen auf unserer Erde kon-
tinuierlich optimiert. All diese Lebewesen sind hochgradig integriert aufgebaut und an
E�zienz nicht zu schlagen. Der menschliche Arm zum Beispiel ist bis heute in seiner
Gröÿe, seinem Gewicht, seiner Funktionalität und seiner Leistung nicht von der Technik
reproduzierbar. Allein schon der Knochen in einem Arm ist ein technisches Wunderwerk
an Festigkeit und Leichtbau. Es gibt zahllose Beispiele wie diese in der Biologie zu be-
obachten. Dies brachte Forscher dazu die Natur genauer zu untersuchen und sie, wenn
möglich, in der Technik zu kopieren oder ihre Prinzipien in der Technik anzuwenden. Bio-
nik nennt man diesen relativ jungen Wissenschaftszweig in dem Biologie und Technik zu
einem neuen Fachbereich zusammen�ieÿen und neue aufregende Perspektiven erö�net.
Ein Einblick in die Bionik wird in [1] gegeben.
Ein Teilgebiet der Bionik bildet die Biomechanik. Anders als die Bionik, die sich mit

allen erdenklichen Strukturen und Funktionen aus der Natur und ihrer Umsetzung in
die Technik auseinandersetzt, befasst sich die Biomechanik ausschlieÿlich mit der Sta-
tik und Dynamik von biologischen Systemen. Die Statik von biologischen Strukturen
wird in der Abteilung für Biomechanik am Institut für Materialforschung II des For-
schungszentrums Karlsruhe unter der Leitung von Prof. Dr. C. Mattheck untersucht,
insbesondere das Wachstum und die mechanischen Eigenschaften von Bäumen. Hier
werden Optimierungsstrategien der Natur umgesetzt und für die Strukturoptimierung
von mechanischen Bauteilen nutzbar gemacht. Aus den Forschungsarbeiten dieser Abtei-
lung ging als eine grundlegende Designregel das Axiom der konstanten Spannung [2], [3]
hervor, welches besagt, dass bei einem biologischen Lastträger bei bestimmungsgemäÿer
Belastung im zeitlichen Mittel weder lokal hohe Spannungen (Kerbspannungen) noch
unterbelastete Bereiche (Materialverschwendung) auftreten. Der biologische Lastträger,
z.B. ein Ast von einem Baum, lagert durch lastgesteuertes Wachstum bevorzugt an jenen
Stellen Material an wo die höchste Spannung herrscht. Genauso wächst er in Bereichen
geringerer Belastung kaum oder gar nicht. So realisiert der Baum eine Gestaltoptimie-
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1. Einleitung

rung, die ihn dauerfest macht und Sollbruchstellen eliminiert. Knochen gehen sogar
noch einen Schritt weiter. Ihr Gewebe kann nicht nur in hochbelasteten Bereichen wach-
sen, sondern in minderbelasteten Bereichen sogar schrumpfen, was nicht nur zu einer
Dauerfestigkeit des Knochens führt, sondern auch zu einer Gewichtsoptimierung seiner
Struktur. Sowohl die Gestaltoptimierung von Bäumen und Knochen hinsichtlich einer
Vermeidung von Kerbspannungen, als auch die Gewichtsoptimierung von natürlichen
Strukturen wurden mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente in einen Optimierungs-
algorithmus eingebunden. Das lastadaptive Wachstum biologischer Lastträger wird in
der CAO-Methode (Computer Aided Optimization) [4], [5] simuliert indem es mecha-
nische Bauteile wachsen lässt wie Bäume. Die SKO-Methode (Soft Kill Option) [6]
hingegen realisiert Leichtbau indem sie wie beim Wachstum des Knochens nur in stark
belasteten Bereichen Material anlagert und in unbelasteten Bereichen Material abbaut.
In der Natur wird aber nicht nur die äuÿere Gestalt den Bedingungen angepasst, sondern
auch die innere Struktur wird optimiert. Bei den Bäumen sind das die Holzfasern, die
einen natürlichen Faserverbund darstellen. Aus Beobachtungen dieser Faserverläufe [7],
[8], [9] konnte eine weitere Methode abgeleitet werden, die einen optimalen Faserverlauf
in künstlichen Faserverbunden erzeugt. Die CAIO-Methode (Computer Aided Internal
Optimization) minimiert Schubspannungen zwischen den Fasern und erreicht somit eine
höhere Belastbarkeit bzw. reduziert das Gewicht des Bauteils. Wie Bäume nicht nur ihre
äussere Gestalt und inneren Faserverlauf optimieren, sondern auch die Festigkeiten ihres
Holzes in bestimmten Bereichen den Gegebenheiten anpassen können, wurde in [10], [11]
und [12] gezeigt.
Obwohl sich sowohl CAO als auch SKO bereits in den letzten Jahren in der Indus-

trie als Optimierungssoftware durchgesetzt haben, ist die Verwendung der Methoden für
klein- und mittelständische Unternehmen oft zu aufwendig. Es bedarf daher Optimie-
rungsstrategien, die noch einfacher spannungsoptimierte Kerbformen für standardisierte
Bauteilgeometrien und Lastfälle erstellen können. Mit diesen Verfahren und den daraus
abgeleiteten Designvorschlägen könnten einfache Bauteile noch schneller und wirtschaft-
licher verbessert und sogar optimiert werden.
Im Rahmen dieser Arbeit sollte daher eine Studie angefertigt werden, welche die

Grundlage für neue und einfachere Optimierungsmethoden bildet. Darüber hinaus folgt
eine geometrische Charakterisierung der optimierten Kerbformen auf Basis der Studie,
die zum einen Möglichkeiten für alternative Kerbformen in Form von Designregeln �nden
soll und zum anderen ein besseres Verständnis für spannungskonzentrationserzeugende
E�ekte, welches der Ansatz für eben genannte einfachere und damit auch e�ziente Op-
timierungsstrategien liefern soll.

Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen auf denen diese Arbeit beruht erläutert. Zu-
nächst werden Elemente der Elastizitätstheorie besprochen, welche die Grundlage für
jede Spannungsanalyse bilden. Mit den daraus berechenbaren Spannungen konnten ver-
schiedene Versagenshypothesen entwickelt werden, die danach kurz beschrieben werden.
Mit den Versagenshypothesen können sogenannte Vergleichsspannungen berechnet wer-
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den, die je nach Bruchverhalten eines Werksto�s anders formuliert sind. Die Vergleich-
spannung dient z.B. dazu, ein Bauteil so zu dimensionieren, dass kein Versagen oder
plastische Verformung auftritt. Weiterhin werden das Auftreten von Spannungskonzen-
trationen an Bauteilen und die De�nition einer Spannungsüberhöhung am Beispiel einer
zugbelasteten Lochplatte beschrieben. Für die Spannungsanalysen in dieser Arbeit wurde
die Methode der �niten Elemente (FEM) hinzugezogen, deren grundlegende Prinzipien
und Verfahren kurz umrissen werden. Durch die Kenntnis der Spannungsverhältnisse
in einem Bauteil durch die FEM war es dann auch möglich Optimierungsmethoden
zu entwickeln, die in der Lage waren Spannungen entlang von Kerbkonturen zu mini-
mieren. Die Entwicklung der Strukturoptimierung wird anhand einer Literaturübersicht
dargestellt, bevor im Detail auf die Gestaltoptimierung nach dem Vorbild der Natur ein-
gegangen wird. Zum besseren Verständnis der Bauteiloptimierung nach dem Vorbild der
Natur wird zunächst auf Beobachtungen aus der Natur und dem Leben der Bäume zu-
rückgegri�en. Des weiteren wird das Axiom der konstanten Spannung erläutert, welches
aus den Beobachtungen des Wachstums der Bäume abgeleitet wurde und die Grundlage
für die CAO-Methode bildet. Zum Abschluss des zweiten Kapitels wird der Ablauf der
CAO-Methode beschrieben, die hauptsächlich dazu dient die Kerbformen mechanischer
Bauteile in ihrer Gestalt zu optimieren.
Im dritten Kapitel werden die Ergebnisse einer Parameterstudie vorgestellt, die opti-

mierte Kerbkonturen an Wellenschultern angibt bei denen sowohl Lastfall als auch das
Durchmesserverhältnis der Wellen variiert wurde. Hierbei wurden Wellen unter Zug-,
Biege- und Torsionsbelastung untersucht und für jeden Lastfall wurden sechs verschie-
dene Durchmesserverhältnisse berechnet. Zudem wurden Balkenschultern unter Zug-
und Biegebelastung mit zwei verschiedenen Breitenverhältnissen optimiert. Daraus er-
gab sich eine geometrische Charakterisierung der CAO-Kerbformen mit der elliptische
Kerbformen angepasst und gerechnet werden konnten. Für den Fall einer zweiachsigen
Belastung wurden CAO-Kerbformen für eine Balkenschulter gefunden, sowie für den
Gewindegrund einer Schraube, die Zug bzw. Biegung belastet wurde. Zuletzt wird ein
Beispiel für die Anwendung der CAO-Methode in der Strömungsmechanik gegeben.
Im vierten Kapitel wird zunächst kurz auf die Selbstheilung von Kerben durch lastbe-

dingte Deformation eingegangen, sowie auf Spannungsminderung durch Kerbseparation.
Danach werden verschiedene Geometrieparameter in Zusammenhang mit der Kerbspan-
nung gebracht. Der Ein�uss der Kraft�ussumlenkung auf die Kerbspannung wird un-
tersucht, wie auch Spannungsverteilungen entlang kegelförmiger und multilinearisierter
Kerbformen. Danach wird ein Zusammenhang zwischen Kerbspannungen und Biegespan-
nungen hergestellt, der zu einer Formulierung von Bedingungen führt, die für optimale
Randkonturen erfüllt sein müssen. Diese Optimierungsvorschrift wird analytisch ausge-
führt und an diversen Beispielen veri�ziert.
Im fünften Kapitel werden Versuche beschrieben in denen einige der im dritten Kapi-

tel gefundenen CAO-Kerbformen an Wellenschultern im Experiment untersucht wurden.
Ebenfalls wurden analytisch erzeugte Kerbformen und elliptische Kerbformen an Wel-
lenschultern getestet und mit entsprechenden CAO-Kerbformen und Viertelkreiskerben
verglichen.
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1. Einleitung

Im letzten Kapitel werden die Erkenntnisse aus den verschiedenen Optimierungen
zusammengefasst und es wird ein Ausblick für zukünftige Arbeiten und Entwicklungen
gegeben.
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2. Grundlagen

2.1. Die Elastizitätstheorie

Nahezu alle Werksto�e, die im technischen Bereich verwendet werden, sind bis zu einem
gewissen Grad elastisch. Dies bedeutet, wenn ein Körper aus einem bestimmten Werk-
sto� eine bestimmte Deformation, verursacht z.B. durch äuÿere Kräfte, nicht überschrei-
tet, wird diese Deformation wieder vollkommen verschwinden, wenn die angebrachten
äuÿeren Kräfte nicht mehr auf den Körper wirken. Diese Eigenschaft von Materialien
bildet die Grundlage der Elastizitätstheorie auf der alle numerischen Analysen in die-
ser Arbeit basieren. Weiterhin wird angenommen, dass eine homogene Verteilung des
Materials über das Volumen existiert. Somit hat ein kleines Volumenelement die glei-
chen physikalischen Eigenschaften wie der ganze Körper. Ebenfalls wird vorausgesetzt,
dass der Körper ein isotropes Werksto�verhalten aufweist, welches dieselben elastischen
Eigenschaften in allen Richtungen festlegt.
Die Elastizitätstheorie stellt nun einen linearen Zusammenhang zwischen Spannungen

und Dehnungen her, wobei nur kleine Verformungen betrachtet werden. Die Aufbringung
der äuÿeren Lasten erfolgt quasi-statisch.
Die Spannungen können in einem Spannungstensor σkm zusammengefasst werden,

wobei die Indizes k und m Platzhalter für die Richtungen x, y und z im kartesischen
Koordinatensystem sind.
Der Index k bezeichnet die Normalenrichtung eines Flächenelements und m die Rich-

tung der Spannungskomponenten (Abb.2.1, A).

2.1.1. Spannungen
Gilt k = m ist die Normalenrichtung gleich der Richtung der Spannungskomponente
und man spricht von Normalspannungen σxx = σx, σyy = σy, σzz = σz.
Mit k 6= m erhält man die Schubspannungen σxy = τxy, σxz = τxz, σyx = τyx, σyz = τyz,

σzy = τzy, σzx = τzx.
Wobei aufgrund von Gleichgewichtsbetrachtungen an einem Volumenelement gilt:

σkm = σmk (2.1)
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Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung von Normal-, Schub- und Hauptspannungen
an einem Volumenelement

Der Spannungstensor σkm kann als Matrix dargestellt werden, die aufgrund von Gl. 2.1
symmetrisch zur Hauptdiagonalen ist:

σkm =

 σx τxy τxz

τyx σy τyz

τzx τzy σz

 =

 σx τxy τxz

σy τyz

sym. σz

 (2.2)

Die Werte von σkm ändern sich je nach Orientierung des Koordinatensystems in dem
der Spannungstensor aufgestellt wird. Ein Sonderfall stellt der Hauptspannungszustand
dar in dem ein Volumenelement so gedreht wird, dass, im selben Koordinatensystem
wie in Abb.2.1A betrachtet, alle Schubspannungen verschwinden. Übrig bleiben die drei
Hauptspannungen σ1, σ2 und σ3, die senkrecht auf den neu orientierten Flächen stehen
(Abb.2.1, B).
Die Hauptspannungen werden zur Berechnung von sogenannten Vergleichsspannungen

benötigt, die in Kap.2.2 beschrieben werden.

2.1.2. Deformation
Durch den in Kap.2.1.1 beschriebenen Spannungszustand tritt eine Verformung des Vo-
lumenelements ein. Die Verschiebungen u, v und w beschreiben hierbei die neue Position
des Volumenelements im jeweiligen Koordinatensystem. Die Dehnungen εx, εy und εz
geben die Längenänderung der verformten Kanten bezüglich ihrer ursprünglichen Län-
ge an und die Gleitwinkel γxy, γyz und γxz sind ein Maÿ für die Winkeländerungen im
Volumenelement.
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2.1. Die Elastizitätstheorie

Ebenfalls wie der Spannungszustand kann auch der Dehnungszustand über einen Deh-
nungstensor εkm beschrieben werden, der in Matrixschreibweise symmetrisch zur Haupt-
diagonalen ist:

εkm =

 εx εxy εxz

εyx εy εyz

εzx εzy εz

 =

 εx
1
2
γxy

1
2
γxz

1
2
γyx εy

1
2
γyz

1
2
γzx

1
2
γzy εz


wobei bei k 6= m

εkm = εmk =
1

2
γkm (2.3)

gilt.

2.1.3. Das Hooksche Gesetz
Der Zusammenhang zwischen den in Kap.2.1.1 und 2.1.2 beschriebenen Gröÿen bildet
das Hooksche Gesetz. Dieses Sto�gesetz verknüpft mittels Materialkonstanten Spannun-
gen mit Dehnungen, wobei für die Materialkonstanten folgender Zusammenhang gilt:

G =
E

(1 + ν) 2
(2.4)

wobei E als Elastizitätsmodul , G als Schubmodul und ν als Querkontraktionszahl be-
zeichnet werden. Betrachtet man nun die Dehnung εx in Abhängigkeit von der Spannung
σx ergibt sich:

εx =
σx

E
(2.5)

Beachtet man noch die durch σx erzeugte Querdehnung

εy = −ν σx

E
, εz = −ν σx

E
(2.6)

ergibt sich durch Superposition [13] das allgemeine Hooksche Gesetz:

εx =
1

E
[σx − ν (σy + σz)]

εy =
1

E
[σy − ν (σx + σz)]

εz =
1

E
[σz − ν (σx + σy)] (2.7)
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Entsprechend erhält man für die Schubverformungen:

εxy =
1

2G
τxy

εxz =
1

2G
τxz

εyz =
1

2G
τyz (2.8)

2.2. Versagenshypothesen bei isotropen Werksto�en

Da bei einer beliebigen Belastung eines mechanischen Bauteils in den seltensten Fäl-
len ein reiner einachsiger Spannungszustand herrscht, sondern im allgemeinen Fall ein
mehrachsiger Spannungszustand, muss dieser in eine sogenannte Vergleichsspannung σv

überführt werden. Diese Vergleichsspannung dient als kritischer Wert für plastische Ver-
formung und setzt sich aus den einzelnen Spannungskomponenten aus Kap.2.1.1 zu-
sammen. Um die Funktionalität eines Bauteils durch Vermeidung von plastischer Ver-
formung zu erhalten oder ein Versagen zu verhindern, muss die Vergleichsspannung σv

mit Festigkeitswerten, die für die entsprechenden Werksto�e meist in Zug-, Druck- und
Schubversuchen ermittelt werden, verglichen werden.
Die verschiedenen Versagenshypothesen passen die Formulierung der jeweiligen Ver-

gleichsspannung dem Bruchverhalten von bestimmten Werksto�en an. Somit ergibt sich
eine Vielzahl von Versagenshypothesen mit denen ein Bauteil ausgelegt werden kann
[14]. Die drei wichtigsten werden in den folgenden Abschnitten kurz erläutert.

2.2.1. Normalspannungshypothese
Die Normalspannungshypothese oder Kriterium der maximalen Hauptspannung wird
verwendet, wenn ein Werksto� in der Regel mit einem Trennbruch senkrecht zur Haupt-
zugspannung versagt, was bei spröden Werksto�en wie z.B. Grauguss der Fall ist. Mit
σ1 > σ2 > σ3 gilt für die Vergleichsspannung σv:

σv = σ1 (2.9)
Das Kriterium ist für den zweiachsigen Spannungszustand (σ3 = 0) in Abb.2.2 darge-
stellt. Be�ndet sich der durch die äuÿere Belastung hervorgerufene Spannungszustand
innerhalb der Fläche, die von (1) eingegrenzt wird, ist die Funktionalität des Bauteils
gewährleistet. Verlässt der Spannungszustand die Umrandung tritt Versagen ein.

2.2.2. Schubspannungshypothese
Die Schubspannungshypothese oder das Tresca-Kriterium (Kriterium der maximalen
Schubspannung) geht davon aus, dass es zu einem Versagen des Werksto�s führt, wenn
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σ
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σ
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Abbildung 2.2.: Versagenskriterien bei zweiachsiger Beanspruchung für die Hauptspan-
nungen σ1 und σ2

die maximale Schubspannnung τmax einen kritischen Wert übersteigt. Hier gilt für die
Vergleichsspannung

σv = 2τmax = σ1 − σ3 (2.10)
Die Versagens�äche ist mit (2) in Abb.2.2 dargestellt.

2.2.3. Gestaltänderungsenergiehypothese
Die Gestaltänderungsenergiehypothese oder das v.Mises-Kriterium betrachtet die zur
Gestaltänderung (Fliessen) erforderlichen Arbeiten und leitet daraus eine Vergleichspan-
nung σv ab:

σv =
1√
2

√
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2 (2.11)
Dargestellt ist dieses Kriterium mit (3) in Abb.2.2.

2.3. Spannungskonzentrationen

In der Praxis �nden sich sehr oft geometrische Unregelmäÿigkeiten (Kerben) wieder.
Querschnittsübergänge, Wellenschultern, Rillen und Löcher treten überall bei Maschi-
nenbauteilen auf und haben alle eine lokale Spannungsüberhöhung im Bereich der Kerbe
gemeinsam. Die Berechnung dieser Spannungsüberhöhung ist von groÿer Bedeutung für
die Konstruktion, da diese Spannungsspitzen ein erhöhtes Risiko für das Versagen des
Bauteils darstellen, falls nicht ausreichend dimensioniert wurde. Die durch die Kerb-
wirkung erzeugte Spannungskonzentration kann mit einem Faktor Kt benannt werden,
der das Verhältnis aus Spannungsüberhöhung und einer gewählten Referenzspannnung
beschreibt:

Kt =
σmax

σref

(2.12)
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Abbildung 2.3.: Lochplatte unter Zugbelastung

Wobei σmax die maximale Spannung im Bauteil ist und σref die Referenzspannung. Bei
der Wahl der Referenzspannung gibt es zwei Möglichkeiten [15], die am Beispiel der
Lochplatte (Abb. 2.3) kurz erläutert werden sollen. Zum einen kann die Maximalspan-
nung auf die Bruttospannung σ bezogen werden. Dies ist die Spannung, die weit vom
Loch entfernt im Bauteil herrscht. Bei einer Plattendicke h, einer Plattenbreite H und
einer Zuglast P ergibt sich σref zu:

σref =
P

Hh
= σ (2.13)

Daraus folgt für die Spannungskonzentration:

Ktb =
σmax

σref

=
σmax

σ
=
σmaxHh

P
(2.14)

Zum anderen kann auch die Nettospannung σn als Referenzspannung gewählt werden.
Diese berechnet sich zu:

σref =
P

(H − d)h
= σn (2.15)

Für die Spannungskonzentration ergibt sich dann:

Ktn =
σmax

σref

=
σmax

σn

=
σmax (H − d)h

P
= Ktb

H − d

H
(2.16)

Ktb und Ktn sind verschieden. Für ein Verhältnis d
H
, das von 0 bis 1 reicht, steigt Ktb

von 3 bis ∞ an, wohingegen Ktn von 3 auf 2 sinkt. Dies ist in Abb. 2.4 dargestellt [16].
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Abbildung 2.4.: Spannungskonzentrationsfaktoren Ktb und Ktn

Für den Sonderfall einer unendlich ausgedehnten Platte mit Loch existiert eine ana-
lytische Lösung von Kirsch [17] und für eine groÿe Anzahl gekerbter Geometrien sind
strenge Lösungen von Neuber [18] aufgeführt worden. Eine Sammlung von Spannungs-
konzentrationsfaktoren für eine Vielzahl an Bauteilgeometrien wird in [15] mitgeteilt.
Für die Berechnung von Kerbspannungen bei beliebigen Geometrien wird in der Regel
die Methode der �niten Elemente angewandt auf deren Grundlagen in Kap. 2.4 einge-
gangen wird.

2.4. Die Methode der �niten Elemente

Einige grundlegende Probleme in der Strukturmechanik können berechnet werden, in-
dem man das betre�ende Bauteil durch einfache, aus der Theorie bekannte Geometri-
en ersetzt und somit mit simplen Formen approximiert. Denn die Elastizitätstheorie
stellt keine allgemeingültiges Lösungsverfahren bereit und analytisch exakte Lösungen
sind deswegen nur für sehr einfache Berandungsgeometrien von mechanischen Bauteilen
möglich. Daher wurden numerische Näherungsverfahren entwickelt, um auch komplexere
Geometrien berechnen zu können.
Mit der sogenannten Fachwerkanalogie [19], [20] konnten zunächst elastische Scheiben

beschrieben werden, indem man die Strukturen durch miteinander verbundene Stabmo-
delle annäherte. Der Spannungszustand im elastischen Kontinuum wurde durch Kräfte
an den Stabenden dargestellt. Je nachdem wie groÿ die Stäbe und deren Anzahl gewählt
wurden, konnten geometrisch komplexe Strukturen nachgebildet werden und somit ebene
Spannungsprobleme auf diese Weise gelöst werden.
Um den Spannungszustand in Kontinua jedoch genauer beschreiben zu können, wur-

den die Strukturen in ��nite Elemente� aufgeteilt (Abb. 2.5) [21], [22], wobei jedes Ele-
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Abbildung 2.5.: Unterteilung einer ebenen Scheibe in �nite Elemente

ment aus geradlinig miteinander verbundenen Knoten besteht. Jedes Element besitzt
eine Verschiebungsfunktion, die jedem beliebigen Punkt innerhalb eines Elements eine
Verschiebung zuordnet, die abhängig von den Verschiebungen der Knotenpunkte des
Elements ist. Somit ist eine kontinuierliche Beschreibung der Struktur möglich und es
können an jedem beliebigen Ort in der Struktur Aussagen über den Spannungszustand
gemacht werden und nicht nur an den Knotenpunkten wie es bei der Fachwerkanalogie
der Fall ist. Die Elemente müssen dabei folgende physikalischen Eigenschaften erfüllen
[23]:
• statische Verträglichkeit von Kräften und Spannungen (Gleichgewichtsbedingung)
• kinematische Verträglichkeit von Verschiebungen und Verzerrungen (Kompatibili-
tätsbedingung)

• Spannungs-Dehnungs-Beziehung (Sto�gesetz)
Weiterhin liefert ein Element nur eine Näherungslösung der exakten Werte in einem

Bereich einer Struktur. Die Werte (z.B. Spannungen) innerhalb eines Elements werden
interpoliert und je nach verwendetem Verschiebungsansatz des Elements können Gradi-
enten nur bedingt oder gar nicht dargestellt werden, da diese innerhalb eines Elements
der Verschiebungsfunktion entsprechen würden. Somit ist es für eine möglichst genaue
Darstellung eines Spannungsgradienten, wie es z.B. im Bereich von Kerben der Fall ist,
notwendig eine feine Diskretisierung durch eine genügend hohe Anzahl von Elementen in
diesen Bereichen zu erreichen. In Teilen einer Struktur in denen keine hohen Spannungs-
gradienten herrschen ist dagegen eine wesentlich gröbere Diskretisierung in den meisten
Fällen ausreichend.
Das grundlegende Vorgehen der FEM (Finite Elemente Methode) entspringt der Ener-

giemethode der Elastostatik, die mit Hilfe von Variations- und Extremalprinzipien Lö-
sungen für Elastizitätsprobleme �ndet. Das bekannteste Verfahren, dass für Näherungs-
lösungen solcher Problemstellungen angewendet wird, ist das Rayleigh-Ritz -Verfahren
[24], [25] und beruht auf dem Prinzip vom Minimum des Gesamtpotentials. Dies be-
sagt, dass sich ein Körper mit linear elastischem Materialverhalten im Gleichgewicht
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2.4. Die Methode der �niten Elemente

Element e

(e) (e)
i

Knotenpunkt P   (x   ,y   )
i i

�����

�����

�����

x

y

(e)

Abbildung 2.6.: Einfaches Dreieckselement

be�ndet, wenn die gesamte potentielle Energie ein Minimum annimmt [26]. Allerdings
wird bei dem ursprünglichen Rayleigh-Ritz -Verfahren von einer Verschiebungsfunktion
ausgegangen die global für den gesamten Körper gilt. Bei der FEM hat jedes Element
einen eigenen Verschiebungsansatz, der eine Linearkombination aus sogenannten Form-
funktionen mit den Knotenvariablen als Koe�zienten ist (Abb. 2.6) [27]:

f (e)(x, y) =
k∑

i=1

N
(e)
i (x, y)r

(e)
i (2.17)

wobei f (e) der Verschiebungsvektor für das Element e, k die Anzahl der Knoten des
Elements, N(e)

i die Matrix der Formfunktionen für das Element und r
(e)
i der Vektor der

Knotenpunktverschiebungen ist.
Mit Gl. 2.17 können Aussagen über Verschiebungen im Innern eines Elements in Ab-

hängigkeit der Knotenpunktverschiebungen getro�en werden. Auÿerdem muss Gl. 2.17
zusätzliche Interpolationseigenschaften besitzen, die N

(e)
i auf einen Knotenpunkt P (e)

des Elements e Eins werden lassen und auf allen Knoten anderer Elemente Null. Daraus
folgt die Bedingung:

N
(e)
i (x

(e)
j , y

(e)
j ) =

{
1 i = j
0 i 6= j (2.18)

In Matrixschreibweise ergibt sich für Gl. 2.17:
f = Nr (2.19)

Daraus ergibt sich die Beziehung für die Verzerrungen zu
ε = Br (2.20)

wobei in B die Ableitungen der Formfunktionen enthalten sind [23]. Das Sto�gesetz wird
mit

σ = Dε (2.21)
festgelegt, wobei D die Elastizitätsmatrix darstellt.
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2. Grundlagen

Die unbekannten Parameter, hier die Knotenpunktverschiebungen r, werden nun mit
dem Rayleigh-Ritz -Verfahren durch Lösung eines Variationsproblems ermittelt. Dazu
wird ein Extremwert eines Funktionals gesucht. Dieses Funktional hat in der Mechanik
eine physikalische Bedeutung. Im folgenden stellt es die gesamte potentielle Energie der
untersuchten Struktur dar. Mit Gl. 2.19, Gl. 2.20, Gl. 2.21 und dem Prinzip der virtuellen
Arbeit ergibt sich das Gesamtpotential eines elastischen Körpers zu:∏

=

∫
V

(
1

2
εT σ − fTp

)
dV −

∫
A

fT sdA− rTR (2.22)

Dabei sind p bzw. s die Massen- bzw. Ober�ächenkräfte und R die Einzellasten an den
Knotenpunkten.
Mit der Vereinfachung

S = R +

∫
V

NTpdV +

∫
A

NT sdA (2.23)

und der aus Gl. 2.19-2.21 herzuleitenden Gesamtstei�gkeitsmatrix K mit

K =

∫
V

BTDBdV (2.24)

wird Gl. 2.22 zu: ∏
=

1

2
rTKr− rTS (2.25)

Für ein Minimum der potentiellen Energie (Gleichgewichtslage des Körpers) wird nun

∂
∏
∂r

=


∂

∏
∂r1
∂

∏
∂r2...
∂

∏
∂rm

 = 0 (2.26)

gefordert und es ergibt sich aus Gl. 2.25 folgende Bestimmungsgleichungen für die ge-
suchten Knotenverschiebungen r:

Kr− S = 0 (2.27)
Somit können mit einer modi�zierten Variante des Rayleigh-Ritz -Verfahrens, das ei-
ne strukturmechanische Problemstellung in eine �nite Anzahl von Variationsproblemen
diskretisiert, eine Vielzahl von Fragestellungen der Mechanik beantwortet werden.
Allerdings müssen andere Techniken angewandt werden, sobald nichtlineare Formen

der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen oder Dehnungs-Verschiebungs-Beziehungen auf-
treten. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn nicht mehr von einem ausschlieÿlich elasti-
schen Materialverhalten ausgegangen werden kann. Plastizität oder Kriechen wären Fälle
für ein nichtlineares Sto�gesetz. Dies führt zwar nicht zur Notwendigkeit das ganze Pro-

14



2.5. Strukturoptimierung

blem für den nichtlinearen Fall umzuformulieren [28], jedoch werden Iterationsverfahren
zur Lösung angewandt, die das Sto�gesetz in geeigneter Weise erfüllen.
Geometrische Nichtlinearitäten treten dort auf wo schon relativ kleine Spannungen

groÿe Verschiebungen verursachen. Ein typisches Beispiel dafür wäre eine Uhrfeder.
Auch hier werden Lösungen mittels geeigneter iterativer Verfahren gesucht. Ein häu�g
verwendetes Verfahren zur iterativen Lösung solcher Problemstellungen ist das Newton-
Raphson-Verfahren auf dessen Anwendung in [26] näher eingegangen wird.
Für das bisher beschriebene Rayleigh-Ritz -Verfahren wird die Existenz eines Funk-

tionals für das zu behandelnde Problem vorausgesetzt. Es können allerdings Fälle auf-
treten für die kein Funktional existiert oder bisher noch nicht gefunden wurde. In so
einem Fall kann die Methode der gewichteten Residuen, im speziellen das Galerkin-
Verfahren, angewendet werden. Dabei ist der Grundgedanke die gesuchte Funktion, hier
der Verschiebungsvektor f(x, y), durch eine geeignete Funktion anzunähern, welche die
Randbedingungen erfüllt, und diese in die entsprechende Di�erentialgleichung einzuset-
zen. Bei der Lösung der Di�erentialgleichung entsteht erwartungsgemäÿ ein Fehler den
man das Residuum nennt. Die Methode der gewichteten Residuen fordert nun, dass das
Residuum in einem gewichteten Mittel verschwindet [26].

2.5. Strukturoptimierung

In der Arbeit von Baud [29] wurde zum ersten Mal darauf hingewiesen, dass die an der
Ober�äche auftretenden Maximalspannungen durch geeignete geometrische Veränderun-
gen der Ober�ächenkontur minimiert werden können, so dass der Spannungsverlauf an
der Ober�äche entlang der Kontur konstant ist.
Diese Hypothese wurde von Neuber [18] aufgegri�en, um analytische Lösungen für

die Kontur des Optimalpro�ls zu �nden. Diese wurden in [30] beschrieben, wobei keine
endlich ausgedehnten Zuglaschen berücksichtigt wurden. Dadurch lassen sich die vorge-
schlagenen Kerbformen in der Technik nur selten sinnvoll anwenden [31]. Analytische
Lösungen für eine optimale Randkontur wurden auch von Babuska und Kautsky [32]
für bestimmte Geometrien und Lastfälle vorgeschlagen. Jedoch führt eine allgemeine
analytische Lösung dieses Optimierungsproblems zu Di�erentialgleichungen, die nur in
wenigen Fällen lösbar sind und somit Möglichkeit optimale Randkonturen zu erhalten
wenig praktikabel erscheinen. Lansard [33], Thum und Bautz [34] geben Studien für die
von Baud vorgeschlagene Stromlinienform. Diese Randkonturform wurde selbst im Bau-
ingenieurwesen von Qi und Mimura [35] für die Verbindung von Trägern vorgeschlagen.
Francavilla et al. [36] hingegen verwenden die Methode der �niten Elemente zur Span-

nungsanalyse des zu optimierenden Bauteils und die Gradientenmethode für den Opti-
mierungsprozess. Mit dieser Methode wird zwar ein echtes Minimum der Spannung im
vorgegebenen Designraum angestrebt, dies geht aber auf Kosten der Optimierungsge-
schwindigkeit.
Ein iteratives Verfahren zur Optimierung von Kerbformen, dass ohne eine Gradien-

tenberechnung auskommt und auf dem Abklingungsgesetz von Neuber beruht, wurde
von Schnack [37], [38] entwickelt. Hierbei werden iterativ geometrische Eigenschaften
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2. Grundlagen

Abbildung 2.7.: Kerbformoptimierung im Bereich der Astanbindung

der Randkontur verändert und so ein optimaler Randkonturverlauf mit minimaler Span-
nung gesucht. Dieser Ansatz wird ebenfalls von Weck und Steinke aufgenommen und
in [39] angewendet. Eine Erweiterung der Methode für Viellastbeanspruchung wurde in
[40] vorgestellt.
Ebenfalls keine Gradientenberechnung benötigen die Wachstumsmethoden von Aze-

gami [41] und Mattheck [42], die an hochbeanspruchten Stellen der zu optimierenden
Kontur Materialanlagerungen realisieren und somit biologisches Wachstum simulieren.
Aus der Arbeit von Mattheck entstand die CAO-Methode (Computer Aided Optimiza-
tion Method), die bereits groÿe Erfolge in ihrer Anwendung verbuchen kann und viele
Lizenznehmer aus der Industrie hat.
Einen Überblick zum Thema Gestaltoptimierung wird in [43], [44] und [45] gegeben.

2.6. Bauteiloptimierung nach dem Vorbild der Natur

Ein optimales mechanisches Design wird in der Technik von Ingenieuren angestrebt,
um ein System vor allem hinsichtlich des Gewichtes und der Lebensdauer zu verbes-
sern. Dies wirkt sich dann auch letztendlich auf die E�zienz und somit auf den �Erfolg�
eines technischen Produktes aus. Der �Erfolg� in der Natur wird an dem Überleben ei-
ner Spezies bemessen was in direktem Zusammenhang mit ihrer Anpassungsfähigkeit
steht. Ist die Tigerkralle nicht optimal in ihrem Design, versagt sie womöglich bei der
Jagd und der Tiger ist nicht mehr in der Lage Nahrung zu bescha�en. Letztlich wird
er sterben wohingegen die Tiger, deren Kralle nicht bricht, weiter jagen und überleben
können. Dies ist ein Beispiel wie die Natur ein optimales Design mit Hilfe der Evoluti-
on �ndet. Die geometrische Bescha�enheit der Tigerkralle ist ein den Genen des Tigers
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2.6. Bauteiloptimierung nach dem Vorbild der Natur

vorgegeben und kann sich in der Lebensspanne des Tigers den Gegebenheiten nicht an-
passen. Die �schlechten� Gene, welche die nicht optimale Form der Kralle verursachen,
sterben zusammen mit den betro�enen Tigern aus. Somit optimiert sich die Tigerkralle
über Generationen hinweg durch Selektion. Die Tigerkralle ist jedoch nur ein Beispiel
für optimierte Strukturen in der Natur. Das Ziel eines jeden Lebewesens ist das Über-
leben und somit ist auch ein Groÿteil der Formen, die wir heute beobachten können,
geometrieoptimiert.
Eine andere Art der Gestaltoptimierung, die ebenfalls sehr häu�g in der Natur zu

beobachten ist, ist die adaptive Formoptimierung. Sie beruht nicht auf Selektion nicht
veränderlicher Komponenten, sondern auf das permanente Ändern der Gestalt entspre-
chend der Belastung. Die besten Beispiele hierfür sind der Knochen und der Baum.
Sie legen durch lokales Wachstum dort mehr Material an, wo die höchsten Belastungen
statt�nden. Das Wachstum wird beim Knochen durch die sogenannten Osteoplasten
und beim Baum durch das Kambium bewerkstelligt. Ein Beispiel wie e�ektiv solch eine
Gestaltoptimierung sein kann zeigt Abb. 2.7 sehr anschaulich [46]. Der dickere, untere
Ast kann einige Tonnen wiegen und ist im Bereich der Astanbindung mit einer Kerbe
versehen. Herkömmliche Konstruktionen, die in der Regel eine kreisförmige Ausbildung
der Kerbe vorsehen, würden unter der enormen Last, die durch das Gewicht des Astes
erzeugt wird, deutlich früher versagen. Der Baum war allerdings in der Lage den Kerb-
bereich durch seine Optimierungsstrategie zu optimieren und somit den Ast, den er zum
Überleben benötigt, nicht zu verlieren.
Allerdings müssen und können sich Bäume während ihres Lebens nicht bewegen und

somit ist hier nur die Vermeidung von Belastungsspitzen notwendig, d.h. ein Baum muss
nur wachsen können, um die Spannungskonzentrationen abzubauen. Wird das angelager-
te Material aufgrund eines Lastwechsels einmal nicht mehr benötigt, stört ihn das nicht
weiter. Er muss sich keine Sorgen um sein Gewicht machen und lässt somit das über-
schüssige Holz einfach da wo es ist. Dies ist z.B. beim Säugetier nicht der Fall. Es muss
für den Beutefang möglichst schnell sein und somit auch möglichst leicht. Daher optimie-
ren sich Knochen nicht nur hinsichtlich der abzubauenden Spannungskonzentrationen,
sondern auch hinsichtlich ihres Gewichtes. Dazu wird Material, das ehemals angelegt
wurde und nun aufgrund eines Lastwechsels nicht mehr oder an anderer Stelle benötigt
wird durch sogenannte Osteoklasten einfach abgebaut. Dies sind spezielle Zellen, die im
Knochen für den Materialabbau zuständig sind.
In dieser Arbeit wurde an Optimierungen gearbeitet, die Bauteile hinsichtlich ihrer

Dauerfestigkeit verbessern sollen. Leichtbau wurde daher indirekt durch eine Absenkung
der Spannungskonzentration, die eine günstigere Dimensionierung des Bauteils erlaubt
und somit eine Gewichtsreduzierung zur Folge hat, bewirkt, d.h. Gestaltoptimierung
ohne Topologieoptimierung nach dem Vorbild der Bäume. Daher wird in den folgenden
Abschnitten speziell auf die Optimierungsstrategien des Baumes eingegangen.

2.6.1. Aufbau und Mechanik von Bäumen
Wie bereits aus Kap. 2.6 erkennbar, ist der Baum nicht einfach nur eine P�anze, die un-
sere Parks schöner macht, uns Schatten spendet, der Holzwirtschaft dient und Sauersto�
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2. Grundlagen

produziert. Man kann den Baum auch als Musterbeispiel für Konstrukteure hinsichtlich
seiner Mechanik sehen. Wie bereits in Abb. 2.7 zu erkennen war, besitzt der Baum ein
e�zientes Design bezüglich seiner äuÿeren Gestalt. Dieses Design ist das Resultat aus
einer Reihe von Forderungen, die der Baum zu erfüllen hat, wenn er überleben will. Die
Änderung des Designs erfolgt über die gesamte Lebensspanne des Baums aufgrund ihrer
�o�enen Gestalt� [47], d.h. anders wie bei Tieren sind P�anzen in der Lage ihre Gestalt
ihr ganzes Leben hindurch zu verändern.
Grundsätzlich bestehen Bäume aus drei Grundorganen, die sowohl physiologische

als auch mechanische Aufgaben haben: Die Blätter, die Wurzeln und die Sproÿachsen
(Stamm und Äste).
Die Blätter versorgen durch Photosynthese den Baum mit Energie. Hier wird der Luft

Kohlendioxid entnommen und mit Wasser und Sonnenlicht in organische Sto�e (Koh-
lenhydrate, Fette, Proteine u.a.) und Sauersto� umgewandelt. Das bedeutet, dass viele
Blätter eine groÿe Sonnenkollektor�äche darstellen. Auf der anderen Seite wird durch
eine gröÿere Anzahl Blätter der Windwiderstand des Baumes erhöht und somit auch
die Biegebelastungen in den Ästen und dem Stamm. Wie groÿ solche Windlasten sein
können, sieht man immer wieder an Windbrüchen, die auch an vollkommen gesunden
Bäumen zu beobachten sind. Daher wird vom Baum ein möglichst hoher Nutzen (Ener-
gieausbeute, E�zienz) bei gleichzeitigen möglichst geringen Kosten (Windbruch oder
-wurf) angestrebt, was im Laufe dieses Abschnitts noch näher erläutert wird.
Die Wurzeln sorgen dafür, dass der Baum Wasser und Nährsto�e aus dem Erdreich

aufnehmen kann. Auÿerdem sind sie für die Verankerung des Baumes im Boden und
somit für dessen Standfestigkeit verantwortlich. Was für enorme Kräfte dabei von der
Wurzel ins Erdreich übertragen werden müssen, kann man sich mittels des Bogenmodells
Abb. 2.8 [48] veranschaulichen. Erfährt der Baum durch eine Windlast ein Moment, dass
er über die Wurzelplatte in den Boden einleitet, müsste aufgrund von Gleichgewichts-
betrachtungen bei Fehlen der Wurzelplatte der Baumstamm in den Boden gespiegelt
werden, um die enormen Momente aufnehmen zu können. Dies veranschaulicht die Leis-
tung, welche die Wurzeln mit ihrer Verankerung aufbringen. Auch in diesem Bereich
wurden Optimierungsstrategien des Baumes untersucht [49], [50].
Entlang des Stammes und der Äste erfolgt der Transport des Wassers von den Wur-

zeln zu den Blättern und der Transport von Assimilaten (Kohlenhydrate u.a.) von den
Blättern in den Baum. Weiterhin sorgen sie dafür, dass möglichst viele Blätter des Bau-
mes möglichst viel Licht bekommen. Daraus lassen sich folgende Wachstumsregulatoren
ableiten (Abb. 2.9) [51], [2]:
• Apicaldominanz
• Negativer Geotropismus
• Phototropismus
Die Apicaldominanz sorgt dafür, dass die Seitenäste eines Baumes nicht zu steil und

zu hoch hinaus wachsen. Der Wipfeltrieb hat das alleinige Recht in die Höhe zu schieÿen.
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2.6. Bauteiloptimierung nach dem Vorbild der Natur

Abbildung 2.8.: Bogenmodell für den Baum

Abbildung 2.9.: Die Wachstumsregulatoren des Baumes

Wäre dies nicht der Fall so könnte es passieren, dass Seitentriebe durch zu steiles Wach-
sen in die Höhe sich gegenseitig oder sogar den Wipfeltrieb beschatten. Weiterhin ist
ein Wachsen der Seitentriebe in die Breite günstiger für die Lichtausbeute. Versagt der
Wipfeltrieb aufgrund einer Wind- oder Schneelast wird diese Aufgabe von einem günstig
liegendem, starken Seitentrieb übernommen (Abb. 2.10). Aufgrund dieser Wachstums-
regel ergibt sich bei vielen Bäumen eine Baumkrone bei der der Wipfeltrieb die Führung
übernimmt und für eine maximal Lichtausbeute gesorgt ist.
Der negative Geotropismus lässt die Seitentriebe und den Wipfel entgegen der Schwer-

kraft in die Höhe der Sonne entgegen wachsen. Somit werden lange Hebelarme der Sei-
tentriebe vermieden und eine günstigere Schwerpunktlage der Baumkrone erreicht. In
Extremfällen ist somit ein Ast zu erstaunlichen Verrenkungen in der Lage (Abb. 2.10).
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2. Grundlagen

Abbildung 2.10.: Führungsübernahme
eines Seitentriebs

Abbildung 2.11.: Das Axiom kon-
stanter Spannung

Die Formen, welche die Äste dabei erzeugen, werden durch Anlagerung von sogenann-
tem Reaktionsholz realisiert. Muss ein Ast nach oben wachsen so wird bei Laubbäu-
men oberseitig sich verkürzendes Zugholz angelagert. Somit verkürzt sich der Ast auf
der Oberseite und biegt sich nach oben. Bei Nadelbäumen wird auf der Astunterseite
Druckholz angelagert, welches die untere Seite des Astes verlängert und ihn somit nach
oben drückt.
Der Phototropismus lässt den Baum in Richtung des Lichtes wachsen. Somit wer-

den seine Sonnenkollektoren (Äste mit Blättern) für eine optimale Sonnenlichtausbeute
ausgerichtet. Besonders deutlich wird dies bei einseitigem Lichteinfall. Hier ist auch ein
einseitiges Wachsen der P�anze in Richtung Licht zu beobachten.

2.6.2. Das Axiom konstanter Spannung
Ein Zusammenhang zwischen der äuÿeren Gestalt eines Baumes und seiner Belastung
wurde erstmals gegen Ende des 19. Jahrhunderts von Metzger [52] und später von Ylien
[53] hergestellt. Metzger hatte hierbei eine Gesetzmäÿigkeit zwischen dem Durchmesser
und der Höhe bei Fichtenstämmen gefunden. Diese Gesetzmäÿigkeit lässt sich bei ei-
nem einseitig eingespannten Träger unter Biegebelastung erkennen, wenn eine konstante
Randfaserspannung gefordert wird.
Erst sehr viel später wurde mit Hilfe moderner Berechnungsmethoden (FEM) von

Mattheck [3], [54], [55] nachgewiesen, dass auch andere Bereiche der Bäume wie Ast-
gabeln oder Wurzelanläufe nach dieser Gesetzmäÿigkeit gestaltet sind. Die Form dieser
Bereiche werden vom Baum so modi�ziert, dass bei der jeweiligen Belastung eine kon-
stante Spannungsverteilung an der Ober�äche erreicht wird. Dieses natürliche Design
von biologischen Lastträgern wurde auch an anderer Stelle in der Natur gefunden wie
z.B. bei Krallen, Geweihen und Knochen [42]. Hieraus wurde von Mattheck das Axiom
konstanter Spannung für biologische Lastträger formuliert. Es besagt, dass natürliche
Strukturen bei einer typischen Belastung keine Spannungskonzentrationen (Kerbspan-
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Abbildung 2.12.: Rippenbildung vor Radial-
riss

Abbildung 2.13.: Biegebelastete
Wurzel

nungen) mehr aufweisen, sondern eine homogene Verteilung der Spannung entlang der
Ober�ächenkontur. Zudem existieren auch keine unterbelasteten Bereiche (Materialver-
schwendung) in der Struktur. Durch die Konstanz der Spannung an der Ober�äche
existiert an keinem Ort eine erhöhte Wahrscheinlichkeit eines Versagens durch Span-
nungsüberhöhungen. Diese Gestaltung der Ober�ächengeometrie wird vom Baum durch
adaptives Wachstum erreicht. Ein gutes Beispiel für lastadaptives Wachstum zeigt Abb.
2.11.
Hier sieht man wie der Stamm unterhalb der Astanbindung stark am Durchmesser

zunimmt, da er dort das Gewicht des dicken Astes zu tragen hat. Um hier die Span-
nungskonstanz über den gesamten Stamm zu erhalten, muss er aufgrund der höheren
Last seinen Stammquerschnitt vergröÿern. Oberhalb der Astanbindung allerdings wird
der Stamm sehr viel dünner, da hier auch keine groÿe, zusätzliche Last, z.B. durch das
Gewicht eines Astes, hinzukommt.
Dieses Prinzip kann man auch bei der Reparatur von Wunden an Bäumen beobach-

ten. Ein Riss im innern eines Stammes erzeugt eine Spannungskonzentration, die durch
dickere Jahresringe am Ende des Risses abgebaut wird (Abb. 2.12).
Das lastadaptive Wachstum ist ebenfalls an einer Wurzel, die auf Biegung beansprucht

wurde, zu sehen, deren Querschnitt in Abb. 2.13 gezeigt ist. Die gröÿten Zuwächse in
Form von dickeren Jahresringen sind im Bereich der Randfaserspannung (Ober- und
Unterseite), also der maximalen Spannung, wohingegen die kleinsten Zuwächse in Form
von sehr dünnen Jahresringen in der neutralen Faser liegen, dem unbelasteten Bereich
eines Biegestabs.
Verantwortlich hierfür ist die Wachstumsschicht des Baumes in der die Holzzellen ge-

bildet werden, das Kambium. Es detektiert den Spannungszustand an den jeweiligen
Stellen und bestimmt die Wachstumsintensität der Holzzellen und somit das Dicken-
wachstum für den kommenden Jahresring. Das Kambium (KA) be�ndet sich zwischen
Bast (BA), der die Assimilate transportiert und dem Splintholz (SpHO) (Abb. 2.14). Im
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Abbildung 2.14.: Stammquerschnitt

Innern des Stammes �ndet man das Kernholz (KHO), welches bereits zumeist totes Holz
ist und ganz auÿen die Borke (BO), die dem Bast und dem Kambium Schutz bietet.

2.6.3. Computer Aided Optimization (CAO-Methode)
Die bereits in Kap. 2.6.1 und 2.6.2 erwähnten Prinzipien der Gestaltoptimierung der
Natur wurden mit der CAO-Methode in die Technik übertragen. Was die biegebelastete
Wurzel aus Abb. 2.13 unternommen hat, um ihre Spannungsüberhöhungen abzubau-
en, wird mit der CAO-Methode in einer Computersimulation an technischen Bauteilen
angewandt. Es wird Material an hochbelasteten Orten der Struktur angelegt und es
�ndet kein Wachstum oder sogar eine Schrumpfung in vergleichsweise gering belasteten
Bereichen statt. Das lastadaptive Wachstum an Maschinenbauteilen wird mit einer span-
nungsgesteuerten thermischen Ausdehnung simuliert. Die Vorgehensweise dieser Metho-
de soll am Beispiel einer abgesetzten Welle (Abb. 2.15) unter Zugbelastung schrittweise
erläutert werden.
Zunächst wird eine Finite-Elemente-Struktur der Welle erzeugt mit einem ersten De-

signvorschlag der zu optimierenden Kerbe. Bei der Erstellung des FE-Netzes sollte man
darauf achten, dass es im Bereich des späteren, lastadaptiven Wachstums eine soge-
nannte Wachstumsschicht besitzt. Dies sollte am besten ein Bereich sein, der gleichmä-
ÿig strukturiert vernetzt wurde, um spätere Netzverzerrungen möglichst zu vermeiden.
Diese Elementschicht ist das Äquivalent des Kambiums beim Baum.
Danach wird dieses FE-Modell mit den gewünschten Randbedingungen und Lasten

versehen und mit einem beliebigen FE-Programm berechnet. Durch die FE-Analyse er-
hält man die Spannungs- und Dehnungsverteilung im modellierten Bauteil, sowie die
Knotenpunktverschiebungen für die Netzknoten. Dadurch ist nun bekannt wo sich im
Bauteil die Spannungsmaxima be�nden. Weiterhin werden die Ergebnisse, die an soge-
nannten Integrationspunkten des Elementes berechnet wurden, auf die Elementknoten
extrapoliert. Es bekommt somit jeder Knoten die Spannungskomponenten zugeordnet,
damit für die Knoten der Wachstumsschicht die Misessche Vergleichspannung berechnet
werden kann.
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2.6. Bauteiloptimierung nach dem Vorbild der Natur

Nun setzt man die Spannungsverteilung gleich einer �ktiven Temperaturverteilung.
Die Orte ehemals höchster Spannung haben jetzt die höchsten Temperaturen, sind am
heiÿesten. Die Temperatur für den Knoten i ergibt sich aus der Spannung σi an diesem
Knoten und einer Referenzspannung σref zu:

Ti = A (σi − σref ) (2.28)
Mit dem Skalierungsfaktor A und der Referenzspannung σref werden die Temperaturen
in der Wachstumsschicht und somit auch das spätere Wachstum gesteuert, wobei σref

die Spannung beschreibt, die später auf der Bauteilober�äche herrschen soll und A den
Betrag des Zuwachses bestimmt. Auÿerdem wird der E-Modul der Wachstumsschicht
auf ungefähr 1

400
seines ursprünglichen Wertes herabgesetzt. Das Resultat ist eine sehr

weiche Wachstumsschicht, die an Orten hoher Belastung sehr warm ist und an weniger
belasteten Orten eher kalt ist.
Das eigentliche Wachstum �ndet in einer rein thermischen FE-Analyse statt. Die me-

chanischen Belastungen werden nun weggelassen und die erzeugte �ktive Temperatur-
verteilung wird als thermische Belastung aufgebracht. Die weiche Wachstumsschicht be-
kommt einen Wärmeausdehnungskoe�zienten α > 0, wohingegen der Rest des Bauteils
auf α = 0 gesetzt wird. Entsprechend der Temperaturverteilung dehnen sich nun in der
Wachstumsschicht die warmen Bereiche, also die Orte mit den ehemals gröÿeren Span-
nungen stärker aus als die kälteren. Somit erzielt man ein Wachstum durch thermische
Ausdehnung entsprechend der Temperaturverteilung. Starkes Wachstum an heiÿen bzw.
hochbelasteten Orten, geringes Wachstum an kalten bzw. geringbelasteten Orten. Da die
Schicht vorher weich gemacht wurde, treten auch keine gegenseitige Verkantungen oder
Verklemmungen der Elemente auf. Die Elemente wachsen somit ohne Verspannungen im
Innern ungefähr in senkrechter Richtung zur Ober�äche.
Nach dem Wachstum der weichen, oberen Schicht hat sich die Gestalt des Bauteils

entlang der Ober�äche bereits geändert und mit dieser Änderung der Geometrie wird
nun das FE-Netz korrigiert. Es werden die thermischen Verschiebungen zu den Kno-
tenkoordinaten addiert und eine neue FE-Struktur wird erstellt. Danach wird eine neue
Spannungsanalyse durchgeführt. Diesmal wieder mit der mechanischen Belastung, um
die Änderungen der Ober�ächenkontur auf die Spannungsverteilung im Bauteil bewer-
ten zu können. Der erste Optimierungszyklus hat in vielen Fällen bereits eine deutliche
Reduktion der maximal Spannungen zur Folge. Mit dieser Reduktion geht auch eine Ho-
mogenisierung des Spannungsverlaufs entlang der Ober�äche einher. Soll die Spannung
dennoch weiter abgesenkt werden, so setzt man diese neu erhaltene Spannungsverteilung
erneut einer Temperaturverteilung gleich und wiederholt die vorangegangenen Optimie-
rungsschritte solange bis das gewünschte Ziel erreicht ist.
Den Fortschritt einer solchen Optimierung sieht man am Beispiel einer abgesetzten

Welle (Abb. 2.16). Zunächst existiert eine Spannungskonzentration mit der Kreiskerbe
als Querschnittsübergang. Mehr und mehr reduzieren und homogenisieren die Zuwäch-
se die Spannung entlang der Ober�ächenkontur bis zum Schluss eine stark reduzierte,
konstant verlaufende Spannung an der Ober�äche erreicht ist.
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2. Grundlagen

Abbildung 2.15.: Schematischer Ablauf einer CAO-Optimierung

Abbildung 2.16.: Schrittweise optimierter Kerbbereich

24



3. Bauteiloptimierung

Querschnittsänderungen bei mechanischen Bauteilen sind in der Praxis keine Seltenheit
und zudem noch eine Gefahr für das Bauteil auf die besonderes Augenmerk gelegt werden
sollte. Sowohl Wellen als auch Balken haben eine Kerbe am Ort an dem sich das Bauteil
verbreitert, die dort eine Spannungskonzentration erzeugt. Diese Spannungsüberhöhung
am Querschnittssprung (Wellenschulter oder Balkenschulter) muss in die Auslegung des
Bauteils ein�ieÿen entweder in Form einer Überdimensionierung gegenüber der Nennlast
bei gleichbleibender Lebensdauer oder einer verkürzten Lebensdauer bei gleichbleibender
Dimensionierung. Ersteres hätte eine wesentliche Zunahme des Materials zur Folge, wel-
che einzig und allein auf die Spannung im Kerbbereich ausgerichtet wäre und in weiten
Bereichen des Bauteils gar nicht benötigt werden würde. Eine Optimierung, welche die
Kerbspannungen reduziert, hätte eine geringere Dimensionierung des Bauteils und somit
eine Gewichtsreduzierung zur Folge bei gleicher Lebensdauer. Wird die Dimensionierung
des Bauteils beibehalten, so kann eine Spannungsoptimierung die Lebensdauer erheblich
erhöhen. Betrachtet man den qualitativen Verlauf einer charakteristischen Wöhler-Kurve
so können gerade im Bereich der Dauerfestigkeit bereits geringe Spannungsreduktionen
eine groÿe Änderung der Lebensdauer bewirken.
Mit der CAO-Methode wird ein Werkzeug bereitgestellt, das es erlaubt sehr schnell

und e�ektiv Kerbformen beliebiger Geometrie in ihrer Gestalt so zu optimieren, dass
eine Reduktion der Spannungsüberhöhung erzielt werden kann, wie es der Anwender
wünscht oder die Geometrierestriktionen der Konstruktion es zulassen. Somit können auf
einfache Weise Sollbruchstellen in technischen Bauteilen vermieden und die Lebensdauer
derselben gesteigert werden.
Obwohl die Optimierungsmechanismen, welche die CAO-Methode verwendet, bereits

sehr einfach sind, ist es wünschenswert geometrische Eigenschaften und eventuelle Ge-
setzmäÿigkeiten bei optimierten Kerbformen zu charakterisieren und diese in Verbindung
mit Spannungsanalysen zu noch einfacheren Optimierungsprinzipien weiterzuentwickeln,
die eventuell auch ohne FEM auskommen.
Hierfür wurden zunächst Parameterstudien durchgeführt, in denen Kerben an Wellen-

und Balkenschultern mit der CAO-Methode optimiert wurden. Variiert wurde das Wel-
lendurchmesserverhältnis und die Lastart. Um für verschiedene Bauräume Kerbformen
zu untersuchen, wurden CAO-optimierte Konturen mit Spannungsüberhöhungen von
1, 8/ 1, 6/ 1, 4 und 1, 2 erzeugt.
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Abbildung 3.4.: Welle unter Zugbe-
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3.1. Wellen- und Balkenschulteroptimierung

Im Anhang A sind Spannungsverläufe und Kerbformen für optimierte Wellen unter Zug-
, Biege- und Torsionsbelastung mit Durchmesserverhältnissen zwischen 3, 0 und 1, 025
und für optimierte Balken unter Zug- und Biegebelastung mit Breitenverhältnissen von
3, 0 und 1, 1 abgebildet.
Für die Wellen wurden Durchmesserverhältnisse D/d (Abb. 3.1) von 3, 0/ 1, 63/ 1, 4/

1, 2/ 1, 1 und 1, 025 modelliert. Das Verhältnis d/L beträgt 2. Optimiert wurde mit der
v.Mises-Vergleichsspannung als Steuergröÿe, welche dann auch als Optimierungsergebnis
entlang der Laufkoordinate s auf der Kerbober�äche angegeben wird. Die Koordinate s
wurde aufgrund von verschiedenen Kerblängen auf die Länge l der Ober�äche normiert.
Die Geometriegröÿen der Kerbformen wurden alle in dem in Abb. 3.3 gezeigten Koor-
dinatensystem dargestellt und auf den kleinen Durchmesser d bezogen, wobei hier y/d
die radiale Ausdehnung der Kerbkontur beschreibt und x/d die axiale Ausdehnung. Im
folgenden werden die maximalen Werte, welche die Kerbformen in radialer und axialer
Richtung erreichen auch als radialer Bauraum b/d und axialer Bauraum a/d bezeichnet.
Bei den Balkenschultern werden die Geometriedaten auf die kleine Breite b des Bal-
kenmodells bezogen. Der Bauraum in x-Richtung wird als horizontaler Bauraum h/b
bezeichnet, in y-Richtung als vertikaler Bauraum v/b.
Die Finite-Elemente-Struktur der abgesetzten Welle wurde mit axialsymmetrischen

Vier-Knoten-Elementen modelliert, wobei der breitere Teil der Welle in axialer Richtung
eingespannt wurde, was einer Welle mit Bund entspricht. Die Last wurde am kleineren
Durchmesser in Form einer Einheitszugspannung aufgebracht (Abb. 3.4).
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Abbildung 3.5.: Welle unter Biege-
belastung
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Abbildung 3.6.: Welle unter Torsi-
onsbelastung
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Abbildung 3.7.: Balken unter Zug-
belastung
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Abbildung 3.8.: Balken unter Bie-
gebelastung

Das erste Diagramm im Anhang A.1 zeigt zunächst die CAO-Kerbformen für eine
Welle mit einem D/d von 3, 0 unter Zugbelastung [56]. Die Kontur mit der geringsten
Spannungsreduktion besitzt einen axialen Bauraum a/d von 0, 0689 und eine Span-
nungsüberhöhung von 1, 8. Im Vergleich dazu erreicht eine Kreiskerbe mit einem etwas
gröÿeren axialen Bauraum von 0, 08 eine Spannungsüberhöhung von 1, 97. Hier wird be-
reits die Überlegenheit einer CAO-Kerbform deutlich. Bei einem etwas kleineren axialen
und deutlich kleineren radialen Bauraum wird hier bereits eine Spannungsreduktion von
9 % erreicht mit einer gleichzeitigen Materialreduktion im Kerbbereich. Mit steigender
Spannungsreduktion steigt sowohl der axiale Bauraum a/d als auch das Bauraumver-
hältnis a/b der Kerbkonturen. Die Kerbform mit einer 1, 6fachen Spannungsüberhöhung
hat bereits ein a/d von 0, 1019 und zeigt ein konstantes Wachstum normal zur Ober�ä-
che der Kerbe entlang derselben. Ein axialer Bauraum von 0, 1478 ist bereits nötig, um
eine Kerbe mit einer 1, 4fachen Spannungsüberhöhung in die Wellenschulter einzupassen.
Festzustellen ist, dass für dieselbe Spannungsreduktion von 1, 6 auf 1, 4 gröÿere Zuwäch-
se erforderlich waren als von 1, 8 auf 1, 6. Dies wird noch deutlicher, betrachtet man
die Kerbform für eine 1, 2fache Spannungsüberhöhung, die einen axialen Bauraum von
0, 2577 einnimmt. Hier ist der Zuwachs deutlich gröÿer bei gleicher Spannungsreduktion
bezüglich der vorherigen Kerbform. Bei konstantem Abfall der Spannung liegt demnach
ein überproportionales Wachstum der Kerbkontur vor. Weiterhin ist zu bemerken, dass
der axiale Bauraum mit abnehmender Spannungsüberhöhung stärker zunimmt als der
radiale Bauraum. Die Kerbform nimmt eine schlankere Form an bei groÿen Spannungs-
reduktionen, d.h. sie besitzt dann ein gröÿeres Bauraumverhältnis a/b. Die Kerbe mit
einer Spannungsüberhöhung von 1, 2 besitzt zudem den gleichen radialen Bauraum wie
die Kreiskerbe. Spielt der radiale Bauraum gegenüber dem axialen Bauraum in der Kon-
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struktion eine übergeordnete Rolle so kann hier sogar eine 39 %ige Spannungsreduktion
der CAO-Kerbform verglichen mit der konventionellen Kreiskerbe beobachtet werden.
Das Schaubild direkt neben dem Kerbformdiagramm zeigt die zugehörigen Spannungs-

verläufe entlang der CAO-Kerbkonturen. Zunächst fällt hier die vom Kreisradius erzeug-
te Spannungsspitze auf, die eine Spannungsüberhöhung von 1, 97 erreicht. Es fällt auf,
dass das Maximum auf einen extrem kleinen Bereich begrenzt ist. Die Spannung steigt
sehr steil bis zum Maximum an, um danach genauso schnell wieder abzufallen bis zu
einem Grenzwert, der die Nennspannung beschreibt. Anders hingehen bei der CAO-
Kerbform mit einer maximalen Spannungsüberhöhung von 1, 8. Hier steigt die Kurve
zwar ebenfalls steil an, verläuft aber entlang der Kerbe auf einem konstanten Wert von
1, 8 und überschreitet diesen nicht. Es wurde ein konstanter Spannungsverlauf erzeugt,
dessen maximaler Betrag mit einem Minimum an benötigtem Bauraum auskommt. Die
folgenden Kurven erreichen immer niedrigere Maximalwerte und einen länger werdenden
Bereich konstanter Spannungsverteilung. Mit sinkender Spannung wird nur der Abfall
auf die Nennspannung �acher, der Anstieg bleibt wie beim Radius auch sehr steil.
Bei den folgenden Diagrammen in Anhang A.1 wird das Durchmesserverhältnis vari-

iert, wobei die Belastungsart beibehalten wird.
In Anhang A.2 wurde als Belastungsart reine Biegung angenommen. Die Finite-

Elemente-Struktur für eine Welle unter Biegung wurde mit axialsymmetrischen Vier-
Knoten-Elementen für nichtsymmetrische Belastungen modelliert. Es wurden die Durch-
messerverhältnisse entsprechend der Zugwelle auch für die Biegewelle variiert. Die Last
wurde am kleineren Durchmesser als lineare Biegespannungsverteilung aufgebracht (Abb.
3.5). Die Darstellung der Ergebnisse erfolgt in derselben Weise wie bereits oben erläutert.
In Anhang A.3 wurden Wellen mit einer Torsionsbelastung analysiert und optimiert.

Für die Modellierung der Welle unter Torsion wurden axialsymmetrische Vier-Knoten-
Elemente für Torsionsbelastungen verwendet. Die Last wurde am kleineren Durchmesser
als Torsionsmoment aufgebracht (Abb. 3.6).
Für den Balken unter Zug [57] in Anhang A.4 wurden Vier-Knoten-Elemente für

den ebenen Spannungszustand in der FE-Struktur verwendet. Es wurden Modelle mit
Breitenverhältnissen B/b von 3, 0 und 1, 1 erstellt und optimiert (Abb. 3.2). Auch hier
beträgt das Verhältnis b/L = 2. Die Last wurde am Ende des Balkens mit der kleineren
Breite als Einheitszugspannung aufgebracht (Abb. 3.7).
Auch bei dem Balken unter Biegebelastung (Anhang A.5) wurden Elemente für den

ebenen Spannungszustand verwendet und Breitenverhältnisse von 3, 0 und 1, 1 model-
liert. Die Last wurde als lineare Biegespannungsverteilung aufgebracht (Abb. 3.8).
Auf die einzelnen Unterschiede, die sich aus der Variation des Durchmesser- bzw.

Breitenverhältnis, der Lastart und des Querschnittpro�ls ergeben, wird in Kapitel 3.2
näher eingegangen.
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3.2. Geometrische Charakterisierung der CAO-Kerbformen

3.2. Geometrische Charakterisierung der

CAO-Kerbformen

In den folgenden Abschnitten werden die Optimierungsergebnisse zusammengefasst und
die geometrischen Eigenschaften der einzelnen Kerbkonturen charakterisiert. Es werden
exemplarisch CAO-Kerbkonturen mit der maximalen Spannungsreduktion (Spannungs-
überhöhung von 1, 2) miteinander verglichen.

3.2.1. Variation des Durchmesserverhältnisses
In diesem Abschnitt werden Kerbformen mit einer Spannungsüberhöhung von 1, 2 bei
verschiedenen Durchmesserverhältnissen und Lastarten miteinander verglichen.
Abb. 3.9a zeigt CAO-Kerbformen mit einer 1, 2fachen Spannungsüberhöhung bei va-

riierenden Durchmesserverhältnissen, die an abgesetzten Wellen unter Zugbelastung op-
timiert wurden. Hier fällt zunächst auf, dass sich die Kerbkonturen ab einem Durch-
messerverhältnis von 1, 4 bei steigendem Durchmesserverhältnis sehr ähneln. Der axiale
Bauraum ist fast identisch, der radiale Bauraum fällt bei einem Durchmesserverhältnis
von 1, 4 etwas kleiner aus. Die Kurven für die Durchmesserverhältnisse von 1, 63 und
3, 0 unterscheiden sich nicht mehr. Daraus lässt sich schlieÿen, dass ab einer gewissen
Schulterhöhe der Welle zusätzliches Material mechanisch isoliert bleibt und kaum noch
Ein�uss auf die Geometrie der Kerbkontur hat [58]. Selbiges wird in [15] und [59] für
Platten unter Zug mit unterschiedlich langem Bund berichtet und in [60] weiterhin für
den Zugfall, in [61] für den Biegefall untersucht.
Mit abnehmendem Durchmesserverhältnis sinken auch die axialen und radialen Bauräu-

me der Kerbkonturen. Jedoch stellt man fest, dass die radialen Bauräume in einem stär-
keren Maÿe abnehmen. Dies hat zur Folge, dass bei kleinen Durchmesserverhältnissen
sehr groÿe Bauraumverhältnisse entstehen, d.h. die Kerbformen werden sehr schlank.
Auch gibt es eine relativ konstante Materialzunahme zwischen den einzelnen Kurven für
Durchmesserverhältnisse von 1, 025 bis 1, 4, wohingegen wie bereits erwähnt ab einem
D/d von 1, 4 kaum noch Unterschiede vorhanden sind. Weiterhin treten die Kerbfor-
men bei extrem kleinen Werten von D/d (1, 025) mit einem �acheren Winkel in die
Wellenschulter ein als bei den restlichen Konturen (siehe dazu auch Abb. 3.9b und 3.9c).
In Abb. 3.9b werden CAO-optimierte Kerbkonturen bei variierenden Durchmesser-

verhältnissen mit 1, 2facher Spannungsüberhöhung an Wellenschultern unter Biegebe-
lastung miteinander verglichen. Auch hier zeigt sich wieder, dass ab einem D/d von 1, 4
die Unterschiede zwischen den Konturen geringer werden, wobei im Biegefall sich die
beiden Konturen für die Durchmesserverhältnisse 1, 63 und 3, 0 deutlicher unterscheiden
als das bei Zugbelastung der Fall ist. Auch bei Biegung sinken sowohl der axiale wie
auch der radiale Bauraum mit abnehmendem Durchmesserverhältnis, wobei hier auch
wie bei Zugbelastung das Bauraumverhältnis zunimmt und die Kerbkonturen schlanker
werden. Es gibt einen groÿen Materialzuwachs zwischen den Kerbformen bei einem D/d
von 1, 025 und 1, 1, wobei dieser danach bis zu einem Durchmesserverhältnis von 1, 4
wieder konstant zu bleiben scheint. Ebenso treten die Kerbformen unter Biegebelastung
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unter einem leicht steileren Winkel in die Wellenschulter ein als bei Zugbelastung. Die-
ser Eintrittswinkel ist bei dem kleinsten Durchmesserverhältnis von 1, 025 wieder am
kleinsten.
CAO-optimierte Kerbformen an Wellenschultern unter Torsionsbelastung werden in

Abb. 3.9c bei variierenden Durchmesserverhältnissen bei einer Spannungsüberhöhung
von 1, 2 vorgestellt. Hier wiederholen sich die Eigenschaften der Konturen vom Fall der
Biegebelastung. Allein der Eintrittswinkel in die Wellenschulter ist im Torsionsfall noch
etwas steiler als im Biegefall.

3.2.2. Variation des Lastfalls
In diesem Abschnitt werden CAO-Kerbformen bei gleichem Durchmesserverhältnis und
gleicher Spannungsüberhöhung, jedoch variierendem Lastfall miteinander verglichen.
Abb. 3.10 zeigt zunächst CAO-Kerbformen bei einer Spannungsüberhöhung von 1, 2

und einem Durchmesserverhältnis von 3, 0 unter verschiedenen Lastfällen. Hier fällt zu-
nächst auf, dass die CAO-Kerbform unter Zugbelastung wesentlich gröÿer ist als die
CAO-Kerbformen unter Biege- und Torsionsbelastung. Sowohl radialer als auch axialer
Bauraum sind wesentlich gröÿer als bei Biegung bzw. Torsion. Die optimierten Kerb-
formen für Biegung und Torsion hingegen ähneln sich in ihren Abmessungen eher ein-
ander, wobei auch Unterschiede zu vermerken sind. Der radiale Bauraum ist für den
Biege- und Torsionsfall annähernd gleich groÿ, der axiale Bauraum hingegen zeigt sich
bei Torsionsbelastung als der kleinere Bauraum im Vergleich zur biegebelasteten Kerbe.
Dies wirkt sich auch entlang der Kerbe aus, indem die Torsionskerbe immer unterhalb
der Biegekerbe verläuft, um erst kurz vor Eintritt in die Wellenschulter zur Biegekerbe
aufzuschlieÿen. Weiterhin sind unterschiedliche Eintrittswinkel der Kerbformen in die
Wellenschulter für die einzelnen Lastfälle erkennbar. Hierbei hat die Zugform den �achs-
ten und die Torsionsform den steilsten Eintrittswinkel. Diese Tendenz setzt sich mit
abnehmenden Durchmesserverhältnis fort.
Bei einem Durchmesserverhältnis D/d von 1, 63 lassen sich ebenfalls, wie bereits bei

einem D/d von 3, 0, die Relationen zwischen den Bauräumen und Eintrittswinkeln bei
verschiedenen Lastfällen erkennen. Einzig der Unterschied zwischen Biege- und Torsi-
onsfall fällt etwas deutlicher aus. Hier hat die Torsionsform noch etwas weniger Material
als die Biegeform.
Bei weiter abnehmendem Durchmesserverhältnis nähert sich die Kerbform für Zug-

belastung immer weiter der Biegeform an, wobei Torsions- und Biegeform sich genauso
wie bei gröÿeren Durchmesserverhältnissen verhalten. Bei einem D/d von 1, 1 besitzen
alle drei Kerbformen den gleichen radialen Bauraum, während die Zugform die gröÿte
axiale Ausdehnung aufweist und die Torsionsform nach wie vor die kleinste Ausdehnung
besitzt. Somit fächern sich die Kerbformen, ausgehend vom Eintritt in die Wellenschul-
ter, auf und besitzen nahezu denselben Abstand voneinander entlang ihrer Ober�äche.
Bei einem D/d von 1, 025 hingegen legt sich die Kerbform für Zugbelastung fast kom-
plett entlang ihrer Ober�äche auf die Kerbform für Biegebelastung. Die Torsionsform
hingegen erweitert ihren Abstand zur Biegeform etwas und besitzt nun auch einen etwas
gröÿeren radialen Bauraum als die Zug- und Biegeform.
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Abbildung 3.9.: Optimierte Kerbformen bei variierendem Durchmesserverhältnis D/d
mit 1, 2facher Spannungsüberhöhung
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Abbildung 3.10.: Optimierte Kerbformen bei variierender Belastungsart mit 1, 2facher
Spannungsüberhöhung
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3.2.3. Variation des Querschnittpro�ls
Im folgenden Abschnitt werden CAO-Kerbformen miteinander verglichen, die jeweils ei-
ne 1, 2fache Spannungsüberhöhung erreichen bei verschiedenen Durchmesser- bzw. Brei-
tenverhältnissen und bei verschiedenen Querschnittspro�len unter Zug- bzw. Biegebe-
lastung.
Rechts oben in Abb. 3.11 werden CAO-Kerbkonturen mit einer Spannungsüberhöhung

von 1, 2 dargestellt bei einem D/d bzw. B/b von 3, 0 jeweils für einen Balken und eine
Welle. Zunächst fällt auf, dass die Kerbkontur für einen Balken einen wesentlich gröÿe-
ren Bauraum einnimmt als für eine Welle. Weiterhin hat die Kontur für einen Balken
ein höheres Bauraumverhältnis und einen geringfügig �acheren Eintrittswinkel in die
Schulter.
Links oben in Abb. 3.11 werden ebenfalls CAO-Kerbkonturen mit Spannungsüberhö-

hungen von 1, 2 miteinander verglichen. Hier allerdings mit einem Durchmesser- bzw.
Breitenverhältnis von 1, 1. Auch hier ist der Bauraum der Kontur bei einem Balken merk-
lich gröÿer als bei einer Welle. Das Bauraumverhältnis der Balkenkontur ist wesentlich
gröÿer als das der Wellenkontur, wobei sich die Eintrittswinkel diesmal sehr ähneln.
In Abb. 3.11 unten werden CAO-Kerbformen mit 1, 2facher Spannungsüberhöhung

für Balken und Wellen verschiedener Breiten- und Durchmesserverhältnisse miteinander
verglichen. Hier wurden jedoch die Kerbformen unter einer Biegebelastung optimiert.
Vergleicht man nun für beide Durchmesser- bzw. Breitenverhältnisse die optimierten
Kerbformen miteinander, so stellt man das gleiche Verhalten wie bei den zugoptimierten
Formen fest. Unterschiede entstehen nur durch den Lastfall und dies wurde bereits in
Kap. 3.2.2 ausführlich beschrieben.

3.2.4. Bauraumkarten der CAO-Kerbformen
Für einen bestimmten Lastfall und einem bestimmten Querschnittspro�l können nun die
Bauräume aller optimierten Kerben und Wellen bzw. Balken in Diagrammen dargestellt
werden. In einem solchen Bauraumdiagramm wird das Bauraumverhältnis a/b bzw. h/v
über dem axialen bzw. horizontalen Bauraum a bzw. h der jeweiligen Kerbe aufgetragen.
Abb. 3.12a zeigt ein solches Diagramm für Wellen unter Zugbelastung. Für jedes

Durchmesserverhältnis wurden die Bauräume der CAO-Kerben für die vier erreichten
Spannungsüberhöhungen aufgetragen. Au�ällig ist hier, dass es einen linearen Zusam-
menhang zwischen den Bauräumen für die einzelnen Spannungsüberhöhungen einer Wel-
le gibt. Für jedes D/d gibt es einen linearen Zusammenhang der CAO-Bauräume. Man
sieht auch, dass sich die Bauräume ab einem D/d von 1, 4 aufwärts kaum noch un-
terscheiden. Die Bauraumverhältnisse dieser Wellen steigen auch relativ �ach an mit
steigender Spannungsreduktion. Wohingegen mit abnehmendem D/d die Bauraumver-
hältnisse immer steiler ansteigen. Hier kann man das bereits in Kap. 3.2.1 beschriebene
Verhalten der immer schlanker werdenden CAO-Formen für kleine D/d-Werte direkt
am Bauraumverhältnis ablesen. Weiterhin existiert ein linearer Zusammenhang bei glei-
cher Spannungsüberhöhung, aber unterschiedlichen D/d-Werten zwischen den einzelnen
Bauräumen.
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Abbildung 3.11.: Optimierte Kerbformen für verschiedene Querschnitte mit 1, 2facher
Spannungsüberhöhung

In Abb. 3.12b sind die Bauräume für Wellen unter Biegebelastung zu sehen. Auch
ist ein linearer Zusammenhang zwischen den Bauräumen einzelner Spannungsüberhö-
hungen bei gleichem D/d festzustellen, sowie bei gleicher Spannungsüberhöhung und
verschiedenen D/d-Werten. Die Bauräume sowie die Bauraumverhältnisse werden für
Biegung im Vergleich zur Zugbelastung kleiner.
Für den Torsionsfall werden die Bauräume in Abb. 3.12c gezeigt. Auch sind wieder

die linearen Zusammenhänge entsprechend der vorherigen Diagramme zu sehen. Die
Bauräume und die Bauraumverhältnisse nehmen weiterhin ab verglichen mit den Werten
für Biegung.
Für Balken unter Zugbelastung zeigt Abb. 3.13a die entsprechenden Bauräume der

CAO-Kerbkonturen. Die wesentlichen Unterschiede zu den Wellen wurden bereits in
Kap. 3.2.3 diskutiert. Auch hier ist der lineare Zusammenhang zwischen den einzelnen
CAO-Bauräumen bei konstantem B/b deutlich zu erkennen
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Abbildung 3.12.: Bauräume von CAO-Kerbformen bei Wellen
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Abbildung 3.13.: Bauräume von CAO-Kerbformen bei Balken

In Abb. 3.13b werden die CAO-Bauräume eines Balken unter Biegebelastung darge-
stellt. Auch hier sei auf Kap. 3.2.3 verwiesen, dass die Unterschiede zwischen verschie-
denen Querschnittspro�len bespricht, wenn die Bauräume mit denen der Wellen unter
Biegebelastung verglichen werden sollen. Der lineare Zusammenhang tritt hier ebenfalls
deutlich heraus.

3.3. Elliptische Kerbformen im CAO-Bauraum

Battenbo und Baines [62], Berkey [63], Grodzinski [64] und Pilkey [15] untersuchen geo-
metrisch einfacher zu beschreibende, optimale Kerbkonturen. Diese Formen für Kerb-
geometrien sollen, wenn auch nicht minimale, aber doch stark reduzierte Spannungen
mit einem praktikablen, leicht zu erzeugenden Design verbinden. Die Ellipse scheint eine
gute Näherung zur optimalen Kerbform darzustellen und somit prädestiniert zu sein für
die Verwendung als spannungsreduzierende Kerbform.
Links in Abb. 3.14 sind die gerechneten elliptischen Kerbformen für verschiedene

Durchmesserverhältnisse der Wellen aufgelistet. Als kleine Halbachse wurde der maxima-
le radiale Bauraum der CAO-Kerben verwendet. Danach wurden die groÿen Halbachsen
variiert.
Für den minimalen CAO-Bauraum wurden ebenfalls Wellen mit elliptischen Kerb-

konturen untersucht (Abb. 3.14, rechts). Hier wurden Wellen mit einem D/d = 1, 025
und D/d = 1, 63 modelliert und der minimale radiale Bauraum der entsprechenden
CAO-Kerbformen als kleine Halbachse der Ellipsen festgehalten. Es wurde auch hier das
Bauraumverhältnis mittels der Variation der groÿen Halbachse verändert.
In Abb. 3.15 werden die Spannungsverläufe entlang mehrerer elliptischer Kerbkonturen

an einer Welle mit einem Durchmesserverhältnis von 1, 63 unter Biegebelastung gezeigt.
Die Ellipsen wurden wie oben bereits beschrieben bei gleichbleibender kleiner Halbachse
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Abbildung 3.14.: Untersuchte elliptische Kerbformen

in ihren groÿen Halbachsen variiert. Somit werden die Konturen mit ihrem jeweiligen
Bauraumverhältnis charakterisiert.
Die erste Ellipse bildet die Kreiskerbe mit einem Halbachsenverhältnis von 1. Danach

wurde die lange Halbachse (axialer Bauraum) kontinuierlich vergröÿert bis zu einem
Halbachsenverhältnis von 5, 36.
Die Kreiskerbe erzeugt die höchste Spannungsüberhöhung aller gerechneten Kerbkon-

turen an dieser Welle. Mit zunehmender groÿer Halbachse sinkt die Spannungsüberhö-
hung und verlagert ihren Ort in Richtung Wellenschulter bis sie ein Minimum erreicht.
Danach steigt die Spannungsüberhöhung trotz zunehmender groÿer Halbachse wieder an.
Bemerkenswert ist, dass sich alle Spannungsverläufe in einem Punkt kreuzen. Gleichzei-
tig stellt dieser Punkt das Minimum aller Spannungsüberhöhungen dar, da der Scheitel
der Kurve mit der geringsten Spannungsüberhöhung durch diesen Punkt läuft. Die da-
zugehörige Kerbkontur weist ein Bauraumverhältnis auf, dass ebenfalls dem der CAO-
Kerbkontur gleicht (Abb. 3.16). Daraufhin wurde untersucht, ob der CAO-Bauraum
ein optimaler Bauraum für elliptische Kerbkonturen ist. Bei Wellen mit Durchmesser-
verhältnissen von 1, 2/ 1, 1 und 1, 025 wurden ebenfalls elliptische Kerbformen in den
entsprechenden CAO-Bauraum eingepasst. Danach wurden wieder, bei gleichbleibender,
kleiner Halbachse, die langen Halbachsen variiert und es wurde das gleiche Verhalten wie
in Abb. 3.16 auch für die anderen Wellen beobachtet. D.h. auch für kleinere Durchmesser-
verhältnisse gilt der CAO-Bauraum als optimaler Parameter für die Wahl der Halbachsen
einer elliptischen Kerbform. Für Wellen mit einem Durchmesserverhältnis von 1, 63 und
1, 025 wurden weiterhin elliptische Kerbformen in den kleinsten CAO-Bauraum einge-
passt und ihre groÿen Halbachsen variiert. Die Ellipse mit CAO-Bauraum tri�t hier nicht
mehr ganz das Minimum, jedoch sind die Unterschiede zu vernachlässigen.
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Abbildung 3.15.: Spannungsverläufe elliptischer Kerbformen
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Abbildung 3.16.: Spannungsverläufe elliptischer Kerbformen (Detail)

3.4. Die Kerbe unter zweiachsiger Belastung und ihre

Optimierung

Bisher wurden Balken nur unter einachsigen Belastungen untersucht und optimiert. Da
jede Optimierung auch eine Spezialisierung ist, werden die vorangegangenen Analysen
für zweiachsige Belastungen ihren Anspruch auf das Optimum verlieren. Darum ist es
notwendig für zweiachsige Belastungen entsprechende Modelle zu erstellen und zu op-
timieren. Dazu wurden Balkenschultermodelle mit einem Breitenverhältnis B/b = 3, 0
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Abbildung 3.17.: Balken unter zweiachsiger Belastung (Zug-Druck und Zug-Zug)

erstellt, die in der Ebene sowohl in x- als auch in y-Richtung belastet wurden [65]. Die
Lastkon�gurationen beinhalten eine Zug-Druck-Belastung (Last in positiver x-Richtung
und negativer y-Richtung) und eine Zug-Zug-Belastung (Last in positiver x-Richtung
und positiver y-Richtung). Das Verhältnis der beiden Lasten beträgt immer 1.

3.4.1. Zug-Druck-Belastung
Im folgenden wurden Kerben an Balkenschultern unter zweiachsigen Belastungen ana-
lysiert und optimiert. Rechts in Abb. 3.17 ist eine Balkenschulter mit Einspannung und
der aufgebrachten Last dargestellt. Hier wurde eine Zug-Druck-Kon�guration der Last
gewählt.
Bei der Spannungsanalyse wurde die CAO-Optimierung mit einem Kreisradius glei-

chen maximalen Bauraums verglichen. Abb. 3.18 zeigt links die Kerbgeometrien und
rechts die zugehörigen Spannungsverläufe entlang der Konturen. Bei den Kerbkonturen
fällt besonders auf, dass die Materialeinsparung bei der CAO-Optimierung enorm ist.
Der Kreisradius benötigt sehr viel Material in der Mitte der Kontur, welches für eine
Spannungsreduzierung nicht notwendig ist wie die Spannungsverläufe rechts in Abb. 3.18
zeigen. Vielmehr ist der seitliche Anlauf zur Konturmitte ausschlaggebend. Dies kann die
CAO-Kontur realisieren. Sie reduziert bei gleichem Bauraum die Spannungsüberhöhung
erheblich und erreicht eine homogene Spannungsverteilung im Bereich der Spannungs-
überhöhung. Au�ällig ist hier, dass zwei aufeinander folgende Spannungsüberhöhungen
existieren, zwischen denen noch ein Spannungsminimum ist. Die beiden Ausläufer der
Spannungsverteilung entlang der Kontur enden mit einer Spannungsüberhöhung von 1.

3.4.2. Zug-Zug-Belastung
Hier wurden Kerben an Balkenschultern unter zweiachsigen Belastungen mit einer Zug-
Zug-Kon�guration analysiert und optimiert. Links auf Abb. 3.17 ist eine Balkenschulter
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Abbildung 3.18.: CAO-Optimierte Kerbform und Kreisradius bei zweiachsiger Belastung
(Zug-Druck)

mit Einspannung und der aufgebrachten Last zu sehen. Es wurden beide Enden des
Balkens mit einer Zugbelastung beaufschlagt.
Wie bereits in Kap. 3.4.1 wurde auch bei dieser Balkenschulter bei der Spannungs-

analyse die CAO-Optimierung mit einem Kreisradius gleichen maximalen Bauraums
verglichen. Abb. 3.19 zeigt links die Kerbgeometrien und rechts die zugehörigen Span-
nungsverläufe entlang der Konturen. Im Gegensatz zu den Konturen aus Abb. 3.18 be-
sitzt hier die CAO-Kerbkontur in ihrer Mitte etwas mehr Material als die Kreiskerbe.
Die Bauräume der CAO-Kerbkontur sind mit denen der Kreiskerbe identisch bzw. mar-
ginal kleiner. Das Spannungsmaximum be�ndet sich bei beiden Formen in der Mitte
der Kontur, daher spielen hier die Anläufe eine untergeordnete Rolle. Vielmehr ist der
Verlauf der Konturmitte von groÿer Bedeutung.
Die Spannungsüberhöhung der Kreiskerbe be�ndet sich wie bereits erwähnt in der

Konturmitte. Es existiert zwar ein Spannungsmaximum an einem Punkt, jedoch fällt die
Spannung seitlich des Maximums wesentlich �acher ab als es bei einachsigen Belastungen
der Fall ist.

3.5. Die Kerbe im Gewindegrund einer Schraube und

ihre Optimierung

Die Schraube als Verbindungselement ist in allen Bereichen des Maschinenbaus weit
verbreitet. Durch die notwendige Massenfertigung dieses Konstruktionselements war sehr
bald eine einheitliche Konstruktion von Schrauben notwendig, die 1964 in der weltweiten
Normung des metrischen ISO-Gewindes gefunden wurde [66].
Aufgrund der funktionsbedingten Formgebung von Schrauben �nden sich Kerbwirkun-

gen an Schraubenkopf und Schraubengewinde wieder. Diese Kerben sind ein Schwach-
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Abbildung 3.19.: CAO-Optimierte Kerbform und Kreisradius bei zweiachsiger Belastung
(Zug-Zug)
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Abbildung 3.21.: Schraube unter
Biegebelastung

punkt einer Schraubenverbindung und müssen berücksichtig werden. Im folgenden wer-
den die Kerben, die im Gewindegrund einer Schraube auftreten, analysiert und optimiert.
Untersucht wurde die Gewindeform nach DIN 13-1 eines M10-Gewindes [67]. Hierbei
wurde ein Gewindegang am Gewindeauslauf und ein Gewindegang am freien Gewin-
de modelliert und optimiert. Ein freies Gewinde wird modelliert indem man links und
rechts eines Gewindegangs ausschlieÿlich weitere Gewindegänge anschlieÿen lässt. Wei-
terhin wurde ebenfalls auf die Funktionalität des Gewindes geachtet, d.h. das Wachstum
bei der Optimierung unterlag geometrischen Randbedingungen. Die Modelle wurden mit
einer Zuglast und einer Biegelast beaufschlagt.

3.5.1. Zugbelastung
Abb. 3.20 zeigt ein vereinfachtes, axialsymmetrisches Modell einer Schraube unter Zug-
belastung mit zwei Gewindegängen. Zum einen den Gewindegang am Gewindeauslauf
(Fall 1) und zum anderen den Gewindegang am freien Gewinde (Fall 2).
In Abb. 3.22 sieht man links die DIN-Kontur des Gewindegrunds im Vergleich mit

der CAO-optimierten Kontur am Gewindeauslauf (Fall 1). Deutlich zu erkennen ist die
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Abbildung 3.22.: DIN-Form und CAO-optimierte Form des Gewindegrunds am Gewin-
deauslauf bei Zugbelastung

Asymmetrie bei der optimierten Kontur, die darauf zurückzuführen ist, dass links von
der Kontur eine stärkere Kraft�ussumlenkung herrscht als rechts von der Kontur. Links
von der Kerbkontur geht das Modell über in den Schaft (Fall 1), was die komplette
Kraft�ussumlenkung auf den Schaftdurchmesser zur Folge hat, und rechts von der Kon-
tur kommt gleich der zweite Gewindegang, was in einer geringen Kraft�ussumlenkung
resultiert, d.h. die linke Hälfte der Kontur benötigt mehr Wachstum für eine weichere
Kraft�ussumlenkung als die rechte.
Rechts in Abb. 3.22 ist der Spannungsverlauf entlang der Kontur dargestellt wie er

in Abb. 3.20 skizziert ist. Es wurde bei Einhaltung der geometrischen Restriktionen ei-
ne deutliche Spannungsreduktion gegenüber der DIN-Form erreicht. Im Gewindegrund
herrscht eine homogene Spannungsverteilung bei der CAO-Form, die links und rechts
an den Flanken stark abfällt. Der Verlauf der Spannung jeweils neben dem Spannungs-
maximum unterscheidet sich deutlich, was wiederum an der Lage im Gewindeauslauf
liegt.
Abb. 3.23 zeigt die DIN- und CAO-Konturen zusammen mit den zugehörigen Span-

nungsverläufen eines Gewindegrundes im freien Gewinde (Fall 2). Hierbei ist zu erwäh-
nen, dass die optimierte Kontur symmetrisch ist und auch der Spannungsverlauf fällt
symmetrisch zu beiden Seiten ab. Auch hier ist wieder eine deutliche Spannungsreduk-
tion bei dem optimierten Gewindegang zu erkennen.
Aufgrund von fertigungstechnischen Einschränkungen sind unterschiedliche Gewinde-

grundkonturen für Gewindeauslauf und freiem Gewinde nicht immer realisierbar. Daher
wurde die Kontur aus Fall 2 (freies Gewinde) durch die Kontur aus Fall 1 (Gewinde-
auslauf) ersetzt (Abb. 3.24). Die Maximalspannung steigt zwar etwas an gegenüber der
ursprünglichen Kontur, aber sie liegt immer noch unter der Maximalspannung für den
Gewindeauslauf.
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Abbildung 3.23.: DIN-Form und CAO-optimierte Form des Gewindegrunds am freien
Gewinde bei Zugbelastung
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Abbildung 3.24.: CAO-optimierte Form aus Fall 1 für Fall 2 verwendet

3.5.2. Biegebelastung
Wie in Kap. 3.5.1 werden hier beide Varianten eines Gewindeganges (Fall 1 und 2)
optimiert mit dem Unterschied, dass die Zuglast durch eine Biegelast ersetzt wurde.
Das Schraubenmodell wurde ebenfalls axialsymmetrisch erstellt und mit entsprechenden
Randbedingungen versehen.
Die beiden optimalen Konturen in Abb. 3.25 und 3.26 unterscheiden sich kaum von

denen aus Kap. 3.5.1 aufgrund der geometrischen Restriktionen, die der Optimierung
auferlegt waren. Im qualitativen Verlauf gleichen sich die einzelnen Konturen, während
es im quantitativen Verlauf leichte Abweichungen im maximalen Wachstum der Kontur
gibt.
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Abbildung 3.25.: DIN-Form und CAO-optimierte Form des Gewindegrunds am Gewin-
deauslauf bei Biegebelastung
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Abbildung 3.26.: DIN-Form und CAO-optimierte Form des Gewindegrunds am freien
Gewinde bei Biegebelastung

Auch im Verlauf der Spannungen gibt es kaum Unterschiede zu den Ergebnissen aus
Kap. 3.5.1. Die maximalen Spannungen fallen kleiner aus als im Zugfall und der Span-
nungsabfall seitlich der Spannungsüberhöhung sinkt nicht auf ein solch niedriges Niveau
wie bei der Zugschraube.
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3.6. Die CAO-Methode in der Strömungsmechanik

Zwischen einem ebenen Spannungszustand und einer ebenen Potentialströmung besteht
eine Analogie, die bereits in der Literatur besprochen wurde [68], [69]. Diese Analo-
gie wurde einerseits genutzt, um Strömungsprobleme besser darstellen zu können [70],
[71] und andererseits, um neue spannungsoptische Methoden für Spannungsanalysen zu
entwickeln [72], [73], [74].
Die Grundlage für diese Analogie bilden die Di�erentialgleichungen für das Strömungs-

und Spannungsproblem. Die allgemeine Navier-Stokes-Gleichung nähert sich für sehr
kleine Reynoldszahlen (zähe Strömungen) der Stokes-Gleichung. Zwischen Stokes-Gleichung
und der Di�erentialgleichung für ebene Spannungsprobleme besteht eine Analogie, die es
erlaubt für eine Reihe von Problemen die Stromfunktion mit der Airyschen Spannungs-
funktion zu vergleichen.
Mit Hilfe von FE-Analysen wurden die Spannungen in einem ebenen Biegebalken mit

Querschnittssprung qualitativ mit den Wandschubspannungen in einer ebenen, diver-
gierenden Kanalströmung verglichen. Die Ausführung der Randkontur am Querschnitts-
sprung ist in beiden Fällen von besonderem Interesse und übt einen signi�kanten Ein�uss
auf die Ergebnisse aus. Es wurde sowohl für die Kanalströmung als auch den Biegebalken
ein Viertelkreisradius, eine Ellipse und eine mit der CAO-Methode optimierte Kerbform
als Querschnittsübergangskontur modelliert [75].

3.6.1. Die Di�erentialgleichung für den ebenen
Spannungszustand

Die Forderung nach Gleichgewicht an einem Element (Abb. 3.27) in x- und y-Richtung
führt zu folgenden Gleichungen:(

σx +
∂σx

∂x

)
dy − σxdy +

(
τyx +

∂τyx

∂y
dy

)
dx− τyxdx+X0dxdy = 0 (3.1)(

σy +
∂σy

∂y

)
dx− σydx+

(
τxy +

∂τxy

∂x
dx

)
dy − τxydy + Y0dydx = 0 (3.2)

Daraus gehen die Gleichgewichtsbedingungen hervor:
∂σx

∂x
+
∂τyx

∂y
= 0 (3.3)

∂σy

∂y
+
∂τxy

∂x
= 0 (3.4)

bei Vernachlässigung der Volumenkräften X0 und Y0. Mit den Gl. 2.7 und 2.8 aus dem
Hookschen Gesetz und der Kompatibilitätsbedingung

∂2εx
∂y2

+
∂2εy
∂x2

=
∂2γxy

∂x∂y
(3.5)
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Abbildung 3.27.: Spannungen und Volumenkräfte am ebenen Element

erhält man:
1

E

(
∂2σx

∂y2
− ν

∂2σy

∂y2
+
∂2σy

∂x2
− ν

∂2σx

∂x2

)
=

1

G

∂2τxy

∂x∂y
(3.6)

Nun wird eine Spannungsfunktion so gewählt, dass sie die Gleichgewichtsbedingungen
(Gl. 3.4 und 3.4) befriedigt. Unter einer Spannungsfunktion versteht man eine skalare
Funktion, aus der man durch Di�erentiation Spannungen erhält. Für den ebenen Span-
nungszustand wird die Airysche Spannungsfunktion wie folgt de�niert:

σx =
∂2φ

∂y2
(3.7)

σy =
∂2φ

∂x2
(3.8)

τxy = − ∂2φ

∂x∂y
(3.9)

Daraus folgt die, mit Hilfe der Airyschen Spannungsfunktion geschriebene, Di�erential-
gleichung für ebene Spannungsprobleme mit [76]:

∆∆φ = 0 (3.10)

3.6.2. Die Di�erentialgleichung der ebenen Strömung
Die allgemeine Navier-Stokes-Gleichung für zweidimensionale, stationäre Strömungen
mit der Stromfunktion ψ als Wirbeltransportgleichung geschrieben lautet [77]:

∆∆ψ = Re

(
∂ψ

∂y

∂∆ψ

∂x
− ∂ψ

∂x

∂∆ψ

∂y

)
(3.11)

46



3.6. Die CAO-Methode in der Strömungsmechanik

mit der Reynoldszahl Re und der Stromfunktion ψ, die wie folgt de�niert ist:

u =
∂ψ

∂y
(3.12)

v = −∂ψ
∂x

(3.13)

Die Strömungsgeschwindigkeiten u und v sind somit durch die partiellen Ableitungen
der Stromfunktion ψ gegeben.
Aus Gl. 3.11 ist zu ersehen, dass die Reynoldszahl das Verhältnis aus Zähigkeitskräften

und Trägheitskräften darstellt. Für sehr kleine Reynoldszahlen (Re→ 0) überwiegen die
Zähigkeitskräfte und Gl. 3.11 geht über in die Stokes-Gleichung

∆∆ψ = 0 (3.14)
für zähe, inkompressible Strömungen. Das Streichen der Trägheitsglieder im Grenzfall
sehr langsamer Strömungen kann mathematisch als zulässig angesehen werden, da hierbei
die Ordnung der Di�erentialgleichung nicht erniedrigt wird [78].
Für einige Probleme, z.B. ebene Kanalströmung und �acher Biegestab, liegt bezüglich

Gl. 3.10 und 3.14 Identität vor [71].
In diesem Fall herrscht zwischen den Spannungen σx, σy und den Strömungsgeschwin-

digkeiten u, v folgender Zusammenhang:

σx =
∂u

∂y
(3.15)

σy = −∂v
∂x

(3.16)

3.6.3. Analogie zwischen einer ebenen Kanalströmung und
einem Flachstab unter reiner Biegung

Für die stationäre, ebene Schichtenströmung in x-Richtung (v = 0) in einem Kanal mit
einer Breite von 2h, zwei parallelen Wänden bei y = ±h (Abb. 3.28) und Re → 0
vereinfacht sich die Stokes-Gleichung zu

∂p

∂x
= η

∂2u

∂y2
(3.17)

mit den Randbedingungen (Haftbedingungen)
u(y = ±h) = 0 (3.18)

Die Lösung von Gl. 3.17 liefert die parabolische Geschwindigkeitsverteilung [79]

u(y) = − 1

2η

(
h2 − y2

) ∂p
∂x

(3.19)
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Abbildung 3.28.: Ebene Kanalströmung

Dabei ist der Druckgradient ∂p
∂x

konstant und das Geschwindigkeitspro�l nach Gl. 3.19 in
x-Richtung unveränderlich. Aus dem parabolischen Geschwindigkeitspro�l lässt sich eine
mittlere Geschwindigkeit um nach dem Prinzip des äquivalenten Durch�usses ermitteln:

um =
h2

3η

∂p

∂x
(3.20)

Damit berechnet sich die Wandschubspannung τ = η ∂u
∂y

mit Hilfe der Gln. 3.19 und 3.20
zu:

τ =
∂p

∂x
y =

3η

h
um (3.21)

Bei einer sich in y-Richtung verändernden Randkontur, wie es bei einem divergieren-
den Kanal der Fall ist, kommt eine weitere Geschwindigkeitskomponente hinzu (v-
Komponente). Demnach ändert sich auch die Gleichung zur Berechnung der Wand-
schubspannung zu:

τ = η
∂w

∂n
(3.22)

wobei w die resultierende Geschwindigkeit mit w =
√
u2 + v2 ist und ∂w

∂n
der Gradient

normal zur Randkontur.
Bei der ebenen Kanalströmung ist eine Strömungsrandbedingung am Kanaleinlass

nicht vorgesehen. Wird nun in einer numerischen Simulation am Einlass des Kanals ein
nicht-parabolisches Geschwindigkeitspro�l aufgeprägt (u = const), so wird bei den ge-
tro�enen Annahmen (inkompressibel, stationär, Re → 0) sich trotzdem stromabwärts
stets die Geschwindigkeit nach Gl. 3.19 einstellen. Somit ergibt sich mit Gl. 3.19 und
den Beziehungen aus den Gln. 3.16 und 3.16 ein linearer Spannungsverlauf für die aufge-
brachte Last am Balken. Eine Analogie zum statischen Strukturproblem lässt sich damit
nur herstellen, wenn der Balken unter reiner Biegung betrachtet wird.

3.6.4. Modellierung
Die Lösungen der Stokes-Gleichung stellen sich ein, wenn entsprechende Voraussetzun-
gen eingehalten werden (Re → 0, inkompressibel, laminar). Skizzen der untersuchten
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Abbildung 3.29.: Durchströmter, divergierender Kanal und Biegebalken mit einem Brei-
tenverhältnis B/b

Geometrien zeigt Abb. 3.29. Das Breitenverhältnis B/b beträgt 1, 63, wobei die kleine-
re Breite mit b = 100mm gewählt wurde. Die Kontur am Querschnittssprung ist ein
Simulationsparameter und hat wesentlichen Ein�uss auf die Ergebnisse. Für die jewei-
ligen Berechnungen wurden drei verschiedene Konturen modelliert. Eine kreisförmige
Kontur mit Radius r = 5, 6mm, eine ellipsenförmige Kontur mit einer kurzen Halbachse
b = 5, 6mm und einer langen Halbachse a = 16, 35mm und eine CAO-optimierte Form
mit b = 5, 6mm und a = 16, 35.
Die Geschwindigkeit am Kanaleinlass betrug konstant 1mm/s und ist somit unver-

träglich mit den Randbedingungen aus Gl. 3.18. Die Haftbedingung wurden jedoch er-
zwungen, so dass im Einlassbereich in Wandnähe ein groÿer Geschwindigkeitsgradient
existiert. Die Ein- und Auslasslängen wurden entsprechend lang dimensioniert, damit
sich im Bereich des Querschnittsprungs ein parabolisches Geschwindigkeitspro�l einstel-
len konnte.
Die Reynoldszahl wurde entsprechend eines zäh�üssigen Mediums mit Re = 0, 1 ge-

wählt. Hierbei ist die Einlasskanalhöhe d = 2h = 100mm, die Dichte ρ = 0, 001 g
mm3 , die

mittlere Anströmgeschwindigkeit um = 1mm
s

und die dynamische Zähigkeit η = 1 g
mms

.
Vergleichsweise dazu beträgt η für Glyzerin ca. 0, 015, für Wasser ca. 0, 001 und für
geschmolzenes Glas bei 800K ca. 10 g

mms
.

3.6.5. Ergebnisse
Die Konturplots in Abb. 3.30 zeigen die resultierende Geschwindigkeit w im Bereich des
Querschnittsprungs. Von links nach rechts werden die Geschwindigkeiten bei einem kreis-
förmigen Übergang am Querschnittsprung, bei einem ellipsenförmigen Übergang und bei
einer mit der CAO-Methode optimierten Randkontur dargestellt. Deutlich zu sehen sind
die erhöhten Gradienten der resultierenden Geschwindigkeit normal zur Wandkontur bei
den kreis- und ellipsenförmigen Übergängen, wohingegen bei der CAO-Form kaum eine
Erhöhung des Gradienten zu bemerken ist. Der Gradient normal zur Wandkontur ist ein
Maÿ für die Wandschubspannung nach Gl. 3.22.
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Abbildung 3.30.: Konturplot der resultierenden Strömungsgeschwindigkeit im Bereich
der Querschnittsverbreiterung

Daraus wurde analog zum Spannungskonzentrationsfaktor in der Festigkeitslehre ein
Faktor k mit

k =
τWand

τref

(3.23)

gebildet, wobei τref = 3η
h
um ist.

Für den Biegebalken wurde ein Faktor k mit

k =
σSP1

σref

(3.24)

berechnet.
Abb. 3.31 zeigt den Faktor k sowohl für den Biegebalken als auch für die Kanalströ-

mung aufgetragen über einer Laufvariablen s, die entlang der Randkontur de�niert ist
(Abb. 3.29). Eine deutliche, qualitative Übereinstimmung der einzelnen k-Faktoren ist
zu erkennen, wobei die maximalen Werte des Biegebalkens quantitativ höher ausfallen
als die der Kanalströmung.
Daraus kann gefolgert werden, dass die CAO-Optimierung der Randkontur nicht nur

eine Optimierung des Spannungsverlaufs bei einem Flachstab unter reiner Biegung be-
wirkt, sondern auch bei der ebenen Kanalströmung eine signi�kante Reduktion der
Wandschubspannung zu erkennen ist. Somit kann der Spannungsverlauf hinsichtlich der
Wandschubspannung bei einer ebenen Kanalströmung ebenfalls mit der CAO-Methode
optimiert werden.
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Abbildung 3.31.: Spannungskonzentrationsfaktoren für Biegebalken und Kanalströmung

51





4. Die analytische

Kerbformoptimierung

4.1. Beobachtungen zur Kerbspannung

4.1.1. Selbstoptimierung bei groÿen Dehnungen
Bei groÿen Dehnungen bewirkt die Deformation einer Kerbe eine gewisse Selbstopti-
mierung hinsichtlich der Spannungsüberhöhung und dem Spannungsverlauf entlang der
Kerbkontur. Durch die starke Deformation der Kerbe wird diese in Lastrichtung in die
Länge gezogen (Abb. 4.1, dunkle Bereiche kennzeichnen hier Bereiche hoher Spannung).
Bezieht man die durch die Dehnung erzeugte deformierte Kerbkontur in die Spannungs-
analyse durch eine nichtlineare geometrische Analyse mit ein, so sollte eine Absenkung
der Spannungsüberhöhung zu beobachten sein [80].

Abbildung 4.1.: Spannungs- und Verformungsplot bei verschiedenen Längungen

53



4. Die analytische Kerbformoptimierung

’

’’0

l∆

l∆

d

B

Al

A

A

Abbildung 4.2.: Lochplatte mit vorgegebener Längung
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Abbildung 4.3.: Spannungsverteilung bei variierender Längung

Um dies zu zeigen wurde eine Lochplatte unter Zug mit B/d = 20 modelliert (Abb.
4.2) und die Spannungsverläufe entlang der in der Skizze gegebenen Wege dargestellt.
In Abb. 4.3 sind die Spannungsverläufe entlang der Lochkontur A − A′ sowie entlang
der Plattenbreite A − A′′ zu sehen bei denen man durchaus eine Absenkung der Span-
nungsüberhöhung sowie eine Homogenisierung des Spannungsverlauf mit zunehmender
Längung feststellen kann.

4.1.2. Separation von Kerbspannungen
Die räumliche Separation von Kerbspannungen ist zwar keine Optimierung im Sinne
einer Gestaltoptimierung. Sie zählt jedoch zu den einfachsten Mitteln Kerbspannungen
zu reduzieren [80].
Links in Abb. 4.4 wird eine Platte gezeigt, die mit einem Langloch auf Zug belastet

wird. Bei einer kreisförmigen Aussparung in der Platte würden zwei Spannungsüberhö-
hungen entstehen (Abb. 2.3), die jedoch �auseinandergezogen� werden, wenn aus dem
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Abbildung 4.4.: Spannungsüberhöhung in Abhängigkeit von der Entfernung der beiden
Spannungskonzentrationen

kreisförmigen Loch ein Langloch wird. Während bei der kreisförmigen Lochkontur noch
die maximale Spannungsüberhöhung herrscht, wird die Spannungsüberhöhung am Lang-
loch kleiner. Zur Berechnung der Spannungsüberhöhung wurde als Referenzspannung
σref die Bruttospannung σ verwendet, wie sie in Kap. 2.3 beschrieben wurde. Die Re-
duktion der Spannungsüberhöhung in Abhängigkeit von der Länge des Langlochs wird
rechts in Abb. 4.4 dargestellt. Hier ist die rasche Absenkung der Spannungsüberhöhung
schon bei einer relativ kleinen Verlängerung des Kreisloches bemerkenswert, die danach
bei immer gröÿeren Längen asymptotisch auf den Wert 2 sinkt. Die Plattenbreite und
-länge beträgt B/r = 200 und die Länge des Langlochs wird mit Vielfachen des Kreisra-
dius r angegeben, die mit 12r ihr Maximum erreicht. Bereits bei einer Länge von einem
r wurden 62% der maximalen Reduktion der Spannungsüberhöhung erreicht.

4.1.3. Die Kerbspannung in Abhängigkeit der
Kraft�ussumlenkung

Einen groÿen Ein�uss auf die Spannungsüberhöhung einer Kerbe hat ihr Krümmungs-
radius. Je kleiner der Krümmungsradius ist, desto gröÿer ist die Spannungsüberhöhung.
Des weiteren spielt aber auch die Kraft�ussumlenkung an einer Kerbe eine Rolle bei der
Gröÿe des Spannungsüberhöhungsfaktors. In [18] wird für den ebenen Spannungszustand
bei einer scharf gekrümmten, symmetrischen Kerbe unter Schub- und Zugbelastung ein
sogenannter Flankenwinkel eingeführt. Ebenso werden Zusammenhänge aufgeführt, die
den Ein�uss des Flankenwinkels einer Kerbe auf ihre Spannungsüberhöhung beschreiben.
In diesem Abschnitt wurde speziell für die Wellenschulter ein sogenannter Schulter-

winkel eingeführt. Er beschreibt den Winkel den die Schulterebene einer Welle mit deren
axialer Ebene eingeht(Abb. 4.5).
Es wurden axialsymmetrische Modelle einer Welle unter Zugbelastung für verschiede-

ne Winkel erstellt und numerisch analysiert. Hierbei wurde die Krümmung der Kerbe
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R=konst.

D

d

P

αSchulterwinkel

Abbildung 4.5.: Welle mit Schulterwinkel

konstant gehalten (R/d = 0, 02) und die Winkel von 0◦ bis 150◦ variiert. Das Durchmes-
serverhältnis D/d betrug 1, 63.
In Abb. 4.6 sind die verschiedenen Spannungsverteilungen für die jeweiligen Schul-

terwinkel zu sehen. Hier sind deutlich die Konturverläufe mit den verschieden starken
Umlenkungen zu sehen. Mit einem Schulterwinkel von 0◦ wird die stärkste Kraft�uss-
umlenkung erreicht, gefolgt von einem Schulterwinkel von 45◦. Die herkömmliche Wel-
lenschulter weist einen Winkel von 90◦ auf. Die letzten drei Schulterwinkel folgen dicht
aufeinander in 15◦-Abständen mit 120◦, 135◦ und 150◦.
Abb. 4.7 zeigt die Spannungsüberhöhungen für die jeweiligen Kraft�ussumlenkun-

gen. Das erste Diagramm stellt das Verhältnis zwischen σMises und σref , aufgetragen
entlang der Kerbkontur, dar. Das zweite Diagramm zeigt die Spannungsüberhöhung in
Abhängigkeit des Schulterwinkels. Deutlich zu sehen ist die kontinuierliche Abnahme
der Spannungsüberhöhung bei Zunahme des Schulterwinkels. Zunächst wird durch Er-
höhung des Schulterwinkels nur eine verhältnismäÿig kleine Reduktion der Spannungs-
überhöhung erreicht, welche aber bei einem Schulterwinkel ab 90◦ stark zunimmt. Diese
Analysen zeigen ausschlieÿlich den Ein�uss der Kraft�ussumlenkung auf die Spannungs-
überhöhung, da die Krümmung im Kerbgrund über die Schulterwinkelvariation konstant
gehalten wurde.

4.1.4. Kegelförmige Kerbformen
Aufgrund des Ein�usses der Kraft�ussumlenkung auf die Spannungsüberhöhung liegt es
nahe bei einem Querschnittssprung eines Bauteils keine herkömmliche Kreiskerbe mit
einem Schulterwinkel von 90◦ zu verwenden, sondern einen �acheren Anstieg der Kontur,
um die erforderliche Schulterhöhe zu erreichen. Um dabei den Bauraum möglichst klein
zu halten, wird eine kegelförmige Kerbe (Abb. 4.8) eingeführt, die anstatt an einem
Knick den Kraft�uss an zwei, örtlich voneinander getrennten, Stellen wesentlich sanfter
umlenkt.
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4.1. Beobachtungen zur Kerbspannung

Abbildung 4.6.: Spannungsverteilungen bei verschiedenen Kraft�ussumlenkungen
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Abbildung 4.7.: Die Spannungsüberhöhung in Abhängigkeit des Schulterwinkels
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R=konst.
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Kegelwinkel α

Abbildung 4.8.: Welle mit kegelförmiger Kerbe

Es wurden axialsymmetrische Modelle einer Welle unter Zugbelastung mit verschie-
denen Kegelwinkeln erzeugt. Die Wellen hatten alle ein Durchmesserverhältnis D/d von
1, 63, wobei der Kegelwinkel zwischen den einzelnen Wellen verändert wurde. Die beiden
Knicke, die durch die Kegelkontur entstehen, wurden mit einem Radius (R/d = 0, 02)
ausgerundet, der für alle untersuchten Modelle konstant blieb.
Abb. 4.9 zeigt die Spannungsverteilung an den kegelförmigen Kerben für verschiedene

Kegelwinkel. Die Winkel wurden zwischen 14, 6◦ und 59, 5◦ variiert. Bei einem Kegelwin-
kel von 14, 6◦ ist der untere Knick sehr schwach ausgeprägt und die Kraft�ussumlenkung
nur sehr gering. Dadurch tritt dort praktisch keine Spannungsüberhöhung auf. Dafür ist
die Umlenkung des Kraft�usses an der Stelle an der der Kegel in die Schulter eintritt
umso stärker, was eine deutliche Spannungsüberhöhung zur Folge hat. An dieser kegel-
förmigen Kerbkontur kann nun durch einen bestimmten Kegelwinkel an beiden Orten der
Kraft�ussumlenkung eine Spannungsüberhöhung gleicher Höhe erzeugt werden, die ver-
glichen mit den gröÿten Spannungsüberhöhungen für andere Kegelwinkel ein Minimum
darstellt. Dies ist mit einem Kegelwinkel von 20◦ gelungen (Abb. 4.10). Die Kraft�uss-
umlenkungen an beiden Knicken erzeugen die gleichen Spannungsüberhöhungen. Erhöht
man nun den Kegelwinkel auf 22◦ ist die Umlenkung am unteren Knick bereits zu hoch
für eine konstante Verteilung der Spannungsüberhöhungen. Mit steigendem Kegelwin-
kel (26, 6◦, 45◦ und 59, 5◦) steigt auch die Spannungsüberhöhung am unteren Knick bei
gleichzeitigem Sinken der Spannungsüberhöhung am oberen Knick.

4.1.5. Multilinearisierte CAO-Kerbform
Aufgrund der Erkenntnisse aus Kap. 4.1.4 liegt es nahe die Anzahl der Knicke zu erhöhen
und somit den Betrag der gleichgroÿen Spannungsüberhöhungen weiter zu senken. Um
die einzelnen Knickwinkel einer multilinearisierten Kerbkontur zu bestimmen, wurden
diese aus einer CAO-optimierten Kerbform entnommen. Dabei wurde die CAO-Kontur
in gleichgroÿe Abschnitte aufgeteilt und die Winkel für die einzelnen Segmente der multi-
linearisierten Kerbform an die Steigungen in den jeweiligen Abschnitten der CAO-Form

58



4.1. Beobachtungen zur Kerbspannung

Abbildung 4.9.: Spannungsverteilung bei verschiedenen Kegelwinkeln
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Abbildung 4.10.: Die Spannungsüberhöhung in Abhängigkeit des Kegelwinkels
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4. Die analytische Kerbformoptimierung

Abbildung 4.11.: v.Mises-Spannung und Querzugspannung an der multilinearisierten
Kerbform
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Abbildung 4.12.: Vergleich einer multilinearisierten Kerbform mit einer CAO-Kerbform

angepasst. Die v.Mises-Spannungsverteilung an einer multilinearisierten Kerbform, die
an eine CAO-optimierte Kerbform angepasst wurde, zeigt Abb. 4.11(links). Die Quer-
zugspannung in dieser Struktur wird in Abb. 4.11(rechts) dargestellt. Man erkennt hier
deutlich die langsam steigende Verteilung des Querzugs entlang der Kontur bis auf das
Querzugmaximum am Ende der Kerbkontur. Analog dazu steigt sowohl der Querschnitt
als auch die Kraft�ussumlenkung.
Abb. 4.12 zeigt links die CAO-Kerbform sowie die multilinearisierte Kerbform. Bei

der multilinearisierten Kerbform sind deren Stützpunkte hervorgehoben. Die einzelnen
Segmente der Form wurden mit gleichgroÿen Radien verbunden, um scharfe Knicke zu
vermeiden. Rechts sieht man die Spannungsverteilung entlang der Kontur bei der die
Verteilung nahezu gleich groÿer Spannungsüberhöhungen zu sehen ist.
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4.2. Zusammenhang zwischen Kerbspannungen und Biegespannungen

Abbildung 4.13.: Zug und Biegung im Kerbbereich

4.2. Zusammenhang zwischen Kerbspannungen und

Biegespannungen

In Kap. 4.1.3 wurde bereits der Zusammenhang zwischen Krümmung, Kraft�ussumlen-
kung und Kerbspannung beschrieben. Erste Ansätze für den Zusammenhang zwischen
Kerbspannung und Biegespannung eines gekrümmten Balkens wurden von Thum et al.
[81] gegeben. Dieser Zusammenhang wurde von Mattheck in [82] formuliert und weiter-
entwickelt. Weiterhin wurde der Unterschied zwischen optimierten und nicht optimierten
Kerben aufgezeigt.
Man kann den kerbnahen Zugkraft�uss durch zwei Seile in einer zugbelasteten Loch-

platte veranschaulichen (Abb. 4.13, A). Bei Zugbelastung neigen diese Seile dazu, sich
gerade zu strecken und leiten daher seitlichen horizontalen Zug ein. Schreibt man den
Seilen wie einem Balken eine Biegestei�gkeit zu, so werden sie zu stark gekrümmten
Biegebalken, die bekanntlich durch eine hyperbolische Spannungsverteilung im Quer-
schnitt gekennzeichnet sind [83]. Diese überlagerte Biegung (Abb. 4.13, B) mit ihrem
nichtlinearem Spannungsverlauf macht die Kerbspannung aus.
Die Entstehung der Biegespannungen wird in Abb. 4.14 an einer Balkenschulter ver-

deutlicht. An der rechten Seite der Schulter ist ein Seil wie in Abb. 4.13 zu sehen und an
der linken Seite ein sogenannter Unglücksbalken, der bei Bäumen oft zu Längsspaltungen
führt [46], [48]. Stellt man sich nun vor die zwei Gelenke in der Mitte des Unglücksbalkens
wären ausgesteift, so wirken dort die überlagerten Biegespannungen.
Wenn also die überlagerten Biegspannungen als Folge einer elastischen Deformati-

on der Kerbe die Kerbspannungen selber darstellen, dann werden die Kerbspannungen
verschwinden, wenn die elastische Gestaltänderung der Kerbe unterbunden wird. Dies
wurde mittels einer FEM-Analyse an einer Lochplatte unter Zugbelastung durchgeführt
bei der der Lochrand als rigide Kontur modelliert wurde. Dies ist gleichwertig mit einer
Aussteifung des Lochrandes, welche die Deformation und somit auch die Biegung un-
terdrückt. In Abb. 4.15 sieht man, dass bei rigider Lochkontur und äuÿerem Zug keine
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Abbildung 4.14.: Balkenschulter mit Unglücksbalken
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Abbildung 4.16.: Kegelförmiger Querschnittsübergang

Spannungskonzentration mehr am Lochrand auftritt und dass aufgrund der Stei�gkeit
des Randes die Ligamente links und rechts entlastet werden. Wird die Lochplatte jedoch
nicht mit einer Zuglast beaufschlagt und wird der Lochkontur lediglich eine Deformati-
on aufgezwungen, die sich durch eine Belastung unter Zug ergibt, erhält man dieselbe
Spannungskonzentration wie bei der Lochplatte unter Zug. Dieses Beispiel soll in erster
Linie eine Veranschaulichung für den oben genannten Zusammenhang zwischen Kerb-
spannungen und Biegespannungen sein.
Nun kann aus den Erkenntnissen von Kap. 4.1.3 und 4.1.4 und den oben genannten

Betrachtungen eine Optimierungsvorschrift formuliert werden, die im folgenden erläutert
werden soll.
Betrachtet man eine zugbelastete Bauteilschulter (Abb. 4.16), so wirken dort zwei

E�ekte gegeneinander. Zum einen nehmen die Nennspannungen von oben nach unten
infolge der Querschnittsverbreiterung ab und zum anderen bewirken die Kraft�ussum-
lenkungen an der Konturkrümmung die zuvor beschriebenen überlagerten Biegespan-
nungen. Wird nun eine Kerbe derart gestaltet, dass sich diese zwei E�ekte gegenseitig
aufheben, ist die Spannung entlang der Kerbkontur konstant und die Kerbe ist formop-
timiert.
Eine stark vereinfachte, �optimierte� Kerbkontur ist zum Beispiel eine Geometrie, die

im wesentlichen aus einer Gerade besteht und die mittels zweier Knicke mit dem Rest des
Bauteils verbunden ist (Abb. 4.16). Wählt man nun die Orientierung der Geraden so wie
in Abb. 4.16, A erhält man gleiche groÿe Spannungsüberhöhungen an beiden Knicken.
Dies wird durch die gegenseitige Kompensation der zwei oben genannten E�ekte erreicht.
Der obere Knick ist relativ klein (geringe Kraft�ussumlenkung), da hier durch die geringe
Querschnittsverbreiterung die Spannung noch recht hoch ist. Der untere Knick hingegen
kann wesentlich gröÿer ausgeführt werden, da an dieser Stelle bereits eine wesentliche
Querschnittsverbreiterung vorhanden ist. In Abb. 4.16, B wurde der obere Winkel zu
klein gewählt. Dadurch bleibt die Querschnittsverbreiterung zu klein während gleich-
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Abbildung 4.17.: Multilinearisierte
Kerbform

Abbildung 4.18.: Mäandrierender
Zugstab

zeitig der untere Knick gröÿer wird, d.h. durch die kleine Querschnittsverbreiterung,
die durch den zu kleinen ersten Knick verursacht wird, kann die, durch den gröÿeren
Umlenkwinkel am unteren Knick hervorgerufene, gröÿere Spannungskonzentration nicht
kompensiert werden. Das Resultat ist eine relativ kleine Spannungskonzentration am
oberen Knick und eine wesentlich gröÿere am unteren Knick. In Abb. 4.16, C wurde
der obere Knick zu groÿ gewählt. Hier kann die steigende Querschnittsverbreiterung die
Spannungskonzentration, die aufgrund des Umlenkwinkels relativ groÿ ist, nicht kom-
pensieren (vgl. Kap. 4.1.4).
Erhöht man die Anzahl der diskreten Kraft�ussumlenkungen und lässt die Knickwin-

kel von oben nach unten so zunehmen, dass die knickbedingten, überlagerten Biege-
spannungen sich mit den Minderungen der Nennspannung aufheben, so hat man eine
konstante Verteilung von gleich groÿen Spannungskonzentrationen an den Knickpunkten
(Abb. 4.17 und Kap. 4.1.5).
Wie �ieÿend der Übergang zwischen einem stark gekrümmten Biegebalken und einer

Kerbe ist, zeigt ein mäandrierender Zugstab (Abb. 4.18), der an jeder konkaven Stelle
seiner Kontur eine Kerbspannung hat oder die nichtlineare Biegespannungsverteilung
eines Biegebalkens.

4.3. Methodik

Das Verfahren, welches auf Überlegungen von C. Mattheck beruht, wurde erstmalig in
[84] beschrieben und wird nun näher ausgeführt. Es handelt sich dabei um ein Verfahren,
das formoptimierte Kerbkonturen erzeugt ohne einen iterativen Optimierungsprozess mit
Hilfe von FEM-Analysen.
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Abbildung 4.19.: Multilinearisierung
der Kerbkontur
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Abbildung 4.20.: Tangential- und
Querkräfte

Abb. 4.14 veranschaulicht wie aufgrund von Tangentialkräften FT (Abb. 4.19 bzw.
4.20) und ihrer Umlenkung Querkräfte FQ entstehen, die eine Kerbkontur an einer Bau-
teilschulter aufbiegen und somit Kerbspannungen erzeugen.
Wird nun die Kerbkontur multilinearisiert wie in Abb. 4.19 bzw. 4.20 vereinfacht dar-

gestellt, können FT und FQ durch einfache Winkelbeziehungen berechnet werden. F i
T

berechnet sich aus der Projektion der lokalen Nennkraft am Knick i, die sich aus der
lokalen Nennspannung multipliziert mit einem Flächenelement ergibt, auf die multili-
nearisierte Kerbkontur, die oberhalb des Knickes verläuft. F i

Q berechnet sich aus einer
Winkelbeziehung zwischen Knickwinkel αi und F i

T .
Es sind die Querkräfte FQ, welche letztendlich die Kerbspannung durch Aufbiegen

der Kerbkontur erzeugen. Jedoch kann die Kerbspannung durch einen Abfall der Nenn-
spannung durch eine entsprechende Querschnittsverbreiterung ausgeglichen werden. Ein
Optimum wird erreicht, wenn ein konstanter Verlauf der Spannung entlang der Kerb-
kontur herrscht. Dies bedeutet wiederum, dass die Querkräfte FQ so zunehmen wie die
Tangentialkräfte FT abnehmen. Daraus kann folgende Optimierungsvorschrift abgeleitet
werden:

∆FT = −∆FQ (4.1)
oder

F i
T − F i+1

T = F i+1
Q − F i

Q (4.2)
Die Tangentialkraft berechnet sich aus der Projektion der lokalen Nennkraft F i

N auf die
Kerbkontursegmente mit

F i
N = σi

N∆Ae (4.3)
wobei ∆Ae eine Einheits�äche ist und σi

N die lokale Nennspannung ist, die sich wie folgt
mit

σi
N =

D0

Di

σ0 (4.4)
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berechnet. Daraus ergibt sich für die Berechnung der Tangentialkraft folgender Zusam-
menhang:

F i+1
T = F0

D0

Di+1

cos

(
i∑

k=0

αk

)
(4.5)

F i
T = F0

D0

Di

cos

(
i−1∑
k=0

αk

)
(4.6)

mit
Di+1 = Di + 2s sin

(
i∑

k=0

αk

)
(4.7)

oder dem Quotienten Dr = Di+1

Di
mit

Dr = 1 +
2 sin

(∑i
k=0 αk

)
D0

s
+
∑i−1

k=0 sinn (
∑n

m=0 αm)
(4.8)

mit s als Segmentlänge der multilinearisierten Form.
Für die Querkraft erhält man nach Abb. 4.20:

F i+1
Q = 2 sin

(αi+1

2

)
F i+1

T (4.9)
F i

Q = 2 sin
(αi

2

)
F i

T (4.10)

Für den ersten Knick mit i = 1 gilt D0 = D1. Man wählt einen empirischen Startwinkel
α1 und einen Hilfswinkel α0 = 0◦ und für alle folgenden Winkel kann Gl. 4.11 verwendet
werden:

αi+1 = 2 arcsin

Dr cos
(∑i−1

k=0 αk

) (
1 + 2 sin

(
αi

2

))
− cos

(∑i
k=0 αk

)
2 cos

(∑i
k=0 αk

)
 (4.11)

mit i = 1 · · · l
Mit diesem Verfahren kann eine gewisse Anzahl an Folgewinkeln erzeugt werden, die

dann in die Geometrieerstellung ein�ieÿen. Die Wahl des Endwinkels αL hängt vom
Querschnittspro�l und der Belastungsart des Bauteils ab und wird nur durch den Pa-
rameter D0

s
bestimmt. Das Resultat ist eine linearisierte Kerbform, die noch durch eine

passende Kurve geglättet wird. Als Glättungskurve wurde ein kubischer Spline gewählt,
der die analytisch erzeugten Punkte der Kerbform miteinander verbindet. Diese Kerb-
form nimmt nun aufgrund des variierenden Parameters D0

s
zur Einstellung des Endwin-

kels einen bestimmten Bauraum ein und kann im Einzelfall zu groÿ oder zu klein sein.
Hierzu wird die Kerbform einfach auf den gewünschten Bauraum skaliert.
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4.4. Beispiele

Ein für viele Anwendungsfälle geeigneter Startwinkel hat sich α1 = 3◦ herausgestellt.
Bei abnehmenden Durchmesser- bzw. Breitenverhältnissen kann α1 bis auf 2◦ reduziert
werden, um geringfügig bessere Ergebnisse zu erzielen. Aber auch der Lastfall hat einen
Ein�uss auf α1. Bei Biegung werden geringfügig bessere Ergebnisse mit Startwinkeln
gröÿer 3◦ erzielt, wohingegen bei Torsionsbelastung ein gröÿerer Startwinkel von Vorteil
ist.
Die Wahl des Endwinkels αL ist, wie bereits erwähnt, abhängig von Querschnittspro�l

und Belastungsart. Jedoch wird versucht den Endwinkel so klein wie möglich zu halten,
da somit wertvoller Bauraum eingespart werden kann. Allerdings entsteht an der An-
bindung der Kerbkontur an die Bauteilschulter ein Knick, der je nach Endwinkel eine
entsprechende Spannungskonzentration erzeugt. Die Spannungsüberhöhung wird aller-
dings nicht nur durch den Knick in der Kontur beein�usst, sondern auch vom Endwinkel
der Kontur. Je höher nun der Endwinkel ist, desto niedriger ist die Spannungsüberhö-
hung. Jedoch wirkt sich ein zu groÿer Endwinkel negativ sowohl auf den Bauraum als
auch auf die Spannungsverteilung entlang der Kerbkontur aus. Weiterhin reagiert ein
kreisrunder Querschnitt weniger emp�ndlich auf kleinere Endwinkel als ein rechteckiger
Querschnitt, sowie ein zugbelastetes Bauteil kleinere Endwinkel am Konturknick an der
Bauteilschulter ertragen kann. D.h. an zugbelasteten Wellen können kleinste Endwinkel
verwendet werden, wohingegen man bei biegebelasteten Balken deutlich gröÿere Winkel
benötigt.
Im folgenden werden einige Beispiele für die Anwendung analytischer Kerbformen

aufgezeigt und die Formen mit CAO-optimierten Kerbformen und Kreisradien gleichen
radialen Bauraums hinsichtlich ihrer Geometrie und ihren Spannungsverteilungen ver-
glichen.

4.4.1. Wellen unter Zug
In diesem Abschnitt werden Ergebnisse zur analytischen Kerbformoptimierung anWellen
unter Zugbelastung betrachtet. Abb. 4.21 zeigt links die Kerbformen (Kreisradius, CAO-
Kerbform und analytische Kerbform) an einer Welle mit einem Durchmesserverhältnis
D/d von 3, 0, die dem Wellenmodell aus Kap. 3.1 entspricht. Bei einem Startwinkel α1

von 3◦ und einem Endwinkel αL von 45◦ für die analytische Kerbform ergeben sich nur
geringe Unterschiede zur CAO-Kerbform. Die analytische Kerbform ist lediglich etwas
kürzer als die CAO-Kerbkontur bei gleichem radialen Bauraum. Das Ergebnis dieser Op-
timierungen sieht man rechts in Abb. 4.21. Hier sind die Spannungsverläufe entlang der
Konturen aufgetragen. Der Radius mit gleichem radialen Bauraum besitzt die maximale
Spannungsüberhöhung von ungefähr 2, die CAO-Kerbform erreicht eine Spannungsüber-
höhung von 1, 2 und die analytische Kerbform eine Spannungsüberhöhung von 1, 27. Der
Spannungsverlauf der analytischen Kerbform zeichnet sich durch ein leichtes Ansteigen
der Spannung entlang der Kerbform aus, dass kurz vor Eintritt der Kerbkontur in die
Wellenschulter auf ein sehr kurzes Spannungsplateau von 1 abfällt.
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Abbildung 4.21.: Welle unter Zugbelastung, kurzes Modell (D/d = 3, 0)

Das Wellenmodell, dass für die Analysen in Abb. 4.22 verwendet wurde unterscheidet
sich nur in seiner Länge von dem vorherigen Modell. Belastung und Durchmesserverhält-
nis blieben erhalten. Die Länge des Wellenabschnitts mit dem gröÿerem Durchmesser
beträgt hier 4d, die des Abschnitts mit dem kleinen Durchmesser 2d. Links in Abb.
4.22 sind die verschiedenen Kerbformen dargestellt. Auch hier erreicht die analytische
Kerbform wieder eine sehr gute Annäherung an die CAO-Kerbform, wobei sie bei iden-
tischen radialen Bauräumen etwas länger ist. Rechts sind die Spannungsverläufe der
verschiedenen Konturen aufgeführt bei denen wiederum die Kreiskerbe die gröÿte Span-
nungsüberhöhung von 1, 88 besitzt. Die Referenz ist die CAO-Kerbe mit einer Span-
nungsüberhöhung von 1, 2, dagegen verläuft die Spannung der analytischen Kerbe in der
ersten Hälfte der Kerbkontur unterhalb der Spannung der CAO-Kontur, um dann kurz
vor der Wellenschulter auf 1, 22 anzusteigen. Danach fällt die Spannung auf ein Mini-
mum entlang der Kerbkontur, um dann sehr steil am Eintritt der Kerbe in die Schulter
auf einen Wert von 1, 27 zu steigen.
Die Spannung am Eintritt der Kontur in die Schulter ist ein kritischer Wert, da es an

dieser Stelle zu numerischen Ungenauigkeiten während der Analyse kommen kann. Daher
wurde ein Werkzeugradius in diesen Knick modelliert, um aussagekräftigere Ergebnisse
über die Spannungen beim Eintritt der Kontur in die Wellenschulter zu erhalten. In
Abb. 4.23 werden die Spannungsverläufe entlang der Kontur einer Zugwelle mit Knick
und mit Werkzeugradius dargestellt. Dabei steigt die Spannungsüberhöhung von 1, 27
auf einen Wert von 1, 42 an, welcher von der Gröÿe des Werkzeugradius abhängt. In
diesem Beispiel betrug der Radius rW/d = 0, 018. In allen folgenden Beispielen werden
die Spannungsverläufe wieder ohne Ausrundung am Knick dargestellt.

4.4.2. Wellen unter Biegung
In diesem Abschnitt wird eine Welle mit einem D/d von 3, 0 unter Biegebelastung un-
tersucht. Das Modell hat die gleichen Dimensionen wie die Welle aus Abb. 4.22. In Abb.
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Abbildung 4.22.: Welle unter Zugbelastung, langes Modell (D/d = 3, 0)
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Abbildung 4.23.: Spannung am Eintritt der Kerbform in die Wellenschulter (Zugwelle
D/d = 3, 0)

4.24 sind links zunächst die verschiedenen Kerbformen dargestellt. Auch hier sind sich
die Konturen der CAO-optimierten Kerbe und der analytischen Kerbe sehr ähnlich. Die
analytische Kerbform verläuft entlang ihrer kompletten Länge etwas oberhalb der CAO-
Form und ist daher auch etwas länger. Auch hier wurde die analytische Kerbform auf den
radialen Bauraum der CAO-Kontur skaliert. Rechts in Abb. 4.24 sind die dazugehörigen
Spannungsverläufe zu sehen. Die Kreiskerbe hat eine Spannungsüberhöhung von 1, 87,
während die CAO-Kerbform eine homogene Spannungsverteilung entlang ihrer Kontur
mit einer Spannungsüberhöhung von 1, 2 erzeugt. Die analytische Kerbform besitzt eine
Spannungsverteilung, die sich zunächst unterhalb der Spannung der CAO-Kerbe be�n-
det, um dann auf ein lokales Maximum von 1, 23 anzusteigen. Am Eintritt der Kontur in
die Wellenschulter erreicht die analytische Kerbform ihr absolutes Maximum von 1, 26.
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Abbildung 4.24.: Welle unter Biegebelastung, langes Modell (D/d = 3, 0)

4.4.3. Wellen unter Torsion
Im Gegensatz zu Wellen unter Zug- und Biegebelastung verlaufen die Hauptzugspan-
nungen bei Wellen unter Torsionsbelastung nicht parallel zur Symmetrieachse der Welle,
sondern entlang der Ober�äche in einem Winkel von 45◦ zur Symmetrieachse. Diese Ei-
genschaft wurde näherungsweise durch eine Projektion der Kerbform auf eine Ebene,
die um 45◦ zur Symmetrieachse gedreht ist, berücksichtigt [85].
Um dem Anwender jedoch eine einfachere Möglichkeit der Kerbformgenerierung oh-

ne Projektion zur Verfügung zu stellen, wurde eine Parameterstudie zur analytischen
Kerbformgenerierung bei Wellen unter Torsionsbelastung durchgeführt [85]. Aufgrund
der Rahmenbedingungen der Parameterstudie wurde bei folgendem Beispiel (Abb. 4.25)
die analytische Kerbform nicht mehr auf den radialen Bauraum der CAO-Kerbform
skaliert wie bei der Zug- und Biegewelle, sondern auf den axialen. Weiterhin wurde als
Referenzkerbform eine CAO-Kerbform mit einer Spannungsüberhöhung von 1, 4 gewählt.
Das Wellenmodell entspricht dem aus Kap. 3.1.
Aufgrund der Untersuchungen in Kap. 3.2 mussten kleinere Baumraumverhältnisse

der Kerbformen für eine Welle unter Torsionsbelastung realisiert werden. Dies war nur
durch Erhöhung des Anfangs- und Endwinkels möglich. Für das Beispiel in Abb. 4.25
wurde ein α1 = 9◦ und ein αL = 55◦ gewählt. Mit dieser Winkelkon�guration wurden
bisher die besten Ergebnisse für den Belastungsfall Torsion erzielt. Links in Abb. 4.25
sind die Kerbkonturen dargestellt, rechts die zugehörigen Spannungsverläufe entlang der
Konturen. Die Kontur der analytischen Kerbe verläuft etwas oberhalb der CAO-Kontur
und gewinnt noch etwas Abstand zur CAO-Kontur kurz vor Eintritt in die Wellenschul-
ter, der dadurch leicht über dem der CAO-Kerbe liegt. Die maximale Spannungsüber-
höhung besitzt der Kreisradius mit 1, 72, die CAO-Kebrform erreicht eine homogene
Spannungsverteilung mit einer Spannungsüberhöhung von 1, 4. Der Verlauf der Span-
nung der analytischen Kerbkontur ist nicht ganz so gleichmäÿig wie bei den Zug- und
Biegewellen, verläuft aber dennoch meist unterhalb der Spannung der CAO-Kerbe, um
dann auf ein Maximum von 1, 41 anzusteigen. Kurz vor Eintritt in die Wellenschulter
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Abbildung 4.25.: Welle unter Torsionsbelastung, kurzes Modell (D/d = 3, 0)

fällt die Spannung noch einmal über eine kurze Distanz, um danach auf ein lokales
Maximum von 1, 31 direkt an der Wellenschulter zu steigen.

4.4.4. Balken unter Zug
Ebenfalls wie bei den Wellen unter Torsion sind die Randbedingungen bei den Bal-
ken durch eine Parameterstudie vorgegeben worden [57]. Die analytischen Kerbformen
wurden wie bei der Torsionswelle auf den axialen Bauraum der CAO-Formen skaliert,
die ebenfalls wieder eine maximale Spannungsüberhöhung von 1, 4 aufweisen. Auch die
Länge des Modells stimmt mit der des Torsionswellenmodells überein, sowie das Brei-
tenverhältnis B/b von 3, 0.
Die analytische Kerbform links in Abb. 4.26 verläuft die ersten zwei Drittel ihrer Län-

ge knapp unterhalb der CAO-Kerbkontur, um diese im letzten Drittel dann zu schneiden
und mit einer relativ kleinen Krümmung bis zum Eintritt in die Balkenschulter zu laufen.
Die zugehörigen Spannungsverläufe rechts in Abb. 4.26 ähneln qualitativ denen der Zug-
welle aus Abb. 4.21 sehr. Der Kreisradius hat hier eine maximale Spannungsüberhöhung
von 2, 34, die analytische Kerbform 1, 5.

4.4.5. Balken unter Biegung
Die analytische Kerbform für einen Biegebalken verläuft entlang ihrer kompletten Länge
unterhalb der CAO-Kerbkontur (Abb. 4.27), wobei der Abstand zur CAO-Kontur in der
Mitte der Form sich geringfügig vergröÿert. Die Spannungen sind rechts in Abb. 4.27
zu sehen, wo der Kreisradius mit einer Spannungsüberhöhung von 2, 16 gezeigt wird.
Die Spannung für die analytische Kerbform verläuft zunächst unter der Spannung der
CAO-Kontur und prägt in ihrem weiteren Verlauf ein Spannungsmaximum von 1, 57 aus.
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Abbildung 4.26.: Balken unter Zugbelastung (B/b = 3, 0)
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Abbildung 4.27.: Balken unter Biegebelastung (B/b = 3, 0)

4.4.6. Lochplatte und Platte mit Auÿenkerbe unter Zug
Dieser Abschnitt befasst sich mit der Verwendung von analytischen Kerbformen in Loch-
platten und Platten mit Auÿenkerben. Abb. 4.28 zeigt eine Lochplatte und eine Platte
mit Auÿenkerbe unter Zugbelastung. Die Geometrieparameter bilden jeweils die Verhält-
nisse B/d für die Lochplatte und B/b für die Platte mit Auÿenkerbe. Die Spannungs-
verläufe sind entlang der eingezeichneten Kontur A′ − A angegeben.
Die verschiedenen Kerbformen sind in Abb. 4.29 dargestellt. Als Referenzkerbform

für die Lochplatte diente eine CAO-optimierte Kontur auf die eine analytische Kerb-
form (α1 = 3◦, αL = 45◦) mit derselben Ausdehnung in y-Richtung gelegt wurde. Wei-
terhin wurden zwei Kreisradien modelliert mit jeweils der maximalen Ausdehnung in
x- und y-Richtung der CAO-Kontur als Radien. Dabei sind die Kerben der Lochplatte
verhältnismäÿig klein im Vergleich zur Plattenbreite, was einem Verhalten einer halbu-
nendlichen Platte nahe kommt.
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Abbildung 4.28.: Lochplatte und Platte mit Auÿenkerbe unter Zug
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Abbildung 4.29.: Kerbformen für eine Lochplatte und eine Platte mit Auÿenkerbe unter
Zug
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Abbildung 4.30.: Spannungsverteilung entlang der Kerbkontur A′ − A

Links in Abb. 4.30 sind die Spannungsverläufe der Kerben in der Lochplatte zu sehen.
Wie erwartet besitzen die beiden Kreisradien eine Spannungsüberhöhung von 3, wohin-
gegen es die CAO-Kontur auf eine maximale Spannungsüberhöhung von 1, 85 und die
analytische Kerbkontur auf eine Spannungsüberhöhung von 2, 16 scha�t. Der Spannungs-
verlauf der CAO-Kerbe ist nach durchlaufen des Minimums nahezu homogen, während
der Spannungsverlauf der analytischen Kontur einen �achen Anstieg aufweist, der mit
einem kleinen Sprung auf den Maximalwert endet.
Rechts in Abb. 4.30 sind die Spannungsverläufe für eine Platte mit Auÿenkerbe dar-

gestellt. Hier wurde keine CAO-Optimierung durchgeführt, sondern nur die zwei Radien
und die dazugehörige analytische Kerbform untersucht. Die Verläufe unterscheiden sich
im Startbereich von denen der Lochplatte, welcher von geringem Interesse ist, da sich
hier die Spannungsüberhöhung bei einem Wert unter 1 be�ndet. Der restliche Span-
nungsverlauf gleicht dem der Lochplatte und endet mit einer Spannungsüberhöhung von
2, 15. Eine zunehmende Homogenisierung des Spannungsverlaufs und ein weiterer Ab-
bau der Spannungsspitze am Ende der Kontur kann durch einen kleineren Startwinkel
α1 realisiert werden.

4.4.7. Balken unter zweiachsiger Belastung
Für die Anwendung der analytischen Kerbformoptimierung auf zweiachsige Belastun-
gen an Bauteilen (Abb. 3.17) wurde aufgrund von CAO-Optimierungen [65] ein Ansatz
entwickelt, der jeweils zwei analytische Kerbformen für zwei verschiedene einachsige Be-
lastungen zu einer Kerbform kombiniert. Links in Abb. 4.31 wird die Erstellung einer
analytischen Kerbform für gleichzeitigen Zug in x-Richtung und Druck in y-Richtung
schematisch dargestellt, rechts wird der Fall für Zug sowohl in x- als auch in y-Richtung
aufgezeigt. In den folgenden Untersuchungen betrug das Verhältnis der Lastbeträge im-
mer 1.
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Abbildung 4.31.: Schematische Darstellung der analytischen Kerbformgenerierung für
zweiachsige Belastungen
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Abbildung 4.32.: Analytische Kerbformoptimierung bei zweiachsiger Belastung (Zug-
Druck)

Im Falle einer Zug-Druck-Belastung wie in Kap. 3.4.1 treten jeweils an den Anläufen
der Kontur Spannungsüberhöhungen auf, die keine hohen Startwinkel für die analytische
Kerbkontur zulassen. Beide Konturteile wurden mit α1 = 3◦ und αL = 45◦ auf den CAO-
Bauraum in x- und y-Richtung skaliert. Trotz der Abweichungen zur CAO-Kontur (Abb.
4.32, links) überzeugt die analytische Kerbform mit ihrem Spannungsverlauf (Abb. 4.32,
rechts), der durch besser angepasste Start- und Endwinkelkon�gurationen voraussichtlich
weiter verbessert werden kann.
Bei einer Zug-Zug-Belastung tritt das Spannungsmaximum in der Mitte der Kon-

tur auf der Winkelhalbierenden von x- und y-Achse auf (Kap. 3.4.2). Die Anläufe sind
lediglich mit der Referenzspannung belastet. Daher können hier weitaus gröÿere Start-
winkel Verwendung �nden als im vorherigen Fall. Um das notwendige Wachstum am
Spannungsmaximum mit der analytischen Kerbkontur zu realisieren, war es notwendig
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Abbildung 4.33.: Analytische Kerbformoptimierung bei zweiachsiger Belastung (Zug-
Zug)

sowohl die Startwinkel deutlich zu erhöhen als auch den Bauraum der CAO-Kontur in
x- und y-Richtung zu überschreiten (Abb. 4.33, links). Allerdings ist das Ergebnis im
Spannungsverlauf nicht sehr zufriedenstellend. Der Verlauf ist sehr unregelmäÿig und
das Spannungsmaximum liegt zu weit über dem der CAO-Kerbform (Abb. 4.33, rechts).
Dies liegt vor allem daran, dass selbst zwischen CAO-Optimierung und Kreisradius kein
groÿer Unterschied, sowohl in der Geometrie als auch in der Spannung, vorhanden war.
Daher wird für die analytische Kerbformoptimierung eine Anpassung der Parameter
durch weitere Untersuchungen notwendig, um für diesen Fall einen zufriedenstellenden
Konturvorschlag zu liefern.

4.4.8. Gewindeoptimierung
Für die analytische Optimierung von Gewindegrundkonturen wurde beispielhaft der Ge-
windegang am freien Gewinde (Fall 2) aus Kap. 3.5 ausgewählt [67]. Sowohl der Fall für
Zugbelastung als auch Biegebelastung des Gewindes wurden untersucht, wobei für die
Konturen dieselben Geometrierestriktionen gelten wie sie in Kap. 3.5 bereits erwähnt
wurden.

Schraube unter Zug

Wie in Abb. 4.34 zusehen ist, verläuft die analytische Kontur über ihre komplette Län-
ge leicht unterhalb der CAO-Kontur. Dies wirkt sich auch geringfügig auf die maximale
Spannungsüberhöhung von 1, 71 dieser Form aus (Abb. 4.34, rechts) im Vergleich zu 1, 61
für die CAO-Kontur. Wobei trotzdem eine beachtliche Homogenität des Spannungsver-
laufs der analytisch erzeugten Kontur erreicht werden kann.
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Abbildung 4.34.: Analytische Formoptimierung eines Schraubengewindes unter Zugbe-
lastung
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Abbildung 4.35.: Analytische Formoptimierung eines Schraubengewindes unter Biegebe-
lastung

Schraube unter Biegung

Für den Biegefall ist die Übereinstimmung der analytischen Kontur mit der CAO-Kontur
sehr gut (Abb. 4.35, links). Die Kontur verläuft wie auch schon im Zugfall unterhalb der
CAO-Kerbform, jedoch sind die Abweichungen wesentlich geringer. Dies spiegelt sich
auch im Spannungsverlauf rechts in Abb. 4.35 wieder. Hier sind die Unterschiede noch
geringer als im Zugfall. Die maximale Spannungsüberhöhung für die analytische Kontur
beträgt 1, 64, während die CAO-Kerbform mit 1, 61 geringfügig darunter liegt. Weiterhin
kommt der homogene Verlauf der Spannung entlang der analytischen Kontur sehr nahe
an den Spannungsverlauf der CAO-Kerbform heran.
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5. Versuche

In einem Dauerschwingversuch wurden Wellen mit verschiedenen Durchmesserverhält-
nissen und verschiedenen Wellenschulterübergängen (Kerbformen) ermüdet und die An-
zahl der Lastwechsel bis zu einem Abbruchkriterium festgehalten. Bei diesen Experi-
menten sollen die Rechen- und Optimierungsergebnisse der vorangegangenen Kapitel
veri�ziert werden. Getestet wurden Wellen verschiedener Durchmesserverhältnisse mit
CAO-optimierten, elliptischen und analytischen Kerbformen, die verglichen werden mit
kreisförmigen Kerbformen gleichen radialen Bauraums wie die optimierten Querschnitts-
übergänge.

5.1. Versuchsaufbau

Die Versuche wurden an einer Prüfmaschine der Fa. Schenk durchgeführt. Die verwen-
dete Anlage ist eine servohydraulische Materialprüfmaschine der Serie Hydropuls PSA
mit einer 10kN -Messdose (Abb. 5.1, links). Die Probe wird in den Probenhalter fest
eingespannt, der mit einer Kraftmessdose an der �xierten Traverse befestigt wird. Ein
Stempel, der auf einem Hydraulikzylinder sitzt, belastet die Probe periodisch mit ei-
ner konstanten Lastamplitude (Abb. 5.1, rechts). Die Proben sind über eine Länge von
50mm fest eingespannt und werden mit einer konstanten Hebellänge von 80mm belastet.

5.2. Proben

Die Proben besitzen eine Länge von 180 − 190mm, wobei die Länge des eingespann-
ten Wellenteils mit dem groÿen Durchmesser 80mm beträgt. Der groÿe Durchmesser D
beträgt 33mm woraus sich für die Welle mit einem D/d = 1, 4 ein kleiner Durchmes-
ser d von 23, 57mm, im folgenden Welle 1 genannt, und für ein D/d = 3, 0 ein d von
11mm, im folgenden Welle 2 genannt, ergibt. Die Wellen wurden aus einem 9S20-Stahl
auf CNC-Drehbänken mit einem Schneidenradius von 0, 2mm für Welle 2 gefertigt.

5.3. Kerbformen

Für die erste Versuchsreihe (Welle 1, Abb. 5.2, oben) wurden drei verschiedene Quer-
schnittsübergänge gefertigt. Es wurden Proben mit CAO-optimierten und ellipsenförmi-
gen Kerbkonturen gefertigt, sowie Proben mit einer Kreiskerbe, die denselben radialen

79



5. Versuche

Abbildung 5.1.: Versuchsaufbau mit servohydraulischer Prüfmaschine
Welle 1 (D/d=1,4) Welle 2 (D/d=3,0)

Kerbform Spannungsüberhöhung Kerbform Spannungsüberhöhung
Kreisradius 1,93 Kreisradius 1,83
Ellipse 1,34 Analytisch 1,27
CAO 1,2 CAO 1,2

Tabelle 5.1.: Rechnerische Spannungsüberhöhungsfaktoren

Bauraum besitzt wie die CAO-Kontur. Die Halbachsen der Ellipse für die ellipsenförmige
Kerbkontur ergibt sich aus dem radialen und axialen Bauraum der CAO-Kontur. Links
in Tab. 5.1 sind die rechnerischen maximalen Spannungsüberhöhungen der einzelnen
Kerbformen dargestellt.
Für die zweite Versuchsreihe (Welle 2, Abb. 5.2, unten) wurden drei weitere Quer-

schnittsübergänge auf Proben übertragen. Zum einem ebenfalls CAO-optimierte Kerb-
formen und Kreiskerben gleichen radialen Bauraums, allerdings anstatt einer ellipsen-
förmigen Kerbkontur wurde eine analytische Kerbkontur (Startwinkel 3◦, Endwinkel
45◦) erzeugt. Diese Kontur wurde dann ebenfalls auf den radialen Bauraum der CAO-
Kerbform skaliert. Rechts in Tab. 5.1 werden die rechnerischen maximalen Spannungs-
überhöhungen dieser Kerbformen aufgezeigt.
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5.4. Versuchsergebnisse

Abbildung 5.2.: Proben mit D/d = 1, 4 und D/d = 3, 0

5.4. Versuchsergebnisse

Die Proben wurden mit der in Kap. 5.1 beschriebenen Prüfmaschine ermüdet, wobei
eine eingestellte Weggrenze als Abbruchkriterium diente. Erreichte die Durchbiegung
der Welle während des Versuchs einen de�nierten Maximalwert, wurde das Experiment
beendet und die erreichte Lastwechselzahl dokumentiert. War dieses Kriterium nach 5, 0·
106 Lastwechseln noch nicht erfüllt, wurden die Proben ausgebaut und als Durchläufer
gekennzeichnet. Dies war bei insgesamt vier Wellen der Fall.
Die Ergebnisse der ersten Versuchsreihe für Welle 1 werden links in Tab. 5.2 dargestellt.

Hier wurde die Probe mit einer Oberlast von 7kN , einer Mittellast von 3, 85kN und einer
Unterlast von 0, 65kN bei einer Frequenz von 5Hz ermüdet.
Die Ergebnisse der zweiten Versuchsreihe für Welle 2 werden rechts in Tab. 5.2 dar-

gestellt. Die Probe wurde bei diesem Experiment mit einer Oberlast von 725N , einer
Mittellast von 399N und einer Unterlast von 75N bei einer Frequenz von 10Hz ermüdet.
Die Darstellung der Ergebnisse der beiden Versuchsreihen in Abb. 5.3 zeigt die Über-

legenheit der CAO-optimierten Kerben gegenüber der Kreiskerbe. Im Durchschnitt er-
reichte die CAO-Kerbform bei Welle 1 eine Lastwechselzahl von > 2, 68 · 106, während
die Kreiskerbe auf eine durchschnittliche Lastwechselzahl von 0, 38 · 106 kam. Die ellip-
tische Kerbform setzt sich mit durchschnittlich > 3, 62 · 106 Lastwechsel deutlich von
der Kreiskerbe ab. Die im Mittel höhere Lastwechselzahl bei der elliptischen Kerbform
im Vergleich zur CAO-Kerbform bewegt sich in einem Gröÿenverhältnis, die zum einen
mit der allgemeinen Streuung bei dem Experiment zu erklären ist und zum anderen mit
der Anzahl und der festgestellten Lebensdauer der Durchläufer zusammenhängt. Bei
Welle 2 erreichte die CAO-Kerbform durchschnittlich 2, 29 · 106 Lastwechsel, während
die Kreiskerbe im Durchschnitt 0, 29 · 106 Lastwechsel ertrug. Die analytische Kerbform
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5. Versuche

Welle 1 Welle 2
Kerbform Lastwechsel Kerbform Lastwechsel
Kreisradius 177280 Kreisradius 251080
Kreisradius 258510 Kreisradius 252860
Kreisradius 265520 Kreisradius 278710
Kreisradius 443420 Kreisradius 298990
Kreisradius 746646 Kreisradius 371930
Ellipse 1144680 Analytisch 1431660
Ellipse 2739800 Analytisch 1570090
Ellipse 3656350 Analytisch 2656130
Ellipse Durchläufer (5223000) Analytisch 3646790
Ellipse Durchläufer (5316020) Analytisch Durchläufer (6900000)
CAO 1122690 CAO 1683230
CAO 1236900 CAO 1866150
CAO 2328053 CAO 2648110
CAO 2384580 CAO 2962000
CAO 4008730
CAO Durchläufer (5002330)

Tabelle 5.2.: Lastwechsel
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Abbildung 5.3.: Wechselbiegeversuche an Wellenschultern

liegt mit einer durchschnittlichen Lebensdauer von > 3, 24 · 106 Lastwechseln etwas hö-
her als die CAO-Optimierung, was wiederum mit der Streuung und den Durchläufern
bei dem Experiment zu erklären ist. Die mittleren Lastwechselzahlen sind nochmals in
tabellarischer Form in Tab. 5.3 aufgeführt.
In Abb. 5.4,a-c werden Aufnahmen der Rissverläufe für Welle 2 gezeigt. Abb. 5.4, a

zeigt den Riss wie er bei einer Kreiskerbe von der Ober�äche ausgehend in die Probe
wandert, Abb. 5.4, b zeigt den Rissverlauf bei einer analytisch erzeugten Kerbform und
in Abb. 5.4, c ist schlieÿlich der Riss bei einer CAO-Kerbform zu sehen. Au�ällig ist hier
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5.4. Versuchsergebnisse

Welle 1 Welle 2
Kerbform mittlere Lastwechsel Kerbform mittlere Lastwechsel
Kreisradius 0, 38 · 106 Kreisradius 0, 29 · 106

Ellipse > 3, 62 · 106 Analytisch > 3, 24 · 106

CAO > 2, 68 · 106 CAO 2, 29 · 106

Tabelle 5.3.: Mittlere Lastwechsel

Abbildung 5.4.: Rissbilder der verschiedenen Kerbkonturen

Abbildung 5.5.: Bruchbilder für verschiedene Kerbkonturen

zunächst der Ort des Rissstarts für die einzelnen Kerbformen. Während der Riss bei der
Kreiskerbe am Konturanfang am kleinen Durchmesser der Welle startet und fast senk-
recht zur Längsachse der Welle in die Probe hineinwächst, starten die Risse der beiden
optimierten Kerbformen am Übergang von der Kerbform in die Wellenschulter, wo sie
zunächst fast senkrecht zur Ober�äche in die Probe hinein wandern, um dann erst später
einem Verlauf senkrecht zur Probenlängsachse zu folgen. Abgesehen vom späteren Riss-
start der optimierten Kerbformen aufgrund ihrer geringeren Spannungsüberhöhungen,
spielen bei der Anzahl der Lastwechsel noch oben erwähnte E�ekte eine Rolle.
In Abb. 5.5 sind von links nach rechts (Kreiskerbe, analytische Kerbform, CAO-

Kerbform) die entsprechenden Bruch�ächen der Proben zu sehen. Nach Beendigung des
Versuches wurden die Proben in einem Ofen angelassen und danach weiter bis zum Bruch
ermüdet. Durch das Anlassen wird die Bruch�äche zum Zeitpunkt des Versuchabbruchs
gekennzeichnet (heat tinting) und die Rissfront ist deutlich erkennbar.
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6. Zusammenfassung

Maschinenbauteile sind häu�g konstruktionsbedingt mit Kerben ausgestattet, in deren
Bereichen es zu Spannungskonzentrationen und hohen Spannungsüberhöhungen kommt.
Diese Spannungsüberhöhungen können entweder zu einer verminderten Belastbarkeit
oder zu einem hohem Gewicht, falls die Spannungsüberhöhung in die Dimensionierung
des Bauteils ein�ieÿt, führen. Eine Gestaltoptimierung einer Kerbe ist nun in der Lage
diese Spannungsspitzen abzubauen und einem mechanischen Bauteil somit eine verlän-
gerte Lebensdauer bei nahezu gleichem Gewicht oder ein verringertes Gewicht bei glei-
cher Lebensdauer zu verleihen. Bisher waren solche Optimierungen immer individuell an
das betro�ene Bauteil angepasst. Um allgemeinere Aussagen über die geometrischen Ei-
genschaften solcher optimierten Kerbformen zu tre�en, wurden Studien an Standardgeo-
metrien durchgeführt wie z.B. Kerben an Wellenschultern oder Balkenschultern. Die Pa-
rameterstudie zur Optimierung von Wellen- und Balkenschultern mit der CAO-Methode
führte zu Einsichten über den Ein�uss verschiedenster Kerbgeometrien an Querschnittss-
prüngen hinsichtlich der Spannungsverteilungen in kritischen Bauteilbereichen.
Bei dieser Studie wurden folgende Modellierungsparameter variiert: Das Durchmesser-

bzw. Breitenverhältnis der Wellen bzw. Balken und die Belastungsart. Die Durchmesser-
bzw. Breitenverhältnisse reichten von recht hohen Werten (3, 0) bis hin zu sehr kleinen
Werten (1, 025), um ein möglichst groÿes Spektrum abzudecken. Bei den Wellen waren
das im einzelnen die Durchmesserverhältnisse D/d 3, 0/ 1, 63/ 1, 4/ 1, 2/ 1, 1/ 1, 025 und
bei den Balken die Breitenverhältnisse B/b 3, 0 und 1, 1. Durch die Variation dieses Para-
meters konnten bereits deutliche Unterschiede bei den Kerbkonturen beobachtet werden,
die für eine spätere Charakterisierung aufgenommen wurden. Des weiteren wurden für
jedes Durchmesserverhältnis drei Lastfälle (Zug, Biegung und Torsion) untersucht, wobei
sich die Lastfälle für die Balken auf Zug und Biegung beschränkten. Zudem wurden für
jedes Durchmesser- bzw. Breitenverhältnis und jeden Lastfall CAO-Konturen berechnet,
die jeweils eine maximale Spannungsüberhöhung von 1, 8/ 1, 6/ 1, 4/ 1, 2 hatten.
Aus den Ergebnissen dieser Untersuchungen wurde eine Charakterisierung der opti-

mierten Kerbkonturen in Abhängigkeit der Modellparameter erarbeitet. Hierbei wurde
zunächst der Ein�uss des Durchmesserverhältnisses auf die CAO-optimierten Kerbfor-
men untersucht. Dabei wurde deutlich, dass zum einen die Konturen mit absteigendem
Durchmesserverhältnis immer �acher werden, was auf eine geringere Kraft�ussumlen-
kung bei kleinen Durchmessersprüngen schlieÿen lässt und zum anderen, dass bei stei-
genden Durchmessersprüngen die Unterschiede in den Geometrien der Konturen immer
geringer werden. Das bestätigt die Annahme, dass es eine maximale Kraft�ussumlenkung
gibt und immer gröÿer werdende Durchmesserverhältnisse immer kleinere Auswirkungen
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6. Zusammenfassung

auf die Konturen haben bis ein bestimmter Durchmessersprung erreicht ist und ein wei-
teres Steigen keinen Ein�uss mehr auf die Kontur hat. Die beschriebenen Beobachtungen
�nden sich bei allen untersuchten Belastungsfällen wieder.
Danach wurden an allen Durchmesserverhältnissen der Ein�uss des Lastfalls bei kon-

stantem Durchmessersprung und konstanter Spannungsüberhöhung untersucht. Hier fällt
zunächst auf, dass bei gröÿeren Durchmesserverhältnissen die CAO-Konturen für den
Zugfall deutlich gröÿere Bauräume besitzen als die Konturen für Biegung und Torsion.
Sowohl der radiale als auch der axiale Bauraum sind gröÿer für den Belastungsfall Zug,
wobei sich die Bauräume für Biegung und Torsion untereinander fast nicht unterschei-
den. Die Konturen für den Torsionsfall verlaufen bei fast identischen Bauräumen immer
unterhalb der Biegekonturen und haben daher etwas höhere Krümmungen während ihres
Verlaufs in die Schulter der Welle. Bei sinkendem Durchmesserverhältnis nähern sich die
Konturen für alle drei Lastfälle einander an bis sie für ein D/d von 1, 025 fast zusam-
menfallen. Hier sind die radialen Bauräume praktisch gleich, während es bei den axialen
Bauräumen noch geringe Unterschiede gibt.
Weiterhin wurden bei gleichem Durchmesser- bzw. Breitenverhältnis und gleicher

Spannungsüberhöhung das Querschnittspro�l variiert. Untersucht wurden hierbei ein
kreisförmiger Querschnitt (Welle) und ein rechteckiger Querschnitt (Balken). Dabei zeig-
ten die Konturen der Wellen sowohl für Zugbelastung als auch für Biegebelastung ein
geringeres Wachstum entlang der kompletten Kontur. Dieser Unterschied wurde etwas
geringer bei kleineren Durchmesser- bzw. Breitenverhältnissen.
Um die Bauräume in ihrer Gesamtheit zu erfassen und darzustellen, wurden Bau-

raumdiagramme für jeden Lastfall erstellt, in denen die Bauraumverhältnisse über den
axialen Bauräumen aufgetragen wurden. Für jede Welle (Durchmesserverhältnis) exis-
tierten vier Wertepaare entsprechend den vier Spannungsüberhöhungen. Diese zeigten
einen linearen Zusammenhang und lassen sehr einfach die Tendenz des �Schlankerwer-
dens� (hohe Bauraumverhältnisse) ablesen, die sowohl bei steigender Spannungsredukti-
on als auch bei sinkenden Durchmesserverhältnissen eintritt. Entsprechende Diagramme
wurden ebenfalls für die Balkenmodelle erstellt.
In die CAO-Bauräume wurden als Alternative elliptische Kerbformen eingepasst, die

bei gleichen Halbachsenverhältnissen den CAO-Kerbformen ähneln. Die elliptischen For-
men wurden bei gleichbleibenden radialen Bauräumen, abweichend vom CAO-Bauraum,
im axialen Bauraum variiert. Dabei stellte der CAO-Bauraum immer das optimale Halb-
achsenverhältnis für eine elliptische Kerbform dar. Dies bestätigte sich bei verschiedenen
Wellen und Spannungsreduktionen, wobei es bei kleinen Bauräumen (geringe Spannungs-
reduktion) zu leichten Abweichungen zwischen CAO-Bauraum und optimalem Bauraum
der Ellipse kam.
Es wurden ebenfalls Kerbformen unter zweiachsiger Belastung mit der CAO-Methode

optimiert. Dazu wurde eine Kreuzplatte einmal an ihren Enden jeweils mit Zug belastet
und einmal mit einer Zug-Druck-Kombination. Die Zug-Druck-Kerbe ergab neben einer
deutlichen Spannungsreduktion bei gleichem horizontalen und vertikalen Bauraum ge-
genüber der Kreiskerbe eine deutliche Materialreduktion in der Mitte der Kerbkontur.
Die Unterschiede bei der Zug-Zug-Kon�guration zwischen Kreiskerbe und CAO-Kerbe
waren nicht so deutlich wie im vorangegangenen Fall, aber dennoch war eine Spannungs-
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reduktion von ungefähr 10% erkennbar. Dabei verlief die CAO-Kontur immer etwas
oberhalb der Kreiskerbe und benötigte somit etwas mehr Material.
Die Anwendung der CAO-Methode auf ein weiteres, häu�g verwendetes Bauteil er-

folgte über die Optimierung eines Schraubengewindes. Hierzu wurde der Gewindegrund
eines metrischen Schraubengewindes zum einen in der Nähe des Schraubenschafts und
zum anderen im freien Gewinde modelliert und für beide Fälle optimiert. Die Gewin-
demodelle wurden zusätzlich sowohl bei Zugbelastung als auch bei Biegebelastung ana-
lysiert. Die Randbedingungen für die Optimierung gaben geometrische Parameter der
DIN-Norm der metrischen Gewinde vor. Hierbei wurden für beide Lastfälle und Model-
lierungen für die optimierten Gewindeformen Spannungsreduktionen zwischen 24% und
44% gegenüber den DIN-Formen erzielt.
In dieser Arbeit wurde noch eine weitere Anwendungsmöglichkeit der CAO-Methode

aufgezeigt. Aufgrund der Analogie der Di�erentialgleichungen für den ebenen Span-
nungszustand und der ebenen Strömung kann ein Zusammenhang zwischen einem Flach-
stab unter reiner Biegung und einer ebenen Kanalströmung hergestellt werden. Bei der
Strömung muss es sich aufgrund der Bedingungen für eine Analogie zum ebenen Span-
nungszustand um eine langsam �ieÿende, zähe Flüssigkeit handeln, wie dies bei Schmel-
zen der Fall ist. Es wurden Modelle für den Balken unter Biegung und den Kanal für die
Strömung jeweils mit einer Querschnittsverbreiterung erstellt und untersucht. Es wurden
Spannungsüberhöhungsfaktoren am Querschnittssprung berechnet, die für den Balken
aus dem Verhältnis der Hauptzugspannung und der Referenzspannung zusammengesetzt
waren und für die Strömung entsprechend aus dem Verhältnis der Wandschubspannung
und der zugehörigen Referenzspannung bestanden. Der Verlauf dieser Faktoren entlang
der Kontur am Querschnittssprung zeigte eine groÿe Übereinstimmung im qualitativen
Verlauf der Kurven, wenngleich es quantitative Unterschiede gab. Somit wurde gezeigt,
dass es auch in der Strömungstechnik (bei zähen Flüssigkeiten) Anwendungen für die
CAO-Methode gibt.
Doch das Hauptziel dieser Arbeit ist es, zu verstehen warum eine optimierte Kerbe so

eine günstige Spannungsverteilung aufweisen kann, inwiefern die Geometrie Ein�uss auf
die Spannungsverteilung hat und Gesetzmäÿigkeiten herausarbeiten, die es erlauben die
Wirkung der Optimierungsparameter auf die Kerbgeometrie zu interpretieren. Daraus
lassen sich vereinfachte Optimierungsmethoden ableiten, die in einen analytischen Algo-
rithmus verarbeitet werden können. Zunächst wurde dazu eine stark vereinfachte, multi-
linearisierte Kerbe mit zwei Orten höchster Spannung (kegelförmige Kerbe) untersucht
und festgestellt, dass je nach Kegelwinkel dieser Kerbe sich das Spannungsmaximum
abwechselnd an einem der zwei Orte be�ndet. Jedoch existiert ein bestimmter Kegel-
winkel bei dem sich zwei betragsgleiche Spannungsmaxima an beiden Orten ausbilden,
die zudem noch ein absolutes Minimum aller Maxima darstellen. Der Grad der Multi-
linearisierung wurde dann erhöht, um zu prüfen wie sich bei bestimmten Knickwinkeln
zwischen den geraden Stücken der Kerbform eine Verteilung konstanter Spannungskon-
zentrationen ergibt und sich der Betrag der Spannungsüberhöhungen weiter verkleinert.
Dazu wurden fünf gerade Segmente über eine CAO-Kurve gelegt und zu einer Kerbe
miteinander verbunden, die sich bei ihren Knickwinkeln an eine CAO-Optimierung ori-
entiert. Das Ergebnis war eine Verteilung nahezu konstanter Spannungskonzentrationen
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mit einer Spannungsreduktion, die sich der einer CAO-Kerbkontur annähert. Aus dieser
Erkenntnis entstand der Wunsch diese Knickwinkel bei einer Segmentierung einer Kerbe
analytisch erzeugen zu können. Es wurde ein Zusammenhang zwischen Kerbspannungen
und Biegespannungen hergestellt, der es erlaubte die nichtlineare Spannungsverteilung
in einem gekrümmten Biegebalken als eigentliche Kerbspannungen anzusehen. Daraus
ergab sich für eine optimale Kerbkontur die Vorschrift, dass die Kräfte entlang der Kerb-
kontur (Tangentialkräfte) aufgrund von Querschnittsverbreiterung in demselben Maÿe
abnehmen wie die Kräfte senkrecht zur Kerbkontur (Querkräfte) aufgrund der steigen-
den Umlenkung des Kraft�usses zunehmen. Es konnte aus dieser Vorschrift eine Ge-
setzmäÿigkeit abgeleitet werden, die es erlaubt geometrische Daten einer Kerbkontur
(Knickwinkel) analytisch zu ermitteln. Diese analytisch erzeugten Kerbkonturen wurden
rechnerisch an diversen Modellen erfolgreich getestet.
Um die optimierten Kerbkonturen auch experimentell zu veri�zieren, wurden Wech-

selbiegeversuche mit Wellen (D/d = 1, 4) durchgeführt, die eine kreisförmige Kerbe,
eine elliptische Kerbe und eine CAO-optimierte Kerbe aufweisen. Hier konnten sich
die elliptischen und CAO-optimierten Kerbkonturen in ihrer Lebensdauer deutlich von
den Kreisradien absetzen. Für Wellen mit einem D/d = 3, 0 wurden ebenfalls Wech-
selbiegeversuche durchgeführt. Es wurden analytisch optimierte und CAO-optimierte
Kerbformen mit kreisförmigen Kerben verglichen. Auch hier erreichte sowohl die ana-
lytisch optimierte als auch die CAO-optimierte Kerbform gegenüber der kreisförmigen
Kerbform deutlich höhere Lastwechselzahlen.
Für zukünftige Arbeiten ist es vorstellbar eine Weiterentwicklung der analytischen

Kerbformoptimierung anzugehen, die eine feinere Segmentierung, insbesondere beim
Eintritt der Kontur in die Schulter, erlaubt. Die Glättung der erzeugten analytischen
Kerbformen durch geeignete Splinekurven kann durch die Variation der Splineparameter
untersucht und eventuell noch verbessert werden. Eine Fortsetzung der Parameterstudie
für CAO-Optimierungen würde eine Datenbasis scha�en, die es erlaubt die analytischen
Kerbformen qualitativ und quantitativ zu bewerten.
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A. Anhang

A.1 Wellen unter Zugbelastung mit Durchmesserverhältnissen D/d von 3, 0/ 1, 63/
1, 4/ 1, 2/ 1, 1/ 1, 025.
CAO-optimierte Kerbformen an der Wellenschulter mit Spannungsüberhöhungen
von 1, 8/1, 6/1, 4/1, 2.

A.2 Wellen unter Biegebelastung mit Durchmesserverhältnissen D/d von 3, 0/ 1, 63/
1, 4/ 1, 2/ 1, 1/ 1, 025.
CAO-optimierte Kerbformen an der Wellenschulter mit Spannungsüberhöhungen
von 1, 8/1, 6/1, 4/1, 2.

A.3 Wellen unter Torsionsbelastung mit DurchmesserverhältnissenD/d von 3, 0/ 1, 63/
1, 4/ 1, 2/ 1, 1/ 1, 025.
CAO-optimierte Kerbformen an der Wellenschulter mit Spannungsüberhöhungen
von 1, 8/1, 6/1, 4/1, 2.

A.4 Balken unter Zugbelastung mit Breitenverhältnissen B/b von 3, 0/1, 1.
CAO-optimierte Kerbformen an der Balkenschulter mit Spannungsüberhöhungen
von 1, 8/1, 6/1, 4/1, 2.

A.5 Balken unter Biegebelastung mit Breitenverhältnissen B/b von 3, 0/1, 1.
CAO-optimierte Kerbformen an der Balkenschulter mit Spannungsüberhöhungen
von 1, 8/1, 6/1, 4/1, 2.

95
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A.1. Zugwellen
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A.1. Zugwellen
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A.2. Biegewellen
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re
f

Kontur s/l

Welle unter Biegebelastung (D/d = 1, 2)

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12
0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

 
CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
d

x/d
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0205)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0323)
 CAO-Kerbform (a/d=0,054)
 CAO-Kerbform (a/d=0,1096)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Welle unter Biegebelastung (D/d = 1, 1)

0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05
0,00

0,01

0,02

0,03

 

CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
d

x/d
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0073)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0111)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0192)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0431)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Welle unter Biegebelastung (D/d = 1, 025)

99



A. Anhang

A.3. Torsionswellen

0,00 0,03 0,06 0,09 0,12 0,15 0,18
0,00

0,03

0,06

0,09

0,12

 

CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
d

x/d
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0307)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0468)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0762)
 CAO-Kerbform (a/d=0,1508)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Welle unter Torsionsbelastung (D/d = 3, 0)

0,00 0,03 0,06 0,09 0,12 0,15 0,18
0,00

0,03

0,06

0,09

0,12
 

CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
d

x/d
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0298)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0437)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0749)
 CAO-Kerbform (a/d=0,1432)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Welle unter Torsionsbelastung (D/d = 1, 63)

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14
0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

 

 CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
d

x/d
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

 Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0262)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0415)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0674)
 CAO-Kerbform (a/d=0,137)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Welle unter Torsionsbelastung (D/d = 1, 4)
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A.3. Torsionswellen

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12
0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

 

CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
d

x/d
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0222)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0319)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0532)
 CAO-Kerbform (a/d=0,1145)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Welle unter Torsionsbelastung (D/d = 1, 2)

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10
0,00

0,02

0,04

0,06

 
CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
d

x/d
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,014)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0227)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0396)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0882)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Welle unter Torsionsbelastung (D/d = 1, 1)

0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030 0,035 0,040
0,000

0,005

0,010

0,015

0,020

0,025

0,030

 

CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
d

x/d
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0045)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0073)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0132)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0319)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Welle unter Torsionsbelastung (D/d = 1, 025)
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A.4. Zugbalken

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

0,30

 

CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
b

x/b
0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0996)
 CAO-Kerbform (a/d=0,1444)
 CAO-Kerbform (a/d=0,2265)
 CAO-Kerbform (a/d=0,3622)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Balken unter Zugbelastung (B/b = 3, 0)

0,00 0,03 0,06 0,09 0,12 0,15 0,18
0,00

0,03

0,06

0,09

0,12

0,15

 

CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
b

x/b
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0381)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0559)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0959)
 CAO-Kerbform (a/d=0,1948)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Balken unter Zugbelastung (B/b = 1, 1)
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A.5. Biegbalken

A.5. Biegbalken

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
0,00

0,05

0,10

0,15

0,20

 

CAO-Kerbform

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
b

x/b
0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0737)
 CAO-Kerbform (a/d=0,1039)
 CAO-Kerbform (a/d=0,1552)
 CAO-Kerbform (a/d=0,2869)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Balken unter Biegebelastung (B/b = 3, 0)

0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16
0,00

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

0,12

 

CAO-Kerbformen

 1,8fache Spannungsüberhöhung
 1,6fache Spannungsüberhöhung
 1,4fache Spannungsüberhöhung
 1,2fache Spannungsüberhöhung

y/
b

x/b
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

1,4

1,6

1,8

2,0

 

Spannungsverlauf entlang der Kontur s/l

 CAO-Kerbform (a/d=0,0323)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0474)
 CAO-Kerbform (a/d=0,0736)
 CAO-Kerbform (a/d=0,153)

M
is

es
/

re
f

Kontur s/l

Balken unter Biegebelastung (B/b = 1, 1)
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