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Adaptive FE Diskretisierung zur Bestimmung der Eigenfrequenzen von
Flachentragwerken

Die Figenwerte der Bewegungsgleichung in der Strukturdynamik werden numerisch bestimmt. Der Diskretisierungs-
fehler wird a-posteriori abgeschdtzt. Dieser bildet die Grundlage einer adaptiven Netzverfeinerung. Das Vorgehen
wird an einem Beispiel erldutert.

1. Problemstellung
Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die Bewegungsgleichung der Strukturdynamik in ihrer homogenen Form,

dive+ipu=0 YV x € Q 4+ homogene Randbedingungen . (1)

Diese elliptische DGL liefert Losungspaare {u;, A\;},i = 1,00. u; ist die i-te Eigenform, \; charakterisiert den
i-ten Eigenwert, d.h. die Eigenkreisfrequenz ist w; = +/);. Viskose Dampfung wird nicht beriicksichtigt, damit
sind komplexe Losungen ausgeschlossen. Zur Losung wird das Bubnov-Galerkin Verfahren benutzt, und damit die
Gleichung (1) in eine dquivalente Variationsgleichung iiberfiihrt,

/(e(v) co(u) — Apv-u) de =0, — a(v,u) — ANv,u) =0 YveVcHL. (2)
Q
Zur numerischen Umsetzung werden endlich dimensionale Funktionenrdume benutzt, die letzendlich auf die FE-Form
der Variationsgleichung fiithren,

/(e(vh) co(up) — A\ppvp - up) de =0, — a(vp, up) — Ap(vp,up) =0 Yo, €V CV. (3)
Q
In den numerischen Experimenten werden bilineare Polynome verwendet, die C stetig sind: up, = INd. Die zu-
gehorige Matrixformulierung lautet: (K—-M\M)d = 0.

2. Fehlerabschitzung

Um das Konvergenzverhalten einer FE-Implementierung zu beurteilen, sind entsprechende a-priori Fehlerabschétzun-
gen notwendig. Abweichungen davon indizieren z.B. mogliche Versteifungseffekte, die ausgiebig fiir elastische und pla-
stisches Materialverhalten diskutiert wurden oder instabile Diskretisierungen. Weiterhin sind a-priori Fehlerschitzun-
gen auch im Hinblick auf a-posteriori Fehlerabschéitzungen wesentlich, um die korrekte Asymptotik zu kontrollieren.
Fiir konvexe Gebiete (u € H?) liegen z.B. von Nystedt [2] a-priori Fehlerabschiitzungen vor,

2 2
= wpla < ca(A%d)HhDQuHQ, M=\ < Ckw

Dabei zeigt sich eine grofie Ahnlichkeit zu den Fehlerabschitzungen in der Elastostatik. C,,, Co und C sind Konstan-
ten, die von der Geometrie des betrachteten Gebietes und der Uniformitét der gewéhlten Diskretisierung abhéngen.
Die Konstante d beschreibt den Abstand vom betrachteten Eigenwert A zum néchsten Eigenwert )\;. Man erkennt,
dafl insbesondere Eigenwerte mit einer (algebraischen) Vielfachheit x > 1 eine gesonderte Behandlung erfahren
miissen, Heuveline [1]. Im vorliegenden Beitrag werden nur einfache Eigenwerte A und deren zugehorige Eigenformen
u betrachtet. Im Zuge einer adaptiven Netzverfeinerungsstrategie benotigt man einen a-posteriori Fehlerschétzer.
Residuelle Fehlerschitzer wurden schon von Nystedt [2] und Heuveline [1] vorgeschlagen. Wiberg et.al. [3] benutzen
das sogenannte 'Superconvergent Patch Recovery’(SPR) Konzept und generieren auf einem Elementpatch ein qua-
dratisches Verschiebungsfeld. Diese Strategie weist jedoch einige Nachteile auf.

Deshalb wird hier auf den bekannten Fehlerschitzer von Zienkiewicz/Zhu zuriickgegriffen, um den Fehler der Eigen-
form w — wup, in der Energienorm ||el|, abschétzen zu kénnen. Dazu wird das bekannte SPR-Konzept nochmals kurz

dargestellt. Der Fehler in der Energienorm ist definiert als,
1/2

e — wp|le = /(o'fo'h)((ffl(o'fo'h)d:v . (5)
Q

Die unbekannten Spannungen o werden durch o* approximiert. o* ist global stetig und wird innerhalb des Element-
patches als ein lineares Polynom gewéhlt o* = Pa mit P = [lay]. Mittels der superkonvergenten Spannungspunkte

1hD*ul3 . (4)
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Abbildung 1: L-Gebiet — Daten, Adaptierte FE-Netze fiir 2. Eigenform
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Abbildung 2: Adaption der 2. Eigenform mit SPR; geschétzter Fehler | e||q,p fiir 1. und 2. Eigenform, Vergleich der
gleichférmigen Verfeinerung (uni) mit adaptiver Verfeinerung (ada)

xx und eines diskreten Quadratmittelproblemes wird a bestimmt,
4

> (on(zr) — P(ax) a)* = min., (6)

k=1
Daraus konnen verbesserte Spannungen im Mittelpunkt z; des Elementpatches bestimmt werden o*(x;) = P(x;) a.
Damit liegt ein Fehlerschéitzer vor, der auf Grund seiner Verwandtschaft mit residuellen Fehlerschitzern ebenfalls

eine obere und untere Schranke besitzt. C charakterisiert dabei die Materialmatrix,
1/2

llellar = /(o’* —op)C Ho" — o)) dx ) (7)

Q
3. Numerisches Experiment

Am Standardbeispiel — L — Gebiet — soll der beschriebene Fehlerschiitzer getestet werden. Alle Parameter sind in
Abb. 1 angegeben. Die L—Form wird zunéichst mit Q1 Elementen gleichférmig diskretisiert. Anschliefend soll mit
Hilfe des SPR-Fehlerschiitzer eine adaptive Netzsequenz generiert werden. Die dazu bendtigte Netzverfeinerungs-
steuerung wird hier nicht diskutiert. Dabei soll der Fehler der 2. Eigenform in der Energienorm minimiert werden.
Die Ergebnisse der gleichférmigen und adaptiven Diskretisierung sind in Abb. 2(a,b) fiir die ersten beiden Eigen-
formen wiedergegeben. Einerseits wird deutlich, da8 ||e||,,, bei gleichfsrmiger Verfeinerung mit einer konstanten
Rate (0.68) reduziert wird. Diese Konvergenzrate stimmt niherungsweise mit dem kleinsten Eigenwert o = 0.61 des
singulédren Losungsanteiles der Gesamtlosung iiberein. Infolge der einspringenden Ecke gilt dann ||e||q < ch®||w|la+1-
Bei adaptiver Netzverfeinerung bzgl. der 2. Eigenform ergibt sich eine deutlich bessere Konvergenz gegen die exakte
Losung.
4. Zusammenfassung

Entsprechend der vorliegenden a-priori Fehlerabschétzung zeigt sich bei dem numerischen Beispiel ein dhnlich konver-
gentes Losungsverhalten wie bei linearen elastostatischen Problemstellungen. Bei adaptiver Netzverfeinerung fiithrt
die Nutzung des SPR-Fehlerschétzers zur erwartet besseren Konvergenzrate.
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