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Prefacio

Las técnicas de modelacién asistidas por computadoras surgen con el adve-
nimiento de las maquinas fresadoras con control numérico en los finales de
la década de los cuarenta. A partir de los principios de los afos sesenta, las
técnicas de Bézier y B-splines ya se perfilan como herramientas de impor-
tancia fundamental para el tratamiento de curvas y superficies polinémicas.
Su ventaja principal radica en que posibilitan la construcciéon de algoritmos
eficientes numéricamente robustos.

El propésito de este texto es dar una base solida y unificada para las propieda-
des mas ttiles de las representaiones de Bézier y B-splines. El énfasis del libro
es sobre las nociones centrales del Diseno Geométrico Asistido por Computa-
dora (CAGD por su nombre en inglés, Computer Aided Geometric Design) y
cubre tanto las nociones bésicas como también algunas mas avanzadas, como
por ejemplo: splines multivariados, técnicas de subdivisién y disenio a mano
alzada con superficies con alto grado de suavidad.

Con la finalidad de no extender el libro demasiado, hemos excluido algunos
temas que podrian considerarse fundamentales en CAGD. En particular, no
estudiamos técnicas racionales de Bézier y B-splines.

El libro se fue ensamblando a través del dictado de varios cursos, dicta-
dos repetidamente por los autores, en el Rensselear Polytechnic Institute de
Nueva York, las Universidades de Braunschweig y de Karlsruhe en Alemania
y en la Universidad Central de Venezuela. Estos cursos forman parte de los
curricula de pre y postgrado de las carreras de Matematicas e Informatica y
también fueron atendidos por estudiantes de Ingenieria, Geofisica y Arqui-
tectura.

Queremos agradecer la lectura del manuscrito a Stefan Bischoff, Bernhard
Garz, Georg Umlauf, Claudia Bangert, Norbert Luscher, Marianela Lentini,
Giovanni Figueroa y especialmente a Javier Sanchez-Reyes por su revisién
exhaustiva de los primeros diez capitulos del libro.

Queremos también expresar nuestro agradecimiento a Christoph Pennekamp,
Natalie Spinner, Dayana Tabare, Elizabeth Miquilena, Gabriel Arcos y
Mildred Graterol, por la preparacion de los archivos LaTex.

Caracas, Marco Paluszny
Karlsruhe, Hartmut Prautzsch
Wolfenbiittel, Wolfgang Boehm
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Parte 1

Curvas







1 Nociones basicas

1.1 Espacios afines — 1.2 Combinaciones afines — 1.3 Aplicaciones afines —
1.4 Curvas y superficies paramétricas — 1.5 Ejercicios

El espacio tridimensional se puede ver como un conjunto de puntos; un vector
describe la direccién y la longitud del segmento entre dos puntos. La inter-
pretacién del espacio tridimensional como un espacio de puntos y no como
un espacio vectorial tiene la ventaja de que no es necesario designar un punto
especial como origen. Este hecho se refleja en la simetria de las coordenadas
baricéntricas.

Como este libro presenta conceptos que ocurren en el espacio tridimensional
de puntos, en este primer capitulo presentamos una breve introduccion a las
propiedades del espacio de puntos, denominado espacio afin.

1.1 Espacios afines

Denotamos con A al espacio afin sobre un espacio vectorial V. En este texto
consideramos solamente espacios vectoriales de dimensién finita sobre R , lo
cual significa que tanto los puntos de A, como también los vectores de V,
pueden representarse por elementos de R". Por lo tanto x € R" representa
un punto o un vector dependiendo del contexto.

Dados dos puntos p y q, el vector de p a ( se obtiene como la diferencia de
sus coordenadas

v=q—p
como se ilustra en la Figura 1.1. Notese que podemos sumar un vector y un
punto, pero la suma de dos puntos no esta definida.

Podemos distinguir entre puntos y vectores utilizando coordenadas exten-
didas:

punto si e=1
vector si e=0

x
X = [ B ] representa un
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La representacion anterior de puntos y vectores depende de un sistema de
coordenadas: dado un punto p de A y n vectores vy, va, ... v, que forman
una base V; entonces cada punto q de A tiene una unica representacién
qQ=p+viry + -+ vux,. Esto es, la columna x = [z7 ... x,]' € R"
representa al punto q con respecto al sistema de coordenadas afines
P; Vi, ...,V El punto p se denomina origen, del sistema de coordenadas.
La columna coordenada del origen es [0 ... 0] y se denota por o.

La dimensién de A se define como la dimensiéon n del espacio vectorial
subyacente V.

Figura 1.1: Vector entre dos puntos

1.2 Combinaciones afines

Los m + 1 puntos po,...,pm de un espacio afin A se llaman afinmente
independientes si los m vectores p;1 — Po, ..., Pm — Po son linealmente
independientes. Nétese que esta definicion no depende de la ordenacién de
los puntos p;. Véase el Ejercicio 1.

Sea n la dimensién de A, si pg,,-..,,Pn son n + 1 puntos afinmente inde-
pendientes entonces cada q en A se puede expresar como

q = Ppo+(P1—Po)z1+ - + (Pn—Po)Tn
= PoTo+ - +Puln ,
donde 1 = x¢+ - - - +x,,. Los coeficientes x; son las coordenadas baricéntricas
de q con respecto al marco pg ... pn.
La secuencia ordenada py, ..., p, se denomina marco.

Nétese que o, ...,Zj—1,Tj4+1,...,Tn son las coordenadas afines de q con
respecto al origen p; y los n vectores p; — pj, @ # J.

En particular, si n = 1 el punto q = po(1 — x) + p1x traza la interpolacién
lineal de pg y p1. La razén z : 1 — x se denomina la razén simple de q con
respecto a pg y p1, ver Figura 1.2. Nétese que en nuestra notacién 1 —z = xg
Yyr=2=ox1.

Es mas, sean aj,...,a,, las columnas de coordenadas afines, extendidas o
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A | 51
Po

Figura 1.2: Interpolacién lineal y razén.

baricéntricas de cualesquiera m puntos de A. Entonces la suma ponderada

{ punto sio Ya=1

a= g a;q; representa un .
. P vector si Y a; =0

Si los pesos «; suman 1, entonces a = Y a;«; se denomina una combinacién
afin . Si ademas, los pesos son no negativos, entonces a es una combinacién
convexa. En este caso se tiene que a yace en la cadpsula convexa de los
puntos a;, vea el Ejercicio 4.

1.3 Aplicaciones afines

Sean A y B espacios afines, U y V sus espacios vectoriales subyacentes, de
dimensién m y n, respectivamente. Una funcién ¢ : 4 — B se denomina
aplicacion afin si se puede representar, con respecto a alguno de nuestros
sistemas de coordenadas, a través de una matriz A, de dimensién n x m tal
que

y = ®(x) = a+ Ax,

donde a es la imagen del origen.

La aplicacién lineal ¢ : U — V dada por
v =p(u) = Au

se denomina la aplicacién lineal subyacente de ®. Usando coordenadas
extendidas, ambas aplicaciones tienen la misma representacién matricial

y| |A al||x vi |A aflu
1| o 1|[1]” [0] |o 1]|0]"
lo cual se puede rescribir de manera mas compacta como:

y = Ax | v =Au .

Las siguientes dos propiedades son consecuencia de la representacion
matricial:
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Una aplicacion afin ® conmuta con las combinaciones afines, es
decir
<I>(§ a;y) = E d(a;)ay.
Ademas,

Una aplicacion afin estd completamente determinada por un marco
de dimension dimA+1 pg ... Pm Y SU marco imagen qq - .. Q-

La primera propiedad también caracteriza las aplicaciones afines, ver el
Ejercicio 5. La segunda propiedad se puede expresar esquematicamente

n+1 A = q0 qm Po Pm

1.4 Curvas y superficies paramétricas

Una columna x de R? cuyas coordenadas dependen de un pardmetro ¢ recorre
una curva paramétrica

CCl(t)
x(t)=|
za(t)

Usualmente pensamos en x(¢) como una curva de puntos. En particular si
las funciones coordenadas z;(t) son polinomios de grado menor o igual que n
entonces x(t) es una curva polinémica de grado n en ¢.

El grafico de una funcién z(¢) es una curva que tiene una forma especial.
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Las curvas descritas por graficos de funciones se denominan curvas fun-
cionales. La Figura 1.3 presenta dos ejemplos de curvas paramétricas que
no son funcionales. En la izquierda estd la parabola de Neil x = [t? ]’ y, a
la derecha, la curva x = [t? t3—t]".

Figura 1.3: Curvas paramétricas con cuspide y lazo.

Anélogamente, una columna x que depende de dos parametros, sy t, describe
una superficie paramétrica (note que la superficie podria degenerar a un
punto o a una curva).
€1 (Sa t)
x(s,t) = :
Z‘d(S, t)

La superficie se denomina polinémica de grado total n si los x; son poli-
nomios de grado total menor o igual que n en s y ¢, y por lo menos uno de
los x; tiene grado total n. El gréfico de una funcién z(s,t) de dos variables
determina una superficie polinémica que tiene una forma especial:

x(s,t) = i
x(s,t)

Estas superficies se denominan superficies funcionales.

1.5 Ejercicios

1 Demostrar que m + 1 puntos pg, ..., Pm son independientes si y sélo si
sus coordenadas extendidas po, ..., Pm son linealmente independientes.

2 Las soluciones de un sistema lineal homdgeneo forman un espacio vec-
torial. Verifique que el conjunto de soluciones de un sistema lineal no
homogeneo forma un espacio afin.
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3 Considere la combinacién afin
p=aa+bg+cy

l= a+pB+~

de tres puntos independientes. Muestre que las coordenadas baricéntricas
«, 3, determinan las razones ilustradas en la Figura 1.4.

C

a g : a b
Figura 1.4: Razones en un tridngulo.

4 La capsula convexa de r puntos aj,...,a, de un espacio afin A es el
subconjunto minimal que contiene los puntos ay,...,a,, y satisface que
para cualesquiera dos puntos contenidos en este subconjunto, el segmento
que los une también pertenece al subconjunto. Pruebe que la capsula
convexa consiste en todas las combinaciones convexas de los a;.

5 Demuestre que una aplicacién entre dos espacios afines que preserva com-
binaciones afines es una aplicacion afin.

6 Demuestre que una aplicacién entre dos espacios afines que preserva com-
binaciones afines de dos puntos preserva también combinaciones afines de
cualquier nimero finito de puntos.

7 Demuestre que el conjunto de combinaciones afines de r + 1 puntos in-
dependientes de un espacio A forma un subespacio afin r-dimensional de

A.



2 Representacion de Bézier

2.1 Polinomios de Bernstein — 2.2 Curvas de Bézier — 2.8 El algoritmo de
de Casteljau  — 2.4 Derivadas — 2.5 Parametrizacion singular — 2.6 Un
algoritmo tetraédrico — 2.7 Integracion — 2.8 Conversion a la representacion
de Bézier — 2.9 Conversion a la forma monomial — 2.10 Ejercicios

Toda curva polinémica admite una representacién mediante su poligono de
Bézier. Existe una estrecha relaciéon geométrica cercana entre una curva
polinémica y su poligono de Bézier. Ambos tienen los mismos puntos ex-
tremos y las tangentes en estos puntos coinciden; la curva yace en la capsula
convexa del poligono. Es més, los algoritmos mas rapidos y numéricamente
més estables para desplegar graficamente una curva polindmica se basan en
su representacion de Bézier.

2.1 Polinomios de Bernstein

El célculo de la expansion binomial
n n . .
1 — 1 _ n _ 7 1 _ n—
(ut (1= w) ;:oi(z-)“( )

nos permite introducir los polinomios de Bernstein de grado n,

B! (u) := (n)ul(l — )" 1=0,...,n,

7

representadas en la Figura 2.1 para n = 4.

Las siguientes propiedades de los polinomios de Bernstein de grado n son
importantes para nuestros propositos:

e Son linealmente independientes.
De hecho, dividiendo
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Figura 2.1: Los polinomios de Bernstein para n = 4 sobre [0, 1].

S gbiut(l—u)" " =0 por (1 —u)" y usando s = u/(1 — u)
obtenemos
St o bist =0, lo cual implica que by = b; = ... =b, =0.
e Son simétricos,
Bi'(u) = By_i(1 —u).
e Las unicas raices son 0 y 1,

1=20

n n 1
BrO=sm={g w7

e Forman una particion de la unidad,

ZBZ"(U) =1, paratodo ueR .
=0

e Son positivos en (0,1):
Bl'(u) >0, para ue(0,1).
e Satisfacen la relacién de recurrencia
B (u) = uB}y (u) + (1 —u) B} (u) ,

donde B, =B, =0y Bj =
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Esta relacién de recurrencia se desprende de la identidad

()= 6)

Observacion 1: El cédlculo de los polinomios de Bernstein de grado n se
puede organizar en un esquema triangular tal como se muestra en la recursion
dada por la regla de la derecha:

1= 38 Bé Bg - By ,
regla
311 B% - B &
* u
1—u *
BTL

2.2 Curvas de Bézier

Los polinomios de Bernstein B}’ de grado n forman una base para el espacio
vectorial de polinomios de grado menor o igual que n. Por lo tanto toda curva
polinémica b(u) de grado < n tiene una unica representaciéon de Bézier

n
b(u) =Y ;B (u).
i=0
La transformacion afin

u=a(l —t)+ bt a#b,

deja invariante el grado de b, por lo tanto b(u(t)) también tiene una tinica
representacién de grado n, en términos de los B*(t)

b(u(t) = 3 B ().
=0

Los coeficientes b; en R? se denominan puntos de Bézier y son los vértices
del poligono de Bézier de b(u) sobre el intervalo [a,b]. Nos referimos a
t como el parametro local y a u como el parametro global de b, ver la
Figura 2.2.

La representacién de Bézier de la curva polinémica hereda las propiedades
de los polinomios de Bernstein listadas en 2.1
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by b

by

t
=
u

S+

a
Figura 2.2: Una curva cibica con su poligono de Bézier sobre [a, b].

e La simetria de los polinomios de Bernstein implica
n n
b(u) = b;B(t) =Y by B} (s),
i=0 i=0

donde

u=a(l—t)+bt=0b(1-3s)+as
Nos referimos a la primera y segunda suma como las representaciones de
Bézier de b sobre [a,b] y [b, a], respectivamente; o sea que usamos intervalos

orientados para distinguir las dos curvas polinémicas.

e Los extremos del segmento de curva bla,b] son
b(a) = by y b(b)=b, .
Como los polinomios de Bernstein suman uno,
e b(u) es una combinacién afin de sus puntos de Bézier.
En consecuencia,

e la representacion de Bézier es afinmente invariante, es decir, dada
una aplicacion afin @, la curva imagen ®(b) tiene a los ®(b;) como
puntos de control, sobre [a,b].

Como los polinomios de Bernstein son no negativos en [0, 1],
e se tiene que para todo u € [a,b], b(u) es una combinacién convexa

de los b;. Por lo tanto el segmento de curva bla,b] yace en la cdpsula
conveza de los b;, tal como se ilustra en la Figura 2.3.
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by
by

by b

Figura 2.3: La cdpsula convexa de un poligono de Bézier.

Observacién 2: Usando la propiedad de la capsula convexa, para cada
coordenada b(u) se obtiene una caja de acotacién para el segmento de
curva bla, b]. Esto es

bla,b] C [mlnbz, maxb] , u € la,b] ,

1=0

como se ilustra en la Figura 2.4 para una curva plana.

O

Figura 2.4: Caja de acotacién.

2.3 Algoritmo de de Casteljau

Una curva b(u) = Y"1 b; BI*(t) se puede evaluar usando el algoritmo de de
Casteljau [Casteljau '59]. Esto usualmente se hace para t € [0, 1]. El proceso
es como sigue: usando las relaciones de recurrencia para los polinomios de
Bernstein y agrupando términos repetidamente se obtiene

ZbOB“ Zanl = _Zb”BO = by,

donde
bt = (1—t)bf +tbf,, .
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La Figura 2.5 ilustra dos ejemplos de evaluacién de la curva b(u), en los
puntos ¢t = 0.4 (izquierda) y ¢ = 1.4 (derecha).

Los puntos intermedios bf del algoritmo de de Casteljau pueden organizarse
en un esquema triangular, el cual sugiere su generacién recursiva:

\
bbs

Figura 2.5: La construccién de de Casteljau para puntos dentro y fuera de [0, 1].

by
b b} regla
b bl b2
:2 1 0 | a 1-\t~
: : b — c=a(l-t)+bt
b, by b}, -+ bf !

Observacién 3: Sit yace en [0, 1], entonces la construccién de de Casteljau
involucra solamente combinaciones convexas, lo que garantiza la estabilidad
numérica del algoritmo.

Observacion 4: El método de Horner es un algoritmo éptimo, desde
el punto de vista del nimero de operaciones, para evaluar polinomios en
forma monomial. Este método también se puede usar para evaluar una curva
b(t) = > b;BI(t), en su representacién de Bézier. Después de expresar b(t)

- () ()

primero se evalia la expresion en paréntesis usando el método de Horner para
el valor t/(1 —t) y posteriormente se multiplica el resultado por (1 —¢)". Sin
embargo esta técnica falla cuando ¢ esta cerca de 1. En este caso se usa la
expresion:
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- ($a0) () )

2.4 Derivadas

La derivada de un polinomio de Bernstein de grado n es facil de calcular. De
la definicion de los polinomios de Bernstein se obtiene:

d _ _ .
%Bf(t) =n(B M (t) — B (1)) para i=0,...,n.

Para unificar la notaciéon hemos supuesto, como antes, que Bﬁ;l =Bt =0.
Luego dada una curva

u—a

b(u)=> b;Blt), t= o
=0

obtenemos

n—1
d n

b(u) = § Ab;BI(t)
du () b—a = i

donde Ab; = b; ;1 —b; denota la primera diferencia hacia adelante, ver
la Figura 2.6.

by

Figura 2.6: Curva de Bézier y su hoddgrafo.

Si b(u) se considera un punto, entonces b’(u) es un vector. Al sumarle un
punto a b’(u) se obtendra un punto. En particular o + b’(u) se denomina el
primer hodégrafo de b.
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Aplicando repetidamente la formula para la derivada, obtenemos la r—ésima
derivada de b,

| n—r
™) () = o ATb; BT
B () (nfr)!(bfa)’”; BB

donde A™b; = A" 'b; 1 — A" !b; es la r—ésima diferencia hacia adelante
de b;. De modo anélogose obtiene el segundo hodégrafo y otros de orden
superior.

A partir de las férmulas de las derivadas y de la propiedad de interpolacién
de los puntos de control en los extremos obtenemos el siguiente resultado
observado por Pierre Bézier:

Las derivadas r—ésimas hasta orden n, de b(u) ent = 0(t = 1)
dependen de los primeros (dltimos) r + 1 puntos de Bézier. FEl
reciproco de esta observacion también es cierto.

Geométricamente, ésto significa que las rectas tangentes de bent =0y
en t = 1 pasan por bg,b; y b,,_1, b, respectivamente. Los planos oscu-
ladores de ben t =0y t = 1 son generados por by, b1,bs vy b,,_2,b,_1,b,,
respectivamente. La Figura 2.7 ilustra esta propiedad.

Figura 2.7: Tangentes y planos osculadores en los extremos.
Observaciéon 5: Si consideramos el poligono de control de una curva de

Bézier b(u) = > b;BI*(t), donde u = (1 — t)a + t b, como una funcién lineal
por trozos p(u) definida sobre [a, b], entonces

la derivada p'(u) del poligono de Bézier son los puntos de Bézier
de b'(u).

Esto se ilustra en la Figura 2.8 para una curva funcional.
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—=>U

Figura 2.8: Derivadas de un poligono de Bézier.

2.5 Parametrizacion singular

Consideramos la curva polinémica

b(t) = 3 biBA() |
1=0

y su derivada
n—1

b(t)=nY_ Ab;BI (1)

=0

donde el punto indica derivacién con respecto al pardmetro ¢.

Si Abg = o, entonces b(t) es cero en ¢t = 0.

Sin embargo, en términos de la reparametrizacién singular ¢ = /s se obtiene
d b(t(0)) Ab

— =n.

ds !

Entonces, si Abg = 0 y Ab; # o, la recta tangente de b(¢) en ¢t = 0 pasa por
by vy bs, como se ilustra en la Figura 2.9.

by
Figura 2.9: Parametrizacién singular.

Observacién 6: Si Aby = Ab; =0y Abs # 0 la tangente a b(¢t) en t =0
pasa por bg
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2.6 Un algoritmo tetraédrico

El céalculo de las diferencias y las combinaciones afines del algoritmo de de
Casteljau se pueden combinar. Concretamente, la r-ésima derivada de una
curva

u—a

b(u) = Zb?B?(t>7 L= b—a’

en un punto u puede ser calculada aplicando el algoritmo de de Casteljau a
miiltiplos de las diferencias A¥b;. Como el calculo de combinaciones afines
es conmutativo,

o> BiPy=> BY i Py

se tiene que el operador A de diferencias hacia adelante conmuta con los
pasos del algoritmo de de Casteljau.

Por lo tanto, se puede calcular la derivada r—ésima en u calculando primero
n — 1 pasos del algoritmo de de Casteljau, seguido por r diferencias y pos-
teriormente multiplicando por el factor n---(n —r +1)/(b — a)”. Entonces
resulta:

n---(n—r+1)

b(r) (u) = (b _ CL)T

ATBI"

En particular esta férmula nos dice que la tangente y el plano osculador de
b en u estan generados por bg_l, bty bg_Q, b2, b2, respectivamente,
tal como se ilustra en la Figura 2.10 para una cubica.

P— plano osculador

0
b8 T tangente
by by punto
b; by bj

b; b, bi bg

a U b

Figura 2.10: Los planos tangente y osculador en el esquema de de Casteljau.

A lo largo del célculo de los puntos Arbg_k para todo k, a través de los pasos
del algoritmo de de Casteljau y de las diferencias hacia adelante se generan
los puntos intermedios Akb;.,i 4+ j + k < n. Todos estos puntos se pueden
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ubicar espacialmente en un esquema tetraédrico, tal como se ilustra en la
Figura 2.11 para n = 2, en la cual la regla recursiva estd dada por:

c=a(l—t)+bt y d=b-a.

Figura 2.11: El algoritmo tetraédrico.

La recursién anterior no es la tnica forma para calcular los A*b?. Otras
posiblidades se obtienen eliminando a o b. Esto es:

c=b+d(t-1) y c=a+dt

respectivamente.

Cuando usamos una de estas reglas, en vez del paso correspondiente a la
diferencia, entonces es suficiente calcular solamente los puntos de los dos
esquemas triangulares dados por los puntos del lado inferior izquierdo (o
derecho) del tetraedro.

Observacion 7: Noétese que tomar diferencias en general no es un proceso
numéricamente estable. En consecuencia el cdlculo de derivadas tampoco es
estable.

2.7 Integracion

La integral de una curva polinémica en representacion de Bézier

u—a

b(u) = Y biBI(), t=5—
=0
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tiene la representacion de Bézier

n+1

o(u) = / buwdu = 3 eBI(H) |
1=0

donde

I
8
|
o

4

Ci

I
&
_|_
=
o
+

"+bi,1), i:n-f—l,...,l,

y ¢p es una constante de integracién. Esto puede verificarse facilmente
derivando c(u).

A partir de la férmula anterior y de que b(u) interpola los extremos bg y b,
se deduce la siguiente igualdad

b
b—a
b(u)du = bg+:--+ b,
[ bl = TG+
y en particular,
! 1
/Bf(t)dt _ i=0,..m
0 n+1

2.8 Conversion a la representacion de Bézier

Algunos sistemas antiguos de diseno asisitido por computadora (computer
aided design - CAD) utilizan la base monomial para representar curvas. Por
lo tanto es importante disponer de formas eficientes para transformar la pre-
sentacion monomial de una curva a su representaciéon de Bézier. Sea

b(t) = zn:ai (’Z) ti

i=0

una curva en representacién monomial. Como

(T;) Hl—t+t)" = Z_: (?) (nn_z_lk) )
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se obtiene

b(t) = S b BI(1) |
j=0

donde
— (j
=0
y (Z) =0 para j < 1.
La férmula para convertir de la representacién de Bézier a la monomial se
obtiene de manera similar, expandiendo los polinomios de Bernstein, ver

Ejercicio 4. En 2.9 presentaremos una deducciéon diferente de esta férmula
de conversion.

Observacién 8: Siay; = --- = a,, = 0, pero a; # 0, b(t) es un polinomio
lineal y sus puntos de Bézier sobre [0, 1] son

bj:ao—i—jal .

Tal como se ilustra en la Figura 2.12.

Figura 2.12: Distribucién uniforme de puntos de Bézier sobre una recta.

Observacién 9: Reciprocamente, si los n + 1 puntos de Bézier b; estdn
uniformemente distribuidos sobre una recta, entonces b(t) es un polinomio
lineal y se puede escribir,

b(t) = (1 - t)bo + thy, .

Esta propiedad se denomina precisiéon lineal de la representacion de Bézier.

Observacién 10: Se desprende de la Observacion 8 que la curva de Bézier

funcional
b= | 4] W0 =T nBre)

tiene puntos de Bézier [i/n b;]' como se ilustra en la Figura 2.13. Los
coeficientes b; se denominan las ordenadas de Bézier de b(t) mientras que
los puntos i/n, las abscisas de Bézier.
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]

b 1 b2 b3
b | | |

0o 13 23 1

o~

Figura 2.13: Representacién de Bézier de una curva funcional.

2.9 Conversion a la forma monomial

Dada una curva polinémica en su representacién de Bézier se obtiene su forma
monomial utilizando la expansién de Taylor,

- u—a
b(u) = Y b;B} <b_a)
=0

S0 ) )
= .zob()(a)T
() gy ()
- 2 ()i

=0

Como A'by = 22:0 (1) (=1)"=*by, ver Ejercicio 3, b(a) se puede rescribir

COmo B .
b(u) = 33 (— 1) (”) (k)\vb i

i=0 k=0

Observacion 11: Usando el algoritmo tetraédrico de 2.6 se puede calcular
la expansion de Taylor en w:

b@+ﬁ):§iw]ayA%3iCDhi

2.10 Ejercicios

1 Muestre que el polinomio de Bernstein B (¢) tiene un sélo méximo en
[0,1], en concreto en t = i/n.
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2 El operador de Bernstein B asocia a una funcién f en [0, 1] el poli-
nomio.

B[f] =) f(i/nm)B}(t)
i=0
Si f es un polinomio de grado m < n, muestre que B[f] también lo es.
Vea el Ejercicio 2 de 3.13
3 Demuestre que _
. LY .
A'by = —1)""by, .
o= (1) e

4 Encuentre la férmula de conversién de la presentacion de Bézier a la
monomial por medios algebraicos elementales como en 2.8.

5 Verifique la identidad

n... (n—k)thtt = Zz... k) BIM(t).

6 Verifique que una cibica plana b(t) tiene una cispide en t = 0, esto es:
t = 0 es un punto donde b(t) invierte su direccién si b(0) = o y ambas
coordenadas de b(O) son diferentes de cero (los puntos indican derivacién
respecto a t).

7 Demuestre que una cibica plana b(t) = Zf:o b; B3(t) tiene una ctspide
si bs yace en la parabola

p(t) = (bo + b1 —b2) B3(t) + b1 Bf(t) + b2 B3(t)
[Pottmann & DeRose '91].
8 ;Para qué escogencia de bs, tiene b(¢) un lazo?
9 Sea > i ja;()tt = X" b;BI'(t). Entonces en notacién matricial se
tiene
[aO an] = [bo bn]A s

donde A = [( 1)7= 1( )] y A7l = [(;)} Noétese que las matrices A y

A~ son triangulares superiores.
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Muchos algoritmos para curvas de Bézier pueden ser considerados en el con-
texto de los polinomios simétricos. En el presente capitulo estudiamos la
relacion entre un polinomio de una variable y el polinomio simétrico, de
varias variables, que se le asocia. Presentamos también los algoritmos bésicos
del diseno geométrico asistido por computadora (Computer Aided Geometric
Design-CAGD) en términos de esta relacién. El méds importante de estos al-
goritmos es el de de Casteljau, el cual es muy 1til tanto en implementaciones
practicas como en el contexto tedrico.

3.1 Polinomios simétricos

A cada curva polindmica b(u) de grado < n se le puede asociar un tnico
polinomio simétrico b[u; ... u,] con las siguientes tres propiedades:

e bluy ... uy,] coincide con b(u) sobre la diagonal, esto es

e bluj ... u,| es simétrico lo cual significa que, para cualquier per-
mutacion (vy,...,v,) de (u1,...,u,)
blvy ... v,] =bluy ... upl,
e bluy ... u,] es afin en cada variable, esto es:

bllau+ (1 —a)v)us ... u,] =abluus ... uy]+ (1 —a)blvus ... u,] .
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Clésicamente, el polinomio simétrico blu; ... u,] se denomina forma polar
asociada a b(u). Ma4s recientemente se ha venido denominando blossom
de b(u) [Ramshaw ’87]. Para demostrar que cualquier polinomio de una
variable tiene una forma polar es suficiente encontrar las formas polares de
los elementos de una base del espacio vectorial de polinomios.

De hecho, dada cualquier combinacién lineal
n
i=0

donde cada C;(u) tiene grado n y denotando sus formas polares por C;uy ... )
se tiene que su forma polar estd dada por

b[ul .. un] = ZciC’i[ul .o un] .
=0

Nétese que la diagonal b[u ... u] puede tener grado menor que n a pesar de

que blu; ... uy] depende de n variables.
En el caso de que los C; son los monomios A} = (?)ul, i =20,...,n, se
obtienen los polinomios simétricos elementales
n j—
Aluy ... uy) = E Uj, ... U,

1< < < i <n

los cuales satisfacen las tres propiedades de arriba. Nétese que la suma en la
férmula anterior se extiende sobre (?) productos de ¢ variables.

En el caso de que los C; sean los polinomios de Bernstein

7,‘) Wi (1 — )

7

5w = (

se obtiene:
Bl'luy ... up] = Z Ujy ot (L —ugy) oo (L =g, ) s
J1<--<d;
k<o <kn_;
donde (ji, ... ,ji, k1, ... ,kn—;) es una permutacién de (1,...,n). Como

antes, las propiedades anteriores son faciles de verificar.

Observacién 1: Los polinomios simétricos B*[u; ... u,] satisfacen la relacién
de recurrecia

B ug ... wn) = ugBq[ug . upn] 4+ (1 — o) BMuy - .. up) -
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3.2 El teorema fundamental

La unicidad del polinomio simétrico y su relacion con la representacién de
Bézier estd dada por el siguiente teorema, el cual se generaliza en varias
direcciones en este texto:

Para cada curva polindmica b(u) de grado < n existe un dnico

polinomio simétrico de n variables bluy ... uy], el cual es mul-
tiafin y su diagonal satisface blu ... u] = b(u). Es mas, los pun-
tos

b;=bla""tab.?. }] , i=0,....,n ,

son los puntos de Bézier de b(u) sobre [a,b].

Demostracién: En 3.1 demostramos la existencia de la forma polar blu;
... up] para un curva b(u). Por lo tanto podemos considerar los puntos:

bf=bla.l.au K. upb.i. b, i+jit+k=n.

Como bf} = bluy ... uy] es simétrico y multiafin, puede calcularse a partir
de los bY por medio de la siguiente relacién de recurrencia

(1) byt =bf - (1= thp1) + by - e
donde
= U —a
T
La Figura 3.1 ilustra este proceso, los puntos bfu; ... u,] se denotan por
sus argumentos uj ... Uy.

Es maés, si todos los u son iguales a u, entonces la relacién de recurrencia
(1) se reduce al algoritmo de de Casteljau para la evaluaciéon de b(u). En
consecuencia, como la representacién de Bézier es tinica, los puntos b; son los
puntos de Bézier de b(u) sobre [a, b]. Por lo tanto, dos polinomios simétricos
que coinciden sobre la diagonal, coinciden también sobre todos los argumentos
[a?7?ab.t. b,y por larelacién de recurrencia (1) son idénticos. Por lo tanto
b(u) tiene una tnica forma polar. <&

3.3 Subdivisién

La relacién de recurrencia (1) tal como se ilustra en la Figura 3.2 revela una
importante propiedad del algoritmo de Casteljau.
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aab u;0b
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aau,
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Figura 3.1: Teorema fundamental.

Correctamente en el esquema de de Casteljau

I
by b g
e (OF

aaa

Figura 3.2: Subdivisién.

utilizado para calcular b(c), los puntos de Bézier

by =bla"fac.i. (] y by~ =blenrich . ib]
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de la curva sobre [a, ] y [¢,b] se encuentran en la diagonal superior y la fila
inferior respectivamente.

El célculo de los puntos de Bézier sobre [a, ¢] y [¢, b] se denomina subdivision.
Al subdividir repetidamente una curva polinémica b(u) se genera una par-
ticién [ag, a1], [a1,az2], ..., [ax—1,ax] de su dominio. La unién de los poligonos
de Bézier sobre los subintervalos se denomina el poligono de Bézier com-
puesto de b sobre [ag, a1, ...,a;]. En general el poligono compuesto consta
de kn + 1 vértices.

3.4 Convergencia con la subdivisiéon

El poligono de Bézier de un segmento “corto” de una curva de Bézier es una

buena aproximacion a este segmento. En concreto, sean by, ..., b, los puntos
de Bézier de una curva b(u) sobre un subintervalo [c,c 4+ nh] del intervalo
[a,b] y sean ¢; = ¢+ ih para i = 0,...,n. Entonces

existe una constante M que mo depende de ¢ tal que

max ||b(c;) — b;|| < Mh* .

Demostracién: Expandimos el polinomio simétrico blug ... u,] alrededor
delc; ... ¢;]yevaluandoen [uj ... u,] = [c *7F c c+nh .?. c+nh] obtenemos
b, = blc"fcctnh .t c+nh]

= ble...¢] — gzh—jb[ci o)+ Z (n— z)th[ci R

+0(h?) ,

lo cual demuestra nuestra afirmacién pues todas las derivadas parciales son
iguales.

En las proximas secciones se presentaran aplicaciones de esta propiedad. Una
versiéon mas general puede encontrarse en 6.3 para splines.

Observacién 2: En caso de la norma || - ||, €l minimo valor posible para
la constante M, para el cual la estimacion anterior es valida para cualquier
curva, estd dada por

_max_ A%y - [n/2) - [n/2]/20

Ver [Nairn et al. '99] y [Reif "00]

Observacion 3: La convergencia cuadratica no puede ser mejorada, lo que se
puede verificar para la pardbola p(u) = u?, cuyo punto de Bézier intermedio
sobre [0, 2h] es cero y p(h) = h2.
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3.5 Generacion de curvas por subdivision

La técnica de subdivisiéon provee un método muy rapido para generar una
aproximacion a una curva de Bézier. De 3.4 se desprende que los poligonos
de Bézier sobre

de una curva
b(t) = b:B/'(t)

convergen al segmento de curva b[0, 1] con orden 1/4". Esto sugiere el si-
guiente programa de graficacién [Lane & Riesenfeld ’80]:

PLOT BEZIER (bg,...,b,; k)

if k=1
then dibujar el poligono bg,...,b,
else  calcular el poligono de Bézier compuesto ayg, . .., as,

de >~ b;BI(t) sobre [0,0.5,1].
Plot Bézier (ag,...,a,,k—1)
Plot Bézier (a,,...,as,,k —1)

La Figura 3.3 se obtuvo con el programa anterior aplicado al poligono de
control de una cibica para k = 3.

Figura 3.3: Subdivisién de un poligono de Bézier.

Ademds del numero de iteraciones se pueden usar otros criterios de finali-
zacion. Por ejemplo, se podria parar cuando el poligono de Bézier es aproxi-
madamente un segmento de recta. Una medida simple de linealidad se basa
en segundas diferencias hacia adelante. Asi, en el programa anterior se podria
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cambiar la primera linea a

si k=0 o max{[|A%D| |i=0,...,n—2}<e.

En vez de dibujar el poligono de Bézier también se podria simplemente
dibujar el segmento bgb,, si la condicién se satisfaciese. Una cota para la
desviacion con respecto a la curva estd dada por el siguiente teorema:

Sea 1(t) = bo(1 —t) + byt el interpolante lineal de b(t) entonces
se tiene

1 .
sup [[b(t) ~1(®) < ¢ sup [Ib(®)]
0<t<1 0<t<1

1 2
< = _ )
< grin—1) _max  [ATh
donde || - || denota la norma uno, la norma infinito o la norma
Euclidea de vectores.

Para la demostracién consultar [de Boor 78, pag. 39] y [Filip et al. ’86].

Observacién 4: Si b(u) tiene puntos de Bézier b; sobre [a,b] y puntos
de Bézier c; sobre un subintervalo [c, ¢ + h], entonces las diferencias |[|A2c;]|
estan acotadas por (h/(b — a))? max ||A%b;||, vea el Ejercicio 3. Entonces,
con respecto a h la aproximacién por el interpolante lineal es cuadratica.
El orden de aproximacién es cuadratico en general. Entonces por la Obser-
vacién 3, el poligono de Bézier compuesto sobre [0, 2%” ..., 1] es una aprox-
imacion asintéticamente tan buena como la poligonal resultante de conectar

los vértices _
b((;)) L i=0,1,...,n2™
n m

Observacion 5: Desde el punto de vista numérico el programa anterior sélo
hace evaluaciones de la forma (a + b)/2. Por lo tanto el proceso se puede
acelerar si las divisiones se realizan como desplazamientos de bits. Luego hay
aproximadamente (n+1)/2 sumas vectoriales y una divisién por cada vértice
del poligono dibujado por el programa.

3.6 Generacion de curvas por diferencias hacia
adelante

Otro método rapido para calcular puntos sobre una curva de Bézier estd
basado en la técnica de diferencias hacia adelante. Sea b(u) una curva
polinémica y sean

pi=bla+ih) , i=0,....,m,
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puntos sobre esta curva correspondientes a valores uniformemente distribui-
dos del pardmetro. Si b(u) tiene grado n entonces se tiene que la diferencia
hacia adelante A"*1p; es cero y A"p; es constante (independientemente de
i). Ver el Ejercicio 1.

Este hecho se puede utilizar para calcular los puntos p;, i=n-+1,...,m,
a partir de los puntos pg,...,pr. En primer lugar se calcula la constante
A"pg, tomando diferencias hacia adelante y luego se determinan los puntos
Pi, ¢ > n por sumas repetidas "hacia atras”. Este cédlculo se puede organizar
en una forma conveniente por medio del siguiente esquema:

Po
regla

P1 AlPo *

Pn A11:)71,—1 e Anpo

Pri Ap, - A'py L
recursion
*

+]
k +— X%

Pm Alpm—l o Anp'm—fn

Observacion 6: Exceptuando el cédlculo de los primeros n + 1 puntos
Po,--.,Pn y de las posiciones de la parte triangular del arreglo anterior, se
requieren n sumas vectoriales por cada punto de la curva. Por lo tanto la gen-
eracién de curvas por subdivisién es casi dos veces mas rapida que por difer-
encias hacia adelante. Ademads el método de subdivisién es numéricamente
mas estable, ver la Observacion 5.

3.7 Interseccién

La subdivisiéon también es 1til para el calculo de las intersecciones de dos
curvas de Bézier

b(s) =Y bB/"(s) , s€l0,1],

c(t)=> eBl(t), telo1].

La idea fundamental para encontrar (o aproximar) la interseccién de dos
curvas de Bézier consiste en considerar los poligonos de control de las curvas
b(s) y c(t) y sus subdivisiones. Si la interseccién de las capsulas convexas
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Figura 3.4: Curvas intersecantes y curvas disjuntas.

de los poligonos de control es vacia entonces las curvas no se cortan. Si las
capsulas tienen intersecciéon no vacia entonces éstas podrian cortarse. En este
caso subdividimos ambas curvas (por simplicidad) en s = 1/2y t =1/2y
verificamos si las cédpsulas convexas de cada una de las mitades b[0,1/2] y
b[1/2, 1] tienen interseccién con las cédpsulas convexas de c[0,1/2] y ¢[1/2,1].
Este proceso se repite para todos los pares de segmentos de curvas cuyas
capsulas convexas se intersecan. Si finalmente, las cdpsulas convexas se hacen
pequenas y alargadas entonces las curvas se pueden aproximar por segmentos
de recta cuyas intersecciones son faciles de calcular.

En vez de capsulas convexas, es mucho mas facil usar cajas de acotacién
[minb;, maxb;] y [minc;, maxc;]. Vea la Observacién 1 en 2.2. Esta idea
sugiere el siguiente programa para calcular la interseccion de dos segmentos
de Bézier:

INTERSECTAR(b, ..., bm;Co, ..., Cnc)

if [min b;, max b;] N [min ¢;, max c;] # ()
then if m(m — 1) max |A%b;|| > ¢
then calcular el poligono de Bézier compuesto by, ..., b,
de Y b;B™(s) sobre [0,0.5,1],
INTERSECTAR (bj,...,bl ;co,...,Cpn;€)
INTERSECTAR(b],,...,b), ;co,...,Cpn;€)
else if n(n — 1) max ||A%¢;|| > ¢
then calcular el poligono de Bézier compuesto ¢, ..., ch,

de > ¢;BI'(t) sobre [0,0.5,1],
INTERSECTAR (by, ...,bpn;ch, ... ch:e)

INTERSECTAR (bg,...,bp;ch,, ..., ch,;€)
else intersectar los segmentos de recta bob,, y coc,
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3.8 La propiedad de variacion decreciente

La subdivisién no es solamente una herramienta de utilidad préactica sino
también es importante desde el punto de vista tedérico. A continuacién vemos
como ésta se puede emplear para demostrar la propiedad de la variacién
decreciente:

El nimero de veces que un plano arbitrario H corta a una curva
b(t); t € [0,1] es menor o igual que el nimero de veces que H
corta al poligono de Bézier de b(t).

La Figura 3.5 muestra un ejemplo.

Figura 3.5: Interseccién con un hiperplano.

Para demostrarlo primero observamos que el algoritmo de de Casteljau es un
proceso repetido de recorte de esquinas para cualquier ¢ € [0, 1]. Entendemos
por esquina el extremo comin de dos segmentos en el espacio. Esto se ilustra
en la Figura 3.6 para una esquina.

QP
O/a./\\;.c\
p————O————y
0 t 1

Figura 3.6: Recorte de una esquina.

Si el segmento ac corta H entonces el poligono abe también corta H. (Note
que el reciproco, sin embargo no es cierto en general.) En consecuencia el
poligono de Bézier sobre cualquier subdivisién [0, 1, ..., tx, 1] de [0, 1] tiene
a lo sumo el mismo ntimero de intersecciones con H que el poligono de Bézier
sobre [0, 1].

En particular, si los t; se escogen de manera que b(t1),...,b(t;) son las
intersecciones de b con H, entonces tenemos que el poligono de Bézier tiene
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por lo menos k intersecciones con H. <

Observacién 7: Si una curva o un poligono en RY corta cualquier plano
en a lo sumo dos puntos o yace en ese plano entonces la curva o el poligono
es necesariamente plano y se denomina convexo. Como consecuencia de la
propiedad de la variacién decreciente se tiene que toda curva con un poligono
de Bézier conexo es a su vez también convexa. Sin embargo, el reciproco de
esto no es cierto en general, como se ilustra en la Figura 3.7. Vea también el
Ejercicio 11.

-1
Figura 3.7: Cuértica convexa con un poligono de Bézier no convexo.

Observacion 8: El grafico de un polinomio
b(t) = > biBp(t),t € [0,1]

es convexo o céncavo si y s6lo si b(t) > 0 o b(t) < 0. Su poligono de
Bézier es convexo o céncavo si v sélo si todas las diferencias satisfacen A2b; >
0 o A2bz é 0.

3.9 El polinomio simétrico de la derivada

Las derivadas de una curva polinémica b(u) pueden escribirse en términos
de su forma polar blu; ... u,]. De 2.6 o simplemente derivando el polinomio
simétrico se obtiene
n
b’ (u) = (bjbu ... u] —blau ... u]) ,
b—a
y usando la multiafinidad resulta

b'(u) =n(b[lu ... u] —b0u ... u]) .

Verificando las tres propiedades que caracterizan la forma polar de b(u)
encontramos que el polinomio multiafin simétrico de b’(u) estd dado por

b'lug ... up] =n(b[lug ... uy] —b[0us ... uy)) .
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En particular, el polinomio simétrico blujus ... u,] de la curva inicial b(u)
es una aplicacién afin en wq, si fijamos us, ..., u,. Por lo tanto
bldus ... uy] =blbus ... uy] —blaus ... uy]

representa la aplicacion lineal subyacente, donde § = b — a. En aras de
claridad en la presentacion, denotamos las diferencias de pardmetros afines,
o sea vectores, por medio de letras griegas. En particular usamos la notacion
€ =1 —0. Entonces la derivada puede escribirse

b'(u) =nbleu ... u] .

Iterando el proceso de derivacién obtenemos el polinomio simétrico de la
r-ésima derivada de b(u)

n!

b(r) [u7»+1 PN un] = mb[é’ LT EUp41 -+ un] 3
donde
ble.T.etpr1 ... upy] =ble"Trelupry oo uy] —ble T e 0upgy ool up] .
Observacién 9: Como bfu; ... u,] es afin en cada variable, entonces la

primera derivada esta dada por

a—ib[ul...un] = Db[lug ... u,] —b0us ... up]
= Dbleuy ... up]
= %b/[UQ un] .

Entonces se tiene

o (=
mb[’lﬂ...un}—Tb [ur+1._.un] .

3.10 Conexiones C" simples

La subdivisién es también una técnica 1util para describir cuando dos cur-
vas b(u) y ¢(u) dadas por los poligonos de control by, ..., b, sobre [a,b] y
Co, - - -, Cy sObre [b, ] se conectan diferenciablemente.

De 2.4 se desprende que las derivadas hasta orden r en u = b determinan y son
determinadas por los puntos de Bézier b,,_,,..., b, sobre [a,b] y co,...,c,
sobre [b, ¢]. Entonces obtenemos el teorema de Stéark [Stirk '76].
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Las derivadas de b y ¢ en u = b son iguales hasta orden r, si
Co,...,Cr son los primeros r + 1 puntos de Bézier de b sobre
[b,c]. Esto significa que

bbnTibe.t.cJ=¢; para i=0,...,r .
Usando 3.2, el Teorema de Stérk, se puede rescribir

Las derivadas de las curvas b y ¢ son iguales hasta orden r en
u = b si y sdlo si los polinomios blb "7 b u .. u| y c[b "T
bu .7. u] son iguales.

El polinomio b[b *=7 b u .7. wu] tiene el poligono de Bézier compuesto
b, .+, ...,by,ciy ... ,c.. Los puntos c;,7 < r se pueden calcular a partir
de los b,,_; aplicando el algoritmo de de Casteljau.

Las Figuras 3.8 y 3.9 ilustran conexiones C" simples obtenidas a través de la
construccion de Stark. FEl lado izquierdo de la Figura 3.9 representa un
A-marco.

0
c bn = Cp

Figura 3.9: Conexiones simples C* y C?.
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Observacién 10: Como dos polinomios son iguales si y sélo si sus formas
polares son iguales, se tiene que las derivadas hasta orden r de b(u) y c(u)
son iguales en u = b si y sélo si sus formas polares satisfacen

bb"Trbuy...u ] =clb?TT buy ... uy)

para valores arbitrarios de las variables uq, ..., u,.

3.11 Elevacion de grado

Para cualquier curva de grado n y todo m > n, existe una representacion de
Bézier de grado m para la curva.

La conversién a una representacién de grado mayor se utiliza en ciertas con-
strucciones con superficies y a veces se requiere para el intercambio de datos
entre diferentes sistemas de CAD. Esta conversion de denomina elevacién
de grado.

Dada una representacién de Bézier de grado n de una curva, b(u)

b(u) = 3 biBL (1)

mostraremos como elevar el grado de esta presentacién en uno. Esto es,
escribiremos b(u) en términos de polinomios B! (¢), para lo que utilizamos
el polinomio simétrico bluy ... u,] de b(u).

Denotamos con un asterisco la ausencia del término indicado en una secuencia
y definimos:

1 \
(2) c[uo...un]:n+1;b[uo..‘ui...un].

Es facil verificar que este polinomio en n+1 variables es multiafin, simétrico y
que coincide con b(u) sobre la diagonal. Entonces por el teorema fundamental
en 3.2 se tiene que

¢ = cla™ti=tab.?. b

= o blanflriabitly] + 2=t blantiab il

n+ n+1
_ % . n+l—1 .
- n+1 bi + n+1 b;

son los puntos de Bézier de b(u) sobre [a,b] en su representacién de grado
n + 1. La Figura 3.10 ilustra la construccién para n = 3.

Observacion 11: La aproximacion de un polinomio de grado exactamente
m con un polinomio de grado n < m se denomina reduccién de grado,
véase por ejemplo [Eck '93, Eck ’95, Lutterkort et al '99].
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by

by

.
Q
g

a b

Figura 3.10: Elevacién de grado.

3.12 Convergencia por elevacién de grado

El proceso de elevacion de grado se puede repetir hasta obtener una repre-
sentacion de grado tan alto como se quiera

bt):deB,T(t) , m>n.

La expresion simple, dada por Zhou, para los dy,

dp = Z b; B
i=0

=) (20 ()

se denomina distribucion polihipergeomeétrica en la teoria de probabili-
dades. La construccion de la representacion de grado m es como sigue:

donde

b(t) = Zban( Y1 —t+8)™
= i(z 1/6’%) B™(t) , donde k=i+j ,

vea [Farin '86, de Boor '87].

Andlogamente a la propiedad de convergencia por subdivision, el poligono de
Bézier de la representaciéon de grado m de b(t) converge a b[0,1] , cuando
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m tiende a oo, vea [Farin '79, Trump & Prautzsch '96]. Rescribiendo G,
obtenemos:

NS k—a Y m—kti—a
B = (i)Hm—a}__[i m—ao

a=0

() tfmy (0= fmy + 01 /m)
B (k/m) + O(1/m) .

K2

Sustituyendo en la ecuacién de los dy se obtiene
uthx | di — b(k/m)| = O(1/m) |

vea también 11.8

Una prueba diferente, mas general, de este hecho se puede encontrar en 6.6
para splines. Vea el Ejercicio 6 de 6.9 para una construccién eficiente de los
d.

3.13 Ejercicios

1 Considere los desplazamientos uniformes p;(z) = p(x —ih) de una curva
polinémica de grado exactamente n. Demuestre que la curva AFp;(z)
tiene grado exactamente n — k.

2 Demuestre que el operador de Bernstein

B[f](u) =Y f(in)B}(t) , u=nh-t,
1=0

tiene orden de aproximacién 2, es decir, si f es dos veces diferenciable,

entonces
max |B[f](u) = f(u)|| = O(h?) .
w€[0,nh]
3 Sean by, ..., b, los puntos de Bézier sobre el intervalo [a, b] y sean co, . .., C,

los puntos de Bézier de la misma curva sobre el subintervalo [c, ¢ + h] de
[a, b]. Demuestre que

h k
w8k < (20 ) e 4%
—a 7

= n—k =0,..., n—k

.....

donde ||-|| denota el supremo, la norma de la suma o la norma Euclidea.
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4

10

11

12

13

14

Sea b una curva polinémica. Pruebe que la longitud de arco de su
poligono de Bézier compuesto sobre [0, %, %7 ..., 1] converge cuadratica-
mente en 1/m a la longitud de arco fol |b(t)||2 dt de b[0,1]. Vea también
[Kobbelt & Prautzsch ’95, Gravesen '97].

Verifique que la longitud de arco de los poligonos de Bézier de las repre-
sentaciones de grado m, construidos por elevacién de grado de b, converge
linealmente en 1/m a la longitud de arco de b[0, 1].

Disenie un algoritmo que encuentre las autointersecciones de una curva de
Bézier plana. Si una curva se interseca a si misma, ;qué se puede decir

del hodégrafo?

Encuentre dos ctibicas definidas sobre [0, 1] tales que las curvas y también
sus poligonos de Bézier tengan 9 intersecciones.

Encuentre dos ctibicas sobre [0, 1] que tengan extremos comunes y que se
intersecten en mas puntos que sus poligonos de Bézier.

Describa un algoritmo que verifique si dos cajas con lados paralelos a los
ejes coordenadas se intersecan.

Considere una curva b que interseca o toca cualquier hiperplano en un
punto o a lo largo de un segmento. Demuestre que b yace en un sub-
espacio m-dimensional.

Demuestre que el poligono de Bézier de grado m de b(z) = x? sobre
[—1,1] es no convexo para todo m > 4.

Considere la representacion de Bézier de grado m de una curva polinémica
de grado n, b(t) = " b;B"(t). Demuestre que existe un polinomio p
de grado n tal que p(i/m) = b;.

Verifique que b(t) = [t? t]' y b(¢?) recorren el mismo segmento de curva
sobre [0, 1] pero tienen diferentes poligonos de Bézier de grado 4.

Use los polinomios simétricos para probar la férmula de elevacion de
grado de 3.12:

n
dp =) bif -
=0






4 Interpolaciéon y aproximacion

4.1 Interpolacion  — 4.2 Interpolacion de Lagrange — 4.3 Interpolacion de
Newton — 4.4 Interpolacion de Hermite — 4.5 Interpolacion de Hermite cibica
por trozos — 4.6 Aproximacion — 4.7 Ajuste por minimos cuadrados —
4.8 Mejoras en el pardmetro — 4.9 Ejercicios

En modelacion geométrica, asi como también en otras aplicaciones, con fre-
cuencia hay que encontrar expresiones analiticas, usualmente de curvas de las
cuales no se conoce una descripcién matematica o ésta es muy complicada.
En este caso se mide o se evalia la curva en un conjunto de puntos y se
construye una aproximacion o interpolacién. Este capitulo describe algunas
de las técnicas bésicas.

4.1 Interpolacion

Un conjunto de n funciones Ci(u),...,Cp(u) se dice linealmente indepen-
diente sobre los valores uq, ..., u, sila matriz
Cl (ul) tee Cn(U1)
c=| :
Ci(up) -+ Chluy)
es no-singular. En tal caso, para cualesquiera n puntos pi,...,pPn € R

existe una unica curva

n
p(u) = xCi(u)
i=1
que interpola los puntos p; en los u;, i.e.,

p(ul):pzv Z:]-avn
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Para verificarlo escribimos las condiciones de interpolacién en forma matricial

Ci(uy) ... Cplur) xt p!

~
~

Ci(up) ... Cpluy) xt P,

o en forma abreviada
CX=P

lo que representa d sistemas de ecuaciones lineales simultdneas para las d
columnas de X. La existencia de la solucion se desprende de la independencia
de C4,...,C, sobre uy,...,u,. <

Pn

p(u)

P:

P2 : ' : —
u U2 Unp

Figura 4.1: Curva interpolante

Observacién 1: Si los C; son polinomios de grado n — 1, la matriz C
es invertible para cualesquiera n valores distintos ui,...,u,. De hecho, el
sistema C'x = o (para una sola columna x) tiene solamente la solucién trivial
x = o pues el polinomio cero es el unico polinomio de grado n — 1 con n
raices.

Observacion 2: Dos puntos pueden interpolarse con una recta, tres con una
parabola, cuatro con una ctbica, etc.

4.2 Interpolacion de Lagrange

Un método simple para construir una interpolaciéon polinémica fue propuesto
por Lagrange. Dados n 4+ 1 puntos p; con sus correspondientes valores
paramétricos u;, ¢ = 0,...,n, de acuerdo con la Observacion 1 existe una
Gnica curva polindémica p de grado n que interpola dichos puntos. Dicha
curva puede escribirse como

p(u) =) pili(u) ,
i=0
donde los polinomios de Lagrange L (u) se definen como

1 , k=i
L7 (ug) = { g segin 7&2
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L

Uo U U2

Figura 4.2: Polinomio de Lagrange de grado 3.

La Figura 4.2 muestra un ejemplo.

Claramente, se tiene
n
I — Hj:o,j;ﬁi(u — uy)
n
’ Hj:O,j;éi(ui — uy)
Existen diferentes maneras para evaluar los polinomios de Lagrange. Una

posibilidad consiste en usar la siguiente relacién de recurrencia: primero ob-
serve que los polinomios de Lagrange suman uno,

n

> Liw)

=0

M1l
_

Entonces por definicién

(1) ¥ Li e N sii=0,... k-1
' 1= 0Ly = 0Ly (1 —ag) st i=k,

donde «;; representa el pardmetro local en [ug, u;],

U — Uk
Xqjfp — —— .
U; — Uk

Como en el algoritmo de de Casteljau en 2.3, mediante esta relacién de re-
currencia se obtiene un método iterativo para evaluar p(u) a partir de los
puntos p! = p; tomando combinaciones afines.

p(u) = Z piL} (u

=0

n—1
= > Pl ()
=0

— Z pn LO 7
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donde
E+1

P =Pk +Ph (1= i) -
Esta forma de calcular p(u) se denomina el algoritmo de Aitken. Nétese
que los polinomios p¥ = p¥(u) tienen grado k e interpolan los puntos p; y
Pn,--- 7pn—k+1~
Observacion 3: La evaluacion de los polinomios de Lagrange, por el método
anterior, puede organizarse mediante el siguiente esquema triangular:

1= L8 L}J L% Ly
L} L% Ly

L% Ly

Ly .

Observacion 4: Similarmente se puede organizar también el calculo de los
p¥ por medio de un esquema triangular andlogo

Py

p!  pp

pS pi P

P, Ph1Pa o Py

En lineas generales la interpolacién de Lagrange tiene interés tedrico pues en
la préactica muchas veces no produce los resultados que espera el disenador.

4.3 Interpolacién de Newton

Otra base del espacio vectorial de polinomios de grado menor o igual que
n, atil para la contruccién de curvas polinémicas de interpolacion en valores
prescritos del pardmetro ug, 41, ..., Un, fué introducida por Newton. Considere
los n + 1 polinomios ménicos P;(u) donde P; tiene grado i y se anula en las
primeras ¢ abscisas ug, ..., u;_1. Esto es:

Py=1 ypara i>1 Pi(u)=(u—ug) - (u—1uj-1) .
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Si [ug - .. u;]q denota al coeficiente dominante, correspondiente al término de
mayor grado, del polinomio de grado i que interpola una curva dada q = q(u)
en los puntos uo, ..., u;, entonces la curva p(u) de grado < n que interpola
q(u) en uy, ..., u, puede escribirse como

n

p(u) = Z[uo coouglg - Pi(u) .

i=0

De la definicion de los polinomios de Lagrange se desprende que el coeficiente
dominante es de la forma

n

B a(ux)
[ug ... un]qszzo (up — o) - (up — up)* - (up — up)

donde el asterisco (*) denota que se omite el término correspondiente. Usando
esta representacion explicita es facil de verificar la relacién de recurrencia

Uy ... Up|q— [ug ... Up—1]q
[ug ... uplqg = [ "}u”_[u() n-1]
[u;]la — [uq
[wivla = ==
[ujla = a(uy) .

En vista de esta recursién la expresion [ug ... u;]q se denomina la i-ésima
diferencia dividida de q(u) en ug,...,u;. Nétese que las diferencias divi-
didas son simétricas con respecto a sus nodos ug, ..., Uy.

Observacién 5: Si q(u) es suficientemente diferenciable entonces la difer-
encia dividida [ug ... u,]q depende continuamente de las abscisas u;, véase
los Ejercicios 1 y 2. Por lo tanto [ug ... u,]q también estd definida cuando
uno o varios u; coinciden, como funcién de las derivadas en wu;.

[u; "+ us)gq = q™ (uy)/n!

Observacién 6: Supongamos que ug = --- = uy, entonces se desprende de
la Observacion 5 que

p(u) =Y [ug ... ujlq - Pj(u)
) =0

J

interpola todas las derivadas hasta orden k de g(u) en u = ug. Como p(u) no
depende del orden de las abscisas u;, también interpola las derivadas ¢" (u;),
donde u; = ... = ujy,.
Observacion 7: Si los valores u; estan uniformemente distribuidos, u; =
ug + th, entonces se tiene

1

a2 alo) -

[ug ... unlq =
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La principal ventaja de la represetnacién de Newton es la permanenecia de las
funciones base obtenidas. A diferencia de la interpolacién de Lagrange, si se
anaden sucesivos puntos de interpolacion, no hay que modificar las anteriores
funciones base.

4.4 Interpolaciéon de Hermite

De la Observacion 6 de 4.3 se desprende que la curva

interpola los puntos P; y si las abscisas u; coinciden entonces también inter-
pola las derivadas de q. Esta construccién se denomina interpolaciéon de
Hermite. En particular, un caso muy frecuente es la interpolacién hasta
un cierto orden k en los extremos de un intervalo [a,b]. El interpolador de
Hermite correspondiente es de grado n = 2k + 1 y se puede escribir como

k k
p(w) =Y oV H!+> o H, |
1=0 1=0

donde qq(j ) denota la i-ésima derivada de q en u y los polinomios de Her-
mite H' de grado n estan definidos por

a . . . . 1 si i=7r _
AR TRURS IS RS

La Figura 4.3 muestra el interpolador de Hermite de grado tres y los cuatro
polinomios de Hermite correspondientes.

Alternativamente, el interpolador se puede describir en su representacién de
Bézier. Se desprende de 2.8 que los puntos de control b; sobre [a,b] estdn

dados por
J . i
J (b—a)’ (i)
b: — S S A
/ ;(z) n-~-(n—i+1)q“

=3 (1)

=0
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4
[

E]
N\ o
—

C

Figura 4.3: Interpolacién ciibica de Hermite

es decir, para j =0,...,(n — 1)/2, se tiene

bO = Qa
b—a
bl = Qg+ q:z
n
b—a b—a
by = q.+ o (2q/a + e q/’a)
bn = Qp -

Observacién 8: En vez de interpolar ¢ y qj se podria interpolar las cur-

vaturas en a y b. La curvatura en el punto a estd dada por

= n—1 H AbOXA2bO ||
‘ n | Abg |2

donde x denota el producto vectorial.

Si, ademads de posicion y derivadas se interpolan curvaturas en vez de derivadas
segundas, aparecen 2 grados extras de libertad en la interpolacién de Hermite
de grado n = 5. Los puntos de Bézier b2 y b3 se pueden mover paralelamente
a las lineas b0bl y b5b4, respectivamente, sin modificar la curvatura de los
extremos. Es decir, el interpolador no es tnico.
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4.5 Interpolaciéon de Hermite ciibica por trozos

Una funcién f(u) se puede aproximar por un polinomio p de grado n inter-
polando f en n 4 1 abscisas ug < -+ < u,. Un resultado clasico de analisis
numérico establece que la diferencia entre py f en [ug, u,] se puede expresar
como

f(”+1)(v)

p(u) — f(u) = m

(1 —g) - (1w — )
donde v = v(u) estd en [ug,u,]. Por lo tanto usualmente el error se hace
pequeno cuando las diferencias entre las abscisas decrecen. Sin embargo un
interpolador de grado més alto de la funcién f(u) no necesariamente resulta
en una mejor aproximacién de esta funcion. Por esta razén es comun el uso
de funciones polinomicas a trozos de reducudo grado.

Por ejemplo, las cibicas son usadas con mucha frecuencia debido a que tienen
grado bajo y a que permiten suficiente flexibilidad para muchas aplicaciones.
A continuaciéon describiremos la interpolacién de Hermite con polinomios
cuibicos a trozos.

Dados m puntos p1, ..., pm y derivadas d, ..., d,, correspondientes a valores
del pardmetro u; < --- < u,,, entonces existe una unica cibica por trozos,
continuamente diferenciable s(u) sobre [ug, u,,] tal que

S(’LLZ) =P, y S/(Ui) = dl .
Su representacion se obtiene de 4.4, y estda dada por

3
s(u) =Y by Bi(t:) , u€ [u,uin]
=0

donde t; = (u — ;) /(w41 — u;) representa el pardmetro local sobre [u;, u;11]
parat=1,....,m—1,y

bs; = pi
bzir1 = pi  + diAu;/3
bzit2 = Pit1— dip1Au/3 .

La Figura 4.4 ilustra esta situacion.

Frecuentemente las derivadas d; no estan dadas directamente, sino que deben
ser estimadas a partir de los datos. Una forma elemental para asignar valores
a los d; es calculando las derivadas del interpolador cuadratico determinado
por tres puntos consecutivos, como se ilustra en la Figura 4.5.
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Pr
b3m

Up Ul U Um—1Um

Figura 4.5: Obtencién de las derivadas a partir de pardbolas.

Esto significa

Api—1 Ap
d;,=(1—0o « , ara i=1,....m—1,
! ( Z) A’U,i_l + ‘ AU1 p
donde
Au;_q
= — .
A’U,i,1 + A’Lh
En los puntos extremos estas estimaciones se ajustan a:
ApO Apmfl
dg=2—-d, d,,=2—-— —d,—
0 AUO 1 m Aum—l m—1

A menudo también se tienen que determinar las abscisas u; de la interpo-
lacién. Algunas de las posibles opciones son:

la parametrizacién equidistante, donde

Au; = constante ,
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la parametrizacién segin la longitud de las cuerdas , donde
Au; = [|Api|
y la parametrizacién centripeta [Lee ’89], donde

Au; = /[|Api] -

Estos y otros métodos se discuten exhaustivamente en [Foley & Nielson ’89,
Farin ’02, Hoschek & Lasser ’92].

Observacion 9: Un proceso de interpolacion con abscisas wu; prescritas se
denomina lineal si los puntos de Bézier by, by, ..., bs,, dependen linealmente
de los puntos pg,...,Pm- Esto es, un esquema de interpolacién lineal
estd definido por una matriz S, de dimensiéon m+1 x 3m+1 que no depende
de los p; y satisface

Note que el esquema de interpolacion anterior, donde las derivadas d; se
obtienen a partir de polinomios cuadraticos, es lineal.

4.6 Aproximacion

En general, dado un conjunto de funciones base Ci,...,C, no existe una
curva

p(u) =Y x;Ci(u)
i=1

que interpole mas de m puntos pi,...,Pm, M > n, en valores prescritos
de los parametros uq,...,u,. En este ultimo caso se puede construir un
aproximante p(u), usualmente bajo la condicién que las diferencias

p(ui) —pi=r;
se hagan pequenas en algiin sentido.

Usando la notaciéon matricial, necesitamos minimizar

Ci(uy) ... Cpluy) . p! ri
X1

Thoe
o~
~+

Cl (unL) CIEa Cn (unL) pm rm

o en forma mas abreviada
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Hay varias posibles elecciones para la distancia que se va a utilizar para
minimizar R. Lo usual es minimizar la suma de los cuadrados

m
E r? = E r?j = trazaR'R = trazaRR" .
i=1 i,
Este es el método de Gauss de ajuste por minimos cuadrados.
Una modificacion de este método consiste en minimizar una suma ponderada
2.2 t

wir; = traza(WR)" (WR) ,

donde
w1
W =
Wm

es una matriz diagonal de pesos.
Ambos esquemas son lineales en el sentido de la seccién siguiente. Otros

esquemas son mas complicados. Por ejemplo se podria minimizar

max |r;]|co = max||r;] -

Esto nos conduce a un sistema lineal de desigualdades, el cual puede ser
resuelto usando el método simplex. Vea el Ejercicio 8.

Observacién 10: Es importante observar que para cualquier j, la j-ésima
columna de R, depende solamente de la j-ésima columna de X para todo j.
Por lo tanto la minimizacién de R utilizando cualquiera de las tres distancias
anteriores significa minimizar cada columna de R de manera independiente.

4.7 Ajustes por minimos cuadrados

En esta seccién veremos como encontrar un ajuste por minimos cuadrados.
Es mas, en esta seccion el tratamiento sera mas general, pues impondremos
una restriccion adicional DX = @ sobre la solucién X. Esta restriccion
tipicamente fuerza al aproximante p(u) a interpolar ciertos puntos p;. Como
explicamos en la Observacién 10 de 4.6 es suficiente considerar una columna x
de X y las correspondientes columnas p,q, y r de P, @, y R, respectivamente.

El siguiente teorema muestra como se puede calcular el residual minimo:
r=Cx—p

bajo la restriccién Dx = q:
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La suma de los cuadrados r'r = Y r? es minima para la solucién
X,y de

@ 5161 G- [

tal que Dx = q.

Demostracién: Sean x,y una solucién de (2) y supongamos que x + h
satisface la restriccién

Dix+h]l=q .
Esto implica Dh = o. Es mas, si

r = Clx+hl-p
= r+Ch,

entonces se tiene

¥'f = r'r + 2r'Ch + h'C'Ch .

El dltimo sumando de la expresién anterior es no negativo y el segundo
término es cero, pues teniendo en cuenta (2)

h'C'r = h'C'[Cx — p] = ~h'D'y =0 .

Por lo tanto r’r es minima. <

Observaciéon 11: Si no hay restricciones i.e., D = 0 y ¢ = © entonces el
sistema lineal (2) se reduce a las ecuaciones normales de Gauss

C'Cx=C'p .

Observacién 12: Si la matriz C' es la identidad y si Dx = q es un sistema
subdeterminado entonces (2) consiste en las ecuaciones de correlacién

x=p-— Dy .

y las ecuaciones normales

Dp—-DD'y=q,
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las cuales se obtienen por sustitucién de las ecuaciones de correlacion en la
expresion de las restricciones Dx = vq.

Observaciéon 13: Sea W una matriz diagonal de pesos de dimension m x m.
Entonces por el teorema anterior, el residual ponderado

Wr=WCx —-Wp

se hace minimo cuando Dx = q para la solucién x,y de la ecuacién
ponderada

1ol Bl 155

3) D lolly qQ

4.8 Mejoras en el parametro

A menudo se puede mejorar la calidad de una aproximacién si se escogen de
manera diferente los nodos u;. Sea p(u) una curva que aproxima los puntos
pi en los valores u; de los pardametros. Denotemos por v; los valores de los
pardmetros para los cuales p(u) estd mas cerca de los p;. En general, u; y v;
son diferentes. Por lo tanto un ajuste por minimos cuadrados con respecto
a los v; producird una curva que yace mas cerca de los p; porque el nuevo
conjunto de curvas sobre el cual se minimiza también contiene la curva p(u).

Un método elemental para calcular aproximadamente los v; a partir de los u;
es el siguiente: linealizamos p(u), en u;. Esto es, calculamos la recta tangente
en u; y determinamos el punto mas cercano a p; sobre esta recta tangente a
p en u; (Ver la Figura 4.6, izquierda). Esto significa encontrar A; tal que:

[p(w;) + Aip* (us) — pi]'P'(us) = 0,

entonces se obtiene

P’ (ui)
Ai = [pi —pu))
A A FIOBTE
Entonces u; + A; es una aproximacion de v;.

Otro método para estimar A; se basa en que la recta que pasa por p; y
p(u; + A;) sea perpendicular a la tangente en p(u; + 4;), como se ilustra en
la Figura 4.6 (derecha). Esto se expresa por la condicién:

F(A) = [p(ui + Ay) — pi] P (ui + Ay) =0 .
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Figura 4.6: Mejora del pardmetro.

Usando el método de Newton, se obtiene

INp ) [p(w;) — pil' p'(w)

F10)  p(wi) - P (us) + [P(wi) — Pl P (us)

Se podria también iterar directamente estos dos procesos para obtener mejores
aproximaciones de los v;, pero lo usual es que antes de cada iteracion se cal-
cule una nueva curva de aproximacién usando los valores calculados u; + A;.

4.9 Ejercicios

1 Use induccién sobre n para probar la férmula de Hermite-Genocchi
para diferencias divididas [de Boor ’84]

[uo ... unlq :/ q(”)(uo+(u1—u0)x1+~ o (Up—Up—1) Ty )dX .
0<z, <<z <1

2 Deduzca de la formula de Hermite-Genocchi que

lim  Jug ... un]g = q™ (u)/n! .

3 Escriba los polinomios de Hermite de grado 5, Hj, ..., H?. Encuentre
sus puntos de Bézier.

4 Para cualesquiera tres puntos bg, by, ¢ calcule el punto by sobre la recta
b;c tal que los puntos de Bézier by, b1, by definan una curva cuadratica
b(t) con curvatura prescrita ro = ||b x b||/|/b||? en by.

5 Calcule y dibuje el polinomio que interpola la funcién error de Gauss

exp(—t?/2) en t=-T7,-5-3,...,7.
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6 Calcule y dibuje una ctibica por trozos C' que interpole exp(—t2/2) y
sus derivadas en t = —7, —1,+1, +7.

7 Evaliie el interpolador del Ejercicio 6 con el algoritmo de de Casteljau en
+6,+4,+2,0.

8 Sea r = Cx — p. Demuestre que ||r||cc = max|r;| es minimo para la
solucién x, p del problema (de programacién lineal)

Cx—p—-ep < 0
—Cx+p—-—ep < O
p = min!

donde e = [1 ... 1]*, véase por ejemplo, [Boehm & Prautzsch 93, 10.4].
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Los splines son curvas polindmicas por trozos continuamente diferenciables
hasta un orden prescrito. El ejemplo m4s sencillo es el spline C?, o sea, lineal
por trozos. Este spline es simplemente una poligonal en el plano o en el
espacio. Otro ejemplo son los splines ciibicos C'* construidos en 4.5.

El nombre “spline” es una palabra en idioma inglés que significa “liston
elastico”. Estos listones eran usados por artesanos para crear curvas, que des-
criben superficies a construir, como cascos de barcos y fuselajes de aviones.
Constrenidos por pesos, estos listones eldsticos o splines asumen una forma
que minimiza su energia eldstica, propiedad que heredan en forma aproxi-
mada los splines mateméticos C? de grado tres.

La herramienta de los splines se desarrolla para solventar las limitaciones de
las curvas de Bézier: falta de control local, la laboriosidad requerida para
imponer continuidad C? y el hecho de que el niimero de puntos de conrol de
una curva de Bézier impone su grado.

5.1 Splines

Una curva s(u) se denomina un spline de grado n sobre la secuencia de
nodos ag, ..., 0y, con a; < a;11 Y a; < Gjyn+1 para todos los posibles i, si

s(u) es n—r veces diferenciable en cada nodo de multiplicidad® r y
s(u) es un polinomio de grado < n sobre cada intervalo internodal
[ai,a;y1], parai=0,...,m— 1.

1Un nodo a;41 tiene multiplicidad r si a; < aj41 = ... = Gitr < Qitri1-
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Noétese que los nodos denotan valores del parametro donde la curva cambia
su expresion polinémica.

También es comun referirse a un spline de grado n como spline de or-
den n + 1. Las Figuras 5.1 y 5.2 muestran ejemplos de splines sobre se-
cuencias de nodos simples (de multiplicidad uno), obtenidos a través de la
construccién de Stark, vea las Figuras 3.8 y 3.9. Los puntos de Bézier
internos y extremos se denotan por pequenos circulos blancos y negros,
respectivamente.

AliAl

1

do ai

—

a 0 S @ Ca

Figura 5.1: Funciones spline de grado 1, 2 y 3.

5.2 B-splines

En analogia a la representacion de Bézier de curvas polinémicas también es
conveniente expresar un spline s(u) como una combinacién afin de ciertos
puntos de control c;, esto es:

s(uw) = 3 e:N (u)

donde los N]*(u) son funciones polinémicas por trozos con soporte finito
(se anulan fuera de un intervalo finito) y satisfacen ciertas condiciones de
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+ — > Ao AQ
ay ay as + + +—>
apy a as

Figura 5.2: Splines paramétricos de grado 1, 2, y 3.

continuidad. Shoenberg introdujo el nombre de B-splines para estas funciones
[Schoenberg '67]. Sus poligonos de Bézier se pueden obtener a través de la
construccién de Stark.

La Figura 5.3 ilustra un B-spline C? por trozos de grado tres. Note que el
teorema de Stérk sélo se requiere para las ordenadas. Las abscisas se obtienen
como en la Observacién 8 de 2.8.

ap ay as as Qay

Figura 5.3: Puntos de Bézier del B-spline N§(u).

Para grados mas altos, esta construccion, aunque en principio posible, es mas
complicada, véase [Prautzsch '89]. Por lo tanto nosotros utilizaremos una
construccién alternativa, encontrada independientemente por de Boor y
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Mansfield [de Boor '72] en 1970 y Cox [Cox ’72] en 1971. Definimos los
B-splines en términos de esta construccién y a partir de ella deduciremos
las relaciones y propiedades més importantes de los B-splines.

5.3 Una definicion recursiva de los B-splines

Para introducir la relacién de recurrencia para definir los B-splines, consi-
deramos por simplicidad una secuencia (a;) doblemente infinita de nodos
simples tales que a; < a;y; para todo i. Entonces los B-splines N se
definen a través de la siguiente relacion de recurrecncia

0 en caso contrario

NO(u) = { 1 si u € la;,ai41)

Ni'(u) = of NPT Hu) + (1= oy NI (u),

2

donde

04?71 = (u—a;)/(Qi4n — i)

es el parametro local con respecto al soporte de Ni"_l. La Figura 5.4 muestra
algunos B-splines de grado 0, 1 y 2.

l— — 1
0 1
Ny Ny
— .- = u
ao ay ag a a2
1
2
NO
+ t u
ag ai az as

Figura 5.4: Algunos B-splines de grado 0,1 y 2.

En el caso de nodos multiples los B-splines se definen por la misma recursion
teniendo en cuenta la convencién

Ni’“*1 = N{fl/(aiﬂ, —a;)=0 si a; =a;q, .

La Figura 5.5 muestra algunos B-splines con nodos multiples.

De la definicién de B-splines se desprenden de forma inmediata las siguientes
propiedades



5.4. El algoritmo de de Boor 63

ap = aq ap = ay asz

\ 4 + u
ay = ap az as
Figura 5.5: B-splines con nodos multiples.

e N'(u) es polindmica a trozos y tiene grado n,

o N (u

)

e N'(u) es positiva sobre (a;,@iyni1),
) = 0 fuera de [a;, aiyni1],
)

(

7

(

e N/ (u) es continua por la derecha.

En las secciones 5.5 y 5.6 veremos que los B-splines son n — r veces continua-
mente diferenciables en los nodos de multiplicidad r y que un spline de grado
n se puede expresar como una combinacién lineal de los B-splines N;'. Esta
expresion es tunica.

La desventaja del modelo B-spline frente al de Bézier, aparte de la mayor
complejidad matematica, consiste en que las funciones base no admiten una
expresion explicita, y cambian al variar el vector de nodos. De hecho, muchos
programas de CAD, para procesar splines (dibujo, cdlculo de curvatura, inter-
secciones) transforman cada segmento al modelo de Bézier y asi el procesado
resulta mas eficiente.

Observacién 1: Para el caso particular ay = ... = a, = 0y ap41 =
. = az, = 1, entonces la recursién anterior para N¢',...,N]’ coincide con
la recursién para los polinomios de Bernstein. Por lo tanto

N'(u) = B*(u) para i=0,....n y wue€l0,1].

Esto es, los B-splines son una generalizacién de los polinomios de Bernstein.

5.4 El algoritmo de de Boor

Considere la combinacion lineal

s(u) = 3 N7 (w)
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de B-splines de grado n sobre una secuencia de nodos (a;). Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que la secuencia de nodos y la sumatoria
se extienden de —oo a oo. Por la forma de los soportes locales de los N/
esta suma es siempre finita para cualquier v dado. Supongamos que u €
[an, ant1), entonces

s(u) =) ¢NJ'(u)
i=0

Usando repetidamente la relacién de recurrecncia para B-splines y agrupando
términos obtenemos:

s = Y elN T w)

n
= Y N (w)=cp
i=n

donde los c} estdn dados por las combinaciones afines

u—a;
ro__ r—1 r—1 o n—-r __ (]
ci=(1—-a)c{+ac; ", a=a] "=

Aitn4+1—r — Q4

Note que a€[0,1] pues u€|an,ant1), y por tanto, las combinaciones afines
son convexas.

Este algoritmo fue desarrollado por de Boor en 1972 [de Boor ’72]. Los puntos
c] se pueden ordenar en el siguiente esquema triangular, donde la regla de
recursion es la anterior recursién afin.

cq regla
1
) cf * %
0 1 2
C; €3 €3 * — %
. ) o
cd ¢l 2 ch (o depende de la posicién)
n n n n

Una consecuencia importante del algoritmo de de Boor es que el spline s(u)
sobre un intervalo internodal (i.e. entre dos nodos consecutivos) es una com-
binacién convexa de n + 1 coeficientes consecutivos ¢;. Por lo tanto si los
¢, representan puntos en un espacio afin, entonces s(u) también es un punto
del espacio afin. Por esta razon, los ¢; se denominan puntos de control de

s(u).

Es mas, el spline yace en la capsula convexa de los puntos de control, lo cual
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implica que
Z 1-N'(u)=1 para u€ [an,an+1) ,
i=0
los B-splines forman una particién de la unidad. La Figura 5.6 ilustra la inter-

pretacién geométrica del algoritmo de de Boor dada por Gordon y Riesenfeld
en 1974, [Gordon & Riesenfeld "74].

Figura 5.6: Combinaciones convexas del algoritmo de de Boor para n = 3.

Observacién 2: Para u € R, el algoritmo de de Boor aplicado a los pun-
tos ¢, ...,c? calcula el polinomio s, (u), el cual coincide con s(u) sobre el
intervalo internodal [a,, an11).

5.5 El teorema fundamental

Los polinomios simétricos nos permitiran considerar el algoritmo de de Boor
en un contexto méas amplio. Sea

s(u) = Z iV (u)

un spline de grado n sobre los nodos a;, y sea s;[uy ... uy] la forma polar
que coincide sobre su diagonal con s(u) sobre [a;,a;11). Entonces tenemos
una version méas general del teorema fundamental de 3.2:
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Los puntos de control de s estin dados por
C7;:Sj[(li+1...(li+n], i:j—n,...,j
Para la demostracion considere

.
p; = Sj[ai+1 e Qg T u] R

u=(1—a)a; + atirn—rit1
Entonces, como s; es multiafin y simétrico se tiene que

r r—1 r—1 n—r U —ag
p; =(1-a)p;_; +ap; y a=ap = )
Qjgn—r+1 — Q5

y en particular
p? = Sj [ai+1 e ai+n] y p;L = S](U)

Para u € [aj,a;j41) esta construccién coincide con el algoritmo de de Boor y
puede utilizarse para calcular cualquier polinomio, s;[u ... u| de grado n. Por
lo tanto, cualquier polinomio de grado n puede expresarse, sobre [a;,a;41)
como una combinacién lineal de B-splines NI (u),..., N/'(u). Contando
dimensiones se verifica que la expresién es tinica, lo que prueba la aseveracion.

<

aza4as

ay d3 ay d(;

Figura 5.7: El teorema fundamental para un spline cibico .

Observacién 3: En la demostracion se verificé que los B-splines NJ'(u), ...,
NJ*(u) forman una base para el espacio vectorial de todos los polinomios de
grado menor o igual que n. Este resultado es de [Curry & Schoenberg ’66].

Observacion 4: El “segmento” s; del spline determina los puntos de control
Ci—n,--.,C;. Reciprocamente, todo punto c; estd determinado por cualquiera
de los “segmentos” s;,...,S;j4n, esto es, se tiene

C;, = S8S; [ai+1 aHn] = - = SiJrn[aiJrl ai+n]
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Observaciéon 5: La prueba anterior muestra que el polinomio simétrico
Snluy ... uy,] se puede calcular a través de la versién mas general del algoritmo
de de Boor. Es suficiente sustituir en la recursién a(u) por

Upr — A4
aluy) =
Ai4n—r4+1 — Q4
Si m, de las n variables u;, ... ,u, coinciden con nodos, entonces se requiere
sélo n—m pasos recursivos para calcular s;[uy ... ,u,]. Este cdlculo se puede
organizar en un esquema triangular de 1 +2+ ... + (n — m + 1) puntos.

5.6 Derivadas y suavidad

Debido a que los B-splines forman una base, vea la Observacién 3, la derivada
de un segmento polinnomico s,, se puede escribir como

n
sp(u) =Y diN'"M(u) , w€ [an,ant1)
=1

donde los vectores d; a determinar, se pueden expresar facilmente en
términos de los c¢;. De hecho denotemos por s [us ... u,] €l polinomio
simétrico de s] (u) y sea A = a; 4, — a; la longitud del soporte del B-spline
N{“l(u). Entonces se desprende del teorema fundamental y de 3.9 que

di = S:l[alqu aiJrn,l}
n
= KSTL[A (€755 ai_m_l]
n
= —(C; —C;— .
Qitn — ai( ' )

Como los d; no dependen del intervalo internodal [ay,, a,+1), la derivada del
spline s evaluada en cualquier u € R se puede expresar como

(1) S(u) =Y —"—Ve,NP ) |

i Qjyn — Q4

donde Vc; = ¢; — ¢;_1 denota la primera diferencia hacia atras.

De manera similar se pueden obtener representaciones B-spline de derivadas
de s(u) de orden superior. Esto es también titil para verificar las propiedades
de suavidad de los B-splines.

Observe primero que un spline s de grado n es continuo en cualquier nodo
de multiplicidad n. De hecho si ag < a1 = -+ = a,, < an4+1, entonces la
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Observacion 4 de 5.5 implica que

So(al) = S0 [al . an] = Cy
= Sp [al . an]
= su(a,) .

Por lo tanto, si a; es un nodo de multiplicidad r, entonces la derivada n — r
de s en a; es continua. En otras palabras,

un B-spline satisface las propiedades de suavidad dadas en 5.1.

5.7 Propiedades de los B-splines

En esta seccién resumimos las propiedades més importantes de los B-splines.

e Los B-splines de grado n definidos sobre una secuencia de nodos dada,
que no se anulan sobre un intervalo internodal, son linealmente
independientes sobre este intervalo.

e Contando dimensiones se verifica que los B-splines NJ,..., N; con
nodos ag, . . ., Gmin+1 forman una base para todos los splines de grado
n con soporte en el intervalo [ag, dmint1] v este conjunto de nodos.

e Andlogamente, los B-splines N§,..., N, con nodos ao,...,Gm+n+1
restringidos al intervalo [ay,,Gyp,y1) forman una base para todos los
splines de grado n restringidos a este intervalo.

e Los B-splines forman una particién de la unidad,

m

ZN;‘(UJ) =1, paratodo u € [an,ami1) -
i=0

e Un segmento de spline sla,, am,11] de grado n con nodos extremos
de multiplicidad n

(ao :)CLl = ... =0np Y OGm41 = ... = am+n(: CLm+n+1)

tienen los mismos puntos extremos y rectas tangentes en esos puntos
que sus poligonos de control.

e Los nodos extremos ag ¥ @y,4n+1 0o influyen sobre N§' y N} sobre
el intervalo [an, am1].

e Los B-splines son positivos en el interior de su soporte

N}'(u) >0 para u € (ai,Gitnt1) -
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e Los B-splines tienen soporte compacto
suppN;{" = [as, @iyni1] -

e Los B-splines satisfacen la recursién de de Boor, Mansfield y Cox
donde o~ = (u — a;)/(ai+n — a;) representa el pardmetro local sobre

el soporte de Ni”_l.
e La derivada de un B-spline estd dada por

d n n
~“N'(y)= —— N"" ) - —— NI )
du 7 (U) Qign — 7 (U’) Qignt1 — Qi1 141 (u)

e La representaciéon en términos de B-splines de una curva spline es
invariante bajo aplicaciones afines.

e Un segmento s;j[aj,a;+1] de un spline de grado n yace en la cdpsula

convexa de sus n + 1 puntos de control ¢;_y, ..., c;.

i
sj(w)= > eN'(u) , wu€laja1)

1=j—n

Existe una férmula de elevacién de grado. Esta se presenta en 6.5.

La prpopiedad més importante desde el punto de vista practico es la de
control local. Un punto de control sélo interviene en los intervalos en que la
funcién base asociada tiene soporte, o sea, en los intervalos en que el punto
aparece en el algoritmo de de Boor.

El vector de nodos con multiplicidd n en los nodos extremos, es muy im-
portante por ser practicamente el tinico empleado en los programas de CAD
comerciales, para curvas no cerradas. Asi la curva en los puntos extremos
disfruta de las deseables propiedades del modelo de Bézier: pasa por dichos
puntos, es tangente en ellos al poligono de control, la curvatura sélo depende
de los tres puntos extremos, etc. Con este tipo de vector de nodos el B-spline
es una verdadera generalizacion intuitiva de las curvas de Bézier. Y si no hay
nodos internos se tiene una curva de Bézier. Vea la Observacién 1.

5.8 Conversion a la representacion B-spline

Dado que cualquier polinomio de grado n se puede considerar como un spline
de grado > n sobre cualquier secuencia de nodos, en particular podemos
expresar los monomios como combinaciones lineales de B-splines sobre una
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secuencia de nodos (a;) prefijada. Para esto recordemos de 3.1 que los
monomios A’ (u) = (?)uﬂ tienen forma polar

Alfuy .. up) = Z w; J.up .
i< ... <k

Entonces resulta del teorema fundamental 5.5 que
A (u) =Yg} (u)

donde aj; = A7 [@it1 .. ai1nl], y en consecuencia
a(u) = agAg(u)+ - +a,A45(u)
- Z(aOaOi + - ano‘ni)Nin(u) 3

i
lo cual generaliza la identidad de Marsden. Ver Ejercicio 4. En particular

para la funcién identidad

1
w o= A

n
Z YN (u)

donde v; = aq;/n = (aj41 + -+ + aiyn)/n. Los ; se denominan abscisas
de Greville [Greville '67].

Observacion 6: Las abscisas de Greville aparecen de forma natural como
los puntos de control del grafico de una funcién spline

s(u) = ZciNi” .

De hecho, el gréfico s(u) = [u s(u)]* tiene puntos de control ¢; = [v; ¢;]*. La

Figura 5.8 muestra un ejemplo, s(u) = N3(u). Otros ejemplos se presentan
en la Figura 5.1.

5.9 El algoritmo de de Boor extendido

La expansién de Taylor de un polinomio s, (u) determinado por un segmento
de spline

Sn(“’) = ZCZ'NZL(U) ) u € [anvanJrl) 3
=0

puede calcularse para cualquier v € R, usando las ideas presentadas en 2.6
para curvas de Bézier.
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Co

soporte

Figura 5.8: Puntos de control del B-spline ctibico N3 (u).

Sea s, [uy ... uy] la forma polar de s,, y considere los puntos y los vectores
Crik = Sn[{:‘ T EQi41 -+ Qjgpn—r—LU k u]
donde ¢ denota la direccién 1 — 0, para ¢ = r + k, ..., n. Entonces se tiene
d" n!
Wsn(u) = mcr,n,n—r

n! " _
= o N W)
1=r

y la expansion de Taylor
- n
n h = TN,M—T7 hr .
sa( )= e ()

Los puntos y vectores c,;; pueden organizarse en un esquema tetraédrico
ilustrado en la Figura 5.9 para n = 2, donde 4 significa s, [e a4], etc.

Este esquema fué considerado por primera vez por Sablonniere en 1978

Sablonniere '78] v consta de ("F?) subtetraedros que contienen los puntos
3

de control dados ¢; = cg;,0 en la arista “izquierda” y los multiplos

(n—rm)!

s ()
n!

de las derivadas en el lado opuesto.

Cualesquiera dos puntos de los cuatro de un subtetraedro pueden calcularse
a partir de los otros dos. Las reglas para realizar estos calculos se desprenden
directamente de las propiedades de los polinomios simétricos multiafines. Por
ejemplo, en la cara “izquierda” se tiene

( - )
sy [AE] 5 SR )
c1+12k Ac’lik Cri—1,k

Qjtp—r—k — Q;
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Cri—1k o
6‘80
Or
c .
Crik Ti,k+1
(oA
%& cT+1,’i,k

Figura 5.9: El algoritmo de de Boor extendido.

en la cara de “atras”
u — a;
Crik+1 = (1 - a)cr,i—l,k +ac ik, 0= —"7"T"—,
Qjtn—r—k — U

en la cara de “abajo”

(2) Crik = Crik+t1 + (Qitn—r—k —U)Cr11ik ,

y en la cara de la “derecha”

(3) Cri1k = Crikt1 + (@ —U)Cri1,ik -

Observacion 7: Las férmulas anteriores se pueden usar para ir de la repre-

sentacién B-spline a la forma monomial y viceversa.

Observacion 8: Para obtener las derivadas a partir de los puntos de control
o viceversa es suficiente conocer solamente las caras izquierda y derecha del
arreglo tetraédrico, [Lee '82, Boehm ’84b].

Observacién 9: Si se calcula primero la cara de atras y luego la cara de
abajo (o arriba) del tetraedro, es necesario usar la férmula (2)(o (3)) para
determinar c¢,41,% (0 Criz1k)- Sin embargo, esto es imposible si
U = Ajrp—r—k (0 u = ay). Por lo tanto las derivadas del polinomio s,
no se pueden calcular de esta manera para u = api1, ... ,02, (0 u =
ag, ... ,an,l).

5.10 Conversion entre las representaciones de
de Boor y de Bézier

También existe un algoritmo tetraédrico para convertir la representacion
B-spline en la representacién de Bézier y viceversa [Boehm ’77, Sablonniere 78].
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Este se puede derivar de manera similar al algoritmo de 5.9. Sea la notacién
como en 5.9 y

qQrik = sn[a R AQi41 - Qjgp—r—k b k b]
parat =71+ k,...,n. Entonces los puntos de control del spline estan dados
por
Ci = 4q0,i,0

y los puntos de Bézier del polinomio s,, sobre [a, b] estan dados
bj =dn—jn,; -

Como antes, los puntos q,;x se pueden organizar en un esquema teatrédrico
tal como se ilustra en la Figura 5.10 para n = 2, donde a3, ab, etc. denotan

d1,2,0, d1,0,1, €tc.

12

)
.§
~
&
g

Ari—1.k

/
COI][I‘O]
[N
w

qr,i,k—f—l

Ar+1,i,k

Figura 5.10: Conversién entre las representaciones de Bézier y de de Boor.

Aqui la cara izquierda se calcula con la regla

a — a;
Atk = (1 —a)dri—1p+adrir , @=———
Qjtn—r—k — Qj

y la cara de abajo por

b—a
Arik+1 = (1 =Y)Wtrik + VUi , ¥=—""-—.
Qjtn—r—k — Q
Reciprocamente, los puntos de control de la representaciéon B-spline se cal-
culan a partir de los de Bézier de la siguiente manera. Primero despejamos
dr.i—1,k Y drir de las formulas anteriores. Luego aplicamos las férmulas para
calcular los puntos de la cara de abajo y luego de la cara izquierda.
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5.11 B-splines como diferencias divididas

La definicion clasica de B-spline usa diferencias divididas, técnica que ha
sido explotada sistematicamente para el desarrollo de la teoria de los splines
de una variable [de Boor '78]. En particular las diferencias divididas fueron
usadas por de Boor, Cox, y Mansfield en 1971 para obtener la relacién de
recurrencia que satisfacen los B-splines.

Usando la férmula de la derivada (1) de 5.6 mostraremos que los B-splines
son diferencias divididas de la funcién potencial truncada:

oy = @y = { OG0T

Vea la Figura 5.11. Nétese que f es una funcion de a, u es un parametro fijo.

Figura 5.11: Funcién potencial truncada.

Usando la notacion de las diferencias divididas dada en 4.3, se obtiene

el B-spline N sobre los nodos ag, . . .,an+1 se puede escribir

Ny (u) = (ans1 — ao)laog .. ang1)(a —u)y .

Este hecho se puede probar por induccién sobre n. Para n = 0 la identi-
dad se verifica directamente. Para el paso inductivo, recordemos de 4.3 que
[ag ... ant1]f(a) es el coeficiente del término de mayor grado del polinomio
de grado (n 4 1) que interpola f(a) en ag,...,an4+1. Por lo tanto podemos
sustituir f(a) por la funcién cero si u > a,+1 y por el monomio (a — n)™ de
grado n en a, si u < ag. Esto significa que nuestra identidad se verifica para
u<agyu> apyl.

Entonces, es suficiente demostrar que se satisface la derivada de la identidad
de la tesis del teorema. Notese que la diferencia dividida es una combinacién
lineal de la funcién potencial y sus derivadas. Por lo tanto la anterior diferen-
cia dividida es diferenciable en todo u excepto en los nodos de multiplicidad
n + 1. Esto sin embargo no causa ningin problema debido a que a lo sumo
existe un nodo de multiplicidad n + 1.
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Usando la definicién recursiva de las diferencias divididas, la hipétesis de

induccién y la férmula de la derivada para B-splines obtenemos

%(anﬂ —ao)lao - .. ant1](a —u)’
= —n(ant1 —ao)lao - .. an+1)(@a—u)}!
= n(lag ... an)la— )" — a1 ... any1](a —uw)} )
T oan i aop Ny - aan— ay Ny
= Npw)

lo cual prueba nuestra aseveracion. <

5.12 Ejercicios

Considere un spline s(u) ciibico C? sobre la secuencia de nodos simples
ag, . . ., am. Muestre que cualquier funcién C? f(u) # s(u) que interpola
s en todos los nodos y la derivada en v = ag y u = a,, tiene mayor
energia que s, es decir,

am

[k [P

ao

Para la solucién puede consultar cualquier libro de andlisis numérico, por
ejemplo [Boehm & Prautzsch 93, p. 125f].

Dado un spline s(u) = Y.I" ¢;N/(u) sobre la secuencia de nodos
ag, - - -, Qm4n+1, Muestre que
Om+n+1 m . .
Ai4n+1 — Q4
/ S(u)du = E T C; .
a0 i=0

Bosqueje los B-splines cubicos sobre las siguientes secuencias de no-
dos: 0,0,0,0,1; 0,0,0,1,2; 0,0,1,2,3 y 0,1,2,3,4. Despliege sus
poligonos de Bézier y calcule las ordenadas de los puntos de Bézier.

Use polinomios simétricos para probar la identidad de Marsden

(u—a)" = Z(aiﬂ —a)... (apgn — a)N(u) .

i

Use la féormula para la derivada de un B-spline para deducir por induccién,
la férmula de recursién de de Boor, Mansfield y Cox.
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6 Use la regla de Leibniz para el producto de dos funciones f = gh,

i+k

[a; ... aisi]f = Z([ai an)g)([ar ... aisi]h)

para obtener la recursiéon de de Boor, Mansfield y Cox. Véase también
[de Boor '72].

7 Sea s(u) = Z?:o ¢;N? el spline definido sobre los nodos 0, 1,2, ..., 7 dado
por co,...,c3 =4,7,—2,1.

a
b
¢

d

Bosqueje s[3,4] y su poligono de control.
Calcule s, s’,s”,s" en u = 3.

Calcule la representacién monomial de s(u) sobre el intervalo [3,4].

_ = Z

Calcule la representacién de Bézier de s(u) sobre [3,4].

8 Demuestre que si un polinomio simétrico y a multiafin puede calcularse
a partir de n + 1 puntos pla;1 ... ain),i = 0,...,n, por combinaciones
afines como en el algoritmo de de Boor, entonces existen numeros reales
ai,...,az, tales que a; ; = a;4;.



6 Técnicas de B-splines

6.1 Insercion de nodos — 6.2 El algoritmo de Oslo — 6.3 Convergencia por
insercion de nodos — 6.4 Un algoritmo para la elevacion de grado — 6.5 Una
formula de elevacion de grado — 6.6 Convergencia por elevacion de grado —
6.7 Interpolacion — 6.8 Interpolacion con splines ciubicos — 6.9 Ejercicios

La mayoria de los algoritmos para curvas de Bézier tienen una generalizacion
para splines. Un ejemplo es la técnica de insercion de nodos, la cual puede
emplearse para la elevacién de grado, para la implementacién del algoritmo de
Boor y también en el proceso de subdivision. En particular, el algoritmo de de
Casteljau puede interpretarse como un caso de insercién de nodos miiltiples.

6.1 Inserciéon de nodos
Considere un spline, como en 5.7
s(u) = 3 €N/ (u)
i
sobre la secuencia de nodos (a;). Sea (&;) un refinamiento de (a;), esto es,
la secuencia de nodos (a;) contiene a (a;), como una subsecuencia. Véase la

Figura 6.1.

refinada &1 = a2 a3z Q4 as Qg

inicial ai as as ay

Figura 6.1: Refinamiento de una secuencia de nodos.

Sea N;(u) el B-spline de grado n sobre a;, . .., d;4n+1, entonces s(u) se puede
rescribir como

s(u) = Z &N (u)
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La mejor manera de calcular los ¢; es a través de la insercién repetida
de nodos simples, esto es: se inserta un nodo en cada paso [Boehm ’80].
Supongamos entonces que (G;) se obtiene a partir de (a;) por insercién de un
sélo nodo a. Desplazando el indice de ser necesario, podemos suponer que
G=0pt1 Y Qp <0 < Qpti-

Como consecuencia inmediata del teorema fundamental de 5.5 se tiene

c; para 5 <0
¢ =1 ¢j1-(1—-aj)+cj - para j=1,2,....,n
Ci1 para j>n+1
donde .
a—aj
= ———
Gjtn — aj

es la coordenada local de @ con respecto al soporte [aj,a;1,] de ]\Afj" La
Figura 6.2 muestra una ilustracion para n = 3.

a

a [¢2) An 41 Q2n

Figura 6.2: Insercién de un nuevo nodo.

Comparando el proceso de inserciéon de nodos con el algoritmo de de Boor
de 5.4, se observa que los nuevos puntos de control cq, ... ,c, son los puntos
cl, ... ,cl que aparecen en la segunda columna del arreglo triangular de de

Boor [Boehm ’80]. Es mads, los puntos

1 r T 1

Ci,---,CLy ... ,Cpy ... ,Cp

del esquema de de Boor coinciden con los nuevos puntos de control de s
cuando a es insertado r veces.
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En particular, para r = n el algoritmo de de Boor coincide con la insercion
repetida n veces del nodo a.

Observacién 1: Si todos los nodos (G;) en la secuencia refinada tienen
multiplicidad n, entonces el poligono de control c; representa el poligono de
Bézier de s. Esto es consecuencia de la Observacién 1 de 5.3. Por lo tanto, si
se incrementa hasta n la multiplicidad de cada nodo de un spline, se genera
la representacion de Bézier del spline. Esto fué observado por primera vez
por Cohen [Cohen et al. ’80].

Observaciéon 2: Un B-spline se puede expresar como una combinacién
lineal de B-splines sobre una secuencia de nodos refinada (d;). La férmula
correspondiente

N (u) = Zaiij(U)

fue dada por de Boor [de Boor ’76b]. Los coeficientes «;; se denominan B-
splines discretos con nodos a;. Esta denominacion fue acuiiada por Schu-
maker [Schumaker *73] para el caso en que los d; son nodos equidistantes.
Observacién 3: En particular, si s(u) = NJ'(u) es un B-spline, entonces el
proceso anterior de insercién de nodos implica la siguiente identidad

NI (u) para j <0
Ni'(u) = oi»N;L(u)—&—(l—ajH)NfH(u) para j=1,...,n .
Nty para j>n-+1

Esta identidad representa la eliminacién de nodos para B-splines [Boehm ’80].

6.2 El algoritmo de Oslo

Aunque usualmente la insercién repetida de nodos simples es en general el
mejor método [Lyche ’93] para calcular los puntos de control con respecto
a cualquier refinamiento(d;) de (a;), también se puede calcular cada punto
c; a través de la generalizacién del algoritmo de de Boor considerada en la
Observacion 5 de 5.5.

Para calcular c; se requiere algin intervalo internodal [ay, ax+1] cuya inter-

seccién con el soporte [a;, Gj+nt1] de N7 sea no vacia, tal como se ilustra en
la Figura 6.3. Entonces cada punto de control

éj = Sk[derl dj+n]

puede calcularse usando el algoritmo generalizado de de Boor. Esta relacion
de recurrencia para c; fue descubierta por Cohen, Lyche y Riesenfeld en
Oslo en 1980, y se denomina el algoritmo de Oslo [Cohen et al. ’80]. Note
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que las combinaciones afines en el algoritmo de Oslo en general pueden ser
no convexas. En consecuencia se requieren mejoras adicionales para evitar
combinaciones no convexas.

: N —_— + .

a; ay Qf4+1 Qjyn+1

Figura 6.3: Eleccién de ay para la construccién de c;.

6.3 Convergencia por insercién de nodos

En esta seccién generalizamos las ideas presentadas en 3.3. Considere el
spline s(u) = >, ¢;N/"(u) sobre la secuencia de nodos (a;). Entonces a
través de un proceso de inserciéon de nodos que finalmente se hacen densos,
la secuencia de los correspondientes poligonos de control converge al spline
s. La velocidad de convergencia es cuadratica con relaciéon al maximo de las
distancias internodales.

Sea [a,b] un intervalo, h = max{Aa;|[a;,a;+1] C [a,b]}, v sean
vi = (aix1 + -+ + @ipn)/n las abscisas de Greville. Entonces se

tiene
max ||s(v;) — cil| = O(hZ) )

donde el mdzimo se toma sobre todos los i tales que [a;11, airn] C

[a, b].

Para la demostracién [Schaback ’93] consideramos un punto de control
C; = S;@it1 ... Giyn], donde s, es el polinomio simétrico de s restringido
al intervalo internodal [a,, a,11) que contiene a ~y;. Como

is [u...u] = = is [w ... u]
(9’&1 " o 8un "
la expansién de Taylor de s, alrededor de [; ... ;] tiene la forma
i+n 6
¢ = syt Y (a5 - %)aTLlSr[% ]+ O(h?)
j=i+1

S(’Yl) + O(h2) )

lo cual prueba la aseveracion. <&



6.4. Un algoritmo para la elevacion de grado 81

6.4 Un algoritmo para la elevacion de grado

Todo spline de grado n

s(u) = 3 eV (u)

sobre una secuencia de nodos (a;) también puede rescribirse en términos de
B-splines N[‘H de grado n + 1,

s(w) = Y di )

sobre la secuencia de nodos (d;) obtenida a partir de (a;) elevando la multi-
plicidad de cada nodo en uno, tal como se ilustra en la Figura 6.4.

x=

S

\
=

Figura 6.4: Secuencia de nodos para la elevacién de grado.

El teorema fundamental de 5.5 y la férmula (2) de la Seccién 3.11 implican
que

1 n+1
dj = S, [dj+1 - dj+n+1] = Z Sp [dj+1 . &Z . &j+n+1]
n+1
k=1
donde s,[uy ... wu.] y sp[uy ... upy1] representan las formas polares en n y

n + 1 variables, respectivamente, de un segmento polinémico del spline s(u)
que depende de d;. Cada punto

ST[(AIj_i_l NN (Al;; [P &j—i-n]

se puede calcular por medio del algoritmo de de Boor generalizado en la
Observacion 5 de la Seccién 5.5, requiriéndose de la insercién de a lo sumo
[(n — 1)/2] nodos. Para el caso de un spline cibico uniforme, este algoritmo
fue descrito por primera vez en [Ramshaw '87, pp. 109f] para dos segmentos
y en [Seidel "89] para cinco segmentos.

Observacion 4: El numero de operaciones para este algoritmo es de orden
n? por cada punto de control ¢;. Es posible reorganizarlo con més eficiencia
resultando de orden n, ver [Prautzsch & Piper 91, Liu '97, Trump ’01].

Observacién 5: En [Prautzsch ’84a, Cohen et al. '85, Piegl & Tiller "94]

se pueden encontrar otros algoritmos de orden n?2.
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6.5 Una férmula de elevacién de grado

Un B-spline de grado n se puede expresar en términos de B-splines de grado
n 4 1. Denotemos por N™(ula; ... @;1n,+1) un B-spline de grado n sobre los
nodos a;, ... ,Qitn+1-

Con esta notacién se tiene la formula

n+1
N ulag ... aza; ... any1)
i=0

1

1 N celQp = —
(1) (ulao ... any1) = ———

la cual fue descubierta por C. A. Micchelli [Micchelli '79]. La Figura 6.5
ilustra el ejemplo paran =1

N(u|abc) = %(NQ(u|aabc) + N?(u|abbe) + N?(u|abec)) .

Figura 6.5: Férmula de elevacién de grado.

Para la demostracién empleamos la técnica de [Lee '94] y utilizamos dife-
rencias divididas. Si f(a) = (¢ —u)’t*" la férmula de elevacién de grado se

expresa como

n+1

[ao SN a7L+1]f/ = Z[CLO PS¢ 70 7 SN a"_;,_l}f .

i=0

Esta formula es valida para cualquier funciéon diferenciable f, lo cual veri-
ficamos por inducciéon. Para n = —1 la formula es véalida por definicion de
diferencias divididas

laolf" = f'(ao) = [ag ao]f .

Para n > 0 usamos la relacién de recurrencia para diferencias divididas (vea
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4.3), la hipédtesis de induccién y luego otra vez esta relacién:

[ao N an+1]f/

_ m([al e ansalf = [ao ... an]f)
= ﬁ (;([al e @i e Q| f —ag .. aiaq . an]f)
—|— [al . an+1 an+1]f — [ao - an+1]f
+ [ag ant1)f — [aoao an]f)
n+1
= Z[ao...aiai cap)f O
=0

6.6 Convergencia por elevacion de grado

Una repetida elevacion de grado genera una secuencia de poligonos de con-
trol que converge al spline. Considere un spline s(u) de grado n, cuya repre-
sentacion de grado m

s(u) = ZciN{”(u) , m>n,

sobre la secuencia de los nodos a; ha sido generada por elevacién de grado.
Los soportes de los N™ tienen longitud no mayor que h := sup |a;+n+1 — ;-
Sean 7; := %(aiﬂ + -+ + a;ym) las abscisas de Greville, entonces si h y
todas las derivadas de s son acotadas, se tiene

sup [[c; — s(vi)[| = O(1/m) .

Demostracion: Procedemos como en 6.3 y consideramos un punto de con-
trol, por ejemplo ¢y = s[ay ... an], donde s[u; ... u,,] denota la forma polar
de s sobre un intervalo internodal adecuado. Por la Observacién 9 en 3.9,

ok Ei

v — (k)
s[vo --- = S ,
Ouiy ... Ouy, o - ] m...(m—k+1) ()
donde €; = 1 si todas las coordenadas de i = (i1,...,7;) son distintas y
£; = 0 en cualquier otro caso. Entonces la expansién de Tylor de s[a; ... a.]

alrededor de [y ... 70| estd dada por

n m

o =sro)+ Y0 Y Y I () )

i S m...(m—k+1)
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Utilizando el hecho que €; = 0 para m*—(m ... (m—k+1)) indices i distintos

y teniendo en cuenta que Y '_; ... 3" (ai, —0) ... (@i, — 70) = 0 se
obtiene
"L pk m...(m—k+1)) %
leo — s(0) ,;’7 e B D) sup st )

lo que finaliza la demostracion. <

6.7 Interpolacién

Los splines se utilizan frecuentemente para resolver problemas de interpo-
lacién. En particular es de interés la unicidad del interpolante. Sean NJ, ...,
N B-splines de grado n sobre la secuencia de nodos ag, ..., @mint1 ¥ Sean
Po, - - -, Pm puntos que deben ser interpolados en las abscisas ug < ... < Uyy,.
Si deseamos hallar un spline s = >~ ¢;N/* tal que

m

s(uy) = ZCiNin(uj) =pj,

tenemos que resolver el siguiente sistema lineal

N (ug) -+ Ny (uo) | | ch o
(2) : : =
N (tm) - -+ N (um) | | Cha Pl

que abreviamos: NC = P. Noétese que este sistema lineal consiste de va-
rios sistemas, que pueden ser resueltos independientemente, uno para cada
columna de C. La matriz N se denomina matriz de colocacién.

El Teorema Schoenberg-Whitney de 1953 establece cuando el problema
de interpolacién tiene solucién tnica [Schoenberg & Whitney 53]

La matriz N es invertible si y solo si tiene diagonal positiva, i.e.
N (u;) # 0 para todo i.

Note que si las N* son continuas entonces la condicién N (u;) # 0 es equiva-
lente a que u; € (4, Ajpni1)-

Para probar el teorema, nos basamos en [Powell ’81]. Sea N*(u;) = 0 para
algtin 7 y supongamos que a;y,+1 < u;. Entonces

N§ (uj) = ... = NJ*(uj) = 0 para todo j > i
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utilizando un razonamiento de algebra lineal se tiene que N es singular.
Andlogamente N es también singular si u; < a;.

Para el reciproco, supongamos que IV es singular y sea ¢ una columna soluciéon
no trivial del sistema
Nc=o .

Supongamos primero que ninguna secuencia de n + 1 coordenadas consecu-
tivas de ¢ consiste de ceros. Entonces la propiedad de variacién decreciente
(vea el Ejercicio 4), implica que el spline

m
i=0

tiene a lo sumo m ceros en (ag, Gmini1) Sl ag < an—1 O €n [ag, myni1] S
ag = ... = ap_1. Por lo tanto por lo menos un u; yace fuera del soporte del
correspondiente B-spline V". Si

Cr= =Cyn=0,

entonces se pueden considerar los splines

r—1 m
n n
E Ny E ;N
=0 i=r+n+1
los cuales son cero en ug,...,Up—1 Y €0 Upynti,---,Un, respectivamente.

Observacion 6: Una solucién del anterior sistema NC = P podria no ser
afinmente invariante. La invariancia afin se satisface si IV es regular y si cada
una de las fila suma uno, esto es, si

Ne=e, donde e=[1...1]"

La condicién Ne = e implica que e = N~ 'e, lo cual significa que los puntos
¢; dados por C = N~'P son combinaciones afines de los p;. La condicién
sobre las filas se satisface si a, < u; < amy1,

Observacién 7: Se dice que la matrix N es totalmente positiva, vea
[Karlin ’68, de Boor "76a].
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1

N/O_\ QM
ap G Am+1
Figura 6.6: Donde Ny, ..., N, suman uno.

6.8 Interpolacién con splines cubicos

La matriz de colocaciéon se puede calcular facilmente para el caso cibico,
n = 3, sobre los nodos a; = i. El B-spline N§(u) con su poligono de control
se muestra en la Figura 6.7.

Figura 6.7: El B-spline ctibico N§(u) con nodos 0,1,2,3,4.

Escogiendo las abscisas, u; = 2,3,4, ..., (m+1), (m+2) el sistema lineal (2)
se puede escribir
(4 1 11 < ] [ pé ]
1 41 c} p!
) B .
6 . B .
L 41 Cho1 Pro1
i La]l e | P,

Note sin embargo que los elementos de la primera y ultima fila no suman
1. Por lo tanto, una mejor escogencia de las abscisas de interpolacién, que
conduzca a un interpolante invariante respecto a transformaciones afines, es
la siguiente:

1

1
u; =3, (3—|—§)7 4, 5,...,m, (m—i—g)7 (m+1) .
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El sistema lineal (2) en este caso estd dado por:

1 4 1 11 e ] [ py ]
a b b a ct p!
1 4 1 ct pb
) ) .
6 - ’
1 41 CFm—Q pzn—Q
a b b a cfm—l pgn—l
L 1 4 1 1L cfn ] i pfn

donde a = 1/8 y b =23/8, como se desprende de la Figura 6.7.

Otra alternativa podria ser interpolar los puntos p; en u; = ¢ + 2 para i =

1,...,m — 1y derivadas prefijadas a y b en w1 y u,41, respectivamente. El
sistema lineal que resulta es

[ -3 0 3 17 e 1 [ a ]
1 4 1 c pi
1 —
: _
L4 1 Cfnq anfl
I -3 0 3] ¢ | | b |

Esta solucién define un spline con derivadas prescritas en los extremos y se
denomina spline empotrado. La Figura 6.8 ilustra un ejemplo.

a

N e}
— +

0o 1 2 3 m+1

>

m+
Figura 6.8: Spline empotrado ctibico.

En algunas aplicaciones son de interés los splines periédicos s(u) =
> ¢iN2(u) = s(u+ m). Entonces ¢jt, = ¢; y se tiene un sistema lineal
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ciclico ~ T A - A
4 1 1 ci Pi
1 4 1
1 —
6 ) N
1 4 1
1 14 |]|c, | |[pPh]

La Figura 6.9 presenta un ejemplo.

C1

= U

29 3  m+lm+2

Figura 6.9: Spline cuibico periédico.

6.9 Ejercicios

Desarrolle un algoritmo de interseccién para curvas splines, generalizando
el presentado en 3.7.

Considere un spline cibico plano s(u) = Z?:o ¢;N32(u) sobre los nodos
0,1,...,7 para u € [3,4]. ;Para qué posiciones de c3 respecto a ¢y, ¢y y
s el segmento s[3,4] de este spline tiene una cispide? Véase también el
Ejercicio 7 de 2.10.

Pruebe que los B-splines también verifican la propiedad de variacién de-
creciente, introducida en 3.8.

Demuestre a partir de la propiedad de variacién decreciente que una
. . o m ATR « 14 g . ,
funcion spline s(u) = > ;" , ¢;N;* es idénticamente igual a cero en algiin

intervalo internodal (a;,a;+1), para i € {0,...,m 4+ n}, o tiene a lo
sumo m + 1 ceros en el intervalo I. Donde I estd definido como: I =
(a0, @mint1) St ag = ... = ap—1 e I = (ag, ..., ,0ptm+1) €N caso

contrario, vea [Schumaker ’81, Teorema 4.76].
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5 Considere las representaciones de Bézier de grado n y de grado m de
una curva polinémica b(u) = Y1 (b;B"(u) = Y.I*;¢;B"(u), donde
n < m. Sean N§,..., Ny Mg,..., M los B-splines de grado n sobre
los nodos: 0,1,....,n,m+1m+2,....m+n+1y0,1,2,... m+n+1,
respectivamente. Demuestre

n m
E bZNZn = E CZ‘MZ-n 5
=0 =0

es decir, una representacion de Bézier de grado mayor puede ser calculada
a partir de la de grado menor por insercién de nodos [Trump & Prautzsch ’96].

6 Determine y dibuje los puntos de Bézier de los splines de la Figuras 6.8
y 6.9.

7 Sea ag,...,a4 una secuencia de nodos y sea m; el nimero de nodos que
coinciden con a;. Para cada posible secuencia my, ..., my4 considere la
secuencia de nodos ay, . ..,as y dibuje los puntos de Bézier del B-spline
cibico correspondiente.

8 Describa un algoritmo de elevacién de grado para splines que utilice poli-
nomios simétricos. Véase también 3.11.

9 Sea s(u) un spline funcional que interpola los valores po, . . ., py,. Sialguna
de las filas de la matriz de colocacién N no suma uno entonces el spline
que interpola ¢; = p; + h difiere de s(u) + h.

10 Use la identidad

(u1 - ug)[ulung . un]f
+  (ug — ug)[uougusg . .. upf
+  (up —u)[upurug ... uy)f =0

para diferencias divididas para obtener las férmulas de eliminacién y de
insercién de nodos [Boehm ’80].
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Hay varias maneras de definir continuidad geométrica. La condiciéon de C"-
continuidad de Stéark establece, desde el punto de vista de construccién, el
criterio mas simple para continuidad geométrica de curvas construidas con
segmentos de Bézier. Un criterio mas general es el contacto GC" de orden 7.
Una curva es GC" si admite una parametrizacién r-veces diferenciable. Una
nocion todavia mas general, denominada continuidad de Frenet se basa en
invariantes geométricos de orden superior tales como curvaturas, torsion, etc.
Los polinomios simétricos proveen una herramienta elegante para el estudio
de la continuidad geométrica de curvas polinémicas a trazos.

La continuidad C" es un concepto cldsico que permite un esquema sencillo
(este es el caso de los B-spline) para construir curvas C”. Ademds, es la
definicién adecuada cuando la parametrizacion de la curva es relevante, como
en el caso de: construccién de superficies que interpolen curvas y la animacion
de objetos a lo largo de trayectorias, en que el pardmetro corresponde al
tiempo. Un ejemplo es la parametrizacion de trayectorias para maquinas
de control numérico. Sin embargo, no es la definicion adecuada, por ser
innecesariamente restrictiva, si estamos interesados sélo en la forma de la
curva (el lugar geométrico que define), pues la continuidad C" depende de
la parametrizacién. Lo anterior justifica la introduccién del contacto GC™ el
cual es independiente de la parametrizacion y es ttil para la modelacién de
formas. Una aplicacion practica de la continuidad de Frenet es la definicion
de orientaciones de sélidos rigidos mediante el triedro de Frenet asociado a
una trayectoria. Si se desean aceleraciones continuas basta con continuidad
F3 en la base de Frenet.
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7.1 Contacto de orden r

Considere dos curvas p(s) y q(t), r veces diferenciables en s = t = 0. Decimos
que p y q tienen contacto de orden r en 0 si q(0) # o y si existe una
reparametrizaciéon s(t) con s(0) = 0 tal que p(t) y q(¢t) = q(s(t)) tienen las
mismas derivadas hasta orden r en t = 0. El contacto de orden r también se
denomina conexion general C” y se denota por GC™.

Como en casos anteriores denotamos las derivadas con respecto a s y t con
punto y apéstrofe, respectivamente.

Por la regla de la cadena, el contacto de orden r en s =t = 0 significa:

P = q
p'$ = q
I)I S + p”é2 _ 61
p's + 3p’ss + p”sd q
Usando notaciéon matricial
[ 1 0 o 0 - 0
a B~
a? 3af
pp ... p"] o3 =[ag...q"]
a’l”

o en forma abreviada

PC=Q,

donde o =5 # 0,08 = 38,7 =5, etc. Las matrices P y Q' se denominan jets
de orden rde pyqent =0y s =0, respectivamente. La matriz C se
denomina la matriz de conexidén de orden 7.

En particular, sean p y q curvas polinémicas de grado n > r con puntos
de Bézier p; y q;, ¢ = 0,...,n, respectivamente. Entonces 2.4 implica que
los r-jets Py @ en p, y qo estdn determinados por los ultimos y primeros
r + 1 puntos Bézier, respectivamente. El reciproco también es cierto. Por
consiguiente el contacto de orden r se puede expresar en términos de los
puntos de Bézier como

Pn - Pnr]C=1q0 --- qr] ,
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donde C es una matriz triangular superior con elementos en la diagonal c;; =
(—a)*#0,i=0,...,r. Notese que C' depende de n.

Observacién 1: Dada una reparametrizacién s(t) siempre existe una repara-
metrizacién polinémica, equivalente hasta la derivada r-ésima:

()

. ‘§2 S r

En particular, cualquier conexiéon GC' se puede trasformar en una conexién
C' usando el cambio de pardmetro s = «t.

Observacién 2: Similarmente, una conexién GC? puede trasformarse en
una conexién C? simple por medio de la trasformacién cuadritica s = at +
(B/2)t2. Nétese que la conexién C? simple también se puede obtener apli-
cando una trasformacién proyectiva, vea por ejemplo [Degen 88].

a’t

Ca—(8/2)t

Observacion 3: Si s = t, entonces § = - -- :(T): 0. Por lo tanto obtenemos

la condicion de Stérk tal como se ilustra en la Figura 7.1 para r = n = 3 con
los puntos de Bézier p; y q; de p(s) y q(t) definidas sobre [—1,0] y [0,1],
respectivamente

Figura 7.1: Contacto C* de Stiirk.

Observacion 4: Cuando se modifica § = § entonces gs se mantiene a lo
largo de una paralela a la tangente que pasa por qp y qi como se ilustra
en la Figura 7.2. Entonces p y q tienen contacto GC? en p,, = qg si las
distancias g y h de pn—2 y g2 a la tangente qoq satisfacen g : h = 1 : a?,
vea [Farin ’82, Boehm ’85].

Observacion 5: Para contactos de orden superior se tiene una situacién

- . . (n)
similar: si modificamos ' entonces d. se mueve a lo largo de una paralela
a la tangente qpqs.
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d;—0——0——0—
B<0B=05>0

< : = {

-1 0 a

Figura 7.2: Contacto GC? de Farin.

7.2 Parametrizacién por longitud de arco

Sea x(t) una parametrizacién diferenciable de la curva x. Entonces

)= [ xlar

es la longitud de arco del segmento x[0,t] y

X =1,

donde x’ = L x(t(s)) denota la derivada de x con respecto a la longitud de

arco y t(s) es la inversa de s(t).

Ademsds, si x(t) es regular, es decir, X # o, entonces la longitud de arco s(t),
su inversa t(s) y x(s) = x(t(s)) son diferenciables hasta el mismo orden que
x(t), pues $ = ||x||. En otras palabras, la parametrizacién con respecto a la
cual una curva alcanza su maxima suavidad es la longitud de arco.

Por lo tanto dos curvas regulares p(s) y q(s) parametrizadas por longitud de
arco tienen contacto de orden en r en s = 0 si

x(s):{P(S) si s<0

q(s) si s>0

es r veces diferenciable en s = 0. En consecuencia

la matriz de una conexion de dos curvas parametrizadas por
longitud de arco es la identidad.

7.3 Gamma splines

Sea s(u) una curva cibica por trozos consistente de m segmentos con conexién
GC?. Denotamos por bg;,...,bs; 3 a los puntos de Bézier del segmento i-
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ésimo, es decir,

3
S(U):ZbBiHB?(t) , 1=0,....m—1,
=0

donde u = a;(1 —t) + a; 41t y t € [0,1].
Supondremos en las préximas tres secciones sobre y-splines y v-splines que

los nodos a; se han escogido de manera tal que s(u) es continuamente dife-
renciable, esto es: s'(a;—) = s'(a;+), o sea

(b3iy1 — bsi)Aa;—1 = (b3; — bs;i—1)Aq;

donde Aj; = aj41 — aj, tal como se ilustra en la Figura 3.8.

Como los segmentos de s tienen contacto GC?, los cuatro puntos
bsi—2,bs;—1,bsit1,bsit2 son coplanares, para todo ¢. Denotamos por c;
y d; los vértices exteriores de este cuadrildtero, tal como se ilustra en la
Figura 7.3 para ¢ = 1. El cuadrilatero se denomina A-marco generalizado
o v-A-marco.

Figura 7.3: A-marco generalizado.

La Figura 7.2 indica que existe un ntimero v distinto de cero, tal que

e=~vAp vy =74 .

Una curva ctibica por trozos que satisface las condiciones de conexiéon GC?
con ~ finito se denomina un y-spline. Por lo tanto, un y-spline esta definido
por puntos de control ¢;, nimeros v; # 0 asociados y nodos a; [Boehm ’85].
La construccién de su representacién de Bézier se ilustra en la Figura 7.4.
Note que los v; podrian ser negativos.

Observacién 6: Larazén A : p en la Figura 7.3 coincide con (A3 —A%) : A%
Los puntos ¢; o d; yacen en el infinito (o en la recta ideal), es decir, estan
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ap CL’l Cig as Ci4
Figura 7.4: Un ~v-spline.

infinitamente distantes si v = 0o 0 u = 0o, respectivamente. Notese ademas
que la razén A : p no depende de .

Observacién 7: En la Seccién 7.7, verificaremos que una curva GC? tiene
curvatura continua.

Observacion 8: Un v-spline con todos los s iguales a 1 es un spline cibico
C?, tal como se discutié en 5.1. Ver la Figura 5.2.

7.4 B-splines gamma

Un ~v-spline s(u) depende afinmente de sus puntos de control ¢;. Por lo tanto
se puede escribir como una combinacién afin de estos

s(u) = ZczMz(u) ,

donde los M;(u) forman una base de -splines con nodos a;, . . ., a;43 y valores
v asociados 7;, ..., Vi+3. Las ordenadas de Bézier de M; se pueden obtener
por medio de la construccién de 7.3 en dimensién uno donde ¢; = 1y todos los
demads c; son iguales a cero. Las abscisas de Bézier subdividen uniformente
los intervalos internodales, como se muestra en la Observacién 10 de 2.8.

La construccion del v-B-spline M5 se ilustra en la Figura 7.5.
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1

Y20
Ay

QITAY)
0 —a
ag ay a2 as a4

Figura 7.5: Un 7-B-spline.

Observacion 9: Los y-B-splines son no negativos sélo si todos los v’s son
positivos. Si algun ; es negativo, entonces obtenemos y-B-splines con valores
negativos y un y-spline construido con tales y-B-splines en general no yace
en la capsula convexa de sus puntos de control c;.

Observacion 10: De manera similar se pueden construir splines cudrticos
con torsién continua, ver [Bochm ’87].

En términos practicos si ; tiende a cero entonces la curva es atraida hacia
el punto C;.

7.5 Nu-splines

Como un v-spline s(u) es GC?, entonces de acuerdo con 7.1, existen cons-
tantes v; tales que

(1) s"(a;+) =s"(a;—) + v;s' (a;—) .

En particular para cualquier j tenemos

MJ//(GZ—F) = M]'.’(ai—) + ViMJ/'(ai_) .

Usando la representacién de Bézier de los M; es fécil calcular los v; [Boehm '85]:

i =2 1 + 1 ! 1
Vi Aai—q Aa; Yi

Los splines ctibicos GC? que satisfacen la condicién (1) se denominan v-
splines. Los coeficientes v; se denominan tensiones. Los ~-spline fueron
introducidos por Nielson en 1974 [Nielson '74], para interpolar puntos s(a;)
en el plano, por medio de curvas cuyo ajuste se pueda controlar.
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7.6 El marco de Frenet

Una definicién de continuidad menos restrictiva que el contacto GC", ademés
vélida en espacios de dimensién arbitraria, se basa en el marco de Frenet.
Sea x(s) una curva regular en R? parametrizada por longitud de arco y
supongamos que sus derivadas hasta orden d son linealmente independientes.
En consecuencia, la curva x no esta contenida en ningtin subespacio afin de
R".

El marco de Frenet de x(s) es el sistema ortonormal de orientacién positiva
f1,...,f; obtenido de ¥/, ..., x® por el proceso de Gram-Schmidt de manera
tal que ffx(i) >0 paracadat=1,...,d — 1. El vector f; = x’ es el vector
tangente de x. Para d = 3 {5 se denomina el vector normal y f3 el vector
binormal de x. La Figura 7.6 ilustra esta definicién.

f3

m "

x x/ x f
S ) ——s
Figura 7.6: El marco de Frenet.

La derivada del marco de Frenet, la cual mide el cambio local de la curva con
respecto a la longitud de arco, estd dada por las férmulas de Frenet

0 —K1
K1 0 —K2
, , K9 0
f] ... £ =1[f1 ... £] . ,
—HRd—1
L Rd—1 0
donde los k; estan dados por,
Kk = fix"
R1K2 = f;X/”
R1R9oK3 = fix"”
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Vea por ejemplo [Carmo '76]. Los k; son diferentes de cero y también se
pueden calcular utilizando las siguientes férmulas

k1 = volg[x'x"]
Kiky = volg[x'x"x"]
Kik3ks = voly[x'x"x"'x""]
etc.

Los escalares x; se denominan curvaturas y son invariantes geométricos
de la curva x, es decir, s6lo dependen de su forma. La primera de ellas, 1 es
la curvatura usual, y la segunda k9 es la torsién de x. Véase los Ejercicios
1, 2 y 3 para una interpretacion geométrica de k1 y Ka.

7.7 Continuidad de Frenet

Una curva continua x(s) en R? se dice Frenet continua de orden 7 si
los primeros r vectores fi,...,f. del marco de Frenet y las primeras r — 1
curvaturas Ki,...,K,_1 de x son continuas. La continuidad de Frenet de
orden r, esta definida sélo para r < d.

Seanx’ ;... ,X(f) yxi, ... 7XS:) las derivadas por la izquierda y por la derecha

de x en s = sg. Entonces se tiene:

la curva x parametrizada por su longitud de arco s es Frenet con-
tinua de orden r en s = Sq si y solo si

(2) X oxDe=x, .. x]

donde C' es una matriz de conexion triangular superior cuya dia-
gonal consta de 1's.

Demostracién: Sean [f; ... f.]_ y [fi ... f;]+ las matrices formadas por
los vectores de Frenet, por la izquierda y por la derecha, respectivamente.
Analégamente, sean k; , y lﬁ?_ las curvaturas por la izquierda y por la derecha
de x en sg. Se desprende de 7.6 que

x x) = . f]_U-

donde U_ es una matriz triangular superior cuya diagonal es
LR,y (K] oo hpq) -

Para las derivadas por la derecha se satisface una relacion similar. Por lo
tanto la ecuacién (2) se satisface si y soélo si

(3) f ... £]-U_CU ' =1[f ... £]4 ,
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donde U_C' U;l es triangular superior con diagonal

L(ky /6T, s (] oo /e R ).

r—1

Como los vectores de Frenet son ortogonales entonces (3) se satisface si y sélo
si U_CU" es la matriz identidad. Luego (3) y (2) son ciertas si y sélo si las
curvaturas y los vectores de Frenet son continuos.

Esto termina la demostracién. <

De acuerdo a 7.1, los r-jets de una curva con respecto a dos parametriza-
ciones distintas estan relacionados por una matriz cuya diagonal es de la
forma o a',...,a", con o # 0. Por lo tanto reparametrizando la curva
podemos rescribir la condicién (2) de la siguiente manera. Sea x(t) una
parametrizacion de la curva x con derivadas linealmente indepedientes hasta

orden r por la derecha y por la izquierda en un punto ¢ = ty. Entonces:

La curva x(t) es Frenet continua hasta orden r ent = to si y sdlo
st B
& .oxMC =%, ... xT]

donde C' es una matriz triangular superior cuya diagonal es de la
forma a,a?,...,a" con a # 0.

Observacion 11: El contacto de orden r implica continuidad de Frenet de
orden r. El reciproco es cierto en general sélo para r < 2.

Observacién 12: Una curva plana en R? tiene torsién cero.

Observaciéon 13: Las curvaturas k; son invariantes euclideanos, es decir,
se preservan bajo rotaciones, reflexiones en planos y traslaciones. Note sin
embargo que la continuidad de Frenet es invariante desde el punto de vista
afin, de hecho es invariante por transformaciones proyectivas.

Observaciéon 14: El contacto de orden r es invariante bajo proyecciones. Sin
embargo, la continuidad de Frenet de orden r se preserva bajo proyecciones
sélo si las derivadas hasta orden r de la curva proyectada son linealmente
independientes.

Observacién 15: Considere las curvas polinémicas p(t) y q(t) en R? tales
que

p(0) =q(0) y —ap’(0)=4d'(0) ,

con a # 0. Sean pg,...,Pn ¥ 9o, - - -, dn Puntos de Bézier p y q sobre [0, 1].
Entonces p y q tienen los mismos marcos de Frenet y curvaturas en ¢ = 0 si
los subespacios generados por po, - - ., P;—1 dividen el segmento p; y q; en la
razdén

1:(a)’, siiespar y —1:9%parai impar,

ver [Boehm ’87]. La Figura 7.7 ilustra la situacién para d = 3.
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Figura 7.7: Continuidad de Frenet: visiéon de Boehm.

7.8 Osculantes y polinomios simétricos

Para los splines Frenet continuos también existen poligonos de control y un
algoritmo de insercién de nodos, como para el caso de los C"-splines simples.
Ambos pueden deducirse a partir de los polinomios simétricos y del teorema
fundamental de 5.5, como mostraremos a continuacién.

Sea p(u) una curva polindémica de grado n. Entonces
1

Pa(u) = p(u) + —(a —u)p'(u)

es una curva polinémica de grado n — 1 en u. Esta curva se denomina el
primer osculante de p en el nodo a. La Figura 7.8 ilustra esta definicién.

El segundo osculante de p se obtiene tomando el primer osculante de p,.

De manera similar se pueden construir osculantes de grado maés elevado,
tomando osculantes sucesivos de p. El i-ésimo osculante de p en los nodos
ai,...,a; se puede escribir

pal @y = (pul)(lfzmai .

Los osculantes tienen las siguientes propiedades. Véase también el Ejercicio 7.

e La diagonal del n-ésimo osculante de una curva polindmica
de grado n coincide con ésta, ésto es

Pana = p(a’) .
e Los osculantes son simétricos con respecto a los nodos

pab(u) = pba(u) .



102 7. Curvas suaves

Figura 7.8: Primer osculante de una curva.

e Los osculantes son afines con respecto a sus nodos. Para
a=(1—-a)c+ ad se tiene

Pa:(l—a)'Pc+Oé'Pd .

Debido a 3.1 estas tres propiedades caracterizan el n-ésimo osculante de p
como el polinomio simétrico multiafin de p, esto es:

Pui...u, = p[ul s un] -
Supongamos que p’,...,p"™ son linealmente independientes, entonces
p,p,....,p™ generan un subespacio de dimensién r que denotamos por

P, véase también el Ejercicio 10. Este subespacio se denomina el r-ésimo
subespacio osculador de p en u. De 3.9 se desprende

n—r

py(a) = p(a) .

n

Note que p y su primer osculante tienen el mismo r-ésimo subespacio oscu-
lador en u = a parar =0,...,n— 1.

7.9 Interpretacion geométrica del
teorema fundamental

Sea s(u) = > ¢;N® un spline con nodos simples a;, i € Z, y sea s/ el
polinomio que coincide con s sobre el intervalo internodal [a;, a;j11]. Recuerde
del teorema fundamental 5.5 que

R ) —aJ
¢, = aip1 ... Gign] = St o @iin
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para j =i,...,%+ n.
Sea Sj’?C el k-ésimo plano osculador en s en a;. Como el primer osculante S%,

genera el subespacio 8;171 y como los osculantes son simétricos en sus nodos,
obtenemos la siguiente interpretacion del teorema fundamental:

El punto de control c; yace en los subespacios osculadores

n—1 n—1
i1 Siam -
Es maés
. . . n—1 n—1
cualesquiera n subespacios osculadores consecutivos 7'y, ..., S'0,

se intersecan precisamente en el punto de control c;, si todos los
Sj' generados por los segmentos s’ son n-dimensionales

De hecho, cualesquiera n+1 puntos de control consecutivos ¢;_p, ..., c; gene-
ran §7'. Por lo tanto son independientes lo cual implica que las intersecciones
Sﬂ}l Nn...N Sf_:kl estdn generadas por ¢;_pik,---,Ci.

En particular observe que, los n+ 1 planos osculadores S ', .. ., l."gnl tienen

interseccion vacia.

Observacion 16: Esta interpretacion geométrica del teorema fundamental,
es también vélida en el caso de nodos multiples si interpretamos la inter-
seccién S;L*lﬂ K ﬂSJnfl como el (n — k)-ésimo subespacio osculador de
Sph.

Observacién 17: Sea p(u) una curva polindmica n-dimensional (es decir,
que no yace en ningiin subespacio propio) y P¥ su k-ésimo subspacio oscu-
lador en u. Como p(u) es un spline sobre cualquier secuencia de nodos con
segmentos n-dimensionales, entonces para cualquier m < n + 1 los subespa-
cios osculantes 77;1171, e ,P;:l los cuales podrian coincidir, se intersecan en
un espacio de dimensién n—m. De lo contrario, n+ 1 subespacios osculadores
no tendrian interseccién vacia.

Observacion 18: Por la Observacién 17 existen a lo sumo m subespacios os-
culadores P}L’fl, e ,73(?7;1 posiblemente coincidentes, cuya interseccién con-
tiene un subespacio de dimension n —m

Observacion 19: Es mas, se puede demostrar que la interseccién de cualquier
espacio osculador P;;~" con un subespacio m-dimensional tiene dimensién
m — r, excepto para un numero finito de n’s, vea [Prautzsch ’02].

Observacién 20: Vea [Pottmann ’93, Mazure & Pottmann '96] para una
extension del tratamiento geométrico de B-splines a los splines de Tcheby-
cheff.

Observacién 21: Los puntos de Bézier b; de una curva cibica p(u) que
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genera R? estan dados por los osculantes de orden 3, vea la Figura 7.9,

by = poo = P,

b1 = po1 = P;NPE

by = pon = PENPL vy
bs; = piu = PY.

Figura 7.9: Subespacios osculadores y el poligono de Bézier

7.10 Splines con matrices de conexion arbitraria

Sean a; nodos simples, esto es que satisfacen a; < a;41 para todo i, y sea
s(u) una curva continua que es polinémica sobre cada intervalo internodal
[ai,a;+1]. Supongamos ademds que las derivadas por la izquierda y por la
derecha de s(u) en cada nodo y hasta grado n — 1 estan relacionadas por una
matriz de conexién no singular arbitraria. Entonces la curva s tiene un plano
osculador (n — 1)-dimensional en cada nodo a;, que denotamos por S; o Sg,
iSin embargo, en general, s no es Frenet continua!

Supondremos ademés que cada segmento polindmico de s genera el espacio
n-dimensional e introducimos la notacién

s[ai_H ce ai+n] = Si+l n---N Si-i—n
para la interseccién de n subespacios osculadores en nodos consecutivos.

Por la Observacién 18 de 7.9 se tiene que dos subespacios osculadores con-
secutivos Sj 11 y Sj42 se intersecan en un subespacio de Sj o de dimensién
n — 2. Entonces aplicando sucesivamente la Observacion 19 de 7.9, se tiene
que m subespacios osculadores consecutivos

Sj+17 s 7Sj+m

se intersecan en un subespacio (n — m)-dimensional de S;,,. Por lo tanto,
en general, s[a; 11 ... @;1,] es un punto. Sin embargo este punto podria estar
en el infinito, véase el Ejercicio 9.
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Como s es también un spline sobre cualquier secuencia de nodos mas fina,

la definicién de s[a;y1 ... a;+n] se puede extender a cualquier secuencia de
nodos consecutivos x1,...,x, de un refinamiento de la secuencia (a;). La
funcién de n variables s[z; ... x,] tiene las siguientes tres propiedades, que

se desprenden directamente de la definicién:

e s[zy ... x,] coincide con s(u) sobre la diagonal, esto es

e s[ry ... xz,] es simétrica, es decir, si (y1,...,Yn) €S una
permutacion de (x1,...,x,) entonces

Slyr «-. yn] =s[z1 ... 2] .

e s[x; ... z,] es una funcién racional por trozos. Si, por
ejemplo T, ...,x, estin fijos entonces s[xxs ... x| yace
sobre la recta Sy, N -+ NSy, .

Generalizando la nomenclatura del teorema 5.5 los puntos ¢; = s[a;41 ... Gjtn)
se denominan también puntos de control de s [Seidel "92].

Observacion 22: Si las matrices de conexién son totalmente positivas, en-
tonces cualesquiera n subespacios osculantes consecutivos S;y1,...,Sitn se
intersecan en un punto, vea [Dyn & Micchelli '88].

7.11 Insercién de nodos

Considere una curva polinémica por trozos s(u) de grado n sobre la secuencia
de nodos a; como en 7.10 tales que cualesquiera n subespacios osculantes
consecutivos Sjy1,...,Sj4n Se intersecan en un punto. Sea & € [a;,a;j4+1) un
nuevo nodo y sean

a; para 1<
a; =< a para i=7+1
ai—1 para 1 >5+2

los nodos de la secuencia refinada. Usando las propiedades de los osculantes
generalizados, s[zy ... z,], se pueden calcular los nuevos puntos de control
C; = 8[@i41 ... Giyn] a partir de los controles iniciales ¢; = s[aj+1 ... Gitn]-
De hecho, de 7.10 resulta:

c; para 1<j—n
é =% ci—1(1— )+ coy para i=j—-n+1,...,5
Ci_1 para 1>5+1
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donde «; es una funcién racional por trozos de a. Véase el Ejercicio 6.

En particular, si insertamos el nodo a n veces entonces se obtiene un algoritmo
similar al algoritmo de de Boor para el cdlculo de s[a ... a] = s(a). La tnica
diferencia, es que en general los pesos «; no dependen linealmente de a.
Observe que este algoritmo de de Boor generalizado funciona solamente
cuando todas las intersecciones s[aj 1 ... ajip a "TFa] =8N NS4k N
(k-ésimo subespacio osculante en @), requeridas para el célculo de s[a ... al,
son puntos. Sin embargo, tal como se desprende de la Observacion 18, estas
intersecciones pueden no ser puntos en a lo sumo un ntmero finito de nodos

a.

Observacién 23: Los puntos de control ¢;, i = 0,...,m, definen el spline
s(u) para todo u € [ay, anm+1]. Por lo tanto, si consideramos s solamente sobre
[@n, @m+1], es conveniente suponer nodos de multiplicidad n en los extremos.

ag = -+ =Qp_1 y Am41 = **+ = Qmtntl

7.12 Bases de splines

Hasta ahora hemos supuesto que la curva s(u) tiene derivadas independien-
tes hasta orden n — 1. Esto sin embargo no es necesario para que estén bien
definidos los puntos de control y para que exista un algoritmo de insercién
de nodos.

Sea a = (ag, . - ., @y, ) una secuencia de nodos simples y C = (Cy,...,Cp—1)
una secuencia de matrices (n—1) x (n—1) no singulares. Una curva polindmica
por trozos s(u) se denomina un spline de grado n sobre a y C' si es polindmica
de grado n sobre cada intervalo internodal (a;,a;y1),s = 0,...,m — 1, y si
para cada v = ay,...,an,—_1, las derivadas por la izquierda y por la derecha
estan relacionadas por

[s(l) s(fnfl)]Ci = [s$> sgffl)] .

Para fijar ideas suponderemoas que s yace en 3D.

Dada la secuencia de nodos ay, ... ,a, y la secuencia de matrices no singu-
lares Cy, ... ,C,,—1 para cualesquiera m+n puntos by, ... ,b,, by, ... by,
que generan un espacio de dimensién m + n, se puede construir un spline de
grado n, que tiene derivadas continuas hasta grado n — 1. Este spline se
denomina una curva normal para el espacio de los splines en 3D de grado
n, sobre la secuencia de nodos a y matrices de conexion C.

La curva normal la denotamos por Syorm ¥ 10os puntos de Bézier de sus seg-
mentos polinémicos son by, by, ... ,by;byy1, ... ,ba,, etc. Los puntos de
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Bézier (tales como by41,bn42, ... ,bopt1, ...) estén determinados por las
condiciones de conexién dadas por las matrices de conexién C.

Cualquier spline de grado n, sobre a 'y C es la imagen por una aplicacion afin
del espacio n 4+ m dimensional en 3D. H.P. Seidel se refiere a la curva normal
como spline universal en [Seidel ’92]. Las imdgenes de los puntos de control
de sporm son los puntos de control de s. Esto entonces demuestra que para
cualquier spline s sobre a y C' hay un poligono de control y que existe un
algoritmo de insercién de nodos. Los pesos a; de 7.11 dependen solamente
de a, C' y de a, pero no de cada spline en particular.

Es maés, las curvas normales sobre a y C' con puntos de control 0,...,0,1,
0,...,0 forman una base para el espacio de splines sobre a y C. El algoritmo
de de Boor generalizado implica que estos splines tienen igual soporte que los
B-splines ordinarios sobre a.

Observacion 24: En los casos que no se pueda definir los puntos de con-
trol de un spline normal sobre a y C, por intersecién de los n subespacios
osculantes, podemos perturbar los nodos a; de manera tal que los osculantes
en cada uno de los n nodos consecutivos se intersecten en exactamente un
punto. Véase la Observacién 18 de 7.9. Vea también los Ejercicios 13 - 15.

7.13 Ejercicios

1 Considere la curva x(t) con curvatura x(t) # 0. Muestre que los circulos
tangentes a x con contacto de orden 2 tiene radio 1/k. Estos circulos se
denommnan osculadores y sus centros son los centros de curvatura.

2 Considere una curva x(s) parametrizada por longitud de arco. Su vector
tangente t(s) describe una curva sobre la esfera unitaria. La longitud de
arco de la curva t, que denotamos por «(s), representa cuanto se han
desviado los angulos de la curva en tiempo s con respecto a los valores
angulares iniciales en s = 0. Demuestre que la curvatura s de x es igual
a la derivada de t respecto a s, es decir, o’ = k.

3 Demuestre que la torsién de una curva en R® coincide con la velocidad
angular del vector binormal con respecto a s.

4 Convierta un r-spline a su representacién ~-spline, o sea, exprese los ~;
en términos de los v;, vea 7.5.

5 Un ~-spline (v-spline) sobre los nodos ag,..., a2 con pardmetros
Y1y V2s e oy Ymt1 (P1ys- oy Vmyp1) €s también un y-spline (v-spline) sobre
una secuencia de nodos refinada ay = ag,...,0; = 5,041, 0i+2 = Qit1
yevesGmas = Qpao con pardmetros 1, ... ,Ymae (U1, --. , Umae). Ex-
prese los valores 4; (7;) en funcién de los ~; (v;) respectivamente.
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6 En 7.3 mostramos como se puede obtener el poligono de control de un
~v-spline s(u) a partir de su poligono de Bézier. Subdivida el poligono
de Bézier de un segmento de s(u) y construya el poligono de control
correspondiente de este segmento spline. Exprese los nuevos puntos de
control como combinaciones afines de los puntos de control dados, cf.
[Boehm ’85].

7 Verifique que los osculantes son afines y simétricos en términos de sus
nodos.

8 Considere el y-spline s(u) = s(u+4) sobre los nodos 0, 1, 2, 3, 4 con puntos
de control [1 1J%, [—1 1]%, [-1—1]%, [1 —1]¢ y pardmetros v = vy, = 7o =
v3 = 4. {Para qué valor de v s(u) interpola un circulo de radio p < v/2
centrado en el origen para u = 1,2,3,47 ;Para qué v, s(u) interpola a
este circulo en u = 1/2,3/2,5/2,7/27

9 Encuentre dos cubicas p(u) y q(u) con el mismo marco de Frenet en u = 0
tales que sus planos osculadores en u = 1 son paralelos pero diferentes.

10 Sea p(u) una curva polinémica de grado n que genere R". Demuestre
que cada i-ésimo subespacio osculador de p tiene dimensién i para ¢ =
0,1,...,n.

11 Encuentre un spline ciibico que consista de segmentos planos y con nodos
simples tales que cada uno de sus puntos de control es interseccién de 3
planos osculadores consecutivos Sf.

12 Sea p(u) una curva de grado n que genera R™ y sea P* su k-ésimo
subespacio osculador en w. Demuestre que cualquier interseccién Py =" N
P, converge a P/, cuando b tiende a a.

13 Considere el espacio de splines ciibicos sobre Z con matrices de conexién
_[-10 o o _ 1o [
C; = [ o 1] parai =1,....my C; = [01} para todos los' demés no-
dos. Muestre que tres planos osculadores en nodos consecutivos pueden
intersecarse en una recta.

14 Encuentre los spline base (en el sentido de 7.12) del espacio de splines
cubicos del Ejercicio 13. Trate de que en su base haya el mayor niimero
posible de B-splines.

15 Construya una base para el espacio de splines ctbicos del Ejercicio 13,
cuyos elementos tengan soporte minimo.



8 Subdivision uniforme

8.1 B-splines uniformes — 8.2 Subdivision uniforme — 8.8 Subdivision iterada
— 8.4 La matriz de subdivision — 8.5 Derivadas — 8.6 Subdivision estacionaria
— 8.7 Teoremas de convergencia — 8.8 Cadlculo del esquema de diferencias —
8.9 El esquema de los cuatro puntos — 8.10 Andlisis del esquema de los cuatro
puntos — 8.11 Ejercicios

Los splines se simplifican mucho si los nodos son simples y estan uniforme-
mente espaciados. En este caso dos B-splines de un mismo grado difieren
por una traslacién, lo cual permite una evaluacién eficiente por medio de un
método matricial o a través de una tabla de valores precalculados. Por esta
razon, se han ideado algoritmos simples para convertir una representacion
B-spline arbitraria en una representacién B-spline sobre una secuencia de
nodos més fina pero satisfaciendo la condicién de estar uniformemente espa-
ciados. Estos algoritmos son prototipos de toda una clase de algoritmos que
se denominan algoritmos de subdivisién estacionaria.

8.1 B-splines uniformes

Los B-splines sobre la secuencia de nodos Z se pueden definir como en 5.3 y
también por convolucién, usando la férmula de la derivada de 5.7. Sea

{ 1 para 0<u<1

NO(w) = .
(u) 0 en caso contrario

el B-spline constante por trozos sobre los nodos 0 y 1, vea la Figura 5.4.

Usando la férmula de la derivada de un B-spline N™(u) de grado n sobre los
nodos 0,1,2,...,n + 1 se obtiene por la recursién

Nj(u):/ (NI (v) = N1 (v — 1))dv i=1,...,n,
0
que se puede rescribir

Nj(u):/o NIt (u — t)dt
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o también

NI (u) /R N7 u — t)NO(t)dt

= N/7'x N

la cual se denomina convolucién de N7~! con N°. La Figura 8.1 ilustra
esta construccién recursiva. En lo que sigue consideramos los trasladados
N"(u—1) y los denotamos como en los Capitulos 5y 6:

N (u)=N"(u—1) .

7

— =
111 4>
0 1 2 3
2
‘ N
I, . —
0 1 2 3

Figura 8.1: Construccién del B-spline uniforme N?(u).

8.2 Subdivision uniforme

La combinacién afin de puntos c¢; ponderados

$"(w) = 3 N7 (u)

con B-splines uniformes sobre Z se denomina un spline uniforme sobre
Z. Subdivisién uniforme es el calculo de la representaciéon B-spline de
s™(u) sobre la secuencia refinada de nodos 1 Z.

Para esta representacién introducimos los B-splines escalados M™(u) =
N™(2u) y sus trasladados

M (u) = M™(u—1i/2) = N"(2u — i),

vea la Figura 8.2.

La construccién de la representacion sobre la secuencia refinada

s"(u) =) biM; ()
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M? N2

7 K3

=

0 i/2 1 t+n+1
Figura 8.2: Escalamiento de un B-spline uniforme.

no es dificil. Para n = 0 se tiene
s"(u) = Y c;N{(u)
= Z ci(Mg;(u) + My, (u))

y por lo tanto

0o _ 0o _ .
by, = by =¢ .

Para n = j + 1 > 0 la recursién para los B-splines uniformes implica lo
siguiente:

"w) = Y el (w)

_ /]R Z N/ (u — t)N°(t)dt

_ /R > bl M (u — 6)[MY(t) + MY(1))dt
LS bl )+ M )

1. ) .
= Y0l e

y por lo tanto
. 1. .
bt = §(bg—1 +b7) .
Este calculo recursivo de los b} se denomina el algoritmo de Lane y
Riesenfeld [Lane & Riesenfeld ’80].

Dado un poligono de control primero se duplican todos los puntos
de control y posteriormente se construyen los poligonos conectando
los puntos medios repetidamente.

La Figura 8.3 ilustra esta construcciéon para n = 3. Los puntos negros corres-
ponden al poligono original, los cuales se duplican. La secuencia de circulos
en el cuadro superior derecho de la Figura 8.3, denota el poligono para n = 1.
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Chaikin

Figura 8.3: Subdivisién uniforme.

En los dos cuadros inferiores los circulos pequenos siempre indican vértices
del poligono previo.

Observacion 1: La construccion anterior para n = 2 se denomina el al-
goritmo de Chaikin aunque fue estudiado anteriormente por de Rham
[Rham ’47].

Observacion 2: Se tiene

s”“(u):/ s"(t)dt =s™ + N =s" « N™ .
u—1

8.3 Subdivisién iterada

El algoritmo de la subdivisiéon uniforme se puede describir de una manera
mas compacta utilizando una notacién matricial.

Sea

Q
I

C_1CpCy ]

Bn =] ... bbbl
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las matrices formadas por los puntos de control de un spline uniforme s™
de grado n sobre Z y %Z, respectivamente. Entonces el procedimiento de
Lane-Riesenfeld dado en 8.2, puede rescribirse

B():CD y Bj+1:BjM, ij,...,n—l,

donde D y M son las matrices bi-infinitas

—_

M=1/2 11
1

La multiplicacién por D corresponde duplicar cada punto de control y la
multiplicacion por M equivale al calculo de los punto medios de pares con-
secutivos de puntos de control. Entonces la matriz

S, = DM™,

representa el operador de subdivisién para los splines uniformes de grado n.
El proceso de subdivision se puede repetir. Aplicando S,, = DM™ dos veces,
se obtiene el poligono de control del spline s™ sobre %Z. Esto significa

s"(u) = Y NP (u)
> bPN(2u)
= Y arNi(4u) ,

donde
[...a_1a0 ai }:C’Snsn .

Observacion 3: En 6.3 se demostré que la secuencia de los poligonos de
control

Cp=CS*

del spline s™ sobre 277 converge a s™ cuando k tiende a infinito.
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8.4 La matriz de subdivision

La matriz de subdivision Sy = DM para los splines lineales por trozos se
obtiene directamente de la Figura 8.3

1 1 21
5125

Similarmente la matriz de subdivisiéon Sy para splines cuadraticos por trozos
(algoritmo de Chaikin) resulta

1 1 3

31
525 13 31
y en general la matriz S, es de la forma
S - ap ay e Ap+1
" ap ap oo Qp4 ’

donde a; es el coeficiente binomial

1
ai:2_”<n—i,_ ) .
(3

Otra derivacién de S,, estda dada en la Observacién 5 de 8.8.

La multiplicacion del poligono de control C' por la matriz de subdivision S,
nos conduce a las ecuaciones de refinamiento

n n
by, = § cjazi—2; y by, = § CjA2i+1-25,
J J

las cuales se pueden combinar en una sola expresion.

b} = E Cjli—2j -
J

8.5 Derivadas

La derivada de un spline s(u) = > ¢;N/*(u) sobre Z tiene una forma particu-
larmente simple. Especializando la identidad (1) de 5.6 obtenemos

s'(u) = V&N H(u)
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donde Ve¢; = ¢; — ¢;_1 denota la diferencia hacia atrds. Entonces la derivada

s’ estd controlada por el poligono de diferencias VC = [... Vg, ...]
obtenido del poligono de control C' = ... ¢; ...] de s. Es mds, sean
Cr=1[...cl...]=0C(S,)*

los poligonos de control obtenidos de C' por subdivision k veces. Entonces
las representaciones de s y de su derivada, ambos sobre 27*Z, son

s(u) =) cfNP(2")

s'(u) =Y 2M(VeF)NP T (2R
Por lo tanto, subdividiendo s’ obtenemos los poligonos diferencia VCy,

2V Cy, = (VO)(Sn_1)k .

Entonces, %Sn_l aplica VO, en VCy41. Por esta razon %Sn_l se denomina la
matriz del esquema de diferencias asociada con el esquema de subdivision

representado por S,.

8.6 Subdivision estacionaria

Generalizando 8.4 podemos considerar una matriz de subdivisién bi-infinita
de la forma

a_1 Oy O
.01 g Q1

donde los elementos «; son nimeros arbitrarios que satisfacen ), a; =
> @2i41 = 1 y s6lo un ntmero finito de los «; son diferentes de cero.

Iterando la subdivisién se obtiene la siguiente secuencia de poligonos de con-
trol

Cr=1[...cF...]=CSk .

K2

Esta secuencia converge uniformemente a una curva continua c(u) si

sup || ¢k —e(27%) | — 0.
i — 00

La convergencia uniforme de los poligonos C}, a c(u), sobre cada compacto
implica que los splines constantes por trozos

cr(u) = 3 cEN} (u)
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también convergen a c(u), que es uniformemente continua sobre intervalos
compactos.

Una condicién necesaria y suficiente para la convergencia uniforme fue dada
en [Dyn et al. '91] y [Micchelli & Prautzsch '87].

Los poligonos de control Cy, convergen uniformemente a una curva
uniformemente continua c(u) si y solo si los poligonos diferencia
Ve convergen uniformemente a cero.

La prueba de este hecho esta en 15.3. Véase también los Ejercicios 3 y 4.

8.7 Teoremas de convergencia

Consideremos ahora una secuencia Cy = [... c¥ ...] de poligonos arbitrarios,

3
no necesariamente obtenidos por subdivisiéon y supongamos que la secuencia
de poligonos 2F¥V2C,, las segundas diferencias divididas, converge uniforme-
mente a cero. Entonces por 8.6, los poligonos primera diferencia dividida
2FVC}, convergen uniformemente a una curva uniformemente continua, d(u).
Por lo tanto, las primeras diferencias VC}, convergen uniformemente a cero

y los poligonos C}, a una curva uniformemente continua c.

Este hecho implica que el spline constante por trozos
dy(u) = Z 28V el NP (2Fu)
v que los splines lineales por trozos

co(u) =) cf N (2")

convergen uniformemente a d(u) y c(u), respectivamente. Como

ci(u) :c’il—i—/ dy(t) dt
0

y como integracién y convergencia uniforme conmutan, resulta

En consecuencia c es diferenciable y ¢/(u) = d(u). Una aplicacién repetida
de este resultado resulta en el siguiente teorema general:

Si la secuencia de poligonos 2F"NV" 1Oy converge uniformemente
a cero cuando k tiende a infinito, entonces ¢ es una curva C”.
Ademds para todo i = 0,...,r, los poligonos 2¥*V'C), convergen
uniformemente a las derivadas ¢’ de una curva c, r veces conti-
nuamente diferenciable.
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8.8 Calculo del esquema de diferencias

Para utilizar los resultados de 8.7 debemos calcular los poligonos diferencia
VCy. Sea C = [...¢; ...] un poligono de control y S la matriz de subdi-
vision como en 8.6. Tal como se explicé en 8.4, los vértices b; del poligono
subdividido B = CS se calcula usando la ecuacion de refinamiento

bi: E Cjt; 25 .
J

Multiplicando por el monomio z* y sumando sobre i obtenemos el polinomio

de Laurent
E bizz = E E Cjai,2j22j i=2j
i i g

g c;z% E a2

7 k

el cual se puede expresar de manera compacta como:

b(z) = c(2?) - a(z) .

El factor

a(z) = Z gzt
k

no depende de C'y se denomina el polinomio caracteristico del esquema
de subdivision S. Note que cada esquema de subdivisién tiene un tnico
polinomio caracteristico y viceversa.

La representacién de esquemas de subdivisién por polinomios caracteristicos
permite obtener fiacilmente sus esquemas de diferencias asociados: Multipli-
cando las diferencias Vb; por z* y sumando sobre i obtenemos el polinomio
de Laurent
Vb(z) = > Vb2 =b(z)(1-2) .
1

Sustituyendo la ecuacién para b(z) se tiene
Vb(z) = c(2%)a(z)(1 - 2)

= V(:(;;Q)Oz(z)ll_;zz2

a(z)

= Vc(z? )

c(z )1 s

La suposicién > ag; = Y ag;+1 = 1 establecida en 8.5 es equivalente a
a(—-1) =0 y «(l) =2. Por lo tanto (1 + z) es un factor de a(z), lo cual
implica que
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es el polinomio caracteristico del esquema de diferencias asociado con

S.

Observacién 4: La matriz de subdivision D para un spline constante por
trozos sobre 7Z dada en 8.3, tiene polinomio caracteristico

J()(Z) = (1 +Z) .

Observacion 5: La matriz %Sn_l definida en 8.4 representa el esquema de
diferencias correspondiente al algoritmo de subdivisién para splines de grado
n sobre Z, vea 8.5. Por lo tanto el polinomio caracteristico o, (z) de S,, esta

dado por

on = %(1 + 2)on—1(2)
= i(l + Z)QUn_Q(Z)

= 27714 2)"0p(2) =27 (1 4 2)" T,

lo cual prueba de manera distinta la identidad a; = 27" ("Tl) de 8.4.

8.9 El esquema de los cuatro puntos

Como un ejemplo de los resultados anteriores presentamos el esquema de los
cuatro puntos de Dyn, Gregory y Levin [Dyn et al. ’87]. Dado un poligono
Py =[...p? ...] se construye una secuencia de poligonos P, = [... p¥ ...]
de la forma

Pgi—: = P§+2
pil = —wpl g+ (1/2+w)pf, + (1/2 +w)pl, —wpl |

donde w es un parametro de diseno para controlar la forma de la curva. La
construccion correspondiente se ilustra en la Figura 8.4.

Note que cada poligono Py obtenido por medio del esquema de los cuatro
puntos, interpola al polinomio previo Py. Los algoritmos de subdivisién con
esta propiedad también se denominan esquemas iterativos interpolantes.

Observacién 6: Sea p(u) una curva cibica y sea

el poligono dado por p? = p(i), i € Z. Si w = 1/16 entonces todos los
poligonos Py, obtenidos a través del esquema de los cuatro puntos también
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k+1
Ps

Figura 8.4: Esquema de los cuatro puntos - construccién de p'g“.

yacen sobre la ctbica, concretamente
P =p(l+i/2").

.Entonces el esquema de los cuatro puntos tiene precisién ciibica para w =

1/16.

Observacién 7: Usando la interpolacién polindmica de grado 2k — 1 en
abscisas equidistantes, se pueden construir esquemas de 2k puntos con pre-
cisién polinomial de grado 2k — 1. Véase [Kobbelt '94].

8.10 Analisis del esquema de los cuatro puntos

Por inspeccién de la definicién del esquema de los cuatro puntos se obtiene
su polinomio caracteristico

az) = —w+ 124w+ 4+ (1/24+w)* — w2
= (1+2)8(2) ,

donde
B(2) = —w +wz + 1/222 +1/22° + w2t — w2®

es el polinomio caracteristico del esquema de diferencias. Entonces se tiene

||Vp§j_l|| - WVP;C + 1/2Vp§+1 + wfoﬁrzH

(1/2 + 2|w]) sup [|VDy||

IN

y similarmente
VP54 11 < (1/2+ 2|w|) sup || VP -

Por lo tanto, para |w| < 1/4 los poligonos de diferencias VPj convergen a
cero y los poligonos Py convergen a una curva continua. Es més, de acuerdo
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a 8.7 la diferenciabilidad depende de las segundas diferencias 28V2Py,. De
8.8 se desprende que el esquema de diferencias asociado tiene el polinomio
caracteristico

v(z) = :—w+2wz+(1/2—2w)22+2wz3—wz4 .

Como previamente, en este caso también se puede demostrar que 2¥V2P,
tiende a cero si 0 < w < 1/8. Por lo tanto en este caso el esquema de los
cuatro puntos produce interpolantes C.

Observacién 8: Se puede demostrar [Dyn et al. '91] que el esquema de los
cuatro puntos produce interpolantes C* si 0 < w < (v/5 —1)/8 ~ 0.15. Sin
embargo, en general no produce curvas C?.

Observacion 9: El esquema de 2k puntos de Kobbelt produce interpolantes
C*=1 [Kobbelt "94]

8.11 Ejercicios

1 El B-spline uniforme N" se puede obtener como una convolucién de N°

n veces,
N™ = N% n xNO |

2 Use la relacién de recurrencia para B-splines uniformes de 8.1 para demostrar

SN =L S N ) =y /RNil.

3 Use la notacién de 8.6 para demostrar que ||c5; ™ —c¥|| y Hcgitrll —1/2(ck+

ck )|l estdn acotados por algin multiplo de sup; ||c¥|| - 3, el

4 Deduzca del Ejercicio 3 que la curva lineal por trozos Y. cFN}(27Fu)
converge uniformemente si las diferencias Vel convergen uniformemente
a cero.

5 Sea Si la matriz del algoritmo de subdivisién de splines uniformes de
grado k dada en 8.4 y considere la secuencia de poligonos

Cr=Ch1Sp, k=1,2,3, ... |

donde Cy = [... ¢; ...] es un poligono de control arbitrario. Demuestre
que los poligonos Cj, convergen a una curva C'*°, [Rvachev ’90].
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6 Considere los splines uniformes s, = > ¢;N/*(u) de grado n sobre Z.
Para cualquier entero r € N sea

Sp = Z b N (ru)

la representacién correspondiente sobre %Z. Demuestre que los puntos
de control b} se pueden calcular a través de la relacién de recurrencia.

0 _ _H1o — c:
bm’ - = b7‘i+r—1 =C

1
b = (bl + e 4B,

7 Considere dos matrices de subdivisién Ry .S con polinomios caracteristicos
a(z) y (1+2)a(z)/2. Dado el poligono C suponga que los poligonos C'R*
convergen a una curva c(u). Demuestre que los poligonos C'S* convergen

ala curva d(u) = [ | c(u)du.
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La manera més sencilla de construir una superficie consiste en barrer una
curva en el espacio, por ejemplo en la representacién de Bézier. Los puntos
de control de esta curva se mueven a su vez siguiendo curvas de Bézier, cuyos
puntos de control definen la superficie.

La representacién de la superficie por medio de estos puntos de control tiene
propiedades similares a la representacién de Bézier univariada. Por esta razéon
se puede trabajar con estas superficies aplicando los algoritmos para curvas.
También, se pueden construir volimenes multidimensionales barriendo una
superficie o un volumen en el espacio de manera que sus puntos de control se
mueven a lo largo de diversas curvas. Andlogamente se obtienen mallas de
control con propiedades similares de las de representaciones de curvas.

9.1 Productos tensoriales

Para mostrar como se construye una superficie producto tensorial a partir de
curvas, sean

Ao(u)y ..., Ap(u) 'y Bo(v),...,By(v)

dos conjuntos de funciones independientes y consideramos la curva
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Cada uno de los puntos de control de esta curva yace sobre una curva de
Bézier

a; =a;(v) = Zbiij(v) .
=0

La superficie p dada por

p(u,v) = Z Zbiin(u)Bj(v) .

i
se denomina superficie producto tensorial

Es facil ver que los productos A; B; también son linealmente independientes.

Observacion 1: El producto de dos funciones es una funcién producto
tensorial especial

ZaiAi(U) : ijBj(v) = ZZaibin(u)Bj(v) :

Observacién 2: La expresién uv + (1 — u)(1 — v) es una funcién producto
tensorial. Nétese sin embargo que esta expresién no es el producto tensorial
de una funcién de v y una funcién de v, vea la Figura 9.1.

A

U
Figura 9.1: La funcién uv + (1 — u)(1 — v).

Observacién 3: Sean A;(u) y B;(v) los polinomios de Lagrange, ver 4.2,
con nodos ug, ..., Um Y Vo, ...V, definidos por A;(ug) = 8 y Bj(v) = 0;,
tal como la ilustra en la Figura 9.2. Entonces la superficie producto tensorial

p(u,v) =Y Z pi;j Ai(u)B;(v)

i

se denomina superficie de Lagrange. Esta superficie interpola los puntos
Pij, como ilustra la Figura 9.3.
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Figura 9.3: Superficie de interpolacién.

9.2 Superficies producto tensorial de Bézier

En esta seccién veremos como extender a las superficies tensoriales de Bézier
las técnicas desarrolladas para curvas. Esto también facilitara la extension
de las técnicas de B-splines al caso de superficies.

Una superficie polinémica b(u) = b(u,v) es de grado m = (m,n) si es de
grados m y m en u y v, respectivamente. La pareja de transformaciones afines

u=c1(1—5)+dis, v=rco(l—1t)+dst

mantiene invariante el grado de b, es decir, b(s,t) = b(u(s,t)) es también
de grado m en s = (s,t). El polinomio b(s,t) se puede considerar como un
polinomio de grado n en t cuyos coeficientes son polinomios de grado m en
s. Entonces b(s,t) tiene la representacién de Bézier

b(s,) = D_bi(M)B"(s) = 3 3 by B (5)B} (1) ,

i
0 en notacién mas compacta

b(s) = > iB(s) |

donde i = (i, j).
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Los coeficientes b; se denominan los puntos de Bézier de b(u) sobre el
intervalo [c,d] = [c1,d;] X [c2,d2]. Cuando estos puntos se conectan como
indica la Figura 9.4 nos referimos a la configuracién resultante como la malla
de Bézier de b. La variable s se denomina parametro local y u es el
parametro global.

bOn

Figura 9.4: Una malla de Bézier.

Como en el caso de las curvas, las superfices tensoriales de Bézier heredan
las propiedades de los polonomios de Bernstein.

e La simetria de los polinomios de Bernstein implica
b(u) =) byB(s) =Y bui;BL() |
i ij
donde s = (1 — s,t), ete.
La utilidad préctica de la simetria consiste en que para parametrizar el mismo

parche tomando como origen otro vértice, simplemente se invierte el orden
de todas las filas o columnas, o de ambas.

Como una curva pasa por su primer y dltimo punto de Bézier, se tiene que

e ¢l borde de la malla de Bézier determina las cuatro curvas frontera
del parche b[c, d].

Por ejemplo, se tiene

b(Cl, 1}) = ZbOjB;L(U) .

En particular, resulta que

e las cuatro esquinas del parche y de su malla Bézier coinciden, esto es:

b(Cl,dl) = boo, b(Cl,dQ) = bOn s etc.
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Como los polinomios de Bernstein suman uno,

e sus productos también forman una particion de la unidad,

Y BP=>1-By=1.
i J

e Por lo tanto b(u) es una combinacién afin de sus puntos de Bézier
y la representacion de Bézier afinmente invariante .

Como los polinomios de Bernstein son no negativos en [0, 1], se tiene que
e para todo u € [c,d], b(u) es una combinacién convexa de los b;.
Por lo tanto

e el parche b[c,d] estd contenido en la capsula convexa de sus puntos
de Bézier.

Observacion 4: Usando la propiedad de la capsula convexa para cada com-
ponente se obtiene una caja de acotacién para el parche b[c, d],

b(u) € [minb;,maxb;] para ué€ [c,d] ,

donde minb; es el punto cuya primera coordenada es el minimo de las
primeras coordenadas de los bj; y de modo similar se definen las demas
coordenadas de minb;. La definiciéon de mazb; es andloga. Ver la Figura
9.5.

Figura 9.5: La caja de acotacién.
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9.3 Formas polares del producto tensorial

Sean Ao(u), ..., An(u)y Bo(v), ..., B,(v) bases para los espacios vectoriales
de polinomios, hasta grado m y n, respectivamente.

Denotamos por
Ailur .. up) y Bjvr... vy

las formas polares correspondientes. Entonces la superficie producto tensorial

b(u.v) = Y0 3 by Ai(u) By(v)

i
tiene forma polar tensorial

b[u1 ...um,vl...vn} = ZZbiin[ul...um]Bj[vl ’Un] .
J

%

Esta forma polar satisface las siguientes tres propiedades.

e bluy,..., Up,v1,...,0,] coincide con b(u,v) sobre su diagonal,
esto es blu,...,u,v,...,v] = b(u,v)
e bluy, ..., Un,v1,...,0,] essimétrica en las variables u; y en las varia-
bles v;,
esto es

bls1...8myt1 ... tn] =but ... Upm,v1 ... 0]

para cualesquiera permutaciones (S1,...,8m) Y (t1,...,t,) de (u1,...,up) y
(v1,...,vy), respectivamente.
e bluy,...,Up,v1,...,0,] es afin en cada una de las variables.

Los puntos de Bézier de b(u,v) sobre un intervalo [a,b] X [¢,d] se pueden
obtener directamente del teorema fundamental 3.2. Para cualquier u fijo, el
polinomio b(v) = b(u,v) tiene puntos de Bézier

b;(u) =blu ™ u,c?Fecd. . d,j=0,...,n,
y para cada j, el polinomio b;(u) tiene puntos de Bézier

b =bla™ > ab.i.bc" I cd. 1. d] .

Entonces hemos demostrado la siguiente version del teorema fundamental
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El polinomio b(u,v) del producto tensorial cuya forma polar es
blu1, ..., Um,v1,...,0,] tiene puntos de Bézier

b;j =bla"ab.t. bcm I cd. 1. d
sobre el intervalo [a,b] X [c,d].
La forma polar bluy, ..., Uy, v1,...,v,] del producto tensorial se puede cal-

cular utilizando la generalizacién del algoritmo de de Casteljau a partir de
los puntos

bj(u) =bluy ... upm,c™Fed.d.dl, j=0,...,m ,

y éstos a su vez, se pueden determinar a partir de los b;;. Como los puntos
de Bézier son tnicos, el polinomio b(u,v) de un producto tensorial de grado
< (m,n) tiene una unica forma polar bluy, ..., Um, V1, ..., V).

9.4 Conversion entre las formas monomial y
de Bézier

La forma monomial de una superficie tensorial polinémica
MU m\ (n\ 1,
b(u,v) = ;Ogakl(k> (l>u v
se puede expresar en forma abreviada usando la siguiente notacién vectorial
m
b(u) = Z ax <r11{1> uk |
k=0
donde u = (u,v),k = (k,l) y m = (m,n).

Convertir b(u) de la forma monomial a la forma de Bézier sobre [0, 1]z[0, 1]
resulta sencillo. Aplicando dos veces la férmula de conversién de 2.8 se obtiene

bw) = > biB(u) .

donde )
bi = Z (11{) ak .
k=0

Similarmente, aplicando dos veces la expresiéon de 2.9 se obtiene la férmula
para convertir de la representacién de Bézier a la monomial

ay = Zk:(—m’f“*i*j (t‘) b; .

i=0
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Observacién 5: Si b(u) si es un polinomio bilineal, es decir, una aplicacién
bi-afin, entonces a, = 0 para todo k < (1,1). Por lo tanto, los puntos de
Bézier de b(u) estdn dados por

b;; = ag +iaig + jagr +ijan
b(i/m,j/n) .

Esta propiedad se denomina precision bilineal de la representacion de
Bézier.

Figura 9.6: Malla de Bézier uniforme bilineal.

9.5 Algoritmo de de Casteljau

Una superficie polinémica en la representacién de Bézier es,

b(w) = > biB(s) |

y se puede evaluar en s = (s,t) aplicando el algoritmo de la Casteljau para
curvas, (m +2) o (n + 2) veces. Esto conduce al siguiente algoritmo para
superficies:

Use el algoritmo de de Casteljau para calcular

1. los puntos b; = Z?:O bi; B} (t) y
2. el punto b(u) de la superficie dado por 21‘10 b; B (s) .

Observacién 6: Por ejemplo, considere el polinomio b(s,t) = > bijB?jYQ(s, t)
cuya matriz de Bézier aparece en la esquina superior izquierda de la
Figura 9.7. Esta Figura ilustra el algoritmo mostrando los 8 = 4 - 2 pa-
sos de de Casteljau para t = 1/2 y tres pasos para s = 2/3 en la ultima fila.
Cada flecha corresponde a un paso.
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Figura 9.7: Evaluacién de un producto tensorial con el algoritmo de de Casteljau.

Observaciéon 7: También podemos aplicar el algoritmo de de Casteljau
Bézier primero a la filas de Bézier para s = 2/3 y posteriormente a las
columnas para t = 1/2 tal y como se ilustra con las matrices y flechas a
trazos. Es més, se puede alternar arbitrariamente las operaciones sobre filas
y columnas, como se ilustra en la Figura 9.7 con matrices y flechas punteadas,
lo cual es importante pues el corte del algoritmo varia si m es distinto de n.

Observacion 8: La propiedad de subdivisién del algoritmo de de Casteljau
descrita en 3.3 muestra que los puntos de Bézier de b(s,t) sobre [0,1] x

[0,t] ¥ [0, 1] x [t,1] son ciertos Bézier puntos intermedios calculados con este
algoritmo.

Observacién 9: El polinomio b(u, v) definido en la Figura 9.8 tiene matrices
de Bézier

0 00 6 10 1 1 10
9 1.0 7 y |11 1 2 13
10 1 1 10 4 0 4 18

sobre [0,1] x [0,1/2] y [0,1] x [1/2,1], respectivamente.

9.6 Derivadas

Las derivadas de una superficie tensorial también se pueden obtener usando
los algoritmos para curvas. La primera derivada parcial de una superficie

b(s) = Y biB(s)
tiene la representacion de Bézier
0

— _ 10 m—1,n
bs—%b—mZA b; B, (s) ,
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Figura 9.8: Evaluacién usando el algoritmo de de Casteljau alternando s y .

donde A0b; = bit1,; — by j, vea la Figura 9.9.

b(ln Amb“n

bmn

b(m bm()

Figura 9.9: Los puntos de Bézier A'b; de la derivada by,.

Derivando repetidamente se obtiene la férmula general

Qrtr m!
b= A9b; B4
0s10t" (m —q)! Z v ’

donde A? = AOALT = AVIACT=1 vy ml = mInl y q = (¢,r). En
particular, se tiene que bgg, b1g,bo1 generan el plano tangente de b en
(u,v) = (0,0) y que la torsién cruzada estd dada por

bst (07 0) = mnAllbOO
= mn(b1; —big —bor +bgo) ,

vea la Figura 9.10.

Observacion 10: Por la simetria de los polinomios de Bernstein la propiedad
anterior es también vélida en las otras tres esquinas del parche definido sobre
[0, 1]«[0, 1].
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byo

Figura 9.10: La torsién cruzada A'bgg.

9.7 Conexiones simples C”

El teorema de Stark de 3.10 conduce también a una condicién necesaria y
suficiente para garantizar la conexién C” de dos parches b(u) y c(u) da-
dos por mallas de Bézier bg,...,bm ¥y Co,...,Cm sobre [ug,u1] X [vg,v1] y
[, us] X [vo,v1], respectivamente:

Las derivadas de b y ¢ coinciden hasta orden r sobre u = uy si y
solo si los puntos

bm—r,j;---abmj = Cpjy---5Crj

forman el poligono de Bézier compuesto de una curva de grado r
sobre [ug, u1,us] para todo j =0,...,n.

La Figura 9.11 ilustra una conexién C! simple para m = 3, n = 3 y donde

Ai = Aui.

Ay Ay Ay Ay

Figura 9.11: Conexién C* de dos parches bictibicos.
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9.8 Interpolacién C! biciibica por trozos

Los esquemas de interpolacion para curvas también se pueden extender facil-
mente a productos tensoriales. Ilustramos este proceso para el caso de inter-
polacién ciibica discutida en 4.5.

Dados (m + 1) x (n + 1) puntos p;; a interpolar que corresponden a los
valores de los pardmetros (u;,v;), para ¢ =0,...,my j =0,...,n, nuestro
objetivo es construir una superficie producto tensorial, s(u,v) bicibica C*
por trozos tal que s(ui, vj) = p;;. En concreto, para cada (i,j) construimos
puntos de Bézier bs; 3;,...,bsiy335+3 que definen el segmento de s sobre
[, wit] X [vj, vjqa].

Sea P = [p;;] la matrix (m +1) x (n+ 1) formada por los puntos de interpo-
lacién. Nétese que los elementos de P son puntos y no escalares. Sean S'y T
las matrices (m+1) x (3m+1) y (n+1) x (3n+1) de los esquemas de inter-
polacion lineales sobre las abscisas ug, ..., Uy ¥ vo, .- ., Vs, respectivamente,
tal como se describe en la Observacién 9 de 4.5.

Entonces la interpolacién tensorial basada en las matrices S y T se describe
en dos pasos.

1 Interpole cada columna de P, calculando A = S*P.
2 Interpole cada fila de A, calculando B = AT.

Entonces los puntos de Bézier buscados son los elementos de la matriz B =
[b;;] = S*PT. La Figura 9.12 presenta una ilustracién.

Note que la interpolacién de las filas y de las columnas es intercambiable.
Esto es, por interpolacién de filas se obtiene C* = PT y por interpolacién de
columnas resulta entonces B = S'C = S'PT.

Claramente s(u;,v;) = bs;3; = pij vy si S y T generan interpoladores C*,
s(u,v) es diferenciable en u, y como los pasos 1 y 2 conmutan, también es
diferenciable respecto a v.

Observaciéon 11: Una aproximacién a la superficie se puede obtener de
manera andloga al presentado en 4.6 para curvas.

9.9 Superficies de topologia arbitraria

La interpolacién proporcionada por superficies producto tensorial es excelente
para interpolar los vértices de una malla rectangular, en cada nodo de la
malla inciden exactamente 4 cuadrildteros. Sin embargo no toda superficie
se puede descomponer en parches rectangulares, tal que sus fronteras formen
una malla regular. Esto se ilustra en la Figura 9.13.
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Poo

Am.3n

Figura 9.12: Esquema de interpolacién del producto tensorial.

En estos casos, una solucion es refinar la malla y transformarla en una malla
no regular de cuadrildteros, como en la Figura 9.14.

Adn asf, resulta complicado construir una superficie C'! con trozos rectangu-
lares que formen una malla arbitraria. Las construcciones dadas en 9.7 sélo
permiten conectar tetraedros de parches en vértices interiores. Una mane-
ra de resolver este problema sera estudiada en los capitulos 13 y 14. Otra
opcion consiste en la utilizacién de parametrizaciones singulares, las cuales
consideraremos en el resto de este capitulo.

9.10 Parametrizacion singular

Considere un parche de Bézier

b(u,v) = ZbijBf;"(u,v) ,

con una singularidad en (u,v) = o, esto es, con bgy = b1y = bg; = by tal
como se ilustra en la Figura 9.15 para m = n = 3.

Las derivadas parciales b, y b, son cero en (u,v) = (0,0), o sea, la parametriza-
cién de b es singular en (0,0) y la expansién de Taylor de b alrededor (0,0)

es de la forma .
b(u,v) = Zaijulvj ,

donde a;g = ag; = a;; = o. En general, el plano tangente de b en (0,0) no
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Figura 9.14: Dos posibles conversiones a mallas de cuadrildteros.

esta definido. Sin embargo, si bgg, bag, bg2 son independientes y coplanares
con by v bya, si ademas bo; yace al mismo lado de la tangente bggbog que
bp2 vy si byis yace al mismo lado de la tangente bggbge que bog, entonces
b(u,v) admite una parametrizacién regular en una vecindad de (0,0). En
particular, en este caso b(u,v) tiene un plano tangente bien definido [Reif
'93, Teorema 3.3].

9.11 Splines bictbicos C! de topologia arbitraria

En general, es posible construir superficies de Bézier bictibicas, C'! por trozos,
de topologia arbitraria, si trabajamos con parches regulares mas los parches
singulares descritos en 9.10, [Reif '93]. Cualesquiera dos parches adyacentes
tendran conexién C'! simple, pero algunos de los parches seran singulares. En
primer lugar describiremos la construcciéon de este tipo de spline y posteri-
ormente utilizaremos esta técnica para el caso de una malla de cuadrilateros
con topologia arbitraria.
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b03
b33

bU:bl():bOlzbﬂ b3

Figura 9.15: Una malla de Bézier singular.

Una superficie bictibica con conexiones C'! estd determinada por los puntos
de Bézier internos de cada parche, marcados con circulos o en la Figura 9.16.
Los puntos de Bézier de la frontera se denotan por [y e calculados como el
punto medio del segmento que une los puntos de Bézier adyacentes.

Noétese que los puntos de Bézier interiores vecinos a una esquina compartida
por tres o més de cuatro parches deben coincidir, para que las conexiones
a lo largo de las curvas que emanan de este punto sean C''. Un punto que
tiene esta propiedad se llama vértice extraordinario. Los parches ubicados
alrededor de un vértice extraordinario tienen un mismo plano tangente en
ese punto solamente si los puntos de Bézier interiores conectados por lineas
punteadas en la Figura 9.16 son coplanares y si satisfacen las condiciones
dadas en 9.10.

Figura 9.16: Un spline C" bictbico.



140 9. Superficies producto tensorial

Observacion 12: La condicién de coplanaridad mencionada anteriormente
puede ser satisfecha, en general, solamente si cada parche b tiene a lo sumo
un vértice extraordinario. Esta hipdtesis siempre se cumplira si cada parche
se subdivide en cuatro subparches.

Observacion 13: Los puntos de Bézier interiores o determinan el spline
completamente, pero deben satisfacer ciertas restricciones para garantizar
que la superficie sea C'. A dichos puntos Reif los denomina puntos de
cuasi control.

Observacion 14: Reif también ha propuesto una aplicaciéon proyectiva que
convierte mallas de control arbitrarias en mallas de cuasi control que satis-
facen las condiciones de arriba, vea el Ejercicio 6. En 14.6. presentamos un
método més general.

9.12 Ejercicios

1 Generalice el algoritmo de generacién de curvas de 3.5 a superficies pro-
ducto tensorial.

2 Generalice el algoritmo de generacion de curvas por diferencias hacia
adelante presentado en 3.6 a superficies producto tensorial.

3 Generalice el algoritmo de interseccion de curvas de 3.7 a productos ten-
soriales.

4 Implemente un esquema, de interpolacién basado en los splines C'! bictibicos
de 9.11 para interpolar los vértices de una malla arbitraria de cuadrilateros.

5 La subdivisién de cada parche biciibico del spline C! de 9.10 en cuatro

subparches sobre [0,1/2]2,...,[1/2,1]? corresponde a un refinamiento de
la malla de cuasi control, vea la Observacién 13. Desarrolle esta cons-
truccion.
6 Considere 2n vectores ci,...,Ca, que generan R® y sea ¢; = cos(il).
Demuestre que los vectores dy,...,ds, dados por
Co C1 . Con—1
C_1q Co . Con—2
[dl dgn] = [Cl an]
Cl—2n C2-2n ... Co

son coplanares.

7 Extienda la interpolacién de Hermite para curvas, discutida en 4.4, al
caso de las superficies tensoriales en su representacion de Bézier.
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parches triangulares

10.1 Polinomios de Bernstein multivariados — — 10.2 Simples de Bézier — —
10.3 Precision lineal — 10.4 El algoritmo de de Casteljou — 10.5 Deriwadas —
10.6 Convexidad de superficies funcionales — 10.7 Limitaciones de la convexidad

— 10.8 Ejercicios

La representacion de Bézier sobre triangulos es la generalizacién natural de
la representacion de Bézier univariada y es util particularmente en el caso de
datos dispersos. Con la excepcién de la propiedad de variacién decreciente,
bésicamente todas las propiedades pueden ser generalizadas. Conociendo la
representacién de Bézier sobre un tridangulo, los resultados se pueden extender
facilmente a dimension mayor obteniéndose la representacion de Bézier sobre
un simplex multidimensional, véase el Capitulo 19.

10.1 Polinomios de Bernstein multivariados

Debido a su simetria, la mejor descripcién de los polinomios de Bernstein es
en coordenadas baricéntricas. Sea A un tridngulo con vértices agp,a;,as en
R? y sea u = [uvw] las coordenadas baricéntricas de un punto x € R? con
respecto a A. Entonces escribimos x = Au = agu + a;v + asw, vea 1.2.

Procediendo como en 2.1, el cédlculo de la expansion trinomial

n!
15k

uivlwk |

lz(u—i—v—i—w)"zz

.5,k

donde 0 < 4,5,k, 1+ j+ k = n, conduce a los polinomios de Bernstein de
grado n

Z’ijk

Biji(w,v,w) = 2 ’

estos se pueden abreviar como

B =B = (1)
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dondei = (i,4,k) € {0,1,...,n}3 y |i| = i+j+k = n. La Figura 10.1 ilustra
dos ejemplos y la Figura 10.2 provee el listado canénico de los polinomios de
Bernstein de grado n = 3.

2 .2
Bipe=w

2 _
Bijy=2uv

g

a ap

Figura 10.1: Dos polinomios de Bernstein de grado 2.

Boos WwWw
Bio2  Boi2 Juw?  3vw?
Byo1r Biii Box 3ulw  Buvw  3viw
Bsoo Boig  Biag  Boso uuU 3uv  3uv? VUV

Figura 10.2: Los polinomios de Bernstein ciibicos ordenados canénicamente.

Noétese que sélo dos de las tres variables de los BI*(11) son independientes.
Como es usual u representa pardmetro local con respecto a A y x es el
parametro global.

Estas definiciones se pueden generalizar a un simplex A de dimensién d > 1.
Los correspondientes polinomios de Bernstein multivariados se definen de
manera anéloga
ny - n! : ;
n _ 1 __ 20 ld
Bl'(n) = (,)nl = z,d!uo oy
donde i = (ig,...,iq) € {0,1,....,n} L |i| =g+ -+ +ig =n, y u =
(ug, - ..,uq) son coordenadas baricéntricas de un punto x respecto a A. Los
polinomios de Bernstein en dimensién d verifican las propiedades siguientes:

e Los polinomos de Bernstein de grado n son linealmente indepen-
dientes.

Esto se puede verificar dividiendo

Zb;ﬂuﬁ =0
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por ug, lo cual conduce a

i1 id __
E bivi' ... vy =0,
donde vy = ug/ug. Como los monomios son linealmente independientes se

tiene que todos los b; son cero, lo cual termina la verificacion.

Existen ("gd) polinomios de Bernstein de grado n. En consecuencia dichos

polinomios
e forman una base para el espacio de polinomios de grado total < n,
sobre d variables.

e son simétricos, esto es, Bi'(u) = BJ; (m(u)) para cualquier per-
mutacion .

e sus raices yacen sobre las caras del simplex A. En particular

1 ’ik =N
B!'(eg) = .
i (®x) { 0 para i <n o,
donde ey, . ..,®s son las columnas de la matriz identidad de dimensién

d+1.

e forman una particion de la unidad
Y Bru)=1.

e son positivos para u > 0,

lo cual es la razén porque usualmente se trabaja con polinomios de Bernstein
definidos sobre su simplex de referencia A.

e satisfacen la relaciéon de recurrencia
n o n—1 n—1
Bi'(n) = uoB", + - +udB;

1—®q

donde B? = 1y B = 0si1i tiene alguna coordenada negativa y li—e;| = n—1.

10.2 Simples de Bézier

Como los polinomios de Bernstein forman una base, toda superficie polinémica
b(x) tiene una tunica representacién de Bézier,

bx) = > bi By (1)
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Figura 10.3: La malla de Bézier de una superficie cibica.

con respecto a un simplex de referencia ag ... ay. Los coeficientes b; se
denominan puntos de Bézier de b y son los vértices de la malla de Bézier
de b(x) sobre el simplex A, vea la Figura 10.3, donde d =2 y n = 3.

Las propiedades de simetria de los polinomios de Bernstein se traducen en
propiedades correspondientes para las representaciones de Bézier de superfi-
cies:

o Los puntos by son los puntos de Bézier de b con respecto a
7 Yag ... aq), para cualquier permutacion .

e Los puntos de Bézier de b(x) restringido a cualquier cara de di-
mension inferior de A coincide con la “cara” de la malla de Bézier.
Por ejemplo para cualquier § < d

b(X) = ZbiomisO...OBZ)...i,;(W) )

donde v son las coordenadas baricéntricas de x con respecto a ag ... as.

En particular, en los vértices del simple ag ... ag se tiene
b(aO) :bnO...O P b(ad) :bO...On 5

yque
n(bp-110..0 — bno,..0)

es la derivada direccional de b respecto a a; — ag en ag.

Como los polinomios de Bernstein suman uno,
e b(x) es una combinacién afin de sus puntos de Bézier.

En consecuencia,

e [a representacion de Bézier es invariante por transformaciones afines.
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Como los polinomios de Bernstein son no negativos sobre el simplex de refe-
rencia,

e b(x) es una combinacién convexa para todo u > o.
Por lo tanto,

e la superficie b(A) yace en la cdpsula convexa de sus puntos de control.

10.3 Precision lineal

Todo polinomio lineal
b(m):U0p0+'~+udpd:Pu, l=wug+-+uqg ,

admite la siguiente representacion de Bézier de grado n > 1.

b(u) = [uppo + -+ uqpd] ZB_ELA(U)
= ZbﬂBf(M),

los puntos
b; = [iopo + - +i4pal/n = Pi/n

son los vértices del refinamiento uniforme del simplex pg...py, vea la
Figura 10.4.

003
102 r

201
300

030
q

Figura 10.4: Particién uniforme del tridngulo pqr.

Observacién 1: La evaluacién de un polinomio lineal b(11) en los puntos b;
resulta en sus puntos de Bézier,

b(i/n) =b; o b(u) :Zb(ﬁ/n)Bg(u) .
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Esta propiedad de la representaciéon de Bézier se denomina precision lineal.

Observacién 2: Como consecuencia de la Observacion 1, la superficie fun-

cional
X

b(x) = [b(x)] , donde b(x) =Y b;BI',

tiene puntos de Bézier [al b;]*, donde na; = [ag...a4]i, como se ilustra en
la Figura 10.5. Los b; se denominan los ordenadas de Bézier y las a; las
abscisas de Bézier de b(x).

Figura 10.5: Una funcién cuadrética con su poliedro de Bézier.

10.4 El algoritmo de de Casteljau

Un simplex de Bézier b = Y b; B" se puede evaluar facilmente usando una
generalizacion del algoritmo de de Casteljau. Usando repetidamente las rela-
ciones de recurrencia de los polinomios de Bernstein, tal como se hizo para
curvas, primero se obtiene

b(x) = > biB'(n)

li|=n

> biBI )

|i|=n—1

y posteriormente, después de n — 2 pasos
b(x) = Z b; BY (1) = bogo

li|=0

donde
b,‘, - [bﬁJreg ...b i+ed]u .

La Figura 10.6 ilustra un ejemplo.
Los puntos intermedios b, [i] < n del algoritmo de de Casteljau, en su or-
denacién candnica, forman un esquema tetraédrico. Si x yace en un simplex

A, entonces todos los pasos del algoritmo de de Casteljau son combinaciones
convexas, lo cual garantiza su estabilidad numérica.
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Figura 10.6: La construccién de de Casteljau.

10.5 Derivadas

Las derivadas parciales de un polinomio de Bernstein son féciles de calcular.

Sean o, . .., uq las variables independientes. Entonces se obtiene
0> ’
1o} _
—B'=nB"! | etc,
8’11,]‘ J

donde B; =0, si j tiene una coordenada negativa. A continuacién considere
una recta

x(t)=p+tv,

donde v = agug + -+ +aqvg y vo + --- + vg = 0. Esta recta determina la
curva b(x(t)) sobre la superficie

b(x) = b(u) = ZbﬁBf(u) ‘

Su derivada respecto a t, en t = 0 esta dada por

Dub(p) = Lb(x(t))]
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donde
¢j = vobjte, + -+ Vabjye,

lo cual se abrevia por ¢; = Ayb; tal como se ilustra en la Figura 10.7.

Figura 10.7: Las diferencias c;.

De manera similar se pueden calcular derivadas de orden superior. Una
derivada direccional r-ésima Dy, ... Dy, b tiene coeficientes de Bézier
AY' ... AVrb;, donde |j| = n — r. El operador diferencia AV conmuta con
los pasos del algoritmo de de Casteljau debido a que tomar combinaciones
afines es una operacién conmutativa, vea 2.6.

Por lo tanto podemos calcular la derivada r-ésima, realizando n — r pasos de
de Casteljau seguidos por 7 pasos de diferencias. En particular, se obtiene que
los puntos byg. g, -- -, bo...01 calculados en el pentltimo paso de de Casteljau
generan el plano tangente de b en x.

Observacion 3: Si d = 2, podemos considerar la malla de Bézier de un
polinomio b(x) = > b; B*(u) como una funcién lineal por trozos p(x) sobre
apajas. Entonces

e La derivada direccional Dyp(x) de la malla de Bézier contiene los pun-
tos de Bézier de Dyb(x).

Este hecho se ilustra en la Figura 10.8 para una superficie funcional.

10.6 Convexidad de superficies funcionales

En la presente secciéon nos restringiremos al caso de dos variables. Esto es,
d=2 y u=[u,v,wl.

Dada la representacién de Bézier de un polinomio b(x) sobre un tridngulo
apajag, se denomina poliedro de Bézier de b(x) sobre A al polinomio
p(x) a trazos que interpola las ordenadas b; en las correspondientes abscisas.
Demostraremos que
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Figura 10.8: La derivada de una malla de Bézier.

si el poliedro de Bézier p(x) de un polinomio b(x) es convezo,
entonces b(x) es también convezo.

El reciproco no es cierto en general. Véase 3.13, Ejercicio 11.
Para la prueba, sea
Vop=az2—a;, Vi=Q4qy—az2, V2=a;—4a
tal como se ilustra en la Figura 10.3 y sea
buy = Dy, Dy, b

la segunda derivada de b con respecto a las direcciones v, y v,, ¥ puv(x)
denotard su poliedro de Bézier.

El poliedro de Bézier p(x) es convexo si y sélo si cada par de tridngulos
adyacentes forman una funcién convexa. Esto se satisface precisamente, si

po1 <0,p12 <0 y P20 <0,

vea la Figura 10.9. Debido a la propiedad de la capsula convexa esto implica
que bgr < 0,b12 <0,y byg <0, y también que

bopo = —bor—bo2 = 0,
bin. = —bio—byo > 0,
bao = —byg—0by > 0.

. ., 2
Como cada direccion v € R” se puede expresar como

v=av,+ /v, , donde af <0 y urveq0,1,2} ,
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Figura 10.9: Convexidad de una malla de Bézier.

podemos rescribir la segunda derivada Dy, Dy b como la suma de tres términos
no negativos

DyDyb = a?b,,, + 2a8b,, + 3%b,, >0,
lo cual prueba la convexidad de b. <

Observacién 4: Un poligono convexo en el plano siempre representa una
curva convexa. Para mallas de Bézier triangulares en el espacio esto no es
cierto en general, tal como lo ilustra la Figura 10.10.

Figura 10.10: Parche cuadratico no-convexo con malla de Bézier convexa.

10.7 Limitaciones de la convexidad

Sabemos que los polinomios funcionales cuyos poliedros de Bézier son con-
vexos también son convexos. El reciproco, sin embargo, no es cierto en gene-
ral. Considere el polinomio cuadratico

b = 3B200 — B1o1 + 3Boo2

ilustrado junto con su poliedro de Bézier en la Figura 10.11.

Esta malla de Bézier es claramente no convexa, pero b es convexo. Concre-
tamente, las segundas derivadas parciales son bgg = b1; = 6 y by = 2.
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Figura 10.11: Un polinomio convexo con malla no convexa.

Entonces para cualquier v = avgy + fvi # o se tiene

DyDyb = a®byy + 2aBbo; + 3%b11
4+ BY) +2(a+B)? >0,

lo cual significa que b es estrictamente convexo.

Note que todos los poliedros de Bézier de b de grado mas alto también son
no convexos, pues para cualquier representacion de Bézier de grado n del
polinomio constante by; = 2, las ordenadas de Bézier son iguales a 2. Este
resultado es sorprendente porque los poliedros de Bézier de b convergen a b
cuando n tiende a infinito, vea 11.9. Por lo tanto tenemos una secuencia de
funciones no convexas con un limite estrictamente convexo.

Otro resultado negativo fue observado por Grandine [Grandine ’89]. Con-
sidere un cuadrildtero abdc no convexo tal como se ilustra en la Figura 10.12
y sean b y ¢ dos polinomios con contacto C' a lo largo del segmento ad. Si
b y c tienen mallas de Bézier convexas sobre adc y abd, respectivamente,
entonces tienen que ser lineales sobre ad.

Figura 10.12: Dominio cuadrilateral no convexo.

Se desprende del contacto C! que by = ci4 (= Dy, Dy,c) sobre ad. Como
existen constantes positivas «a, 3 tales que vi = avs + vy, la convexidad de
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los poliedros de Bézier implica
bi1 = abio + Bb14 < 0 sobre la linea ad

y también que by; > 0. Entonces b1; = 0, lo que termina la prueba.

Este resultado tiene también una consecuencia sorprendente. Supongamos
que b tiene un poliedro de Bézier convexo sobre abc. Entonces sus poliedros
de Bézier sobre los triangulos abd, bed, y adc no pueden ser todos convexos
a menos que b sea lineal sobre las tres rectas ad, bd y cd.

Como b es convexo esto implica que b es lineal. Por lo tanto,

la  subdivision, tal como se describe en 11.3, no preserva
convexidad.

Sin embargo vea el Ejercicio 1 de 11.12.

10.8 Ejercicios

1 El polinomio de Bernstein B!*(u) tiene un iinico méximo sobre su tridngulo
de referencia. Este médximo se alcanza en u = i/n.

2 El operador de Bernstein B asigna a una funcién f, un polinomio de
grado n

Blf] =Y f(i/n)B} (n) .

Muestre que el operador de Bernstein aplica sobreyectivamente los
polinomios de grado m < n sobre polinomios de grado m.

3 Verifique que el monomio u®v? tiene la representaciéon de Bézier de grado

n>a+
131~/1 1 ]
o’ = a.flﬁ. Z (;) <g> Bl (u,v,w) ,

1

dondew=1-u—v,y=n—a—-0yapfy>0.

4 Calcule la representacién de Bézier sobre el tridngulo [(1)] [(1)] [8] del poli-
nomio en base monomial de grado n

b(z,y) = Z ar'yl .

0<i+j<n
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5 Sea A,p el operador diferencia definido recursivamente por

APb; = A*UPb . e, — AYTLPD,
_ Aaﬂ_lbﬂrezfeg _ Aa,ﬂ—lbﬂ
y Aoobﬁ = b,’1 .

Demostrar que
a B o ﬂ o
A%y, =373 < ) < ) (—1)o+=iTby
im0 j=0 \'/ \J
donde k =n—1i—j.

6 Usando la expansion de Taylor y el Ejercicio 5 demuestre la siguiente
férmula de conversion de la representacion de Bézier a la monomial

Sono= 3 £

0<a+p<n i

donde vy =n—a— (.
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Similarmente al caso de una variable, a cada polinomio le corresponde, de
manera Unica, un polinomio simétrico multiafin. Usando estos polinomios
simétricos es facil deducir algoritmos para evaluar, elevar de grado,
reparametrizar y subdividir representaciones triangulares de superficies de
Bézier. Esto generaliza lo desarrollado para polinomios univariados en el
Capitulo 3.

11.1 Polinomios simétricos

Cada superficie polinémica b(x) de grado total < n se puede asociar con
un tnico polinomio simétrico n-afin b[x; ... x,] sobre R? que tiene las
siguientes propiedades.

e b[x; ... X,] coincide con b(x)sobre su diagonal, esto es

e b[x; ... x,| es simétrica en sus variables, esto significa que para
cualquier permutacion (yi1 ... yn) de (X1 ... X,) se tiene

bly1...yn] =b[x1...X,]
e b[x; ... x,] es afin en cada variable, es decir,

bl(ax+(1—a)y), X2 ... x,] = ab[x, X2 ... X,]+(1—a)bly,x2 ... X,] .
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El polinomio simétrico b[x; ... x,] también se denomina la forma polar
[Casteljau ’85] o blossom de b(x) [Ramshaw ’87]. Para demostrar que para
cada b(z) existe el polinomio simétrico es suficiente verificar que éste existe
para todos los elementos de una base de polinomios. Considere una combi-

nacion lineal
b(x) = )Y ¢iCi(x)

de polinomios Cj(x) de grado n. Sean Cj[x; ... X;,,] sus polinomios simétricos
donde 1 = (i,7,k) > O y [|i] = n, entonces el polinomio simétrico de b(x) es

b[x; ... x,] = ZCﬁCﬁ[Xl cee Xp)

pues satisface las tres propiedades mencionadas anteriormente. Note que la
diagonal b[x ... x| puede tener grado menor que n a pesar de que b[x; ... X,,]
depende de n variables.

< (. o« o e AT — (" ] : .
En el caso que las C; sean los monomios Aij (r,y) = (n)x 1y, se obtienen los
polinomios simétricos elementales

. A .
Aij[xl...xn}: E To -tz yy L. Ys
a<---<f3
y<-<8

donde x4 = (o, Ya) ¥ @, -+, 8,7, ...,0 son i+ j enteros distintos, entre 1 y
n.

En el caso de que los C; son los polinomios de Bernstein Bf'(u) = (%

i
. i . n)ru , se
obtienen los polinomios

n i J k
Bl'luy ... u,] = g Ug *  UR Uy " Us We =+ Wy
a<---<pB
y<e<S
el <y
donde g, vy, we son las coordenadas de 1, y (o, ..., 58,7,...,0,&,...,p) es
una permutacién de (1,...,n).
Observacién 1: Los polinomios simétricos Bf*[u; ... u,] satisfacen la relacién
de recurrencia
n n—1 n—1 n—1
Bi'[uy ... up] = wi B, g .y o1 By (g . wp wn B [ g

Observacion 2: El vector u, de coordenadas baricéntricas, y el vector x de
coordenadas afines estan relacionados por

x =x(u) = [agajaz]u y u=u(x)=p+ [v1,v2]x ,

donde p; vy, v denotan las coordenadas afines asociadas al sistema de coor-
denadas baricéntricas. Como estas transformaciones son afines, a partir de la
forma polar a[x; ...x,], dada por las coordenadas afines, se puede construir
la forma polar b[u; ... u,] = a[Au; ... Au,] y reciprocamente. Esto es, se
tiene a[x; ...x,] = blu(xy)... u(x,)|.
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11.2 El teorema fundamental

La unicidad del polinomio simétrico y su relacion con la representacién de
Bézier estan dadas por el siguiente teorema:

Para cada superficie polinémica b(x) de grado < n existe un dnico
polinomio n-variado, simétrico, multiafin b[xy ... x,] con diago-
nal b[x ... x] = b(x). Es mds, los puntos

b =blp.i.pq.7.qr.*. 1]

1

son los puntos de Bézier de b(x) sobre pqr.

Prueba: Considere los puntos

bl=blp.i.pqg.7.qr.F.rx;.l. %], it+ti+k+l=n.

Como b = b[x; ... X,] es simétrico y multiafin, este punto se puede calcular
a partir de los puntos bY a través de la siguiente relacién de recurrencia

l -1 -1 -1
(1) b; = wb; o +ub;,, +wbi,, .
donde wu;, vy, w; son las coordenadas baricéntricas de x; con respecto a pqr,
véase la Figura 11.1, donde las aplicaciones multiafines simétricas distintas
deben diferir en alguno de sus argumentos [p .?. pq.?. qr .. r|.

Es més, si todos los x; son iguales a x, entonces la relaciéon de recurrencia
anteriror se reduce a la aplicacion del algoritmo de Casteljau para el calculo
de b(x). En consecuencia, como la representaciéon de Bézier es tnica, los
puntos b son los puntos de Bézier de b(x) sobre pqr y, adicionalmente,
puede haber solamente un polinomio simétrico y multiafin que coincide con
b(x) sobre su diagonal. <

11.3 Subdivisién y reparametrizaciéon

La férmula recursiva (1) ilustrada en la Figura 11.1 revela una propiedad
muy importante del algoritmo de de Casteljau: El calculo de b(x) genera
también los puntos de Bézier

bp..pq.l.qx.*.x], bp.i.px.J.xr.k. 1],

bx.i".xq.l.qr .k 1]
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Figura 11.1: El algoritmo de de Casteljau generalizado.

de b sobre pqgx, pxr, y xqr, respectivamente. La Figura 11.2 ilustra un
ejemplo para n = 3. Nétese que los puntos b[x;Xax3] estan etiquetados por
Sus argumentos XjXsXs.

Note que las mallas de Bézier de b(x) sobre pgx, pxr, y xqr forman parte de
una malla compuesta la cual se dobla sobre si misma si x yace fuera de pqr.
El célculo de esta malla compuesta se denomina subdivisién de la malla de
Bézier sobre pqr en x.

Dada la malla de Bézier de una superficie polinémica b sobre el tridngulo
par se puede calcular su malla de Bézier sobre un tridangulo cualquiera xyz a
través de un proceso de subdivisién, vea [Prautzsch ’84a, Boehm et al. '84].
Primero se subdivide la malla sobre pqr en x, luego se subdivide la malla
sobre xqr en y; y finalmente se subdivide, la malla sobre xyr en z, vea la
Figura 11.3.

La permutaciéon de pqr o de xyz resulta en una subdivision diferente. Es
recomendable subdividir siempre en puntos interiores para evitar combina-
ciones afines no convexas.

La Figura 11.4 ilustra un caso en el cual es imposible evitar combinaciones no
convexas con la construccion anterior, independientemente como se permuten
pqr y xyz.

Observacién 3: Para la construccién anterior se necesitan 3 - (”;2) =0(n?)
combinaciones afines

Observacién 4: Cada punto de Bézier b[x .. xy .Z. y z .. z] de b sobre
xyz se puede calcular usando el algoritmo de de Casteljau generalizado, vea
la Figura 11.2. Las combinaciones afines calculadas por este algoritmo son
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Figura 11.2: Subdivisién de una malla de Bézier.

r r

Figura 11.3: Reparametrizacién por subdivisién repetida.

convexas si X,y y z yacen en el tridngulo pqr.

Observacion 5: Para calcular la malla de Bézier sobre xyz por medio de las
(";2) aplicaciones del algoritmo de de Casteljau se necesitan (";2) . (”:;3) =

O(n®) combinaciones afines.

11.4 Convergencia bajo subdivision

La malla de Bézier de b(x) sobre un tridngulo pqgr es una buena aproximacién
del parche b si el tridngulo es suficientemente pequeno. Més concretamente,
sea pqr un triangulo y sea h su didmetro. Denotemos por

J

i z
i=p-+q +r-
n n n

un punto de coordenadas baricéntricas i/n. Entonces existe una constante

M independiente de pqr tal que
max ||b(i) — b;|| < Mh? .
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p z q

Figura 11.4: Tridngulos de referencia especiales.

Para la prueba sea D el diferencial de b[x,i... i = -+ = b[i...i,x]| en
x = i. Expandiendo el polinomio simétrico b[x; ... x,] alrededor de [i ... i]
se obtiene

b; = bli...i|+iD[p—i]+jD[q—i] + kD[r —i] + O(h?)

= b(i)+0(r) ,
lo cual concluye la prueba. <

Una aplicacion de esta propiedad se presenta en la préxima seccién

11.5 Generacion de superficies

Como consecuencia de la Seccion 11.4, la subdivision repetida de una malla de
Bézier produce aproximaciones tan buenas como se requiera de la superficie
exacta. Discutimos tres estrategias de subdivision:

1. Repitiendo la subdivisién siempre en el centro del tridangulo de referen-
cia, tal como se ilustra en la Figura 11.5 deja invariantes los didmetros
maximos de los tridngulos de referencia. Por lo tanto la secuencia de
mallas de Bézier obtenidas a través de esta estrategia de subdivision
no converge a la superficie.

Figura 11.5: Subdivisién en los centros.

2. La subdivisiéon uniforme de cada triangulo de referencia tal como se
muestra en las Figuras 11.6 y 11.7 genera una secuencia de Bézier mallas
de Bézier, que converge a la superficie.
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Figura 11.6: Subdivisién uniforme.
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Figura 11.7: Subdivisién por biseccién repetida.

3. La subdivisién uniforme de la Figura 11.6 es computacionalmente cos-
tosa y usa combinaciones afines, posiblemente no-convexas, véase 11.3.
Entonces para generar un parche, la mejor estrategia es la ilustrada
en la Figura 11.7. Es de bajo coste computacional y para su imple-
mentacion sélo se requiere de la evaluacién de combinaciones convexas.

Comparando con otros métodos de generacién de superficies se observa que
el método ilustrado en la Figura 11.7 es el més rapido conocido hasta ahora
[Peters '94].

11.6 El polinomio simétrico de la derivada

La derivada direccional Dyb(u) de una superficie polinémica en la direccién
v = [vg,v1,va]", |[v| = vg + v1 + vo = 0, también puede escribirse en términos
del polinomio simétrico bfuy ... 1,].

Se desprende de 10.5 o directamente por derivacién del polinomio simétrico
que

Dyb(u) = n(vybleou ... u]+vibleju ... u] + veblesu ... ul)
= nblvu...u] .
Claramente, nb[vus ... u,] representa el polinomio simétrico (n— 1)-afin de
Dyb(u).

Note que b[vuy ... u,] es afin en ug,...,u, y es lineal en v.
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Repitiendo el proceso de diferenciacién, se puede obtener los polinomios
simétricos de derivadas direccionales de orden superior c(u) =
Dy, ... Dy,b(u) con respecto a r vectores vy, ..., v,, concretamente,

n!
cligy ... uy,] = mb[\vl U /785 | P F U I

11.7 Conexiones C" simples

La subdivisiéon también es una herramienta 1til para describir ciertas condi-
ciones de diferenciabilidad sobre dos superficies polinémicas b(x) y ¢(x) a lo
largo de su curva comun en términos de sus puntos de Bézier b; y ¢; sobre
par y sqr, respectivamente. Véase la Figura 11.8.

bosg = coz0

Figura 11.8: La conexién C" simple de Sabin.

De 10.5 se desprende que las derivadas hasta orden r sobre el segmento qr
determinan y son determinadas por los puntos de Bézier b; y ¢; para i =
0,...,r. Esto nos lleva a la versién de Farin del teorema de Stark [Farin 86,
p.98]; véase también [Sabin *77], p.85.

Las derivadas de b y c coinciden hasta orden r sobre qr si y sdlo
si las primeras v + 1 filas de los puntos de Bézier de b y ¢ sobre
sqr también coinciden, lo cual significa que bls .?.sq.7. qr .%.
rj=c¢;,i=0,...,r.

Sobre pqgr y sqr, el polinomio b[x .7. x q .}. q r »77! r| tiene puntos de
Bézier b; y ¢;, respectivamente, donde ¢ < r,j <ly k > n—r—1I[. Los puntos
c; pueden calcularse a partir de los b; usando el algoritmo de de Casteljau ,
véase 11.3 y las Figuras 11.8 y 11.9.

Usando el teorema fundamental 11.2, lo anterior se puede rescribir de la
siguiente manera
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bgoz =Cgo3
,—m

& W ‘\\\.\\\. Q

\

p q

Figura 11.9: La conexién C? simple de Farin.

Las derivadas de b y ¢ coinciden hasta orden r sobre qr si y
s6lo si para todo | = 0,...,n —r los polinomios b[x .7. x q ...
qr™lr)ye[x.T.xq.t. qr "Il e son dguales.

Observacién 6: Los cuadrilateros sombreados de las Figuras 11.8 y 11.9 son
imagenes diferentes del cuadrilatero pqrs. En consecuencia, cualesquiera
m parches triangulares b’(x),i = 1...,m, alrededor de un vértice comin
tienen una conexién C' simple en ese vértice si y sélo si sus tridngulos-
parametros forman un poligono que es imédgen afin del poligono formado por
los respectivos tridngulos esquinas de las mallas de Bézier asociadas.

Observacién 7: Como dos polinomios son iguales si y sélo si, sus formas
polares coinciden, entonces b(x) y «¢(x) tienen las mismas derivadas hasta
orden r sobre el segmento qr si y sélo si sus formas polares satisfacen

b[x; ...x,q.l.qr.*.r]=c[x; ... x,q.7. qr k. 1]

para cualquiera Xi,...,X, y todo j y k tales que r + 5 + k = n. Esta
condicién se emplea en [Lai '91] para caracterizar splines C" multivariados
sobre triangulaciones arbitrarias

11.8 Elevacién de grado

Una superficie de Bézier polinémica de grado n siempre tiene también una
representacién de Bézier de grado m, para cualquier m > n. Tal como para
el caso de curvas, la conversion a una representaciéon de un grado mayor se
denomina elevacién de grado.

Dada una representacion de Bézier de grado n

b(x) = Zb,-,B‘-,"(u) , x=[parju ,
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de una superficie polinémica b(u) sobre un tridngulo pqr veremos como se
construye la representacién de Bézier de grado n + 1. Analogamente al caso
de curvas presentado en 3.11 utilizamos el polinomio simétrico b[x; ... x,,]
de b(z). Es ficil verificar que

1

n
C[XOH-Xn]:n_’_le[XO"'X? Xn]
=0

es multiafin, simétrica y coincide con b(x) sobre la diagonal. Entonces por
el teorema fundamental de 11.2 se tiene que los puntos

b; = clp/.pqJdlqrizr]

son los puntos de Bézier de b(x) sobre pqr en su representacién de grado
n+ 1.

b; = nj_ilb[ij’._.lpq.j}.qr.j?.r]
—|—n‘77_i1b[p Jopqittlqr Jzr]

J2 blp Jo J1 Jja—1
er [p . pqlt.qrizilr]

La Figura 11.10 ilustra la construccién asociada para n = 2.

bgp2 = coos
(]

bagy = €300 bz = Coso

Figura 11.10: Elevacién de grado en uno.

11.9 Convergencia por elevacién de grado

Repitiendo el proceso de elevacién de grado se obtienen representaciones de
Bézier de grado mayor

b(x):deBﬂT(m) , m>mn .
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Los nuevos puntos de Bézier di se pueden expresar facilmente en términos
de los b;. Tomando r = m — n, podemos rescribir

b(x)= > biBI'-1

li|=n

como
b(x) = Y bB'- > B

[i]=n lil=r

= DD i | BE
[k|=m \|i|=n
donde L
e = B Bi-i _ (3) (s '
B (i)

Entonces obtenemos la férmula de Zhou

dy = Z b;Gix

[i|=n

Vea[Farin ’86, de Boor ’87]. Sean i = (i1,142,i3) vy k = (k1, k2, k3). Entonces
Bix se puede escribir

n ﬁ k1—i1+1 ko ko—io+1 ks ks—iz+1
i/\m  m—i1+1)\m—i;  m—ii—is+1 )\ m—ii—isy m—n+1 )’

de donde concluimos que

i1 io i3
ws()Giat) Gras) (Gras)
il m m-n m m-n m  m-—-n
s (M) (R n\" (ke _n ) (ks _n\"
e = 1 m m m m m m

En consecuencia

Bie = By (k/m) + O(1/m)

y por lo tanto
di = » b Bl (k/m) +O(1/m) .

Por lo tanto podemos concluir que la malla de Bézier de grado m de b(x)
converge a b(x) linealmente cuando m tiende a infinito. Vea [Farin ’79,
Trump & Prautzsch '96].
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11.10 Conversion a la representacion tensorial
de Bézier

Sea b(x) un polinomio n-variado y sea b[xy,...X,] su forma polar, denota-
mos por Xg = X(8,t) una aplicacién biafin que envia el cuadrado unitario
[0, 1]% sobre un cuadrilatero convexo, vea Figura 11.11. Entonces el polinomio
reparametrizado

c(s,t) = b(x(s,t))
es un producto tensorial (n,n) en (s,t). La forma polar de este producto
tensorial estd dada por

1
C[Sl RS AT tn] = ﬁ Zb[x(slaTl) .. 'X(SnaTn)] )

donde la suma se extiende sobre todas las permutaciones (71,...,7,) de
(t1,...,tn). Laprueba de ésto se reduce a verificar que c satisface las tres pro-
piedades que caracterizan la forma polar de un polinomio: simetria, afinidad
en cada variable y restriccién a la diagonal.

Xo1 X11

X00

X10

Figura 11.11: Una reparametrizacién biafin.

Conociendo la forma polar del producto tensorial se puede aplicar el teorma
fundamental 9.3 para obtener los puntos de Bézier de c(s,t) sobre [0,1] x
[0,1]. Estos puntos son

ci; =c[077F01.%. 1,077/ 01 .9 1]

la cual puede rescribirse como

k

J
_ 2 : k—i—j j—k i—
Cij = ﬁijkb[XOO n+' R X00X01 Jh X01X10 ‘L k X10X11 - V- X11] 3

k=0

siendo n!f;;x el nimero de parametrizaciones de (0 "7/ 01 .7. 1) tales que
exactamente k 1’s estdn ubicados en las 1ltimas ¢ posiciones. Luego

g
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De 11.3 recordamos que los puntos

b[X()O ... X00X01 - - - X01X10 - - - X10X1] - - - Xll]

resultan de la subdivisién de la malla de Bézier de b(x) sobre xgoXp1X10 en
X11, véase también [DeRose et al. "93].

11.11 Conversion a la representacién triangular
de Bézier

Un producto tensorial b(z,y) de grado (m,n) tiene grado total < m + n.
Por lo tanto tiene una representacion de Bézier de grado [ = m + n sobre
cualquier tridangulo pqr. Para calcular esta representacién triangular, sea
b2y ... Tm, Y1 ...yn] la forma polar del producto tensorial de b(z,y). En-
tonces la forma polar (no necesariamente producto tensorial) de b(z) estd
dada por

1
clxy...x] = ﬁZb[acil T Wiy - i)

donde la suma se extiende por todas las permutaciones (i1 ...4;) de (1...1)
y x; = (x;,y;). Claramente, c satisface las tres propiedades que caracterizan
la forma polar.

Los puntos de Bézier de b(x) sobre un tridngulo con vértices p = [p1, p2]’,
q=[q1,q]" y r = [r1,r2]" puede obtenerse a través del teorma fundamental
11.2.

FEstos son los puntos

bijx = clp.?.pq.l.qr.k. 1]
= Z 5gﬁvb[p1 L. P1q1 ﬁ qiri . 1,
atpB+y=m

(e, 8,7)<(4,4,k)

P2 L% page TP qora KT o]

= ()G )

De 9.5 obtenemos que los puntos

donde

bp1...p1g1... 171 ... T1, P2 P2q2 ... q2T2 . . . T3]

aparecen en el algoritmo de de Casteljau para el producto tensorial usado
para calcular b(r) a partir de los puntos de Bézier sobre [pqr].
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11.12 Ejercicios

1 Considere un parche funcional con un poliedro de Bézier convexo. De-
muestre que la elevacién de grado y la subdivisién uniforme de la Figura
11.6 preservan la convexidad del poliedro de Bézier.

2 Existen parches paramétricos para los cuales la observacion del Ejercicio 1
no es valida. Produzca un ejemplo.

3 Generalice el algoritmo de interseccion de 3.7 para parches triangulares.

4 Sean vi =q—Ppy vy =r — . Muestre que la malla de Bézier b; sobre
par es plana si Ay, Ay, bi, Ay, Ay, bi v Ay, Ay, b; son cero. Por lo tanto
el maximo de estas diferencias es una medida de la planaridad del parche
de Bézier.

5 El almacenamiento digital de mallas de Bézier requiere cierto cuidado
en aras de la eficiencia, tanto desde el punto de vista de utilizacién de
memoria como de su acceso. Una manera eficiente de almacenar muchas
mallas de Bézier consiste en guardar los puntos b, , i +j +k =n de
cada malla en un arreglo lineal, digamos

a[L] = bijk

donde L = L(i, j) varfa desde 1 hasta (”;2) El acceso rapido se garantiza

si la funcién L se almacena en una matriz L = [L;;]. Dé una férmula
explicita para la funcién L del Ejercicio 5.
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Dados valores y derivadas de una funcién bivariada es facil construir un
interpolador polinémico por trozos usando la representacién de Bézier. Sin
embargo no existe una extension a superficies paramétricas arbitrarias, por
ejemplo, esferas. Para esto se requieren conexiones C” mds generales y/o
parametrizaciones singulares.

12.1 Interpolaciéon de Hermite

Dada una triangulacién 7" de un dominio poligonal de R? se puede construir
una funcién polinémica por trozos de grado 4r+1 que es r-veces diferenciable
e interpola cualesquiera derivadas dadas en los vértices de 7', hasta orden 2r.
La representacion de Bézier es una herramienta muy til para describir esta
construccién. La Figura 12.1 muestra un tridngulo de la trangulacion 7 y
las abscisas de Bézier del interpolador para este tridngulo en el caso r = 2,
vea 10.3. Hay tres tipos de abscisas de Bézier: las denotadas por e en las
cuales las derivadas estan prefijadas, aquellas en las cuales las ordenadas son
arbitrarias, etiquetadas con o y las abscisas @, @, ¢ cuyas ordenadas dependen
de los tridngulos adyacentes y estan determinadas por las condiciones de
conexion C”.
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AVAVAVAVAVAVA'
AVAVAVAVAVAVAVA
NN NN NN

Figura 12.1: Abscisas de Bézier para r = 2.

12.2 El interpolador de Clough-Tocher

Interpoladores de grado més bajo que los presentados en 12.1 se pueden
construir para datos correspondientes a topologias arbitrarias. Sin embargo,
ésto se puede hacer sélo a expensas de aumentar el nimero de parches. El
interpolador ciibico C' polinémico por trozos que se describe a continuacién
fue propuesto por Clough y Tocher [Clough & Tocher '65].

Dada una triangulacién 7 de un dominio poligonal en R?, subdividimos
cada tridngulo de 7 en un punto interior en tres microtriangulos, tal como
se ilustra en la Figura 12.2. Para cualesquiera valores y primeras derivadas
en los vértices de 7T se puede construir una funcién C! que serd ciibica sobre
cada microtriangulo.

Figura 12.2: Subdivisién de un macrotridangulo en tres microtridngulos.

La Figura 12.2 ilustra las abscisas de Bézier de un tal interpolador sobre un
tridngulo de 7. Las ordenadas de Bézier sobre las abscisas @ estdn dadas por
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los datos de interpolacion en los vértices. Las ordenadas en las abscisas ®, @, ©
se determinan por las condiciones de conexién C' a lo largo de las aristas
de 7 tal como se describe en 12.1. Las ordenadas en las abscisas o estan
determinadas por las condiciones de conexién C' a través de las aristas de la
triangulacion refinada. Esto significa que los cuatro puntos correspondientes
a cada cuadridtero sombreado en la Figura 12.2 son coplanares.

Observacion 1: El interpolador anterior es dos veces diferenciable en los
puntos de subdivision. Para una prueba considere el parche cuadratico
definido por las ordenadas de Bézier sobre las seis abscisas interiores @, e, 0,0
de la Figura 12.2. Como las diez ordenadas de Bézier sobre las diez abscisas
interiores @,8,@, 0,0 de la Figura 12.2 también constituyen la malla de Bézier
subdividida del parche cuadratico, la condicién de diferenciablidad se deduce
del teorema de Stark de 11.7.

12.3 El interpolador de Powell-Sabin

El problema de interpolacién 12.2 también se puede abordar con un inter-
polador C' cuadrético por trozos. Esto, sin embargo, requiere un ntimero atin
mayor de parches [Powell & Sabin ’77]. En esta construcciéon cada
macrotriangulo se subdivide en seis microtriangulos introduciendo puntos
interiores o y puntos < sobre las aristas, vea la Figura 12.3. Los segmentos
que conectan los puntos interiores, de tridangulos adyacentes deben intersecar
las aristas comunes en los puntos <. Si los puntos o son los incentros de los
tridngulos, entonces los segmentos que conectan los incentros de triangulos
adyacentes, en efecto, cortan sus aristas comunes en los puntos <. Véase
también el Ejercicio 5.

Figura 12.3: Abscisas de Bézier de la subdivisién de Powell-Sabin

Las ordenadas de Bézier en las abscisas @ estan determinadas por las condi-
ciones de interpolacion, las ordenadas denotadas por ¢ y o estan dadas
por las condiciones de conexién C! a lo largo de las aristas de subdivisién.

Las nueve ordenadas de Bézier que pertenecen al paralelogramo (de lineas



172 12. Interpolacion

interrumpidas) en la Figura 12.3 yacen sobre una superficie bilineal. Esto
implica C'!-continuidad entre macrotridngulos adyacentes.

12.4 Superficies de topologia arbitraria

Las conexiones C* simples descritas en 11.7, aunque suficientes para la mod-
elacion de superficies no paramétricas, no son suficientes para la modelacion
de superficies suaves arbitrarias.

En particular se tiene lo siguiente: usando solamente parches triangulares
regulares y conexiones C'! simples, es imposible construir una superficie cer-
rada a menos que sea de género uno.

La Figura 12.4 muestra ejemplos de superficies cerradas de géneros 0,1,2 y
3.

género 0 género 1 género 2
corte
género 3

Figura 12.4: Superficies cerradas de varios géneros: 0,1,2 y 3.

Para la prueba consideramos primero el caso cuando el género es cero y
procedemos por reduccién al absurdo. Considere una superficie cerrada de
género 0 compuesta de parches triangulares regulares unidos con conexiones
C' simples. Tal como se ilustra en la Figura 12.5, subdividimos la superficie
en dos pedazos, entonces por la Observacion 6 de 11.7, cada uno de éstos
se puede escribir en términos de una parametrizacién regular C'! sobre un
dominio triangulado simplemente conexo. Es mas, existe una aplicacion afin
que envia todos los triangulos frontera del primer dominio sobre tridngulos
que bordean el segundo dominio. Sin embargo, claramente, esto es imposible,
lo cual termina la prueba en este caso.

Note que al contrario de la situacién anterior, un toro o cualquier otra su-
perficie de género 1, se puede parametrizar por medio de una aplicacién C'*
regular sobre un rectangulo, vea el Ejercicio 1.

Finalmente, si una superficie de género n > 2 estuviera compuesta por
parches triangulares con conexiénes C! simples (vea 11.7), ésta se podria
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componente 1 componente 2

dominio 1 dominio 2

Figura 12.5: Separacién de una superficie de género en dos componentes.

cortar tal como se ilustra en la Figura 12.4 y podria parametrizarse sobre
un dominio triangulado con 2(n — 1) huecos cuyas fronteras corresponden a
los cortes. Tal como en la situacién anterior, en estas condiciones también
existe una aplicacién afin que envia los tridngulos frontera de un hueco en sus
tridngulos frontera adyacentes del hueco correspondiente. Esto, sin embargo
es imposible, por lo cual una superficie de género > 2 tampoco puede estar
compuesta de parches triangulares regulares con conexiones simples C'!.

12.5 Parametrizacién singular

Para modelar superficies suaves de topologia arbitraria hay que introducir
conexiones C! de tipo general, (las cuales se describen en el Capitulo 14) o
permitir parametrizaciones singulares. Para el caso de parches triangulares
se pueden utilizar las singularidades estudiadas en 9.10 para productos ten-
soriales. Sin embargo, es suficiente considerar las singularidades mas débiles
ilustradas en la Figura 12.6.

La Figura 12.6 muestra parte de la malla de Bézier de un parche triangular
polinémico
b(u,v) = Zb,-,B;"(u,v, l—u—w),

donde
boorn = b1,0,n—1 = bo,1,n—1

bi1n—2=abson_2+ Bbo2n-2+7boon
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malla de dominio triangular
Bézier v

b

boor

b2,0,n—2

Figura 12.6: Puntos de Bézier de una parametrizacién singular en un vértice.

cona,3 >0, a+ B+~ =1y puntos independientes bggy,, b2,0.n—2, b0 2,n—2.

Las derivadas de b(u,v) en u = (u,v) = (0,0) se anulan. Sin embargo, existe
una reparametrizacién u(x) tal que c(x) = b(u(x)), regular en x = u~*(o).

Después de una transformacion afin se obtiene

2 1 2 0
boon =0, baono2=—"—=|01] , boono=-—""-=
n(n —1) 0 n(n —1) 0

Por lo tanto, la expresién de Taylor de b(u) en u = (0,0) es de la forma

b(u) = {X(O“) +d(u) |
donde 2, o
xtw) = | Lo | = oulP)
y
la(w = O(ulf’)

Claramente, x e y son estrictamente monétonas en u y v para u,v > 0. Por
lo tanto x(u) es inyectiva en el dominio u,v > 0. Es mds, x(u) es regular
para u # 0. En consecuencia, ¢(x) = b(u(x)) es continuamente diferenciable
si ¢(x) tiene parciales continuas. Estas parciales estan dadas por

1 _
Ty Ty [dudv] |: Yo Ly :| ’

—1
c.c,| = |d.d, =
[ y] [ } |: Yu Yo :l TulYv — ToYu ~Yu Ly

lo cual conduce a

lez|l = O(J[ull) = O(VIIx]) -
De manera similar se puede argumentar para d,,. Por lo tanto, c(x) y conse-
cuentemente también b(u(x)), son continuamente diferenciables.

Observacion 2: Si «,3 < 0y 4af > 1, también se puede demostrar que
b(u) tiene un plano tangente continuo [Reif '95a.
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12.6 Splines C!' de grado cinco de topologia
arbitraria

Para construir superficies C'' de topologia arbitraria que interpolan planos
tangentes prescritos en puntos dados, se pueden utilizar parametrizaciones
singulares de parches triangulares. A continuacién describimos los ingre-
dientes basicos para construir estas superficies. Note sin embargo, que esta
descripcién no debe ser considerada como un método elaborado para la cons-
truccion.

Considere una malla triangular con normales especificadas en cada uno de
sus vértices, tal como se ilustra en la Figura 12.7.

Figura 12.7: Malla triangular con normales en los vértices.

Para cada cara de la malla se construye un interpolador de grado cinco tal
como se ilustra esqueméaticamente en la Figura 12.8. Dado un tridngulo de la
malla cuyos lados estan dados por lineas gruesas, los puntos de Bézier esquina
e y los puntos de Bézier adyacentes o (que coinciden con los anteriores) estan
dados por los vértices del triangulo.

El préximo anillo de puntos * y & alrededor de cada conjunto de puntos de
Bézier coincidentes se escoge de manera tal que yazcan sobre el plano tangente
prescrito en el vértice de su esquina y tal que los cuadrilateros sombreados
sean paralelogramos. Los puntos de Bézier restantes ¢ ,@ ,© se escogen de
manera tal que el resto de los cuadrilateros sombreados sean también para-
lelogramos.

12.7 Ejercicios

1 Construya una superficie cerrada de género 1, es decir, una superficie
topolégicamente equivalente a un toro, utilizando parches regulares con
conexiones C''simples.
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Figura 12.8: La malla de Bézier de un interpolador de grado cinco con singulari-
dades.

2 Muestre que no se puede modelar superficies abiertas C'' cuya frontera
tiene menos de tres esquinas, utilizando solamente parches regulares con
conexiones simples C'. La Figura 12.9 muestra dos tales superficies.

D)

Figura 12.9: Superficies abiertas sin esquinas y con dos esquinas.

3 Demuestre que se pueden modelar superficies C'' de topologia arbitraria
con parches triangulares cuadraticos singulares con conexiones C'! sim-
ples.

4 Demuestre que la superficie del Ejercicio 3, en general, podria contener
parches planos.

5 Dada una triangulacién de R?, conecte los centroides de cada par de
tridngulos adyacentes. Verifique a través de un ejemplo que estos seg-
mentos de conexién podrian intersecar otros triangulos.

6 Refute por medio de un ejemplo, que un elemento de Powell-Sabin tenga
un poliedro de Bézier céncavo o convexo si los tres planos tangentes
en las esquinas se intersecan encima de un punto interior del tridngulo
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dominio. Véase también [Floater 97, Carnicer & Dahmen ’92, Bangert
& Prautzsch '99].

7 Generalice el esquema de interpolacion Powell-Sabin para funciones mul-
tivariadas, véase también [Bangert & Prautzsch '99].
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La conexién C! simple discutida en 11.7 es demasiado restrictiva para la mo-
delacién de superficies regulares arbitrarias. Por esta razén, en esta seccion,
introducimos condiciones més generales para la conexién C' de superficies
interpolantes construidas con parches triangulares. Estas superficies nos per-
mitirdn disefiar modelos en 3D de topologia abitraria.

13.1 La conexién general C!

Sean p(x,y) y q(z,y) dos parches regulares C' que poseen una frontera
comun a lo largo de = = 0, es decir,

p(0,y) = a(0,y)

para todo y € [0,1]. La Figura 13.1 provee una ilustracién. Note que no se
requiere que los parches p y q sean polinémicos o que sean de tres o cuatro
lados.

Se dice que p y q tienen una conexién general C! o conexién geométrica
C' o simplemente una conexién G' a lo largo de = 0, si sus normales
unitarias coinciden sobre la frontera comun, es decir, si

X X
Pz XPy  dz X Qy para z=0 .

[Pz X pu” B la. x qv”

Equivalentemente, la continuidad G* también se puede caracterizar requirien-
do que existan funciones de conexién \(y), u(y) y v(y) tales que para todo
z =0y todoy

(1) APy = pidz +vqy Yy Au>0

con la posible excepcion de puntos aislados.
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Figura 13.1: Dos parches con un borde comun.

En particular, si p y q son polinomicos y tienen una conerion
G entonces las funciones de conexién son polinomios y salvo un
factor comun, se tiene

grado A < grado q.(0,y) + grado q,(0,y) ,
grado < grado p;(0,y) + grado qy(0,y) ,
grado v < grado p,(0,y) + grado q.(0,y)

Para la prueba se calcula el producto vectorial de ambos lados de la ecuacion
(1) con q, y gy. Se obtiene

APz X4z = VQyXdz Y
APe X4y = [Qz X qy -

Como q es regular, por lo menos una de las coordenadas de [q; x q,], es
diferente de cero. Como la ecuacién (1) se puede multiplicar por un factor,
podemos suponer que

A= [q.L X qy]l .
Esto implica
H= [px X qy]l y v= _[pz X qz]l )
lo cual prueba la aseveracion. <

Observaciéon 1: Frecuentemente, se fija A = 1, entonces p y v son, en
general, funciones racionales.

Observacion 2: La prueba anterior también es vélida cuando p y q son
funciones racionales. En este caso, las funciones A, y v son racionales y
salvo un factor comun, satisfacen los estimados de arriba.

Observacién 3: Cualquier conexién G se puede convertir en una conexién
simple C', por medio de un cambio de variable. Concretamente, si p y q
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satisfacen la condicién G*! dada por (1), entonces a(z,y) = p(z,y) y b(z,y) =
q(pw, vz + y) tienen una conexiéon C'! simple. Véase 9.7 y 11.7.

Observacién 4: El hecho de que dos parches se conecten G' a lo largo de
su frontera comun no depende de sus parametrizaciones. Sin embargo, las
funciones de conexién dependen de las parametrizaciones. El grado méximo
de las funciones de conexion es invariante bajo reparametrizacion afin.

13.2 Conexion de dos parches
triangulares cubicos

Considere dos parches triangulares

p) = SpiBi) vy a(m) = aBim)

donde 0 <1 = (4,5,k),|i]| =i+ j+k =3y p; = q; para i = 0. Esto significa
que los parches p y q estan conectados continuamente a lo largo de u = 0
y que sus planos tangentes coinciden en e; = (0,1,0) y @3 = (0,0,1). Esta
situacion se ilustra en la Figura 13.2.

Note que los cuadrilateros sombreados son planos pero no estan necesaria-
mente en correspondencia afin.

Poos = oo3

P3oo

Figura 13.2: Conexién G' y movimiento de los puntos interiores.

En general, los puntos interiores de Bézier p111 ¥ qi11, Se pueden
mover para lograr una conexion G* a lo largo de u = 0.

En particular, en esta seccién veremos como obtener una conexién suave
usando funciones de conexién A\(v), u(v) y v(v), que son lineales. Entonces la
condicién para la conexién G' a lo largo de u = 0 se reduce a una ecuacién
cibica en w = 1 — v. Denotando las derivadas parciales en las direcciones
®)—®3 Yy ® — @1, con los subindices 0 y 1, respectivamente, la ecuacién ctibica
resulta

Apo = pdo —vdqr , Au>0 .
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En v = 0, las derivadas pg, qp y q:1 son conocidas. Por lo tanto esta ecuacion
establece un sistema lineal en A\g = A(0), o = p(0) y vp = v(0), el cual tiene
una familia a un pardmetro de soluciones. Similarmente también se tiene
una familia monoparamétrica de soluciones para A, 1 y v1 en v = 1. Si
escogemos soluciones arbitrarias en v = 0 y en v = 1 éstas determinan las
funciones lineales A, u y v. Como una ctibica esta determinada por sus valores
y los valores de sus derivadas en dos puntos, en nuestro caso, v =0y v =1
y estamos interesados en la expresion de su derivada, entonces diferenciamos
la condicién para la conexiéon G, a lo largo de u = 0. En consecuencia se
obtiene
APo1 — pQo1 = vqi1 + Va1 — N'po+ #'qo .

Expresando po1, qo1, etc. en términos de los puntos de Bézier, en ®; obtene-
mos las ecuaciones

Poi = 6(Poos + Pi11 — Po12 — P102) »
qoi = 6(do21 + 9111 — do12 — qi20)
etc.

y expresiones similares para po1, qo1, etc. en @;. Los puntos qi11,91,90 ¥ Po
no dependen de pi111,q111 en v =0y v = 1. Sustituyendo estas expresiones
en la derivada de la condicién G, se obtiene una ecuacién lineal para pi11 y
qi11°

o A
—Ho —H1
donde wy y w son combinaciones de puntos de Bézier p; y q;, con la
excepcion de p111 y qi11- Este sistema tiene una solucion si la matriz

Ao A

—Ho —H1
es invertible. Por lo tanto, existe una solucién, a menos que A(y) : p(y) =
constante. Esta tltima situacién se ilustra en la Figura 13.3 <.

[P1119111] { } = [wow1] ,

9201

P3oo = Q3o

Po21 Po3o = Yo30

Figura 13.3: Configuracién critica.

En efecto, no hay solucién si A(y) : u(y) = constante, si los dos cuadrilateros
no estdn en correspondencia afin y si la frontera comin p(0,y) = q(0,y) es
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una ctibica regular, es decir, si qy(0,y) es una cénica que no pasa por el
origen.

Concretamente, rescribiendo la condicién G como

124
Pz — %qx = qu

notamos que su lado izquierdo es cuadratico y como q, también es una
cuadratica sin rafces reales, se tiene que v/ tiene que ser constante. Esto,
finalmente, contradice la suposicién de que los cuadrilateros de la Figura 13.3
estan en correspondencia afin.

Si qo,y es cuadrética o no regular, se puede verificar que existe una solucién
con funciones lineales A\, 1 y v. Vea el Ejercicio 3.

13.3 Un interpolador triangular G*

En 1985, Bruce Piper [Piper ’87] introdujo una técnica para construir super-
ficies cuadréticas G' que interpolan un conjunto de curvas ctibicas dispuestas
en forma triangular, tal como se ilustra en la Figura 13.4. A continuacion
presentamos esta construccion, pero evitando situaciones criticas, lo cual per-
mite su realizaciéon con parches ctibicos.

Figura 13.4: Una red triangular G' de curvas ciibicas.

Los “tridngulos” adyacentes de la red de cibicas se comportan tal como
se ilustra en la Figura 13.2. Por simplicidad, suponemos que no hay solu-
ciones criticas, tales como las ilustradas en la Figura 13.3. Entonces, cada
“tridngulo” se puede interpolar con un macroparche que consiste de tres
parches cibicos como se describe a continuacion. La Figura 13.5 ilustra es-
quematicamente la posicién de los puntos de Bézier del macroparche.
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Los puntos de Bézier o, en la frontera estdan dados por la red de cibicas.
Los puntos de Bézier e son los centroides de ternas de puntos vecinos o,
tal como se indica en la Figura 13.5.

Los puntos de Bézier e se determinan como en 13.2, de manera que
macroparches adyacentes se conecten G'.

Los puntos denotados con [ son los centroides de las ternas vecinas de puntos
e o o. El punto de Bézier W es el centroide del tridngulo .

Entonces los parches adyacentes del macroparche tienen conexiones C'! sim-
ples. Esto es similar al elemento de Clough-Tocher, véase 12.2.

Figura 13.5: El macroparche.

13.4 El problema del vértice compartido

Por medio de su construccién, Piper resuelve de manera implicita una di-
ficultad que se presenta cuando se trata de construir una conexién G' con
varios parches que comparten un vértice. Este se denomina problema del
vértice compartido y consiste en garantizar que todos los parches tengan
el mismo plano tangente en el vértice comin. Estas condiciones forman un
sistema ciclico.

Considere n parches (triangulares o cuadrangulares) p‘(z,y),i = 1, ... ,n
tales que

p'(0,2) =p"(2,0) ,

donde p"*! = p!, tal como se ilustra en la Figura 13.6, y
(2) )‘ipi:(ov z) = Mipg/+1(z7 0) + Vip?_l(za 0) .

con 3n funciones de conexién A;(z), u;(z) y vi(2).

Para z = 0, estas ecuaciones imponen restricciones sobre la derivada p’, y las
funciones de conexién.
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Figura 13.6: Un vértice compartido por n = 6 parches.

También se tienen condiciones sobre las segundas derivadas, las cuales se
obtiene diferenciando las condiciones para la continuidad G*, dadas por (2),

/i i il i+l I it1 i+1
)‘ipw + )‘lpxy - /’szy + /’Llpzy + VP, + ViPgz
las cuales se denominan restricciones de torsién. Para z = 0, estas ecua-
ciones forman un sistema lineal ciclico.

A1 — 1
—p2 Az
[piypgy] . =[ri...r,] ,

donde

/

ry = _)‘ipi + M;pgrl + l/z{pf;rl + Vipizl .

Escribimos este ultimo sistema de manera abreviada como TA = R.

13.5 El problema de la paridad

La matriz ciclica A, correspondiente a las restricciones de torsion tiene rango
n sin es impar, y rango n — 1 si n es par. Por lo tanto A es no singular sélo
para n impar.

Se tiene entonces, que las restricciones de torsién se pueden satisfacer si
el nimero de parches es impar. Cuando n es par, en general no se puede
garantizar que las restricciones puedan ser satisfechas. Para verificar este
sorprendente hecho, nétese que

detA = /\1.../\n—,u1...un

Calculando el producto vectorial de

Aipl = Py +vipl
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con pit!t = p! se obtiene

i+2 i+1

Ai s py = [P x pl AR

] : [ph x P,

lo cual implica que
TN : Tl = (~1)"

y, como \; # 0 para todo 1,

det A — =0 S%nes.par

#0 sinsimpar
Como la submatriz de A obtenida eliminando la primera fila y la primera
columna, tiene rango maximo entonces el rango de A es por lo menos n — 1,
lo cual termina la verificacion.

Observacion 5: Las restricciones de torsiéon, AT = R, se satisfacen si los
datos provienen de parches p!, ... ,p" que forman una superficie G'. En
particular este es el caso si los p’ resultan de reparametrizaciones locales de
un parche polinémico p.

Observacién 6: Sin =4y \,(0) = p/(0) = v(0) = 0, para i = 1,2,3,4
como se ilustra en la Figura 13.7, entonces las restricciones de torsién pueden
ser satisfechas, véase 9.7.

p2(0,0)
p3(0,0) / pL(0,0)
p;(0,0)

Figura 13.7: Tangentes opuestas iguales.

Observacién 7: Cuando se subdivide cada parche p?, tal como en la cons-
truccion de Peters, las restricciones de torsion siempre pueden ser satisfechas.
Véase [Peters "91].
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13.6 Ejercicios

1 Demuestre que el problema de la Seccién 13.2 siempre se puede resolver
si p v q son parches cuadraticos.

2 Resuelva el problema de la Seccién 13.2 para la siguiente configuracion

de piji's
1 [ 6
1 P111 1
P201 P111 Poi2 0 i 1
P300 P210 P120 P030 0 2] 4] 6
[ [ | | =160 0 0 0
4300 4210 q120 d030 0 0 | 1] 1
q201 di11 qo12 1 [ [ 5
-1 qi11 —1/2
o] | 1

3 Verifique que el problema de la Seccién 13.2, vea la Figura 13.3, tiene una
solucién con funciones lineales A = p y v, si q(0,v,1, —v) es cuadrética
o no regular. Sugerencia: Si q(0,v,1, —v) es cuadratico escogemos \ =
w=1.Siq(0,v,1,—v) = 0 para v = vy, escogemos A = u = (v —vg)c1 y
v = vcy, donde las constantes ¢; y ¢o se eligen de manera que se satisfaga
la, condicién G' para v = 1.

4 Demuestre que las restricciones de torsién de 13.4 se satisfacen si y sélo

si
/"Ll P /in
=t (1—-——7—
s=h ( A - )\n)
se puede resolver para t;, donde

:Mrn+...+ H1

TN A 2

5 La ecuacién s = 0 se puede interpretar como un sistema lineal en /4 (0),
v5(0) y v1(0). Este sistema tiene una solucién nica a menos que p2, = o.

6 Considere los parches cuadraticos

p(z,y) = Y pyBii(xy) vy
a(z,y) = Y ai; Bl (x,y)
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tales que las curvas frontera p(z,0) y q(z,0) coinciden y son ctbicas.
Vea la Figura 13.8. Y sean A, p y v, funciones de conexién de grado 1,1
y 3, respectivamente, tales que la condicién de continuidad G*

/\py(xv O) = ,upy(xa 0) + qu(z7 0)

y su derivada con respecto a x, en x = 0 y x = 1, se satisfacen.

Po1
Pu1
Poo = oo _
P4o = Q40
o1

Figura 13.8: Desplazamiento de los puntos de Bézier para garantizar la conexién
G para todo .

Demuestre que, en general se pueden ajustar los puntos p2; y qo1 de
manera que la condicién G' se satisfaga para todo z.
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Dos parches se pueden conectar suavemente si cada uno se puede parametrizar
de manera tal que todas sus derivadas hasta cierto orden son iguales en
cada uno de los puntos de su frontera comin. Para una reparametrizacion
arbitraria esta condicién para una conexién suave significa que, en cada punto
de la frontera comin las derivadas de ambos parches estan relacionadas por
una matriz de conexion. Esto es analogo al caso de las curvas.

En este capitulo consideraremos las condiciones de suavidad y las utilizaremos
para construir superficies de topologia arbitraria con un grado de suavidad
prescrito.

14.1 La conexién general C*

Sean p y q dos parches regulares con una curva frontera comin b.

2 (o) %B

\ poujq»v Jo

Figura 14.1: Una conexién general C*.
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Decimos que p y q tienen una conexién general C* a lo largo de b si para
cada by de b estos dos parches tienen una conexién local C* simple, repara-
metrizando si es necesario. Esto significa que localmente existen reparame-
trizaciones regulares u y v tales que pou y qo v tienen derivadas parciales
iguales a lo largo de la curva b hasta orden k. Notese que es suficiente repara-
metrizar uno solo de los parches, digamos q por vou™!, vea la Figura 14.2.
Una conexién general C* se denomina también conexién GX.

Figura 14.2: La conexién general C* simplificada.

Si p y q tienen una conexién G* en un punto by, de su frontera comtn,
entonces se puede construir una parametrizacion local C* proyectando sobre
un plano conveniente. Esto se deduce del teorema de la funciéon implicita.

v _ [ pouocgi(z,y) si (z,y) yaceen m(p)
r(z,y) = qovoq/,—l(%y) si (x,y) yaceen 7(q)

Figura 14.3: Parametrizacién por proyeccion.
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14.2 Conexiones G* usando curvas transversales

Un método para verificar si dos parches p y q tienen una conexion G* a lo
largo de su frontera comun b(¢) estd dado por:

Sib(t) es diferenciable, y si para cada by en b(t) existe una curva
reqular c(s) k veces diferenciable que yace en la unidn de p y q, e
intersecta transversalmente la curva b entonces p y q tienen una
conexion G*.

Probaremos este hecho por induccion sobre k. De acuerdo a nuestras hipdtesis,
P v q estan conectados continuamente. Por lo tanto es suficiente verificar la
condicién de conexién G* suponiendo que p y q tienen conexién G¥~1 a lo
largo de b para k > 0.

Supongamos que p y q estan parametrizados localmente alrededor de by =
b(tp) = c(sp) por una proyeccién 7 sobre un plano P, tal como se ilustra
en la Figura 14.2. Sin pérdida de generalidad podemos usar las coordenadas
afines x e y con respecto al sistema dado por wb y las derivadas de 7b y 7mc
en el punto why.
Es maés, sean
p= Pis ydy y a= iy ydy
derivadas parciales de p y q de orden i+ j = k — 1. Entonces la hipdtesis de
induccién implica
p(mb(t)) = q(7b(?)) .
Derivando esta expresién con repsecto a t en t = tg
Pz(0) = a. (o) .
Entonces sélo queda por verificar

k
;’—yk[p@ _qlo)]=o .

Como la curva c(s) es k veces continuamente diferenciable obtenemos

)
o = le(s) ~ el

= @[p(wc(s)) —q(me(s))]s=sy -

Usando la regla de la cadena podemos expresar esta derivada en términos de
la derivada de 7c y las parciales de p y q. Entonces como 7c/(sg) = (0,1) y
se tiene
3k
o = Tyk[P(X) —a(x)]e=0 ,
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lo cual concluye la prueba.&

Observacién 1: Si la curva b(t) no es diferenciable en t = ¢y, pero el
cociente [b(t,) — b(tg)]/(t, —to) converge a dos direcciones diferentes, por lo
menos para dos secuencias t,, — tg, entonces p y q tienen una conexién G*
en b(ty) si tienen una conexién G*~! a lo largo de b(t).

14.3 Conexiones G* usando la regla de la cadena

Sean p(u,v) vy q(u,v) dos superficies regulares tales que p(0,y) = q(0,y).
En 14.1 vimos que se tiene una conexién G* a lo largo de z = u = 0 si para
cada u existe una reparamtrizacién local u(x,y) para q tal que las derivadas
de p(z,y) y q(u(z,y)) son iguales hasta orden k.

De 14.2 se desprende que si todas las parciales de p y q o u con respecto a x
son iguales, entonces todas las derivadas cruzadas también son iguales. Por
lo tanto p y q tienen una conexién G* a lo largo de z = u = 0 si y sélo
si existe una apliciacién regular C* u(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) tal que para
todo (0,y) se tiene

P = q

Pz = qu Uz + du Vg

Pzaz = QUuui + 2Quu Uz Uy + Qmﬂfﬁ + Qulzy + Qu¥zs
ete.

donde u, > 0. Nétese que u(0,y) = (0,y).

En paraticular, si p y q son racionales, estas condiciones G* implican que

Uz (0,9),02(0,9), uzz(0,9), ... son también funciones racionales.
Las condiciones de conexién G* se simplifican si u es lineal en . En este
caso U, s, es cero para s = 2,...,k y se tiene

P q,

Pz = qu @ + qy ﬁ )

Pazzx = quua2 + 2quu 5 + qvvﬁ2 )

(1) Pyre = Z (Ij) qu.?.uv.?.vaiﬁj ’
it+j=k
donde a = a(y) = u.(0,y) y 8 = B(y) = vz(0,y).

Note que el lado derecho de la igualdad representa también las derivadas de
q en la direccién [a ]! = u,.

Observacién 2: Una derivada parcial cruzada Puigyiy 5€ puede expresar
en términos de las parciales cruzadas de q hasta orden total i + j y de las
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parciales cruzadas de u(x,y) hasta orden (7, j). Por ejemplo

Pzy = QuulizUy + quv(umvy + uyvm) + QuoVzVy + QuUzy + QuUzy -

Observacién 3: En particular, si u(z,y) es una dilatacién en z e y, es decir,
u(z,y) = [c17 coylt, entonces todas las parciales cruzadas PoisyiyS€ pueden
expresar en términos de las parciales cruzadas de q y u hasta de orden (4, 7).

14.4 Superficies G* de topologia arbitraria

En esta secciéon consideramos la técnica de diseno a “mano alzada”. Nues-
tra meta es construir superficies que interpolen un conjunto vértices c¢; con
contactos prescritos en esos puntos c; por superfices polinémicas s;. Consid-
eramos que los ¢; estan organizados en una malla de cuadidrlateros.

La superficie resultante es G* continua y consiste de parches producto ten-
sorial, cada uno definido sobre [0,1] x [0,1]. Cada parche correponderd
univocamente a un cuadrilatero.

Por simplicidad suponemos que la malla es orientable y no tiene frontera.

Un vértice se denomina regular si tiene exactamente cuatro vecinos e irregu-
lar si esta condicién no se cumple. Supondremos ademads que los vértices
irregulares estan aislados, esto significa que los vecinos de cada vértice aislado
son regulares, vea la Figura 14.4.

N

S
TS
\/ _

Figura 14.4: Malla con vértices irregulares aislados.
Los pasos de la construccion son los siguientes:

1. Se reparametrizan las superficies s; por rotaciones del dominio.
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2. Para cualesquiera dos superficies vecinas, s; y s;, calculamos un inter-
polador de Hermite by;.

3. Para cada cuadrildtero c;c;crc; de la malla construimos un parche p
que tiene contacto G* con b;j,bjr,br v by a lo largo de sus cuatro
curvas frontera. Si todos las vértices son regulares p tiene bi-grado
2k + 1 y si no, entonces el bigrado es 2k? + 2k + 1.

A continuacién daremos la descripcion detallada de cada uno de estos pasos.

1. Para cada i, suponemos que s;(0,0) = ¢; y denotamos por, v el nimero
de segmentos que confluyen en c;. Rotamos la superficie s; por ¢; = 360°/v.
Estos producen los polinomios

st (x) = si(R*x)

donde

cos p; —sin;
sin @; COoS @;

Enumeramos los vecinos de c¢; en el sentido contrario de las agujas del reloj.
Si c; es el k-ésimo vecino, entonces asociamos el polinomio escalado

5ij(x) = s7 (x tan(iﬂ))

con la arista dirigida c;c;. Esto se ilustra en la Figura 14.5.

i

Figura 14.5: Reparametrizacién del dominio por rotacién.
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2. Para cada arista dirigida c;c; se determina un polinomio b;;(x) por in-
terpolacién de Hermite de s;;(x) v s;i(x). Si c; es regular entonces b;; se
construye de manera que hasta orden (k, k) sus derivadas en x = (0,0) coin-
cidan con las de s;;. Esto se abrevia por

K.k

bij(x) =, sii(x) -

X

Si ¢; es irregular, entonces se requiere C?*-contacto
b b

k
bij(x) Z | sij(x)

y andlogamente en x = (1,0), se requiere contacto C** o contacto, C?* de
bi;(z,y) y sji(1 — x, —y), respectivamente. Esto se ilustra en la Figura 14.6.

Figura 14.6: Un polinomio frontera.

Los b;; se determinan de manera tal que sus derivadas transversales

a’l"
aiyrbw(fﬂ,()) , = 0,...,]13 5

tengan grado minimal. Por lo tanto si ¢; y ¢; son regulares, entonces b;; tiene
grado 2k+1y si ¢; o ¢; es irregular, entonces %bij tiene grado 3k+1—r. Los
puntos de Bézier de b;; se presentan esquematicamente en la Figura 14.7 para
k = 2, cuando c; es irregular. Los puntos determinados por los C?*-contactos
en ¢; se sefialan con tridngulos A, los puntos determinados por los contactos
CF* en c; se denotan con cuadrados [J y los puntos determinados por la
condiciéon de minimalidad se senalan con circulos o. Los puntos etiquetados

por “-” no son de interés.

Anélogamente se obtiene un segundo polinomio bj; para la arista (orientada
al revés) c;c;. Por construccién ambos polinomios tienen contacto simple ok
a lo largo de y = 0,

Ademas, también por construccién, los polinomios b;; y by asociados al
vértice ¢; tienen contacto G¥* o G?* en c;.
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Figura 14.7: Esquema de los puntos de Bézier de un polinomio frontera.

3. Para cualquier cuadrildtero de la malla se construye un parche p(u,v) de
la superficie final G* a partir de los cuatro polinomios asociados a sus aristas.
Para cada c;c; usamos la reparametrizacion

Xij (uv 1)) = Z bT’SBgf’zk (u, 1})

de bigrado 2k. La malla de Bézier de la reparametrizacién x;; se muestra en
la Figura 14.8 para k =2 y ¢ = ¢; = 360°/5.

Figura 14.8: Reparametrizacién x;;.

En general, si c; es regular, los puntos de Bézier relevantes de x;; estdan dados

por

COS ©; 1
b'r‘s = |: an L;;zil Blll1 (ua U)

" [8] Bli(u,v) + [(1)] Bl (u,v)

11
sin SOJ Bpi (u,v)  + [t
donde (u,v) = 5 (r,s) sir,s < ky por

1 r
brsz[ . } si s<k<r.
2k | ssin 5
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Los puntos de Bézier restantes b,;, para r > k pueden escogerse en forma
arbitraria, lo cual se indica por lineas punteadas en la Figura 14.8. Si c; es
irregular, x;; se obtiene a partir de x;; por medio de la transformacién

xi (1, 0) = [ ; } 4 [ oy ]xji(l—u,v) .

Note que la aplicacién x;; es la identidad si c¢; y ¢; son regulares.

Sean ci,ca,c3,¢4 los vértices de un cuadrildtero (ordenados en el sentido
contrario a las agujas de un reloj). Entonces el parche p(u, v) correspondiente
de la superficie final G* se construye de manera que

=

w0 b1z 0 x12(u, v)

=

1 bgg (¢] X23(1}, 1-— u)
(2) p(u, )

IHl=

» 1b340X34(1—U,1—’U>

by ox41(1 — v, u)

In==

u=0
Note que, por construccion, las derivadas parciales de p hasta orden (k, k)
en los vértices estdan bien definidas por estas condiciones. Ademads recuerde
que la r-ésima derivada transversal a la frontera de un polinomio b;; es de
grado menor o igual que < 3k + 1 — r. Por lo tanto se desprende de (1) en
14.3 que la r-ésima derivada transversal a la curva frontera de p(u,v) es de
grado menor o igual que 2kr + 3k +1 —r < 2k% +2k + 1. A lo largo de una
arista entre dos vértices regulares el grado es mas bajo, de hecho menor o
igual que < 2k + 1.

Si todos los vértices son regulares, las condiciones (2) definen un tinico parche
p de bigrado 2k + 1. Si uno o dos de los vértices son irregulares entonces
p ha de tener bigrado 2k? + 2k + 1 para satisfacer todas las condiciones de
frontera (2). Sin embargo en este caso, las condiciones (2) no determinan p
completamente: sus 2k? x 2k2 puntos de Bézier interiores pueden ser escogidos
arbitrariamente.

14.5 Parches suaves de n lados

La construccién en 14.4 produce una superficie de bigrado 2k? + 2k + 1.
Aun para k = 2, el bigrado resultante: 13, podria ser demasiado alto en
aplicaciones practicas. Concretamente, los costos de almacenamiento son
altos y los procesos de evaluacién, largos y susceptibles a errores de redondeo.
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Para evitar lo anterior [Prautzsch ’97] introdujo un método general para cons-
truir superficies G* regulares de bigrado 2(k+1). A continuacién presentamos
las ideas fundamentales de este método.

Recordemos de 14.4 y 13.4 que la dificultad fundamental para construir
una superficie suave con parches rectangulares (o triangulares) consiste en
la unién de tres o més de cuatro parches con un vértice comin. Por lo tanto
es de interés estudiar parches suaves con n curvas frontera, que puedan ser
ajustados con conexiones simples C* en huecos con n lados. Para construir
tales superficies se puede proceder de la manera siguiente.

Primero, construimos una reparametrizacién del plano x,y con parches

planos x;(u),u € [0,1]%,4 = 1,...,4n, de bigrado k+1 de manera que formen
un poligono curvilineo, tal como se ilustra en la Figura 14.9 para n = 5. Los
parches interiores X1, ...,X, = X; tienen conexién C°,

x;(0,u) = x;41(u,0) ,

mientras que todas las otras conexiones son conexiones simples C*, es decir,

para todo u,v e i = 1,...,n se satisfacen las siguientes ecuaciones:
k
X (’LL, 1) = Xi+3n(u7 O) )
k
x;(1,v) = Xit22(0,0) ,

k

XH—SH(LU) == xi—‘rn(oav) )
k

Xign(w,0) = Xiyon(u,1) ,

X140 (1,0) £ x4,(0,0)

yparat=2,...,n
k
Xit2n(u,0) = Xiy30(0,u) .

Note que todas la conexiones son G (es decir, G¥, para cualquier k )
pues la superficie yace en el plano. En 14.6 describiremos los parches x;,
explicitamente.

Segundo, consideramos cualquier polinomio p(z,y) en R? y lo reparametri-

zamos a través de las aplicaciones x;. Entonces obtenemos 4n parches
pi(u) =p(x;(u)) , i=1,...,4n ,

conectados G*°. Es mds, dos parches adyacentes p; y pj coni>no j>n

tienen una conexién C* simple.

La superficie con n lados que consiste de los parches p; se denomina macro-
parche o suscintamente p-parche. El p-parche tiene muchos pardmetros
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Figura 14.9: Un macroparche plano de n lados, n = 5.

libres, o sea que los parches p; pueden ser modificados preservando las cone-
xiones C* simples y las G*-conexiones.

En particular, sea p un polinomio cuadratico, entonces el p-parche es de
bigrado 2k + 2. Sus puntos de Bézier se despliegan esquemadticamente en
la Figura 14.10 para k = 1 y n = 5. Los puntos de Bézier indicados con
puntos sélidos determinan las conexiones G* entre los n parches interiores y
se denominan fijos.

Los puntos de Bézier etiquetados con cuadrados y aquellos sin marcas se
denominan libres. Estos pueden ser modificados arbitrariamente. Los demas
puntos de Bézier estan etiquetados con circulos y son dependientes. Estos
se determinan a partir de la condicién de que cualesquiera dos parches adya-
centes p; y p; para j > n, tengan una conexion C* simple .

Similarmente, tenemos puntos de Bézier fijos, libres y dependientes para
cualesquiera k y n. En particular, se pueden escoger todos los puntos de
Bézier libres de manera que todas las n fronteras del p-parche y también sus
derivadas transversales hasta orden k (o k + 1) sean polinémicas y no sola-
mente polindémicas por trozos. En consecuencia dados cualesquiera parches
polinémicos r1,...,rs, de bigrado menor o igual 2k + 2 con C* conexiones,
asi como se ilustra en la Figura 14.11, existen p-parches de n lados de bigrado
2k + 2 que se ajustan con conexiones C* al hueco formado por ry,...,Ta,.

También es posible escoger los puntos de Bézier de dos p-parches de manera
que tengan cuatro parches polinémicos en comun. Por ejemplo, los puntos de
Bézier indicados por cuadrados [ en la Figura 14.10 pueden escogerse como
los puntos de Bézier fijos del segundo p-parche.
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Figura 14.10: Puntos de Bézier de un macroparche de 5 lados.

Por lo tanto, si cada vértice irregular tiene sélo vecinos regulares, es posible
interpolar cualquier malla de cuadrilateros por medio de parches polinémicos
con conexiones G* simples y generales.

Una cara de la malla de este interpolador corresponde a un parche de bigrado
2k + 1 si todos sus vértices son regulares, y corresponde a cuatro parches de
bigrado 2k + 2, en caso contrario. En vértices regulares, la superficie puede
interpolar cualesquiera parciales cruzadas hasta orden (k, k) y en vértices
extraordinarios hasta orden 2.

14.6 Parches multilaterales en el plano

En 14.5 consideramos p-parches planos que consisten de 4n parches x1, ..., X4y,
de bigrado k+1 con conexiones simples C° y C*, lo cual se ilustra en la Figura
14.9 . En esta seccion estudiamos los p-parches planos explicitamente. Estos
parches son regulares e inyectivos y no tienen superposicién. Omitiremos los
detalles técnicos de la prueba.

La Figura 14.12 muestra los puntos de control de la representaciéon B-spline,
de los parches exteriores X, 41,...,X4y, parak =4y n=>5. Estos se indican
por circulos. El centro de la figura es un punto de control multiple. Los
circulos pequenos indican algunos de los puntos de control para el caso k = 3
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Figura 14.11: Construyendo un p-parche para un hueco.

yn=>.

A continuacién especificamos estos parches con mayor precisién. Cualesquiera
cuatro parches de la frontera X; i, Xit3n, Xi+142n, Xit+1+n fOrman una super-
ficie B-spline producto tensorial

k+1k+1

si(u,0) = >k Ni(N;(v) ,  (u,v) € k—2,k+2] x [k+1,k+2]
r=3 s=0

donde los N; denotan los B-splines uniformes de grado k + 1 y nodos 7,4 +
1,...,74+ k 4+ 2. Note que las superficies s; se superponen en los parches de
las esquinas X;,.

Los puntos de control ¢f, . . ., c};_27k_2 son todos cero y para k par, los puntos
Crs, tales que r y s > g — 1, estan dados por

i k COS ;1 k CoS ©;
CTS_(T_2+1)|:SiI’l(pi_1 +(S—§+1) Singpi 3

con ¢; = i-360°/n. Los demds puntos de control se definen por la relacién

. . k k
C;S:c;ﬁfl_g_r» —3§T‘§§—1 y 5—1§S§k+1.

Los centros de los cuadrilateros de la malla de control son los puntos de
control c}, para los x; de bigrado impar k.

Los n parches interiores x1, . . . , X, tienen contacto C* con los parches exterio-
res Xp41,--.,X4n. Por lo tanto conocemos todos los puntos de Bézier con
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Figura 14.12: La malla de control para Xp+1, .. .,X4n-

la excepcion de xgg, el cual estd asociado con el polinomio de Bernstein,
producto tensorial By (u) - By (v). Por razones de simetrfa definimos
Xo0 = 0.

Observacién 4: La escogencia de arriba de los x; no es la tnica posible.
Por ejemplo, la aplicacién caracteristica del esquema del punto medio, vea
16.1 y 16.6, provee también buenos candidatos pra los parches x,11,...,X4,
parak=1y k= 2.

Observacion 5: Los parches x1, ..., X, tienen una singularidad en el origen
si ¢;; = o para todo i, = 0,...,k — 1. Con esta reparametrizacién la
construccién de 14.6 resulta en splines C*¥ parametrizados singularmente,
véase [Reif "98].

14.7 Ejercicios

1 Calcule la derivada o
oVt
Wq(u(x ' Y))

en términos de las derivadas parciales de q(u,v) y u(z, y).

2 En 14.4 se supone que cada parche de la superficie G* que se construye
tiene por lo menos dos vértices regulares en esquinas opuestas.
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Modifique la construccién de manera que esta condicién no sea necesaria.
;Cual es el grado de la superficie resultante?

3 Haga una construccion similar a la de 14.4 pero consistente de parches
triangulares conectados G*. ;Cudl es el maximo grado de los parches?

4 Haga una construccion similar a la de 14.6, de un p-parche regular que
consiste de parches polinémicos triangulares con conexiones G*. ;En este
caso cudl seria el grado maximo de los parches?

5 Desarrolle una construccién de un macroparche multilateral plano consis-
tente de parches triangulares con conexiones C° o C*.  Trabaje
analogamente a 14.6. Demuestre que el grado minimal de un tal macro-
parche es 3k/2 + 1. Véase [Prautzsch & Reif '99].
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En el esquema de subdivision una malla de control regular se transforma
en otra malla de control regular cuyos vértices son combinaciones afines de
los puntos de control originales. Los pesos de esta combinaciones afines se
pueden dar graficamente por medio de méascaras o pueden ser representadas
algebraicamente a través de un polinomio caracteristico como en el caso de
curvas.

En este capitulo discutimos esquemas de subdivision especiales y generales
sobre mallas triangulares y hexagonales e introducimos box splines y half-box
splines sobre mallas triangulares regulares.

15.1 Esquemas de producto tensorial

Cualesquiera dos esquemas de subdivision para curvas definen un esquema de
subdivisién para productos tensoriales, definido sobre una malla rectangular.

Tal como fue presentado en 8.6 y 8.8, sean A = [oj_o;] vy B = [B;_2i]

dos esquemas estacionarios para curvas, y sean a(z) = Y. oz’ y B(y) =
> 6jyj, sus polinomios caracteristicos, respectivamente. Sean c;j;, 7,7 € Z
los vértices de una malla rectagular y supongamos, por simplicidad que la
matriz C' = [c;;] es bi-infinita en filas y columnas. Esto también cubre el caso
de mallas finitas pues siempre se pueden agregar puntos de control iguales a
cero.

Diremos que la secuencia de mallas de control

Cm — (At)mCBm
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obtenida a partir de C' subdividiendo m veces, todas las columnas usando A y
todas las filas usando B, resulta de la aplicacién del esquema de producto
tensorial dado por A y B.

Mas precisamente, cualquier vértice c?;-‘H de la malla C), 41 se calcula a partir
de los vértices c}j de C), a través de la ecuacién de refinamiento

m—+1 _ m
it =Y i aiok Biar -
k l

Usando los multi-indices i,j € Z* y la abreviacién vy = a8, la ecuacién
de refinamiento toma una forma similar a la de 8.8 para los esquemas de
curvas, concretamente

"t =) et - 2§
J

Si A y B coinciden en la matriz de subdivisién del algoritmo de Lane-
Riesenfeld S,, = DM™, para splines uniformes de grado n, (vea 8.4), entonces
el esquema de producto tensorial que se le asocia también se puede describir
por medio de los siguientes dos operadores.

El operador de duplicaciéon D cuadruplica todos los puntos de control de
una malla de control C,

D(C) = DtOD = [CU/QJ] .

Sean e; = [10],e; = [01] y e = [11]. Entonces el operador de prome-
diacién A aplica una malla C' en la malla

1
A(C) = M!CM = Z[Ci + Ci—e, + Ci—e, + Ci—e]

la cual conecta los centroides de cualesquiera dos cuadrilateros de C que
tengan una arista comun.

Entonces el algoritmo de Lane-Riesenfeld para splines producto tensorial de
bigrado n estd dado por el operador M,, = A"D. En particular, M, = AD
representa el operador de refinamiento que aplica una malla C' en una malla
M (C) més fina, que conecta los puntos medios de la aristas de C' con sus
extremos y los centroides de dos cuadrildteros adyacentes de C'. En la Figura
15.1 la malla C' se indica con trazos suaves, la malla M (C') con trazos suaves
y trazos punteados y la malla My(C') con trazos sélidos.

Observacion 1: De 8.2 se desprende que para cualquier m la secuencia de
mallas de control
C" = [eif] = M7 (C)

representa la misma superficie spline

s(u,v) = ZcijNZ”(u)Nf(U) )
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Figura 15.1: Refinacién y promediacién de una malla.

donde N;' denota el B-spline uniforme de grado n sobre los nodos %, +
1,...,i+n+ 1. Aplicando dos veces el resultado sobre convergencia de 6.3
se obtiene la siguiente estimacién

Sup Is((3,5)/2™) — fj|l = O(1/4™)

bajo la condicién que las segundas derivadas de s estdn acotadas en R?.

15.2 Subdivision estacionaria en general y
mascaras

Cualquier ecuacién de refinamiento
m+1 _ m
ci - 5 Ck Vi—2k
k

con un numero finito de coeficientes ~; representa un esquema general de
subdivisién. Si los 7;; son productos de la forma a;3;, entonces se tiene el
esquema de producto tensorial, presentado en 15.1.

En la ecuacién de refinamiento se presentan cuatro tipos de combinaciones
diferentes. Los indices k de los pesos i usados en el célculo del punto ¢;” !
forman el conjunto i+ 2% el cual es uno de los siguientes

2 2 2 2
e +77, e+ 77, e+ 77 .
Las cuatro matrices (finitas) [y-2xk], [Ye,~2k]; [Ye, —2k] ¥ [Ve—2x] se denominan
mascaras. Las mascaras también caracterizan el esquema de subdivisién.

Observacion 2: Una condicién necesaria para la convergencia de un es-
quema de subdivisién es que cada méscara defina una combinacién afin, (vea
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15.3). Esto significa que los pesos de cada mdscara deben sumar uno. Sin
embargo, para evitar fracciones es comun trabajar con algin multiplo. La
mascara siempre se puede recuperar dividiendo por la suma de los pesos. En
lo que sigue usaremos esta convencion.

Observacion 3: Las cuatro méascaras del operador M definido en 15.1, son

1 0 1 1 0 0 0 0

T 0|1 1|1 0] |11
Ellas se representan graficamente del lado izquierdo de la Figura 15.2. El
lado derecho de esta figura muestra las cuatro mascaras

Bl sl ] ]

del operador Mo = AM , para splines bi-cuadraticos.

3 9
1 [ ]
1 3
O
1
3
O
1 1 1
[ o—e——O
9| ® 3 3 009

Figura 15.2: Las cuatro mdscaras del algoritmo de Lane-Riesenfeld M; (izquierda)
y Moz (derecha).

Observacion 4: Note que el operador de refinamiento M se describe con

cuatro mascaaras, mientras que el operador de promediacién A es caracteri-
zado por una sola mascara. Las Figuras 15.3 y 15.4 ilustran las méscaras de

Ay A2
1
O O
1
O O

Figura 15.3: La mdscara del operador de promediacién A (izquierda) y su accién
(derecha).

1

—_
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Figura 15.4: La méscara del operador A? (izquierda) y su accién (derecha).

15.3 Teoremas de convergencia

m

Una secuencia de mallas de control C,, = [c!"] se obtiene en el esquema de

subdivisién estacionaria a partir de una secuencia finita ~;:

m—+1 __ m
C; = E Cj Yi—-2j -
j

Decimos que la secuencia C,,, converge uniformemente a una funcién c(z,y)
si el maximo de las distancias

sup [|ci” —c(i/2™)]|
1
converge a cero, cuando m tiende a infinito.

Si la funcion limite c(x) es continua y diferente de cero, entonces
. 2 .
los pesos vi—g5, j € 27, de cada mdscara, suman uno.

Para la prueba, sin pérdida de generalidad podemos suponer que c(o) # o.
Entonces, para todo i, los puntos

" = c(i/2™) + (¢ —c(i/2™))

convergen a c(o) cuando m tiende a infinito. En consecuencia, la suma finita
mo__ m—1_ .
" = el i
J

converge a

c(o) = ZC(O)’Yi—m )
J
lo cual concluye la prueba. <

La convergencia de una secuencia de mallas de control C),, depende de dos
secuencias de poligonos de diferencias
ViCpo =[ci" —c". ], k=12

i—ek

Concretamente, se tiene el siguiente hecho:
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Una secuencia C,, obtenida por subdivision estacionaria converge
uniformemente a una funcion uniformemente continua c(x,y) si
y sdlo si los poligonos de diferencias V1Cy, y VaC,y, convergen
uniformemente a cero.

Obviamente, si C}, converge a una funcién continua entonces las diferencias
tienden a cero. Para simplificar la prueba del reciproco supongamos que el
maximo de las diferencias

O = ma sup||chl I,

converge a cero. Sea ademas
Z <N (2™ ) N; (2™y)

un interpolador lineal por trozos de la malla de control C,,, donde N;(z) es el

B-spline lineal por trozos sobre los nodos i — 1,4,7+ 1. Entonces ¢™(i/2™) =

m
ci.

Como
lesi ™ =l < ZHC’”— * v25-2x|
S 57”7 )

donde 7 es un multiplo de ), |v/, que depende del tamaifio de la mascara
[Y2x]. Por lo tanto para i € 2j + {0, 1}? obtenemos

eyt =i ept =™ (§/2m)+™ (§/27) —¢ ™ (1/27 )| < 20 11+ 0my+0m -

Esto implica

sup [[c” ! (x) — " (X)[| < 20m41 + (v + 1)
Por lo tanto los splines lineales ¢ (x) y sus mallas C), convergen uniforme-
mente a funciones uniformemente continuas c(x) . <

Es mas, si los poligonos C},, y los poligonos de diferencias divididas 2™V, C,,, =
2™ [cl" — ¢l ] convergen uniformemente a funciones uniformememnte con-

tinuas c(x) y d(x), respectivamente, donde v € Z?, entonces
d(x) es la derivada direccional de c(x) respecto a v.

Para la prueba, sea u € Z? tal que u y v sean linealmente independientes.
Claramente, las mallas de control

[c7j] = [citsv]
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m

convergen a ¢(zu + yv) y los poligonos de diferencias 2 Vy[c}] convergen

a d(zu + yv). Entonces sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
v = ey. Claramente los splines localmente constantes

ZQmVchNO(Zm JN?(2™y)

y los splines
m(x,y):/ .y dy—ZCmNO (2™x)N; (2™y)

convergen uniformemente a d(x) y c(x), respectivamente. Entonces c(z,y) =
[ d(z,y)dy, lo cual concluye la prueba . <

15.4 Promedios crecientes

En 15.3 consideramos diferencias divididas de mallas de control. En esta
seccién estudiaremos promedios de mallas

Si la secuencia de poligonos Cy, = [cii € 72 converge uniforme-
mente a una funcion c(x), con soporte compacto e integrable Rie-
mann, entonces la sucesion de promedios

2m 1
m o __ ]' m
i = m Ci—kj—1

k=0

converge uniformemente a la funcion uniformemente continua
a(x) = / c(x —t)dt .
[0,1]2

Para la prueba, sea Q el intervalo (i — [0, 1]%)/2™ el cual depende de i y m.
Como c(x) tiene soporte compacto y es integrable Riemann, las sumas

24 " (sup c( )—mf c(x))

xeQ
1€Z2

convergen a cero. Por lo tanto las sumas de Riemann

m_4mz k‘]l/Qm)

k,1=0
convergen uniformemente a a(i), para todo i, cuando m tiende a infinito.

Como ¢} converge uniformemente a c(x), los promedios a]” converge uni-
formemente a las sumas de Riemann r{" lo concluye la prueba. <

Similarmente se puede demostrar también el siguiente resultado:
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Si la sucesion de poligonos Cy, = [ci]; € Z? converge uniforme-
mente sobre cualquier compacto a una funcién continua c(x), en-
tonces los promedios crecientes sobre rectas

=
bm _ m Z2
i = om Ci kv, VE )
k=0

convergen uniformemente sobre cualquier compacto a la funcidn
uniformemente continua

b(x) :/Olc(x—tv)dt .

Observacién 5: Los promedios aj" son promedios sobre rectas de promedios
sobre rectas. Concretamente,

om _q

m 1 m
a' =gn > b, e =[10],
k=0

donde

om_ 1

m 1 m
bi :ﬁzci_lez s 82:[01] .
=0
15.5 Calculos con esquemas de diferencias

Un esquema de subdivisién estacionaria también puede representarse con fun-
ciones generatrices. Andlogamente al método de la seccién 8.8, multiplicamos
la ecuacién de refinamiento por el monomio x' = z'y? y sumamos sobre i.

Esto resulta en
m+1_i m 2j,i—2j
E c"Tx = E E c; ViegjxIx'TH
i i
m,2j k
= ) e'x¥)y qpxt
j k
lo cual se puede abreviar como
m—+1 _.m 2
" (x) =" (xT)Y(x) -

El factor

Yx) =D mex”
k
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representa el esquema de subdivisiéon y se denomina su simbolo o poli-
nomio caracteristico. En el caso de un producto tensorial el polinomio
caracteristico es el producto de dos polinomios univariados, a(x) y 5(y), que
representan a los dos esquemas de subdivision de las curvas.

Cualquier esquema de subdivisiéon para curvas tiene un esquema de dife-
rencias subyacente, pero esto en general no es cierto para los esquemas de
subdivisién de superficies. Para estudiar cuando un esquema de subdivision
para superficies tiene un esquema de diferencias, identificamos las mallas de
control y los esquemas de subdivisiéon con sus polinomios generatrices.

Dada una malla de control

c(x) = Zcixi ,

su refinamiento bajo un esquema estacionario v(x) estda dado por

y las diferencias V,¢; = ¢; — ¢j_y,V € 72, forman el poligono
Voc(x) = c(x)(1 —xY) .

Entonces las diferencias del polinomio refinado b(x) = ¢(x?)v(x) estdn dadas
por
1—xVv

Wb(x) = We(x*)y(x) T — =

En consecuencia, existe un esquema estacionario, que denominaremos, el
esquema de las Vj-diferencias, el cual aplica V,c en Vb si y sélo si
§(x) = v(x)/(1 +xY) es un polinomio. Cuando 6(x) resulta un polinomio,
entonces es el polinomio caracteristico del esquema de diferencias.

Observacién 6: Dada una malla de control C' = [¢;] denotamos por VC la
malla de control cuyos “vértices” son las matrices

Vei = [V, ¢ Ve,cil

Si la malla de control B se obtiene por subdivisién estacionaria de C, entonces
VB se obtiene a partir de VC' bajo un esquema estacionario cuyos pesos son
matrices 2 x 2. Véase [Kobbelt 00, Cavaretta et al. '91, Teorema 2.3].

Observacién 7: El esquema de Lane-Riesenfeld M,, (vea 15.1), tiene poli-
nomio caracteristico

Y(z,y) =471 +2)" T (1 +y)" T

Esto se desprende directamente de la Observacién 5 de la seccién 8.8.
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15.6 Calculos con esquemas de promedios

Usando polinomios caracteristicos es facil ver que para cualquier esquema de
subdivisién estacionaria hay un esquema estacionario para los promedios.

Sea
c™(x) = y(x)e" " (x?)

m
1

| obtenida con el
27\:

la representacién de la secuencia de mallas de control [c

esquema de subdivisién estacionaria . Usando las variables x; = x* esta

secuencia se puede escribir como
X)) = (x0) e VK1) (Kim)

Es més, para cualquier v € Z2 los polinomios b™(x) = Zbg”xi que repre-
sentan los promedios por rectas

2m 1
1
mo__ m
b; = om E Cikv -
k=0

Tomando y* = x*V, lo anterior se puede escribir como

b™ (x) 27l +y+y +y + oy e (x)
271+ y)1+y)1+yY) ... 1+yY" e (x)

B(xq) ... ﬂ(xm_l)co(x) ,

donde

Bx) =v(x)1 +x")/2
es el polinomio caracteristico del esquema de promedios obtenido a partir
del esquema 7.

Esto siginifica que el esquema [ se puede describir a través del siguiente
algoritmo:

Dados puntos de control by, i € Z? y un vector v € Z>

repetimos

1 Para cada i subdividimos con el esquema =, es decir,
di = > ; bjvio;

2 Para cada i calculamos los promedios por rectas

b; = 1(d; + di—v)
Similarmente, se tiene que los promedios

2m—1

1
m o __ m
i = am E Ci—k,j—1
k,1=0
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0 _

;= c? con el esquema estacionario repre-

se obtienen a partir de los puntos a
sentado por
a(x) =v(x)(1+z)(1+y)/4.

Este esquema se describe también con un algoritmo:

Dados lo puntos de control a;, i € Z*

repetimos

1 Para cada i subdividimos con el esquema -, es decir,
di =) 5 a5% o

2 Para cada i calculamos los promedios por rectas
fi=3(di+di,,)

3 Para cada i calculamos los promedios por rectas
a; = 3(f+fi,)

15.7 Subdivisién de mallas triangulares

Cada malla regular de cuadrilateros puede ser transformada en una malla
regular de tridngulos y viceversa agregando o eliminando aristas “diagonales”
tal como se ilustra en la Figura 15.5. Por lo tanto cada malla regular de
tridngulos se puede representar por una matriz bi-infinita

Figura 15.5: Transformacién de una malla regular de cuadrildteros en una malla
de tridngulos.
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En particular, los tres vectores

o] s [] e[ 5]

de R? generan una red triangular regular uniforme tal como se ilustra en la

Figura 15.6.
AV4 AV4 \/
e
o

/\ /\

Figura 15.6: Una malla regular uniforme generada por tres vectores.

Usando las tres direcciones de la malla triangular podemos generalizar el
algoritmo de Lane-Riesenfeld a un algoritmo de promediacién en tres
direcciones. Véase [Prautzsch '84b], y también [Boehm et al. '87].

Dada una matriz C' = [¢;]; € Z? que representa una malla triangular regular,
la promediacién en tres direcciones se describe con cuatro operadores: el
operador de duplicacién D, el cual cuadruplica todos los vértices

D(C) = [di]i622 , donde dj = c|j/9] ,

y los tres operadores de promediaciénAy, k = 1,2,3, los cuales prome-
dian vértices con respecto a cada una de las direcciones ey,

1
Ar(C) = [ai]iezz , donde a; = §(Ci + Cifek) :

Para cualquier n = (n,n2,n3) € N, el operador compuesto
By = AJT A2 ASSD

representa el algoritmo de promediacién en las tres direcciones y C,, =
B (C) representa la secuencia de mallas triangulares obtenidas a partir de
C con el algoritmo de promediacién By,.

Observaciéon 8: El operador D coincide con el operador M, de Lane-
Riesenfeld, dado en la Observacién 7. Su polinomio caracteristico es

o(z,y) = L+ z)(1+y) .
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Observaciéon 9: En particular, Byg, representa al operador de refina-
miento R el cual subdivide cada tridngulo de una malla regular, uniforme-
mente en cuatro subtriangulos congruentes, tal como se ilustra en la Figura
15.7. Esta figura también ilustra las cuatro méascaras que representan By .
Los pesos de estas cuatro médscaras forman los coeficientes del polinomio
caracteristico de Boo1, (vea 15.2). Este polinomio es:

-1

Yay) = 1 +2)1+y) 1 +x2)/2= 7 [27" 1 a]

N
[ e
— N
— = O
—

Figura 15.7: El operador de refinamiento R aplicado a una malla triangular y sus
cuatro mascaras.

Observaciéon 10: Cualquier malla obtenida por aplicaciones sucesivas del
operador de refinamiento R a una malla triangular regualr C' representa la
misma superficie lineal por trozos. Por lo tanto una secuencia de mallas
obtenida por refinamiento con R converge.

Observacion 11: El operador de promediacién simétrica A1 = A1AzA3
estd dado por una sola mascara y se ilustra en la Figura 15.8. Esta mascara
fue introducida en [Boehm ’83]. El polinomio que representa a Aj11 es

1 0 1 1 1
y(z,y) = 3 1z x2] 1 ? (1) y2
Yy

15.8 Box splines sobre mallas triangulares

Sea (), una secuencia de mallas triangulares obtenidas por la aplicacion
del operador de promediacién By,. Claramente, si B, es el operador de du-
plicacién, dado por n = (0,0,0), o el operador de refinamiento, dado por
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Figura 15.8: La méscara de Boehm del operador de promediacién simétrica A111.

n = (0,0,1), entoces C,, converge a un spline localmente constante o a un
spline continuo y lineal por trozos, respectivamente.

En general, si
k = min{ni+ng, ni+ns—1, no+nz—1} >0 ,

entonces, sobre cada dominio compacto, C,, converge a un spline
C*, polinémico de grado total |n| = ny + ny + nz sobre cada
tridngulo de la malla generada por ey,es y es.

Estos splines son box splines a tres direcciones, los cuales seran estudiados
con detalle en el Capitulo 17.

Para la prueba, aplicamos repetidamente los resultados de 154 y 15.6 y
tomamos en cuenta que si f(x) es continua entonces la integral

1,1 p1
/ / / f(x —ue; — vey — wes)dudvdw
o Jo Jo

tiene derivadas cruzadas continuas respecto a cualesquiera dos direcciones e;
y €j. Como e; = e; + e, para todas las permutaciones 4, j, k de (1,2,3),
todas las parciales de orden dos existen. Por lo tanto la integracién iterada
con respecto a dos direcciones eleva el grado de suavidad en uno pero la
integracion iterada con respecto a tres direcciones lo eleva en dos. <

Observaciéon 12: El segundo resultado de 15.4 también es cierto si suponemos
convergencia sobre un compacto a un spline polinémico por trozos, sobre una
malla triangular. En consecuencia, el teorema anterior también se cumple
para k = —1.

Observacién 13: Si ng = 0 entonces B,, representa el algoritmo de sub-
divisién de Lane-Riesenfeld para productos tensoriales uniformes de bigrado
(ny1,n2).
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15.9 Subdivisién de mallas hexagonales

Cualquier malla regular triangular determina una malla hexagonal cuyas a-
ristas conectan los centros de tridngulos adyacentes. La Figura 15.9 ilustra
ésto en el caso especial de una malla triangular uniforme

AVA \/ AV

11 21

/\ /\ /N

Figura 15.10: Descomposicién de una malla hexagonal en dos mallas triangulares.

Es mas, una malla hexagonal regular puede originar dos mallas triangulares
(con vértices distintos) tal como se ilustra en la Figura 15.10. Entonces, una
malla regular hexagonal se puede representar por dos matrices bi-infinitas

cuyos elementos son los vértices de las mallas o se representan por los poli-

nomios ) _
cA(x) = ZciAx‘ y cV(x)= Zcivx‘ .

El algoritmo de promediacion en tres direcciones de la seccion 15.7 se puede
adaptar a mallas hexagonales. El operador de duplicacién Dp.,, para mallas
hexagonales estd dado por

Dhem[CA7Cv] = [[dlA]’ [dlv” )
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donde
A _ A v _aA _ A
d2i,2j = d2i+1,2j = d2i+1,2j = d2i+1,2j+1 =Cy
v  _ 3V _aA v _ Vv
d2i72j = d2i72j+1 = d2i72j+1 = d2i+1,2j+1 =Ci -

Los indices se indican en la Figura 15.9. Los tres operadores de promediacion
Ag, k =1,2,3, definidos en 15.7 se generalizan a

Ap[C?,CV] = [ACP, ALCY] .

Y para cada n = (n1,n9,n3) € Nj, el operador compuesto
Hn = A;Ll ASLQ Agsphex

representa el algoritmo de promediacién en tres direcciones para mallas hexa-
gonales introducido en [Prautzsch '84b].

Los operadores de subdivisiéon H, también pueden representarse con matri-
ces caracteristicas 2 x 2 cuyos elementos son polinomios. En particular, la
operacion de duplicacion
A AV A A~V
[C2,CY] = Dpez[C7,CV]

se describe a través de la asignacion polinémica:

[ c2(x) } _ [ I+a+ay y } {

x 14+y+axy

La Figura 15.11 ilustra las cuatro méascaras asociadas, arriba para la malla
C” y abajo para CV

YT
SRS SRS

Figura 15.11: Las ocho méscaras del operador de duplicacién.
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Es més, la operacién de promediacién [C2, CV] = AF[C?, CV] se describe
por la asignacién polinémica

(2] - oo [ 2]
la cual abreviamos por
c(x) = ag(x)c(x) .
Por lo tanto H,, se representa por una matriz polinémica 2 x 2
atay?as®D .

La Figura 15.12 muestra la méscara asociada con el operador de promediacion
simétrica A11; = A1 Az A3 para C? del lado izquierdo, y para CV, del lado
derecho.

Figura 15.12: Las mdscaras del operador de promediacién simétrica Aj11.

15.10 Half-box splines sobre mallas triangulares

Andlogamente, al caso de las mallas triangulares y a las de cuadrilateros,
decimos que una malla hexagonal C,,, = [C5, CY] converge uniformemente
a una funcién c(x) si los supremos

,Suzpz max{|[c), — c((i+(e1—e3)/3)/2™)|. lley, — c((i+(e2—es)/3)/2™)|}

convergen a cero cuando m tiende a infinito.
Entonces C,,, converge a una funcién continua c(x) si las dos secuencias de
tridngulos, C2 y CV . convergen a c(x).

Sea C,, = [C4,CY] una secuencia de mallas hexagonales obtenida por la
aplicacién repetida del operador de promediacién Hy, definido en 15.9. Clara-
mente, si H, es el operador de duplicacién, es decir, n = (0,0,0), entonces
C,, converge a un spline localmente constante sobre la malla triangular.
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Es mas, usando los argumentos de 15.6 se puede ver que cualquier secuencia
(ArHn)™C se obtiene de Hp'C' por promediacién creciente, tal como se des-
cribié en 15.4. Ademads, como promediamos la malla hexagonal C' a través
de la promediacién de las mallas triangulares C® y CV separadamente, sim-
ilarmente a 15.8, se obtiene lo siguiente:

para k = min{n; +n;li # j} — 1, la secuencia C,, converge sobre
cualquier compacto a un spline C*. Este spline es polindmico de
grado total |n| = ny 4+ na + ng sobre cada tridngulo de la malla
generada por e1,es Y €3.

Estos splines se denominan half-box splines y seran estudiados con deteni-
miento en el Capitulo 17. En particular, los operadores simétricos Hpn
generan splines C2"~! localmente polinémicos, de grado 3n.

15.11 Ejercicios

1 El algoritmo de la mariposa intoroducido por [Dyn et al. ’90] es un
esquema interpolatorio de subdivisién de mallas triangulares. Estd dado
por las dos madscaras ilustradas en la Figura 15.13, donde la segunda
mascara corresponde a las tres mascaras simétricas. Demuestre que
cualquier secuencia de mallas triangulares regulares obtenida por aplica-
ciones repetidas del algoritmo de la mariposa, converge a una superficie
C! para 0 < w < 1/2, véase [Gregory '91, Shenkman et al. '99)].

— W

Figura 15.13: La méascara del algoritmo de la mariposa.

2 Sea (), = [c]"] una secuencia de mallas obtenida por el refinamiento

m—+1 __ m
C; = E C5 V2i—j

a partir de una malla inicial Cjy. Suponga que para cualquier malla inicial
Cy la secuencia C,, converge a una funcién c(x). Demuestre que existe
una funcién refinable N(x), es decir,

N(x) =Y %NEx—1i),
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la cual define una base, esto es, que la funcién limite para cualquier malla
Co, se puede expresar como

c(x) =) "N "x—1i) .

3 Sea N(x) una base continua para el esquema de subdivisién del Ejercicio
2yseav e Z?. Demuestre que

N(x) = /0 N(x —tv)dt

es la funcién base para el esquema de subdivision cuya méscara tiene los
coeficientes

_ 1
Vi = 5(% +Yiev) -

4 En 15.5 se definieron los esquemas de diferencias Vi, Vo y V3. Demuestre
que existe un esquema de diferencias V, para todo v € Z2, si existen
esquemas de diferencias V; y V.

5 Encuentre un esquema de subdivisién estacionaria tal que los esquemas
de diferencias V; y V, no son estacionarios.

6 Pruebe el segundo teorema de 15.4 en el cual se sustituye la convergencia
a una funcién uniformemente continua por convergencia sobre compactos
a un spline polinémico por trozos sobre una malla triangular generada
por ey, ez y es.






16 Subdivisién estacionaria para mallas
arbitrarias

16.1 El esquema del punto medio  — 16.2 La superficie limite — 16.3 La
parametrizacion standard — 16.4 La matriz de subdivision — 16.5 Continuidad
de superficies obtenidas por subdivision — 16.6 La aplicacion caracteristica —
16.7 Suavidad de orden superior — 16.8 Mallas triangulares y hexagonales —
16.9 Ejercicios

En 1978 Doo y Sabin presentaron una generalizacion del algoritmo de subdi-
vision de splines producto tensorial bicuadraticos. Simultaneamentente, Cat-
mull y Clark también presentaron una generalizacién andloga para splines
bictibicos. Estos algoritmos pueden aplicarse a mallas de cuadrilateros de
topologias arbitrarias y producen secuencias de mallas de control que conver-
gen a superficies bicuadréaticas o bicibicas por trozos que tienen un nimero
finito de “puntos extraordinarios”.

En contraste con la atractiva simplicidad de estos algoritmos ha sido dificil el
analisis de la suavidad de estas superficies limite en sus puntos extraordina-
rios. Tomo 15 anos y s6lo después de varios intentos por otros investigadores,
Ulrich Reif logré establecer un conjunto de condiciones suficientes bajo las
cuales los algoritmos de Catmull-Clark, de Sabin y otros similares generan
superficies cuyo plano tangente varia continuamente.

16.1 El esquema del punto medio

En 15.1 describimos el algoritmo de Lane-Riesenfeld para splines producto
tensorial en términos de dos operadores.

El primero es el operador de refinamiento R, el cual aplica una malla
de control C' en una malla RC que conecta los puntos medios de todas las
aristas de C' con sus extremos y los centroides de poligonos adyacentes de la
malla. El segundo es el operador de promediacién A el cual aplica una
malla de control C' en una malla AC que conecta los centroides de poligonos
adyacentes de la malla.

Para la aplicacién de estos dos operadores no hace falta suponer que los
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poligonos de la malla C' son cuadrilateros o que la malla es regular. La malla
puede ser arbitraria, tal como se ilustra en Figura 16.1, en la cual las lineas
suaves indican la malla C, las lineas suaves y las punteadas indican la malla
RC' y las lineas sélidas, la malla ARC'.

Figura 16.1: Refinamiento y promediacién de una malla.

El operador M,, = A" 1R, el cual refina una malla y la promedia (n — 1)
veces sucesivas, se denomina el operador del punto medio. Dada una
malla C' decimos que la secuencia de mallas M¢ C se obtiene a partir de C a
través del esquema del punto medio M,,.

En particular, si C' es una malla de cuadrilateros, entonces M, representa
el algoritmo de Lane-Riesenfeld para splines producto tensorial de bigrado
n. Es més, para mallas arbitrarias, My y M3 representan instancias es-
pecificas de los algoritmos de Doo-Sabin [Doo & Sabin '78] y Catmull-
Clark [Catmull & Clark ’78], respectivamente. La Figura 16.2 ilustra una
secuencia de mallas obtenidas bajo el esquema de subdivisién Msj.

Para n par e impar el esquema M, del punto medio tiene propiedades duales.
Si n es impar, todas las mallas M? C,i > 1, son mallas de cuadrildteros y
si n es par, los vértices interiores de cada malla M? C,i > 1, pueden tener
solamente valencia 4. Las mallas cuyos poligonos no son cuadrildteros y los
vértices internos de valencia # 4 se denominan mallas extraordinarias y
vértices extraordinarios, respectivamente.

Cada vértice extraordinario de una malla M C es el resultado de una com-
binacién afin de vértices que yacen alrededor del vértice extraordinario co-
rrespondiente de la malla M?~1C. Como un elemento extraordinario de
Mi=1C corresponde a lo sumo a un elemento extraordinario en M¢ C, en-
tonces el nimero de éstos ultimos estd acotado por el nimero de elementos ex-
traordinarios en C. Si C' es una malla sin frontera, entonces el nimero de ele-
mentos extraordinarios es el mismo para cada una de las mallas M;C ,1 > 0.

Observacion 1: La distancia entre dos vértices extraordinarios en una
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Figura 16.2: Una secuencia de mallas obtenida por medio del algoritmo de
Catmull-Clark.

malla M} C se define como el nimero de aristas del camino mas corto que
los conecta. La distancia entre los dos vértices extraordinarios en M4HLC
que les corresponden es aproximadamente el doble.

16.2 La superficie limite

El esquema del punto medio M,, restringido a una submalla regular de una
malla de cuadrilateros cualquiera coincide con el algoritmo de Lane-Riesenfeld
para splines de bigrado n. Si C' es la malla de cuadriliteros, entonces la
secuencia de mallas M? C,i € N, converge a una superficie s poligonal por
trozos y las secuencias de vértices extraordinarios convergen. Vea 16.5. Estos
puntos limite se denominan puntos extraordinarios de s. Note que s
consiste de un nimero infinito de parches polinémicos en cada vecindad de
un punto extraordinario.

En este capitulo estudiaremos el comportamiento de la superficie limite s en
un punto extraordinario.

De la Observacion 1 de 16.1 se desprende que es suficiente considerar una
malla C' con un solo punto extraordinario, rodeado de varios anillos de
cuadrilateros tal como se ilustra en la Figura 16.3.
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Figura 16.3: Mallas de control con un solo punto extraordinario.

Cada submalla regular de la malla M? C que consiste de cuadrildteros n x n
es la B-malla de control de un parche de la superficie polinémica s. Los
parches definidos por todas estas submallas regulares de M? C forman una
superficie s;, (n — 1) veces diferenciable que es parte de la superficie limite s.
Es més, la diferencia de la superficie s; y la superficie s;_; forma un anillo r;
de m lados que consiste de 3mp? parches, donde

pn = |n/2] = max{i € N|i <n/2} .

Conjuntamente, los anillos r; constituyen la superficie s. Cada superficie
anular r; se puede partir en 3m macroparches r?, ..., r?™ cada uno de ellos
parametrizado sobre [0,1] x [0,1]. Cada macroparche consiste de p, X py,
parches. Esto se ilustra esqueméticamente en la Figura 16.4, en la cual las

lineas punteadas indican parches de r} para p, = 3.

Figura 16.4: Los parches r{ adyacentes, para m = 5.
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16.3 La parametrizacién standard

La superficie anular completa r; estd parametrizada sobre 3m copias de
[0,1] x [0,1] o equivalentemente, Q = {1,...,3m} x [0,1]%.

Conjutamente todos los anillos conforman una superficie con conexiones sim-
ples C"~ 1. De acuerdo con 9.7 esto significa que

K +1
Zeri(Lo) = L=l 00)
1 o j+2
(1) get] H(u,0) = Sl (u,1)
j+2 o J+3
((?1)" I‘z (’LL O) 6au" i (0 u)

K 1 K ]
et (1) = 55=ri(5,0)

aav»frgﬂ(%l) = aam z( +3.0) ,

] w42
ot (Lv) = Sl (0, 5+8)

el E(10) = gL Y)

dur Lit1 out 1
para todo u,v € [0,1],7 € N,k = 0,1,...,n— 1,y j = 1,4,7,...,3n — 2,
donde rS’”Jrl ri.
Es mas, si cy,...,c, denotan los puntos de control de r;, entonces éste

también se puede expresar como
ri(j,u,v) =r}(u,v) = chBl](um) ,
1=1

donde Blj (u,v) son ciertos B-splines, producto tensorial de bigrado n.

Observacion 2: Usando la numeracién de las Figuras 16.3 y 16.4 se obtiene
paran=2yj=2,3

B2 B B2 B} B! B No,—2 -+ Nog
By By Bf |=| B B} Bi |= : : :
Bf B; Bi Biy, Bi, Bi; N_g_s --- N-ag

donde Ny, denota el producto tensorial NZ(u) N2, (v) de B-splines cuadraticos
sobre los nodos k,...,k+ 3y m,...,m+ 3, respectivamente.
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16.4 La matriz de subdivision

Cada superficie anular r; tiene tres funciones coordenada. Denotamos por R
el espacio lineal de todas las posibles funciones coordenada

R={>_ aBl(uuv)|ccR} .

Sea
(4, u,v) ZCB]’U’U ) €R?

la superficie anular obtenida por aplicaciones sucesivas del esquema M,, del
punto medio a partir de los puntos del control iniciales c{, ..., p Como los
puntos c; son combinaciones afines c;_l, se tiene una matriz de subdivision

S, de dimension p X p tal que para todo i > 1,

La matriz de subdivisién S es estocéstica, esto es: sus elementos son no
negativos y cada fila suma uno. Por lo tanto el autovalor dominante de S

corresponde al autovector e = [1 ... 1]%. Todos los puntos ¢ dependen de los
vértices extraordinarios de la malla inicial c{ ... cg. Por lo tanto, S? tiene

una fila estrictamente positiva, lo cual implica que uno es un autovalor simple
de S?, véase [Micchelli & Prautzsch '89).

En consecuencia las mallas de control [c] ... ¢}] convergen a un punto [c ... c]
de multiplicidad p, el cual representa un punto extraordinario c, de la super-
ficie s resultante del proceso de subdivisién.

Observacién 3: Usando la numeracion de la izquierda de la Figura 16.3 la
matriz de subdivisién S para el esquema del punto medio My alrededor de
un poligono de m lados es la matriz ciclica 9m x 9m

S1 Sy Sm
1 Sm Sl Sm—l
S—
16 : .. :
Sy e S, S

Los S; son bloques 9 x 9 de la forma

A, O
Si{o 0]’

donde O denota matrices cero de varios tamanos,

A3: :Am_1:[4/m] s
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fa ;
9 3 .
9 . 3 b b
59 3 1 3 1

A1 = 3 9 1 3 s AQ = ) Am =
3 .9 . :
3 9 1 3 1 3 1 3
3 19 3
|13 3 9 |
cona =8+44/m,b=4+4/m y los elementos que son cero se indican con

puntos.

16.5 Continuidad de superficies obtenidas por
subdivisién

A partir de ahora consideramos que R es un espacio lineal arbitrario de
funciones r(j, u,v) definido para j € {1,...,3n} y u,v € [0, 1] las cuales son
k veces diferenciables en v y v. Y sea .S una aplicacién lineal de R tal que para
cualquier funcién r; € R y su imagen r;;1 = Sr; satisface las condiciones de
suavidad (1) y (2) de 16.3 para todo x =1,..., k.

Sean x1,...,x, los autovectores y los autovectores generalizados de S que
forman una base de R y sean Ay, ..., ), los autovalores asociados, los cuales
supondremos ordenados en forma decreciente, es decir, [A1] > |Ao] > ... >
[Apl-

Cualquier superficie anular 7; cuyas coordenadas estan en R, es imagen del

anillo
Tl

rg =
Lp

y cualquier superficie de subdivisién obtenida por aplicaciones sucesivas de
S es una imagen de la superficie r conformada por los anillos

S™Mxq
ry, = S"rg = : , mée€Ny,
S™xy,
bajo alguna aplicacion lineal. Por lo tanto para estudiar la suavidad de estas
superficies de subdivisién es suficiente analizar r.

Claramente, los iterados r,, convergen al origen cuando |A;| < 1y convergen
a un punto diferente, es decir, una funcién constante diferente de cero, si
A1 =1y |X2] <1y 2z es una funcién constante. Recuerde que las funciones
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x; son linealmente independientes. Por lo tanto sélo una funcién coordenada
x; puede ser constante.

Si x1 es constante y Ay = 1, entonces la superficie de subdivisién r es un
trasladado de la superficie de subdivisién formada por los iterados “més cor-
tos” S™[xg ... xp]'. En consecuencia para analizar la suavidad es suficiente
suponer |[A\;] < 1.

Note sin embargo que cualquier esquema de subdivisién afinmente indepen-
diente tiene una matriz de subdivisién con el autovalor uno asociado a au-
tovectores que son funciones constantes. Véase por ejemplo el esquema del
punto medio de 16.4.

16.6 La aplicacion caracteristica

En esta seccién continuaremos el analisis de la suavidad de la superficie r en el
origen. Cuando |A1] < 1. Supondremos ademds que A\; = Ay (lo cual implica
que A; es real) y |Az2| > |A3| y que los x; son autovectores (no generalizados).

Bajo estas condiciones r,, /AT" converge a [z1 220 ... 0]'. Por lo tanto si r
tiene un plano tangente en el origen , éste coincide con el plano xix5. Este
argumento también demuestra que r no tiene plano tangente en el origen si
hay mas de dos autovectores dominantes x;.

Sir es una superficie regular en el origen, entonces es la grafica de una funcién
en x1,rs. En particular, esto significa que para cada j = 1,...,3n el parche

cj(u,v) = [x1(j,u,v) z2(j,u,v)], j=1,...,3n,

tiene inversa. Ademds las condiciones (1) y (2) de 16.3 implican que la
interseccion de dos de estos parches es su frontera comun. Més brevemente,
la aplicacién ¢ : {1,...,3n} x Q — R? es invertible. Esta aplicacién fue
introducida en [Reif '93] y se denomina la aplicacién caracteristica del
esquema de subdivision S. Su imagen es un anillo planar R sin pliegues y los
iterados AR llenan el hueco encerrado por R sin intersecciones dos a dos.
La Figura 16.5 ilustra la situacion.

Entonces cualquier coordenada r; de r puede considerarse como una funcién
[e'e] . - . .,
sobre U = |J,,_, A™R, es decir, la i-ésima coordenada es la funcién

(3) ri(x) = A"z (¢ (x/A™)) , donde x € AR .
16.7 Suavidad de orden superior

Si una superficie de subdivisién r es regular y k veces continuamente dife-
renciable, entonces como funcién de x1, x5 tiene un desarrollo de Taylor hasta
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AX

Figura 16.5: Una aplicacién caracteristica x y su versién escalada Ax.

orden k en el origen. Comparando esta expansién con (3) se deduce que \;
debe ser una potencia de A o satisfacer |\;| < [A[¥. Es mds, si \; = A", se
tiene que el autovector x; es un polinomio homogéneo de orden k en z1 y xs.
Reciprocamente, supongamos que los autovalores y autovectores de S tienen
estas propiedades. Si A; = A" | k < k, entonces r; es un polinomio en z; y
Ta. Si |\ < |\¥|, entonces para cualquier derivada mixta @ de orden k < k
se tiene que
)\' m
i -1
or;(x) = ()\“) O(x;0c™ ) (x/A™)

converge a cero cuando x tiende a cero o equivalentemente cuando m tiende
a infinito.

En consecuencia se tiene el siguiente teorema [Prautzsch "98]

Suponemos que 1 > |A| > |A3| y que X estd asociado a dos auto-
vectores 1 Yy T2 que definen una aplicacion caracteristica. En-
tonces la superficie de subdivision r es reqular y C* si y sélo si

e la aplicacion caracteristica es invertible

y

e para todo i =1,...,p se tiene que \; = A" y x; pertenece al
espacio generado {x%ah | a+ 8=k} o |Ai| < |AF.

Observacién 4: El teorema anterior también es valido si uno es un autovalor
de S cuyo autovector asociado es una funcién constante. Véase también
16.5.

Observacién 5: Un teorema similar tambén es valido si los autovalores
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A1 ¥ A2 son complejos conjugados o reales distintos, véase [Prautzsch '98,
Reif "95b].

16.8 Mallas triangulares y hexagonales

El andlisis presentado hasta ahora en el presente capitulo también es valido
para la subdivisién estacionaria de mallas triangulares y hexagonales.

Una malla triangular arbitraria consiste de tridngulos, pero podria tener
vértices extraordinarios, es decir, aquellos vértices con valencia distinta de 6,
vea la Figura 16.6.

Dualmente a lo anterior, una malla hexagonal arbitraria tiene solamente
vértices regulares, es decir, de valencia 3, pero puede contener poligonos
extraordinarios, es decir, que no tienen 6 lados. Ver la Figura 16.6.

Tal como ya se presenté en 15.9 a partir de una malla triangular se puede
obtener una hexagonal conectando los centros de tridangulos adyacentes. Simi-
larmente, la obtencion de mallas triangulares a partir de mallas hexagonales
se ilustra en la Figura 16.6.

Figura 16.6: Conversién de una malla triangular en hexagonal y viceversa.

Tal como se discutié en 15.8 y 15.10 una malla triangular o hexagonal con-
trola una superficie que consiste de parches triangulares. En general, estos
parches no tienen porque ser polindmicos. Alrededor de un punto extraordi-
nario el arreglo de los parches se ilustra en la Figura 16.7. Es mas, alrededor
de un punto extraordinario es posible aparear parches triangulares para cons-
tituir una malla de cuadrildteros, lo cual se ilustra en la Figura 16.4.

Por lo tanto el andlisis de suavidad y el teorema 16.7 también se pueden
aplicar en el caso de mallas triangulares y hexagonales.



Y,
X

Figura 16.7: Parches triangulares (cuadrilaterales) alrededor de un punto extra-
ordinario.

16.9 Ejercicios

1 Sea S una matriz estocdstica n x n con una columna estrictamente posi-
tiva. Demuestre que existe una constante v € (0,1) tal que para todos
los vectores v = [vy ... v,]*

diam(Sv) < vdiam(v) ,

donde diam(v) denota el didmetro max v; — minwv;. Véase también
[Micchelli & Prautzsch ’89].

2 Implemente el algoritmo de la mariposa dado por la méascara en la Figura
15.13 para mallas triangulares arbitrarias.

Figura 16.8: Las mdscaras del algoritmo de Loop.

3 En 1987, Loop [Loop '87] generaliz6 las méscaras de Boehm para el al-
goritmo de subdivisién de box splines de grado cuatro considerado en
15.7. Las mascaras generalizadas de Loop se pueden aplicar a mallas
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triangulares arbitrarias. Estas se ilustran en la Figura 16.8, en la cual n
denota la valencia del vértice y o es un parametro libre que depende de n.
Verifique el resultado de Loop, el cual establece que los planos tangentes
de la superfice limite varian continuamente en puntos extraordinarios si

1 2 3 1 2
a(6) =5/8 'y *ZCOS%<a(n)<1+ZCOS%.

4 Refine una malla triangular arbitraria subdividiendo cada triangulo uni-
formemente en cuatro subtridangulos. Calcule los centros de los sub-
tridangulos.  Estos puntos son los vértices de una malla hexagonal.
Finalmente calcule los centroides de todos los poligonos ordinarios y ex-
traordinarios de la malla hexagonal. Estas operaciones conforman un
paso del esquema del punto medio para mallas triangulares. Calcule
las méscaras de este esquema y comparelas con las mascaras del algoritmo
de Loop.

5 Refine una malla hexagonal arbitraria cuadruplicando cada uno de los
vértices, vea la Figura 15.11. Los nuevos vértices definen una malla
hexagonal que contiene poligonos degenerados. Estos forman una malla
tridngulos, calcule sus centros. Este proceso es un paso del esquema
del punto medio para mallas hexagonales. Calcule las méscaras de
este esquema y comparelas con las mascaras del algoritmo de subdivision
para los half-box splines ctibicos de 15.9.

6 Una aplicacién caracteristica x polindémica por trozos regular e invertible
que corresponde a una matriz de subdivision S alrededor de un punto
extraordinario, que es k veces diferenciable, tiene grado > k + 1. Véase
[Prautzsch & Reif '99]. Use este hecho para demostrar que una super-
ficie polinémica por trozos C?, obtenida por subdivisién con curvatura
Gaussiana positiva en su punto extraordinario tiene necesariamente grado
> 6.
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17 Box splines

17.1 Definicion de box splines — 17.2 Box splines como sombras — 17.3 Propieda-

des de los box splines — 17.4 Derivadas de un box spline — 17.5 Propiedades
de las superficies box spline — 17.6 Subdivision de superficies box spline —
17.7 Convergencia bajo subdivision — 17.8 Half-box splines — 17.9 Superficies
half-box — 17.10 Ejercicios

Los box splines son funciones de densidad de las “sombras” de poliedros de
dimensién mayor. Ellos incluyen a los B-splines univariados y también las su-
perficies obtenidas por el algoritmo de promediacién sobre una malla regular
triangular son box splines. En este capitulo se presenta una introduccién a la
teoria general de los box splines y de los half-box splines. De hecho los half-
box splines simétricos de grado 3n son més convenientes para la construccion
de superficies G?"~! consistentes de parches triangulares que los box splines.

17.1 Definicién de box splines

Un box spline s-variado B(x|vy ... vj) estd determinado por k direcciones
v; en R®. Por simplicidad supondremos que k > s y que vy,...,V, son
linealmente independientes. Bajo esta hipdtesis los box splines By (x) =
B(x|vy ... vg),k = s,s + 1, ..., se definen por convoluciones sucesivas,
analogamente a 8.1,

N 1/|det[vy ... vg]] si x€[vy...vg][0,1)*
Bi(x) = { 0 en caso contrario '
1
Bi(x) = / Bi_1(x —tvg)dt, k>s .
0

Esto se ilustra en la Figura 17.1 para s =2 y

[ j—[Lro11
Vi...Vy| = 0 1 1 0
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Vea también la Figura 8.1.

constante

N/

nea]d>

Figura 17.1: Box splines bivariados sobre una malla triangular.

Los box splines B;(x) satisfacen la condicién de normalizacién

/ Bi(x)dz =1,

la cual puede ser verificada directamente para k = s y por induccién para
k > s. Concretamente,

1 1 1
/ / Bk_l(x - tvk)dtdx = / / Bk_l(x — tvk.)dxdt = / dt=1 .
R* Jo o JR® 0

17.2 Box splines como sombras

Un box spline Bji(x) = B(x|vi...vy) también se puede construir
geométricamente. Sea 7 la proyeccion ortogonal

Tty ] e [t L]
y sea
61@ = [111 e uk][O, 1)k
el paralelepipedo tal que v; = 7y,
Entonces By(x) representa la densidad de la “sombra” de By, es
decir,
1

(1) Bk(X) = m‘@lkﬂﬁk(x) ,
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donde
ﬁk(X) =7 'xnN O .

Para k =3 y s = 2, la construccién geométrica correspondiente se ilustra en
la Figura 17.2.

Figura 17.2: La construccién geométrica de un box spline lineal por trozos sobre
una malla triangular.

Esta caracterizacion de los box splines se prueba por induccién: para k = s
la ecuacién (1) es obvia y para valores mayores de k se observa que

Br(x) = U ((5k—1 + suy) ﬂwflx) .

s€[0,1)

Por lo tanto si A mide la distancia entre Oy_1 y ug + OBx—1 a lo largo de
k-ésimo vector unitario de R¥ (vea la Figura 17.3), se tiene que

1
vol_s0k(x) = / hvolp_s_1 (ﬂk_l(x - svk))ds ,
0

lo cual corresponde a la definicién inductiva de box splines, salvo un factor
multiplicativo constante. Consecuentemente volg_s0x(x) es un multiplo del
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box spline By (x) y como

/ volg—s Ok (x) dx = voli By / Bip(x)dx =1,
R* R*

queda demostrada la ecuacién (1). <

Figura 17.3: Medidas de la caja .

Observacién 1: De la definicién geométrica (1) se deduce que el box spline
B(x|vy ... vy) satisface la ecuacién funcional

/Rs B(x|vy ... vp) f(x)dx = /[0,1)k F([vi ... vi]t)dt

para cualquier funcién continua f(x).

17.3 Propiedades de los box splines

A partir de la definicién geométrica de B(x) = B(x|vy ... vi) se desprende
que

e ¢l box spline no depende del orden de las direcciones v,

e es positivo sobre el conjunto convero (v ...vy][0,1)F,

e tiene soporte suppB(x) = [v1 ... vi][0, 1]%,

e es simétrico con respecto al centro de su soporte.

Es mds, sea B(x) la sombra de la caja § como en 17.2. Entonces las caras
(s—1)-dimensionales de [ proyectadas en R® forman un teselado del soporte.
Esto se ilustra en la Figura 17.4 para

Niw]o] L1 1O Vil L
e VRE= g g1 1| Y M VR T g 01
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X JAVAVAN
B CAVAVAV
NXT N\

Vo Vi Vo

Figura 17.4: Soporte de box splines cuadraticos y cibicos.

e FEl box spline B(x) es polinédmico de grado < k — s sobre cada tesela
de esta particion.

Para la prueba observe que los puntos extremos de los conjuntos convexos
7~ 1xN 3 yacen en las caras s-dimensionales de 3. Entonces un punto extremo
es de la forma [x'e’]’, donde e € R*™*, depende linealmente de x, sobre la
proyeccién de la correspondiente cara s-dimensional. El volumen 7~ 'x N 3
puede expresarse como una combinacion lineal de determinantes de matrices
(k—s) x (k—s) cuyas columnas representan diferencias de los puntos extremos
e. Luego, el volumen es un polinomio de grado < k£ — s en x sobre cada tesela
de la particién dada. <

17.4 Derivadas de un box spline

De la definicion inductiva de los box splines se desprende que la restriccion del
box spline B(y) = B(x+yv,) es constante por trozos en y si v, no pertenece
al espacio generado por {vy,..., v ... vi}. Si v, pertenece a este espacio,
entonces B(y) es continuo pues se puede obtener por convolucién a partir de

B*(y) = BX+yve|vi ... vl ... Vi) ,

esto es,

1 Yy
Bly) = /OB*(y—t)dt:/_lB*(t)dt

2) /_y B*(t) — B*(t — 1)dt .

Es mas la derivada direccional respecto a v,. esta dada por

3) B'(y)ly=0 = B*(0) = B*(-1) .
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Sivy,...,vE ..., v generan R® para r = 1,...,s, entonces B(x|vy ... vg)
es continuo y su derivadas direccionales se pueden escribir como una com-
binacién de trasladados de los box splines B(x|vy ... v} ... vi). Aplicando
este argumento repetidamente se obtiene

B(x) es r veces continuamente diferenciable si todos los subcon-
Juntos de {v1,..., vy} obtenidos por eliminacidn de r+1 vectores
v; generan R®.

Observaciéon 2: Las expresiones anteriores se pueden utilizar para dar una
prueba inductiva de las propiedades polindmicas de B(x). Concretamente, si
B*(x) es polindémica de grado < k — s — 1 sobre cada tesela de la particién,
entonces B*(x — v,) también lo es. Por (3), B(y) es polindmica de grado
< k — s en cada direccién v, y por lo tanto en x.

Observacién 3: El box spline cuadratico C' cuyo soporte se ilustra en el
lado izquierdo de la Figura 17.4 se llama el elemento de Zwart-Powell.

17.5 Propiedades de las superficies box spline

De aqui en adelante supondremos que las direcciones vy, ..., vy pertenecen
a Z°, y que como antes, vi,...,Vv, generan R®.

Claramente, la suma de los trasladados B(x—j|vy ... Vs), j € [v1 ... v]Z°,
es

(4) v=1/|det[vy ... v4]| .

Como Z° se puede descomponer en un ntmero finito, digamos m, de subcon-
juntos de la forma i+ [vy ... v5]Z%, vea la Figura 17.5, se tiene que

Z B(x—i|vy ... vg) =my .
ieZ®

Como fol m~ydt = mry, se obtiene que
my = Z B(x—i|vy ... vg)
ieZ’
= Z B(x—ilej ... esvy ... Vi),
ic?Z’

donde e; es el i-ésimo vector unitario. Finalmente, por (4) la tltima suma es
uno y entonces se tiene
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Figura 17.5: Descomposicién de Z° en trasladados de mallas mds gruesas.

los desplazamientos (enteros) de cualquier box spline B(x) =
B(x|vy ... vg) forman una particién de la unidad.

Por lo tanto cualquier superficie box spline

s(x) = Z ciB(x —1i)
icZ®

es una combinacién afin de sus puntos de control c;. Esta superficie es
afinmente invariante esto significa que las imagenes de los puntos de con-
trol bajo una aplicacién afin son los puntos de control de la superficie imagen.

Como los box splines son no negativos, cada punto s(x) de la superficie es
una combinacién convexa de sus puntos de control y por lo tanto yace en
la capsula convexa de estos puntos.

Es mds, los B(x—ilvy...vg), 1 € Z° | son linealmente dependientes si
|det[vy...v4]| # 1. Como el box spline no depende del orden de los v;,
esta secuencia es linealmente dependiente si existe una subsecuencia inde-
pendiente v;, ...v;, tal que |det[v;, ...v; ]| # 1. El reciproco también es
cierto [Dahmen & Micchelli '83, ’85] y puede verificarse por induccién. Véase
[Jia ’83, ’85]. En resumen, se tiene el siguiente teorema

B(x—i|vy...vg),i € Z°, es linealmente independiente sobre cada
subconjunto abierto de R® si y sdlo si [vy...vy] es unimodular,

Una matriz [vy ... vg] se dice unimodular si el determinante de cada subma-
triz [v;, ... v; ] es 1,0 0 —1.
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Si las direcciones vi,...,vip_1 generan R®, entonces podemos calcular la
derivada direccional Dy, s de s con respecto a v;. Usando la férmula de
la derivada (3) de 17.3 se obtiene

(5) Dy, s(x) = E Ve CiB(x—ilvy ... vi_1)

icZ’
donde Y, ¢; = ¢;—ci_v. Es mas, si paratodo j =1,...,k las k—1 direcciones
Vi,..., V..., Vj generan R?, entonces B(x) es continua, como se demuestra

en 17.3 y sus trasladados generan los polinomios lineales. En particular, si
o1
mi:1+§(v1—|— ce 4 vg)
denota el centro del soporte suppB(x — i), entonces

(6) ZmiB(xfi):x .
ieZ®

De hecho, por simetria, esta ecuacién se verifica para x = m, para todo
j=1,...,5y se tiene

Dy, Z miB(x—1i)=v; .

Como la representacion box spline es afinmente invariante, para todo poli-
nomio lineal [(x) se tiene

I(x)=> I(mi)B(x—i .

Nos referimos también a esta propiedad como la precisién lineal de la re-
presentacién box spline. Vea los Ejercicios 1 y 2.

17.6 Subdivision de superficies box spline

Cualquier caja 8 = [uy ... ug][0,1)* de RF se puede particionar en 2%
trasladados de la caja escalada B = [3/2 generada por las direcciones 0; =
u;/2. En [Prautzsch '84a] se usa esta observacién para probar que la “som-
bra” no normalizada

Mpg(x) = voly_s(m'x N 3)
de 3 bajo la proyeccién de

Tt ) e [t L)
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se puede expresar como una combinacién lineal de los trasladados de los box
splines escalados

MBA(X) = 2s_kMﬁ(2X) .
Por lo tanto, si las proyecciones v; = mu; yacen en Z°, entonces cualquier
superficie box spline

s(x) = Z ci B(x — i)

icZ®
con B(x) = B(x|vy ... vi) también tiene una representaciéon més “fina”
s(x) = Z cZB(2x —1) .
icZ’

Los nuevos puntos de control ¢ pueden ser calculados iterativamente a partir
de los puntos de control iniciales ¢ por medio de la relacién de recurrencia

d’() = {01 i i % 2

Ci/2 SN
1
ari) = §<d“1(i)+dr*1(i—vr)), r=1,... .k,
¢ = 2°dk(i) .

Para la prueba se puede utilizar una técnica similar a la presentada en
[Prautzsch '84a): se subdivide cada caja 8,1 = [(; ... U,_1 U, ... ug][0,1)*
en 3, y a, + .. Las sombras asociadas satisfacen

Mg, (x) = Mp,(x) + Mp, (x = V) ,
donde v, = v,./2. Dividiendo esta ecuacién por vol3,_1 = 2volf,, se obtiene

B,_1(x) = % (Br(x) + Br(x — \77«)) ;

donde B,(x) = B(x|V1 ... V,Vy41 ... Vi). Usando esta identidad repetida-
mente y la relacion

B(x|vy ... V) =2°B(2x|vy ... V)
resulta
s(x) = Y ciBo(x—i)
ieZ’

= Y d'()B.(x—i/2), r=0,1,....k,
ieZ’
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o0 sea
s(x) = Z c?By(2x — i) ,
icZ’
lo cual concluye la prueba. <

Observacién 4: La suma de los trasladados B,(x — j) sobre j € Z°/2 y
r > s es 2° debido a que

B.(x—j)=2°B(2x — 2j|v1 ... vV 2V,41 ... 2Vg) .

Observacién 5: Si [v; ... v4]Z° = Z°, entonces 2°d{ = ClLi/zj y cada punto
¢f es una combinacién convexa de los puntos iniciales ¢i. Véase también el
Ejercicio 7.

Observaciéon 6: Es facil la extensién de algoritmo de subdivisién, para
obtener una representacion més fina, es decir, para cualquier m € IN se tiene

s(x) = Z ci"B(mx —1i)
icZ’

donde los “puntos” ¢* = m*d*(i) se pueden calcular sucesivamente a través
de las féormulas

. o o z
a’i) = {c.l/ si 1/mi zs o+ Y

m—1

1
dr(i) = EZd“l(i—lvr), r=1,...,k .
=0

Esta forma y versiones mas generales del algoritmo de subdivisién se pueden
encontrar en [Cohen et al. '84] y [Dahmen & Micchelli '84]. Estos trabajos
ofrecen derivaciones algebraicas del algoritmo.

Observacién 7: La derivacién geométrica del algoritmo de subdivision pre-
sentada arriba, muestra que cada punto de control ¢;* depende de los puntos
de control ¢, para los cuales suppB(mx—j) C suppB(x—i). Entonces su
cantidad estd acotada por un ntmero h que no depende de m y j. Por lo
tanto

(7) [c§" || < hsup [lcf ]| -
icZ’

Observaciéon 8: El algoritmo de subdivision se puede utilizar una segunda
vez para calcular los puntos de control de c¢(x) sobre cualquier malla més fina
Z7/(mn). Como la particién de una caja [ en trasladados de cajas escaladas
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B/(mn) es tnica, los puntos de control ¢]*” resultantes se pueden calcular a
partir de los ¢{ por una sola aplicacién del algoritmo de subdivision.

Observacién 9: Similarmente se observa que los puntos c{" no dependen

del orden de las direcciones vy, ..., vy, es decir, del orden de los pasos de
promediacion.

17.7 Convergencia bajo subdivision

Por medio de la aplicacion repetida del algoritmo de subdivisiéon de 17.6 se
obtienen los puntos de control de la representacién refinada

s(x)= Y ¢f'B(mx —i) , donde B(x)=B(x|vi... Vi),
ieZ’
de una superficie s(x) sobre cualquier malla escalada Z*/m, m € N. Una

propiedad importante de este proceso es que, bajo condiciones adecuadas
sobre V = [vy ... vi] los puntos c}” convergen a la superficie s(x).

Sea h como en (7) y

M =sup{|Vy,ci|, i€Z° y vi,...,v:

X ...,V generan R°} .

Entonces se tiene el siguiente teorema

Si [vi ... vi]ZF = 7%, entonces ||c]* — s(x)|| < hM/m para todo
i, tal que B(mx —1) > 0.

Este resultado fue obtenido por de Boor et al. [de Boor et al. '93] quienes
también demuestran que una condicién suficiente para que la convergencia

sea cuadrética es que [vy ... vi ... vi]Z"71 = Z° y que B(x|v; ... v}) sea
diferenciable.
Para la prueba ordenamos vi,..., v, de manera que vi,..., V), ..., Vi ge-

neran R’ si y sélo si r > ¢ para algin ¢ € {1,...,k + 1}. Entonces R® es la
suma directa

R =viR® - @v, 1R®[v,...vi]RF7 .

Es mds, cualquier punto s(x) de la superficie yace en la cdpsula convexa de
los puntos de control ¢, con m fijo y B(mx — i) > 0. Veremos que los
diametros de estas capsulas convexas tienden a cero.

Como [vy ... vi]Z¥ = Z° y el generado de [v; ... vZ ... v4] no coincide con
R’ parar =1,...,q—1, entonces resulta de B(mx—i) > 0 que B(mx—k) =0
para todo k € Z® tal que i — k no pertenece al generado de v, ... V.
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Por lo tanto, si c]” y cj* son dos puntos de control de s(x) entonces i—k =v
pertenece al generado [v, ... Vi] y +V 0 —V pertenecen a suppB(x).

Como [vy ... vk]Zk = 7% y como Z°® es la suma directa
VIZP ... vg1Z®[vgq.. .vk]Zk_q ,

se tiene que cualquier v € Z°N span [v, ... vi] se puede expresar como una
suma de vectores posiblemente repetidos del conjunto {vy, —vg, ..., Vi, —Vi}.
Por lo tanto cualquier diferencia Vyc{" se puede expresar como una suma de
diferencias Vy, ci", r = q,...,k. Entonces para terminar la prueba es sufi-
ciente acotar las diferencias V, ci".

Para r > ¢ podemos omitir el r-ésimo paso de promediacién del algoritmo
de subdivisién de 17.6, obteniéndose (haciéndo caso omiso del factor m) el
esquema de diferencias Vy,, véase 15.5 y 15.6. Esto significa: si aplicamos
el algoritmo de subdivisién 17.6 omitiendo el r-ésimo paso de promediacién
a las diferencias erci1 obtenemos las diferencias divididas mVy, ci".

Entonces de (7) resulta

sup || Vv, c{"[| < hM/m |
ieZ’

lo cual termina la prueba. <

En caso contrario, cuando [v; ... vi]Z¥ # Z°, entonces no hay convergencia,
como verificaremos para s(x) = B(x).

Concretamente, si existe un punto i de la malla Z°, el cual no yace en
[v1i ... vi]Z", entonces ningtn j € J = i+[vy ... v4]Z° yaceen [vy ... v]Z".
Como » ;. ; B(x —j) >0, (vea (4) de 17.6), para cada x € R” existe j € J
tal que B(x —j) > 0.

Subdividiendo un box spline B(x) con el algoritmo de 17.5 obtenemos puntos
de control ¢{" tales que

B(x) = Z c"B(mx —1) .
icZ’

La derivacién geométrica del algoritmo de 17.6 demuestra que cj* # 0 si y
sélosiie vy ... vi]ZF.

Entonces, si [vy ... vk]Zk #+ 7Z° o J # 0, entonces para todo x € R’ existe
un punto de control ¢f* = 0 tal que B(mx — j) > 0. Para cada x, tal que

B(x) > 0, estos puntos de control, que son cero, no convergen a B(x) cuando
m tiende a infinito.
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17.8 Half-box splines

Los half-box splines se definen sobre mallas triangulares generadas por los
vectores e; = [1 0], es = [01]" y e3 = [1 1]*. En 15.10, estos splines fueron
introducidos, en el contexto de la subdivisién de mallas hexagonales. En
esta seccién presentamos la definicién inductiva propuesta en [Sabin '77] y
su interpretacién geométrica.

Subdividiendo el cuadrado unitario a lo largo de su diagonal en la direccién
e se obtienen dos tridngulos

A={xl0<z<y<l} y V={x[0<y<z<l1}.

Estos tridngulos determinan los siguientes half-box splines, de soporte cons-

tante
1 si xeA

HA(XD = { 0 en caso contrario

1 si xeV
Hy(x]) = { 0 en caso contrario

Anélogamente al caso de los box spline, los half-box splines de orden superior
se pueden obtener por medio de convoluciones sucesivas,

1
Ha(x|vs ... vg) = / HA(x —tvg|vs ... vi_1)dt
0

1
Hy(x|vs ... vg) = / Hy(x —tvg|vs ... vi_1)dt
0
donde k > 3. Supondremos que los v;, son direcciones unitarias
V3, ..., Vi € {61,62763} .

Note que la suma de los half-box splines Ha (x|vs, ... ,vi)y Hy(x|vs, ... ,Vg)
es el box spline B(x|ejeavs ... Vi), inclusive para k = 2. La Figura 17.6 ilus-
tra dos half-box splines C'.

Similarmente a lo estudiado para box splines en 17.1, se obtienen propiedades
para los half-box splines. Por razones de simetria listamos solamente las
propiedades correspondientes a H(x) = Ha(x|v3 ... V).

Los half-box splines estdn normalizados

/R2 H(x)dx =1/2 .
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Figura 17.6: Dos half-box splines C' ciibicos por trozos.

Cualesquierea k direcciones independientes uy, ..., u; € R* definen un half-
box spline

ﬁ:{Zuiai|O§a1§a2 y Qo,...,qp €[0,1]} .

La densidad de la sombra de esta “media caja” representa un half-box

spline. Esto es, si 7 denota la proyeccién de R” sobre R? que aplica uy, ..., uy
en ep,es,vs,,..., Vg, entonces
H(x| ) = ——vol_a(rx 1)
X|vs ... vp) = ————volp_o(7m X .
’ T 9voly F TR

A partir de esta construccién geométrica se desprende que H (x) satisface las
siguientes propiedades

e no depende del orden de vs ... vy,
e cs positivo sobre el conjunto convero A + [vs...vi](0,1)k2
e tiene como soporte a clausura(A) + [vs...v;][0, 1872,

e tiene derivada direccional

Dy H(x)=H(X|vs ... vy ... vi)— H(x—v,|vg ... Vi ... V})

T T

con respecto a v, T >3

e es 1 veces continuamente diferenciable si todos los subconjuntos de
{vs ... vg} obtenidos omitiendo r + 1 vectores v; generan R?.

e ¢s polinomica de grado total < k — 2 sobre cada tridngulo i + A, para

ieZ?.

Observacién 10:  Los half-box splines Ha(x|e; .5. ejes .5. ese3 5. e3)
son continuamente diferenciables 2k — 1 veces y tienen grado < 3k.
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17.9 Superficies half-box

La suma de cualquier par de half-box splines

Ha(x) = H(x|esvs ... vg) ,
Hy(x) = H(xlesvs ... Vvg)
es el box spline B(x|ejesezvs ... vi). Por lo tanto los trasladados Ha (x —1)

y Hy(x — 1), i € Z*, forman una particién de la unidad.

Por lo tanto cualquier superficie half-box spline

s(x) = Y (cfHa(x — 1) + ¢ Hy(x — 1))
icZ?

es una combinacién afin de sus puntos de control y por lo tanto afinmente
invariante. Esto significa que bajo cualquier aplicacién afin las imagenes de
los puntos de control, determinan la superficie imagen de s(x).

Como los half-box splines son no negativos, s(x) es una combinacién convexa
de sus puntos de control y por lo tanto yace en la capsula convexa de éstos.

Si conectamos los puntos de control ciA y cjv cuyos tridngulos asociados i+ A
y j+ V tienen una arista en comun, entonces obtenemos una malla hexag-
onal, la malla de control de s. La Figura 17.7 ilustra un ejemplo en forma
esquematica.

Figura 17.7: Una malla de control hexagonal.

La derivada direccional de s con respecto a v, se puede calcular a través
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de la férmula de 17.8 para un half-box spline,
Dy, s(x) = Z (erciAHA(x —ilvg ...viLoovg)
ieZ’
+Vy, e Hy(x —ilvs ... vi...vi) )
donde Vyci = ¢j — ¢ij_vy.

Si Ha(x) es continuo o equivalentemente, si dos de las direcciones vs, ..., vy,
son independientes, entonces cualquier derivada direccional de la suma de los
trasladados >~ Ha(x — i), es cero. Por lo tanto esta suma es una funcién
constante. Por simetria y debido a que los half-box splines Hx y Hy forman
una particion de la unidad se tiene

(8) Y Halx—i)= ) Hy(x—i)=1/2.

icZ? icZ?
En particular, esto implica que los trasladados de Ha y Hy son linealmente
dependientes.

Ademds, si el box spline
B(x) = B(x|ejeavs ... vi) = Ha(x) + Hy (%)
es continuo, entonces a partir de (6) en 17.5 se obtiene
Z m;(Ha(x — 1)+ Hy(x—1)) =x
i’

donde m; es el centro de suppB(x —i). Si Ha es continuo, usando (8) para
cualquier v € R? se tiene

> ((m; + v)Ha(x — i) + (m; — v)Hy(x — 1)) = x .

ieZ’
Por ejemplo, si v = (e; — e2)/6, los puntos m® = m; + vy my = m; — v
forman una malla hexagonal regular tal como se ilustra en la Figura 17.8.
Como la representacion de los half-box splines es afinmente invariante, para
cualquier polinomio lineal [(x), se tiene

160 = 37 (1) Ha(x — 1) + (mY ) Hy (x — 1)) -
icZ?
Nos referimos a esta propiedad como precision lineal de la representacion
half-box spline.
Observacion 11: Cualquier superficie half-box spline
s(x) = Y (et Ha(x — 1) + ¢f Hy(x — 1))
icZ?
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Figura 17.8: La malla hexagonal de “centros” m y my .

también tiene una representacion “mas fina”

s(x) = Z (df Ha(mx — i) + dY Hy (mx — 1))
ieZ?

para cualquier m € N. En particular, para m = 2¥ k € N, los nuevos
puntos de control diA y dY (los cuales dependen de m) pueden calcularse
por k aplicaciones repetidas del algoritmo de subdivisién 15.9. Similarmente
al algoritmo de subdivisién para box splines de 17.6, este algoritmo tiene
una generalizacion inmediata que permite generar los puntos diA y dY para
cualquier m € N. Dejamos como un ejercicio la formulacion y prueba de esta
generalizacion.

17.10 Ejercicios

1 Suponga que las direcciones vy,...,vy, € Z° generan R*® y que el box
spline asociado B(x) = B(x|vy ... Vi) es r veces continuamente dife-
renciable. Dado un polinomio ¢(x) de grado total d < r + 1 demuestre
por induccién sobre k que

s(x) =Y e(i)B(x—1i)
ieZ’

también es un polinomio de grado d. Use la férmula (5) de 17.5
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2 Bajo las mismas condiciones del Ejecicio 1 verifique que la aplicacion
c(x) — > c(i)B(x — 1) es lineal y regular en el espacio de los polinomios
de grado < r + 1.

3 Pruebe por induccién que el conjunto de los polinomios B(x—i|vy ... vy),
i € Z° es linealmente independiente si y sélo si [vy ... v] es unimodular.

4 Verifique la siguiente relacion de recurrencia para box splines

k
1
Bx|vy ... vE) = . Z(O{T.B(lel VL V)

r=1

+(1—ap)B(x—vp|vy ... VE ... VE)),

donde x = Zle a,v,. Esta féormula fue descubierta por de Boor y Hollig
[de Boor & Hollig ’82]. En 1984 Boehm encontré una prueba geométrica
y descubrié6 un mecanismo de evaluacién de los box splines similar al
algoritmo de de Boor [Boehm ’84a].

5 Dada la malla de control hexagonal de una superficie half-box C', sus
puntos de Bézier se pueden calcular usando las tres méascaras de la Figura
17.9 y de las versiones simétricas de estas maéascaras. La Figura 17.9
también indica esquemdéticamente la parte relevante de la malla hexag-
onal y un tridngulo de Bézier cuyo punto de control sélido es calculado
por la mascara. Use estas mdscaras para calcular la representaciéon de
Bézier de un half-box spline cibico, verificando que obtiene el resultado

correcto.
1
1 1 1
1 1 2 11 1

Figura 17.9: Madscaras para el cdlculo de puntos de Bézier.

6 Dada una superficie cudrtica C? con representacién box spline Ziezz c;

B(x — i|ejejeseseses) sobre R? su malla de Bézier se puede calcular
como sigue. En primer lugar se subdivide la malla de control por medio
del operador de refinamiento R. (Vea la Observacién 10 de 15.7). A
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continuacion se usa la mascara ilustrada en la Figura 17.10 para calcu-
lar los puntos de Bézier a través de la malla subdividida [Boehm ’83,
Prautzsch & Boehm ’02].

Figura 17.10: Célculo de los puntos de Bézier de una superficie box spline cudrtica
Cc?.

7 Verifique que los puntos de control ci” calculados con el algoritmo de
subdivisién de la Observacién 5 de 17.6, son combinaciones convexas de
los puntos de control iniciales ¢} si

[Vi ... Vk]Zk =75

8 Sean vi,...,vy direcciones de R? tales que los angulos entre vy y v,
para 7 = 1,...,k crecen y estdn acotados por 180°. Demuestre que la
frontera del soporte del box spline B(x|vy ... vi) estd formada por los
puntos

X=Vi+ - +V,_1+ VvV«
y
X=Vp+ - +Vr+1 + vyea
donde r =1,...,k y a € [0,1] como se ilustra en la Figura 17.2.

9 Sea S el soporte de un box spline y suponga, por simplicidad, que el
spline es bivariado. Demuestre que la intersecciéon de S con cualquier
trasladado de S es el soporte de algin box spline.

vi] = 1 01 -1

0 1 1 1
obtenidos a través del algoritmo de subdivisién de 17.6 también pueden
ser calculados a través del siguiente esquema de promediacién:

10 Seak =4y [vy ... . Verifique que los puntos c?

1

1. Calcule los puntos medios de todas las aristas c{ ¢{_, vy ci ¢

1
1—vo*®
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2. Conecte los puntos medios de cualesquiera dos aristas que tienen un
punto extremo en comun. Estas son las “nuevas aristas”.

3. Los puntos medios de las nuevas aristas son los puntos c;.
Este esquema fue introducido en [Sabin ’86] y se ilustra en la Figura

17.11. Su aplicacién a mallas de control arbitraria se estudia en [Peters
& Reif "97] .

Figura 17.11: Un esquema elemental de subdivisién.

11 Deduzca el algoritmo de subdivisién para superficies half-box para un m
arbitrario. Vea la Observacién 11 de 17.9. Trabaje geométricamente o
analiticamente.
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Los B-splines introducidos en el Capitulo 5 también pueden construirse proyec-
tando simples sobre el eje real. Concretamente, un B-spline es la funcién
densidad de la sombra de un simplex.

Esta interpretacion geométrica fue descubierta por Schoenberg en 1965 y Carl
de Boor [de Boor "76b] la utiliz6 para definir spline multivariados en 1976.

Esta interpretaciéon también permite una presentaciéon més natural de las
propiedades recursivas y de suavidad de la inserciéon de nodos y de la elevacion
de grado.

18.1 Sombras de simples

Para construir los splines multivariados empleamos la proyeccién de R* en
R*® dada por

Para cada x € R’
7 'x ={z € R¥nz =x} ,

se denomina fibra de w. Las fibras son subespacios k — s dimensionales
paralelos de R”.

Si po,--.,Pkr son k + 1 puntos independientes de R”, entonces su capsula
convexa o se denomina simplex. La “sombra” de o en R® con respecto a 7
define un simplex spline s-variado, el cual estd dado por

1

My (x) =volg_s(cNm %) .

La Figura 18.1 y 18.2 ilustran el caso k = 3, cuando s = 2 y s = 1, respecti-
vamente.
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Figura 18.1: La sombra de un tetraedro sobre un plano.

Note que M, (x) es el volumen k — s dimensional de una rodaja de o.

En particular si k = s, entonces M, es la funciéon carcacteristica de o, la
cual estd definida por

1 si xX€o
Mo (x) = xo(x) = { 0 en caso contrario

y si k = s+ 1, entonces M, es lineal por trozos.

18.2 Propiedades de los simplex splines

Claramente cualquier simplex spline M, es no negativo y su soporte es la
proyeccién 7o del simplex o. Ademaés M, es continuo sobre su soporte y si
se hace cero sobre la frontera, entonces es continuo sobre R®.

Los vértices p; de o se proyectan en los puntos a; = wp;, denominados nodos
de M,. La cépsula convexa de cualesquiera m nodos se denomina m-nodo.
En particular, 7o es un (k + 1)-nodo, y cualquier k-nodo de dimensién s — 1
de 7o yace en su frontera. Es més,

M, es continuo en todo R® excepto posiblemente en un k-nodo de
dimension s — 1.
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P

Qg aq T ay as
Figura 18.2: La sombra de un tetraedro sobre una recta.

Para la prueba, supongamos que ay, ... ,a,, determinan un m-nodo de di-
mensién s — 1 que yace en la frontera de 7o = suppM,,. Supongamos ademas
que la cédpsula afin de este m-nodo no contiene a ningin otro nodo. Sea p el
simplex correspondiente dado por p;y ... pm. Entonces, como 7wp yace en la
frontera de mo, se tiene que para cada x € mp

7T_1Xﬂp=7T_1XﬁO' .
Como 7~ 'xNpes (m—1)—(s—1) =m — s dimensional, entonces M, (x)
no se anula sobre 7p si y sélo sim =k. &

Los s-nodos (no degenerados) particionan el soprte de M,. Esto se ilustra
en la Figura 18.3 para k =4y s = 2.

Figura 18.3: Nodos de soporte y 2-nodos de un simplex spline cuadrético bivariado.

Veremos que M, restringido a cada tesela de esta particién es un polinomio
de grado total < k — s y que M, es continuamente diferenciable &k —m — 1
veces sobre cada s-nodo cuya cédpsula afin contiene m nodos. Entonces si los
nodos estan en posicion general, se tiene que M, es diferenciable k — s — 1
veces.

Observacion 1: Para cada funcién continua f definida sobre R® se tiene

R



262 18. Simplex splines

Por lo tanto M, también se puede definir requiriendo que esta ecuacién se
satisfaga para todo f. Véase [Micchelli ’80] y también la Observacién 1 de
17.2.

18.3 Simplex splines normalizados

De acuerdo a nuestra definicién un simplex spline s-variado M, depende de
un simplex o de dimension k. A continuacién veremos que M, realmente
s6lo depende de sus nodos en R®.

Sea p otro k-simplex tal que sus nodos (es decir, las proyecciones de sus
vértices sobre R* ) coinciden con los nodos p; de o, entonces la aplicacién
afin ¢ que envia o sobre p, satisface mo ¢ = 7. Por lo tanto la imagen por ¢
de una rodaja ox = o N7 !x coincide con px = pN 7 1x.

Cualesquiera dos rodajas ox y oy son paralelas, por lo tanto la razén de sus
voliimenes se preserva bajo ¢, lo cual implica que las razones

Mo (x) : My (y) = My(x) : My(y)

son constantes para todo x.

Como

/ M, (x)dx = volgo
]R/b’

podemos concluir que el simplex spline normalizado
M(x|ag ... ar) = My(x)/volyo

depende solamente de los nodos ay,...,a; y no depende del k-simplex o.

Observacion 2: La integral de un simplex spline normalizado es uno,

/ M(x|ag ... ap)dx =1 .
RS

Observacién 3: Las propiedades de suavidad establecidas en 18.2 carac-
terizan un simplex spline univariado M (z|ag ... ax) como un miltiplo de un
B-spline ordinario N(z|ag ... ai) sobre los mismos nodos, vea 5.4. Por lo
tanto, se desprende del Ejercicio 2 de 5.12 que

k

M(zlag ... ar) = ak—aoN(ﬂaO cooag)

donde suponemos que [ag, ag] es el soporte.
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18.4 Imnsercion de nodos

La férmula de insercién de nodos para B-splines univariados presentada en 6.1
corresponde a una subdivisién del simplex generador y se puede generalizar
facilmente.

Como antes, denotamos por o el simplex de vértices pg ... px vy a; = mp;
son los nodos correspondientes en R®. Sea

k k
Ayl = g aa; , 1= E Qg
i=0 i=0
un nodo “nuevo”, el cual consideraremos como la proyeccién del punto

Pk+1 = Z aiPi

que yace en R”. Sik > s los pesos «; no estan univocamente determinados
por a4;. Finalmente, denotamos por o; el simplex pg ... p; ... Pr+1, donde
el asterisco denota la ausencia del vértice correspondiente. En particular lo
anterior implica que o1 = o y se tiene que los otros simples: oy,...o0
forman una particién del simplex o de manera que la siguiente suma de los
splines M, coincide con M,, esto es

k
M, = Z(signai)Mgi )
i=0

En la Figura 18.4 se ilustran dos ejemplos, uno para k = 2 y otro para
k =3. Enel caso k = 2, M, = My, + M,, — M,,, y para k = 3, M, =
My, + My, + My, + M,,.

P2

P2

Po | 851 Py

Figura 18.4: Subdivisién de un tridngulo y de un tetraedro.

Para la prueba considere un puntoy = > n;p; y sean g1 =0y ags1 = —1.
Entonces, para cualquier A € R se tiene la ecuacién

k+1

Y=Y (ni—Aai)p; .
i=0



264 18. Simplex splines

En particular, para A = A\; = n,/a;, los pesos 7; — Aja; son las coordenadas
baricéntricas de y con respecto a o;. Es més, y yace en el interior del simplex
oj si y solo si todos los pesos 1; — Ajay,j # 1, son positivos. Si Aj = A
entonces y yace en la frontera comin de o; y 0. Supondremos que éste no
es el caso.

Como los pesos 1; — A; son mondtonos en A y existen coeficientes «; tanto
positivos como negativos, entonces existe a lo sumo un intervalo no vacio
(Aj, Ax) sobre el cual todos los pesos 1; — Aay; son positivos. Por lo tanto, y
no pertenece a ningin simplex o yace en exactamente dos simples o; y oy,
caso en el cual a; y ay, tienen signos opuestos. Vea la Figura 18.5.

L=3"(ni — Aa)

Figura 18.5: Los pesos 1; — Aq;.
Entonces la funciones caracteristicas de los splines satisfacen
0= (SignaO)XUO + o+ (Signak)Xak — Xokt1

sobre R” sin incluir las caras de dimensién inferior de o;.

Esto implica que
M, = signagMy, + -+ - + signo My,

y concluye la prueba. <

Si se normaliza la expresion anterior obtenemos la férmula de insercion
de nodos

k
(1) M(xlag ... ap) =Y a;M(x|ag ... a ... ax1)
1=0

para todo x donde los splines considerados son continuos. Vea [Micchelli ’80]
y los Ejercicios 2 y 3. Observe también que el lado derecho de la férmula de
insercién de nodos es una combinacion afin.
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18.5 Una relacion de recurrencia

Si el nuevo nodo insertado ay;1 coincide con x, entonces la férmula de in-
sercién (1) de 18.3 se transforma en una representacién del simplex spline
en x como una combinacién afin de simplex splines, con X como un nodo,
especificamente

k
M(x|ag ... ar) = Z&M(x|xa0 oaloooag)
i=0
donde x = > &a; y1=> ¢,
Esto conduce a una férmula recursiva pues los simplex splines del lado derecho
tienen grado mas bajo. Por ejemplo, sea o el simplex de vértices p p1 ... px

en R* con sombra
My, (x) = M(x|xa;...a;) ,

donde 7p, ™p1, ..., TPk son los nodos X, ay,...,a,. Suponemos que el “sim-
plex base” p, definido por los vértices p1, ..., pr yace en el hiperplano ortog-
onal a las fibras de la proyeccion .

Por lo tanto, si h denota la distancia euclidea entre p y p, entonces se tiene

1
voliog = Eh -volg_1p

1
vol (oo N 1x) = rh vol_s_1(pN 7 'x)

tal como se ilustra en la Figura 18.6 para k =3 y s = 1.

Figura 18.6: Célculo de los volimenes de o y o9 N T 1x.
Dividiendo la segunda de estas ecuaciones por la primera, obtenemos

M(x|xaj ... ag) M(x|a; ... ag) .

:k—s
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Entonces hemos deducido la relaciéon de recurrencia de Micchelli

o

k

(2) M(xl|ag ... ag) = kﬁ{gzgiM(x\ao .al.ay)
=0

Esta relacion representa un simplex spline con k + 1 nodos como una combi-
nacién lineal de los simplex spline de & nodos. Véase [Micchelli ’80]. Como
los pesos &; dependen linealmente de x, la aplicacién repetida de esta relacion
de recurrencia implica que

un simplex spline s-variado con k + 1 nodos es polinomico por
trozos de grado total < k — s.

Observaciéon 4: Comparando las relaciones de recurrencia para simplex
splines y polinomios de Bernstein (vea 10.1), se observa que un simplex spline
s-variado con solamente s + 1 distintos nodos es un polinomio de Bernstein,

es decir
(i) B.kfs(u)
vol,A T ’
donde i = (ig ... i5),k =1ig+ -+ +is+ s, A denota el simplex ag ... a5 y u

el vector columna de coordenadas baricéntricas de x con respecto a A. Vea
la Figura 18.7.

M(x|ag ol ag ... as st a,) =

2
BO2

Figura 18.7: Polinomios de Bernstein cuadréticos.
Observacién 5: Aplicando repetidamente la relacién de recurrencia (2) se

puede demostrar que cada segmento polinémico de un B-spline multivariado
depende continuamente de los nodos a;.

18.6 Derivadas

Supongamos que x depende linealmente de ¢

X=Xg+tv,
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donde xg = > «a;p; con Y «a; = 1, representa un punto y v = Y v;p; con
> v; = 0, representa un vector en R®. Derivando un B-spline s-variado
M (x|ag ... a) con respecto a t obtenemos la derivada direccional en x
con respecto a v, la cual se denota por M. La derivada direccional puede ser
expresada en términos de B-splines M; = M(x|ag ... af ...ag),

Para la prueba, supondremos primero que k = s + 1. Entonces la relacion
(3) se obtiene derivando la relacién de recurrencia de Micchelli de 18.5.

Si k es mayor que s + 1, consideramos los puntos ag . ..a; como las proyec-
ciones bajo 7 : [z1...75_1]" — [71...74]" de ciertos puntos ay,...,a; en
R""!. Se obtiene

x
(4) M(X|a0...ak):/ kftgfl/ M(|: :| |E_io...5.k)dy .
R R y
Como M (xl|ag ... a;) tiene derivadas continuas por la derecha y por la
izquierda, se pueden derivar ambos lados de la identidad e intercambiar el
simbolo integral y la derivada. Esto conduce a

d d X
— . = kst | —M ap ...a :
dtM(x\ao ...ag) /]R /]R g7 ([y] lag ... ay)dy

Aplicando (3) al integrando y usando (4) se obtiene la expresién para M
dada por (3). <©

La diferenciacion repetida de la derivada r-ésima de un B-spline s-variado
M (x|ag ... ax) se puede expresar como una combinacién lineal de B-splines
con k+1—7r nodos a;. Estos splines son continuos sobre cualquier s-nodo cuya
cédpsula affn no contiene més de k—r—1 nodos. Por lo tanto, M (x|ag ... a)
es continuamente diferenciable k — m — 1 veces sobre cualquier s-nodo cuya
capsula afin no contiene mas de m nodos.

Observacién 6: Derivando la relacién de recurrencia de Micchelli (2) de

18.5 se obtiene .

) k .

Por (3) ésto es equivalente a la férmula
k
. 1 . k .
M=—M+_— iM;
k—s * k—s ;5

lo cual se puede transformar en la relaciéon de recurrencia para la derivada
[Micchelli ’80]

d ko, d
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18.7 Ejercicios

1 El volumen de un simplex qq ... qz_s en R¥7% estd dado por

_ 1 do --- Qk—s
VOlk;fS[q() qks}_’(k—s)'det[ 1 T
Utilice esta féormula para deducir a partir de la definicién en 18.1 que
un simplex spline s-variado con k + 1 nodos es polinémico por trozos de
grado k — s.

2 Demuestre que la férmula de insercién de nodos de 18.4 es valida también
en la frontera de la cdpsula convexa [aag ... aj] inclusive en el caso
cuando alguno de los splines involucrados no son continuos en ésta.

3 Deduzca la férmula de insercion de nodos para B-splines univariados a
partir de la férmula general (1) de 18.4.

4 Deduzca la relacion de recurrencia para B-splines univariados a partir de
la férmula general (2) de 18.5.

5 Un simplex p; ... pr en R” y una direcciéon v definen un prisma. Esta
es la capsula convexa de sus 2k vértices p; y q; = pi+v, i = 1,...,k.
Demuestre que los k simples q1...q; p; ... Pk, para i = 1,...,k tienen

el mismo volumen y forman una particién del prisma. Vea la Figura 18.8.

P3

P2

Figura 18.8: Triangulacién de un prisma.

6 Use el Ejercicio 5 para demostrar la férmula de elevaciéon de grado
de Micchelli para B-splines multivariados [Micchelli "79].

k
M(x|ag ... ak)zizM(x|a0a1 co.oa;a; ... ag) .
i=0
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El algoritmo de de Boor es una generalizacién del algoritmo de de Casteljau
y los B-splines univariados generalizan a los polinomios de Bernstein. De ma-
nera similar se puede generalizar el algoritmo de de Casteljau para polinomios
de varias variables a splines multivariados. Las funciones base subyacentes
del algoritmo generalizado son los simplex splines, los cuales forman una
particién de la unidad.

Estos simplex splines son la generalizacién adecuada de los B-splines univa-
riados y muchas de las propiedades de estos tiltimos también son validas para
los simplex splines multivariados.

19.1 Generalizacién del algoritmo de
de Casteljau

Los polinomios de Bernstein restringidos a un simplex pueden ser interpre-
tados como simplex splines con nodos multiples. Vea la Observacién 4 en
18.5.

Por lo tanto, el algoritmo de de Casteljau es un caso especial del algo-
ritmo de de Boor para splines univariados. De manera andloga el algoritmo
de de Casteljau para polinomios multivariados también se puede extender
[Seidel '91]. La idea se ilustra en las Figuras 19.1 y 19.2 para el caso de un
polinomio cuadritico ¢(x). Como anterirormente (vea la Figura 11.1) de-
notamos por xy, la evaluacién c[xy], de la forma polar correspondiente al
polinomio c.
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La Figura 19.1 ilustra el algoritmo de de Casteljau con respecto al triangulo
012. A partir de los seis puntos de Bézier clij] se calculan los tres puntos
intermedios c[jx] y a partir de estos tiltimos se obtiene ¢(x) = ¢[x x].

Figura 19.1: El algoritmo de de Casteljau en el caso cuadratico.

La Figura 19.2 esquematiza la generalizacion: En vez de tres nodos se tiene
tres secuencias de nodos 00,11,22. A partir de los seis puntos de con-
trol ¢[00], c[01], c[11], c[12], c[22],¢c[20] se calculan los tres puntos c[ix] los
cuales a su vez determinan c(x) = c[xx].

00 01 11

Figura 19.2: La generalizacién de Seidel del algoritmo de de Casteljau para el caso
cuadratico.

Para considerar la generalizacién del algoritmo de de Casteljau sean a?, . . ., a?_l
secuencias, también denominadas cadenas o nubes de nodos, para i =
0,...,s. Siestos nodos estan en posicién general, entonces cualquier superfi-
cie polinémica s-variada c(x) con forma polar c[x; .. . x| estd completamente
definida por sus B-puntos

0 io—1 0 ig—1
ci =clay...ay ...aj...a’ |,

donde i = [ig...i5) € A, ¥

A”:{ﬂﬁeZS+1,®§ﬁ’i0+"'+iS:n} .

Concretamente c¢(x) se puede calcular a través de la relacién de recurrencia

Ci = &0Cj4eo + -+ &Cire, JE A=A, 1U---UAqp ,
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donde & son las coordenadas baricéntricas de x con respecto al simplex
L [aJo Js
S; =[al’...al]
y @ denota el k-ésimo vector unitario de R*". Esto significa que

- 0 Jo—1 0 Js—1
ci=clag...a) ...a;...al’ "'x...x]

y que los nodos estdn en posicién general si todos los simples S; son no
degenerados.

Observacién 1: Si c(x) es cuadratico, entonces sus puntos de Bézier b;
sobre el simplex S, satisfacen

be,1e; = Ce,1e; Paratodo i#j ,

Y be;te; yace en el plano generado por los puntos c¢,1e,, j = 0,...,s. La
Figura 19.5 muestra un ejemplo.

19.2 B-polinomios y B-parches

La generalizacion del algoritmo de de Casteljau presentada en 19.1, se puede
aplicar a una malla arbitraria de puntos de control c;, |i| € A,,.

En particular, si los puntos de control estan dados por

1 si 1=k .
c = . 1e A
' { 0 en caso contrario ’ no

los polinomios C}!(x), a valores reales, forman una base para el espacio vecto-
rial de polinomios de grado menor o igual que n. De hecho, como el algoritmo
de de Casteljau generalizado es lineal en los puntos de control, cualquier poli-
nomio c(x) de grado < n se puede representar

)= 3 &l

€A,

donde c¢; estd definido en 19.1. Ademds, como el nimero de polinomios C}*
coincide con la dimension ("js) del espacio de los polinomios de grado total
< n, tenemos que éstos son linealmente independientes.

Los polinomios C}*, los denominaremos B-polinomios y la representacién
anterior de c(x), como una combinacién lineal de los B-polinomios, se de-
nomina B-parche. De la construccién anterior se desprenden las siguientes
propiedades, similares a las de los polinomios de Bernstein de la Seccién 10.1.
Los B-polinomios s-variados de grado n

e forman una base del espacio vectorial de todos los polinomios de grado
total < n,
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e forman una particién de la unidad:

Y orx) =1,

icA,
e son positivos para todo x del interior de la interseccion ', de todos
los simples S;, |3] <n—1,

e satisfacen la relacion de recurrencia
S
-1
Ol (x) =Y &) (x)
k=0

donde &, es la k-ésima coordenada baricéntrica de x con respecto a Si_e, ¥
Cj = 0 si j tiene alguna coordenada negativa.

La interseccién I' de los simples S;,7 < n — 1, se ilustra en la Figura 19.3
paran = 2y s = 2. Notese que esta intersecciéon podria ser vacia, lo cual
depende de la posicién de los nodos.

Figura 19.3: La regién T' sobre la cual todos los B-splines para n = s = 2 son
positivos.

Como los B-polinomios forman una particién de la unidad, c(x) es una com-
binacién afin de los puntos c¢;. Por lo tanto los B-parches son invariantes por
transformaciones afines. Es mds, para x € ', ¢(x) yace en la cdpsula convexa
de los B-puntos c¢; pues los B-polinomios son no negativos sobre I.

Observacion 2: Si todos los nodos de cada cadena son iguales, es decir, S, =
S;j para todo j, entonces los B-polinomios C}* coinciden con los polinomios
de Bernstein B]" sobre el simplex S, pues ambos conjuntos de polinomios
satisfacen la misma relacion de recurrencia.

19.3 Precision lineal

El polinomio identidad c¢(x) = x, de R’ se puede representar com un B-

parche de grado m con respecto a los nodos a’ introducidos en 19.1. Como

K2
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la forma polar de x es

sus B-puntos son
1 - -
xi=—(af+ - +ag "o +ald o alh)

Vea 19.1 y la Figura 19.4, la cual bosqueja el caso n = s = 2.

1
O a
i 2

%

ajo” X200 Xp20-0aj

Figura 19.4: La representacién de la identidad sobre R? como B-parche cuadratico.

Similarmente se pueden obtener los B-puntos de cualquier otro polinomio
c(x) de grado uno. Como c(x) es una aplicacién afin, su forma polar estd
dada por

cxy ... xp) =c(x[x1 ... x3]) .

Por lo tanto los B-puntos de ¢(x) son ¢; = c¢(x;). Esta propiedad de la
representacién de un polinomio de grado uno como un B-parche se denomina
precision lineal.

Observacion 3: Una consecuencia importante de la precisién lineal es que
cualquier superficie funcional ¢(x) de grado < n se puede representar como

) ] , donde ¢(x) :ZC]'IC]';”(X) .

Esto es, los B-puntos de ¢(x) son ¢; = [x! ¢;]*, tal como se ilustra en la Figura
19.5 paran = s = 2.

19.4 Derivadas de un B-parche

La derivada direccional de un polinomio

c(x) =) eiCf(x)
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Co02

X002

© X120

Figura 19.5: Un polinomio cuadratico con sus ordenadas como parche y como
B-parche de Bézier.

dado como un B-spline con respecto a una secuencia de nodos A;, ¢ tiene una
representacién como un B-parche de grado n — 1 con respecto a la secuencia
de nodos A, _os. Esta representacién depende de los puntos c; de una manera
elemental.

Sea Ax una direccién cualquiera de R® y denotemos por
) d
C(X) = %C(X + tAX)|t:0

la derivada direccional de ¢ en la direccién Ax en el punto x. Sic[x; ... X,
es el polinomio simétrico de c(x), entonces la forma polar de ¢(x) estd dada
por

C[xy ... X,] = nc[Ax xy ... X,]

tal como se presenté en 11.6. Por lo tanto los B-puntos de ¢(x) son

ig—1 0 isfl}

. 0 .
n¢; =nclAxay...af ...a;...a , JelAnq .

Expresando Ax con respecto a Sj, es decir, rescribiendo Ax como

S S
Ax = E vpagk, 0= E v
k=0 k=0

y usando que las formas polares son multiafines, se obtiene

S
Cj = E :Vk'cj-i-@k .
k=0
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La Figura 19.6 ilustra el caso s =n = 2.

Cpo2

Figura 19.6: Las diferencias ¢;.

Observacién 4: Sean x; los B-puntos del polinomio identidad p(x) = x con
respecto a los nodos aj,. Entonces, podemos pensar en la B-malla de c(x)
como una coleccion de parches lineales

S
c‘]j (X) - Zrykc‘]]-‘rﬂ)k b ']] E A?’L—l b)
k=0

sobre los simples X; ¢, - .. Xj4e,, donde 7y, ..., s son las coordenadas baricén-
tricas de x respecto a Xjie, - - - Xjte,-

Como 4, = nvy, la derivada direccional de ¢;(x) en la direccién Ax es n¢; y
se tiene que

la derivada de la B-malla consiste en los B-puntos de la derivada

¢(x).

Esto se ilustra para una funcién cuadrética bivariada en la Figura 19.7.

19.5 B-splines multivariados

Los B-polinomios Cj, i € A,,, estan definidos con respecto a los nodos

0 n—1 0 n—1
ag, ...,a5 ..., ...,a, .
Si se agregan s + 1 nodos agy, .. ., as, demostraremos que

los simplex splines normalizados
vol S]'l
(")

S

N; = M(X|An) , 1eA,,
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Coo2

X002

Figura 19.7: La derivada direccional de una B-malla para n = s = 2.

0 ..a' coinciden

con la secuencias de nodos A; = a8 oaf...ag...al

con los B-polinomios C;(x) para todo

x € ) = interior ( ﬂ Si) -
JEAQU---UA,,

Este resultado fue probado en [Dahmen et al. ’92].

Los splines NN; son B-splines multivariados y tienen propiedades analogas
a las de los splines univariados. De hecho, si s = 1, los B-splines N;(z)
coinciden con los B-splines univariados definidos en 5.3.

Prueba: A partir de la definiciéon de simplex splines en 18.1 y teniendo en
cuenta la férmula de recurrencia (2) de 18.5, obtenemos para todo x € R* la
siguiente relacién de recurrencia

Ng(x):{l si xe S,

0 en caso contrario

S

vol S; j+ s ofvol SF L.
N- — ~ J J J M A —
.]](X) kz::o (].:s) s O'jVOl SJ] (X‘ J ek,) ) J |J]‘ )

donde Sjk se obtiene a partir de S; reemplazando ai’”” por x. Las orientaciones
—1y 41 de las secuencias Sj y Sf se denotan por o; y of, respectivamente.

Como ambos simples, S; y Sj—e, , contienen a €2, sus orientaciones son iguales
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y la ecuacién anterior es equivalente a

S k
g
Nj(x) = Y ——L ——vol SF N;_
3(x) 2o e, vol Sf—ek vol oy Ny e (X)

(1) = ng—ekNj—@k(X) )
k=0

donde §f_ek es la k-ésima coordenada baricéntrica con respecto a S;_q, . Para
que todos los términos estén bien definidos, para j; = 0, convenimos

f—ek = vaol(Sf)/Uj,aj_ekvol (Sj—e,) =1y
1
(2) Nj—e, (%) (j+s—1> M(x|Aj-e,) -
S
Entonces, si ji, = 0, tenemos que N;_g, es un simplex spline sobre la secuencia
de nodos A;_e, , la cual no contiene ningin nodo de la k-ésima nube af ... a}.

Su soporte tiene interseccion vacia con €2, lo cual probamos a continuacion.

El soporte de Nj_e, es la cdpsula convexa de los nodos A;_g,. Por lo tanto
cualquier punto en el soporte es una combinacién convexa de ciertos puntos
ag,...,ay,...,a,, donde cada a; yace en la cdpsula convexa de los primeros
ji+1nodos a?, ... ,a{i de la i-ésima cadena de nodos. Por lo tanto debemos
demostrar que cualquier simplex ag ... aj ... ay no interseca §2. Como {2
estd contenido en todos los simples Sy, para los cuales o < k < j, entonces
también estd contenido en cualquier simplex aga{ ... a%. Repitiendo este
razonamiento se demuestra que el abierto ) estd contenido en el simplex
ag ... ag, lo cual implica que 2 y el soporte de Nj_g, son disjuntos.

Por lo tanto para todo x € € la recurrencia para los B-splines N; coincide
con la recurrecia para los B-polinomios C;. Luego, N;(x) = C;(x) para todo
xeN &

19.6 Combinaciones lineales de B-splines

Hasta ahora hemos considerado B-splines sobre un complejo de s+ 1 cadenas
de nodos. Sin embargo, la verdadera utilidad de los B-splines se manifiesta
cuando consideramos el espacio de splines definidos sobre una particiéon de
R? en complejos de tales cadenas de nodos.

Sean &), k € Z, los vértices de una triangulacién R® y denotemos por K C
Z°*1 el conjunto de indices para los splines.

ap ...ap , k=[ky ... k€K,

de la triangulacién. Supongamos ademads que cada uno de estos vértices

0 n 3 Jo J
pertenece a una cadena ay ... ay, y denotamos por Si; al simplex ay) ... ay’
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y por Ay; la secuencia de nodos
ago ai%...ags...aii, donde ke K, y j€AU...A,_1 .
Finalmente, supondremos que para todo k € K la interseccién

Q. = interior ﬂ Sk
JEAQU--UA,,

es no vacia y como en 19.5, denotamos por Ny; el B-spline multivariado
definido sobre la cadena de nodos Ay;.

Cualquier combinacién lineal

S(X) = Z Z C]k]']N]k]'l(X)

keK i€eA,

de los B-splines Ny; conforman una superficie C”~! polinémica por trozos
de grado total < n si los nodos estan en posicién general. Los coeficientes
ci; forman la malla de control de s(x). La Figura 19.8 ilustra el caso
n = s = 2. Note que la malla de control no tiene porque ser conexa, pudiendo
descomponerse en submallas, una para cada k € K. Estas son las B-mallas
de los segmentos polinémicos s(x),x € Q.

CRo02 Cri01

Cr200
O

Xk200

Clk200 @

Xk200

Xk020

Figura 19.8: La malla de control de un spline cuadrético bivariado sobre dos
triangulos.

Decimos que los puntos de control

ci , keK , 1e€l,,
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forman una malla conexa, si para cualesquiera dos simples adyacentes Sk
)
Y Sko, después de un cambio adecuado de indices de manera que

ko?éffo y []{11 kg]Z[kl kg] ,

los puntos de control ci; y cg; son iguales para todos los 1 , para los cuales
19 = 0.

19.7 Una relacion de recurrencia

Si el spline

S(X) = Z Z CMNM (X)
k i

tiene una malla de control conexa, entonces de la relacién de recurrencia (1)
de 19.5 se desprende que s(x) también se puede expresar como una combi-
nacién de B-splines Ny; de grado |j| = n — 1. Més precisamente,

(3) s(x)= > Y digNi(x)

keK jEA, 1
donde .
dig = Y &Cuise,
1=0
y fﬁj, ..., &g; son las coordenadas baricénticas de x respecto a Sy;.

Para la prueba aplicamos la relacién de recurrencia (1) de 19.5 a los B-splines
Ny;, obteniéndose

S
S(X) =Y Y ) & CriNiie -
k 0

P l=
Esta suma envuelve términos
Cik,j+e NVkj

con j; = —1. Veremos que la suma de todos estos términos es cero, lo cual
nos llevard a expresién para s(x), de la ecuacién (3).

Debido a la transformacion de los indices es suficiente considerar un indice
kj, para el cual jo = —1y k = [0... s]. Adicionalmente podemos suponer
que k = [~11 ... s] estd también en K. Por lo tanto los simples Sio y Sk
tienen orientaciones opuestas, es decir,

Oko — _Uﬂ}o .
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Por aplicaciones sucesivas del argumento usado para deducir (1) se obtiene
Ok,j = Ok,

y consecuentemente
& =&
ki — kj -

Como la malla de control es conexa y Nij = Ng;, vea (2), se obtiene

0 0 ._ .
ki Cki+eo Vi + §n’<jck,j+eoN]kj =0,

lo cual concluye la prueba. <

19.8 Derivadas de un spline

La relacién de recurrencia (2) de 18.5 y la férmula de la derivada (3) de 18.6
para los simplex splines son similares. La férmula de la derivada, salvo un
factor constante, se obtiene diferenciando los pesos de la férmula de recu-
rrencia, a pesar de que podria esperarse mas términos, debido a la regla del
producto.

Debido a ésto la relacién de recurrencia (1) de 19.5 para splines multivaria-
dos se puede transformar en una férmula para la derivada. Derivando las
coordenadas baricéntricas £ en la prueba de la férmula de recurrencia de 19.7
se obtiene que, la derivada direccional en la direcciéon Ax de un spline s(x)

S(X) = Z Zcﬂ(ﬂleﬂ (X)
keK i
de grado n = |i| con una malla de control conexa estd dada por
iS(X + tAX)‘t:() =N Z Z é]k,]jN]k_]i (X) s
dt ,
keK jeA

donde

S
Cij = E VICk 4o
=0

y g, ..., Vs son las coordenadas baricéntricas de la direccién Ax con respecto
al simplex Sij. Véase también 19.4.

Observacién 5: Como ya se observé en 19.4 las direcciones €; estan rela-
cionadas con las derivadas respecto a Ax de las mallas de control cy;(x) de
s(x) sobre los simples Xi jte, - .- Xk j+te,-
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19.9 El teorema fundamental

En esta seccién usamos la notaciéon de 19.6 y suponemos que los primeros r
nodos ag, . ,a};*l de cada nube de nodos son iguales. Tomando en cuenta
que los simples Sy, forman una triangulacién de R® probaremos que cualquier
funcién polinémica por trozos, con continuidad C™~" sobre esta triangulacion
es una combinacion lineal de los B-splines Ny;. En segundo lugar, expresare-
mos sus puntos de control en términos de las formas polares de sus segmentos
polinémicos.

Sea s(x) un spline n — r veces continuamente diferenciable, tal que sobre
cada simplex Sy, coincide con un polinomio sy (x) de grado < n. Entonces
la versién multivariada del teorema principal de 5.5 tiene la siguiente formu-

lacién [Seidel '92]:
El spline s(x) se puede expresar como

(4) s(x) = Y > silAkiel N (x)

keKieA,
donde sk[Xy ... X,] es la forma polar de sy.
La prueba de este teorema es por inducciéon sobre n —r. Sin —r = —1,

entonces los B-splines Ny; son los polinomios de Bernstein sobre Si,. Véase
la 19.5 y la Observacién 2 de 19.2. En este caso la identidad (4) se desprende
del teorema de 11.2. Supongamos ahora que n—r > 0y sea Ds(x) la derivada
direcional de s(x) con respecto a un vector Ax y supongamos que

Ds(x) = Y Ds[Aij-e|Nig(x) -

keKjeA, 1

En 11.6 demostramos que la forma polar de Dsy se puede experesar en
términos de la forma polar de sy, esto es

DS]k [Ak.lj —e] = NSk [AX A]k,_]j —e]

S
n > usk[Ai-etel
1=0

donde vy, ..., Vs son las coordenadas baricéntricas de Ax con respecto a Si;.

Por la Observacién 7 in 11.7 los puntos de control si[Ay ;—e] forman una
malla conexa. Entonces 19.8 implica que

DZZSk[AkH]NM = Ds
-

Por lo tanto (4) se verifica, salvo una constante. Pero como (2) es cierto sobre
Oy, (vea 19.4 y 19.5), esta constante es cero, lo cual concluye la prueba. <
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En particular se tiene que los B-splines froman una particion de la unidad

Y>> Nu=1.

keK ieA,

El polinomio identidad p(x) = x tiene puntos de control
1
Xk = —Akie .
n

Vea también 19.3. La Figura 19.8 ilustra el caso n = s = 2.

19.10 Ejercicios

1 Escriba un algoritmo de elevacién de grado para B-parches. Dada una se-
cuencia de cadenas de nodos A, = af ... a” en R’ y cualquier polinomio
p(x) de grado n, considere las dos representaciones por B-parches

px) = 3 piC(x)

€A,

p(x)= Y PuCiT(x)

keAn 41

con respecto a Ay, _s y An, respectivamente. Exprese los puntos de control
Pr como combinaciones afines de los puntos p;.

2 Encuentre un algoritmo que permita rescribir un spline sobre la trian-

gulacién Sy o,k € K, definida en 19.9 con nodos af) = --- = a; !, de
multiplicidad 7, como una combinacién lineal de B-splines con nodos de
multiplicidad r 4+ 1, a = -+ = af.

3 Proponga un algoritmo de elevacién de grado para splines multivariados
sobre una triangulacion de R®. Estos splines deben presentarse como
combinaciones lineales de B-splines.

4 Encuentre un algoritmo para calcular la representacion de Bézier de un
spline sobre la triangulacién Sye,k € K, definida en 19.9.

5 Sea A, = [a] ... a”] la matriz de s+ 1 cadenas, cada una con n+1 nodos
y denotemos por x; = %Aﬁe, sus abscisas de Greville. Véase la Obser-
vacién 3 de 19.3. Decimos que los puntos x; estdn bien posicionados si
todos los simples, Xji¢, - - Xjte,,] € Ap—_1 tienen interiores disjuntos.
Demuestre que los x; estdn bien posicionados si cualquier nodo a,, se
puede expresar como

s
Ay = au0 + E Qpako
k=0
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donde 0 = ap+ - - - +as y |agl, - . ., |as| < 1/2. Véase también [Prautzsch *97,
Teorema 4.2].

6 Sea An,ng = ni; = ny = 2, una secuencia de nodos con abscisas de Gre-
ville bien posicionadas. Demuestre que cualquier polinomio cuadratico
bivariado (a valores en R?) es convexo sobre R? si la malla de su B-
parche, con respecto a Ap, es convexa. Vea 10.6 y las Figuras 10.6 y
19.5.

7 Sea A, una secuencia de nodos en R? con abscisas de Greville bien posi-
cionadas. Demuestre que cualquier polinomio cuadratico bivariado, a
valores en R, es convexo sobre el dominio €, definido en 19.5 si su B-
malla con respecto a A, es convexa.
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