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1. Einleitung

Bei vielen chemischen Prozessen spielen Strémungen eine Rolle, die von Winden
begrenzt werden. Dabei werden die Stromungen an den Wianden durch Vorgénge
wie Wiarmeiibertragung, Stoffiibertragung und katalytische Aktivitdt beeinflusst.
Ein Beispiel fiir solche Prozesse ist die Verbrennung in einer Brennkammer zur
Freisetzung von Wirme oder mechanischer Arbeit [1]. Die Produktion fliissiger
oder gasformiger Substanzen in Rohrreaktoren ist ein anderes Beispiel [2]. Die
Wiénde des Rohrreaktors kénnen inert oder katalytisch aktiv sein. Die grofle volu-
menspezifische Oberfliche eines Rohres wird dabei zur Temperaturregelung aus-
genutzt und die enge Verweilzeitverteilung in der Rohrstromung ist vorteilhaft fiir
eine hohe Ausbeute an Zwischenprodukten bei chemischen Systemen mit Folge-
reaktionen, durch die bei Fortsetzung der Reaktion die Zwischenprodukte wieder
abgebaut wiirden. Auch in Atz- und Dotierungsreaktoren ablaufende Vorginge,
wie sie bei der Herstellung von elektronischen Halbleiterbausteinen und bei der
Abscheidung verschleifiresistenter Schichten auf Werkzeugoberflichen auftreten,

gehdren zu diesen Prozessen.

Bei diesen Vorgéngen treten Wechselwirkungen zwischen chemischen Reaktionen,
Wirme- und Stofftransport und der Stromung auf. In der Strémung auftretende
Turbulenz beschleunigt Transportprozesse, wodurch wiederum die ablaufenden

chemischen Reaktionen beeinflusst werden.

Die Simulation solcher Reaktionssysteme ist ein wichtiges Werkzeug sowohl fiir
das Design von Reaktoren als auch fiir das Verstédndnis der ablaufenden Vorgénge,
wobei im Wechsel Experimente Ansitze fiir mathematische Modelle liefern, die in
einer Simulation eingesetzt werden, deren Ergebnisse wiederum durch Versuche

validiert werden.



1. FEinleitung

Ein Weg zur numerischen Simulation turbulenter Strémungen fiihrt ausgehend
von den Navier-Stokes-Gleichungen zu Transportgleichungen fiir die Mittelwerte
der Geschwindigkeiten, der chemischen Spezies und der Enthalpie in der Stromung
sowie deren Kovarianzen. Zur Schliefung des Gleichungssystems muss auflerdem
eine turbulente Zeitskala mit modelliert werden. Problematisch ist dabei, dass we-
gen der exponentiellen Temperaturabhingigkeit der chemischen Quellterme die
Temperaturverteilung, und nicht nur ihr Mittelwert erheblichen Einfluss auf die
chemischen Reaktionen hat. Im Modell anzunehmen, dass die Reaktionen bei ei-
ner mittleren Temperatur ablaufend, ist deshalb nicht zuldssig. Deshalb miissen

die chemischen Quellterme bei diesem Ansatz modelliert werden.

Eine Moglichkeit bietet die empirische Konstruktion einer Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion (PDF), deren Variable die Massenbriiche der chemischen Spezies,
die Temperatur und die Dichte sind [1]. Fiir die Bestimmung der mittleren che-
mischen Quellterme wird diese Dichtefunktion integriert. Fiir die Beschreibung
dieser PDF werden oft Produktansidtze gewihlt, wobei die multidimensionale
PDF aller skalaren Gréflen als Produkt von eindimensionalen Dichtefunktionen
einzelner Skalare gebildet wird. Korrelationen zwischen den chemischen Spezies
konnen damit nur unvollstindig wiedergeben werden und miissen wiederum mo-
delliert werden. Auflerdem ist es erforderlich, der PDF eine Form vorzugeben, wie
z.B. die einer Gauf’schen Glockenkurve oder einer Beta-Funktion [51]. Mit der
Wahl der Klasse der Funktion ist auch festgelegt, welche Formen die Verteilung

und die Dichtefunktion beim Fortschreiten der Reaktionen annehmen konnen.

Dies lésst sich vermeiden, wenn die Dichtefunktion der Verteilung durch ein En-
semble stochastischer Partikel dargestellt wird. Fiir diese PDF wird eine Trans-
portgleichung gelést. Da die Mittelwertbildung hier durch eine Monte-Carlo-
Integration [4] ausgefiihrt wird, wird eine solche Dichtefunktion als Monte-Carlo-
PDF bezeichnet. Solche Dichtefunktionen sind in ihrer Dimensionalitéit und Form

nicht eingeschrinkt.

Wie bei den anderen beschriebenen Verfahren ist es auch mit dem letztgenann-
ten moglich, die Geschwindigkeiten und die turbulente Zeitskala weiterhin durch
Losung der auf einem Gitter diskretisierten Transportgleichungen ihrer Mittel-

werte und Kovarianzen zu bestimmen [5].

Ebenso ist es aber auch moglich, die Geschwindigkeiten und die turbulente Zeit-



skala als zusétzliche Variablen in die Monte-Carlo-PDF mit aufzunehmen [6] und
somit Stromung und Reaktionen ausschliellich mit stochastischen Prozessen zu

behandeln. In der vorliegenden Arbeit wird dieser Ansatz gewihlt.

Die Gliederung der Arbeit ist wie folgt: In Kapitel 2 werden die theoretischen
Grundlagen zur Behandlung von kalten und reaktiven Stromungen und der Tur-
bulenzmodellierung angefiihrt. Anschliefend ist in Kapitel 3 die Implementierung
der Modelle und der dafiir verwendete L&sungsalgorithmus beschrieben. Dann
wird in Kapitel 4 zunéchst eine nichtreaktive turbulente Strémung in einem Ka-
nal bei verschiedenen Reynoldszahlen simuliert. Danach werden die Ergebnisse
einer Simulation einer reaktiven Stromung dargestellt. Es handelt sich dabei um
eine heterogen durch Platin katalysierte Wasserstoffoxidation in einer turbulen-
ten Kanalstromung mit einem Gemisch aus Wasserstoff und Luft. Abschlielend
werden in Kapitel 5 die Ergebnisse zusammengefasst und ein Ausblick auf eine

mogliche Weiterentwicklung gegeben.



2. Theoretische Grundlagen

2.1. Stromungsmechanische Grundlagen

Um reaktive Stromungen zu beschreiben, werden Felder fiir die Geschwindigkeit
i, die Dichte p, die Massenbriiche der chemischen Spezies Y, , a = 1..N, mit N
als Anzahl der Spezies und der Temperatur 7' verwendet. Diese Felder sind im
allgemeinen orts- und zeitabhéngig. Oft wird an Stelle der Temperatur die spezi-
fische Enthalpie h benutzt [1,3], da sie wie die Massenbriiche als Erhaltungsgrofie
behandelt werden kann, was die Modellierung des Warmetransports vereinfacht.
Der Massenbruch Y, einer Spezies « ist definiert als der Quotient der Masse m,
der Spezies o und der Gesamtmasse m aller Spezies: Y, = my/m. Um die syste-
matische Darstellung zu erleichtern, werden die Enthalpie und die Massenbriiche

in einem Vektor 5 als skalare Groflen zusammengefasst.

Die Bilanzgleichungen, die fiir die Bestimmung der Felder gel6st werden miissen,
bestehen aus Termen fiir Akkumulation, Transport und auflerdem einem Quell-

bzw Senkenterm.

Im Einzelnen handelt es sich um die Gleichungen

op Opu;
- = 2.1
ot T om0 21)
Opu; Opusu;  OT op
—— Y _ pgi+—=0 und 2.2
ot oz, oz, M an u (2:2)
Opsa  dpujba  OJf
— 0S, =0. 2.3
ot 0w, oz, " (2:3)

Die Indizes ¢ und j beziehen sich dabei auf die drei Raumrichtungen; der Index «
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2.1. Strémungsmechanische Grundlagen

bezeichnet eine skalare Gréfie. Der Term 27” ist der Druckgradient in ¢-Richtung.

Es wird zur Verkiirzung die Einsteinsche Summenkonvention angewandst.
Gleichung 2.1 heifit Kontinuitédtsgleichung. Sie beinhaltet, dass die Gesamtmasse
des betrachteten Systems konstant bleibt. Dementsprechend ist der Quell-/Sen-
kenterm gleich 0.

Gleichung 2.2 beschreibt die Impulserhaltung. Bei Gasen wird der Term pg;,
der die Wirkung der von auflen angreifenden Krifte, wie z.B. der Erdanziehung,
darstellt, wegen des geringen Einflusses im Vergleich zu den anderen Termen
meistens vernachlissigt. Der Spannungstensor 7;; hingt bei Newtonschen Fluiden
ab von Geschwindigkeitsgradienten und der dynamischen Viskositéit p nach

Ou; 0uj 2 Qug
T # (axj N axi) * 3“axk ! (2.4)

Dabei ist ¢;; das Kronecker-Delta. Da Gleichung 2.2 fiir jede Raumrichtung for-
muliert wird, handelt es sich hierbei um ein System aus drei Gleichungen. Es wird

als Navier-Stokes-Gleichungssystem bezeichnet [7, 8].

In Gleichung 2.3 wird der Transport der chemischen Spezies beschrieben. Der
Quellterm pS, gibt dabei die Anderung der Spezies aufgrund chemischer Reaktio-
nen wieder. Beim diffusionsbedingten Stofftransport gilt fiir den Diffusionsstrom
J§ nach dem Fick’schen Gesetz unter Vernachldssigung der wirmebedingten Dif-
fusion [1,2]

0¢a
aaz]-

Vereinfachend wird angenommen, dass der Diffusionskoeffizient D fiir alle Spezies

Jjj = —pD (2.5)

gleich ist. Diese Annahme ist in turbulenter Stromung ndherungsweise erfiillt, da
dann der turbulente Transport, der vom Zustand der Strémung und nicht von den
Eigenschaften des Fluids abhingt, um ein Vielfaches grofler ist als die Diffusion
in einer laminaren Stromung, in der fiir jede Spezies im Gemisch ein eigener
Diffusionskoeffizient fiir jedes Paar Spezies angenommen werden muss, woraus
dann ein Diffusionskoeffizient fiir die betreffende Spezies im Gemisch gebildet

werden kann [1].

Diese Gleichungen sind generell fiir alle Stromungen kompressibler Newtonscher
Fluide giiltig [7, 8]; sowohl laminare als auch turbulente Stréomungen kénnen da-

mit berechnet werden. Die analytische Losung dieser Gleichungen ist aber nur fiir

11



2. Theoretische Grundlagen

sehr einfache Fille moglich; im Allgemeinen muss auf numerische Losungsverfah-
ren zuriickgegriffen werden. Eine wesentliche Eigenschaft der Turbulenz besteht
darin, dass sich zufillige Storungen der Stromung aufschaukeln. Vergleicht man
die Bahn zweier Fluidelemente, die sich mit der Strémung mitbewegen, und die
sich zum Zeitpunkt ¢ = ¢, nahe beieinander befanden, so lisst sich feststellen,
dass ihre Bahnlinien im Falle einer laminaren Stréomung annidhernd parallel ver-
laufen und die Partikel sich zu einem spiteren Zeitpunkt ¢ = ¢; immer noch
relativ nah beieinander befinden, wihrend im turbulenten Fall die Bahnlinien
aufgrund von zufilligen Stérungen sehr unterschiedlich sein kénnen und sich auch
kreuzen kénnen, wie dies zur Veranschaulichung in Abbildung 2.1 dargestellt ist.
Die zunéchst benachbarten Partikel (blau und schwarz) sind bei der laminaren
Stromung auch am Ende der aufgetragenen Zeit noch benachbart, im Fall der

turbulenten Strémung hingegen nicht.

t t

Abbildung 2.1.: Typische Bahnlinien in turbulenter (links) und laminarer Stromung
(rechts). Dargestellt ist die zeitliche Entwicklung der Raumkoordinate senkrecht zur
Stromungsrichtung.

Wihrend zufillig auftretende Stérungen in einer laminaren Stromung durch die
Viskositit des Fluids gedampft werden, iiberwiegen in einer turbulenten Stro-
mung die Trigheitskrifte in so starkem Mafle, dass diese Ddmpfung nicht aus-
reicht. Durch das dimensionslose Verhéltnis von kinetischer Energie zur durch
Viskositét transportierten Energie kann somit der globale Stromungszustand cha-
rakterisiert werden. Die dafiir definierte Kennzahl ist die Reynoldszahl

Re = vt , (2.6)

14

wobei [ eine charakteristische Lénge ist, U eine charakteristische Geschwindigkeit

und v die kinematische Viskositét. Die Verwendung des Begriffs ,,charakteristisch*

12



2.2.  Mittelung der Transportgleichungen

deutet bereits an, dass hierbei die jeweiligen Randbedingungen der betrachte-
ten Stréomung eine Rolle spielen. So sind beispielsweise bei einer Rohrstromung
als Geschwindigkeit der Quotient aus Volumenstrom und Rohrquerschnitt und
als Linge der Rohrdurchmesser zu wéhlen. Bei einer Kugelumstromung dagegen
werden die Geschwindigkeit der ungestérten Stromung bzw der Kugeldurchmes-
ser verwendet. Weiter gibt es fiir jeden Strémungsfall eine kritische Reynoldszahl
Rey.i;, bei deren ["Jberschreitung die betrachtete Stromung turbulent wird. Bei
den oben angefiihrten Beispielen sind dies [7]: Reysit,ronr = 2300 und Reiuis, Kugel =
0, 25.

2.2. Mittelung der Transportgleichungen

Sollen die Gleichungen 2.1, 2.2 und 2.3 numerisch auf einem Rechengitter gelost
werden, so wird dabei fiir die rdumliche Auflésung eine charakteristische Langens-
kala benotigt. Im Falle einer laminaren Strémung liegt diese Skala in der Gréfien-
ordnung der dufleren Abmessung der Stromung [1]; sie ist also von der Gréfien-
ordnung im Bereich 0,1 m einzuordnen. Bei einer turbulenten Strémung hingegen

ist nach [8] diese Skala die sogenannte Kolmogorovlinge

3 A
k=(=) (2.7)
€
dabei ist € die Dissipationsgeschwindigkeit der turbulenten kinetischen Energie.
Bei der Kanalstrémung mit einer Reynoldszahl von 12300 [24], die in Kapitel
4.1 zum Vergleich herangezogen wird, liegt die Kolmogorovlénge im Bereich von
etwa 0,0001 m. Diese Skala [, ist um etwa den Faktor 1000 kleiner als die Skala
einer laminaren Strémung [1]. Bei der Simulation einer dreidimensionalen tur-
bulenten Stromung durch direktes Losen der Navier-Stokes-Gleichungen fiir alle
drei Raumrichtungen werden deshalb um den Faktor 10° mehr Rechenpunkte
benstigt als bei einer laminaren Stréomung, da nur so die kleinsten turbulenten
Strukturen auf dem Rechengitter aufgelost werden kénnen [1,9]. Bei der Losung
der Gleichungen ist man deshalb auf kleine Gebiete beschréinkt, wenn wie bei der
direkten numerischen Simulation (DNS) auf die Verwendung von Turbulenzmo-

dellen verzichtet wird.

Haufig ist nicht die zeitliche Entwicklung eines einmalig auftretenden Stromungs-

13



2. Theoretische Grundlagen

bildes von Interesse, sondern vielmehr die Entwicklung der Mittelwerte der die
Stromung beschreibenden Gréflen. Dies ist vor allem bei technischen Anwen-
dungen, wie z.B. Brennern, der Fall. Dann werden nicht die oben beschriebenen
Gleichungen gel6st, sondern aus ihnen abgeleitete Transportgleichungen fiir die
Mittelwerte.

Bei der Reynoldschen Mittelung wird der Momentanwert jeder Gréfle ¢ aufge-

spalten in einen Mittelwert (¢) und einen fluktuierenden Anteil ¢’ gem#f

d=(d)+¢" . (2.8)

Der Zusammenhang zwischen Momentanwert, Mittelwert und Fluktuation ist auf
Abbildung 2.2 dargestellt.

v

Abbildung 2.2.: Zeitlich schwankender Verlauf und Mittelwert einer Grofe

Wie in Abbildung 2.2 dargestellt, ist die Reynolds-Mittelung eine zeitliche Mit-
telwertbildung. Da der Mittelwert sich mit der Zeit &ndern kann, ist die Wahl des
Zeitintervalls von grofler Bedeutung: Ist es zu grofl gewéhlt, wird der zeitiche Ver-
lauf falsch wiedergegeben; ist es zu klein gewihlt, wird die Uberlagerung durch die
Fluktionen nicht beseitigt. Der zeitliche Mittelwert einer Gréfie im Zeitintervall
von t, bis t; ist definiert als

t1

(¢) = tlito J pdt . (2.9)

Die schraffierten Fliachen oberhalb des Mittelwertes in Abbildung 2.2 sind genauso
grofl wie die schraffierten Flidchen unterhalb des Mittelwertes. Fiir die Fluktua-

14



2.2.  Mittelung der Transportgleichungen

tionen gilt deshalb

(¢) = J Pdt =0 . (2.10)
Weiter gelten folgende Regeln:

(o)) = (o) (2.11)
¢y = ¢C (2.12)

(C¢) = C(d)=0 (2.13)

C sei dabei eine beliebige Konstante. Treten Fluktuationen bei der Mittelwert-
bildung im Produkt mit anderen Fluktuationen auf, so ist der Mittelwert dieses

Produktes dagegen in der Regel nicht 0:
('€ #0 i.a. (2.14)

Treten in der zu betrachtenden Stromung Dichtegradienten auf, so wird statt
der Reynolds-Mittelung die Favre-Mittelung verwendet, bei der der Mittelwert
iiber das Produkt aus Dichte und zu mittelnder Gréfle bestimmt wird. Zur Un-
terscheidung wird ein Reynolds-Mittelwert mit einem Querbalken und ein Favre-
Mittelwert mit einer Tilde gekennzeichnet. Die Aufspaltung einer Grofle in Mit-

telwert und Fluktuation ist formal wie bei der Reynoldsmittelung

b=d+¢" . (2.15)
Der Favre-Mittelwert ist dabei definiert durch
=9 (2.16)

()

Fiir die Fluktuationen gilt
(pd") =0 . (2.17)

Der Vorteil der Favre-Mittelung bei Stromungen, in denen die Dichte nicht kon-
stant ist, liegt in der einfacheren Darstellung der gemittelten Transportgleichun-
gen. Dies wird bei der Mittelung iiber den einfachen Term p¢, wie er an vielen

Stellen vorkommt, deutlich. Bei der Reynoldsmittelung ergibt sich dafiir
(pd) = (P+0)(0+9) (2.18)
= Pb+pd + P+
= po+p¢

15



2. Theoretische Grundlagen

Bei der Favre-Mittelung hingegen ergibt sich dafiir nach 2.16

(o)) =pb . (2.19)

Bei komplexeren Termen wie ppu zeigt sich dieser Vorteil noch deutlicher. Mit

Reynolds-Mittelwerten ergibt sich dabei

(ppu) = (p+ )P+ &) (a+u) (2.20)
= PPU+ pou' + Pl + p'OU + pPu’ + p'ou’ + p' ¢ + p' '
= pPu+ p'u' + p'u’ + up' P’ + p '

Mit Favre-Mittelwerten vereinfacht sich die Darstellung zu

(ppu) = p(&+¢") (i + u") (2.21)
= poii + pou" + pd"ii + pe"ii
= pou+ pg"u”

Mittelt man die Gleichungen 2.1 - 2.3, so erhilt man Transportgleichungen fiir
die Mittelwerte

0p  Opi
9p , Opu;

_ 2.22
ot ox; 0 ( )

9a, _d@ o  op opuldl
Qi 4 5 O _ 0T _ 50 0P OPU; UL 2.23
Par TPgg, am,- N T Yoy (2.23)

p20 5 20, o puld.

= — 2.24
Pt TP, axj PSa ™ 5, (2:24)

) dpulul!
Die Terme S
T

nd aﬁnga in Gl. 2.23 bzw. 2.24 stellen die turbulenten Strome

dar und sind im aufgestellten Gleichungssystem nicht geschlossen. Sie miissen
deshalb modelliert werden. Dies wird als SchlieSungsproblem der Turbulenz be-
zeichnet. Die Schliefung dieser Terme ist Gegenstand der Turbulenzmodellierung,
die im néchsten Abschnitt behandelt wird.

2.3. Turbulenzmodellierung

Zur Modellierung der bisher ungeschlossenen Terme werden neue Transportglei-
p ulf
ox;

chungen aufgestellt. Fiir den Ausdruck wird nach [8,9] folgendermaflen

16



2.3. Turbulenzmodellierung

vorgegangen: Gl. 2.23 wird von GIl. 2.2 subtrahiert, jeweils fiir die Komponenten
in 7-Richtung. AnschlieBend wird die neue Gleichung mit der Fluktuationsge-
schwindigkeit u;-' multipliziert. Die Subtraktion wird fiir die Komponente in j-
Richtung wiederholt und danach wird diese Gleichung mit u multipliziert. Beide

Gleichungen werden nun addiert. Nach Mittelung ergibt sich

ﬁ-am +  puy, dufu i __ % u” Uk [ dugp” + Ou;p” +p ouy + 0uj
i, ——0d\ %l dul ou!

o "o T ull = J _9 v _J . 2.25

p(“ R L v >+“ e oz, duy (225)

In GIl. 2.25 tauchen wieder ungeschlossene Terme auf, die weiter unten dargestellt
werden und wiederum modelliert werden miissen. Zur Losung dieser Gleichung
sollen nun zwei Modelle beschrieben werden: Ein Zweigleichungsmodell und ein
Reynoldsstressmodell (RSM).

2.3.1. Zweigleichungsmodell

Bei einem Zweigleichungsmodell werden zwei Transportgleichungen aufgestellt
und die Kovarianzen der Geschwindgkeiten, die sogenannten Reynoldsspannun-
gen, iiber einen algebraischen Ausdruck gelst. Als prominentester Vertreter die-

ser Gattung soll das k-e-Modell nun etwas niher betrachtet werden.

Ausgangspunkt fiir das Standard-k-e-Modell ist die Transportgleichung fiir die
Reynoldsspannungen, die unter Verwendung der Reynolds-Mittelung und fiir kon-
stante Dichte lautet [8-10]:

ouju; o ouju; _ au' jup 1 oulp' N ousp/
ot aflfk aflfk a$j 6@
1 ou’ ou'. 62
TN P AL ) PP J
p ( axj ox; 0r3
), — — u; 2.26
aﬂﬁk a.’IZ'k vk axk i axk ( )
Definiert man als turbulente kinetische Energie
1
k= -ulu} | (2.27)

2
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2. Theoretische Grundlagen

so lisst sich aus Gleichung 2.26 eine Transportgleichung fiir £ ableiten [9]. Dazu
werden in Gleichung 2.26 fiir die Indizes 7 = j eingesetzt und iiber die verschie-

denen Raumrichtungen addiert. Das Ergebnis wird halbiert. Dies fiihrt zu

ok ok 1oujuful;  19ulp’ —— u; 2k
o TUin— = oo T~ — —— —e . (2.28
ot T oz; 2 0x; p Ox; Uity 0 +”ax22 € (2.28)
Dabei ist
ou) oul
=V 2.29
‘ Va.Ik aiL'k ( )

die Dissipationsgeschwindigkeit von k, die fiir die turbulente kinetische Energie
einen Senkenterm aufgrund von Viskositdt darstellt. Um eine Losung fiir die
ungeschlossenen Ausdriicke in dieser Gleichung zu finden, wird fiir die turbulente
Diffusion in Analogie zur Diffusion im laminaren Fall die Annahme eingefiihrt,
dass es eine Wirbelviskositit u; gibt, mit deren Hilfe die Reynoldsspannungen
Wu} als proportional zum Gradienten der mittleren Geschwindigkeit bestimmt

werden konnen [8] mit

J %

Weiter wird fiir die Diffusion von k£ angenommen, dass es auch hier einen propor-
tionalen Zusammenhang zwischen p; und einem Gradienten gibt, hier allerdings

dem Gradienten von k nach

1O, 9 _ e 2 o

Die Grofle o muss dabei durch Vergleich mit Experimenten bestimmt werden.

Im Standardmodell wird fiir o, der Wert 1 angenommen [8]. Der viskose Dif-

0%k
a;c?

turbulenten Diffusion zu vernachlissigen.

fusionsterm v3=% ist bei einer Stromung mit hoher Reynoldszahl gegeniiber der

Mit diesen drei Annahmen ergibt sich fiir die Transportgleichung von & [9]

ok 9k _ 1p 0k N [,ut <6u,~ N auj) _§k5ij] o0u;

o Yo T porom | p \oz, ' om 3z,

—e . (2.32)

Nun soll p; in Abhéingigkeit von den Groflen £ und e ausgedriickt werden. Bei Be-
trachtung von Gleichung 2.30 und Gleichung 2.29, ergibt eine Dimensionsanalyse
den Zusammenhang [8,10]

k2
= cup— (2.33)
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2.3. Turbulenzmodellierung

mit ¢, = 0,09.

Um € bestimmen zu koénnen, muss wieder eine Transportgleichung aufgestellt
werden. Wie schon bei der Transportgleichung fiir k£, wird Gleichung 2.23 von
Gleichung 2.2 subtrahiert, jeweils fiir die Komponenten in i-Richtung und fiir den

Fall konstanter Dichte formuliert. Dann wird das Ergebnis nach x; abgeleitet [9].

Nach Multiplikation mit 2v g;é und anschlieender Mittelung ist das Ergebnis
de _ D¢ ou; [ Ouldul  Ouj ouj o%u; |, ou
o = + —2 "
ot 6:1:, a.’L‘k a.’I)l aLEl ax, axk axkaxl aLEl

\ 2
"oul ou 5!
2V6uZ ou, auk_2(y 0%y )

aiﬁk a.Il 63:1 a.%‘kaﬂil

d | , [\’ v [opou
Vi : - = — . (2.34
o [uk (%) ] p Ox; (afm om; (2:34)

Die Terme dieser Gleichung sind wiederum nicht geschlossen und miissen durch

‘v k und e enthalten.

Ausdriicke modelliert werden, die nur Funktionen von a;, u;u’,

Der erste Term auf der rechten Seite stellt die Produktion durch die Haupt-
stromung dar. Er wird vernachléssigt, was bei hohen Reynoldszahlen zuléssig
ist [8,9]. Die zweite Zeile der Gleichung ist die Differenz zwischen Produktion
durch Streckung der Wirbelfdden und Dissipation durch Viskositét. Sie wird mo-

delliert durch

- N2
ou! ou’ oul 02u! € €

—y—Lt——t—_k_9 : =cqa—P; — Co— 2.35

Vaiﬁk aacl aﬂfl (Val'kal'l ) ¢ 1k‘ k Ce2 k ( )
- 0

it P, = —ulu,— 2.36

mit P, uju) ox, (2.36)

Dabei ist Py die Produktionsgeschwindigkeit von k. Die letzte Zeile schliefilich
stellt die Diffusion dar und wird mit einem Gradientenansatz analog zur Diffusion

von k wiedergegeben mit

o | , (2| v o [opoy 0 (1 Oc
—v— k - — —— | = —= ) 2.37
Va.’Ek [uk ( a.’Ej ) ] ﬁ ax, ( a.’El aLEl ax, ﬁO’e ax, ( )
Die modellierte Transportgleichung lautet damit
Oe Oe € € 0 (1pu Oe
— 4 Ui=— = ca Py — ca— = : 2.38
at+“axi Clk k CZk 0x; (paeaa:i) ( )
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2. Theoretische Grundlagen

Hierbei sind ¢, ce2 und o, empirische Konstanten, die durch Experimente be-
stimmt wurden. Im Standardmodell haben sie folgende Werte [8,10]:

Ce1 = ]_,44, Ceo = 1,92, O¢ = 1,3

Anstatt fiir € kann auch eine Transportgleichung fiir die turbulente Frequenz w

aufgestellt werden. Dafiir wird

€
k
definiert. Unter der Annahme konstanter Dichte, hoher Reynoldszahl und einer

Wirbelviskositat

(2.39)

w =

_k
,U't:pcua ) (240)

gelangt man mit dem fiir € beschriebenen Verfahren zu einer Transportgleichung
fiir w [8,11]

+ Cwlgpk — cwng . (2.41)

k

W, w0 (mw
ot “’axi_axi o, 0%;

Der Vorteil bei der Verwendung von w als zweiter Gréfe zeigt sich bei der Model-
lierung von Stromungen, bei denen der Impulstransport aufgrund von Viskositét
einen erheblichen Einfluss hat [8,9]. Dies ist bei Stromungen, die von Winden
begrenzt werden der Fall, da im wandnahen Bereich der Transport durch Visko-
sitdt grofler ist als der turbulente Transport, weil hier die Reynoldsspannungen
klein sind. Deshalb miissen bei den Gleichungen 2.32, 2.38 und 2.41 die Terme
gf—fc, £t bzw £ ersetzt werden durch p+ 5_;’ p+ £t bzw p+ L. Bei der Gleichung
fiir ¢ muss dariiber hinaus der Ausdruck, der die Differenz zwischen Produktion
durch gegenseitige Streckung der Wirbelfiden und Vernichtung durch Viskositiét
darstellt, verdndert werden, weil die Koeffizienten c¢.; und ¢, dann nicht mehr

konstant sind, sondern definiert werden als

2 62

Celpké - 052% - Celflpké - Ce2f2?
Die Funktionen f; bzw fo werden so gewihlt, dass f; mit zunehmender loka-
ler Turbulenz sinkt, wihrend f, steigt. Bei einigen Low-Reynolds-k-e-Modellen
[12,13] werden noch weitere, beim Standardmodell als konstant angenommene
Koeffizienten, wie z.B. c,, als variabel angenommen und weitere Terme hinzu-
genommen, um den Ubergang zur laminaren Stromung besser beschreiben zu

konnen.
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2.3. Turbulenzmodellierung

Beim k-w-Modell dagegen ist eine Modifikation von c,; und ¢, nicht notig. Es
gibt aber auch hier Low-Reynolds-Varianten [14], in denen zusétzliche Terme
auftauchen. Allerdings zeigt das k-w-Modell eine Schwiiche beim Ubergang zur
freien Stromung, bei der die Werte von w von der Geschwindigkeit in der frei-
en Stromung abhéngen [15]. Deshalb gibt es auch gemischte Modelle, die an
der Wand die Wirbelviskositdt mit dem k-w-, im Bereich der freien Stromung
bzw. in der Mitte aber das k-e-Modell verwenden [16]. Eine gute Ubersicht iiber
verschiedene Low-Reynolds-Modelle bietet [17]. Die geeignete Wahl der Randbe-

dingungen fiir diese Modelle ist immer noch Gegenstand der Forschung [18].

Der Ubergang zu einer kompressiblen Stromung kann durch Ersetzen von Reynolds-
durch Favremittelwerte und die Verwendung der lokalen Dichte erfolgen [10]. Fiir

Favre-Mittelung ergeben sich die Transportgleichungen [11,19]

_%_'_ _d-% 0 (mdk
pat P Za.’L'Z' - aa:, Ok axz
ou;  0uj 2_ ou;  _
— Zokbs | — — 9.42
+ |:ut (a.ﬂ?j + aSEZ> 3p ]:| a.Tj pe ( )
und ,
_Oe __ Oe _€ _€ 0 [ O€
— i=—— = Cap—Pr — cop— — , 24
Pt TPy, — CaPph T el T o <aeaxi> (243)
mit
Py = — g O (2.44)
k= —pPU; jaxj : :

Fiir den Ansatz der Diffusion der Reynoldsspannungen mit der Wirbelviskositét

gilt jetzt
—ouy! = d ]———l(s ___k5 24
pU; UJ M (aﬂfj + 63:, 361'[ z]) 3:0 Y ( : 5)

Um den turbulenten Transport einer skalaren Gréfie ¢ zu bestimmen, benutzt
man wieder, wie bei k£ und ¢, einen Gradientenansatz, mit dem der Transport als
Funktion von y; und dem Gradienten von ¢ bestimmt wird [8]. Bei Verwendung
der Reynoldsmittelung und bei konstanter Dichte lautet der Ansatz analog zu
Gleichung 2.30

1 99
04 0;

wobei o4 wiederum eine empirische Konstante ist, die den Standardwert 2 hat.
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2. Theoretische Grundlagen

Bei Favre-Mittelung und variabler Dichte wird obige Gleichung ohne weitere

Anderungen mit Favre-Mittelwerten verwendet:

pu 09
0y 0x;

—pul'd" = (2.47)

2.3.2. Reynolds-Stress-Modell

Der turbulente Transport der Reynoldsspannungen ldsst sich auch ohne Verwen-
dung der Annahme einer Wirbelviskositét bestimmen. Dazu werden je eine Trans-
portgleichung fiir die Reynoldsspannungen und fiir die Dissipation oder die tur-
bulente Frequenzgel6st, da fiir die Losung die Information {iber eine turbulente
Zeitskala benotigt wird [8]. Fiir den Fall konstanter Dichte ist die erste Gleichung
gegeben durch Gleichung 2.26.

Ein oft verwendetes Modell ist das von Launder und Shima entwickelte [20], das
nun als Beispiel fiir solche Modelle vorgestellt werden soll. Die Transportgleichung

2.26 lautet in abgekiirzter Form

Duju; p p 0 [ vouu; 548
Dt = I — € + QSZ] + 1] + axk axk . ( . )
Der Operator Dgt wird als substantielle Ableitung bezeichnet und steht fiir
D 0 0
+U— . (2.49)

D_t - a Zal'i
Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung 2.48 ist die Produktion durch

die Hauptstromung. Wie beim k-e-Modell ist er definiert als

o OUi
a.Ik J kaﬂ')k

(2.50)

Da er, ebenso wie der letzte Ausdruck auf der rechten Seite, die viskose Diffusion,
nur von bekannten gemittelten Gréflen und deren Gradienten abhédngt, muss er

nicht modelliert werden.
Die Grofle d;; ist die turbulente Diffusion. Ihre exakte Definition ist

 dufufu, l(a@+a@>

aﬂfk B /3 'c)xj ax,

dij = (2.51)
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2.3. Turbulenzmodellierung

Da hier ungeschlossene Terme vorkommen, muss d;; modelliert werden. In diesem
Modell wird dazu ein Gradientendiffusionsansatz verwendet, dhnlich, wie er auch

schon beim k-e-Modell verwendet wurde, da er einfach zu implementieren ist. Der

g
dij == a—xk (cszukul axl ) . (252)

Die turbulente kinetische Energie kann direkt aus den Reynoldsspannungen mit

Ansatz lautet

Gleichung 2.27 berechnet werden. Fiir die Dissipationsgeschwindigkeit von k£ muss
dagegen die Transportgleichung

De_ ai;k [(cém + 1/5kl> aa—;} (et i+ )sP—caSt (253)
gelost werden. Dabei ist P die Produktionsgeschwindigkeit von k: P = 0,5F .
Im Vergleich mit dem Standard-k-e-Modell [8,9] (s. Gleichung 2.38) fallen hier
zwei Unterschiede auf: Es gibt zusitzliche Koeflizienten, 17 und 15, und eine
neue Grofle, e,. ¢4 und 1y dienen dazu, die Produktion aufgrund der gegensei-
tigen Streckung der Wirbelfiden an die Verhéltnisse im wandnahen Bereich der
Stromung anzupassen und die Anisotropie der Turbulenz in diesem Bereich zu

beriicksichtigen. Sie werden definiert als
P
Y =2,5A (— — 1) und 1, = 0,3(1 — 0,34, )e %0028 (2.54)
€

Hierbei ist A ein Indikator fiir die Anisotropie der Turbulenz. Bei isotroper Tur-

bulenz, d.h. wenn vju} = uju}, = ufuf, nimmt er den Wert 1 an, wihrend er an
der Wand, wenn die Turbulenz ihren Zweikomponenten-Zustand erreicht, da die
Fluktuationen senkrecht zur Wand schneller abnehmen als in den anderen Rich-
tungen, gegen 0 strebt. Er wird bestimmt aus den zweiten und dritten Invarianten

Ay und Aj des dimensionslosen anisotropen Reynolds-Stress-Tensors a;;

wul 2
ai; = ? ] géij . (2.55)
Es gilt dafiir
9
Ay = ajpay; , As= Qi Qg Qi5 A=1- g(A2 - A3) . (2-56)

Re; ist die turbulente Reynoldszahl, die den lokalen Turbulenzzustand anzeigt.

Sie ist definiert als Re; = ’Z—i Die Konstanten ¢, , ¢4 und c. haben die Werte

cc=0,18,¢cq =145und co = 1,9 ,
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2. Theoretische Grundlagen

die wiederum durch Vergleich mit experlmentellen Ergebnissen ermittelt wurden.
Die neu eingefiihrte Grofle e, = € — 2v (a\/‘) dient dazu, den Betrag der Ver-
nichtung von € durch Viskositdt an der Wand zu begrenzen. €, nimmt an der
Wand den Wert 0 an; in der Mitte der Stromung hat es denselben Wert wie e.

Fiir den Dissipationsterm in Gleichung 2.48 wird lokale Isotropie angenommen;
das bedeutet, dass die Dissipationsgeschwindigkeit fiir alle Haupt-Reynolds-Spannungen
gleich groB ist gem&f €;; = Sedy; .

Der Ausdruck ¢;; steht fiir den Einfluss der Druckfluktuationen auf Produktion
und Umlagerungsprozesse der Reynoldsspannungen und wird als Pressure-Strain-
Term bezeichnet. Er ist bei allen RSM am aufwéndigsten zu modellieren. Exakt

lautet er wie in Gleichung 2.26

ou ou;
bij = Fi (p L ) : (2.57)

L 0x;
Zur Modellierung wird er in vier Terme aufgespalten nach
bij = Qi1 + Pij2 + Oij1 + Do : (2.58)

Der Ausdruck ¢;;; wird als Slow-Pressure-Strain-Term bezeichnet. Er stellt eine

Abhéngigkeit von den Reynoldsspannungen her und wird hier modelliert durch

¢z’j1 = C1€a4 , (2-59)
mit ¢ = 1+ 2584457 (1 — e~ (:0067Re)")

Die Grofie ¢;55 ist der Rapid-Pressure-Strain-Term und &ndert sich mit den Ge-

schwindigkeitsgradienten der Hauptstréomung nach
2
Gijo = —C2 (Pij - §P5z'j> ; (2.60)
mit ¢, = 0,75V A

Die Terme ¢}, und ¢}, geben den Effekt von Reflexion an einer Wand auf

¢ij1 und ¢;jo wieder. Sie lauten hier

= {VE (u}cu;nnknmfsij — Lbujuingn; — 1,5u§€u;-nkn,-) fw (2.61)
ve = (PkmankNmli; — 1,5¢iann; — L5djkomens) fu . (2.62)
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2.3. Turbulenzmodellierung

In die Dampfungsfunktion f,, geht der Abstand von der Wand, x5, ein: f, =
0,4%. Hierbei bezeichnet n; die Komponenten des Richtungsvektors senkrecht

zur Wand. Die Koeffizienten ¢} und ¢J sind

o = —3a +1,67 und ¢} = max o 0| . (2.63)

w

Die Verwendung von Dampfungsfunktionen ist bei der Modellierung kritisch zu
betrachten. Als Nachteil fillt bei der hier verwendeten Form auf, dass die Funkti-
on fy explizit vom Wandabstand abhéingt. Auflerdem ist es bei einer komplexeren
Wandgeometrie im allgemeinen schwierig, den wandnormalen Richtungsvektor
zu bestimmen. Weiter fiihrt die Sensibilisierung des Modells fiir das Verhéltnis
von Produktion von £ zur Dissipationsgeschwindigkeit ¢ dazu, dass bei starken
Druckgradienten die Geschwindigkeitsfluktuationen abklingen und nicht wieder

ansteigen [21].

Ein Modell, das Favre-Mittelwerte verwendet und auch wegen seiner Turbulenzin-
dikatoren fiir komplexere Geometrien geeignet ist und keine explizite Abhingig-
keit vom Wandabstand aufweist, ist das RSM von Batten et al. [21]. Es ist eine
Erweiterung des Modells von Craft und Launder [22] fiir variable Dichte. Die
Transportgleichung, die hier gelést wird, ist Gleichung 2.25, die in verkiirzter

Form -
Di (ﬁ’“;"“;') = P +dij + ¢35 — €5 (2.64)

lautet. Hier ist in d;; die turbulente mit der viskosen Diffusion zusammengefasst.
Ansonsten ist die Bedeutung der einzelnen Terme dieselbe wie in Gleichung 2.48.

Die Diffusion der Reynoldsspannungen wird hier modelliert als

o [ ouul ok [—ouut 1\ by puiul
diyi = — LI 40,2250 [yttt —2 R LT (2,65
" aﬂfk (,U a.’Ek * ’ € Ut a.’El * 2k ( )

Der Term dy; kommt durch eine von Gleichung 2.25 abweichende Zerlegung des
Druckterms zustande; in seiner exakten Form ist dieser Term gegeben durch
1 0p'uj,

dp, = ——
kk ok

(2.66)

Dabei wird p'uj, modelliert als

pul, = —p(1— A)0,5dy, + 1,1d;)/ (vekAAs)cpa (2.67)

mit cpg = (14 2e /40 A, 4+ 0,4Re, WP Ree/40 (2.68)
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2. Theoretische Grundlagen

Die Turbulenzindikatoren d; und d4* werden auch bei der Modellierung der wei-
teren Terme verwendet. Sie dienen dazu, sowohl die Richtung als auch die Grofie
des Gradienten der Intensitdt und der Inhomogenitéit der Turbulenz zu bestim-
men. Gegeniiber der turbulenten Léngenskala [ = g haben die hier verwendeten

Indikatoren den Vorteil, dass sie normiert sind. Sie sind definiert als
N; 0(lA)

d = ——— , N;= 2.69

0,5\/ Nka ax, ( )

o N NA:a(z\/Z)

! 0,54/ Nka ’ ! aﬁz

Die GroBlen A und A, sind wie bereits in Gleichung 2.56 definiert, Lumley’s

(2.70)

Stress-Flatness-Indikator und die zweite Invariante des dimensionslosen anisotro-

pen Reynoldsstresstensors a;; (s. Gleichung 2.55).

Der Druckkorrelationsterm ¢;; entstammt einem kubischen RSM von Fu [23]. Er

wird wieder aufgespalten zu
O = b+ bijo + T + By (2.71)

Den Stern tragen diese Ausdriicke, um kenntlich zu machen, dass hier eine andere
Aufspaltung des Druckterms vorgenommen wurde [22]. Der erste Teil der rechten

Seite von Gleichung 2.71 entspricht dem Slow-Pressure-Strain-Term

1 _ 1
bij1 = —c1pen [aij + ¢\ (aiar; — §A25ij) — penAzag (2.72)
2
wobei e, = € — 2v (%) hier die homogene Dissipationsgeschwindigkeit der

turbulenten kinetischen Energie k ist, wie sie bereits beim RSM von Launder

und Shima verwendet wurde. Die Koeffizienten ¢; und ¢] sind
¢1 = 3,2f4y/Asmin [(Re,/160)%,1] , bzw. ¢ =1,1

Mit f,4 ist eine Funktion bezeichnet, die die Koeffizienten in Abhéngigkeit von

der Anisotropie der Turbulenz bringt. Sie wird bei mehreren Termen benutzt und

ist definiert als

A fir A<0,05

fa=q A fir 0,05<A<0,7 (2.73)
VA fir A>0,7
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Der nichste Ausdruck, ¢

2.3. Turbulenzmodellierung

+j2» st der Rapid-Pressure-Strain-Term; da er Abhéngig-

keiten von Geschwindigkeitsgradienten enthilt, reagiert er schneller als ¢7;; auf

Anderungen in der Stromung. Er wird modelliert als

Dijo

mit

1
—-0,6 (Pij — §5ijpkk) + 0,3a;; Py

02 [—~———(0u, 01 o [~ s
——p upuiuiug | —— + 5 | — wlug | uiuy —7
k 'c)a;l a.’Ek a.’L'l

—C2 [AZ(PZJ - DZ]) + 3amianj(Pmn - Dmn)}

7T A 1
s (55 F) (7= 3990 )

1 1
+0,1 |:aij 3 (az‘kakj - g%x‘b)] Pyr — 0,05a;5a:1 P

—~— 1l
ugjug -
a.’El

+01;1 [(umj + Ul Pri) — gdiquPml}

+0k’21 [WW = %5,,-%%] [6le + 13kﬁ(§—Z + 2—2)]
+%WW(DM - sz)} ; (2.74)
Dyj=~p (mg—;"; + mg;) , (2.75)
Pj=—p (mg—;‘; - %2—;) , (2.76)
¢2 = min [0,55 (1 - e_A1’5Ret/100) , %} und (2.77)
¢, = min [0,6 , \/Z] + 3,5% —4min (S, 0) . (2.78)

Die normalisierten mittleren Scher- bzw. Rotationsraten S und (2 hingen ih-

rerseits wiederum ab vom mittleren Scher- bzw Rotationsratentensor S;; bzw.

Q45 (8]
kE /1 ou; 01,
S = Z4/=8i5S;; , Si=-— J 2.79
eV 2 J 0x; * 0x; ( )
kE /1 ou; 01
Q = Z4/= 000 Qij = o — 2.
€ 2 W ’ Y aLEj ax, ( 80)
Hierbei ist S; eine Invariante von S;;
S = V6 M ) (2.81)

(SlnSln)1’5
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2. Theoretische Grundlagen

und nimmt S7 bei axialsymmetrischer Kontraktion oder Expansion, wie etwa
in einem Freistrahl, den Wert +1 bzw. -1 an; n#hert sich die Turbulenz einem
Zweikomponenten-Zustand an, z.B. in Wandnihe, wo die Fluktuationen in wand-
normaler Richtung schneller abklingen als in andere Richtungen, so geht sie gegen
0.

inh

Fiir die beiden Pressure-Strain-Terme gibt es die beiden Korrekturterme ¢;3}' und

¢}, die den Einfluss von Inhomogenitéten, wie z.B. Winde, auf den Druckkor-
relationsterm wiedergeben. Sie sind festgelegt als

. 0 N 3/‘\_/ 3/—\_/
s = pa (s, - S - Suarat
, o g
+ fwg% <u’r’nuﬁu’/nu;’ dﬁdféij — iu;’ ul ull ujf dﬁ‘df
3 TN TN

—§u;-’u’r’nu’rjzu;’d?df) und (2.82)
in _ ad 1

n

Die Funktionen fy; und fy2 sind wiederum abhiingig von der Anisotropie der

inh

Turbulenz. Sie, und damit auch ¢;}}, werden nur im wandnahen Bereich bei etwa

Re; < 100 wirksam. Sie sind gegeben durch

fw 2,35(1 — V/A)min [0 , max (1 — M)} und (2.84)

70

fwz = 0,645(1 —+vA)min [0 , max (1 - wﬂ +0,1 . (2.85)

Dagegen ist die Funktion f; = 3fa iiber die ganze Strémung hinweg wirksam; an
der Wand ist sie gleich 0, bei isotroper Turbulenz, wenn A = 1, hat sie den Wert
1.

Der Dissipationstensor ¢;; ist hier nicht unter der Annahme lokaler Isotropie der
Dissipation festgelegt, sondern fiir alle Reynoldsspannungen unter Verwendung

von Gradienten der turbulenten kinetischen Energie und der Indikatoren di* mo-
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2.3. Turbulenzmodellierung

delliert durch
1— fe

€ij = D p(€ +€”)+ fépehdl] ) (286)
u' u/f ovk ovk

it — LI 9y tn i

mit = et e

Yy uyul 9VEk oVk u;'u"af kovk
k  0x, axl k  0x; Ox ’

n o I Yk JA JA leA 7 JA JA
eij—fR6h< CEdp s — —d kdd),

€k T+ €k
2
fe= VA und

D =

fr=(1— A)min

2
L I
80
Dabei begrenzt ¢;; den Wert von ¢;; in Wandnéhe, wihrend € einen leichten
Einbruch von ¢;; in der viskosen Pufferschicht der Stromung wiedergibt. Fiir
isotrope Turbulenz nimmt ¢;; dann dieselbe Form an wie schon im RSM von

Launder und Shima. Der Ubergang dorthin wird durch f. beschrieben.

Die fiir das RSM benétigte Transportgleichung fiir die Dissipationsgeschwindig-

keit von k wird hier fiir die homogene Dissipationgeschwindigkeit €, formuliert

D 0 ——Fk\ Oe¢ capPr  ceopen
— 5 3 i _
Dt Dz (Pew) axl [(,u te - CepUy U ) ax,j +

T T

Cce3p(€ — en)en —— 0%y, 0%y CesPER
_ P\ /e Yp.(2.87
k + Cap Tl 0x;0z; 0z;0x; r °F ( )

Dabei ist 7 = f die turbulente Zeitskala. Die Anpassung an den Einfluss der
Inhomogenitéit der Turbulenz auf die homogene Dissipationsgeschwindigkeit wird

mit dem Term

Yp = 0.2min{max[F(F +1)>, 0], 20} mit (2.88)
() ()%
ozx; ox; oY
F = und
&
0l

= (1 — e BB 1 B Re e Befier)

oY
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vorgenommen. Die konstanten Koeffizienten dieser Transportgleichung sind

Cel = 1544 y Ce2 = 1a92 ; Ce3 = 150 y Ced = 0a4 )
ces = 0,2 , ce=0,18 , ¢ =255 , B.=0,1069

2.3.3. Kanalstromung

Bei den beschriebenen Turbulenzmodellen handelt es sich um Gleichungssyste-
me, mit denen im Prinzip beliebige dreidimensionale Strémungen beschrieben
werden konnen. Die Verwendung von dreidimensionalen Gittern zur Simulation
verursacht aber einen immensen Rechenaufwand. Der Aufwand lésst sich erheb-
lich verringern, wenn das Gebiet des zu simulierenden Problems eine einfache,
regelmiflige Geometrie aufweist, da dann durch Ausnutzung von Symmetrieei-
genschaften die Dimensionalitdt verringert werden kann. So herrscht beispiels-
weise selbst in einem so einfachen geometrischen Gebiet wie einem Kanal mit
Rechteckquerschnitt eine dreidimensionale Stromung. Ist aber das Verhéltnis von
Breite zu Hohe des Kanals grofl genug, so kann man davon ausgehen, dass der
Einfluss der Seitenwéinde, die die Hohe des Kanals festlegen, auf die Stromung
vernachléssigt werden kann. Somit ist es dann ausreichend, die Stromung als nur
zweidimensional zu beschreiben, weil es in einer Richtung keinerlei Gradienten
gibt. Das Seitenverhéltnis sollte dazu mindestens 10:1 betragen [24]. Dies gilt aber
nur fiir die Mittelwerte der Geschwindigkeiten, denn auch bei einer mittleren Ge-
schwindigkeit von 0 ist die Varianz dieser Geschwindigkeit bei einer turbulenten
Stromung ungleich 0, es Schwankungen der Geschwindigkeit um den Mittelwert
0 gibt. Ist der Kanal sehr lang und ist nur das Profil der Stromung am Kana-
lende von Interesse, so verringert sich die Dimensionalitédt der Hauptstromung
um eine weitere Dimension. Dieser Zustand einer Stréomung, in dem sich die Mit-
telwerte der Gréflen und deren Varianzen nicht mehr mit dem weiteren Verlauf
der Stromung #ndern, nennt man auch ,Steady State“. Dies ist der statistisch
stationédre Zustand; bei nichtgemittelten Transportgleichungen kann es bei tur-
bulenten Stromungen eine solche Stationaritdt wegen der sténdigen turbulenten

Schwankungen, die im Detail mitberechnet werden, nicht geben.

Wie wichtig ein ausreichend grofles Seitenverhiltnis fiir die Reduzierung der Di-
mensionalitidt einer Kanalstromung ist, kann man auf Abbildung 2.3 erkennen.

Hier sind die experimentellen Ergebnisse einer vollentwickelten Strémung in ei-
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2.3. Turbulenzmodellierung

nem Kanal mit einem Seitenverhiltnis von 1:2,5 [25] im Vergleich mit Ergeb-
nissen einer Direkten Numerischen Simulation (DNS), die eine zweidimensionale

Stromung annimmt [26], bei gleicher Reynoldszahl dargestellt.

r — 030 o
AL o O ooo
1.0 F % DAADADAAAAA San . 0000o opPog oo 0000 D)
o Ao bams AA o 000 O o 00 R0 60 0.25 :
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o° ’ s
S
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=
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Abbildung 2.3.: Abhdngigkeit des Steady State einer Kanalstrémung vom Seitenverhdlt-
nis. Kreise: Experiment in einem Kanal mit einem Seitenverhdltnis von 1:2,5 [25]. Li-
nien: DNS einer zweidimensionalen Kanalstromung [26]. Aufgetragen sind die mittlere
Geschwindigkeit in Hauptstromungsrichtung und die Varianzen der Geschwindigkeiten.
Alle Werte wurden mit der Geschwindigkeit in der Kanalmitte normiert.

Die Griinde fiir die Unterschiede liegen in einer Verzerrung der Geschwindig-
keitsprofile durch den Einfluss der Seitenwiinde einerseits und der Ausbildung
einer Sekundérstromung durch den Einfluss der Ecken andererseits [27], wie dies
aus Abbildung 2.4 hervorgeht.

S ,
Abbildung 2.4.: Links: Isotachenlinien (geometrische Orte gleicher Geschwindigkeit)
einer Stromung in einem Kanal mit Rechteckquerschnitt nach Nikuradse [28], entnom-
men aus [27], rechts: Sekundirstromung in den Ecken, entnommen aus [27]

Mit der Einfiihrung der Grenzschichtannahme, in der vom statistisch stationéren
Zustand ausgegangen wird, wird eine Kanalstromung vereinfacht zu einer Stro-

mung zwischen zwei planparallelen, unendlich ausgedehnten Platten, zwischen
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denen sich das Fluid nur in einer Hauptstromungsrichtung, parallel zu den Plat-
ten, bewegt. Das bedeutet, dass die mittleren Geschwindigkeiten in Richtung
senkrecht zu den Platten (u3) einerseits und senkrecht zur Strémung, aber par-
allel zu den Platten (u3) andererseits, vernachléssigt werden. Weiter gibt es, mit
Ausnahme des Druckgradienten, der die Stromung aufrecht erhilt, nur Gradien-
ten senkrecht zur Wand. Die Geschwindigkeit des Fluids an der Wand wird der
Geschwindigkeit der Wand gleichgesetzt; bewegen sich die Platten nicht, so ist die
Geschwindigkeit des Fluids dort also gleich 0. Nach Definition eines Koordinaten-
systems, in dem z; fiir die Koordinate in Strémungsrichtung, z, fiir die Richtung
senkrecht zur Wand und z3 in einer Richtung parallel zur Wand, aber senkrecht
zur Strémung steht und das seinen Ursprung an einer Wand hat, lassen sich diese

Vereinfachungen fiir einen nicht bewegten Kanal folgendermafien formulieren:

Uy = Uz =0V z1, 79,73

dl |:v2:0 =0

l22=0 = ) S 2.89)
0 0 ~ (

agl = 63?3 = 0, Q € {uiau{ilu;"a 7”? ”}

oxs3

Um verschiedene Strémungen miteinander vergleichen zu kénnen, wird eine Rey-
noldszahl definiert. Dazu werden entweder die mittlere Strémungsgeschwindigkeit
in der Mitte des Kanals U, und dem halben Plattenabstand h als charakteristi-

schen Groflen verwendet, woraus sich ergibt

Reh = # y (290)

oder die mittlere Raumgeschwindigkeit Uy, die sich aus dem Quotienten von
Volumenstrom und Strémungsquerschnittsfliche ergibt, und der Plattenabstand

2h, um als Reynoldszahl zu definieren

Rey, = : (2.91)

Im Falle einer laminaren Strémung sind beide Reynoldszahlen gleich, da bei dem
parabelformigen Geschwindigkeitsprofil Uy = 2 U, gilt [29]. Bei einem vollkomme-
nen Blockprofil gilt dagegen Uy = U, und somit steigt bei einer stark turbulenten
Stromung Re,, auf das Doppelte von Re, an. Um Profile direkt zu vergleichen,
werden die mittleren Geschwindigkeiten und die Wurzel aus den gemittelten tur-

bulenten Normalspannungen mit U, die gemittelte Scherspannung dagegen mit
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2.3. Turbulenzmodellierung

UZ normiert, da sie bei einer Kanalstrémung negativ ist. Der wandnormale Ab-
stand wird durch den halben Plattenabstand dividiert. Somit lassen sich alle
Groflen dimensionslos darstellen. Vergleicht man die in dieser Weise dargestellten
Ergebnisse fiir Reynoldszahlen von Re, = 12300, 30800 und 61600 von Laufer [24]
in Abbildung 2.5, so ist zu erkennen, dass die mittlere Strémungsgeschwindigkeit
mit zunehmender Reynoldszahl immer steiler ansteigt. Die Maximalwerte der

normierten Fluktuationen sinken dabei und verlagern sich zur Wand hin.

2 - - - - Re, =12300

A

\?H .......................... Re, = 30800
Re, = 61600

Abbildung 2.5.: Vollentwickelte turbulente Kanalstromung bei verschiedenen Reynolds-
zahlen [24]. Oben: Mittlere Strémungsgeschwindigkeit, unten: Root Mean Square
(RMS)-Werte der turbulenten Fluktuationen der Strémungsgeschwindigkeit, jeweils
normiert mit der Geschwindigkeit in der Kanalmitte Uy, aufgetragen tber dem mit
der halben Kanalbreite h normierten Wandabstand.

Zur Charakterisierung der verschiedenen Bereiche in einer Grenzschichtstrémung
kann durch Normierung der mittleren Strémungsgeschwindigkeit und des Wan-
dabstandes ein selbstédhnliches Profil ermittelt werden [7,8,29], wie im Folgenden
dargestellt wird. In einer voll entwickelten,statistisch stationdren Kanalstromung

gilt mit der Grenzschichtannahme (s. G1.2.89) fiir die Impulstransportgleichung
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(G1.2.23) in Richtung senkrecht zur Wand

)
= — 2.92
ax2 a.fEQ ’ ( )

wenn die Gravitation vernachléssigt wird. Wie sich aus der Integration von Glei-
chung 2.92 ergibt, ist der Druckgradient in Langsrichtung iiber den Querschnitt

konstant. Somit gilt fiir den Impuls in Hauptstromungsrichtung der Zusammen-

hang
0%,  dpuiuy __ dp
- =— 2.93
a 0x2 0xo 0z (293)
Definiert man als Gesamtscherspannung
adl 7N
T =gk =l (2.04)

so ergibt sich ein linearer Verlauf von 7 iiber die halbe KanalhGhe h, wobei an
der Wand die Gesamtscherspannung ihren hichsten Wert 7,, annimmt und in der
Mitte gleich Null ist:

_:7?’ =, (2.95)
1
T(X2) = Tw (1—$—h2> . (2.96)

An der Wand, wo die Reynoldsspannungen verschwinden, liefert nur der viskose

Teil einen Beitrag zu 7. Es muss deshalb die Beziehung

ouy
p— e — — 2.
Tw H ( 6332 ) |m2_0 ( 97)

gelten. Als chrakterisierende Groflen lassen sich nun die Wanschubspannungsge-

schwindigkeit v, und die viskose Léngenskala §, definieren als

U = Tw und (2.98)
p
5, = — . (2.99)

Ur

Mit diesen beiden Skalen wird nun eine Reynoldszahl

Re, = —— = — (2.100)
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2.3. Turbulenzmodellierung

definiert. Damit l&sst sich der Zustand einer Strémung auch durch das Verhéltnis

von halber Kanalhohe (h) und viskoser Léngenskala (9,) charakterisieren.

Setzt man in Gleichung 2.100 statt der halben Kanalhéhe A den Abstand von der

Wand z5 ein, so erhilt man einen dimensionslosen Wandabstand

+ U+ T2

y (2.101)

14

Fiir den Verlauf des Geschwindigkeitsprofils in unmittelbarer Wandnéhe ergibt
sich aus den Gleichungen 2.101, 2.98 und einer Randbedingung nach Gleichung
2.97 mit der Integration nach x, die Beziehung

— . 2.102
W =V ( )

Bei einer statistisch vollentwickelten turbulenten Kanalstromung eines newton-
schen Fluids mit konstanter Dichte und Viskositét ist also die mittlere Stromungs-

geschwindigkeit direkt an der Wand linear abhéngig vom Wandabstand.

In etwas groflerem Abstand von der Wand wird nach dem Prandtlschen Mi-
schungswegansatz [29] angenommen, dass es eine linear vom Wandabstand ab-

héngige Variable gibt, mit deren Hilfe sich die Gesamtschubspannung zu

- = B(kzy)’ (a“1>2 (2.103)

3z,

bestimmen lédsst. Nach Integration und unter Verwendung der Definitionen fiir

y* und u, ergibt sich fiir den Verlauf des Geschwindigkeitsprofils
I 1
B Ciytte (2.104)
Ur K

Die Konstanten s und ¢ miissen experimentell bestimmt werden. Nach v. Kar-
man [30] haben sie folgende Werte: k = 0,41 , ¢ = 5,2. Die Beziehung nach Glei-
chung 2.104 wird als logarithmisches Wandgesetz bezeichnet. Der logarithmische
Zusammenhang kann iiberpriift werden, indem die gemittelte Geschwindigkeit
wie in Gleichung 2.104 mit der Wandschubspannungsgeschwindigkeit normiert
und iiber dem dimensionslosen Wandabstand y™ halblogarithmisch aufgetragen
wird. Wie in Abbildung 2.6 zu sehen ist, gilt dieses Gesetz nicht iiber den ganzen
Querschnitt der Stromung: In unmittelbarer Wandnéhe gibt es keinen logarith-

mischen, sondern einen linearen Zusammenhang, und in der Mitte der Stromung
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25 - 0O
20
15}
+ B
3 -
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Abbildung 2.6.: Vollentwickelte turbulente Kanalstrémung bei verschiedenen Reynolds-
zahlen, dargestellt in Universalkoordinaten. Entnommen aus [26].

weicht der Verlauf ebenfalls von einer Geraden in der halblogarithmischen Dar-

stellung ab.

Anders als bei der mit Uy normierten Darstellung ist aber in dieser Auftragung
der Verlauf des Geschwindigkeitsprofils an der Wand fiir alle Rej gleich; ledig-
lich die Ausdehnung bei steigendem y* éndert sich mit steigender Reynoldszahl.
Deshalb wird die Darstellung der Gréfien y™ und ut = Z—i universelles Geschwin-
digkeitsprofil genannt. Die Reynoldsspannungen lassen sich in der gleichen Weise
mit u, normiert auftragen. Aus Abbildung 2.6 geht hervor, dass eine Kanal-
stromung mit steigendem y* in mehrere Bereiche unterteilt werden kann [8]: Bei
yt < 5 spricht man von der viskosen Unterschicht. In diesem Bereich dominiert
der Einfluss der Viskositit gegeniiber den turbulenten Scherspannungen, die in
diesem Bereich vernachlissigbar sind. Daran schliefit sich der Bereich der soge-
nannten Pufferschicht an, der sich bis y™ = 30 erstreckt. Hier findet der Ubergang
vom linearen Verlauf zum logarithmischen Wandgesetz statt, das ab y* > 30
gilt. Ab y* > 50 kann der Einfluss der Viskositiit auf die Gesamtschubspannung
vernachliissigt werden. Deshalb bezeichnet man den Bereich y* > 50 auch als

Aussenbereich, den Bereich yt < 50 als viskose Wandschicht.

36



2.4. Chemische Grundlagen

2.4. Chemische Grundlagen

Allgemein lassen sich chemische Reaktionen formal als Bilanzgleichung darstellen

mit
vpiAl +vp2do + -+ vgpAn =vp AL + -+ p R4, (2.105)

oder
N N
E VE,z'Ai = E VP,z'Ai

Dabei ist A; eine chemische Spezies, wie z.B. Hy, und v; der zur Spezies 7 gehoren-
de stochiometrische Koeffizient. Der Index E bezeichnet Edukte, der Index P
Produkte der Reaktion. Fiir Edukte ist v; negativ, fiir Produkte der Reaktion
dagegen positiv. Das csmische System besteht aus N Spezies, die zugleich als

Edukte und Produkte vorkommen konnen.

Fiir den zeitlichen Verlauf der Anderung der Konzentration einer Spezies bei einer
einfachen Reaktion wird als Reaktionsgeschwindigkeit definiert

de; al

d_t’ = (v —ve)ks [[ ™ (2.106)

j=1
mit k; als Geschwindigkeitskoeffizient und a; als Reaktionsordnung beziiglich der
Spezies i. Ist die betrachtete Reaktion reversibel, so kann auch fiir die Riickre-
aktion eine solche Reaktionsgeschwindigkeit definiert werden. Befindet sich das
System im chemischen Gleichgewicht, so muss die Geschwindigkeit der Hinre-
aktion genau so grof} sein wie die der Riickreaktion. Daraus ergibt sich fiir das
Verhiltnis der Geschwindigkeitskoeffizienten ky und £,
ky = ﬂ R . (2.107)
ky i=1 Z
Dieses Verhiltnis wird als Gleichgewichtskonstante K. bezeichnet. Sie kennzeich-

net die Lage des Systems im chemischen Gleichgewicht. Sie kann auch aus ther-

modynamischen Gréfilen bestimmt werden [1,2] durch

N AnS0 A,AO
Do )Zi—l(UP,i_VE,i) o (J}f——%j’f_)

K, = ( = (2.108)
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Hierin sind AgS° bzw. AgH® die Standardentropie bzw. die Standardbildungs-
enthalpie der Spezies 7. Somit kann bei Kenntnis des Geschwindigkeitskoeffizien-

ten der Hinreaktion der Koeffizient der Riickreaktion berechnet werden.

Die Geschwindigkeitskoeffizienten der Reaktionen sind temperaturabhéingig. Fiir

diese Abhéngigkeit wird der Arrheniusansatz
5,
k = koe  RT (2.109)

verwendet, wobei kq als praexponentieller Faktor bezeichnet wird. Auch er ist von
der Temperatur abhéngig. Diese Abhingigkeit ist schwicher als die von k. Man

verwendet deshalb auch einen modifizierten Arrheniusansatz [1]
A
k= k{T’e =t . (2.110)

Dabei ist E, bzw. E] die Aktivierungsenergie, die notig ist, um die Reaktion in

Gang zu setzen.

Mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik und der Definition der Enthalpie
als Zustandsgrofie des betrachteten Systems [1,31] gilt

dH = 6Q +6W . (2.111)

Bei stationdren Verbrennungsprozessen, bei denen keinerlei Arbeit verrichtet wird,
ist W = 0. Damit ist die Anderung der Enthalpie dH gleich der mit der Um-
gebung ausgetauschten Wirme 6@. Um die numerische Losung zu vereinfachen,
wird bei der Zeitintegration der eigentlich gleichzeitig mit der Reaktion stattfin-
dende Wirmeaustausch von der Reaktion getrennt betrachtet und die Reaktion
als adiabat angenommen. Somit bleibt die Enthalpie des Systems bei der Reak-
tion erhalten. Wird als Enthalpie fiir den Zustand des Systems vor der Reaktion

definiert
T

N
H =) vAH + J C,dT (2.112)
i=1 7
und analog fiir den Zustand nach der Reaktion
N s
Hy=Y yAH? + J Cp,dT + AHy (2.113)
i=1

To
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2.4. Chemische Grundlagen

so ergibt sich aus der Anderung des Zustands, dass bei einer adiabaten Reaktion,
bei der gilt 0Q) = 0, die freiwerdende Reaktionsenthalpie AHg zu einer Tempe-
raturdnderung des Systems d7" fithrt. Bei der Verbrennung eventuell auftretende
Phaseniiberginge und Mischungsvorginge wurden bei dieser vereinfachten Dar-

stellung vernachléssigt.

2.4.1. Globalreaktionen

Die ablaufenden Reaktionen kénnen nun in unterschiedlich detaillierter Art be-
trachtet werden. Wird nur eine einzige Reaktion zur Beschreibung des chemischen
Quellterms verwendet, so spricht man dabei von einer Global- oder Bruttoreakti-
on. Dabei wird in vereinfachender Weise angenommen, dass das chemische System
ohne Zwischenschritte vom Ausgangszustand, den Edukten vor der Reaktion, in
den Endzustand, den Produkten nach der Reaktion, iibergeht. Ein Beispiel dafiir

ist die Bruttoreaktion fiir die Oxidation von Methan

Ausgehend von einer solchen Gleichung zur Beschreibung der Reaktion kénnen
die Geometrie einer Flamme und dariiber hinaus auch die Profile fiir die Tem-
peratur und die in der Gleichung enthaltenen Spezies bestimmt werden [32]. Da
aber nur die Hauptkomponenten in die Berechnung der Spezieskonzentrationen
eingehen, kann damit keinerlei Aussage iiber die Entstehung von Schadstoffen
wie z.B. Stickoxiden oder Rufl und von Radikalen gemacht werden. Da bei Ver-
brennungsreaktionen die in der Flamme entstehenden Radikale, die im Experi-
ment [33] durch Messung nachweisbar sind, eine groie Rolle fiir die Ziindung
und die Flammenausbreitung spielen [1], hierbei vollig vernachléssigt werden,
kann dabei ein grofler Fehler auftreten. Da es dariiberhinaus moglich ist, dass
die Reaktion zu den in der Gleichung angegebenen Produkten nur in einem be-
stimmten Temperaturbereich stattfindet, bei einer Temperatur auflerhalb dieses
Bereiches jedoch ganz andere Produkte gebildet werden, ist die Verwendung ei-
ner solchen Bruttoreaktion auf einen geeigneten Bereich der Reaktionstemperatur
beschrankt.
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2.4.2. Elementarreaktionen

Bei einer eingehenderen Analyse der chemischen Zusammensetzung eines Reakti-
onsgemisches zeigt sich, dass die tatsdchlich ablaufenden Vorgénge bei der chemi-
schen Reaktion meist nicht durch eine einzige Globalreaktion, sondern durch eine
Vielzahl von nacheinander und parallel verlaufenden Reaktionen zu beschreiben
sind. Ein solches System von Reaktionsgleichungen wird als komplexer Reak-
tionsmechanismus bezeichnet. Bei immer tiefer gehender Verfeinerung der Re-
aktionsanalyse gelangt man schlieffilich zu einem Satz von Reaktionen, die die
ablaufenden Vorginge so beschreiben, wie sie auf molekularer Ebene tatséchlich
auftreten. Solche Elementarreaktionen zeichnen sich dadurch aus, dass ihre Re-
aktionsordnung der Molekularitit der beteiligten chemischen Spezies entspricht,
wogegen die Ordnung fiir eine Globalreaktion immer experimentell bestimmt wer-
den muss und oft nicht ganzzahlig und variabel ist. Der in Tabelle 2.1 dargestellte
Mechanismus fiir die Wasserstoffoxidation zeigt, wie komplex die tatséchlich ab-
laufenden Vorginge in Wirklichkeit sind: In ihm sind neun chemische Spezies

enthalten, mit denen 19 reversible Reaktionen formuliert werden [1], [34].

Theoretisch sind noch mehr Reaktionen moglich: Insgesamt sind es 276; eine

vollsténdige Liste ist im Anhang zu finden.

Aber nur die 38 im Mechanismus verwendeten sind relevant, da die restlichen
unter den Bedingungen, wie sie bei der Verbrennung auftreten, nicht beobachtet
werden; die Beschrankung auf diesen Satz von Reaktionen stellt damit praktisch

keine Einschréankung der Verwendbarkeit des Mechanismus dar.

Ist ein solcher Satz von Elementarreaktionen vollstindig, d.h. beinhaltet er alle
moglichen Spezies und Reaktionen, so kann er fiir jede Temperatur verwendet
werden. Er ist dann auch als Teilmechanismus fiir einen anderen Reaktionsme-
chanismus verwendbar, in dem zusétzlich noch weitere Spezies hinzukommen. So
ist beispielsweise ein Mechanismus fiir die Oxidation von Wasserstoff ein Teil-
mechanismus eines Reaktionsmechanismus fiir die Oxidation von Methan und

vollsténdig in diesem enthalten [1].
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Reaktion A [mol,cm,s| b E, [kJ/mol|
O, +H = OH+O0 2,00-10* 0,0 70,3
Hy, + O = OH+H 5,06-10* 2,67 26,3
H, + OH = H,0O+H 1,00-10® 1,6 13,8
OH + OH = Hy,0+0 1,50-10° 1,14 0,42
H+H+M* = H,+ M 1,80-10'8 -1,0 0,00
O+ 0+ M* = 0O+ M~ 2,90-10'7 -1,0 0,00
H+OH+M* = H,O+M* 2,20-10% -2,0 0,00
H+ Oy + M* = HO,+M* 2,30-10' -0,8 0,00
HO, +H = OH+OH 1,50-10" 0,0 4,20
HO, +H = Hy+0, 2,50-10'3 0,0 2,90
HO, +H = H,0+0 3,00-10'3 0,0 7,20
HO, + O = OH+ O, 1,80-10'3 0,0 -1,70
HO, + OH = H,0+0, 6,00-10" 0,0 0,00
HO, + HO, = Hy0,+ 0, 2,50-10" 0,0 -5,20
OH+OH+M* = H,0,+M* 3,25-10% -2,0 0,00
H,0, + H = Hy,+HO, 1,70-10" 0,0 15,7
H,0, + H = H,O4+OH 1,00-10% 0,0 15,0
H,05 + O = OH+HO, 2,80-10% 0,0 26,8
H,0, + OH = H,0+HO, 5,40-10" 0,0 4,20

Tabelle 2.1.: Reaktionsmechanismus fiir die Gasphase: Ho/Luft — Gemisch, entnom-
men aus [1]. Geschwindigkeitskoeffizienten fir die Hinreaktionen: ks = AT~ Fa/RT).
[M*] = [Hs] + 6,5[H20] + 0,4[02] + 0,4[N3] ; Geschwindigkeitkoeffizienten fir die
Riickreaktionen: ky = k¢/ K¢, K. : Gleichgewichtskonstante

Zur Berechnung von Bildungsgeschwindigkeiten der Spezies muss nun iiber alle

Reaktionen (Index j) summiert werden

de; s N —
I > (wrij—veikr [[ &7 (2.115)

j=1 k=1

Nachteilig bei der Verwendung von Elementarreaktionsmechanismen ist der we-
gen der groflen Anzahl an Spezies und Reaktionen enorme Rechenaufwand im
Vergleich mit Globalreaktionen. Dafiir ist mit diesen Mechanismen auch die Si-
mulation so komplexer Vorginge wie der Schadstoffentstehung bei motorischer

Verbrennung [5] und der katalytischen Stickoxidreduktion [35] méglich, da hier
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auch kurzlebige, sehr reaktive Spezies wie z.B. Radikale, die bei der Schadstof-
fentstehung eine wichtige Rolle spielen, und deren Reaktionen enthalten sind, die
bei der Verwendung einer Globalreaktion, die nur Edukte und Produkte beriick-

sichtigt, vernachléssigt werden.

2.4.3. Reduzierte Mechanismen

Um den Rechenaufwand, der mit der Verwendung von Elementarreaktionsme-
chanismen verbunden ist, zu verringern, werden auch sogenannte reduzierte Me-
chanismen verwendet. Eine Moglichkeit zur Vereinfachung von komplexen, aus
Elementarreaktionen bestehenden Reaktionsmechanismen ist eine Analyse hin-
sichtlich der Zeitskalen mit der sich das chemische System entwickelt. Da sich
die Zeitskalen der einzelnen Reaktionen bei Verbrennungsprozessen um mehre-
re Groflenordnungen unterscheiden, kann bei sehr schnellen Reaktionen ange-
nommen werden, dass sich das System beziiglich dieser Reaktionen im Gleichge-
wicht befindet. Dann miissen nur die langsamer ablaufenden Reaktionen berech-
net werden. Das schnelle Einstellen eines partiellen Gleichgewichts macht sich
im Phasenraum des Systems, der durch die Massenbriiche der chemischen Spe-
zies aufgespannt wird, dadurch bemerkbar, dass die Entwicklung des Systems
auf den Gleichgewichtszustand hin entlang einer Kurve verlduft, die nur zu Be-
ginn der Reaktionen dieselbe hohe Dimensionalitdt besitzt wie der vollstindige
Phasenraum. Nach kurzer Zeit werden nur noch wenige Dimensionen zur Be-
schreibung bendétigt. Bei Vernachlissigung der schnellen Zeitskalen kann also die
Entwicklung des chemischen Systems durch eine Kurve beschrieben werden, die
als Funktion von nur wenigen Fortschrittsvariablen dargestellt werden kann. Die-
ses Verfahren wird ILDM (intrinsic low dimensional manifold) genannt [1, 36].
Fiir die Darstellung werden gewdhnlich die Enthalpie und ein oder zwei chemi-
sche Spezies als unabhéngige Variable verwendet, in deren Abh#ngigkeit dann
die Bildungsgeschwindigkeiten fiir alle Spezies tabelliert werden. Solche Tabellen
kommen erfolgreich bei der Simulation von Wasserstoff/Luft-, Methan/Luft- und
Heptan/Luft-Flammen [5,36-39] zur Anwendung.
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2.4. Chemische Grundlagen

2.4.4. Heterogen katalysierte Reaktionen

Bei vielen in der technischen Anwendung interessanten Reaktionen werden Ka-
talysatoren eingesetzt, um eine Reaktion bei bestimmten Reaktionsbedingun-
gen iiberhaupt ablaufen zu lassen oder bei komplexen Reaktionen die Ausbeute
an erwiinschtem Zielprodukt im Vergleich zu unerwiinschten Nebenprodukten
zu steigern, in dem selektiv erwiinschte Reaktionspfade bei Parallelreaktionen
begiinstigt werden. Die Wirkungsweise eines Katalysators besteht darin, die Ak-
tivierungsenergie einer Reaktion herabzusetzen, wie dies in Abbildung 2.7 darge-
stellt ist.

A“RL

Abbildung 2.7.: Herabsetzung der Aktivierungsenergie (Eybzw.FE, xat) durch einen Ka-
talysator. Rote Kurve: Reaktion ohne Katalysator, blaue Kurve: mit Katalysator. Die
Reaktionsenthalpie AHgy ist in beiden Fdllen gleich.

v

Liegt der Katalysator als vom Reaktionsgemisch verschiedene Phase vor, so wird
der Vorgang als heterogene Katalyse bezeichnet. Bei detaillierter Betrachtung der
ablaufenden Vorgénge zeigt sich, dass diese Herabsetzung durch Zwischenreaktio-
nen bewirkt wird. Eine Beschreibung dieser Reaktionen ist auf die gleiche Weise
moglich wie im vorangehenden Abschnitt beschrieben. So gibt es beispielsweise
detaillierte Mechanismen fiir die Oxidation von Wasserstoff auf Platin, die par-
tielle Oxidation von Methan auf Platin oder die Reduktion von Stickoxiden auf
Platin und Rhodium [40-45]. Der Mechanismus fiir die Wasserstoff-Oxidation auf
Platin ist in Tabelle 2.2 dargestellt.

Zusatzlich zu den homogenen Reaktionen miissen dabei Adsorptions- und Desorp-
tionsreaktionen sowie und Vorgidnge auf der Katalysatoroberfliche wie Ober-

flachendiffusion und Oberflachenreaktionen beriicksichtigt werden. Liegt der Ka-
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Reaktion A [mol, cm, s] E, [kJ/mol] ~
H, + 2Pt(s) — 2H(s) 0.046
2H(s) & H,  + 2Pt(s) 3,7-10% 67,4 - 60y

H + Pt(s) — H(s) 1,0
O, + Pt(s) — 20(s) 0,07
20(s) ~ 0,  + Pt(s) 3,7-10% 213,2 - 600,

) + Pt(s) — O(s) 1,0
H,O  + Pt(s) — HyO(s) 0,75
H,O(s) — H,0  + Pt(s) 11,0101 40,3

OH  + Pt(s) — OH(s) 1,0
OH(s) — OH + Pt(s) 1,0-10" 192,8

H(s) + O(s) = OH(s) + Pt(s) 3,7-10% 11,5

H(s) + OH(s) = HyO(s) + Pt(s) 3,7-10* 17,4

OH(s) + OH(s) = HyO(s) + O(s)  3,7-10* 48,2

Tabelle 2.2.: Detaillierter Mechanismus fir die Oxidation von Hs mit Luft auf einem
Platin-Katalysator. Entnommen aus [41]. vy ist der Haftkoeffizient, 6 der Bedeckungs-
grad. Der Geschwindigkeitskoeffizient der Rickreaktion wird aus der Gleichgewichts-
konstanten berechnet wie bei Tabelle 2.1.

talysator nicht als glatte Fliache vor, so treten dariiberhinaus auch Unterschiede
in der Reaktivitdt der Adsorptionsplitze auf [46-48]. Bei Katalysatoren, die auf
ein pordses Medium aufgebracht wurden, sind auch Transportvorgénge in den
Poren zu betrachten [45].

2.5. Grundlagen der Monte-Carlo-PDF-Methode

Wegen der im vorhergehenden Abschnitt dargestellten nichtlinearen Abhéngigkeit
der Geschwindigkeitskoeffizienten ist die Behandlung des gemittelten chemischen
Quellterms pS, problematisch. Wegen des exponentiellen Zusammenhangs gilt
néimlich pSy (T, ¢a) # pSa(T, Pa)-

Um die Probleme, die sich durch die Mittelung des chemischen Quellterms er-
geben zu vermeiden, kann anstelle der gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen
2.22, 2.23 und 2.24 eine Transportgleichung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
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tion (engl. PDF = probability density function) der das System beschreibenden
Gréflen aufgestellt und gelost werden. Mittelwerte und Varianzen der Variablen
werden dann durch Integration dieser PDF iiber den Zustandsraum bestimmt, der
durch die Variablen aufgespannt wird. Es ist dabei méglich, nur einen Teil der zur
Beschreibung der Stromung nétigen Groflen durch eine PDF-Transportgleichung
zu berechnen und fiir die anderen Variablen die Navier-Stokes-Gleichungen auf
einem Rechengitter zu 16sen. Je nachdem, welche Gréflen in der PDF enthal-
ten sind, wird sie als PDF fiir Skalare (engl. scalar PDF), gebundene PDF fiir
Skalare und Geschwindigkeiten (engl. scalar-velocity-joint-PDF) oder gebunde-
ne PDF fiir Skalare, Geschwindigkeiten und turbulentes Zeitmaf$l (engl. scalar-
velocity-turbulent-frequency-joint-PDF) bezeichnet. So gibt es hybride Compu-
terprogramme zur Simulation turbulenter reaktiver Stromungen, die nur die che-
mischen Spezies in Form einer PDF behandeln, die Strémung aber mit einem
Navier-Stokes-Loser berechnen [5,49,50]. Fiir die Bestimmung der benétigten
Felder der Mittelwerte der die Strémung beschreibenden Gréfien wird die PDF|
die fiir jeden Ort und fiir jeden Zeitpunkt der Rechnung aufgestellt werden kann,

an den Gitterknoten ausgewertet.

Wegen der hohen Dimensionalitéit des Zustandsraums und der komplexen Abhén-
gigkeiten der chemischen Spezies voneinander kann im Allgemeinen keine analy-
tische Form fiir die PDF angegeben werden. Meist werden Annahmen iiber die
Form der PDF getroffen, die ihr Aussehen und ihre Eigenschaften festlegen. Oft
werden dafiir Gauss- oder S-Funktionen verwendet [51,52]. Dabei werden zusitz-
lich noch Annahmen iiber die Kovarianzen der verschiedenen Variablen gemacht,
wie z.B. die stochastische Unabhéngigkeit der chemischen Spezies, indem ein Pro-
duktansatz verwendet wird. Solche Annahmen schrinken aber die PDF ein. Ist
einmal ein Ansatz gewéhlt worden, kann die PDF nur Formen annehmen, die mit

diesem Ansatz darstellbar sind.

Alternativ kann aber die PDF auch als Ensemble stochastischer Partikel realisiert
werden, fiir die dann eine Transportgleichung gelést wird [3]. Die Eigenschaften
der stochastischen Partikel sind durch die Variablen definiert. Eine feste Form
wird der PDF dabei nicht vorgegeben. Aus den Partikeln konnen durch Ensemble-
Mittelung die Momente der PDF, wie Mittelwerte, Varianzen und Kovarianzen

der Variablen, berechnet werden. Die Eigenschaften der stochastischen Partikel
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andern sich gem#fl der Transportgleichung der PDF. Auch bei dieser Methode
sind gemischte Modelle méglich [5].

Monte-Carlo-Methoden werden auch in anderen Gebieten wie z.B. zur Simulation
von Polymerisationen, Schmelzprozessen und quantenphysikalischen Vorgingen
verwendet [53-55].

2.5.1. Monte-Carlo-PDF

Die zur Beschreibung des Systems verwendeten stochastischen Partikel werden
formal als Diracsche d-Funktionen dargestellt. Die Dirac-Funktion gehort zur
Klasse der verallgemeinerten Funktionen [56] und ist auf verschiedene Arten de-

finierbar.

Eine Moglichkeit der Definition der §-Funktion bietet die Heavisidefunktion [3,56]

H(z) =

0 fir 2<0
(2.116)

1 fiir 2>0

H wird auch als Sprungfunktion bezeichnet und gehort wie die 6-Funktion zu den
verallgemeinerten Funktionen [56]. Ein Sprung der Hohe a an der Stelle b kann
mit Hilfe der Heaviside-Funktion dargestellt werden als a H (z—b). Ausgehend von
der Sprungfunktion kann die Dirac-Funktion definiert werden als verallgemeinerte
Ableitung [56] mit

5(z) = ) (2.117)

Eine wichtige Eigenschaft der §-Funktion, die ebenfalls zur Definition herange-
zogen werden kann [3, 56], ist das ,Ausblenden“ bei Anwendung mit anderen

Funktionen g(z)
J 5(2) g(2)dz = g(0) . (2.118)

Analog zum Sprung der Heaviside-Funktion gilt fiir die 6-Funktion

J ad(b — ¢) g(c)de = ag(c) . (2.119)
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Zusétzlich wird fiir sie festgelegt [56], dass gelten soll

J d(z)dz=1 . (2.120)

Thre Form kann anschaulich dargestellt werden [56] durch eine Approximation §*

{ 0 fir 2#0

lim (e, 2) = oo fir z=0

e—0

(2.121)

Andere Eigenschaften der Delta- und Heaviside-Funktion sind zu finden in [56].

Sei nun F,({) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Zufallsgrofie z, mit der
die Wahrscheinlichkeit P bestimmt werden kann, dass ein Ereignis A : z < ¢

eintritt, also z kleiner als ein vorgegebener Wert ( ist. Es sei somit
P(A) =F,(C) , (2.122)

und die zugehorige Dichte der Wahrscheinlichkeitsverteilung sei

_OF(¢)

£ =5

(2.123)

Bei Definition des Mittelwertes als Erwartungswert einer Zufallsgrofie gilt dann

fiir eine beliebige Funktion der Zufallsgréfie g

JﬂOﬁ@MC=@@» | (2.124)

Die Heaviside-Funktion nimmt bei Eintreten des oben beschriebenen Ereignisses
A den Wert 1 an; tritt A nicht ein, so ist sie gleich Null. Fiir den Erwartungswert
von H gilt dann [3]

(H((=2)) = 1-P(A)+0-(1-P(4))
= F,() . (2.125)

Differentiation beider Seiten von Gleichung 2.125 fiihrt zu

(0(C—2)) = 1.(Q) - (2.126)
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Somit ist der Erwartungswert der Delta-Funktion an einer Stelle ¢ gleich der
PDF.

Fiir ein Ensemble aus N Partikeln, von denen jedes mit einem Wert der Zufalls-
grofle z belegt ist, ist der Ensemble-Mittelwert definiert [3] als

(2)y = %Zz(”) . (2.127)

dabei ist 2(™ der Wert von z, den das Partikel n hat. Fiir den Ensemble-Mittelwert

einer Funktion g(z) gilt analog

1 N

(9@ =5 D 9" . (2.128)

n=1
Damit lisst sich als diskretisierte PDF f,(¢)y angeben
LQOn = (6(C—2)n
| N
= DI N (2.129)
n=1
Die zugehérige Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet
F.(Qn = (H({C—2)n

= %ZH(C—z(")) . (2.130)

Die Zufallsgrofie z ist geméf F, () verteilt. Damit sind f,(¢)y und F,(¢)n Schitz-
werte fiir f,(¢) und F,({). Die stetigen Funktionen sind Erwartungswerte der
diskreten Funktionen. Gleichgiiltig, wie grof} die Partikelanzahl wird, sind die
diskretisierten Funktionen nie glatt: Die Dichtefunktion bleibt ein Ensemble von
Dirac-Peaks, die Verteilung bleibt ein Treppenzug. Bei grolem Partikelensemble
néhert sich aber der Verlauf des Treppenzugs der diskreten Verteilung dem Ver-
lauf der stetigen Verteilung an. Die beiden Formen der Funktionen liefern fiir

geniigend grofle NV dieselben statistischen Momente.

Fiir mehrere Zufallgsgroflen zq, 29, ...z, die zur kiirzeren Darstellung zu einem
Vektor Z zusammengefasst werden, ist die Wahrscheinlichkeit, dass jede Kompo-

nente von 2 kleiner ist als die entsprechende Komponente von 5 gegeben durch
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die Wahrscheinlichkeitsverteilung
FA)=P(Z<() . (2.131)

Die dazugehorige Dichte der Verteilung hat die Form

)=—"FA) . 2.132
f=(C) 0 ©) (2.132)

me1 0%m

Entsprechend ldsst sich eine diskretisierte gebundene PDF fiir mehrere Zufalls-

variablen definieren als

FQOn = (6 2)
= %Z[ (6(<$>—zfs>>)] - (2133)

Diese Zusammenhénge sind in Abbildung 2.8 dargestellt.

Fiir das Beispiel wurden die Geschwindigkeiten U und V der stochastischen Par-
tikel verwendet, die sich wihrend eines Zeitschritts eines Durchlaufs des in dieser
Arbeit erstellten Simulationsprogramms in einer Zelle des Rechengitters befan-
den (rote Punkte). Zum Vergleich wurde eine Joint-PDF erzeugt, die die Form
einer Gaussschen Glockenkurve (Linien) hat und denselben Mittelwert und die-
selben Varianzen und Kovarianz aufweist wie die durch die Partikel reprisentierte
Monte-Carlo-PDF. Fiir den Vergleich der Randverteilungen und deren Dichten
(auf der rechten Seite) wurde wegen der besseren Ubersichtlichkeit in der Dar-

stellung die Anzahl der Partikel reduziert.

2.5.2. Herleitung der PDF-Transportgleichung

Bei Verwendung einer PDF zur Beschreibung einer reaktiven Stromung ist die
gebundene Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir die Geschwindigkeiten in alle
Raumrichtungen #, die skalaren Gréflen, d.h. die insgesamt o — 1 chemischen
Spezies sowie die Enthalpie oder die Temperatur zusammengefasst in qg und die
turbulente Frequenz w*. Die PDF ist zu jedem Zeitpunkt ¢ der Simulation an
jedem Ort ¥ des Rechengebiets bestimmbar. Zeit und Ort sind fiir eine Ein-
Punkt-PDF, wie sie hier beschrieben und verwendet wird [3], Parameter. Ei-

ne solche PDF enthilt zu jeder Zeit und fiir jeden Ort getrennt Informationen
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Abbildung 2.8.: Stetige und diskrete Reprdsentation einer Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung und einer Dichtefunktion. Links: Ensemble aus 475 Partikeln (rot). Rechts oben:
Joint-PDF, Ensemble aus 48 Partikeln. Rechts unten: Randverteilung und dazugehdrige
Dichtefunktion

iiber die Verteilung der Variablen. Uber den Zusammenhang zwischen mehreren
Punkten ist keine Information enthalten. Zur Kennzeichnung dieser Abhingig-
keit wird die gebundene Geschwindigkeits-Skalar-Frequenz-PDF geschrieben als
faq?w* (17, QE, 2;Z,t). Der Ubersichtlichkeit wegen werden die Zufallsgréfien als In-

dex von jetzt an weggelassen. Die diskrete Reprisentation dieser PDF lautet

05520 = (1o -10) (o000~ ) 10 - )

(2.134)
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Als Abkiirzung fiir die Produkte der Delta-Funktionen sei

J* = (H (s — m) (H 5(6a — %)) b - Q)  (2135)

definiert. Nach der Kettenregel gilt bei der partiellen Ableitung fiir f#

orf _oftou  0ffag,  oft o

_ 2.136
ot  Qu; ot ' 0p, Of = Odw* Ot (2.136)

und

of# . ﬁau,- 0f* ¢, Of7 dw*
ox; Ou; 0x; 0¢, Or;  Ow* Ox;

(2.137)

Die Differentiation nach den Variablen u;, ¢, und w* kann nach der Kettenregel
ersetzt werden durch die Ableitung nach den Variablen Vj},, bzw. (2, da

g = gla—1b)

09 dg 0(a—b)  0g

%a  d(a—b 0da  d(a—0b)

09 d0g 0(a—0b) 9g  0g
b d(a—b) o  0da—b)  da

Damit gilt fiir die partiellen Ableitungen von f#

OfF _ _of*0u; 0f* 04, OfF dut (2.138)
ot 0V, ot 0, ot 0N Ot '

und # # # #
off _ of*du; 3f*dp. df*dw | (2.139)
aLEi a‘/} a.’L'z alﬁa al'z 0f? al'z

Gleichung 2.139 wird mit u; multipliziert, zu Gleichung 2.138 addiert und das

Ergebnis mit p multipliziert. Dies fiihrt zu

off  Oft\  oft [ ou, oy
’O(at T )T T v P s,

3/* ( bu b
T (”—”“' :c)

of* [ ow* ow*
Y il Y
00 <p or TP a:) (2.140)
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Werden die Gleichungen 2.1, 2.2 und 2.3 in die letzte Gleichung eingesetzt und
der Drucks p in Mittelwert p und Schwankung p’ zerlegt, so ergibt sich

# # # 7 #
p(af Fu >+af (pgj—a—p>+af (pSa)

ot ax, a‘/; aﬂfj awa
of* (or,;, op' of* [0JS
a‘/; aﬂfj E)a:j awa a.’Ej
of* [ Qw* ow*
— i . 2.141
20 (p o 6322-) (2.141)

Da aufer f# keine Variable von V}, 1, oder {2 abhiingt, kénnen die Ausdriicke
in den Klammern in die partiellen Ableitungen hineingezogen werden. Nun wird
der Erwartungswert gebildet. Er ist, wie weiter oben festgestellt, gleich dem Mit-
telwert. Fiir die linke Seite der Gleichung ist das ohne Probleme mdoglich, da alle
Ausdriicke geschlossen sind: Haben die Variablen u; und ¢, bestimmte Werte
V; bzw 1), angenommen, so sind alle anderen Terme festgelegt. Anders sieht es
auf der rechten Seite der Gleichung aus: Da mit der verwendeten Ein-Punkt-PDF
Informationen an jedem Ort und fiir jede Zeit separat zur Verfiigung stehen, aber
keinerlei Informationen iiber Beziehungen zu anderen Orten und Zeiten, sind alle
Terme, die von Gradienten von Zufallsvariablen abhéingen, bei der Mittelung nicht
geschlossen. Dies gilt fiir die diffusiven Transportterme, die nach der Mittelung
als bedingte Mittelwerte dargestellt werden [3,19,57]. So steht

0J¢ 0J¢
ALY = f J (2.142)
oz, 0T, | &2 =
J J ’l-l::V, :1p,w*:.Q

fiir den mittleren diffusiven Stoffstrom J{* unter der Bedingung, dass 4, (E und w*

bestimmte Werte 17, 15 bzw. (2 annehmen. Analog gilt fiir den diffusiven Impuls-

transport

<f#%+6_p’>:f<aﬁj+a_p’

aﬂfj E)a:j a.’I)j a.’Ej

. (2.143)
'L'L‘:\_/’,_‘:'(Z,w*:ﬂ

Der Ausdruck, der die turbulente Frequenz enthélt, ist nicht geschlossen, weil
fiir die Gro8e w* bisher noch keine Transportgleichung definiert wurde. Fiir die

Mittelung von allen Ausdriicken auf der rechten Seite miissen deshalb Modelle
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verwendet werden. Die Transportgleichung fiir die PDF f lautet somit [3]
p (% - uzg—ai) + aiV} [f (,Ogj - %)] + aza Lf (pSa)]
0J¢
+aza (f < 3z, Fures
_a% ( ; <paa¢;* ‘o aa% ﬁzv,~:¢,w*:n>) . (2.144)

Fiir kompressible Stromungen wird eine dichtegewichtete PDF

f= % (2.145)

definiert, um analog zu den gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen Favre-Mittelwerte

-

a=v,

verwenden zu kénnen. Davon ausgehend wird eine Massen-Dichte-Funktion (engl.
mass-density-function, MDF) formuliert [3,57]

F = Jfp
= nf - (2.146)

Wegen der Ortsabhiingigkeit der Dichte ist F = F(V, 4, 2, #;t). Da F die Nor-

mierungsbedingung nicht erfiillt, ist sie keine PDF":

J”fdx?d@ﬁdrz = {(p) und deshalb

””fdm&drzdf = M . (2.147)

M ist dabei die Gesamtmasse des Systems. Durch Normierung mit M kann F

aber zu einer PDF umgeformt werden. Fiir F gilt analog zu Gleichung 2.124
JJJg}"dVdeQ ={(0)j , (2.148)

wobei g eine beliebige Funktion von V und J ist. Somit sind aus der MDF Fel-

der von Favre-Mittelwerten bestimmbar. Die diskrete Représentation von F ist
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definiert durch

M
N
: (H 6(z; — g,-)) S(w*—9) . (2.149)

Da auch in F keine Informationen iiber Gradienten enthalten sind, lassen sich
die bedingten Mittelwerte nicht auflésen, wenn analog zu Gleichung 2.144 eine

Transportgleichung fiir F formuliert wird [3,57]:

oF oF 0 1 0p 0
o et 7 (0 )| o P60

o (F/aJe
+ hill
0Ya \ P axj @=V,g=pw =0

o (F / ow* ow*
o (F Qu , 2.1
0f? (:0 < ot o 0; ﬁ:V,”:J,w*=9>> i

Um diese Transportgleichung zu 16sen, werden auf das Partikelensemble, welches

das stromende Fluid reprisentiert, stochastische Prozesse angewendet, die spéter

im Abschnitt {iber die Implementierung aufgefiihrt werden.

2.5.3. Modellierung der ungeschlossenen Terme

Der erste Term auf der rechten Seite von Gleichung 2.150

. .. I
o _ O (7 [0, O (2.151)
=7 =G =0

AV, ; ox j ox j
stellt die Dissipation der turbulenten Fluktuationen durch Viskositét und die Iso-

ot oV

tropisierung der Turbulenz durch Druckschwankungen dar. Er entspricht gewis-
sermaflen einem Mischungsmodell fiir Geschwindigkeiten. Zur Schliefung dieses
Ausdrucks wird das verallgemeinerte Langevin-Modell (eng. Generalized Lange-
vin Model, GLM) [8] verwendet. Der modellierte Term lautet

afDiss _ a - 1 an
ot = —a‘/l [(V} - ’U,]) szj] + ECOGW s (2152)
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2.5. Grundlagen der Monte-Carlo-PDF-Methode

wobei G;; und Cy Modellparameter des GLM sind. Durch Aufstellen einer Trans-
portgleichung fiir eine MDF fiir Geschwindigkeiten analog der MDF-Transport-
gleichung 2.150, Multiplikation dieser Gleichung mit (V; —;)(V; — @;), Einsetzen
von Gleichung 2.152 und anschliefender Integration iiber V lisst sich eine Trans-

portgleichung fiir die Reynoldsspannungen ableiten [57]

N
o M 1, 1
D ——— apuzujuk
a.iCk
g

Pz’j + Gilﬁu;’u;’ + Gjlﬁu;’u;’ + U 6;2 I 4 C()[)Eh(sij . (2153)
k

Wie beim Vergleich dieser Transportgleichung mit Gleichung 2.64 zu sehen ist,
entspricht das GLM einer Ubertragung eines Reynoldsstressmodells auf die MDF-
Ebene. Wegen dieser Beziehung besteht die Moglichkeit, die Koeffizienten G;; und
Cy so zu wihlen, dass das die Eigenschaften von ganz bestimmten RSM wieder-
gegeben werden [8,19,58]. Dabei ist zu beachten, dass G;; und Cy des GLM nur
zusammen die Terme ¢;; und ¢;; modellieren; es hat nicht jeder Modellparameter
fiir sich getrennt einen entsprechenden Term im RSM. Fiir die Bestimmung der
Modellparameter kann nun Cj fest vorgegeben werden. Meist wird dafiir Cy = 2.0
verwendet. Dieser Wert beruht auf einem Vergleich mit einem einfachen RSM von
Rotta [59]. Daraufhin wird G;; so angepasst, dass das Verhalten des GLM dem ei-
nes bestimmten RSM entspricht. Eine andere Moglichkeit zur Festlegung von Gj;
und Cj bietet ein direkter Koeffizientenvergleich [57], wie er im Anhang darge-
stellt ist. Diese unterschiedlichen Vorgehensweisen sind moglich, weil zwar jedem
GLM genau ein RSM entspricht, aber umgekehrt ein RSM nicht durch nur eine
einzige Wahl von G;; und Cj dargestellt werden kann, sondern durch unendlich

viele mogliche Kombinationen [8].

Da hier Ausdriicke in Abhéngigkeit von der Dissipationsgeschwindigkeit € ver-
wendet werden, ist das GLM nicht vollstdndig. Information iiber ¢ muss entwe-
der durch das separate Losen einer Transportgleichung fiir € oder die turbulente
Frequenz w oder alternativ dazu durch die Erweiterung der PDF fiir Geschwindig-
keiten zu einer gebundenen PDF fiir Geschwindigkeiten und turbulente Frequenz
und Mittelwertbildung fiir diese Variable gewonnen werden. Die Behandlung als

weitere Variable in einer PDF wird weiter unten beschrieben.

Als néchstes soll der diffusive Transportterm fiir die skalaren Variablen betrachtet

95



2. Theoretische Grundlagen

werden. Es ist der zweite Term auf der rechten Seite von Gleichung 2.150

0Fpir _ 0 (F [0J} (2.154)
ot 0o \ p axj @=V,g=pw*=0 . .

Dieser Ausdruck muss als Mischungsmodell so abgebildet werden, dass der Mit-

telwert der Skalare durch das Mischen nicht verdndert wird, was der Massener-
haltung entspricht. Weiter miissen die Varianzen mit der Zeit abklingen und
Gradienten und Kriimmungen abgebaut werden [8]. Ein einfaches Modell, das
oft verwendet wird, ist das IEM-Modell (IEM=Interaction by exchange with the

mean). Dieses Modell verwendet fiir Fp;¢ die Entwicklung [19]

0Fou _ 0 [ Co, -
ot o |7 (-5t )| - (2.155)

Dabei nidhern sich die skalaren Werte ihrem lokalen Mittelwert an. Die Geschwin-
digkeit dieser Anndherung wird durch g—f bestimmt: Die Zeitskala fiir das Mischen
der Skalare wird mit dem Proportionalitétsfaktor Cy, fiir den der Wert 2 verwen-
det wird, mit dem turbulenten Zeitmafl 7 = k/e verbunden. Nachteilig an diesem
Modell ist, dass ausgehend von einem Anfangszustand einer Verteilung, die nur
zwei Werte annimmt, also aus zwei d-Peaks besteht, die zeitliche Entwicklung die-
ses Modells in einem Aufeinanderzubewegen der beiden Peaks besteht, wiahrend
mittels DNS gezeigt wurde, dass die Peaks beim Mischen nicht erhalten bleiben,
sondern zu einer Gauss-formigen Kurve relaxieren, bevor der Endzustand, der

einen Peak beim Mittelwert darstellt, erreicht wird [8].

Speziell fiir die Verwendung von Partikelmethoden wie der Monte-Carlo-PDF-
Verfahren gibt es die Klasse der C/D-Modelle (C/D = Coalescence/Dispersion).
Der bekannteste Vertreter dieser Klasse ist das Mischungsmodell von Curl [60],
von dem es auch einige verfeinerte Varianten gibt. Diese Modelle sind, auf Partike-
lebene betrachtet, sehr anschaulich: Beim Originalmodell werden zwei Partikel p
und ¢ mit den Werten fiir einen Skalar ¢® bzw ¢, die zur Mischung ausgewihlt
wurden, miteinander vereinigt. Das dadurch entstandene Partikel besitzt fiir den
Skalar den Wert ¢t = %(qﬁ(p) + ¢9). Hierauf wird das Partikel wieder geteilt.
Die Partikel p und ¢ haben fiir die skalare Variable beide den Wert ¢®+9 an-
genommen. Dieser Vorgang kann auch fiir mehrere skalare Variablen verwendet

werden. Das simultane Mischen fiir zwei Skalare ist in Abbildung 2.9 dargestellt.
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o,

9, .[:
P q'

o, o,
Abbildung 2.9.: Mischung zweier Partikel mit dem Curl-Modell. Links: Originalmodell,
vollstandiges Mischen. Rechts: Modifiziertes Curl-Modell, partielles Mischen. p(¢1, ¢2),
q(b1, 2 ): Partikel vor dem Mischen; p’, q’: Partikel nach dem Mischen

Die Anzahl der Partikel N, die fiir jeden Zeitschritt zum Mischen ausgewéhlt
werden, wird aus der Anzahl der Partikel in der Zelle N, dem Zeitschritt At
und der turbulenten Zeitskala 7 bestimmt nach Ny = Q%At N. Fiir Cy wird
meistens wie beim IEM-Modell der Wert 2 verwendet, der aus der Analyse der
Diffusion bei homogener Turbulenz stammt. Es sind jedoch auch schon andere
Werte vorgeschlagen worden, da Cy keine universelle Konstante darstellt, sondern
ein Modellparameter ist, der zur Anpassung der Geschwindigkeit der Relaxation
der Verteilung dient. Der Diffusionsterm wird mit diesem Modell auf der Ebene
der MDF wiedergegeben durch [61,62]

D 90, F + 20, | [ ) FWO)K (b, 60, @ dip®) a0

mit K (4,9, @) = 6 (4 - @@ + @) . (2156)

Fiir den oben geschilderten Testfall sind bei diesem Modell durch das vollstéindi-
ge Mischen nur bestimmte Werte der Skalare moglich. Um diesen Defekt zu be-
seitigen, wurde das Modell abgeéndert. Im Modified Curl’s Modell wird der Mi-
schungsgrad als Zufallszahl o bestimmt, die gleichm#Big im Intervall [0, 1] verteilt
ist [62]. Dadurch sind bei jedem Mischvorgang beliebige Zwischenwerte erreich-
bar, und nicht nur der gemeinsame Mittelwert der beiden zu mischenden Partikel,
wie in Abbildung 2.9 dargestellt. Bei der Transportgleichung 2.156 &ndert sich
dadurch K zu

K=06@t—(1—a)yy® — %a(w@ +@) (2.157)

Der Vorfaktor des Integrals wird von 2 auf 3 erh6ht, um das Abklingen der Vari-
anzen mit der korrekten Geschwindigkeit ablaufen zu lassen [62]. Dieses Modell

gibt die Entwicklung ausgehend vom oben angefiihrten Testfall gut wieder. Es
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2. Theoretische Grundlagen

gibt aber immer noch einen Fehler, der z. B. fiir nicht-vorgemischte Flammen
problematisch sein kann: Der Mischungsgrad « ist vom Zeitschritt unabhéngig.
Damit ist es auch bei noch so kurzen Zeitschritten moglich, dass zwei Partikel
vollstdndig gemischt werden. Dies kann bei nicht-vorgemischten Flammen dazu
fiihren, dass durch das Mischen im Modell Zustidnde erreicht werden, die wegen
schneller Reaktionen in der Realitit nicht erreichbar sind. Dies entspricht dem
Mischen durch eine Flammenfront hindurch. Auflerdem ist es méglich, dass eini-
ge Partikel fiir langere Zeit iiberhaupt nicht mit anderen gemischt werden. Diese
Fehler sind in einer weiteren Variante, dem Continuous Curl’s Modell [63], beho-
ben. Dabei werden bei jedem Zeitschritt alle Partikel zufillig in Paare eingeteilt.

Der Mischungsgrad a wird fiir jedes Paar individuell bestimmt nach
a = Cpa/Atw . (2.158)

Dabei ist o' eine im Intervall [0, 1] gleichmé&Big verteilte Zufallszahl. War bei
den beiden vorherigen Varianten jeder Mischungsgrad fiir jeden Zeitschritt gleich
wahrscheinlich, so gibt es nun eine exponentielle Abhéngigkeit vom Zeitschritt.
Eine vollstdndige Mischung ist damit nur bei groflen Zeitschritten wahrscheinlich.
Mischen durch Flammenfronten kann damit wirksam verhindert werden. Aller-
dings stimmt mit diesem Modell die zeitliche Entwicklung der Relaxation fiir
den Testfall der anfangs auf zwei §-Peaks verteilten Skalare nicht so gut mit Er-
gebnissen aus der DNS iiberein wie bei der vorher beschriebenen Variante. Das
Vermeiden von nicht moéglichen Punkten im Phasenraum ist aber oft so wichtig,
dass sogar das weiter oben vorgestellte IEM-Modell den Curl-Modellen vorge-
zogen wird. Bei der Auswahl des Mischungsmodells muss abgewogen werden,
welcher Aspekt der wichtigere ist.

Ein weiteres alternatives Mischungsmodell, das das Mischen durch Flammenfron-
ten vermeidet, stellt das sogenannte Ordered-Pairing-Modell (OP-Modell) [64]
dar. Bei diesem Modell werden fiir jeden Zeitschritt acht Partikel ausgewihlt
und nach der Grofle ihres skalaren Werts sortiert. Dann werden sie paarweise,
wie sie in der Reihe auftauchen, gemischt. Dadurch werden nur Partikel mitein-
ander gemischt, die in ihrer Zusammensetzung dhnlich sind. Dieses Verfahren ist

allerdings nicht fiir das simultane Mischen mehrerer Skalare formulierbar.

Weitere Modelle sind das Age Biased Curl Modell [61], das die Nichtbeteiligung

einzelner Partikel am Mischen verhindert und das Euklidean Minimum Spanning
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2.5. Grundlagen der Monte-Carlo-PDF-Methode

Tree Modell [65], das #hnlich wie das OP-Modell nur im Phasenraum benachbarte

Partikel paarweise zum Mischen verwendet.

Der letzte ungeschlossene Term der MDF-Transportgleichung 2.150 beinhaltet

die Entwicklung einer turbulenten Frequenz:

0Fireq O (]—'<aw dw >) | (2159)
@=V ,p=pw*=0

ot a2 \p\ ot “om
Ohne Informationen iiber eine turbulente Zeitskala ist das Modell nicht vollstindig,

weil wegen der Modellierung der Reynoldsstress-Terme die Dissipationsgeschwin-
digkeit der turbulenten kinetischen Energie € bendotigt wird. Diese Information
kann durch Lésen einer Transportgleichung fiir eine mittlere turbulente Frequenz,
wie z.B. im k-w-Modell, auf einem Rechengitter gewonnen werden und damit so-
zusagen ,,von auflen® ins Modell hineingesteckt werden. Dabei wird dieser Term
aus der MDF-Transportgleichung herausgenommen; fiir die verwendete MDF gibt
es dann keine Variable w*. Die andere Moglichkeit besteht darin, fiir w* ein sto-

chastisches Modell zu verwenden [6,66]. Fpreq wird modelliert als

d 00 F L QF
~7:Freq = C3wa—0 [f(-Q - w)] + Sww—ag =+ c3cqw 7602

Dabei wird der Quellterm S, fiir die mittlere turbulente Frequenz w bestimmt
durch

(2.160)

Sy = Cyo — cw1§ + csmax (0; 1— 5)3 ) (2.161)
Hierbei ist P die Produktionsgeschwindigkeit der turbulenten kinetischen Ener-
gie, wie sie auch beim k-w-Modell verwendet wird. Die Koeffizienten ¢, cy2, c3, ¢4 und c;
sind Modellparameter, die so festgelegt werden, dass die zeitliche Entwicklung der
mittleren Frequenz w der Entwicklung nach dem k-w-Modell [11] entspricht. Die

Dissipationsgeschwindigkeit ¢ kann daraus bestimmt werden nach
e=w(k+vdw) |, (2.162)

mit cr als einem weiterem Modellparameter. Nach diesem Modell ist w* gemé&f
einer Gamma-Funktion verteilt [8,66,67]. Die Modellparameter haben folgende
Werte [6]:

Cyl1 = 0,44 , Cyo2 = 0,73 , C3 = 5,0
Cqy = 0,25 , Cs = 0,3 , Cr = 6,0
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2. Theoretische Grundlagen

Wie die Ahnlichkeit der Gleichungen fiir die stochastischen Modelle bereits ver-
muten lésst, ist die Implementierung als stochastischer Prozess auf Partikelebene

dghnlich der Implementierung des GLM und wird im néchsten Abschnitt erldutert.
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3.1. Beschreibung des zu simulierenden Systems

In diesem Abschnitt wird die hier angewandte Vorgehensweise beschrieben, um
mit den bisher dargestellten Methoden eine reaktive Stromung zu simulieren. Der
Fall, der hier wegen seiner einfachen Geometrie betrachtet wird, ist die Kanal-

stromung, wie sie bereits in Abschnitt 2.3.3 beschrieben wird.

Die Richtungen des Koordinatensystems sind wie folgt festgelegt: 1 ist die Rich-
tung langs der Stromung, parallel zur Wand, z- ist die Richtung senkrecht zur
Wand, und z3 ist die Richtung parallel zur Wand und senkrecht zur Stromung.
Unter der Grenzschichtannahme wird zur Vereinfachung angenommen, dass, mit
Ausnahme des Druckgradienten aa—fl, alle Gradienten von Mittelwerten in x;- und
x3-Richtung gleich Null sind (siehe Gleichung 2.89). Ein Druckgradient in z;-
Richtung erhélt die Strémung aufrecht. Sie wird begrenzt durch zwei planpar-
allele Platten, die in z;- und z3-Richtung unendlich weit ausgedehnt sind. Die
Symmetrie der Stromung wird ausgenutzt, um das Rechengebiet weiter zu redu-
zieren. Schliefllich wird ein eindimensionales Rechengitter, das das Gebiet nur in
xo-Richtung auflost, verwendet, da statistische Stationaritdt vorausgesetzt wird.
Das Rechengitter wird zur Wand hin in zwei Stufen verfeinert, um die steilen
Gradienten, die in Wandnihe auftreten, auflosen zu konnen und gleichzeitig die
Anzahl der Gitterzellen klein zu halten. Der Koordinatenursprung xs = 0 befindet
sich an der Wand; in der Kanalmitte ist x5 = h. Bei der Erzeugung des Gitters ist
darauf zu achten, dass die viskose Wandschicht ausreichend fein unterteilt wird.
Der erste Gitterpunkt sollte sich bei y* < 1 (s. Gleichung 2.101) befinden [18,68].

Auf die Zellen dieses Gitters werden nun die Partikel verteilt, die das strémende
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Fluid représentieren sollen. Die Eigenschaften dieser Partikel werden zu Beginn
der Rechnung initialisiert und im weiteren Verlauf durch stochastische Prozesse
verdndert. Durch Ensemblemittelung der Partikel in den Zellen konnen auf dem
Gitter die Mittelwerte der Feldgroflen bestimmt werden. Das zu simulierende Sy-

stem und seine Ubertragung auf die stochastischen Partikel ist in Abbildung 3.1

dargestellt.
777
3
. =
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7 72
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Abbildung 3.1.: Kanalstromung: Raumliches System und Reprdsentation als Partikelen-
semble. Dargestellt ist das Profil der mittleren Geschwindigkeit in Stromungsrichtung.
Oben: Kanalstromung, Entwicklung ausgehend von einem blockférmigen Geschwindig-
keitsprofil am FEintritt zum statistisch stationdren Zustand. Unten: in der Simulation
verwendeter Bereich nach Erreichen des Steady State.

Das Dichtefeld kann aus der rdumlichen Verteilung der Partikel bestimmt wer-
den [3]. Da sich in einem Gitter mit nichtkonstanten Gitterabstinden in kleinen
Zellen in Wandnihe aber weniger Partikel aufhalten als in groflen Zellen in der
Mitte des Kanals, bedeutet bereits eine kleine Schwankung in der Partikelanzahl,

wie sie stidndig auftreten kann, eine Schwankung in der Dichte. Auch bei einer
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nichtreaktiven Stromung eines Fluids konstanter Dichte kénnen solche Schwan-
kungen der Partikelanzahl in einzelnen Zellen auftreten. In diesen Zellen ergibt
sich dann daraus filschlicherweise eine Schwankung in der Dichte des Fluids.
Dies ldsst sich nur durch eine sehr grofle Partikelanzahl ausgleichen, was den
Rechenaufwand stark vergrofert. Deshalb wird hier die Dichte als Partikeleigen-
schaft definiert und das Dichtefeld wie die Felder der anderen skalaren Groéflen
durch Mittelung bestimmt [57]. Um die Partikelanzahl zu begrenzen erhalten die
Partikel unterschiedliche numerische Gewichte, die zu Beginn der Simulation so
gewihlt werden, dass sich in jeder Zelle dieselbe Anzahl von Partikeln befindet.
Auch wéhrend der Rechnung muss darauf geachtet werden, dass eine Minde-
stanzahl von Partikeln in allen Zellen vorhanden ist, um die statistischen Fehler
klein zu halten. Die dazu angewendeten Prozesse, das sogenannte Clustern und
Klonen, werden weiter unten beschrieben. An dieser Stelle soll nur darauf hinge-
wiesen werden, dass nicht alle Partikel dasselbe Gewicht haben und dass dies bei
der Mittelwertbildung und den stochastischen Prozessen beriicksichtigt werden

muss.

Mit diesem Partikelsystem soll nun die Transportgleichung der MDF, Gleichung
2.150, gelost werden.

3.2. Losungsalgorithmus

Zur Losung der MDF-Transportgleichung wird das Verfahren der drei Teilschrit-
te [3] verwendet. Die MDF F wird dazu durch eine N#herung erster Ordnung
beziiglich der zeitlichen Entwicklung F ersetzt. Durch Ansetzen einer Taylor-
Reihe und unter Vernachlédssigung der Terme hoherer Ordnung beziiglich des

Zeitschritts At ergibt sich die Transportgleichung der Niherung F (3]

oF _3F 3% | 3%
ot ot ot ot

+O(AY) (3.1)

Die Terme aa%, aa% und aa% stellen die einzelnen Teilschritte dar, die im Folgen-

den vorgestellt werden sollen.
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3.2.1. Erster Teilschritt

Im ersten Teilschritt werden die Turbulenz und der chemische Quellterm behan-
delt. Wie schon im Abschnitt 2.5.3 beschrieben, findet dafiir ein GLM und das
stochastische Aquivalent zum k-w-Modell Anwendung [3,6]. Der Term 6% lautet

damit

¥ d 3 1 . 9:F
E R TR R T
d 0NF ,020F
+nga—g [f(.Q — (JJ)] + Swwa—g + c3cqw W

b 1 () (32)

mit den Bezeichnungen und Koeffizienten wie in Kapitel 2.5.2.

Diese Entwicklungsgleichung wird nun in Form von stochastischen Prozessen auf
die Partikel {ibertragen. Nach Integration iiber die Zeit mittels einer expliziten
Euler-Methode ergeben sich fiir die Partikeleigenschaften, die durch einen Stern

gekennzeichnet sind, nach dem ersten Teilschritt die Zusammenhéinge

WOt +At) = ul + AtGy;(u ) + /CoeAns(W, (3.3)
asa( (t+At) = ¢+ AtS,(¢" ) (3.4)

Wt +At) = w' — csw(w® — w)At — Syww*At
/2504020 An (W), (3.5)

gVt + A = o . (3.6)

2

Die Anderung der Partikelgeschwindigkeiten wird hier bestimmt durch eine Re-
laxation zum lokalen Mittelwert, die von einem isotropen Diffusionsprozess iiber-
lagert wird. Der Koeffizient Cy und die Matrix G werden durch einen Koeffizi-
entenvergleich mit einem RSM, hier dem MCL-Modell, gewonnen. Der Vergleich

ist ausfiihrlich im Anhang dargestellt. Die Koeffizienten lauten:
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d? iy 11 lufu? 21
Gy = s (et Ay “"lc'leh(i e §E5ﬁ>
o4; 1
0,6— +0,15—6;. P,
+ ) a.'L'] + ) ﬁk i1 kk

_02 L (O | Ouj o, Ot
k 12"\ 8a; T 0w ) T " da
4\ (oq; i 1 21\ (P — Djn)
— Ao+ = J _ 2 3=t _Zog |t I
c2[< 2+3)<a$i axj)+ (2 k* 3k ) p }
+c T Ao
I\15 4 o,
LOL(s LN L luga, o
ﬁk i 4 k kk 4 k nmYij i

0,1, 1/,—/\7 Djo auNj 0ty T, (Dj” - Pj")
—ulul | 6—— + 13k "yl ————
+ 2 Cy [QuouZ > + 3z, + oz, + uju; F

3¢ u'u!

A A Ujlp (A oA
+§E<_fwldz d] _fw2 Jk dz dn>

_ ~ 4+ _ IRE Ay
D (2k5’+ kom 0w, kU
2 4

1\ € €
Co = 3(01—{‘14;)%—616’1(———142)%

1
9 3

CIQ 1 7 AQ
2) _—p. | - =
+ﬁe{ 3 ““(15 4)

0 1 1u"u,
10,1 [( — 4 —Az) Py, — - 2m¥ an] }

9 ' 6 3k
10,1 ,[ Dno ou, i,
22 [6 ; +13k<axo + 3

—_—~—

L = P
% (f wit udy' di; + fuz Eui'nu;{u;'nug’dﬁd{‘)

(3.7)

1= fo(2wulul a\/];a\/%Jrsz“%luxd;dﬁ B gfg
D e k Oz, Oz, k 3

Die Indizes 7 bis o laufen dabei jeweils von 1 bis 3. Bei den Indizes k£ bis o han-
delt es sich um stumme Indizes, iiber die aufsummiert wird, da sie innerhalb eines

Terms in einem Produkt zweimal vorkommen. Die Koeffizienten ¢, und ¢ werden
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hier gegeniiber dem MCL-Modell modifiziert, um ein Ansteigen der Geschwindig-
keitsfluktuationen senkrecht zur Wand zur Kanalmitte hin zu verhindern. Dieser
Anstieg liegt an der Unterschitzung der Dissipationsrate € durch die Verwendung
des stochastischen Modells fiir die turbulente Frequenz w anstelle der Entwick-
lungsgleichung des MCL-Modells fiir e. Beim MCL-Modell wird festgelegt [21]

¢y = ¢2" = min[0,6 ; VA] . (3.8)
Hier wird dagegen verwendet

¢s = min[0,6; f4] und (3.9)
! = min[0,78; VA] . (3.10)

Durch diese Modifikation konnte das Einschwingverhalten bei der Entwicklung
der Stréomung zum Steady State verbessert werden, wie spéter noch dargestellt

wird.

Zur Modellierung der Diffusion der Geschwindigkeit in Gleichung 3.3 wird ein
isotroper Wiener-Prozess verwendet, wie er auch fiir die Darstellung der Brown-
schen Molekularbewegung benutzt wird [4]. Die Inkremente des Prozesses haben

folgende Eigenschaften:
(Aps(W3)e) =0 (3.11)

Fiir die Inkremente werden im Intervall [—v/3At; /3At] gleichverteilte Zufalls-

zahlen verwendet [57]. Auch andere Verteilungen sind méglich [6].

Die Anderung der turbulenten Frequenz der Partikel w* wird durch das ebenfalls
im Abschnitt 2.5.3 vorgestellte Modell beschrieben. Auch hier wird ein Wiener-
Prozess fiir den isotropen Diffusionsterm verwendet. Dieser Prozess ist von dem

oben beschriebenen unabhéngig, hat aber dieselbe Verteilung der Inkremente.

Die Integration des Quell- bzw. Senkenterms der chemischen Spezies lésst sich
nicht durch Multiplikation mit einem Zeitschritt realisieren. Stattdessen wird ein
Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung [69] mit adaptivem Zeitschritt gewéhlt.
Als Startzeitschritt wird ein Fiinftel des Zeitschritts der Stromung verwendet.

Zur Simulation wird als reaktives System ein Gemisch von Wasserstoff und Luft
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3.2.  Lésungsalgorithmus

gewahlt. An der Wand wird die Reaktion durch Platin katalysiert. Die Imple-
mentierung der Wandreaktionen wird weiter unten beschrieben. Die Reaktions-
geschwindigkeiten der chemischen Spezies sowie der Temperatur in der Gasphase
werden zu Beginn der Integration fiir die Gasphasenreaktion von Wasserstoff mit
Luft nach dem in Tabelle 2.1 beschriebenen Mechanismus bestimmt. Dazu werden
dieselben Routinen verwendet, wie sich auch zur Berechnung von ILDM-Tabellen
zum Einsatz kommen [39]. Mit diesen Geschwindigkeiten werden die neuen Mas-
senbriiche der chemischen Spezies und die Temperatur nach einem halben Integra-
tionszeitschritt bestimmt. In Abhéngigkeit der neuen Zusammensetzung werden
dann wieder die Quellterme ermittelt. Unterscheiden sich die Geschwindigkeiten
beim Zwischenschritt um mehr als fiinf Prozent von den Quelltermen zu Beginn
der Iteration, so wird der Zeitschritt verkleinert und der Vorgang wiederholt. Auf
diese Weise konnen auch in einem engen Bereich steil ansteigende Reaktionsge-
schwindigkeiten integriert werden, ohne den Rechenaufwand durch Verwendung
eines starren Zeitschritts, der sehr klein sein muss, zu erhéhen. Bei einer Testrech-
nung in einem homogenen Reaktor konnte die Anzahl der Iterationen von einem
kalten Gemisch als Ausgangspunkt bis zum Erreichen eines stationidren Zustands
mit dem adaptiven Zeitschritt um etwa 65% im Vergleich zum starren Zeitschritt
reduziert werden. Da die Diffusion erst im néchsten Teilschritt behandelt wird,

wird die Kopplung zur Diffusion dadurch nicht beeinflusst.

Nach jeder Integration muss die Dichte der Partikel in Abhéngigkeit von Zusam-

mensetzung und Temperatur neu berechnet werden.

Der Ort der Partikel z7 im physikalischen Raum wird durch den ersten Teilschritt

nicht verdndert, wie aus Gleichung 3.6 hervorgeht.

3.2.2. Zweiter Teilschritt

Im zweiten Teilschritt werden die Diffusionsprozesse behandelt. Fiir die Geschwin-
digkeiten und die Position sind dies die Terme, die Abhéngigkeiten von der lami-
naren kinematischen Viskositdt und Ableitungen der mittleren Geschwindigkei-
ten beinhalten. Bei den skalaren Gréflen wird ein C/D-Mischungsmodell, hier das
Continuous Curl Model, verwendet. Die Entwicklungsgleichung dieses Teilschritts
lautet [19,61]
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0F,  d (Fom;
o av;-(
+3C J J Fp®)F D) K (4, @, (@) dgp®) dgp@ (3.13)

mit K (1, p®), @) = § (w — %(w(P) + w(q))). Die Indizes p und q beziehen sich

auf zwei Partikel, die miteinander gemischt werden. Bei hohen Reynoldszahlen

i —9
p 0z; ) i

kann der auf der laminaren Viskositit beruhende Anteil an der Diffusion ver-
nachldssigt werden; bei Low-Reynolds-Stromungen, wie im vorliegenden Fall einer
Kanalstromung, muss er aber beriicksichtigt werden. Die stochastischen Prozesse

auf Partikelebene lauten

« + 024, (o
uP+ A1) = O+ 2w V2 Apy (W) (3.14)
0z} 0x;
@+ A = o) &( (1) _ *(1))
(ba ( + ) ¢a + w*—{_wK/IP ¢aMP ¢a
N(w*+wK/IP)CA
. (1 e TV t) (3.15)
wO(t+At) = W (3.16)
e+ A1) = 2+ VwWANW); (3.17)

Der Index MP bezeichnet dabei den Mischungspartner des betrachteten Par-
tikels. Die Geschwindigkeitsinderung in diesem Zeitschritt hat einen determi-

nistischen und einen zufilligen Anteil. Der deterministische Teil, 21/%, gibt
J

den Effekt der Diffusion wieder, Kriimmungen abzubauen. Der zufillige Anteil,

V2 g;if Aa(W;)¢, beschreibt die isotropisierende Wirkung der viskositétsbeding-
J

ten Diffusion. Die Inkremente des Wiener-Prozesses stammen aus der Diffusion

im physikalischen Raum und sind deshalb mit den Inkrementen fiir die Ortséinde-

rung, die einer Brown’schen Molekularbewegung entspricht, identisch [6,57].

Fiir die Diffusion im Phasenraum der chemischen Spezies miissen die unterschied-
lichen Gewichte der stochastischen Partikel beriicksichtigt werden. Die angegebe-

ne Gleichung ist eine analytische Losung des Differentialgleichungssystems [70]

dog  _ Nugpp

dt vaw;kc(gﬁZMP_d)Z) (3.18)
W _ B
Tat T e e ) (3.19)
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das dem Continuous Curl’s Mixing-Modell [63] zugrunde liegt. Der Parameter,
der den Grad des Mischens bestimmt, ist C = % mit 7, = CL¢; ¢ ist dabei
eine Zufallszahl, die gleichmiflig im Intervall [0; 1] verteilt ist. Fiir homogene
Turbulenz ist Uy, = 2. Bei einer Kanalstrémung, in der die Turbulenz wegen
der Winde nicht isotrop, geschweige denn homogen ist, fiihrt diese Annahme zu
einer starken Unterschitzung des diffusiven Stofftransports. Deshalb wird hier
fiir Cy4 eine Funktion in Abhéngigkeit vom Stress-Flatness-Indikator A gewé&hlt,
die bei isotroper Turbulenz, also A = 1, den Wert 2 erreicht und in Wandnéhe ein
Vielfaches dieses Wertes annehmen kann. Direkt an der Wand, wo die Stromung
laminaren Charakter hat, muss diese Funktion wieder abnehmen. Die hier fiir die

Simulation der reaktiven Strémung verwendete Funktion ist
Cp=2(1+136-A-e104) . (3.20)

Der Ablauf bei der Anwendung dieses Modells ist wie folgt: In jeder Zelle werden
aus den N Partikeln zuféllige Paare gebildet. Dabei muss darauf geachtet wer-
den, dass kein Partikel innerhalb eines Zeitschritts mehrmals ausgewihlt wird.
Fiir jedes Partikelpaar wird dann mit der Zufallszahl &, der lokalen turbulen-
ten Zeitskala 7 und dem lokalen Cy der individuelle Mischungsgrad C bestimmt.
Dann werden die Zusammensetzungen der Partikel fiir alle Spezies mit diesem
Mischungsgrad nach Gleichung 3.15 verdndert. Bei dieser Vorgehensweise wird
impliziert, dass alle Spezies mit der gleichen Geschwindigkeit diffundieren. We-
gen der Massenerhaltung der Partikel ist eine Formulierung mit fiir jede Spezies
individuellen effektiven Diffusivitéten bei C/D-Modellen nicht méglich. Zur Be-
stimmung der Partikeltemperatur wird der Mischungsprozess auf die Enthalpie
der Partikel angewendet und die Temperatur 7" durch implizites Losen der Glei-
chung 2.112 berechnet.

3.2.3. Dritter Teilschritt

Der konvektive Transport aufgrund von Gradienten des mittleren Druckfeldes
wird schliefflich im dritten Teilschritt behandelt. Der Term aa% ist gegeben durch

0F; 10F 0p
—_— = . 21
ot poV; 0zx; (3:21)
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Die Anderungen der Position und der Geschwindigkeit eines stochastischen Par-
tikels ergeben sich nach der Integration iiber den Zeitschritt At. Die Prozesse auf

Partikelebene werden beschrieben durch

WO+ A = u;.*@)—% aa:f (3.22)
Gt + At = ¢, (3.23)
w4+ AL) = w® (3.24)
2O+ A = 2?4+ uP A (3.25)

Der Druckgradient in Stromungsrichtung wird als iiber den ganzen Strémungs-
querschnitt konstant angenommen. Um eine zeitlich konstante Massenstromdich-
te zu gewdhrleisten, wird bei jeder Iteration die Massenstromdichte iiber den
Querschnitt integriert und der Druckgradient daran angepasst. Der Druckgra-
dient senkrecht zur Wand lésst sich im Fall einer statistisch stationdren Kanal-
stromung bestimmen zu

e~

n,.1n

0p  0pujuy

3.26
a.iCQ a.TQ ( )

Bei der Simulation einer reaktiven Strémung zeigte sich, dass es wegen Diskre-
tisierungsfehlern und Vernachldssigung der axialen Transportterme zu Schwin-
gungen in wandnormaler Richtung kommen kann. Um diese Schwingungen zu
begrenzen, wird ein geschwindigkeitsproportionaler Ddmpfungsterm [71,72] der
Form Auzdamp = —CdampU2 eingesetzt. Hier wird cgamp = 0,001 gesetzt. Da dieser
Déampfungsterm in seiner Wirkung auf die Geschwindigkeit der Partikel ebenso
wirkt wie der wandnormale Druckgradient, wurde er an dieser Stelle zusétzlich
eingefiigt. Der modifizierte wandnormale Druckgradient wird hier deshalb berech-

net mit

op  opulul .
= — pUs Uy _CdamppU2damp/At . (327)

ax2 6372

Fiir die Anderung der Partikelposition wird als Geschwindigkeit das arithmetische
Mittel der Geschwindigkeit vor und nach der Beschleunigung durch den mittleren

Druckgradienten verwendet [6].

Die restlichen Partikeleigenschaften bleiben bei diesem Teilschritt unveréndert.
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3.2.4. Randbedingungen

Das verwendete Rechengitter besitzt zwei Rénder: Die Wand und die Mitte des
Kanals. An diesen Stellen miissen Randbedingungen fiir die Partikeleigenschaften

und die gemittelten Feldgroflen erfiillt werden.

3.2.4.1. Randbedingungen in der Kanalmitte

Die Randbedingungen in der Mitte der Stromung ergeben sich aus der Symmetrie

des Kanals. Fiir alle Feldgroflen aufler %y und m gilt an dieser Stelle aiwz = 0.
Wegen der Impulserhaltung muss fiir 4, gelten: w, = 0. Fiir die Geschwindig-

keitskomponente in wandnormaler Richtung gilt demnach eine ungerade Symm-

teriebedingung. Die Reynoldsspannung u}uf weist auch eine Punktsymmetrie zur

Ebene in der Kanalmitte auf und ist deshalb an dieser Stelle gleich 0 [8]. Auf die
Partikel angewendet bedeutet dies, dass fiir jedes Partikel, das wihrend eines
Zeitschritts die Grenze der letzten Zelle in der Kanalmitte in Richtung der Wand
bei o = 2h iiberschreitet und somit das Rechengebiet verlédsst, ein Partikel mit
denselben Eigenschaften, aber mit einer wandnormalen Geschwindigkeit mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen, aus der Nachbarzelle aulerhalb des Rechengebiets in
die Zelle, die an die Mitte des Kanals angrenzt, eintritt, wie dies in Abbildung 3.2
dargestellt ist. Die Position des Partikels wird an der Symmetrieebene bei 3 = h

gespiegelt.

t, t+AL

Abbildung 3.2.: Partikelaustausch in den Zellen in der Kanalmitte. Fiir jedes Partikel,
das das Rechengebiet verldsst, tritt ein mit diesem beziglich der Eigenschaften identi-
sches Partikel in die Zelle ein.

Fiir die Partikel, deren zo-Koordinate nach der Anwendung der drei oben darge-
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stellten Teilschritte grofler ist als die halbe Kanalbreite A, gilt damit

wi(t+ At = —ul® (3.28)
(t+At) = 2n—23® (3.29)

Alle anderen Partikeleigenschaften bleiben unverindert.

3.2.4.2. Randbedingungen an der Wand

An der Wand gibt es zunéchst einmal die Undurchléssigkeitsbedingung. Die Par-
tikel konnnen das Rechengebiet an dieser Stelle nicht verlassen. Weiter gilt an
der Wand die Haftbedingung, wonach die Geschwindigkeit an der Wand gleich
der Wandgeschwindigkeit ist; im betrachteten Fall ist sie gleich 0. Diese Bedin-
gung gilt fiir die Mittelwerte der Geschwindigkeitskomponenten in alle Richtun-
gen wie fiir die Partikeleigenschaft Geschwindigkeit gleichermaflen. Die Auswahl
der Partikel, auf die diese Randbedingungen angewendet werden, ist allerdings
nicht so einfach anhand der z,-Koordinate der Partikel zu treffen, wie in der
Mitte der Stromung. Aufler den Partikeln, die eine negative zo-Koordinate auf-
weisen, konnen auch Partikel mit positiver Koordinate wihrend des Zeitschritts
an die Wand gestoflen sein; ob auf die Partikel die Randbedingungen an der Wand
anzuwenden sind, hingt also davon ab, welchen Weg die Partikel wihrend des

Zeitschritts genommen haben, wie auf Abbildung 3.3 zu sehen ist.

XA

>

t, t,+AL

Abbildung 3.3.: Mogliche Wege der Partikel in Wandndhe wdhrend eines Zeitschritts.

Wihrend in Abbildung 3.3 ein Partikel nach dem Zeitschritt seine Position mit
xy > 0 erreicht hat, ohne die Wand bei 2 = 0 zu beriihren (rote Linie), ist das an-

dere Partikel mit positiver xo-Koordinate auf seinem Weg an die Wand gestoflen
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(schwarze Linie). Da bei der beim Teilschritt-Algorithmus verwendeten Zeitinte-
gration nur die Position nach dem Zeitschritt, nicht aber die Bahn wahrend des
Zeitschritts bestimmt wird, muss dieser Vorgang mit einem weiteren stochasti-
schen Prozess modelliert werden. Der hierfiir verwendete Prozess geht davon aus,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein Partikel, das sich zu Beginn des Zeitschritts
an der Position x5 befindet, auf seinem Weg nach x5, wéhrend des Zeitschritts

At die Wand zu beriihren, bestimmen lésst [73] mit

2,0 2,1

P[min{xgym < O‘LEQ(t = 0) = Z2,0, LEQ(t = At) = 372,1}] =@  vAt . (330)

Die Randbedingungen werden deshalb auf die Partikel angewendet, die eine nega-
tive z9-Koordinate besitzen und zusétzlich auf alle Partikel in der wandnéchsten
Zelle mit o > 0, bei denen n < e vart , wobei 1 eine im Intervall [0;1]

gleichmifig verteilte Zufallsvariable ist [6].

Die Geschwindigkeitskomponenten der mittels dieses Prozesses bestimmten Parti-

kel werden gleich null gesetzt und ihre Position auf den Betrag ihrer z,-Koordinate.

Fiir die mittlere turbulente Frequenz w lésst sich aus der Transportgleichung 2.38

herleiten, dass an der Wand
0%k

gelten muss. Da weiter gilt: £(0) = 0 und a% = 0, ist w an der Wand mit
Gleichung 2.162
1 0v2k
=0) = — ) 3.32
ol = 0) = 22 (352)

Die mittlere turbulente Frequenz wird an der Wand auf diesen Wert gesetzt.
Die Partikeleigenschaft w* wird fiir die Partikel, die die Wand beriihrt haben,
durch eine Zufallsvariable mit einer Gammayverteilung mit dem Mittelwert der

turbulenten Frequenz an der Wand bestimmt [6, §].

Die Werte der fiir die Bestimmung der Koeffizienten des GLM benétigten Grofien
sind an der Wand entweder gleich null oder durch den Satz von I’'Hospital zur
Bestimmung von Grenzwerten [56] erhéltlich. Wie im Anhang dargestellt ist, kann
auch der Ausdruck { an der Wand angenihert werden durch

€

k

wobei As; der Gitterabstand der ersten Zelle ist.

€

x9=0 k

~
~

(3.33)

r2=0,5As;
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Im Fall einer durch die Wand heterogen katalysierten reaktiven Stromung gibt
es auch eine Randbedingung fiir die chemischen Spezies, da dann an der Wand
Reaktionen stattfinden, fiir die ein eigener Reaktionsmechanismus angewendet
werden muss. Bei der hier betrachteten reaktiven Stromung wurde dafiir der
in Tabelle 2.2 beschriebene Mechanismus verwendet. Zur Reduzierung des Re-
chenaufwands wurden die Reaktionsgeschwindigkeiten fiir alle an der Wand vor-
kommenden Spezies in Abhéngigkeit vom Massenbruch fiir OH-Radikale und Hs-
Molekiile sowie der Temperatur tabelliert und fiir jedes Partikel, das an die Wand
stoBt, interpoliert. Die Schliisselkomponenten zur Tabellierung wurden in Uber-
einstimmung mit der Sensitivitéitsanalyse in [41] gew#hlt. Damit zwei chemische
Spezies als Schliisselkomponenten zur Beschreibung des chemischen Systems aus-
reichen, wurde bei der Tabellierung fiir die Gemischzusammensetzung vereinfacht
angenommen, das System enthalte ausschliellich Hy, Oy, HyO, OH und die in-
erte Komponente Ny. Zu Beginn bestehe das System aus einem unverbrannten
Gemisch aus ¢ Mol Hy und 2,381 Mol Luft. Der Faktor ¢ ist das Brennstoff/Luft-
Aquivalenzverhiltnis, das kennzeichnet, ob das Verbrennungsgemisch Brennstoff
im Uberschuss enthilt, also ein fettes Gemisch (¢ > 1) vorliegt, oder die Verbren-

nung unter Luftiiberschuss, also in einem mageren Gemisch (¢ < 1), stattfindet.
1
@
Luftzahl bezeichnet wird. Ausgehend vom eben beschriebenen Anfangszustand

Gebréuchlich fiir die Charakterisierung ist auch der Kehrwert A = der als
des Gemisches kann die Zusammensetzung des Systems zu jedem spéteren Zeit-
punkt mit

aHy + 0024 1,881 Ny + ¢cHyO 4+ d OH (3.34)

dargestellt werden. Die Koeffizienten a, b, ¢ und d sind die Stoffmengen der che-
mischen Spezies im reduzierten chemischen System. Zu Beginn der Reaktion ist
a gleich ¢, dem Verhéltnis von eingesetztem Brennstoff zum fiir stochiometrische
Reaktion benétigten Brennstoff; nach vollstdndigem Verbrauch von Hs ist a gleich
0. Damit lassen sich fiir die an der Reaktion beteiligten Elemente Bilanzgleichun-

gen aufstellen

firH : 2a+2c+d=2¢ und (3.35)
fir0  : %4cetd=1 . (3.36)

Auf der linken Seite der Bilanzgleichungen steht die momentane Verteilung auf

die verschiedenen chemischen Spezies, auf der rechten Seite die Menge zu Beginn.
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Da Pt und Ny bei der Reaktion nicht verbraucht werden, sind dafiir keine Er-
haltungsgleichungen notig. Beim hier simulierten System herrschen magere Ver-
brennungsbedingungen; ¢ = 0,24. Nach Vorgabe von zwei Koeffizienten, a und d,

konnen die restlichen Koeffizienten, b und ¢, mit

b = %(l—gb—i-a—%d) und (3.37)
¢ = %(2¢ % —d) (3.38)

bestimmt werden.

Da in der Simulation Massenbriiche verwendet werden, ist es zweckméfBig, auch
fiir die Tabellierung Massenbriiche einzusetzen. Die Massenbriiche der reaktiven

chemischen Spezies lassen sich fiir das oben beschriebene System formulieren als

M,
Yu, = — , (3.39)
¢ My, + 0,5 Mo, + 0,5 - 3,762 My,
b Mo,
Yo, = 2 : 3.40
02 ¢ My, + 0,5 Mo, + 0,5 - 3,762 My, (340)
¢ Mu,o
Yi 2 d 3.41
120 & Mu, + 0,5 Mo, +0,5-3,762 My, (341)
dM,
YOH = oH . (342)

¢ My, + 0,5 Mo, + 0,5 - 3,762 My,

Der Massenbruch von Ny bleibt vom Anfang bis zum Ende der Reaktion konstant

bei
0,5- 3,762 My,

= ¢ My, + 0,5 Mo, + 0,5 - 3,762 My,

Dabei sind M, die molaren Massen der chemischen Spezies. Fiir vorgegebene

Y, (3.43)

Massenbriiche von Hy und OH kénnen die Koeffizienten a und d wie im Anhang

beschrieben bestimmt werden zu

1 1
a = {YH2 |:§(1 — ¢)Mo2 + 5 ' 3,762MN2 + ¢MH20:|

1 1
'YOH [(_ZMOZ — §MH2O> + (YOH — 1) MOH:|

1 1
_ YH2 <_ZM02 — §MH20 -+ MOH)

1 1
- Yonu [ X (344)

1
5 (1= ®)Mo, + 53,762My, + ¢MH20} }
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und
K Mo, — MH20> + (Y, — 1) MH2:|
1 1
-You K—ZM% - §MH20> + (Yon — 1) MOH:|
1
2

1
(1 —¢)Mo, + 3’ 3,762My, + ¢MH2O}

S
=s)

/N
F
+

&
£
@)

N——
——
| =

, (3.45)

mit

1
[( ZM MH2O> + (Yon — 1) MOH:|
— Y, ( —Mo, — MH20 + M0H>

1 1
-Yon K—ZMoz 2MH20) + (You — 1)MOH:| : (3.46)
Mit @ und d werden die verbleibenden abhéngigen Koeffizienten b und ¢ nach den
Gleichungen 3.37 und 3.38 berechnet. Fiir die Koeffizienten a, b, ¢ und d gibt
es Grenzen, die von der Anfangszusammensetzung des Gemisches abhéngen. Fiir

die Tabellierung ist daher zu beachten, dass a und d die Bedingungen
a<¢ (3.47)

und
d<2(¢—a) (3.48)

erfiillen.

Fiir die Erzeugung der Tabelle wird das Programm DETCHEMS [74] verwendet.
Die Tabelle enthélt die Reaktionsgeschwindigkeiten fiir alle im System vorkom-
menden Spezies, auch fiir die, die nicht als Eingangsgréfie zu ihrer Bestimmung
verwendet wurden. Die Temperatur wird als Parameter vorgegeben und ausge-
hend von einer unteren Grenze T;, = 400K bis zu einer Hochsttemperatur
Tmax = 1240 K in Schritten von AT = 10K erhoht. Bei jeder Temperatur wird
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ein trapezformiges Gebiet tabelliert, das begrenzt wird durch Minimal- und Maxi-
malwerte fiir Y, und You, wobei Y, min = 0, You,min = 0 und die entsprechenden
Maximalwerte bestimmt werden durch die Gleichungen 3.35 und 3.36 unter Ver-
wendung der Randbedingungen gemifl den Gleichungen 3.47 bzw. 3.48. Weiter
wird noch ein Hochstwert fiir Yog unabhingig von Yy, vorgegeben, der das Ge-
biet auf der You-Achse nach oben begrenzt. Dieser Wert wird hier auf You jimit =
1-103 gesetzt. Als Inkremente werden AYy, = 2-10"% und AYog = 2-10°°
verwendet. Die Reaktionsgeschwindigkeiten rJ der chemischen Spezies haben die

Dimension [rf] = rjf—gs.

Fiir die Anwendung auf das Monte-Carlo-System wird ein dynamisches Gleich-
gewicht zwischen der reaktiven Oberfliche und der angrenzenden Gasphase vor-
ausgesetzt. Beteiligt an Reaktionen an der Wand sind die Partikel in der wand-
néchsten Zelle, die wihrend eines Zeitschritts an die Wand gestoen sind. Die
Stoffmengenénderung An, einer Spezies « wihrend eines Zeitschritts At in ei-
nem Volumenelement Vi an der Wand, in dem sich die Partikel, die an der Wand

reagieren, aufhalten, ist
Ac,

At
Fiir die auf der Wand auf der Fliche Ar wihrend des Zeitschritts umgesetzte

Ana = VR (349)

Stoffmenge gilt:

S
TOC
M,

Da die Stoffmengenénderung der an die Wand gestoflenen Partikel durch die

Ana = AR

(3.50)

Oberflachenreaktionen verursacht werden, gilt

Ac rs
Vi——a = Ag—2
AL ",

(3.51)

Dabei ist M, die molare Masse der Spezies a. Mit Y, = % gilt damit unter
der Annahme, dass die Dichte wihrend des Zeitschritts konstant bleibt, fiir die
Anderung des Massenbruchs der Spezies o
r

PSR

AY, = —% At . (3.52)

Das Lingenmafl sg ist das Verhiltnis von reagierendem Volumen zu reaktiver
Oberfliche. Es wird aus dem Volumenanteil der Ny,; an den Oberflichenreak-

tionen beteiligten stochastischen Partikeln am Gesamtvolumen der N; in der
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wandnéchsten Zelle befindlichen Partikeln und der Gitterweite der Zelle As; be-

stimmt mit

N, 1,,,%
>t rw;
> imt o Wi

Die Partikelgroflen p; und wj sind die Dichte bzw. das numerische Gewicht des

SR

Partikels ¢. Bei der Bestimmung von sg wird die tatsdchliche rdumliche Verteilung
der Partikel, die wihrend eines Zeitschritts an die Wand stoflen und reagieren,
zu einer Anordnung in zwei Schichten vereinfacht, wie auf Abbildung 3.4 veran-

schaulicht ist.

o_ o ®
®5oge *% % o0
0o 00 ®ei00®0
®_ %% ®¢ 0g°
00,0°%0 0o o0’
.... .. —> Y ....
o0 0¢° o.o .00.0
(1) e e
:0 °q o .o...o
o0 S04 IR
> <>
As, Asp,

Abbildung 3.4.: Vereinfachung der raumlichen Verteilung der an der Wand reagierenden
Partikel. Rote Punkte stehen fiir an die Wand stoflende Partikel, blaue Punkte fiir nicht
an der Reaktion beteiligte Partikel.

Bei der Interpolation der Reaktionsgeschwindigkeiten fiir die Partikel werden
ausgehend von ihrer Zusammensetzung und ihrer Temperatur die umgebenden
Punkte der Tabelle gesucht und die Geschwindigkeiten mittels eines gewichte-

ten Differenzen-Verfahrens interpoliert. Die zur Interpolation verwendete Formel

. st AYS AYiz AT
Mpoints 7”05 (1 — AYgﬁ) (1 — AY§2> (1 — AE“)
To = Z : Ay
— Npoints AYY i i
=1 im1 [(1 - AYSE) (1 - AYEE) (1- AA:;’)]
Dabei sind AYopn, AYy, und AT die Gitterabstédnde der Zelle der Tabelle, in der
sich das Partikel, fiir das interpoliert werden soll, befindet. Weiter sind AY,

AYE, und AT die Absténde der unabhéngigen Variablen des Partikels von den-

jenigen des zur Interpolation verwendeten Eckpunktes ¢ der Zelle der Tabelle,

lautet

(3.54)

die das Partikel umgibt. Die Geschwindigkeit der Spezies «, die beim Gitter-
punkt 7 tabelliert ist, wird mit 7’ bezeichnet und die an der Stelle des Partikels

interpolierte Geschwindigkeit heifit 72"
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3.2.  Lésungsalgorithmus

Zur Ermittlung der zur Interpolation bendtigten npgints Punkte konnen insgesamt
20 Fille unterschieden werden, die sich zur weiteren Behandlung zu acht Kate-
gorien zusammenfassen lassen, die in Tabelle 3.1 dargestellt sind. Dabei wird nur
die You — Yu,-Ebene betrachtet, da in Richtung der dritten unabhéngigen Va-
riablen, 7', keine Besonderheiten zu beachten sind. Diese Vielzahl von moglichen
Féllen ergibt sich aus der Form der Tabelle, die in der Yoy — Yg,-Ebene auch

nichtrechteckige Randzellen aufweist.

1 [Y&(Ye,) > You A Y& (V) > Ydul
V{[YS (Yir,) < Y3u A YER*(Yir,) > You!
AYSR*(Yi,) < Y3u A YER*(YH,) > Youl}
20 V& (Yar,) < Yu A YSE*(Yir,) > Youl
AYER*(Vi,) < Y3u A Y& (Y4,) > Youl
(Y3 (Vis,) < You A Y&*(Yii,) > Y3l
(Y& (Yar,) < Youl A [YER*(Yi,) < You A YE*(Y4,) > Youl
(Y& (Yar,) = You] A [YE*(Y4,) = Y3ul
(Y& (Ya,) > Ydul A Y8 (VH,) < Y3u A YER*(Yi,) > Youl
(Y& (Yar,) > Y3u) A [YER*(Y4,) < Youl
Yo (Ya,) < You A Yoir*(Ya,) > You] A Yo (Vi,) < Youl

2

0| gD | O =W

2

Tabelle 3.1.: Fdlle bei der Bestimmung der zur Interpolation zu verwendenden Punkte.

Die Indizes 1 und 2, in der Tabelle hochgestellt, stehen fiir den Wert des Mas-
senbruchs der entsprechenden Spezies an der unteren bzw. oberen Zellgrenze.
Y31 (Yh,) ist die durch Gleichung 3.48 festgelegte Grenzlinie. Bei Fall 1 in der Ta-
belle ist der Normalfall einer rechteckigen Zelle enthalten; in den anderen Fillen
schneidet die Linie von Y53 (Yy,) die Zelle. Dann wird der Schnittpunkt der Linie
mit den Gitterlinien zur Interpolation verwendet. Eine Ubersicht iiber alle mogli-
chen Fille und die Auswahl der zur Interpolation herangezogenen Punkte ist im
Anhang enthalten. Liegt der Punkt, an dem die Geschwindigkeiten bestimmt wer-
den sollen auflerhalb des tabellierten Bereichs, so werden die Geschwindigkeiten

gleich null gesetzt.

Die Zeitintegration der Reaktionsgeschwindigkeiten erfolgt wie im Fall der ho-
mogenen Reaktion in der Gasphase durch ein Runge-Kutta-Verfahren zweiter

Ordnung mit der bereits weiter oben beschriebenen Zeitschrittsteuerung.
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3. Implementierung

Auch fiir die Temperatur der Partikel muss eine Randbedingung an der Wand
vorgegeben werden. Die Temperatur der Wand selbst liegt konstant bei Ty =
1220 K. Fiir die Varianz der Partikeltemperatur gilt an der Wand, wie fiir die
Varianzen der Geschwindigkeiten, T/T" = 0. Somit liegt nahe, analog zur Rand-
bedingung fiir die Geschwindigkeit der an die Wand gestoflenen Partikel, die
Temperatur der Partikel der Wandtemperatur gleichzusetzen. Anders als beim
Wirme- und Stoffaustausch zwischen den Partikeln gibt es aber hier die Méglich-
keit, den Warmetransport zwischen Wand und Partikeln mit einer anderen Ge-
schwindigkeit ablaufen zu lassen als den Stofftransport. Im vorliegenden Fall hat
die Lewiszahl Le, die das Verhiltnis von Stoff- zu Warmetransport angibt, den
Wert 0,3 [83]. Das bedeutet, dass der diffusive Stofftransport fiir den Brennstoff
Wasserstoff deutlich schneller ablduft, als der Warmetransport. Dieses Ungleich-
gewicht kann fiir die Partikel, die an die Wand stoflen und dort reagieren, dadurch
beriicksichtigt werden dass jedes dieser Partikel fiir die Partikeleigenschaft Tem-
peratur nicht den Wert der als konstant angenommenen Wandtemperatur 7i.n

zugewiesen bekommt, sondern
Tvtall =1 + Le (Twall - T*) . (355)

Hierbei ist T*

wan bzw. T die Partikeltemperatur nach bzw. vor der Beriihrung der
Wand.

3.2.5. Bestimmung des Zeitschritts

Bei der Festlegung des Zeitschritts muss beachtet werden, dass sich kein Partikel
wihrend dieses Zeitschritts weiter als in eine benachbarte Zelle bewegt. Explizite
Verfahren, wie das hier verwendete, sind sonst nicht mehr stabil. Zur Berech-
nung des Zeitschritts wird der konvektive und diffusive Transport jedes Parti-
kels beriicksichtigt. Der Zeitschritt Atyony, der sich bei auschliellich konvektivem

Transport ergibt, ist
As
—max 3.56
® (3.56)

2

Atkonv =

wobei As den kleineren der beiden Gitterabstiande der beiden Nachbarzellen dar-

stellt und uy™* der Betrag der grofiten Geschwindigkeit in wandnormaler Rich-

tung aller Partikel in der betrachteten Zelle ist. Fiir den diffusiven Transport lasst
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3.2.  Lésungsalgorithmus

sich ein Zeitschritt Atg, aus einer Gitter-Fourierzahl bestimmen [75] nach

1 As?
Atpy = = =2 (3.57)

2 Veff

Die effektive Viskositéit v.g ist dabei nach dem verwendeten RSM
veg = v +0,12k%*¢ . (3.58)

Der Gesamtzeitschritt ergibt sich aus diesen beiden Teilzeitschritten analog dem
Gesetz zur Parallelschaltung von Ohmschen Widerstéinden, da beide Vorgéinge

gleichzeitig, also parallel, ablaufen zu

Atkonv AtFo

Der so bestimmte Zeitschritt wird durch Multiplikation mit einem Sicherheits-
faktor S; < 1 reduziert, da zusétzliche Schwankungen durch die Verwendung von
endlich vielen Partikeln induziert werden konnen, die den zuldssigen Bereich fiir
den Zeitschritt weiter verkleinern. Die Wahl des Sicherheitsfaktors ist abhéngig
von den Gitterabstdnden sowie der Reynoldszahl und muss durch Ausprobieren

getroffen werden.

Ein solcher Zeitschritt wird fiir jede Zelle bestimmt und der kleinste von allen

schlieBlich als Zeitschritt fiir alle Zellen verwendet.

Wiirde fiir jede Zelle ein eigener Zeitschritt benutzt, so kime es zum Verschwin-
den und zur Verdopplung von stochastischen Partikeln durch eine nicht mehr
eindeutige Zuordnung der Partikel zu den Zellen beim Sortiervorgang. Dies soll
an folgendem Beispiel eingehender erldutert werden. Zur Illustration dient Ab-
bildung 3.5. Bei einem Gitter, das aus drei Zellen besteht, sei der Zeitschritt in
Zelle 1 der kleinste und der von Zelle 3 der grofite, so dass gilt Aty < Aty < Ats.
Nun soll fiir die Bewegung und das Sortieren der jeweils kleinste Zeitschritt der
gerade betrachteten Zelle und ihrer Nachbarzelle gewihlt werden. Das bedeutet,
bei Zelle 1 und 2 wird At; verwendet, bei Zelle 3 At,. In Zelle 2 werden nun
die Partikel einsortiert, welche die Zelle wihrend At; nicht verlassen und die,
die wahrend At¢; aus Zelle 1 oder Zelle 3 in Zelle 2 iiberwechseln. Dabei kann
es vorkommen, dass ein Partikel — in Abbildung 3.5 ist dies Partikel 5 —, das zu

Beginn in Zelle 2 ist und sich in Richtung Zelle 3 bewegt, bei At; die Zellgrenze
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zwischen Zelle 2 und 3 noch nicht iiberschreitet, wihrend er bei Verwendung von
Aty > Aty bereits in die Zelle 3 gelangen wiirde. Dies héitte zur Folge, dass dieses
Partikel einmal in Zelle 2 und dann nochmal in Zelle 3 einsortiert wiirde. Umge-
kehrt konnte ein Partikel — in der Abbildung 3.5 Partikel 7 — , das zu Beginn in
Zelle 3 ist und sich in Richtung Zelle 2 bewegt, bei At; noch in Zelle 3 bleiben,
aber bei Ats, der zur Sortierung in Zelle 3 verwendet wird, bereits die Zelle 3
verlassen haben. Die Folge wire, dass dieses Partikel weder in Zelle 2 noch in

Zelle 3 einsortiert wiirde, sondern einfach verschwunden wire.

Zelle1 Zelle2 Zelle3 Zelle1 Zelle2 Zelle3
@~ @>® =@ O~ De—0®
oo | %o o2 | T e
0| 5ue ©>© @0 | 556 ©>@
At = At At = At,

Abbildung 3.5.: Bewegung und Sortierung der Partikel bei Verwendung von unterschied-
lichen Zeitschritten fiir jede Zelle.

Die dadurch verursachten Schwankungen in der Partikelanzahl und Gesamtmasse
des betrachtetet Systems (in der Gréfienordnung von etwa 1%y pro Zeitschritt)
sind in kalten Strémungen mit konstanter Dichte, bei denen nur der Steady State
bestimmt werden soll, noch vertretbar [57], aber bei einer reaktiven Strémung,
bei der eine zeitliche Entwicklung berechnet wird, nicht akzeptabel.

Ein fiir jedes Partikel individuell bestimmter Zeitschritt hingegen wire prinzi-
piell moglich, ist wegen des damit verbundenen enormen Rechenaufwands aber

praktisch nicht anwendbar.

3.2.6. Bestimmung der Mittelwerte

Die Ensemblemittelung zu verschiedenen Zeitpunkten wird hier als Schétzwert
und somit als Ndherung fiir die zeitliche Mittelung_‘verwendet. Zur Berechnung
der Ensemblemittelwerte der Feldgrofien a, p und ¢ wird die riumliche Vertei-
lung der Partikel in den Zellen beriicksichtigt, indem eine Bestimmung der ge-
mittelten Groflen an den Zellgrenzen durch Linear-Least-Square-Splines erster
Ordnung durchgefiihrt wird [19]. Dabei wird der Abstand des Partikels zur Zell-

grenze bei der Mittelung als Gewichtungsfaktor benutzt. Je ndher ein Partikel
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3.2.  Lésungsalgorithmus

an der Zellgrenze ist, desto hoher ist dieser Faktor, der maximal den Wert 1
annehmen kann, wenn sich ein Partikel exakt auf der Zellgrenze befindet. Zur
Veranschaulichung dient Abbildung 3.6.

Zelle j-1 Zelle j

¢ <¢>j+1’ 7777777777 0_00{909770
Olo 0%
<¢> 000

i o) 0o

<¢>,10°
Sj-1 j Sj+1

Abbildung 3.6.: Mittelung durch Linear Least Square Splines.

Fiir jeden Gitterpunkt s; werden die Partikel in der Zelle links und rechts von die-
sem Gitterpunkt, also Zelle j — 1 und Zelle j, verwendet. Der Gewichtungsfaktor
w® ist fiir jedes Partikel 7 gegeben durch

i
Sj — Zg

i
Asj

w'=1- (3.60)

Dabei ist x4 die z,-Koordinate des Partikels 7 und As% der Gitterabstand der
Zelle j, in der sich das Partikel 7 befindet. Der Favre-Mittelwert &; einer Grofe
& an der Zellgrenze s; wird dann bestimmt nach

S ()

$; = - T~ _num 7 (3.61)
p(S]) Ziilﬁ_ ! (wfmmwl)

Hierbei sind p’ und w!  die Dichte bzw. das numerische Gewicht des Partikels 1.

Ein dhnliches Verfahren wurde bereits weiter oben bei der Interpolation der Reak-
tionsgeschwindigkeiten an der Wand benutzt. Bei der Bestimmung der mittleren
Dichte ist zu beachten, dass nicht direkt iiber die Partikeldichte, sondern iiber den
Kehrwert der Partikeldichte gemittelt werden und zum Schluss wieder der Kehr-
wert dieses mittleren spezifischen Volumens gebildet werden muss. Die mittlere

Dichte p wird somit berechnet mittels

S (L )]
=1 pt 'num
p(Sj) = nj—1+mn;

Zi:l (wlilumwi)

(3.62)
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Eine ausfiihrliche Beschreibung der Eigenschaften von Least Square Splines ist
in [76] zu finden.

Die Reynoldsspannungen werden auf eine andere Weise bestimmt, da es sich

bewdhrt hat, fiir deren Bestimmung ein zu den Knotenpunkten, die zur Be-

stimmung der gemittelten Geschwindigkeiten benutzt werden, versetztes Gitter

zu verwenden [68]. Hier wird das Gitter, das durch die Zellmittelpunkte aufge-

stellt wird, zur Lokalisierung der Mittelwerte herangezogen. Die Favre-gemittelten
",,n

Reynoldsspannungen 17,;17 an den Zellmittelpunkten s7* der Zelle 7 werden be-

rechnet nach

) = e [P0k 0, = )0 — ) )
AN 7> w :
1= num

Dabei ist ' die mittlere Dichte und 7’ die mittlere Geschwindigkeit an der
Stelle des Partikels 7, die durch lineare Interpolation zwischen den Werten an den

Zellgrenzen der Zelle j bestimmt werden.

Die Interpolation vom Gitter der Zellmittelpunkte auf das Gitter der Zellgrenzen
erfolgt durch ein MLU-Verfahren [68], das die Eigenschaft besitzt, lokale Maxi-
ma nicht weiter zu verstirken und somit Oszillationen, wie sie bei gew6hnlichen
Upwind- oder Central-Difference-Diskretisierungen auftreten kénnen, zu verhin-
dern. Bei diesem Verfahren, das zur Klasse der Delimiter-Upwind-Verfahren [77]
gehort, wird die mittlere Geschwindigkeit in Richtung der Zellgrenzen bei der
Bestimmung der zur Interpolation verwendeten Steigung beriicksichtigt. Dabei
wird zunéchst die Steigung a der Geraden berechnet, die die Mittelwerte einer
Grofle @ vom Zellmittelpunkt s7 zum Mittelpunkt der benachbarten Zelle s7,
verbindet nach

o= P05 O (3.64)

m o oM
Sj+1 7 5

Eine zweite Steigung, b, wird in Abhéngigkeit vom Vorzeichen der Geschwindig-
keit in Richtung der Zellgrenzen, hier us, bestimmt. Ist das Vorzeichen positiv,

so ist diese Steigung
b(sj") — (s 1)

b= —7 v (3.65)
87— sy
andernfalls ist
b— ¢(5j+2) - ¢(5j+1) (3.66)

m M
Sj+2 7~ Sjt1
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Weiter wird eine Funktion minmod definiert durch

a fir |a/<|b] A a-b>0
minmod(a,b) = ¢ b fir |a|>[b] A a-b>0 (3.67)
0 fir a-b<0

Damit wird dann die Steigung s: fiir die Interpolation auf die Zellgrenze s,

ermittelt mit

A
st = minmod (0,5(& +b); 1+ % minmod(a, b)) , (3.68)

Sj+1

wenn 1y > 0, bzw. im Fall 45 < 0

A
ASJH minmod(a, b)) . (3.69)

Sj

s1 = minmod (0,5(& +b); 1+

Diese Unterscheidung wird benétigt wegen des Gitters mit nicht gleichférmigem
Gitterabstand. Die Gréfle @ wird dann an der Zellgrenze s, wieder in Abhéngig-

keit des Vorzeichens von 1y, berechnet nach

B(sT + si) As; fiir 4, >0

2 B (3.70)
D(sF, 1 — si) 5As;541 fiir 42 <0

P(sj41) = {
Im Fall 45 = 0 wird linear zwischen den Zellmittelpunkten interpoliert. Durch
die Verwendung der verschiedenen Steigungen und der Funktion minmod wird
gewihrleistet, dass bei einer Anderung des Vorzeichens des Gradienten von &
an der Stelle des Vorzeichenwechsels der Gradient auch tatsdchlich den Wert 0
annimmt. Dadurch kénnen Uber- und Unterschwinger vermieden werden. Dieser

Fall des Vorzeichenwechsels ist in der folgenden Abbildung 3.7 dargestellt.

Die so erhaltenen Mittelwerte werden dann noch zu den Mittelwerten der ver-
gangenen Zeitschritte relaxiert. Der dabei benutzte Relaxationsfaktor ist 0,05 ,
d.h. es wird ein gleitender Durchschnitt {iber die letzten 20 Zeitschritte gebildet.

Das Profil der turbulenten Frequenz w kann auf die gleiche Art und Weise berech-
net werden wie die Felder der mittleren Geschwindigkeiten. Es zeigt sich aber,
dass bei einer Bestimmung analog zu den Reynoldspannungen und anschlielen-
der Interpolation auf das Gitter der Zellgrenzen ein glittender Effekt aller Profile
erreicht werden kann und die Reynoldsspannungen dadurch insgesamt etwas ge-

ringere Werte annehmen.
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Abbildung 3.7.: Interpolation einer Grifie @ mittels MLU- Verfahrens bei Vorzeichen-
wechsel des Gradienten von ®.

Im Fall der reaktiven Stromung, bei welcher der zeitliche Verlauf dargestellt wer-
den soll, werden die Felder der Mittelwerte aller Gr68en mit dem Programmpaket
LOESS [78,79] leicht geglittet. Der dabei verwendete geringe Wert von 0,06 bis
0,15, abhéingig von der zu glittenden Grofle, fiir den Gliattungsparameter « stellt

sicher, dass die Kurven durch die Glattung nicht verfilscht werden.

Die kinematische Viskositidt v wird bei der reaktiven Stromung als Funktion der
Temperatur T mittels der Sutherland-Formel [80]
1, TY

V= — b
p S+T

(3.71)

berechnet, wobei die Koeffizienten b und S durch lineare Regression aus Messwer-
ten fiir die Viskositét von Luft [81] bestimmt wurden zu b = 1,488-107% und S =
115,8909. Die Ubereinstimmung ist im gesamten betrachteten Temperaturbereich
gut, wie auf Abbildung 3.8 zu sehen ist. Die relative Abweichung ist {iberall klei-

ner als 2,7 %, der absolute Fehler ist kleiner als 2 - 10_6%2 )

Alle Gradienten von gemittelten Feldgréflen werden durch Vorwiértsdifferenzen
bestimmt und innerhalb einer Zelle aus den Werten an den Zellgrenzen linear
interpoliert. Die Kriimmungen werden aus Vorwirtsdifferenzen der Gradienten

berechnet und in den Zellen ebenso interpoliert.
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Abbildung 3.8.: Vergleich der gemessemen Werte der Viskositdt v mit nach der
Sutherland-Formel bestimmten Werten in Abhdngigkeit von der Temperatur.

3.2.7. Steuerung der Partikelanzahl

Um einerseits zu gewéhrleisten, dass in jeder Zelle ausreichend Partikel vorhan-
den sind, um die Mittelwerte mit einem geringen statistischen Fehler bestimmen
zu konnen, andererseits aber die Partikelanzahl gering zu halten, um den Rechen-
aufwand zu begrenzen, muss auf eine gleichméfiige Verteilung der Partikel auf die

Zellen geachtet werden.

Die zur Kontrolle der Anzahl der Partikel verwendeten Mechanismen werden als
Clustern bzw. Clonen bezeichnet [5,57].

Beim Clustern werden, um ein zu starkes Anwachsen der Partikelzahl in einer
Zelle zu verhindern, beim Uberschreiten einer vorher festgelegten Grenze aus den
leichtesten Partikeln in der Zelle zufillig Paare gebildet. Bei jedem Paar wird das
numerische Gewicht eines der beiden Partikel dann verdoppelt und die Werte
fiir seine skalaren Partikeleigenschaften auf das arithmetische Mittel der beiden
Partikel gesetzt, um die Massenerhaltung zu erfiillen. Die Geschwindigkeitskom-
ponenten bleiben unveréndert, da es sich zeigte, dass bei der Verwendung des
gemeinsamen Mittelwerts die Reynoldsspannungen beeinflusst werden. Das zwei-

te Partikel des Paars wird danach gelscht.
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Durch das Clonen werden in Zellen, in denen die Partikelanzahl unter einen
Schwellenwert sinkt, die schwersten Partikel geteilt und so neue Partikel erzeugt.
Dabei wird das numerische Gewicht halbiert und das Partikel mit allen seinen

Eigenschaften kopiert.

Um das Teilen und Vereinigen der Partikel moglichst einfach durchfiihren zu

konnen, werden als numerische Gewichte Zweier-Potenzen verwendet.
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4. Ergebnisse

Mit den bisher beschriebenen Methoden wurden verschiedene reaktive und nicht-
reaktive Félle von Kanalstromungen simuliert, deren Ergebnisse weiter unten

dargestellt werden.

4.1. Nichtreaktive Stromung

4.1.1. Randbedingungen

Fiir die hier betrachtete kalte Stromung wurden zum Vergleich eine direkte nume-
rische Simulation [26] und verschiedene Messungen [24] herangezogen. Die DNS
bzw. die Experimente unterscheiden sich beziiglich der Reynoldszahlen: Bei der
DNS wurde, auf einen Kanal mit einem Plattenabstand von zwei Zentimetern
iibertragen, eine Reynoldszahl Re,, = 3400, bei den Experimenten dagegen wur-
den Rep = 12300, 30800 und 61600 verwendet. Alle Experimente wurden in ei-
nem Kanal mit einem Plattenabstand von 2h = 0,127 m durchgefiihrt. Ergebnis
der DNS wie auch der Experimente waren Profile fiir den statistisch stationiren
Zustand, den sogenannten Steady State der Stromung. Zur Normierung der Orts-
koordinate z, dient der halbe Plattenabstand h, wobei an der Wand z5/h = 0
und in der Mitte des Kanals z5/h = 1 ist. Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit
und die Root-Mean-Square-Werte der Geschwindigkeitsfluktuationen werden mit
der Stromungsgeschwindigkeit U, in der Kanalmitte normiert, um eine dimensi-

onslose Darstellung der Ergebnisse zu erméglichen.

Da in diesen Féllen nur der statistisch stationdre Zustand der Stromung von
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Belang ist, der nicht vom Anfangszustand der Strémung abhéngt, gibt es bei
der Wahl der Startwerte kaum Einschrankungen. Deshalb werden hier einfach zu
erzeugende Formen verwendet: Es wird zur Initialisierung der Partikel ein nahe-
zu blockférmiges Profil der mittleren Stromungsgeschwindigkeit vorgegeben. Der
Turbulenzgrad, der angibt, wie grof§ die turbulente kinetische Energie im Ver-
gleich zur mittleren kinetischen Energie der Hauptstromung ist, wird auf 10%
festgesetzt. Die Form des Profils der turbulenten kinetischen Energie ist deshalb
gleich der Form des mittleren Geschwindigkeitsprofils. Es wird isotrope Turbu-
lenz angenommen und die Geschwindigkeitskomponenten der Partikel mit einem
Zufallsgenerator geméaf einer gebundenen Gauflverteilung initialisiert. Der Druck-

gradient in Hauptstrémungsrichtung wird nach

Ap A pU3
— = 4.1
A.’El th 2 ’ ( )
mit A = 0,3164Re % | (4.2)
Re = Und und dy = 4h
v

abgeschiitzt [82]. Uy ist die mittlere Raumgeschwindigkeit wie in Gleichung 2.91
verwendet. Fiir die iiber den ganzen Querschnitt konstante Dichte wird p =
1,205 %% [81] verwendet.

Nach der Initialisierung wird das im vorhergehenden Kapitel beschriebene Verfah-
ren angewendet und die Rechnung bis zum Erreichen eines statistisch stationdren

Zustands fortgesetzt.

4.1.2. Simulation mit einem Turbulenzmodell von Launder

und Shima

Zunichst soll der Stand des Programms zu Beginn dieser Arbeit dargestellt wer-
den. Das Programm von A. Wolfert [57] verwendet eine M-C-PDF fiir die Ge-
schwindigkeiten und bestimmt die Dissipationsgeschwindigkeit der turbulenten
kinetischen Energie, €, aus einer Transportgleichung, die diskretisiert auf einem
Rechengitter gelost wird. Die Koeffizienten fiir das Generalized Langevin Modell
bilden ein Reynolds Stress Modell von Launder und Shima [20] nach. Es wird

fiir jede Zelle ein individueller Zeitschritt verwendet, wie dies in Abschnitt 3.2.5
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und Abbildung 3.5 beschrieben ist. Die Umstellung auf einen Zeitschritt, der fiir
alle Zellen des Gitters benutzt wird, ist im Programm als Alternative vorgesehen.
Das Rechengitter besteht aus 30 Zellen [57]. Zur Simulation werden 30000 sto-

chastische Partikel verwendet. Niheres zur Implementierung ist in [57] zu finden.

Die Simulation bei der Re, = 3400 war mit diesem Programm nicht méglich,
da die turbulenten Fluktuationen im Laufe der Rechnung abklingen. Der Grund
dafiir liegt in einer Eigenheit des zugrundeliegenden Turbulenzmodells: Wegen der
Abhéngigkeit vom Quotienten der Produktions- und der Dissipationsgeschwindig-
keit neigt es dazu, nach einem Anstieg des Druckgradienten die Fluktuationen
tiberméBig stark zu ddmpfen [21]. Zu Beginn der Simulation steigen die Kova-
rianzen (uju}) stark an. Dieser Anstieg wird wegen Gleichung 2.23 als Anstieg
des Druckgradienten interpretiert. In der Folge klingen alle Fluktuationen lang-
sam ab. Die mittlere Geschwindigkeit in z;-Richtung steigt immer weiter an. Das
Geschwindigkeitsprofil flacht dabei an der Wand ab. Ein statistisch stationérer

Zustand wird nicht erreicht.

Bei Re,, = 12300 funktioniert die Simulation, allerdings nur bei Verwendung des
fiir jede Zelle individuellen Zeitschritts. Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit in
der Kanalmitte sinkt im Laufe der Simulation vom Startwert 2,71 m/s zunichst
ab bis auf einen Wert von 1,08 m/s und steigt anschlielend wieder an. Der Wert,
der einer Reynoldzahl von 12300 entspricht, ist 3 m/s. Er wird nach etwa 160000
Iterationen fiir eine kurze Zeit erreicht. Die Geschwindigkeit in der Mitte der
Stromung sinkt danach wieder ab und verlduft wihrend der ganzen Simulation
schwingend im Bereich zwischen 2,5 und 2,8 m/s, mit der eben erwihnten Spitze
bei 3 m/s. In der folgenden Abbildung sind die gemittelten Profile iiber 34000
Iterationen dargestellt; der Bereich mit der héchsten Geschwindigkeit ist darin

enthalten. Die Simulation wurde nach 200000 Iterationen abgebrochen.

Die Varianzen werden an der Wand deutlich iiberschétzt, wihrend das mittle-
re Geschwindigkeitsprofil hier zu flach verlduft. Auch im weiteren Verlauf, bis
zur Mitte, liegen die Varianzen zu hoch. Auch die Kovarianz (u}u}) nimmt dem
Betrag nach zu grofle Werte an. Dadurch wird in diesem Bereich die Produkti-
onsgeschwindigkeit der turbulenten kinetischen Energie iiberschétzt, was zu den
zu hohen Werten der Varianzen fiihrt. Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit in

der Kanalmitte liegt (gemittelt iiber die 34000 Iterationen, die der Darstellung
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Abbildung 4.1.: Rey, = 12300. Oben: Normierte Profile der mittleren Strémungsge-
schwindigkeit (u1) und der Root-Mean-Square-Werte der Varianzen der Geschwindig-

keiten, aufgetragen iber dem normierten Wandabstand. Unten: Normiertes Profil von
(ufub). Linien: M-C-Simulation Wolfert, Kreise: Messung, Laufer.
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v <u’,u’,>/U; Messung

zugrunde liegen) bei 2,72 m/s. Sie liegt damit um etwa 10% zu niedrig.

Bei Verwendung eines Zeitschritts fiir alle Zellen klingen wiederum alle Fluktua-
tionen langsam ab, wie schon bei der Simulation bei Rep, = 3400 beobachtet.
Da das Programm mit dem individuellen Zeitschritt fiir jede Zelle funktioniert,
deutet dies darauf hin, dass durch das Verdoppeln und Eliminieren von Partikeln

beim individuellen Zeitschritt zusitzlich Fluktuationen induziert werden.

Die Simulation bei Re, = 30800 zeigt dasselbe Verhalten: Die Stromungsge-
schwindigkeit in der Kanalmitte sinkt vom Startwert 6,72 m/s auf 3,08 m/s ab
und steigt anschlieffend an. Der héchste Wert betréigt 6,86 m/s und wird nach
etwa 90000 Iterationen fiir kurze Zeit erreicht. Im weiteren Verlauf schwingt die
Geschwindigkeit in der Mitte zwischen 6,2 und 6,7 m/s. Die in Abbildung 4.2
dargestellten Ergebnisse sind die iiber 37000 Iterationen gemittelten Profile. Die
Stromungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte betrigt dabei 6,7 m/s und liegt

damit ebenfalls um etwa 10% zu tief.

Die Abbildung ist nahezu deckungsgleich mit der Simulation bei Re;, = 12300.
Dies steht im Widerspruch zum Experiment [24], wie auf Abbildung 2.5 zu sehen
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Abbildung 4.2.: Rep, = 30800. Die Art der Darstellung enstpricht Abbildung 4.2. Linien:
M- C-Simulation, Kreise: Gemessene Werte.

ist: Die normierten Geschwindigkeitsprofile sollten mit steigender Reynoldszahl
an der Wand steiler werden. Die normierten Fluktuationen dagegen sollten ins-

gesamt niedriger ausfallen. Hier sind dagegen alle Werte nahezu unveréndert.

Im Unterschied zum Fall Re, = 12300 ist hier der Einsatz eines fiir alle Zel-
len gleichen Zeitschritts moglich. Das Einschwingverhalten ist hier anders: Die
Stromungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte sinkt nur kurz ab und steigt da-
nach langsam bis auf 7,2 m/s an. Danach schwingt sie, aber nur im engen Bereich
zwischen 7,1 und 7,2 m/s. Hier wird somit ein statistisch stationérer Zustand er-
reicht. Die Geschwindigkeit wird um nur etwa 5% unterschétzt. Die Profile der
Varianzen liegen geringfiigig tiefer, das normierte Profil der mittleren Stromungs-
geschwindigkeit ist unverdndert, wie auf der folgenden Abbildung 4.3 zu erkennen

ist.
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Abbildung 4.3.: Rep, = 30800, Variante mit gleichem Zeitschritt fiir alle Zellen. Die Art
der Darstellung enstpricht Abbildung 4.2. Linien: M-C-Simulation, Kreise: Gemessene
Werte.

Bei Re, = 61600 schligt die Simulation fehl, da der Loser fiir die Transportglei-
chung fiir € von Beginn an keine Losung findet und daher die Startwerte fiir €

einsetzt.

Eine reaktive Stromung kann damit auf diese Weise nicht simuliert werden, da die
Verwendung eines fiir alle Zellen einheitlichen Zeitschritts nicht immer moglich

ist und beim Einschwingen die Stromungsgeschwindigkeit stark absinken kann.

Nun sollen die Ergebnisse nach Austausch des Turbulenzmodells und Erweite-
rung der PDF zu einer gebundenen PDF fiir Spezies, Geschwindigkeiten und

Turbulenzfrequenz gezeigt werden.

Fiir jede Reynoldszahl wurde die Simulation je einmal mit den unverdnderten
Koeffizienten und dann noch einmal mit den modifizierten Koeffizienten ¢, und

¢y, wie sie in Kapitel 3.2.1 aufgefiihrt sind, durchgefiihrt.
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4.1.3. Simulation mit den unverianderten Koeffizienten des
MCL-Modells

Die bei dieser Monte-Carlo-Simulation verwendeten Gitter haben 58 (Re, =
3400) bzw. 54 (Rey, = 12300, 30800 und 61600) Zellen. Zur Simulation werden
in allen Fillen 30000 stochastische Partikel benutzt. Die Initialisierung der Ge-
schwindigkeiten der Partikel erfolgt in der gleichen Weise wie oben. Fiir die mittle-
re turbulente Frequenz w wird der Wert an der Wand nach Formel 3.32 bestimmt
und ein zur Kanalmitte hin quadratisch abnehmender Verlauf angenommen. Die
turbulente Frequenz der Partikel wird auf den Wert der mittleren turbulenten
Frequenz in der Mitte der Zelle gesetzt, in der sich die Partikel jeweils befinden.
Es wird fiir alle Zellen der gleiche Zeitschritt verwendet. Dieser wird so bestimmt,
wie im Abschnitt 3.2.5 beschrieben.

Die Ergebnisse der Simulation mit der niedrigsten Reynoldszahl von 3400 sind
in Abbildung 4.4 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass das mittlere Geschwindig-
keitsprofil wie auch die Profile der Reynodsspannungen in unmittelbarer Wandnihe
gut getroffen werden. Der Anstieg der Varianz der Geschwindigkeit senkrecht zur
Wand ist an dieser Stelle zu steil. In etwas gréflerem Abstand von der Wand, aber
immer noch in Wandnihe werden die Fluktuationen in Stromungsrichtung un-
terschiitzt. Zusammen mit der im gleichen Bereich auftretenden Uberschitzung
der Fluktuationen in x3-Richtung deutet dies auf eine Ungenauigkeit in einem
Umverteilungsterm des verwendeten Turbulenzmodells. Die Unterschitzung des
Maximums der Fluktuationen in x;-Richtung tritt auch bei der Verwendung eines
parabolischen Losers auf einem Gitter anstelle einer Monte-Carlo-Simulation auf,

wie in [21] zu sehen ist.

Zur Mitte hin werden schliellich alle Fluktuationen iiberschéitzt, was, wie bereits
erwihnt, an der Verwendung des k-w-Modells zur Bestimmung der Dissipations-
geschwindigkeit anstelle der beim MCL-Modell implementierten Entwicklungs-
gleichung fiir € liegt. Die Werte fiir die Dissipationsgeschwindigkeit e sind zur
Mitte hin zu klein. Die Fluktuationen in Richtung senkrecht zur Wand steigen

zur Kanalmitte hin sogar etwas an.

Die Kovarianz der Geschwindigkeiten in x1- und zo-Richtung, (uju)}), wird in

einem groflen Bereich etwas unterschétzt; in der Mitte und in unmittelbarer
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Wandnéhe wird sie gut wiedergegeben.
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Abbildung 4.4.: Rep, = 3400. Oben: Normierte Profile der mittleren Strémungsgeschwin-
digkeit (u) und der Root-Mean-Square-Werte der Varianzen der Geschwindigkeiten,
aufgetragen iber dem normierten Wandabstand. Unten: Normiertes Profil von (u)ub).
Linien: M-C-Simulation, Kreise: DNS.

2000 [
-~ t=0s
—— t=01325s
t=0.2975s
1500 — t=0.4300s
-
X 1000 [
500 -
//’/ - [ — - |
oY e e E—— I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X,/h

Abbildung 4.5.: Zeitliche Entwicklung der Turbulenten Reynoldszahl Rey.

Der Anstieg des Profils von (ujuj) in wandnormaler Richtung zur Kanalmitte
op

GEDN
chen Entwicklung vom Anfangszustand hin zum Steady State bei einer niedrigen

hin bewirkt eine Uberschétzung des Druckgradienten Dies fiihrt in der zeitli-
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Reynoldszahl wie in diesem Fall zu einem starken Uberschwingen, wie dies in
Abbildung 4.5 zu sehen ist.

Dort ist die turbulente Reynoldszahl Re; = ,’i—i, die den lokalen Turbulenzzustand
beschreibt iiber dem normierten Wandabstand fiir verschiedene Zeitpunkte aufge-
tragen. Nachdem sie ausgehend vom Anfangszustand (blaue Linie) Re; zunichst
auf ein minimales Niveau absinkt (griine Linie), wird erst nach einem starken
Uberschwingen (orange Linie) das Turbulenzniveau des Steady State (rote Linie)

erreicht.

Bei hoheren Reynoldszahlen bleibt die Tendenz des Profils von (ujub), zur Mitte
des Kanals hin anzusteigen, gleichfalls erhalten, wie in den folgenden Abbildungen
4.6, 4.7 und 4.8 zu sehen ist. Bei diesen Simulationen wurden dieselben experi-

mentell bestimmte Profile [24] zum Vergleich herangezogen wie im vorangehenden
Abschnitt.
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Abbildung 4.6.: Rep, = 12300. Die Art der Darstellung enstpricht Abbildung 4.4. Linien:
M- C-Simulation, Kreise: Gemessene Werte.

Es zeigt sich, dass mit zunehmender Reynoldszahl die Reynoldsspannung (u}u))
in immer groBerem Mafe iiberschiitzt wird. Ein starkes Uberschwingen bis zum
Erreichen des Steady States wie im Fall der langsamsten Strémung tritt bei kei-
ner der drei restlichen Félle auf. Genau wie bei der Stromung mit Re, = 3400

werden alle Varianzen der Geschwindigkeiten und damit die turbulente kinetische

97



4. FErgebnisse

1
09 — 2, —40.1
2 ———— RMS(U,U')IY, =
0.8 P4 —— RMS(u,u’)IU, =
RMS(u',u’;)/U, doo0s - @
0.7 o <u,>/U, Messung : =
a RMS(u',u'})/U, Messung =]
Do 0.6 o RMS(u’,u’,)/U, Messung N
= o RMS(u’,u’,)/U, Messung o 0.06 =,
’;H 05 E]
v o
0.04 "::4
=]
=
0
—0.02 E
01§
1 1 1 1
0 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
X,/h
0.0000 2 0.2 0.4 0.6 0.8
NDO
X -0.0005
&N
~4-0.0010 w2
> v <u',u’,>/U; Messung
-0.0015

Abbildung 4.7.: Rep, = 30800. Die Art der Darstellung entspricht Abbildung 4.4. Linien:
M- C-Simulation, Kreise: Gemessene Werte.
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Abbildung 4.8.: Rep, = 61600. Die Art der Darstellung entspricht Abbildung 4.4. Linien:
M- C-Simulation, Kreise: Gemessene Werte.

Energie zur Mitte der Stromung hin iiberschitzt. Auch der Anstieg der mittleren
Stromungsgeschwindigkeit an der Wand ist etwas zu flach. Die Lage der Maxi-
ma der Reynoldsspannungen beziiglich des Abstands von der Wand wird korrekt

wiedergegeben, ebenso wie die Tendenz, dass das Niveau der normierten Pro-
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file der Geschwindigkeitsvarianzen und der Kovarianz (u)u)}) mit zunehmender

Reynoldszahl sinkt und sich die Maxima dieser Profile zur Wand hin verschieben.

4.1.4. Simulation mit modifizierten Koeffizienten im
MCL-Modell

Bereits bei ersten Versuchen, eine Strémung mit nichtkonstanter Dichte zu simu-
lieren, zeigte sich, dass der wegen des Anstiegs von (ujusy) zur Mitte hin schon
dem Vorzeichen nach falsch berechnete Druckgradient in wandnormaler Richtung
und das Uberschwingen sich bei der Simulation einer heifien Strémung sehr nach-
teilig auswirken kénnen. Eine Moglichkeit der Verbesserung bietet die in Kapitel
3.2.1 beschriebene Modifikation der Koeffizienten ¢, und ¢j des MCL-Modells.
Verwendet werden hier ¢, = min[0,6; fa] und ¢4 = min[0,76 ; v/A]. Fiir die Simu-
lationen werden fiir alle Reynoldszahlen ansonsten dieselben Randbedingungen

eingesetzt wie bei den Rechnungen mit den Originalkoeffizienten.

Bei der niedrigsten Reynoldszahl, Re, = 3400, zeigt sich beim Steady State im
Groflen und Ganzen ein dhnliches Bild wie bei den urspriinglichen Koeffizienten,

wie auf der nachfolgenden Abbildung 4.9 zu erkennen ist.

Die Profile der mittleren Strémungsgeschwindigkeit und der Geschwindigkeits-
fluktuationen in Strémungsrichtung sind an der Wand etwas zu flach, wihrend zur
Kanalmitte hin die Varianzen aller Geschwindigkeitskomponenten iiberschétzt
werden. Aber (ujuj) steigt nicht weiter an. Der Verlauf der Kovarianz (uub)
wird an der Wand und in der Mitte gut getroffen, ansonsten aber insgesamt

etwas stérker unterschétzt als mit den Originalkoeffizienten.

Beim zeitlichen Verlauf tritt nun kein Uberschwingen mehr auf. AuBerdem wird
der Steady State schon nach deutlich kiirzerer Zeit erreicht, wie auf Abbildung
4.10 zu sehen ist: Ausgehend vom Anfangszustand (blaue Linie) wird nach einer
im Vergleich zu den unveridnderten Koeffizienten kiirzeren Phase des Abklingens
zunéchst ein minimales Turbulenzniveau erreicht (griine Linie). Zum selben Zeit-
punkt, an dem sich im Fall mit Originalkoeffizienten die héchsten Werte fiir Re;
einstellen (orange Linie), ist hier bereits fast der Steady State (rote Linie) ohne

Uberschwingen erreicht.
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Abbildung 4.9.: Rep, = 3400. Oben: Normierte Profile der mittleren Strémungsgeschwin-
digkeit (u) und der Root-Mean-Square-Werte der Varianzen der Geschwindigkeiten,
aufgetragen iber dem normierten Wandabstand. Unten: Normiertes Profil von (u)ub).
Linien: M-C-Simulation, Kreise: DNS.
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Abbildung 4.10.: Zeitliche Entwicklung der turbulenten Reynoldszahl Rey.

Bei den hoheren Reynoldszahlen féllt auf, dass die Reynoldsspannung (uful)
sehr gut wiedergegeben wird. Die Profile von (ujuj) zeigen einen zur Mitte hin
abfallenden Verlauf. Wie bei den vorhergehenden Beispielen werden die Tendenz,

dass die normierten Fluktuationen mit steigender Reynoldszahl abnehmen und
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sich die Lage ihrer Maxima zur Wand hin verschiebt, korrekt wiedergegeben, wie
auf den Abbildungen 4.11, 4.12 und 4.13 dargestellt ist.
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Abbildung 4.11.: Rep, = 12300. Die Art der Darstellung entspricht Abbildung 4.9. Li-
nien: M-C-Simulation, Kreise: Gemessene Werte.
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Abbildung 4.12.: Rep, = 30800. Die Art der Darstellung entspricht Abbildung 4.9. Li-
nien: M-C-Simulation, Kreise: Gemessene Werte.
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Abbildung 4.13.: Rep, = 61600. Die Art der Darstellung entspricht Abbildung 4.9. Li-

nien: M-C-Simulation, Kreise: Gemessene Werte.
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4.2. Reaktive Stromung

4.2.1. Randbedingungen

Fiir den Fall einer reaktiven Stromung wird eine Wasserstoff/Luft-Strémung be-
trachtet. Die Kanalwand besteht hierbei aus Platin, wodurch die Wasserstoffoxi-
dation heterogen katalysiert wird. Da in der Literatur bis zum Abschluss der
Simulationen in dieser Arbeit keinerlei experimentelle Daten fiir eine reaktive
Kanalstromung zu finden waren, wird zum Vergleich eine andere Simulation her-
angezogen [83], die zur Losung der Gleichungssysteme einen elliptischen Loser
auf einem zweidimensionalen Gitter einsetzt. Es wird dabei ein Zweischichten-k-
e-Modell fiir die Turbulenz und eine vorangenommene Gaufl-PDF zur Beschrei-
bung der chemischen Reaktionen verwendet. Der Plattenabstand 2h betréigt zehn
Millimeter, die Kanallinge ist 150 mm. Die Wandtemperatur wird konstant auf
1220 K gehalten. Die Stromungsgeschwindigkeit betrigt am Eintrittsrand iiber
den ganzen Querschnitt 15 m/s, die turbulente kinetische Energie k = 1,5 m?/s?
und ihre Dissipationsgeschwindigkeit € ist zu Beginn ¢ = k'°/(0,1 -2 - h). Das
Reaktionsgemisch ist sehr mager mit einem Aquivalenzverhéltnis von ¢ = 0,24 ,
seine Eintrittstemperatur betrdgt 400 K. Als Reaktionsmechanismen fiir die he-
terogen katalysierten bzw. die homogenen Reaktionen werden die weiter vorne
beschriebenen Mechanismen von Deutschmann bzw. Warnatz eingesetzt. Die Si-
mulation wird einmal unter Verwendung beider Mechanismen und einmal ohne

die homogenen Gasphasenreaktionen durchgefiihrt.

Der Code zur Monte-Carlo-Simulation verwendet dagegen ein eindimensionales
Gitter, wie schon bei der kalten Stréomung beschrieben. Um aus der Simula-
tion auch Informationen in der zweiten Raumdimension, in Lingsrichtung der
Stromung, zu erhalten, muss die Auflosung in die zusétzliche Raumrichtung ()
durch Integration der Geschwindigkeit in diese Richtung gewonnen werden. Fiir
jede Zelle die mittlere Geschwindigkeit im Zellmittelpunkt fiir die Integration
zu verwenden, ist wegen der Entwicklung der Geschwindigkeitsprofile im Verlauf
der Simulation nicht moglich, weil das Abflachen des Geschwindigkeitsprofils an
der Wand dazu fiihrt, dass die durch Integration gewonnenen Profile Knicke und
Spriinge aufweisen. Somit muss fiir die Integration fiir alle Zellen zusammen eine

reprasentative Geschwindigkeit gefunden werden. Die Strémungsgeschwindigkeit
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in der Mitte der Stromung gibt die Verhéltnisse in der Kanalmitte gut wieder, ist
aber fiir die Gebiete in Wandnéhe zu hoch. Wegen des nahezu blockférmigen Pro-
fils ist auch die mittlere Raumgeschwindigkeit, der Quotient von Volumenstrom
und Querschnittsfliche, dicht an der Geschwindigkeit in der Mitte der Stromung;
deshalb ist auch sie zu hoch. Die Geschwindigkeit in der wandnéchsten Zelle
hingegen ist fiir die wandnahen Zellen geeignet, fiir groflere Entfernung von der
Wand hingegen ist sie zu niedrig. Auflerdem wiirde dadurch eine Gitterabhéingig-
keit hervorgerufen. Ein moglicher Kompromiss besteht in der Verwendung eines
gewichteten Mittelwerts aus der iiber den ganzen Querschnitt gemittelten Ge-
schwindigkeit und einer nach Moglichkeit gitterunabhéngigen Geschwindigkeit,
die die Verhéltnisse an der Wand beschreibt. Hierfiir bietet sich die Wandschub-
spannungsgeschwindigkeit u, an, fiir die mit den Gleichungen 2.97 und 2.98 gilt:
Uy X g—g. Die Gewichtung der beiden Geschwindigkeiten zur Bestimmung der re-
priasentativen Geschwindigkeit wird durch einen Vergleich der Profile der gemit-
telten Groflen und ihrer zeitlichen Entwicklung gewihlt. Die Integration erfolgt

durch Multiplikation mit dem Zeitschritt.

Diese vereinfachte Integration in Langsrichtung kann die Losung der Gleichungs-
systeme in dieser Richtung nur unvollkommen ersetzen, da hierbei die Integration
iiber alle Zellen zur selben Zeit, aber nicht an der selben Stelle (in Langsrichtung)

durchgefiihrt wird.

Abweichend von den oben angegebenen Anfangsbedingungen wird kein Rechteck-
profil fiir die Geschwindigkeit und die turbulente kinetische Energie verwendet,
sondern die Ecken dabei etwas abgerundet, so dass erst bei einer Entfernung von
100pm von der Wand der Maximalwert erreicht wird, weil sonst an der Wand zu
starke Gradienten auftreten wiirden, die fiir die Simulation problematisch wéren.
Wegen der Verwendung des eindimensionalen Gitters wird der Gradient der mitt-
leren Stromungsgeschwindigkeit in axialer Richtung bei der Berechnung der Pro-
duktion an kinetischer Energie nicht beriicksichtigt. Als Folge davon wird dieser
Produktionsterm unterschétzt. Deshalb muss die Dissipationsgeschwindigkeit €
zu Beginn reduziert werden auf ¢ = £5/(0,4 - 2 - h). Ebenfalls wegen des ein-
dimensionalen Rechengitters erfolgt der Transport von Wérme und chemischen
Spezies in dieser Richtung bei dieser M-C-Simulation nur durch die Stromung,

nicht aber durch diffusive Prozesse. Die Auswirkung dieser Annahmen sind weiter
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unten zu sehen.

Die iibrigen Bedingungen sind wie oben angegeben gesetzt. Es wird das MCL-
Modell mit den modifizierten Koeffizienten benutzt, da gerade fiir die Simulation
der zeitlichen Entwicklung einer Strémung das Vermeiden von Uberschwingern
von grofler Bedeutung ist. Die M-C-Simulation wurde mit unterschiedlichen Ko-
effizienten Cy fiir das Mischen der skalaren Groflen mit dem Curl-Modell durch-
gefiihrt. Das Gitter wird wie zuvor bei der kalten Stromung in zwei Stufen zur
Wand hin verfeinert und besteht aus 58 Zellen. Es werden 30000 stochastische
Partikel zur Losung der M-C-PDF verwendet.

4.2.2. Heterogen katalysierte reaktive Stromung ohne

Gasphasenreaktionen

Im Fall der ausschliellich heterogen katalysiert ablaufenden Wasserstoffoxidati-
on werden die Gasphasenreaktionen in der Simulation abgeschaltet. Reaktionen
finden in diesem Fall nur an der Wand statt. Da deshalb die Verhiltnisse an der
Wand fiir die zeitliche Entwicklung der reaktiven Stromung dominierend sind,
wird der Wert der reprisentativen Geschwindigkeit, die den Ort in x;-Richtung
bestimmt, stark von der Wandschubspannungsgeschwindigkeit bestimmt. Fiir die
nachfolgend beschriebenen Fille, bei denen unterschiedliche Funktionen fiir den
Koeffizienten Cy beim Curl-Mischungsmodell verwendet werden, muss hierbei fiir
jeden Fall separat eine geeignete Zusammensetzung dieser Geschwindigkeit be-

stimmt werden.

4221. C,=2

Die Verwendung von Cy = 2 stellt den Standardfall dar, wie er fiir homogene
Turbulenz entwickelt wurde und fiir Freistrahlflammen eingesetzt wird. Dieser
Fall wird hier als Referenz zum Vergleich mit den Simulationen benutzt, bei
denen Cj vom Turbulenzzustand abhéngig gemacht wird. Da in der Gasphase
keine Reaktionen ablaufen, verhalten sich alle skalare Groflen im inneren Bereich
der Strémung beim Transport wie inerte Skalare. Lediglich an der Wand gibt es

Quellterme fiir die Temperatur und die chemischen Spezies. Fiir die repriasentative
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Geschwindigkeit wird hier
Urep = 0,42 - u; + 0,58 - Uyl (4.3)

eingesetzt, weil sich fiir diesen Wert unter den vorliegenden Bedingungen die beste
Ubereinstimmung ergab. Die Ergebnisse der Simulation sind auf den folgenden
Abbildungen 4.14 bis 4.18 dargestellt.

X, =25 mm, MC-Sim.
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Abbildung 4.14.: Profil der mittleren Temperatur. Durchgezogene Linien: 1D-MC-
Simulation, gestrichelte Linien: 2D-Simulation. Die Angaben fiir 1 in der Legende
beziehen sich auf den Abstand vom FEinstromrand des Kanals, der sich bei z1 = 0
befindet.

Wie in Abbildung 4.14 dargestellt, ist der Warmetransport in der M-C-Simulation
deutlich langsamer, spéter liegen die Profile beider Simulationen n&her beieinan-
der. Dies liegt einerseits an der zu Beginn deutlich kleineren turbulenten Frequenz
im Fall der eindimensionalen M-C-Simulation im Vergleich zur zweidimensionalen
Simulation, andererseits an dem in Wandnéhe zu kleinen Wert von Cy, wie noch
weiter unten zu sehen sein wird. Weiter hat auch das bei der 2-D-Simulation ver-
wendete Turbulenzmodell einen Einfluss auf den Warme- und Stofftransport. Die
Turbulenz wird hierbei in Form eines Zwei-Gleichungs-Modells behandelt, wobei
von der Wand bis zum vollturbulenten Kern das Modell auf ein Ein-Gleichungs-
Modell reduziert wird, bei dem nur eine Transportgleichung fiir die turbulente
kinetische Energie k£ gelost wird und ihre Dissipationesgeschwindigkeit € aus ei-
nem algebraischen Ausdruck bestimmt wird. Die Profile von k£ weisen deshalb, wie

noch weiter unten zu sehen sein wird, in diesem Bereich deutliche Unterschiede
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4.2. Reaktive Stromung

zu denen der M-C-Simulation auf, die aus einem RSM resultiert. Dies hat auch
Auswirkungen auf die turbulente Zeitskala 7 = 1, die fiir die Mischprozesse der
PDF fiir die Enthalpie und der chemischen Spezies verwendet wird und somit
das Verhalten beim Abklingen der Varianzen und den Transport der Mittelwerte

beeinflusst.
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Abbildung 4.15.: Massenbruch von Wasserstoff. Die Notation entspricht Abbildung
4.14.

Der Transport von Wasserstoff an die Wand ist ebenfalls deutlich langsamer. Au-
Ber den bereits weiter oben angefiihrten Griinden kommt hier noch hinzu, dass
sich die im Vergleich mit anderen Komponenten héhere Diffusivitit von Wasser-
stoff mit dem Curl-Modell nicht wiedergegeben werden kann, ohne entweder die
Masse der stochastischen Partikel oder die Diffusivitit der anderen Spezies zu

veriandern.

Das oben beschriebenen Defizit, den Transport des Wasserstoffs korrekt wiederzu-
geben, beeinflusst auch die Profile der OH-Radikale. Die Quelle der OH-Radikale
ist die Oxidation von Wasserstoff. Wegen der geringen molekularen Masse des
Wasserstoffs im Vergleich zu der des Sauerstoffs wirkt sich bereits ein kleiner
Fehler beim Massenbruch des Wasserstoffs und einer Verschiebung des lokalen
chemischen Gleichgewichts stark bei den OH-Radikalen aus. Da Reaktionen nur
an der Wand stattfinden, werden die OH-Radikale im Kern der Strémung nicht
mehr abgebaut. Der OH-Massenbruch steigt deshalb immer weiter an, wie bei

beiden Simulationen zu sehen ist. Bei den skalaren Groflen gibt es insgesamt eine
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Abbildung 4.16.: Massenbruch der OH-Radikale. Die Notation entspricht Abbildung
4.14.

qualitative Ubereinstimmung.
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Abbildung 4.17.: Mit der Stromungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte normierte tur-
bulente kinetische Energie. Die Notation entspricht Abbildung 4.14

Wie auf Abbildung 4.17 zu sehen, liegen die zeitlichen Entwicklungen der turbu-
lenten kinetischen Energie bei beiden Simulationen zu Beginn dicht beeinander.
Spiter ist die 1D-Simulation etwas langsamer. Das deutet darauf hin, dass bei
der M-C-Simulation die wegen der Vernachlissigung des Geschwindgikeitsgradi-

enten in axialer Richtung verringerte Produktionsterme P;; (s. Gleichung 2.76)
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4.2. Reaktive Stromung

zu Beginn der Simulation durch die Wahl der Gewichtungsfaktoren bei der Be-
stimmung der représentativen Geschwindigkeit teilweise kompensiert wird. Die
insgesamt deutlich hoheren Maximalwerte in der Ndhe der Wand bei der 2-D-
Simulation sind zumindest teilweise durch den weiter oben beschriebenen Effekt
des verwendeten Zwei-Zonen-k-e-Modells in diesem Bereich erklarbar. Die Ma-
xima liegen im weiteren zeitlichen Verlauf tiefer. Insgesamt ist die qualitative

Ubereinstimmung der zeitlichen Entwicklung gut.
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Abbildung 4.18.: Mit der Temperaturdifferenz von Wand und Mitte der Strémung nor-
mierte Fluktuationen der Temperatur.

Bei den Temperaturfluktuationen macht sich das bei der M-C-Simulation schwéche-
re Mischen am deutlichsten bemerkbar. Wihrend in der Kanalmitte, wo annéhernd
homogene Turbulenz angenommen werden kann, die Fluktuationen bei beiden
Simulationen gut iibereinstimmen, werden sie in Wandnéhe, wo die Turbulenz
einen Zweikomponentenzustand erreicht, langsamer abgebaut und erreichen des-
halb einen hoheren Maximalwert. Die Verschiebung des Maximums zur Kanal-
mitte hin und das Ansteigen der Fluktuationen ist aber hier in Ubereinstimmung

mit der zweidimensionalen Simulation zu erkennen.

4222. Cy=2(1+81,6-A- e—lOA)

In einer von Wianden begrenzten turbulenten Strémung ist die Annahme homoge-

ner Turbulenz nicht zutreffend: Zur Wand hin steigen die Fluktuationen zunéchst
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an und erreichen einen Maximalwert, um dann noch dichter zur Wand hin auf
null abzusinken. Ein zeitlich und rdumlich konstanter Mischungskoeffizient kann
diesem Zustand nicht gerecht werden [62]. Deshalb soll hier versucht werden, eine
bessere Ubereinstimmung der Ergebnisse durch die Verwendung eines variablen
Mischungskoeffizienten zu erreichen. Als Parameter, der den Zustand der Tur-
bulenz beziiglich der Anisotropie beschreibt, bietet sich Lumleys Stress-Flatness-
Indikator A an, der bereits bei der Beschreibung des MCL-Modells eingefiihrt
wurde. Als Funktion fiir U, wird nun gewihlt

Cp=2(1+81,6-A-e7104) | (4.4)

Damit kann C, maximal den Wert acht annehmen; dieses Maximum wird bei A =
0,1 erreicht. Zur Kanalmitte hin, wenn A zunimmt und bei isotroper Turbulenz
maximal den Wert eins annimmt, geht Cy gegen zwei. Die gewéhlte Funktion,
ein Produkt aus Potenz- und Exponentialfunktion, kann beziiglich der Lage des
Maximums durch die Wahl der Exponenten von A und der e-Funktion angepasst
werden [56].

Die Gewichtsfaktoren fiir die Bestimmung der reprisentativen Geschwindigkeit
wurden den gednderten Verhiltnissen beim Mischen neu gewéhlt. Die Wahl wird
wieder nach einem Vergleich aller Profile der Simulationen getroffen. Fiir die

Bestimmung der axialen Position wird hier verwendet:
Urep = 0,45 - u; + 0,55 - Uyo - (4.5)

Im Vergleich zum vorher beschriebenen Fall mit Cy = 2 wird die reprisentative
Geschwindigkeit Uy, somit kleiner, da die Gewichtung bei der Mittelwertbildung

von U,y zu u, hin verschoben wird.
Die Ergebnisse sind auf den folgenden Abbildungen 4.19 bis 4.23 zu sehen.

Die Entwicklung der Temperaturprofile ist zu Beginn wie bei konstantem Cj
langsamer als bei der 2D-Simulation; der zeitliche Verlauf ist aber, wie durch
das beschleunigte Mischen, bei der M-C-Simulation nun rascher als im vorange-
henden Fall fiir Cy = 2. Die Temparaturprofile liegen deshalb etwas néher an
denjenigen der 2D-Simulation, deren Mischungsprozesse wegen des dort verwen-
deten Turbulenzmodells anscheinend in diesem Bereich noch schneller ablaufen.

Die Ubereinstimmung ist insgesamt aber gut.
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Abbildung 4.19.: Profil der mittleren Temperatur. Die Angaben fiir x1 in der Legende
beziehen sich auf den Abstand vom FEinstromrand des Kanals, der sich bei 1 = 0
befindet.
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Abbildung 4.20.: Massenbruch von Wasserstoff. Die Notation entspricht Abbildung

4.14.

Das Gleiche gilt fiir den Massenbruch von Wasserstoff und OH-Radikalen. Die
Gradienten an der Wand fallen mit C, = f(A) an der Wand etwas kleiner aus und

sind damit nidher an den Vergleichswerten als bei Verwendung eines konstantem

Mischungskoeffizienten.

Die zeitliche Entwicklung der turbulenten kinetischen Energie liegt auch néiher

an der 2D-Simulation als im Fall vorher. Zwar sind die Maximalwerte an den ver-
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Abbildung 4.21.: Massenbruch der OH-Radikale. Die Notation entspricht Abbildung
4.14.
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Abbildung 4.22.: Mit der Stromungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte normierte tur-
bulente kinetische Energie. Die Notation entspricht Abbildung 4.14.

schiedenen axialen Positionen auch hier kleiner, aber die Phase des Abklingens
von k ist frither beendet, sodass wie in der zum Vergleich herangezogenen Simula-
tion das Ansteigen der Maxima bereits vor der zweiten dargestellten axialen Po-
sition beginnt. Dies ist vor allem durch den geringeren Wert von Uy, zu erkliren:
Wird fiir die Bestimmung der axialen Position durch Integration von Uy, nach der
Zeit ein kleinerer Wert fiir die Geschwindigkeit zugrunde gelegt, verstreicht bis

zum Erreichen der festgelegten axialen Positionen mehr Zeit. Die Profile sind also
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zu einem etwas spéteren Zeitpunkt in der Entwicklung der Strémung entstanden.
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Abbildung 4.23.: Mit der Temperaturdifferenz von Wand und Mitte der Strémung nor-
mierte Fluktuationen der Temperatur.

Bei den Fluktuationen der Temperatur ist deutlich zu sehen, dass die Maxi-
malwerte geringer ausfallen als bisher. Sie liegen aber immer noch iiber denen
der 2D-Simulation. Als Grund fiir das Absinken der Maxima ist wiederum das

verstirkte Mischen der stochastischen Partikel in Wandnéhe auszumachen.

42.23. C,=2(1+136-A- e 104)

Wie im vorhergehenden Abschnitt dargestellt, bewirkt eine Vergroflerung des
Mischungskoeffizienten Cy eine Annéherung der Lage der Profile der gemittelten
Gréfen an die Ergebnisse der 2D-Simulation. Um festzustellen, wie sich eine wei-
tere Erhhung von Cy4 auswirkt, wird nun der Vorfaktor der Exponentialfunktion

vergroflert. Es wird eingesetzt
Cp=2(1+136-A-e7 104 | (4.6)

Das Maximum von Cy liegt damit bei zwdlf. Es wird wieder fiir A = 0, 1 erreicht.

Die reprisentative Geschwindigkeit wird nach einem Vergleich der Profile der

gemittelten Feldgroflen der Simulationen wieder neu gew#hlt mit:

Urep = 0,46 - t; + 0,54 - Uyop (4.7)
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Im Vergleich zum vorangehenden Fall wird das Gewicht somit noch stirker zu
niedrigeren Geschwindigkeiten verschoben, da die Verhiltnisse an der Wand sich
wegen der schneller ablaufenden Mischvorgéinge gedndert haben, wiahrend das
Mischen im Kern der Strémung nicht beschleunigt wird. Weitere Anderungen

wurden nicht vorgenommen.
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Abbildung 4.24.: Profil der mittleren Temperatur. Die Angaben fiir x1 in der Legende
beziehen sich auf den Abstand vom FEinstromrand des Kanals, der sich bei 1 = 0
befindet.

Bei den Profilen der mittleren Temperatur und der Massenbriiche von Wasserstoff
und OH-Radikalen ist, wie auf den Abbildungen 4.24, 4.25 bzw. 4.26 dargestellt
ist, im wandnahen Bereich die Entwicklung etwas schneller, was an den etwas
kleineren Gradienten in dieser Region zu erkennen ist. Wieder ist der Grund

dafiir in der weiteren Erh6hung des Mischungskoeffizienten Cy zu suchen.

Anders als im vorangehenden Fall entwickelt sich das Profil der turbulenten ki-
netischen Energie £, die im wandnahen Bereich nun etwas ldnger absinkt, bevor
sie wieder ansteigt. Der ddmpfende Einfluss der infolge der stirkeren Tempera-
turerh6hung in Wandnihe gestiegenen Viskositédt iibersteigt hier die wegen des
hoheren Geschwindigkeitsgradienten gleichfalls gestiegene Produktionsgeschwin-
digkeit von k. Im spéteren Verlauf wird dies wieder ausgeglichen, wie am im
Vergleich zum vorangehend dargestellten Fall hoheren Maximalwert erkennbar

ist.

Bei den Temperaturfluktuationen ist eine deutliche Abnahme des Maximalwertes

114



4.2. Reaktive Stromung

YH2

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

0.000

X, =25 mm, MC-Sim.
X, =61 mm, MC-Sim.

X, =98 mm, MC-Sim.

X, =150 mm, MC-Sim.

— — X, =25mm, Sim. Mantzaras

— — X, =61mm, Sim. Mantzaras
— — X, =98 mm, Sim. Mantzaras
— — X,=150 mm, Sim. Mantzaras

. T I

1
0.5 0.75 1
X,/ h

Abbildung 4.25.: Massenbruch von Wasserstoff. Die Notation entspricht Abbildung

4.14.
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Abbildung 4.26.: Massenbruch der OH-Radikale. Die Notation entspricht Abbildung

4.14.

in Wandné#he festzustellen, wie auf Abbildung 4.28 zu sehen ist. In gréflerem

Abstand von der Wand wird der Anstieg im zeitlichen Verlauf zu Beginn dafiir

beschleunigt; ab einer axialen Position von z; = 98 mm ist dieses Uberschwingen

abgeklungen.

Ingesamt ergibt sich mit der Wahl von C, = 2(1+ 136 - A-e~'%4) fiir den Fall der

ausschlieBlich heterogen katalysierten Wasserstoff-Oxidation die beste Uberein-
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Abbildung 4.27.: Mit der Stromungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte normierte tur-
bulente kinetische Energie. Die Notation entspricht Abbildung 4.14.
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Abbildung 4.28.: Mit der Temperaturdifferenz von Wand und Mitte der Strémung nor-
mierte Fluktuationen der Temperatur.

stimmung zwischen 1D- und 2D-Simulation. Dies deutet darauf hin, dass durch
das in der 2D-simulation verwendete Turbulenzmodell die Mischung in Wandnéhe
stark beschleunigt wird, was von der Reduzierung des Modells in diesem Bereich

auf ein Ein-Gleichungs-Modell herriihren diirfte, wie weiter oben beschrieben.
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4.2. Reaktive Stromung

4.2.3. Heterogen katalysierte reaktive Stromung mit

Gasphasenreaktionen

Fiir die in diesem Abschnitt beschriebenen Fille der Simulation wird nun der
im vorangehenden Abschnitt abgeschaltete Gasphasenrektionsmechanismus akti-
viert. Wie vorher sollen nun die drei verschiedenen Funktionen fiir den Mischungs-
koeffizienten Cy beziiglich ihres Einflusses auf die MC-Simulation der Stréomung

hin betrachtet werden.

4.23.1. Cy=2

Im Vergleich zur ausschliellich heterogen katalysiert ablaufenden Reaktion hat
hier die reaktive Kernstromung einen gréfleren Einfluss auf die zeitliche Entwick-
lung. Deshalb ist der Anteil der volumengemittelten Geschwindigkeit Uyo an Uep
deutlich grofler als bisher, wie ein Vergleich der Profile der gemittelten Grofien
beider Simulationen zeigt. Fiir die reprisentative Geschwindigkeit zur Bestim-

mung der axialen Position wird hier eingesetzt

Urep = 0,2 - 11y + 0,8 - Uyor - (4.8)

Wie auf Abbildung 4.29 dargestellt, gibt es bei den Temperaturprofilen der M-C-
Simulation kaum einen erkennbaren Unterschied zu den Profilen im ausschliefilich
heterogen katalysierten Fall. Wegen des langsamen Mischens der stochastischen
Partikel im wandnahen Bereich kann sich die Reaktionsfront nicht von der Wand
aus zum Kern der Strémung ausbreiten. Bei der 2D-Simulation wird, wegen des
weiter oben bereits beschriebenen deutlich intensiveren Mischens in diesem Be-
reich, das Gemisch in Wandnihe geziindet und die Temperatur steigt in diesem

Bereich auf einen Wert an, der oberhalb der Wandtemperatur liegt.

Zur Unterschéitzung des Mischens wandnahen Bereich wegen des niedrigen Wertes
fiir den Mischungskoeffizienten Cy kommt hinzu, dass durch die Vernachldssigung
von Gradienten in axialer Richtung, die im Fall homogener Reaktionen zumin-
dest zu Beginn grofler sind als im heterogen katalysierten Fall, auch die Mi-
schung in axialer Richtung vollig ausgeschlossen wird. War die Auswirkung der
Vernachlédssigung der Riickvermischung im vorigen Fall noch vergleichsweise ge-

ring, so fiihrt sie nun zusammen mit dem langsameren Mischen in wandnormaler
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Abbildung 4.29.: Profil der mittleren Temperatur. Durchgezogene Linien: 1D-M-C-
Simulation, gestrichelte Linien: 2D-Simulation. In der Legende ist x1 der Abstand vom
FEinstromrand des Kanals, der sich bei 1 = 0 befindet.

Richtung zu einem viel langsameren Verbrauch von Brennstoff und damit auch zu
einer langsameren Entwicklung in den Temperatur- und OH-Profilen als bei der
2D-Simulation, bei der wegen des zweidimensionalen Gitters und des elliptischen
Losers auch Gradienten und Kriimmungen in axialer Richtung beriicksichtigt
werden. Dies ist auf den Abbildungen 4.30 und 4.31 erkennbar.
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Abbildung 4.30.: Massenbruch von Wasserstoff. Die Notation entspricht Abbildung
4.29.
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Abbildung 4.31.: Massenbruch der OH-Radikale. Die Notation entspricht Abbildung

4.29.
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Abbildung 4.32.: Mit der Strémungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte normierte tur-
bulente kinetische Energie. Die Notation entspricht Abbildung 4.29

Die zeitliche Entwicklung der turbulenten kinetischen Energie ist im wandnahen

Bereich schneller als vorher, ohne die Reaktionen in der Gasphase. In Uberein-

stimmung mit der zweidimensionalen Simulation liegen alle Profile auf einem

etwas niedrigeren Niveau im Vergleich zur Situation bei den Wandreaktionen.

Wie schon im ausschliellich heterogen katalysierten Fall liegen die Temperaturf-

luktuationen im Vergleich zur 2D-Simulation hoch, wofiir wiederum das langsame
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Abbildung 4.33.: Mit der Temperaturdifferenz von Wand und Mitte der Strémung nor-
mierte Fluktuationen der Temperatur.

Mischen verantwortlich ist. Die zeitliche Entwicklung beziiglich des Sinkens und
der Verschiebung der Maxima und des Anstiegs der Fluktuationen im Kern der

Stromung entspricht derjenigen der zweidimensionalen Simulation.

4.2.32. C,=2(1+81,6-A.e104)

Da die Entwicklung insgesamt schneller vor sich geht als beim Einsatz eines kon-
stanten Mischungskoeffizienten, wird als reprisentative Geschwindigkeit zur Be-

stimmung der axialen Position benutzt

Urep = 0,15 - 1 4+ 0,85 - Uyl . (4.9)

Wie auf den folgenden Abbildungen 4.34 bis 4.38 ersichtlich wird, hat die Erh6hung
von Cy4 im wandnahen Bereich einen starken Einfluss auf die zeitliche Entwick-

lung.

Bei den Temperaturprofilen in Abbildung 4.34 ist eine deutliche Verschiebung
der Kurven zur Kanalmitte hin festzustellen. Die Profile fallen an der Wand
flacher ab als im Fall der ausschliefilich heterogen katalysierten Reaktion, wie
auch bei der 2D-Simulation. Die Temperatur fallt an der Wand aber immer noch
deutlich steiler. Ein Temperaturanstieg auf eine Gastemperatur, die oberhalb der

Wandtemperatur liegt, wird bei der M-C-Simulation nicht erreicht. Wie bereits
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Abbildung 4.34.: Profil der mittleren Temperatur. Durchgezogene Linien: 1D-MC-
Simulation, gestrichelte Linien: 2D-Simulation. Die Angaben fiir 1 in der Legende
beziehen sich auf den Abstand vom FEinstromrand des Kanals, der sich bei 1 = 0

befindet.

im vorangehenden Fall ist die Ursache dafiir das insgesamt langsame Mischen der
stochastischen Partikel bei der M-C-Simulation.
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Abbildung 4.35.: Massenbruch von Wasserstoff. Die Notation entspricht Abbildung

4.34.

Wie bei der Temperatur ist auch beim Profil des Massenbruchs von Wasserstoff

eine Verschiebung zur Kanalmitte hin in Abbildung 4.35 zu sehen. Der Anstieg
an der Wand ist aber erheblich steiler; der Umsatz an Wasserstoff ist bei der 1D-
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Simulation geringer als bei der 2D-Simulation. Wie in der 2D-Simulation nimmt
bei der M-C-Simulation der Massenbruch von Wasserstoff in der Kanalmitte im
Vergleich zum ausschlieflich heterogen katalysierten Fall nur geringfiigig niedri-

gere Werte an.
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Abbildung 4.36.: Massenbruch der OH-Radikale. Die Notation entspricht Abbildung
4.34.

Beim Massenbruch der OH-Radikale zeigt sich ein dhnliches Bild wie im Fall des
konstanten Cy4. Die Maxima liegen ein wenig hoher, sind aber immer noch nied-
riger als bei der 2D-Simulation. Die Tendenz der zeitlichen Entwicklung, dass die
Maxima ansteigen und sich von der Wand entfernen, wird bei beiden Simulationen
in gleicher Weise wiedergegeben. Die Maxima sind jedoch bei der M-C-Simulation

naher an der Wand.

Die turbulente kinetische Energie steigt in Wandnédhe wie schon bei konstantem
Mischungskoeffizienten im Fall der 1D-Simulation friiher wieder an. Zur Mitte
hin verlaufen die Entwicklungen beider Simulationen #hnlicher. Insgesamt liegen

auch hier die Kurven auf einem niedrigeren Niveau.

Die Fluktuationen der Temperatur erreichen wie bei konstantem Cl, iiber den gan-
zen Kanalquerschnitt und die ganze Kanalldnge bei der M-C-Simulation héhere
Werte, was durch die langsamere Mischung und das Fehlen der Riickvermischung
verursacht wird. Im wandnahen Bereich verschieben sich die Maxima aber nicht

wie vorher nur von der Wand weg, sondern sinken nun auch mit steigender Ent-
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Abbildung 4.37.: Mit der Stromungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte normierte tur-
bulente kinetische Energie. Die Notation entspricht Abbildung 4.34
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Abbildung 4.38.: Mit der Temperaturdifferenz von Wand und Mitte der Strémung nor-
mierte Fluktuationen der Temperatur.

fernung vom Kanaleintritt; die qualitative Ubereinstimmung mit der zweidimen-
sionalen Simulation ist deutlicher als im vorhergehenden Fall. Fiir das Abklingen
der Maxima bei der 1D-Simulation ist der in diesem Bereich groflere Mischungs-
koeffizient verantwortlich. Wie beim entsprechenden Fall ohne Gasphasenreak-
tionen deutet dies darauf hin, dass die Annahme eines Cy, das nicht iiber den
ganzen Querschnitt einen konstanten Wert hat, sondern in Wandnéhe deutlich

grofer ist als fiir den Fall homogener Turbulenz, dem Mischungsverhalten der
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1D-Simulation ndher kommt.

4233. Cy,=2(1+136-A- e—lOA)

Anders als bei den bisher betrachteten Fillen der Simultion zeigt ein Vergleich
der Profile, dass trotz des in Wandnéhe vergroferten Mischungskoeffizienten die
reprasentative Geschwindigkeit zur Bestimmung der axialen Position nicht weiter
zur volumetrischen Geschwindigkeit verschoben, i.e. erhoht werden muss. Urep

wird hier genauso bestimmt wie im vorangehenden Fall mit

Urep = 0,15 -, + 0,85 - Uy (4.10)

Wie im Fall der ausschlieflich heterogen katalysiert reaktiven Strémung setzt sich
auch hier der Trend fort: Die Erh6hung des Mischungskoeffizienten in Wandnéhe
steigert die Ahnlichkeit der eindimensionalen M-C-Simulation mit der zweidi-
mensionalen Simulation, wie auf den nachfolgenden Abbildungen 4.39 bis 4.43

dargestellt ist.
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Abbildung 4.39.: Profil der mittleren Temperatur. Durchgezogene Linien: 1D-MC-
Simulation, gestrichelte Linien: 2D-Simulation. Die Angaben fiir 1 in der Legende
beziehen sich auf den Abstand vom FEinstromrand des Kanals, der sich bei 1 = 0
befindet.

Bei den Temperaturprofilen ist im Vergleich zum variablen Mischungskoeffizien-
ten mit geringerem Vorfaktor eine weitere Verschiebung der Linien zur Kanal-

mitte hin und ein flacherer Abfall in Wandnéhe festzustellen, wie auf Abbildung

124



4.2. Reaktive Stromung

4.39 zu erkennen ist. Der Anstieg der Gastemperatur auf Werte oberhalb der
Wandtemperatur wie in der zweidimensionalen Simulation wird auch hier in der
M-C-Simulation nicht erreicht. Wie auch die Profile des Massenbruchs an Wasser-
stoff zeigen, liegt dies daran, dass sich wie vorher die Reaktionsfront nur langsam
von der Wand zur Kanalmitte verlagert. Der Mischungsprozess lauft bei der M-
C-Simulation somit immer noch deutlich langsamer ab als bei der 2D-Simulation,
was sich bereits bei entsprechenden Fall ohne Reaktionen in der Gasphase ange-
deutet hat.
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Abbildung 4.40.: Massenbruch von Wasserstoff. Die Notation entspricht Abbildung
4.39.

Der Umsatz an Wasserstoff ist nun etwas grofler als bisher, wie in Abbildung 4.40
zu sehen, der Anstieg an der Wand aber noch flacher als bei der 2D-Simulation.
Wie im vorhergehenden Fall sinkt der Massenbruch von Wasserstoff in der Ka-

nalmitte nur wenig, wie auch in der zum Vergleich herangezogenen Simulation.

Beim Massenbruch der OH-Radikale liegen die Maxima noch etwas hoher als im
vorangehenden Fall. Sonst ist kein Unterschied festzustellen, wie in Abbildung

4.41 zu sehen ist.

Die Entwicklung der turbulenten kinetischen Energie verladuft etwas schneller als
bei der zweidimensionalen Simulation und ist nahezu identisch mit der des vor-
angehenden Falls, wie auf Abbildung 4.42 zu erkennen ist. Da Uy, auf die gleiche

Weise bestimmt wird wie im vorangehenden Fall, bedeutet dies, dass der groflere
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Abbildung 4.41.: Massenbruch der OH-Radikale. Die Notation entspricht Abbildung
4.39.
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Abbildung 4.42.: Mit der Strémungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte normierte tur-
bulente kinetische Energie. Die Notation entspricht Abbildung 4.39

Maximalwert fiir Cy und der dadurch beschleunigte Warme- und Stofftransport

sich kaum auf die Turbulenz auswirkt.

Bei den Temperaturfluktuationen ist im Vergleich zum variablen C; mit geringe-
rem Maximalwert eine weitere deutlich Reduzierung der Maxima in Wandnihe
festzustellen. Auch in der Kanalmitte liegen die Linien tiefer. Die Fluktuationen

liegen aber immer noch auf héherem Niveau, was von der Vernachlédssigung der

126



4.2. Reaktive Stromung

0.30
X, =25 mm, MC-Sim.
— X, =61 mm, MC-Sim.
0.25F X, =98 mm, MC-Sim.
) X, =150 mm, MC-Sim.
|_U / — — X, =25 mm, Sim. Mantzaras
! 0.20 / — — X, =61mm, Sim. Mantzaras
|_g ’ ] — — X, =98 mm, Sim. Mantzaras
~ x, = 150 mm, Sim. Mantzaras
~
~ 015
=
— —_—
—
n 0.10
p ~
nd
0.05 |
0.00 L= L I N [ N S S! I — 1
0 0.25 0.5 0.75 1
X,/h

Abbildung 4.43.: Mit der Temperaturdifferenz von Wand und Mitte der Strémung nor-
mierte Fluktuationen der Temperatur.

Riickvermischung herriihrt.

Eine weitere Erhohung von Cy kann die Turbulenz wegen der Vernachléssigung
der Gradienten in axialer Richtung und der damit verbundenen Verringerung der
Produktionsgeschwindigkeit der turbulenten kinetischen Energie zum Abklingen

bringen.

Fiir die Unterschiede zwischen der M-C-Simulation und der zum Vergleich ver-
wendeten Simulation sind, wie eingangs kurz beschrieben, vor allem zwei Griinde
auszumachen: Zum einen ist dies die Reduktion auf nur eine Dimension im Raum
bei der M-C-Simulation. Dadurch wird die Riickvermischung in Strémungsrich-
tung in der Strémung ausgeschlossen, die zu einer schnelleren Entwicklung am
Kanalanfang fiihrt. Ist dies bei laminaren Stromungen noch vernachlissigbar,
so kann der Einfluss bei einer turbulenten Stromung dagegen von grofler Be-
deutung sein. AuBerdem ist die Ubertragung der eindimensionalen Ergebnisse
auf ein zweidimensionales Gitter mit Fehlern behaftet, da die Verwendung einer
einzigen Geschwindigkeit nicht allen Bereichen in der Stromung gerecht werden
kann. Dariiber hinaus werden die Feldgréflen und deren Gradienten zum selben
Zeitpunkt, nicht am selben Ort bestimmt. In einer Strémung, die den statistisch
stationdren Zustand erreicht hat, ist dies unerheblich, nicht aber in einer instati-

ondren Stromung, wie sie hier vorliegt. Dariiber hinaus fiihrt die Vernachlidssigung
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4. FErgebnisse

des Geschwindigkeitsgradienten in axialer Richtung gerade am Kanaleintritt, wo
diese Gradienten grof} sind, zur Unterschéitzung der Produktionsgeschwindigkeit
der turbulenten kinetischen Energie. Um ein Abklingen zu verhindern, muss die
turbulente Frequenz reduziert werden, was wiederum die Mischungsgeschwindig-

keit verringert und die Entwicklung in diesem Bereich verzogert.

Zum Zweiten ist zu erwarten, dass sich durch die Verwendung unterschiedli-
cher Turbulenzmodelle bei beiden Simulationen auch unterschiedliche turbulente
Zeitskalen ergeben, wodurch sich sogar bei gleichen Mischungskoeffizienten von-

einander verschiedene Mischungsgeschwindigkeiten ergeben.

Es sollte aber auch nicht die Tatsache iibersehen werden, dass es sich bei den zum
Vergleich herangezogenen Daten auch um eine Simulation handelt. Wie gut sie
ein mit den angenommenen Randbedingungen durchgefiihrtes Experiment wie-
dergibt, kann erst dann bewertet werden, wenn experimentelle Daten vorliegen,

die unter den gleichen Randbedingungen bestimmt wurden.
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5. Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war die Erweiterung eines Programms von A. Wélfert [57]
zur Simulation einer nichtreaktiven turbulenten Kanalstromung mittels Monte-
Carlo-Methoden um Modelle, mit denen reaktive Stréomungen berechnet werden

koénnen.

Im urspriinglichen Programm wurden stochastischen Partikeln Geschwindigkei-
ten als Eigenschaften zugewiesen, der Ort und die Geschwindigkeiten durch Mo-
delle fiir konvektive und diffusive Prozesse verdndert und das Geschwindigkeits-
feld durch rdumliche Mittelwertbildung bestimmt. Die Information iiber die Zeit-
skala, welche die turbulenten Vorginge charakterisiert, wurde durch ein k-e-
Modell von B.E. Launder und N.T. Shima [20] bestimmt.

Um eine reaktive Strémung zu beschreiben, wurde in der vorliegenden Arbeit
durch die Definition neuer Partikeleigenschaften die Monte-Carlo-Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion zu einer gebundenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
fiir Geschwindigkeit, chemische Spezies und turbulente Frequenz erweitert. Dazu
wurde ein stochastisches Aquivalent zum k-w-Modell implementiert, weil damit
die turbulente Zeitskala auch bei nichtkonstanter Dichte bestimmt werden kann.
Zur SchlieBung der gemittelten chemischen Quellterme wurden detaillierte Reak-
tionsmechanismen fiir homogene Gasphasenreaktionen und heterogen katalysierte
Reaktionen an der Wand verwendet, die dazu dienten, die Anderungen der Mas-
senbriiche der chemischen Spezies zu berechnen. Schliefilich wurde wegen der bei
reaktiven Stromungen auftretenden Dichtegradienten das urspriinglich verwen-
dete Turbulenzmodell, ein Reynoldsstress-Modell nach Launder und Shima, aus-
getauscht. Durch Verdnderung der beschreibenden Parameter konnte das dafiir

eingesetzte Generalized-Langevin-Modell an ein Modified-Craft-Launder-Modell
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5.  Zusammenfassung

angepasst werden. Auch hier wurden die Felder der Mittelwerte und Varianzen
der Geschwindigkeiten, der chemischen Spezies und der turbulenten Frequenz

durch rdumliche Mittelwertbildung bestimmt.

Mit dem in dieser Weise modifizierten Programm wurden zunéchst die statistisch
stationdren Zustédnde von Kanalstromungen bei verschieden Reynoldszahlen von
Re = 3400 bis Re = 61600 simuliert und mit den Ergebnissen einer direkten
numerischen Simulation (Re = 3400) bzw mit experimentell bestimmten Werten
verglichen. Es zeigte sich {iber diesen grofien Bereich der Reynoldszahlen eine
gute qualitative Ubereinstimmung zwischen der Monte-Carlo-Simulation und der
direkten numerischen Simulation bzw. den Experimenten. Der Gradient der mitt-
leren Stromungsgeschwindigkeit wurde in Wandné&he aber etwas unterschitzt,
ebenso wie die Varianz der Stromungsgeschwindigkeit in Hauptstromungsrich-
tung, wihrend die Varianzen der Geschwindigkeit in der Richtung senkrecht zur
Wand und der Geschwindigkeit in der Richtung parallel zur Wand, aber senkrecht

zur Stromung iiberschétzt wurden.

Als Beispiel fiir eine reaktive Stromung folgte eine durch Platin heterogen ka-
talysierte Wasserstoff-Oxidation fiir ein mageres Wasserstoff/Luft-Gemisch. Die
Ergebnisse wurden mit einer anderen Simulation verglichen, da in der Literatur
keinerlei experimentelle Ergebnisse fiir eine turbulente reaktive Kanalstromung

zu finden waren.

In beiden Simulationen fanden dieselben Mechanismen fiir die Wandreaktionen
bzw die Gasphasenreaktionen Anwendung. Die Ziindung des Gemisches erfolgte
durch die Wand, die konstant bei einer Temperatur von 1220 K gehalten wur-
de. Es wurden die Profile fiir die Geschwindigkeit, die mittlere Temperatur und
die wichtigsten chemischen Spezies berechnet. Die zum Vergleich herangezogene
Simulation verwendet einen elliptischen zweidimensionalen Loser fiir die Erhal-
tungsgleichungen, wihrend bei der vorliegenden Arbeit ein eindimensionales ex-
plizites Verfahren zum Einsatz kommt. Die Position in Strémungsrichtung fiir die
Auswertung der Profile musste deshalb durch die Zeitintegration einer représen-
tativen Geschwindigkeit ermittelt werden. Es wurde zun&chst nur der Mecha-
nismus fiir die heterogen katalysierten Wandreaktionen aktiviert. Nach Variation
einzelner im stochastischen Mischungsmodell fiir skalare Grolen verwendeter Ko-

effizienten konnte zumindest eine qualitative Ubereinstimmung erzielt werden. Im
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Vergleich mit der zweidimensionalen Simulation verlduft der Transport der che-
mischen Spezies von der Wand in den Kern der Strémung bei der Monte-Carlo-
Simulation langsamer. Anschlieflend wurden auch die Gasphasenreaktionen akti-
viert. Hier zeigte sich dasselbe Bild: Die qualitative Ubereinstimmung ist gut, im
Detail werden die Transportprozesse aber zu langsam wiedergegeben. Der Grund
dafiir liegt in der unterschiedlichen Dimensionalitit der verwendeten Rechengit-
ter bei den beiden Simulationen: Beim eindimensionalen Loser wird der Gradient
der Stromungsgeschwindigkeit in Stromungsrichtung, der zu Beginn der Rech-
nung erheblichen Einfluss haben kann, vernachlissigt. Dariiber hinaus ist auch
die Ubertragung in die fehlende zweite Dimension mittels reprisentativer Ge-
schwindigkeit fehlerbehaftet. Als weiterer Grund fiir die Unterschiede zwischen
den Ergebnissen beider Simulationen sind die unterschiedlichen Turbulenzmodel-
le auszumachen, wodurch sich verschiedene turbulente Zeitskalen ergeben, die

sich bei der Geschwindigkeit der Mischprozesse auswirken.

Bei der zukiinftigen Weiterentwicklung des Programms sollte deshalb der néchste
Schritt der Ausbau auf ein zweidimensionales Gitter sein. Damit wére auch die
Verbesserung des stochastischen Modells fiir den Wérme- und Stoffiibergang von
der Stromung an die Wand moglich. Um komplexere chemische Systeme beschrei-
ben zu kénnen, sollten dann reduzierte Reaktionsmechanismen oder Methoden,
die die instrinsischen niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeiten eines reaktiven Sy-
stems nutzen und sich fiir Wandreaktionen in der Entwicklung befinden, einge-
baut werden. Dariiber hinaus sind zur Validierung der Simulation fiir die weitere

Entwicklung experimentelle Untersuchungen notwendig.
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A. Anzahl mdéglicher Reaktionen

mit neun Spezies

Beschrankt auf maximal drei Edukte in jeder Reaktion gibt es mit N chemischen
Spezies insgesamt npyq, = N+ N2+ N3 Moglichkeiten, eine, zwei oder drei Edukte
zusammenzustellen. Bei neun Spezies gibt es 819 mogliche Kombinationen. Da
die Reihenfolge der Edukte bei den Kombinationen keine Rolle spielt, miissen die
mehrfach vorkommenden Zusammenstellungen eliminiert werden; dadurch redu-
ziert sich die Anzahl der Kombinationen auf 219. Gelten fiir die Produkte die
gleichen Einschrinkungen, so gibt es auch 219 Produktkombinationen. Nun kann
jede Eduktkombination mit jeder Produktkombination zu einer Reaktion verbun-
den werden. Damit ergeben sich 47961 mogliche Reaktionen. Das hier betrachtete
System besteht aus den Spezies Os, Hy, OH, O, H, H,O, H,O5, HO5 und M*. Mit
diesen Spezies sind nur bei 975 der 47961 mdoglichen Reaktionen die Atombilanzen
erfiillt. Davon sind 219 identische Abbildungen, d.h., es wird eine Kombination
von Edukten mit derselben Auswahl an Produkten zusammengestellt, was be-
deutet, das keine Reaktion stattfindet. Von den verbleibenden 756 Reaktionen
miissen zum Schluss noch die aussortiert werden, bei denen einzelne Spezies auf
der linken und auf der rechten Seite der Reaktion vorkommen, da dies nur fiir
den Stofipartner M*, der einzigen inerten Spezies, zuléssig ist. Es verbleiben 276

mogliche Reaktionen:
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OH+ O
OH + HO,

O + Hy0,
OH+OH+O
O+ H+ HO,
HO,; + HO,
OH + O + HO,
O+ 0+ M*
H + H,O
H,0O

OH+H
H,O + H,0
OH + H + H,O
OH + H,O
H + Hy,0,
OH+OH+H
O+ H+ H,O
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A. Anzahl moglicher Reaktionen mit neun Spezies

41 : Hy + M* — H+H+ M~
42 : OH -+ OH — Hy0,

43 : OH -+ OH — Oy+ Hy

44 : OH+ OH — O+ H,0

45: OH -+ OH — H+HO,

46 : OH -+ OH — Oy+H+H
47: OH -+ OH — Hs+0+0
49: OH+4+O — Oy+H

50: OH+H — HO

51: OH+H — Hy+O

52: OH+H,O — Hy+HO,
53: OH+H,O — H+Hy0,
54: OH+H,O — Oy+Hy+H
55: OH+H,O — H+H+HO,
56: OH+ H,O, — H>O+HO,
57 : OH+H202 — 02 +H+HQO
58 : OH+H,O, — Hy+ O+ HO,
59: OH+HO; — O3+ H50
60: OH+HO; — O+ Hy0O,
61: OH+HO; — Oy3+Hy+0
62: OH+HO; — O+ 0O+ H,0O
63: OH+ M* — O+H+M*
64: O+0 — O

65: O+H — OH

66 : O+ Hy,O — Hy0,

67: O+ HyO — Oz +Hy

68 : O+ Hy,O — OH+ OH
69: O+ HyO — H+HO,

70 : O+ HyO — Oy+H+H
71: O+ Hy09 — 09+ Hy0O

72 : O+ Hy0, — OH + HO,
73: O+ Hy0, — 0, +OH+H
74: O+ HO, — 09+ OH

7: H+H — Hy

76 : H-+H,0 — Hy + OH

77: H+4 Hy0, — Hy + HO,

78 : H+ Hy0, — OH + H,O
79 : H+ Hy0, — Hy+OH+ O
80: H+ HO, — Hy0Oy
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81 :
82 :
83 :
84 :
85 :
86 :
87 :
88 :
89 :
90 :
91 :
92 :
93 :
94 :
95 :
96 :
97 :
98 :
99 :
100 :
101 :
102 :
103 :
104 :
105 :
106 :
107 :
108 :
109 :
110 :
111 :
112 :
113 :
114 :
115 :
116 :
117 :
118 :
119 :
120 :

H + HO,

H + HO,

H + HO,

H + HO,
H,O + H,O
H,O + H,O
H,O + H,O
H,O + H,O
H,O + H,O
H,O + HyO,
H,O + HO,
H,O + HO,
H,0 + HO,
H,O + HO,
H,O + M*
H,O + M*
Hy05 + H50,
Hy045 + H2 05
H202 + HQOQ
Hy049 + HOo
H,09 + M*
H,09 + M*
H,Oy + M*
HyOy + M*
HO4 + HO,
HO, + HO,
HO, + HO,
HO, + HO,
HO, + HO,
HO, + M*
HO, + M*

Oy + Oy + Hy
Oy + Oy + Hy
Oy + O3 + Hy
Oy + 02 +H
02 + O2 + Hy,O
O2 + Hy + Hy
O, + Hy + Hy
O, + Hy, + Hy
Oy + Hy + OH

L A

Oz + Hy
OH + OH

O + H,O
Hy,+O0+0

Hy; + HyO,

O, + Hy; + Hy
H, + OH + OH
Hy + H + HO,
H+ H + H,0,
Hy + OH + HO,
OH + H,0,
O, + Hy + OH
OH + OH + OH
O+ H + Hy,0,
Hy + O + M*
OH +H + M*
Oy + H,O + Hy,O
Hy + HOy + HO9
OH + H,0 + HO,
O, + OH 4+ H,O
O2 + Hy + M*
OH 4 OH + M*
O+ H,O + M~
H + HOy + M*
Og 4+ Hy09

Oy + Oy + Hy
O, + OH + OH
Oy + O+ Hy,O
0+ 0 + HyO,
O, +H+ M*
OH + O + M*
HO, + HO,
OH + O + HO,
O + O + H,0,
O+ 0O+ HOq
O + HO9 4+ HO9
H,O + H,O
OH + H + H,O
H+ H + Hy,0,
H,O + HO,
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A. Anzahl moglicher Reaktionen mit neun Spezies

121 :
122 :
123 :
124 :
125 :
126 :
127 :
128 :
129 :
130 :
131 :
132 :
133 :
134 :
135 :
136 :
137 :
138 :
139 :
140 :
141 :
142 :
143 :
144 :
145 :
146 :
147 :
148 :
149 :
150 :
151 :
152 :
153 :
154 :
155 :
156 :
157 :
158 :
159 :
160 :

144

O, + Hy + OH
Oy +Hy+0

O, +Hy;+H

O, + Hy + Hy,O
Oy + Hs + Hy Oy
Oy + Hy + HO»
Oy + Hy + M*
O2 + Hy + M*
O9 + Hy + M*
09 + Hy + M*
Oy, + OH 4+ OH
Oy + OH 4+ OH
O, +OH+H
O, +OH+H
O, + OH 4+ H,O
0Oy + OH + H,0
O, + OH + M*
02+ 0O + Hy0O
O;+H+H
O,+H+H
O;+H+H
O;+H+H

Oy +H + H,O
Oy +H+ H,O
02 + H + H,0
0Oy + H+ Hy,O,
Oy + H+ HyOy
0Oy + H+ HO,y
O, + H + M*

Oy +H+ M*

02 + H,O + HyO
02 + H,O0 + H,O
09 + H,O0 + H,0
07 + H,O + H,O
Oy + H,O + M*
0Oy + H,O + M*
Oy + HyO9 + M*
Hy, +Hy, +0O

H, + Hy, + HO,
H; + OH + OH

L R e

O+ H + H,0,
OH + HO,

OH + H50

OH + H + H,0,
OH + H,0 + HOq
OH + O + Hy0O,
Hy,O, + M*

OH + OH + M*
O+ H,O + M*
H+ HO,; + M*
HO, + HO,

O+ O+ Hy0,

O + H50,

O+ O+ H,0O
Hy,04 + HOy

H + HO5 + HO,
O+ HOy + M*
HO,; + HO,
H202

OH + OH

O + H,0

Hy,+ 0+ 0O

OH + H50,

Hy + O + HO,
OH + OH + OH
OH + OH + HO,
O + H,O 4+ HO,
O+ O+ Hy04
HO, + M*

OH + O + M*
Hy02 + HyO9

H, + HO9 + HO,
OH + OH + H,0,
H 4+ Hy04 + HO»
OH + HO4 + M*
O + HyO, + M*
HO,; + HO, + M*
H+ H + H,O

H + H,O + H,O
H,O + H,0O



161 :
162 :
163 :
164 :
165 :
166 :
167 :
168 :
169 :
170 :
171 -
172 -
173 :
174 -
175 :
176 :
177 -
178 :
179 :
180 :
181 :
182 :
183 :
184 :
185 :
186 :
187 :
188 :
189 :
190 :
191 :
192 :
193 :
194 :
195 :
196 :
197 :
198 :
199 :
200 :

H; + OH + OH
Hy + OH+ O
Hy + OH+ O
Hy + OH 4+ HO,
H; + OH + HO,
H, + OH + M*
Hy,+0+0
Ho+O+0
Hy+0+0
Hy+0+0

Hy; + O + H,O
Hy; + O 4+ HyO,
Hs + O 4+ Hy0q
Hy + O + HO,
Hy + O + HO,
Hs; + O + HO»
Hy + O + M*
Hy, + O + M*

Hs + H+ HO»
Hy + Hy Oy + M*
Hy; + HOy + HO9
Hy; + HOy + HO»
Hy + HO2 + HOq
Hy + HO9 + HOq9
Hy, + HOy + M*
H, + HOy + M*
OH + OH + OH
OH + OH + OH
OH + OH + OH
OH + OH + OH
OH+ OH+ O
OH+OH+H
OH + OH + H,O
OH + OH + H50,
OH + OH + H,0,
OH + OH + HO,
OH + OH + M*
OH + OH + M*
OH + OH + M*
OH + OH + M*

L e

H+ H + Hy0,

H + Hy09

H+ H + HO,
H,0 + Hy0O,

O + H,O 4+ HyO
H + H,O + M~
H50-

OH + OH

H + HO,
O,+H+H

H+ H + Hy0,
OH + OH + H,0
H + H,O + HO,
OH + H,0,

0y, + H+ HyO
OH + OH + OH
H,O + M*

OH+ H + M*
H,O + H,O

H>O + H,O + M*
Hy049 + H504

02 + H,0 + H,0
OH + OH + H,0,
O + H,0 4+ H50,
OH + H,0 + M*
H + H,O, + M*
H,O + HO,

0y + H+ Hy,O
Hy 4+ O + HO,q

O +H + HyOy
07 + H50

H; + HO,

Hy; + O 4+ Hy0,
02 + H,O + Hy,O
Hy + HO, + HO,
O, + H+ H,0,
H,Oy + M*

Oy + Hy + M*
O+ H,O + M*

H -+ HOy + M*
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A. Anzahl moglicher Reaktionen mit neun Spezies

201 :
202 :
203 :
204 :
205 :
206 :
207 :
208 :
209 :
210 :
211 :
212 :
213 :
214 :
215 :
216 :
217 -
218 :
219 :
220 :
221 :
222 :
223 :
224 -
225 :
226 :
227 -
228 :
229 :
230 :
231 :
232 :
233 :
234 -
235 :
236 :
237 :
238 :
239 :
240 :

146

OH+O+H
OH+O+H
OH + O + Hy0O,
OH + O + Hy0O,
OH + O + HO,
OH + O + HO,
OH+ O + M*
OH + O + M*
OH + H + H,O
OH + H + H,O
OH + H + H,0,
OH + H + H,0,
OH + H + M*
OH + H + M*
OH + H,0 + HO,
OH + H,0 + HOq
OH + H,0 + M~
OH + H,O + M*
OH + Hy045 + M*
OH + HO, + M*
OH + HO4 + M*
O+0O+H

O+ 0+ H,O
O+ 0+ H,O
O+ O+ Hy,0,
O+ O+ Hy0,
O+ 0+ Hy0,
O+ O+ Hy0,
O+ 0O+ HO,
O0+4+0+ M*
O+H+H
O+ H + H,O
O+ H + Hy,0,
O + H + HyO4
O+ H + Hy,0,
O+ H + HO,
O+H+ M*

O + H,O + HyO
O + H,O 4+ H,O
O 4+ HyO 4+ HyO,

L A e

Hy0,

O, + Hy

Os + Hy 4+ HO9
H+ HO3 + HO,
O5 + Hy09

Oy + 05+ H,
HO, + M*

O, +H + M*

Hy + HyO9

Oy + Hs + Hy
O, + Hy + Hy,O
O + H,O + H,O
H,O + M*

Hy 4+ O + M*
Hy05 + H50,
Os + Hs + Hy Oy
Hy + HOy + M*
H+ HyOy + M*
H>O + HO9 + M*
Oy + H,O + M*
O + Hy0, + M*
HO,

OH + HO,

O, +0OH+H
HO4, + HO,

Oy, + 05+ H,
O, + OH + OH
Oy +H+ HO,
O, +0,+H

Oy + M*

H,O

Hy, + HO,

H,O + HO,

O, + Hy + OH
OH 4 OH 4+ OH
0y + H,0O

OH + M*

H,; + OH + HO,
OH + H + H,0O,
Hy, + HO, + HO,



241 :
242 -
243 -
244 -
245 -
246 :
247 -
248 :
249 :
250 :
251 :
252 :
253 :
254 :
255 :
256 :
257 :
258 :
259 :
260 :
261 :
262 :
263 :
264 :
265 :
266 :
267 :
268 :
269 :
270 :
271 :
272 :
273 :
274 -
275 :
276 :

O 4+ HyO + HO,
O 4+ H,O + M*

O + H,O 4+ M*
O+ H,O + M*

O + H,O + M*

O + Hy05 + HyOo
O + Hy0, + M*
O + Hy,00 + M*
O 4+ HO3 + HO,
O + HO, + M*
H-+H + Hy,0

H + H + Hy0,
H+ H + HyOo

H + H + Hy0,
H+ H + Hy0,
H+ H + HO,y
H+H+ HO,
H+ H+ M~

H + H,0 + H,0
H + H,O + HO,
H + H,O + M~

H + Hy0, + HyO,
H + Hy09 + HO9
H + HyOy + M*
H + Hy,Oy + M*
H+ HO3 + HO,
H+ HO5 + HO,
H+ HO5 + M*
H+ HO, + M*
H+ HO5 + M*
H+ HO; + M*
H,0O 4+ H,0O + HO»
H,O + H,O + M*
H,0 + HO5 + HO,
H,O + HOy + M*
HO5 + HOy + M*

L ey

O2 + H + Hy09
H,Oy + M*

Oy + Hy + M*
OH + OH + M*
H+ HO, + M*
H;0 + HO5 + HO9
O, + H,O + M*
OH + HO, + M*
09 + Oy + HyO
Oy + OH + M*

Hy +Hy, + O

H,O + H,O

O2 + Hy + Hy

H,; + OH + OH
H, + O + H,O
OH + H,0O

H, + OH+ O

H, + M*

H, +H, + HO,
Hs + O 4+ Hy 0O,
H, + OH + M*
H,O + H,O + HO,
Oy + H,O + Hy,O
Hy + HO, + M*
OH + H,0 + M*
0O, + OH + H,0
OH + O + HyOq
H,09 + M*

Oy + Hy + M*
OH + OH + M*
O+ H,O + M*

H + Hy0, + Hy O,
Hy + Hy Oy + M*
O 4+ Hy09 + H509
OH + H504 + M*
O, + Hy,O5 + M*

147



B. Koefflizientenvergleich

Die fiir das GLM benoétigten Koeffizienten G;; und Cy kénnen durch einen Ko-
effizientenvergleich mit einem Reynoldsstressmodell, hier dem MCL-Modell, be-

stimmt werden.

Die Transportgleichung nach dem GLM lautet

D(W)Jrapu” W p v wyul + Gipullll + E)QWL;,+C 5
—_— = u U; U €
th axk i ilP l le 1% 2 a.’Ek 0P i

Fiir das MCL—MOdeH lautel Sie
- ﬁ *
p—(ui uj) = .Fz'j + di]‘ + (f)ij — €5

Die Terme ﬁDQt (/”\7) und P;; sind bei beiden Gleichungen identisch. Der Term

d;; beim MCL-Modell stellt die Diffusion der Geschwindigkeitsfluktuationen dar.

Er wird modelliert als

o [ oulul ok [——ouful |\ dbypulud
dy = o gt + 02220 |t | ) o Sl
axk aﬁk € a.@l 2k

—_— —_—
1,1 —_— 1",

v 4 22”’C { hu ;’au’—%}) einer Modellierung der exak-

Da der Term % (,u 5o
ten Diffusionsterme entsprlcht, die im GLM auch in ihrer vollstindigen Form
enthalten sind, muss dieser Teil fiir den Koeffizientenvergleich nicht beriicksich-
tigt werden. Der letzte Teil von obiger Gleichung stammt von einer alternativen

Zerlegung des Pressure-Strain-Terms und liefert im Koeffizientenvergleich einen
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Beitrag zu G;; mit

d ouu

kkP
L) — u//u//+ U,"U”
2k 27 2t

/4
_ dkkp // // + u// n
- 3l 1 ] 2l

dkkp // u!' dkkp
— 5 II II5
Ak TR
Durch Vergleich mit dem Term des GLM, der bei pu” " steht, ergibt sich, dafl

der Beitrag von d;; zu Gj; dargestellt werden kann durch

/4
dm _ dkk5

G 4k

Durch Einsetzen der Indizes j und /erhilt man die Beitréige fiir alle Komponenten

von Gz]

¢;; stellt den Druckkorrelationsterm dar und ist im MCL-Modell aufgeteilt in vier

Komponenten: ¢}; = ¢7; + ¢f;o + gbfﬁl ;I;g

Der erste Term ¢}, gibt die isotropisierende Wirkung der Druckfluktuationen

ij1l
wieder. Er wird beschrieben durch

1
¢j{j1 = —C1P€p Q5 + c'l(aikakj — gAQéZ]) — ﬁehAz i
Mit
Ulij = tJ __5ij
k 3
dE @
= L+ — 3%
2k 2 k J
1 1—— 2
= GO + g 5
und

ufuy 2 Wy
Q= & —§5iz & —gﬂ

—_—

1 U'-IU;I 1 ——o //u;/ 2 —~—1 2 —~—1

= Eu;' ! ;62 Eu;’ i ;62 —gug’u;’%%—gug’ug’kézz-l-géij
— v 21 — 1y 21 4

— ", — 225 "o 1t l —Z=5. iy gy
it [2 2 3k“]+u9“l [2 2 3k”}+9”
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B. Koeffizientenvergleich

148t sich ¢7;; umformen zu

. l—— 1 1—— P
¢ij1 = _(01+A )p6h<2 zul ]lk+ ’LL” Iilz—gdi]‘)

—— 1W 21 (L 21

4 1

Der Beitrag von ¢j;; zu Gj; ist damit

——

@, 11 1 U"U/;' 21
Gjljl — —(01+A )ehgz—clclleh<2 12 gE(szj

Analog zum Vorgehen bei Gj; ergibt sich fiir den Beitrag von ¢7;; zu Cp durch
Vergleich mit ped;;

D5 2 4 1 €n
COJ :3(61+A )?—61611(9 gAQ)?

¢;;o gibt die Produktion der turbulenten kinetischen Energie und deren Verteilung
auf die verschiedenen Geschwindigkeitskomponenten durch die Druckfluktuatio-
nen wieder. Dieser Term ist sehr komplex. Fiir die weitere Behandlung wird er
deshalb in kleinere Einheiten aufgeteilt, die auf den néichsten Seiten einzeln be-

handelt werden:
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1
¢ip = —0,6 (Pij - §5ijpkk) + 0,3ai; Prx

- s

-~

Term 1
02 [—~——— (i, 01 [~ —— O
———p |uguuul | —— + — | — wfup | wfuf L + uful —
k aSEl aiCk aiCl aiCl

Term 2

\_02 [AQ(B] - Dzy) + 3a'mianj(Pmn - Dmn)]J

Ter?n 3
7T A 1
Te;gl 4

1 1
+0,1C’2 [ai]— - = (aikakj — §5Z]A2>:| Pkk — 0,050’2a,-jalkPkl

2
TerTn 5
01, [/ 7= v 20
+702 (uz ul Prj + ujuumi) - géijul ult P
Te;;n 6
+ﬁ612 [u;’u;’uléu;’ — géwu;’u;;lugu;’n] [Gle + 13kﬁ(a—$; + a—x’i)]
Te;rrn 7
2 T
Tz ol Ui U (D, — P)
Te;;n 8
Dabeiist P;; = —p (u;’ u’k’%-i-u}’ “%%) die Produktionsgeschwindigkeit fiir uz'u}.

Die einzelnen Terme liefern folgende Beitrige zu G;; und Cy:
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B. Koeffizientenvergleich

Term 1 = =0 6( 51_7Pkk> + O,BCLZ'ijk

—— 0l ou; 1
= —0,6( pu”u;’a—uj - ﬁu;’ug’au géz]Pkk>

1 —1 1 ——1 2
+0,3< pu”u;’kdjl + pu ul kdll 3627) Dk

—— 0 1 01
= pullu;/ (O 6— a + 0 15 k5JlPkk) + pu”u;’ <0 6a + 0 15— 6zlPk:k>

ok
¢%.,,Term 1 01 1
G, = 0,6=—L+0,15—0,P,
ji 3z, + ok 1L kk
Cgbmz,Terml -0
0,2 —— (U  Ouy —~—(——0U; ——0U;
Term 2 = —p— . [u'k’u”u;’u;’ (a—fm + a—ﬂ) — uj'uj] (u”u’k’a—j + ufujf axl>]
0,2 1—— (0u), 0w\ ——, 0
= —p—= - [u”u;’<2u§€’u;’(a—xl + a—xk) — u;’nug’—axm
—~—(1——/(0u, 01 —— 01;
o[ o Z%k PO Sy
g (2“1“’“(695, + axk> Uy, Uy axm>]
@59, Term 2 0 211—— a’llk a’dl - a’LZ]
G — ", el AN
it & [2“’““ (axl T om) T g
C(()i);ij,Teer I
Term 3 = —c2[A2(Pyj — Dyj) + 3amitn; (P — Diny) ]
1—— m 1Numu;’
= o[ AalPy — D)+ 3 G+
2u7/ - 2ulul
o L i (5 iOnj n — Dmn
T3k 37k omT (P )
4
Term 3 = —C2 AQ + g (PZ] — DlJ)
—1utd! 21
3 (u"u;'<2 2, )(pm Din)

—_—

—— (Tua 21
Fujuf <2 12 ggamz) (Pt — Dml)):|
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j 'k ox;

4 -\ adl 0, _ aul 6122
T = — A = o [ 2% YRy "1
erm 3 CQ[( 2+3> (P Uy l(aaij axl> +pu]ul(axi axl>

Luti? 21
2k 3k >(Pl" Din)

——(lu'y! 21

i A\ (o, o 1ud” 21
As+ =) — - R i Aty
2+3><ax,- axl>+ (2 23

-, aul 6111 1 U,/”\_’I;’ 21
I_I n| _ A i) S Ym™y 22 )
+U_7Ul |: 02<p< 2+ 3) (a.’ljz agj[) +3<2 k2 3k5mz)

4. T 04 " //au .
Mit: D” p(u uka’“—i-u k) :

(Pml - Dml)):|
7.5, Term 3 4\ (0d; 04 1 aﬁ\u/ 21 (P — D)
Gz - A _ = _ 27 3 J __671'
4l 62[ 2+3>(axj axl)+ (2 2 5 7.0 7ﬁ
C:)b”z,TermE} - 0
7 A 1
Term 4 = ¢ (B - f) <Pz'j - §5ijpkk)

7 AQ 611 auz 1
= (55~ 1) (-G - e~ gour)

T 7T A 01
s ()3
e 7T A 0U;

¢%jp Term4 l_é _%
Gt N 02<15 4)( oz,

¥ o, Term 1 7 A 1
C(‘fuzTe 4 — __Pkkc'2<___2>_

153



B. Koeffizientenvergleich

1 1
Term 5 = CIQ [0,1 [aij — 5 (aikakj — §5UA2):|Pkk — 0,05aijalkPkk
. w2
Mit: alkPkl = ( lk k gélk) Pkl
w2
= lk 5 P — ngk
4 1 1 Ilull
Term 5 = d [0,1 (5% -3 (aikakj — 304 ))Pkk 0,05a;;— p ’“Pkl]
4 1 1 1wl
= 0,1 [(gaij —3 (aikakj - §5ijA2>)Pkk - EaijTan:|
2 ul'l! 2 u”u” 8
0, cz[(3 - o+ 37k —— 0y 96]
1 (—— (1ulu! 21 1y 21
3 (““(2 = 3%‘%‘) +“”“?'<2 = 5%‘5”)
4 1
—0ij — 505 A P
9 3 ¥l 2)) kk
RIS 1N1 2 \unul
oL i
Term 5 = U, ul'O 102|:<k5ﬂ 4 2 )Pkk 4 2 P 5 :|
1. lufyf Lt
-l-U,” ’0 102|:<%5il_1 2 )Pkk I anézl:|
10 1 u” U
8:;0,1¢; Ag ) P — 2P
e[ (8 s 15
satems 01 [(1.  lulul 1a
G/’ = — |01 ——— | B — =L Pumbiji
it p I\E7 4 k2 )Ty g2
%y, Term 5 0,1c, 10 1 1 m 1
C,¥ = — —+=-As | P, ———Punl-
0 p [( o T672) T3 ¢
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0,1 R
Term 6 = ?0'2 [(u "uf Py + ul! u;’Plz) - gdiju;’nu%an}

—— (0,1 —— (0,1 2 - 0,1
= ulul (702131]) + ufjuy (70'213%) + dij < - g“%“ZP”m) (7012

¢, Term 6 0,1
G = P,
29, Term 6 2 —~— 10,1
Co v = —gumuﬁan e I2
0’1 /'\—//'\—/ ]_ N TN
Term 7 = 72 <unuZ uyuy — 5 u%ui’nu’o’u;’n)

ou 01U
16Dy, + 13pk = 2
[ Tlop (axo axn>:|
0,1, [1———— ou. o1
— ’ Dno 1 — n o
72 € [2%’“1 Uy <6 + 13pk < oz, + axn))

l———— 0u, 01,
+—uuluu! (GDno+13 k( Y a ))

90 j nU; amo aﬂfn
1 ou, i,
- Mol o g, I 0
3(5 iUp U U U, (GDno + 13,0k ( axo + a$n)):|
—— 0 1 1 o aul ada
Term 7 = wu [ k2 CQQUH (GDlo + 137k ( awo 0y >>]

——10,1 ,1—— _. { ouy, 01y
+U,2' ;/ [ 3 CQQUHU <6Dnl + 13pk( 31, + a£n>):|

10,1 i, 6 0
gL 01 CQ[GDnO—l-l?)pk( Un 24 )}

V3 k2 axn

@7, Term 7 0,1 ’ 11— Dlo aul auo

Gy’ = 2G5l (6 > + 13k on. T om
;.9 Term 7 1 0,1 ’ Dno aun auo 1
Cy” = —= 6— + 13k -
0 3 k2 02[ P + 0z, + 0z, /| €
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B. Koeffizientenvergleich

Term 8 = (222 ’/’Tqﬁugu”(le — sz)
= %226'2 ;@%(Dmn — Pon) + ;u’rﬁzuzm(Dmn — Po)
= ujul (222 L (D — Pu) + 171\;(;; cQ;u/"f (Dot — Prul)
G?l;*jQ,Term 8 _ (2,21 ,ZW (Din ; Py)
C(()z);‘jQ,Term 5 _ 0
inh

i71 beschreibt den Einflufl von Winden auf die Reynoldsspannungen durch Um-

verteilungsprozesse. Von diesem Term gehen folgende Beitrige ein:

: o€ [ —— 3—— 3——
i fwlf(u;'uzd;‘d,éaw - S - S )

m-n~'m zzmm 2]mmlz

33— 33—
+fW2 (u” ulu! u”dAdA(5 — —ulu’ u u”dAdA —ulu u u”dAdA

u//u;/g p}: ( _ fwld?dA fw2 ul un dAdA)

+u”u?22 ( fwldAdA g ug'up dAdA>

(5”/; (fwlu u’k’dAdA + fw2 u” uu” u”dAdA>

mTnom

inh N
GQ&UI = §£ ( - fwld?dA fw2 Ul un dAdA>

gt 2k
¢1§1}1 1 oA A 0o gA A
C, = foru)uid) di; + fwg u;’nuﬁu%u d, d,

Der zweite Term, der den Einfluss von Winden beriicksichtigen soll, ist (;511;121

i ou 1
= prka—xldld (didj - gdkdkéij),

wobei d; einen Indikator fiir den Gradienten der turbulenten kinetischen Energie
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darstellt mit

di = ol
054+ VNN
o(lA)
63:1-
ks
I = —
Unter Verwendung der Grenzschichtannahme gilt: a%l = ai.’ﬂg = 0, wenn z, die

wandnormale Richtung angibt. Somit ergibt sich: d#* = d3 = 0. Weiter werden die
mittleren Geschwindigkeiten senkrecht zur Wand und senkrecht zur Stromung,
Uy bzw s, vernachlissigt. Somit gilt: ¢i?3 = 0. Dieser Term liefert also keine
Beitrége zu Gj; und Cp. Lait man die Grenzschichtannahme fallen, mufl der
Beitrag dieses Terms modelliert werden, da er dann nicht vollstindig ins GLM

iibertragen werden kann.

Der letzte Term ist der Dissipationstensor ¢;;

]-_fe
Gij: D

~ 2,
plei; + ;) + gfgpeéij,

u'n! i vk ok
mit: 6; = € 1777 + 2]/“[ U,n \/_ \/_ ;
J k k 0x; Oz,

oy (W BVERVE | uiufavEaVE
k aZCj aCL'l k aiﬁz aiL'l

—_~— e~ e~

n, n n, n n,n
u;u U, u; U; U,
"o 1Yk JA JA ¢ 1Y A A 1Y) JA A
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B. Koeffizientenvergleich

Damit 148t sich €;; umformen:

_ ! i
1 f€|:6 i 4o u,una\/Ea\/Ed_

€; = D

K Yk oz oz, ¥

iy u;'u"afaf u;'u”afaf
k 0z, aacl k Ox; 0xy

///\7 o n "o
U, U; U, Uzl u,
+ fRe( U gr s, — U gAs — T d{*dﬁ)}

k k k
+ = fepedi;
//// Va\/_a\/__EAA
- (21<: N I P
S // Va\/_a\/_ fRe A JA
gt ( 2o om kO
1—fe 21/u”u” vk ovk u”u A A 2
i m +2 "d d,, —fe
+”€’[ D \¢ & oum,om, R T3/
Ge? _ _1— € 5 Va\/_a\/_ fRedAdA
J D 2k k 0x; O k
i 1— f. (2vu’u” 9VEOVk u ! A JA 2
ij _ o m™n 2 m-mn — —
Co D <e ko 0wy TR dmdn |~ 5)e
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C. Randbedingung fiir 7 an der
Wand

Fiir das GLM wird ein Ausdruck fiir £ an der Wand bendtigt. Da aber

ok

€(zg =0) = 2v o,

£0Ak(z,=0)=0 |,

kann ein solcher Wert nicht direkt nach 1’Hospital bestimmt werden, da hierzu

ein Ausdruck der Form g Voraussetzung ist [56, 84]. Unter Zuhilfenahme der

2
homogenen Dissipationsgeschwindigkeit €, = € — 2Vaai fiir die gilt ep(z2) = 0,

T2

kann formuliert werden

2
€ — 21/aai
2

€p .
ko k
el 1 — —28=2
= ? ,und somit
€ €p
k

[ [

Dies hinwiederum ist mit den Werten der einzelnen Terme an der Wand bei 2, = 0

ein Ausdruck der Form %, sodass nach I'Hospital angesetzt werden kann

Oep
0x2

. € .
lim — = lim 5
220k 290 0k d (2@ Wk )

dr2  Oxma € 0x2
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C. Randbedingung fiir  an der Wand

Nach Festlegung von ﬂmz:o = limg, o £ und Einsetzen der Terme an der Stelle
z9 = 0 ist damit

dep
€ B 0x2 29=0
klo=0 ok _ @ <2u_ka_x/E2>
0xs T2=0 oz € Oxa Z9=0

Nach Ersetzen der Gradienten durch Differenzenquotienten gemé&fl einer Diskre-

tisierung durch Vorwirtsdifferenzen gilt niherungsweise

5h|m2:s71" - 6h‘an:O

€ . Azxo
k z2=0 vk 2VE> _ vk 3VE2
ox o
k|m2:si"‘ - k|m2=0 _ 2 ¢ 2 m2:sin € 2 29=0
Axs Aza

Hierbei sind alle Terme an der Stelle x5 = 0 gleich Null. Nach Kiirzen von Ao,

dem Abstand von der Wand zum Zellmittelpunkt s7* der ersten Zelle, ergibt sich

€ €h |w2:s§”

k

- 2
z2=0 vk 0VE
? k|z2:5§n -2 € 0x2

p—
EQ—SI

Ausklammern von k£ und Zusammenfassen der Terme im Nenner fiihrt zu

E . 6h|$2:s71"
Floamo Kloamop (%)]5msp
. €
N E To=s7"
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D. Tabellierung der

Reaktionsgeschwindigkeiten

D.1. Bestimmung der Koeffizienten a und d

Wegen der Massenerhaltung bei chemischen Reaktionen gilt:

¢ My, +0,5 Mo, + 1,881 My, =
= (I,MH2+bM02+CMH20+dMoH+1,881MN2

und weiter mit den Gleichungen 3.37 und 3.38:

QSJ\JH2 + 0,5 M02 + ]_, 881 jM'N2 =

1 1

= GMH2+§<1—¢+G—§d> ]\402
1

+ 5 (26— 24— d) My,0 +d Moy + 1,881 My,

Die Gleichungen 3.39 und 3.42 lassen sich damit umformen zu:

1 1
YH2 = (J,MH2/ |:CLMH2+§<1—¢+G—§CZ) jw'o2

1
+5 (26 = 20 — d) M0 + d Mo + 1,881 MN2]
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D. Tabellierung der Reaktionsgeschwindigkeiten

bzw

1 1
You = dMQH/ |:CLMH2+§<1—(/5—|—(L—§d> M02

DN | =

+ (2¢ —2a — d) MHZO +dMopu + 1,881 MN2]

Die Gleichungen lassen sich umstellen zu

[ 1
a YHz (_MO2 - MHzO) + (YH2 - 1)MH2:|

| 2
Te;I;A
[ 1 1
-+ d YvH‘2 _ZMOZ - §MH20 + MOH =
Te;I(nB

(1 —¢) Mo, + 1,881 My, + ¢MH20]

~
Term C

1
DN | =

und

Term D
[ 1 1
+ d YOH <_ZMO2 — §MH20) + (YOH — 1) MOH:| =

- /

~-
Term E

1
— Yon [5 (1 —¢) Mo, + 1,881 My, + ¢MH2O}

~~
Term F'

Die beiden Gleichungen lassen sich als lineares Gleichungssystem in Matrix-

schreibweise zusammenfassen:

A B a) ([ C
D E d] \F
Die Losung dieses Gleichungssystems mit Hilfe der Cramer’schen Regel [56] lau-

tet:
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D.1. Bestimmung der Koeffizienten a und d

_CE-BF
“= AE-BD
,_AF-CD

AE — BD

Die Terme A bis F' eingesetzt, ist das Ergebnis:

1 1
a = {YH2 |:§(1 - ¢)MO2 + 5 . 3,762MN2 + ¢MH20:|

1 1
-Yon [<_ZMO2 — §MH20> + (You — 1) MOH:|

1 1
_ YH2 <_ZM02 — EMHZO —+ MOH)
1

A

1 1
- You [5(1 — ¢)Mo, + 53,762MN2 =+ ¢MHQO:| }

und

Yon (MH2 + - Mo, — MH2O>} : % ;
mit
A = Y, [<1M02 - MHQO) + (Y, — 1) MH2:|
_MH20> + (Yon — 1) MOH:|

1 1
—Ynu, (—ZMO2 — §MH20 + MOH>

1 1
. YOH |:<_ZM02 — 5MH20> + (YOH — 1) MOH:|

(D.1)
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D. Tabellierung der Reaktionsgeschwindigkeiten

D.2. Behandlung von Randzellen des

Tabellierungsgitters

Bei der Tabellierung der Reaktionsgeschwindigkeiten in Abhéngigkeit von den
Massenbriichen der chemischen Spezies wird ein regelméfliges Gitter verwendet,
dessen Randlinien wegen der in Kapitel 3.2.4.2 Randbedingungen auf dem Git-
ter schrig verlaufen. Dadurch entstehen am Rand des Gitters Zellen, die nicht
rechteckig sind. Die Interpolation fiir Punkte in diesen Zellen erfordert deshalb
besondere Malnahmen. In der nachfolgenden Abbildung D.1 sind die verschiede-
nen moglichen Fille dieser Zellen dargestellt, wie sie kurz schon in Tabelle 3.1
aufgefiihrt sind. Zur Interpolation werden dabei in Zellen, die durch die Randlinie
abgeschnitten werden, Schnittpunkte dieser Begrenzungslinie mit dem regulédren
Gitter bestimmt und die Geschwindigkeiten aus den fiir die Bestimmung die-
ser Punkte verwendeten tabellierten Werten berechnet. Somit sind alle Ecken
der Zelle und die Geschwindigkeiten an diesen Stellen bekannt. Aus diesen Wer-
ten wird anschliefend durch Gewichtung mit dem Abstand der Ecken von dem
Punkt, an dem die Geschwindigkeiten bestimmt werden sollen, die Interpolation
durchgefiihrt.
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D.2. Behandlung von Randzellen des Tabellierungsgitters

T 2Y2 A Ve ) v [(Ya 22 A Y YDAV £Y2 A Ve >Y1)]

y/ ~—
S @ P S 7 S %
7@ @ H—® ©—
@@ @6
®® ®—® @ ®—® ®—®

(Y < Y2 AYa >Y) A > Ys)

.

(Vi 2YDA (Y2 £Y2 A Ve > Y1)
/
rJ rJ {
&H—® ® i 3/ ’7(?)
/ /

max

(Ya =YDA Ve =¥2)

(Va1 > V) A (Y2 < Y2 A Yoo > 1)

y
r&\ rxr\
A\ A\
o ®§

\
max max max
(Yt £2AYa £y AN Yo £ Y1)
% % \ﬁ
oW \ﬁ ® CRN, CRN
\ N

Abbildung D.1.: Mogliche Falle der Randzellen bei der Tabellierung der Reaktionsge-
schwindigkeiten. Schwarze Linien: Tabellierungsgitter, blaue Linie: mazimaler Mas-
senbruch der abhdngigen Spezies y, rote Punkte: tabellierte Werte, blaue Kreise: zur
Interpolation verwendete Punkte.
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