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Einleitung

Kopulafunktionen oder Kopulae (Plural von Kopula) wurden 1959 von Abe Sklar ([SK59])
eingefiihrt. Die Kopula ist im zweidimensionalen Fall eine bivariate Verteilungsfunktion
auf dem Einheitsquadrat mit gleichverteilten Randverteilungen. Zu jeder bivariaten Ver-
teilungsfunktion H existiert eine (nicht notwendigerweise eindeutig bestimmte) Kopula
C, so dass gilt:
H(I,y):C(F(I),G(y)), z,y €R

Dabei sind die Randverteilungsfunktionen F und G durch F(z) := H(x,00) bzw.
G(y) == H(oo,y) gegeben.

Seit Ende der neunziger Jahre werden Kopulae zur stochastischen Modellierung von
Abhéngigkeiten in Modellen der Finanz- und Versicherungswissenschaft eingesetzt. Auf-
schlussreich dariiber berichten die Arbeiten [EM99], [BOU00] und [EM03]. Die Model-
lierung von abhangigen Kreditrisiken, bei denen die Normalverteilungs-Annahme nicht
gerechtfertigt ist, wird in [LI0O0] und [FRO1] vorgestellt.

Dem Bereich der Geowissenschaften ist folgendes stochastisches Modell mit Kopulae
zuzuordnen. Fiir die Niederschlagsmenge, die bei einem Sturm fillt, beschreiben die Au-
toren von [DS03] ein auf Kopulafunktionen basierendes stochastisches Modell. Dabei
ist die Niederschlagsmenge das Produkt der abhéingigen Zufallselemente Niederschlags-
intensitdt und Sturmdauer. Eine Anwendung von Kopulafunktionen in der Hydrologie
findet sich in [FA04].

Kopulae werden auch Abhdingigkeits-Funktionen genannt (z.B. in [DET79]), da sie un-
abhéngig von den Randverteilungen die Abhangigkeit zwischen den Komponenten voll-
stindig beschreiben. Ein multivariates Modell mit Kopulae erfiillt die Forderungen des
folgenden Zitats:

My view of multivariate modelling, ..., is that models should try to capture
important characteristics, such as the appropriate density shapes for the
univariate margins and the appropriate dependence structure, and otherwise
be as simple as possible. The parameters of the model should be in a form
most suitable for easy interpretation (e.g., a parameter is interpreted as either
a dependence parameter or a univariate parameter but not some mixture);

([JOE97], S.16).
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Die Zerlegung eines multivariaten stochastischen Modells in Randverteilungen und Ko-
pula ermoglicht eine Modellwahl in zwei Schritten: Zuerst werden die Randverteilungen
gewéhlt, welche anschliefend durch die Wahl einer Kopula zusammengefiigt werden.
Der Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, dass die Wahl der Randverteilungen
und der Kopula véllig unabhingig voneinander erfolgt. Im zweidimensionalen Fall sind
die iiblichen Kopulafamilien einparametrisch ([JOE97], S.139ff). Dadurch ist die einfa-
che Interpretation des Parameters als Abhdingigkeits- Parameter moglich. Zweiparametri-
sche Kopulafamilien werden benutzt, um mehrere Abhingigkeits- Typen zu modellieren
([JOE9T], S.19ff).

Allgemeine Schitzmethoden fiir Kopulae finden sich in [GE95], [JOE97], S.299fF; [BOU00]
S.20ff; [DUR00] und [FE02], S.16ff. Ein auf [GE93] basierendes grafisches Verfahren zur
Bestimmung der Anpassungsgiite einer archimedischen Kopula wird in [FR97] disku-
tiert. Mit der Median-Regression und einem speziellen QQ-Plot stellen die Autoren von
[KLU99] weitere grafische Verfahren zur Beurteilung der Anpassungsgiite vor. Eine gute
Ubersicht dieser Methoden sowie Anwendungen bei Versicherungsdaten sind in [DEMO1],
S.35Mf, zu finden. Ferner ist der in [VEO1] durchgefiihrte Vergleich zwischen kumulier-
ter Tau-Funktion und einer entsprechenden empirischen Version ein weiteres grafisches
Kriterium zur Bestimmung der Anpassungsgiite. In [CA94] wird ein Anpassungstest fiir
einparametrische Kopulafamilien entwickelt, welcher einen funktionalen Zusammenhang
zwischen Kendalls Tau und Spearmans Rho ausnutzt. Ein Test auf Extremwert-Kopula
ist in [GH98] beschrieben. Zwei Versionen des Chi- Quadrat-Tests werden in [OLCO03] be-
nutzt, um bei einem bivariaten Datensatz von Versicherungsdaten die Giite der Anpas-
sung einer Kopula zu beurteilen. Um eine unbekannte Kopula auf die Hypothese Gaufs-
Kopula zu testen, schlagen die Autoren von [MS03] eine Bootstrap-Prozedur vor. Diese
Prozedur wird dann bei der Untersuchung von abhéngigen Finanzdaten verwendet. In
der kiirzlich erschienenen Arbeit [FE03] werden zwei verteilungsfreie Anpassungstests fiir
Kopulae vorgestellt. Einer dieser Anpassungstests basiert auf dem L2-Abstand zwischen
einem Kernschditzer und einem parametrischen Schdtzer fiir die Dichte der unbekannten
Kopula. Der zweite Anpassungstest ist ein Chi-Quadrat-Test, welcher die beiden bereits
genannten Schitzmethoden fiir die Dichte der Kopula miteinander vergleicht. Beide Test-
methoden finden wir erneut in [CHENO3] beschrieben. Dort werden sie auf Daten ange-
wendet, die unter einer mehrdimensionalen Wahrscheinlichkeits-Integraltransformation
aus den urspriinglichen Daten hervorgehen.

In dieser Arbeit gehen wir von folgender Situation und Fragestellung aus: Es seien
(X1,Y1),...,(Xn,Y,) unabhingige und identisch verteilte bivariate Zufallsvektoren mit
unbekannter gemeinsamer Verteilungsfunktion H und unbekannter Kopula C. Weiter
sei C := {C(-,9) : ¥ € O} eine einparametrische Kopulafamilie mit Parameterbereich
© C R. Zu testen ist die (Null-)Hypothese

Hoi cecC

)



Einleitung 3

gegen die Alternative

H]Z C%C

Diese Testsituation wird im Folgenden als Anpassungstest-Problem fiir (die Kopulafami-
lie) C bezeichnet.

Zur Entwicklung eines Tests der Hypothese Hy gegen die Alternative H, liegt es nahe,
die unbekannte Kopula C' auf zweierlei Weisen zu schitzen, und zwar zum einen mit Hilfe
eines geeignet zu definierenden nichtparametrischen Schitzers C,, (der sog. empirischen
Kopula, siehe Abschnitt 1.2.1), zum anderen durch einen passenden Vertreter C’(-,z@n)
aus der hypothetischen Kopulafamilie C. Hierbei ist 9, eine auf (X1,Y7),...,(X,,Y,) ba-
sierende Stichprobenfunktion mit Werten in ©, welche gewisse Voraussetzungen erfiillen
soll (siehe Abschnitt 1.2.2.1). Ein spezieller Schiitzer ,,, den wir iiber einen funktionalen
Zusammenhang aus der empirischen Version von Kendalls Tau gewinnen, erfiillt diese
Voraussetzungen (siehe Abschnitt 1.2.2.2); er wird im Folgenden ausschlieBlich benutzt.
Aus beiden Schétzern fiir die Kopula wird mit Hilfe eines geeigneten Abstandsmafies §
eine Teststatistik .
T, =0(Cy, C(-,9n))

konstruiert. Ubliche AbstandsmafBe zwischen nichtparametrischer und parametrischer
Schétzung der Kopula sind das Kolmogorov-Smirnov-Abstandsmafy

§(Cpy C(+,90)) = vV sup  |Cn(u,v) — C(u,v,9,)]

0<u,v<1

bzw. das Cramér-von Mises-Abstandsmaf}
. 1l T
5(Cos C (-, 00)) = n// [Cau,0) = Clav,0,)] d(uv). (0.1)
0Jo
Diese Abstandsmafle werden vom geschdtzten empirischen Kopula-Prozess
Vb, = /0 [C’n - C(.,&n)]

abgeleitet. Dieser Prozess ist marginal-verteilungsfrei (siehe Bemerkung 2.4), d.h. bei der
Untersuchung von \/nd,, konnen wir 0.B.d.A. (0, 1)-gleichverteilte Randverteilungen fiir
die zu Grunde liegenden Zufallsvektoren annehmen. Damit tibertrigt sich das Prinzip
der Unabhéangigkeit von Randverteilungen und Kopula auf die Test-Situation, und man
erhiilt einen von den Randverteilungen unabhéngigen Anpassungstest fiir die Kopulafa-
milie C. In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf eine Teststatistik nach (0.1).

Die Hypothese Hy wird abgelehnt, falls 7;, einen kritischen Wert ¢ iiberschreitet. Dieser
Wert hiéngt vom Stichprobenumfang n und einem Signifikanzniveau « (z.B. o = 0.05)
ab und wird deshalb mit ¢, , bezeichnet. In Satz 2.8 bestimmen wir die Grenzverteilung
von T,, unter Hy. Die Konsistenz einer Testfolge ¢, = 1{T), > ¢, 0} wird in Satz 2.12
nachgewiesen. Eine Fortfiihrung dieser Untersuchung hinsichtlich der Grenzverteilung
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der Teststatistik unter Alternativen schliefit sich in Abschnitt 2.5 an.

Die Teststatistik 7, ist nicht Kopula-verteilungsfrei unter Hy, d.h. ihre asymptotische
Verteilung hingt vom zu Grunde liegenden unbekannten Kopulaparameter ab. Deshalb
schétzen wir ¢, o aus den Daten durch parametrischen Bootstrap und bezeichnen den
Schitzwert mit ¢, ,. Die zugehdrige Bootstrap-Testfolge ¢y, = 1{T;, > ¢}, ,} besitzt asym-
ptotisch das vorgegebene Niveau « und ist konsistent (siche Abschnitt 2.6.1).

In einer Simulationsstudie in Abschnitt 3.6 iiberpriifen wir, wie gut der Bootstrap-Test
¢ ein vorgegebenes Niveau o einhélt. Eine empirische Giitestudie untersucht das Ver-
halten von ¢} unter Alternativen. Abschnitt 3.7 schliefit die Untersuchungen mit einer
Approximation der Giite ab.



1. Kopulafunktionen

Wir kldren zunéchst Definition, Bedeutung und Eigenschaften einer Kopulafunktion. An-
schlieend werden exemplarisch einige wichtige Kopulafamilien vorgestellt. In einem sta-
tistischen Teil fithren wir die empirische Kopula, welche ein nichtparametrischer Schitzer
fiir die (unbekannte) Kopula ist, ein und betrachten Schitzmethoden fiir Kopulae in ei-
nem parametrischen Modell. Umfassende Einfiihrungen in Theorie und Anwendung der
Kopulafunktionen bilden [NEL98], [LIN00], [JOE97]| und [DKO1].

1.1. Einfiihrung der Kopulafunktion

Im Folgenden bezeichne I := [0, 1] das Einheitsintervall.

Definition 1.1 (Kopula)
Eine Kopula(-funktion) ist eine Funktion C' : I? — I mit folgenden Eigenschaften
([NEL9S], S.8):

1. Fiir alle u,v € I gilt
C(u,0) =0=C(0,v)

und

C(u,1) =u, C(1,v) = v.
2. Fiir alle uy, ug, v1,v9 € I mit u; < uy und vy < vy gilt

C(ug, v3) — C(ug,v1) — C(uy, vg) + C(ug,v1) > 0.

Aufgrund der obigen Eigenschaften ist eine Kopula eine bivariate Verteilungsfunktion auf
dem Einheitsquadrat mit gleichverteilten Randverteilungen. Der folgende Satz, welcher
nach [SK59], S.230, zitiert ist, zeigt die Bedeutung der Kopula auf. Dieser Satz wird
iiblicherweise als Sklar’s Theorem bezeichnet.

Satz 1.2 (Sklar’s Theorem)
Es sei (X, Y) ein bivariater Zufallsvektor mit gemeinsamer Verteilungsfunktion H : R? —
I . Die Zufallsvariablen X und Y besitzen die Verteilungsfunktion F'(z) := H(z,00), © €

ot
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R, bzw. G(y) := H(0o,y), y € R . In dieser Situation existiert eine Kopula C, so dass
gilt:
H(z,y) =C(F(z),G(y)), =zy€eR (1.1)

(INEL98], S.21). Sind F und G stetig, dann ist die Kopula C in (1.1) durch die Beziehung
C(u,v) = H(F ' (u),G™'(v)), 0<u,v<l, (1.2)

eindeutig bestimmt. Dabei ist die durch F~!(p) := inf{z € R : F(z) > p} definierte
Funktion F~': (0,1) — R die Quantilfunktion von F. Analog definiert man die zu G
korrespondierende Quantilfunktion G~1.

Sind in der Situation von Satz 1.2 die Verteilungsfunktionen F und G stetig, so verwen-
den wir die Sprechweise ,,(X, Y') besitzt die Kopula C* oder ,es sei (X,Y) mit Kopula C
gegeben“. Die Beziehung (1.1) erklirt den Namen Kopula (lat. Band): Eine Kopula ver-
bindet die Randverteilungsfunktionen F' und G zur gemeinsamen Verteilungsfunktion H.

Im Folgenden formulieren wir eine Kopula-Version der Fréchet-Hoeffding-Schranken fiir
Verteilungsfunktionen (siche [DKO01], S.68ff und [JOE97], S.58). Die durch

C™(u,v) := max(u+v — 1,0), (u,v) € I?,

und
C*(u,v) :== min(u, v), (u,v) € I?,

definierten Funktionen C* : [2 — I und C~ : I? — [ sind Kopulafunktionen ([NEL9S],
S.12). Fiir jede Kopula C' gelten die Ungleichungen

C (u,v) < C(u,v) < CT(u,v), (u,v) € T*.

Deshalb bezeichnen wir C~ als untere Fréchet-Kopula und C* als obere Fréchet-Kopula.

Durch die Festsetzung C*(u,v) := uv ist die sogenannte Produktkopula C* : I* — I
definiert. Sind X und Y Zufallsvariablen mit stetigen Verteilungsfunktionen, und besitzt

(X,Y) die Kopula C, so sind X und Y genau dann stochastisch unabhiingig, wenn
C = C* gilt ([NEL9S], S.21).

Bemerkung 1.3 (Invarianz)

Es seien f und ¢ streng monoton wachsende reellwertige Funktionen auf dem Wertebe-
reich von X bzw. Y. Ferner sei (X,Y’) ein bivariater Zufallsvektor mit Kopula C'. Dann
besitzt (f(X), g(Y)) die Kopula C' ([NEL98]|, S.22 oder [LIN00], S.6). Die Voraussetzung
der strengen Monotonie von f und g kann abgeschwicht werden, indem man f und g
als fast sicher streng monoton wachsend voraussetzt ([SW81], S.881).
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In den Beispielen 1.4 bis 1.6 stellen wir einige einparametrische Kopulafamilien vor.
Dabei bezeichnen wir eine Funktionenfamilie

C:I’x0 =1 (1.3)

als einparametrische Kopulafamilie, wenn C(-,9) : I* — I fiir jedes ¥ € © C R die in
Definition 1.1 formulierten Eigenschaften einer Kopula besitzt.

Beispiel 1.4 (Gaufl-Kopula)

Es seien X und Y standard-normalverteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion
® und (X,Y) bivariat normalverteilt mit (Pearson-)Korrelation ¥ = Cov(X,Y) und
Verteilungsfunktion ®4. Aus (1.2) mit H = &3 und F~! = G7! = &~ ! erhalten wir fiir
9 € (—1,1) die Gaup-Kopula Cy(-,9) , welche somit fiir 0 < u,v < 1 durch

On(u,v,0) = &5(27'(u), @' (v)) (1.4)

‘(“) ~le) 1 s — 205t + 2
/ / 192)1/2‘*"p<‘ 21— 07) )dtds

gegeben ist ([DKO1], S.71 bzw. [JOE97], S.140f). Der Index N soll an Normalverteilung
erinnern. Man beachte, dass die Produktkopula C* als Spezialfall fiir ¥ = 0 enthalten
ist. Fiir 9 = —1 und ¢ = 1 ergéinzt man die Familie der Gau-Kopulae durch die untere
bzw. obere Fréchet-Kopula, d.h. man setzt Cy (-, —1) := C~ und Cx(-,1) := C™.

1.1.1. Archimedische Kopula

Ist
o: I —[0,00] (1.5)

eine stetige, konvexe, streng monoton fallende Funktion mit der Eigenschaft ¢(1) = 0,
so ist die Pseudo-Inverse von ¢ die durch

w[*l](f) = { (1‘971(7%)7 0 S t

definierte Funktion ¢/~ : [0, 0c] — I. Die durch

Cu,0) = (o) + () (1.6)

definierte Funktion C': I? — I ist dann eine Kopula ([NEL98], S.91 bzw. [DKO01], S.84);
sie wird als archimedische Kopula bezeichnet. Die Funktion ¢ heifit Generator von C.
Die Kopula C heifit strikt, falls ¢(0) = oo gilt. Dann ist "1 = ¢!, und (1.6) wird zu

C(u,v) = ¢~ ((u) + ¢ (v)).

Besitzt eine Kopula C' den Generator ¢, so nennen wir C' von ¢ erzeugt und schrei-
ben auch C = C,. Ist der Generator ¢ aus einer einparametrischen Familie {¢(-,?) :
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¥ =1 9 =-2/3 ¥ =—1/3

u+v—1 (u?/® + 0?3 —1)3/2 (ul/3 4 0l/3 —1)3

0

Abbildung 1.1.: Funktionsvorschrift von Ce(u, v, 9) fiir 9 = —1,-2/3, —=1/3 und (u,v) €
2.

¥ € © C R}, so schreiben wir ¢ = ¢(-,9) fiir den einparametrischen Generator sowie
C(,9) = Cy(. 9 fiir die erzeugte einparametrische Kopula C(-,9): I1? — I.

Im Folgenden werden einige Familien von archimedischen Kopulae vorgestellt. Bei den
Definitionen der Funktionsvorschrift einer Kopula gelten die iiblichen Konventionen
1/0 = o0, 1/oc = 0, 00’ := oo fiir ¥ > 0, log0 := —oc und exp(—o0) := 0. Au-
Berdem sei C(-, 00) der Grenzwert von C'(-,9) fiir ¥ — oo bei gleichmifiger Konvergenz,
d.h es gilt

lim sup |C(u,v,9) —C(u,v,00)| = 0.

0 yvel

Ferner sei stets (u,v) € I2.

Beispiel 1.5 (Clayton-Kopula)
Die Clayton- oder Pareto-Kopula C¢(-,9) wird aus einer bivariaten Pareto-Verteilung
abgeleitet ([NEL98|, S.29). Sie ist fiir ¥ > —1 und 9 # 0 durch

Co(u,v,9) := max((u™ + v~ = 1)74? 0) (1.7)

und fiir ¥ = 0 durch
Ce(u,v,0) = uv

gegeben. Eine Fallunterscheidung der rechten Seite von (1.7) nach 9 ergibt die Darstel-
lung

(w™ +o? = 1)~/ 9 >0,
uv 9=0
Co(u,v,9) = 09 \=1/9 —9\-1/ ’
{(u +o?—=1)"Y > (1 —u?)TY 1< <0
0, sonst,

Der zugehérige Generator ist pc(t,9) = (77 — 1)/9, 9 # 0, bzw. pc(t,0) = —logt fiir
€ [0, 1]. Fiir die Clayton-Kopula gilt C¢:(+, —1) = C~, C¢(+,0) = C*+ und Cy(-,00) =
C™ (INEL98], S.94).
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Beispiel 1.6 (Frank-Kopula)
Die Frank-Kopula Cp(+,9) ist fiir 9 # 0 durch

Cr(u, v, 0) = —%log (1 PR e 1)) (1.8)

e —1

und fiir ¥ = 0 durch Cr(u, v, 0) := uv gegeben. Der zugehorige Generator ist
eV _1q
or(t,¥) = —log <

- t 1
8,1,71), e 0,1,

fiir ¥ # 0 und ¢ (t,0) = —logt fiir ¥ = 0. Ferner gilt: Cp(:, —oc) = C~, Cp(-,0) = C*
und Cp(-,00) = C* (I[NEL98], S.94). Eine Kopula C' heifit strahlen-symmetrisch, falls
sie die Funktionalgleichung

Clu,v)=u+v—-1+C(l—u,1—-0)

fiir jedes (u,v) € I? erfiillt ((NEL9S], S.33). Die Frank-Kopula ist die einzige archimedi-
sche Kopula, die strahlen-symmetrisch ist ([FR79], S.216).

Beispiel 1.7 (Gumbel-Kopula)
Die Gumbel(-Hougaard)-Kopula C¢(-,9) ist fiir ¢ > 1 durch

Ca(u,v,9) :=exp (— [(—logu)” + (—logv)"] 1/19> (1.9)

definiert. Sie besitzt den Generator ¢q(t,9) = (—logt)? fiir t € [0,1]. Weiter gilt
Cg(-,1) = C* und Cg(-,00) = C* ([NEL98], S.94). Die Gumbel-Kopula ist eine Eztrem-
wert-Kopula ([JOE97], S.142 und S.140), da sie die Gleichung C'(u*,v*) = C*(u,v) fiir
alle (u,v) € I? und s > 0 erfiillt. Sie ist die einzige archimedische Kopula, die zugleich
eine Extremwert-Kopula ist ([DKO01], S.96).

In [NEL98], S.94ff werden weitere einparametrische Familien von archimedischen Kopu-
lae aufgefiihrt.

1.2. Schdtzmethoden fiir Kopulafunktionen

Zunichst betrachten wir in Abschnitt 1.2.1 die empirische Kopula als einen nichtparame-
trischen Schiitzer fiir die unbekannte Kopula. In Abschnitt 1.2.2 stellen wir parametrische
Schétzer fiir die unbekannte Kopula vor. Allen Schétzmethoden liegt folgende Annahme
zu Grunde.

Annahme 1.8 (Folge bivariater Zufallsvektoren)

Es sei (X;,Yi);>1 eine Folge von stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten biva-
riaten Zufallsvektoren auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P) mit stetigen Vertei-
lungsfunktionen



10 Kapitel 1. Kopulafunktionen

und gemeinsamer Verteilungsfunktion
H(l‘,y) = P(‘Ylg‘r)yylgy)a InyR,
sowie Kopula C.

Bemerkung 1.9
Als Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) in Annahme 1.8 wihlen wir folgendes kanonische
Modell: Es sei mit

Q((ioo7lv] X (700,2/]) = H(,I], y)7 T,y € Ra
eine Folge von Wahrscheinlichkeitsrdumen
(%, A P))is1 = (R, B%,Q))i>1

gegeben. Ferner sei

(QAP) = QAL P) = QR B,Q)
i=1 i=1

der Produkt-Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist die Folge von Zufallsvektoren

(X,) {(Q,A) - (R,BY)

(a5, yi)izl (2, 9)
stochastisch unabhéngig bzgl. des ProduktmaBes P = @;°, P;, und die Zufallsvektoren
(X;,Y;), i > 1, besitzen dieselbe Verteilung Q. Fiir die (eindeutig bestimmte) Kopula C
von (X1,Y;) gilt dann

C(u,v) = Q((—o0, F~ ()] x (=00, G'(v)]), (u,v) € I*.

iz

Unser Ziel ist es, Schitzmethoden zu finden, die unabhéingig von den Randverteilungs-
funktionen F' und G, sprich marginal-verteilungsfrei, sind. Dazu fithren wir mit der sog.
Wahrscheinlichkeits-Integraltransformation die neuen Zufallsvariablen

Ve G } i>1, (1.10)
ein. Da F und G als stetig vorausgesetzt sind, gilt U; ~ V; ~ U(0,1) fir ¢ > 1 und
(U, Vi) ~ C, d.h.

C(u,v) = P(U; <u,V; <w), (u,v) € I?, (1.11)

fir i > 1.

Eine auf Kernschdtzern basierende nichtparametrische Schitzmethode fiir Kopulae und
deren Ableitungen wird in [FS03] vorgestellt. Die im folgenden Abschnitt eingefiihrte
empirische Kopula ist ein weiterer wichtiger nichtparametrischer Schétzer fiir die unbe-
kannte Kopula.
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1.2.1. Empirische Kopula

In [DET9], [NEL98] und [GS87] gibt es unterschiedliche Zugénge zur empirischen Ko-
pula. Zundchst betrachten wir den Zugang aus [DE79] und benutzen die Bezeichnung
Deheuvels-Kopula gemi [DUR00]. Aus [GS87] gewinnen wir dann die Definition der
empirischen Kopula.

Fiir jedes n € N seien

n

1
F,(x) ::EZI{‘\} <z}, z €R,

i=1

n

1
Ga(y) ::Ezl{yigy}z yER,

i=1
und
1 n
Hp(z,y) == > H{Xi<uzYi <y} Y ER,
(#,9) 1=~ ; {(Xi<zYi<y}, =y
die empirischen Verteilungsfunktionenvon Xy, ..., X, bzw. Y1,..., Y, baw. (X1, Y7),...,
(Xy, Vo).

Definition 1.10
Jede Kopula D,, mit der Eigenschaft

Hy(z,y) = Dn(Fo(x),Gu(y)), z,y € R, (1.12)

heit eine Version der Deheuvels-Kopula ([DET9], S.276). Die Familie D,, aller Kopulae,
welche (1.12) erfiillen, heifit Deheuvels-Kopula, kurz

Dy, :={D, : D, ist Kopula und erfiillt (1.12)}.

In den beiden folgenden Siétzen werden wir wichtige Eigenschaften einer Version der
Deheuvels-Kopula kennen lernen. Zuvor fithren wir die Begriffe Ordnungs- und Rang-
Statistiken ein.

Definition 1.11

Durch Sortieren von Xi, ..., X, nach aufsteigender Gréfie erhélt man die mit {X;,},
bezeichneten sog. Ordnungsstatistiken von Xi, ..., X,. Aufgrund der vorausgesetzten
Stetigkeit der Verteilungsfunktion von X gilt

Xin<Xop<...< Xy, P— fs.
Dies bedeutet, dass die Rangstatistiken {R;Yn 7, fast sicher durch die Beziehungen

‘\i:)&Rx ns i:17...7n7

in’
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oder gleichbedeutend durch
an =n-F,(X;), i=1,...,n,

festgelegt sind. Analog werden die Ordnungsstatistiken {1;,}}, und die Rangstatistiken
{R,}ry von V1, ..., Y, definiert.

Satz 1.12
Jede Version D,, der Deheuvels-Kopula ist auf dem Gitter L,, := {(i/n,j/n) : i,j €
{0,1,2,...,n}} durch die Beziehung

n

AN P
Do (<L) ==S"1{Rr)S, <i,R), <, 1.13
(77) = o, <im, <) (113)

eindeutig bestimmt ([DE79], S.276).

Gleichung (1.13) ist die Definition der empirischen Kopula nach [NEL98], S.176. Zu-
sammen mit den Vorschldgen zur Approximation einer Kopula nach [LI97] kénnen wir
damit einen nichtparametrischen Schétzer fiir die Kopula bilden.

Satz 1.13

Die empirische Verteilungsfunktion H,, ist eindeutig bestimmt durch die empirischen
Verteilungsfunktionen F, und G,, sowie die Werte einer Version der Deheuvels-Kopula
D,, auf dem Gitter L, ([DE81], S.33).

Wegen der Eindeutigkeit jeder Version der Deheuvels-Kopula auf dem Gitter L, (vgl.
Satz 1.12) und Satz 1.13 kénnen wir oft eine Version der Deheuvels-Kopula D,, mit ihrer
Familie D,, identifizieren und bezeichnen dann kurz D,, als Deheuvels-Kopula.

Zur Definition der empirischen Kopula nach [GS87], S.50, ergiinzen wir die Definition
der Quantilfunktion von F,, um die Randpunkte von (0, 1) wie folgt: £, '(1) := X,,,, und

F71(0) := —o0 . Die Definition der Quantilfunktion G;* von G, wird analog ergénzt.

Definition 1.14
Die empirische Kopula C,, ist durch

Cul(u,v) = Hy(F*(u),G'(v)) (1.14)
1 n
= S UN SR WY <G0)N woel,  (119)
i=1
definiert.
Wegen

n

Culu,1) = -3 X < Ft ()} = (7 ) =

i=1

S|
v
S
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fir u € ((k—1)/n,k/n], k = 1,...,n, ist C, keine Version der Deheuvels-Kopula.
Jedoch erfiillt C;, die Beziehung (1.13) und bestimmt deshalb zusammen mit F,, und G,
die empirische Verteilungsfunktion H, eindeutig (vgl. Satz 1.13). In [GS87], S.51, finden
wir eine Beweisskizze fiir die folgende asymptotische Aussage:

lim sup [Cy(u,v)—C(u,v)]=0  P— fs. (1.16)

n—=00 0<y,w<1l

Diese Grenzwertaussage zeigt, dass C,, ein konsistenter nichtparametrischer Schitzer
fiir C ist, was nachtréglich die Bezeichnung empirische Kopula fiir C), rechtfertigt. Der
ausfiihrliche Beweis von (1.16) wird in Anhang B.4 erbracht. Ferner ist mit (B.16) eine
Konvergenzgeschwindigkeit angegeben.

Im Folgenden weisen wir nach, dass die empirische Kopula unabhingig von den Rand-
verteilungsfunktionen F und G ist (siche auch [GS87], S.51). Mit (1.15) und den Zu-

fallsvariablen
Ui = F(X) i=1 n
‘/fl:G(}fz) ) IR RS

nach (1.10) ergibt sich

Ch(u,v)

%Z H{F(X;) < F(F ' (u),G(Y;) < GG, (v)}

YU S PR ).V £ GG ) (1.17)

wobei das erste Gleichheitszeichen mit Wahrscheinlichkeit eins gilt. Es sei

- 1
Fo(u) = — H{U; < u}, 1, 1.18
W= S iti<u), e (118)
die empirische Verteilungsfunktion von Uy, ..., U,. Fir F, erhalten wir die mit Wahr-

scheinlichkeit eins giiltige Aussage

Falw) = Y UF(Y) < u)

IS < )

F(F~(u)).

Daraus folgt fiir die Quantilfunktion ;' von F, die Darstellung

E'=FoF. (1.19)
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Fiir die durch

N 1 <
Golv) == " 1{V; < v}, el 1.20
W= s (1.20)
definierte empirische Verteilungsfunktion von Vi, ..., V,,, erhalten wir die analoge Aus-

sage

Gil=GoGy. (1.21)
Mit der empirischen Verteilungsfunktion

~ 1 n
H,(u,v) = - Z HU; <, V; <w}, (u,v) € I?, (1.22)

i=1

von (U1, V1),..., (Un, Vy,) folgt aus (1.17) fiir die empirische Kopula

Coa(u, v) Ui < F7l(u), Vi < Gpl(v)}

I

5|
g
=

= Ho(F7\(w),Go\(v)). (1.23)

Dabei gilt das erste Gleichheitszeichen wegen (1.19) und (1.21). Fiir alle wahrschein-
lichkeitstheoretischen Aussagen benutzen wir im Folgenden die Darstellung (1.23) der
empirischen Kopula.

AbschlieBend werden in diesem Abschnitt eine Invarianzeigenschaft bzw. eine alternative
Darstellung der empirischen Kopula betrachtet. Es seien f und g reellwertige monoton
nichtfallende Funktionen mit

P(X; € W(f)) = 1und P(Y, € W(g)) = 1. (1.24)

Dabei bezeichnet W(f) := {z e R: f(z+¢)— f(z —e) > 0 Ve > 0} die Menge der
Wachstumspunkte von f. Anstatt in (1.10) die Wahrscheinlichkeits-Integraltranformation
durchzufiihren, ergibt eine Transformation von X; und Y;, i = 1,...,n, mit f bzw. ¢
dieselbe Darstellung (1.23) fiir die empirische Kopula. Dieses Ergebnis steht im Ein-
klang mit der Invarianzeigenschaft aus Bemerkung 1.3. Aus (1.15) folgt ferner fiir C,,
die Darstellung

C7L(u7 U) = %Z 1{nFn(4Yi) < nu,nG"(Yi) < nv}

i=1

in —

1o .
. Z R, <nu, R}, <nv}.
i—1

Dabei sind {an 2, und {R}:"}?:l die Rangstatistiken von Xi,..., X, bzw. Y3,... Y.
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1.2.2. Parametrische Schiatzmethoden

In einem parametrischen Modell sei die Kopula C' aus Annahme 1.8 Element einer ein-
parametrischen Kopulafamilie {C'(-,d) : ¥ € ©} mit Parameterbereich © C R (vgl.
mit (1.3)). Fiir die zur Kopulafamilie gehorende Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
{Py: U € O} gilt gemif (1.11)

Py(Uy <u, Vi <w) = C(u,v,9), (u,v) € I*.

Der Kopulaparameter ¥ sei von den Randverteilungsfunktionen F' und G unabhéngig,
weshalb er wie in [JOE97|, 1.7, als Abhingigkeits-Parameter bezeichnet werden kann.
Weiter sei

U0 [R}]" — 0 (1.25)

eine (messbare) Schitzfunktion, kurz: Schitzer, fiir .

In diesem Absatz weisen wir kurz auf verschiedene Maximum-Likelihood-Methoden
(kurz: ML-Methoden) zum Schétzen eines Kopulaparameters hin. Werden fiir die Rand-
verteilungen parametrische Verteilungsfamilien gew#hlt, so konnen die Parameter fiir
die Randverteilungen und der Kopulaparameter ¥ durch Maximierung einer geeigne-
ten Log-Likelihood-Funktion getrennt (sog. IFM-Methode, inference functions for marg-
ins) oder zusammen (sog. EML-Methode, exact maximum likelihood) geschétzt werden
([JOE97], 10.1; Anwendungsbeispiel in [KLU99]). Bei der CML-Methode (canonical ma-
ximum likelihood) werden die Randverteilungsfunktionen F' bzw. G' durch die empiri-
schen Verteilungsfunktionen F,, bzw. G, geschétzt. Danach wird der Kopulaparameter
¥ durch einen ML-Schiitzer J,, = 0, ((F,(X1), Go(Y1)), -, (Fu(Xp), Gn(Y))) geschiitzt
([BOU00], 3.3.1). Die MCML-Methode (modified cml) benutzt ein semiparametrisches
Modell fiir die Randverteilungen. Der ,, Tail-Bereich“ wird durch eine Verallgemeinerte
Paretoverteilung angepasst und der , Verteilungsbauch“ durch die empirische Vertei-
lungsfunktion geschitzt. Bis auf die CML-Methode sind die aufgefiihrten ML-Methoden
nicht marginal-verteilungsfrei, d.h. sie geniigen nicht der nachfolgenden Bedingung (A1).

Fiir die Familie der archimedischen Kopulae wird in [GE93] eine spezielle Schitzme-
thode vorgestellt, welche auf der eindimensionalen empirischen Verteilungsfunktion von
C(U,V1),...,C(Uy, Vy) basiert (siehe auch [DKO1], S.92f). Ferner wird in [SU96] ge-
zeigt, dass die Diagonal-Kopula D(u) := C(u,u), u € I, die zugehdrige archimedische
Kopula eindeutig bestimmt. Daraus wird eine Schitzmethode auf Grundlage der em-
pirischen Verteilungsfunktion von max(Uy, V), ..., max(U,, V,) bzw. min(Uy, V}),...,
min(U,, V;,) entwickelt. Ein Anwendungsbeispiel fiir diese Methode findet sich in [DK01],
S.91f.
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1.2.2.1. Bedingungen an den Schitzer eines Kopulaparameters

Fiir 9 suchen wir einen Schiitzer 9,, der von F und G unabhiingig, sprich marginal-
verteilungsfrei, ist. Diese Eigenschaft fordern wir in (A1). Die Forderung (A2) ist eine
sog. Regularititsvoraussetzung.

Die Schatzfolge (@n)neN soll folgende Voraussetzungen erfiillen:

(A1) Der Schitzer U, ist marginal-verteilungsfrei, d.h. es gelten fiir jedes n € N mit
Wahrscheinlichkeit eins die Beziehungen

On((X1, Y1), (X, Ya)) = 0n((UL,VA), -, (Un, Vi) (1.26)

= On((Bl R, - (Bos Ry ) (1.27)

Dabei sind {(U;,V;)}i, durch (1.10) gegeben, und {R}}", bzw.
{R},}i, sind die Rangstatistiken von Xi,..., X, bzw. Yi,...,Y,.

(A2) Fiir den Schitzfehler), — existiert unter dem parametrischen Modell C' = C(-,19)
eine Darstellung der Form

R 1 & ~
vﬁwnfﬁ%:ViEQMMJ@ﬁy+%, neN, (1.28)

wobei [(-,99) : I? — R eine Funktion mit den Eigenschaften
Eﬁl( "17[/1’19) :07 196(_)7

und
02(9) 1= Eyl?(Uy, V1,9) < oo, PASKCR (1.29)

ist. Der Restterm &, in (1.28) soll stochastisch gegen null konvergieren, d.h. es soll

b

SN RN (1.30)

m

gelten.

. . . Py . .
Dabei bezeichnen wir mit —= die stochastische Konvergenz unter Py und in der folgen-

den Bemerkung mit 29, die Verteilungskonvergenz.

Bemerkung 1.15
1. Eine Verallgemeinerung von (A1) lautet: Es seien f und g reellwertige monoton
nichtfallende Funktionen, welche die Eigenschaft (1.24) besitzen. Fiir den Schétzer
¥, soll fiir jedes n € N mit Wahrscheinlichkeit eins

19n(()(17 },1)7 R (‘Yny Yn)) = 19n((f(X1)7 9(5/1)): Tt (f()(n)7 g(Yn)))

gelten. Wihlen wir speziell fiir f und g die Funktionen f(z) := F(z), x € R, bzw.
9(y) := G(y), y € R, so erhalten wir (1.26).
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2. Aus (1.28) folgt mit dem Zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy die Asym-
ptotik

Vi, —0) 25 N(0,03(9)), 1 — o, (1.31)
falls 09(0) > 0 ist.

3. Die Konsistenz der Schatzfolge (ﬁn)neN fir ¥ € O folgt aus (1.31), d.h fiir jedes
e > 0 gilt:
Py(|0, =0 >e) — 0,  n— oo (1.32)

Im néchsten Abschnitt stellen wir einen Schétzer vor, welcher die Voraussetzungen (A1)
und (A2) erfiillt.

1.2.2.2. Schédtzmethode basierend auf Kendalls Tau

Die im Folgenden beschriebene Schétzmethode fiir den Kopulaparameter ¢ wird im Fal-
le der Clayton-Kopula in [GE95], S.547, basierend auf [OAKS82], S.420f, untersucht. Im
Falle der Frank-Kopula finden wir eine Einfiihrung dieser Methode in [GE87], S.553.

Es seien (1, y1) eine Realisierung von (X7, Y7) bzw. (22, y2) eine Realisierung von (X5, Y3).
Man bezeichnet (z1,y;) und (29,y2) als konkordant, falls 1 < xy und y; < yp oder
T1 > x9 und y; > yo gilt. Im Falle 1 < x5 und y; > yo oder ;1 > x9 und y; < yo
heilen (z1,y1) und (w2, y2) diskordant. Offenbar sind (x1,y;) und (z2,y2) konkordant
bzw. diskordant je nachdem, ob das Produkt (z; — x3)(y1 — y2) positiv oder negativ ist.

Definition 1.16
Der Koeffizient 7 ist durch

T = P((){l — )&’2)(}’1 - 1/2) > 0) — P((‘Yl — 4‘(2)(1/1 — )Tz) < 0)
definiert; er wird als Kendalls Tau bezeichnet.

Kendalls Tau gibt die Differenz der Wahrscheinlichkeiten fiir Konkordanz und Diskor-
danz an. Als Funktional der gemeinsamen Verteilung von X; und Y; erfiillt 7 die Ei-
genschaften eines Assoziationsmafes zwischen X; und Y; nach [GIB92], S.336, und die
Eigenschaften eines Konkordanzmafes nach [NEL98], S.136. Da die Randverteilungs-
funktionen F' und G als stetig vorausgesetzt sind, gilt

T= 4/0.1/0‘16'(11,1))616'(11,1}) -1 (1.33)

(INEL98], S.129). Kendalls Tau ist somit ein Funktional der Kopula und folglich un-
abhéngig von den Randverteilungen.
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Definition 1.17
Ein nichtparametrischer Schitzer 7, : [R?]" — [~1,1] fiir 7 ist durch
2
foi= sy sign[(XG - X)(Y; - Y))]
n(n—1) 1<i<j<n

definiert ([GIB92], S.340).

Der Schétzer 7,, ist marginal-verteilungsfrei, da die erste Gleichung der Gleichungskette

T ﬁ Z sign[(F(X,) — F(X;))(G(Y;) — G(Y7))]
= ﬁ Z sign[(U; — U;) (Vi = V)] (1.34)

mit Wahrscheinlichkeit eins gilt. Dabei sind {(U;, V;) }, durch (1.10) gegeben. Fiir alle
wahrscheinlichkeitstheoretischen Aussagen benutzen wir im Folgenden die Darstellung
(1.34) von 7,. Ein alternative Darstellung von 7, ist

2

Tn = wn=1) Z sign[(nFy, (X;) — nFn(X;))(nGyn(Y) — nGn(Y;))]
- LS Y sl - R - R

Dabei sind {R},}, und {R}, }i, die Rangstatistiken von X,..., X, bzw. V;,... Y,
Der Schitzer 7, ist erwartungstreu ([GIB92], S.340), und die Schétzfolge (7n)nen ist
konsistent ([GIB92], S.342). Die Varianz von 7, ist

ria 2 2 2
Vi(tn) = pr— 2(n—2)0*+1—177),
wobei
o2 =V ((U, V1)) (1.35)
mit
P(u,v) == P((u—Up)(v—V1) >0) — P((u—Uy)(v—1V7) <0) (1.36)

fiir (u,v) € I? gesetzt ist ([LEE90], S.14). Mit

P((u=U)(v=11)>0) = // W(u—ii)(v— ) > 0}dC (i, )

://dO /u/deuv

= C(u,v) — C(u,0) — C(0,v) + C(0,0)
+C(1,1) — C(1,v) — C(u, 1) + C(u,v)
= 20(u,v)+1—u—v
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und
P((u—Uy)(v—=V1) <0) =u+v—2C(u,v)

erhalten wir fiir ¢(-) in (1.36) die Darstellung
(u,v) = 4C(u,v) + 1 — 2u — 2v. (1.37)
Wegen —1 < (u,v) < 1 gilt E¢?(Uy, Vi) < 1 und damit
0<o?<1—72 (1.38)

Somit ist 02 endlich. Der sog. degenerierte Fall 0* = 0 tritt fiir 7 € {—1,1} ein. Dieser
Fall wird im Folgenden ausgeschlossen. Der folgende Satz ([LEE90], S.76) beschreibt die
Asymptotik der Schitzfolge (7,,)nen-

Satz 1.18
Fiir 02 > 0 ist der Schiitzer 7, asymptotisch normalverteilt, d.h. es gilt

Vi, —7) =5 N(0,46%),  n— . (1.39)
Da der Schitzer 7, wegen (1.34) marginal-verteilungsfrei ist, mochten wir ihn zur Kon-

struktion eines marginal-verteilungsfreien Schitzers fiir ¥ benutzen. Unter C = C/(-,9)
héngt 7 in (1.33) von ¥ ab, d.h. es gilt

1 1
T=7(0) = 4/ / C(u,v,9)dC(u,v,9) — 1.
o Jo
Ist dieser Zusammenhang
©39«—7(W)eDC(-11) (1.40)

eineindeutig, so ist die durch

D — ©
g { T = g(r)=9 (1.41)
definierte Funktion ¢ eineindeutig, und es liegt nahe, 9 durch
s g(7,), falls 7, € D,
Un = { 9o €O, falls 7, ¢ D, (1.42)

zu schiitzen. Dabei ist 1y beliebig gewahlt.

Fiir den Schiitzer 9, nach (1.42) zeigen wir abschlieBend, dass er die Voraussetzungen
(A1) und (A2) erfiillt. Dabei sei die Funktion g : D C (—=1,1) — R in (1.41) als stetig
differenzierbar vorausgesetzt, und C'(u,v,-), (u,v) € I?, sei stetig in ¥ (vgl. mit Annah-
me 2.1).
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Zu (A1): Der Schitzer O, ist marginal-verteilungsfrei, da 7,, marginal-verteilungsfrei ist
und die Funktion ¢ nur von 7, abhingt.

Zu (A2): Mit der abkiirzenden Schreibweise
Eip = (Yo—9) -vn-1{# & D}
gilt
V(O = 0) - {#n € D} +V/1(dn = 9) - 1{in ¢ D}
= Vn(g(7a) — (7)) - L{Tn € D} + 1. (1.43)

Falls 7, € D ist, erhalten wir mit einer Taylorentwicklung von ¢(-) um die Entwicklungs-
stelle 7 die Aussage

Valg(fa) = 9(r) = ¢'(T) V(= 7)
= g(1)Vn(tn —7) (1.44)
+(g'(7) = ¢ (M)Vn(fn = 7).
wobei 7, = 7 +&,(7, —7) fiir ein §, € (0,1) ist. Fiir den Term /n(7,, —7) auf der rechten
Seite von (1.44) gewinnen wir mit der durch

Vit - )

- ZE,g(%n\Ui, Vi) — (n — 1)Ey(#)

definierten Hajek-Projektion von 7, (siche [KOTZ88|, S.440) die Darstellung
\/ﬁ(%n - T) = \/ﬁ(%n - T) + \/ﬁ(i—n - 7’:n)
2 n
v ;(w(m, Viog(7)) = 7) + V/nlfn — 7).

Dabei ist die Funktion (-,

(u, v, g(7)

9(
)=
gemif (1.37) mit C' = C(-,9) gegeben. Diese Darstellung von /n(7, — 7) eingesetzt in
(1.44) ergibt zusammen mit (1.43) die Darstellung (1.28), wobei speziell

WU, VL) =g (g7 (9) - 2+ ($(U1, V1, 9) — g~ (9)) (1.45)

7)) durch
P(u,v,9) =4C(u,v,9) +1 —2u — 2v

und
En = EintEoimt 220+ 230 (1.46)

mit
éZ,l,n = \/72{9 U}(Uz;‘u ( ))77—)}(1{%"€D}71)7

52,2,71 = gI(T) ) \/E(Tn - Tn) . 1{7271 € D};
E23m = (9'(7) —g'(7)) - Vn(fu — 7) - 1{#, € D}
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sind.

Es gilt Eyl(Uy, V1,9) = 0, da Eypp(Uy, V1,9) = 7 = g7'(0) ist ([LEE90], S.11). Wegen
—1 < 4(u,v,9) <1 bzw. —1 < g~1(¥9) < 1 folgt

=2 <4(u,v,0) — g7 (V) <2
und somit aus (1.45) die Abschitzung

o2(9)

Eﬂlz(Ul W, 19)
22 [¢'(g7'(9))]” By [(UL VA, 0) — g7 (0))°
16 [¢/ (g7 (9))]* < o0 .

IN

Im Folgenden erbringen wir den Nachweis von £, = op,(1). Zunéchst betrachten wir den
Restterm &, unter der Voraussetzung D = (—1,1). Es folgt dann

Eoein = (Yo—1) VnPy(fn € {-1,1})
= (Yo =) Vn[Py(fu = —1) + Py(7, = 1)].

Aufgrund von (1.34) und (1.10) gilt die Abschitzung

Py(ta=1) = Py ( N W -Uvi—vj) > 0}>

1<i<j<n
[n/2]
< Py m {(Uzi—1 — Uyi)(Vay_1 — V) > 0}
i=1
[n/2]
= 1 P (Usics = Us) (Vais — Vi) > 0) = p"*),
=1

wobei 1
P = Pﬂ((Ul — DYQ)(‘/I — ‘YQ) > 0) = 5(7’ + 1)

nach [NEL98|, S.127, ist. Wegen —1 < 7 < 1 folgt 0 < pr < 1 und somit
0 < VnPy( = 1) < vap"* — 0 (1.47)
fiir n — oo. Analog erhalten wir die Aussage
VPy(# = —1) — 0

fiir n — oo. Dabei muss man die Wahrscheinlichkeit py durch

po = P~ Ui~ 1) <0) = 1= = 2(1-7)
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ersetzen. Insgesamt ergibt sich &, = op,(1).

Im Falle der GauB-Kopula wird der Bereich (—1,1) fiir 7 auf die Teilmenge D = (¢, d)
mit —1 < ¢ < d < 1 eingeschriinkt (siehe Abschnitt C.2.6). Fiir diese Situation miissen
wir

VnPy(7n @ D) = Vn[Py(=1 < 7 <)+ Py(d < 7 < 1)] — 0 (1.48)
fiir n — oo zeigen. Dazu sei mit
Dy ((ug,v1), (ug, v2)) = —sign[(ug — ug)(vy — v2)], (uy,v1), (uz,va) € I,
die U-Statistik 5
T = A =1) Z (Ui, Vi), (U, V)

1<i<j<n

definiert. Es gilt dann 7, = —%, sowie 7y := Ey®((Uy, Vi), (Uz, Va)) = —7. Wegen
—1<®; <1lunds:=7—c>0 gewinnen wir aus [KOTZ88|, S.442, die Abschitzung

52

~ n
Py(fin =71 2 5) S exp <**2 : bJ)
und somit
n

Py(7n <c)=Py(—7n — (—T) > T —¢) = Py(T1, — 1 > 5) < exp <78; . {§J>

sowie die Konvergenz

0 < VnPy(fn < ¢) < vnexp <—3—; : [gJ) —0 (1.49)

fir n — oo. Ferner erhélt man mit ¢t := d — 7 > 0 nach [KOTZ88], S.442, die obere
Schranke exp (—t2/2 - |n/2]) fiir Py(7, > d), und es gilt

0 < VnPy( > d) < v/mexp (é ED — 0

fiir n — oo. Der Beweis von £, = op,(1) ist somit erbracht.

Falls wie im Falle der Gumbel-Kopula D = (0,1) ist (siehe Tabelle 1.1), miissen wir
ViPy(#a € D) = n[Py(—1< 7, <0) + Py(fa =1)] — 0 (1.50)

fiir n — oo nachweisen. Mit ¢ = 0 in (1.49) und (1.47) ist (1.50) bereits gezeigt.

Fiir den Restterm £, 5, gilt

oy

st = S ()2 WUV 0() = 1)} - 7 ¢ D).
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Mit
T2 ()2 AU Vi g(r) = 71} 25 (0,4l (7))

fiir n — oo und den Uberlegungen zum Restterm &1 folgt &1, = op,(1).

Der Restterm &, auf der rechten Seite von (1.46) konvergiert stochastisch gegen null,
da nach [KOTZ88|, S.440, Ey(v/n(7, — 7))* = O(1/n) gilt und 1{7, € D} stochastisch
beschriinkt ist. Wegen der Konsistenz von (7, )nen fiir 7 gilt

fn:7+§"($"—7)ﬁ>77 n — 00.

Zusammen mit der Stetigkeit von ¢'(-) an der Stelle 7 und (1.39) ist damit gezeigt, dass
auch &3, stochastisch gegen null konvergiert. Insgesamt folgt, dass &, stochastisch ge-
gen null konvergiert. Der Schiitzer J,, nach (1.42) erfiillt also Voraussetzung (A2). Somit
gilt insbesondere die asymptotische Aussage von (1.31) mit o2 () = 4[¢'(¢7*(9))]?0?; au-

Berdem ist die Schitzfolge (9, )nen konsistent fiir ¥ € O.

Im folgenden Beispiel zeigen wir, dass fiir die Kopulafamilien aus Beispiel 1.4 bis 1.7 der
Zusammenhang (1.40) eineindeutig und die entsprechende Funktion ¢ : D C (-1,1) —
R in (1.41) stetig differenzierbar ist.

Beispiel 1.19
Zwischen Kendalls Tau und dem Kopulaparameter besteht im Falle der Clayton-Kopula
der Zusammenhang 7(9) = 9/(9 + 2) ([NEL98], S.130), und in (1.42) gilt speziell

,én = 2= Tn
17, 9()

fiir 7, < 1. Fiir 7, = 1 setzten wir formal 9, = co. Es gilt dann Ce(-, U,) = Ce (-, 00) =
C™ (siehe Beispiel 1.5). Im Falle der Frank-Kopula gilt

() =1+ 5(Di(9) - 1),

wobei Dy(z) = 1/z [ t/(exp(t) — 1)dt, = € R, die Debye-Funktion erster Ordnung
ist ([NEL9S], S.138). Der Schiitzer 0, = gp(7,) fiir —1 < 7, < 1, den wir aus der
eineindeutigen Beziechung (1.40) (sieche Abbildung 1.2) gewinnen, muss in diesem Fall
numerisch berechnet werden. Fiir 7,, = —1 bzw. 1 setzt man formal 19" = —00 bzw. oco.
Die dazugehorige parametrisch geschitzte Kopula ist dann C~ bzw. C* (siehe Beispiel
1.6). Kendalls Tau ist im Falle der Gau$-Kopula durch 7(9) = 2/7 - arcsind ([LIN00],
S.47) bestimmt. Damit gilt in (1.42) speziell

On = sin(m/2 - 7)) =: gn ().
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Im Falle der Gumbel-Kopula ist 7(9) = 1 —1/9 ([NEL98], S.131). Deshalb gilt in (1.42)

7(9)
11
0.5
\ \ \ \ \ \ %
—25 —15 -5 5 15 25
—0.5
77777777777777777 ~1.0

Abbildung 1.2.: Zusammenhang (1.40) im Falle der Frank-Kopula

| | 7€ | (=) g(r ) G
Clayton || (—1,1) /(1 T) — 2/(1—71)2
Frank (-1,1) 1( ), wobel W

h(0) =1+ 5(Di(9) — 1)
GauB (—1,1) sin (Z7) T cos (27)
Gumbel || (0,1) 1/(1—1) 1/(1—171)2

Tabelle 1.1.: Beispiele fiir die nach (1.41) definierte Funktion g

Bei der Entwicklung eines Anpassungstests fiir Kopulafunktionen im néchsten Kapitel
werden wir diese auf Kendalls Tau basierende Schitzmethode verwenden.



2. Anpassungstest

2.1. Anpassungstest-Problem

Es seien (X1,Y)), ..., (Xn,Ys), ... unabhdngige und identisch verteilte bivariate Zufalls-
vektoren mit unbekannter gemeinsamer Verteilungsfunktion H und unbekannter Kopula
C. Die Verteilungsfunktionen F' von X; bzw. GG von Y] seien stetig. Weiter sei

C:={C(-9): 0eO} (2.1)

eine einparametrische Kopulafamilie mit Parameterbereich © C R. Zu testen ist die
(Null-)Hypothese
Hy : cecC

gegen die Alternative

Hli C¢C

Unter der Hypothese H, existiert ein ¥ € O, so dass C = C(-,9) erfiillt ist. Eine
gleichwertige Formulierung des Anpassungstest-Problems ist durch die Hypothese

Hy: Wed:C = C-9)

und die Alternative
H: Y9e€0:C # C(-9)

gegeben. Bei einem Test auf Clayton-Kopula sind der Parameterbereich © = (—1,00)
und die Kopulafamilie C = {C¢(:,9) : 0 € ©} zu wihlen. Einem Test auf Gumbel-
Kopula liegen der Parameterbereich © = (1, 00) und die Kopulafamilie C = {Cg(-,9) :
Y € ©} zu Grunde.

Allgemeine Voraussetzungen fiir die Kopulafamilie (2.1) fassen wir im nichsten Ab-
schnitt zusammen. Dabei orientieren wir uns an den Eigenschaften der Kopulafamilien
aus den Beispielen 1.4 bis 1.7.

Annahme 2.1 (Kopulafamilie)

Der Parameterbereich © sei eine offene Teilmenge von R. Der Zusammenhang (1.40)
zwischen Kendalls Tau 7 und ¥ sei eineindeutig, d.h der eineindeutige funktionale Zu-
sammenhang 9 = g(7) soll gegeben sein. Die Funktion g aus (1.41) sei ferner stetig dif-
ferenzierbar auf D := ¢~!(0). Die Kopula C(-,) sei eine Funktion aus C*((0,1)* x 0),
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| Kopulafamilie | © | D=g'(9) ]
Clayton (-1, 00) (-1,1)
Frank (—00,0) (-1,1)
Gaufy (—1,1) (-1,1)
Gumbel (1,00) (0,1)

Tabelle 2.1.: Parameterbereich © der Kopulafamilie und entsprechender Bereich D fiir
Kendalls Tau

| Kopulafamilie | © | (supgeo) My ]
Clayton (—1,00) log 2
Frank (—o0, 00) 1/32
Gauf} (=1,1) | 2/m- (1 —92)75?2
Gumbel (1,00) log2 - exp(—1)

Tabelle 2.2.: Bedingung (2.2) bei verschiedenen Kopulafamilien

d.h. die partiellen Ableitungen der Ordnung < 1 von C' existieren und sind stetig auf
(0,1)? x ©. Zusétzlich soll fiir jedes ) € © eine Konstante M, y € (0, 00) mit

sup
(u,)€T?

0
%C(U,U,ﬁ)‘ S 1‘11,19 (22)

existieren. Weiter sei die einhiillende Funktion © > 9 +— M 4 stetig in ). Die Kopula sei
symmetrisch, d.h. es soll C'(u,v,9) = C(v,u, ) fiir jedes (u,v) € I? und ¥ € © gelten.
Die Eigenschaft der Symmetrie benotigen wir ausschliefilich fiir die Darstellung (2.30)
der Teststatistik.

Beispiel 2.2 (Fortsetzung von Beispiel 1.19)

Fiir die Kopulafamilien Clayton, Frank, Gaufl und Gumbel sind der Parameterbereich
© und D = ¢g71(0) in Tabelle 2.1 aufgelistet. Fiir jede dieser Kopulafamilien ist der
Zusammenhang (1.40) zwischen Kendalls Tau 7 und ¢ eineindeutig. Die entsprechende
Funktion g nach (1.41) ist stetig differenzierbar auf D (siehe Tabelle 1.1). Die partiellen
Ableitungen erster Ordnung einer (einparametrischen) Kopula C(-,-) aus einer dieser
Kopulafamilien werden in Anhang D berechnet. Bei den Kopulafamilien Clayton, Frank
und Gumbel ist M;y gemé&f

M,y = sup
(u,v)el?

a q
%C(u, v, 1))‘

definiert. In Tabelle 2.2 sind fir diese drei Kopulafamilien die Werte
Supyce Mi 9 und fiir die Gauss-Kopula ein Wert von M; 4 nach der urspriinglichen Defi-
nition (2.2) aufgelistet. Mit Maple wurden die Ergebnisse in Tabelle 2.2 numerisch oder
teilweise analytisch berechnet. Die einhiillende Funktion © 3 9 — M 4 ist stetig in o.
Ferner sind alle Kopulae symmetrisch.
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2.2. Geschatzter empirischer Kopula-Prozess

Die Teststatistik eines Anpassungstests fiir die Kopulafamilie (2.1) leiten wir vom empi-
rischen Kopula-Prozess mit geschitzten Parametern ab.

Definition 2.3 (Geschitzter empirischer Kopula-Prozess)

Es seien C), die empirische Kopula nach (1.14) und ¥, ein Schitzer fiir den Kopulapara-
meter ¢, der die Voraussetzungen aus Abschnitt 1.2.2.1 erfiillt. Der geschdtzte empirische
Kopula-Prozess ist definiert durch

Vb (u, ) =/ [Cn(u,v) - C(M,ﬂn)] . (wu) e (2.3)

Im Folgenden schreiben wir auch kurz
Vi, = Vi [Co = C (1) (2.4)

und bezeichnen /nd, als geschitzten empirischen Kopula-Prozess.

Bemerkung 2.4
1. Ein Schiitzer 9, der in (1.42) angegebenen Gestalt erfiillt gemi Abschnitt 1.2.2.2
die Voraussetzungen an den Schiitzer eines Kopulaparameters aus Abschnitt 1.2.2.1.

2. Die empirische Kopula C, ist wegen (1.23) und der Schitzer 9, wegen (1.26)
marginal-verteilungsfrei. Somit ist auch y/nd, marginal-verteilungsfrei.

Wir interessieren uns fiir das asymptotische Verhalten von /nd, unter der Hypothese
Hy. Fiir (2.4) schreiben wir

\/E(;n = \/E[Cn - C(vﬁ)} - \/’E C(a lgn) - 0(519) . (25)

Den Term

in (2.5) bezeichnet man als empirischen Kopula-Prozess (siehe [GS87], S.51) und
\/ﬁ(sB,n = \/E[O(a 79") - O(a 19)] (27)

als parametrisch geschdtzten Kopula-Prozess. Die beiden Prozesse \/ﬁzf/‘," und \/ﬁén)n
zerlegen wir jeweils in zwei Bestandteile, indem vom Prozess asymptotisch vernachléssig-
bare Terme abgespalten werden. Als Hauptbestandteil bleibt eine mit 1/y/n standardi-
sierte Summe von stochastisch unabhangigen und identisch verteilten Zufallselementen
iibrig. Mit einem entsprechenden Zentralen Grenzwertsatz kann man fiir diese Summe ei-
ne Grenzverteilung bestimmen. Die abgespaltenen Terme werden jeweils zum sogenann-
ten Restterm zusammenfasst, welcher unter einer geeigneten Norm stochastisch gegen
null konvergiert. Zur einfachen Beschreibung des Restterms benétigt man die Definition
der folgenden stochastischen Prozesse.
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Definition 2.5 (Empirischer Standard(-Quantil-)Prozess)
Es seien F,,, G,, H, die empirischen Verteilungsfunktionen nach (1.18), (1.20) bzw.

(1.22). Weiter seien ;! bzw. G;;! die Quantilfunktionen von F), baw. G,,.
Der zu {U;}®, korrespondierende empirische Standardprozess ist durch

Un(u) = \/ﬁ(ﬁn(u) - u): u €1,

und der zu {V;}/-, korrespondierende empirische Standardprozess durch

V(@) = Va(Gu(v) =v),  wel,
definiert. Weiter ist ~

T (u) = Vn(E (u) — u), uel,
der zu {U;}i-, korrespondierende Standardquantilprozess und

B(v) == V(G (v) —v), vel,

der zu {V;}, korrespondierende Standardquantilprozess. B
Der zu {(U;, Vi) }2; korrespondierende zweidimensionale empirische Standardprozess (3,
ist gegeben durch

Gulu,v) == Vi [H(u v) = C(u,v, v)] . (wo) el (2.8)

Die im folgenden Abschnitt durchgefiihrte Zerlegung von y/nd , basiert auf Uberlegun-
gen in [GS87], S.52f. Weitere Ergebnisse zur (schwachen) Konvergenz von /nd , sind
in [VA96], S.389f, und [FE02], S.6, zu finden.

2.2.1. Zerlegung von /ndan

Den empirischen Kopula-Prozess \/nd4, in (2.6) zerlegen wir mit der Darstellung von
C,, nach (1.23) wie folgt:

Vndan(u,v) = V/n[Cp(u,v) — Clu,v,9)]
Vi [ Ha(F (), G (0) = OB (), G (). 9)] (2:9)
+vn [C(F,;l(u),c”;;l(u),ﬁ) - C(u,v,ﬂ)] . (2.10)

Den Term in (2.9) schreiben wir mit 3, nach (2.8) in der Form
BulEy (w), G (v) = Bn(uv v) + Bn(ﬁ;;l(u)7 G,'(v) - rén(“a v)
1 n
- = HU. < o<yl — 2.11
gr 2 MUswVis b= Cloe ]l @10

+5A,1,n (U, ’U),
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wobei

Eain(u,v) = Bu(E7 (), G (v)) — Bu(u, v) (2.12)
gesetzt wurde. Mit Hilfe einer Taylorentwicklung der Kopula C(+,9J) um die Entwick-
lungsstelle (u,v) erhalten wir fiir den Term in (2.10) mit 2 := (21,22) := (F,; '(u) —

u, G;'(v) — v) die Darstellung
1
\/E/ (V2)C(u + tzy, v + tzy, 0)dt (2.13)
0

([WA91], S. 92; sog. Restglied in Integralform). Dabei ist der lineare Differentialoperator
Vz durch

0 0
Vz =z + z
Tou T Pow
gegeben. Mit Definition 2.5 und ey, = Un + 1, sowie ey, = ‘Tfn + o, schreiben wir

(2.13) in der Form

Vn(V2)C(u,v,9) + \/ﬁ/ol(VZ) [C(u+tzy,v +tz9,0) — C(u,v,9)]dt

0 - i) .
= —— . _ LV
8uC’(u, v,9) - Up(u) aUC(u, v,9) - V()

0 0
+%C(u, 0,9) - eyn(u) + %C(u, v,9) - ey (v)

-I—\/ﬁ/l(Vz)[C(u + 121,04 t29,9) — C(u,v,9)|dt
= IZ[ C(u,v,9)(1{U; < u} —u)
f%C(m 0, 9)(H{V; < v} —v) (2.14)
+eaon(u,v) +easn(u,v).

Dabei wurde abkiirzend

0 9
aC(u, v,9) - eyn(u) + %C(u, v,9) - ey (v) (2.15)

€aan(u,v) =

und
1
Eagnl(u,v) = \/ﬁ/ (V2)[C(u +tz1, v+ tz9,9) — C(u,v,9)|dt (2.16)
Jo

gesetzt. Insgesamt ergibt sich fiir \/nda, die Zerlegung

Vnban(u,v) thl u, 0, Ui, Vi) + € an(u,v), (2.17)
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wobei hy mit (2.11) und (2.14) durch
hi(u,v, U, V1) == YU, <u, Vi <v}—C(u,v,9) (2.18)
—a—iC(u,v,ﬁ)(l{Ul <u} —u)
f%C(u,v,ﬂ)(l{VI <wv}—v)
bestimmt ist. Der Restterm ¢4, in (2.17) ist die Summe
EAn = EAln T EA2n T EA3R (2.19)

von 4,1, nach (2.12), e42, nach (2.15) und €43, nach (2.16).

2.2.2. Zerlegung von /ndp,,

Den parametrisch geschitzten Kopula-Prozess /ndg, in (2.7) formen wir zuerst mit
einer Taylorentwicklung der Kopula C'(u,v,-) um die Entwicklungsstelle 9 um und er-
halten dadurch

\/7_163,n(u, v)

Il
5
Q
=
(4
=

0) — C(u,v,ﬁ)]

= %C(U, v, ’lan)\/ﬁ('&n - 19)

— 9 v, )b, — 9) (2.20)

+ P(J(u,v,&n)

9 .
i Clu.v, m] Vit(d, — 9),

2

wobei 0, = 9 + 1,,(0,, — ) fiir ein 7,, € (0,1) ist. Wird in (2.20) der Term /n(d, — ¥)
durch seine Darstellung (1.28) ersetzt, so ergibt sich

1 n
Vg (u,v) = NG ZhQ(u,v, Ui, Vi) + epalu,v),
i1

wobei 9
ha(u, v, Uy, V1) = %C(u,v,ﬁ) (T, VA, 09) (2.21)
und
0 N
epn(u,v) = %C(u,v,ﬁ) -&n (2.22)
0 0 R
+ Clu,v,9,) — =—=C(u,v,9) | vVn(¥, — )

gesetzt wurde.
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2.2.3. Zerlegung von v/nd,
Fiir \/nd,, in (2.5) erhalten wir die gewiinschte Zerlegung
1 n
Vb, (u,v) = NG Z h(u,v,U;, Vi) + en(u, v) (2.23)
i=1
in eine zentrierte Summe und einen Restterm ¢, der sich spéter als asymptotisch ver-
nachléissigbar erweisen wird. Dabei sind
h(u,v, Uy, V1) == hy(u, v, Uy, V1) = ho(u, v, Uy, V1) (2.24)
durch hy nach (2.18) und hy nach (2.21) sowie
En i=EAn —EBn (2.25)

durch €4, nach (2.19) und 5, nach (2.22) gegeben. Die Abhiingigkeit der Funktionen
h und &, von 9 wurde aus bezeichnungstechnischen Griinden unterdriickt.

2.3. Hj,-Asymptotik der Teststatistik

Fiir das Anpassungstest-Problem in Abschnitt 2.1 wéhlen wir als Teststatistik ein ge-
wichtetes Cramér-von Mises-Abstandsmaf (siehe (0.1)).

Definition 2.6 (Teststatistik)
Es sei
w: I — [0, 00) (2.26)

eine Borel-messbare integrierbare Funktion, die wir im Folgenden als Gewichtsfunktion
bezeichnen. Das durch

u(A) = / w(u, v)d(u,v), AeBnl (2.27)
A

definierte Maf i ist dann ein endliches Maf§ mit der Dichte w beziiglich des Lebesgue-
Mafes auf I?. Die Teststatistik T,, sei durch

no= [ [ s ) (228)
= n/ol/ol [Cn(u,v) - C(u,v,f)n)rdu(u,v) (2.29)
- ”/01/01 [Cul,0) fC(u,v,f?n)]Qw(uw)d(u, v)

definiert. Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen aufgrund der Definition von \/nd,, in
(2.3).



32 Kapitel 2. Anpassungstest

T,, berechnet den quadratischen Abstand (bzgl. einer Gewichtsfunktion w) zwischen dem
nichtparametrischen Schétzer C,, und dem parametrischen Schitzer C(-,1,,) der unbe-
kannten Kopula C'.

Im Hinblick auf eine alternative Darstellung der Teststatistik 7}, benétigen wir die Ord-
nungsstatistiken X ,, Xo,,..., X, von Xy,..., X, nach Definition 1.11 und die nach
Y sortierte Umordnung Xp15, Xigjns - - - s Xpjn von Xy, Xp, ..., Xy, Diese Umordnung
entsteht durch Sortieren von (X,Y7), (X»,Y5),..., (X,,Y,) nach der Grofie der Werte
in der Y-Komponente. Es ist also

(X1 Y1,0), (Xp21m Yoin)s - 5 (X s Yon)

die nach aufsteigenden Y-Werten sortierte Umordnung von (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (X,, Yy).
Mit diesen Definitionen erhalten wir die Darstellung

Tn - % Z Z aijl{‘Y[i]’" = ij,n}

i1 j—1
n—1 n n
2 -
+ SO0 bl{max(Xj 0, Xijja) < Xea}
i1 il k=1 (2.30)
=23 > el { X = X}

i=1 =1
+n// C(u,v,@n)Qdu(u,v),
0Jo

wobei fir 1 <i,j5,k <n

1 1
Qjj = dp(u, v),
(i=1)/n J(G=1)/n
1 k/n
big = / dp(u,v),
(G=1)/n J (k=1)/n

1 1
o= [ Cweddutu)
(i-1)/n J(j-1)/n

gesetzt sind. Die ausfiihrliche Herleitung der Darstellung (2.30) erfolgt in Anhang E.

Bezeichnen {]?[)f]n i, die Rangstatistiken von Xpjn, X2, .+, Xinjn, 50 besitzt T, die
alternative Darstellung

ﬂb — %ZZawl{R@]m = J}

i=1 j=1

9 n—1 n n
=0 > D bl {max(Ry,, BY,) <k}

i=1 j=i+1 k=1
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=23 > eyl{RY, = R},

i=1 j=1
1,1 .

+n// C(u,v,9,)%dp(u, v).
0Jo

Der Schiitzer 9, ist nach (1.27) eine Stichprobenfunktion von {(RX,, RY,)}%, nach ©.
Diese Erkenntnisse fiihren zur folgenden Annahme.

Annahme 2.7

Da y/nd, nach Bemerkung 2.4, 2. marginal-verteilungsfrei ist, ist die Teststatistik T,
ebenso marginal-verteilungsfrei. Deshalb kénnen wir fiir die weitere Verteilungstheorie
0.B.d.A. X; ~U(0,1) und Y; ~ U(0,1), ¢ > 1, annehmen, d.h 0.B.d.A. seien

7= (X1 V), Z o= (Xa, Ya)o o, Zo o= (X Vo), (2.31)

stochastisch unabhéngige bivariate Zufallsvektoren mit X; ~ Y; ~ ¢4(0, 1) und (X;,Y;) ~
C,i>l.

Ein geeigneter Rahmen fiir die asymptotische Untersuchung der Teststatistik 7}, ist der in
Anhang A.2 eingefiihrte und nach (A.3) kurz mit L? bezeichnete separable Hilbertraum
L2(I?,B%> N I?,du). Den geschéitzten empirischen Kopula-Prozess \/nd,, betrachten wir
als Element des Raumes L?, welcher mit dem Skalarprodukt (-, -), nach (A.4) und der ka-
nonischen Norm || - ||z nach (A.5) versehen ist. Wir fiithren dazu allgemein in Anhang A.1
Zufallselemente in Hilbertrdumen und die Verteilungskonvergenz -2, in Hilbertriumen
ein. Die Verteilungskonvergenz unter Py mit ¢ € © wird mit 29 bezeichnet. In Anhang
A.2 werden Gaufl-Prozesse in L? eingefiihrt. Mit diesen Grundlagen kénnen wir jetzt den
folgenden Satz iiber die Asymptotik der Teststatistik unter der Hypothese formulieren.

Satz 2.8 (Grenzverteilung der Teststatistik unter Hj)

Es seien Zy,7Z,,...,Z,,... stochastisch unabhingige und identisch verteilte bivariate
Zufallsvektoren mit Kopula C' gemi Annahme 2.7. Weiter seien /nd, der geschiitzte
empirische Kopula-Prozess geméf (2.4) und 7;, die in (2.28) eingefiihrte Teststatistik.
Im Falle C = C(-,9), ¥ € O, existiert ein zentrierter Gaufi-Prozess W in L? mit Kova-
rianzfunktion

v(s,t) = Eylh(s, Z1)h(t, Z1)], s, tel? (2.32)
(h nach (2.24)), so dass
Vb, Do, w, n — o0,
und
To=nllon} 25 [WIE=T,  n- o, (2.33)
gelten.

Eine ausfiihrliche Darstellung der Kovarianzfunktion y nach (2.32) findet sich in Anhang
B.1. Der BEWEIS von Satz 2.8 wird in Anhang C erbracht.
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2.4. Ein Anpassungstest und seine Konsistenz

Im Folgenden wird ein Test zum Anpassungstest-Problem H, gegen H; konstruiert.
Dieser sog. Anpassungstest soll asymptotisch das Niveau o, 0 < o < 1, annehmen und
konsistent sein. Als Nullhypothese H, wihlen wir die einparametrische Kopulafamilie
(2.1) mit Parameterbereich © und fithren das statistische Modell (X,,, (Py)yco) ein, wo-
bei X, := [I?]" der Stichprobenraum ist. Aufgrund der Annahme der stochastischen
Unabhéngigkeit und identischen Verteilung der bivariaten Zufallsvektoren Z; = (X;, Y;),
i=1,...,n, (siehe (2.31) mit C' = C(:,9)) ist

Py(Zny < wey) = HPﬂ(Xi <u,Y; <w) = HC(ui,m,ﬁ)
i=1

i=1
die Verteilungsfunktion von Zg := (Z1,..., Z,). Dabei ist
wey = ((u,v1),..., (Un,vn)), wpv; €1,i=1,...,n,

gesetzt.

Zu der Teststatistik 7,, nach (2.28) definieren wir eine Testfolge (¢n)nen (pn @ Xn —
[0,1]) durch
L Ty>e
9071.'*{ 0, TnScn .

Dabei ist ¢, ein noch zu bestimmender kritischer Wert. Bei ¢, = 1 wird Hy abgelehnt,
bei ¢, = 0 erhebt man keine Einwénde gegen Hj.

Um die erste Forderung nach einem Test zum asymptotischen Niveau « zu erfiillen,
werden wir den kritischen Wert ¢, nach folgender Definition festlegen.

Definition 2.9
Die Testfolge (¢n)nen besitzt asymptotisch das Niveau o, 0 < o < 1, fiir Hy, falls gilt:
Fiir jedes ¥ € © ist

lim Py(p, =1) = lim Py(T, > ¢,) = a. (2.34)
n—0o0 n—00
Erfiillt die Folge (¢;)nen der kritischen Werte die Eigenschaft (2.34), so schreiben wir
Cpa = Cp, n €N

Man beachte, dass die Folge (¢,)nen durch die Forderung (2.34) nicht eindeutig be-
stimmt ist und vom unbekannten Parameter 9 abhéngt. In Abschnitt 2.6.1 wird ein fiir
praktische Zwecke brauchbarer Bootstrap-Test entwickelt. Zur Formulierung der Forde-
rung nach Konsistenz der Testfolge benétigen wir die folgenden Definitionen und zwei
Hilfssétze.
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Wir setzen
Hy(t) .= Py(T <'t), t>0, (2.35)

wobei T nach (2.33) gegeben ist, und bezeichnen mit
Hyo(t) = Po(T, < 1), >0, (2.36)
die Verteilungsfunktion von 7;, unter Hy.

Lemma 2.10

Es sei W ein zentrierter Gau-Prozess in L? mit Kovarianzfunktion  nach (2.32). Fiir
die kanonische Norm || - ||, von L? setzen wir d(-) := || - |2, und mit Q := P}" sei die
Verteilung von W unter H, bezeichnet. Es gilt:

a) Q4= Pg(W) ist auf (0, 00) konzentriert und absolut-stetig beziiglich des Lebesgue-
Mafies A.

b) dQ?/d) ist auf (0, 00) positiv.

¢) Hy ist stetig und streng monoton wachsend auf [0, c0).

BEWEIS: Es bezeichne Ng den linearen Triiger des Mafies @ ([DAV85], S.2797). Fiir
das GauB-MaB @ stimmt dabei Ng mit dem topologischen Triiger iiberein ([DAVS85],
Theorem 5.1.3). Die Verteilung @ ist zentriert, und es gilt 0 € Ng ([DAV85], S.2814).
Das Funktional d ist konvex. Mit inf,cn, d(x) = 0 folgt aus Theorem 7.1 in [DAV85] a)
und b), wobei in a) nur gezeigt wurde, dass Q¢ auf [0, co) konzentriert ist. Der Randpunkt
0 kann allerdings wegen Py(d(W) = 0) = Py(W = 0) = 0 ausgeschlossen werden. Diese
Aussage folgt aus der Normeigenschaft d(W) = 0 < W = 0 und der Voraussetzung, dass
die Kopula C(-, ) nicht degeneriert und somit @ nicht das Einpunktmaf in 0 ist. Die
Verteilungsfunktion Hy(t) := Py(d(W) < t) ist stetig und streng monoton wachsend auf
[0, 0¢). Die gleichen Eigenschaften besitzt folglich auch die Verteilungsfunktion Hy(t) =

Lemma 2.11
Es sei H, y nach (2.36) gegeben. Fiir den kritischen Wert ¢, aus (2.34) erhalten wir
die Aussage

Cna = H (1 —a) — H;'(1—a), n — oo. (2.37)
BEWEIS: Aus Satz 2.8 erhalten wir unter Hinzunahme des Satzes von Pdlya die Kon-
vergenz

sup |Hp,g(t) — Hy(t)] — 0, n — oo.
>0

Da Hy nach Lemma 2.10 stetig und streng monoton wachsend ist, folgt die Aussage
(2.37) unmittelbar.

Die Konsistenzeigenschaft formulieren wir im folgenden Satz.
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Satz 2.12 (Konsistenz)
Es seien Zy,7Z5,...,Z,,... stochastisch unabhéngige und identisch verteilte bivariate
Zufallsvektoren mit Kopula C' geméafl Annahme 2.7, so dass gilt:

inf |C = O(9)|° = inf / [C(s) — C(s, 9)] du(s) > 0. (2.38)
7€0 dco J
Die Eigenschaft (2.38) bedeutet, dass C ¢ C ist. Die Teststatistik T, = Tp(Z1, ..., Z,)
wird nach (2.28) gebildet. Die Konsistenzeigenschaft
lim P(T, > cna) = 1 (2.39)
n—0o0

ist erfiillt, falls o, = 1§n(Z1, ..., Zy) stochastisch gegen ein ¥ € © konvergiert. Dabei
wird der kritische Wert ¢, in (2.39) nach (2.37) festgelegt.

Beweis: Wir fithren den Beweis zunéchst unter der stidrkeren Voraussetzung e
O P—f.s. Es existiert also eine Einsmenge €2y mit der Eigenschaft

Un(w) := 0n(Z1 (W), - .., Zn(w)) — 9 € O fiir jedes w € Q. (2.40)
Nach (1.16) existiert eine weitere Einsmenge s, so dass gilt:

sup |C¥(s) — C(s)| — 0 fiir jedes w € Qs. (2.41)
ser?
Dabei ist C%¥ = Ch(Zi1(w), ..., Zy(w)) gesetzt. Es sei nun w € Q N Q. Aus (2.29)
erhalten wir fir die Teststatistik T = T,,(Z;(w), . . ., Zy(w))

[ ezt - cts.ue))] duts) (2.42)

n

2
Fir f2(s) == [C;’(s) —C(s, ﬂn(w))] , s € I?, gilt wegen (2.40), (2.41) und der Stetigkeit
von C' in 9

fi(s) — [C(s) = C(s,0) =t f(s),  n— oo,
fiir jedes s € T2 Da |f“(s)] < 1 ist, schlieBen wir aus dem Satz von der dominierten
Konvergenz, dass

tim [ g2 = [ e)auts (2.43)

n—00

gilt. Wegen (2.38) ist A > 0. Aus (2.42) und (2.43) folgt damit
T7 — oo, n — 00. (2.44)

Zusammen mit (2.37) ist damit die Konsistenzeigenschaft (2.39) erfiillt. Bei stochasti-
scher Konvergenz von Un gegen ¥ € O greifen wir auf das Teilfolgenkriterium zur stocha-
stischen Konvergenz zuriick: Jede Teilfolge (d,,) von (J,) besitzt eine weitere Teilfolge
(19"1-) mit (ﬁn;) — ) P—fast sicher. Es sei nun €, die Einsmenge mit

Uy (W) —> 0 € O, w e Q.
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Dann erhalten wir wie in (2.44)
Trj’,k — 0, k — oo,

fiir w € ;N Q. Da (nj},) eine Teilfolge einer beliebigen Teilfolge von (n) ist, folgt mit
dem Teilfolgenkriterium zur stochastischen Konvergenz

, P
T, — 00, n — 00,

und damit zusammen mit (2.37) die Konsistenzeigenschaft (2.39).

2.5. Grenzverteilung der Teststatistik unter
Alternativen

Wir wiederholen die Situation von Satz 2.12: Es seien 7,25, ..., Z,,... stochastisch

unabhéngige und identisch verteilte bivariate Zufallsvektoren mit Kopula C' gemé&fi An-

nahme 2.7. Die Kopula C sei ferner eine Funktion aus C*((0,1)?). Weiter soll ein 9 € ©

existieren, so dass fiir die Zufallsvariable Va9, — ) die Voraussetzung (A2) erfiillt ist.
Insbesondere konvergiert dann 1, stochastisch gegen 9. Fiir

A= /[c OV dp(s)

soll A > 0 gelten.

In Satz 2.12 haben wir n~'7T), L5 A fiir n — oo und damit die Konsistenz eines auf T,
basierenden Anpassungstests gegen jede Alternative mit A > 0 nachgewiesen. In diesem
Abschnitt zeigen wir das folgende stérkere Resultat.

Satz 2.13 (Grenzverteilung der Teststatistik unter Alternativen)
Unter den obigen Voraussetzungen gilt

T,
Vn (—" - A) 25 N(0,02), n — 0o, (2.45)
n
wobei mit s = (u,v) € I und Z; = (X1,Y})

%=, / Y05, ) K () K (t)dpu(s)du (1), (2.46)

K(s) = 2[C(s) - C(s, 19)]
Y(s,t) = E[k(s, Z1)k(t, Z1)],
k(s,Zy) = ki(s, Z1) — ka(s, Zy),
ki(s,Z1) = {X; <u, Yy <v}—0C(s)— (%C(s)(l{Xl <u}—u)
—%C(s)(l{)’l <wv} —w), (2.47)
ka(s, Z1) = 3C(s 9) - 1(Z1,9) (2.48)

oY
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gesetzt wurde. Die Funktion {(-,9) : I? — R wurde in (1.28) eingefiihrt.

BEWwWEIS: Wir setzen

T: = n(T,/n— A7),

QAn = \/E[Cn - C],
opn = Vn[C(, V) — C(-,D)],
On ‘= 0QAn — OBn-

Durch Anwendung der Gleichung a? — b = (¢ — b)(a + b) erhalten wir

\/ﬁ/{[cn —0(-,q§n)]2 o C(-,ﬁ)]2}du
v [{eu - et - o - oo}
-{CnfC’(-,@n)JrCfC’(-,ﬁ)}du
i {er-e-fet-ctol)
{c —C+20-C(-D,) - C(,ﬁ)}
et

f/c C]Zdu—\/_/[c —o)let )] dy
+\/ﬁ/[c" - C} 20 —C( D) — O, 0)] dp

—\/ﬁ/ [0(., D) — C(-, 19)] [20 — O, d,) — O, 19)] dp
% / Qi,ndﬂ - %/ 04,n0Bndp

+ [ oan [20- €00 = 0]

- / 08 [2C — C(,9n) = C(,0)] dp

%HQATL”; - %(QA,m 0B.n)2

+/9An2[C C(-,9)|dp — /g4n C(.,ﬁ)] du
f/an c-c( du+/ 080 |C(0n) C(-,ﬁ)] du
ﬁ”g.‘l,n”% - %(QAW 0B.n)2

+{0an — 0Bm K)o — %(QA,TL — 0B, 0B,n)2-
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Der empirische Kopula-Prozess 04, = 1/n[C,, — C] lésst sich mit der in (2.47) eingefiihr-
ten Funktion k&, in der Form

1 n
n = = k 'aZ'i n
04, \/ﬁ; 1( Zi) +ea,

darstellen (vgl. mit Abschnitt 2.2.1). Fiir den parametrischen Kopula-Prozess op,, gilt

1 &
n = k 'aZi n
0B, NG ;:1 o )+ €B,

(vgl. mit Abschnitt 2.2.2, k» nach (2.48)). Somit erhalten wir fiir g, die Darstellung

1 n
n = — — k';Zi ns
0 \/ﬁ; (~Zi) +e

wobei &, := €4, — g, und k := ky — ko gesetzt sind (vgl. mit Abschnitt 2.2.3). Wie im
Beweis von Satz 2.8 kann |lean|l2 = |lesnllz = 0op(1) und somit ||e,|ls = op(1) gezeigt
werden. Aus Satz A.7 folgt, dass g, nach Verteilung in L? gegen einen zentrierten Gauf}-
Prozess W mit Kovarianzfunktion ~y(s,t) = E[k(s, Z1)k(t, Z,)] konvergiert (vgl. mit
Abschnitt C.1). Fiir die Asymptotik von T ist nur die Asymptotik des Terms (on, K),
entscheidend, da alle anderen Terme stochastisch gegen null konvergieren. Es gilt also

T 2 (W,K),, n— .

Dabei ist die Zufallsvariable (W, K), normalverteilt mit Erwartungswert null und Vari-
anz

of = /I 2 / (s, O K () K (1) dp(s)dpt).

Wir vergleichen die Definition der Kovarianzfunktion ~o(s,t) = E[k(s, Z1)
k(t, Z,)] mit der Definition v(s,t) = E[h(s, Z1)h(t, Z1)], s,t € I?, nach (2.32). Fiir k
und h gilt k = ky — kg bzw. h = hy — ho, wobei ky und hy identisch sind. Die Funktion &y
unterscheidet sich von hy nur dadurch, dass an Stelle von C(-,9) die Kopula C' verwendet
wird. Somit erhalten wir eine zu 7 dhnliche Darstellung von 7, (siehe Anhang B.3).

Benutzt man ecinen Schétzer U, der in (1.42) angegebenen Gestalt, so erhiilt man den
Grenzwert ¢ durch 9 = ¢(7), wobei g nach (1.41) und 7 geméaf} (1.33) durch

7:4/01/010(u,v)d0(u,v)—1

gegeben sind. Insbesondere gilt fiir I(-, ) die Darstellung
l(u,v,9) = ¢'(g7"(9)) - 2+ (4C(u,v) + 1 = 2u — 2v — g~ (V) (2.49)
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(vgl. mit (1.45)).

Mit dem Resultat aus Satz 2.13 kann man néherungsweise fiir grofie Stichprobenumféinge
n die Giite des Anpassungstests bei Ablehnung von Hj sowie asymptotische Konfiden-
zintervalle fiir A angeben. Dabei ersetzt man die Varianz of aus (2.45) durch einen
Schitzer 63 ,. Tn Anhang B.5 wird ein konsistenter Schitzer fiir of angegeben. Mit dem
(1 — a/2)-Quantil u;_q/3 der Standardnormalverteilung erhdlt man das asymptotische

Konfidenzintervall
-2 -2
Tn aO,n Tn UO,TL
— = Ui—q/2, — T \[ = Ui—a)2
n n n n

fiir A zum Konfidenzniveau 1 — . Eine Approximation der Giite P(1,, > cp,a) steht

durch
1= (/n/33, (cna/n— 1))

zur Verfiigung, wobei ¢, o nach (2.37) das (1 —«)-Quantil der Verteilung der Teststatistik
unter Hy ist. Zur Bestimmung einer Approximation von ¢, , siehe Abschnitt 3.1.

2.6. Erweiterung der Theorie auf Dreiecksschemata

Im Hinblick auf den Bootstrap-Test, den wir in Abschnitt 2.6.1 vorstellen, ist es not-
wendig, die Situation von Annahme 2.7 zu erweitern. An Stelle von (2.31) betrachten
wir im Folgenden ein Dreiecksschema (Zy1, Zna, . . . , Zyn)n>1. Dabei sind Z,; ~ C(-,0,),
i=1,...,n, U, € O, zeilenweise stochastisch unabhingige und identisch verteilte biva-
riate Zufallsvektoren. Ferner existiert ein ) € ©, so dass lim,_, 9, = 9 gilt. Fiir den
Schittzer 4, ersetzen wir Voraussetzung (A2) durch folgende Annahmen.

(A2) Fiir die Zufallsvariable 1§n — 9, existiert eine Darstellung der Form
. 1 <&
V(0 —9,) = NG ; U Zpi, On) + Eny,  mEN, (2.50)

wobei [ : I? x © — R eine Funktion mit den Eigenschaften
Eﬂnl(an:ﬁn) = 0, ﬂn S 9,

und
0 (9y) = By 1¥(Zn1,9,) < 00, U, €0, k=24,

ist. Ferner soll &, = op, (1) gelten.
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(A3) Fiir jede gegen ein ¥ € © konvergente Folge (9,,)n>1 aus © soll
lim (u,v,9,) = l(u,v,9), (u,v) € I?,

n—o0o
und
lim o4,(9,) = ox(9), k=24, (2.51)

n—00

gelten.

Bemerkung 2.14
1. Aus (2.50) und (2.51) mit k& = 2 folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz von
Lindeberg-Feller die Asymptotik

Vi = 9,) 25 N(0,05(9)),  n — .
2. Wegen (2.51) gilt sup, ox(¥,) < 00, k = 2,4, fiir jede Folge (9,,),>1 aus ©, die
gegen ein ¥ € © konvergiert.

3. Fiir die auf Kendalls Tau basierende spezielle Schitzmethode (vgl. mit Abschnitt
1.2.2.2) schulden wir den Nachweis von Voraussetzung (A2) und (A3). Wie unter
Annahme 1.8 wird gezeigt, dass (A2) erfiillt ist. Zu (A3) fiihren wir folgende
Uberlegungen durch: Da ¢71(-), ¢'(+) und

P(u,v,-) = 4C(u,v,-) +1— 2u — 20, (u,v) € I?
stetig in ¥ sind, ist

l(uv v, ) = gl(gil(')) 2 (/lf/)(/u“7 v, ) - gil('))v (71’7 U) € 127

als stetige Komposition dieser Funktionen stetig in 9.

Mit @, und @ werde die zu C(-,9,) bzw. C(-,9) gehorige Verteilung bezeichnet.
Wir setzen f,,(+) := (-, 9,), f(:) = *¥(-,9), Sy == I¥(Z,1,9,) und S := I*(Z,9),
wobei Z ~ C(-,9) ist. Da f stetig auf I? ist und f,, gleichmiiig auf jedem Kom-
paktum von I? gegen f konvergiert, gilt

A= {zel”: Az) C 1P mit 2, = zund fo(2a) A f(2)} = 0.

Die Voraussetzungen von [BI68], Theorem 5.5, sind mit @, Don, Q, fn — f und

Q(A) = 0 erfiillt, und die Verteilungskonvergenz S, Do 5 st gezeigt. Die Folge
(Sn)n>1 ist gleichgradig integrierbar, da

sup | Sa| < 4% sup |g' (g7 (Ua))|* < o0
n>1 n>1
gilt. Insgesamt folgt mit
lim O’k(ﬁn) = lim EﬂnSn = EgS = O'k(ﬁ)
n—00 n—o00

die Konvergenz in (2.51).
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Es folgt eine Verallgemeinerung des Satzes 2.8 auf Dreiecksschemata.

Satz 2.15
Es sei (ZnthZy - -:Znn)nzl mit Zm' = (‘me}ym) ~ C('yﬂn)y 1= 11 SN, ﬁn S 9,
ein Dreiecksschema von zeilenweise stochastisch unabhéngigen und identisch verteilten

bivariaten Zufallsvektoren, wobei ¥ = lim, 00 ¥, (0 € ©) existiere. Weiter seien Z ~
C(-,9), v/nd, nach (2.4) und T,, = T,,(Zn1, - - -, Znn) nach (2.28) gegeben. Dann gilt

Vb, % w, n — 0o,

in L2, wobei W ein zentrierter Gaufl-Prozess mit Kovarianzfunktion v(s,t) =
Eyg[h(s, Z)h(t, Z)], s,t € I?, (h nach (2.24)) ist. Weiter gilt

T = nll6.2 22 [W]2,  n— . (2.52)

BEWEIS: Wie in Abschnitt 2.2 erhalten wir fiir v/nd, die Darstellung
Vn6u(s) = W, (s) + en(s), sel’? (2.53)

wobei der Restterm ¢, nach (2.25) (dort mit 9, fiir J) gegeben ist. Der Prozess W, in
(2.53) besitzt die Gestalt

Wa(s) = Z Wi(s).

Dabei ist 1
Whi(s) == ﬁhn(s, Zni)
durch
hn(S, Zm) = hln(sy Zm) - th(S: Zm)

mit (s := (u,v) € I?)

Pun(s, Zng) = X < u, Yy <v}— C(s, 0) — a%c*(s,ﬁn)u{xm <u}—u)
d
__ < _
81}0(8’ 9n) (Yo < v} —w)

(vgl. mit (2.18)) und

%C(s, ) - U Zpi, V)

(vgl. mit (2.21)) bestimmt. Die Zufallselemente W1, W, . .., W, sind stochastisch un-
abhiingige und identisch verteilte L?-wertige Zufallselemente mit By, (W,1,), = 0 und
Ey, |[Wnl3 < co (vgl. mit Anhang C.1).

h2n(97 Zm) =
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Wir iiberpriifen im Folgenden die Bedingungen a) - ¢) von Satz A.8 aus Anhang A.1. Es
sei 7, die Kovarianzfunktion von W, die aufgrund der stochastischen Unabhéngigkeit
und identischen Verteilung der W,,; durch

Va5, 1) Ep [Wal)Wa(®)] = Y B, [Wails)Wos ()]

ij=1
n 1 n

= N B0 Wail)Wai®)] = N g, [hu(s, Zui)hu(t, Zy)]
=1 n =1

Eﬂn[hn(sv an)hn(tv an)}v Syt € 127

gegeben ist, und es sei I',, der Kovarianzoperator von W,,. Fiir s,z € I? gilt

lim h, (s, z) = h(s, 2),

n—oo

und es folgt, dass
lim v, (s,t) = (s, t)

n—oo

punktweise auf 72 x I und
sup sup |y, (s, t)] < K, (2.54)

n>1 s, tel?

gilt. Fiir die Konstante K., in (2.54) erhalten wir mit der in Anhang B.2 durchgefiihrten
Abschiitzung den Wert

K, = 2< +K11,K“9>

Dabei sind Ky und K3y durch

0
Ky = supMyy, = supsup |—C(s,¥,)| < oo
n>1 n>1 scl? 619
Kyy = supoy(d,) < oo
n>1

(02(-) nach (1.29)) definiert. Die Existenz von Ky und K,, folgt wegen (2.2) und
der Stetigkeit von ¥ — Mjy in ¥ bzw. aus (1.29). Mit (2.54) und dem Satz von der
dominierten Konvergenz gilt weiter

lim (T'ye, ), = lim /1.2 /p Va8, t)ex(s)e(t)du(s)du(t)

= / / s, t)ex(s)e(t)dp(s)du(t)
/e
= (Lex, &), =t an,

wobei I' der Kovarianzoperator von W ist. Damit ist a) von Satz A.8 gezeigt. Mit dem
Satz von der monotonen Konvergenz, der Parsevalschen Gleichung, dem Satz von Tonelli
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und dem Satz von der dominierten Konvergenz ergibt sich

hmE Fnekaek>g = hmE Eﬂn 7L ) 7L1 Ek)z
n—00

- 7111—>Irolo E”ﬂ Z <h7t('7 an)7 8k>§
k=0

= lim By, ||hn(-, Zuy)|?
n—oo

= lim Ey, /hi(s,an)du(s)

n—o0

= lim [ 95,(s, s)du(s)

n—o0 Jr

= [ st

Betrachten wir die Gleichungskette vom vorletzten zum ersten Gleichheitszeichen und

ersetzen dabei 7, durch 7, so erhalten wir

[ A69duts) = Ealla. 2l = 3 Cen,ea)y Zakk<oo
~ k=0

Somit ist Bedingung b) in Satz A.8 nachgewiesen. Es sei Vi = (ha (v, Zn1), €k)q

Bedingung c) von Satz A.8 zu zeigen, geniigt es, aufgrund von

1
LH(E,G}C) Eﬂn(Vnkl{Wnk\ > Eﬁ}) 7 Eﬂn‘nk7 e >0,

die Bedingung B
sup B,V < 00
n>1

nachzuweisen. Die Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt

1ha (e, Zun) 13- el
- / B2 (5, Zot)dp(s).
I2

IN

Ve = (hal, Zu), ex)

Eine obere Schranke von hZ ist fiir s,z € I? durch

h2(s,2) < 2-B2.(s,2) +2-h2.(s,2)
< 2-6242- M7y 1P(2,9,)

gegeben. Bei dieser Abschiitzung wurden die Ungleichungen

0 0
< — 9,) < < <
0 = 9’[10(87 n) = ]-, 0 500(87 ’l9n) 1

. Um
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(INEL98], S.36) und (2.2) benutzt. Ferner gilt
} 2
By Vi < [ / (5, Zu )i )]

T2

= /2612 Ulh s, 2)dp(s ]211(](,2,19")
/Zep /51612 hi(sl,Z)du(sl)/szeph (52, 2)pa(52)dC (2, )

[ o[ R e G o)t

s1€12 Jsze1? J z€1?

/ d#(sl)/ dp(ss) 4/ (36 + M7y, I*(2,09n))*dC (2, V).
s1€1? s2€l? z€el?

IN

Dabei gilt das erste Ungleichheitszeichen wegen (2.56), das letzte Gleichheitszeichen
aufgrund des Satzes von Tonelli und das letzte Ungleichheitszeichen nach (2.57). Fiir

I — / (36 + M2, 12(2,9,))dC (2, 9,)
12

folgt weiter die Darstellung

I, 1296 + 72M7 y Ep, *(Zn1, On) + Miy Ep, I*(Zn1, On)

= 1296 + T2M7 , 02(Un) + My 04(0).

Il

Wegen der Stetigkeit der Funktion © 3 ¥ +— M, y sowie

sup oy, (9,) < 00, k=244,

n>1

erhalten wir (2.55). Somit gilt lim, e Ln(g, ;) = 0 fiir jedes e > 0, und der Nachweis
der Bedingung c) von Satz A.8 ist erbracht. Da die Voraussetzungen in Satz A.8 erfiillt

sind, gilt W, N N(0, f) in L2, wobei der Kovarianzoperator I durch
(Tfer)y = (fres)y aji
j=0
fiir k£ > 0 gegeben ist. Dz

wra), = [ [ ot (i (Fre) es(s )ek(odu(s)du(t)

Do)y ap
=0

ist, gilt T = T und somit W, Do . Mit llenlle = op,, (1) (siehe (C.1) in Anhang C,

Beweis von Satz 2.8) ist der Beweis von Satz 2.15 erbracht.
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2.6.1. Bootstrap-Test

Es seien Z7i,...,Z,,... stochastisch unabhéngige und identisch verteilte bivariate Zu-
fallsvektoren mit Kopula C' gemdf Annahme 2.7. Ferner sei T,, = T,,(Z1, . .., Z,) die in
(2.28) definierte Teststatistik. Ein Test der Hypothese Hp mit der Teststatistik 7;, lehnt
Hy ab, falls bei gegebenen Daten 21 = (z1,y1),...,2, = (T, yn) die Zahl T, (21, ..., 2,)
einen kritischen Wert ¢, , 0 < a < 1, iiberschreitet. Dabei soll die Folge (¢, )nen die
Eigenschaft (2.34) erfiillen. Die Teststatistik T;, ist nicht (Kopula-)verteilungsfrei unter
Hy. Deshalb schétzen wir ¢, o aus den Daten durch parametrischen Bootstrap wie folgt:

Es sei H,y(t) = Py(T;, < t) die Verteilungsfunktion von 7, unter Hy. Wir schétzen
das unbekannte (1 — )-Quantil von H, ; als natiirlichen kritischen Wert von T, durch
folgendes Monte-Carlo-Verfahren:

Bedingt nach dem beobachteten Wert von 9, }9
fallsstichproben vom Umfang n mit Kopula C(-,9
voneinander werden

w(21,...,2,) werden b Pseudo-Zu-
) erzeugt, d.h jeweils unabhingig

= (X33 2y = (X Vi 2 = (X Vi), G =1oob,
geméf C’(-,z?n) erzeugt. Die Simulation eines Pseudo-Zufallsvektors unter verschiede-
nen Kopulafamilien beschreiben die Abschnitte 3.2 bis 3.5. Anschlielend werden die
Bootstrap-Teststatistiken T}, := T,,(Z; Zy,) fiir j = 1,...,b berechnet. Die empi-

]17 )
rische Verteilungsfunktion von Tl © ist durch

ny

Hy (1) : bZl{ LSt >0, (2.58)

gegeben. Mit T7;, ..., T}, bezeichnen wir die Ordnungsstatistiken von T7,, ..., Ty, . Das
empirische (1 — a)-Quantil ¢;, , von Hy , ist durch

oo { ;b:(ka),b, falls b(1 — a) € N, (2.59)
; [b(1_a) 114> Somst,

definiert. Dabei deuten wir die Abhéngigkeit von c; , von b nicht an. Ein modifizierter
Wert von ¢, , ist durch

Cna = :b,b +(1- )‘b)(T(:bJrl,b - T(:b,b)

mit ap :=b— [a(b+1)| und Ny := a(b+1)—[c(b+1)] gegeben. Beide Werte sind Schiitz-
werte fiir den kritischen Wert ¢, , ([BA92], S.272f). Die Hypothese Hy wird verworfen,
falls T,, den Wert c;, , tiberschreitet. In Satz 2.16 c) zeigen wir, dass unter allgemeinen
Bedingungen der Bootstrap-Test fiir Hy asymptotisch (d.h. fiir n,b — co) das vorgege-
bene Niveau o annimmt. Es sei 0.B.d.A. (siche [HE96], S.89)

T* _Hnﬁn(ljj)a ] :1:"')6) (260)
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wobei Ul, 027 cee Ub, ... eine Folge von stochastisch unabhingigen (0, 1)-gleichverteilten
Zufallsvariablen bezeichnet, welche unabhéngig von Z;, i =1,...,n, ist.

Satz 2.16
Die Verteilungsfunktionen H; , und Hy seien geméfl (2.58) bzw. (2.35) gegeben. Ferner
entnehmen wir ¢;, , aus (2.59). Dann gilt:

a) [|Hy, — Hol| = sup | H (1) — Ho(t)] =2 0 fiir n,b — oo,
>0

b) ¢ Lo, Hy'(1 — ) fiir n,b — oo,

c) lim Py(T, >c;

n,a) = Q.
n,b—o00

BEWEIS: Mit (2.52) und der Stetigkeit von Hy (sieche Lemma 2.10) erhalten wir mit dem
Satz von Pélya die Grenzwertaussage limy, o || Hy, — Hy|| = 0 fiir jede Folge (9,) aus
0, die fiir n — oo gegen ¥ konvergiert. In Verbindung mit der stochastischen Konvergenz
von ¥, gegen U ergibt sich

IH, 5 — Holl 250,  n—occ. (2.61)
Mit (2.60) folgt
1< -
|Hyy = H, 5.l = sup |5 S WU < H,j (0} = H, ;5 (1)
>0 |b

b

%Zl{ﬁjgu}—u

J=1

IN

sup
uel

)

wobei der letzte Ausdruck fiir b — oo fast sicher gegen null konvergiert. Zusammen mit
(2.61) ergibt sich Aussage a). Wegen ¢}, , = (Hy,)™" (1 — a), der Stetigkeit und strikten

Monotonie von Hy (siehe Lemma 2.10) erhalten wir b). Behauptung c) folgt aus b).
Offenbar liegt in a) und b) fast sichere Konvergenz vor, falls ¥,, — 0 P — f.s. gilt.

Wir zeigen im Folgenden die Konsistenz des auf 7, basierenden Bootstrap- Tests. Es sei
Zy, Loy ooy Ly, ... eine Folge stochastisch unabhéngiger und identisch verteilter bivaria-
ter Zufallsvektoren mit Kopula C' gem&f Annahme 2.7, so dass (2.38) erfiillt ist. Wir
beweisen die Konsistenzeigenschaft

lim P(T, > ¢c,,) =1, (2.62)

n,b—o00

falls 1§n = zén(Zl,...,Zn) stochastisch gegen ein 9 € © konvergiert. Aus Satz 2.15
erhdlt man [[H, ; — Hyl| 250 fiir n — oo. Damit ergibt sich wie im Satz 2.16 die
Asymptotik || H}; , — Hy|| L5 0 fiir n, b — 0. Insgesamt folgt dann Cha N H;'(1-a)
fiir n,b — oo. Fiir die Teststatistik 7;, erhalten wir wie in Satz 2.12 die stochastische
Konvergenz T, L4 oo fiir n — co. Somit ist (2.62) gezeigt.



3. Simulation

3.1. Verteilung der Teststatistik unter H

Die Verteilungsfunktion H,y(t) = Py(1, < t), t > 0, der Teststatistik 7,, unter Ho
besitzt fiir n > 2 keine analytische Berechnungsvorschrift. Allerdings kann H, 3 nihe-
rungsweise durch stochastische Simulation wie folgt berechnet werden:

Es werden b (b > 1000) mal n bivariate Pseudo-Zufallsvektoren (Uj, V1), (Ujz, Vja), -+,
(Ujn, Vin), j = 1,...,b, erzeugt, welche die Eigenschaften der stochastischen Unabhéngig-
keit und der identischen Verteilung mit (0, 1)-gleichverteilten Randverteilungen sowie
Kopula C(-, ¥) nachbilden sollen. Man erhalt weiter Tjp.9 = T, ((Uj1, Vj1)s - - s (Ujns Vin))
nach (2.30), und sortiert Zipny, . .., Zpny in aufsteigender Anordnung gemis

Tipw < Topw < ... < Thppo-
Das (1 — a) — Quantil von Hy y ist durch
tn,ﬂ,lfa = TL(lfa)bj,b;ﬂ ) a € (07 1)5

naherungsweise bestimmt. Im Falle der Clayton-Kopula sind fir n = 10,20, 50, 100;
¥ =0.1,0.5,1,2,5,10 und o = 0.1,0.05, 0.01 die Quantile in Tabelle 3.1 aufgelistet.

Die Erzeugung eines bivariaten Pseudo-Zufallsvektors (U, V) bei zu Grunde liegender
archimedischen Kopulafamilie ist in [NEL98], Exercise 4.13, S.108, beschrieben: Es sei-
en (-, ¥) ein Generator nach (1.5), C(-,9) eine archimedische Kopula nach (1.6) und
(U, V) ein bivariater Zufallsvektor mit (0, 1)-gleichverteilten Randverteilungen und Ko-
pula C(-,9). Die Verteilungsfunktion von C(U, V,9) ist durch
) e(t,9)
K(t,9) .= Py(C(U,V,9) <t) =t — ————, 0<t<1, 3.1
(10) == PoC(UV,0) < 1) = 1 = £ (3.1)
darstellbar ([NEL98], S.101,103). Im Folgenden bedeutet die Schreibweise S, T ~ V), dass
die Zufallsvariablen S, T stochastisch unabhéngig sind und die Verteilung V besitzen.

Algorithmus 3.1
1. Erzeuge S, T ~ U(0,1).

48
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‘ e | t10,0.1,1-a | t10,05,1-a | t10,1-a | t1021-a | t1051-a | t10,10,1-a
0.10 0.0693 0.0650 0.0613 0.0564 0.0449 0.0395
0.05 0.0744 0.0708 0.0669 0.0616 0.0482 0.0415
0.01 0.0850 0.0869 0.0775 0.0725 0.0547 0.0492

| o twoti-a] t20051-0a] t2o1-a] t2021-a] t2051-a | t20.101-a
0.10 0.0462 0.0438 0.0402 0.0346 0.0257 0.0208
0.05 0.0511 0.0485 0.0442 0.0384 0.0280 0.0218
0.01 0.0611 0.0575 0.0542 0.0468 0.0319 0.0248

@ | 15001,1-a | t50,051-a | t50,1,1—a | 1502,1-a | t505,1-a | 150,10,1—a
0.10 0.0339 0.0307 0.0280 0.0223 0.0140 0.0100
0.05 0.0379 0.0342 0.0307 0.0249 0.0155 0.0107
0.01 0.0450 0.0422 0.0380 0.0313 0.0203 0.0123

a | t100,0.1,1-a | £100,0.5,1—a | t100,1,1—a | t100,2,1—a | t100,5,1—a | 100,10,1—a
0.10 0.0306 0.0277 0.0242 0.0191 0.0108 0.0064
0.05 0.0341 0.0312 0.0273 0.0216 0.0120 0.0069
0.01 0.0411 0.0391 0.0333 0.0274 0.0153 0.0081

Tabelle 3.1.: Geschitzte Quantile ¢, y1_o von T, bei zu Grunde liegender Clayton-
Kopula: n = 10,20,50,100; ¥ = 0.1,0.5,1,2,5,10; a« = 0.01,0.05,0.1;
b = 1000 Simulationen.

2. Bilde W == K~\(T, ¥),
wobei K~1(-,9) die Inverse von K (-,9) ist.

3. Setze U := ¢~ H(Sp(W,9),9) und V := ¢~ ((1 = S)p(W, D), 1),
wobei ¢71(-,9) die Inverse von ¢(-,9) ist.
Dann ist (U, V) ~ C(-,9).

Im Falle der Clayton-Kopula besitzt (3.1) die Gestalt

(041
Ko(t,9) =t + T(t*“’ -1
fiir ¥ > —1 und ¥ # 0. Im Falle der Gumbel-Kopula miissen wir fiir (3.1) speziell
1
.I((,'(t7 19) =1 (1 - 5 lOgt)

fiir ¥ > 1 und im Falle der Frank-Kopula

1— el?t e—ﬂt —1
Kp(t,9) =t 1
F( ) ) + 9 0g < e? _ 1 >
fiir ¥ # 0 benutzen. Die Gauf-Kopula ist keine archimedische Kopula, weshalb Algo-
rithmus 3.1 nicht anwendbar ist. In den folgenden Abschnitten beschreiben wir spezielle
Algorithmen zur Simulation von Pseudo-Zufallsvektoren bei zu Grunde liegender Kopu-
lafamilie Clayton, Frank, Gaul oder Gumbel.
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3.2. Simulation einer Clayton-Kopula

Im Falle der Clayton-Kopula verwenden wir fiir ¢ > 0 die Ergebnisse aus [NEL98],
Exercise 4.15, S.108. Die Simulation einer Clayton-Kopula geschieht im Fall ¥ > 0 in
folgenden Schritten:

1. Erzeuge S,T ~ Exp(1) und W ~ I'(1/4,1) stochastisch unabhéngig voneinander.
2. Setze U := (14 S/W)™"? und V := (1 + T/W) /7.
Dann ist (U, V) ~ Ce(-,9).

Fiir 9 = 0 werden jeweils stochastisch unabhiingig voneinander U,V ~ U(0,1) erzeugt.
Dann ist (U, V) ~ Ce(,0).

Im Fall —1 < ¥ < 0 benutzen wir den nachstehenden Algorithmus nach [NEL9S8], Exer-
cise 4.14, S.108:

1. Erzeuge U, T ~ U(0,1).

2. Setze W := U -TYO+D,

3. Bilde »
Vo { (W2 —u=? 4 1) falls U — W0 < 1,

0, sonst.

Dann ist (U, V) ~ Cc(-,9).

Fiir 9 = —1 erzeugt man U ~ U(0,1) und erhilt damit V :=1—U.

Der Algorithmus nach [NEL98], Exercise 4.14, S.108 ist auch fiir 9 > 0 sowie fiir jede
beliebige archimedische Kopula anwendbar.

3.3. Simulation einer Frank-Kopula

Im Falle der Frank-Kopula verwenden wir den nachfolgenden Algorithmus nach [NEL98|,
Exercise 4.14, S.108. Hierzu bezeichne ¢ den Generator aus Beispiel 1.6.

1. Erzeuge U, T ~ U(0,1).
Im Fall 9 = 0 wird V' = T gesetzt. Andernfalls sind folgende Schritte durchzufiihren:

2. Bilde W :=U + %log(exp(fﬁU) + (1 — exp(—9U))T).

3. Setze V := ,é log(exp(¢r (U, ¥) — or(W,9))(exp(—0) — 1) +1).
Dann gilt (U, V) ~ Cr(-,9).
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3.4. Simulation einer GauBB-Kopula

Zur Erzeugung eines bivariaten Pseudo-Zufallsvektors (U, V) ~ Cy(-,9) benutzen wir
direkt die Definition der GauB-Kopula in (1.4). Fiir ¥ € (—1,1) fithrt man die folgenden
Schritte durch:

1. Erzeuge (X,Y) ~ ®y mit ¥ € (—1,1).
2. Setze U := &(X) und V := (V).
Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion einer standard-normalverteilten Zufallsva-

riablen und &, die Verteilungsfunktion eines bivariat normalverteilten Zufallsvektors mit
(Pearson-)Korrelation ¥. Dann ist (U, V) ~ Cy (-, 9).

Fiir 9 = —1 bzw. ¥ = 1 erzeugt man U ~ U(0, 1) und bildet damit V' := 1 — U bzw.
V=U.

3.5. Simulation einer Gumbel-Kopula

Zur Simulation einer Gumbel-Kopula greifen wir auf den Vorschlag von [DKO01], S.111,
basierend auf [LEE79|, S.274f, zuriick. Es seien ¢g(-,9), ¥ > 1, der Generator aus
Beispiel 1.7 und (U, V) ~ Cg(+, V). Dann ist die Zufallsvariable
@G(Ua 19)
0c(U,9) + pa(V,9)
gleichverteilt auf (0,1) und unabhingig von Z = Cq(U, V,9) ([NEL98], S.104). Speziell
fiir die Gumbel-Kopula liisst sich Z; = ¢¢(Z,9)"/? in der Form

9 v

als Verteilungsmischung zweier Gammaverteilungen darstellen. Aus Pseudo-Zufallszahlen
T und Z; lassen sich damit Pseudo-Zufallszahlen U und V' mit dem gewiinschten Ergeb-
nis (U, V) ~ Cg(-,9), ¥ > 1 nach folgendem Algorithmus gewinnen:

7 ~ (1 - 1) (1, 1)+ L T21)

Im Fall ¥ = 1 werden jeweils unabhéngig voneinander die Pseudo-Zufallszahlen U,V ~
U(0,1) erzeugt.
Fiir ¥ > 1 sind die folgenden Schritte durchzufiihren:
1. Erzeuge T ~ U(0,1) und B ~ Bin(1,1/9) stochastisch unabhiingig voneinander.
2. Falls B = 0 ist, wird Z; ~ Exzp(1) erzeugt, sonst Z; ~ T'(2,1).
3. Setze U :=exp (—TY?Z;) und V :=exp (—(1 — T)/? 7).
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3.6. Simulationsstudien

In Abschnitt 3.6.1 vergleichen wir das vorgegebene Niveau des auf T, basierenden
Niveau-a-Tests mit einem durch Simulationsstudien geschitzten Niveau. Das Verhal-
ten des Tests bei einer vorgegebenen Alternative wird in Abschnitt 3.6.2 untersucht.

3.6.1. Empirische Niveaustudie

Die tabellarisch aufgefiihrten Ergebnisse zeigen auf, wie gut der auf 7, basierende
Bootstrap-Test ¢, = 1{T;, > ¢; .} das vorgegebene Niveau a = 0.05 einhélt. Dabei
wiihlen wir den Parameter ¢ aus dem entsprechenden Parameterbereich einer Kopulafa-
milie. Der Stichprobenumfang n ist 20,50 oder 100. Die Bootstrap-Stichprobe b eines
Bootstrap-Tests uimnfasst stets 100 simulierte Teststatistiken, und es werden m = 10000
Bootstrap-Tests durchgefiihrt. Mit & bezeichnen wir das geschéitzte Niveau.

Bei zu Grunde liegender Clayton-Kopula wird o nur in zwei Féllen leicht iiberschritten.
Am Rand von © = [—1, 00) ist & etwas kleiner als im Bereich um 0 (Tab. 3.2, Abb. 3.1).
Das Niveau wird bei zu Grunde liegender Frank-Kopula durchweg gut eingehalten. Der
Wert & liegt meistens zwischen 0.04 und « (Tab. 3.3, Abb. 3.2).

Liegt eine GauB-Kopula zu Grunde, so ist & stets kleiner als . Am Rand von © = (—1,1)
wird das Niveau wesentlich schlechter eingehalten als im Innern von © (Tab. 3.4, Abb.
3.3).

Im Falle einer Gumbel-Kopula ergeben sich folgende Beobachtungen. Fiir ¢ nahe 1 fallt &
fiir wachsendes n und ist teilweise grofier als «v. Eine Erklérung dafiir ist, dass © = [1, 00)
nur Abhéngigkeiten 7 > 0 abdeckt. Fiir grofies ¥ ist & wachsend in n, und das Niveau
wird gut eingehalten (Tab. 3.5, Abb. 3.4).

3.6.2. Empirische Giitestudie

In diesem Abschnitt soll anhand einiger Simulationsstudien die Giite P(T,, > ¢, ,) des
auf T}, basierenden Bootstrap-Tests bei festem Stichprobenumfang n € {50, 100, 200(, 400) }
und Niveau a = 0.05 untersucht werden. Dabei ist b = 100 und m = 2000. Mit /5 be-
zeichnen wir die geschitzte Giite.

Bei zu Grunde liegender Produktkopula, d.h. falls eine der Kopulae C¢(-,0), Cr(+,0),
Cn(-,0) oder Cg(+,1) zu Grunde liegt, bleibt 3 durch o beschrinkt. Mit wachsendem
Abstand zwischen ¢ und 0 bzw. 1 wiichst 3 in . Ferner nihert sich 3 fiir festes ¢ und
wachsendem n dem Wert 1.

Bei einem Test auf Clayton-Kopula ist Folgendes zu erkennen. Bei zu Grunde liegender
Frank-Kopula ist die Giite fiir positives ¥ besser als fiir negatives. Fiir n = 50 sind mit
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9| n=20|n=50|n=100
—0.9 || 0.0289 | 0.0185 | 0.0258
—0.5 || 0.0492 | 0.0334 | 0.0333
—0.3 || 0.032 | 0.0399 | 0.0403
—0.1 || 0.0475 | 0.0418 | 0.0393
0 || 0.0461 | 0.0433 | 0.0448
0.1 |[ 0.0512 | 0.0472 | 0.0393
0.6 || 0.0419 | 0.0538 | 0.0413
1.1 || 0.0497 | 0.0365 | 0.0418
1.6 || 0.0429 | 0.0355 | 0.0398
2.1 || 0.0225 | 0.0355 | 0.0385
Tabelle 3.2.: Geschiitztes Testniveau bei zu Grunde liegender Clayton-Kopula Ce (-, 9),
a = 0.05.
n=20
0067 | — n=50
n=100
L]
0.05 >\ -\
L)
0.04 /.\ T .
o—— o .
0.03
L]
002
0.01
0.0 T T T T T T T
1.0 -05 0.0 05 1.0 15 20

Abbildung 3.1.: Geschiéitztes Testniveau bei zu Grunde liegender Clayton-Kopula
Ce(-,9), a = 0.05.
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n =20

n =50

n = 100

|
—

(=)

0.0484
0.0405
0.0416
0.0441
0.0397
0.0403

0.0419
0.0408
0.0428
0.0422
0.0429
0.0396

0.0435
0.0475
0.0455
0.0475
0.045
0.049

|
" B < h
Cl= ol O ot = oY

[

0.0363 | 0.0394 | 0.042

Tabelle 3.3.: Geschiitztes Testniveau bei zu Grunde liegender Frank-Kopula Cr(-, 1),

a = 0.05.
n=20
0.06 n=50
n=100
0.05 T @
S e e
° — 3
004 ° — ><o>-l<:
.
0.03
0.02
0.01
0.0 T T T T T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Abbildung 3.2.: Geschiitztes Testniveau bei zu Grunde liegender Frank-Kopula Cr (-, 9),
a = 0.05.
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Yd|n=20|n=50|n=100
—0.9 || 0.0042 | 0.0118 | 0.016
—0.7 || 0.033 | 0.0425 | 0.0415
—0.5 || 0.0387 | 0.0355 | 0.0365
—0.3 || 0.0431 | 0.0416 | 0.0465
—0.1 || 0.0421 | 0.0387 | 0.0405

0 || 0.0385 | 0.0412 | 0.0465

0.1 || 0.0414 | 0.0372 | 0.044
0.3 || 0.0341 | 0.0378 | 0.0445
0.5 || 0.0269 | 0.0402 | 0.035
0.7 || 0.0157 | 0.0239 | 0.0365
0.9 || 0.004 | 0.0082 | 0.011

Tabelle 3.4.: Geschitztes Testniveau bei zu Grunde liegender GauB-Kopula Cy (-, 9), o =

0.05.
n=20
0.06 —— n=50
— n=100
0.05

wf NP D
wd 7 N

o
0.02

L) L]
° °
0.01 \.
L) L]
0.0 T T T T T
0.9 05 0.0 0.5 0.9

Abbildung 3.3.: Geschiitztes Testniveau bei zu Grunde liegender GauB-Kopula Cy (-, 9),
a = 0.05.
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| 9][n=20]n=250]n=100|
1.1]0.0635 [0.051 [0.0523
1.3 0.052 |0.0362 | 0.046
L5 | 0.0395 | 0.034 | 0.0347
1.9 | 0.0239 | 0.0322 | 0.0453
2.3 0.015 | 0.0255 | 0.0423
2.7 | 0.0082 | 0.0229 | 0.043
3.1 ] 0.0062 | 0.0175 | 0.034

Tabelle 3.5.: Geschitztes Testniveau bei zu Grunde liegender Gumbel-Kopula Cg (-, 9),

a = 0.05.
°
- n=20
0.06 n-s50
—— n=100
o
0.05 $
° .
_ .
0.04 o \
0
B | .

0.08 \

0.02 \ \.
0.01 \

0.0 T T T T
1.5 20 25 3.0

Abbildung 3.4.: Geschiitztes Testniveau bei zu Grunde liegender Gumbel-Kopula
Ca(-,9), a=0.05.
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B < « noch schlechte Werte fiir 3 zu sehen (Tab. 3.6, Abb. 3.5). Tabelle 3.7 und Abbil-
dung 3.6 zeigen bei zu Grunde liegender Gau-Kopula ein @hnliches Verhalten. Liegt eine
Gumbel-Kopula zu Grunde, so ist die Giite im Vergleich zur Frank- bzw. Gaul-Kopula
am besten. Fiir n = 200 liegt 3 schr nahe bei 1 (Tab. 3.8, Abb. 3.7).

Ein Test auf Frank-Kopula liefert bei zu Grunde liegender Clayton-Kopula fiir n = 200
nahe an 1 liegende Werte von 3 (Tab. 3.9, Abb. 3.8). Das selbe gilt bei zu Grunde
liegender Gumbel-Kopula fiir n = 400 (Tab. 3.11, Abb. 3.10). Bei zu Grunde liegender
GauB-Kopula bleibt 3 selbst fiir n = 400 meistens kleiner als 0.4 (Tab. 3.10, Abb. 3.9).
Bei einem Test auf Gau-Kopula ist die Giite bei zu Grunde liegender Clayton-Kopula
am besten, da 3 fiir n = 200 nahe bei 1 liegt (Tab. 3.12, Abb. 3.11). Bei zu Grunde
liegender Frank- bzw. Gumbel-Kopula bleibt B selbst fiir n = 400 kleiner als 0.6 (Tab.
3.13, Abb. 3.12 bzw. Tab. 3.14, Abb. 3.13). Ferner ist in Abbildung 3.13 zu sehen, dass
fiir wachsendes 9 die Giite schlechter wird.

Ein Test auf Gumbel-Kopula liefert bei zu Grunde liegender Clayton-Kopula fiir n = 200
nahe an 1 liegende Werte von B (Tab. 3.15, Abb. 3.14). Das gleiche gilt bei zu Grunde
liegender Frank-Kopula fiir n = 400 (Tab. 3.16, Abb. 3.15). Bei zu Grunde liegender
GauB-Kopula bleibt 3 selbst fiir n = 400 kleiner als 0.6 (Tab. 3.17, Abb. 3.16).

Die beste Giite erkennen wir in den Abbildungen 3.8, 3.11 und 3.14 bei zu Grunde
liegender Clayton-Kopula und die schlechteste in den Abbildungen 3.9 bzw. 3.16 bei
zu Grunde liegender GauBi-Kopula. Der Test auf Clayton-Kopula besitzt bei allen drei
Alternativen gute Werte fiir 3 (Abb. 3.5, 3.6, 3.7), wogegen der Test auf Gau-Kopula
bei den Alternativen Frank und Gumbel schlechte Werte fiir 3 liefert (Abb. 3.12, 3.13).
Die beste Kombination zweier Kopulafamilien in der Bewertung der Giite sind Clayton
und Gumbel (Abb. 3.7, 3.14); die schlechteste ist Frank und Gauf$ (Abb. 3.9, 3.12).



58 Kapitel 3. Simulation

[ 9] n=50]n=100]n=200]
~5.6 [ 0.0195 [ 0.351 [ 0.9755
—-4.9 1 0.025 |0.336 | 0.958
—4.2 |1 0.0245 | 0.3025 | 0.912
~3.5 | 0.026 | 0.2515 | 0.818
—2.8 | 0.0325 | 0.1855 | 0.631
—2.1 | 0.0265 | 0.1105 | 0.412
~1.4 | 0.022 | 0.0655 |0.183
14| 0.1245 | 0.17 0.291
210186 | 0.282 | 0.502
2.8 0.249 | 0.4195 |0.71
3.5 0.3205 | 0.541 | 0.823
42 0.3615 | 0.624 | 0.9105
4.9 | 0.4155 | 0.6985 | 0.9385
5.6 || 0.4265 | 0.7405 | 0.961

Tabelle 3.6.: Test auf Clayton-Kopula: Geschétzte Giite bei zu Grunde liegender Frank-
Kopula Cr(-,9), a = 0.05.

1.0 o\.\. ././.
| . J
8 \ S P
L] ./
0.6 1 \ / ./
. / S
0.4 7 .\.\. / ././
Wl N \ e
AN 2
0.05 gl gl g e g g g =00

-6 -4 -2 0 2 4 6

Abbildung 3.5.: Test auf Clayton-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender
Frank-Kopula Cr(-,9), a = 0.05.
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[ 9]n=50]n=100]n=200|
—0.9 [ 0.0005 [ 0.046 [ 0.9935
—0.7 [ 0.0155 | 0.234 | 0.9575
—0.5 || 0.0275 | 0.1725 | 0.6725
—0.3 | 0.025 | 0.0715 |0.223
—0.2 | 0.0285 | 0.048 | 0.093
—0.1 | 0.0315 | 0.032 | 0.05

0.1|0.071 |0.0755 |0.082
0.2 | 0.0915 | 0.1165 | 0.195
0.3 | 0.1585 | 0.2225 | 0.3615
05028 0451 |0.726
0.7 | 0.4015 | 0.6905 | 0.9405
0.9 || 0.4405 | 0.8255 | 0.993

Tabelle 3.7.: Test auf Clayton-Kopula: Geschitzte Gii
Kopula Cy(+, ), a = 0.05.

te bei zu Grunde liegender Gauf-

n =50
— n=100
— n=200
1.0 » .
e
o/
.
0.8 7 /
o
' )
0.6 /
° .
0.4 o
° /
/ .
N . o
0.2 ~ . /
N \. L
° N =0
0.057""® P—— e —8=8¢
0.0 A T T T T
-0.9 -0.5 0.0 0.5 0.9

Abbildung 3.6.: Test auf Clayton-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender

GauB-Kopula Cx (-, ), a = 0.05.
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Tabelle 3.8.: Test auf Clayton-Kopula:

[ U] n=50]n=100] n=200]

1.1
1.5
1.9
2.3
2.7
3.1

0.126
0.522
0.665
0.725
0.7315
0.717

0.1675
0.8125
0.9425
0.9745
0.983

0.9855

0.2675
0.9785
0.9975
0.9995
1
1

n=50
n=100
n =200

Geschétzte Giite bei zu Grunde liegender
Gumbel-Kopula Cq (-, ¥), o = 0.05.

0.8

0.6

0.4 7

0.2 7

-
° .

0.05

0.0

2.0

25

3.0

Abbildung 3.7.: Test auf Clayton-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender

Gumbel-Kopula Cg(+,9), a = 0.05.
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9 || n=250|n=100 | n =200 ‘
—0.7 || 0.862 | 0.9935 1
—0.4 ] 0.294 | 0.509 0.84
—0.1] 0.062 | 0.069 0.085

0.1 0.032 |0.043 0.045
0.5 || 0.05 0.1415 | 0.3295
1.1 0.117 | 0.369 0.766
1.6 | 0.166 | 0.4835 | 0.8935
2.1 || 0.1895 | 0.557 0.9405
2.6 || 0.198 | 0.5915 | 0.9635
3.1 0.1845 | 0.6045 | 0.972
3.6 || 0.1805 | 0.607 0.98
4.1 0.1895 | 0.61 0.982
4.6 || 0.1885 | 0.6095 | 0.976
51| 0.2 0.6065 | 0.982

Tabelle 3.9.: Test auf Frank-Kopula: Geschétzte Giite bei zu Grunde liegender Clayton-

Kopula Ce(+,9), a = 0.05.

n=50
n=100
n =200

1.0 -\ e o—— 90— ——o9——8
.
o

o] |1 /

0.6 e—o——0——¢—9e—o
o
o ~
/!
0.4 °
°
.
0.2 o— 0 ' T—e—o—0—0o—°
[ _—
.
N/
0.05
0.0 T T T T T T T
-0.7 0 1 2 3 4 5

Abbildung 3.8.: Test auf Frank-Kopula: Geschiitzte Giite bei zu Grunde liegender

Clayton-Kopula Ce(+,9), a = 0.05.
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Tabelle 3.10.:

[ 9] n=50]n=100]n=200]n=400 |

—0.9 || 0.0655 | 0.1715 | 0.389 0.7875
—0.7 || 0.0615 | 0.0865 | 0.1995 | 0.4285
—0.5 || 0.042 | 0.058 0.1015 | 0.181
—0.3 || 0.0495 | 0.043 0.0515 | 0.0655
—0.2 || 0.047 | 0.037 0.0455 | 0.055
—0.1 ][ 0.034 | 0.0465 | 0.042 0.043
0.1] 0.037 | 0.047 0.049 0.045
0.2 ] 0.045 | 0.041 0.054 0.058
0.3 ] 0.04 0.0415 | 0.0515 | 0.074
0.5 ] 0.04 0.045 0.084 0.1725
0.7 ][ 0.034 | 0.0655 | 0.155 0.413
0.9 || 0.0345 | 0.11 0.336 0.742

Test auf Frank-Kopula: Geschétzte Giite bei zu Grunde liegender Gauf3-

Kopula Cy(-,9), a = 0.05.

—— n=50
— n=100
— n=200
n =400
1.0
0.8
0.6
04 e
\ °
02+ .\o\ ./
° / .
° — T o . e o«
0.05° e=g==0 o= b O .
0.0 T T T T T
-0.9 -0.5 0.0 0.5 0.9

Abbildung 3.9.: Test auf Frank-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender Gauf3-

Kopula Cy(+, ), a = 0.05.
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| 9][n=50]n=100]n=200]n=400 |
1.1 0.055 [0.0705 [0.0855 [0.115
1.5 | 0.084 |0.1695 |0.36 0.712
1.9 | 0.0915 | 0.206 | 0.481 | 0.8565
2.3 0.0695 | 0.2065 | 0.558 | 0.925
2.7 0.067 | 0.208 | 0.574 | 0.947
3.1 0.055 | 0.1945 | 0.5865 | 0.9625
3.5 0.052 | 0.207 | 0.5805 | 0.9675
3.9 | 0.0505 | 0.1885 | 0.581 | 0.9695
4.3/ 0.041 | 0.1895 | 0.5985 | 0.98

4.7/ 0.055 | 0.1825 | 0.613 | 0.978
5.1 0.0525 | 0.186 | 0.605 | 0.979
5.5 0.043 |0.1885 |0.6015 | 0.973

Tabelle 3.11.: Test auf Frank-Kopula: Geschiitzte Giite bei zu Grunde liegender Gumbel-
Kopula C¢(+, ), a = 0.05.

— n=50
— n=100
— n=200
n =400
1.0
0.8
0.6 -0 o a— T °
f—
-/
0.4 7 /
°
02 T e —, . PR, .
Il""\a—o\.
0.05 . .
0.0~ T T T T
1 2 3 4 5

Abbildung 3.10.: Test auf Frank-Kopula: Geschétzte Giite bei zu Grunde liegender
Gumbel-Kopula Cg(+,9), a = 0.05.
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9 || n=250|n=100 | n =200 ‘
—0.7 || 0.7975 | 0.987 1
—0.4 | 0.249 | 0.4565 | 0.7625
—0.1] 0.051 | 0.063 0.785

0.1 || 0.022 |0.0405 | 0.044
0.3 | 0.044 |0.0705 | 0.134
0.5 0.044 | 0.108 0.2635
0.8 || 0.079 | 0.216 0.513
1.1 | 0.106 | 0.322 0.6765
1.6 || 0.1375 | 0.4285 | 0.8315
2.1 | 0.168 | 0.5075 | 0.92
2.6 || 0.177 | 0.534 0.928
3.1 0.1595 | 0.533 0.937
3.6 || 0.156 | 0.5395 | 0.9315
4.11 0.144 | 0.534 0.947

Tabelle 3.12.: Test auf Gau-Kopula: Geschétzte Giite bei zu Grunde liegender Clayton-
Kopula Ce(+,9), a = 0.05.

0.05°

0.0

n=50
n=100
n =200
. o——@ o—°
c/
08 e '—* /
o
0.6 /
o «—" . . .
. ./
0.4 - /
L)
. hd /
0.2 4 / ° e
K / o— e -,
o o«
/o _e—
g
T T T T T T
0.7 o 1 2 3 4

Abbildung 3.11.: Test auf GauB-Kopula: Geschiitzte Giite bei zu Grunde liegender
Clayton-Kopula C¢ (-, 9), o = 0.05.
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[ 9] n=50]n=100]n=200]n=400 |
~9.1]0.036 [0.0805 [0.221 [ 0.6019
—7.7]0.042 |0.081 | 0.2275 | 0.5591
—6.3 || 0.0505 | 0.087 | 0.1845 | 0.491
~4.90.049 |0.088 | 0.145 | 0.3733
—3.5 ] 0.051 | 0.0725 | 0.099 | 0.2105
—2.1 ] 0.047 |0.049 | 0.0705 | 0.0943
~0.7 || 0.0375 | 0.0325 | 0.046 | 0.0395
0.7 || 0.0435 | 0.0375 | 0.0505 | 0.039
2.1 0.046 |0.053 | 0.0665 | 0.0995
3.5 0.047 |0.0665 | 0.126 | 0.2157
4.9 |1 0.0545 | 0.0935 | 0.1915 | 0.3824
6.3 | 0.0595 | 0.1075 | 0.226 | 0.5138
7.7 0.0525 | 0.1105 | 0.275 | 0.6214
9.1 0.0445 | 0.109 | 0.289 | 0.6567

Tabelle 3.13.: Test auf GauB-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender Frank-
Kopula Cr(-,9), a = 0.05.

— n=50
— n=100
— n=200
n =400
1.0
0.8 7
0.6 7
0.4 7
/.,o_.,o
o-0-"-0_ o-0-0
0.2 e e
~e. o
®~o g ®-0-0-0-0
~ - ~_e-0-9-0-0-0-
0-0-0-0-9-0-%-0-0 30 T
0051 g4 —,—.;.Vo—o~.-o—l..4:.73,@?3:'4:.:8..,—,l—,o:,o,-,!=¢-o~t_—.———
0.0 T T T T T
-10 -5 0 5 10

Abbildung 3.12.: Test auf GaufB-Kopula: Geschiitzte Giite bei zu Grunde liegender
Frank-Kopula Cr(-,9), a = 0.05.



66 Kapitel 3. Simulation

9| n=250|n=100 | n=200|n=400
1.1 || 0.0545 | 0.0605 | 0.078 0.107
1.5 | 0.0775 | 0.145 0.2515 | 0.473
1.9 || 0.0775 | 0.1325 | 0.27 0.5445
2.3 || 0.0605 | 0.116 0.263 0.5215
2.7 11 0.0355 | 0.0995 | 0.2195 | 0.505
3.1 || 0.0265 | 0.075 0.1875 | 0.448
3.5 || 0.0215 | 0.0505 | 0.16 0.3714
3.9 | 0.016 | 0.032 0.1065 | 0.3329
4.3 | 0.01 0.023 0.079 0.2571
4.7 |/ 0.008 | 0.0145 | 0.0695 | 0.2129
5.1 || 0.0055 | 0.0105 | 0.0425 | 0.1539
5.5 || 0.0035 | 0.01 0.0345 | 0.1277

Tabelle 3.14.: Test auf Gaul-Kopula: Geschétzte Giite bei zu Grunde liegender Gumbel-
Kopula Cg(+,9), a = 0.05.

—— n=50
— n=100
— n=200
n =400
1.0
0.8
0.6 7
0.4 7
°
o— ’\.
0.2 TTe
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T ——e—
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0.0 140 o— .\o\_ T—e °
.05 ® ° o §——g— b °
0.0 -7 T : — a—o :
1 2 3 4 5

Abbildung 3.13.: Test auf Gauf-Kopula: Geschiitzte Giite bei zu Grunde liegender
Gumbel-Kopula Cg(+, 9), o = 0.05.
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[ 9][n=50]n=100]n=200]

0.1 ] 0.05
0.6 || 0.1625
1.1 0.337
1.6 || 0.457
2.1 0.519
2.6 | 0.578
3.1 0.564

0.0686
0.415
0.75
0.8825
0.93
0.9425
0.9485

0.0875
0.788
0.9785
0.9975
0.999
0.995
1

Tabelle 3.15.: Test auf Gumbel-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender

Clayton-Kopula C¢ (-, ¥), o = 0.05.

n=>50
n=100
n =200

0.8

0.6

0.4

0.2

0.05
0.0
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Abbildung 3.14.: Test auf Gumbel-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender
Clayton-Kopula C¢(+,9), a = 0.05.
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| 9][n=50]n=100]n=200]n=400 |

0.6
1.6
2.6
3.6
4.6
5.6
6.6
7.6
8.6
9.6

0.054
0.0605
0.066
0.089
0.114
0.1265
0.137
0.1425
0.137
0.142

0.06
0.061
0.1215
0.188
0.2395
0.2695
0.3125
0.3405
0.352
0.327

0.062

0.119

0.259

0.3804
0.4772
0.5632
0.6052
0.6363
0.6693
0.6747

0.0875
0.2485
0.5485
0.724
0.837
0.891
0.9175
0.9485
0.945
0.96

Tabelle 3.16.: Test auf Gumbel-Kopula: Geschétzte Giite bei zu Grunde liegender Frank-
Kopula Cp(+,9), a = 0.05.

— n=50
—— n=100
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1.0
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Abbildung 3.15.: Test auf Gumbel-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender
Frank-Kopula Cr(+,9), o = 0.05.
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| 9][n=50]n=100]n=200]n=400 |
0.1[0.042 [0.042 ]0.0525 [0.0875
0.3 | 0.0475 | 0.067 | 0.1125 | 0.209
0.4 | 0.0545 | 0.073 | 0.1485 | 0.333
0.5 | 0.0675 | 0.083 | 0.2035 | 0.428
0.6 0.072 |0.126 | 0.256 | 0.519
0.7 | 0.0755 | 0.141 | 0.2935 | 0.5875
0.9 | 0.0405 | 0.121 | 0.276 | 0.5735

Tabelle 3.17.: Test auf Gumbel-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender Gauf3-
Kopula Cy(-,9), a = 0.05.

—— n=50
—— n=100
— n=200
T n=400
1.0
0.8
0.6 //0\.
/‘/
.
0.4 /
)
/ ./'\.
02 " P
_— ./. o—*"——
o . .
0.05 -8 $ t—="4 L]
0.0 T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 3.16.: Test auf Gumbel-Kopula: Geschitzte Giite bei zu Grunde liegender
GauB-Kopula Cy (-, ), a = 0.05.
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3.7. Approximation der Giite

Es seien Zy,7Z5,...,Z,,... stochastisch unabhéngige und identisch verteilte bivariate
Zufallsvektoren mit Kopula Ca(-,94), 94 € Oy, fiir ein A € {C, F,G, N}. Weiter soll

ein ¥y € Oy, H # A, existieren, so dass fiir die Zufallsvariable y/n(d, — 9y) die
Voraussetzung (A2) erfiillt ist. Ferner withlen wir fiir das Maf§ ;1 das Lebesgue-Maf} auf
I*. Fiir

A= [ [Ca(s,94) — Culs,9m)]" ds

12
soll A > 0 gelten.

Es sind z.B. O¢ = (—1,00), Op = (—00,00), O¢ = (1,00) und Oy = (—1,1). Weiter
gelten 94 = ga(7), wobei

T=4/ CA(S,ﬁA)dCA(S,’&A) —1
12

ist, sowie Uy = g (7).

In dieser Situation ist die

Hypothese Hy : C' = Cy(-,9y) fiir ein Iy € Op
gegen die

Alternative Hy : C'=Cy(-,94) fiir ein 94 € ©4

zu testen.

Eine Approximation [;’n der Giite Py, (1, > ¢n,a) ist aufgrund des Satzes 2.13 durch

Bu = 1-0 (\/n/0f 1 (cnafn — B))

gegeben, wobei der kritische Wert ¢, o mit H,y,(t) = Py, (T, < t) durch ¢, =
Hn’ll,H (1 — o) mittels stochastischer Simulation gem&f Abschnitt 3.1 bestimmt wird. Den
Wert A erhiilt man durch numerische Integration. Ferner wurde die Varianz o in (2.45)
durch eine Monte Carlo-Approximation o, ersetzt. Diese Approximation wird wie folgt

bestimmt: Unter C = C4(-,94) erhalten wir mit s = (u,v) € I? und 2z; = (uy,v;) € I?

K(s) = 2[Ca(s,94) — Cu(s,9n)],

k(s,z1) = ki(s,21) — ka(s, 21),

ki(s,z1) = Huy Swuyvp <o} —Cals,¥a) — %CA(S,ﬂA)(l{ul < u}—u)
— o Cals, ) (11 < v} = ),

0
kQ(S,Zl) = %CH(&ﬁH)'l(Zl,’l?H).
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Dabei ist
(z1,90) = g5’ (Wm)) -2 (4Ca(21,94) + 1 = 2us — 200 — g5 (V1))

Mit dem Satz von Fubini folgt
ol //’yo(s,t)K(s)K(t)dsdt
2Jr2
//E[k(s,Zl)k(t,Zl)]K(s)K(t)dsdt
2Jr2
E/ / k(s, Z0)k(t Z0) K (s)K (£)dsdt
Jrz Jr2

g UI ks, Zl)K(s)db} ’
Ef(2)],

wobei f(Z;) = / k(s, Z1)K (s)ds ist. Sind nun Zj, Z,, . .. stochastisch unabhéingig mit

gleicher Verteilung wie 7y, so gilt aufgrund des starken Gesetzes grofler Zahlen

Oom = —Z[f = E[f(Z)] =05 P-—fs.

fiir m — oco. Somit ist o3, fiir grofe m (z.B. m = 1000) eine gute Néherung fiir oZ.

Bei der Berechnung von o, werden Pseudo-Zufallsvektoren Zy,. .., Zmy benutzt, welche
gemdf der Kopula C'4(-,9,4) unabhéngig voneinander erzeugt werden (siehe Abschnitte
3.2 bis 3.5). Die Integrale

£ = /ﬂk(s,Zi)K(s)ds, i=1,...m,

erhiilt man durch numerische Integration. Bei den folgenden Berechnungen wurde die
NAG-Routine nag_multid_quad_adapt_1 (d01wcc) verwendet.

Abschlielend betrachten wir bei einem Test auf Clayton-Kopula die Giite unter der
speziellen Alternative einer Gumbel-Kopula. Dazu sei der Stichprobenumfang n und
Kendalls Tau 7 gegeben. In Tabelle 3.18 sind Werte von o3, fiir m = 1000 und 7 =
0.1,0.2,...,0.9 aufgelistet. Die Approximationen f,, n = 50,100,200, 400, der Giite
schlieflen sich in Tabelle 3.19 sowie Abbildung 3.17 an. In den Abbildungen 3.18 und
3.19 werden die Approximationen ffn fiir n = 100, 200 mit den Werten aus der Bootstrap-
Simulationsstudie nach Tabelle 3.8 verglichen. Eine akzeptable Ubereinstimmung liegt
erst bei n = 200 sowie Jg < 5 vor (sieche Abb. 3.19). In beiden Abbildungen 3.18 und
3.19 sind die unter der Bootstrap-Simulationsstudie gewonnenen Werte fiir die Giite
(deutlich) groBer als die Werte der Approximation.
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T 190 19(; A 0'§m
0.1 0.22 | 1.11 ] 3.99¢ — 05 | 6.36e — 07
0.2 0.50 | 1.25| 1.30e — 04 | 1.70e — 06
0.3 0.86 | 1.43 | 2.27¢ — 04 | 2.55¢ — 06
0.4 1.33 | 1.67 | 2.92e — 04 | 2.82e — 06
0.5 2.00 | 2.00 | 3.0le — 04 | 2.08¢ — 06
0.6 3.00 | 2.50 | 2.52¢ — 04 | 1.34¢ — 06
0.7 4.67 | 3.33 | 1.63e — 04 | 6.70e — 07
0.8 8.00 | 5.00 | 7.07e — 05 | 1.44e — 07
0.9 || 18.00 | 10.00 | 1.23e — 05 | 3.54e — 09

Tabelle 3.18.: Test auf Clayton-Kopula bei zu Grunde liegender Gumbel-Kopula: Néhe-
rung a3 ,, fiir o3, m = 1000.

| T ” Bso ‘ Buoo | Baoo ‘ Baoo ‘
0.1 || 3.22e — 12 | 6.83e — 05 | 0.019140 | 0.15405

0.2 || 0.000829 | 0.082122 | 0.412734 | 0.809888
0.3 || 0.024829 0.334026 0.786874 | 0.980921
0.4 || 0.102395 0.587084 0.935979 | 0.998133
0.5 | 0.150479 0.716567 0.977516 | 0.999759
0.6 || 0.159949 0.761113 0.985994 | 0.999912
0.7 || 0.087894 0.687193 0.980742 | 0.999852
0.8 | 0.000978 0.361876 0.942181 | 0.998581
091 0.0 8.29¢ — 10 | 0.211345 | 0.988980

Tabelle 3.19.: Test auf Clayton-Kopula: 3, bei zu Grunde liegender Gumbel-Kopula,
n = 50,100, 200, 400; o = 0.05.
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Abbildung 3.17.:

Abbildung 3.18.:
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Test auf Clayton-Kopula: Approximation der Giite bei zu Grunde lie-
gender Gumbel-Kopula, 7 =0.1,0.2,...,0.9; a = 0.05.
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Test auf Clayton-Kopula bei zu Grunde liegender Gumbel-Kopula :
Vergleich der Approximation (199 mit Werten der Bootstrap-Simula-

tionsstudie, Jg = 1.11,1.25, ..., 5,10; a = 0.05.



74

Kapitel 3. Simulation

Abbildung 3.19.:
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Test auf Clayton-Kopula bei zu Grunde liegender Gumbel-Kopula: Ver-
gleich der Approximation fsqp mit Werten der Bootstrap-Simulations-
studie, ¥g = 1.11,1.25,...,5,10; a = 0.05.



A. Hilbertraume

In diesem Anhang stellen wir die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie auf Hilber-
trdumen bereit. Dabei beschrianken wir uns auf die fiir diese Arbeit wesentlichen Punkte.
Als Quellen fiir Abschnitt A.1 dienen [PA67], [LT91] und [KUNOO]. In Abschnitt A.2
verweisen wir auf [KOL75], [IB78] und [GIHT74].

Im Folgenden sei H ein reeller separabler Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) : H x H —
R, kanonischer Norm ||z|| := \/(x,z) und fest gewihlter Orthonormalbasis (ex)k>o-
Weiter sei H mit der Borel-o-Algebra B versehen. Ein linearer Operator S : H — H
heifit symmetrisch, falls (Shy, ha) = (h1, Shy) fiir alle hy, hy € H gilt. Ein symmetrischer
Operator S : H — H heifit positiv, falls (Sh, h) > 0 fiir jedes h € H gilt.

A.1. Zufallselemente in Hilbertraumen

Definition A.1
Es sei X ein H-wertiges Zufallselement mit E||X|| < oo und E[|X|?> < oo. Das durch
die Gleichung

(h,a) = E(h,X) fiir jedes h € H (A1)

charakterisierte Element a € H heifit Erwartungswert EX von X. Das Zufallselement X
heifit zentriert, falls EX = a = 0 gilt. Der symmetrische positive Operator S : H — H,
der durch

(Sh,hy = E[(h,X — EX)?] fiir jedes h € H (A.2)
definiert ist, heiBt Kovarianzoperator Sx von X ([PA67], S.154-155,168).

Bemerkung A.2
Es sei X ein H-wertiges Zufallselement mit E||X||* < co. Aus der Symmetrie des linearen
Operators Sx folgt

(Sxhi,hy) = E[(hy,X — EX){hy,X — EX)]
Cov({h1,X), (he, X))

fiir alle hy, hy € H. Weiter gilt aufgrund der Parsevalschen Gleichung und dem Satz von
der monotonen Konvergenz F|X||2 = 3222 E[(ex, X)?).
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Definition A.3

Eine Folge (P,)n>1 von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (H, B) heifit straff, wenn zu jedem
¢ > 0 ein Kompaktum K C Hmit der Eigenschaft P,(K) > 1—¢ fiir jedes n > 1 existiert.
Eine Folge (X,)n>1 von H-wertigen Zufallselementen heifit straff, wenn die Folge ihrer
Verteilungen straff in (H, B) ist.

Definition A.4
Es seien (P,),>1 und P Wahrscheinlichkeitsmafie auf (H, B). Die Folge (P,),>1 konver-
giert schwach gegen P, falls gilt:

[t@pan) — [r@P@n. 0.

fiir jede stetige, beschrinkte Funktion f: H — R. Schreibweise: P, 2, p.
Es seien (X,)n>1 und X H-wertige Zufallselemente. Die Folge (X,,)n>1 konvergiert nach
Verteilung gegen X, falls gilt:

Ef(X,) — Ef(X), n — oo,

fiir jede stetige, beschriinkte Funktion f : H — R. Schreibweise: X, 2y x ([LT91],
S.39-41).

Das folgende Lemma ([LT91], S.41) beschreibt eine Charakterisierung der Verteilungs-
konvergenz.

Lemma A.5
Es seien (X, ),>1 und X H-wertige Zufallselemente. Dann gilt:

X, Py X e { (X,..h) 25 (X, h) in R fir jedes h € HL

(Xp)n>1 ist straff.
Definition A.6
Ein H-wertiges Zufallselement X heifit Gaufsches Zufallselement in H, wenn (X, h) fiir
jedes h € H normalverteilt ist ([LT91], S.54-56). Fiir die zugehorige Verteilung schreibt
man N (EX, Sx).

Der Erwartungswert EX und der Kovarianzoperator Sx eines Gaufischen Zufallsele-
ments X in H existieren.

Satz A.7 (Zentraler Grenzwertsatz)
Es seien X ein H-wertiges Zufallselement und (X;);>; eine Folge unabhéngiger H-wertiger
Zufallselemente mit derselben Verteilung wie X. Gilt EX = 0 und E||X|[?> < oo, so folgt

1 n »
n 2 X; — N(0, Sx), n — o0,

in H, wobei Sx der Kovarianzoperator von X ist ([LT91], S.272-273).
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Den folgenden Zentralen Grenzwertsatz fiir Dreiecksschemata zitieren wir aus [KUNOO],
Theorem 1.1.

Satz A.8

Es sei (er)r>o eine Orthonormalbasis von H. Fir jedes n € N seien
Wi, Wy, ..., W, unabhiingige H-wertige Zufallselemente mit E|/W,;||> < oo und
E(ex, Wyj) = 0 fiir jedes 1 < j < n und k > 0. Es sei I, der Kovarianzoperator von
W, = Z?Zl W,,;. Die folgenden Bedingungen seien erfiillt:

a) Der Grenzwert lim (T'yex, €,) =: ay existiert fiir £ > 0 und [ > 0.
n—o00

b) Es gilt lim E (Tpex, ex) = E g < 00.
n—o0
k=0 k=0

c) Esist lim L,(e,e;) = 0 fiir jedes € > 0 und jedes k > 0, wobei
n—o00

La(e,h) ==Y E((h, W) 1{[(h, W,)| > ¢})

j=1

fiir h € H ist.

Dann folgt
W, i>/\f(0,F), n — 00,

in H, wobei der Kovarianzoperator I' durch (T'h, ex) = 372 (h, ¢j)aj; fiir jedes k > 0
charakterisiert ist.

A.2. L2-Raum, GauB-Prozesse

Es sei u das durch (2.27) definierte Maf§ auf den Borelmengen von I% Der Raum
LXI?,B° NI dp) .= {f: I = R: f Borel-messbar, / fAdu < oo}
12

ist der Raum der Borel-messbaren reellwertigen Funktionen auf 12, welche bzgl. p qua-
dratisch integrierbar sind. Funktionen, die fast {iberall gleich sind, sollen identifiziert
werden, d.h. mit der Menge Ny = {f € L2(I%, B> N I*,dp) : [}, f*dp = 0} gehen wir
durch Aquivalenzklassenbildung zum Quotientenraum

L? = L*(I*, B> N I, dp) = L2(1%, B> N 1%, dp) [Ny (A.3)

iiber. In L? fiithren wir durch

(AL 1ED, = [ fifadi (AL 12
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ein reelles Skalarprodukt ein und schreiben kurz

o Fody = (L), el / fifod (A4)

fir fi € [fi] € L* und f5 € [f2] € L% Die kanonische Norm ist durch

= VT = ([ ) (A5)

gegeben. Der Raum L2, versehen mit dem Skalarprodukt (A.4), ist ein separabler Hil-
bertraum (siehe [KOL75], S.380,382f).

Die folgenden Uberlegungen stammen aus [IB78], S.1-13. Alle im Weiteren auftreten-
den Zufallselemente seien auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P)
definiert.

Definition A.9

Ein Gauf-Prozess Z auf I? ist eine Familie (Z(t))scr> von Zufallsvariablen Z(-,t) : Q —
R, deren endlichdimensionale Verteilungen PZ(t)--Z(t) fiir jedes k € N und jede Wahl
von ty,...,t; € I? multivariat normalverteilt sind.

Ein Gauf-Prozess Z ist eindeutig bestimmt durch seine Erwartungswertfunktion
m(t) = E[Z(t)],  tel’
und seine Kovarianzfunktion

V(s,t) = ElZ(s) —m(s))(Z(t) —m(t))]
= Cov(Z(s),Z(t)), s,t eI

Unter den Bedingungen
lim{m(s) —m(#)] = 0 und lim[y(s, s) = 27(s,) + 7(t,1)] = 0
S s
folgt lims—, E[(Z(s) — Z(t))%] = 0 fiir jedes ¢ € I?, d.h Z ist stetig im quadratischen

Mittel. Nach [GIHT74], S.171, existiert dann ein messbarer stochastischer Prozess, der
dquivalent zu Z ist. Deshalb sei 0.B.d.A. Z messbar. Mit

m?(t)du(t) < oo (A.6)

12

/p (¢, t)du(t) < oo (A7)

folgt [}, E[Z(t)]*du(t) < co. Mit dem Satz von Fubini kann man zeigen, dass fast al-
le Pfade Z(w,-) in L? liegen. Deswegen konnen wir im Folgenden von einem messbaren
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Prozess Z mit Pfaden in L? ausgehen. Dieser Prozess kann auch als Gaufsches Zufallsele-
ment in dem separablen Hilbertraum L? im Sinne von Definition A.6 aufgefasst werden.
Dabei ist

(@, = [ ZOnOdu0

fiir jedes h € L? eine normalverteilte Zufallsvariable ([IB78], S.12).

Ist Z ein L2-wertiges Zufallselement, so ergibt sich fiir jedes h € L? durch Anwendung
des Satzes von Fubini

E[(Z,h), = F [ / Z(t)h(t)du(t)} _ / EZW)h(t)du(t) = (m, ).
jel J&l
Der Erwartungswert von Z ist somit p-fast sicher gleich der Erwartungswertfunktion m.

Fiir zentriertes Z ist der Kovarianzoperator Sz nach (A.2) durch die Kovarianzfunktion
v eindeutig bestimmt, da in diesem Fall der Zusammenhang

(Sah, ha)y = El(hn, 200, 2),) = [ [ 20600 ha(Odus)dutt

besteht.
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B.1. Kovarianzfunktion v

Es seien sy := (uy,v1), 89 := (ug,v9) € I* sowie die Funktionen hy(s;) := hy(s1, Uy, V1)
nach (2.18) und hy(s1) := ho(sy,Ur, V1) nach (2.21) mit (Uy, Vi) ~ C(-,9) gegeben.
Fiir h(s1) := hi(s1) — ha(s1) (vgl. mit (2.24)) ist die Erwartungswertfunktion m(s;) =
Ey[h(s1)] identisch null. Die Kovarianzfunktion v von h gemif (2.32) ist durch

Y(s1,82) = Eplh(s1)h(s2)]
= Ey[(hi(s1) = ha(s1)) (7 (s2) — ha(s2))]
= Eglhi(s1)hi(s2)] — Eg[hi(s1)ha(s2)]
—Eplha(s1)hi(s2)] + Eplha(s1)ha(s2)]
=: 71(81, 82) — Ya(s1, S2) — v3(s1, S2) + Ya(S1, 52)

gegeben. Dabei sind

Y1(81,82) = Eylhi(s1)hi(s2)]
= C(min(ug, us), min(vy, v3),9) — C(s1,9)C(s2,9)

0 C(s9,9)(C'(min(uy, ug), v1,9) — C(s1,9)us)

ou
15} .
7%0(52, 9)(C'(uy, min(vy, vg),9) — C(s1,9)vq)
0 .
—%C(sl,ﬂ)(C(mln(ul,uQ),vz, 9) — u1C(s9,9))
0 3] .
+£C(51, 19)%0(52, ) (min(uy, ug) — ugus)
0 0
+£C(Sl, 19)%0(52, 19) (C(ul, V2, 19) — U1U2)
fa—aUC(sl7 9)(C(uz, min(vy, v9), ) — v,C(s2, 1))
0 0
+%C(sl, 79)%0(52, 9)(C (ug, v1,9) — ugvy)
0 0 .
+%C(81, 0)%0(52, 9)(min(vy, ve) — v1v9),

80
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Ya(s1,52) = Ey[hi(s1)ha(s2)]
= %0(82719) -Ey Kl{Ul <wup, Vi <}

*%C(Sl,’g)l{Ul S Ul} - 30(51,19)1{‘/1 S Ul}>l(U1, ‘/3,19):|

= C(s2,9 {/ / l(u,v,9) dC(u,v,V)
uy 1
——0(31,19)/ / 1, v, 9) dC(u, v, 9)
a 0 0
a 1 oy
— ) [ [t o) e )],
0J0

73(817 32) = “/2(82,81):
Ya(81,82) = Eylha(s1)ha(s2)]
0 0 .
= %0(517,‘9)%0(52719) EﬁlQ(Ul,Vl,'&)

0
= 8190(91’19 819 C(s2,7) // (u,v,9) dC(u,v,1)

gesetzt.

Besitzt nun in (2.21) die Funktion (-, 4) die spezielle Gestalt (1.45), so ergibt sich mit
der abkiirzenden Schreibweise a := ¢~ () und b:=1— g~}(¥)

Ey[hi(s1)ha(s2)]

0 /
= %C(Sz,ﬂ) ° 29 (a) :

2Eﬂ[1{[]1 S Uy, ‘1 S 1)1}(20((]1, ‘/717 19) - U1 - ‘/1)] + b C(Sl, ’19)

"/2(517 82)

*%C(é],ﬁ)(gE,}[l{[]] < lh}(QC(U],‘/}ﬁ) — LY])] + bU] — uf)

_%C(Sl,’&)(ZEﬂ[l{"l S Ul}(zc( Yl; ‘/1,19) _ Ul)] + bvl _ v¥):|
8 !

= 8_190(82’19) -2¢'(a) -
{2/0 /0 {2C(u,v,9) — u — v}dC(u,v,9) + b C(s1,9)
,%C(sl,ﬁ) <2 /0/0 {2C (u,v,9) — v}dC (u,v,9) + buy — u§>

—%C(sh ) (2 /Ol/ovl{zc(u, v,9) — u}dC(u,v,9) + bv, — vf) } )
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Ya(51,82) = Eylha(s1)ha(s2)]

= g61(51,19) 9 0(52,’0) : 4gl(a’)2 !

v 99
{16E,9[C(U1, Vi, 9)(C(UL, W, 9) — Uy — V)]

+8E[ULA] — a® + 20 + %}

19} 0 ! 2
%C(il,f)%c(sz,ﬂ) ~4g'(a)® -
{16/0/0 C(u,v,9)(C(u,v,9) —u—v) dC(u,v, )

1p1 -
+8 // uv dC(u,v,9) — a* + 2a + 3}
0Jo 3

Bei der Berechnung von 4 wurde dabei die Beziehung ¢~'(9) = 4EyC(Uy, V3,9) — 1
verwendet ([NEL98], S.129).

B.2. Abschitzung von E[h?]

Als Spezialfall der Kovarianzfunktion v erhalten wir die Varianz von h(s)

Valh(s)) = ~(s,5)
Ey [h(s)’] = Ey[(h — hy)?] (B.1)

= Ey[hl] — 2By [hho] + Ey [13]

wobei mit s := (u,v) € I?
B[] = Cs,9)(1—C(5,9))
+ {%C(s, 79)] u(l —u) + {%C’(s, 19)} v(1 =)
—2C(s,9) [%C(s, 9)(1—u)+ %C(s, 9)(1 - U):|
%) )
+26—UC(3, 19)%0(5, 9)[C(s,0) — uv],

Eﬂ [hlhg} = %C(S,’Lg) . Eﬁ |:<1{U1 S U,‘/l S U}

0 0
—a—uC(S7 NH{U;, < u}— %C(s,ﬁ)l{lﬁ < v})l(Ul7 Vl,ﬁ)},

2
By [1)] = {%0(3,79)] Byl (U, Vi, )
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sind. Aus (hy — hg)? < 2h2 + 2h% und (B.1) folgt fiir Ey [h?] die Abschiitzung
Ey [h?] < 2By [B3] +2Ey [h3] - (B.2)

Die Kopula ist eine bivariate Verteilungsfunktion und deshalb beschrankt. Ebenso ist

0 .
EC(S, ) = Py(Vi <o|U; =)

eine bedingte Verteilungsfunktion ([NEL9S|, S.36). Wegen maxo<y<iu(l —u) = 1/4
und

. 1
Og,a%l[C(u,v,ﬂ) —uv] < Ogll%)él[mln(u,v) —uv] = 1
erhilt man L1 1 _
Ey[hl <-4 -4+--0+42-- = .
e e R R AT
Die Varianz o5(19) ist endlich nach (1.29), weshalb

Eg [h%] S ]\[12),902(19) < o0

erfiillt ist. Insgesamt gilt

By [p?] <2 (Z + ]\/112’1902(19)> < 0.

B.3. Kovarianzfunktion =,

Es seien s; := (u1,v)), 52 := (ug,v2) € I? sowie die Funktionen k;(s;, Z;) nach (2.47),
kz(Sl,Zl) nach (248) und k(Sl,Zl) = kl(Sl,Zl) - kQ(sl,Zl) mit Zl = ()&7171/1) ~ C
gegeben. Wie in Anhang B.1 erhélt man fiir 7o die Darstellung

Yo(s1,82) = Elk(s1, Z1)k(s2, Z1))
= 70,1(317 52) - ’70,2(517 52) - 70,:3(81, 52) + 70,4(51, 52)- (B-3)

Dabei sind

’\/0,1(.9‘175‘2) = E[kl(sl,Zl)kl(sz,Zl)}
= C(min(ug, us), min(vy, v9)) — C(s1)C(s2)

—%C(sz)(C(min(ul, uy),v1) — C(s1)us)

7%0(52)(0(1;1, min(vy, vg)) — C(s1)v2)

—%C(sl)(C(min(ul, ug), va) — u1C(s2))
3]

d .
+a0(31)£C’(52)(mm(u1, Us) — UpUsy)
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0 0
+8—uC(31)%C(32)(C(u1, Ug) — UI’UQ)
0 .
7%0(31)(0(1@, min(vy, vq)) — v1C(s9))
0 0
+%C(51)a0(32)(0(uz, Ul) - UQ’Ul)
0 0 .
+%C(51)%C(sz)(mln(’u] ,U2) — U1Us),
"/0,2(817 52) = E[kl(sly Zl kz 52, Zl

= —CSQ, {// l(u,v,9) dC(u,v)
u1 1
——Csl// (u,v,9) dC(u,v)
81) // l(u,v,9) dCuv)]

70,3(51752) = 70,2(82751)a

70,4(51752) = E[kZ(Slyzl)kZ(szaZL)}
9 9 o1
_ 8—ﬂ0(sl,ﬂ)8—60(52,0)/0/0 2(u, 0, 9) dC(u, v)

gesetzt.

Besitzt nun in (2.48) die Funktion (-, ) die spezielle Gestalt (2.49), so ergibt sich mit
den Abkiirzungen a := g~}(9) und b := 1 — g7(¥)

9 ,
Yoz(s1,52) = %0(82719) -24'(a) -

[2 /Oul/om{w(u, v) — 1w — v}dC(u, ) + b C(s1)
7%0(51) (2 /Oul/ol{QC’(u7 v) —v}dC(u,v) + buy — uf)

9 () <2 /01/;1{20@, v) = u}dC(u, v) + buy — vf> }

0 0
%,4(517 52) = 8—190(51719)6—190(32:19) ' 49’(‘1)2 .

{16 /01/010(% v)(C(u,v) —u—v) dC(u,v)

1,1 5
+8// ude(u,v)—az—f—Qa—f—g}.
oJo 3
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In der Darstellung von 792 und 74 treten Integrale bzgl. dC(u,v) auf. Der folgende
Satz stellt fiir diese Integrale alternative Darstellungen zur Verfiigung, wobei die dort
vorkommenden Integrale bzgl. d(u,v) integriert werden. Als Vorlage fiir den folgenden
Satz und Beweis dient [NEL98], Theorem 5.1.5., S.131. Nach dem Lebesgueschen Inte-
grabilititskriterium ([HEU91B], S.446) ist eine Funktion auf I? Riemann-integrierbar,
falls sie dort beschrénkt und fast iiberall stetig ist. Mit der Voraussetzung, dass C' eine
Funktion aus C''((0, 1)?) ist, sowie [NEL98], S.36, ist somit die Existenz aller im Weiteren
auftretenden (Riemann-)Integrale gesichert.

Satz B.1
Es sei C eine Funktion aus C1((0, 1)2). Ferner sei

) 0
8u-v0(ua 'U) = %C(u, U) . %C(U,’U)
Dann gilt fiir (@,7) € I?

//ﬁ (u,v)dC(u,v) - /;/017 0y C (u, v)d(u, v), (B.4)
/0/0 wdC(u,v) = aC(7,7) /Ouc(u, #)du, (B5)
/011/011 C(u,v)%dC (u,v) = % - 24141 C(u, )0y C(u, v)d(u, v), (B.6)
/0/0 uC(u,v)dC(u,v) %7 /0/0 0,0 C (1, v)d(u, v), (B.7)
/ / " wedClu,0) / / Clu, o) v). -

BEWEIs: Es sei zunéichst C absolut stetig, d.h. C besitze die Dichte 9%/0udv C. Man
erhilt dann die Beziechungen (B.4) bis (B.8) durch partielle Integration. Fiir (B.4) fiihren
wir exemplarisch die partielle Integration durch. Es gilt

// (1, 0)dC (u, v) // (u,0)

Fiir das innere Integral bzgl. du folgt

/;C(u v); [;UC( )] du = [C(u,v)s—vcm,v)]:—/Oﬂau_vc*(u,v)du.

C(u, v)d(u,v).

= C(ﬁ,v)%C(ﬁ,v)f/O Oy C'(u, v)du

und somit insgesamt

/Ou/ou C(u,v)dC(u,v) = /OU % EC(ﬂ,u)z] dv — /OH/OU Do C (1, v) (1, v)

vil oD

= %C(ﬂ,f})Z—/ O C (u, v)d(u, v).
0

0
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Den Beweis im allgemeinen Fall fithren wir mit Riemann-Summen. Es sei 0 = ug < uy <
<. < Uy =0 < 1 eine Partition von [0,a] bazw. 0 = vy < o1 < ... < v, =0 < 1 eine
Partition von [0,7]. In (B.6) bis (B.8) sind @ = o = 1. Ferner seien Au; := u; — u;_1,
i=1,...,m,und Av; :=v; —vj_y, j =1,...,n, sowie mit R;; := [u;_1, u;] X [vj_1,v;]

‘/yc(Rl]) = C(u“ Uj) - C(Ui,h ’Uj) — C(’U/l ’Uj,l) + C(u,-,l,vj,l)

firi=1,...,mund j =1,...,n gegeben.
Mit
A = i y C(ui, vj) Vo (Rij),
i=1 j=1
Bpnn = 3 z": [C(ui,v]-)2 — C(u4,v5)C (wi, vj_1)
i=1 j=1

—C'(ui—1, Uj)2 + C(ui—1,v;)C (i1, 'Uj—l)];

3

[C(ui, v;) = C(uimr, 0) ][O (i1, v5) = Cuiz1, v-1)]

-
S
i

I
—
<.
I
—

folgt
Am,n = Bm,n - Cm,n-

Die Summe A,,, ist eine Riemann-Summe fiir die linke Seite von (B.4) und

x| O, vj) = Cluiy,v;) [ C(uiny, v;) = Cluiy,v51)
= Au;Av;
G Z:Zu; { Au; Av; e

eine Riemann-Summe fiir das Integral auf der rechten Seite von (B.4). Summiert man
bei By, zuerst {iber den Index ¢, so folgt

Bm,n = Z [C(ﬂv U])z - C(ﬂ, UJ)C(ﬂv ,Ujfl)]

d.h. By, ,, ist eine Riemann-Summe fiir
/ﬁC(a 2L = Lo, )
0 T o ’ 2 o

Insgesamt ist (B.4) nachgewiesen.
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Wir zeigen
// udC(u,v)+/ C(u,v)du = aC(a,0). (B.9)
JoJo Jo

Die Ausdriicke

Amn = 3> uVe(Ry)

i=1 j=1
und

B, = ZC(UH: ¥) Au;
i—1
bilden Riemann-Summen fiir die Integrale auf der linken Seite von (B.9). Es gilt
Apn+ B = Zul Z {[C(u,-, v;) — Cui—1,v;)]
=l j=1
_[C(“i: 'Uj—l) - C(Ui—lavj—l)]}

m

+ Z C(Ui_l, f))Aul

= Zul [C(u“ 17) — C(Ui_l, 17)} + ZC(Ui_l, f))[ul — ui—l]

= aC(a, ).
Somit ist (B.5) gezeigt.

Zum Nachweis von (B.6) seien

A = 303 Cln ) Vel R,
i=1 j=1
B, = 2’”: ; [C(ui,v]-)'g—C(ui,v]-)2C(ui,vj,1)
i=1 j=1
—C(ui1,05)° + C(ui—1,v;)*C (v, Uj—l)] ;
Cune = 323 {00 ) (00 1) = Ol 1)
(Ol vy) = Clur )]
Com = 303 {Cl111) (€)= Ol . )
i=1 j=1

(O (i, v5) = Cluizy, )] }
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Dann gilt
Am,n = Bm,n - (Cl,m,n + CZ,m,n)-
Wegen
Bm,n = [C(lvvj)s - C(lavj)zc(LU]’*l)]
j=1
= Z[vf vv]1 ZUAUJ
j=1

ist By, eine Riemann-Summe fiir fol v?dv = 1/3. Die Summe A,,, ist eine Riemann-
Summe fiir die linke Seite von (B.6) und C' . bzw. Cop, eine Riemann-Summe fiir
das Integral auf der rechten Seite von (B.6). Damit gilt (B.6).

Um (B.7) zu zeigen, setzen wir

Am,n = Z Zulc(uﬂ ,UJ)‘YC(RU)’

i=1 j=1
Bm,n = ZZ [Uic(ui7’l)]')2 - uiC(u,-,vj)C(u,-,l,vj)
i=1 j=1
—uiC(ui, ’Uj,l)Z + ulc’(u,, U]-,l)C(u,-,l, ’U]',l)]
sowie
Cop = Z w; [C'(wi, vj-1) — Cui1, vj-1)] [Clug, v) — Clug,vi-1)].
i=1 j=1

Offenbar gilt
Am,n = Bm,n - Cm,n-

Es ist A, eine Riemann-Summe fiir die linke Seite von (B.7). Fiir B, gilt

M=

Bm,n = [u,C(ul, 1)2 — U,C(Uz, 1)0(’&1‘,1, 1)]

=1

I
Ms

[u3 uuzl E uAul

i=1
Somit ist B,,, eine Riemann-Summe fiir fol u?du = 1/3. Die Summe Cinn ist eine
Riemann-Summe fiir das Integral auf der rechten Seite von (B.7). Insgesamt ist damit
(B.7) gezeigt.
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Die Gleichung (B.8) gilt, da fiir zwei Kopulae C; und C; die Gleichheit

/01/01 Cy(u, v)dCh(u,v) = /1/101(u, 0)dCs(u, v)

besteht ([NEL98]), S.127f). Mit C; = C und Cs = C* ist (B.8) gezeigt und der Beweis
von Satz B.1 erbracht.

Fiir 72 und o4 erhalten wir mit Satz B.1 und der Abkiirzung ¢ := 1+ ¢g~1(¥) jeweils
die Darstellung

0 /
Yo2(51,82) = %0(52719) -2¢/(a) -

[2{ / Clu, Ul)dqu/vl C(ur, v)dv
4/“/“ 9w, v) UC(u,v)d(u,v)}

+20(81 (b—2u1—21)1 ( )

S Csl ( { // 9 Cu,v) C(u o)d(u, v)
7/0 C(ul,v)dv} ful—i-cul)
+8%0(.91) (2{2/01/0 %C(u, v)aa—UC(u,v)d(u,v)

- /: C(u, Ul)du} —v? 4 cvlﬂ,

0
’70,4(81782) = %C(Shﬁ)%c(smﬁ)'491(‘1)2'

16 [u+v —2C(u, v)]— (u,v) = 0 C(u, v)d(u,v)
ov

+8//C’uv (u,v) — a® +2a—1—31}.

B.4. Nichtparametrischer Schatzer fiir ~,

0

In diesem Abschnitt wird ein Ansatz fiir einen nichtparametrischen Schitzer 4q,, fiir vo
vorgestellt. Zuvor entwickeln wir einen nichtparametrischen Schitzer fiir die partiellen
Ableitungen erster Ordnung der Kopula C'.

Die Ableitungen sind Grenzwerte von Differenzenquotienten, d.h. es gilt z.B. fiir h > 0

QC(U.’U) ~ lim C(u+ h,v) —C(u,v)

ou ’ h—0 h (B.10)
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fiir 0 < w,v < 1 mit u+h < 1. Wir ersetzen auf der rechten Seite von (B.10) die Kopula
C' durch die empirische Kopula C,, und erhalten mit A = h,, > 0 und

Uy :=min(u + hy, 1)

die Definition

1
OnuChn(u,v) = h—[Cn(un,v) — Cy(u,v)] (B.11)
n
fir 0 < w,v < 1. Damit das Integral auf der linken Seite von (B.14) wohldefiniert
ist, umfasst Definition (B.11) alle (u,v) € I, Im Folgenden wird gezeigt, dass 0,,Ch
marginal-verteilungsfrei und L%-konsistent fiir /0u C ist, falls fiir die Bandbreite h,,

h, — 0 fiir n — oo (B.12)
mit einer noch zu bestimmenden Konvergenzgeschwindigkeit gilt. Der Schitzer 0, ,Ch,

ist marginal-verteilungsfrei, da C,, marginal-verteilungsfrei ist. Mit den abkiirzenden
Bezeichnungen

1
cin(u,v) = h—[C'"(un,v)fC(un,v)],
1
falu,v) = h—[C(un,v)fC(u,U)},
fuw) = 2c(u)
uv) = 5 Cu,v),
1
con(u,v) = h—[C(u, v) — Cp(u,v)],
gn(ua U) = ‘fn(ua U) - f(u7 ’U)‘
gilt
0
00 Cal,0) = - C(,0) = up(1,0) + [l 0) = 0]+ ot 0)
sowie
0
8n,ucn(ua v) - _C(U U) < sup ‘Cl,n(u7 U)‘
ou 0<u,w<1
+gn(u,v) + sup |eon(u,v)|. (B.13)
0<u,v<1
Wegen
sup |Cp(tup,v) — C(un,v)| < sup |Cp(u,v) — C(u,v)|
0<u,v<1 0<u,v<1
folgt

sup Je1p(u,v)| < sup |egn(u,v)l.
0<u,v<1 0<u,v<1
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Weiter erhilt man aus (B.13)

2 2
[Bn,uCn(u,U)f%C(u,v)} < 8{ sup |cz,n(u,v)|} + 22 (u, v)

0<u,v<1

sowie

. 2 2
/ {an‘ucn(u,v) - %C(u,v)} dudv < 8 { sup \czn(u,v)|] (B.14)
72

0<u,v<1
+2/ 92 (u, v)dudv. (B.15)
12

Zunichst zeigen wir, dass mit einer geeigneten Konvergenzgeschwindigkeit von h,, die
Konvergenz
sup |egn(u,v)| — 0 P— fs.
0<u,v<1
fiir n — oo gilt. Dazu betrachten wir

sup [Co(u.v) = Cu,0)] = sup [Ha(FH (u), G (v)) = Clu,0))|

0<u,w<1 0<u,v<1

< sup [Ha(F (), G(v0)

0<u,v<1
C(F ). 0))
+ sup [C(F (), G (v) — C(u,v)]
0<u,v<1
< sup |Hp(u,v) — C(u,v)]
0<u,v<1
+ sup [C(E; (), G, (v) = Clu,v)]
0<u,v<l
=: Dy + Dap.

Nach [WI73], S.282, gilt das Gesetz vom iterierten Logarithmus

nD1 n 1
limsup ——— > = — P— f.s.
e (2nloglogn)l/2 2 Is

Dabei wurde benutzt, dass C stetig ist. Es folgt ferner

Dy, = O(n~?(loglogn)'/?) P— fs.
(vgl. mit [GS79], S.202). Mit der sog. Lipschitz-Bedingung einer Kopula ([NEL98], S.9)
o |C(F; M (), G, (v) = Clu,v)] < |E () = ul +1G, (v) = ol-

Aus [GS87], S.14, entnehmen wir die Konvergenzaussagen

sup |F(w) —ul = O(n~Y*(loglogn)'/?) P— fs.

0<u<1
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und
sup |Gol(v) — v = O(n~*(loglogn)/?) P — fs.

0<v<1
Somit folgt
Dy, = O(n~?(loglogn)'/?) P— fs.

Insgesamt gilt

sup |Cp(u,v) — C(u,v)| = O(n~?*(loglogn)'/?) P - f.s., (B.16)
0<u,v<1
also )
sup |ean(u,v)| = — O(n~Y%(loglogn)'/?) P— fs.
0<u,v<1 hn
und somit

sup |copn(u,v)] — 0 P — fus.
0<u,v<1

fiir n — oo, falls die Bedingung

loglogn

hon — 0 fiir n = oo (B.17)

erfiillt ist.

Wir betrachten nun den Term in (B.15). Wegen
fo(u,v) — f(u,v), 0<uv<l,

fiir n — oo folgt
gn(u,v) — 0, 0<u,v<l,

fiir n — oo. Nach [NEL98], S.9 und S.36, gilt g2 < 4. Eine Anwendung des Satzes von
der dominierten Konvergenz liefert

lim [ g2(u,v)dudv = / lim g2(u,v)dudv = 0.

n—o0 [r2 2 N0

Somit ist gezeigt, dass der Schitzer 0,,Ch L% konsistent fiir 9/0u C ist, falls h,, die
Bedingungen (B.12) und (B.17) erfiillt.

Als Bandbreite withlen wir nun h, = n~"/%. Um die Konvergenzgeschwindigkeit von
(hn)n>1 zu beriicksichtigen, dndern wir die Definition in (B.11) wie folgt:

B uCalu,0) = kin[cn(un,«))fcn(u,vn. (B.18)
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Dabei sind
Up, = max (0, min (u+ ky, 1)),
A TV > 1/2,
T etV w<1/2

Analog definiert man einen nichtparametrischen Schitzer fiir 9/0v C' durch

1
8n,vcn(u7 U) = T[Cn(u; vﬂ) - Cﬂ(ua v)]> (Blg)
wobei
v, = max (0, min (v +1,,1)),
[ —nV v >1/2,
T Y w12
sind.

Aufgrund von (B.3) setzen wir als nichtparametrischen Schitzer fiir o

Yom = Yorn — Y020 — Y03m T Yodm; (B.20)

wobei 4y ; » eine empirische Version von 7o ,, % = 1, 2, 3, 4, ist. Diese empirische Versionen
erhiilt man, indem an den entsprechenden Stellen C' durch C,,, 9 durch 9,,, d/0u C durch
(B.18) sowie 0/dv C durch (B.19) ersetzt wird.

B.5. Schétzer fiir o
Wir ersetzen K und - in (2.46) durch deren empirische Versionen
Ka(s) == 2 [Cn(s) —O(s, D)
bzw. 4o,,(s,t) nach (B.20), d.h es wird
B = [ [ SR Ko )d(s)dtt)

gesetzt. Wir zeigen im Folgenden, dass 6, ein konsistenter Schitzer fiir of ist. Dazu
gelte zunéchst fiir den Schatzer U, des Kopulaparameters die Voraussetzung

U, —9  P—fs.
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fiir n — oco. Es ergibt sich folgende Abschétzung
0

IN

‘o-Oni ‘

[} nals 00 61 ot) — (s, 0K (K O e) ()

/. / Re(5) e (0)] (5 0) = 2005 1) (1)

+f) / s, D11 ) — K () K (O)dp(s) 1)

16 [ [ Bualst) = so(s. )

s2 (34020 [ [ 1BAR0 = KOO0

IN

IN

IN

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus |K,| < 4 und den Uberlegungen von Anhang B.2.
Weiter gilt mit (B.20) und (B.3)

[ [ Foats.) = 20(s.Dlautduty Z/ﬂ  Fnsnls:) = 0s(s. D))

Wegen der P — f.s. Konvergenz von C,, und 9, gegen C bzw. 9 sowie der L*-Konsistenz
von 8, ,C, und 8, ,C,, fiir 8/0u C bzw. 3/dv C erhilt man durch Anwendung des Satzes
von der dominierten Konvergenz die Konvergenzaussage

[ ] Fivinlst) = snsto Oldus)dntt) =0 P fs
fiir n — oo und i = 1,2, 3, 4. Ferner gilt
Ka(s) = 2 [Cn(s) — (s, 19”)] 5 2[C(s) — C(s,9)] = K(s) P fs.
fiir n — oo und somit
K. (5)K, (1) = K()K ()] — 0 P— f.s.

fiir n — oo. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

/2 . | (5) K () — K () K (8)|dp(s)du(t) — 0 P—fs.

rJr
fiir n — oo. Insgesamt gilt

|00n a2l — 0 P - fs.

fiir n — oo. Unter der Voraussetzung 1, -5 9 erhilt man mit dem Teilfolgenkriterium
fiir stochastische Konvergenz die Konsistenz |63, — o3| = op(1).



C. Beweis von Satz 2.8

Der geschitzte empirische Kopula-Prozess y/nd, hat nach (2.23) die Darstellung

Jion(s) = %Zh(s,Zi)+sn(s), 5= (u,0) € I2,

Wa(s) + en(s),
wobel Z; := (U;, V;) ~ C(-,9), i > 1, und W, () := 1/y/n > 1, h(-, Z;) gesetzt sind.

C.1. Grenzverteilung von W,,

Die Zufallsvariablen h(s, Z1),h(s, Z2),...,h(s, Z,) sind stochastisch unabhingig und
identisch verteilt. Aufgrund der Definition von & in (2.24) und einer einfachen Rechnung
ergibt sich Eyh(s, Z;) = 0. In Abschnitt B.2 wurde bereits Vy(h(s, Z1)) < oo gezeigt.
Die Zufallselemente h(-, Z)), h(-, Zs), . .., h(, Z,) des Hilbertraumes L? sind stochastisch
unabhingig und identisch verteilt. Aufgrund der charakterisierenden Gleichung (A.1) fiir
den Erwartungswert Eyh(-, Z;) berechnen wir durch Anwendung des Satzes von Fubini
und Eyh(s, Z;) =0 fiir ein beliebiges f € L?

Eolf,h(, 22)), = E/ h(s, 1) (s)du(s)
= [ 1oh(s, 20 1 6)dn(s)
0.

Daraus ergibt sich mit Definition A.1 fiir den Erwartungswert:
Eyh(-,Zy) = 0.

Wiederum durch Anwendung des Satzes von Fubini und Eyh(s, Z;) = 0 ergibt sich
Ey|h(- 20 = E,,/ W2 (s, 24) du(s)
12
/ [Eoh®(s, Z1)] dp(s)
12

sup |Egh®(s, Z1)| - /2 du(s).
.

sel?

IN
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Mit den Ergebnissen aus Abschnitt B.2 erhalten wir die Abschiitzung

sup |Egh?(s, 2))| < 2- (Z—O—J\[iﬂag(ﬂ)) < 0.

sel?

Dabei koénnen die Werte von My fiir die einzelnen Kopulafamilien aus Tabelle 2.2
abgelesen werden. Wegen o(9) = Eyl?(Z1,9) < oo nach (1.29) folgt Ey||h(-, Z1)||3 < oo.
Mit dem Zentralen Grenzwertsatz A.7, angewandt auf X; = h(-, Z;), i > 1, folgt im Falle
C = C(-,9) die Verteilungskonvergenz

Wo 25 N0, Spiz),  n— o0,

in L2. Nach Anhang A.2 existiert ein zentrierter Gauf-Prozess W in L? mit Kovarianz-
funktion (s, t) = Ey[h(s, Z1)h(t, Z1)], so dass

W ~ N(O, Sh(-,Zl))

gilt. Zur expliziten Darstellung von v siehe Anhang B.1.

C.2. Asymptotisch vernachldssigbare Restterme

Fiir den Beweis der Aussage

Vndy, Do, w, n — 00,
in L? bleibt zu zeigen, dass
Vnd, = Wallz = [[gall2 = op, (1) (C.1)

gilt. Mit (2.25) und (2.19) ergibt sich unter Anwendung der Minkowski-Ungleichung
lenllz < lleapnllz + leaznlla + [easnllz + lepnll2. (C.2)

Die Konvergenzaussage (C.1) ist gezeigt, falls alle Summanden auf der rechten Seite in
(C.2) stochastisch gegen null konvergieren. Wegen

i = ([ serane)”

in ([ )" ©3)

[fIl':=sup [f(s)]
seI?

IN

wobei



C.2. Asymptotisch vernachlissighare Restterme 97

</IZ du(s)>1/2 < oo

sind, folgt z.B. aus ||ea,1,,|| = op,(1) in (C.3) die Konvergenzaussage

und

lleainllz = op, (1).

Dieses Vorgehen benutzen wir bei €41, und €45,,. Bei €43, und ep, zeigen wir direkt
|2 = op, (1) bzw. [lepall2 = op, (1).

lle a3

C.2.1. Restterm ¢4, (Teil 1)

Wir betrachten zuniichst den in (2.12) definierten Restterm

cann(u,v) = B,L(Frjl(u),Ggl(v)) - Bn(u,u), (u,v) € I2.

Dem Nachweis von ||e4,1,,]]2 = op,(1) schicken wir einige Betrachtungen zur (starken)
Approximation des zweidimensionalen empirischen Standardprozesses (3, voraus.

C.2.2. Approximation des zweidimensionalen empirischen
Standardprozesses

Fiir den zweidimensionalen empirischen Standardprozess 3, nach (2.8) schreiben wir in
diesem Abschnitt

B, v) = /n(Hy(u,v) — C(u,v)), (u,v) € I?, (C4)

und vermeiden dabei die Angabe des Parameters ¢ der Kopula C(-,9). Ferner wird
in diesem Abschnitt beim zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsmafl und beim E-
Operator auf die Indizierung mit dem Parameter ¥ verzichtet. Um |[e4,1,,|l2 = 0p(1) zu
zeigen, verwenden wir die Tatsache, dass auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
eine Folge B¢, von Brownschen Briicken mit Intensititsmaf$ C existiert, welche (Bn)nEN
gleichméBig approximiert (sieche Lemma C.4). Wir orientieren uns dabei im Folgenden an
[CS84], S.4391F und fithren zuerst geeignete Funktionenriiume und stochastische Prozesse
ein.

Definition C.1
Es seien T eine beliebige nichtleere Menge sowie

Cr = {Z:T — R: Z stetig},
Dp = {Z:I? 5 R:Vse (0,1 gilt Z(s—) = Z(s),
Vs € [0,1)? existiert Z(s+)}.
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Dabei stehen Z(s—) := Z(u—,v—) und Z(s+) := Z(u+,v+) fiir den komponentenweise
gebildeten links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von Z(-) an der Stelle s. Weiter sei

Dpyposy = {Z:1°x[0,00) = R: Vs € (0,1]* x (0,00) gilt Z(s—) = Z(s),
Vs € [0,1)% x [0, 00) existiert Z(s+)}.

Ist D ein (messbarer) Funktionenraum, so ist ein D-wertiger Gauf-Prozess Z ein D-
wertiges Zufallselement auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), dessen
endlichdimensionale Randverteilungen multivariat normalverteilt sind. Fiir D = D2
z.B. ist dann der m-dimensionale Zufallsvektor (Z(s1), Z(s2), ..., Z(sm)), si € 1%, i =
1,...,m, multivariat normalverteilt. Ferner ist D> mit der Projektions-o-Algebra M
versehen. Dabei ist M die kleinste o-Algebra auf Dj2, so dass alle Projektionen

x . {Dp — R™
Foefm W Z = (Z(51),Z(82), - Z(Sm)) ]

C sy, sm €I m e N)
([SHWS6], S.24-27).

Definition C.2 (Wiener-Prozess, Brownsche Briicke, Kiefer-Prozess)
Ein Wiener-Prozess W¢ auf I? mit Intensititsmaf C ist ein Dp-wertiger Gauf3-Prozess
mit folgenden Eigenschaften: Mit s, = (u,v), sy = (%, ) € I? gilt

o P(WeeCp)=1,
o EWe(s1) =0,
o We(0,v) = We(u,0) =0,
o E[Weo(s1)We(s2)] = C(min(sy, 52)).
Dabei ist min(sy, $2) := (min(u, %), min(v, 0)) gesetzt. Der durch
Be(u,v) := We(u,v) — Clu,v)We(l, 1), (u,v) € I?,

definierte Prozess heilt Brownsche Briicke auf I? mit Intensititsmafi C.

Ein Wiener-Prozess We auf 1% x [0, 00) mit Intensititsmaf C ist ein D2 jo,00)-Wertiger
GauB-Prozess mit folgenden Eigenschaften: Mit s, = (u,v),s2 € I?, t;,t5 € [0, 00) gilt

. P(I/VC € CIZX[O,oo)) =1,

o EWc(s)) =0,
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o VVc'(O, v, tl) = L/Vc(’u/, 0, tl) = I'VC(U, v, 0) = 07

o E[We(s1,t1)We(s2,t2)] = min(ty, t2) - C(min(sy, s2)).

Der durch
Keo(u,v,t) = Welu,v,t) — Cu, v)We(1,1,t), (u,v) € I*,t > 0,
definierte Prozess heiit Kiefer-Prozess K¢ auf I? x [0, 00) mit Intensititsmaf C.

Falls keine weiteren Annahmen iiber die Kopula C' gemacht werden, gilt die folgende
starke Approximation des zweidimensionalen empirischen Standardprozesses 3, ([CS84],
S.441).

Lemma C.3 (Starke Approximation)

Es seien 72y = (U1, V1),...,Zy = (U,, V), ... stochastisch unabhingige und identisch
verteilte bivariate Zufallsvektoren mit U; ~ V; ~ U(0,1), i@ > 1, und Kopula C. Fer-
ner sei ﬁn der zweidimensionale empirische Standardprozess nach (C.4). Dann kann ein
Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) konstruiert werden, auf dem sowohl Z;,Z,... als
auch ein Kiefer-Prozess K¢ auf I? x [0, 0c) mit Intensitéitsmafl C' definiert sind, so dass
gilt:

P < sup sup |k'/23(s) — Kc(s, k)| > clnl/Z’A> < ey (F1/36) (C.5)
1<k<n sel?

Dabei sind ¢1, ¢2 positive Konstanten, die nur von C abhéngen, und es gilt A = 1,/20000.

Analog zu [CS84], S.441, folgern wir aus (C.5) die Giiltigkeit der Beziehungen

n 2 sup sup |kY2Bx(s) — Ke(s, k)| = O(n™?) P— fs.
1<k<n sel?

und
sup | Ba(s) — n 2K (s,n)] = O(n™?) P — f.s. (C.6)

sel?
Mit der Abkiirzung
Ben()) = n’l/QKC(-,n)

geht (C.6) in

sup 1Bu(s) = Ben(s)| = O(n™>) P— f.s. (C.7)

s€I”
iiber. Man beachte die fiir jedes ¢ > 0 bestehende Verteilungsgleichheit

{t7V2Kc(s,t); s € I’} ~ {Be(s); s € I},

aus der insbesondere Bc,,(-) ~ Be(-) folgt.
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Lemma C.4 (Approximation von B, durch Brownsche Briicke)
Unter den Voraussetzungen von Lemma C.3 ldsst sich der Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,A,P) fiir Zy,...,Z,,... und darauf eine Folge von Brownschen Briicken (Bc,,)nen
auf I? mit IntensitdtsmaB C derart konstruieren, dass
sup | Ba(F7 (u), G5 (v) — Bo(u,v)| = op(1)

1

0<u,v<
gilt.
BEWEIS: Wir setzen den Wahrscheinlichkeitsraum, den uns Lemma C.3 bereitstellt,

voraus und ersetzen in (C.7) die Argumente von j,(u, v) durch ' (u) und G;'(v). Aus
der Dreiecksungleichung erhalten wir die Abschétzung

sup |Ba(F, " (u), G (0) — Bew(u, )|

0<u,v<1
< s ((F ). G5 ) — Bew(Fy ). G5 )
+ sup |Bea(F,(u), G (v) — Bew(u, v)l-

0<u,v<1

Wir zeigen, dass beide Summanden auf der rechten Seite dieser Ungleichung stochastisch
gegen null streben. Der erste Summand lésst sich durch supgc, ,<1 |8n (%, v) — Bo(u, v)]
nach oben abschiitzen; die P-fast sichere Konvergenz dieses Ausdrucks gegen null folgt
aus (C.7). Fiir den Beweis der Konvergenz des zweiten Summanden verwenden wir die
P-fast sichere Stetigkeit einer Brownschen Briicke B auf I? mit Intensitéitsmafl C. Es
seien hierzu ¢,7 > 0 beliebig. Fiir den Stetigkeitsmodul

wpe (1) = sup | B (1, v1) = Bey (U2, v2)], 0<p<l,
0< |uy —uz|y|v1 —v2|<p

einer Brownschen Briicke B¢ auf I? mit Intensititsmafl C gilt
Plwpe(p) >¢) — 0, p—0,
d.h. es existiert ein pg = p19(e,n) € (0,1), so dass

P(wpe(p) > €) <n
fiir jedes 1 < o gilt. Nun gibt es ein ng = ng(u0) € N mit der Eigenschaft

sup |F'(u) —u| < o und sup |G (v) —v| < po P— fs.
0<u<1 0<v<1

fiir jedes n > ng. Somit gilt fiir n > ng

r ( sup [ Ben(F, (). G, (v) = Beg(u,0)] > E) < P(wpe (o) > &) <.
0<u,v<1

Da 1 und e beliebig waren und Bg,, fiir jedes n eine Brownsche Briicke auf /2 mit

Intensitdtsmafl C ist, entspricht diese Aussage gerade der geforderten stochastischen

Konvergenz

sup |Bea(Fy (), Gyt (v) — Bea(u, v)] = op(1).
0<u,v<1
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C.2.3. Restterm ¢4, (Teil 2)
Mit der Minkowski-Ungleichung erhalten wir

leanall < sup |Ba(E; (u), Gt (v) = Bea(u,v)]

0<u,v<1

+ sup \,{én(u,v)—BC,n(u,v)\.
(u)er?

Der erste Summand der rechten Seite konvergiert stochastisch gegen null nach Lemma
C.4 und der zweiter Summand nach (C.7). Damit ist ||4,1,]|2 = 0p, (1) gezeigt.

C.2.4. Restterm ¢35,

Fiir den in (2.15) definierten Restterm ¢4, gilt

0

Jesall < |3ecC.0)]

30(.719)” N

|2 s

Nach [NEL98], S.36, sind 8/du C(-,9) bzw. /v C(-,9) bedingte Verteilungsfunktionen,
weshalb

9
ou

gilt. Nach [GS87], S.15, gilt

0
. < 7. J— . <
C(,ﬂ)H 1 bzw H 1)0(,19)“ 1

levall = llevall = O(n=*(loglogn)®*) Py — f.s.
Dabei ist £y, der sog. Restterm aus dem BAHADUR-KIEFER-Theorem. Zusammen mit

(C.8) folgt
leazall = O(n~*(loglogn)®*) Py — f.s.,

also insbesondere |[e42, |2 = op,(1).

C.2.5. Restterm e,3,

Den in (2.16) eingefiihrten Restterm ¢4 3, zerlegen wir geméif

eaan(u,v) Vvn /Ol(Vz)[C(u +tz1, v+ t29,9) — C(u,v,9)|dt

= easin(u,v) +eazzn(u,v),

wobei

cagin(u,v) = {/ —C (g (u,t), Ty (v, t),9)dt — ;C(u,v,ﬂ) Uy (1)
u
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und
ca32n(U,v) = {/ —C(tn(u, t), v, (v, t),9)dt — gC(u,v,ﬁ) U (v)
mit
Uy (uyt) == u+tzy = u+t/yn-i,(u),
Up(v,t) == v4tz = v+t/v/n-0,(v)

% > 0. Deshalb folgt aus
Eyplleaganl; — 0,  n— oo,

die Konvergenzaussage ||€43,1]l2 = op,(1). Mit der abkiirzenden Schreibweise
_ 0 .
(u,v;w) (u, t;w), Oy (v, t;w), V)dt — 8—0(11,1},19) U (u;w)
u

gilt

E0\|5/\,3,1,"||§ = /Q/o/o fﬁ(u,’U;u})d/t(u,v)dpﬂ(w)
[ [ e apsoyiutn,n. (©9)
oo Ja

Dabei folgt das letzte Gleichheitszeichen aus dem Satz von Tonelli. Zunéchst betrachten
wir in (C.9) das innere Integral

E,(u,v) = /fol(u,v;w)dP,g(w), (u,v)e]z.

Die Zufallsvariable f,(u, v; -) ist eine Transformation der Zufallsvariablen @, (u) = ey (u)—
U, (u) und #,(v) = ey (2 ) V,(v). Nach [GS87], S.15, gilt

wobei b, := n’l/‘l(log logn)3/* eine Nullfolge ist. Somit konvergieren ey, und ey, fiir
n — oo Py-fast sicher gegen null. Der zweidimensionale empirische Standard-Prozess
B konvergiert nach Verteilung in Dj> gegen eine Brownsche Briicke mit Intensititsmafl
C(-,9) ([CS84], S.442). Somit erhalten wir mit dem Lemma von Sluzky die Verteilungs-
konvergenz

= |levall < Kb, Py — f.s.,

3/4
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wobei 02(u,v) = C(u,v,9) —uv und Ng = Ny = 0 Py-fs. sind. Aufgrund des Satzes von
Skorokhod ([BI86], S.399) existiert ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), so
dass die Verteilungskonvergenz zur P-fast-sicheren Konvergenz

(0, @) =3 Nu(@) 5ed
~ ~ n—o00 ~ b) )
On(v,0) = Ny(@)

dquivalent ist. Mit der Abkiirzung

0

S=Cia(u, 6:0), (v, 6:2),9), 0 <<,
u

gn(t,u,v; @) =
sei nun fiir jedes @ €

1
A(u,v;0) = /gn(t,u,v;&))dt—iC(u,v,ﬂ)
0 ou

gesetzt. Fiir jede Wahl von w,v,t € [ gilt

Un(u, 1;0) = uA+t//m- i (u; @) =5 u 5eq
Ua(v,6,0) = vAt/yn-T(v0) o [’ .

Zusammen mit der Stetigkeit der partiellen Ableitung 9/du C(-,9) an der Stelle (u,v)
folgt die Konvergenz

~\ N—00

gn(t,u,v;0) — %C(u,v,ﬂ), oeq.

Wegen |g,| < 1 ([INEL98], 5.36) liefert eine Anwendung des Satzes von der dominierten
Konvergenz

1
7] -
lim A, (u,v;@0) = lim gn(t,u,v;0)dt — —C(u,v,9) = 0, weN
n—00 n—o0 [q ou
Ferner gilt y
Falt,v;0) = Ap(u,v;@) - i (u; @) =30, weQ.
Mit |A,| <1 folgt die Abschétzung
fE< (Kb O] k=24 (C.10)

Das vierte Moment der Zufallsvariable U, (u) hat die Darstellung
EyUn(u) = EglVn(F(u) - u)]*

n2E, %Z(I{Ul <u}-— u):|

i=1
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n

4
1
= = > B H(I{Uiy<u}—u)}
1,02,83,04=1 v=1

- % <n Ep[{Uy < u} —u]*

n (3) (Z) Ey[(1{U < u} —u)*(1{Uy < u} — u)ﬂ)

3(n—1
(u— du? + 6u’ — du +u*) + 7(71 )u2(1 — u)?
n

7 12 6
+<3——> u2+<—6+—>u3+<3——> ut.
n n n

Dabei haben wir die Tatsache Ey[1{U; < u} —u] = 0 benutzt. Weiter gilt mit & = 2 und
k=2 in (C.10)

e 3=

sup By f27 (u,v;+) < 8 {sup(Kbn)4 + sup Eﬁffﬁ(u)} < 00.

n>1 n>1 n>1

Damit ist die Folge der Zufallsvariablen ( f,(u,v;-))n>1 gleichgradig integrierbar, und es
ergibt sich

lim E,(u,v) = lim Eyf’(u,v;+) = 0.

n—>00 n—00

Wir betrachten nun in (C.9) das dufere Integral

// n(u, v)dp(u, v).

Wegen 0 < b, fiir jedes n > 3 und b, — 0 bei n — oo existiert ein B < 0o mit b, < B
fiir jedes n > 3. Ferner gilt fiir das zweite Moment der Zufallsvariable U, ()

EyU2(u) = Ey[Vn(Fy(u) —u)]?

— B, iZ(l{Uigu}u)}
= %Z Ey H(l{UiV SU}U)}

1
= —-n Ey[H{U, <u}—u)?
n
= u—2u>+u’ = u(l-u).
Somit erhalten wir mit £ = 2 in (C.10) die Abschétzung

En(u,v) < 2[(Kby)® +u(l —u)]

1 1
2 {KZBQ—i— ﬂ ~ 2K?-0.50769° + 5

IN
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Zum Maximalwert B der Folge (b,)n>3 siche Tabelle C.1 und Abbildung C.1. Der Satz
von der dominierten Konvergenz ergibt dann

lim// ' (u, v)dp(u,v) // lim E,(u,v)du(u,v) = 0.

Damit ist limy, o Eyllea3 103 = 0 sowie ||ea31all2 = 0p, (1) gezeigt. Fiir €432, erhal-
ten wir analog [|ea3.2./l2 = 0p,(1), und somit insgesamt ||€43,/|2 = op,(1).

‘ bTL
15 || 0.50669
16 || 0.50739
17 || 0.50769
18 || 0.50768
19 || 0.50741
20 0.50694

Tabelle C.1.: Werte der Folge (b,) an den Stellen n € {15,16,...,20}.

06
05
0.4
0.3
0.2

0.1 7

0.0 = T T T T T
log(n)

Abbildung C.1.: Lineare Interpolation der Folge (b,) iiber log(n), 3 < n < 500.
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C.2.6. Restterm ¢p,

Fiir den nach (2.22) gegebenen Restterm ep, gilt

1/2 ~ .
lenalls < My ( [ du(S)) el + M) - [Va(D, —9)],
JI12

wobei M (Jy,) = HB%C(-,@") — ZC(-,9)|l> gesetzt ist. Es gilt &, = op, (1) nach (1.30)
und /n(d, — V) Do, N(0,02(09)) nach (1.31). Die Aussage ||epall2 = op, (1) ist gezeigt,
falls M?(9,,) 250 nachgewiesen ist. Zum Beweis benutzen wir folgendes zur stocha-
stischen Konvergenz #quivalentes Kriterium: Fiir jede beliebige Teilfolge (ng)e>1 von
(n)n>1 existiert eine weitere Teilfolge (nj,)r>1 von (ng)k>1, so dass

MDy) =50 Py fs. (C.11)
gilt. Wir setzen
(0,01) 1= = C(u,0,7,()) = oC(u,0,)
gn(u,v;w) == 59 U, U, Uy (w 59 U, v,

Fiir die Zwischenstelle

I, :z9+77n(1§"—19), 0<m, <1,

folgt . ~ .
min(9, 9,) < 9, < max(¥d,Jy).

Mit 9, =% 9, dem Einschniirungssatz fiir Folgen ([HEU91], S.152) und dem Teilfolgen-

kriterium fiir stochastische Konvergenz erhalten wir zunéchst die stochastische Konver-
genz U, —% 9. Sei nun (nk)k>1 eine beliebige Teilfolge von (n),>1. Dann ist (J,, )z>1 eine

beliebige Teilfolge von (Uy,)n>1. Nach dem Teilfolgenkriterium fiir stochastische Konver-

genz existiert eine weitere Teilfolge (Uy; Jr>1 von (Jn, )r>1, so dass

19"2 (w) 2%, w € Ly,

erfiillt ist. Dabei ist €y eine Einsmenge bzgl. Py. Wegen der Stetigkeit von /99 C(u, v, -)
an der Stelle ¢ gilt ferner

k
G (U, V; W) =20, w € Q.

Im Falle der Kopulafamilien Clayton, Frank oder Gumbel existiert das Supremum M; :=
Supyee M,y (siehe Tabelle 2.2). Fiir —1 < a < b < 1 existiert im Falle der GauB-Kopula
mit ©' := (a,b) das Supremum

2 5 2 5
M, := sup My = sup —(1—9%)7% = Z(1 — max(a, b)?)~/?
90’ a<d<b T Q0
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(siche Abb. C.2). Das Supremum M, existiert im Falle der Gau-Kopula fiir den grofit-
moglichen Parameterbereich © = (—1,1) nicht. Deshalb ist in diesem Falle eine Ein-
schriinkung auf einen Parameterbereich ©' = (a,b) mit —1 < a < b < 1 nétig. Mit M;
erhalten wir |g7212‘ < 4M?. Eine Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz
ergibt

lim ]\[2(19 = lim // (u, v;w)dp(u,v) = 0, w € .

k—o0 k—o0
Damit ist (C.11) und insgesamt ||e |2 = op,(1) gezeigt.

My

M,y

Abbildung C.2.: Zum Supremum M, im Falle der Gau-Kopula.



D. Partielle Ableitungen einer Kopula

In den folgenden Abschnitten berechnen wir die partiellen Ableitungen erster Ordnung
nach « und 9 einer Clayton-, Frank-, Gau- und Gumbel-Kopula. Da alle Kopulae sym-
metrisch sind, verzichten wir auf die Darstellung der partiellen Ableitung erster Ordnung
nach v. Ferner sei im Folgenden stets (u,v) € (0,1)2

D.1. Clayton-Kopula

Es seien C¢ (-, ) die Clayton-Kopula nach (1.7) und
fo= flu,0,9) = v’ +v?—1
sowie
_ 9
o

= —u""logu—v""logw

gesetzt. Es gilt fiir 0 > —1
Colu,v,0) = f(u,v,0)"7
und

0 ;
a—Cc(u,v,ﬁ) = u’w*'l)f(u,v,ﬁ)’% = w0 (0 4y — 1)
L

falls f > 0 und 0 sonst. Fiir ¥ > 0 gilt

3}
%Cc(u,«u,ﬁ) = Cc(u,v,9) < ogf— 5?>

= —%C (uyv,9) <loch(u,v,19) —+ %)
1
o
u

( - + U—U _ 1)—1/1)<10g(u—ﬂ + U—ﬂ _ 1)—1/1)

“logu + v~ logv
u?4v? -1 ’

Weiter gilt

d
%Cc(m v,0) = wvlogulogv

108
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sowie

1 g
%Cc(mv,l?) = { —5Ce(w,v.9) <10ch(u,U,19)+?>, f>0,

sonst,

)

fir —1 < ¥ < 0. Auf den Réndern des Einheitsquadrats verschwindet die partielle
Ableitungsfunktion 0/99 C¢(-,9) fir 9 > —1, d.h es gilt

5} 15} 0 5}
%CC((LU:ﬁ) - %CC(Ut 019) - %CC'(]W,U?,&) - %CC(Ua 1519) =0

fiir ¥ > —1. Fiir ¥ — oo konvergiert 9/99 Cc¢(-,9) gleichméBig gegen null. Ferner gilt

o)
8—1900(%0,*1) = (u+v—1)log(u+v—1)—ulogu —vlogv
falls w +v —1 > 0 und 0 sonst.

D.2. Frank-Kopula

Es seien C(-,¥) die Frank-Kopula nach (1.8) und
@) = flud) = et -1
sowie ’
g = glu,v,9) = ue " +ve " — (u+v)e P

gesetzt. Dann gilt

Cr(u,v,9) = _élog (1 + %)
und
O e et 1)
8uCF( ,0,0) F) + fu)f(v) (e —1) + (e — D) (e ? — 1)

fiir ¥ # 0 sowie

7]

%C'F(u7 v,0)=v
fiir ¥ = 0. Weiter gilt

0 1
_CF(uaUﬂ?) = _5 <CF(U7U519) + ‘?

S+ f(U)f(v)e’ﬂ>
o

(12 + f(w) f () F(1)
1 f(U)f(v)> 1 ogfM+f(

u)f(v)e™”
= 19210g<1+ 1) -3

+
O f(A)?+ f(u)f(o) (1)

fiir ¥ # 0 sowie

1 ; . 5
—Cr(u,v,0) = §(uv —uwv® — v?v + u’v?)

oY
fiir ¥ = 0. Auf den Réndern des Einheitsquadrats verschwindet die partielle Ableitungs-
funktion 9/89 Cr(-,9) fiir beliebiges ¥ € R. Fiir |9| — oo konvergiert 9/09 Cp(-,9)
gleichmifig gegen null.
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D.3. GauB-Kopula
Es seien Cy(-,9) die GauB-Kopula nach (1.4), ® die Verteilungsfunktion der Standard-
normalverteilung, ®~! die Quantilfunktion von ® und

1 52 — 20st + 2
005, 0) = 5o =gy P <* 2(1— ?)

>, —1<9<1,

die Dichte der zweidimensionalen Normalverteilung mit Erwartungswert null und (Pear-
son-)Korrelation 9. Dann gilt mit z := & !(u) und y = &7 1(v)

9

du
v

= / Gz, t,0) dt - (2m)"/? exp (—2?)
0

B /y 1 . _a? =2t + 1 exp (=a?) dt
B TS eI C T R W TE R B At

[ e e (aim)

3 CN(U,U,&) =

- Bo(@ (1), @1 (v))

74)(%), -1<v<1.

Insbesondere gilt

)
M Cy(u,v,0) = v.

Weiter gilt
) T I )
59 Cn(u,v,9) = 59 Dy (27 H(u), @ (v)) = ] 3 o(s,t,9) ditds.

Mit der Festsetzung

— 93+ st? + (1 — 2 — 12)0 + st
(1—092)?

f(s,t,0) =

gilt ferner

S 95 1,0) = 0ls.1,0) - F(5,8,9)

sowie
0 9 )
aaq CN(u7U719) = ﬁ C]\,'(U,’U,U)

Ty st? — (s2 + 120 + st
+/ / o(s,t,9) ((1 7192)3 dtds.
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Fiir 9 = 0 gilt speziell

9 y
@CN(U,’U,O) = / o é(s,t,0) - st dtds

'/OO —s) exp(—s?/2) ds - /io (—t) exp(—t%/2) dt

S exp (@7 () + 27 (0)?)/2).

D.4. Gumbel-Kopula

Im Falle der Gumbel-Kopula Cg(-,9) nach (1.9) gilt
CG(U’7U719) = €exp (7](.%)
und

A Coluv,0) = Ol ) fu,0,9)'5" (~logu)’~u

= Cq(u,v,9) [(flogu) + (—logw) }IT’ (flogu)ﬂ’l/u
fiir ¥ > 1, wobei
o= flu,v,9) = (—logu)’ + (—logv)’
gesetzt ist. Mit
of

9= 55 = (—logu)? log(— logu) + (—logv)? log(— logv)
gilt ferner
7] 1 NN
019C’G(u,v,19) = 9 Ce(u,v,9) f ) log f
= —% Cea(u,v,9) [(flog u)? + (*logv)ﬁ]l/ﬂ

' <(— logu)? log(— log u) + (— log v)” log(— log v)
(—logu)? + (—logv)?

1 log [(— log u)? + (— logv)ﬂ )

9
fiir ¥ > 1. Fiir 9 = 1 gilt speziell
0
%Cc(m v,1) = fuv{ logu - [log(—log u — logv) — log(— log u)]

+logwv - [log(—logu — logv) — log(— logv)]}.

Auf den Réindern des Einheitsquadrats verschwindet die partielle Ableitungsfunktion
0/00 Cg(-, ) fiir 9 > 1. Fiir ¥ — oc konvergiert 9/00 Ce (-, ) gleichmiBig gegen null.



E. Alternative Darstellung von 7,

E.1. Hilfsmittel

Die Ordnungsstatistiken X ,, Xop,...,Xn, von Xi,..., X, seien nach Definition 1.11
gegeben. Weiter sei X[jjn, X[z, ..., Xjn)m die nach aufsteigenden Y -Werten sortierte
Umordnung von X1, Xs, ..., X, nach folgender Definition.

Definition E.1
Mit X7y, X[oJns - - -y X[n),n bezeichnen wir die nach aufsteigenden Y -Werten sortierte
Umordnung von X1, Xs, ..., X,. Sie entsteht durch Sortieren von

(‘Yla )fl)a (‘YZa }f2)a RS (‘Yny Yn)
nach der Grofie der Werte in der Y-Komponente, d.h.
(‘Y[l],ny )/71,n)7 (‘Y[2],n7 )'yZ,n)v S (‘Y[n],ny y771,71)

ist die nach aufsteigenden Y-Werten sortierte Umordnung von (X7, Y}), (X, Y2),...,
(X5, Y2). Analog wird durch Yy, ..., Y}, die nach aufsteigenden X -Werten sortierte
Umordnung von Y1,Ys, ..., Y, definiert.

Offensichtlich gilt
)([i],n = )(j,n < Y[J]:" = },i)n

sowie fiir die Quantilfunktionen F,; ' und G,!

V. oy (Al k] g =
Fr = { Mo u € bl k=t (1)
bzw.
_ Yien, ve (BELE] k=1,...n,
Go'(v) :{ —kéo v:((].n d (E-2)

Die Teststatistik 7, sei nach (2.28) gegeben. Um die Berechnung iibersichtlich zu gestal-
ten, fiihren wir sie ausfiihrlich fiir die Gewichtsfunktion w =1 (siehe (2.26)) durch.

112



E.2. Gewichtsfunktion w = 1
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E.2.

Gewichtsfunktion w =1

Die einparametrische Kopula C(-,¥) ist nach Annahme 2.1 symmetrisch. Diese Voraus-
setzung hat zur Folge, dass die Teststatistik bei Vertauschung der Komponenten X und
Y invariant bleibt.

Unter Verwendung von (2.29) und (1.14) folgt

mit

T,

51

Sy

S

Sy

n- /01/01 [Cn(u7 v) — C(u7U71§n)]2d(u,v)

1,1
n- // Cou(u, v)2d(u, v)
0o

—Qn-/ol/ol Cho(1,0)C (1, v, 0 )d(u, v)

+n -

/01/01 C(u, v,f?n)zd(u,v)

%Z/O/O KX < F ' (u),Y; <G (v)d(u, v)

+%Z/0/0 I{max(X;, X;) < Fn’l(u),max()},Yj) < G Hw)}d(u,v)

it

722_1:/0/0 X, < FoMu),Y; < G w)YO(u, v, 0,)d(u, v)

11
+n/ / C(u,v, @,L)Zd(u, )
0Jo

1 1
—Sl + —52 - 253 + nS4
n n

S s R, < 6 b,
S [ 1tmasxx) < £ )

i#]

Z/o/o WX, < F7l(w),Y; < G;l(v)}C(u,Uy{yn)d(u,v)7

/0.1/0'1 C(u,v,9,) d(u,v).

(E.3)



114 Anhang E. Alternative Darstellung von T;,

Der Term S; nach (E.3) wird unter Verwendung von (E.2) und (E.1) sowie Summation
sortiert nach aufsteigenden Y-Werten folgendermaflen umgeformt:

n 1.n k/n
Sio= > > HX; < F7Nw),Y; < G (v)Ydudu
0 B T = n ytr = n
i=1 k=1""v=

(k-1)/n
/.

n 1 n k
S L[ S B < Ve o
i=1 70 g=1Jv=

(k-1)/n

k/n

n 1 n
> / > / WX < F7H(u), Yin < Vi, }dodu
i=1 70 =17V

=(k-1)/n

n 1.n k/n
Z/o Z/ HXgn < F,H(u)}dvdu
i=1 i v

k=i =(k—1)/n

1 n n k/n
NG / Xy < Fr'(w)}du
n ; ;; u=k-1/n

1 n n k/n
= IS msis / Xy < Xen}du
"22:1: ; u=(k—1)/n
1 « . “1
= =Y =i+ 1)y~ X < Xpu}
n i=1 k=1 n
1 n n k
= 52 (n—itl) DO H{Xpg = X}
i=1 k=1 j=1

n

1 n ) ] i i
= EZZ(n —i+1)(n—j+D)UXy.=X;a}

i=1 j=1

Fiir den Term S; nach (E.4) erhalten wir analog

1 1
s = Y / {max(X,, X;) < F'(u)}du / Hmax(Y,,Y)) < G (v) }do
itj 0 0
1 n k/n
= / 1max(X;, X;) < Fy () }du'S / Hmax(Yi, Y;) < Yo }do
izj 70 =1 Jv=(k=1)/n
1 n 1
= Z/ Hmax(Xpn, Xpm) < F;l(u)}duzl{max(}/},n,Yj,") <Yin}—
izj 70 k=1 n
1 1
= 2.—. —j+1 1 Xiiin, Xis < F! d
0=+ 1) [ 1 {max(Xi e Xpa) < ()}

i<j

n—1 n n k/n
2 . . .
= = E E (n -7+ 1) E / 1{max()x[i],n, )([]-],n) < Ak,n}du
n —(k—
k=17 u=(k—1)/n

i=1 j=i+1
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= Z Z n—j+1) Zl{max()([,-],n,xm,n) < Xpn}-

i=1 j=i+l

Dabei folgt das vierte Gleichheitszeichen aufgrund von Symmetrietiberlegungen. Mit
denselben Hilfsmitteln wie bei der Umformung von Sy wird der Term S; nach (E.5) wie
folgt umgeformt:

1 n
Sy Z/ / 1{Xl- < Fl(w),Y; < G (0)}C (u, v, 0y dudu
0 (k—-1)/

1n k/n N
Z/ / 1{Xl- < F7Y(u),Y; < Yin}C(u, v, 0,)dvdu
0

(k=1)/
k/n R
= Z/ WXy < F }Z/ C(u,v,9,)dvdu
izt 0 (k=1)/n
noopl n_ k/n R
= Z/ Z/ H{Xpun < Xiwn}C(u, v, 9y)dudv
i=1 Jv=(=1)/n oy Ju=(k=1)/n
= >3 YXpya _‘\,m}/ / L0, 0n)d(u, v).
i=1 k=1 (k—1)/nd v=(i—1)/

Mit der Festlegung

k/n 1 R
- / / C(u,v,9,)d(u, v)
(k—1)/nJv=(i-1)/n

folgt
n n k
Ss o= > > Ui = Xju}éu
i=1 k=1 j=1
D> Uin = Xjn} Yl
i=1 j=1 pat
wobei

3

O
>
Il

k/n 1 R
Z/ / C(u,v,9,)d(u,v)
(k—1)/nJv=(i—1)/n

1
/ / C(u,v,9,)d(u,v) = ¢;j (E.7)
u=(j-1)/ndv=(i-1)/n

fiir 1 <1i,j < nist. Es ergibt sich insgesamt

T
~.

1 n n ) ) i i
T, = EZZ(n—z+1)(n—j+1)1{A[z—],":)s]-,n}

i=1 j=1
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T Z Z n—j+1) Z Hmax(Xppn, Xpn) < X}

zl] i+1

-2 Z Z cil{Xpn = Xjn}

i=1 j=1

o1l
+n /C(u,v,wd(u,v),
0J0

wobei nach (E.7) und der vorausgesetzten Symmetrie der Kopula C(-, 9,,)

1 1
¢y = / / C(u,v,9,)d(u,v)
(G-1)/n Jv=(i—-1)/n
[ i
u=(i—1)/n Jv=(j—-1)/

Die zweidimensionalen bestimmten Integrale in (E.7) und (E.6) miissen i.Allg. numerisch
berechnet werden. Liefert der Schétzer v, die Produktkopula, d.h gilt C(-,9,) = C*, so
ldsst sich die Teststatistik wie folgt analytisch berechnen:

1 n n ' ' i
Too= 53— i+ D+ DX = X}

fiir 1 <i,7 < n ist.

i=1 j*l
n3 Z Z n—j+ 1 Z l{max(X[i],n, X[j],n) < ‘Yk,n}
i= l] i+1 =
. . - n
Y - 1 (- DXy = Xy} +
i=1 j=1

Im Falle C(-,9,) = C* erhalten wir in (E.7)
¢y = / / min(u, v) d(u, v)
(i-1)/n Jo=(-1)/
(G—1)/n u

/ / u dvdu +/ / v dvdu

(i=1)/n Jo=(j—1)/ (i=1)/n Jo=(j-1)/n
+/ / u dvdu

u=(j—1)/n Jv=u

— 613 2n° =2(j —1)° =3(n—j+1)((i = 1)" + (j = 1)°)]

fiir ¢ < j und in (E.6)

SRS
Sy = / min(u, v)? d(u,v)
u=0

v=0
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1 u 1 1
= / / v? dvdu + / / u? dvdu
u=0 Jv=0 u=0 Jv=u
1

Fiir die Berechnung von (E.7) im Falle C(-,9,) = C~ miissen wir zwei Fiille betrachten:
Firi<jundn—(i—1)—(j—1) <0gilt

1 1
/ / max(u+ v —1,0) d(u,v)
u=(i—1)/n Jv=(j—1)/n

1 1
= / / u+v—1dvdu
u=(i—1)/n Jv=(j—1)/n
1

= 55— —5)i+7).

Cij

Fir¢ < jund n— (i—1) — (j — 1) > 0 erhalten wir

1 1
/ / max(u + v — 1,0) d(u,v)
u=(i—1)/n Jv=(j—1)/n
1=(j—1)/n  pl—(i—1)/n 1-(j—1)/n 1
= / / u+v—1dvdu+ / / u+v—1 dvdu
u=(i—1)/n Jv=1-u u=(i—1)/n Jv=1—(i—1)/n

1 1
+/ / u+v—1 dvdu
u=1—(j-1)/n Jv=(j-1)/n

1 N3 _ 3 1 -
= @(("—J) —1)+W(n—])3~

Cij

Der Term Sy in (E.6) hat im Falle C(-,d,) = C~ den Wert
1 1 .
Sy = / / max(u+v — 1,0)? d(u,v)
u=0 Jv=0

.1 .1
/ / (u+v—1)? dvdu
u=0Jv=1-u

1

127

E.3. Beliebige Gewichtsfunktion

Bei beliebiger symmetrischer Gewichtsfunktion w ergibt sich
1,1 a2
T, = n~// [C’n(u,v)fC(u,'u,ﬁn) w(u,v)d(u, v)
0Jo
n// Co (1, v)?w(u, v)d(u, v)
0Jo
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—2n - /01/01 Cr (1, 0)C (v, 0 )w (u, v)d(u, v)

+n-/01/01C(w,@n)?w(u,v)d(u,v).

Mit den Festsetzungen

-1
ol
u=(i—1)/ (- 1)/n
1 k/n
bjw = / / s0)d(u,v),
SEEYRY N

1
¢y = / / L0, O )w(u, v)d(u,v)
(i-1)/n Jo=(j- 1>/n

fiir 1 <4, 4,k < n liefert eine zum Fall w = 1 véllige analoge Rechnung die Darstellung

T, = % Z Z (I/Z'jl{4Y[i],n = ‘Yja"}

i=1 j=1

n—-1 n n
+% Z Z Zb]-kl{max(X[,-])n,XU])n) S )(k,n}

i=1 j*i+l k=1

—222%1{)( X}

i=1 j=1

n /01/010(u,v,én)2w(u,v)d(u, v).

Im Spezialfall w = 1 gilt dann

p— 1 j—1
v ()0
1
n

1

yv)d(u,v),

-1
b]'k = 1-

1
Cij / / C(u,v,0,)d(u, v).
(i-1)/n Jv=(j—1)/n
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Symbolverzeichnis

)

Ou

1{-}

Bk

Bn
Bin(n,p)
c

C

Gauf}-Klammer
ist verteilt wie
partielle Ableitung nach

Indikatorfunktion

Borelmengen in R¥

zweidimensionaler empirischer Standardprozess ................... 28
Binomialverteilung mit n € N, 0 <p < 1

einparametrische Kopulafamilie ............... ... ... ... ... 25
Kopula(-funktion) ........ ..o 5,6,10,25
Clayton-Kopula ... ..o e 8
Frank-Kopula ... ... o 9
Gumbel-Kopula ......... . 9
untere Fréchet-Kopula ......... ... oo i i 6
empirische Kopula ........ ... o i 12,14
Gaufl-Kopula ... ... 7
kritischer Wert ... ... 34,35
kritischer Wert beim Bootstrap-Test ....................ccoiiii. 46
obere Fréchet-Kopula ......... . .o 6
Produktkopula ..... ... 6
einparametrische Kopula ... ... ... ... oo 7,15,25
Verteilungskonvergenz

Verteilungskonvergenz unter C = C(-, )

Erwartungswert von X unter C' = C(-, )

Exponentialverteilung mit A > 0

Verteilungsfunktion von X bzw. Y ... 6,9,25
empirische Verteilungsfunktionen ............. ... ... ... oL 11
Quantilfunktion von F,, bzw. G, ....... ... .. ... ... 12
empirische Verteilungsfunktionen ....... ... .. ... . ... ..o L 13
Quantilfunktion von Fobaw. G oo 13
Kovarianzfunktion ..... ... ... 33
Gammaverteilung mit «, 5 > 0

Kovarianzfunktion ......... ..o e 37
gemeinsame Verteilungsfunktion von X und Y ............... 5,10,25

empirische Verteilungsfunktion .............. ... ... . oL 11



120 Symbolverzeichnis
H, empirische Verteilungsfunktion ................. .. .. ... ... 14
H,y Verteilungsfunktion von 7, unter Hy ......................... 35
Hy Grenzverteillung ...........oo i e 35
1 Einheitsintervall ......... . .o 5
i.i.d. unabhéngig und identisch verteilt
L) 16,40,41
L? L2-RAUIN ittt e 33
My 26
I3 MaB 31
N Normalverteilung
/1oy geschiitzter empirischer Kopula-Prozess ...................... 27
N empirischer Kopula-Prozess ................... ..o, 27
N parametrisch geschétzter Kopula-Prozess ..................... 27
O(1/n) Konvergenzordnung 1/n
N stochastische Konvergenz
P — fs. P—fast sicher, mit Wahrscheinlichkeit eins
Py Wahrscheinlichkeitsma8 unter C' = C(-, )

fo stochastische Konvergenz unter C' = C|(-, 9)

o Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

©n, Testvorschrift .......... .. .. .. 34
() 19
D) 20,41
R, i-te Rangstatistik von X1, ..., X, ... 11
R[’}i,n i-te Rangstatistik von Xy, ..., Xpjm oovveeiii, 32
02(19) .............................................................. 16
ak(ﬁn) .............................................................. 40
T Kendalls Tau ... ..o 17
Tn Schitzer flir 7 ... 18
9 Kopulaparameter .............coooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiann 7,15
(C] Parameterbereich von ¥ ......... ... ... oLl 7,15,25
O SCRALZET FUL ¥ v e e e 15,16
U(,1) Gleichverteilung auf (0,1)

Uy Up Standardquantilprozesse .............cciiiiiiiiiiii . 28
U, Vi empirische Standardprozesse .............. ... oo 28
w Gewichtsfunktion ........ ... i 31
Xin i-te Ordnungsstatistik von Xp,..., X, ... 11
Xiijnr -+ -5 X[nn  nach Y sortierte Umordnung von Xy, ..., X, ... 32
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