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Zusammenfassung

Die mathematische Analyse der Entstehung und Interaktion von musterbildenden
Prozessen in physikalischen Systemen basiert in vielen Fillen auf einer Reduktion
der zugrundeliegenden partiellen Differentialgleichungen auf endlich- oder unendlich-
dimensionale Amplitudengleichungen. Damit ein solches Vorgehen zu sinnvollen
Ergebnissen fiihrt, muss gewihrleistet sein, dass die wesentliche Dynamik in der
Néhe des Bifurkationspunktes auch durch eine Amplitudengleichung beschrieben
werden kann. Fiir die bekannteste Amplitudengleichung, die sog. Ginzburg-Landau-
Gleichung ist dies der Fall. Die existierende mathematische Theorie beschrinkt sich
jedoch auf autonome, d.h. auf nicht explizit zeitabhéngige Systeme. Der Zweck dieser
Arbeit besteht darin, die Giiltigkeit der Ginzburg-Landau-Gleichung mittels eines
Approximationssatzes auch fiir den Fall einer zeitperiodischen Anregung zu zeigen.
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1 Einleitung

Musterbildende Systeme finden sich in den unterschiedlichsten naturwissenschaftli-
chen Bereichen. Am bekanntesten sind wohl die Experimente aus der Fluiddynamik
zur Beschreibung des Ubergangs von laminarer zu turbulenter Strémung, wie bei-
spielsweise die Rayleigh-Bénard-Konvektion oder das Taylor-Couette-Problem.

Bei einer Rayleigh-Bénard-Konvektion in einfachster Form wird Wasser in einem
Behilter von unten erhitzt. Auf diese Weise findet ein Wirmetransport von unten
nach oben statt. Solange die Temperaturdifferenz aus unterer und oberer Wasser-
schicht einen bestimmten Grenzwert nicht {iberschreitet, erfolgt der Austausch von
Wirme lediglich durch Warmeleitung. Da die unteren Wasserschichten wirmer sind
als die oberen, haben diese eine geringere Dichte und das System kann instabil wer-
den. Wird ein bestimmter Grenzwert der Temperaturdifferenz iiberschritten, so wird
die laminare Stromung instabil und Konvektion setzt ein. Es entstehen mittels Bi-
furkation Muster, wie beispielsweise Rollen, Hexagone usw..

Beim Taylor-Couette-Problem wird ein kleinerer Zylinder in einem mit Fliissigkeit
gefiillten gréferen Hohlzylinder gedreht. Die Fliissigkeit im Zwischenraum wird da-
durch in Bewegung versetzt und es entsteht die zylindrische Couette-Stromung.
Wird bei der Drehung ein bestimmter Schwellenwert der Winkelgeschwindigkeit
iiberschritten, so wird die Strémung instabil und es entstehen rdumlich periodi-
sche Muster, sog. Taylorwirbel. Eine ausfiihrliche Beschreibung der physikalischen
Hintergriinde des Taylor-Couette-Problems findet sich bei [Ta94].

Das in den Experimenten beobachtete Verhalten der Fliissigkeit, spontan Muster zu
bilden, ist universell und nicht beschrinkt auf diese Systeme.
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Zur Beschreibung solcher musterbildenden Prozesse werden Amplitudengleichun-
gen hergeleitet. Die bekannteste Amplitudengleichung, die sog. Ginzburg-Landau-
Gleichung

aTA = ClA + Cgag(A + 63A|A|2 (1)

mit Koeffizienten ¢, ¢y, c3 € C und Losungen A = A(X,T) € C fir 7 > 0 und
X € R, beschreibt langsame zeitliche und rdumliche Modulationen der Amplitu-
de der linear instabilsten Moden. Wir erhalten die Ginzburg-Landau-Gleichung (1)
durch Multiskalenanalysis.

Die Ginzburg-Landau-Gleichung (1) findet Anwendung bei einer Vielzahl physika-
lischer Probleme. So wurde die Gleichung beispielsweise fiir Reaktions-Diffusions-
Systeme und hydrodynamische Stabilitdtsprobleme, wie dem Bénard- oder Taylor-
Couette-Problem hergeleitet. Es existieren bereits eine Vielzahl von Arbeiten, die
die Giiltigkeit der Ginzburg-Landau-Gleichung mittels Approximations- und Attrak-
tionsergebnisse rechtfertigen [CE90, vH91, Eck93, Schn94, Schn95]. Ein Uberblick
findet sich in [Mie02]. Die Ginzburg-Landau-Gleichung erméglicht also in der Tat
eine gute Beschreibung des Orginalsystems in der Nidhe des Bifurkationspunktes.
Die Ginzburg-Landau-Gleichung wird formal auch zur Beschreibung musterbilden-
der Prozesse in nematischen Fliissigkristallen herangezogen [Tr96, Zh00, AK02]. Eine
mathematische Rechtfertigung durch die existierende Literatur ergibt sich aber le-
diglich fiir den Fall eines stationdren elektrischen Feldes. Experimentell hétte dies
die Zerstorung der Fliissigkristalle durch Elektrolyse zur Folge. In den Experimenten
wird deshalb ein zeitperiodisches elektrisches Feld gewihlt.

Die Resultate dieser Arbeit sind wie folgt. In Kapitel 2 beweisen wir zunéichst einen
Approximationssatz (Satz 2.14) fiir ein skalares zeitperiodisches Modellproblem (2).
In Kapitel 3 und 4 beweisen wir dann einen solchen Satz jeweils fiir ein regularisier-
tes Standardmodell (Satz 3.14) bzw. fiir ein regularisiertes Modell des schwachen
Elektrolyten (Satz 4.6).

Auftretende Konstanten werden wir im folgenden fiir gew6hnlich nicht unterscheiden
und durchgehend mit C bezeichnen. Weiter sei stets 0 < ¢ < 1 der zur Herleitung
der Ginzburg-Landau-Gleichung (1) verwendete Storungsparameter. Auf die expli-
zite Angabe der e-Abhéngigkeit der Losungen werden wir vielfach verzichten.



2 Ein Modellproblem

2.1 Einleitung

Wir betrachten zunéichst folgendes Modellproblem (2), welches die zur Untersuchung
der Rechtfertigung der Ginzburg-Landau-Gleichung (1) benétigten wesentlichen Ei-
genschaften nematischer Fliissigkristalle besitzt:

Ou = —u+ B cos(wt) — ypu — u?(49; + 9g)u + udyu (2)

mitt > 0, z € R, u(z,t) € Rsowie den Parametern §, 7, w € R, wobei § > 0, w # 0
und v > 0 und klein ist. Der Term —u liefert eine lineare Ddmpfung und g cos(wt)
modelliert die zeitperiodische Anregung, mit 5 > 0 als Kontrollparameter der Am-
plitude bei konstanter Frequenz w # 0. Die Nichtlinearitit —u?(402+0;)u entspricht
der nichtlinearen viskosen Spannung zwischen den Fliissigkristallen und ist fiir die
auftretende Instabilitit verantwortlich. Der Term u0d,u entspricht dem Konvekti-
onsterm der Navier-Stokes-Gleichungen. Lediglich als technische Hilfe dient uns der
Term v0%u. Gleichung (2) - unser Modellproblem - wird hierdurch semilinear und
wir konnen Halbgruppentheorie verwenden.

Fiir unser Modellproblem (2) leiten wir eine Ginzburg-Landau-Gleichung (1) her.
Wir betrachten hierzu in Kapitel 2.2 die Linearisierung des Modellproblems fiir
B = 0, und untersuchen fiir 8 > 0 die Stabilitdt der trivialen, rdumlich homo-
genen, zeitperiodischen Losung. Fiir die Stérung v = wu — ug(t) leiten wir eine
Storungsgleichung (6) her. Wir setzen uZ(t) = ¢ + c(t), wobei ¢ der Mittelwert
der Oszillationen ist, und ¢(t) und wug(t) oszillierend mit Mittelwert Null sind, und
spalten die Storungsgleichung (6) in einen linearen und einen nichtlinearen Teil auf.
Diese Terme unterscheiden wir dann, ob diese beziiglich ihres zeitlichen Charak-
ters autonom (7)-(8) oder oszillierend (9)-(10) sind. Da die triviale Losung fiir ein
C = Gy, instabil wird, leiten wir in Kapitel 2.3 fiir ¢ — ¢,;, = €2 > 0 - zunichst unter
Vernachlissigung der zeitlichen Oszillationen - eine autonome Ginzburg-Landau-
Gleichung (3) her. Mit

ep(z,t,e) = cAi(ex,et)e™® +eA_i(ex,t)e "

J/

v
+ 2 Ay (ew, %) e®® + 2 A_y(ew,e%t)e 2% 4 2 Ay(ex, £%1)

-~
e

als Ansatz, wobei 0 < ¢ < 1 ein kleiner Stérungsparameter ist und A; = A _j,
erhalten wir eine autonome Ginzburg-Landau-Gleichung

8TA1 = ClAl + CQ@%{Al + 63A1|A1|2 (3)
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mit Koeffizienten ¢;, cp, ¢35 € C und Losungen A; = A;(X,T) € C fir T > 0 und
X € R. Als Skalierungen fiir die Orts- und Zeitvariable wihlen wir

X =ecx und T =¢&2t.

In Kapitel 2.4 zeigen wir, dass durch die Approximation mittels einer Ginzburg-
Landau-Gleichung (3) eine exakte Losung der autonomen Stérungsgleichung (11)
unseres Modellproblems auf der natiirlichen Zeitskala O(1/£?) bis auf einen Fehler
von der Ordnung O(e?) approximiert werden kann. Schwierigkeiten bei der Fehler-
abschitzung ergeben sich aus den quadratischen Termen. Naive Energieabschétz-
ungen, z. B. mittels der Gronwallschen Ungleichung, liefern lediglich Abschétzungen
bis zur Ordnung O(1/¢). Wir benétigen jedoch Abschétzungen auf der langen Zeits-
kala O(1/&?). Wir teilen deshalb Approximation und Fehler in einen stabilen (ex-
ponentiell gedimpften) und einen kritischen Bereich auf, und definieren uns hierfiir
Moden-Filter. Die kritischen Moden fiir den Fehler kénnen wir dann herausziehen
und wir kénnen zeigen, dass auch diese auf der O(1/e?)-Zeitskala O(g?)-beschréinkt
bleiben.

In Kapitel 2.5 nehmen wir die zeitlichen Oszillationen hinzu und leiten eine Ginzburg-
Landau-Gleichung mit zeitperiodischen Koeffizienten (5) her. Als neuen Ansatz
wihlen wir

2
e(z,t,¢) = e A (X, T)eikcw-l—lpo(t) +e24,(X, T)€2(ikcx+<.00(t)) +ee + %Ao(X, T), (4)

wobei wir mit X = e(z + ¢,(t)) auch den Ort, der zuvor mit X = ex skaliert wurde,
zeitabhingig skalieren. Durch die Modifikation des klassischen Ansatzes mit (g und
1 konnen wir storende Terme mit zu niedriger e-Ordnung eliminieren. Mit unserem
Ansatz (4) erhalten wir eine nichtautonome Ginzburg-Landau-Gleichung

T T T
6—2)A1 + d2(—) (93(141 + d3(€—2

Or Ay = di ( = A1 A ]? (5)

mit zeitabhingigen Koeffizienten d; = d;(7/e?). Damit kénnen langsame, zeitli-
che und rdumliche, Modulationen des Musters fiir eine nichtautonome Gleichung
durch die Losungen A;(X,T,¢) einer nichtautonomen Ginzburg-Landau-Gleichung
(5) beschrieben werden. Die Fehlerabschitzung fiir den zeitperiodischen Fall in Ka-
pitel 2.6 kénnen wir, bis auf leichte Modifikationen, dhnlich wie im autonomen Fall
durchfiihren. Zu beachten ist jedoch, dass

©o(t) = (4k? — k) / c(r)dr + ik, / uo(7) dr

und
t t

o (t) = (4k* — 8k,) i / o(r)dr + ik, / wo(7) dr

0 0
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einen zwar nichtverschwindenden, dafiir jedoch beschrinkten, Imaginarteil besitzen,
d.h. die Losung A; = A;(X,T,¢) der nichtautonomen Ginzburg-Landau-Gleichung
(5) muss im zeitperiodischen Fall beziiglich X eine analytische Funktion sein.

In Kapitel 2.7.2 zeigen wir dann, dass wir unser zeitperiodisches Modellproblem
(2) durch eine autonome Ginzburg-Landau-Gleichung (3) approximieren konnen
(Satz 2.14). Wir zeigen, dass wir Losungen der nichtautonomen Gleichung (5) durch
Losungen der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (3) approximieren kénnen.
Letztendlich also den zeitperiodischen Fall durch eine autonome Ginzburg-Landau-
Gleichung approximieren konnen.

Bemerkung 2.1 Durch eine abstraktere Vorgehensweise in Kapitel 4 kann auf die
Voraussetzung der Analytizitit verzichtet werden.

2.2 Triviale, rdumlich homogene, zeitperiodische Lésung

Fiir = 0 besitzt unser Modellproblem (2) die triviale Losung v = 0. Um die Stabi-
litdt der Losungen zu untersuchen, betrachten wir im Fall # = 0 die Linearisierung

O = —u — yOiu,

welche fiir u = 0 einen stabilen Fixpunkt liefert. Fiir den Fall 8 > 0 ergeben
sich rdumlich konstante, zeitperiodische Losungen ug(t). Diese sind Losungen der
rdumlich homogenen Gleichung

Oyug(t) = —uo(t) + B cos(wt).

¢
up(t) = /e(ts)ﬁ cos(ws) ds + Ce ™

0
t

_ ﬁ(cos(wt) + wsin(wt) — e~

—t
1+ w?) )+Ce ,

erhalten wir fiir C = 3/(1 + w?) als triviale, riumlich homogene, zeitperiodische
Losung

cos(wt) + w sin(wt)
0 =5( )
uo(t) = B 1+ o2)
Als né#chstes leiten wir eine Gleichung fiir die Stérung v von wug(t) her. Fiir u =

ug(t)+v erhalten wir fiir unser Modellproblem (2) durch Betrachten der Gleichungen
Oyup und Oyu als Gleichung fiir die Storung

O = —v — y0%v — (up(t) + v)*(402 + 03)v + (ug(t) + v)dzv. (6)
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In obiger Stérungsgleichung (6) setzen wir u2(t) = ¢+ c(t), wobei ¢ der Mittelwert
der Oszillationen ist, und ¢(t) und wugy(t) oszillierend mit Mittelwert Null sind. Wir
spalten die Gleichung (6) zun#chst in einen linearen autonomen (7) bzw. oszillie-
renden (9) Teil und einen nichtlinearen autonomen (8) bzw. oszillierenden (10) Teil
auf. Wir erhalten

o = —v— v —¢(40? + 9*)v (7)
— v (402 + 03)v + vO,v (8)
— c(t)(402 + 03)v + ug(t)Opv 9)
— 2u(t)v(40? + 0%)v. (10)

2.3 Herleitung der Ginzburg-Landau-Gleichung unter
Vernachlissigung der zeitlichen Oszillationen

Eine erste Ndaherung der Stérungsgleichung (7-10) erhalten wir durch Vernachlissigung
der oszillierenden Terme, d.h. der Terme (9) und (10). Wir betrachten

O = —v — y03v — (402 + 03)v — v* (402 + 93)v + vO,v. (11)
Wir untersuchen zunéchst die Linearisierung
O = —v — y0%v — (402 + 0, )v. (12)
Mittels Fouriertransformation erhalten wir
(@, 1) = ehrtAkOL
als Losung mit
Ak, ) = —1 + 4¢k? — ek* — yk®

als Eigenwertkurve. Fiir diese Eigenwertkurve existiert ein ¢, und eine kritische
Wellenzahl k. > 0, so dass Re A(k, Guie) = 0. Fiir k # +k, ist Re A(k, Gie) < 0. Wir
fiihren einen kleinen Parameter € > 0 ein, so dass

= 2
C=Cuis T €

gilt. Wir erhalten dadurch Instabilitét fiir £ = +k, falls ¢ > ¢,.;,. Fiir die Eigenwert-
kurve, mit den kritischen Wellenzahlen £k, und €? > 0 als Bifurkationsparameter,
ergibt sich im instabilen Fall ein Verlauf wie er in Abbildung 1 skizziert ist. Aus die-
ser Abbildung ist auch ersichtlich, dass die fiir Ginzburg-Landau-Approximationen
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charakteristische Form der Eigenwertkurve vorliegt. Die Herleitung einer Ginzburg-

Landau-Gleichung ist also prinzipiell moglich.

2 Re A(k,¢)

ES ;

—ke ke

Abb.1 Eigenwertkurve mit kritischen Wellen +k, und Bifurkationsparameter €2 > 0 im instabilen Fall

Zur Herleitung einer autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (3) machen wir den
iiblichen Ansatz

ep(z,t,e) = eAi(ex,e®t)e®® +cA_ (ex,e%t)e " (13)
Ve
+e2Ag(ex, %) e " 4 2 A_y(ex, e%)e 2T 4 2 Ay(ex, £21),
ey,

wobei A; = A_; und A; = A;(X,T) Lésung der Ginzburg-Landau-Gleichung (3)
ist. Als Skalierungen fiir die Zeit withlen wir T = £t und fiir den Ort X = ex.

Fiir die Gleichung (11) erhalten wir mittels formaler Stérungsrechnung die autonome
Ginzburg-Landau-Gleichung (15). Wir definieren hierzu A(k,e2) = A(k, Guse + £2).
Setzen wir den von uns gew#hlten Ansatz

e(x,t,€) = e Ay (e, e%)e*® + e2 Ay (ex, £2t) e e 4 c.c. + % Ay (e, %)
in (11) ein, so erhalten wir

< 2N (K
OTAl == 62/\(]{30, O)Al - w

—2A1 A (4(ike)* + (ik)") Ay
+Ay(—tk)A_1 + A_1(2ik.) Ay + Ag(ik.)As.

0% Ay — A2(4(—ik)? + (—ik))A_, (14)

0= X0,0)Aq + Ay (—ik,)A_y + A_y(ik,) Ay
und

0 = \(2k,,0) Ay + A (ike) A,
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ist Ay = 0 und Ay = —1k.A?/\(2k.,0). Setzen wir Ay und A, in (14) ein, so erhalten
wir als Ginzburg-Landau-Gleichung

. 2k, 0 k2
OrA; = (0aA(k., 0) — %a@m + (/\(TCO) +12k7 — 3k2) A1|A:[* (15)

mit A; = A;(X,T) € C als Losung, und X = ex bzw. T = €%t als Skalierungen fiir
den Ort bzw. die Zeit.

2.4 Fehlerabschitzung bei Vernachlissigung der
zeitlichen Oszillationen

In diesem Kapitel geben wir Voraussetzungen an, so dass der Fehler mit einer Ord-
nung O(e?) klein bleibt im Vergleich zur Approximation 1 (z,t,e) und zur Lésung
v(x,t), die beide von der Ordnung O(e) sind. Da die Approximation selbst fiir
t € [0,Ty/e?] erfolgt, muss der Fehler bis zur Ordnung O(1/¢?) in der Zeit von
der Gréssenordnung O(g?) bleiben. Wir erhalten dann niherungsweise gleiches Ver-
halten bei der Ginzburg-Landau-Gleichung und dem zu approximierenden System.
Um dies zu zeigen, benétigen wir einen geeigneten Abstandsbegriff, damit wir die
Abweichung, die sich aus Approximation und tatsichlicher Lésung ergibt, mes-
sen konnen. Die Losung ¢ — wv(-,¢) von (11) definiert eine Kurve im unendlich-
dimensionalen Phasenraum, d.h. z — v(z,t) liegt fiir festes ¢ in einem geeignetem
Funktionenraum. Wir beweisen Satz 2.2, indem wir fiir jedes feste ¢ den Abstand
zwischen der Kurve ¢ — v(-,¢) mit der zugehérigen Approximation t — (-, t,¢)
vergleichen. Zur Konstruktion von Lésungen partieller Differentialgleichungen auf
beschriankten Gebieten bieten sich die Sobolev-Rdume H™ mit der Norm
m

lollin = 3 102022, wobei [[u]|2 = / o(2)|? da
R

=0

an. Diese sind jedoch fiir unsere Zwecke nicht ausreichend. Fundamentale Lésungen
wie konstante Funktionen, rdumlich periodische Lésungen und Fronten sind in H™
nicht enthalten. Wir verwenden deshalb den Raum Hj, der lokal gleichméssig be-
schréinkten Sobolev Funktionen [Schn94, MS95]. Der Raum HJ7, ist mit der Norm

[0ll s, = sup [|v]lam @,0+41)
’ z€eR
versehen. Weiter gilt fiir Funktionen in Hj",
ITyv — vl|am — 0 fiir y — 0,

wobei (Tyv)(x) = v(x + y), wie bei der Einbettung von Cp .z C Cj. In diesem
Raum sind die fehlenden Funktionen enthalten. Die Fouriertransformation steht
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uns iiber die spiter aufgefiihrten Multiplikatorensitze ebenfalls zur Verfiigung. Wir
formulieren zunéchst unseren Approximationssatz

Satz 2.2 Sei Ay = A1(X,T) eine Liosung der Ginzburg-Landau-Gleichung (15) fir
T €10,To] und m > 4 in HZT?’. Dann gibt es Konstanten €9, C > 0, so dass fiir alle
e € (0,¢0)
sup [[v(+,t) — (st €)|lum < Ce?
t€[0,Tp /2] ’
gilt, wobei v(x,t) die Lisung von (11) zur Anfangsbedingung v(x,0) = eip.(z,0,¢€)
ist, und e, wie in (18) definiert.

Bemerkung 2.3 Damit gilt auch

sup sup |v(z,t) — ee(x,t,€)| < Ce?.
t€[0,To /2] zER

Um Satz 2.2 zu beweisen, leiten wir zunéchst eine Differentialgleichung fiir den
Fehler her, und schétzen den Fehler dann als Losung der Differentialgleichung ab.
Eine einfache und auch oft verwendete Methode der Fehlerabschéitzung - die Gron-
wallsche Ungleichung - konnen wir im hier gegebenen Fall nicht direkt anwenden,
da sich durch das Auftreten quadratischer Nichtlinearitditen im Linearteil der Dif-
ferentialgleichung fiir den Fehler O(e) statt O(e?) ergibt [Schn92]. Dies hiitte zur
Folge, dass wir eine Abschétzung nur bis zur Ordnung O(1/¢) erhielten. Natiirliche
Zeitskala ist aber O(1/&?). Nur dann hat die Ginzburg-Landau-Gleichung auf einer
O(1)-Zeitskala gleiches Verhalten wie das volle System.

Die Differentialgleichung fiir den Fehler enthélt also Terme mit zu geringer e-Ordnung.
Diese Terme sind jedoch exponentiell geddmpft und Interaktionen der kritischen Mo-
den e** ergeben diese Moden nicht mehr. Es macht somit Sinn, den Fehler in einen
stabilen und einen kritischen Bereich aufzuteilen. Wir setzen deshalb fiir den Fehler

R(z,t,¢) = e*R. + £°R,,

wobei R, der kritische und R, der stabile Bereich der Moden ist. Die Approximation
1), der linear instabilen Fouriermoden ist von der Ordnung O(g). Fiir £21,, d.h. fiir
die linear gedimpften Fouriermoden, ergibt sich O(g?). Der Fehler ¢2R, im linear
kritischen Fall ist somit O(g?) bzw. O(g®) im stabilen Fall &>R,.

Yes Ps
A

ePe ede

52'¢)s e? Ps 521/’3
—ke ke

> k

Abb. 2 kritischer (%) und stabiler (215) Teil der Approximation
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R, R
A
52 52
3 R &3 R, 3
Ry R Ry .k
—ke ke

Abb. 3 kritischer (¢2R.) und stabiler (¢3R,) Teil des Fehlers

Zum Beweis von Satz 2.2 definieren wir uns zunichst Moden-Filter und verwen-
den die im folgenden angegebenen Lemmata. Als Moden-Filter fiir die kritischen
Moden definieren wir

E.=F'E.F,
wobei E, = y, eine gerade, positive C§°-Abschneidefunktion mit Werten aus [0, 1]
ist, und
) 1 fir ke l.=[-9%./8,—-Tk./8] U [Tk./8,9k./8],
Xc k) =

0 fir keR\ ([-10k./8,—6k./8] |J [6k./8,10k./8]).
Fiir den linear stabilen Teil der Moden definieren wir den Operator
E,=1-F,

mit E, als Distribution und Tragern [—9%./8, —7k./8] U [7k./8 ,9k./8], so dass die
kritischen Wellenzahlen k. = +1 enthalten sind. Da E. und F, keine Projektionen,
sind definieren wir uns zusétzliche Operatoren E" und E$. Wir definieren zuniichst

{1 k € ([~10k,/8, —6ko/8] | [6ke/8, 10k./8]),
T 0 fiir ke R (—11k/8, —3ke/8] U [5k/8. 11k./8]).

und

k) = 0 fiir k€ ([~10k./8,—6k./8] [ 6k./8,10k./8]),
1 fiir ke R\ ([~11ke/8, —5k./8] U [5k./8, 11k./8)).
Die C§°-Funktionen x” und x” definieren
ElM=F'\'F
und

El =F X! F.

S
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Als weiteren Operator mit den gleichen Eigenschaften wie E, definieren wir

) ) 1 fiir k€ [—ko/8, ko/8],
E() = .7:71E0.7: mit E() =
0 fiir |k| > 2k./8.

Das Komplement hierzu ist durch
Eg =1- E()

gegeben.

Fiir die obig definierten Moden-Filter geben wir im folgenden Lemmata an. Zu
beachten ist dabei, dass im Fourierraum lineare Differentialoperatoren und Funda-
mentallésungen einer linearen partiellen Differentialgleichung durch Multiplikations-
operatoren gegeben sind. Um diese Operatoren in den H]";-Raumen kontrollieren zu
kénnen, formulieren wir zunéchst folgendes Multiplikatoren-Lemma 2.4. Zu diesem
Lemma geben wir dann Bedingungen an, wann ein Multiplikator M (k) € L(W,, W)
- Wi und W, sind Hilbertrdume - einen beschrénkten linearen Operator M;, von
H} (W) nach H}[™ (W) definiert.

Lemma 2.4 Seim € N und k» (1 + k2)"/?M (k) € C2(R, L(W;, Ws)). Dann ist
der lineare Operator My, : H} (Wi} qu,,l—l_m(WQ) beschrinkt fir alle g € Ny mit
g+ m >0 und die Norm

< C(q7 m)”(l + | ) |2)m/2M||Cg(]R,L(W1,W2))a

wobei ¢(q, m) nicht von M abhdingt.

Beweis. Siehe [Schn94, Seite 441/442].

Damit folgern wir

Lemma 2.5 Die Operatoren E. und E" sind linear stetige Abbildungen von Liu
nach H , d.h. fiir alle m > 0 gibt es Konstanten C > 0, so dass

L’
1Beullay, + |ESullay, < Cllullz,

gilt.

Beweis. Die Norm kann nach Lemma 2.4 durch

1By, < CIA+]- P 2E)lgllullz,

< Cllullye,

abgeschiitzt werden. Analog E". O
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Lemma 2.6 Die Operatoren E; und E" sind linear stetige Abbildungen in H",, d.h.
fiir alle m > 0 gibt es Konstanten C > 0, so dass

|Esull . + | ESullap, < Cllullup,

gilt Durch die Anwendung von Ej auf ein skaliertes AT, = A" (ex) wird A}, geglittet,
und mit der Skalierung X = ez werden die Fourier-Moden in einer O(g)-Nihe zur
Wellenzahl Null im Fourierraum konzentriert. Es kann deshalb nicht sein, dass die
Anwendung von FEj auf die skalierten A7, diese wesentlich dndert, was zur Folge hat,
dass die Differenz aus (EyA7)(e-) und A7 (e-) klein sein wird. Wir benétigen ein
weiteres Lemma zur Abschitzung von Multiplikatoren, die auf skalierte Funktionen
angewendet werden.

Lemma 2.7 Sei m € N, (1 + |- [>)"™2M(-) € C}(R, L(Wy,Ws)) und S.u(z) =
u(ex) ein Skalierungsoperator. Dann ist M((Sc-)e™*) = H} (Wy) HZ:{m(WQ)
beschrankt fir alle ¢ > r > m mait der Norm

Clgymy )L+ | Y21 - o)l cgem,oms gy 1S lagagzmouy iz onny
wobei C(q,m,r) nicht von M abhingt.

Beweis. Siehe [Schn94, Seite 444].

Durch die Differentiation skalierter Funktionen kommen wir eine e-Ordnung hoher.
Es gilt d,u(ex) = eOxu(X) = O(e) fiir X = ex. Wir notieren

Lemma 2.8 Mit den Voraussetzungen aus Lemma 2.7 und M (k + ko) = O(k*) fiir
k—0und s <m gilt

L+ |- )™M (e - +ko)llc2,Lowr,wa)) = O(E°).
Beweis. Einfache Berechnungen.
Daraus folgt unmittelbar

Lemma 2.9 Fir alle m > 0 gilt

IESA@E ), < CNA+ -2 ™2 E§(e)lloz x 115z oz, 1Al 1,

< C€m€_1/2”A”le,nu.
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In Lemma 2.10 zeigen wir, dass die quadratischen Terme kritischer Moden durch die
Anwendung von E, verschwinden, wenn diese durch F, gefiltert werden. Quadrati-
sche Interaktionen kritischer Moden ergeben also keine kritischen Moden.

Lemma 2.10 Seim > 1 und. Dann gilt fir ui,us € Hj,

E.(B.uy - Eoup) = 0.
Beweis. Die Fouriertransformationen von F(E.u;) und F(FE.uy) sind temperierte
Distributionen mit kompakten Trégern auf [—9k./8, —7k./8] | [ 7k./8,9k./8]. Die
Konvolution von Distributionen mit kompakten Trigern ist wohldefiniert [W182].
Wenden wir den Operator E. auf die Konvolution F(F.u,) * F(F.uy) mit Trager

auf [—9k./4, =Tk /A1 U [ —ke/4, ke /4] U [Tke/4, 9k./4], so wird diese zu Null.
O

Definition 2.11 Terme, die sich beim Finsetzen der Approximation in die Glei-
chung nicht gegenseitig wegkiirzen, werden als Residuum bezeichnet.

Als Residuum fiir unsere autonome Stérungsgleichung (11) ergibt sich
Res(v) = =0 — v — y0% — €(402 + 0%)v — v?(40% + 0%)v + vO,v.

Falls Res(v) = 0, so ist dies dquivalent zu v ist Lésung von (11).

Lemma 2.12 Sei m > 4 und A; = A1(X,T) € C([O,TO],H[,'T?’) eine Lisung der
Ginzburg-Landau-Gleichung (15). Fiir die Approzimation e = e, + %1, mit

ehe = eAi(ex,e%)e™® +cA | (ex,t)e e,
821/13 — €2A2(8$, 82t)62ikcac + 82A_2(6l', 62t)e—2ikcz + 62140(8.17, SZt)EOikcz
gilt dann
sup || Eu(Res(et))llup, = O,
t€[0,To/£2] ’
sup || Ec(Res(ey)))|lum = O(e").
t€[0,To /2] ’

Beweis. Der Beweis findet sich fiir einen allgemeineren Fall in [Schn94, Seite 29-31].
Mit den angegebenen Lemmata kénnen wir Satz 2.2 beweisen.

Beweis (Satz 2.2). Wir schreiben fiir die Gleichung (11) abstrakt

O = A+ B(v,v) + K(v,v,v) (16)
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mit
v = —v — yO8v — (402 + 92)v
als Linearteil,
B(v,v) = v0,v
als symmetrische bilineare und
K(v,v,v) = —v*(402 + 93)v
als symmetrische trilineare Abbildung. Wir setzen die exakte Losung
v=cetp+ R=cep,+ %, +*R, + €*R, (17)

in (16) ein, und erhalten nach Division durch £? und Trennung in lineare und nicht-
lineare Terme

R, +cR, = AR.+eAR,+eLy(R,) +e*L1(R) + e2Ny(R,) (18)
- 1
+&3 Ny (R) + 6—2Res(ew)

mit

LQ(RC) = 2B(Rca ¢c)7 i’l (R) = 2B(Rca ws) + 2B(Rsa ¢c) + 3K("/Jc: ¢cv Rc)a
No(R.) = B(R,, R.) + O(e),

Ni(R) = B(Ry,2R. + 25 + eRy) + 6K (¢, Re, ¥05) + 3K (Yo, Y, Rs) + O(e),
wobei O(e) weitere Terme enthilt, die von K erzeugt werden.
Sind R, Rs, ¥ und ¢, jeweils von der Ordnung O(1) € H}’, dann gilt dies natiirlich
auch fiir Ly, Ly, Ny und Ns, allerdings mit Werten in HZ’&“*. Um auf Gleichungen
fir R, und R, zu kommen, verwenden wir die Moden-Filter F,. und E.
Wir beachten, dass F.Ls(R.) = E.Ny(R.) = 0 nach Lemma 2.10 gilt und spalten

die Gleichung fiir den Fehler (18) in einen kritischen und einen stabilen Teil auf.
Dabei seien R, und R, Losungen des Systems

OR, = AR, +&’L.(R) + e3N,(R) + £26., (19)
ORs = AR;+ Lg(R.) +eNs(R) + 65

mit
5, = éEc(Res(sw)), 5, = ;—3155(3@8(51&)),
LC(R) = EC(EI(R))a LS(RC) = ES(EZ(RC))a
(R) = E.(Ni(R)), Ny(R) = E,(Li(R) + Ny(R.) +eNi(R))
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und (R.(0), Rs(0)) = (0,0) als Anfangsbedingung. Wir lgsen dieses System im Raum
B, = C([0,To/e%], H%)?
mit

”(Rca RS)|Bm = Z sup ”RZ(’t)HHlmu

2
i 0SI<To/

als Norm. Zu zeigen ist, dass die Losungen in B,, von der Ordnung O(1) sind. Wir
invertieren hierzu den Linearteil von (19) und wenden das Kontraktionsprinzip an.
Die Inhomogenitét 6 = (d.,ds) ist nach Lemma 2.12 von der Ordnung O(1). Die
Nichtlinearitit N = (N.(R), Ns(R)) ist eine Summe aus linearen, bilinearen und
trilinearen Termen. Da HJ", fiir m > 1 eine Banach-Algebra ist, ist N eine lokal
Lipschitz-stetige Abbildung von B,, nach B,,_4, die beschrinkte Mengen aus B,, in
beschrinkte Mengen aus B,,_4 abbildet. Abzuschétzen bleiben somit lediglich die
Lésungen des Systems

OR. = AR.+¢&’L.(R)+¢&*f., (20)
ORs = AR+ Ly(R.) + f;

mit f, = E'f,, fs = E"f, und f = (f., fs) € By s Da L = (L.(R), Ls(R.)) eine
beschriankte lineare Abbildung von B,, nach B,,_, ist, existieren lokale Losungen
(Vgl. Lemma 2.4).

Um zu zeigen, dass die Losungen auf dem Zeitintervall [0, 7p/c?] von der Ordnung
O(1) ist, verwenden wir die Erkenntnis, dass der Operator A der Generator einer
analytischen Halbgruppe e ist. Wir kénnen die Anwendung von e* auf E" durch
das Integral

eMEMu( /Hx—f,t &)d¢

mit
1

_/eikwe)\(ik,sz)tEéz(k)dk

H=H(z,t)= 5
T

beschreiben. Da x" kompakten Triiger besitzt und wegen der Glattheit beziiglich &
erhalten wir

At
le¥ B¢l i,y < € _max

/ / A(ik,e2)t h zklk'rdk ‘ dl < 06052?5

(siehe [Schn98]). Da fiir E* nur gedimpfte Moden auftreten gilt fiir den stabilen
Teil

| EM| oo Hp) < Ce™

lLaw?
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und

||e’\tEh||L o ) < C'max (1,t1/%)e

Lu
mit e-unabhéngigen Konstanten C, o > 0.
Unser System (20) kénnen wir nun wie folgt abschétzen. Die Variation der Konstan-
tenformel liefert fiir den zweiten Teil des Systems (20)

t
Ry(t) = / BN Ly(R.) + fo) (1) dr
0
Mit S;(t) := supg<, < || Ri(-, 7)|| g, fiir i = s, ¢ ergibt sich

Ss(t) < (/OtCmax(l,Tl/Q)e”dT) (CS:(t) + || fs|B,_s)

< CS(t) + ClfsllB s (21)

Auf dhnliche Weise kénnen wir den ersten Teil von (20) abschétzen. Mit der Variation
der Konstantenformel erhalten wir zunéchst

R.(t) = €? /t A EML(R) + f.)(r) dr

0
Unter Verwendung von (21) kénnen wir dies durch

Se(t) < / Ce® D (So(7) + So(7) + || fell Bas)dT (22)

< ¢ / S.(r)dr +C| s, ..
0

abschiitzen. Aus der Gronwallschen Ungleichung und mittels (22) folgern wir dann,
dass

Se(t) < Cllfllase”™ = 01),
Ss(t) < Clifllgn-. = OQ).

Wir definieren die Inverse J des Linearteils durch R = J f, wobei R eine Lésung von
(20) sei. Mit J € L(B,,—4,B,,) ist J deshalb ein von € unabhéngiger beschrinkter
linearer Operator. Wenden wir J auf (19) an, so erhalten wir

R=eJN(R)+ J6 = F(R). (23)

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von N = (N.(R), Ns(R)) von B,, nach B,,_, und
dem ¢ vor N ist fiir ¢ < gy die Abbildung F': B,, — B,, eine Kontraktion auf einer
Kugel mit Mittelpunkt Jo in B,,. Es gibt deshalb einen eindeutigen Fixpunkt von
(23) der Losung von (19) mit Ordnung O(1) ist. Mit (17) ist somit eine Losung des
urspriinglichen Problems (16) gegeben. Mit den Abschéitzungen aus Lemma, 2.12 gilt

lv = evells, < llv—etlls, +llev — etells,, = [I(e*Re, &°Rs) |5, + O(e*) = O(€?).
(]
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2.5 Herleitung der Ginzburg-Landau-Gleichung bei
Hinzunahme der zeitlichen Oszillationen

In diesem Kapitel betrachten wir die gesamte Stérungsgleichung (7)-(10). Wir neh-
men zur Gleichung (11) die zuvor vernachléssigten oszillierenden Terme (9) und (10)
hinzu. Wir betrachten

O = —v—y0v —¢(40% + 0%)v — v?(40% + O2)v + vO,v (24)
—c(t)(402 + 92)v + up(t)Opv — 2ug(t)v(402 + 92)v

mit u2 = ¢+ c(t), wobei ¢ der Mittelwert der Oszillationen ist, und c(t) und ug(t)
oszillierend mit Mittelwert Null sind. Durch die Hinzunahme der linear oszillierenden
Terme (9) zur Gleichung (12) erhalten wir als Losung der Linearisierung

?)(Jf, t) — 6ikz+)‘(k’e)tﬁk (t),

wobei 94 (t) = 0k (¢t + 2m/w), d.h. die Floquet Exponenten der Linearisierung um
die triviale, rdumlich konstante, zeitperiodische Losung ug(t) sind ebenfalls durch
A = Ak, ) gegeben [siehe (40)].

Um den Fall rdumlicher und zeitlicher Oszillationen behandeln zu kénnen, dndern
wir die Skalierung der Ortsvariable. Den Ort, den wir zuvor mit X = ez skaliert
haben, skalieren wir nun ebenfalls zeitabhiingig. Wir verwenden im folgenden X =
e(z + 1(t)). Die Zeit skalieren wir weiterhin mit 7" = £2¢. Unseren urspriinglichen
Approximationsansatz (13) miissen wir nun aber modifizieren, da wir ansonsten
Terme mit zu geringer e-Ordnung erhalten. Mit ¢ > 0 als Bifurkationsparameter
machen wir folgenden Ansatz

2
e(z,t,e) = et + 2, = e A, (X, T)etterteold) %AO(X, T (25)
+e2Ay(X, T)e*Ckerte0®) 4 ¢ ¢,

und leiten fiir die Gleichung (24) eine Ginzburg-Landau-Gleichung mit rdumlich
und zeitlich periodischen Koeffizienten her. In dem zuvor betrachteten Fall zeitun-
abhéingiger Koeffizienten sind g (¢) und ¢ (t) jeweils gleich Null gesetzt worden.
Mit obigen Ansatz (25) bestimmen wir mittels Koeffizientenvergleich Gleichungen
fiir die Funktionen ¢g(t) und ¢;(¢). Wir 16sen diese Gleichungen und untersuchen
dann die Funktionen ¢y (t) und ¢;(¢) auf Beschrianktheit und Art der Oszillationen.
Wir betrachten zunéchst

chx AlatQD()( ) = —C(t)Al(—leg + ké) + Uo(t)ikcAl,

= Opolt) = —c(t)(—4k? + k) + ikcuo(t)

¢
= plt) = (4k§—/€3)/ T)dT + ik, / uo(T
0 0
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t
Das Integral i [ uo(7)dr ist rein imaginér. Dies fithrt in (25) lediglich zu Oszilla-
0

¢
tionen. Fiir [ ¢(7)dr ergibt sich ein reeller Wert, dieser bleibt aber beschriinkt, da

0
c(t) periodisch mit Mittelwert Null ist. Die Funktion ¢q(t) existiert und bleibt auch
beschriankt. Wir betrachten weiter

€2€ikczl 8XA18tg01(t) = —C(t)(SZkC — 47,]{73)8)(141 + ugp (t)lkcaxAl

= Ouo1(t) = —c(t)(8ike — 4ik>) + ik,uo(t)
=  pi(t) = (4k> —8k,) i/ot c(r)dr + ik, /Ot uo(7)dr.

Fiir das Integral i f(f c(r)dr, das wegen des verschwindenden Mittelwertes von c(t)
beschriankt ist, ergibt sich wiederum ein rein imagindrer Wert. Gleiches gilt fiir

¢

das Integral i [ uo(7)d7. Die Funktion ¢;(t) existiert also ebenfalls und ist auch
0

beschrénkt.

Bemerkung 2.13 Die Lisung A = A(X,T) der Ginzburg-Landau-Gleichung an
der Stelle X = e(x + ¢1(t)) auszuwerten stellt kein Problem dar, wenn die Liosung
A der Ginzburg-Landau-Gleichung als analytisch im Streifen um die reelle Achse
in C vorausgesetzt wird (Abb. 4). Dies ist auch keine wesentliche Einschrdnkung,
da aus A|r—g € L™ sofort A(X,T) fir T > 0 analytisch im Streifen mit Breite
min(CvV/T,q1) folgt [BDTvHI6]. Da |Im(X)| = O(e) < i, kann die Lisung A
der Ginzburg-Landau-Gleichung dann an der Stelle X = e(x+ ¢1(t)) ohne Probleme
ausgewertet werden.

Wir formulieren unseren Approximationssatz, den wir aber endgiiltig erst in Kapitel
2.7 beweisen werden.

Satz 2.14 Sei dgr, > 0 und A; = Ay (X, T) eine Losung der Ginzburg-Landau (15)
fir T € [0,Ty], welche analytisch in X in einem Streifen S5, = {z € C| [Imz| <
dgr} der komplexen Ebene ist, und

wp AT = swp  sup |AT)] < o0
t€[0,To/e?] et t€[0,To/e?] €S54y,

erfillt. Dann gibt es Konstanten ey, C > 0, so dass fir alle € € (0,e09) Ldsungen v

von (24) existieren, fir die

sup sup v(-,t) —ep(-,t, )| < Ce?
t€[0,To /e2] z€R

zur Anfangsbedingung v(z,0) = ep(z,0,¢) gilt, und e(x,t,e) wie in (25) definiert
18t.
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Abb.4 Analytizitdt der Lésung der Ginzburg-Landau-Gleichung

Aufgrund der gewihlten Skalierung erhalten wir die Ginzburg-Landau-Gleichung
durch Auswertung der Terme, die mit €3 skaliert sind. Wir erhalten

63€ikc$1 8TA1 = ClAl + 0263(141 + C4A1A0 + C5A2A_1 + CgAl‘A1‘2 (26)
—c(t)(4 — 6k2)0% A1 — 2ug(t) Ag(—4k? + k2 Ay
Wir haben weiter

g2 0 = )\(O)AO—c(t)(48§+8§)(%A0(e(x+g01(t)),T)> (27)

o (1)D, (%Ao(s(x (1), 7)) (28)
—2ug(t) Ay (—4k2 + kDA | — 2ug(t) A (—4k + kD) A,

zu betrachten. Da der zweite Term in (27) von der Ordnung O(e*) < O(g?) ist, ist er
sowohl fiir die Fehlerabschétzung als auch fiir die Approximation ohne Bedeutung.
Gleiches gilt fiir den Term (28), der von der Ordnung O(g?) ist. Es gilt somit fiir
die Terme der Ordnung

2% 0 = XN0)Ag — duo(t)(—4k? + k)AL A_. (29)

Zu betrachten sind noch, die sich aus Kopplungen von A; ergebenden Terme der
Ordnung

g2e?keT. 0 = \(2k.)Ag + [—2uo(t)(—4k? + k) + 2uq(t)ik.] A
+[—c(t)(—16k2 + 16k2) + 2uo(t)ik] Az + A, (ik.) A,
beziehungsweise
e2e%keT: () = (A(2k.) — c(t)(—16k> + 16k%) + 2uq(t)ik,) A (30)

(2ug (t)ike — 2uo(t)(—4k? + k2) + ik.) A2
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Um eine Ginzburg-Landau-Gleichung herzuleiten, setzen wir Ay und As, die wir aus
(29) und (30) erhalten, in (26) ein. Wir erhalten dadurch zeitabhiingige Koeffizienten
in der Ginzburg-Landau-Gleichung. Wir ersetzen dabei auch ¢ durch T'/e?. Mit den
Berechnungen aus (29) und (30) ergibt sich

duo(t)(—4kZ + k; T

AO 0( )(A(O) )AlAfl = cgl(g_z)AlAfla (31)
2ug(t)ike — 2uq(t)(—4kZ + k7) +ike o T

- YA A7 = ¢g,(5) AL 9

" (\(2he) — c(0)(—8k2 + 16k0) + 2ug(D)iky) 1~ (@4 (32)

Setzen wir dies in (26) ein, so ergibt sich unsere zeitabhiingige Ginzburg-Landau-
Gleichung

T T
8TA1 = ClAl + c28§(A1 + C4Cg1(6—2)A1‘A1|2 + 65092(5_2)A1|A1|2 + CgAl‘Al‘Q (33)

T T T
_6(5_2)(4 — 6k2)0% Ay — 2ug(= ) (—4k> + ’ff))cgl(g—Q)AﬂAll?

)
T T T T
—2u0(?)(—4k2 + kﬁ)cgz(g—Q)AﬂAﬂZ - 16U0(6—2)(—2k3 + Qkﬁ)CgQ(S—QMHAﬂQ

mit rdumlich und zeitlich periodischen Koeffizientenfunktion c,,, cy, € C, definiert
in (31) und (32), sowie Konstanten c; € C.

2.6 Fehlerabschitzung unter Beriicksichtigung
der zeitlichen Oszillationen

In diesem Kapitel beweisen wir den wesentlichen Teil unseres Approximationssat-
zes (Satz 2.14). Wir zeigen, dass wir Losungen von (24) durch die Loésungen der
nichtautonomen Ginzburg-Landau Gleichung (33) approximieren kénnen, und dass
der Fehler auch im nichtautonomen Fall bis zur Ordnung O(1/¢?) in der Zeit von
der Gréflenordnung O(e?) bleibt. Aufgrund des von uns gewiihlten Ansatzes (25)
kénnen wir die Fehlerabschéitzung dhnlich wie im autonomen Fall in Kapitel 2.4
durchfiihren.

Satz 2.15 Seien d1,Cy > 0 und fir allee € (0,1) sei Ay = A1(X,T,¢) € C([0, Ty}, C3)

eine Lésung von (33) mit sup sup [[Ai(,T,€)llce < Ci. Dann gibt es Konstan-
Te[0,To] £€(0,1) !

ten g9,C > 0, so dass fiir alle € € (0,eq9) Ldsungen v von (24) existieren, fir die

sup ||U(,t) - 57/)(',75, E)HH{’; < 052
t€[0,To /2] ’

zur Anfangsbedingung v(x,0) = e(x,0,¢) gilt, wobei e(x,t,€) wie in (25) definiert
18t.
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Wie zuvor spalten wir den Fehler in einen stabilen und einen kritischen Bereich
auf, d.h. wir setzen fiir den Fehler e2R, + £3R,, wobei R, der kritische Bereich und
R, der stabile Bereich der Moden ist. Die Approximation €. der linear instabilen
Fouriermoden ist von der Ordnung O(g). Fiir die Approximation 21, der linear
geddmpften Fouriermoden gilt O(g?). Fiir spiitere Zwecke verwenden wir XY™ = H, Lo

Lemma 2.16 Seim > 0 und é;,Cy > 0 und fir allee € (0,1) sei Ay = A1 (X, T,¢) €
C([0,Tp), Cg) eine Lisung von (33), wobei et = etp, + €*1h, mit

e, = A1 (e(z + 1 (1)), e%t)e*e® 90 L e A_ (e(x + 1 (1)), %)™ et teo(D)

etpy = 2 As(e(x 4 @1 (1)), e2t)eXhert00®) L 24, (e(x + @1 (1)), £2t)e2(keatwo(t))
2
€
+ EAO(S(.T + ¢1(t)), %)

wie in (25) definiert ist. Dann gibt es Konstanten Cy > 0, so dass fiir alle € € (0,¢&p)

sup ||Es(Res(ev(-, 1))l mpr, < Coe®,

t€[0,To/£2]

sup || Ec(Res(ey(-,1))) || mpn, < Coe®

t€[0,To/2?]

gilt.

Beweis. Siehe Kapitel 2.4.

Beweis (Satz 2.15). Fiir die Gleichung (24) schreiben wir abstrakt
0w = M(t)v + B(v,v) + K(v,v,v) (34)
mit
M(t)v = v — y0% — (402 + 0%)v — c(t) (402 + )v + ug(t)Opv
als Linearteil,
B(v,v) = v0,v — 2ugv(402 + 92 )v
als symmetrische bilineare Abbildung und
K(v,v,v) = —v?(40% + 0)v

als symmetrisch trilineare Abbildung. Entsprechend der Approximation aus Lemma
2.16 setzen wir fiir den Fehler

R(z,t,e) = ?Re(w,t,€) + e Ry(x,t,¢), (35)
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wobei R, = E.R. € X™ und R, = E;R; € X™. Setzen wir die exakte Losung
v=¢eh+ R=c,+ ¥, + e’ R, + R, (36)

in (34) ein, so erhalten wir nach Division durch ¢ und Trennung in lineare und
nichtlineare Terme

OR. +€0 Ry, = M(t)R.+eM(t)R, + eLy(R,) + 2Ly (R) (37)

~ ~ 1
+&°Na(R,) + N1 (R) + 6—2Res(sw)

LQ(RC) = 2B(Rca wc)a IN/I (R) = 2B(Rca ws) + 2B(RS, wc) + 3K(¢c: Tﬁc, Rc)a
No(R:) = B(R., R+ O(e),
Ni(R) = B(Rs,2R.+ 2 +eR;) + 6K (¢, Re, 1s) + 3K (e, e, Rs) + O(e),

wobei O(g) weitere Terme enthilt, die von K erzeugt werden.

Sind R, Rs, 1. und 1) jeweils von der Ordnung O(1) € X™, dann gilt dies natiirlich
auch fiir I~/1, [NQ, Nl und ]\72, allerdings mit Werten in X™ %. Um auf Gleichungen
fiir R, und R, zu kommen, verwenden wir die Moden-Filter F. und F, aus Kapitel
2.4.
Wir spalten die Gleichung fiir den Fehler (37) in einen kritischen und einen stabilen
Teil auf und beachten, dass nach Lemma 2.10 E,L,(R,) = E.Ny(R,) = 0 gilt. Dabei
seien R, und R, Losungen des Systems

OR, = M(t)R,+ ’L,(R) + e3N,(R) + £%6., (38)

ORs = M(t)Rs + Ls(R.) + eNs(R) + 5
mit
1
5, = éEc(Res(aw)), by = 3 Bu(Res(e)),

L(R) = EC(EI(R)), Ly(R;) = ES(E2(RC))5

N(R) = E(N:(R)), Ny(R) = Ey(Li(R)+ No(Re) +eNi(R))
und (R.(0), Rs(0)) = (0,0) als Anfangsbedingung. Wir 16sen dieses System im Raum

B = C([0,To/?), ™)

mit

I(Re, Ro)lls,, = Y sup  [[Ri(-, )]lam

2
i 0SI<To/e
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als Norm. Zu zeigen ist noch, dass die Losungen in B,, von der Ordnung O(1) sind.
Wir invertieren hierzu den Linearteil von (38) und wenden das Kontraktionsprinzip
an. Die Inhomogenitit § = (d.,d5) ist wegen Lemma 2.17 offensichtlich von der
Ordnung O(1). Die Nichtlinearitét N = (N.(R), Ns(R)) ist eine Summe aus linearen,
bilinearen und trilinearen Termen. Da N eine lokal O(1) Lipschitz-stetige Abbildung
von B,, nach B,,_, ist, die beschrinkte Mengen von B,, in beschrinkte Mengen nach
B,,—4 abbildet, sind nur die Losungen des Systems

OR. = M(t)R.+&*L.(R) + &f., (39)
atRs = M(t)Rs + Ls(Rc) + fs:

mit f. = E.f., fs = Esfs und f = (fe, fs) € Bm_4 abzuschétzen. Wie im autonomen
Fall existieren lokale Losungen. Wir betrachten zunéchst das homogene System

0.R(t) = M(t)R(?),
wobei
M(t)y = —v — 050 — T(40; + 9;)v — (1) (40; + 0,)v + uo(t) v
ein (27 /w)-periodischer Operator in ¢ ist. Die Losung von
iR(t) = M()R(t),  R(t)|i=r = Ry

bezeichnen wir mit R(t) = S (t T)Ry. Dadurch ist ein linearer Evolutionsoperator
S(t, ) definiert mit S(t,7) = S(t + 27 /w, T + 27 /w). Im Fourierraum erhalten wir

O R(k) = M(k)R(k) = A(k)R(k) + dic(t) R(k) + dyuo(t) R(k),
mit Konstanten d; = d;(k) (j = 1,2). Als Losung ergibt sich
@(k,t) — efo A(k)+die(T)+dauo(T dT’\(k 0) —e Ak tedl I C(T)dTedz o UO(T)dT@(k,())’ (4(])

und damit als Floquetmultiplikator e**)%"

Lemma 2.17 Es gibt e-unabhdngige Konstanten C,o > 0, so dass fiir den stabilen
Teil folgende Abschdtzungen gelten

152, T)E;lHL(Xm,Xm) < Ce ot
und
1S, T)Eg||L(Xm—4,xm) < C max (1, (t — 1) Y2)e o),
Fiir den kritischen Teil gilt

IS(t, T)E!|| gam qomy < Ce T
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Fiir die zweite Gleichung in (39) haben wir mit der Variation der Konstantenformel

R,(t) = / S(t, 7 EMNLy(R) + £,))(r) dr-

Mit Si(t) := supg< < || Ri(; 7)||x= fiir i = s, c ergibt sich

s < /0 Cmax (1,7 Y2)e 77dr ) (CS(t) + |1 fsll5,-.) (41)

< OS(t) + Cl fsll By

Auf dhnliche Weise kénnen wir beim ersten Teil von (39) vorgehen. Zunéichst liefert
die Variation der Konstantenformel

R.(t) = 52/0 S(t, T)E"(L(R) + f.)(1) dr.

Dies kénnen wir unter Verwendung von (41) durch

t
S(t) < 52/ Ce“ N (S(7) + S,(7) + || fells,_) dr

0

t
<ec / S.(r)dr + €2C|| 15,
0

abschétzen. Und mittels Gronwallscher Ungleichung und (41) folgern wir, dass

Se(t) < Cllflls,,-4e“™ = O(1),
S:(t) <Cllfllgn-. = 0O).

Wir definieren die Inverse J des Linearteils durch R = J f, wobei R eine Lésung von
(39) sei. Mit J € L(By,—4, By,) ist J deshalb ein von ¢ unabhéngiger, beschriankter
linearer Operator. Wenden wir J auf (38) an, so erhalten wir

R=¢JN(R) + J§ = F(R). (42)

Wegen der O(1) Lipschitz-Stetigkeit von N von B, nach B, 4 und dem ¢ vor N ist
fiir 0 < e < gg die Abbildung F' : B,, — B,, eine Kontraktion auf einer Kugel mit
Mittelpunkt J§ in B,,. Es gibt deshalb einen eindeutigen Fixpunkt von (42), der
eine O(1)-beschriinkte Losung von (38) ist. Mit dem Fehler (35) und der exakten
Losung (36) ist somit eine Losung des urspriinglichen Problems (34) gegeben.

O
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2.7 Zusammenfassung und Vergleich

Um unseren Approximationssatz (Satz 2.14) endgiiltig zu beweisen, vergleichen
wir in 2.7.1 Losungen der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (43) mit den
Losungen der nichtautonomen Gleichung (44), und zeigen in 2.7.2, dass eine Be-
trachtung der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung ausreichend ist. In 2.7.3 dis-
kutieren wir auflerdem, unter welchen Voraussetzungen zur Approximation einer
nichtautonomen Gleichung ein autonomer Ansatz geniigt.

Approximationen, die wir mit Losungen der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung
(43) konstruieren, bezeichnen wir im folgenden mit €14 und diejenigen, welche wir
mit Losungen der nichtautonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (44) konstruieren
mit e g. Fiir die Approximation einer nichtautonomen Gleichung mit Lésungen der
autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (43) schreiben wir e93". Eine Ubersicht
ergibt sich aus folgender Skizze.

w>1/ex (a>0) waut

N4

5¢B%8¢A

Abb.5 Autonome und nichtautonome Approximation

2.7.1 Vergleich der Ginzburg-Landau-Gleichungen

Da die nichtautonome Ginzburg-Landau-Gleichung (33) immer noch den kleinen Pa-
rameter £ > 0 enthélt, konnen wir damit keine sinnvollen approximativen Lésungen
von (24) konstruieren. Wir erwarten jedoch, dass fiir ¢ — 0 lediglich der Mittel-
wert der zeitabhingigen Koeffizienten von Bedeutung ist, so dass die Betrachtung
einer autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (43) geniigen sollte. Wir vergleichen
deshalb die Lésungen der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung

aTA = Clag(A =+ CQA + 63A|A|2 (43)
mit den Losungen der nichtautonomen Ginzburg-Landau-Gleichung
T T T 9
8TB (61+01(5 ))aXB+(CQ+CQ(6 ))B+(Cg+(}3( ))B‘B| (44)
wobei die Koeffizienten ¢;(T/¢?),j = 1,2, 3, stark oszillierend sind, und

6J(t) = 6](t + 271'/&))
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sowie

27w
/ &(t)dt = 0
0

erfiillen. Wir beweisen

Satz 2.18 Sei dqr, > 0 und A € C([0,To],Cy.,) eine Losung von (43). Dann gibt
es Konstanten C,eq > 0, so dass fiir alle e € (0,&¢) Losungen B von (44) existieren
fiir die

sup ||AG,T) — B(-,T)|lcw < Ce*

w S
T€[0,To)] GL

qilt.

Beweis. Wir definieren eine Fehlerfunktion R mit B = A +&2R. Die Fehlerfunktion
R erfiillt die Gleichung

O.R=M#)R+3K(A, A R)+3’K(A,R,R) + ¢*K(R, R, R) + ¢ 2Res(A),
wobei
P AN T
M@#)R = (1 + 01(8—2))8XR + (c2 + 02(8—2))R,
_ T = - =
3C(Ri, Ry, R3) = (c3+ 63(8—2))(R1R2R3 + RiRoR3 + RiRyR3),
_ T _ T T
Res(A) = 01(6—2)8§(A+02(6—2)A+03(6—2)A\A|2.

Wir definieren den linearen Evolutionsoperator S(7,7) durch R(T) = S(T,7)R(7),
wobei R(T') die Gleichung

6TR = M(t)R, R|T:7- == R(T)

16st, und betrachten
T

R(T) = /S(T, 7)(BK(A, A, R) +3¢°K(A, R, R) + *K (R, R, R) + ¢ 2 Res (A))(7) dr.
0

Wir kénnen

sup < CRes

Te0,To)

0} S(T,7)e ?Res(A) (1) dr

Cw
SaL
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mit Cges > 0 als Konstante unabhiingig von 0 < € < 1 abschitzen, da

T

| / S(Tm)e (5% Alr) dr

0

2 WERY r
o < ||€ S(T’T)Cl(g_z)aXA(THT:O”CEUGL

£28(T, 7)é (;—z)ag(aTA(T) dT‘

CW
Sar

_|_
o\%

+

e2(—S(T, T)A(T))el(gg)ag(A dT‘

CUJ
Sar

Ot~

< Cé,

wobei 0,¢; = ¢ und 0,S(T,7) = —S(T,7)A(7). Die Funktion ¢ bleibt O(1) be-
schrinkt, da der Mittelwert von ¢; verschwindet. Der restliche Teil des Satzes ergibt
sich durch einfache Anwendung der Gronwallschen Ungleichung.

O

2.7.2 Autonome Approximation nichtautonomer Gleichungen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass wir aus den Sétzen 2.15 und 2.18 unseren Approxi-
mationssatz (Satz 2.14) folgern kénnen. Approximationen, die wir mittels Losungen
A der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (43) konstruieren, bezeichnen wir wie
zuvor mit ey 4. Approximationen mit Losungen B der nichtautonomen Ginzburg-
Landau-Gleichung (44) mit 1. Die Losungen von (24) sind durch v gegeben. Da
Cy,, C H, ist nach Satz 2.18

sup [|A(,T) — B(, T)|lup, = O(e?).

T€[0,To)

Dies impliziert

sup ||€'¢JB('7 t, 6) - 5¢A('7 t, E)HHlmu = 0(62)'
te[To/e?] ’

Aus der Dreiecksungleichung folgt weiter, dass sup || B(-, T)||CguGL = O(1) ist. Die
T€(0,To]
Voraussetzung aus Satz 2.15 ist somit erfiillt. Nach Satz 2.15 gilt

sup o, 1) —evn (- t,€) |, = O(?).
t€[0,To /2] ’



2 FEIN MODELLPROBLEM 32

Die Anwendung der Dreiecksungleichung und des Sobolevschen Einbettungssatz fiir
m > 1 liefert

sup sup |eva(z,t,e) —v(x,t)] < C sup |leva(,t,e) —v(,t)|lam
t€[0,Tp/e2] z€R te[0,To /2] ’

< C( sup |levalte) — (-t €)|lmm
t€[0,To /¢?] ’

+ sup levs(,t€) —v(-, )llmp,)
t€[0,Tp/?] 7

= 0.

2.7.3 Autonome Approximation eines nichtautonomen Ansatzes

Wir zeigen nun noch unter welchen Voraussetzungen zur Approximation einer nicht-
autonomen Gleichung ein autonomer Ansatz geniigt. Wir vergleichen zu diesem
Zweck den autonomen Ansatz

¥ = cA(ex,£%)e™ + c.c.
mit dem nichtautonomen Ansatz
ey = cA(e(z + @1(t)), e%t)e™ o™ L e,

Eine autonome Approximation einer nichtautonomen Gleichung ist nur im Falle
starker Oszillationen sinnvoll. Sind ¢ und ¢; nicht klein, so ist der Fehler e9)3™ —e1) 4
groB, da

lepdt —evall = lleA(ex,’t)e™ — eA(e(z + @i (t)), %) T 0)|
15
~ CMWN+fﬂwﬂ)cha)

d.h. eyp3™ ist nahe v, falls |w| = O(1/&%) mit « > 0. Dies zeigt, dass ohne Modifika-
tion des Ansatzes nur eine Approximation im Fall |w| = O(1/£%) mit o > 0 moglich
ist.

2.8 Abschitzungen zu Kapitel 2.6
Das folgende Lemma zeigt, dass der Linearteil L. beschriankt bleibt.

Lemma 2.19 Fir den Linearteil L.R = E.(2B(R.,¥s)+2B(Rs,.)) gilt die Abschitzung
|ILe(R)l[pn-1 < C (| Rellgm + || Byl 5m)
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Beweis.
ILeRllam-s = sup [|E(2B(Re, ) +2B(Ry, )| s
t€[0,Tp /2] ’“
= sup ||EC||H;“—4_>H;"—4 ||(QB(RC; ¢’8) + QB(Rm ¢0)||Hlm‘4
te[0,Tp/e2] v v U
< |NElgm-+_, gm-s  sup  (2C||Rellam ||| am.
bu bu o 4e[0,To /€2 ’ ’
+2C| Ryl |19e e, )
< | Eellgm-1_, gm-12C ( sup |[Rellup  sup ||vs]|
bu bu t€[0,To /2] " 4€[0,To /2] ’
+ sup ||Ryllup, sup  lvellugm)
te[0,To/e?] T te[0,To /€2] ’
< C20(|Rellpm |95l B + ([ Rsll B ||90c]| B )
—— ——
<C <C
< C (IRl s + [|Rsll 5m).-

Den bilinearen Term B(u,v) kénnen wir auch abschéitzen. Es gilt

Lemma 2.20 Fiir den Bilinearteil B(u,v) = 2uy(t)v(402 + 04)v gilt

1B, )| gge-s < Cllull g [[0] g, -

Beweis. Mit
B(u,v) = uo(t)u(40? 4+ 92)v + uo(t)u(402 + 03)v
ist firm—42>1

1B (w, )l gznms < o (@) |l o=l (407 + 03) vl s

+ Lo (6)| [[vl] | (403 + 03l s

IN

C |ug(t)] ||U||Hm ||U||H,”’;[4

N

< Cluo@| [ullmp, 1ol -

33



3 Das Standardmodell der Elektrokonvektion

Im folgenden zeigen wir mit dem Approximationssatz (Satz 3.14) Fehlerabschitz-
ungen fiir die Ginzburg-Landau-Approximation des regularisierten Standardmodells
der Elektrokonvektion in Fliissigkristallen. Wir formulieren hierzu in Kapitel 3.3
das Problem (45)-(48) als geschlossenes dynamisches System. Anschlieflend zeigen
wir mittels linearer Stabilitdtsanalyse (3.6), dass die Voraussetzungen zur Herlei-
tung einer Ginzburg-Landau-Gleichung gegeben sind. Eine formale Herleitung er-
folgt in Kapitel 3.10. In Kapitel 3.12 schéitzen wir dann den Fehler als Losung des
dynamischen Systems ab. Vorbereitende Uberlegungen bzgl. den Funktionenriumen
(3.8), der Definition von Modenfiltern (3.9) und nétige Abschitzungen fiir Residuum
(3.10), Halbgruppe und Nichtlinearitdt (3.11) sind erforderlich um den Approxima-
tionssatz (Satz 3.14) zu beweisen.

3.1 Musterbildung in Fliissigkristallen

Fliissigkristalle vereinen charakteristische Eigenschaften von Fliissigkeiten mit denen
von Festkorpern. So verbinden sie beispielsweise das Flieflverhalten einer Fliissigkeit
mit der Anisotropie (Richtungsabhéngigkeit) eines Festkorpers. Es gibt eine Vielzahl
von Fliissigkristallphasen. Die einfachste Fliissigkristallphase ist die nematische. Die
stabdhnlichen Molekiile besitzen hier eine Orientierungsfernordnung, d.h. die Mo-
lekiile zeigen im Mittel in die gleiche Richtung und kénnen durch elektrische Felder
beeinfluflit werden [Hel69, Ch77].

Abb. 6 Direktorfeld der Fliissigkristalle (Siehe [Tr96])

In der Kontinuumstheorie von Ericksen [Er61] und Leslie [Le68] werden nemati-
sche Fliissigkristalle als inkompressible Fliissigkeiten betrachtet, deren durchschnitt-
liche Molekularachse lokal durch ein Direktorfeld n von Einheitsvektoren beschrie-
ben werden kann. Die stabdhnlichen Molekiile orientieren sich demnach im Mit-
tel entlang einer makroskopischen Vorzugsrichtung (Direktorfeld). Durch das An-

34
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legen eines elektrischen Potentials kann diese Orientierung beeinfluft werden. In
dem von uns betrachteten Experiment (Abb.6) wird eine diinne Schicht nemati-
scher Fliissigkristalle, die sich zwischen zwei Glasplatten mit Abstand d befindet
und negativ oder leicht positiv dielektrisch anisotrop ist, einem elektrischen Feld E
ausgesetzt.

An das System wird Wechselspannung angelegt. Die Amplitude der Spannung dient
dabei - neben der Frequenz w - als d&uflerer Kontrollparameter. Wird durch Erhéhen
der Spannung V eine kritische Spannung V, iiberschritten, so ergeben sich elek-
trohydrodynamische Instabilititen. Ab einem bestimmten Schwellenwert wird die
rdumlich homogene, zeitperiodische Grundlésung instabil [De95, Dr02]. Laut [Zh00]
liegt dann folgendes Bifurkationsdiagramm vor (Abb.7). Fiir w < wy, bzw. w > wy,
treten als erste Strukturen Schrig (oblique)- bzw. Normalrollen (normal rolls) auf.
Schrigrollen brechen die Reflektionssymmetrie beziiglich der x-Achse und sind weder
senkrecht noch waagrecht zur ausgezeichneten Achse orientiert (y-Richtung). Nor-
malrollen dagegen weisen eine Orientierung senkrecht zur ausgezeichneten Achse
auf und das Direktorfeld ist periodisch gestort in der x-z-Ebene. Wird die Spannung
weiter erhoht, so werden die Normalrollen instabil gegen die langwellige Zick-Zack-
Instabilitdt entlang von £z oder gegen Abnormalrollen entlang von € 45. Die Zick-
Zack-Instabilitdt und die instabilen Abnormalrollen treffen sich im Kodimension-2-
Punkt (C2-Punkt) bei wsg. In diesem C2-Punkt restabilisieren die Abnormalrollen
gegen die Zickzack-Mode (€4gst). Des weiteren kreuzt in diesem Punkt eine Linie
homokliner oder heterokliner Bifurkationen (HB).

| conduction regime | /|-

W

<

k

dielectric
regime

Voltage

obligue
rolls

@y Chr
Frequency
Abb.7 Schematisches Stabilititsdiagramm der elektrohydrodynamischen Konvektion (Siehe [Zh00])

Die Musterbildung in der Elektrokonvektion nematischer Fliissigkristalle erfolgt auf
zwei Arten. Im Leitfihigkeitsbereich (conduction regime) oszillieren die freien La-
dungstriger mit der niedrigen Frequenz des elektrischen Feldes, und das Direktorfeld
befindet sich in Ruhelage. Fiir hohe Frequenzen der hier gewéhlten planaren Orien-
tierung und negativer oder leicht positiver dielektrischer Anisotropie wird dies unter-
driickt und es bilden sich dielektrische Rollen. Das Direktorfeld folgt so der dufleren
Anregung und die Ladungstriager sind in Ruhelage. Die Trennung der beiden Regi-
mes erfolgt zur sog. Cutoff-Frequenz w,.. Unsere Untersuchungen beschrinken sich
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auf den Leitfahigkeitsbereich, d.h. auf w < w, [Vgl. Zh00 u. Abb. 7].

Eine mathematische Beschreibung erfolgt mittels der Gleichungen der Hydrody-
namik, den quasistatischen Maxwell-Gleichungen und einer Gleichung fiir das Di-
rektorfeld. Die hier betrachteten Modelle zur Beschreibung von Musterbildung in
anisotropen Systemen sind das sog. Standardmodell [Hel69] und das Modell des
schwachen Elektrolyten (WEM) [Tr96].

3.2 Das Standardmodell

Ein mathematisches Modell zur Beschreibung solcher elektrohydrodynamischer In-
stabilitdten ist das sog. Standard-Modell der Elektrokonvektion [Hel69, KP95, Tr96].
Als dreidimensionales Modell - basierend auf der Erhaltung von Energie, Masse und
Impuls - verbindet es die Kontinuumstheorie von Ericksen [Er61] und Leslie [Le68]
mit den quasistatischen Maxwell-Gleichungen und liefert unter der Annahme ohm-
scher Leitfdhigkeit stationédre Rollen fiir die Materialparameter der im Experiment
verwendeten Nematen [Tr96]. Wir erkldren zunéchst das physikalische Problem und
seine mathematische Beschreibung. Die folgende Darstellung beruht auf den Arbei-
ten [BKZ88, Tr96, DO03].

Mit dem Standardmodell kénnen im Leitfdhigkeitsbereich fiir niedrige Frequen-
zen eine Vielzahl von Figenschaften der Elektrohydrodynamik qualitativ gut be-
schrieben werden (Abb.7). Fiir die in den Experimenten verwendeten nematischen
Fliissigkristalle, die iiber die Materialparameter [Tr96, Anhang A.1] in die Gleichun-
gen eingehen, kann die Schwellenspannung als eine Funktion der externen Frequenz
dargestellt werden. Es konnen erste Instabilitdten, wie beispielsweise Existenz und
Winkel von Schrigrollen sowie Normalrollen beschrieben werden, aber auch zweite
Instabilititen, wie z.B. der Ubergang zu Zick-Zack- oder Abnormalrollen [DO03].
Weitere qualitativ auftretende Eigenschaften der Elektrohydrodynamik bleiben je-
doch unberiicksichtigt, insbesondere laufende Rollen. Um auch solche Phinomene
beschreiben zu konnen, betrachten wir in Kapitel 4 mit dem Modell des schwachen
Elektrolyten [Tr96, KT98] eine Verallgemeinerung des Standardmodells.

Fiir das in diesem Kapitel betrachtete Standardmodell wihlen wir eine autonome
Anregung. Erst in Kapitel 4 betrachten wir dann mit dem Modell des schwachen
Elektrolyten den Fall der zeitperiodischen Anregung. Die triviale Losung ist beim
Standardmodell auch bei zeitperiodischer Anregung stationér.

Wir verwenden im folgenden die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. treten in
multiplikativ verkniipften Ausdriicken zwei Indizes doppelt auf, so werden zunéchst
sdmtliche Elemente des Wertevorrats gebildet und diese dann summiert. Weiter sei
der Abstand d der Platten im folgenden auf 7 umskaliert.

Das Gleichungssystem fiir das Standardmodell (45)-(48) in den Koordinaten (z,y) €
R? und z € (—7/2, 7/2) besteht aus Gleichungen fiir die Ladungsdichte p(z,y, 2, t) €
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R, fiir den Direktor n(z,y, z,t) € R® und die Geschwindigkeit v(z,y,2,t) € R3. Es
ist durch

(Or+v-V)p = —=V-(0F), (45)

G +v-V)n = wxn+ot(\An— %h), (46)
pm(@c+v-V)vg = =0 — 8;(Il; + T7) + pE;, (47)
V-v = 0 (48)

gegeben. Mit E; wird die i-te Komponente des Vektors E bezeichnet. Das System
wird durch die Randbedingungen (66)-(68) ergiinzt.

Um die mathematische Struktur der Gleichungen (45)-(48) zu verstehen, ist es vor-
teilhaft gleichzeitig Kapitel 3.3 zu lesen. In Kapitel 3.3 wird das Standardmodell
als geschlossenes dynamisches System geschrieben. Wir beschreiben zunéchst obige
Groflen und Operatoren.

Mittels der Gleichung (45) wird das Raumladungsgleichgewicht eines schwach ani-
sotropen, ohmschen Leiters mit der Raumladungsdichte

p = 0i(ei; Ej) (49)
(Poisson-Gleichung), und der Leitfihigkeit
0ij = 010i + 0gnin; (50)
beschrieben. Das elektrische Feld E wird dabei unter Ausnutzung von
VxE=0
in ein externes Feld
AT 61
und eine Feldinhomogenitit 0;¢ aufgeteilt, d.h. fiir die Feldstirke E; gilt
E; = Egdiz — 0;¢. (52)

Mit den Gleichungen (49), (50) und (52) ist durch (45) eine Gleichung fiir das
elektrische Potential ¢ gegeben. Die in (49) auftretende dielektrische Permittivitit
ist durch

Eij = ELéij =+ EaqNi M (53)

definiert. Treten keine Kréfte auf, so bewegt sich der Direktor n in der Gleichung
(46) mit
nf* =1
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mit der ihn umgebenden Fliissigkeit wie ein Stab in einem Fluss, d.h.
(O +v-V)n—wxn=0, (54)
wobei
w=(V xwv)/2 (55)

die lokale Rotation der Fliissigkeit beschreibt. Sollten &duflere Kréfte auftreten, so
garantiert der Projektionstensor

55]‘ = 5ij — nng, (56)

dass |n|? = 1 erhalten bleibt. Die auf den Direktor in Gleichung (46) wirkenden
Krifte ergeben sich aus der orientierten Elastizitdt, das durch das Molekularfeld A
und der Bindung des Direktors an die Fliissigkeitsscherung

Aij = (Bivj + 8J’U,)/2 (57)

(Flussausrichtung) beschrieben wird. Aus der Erhaltung des Drehimpulses ergibt
sich die Rotationsviskositét

Y1 = O3 — Q2 (58)
und die Flussausrichtung
A= (012 -+ OA3)/(OZ2 - (,Y3), (59)

ausgedriickt durch die Leslie-Koeffizienten ap und as [Vgl. (64)]. Das Molekularfeld
h ist durch

of . 0

h:2(8n " OVn

) —¢éa(n- E)E (60)
gegeben. Die Gleichung (60) enthilt die elastische Energiedichte
2f = (V-n)?+ Ky[n x (V x n)]* + Ks[n- (V x n)?, (61)

die sich durch Ausbreitung, Verdrehung (K5) und Biegung (K3) des Molekularfeldes
h ergibt. Der Term

v-Vn (62)

in (46) beschreibt die Direktoradvektion. In (47) bezeichnet

Nk,j (63)
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die nichtlineare Erickson Spannung und p,, die Massendichte. Mit
—’Ti‘;-isc = ammjnknlAkl + a2anz’ + (1/377,1'Nj —+ O!4Aij + a5njnkAki -+ agninkAkj (64)

wird der negative viskose Spannungstensor bezeichnet, wobei sich

1
N =6"(\An — — h) (65)
g
aus der Gleichung (46) ergibt. Die skalierten Leslie-Koeffizienten oy, . . ., o mit o =

&;/v1 und der Onsager-Koeffizient A in (46) erfiillen die Onsager-Relationen
art+az=ag—a;, az3—ay=1 und = a5+ ag.

Durch die Gleichung (48) kommt die Inkompressibilitat der Fliissigkeit zum Aus-
druck. An die Randbedingungen stellen wir fiir das System (45)-(48) folgende For-
derungen

d)‘z: iz = 0 (perfekte Leiterplatten), (66)
1

”‘z: iz = 0 (feste Verankerung), (67)
0

U‘Z: iz = 0 (endliche Viskositiit). (68)

3.3 Das Standardmodell als geschlossenenes dynamisches
System

Wir schreiben die in Kapitel 3.2 vorgestellten Gleichungen (45) - (48) als dynamisches
System bzgl. n,v; und ¢. Im folgenden bezeichnet <, > das Skalarprodukt im R3.
Da n? 4+ n3 + n3 = 1 betrachten wir

Oy = <eg,wxn+6-(AAn — %h) —(v-V)n >, (69)
1
1

Ons = <esz,wxn+6-(\An — V—h) —(v-V)n >, (70)
1

wobei im folgenden fiir die untersuchten Losungen n; > 0 gilt. Als Gleichungen fiir
das Geschwindigkeitsfeld v erhalten wir

owi = QU=0;(ITyj + T35%) + pE;)(1/ pm) — (v Vi) (71)

mit @ als Projektion auf die divergenzfreien Vektorfelder {v|dive = 0}. Die Glei-
chung (45) ist noch in eine Gleichung fiir das elektrische Potential ¢ umzuschreiben.
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Hierzu setzen wir (49), (50), (52) und (53) in (45) ein. Aus Gleichung (45), gegeben
durch

(O + vi0y)p = —0;(0En),
erhalten wir, indem wir p durch Ok (emEr) ersetzen
(0r + vi0;) Ok (Ekm Em) = —0;(0uEy).
Da egm = €1 0km + €ankNm, By = Eydiz — 0;¢ und o5y = 0,05 + o,n;n; erhalten wir
(0r + v:0;) Ok ((€ LOkm + €akm) (EoOms — Om@)) = —0; (0.6, + oanjni) (Eodis — 019)).
Die Verwendung der Kettenregel liefert

_(ak (5L5km + 5anknm)amat¢) + ’Uiaialc((‘EJ_(skm + 5anknm)(E05m3 - am¢))

+ Ok ((01(e LOkm + €ankNm)) (EoOms — Om®)) = —0;((0 L85 + 0anjny)(Eodiz — 019)).
1

Losen wir dies nach der Zeit-Ableitung von ¢ auf, so erhalten wirmitn=| 0 |+n
0

£101(0k0kP) + €401010:0 + ((Ok(€aTkTim))Om + Ea(Tik + Tom + TkTin) OO ) Orp
= v;0;0k((£ LOkm + €akTm) (FoOm3 — Om®))
+ Ok ((0s (2 LOkm + €aTkTim)) (EoOm3 — Omd))
+ 0;((0L61 + oaiju) (Eodiz — 019))
= F(v,n,¢,0m, Ey).

Die Gleichung fiir das elektrische Potential ¢ ist also von der Art
(M + G)di¢ = F(v,n, ¢, 0in, Ey)

mit G- = (O (€aMkTm))Om * + ok + T + NPy ) OO und M- = e A - 4+ £,0101 - .
In Lemma 3.10 zeigen wir die Invertierbarkeit des Operators M im Gebiet R? x
[-7/2,7 /2] mit den Randbedingungen ¢|Z: .= = 0. Als Gleichung fiir das elektrische
Potential ¢ erhalten wir ’

(1+GM YYMo,p = F(v, n, ¢, n, Ey).
Mittels Neumannscher Reihe ergibt sich

Op =M (1+GM ) F(v, n, ¢, din, Eyp), (72)
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da GM ! Klein, falls 71 klein. Die Beschriinktheit des Operators M '(1+ GM 1) !
zeigen wir in Lemma 3.11. Wir zeigen nun noch, dass die rechten Seiten von (69)-
(72) tatsdchlich als Funktionen von n, v und ¢ geschrieben werden konnen.

Wir betrachten zunéchst die Gleichung (47) bzw. (71). Wie iiblich ist —Vp durch
die Forderung der Divergenzfreiheit (48) festgelegt. Nach (63) ist II;; eine Funktion
von f und n, wobei f nach (61) selbst eine Funktion von n ist. Mit 737 ist durch
(64) eine Funktion von n, A und N gegeben, wobei A nach (57) eine Funktion von
v ist. Die Gleichung fiir N (65) ist nach (54) und (55) eine Funktion von n, d;n und
v, wobei Oyn durch die rechte Seite von (46) festgelegt ist. Fiir pE; ergibt sich nach
(49), (52) und (53) eine Funktion von n und ¢.

Fiir die rechte Seite von (46) bzw. fiir (69) und (70) haben wir fiir § nach (56) eine
Funktion von n und fiir A nach (57) eine Funktion von v. Weiter ist A nach (60)
eine Funktion von n und E, wobei E nach (52) eine Funktion von ¢ ist.

Wir betrachten nun noch die Gleichung (45) bzw. (72). Setzen wir (49) und (52),
unter Verwendung von (53), in Gleichung (45) ein, so erhalten wir auf der linken
Seite von (45) Zeitableitungen von ¢ und n. Da 0;n durch die rechte Seite von (46)
ersetzt werden kann, ist die Gleichung (45) letztendlich eine Gleichung fiir 0;¢. Die
rechte Seite von (45) liefert fiir o nach (50) eine Funktion von n und fiir £ nach
(52) eine Funktion von ¢.

3.4 Das regularisierte System

Das System (69)-(72), bestehend aus Gleichungen fiir die Komponenten des Direk-
torfeldes ny und mn3, wobei n; durch Normierung bereits bestimmt ist, dem Ge-
schwindigkeitsfeld v und dem elektrischen Potential ¢, ist voll nichtlinear. Zu den
Gleichungen (69)-(72) fiigen wir nun jeweils einen regularisierenden Differentialope-
rator 4. Ordnung hinzu, so dass in der Nichtlinearitit nur niedrigere Ableitungen als
im Linearteil vorkommen. Das urspriinglich voll nichtlineare Problem wird dadurch
semilinear. Fiir eine vergleichbare Vorgehensweise siehe [Te97]. Wir betrachten im

folgenden
Omy = <eg,wxn+o6-(\An — %h) — (v-V)n > —BAn,, (73)
omg = <es,wxn+d-(AAn — %h) — (v-V)n > —BA%n3, (74)
O = QU=0)(ILy +T5) + pE) (L pm) — (v- V)i — A%, (T5)

O = MI(1+GM ) 'F(v, n, ¢, 0im, Eo) — BA% (76)
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mit 8 > 0 und klein und den urspriinglichen Randbedingungen

1
n‘z: i = 0 (feste Verankerung), (77)
0
v|Z:ig = 0 (endliche Viskositit), (78)
9|, iy =0 (perfekte Leiterplatten). (79)

Wegen der Regularisierung benotigen wir zusitzliche Randbedingungen. Wir wéhlen

a§n2,3\22ig = 0, (80)
8§v\z:i% = 0, (81)
aﬁcp\zzi% = 0. (82)
Wir schreiben im folgenden
U = (ng, ng, v1, Ve, v3, ¢) (83)

3.5 Die triviale Lésung

Die triviale, raumlich homogene Losung des Standardmodells (45)-(48) erhalten wir
durch Vernachlissigung aller Ortsableitungen bzgl. z und y von (73)-(76). Wir sehen
sofort, dass

ng=ng3=0, v=0 und ¢=0

die gesuchte triviale Losung ist. Wir wihlen diese als alten und neuen Ursprung und
schreiben fiir die Gleichungen (73)-(76) abstrakt

a,U = AU + N(U), (84)

wobei A linear, N nichtlinear und U wie in (83) definiert ist.

3.6 Lineare Stabilititsanalyse

Um die Stabilitdt der trivialen Losung U = 0 zu untersuchen, betrachten wir das
linearisierte System
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Wegen der Translationsinvarianz des Problems sind die Eigenfunktionen von A durch
Fouriermoden gegeben, d.h.

Aok, 1, 2)eE5H)Y = N (k, Dpm(k, 1, 2)e ®e+H)

mit m € N und £,/ € R Die Funktionen ¢,,(k,[,-) sind Eigenfunktionen des auf
[—7/2,7/2] gegebenen Differentialoperators A(k, 1), der durch

Ak, D) pm(k, 1, .)ei(kz+ly) = Aom(k, 1, _)6i(k;c+ly))

definiert ist. Da der Differentialoperator A(k,!) in den spéter betrachteten Rdumen
eine kompakte Resolvente besitzt, hat A(k,[) diskretes Spektrum und es ist m € N.
Die Losungen des linearisierten Systems sind daher durch

Ng = ©ma kalaz
_ i(kz+1y) Am (k,Dt
ng = Oma(k,l,z ei(kzt1y) gAm (k.1) ,

V1 = ©Umg3s

Vo = ©Oma k,l, z ez(kw"'ly)e)‘m(kvl)t’

U3 = ©Oms k,l, z ez(kz+ly)e)\m(k,l)t7

¢ = Qme k‘, l, Py ei(kw—l—ly)e)\m(k,l)t
mit £,/ € R, m € N und ¢,,(k,,-) als Eigenfunktionen von A(k,1) gegeben.
Ist U = 0 asymptotisch stabil, so gilt fiir alle m € N und (k,1) € R?

Re A (k, 1) < 0.

Wird die Lésung U = 0 durch Erhéhen der Spannung V (51) instabil, so gibt es ein
m € N (0.B.d. A. sei m=1), ein (k,1) = (ke,l,) € R? und ein V = V,, so dass

Re A1 (ke, o) |7_y, = 0.

gilt. Da ein reelles Problem vorliegt, ist auch Re Ay (—k, = 0. Experimen-

; _ZC) V=V
tell ergeben sich u.a. stationéire periodische Muster und sor‘n‘gt ‘;gt (ke, 1) # (0,0).
Wir beschrénken uns im folgenden auf Normalrollen, setzen also [, = 0.

Im folgenden ist zu untersuchen ist, ob wir fiir das Orginalsystem (73)-(76) eine
Ginzburg-Landau-Gleichung herleiten kénnen (85). Fiir den Nachweis der Approxi-
mationseigenschaft benétigen wir einige Voraussetzungen. So gehen wir im folgenden
davon aus, dass die in Abbildung 9 skizzierte Situation vorliegt und Re A; (k,0) > 0
fir V > V. ist. Wir setzen weiter voraus, dass Im \;(k,1) = 0 fiir (k,!) nahe bei
(£ke, 0) ist und A;(k, 1) fiir alle (k,1) in der N&he von (+k., 0) einfach ist. In Abbil-
dung 9 wird in Abhéngigkeit des Vorzeichens von Re A;(k,[) (Abb. 8) die zugehorige
Fléache der Instabilitdt und das Restspektrum gezeigt.
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l

<0 (>0
N

(>0

—k. k
Abb. 8 Vorzeichen Re A1 (k,1)
Re Ay (k, 1)
—kc ! ke
JARER\ [\ k
« / «

Abb.9 zugehorige Flache der Instabilitdt und Restspektrum

Die Voraussetzungen zur Herleitung einer Ginzburg-Landau-Gleichung
6TA1 = 008§(A1 + 018)2/141 + 02A1 — 03A1|A1|2 (85)

mit Koeffizienten cg, ¢1, ¢o,c3 € C und Losungen A; = A(X,Y,T) e Cfiir T > 0
und X,Y € R sind somit erfiillt. Mit ¢ > 0 als Bifurkationsparameter, definiert
durch V -V, =¢? > 0, sind durch die Gleichung (85) approximative Losungen

eA(ex, ey, e*t) o1 (ke, 0, 2) + c.c.

fiir Modulationen des periodischen Grundmusters e**<® fiir das Orginalsystem (73)-
(76) gegeben.

3.7 Die Projektion @) auf die divergenzfreien Vektorfelder

In diesem Kapitel definieren wir die Projektion auf die divergenzfreien Vektorfelder.
Wir setzen zunédchst () mittels der Identitéit auf die erste, zweite und sechste Kom-
ponente von U (83) fort. In dieser Notation erfiillen die divergenzfreien Vektorfelder
U=QU.Daze (—n/2,7/2) gilt

Lemma 3.1 Es gibt eine stetige Projektion @, so dass divv =0, v3|,—1./2 = 0 und
Q(0,0,8,p, dyp, 8,p,0) = 0 fiir alle (0,0, dyp, dyp, ,p,0) € L*(Q) erfiillt sind.

Beweis. Die Projektion findet nur Anwendung auf die hydrodynamischen Teile der
Navier-Stokes Gleichungen. Wir definieren diesen Teil von () durch die Lésungen
V = (v1, v, v3) des Systems

V_Vp = f7
V.V =0
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mit v3|,—4.2 = 0. Um @ zu definieren betrachten wir das Fourier-Transformierte
System

v —ikp = fi,

vg—ilp = fy,

v3—0,p = [,
1kvy 4+ ilvg + 0,v3 = 0,

welches durch Entwicklung von

oo o oo
v, = Z V1msin(mz), vy = Z Vo,msin(mz), v = Z V3,m cOs(Mmz),
m=0 m=0 m=0
o0 o o0
fi= Zfl,m sin(mz), fo= Zf?,m sin(mz), f; = Zf?:,m cos(mz),
m=0 m=0 m=0
o0
p= Z Pm Sin(mz)
m=0

gelost werden kann. Wir setzen obige Entwicklungen ein und erhalten die vierdi-
mensionalen Systeme

Vi,m — kam = fl,ma
V2,m — Z‘lpm = fZ,ma
V3m + MPm = f3,ma
kv, + vy, +mus, = 0
mit Lésungen
Ul,m fl,m
V2,m = Am(ki l) f2,m
U3,m f3,m
. m? + [? —lk 1km fim
SR TR} TR —lk mr4+k  ilm fom
—ikm  —ilm k2417 fam

Die Eintréige der Matrizen A,,(k,[) konnen bzgl. m, k und [ gleichméssig abgeschétzt
werden, falls m # 0, d.h.

3
3CV m kL [Wjm| <C Y | fjml-

j=1
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Gesondert betrachten wir den Fall m =0. Wir erhalten

V1,m 1 l2 —lk 0 fl,m
V2,m == m —lk k2 0 fg’m
’Ug,m 0 0 k2 + l2 f3,m

als Losung. Die Matrix Ay(k,!) kann gleichméssig bzgl. k,! mit (k,1) # (0,0) ab-
geschiitzt werden. Wir betrachten weiter £ =1 = m = 0 und erhalten fiir

1 00 V1,m fl,m
010 vom | = | fom
001 V3m fam

als Lésung Vim = fl,ma Vom = f2,m und U3 m — f3,m-

Wir folgern daraus unmittelbar

Lemma 3.2 Die Projektion Q) ist stetig von H™ nach H™.

3.8 Die Funktionenraume

Wir definieren
X =L*R x [-n/2,7/2],R®) n {QU = U}
und
X' = {Ue H*|U erfiillt die Randbedingungen (77)-(82)} N {QU = U}.

Die Losungen U € C([0, Tp], X*) von (73)-(76), mit A als sektoriellem Operator in X
und Definitionsbereich D(A) = X!, werden wir - wie bei semilinearen Gleichungen
iiblich - durch Verwendung eines Fixpunktargumentes, mittels der Variation der
Konstantenformel

u(t) = eMug + /eA(t_S)N(u(s)) ds = F(u(s))

in dem abstrakten Raum X'® konstruieren. Die Interpolationsriume X“, versehen
mit der Norm ||u|y« = ||A%ul|x, kénnen fiir & > 3/4 in H? eingebettet werden [He81,
Satz 1.6.1]. Die Nichtlinearitdt N ist somit eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung von
X%nach X (Satz 3.13). Die analytische Halbgruppe e* bildet X wieder nach X' mit
einer Singularitdt t~* ab (Lemma 3.9). Ein Zusammenhang der hier verwendeten



3 DAS STANDARDMODELL DER ELEKTROKONVEKTION 47

Réume ergibt sich aus dem folgendem Diagramm.

2 SHr312
[ hi‘:?lttat U ISatz 3.13
X!l = D(A) X YR X
N I
H* [ul|xe = [[A%ul|2

Abb. 10 Zusammenhang der Funktionenrdume

Wir fithren unsere Untersuchungen teilweise im Fourierraum und teilweise im x-
Raum durch. Wir verwenden den Funktionenraum L?(m) mit der Norm

l2sm = / k) (1L + K™ dk.
R

Bemerkung 3.3 Die Abbildung zwischen den Riumen L*(m) und H™ ist ein Iso-
morphismus.

3.9 Die Projektionen

Zur Herleitung der Ginzburg-Landau-Gleichung benétigen wir einige Vorbereitun-
gen. Wir definieren uns zunéchst geeignete Moden-Filter. Wir verwenden

X' = H'(R’ x [—7/2,7/2],R®) N {U erfiillt Randbedingungen}
= L*R,W,) N HY(R, W)
mit
Wy = {UeH([—7/2,7/2],R%) n{U erfiillt Randbedingungen},
Wy, = L*([-n/2,7/2],R%).

Um kritische und unkritische Eigenfunktionen bei einem festen Wellenvektor (£, ()
trennen zu konnen, definieren wir die A(k, [, ¢?)-invariante Projektion auf den kriti-
schen Eigenraum

~ A 1 2
E.(k,1,e3)U := Py (A(k,1,€%) — pd)'U dp
T
T

mit I" als geschlossene Kurve um den einfachen Eigenwert A(k,, 0) = i@y. Fiir (k,1) €
[—k, — 0,k, + 6] und 6 > 0 setzen wir E,(k,l,¢2) = E (—k,—1,£2). Zu bemerken
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ist, dass E,(k,l,&?) eine eindimensionale Projektion mit span {¢; (k,,&2)} ist. Wir
definieren deshalb fiir (k,1) € [—k,— 0, —k.+60] U [k, — 0, k.+ 0] und U € W, einen
komplexwertigen Operator p, = p,(k, [, e*) durch

E.(k,1,e)Qk, )T = p,(k,1,2)(U)ps1(k, 1, €2).

Um E,(k,1,¢) auf eine Funktion fiir alle (k,!) € R? ausweiten zu konnen, definieren
wir im Fourierraum eine gerade Abschneidefunktion

1 fiir |k%2 41212 < 6/6,

Ro(k £ ke, 1) =
0 fiir |k24 12|12 > 0/6.

Mittels dieser Abschneidefunktion definieren wir Multiplikatoren im Fourierraum.

Definition 3.4 Wir definieren die Multiplikatoren
G11(k, 1, e?) = ok, 1, ¥ xo(k £ ke, 1), Xil(k, l,e%) = S\(k, Le)xo(k £ ke, 1),
ﬁ:l:l(ka l, 52) = ﬁ(ka l: 62))20(k + kc, l)

Diese Operatoren sind auf der gesamten reellen Achse definiert. Um die kritischen
Moden herausziehen zu kénnen, definieren wir uns den Operator

E. = DiDepq -
=41

Der Operator fiir die unkritischen Moden ist durch

A A

E,=1-F,

definiert. Da die Operatoren E, und E, kritische und unkritische Moden voneinander
trennen, bezeichnen wir sie als Filter.

Lemma 3.5 Die Operatoren E, = F’IEC}— und B, = 1—E, sind in X® beschrdinkt
und kommutieren mit Q).

Beweis. Da das Bild von E,(k,[,¢?) eindimensional ist und E,(k,[,&2) kompak-
ten Triiger beziiglich (k,1) besitzt, ist E.(k,l,?) beschrinkt von X = L? D X
nach H*N{Randbedingungen} = X! C X“ und somit auch beschriinkt in X.
Es gilt [|Eullxe < C||Boullxr < Ollullx < Clluljxe. Da E, = 1 — E, ist auch
E; € L(X*, X%). Weiter gilt E.Q = QE,, da Q1 = ¢.

U

Lemma 3.6 Seiu,v € X Dann ist E.B(E.u, E.v) = 0.
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Beweis. Analog zu Lemma 2.10.

Abzuschitzen sind noch die Multiplikatoren, die auf skalierte Funktionen wirken.
Wir fiihren hierzu einen Skalierungsoperator S.u(z) := u(ex) ein. Betrachten wir
|z|7® mit 0 < a < 1/2 und |z| < 1, so finden wir ||S.u|2 = Ce™?||u||.: fir
alle 0 < a < 1/2. Allgemein gilt ||S.ullzz < Ce V?||ul|z> im Fall x € R und
1Scul|z: < Ce™2?||ul|z2 im Fall z € R?.

Das Lemma 2.4 ist wie folgt zu modifizieren.

Lemma 3.7 Seien Wy und Wy Hilbertraume, (1+-|2)"™/2M(-) € L®(R?, L(Wy, Ws)),
m € N und S.u(x) := u(ex) ein Skalierungsoperator. Dann ist M((S.-)eto®) :
HY (W) — HT"(W3) beschrinkt fir alle ¢ > r > m mit Norm

Clg,r,m)e (1 + |- )™M (e - + ko) || oo 2, Lows wa)
wobei C(q,r,m) nicht von M abhingt.

Beweis. Fiir k, ky € R? gilt
k — kg

M ((Se)e™ )l moruy = [N (k)a(
= ([ 1rya
<( / VLG o, 1

) | | L? (q_T7W2)

=

k—k .,
—) [, (1 + [K[*)7" dk)

k— ko
9

M, (1+ [K[%)7" dk)?

k—k 1
g, (1 + k%) dk)>

<( / TER)IIZ vy (1 + [~

~ r o k—k 1
< sup (V) ey (1 + [K7) 75) / (=== I, (1 + k)7 )

3.10 Herleitung der Ginzburg-Landau-Gleichung und
Abschitzungen fiir das Residuum

Wie oben definieren wir das Residuum

Res(vo) = —0sbo + Atho + N (o),
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und konstruieren im folgenden eine Approximation 14 = &1, + 1), die in (87)
definiert ist und O(e2)-nahe bei 1, liegt, so dass das Residuum Res(t);) von der
Ordnung O(e™) fiir geniigend grofies n € N ist. Wir leiten formal eine Ginzburg-
Landau-Gleichung (85) her.

Die Koeffizienten ¢, ¢; und ¢, des Linearteils der Ginzburg-Landau-Gleichung (85)
werden durch \; bestimmt [siehe (14)]. Der Koeffizient ¢3 vor dem kubischen Term
von (85) ergibt sich aus den quadratischen und kubischen Termen der Nichtlinea-
ritdt N. Hohere Ordnungsterme sind nicht zu beriicksichtigen, da diese lediglich
eine hohere £-Ordnung zur Folge haben. Zur Herleitung einer Ginzburg-Landau-
Gleichung (85) fiir (84) schreiben wir deshalb

o.U = AU + B(U,U)+ K(U,U,U) + O(||U||") (86)

mit einer symmetrischen Bilinearform B und einer symmetrischen Trilinearform K.
Wir wahlen als Approximation

61])6('{57 Y, =, L, 6) = Al (6.’1), €Y, ‘SQt)eikcwwl (kC7 0’ Z)| (87)

e=0

+ Ay (ex, ey, e%t)e "0y (—ke, 0, 2)| __,

mit A; = A,(X,Y,T) € C als Losung von (85) und A_; = A;. Zu bemerken ist, dass
@41 im folgenden die durch Multiplikatoren definierten Operatoren aus Definition
3.4 sind und keine festen Eigenfunktionen wie in (87).

Setzen wir (87) in (86) ein, so erhalten wir fiir das Residuum Res(et),) Terme mit
zu geringer e-Ordnung. Diese Terme sind deshalb zu eliminieren. Wir erweitern zu
diesem Zweck unsere Approximation durch einen Term 521/33 mit &s = Esd;s. Da
der Term £2¢), von der Ordnung O(e?) ist, ist er fiir die Approximation selbst nicht
nétig. Der Term €%, dient lediglich dazu, das Residuum klein zu machen. Setzen
wir die Approximation

wO = 57Lc + 521;5
mit ¥, = E.1. und ¥, = E,1), in (86) ein, so erhalten wir fiir das Residuum
Res(vo) = —0yho + Atho + B(tho, %o) + K (tho, Yo, 1) + O([lthol|*)
= _58751;0 - Ezatlzs + ‘SA'@ZC + 52A7/~)s + 53K(1Zc, 77an 1;0)
+ 2B (e, Ye) + 26°B(e, ¥s) + " B(s, 1) + O(").

Um die Terme der Ordnung O(g?), die nicht aus Zeit-Ableitungen hervorgehen
(0; = €20r) oder sich auf den Linearteil der Ginzburg-Landau-Gleichung beziehen,
zu eliminieren, wahlen wir

52/\7;5 = _52B(J}c, /&c)
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Da das Spektrum von A(k,l,&?) fiir die auftretenden Wellenzahlen in der linken
Halbebene liegt, konnen wir die Gleichung fiir ¥, in X 1dsen. Wir erhalten A~! =
A=Y (k,1,€%) € L(Wy, W,) fiir k € [ 2k, — /3, -2k, +0/3] U [—6/3,60/3] U [2k, —
0/3,2k, + 0/3]. Terme der Ordnung O(g?) fiir k in der Nihe von 4k, kénnen wir
eliminieren, indem wir den Koeffizienten c3 vor der Nichtlinearitét in (85) so wéhlen,
dass

czethe® = 2p,, B(a, A 'B(a,a)) + P I (a,a,a)
mit a = ¢ (ke, 0)e*® + p_1(—k., 0)e” *® gilt. Damit ist formal
E (Res(y)) = (’)(53) und  E.(Res(1)) = 0(64).

Wegen der Skalierungseigenschaft der L?-Norm in R? verlieren wir ¢!, d.h.

( / (A(ez, ey)? dady) ' = 71 / (A(X,Y))2dxdy)"”.

R2 R?2
Die Approximation muss deshalb um zusétzliche Terme erweitert werden [Schn92].
Als Bestimmungsgleichungen fiir die zusétzlichen Terme ergeben sich inhomogene
lineare partielle Differentialgleichungen und lineare algebraische Gleichungen, de-
ren Losungen solange existieren wie die gegebene Losung der Ginzburg-Landau-
Gleichung. Fiir die um eine Approximationsstufe erweiterte Approximation gilt z. B.

eYe(m,y, 2, t,€) = epiAi(ex, ey, e’t)elher oo

+ep_1A_(ex, ey, SZt)e_i(kcz_‘:’Ot)
+ 21 Al (ex, ey, £%t) eihertol)

—i(kez—dot)

+e%p_1 AL | (ex, ey, et)e

und

Lemma 3.8 Sei A, = A, (X,Y,T) € C([0,To), H*(R?, C)) eine Lisung der Ginzburg-
Landau-Gleichung (85). Es gibt eine Approzimation e = ). + £2,, so dass

S letbe = evpalley = O, sup  ([|vellxr + llthsllr) = O(1),

t€[0,Tp /<2 t€[0,T5 /2]
sup || E(Res(eva))llx = O(e%), sup || E(Res(eva))llx = O(e")
tE[O’T0/62] tE[O’T0/62]

gilt mit Eq. = 0 und E.ps = 0.

Beweis. Analog zu [Schn94, Seiten 446/447] mit Hilfe von Lemma 3.7.

Mehr Details zu Approximationen héherer Ordung finden sich in Kapitel 4.6.
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3.11 Abschiatzungen der Halbgruppe und Nichtlinearitét

Lemma 3.9 FEs existieren Konstanten C oy > 0, so dass fir die durch A erzeugte
Halbgruppe €M fiir o € [0,1) in X folgende Abschitzungen gelten

¥ Eelligrany < CEFt (3
und

||€AtES||L(X,XO¢) S Cmax(l,t_o‘)e_”ot.

Beweis. Durch den Operator —@Q3A? ist der Generator einer analytischen Halb-
gruppe mit Definitionsbereich D(A) = {U € H*| U erfiillt die Randbedingungen
(77)-(82)} in X = L*(R?* x [-7/2,7/2],R)N{QU = U} gegeben. Da A+ QBA? nur
eine relativ beschrinkte Stérung von —QBA? ist, ist auch A Generator einer analyti-
schen Halbgruppe [He81, Satz 1.3.2]. Das Spektrum von F A ist von der imaginiiren
Achse mit Abstand O(1) wegbeschrinkt. Die Abschitzung folgt somit im stabilen
Fall nach [He81, Satz 1.3.4].

Da die Eigenwertfunktion A; einfach ist, ist C' in (*) unabhéngig von €. Die Wachs-
tumsrate von eE, der kritischen Moden kann dadurch analog mit O(e€s’t) ab-
geschiitzt werden. Da der Wertebereich von E,(k) fiir festes (k,1) € R? eindimensio-
nal ist, sind E. X und E.X“ dquivalent. U

Lemma 3.10 Der Operator M ! ist stetig von H® nach H**2.

Beweis. Wir betrachten
M(z,y,2) = f(z,y,2).
Der Ansatz

d(z,y,2) = //(Zq@(k,l,m)e"k”“ysin(wm(z - g)) dkdl,

meN
fae) = [ [ fktmet=tsinmm(z - ) ded
meN

liefert mit
(—eak® — eL (K + 1> + m?)$(k, 1, m) = f(k,1,m),

bzw.

~

n _ f(kalam)
ok Lm) = e e+ P m))
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Damit gilt
1ol = //Z|¢3|2(1+k2+12+m2)5+2dkdz
meN
~ 1 kQ 12 2\s+2
= R e e by
= (eak? + el (k2 + 12+ m?))
< sup 1+k‘2+l2+m2 2//Z‘f|2(1+k2+l2+m2)sdkdl
= 2 2 72 2
kim | €ak? + 1 (k2 + 12+ m?) ~

< 0//2|f|2(1+k2+z2+m2)8dkdz:0||f||§,s.

meN

Lemma 3.11 Der Operator M ' (1 + GM ')~ ist stetig von L* nach L?.

Beweis. Die Operatoren M~! und G sind Abbildungen M~! : L? — H? und
G : H? — L?. Da G echt nichtlinear ist, ist ||[GM~'||;2> klein und mittels Neu-
mannscher Reihe folgt, dass (1 +GM ™)' : L? — L? beschriinkt ist. Dann ist aber
auch M~ '(1+GM')"': L? — L? beschrénkt.

Satz 3.12 Die Nichtlinearitdt ist eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung von H® nach
L?.

Beweis. Wir betrachten die Gleichungen (45)-(47) und iiberlegen uns, in welchen
Raum die jeweiligen Bestimmungsgroflen liegen. Insbesondere iiberlegen wir uns,
wie oft die jeweiligen Grossen differenzierbar sind. Seien v, n und ¢ € H3. Dann ist
nach (55) w € H? und nach (57) A € H?. Da T}* nach (64) stetig von d,v,n und
N abhingt, ist 7;5*¢ ebenfalls in H?. Da in Gleichung (47) auf T} eine weitere
Ableitung fillt, ist 0,T;7* € H'. Da ¢ € H? ist, folgt dass E € H” ist nach (52).
Weiter ist » € H' nach (60) und (61), p € L? nach (49) und (52), II;; € H? nach
(63), 6 € H? nach (56), und ), v, ¢, 0 Konstanten.

Damit ist unter Verwendung der Lemmata 3.9, 3.10 und 3.11 die rechte Seite der
nichtregularisierten Gleichung (69)-(71) in L?, falls v,n und ¢ € H>. O

Satz 3.13 Die Nichtlinearitit ist fir o > 3/4 eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung
von X nach X.

Beweis. Nach [He81, Satz 1.6.1] kann X fiir « > 3/4 in H? eingebettet werden.



3 DAS STANDARDMODELL DER ELEKTROKONVEKTION 54

3.12 Die Fehlerabschitzungen

Mit den angegebenen Lemmata und Voriiberlegungen beweisen wir

Satz 3.14 Sei a € (3/4,1) und A, = A(X,Y,T) € C([0,Ty), H*(R?,C)) eine
Lésung der Ginzburg-Landau-Gleichung (85). Dann gibt es Konstanten gy,C > 0,
so dass fiir alle € € (0,&9) Losungen U(-,t) von (84) eristieren fir die

sup  [|U(-,t) — ea(:, t,€)||aa < Ce?
110,70 /<?]

qgilt, mit 4 = e, + €29, wie in Lemma 3.8.

Beweis. Probleme bereiten nur die quadratischen Terme. Wir schreiben daher (84)
als

8U = AU + B(U,U) + K(U) (88)

mit B(U,U) als symmetrische Bilinearform und K(U) = O(||U||?). Entsprechend
der Approximation 14 = €, + €21}, erwarten wir fiir den Fehler

R(z,y,t,e) = e’ Re(z,y,t,€) + e Rs(x, y, t, €) (89)

mit R, = E.R, € X* und R, = E;R; € X°. Fiir die Losungen des urspriinglichen
Systems gilt somit

U=cps+ R =c¢etp, +e*p, +*R, + 3R,. (90)

Setzen wir (90) in (88) ein, so erhalten wir nach Division durch £? und Trennung in
lineare und nichtlineare Terme

OR.+ec0R, = AR.+eAR,+eLy(R,) +e*Li(R) (91)
+&2Ny(R.) + Ny (R) + 81—2Res(¢,4)
mit
Ly(Re) = 2B(Re, ), Li(R) = 2B(R., %) + 2B(Ry, ) + Ole),
No(R.) = B(R,R.) + O(e)  Ni(R) = O(||R||x= + €| B|[30),

wobei O(¢) weitere Terme enthalt, die von K erzeugt werden.
Sind R,, R, 1. und v jeweils von der Ordnung O(1) in X%, dann sind auch Ly, Ly, Ny

und N, von der Ordnung O(1) in X. Um auf Gleichungen fiir R, und R, zu kommen,
benétigen wir die Projektionen E, und E; aus Lemma 3.5.
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Wir teilen die Gleichung fiir den Fehler (91) in einen kritischen und einen stabilen
Teil auf und beachten, dass nach Lemma 3.6 E.B(R.,.) = E.B(R., R.) = 0 gilt.
Dann sind R, und R, Losungen des Systems
OR, = AR.+¢&’L.(R)+ &N, (R) + &%, (92)
0Rs = ARs;+ Ly(R.) + eNs(R) +

mit
S = SFdRes(wa), 6, = Fi(Res(b),
L(R) = EC(EI(R))a Ly(R.) = ES(i’Z(RC))a
Ne(R) = E(N:(R)), N(R) = By(Li(R) + Na(Re) + eNi(R))

und (R.(0), Rs(0)) = (0,0) als Anfangsbedingung. Wir definieren die Rdume
B = C([0,Ty/e%], X*)*
mit 0 < o < 1 und der Norm

[(Re, Ry)llg= = > sup [|Ri(-,1)]| e

0<t<Tp /2

1=c,S

und l6sen das System im Raum B fiir 3/4 < o < 1. Zu zeigen ist, dass die Losungen
in B* von der Ordnung O(1) sind. Wir invertieren hierzu den Linearteil von (92)
und wenden das Kontraktionsprinzip an. Aus Lemma 3.8 ergibt sich, dass die Inho-
mogenitit § = (J, d;s) in BY liegt und von der Ordnung O(1) ist. Die Nichtlinearitit
N = (N.(R), Ny(R)) ist nach Satz 3.13 eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung von
B% nach B°, die beschriinkte Mengen aus B® in beschriinkte Mengen aus B° abbildet.
Abschzuschétzen sind lediglich die Losungen des Systems

OR. = AR.+&’L.(R)+é&*f., (93)
atRs = ARS + Ls (Rc) + fs
mit f, = E.f. und f, = E,f, fir f = (f., fs) € B°. Die Existenz von Losungen
dieses Systems ist offensichtlich. Zu zeigen ist jedoch, dass die Losungen auf dem

Zeitintervall [0, Ty /£?] beschriinkt sind mit der Ordnung O(1).
Fiir den zweiten Teil von (93) liefert die Variation der Konstantenformel

Ro(t) = / M (Ly(R) + fo)(7) dr.
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Mit S;(t) := supg<,<; || Ri(+, 7)||xo fiir i = s,c und unter Verwendung der zweiten
Abschétzung aus Lemma 3.9 ist

St < ( / C max(L, )¢~ dr) (CS.(t) + |1 fuls0) (94)

< OSe(t) + Cllfsllgo-

Den ersten Teil von (93) kénnen wir auf dhnliche Weise abschitzen Die Anwendung
der ersten Abschitzung aus Lemma 3.9 und (94) liefert

t
Se(t) < & / Ce% I (So(r) + Sy(r) + [|fellso) dr

0
t

< 520/50(7) dr + Clf 0.

0

Mittels der Gronwallschen Ungleichung und unter Verwendung von (94) ergibt sich
Se(t) < C|lfllpoe”™ = O(1) und  Sy(t) < C||fllzo = O(1).

Wir definieren nun die Inverse J des Linearteils durch R = Jf, wobei R Losung
von (93) sei. Der Operator J € L(B°, B*) ist somit ein linearer, unabhingig von &
beschréinkter Operator. Wenden wir den Operator J auf (92) an, so erhalten wir

R =¢eJN(R)+ J§ = F(R). (95)

Wegen der O(1) Lipschitz-Stetigkeit von N ist die Funktion F' : B* +— B* eine
Kontraktion auf einer Kugel mit Mittelpunkt Jé in B*. Es existiert deshalb ein
eindeutiger Fixpunkt von (95), der Lésung von (92) mit Ordnung O(1) ist. Mit (89)
und (90) haben wir Losungen des urspriinglichen Problems (84) konstruiert. Mit
den Abschéitzungen aus Lemma 3.8 gilt

IU —edello < U —allso + l1a — el po

= ||(E®Re.,e*Ry) || + O(£?)
= O(?).



4 Das Modell des schwachen Elektrolyten

Die wesentlichen Aspekte nematischer Fliissigkristalle lassen sich mit dem Stan-
dardmodell (45)-(48) beschreiben, nicht jedoch laufende Rollen fiir die im Experi-
ment verwendeten Nematen. Wir betrachten deshalb eine Erweiterung des Standard-
modells - das Modell des schwachen Elektrolyten (96)-(100). Mit dem Modell des
schwachen Elektrolyten stellen wir eine Verkniipfung zwischen dem Modellproblem
(2) und dem Standardmodell (45)-(48) her. Dies ergibt sich insbesondere durch die
zeitperiodische Anregung (101), im Vergleich zur autonomen Anregung beim Stan-
dardmodell (51). Fiir das Modell des schwachen Elektrolyten leiten wir in Kapitel
4.5 eine Ginzburg-Landau-Gleichung mit zeitabhéngigen Koeffizienten (133) her.
Laufende Rollen, die sich aus Hopfbifurkationen durch spontanes Brechen der Re-
flektionssymmetrie ergeben, kénnen mit dem Modell des schwachen Elektrolyten
(96)-(100) beschrieben werden. Numerisch wurde dies fiir die Materialparameter
[Tr96, Anhang A.1] der im Experiment verwendeten Nematen nachgewiesen. Hyste-
resis, die sich in bestimmten Parameterbereichen ergibt, ist nun ebenfalls erkldrbar
[Vgl. Tr96]. Wir erkléren zunéchst die physikalischen Aspekte. Die folgende Darstel-
lung beruht im wesentlichen auf den Arbeiten [Tr96, KT98, DO03].

Im Modell des schwachen Elektrolyten (96)-(100) wird die Leitfihigkeit des Nematen
durch zwei Sorten frei beweglicher Ionen mit entgegengesetzter Ladung beschrieben.
Sie entstehen durch eine Dissoziation-Rekombinations-Reaktion und bewegen sich
wie in einem schwachen Elektrolyten, relativ zur umgebenden Fliissigkeit, mit einer
Geschwindigkeit proportional zu den Mobilitdten und dem elektrischen Feld. Die
Raumladungsdichte p wird durch die Differenz der Teilchendichten der beiden La-
dungstriagersorten ausgedriickt. Durch die Wanderung der Ladungstréger kommt es
zu einer Ladungstrennung, und ein neues Feld mit lokaler Leitfihigkeit wird ange-
regt. Fiir unsere Zwecke sei der Abstand d der Platten wieder auf 7 umskaliert.
Das Gleichungssystem fiir das Modell des schwachen Elektrolyten (96)-(100) in den
Koordinaten (z,y) € R? und z € (—m/2,7/2), besteht aus Gleichungen fiir die
Ladungsdichte p(z,y,z,t) € R, die elektrische Leitfahigkeit o(z,vy, 2,t) € R, den
Direktor n(z,y,z,t) € R® und das Geschwindigkeitsfeld v(z,y,z,t) € R® und ist
durch

Pi(0,+v-V)p = =V - (uFo), (96)
O +v-V)o = —a*7°V - (uEp) —1/2(c* — 1 — Pin*ap?), (97)
(O +v-V)n = wxn+6-(AAn—h), (98)

pm(Os+v-V)vy = —0ip — 0;(I;; + TH*) + pE;, (99)
V- = 0 (100)

o7
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gegeben. Zu den Randbedingungen (66)-(68) fiir das Standardmodell kommt als
weitere Bedingung

020|z::|:g =0

hinzu. Im Gegensatz zum Standardmodell (45)-(48) wird die duere Anregung

Folt) = V;/Q cos(wt) (101)
im Modell des schwachen Elektrolyten (96)-(100) zeitperiodisch gewihlt [Vgl. (51)].
Das Modell des schwachen Elektrolyten unterscheidet sich vom Standardmodell (45)-
(48) insbesondere darin, dass mit der Gleichung (97) die elektrische Leitfahigkeit o
als zusitzliche Bestimmungsgréfle im Gleichungssystem beriicksichtigt wird. Durch
die Gleichung (97) wird die Gleichung (50) beim Standardmodell ersetzt. Der Para-
meter p ist als Tensor durch

ij = 05 + ognin;

gegeben. Eine Beschreibung der iibrigen Gréfien und Operatoren findet sich in Ka-
pitel 3.2. Die zusétzlich auftretenden Parameter P, und r verwenden ebenfalls
Bezeichnungen und Ausdriicke aus Kapitel 3.2. So bezeichnet der in Gleichung (96)
auftretende Parameter

E _ 808J_K117T2

P =
" o1nd?
die Relaxation der Ladung, wobei
€fL 4 md’
T, = — T =
e g d K117T2

die Relaxationszeit der Ladung und des Direktors beschreiben. In der Gleichung (97)
sind zwei neue dimensionslose Parameter

2 2

Ky NT Td Y1d
= eq 19 und 7 = = Y
O'J_ d Trec K117T Trec

mit der Rotationsviskositdt v, der Orientierungselastizitit K;; fiir Verzerrungen
des Direktorfeldes, der Leitfihigkeit 0% im Gleichgewicht, der Rekombinationszeit
Trec und der Lingenskalierung d/m mit d als Schichtdicke enthalten, wobei d wie
bereits erwihnt fiir unsere Zwecke auf 7/2 umskaliert sei. Die Mobilititen p* der

zwei Ladungstrigersorten sind tensoriell mit den Hauptwerten ,uf und ,uﬁE senkrecht
und parallel zum Direktor. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich in [Tr96].
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4.1 Das System fiir no,n3, v;, ¢ und o

Die fiir das Standardmodell (45)-(48) hergeleiteten Gleichungen (69)-(71) fiir ng, n3
und v; kénnen unveréndert iibernommen werden. Die Gleichung (72) fiir das elektri-

sche Potential ¢ ist wieder zu modifizieren. Wie zuvor schreiben wir die Gleichung
(96) fiir die Ladungsdichte p, die durch

Py(0y + vi0;)p = —0;(pjEo) (102)

gegeben ist, in eine Gleichung fiir ¢ um. Wir verwenden im folgenden Bezeichungen
und Ausdriicke, die sich aus Kapitel 3.2 ergeben. Wir setzen p = Ok (ekmEr,) in (102)
ein und erhalten

P (8t + ’Uiai)ak(&‘kmEm) = —aj(/,tlelO').

Da €gm = €10km + €akNm, Ei = Eo(t)dis — 0;¢ und pj; = 65 + oan;ny gilt, erhalten
wir

Py (0 + v;0;) Ok ((€ LOkm + €anim) (Eo(t)0ms — Om@)) = —0;((60 + aanyjng) (Eo(t)dis — O19)0).

Unter Verwendung der Kettenregel ergibt sich

Pl(_(ak (5J_5km + Eanknm)amat(b) + Uiaiak((gJ_ékm + Eanknm)(EO(t)ém?» - am(ﬁ))
+ Bk((at(aLékm + 8anknm))(E0 (t)5m3 — 8m¢)) —+ 6;6((5L5km —+ eanknm) (atEO(t)émg))
= —8j(((5jl + Uanj’fll)(Eo(t)513 — al¢)0)
1

Losen wir dies nach der Zeit-Ableitung von ¢ auf, so erhalten wirmitn=| 0 |+n

0

€10i(0k0k®d + €,01010:0 + (Ok(€alkTom)Om + €a(Ng + Ny + TNy, ) OO ) O1)
= 0;0;0k((€ LOkm + €0tk ) (Eo(t)0rm3 — Om))
+ Ok ((O(e LOkm + €altnim)) (Eo (¢ ) — Omd))
+ Ok (6 1.0km + €aTtkTom ) (OrFo (t)0m ))
+ (1/P1)0; (0 + oantjiu) (Eo(t) 01z — O19)0)
= F(v,n,¢,0m, o, Ey(t)).

Die Gleichung fiir das elektrische Potential ¢ ist von der Art

(M + G)at¢ = F(Ua n, ¢a atna g, EO(t)) (103)
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mit G- = (O (€aMkTm))Om - + €a(Pik, + Ty + Py ) OOy und M- = e A - 4+ £,0,0; - .
Da mit der Gleichung (97) eine algebraische konstitutive Gleichung (50) durch eine
partielle Differentialgleichung ersetzt wird, ist das in Kapitel 3.3 fiir das Standardmo-
dell (45)-(48) hergeleitete geschlossene dynamische System (69)-(72) um eine Glei-
chung fiir o zu erweitern. Mit der modifizierten Gleichung (103) fiir das elektrische
Potential ¢ und mit @ als Projektion auf divergenzfreien Vektorfelder {v |divv = 0}
ergibt sich fiir das Modell des schwachen Elektrolyten

Oms = < enw X m+6-(AAn — %h) —(v-V)n >, (104)
Oms = < esw %m0t (AAn — %h) — (v V)n >, (105)
Owi = Q((=0j(Tyj + T3°°) + pEi) (1 pm) — (v~ V)wi), (106)
O = M '(1+M1'G) " f(v,n,¢,0m,c,Et)), (107)
oo = —ar’V-(uEp) —r/2(c* =1 — Pir*ap?) — (v- V)o. (108)

4.2 Das regularisierte System

Das System (104)-(108) fiir ng, n3,v;, ¢ und o fiir das Modell des schwachen Elek-
trolyten ist ebenfalls voll nichtlinear. Zu den Gleichungen (104)-(108) fiigen wir
jeweils einen regularisierenden Differentialoperator 4. Ordnung hinzu, so dass in
der Nichtlinearitdt nur niedrigere Ableitungen als im Linearteil vorkommen. Unser
urspriingliches Problem wird dadurch semilinear. Wir erhalten

1

Omg = <ey,wxXn+6-(AAn — ’Y_h) — (v-V)n > —BA%n,, (109)
1
1

Oms = <es,wxXn+6-(AAn — ’Y_h) — (v-V)n > —BA%n;, (110)
1

i = Q(=0;(IL; + T*) + pEi) (1/pm) — (v - V)v; — BA%;),  (111)
B¢ = M Y1+ MG F(v,n,¢,0m,0,Ey(t)) — BAZ, (112)

oo = —ar®*V - (uEp) —r/2(c* — 1 — Pirap®) — (v- V)o — BA*c (113)
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mit 8 > 0 und klein und

1
n|z:i% = 0 (feste Verankerung), (114)

0
v|z:i% = 0 (endliche Viskositit), (115)
¢|z:i§ = 0 (perfekte Leiterplatten), (116)
0:0|,_ya =0 (117)

als Randbedingungen. Wegen der Regularisierung bendétigen wir zusétzlich

sz = O, (118)
8§U|z_ig = 0, (119)
&Eo|_.. =0, (120)
6§ja|z:ig =0 (121)

Im folgenden schreiben wir U = (ng, ns, v, v, v3, ¢, o)L

4.3 Die triviale zeitperiodische Lésung

Die triviale, rdumlich homogene Losung fiir das Modell des schwachen Elektrolyten
erhalten wir durch Vernachlissigung aller Ortsableitungen bzgl. x und y in den
Gleichungen (104)-(108). Fiir das Standardmodell ist die triviale, raumlich homogene
Loésung nach Kapitel 3.5 konstant Null. Beim Modell des schwachen Elektrolyten
erhalten wir als triviale riumlich homogene Lésung

Uy = (0,0,0,0,0,0,1).
Wir setzen
U=Uy+V
und erhalten
0V =M({t)V + N(V,t), (122)

wobei M (t)v der nichtautonome lineare Teil und N(V,t) der nichtautonome nicht-
lineare Teil ist.
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4.4 Lineare Stabilititsanalyse

Um die Stabilitét der trivialen Losung zu untersuchen, betrachten wir zunéchst das
linearisierte System (123). Wegen der Translationsinvarianz des Problems sind die
Losungen von

oV =M@tV (123)
durch Floquet-Fouriermoden gegeben, d.h. durch

i(kz+ly) /\- k)t
k,l,z,t)e i ),

ng = @i )
n3 = %,2(7f 1, 2, t)elkativ) X (kbt
v o= @3k, 1z, t)e’ (ke-+19) A D)t
Vo = Qi s(k, 1, 2, )€ (ko+19) A D)t
U3 = @5 (k,l,z,t)e’ (ka-+1y) oy (0t
¢ = sk, 1,z )ikt ikt
o = @1k, 1, 2, 1)kt Akt

mit k,l € R, j € N und ¢, periodisch in ¢, d.h. @, (-,-, 1) = @jm(-, -t + 21 /w).
Wir setzen im folgenden

0j = (P31 Pi2 i3 Piss i i Pirt)-
Ist V = 0 asymptotisch stabil, so gilt fiir alle j € N und (k,1) € R?
Re); (k, 1) < 0.

Wird die Losung V' = 0 durch Erhéhen der Spannung V (101) instabil, so gibt es
ein j (0.B.d. A. sei j=1), ein (k,1) = (k. l.) € R? und ein V =V, so dass

ReAi(ke, lo) |5y = 0.

Da ein reelles Problem vorliegt, ist ReA;(—k, _ZC)|V:VC = 0. Experimentell ergeben
sich tatsdchlich rdumlich periodische Muster. Demzufolge ist (k,l.) # (0,0). Wir
beschrianken uns wieder auf Normalrollen und setzen [, = 0. Die zugehorige Fléche
der Instabilitéit und das Restspektrum wird in Abbildung 12 gezeigt.

l
<0 >0

D

Abb. 11 Vorzeichen Re A1
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ReA(k, )
N VN

= A=

Abb. 12 zugehorige Instabilitdt und Restspektrum

Die Voraussetzungen zur Herleitung einer Ginzburg-Landau-Gleichung
8TA = 018§(A + 02652/14 + C4A — 63A|A|2 (124)

mit Koeffizienten ¢, ¢o, ¢3, ¢4 € C und Losungen A = A(X,Y,T) € C fir T > 0 sind
daher gegeben. Wir kénnen durch die Gleichung (124) fiir das Orginalsystem (109)-
(113) approximative Losungen fiir langsame zeitliche und rdumliche Modulationen
des periodischen Grundmusters e**<? erwarten. Im folgenden wihlen wir den kleinen
Parameter ¢ > 0 als Bifurkationsparameter. Dieser ist durch V — V, = €2 > 0
definiert.

4.5 Herleitung der Ginzburg-Landau-Gleichung

Wir betrachten (122) im Fourierraum und erhalten
OV (k,t) = M(k,t)V(k,t) + N(V)(k, 1) (125)

mit k € R?,¢ > 0 und V(k, ) als vektorwertige Funktion von z. Fiir die Herleitung
der Ginzburg-Landau-Gleichung setzen wir der Einfachheit halber voraus, dass der
Linearoperator M (k,t) mit M(k,t) = M(k,t + 27 /w) fiir jedes k € R? und ¢ > 0
eine Schauder Basis (¢;(k,t))jen aus (2m/w)-periodischen Funktionen

p;(k,t) = @;(k,t + 27 /w)
besitzt, die
Oupj(kt) = Mk, t)p;(k, 1) — A; (k) @;(k, 1)
erfiillen, d.h. ej‘i(k)tgbj(k, t) ist eine Losung von
0V (k. t) = M(k,t)V (k,t)

und \;(k) der zugehérige Floquet Exponent. Wir normieren, so dass

165 (K, 0)] > = 1.
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Um Projektionen auf ¢;(k,t) zu definieren, betrachten wir das adjungierte Problem
A,V (k,t) = M*(k,t)V (k,t).

Dieses Problem besitzt ebenfalls fiir jedes £ € R? und ¢ > 0 eine Schauder Basis
(&5(k,t))jen von (27 /w)-periodischen Funktionen

p;(k,t) = @ik, t + 2m/w),

die

0:; (k. t) = M (k, ) @5 (k, t) — X; (k)@ (k, 1)
erfiillen, und der Orthogonalitdtsbedingung
< @i, P >= 0ij (126)

geniigen.

Bemerkung 4.1 Die Terme fiir j = 2,3, ... konnen zusammen gefasst werden und
wie in Kapitel 3 behandelt werden, so dass die Voraussetzung einer Schauder-Basis
nur gewdhlt wurde, um die zugrundeliegende Idee zu erldutern.

Wir schreiben die Losung von (125) als
V) =D a;(k, t);(k,1),
jEN
wobei a;(k,t) € C. Dies liefert uns
> (e (k. )35k, 1) + s (k, 1) 205 (k, 1))
jEN
= ai(k, )M (k, 1)g;(k,1) + N(V) (K, 1).
jEN

Wir wenden hierauf die adjungierte Eigenfunktion (7 (k,t) an, und erhalten unter
Verwendung von (126) und der Tatsache, dass
< @5k, 1), ik, t) > — < @3 (k. 1), M (k, )ik, 1) >

~

fiir die Koeffizientenfunktionen a;(k,t) die Gleichungen

Ora;(k,t) = N;(k)a; (k, t)+ < @ (k, t), N(V) (k,t) > (127)
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fir j € N. Unsere Herleitung basiert im folgenden auf der Gleichung (127). Mit
e > 0 als Bifurkationsparameter wihlen wir als Ansatz

ar(z,t) = eAL(X,Y,T)e®" + &2 Ay 1 (X, Y, T)e?™ " + 2 Ay 1 (X, Y, T)e"* + c.c.,
a;(z,t) = €2Ay;(X,Y,T)e*™ " + & Ap;(X,Y,T)e" " + c.c., (128)
wobei j € N\ {1}, (X,Y) = &(z,y) € R? und T = £°t. Mit dem Ansatz (128) leiten

wir formal eine Ginzburg-Landau-Gleichung mit zeitperiodischen Koeffizienten her.
Fiir die Nichtlinearitdt N(¢,V) in (122) schreiben wir

N(t,V)=B(tV,V)+ K(t,V,V,V)+0OV*) (129)

mit bilinearen und trilinearen symmetrischen Termen B und K. Wir fiihren folgende
Abkiirzungen ein

Bi(t,k,k —m,m) = e B(t, o1 (k — m,1)e’* "™, (m, t)e™*)
und

Ki(t k k=1, 1 = lo, )
= e_“”K(t, ¥1 (k — ll, t)ei(k_ll)m, ¥1 (ll — lg, t)@i(ll_lz)w, ng(lQ, t)eil”).

Fiir £2¢%*¢; ergibt sich

A~

< QD;(O), Bl(t: 07 kca -
)\j(O, 8)

ke >
AO,]' =-2 |A1|2. (130)

2ikex

Als néchstes betrachten wir die Terme mit e2e?*<%;. Es ergibt sich

< ¢3(2ke), Bi(t, 2ke, ke, ko) >
)‘j (ch, 8)

Agj=— Az (131)

Aufgrund der gewéhlten Skalierung erhalten wir die Ginzburg-Landau-Gleichung

durch Auswertung der Terme, die mit &3 skaliert sind. Wir betrachten e3e?*<*p, und
erhalten

aTAl = dQ(S)Al + dl(e)(?g(/h -+ d2(€)8X3yA1 -+ d3(€)812/141 (132)

+2Z < ¢ (ke), Bl(t; ke ke,0) > A1 Ao
J

42 " < @i(ke), Bi(t, ke, —ke, 2ke) > A1 Ay
J

+3 < @t (ke), Ko (t ke, key ey —ke) > Ay|A|?
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mit
do(g) = 0.2\ (ke €), 2d1(g) = OpAi(keye),  2ds(e) = O A1 (e, €),

wobei dy(e) = 0xOiA1 (ke,e) = 0 aufgrund der Symmetrie y — —y. Wir ersetzen
in (132) Ap; durch (130) und Ay ; durch (131) und erhalten als Ginzburg-Landau-
Gleichung

(')TAl = do(&)Al + d1 (8)83(141 -+ d3(s)812,A1 + ’)’(t, 5)A1|A1|2

mit zeitperiodischem Koeffizienten (¢, €). Die Koeffizienten d;(¢) und (¢, €) héingen
jedoch noch von € ab. Da

dj(e) = d;(0) + O(e?) und  7(t,e) = 7(t,0) + O(e?),
ergibt sich letztendlich als Ginzburg-Landau-Gleichung

Or Ay = doA; +d10% Ay + dsd% Ay + (1) Ay | A% (133)

4.6 Berechnung der Approximationen héherer Ordnung

Da wir ¢ ! wegen der Skalierungseigenschaft der L?-Norm im R? verlieren, erweitern
wir die Approximation (128) zu

ar(z,t) = eA(X,Y,T)e™ " + 24,51 (X,Y,T)e*™ " + 2451 (X, Y, T)e" " (134)
+e?AL(X, Y, T)e™ + 2 A5 | (X, Y, T)e*™ e + 2 Ap (X, Y, T)e"*e
+e3 431 (X, Y, T)e¥*" 1 c.c.
aj(z,t) = &*Ay;(X,Y,T)e*™ " + &2 Ay ;(X,Y, T)e" "
+€3A%,j (X, Y, T)e%kcw + 8314(1),7- (X, Y, T)GOikcw + 53A3,j (X, Y*’ T)e3ikcw
+eP AL (X, Y, T)e¥ " + c.c,
wobei j € N\ {1}, (X,Y) =¢(z,y) € R? und T = &%.
360ikcm

Wir beginnen mit der Auswertung bei & ¢, und erhalten

Ay = —m(al)\j(o)aXAo,j + 020 (0)0y Agj + 2 < ¢5(0), By (8,0, ke, —k.) > A1 AL
+2 < ¢3(0), 02 B1 (¢, 0, ke, —kc) > Ox(A1A_1)
+2 < ¢5(0), 03B (¢, 0, ke, —kc) > Oy (A1A_y)
+ < @5(0),04B1(t, 0, ke, —kc) > (Ox A1) A1+ < ¢5(0), 05 By (8,0, ke, —ke) > (Oy A1) Ay
+ < @5(0), 8B4 (¢, 0, ke, —ke) > A1x A_i+ < 3(0), 87 B (1,0, ke, —ko) > A1dy A_y).
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Fiir e3¢?*<%; ergibt sich

Ab ;= =5 (002 (2k)Ox Az + 00 (2k,)Dy As
+2 < 03(2ke), Bi(t, 2k ey ko) > ALAL +2 < 95(2k,), 8By (1, 2k, ke, ko) > Ox (A1 Ay)
+ < @5(2kc), O3B (¢, 2ke, ki, ko) > Oy (A1A1)+ < @5(2kc), OBy (t, 2ke, ki, ko) > (0x A1) Ay
+ < 9} (2Kke), BB (1, 2Ke, ke, ke) > (By A1) Avt < 95(2ke), 06 B1 (8, 2he, ki, ko) > A10x Ar
+ < 93(2ke), B Bu(t, 2k, ey ko) > Ay Ay > AAy).

Wir betrachten noch die Terme bei e3¢*<®p; mit j € N\ {1}:

A%,j = _,\,-(lkc) (2%: < @;(kc): Bj(tv ke, 0, k) > Ag ;A
+2 Z < @;(kc)a Bj(ta kca ch - kc) > AZ,jA—l
J

+3 < @i(ke), Ki(t, ke, ke, ke, —ke) > Ai|Ar]?).

1kex

Aufgrund der um eine Ordnung erhéhten Approximation erhalten wir bei ete?*<%(,
eine linearisierte Ginzburg-Landau-Gleichung in A} mit inhomogenen Termen. Wir
erhalten

OrAl = dgAl + dy 0% Al + dp0x Oy Al + d302 Al

+2 3 < @ike), Bi(t ke, ke, 0) > AlAg; + 23 < @i (ke), By(t, ke, ke, 0) > A1 AL,
J J
+23° < @i(ke), Bi(t ke, —ke, 2kc) > AL Ay + 23" < @i (ke), Bj(t, ke, —ke, 2ke) > A1 A}
J J

+6 < @t (ko) Ky (t, ke, oy ke, —ke) > AV AL? + 3 < @t (ke), K1 (L, ke, —ke, ey ke) > AL A2
+ < @) (ke), Ophi(ke) + OFOM (ke) + OOk M (ke), OF Ai(ke) > Ay

+2; < ¢i(ke), 0o B; > Ox (A1 Ao ) + 2; < ¢i(ke),03B; > 0y (A1 Aoy)
+2%: < ¢3(ke),04B; > (0x A1) Ao, + 22]: < ¢3(ke),05sB; > (Oy A1) Ao
+2 ; < ¢i(ke),06B; > A10x Ao +2 ; < ¢i(ke),0:B; > A10x Aoy
+2; < ¢i(ke), 0:B; > Ox (A1 As) + 2; < ¢i(ke),03B; > Oy (A_1 Asy))
+2; < ¢5(ke), 04B; > (Ox A1) Agj + 2; < ¢5(ke), 05B; > (Oy A_1)Asy
+2 zjj < ¢i(ke),06B; > A_10x A j + 2 %j < ¢i(ke),0:B; > A 10y Ay

+3 < @i(ke), 02 K1 > Ox (A1 A1 2) + 3 < ¢i(ke), 03 K1 > Oy (41| Ar[?)
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+3 < @i(ke), 0Ky > (0x A A1]2 + 3 < ¢5(ke), 05Ky > (Oy Ay)| Ay 2
+3 < @i(ke), 06 K1 > A1 (0x A1) AL + 3 < ¢i(ke), 0 K1 > A1 (Oy A1) Ay
+3 < @i(ke), s K1 > |A120x A1 + 3 < @i(ke), 0Ky > |Ar[?0y Ay,

wobei
Bj(t, k, k —m,m) = e"* B, (t, o, (k — m, t)e¥™2 ».(m, t)e™?)
fiir j € N\ {1} und

Ki(t bk — 1yl — Lo, 1)
=e "MK (t, 01 (k -, t)ei(k_ll)z, o1(ly = 1y, t)ei(ll_lz)z; @1(lz, t)e™?).

4.7 Die Moden-Filter

Wir gehen dhnlich wie in Kapitel 3.9 vor. Wir definieren uns Moden-Filter, um die
linear instabilen Moden von den linear geddmpften Moden zu trennen. Im Gegensatz
zu Kapitel 3.9 definieren wir

Ee = X(—ke—6,—ket8] T X[ke—5,ke+4]
fiir ein > 0 unabhéngig von 0 < ¢ < 1 und

E,=1-FE..
Lemma 4.2 Seiu,v € X Dann ist E.B(t, E.u, E.v) = 0.

Beweis. Analog zu Lemma 2.10.

Im folgenden verwenden wir die Funktionenrdume aus Kapitel 3.8.

4.8 Abschitzung fiir das Residuum

Da wir durch Ableitung in z- und y-Richtung jeweils €'/2 verlieren, haben wir unsere
urspriingliche Approximation (128) durch weitere Terme zu etyp = €1}, +£21), gemif
(134) ergénzt. Die bendtigten Abschitzungen fiir das Residuum

Res(epp) = —edpp + M) p + € B(t, ¢, ¥p) + K (t, ¥p, ¥, ¥s) + O(|levs]*)

fassen wir in Lemma 4.3 zusammen.



4 DAS MODELL DES SCHWACHEN ELEKTROLYTEN 69

Lemma 4.3 Sei C; > 0 und fir alle € € (0,1) sei durch Ay = A)(X,Y,T,¢) €
C([0,Ty], H*(R?,C)) eine Familie von Losungen der Ginzburg-Landau-Gleichung
(133) gegeben fiir die

sup sup ||Ai(-,T,¢)||me < Cy
T€[0,To] €€(0,1)

qilt. Dann gibt es ein C > 0, so dass die Approzimation eg = e, + e, die sich
aus (184) ergibt, den folgenden Abschitzungen geniigt

sup  ([[¢s(, E)llar + llvbe(, )llan) <O, sup || Ey(Res(eps(-,1)))llx < C€,

t€[0,Tp /€2 t€[0,To /2]

sup || Ec(Res(evn(-,1)))llx < Cet,

t€[0,To /2]

sowie Esp, = 0 und Eap, = 0 erfillt.

Beweis. Folgt direkt aus Kapitel 4.5 und 4.6.

4.9 Die Fehlerabschitzungen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass der Approximationsfehler fiir das regularisierte
Modell des schwachen Elektrolyten ebenfalls bis zur Ordnung O(1/¢?) in der Zeit von
der GroBenordnung O(g?) bleibt. Wir zeigen damit, dass wir auch fiir den Fall einer
zeitperiodischen Anregung naherungsweise gleiches Verhalten bei der zeitabhéangigen
Ginzburg-Landau-Gleichung (133) und dem zu approximierenden System erwarten
kénnen. Wir formulieren

Satz 4.4 Seim > 4, C; > 0 und fir alle ¢ € (0,1) sei A; = A1(X,Y,T,¢) €
C([0,T], H™) eine Lisung der Ginzburg-Landau-Gleichung (133) fir die

sup sup ||[Ai(-,T,¢e)||uam < C4
T€[0,Tp] €(0,1)

gilt. Dann gibt es Konstanten £y, C > 0, so dass fir alle € € (0,e0) Losungen V (-, 1)
von (122) existieren fiir die

sup ||V(’t) - ‘SwB('at, S)HXO‘ S 052
tE[O,T()/E2]

gilt, wobei evpp = €. + %y die Approzimation aus (134) ist.
Um Satz 4.4 zu beweisen, spalten wir wie zuvor den Fehler in einen stabilen und

einen kritischen Bereich auf, d.h. wir setzen

R =¢’R, + 3R,
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wobei R, der kritische und R, der stabile Bereich der Moden ist. Die Approximation
1), fiir die linear instabilen Fouriermoden ist von der Ordnung O(¢). Fiir die linear
gedimpften Moden £%¢), ergibt sich O(g?). Da die Ordnung des Fehlers jeweils um
eine e-Ordung hoéher ist, ergibt sich hierfiir O(g?) respektive O(g?).

T/’c: TPs
A
ePc e
521/)8 &2 s 52"!’3 k
ke ke |
Abb. 13: kritischer (1) und stabiler (¢21;) Teil der Approximation
Re, Rs
A
g2 g2
&3 R &3 R &3
Rs Rs Rs .k
—kc ke

Abb. 14: kritischer (¢2R.) und stabiler (¢3R;) Teil des Fehlers

Beweis (Satz 4.4). Fiir das Gleichungsystem (122) schreiben wir abstrakt
oV =M@V +B(tV,V)+ K(tV) (135)

mit (27 /w)-zeitperiodischen Termen M (¢) als Linearteil, B(¢, V, V) als symmetrische
Bilinearform und K(¢,V) = O(||V|®). Entsprechend der Approximation eip =
e + €21), (134) erwarten wir fiir den Fehler

R(z,y,t,e) = 62Rc(x, y,t,e) + 53R5(x, Y, t,€) (136)

mit R, = E. R, € X* und R; = E;R; € X“. Fiir die Losungen des urspriinglichen
Systems (122) gilt somit

V =eyp + R = e + e, + 2R, + *R,. (137)

Setzen wir (137) in (135) ein, so erhalten wir nach Division durch €2 und Trennung
in lineare und nichtlineare Terme als Gleichung fiir den Fehler

R, +e0R, = M(t)R. +eM(t)Rs +cLy(R,) + 2Ly (R) + e2Na(R,) (138)
- 1
+£3 N1 (R) + 8—2Res(6¢3)
mit

Lo(R,) = 2B(t, Re,pe),  Li(R) = 2B(t, Re,1bs,) + 2B(t, Ry, 1) + O(¢),



4 DAS MODELL DES SCHWACHEN ELEKTROLYTEN 71

Na(R.) = B(t, R, Re) + O(e),  Ni(R) = O(||R||x= + €| R[|%0),

wobei O(g) weitere Terme enthilt, die von K erzeugt werden.

Sind R,, R;, ¥, und 1, jeweils von der Ordnung O(1) in X’* dann sind auch Li, Ly, N,
und N von der Ordnung O(1) in X. Um auf Gleichungen fiir R, und R, zu kommen,
wenden wir die Moden-Filter E. und E, aus Kapitel 4.7 an.

Die Gleichung fiir den Fehler (138) spalten wir in einen kritischen und einen stabilen
Teil auf und beachten, dass nach Lemma 4.2 E.B(t, R.,¢.) = E.B(t,R.,R.) = 0
gilt. Dann sind R, und R, Losungen des Systems

OR, = M@t)R, +¢e’L.(R) + 3N, (R) + £%6., (139)
ORs = M(t)Rs + Ls(R.) + eNs(R) + 5

mit
6 = LBBes(ev)) 5, = 3Bu(Res(en)),
LC(R) = EC(EI(R))a LS(RC) = ES(E2(RC))a
NC(R) = Ec(Nl(R))’ NS(R) = Es(zl(R)+N2(Rc)+5Nl(R))

und (R.(0), Rs(0)) = (0,0) als Anfangsbedingung. Wir definieren die Rdume

B = C([0,Ty/e%], X*)*
mit 0 < a < 1 und der Norm

(e, Ro)llse = Y sup [|Ri(- 0)][xer,

2
s 0SI<To/e

und l6sen das System im Raum B fiir 3/4 < o < 1. Zu zeigen ist, dass die Losungen
in B von der Ordnung O(1) sind. Wir invertieren hierzu den Linearteil von (139)
und wenden das Kontraktionsprinzip an. Die Inhomogenitéit 6 = (J.,d;) ist nach
Lemma 4.3 von der Ordnung O(1) und liegt in B°. Die Abschiitzung der Nichtli-
nearitit N = (N.(R), Ny(R)) ergibt sich analog zum Standardmodell, und ist nach
Satz 3.13 eine lokal Lipschitz-stetige Abbildung von B* nach B°, die beschriinkte
Mengen aus B% in beschrinkte Mengen aus B° abbildet. Abzuschiitzen sind somit
lediglich die Losungen des Systems

OR, = M@)R,+e’L.(R) +£*f,, (140)
OR, = M(t)R,+ Ly(R,) + f,

mit f, = E.f,, f; = E,f, fiir f = (f., fs) € B°. Dass Losungen von (140) auf klei-
nen Zeitintervallen existieren, kann aus dem Banachschen Fixpunktssatz gefolgert
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werden. Zu zeigen ist jedoch, dass die Losungen auf dem Zeitintervall [0, T, /2] be-
schrinkt sind mit der Ordnung O(1), falls f von der Ordnung O(1) ist.
Wir betrachten zunichst das homogene System

OR(t) = M(t)R(t)
mit M (t) als (2m/w)-periodischer Operator in ¢. Die Losung von

WR(t) = M()R(t), R(t)|i=r = Ro

bezeichnen wir mit R(t) = S (t T)Ry. Dadurch ist ein linearer Evolutionsoperator
S(t,7) definiert mit S(t,7) = S(t + 27 /w, T + 27 /w).

Lemma 4.5 Es existieren e-unabhdngige Konstanten C,o > 0, so dass folgende
Abschdatzungen gelten

1S (¢, 7) Bs|| nze,0) < Cmax(1, (¢t — 7)) 707
und

15(t,7) Eellpeemy < Cmax(L, (¢ = 7)7)e00. (x)

Beweis. Durch den Operator —@Q3A? ist der Generator einer analytischen Halb-
gruppe mit Definitionsbereich D(A) = {U € H*| U erfiillt die Randbedingungen
(114)-(121)} in X = L*(R? x [-7/2,7/2] N {QU = U} gegeben. Da M (t) + QBA*
nur eine relativ beschriinkte Storung von —QBA? ist, generiert M(t) den Evoluti-
onsoperator S(t,7) [He81, Seite 197 Ex. 1]. Das Spektrum von S(27/w, 0) E; ist O(1)
vom Einheitskreis wegbeschriankt. Die Abschétzung im stabilen Fall folgt somit nach
[He81, Satz 7.2.3].

Da die Eigenwertfunktion \; einfach ist, ist C' unabh#ngig von € in (x). Die Wachs-
tumsrate von S(27/w, 0)E, der kritischen Moden kann dadurch mit @ (eC*(++27/«))
analog abgeschétzt werden. U

Fiir die zweite Gleichung in (140) liefert die Variation der Konstantenformel

t

Ru(t) = / S(t, 7)Es(Lo(R.) + £.)(r) dr

0

Mit S;(t) := supg<,<; [|[Ri(+, 7)||x= fiir i = s, c und Lemma 4.5 ist

IN

5.0 < ([ Cmax(t, (=) e V)OS0 +fllw) (41

< CSc(t) + Ol fsllso-
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Den ersten Teil von Gleichung (140) konnen wir auf &hnliche Weise abschétzen.
Zunichst liefert uns die Variation der Konstantenformel
t
Relt) = [ S(r)EALAR) + £)(r)dr.

0

Dies kénnen wir unter Verwendung von Lemma 4.5 und (141) durch

S.(t) = & / Cmax(1, (t — T)_O‘)ecg2(t_7) (Se(7) + Ss(7) + || fellgo) dr
0

< EZC’/maX(l, (t —7)"*)Se(T) dT + C|| f]|50
0

abschétzen. Die Gronwallsche Ungleichung in der Version fiir Evolutionsoperatoren
[He81, Lemma 7.1.1] und (141) liefert uns dann

Su(t) < C||fllgoeC™ = O(1) und  S,(t) < C|f|lso = O(1).

Wir definieren nun die Inverse J des Linearteils durch R = J f, wobei R eine Losung
von (140) sei. Der Operator J € L(B°, B%) ist somit ein linearer, unabhingig von &
beschrénkter Operator. Wenden wir J auf (139) an, so erhalten wir

R=eJN(R)+ J6 = F(R). (142)

Wegen der O(1) Lipschitz-Stetigkeit von N ist die Funktion F' : B* — B eine Kon-
traktion auf einer Kugel mit Mittelpunkt Jé in B®. Es gibt deshalb einen eindeutigen
Fixpunkt von (142) der Losung von (139) mit O(1) ist. Mit (136) und (137) haben
wir Losungen des urspriinglichen Problems konstruiert.

4.10 Zusammenfassung und Vergleich

Wir bezeichnen im folgenden wie in Kapitel 2.7 Approximationen, die wir mit
Losungen A der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (143) konstruieren mit 14
und diejenigen, welche wir mit Losungen B der nichtautonomen Ginzburg-Landau-
Gleichung (144) konstruieren mit etp. Die Losungen von (122) sind wieder durch
V gegeben. Wir formulieren zunéchst unseren Approximationssatz

Satz 4.6 Sei m > 4 und A = A(X,Y,T) eine Lisung der autonomen Ginzburg-
Landau-Gleichung (148) fir T € [0, To] mit

sup ||A(-,T)||gm < o0.
t€[0,To/2?]
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Dann gibt es Konstanten €9,C > 0, so dass fir alle ¢ € (0,&9) Liosungen V von
(122) existieren fiir die

sSup ||V(’t) - gwA('ata €)||X0‘ S 052
t€[0,To /2]

gilt, wobei evp4 = e, + %9, die Approzimation aus (134) ist.

Korollar 4.7 Dann gilt auch

sup ||V (-, t) — eppal:, t,€)||us < Ce”.
tE[O,T()/EQ]

Beweis. Nach [He81, Satz 1.6.1] kann X fiir « > 3/4 in H? eingebettet werden.
O

In der nichtautonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (144) ist immer noch der kleine
Parameter ¢ enthalten. Zu erwarten ist jedoch, dass fiir ¢ — 0 lediglich der Mittel-
wert der zeitabhiingigen Koeffizienten von Bedeutung ist, so dass die Betrachtung
einer autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung geniigen sollte. Wir vergleichen des-
halb die Lésungen der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung

OrA = doA + d18§(A + d2812/A + &A|A|2, (143)
wobei
27 fw
w
Y= — t)dt
y 27T/v()

mit den Losungen der nichtautonomen Ginzburg-Landau-Gleichung

OrB = dyB + d10% B + d20% B + v(t)B| B|*. (144)

Satz 4.8 Seim > 4 und A € C([0,Ty], H™) eine Lisung der autonomen Gleichung
(143). Dann gibt es Konstanten C,eq > 0, so dass fiir alle € € (0,e9) Ldsungen B
der nichtautonomen Gleichung (144) existieren fir die

sup ||A(-,T)— B(-,T)||gm» < Ce?

T€[0,To]

qilt.

Beweis. Analog Satz 2.18.
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Um Satz 4.6 endgiiltig zu beweisen, vergleichen wir die Losungen der autonomen
Ginzburg-Landau-Gleichung mit denen der nichtautonomen (Satz 4.8), und zeigen,
dass die Betrachtung der autonomen Ginzburg-Landau-Gleichung (143) geniigt. Wir
zeigen, dass wir aus den Sétzen 4.4 und 4.8 den Approximationssatz 4.6 folgern
konnen.

Beweis (Satz 4.6). Nach Satz 4.8 ist

sup JA(,T) = B(,T)lam = O(?).

Te [OyTO}

Dies impliziert

sup ”‘ng('ata 5) - gwA('at’ 5)”6’;”_2 = 0(52)'
te[To /2]

Aus der Dreiecksungleichung folgt weiter, dass sup ||B(-,7)||g= = O(1) ist, und
T€[0,To]

somit ist die Voraussetzung aus Satz 4.4 erfiillt. Mit [He81, Satz 1.6.1] und Satz 4.4
gilt

sup [V (-,1) — evp(,t,6)llam = O(e?).

t€[0,To/2?]

Die Anwendung der Dreiecksungleichung und des Sobolevschen Einbettungssatz fiir
m > 2 liefert

sup  sup |leva(z, t,e) = V(x,t)] < C( sup |leva(-,t,e) —ep(-t,e)|lam
te[0,T0/e2] z€ER t€[0,To/£2]

+ sup ||5¢B(',t,5) —V(,t)”[-[m)
t€[0,Tp/e?]

= 0(e?).
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