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Vorwort

Das Stromungsmechanik Lehrbuch gibt eine Einfiihrung in die Methoden und
Phinomene der Stréomungsmechanik fiir Studenten und Ingenieure des Maschi-
nenbaus. Das Buch ist zum Gebrauch neben der Vorlesung bestimmt, die an der
Universitiat Karlsruhe (TH) im 6. Semester gelesen wird. Es werden Vorkenntnisse
der stromungsmechanischen Grundlagen vorausgesetzt, wie sie das Stromungsme-
chanik Lehrbuch von J. Zierep vermittelt.

Als Leitfaden durch das Lehrbuch dienen uns drei Anwendungsbeispiele, die Trag-
fliigelstrémung von Verkehrsflugzeugen, die Kraftfahrzeugumstréomung und die
Stromung in der Kupplung eines Kraftfahrzeug-Automatikgetriebes. Damit ist die
Einteilung in kompressible und inkompressible Stréomungen vorgegeben. Diese Ein-
teilung wird ergianzt durch die Unterscheidung laminarer und turbulenter Strémun-
gen. Das Lehrbuch fiithrt zunichst in die Grundgleichungen der Stréomungsmecha-
nik ein. Neben den analytischen Lésungsmethoden wird der wachsenden Bedeutung
numerischer Methoden Rechnung getragen und die numerischen Losungsverfahren
der stromungsmechanischen Grundgleichungen werden im Ansatz entwickelt.

Die behandelten stréomungsmechanischen Phidnomene leiten sich von den betrachte-
ten Anwendungsbeispielen ab. So werden die Grundlagen stromungsmechanischer
Instabilititen des laminar-turbulenten Ubergangs in der Grenzschichtstrémung,
die StofB-Grenzschichtwechselwirkung, die Strémungsablosung und die Nachlauf-

stromung behandelt.

Das Lehrbuch wird erginzt durch das Ubungsbuch Strémungsmechanik. Darin fin-
det der Student zu jedem Kapitel Ubungsaufgaben fiir die Klausurvorbereitung.
Dabei ist das eigenstandige Nacharbeiten des Erlernten, anhand der Ubungsaufga-
ben mit Lésungsanleitung, unerléallich fiir die Vertiefung des Lehrstoffes.

Das Manuskript der Methoden und Phédnomene der Stréomungsmechanik wur-
de gemeinsam mit meinen langjahrigen Assistenten M. Boéhle und T. Ehret
ausgearbeitet. Es profitiert von zahlreichen Diskussionen mit unseren Studen-
ten iiber eine in den Grundlagen fundierte aber gleichzeitig technisch orientierte
Stréomungsmechanik-Ausbildung. Den gemeinsam gefundenen Kompromifi haben
wir versucht in diesem Lehrbuch zusammenzustellen. Insbesondere die Behandlung
der numerischen Methoden partieller Differentialgleichungen erfordert eine fundier-

te mathematische Vorbereitung.

Besonderer Dank gilt auch unseren Mitarbeitern B. Bischoff und H. Schefller fiir
die redaktionelle Erstellung des Manuskripts.

Karlsruhe, November 1994 Herbert Oertel jr.
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1 Einfihrung

Das vorliegende Lehrbuch der Stromungsmechanik richtet sich an Studenten und
Ingenieure, die bereits mit den Grundlagen der Stromungsmechanik vertraut sind,
und die sich weiterfithrende Kenntnisse auf diesemm Gebiet aneignen mochten.
Zum Verstandnis des Lehrstoffes werden die eindimensionale Stromfadentheorie,
der Impuls- und Drehimpulssatz, die zweidimensionalen Grenzschicht- und Rohr-
stromungen (laminar und turbulent) sowie die Grundlagen der eindimensionalen
Gasdynamik (einschlielich senkrechter VerdichtungsstoBl) vorausgesetzt. Weiter-
hin werden fiir das Verstdndnis des Buches die mathematischen Grundlagen eines
Ingenieurstudiums einschlielich der einfiithrenden Kenntnisse von partiellen Diffe-
rentialgleichungen bendtigt.

Die bereits erwahnten Grundlagen der Stromungsmechanik sind fiir den ersten
Entwurf von strémungstechnischen Geriten und Anlagen unverzichtbar. Mit ihnen
wird es z.B. ermoglicht, die Abmessungen einer Maschine in einem ersten Schritt
schon recht genau zu ermitteln und eine Aussage iiber die eventuell auftretenden
Stromungsverluste zu machen.

Allerdings versagen diese Methoden fiir die Optimierung von Maschinen oder dann,
wenn an die zu entwickelnden Gerite extreme Anforderungen gestellt werden,
wie z.B. leises Betriebsverhalten, guter Wirkungsgrad, kleine Abmessungen, stark
gedampftes Schwingungsverhalten etc.. Auflerdem kann fir die meisten Anwen-
dungsfille mit den einfachen strémungsmechanischen Grundlagen das Betriebs-
verhalten einer Maschine nicht ausreichend genug ermittelt werden, so dafi dafiir
umfangreiche Versuche und Experimente durchgefithrt werden miissen, die sehr
kosten- und zeitintensiv sein kdénnen. Das gleiche trifft auch far die Optimierung
von stréomungstechnischen Maschinen zu.

In den letzten fiinf Jahren hat die Rechnertechnik erhebliche Fortschritte gemacht,
so daf} es bereits ohne allzu groflen Aufwand moglich ist, dreidimensionale Strémun-
gen auf Rechnern zu simulieren. Dadurch werden allmé&hlich aufwendige Versu-
che und Experimente durch die numerische Simulation von Strémungen ersetzt,
wodurch die Entwicklungskosten und Entwicklungszeiten verringert werden. Mit
diesem Buch sollen dem Studenten die Grundlagen dieser neueren Methoden der
Stromungsmechanik vermittelt werden, die bereits in vielen Entwicklungsabteilun-
gen Anwendung gefunden haben.

Die Vorgehensweise der Stromungsmechanik beinhaltet die analytischen, numeri-
schen und experimentellen Methoden. Alle drei werden, auch wenn die numerischen
Methoden zunehmend die experimentellen ersetzen, zur Lésung von stréomungstech-
nischen Problemen benétigt. Das vorliegende Buch beschrankt sich auf die theoreti-
schen, also auf die analytischen und numerischen Methoden. Sie sollen den Studen-
ten nach dem Durcharbeiten des Buches dazu befihigen, die Grundgleichungen der
Stréomungsmechanik zu verstehen und anwenden zu koénnen, die Grundbegriffe der
analytischen und numerischen Verfahren in einem ersten Ansatz kennenzulernen
sowie die Methoden der Strémungsmechanik fiir die Vorbereitung, Durchfithrung
und Auswertung von Experimenten zu nutzen.
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Die alleinige Kenntnis der stréomungsmechanischen Methoden reicht jedoch nicht
aus, um ein strémungsmechanisches Problem 16sen zu kdnnen. Genauso wichtig
dafiir ist ein detailliertes Verstdndnis der Stromungsphinomene wie Strémungs-
ablésung, Wirbelbildung, Verdichtungsstof, Transition, Turbulenz etc.. Aus der
Aufzdhlung geht bereits hervor, dafl die in der Strémungsmechanik auftreten-
den Phédnomene recht umfangreich sind. In dem vorliegenden Buch wird sich des-
halb auch nur auf die fiir ausgew&hlte technische Probleme wichtigen Phinomene
beschrdnkt. Der Leser des Buches soll nach dem Durcharbeiten des Lehrstoffes
befahigt sein, ggf. ein beim Entwurf bzw. bei der Auslegung zu beriicksichtigen-
des Stréomungsphanomen mit den Methoden der Stromungsmechanik quantitativ
behandeln zu kénnen.

Weiterhin soll das Lehrbuch dem Studenten eine Ubersicht iiber die Methoden und
Phinomene der Strémungsmechanik vermitteln, damit er sein zukiinftiges Studium
entsprechend ausrichten kann. Deshalb erhebt das Buch auch keinen Anspruch
auf Vollstdndigkeit, was nicht bedeuten soll, da3 die Erklarungen in sich nicht
vollstdndig sind. So ware es beispielsweise denkbar, liber die meisten Methoden
und Strémungsphinomene ein gesondertes Buch zu schreiben. Auf einen grofien
Umtfang wird jedoch im Rahmen dieses Lehrbuches verzichtet. Es méchte dem Leser
das Wesentliche, das sich auf einigen Seiten beschreiben und in einer Vorlesung
behandeln 1at, vermitteln.

Der Inhalt des Buches ist teilweise sehr theoretisch. Um wihrend der umfangrei-
chen Herleitungen den Bezug zu den technischen Anwendungen nicht aus dem Auge
zu verlieren, haben wir die Tragfliigelstréomung, die Kraftfahrzeugumstréomung und
die Stromung in einem hydrodynamischen Drehmomentenwandler als reprasenta-
tive Beispiele ausgewdhlt, anhand derer wir in diesem Buch die Methoden und
Phanomene erklaren werden. Nachfolgend soll kurz auf die genannten Beispiele
eingegangen werden:

Die Tragfliigelstromung
Die Tragfliigelstréomung eines Verkehrsflugzeuges (z.B. Airbus, s. Abbildung 1.1)

beinhaltet bereits eine Vielzahl von Stréomungsph&nomenen, die wir im nachfolgen-
den Kapitel “Stréomungsbereiche” im einzelnen diskutieren werden. Ein Tragfliigel,
wie der des Verkehrsflugzeuges Airbus, wird fir den Reiseflug in groflen H&hen
bei einer Machzahl von M., = 0.82 ausgelegt. Fiir diesen Flugzustand miissen
die Strémungsverluste gering gehalten werden, damit das Verhiltnis von Auftrieb
und Widerstand optimal wird. Um dies zu erreichen, mufl der Aerodynamiker
die verschiedenen Strémungsphdnomene, wie z.B. die Stof3-Grenzschichtinterferenz,
die Wirbelbildung an den Fliigelenden, den dreidimensionalen Grenzschichtcharak-
ter etc., kennen, um die Berechnungsmethoden gezielt und geeignet anwenden zu
kénnen.

Die Tragfliigelstréomung ist jedoch nicht nur fiir den Auslegungszustand von Inter-
esse. Beim Entwurf muB gleichzeitig beriicksichtigt werden, dafl der Tragfliigel auch
das Start- und Landeverhalten bestimmt, und daf} er beim Langsamflug, ggf. mit
zusétzlichen Hochauftriebsmitteln, noch ausreichend Auftrieb erzeugt. Ebenfalls ist
bei der Entwicklung eines Flugzeuges die Frage von Interesse, wie der Rumpf und




Abb. 1.1: Tragfliigel eines modernen Verkehrsflugzeuges

die Triebwerke die Tragfligelstréomung beeinflussen und wo z.B. der beste Ort fiir
die Triebwerksanbringungen liegt.

Fir all diese Fragen finden die analytischen und vornehmlich die numerischen Ver-
fahren ihre Anwendungen. Denn beim Entwurf ist man bestrebt, mit einigen we-
nigen Windkanalversuchen den Tragfliigel zu entwickeln, um die Entwicklungsko-
sten und Entwicklungszeiten moglichst gering zu halten. AufBlerdem ist z.B. eine
Optimierung einer Airbus-Tragflache und eine Untersuchung des Auftriebs-/ Wi-
derstandsverhaltens bei verschiedenen Anstellwinkeln und Strémungsgeschwindig-
keiten ohne moderne strémungsmechanische Methoden kaum denkbar.

Der Lehrstoff des Buches zielt darauf ab, dem Studenten die Anwendungen der
analytischen und numerischen Methoden in Bezug auf diese Fragestellungen zu
vermitteln, damit er spater im Beruf mindestens die Grundlagen dieser Techniken
fiir den Entwurf auf Workstations oder sogar Grofirechnern zu nutzen weif3. Die
durch das vorliegende Buch erworbenen Kenntnisse kann er in seinem weiteren
Studium mit geeigneten Vorlesungen vertiefen.

Die Kraftfahrzeugumstrémung

Einer der ersten Schritte bei der Entwicklung eines Kraftfahrzeuges beinhaltet die
Festlegung der Fahrzeugkontur, die mehr von dem Designer als durch den Aerody-
namiker bestimmt wird. Die Grenzen der Variationsmoglichkeiten an der Kontur
(s. Abbildung 1.2), innerhalb derer der Aerodynamiker die Auflenhaut des Fahr-
zeuges mitbestimmt, sind, gemessen an der Lange bzw. Breite des zu entwickelnden

Fahrzeuges gering.




Abb. 1.2: Bereiche zur Optimierung der Kraftfahrzeug- Aerodynamik

Unter Berucksichtigung dieser Vorgaben optimiert der Automobilaerodynamiker
vornehmlich die Kontur dahingehend, dafl der Umstrémungswiderstand m&glichst
klein wird. So sind in den letzten Jahren Fahrzeuge entwickelt worden, deren Wi-

derstandsbeiwert cw kleiner als 0.3 ist.

Die Minimierung des Umstrémungswiderstandes ist jedoch langst nicht die einzige
Aufgabe, die der Aerodynamiker beim Entwurf tibernimmt. Gleichzeitig miissen bei
der Optimierung der Kontur alle Kréfte und Momente, die durch die Luftstrémung
entstehen, mitberticksichtigt werden. Dabei sind insbesondere die Auftriebskraft,
die Seitenwindkraft und das Moment um die Hochachse des Fahrzeuges von Wich-

Grenzschicht
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N Nachlauf

Abb. 1.3: Stréomungsablésung am Kraftfahrzeug




tigkeit, da sie am meisten die Fahrstabilititit beeinflussen. Desweiteren gehért es zu
den Aufgaben des Aerodynamikers, dafiir Sorge zu tragen, dafi die Windgeriusche
minimal sind, die Verschmutzung der Scheiben bei der Fahrt gering bleibt, die
Seitenspiegel im Hochgeschwindigkeitsbereich nicht vibrieren etc..

Anhand der Kraftfahrzeugumstromung lernt der Student eine Vielzahl von
Stromungsphidnomenen kennen, die auch bei anderen Strémungsproblemen, wie
z.B. bei der Geb&dudeumstrémung, auftreten. So wird die Stréomung um ein Kraft-
fahrzeug und die von ihr auf die Kontur wirkenden Krifte durch Ablésegebiete,
den turbulenten Nachlauf und in Langsrichtung abgehende Wirbel usw. bestimmt
{s. dazu Abbildung 1.3). Fiir die Optimierung der Auf3enkontur ist die Kenntnis
der einzelnen Stréomungsph&nomene unentbehrlich.

Die Mehrzahl der Phinomene, die bei der Fahrzeugumstrémung auftreten, sind
ciner Berechnung schwer oder sogar tiberhaupt nicht zugénglich, da die Stromung
in vielen Bereichen stark instationidr und turbulent ist. Um so mehr muf3 deshalb
der Automobilaerodynamiker mit den Stromungsphinomenen vertraut sein, um in
Windkanalversuchen eine Fahrzeugkontur optimieren zu konnen.

Der hydrodynamische Drehmomentenwandler

Der hydrodynamische Drehmomentenwandler, der auch als Fottinger-Getriebe oder
als Stromungsgetriebe bezeichnet wird, stellt eine Maschinenkomponente dar, die
in vielen technischen Geréten zur Leistungsiibertragung angewendet wird (s. Ab-
bildung 1.4, Abbildung 1.5). Er kommt in Kraftfahrzeugen mit Automatikgetrie-
ben, Lokomotiven, Baggern, Rithrwerken etc. zur Anwendung. Seine Funktions-
weise wird im n&achsten Kapitel, in dem die Stréomungsbereiche behandelt werden,
cerklart.

Wir haben ihn deshalb in dieses Buch aufgenommen, weil dem Studenten gezeigt

werden soll, daf} die weiterfithrenden Methoden der Stromungsmechanik nicht aus-
schliefllich bei der Behandlung von Umstromungsproblemen (z.B. Tragfliigel- und

Reaktionsglied

Turbinenrad
Pumpenrad

Antriebswelle Abtriebswelle

Abb. 1.4: Aufbau eines Drehmomentenwandlers




Kraftfahrzeugumstrémung) zum Einsatz kommen, sondern sich ebenfalls fiir die
Auslegung einer Vielzahl von Anlagen und Maschinen, wie Rohrleitungssystemen,
Pumpen, Turbinen, Verbrennungsmotoren, Triebwerken usw., eignen.

Anhand des hydrodynamischen Wandlers kann der Leser die Anwendungen der
Grundlagen der Stromungsmechanik, mit denen er bereits vertraut ist, kennen-
lernen. So finden bei der Auslegung des Wandlers u.a. der Drehimpulssatz und
die Stromfadentheorie ihre Anwendungen. Fir die anschlieende Optimierung des
Wandlers werden zunehmend weiterreichende strémungsmechanische Methoden
herangezogen, die der Student mit diesem Buch erlernen soll.

So koénnen z.B. mit den genannten weiterreichenden Methoden der Strémungsme-
chanik Teile der dreidimensionalen Stréomung unter Bertuicksichtigung der Turbu-
lenz in den Schaufelradern und Umlenkkanilen berechnet werden. Damit wird es
dann méglich, die Zustrombedingungen fiir die einzelnen Schaufelrdder zu optimie-
ren und das Betriebsverhalten der Maschine genauer vorauszusagen, was mit den
Methoden der einfachen Stromfadentheorie nicht maéglich 1st.

Dies trifft insbesondere dann zu, wenn an die Auslegung der Maschine besondere
Anforderungen gestellt werden wie leises Betriebsverhalten, guter Wirkungsgrad,
kleine duflere Abmessungen etc.. Fiir diese Aufgaben besitzen bereits viele Indu-
strieunternehmen ein erworbenes oder selbstentwickeltes numerisches Verfahren,
dessen genannte Anwendungen der Student in diesem Buch erlernen soll.

Die numerische Berechnung der Innenstrémungen, zu der auch die Stréomung im
Wandler zahlt, wird in den folgenden Kapiteln nur einfihrend behandelt. Die
Erklirungen sind aber in sich verstdndlich, erheben jedoch nicht den Anspruch
auf Vollstandigkeit. Die Funktionsweise des Wandlers und die in ihm auftre-
tenden Stréomungsphinomene werden beschrieben, so dafl die Anwendungen der
stromungsmechanischen Gleichungen verstandlich werden und der Student fiir
das jeweilige Problem lernt, das entsprechende numerische und/oder analytische
Lésungsverfahren auszuwéhlen. In seinem spéteren Studium kann er dann die
erworbenen Kenntnisse mit zusatzlicher Literatur bzw. Vorlesungen iiber Innen-

stromungen vertiefen.

Pl_,lmpenrad

Reaktionsglied Turbinenrad

Abb. 1.5: Bauteile eines Drehmomentenwandlers
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Wir mo6chten am Ende der Einfihrung noch auf zusatzliche Literatur verweisen. Als
erganzende Literatur zum Lehrstoff der Stromungsmechanik empfehlen wir fiir die
Vertielung der strémungsmechanischen Grundlagen die Biicher von L. PRANDTL,
K. OSWATITSCH, K. WIEGHARDT 1990 und J. ZIEREP 1993. Die analytischen
Losungsmethoden der Stromungsmechanik werden in dem Buch von W. SCHNEI-
DER 1978 beschrieben. Beziiglich der numerischen Methoden der Stromungsme-
chanik verweisen wir auf das Lehrbuch von H. OERTEL jr., E. LAURIEN 1995.
Fiir die Vertiefung der mathematischen Grundlagen empfehlen wir die Biicher von
K. MEYBERG, P. VACHENAUER 1990/1991.
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2 Stromungsbereiche

Bevor wir die Grundgleichungen der Strémungsmechanik kennenlernen, deren
Herleitung einen gewissen Umfang des Buches einnehmen wird, werden wir uns
zunichst mit den Stréomungen auseinandersetzen, die wir berechnen wollen. Wir
werden die Tragfliigel- und Kraftfahrzeugstrémung sowie die Strémung in einem
hydrodynamischen Wandler in mehrere raumliche Bereiche einteilen, fiir die unter-
schiedliche Vereinfachungen der stromungsmechanischen Grundgleichungen gelten.

Dadurch lernen wir bereits zu Beginn des Buches die bei der Berechnung auftre-
tenden Probleme kennen und kénnen diese Kenntnisse spater bei der Auswahl der
Grundgleichungen und Loésungsverfahren verwenden. In Abbildung 2.1 ist die Vor-
gehensweise zur Lésung eines stréomungsmechanischen Problems skizziert.

Nehmen wir z.B. an, da8 die Druckverteilung p(z, ¥, z) auf einem Tragfliigel berech-
net werden soll. Es soll also die Gréfie p in Abhingigkeit der Koordinaten =z, y und
z ermittelt werden. Diese Aufgabe kann noch entsprechend konkretisiert werden,
indem angegeben wird, wie genau z.B. die Druckverteilung berechnet werden soll.
Sowohl die Aufgabenstellung als auch der konkrete Anforderungskatalog gehdren

zur Problemdefinition.

AnschlieBend miissen fiir die Berechnung der Druckverteilung die geeigneten Glei-
chungen ausgewahlt werden. Wird an die Genauigkeit der Rechnung keine sehr
hohe Anforderung gestellt und kann man weiterhin bei Ermittlung der Druckver-
teilung davon ausgehen, daB8 die reale Stréomung groitenteils an der Tragfliche
anliegt, so sind zur Berechnung die Euler-Gleichungen oder sogar die Potentialglei-
chung ausreichend. Die Reibung der Strémung beschrénkt sich auf den Bereich der

Tragfliigelgrenzschichten.

Problemdefinition
z.B. Berechn. der Druckverteil. auf der Tragflache
Auswah! der Grundgleichungen/Modelle
z.B. Euler-Gl. fur 3D-Stromungen {partielle DGLs)

Auswahl| der Losungsverfahren
analytische und/oder numerische Verfahren

Auswerten und Darstellung der L6sung
z.B. dreidim. Darstel. mit Graphiksoftware

Abb. 2.1: Vorgehensweise zur Berechnung einer Strémung




Desweiteren miissen fiir die Losung vieler stromungsmechanischer Probleme Mo-
delle angewendet werden. So miissen beispielsweise bei der Berechnung des
Strémungswiderstandes des Tragfliigels die turbulenten Schwankungsbewegungen
der Stréomung mit Turbulenzmodellen beriicksichtigt werden. Bei der Berechnung
von chemisch reagierenden Strémungen, wie sie z.B. bei verfahrenstechnischen Pro-
zessen oder in Brennkammern auftreten, miissen Modelle die Chemie der Stréomung
beschreiben. AufBlerdem ist es in der Stromungsmechanik iblich, grofle raumli-
che Bereiche einer Stromung, die einer Stréomungsberechnung aufgrund komple-
xer Strukturen schwer zuganglich sind, nicht detailliert zu berechnen, sondern sie
vollstindig mit Modellen in der Rechnung zu berticksichtigen. Wir kommen auf
den Begriff “Modellierung” in einem spéteren Kaptitel zurlick, wenn wir die Turbu-

lenzmodelle kennenlernen werden.

Der nichste Schritt bei der Losung eines stromungsmechanischen Problems be-
inhaltet die Auswahl der Losungsverfahren der Grundgleichungen. Bei einfachen
Problemen, bei denen z.B. mehr qualitative als quantitative Aussagen iber eine
Stréomung gefordert sind, kénnen analytische Methoden mit geringem Aufwand
zum Ziel fithren. In der Mehrzahl der technischen Anwendungen werden zur Losung
der Gleichungen jedoch numerische Verfahren angewendet, um detaillierte quanti-
tative Kenntnisse iiber die Stromung zu erhalten. Wir gehen in diesem Buch noch
ausfithrlich auf die Anwendungen der analytischen und numerischen Losungsver-

fahren ein.

Ein weiterer und nicht zu unterschitzender Schritt bei der Problemlésung ist die
Auswertung und Darstellung der berechneten Lésung. Dies gilt insbesondere fur die
Berechnung von dreidimensionalen Strémungen. So erhdlt man nach Durchfithrung
einer numerischen Rechnung eine lange Liste von mehreren tausend Zahlen. Diese
Zahlen reprasentieren die Losung; sie enthilt z.B. den Druck in Abhéangigkeit von
den Koordinaten z, ¥ und z. Diese Zahlenmengen miissen graphisch dargestellt wer-
den, was bei dreidimensionalen Stromungen mit einem gewissen Softwareaufwand

verbunden ist.

Das Ergebnis steht immer in Beziehung zu den verwendeten Gleichungen, Model-
len und Lésungsverfahren. Um die richtige Auswahl an Gleichungen, Modellen und
Loésungsverfahren zur Berechnung der Stromung treffen zu kénnen, mul man mit
den stromungsmechanischen Phinomenen vertraut sein. Nachfolgend wollen wir
deshalb mehrere Stromungsbereiche, die bei der Tragfliigel- und Kraftfahrzeugum-
strébmung wichtig sind, kennenlernen. Ebenfalls werden wir uns mit den Stréomungs-
vorgingen in einem Wandler auseinandersetzen. Wir beginnen mit der Diskussion

der Tragfligelstrémung.
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2.1 Die Tragfliigelstromung

In Abbildung 2.2 ist nochmals der Tragfliigel zusammen mit einem fiir den ge-
samten Fliigel repriasentativen Profilquerschnitt dargestellt. Der Tragfliigel wird
von links angestrémt, wobei die Machzahl der Zustrémung einer hohen Unter-
schallmachzahl (M., == 0.82) entspricht. Die Reynoldszahl Re.,, die sich mit der
Zustréomgeschwindigkeit U, der Fligeltiefe L und der kinematischen Zihigkeit
der Luft v berechnet, betrigt ungefihr Re., == 7 - 107. Wir werden zunichst die
Druckverteilung, die in Abbildung 2.3 dargestellt ist, entlang der Staustromlinie
diskutieren, um anschliefend auf mehrere Details des Strémungsfeldes eingehen zu
kénnen.

Fir die Diskussion benutzen wir den dimensionslosen Druckbeiwert ¢,, der wie
folgt definiert ist:

= PP (2.1)

Poo | 2
U

p ist der Druck an einer beliebigen Stelle im Stréomungsfeld, wobei die Gréflen p.,
Poo und Uy, fiir den Druck, die Dichte bzw. fiir die Geschwindigkeit der Zustrémung
stehen. Wir gehen zunéchst davon aus, da3 die Stromlinien in senkrechten Ebenen
verlaufen, die parallel zur Zustromung sind. Wir werden spiter noch sehen, daf}

dies nur ndherungsweise richtig ist.

In Abbildung 2.3 ist der c¢,-Verlauf um den Tragfliigel dargestellt, um den Unter-

Schallinie

M<1
Grenzschicht

Abb. 2.2: Tragfliigelstromung
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druck auf der Oberseite (Saugseite) und den Uberdruck auf der Unterseite (Druck-
seite) des Tragfliigels gegeniiber der freien Zustréomung hervorzuheben. Die freie Zu-
strémung mit der Geschwindigkeit U,, wird entlang der Staustromlinie verzogert.
Auf der Vorderkante des Tragfliigels kommt die Stromung zum Stillstand und er-
reicht dort ihren maximalen Druckbeiwert c,.

Vom Staupunkt aus verzweigt sich die Staustromlinie zur Saug- und Druckseite.
Wir diskutieren zunéchst den ¢,-Verlauf entlang der Saugseite. Vom Staupunkt
aus wird die Stromung entlang der Oberseite stark beschleunigt (der ¢,-Wert wird
kleiner) und erreicht im vorderen Teil der Tragfliche Uberschallgeschwindigkeiten
(M > 1, vgl. dazu Abbildung 2.2). Weiter stromab wird die Strémung {iber einen
Verdichtungsstof3 wieder auf eine Unterschallgeschwindigkeit (M < 1) verzogert

(sprunghafter Anstieg des c¢,-Wertes). Die Stromung wird weiter zur Hinterkante
hin verzogert.

Auf der Druckseite wird die Stromung ebenfalls vom Staupunkt aus beschleunigt.
Die Beschleunigung ist jedoch im Nasenbereich nicht so grofl wie auf der Saugseite,
so daB auf der gesamten Druckseite keine Uberschallgeschwindigkeiten entstehen.
Ungefahr ab der Mitte der Tragflache wird die Stromung wieder verzdgert, und der
cp-Wert gleicht sich stromab dem c¢,-Wert der Saugseite an. An der Hinterkante
sind die Druckbeiwerte der Druck- und Saugseite gleich gro8.

reibungsfrei / <

I M>1

reibungsfrei + Drehung

Grenzschicht

Moo | o T Nachlauf
225 E
et
reibungsbehaftet
+ S
©
@
—1 4

Abb. 2.3: Stréomungsbereiche und Druckverteilung auf einem transsonischen
Tragfliigel
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Auf der Saug- und Druckseite bildet sich eine diinne Grenzschicht aus (Re ~ 7-107).
Die saug- und die druckseitige Grenzschicht treffen sich an der Hinterkante und
bilden weiter stromab die Nachlaufstrémung. Sowohl die Strémung in den Grenz-
schichten als auch die Stréomung im Nachlauf ist reibungsbehaftet. AuBerhalb der
genannten Bereiche ist die Strémung reibungsfrei. Uber den Verdichtungsstof8 auf
der Saugseite ensteht im Stréomungsfeld ein kleiner Ruhedruckverlust (der Stof ist
schwach), und die Stromung ist weiter stromab hinter dem Stol drehungsbehaftet.

Aus den Eigenschaften der Strémungsbereiche resultieren fiir die Berechnung der
jeweiligen Strémungen unterschiedliche Gleichungen. Fir die Grenzschichtstrémun-
gen gelten mit guter Naherung die Grenzschichtgleichungen. Mit mehr Aufwand
hingegen ist die Berechnung der Nachlaufstrémung und der Strémung im Hinter-
kantenbereich verbunden. Fiir diese Bereiche miissen die Navier-Stokes Gleichun-
gen geldst werden. Die reibungsfreie Strémung im Bereich vor dem Stofl ist mit
der Potentialgleichung einer Berechnung zuginglich, was mit vergleichsweise wenig
Aufwand verbunden ist. Die reibungsfreie Stréomung hinter dem Stofl auBlerhalb
der Grenzschicht mufl mit den Euler-Gleichungen berechnet werden, da dort die
Stromung drehungsbehaftet ist.

Bevor wir die weitere Tragfliigelstrémung detailliert betrachten, wollen wir vorher
zwei Druckverteilungen von zwei modernen Airbus-Tragfliigeln miteinander verglei-
chen. In Abbildung 2.4 sind die Druckverteilungen der Tragfliigel des Airbus A300
und des Airbus A310 in einer Auftragung zusammen dargestellt. Die Druckvertei-
lung fiir den Airbus A310 macht die Weiterentwicklung gegeniiber der Aerodynamik

—Cp Oberseite

Unterseite

Abb. 2.4: Druckverteilungen der Tragflichen des Airbus A300 und A310
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der Airbus A300-Tragflache deutlich, wie wir nun nachfolgend sehen werden.

Wenn wir die beiden genannten Druckverteilungen miteinander vergleichen, stellen
wir fest, dafl der Stofl auf dem Airbus A300-Tragfliigel wesentlich starker ist als
auf dem Tragfliigel des Airbus A310. Auflerdem ist der Druckunterschied zwischen
Saug- und Druckseite im vorderen Tragfliigelbereich des A300 gréfler als bei dem
Tragfliigel des A310. Im hinteren Tragfligelbereich dagegen weist der Tragfligel
des A310 einen groleren Druckunterschied zwischen der Saug- und Druckseite auf.

Der hintere Tragfliigelbereich des Airbus A310 tragt also mehr zum Auftrieb bei
als der entsprechende hintere Tragfligelabschnitt des Airbus A300. Dafiir ist wie-
derum im vorderen Bereich des Tragfliigels des Airbus A310 der Druckunterschied
zwischen Druck- und Saugseite nicht so grofl wie beim Airbus A300. Durch die Ver-
lagerung der Auftriebsverteilung in den hinteren Bereich der Tragfliche wird beim
Airbus A310 erreicht, daf3 die Stofistarke des Verdichtungsstofies auf der Saugseite
des Airbus A310 nicht so stark ist wie beim Airbus A300, wodurch die Stréomungs-
verluste iiber den Stof} verringert werden.

Herkémmliche transsonische Tragfliigel (z.B. Airbus A300) zeigen, wie bereits
erldutert, einen starken VerdichtungsstoB auf dem Tragfliigel (s. Abbildung 2.4).
Die Auslegung moderner transsonischer Tragfliigel (z.B. Airbus A310) realisiert
zur Widerstandsreduzierung einen schwicheren Stofl bei gleichzeitiger Erhohung

gekrimmte
Stromlinien m
— -+
+
+

Abb. 2.5: Stromlinien auf einer gepfeilten Tragfliche




14

des Auftriebs. Der Gewinn in der Druckverteilung ist in Abbildung 2.4 als dunkel-
graue Fliache dargestellt, der dabei in Kauf genommene Verlust auf der Unterseite
des Tragfliigels ist schraffiert gekennzeichnet. Insgesamt ergibt sich mit der verbes-
serten Auslegung des transsonischen Tragfliigels eine Widerstandsreduzierung von
10%, die zu einem geringeren Treibstoffverbrauch fiihrt.

Bis jetzt sind wir davon ausgegangen, dafl die Stromlinien in senkrechten Ebenen
verlaufen, die parallel zur Zustrémung sind. Mit unseren weiteren Betrachtungen
werden wir nachfolgend sehen, dafl dies nur ndherungsweise zutrifft.

In Abbildung 2.5 ist der Airbus-Tragfligel von hinten zu sehen. Da auf der Saug-
seite ein Unterdruck gegeniiber der Druckseite existiert, hat die Luft das Bestreben,
iiber die Seitenkante des Tragfliigels von der Unter- zur Oberseite zu strémen. Das
bewirkt, dafl die Stromlinien auf der Druckseite, in Stromungsrichtung betrachtet,
leicht zur Seitenkante tendieren, wihrend sie auf der Saugseite in die entgegen-
gesetzte Richtung, also in Strémungsrichtung gesehen von der Seitenkante weg,
abgelenkt sind. Die Stromlinien verlaufen also nur ndherungsweise parallel zur Zu-

strémung. (s. Abbildung 2.5).

Stromab der Hinterkante besitzen die Stromlinien der zusammentreffenden
Stréomungen der Saug- und Druckseite einen Richtungsunterschied und bilden eine
sogenannte Trennfliche, die das Bestreben hat, sich weiter stromab zu einem Wir-

bel aufzurollen. (s. Abbildung 2.6).

Der in Abbildung 2.6 gezeigte Wirbel enthilt kinetische Energie. Wenn wir uns
vorstellen, daB der Tragfliigel nicht ruhend angestrdmt wird, sondern durch die Luft
geschleppt wird, so erfordert das Schleppen eine Antriebskraft zur Uberwindung
des Widerstandes. Der Widerstand ist deshalb vorhanden, weil die Luft auf die
Tragfliche eine Reibungskraft ausiibt, und weil der Tragfliigel beim Schleppen den

Abb. 2.6: Wirbelbildung hinter einer Tragfliche
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Stromlinie ( reibungslos )

Querstromungsprofil

Abb. 2.7: Dreidimensionale Grenzschicht auf dem Tragfliigel

eben diskutierten Wirbel erzeugt, dessen kinetische Energie ein Teil der Arbeit
ist, die beim Schleppen geleistet werden mufl. Der Widerstandsanteil, der auf das
Entstehen des Wirbels zuriickzufiithren ist, wird in der Aerodynamik als induzierter
Widerstand bezeichnet. Wir kommen auf ihn im letzten Kapitel dieses Buches
zuriick.

Wir wollen nun das Grenzschichtverhalten auf der Tragflache diskutieren. Wie wir
bereits gelernt haben, verlaufen die Stromlinien auf der Tragfliche nicht in verti-
kalen Ebenen, die parallel zur Zustréomung sind. Die Stromlinien sind also nicht
nur in vertikaler Richtung, sondern auch in horizontaler Richtung gekriimmt, was
insbesondere fiir den Vorderkantenbereich des Pfeilfliigels zutrifft (auf die Auswir-
kungen und Vorteile der Pfeilung werden wir spater noch ausfiihrlich eingehen). Die
horizontale Kriimmung bewirkt, dafl sich ein dreidimensionales Grenzschichtprofil
ausbildet, wie wir nun nachfolgend sehen werden.

In Abbildung 2.7 ist ein dreidimensionales Grenzschichtprofil zusammen mit einer
gekriimmten Stromlinie der reibungslosen Auflenstrémung dargestellt. Wir wollen
zunichst ein Fluidteilchen, das sich auf der gekriimmten Stromlinie der reibungs-
freien Auflenstrémung befindet, betrachten. Auf das Teilchen wirkt aufgrund der
gekrimmten Bahn, die es durchlauft, eine Zentrifugalkraft. Die Zentrifugalkraft
wird durch eine resultierende Druckkraft, die aus dem Druckgradienten in Rich-
tung zur Normalen der Stromlinie resultiert, kompensiert.

Wir betrachten nun ein Teilchen innerhalb der Grenzschicht. Die Zentrifugalkraft
ist nicht mehr so grof3 wie in der freien Auflenstrémung, da die Geschwindigkeit
des Teilchens in der Grenzschicht kleiner ist. Der Druckgradient normal zur Bewe-
gungsrichtung des Teilchens verdndert sich jedoch gegeniiber der Auenstrémung
nicht, denn gemaf der Prandtlschen Grenzschichttheorie wird der Druck der freien
Auflenstrémung der Grenzschicht aufgepragt. Auf das Fluidteilchen innerhalb der
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Grenzschicht wirkt also eine resultierende Kraft in Richtung zur Normalen der
Bewegungsrichtung, die bewirkt, dafl das Fluidteilchen eine Geschwindigkeitskom-
pontene in Richtung der Normalen erhilt.

Es bildet sich neben dem Grundstrémungsprofil aufgrund dieses Krifteungleich-
gewichts ein sogenanntes Querstrémungsprofil in der Grenzschicht aus (vgl. Ab-
bildung 2.7). Eine solche Grenzschicht wird auch als dreidimensionale Grenz-
schicht bezeichnet. Die Dreidimensionalitit der Grenzschicht, die bereits bei der
Umstromung einer ungepfeilten Tragfliche auftritt, ist beim gepfeilten Fliigel im
Vorder- und Hinterkantenbereich wesentlich starker ausgepragt als beim ungepfeil-
ten Fliigel. Diese Problematik werden wir wieder aufgreifen, wenn wir spéter die
Stréomungsphinomene in einem gesonderten Kapitel diskutieren werden.

Das dreidimensionale Grenzschichtverhalten kann komplizierte Strukturen anneh-
men. Dies gilt dann, wenn die Grenzschicht ablést, sowie fiir den Bereich der
Wechselwirkung zwischen Grenzschicht und Stof8. Wir werden das dreidimensionale
Abl6severhalten und das Verhalten einer Grenzschicht, die durch den Drucksprung
eines Stofles beeinfluflt wird, in dem Kapitel diskutieren, in dem die Phinomene
erklart werden.

An dieser Stelle wollen wir zunichst die Tragfliigelstromung nicht weiterbehandeln,
nachdem wir uns bereits einen Eindruck iiber die Stréomungsbereiche verschaflt ha-
ben. Die Kenntnis iiber die Stréomungsphianomene, wie z.B. den Verdichtungsstof3,
die Wirbelbildung an den Tragfliigelenden und das mit den gekriimmten Stromli-
nien verbundene dreidimensionale Grenzschichtverhalten, wird spater fiir die Aus-
wahl der Grundgleichungen und der Berechnungsmethoden notwendig sein.

2.2 Die Kraftfahrzeugumstrémung

Wir betrachten ein Fahrzeug, das sich mit konstanter Geschwindigkeit U, auf einer
waagerechten, ebenen Fahrbahn geradlinig bewegt. Wenn wir in diesem Fahrzeug
saBen, kénnten wir die Relativbewegung zwischen dem Fahrzeug und der Luft an
verschiedenen Stellen der Karosserie verfolgen, vorausgesetzt naturlich, daf$ die Luft

sichtbar ware.

Wir werden in der nachfolgenden Beschreibung diese Betrachtung beibehalten und
werden auBlerdem davon ausgehen, dafi die Stréomung um das Fahrzeug nicht durch
Wind oder B&en beeinfluit wird. Wollten wir eine solche Umstrémung in einem
Windkanal mdglichst genau simulieren, so miiiten wir das Windkanalmodell von
vorne anstréomen und dabei gleichzeitig die Relativbewegung zwischen Fahrzeug
und Fahrbahn beriicksichtigen, indem wir z.B. unter demm Windkanalmodell ein in
Stréomungsrichtung laufendes Band anordnen.

Die Umstrémung eines Kraftfahrzeuges kann mit guter Ndherung im Gegensatz
zur bereits betrachteten Tragfliigelstrémung eines Verkehrsflugzeuges als inkom-
pressibel angenommen werden, da die Dichtednderungen klein sind und deshalb
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nidherungsweise p = const gilt. Diese Aussage begriindet sich mit der Formel
Poo 1

= I

Po (1 + _'%l . MOQO) w—1

2

die fiir eindimensionale, kompressible Strémungen gilt (s. ZIEREP 1993). p., und
po stehen fiir die Dichte der freien Zustrémung bzw. fiir die Staupunktdichte. A,
bezeichnet die Machzahl der Zustrémung. Wenden wir die Gleichung z.B. fiir die
bereits erwihnte Windkanalstrémung entlang einer Stromlinie von der freien Zu-
strémung bis zum Staupunkt des Windkanalmodells an und gehen davon aus, daf3
die Zustrommachzahl M., = 0.24 (entspricht einer Strémungsgeschwindigkeit von
U, = 300 km/k) und die Zustrémdichte p.. = 1.225 kg/m3 betragen, so erhalten
wir fiir die Staupunktdichte den Wert p, = 1.261 kg/m>. Die maximale Dichteinde-
rung bezogen auf p., betragt also im Stromungsfeld der Kraftfahrzeugumstréomung
(ps — Poo)/Poo = 3%. In Abbildung 2.8 sind mehrere Geschwindigkeitsprofile in
der Symmetrieebene parallel zur Zustrémung sowie mehrere Strémungsbereiche
skizziert. Die Stréomung um ein Kraftfahrzeug wird durch grofie Ablosegebiete be-
stimmt, die in der Regel instationar und zusétzlich turbulent sind. Die dargestellten
Geschwindigkeitsprofile sind deshalb als zeitlich gemittelte Verlaufe aufzufassen.
Wir werden in diesem Abschnitt die in Abbildung 2.8 gekennzeichneten Bereiche
diskutieren, zu denen die Strémung im Bereich Motorhaube/Windschutzscheibe
(Bereich 1), die Nachlaufstromung (Bereich IT) und die Unterbodenstrémung {Be-

reich IIT) gehoren.

Fiir die meisten Bereiche der Stréomung um ein Kraftfahrzeug sind nicht die verein-
fachten Gleichungen wie die Euler-Gleichungen oder die Potentialgleichung giiltig.
Das Stromungsverhalten mufl in den Bereichen, in denen die Stréomung von der
Wand ablést, durch die Navier-Stokes Gleichungen beschrieben werden. Dies trifft
ebenfalls fiir die Nachlaufstréomung zu. Nur fiir wenige Bereiche gelten die Grenz-

reibungsfrei reibungsbehaftet

laminare turbulente Grenzschicht
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Abb. 2.8: Stréomungsbereiche um ein Kraftfahrzeug
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schichtgleichungen. Diese sind fiir die Stréomung auf der Motorhaube in der Nihe der
Vorderkante und fir die Strémung in unmittelbarer Ndhe der Dachkontur giiltig.
Weiter stromab verlieren sie infolge des Ablosegebietes auf der Kofferraumkontur
ihre Giiltigkeit.

Im Bereich I wird die iiber die Motorhaube auf die Windschutzscheibe strémende
Luft vor der Windschutzscheibe verzdgert. Die Verzbdgerung ist mit einem Druck-
anstieg in der Strémung verbunden. Der positive Druckgradient in Stromungs-
richtung kann bewirken, dafl die Strémung vor der Windschutzscheibe ablést (s.
Abbildung 2.8). Diese Abldseblase ist bei modernen Fahrzeugen sehr klein.

Auf der Windschutzscheibe wird die Strémung wieder beschleunigt. Die Beschleu-
nigung wiederum bewirkt, dafl sich die Stromung stromab wieder anlegt. Im
Ubergang von der Motorhaube zur Windschutzscheibe bildet sich eine Abléseblase,
deren raumliche Ausdehnung vornehmlich vom Neigungswinkel der Windschutz-
scheibe abhangig ist.

Bei der Optimierung der Aerodynamik eines Kraftfahrzeuges miissen die Ausdeh-
nungen der Ablésegebiete moglichst klein gehalten werden. In einer Abl&seblase
zirkuliert das Fluid. Zusé&tzlich wirken infolge der grofien Geschwindigkeitsgradien-
ten in der Blase grofie Reibungskrifte (Newtonsches Reibungsgesetz = = p-du/dn),
so dafl in diesem Bereich grofie Strémungsverluste entstehen, die wiederum einen
erhdhten Umstrémungswiderstand bewirken.

In Abbildung 2.9 ist das Ablosegebiet raumlich dargestellt. Die Lage der Ablése-
und Wiederanlegelinie wird, wie bereits gesagt, vornehmlich durch den Neigungs-
winkel der Windschutzscheibe bestimmt. Mit zunehmender Steilheit der Wind-
schutzscheibe verlagert sich die Abléselinie stromauf und die Wiederanlegelinie
stromab. Die Abléseblase wird also grofer.

Wiederanlegelinie

Abldselinie

Abb. 2.9: Abléseblase vor der Windschutzscheibe
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Wir betrachten nun den Bereich II in Abbildung 2.8. Die Struktur der Stréomung
ist im Nachlaufbereich kompliziert, da alle Einfliisse der Kontur stromauf in der
Nachlaufstrémung enthalten sind. In Abbildung 2.8 ist schematisch die Abgrenzung
der Nachlaufstromung fiir ein Fahrzeug mit Stufenheck in der Symmetrieebene skiz-
ziert. In diesem Bereich ist die Stréomung instationdr und turbulent. Im vorliegenden
Buch werden wir jedoch auf die Details der komplizierten dreidimensionalen und
instationiren Strukturen der Nachlaufstrémung nicht eingehen.

Nachfolgend wenden wir uns der Stromung unter dem Fahrzeug zu (Bereich III).
Auch dieser Teil der Stromung ist groBtenteils einer Berechnung schwer zugénglich,
da der Unterboden des Fahrzeuges durch eine Vielzahl von Unterbauten zerkliiftet
ist. Die Unterbodenstréomung kénnen wir als eine Spaltstromung auffassen, deren
obere Begrenzung “rauh” ist. Der Mittelwert der “Rauhigkeitsspitzen” betragt bei
Personenkraftwagen bis zu =~ 15 em, so daB3 wir die Strémung in der unmittel-
baren Umgebung der oberen Wand als verwirbelt annehmen kénnen. Um diese
Verwirbelungen zu vermeiden, werden bei vielen Personenkraftwagen Frontspoiler
im unteren Bereich des Fahrzeuges vor dem Einlauf des Spaltes angeordnet. Da-
mit wird erreicht, daf} sich ein grofler Teil der Stromung nicht unter dem Fahrzeug
einstellt, wo infolge der Verwirbelungen eine Erhéhung des Umstrémungswider-
standes hervorgerufen wiirde. Die dadurch erzielbaren Einsparungen sind grofier
als die Verluste, die durch den Druckwiderstand des Spoilers verursacht werden.

Abschlielend werden wir noch die qualitative Druckverteilung auf der Fahrzeug-
kontur diskutieren. In Abbildung 2.10 und 2.11 ist die Druckverteilung fir ein
Fahrzeug mit Stufenheck bzw. fiir ein Fahrzeug mit Vollheck dargestellt. Wir er-
kennen in den zuletzt genannten Abbildungen, daB3 der statische Druck auf der
Heckkontur kleiner und auf der Bugkontur gréfler ist als in der freien Zustrémung,.
Daraus resultiert ein Druckwiderstand, der einen wesentlichen Anteil des gesamten
Umstréomungswiderstandes ausmacht.

Abb. 2.10: Druckverteilung auf Fahrzeug mit Stufenheck
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Abb. 2.11: Druckverteilung auf der Fahrzeugkontur mit Vollheck

Weiterhin ist der statische Druck auf der oberen Kontur in den meisten Berei-
chen wesentlich kleiner als unter dem Fahrzeug, so dafl dieser Druckunterschied
einen Auftrieb bewirkt. Bei der aerodynamischen Auslegung wird nun angestrebt,
sowohl den Awuftrieb als auch den Druckwiderstand klein zu halten. Dazu wer-
den, wie bereits bei der Diskussion der Unterbodenstrémung erwihnt, in vielen
Anwendungsfiallen Konturdnderungen vorgenommen und Spoiler eingesetzt, die
die Stromung dahingehend umlenken, dafl das Fahrzeug z.B. zusatzlichen Abtrieb
erfahrt.

An dieser Stelle beenden wir die Beschreibung der Umstrémungsprobleme, die uns
als Grundlage fiir die Anwendung der Berechnungsverfahren dienen. Zusammen-
fassend merken wir uns fiir die noch folgenden Kapitel, dafl es Umstrémungen mit
geringen Ablbsebereichen gibt (Tragfliigelstromung) und Strémungen, bei denen
die Ablssegebiete die gesamte Strémung dominieren (Kraftfahrzeugumstrémung).
Wir werden noch lernen, dafl die zuerst genannte Stréomung wesentlich leichter einer
Berechnung zugénglich ist als die zuletzt erwadhnte.
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2.3 Der Drehmomentenwandler

In Abbildung 2.12 ist das Prinzipbild eines Drehmomentenwandlers dargestellt.
Seine wesentlichen Bauteile sind das Pumpenrad, das Turbinenrad und das
Gehiuse, in dem die Umlenkschaufeln integriert sind.

Uber die Antriebswelle wird ein Pumpenrad angetrieben, welches das im Wandler
befindliche Ol im Kreislauf fordert. Am Austritt des Pumpenrades schliefit sich
ein Turbinenrad an. Das durch die Turbine strémende Ol {ibt ein Drehmoment
auf das Turbinenrad aus, welches iiber die Abtriebswelle weitergeleitet wird. Nach
dem Turbinenrad folgen die Umlenkschaufeln (Reaktionsglied), auf die von der
Strémung ein Moment iibertragen wird. Die Umlenkschaufeln wiederum sind fest

mit dem Gehiuse verbunden.
Nun gilt gemif eines einfachen Momentengleichgewichts:

Mp + My + Mp =0 (2.2)
Mp, My und Mg stehen fiir das Antriebsmoment des Pumpenrades, das Abtriebs-
moment des Turbinenrades bzw. fiir das Reaktionsmoment, das auf die Umlenk-
schaufeln wirkt. Die Momente Mp und Mz haben in der Regel den gleichen Dreh-
sinn. So kénnen das Antriebsdrehmoment Mp und das Abtriebsmoment Mt als po-
sitiv angenommen werden. Das Reaktionsmoment Mg hingegen kann, in Abhingig-
keit vom Betriebspunkt, positiv oder negativ sein. Aus der Gleichung (2.2) wird
erkennbar, dafl der Betrag des Abtriebsmoments M7 der Turbine grofler oder klei-

ner als das Antriebsmoment Mp sein kann.

In Abbildung 2.13 ist der Momentenverlauf des Turbinenrades iiber dem Drehzahl-
verhialtnis nr/np dargestellt. nr und np stehen fiir die Drehzahlen der Turbine

Reaktionsglied

_ Turbinenrad
~ Pumpenrad

Abtriebswelle

Abb. 2.12: Prinzipskizze eines Drehmomentenwandlers
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bzw. der Pumpe. Der Kennlinienverlauf bezieht sich auf den Fall, da das An-
triebsmoment Mp und die Antriebsdrehzahl np konstant sind.

Fiir das Drehzahlverhaltnis ny/np = 0 (Turbinenrad steht) ist das Abtriebsmo-
ment M7 am gréfiten. Mit zunehmender Drehzahl nimmt das Turbinenmoment ab
und ist fiir das Drehzahlverhaltnis (nr/np)o gleich Null. Der gezeigte Momentenver-
lauf ist z.B. bei Lokomotiven erwiinscht, die beim Anfahren (kleine Abtriebsdreh-
zahlen) ein grofles Antriebsmoment benotigen. Mit zunehmender Fahrgeschwindig-
keit (zunehmende Abtriebsdrehzahl) ist fiir den Vortrieb nur ein kleineres Morment
notwendig, das tiber den Wandler stufenlos verringert wird.

In Abbildung 2.13 ist ebenfalls der Wirkungsgrad n des Wandlers tiber dem Dreh-
zahlverhiltnis ny/np aufgetragen. Er ist definiert als das Verhaltnis von Nutzen zu
Aufwand. Der Aufwand entspricht der Antriebsleistung Pp; der Nutzen ist mit der
Abtriebsleistung Pr gleichzusetzen. Die An- und Abtriebsleistung berechnen sich
mit den Formeln (w steht fur die Winkelgeschwindigkeiten der An- bzw. Abtriebs-

seite)

Pp = wp - Mp , Pr=wr- My (2.3)
so daB sich fiir den Wirkungsgrad  gemafl des genannten Verhéltnisses die folgende
Formel ergibt:

Do _wr My _rw:Mr o (2.4)

n:PP wp-f\lp—np-Mp

Bezeichnen wir das Drehzahlverhiltnis nr/np mit v und das Verhiltnis der Dreh-
momente Mz /Mp mit u, so 1aBt sich der Wirkungsgrad n mit der Formel

n=v-u (2.5)
M+

N\ Auslegungspunkt

Abb. 2.13: Verlauf des Abtriebsmoments und des Wirkungsgrades iiber dem Dreh-

zahlverhiltnis
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angeben. g wird auch als Wandlung bezeichnet.

Der Wirkungsgrad ist verstandlicherweise fiir n7/np = 0 und fir (nr/np)o gleich
Null, da far den zuerst genannten Fall die Abtriebsdrehzahl gleich Null ist bzw. im
anderen Fall das Abtriebsmoment Mt verschwindet (s. Gleichung (2.3)). Zwischen
den Drehzahlverhiltnissen nr/np = 0 und (nr/np)o gibt es ein Drehzahlverhiltnis,
fiir das der Wirkungsgrad optimal ist. Fiir diesen Punkt der Kennlinie, der auch als

Konstruktionspunkt oder als Auslegungspunkt bezeichnet wird, wird der Wandler
ausgelegt.

Fiir die gesamte Maschine miissen die beiden folgenden Gleichungen erfiillt sein:

Gleichung (2.6) haben wir bereits diskutiert. Die zweite Gleichung (2.7) beinhaltet
das Leistungsgleichgewicht. Die Antriebsleistung Pp teilt sich auf in eine Abtriebs-
leistung Prr, die an der Abtriebswelle abgenommen wird, und in eine Verlustlei-
stung Py, die das Erwiarmen der Maschine und des Ols bewirkt.

Fiir eine erste Auslegung der Maschine werden entsprechend der Strémungsmecha-
nik Grundlagenvorlesung die folgenden Gleichungen der eindimensionalen Strom-
fadentheorie zusammen mit den Gleichungen (2.6) und (2.7) angewendet:

e Kontinuititsgleichung:

Der Massenstrom ri ist im Strémungskreislauf konstant. Da p = const ist,
ist auch V = const.

e Bernoulligleichung (mit Strémungsverlusten): Die mechanische Ener-

gie [J/m?3] ist gemiB der folgenden Formel in die Anteile Geschwindigkeit,
Druck und Héhe aufteilbar:

L.

r+3

C?*4+p-g- H=const (2.8)

Die Energiezu- und abfuhr iiber die Schaufelrader sowie die Strémungsverlu-
ste werden mit dem Hoéhenglied beriicksichtigt.

e Drehimpulssatz:

Aus dem Drehimpulssatz resultiert die Eulersche Turbinengleichung (s. dazu
ZIEREP 1993). Sie lautet:

M =nm-[(R-Cua— (R-Cu)g] (2.9)

C'. steht fiir die Umfangskomponente des Geschwindigkeitsvektors der Ab-
solutgeschwindigkeit C' (Geschwindigkeit relativ zum Gehduse) am Austritt
(Index A) bzw. am Eintritt (Index £) des Pumpen-, Turbinenrades bzw.
der Umlenkschaufeln. Mit R ist der zum Eintritt und Austritt eines Rades




zugehorige Radius gemeint. In Abbildung 2.14 sind die Geschwindigkeitsvek-
toren am Eintritt und Austritt des Pumpenrades dargestellt.

In Abbildung 2.14 steht U fiir die Umfangsgeschwindigkeit des Rades am
Eintritt (Index E) bzw. am Austritt (Index A). W kennzeichnet die Relativ-
geschwindigkeit der Stréomung zum Rad. Die vektorielle Addition von Rela-
tivgeschwindigkeit und Umfangsgeschwindigkeit ergibt die Absolutgeschwin-
digkeit. Die Relativgeschwindigkeit zeigt am Ein- und Austritt ungefahr in
die tangentiale Richtung der Schaufelbliatter (vgl. Abbildung 2.14), wenn die
Maschine im Auslegungspunkt (Punkt des optimalen Wirkungsgrades) arbei-
tet.

Die Gleichung (2.9) beinhaltet den Zusammenhang zwischen dem auf die
Welle wirkenden Moment M und den Stréomungsgréfen am Ein- und Austritt
des jeweiligen Rades.

Potentialwirbel

Fiir die Bereiche des Wandlers, in dem sich keine Schaufeln oder Rader be-
finden, findet die Gleichung des Potentialwirbels

R.-C, = const (2.10)

ihre Anwendung. Sie gilt streng genommen nur fiir reibungslose und dre-
hungsfreie Stromungen!

Mit den aufgelisteten Grundlagen der Stréomungsmechanik wird der Drehmomen-
tenwandler in einem ersten Entwurfsschritt ausgelegt. Die Strémung in der Ma-
schine ist allerdings nicht eindimensional, wie es bei der Anwendung der Strom-
fadentheorie angenommen wird, sondern tberall dreidimensional. Deshalb werden

Abb. 2.14: Geschwindigkeitsdreiecke am Pumpenrad
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wir nun diskutieren, wie die rdumliche Strémung in der Maschine beschaffen ist,
um diese Kenntnisse beim verfeinerten Entwurf beriicksichtigen zu kénnen.

Wir beginnen mit der Diskussion der Strémung im oberen Umlenkkanal. In Ab-
bildung 2.15 sind Geschwindigkeitsprofile der Meridiankomponente an verschiede-
nen Stellen dargestellt (in Umfangsrichtung, senkrecht zur Zeichenebene, besitzt
die Strémung zusitzlich die Drallkomponente). Bei unserer folgenden Betrachtung
gehen wir davon aus, dafl die Strémung iiberall turbulent ist. Die Reynoldszahl
Re = C - D/v ist von der Gréflenordnung 5 - 10°. C und D stehen fiir die mittlere

Strémungsgeschwindigkeit in der Maschine bzw. fiir den dufleren Durchmesser des
Wandlers.

Die Geschwindigkeitsprofile 1 und 2 sind sich relativ dhnlich. Durch die Fliehkraft-
wirkung auf die Stréomung in der ersten Umlenkung ist das Geschwindigkeitsprofil
3 in der Nihe der oberen Kanalwandung ein wenig ausgebeult. Weiter stromab ist
das Geschwindigkeitsprofil 4 wieder relativ homogen und neigt an der Kanalinnen-
wand zu einer kaum erkennbaren Ausbeulung, die durch die Fliehkraftwirkung in
der zweiten Umlenkung wieder ausgeglichen wird (s. Geschwindigkeitprofil 5).

Insgesamt gesehen sind die Geschwindigkeitsprofile relativ homogen, was fiir die
Auslegung der Maschine angestrebt wird, damit die Laufrider und die Umlenk-
schaufeln optimal angestréomt werden. Diese homogenen Stréomungsbedingungen
andern sich, wenn die Kriimmung des Umlenkkanals zu grof8 wird. Fiir diesen Fall
wird die Fliehkraftwirkung zu grof3, und an der Kanalinnenwand bewegt sich die
Strémung gegen die Hauptstrémungsrichtung.

Da die Strémung im Wandler Ablésegebiete enthilt (dies trifft insbesondere dann
zu, wenn die Maschine nicht im Auslegungspunkt arbeitet) und eine Einteilung der
Strémung in reibungsbehaftete und reibungslose Stromungsbereiche nicht méglich

Geschwindigkeit
Austritt Turbinenrad

Abb. 2.15: Geschwindigkeitsprofile der Meridiankomponente im oberen Umlenk-
kanal
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ist, miissen fiir die Berechnung dieser Innenstromung die Navier-Stokes Gleichungen
gelost werden. Auflerdem ist die Stromung iiberall turbulent. Deshalb muf3 beim

Lésen der Navier-Stokes Gleichungen die Turbulenz mit Modellen beriicksichtigt
werden.

Eine starkere Umlenkung erfahrt die Strémung im unteren Umlenkkanal unmittel-
bar hinter den Umlenkschaufeln (s. Abbildung 2.16). Das Geschwindigkeitsprofil 1
ist noch vergleichsweise homogen. Weiter stromab wird die Strémung zuerst auf-
grund der Krimmung innen beschleunigt (s. Geschwindigkeitsprofil 2). Danach
beult das Geschwindigkeitsprofil wegen der Fliehkraftwirkung zur dufleren Kanal-
wandung aus (Geschwindigkeitsprofil 3).

Der relative Zustrémwinkel 8p1 wird durch die Absolutgeschwindigkeit Cp; und
die Umfangsgeschwindigkeit U des Laufrades festgelegt (s. dazu Abbildung 2.17).
Wie wir der Abbildung 2.16 entnehmen kdnnen, ist Cp; iiber der Héhe im Zu-
laufkanal des Pumpenrades nicht konstant. Im oberen Bereich (s. Stromungsebene
A-A) ist sie kleiner als im unteren Bereich (s. Stromungsebene B-B). Bedenken wir
zusétzlich, dafl im oberen Bereich die Umfangsgeschwindigkeit des Pumpenrades
grofer ist als im unteren Bereich (s. Abbildung 2.17), so resultiert aus dieser Uber-

legung, dafl der Stréomungswinkel Bp; im oberen Bereich wesentlich kleiner ist als
im unteren Zustrémbereich.

Gehen wir davon aus, daf der geometrische Winkel der Schaufel {iber dem gesamten
Pumpeneintrittsradius konstant ist und gleich dem Strémungswinkel in der Ebene
B-B ist, so unterscheidt sich folglich in der Stréomungsebene A-A der geometrische
Schaufelwinkel vom Strémungswinkel. In der Strémungsebene A-A werden also

die Schaufelblatter nicht optimal angestrémt, und es entstehen dadurch groflere
Stréomungsverluste als in der Strémungsebene B-B.

Leitrad

Pumpenrad

Abb. 2.16: Geschwindigkeitsprofile der Meridiankomponente im unteren Umlenk-
kanal
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Wir erkennen nun deutlich die Nachteile der Stromfadentheorie, die uns aus der
Strémungsmechanik-Grundlagenvorlesung bekannt ist. Sie beriicksichtigt nicht die
unterschiedlichen Stromungszustinde tiber der Héhe des Kanals. Wenn wir beim
Entwurf die beschriebenen Nachteile der Zustrémung vermeiden wollen, dann
miissen wir die Geschwindigkeitsprofile der Zustrémung kennen, um anschlielend
die Geometrie des Laufrades den Zustrombedingungen anpassen zu kdénnen.

Die Methode zur Berechnung der Geschwindigkeitsprofile wird in diesem Buch be-
schrieben. Wir werden die fiir die Berechnung giiltigen Gleichungen der reibungs-
behafteten Stréomung herleiten und zeigen, wie wir mit ihnen die Strémung unter
Beriicksichtigung der Turbulenz berechnen kénnen. Zur Berechnung der Strémung
im Wandler eignen sich die Reynoldsgleichungen (Navier-Stokes Gleichungen mit
Termen zur Beriicksichtigung der turbulenten Schwankungsbewegungen), auf die
wir noch ausfiihrlich eingehen werden.

Im verbleibenden Teil dieses Kapitels schlieflen wir noch die Diskussion ausgewé&hl-
ter Stréomungsphédnomene, die im Drehmomentenwandler auftreten, an. Wir wen-
den uns zunichst den Umlenkschaufeln zu (s. Abbildung 2.18). Die Umlenkschau-
feln, die fest mit dem Geh&use verbunden sind, lenken die Strémung um und neh-
men dabei den Drall aus der Strémung. Wegen der Drallanderung wird von der
Stromung ein Moment auf die Umlenkschaufeln ausgeiibt. Sie werden deshalb auch
als Reaktionsglied bezeichnet.

Die Stromung im Bereich der Umlenkschaufeln wird durch die Grenzschichten
auf den Schaufeln und den Geh&dusewdnden sowie durch die Wechselwirkung
der Schaufel- und Geh&ausegrenzschichten bestimmt. Fir den Auslegungspunkt
miissen die Schaufeln in der Maschine so angeordnet werden, dafl weder die Profil-
noch die Gehiusegrenzschichten ablésen, um die Zustrémbedingungen fiir das im
Stromungskreislauf nachfolgende Pumpenrad optimal zu halten. Bei starken Abwei-

Stromungsebene A - A Stromungsebene B - B
C p1 Wy
o Wpq
P1
3 P1 3 P1
U U

Abb. 2.17: Geschwindigkeitsdreiecke fiir die Ebenen A-A und B-B
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chungen vom Auslegungspunkt 16sen die Schaufel- und/oder Gehausegrenzschich-
ten ab, und es bilden sich komplizierte Abldsegebiete, in denen grofie Strémungs-
verluste entstehen.

In Abbildung 2.19 ist der ¢,-Verlauf der Druckverteilung auf den Schaufelprofi-
len dargestellt. Im vorderen Bereich auf der Saugseitenkontur wird die Strémung
vom Staupunkt aus stark beschleunigt (Druckabfall) und weiter stromab zur Hin-
terkante wieder verzégert (Druckanstieg). Entlang der Druckseite verliuft der Cp-
Verlauf dhnlich; jedoch sind die Grenzschichten nicht so stark durch einen positiven
Druckgradienten belastet wie auf der Saugseite und deshalb weiter von der Abldse-

grenze entfernt.

Die Stromung relativ zum Gehduse vor dem Reaktionsglied wird einerseits durch
die Umlenkung verzdgert, da die Drallkomponente abgebaut wird; anderseits wird
sie aber auch beschleunigt, da sich in der Hauptstrdmungsrichtung vom Eintritt
zum Austritt des Reaktionsgliedes der Stréomungsquerschnitt verengt. Die Meridi-
ankomponente nimmt also von aulen nach innen zu.

Wir wollen nun die Stromung im Pumpenrad diskutieren. Fiir die Diskussion dieser
Strémung ist nicht mehr die Strémung C' (Strédmung relativ zum Gehé#use), sondern
die Relativstrémung W in bezug auf das Laufrad von Interesse (vgl. dazu nochmals
Abbildung 2.14). Wir wollen zunichst nur das Wesentliche der Laufradstrémung
verstehen und betrachten dazu ein Fluidteilchen auf einer Stromlinie der Relativ-
stromung vom Eintritt bis zum Austritt eines Schaufelkanals (s. Abbildung 2.20).

Auf das Fluidteilchen wirken die folgenden Krifte (s. Abbildung 2.20):

e Trigheitskraft dm - W - dW/ds infolge der Beschleunigung in Richtung des
Stromfadens (nicht eingezeichnet).

C C
™ Gehéause
. . Gehause -
nahezu reibungslose u Profilgrenzschicht grenzschicht

Stromung

Umlenk -
schaufel

Abb. 2.18: Umlenkschaufeln (Reaktionsglied)
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e Druckkrifte infolge des Druckgradienten entlang bzw. senkrecht zum
Stromfaden. Es sind nur die Druckkrifte, die in Strémungsrichtung wirken,
eingezeichnet.

e Zentrifugalkraft dfz = dm - r - w? infolge der Rotation der gesamten

Strémung um die Drehachse des Laufrades.
e Zentrifugalkraft dF; infolge der Krimmung der Stromlinie.

e Corioliskraft dF- infolge der Relativgeschwindigkeit des Teilchens und der
Rotation der gesamten Stréomung um die Drehachse des Laufrades.

e Reibungskrifte , die wegen der Ubersichtlichkeit nicht eingezeichnet sind.

Aufgrund der Rotation des Kanals wirken auf das Fluidelement die Zentrifugalkraft
dFz und die Corioliskraft dFo. Die iibrigen Kréafte, die in Abbildung 2.20 einge-
zeichnet sind, wiirden auch in einem nicht rotierenden Kanal am Fluidelement
angreifen. Wir miissen bei der Berechnung der réumlichen Strémung die Zentri-
fugalkrifte dFz und die Corioliskrafte dF¢ beriicksichtigen. Im néchsten Kapitel,
in dem die Grundgleichungen aufgestellt werden, kommen wir auf dieses Problem
zurick.

Wenn wir uns zunichst auf eine reibungslose Stromung beschrianken, dann kénnen
wir geméif der eingezeichneten Kriften die Bernoulligleichung im rotierenden Sy-
stem herleiten. Gemif eines Kriftegleichgewichts in Stromungsrichtung erhalten

wir die folgende Euler-Gleichung (vgl. dazu ZIEREP 1993):

—dm-VV-%+p~A—-(p—|—dp)-A+dm-w2~r-cos<p:0 ; (2.11)
Cp
1
\ s
-1
Staupunkt

Abb. 2.19: Druckverteilung auf den Umlenkschaufeln
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dF;

Fluid - (p+dp)-A ? >
teilchen

Abb. 2.20: Relativstrémung im Pumpenrad und Krifte am Fluidelement

Mit dm = p- A -ds und cosp = dr/ds sowie einer Integration der Gleichung
(2.11) vom Eintritt bis zum Austritt erhalten wir die Bernoulligleichung fiir die
rotierende Relativstréomung (dm steht fiir die Masse des Teilchens, A steht fiir die
Querschnittsfliche des Fluidteilchens). Sie lautet:

P s P
-5 (Why — Wiy) — (p2 — p1) + 5 W (ri, —ri) =0 . (2.12)

Wenn wir Gleichung (2.12) umformen und dabei beriicksichtigen, daf} gilt Up, =
w - rpy und Upy = w - rpy, erhalten wir die endgiiltige Formel

P 14 P
P2 — D1 :§'(U;2_U}%1)“§'(W1§2_W1§1) - (2.13)

Die Stréomung erfihrt im Pumpenrad einen Druckanstieg, da Ups gréler als Upy
ist. Die Relativstrémung wird in dem Schaufelkanal vom Eintrittswinkel Bp; auf
den Austrittswinkel Bp; umgelenkt, wobei die Stromungsgeschwindigkeit W kaum
beschleunigt wird.

Im nachfolgenden Turbinenrad wird der Druck grofitenteils wieder abgebaut. Es
folgen dann die Umlenkkanile und das Reaktionsglied, in denen der statische Druck
der Strémung wegen der Reibung und wegen des sich verengenden Querschnitts
weiter abnimmt. Unmittelbar vor dem Pumpenrad ist er dann am geringsten.

An dieser Stelle werden wir zunichst die Beschreibung der Strémung in einem Dreh-
momentenwandler abbrechen. Wir haben eine erste Vorstellung von den Strémungs-
verhiltnissen in einer solchen Maschine entwickelt und werden in den nachfolgenden
Kapiteln die Gleichungen herleiten, die die rdumliche Strémung beschreiben und
mit denen die Strémung sowohl in den Umlenkkanélen als auch in den rotieren-
den Kanilen berechnet werden kann. Spater kommen wir auf das Phanomen der
Strémungsablésung einer Kanalstréomung zuriick.
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3 Grundgleichungen der Stromungsmechanik

Wir betrachten wieder die im vorigen Abschnitt diskutierte Tragfliigelstromung
und stellen uns nun die Aufgabe, die Grundgleichungen aufzustellen, mit denen
diese Stromung berechnet werden kann. Mit der Berechnung der Strémung sollen
die drei Geschwindigkeitskomponenten u, v, w des Geschwindigkeitsvektors v, die
Dichte p, der Druck p und die Temperatur 7" der Stromung in Abhangigkeit von
den drei kartesischen Koordinaten x, y und z ermittelt werden.

Es gelten die Erhaltungssitze fiir Masse, Impuls und Energie. Wir betrachten ein
infinitesimal kleines Volumenelement, dessen linke vordere untere Ecke sich an ei-
ner beliebigen Stelle im Stromungsfeld mit den Koordinaten (z,y, z) befindet und
dessen Kanten jeweils parallel zu den entsprechenden Koordinatenachsen sind (s.
Abbildung 3.1). Das betrachtete Volumenelement ist raumfest, d.h. seine Begren-
zungen bewegen sich nicht mit der Stréomung mit.

Wir setzen voraus, dafi das Gas homogen ist und dafl es einem Kontinuum ent-
spricht.

Nacheinander werden nun die zeitlichen Anderungen von Masse, Impuls und Ener-
gie innerhalb des Volumenelements betrachtet. Wir beginnen mit der Betrachtung

der zeitlichen Anderung der Masse und stellen als erste Gleichung die Kontinuitits-
gleichung auf.

Kontrollvolumen

B Grenzschicht

Abb. 3.1: Tragfligelstromung
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3.1 Kontinuitidtsgleichung (Erhaltung der Masse)

Die zeitliche Anderung der Masse im Volumenelement —
5° der einstromenden Massenstréme in das Volumenelement —
5° der ausstrémenden Massenstrome aus dem Volumenelement

In der Abbildung 3.2 ist das Volumenelement nochmals gro8 dargestellt. Seine ent-
sprechenden Kanten besitzen die Langen dx, dy und dz. Durch die linke Oberflache
des Volumenelements mit der Flache dy - dz tritt der Massenstrom p - u - dy - dz
ein. Die Gréfle p - u andert ihren Wert von der Stelle z zur Stelle z + dz in z-
Richtung um 9(p - u)/0z - dz, so dafl sich der durch die rechte Oberflache dy - d=
des Volumenelements austretende Massenstrom mit dem Ausdruck
(p-it%—%-dm)-dy-dz

angeben 1aBt. Fiir die y- und z-Richtung gelten die analogen Gréflen auf den ent-
sprechenden Oberflichen dx - dz und dz - dy (s. Abbildung 3.2).

0P W ) .
(p-w+ 32 -dz)-dx-dy

g(_F;_V)dy).dde

(p-v+ 3y

(p-u+ a—(L;'X—U)-dx)-dy-dz

Abb. 3.2: Ein- und ausstromende Massenstréome
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Die zeitliche Anderung der Masse innerhalb des betrachteten Volumenelements
entspricht nach der Erhaltung der Masse der Differenz aus eintretenden und aus-
tretenden Massenstrémen. Der Term

I(p-dz-dy-dz) Op
ot - ot

-dx - dy - dz

entspricht dem mathematischen Ausdruck fiir die zeitliche Anderung der Masse im
Volumenelement. GemafB der vorigen Uberlegungen gilt:

ap _ o O(p-u) .
e de - dy - dz = (p u—(p-u-+ e dz) dy - dz +

(P'U_(P'Uﬁ'g(—g—g-/—v-)'dy) )-d:r-dz—i—
(p-wc(p-w—i—w-dz))-dx-dy

Damit erhélt man die Kontinuitatsgleichung:

Op  Op-u) Op-v) Op w) _

0 .
ot T o 3y 9= (3-1)
Fiir ein inkompressibles Fluid vereinfacht sie sich zu:
Jdu v Jw
9z "oy T as 0 (3-2)

In koordinatenfreier Vektorschreibweise lauten die hergeleiteten Gleichungen:

%+V-(p'\7):0 bzw. 7 v=20 (3.3)

Mit dem Operator - ist die Divergenz des jeweiligen Vektors gemeint, auf den der
Operator angewendet wird. Der Nabla-Operator 7 enthilt die folgenden Kompo-

nenten:
8 8 9 .
V‘(b;; %55)
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3.2 Navier-Stokes Gleichungen (Erhaltung des Impulses)

Die zeitliche Anderung des Impulses im Volumenelement =

> der eintretenden Impulsstréme in das Volumenelement —

> der ausstrémenden Impulsstrome aus dem Volumenelement +
5= der auf die Masse des Volumenelements wirkenden Krifte.

Wir kommen wieder auf das in Abbildung 3.2 gezeigte Volumenelement im
Stréomungsfeld zuriick und betrachten nun in analoger Weise zur Herleitung der
Kontinuititsgleichung die zeitliche Anderung des Impulses innerhalb des Volumen-
elements. Der Impuls entspricht dem Produkt aus Masse und Geschwindigkeit. Das
Fluid innerhalb des Volumens besitzt also den Impuls p-dz-dy-d=-V, dessen zeitliche
Anderung sich mit dem Ausdruck

O(p-dx-dy-dz-v) O(p-V)

5 T dz - dy - d= (3.4)

beschreiben 1af3t.

Wir wollen zunéchst nur eine Komponente des Impulsvektors p-dz-dy-dz-V betrach-
ten, und zwar die Komponente, die in z-Richtung zeigt. Thre zeitliche Anderung
1a3t sich wie folgt ausdriicken:

Op-dz-dy-dz-u) 9I(p-u) ) )
En = e de -dy -dz . (3.5)

Es stellt sich nun die Frage, wodurch sich der Impuls bzw. die Impulskomponente
innerhalb des betrachteten Volumenelementes zeitlich &ndert.

Ahnlich wie bei der Betrachtung der Massenstréme tritt pro Zeiteinheit durch die
Oberflachen des Volumenelements ein Impuls in das Volumen ein bzw. aus. Bei
der Herleitung der Kontinuititsgleichung verwendeten wir die Gréfle p (Masse pro
Volumen). Nun benutzen wir die Gréfe (p - ) (Impuls pro Volumen) und kénnen
mit dieser Gréfle, analog zur Herleitung der Kontinuitiatsgleichung, die ein- und
ausstromenden Impulsstréme angeben.

Wir betrachten dazu wieder das Volumenelement, das zusammen mit den Im-
pulsstrémen in der Abbildung 3.3 dargestellt ist. Weiterhin beschranken wir uns
zuniachst, wie bereits gesagt, auf die z-Richtung der zeitlichen Anderung des Im-
pulses p - dx - dy - dz - V.

Durch die linke Oberfliche dy - dz des Volumenelements tritt der Impulsstrom
(p-u) - u-dy-de=p-u-u-dy- -dz (3.6)
ein. Die Grofle p - u - v dndert ihren Wert in z-Richtung um

3(;o-u~u).d:17

£ ; (3.7)




so daf} sich der auf der rechten Oberflache dy - dz des Volumenelements austretende
Impulsstrom mit dem Ausdruck

Op-u-u)

(pru-ut ==

-dz) - dy - d=z (3.8)
bezeichnen lafit.

Weiterhin tritt der in xz-Richtung wirkende Impuls p-u auch iiber die verbleibenden
Oberflichen dz - dz und dz - dy ein bzw. aus; allerdings stromt er jeweils mit der
Geschwindigkeitskomponente v bzw. w durch die Oberflachen.

Fiir die y- und z-Richtungen gelten die analogen Uberlegungen, so daf sich insge-
samt auf jeder Oberfliche drei Impulsstrome angeben lassen (vgl. Abbildung 3.3).

Nun sind die ein- und ausstromenden Impulsstréome nicht die alleinige Ursache fir
die zeitliche Anderung des Impulses innerhalb des Volumenelements. Der Impuls
innerhalb des Volumens wird zusatzlich durch die am Volumen angreifenden Krafte
geindert. Zu diesen Kriften gehoren:

e Normal- und Schubspannungen: Sie sind in Abbildung 3.4 dargestellt. Thre
Groéfien dndern sich in -, y- und z-Richtung, so da8 an den Stellen = + dzx,
y + dy und z + dz jeweils ihre GréBen plus der entsprechenden Anderungen
eingezeichnet sind.

Beziiglich der Bezeichnung und des Vorzeichens der Normal- und Schubspan-
nungen treffen wir die folgenden Vereinbarungen: Der erste Index gibt an, auf
welcher Oberfliche die Spannung wirkt. Zeigt die Normale der Oberflache, auf
der die betrachtete Spannung wirkt, z.B. in x-Richtung, so wird dies mit ei-
nem x als erstem Index gekennzeichnet. Der zweite Index gibt dann an, in

welche Koordinatenrichtung die aus der Spannung resultierende Kraft wirkt
(vgl. dazu Abbildung 3.4).

Eine Kraft zeigt zur Herleitung der Gleichungen in positive Koordinaten-
richtung, wenn die Normale der Oberfliche in positive Koordinatenrichtung

zeigt; sie zeigt in negative Richtung, wenn die Normale in negative Koordi-
natenrichtung weist.

e Volumenkrafte: Volumenkrafte sind die Kriafte, die auf die im Volumen be-
findliche Masse wirken. Zu ihnen gehort die Schwerkraft; jedoch kénnen auch
andere Volumenkrafte, wie z.B. elektrische und magnetische Krafte, auf eine
Stromung wirken. Wir bezeichnen sie mit k = (kz, ky, k.). Die Einheit der
Volumenkraft ist [N/m?3].
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Abb. 3.3: Ein- und ausstrémende Impulsstréme
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Entsprechend unseres Leitsatzes gilt:

Die zeitliche Anderung des Impulses im Volumenelement —

3= der eintretenden Impulsstréome in das Volumenelement —

>~ der ausstromenden Impulsstréme aus dem Volumenelement -+
>_ der auf die Masse des Volumenelements wirkenden Krifte.

Wir stellen nun die Gleichung fiir die zeitliche Anderung des u-Impulses auf. Gema
des angegebenen Satzes und den in Abbildung 3.3 dargestellten Impulsstrémen,
sowie den in Abbildung 3.4 dargestellten Normal- und Schubspannungen, ergibt
sich fiir die zeitliche Anderung des Impulses p-dz - dy - dz - u die folgende Gleichung:

M~dw-dy-dz - p.u.u~(p.u.u+w.d$) cdy - dz +
ot oz

pru-v—I(p-u- v—l—ﬂeé—ji)-dy) )-d:c-dz—l—

(
G

O(p-u-w)
~—-—az——-dz) -dx - dy +
ky-dx -dy-dz+ (3.9)
OTex
( Tezx + (Tox + . -da,))-dy-dz—f—
—Tye + (T +aTy” dy) dzr - dz +
(_Tzz + (sz + aTZr - dZ) ) -dx - dy
dz

Mit Vereinfachung der Gleichung (3.10) erhalten wir die erste vorlaufige u-
Impulsgleichung fiir die z-Richtung. Sie lautet:
dp-u) Op-u-uv)y 9p-u-v) JI(p u-w) OTpwe  OTyw  OTer
= kg 3.
ot + ox + Jy + Oz + oz + dy + Oz (3.10)

Fiir die y- und z-Richtung erhalten wir mit einer analogen Rechnung die entspre-
chenden Gleichungen. Sie lauten wiederum:

OTry i OTyy . OT oy

Ap-v) O(p-v-u) Op-v-v) Ip v w)
5t v 8z Tt a8y T & kvt e Ty T a2
dp-w)y Ip-w-u) Ip-w-v) JIlp-w-w) OTps  OTy.  OTas
ot T 8z T &y T 8- = kBt Ty T ez

Diese Gleichungen beinhalten bereits die gesamte Physik beztiglich der Anderung
des Impulses im Volumenelement. Jedoch stellen sich nun noch die folgenden Fra-

gen:

1. In welchem Term finden wir die Gréfle des Fliissigkeitsdrucks bzw., wenn wir
ein Gas betrachten, den thermodynamischen Druck wieder ?
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Txz
sz + ax d
aT
| 3 /,Txy =+ y
T ax
XX< 5
1 Txx + XX
Txy 4 o~ = - o)

Abb. 3.4: Normal- und Schubspannungen
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2. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Spannungen = und den Ge-
schwindigkeitskomponenten %, v und w ? Ein dhnlicher Zusammenhang, al-
lerdings nicht so umfangreich, ist uns bereits mit dem Newtonschen Reibungs-
gesetz 7 = p - Ju/dz bekannt.

Wir diskutieren zunéchst die erste Frage. In einer reibungslosen Strémung ver-
schwinden alle Schubspannungen, und es wirken nur noch die Normalspannungen,
die wiederum alle gleich sind und dem Flassigkeitsdruck bzw., im Falle eines Ga-
ses, dem thermodynamischen Druck entsprechen. Deshalb ist es zweckmiBig, den
Druck wie folgt zu definieren:

Tzx + Tyy + Tez

. (3.11)

p =
Das Minuszeichen beriicksichtigt, dal der Druck als negative Normalspannung
wirkt.

Die drei Normalspannungen 7., Tyy und 7., werden jeweils in zwei Anteile aufge-
spalten, und zwar in einen Anteil p, der als Druck bezeichnet wird, und in einen
weiteren Anteil, der mit den Reibungseffekten des Fluids zusammenhéangt und den
wir nachfolgend, entsprechend der jeweiligen Richtung, mit o, oy, bzw. o.. be-
zeichnen werden. Driicken wir dies formelmaflig aus, erhalten wir:

Texz = Ozz — P Tyy = Oyy — P Tzz = Ozz — P - (3.12)

Setzen Wir Tz, T4y und 7., gemifl der Gleichungen (3.12) in die entsprechenden
Gleichungen ein, so erhalten wir:

Hp-w) |, Np-w?) , Hp-u-w)  Hp-wu-w) _

at dx Jy dz
ap 80};3: 8Ty;v 87-2.7: <
ke oz T oz + Oy T 52 (3-13)
Ap-v) dp-v-u) Op-v?) Op-v-w _
ot T ox Vvt &y YT 8z T

k

_Op | Otay Doy 0T,y .
v ay+ D -+ Dy -+ P (3.14)
dp-w) Ap-w-w)  p-w-v)  Hp-w) _

o VT e YT ey T ez T

k.

Op OTzz 0Ty Do, .
— et oot e+ o (315)

Es bleibt nun noch iibrig, die zweite Frage zu beantworten. Wir suchen also den Zu-
sammenhang zwischen den Spannungen ¢ bzw. 7 und den Geschwindigkeitskompo-
nenten w, v und w. Is geht um die Erweiterung des Newtonschen Reibungsgesetzes
7 = p - du/dz, das einen linearen Ansatz zwischen den Geschwindigkeitsgradien-
ten du/dz und der Schubspannung 7 postuliert. Der nun folgende weiterreichende
und fiir dreidimensionale Strémungen anzuwendene Stokessche Reibungsansatz, auf
den wir nicht weiter eingehen wollen, beinhaltet das Newtonsche Reibungsgesetz.
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Er lautet:
om0 O 2, (0% 9v 0w
e R N P L)
o =200 2 Ou  Ov , Ow
vy # Oy 3 dx Oy dz
9., 0w 2 Ou  Ov , Ow 3.16
Tz = oz T 3 dx = Oy Oz (3.16)
dv  Ou ow . Oov
Tye = Tzy = K . ) z — Tz - . a_
Yy y f P) By Ty Ty H“ By B
Ou | Ow
Der Stokessche Reibungsansatz erfiillt die folgende Symmetriebedingung:
Tyer = Tay 2 Tyz = Tazy ] Tz = Txz - (317)

Eine Méglichkeit zum Nachweis dieser Symmetrie kann mit dem Aufstellen eines
Momentengleichgewichts fiir die im Volumenelement enthaltene Masse erfolgen.
Diese Betrachtung wird im Buch von H. SCHLICHTING 1968 erlautert, in dem
auch der Stokessche Reibungsansatz erklart wird.

Setzen wir die Normal- und Schubspannungen gemif der Gleichungen (3.16) in die
Impulsgleichungen (3.13), (3.14) und (3.15) ein, erhalten wir die Impulsgleichungen
in Form der Navier-Stokes Gleichungen. Sie lauten:

a(pu) a(p-uQJ a(puv)+3(puw):k Bp

ot + oz + dy o= =7 Bz +

az | dx 3 v Iy # Oy dx a9z |© dzx oz

Olp-v) | Op-v-w) | Hp-vT) | e vow) _y  Op

at dx Jy dz By +
Oy a Jy 3 v az ¥ Iz Jy oz |" y Ox
Ip-w) Bp-w-u) Ip-w-v) Ip-w?) Ip
ot - Jdx dy + dz = k- oz +

O T, (2.2 2 (o) + 2 |p (22429 4 2|, (2w
oz | a: 3V oz |V Oz Oz Oy a Oz Jy

Der Ausdruck <7 - V¥ entspricht der Divergenz des Geschwindigkeitsvektors v, d.h.

4_8_u+§2+8_w
Vv_ax Jy d=z
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Wir wollen nun noch mit einer einfachen Rechnung die linke Seite der ersten Navier-
Stokes Gleichung anders schreiben. Auf analoge Weise lassen sich die linken Seiten
der restlichen Navier-Stokes Gleichungen umschreiben. Mit der Anwendung der
Produktregel erhalten wir fiir die linke Seite der ersten Navier-Stokes Gleichung:

Dp-w)  HNp-u?)  p-u-v)  Hp-u-w) _

It dx dy Oz
Ou Op ANp - u) ou

R T N A
op-v)  Ou  Op-w) o Ou
Jy oo 8y+u Oz tpow dz

Y L i LA

PP\t T 8 T ey T B2

9p  O(p-u)  Olp-v)  Op- w)
Y <3t+ ox + Dy + d=z

Der letzte Klammerausdruck verschwindet wegen der Kontinuitatsgleichung (3.1),
so daf} gilt:

B(p-u) | Ap-u?)  Op-u-v)  Op-u-w)
ot + ox + dy + 9z o

(O, 0w, 0w, Ou
P ot Yoz Y dy >y

Fiir die linken Seiten der restlichen Navier-Stokes Gleichungen gilt entsprechend:

dp-v)  p-v-w) p-v) . Opv-w)
ot T ez Vvt T8y T 82

(o0, , 0% 0w 0O
Pr\at T oz T oy T 52

Ip-w) I -w-u) O(p-w-v) OIp w?) _
at + dx + dy + 0z

(O, 0%, , 0% . 9w
P ot Y bx Y oy Y H2

Die Navier-Stokes Gleichungen lauten also in ihrer endgiiltigen Form fir eine in-
stationire, dreidimensionale und kompressible Strémung:




1) o
p.(_u+u. u+v-@+w _a_u):kx_@+

at dz dy Oz oz
o du 2 . a Ju dv o Ow a9
A N B I . G I A A Y et el
dz [” ( oz 3 (V V))}+8y [” (ay+6$)}+5z [" (ax+az)]
Jv Jv dv Jv Jp
P (8t+u am+v-£+w-$)-ky~5;+ (3.18)
a Jdv 2 . a ov Jdw o Ju ov
o 222 . i VPR Bt A Tt el I g bl
ay [“ ( oy 3V V))]+az [” (8z+ayﬂ+6z [“ (aﬁam”
Jw dw Jw Jw Op
f"(at+“'ax+”'@+“"a)-’fz‘7+

N

g L Jw 2 ~ a Jw = du a Jv  Jw
el (253w o) g e (G g vy e (3 55)

Die Navier-Stokes Gleichungen bilden zusammen mit der Kontinuititsgleichung
(3.1) und der Energiegleichung, die noch hergeleitet wird, die Grundgleichungen
der Strémungsmechanik. Aus ihnen lassen sich weitere vereinfachte Gleichungen
zur Berechnung von technisch interessierenden Strémungen ableiten, von denen die
wichtigsten in diesem Lehrbuch noch beschrieben werden.

Wir beschrinken uns nun auf Newtonsche Medien (¢ 7% f(7)) und auf inkompres-
sible Strémungen. Die Gleichungen (3.18) vereinfachen sich dann auf die folgenden

Gleichungen (gemifl der Kontinuititsgleichung (3.2) gilt 57 - ¥V = 0):

@4_ ()_u+ @_‘_ Qg — k_@+ 62u+82u+82u
L ot " e " Jy v 9z T T 9z T\ a2 Jy? = 922
(3.19)
PP\ar T b By az) = T 9y TH N\ G2z T 5y T 522
Qz_u+ @_'_ _aw+ @“ . k_a_p+ ) 82w+52w+82w
Pr\Tar T o TV oy Y oz = Ty T Ox2 Iy 0z2

die wir in koordinatenfreier Schreibweise der Vektoranalysis wie folgt zusammen-

fassen konnen:

v ., = —
p.(a_‘t,+(\7-v)v)=k—Vp—|—/z-Av (3.20)
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In Gleichung (3.20) steht 7p fiir den Gradienten von p und (¥ - V) fiir das Skalar-
produkt aus Geschwindigkeitsvektor und Nabla-Operator. Dies ergibt einen Vektor-
operator, der auf jede Komponente des Geschwindigkeitsvektors v angewandt wird.
AV steht fiir den auf Vv angewandten Laplace-Operator. Fiir diese Abkiirzungen
gelten gemidfl der Schreibweise der Vektoranalysis die folgenden Vereinbarungen:

_(op o0 OP\" L _ 0 2 8
VP =328y’ 92 ’ V=" e oy "% oz

(3.21)
e A L

av = Ox? + Ay= + 022

Die Gleichungen (3.19) bilden zusammen mit der Kontinuititsgleichung (3.2)
v-v=0 (3.22)

ein Gleichungssystem, bestehend aus vier skalaren partiellen, nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen von zweiter Ordnung, fiir die vier Unbekannten u, v, w und p,
das fiir vorgegebene Anfangs- und Randbedingungen geldost werden mufl. Auf die
Lésungsmethoden wird in diesem Buch spéater noch eingegangen.

Betrachten wir hingegen ein kompressibles Fluid, so haben wir als zusitzliche Un-
bekannte noch die Dichte p zu beriicksichtigen. Dazu benétigen wir dann noch eine
weitere Gleichung, und zwar die Energiegleichung, deren Herleitung noch erliutert
wird. Bevor wir nun die Energiegleichung herleiten, wollen wir zunachst die physika-
lische Bedeutung der einzelnen Glieder der Navier-Stokes Gleichungen betrachten.

Die linke Seite der Navier-Stokes Gleichungen (3.18) 1483t sich mit der koordinaten-
freien Schreibweise in Vektorform wie folgt schreiben:

p- (Z—;’ s v)V) . (3.23)

Um die physikalische Bedeutung der beiden Summanden verstehen zu lernen, be-
trachten wir die in Abbildung 3.5 gezeigte Diffusorstréomung an der Stelle (zg, 20).
Wir gehen davon, dafl die Strémung instationér ist, d.h. an der Stelle (g, 20) &ndern
sich mit der Zeit die Strémungsgroflen. Wiirde sich die Strémung an der Stelle
(o, zo) nicht zeitlich dndern (stationidre Stromung), so wire der erste Summand in

der Gleichung (3.23) gleich Null.

Trotzdem erfdhrt das Fluid in einer stationdren Stréomung an der Stelle (zg, 2p) eine
Beschleunigung. Da sich der Querschnitt in Stréomungsrichtung vergréfiert, wird
die Strémung verzégert (Unterschallstromung vorausgesetzt). Diese Beschleunigung
wird durch den zweiten Summanden in der Gleichung (3.23) beschrieben, der in
der Literatur als konvektiver Term bezeichnet wird.
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_ Fluidelement

Abb. 3.5: Diffusorstrémung

Kommen wir wieder zum allgemeinen Fall der instationdren Strémung zuriick, so
verstehen wir nun die beiden Anteile, aus denen sich die gesamte Beschleunigung
der Strémung zusammensetzt. Der erste Anteil wird durch die zeitliche Abhéngig-
keit der Strémung verursacht, der zweite Anteil ist auf die durch die Querschnitts-
erweiterung verursachte Verzégerung der Stréomung zuriickzufithren. Die gesamte
Anderung des Impulses p - V wird als substantielle Anderung bezeichnet und for-
melmaBig durch p - (DV/Dt) ausgedriickt, also ist:

Dv ov - . )
p-ﬁ—p-(aﬂv-v)v) . (3.24)
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3.3 Energiegleichung (Erhaltung der Energie)

Die zeitliche Anderung der inneren und kinetischen Energie im Volu-
menelement—

>~ der durch die Strémung ein- und ausflieBenden Energiestréme +

>~ der durch Wirmeleitung ein- und ausflieBenden Energiestréome +

>~ der durch die Druck-, Normalspannungs- und Schubspannungskrifte
am Volumenelement geleisten Arbeiten pro Zeit +

der Energiezufuhr von aufien +

Arbeit pro Zeit, die durch das Wirken der Volumenkrifte verursacht
wird.

Wir leiten nun die Energiegleichung her. Dazu betrachten wir die zeitliche Ande-
rung der Energie in dem infinitesimal kleinen Volumenelement. Die im Volumen-
element befindliche Emnergie setzt sich aus der inneren Energie p - e - dx - dy -
dz (e [J/Kg]) und der kinetischen Energie p- V3/2.-dz-dy -dz = 1/2-p- (u? +
v? 4+ w?) - dz - dy - dz des Gases zusammen (V- V =: V?). Die zeitliche Anderung der
im Volumenelement befindlichen Energie 148t sich wie folgt ausdriicken:

Olp-(e+V?/2)-dx-dy-dz] _Olp-(e+V?/2)]
ot ot

Die im Volumenelement befindliche Energie wird durch die nachfolgend aufgeliste-
ten Vorginge geandert:

de -dy-dz . (3.25)

e Durch die mit der Stromung in das Volumenelement hinein- und heraustrans-
portierte innere und kinetische FEnergie pro Zeit. Wir bezeichnen diesen Anteil
der Anderung nachfolgend mit dF.

e Durch den Transport von Energie, die pro Zeiteinheit durch Warmeleitung
in das Volumen ein- bzw. austritt. Diesen Anteil der Anderung bezeichnen
wir nachfolgend mit d@.

e Durch die am Volumenelement durch die Druck-, Normalspannungs- und
Schubspannungskrifte geleistete Arbeit pro Zeit. Wir bezeichnen diesen An-
teil der Anderung nachfolgend mit dA. 4

e Durch Energie pro Zeit, die von auflen dem im Volumenelement befindli-
chen Gas zugefihrt wird. Dies kann z.B. durch Strahlung und/oder durch im
Gas ablaufende Verbrennungsprozesse erfolgen. Wir bezeichnen diesen An-
teil bzw. diese Anteile bezogen auf die im Volumenelement befindliche Masse
zusammenfassend mit ¢, [J/(kg - s)].

e Durch die Arbeit, die am Volumenelement durch das Wirken der Volumen-
kraft k [N/m®] pro Zeit geleistet wird. Zu den Volumenkraften zihlen
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die Schwerkraft sowie magnetische und elektrische Krafte, die ggf. auf die
Stréomung wirken. Die zeitliche Anderung der Energie des im Volumenele-
ment befindlichen Gases, die durch die Kraft k - dz - dy - dz bewirkt wird,
entspricht der Leistung (k- ¥) - dx - dy - dz.

Wir beginnen mit der Betrachtung von dF. In der Abbildung 3.6 sind die ein- und

ausflieBenden Energiestréme dargestellt. Mit einer analogen Betrachtung wie bei
der Herleitung der Navier-Stokes Gleichungen erhalten wir fiir den Term d£:

B = (P-[e+v2/2]-u— (P-[e+v2/2l-u+8(p‘{e+vz/2]'u) dx)) (e

dx
(p-[e+v2/2}-v~ (p,[e+vz/2]_v+8(p-[e+8;/2/2}.v) ~dy)) Cdp - de 4+
(P- e+ V2/2] - w — (,,. e+ V2/2) - w oy 2ol +a‘z/2/2] = ‘”D ndendy
Durch Vereinfachung erhalt man:
db — — (3(,0 e +8Z2/'2] ‘u) | 9pe +8;’2/2] o)
- le+ V23] w)) Cdedyde . (3.26)

-u-dy-dz

-v-dx-dz

-we dx- dy

-u d )-d -d
:l + x x y - dz
V2
2 o(p-le+¥ |v)
Ey Ay—<p-[e+— ] v+ By -dy)-dx-dz
v?2
e a(p-le+¥ |w)
Ez, Az= (P'l:e+” ]‘W+ -dz)-dx-dy
2 8z

Abb. 3.6: Konvektive Energiestréome
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Wir stellen nun die Gleichung fiir den Anteil d@ auf. GemaB des Fourierschen
Wairmeleitungsgesetzes flieBt die Warmeenergie in Richtung abnehmender Tempe-
raturen. Z.B. gilt fiir ein eindimensionales Warmeleitungsproblem die Gleichung
g = —X-dT/dzx. ¢ steht fiir den Warmeflul pro Fliche [W/m?] und A fiir die
Wairmeleitfahigkeit [W/(m - K)], die im allgemeinen von dem jeweiligen Fluid, dem
Druck und der Temperatur abhingig ist. Wenden wir das Fouriersche Warmelei-
tungsgesetz zur Berechnung des Anteils d@} an, so erhalten wir fiir den gesamten

Energieflufl durch Warmeleitung in bzw. aus dem Volumenelement den nachfolgen-
den Ausdruck

dQ = (-,\-g—z— :—A-%%JF%(—/\-%)-@;) -dy - dz +
(_/\.%_[_,\.%g_}—%(—)\-aa—z)-dy:)-dm-dz+ (3.27)
(2 [ 2 (22 ] ) o

Durch Vereinfachung erhilt man:
dQ:(aax(A.g_:)+%(A-Z—Z>+§;(A-%—f))-dm-dy-drz . (3.28)

Nachfolgend werden wir nun die Beziehungen fir die durch die Druck-,
Normalspannungs- und Schubspannungskrafte am Volumenelement geleisteten Ar-
beiten aufstellen. Auf jeder Oberfliche des Volumenelements wirken drei Spannun-
gen, die auf die Reibung zuriickzufithren sind, und der statische Druck. Die durch
den Druck und die Spannungen resultierenden Krifte leisten Arbeit an dem Vo-
lumenelement. Die Arbeit pro Zeit, die wir auch als Leistung bezeichnen kénnen,
ergibt sich jeweils aus dem Produkt der Geschwindigkeit und der Kraft, die in Rich-
tung der jeweiligen Geschwindigkeitskomponente wirkt. Eine Arbeit pro Zeit wird
mit einem positiven Vorzeichen beriicksichtigt, wenn die Geschwindigkeitskompo-
nente in Richtung der Druck-, Normalspannungs- bzw. Schubspannungskraft zeigt.
Trifft dies nicht zu, wird die Arbeit pro Zeit mit einem negativen Vorzeichen ver-
sehen.

Wir wollen uns zunéchst nur auf die Leistung dA, beschrinken, die dem Volu-
menelement iiber die beiden Oberflachen mit dem Flacheninhalt dy - dz zu- bzw.
abgefithrt wird. Fiir die verbleibenden Leistungen dA, und dA, erhalten wir ana-
loge Ausdriicke (s. dazu nochmals Abbildung 3.4). Wir erhalten fiir dA, gemaB der
folgenden Rechnung den Ausdruck

. cdy - dz -
dArzp-dy-dz‘u—(p-dy-dz~u+a(p :(g(j:cz u)-d:zr)—

Ny - dy - dz - u
Ur-dy-dz-u%—(amx-dy-dz-u—l—a(a y - az u)-d:c>—
Oz
HN1yy - dy - dz -
Ty - dy - dz - v + (Txy-dy-dz-t)—i— (Toy éyx ) -d.r) — (3.29)

ON1gz -dy - dz -
sz-dy~dz-w+(sz-dy-dz-w—{— ( v 2z w)dr)

ox
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Durch Vereinfachung erhalt man:

_ (Aa(p u) + 8(sz u) 6(7—1”14 . U) + 8(7_3:2 i w)) -dx - d’(j . dz A (330)

dA,
Jz Oz Oz oz

FFir die - und z-Richtung erhalten wir entsprechende Ausdriicke fiir dAy und dA,.
Sie lauten:

ad, = (-%p)y Hoen)  Sowe) , O ) ey dz (@330)
d.Az — (‘_a(pa'zlb) + a(Tzag;Z' 'LL) + C‘9(7-26‘512 'I)) + a(og’z. ’LU)) . d(E . dy . dZ (332)

dA ergibt sich nun aus der Summe von dA,, d/iy und dA,.

Wir kénnen nun die Energiegleichung in ihrer vorlaufigen Form aufstellen. Der
Leitsatz dazu lautet:

Die zeitliche Anderung der inneren und kinetischen Energie im Volu-
menelement—=

5= der durch die Strémung ein- und ausstrémenden Energiestréme +
5= der durch Wiarmeleitung ein- und ausstromden Energiestréome +

5T der durch die Druck-, Normalspannungs- und Schubspannungskrifte
am Volumenelement geleisten Arbeiten pro Zeit +

der Energiezufuhr von auflen +

Arbeit pro Zeit, die durch das Wirken der Volumenkrifte verursacht
wird.

Gemif des Leitsatzes und den Gleichungen (3.25), (3.26), (3.28), (3.30), (3.31),
(3.32) sowie den Ausdriicken (p - ¢s) - dz - dy - dz und (K- V) -dx - dy - dz lautet der
Energiesatz in seiner vorlaufigen Form (der Term dx - dy - dz kiirzt sich auf beiden
Seiten heraus):
Olp-(e+V?/2)] _
ot
O(p-le+V?/2]- Op-le+V?/2]-v)  O(p-[e+ V?/2]- w))
) 4 + +
oz Jy Oz

dx oz Oy "oy dz "9z

(

(3(p-u) 0wz - u) | 7wy - ) 6(7—.7:2

E )
E

Oz + Y O + (3.33)
_Op-v) | O(rye-u)  O(oyy -v) 3(Tyz

dy + Iy + Jy 3y +
_O(p-w) 4 NTow - 1) 4 O Toy - v) 8(o'zz - w)) 4

Oz Oz oz
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Die Gleichung (3.33) beinhaltet bereits die vollstindige Physik, und es bleibt nun
die Aufgabe tibrig, die Energiegleichung in eine fiir das weitere Arbeiten geeignetere
Form zu tberfiihren und fir die Normal- und Schubspannungen die entsprechen-
den Ausdriicke gemif des Stokesschen Reibungsgesetzes (3.16) einzusetzen. Zuerst
werden wir die Gleichung (3.33) in eine andere Form bringen. Durch Umformen
und Differenzieren erhalten wir die folgende Gleichung:
» 9p  O(p-u)  B(p-v)  I(p-w)
=+ V2/2) - [ 5
(e+ /)(8t+ oz oy ez )7
(86 de Je de
p-

Y e T ey T a2

a(V2/2) awvz/2) . 9(V?/2) a(V2/2)
p'@—E?—+“”—ar“+””‘ar—+W'—5:—

9 (. 0T 2 (y 0T\, & (\ 9T\ _
ozr \~ Oz Ay By Oz Oz

+ (3.34)

P'(V'V)'(u'é“m—-l-v-@—kw-—
" (aaw L OTyw N 87’,”) o (BTW Aoy 72y

Oox oy =z

5z "oy To: )T
OJu Ju du
O‘m;'a—l_-FTyl'Td‘;-i-sz'a—z‘-%
Jdv Jv dv
Txy 8—x+ayy'@+7—w E““
ow Jw dw
Tzz'—6?+Ty2'%+o’zz"Ta_z+

—

kv —+ P q"s
Der erste Summand in der Gleichung (3.34) ist wegen der Kontinuitétsgleichung
(3.1) gleich Null. Ebenfalls kénnen wir den dritten Summanden der linken Seite
der Gleichung (3.34) und die Terme

dp ap Ip
(tL-—a—CL_—+v-ay+w B

‘ 1o o o 4 OTys 4 OT sz
“\ oz Ay Oz ?

Oy Oy 0Ty
v - ( 62? + 8y + 62 ’

o, OTys» 0.,
. zz 3.35
w ( oz + dy + Oz ) ( )

herausstreichen. Die fiir diese Vereinfachung dazugehérige Rechnung soll hier nicht
vorgefithrt werden. Sie wird nachfolgend nur kurz beschrieben.
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e Man multipliziert die erste Gleichung (3.13) mit v, die zweite Gleichung (3.14)
mit v und die dritte Gleichung (3.15) mit w.

e Danach addiert man die so erhaltenen Gleichungen und erhilt eine resultie-
rende Gleichung, die man von der Gleichung (3.34) wiederum subtrahiert.

Wenn wir die genannte Rechnung mit Gleichung (3.34) durchfiihren, erhalten wir
die folgende Energiegleichung. Sie lautet:

Jde Je Jde de
P (277” ax”"é;”"a—z) =
(a% (A-g—f)Jra%(A-%g)+§—Z(A-‘g—f))~p-(v-w+1€-v+p-qs+
Ju Ju Ju Jv dv .
me'$+Tyx‘5§+Tzz'a~+Txy‘a—x+0yy'@+ (3.36)
dv ow ow Jw
sz'_._z—'_T_rz'a_f_Tyz'%_'_azz'E

Es bleibt nun nur noch iibrig, in die Gleichung (3.36) die Normal- und Schub-
spannungsterme gemifl des Stokesschen Reibungsgesetzes (3.16) einzusetzen. Mit
einer weiteren einfachen Rechnung erhidlt man dann die Energiegleichung in der
endgiiltigen Form. Sie lautet:

(ae de Oe 56)
o - Fu-m—+v- g t+w- - =

ot oz dy Oz
a orT o arT d oT
= i L= — (A== _
(8:£ (A 8m)+6y (’\ ay)+8z( Bz))
p- (7 V)+K-V4p-gotpu-® (3.37)
mit
Ju
‘1’:2[(%)

v ou\' (ow  ov)?
T\oz T 5y oy Taz) T
2 ou dv w\?

T3 (31‘+3—+32> (3.38)

ou |
+aw

® wird als Dissipationsfunktion bezeichnet. Sie enthilt nur quadratische Glieder
und ist deshalb an jeder Stelle im Stromungsfeld gréfler als Null.

Bei der Herleitung der Energiegleichung haben wir bis jetzt noch keine Ein-
schrankungen gemacht. Sie gilt noch vollkommen allgemein und beschreibt den
Energiehaushalt in einem kleinen Volumenelement auch fiir Stromungen, in denen
z.B. chemische Prozesse ablaufen oder, was gleichbedeutend ist, Verbrennungspro-
zesse stattfinden. Wir haben nur vorausgesetzt, dal die Strémung homogen ist (es
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diirfen also z.B. keine Rufipartikel in der Strémung vorhanden sein), und daf} das
Fluid ein Newtonsches Medium ist. Nachfolgend werden wir nun die Energieglei-
chung speziell fir kalorisch perfekte Gase aufstellen.

Fiir ein kalorisch perfektes Gas sind die spezifischen Warmekapazitaten ¢, und ¢,

keine Funktion der Temperatur, und es gelten die folgenden thermodynamischen
Beziehungen:

e=c¢,- 1T h=e+==¢,-T (3.39)
P
oder
e:cp-T—Z;) : (3.40)

Die linke Seite der Gleichung (3.40) in Gleichung (3.37) fiir e eingesetzt, ergibt mit
einer kleineren Rechnung, die hier nicht im einzelnen gezeigt wird, unter Ausnut-

zung der Kontinuititsgleichung (3.1) die Energiegleichung fiir ein kalorisch perfek-
tes Gas. Wir erhalten:

. or  ,.or ., or _ . . 9T\ _
P\ T 9z T 8y T 82 ) T
Ip 9p 9p op
(8t+u 8$+U 8y+w Ey + (3.41)
o aT o aT o aT
(%(A'a)wz;(*éz)*a *E))Jf
kK- V4p-gotpu-@

Wir kommen nun auf unser urspriingliches Problem zuriick, das wir uns am An-
fang dieses Kapitels gestellt haben. Es sollten die Gleichungen zur Berechnung
der inkompressiblen Fahrzeug- und Wandlerstréomung sowie der kompressiblen
Tragfligelstrémung aufgestellt werden. Nachfolgend wollen wir die Anwendungen
der Gleichungen auf die genannten Probleme erldutern.

¢ Die inkompressible Fahrzeugumstrémung: Mit der Kontinuitatsglei-
chung (3.2) und den Navier-Stokes Gleichungen (3.19) haben wir vier Glei-
chungen fur die vier Unbekannten u, v, w und p zur Verfiigung. Die Zihigkeit
# setzen wir als bekannt und nicht abhangig von der Temperatur voraus. Die
Navier-Stokes Gleichungen (3.19) sind nichtlinear und von zweiter Ordnung.
Es stellt sich nun die Frage, wie wir diese partiellen Differentialgleichungen
mit geeigneten Randbedingungen 13sen koénnen.

Die Lésungsverfahren werden in dieserm Buch zu einem spiteren Zeit-
punkt erkliart. Jedoch soll an dieser Stelle bereits erwahnt werden, daf3 alle
stromungsmechanischen Grundgleichungen nur unter Beriicksichtigung der

Stromungsphysik gelost werden kéonnen, die wir im einzelnen noch diskutie-
ren miissen.
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e Die Stromung im Drehmomentenwandler: Die Stréomung im Wandler

ist ebenfalls inkompressibel. Im Gegensatz zur Stromung um ein Kraftfahr-
zeug ist sie allerdings heif, und aufgrund der Temperaturunterschiede im Ol
sind die Dichte p und die Zihigkeit g nicht konstant. Zum L&sen der Navier-
Stokes Gleichungen miissen die Zahigkeit und die Dichte, die eine Funktion
der Temperatur sind, an jeder Stelle im Stréomungsfeld bekannt sein. Zur Be-
rechnung dieser Stréomung haben wir, wie fiir die Berechnung der Stromung
um ein Kraftfahrzeug, die Kontinuitatsgleichung und drei Navier-Stokes Glei-
chungen fir die vier Unbekannten u, v, w und p zur Verfiigung.

Zusatzlich miissen wir jedoch die Energiegleichung l6sen, um die Temperatur-
verteilung im Stromungsfeld zu ermitteln, mit der wir wiederum die Dichte-
und Z&higkeitsverteilung bestimmen kénnen. Die Berechnung der Strémung
im Wandler erfolgt iterativ; d.h. zu Beginn der Rechnung wird die Dichte-
und Zahigkeitsverteilung geschétzt und die Strémung mit der Kontinuitats-
gleichung und den Navier-Stokes Gleichungen berechnet. Danach wird mit
der Energiegleichung (3.41) die Temperaturverteilung ermittelt und mit die-
ser Kenntnis die Dichte- und Zahigkeitswerte korrigiert. Dieser Berechnungs-
vorgang wird solange wiederholt bis sich die Dichte- und Z&higkeitsverteilung
nicht mehr adndern.

Die kompressible Tragfliigelstréomung: Bei der Berechnung von kom-
pressiblen Strémungen mufl neben den Gréflen wu, v, w und p noch die Dichte
p in Abhingigkeit von den drei Koordinaten z, y und z berechnet werden.
Mit der Kontinuititsgleichung (3.1), den Navier-Stokes Gleichungen (3.18)
und der Energiegleichung (3.41) haben wir fiinf Gleichungen fiir die fiinf Un-
bekannten u, v, w, p und 7" zur Verfligung. Die Dichte kénnen wir nach der
Berechnung der zuletzt genannten Gréflen mit der thermischen Gasgleichung

p=p R-T

berechnen.

Auch diese Gleichungen sind, wie die Gleichungen fir inkompressible
Strémungen, nicht linear und koénnen in der Regel fir technische Probleme
nur mit numerischen Verfahren auf leistungsfihigen Rechnern geldst werden.
Die Losungsmethoden werden spéter noch behandelt.

Insbesondere bei der Berechnung von kompressiblen Stromungsfeldern muf}
die Stromungsphysik mitberticksichtigt werden. So wissen wir bereits, daf3 in
kompressiblen Stromungen Verdichtungsstdfle auftreten kénnen, iiber die sich
die StrémungsgroBen unstetig dndern. Jedoch sind unsere aufgestellten Dif-
ferentialgleichungen an der Stelle solcher Unstetigkeiten nicht giiltig, so daf3
sich nun die Frage stellt, wie man an diesen Stellen die Strémung berechnen
kann. Es gibt in der numerischen Strémungsmechanik geeignete Techniken,
Unstetigkeiten im Stromungsfeld zu berlicksichtigen. Diese Techniken werden
spiter einfiihrend vorgestellt.
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e Die heifle kompressible Strémung: Das Gas der kompressiblen
Tragfliigelstrémung kann als kalorisch perfektes Gas angenommen werden.
Wird jedoch die Zustrémmachzahl gro8 (M., > 2) oder sogar sehr grof§
(Mo, > 5), so verhalt sich das Gas nicht mehr kalorisch perfekt. Diese Fille
treten z.B. bei der Umstrémung von Uberschallflugzeugen (z.B Concorde)
und Raumfahrtfluggerdten (z.B. Space Shuttle) auf, die die Erdatmosphére
verlassen oder wiedereintreten. In solchen Fallen kann die Energiegleichung
(3.41) fur kalorisch perfekte Gase nicht mehr angewendet werden. Es muf
dann die allgemeingiiltigere Energiegleichung (3.37) zur Lésung des Problermns
herangezogen werden. Weitere Beziehungen fiir die innere Energie e sowie fiir
die Werte der Zahigkeit ¢ und der Warmeleitfahigkeit A miissen der Thermo-
dynamik entnommen werden. Hier beginnt das interessante Gebiet der Ae-
rothermodynamik, das die Strémungsmechanik idealer Gase mit der Chemie
heiBler Gase verkniipft. Fiir viele Probleme der Aerothermodynamik reichen
die hier aufgestellten Gleichungen wegen der Hochtemperatureffekte nicht
mehr aus, und sie miissen deshalb fur die Aufgaben und Fragestellungen der
Aerothermodynamik erweitert werden (s. dazu H. OERTEL jr. et al 1994).

3.4 Dimensionslose Grundgleichungen in Erhaltungsform

In diesem Abschnitt wollen wir noch die Grundgleichungen in ihrer dimensionslo-
sen Schreibweise angeben, so wie man sie z.B. fiir die numerische Lésung mit ei-
nem Rechner benétigt. Dazu fiihren wir die nachfolgenden dimensionslosen Gréflen
ein, wobei wir die dimensionslosen Gréflen wahrend der Herleitung der Grundglei-
chungen in Erhaltungsform in diesem Abschnitt mit einem hochgestellten Stern

kennzeichnen.
- P x u - v w w
— —_— U = — v = = 77
P Poo ’ Uoo UOO ’ Uoo,
* . p *_i *:2— *:—Z—
P - poo'Uozo’ x “‘La Y L’ < _L’
Uso 7 N A
tt = t-—— =, At =,
L’ " Hoo Aco
L . L . L
X T
E,"‘ — _i_, T*:-———_
¢p - T Teo

U, L und peo sowie Ao, tteo und ¢, (isobare Warmekapazitédt) sind geeignet wahl-
bare Bezugsgréfien der Stréomung bzw. StoffgréBen. Bei der Tragfliigelstrémung
verwendet man zweckmaBigerweise die Zustrémgeschwindigkeit, die Zustréomdichte
und die Fliigeltiefe als Bezugsgréfien. Ebenfalls sind Aeo, ¢, und poo die entspre-

chenden Stoffgroien der Zustromung.
Wir kommen nochmals zuriick auf die Kontinuitéitsgleichung (3.1), die Impulsglei-

chungen (3.13), (3.14), (3.15) und die Energiegleichung (3.33) und wollen diese
Gleichungen mit den dimensionslosen Gréfien ausdriicken. Die Gleichungen, die




nachfolgend in der dimensionslosen Form angegeben sind, entsprechen der soge-
nannten Erhaltungsform, d.h. daBl wir in den Gleichungen die Divergenz einer phy-
sikalischen Grofle wiederfinden. So enthilt die Kontinuitétsgleichung als Divergenz
den Ausdruck 7 - (p - V) (Massenstrom pro Flache), die Impulsgleichungen als Di-
vergenz den Ausdruck <7 - (p - ¥V) (Impulsstréme pro Fliache) und letztlich die
Energiegleichung als Divergenz den Ausdruck </ - (p - e4es - V) (Energiestrom pro
Fliche, egos = € + V2/2, [e4es] = J/kg). Die Gleichungen lauten (es wird dem Le-
ser empfohlen, die Rechnungen zur Aufstellung der dimensionslosen Gleichungen
selbst durchzufithren):

Kontinuitéatsgleichung:

op7 | O(p~ - ur) | O(p-v) | O(p - wr)
It* dx* dy* Jz*

=0 (3.42)

Navier-Stokes Gleichungen:

I(p™ - u”) 4 A(p* - u?) 4 O(p~ - u” - v7) n Olp™ - u” - w”)

i~ Py dy~ Py
S (SR SEE) o
8(P(;t‘*v*) G d::*U) N 3(10;?'/;0*2) 4 9 521-%!}*) _
ke — gzi + Rioo : (%ff + é(;ay;f + %TZ%) (3.44)
a(p;;*w*) L ok 81: ut) | O 81;: oY) 5(,0*6'27;0*2) _
e (Bt m)
Energiegleichung:
O Ciea (a(p* e w) O e v O ey w*)) _
o= D Dy~ Dz

(6 —1) - M2 - (K -V"+p* - ¢7) +

1 _ a /\*48T* +_?__ /\*.BT* +_@_ )\*.6T*
Reo - Proo dx* Ox* dy* Iy* dz* dz*

(_3(p*-u*)+ 1 ‘[3(0;I-u*) a(rr, - v*)  O(rr - w")

(e — 1) - M2 -

+

Ox* Reo, oz ox* ox= ])
I(p* - v™) 1 o(rr, -u*) 9I(or, -v*) O(rr, - w*)
- — M2 L — . Y Yy y
(r 1) - M2, ( Dy + Frew oy~ =+ Oy + oy~ +
o(p* - w™) 1 (7, -ur)  O(rr,-v*)  O(or, - w*)
. . 2 o ) 2T Y =
(= 1) - M, ( dz* + Re.. Oz* + dz* + Oz*
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x steht fiir den Isentropenexponenten der Zustrémung. Die Groien Re.,, Pr., und
M., entsprechen der Reynolds-, Prandtl- bzw. Machzahl. Sie lauten:

Poo - Uss - L Cp - U,
Re=F="—"="2 | pp =2 F= = 2=
P T by » Moo = — ) (3.47)

wobel a., _\Xiederurn fiir die Schallgeschwindigkeit der Zustrémung steht. Mit den
Vektoren k und ¥ sind die folgenden Vektoren mit den entsprechenden dimensi-
onslosen Komponenten gemeint:

K = (kI kLKD), V"= (v5,v],00)

Die dimensionslosen Schubspannungen berechnen sich mit den Formein

O'.*__t*. 2@_:(___%( _‘—;*) . . au:‘ au;‘
e dzr 3 VY v T T H BZ§+8x§_‘

Die Indizes 7z und j stehen fiir die Zahlen 1, 2 und 3, mit denen die jeweiligen
Koordinatenrichtungen bzw. Geschwindigkeitskomponenten indiziert werden. Es
*=ul,wt = uj.

3 - J— * — £ _
gilt: z* =z}, y* = &3, 2" = z3 und u* = ul,v

Mit Hilfe der dimensionslosen Gleichungen wird folgendes verstandlich:

e Inkompressible reibungsbehaftete Stréomungen, fiir deren Berechnung man
nur die Kontinuitits- (3.42) und Navier-Stokes Gleichungen (3.43), (3.44),
(3.45) bendtigt, werden ausschlieBlich durch die Reynoldszahl charakterisiert.
Eine andere dimensionslose Zahl kommt in den zuletzt genannten Gleichun-

gen nicht vor.

e Kompressible reibungsbehaftete Strémungen dagegen, fiir deren Berechnung
man zusitzlich die Energiegleichung bendtigt, werden durch die Mach-,
Reynolds- und Prandtlzahl bestimmt.

e Fiir den Fall, da die Reynoldszahl gegen Unendlich geht, verschwinden die
Reibungsterme in den Gleichungen, d.h. die Gleichungen beschreiben dann
das Verhalten eines reibungslosen Fluids. In einem reibungslosen Fluid tritt
weiterhin keine Warmeleitung auf.

In diesem Abschnitt itber die Herleitung der dimensionslosen Grundgleichungen in
Erhaltungsform waren wir gezwungen, fiir die dimensionslosen Gréflen einen eige-
nen Index ’*’ einzufiithren, umn sie von den dimensionsbehafteten Gréflen gleicher
Bezeichnung unterscheiden zu kénnen. Diesem Unterscheidungsproblem ist man in
der Stréomungsmechanik immer wieder ausgesetzt. Wir wollen daher an dieser Stelle
einige grundsitzliche Anmerkungen zu diesem Problem machen, um Konfusion zu
vermeiden. Diejenigen Gleichungen, in denen die in Gleichung (3.47) eingefiihrten
dimensionslosen Kenngrofien Reoo, Proo, Moo etc. auftreten, sind in der Regel per
definitionem dimensionslos. Im weiteren Verlauf dieses Buches werden wir daher
immer dort, wo MiBBverstindnisse auftreten kénnen, explizit in Worten darauf hin-
weisen, wenn eine Gleichung dimensionslos zu verstehen ist.
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Abschlielend wollen wir noch die dimensionslosen Gleichungen in einer zusam-
menfassenden Form angeben, die in der numerischen Strémungsmechanik haufig

benutzt wird:

ou  IJF JG JOH
. - il — =S 3.48
ot "oz "oy T B (3-48)
mit
o 0
p-u ka:
U = p-v ) S = k'y
p-w kz
P - €ges (£ —1) - MZ -(k-T+p-qs)
p-u
p-u2+p*Ri°c‘U;m
F = p'u'v_t"rxy
p-uU -W— F—  Tpz
o 1Y- A2
(p-eges+(/<;—1)-M§o-p)-u—L——L&};ef (Gzz'TL—FTmy'U-{—TIZ'w)—m-
( p"U
p'U"U—ﬁ'TyI
G = P"UQ"‘p'ﬁ'Jyy
prw-v— g1,
k—1)-M2
(p-eges+(ﬁ—l)-ﬂl§o-p)-v—L—ng%&(o‘yy-v—l—Tyz-w+Tyx~tL)—m-
p-w
p-u-w—R;‘w-TzJt
H = p-v-w-—R:m-sz
p'w2+p—”Ri T Oz
k—=1)-M2 -
(p‘6955+("““1)'Mfo'p)‘w‘%e%\i“‘(au-ersz-v+rzx-u)~R—e.;lm

und den ebenfalls dimensionslosen Bestimmungsgleichungen fiir die Normalspan-

nungen ; und die Schubspannungen Tij

Bui 2 E)u a'u,
Oy = p- (20 — — - Y g = M- . n

. er
A dx
aT
)\'5?;

DAL 2T

A Iz




3.5 Reynolds-Gleichungen fiir turbulente Stromungen

In den vorigen Abschnitten haben wir die Grundgleichungen der Stromungsmecha-
nik hergeleitet. Diese Gleichungen sind, zumindest aus der Sicht des Ingenieurs,
als vollkommen exakt anzusehen. Wenn wir sie mit analytischen und/oder nume-
rischen Methoden fiir alle technischen Probleme 16sen kénnten, so kénnten wir an
dieser Stelle das Kapitel “Grundgleichungen der Strémungsmechanik” beenden und
zu den Losungsverfahren ubergehen.

Die Gleichungen sind aber fiir die Mehrzahl der technischen Probleme nicht lésbar,
und deshalb gibt es eine Reihe von modifizierten und vereinfachten Gleichungen,
mit denen man das Wesentliche der Stromungungsphysik erfassen und berechnen
kann. Als Ingenieur mufl man lernen, ein Stromungsproblem zu beurteilen und
auf dies die geeignet vereinfachten Gleichungen anzuwenden, so dafl die Stromung
genau berechnet bzw. mit einem Rechner simuliert wird.

Wir denken in diesem Zusammenhang an die Stromungsbereiche der in Kapitel 2
diskutierten Stromungsprobleme. Auf dem Tragfliigel sind die Grenzschichten und
die Nachlaufstrémung turbulent. Die Stréomung um ein Kraftfahrzeug wird ebenfalls
durch grofle turbulente Stromungsbereiche bestimmt, und beil der Innenstrémung
in einem Drehmomentenwandler kénnen wir davon ausgehen, daf3 die Stromung
nahezu iberall turbulent ist.

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den modifizierten Grundgleichungen zur
Berechnung von turbulenten Stromungen auseinandersetzen. Die vereinfachten
Grundgleichungen werden dann in den nachfolgenden Abschnitten hergeleitet und
deren Anwendungen erlautert. Bevor wir nun die modifizierten Gleichungen zur
Berechnung von turbulenten Stréomungen herleiten, miissen wir uns ergéanzend zur
Stromungsmechanik-Grundvorlesung zunachst nochmals mit dem Phanomen “Tur-
bulenz” beschiftigen.

Kontrollvolumen

Grenzschicht

Abb. 3.7: Tragfliigelstromung
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3.5.1 Kompressible Stréomungen

Um turbulente Strémungen technischer Probleme verstehen zu 1ernen,.betrachten
wir wieder die Tragfliigelstromung an zwei verschiedenen Stellen (s._ Abb}ldung 3.7).
Die erste Stelle, sie wird mit dem Index 1 gekennzeichnet, liegt im hinteren tu.r—
bulenten Teil der Grenzschicht, an der die Strémung quasi-stationédr (der Begrl.ff
wird noch erklért) ist. Weiterhin betrachten wir die Strémung an der Stelle mit
dem Index 2 im turbulenten Nachlauf, wo die Stré&mung ebenfalls turbulent ist und
zusatzlich instationir.

In der Abbildung 3.8 sind die zeitlichen Verliufe des Betrages einer Strémungsg?(’iﬁe
f (z.B. Geschwindigkeit, Druck etc.) an den Stellen 1 und 2 dargestellt. An beiden
Stellen dndert sich die Strémung mit der Zeit, also sind streng genommen beide
Strémungen als instationér anzusehen. Allerdings besitzt die Strémung an der Stelle
1 einen zeitlichen Mittelwert f, der iiber der Zeit konstant ist, und die betrachtete
Strémungsgrofle f schwankt mit nur kleinen Aussschligen f’ um diesen gemittelten
Wert. Eine solche Strémung bezeichnet man als quasi-stationir. Thren Mittelwert

f konnen wir mit der Formel

Fedim - [ f.at (3.49)
T—oo T Jo
berechnen. Dabei gilt weiterhin:
lim i-/'Tf'-dtzo . (3.50)
T—oo T' Jo

An der Stelle 2 hingegen andert sich der Mittelwert f mit der Zeit, und die
Strémung wird dort als turbulent und instationir bezeichnet. Wir benutzen zur
Definition wieder die bereits verwendetete Formel

1 T
f:—T-/O f-dt . (3.51)

Jedoch miissen wir das Mittelungsintervall [0, 7] geeignet grofl wahlen. Wird es zu
grof3 gewiahlt, so wird der instationire Verlauf herausgemittelt; wird es zu klein
gewdhlt, so reprisentiert der berechnete Wert nicht den tatsdchlichen Mittelwert.

Die Grundgleichungen der Stromungsmechanik, die wir in den v
hergeleitet haben, beinhalten natiirlich auch die Physik der Schwankungsbewe-
gungen. Um diese allerdings fiir technische Probleme mit numerischen Verfahren
berechnen zu kénnen, miiiten Rechner mit einer sehr groBlen Speicherkapazitit
und Rechenleistung zur Verfiigung stehen, um die zeitlichen Verliufe und riumli-
chen Strukturen ausreichend auflésen zu kénnen. Solche Rechner wird es auch in
absehbarer Zeit nicht geben, so dafl man gezwungen ist, fiir die Berechnung von

technischen Strémungen die Schwankungsbewegungen mit sogenannten Turbulenz-
modellen niherungsweise zu modellieren.

origen Abschnitten

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Grundgleichungen der Stréomungsmecha-

nik dahingehend modifizieren, daB in ihnen die Turbulenzmodelle berticksichtigt
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werden koéonnen. Dazu werden wir die Grundgleichungen zeitlich mitteln. Die Tur-
bulenzmodellierung, die immer noch ein Aufgabengebiet der Forschung ist, wird in
einem nachfolgenden Abschnitt in ersten Ansatzen ausgefiithrt.

Wir fiihren zunachst die folgenden massengemittelten GroBen ein:

|

T 5T W -
,&:&i 3 ﬁ:pf ) ﬁ):pf ) T:

p p P

e=2° (352
p

Li

p -

‘b\l

Mit dem Uberstreichen der Produkte, z.B. von p-u, ist gemaB der Formel (3.49)
{bzw. gemafB Gleichung (3.51)) die zeitliche Mittelung

S . 1 T
p-u—jlggo?-/()(p-u)-dt (3.53)
gemeint, die man auch FAVRE-Mittelung nennt.

Die Gré8en u, v usw. lassen sich nun aus den zeitlichen Mittelwerten gemi8 den
Gleichungen (3.52) und einer Schwankungsgréfie, die wir nachfolgend mit zwei Stri-
chen kennzeichnen, zusammensetzen. Dabei werden der Druck p und die Dichte P
(trivialerweise) nicht massengemittelt. Ihre Schwankungsgrolen werden mit nur
einem Strich gekennzeichnet. Wir definieren also die folgenden Gré8en:

p= p+p , p=p+p ,
u = a+u , v=v4" | w=w+uw" |, (3.54)
T = T+T" , e=é+e"
statistisch gemittelt statistisch gemittelt
stationar instationar
f f
f\!
¥ \
! N
t t

Stelle @ Stelle @

Abb. 3.8: Zeitlich gemittelte Groflen
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Es ist wichtig zu vermerken, daf} die zeitlich gemittelten Grofien von f” i sFeht fir
eine beliebige Schwankungsgrofle um @, ¢, usw.), also f”, nicht Nulll sind. Hingegen
ist die Gréfie p - f, wie nachfolgend gezeigt, Null. Um dies zu zeigen, betrachten
wir das Produkt p - u. Gemif der eingefiithrten Definition gilt:

pru=p-(a+u)=p-a+p-u”

Durch das zeitliche Mitteln des Ausdrucks erhalten wir:

.
pru = %1.‘?20%/0 (prat+p-u”)-dt =

im ~. [T(p-a)-dt + 1i i/T( "y dt =

= g [ G a)dir Jim g [C (o uy - di =

1 T _ ., —
= ﬁ-lim—--/ p-dt+p-u"=p-%+p-u”
o

T —o0

Also ist

- . ”
Pl _ gy Py

p Iz

Vergleichen wir diese Gleichung mit der Definitionsgleichung fiir @, so erkennen
wir, daf} gilt: p- u” = 0.

Weiterhin gelten die folgenden Rechenregeln fiir zwei beliebige Gréfen f und ¢
(dem Leser wird empfohlen, die Rechenregeln selbst nachzuvollziehen):

of of oz
b = Bs fH+g=rF+

@

, pPa=0 (3.55)

Mit den nun bekannten Rechenregeln ist es méglich, die Grundgleichungen zeitlich
zu mitteln. Wir beginnen mit der zeitlichen Mittelung der Kontinuitatsgleichung,
d.h wir wollen herausfinden, wie sich die Gleichung verdndert, wenn wir sie nicht
nur fiir einen Zeitpunkt betrachten, sondern fiir ein Zeitintervall. Da wir die Glei-
chungen fiir eine instationdre Strémung mitteln wollen, muf das Zeitintervall [0, 7],

wie bereits diskutiert, geeignet gro8 gewahlt werden (deshalb steht in den nachfol-
genden Gleichungen nicht mehr limz .. ).

Die zeitliche Mittelung schreibt sich fiir die Kontinuitatsgleichung wie folgt:

L T (O 3w dp-v)  Apew))
T./o (at+ Oz + Oy + J=z dt=0

oder, anders geschrieben,

9p , p-u)  O(p-v) Ip-w)
ot Tar T, tT e =0 - (3.56)

Setzen wir in die Gleichung (3.56) die GréSlen u, v und w geméaf der Gleichungen
(3.54) ein, so kénnen wir mit den Rechenregeln (3.55) und mit p- f7 = 0 die
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folgende Rechnung durchfiihren:

9, - (@ w)] |, p-Gron] . Op @i ] _
ot + Oz + Jy + Oz =0
gp | Olp-(@+u”)]  Olp- (v +vM)]  dp- (@ + w”)]
cr ]
ot T oz + oy + 5=
9p  Olp-(a:+ul)]
ot T oz, =0
Der zweite Summand beinhaltet wieder eine abkiirzende Schreibweise fiir die drei
Koordinaten- und Geschwindigkeitsrichtungen (z = 1,...,3). Fiir ihn gilt weiterhin:
Op-Ga )] _ 0(7m) | 0 uf) _ 9p-)

Die zeitlich gemittelte Kontinuititsgleichung lautet also:

9p  Op-a) B(p-®)  Bp-w)
ottt e T oyt 8 =0 (3.57)

Sie hat sich gegeniiber der urspriinglichen Kontinuitéitsgleichung rein #duflerlich
kaum verdndert und enthalt jetzt nicht mehr die Gré8en p und u;, sondern £ und
U;.

Es folgt nun die zeitliche Mittelung der Navier-Stokes Gleichungen, die in analoger
Weise wie die Mittelung der Kontinuititsgleichung durchgefithrt wird. Dabei be-
schridnken wir uns wieder auf die Gleichung fiir die z-Richtung und schreiben (s.
dazu Gleichung (3.13)):

o) | o w®) , 9w ) . Op u w)
ot + ax + dy + Oz -

Jp Oo., OTys OToz
be = et ox T oy, T a.

— 2_5;“_2( “) R 5ui+8uj
Tzx = M Y. 3 Vv s T = (@ axj 9z,

Mit den eingefithrten Rechenregeln (3.55) erhalten wir:

olp-w)  Op-w?) 0 u-v) , 0 uw)
ot YT oz Yt Tt & <

Ip 00 1z OTyz OTex
-2 + +

ke dzx dx Jy Oz

. (3.58)

Geméf der Definition von @ ist p- @ = p-«, so daB in der Gleichung (3.58) alle Sum-
manden der linken und rechten Seite gemittelt bekannt sind, aufler drei Summanden
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der linken Seite, die die rdumlichen partiellen Ableitungen enthalten {diese Terme
heiflen auch “konvektive Glieder”). Sie wollen wir nachfolgend weiter betrachten,
indem wir in diese Glieder fiir v, v und w die entsprechenden Ausdriicke gemaf3 der
Gleichungen (3.54) einsetzen. Wir erhalten:

Olp - (a+u")?] | Olp-(a+u) - (0+ vl | Olp- (Gt u”) - (0 + w)]
dx Iy o0z

oG @ | g ) | 0@ paw)
o T oz oz +

p-u-v)  Op-a-v)  Op-u" 2) Op v v

dy dy oy £y
a(p 3{; w) + 9(p -gz- w') 4 d(p g;’ - W) N ap - g/; wh
B(ﬁa-mﬁz) 4 GW N a(ﬁéz - %) . BW .

Setzen wir das Ergebnis der Rechnung in die Gleichung (3.58) ein, erhalten wir die
massengemittelte Reynoldsgleichung fiir die z-Richtung. Sie lautet:
op-w) Op-u®) O(p-ua-9) O(p-a- ) op
== kI _—
at + ox + Ay + oz dx +

0G4 4 OTys 4 OTzw (8(/9 - u'?) 4 I(p - u” v 4 ANp - u”- w”))

5= "oy o2 By oy 52 (3.59)

Fir die zeitlich gemittelten Normal- und Schubspannungen oz, 7y, und 7., erhalten
wir mit einer einfachen zusitzlichen Rechnung die ergénzenden Gleichungen

B a2 -, A’ 2 o
e = (2505 @ D) e (2552w n) @0
_ . 8’&,’ 6"&1 6u§’ 8u;'
TS M (axj + Ba:i) e (a:cj t o) (3.61)
Die Ausdriicke 7 - vV und <7 - ¥” stehen fiir die Divergenzen
a—,ﬁ; + Qf—)— + —Q_’lg 8”” + a,ull + awll
dx = Oy Oz ’ oz dy Oz

Die Gleichung (3.59) enthalt im Vergleich zu der Navier-Stokes Gleichung auf
der rechten Seite zus&tzliche Glieder, mit denen die Schwankungsbewegungen
der Stromung beriicksichtigt werden. Diese Glieder sind, physikalisch gesehen,
Tragheitsglieder, denn sie rithren von den konvektiven, nichtlinearen Termen her.
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Die durch die Schwankungen verursachten Trigheitskrifte in der Stromung er-
wecken den Eindruck, daf} in der Strémung eine zusitzliche Reibung wirksam ist.
Deshalb werden diese Schwankungsterme auch als zusidtzliche Reibungsglieder in-
terpretiert, obwohl sie direkt nichts mit den Reibungseffekten gemeinsam haben.
Man spricht in diesem Zusammenhang auch von turbulenter Scheinreibung.

Weiterhin haben die Schwankungsbewegungen einen Einflufl auf die zeitlich gemit-
telten Normal- und Schubspannungen, wie wir es jeweils an dem zweiten Sum-
manden der Gleichungen (3.60) und (3.61) erkennen konnen. Diese zuletzt ge-
nannten Summanden werden jedoch bei der Berechnung von Stréomungsfeldern
vernachlissigt, da ihr Einflufl auf die Ergebnisse der Strémungsberechnungen be-
kannterweise gering ist.

Die zuséatzlichen Terme in der Gleichung (3.59) miissen fiir turbulente Stréomungen
geeignet modelliert werden (fiir laminare Strémungen sind sie verstidndlicherweise
Null). Dazu gibt es Turbulenzmodelle.

Nachfolgend werden nun alle drei Reynoldsgleichungen fiir die z-, y- und z-Richtung
angegeben. Sie lauten:

a(é'tﬁ) 4 8(%';2) 4 5(5'81; ) 5(»5'6;15) — k %+ 385’;x i 3Tyr 4 a’f _
B (a(pé;”z) L 9k ;; ), O u" : w”)) (3.62)

a(ﬁa; o) L 3(&-@? @ a(ﬁan) 4 90 af; D) _ g, - g_z; 4 3;;14 " a;;y n f%:y _
B (a(p g; u) 5(!’8';”2) A(p - v"‘ ) (3.63)

a(patw) d(p -81;) - 1) 4 a(p af ) 4 8(22@2) ~ % " a;f N a;;z N ag: _
_ (5(P : tav;’ ur) | e ;v;’ o) a(pé:”’?)> (3.64)

mit

T = W (Q-%—g—-(v V))+u-(2 gﬁl—g (v ”")) (3.65)
Ry o= - (gi + gij) + o (gz + ZZ_J) (3.66)
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Als n#chstes wollen wir nun die Energiegleichung zeitlich mitteln. Dabei be-
schranken wir uns auf kalorisch perfekte Gase und kommen wieder auf die Glei-
chung (3.41) zuriick. Bevor sie zeitlich gemittelt wird, werden wir ihre rechte Seite
noch modifizieren. Durch Erweitern der linken Seite der Gleichung (3.41) durch die
linke Seite der Kontinuitatsgleichung (3.1) und die anschlieBende Zusammenfassung
erhalten wir (der Index 7 steht wieder fiir die drei Raum- bzw. Geschwindigkeits-

richtungen):

. BT_'_ ory 6£+u~ oT LT @_'_d(p ;)
prer ot i dz; ) pcr ot © Bz, It dzx;
Np-cp-T)  O(p-cp T -ui)
8t 83:1

Die Energiegleichung kann also wie folgt geschrieben werden:

Hp-ey T) ey Tow) Opcy-Tov) preyTow) _
at Ox dy dz B

dp Ip Ip Op
(8t+ Se TVt W g )t (3.67)

P orN\ o ar\ 8 or |
. e R . i
+ (33; (’\ ax)+ay(’\ ay)+az( 8z))+k Vtp g+ ¥

¥ ist die Summe der folgenden Produkte (vgl. dazu (3.36)):

Y = o a -+ T -@—f—T .3_u+T _a_v+0- .@,4_
E dx e 8y 9z ¥ Dz Yo By
v dw dw Jw
+ Tzy - g Trz * 'a—x —+ Tyz ~ 6—_@[- + o - a

Wir mitteln nun die Energiegleichung und setzen dafiir in die Energiegleichung die
Gréfen u, v, w, p und T gemif den Gleichungen (3.54) ein. Dadurch erhalten wir
die folgende Gleichung (wir verwenden wieder die abkiirzende Schreibweise):

O(p-ecp- (T + T'7)) + Ip-cp- (T +T7) - (a; +uy)) _

ot Oz,
M o ul! a(P"‘p)
( BT, + (2 + ul) - — 5
a 6'f“+Tﬂ Lo - ]
<3.7:t- (A'(Ti)))+k'V+(p+p')-qs+w : (3.68)

Mit der Anwendung der bereits bekannten Rechenregeln erhalten wir die zeitlich
gemittelte Energiegleichung fiir kalorisch ideale Gase. Sie lautet:
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A(p - cp T)+5(ﬁ e T ﬁ)+0(ﬁ'cp'f'ﬁ)+3(ﬁ cp T -w) _
at Iz Jy dz
%+?-—g—g+~-g—§+w-%+ "-%Jrv" %3+ ”'%—F (3.69)
%(A %g A.ijjﬁcp.p.w uf')+§—y<A.‘Z—i; A-%—?_cp.m)+
%(A%ﬁz ~3—§;—cp p T w")+f€ V+p-gs+ T
mit
@zakk-gz:+m~gz—;= Kk gzk—kakk-gz”wLﬂj-gTﬁ;ﬂLﬁj'g—zg (3.70)

Fiir die zeitlich gemittelten Normal- und Schubspannungen &, bzw. 7;; gelten die
Gleichungen (3.65) und (3.66).

Die Gleichung (3.69) enthilt auf der rechten Seite drei zusétzliche Terme. Weiter-
hin hat sich die Anzahl der Glieder von ¥ im Vergleich zu ¥ verdoppelt. Es ist
nicht schwer, die Herkunft der zusatzlichen Ausdriicke nachzuvollziehen. Der Term
0/0xi(cp - p-T"-uY) rithrt wieder von den nichtlinearen, konvektiven Gliedern
her. Er beschreibt in der Energiegleichung den zusitzlichen Energietransport, der

durch die turbulenten Schwankungsbewegungen hervorgerufen wird.

Damit sind wir am Ende der Herleitung der Reynoldsgleichungen fiir turbulente
Stromungen angelangt. Im n&chsten Abschnitt werden wir noch die Reynoldsglei-
chungen fiir inkompressible Stromungen angeben.

3.5.2 Inkompressible Stréomungen

Fiir inkompressible Strémungen (p const) vereinfachen sich die Gleichungen

(3.52) und (3.54):

“ = u , vV=v¥ , wWw=w ,
u = u+u , v=0v+0 w=w+w , p=p+p (3.71)
Die Kontinuitatsgleichung lautet:
d(p - dp-v I(pw
(p-@)  O(p-v) Op-w) 4 (3.72)

dx Jy Oz
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Die zeitlich gemittelten Navier-Stokes Gleichungen lauten:

HNp-w) , 0p-a®) , 0p-5-v) Op-a-w) _, Op, 00  Ofy 0T

ot Ox Oy 0=z ¢ oz dzx dy + dz
op-a?) | - ) | A )
( 2 + oy + £ (3.73)
9(p-0) O(p-v-uw)  Ip-v2) I(p-v-w) dp O d& oF
— . P Ty vy 2y
ot + dzx + oy + 9z Y + dz + dy + dz
ANp-v-w)  O(p-v?)  Op- v w)
— ( o + =g+ 52 (3.74)
Ap-w) Op-w-u) O(p-w-0)y I(p-w?) Op = OFs. OF oc
— kz N yz zz
at + ox + Jdy + Oz Oz + dx + Jy * dz
Op-w-u) Ip-w-v)  Ip-w? .
( P + 5y + ) (3.75)
Bevor wir diesen Abschnitt beenden, wollen wir noch die zeitlich gemittelte
Energiegleichung fur inkompressible Strémungen angeben. Zur Berechnung der
Stromungsgroflen @, U, w und des Druckes p reichen die Gleichungen (3.72) bis
(3.75) vollstandig aus. Ist jedoch dariiberhinaus die Temperaturverteilung im
Stromungsfeld von Interesse, so mufl zusétzlich die Energiegleichung gelést wer-
den.
Bei der Berechnung von inkompressiblen Stromungen ist die Energiegleichung von
der Kontinuitatsgleichung und den Impulsgleichungen entkoppelt; d.h. man kann
zuerst die Gleichungen (3.72) bis (3.75) ldsen, und benutzt anschlieflend mit der
Kenntnis von @, v, w und p die Energiegleichung zur Bestimmung des Tempera-
turfeldes.
Die Energiegleichung fiir ein inkompressibles Medium lautet:
ANp-c-T) +8(p-c-T-ﬂ) 4 dp-c-T-9) 4 Ap-c- T -w)
ot Ox dy Oz B
op _ Op  _ 9p _ Op , Op , Op , Op’ -
ot T e T gy T s P e T gy T s (3.76)
o oT S o aT
—_— A — —p-c- T u — A — — T 7
f)x( ax P ° u)+8y( 3y p-c U)+
T Lo -
i()\-?—A—p-c-T’-w') +k - V+p- ¢+
3z Oz
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3.5.3 Turbulenzmodelle

Mit dem Herleiten der Reynoldsgleichungen haben wir erreicht, dafl wir bei der
Berechnung von turbulenten Strémungen die Schwankungsbewegungen beriicksich-
tigen kénnen, ohne sie dabei detailliert zeitlich und raumlich auflésen zu miissen.
Die zuséitzlichen Terme, die die Schwankungsgréfien beinhalten, werden mit Tur-
bulenzmodellen bestimmt. In diesem Abschnitt werden wir lernen, wie wir mit
zusiatzlichen Modellvorstellungen die Schwankungsterme fiir die jeweiligen techni-
schen Stréomungsprobleme ermitteln kénnen.

Die Gleichungen (3.62) bis (3.64) kénnen wir mit der folgenden vektoriellen Schreib-

weise zusammenfassen:

dp-v L L - . _
N V) (39 F=K = Vp+ v THT 7 (3.77)
mit
Gre Tyr Teoz —p-u"? —p-u” v —p-u”-w”
F = Tey Oyy Tey = —p - AT —p - v'"2 —p 0" w” (378)
7712 Fyz &ZZ ___p . w/’ . ul’ ___p . u”l . ,l)// ___p . wli2

In der Gleichung (3.77) ist auch der Ausdruck (V- 7) V ein Vektor.

Die meisten fiir technische Strémungsprobleme anwendbaren Turbulenzmodelle ba-
sieren auf der Boussinesq-Annahme. Boussinesq schlug bereits im Jahre 1877 vor,
die SchwankungsgréBen im rechten Tensor (3.78) mit einem Ansatz zu modellieren,
der analog zur Berechnung der Normal- und Schubspannungen des linken Tensors

(3.78) ist.
Fiir die Schubspannungen 7;; gilt gemaf der Gleichung (3.66), wenn wir den zweiten
Summanden dieser Gleichung (er ist sehr klein) vernachléssigen:

du; O,
Foo— g4 - . 7
7

Die Boussinesq-Annahme geht davon aus, da die Schwankungsgrofien —p - uf - uf
in Analogie zu Gleichung (3.79) ermittelt werden kénnen, so dafl gilt

S du; It ;
o uu =y, - : 1 3.80
pota Uy = e (axj + axi) ( )

pu: wird als Austauschgrofie oder als turbulente Viskositit bezeichnet. Diese neu
eingefithrte GroBe steht physikalisch in keinem direkten Zusammenhang mit der
molekularen Zahigkeit, obwohl der Begriff "turbulente Viskositét’ darauf hindeutet.
Wir haben bereits gelernt, daf3 die Terme des rechten Tensors (3.78) Tragheitsterme

sind.
Turbulenzmodelle, die auf der Boussinesq- Annahme basieren, beschrianken sich auf
die Modellierung der AustauschgréBe p,. Sie beinhalten Formeln, mit denen die
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Austauschgrofie in Abhéngigkeit von den mittleren Stromungsgréfien p, @ usw. be-
rechnet werden kann. Es gibt je nach Strémungsproblem vergleichsweise einfache
Turbulenzmodelle, die mit algebraischen Gleichungen die Austauschgrdfie angeben
und wiederum kompliziertere, bei deren Anwendung partielle Differentialgleichun-
gen geldst werden miissen.

Turbulenzmodelle werden in der Literatur gemafi der Anzahl der partiellen Dif-
ferentialgleichungen, die ein Modell beinhaltet, geordnet. So spricht man bei den
algebraischen Turbulenzmodellen (wir kommen auf sie anschlieBend zu sprechen)
von Null-Gleichungsmodellen. Enthélt ein Turbulenzmodell zur Beschreibung der
Austauschgrofle eine partielle Differentialgleichung, so wird dieses als ein Ein-
Gleichungsmodell bezeichnet. Ein Zwei-Gleichungsmodell besitzt demzufolge zwei
partielle Differentialgleichungen und stellt bei der Anwendung auf technische Pro-
bleme beziiglich des Aufwandes eine obere Grenze dar, insbesondere dann, wenn
die Turbulenz von dreidimensionalen Stréomungen modelliert wird.

Bei der Auswahl eines Turbulenzmodells zur Berechnung einer turbulenten
Stréomung mitssen immer die beiden folgenden Punkte beachtet werden:

e Ein Turbulenzmodell ist in der Regel nur fiir eine bestimmte Stromung
anwendbar. So gibt es z.B. Turbulenzmodelle fiir Strémungen mit starken
Druckgradienten, kleinen Reynoldszahlen, fir freie Scherstrémungen und fiir
Stromungen an rauhen Oberflachen usw.. Vor der Anwendung muf} geklirt
werden, welche Art von Strémung berechnet werden soll.

e Jedes Turbulenzmodell basiert auf experimentellen Ergebnissen, die wie-
derum fir festgelegte Reynolds- und Machzahlbereiche sowie zusitzliche Pa-
rameter ermittelt wurden. Die in dem Turbulenzmodell enthaltenen Konstan-
ten beziehen sich auf diese experimentellen Ergebnisse. Vor der Berechnung
der Stréomung muf also gepriift werden, ob die im Turbulenzmodell enthalte-
nen Konstanten passend fiir die zu berechnende Strémung sind.

Wir werden nun nacheinander die einfachen (Null-Gleichungsmodelle) und die auf-
wendigeren (Ein- und Zwei-Gleichungsmodelle) kennenlernen. Alle basieren auf der
Boussinesq-Annahme.

Einfache algebraische oder Null-Gleichungsmodelle

Zunéchst beschrinken wir uns auf eine zweidimensionale Grenzschichtstrémung,
um eine Vorstellung von der Methode der Turbulenzmodellierung zu erhalten. Ei-
nes der erfolgreichsten Turbulenzmodelle fiir eine Grenzschichtstrémung ist von
Prandtl im Jahre 1920 vorgeschlagen worden. Es beinhaltet das Mischungswegkon-
zept, das nachfolgend kurz beschrieben wird. Fir detaillierte Ausfithrungen verwei-
sen wir auf die Biicher von L. PRANDTL, K. OSWATITSCH, K. WIEGHARDT
1990, J. ZIEREP 1993 und von K. GERSTEN, H. SCHLICHTING 1995.

In Abb. 3.9 ist eine turbulente Grenzschicht abgebildet. An den Stellen zp + , zg
und zo — ! befinden sich jeweils abgegrenzte Strémungselemente von makroskopi-
scher Grofle. Das Mischungswegkonzept basiert auf der Vorstellung, daf sich z.B.
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das obere Strémungselement durch die vertikale Schwankungsgeschwindigkeit w’
von der Stelle zo + [ zur Stelle zp bewegt. Dabei legt es den Weg [ zuriick. Da das
Strémungselement von einer Umgebung mit grofler Geschwindigkeit in eine Um-
gebung mit kleinerer Geschwindigkeit wechselt, iibertrigt es einen Impuls in die
Schicht, wo die Geschwindigkeit kleiner ist. Entsprechende Uberlegungen gelten
fiir den Wechsel eines Strémungselements von der Stelle zg — [ zur Stelle zq.

Aus dieser Modellvorsteliung - auf sie wird hier nicht weiter eingegangen - resultiert
die folgende Formel zur Berechnung der turbulenten Viskositit. Die Formel lautet:

_ o
pe=p- 15| (3.81)

[ wird als Mischungsweglinge bezeichnet. Sie ist eine Funktion der Wandnormalen-
koordinate und wird fiir die unterschiedlichen Turbulenzmodelle verschieden ange-
geben.

Fiir die Berechnung der Tragfliigelstromungen wéahlen wir das Turbulenzmodell
von Baldwin u. Lomax aus, das nachfolgend beschrieben wird (s. dazu auch T.
CEBECI, A.M.O. SMITH 1974). Es basiert auf der Boussinesq-Annahme und nutzt
zur Modellierung der Austauschgréfle gz im wandnahen Bereich das Prandtlsche
Mischungswegkonzept.

Balwin und Lomax teilen die turbulente Grenzschicht in einen inneren und dufleren
Bereich ein (s. dazu J. ZIEREP 1993). Die Austauschgrée g, wird fir den inneren
Bereich gemafl des Prandtlschen Mischungswegkonzepts berechnet und im &ufleren

Zo- |

Stromungs -
element u

Abb. 3.9: Mischungsweglinge
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Bereich mit einer algebraischen Formel, die auf Ergebnissen von Grenzschichtun-
tersuchungen beruht. Fiir y, gilt also die folgende Aufspaltung:

— (ﬂi)innen zZ < Zeross
e = { (lut)outer Z > Zeross ) (382)

Zeross steht fiir die Wandnormalenkoordinate, die die Grenze zwischen dem inne-
ren und dufleren Bereich bildet. Baldwin und Lomax haben die Formel (3.81) fiir
dreidimensionale Grenzschichtstromungen erweitert. Sie berechnen fiir den inneren
Bereich die Austauschgréfie mit der Formel

(ﬂt)innen - ﬁ . 12 ° lﬁdl (383)

! steht fiir die Mischungsweglange und w fir die Drehung der Strémung. Die Mi-
schungsweglange wird mit der Prandtl-Van-Driest-Formel

{=&x-2z-[1 —exp(—zt/A)]

berechnet, wobei

4 VPW I TW E (3.84)

ist (Index W fiir GréBien auf der Kontur bzw. Wand). Fiir die Drehung gilt (s. dazu
Abbildung 3.10):

ol = | (22 00\, (0 _0w\', (9w ou)’

“l= Jdy Oz Oz dy ox 0=z

Die Drehung w unterscheidet sich nicht wesentlich von dem Gradienten 84/0z,
da alle Gradienten im Vergleich zu 0%/3z klein sind. Fiir die Anwendung des
Balwin/Lomax-Modells bendtigt man nicht die Dicke der Grenzschicht, was wie-

derum bei der Anwendung anderer Turbulenzmodelle der Fall sein kdnnte und die
Durchfithrung von Rechnungen erschwert.

Die Gleichungen zur Berechnung der Mischungsweglinge beinhalten die Konstanten
x und A+. Sie sind in der Tabelle 3.1 angegeben.

Die Austauschgrofie (g7 )outer berechnet sich gemiafl den Angaben von Baldwin und
Lomax mit der algebraischen Formel

(pit)outer = P+ K - Cop - Fwarke - FrLEB (3.85)

K ist die Clauser-Konstante, Ccp steht fiir eine zusatzliche Konstante (s. Ta-
belle 3.1). Frres(z) ist die Intermittenzfunktion von Klebanoff (ist weiter un-
ten angegeben), die eine Funktion der Wandnormalenkoordinate z ist. Die Grdfle




Fw ax g berechnet sich mit der Formel

Fwaxg = min(fy, Fy) (3.86)
Fl =  Zmazx Fmal‘
F2 ad CWR' * Zynax * u2D]F/Fmax

Fr0.e ist das Maximum der Funktion
F(z) =z |w|-[1 —exp(—2F/A")] , (3.87)
das an der Stelle z = z,,4, auftritt. Die Gréle Uprr berechnet sich mit der Formel
Uprr = (Vu? + 02 + w2) e — (V2 + 02 + w?2)min (3.88)

(Index maz bzw. min fur grofBten bzw. kleinsten Wert in der Grenzschicht). Der
zweite Summand der Formel (3.88) wird fiir die Modellierung der Turbulenz in
Grenzschichten Null gesetzt. Fiir die Modellierung der Turbulenz von Nachliufen
muf} die vollstindige Formel (3.88) verwendet werden.

Die Intermittenzfunktion von Klebanoff Frrrp lautet

Cxips - = 'Z)G] (3.89)

Zmazx

Frrep(z) = [1 + 5.5 - (

Es bleibt noch die Frage offen, ab welcher Stelle z in der Grenzschicht von dem
Wert (f)inner zum Wert (ft)outer libergegangen werden mufl. Die Stelle 2 = z.,0s5
ist die Stelle, wo bei zunehmenden z zum ersten Mal gilt: (1t¢)inner = (144 )outer-

Stromlinie ( reibungslos )

Querstromungsprofil

Abb. 3.10: Dreidimensionales Grenzschichtprofil
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Dem Leser des Buches stellt sich sicherlich die Frage, mit welchen Uberlegungen
sich die Konstanten und Formeln des Turbulenzmodells von Baldwin und Lomax
begriinden. Die Formeln und Konstanten basieren gréofitenteils auf experimentellen
Ergebnissen. Es wiirde bei weitemn den Rahmen dieses Lehrbuches sprengen, alle
Formeln ausfiihrlich zu diskutieren.

Wir haben das Turbulenzmodell von Baldwin und Lomax nur deshalb so ausfiihrlich
in diesem Buch beschrieben, da wir dem Leser einen Eindruck von der praktischen
Anwendung eines einfachen algebraischen Turbulenzmodells geben wollen. Zudem
werden wir in diesem Buch noch numerische Rechnungen zur Tragfliigelstrébmung,
bei denen die Turbulenz mit dem Modell von Baldwin und Lomax beriicksichtigt
wurde, vorstellen.

Zur Berechnung der Tragfligelstromung bendétigen wir nicht nur die zeitlich ge-
mittelten Immpulsgleichungen, sondern zusétzlich die zeitlich gemittelte Energieglei-
chung. In dieser Gleichung treten auch Schwankungsgroflen auf, die entsprechend
modelliert werden miissen.

In Gleichung (3.69) sind die Terme u; - p/9z; und A - 977 /0z; klein im Vergleich
zu den Termen &/9x;(—cp-p - T” - 7). Entsprechendes gilt fiir die Gleichung (3.70).
Die Terme oy - Ouf/dxy und 75; - Oul’/Ox; sind im Vergleich zu den Gliedern &4y -
Oty /Oxy bzw. 74;-0u; /Ox; zu vernachlassigen. Die Turbulenzmodellierung beziiglich
der Energiegleichung beschrankt sich also auf die Glieder

o L g ., o
axi(CP sp Ty (3.90)

die den zusétzlichen Warmeflul infolge der turbulenten Schwankungsbewegungen
beschreiben.

Far diese Glieder wird in Analogie zur Boussinesq-Annahme der folgende Warme-
leitungsansatz gemacht. Er lautet:
oT
8.’1:2'

—cpp-T" Ul = — X

(7

(3.91)

A; steht fiir die turbulente Leitfahigkeit. Sie steht in keinem direkten Zusammen-
hang mit der molekularen Warmeleitfahigkeit A, sondern ist, wie die turbulente
Viskositat u:, als eine Austauschgréfie zu verstehen.

Um sie berechnen zu kénnen, wird die turbulente Prandtlzahl eingefiihrt, die wie
folgt definiert ist:

Tabelle 3.1: Konstanten des Turbulenzmodells von Baldwin/Lomax

A+ CCP CKLEB CW]( K K Pr Prt
26 1.6 0.3 0.25 | 0.4 | 0.0168 | 0.72 | 0.9




73

G _ KT
Pro—p- P = k=50 (3.92)

Verwenden wir den Ausdruck fiir &k, in Gleichung (3.91), haben wir eine Berech-
nungsmoglichkeit fiir die Schwankungsgréfien —e¢p - p - T . Y, vorausgesetzt wir
kennen die turbulente Prandtlzahl.

GemaB vieler gebrauchlicher Turbulenzmodelle wird die turbulente Prandtlzahl
Pr, mit einem Wert nicht wesentlich kleiner eins, z.B. mit #r, = 0.9, angenommen.
Experimente, die fiir Wandgrenzschichten durchgefiihrt wurden, zeigen jedoch, daf3
die turbulente Prandtlzahl am iduBeren Rand = 0.6 — 0.7 betrdgt und nach innen

bis auf den Wert 1.5 zunimmt.

Die Vorteile der algebraischen Turbulenzmodelle liegen auf der Hand. Sie sind ein-
fach in numerische Verfahren zu integrieren und verursachen bei ihrer Anwendung
wenig Rechenzeit, da nur einfache algebraische Gleichungen und keine komplizier-
ten gewdhnlichen oder partiellen Differentialgleichungen geldst werden miissen.

Andererseits werden die turbulenten AustauschgréBen p, und k; nur in Abhéngig-
keit von den &rtlichen Geschwindigkeitsprofilen berechnet. Bei der Berechnung wird
nicht das turbulente Verhalten der Strémung stromauf oder stromab beriicksich-
tigt. AuBerdem beschreiben die algebraischen Modelle, die auf dem Prandtlschen
Mischungswegkonzept basieren, die Turbulenz an Stellen, wo oa/dz = 0 ist, falsch.
Experimente zeigen, dafl z.B. in der turbulenten Rohrstrémung die Turbulenz auf
der Mittellinie des Rohres nicht verschwindet. Aus vornehmlich diesen Griinden
sind kompliziertere Turbulenzmodelle entwickelt worden.

Ein-Gleichungsmodelle

Wir beschrinken uns nachfolgend auf die Turbulenzmodellierung von inkompres-
siblen Strémungen. Die nachfolgend beschriebenen Modelle kénnen mit Zusatzter-
men auf kompressible Strémungen entsprechend erweitert werden.

Ein-Gleichungsmodelle beinhalten in der Regel eine partielle Differentialgleichung
fiir die Turbulenzenergie. Die Turbulenzenergie k’ ist wie folgt definiert:

K :=k?==.(«?+ 0%+ w?) (3.93)

N[ =

Wir fiihren noch zusitzlich die zeitlich gemittelte Turbulenzenergie ein. Die Glei-

chung dazu lautet:

P T e —
K = k? = %/ (;— (u? v+ w'2)) -dt = é— (w2 4 v 4 w'?) (3.94)
0

Die Turbulenzenergie ist ein Maf fiir die Intensitit der Turbulenz. Wir werden nun
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eine partielle Differentialgleichung fur die zeitlich gemittelte Turbulenzenergie k&
aufstellen. Auf ihr basieren die Ein- und Zwei-Gleichungsmodelle.

Die Navier-Stokes Gleichungen fiir inkompressible Stromungen kdénnen wir ab-
gekiirzt wie folgt aufschreiben:

8ui au, . 8]) azu,-
- 6t +p‘|:uj‘8wj]__8$i+'u,.[a$?:| ) (3'95)
Mit z; bzw. z; sowie u; bzw. u; sind jweils die Koordinatenrichtungen z, v, z
bzw. die Geschwindigkeitskomponenten u, v, w gemeint. Der Index 7 = 1,2,3
kennzeichnet die jeweilige Gleichung fiir die entsprechende Koordinatenrichtung.
Mit dem Index 7 = 1,2,3 ist ein Summationsindex gemeint. So ist mit den in

eckigen Klammern stehenden Gliedern konkret folgendes gemeint:

Ou; 3 Ju;

[uj . 5%’] N ; " Bz,
82u3- 3 821“
5] = %%

Wir behalten nachfolgend diese abkiirzende Schreibweise bei, um die Herleitung
tibersichtlicher aufzuschreiben.

In der Gleichung (3.95) ersetzen wir die Geschwindigkeit u;, ©v; und den Druck p
durch die zeitlichen Mittelwerte @;, @; bzw. p plus der entsprechenden Schwan-
kungsgréfle v}, v} bzw. p’ und multiplizieren sie auf beiden Seiten mit der Schwan-
kungsgeschwindigkeit u;. Wir erhalten:

a(ﬁi + u:) ’ = ’ 8(1@ + u:) ’
p P it Gy vy 2O
op+p) (@i +up)|
— Dz, Sur o 5$§ Sup . (3.96)

Durch zeitliches Mitteln der Gleichung (3.96) und die anschlieBend durchgefiihrte
Rechnung gemiafl den Rechenregeln (3.55) erhalten wir die folgende Gleichung:

Au; + uh) _ o(u: +ui)|
P'—at—'u%—l"/)' (uj'i*ug-)'T_ Tu; =
oap+p) o2 (u; +uj)|
T e, T eer |
oul, - _ ou! u,+3ﬂ,~ vy SN ou!
. R P ! —
T A A L I T AL R 2T
op’ %l

2N (3.97)




Beachte weiterhin, dafl der Index j in der Gleichung (3.97) einen Summationsindex
darstellt! Beriicksichtigen wir die Identitdten

oup L, _ 00/2-u)
ot ‘ ot
ou L, 00/2-uR)
ozx; Jdx;
Puyp 0 (oup )\ [0y 2
oz2 """ T Bz, \ox; o,
(3.98)
in Gleichung (3.97), erhalten wir schlieBlich:
o(1/2 - ul?) _0(04/2-u?)  Ou; —r , 9(1/2-u?) A
A TR gz; oz, WUt T g, vl =
d A(1/2 - u? AN
z J J

Gleichung (3.99) beinhaltet drei Gleichungen (i = 1,2, 3) fiir die drei Koordinaten-
richtungen. Wenn wir diese drei Gleichungen addieren, erhalten wir eine partielle
Differentialgleichung fiir die zeitlich gemittelte Turbulenzenergie k2 =: K (s. Glei-
chung (3.94). Die Differentialgieichung lautet:

oK _  OK
p- +p-|u; =

8t 6333‘
9K 9p . [ou a4 9K Aul\? 3100
H 8:22? a’l‘z e P afﬂj ht uj 82’j u‘j # 8Ij ( ’ )

In Gleichung (3.100) sind sowohl 7 als auch j; Summationsindizes! Es stehen also in

der genannten Gleichung Doppelsummen. Beriicksichtigen wir in dieser Gleichung
noch die Identitét

o ono_
”a?‘(f Sug) =

ar , ou' v Ouw! af -,
Iz, uit f (81‘ +5§+ 63)

= a‘xl T U 5
erhalten wir die endgiiltige Form der Differentialgleichung fiar die zeitlich gemittelte
Turbulenzenergie pro Masse K ( die GréBe [ steht fir p und K). Sie lautet:

h —
oK i - oK .
P "5 S dz;|
0K o (7)) — - 9u; —— K’ | AN 3101
# Jx? Ox; Pt g oz, ety Oz, il T Oz, (3. )

Da wir bereits mit der Herleitung der stromungsmechanischen Gleichungen ver-
traut sind, erkennen wir sofort die physikalische Bedeutung der einzelnen Terme.




76

Auf der linken Seite der Gleichung (3.101) stehen die zeitliche Anderung der Tur-
bulenzenergie pro Masse in dem raumfesten Kontrollvolumen dz - dy - d=z und die
konvektiven Terme, mit denen die Bilanz des Transports von Turbulenzenergie in
bzw. aus dem Kontrollvolumen beschrieben wird.

Auf der rechten Seite stehen Ausdriicke, die wir nur zum Teil sofort interpretie-
ren kénnen. Der erste und zweite Term sowie der zweite Ausdruck in der eckigen
Klammer der rechten Seite beriicksichtigen die Diffusion der Turbulenzenergie. Der
letzte Term der rechten Seite beschreibt die Dissipation der Turbulenzenergie. Fiir
die Produktion der Turbulenzenergie steht der erste Ausdruck in der eckigen Klam-

mer.

Wir kommen auf die Ermittelung der Glieder der rechten Seite der Gleichung
(3.101) weiter unten zurick. Es stellt sich nun die Frage, wie wir die Gleichung
(3.101) zur Berechnung von Strémungen, z.B. zur Berechnung der Strémung im
Drehmomentenwandler, anwenden.

Prandtl und Kolmogorov haben 1940 die Annahme vorgeschlagen, daf3 die turbu-
lente Viskositat g; mit der Beziehung

pur=p-le- VK (3.102)

berechnet werden sollte. [, ist ein Langenparameter, der der Mischungsweglinge
Ahnlich ist, jedoch nicht gleich dieser ist. Wir werden den Zusammenhang zwischen
der Mischungsweglange / und dem Langenparameter [, noch angeben. Der Ansatz
von Prandtl und Kolmogorov (3.102) basiert auf der Dimensionsanalyse, auf die
wir in einem noch folgenden Kapitel zu sprechen kommen werden.

Bei der Berechnung von turbulenten Strémungen l6sen wir zusdtzlich zu den
Reynoldsgleichungen die partielle Differentialgleichung (3.101) zur Ermittelung von
K und berechnen mit der Prandtl/Kolmogorov-Annahme die turbulente Viskositit

Mz

Die Berechnung der Glieder der rechten Seite der Gleichung (3.101) basiert auf ex-
perimentellen Ergebnissen und Modellvorstellungen. Die Berechnungsformeln ge-
ben wir nachfolgend an. Alle anderen Turbulenzmodelle, auch Turbulenzmodelle,
die nicht auf der Boussinesq-Annahme aufbauen, beinhalten zur Modellierung der
Turbulenz experimentelle Ergebnisse. Wie sich aus den Experimenten die weiter
unten angegebenen Formeln ableiten, sollte sich der Leser nach dem Durcharbeiten
des vorliegenden Lehrstoffes mit Spezialvorlesungen und/oder zusitzlicher Litera-
tur aneignen. Ebenfalls kann er in weiterfithrenden Vorlesungen auch Turbulenz-
modelle kennenlernen, die nicht auf der Boussinesq- Annahme basieren und noch
zu den Forschungsaufgaben der Stromungsmechanik gehéren.

Zur Modellierung der Turbulenz von Innenstrémungen (z.B. Strémung im Dreh-
momentenwandler) kédnnen wir die Gleichung (3.101) dahingehend vereinfachen,
daf3 wir alle Gradienten der rechten Seite in Strémungs- und Umfangsrichtung ver-
nachlassigen, da sie im Vergleich zu den Gradienten uber der Hohe des Kanals
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klein sind (s. dazu Abbildung 3.11). Wir gehen weiterhin davon aus, daf§ auch die
Gradienten

o ow
oz ? Oz

im Vergleich zu dem Gradienten 94/38z klein sind. Die getroffenen Annahmen sind
ohne weiteres zuléssig. Wir werden dies im n&chsten Abschnitt besser verstehen
koénnen, wenn wir die Vereinfachungen zur Herleitung der Grenzschichtgleichungen
diskutieren werden. Die Gleichung (3.101) vereinfacht sich also auf die Gleichung

oK | L OK 0K 0K\ _
P\ "5t T Ox v dy oz |
K 0 (— T ——  Ou
e o R Ay e A =

|5 () - (3]

Die Summanden der rechten Seite, von denen jeder einen physikalischen Vorgang
zur zeitlichen Anderung der Turbulenzenergie pro Masse beschreibt, werden mit
Ausdriicken berechnet, die auf zusitzlichen Modellvorstellungen und Messungen

basieren. Sie sind in der Tabelle 3.5.3 angegeben. Die endgiiltige Gleichung zur
Simulation der Turbulenzenergie lautet demnach:

Abb. 3.11: Koordinatensystem fiir die Kanalstromung
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ot T e TV ey TV B2

a f OK du\> Cp-p- K3/
2] ) 2] () o

(3[( . OK oK _ OK )
P

Cp ist eine weitere Konstante. Sie besitzt den Wert Cp = 0.08...0.09.

Gleichung (3.104) gilt nicht fiir den wandnahen Bereich, sondern nur fiir den rdum-
lich wesentlich gréferen voll turbulenten Bereich (s. Abbildung 3.12). Fiir den
wandnahen Bereich, fiir den z* < 30 ist (s. Gleichung (3.84)), mufl die Turbu-
lenz weiterhin mit dem Prandtlschen Mischungswegansatz berechnet werden. Die
Gleichung (3.104) geht fiir den wandnahen Bereich unmittelbar in den Ansatz des
Prandtlschen Mischungswegs iiber, wie wir nachfolgend zeigen werden.

Experimentelle Ergebnisse zeigen, dafl in unmittelbarer Wandnéihe die konvekti-
ven und diffusiven Glieder der Gleichung (3.104) verschwinden. Wenn wir diese
experimentelle Kenntnis auf die Gleichung (3.104) anwenden, also die konvektiven
und diffusiven Glieder vernachlassigen, erhalten wir die nachfolgende Gleichung,
die zum Ausdruck bringt, dafl im wandnahen Bereich die Dissipation gleich der
Produktion der Turbulenzenergie ist. Die Gleichung lautet:

du\> Cp-p- K3/?
Ht-<$) -—0 - (3.105)

Ersetzen wir auf der rechten Seite K mit der Prandtl/Kolmogorov-Annahme, er-
halten wir die Gleichung:

du\* _ Cp- ? 1 \Y/? du
”"(a_:) _ Dl’”.(p’f_tl) — ”‘:<'C_D> .p-lf-(i) . (3.106)

Wenn wir Gleichung (3.106) mit Gleichung (3.81) vergleichen, erkennen wir, daf§

gilt:
1 1/2
(C—> P=P — 1.=1-Cp . (3.107)
D

Terme der G1.(3.103) physikalische Bedeutung Modellterme

p- % zeitliche Anderung von K

p- [uj . gi‘] Konvektion von K

v
T 2 (pwtpw - K) Diffusion von K 2 (n+ £2) - 9F]
— p
—p-u - w - g—: Produktion von K Iy - (%)
P\ 2 .
J (%E’- Dissipation von K QD'—"’I‘(—&

Tabelle 3.2: Formeln zur Berechnung der rechten Seite der K-Gleichung
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Wir benétigen fiir die Anwendung der Differentialgleichung (3.104) noch geeig-
nete Randbedingungen. Gemif der Boussinesq-Annahme gilt: ~, = p, - Ja/d=.
Beriicksichtigen wir diese Annahme in der Gleichung (3.106), erhalten wir fiir &
die folgende Gleichung:

1 1/2
p? = (§> p T . (3.108)

Ersetzen wir weiterhin g, auf der linken Seite gemaB der Prandtl-Kolmogorov An-
nahme, erhalten wir die folgende Gleichung:

1/2
PR K = (é;) - r, =  K(z,y,z)= ;.—T‘ﬁ . (3.109)
Mit Gleichung (3.109) kénnen wir die Randbedingung fiir X berechnen. Ab der
Stelle z = z...ss sind die konvektiven und diffusiven Glieder nicht mehr ver-
nachléssigbar. Fiir z < z;.ss gilt das Prandtlsche Mischungsweggesetz, und fir
Z > Zeross wird p; gemifl der partiellen Differentialgleichung (3.104) berechnet. r
in Gleichung (3.109) wird mit dem Prandtlschen Mischungswegansatz berechnet.

Mit der partiellen Differentialgleichung (3.104) fiir die Turbulenzenergie haben
wir erreicht, daBl wir bei der Berechnung der Turbulenz an einer festen Stelle im
Stromungsfeld den Einflufl der Turbulenz stromauf und stromab mitbertcksichti-
gen kénnen. Allerdings ist die partielle Differentialgleichung immer noch abhéngig
von einer ortlichen algebraischen Gleichung fiir die Linge /..

Es ist jedoch davon auszugehen, daf3 die Turbulenzdissipation ¢ = u - (Ju}/d=2)32,
dghnlich wie die Turbulenzenergie K, von dem turbulenten Verhalten der Strémung
an Stellen stromauf und stromab abhingig ist. Um die Turbulenzmodellierung

wandnaher
Bereich

Abb. 3.12: Bereichseinteilung der turbulenten Innenstrémung
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beziiglich dieser physikalischen Vorstellung zu vervollstindigen, sind die FEin-
Gleichungsmodelle auf die Zwei-Gleichungsmodelle erweitert worden.

Zwei-Gleichungsmodelle

Eines der bekanntesten Zwei-Gleichungsmodelle, das hiufig in numerische Verfah-
ren implementiert ist, ist das KX — € Modell. Es besteht aus der partiellen Differen-
tialgleichung (3.104) und einer weiteren Differentialgleichung, die die Turbulenz-
dissipation beschreibt.

Wir verzichten immn Rahmen dieses Buches auf eine detaillierte Herleitung. Sie 2hnelt
der Herleitung der Gleichung (3.104). Den einzelnen Gliedern der Gleichung kann
ebenfalls eine physikalische Interpretation zugeordnet werden. Die partielle Diffe-
rentialgleichung fiir die Turbulenzdissipation

_Cp-p- K3/2
= _-—h

€

schreibt sich wie folgt:

Oc 5.0 5.9 5.9\ _
PR Ot T " 82T 8y T 82 ) T

o L de €
—‘;[(H—FU—( 'E]‘FCCI‘E

ou\?* €?

Die Konstanten C.q, Cz und o, sind in der Tabelle 3.3 angegeben. Die physikalische
Bedeutung der einzelnen Glieder auf der rechten Seite der Gleichung (3.110) ist
beim Vergleich mit der Gleichung (3.104) unmittelbar erkennbar. Die turbulente
Viskositat berechnet sich bei der Anwendung des K — ¢ Modells mit der Formel

sy = C. -p-K?

€
Wir beenden an dieser Stelle die Einfiihrung in die Turbulenzmodellierung. In die-
sem Abschnitt des Buches sollte der Leser einen ersten Eindruck von der Denkweise
der Turbulenzmodellierung vermittelt bekommen. Wir haben gelernt, dafli Turbu-
lenzmodelle auf einfachen Vorstellungen und umfangreichen Experimenten beru-
hen. Die weitere Vertiefung dieser Kenntnisse soll Gegenstand von weiterfithrenden

Vorlesungen sein.

Tabelle 3.3: Formeln zur Berechnung der rechten Seite der e-Gleichung

Cﬂ Cel CEZ T,
0.09 | 145 (192 | 1.3
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3.6 Grenzschichtgleichungen

Ludwig Prandtl hat im Jahre 1904 in seiner beriihmten achtseitigen Arbeit
(vegl. L. PRANDTL 1961) nachgewiesen, daf} sich bei der Umstrémung von Kérpern
bei groflen Reynoldszahlen (Re. > 10%) die Reibungseffekte auf eine sehr diinne
Schicht um den Korper beschranken. Auflerhalb dieser Schicht, die wir Grenzschicht
nennen, kann die Stréomung als reibungsfrei angenommen werden.

Die Dicke der Grenzschicht ist - jeweils abhingig von der Reynoldszahl - unter-
schiedlich grof3. Bei der Profilumstromung besitzt sie z.B. bei einer Reynoldszahl
von Ree, = p-Us - 1/p = 10° — 10° an der Hinterkante eine Dicke von ungefahr 5%
der Profillange [, vorausgesetzt, dafl die Grenzschichtstrémung turbulent ist. Eine
laminare Grenzschicht ist wesentlich diinner.

Fiir die Stromung auflerhalb der Grenzschicht vereinfachen sich die Navier-Stokes-
Gleichungen auf die Euler-Gleichungen, da die Reibungsglieder fiir diesen Teil der
Stréomung verschwinden. Die Navier-Stokes Gleichungen lassen sich ebenfalls fiir
die Grenzschichtstréomung vereinfachen. Wie wir nachfolgend sehen werden, kédnnen
wir fiir die Grenzschichtstromung in den Navier-Stokes-Gleichungen gewisse Terme
vernachlissigen, da sie im Vergleich zu den iibrigen Gliedern der Gleichungen klein
sind.

Um die Grenzschichtgleichungen aus den Navier-Stokes-Gleichungen ableiten zu
kénnen, fithren wir eine Gréoflenordnungsabschitzung der einzelnen Glieder der di-
mensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen durch. Wir wollen uns zunachst mit der
Groéflenordnungsabschitzung vertraut machen und betrachten dazu die horizontale
Geschwindigkeitskomponente v* = u/U,, der Plattengrenzschichtstrémung. (s. Ab-
bildung 3.13).

Abb. 3.13: Plattengrenzschichtstrémung
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Wir gehen zunichst davon aus, dal die Grenzschichtstrémung zweidimensional,
inkompressibel und stationir sei. Spater betrachten wir dann das komplexere drei-
dimensionale Strémungsproblem. Die dimensionslosen Stromungsgréflen v, w* und
p* erfiillen zusammen die nachfolgenden dimensionslosen Navier-Stokes- Gleichun-
gen und die Kontinuititsgleichung (s. dazu Gleichung (3.42) und Gleichungen (3.43)
- (3.45)). Die Gleichungen lauten (wir vernachléssigen die Volumenkrifte f;):

ou* 4 ow™ 0
32 T G2 (3.111)
. Ou* ., Ou” dp* 1 D?ur  HPur
e T B T T o T Rew (8.7:*2 + 32*2) (3.112)
. Ow* . Ow* ap* 1 S%w* 9w .
D W T T e + Reoo (az*2 + 8z*2> (3-113)
mit
- = = o= 2 Re = P UL
{ [ "
* U Ed w * p
u = —_— = - ==
UOO ’ b Uoo ’ ’ P - Uozo

! entspricht der Linge der Platte, und Us steht fiir die Zustrémgeschwindigkeit,
mit der die Platte angestrémt wird.

Bei der Durchfithrung der Gréfenordnungsabschitzung interessiert uns nicht, ob
die einzelnen Glieder sich durch einen Faktor von drei, vier etc. unterscheiden.
Wir wollen die Unterschiede in den GréBenordnungen (Faktor zehn oder mehr) der
einzelnen Glieder herausfinden.

Um mit der GréBenordnungsabschitzung vertraut zu werden, betrachten wir den
Differentialquotienten du*/dz*, der in den Gleichungen (3.111) und (3.112) steht.
Betrachten wir z.B. die Stellen 1 und 2 in Abbildung 3.13, an denen die Gréfle u”
ungefihr 1.0 (Stelle 1) bzw. 0.1 (Stelle 2) ist, so 148t sich der Differentialquotient
Hu*/dx* wie nachfolgend gezeigt abschitzen:

‘au*l - lO.l —1
az=' " '0.5—0

| =1.8

Die Grofie Ju*/dx* nimmt also im dimensionslosen Rechengebiet Zahlenwerte zwi-
schen 1 und 10 an. Sie ist also von der Gréflenordnung eins.

Bei unserer weiteren Abschitzung gehen wir davon aus, dafl die Grenzschichtdicke &
klein und von der GréBenordnung e ist, wobei e fiir eine kleine Gréfenordnung steht.
Diese Annahme ist insofern richtig, als wir im Experiment beobachten koénnen, dafl
bei groBen Reynoldszahlen Re > 10 die Grenzschichtdicke § sehr viel kleiner als

z.B. die Profillange [ ist.
Mit dieser Kenntnis kénnen wir nun den zweiten Differentialquotienten dw*/9z~

in der Kontinuititsgleichung abschitzen. Die Gréfle z* kann in der Grenzschicht
nur Werte der GréBenordnung e annehmen. Da du*/dz* die GroBlenordnung eins
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besitzt und deshalb auch dw*/8z* von der Groflenordnung eins sein mufl (sonst
kann die Kontinuitédtsgleichung nicht erfillt sein), muf3 auch die Grofle w* von der
GréBenordnung € sein. Wir erhalten also die folgende Abschatzung:

ou* . dw* 0
oz* oz*
€
1 hd
€

Die Geschwindigkeitskomponente w™ ist also sehr klein, und die Kontinuitatsglei-
chung bleibt fiir die Grenzschichtstréomung weiterhin unverdndert bestehen.

Wir koénnen nun dazu iibergehen, die Glieder der Navier-Stokes Gleichungen
abzuschitzen. Gemé&B unserer vorigen Uberlegungen erhalten wir die folgende

Abschitzung (unter den Gleichungen sind jeweils die Gré8enordnungen der ein-
zelnen Glieder angegeben):

Ju™ ou* Op* 1 Pur O%ur
= oo = — : 3.114
Y e T B 5z= T Rew (a:c*2 t 5 (3.114)
1 ) 1 1
11 e = ! - (1 =)
dw™ dw™* Ip* 1 &% w™ a%?w*
. . _ : 115
“ e +w dz* dz* + Reoo (317*2 + Oz*2 (3.115)
€ € . 2 € €
1- T € - ‘g = € € - T 6_2 .

Beziiglich der Abschatzung ist folgendes zu ergénzen:

e Wir setzen voraus, daf} die Reynoldszahl so gro8 ist, dafl der Ausdruck 1/ Re,
mindestens von der Gréfenordnung € klein ist.

e In der Gleichung (3.115) besitzt der Druckgradient dp*/9z* die Groéflenord-

nung ¢, da alle anderen Glieder in der Gleichung von dieser Groflenordnung
sind.

e Wir kénnen also Gleichung (3.115) bei der Berechnung der Grenzschicht-
stromung streichen und davon ausgehen, dafl sich der Druck p in z-Richtung
kaum &ndert. Es gilt also fiir die Berechnung p # f(z).

e Der Druckgradient 9p*/dzxz* = dp*/dz* besitzt die GrdéBenordnung eins.
Begriindung: Betrachten wir die Gleichung (3.114) fir den Bereich des
Grenzschichtrandes, wo die reibungsbehaftete Stréomung in die reibungslose
Strémung iibergeht, so konnen wir die Reibungsglieder vernachlassigen. Da
die Gleichung (3.114) auch am Grenzschichtrand erfiillt ist und die linke Seite

die GréBenordnung eins besitzt, ist auch der Druckgradient dp*/dxz* von der
Groflenordnung eins.

e Aus der GréBenordnungsabschatzung fir die Gleichung (3.114) geht hervor,

daf3 die zweite Ableitung in z*-Richtung sehr klein ist und in der Gleichung
vernachlassigt werden kann.
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Wir gehen wieder zu den dimensionsbehafteten Gréfien iiber und nutzen die Kennt-
nisse der GréfBenordnungsabschitzung zur Formulierung der Grenzschichtgleichun-
gen. Sie lauten fiir eine zweidimensionale, inkompressible und stationédre Grenz-
schichtstrémung (s. dazu Abbildung 3.14):

du 9
g = @110
Ju Jdu dp O%u
P'(“'%*“"a?) = T TH e (3.117)
)
a—’; 0 (3.118)

Der Druckgradient dp/dx kann in der Gleichung (3.117) als bekannt vorausgesetzt
werden. Weiter unten wird beschrieben, wie er ermittelt werden kann. Die Grenz-
schichtgleichungen (3.116) und (3.117) sind also zwei Gleichungen fiir die zwei
Unbekannten u und w, wenn wir die Gleichung (3.118) nicht mitberiicksichtigen.

Um den Druckgradienten dp/dz zu ermitteln, betrachten wir eine Stromlinie ent-
lang des Grenzschichtrandes (s. dazu Abbildung 3.14). Da auf dem Grenzschicht-
rand die Reibungseffekte verschwinden, gilt die eindimensionale Euler-Gleichung.
Sie lautet (s. J. ZIEREP 1993):

dU.  dp
dr ~ dz
U, = u(8) steht fir die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand. Sie berechnet sich

p-U. (3.119)

Einzelheit z
Ue

>

Stromlinie
( reibungslos }

<« — 0

Abb. 3.14: Zweidimensionale, inkompressible Grenzschicht
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mit der Theorie fiir reibungslose Stromungen, auf die wir im nachfolgenden Ab-
schnitt zu sprechen kommen.

Zur Berechnung der Grenzschichtstromung benétigen wir noch geeignete Randbe-
dingungen fiir die partiellen Differentialgleichungen (3.116) und (3.117). Auf der
Kontur, also fiir z = 0, gilt die Haftbedingung v(z = 0) = 0 und w(z = 0) = 0. Am
Grenzschichtrand nimmt die u-Geschwindigkeitskomponente den Wert U, an, die,
wie bereits erwahnt, mit der Theorie fiir reibungslose Stréomungen berechnet wird.
Die Grenzschichtdicke & ist schwer definierbar, da sich die Gréfle u bekanntlich
asymptotisch in z-Richtung dem Wert U, annihert. Deshalb wird beziiglich dieser
Randbedingung des &fteren in der Literatur die mathematische Formulierung

lim u(z, z) = Ue(z)
verwendet.

Mit den Gleichungen (3.116) und (3.117) kénnen wir das Strémungsproblem
vollstindig 16sen. Fiir die Berechnung der Temperaturgrenzschicht benétigen wir je-
doch noch eine weitere Grenzschichtgleichung, die wir wiederum durch eine Gréfien-
ordnungsabschitzung der einzelnen Glieder der Energiegleichung (3.41) erhalten.
Da wir weiterhin eine zweidimensionale, inkompressible und stationare Grenz-
schicht betrachten, vereinfacht sich die Gleichung entsprechend. Wir vernachléssi-
gen wieder die Volumenkrafte k; und die Gréfe gq.

Um die Gréfienordnungsabschiatzung durchfithren zu kénnen, iberfilhren wir die
Gleichung (3.41) in die nachfolgende dimensionslose Form. Dazu fithren wir die
zusiatzliche dimensionslose Gréfle 8 ein, die wie folgt definiert ist:

T —-Ts
T Tw — T
Tw und T.. stehen fiir die Temperatur der Platte bzw. fiir die Temperatur der

Zustrémung. Die entsprechende dimensionslose Form der Energiegleichung lautet
(der Leser sollte die entsprechende Rechnung dazu selbst durchfiihren):
o6 o0 op~ . 8p*)

* O — Fe- *
U e T g T FE (“’ oz " B

0

. @ (3.120)

1 J%0 4 o920 4 Fe

Reo, - Pro Ox*? Oz*2 Reoo

Die GroBen Re, Pr und Ec stehen der Reihe nach fiir die Reynolds-, Prandtl- und
Eckertzahl. Sie sind wie folgt definiert:

p'Uoo'l Cp [ TO_TOO

o = L2 Pro, = . Ee=92.0" '

Reo, M s r 5 c Tow — T
In der Formel zur Definition der Eckertzahl Ec steht 7o fiir die Gesamttemperatur.
Beachte beim Durchfiihren der Rechnung zur Uberfithrung der Energiegleichung

in die dimensionslose Form, daB gemafl des Energiesatzes der Thermodynamik die

Formel
LTQ

—————:E .
Tw — Too €
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gilt. ®* ist die dimensionslose Dissipationsfunktion. Sie lautet entsprechend:

. ou\? dw*\? dw*  Bur\’
T =2 (aw*) +2 (8z*) + (8:8* + 32*)
Bei der Gréofenordnungsabschitzung gehen wir wieder davon aus, dafl 1/ Re., von
der Grofenordnung €? ist und dafl die Prandtl- und Eckertzahl von der Gréfenord-
nung eins sind. Es gibt Anwendungen, bei denen die Prandtl- und/oder Eckertzahl

eine Groenordnung grofler oder kleiner als eins sein kéonnen. In der Mehrzahl der
Anwendungen treffen unsere Annahmen jedoch zu.

Mit den getroffenen Annahmen erhalten wir nun die folgende Gréflenordnungs-
abschatzung fiir die Energiegleichung (3.120):

. 00 . 99 . Op” . Op”
u -8$*+w "9z EC-(U '6$‘+w 6z*)+
1-1 e-l = 1 1-1 €- €
€

. Pp*

1 %6 + %0 + Fc
Reo - Preo Ox*? 8z*2 Reo

2
€ 1 6‘2
Fir den letzten Summanden der rechten Seite erhalten wir die nachfolgende
Groflenordnungsabschéatzung:

Fe o — FEc 5 ou*\? Lo dw*\? 4 dw\? ey Ow*  Ju~ . Sur\?
Reoo T Reoo dx* T\ Oz dx* dx* Oz* z*
1
€? 1 1 e? 1 =

Die GréBenordnungsabschitzung fiir den Differentialquotienten 96/9x* erfolgt in
analoger Weise zur Abschitzung von du*/dz*. 6 besitzt auf der Kontur den Wert
1 und am Grenzschichtrand fir die Plattenstrémung den Wert 0.

GemiB der Gréflenordnungsabschatzung erhalten wir aus der Energiegleichung fiir
die Temperaturgrenzschicht die nachfolgende Gleichung. Sie schreibt sich mit den
dimensionsbehafteten Gréflen wie folgt:

aT ar\  dp 2T au\?
”'CP’(”'EE+1”'82)_“'a_m+)"ﬁ+“'(£) (3.121)

Fiir die Gleichung (3.121) bendtigen wir noch zwei Randbedingungen fiir die Gréfle
T. Betrachten wir eine Kontur mit einer bekannten Temperatur Tw, so lauten die
beiden Randbedingungen:

T(z,z=0) =1w , Yim T'(z,2) =T,
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Betrachten wir hingegen eine Kontur, in die ein bekannter Warmestrom ¢ fliefit, so
lauten die Randbedingungen entsprechend:

or _ 4(=) . _
(az)z DT x dimg T, =) =1

Die Temperatur 7. am Grenzschichtrand wird mit der reibungslosen Theorie er-
mittelt, auf die wir in einem nachfoigenden Kapitel eingehen werden.

Bis jetzt haben sich unsere Betrachtungen auf zweidimensionale, laminare Grenz-
schichten beschrinkt. Nachfolgend werden wir die entsprechenden Erweiterungen
der Gleichungen auf turbulente, zweidimensionale Grenzschichten diskutieren.

Um die Gleichungen zur Berechnung einer turbulenten Grenzschicht aufzustellen,
miissen wir eine Gré3enordnungsabschatzung fiir die einzelnen Terme der Reynolds-
gleichungen durchfiihren. Diese lauten fir eine zweidimensionale Grenzschicht un-
ter Vernachlissigung der Volumenkrifte in dimensionsloser Form: (s. Gleichungen

(3.72) bis (3.75)):

du* Jw*
N — .1
e + 5o 0 (3.122)
. ou” . Ou _ Op” 4 I J?u” 4 O?*u*
i ox* +ow oz~ Ox* Reoo Ox*? Oz*2
A (u*'?) 8w - w*) .
_ ( o + Py (3.123)
. Ow™ . Owr  Op” 4 1 9%w* N 9%w~
Y B +w dz* Oz* Reo Ox*? Dz*?
(@ ~w) 3(w*?) ,
( S+ 5 (3.124)

w*, w* und p* in den Gleichungen (3.122) bis (3.124) sind dimensionslose und
zeitlich gemittelte Groflen. Alle Geschwindigkeiten, einschliefllich der Schwan-
kungsgeschwindigkeiten, sind mit der Zustrémgeschwindigkeit U, dimensionslos
gemacht worden. Die Gréfie p* steht fiir p/(p - U2).

Die Kontinuititsgleichung (3.122) bleibt, wie im laminaren Fall, gemafB der Grofien-
ordnungsabschitzung unverandert. Damit wir die zeitlich gemittelten Navier-
Stokes-Gleichungen abschatzen kénnen, ist es unumganglich, experimentelle Er-
gebnisse fiir die Groflen w*'? und u* - w*’ heranzuzichen.

In der Abbildung 3.15 sind diese Groflen iiber der Koordinate normal zur Oberflache
dargestellt. Wie wir der genannten Abbildung entnehmen kénnen, verschwinden die
Schwankungsgrofen am Grenzschichtrand und infolge der Haftbedingung ebenfalls
auf der Oberfliche. Die Schwankungsgréfien u*'?2 und u* - w*’ unterscheiden sich
innerhalb der Grenzschicht um einen Faktor, der nicht gréler als zehn ist, d.h. sie
sind von gleicher Grélenordnung. Die Groflenordnung dieser Glieder betragt e.

Mit dieser Kenntnis kénnen wir nun die GréBenordnung der Terme der Schwan-
kungsgréBen abschitzen. Wir beginnen mit der Grélenordnungsabschitzung fir
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die Schwankungsgréfien der Gleichung (3.123). Diese ergibt:

_ (a(u*_ﬁ) N a(m))

dx™ oz
€ €
1 €

Wir erkennen, dal nur der zweite Summand von der Gréflenordnung eins ist und
deshalb in der Gleichung (3.123) erhalten bleibt.

AbschlieBend miissen noch die GréBenordnungen der Ausdriicke der Gleichung
(3.124) bestimmt werden. Die nachfolgende Gréflenordnungsabschétzung ergibt:

. Ow* 4w Jw™  _ 9p” 4 1 G*w* 4 9*w* I(u* - w*') . I(w*'?)
Y e w dzx az* Reoo \ Oz*2 Dz*2 Dx* dz*
1 € € — 1 - € < € €
1 e - ' 1 €2 1 e

Alle Glieder der Gréflenordnung eins bleiben erhalten. Der Druckgradient dp*/0z*
ist also im Gegensatz zur laminaren Grenzschicht von der Gréflenordnung eins.
Die entsprechende dimensionsbehaftete Grenzschichtgleichung fiir die z-Richtung
lautet also:

o owe
9z P "oz

(3.125)

Fiir die Berechnung der Grenzschicht kénnen wir die Gleichung (3.125) allerdings
vernachlidssigen, da der Druck vom Grenzschichtrand bis zur Oberflache nur um
einen Wert der Gréflenordnung e variiert.

\/ (ujY?2/Ue

0.08

0.04

0 1y | | | z
0.0 0.4 0.8 1.2 -CS—

Abb. 3.15: Schwankungsgréfien in der turbulenten Grenzschicht
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Nach der Herleitung der Grenzschichtgleichungen mittels einer Gréflenordnungs-
abschitzung durch dimensionslose Kennzahlen gehen wir nun wieder zu dimensi-
onsbehafteten Gleichungen iiber. Die Gleichungen fiir eine stationire, zweidimen-
sionale und turbulente Grenzschichtstromung kénnen wir also wie folgt aufschrei-
ben, wenn wir den Druckgradienten dp/Jdxz, wie bereits beschrieben, gemiall der
eindimensionalen Eulergleichung bericksichtigen:

du W
- L = 3.12
. + P 0 (3.126)
. Ou _ Ou - dU. 9%u a(u’ - w') )
”(d+a_) = Uit gm T (3.12D)

Das Uberstreichen der einzelnen Gréfien soll auf die zeitlich gemittelten GréBen
hinweisen.

Fiir die Berechnung der turbulenten, inkompressiblen Temperaturgrenzschicht
bendtigen wir die gemaf einer Groflenordnungsabschitzung vereinfachte Energie-
gleichung. Da wir das Wesentliche zur Herleitung der Grenzschichtgleichungen be-
reits diskutiert haben, und da sich auch bei der Vorgehensweise zur Vereinfachung
der Energiegleichung nichts dndert, geben wir diese Gleichung ohne Herleitung wie
folgt an. Sie lautet:

g T 922

p-(:(fp%—}-w--é;

9 dU, Jdu —\ 9da
ce-—(w T —w-U. - i Ay B 2
Pt 5o (w 1 ) u - U, o + (,u 5. Pw u) ER (3.128)

oT aT) o

Die Gleichungen fir eine turbulente Grenzschichtstromung besitzen auf der rech-
ten Seite fiir die Schwankungsgréflen nur Differentialquotienten beziiglich der =z-
Richtung. Die entsprechenden Differentialquotienten in Hauptstrémungsrichtung
(x-Richtung) sind vernachlassigbar klein. Die in den Grenzschichtgleichungen ste-
henden Schwankungsgréfen miissen mit geeigneten Turbulenzmodellen, auf die wir
im vorigen Abschnitt eingegangen sind, entsprechend modelliert werden.

Im verbleibenden Teil dieses Abschnittes wollen wir die aufgestellten Gleichun-
gen auf dreidimensionale Grenzschichten erweitern. Eine dreidimensionale Grenz-
schichtstrémung, so wie sie z.B. bei der Kraftfahrzeugumstrémung auftritt, ist in
Abbildung 3.16 dargestellt. Die Gleichungen fir eine inkompressible und turbu-
lente Grenzschichtstrémung sind nachfolgend angegeben. Sie basieren, wie die Glei-
chungen fiir die zweidimensionalen Grenzschichtstrémungen, auf einer Gréfenord-
nungsabschitzung der Reynoldsgleichungen und beinhalten deshalb beztiglich ihrer
Herleitung nichts wesentlich Neues. Auf den dreidimensionalen Strémungszustand
kommen wir in diesem Buch noch zu sprechen, wenn wir die Stréomungsphinomene
diskutieren.
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Die Gleichungen lauten:

ou_ ov 0w _ .
dr Oy Bz (3.129)
_bu  _ du  _ Ou Ip % du’ - w’ .
P'(“'E;“'E;*“'a—z) = Tor TH g P T (3130)
_ Ov _ Ov _ Ob Ip 9%v ov’ - w'
/"(“'%“'5;““'5;) = g, R gm P g (3131)

Die Druckgradienten 0p/dz und dp/dy lassen sich mit der Theorie der reibungs-
losen Stromungen berechnen, die wir im néchsten Abschnitt kennenlernen werden.
Fir die Berechnung von laminaren Grenzschichten entfallen die Schwankungsglie-
der auf der rechten Seite der Gleichungen (3.130) und (3.131). Die Gréflen @, U, w
und p sind dann nicht als zeitlich gemittelte Gréf3en aufzufassen. Es ergeben sich die
bereits abgeleiteten Gleichungen (3.116) bis (3.118) fiir laminare Grenzschichten.

Die Randbedingungen fiir die Gleichungen (3.129) bis (3.131) lauten gemif der
Haftbedingung der Stromung auf der Wand und der freien Auflenstromung wie

folgt:

a(z =0) =0, o(z=0)=0, w(z=0)=0,
lirg)ﬂ:Ue, Zli_p&f)z%

Die Herleitung der Gleichungen fiir eine dreidimensionale, kompressible Grenz-

Stromlinie ( reibungslos )

Querstromungsprofil

Abb. 3.16: Dreidimensionale Grenzschichtstrémung
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schichtstréomung basiert auf analogen Uberlegungen, die wir bereits bei der Herlei-
tung der iibrigen Grenzschichtgleichungen kennengelernt haben. Allerdings ist ihr
Umfang wesentlich grofier, so daf3 wir die Gleichungen abschlieBend ohne Herleitung
angeben werden.

Die nachfolgenden Grenzschichtgleichungen beinhalten im Gegensatz zur FAVRE-
Mittelung Stréomungsgréfen, die einfach zeitlich gemittelt sind (s. dazu Formel
(3.49)). Fur eine dreidimensionale, kompressible Grenzschichtstrémung lauten diese
Gleichungen:

op-a)  Ap-m) 0@ _
5.+ 7 + =5 = 0 (3.132)
. du _ Ou . Ou B Ip 8%u  I(p-u -w)
- (u 5yt oy + @ 82> = 9. T M E T Eye (3.133)
_f_ 8v _ 8v . Ov _ Op 9%  Ip-v - w) .
- (" Ox TPy T az) = oyttt ez T g, (3134

Mit der Grofle w0 ist die Grofle

. pw
w = —

17

gemeint. Die vereinfachte Energiegleichung lautet fiir die dreidimensionale Grenz-
schichtstromung wie folgt:

_ (_ 8}10 _ aho - aho) 6 [ H ahg
g ; —_

. L Ze L2000 — ek R A A
“ 8x+v 3y+w dz dz | Pro. Oz “r ¥ -

1 _ oda  _ Ov _ =
;L-(I—Pr ) UIE_'_U-% —pru-w-u —p-v-v-w

ho steht fiir die Gesamtenthalpie pro Masse, die sich mit der Formel

=2 2
hOZCP'T-F%—!-%

berechnet. Die Randbedingungen fur die Grenzschichtgleichungen lauten entspre-
chend:

w(z,y,z=0) = 0, o(z,y,z=0)=0, w(z,y,z=0)=0,
p(:ray-:z: 6) == ,55 b hO('T’y:Z: 5) = ho,e

Die Gréflen am Grenzschichtrand und die Druckgradienten in den Gleichungen
(3.133) und (3.134) werden mit der reibungslosen Theorie ermittelt, auf die wir im
nachfolgenden Abschnitt eingehen werden.
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3.7 Potentialgleichungen

Im vorigen Abschnitt haben wir die Grenzschichtgleichungen kennengelernt, fiir
deren Anwendung wir die Strémungsgréfen am dufleren Grenzschichtrand kennen
miissen. Wenn wir die Strémungsgréfen am Grenzschichtrand kennen, dann wissen
wir auch, welche Druckverteilung auf die Kontur wirkt, denn beim Herleiten der
Grenzschichtgleichungen lernten wir, daf innerhalb der Grenzschicht fiir den Druck
die Bedingung Jp/dz =~ 0 gilt.

Die Kenntnis der Druckverteilung auf der Kontur ist eine notwendige Vorausset-
zung zur Beantwortung vieler technischer Fragen. So konnen z.B. Festigkeitsrech-
nungen am Flugzeug nicht ohne diese Kenntnis durchgefiihrt werden. Dies gilt
ebenfalls fiir die Ermittlung von Verstellkraften bei Tragfliigelklappensystemen. In
diesern Abschnitt werden wir die Gleichungen zur Ermittlung der Druckverteilung
herleiten.

Wir gehen davon aus, da die Reynoldszahl der Zustrémung grof ist und dafBl
infolgedessen die Grenzschichtdicke so klein ist, daB wir die Grenzschicht ver-
nachlissigen kénnen. Der Grenzschichtrand fallt also bei unseren Betrachtungen
im Grengziibergang Re., — oo mit der Konturumrandung zusammen. Spéter wer-
den wir sehen, daf diese Annahme ohne weiteres zulassig ist.

In Abbildung 3.17 ist ein Tragfliigelprofil dargestellt, das von links mit der Ge-
schwindigkeit U,, angestrémt wird. Wie bereits im Abschnitt ’Grenzschichtglei-
chungen’ erliutert, gehen wir davon aus, daf die Stréomung auflerhalb der Grenz-
schicht nahezu reibungsfrei ist. Da wir die Grenzschichtdicke vernachlissigen, ent-
spricht der in Abbildung 3.17 gezeigte Geschwindigkeitsvektor dem Geschwindig-
keitsvektor am duBeren Grenzschichtrand der realen Stromung.

Fiir die Berechnung der in Abbildung 3.17 gezeigten Strémung eignen sich die Kon-
tinuititsgleichung und die Euler-Gleichungen, die den bereits bekannten Navier-
Stokes Gleichungen ohne Reibungsglieder entsprechen. Die Gleichungen lauten also,
wenn wir wieder die Volumenkrifte vernachlassigen und davon ausgehen, daf§ die

Abb. 3.17: Profilumstrémung
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Stromung stationér ist:

Ap-w)  Hp-v)  Op-w)

o= 5% o = 0 (3.135)
p-(u-?—i—i—v-%%-w-%) = ——% (3.136)
o (02 0 2) 2 (3,157
Y ORTIE TR T (3,159

Die in Abbildung 3.17 gezeigte Stromung beinhaltet neben der geringen Reibung
noch eine weitere Eigenschaft, die die Berechnung vereinfacht. Wie wir unmit-
telbar einsehen werden, ist die Zustrémung drehungsfrei. Nun kann mit dem be-
kannten Croccoschen Wirbelsatz (wir gehen auf thn nicht gesondert ein, er ist
z.B. im Gasdynamik-Lehrbuch von J. ZIEREP 1991 erklért) gezeigt werden, dafl
die Stromung auch weiter stromab drehungsfrei bleibt, wenn im Strémungsfeld
keine Entropie- und Gesamtenthalpiegradienten auftreten. Da wir eine isentrope
Strémung ohne Energiezufuhr bzw. -abfuhr betrachten, bleibt auch die in Abbil-
dung 3.17 gezeigte Stromung weiter stromab drehungsfrei.

Die Drehungsfreiheit ist fiir Strémungen ohne Energiezufuhr und -abfuhr nur dann
nicht erfiillt, wenn die Strémung reibungsbehaftet ist (z.B. Grenzschichtstromung)
oder wenn im Strémungsfeld ein gekriimmter Verdichtungsstofl auftritt, wie es
z.B. bei einem stumpfen Koérper in Uberschallanstrémung der Fall ist (s. Abbil-
dung 3.18). Zur Berechnung der Stréomung des zuletzt genannten Stréomungspro-
blems miissen die Gleichungen (3.135) bis (3.138) angewandt werden. Detaillierte

Kenntnisse {iber diese Zusammenhinge kann der Leser in speziellen Vorlesungen
iiber Gasdynamik erwerben.

Grenzschichtwand

Stof3

Abb. 3.18: Drehungsbehaftete Stréomungen
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Wir wollen nachfolgend voraussetzen, dafl die Stromung reibungs- und drehungsfrei
ist. Unter diesen Voraussetzungen lafit sich das Gleichungssystem mit den Gleichun-
gen (3.135) bis (3.138) auf ein einfacheres Gleichungssystem vereinfachen, das im
wesentlichen nur eine partielle Differentialgleichung beinhaltet. Diese Differential-
gleichung wird als Potentialgleichung bezeichnet. Die Motivation fiir diese Namen-
gebung werden wir nachfolgend kennenlernen.

Wenn wir davon ausgehen, dafl die Stréomung drehungsfrei ist, dann gilt fiir das
Stromungsfeld die Bedingung

i jJ kK
rot V= xv={2 & 2 |=0 (3.139)
w v ow
Anders geschrieben lautet die Bedingung (3.139)
= [Jdw Iv » [Ou Ow ~ dv  Ou
N O e k. [ 22 9Yy -
! (83; 82)+J (62 8x)+ (ax ay) o (3.140)
so daf} fiir das drehungsfreie Stromungsfeld an jeder Stelle die Gleichungen
Jw  Ov Ou dw ov Ju
Jw _ ov A gv _ g4 3.141
Jy dz - Oz ox Ox Oy ( )

gelten.

Die Bedingungen fiir die Drehungsfreiheit (3.141) kombinieren wir zunéchst mit den
Euler-Gleichungen (3.136) - (3.138). Wir betrachten dazu die Gleichung (3.136), die

wir mit dem Differential dz durchmultiplizieren. Wir erhalten:

p-(u~g—z-dm+v-%-d1‘+w-—g—:'d$):——g—g-d;r . (3.142)
Nun gelten gemafl der Drehungsfreiheit der Stromung die Gleichungen
Ju  Ov ou  Jw
oy o= = 9z o= (3.143)
Setzen wir diese in die Gleichung (3.142) ein, erhalten wir die folgende Gleichung:
ou ov Jw dp
) oY 4 AL 2w - _9r
o (u e T + v Ee Tz + w Epe dx) e dzx
oder
o u? g v? d w? Op
R (A % 4 zZZ . . . 14
P (812 dx+6.22 x+8.1: 2 dx) Oz da (3.144)

Mit einer analogen Rechnung beziiglich der Euler-Gleichungen (3.137) und (3.138)
erhalten wir die nachfolgenden Gleichungen fiir die y- und z- Richtung. Diese lau-

ten:

8 u? 9 v? 8 w? dp
P'(é;?dﬁa—y?d“%?'dy) = oy W (3.145)

O u? o v? d w? ap
P'($?d2+5;?dz+$7'd2> = 7o, % (3.146)
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Durch die Addition der drei Gleichungen (3.144) bis (3.146) ergibt sich die Glei-

chung
g vz a vz 2
STL TP TA

Oz 2 oy 2 dz 2
op op Ip
— (£ de+ L dy+ 2L . gz 3.14
(833 Oy Oz (3.147)

mit V? = u? + v? + w?. Die Gleichung (3.147) enthilt auf der linken Seite das
vollstandige Differential fiir das Geschwindigkeitsfeld und auf der rechten Seite das
vollstdndige Differential fiir das Druckfeld, so da wir die Gleichung (3.147) auch
wie folgt schreiben kénnen:

cp-d(V?) = —dp bzw. p-V-dV = —dp (3.148)

N |

Mit der Gleichung (3.148) sind wir bereits aus der Stromfadentheorie vertraut.
Jedoch lernten wir, dafl diese Gleichung nur entlang eines Stromfadens giiltig ist.
Diese Einschrankung haben wir nun bei ihrer Herleitung nicht getroffen; d.h. sie
gilt fiir ein drehungsfreies Stréomungsfeld nicht nur entlang eines Stromfadens, son-
dern auch in jeder beliebigen Richtung im Stromungsfeld. Die Gleichung (3.148)
bendtigen wir fiir die weitere Herleitung der Potentialgleichung.

Zur Herleitung der Potentialgleichung benutzen wir die folgende Aussage der Vek-
toranalysis. Fir eine differenzierbare skalare Funktion F' gilt

vV xvE=0 . (3.149)

Es bleibt dem Leser {iberlassen, diese Aussage auf ihre Richtigkeit zu untersuchen,
was mit wenig Aufwand durchfiihrbar ist.

Da wir davon ausgehen, dafl das Strémungsfeld drehungsfrei ist (es gilt also 7 xV =
0), kénnen wir den Geschwindigkeitsvektor ¥ {iber eine skalare Funktion ® angeben,
so daf} gilt:

V =grad ® = 7P (3.150)

Mit der Funktion ®, die als Potentialfunktion bezeichnet wird, kénnen wir die
Geschwindigkeitskomponenten u, v und w wie folgt angeben:

oD od oo
— w —

— 2= = —— _ .1
oz VE By d= (3.151)

u

Als nachstes Ziel wollen wir eine Bestimmungsgleichung fiir die Potentialfunktion
® aufstellen. Wenn wir ® ermittelt haben, kénnen wir unmittelbar mit den Glei-
chungen (3.151) den Geschwindigkeitsvektor Vv berechnen und mit der Bernoulli-
gleichung den Druck.
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Um die Gleichung aufzustellen, betrachten wir die Kontinuitidtsgleichung (3.135).
Wir ersetzen die Geschwindigkeitskomponenten gemifi den Gleichungen (3.151).
Durch Einsetzen und Differenzieren erhalten wir:

9 (,. 0%\ 0 ( 0®) O ( 9%\ _
9z \* " oz ay \” by 9-\" 8z) =
82® 92 920 O 9p 0D Jp 9P Op
p (axz+ayz+azz)+5;'a—x+5;'@+a'5;

= 0 .(3.152)

Die Gleichung (3.152) lassen wir zunichst in ihrer jetzigen Form stehen. Als
niachsten Schritt werden wir Ausdriicke fur die Differentialquotienten dp/dx, 8p/dy
und dp/8z aufstellen, die wir anschlieend in die Gleichung (3.152) einsetzen. Da-
mit erreichen wir die Eliminierung der Gré8le p aus der Gleichung (3.152).

Wir kommen nun auf die Gleichung (3.148) zuriick und ersetzen die Gréfie V2 mit
den Gleichungen (3.151) zu

ad\? ad\°’ od\?
2 2 2 2 __ il P P
vi=wseret=(57) +(5) + (52)

Wir erhalten dann mit der Gleichung (3.148) die folgende Gleichung:

T (ORI =) IR

Da wir ein isentropes Strémungsfeld betrachten (s = const), gilt weiterhin fiir die
Schallgeschwindigkeit a?:

dp _dp . d_p o
(ap)s — P —a _ dp = e . (3.154)

Wir ersetzen in der Gleichung (3.154) das Differential dp durch die Gleichung
(3.153) und erhalten die Gleichung

1 p od\’ b\’ 9\’ 5

czp_—é—-?d((ax) +(6y) + (22 . (3.155)

Diese Gleichung kénnen wir speziell fiir die z-Richtung des Strémungsfeldes for-
mulieren. Die Gleichung lautet dann:

p _ 1 p 2 ((28\ (92)" (00N
dr 2 a? Ox oz dy dz

oder, wenn wir auf der rechten Seite differenzieren:

9p _ _p 6_@_02<I>+_62_32‘1>+8®_82<I’
dx  Ox? dy Jydx dz 0z0z

(3.156)

dzr  a?
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Fiir die y- und z-Richtung erhalten wir die entsprechenden Gleichungen. Sie lauten:

o0 _ _p (02 20 o0 o0 o0 o 1
8y a? \ Oz J9zdy Jdy Iy? Oz '82:03; (3.157)
o _ _p (00 Fo o0 e oo o .

8z a? \ 9r OJxdz Iy Oydz + 8z Bz (3.158)

Wenn wir nun in der Gleichung (3.152) die Differentialquotienten dp/dz, 8p/dy
und Jp/3z gemiB den Gleichungen (3.156) - (3.158) einsetzen, erhalten wir die Po-
tentialgleichung fiir eine dreidimensionale, reibungs- und drehungsfreie Strémung.

Sie lautet:

) ao\?| o2 2 ao\’| o2 . ao\?*| o2

a® — [ — e Ja® = | — . + la® — | — —
Ox dx? Ay oy? Oz 9z2
o 9% 9’ _, 0% 0% 0% 8% 8D 9D

e a—y ) Jxdy dx 0Oz OJdzd=z Jdy 0Oz Oydz

=0 (3.159)

Die Potentialgleichung (3.159) ist eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Sie enthélt als Unbekannte die Potentialfunktion ® und die Schallge-
schwindigkeit a. Fir die Schallgeschwindigkeit gilt die Bernoulligleichung (s. J.

ZIEREP 1993)

;1’(?12—'—'02—[—’!1)2):
o, m—1 (00} (0®\* (0N
a2 5 [(ax) +(8y) + | 52 (3.160)

ap steht fiir die Schallgeschwindigkeit der Gesamt- oder RuhegréBlen (ap =
V- R-Tp, To = Gesamt- bzw. Ruhetemperatur). Sie ist {iir die Berechnung des

Stromungsfeldes als bekannt vorauszusetzen. Mit « ist der Isentropenexponent des

Gases gemeint.

Die Berechnung des Strémungsfeldes wird mit den Gleichungen (3.159) und (3.160)
wie folgt durchgefiihrt:

e Es werden die Gleichungen (3.159) und (3.160) unter Einhaltung von Rand-
bedingungen geldst. Man erhilt @ und a.

e Mit den Gleichungen (3.151) werden die Geschwindigkeiten berechnet.

e Danach wird die Machzahl M = +v/u? + v? 4+ w?/a berechnet.




e Der Druck, die Temperatur und die Dichte berechnen sich mit den Gleichun-
gen (s. J. ZIEREP 1993)

T 1

To 1451 M2

P 1

Po (1 + "_;.l MQ)&/(H—l)
P 1

po (14 st ar) D

To, po und po sind die Gesamt- bzw. RuhegréBen des Stromungsfeldes, die fiir die
Berechnung bekannt sind.

Die nichtlineare Differentialgleichung (3.159) 148t sich zusammen mit der Gleichung
(3.160) fur technische Probleme nur numerisch 16sen. Allerdings kann man sie fiir
die Umstrémung von schlanken Profilen linearisieren. Die linearisierte Form be-
sitzt fiir Uberschallanstrémungen eine analytische Lésung. Wir kommen in dem
Abschnitt ”Linearisierung” auf die Herleitung ausfiihrlich zu sprechen.

Abschlieflend wollen wir noch den Grenzfall der inkompressiblen Strémungen be-
trachten. Fiir eine inkompressible Strémung gilt: @ — oc. Dividieren wir die Glei-
chung (3.159) auf beiden Seiten durch @? und betrachten anschlieBend den Fall

a — oo, erhalten wir die Potentialgleichung fiir eine inkompressible Strémung. Sie
lautet:

I’e 920 9@
527 T oyt g = 0 (3.161)

Die Differentialgleichung (3.161) entspricht der Laplace-Gleichung. Sie ist linear
und von zweiter Ordnung.




4 Methoden der Stromungsmechanik

In diesem Kapitel des Buches werden wir die Methoden zur Lésung der in Kapi-
tel 3 hergeleiteten Grundgleichungen kennenlernen. Sie lassen sich in analytische
und numerische Verfahren einteilen. Die analytischen Methoden sind bereits An-
fang dieses Jahrhunderts entwickelt worden als es noch keine Rechner mit grofier
Speicherkapazitdt und hoher Rechengeschwindigkeit gab.

Die analytischen Verfahren besitzen im Vergleich zu den numerischen Verfahren den
Vorteil, dafl sie geschlossene Lésungen in Form von einfachen Berechnungsformeln
liefern, die meistens mit einem Taschenrechner ausgewertet werden konnen. Des-
weiteren beinhalten die Berechnungsformeln Informationen iiber den Einflu3 der
Groflen, die das Problem bestimmen. So kann man z.B. einer Ergebnistormel ent-
nehmen, ob die zu berechnende Gréfie von ihren Einflulgréflen linear, quadratisch
oder nach anderen mathematischen GesetzméaBigkeiten abhéngt.

Der Nachteil der analytischen Verfahren liegt in den notwendigen Vereinfachungen
und Annahmen, die man zur Berechnung vornehmen bzw. voraussetzen muf, um
ein Stréomungsproblem tiberhaupt 18sen zu kénnen. Es gibt analytische Berechnun-
gen, die z.B. beinhalten, dafl ein Tragfliigel die Zustrémung nur geringfiigig stort
(diese Vereinfachung werden wir noch kennenlernen), dafl ein Schaufelprofil keine
Dicke besitzt oder auch, wie wir es bereits bei der Herleitung der Grenzschichtglei-
chungen kennenlernten, dafy Glieder kleinerer Gréflenordnung vernachlassigt wer-
den kénnen.

Wir erkennen anhand der gezeigten Bespiele, dafl Stréomungen mit analytischen
Methoden nur sehr begrenzt berechenbar sind. Die Rechnungen geben in vielen
Fillen nur eine Abschatzung der interessierenden Groéfien.

Mit den numerischen Verfahren hingegen ist man bestrebt, die in Kapitel 3 herge-
leiten Gleichungen fiir ein Stromungsproblem unter Einhaltung von Rand- und An-
fangsbedingungen moglichst genau zu 16sen, ohne dal man irgendwelche gravieren-
den Vereinfachungen oder Annahmen treffen mufl. Fir die Berechnung von techni-
schen Strémungen (Tragfligelstromung, Kraftfahrzeugumstréomung, Strémung im
Drehmomentenwandler) kénnen diese Methoden in der Regel fiir komplexe und
beliebige Geometrien angewandt werden.

Fiir ihre Anwendung sind Rechner oder sogar Rechenanlagen mit umfangreichen
Programmen und Auswertesoftware erforderlich. Dies wird jedoch zukiinftig immer
weniger ein Problem sein, da sich die Kosten fiir Rechenleistung verringern, und
da sich die Softwarcentwicklung weiter vereinheitlichen wird. Ein grofler Nachteil
der numerischen Verfahren ist allerdings, dafl mit ihnen die Abhingigkeit des Er-
gebnisses von ciner eingehenden Gréfle nur mit aufeinander folgenden Rechnungen
bestimmt werden kann, wobei von Rechnung zu Rechnung die eingehenden Grofien
passend variiert werden miissen.

Wir werden noch lernen, dafl die numerischen Methoden von den analytischen
Methoden ergianzt werden. Dies gilt insbesondere dann, wenn wir herausfinden
wollen, wie gut die Genauigkeit eines numerischen Verfahrens ist.
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In weiterfiihrenden Vorlesungen iiber numerische Stromungsmechanik wird auch
erliutert, wie analytische Ergebnisse in numerische Verfahren einflieBen (s. dazu
H. OERTEL jr., E. LAURIEN Numerische Stréomungsmechanik, 1995), um die
Strédmungsphysik genauer zu berechnen. In dem vorliegenden Lehrbuch wird dazu
eine Einfithrung gegeben.

4.1 Analytische Methoden
4.1.1 Dimensionsanalyse

Die Dimensionsanalyse gehdrt streng genommen nicht zu den analytischen Lésungs-
verfahren, da bei ihrer Anwendung die Differentialgleichungen, die wir im Kapitel
3 hergeleitet haben, nicht zur Berechnung verwendet werden. Allerdings ist die
Durchfithrung der Dimensionsanalyse der erste Schritt beim Lésen eines stromungs-
mechanischen Problems, unabhéngig davon, ob wir eine Strémung analytisch bzw.
numerisch berechnen oder experimentell ausmessen wollen.

Mit der Dimensionsanalyse erreichen wir eine Reduktion der unabhéngigen Gréfien
des Problems, indem wir die Dimensionen der einzelnen Gréfien behandeln. Um zu
verdeutlichen, was damit gemeint ist, betrachten wir wieder die Kraftfahrzeugum-
stromung. In der Abbildung 4.1 ist ein Kraftfahrzeug gezeigt, das mit der Ge-
schwindigkeit (/.. angestrémt wird. Wir wollen nun die Widerstandskraft W in
Abhingigkeit der das Problem bestimmenden Gréfien ermitteln.

Wir wissen bereits, dal der Widerstand W von der Anstrémgeschwindigkeit U/,
der Dichte p.o,, der Zahigkeit g, und der Grofie des Kraftfahrzeuges, die durch
die Linge [ festgelegt ist, abhingig ist. Wir setzen dabei voraus, dafl die Gréfie
des Kraftfahrzeuges variiert, die Form sich jedoch nicht andert (alle betrachteten
Fahrzuge sind geometrisch #hnlich). Die Abhangigkeit der ZielgréBe W von den
zuletzt genannten Groflen kénnen wir mit der Funktion

Abb. 4.1: Kraftfahrzeugumstrémung
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W = f(Us, poc ftoo, 1) (4.1)

angeben. Mit der Anwendung der Dimensionsanalyse vereinfacht sich der funktio-
nale Zusammenhang (4.1) auf eine andere Funktion f, die nur noch eine Verander-
liche beinhaltet. Diese lautet:

W Poo " Use - 1

cew = f(Reo) W= o2 gz Reoo = p

5 (4.2)
2 oo
Sowohl der funktionale Zusammenhang f als auch f sind unbekannt und miissen
durch numerische/analytische Rechnungen bzw. experimentelle Messungen oder
aus einer Kombination der genannten drei Méglichkeiten ermittelt werden. Wird
der Zusammenhang z.B. experimentell herausgefunden, so benétigt man zur Er-
mittelung von f nur eine Mefireihe und kann fiir alle Kombinationen von U.,, pe.,
oo und [ die Widerstandskraft W angeben. Zur die Ermittlung des funktionalen
Zusammenhangs (4.1) hingegen sind erheblich mehr Messungen durchzufithren.

Es stellt sich nun die Frage, wie wir den funktionalen Zusammenhang (4.1) auf
die Form (4.2) vereinfachen und womit sich diese Vereinfachung begriindet. Wie
bereits angedeutet, werden dazu die Dimensionen der Gréfien, dic das Problem
bestimmen, betrachtet.

Jede physikalische Grofie wird durch eine Mafizahl und eine Linheit angegeben.
Weiterhin kann jeder physikalischen Gréfie eine Dimension zugeordnet werden. So
kann z.B. der Druck p in einem Behélter 50 N/m? betragen. In diesem Fall wire
die Zahl 50 die Maflzahl und N/m? die fiir den Druck entsprechende Einheit.

Die Dimension gibt an. wie mit den Mafizahlen der Grundgréfien die Maflzahl der
abgeleiteten Gréfle bestimmt wird. Betrachten wir dazu weiterhin den Druck p als
Grofle, so wird zur Bestimmung seiner Maflzahl die Maf3zahl einer Kraft durch die
MafBzahl einer Flache dividiert. Die Dimension des Druckes -wir bezeichnen sie mit
[p]- schreibt sich also:

[Pl =75 - (4.3)

F und L stehen fiir die Grundgréflen Kraft bzw. Lange.

Wir unterscheiden zwischen dem technischen und dem physikalischen System. Beim
technischen System setzen sich die Dimensionen aller physikalischer Gréfien der Me-
chanik aus den Grundgréfien Kraft, Lange und Zeit (F, L,T") zusammen. Im phy-
sikalischen System werden alle Dimensionen mit den Grundgréfen Masse, Lange
und Zeit (M, L,T) angeben. In beiden Féillen haben wir drei Grundgréflen zur
Verfiigung, mit denen wir die Dimensionen der das Strémungsproblem beschrei-
benden Groflien ausdriicken konnen. Wenn wir Stréomungsprobleme mit Tempera-
tureinflufl betrachten, z.B. ein stromendes Gas (Tragfligelstromung), dann ist es
notwendig, zusatzlich die Temperatur als vierte Grundgréfie miteinzubeziehen.
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Wir werden nun nachfolgend zeigen, dafl wir die Dimension jeder mechanischen
Grofle x mit der folgenden Potenzschreibweise darstellen konnen. Diese lautet, wenn
wir als Grundgroéflen das physikalische Systerm wahlen:

[@] = M* . L2 . T (4.4)

Der Zusammenhang (4.4) ist uns nicht unbekannt. Alle uns bekannten mechani-
schen Gréflen, wie z. B. die Geschwindigkeit |V1], setzen sich aus den Grundgréfien
M., L und T gemif der Formel (4.4) zusammen. Fiir die Dimension Linge dividiert
durch Zeit der abgeleiteten mechanischen Gréfe |V nehmen in der Formel (4.4)
die Exponenten «, az und «3 die folgenden Werte an: a3 = 0, @ = 1 und a3 = —1.

Wir kommen auf den Zusammenhang (4.4) spiter zuriick. Um mit der Dimen-
sionsanalyse vertraut zu werden, betrachten wir den nachfolgenden funktionalen
Zusammenhang F', der die Abhingigkeit der Maf3izahl = einer abgeleiteten Grofie
von den tibrigen Mafizahlen z4,...,x, eines stromungsmechantschen Problems an-
gibt. Er lautet:

r=F(x1,...,Tn) . (14.5)

Um ihn besser verstehen zu kénnen, nehmen wir wieder Bezug auf die bereits be-
trachtete Kraftfahrzeugumstromung (s. dazu Abbildung 4.2 links). Fiir das Beispiel
der Kraftfahrzeugumstrémung ist die Zahl x die Maflzahl der Widerstandskraft 14,
die auf der linken Seite der Gleichung

W = f(L/ooa Pooy oo [)

steht. Die tibrigen Maflzahlen entsprechen demzufolge in der Gleichung (4.1) den
Maflzahlen der Geschwindigkeit U, der Dichte p.,, der Zahigkeit g, und der Lange
l. Unsere Mafizahlen gelten in Verbindung mit den Einheiten NV fur die Kraft W,
m /s fiir die Geschwindigkeit U, kg/m?® fiir die Dichte p.,, m fiir die Linge [ und
N - s/m? fiir die Zahigkeit po..

Poo Hoos <
BTN (o) MY (5) W

Uco,

Pooq, Moo,

Abb. 4.2: Zwei verschiedene Kraftfahrzeugumstréomungen
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Zuséatzlich betrachten wir eine weitere Kraftfahrzeugumstrémung. Das umstrémte
Kraftfahrzeug ist dem Kraftfahrzeug der zuerst betrachteten Umstrémung geome-
trisch dhnlich (s. Abbildung 4.2 rechts). Es ist allerdings nicht gleich grof}. Wei-
terhin wird es mit einem anderen Fluid angestrémt, das sich in seiner Dichte poo2
und seiner Zahigkeit go.2 von dem Fluid des ersten Beispiels unterscheidet. Die
Zustromgeschwindigkeiten der beiden Umstrémungen U/, und U2 sind ebenfalls

verschieden.

T'iir die zweite Umstrémung gilt auch der funktionale Zusammenhang (4.5). Nur
stehen in ihm nicht die MafBzahlen z,,...,z,., sondern die Maflzahlen fiir die zu-
letzt betrachtete Kraftfahrzeugumstrémung. Diese Mafizahlen bezeichnen wir mit
¥ bzw. ¥1,....yn. Auch y und y;,...,y, gelten in Verbindung mit den Einheiten,

die wir bereits fiir das zuerst beschriebene Umstrémungsproblem erwihnten. Der
funktionale Zusammenhang lautet also:

¥y = F(yh"'vyﬂ) . (46)

Wenn wir nun in unseren beiden Beispielen die Einheiten wechseln (z.B. die Lange
nicht mehr in Mecter m, sondern in Kilometer km angeben) und dabei die physika-
lischen Gréfien nicht dndern, so verandern sich unsere MafBzahlen von den Werten
T1ee . xpautal,. . . 2 bzw. von y1,...,ynauf yi, ..y Ebenfalls verandern sich
die MaBzahlen der abgeleiteten Gréfien von x auf ' bzw. von y auf y'.

Zwischen den Gréfen z; und ! (i = 1,...,n) sowie y; und ¥} (i = 1,...,n) gelten
die Zusammenhinge

(4.7)

4 14
Ty =Gt T, Y, = G " Yi

wobei cq, .. ., ¢, den Zahlenwerten entsprechen, mit denen die Maflzahlen den neuen

Einheiten angepal3t werden.
Wir haben nur die Einheiten geidndert und nicht die physikalischen Gréfien. Die
physikalischen Groflen sind unabhingig von dem verwendeten Mafsystem und des-
halb bleibt das Verhiltnis von den abgeleiteten Gréfien beim Wechseln der Einhei-
ten erhalten. Bezeichnen wir X und Y als die zu den MaBzahlen « und y zugehérigen
physikalischen Gréfien, so gilt:
X =z z’
Y oy oy
oder unter Ausnutzung der Gleichung (4.5) und (4.6)

F(zy,...,%n Fzy,....q -’
1(1’17 L ) — (:T‘/L7 ’ /77, i (48)
ﬁ(y17~-~7yn) F(yl71yn)
Ersetzen wir in die Gleichung (4.8) die Werte z} und y/ durch die entsprechenden
rechten Seiten der Gleichungen (4.7), erhalten wir:

F(z1,....2n) F(ey - Ti,...,¢q - Tp)

F(ylv---’yn) N F(Cl'yla--wcn'yn)
F( ) F( ) P'(wlv"'v;rn)
— 2L c Ly e--5Cn Ty = Cl Yly -+ -2Cn " Yn) = .
C1 - Ty, s € r 1- % Yy F(Y1r - tn)

(4.9)
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Mit der Gleichung (4.9) fihren wir nun den nachfolgenden mathematischen For-
malismus durch. Durch partielles Differenzieren der Gleichung (4.9) nach ¢; unter
Anwendung der Kettenregel erhalten wir:

OF(c1 - T1y.eosCp - Ty) . OF(c1-y1,---s¢n - yn) F(xy,....2,)

e ) o o) Pl Y
Betrachten wir nun weiterhin den Sonderfall ¢; =1 (¢ = 1,...,n), dann gilt:
ay . Bf‘(ﬂ?l(,...,:rn) _ Y1 COF (Y1, -5 Yn) (4.11)
ey, ....xp) dxy Flyry oo yn) dy1
Da die linke Secite nur von xi,...,x, und die rechte Seite nur von yi,...,¥yn

abhangig ist, sind sowohl die linke als auch die rechte Seite gleich einer Konstanten,
die wir mit «y bezeichnen. Es gilt also:

x oF
—_ =y . (4.12)
F(x1,...,x,) Oxq
Durch partielles Integrieren iiber xq erhalten wir:

F(ay,...,x,) = Ci(xa, ..., 2n) - 27 . (4.13)

Ci(aa,....T,) ist eine weitere Funktion, die wir zunichst nicht kennen. Wir kénnen
1 25 i N

die gezeigte Rechnung auch fiir eine beliebige Mafizahl x; durchfithren. Dann er-
halten wir als Ergebnis:

F(o1.o o s@n) = Ci(@1, o @i i1, Ty) - X7 (4.14)

Wenn wir alle n Losungen miteinander kombinieren, dann lautet die Gesamtlésung

= F(x1,...,2,) =C -2 -x5? - -z (4.15)
wobei ' nun keine Funktion von irgendeiner Maf3zahl ist. € ist eine Konstante,
die wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit C = 1 setzen koénnen, indem wir
fordern, dafl *+ = 1 ist, wenn alle z; = 1 (z = 1,...,n) sind. Fir den Zusam-

menhang zwischen der Mafizahl einer abgeleiteten Gréfie und den Mafzahlen der
GrundgroBlen gilt also:

r = - x3? -z (4.16)

Mit der Gleichung (4.16) begriindet sich auch die Dimensionsformel (4.4), denn
die Dimension einer abgeleiteten physikalischen Grofle ist so definiert, daf} sie an-
gibt, wie die MafBlzahlen der Grundgréflien miteinander kombiniert werden, um die
Mafzahl der abgeleiteten Gréf3e zu berechnen. Gleichung (4.16) zeigt uns, wie die
MaBzahlen kombinierlt werden.




105

Wir gehen nun davon aus, dal} eine funktionale Beziehung von n physikalischen,
dimensionsbehafteten GroBlen @, ..., Q. exsistiert. Diese kénnen wir mit der im-
pliziten Schreibweise wie folgt angeben:

F(Qi,...,Qn) =0 . (4.17)

Der funktionale Zusammenhang (4.17) kénnte z.B. der Beziehung (4.1) entsprechen.
Wenn die Gleichung (4.17) fiir ein mechanisches Problem steht, dann gilt fir alle
Dimensionen der physikalischen Gréflen (1, ..., (), die Dimensionsformel

[Qi] = M= i - Loz . Toos (4.18)
oder, wenn wir zu den Basisgrofien Kraft, Lange, Zeit (F, L,T") iibergehen,
[(Qi] = Fore - Lozs - Toan (4.19)

Weiterhin kann jede MafBzahl der physikalischen Gréflen @24, ..., ¢, mit der Formel
{4.16) ausgedriickt werden.

Es kann gezeigt werden, daB sich der funktionale Zusammenhang (4.17) auf n —m
dimensionslose Groflen vereinfacht. m ist in der Regel die Anzahl der Grundgréfien,
die fiir mechanische Probleme mit M, L, T bzw. mit F, L,T m = 3 ist. Beil der Be-
trachtung von Strémungen mit Temperatureinflu} ist die Temperatur eine weitere
Grundgréfle und m ist in diesem Fall m = 4.

Dieser Zusammenhang ist als das II-Theorem von Buckingham bekannt, das wir
in diesem Buch nicht beweisen wollen. Seine Richtigkeit ist z.B. sehr ausfiihrlich
in dem Buch von P.W. BRIDGMANN 1932 erklirt, das dem interessierten Leser
als vertiefende Lektiire zu empfehlen ist. Wir wollen nachfolgend lernen, wie wir
das II-Theorem zur Vereinfachung von funktionalen Zusammenhdngen anwenden
konnen.

Zusammenfassend lautet das IT-Theorem von Buckingham:

Gegeben sind ein funktionaler Zusammenhang

F(Q1~,~--’Qn) =0 (4’20)

mit n-dimensionsbehafteten physikalischen Gréfien @,,...,Q, und m
Grundgréfien (z.B. M, L, T bzw. F, L, T"). Dann gibt es einen weiteren
funktionalen Zusammenhang

F(Hlv-'~1]_[n—-'r) =0 (4-21)
mit n — r» dimensionslosen Gréfien II;...11,,_,. Fir r gilt in der Regel
r = m. Der Zusammenhang (4.21) beschreibt vollstindig die Lésung

des Problems.

Es stellt sich nun die Frage, wie die n — r dimensionslosen Grolen gebildet werden.
Dazu betrachten wir die Dimensionen der n physikalischen Gréfien, die wir mit den
m Grundgréflen Ay, ..., A, wie folgt ausdriicken kénnen:
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(@] = A7 - A% . Aq
: : (4.22)
(@] = AT“" - AP .. A%ms
Die dimensionslosen Gréfien II; (¢ = 1,...,n — ) konnen wir wie folgt angeben:
I; = AT - A -~ AD, = [ - [Qa]* -+ - [Qa] . (1.23)
Setzen wir in die Gleichungen (4.23) fur [Q4],....[Q.] die entsprechenden

Ausdriicke gemafl der Gleichungen (4.22) ein, erhalten wir:

A AS- AL, =
LA+ AS? e A ]B (AT ST A AT A AT (4.24)

m

Durch einen Vergleich der Exponenten der linken und rechten Seite der Gleichung
(4.24) erhalten wir das folgende Gleichungssystem. Es lautet:

oy -k ok + . o4+ arn-k, = 0
: : : (4.25)
(& 27T !E] -+ X2 - 'ICQ + ...+ N ° kn = 0

Die Gleichungen (4.25) bilden ein homogenes Gleichungssystem bestehend aus m
Gleichungen fiir die n Unbekannten ky,...,k, (m < n).

Aus der linearen Algebra ist bekannt, daf} ein homogenes Gleichungssystem genau
r linear unabhingige Losungen besitzt, wobei r der Rang der Koeflizientenmatrix

(}’151 ... (858"

’ (4.26)

O’m,l . anl.'n

des Gleichungssystems (4.25) ist. Der Rang r der Matrix (4.26) entspricht der
Anzahl der Zeilen und Spalten der Determinante mit der grof3ten Zeilen- und Spal-
tenanzahl, deren zugehoérige Matrix in (4.26) als Teilmatrix enthalten und deren
Determinante von Null verschieden ist.

In der Mehrzahl der Fille ist bei der Anwendung der Dimensionsanalyse der Rang
r der Matrix (4.26) gleich der Zeilenanzahl m, die der Anzahl der Grundgréfien
entspricht. Die Bestimmung der dimensionslosen Koeffizienten II; ...11,_, erfolgt
nun entsprechend der nachfolgenden Vorgehensweise:

e Bestimmung der n physikalischen Gréfien der funktionalen Beziehung (4.20).

o Festlegung der Grundgréfien (fiir mechanische Probleme F', L. T bzw. M, L,
).

e Aufstellen der Kocffizientenmatrix (4.26) und Ermittlung ihres Ranges.
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W Us. peo I peo
F 1 0 1 0 1
L 0 1 —4 1 =2
T 0o -1 2 0 1

Tabelle 4.1: Dimensionstabelle

e Berechnung der n — r linear unabhangigen Gréflen und der mit ihnen kor-
respondierenden dimensionslosen Gréfien I1; .. .11, (in den meisten Fiallen
ist » = m).

e Aufstellen des neuen funktionalen Zusammenhangs F’(Hl RS P B

Wir kommen auf das Bespiel der Kraftfahrzeugumstrémung zuriick. Den ersten
Schritt unserer Vorgehensweise haben wir bereits zu Beginn dieses Abschnittes
durchgefiihrt als wir die Beziehung (4.1) aufstellten. Der zweite Schritt erscheint
uns bereits trivial. Wir wéahlen als Grundgréfien dic GroBen F', L, T aus. Mit den
ausgewahlten Grundgréflen kénnen wir die Koeflizientenmatrix (4.26) aufstellen,
die wir gemé&fl der Tabelle 4.1.1 aufschreiben. Eine Teilmatrix, deren zugehorige
Determinante von Null verschieden ist, ist z.B. die Matrix

0 1 0
1 —4 1 ) (4.27)
—1 2 0

so dafl wir gemdaf} dieser Teilmatrix die Grofien U, po. und [ als neue Grundgrdfien
auffassen und mit ihren Dimensionen die Dimensionen der verbleibenden Grofien
W und p., entsprechend des Potenzansatzes ausdriicken kénnen. Es gilt also:

(W] = [Us]® - [pao]™ - [ (1.28)
oder
FUOLO T = (PO LY YR (P LT TR (O L0k (4.29)

Durch einen Vergleich der Exponenten der linken und rechten Seite der Gleichung
(4.29) erhéalt man das folgende Gleichungssystem fiir die Unbekannten k;, A, und
k5. IEs lautet:

F 1 = ko
T . 0 = -‘k'l + 2 . kg

Die Lésung des Gleichungssystems ergibt: &y = 2, ky = 1, k3 = 2, so daf} die erste
dimensionslose Grofle 11y entsprechend der Gleichung (4.28)

Ww

II] = —pco _ L/,ZO .2

(4.30)
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lautet. Die zweite dimensionslose Gréfie II, berechnet sich analog, indem die Di-
mension der Gréfle g, mit den Dimensionen der neuen Grundgréfien U/, po. und
{ ausgedriickt wird. Man erhilt als zweite dimensionslose Gréfie

Moo 1 -
11, = = , 4.5
2 Poo - Uso - 1 Reo, (4.31)

so dafl der neue funktionale Zusammmenhang wie folgt lautet:

Ww _
———pw 7z .2 = f(1l)
oder
W ~
ew = g = f(Rew)

Peo | .
= .2 -]

so wie wir es bereits zu Anfang dieses Abschnittes kennenlernten.

Um das Verstdndnis flir die Dimensionsanalyse abzurunden, wollen wir absch-
lieBend noch die Frage diskutieren, wie wir tiberhaupt die Einfluligrofien fiir den
funktionalen Zusammenhang (4.20) ermitteln kdnnen. Dazu ist zu sagen, daf} es
keine Vorgehensweise gibt, mit der man die fiir das technische Problem relevanten
Groflen bestimmen kann. In der Regel setzt der erste Schritt der Dimensionsanalyse
eine gewisse Erfahrung beziiglich des technischen Problems voraus.

So koénnten wir z.B. beziiglich der Kraftfahrzeugumstrémung der Meinung sein,
daf} der Luftdruck pg einen Einflufl auf den Widerstand W hat. Wiirden wir ihn
mit in die Beziehung (4.1) aufnehmen und anschlieflend die Dimensionsanalyse
gemif unserer gelernten Vorgehensweise durchfithren, dann wiirden wir die weitere
dimensionslose Grofie Tz = po/(pee - U2) erhalten. Der vereinfachte funktionale
Zusammenhang wirde dann

pio)
Poo - [’Tf?o

Cw = .)F(Rfioo, (4.32)

lauten.

Wenn wir anschlieend z.B. mit Windkanalversuchen den funktionalen Zusammen-
hang (4.32) ermitteln, werden wir feststellen, daf3 die Gréfie W unabhingig von der
Grofle po/(pac - UZ) ist. In diesem Fall wiirden wir die Gréfie po/(pa - UZ) wieder
aus der Beziehung (4.32) streichen.

Wie bereits gesagt, ist die Dimensionsanalyse der erste Schritt zur Losung eines
stromungsmechanischen Problems. Wenn man mit der Strémungsmechanik gut ver-
traut ist, dann wird das Bestimmen der wesentlichen Einflulgréien keine Schwie-
rigkeiten bereiten. Dazu ist jedoch anfinglich viel Ubung erforderlich.
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4.1.2 Linearisierung

Die in Kapitel 3 hergeleiteten Differentialgleichungen sind nichtlineare Gleichungen
und deshalb bereitet ihre Lésung erhebliche mathematische Schwierigkeiten. Um
diese Schwierigkeiten zu umgehen, werden haufig die das Problem beschreibenden
Differentialgleichungen linearisiert und anschlieflend gel&st.

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit der Linearisierung der Gleichung (3.159)
auseinandersetzen. Die Vorgehensweise, die wir dabei lernen, ist aufl viele andere
Stromungsprobleme iibertragbar. Die Anwendungen der linearsierten Gleichung
(3.159) zur Berechnung von technisch interessierenden Strémungen werden als “Li-
nearisierte 1'heorie” und als “Theorie kleiner Storungen” bezeichnet. Diese Bezei-
chungen werden uns bei der Herleitung der linearisierten Gleichungen verstindlich

werden.

Wir betrachten wieder die Tragfligelstromung und setzen voraus, daf3 die Reynolds-
zahl der Zustromung Re = U - /v, sehr grofl ist. Die Grenzschichten auf dem
Tragfliigel sind also diinn, und wir kénnen ihre Dicke zur Berechnung der reibungs-
freien Auflenstréomung vernachlédssigen, so wie wir das bereits im Kapitel 3 bei der
Diskussion der Anwendung der Potentialgleichung (3.159) ebenfalls vorausgesetzt

haben.

Wir werden nun weiterhin annchmen, dafl das Tragfliigelprofil schlank ist, und dal}
es deshalb die ungestorte Zustromung mit der Geschwindigkeit U, nur geringfiigig
stort (s. Abbildung 4.3). Dic Zustrémung ist parallel zur x-Achse. Den Geschwin-
digkeitsvektor V; (s. Abbildung 4.3) kénnen wir in zwei Anteile zerlegen, wobei der
erste Anteil der ungestdrten Zustréomung entspricht und der zweite Anteil gleich
einemn Stéranteil ist, der durch das schlanke Tragfliigelprofil hervorgerufen wird. v,

Abb. 4.3: Stromung um einen schlanken Tragfliigel
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schreibt sich also wie folgt:

U u’
vV, = 0 + v’ ) (4.33)
0 w’

Die Geschwindigkeitskomponenten «/, v’ und w’ fassen wir als Storgréflen auf,
die im Vergleich zur ungestdrten Zustromgeschwindigkeit U, klein sind. Den Ge-
schwindigkeitsvektor v; kénnen wir mit der Potentialfunktion

=10 v+ (4.34)

angeben., mit der wir durch Differenzieren nach x, y und z die Geschwindigkeits-
komponenten u, v und w berechnen kénnen. In Gleichung (4.34) steht ¢ fiir ein un-
bekanntes Stérpotential, das wir spater mitiels der linearisierten Gleichung (3.159)
bhestimmen wollen.

Durch Differenzieren der Gleichung (4.34) nach x, y bzw. z erhalten wir geméfl der
Gleichung (3.151) die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten u, v und w.

Sie lauten:

aP Jp
U e Uqse + . U +u
90 dp _ .-
v = d—y = 7); = v (—135)
4 0% dp W
YT 52 T 9z ‘

Wir bendtigen weiterhin fiir die Gleichung (3.159) die zweiten Ableitungen von @

nach z, ¥y und z. Diese lauten:

2 52 " 2 2 Iy 2 92 ,~'
I?d  9%p  Du 72 Fp _ v Fe_ &p _ Ouw . (4.36)

dx?  or2 Pz’ ay?  oyr Oy’ 9= 922 0=z

Durch Einsetzen der ersten und zweiten Ableitungen von ® geméaf der Gleichungen
(1.35) und (4.36) in die Gleichung (3.159) erhalten wir:

. . . u’ . L. Ov’ . dw’
(a? — U2 —2-Ug -u’ — u'?) - %L—:j + (a® — v™) - é + (a? — w'?) - ()u;) —
P’ ou’ Ov’
2 (U +u’) -0 - (—al—;— — 2 (U +u') - - 61,: —2.0 - w - :;Z =0 . (4.37)

Weiterhin gilt fiir das Strémungsfeld die Bernoulligleichung. Wenden wir sie entlang
eines Stromfadens von der ungestérten Zustrémung bis zu einer beliebigen Stelle
im Stromungsfeld an, so gilt (s. J. ZIEREP 1993):

az, N vz, a? (Voo + w')? + 02 4+ w”
w—1 2 k-1 2
oder umgeformt:
¢ — 1 .
a? = a2 — = (2 U -t +u? + 0%+ w?) . (1.38)

‘o0 D)
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a.. steht fiir die Schallgeschwindigkeit in der freien Zustrémung.

Ersetzen wir in der Gleichung (4.37) a? durch die rechte Seite der Gleichung (4.38)
und dividieren anschlieBend die resultierende Gleichung durch a?

: 2., erhalten wir die
folgende Gleichung:

+

l:l K= 1 M ( u’ u? 4 v+ w’2>

2 U Uz
el 72 o, 7
M2 2. M2 [L - M2 ] _ gzz.
e 72, T
] r—1 u’ u'? 4+ v’ 4w v'? v’
| — M2 2= 42T 7 " )} — M? . .
R I8 S ) LR B 7
(4.39)
K —1 u u? 4+ o2+ w w'? ow’
1 — M?2 2 — M2 . —
[ 2 oo ( U " U oo 13(] 9=
. ! Fu’ u' v ou’
PRV L A T ¥ S .
>~ U, Oy < Uz Iy
. w' ou’ uw -w ou
PRY A A S Ve S A
Moo " 02 =Tz 9z

A Y 2 ‘ o =
2 M2 Sy 5 =0
M. = U, /a.. steht far die Zustrémmachzahl.

Die Gleichung (4.39) enthilt keine Vereinfachungen. Sie gilt fiir jede drchungsfreie,
isenirope Strémung. Wir haben in unseren Formeln auch noch nicht miteinflielen
lassen., daf wir eine Strémung betrachten wollen, die durch das Tragfliigelprofil nur
schwach gestért wird. Gleichung (4.39) gilt deshalb sowohl fiir groBle als auch kleine

Storgeschwindigkeiten /, v* und w’.

Mit einer einfachen Umformung kénnen wir die Gleichung (4.39) wie folgt schrei-
ben:

ou’  ov'  Jw'

e + 5_1/ + dz

. u’ K+ 1 u'? r—1
/\f.i-[(h‘.ﬂ-l)-/, +( 5 )?T_?_+( >

(1 — M2)

(1:’2 + w'z):l Ju’
. . —__+
) l}TOZG a;l’

, ' +1 v’ r—1 w'? 4+ w'? av’
e frmne g (55 2 () ()
T [(" Vo T vz T\ T2 0z oy

5 2w’ x4+ 1 w0 K —1 w'? 4 v’? Jw'’
Mm'[(""*”'u@*( 2 >'U2+< 2 ( Uz -t




A.['Z v’ 1+ _1{/_ ou’ + o’ + _Ui"_ 1+ L % —+ AL +
oo U U Ay Ox U U Dz oz

v w! Hw'’ v’ |
Uz, '('c?y + a:)] ' (4.40)

Bei der Umformung von Gleichung (4.39) auf Gleichung (4.40) haben wir dabei die
Beziehungen

dv’ dw’ ou’ ov’ au’ _ Ow’

d= dy oy 9z d= O

ausgenutzt, die durch die Voraussetzung der Drehungsfreiheit der Potential-
stromung geliefert werden.

Die linke Seite der Gleichung (4.40) ist linear hinsichtlich der Stérungsgeschwin-
digkeitskomponenten u’, v/, w’ und ihren Ortsableitungen. Hingegen enthilt ihre
rechte Seite nur nichtlineare Terme, da hier Produkte der Stérungsterme unter-
einander auftreten. Wir beschridnken uns nun auf den Fall, daf3 der Tragfliigel die
Zustréomung nur geringfiugig stort. Es gilt also:

u’ v’ w’

<1, <1, <1 . (4.41)

Wenn wir nun den ersten Summanden der linken Seite der Gleichung (4.40)

ou’

— M2)y.

mit dem ersten Summanden der rechten Seite

ML (s+ 1)+ (3 oz T\ T3 Uz dx

vergleichen, so stellen wir fest, daf3 der Betrag des letzteren fiir Unterschallstrémun-
gen bei einer Zustrémmachzahl M, im Bereich von 0 < M., <= 0.5 wesentlich
kleiner als der Betrag des zuerst genannten Summanden der linken Seite ist. Dieses
trifft auch fiir Uberschallanstrémungen zu, vorausgesetzt, dall die Zustrommach-
zahl sich von M., = I unterscheidet (M, >= 1.2).

Wir kénnen weiterhin auf der rechten Seite von Gleichung (4.40) den zweiten,
dritten und vierten Summanden vernachlassigen, wenn die Bedingungen (4.41)
erfiillt sind. Allerdings ist dies nur dann méglich, wenn die Machzahl nicht zu
grof3 wird. Fir Zustréommachzahlen M., >= 5 nimmt die rechte Seite der Glei-
chung (4.40} allm&hlich Werte an, die verglichen mit den Werten der linken Seite
von gleicher Grélenordnung sind. Nach Durchfiihrung der Linearisierungsschritte
und Abschéatzungen bleibt somit nur die linke Seite von Gleichung (4.40) erhalten,
wéahrend die rechte Seite den Wert Null annimmt. Wir erhalten als Ergebnis eine
lineare Gleichung, in der die Stérungsgeschwindigkeiten nur in der ersten Potenz
vorkommen.
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Unter Beachtung von Gleichung (4.35) kénnen wir Gleichung (4.40) in einer Form
darstellen, die als einzige Unbekannte nur noch das Stérpotential ¢ enthilt. Die
Gleichung (4.40) 1483t sich also auf die linearisierte Potentialgleichung

9?0 92 52
A T R
Ox? dy? 9z2

(1 — M2)

vereinfachen (beachte die Gleichungen (4.35)), wenn

e der Tragfliigel schlank ist und deshalb die Bedingungen (4.41) gelten.

e die Zustrommachzahl M., <=a 5 ist und sich von M., = 1 deutlich unterschei-
det, d.h. Gleichung (4.42) gilt nicht fiir den Bereich =~ 0.5 < M., <~ 1.2.

Die Randbedingungen fiir die lineare Differentialgleichung (4.42) werden fiir die
ungestorte Zustrémung im Unendlichen und fiir die gestdrte Stromung aufl der
Berandung des Profils formuliert. In der ungestérten Zustromung verschwinden die
Storgeschwindigkeiten v/, v’ und w’. Es gilt also:

I

;9 _ _ 9¢
Dz

r_ 9e
- 50 =

T — —00 U =-—=0, v 0o, w =0 . {1.143)
Jx
Auf der Berandung des Profils zeigt der Geschwindigkeitsvektor in tangentiale Rich-
tung (s. Abbildung 4.4) und besitzt folglich an jedem Ort der Tragfliigeloberflache
die gleiche Steigung wie die Profilkontur. Es gilt also an jeder beliebigen Stelle z,
yr und z, der Profilberandung (zr = zi(x,y) steht fiir die Flache der Kontur) die
Randbedingung: :
S o o dz w’ dz, '
€Tr o= L. Y = Yk, s = Zp ()l -

(4.44)

Uy + 1! 7 dy v

Abb. 4.4: Randbedingungen fiir einen schlanken Tragfliigel
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In der ersten Gleichung der Randbedingungen (4.44) beriicksichtigen wir die Li-
nearisierungsvoraussetzung U., > v’ und zusidtzlich die Gleichungen (4.35). Wir
erhalten dann die endgiiltigen Randbedingungen. Sie lauten:

dz, 1 Jp Oz Ip /0=

T e YT m ek or ~ Uw 0z Dy 9e/dy

. (4.45)

Der Giiltigkeitsbereich der linearisierten Differentialgleichung (4.42) unterliegt we-
sentlich restriktiveren Bedingungen als der fiir Gleichung (3.159), wie wir bereits
lernen konnten. Weiterhin gilt die Differentialgleichung nicht fiir den Staupunktbe-
reich, da dort die Stoérungsgeschwindigkeiten von gleicher Gréflenordnung wie die
Zustréomgeschwindigkeit U, sind.

Trotz dieser Einschriankungen haben die Anwendungen der Differentialgleichung
(4.42) in der Aerodynamik eine weite Verbreitung gefunden. Fiir Uberschall-
stromungen (M., < 5) kann die Differentialgleichung analytisch gelést werden.
Die Herleitung dieser analytischen Lésung wird weiter unten beschrieben.

Weiterhin basieren auf der Gleichung (4.42) fiir Unterschallstromungen Korrektur-
formeln zur Beriicksichtigung des Kompressibiltatseinflusses. Darunter ist folgendes
zu verstehen: Eine mogliche Vorgehensweise zur Berechnung der Druckverteilung
auf einem Tragfliigel in einer kompressiblen Stréomung besteht aus der Berechnung
der inkompressiblen Druckverteilung auf dem Tragfligel mit ciner anschlieBenden
Korrektur fiir den Kompressibilitatseffekt. Zu den bekanntesten Korrekturen zahlt
die Prandtl-Glauert-Regel. Fiir weitere Informationen iiber diese Korrekturformeln
empfehlen wir dem Leser das Gasdynamik-Lehrbuch von J. ZIEREP 1991.

In Abbildung 4.5 ist der dimensionslose Druckbeiwert,

P — Peo

iiber der Linge des ausgewahlten NACAO00L2-Tragfliigelprofils entsprechend der
Ergebnisse mehrerer Stréomungsberechnungen aufgetragen. Die erste Teillabbildung
1 zeigt einen Vergleich zwischen der Druckverteilung, die gemé&fl der nichtlinecaren
Potentialgleichung (3.159) berechnet wurde, und der Verteilung, die man unter An-
wendung der linearisierten Potentialgleichung (4.42) erhalt. Die Zustrémmachzahl
betriagt Al.. = 0.4. Obwohl im vorderen und hinteren Staupunktbereich die Stérge-
schwindigkeit v’ von gleicher Gréflenordnung wie die Zustromgeschwindigkeit U,
ist, stimmen beide Lésungen gul tberein. Damit ist gezeigt, da3 die linearisierte
Potentialgleichung das Stréomungsfeld fiir den Fall der von uns gew&hlten Unter-
schallanstrémung mit M., = 0.4 in guter Naherung beschreibt.

Da wir voraussetzen, daf3 die Grenzschichtdicken bei den vorherrschenden hohen
Flug-Reynoldszahlen gering sind, ist der Einflufl der Grenzschichten auf die gesamte
Druckverteilung gering, wenn wir den Hinterkantenbereich bei unserer Betrachtung
nicht mitberiicksichtigen. Die so berechneten Druckverteilungen stimmen folglich
bereits recht genau mit den realen Druckverteilungen {iberein. Sie kénnen deshalb
zur Bestimmung des Auftriebs herangezogen werden.




1.2
p @
Oberseite
0.6
0.0 Unterseite
-0.6
Anstellwinkel o = 1.25°
1.2 T T Al
o 0.2 0.4 0.6 X 1.0
|
M =0.4

nichtlineare Potentialgl.
— —linearisierte Potentiaigl.

M o =0.82 M oo =0.82
Reynoldsche Gleichung — Reynoldsche Gleichung
— —nichtlineare Potentialgl.

— — linearisierte Potentialgl.

Abb. 4.5: Lésungen der Reynolds’schen Gleichungen (vgl. Kapitel 4.2.4), der nicht-
linearen Potentialgleichung und der linearisierten Potentialgleichung fiir das NACA

0012Profil
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In Teilabbildung 2 ist das Ergebnis der linearisierten Potentialgleichung im Ver-
gleich mit einer Berechnung geméfl der Reynoldschen Gleichungen fiir die transso-
nische Flug-Machzahl M = 0.82 von Verkehrsflugzeugen dargestellt. Zur Ermitt-
lung des zuletzt genannten Ergebnisses wurde eine numerische Lésungsmethode
angewandt, die wir in Kapitel 4.2.4 vorstellen werden. Dieses Ergebnis reprisen-
tiert am genauesten die reale Druckverteilung. Die Lésung gemafl der linearisierten
Potentialgleichung hat nahezu tiberhaupt keine Gemeinsamkeit mit der Lésung der
Reynoldsschen Gleichungen, womit die Gililtigkeitsgrenze M =~ 0.5 der Gleichung
(1.42) verstandlich wird.

In Teilabbildung 3 sind die numerischen Lésungen der Reynoldsschen Gleichungen
(vgl. Kapitel 4.2.4) und der nichtlinearen Potentialgleichung (3.159) im Vergleich
dargestellt. Dic zuerst genannte Lésung représentiert wieder am genauesten dic
reale Druckverteilung. Sie unterscheidet sich immer noch deutlich von der Lésung
der nichtlinearen Potentialgleichung, obwohl diese bereits realistischere Werte lie-
fert als die linearisierte Potentialgleichung. Ein gravierender Unterschied ist in der
Lage der Stéfle auf der Saug- und Druckseite erkennbar. Wiirden wir die Druckver-
teilung gemifB der Losung der nichtlinearen Potentialgleichung als Grundlage zur
Berechnung des Auftriebs verwenden, ware der berechnete Auftrieb fehlerbehaftet.
Allerdings ist dieser Fehler nicht so grof}, da8 der so ermittelte Auftrieb nicht als
Abschéatzung dienen kénnte (der Fehler betridgt ungefahr 10%). Zur Berechnung des
Widerstandes eines Profils ist ein solches Vorgehen jedoch unzuléssig, da aufgrund
fehlender Reibungsterme in den Potentialgleichungen eine Widerstandsberechnung
grundsdtzlich nicht méglich ist.

Bevor wir auf die Herleitung analytischer Losungen fiir Uberschallstrémungen ein-
gchen, wollen wir noch den unterschiedlichen Charakter der Differentialgleichung
(4.42) fitr Unter- und Uberschallstrémungen diskutieren. Fiir Strémungen mit ei-
ner Anstrommachzahl M., < 1 nennen wir die Differentialgleichung elliptisch, fir
Anstrémmachzahlen M., > 1 hyperbolisch.

Aus der Mathematik ist bekannt, daf elliptische Differentialgleichungen einen ganz-
lich anderen Charakter besitzen als hyperbolische Differentialgleichungen und daf}
sich die Verfahren zur Losung elliptischer und hyperbolischer Gleichungen unter-
scheiden. Der UUbergang von einer Unter- in eine Uberschallstromung korrespondiert
mit einem Wechsel der Eigenschaft der Differentialgleichung (4.42) von elliptisch
auf hyperbolisch und ist in dem unterschiedlichen stréomungsphysikalischen Verhal-
ten von Storungen in einer Unter- und Uberschallstrémung begriindet.

In eciner Unterschallstrémung beeinflufit eine an einer beliebigen Stelle im
Stromungsfeld ecingebrachte Stérung das gesamte Stréomungsfeld, da sich z.B.
die Ausbreitung von Druckstérungen mit Schallgeschwindigkeit vollzieht, welche
grofler ist als die Stromungsgeschwindigkeit. Bei einer Uberschallstrémung hin-
gegen konnen die eingebrachten Stérungen das Stréomungsfeld nur stromab und
nicht stromauf beeinflussen, da alle Stérungen mit der Strémung schneller stromab
transportiert werden als die Ausbreitung der Storungen im Medium mit Schallge-
schwindigkeit stromaut geschieht.
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7Zur Berechnung schallnaher Strémungen mit M., = 1 kénnen wir die Gleichung
(4.40) nicht in der Weise vereinfachen, wie wir es zur Herleitung der Gleichung
(4.42) bereits durchgefithrt haben. Wenn wir nochmals die Vorfaktoren fiir du’/dx
auf der linken und rechten Seite der Gleichung (4.40) miteinander vergleichen (diese
Gleichung beschreibt exakt alle isentropen, drehungsfreien Stréomungen), so kénnen
wir fiir Anstrémmachzahlen im Bereich von &= 0.5 < M., <~ 1.2 nur die quadrati-
schen Glieder der Storgeschwindigkeiten vernachldssigen und miissen die linearen
Glieder der Storgeschwindigkeiten stehen lassen.

Wir erhalten zur Berechnung von Stromungen mit Anstrommachzahlen im Bereich
von ~ 0.5 < M, <~ 1.2 die folgende Gleichung:

v ey ]} P e e
(1 Mz [] (w4 1) U, Ox ox? * oy? + I=2 =0 (4.46)

Die Gleichung (4.46) ist eine nichtlineare Differentialgleichung, mit der wir rei-
bungsfreie, transsonische Tragfliigelstromungen berechnen kénnen. Sie basiert
ebenfalls auf der Theorie kleiner Storungen und kann deshalb nur fir Strémungen
um schlanke Tragfliigel angewandt werden. Im verbleibenden Teil dieses Abschnit-
tes werden wir noch die analytische Lésung der Gleichung (4.42) fir Uberschal-
lanstrémungen mit M., > 1 herleiten. Wir setzen dabei voraus, dafl die Strémung
iiberall parallel zur x, z-Ebene verlduft, so dal wir nur eine ebene Strémung be-
trachten miissen. Wir suchen also eine Lésung fiir die Differentialgleichung

., Pp PP : , .
NS E - oS =0 A= /M2 —1 Mo >1 . (1.47)

Die Differentialgleichung (4.47) entspricht dem Typ der Wellengleichung, fiir die

z Machlinie

Abb. 4.6: Eine Machlinie der Tragfliigelstrémung




118

die allgemeine Lésung
po=flr—A-z)+glx+ X 2) (4.48)

gilt. f und g stehen jeweils fiir eine Funktion, die von dem Argument z — A -z
bzw. @ + A - = abhéngig sind. Die Richtigkeit der allgemeinen Lésung (4.48) kann
durch Einsetzen der Ableitungen in die Glcichung (4.47) iiberpriift werden (s. dazu
Ubungsbuch Strémungsmechanik H. OERTEL jr., M. BOHLE 1993).

Wir betrachten zunachst den Sonderfall g = 0. Aus der allgemeinen Losung (4.48)
geht hervor, daf3 auf Linien & — A - z = const der Strémungszustand konstant ist
(s. dazu Abbildung 4.6), d.h. eine Stérung, die an der Stelle 1 eingebracht wird,
breitet sich entlang dieser Linie aus. Die Linie, fiir die @ — A - z = const gilt, wird
als Machlinie oder auch als Charakteristik bezeichnet.

Um ihre physikalische Bedeutung verstehen zu lernen, denken wir uns eine kleine
Storquelle, die sich mit ciner Geschwindigkeit U, schneller als die &rtliche Schall-
geschwindigkeit a, durch ein Gas bewegt (s. Abbildung 4.7). Die Stérungen, die
sie wihrend ihrer Bewegung verursacht , breiten sich mit der Schallgeschwindigkeit
as aus und beeinflussen nur den Bereich innerhalb des in Abbildung 4.7 gekenn-
zeichneten Kegels. Dieser Kegel wird Machkegel genannt. Den Winkel ' zwischen
der ITorizontalen und der Kegelbegrenzung kénnen wir wie folgt angeben (s. Ab-
bildung 4.7):

s . 1
4’ = arcsin ;r ) = arcsin (A{[ ) . (4.49)

Wir wollen nun wieder den Winkel ¢ zwischen der Machlinie und der Horizontalen
in Abbildung 4.6 betrachten. Fiir die Steigung dz/dx der Linie gilt:

dz 1 1
= —F——— = tan

de N7 Az a1

Storquelle

Machkegel

Abb. 4.7: Machkegel
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Fiir den Winkel g zwischen der Horizontalen und der Linie ergibt sich damit:

1 1
/1 = arctan (ﬁ) = arcsin (v> . (4.50)

Durch einen Vergleich der Formeln (4.49) und (4.50) sowie der beiden zuvor disku-
tierten Sachverhalte erkennen wir die physikalische Bedeutung der Machlinie.

Wir kommen nun zuriick auf die analylische Loésung der Gleichung (4.47) und
beschranken uns weiterhin auf den Sonderfall ¢ = 0. Durch Differenzieren der
Gleichung (4.48) und unter Berucksichtigung g = 0 erhalten wir fiir die Stérge-
schwindigkeiten «’ und w’ die folgenden Gleichungen. Sie lauten:
dp O
“ dx 4 ’ “ Oz
f' steht fiir die Ableitung von f nach dem Argument z — A - z. Aus den beiden
Gleichungen (4.51) folgt unmittelbar, dafl zwischen »’ und w’ der Zusammenhang

EO (4.51)

w = —A-u (4.52)
besteht.

Als nachsten Schritt beriicksichtigen wir die Formel (4.52) in der kinematischen
Stréomungsbedingung. Diese lautet
w’
tan @ = ——— 4.53
1 U & o (4.53)
wenn O der Winkel zwischen der Tangente an der oberen Konturseite und der
Horvizontalen ist (Abbildung 4.8). Beriicksichtigen wir weiterhin, dafl das Profil
schlank ist, so kénnen wir mit guter Niherung annehmen, daf} gilt:

tan® ~ © u < U,

linkslaufige
Machlinie

rechtslaufige
Machilinie

Abb. 4.8: Links- und rechtslaufige Machlinien
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so daB sich die Gleichung (4.53) auf die Gleichung

w’

= —l ,TOO

c} (4.54)

vereinfacht. Setzen wir in die Gleichung (4.54) fiir w’ die rechte Seite der Gleichung
(4.52) ein, erhalten wir:

- = T2 (4.55)

Mit der Gleichung (4.55) kénnen wir die Stérgeschwindigkeit v’ auf der Kontur in
Abhiangigkeit von dem Konturwinkel © berechnen. Mit der Gleichung (4.52) erhal-
ten wir dann die Storgeschwindigkeit w’. Damit ist uns der Geschwindigkeitsvektor
auf der Kontur vollstdndig bekannt. Den Druck kénnen wir anschlieend mit der
Bernoulligleichung fiir kompressible Stromungen ermitteln.

Die Herleitung der Gleichung (4.55) basiert auf dem Spezialfall g = 0 (s. Gleichung
(4.48)), d.h. dafl die Formel (4.55) nur fir linkslaufige Machlinien giiltig ist. Die
Begriffe links- und rechtslaufige Machlinien sind in der Abbildung 4.8 erklirt.

Wir konnen die Herleitung auch fiir den Spezialfall f = 0 durchfihren. In diesem
Fall wiirden wir die Storgeschwindigkeiten an den Stellen auf der Kontur berech-
nen, von denen eine rechtsldufige Machlinie ins Strémungsfeld hineinlduft. Bei der
Tragfliigelstromung liegen diese Stellen auf der Unterseite. Die Berechnungsformel
fiir «/ lautet dann:
U, -0
== (4.56)
A

so dafl wir zusammenfassend fiir die Stérgeschwindigkeit v’ die folgende Formel
angeben kénnen:

(4.57)

Das Pluszeichen steht fir die rechtslaufigen, das Minuszeichen fiir die linkslaufi-
gen Machlinien. Gleichzeitig miissen wir beriicksichtigen, daff auch © positive und
negative Werte annehmen kann.

Fiir den dimensionslosen Druckbeiwert

P — P

c e e
%'pos 'lfgo

> =
kann cbenfalls eine linearsierte Formel aufgestellt werden. Wir wollen auf ihre Her-
leitung in dem vorliegenden Buch verzichten, da sie in dem Ubungsbuch H. OER-
TEL jr./M. BOHLE 1993 als Ubungsaufgabe mit Losung formuliert ist. Dem Leser
wird empfohlen, diese Ubungsaufgabe selbst zu 1dsen, um mit der Linearisierung
besser vertraut zu werden.
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Fiir ¢, erhédlt man gemif der genannten Ubungsaufgabe:

ul

—
Uy

Setzen wir die rechte Seite der Gleichung (4.57) fiir »’ in die Gleichung (4.58) ein,
erhalten wir fiir ¢, die endgiiltige und einfach anzuwendene Berechnungsformel

2-0 2-
cp, = + =+ ©

A M2 — 1

Das Pluszeichen steht fiir die linkslaufigen, das Minuszeichen fiir die rechtslaufi-
gen Machlinien. Weiterhin muf} bei der Anwendung der Gleichung (4.59) beachtet
werden, dafl auch ©, wie bereits gesagt, positiv und negativ sein kann. Winkel in
Drehrichtung gegen den Uhrzeigersinn sind positiv.

(1.59)

Wie wir lernen konnten, kénnen wir mit der Theorie kleiner Stérungen einfache
Differentialgleichungen und Formeln aufstellen, deren Anwendung uns die Berech-
nung von Druckverteilungen auf schlanken Profilen bei Unter- und Uberschallzu-
strémungen mit moderaten Machzahlen ermoglichen. Allerdings bleibt diese Theo-
ric auch auf diese Anwendungen beschriankt. Verdichtungsstofe, die in jeder Uber-
schallumstrémung auftreten, werden bei der Anwendung der linearisierten Theorie

vernachlassigt.

4.1.3 Separationsmethode

Zur Lo6sung partieller Differentialgleichungen wird in der Strémungsmechanik
deséfteren die Separationsmethode ausgewihlt. Unter Anwendung des sogenannten
Separationsansatzes soll erreicht werden, daf3 die Lésung einer partiellen Differen-
tialgleichung mit zwei unabhangigen Variablen z.B. x und z, iiberfithrt wird in die
Lésung zweler gewohnlicher Differentialgleichungen, die jeweils nur noch von einer
unabhéngigen Variablen abhingen.

Um mit der Anwendung des Separationsansatzes vertraut zu werden, wollen wir
ein strémungsmechanisches Phanomen aufgreifen, das in einem vorausgehenden
Kapitel bereits vorgestellt wurde. Wir kniipfen dabei an Abbildung 2.2 an und
wollen einen Weg aufzeigen, wie die Wechselwirkung eines VerdichtungsstoBles mit
einer turbulenten Tragfliigelgrenzschicht unter Benutzung der Separationsmethode
ndéherungsweise berechnet werden kann (vgl. R. BOHNING 1982). Zuvor ist jedoch
ein gewisser Aufwand nétig, um die Gleichungen in eine solche Form zu bringen,
daf} sie mit der Separationsmethode geldst werden konnen. Dabei gehen wir nach
einem Schema vor, das aus drei Schritten besteht:




o Aufarbeitung der Grundgleichungen
e Anpassung der Randbedingungen

e Durchfithrung der Separation

Wir betrachten zundchst Abbildung 4.9, um einige grundsitzliche Aussagen iiber
das zu untersuchende Problem der Stofi-Grenzschicht-Wechselwirkung zu machen.
Gezeigt 1st die Strémung um ein Tragfligelprofil, das mit einer Machzahl von
M., = 0.82 stationédr angestréomt wird. Auf der Oberseite des Tragfliigels bildet
sich in der Umgebung des Dickenmaximums ein lokales Uberschallgebiet aus, das
in der Regel stromab durch einen leicht gekriimmten, in Wandnihe nahezu senk-
rechten Verdichtungsstof3 abgeschlossen wird. Wir interessieren uns speziell fiir die
Detailvorgdnge um den FuBlpunkt des Stofles, der in Abbildung 4.9 in der Vergréfe-
rung oben rechts dargestellt ist. Dieser Verdichtungsstofl dringt in Wandnihe in die
Grenzschicht ein, wodurch der urspriingliche Drucksprung durch den Reibungsein-
flufl zur Wand hin immer mehr geglidttet wird. Desweiteren erkennen wir, daf} die
durch den Verdichtungsstol hervorgerufene Druckerhdhung zu einer Aufdickung
der turbulenten Tragfliigelgrenzschicht fiithrt. In den Anwendungen interessiert da-
bei besonders die Frage, ob durch den Druckanstieg im Stofl und das Aufdicken der
Grenzschicht cine Ablésung derselben herbeigefithrt wird (vgl. Kapitel 5.4).

Um das Problem der Stof3-Grenzschicht- Wechselwirkung einer analytischen Berech-
nung zuginglich zu machen, miissen wir zunéchst ein geeignetes Strémungsmo-
dell entwickeln, das die wesentlichen physikalischen Vorgéange in Form von ma-
thematischen Gleichungen widergibt. Dabei werden wir einen Weg einschlagen,
den wir bereits kennengelernt haben, namlich die Bereichseinteilung des gesam-
ten Stromungsfeldes in charakteristische Teilbereiche derart, da3 sich die Navier-
Stokes-Gleichungen entsprechend dem physikalischen Charakter des jeweiligen Teil-
bereiches vereinfachen lassen. Wir hatten bereits bei der Diskussion der Strémungs-

Schallinie

StolR

Grenzschicht

Abb. 4.9: Umstrémung eines transsonischen Tragfliigelprofils
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bereiche um den Tragfliigel die in Abbildung 4.10 durch I gekennzeichnete rei-
bungsfreie Auflenstrémung von der reibungsbehafteten Grenzschichtstrémung un-
terschieden. Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und unterteilen die kompres-
sible, turbulente Grenzschicht entsprechend Abbildung 4.10 in zwei Unterbereiche
IT und IIT.

Der duflere Teil Il der Grenzschicht wird modelliert durch eine turbulente, kompres-
sible Scherschicht, in der der Reibungseinfluf} alleine durch die Vorgabe eines zeit-
lich gemittelten Grundgeschwindigkeitsprofils %y (z) in den ansonsten reitbungsfreien
Stérungsgleichungen eingeht, und in eine wandnahe viskose Unterschicht I11 der
Dicke é,. In dieser ist die Reibung wirksam und daher miissen dort die vollstindi-
gen Navier-Stokes-Gleichungen geldst werden (siehe auch J. ZIEREP 1993). Der
Name Stérungsgleichungen erklirt sich dadurch, daB wir uns das mit dem Index
0 gekennzeichnete Grundstréomungsfeld durch einen schallnahen d.h. schwachen
senkrechten Verdichtungsstof3 gestért denken. Wir werden uns im folgenden mit
der N&herungslésung dieser reibungsfreien Stérungsgleichungen im Grenzschicht-
bereich IT befassen, die uns letztlich auf die Anwendung der Separationsmethode

fithrt.

Wir beginnen mit der Beschreibung des zu untersuchenden Grundstrémungsfel-
des. Ahnlich wie bei Problemen der Grenzschichttheorie sehen wir auch hier ab
von einer Abhéngigkeit der Grundstromungsgréfien von der Stromabkoordinate .
Dies ist natiirlich nur zulédssig, wenn wir die Kriitmmung der Tragfliigelwand als
geniigend klein voraussetzen und der in z-Richtung betrachtete Bereich mit der
charakteristischen Langserstreckung / nicht zu grof ist (vgl. Abbildung 4.10). Wir
beschréinken uns auf eine zweidimensionale lokale Betrachtung der Vorginge auf
dem Tragfliigel, in dem Bereich, in dem der Verdichtungsstofs auf die Grenzschicht
auftrifft. Das kompressible stationidre Grundstrémungsfeld, das wir untersuchen

Stol3

schallnahe, reibungsfreie
Gleichung

—_—

kompressible, reibungsfreie
Stérungsgleichung mit
Scherung

M> 1 M<1

Abb. 4.10: Strémungsmodell im Stof-Grenzschicht- Wechselwirkungsgebiet
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wollen, ist dann gegeben durch die zeitlich gemittelten turbulenten Grofien der Ge-
schwindigkeit o(2), der Dichte py(z), der Temperatur T4(z) und des Druckes Pp,.
Samtliche Groflen mit Ausnahme des Druckes By, hdngen voraussetzungsgemafl nur
von der Wandnormalenkoordinate z ab. Der Druck der Grundstromung 7, ist eine
Konstante, da in Grenzschichtapproximation 9p,/9=z = 0 gilt.

Nach diesen Voruiberlegungen zur Aufstellung eines Stromungsmodells kommen wir
zum ersten Punkt unseres Schemas und damit zur mathematischen Behandlung des
Problems.

e Aufarbeitung der Grundgleichungen

Die Grundgleichungen, die das Problem beschreiben, sind zunachst die zweidimen-
sionale kompressible Kontinuitétsgleichung und die Impulsgleichung in z-Richtung
in Grenzschichtapproximation. In Anlechnung an die Gleichungen 3.132 und 3.133
aus dem Kapitel {iber die Grenzschichtgleichungen kénnen wir an dieser Stelle ein-
fach schreiben

dp-u) 4 d(p-w)

Jx oz =0 (4.60)
Ju du adp 9%u )
S R I = (4-61)

Bei der Aufstellung der Impulsgleichung in Wandnormalenrichtung z ist jetzt je-
doch Vorsicht geboten. Hier ist es nicht zuléssig, zu sagen, der Druck in der Grenz-
schicht wird von der reibungsfreien Auflenstromung aufgepragt und daher redu-
ziert sich die Aussage der Impulsgleichung in z-Richtung im Grenzschichtfall zu
Jp/d= = 0. Durch den in die Grenzschicht eindringenden VerdichtungsstoB und
der damit verbundenen Glattung des Drucksprunges haben wir in der Impulsglei-
chung in z-Richtung fiir den Fall einer durch einen Verdichtungsstofl gestorten
Grenzschicht sehr wohl einen Druckgradienten dp/Jdz zu beriicksichtigen. Zin Blick
auf Abbildung 4.10 lehrt uns desweiteren, daf3 der charakteristische Langenbercich
! in xz-Richtung und die Grenzschichtdicke § des uns interessierenden Bereiches 11
von gleicher Gréflenordnung sind. Daraus folgt im Grenzschichtfall fir sehr grofle
Reynoldszahlen Re und fur §/1 =~ 1, daBl die Reibungsterme der Impulsgleichung
in z-Richtung vollstédndig verschwinden. Die Impulsgleichung in z-Richtung lautet
damit in unserem Fall

Jw Jw ap
s 2 22 = £ 1.6
r (u Oz T é)z) Oz (4.62)
Weiterhin bendétigen wir als Erhaltungsgleichungen noch die Energiegleichung
22
cp - T+ 5 = konst (4.63)

und die Zustandsgleichung fiir ideale Gase

P_p.r . (4.64)
P
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Damit haben wir 5 Gleichungen zur Bestimmung der 5 abhangigen Groflen v, w, p, p
und 7. Diese 5 abhangigen Groéflen stellen die Summe aus den mit dem Index 0
gekennzeichneten Grundstréomungsgréfien und den Storgréfien dar, die wir wie ge-
wohnt mit einem Strich kennzeichnen wollen. Wir machen folglich einen Stéransatz
der Form:

w = Tg(z)+u, w = w’,

p = Do+, p=po(z) +p, T =To(z)+T" . (4.65)

Die gestrichenen Strémungsgrofen o', w', p’, p/ und T stehen dabei fiir die Stérun-
gen, die aufgrund des VerdichtungsstoBes im Stromungsfeld auftreten. Sie sind
im Gegensatz zu den Groflen der Grundstrémung von beiden Ortskoordinaten
x und z abhingig. Nun kénnen wir daran gehen, den Stérungsansatz (4.65) in
das Gleichungssystem (4.60)-(4.64) einzusetzen. Wie wir im vorausgehenden Ab-
schnitt lernen konnten, verschwinden Produkte der StoérungsgréBen bei der Li-
nearisierung. Berlicksichtigen wir weiterhin die reine z-Abhéangigkeit der Grund-
stromungsgréfen, so erhalten wir aus der Kontinuitatsgleichung und den beiden
Navier-Stokes-Gleichungen:

O’ ap’  O(pg -’

Po - G 0 S ——-“’gw L (1.66)
_ _  ou  _ , dio Op’ d>7 I’ _
Poto "5 o d= O T dz? dz? (4.67)

_ ow op’ .
e (4.68)

Die Energiegleichung und die Zustandsgleichung liefern nach der Linearisierung die
Gleichungen:

o -u' +cp- T = 0 (4.69)
o T+ 4 To = p-Loto (1.70)
Po

Imm Folgenden wollen wir wieder zu dimensionslosen Gleichungen dibergehen,
um weitere Vereinfachungen treflen zu kénnen. IEs hat sich im TFalle der Stof3-
Grenzschicht-Wechselwirkung als vorteilhaft erwiesen, die dimensionsbehafteten
GréfB3en nicht auf die Grofilen der ungestdrten Anstrémung zu beziehen, sondern
als Bezugsgrofien die kritischen Werte auszuw&hlen. Als kritische Werte bezeichnen
wir die Stréomungsfeldgrofien in einem Zustand, in dem gerade Schallgeschwindig-
keit (Machzahl A/ = 1) herrscht (siehe auch J. ZIEREP 1991). Sie werden von uns
mit einem Index k& gekennzeichnet. Beispielsweise hat man unter dem kritischen
Druck p, zu verstehen: p, = p(AM = 1). Alle in den Gleichungen (4.66)-(4.70) auf-
tretenden Geschwindigkeitsterme werden mit der kritischen Schallgeschwindigkeit
a;. dimensionslos gemacht, Druck, Dichte und Temperatur mit den kritischen Wer-
ten pg, pr und 7}%. Die Stromabkoordinate x beziehen wir auf die in Abbildung 4.10
eingezeichnete charakteristische Linge [ und die Wandnormalenkoordinate =z auf
die Grenzschichtdicke é von Bereich 11. Die wichtigste Kennzahl, die wir dadurch
erhalten, ist die kritische Machzahl My, gebildet mit der Grundstrémungsgeschwin-
digkeit %o und der kritischen Schallgeschwindigkeit ay zu My = 7o /ay.
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Zwecks Vereinfachung benétigen wir weiter unten die Temperatur der Grund-
stromung 7o(z) in dimensionsloser Form in Abhéangigkeit der kritischen Machzahl
M. Die gesuchte Bezichung leiten wir an dieser Stelle her, um die Bedeutung der
Kennzahl AMj; zu unterstreichen. Der dimensionsbehaftete Energieerhaltungssatz
angewandt auf den Grundstromungszustand und den kritischen Zustand lautet:

272
(,‘,)~TU+%-ﬂ§:c,)-Tk+.£~aﬁ = cp~7;0:c,,-Tk+l-aﬁ- (1 *u—o). (4.71)
2 2 2 a3
In Gleichung (4.71) beriicksichtigen wir zunachst die Definition My(z) = To(z)/ax
und fithren anschlieend auBerhalb der Klammer die kritische Schallgeschwindigkeit
@, nach der Formel a; = \/; (¢, — ) - T auf die kritische Temperatur 7} zuriick,
so daf} folgt:

w— 1

To(z) =T+ ——Ti- (1 — ME(z)) . (4.72)
Beziehen wir in Gleichung (4.72) die Temperatur der Grundstréomung To(z) auf die
kritische Temperatur Tj und behalten die Bezeichnungen bei, so erhalten wir die

unten benédtigte Beziehung in dimensionsloser Form:
— x—1 2 4
To(z) =1+ ——" (1— M=) (4.73)

Ebenfalls unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen fiir die einzelnen phy-
sikalischen GréBen erhalten wir dann nach der Entdimensionierung die folgenden
Differentialgleichungen fiir die dimensionslose Kontinuitétsgleichung und die di-
mensionslosen Navier-Stokes-Gleichungen:

ou’ ap’ [ 9Py w)

¥3] M, —+—--—F—=0
PO x - M oz + 6 0z
o ou’  _ , 4 dMe Pk ap’ 1 { d? M, 9%y’
Po - M - dxr +Po - & d= Wﬂk - a? Oz . pr - ap 62 dz? + 0z2
ow’ P { op
Po - My - S N . 4.74
Po = k" 5 pr-air & Oz (4.74)

Weiterhin erhalten wir unter Beibehaltung der Bezeichnungen den Energiesatz aus
Gileichung (4.69) nach Einfithrung der kritischen Werte in der Form:

ap? - My - +cp-Ls-T' =0 . (4.75)

Hierin bedeuten «’ und 77 sinngemiB die dimensionslose Stérgeschwindigkeit bzw.
die dimensionslose Stértemperatur. In Gleichung (4.75) benutzen wir fiir ay eben-
falls die Formel a; = \ﬂf, -{¢p — ¢p) - T und erhalten nach Kiirzen die dimensions-

lose Form des Energiesatzes:

T f (s —1) My-uw' =0 . (4.76)




Die Zustandsgleichung mit dimensionslosen Gréf3en lautet entsprechend:
Po T +p -To=1p . (4.77)

Weiter folgt aus der Zustandsgleichung, dafl die dimensionslosen Grundgréflen 7,
und T fiir sich die Beziehung

Po-To=1 (4.78)

erfiillen, da aufgrund der Konstanz des Druckes der normierte Druck den Wert 1
hat. Mit diesemn Ergebnis kénnen wir jetzt auch die lokale Machzahl My(z) der
ungestorten Grundstromung einfithren, die fiir die unten durchzufiihrende Separa-
tion von Bedeutung ist. Bei gleicher Stromungsgeschwindigkeit gilt fir lokale und
kritische Machzahl die Beziehung

Mo(z)  ax

Me(2) — ao (4.79)

wobel ag die lokale Schallgeschwindigkeit bezeichnet. Unter Beachtung der allge-
meinen Beziehung a = \/x - p/p und des Wertes 1 fur den normierten Druck folgt
nach Entdimensionierung der Zusammenhang:

Mo(2) = Mi(2) - \/Po(=) (4.80)

mit py als dimensionsloser Dichte der Grundstrémung. Weiterhin erhalten wir nach
Einfithrung der Reynoldszahl Res = ag - pr - §/p¢ und mit ai = k - py/pr aus den
Gleichungen (4.74) das folgende dimensionslose Differentialgleichungssystem aus
Kontinuititsgleichung und den beiden Navier-Stokes-Gleichungen:

_ou op’ I 9(py - w)
- M, -2 AV T A
Po dx + M oz + ) dz
. 4 ou' , L odMy 1 Op 1 ! d* M. 9%y’
Po - My - dx T Po W "5 d: Kk oz +Re§ ) dz? + az2
Jw’ 1 1 ap
Po - M, - .. 4.81
o o x 6 Oz (4.81)

Die drei Gleichungen (4.81) enthalten jedoch vier unbekannte Groflien «/, w’, p’ und
P, so dal} p’ eliminiert werden mufl. Zunéchst ersetzen wir in Gleichung (4.77) den
Faktor Ty durch 1/p, wegen Gleichung (4.78). Die sich ergebende Gleichung wird
nach p’ aufgelost und 77 auf der rechten Seite anschlielend mittels Gleichung (4.76)
ersetzt. Wir erhalten:

P =PV +7-(k—1) - Mg -u . (4.82)
Dieses p’ wird nun in die erste Gleichung aus (4.79) eingesetzt, so dal} folgt:

i I(po - ')
Oz

. ou’ ap’
Po- (1+70- (= 1) MZ) - 55 + 56 - My - ai

o =0 . (4.83)

+

| =~
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Erinnern wir uns an dieser Stelle, dafl gemiB Abbildung 4.10 die charakteristi-
sche Lange [/ in x-Richtung und die Grenzschichtdicke é in Bereich II von gleicher
Groéflenordnung sind, so kdnnen wir in den Gleichungen (4.81) den Quotienten //§
zu 1 annehmen. Machen wir die zusdtzliche Annahme

Res > 1

so fallt der Reibungsanteil in Bereich Il v6llig heraus und geht nur indirekt {iber
das Geschwindigkeitsprofil der vorgegebenen Grundstréomung ein. Berlicksichtigen
wir diese Annahmen, sowie Gleichung (4.83), so folgt das vereinfachte Differential-

gleichungssystem
_ _ . au’ ap’ (P - w')
po - (1 -k —1)-MZ) - — My - 2T =
Po ( + po - (K ) k) Iz + Po ko -+ = 0
au’ dM 1 ap
5 - M, - B w - - .
£o o T Po dz k Oz
- ow’ 1 ap
Po - My - 9~ r B- (4.84)

Der nichste Schritt besteht darin, das Gleichungssystem (4.84) mit drei Gleichun-
gen und drei Unbekannten v/, w’ und p’ zu iiberfithren in ein Gleichungssystem
mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten, auf das dann der Separationsansatz
angewandt werden kann. Zu diesem Zweck eliminieren wir die Stérgeschwindigkeit
u’. Dazu lésen wir die zweite Gleichung aus (4.84) nach du//Oz auf und setzen das
Ergebnis in die erste Gleichung aus (4.84) ein. Somit erhalten wir:

1 _ _ ap’ _ . P dA’Ik
;‘(PO'M;?* 1) 'aj_f’o'wl'(1‘*‘/)0'(’5_1)‘114;5)'?4-
dp A’
My -’ - —dp:’ 4+ Py - M - _d“ =0 . (4.85)

Den Ausdruck dp,/dz in Gleichung (4.85) kdnnen wir climinieren, indem wir Glei-
chung (4.78) nach z ableiten:

l e CITO z i =
d(,;: (ﬁo(Z) 'U(Z)> = po(z)- dz( ) To(z) P(({Ji ) _ ¢
= OZ - TZ(:) dz Po(=) - =
dpo(= ‘ dM,
= p((z]i . RS i (4.86)

Die in Gleichung (4.86) enthaltene Temperatur und die Ableitung der Tempecratur
nach z wurden durch die Beziehungen aus den Gleichungen (4.73) und (4.78) auf
die kritische Machzahl M{z) zuriickgefithrt. Setzen wir die letzte Beziehung aus
Gleichung (4.86) in Gleichung (1.85) ein, so folgt:

op’ , dM, dw’

1 _ 2 _ _
;~(p0-]\-fk—])~%——po-w‘ P +p0-;Wk-aZ

=0 . (4.87)
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In obiger Gleichung beriicksichtigen wir jetzt noch die Beziehung aus Gleichung
(4.80). Zusammen it der letzten Gleichung aus (4.84) erhalten wir dann ein Dif-
ferentialgleichungssystem bestehend aus zwei Gleichungen fiir die beiden Unbe-
kannten p’ und w’ alleine.

1 5 ap’ _ , dM, » ) dw’

o (M5 —1) G5 o S o M = 0
1 ap dw’
— - Do - My, - =0 41.88
Kk Oz o T ox (4.88)

Fir die Gleichungen (4.88) miissen wir noch das Randwertproblem beziiglich p’ und
w’ formulieren. Dies deshalb, da einerseits durch den Stofl Randwerte am dufleren
Grenzschichtrand von Bereich Il vorgeschrieben werden und andererseits auch die
viskose Unterschicht von Bereich 111 Randbedingungen an der umstromten Wand
zu erfiillen hat. Da wir in den Gleichungen (4.88) Ableitungen der Stérungsgréfien p’
und w’ jeweils nach x und z vorfinden, haben wir insgesamt vier Randbedingungen
zu formulieren, dic in Abbildung 4.11 anschaulich dargestellt sind.

e Am &dufBleren Grenzschichtrand zwischen Bereich 11 und Bereich I wird
die Druckverteilung von der Auflenstromung im Bereich 1 aufgepriagt. Die
Druckstorung p’ ist also an der Stelle = = 1 far alle x vorgeschrieben:

P =7p(x,1) fiir 2=1 . (4.89)
e [n geniigend grolem Abstand stromauf- und stromabwérts vom Stofl, beci

den dimensionslosen Koordinaten © = £/, miissen die Stérgeschwindigkei-
ten w’ verschwinden, um einen stetigen Ubergang in die Grundstromung zu

z
Stof3
p’=p’(X) 1 Bereich |
Bereich Il
p’= konst p’= konst
w’'=0 w’=0
Zo w( x,zy)=0
Bereich Il X
-L (0] +L

Abb. 4.11: Randbedingungen des Stérungsproblems




gewdhrleisten. Wir erhalten die beiden Randbedingungen:

w' = 0 far = +L
w' o= 0 fiar x= —FL . (4.90)

e Liir die viskose Unterschicht in Bereich TII gilt die bekannte Grenzschicht-
bedingung, dafi far alle # der Druck langs der Wandnormalenkoordinate =
konstant ist:

ap'(z, = . é
% =0 fir z = zg = ?‘l
Wegen der unteren Gleichung aus (4.88) folgt daraus, das fir z = z gilt:

ow’'/dx = 0. Zusammen mit der Bedingung aus Gleichung (4.90) erhalten
wir somit die vierte Randbedingung:

w'(x,20) =0 mit o = = . (4.91)
Nach der Formulierung der Randbedingungen fahren wir fort mit der weiteren
Vereinfachung des Gleichungssystems (4.88) in Hinblick auf die Anwendung der
Separationsmethode. Durch einen geeignet gewihlten Ansatz 1aBt sich das Glei-
chungssystem (4.88) in eine einzige partielle Differentialgleichung 2. Ordnung fiir
eine Funktion W(wx, z) Uberfihren, die die folgenden Eigenschaften aufweist:

. ov s Mi(z) 0w

= — e = 4 2
b e “ MZ(z) 9z (4.92)

Die Ansitze aus (4.92) eingesetzt in die untere Gleichung aus (4.88) fithren auf
eine Identitdt. Eingesetzt in die obere Gleichung aus (4.88) jedoch, erhalten wir
unter Beachtung von Gleichung (4.80) diejenige partielle Differentialgleichung 2.
Ordnung, die wir letztlich wollen:

P\ 2 dMy(z) O

. Ry I*Y
1 — AMZ2(= - — - —
<l AIO(N)) dx? Mo(=) dz Oz Dz?

=0 (1.93)

An dieser Stelle haben wir den zweiten Punkt unseres Schemas abzuarbeiten:
e Anpassung der Randbedingungen

Um das Randwertproblem in Gleichung (4.93) 16sen zu kdénnen, miissen wir die
Randbedingungen aus den Gleichungen (4.89)-(4.91) auf die Variable ¥ umschrei-
ben. Wir benotigen weiterhin vier Randbedingungen und erhalten unter Beriick-
sichtigung der Gleichungen (4.92) fiir ¥ die Bedingungen:

ov(e, 1) 1, . OW(x, z0)
’ Ox - K pw, 1) ’ dz =0
()\Il(t{—L,s} — 0 ow(—L,z) —0 . (1.94)

dz ' Jdz
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Gleichung (4.93) mit den Randbedingungen (4.94) stellt wegen der Ableitung
OV (x,1)/0x, die von Null verschieden ist, ein inhomogenes Randwertproblem dar.
Diese inhomogene Randbedingung 1263t sich mit einem géingigen Separationsansatz,
wie wir ihn vermitteln wollen, nicht separieren. Daher miissen wir eine zusétzliche
Transformation fiir die Funktion ¥(xz, z) durchfithren, so dafi beide Randbedin-
gungen lidngs (x, 1) und (z, z0) homogen sind. Wir bezeichnen diesc transformierte
Funktion mit der Variablen W(z, z) und sie steht mit der bisherigen Funktion W in
der Beziehung:

U(z,z2) = ¥(z,z)+ % . / p(£,1) dE . (4.95)
L

Gleichung (4.95) aufgeldst nach ¥ und eingesetzt in Gleichung (4.93) ergibt:

] , 9w 2 dMy(z) OO 9T
(l N Afg(::)) " dz? Mo(z)  dz 9= 9z2
2 1 dp'(z,1) 2
(1= ME(=)) - = = (1= MZ(2)) - F(=) (4.96)

Den Druckterm haben wir darin zur Funktion F'(x) zusammengefat. Wir schreiben
die Randbedingungen aus Gleichung (4.94) auf die transformierte Funktion ¥ (=z, z)
um und erhalten dann homogene Randbedingungen fiir W(x, z).

oW, 1) OV (x, zo) -
or " PR
OW(+L,z) OW(—L,z) P
e = 0 e =0 (4.97)

Nach diesen Vorbereitungen stehen wir vor der Aufgabe, die partielle Differenti-
algleichung 2. Ordnung (4.96) mit den Randbedingungen (4.97) fir die Funktion
W(wx, ) zu lésen. Wir sind somit bei Punkt drei des Ldsungsschemas angelangt:

e Durchfiihrung der Separation

Sinn und Zweck eines Separationsansatzes ist es, das Problem der Lésung einer
partiellen Differentialgleichung zuriickzufithren auf die Losung zweier gewdohnli-
cher Differentialgleichungen, die jeweils nur noch von einer unabhéngigen Varia-
blen abhingen. Fiir die Funktion W(x, z) machen wir einen Separationsansatz nach
Fourier. Die Losung wird dabei als Fourier-Reihe beziiglich = angesetzt, wobei z
als Parameter aufgefafit wird.

W(m,z) = ign(z) < falz) (4.98)

n=1
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In anderen Worten: ¥(x, z) wird nach einem vollstindigen Funktionensystem f,,(z)
d.as spater bestimmt wird, entwickelt. Gleichung (4.98) enthilt mit ¢, (z) ,fn(:)
einen Produktansatz. ¢g,(z) und f,.(z) sind dabei Funktionen, die jewéls dur(‘:h die
Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung bestimmt werden miissen.

Damit ein Separationsansatz zum Erfolg fiihrt, muf es méglich sein, die Funktionen
gn(x) und f,(z) so zu wahlen, dal die Randbedingungen fiir U(z, z) erfiillt sind,
d. h. auch die Randbedingungen miissen separierbar sein. Die Ra‘ndbedingungen'
fiir W(a, z) aus Gleichung (4.97) beinhalten partielle Ableitungen von ¥ nach

und z. Aus Gleichung (4.98) erhalten wir hierfiir:

W(w,z) _ g doml) o

Oz = d=x -
o T,z o d f.(z
T = S Iz (1.99)

Setzen wir in diese Ableitungen die Bedingungen aus den Gleichungen (4.97) ein
und vergleichen mit den jeweiligen rechten Seiten, so folgt:

S =0 . gy =0, gy =0 . G000

Wir erhalten zwei Randbedingungen fiir die Funktionen f,(z) und ebenfalls zwei
fiir die Funktionen g, (x). Die Randbedingungen fiir U (x, z) sind folglich separierbar
und der Ansatz aus Gleichung (4.98) war somit richtig gewéhlt. Die Funktion F(x)
aus Gleichung (4.96) wird wie der Ansatz fiir U (x, z) ebenfalls als Fourier-Reihe

geschrieben:

F(z) = —ibn.(x)-fn(z) (4.101)

n=1

Wir werden im Anschlufl an die Separation noch zu zeigen haben, wie die Funktion
fu(z) aus Gleichung (4.101) auf ein bestimmtes Integral zuriickgefithrt werden kann,
5o daB auch die rechte Seite der Gleichung (4.101) ausschlielich von z abhéngt. Die
einzelnen Summenglieder g, (z)- f,(z) sind partikuldre Lésungen von (4.96) d.h. fur
jedes n erfillt g,(2) - fo(z) [ir sich die Differentialgleichung und die Gesamtldsung
wird durch Superposition der Partikuldrlésungen gefunden. Wir setzen daher den
Produktansatz ¢.(x)} - fa(z) sowie —b,(z) - fa(2) in die Gleichung (4.96) ein und

erhalten:

) 120 ([2g7,(;1:) . ) 2 ) dMo (=) ) e dfn (=)
(1 - ME(=)) (#(lxz < fal(z) + ba(z) fn(Z)) AS - gnlw) - =5+
gn(x) - g%z—) =0 . (4.102)

Dividieren wir Gleichung (4.102) durch gn(2) - fa{z) - (1 — MZ(z)) und schreiben
alle GroBen, die ausschliellich von z abhingen auf eine Seite, so erhalten wir:
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1 d®g.(x) bn(x)

N == '\n =
(D) e T ga(e)
2 ‘ dMo(z) 1 d Jn(2) B 1 o d? f.(z)
(1 — MZ(z)) - My(=2) dz In(2) d =z 1 — M2(2) fo(2) dz?

(4.103)

Die Variable A, in Gleichung (4.103) ist eine Konstante und stellt einen Sepa-
rationsparameter dar, der die unabhingigen Variablen x und z separiert. Die
Ausdriicke rechts von A, sind ausschlielich Funktionen der unabhangigen Varia-
blen z. Die Ausdriicke links von A, sind ausschlielich Funktionen der unabhéngigen
Variablen 2. Da somit x und z unabhingig voneinander variiert werden kénnen,
kann Gleichung (4.103) nur erfiillt sein, wenn sich die Ausdriicke auf beiden Seiten
von A, nicht mit x bzw. z andern. Die beiden Gleichungsseiten miissen daher gleich
ein und derselben Konstanten A, sein.

Wir betrachten zunichst die rechte Seite von Gleichung (4.103) in der nur die

unabhingige Variable z auftritt. Sie nimmt nach einfacher Umformung die Gestalt
an:

2 dMo(z) dfn(z) 1 & fa(z) 1 — MZ2(2) ~ ‘
M3(z) d=  dz | M&(z)  d=2 " MZ(=) Sn(z) - (4.104)

Multiplizieren wir Gleichung (4.104) mit dem Faktor (—1) und wenden anschlieffend
auf der linken Seite der Gleichung die Produktregel der Differentiation an, so er-
halten wir nach Umstellung:

d 1 dfn(2) 1 — M2(z) N .
d= [Mg(z) Cd= ] +An [ﬂ—f&@T] “fn(2) =0 (4.105)

Gleichung (4.105) ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die
unbekannte Funktion f,.{z) mit den zwei Randbedingungen f,(1) = 0 und

df.(z0)/dz = 0. Bevor wir auf die L.édsung dieser Differentialgleichung niher einge-
hen, bringen wir noch die linke Seite von Gleichung (4.103) auf die Form:

o) 3 guw) = —bu(a) (4.106)

Gleichung (4.106) ist nun ebenfalls eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ord-
nung fiir die unbekannte Funktion g¢,(x) unter den beiden Randbedingungen
gu(—L) = 0 und g,(+L) = 0. Wir fassen an dieser Stelle kurz zusammen, was
wir bisher erreicht haben. Durch die Einfiithrung des Separationsansatzes aus Glei-
chung (4.98) ist es uns gelungen, die Lésung der partiellen Differentialgleichung
(4.96) fiir die Funktion W(z, z) zuriickzufithren auf die Lésung zweier gewshnlicher
Differentialgleichungen (4.105) und (4.106) fiir die Funktionen f,(z) und g,(z).
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Abhéingig vom Typ der erhaltenen gewdhnlichen Differentialgleichungen sind aus
der Mathematik Losungsmethoden bekannt, die in der Regel ohne allzu grofien
Aufwand zur Lésung dieser Gleichungen fithren. So zahlt die Differentialgleichung
(4.106) in z-Richtung fiir g,,(z) zur Gruppe der inhomogenen Schwingungsdifferen-
tialgleichungen. Die Differentialgleichung (4.105) in z-Richtung fiir f,.(z) stellt da-
gegen ein Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem dar. In Gleichung (4.105) nennt
man jeden Wert des Separationsparameters A, flir welchen unter den gegebenen
Randbedingungen eine nichttriviale Losung f,.(z) existiert, einen Eigenwert und
jede zugehorige Losung # 0 eine Eigenfunktion. Im Vergleich zu Eigenwertproble-
men bei 12 X n - Matrizen sind bei Differentialgleichungen im allgemeinen unendlich
viele verschiedene Eigenwerte A, zu erwarten. n ist dabei cine Zahlvariable von 1
bis co. Im Falle von Gleichung (4.105) gehort zu jedem solchen Eigenwert A, eine
Eigenfunktion f,(z). Die gleichen Eigenwerte A, stehen aulgrund der Separation
auch in der Differentialgleichung (4.106), die nach der Lésung des Eigenwertpro-
blems (4.105) mit den dann bekannten Eigenwerten A, ihrerseits gelost werden

kann.

Die Losungen f,(z) des Sturm-Liouvilleschen Eigenwertproblems bilden ein
vollstindiges orthogonales Funktionensystem. Nach dem Entwicklungssatz fiir sol-
che Funktionensysteme folgt fur die Koeflizienten b, (x) aus Gleichung (4.101):

N 1 dp'(x,1) 11—/\/[5(3) . B / _
bu(w) = —— - F2 / Ay ) (4.107)

Weiterhin erfiillen die Eigenfunktionen f,,(z) die Orthogonalititsbedingung

[L— M3(z) . ,

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt daraus:

1 . 1
-1 — ME(C) 9ren . 1 — ME(<) . . .
— 0o, g2 d¢ = fo(z) - | —="F - fa d¢ =1 4.109
/ Ay A= ) [ T ) de (4.109)
und damit die Beziehung
. O
- L) poy ac (1.110)

Ly~ M)

Eingesetzt in Gleichung (4.107) und verglichen mit Gleichung (4.101) sieht man,
dafl der Ansatz korrekt war.

Beziiglich der Lésung der gewdhnlichen Differentialgleichungen (4.105) und (4.106)
verweisen wir auf die gangigen Losungsverfahren in der einschldgigen Literatur
K. MEYBERG, . VACHENAUER 1991 und R. BOHNING 1982. IIs kam uns in
diesemm Kapitel darauf an, zu zeigen, wie man mit Hilfe der Separationsmethode
eine partielle Differentialgleichung durch Uberfithren in zwei gewdhnliche Differen-
tialgleichungen mit den gangigen Methoden der angewandten Mathematik analy-
tisch l6sen kann. Mit den dann bekannten Funktionen g,(x) und f.(z) lafit sich die
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gesuchte Funktion W(z,2) aus Gleichung (4.98) in Form einer unendlichen Reihe
darstellen und auf die Ausgangsfunktion ¥(z, z) zuriicktransformieren:

T(r2) = 3 gule) ful2)
— 1 7

U(r,z) = @(17,:)—;-/])'(5,1)d§ (4.111)
L

Mit Hilfe von Gleichung (4.92) berechnet sich aus der Funktion ¥(x, =) der eigent-
lich interessierende Druckverlauf.

In Abbildung 4.12 ist der berechnete Druckverlauf, dargestellt durch den nega-
tiven Druckkoeffizienten —c¢,, tiber der Stromabkoordinate z/é aufgetragen. Das
Diagramm zeigt den Wanddruckverlauf fiir = = 0 im Vergleich mit experimentellen
Ergebnissen. Es ist deutlich zu erkennen, wie der in der reibungsfreien Auflen-
stromung durch den Verdichtungsstofl verursachte Drucksprung durch den Rei-
bungseinfluB in der Grenzschicht verschmiert wird. Die gute Ubereinstimmung der
theoretischen und experimentellen Werte zeigt die Tragfiahigkeit der analyvtischen
Separationsmethode fiir die Berechnung der Stofi-Grenzschicht-Wechselwirkung auf
einem transsonischen Profil.

-Cp
1
0.5 -
o l I | | P
5 0 5 10 15

Abb. 4.12: Berechneter Druckverlauf (—c¢,) an der Wand eines transsonischen
Profils im Vergleich mit experimentellen Werten (o)




136
4.1.4 Stabilitdtsanalyse

Nachdem wir in Abschnitt 4.1.2 die Methode der Linearisierung kennengelernt ha-
ben, wollen wir in diesem Abschnitt {iber die Methode der Stabilitatsanalyse eine
Anwendung der Stérungsrechnung behandeln. Entsprechend ihrer Namensgebung
liegt die Aufgabe der Stabilitdtsanalyse darin, die zeitliche oder raumliche Entwick-
lung von Stérungen zu bestimmen, die einer gegebenen Laminarstréomung iiberla-
gert sind. Die entscheidende Frage dabei ist, ob die aufgebrachten Stérungen an-
wachsen oder abklingen. Klingen die Stérungen ab, so bezeichnen wir die gegebene
laminare Grundstromung als stabil. Wachsen die Stérungen jedoch an, so setzt ein
Transitionsprozefl ein und wir nennen die Grundstrémung instabil. Ziel der in die-
sem Abschnitt vorgestellten stabilitdtsanalytischen Methoden ist die Berechnung
einer mit der Lauflinge = gebildeten kritischen Reynoldszahl Re., oberhalb derer
eine gegebene Laminarstromung instabil wird und in den turbulenten Strémungs-
zustand iibergeht.

Um die mathematische Methode der Stabilitdtsanalyse ableiten zu konnen, behan-
deln wir den laminar-turbulenten Uberga.ng in einer Grenzschichtstromung und
betrachten hierzu Abbildung 4.13. Bei einer Grenzschichtstrémung vollzieht sich
der Ubergang von einem laminaren in einen turbulenten Strémungszustand unter
Ablauf eines sogenannten Transitionsprozesses, der sich als Folge einer stromungs-
mechanischen Instabilitdt einstellt. Von den Transitionsvorgingen in der dretdimen-
sionalen Tragfliigel-Grenzschicht untersuchen wir in einem ausgewihlten Volumen-
element den laminar-turbulenten Ubergang, der stromab mit Tollmien-Schlichting-
Wellen ('T'S) einsetzt. Auf die ebenfalls dargestellte Querstromungsinstabilitat (QS)
gehen wir hier nicht n&her ein, da Einzelheiten des Transitionsprozesses in Ab-
schnitt 5.3 vertieft werden.

Wir beginnen die Stabilitdtsanalyse, indem wir aus dem in Abbildung 4.13 gezeig-
ten Stromungsfeld im Bereich der Tollmien-Schlichting-Wellen ein lokales Volumen-
clement herausgreifen, in welchemn wir den laminar-turbulenten Ubergang erwarten,

TS 3-dim. A Turb.-Flecken

laminar transitionell turbulent

Abb. 4.13: Laminar-turbulenter Ubergang in einer Tragfliigel- Grenzschicht
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und machen die folgenden vereinfachenden Annahmen: Zunichst vernachlassigen
wir die Kriimmung des Tragfliigels stromab und gehen davon aus, dal} sich die
Grenzschichtdicke iiber dem betrachteten Volumenelement nur geringfiigig andert.
Dies ist die Aussage der Parallelstréomungsannahme. Damit haben wir das Stabi-
litatsproblem der Tragfliigel-Grenzschicht auf die Transition in einer Plattengrenz-
schicht reduziert, die wir zur weiteren Vereinfachung als inkompressibel anneh-
men wollen (vgl. Abbildung 4.14). Den stationaren, zweidimensionalen laminaren
Grundstromungszustand, den wir auf Stabilitét untersuchen wollen, kennzeichnen
wir im folgenden durch einen tiefgestellten Index 0. Diese Laminarstréomung steht
dabeil unter der Einwirkung kleiner Stérungen in den Geschwindigkeitskomponen-
ten u und w sowie des Druckes p, die z.B. durch Wandrauhigkeiten oder auch vor-
handende Unregelmafligkeiten im Anstrémzustand verursacht werden kénnen. Die
StérungsgroBlen werden von uns mit einem an der jeweiligen Variablen angebrach-
ten Strich gekennzeichnet. Abbildung 4.14 deutet den Fall an, dal eine vorhandene
harmonische Stérungsgeschwindigkeit v’ (eine TS-Welle) am gleichen Ort in ihrer
Amplitude zeitlich anwachst.

Jede physikalisch mogliche Stromung, ob gestért oder ungestort, mufl zunéchst
notwendigerweise die Kontinuitdtsgleichung und die Navier-Stokes-Gleichungen
erfiillen, die wir zu Beginn der mathematischen Analyse fiir eine zweidimensionale,
inkompressible Stromung gemafl Gleichung 3.20 in koordinatenfreier Vektorschreib-
weise aufstellen:

TV =0 (4.112)

ov . . 1 _

— + (V- y)V=——vp+r AV . (4.113)
at J7)

Die stationire, inkompressible Grundstromung, die wir auf Stabilitadt untersuchen
wollen, setzen wir in gewohnter Schreibweise, lediglich mit einem tiefgesteliten In-
dex 0 versehen, in der Form:

Abb. 4.14: Laminar-turbulenter Ubergang in einer Plattengrenzschicht




Vo = (u0(2),0,0),_y , (Vpo),_x = const (4.114)

als bekannt voraus. ug bezeichnet dabei die Geschwindigkeitskomponente in Strom-
abrichtung x» und der Index x# = X bedeutet, dal wir das gegebene Geschwin-
digkeitsprofil ¥o und den cbenfalls bekannten Druckgradienten 7po an einer fest
vorgegebenen Position @ = X in Stromabrichtung auswerten und somit eine lo-
kale Analyse der Grundstrémung betreiben. Mit der Voraussetzung, daf3 wug aus-
schliefllich von der Wandnormalenkoordinate z abhingt und dafl die beiden anderen
Geschwindigkeitskomponenten verschwinden, haben wir die Parallelstrémungsan-
nahme angewandt. Dieser bekannten Grundstrémung Vo, Vpo werden Stérungen
v = (W, 0,w"), vp = (9p'/Ox,0,0p'/8z) iiberlagert, deren Entwicklung wir un-
tersuchen wollen. v’ und w’ bezeichnen Storungsgeschwindigkeiten in z- bzw. z-
Richtung und p’ die Druckstérung. Der Ausdruck physikalisch méglich bedeutet
hierbei, dafl die aus Grundstrémung und Stérstromung zusammengesetzte Gesamt-

stromung
) ap’
ug + u’ G+ 3
V=vg+V = 0 . VP =Vpo+ 7p = 0 (4.115)
w' dpo | Ip’
Iz D=

ebenfalls die Navier-Stokes-Gleichungen zu erfiillen hat. Die Stérungsgrofien neh-
men wir als zweidimensional und zeitabhangig an, sie haben folglich die Gestalt

u'(x, z, 1), w'(z, z,t), Pz, z,t) . (4.116)

Die Stoérungsgroflen nach Gleichung 4.116 sind als infinitesimal klein anzunehmen.
Daher werden wir i weiteren Verlauf unserer Uberlegungen lineare Stérungsdiffe-
rentialgleichungen erhalten, da wir quadratische Glieder der Stérungsbewegungen
gegeniiber den linearen Gliedern vernachlassigen kénnen. Wir setzen nun die aus
Grundstréomung und Stéranteilen zusammengesetzte Gesamtstromung gemafl Glei-
chung 4.115 in die Kontinuitatsgleichung 4.112 und die Navier-Stokes-Gleichungen
4.113 ein. Wir erhalten also der Reihe nach zunichst aus der Kontinuitatsgleichung

ou’ dw’

dx Oz
In den folgenden Navier-Stokes-Gleichungen schreiben wir die Terme, die aus-
schliefllich Grundstrémungsanteile mit dem tiefgestellten Index 0 enthalten, auf
die rechte Seite und vernachlassigen desweiteren die in den Stérungsgliedern qua-
dratischen Terme, so dafl folgt

=0 . (4.117)

ou’ N du’ - dug N 1 9p’ 9w’ 9% 1 Ipo 4 d?ug
e - ) 22 . = 2P .
at T ey T T ar T b o dz2 | D=2 p O =2
(4.118)

D’ duw’ 10p . (azw" (‘)%u') _ 1 Ipo (4.119)

ot +o- Ox + p Oz Ox? + 9z?
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Da die stationédre Grundstrémung aus Gleichung 4.114 fir sich alleine die Navier-
Stokes-Gleichungen erfiillt, werden die rechten Seiten der Gleichungen (4.118) und
(4.119) identisch zu Null. Somit verbleiben dret lineare Differentialgleichungen zur
Ermittlung der drei Storungsgrofien w/,w’ und p’ in der Form des Stordifferential-
gleichungssystems:

ou’ " Jw' o
dx oz
du’ ou’ , dugp 1ap 1o RS Vs SR TH
ot o Odx T d= ~  pox e Ox? + 8:2)
duw’ o’ 1 9p’ O’ 9%’ )
o T ax = Lo Y ((9.r2 t o ) (4.120)

Die Stéorungsgréofen miissen weiterhin bestimmte Randbedingungen erfiillen, um
aus der Mannigfaltigkeit der méglichen Lésungen des Stérungsdifferentialglei-
chungssystems diejenigen Lésungen zu bestimmen, die unser Stabilitdtsproblem
eindeutig charakterisieren. Im Falle einer festen Wand mit der Koordinate =z = =z,
bedeutet dies, daf3 alle Stérungsgeschwindigkeiten aufgrund der Haftbedingung an
der Wand verschwinden

w(xz,z2 = z4,t) = 0, wi(x, 2 = z4y,t) =0 (4.121)

und daB bei einer Stréomung mit Grenzschichtcharakter die Stérung nicht bis ins

Unendliche wirkt
V(r.z — o0o0,t) =0 , piz,z—>00,t)=0 . (4.122)

Die nach Gleichung 4.116 als zweidimensional und zeitabhéngig vorausgesetzten
StérungsgréBen werden durch den Exponentialansatz

W(x,z,t) = w(z) exp(—i-w-t)-exp(i-a-x)
wi(x,z,t) = w(z) exp(—i-w-t)-exp(i-a-x)
p(r,z,t) = p(z)-exp(—i-w-t)-exp(i-a- ) (4.123)

modelliert, der auch als Wellenansatz bezeichnet wird. In Gleichung (4.123) be-
deutet i die imaginire Einheit und somit stellt jede Storungsgrofle eine in An-
stromrichtung o fortschreitende Welle dar, wodurch sich der Name Wellenansatz
erklirt. Die mit einem Dach gekennzeichneten Gréfen bezeichnen die Amplitu-
denfunktionen der jeweiligen Wellen, die nur von der Wandnormalenkoordinate =
abhiingen. Dieser Ansatz fiir die Amplituden erklart sich dadurch, dafi auch die
Grundstromung ug ebenfalls nur von z abhéngt.

Die Variable w steht fiir die Kreisfrequenz der Welle wohingegen a die Wellenzahl in
Fortschreitungsrichtung z darstellt. Diese Wellenzahl a steht mit der Wellenldange
X in z-Richtung iiber die Gleichung ¢ = 2 - 7 /X in Zusammenhang. Im Rahmen
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einer Einfithrung in die Stabilitatstheorie setzen wir die Wellenzahl « als rein reelle
Grofle voraus, was bedeutet, dafl die Stérungsgrofien rdurnlich periodische Wellen
darstellen. Die Kreisfrequenz w hingegen ist eine komplexe Grofle, die wir in Real-
und Imaginarteil zerlegen, so dafl fir w gilt: w = w, + ¢ - w;,. Dieses Vorgehen
wird sofort verstandlich, wenn wir im Wellenansatz fiir die Storgroien das Addi-
tionstheorem der Exponentialfunktion anwenden. Betrachten wir beispielsweise in
Gleichung 4.123 den Faktor @i(z) - exp(—7-w - t) und beriicksichtigen auflerdem die
Fualer-Darstellung der ¢-Funktion so folgt

(z) - erp(—i-w-t) = a(z)-exp(—i (w, +7-w;) - t)= (4.124)
a(z) - erplwit) - cxp(—iw,t) = (z)-exp(wit) - (cos(w,t) — 7 - sin{w,t))

Anhand der letzten Darstellung von Gleichung 4.124 kénnen wir nun sofort eine
Aussage liber die zeitliche Entwicklung einer aufgebrachten Wellenstérung mit vor-
gegebener Wellenzahl ¢ machen. Wir betreiben somit eine zeitliche Stabilitdtsana-
lyse. Wenn fiir den Imaginirteil w; der Kreisfrequenz die Beziehung w; > 0 erfiillt
ist, so wachsen die mit einem Dach gekennzeichneten Stérungsamplituden expo-
nentiell mit der Zeit an und die zu untersuchende Strémung ist instabil. F'ir Werte
w; < 0 wird der Exponent negativ, was dazu fuhrt, dafl die Stérungsamplitu-
den zeitlich gedampft werden und abklingen. In diesem Falle ist die auf Stabilitat
zu untersuchende Grundstromung stabil gegeniiber aufgebrachten Stérungen. Der
Grenzfall w; = 0 bedeutet neutrale, indifferente Stérungen, die ithren urspriingli-
chen Amplitudenwert zeitlich nicht veridndern.

Nun kénnen wir den Wellenansatz aus Gleichung (4.123) in die Storungsdifferen-
tialgleichungen (4.120) cinsetzen und anschlieflend die beiden Exponentialfaktoren
cxp(—iwl) - cxp(iax) kiirzen. Wir erhalten:

. . dw
. = §.
a- i e
- 1 ) 1243
(“'UU“-")"&_":-(;;D-‘(i’ — —;-a-ﬁ—Fl'V'((LQ-IAL;;;;)
1 dp . d*
(a-up —w)-w = i-p-%%—z-u-(a?-ﬁr—d:;) .(4.125)

Die zugehorigen Randbedingungen aus den Gleichungen (4.121) und (4.122) neh-
men nach Kiirzen des Exponentialfaktors die Form

Uz = z) = 0, Wz = z,) =0,

\:"(/.—% occ) = 0, plz — o0) =20 (4.126)
an. Die Gleichungen (4.125) beschreiben gemeinsam mit den Randbedingungen

(4.126) ein volistaAndiges Differentialgleichungssystem, das sich, wie im folgenden
gezeigt wird, zu einer einzigen Differentialgleichung zusammenfassen 1a3t.

Wir beginnen, indem wir den Stérterm 4 eliminieren. Dazu formen wir die erste

Gleichung aus (4.125) nach @& um setzen das Ergebnis in die zweite Gleichung aus
(1.125) ein. Wir erhalten mit

. dw dug —a? | 5 dw A2
o — ) 2 4w = — @r_ v 2
7 | (a uwp — w) 7 a - ] p p—v (a T e {(4.127)
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eine Gleichung, in der nur noch die Stérungsgréfen @ und p vorhanden sind. Die
gleichen Stérungsgréfien befinden sich auch in der dritten Gleichung aus (4.125), so
dal} es sich anbietet, aus diesen beiden verbliebenen Gleichungen die Druckstérung
P zu eliminieren. Dazu leiten wir Gleichung (4.127) zunéchst nach z ab und erhalten

d?w . dzuo] —a? dp ( 5 %W d"?ﬁ)
= — —vla

d=2 “@w dz? dz2  dzt (4.128)

Um den Druck vollstindig zu elimieren miissen wir jetzt noch die dritte Gleichung
aus (4.125) mit dem Faktor (—7- a?) multiplizieren und anschlieflend zu Gleichung
{4.128) hinzuaddieren. Nach einer zusatzlichen Erweiterung mit der imaginiren
Einheit ¢ ergibt sich:

d? 2 4 d*up\ . . d*w o o d*d 4
(atg — w) 4+ | a*w — a’ug — a - w4 v — 2a +a*w )] =0.

) [((z Up — w) b ds

dz? dz?2 dz4 d=z2
(4.129)

In der resultierenden Gleichung (4.129) finden wir als einzige verbliebene
StérungsgréBe die Amplitude @ der Stérungsgeschwindigkeit w’. Zu Beginn dieses
Kapitels. im Abschnitt 4.1.1 {iber die Dimensionsanalyse, konnten wir lernen, wie
es durch die Einfithrung dimensionsloser Kennzahlen gelingt, zu einer wesentlichen
Reduktion der Einflulparamter zu kommen, welche ein Problem charakterisieren.
Daher werden wir in Gleichung 1.129 unter Verwendung einer charakteristischen
Geschwindigkeit /s und einer charakteristischen Lange d dimensionslose (Gréflen
einfithren. Als charakteristische Geschwindigkeit Us wahlen wir zweckmaBigerweise
die Stromungsgeschwindigkeit am oberen Rand der Grenzschicht an der zu unter-
suchenden Stelle x+ = X in Stromabrichtung. Die charakteristische Lange d steht
mit der Lauflinge » = X im Zusammenhang: d = /v X/Us. Alle Groflen mit
der Dimension einer Linge werden mit der charakteristischen Lange d gemafl Ab-
schnitt 3.4 entdimensioniert und alle Geschwindigkeiten mit der charakteristischen
Geschwindigkeit Us. Die Kreisfrequenz w, welche die Dimension Zeit~! besitzt, wird
mit. dem Quotienten d/Us entdimensioniert.

Unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen fiir dic einzelnen physikalischen
GroBen erhalten wir somit eine einzige dimensionslose Diflerentialgleichung 4.
Ordnung, welche die Wellenzahl a, die Kreisfrequenz «w und die Reynoldszahl
Rey = Us - d/v als Parameter enthialt. Dies ist Gleichung 4.130, die in der Li-
teratur unter dem Namen ORR-SOMMERFELD-Gleichung bekannt ist. Da die
ORR-SOMMERFELD-Gleichung die Storungsamplitude @ in der vierten Ablei-
tung enthilt, miissen wir zur eindeutigen Bestimmung vier Randbedingungen fiir
w erfiillen.

d?0 d*u . 1 d* d?w R
(aup — w) e + « (au. — a®ug — d—)g) Ww + ?/Red (dz4 — 2q% e +ath) =0

(4.130

Zwei Randbedingungen kdnnen wir unmittelbar aus den Gleichungen (4.126) iiber-
nehmen, indem wir fordern, daf3 die Stérung @ an der Wand und im Unendlichen
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verschwunden ist. Um die beiden anderen Randbedingungen zu erhalten, betrach-
ten wir die erste Zecile der Gleichungen (4.125). Wir wissen bereits, dafl auch die
andere Stérungskomponente & an der Wand zu Null wird. Das bedeutet aber, daf
die Ableitung dw/dz auf der rechten Seite der Gleichung ebenfalls an der Wand
den Wert Null hat. V6llig analoge Uberlegungen fiihren uns zur vierten Randbe-
dingung, wenn wir bedenken, dafl nach Gleichung 4.126 die Stérkomponente @& im
Unendlichen ebenfalls zu Null wird. Wir kénnen nun die Randbedingungen fir @
wie folgt zusammenfassen:

d 'LET . d 12*

w=0, — =0 fur z=2, und w=0,

=0 fiir =z — oo . (4.131)
dz
Damit ist es uns gelungen, die lokale zeitliche Stabilititsanalyse des von uns vor-
ausgesetzten Grundstrémungsprofils in ein Eigenwertproblem der Differentialglei-
chung (4.130) und der Randbedingungen (4.131) zu tberfithren. Wir hatten bereits
festgestellt, dafl die Frage nach Stabilitat oder Instabilitit der Grundstrémung
vom Verhalten des Vorzeichens des Imaginarteils w; der komplexen Kreisfrequenz
w = w, + ¢ w; beantwortet wird, wobeil w; < 0 Stabilitit und w; > 0 Instabilitat be-
deutet. Die komplexe Kreisfrequenz w stellt den Figenwert des Eigenwertproblems
dar und die Storungsamplitudenfunktion w(z) die zugehédrige Eigenfunktion. Um
eine lokale zeitliche Stabilitatsanalyse durchfithren zu kénnen, bendtigen wir als
gegebene Gréflen das Profil der Grundstromung ue(z), die Reynoldszahl Re; und
die Wellenzahl a der Stérungen. Das sich ergebende Eigenwertproblem, das nu-
merisch gelést werden muf), liefert dann einen komplexen Eigenwert w und eine
Eigenfunktionen w(z).

Als numerische Losungsmethode fiir das Eigenwertproblem wird ein Spektralverfah-
ren eingesetzt, welches eine IFfunktion durch einen Reihenansatz approximiert. Aus
den bekannten Spektralverfahren wiahlen wir die Tschebyscheff-Spektralmethode
aus, da mit ihrer Hilfe auch nichtperiodische Funktionen durch einen Polynom-
Ansatz mit Tschebyscheff-Polynomen approximiert werden kénnen. Besonders ge-
eignet zur Lésung des Eigenwertproblems ist die Tschebyscheff-Matrixmethode, die

eine Variante der Tschebyscheff-Spektralmethode darstellt. Wir kommen in Kapitel
4.2.1 darauf zurick.

Die Losungen des Eigenwertproblems werden in Form von Stabilititsdiagrammen
dargestellt. Das Stabilitadtsdiagramm wird erstellt, indem die Wellenzahl « iiber der
Reynoldszahl Rey aufgetragen wird. Fiir ein jeweils gegebenes Wertepaar (Reyz , a)
wird die Nullstelle des Imaginérteils w; = 0 des komplexen Eigenwertes w im
Diagramm eingetragen. Diese Neutralkurve trennt die stabilen von den instabi-
len Stérungen. Sie wird auch Indiflerenzkurve genannt, da im Falle w; = 0 die
Stérungsamplituden ihren urspriinglichen Wert beibehalten. Iin Gebiet innerhalb
der Indifferenzkurve gilt w; > 0, was Instabilitit bedeutet. Im Bereich auBerhalb
der Indifferenzkurve nimmt w; negative Werte an und die zu untersuchende Grund-
strémung ist somit bei der betrachteten Reynoldszahl stabil gegeniiber aufgebrach-
ten Stérungen mit der links an der Ordinate abzulesenden Wellenzahl.

Somit sind wir in der Lage, eine kritische Reynoldszahl Re. anzugeben, oberhalb de-
rer eine gegebene Laminarstrémung instabil wird und in den turbulenten Srémungs-
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zustand Gbergeht. Dazu miissen wir in Abbildung 4.15 eine Parallele zur a-Achse
legen und diese Parallele, beginnend bei Re; = 0, soweit nach rechts verschieben
bis sie tangential an der Indifferenzkurve anliegt. Der Schnittpunkt dieser Tan-
gente mit der Abszisse gibt den Wert der gesuchten kritischen Reynoldszahl Re.
an. Fiir eine Blasius-Grenzschicht betragt der mit der Lauflinge = gebildete Wert
der kritischen Reynoldszahl

Us - -
Re, = ( 51/ '3) =5-10° . (4.132)
Mit der kritischen Reynoldszahl Re. = 5 - 10° korrespondiert die kritische Wel-
lenzahl a., die in diesem Fall den Wert a. = 0.31 annimmt. Dividieren wir die

dimensionslose Wellenzahl a. durch die ebenfalls mit der Lauflange x gebildete
charakteristische Linge d = /v - x/Us, so erhalten wir die dimensionsbehaftete
Wellenzahl ¢ = 2 - #/A. , aus der sich sofort die kritische Wellenldnge A, der auf-
gebrachten Stérungen berechnen 1aft. Physikalisch bedeutet dies, dafl die laminare
Grundstrémung fiir Reynoldszahlen kleiner Re. gegeniiber Stérungen beliebiger
Wellenlinge stabil ist, da in diesem Reynoldszahlbereich w; < 0 gilt, fiir alle mogli-

chen Wellenzahlen a.

Fiir ein tieferes Verstindnis der Stabilititstheorie sowie fir erginzende Beispiele
strémungsmechanischer Instabilititen empfehlen wir das Buch von D. D. JOSEPH
1976 und das Lehrbuch von H. OERTEL jr., J. DELFS 1995, in dem verschiedene
Anwendungen der Stabilititsanalyse ausfiithrlich beschrieben werden.

a

| stabil

instabil

Re ¢ Regy

Abb. 4.15: Stabilitatsdiagramm
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4.2 Numerische Methoden

In diesem Abschnitt wollen wir die Grundlagen numerischer Lésungsmethoden zur
niaherungsweisen Lésung der stromungsmechanischen Grundgleichungen erarbei-
ten, die wir in Kapitel 3 vorgestellt haben. Unser Ziel ist es, eine erste Einfiihrung
in die Vorgehensweise bei der numerischen Lésung eines strédmungsmechanischen
Problems zu geben. Dabei werden wir wichtige Begriffe aus der numerischen Ma-
thematik im Rahmen unserer Lehrbuchreihe an dieser Stelle erstmalig einfithren,
sowie einen Uberblick iiber die in der Strémungsmechanik gingigsten numerischen
Losungsverfahren geben. Wir verzichten bewuft auf die ausfiihrliche Beschreibung
der mathematischen Details der numerischen Algorithmen und der linearen Al-
gebra. Dem an den mathematischen Einzelheiten interessierten Leser empfehlen
wir z.B. die Lehrbiicher von E. STIEFEL 1970 und L. LAPIDUS, G. F. PIN-
DER 1982. Beziiglich einer detaillierten Beschreibung numerischer Methoden in
der Stréomungsmechanik und ihrer Anwendungen bei praktischen Strémungspro-
blemen verweisen wir auf unser Lehrbuch H. OERTEL jr., E. LAURIEN 1995.

Grundsitzlich existieren zwei unterschiedliche Klassen numerischer Lésungsmetho-
den, die sich in der praktischen Anwendung ergdnzen. In der einen Klasse wird
bereits vor der Durchfithrung der Ndherungsrechnung von einem Losungsansatz
fiir eine gesuchte Gréfle ausgegangen. Diese Grofle wird dabei in Form einer end-
lichen Reihe approximiert, wobei der Reihenansatz nach einer bestimmten Anzahl
von Reihengliedern entsprechend der gewiinschten Genauigkeit abgebrochen wird.
7Zu dieser Klasse von Losungsmethoden gehdren z.B. das Galerkin- und das Spek-
tralverfahren mit dem besonderen Vorteil, dafl die einzelnen Ansatzfunktionen die
Randbedingungen des zu 18senden Stromungsproblems exakt erfiillen. Der Nach-

Finite - Elemente - Methoden (FEM )

Finite - Volumen - Verfahren (FVV)

Finite - Differenzen - Verfahren ( FDV)

Spektralverfahren (SPV)

Flexibilitat

Genauigkeit

Abb. 4.16: Genauigkeit und Flexibilitdt numerischer Lésungsmethoden
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teil dieser ansonsten sehr genauen Lésungsmethoden liegt darin, daf3 z.B. fiir eine
vorgegebene Kraftfahrzeug- oder Flugzeugkonfiguration bzw. fiir den Drehmomen-
tenwandler keine geeigneten Ansatzfunktionen gefunden werden kénnen.

Deshalb haben sich fiir die erwdhnten Strémungsprobleme diejenigen numerischen
Lésungsmethoden durchgesetzt, die nach einer Diskretisierung des Integrations-
gebietes direkt die partiellen Differentialgleichungen niherungweise 16sen und da-
bei ohne vorher auszuwé&hlende Ansatzfunktionen auskommen. Je nachdem wie
die Diskretisierung des Stréomungsfeldes erfolgt (in strukturierte bzw. in unstruk-
turierte Gitter) und wie die Erhaltungssitze fiir dic jeweiligen Volumenelemente
erfiillt werden, lassen sich eine Vielzahl numerischer Lésungsalgorithmen ableiten,
von denen wir lediglich die wichtigsten auf die von uns in Kapitel 2 ausgewihlten
Stréomungsprobleme anwenden werden. Abbildung 4.16 faBt die in den folgenden
Abschnitten beschriebenen numerischen Lésungsmethoden beziiglich ihrer Genau-
igkeit und Flexibilitdt zusammen. Die Galerkin- und Spektralverfahren (SPV} sind
entsprechend der gewédhlten Ansatzfunktionen und je nach Anzahl der Reihenglie-
der sehr genau, lassen sich jedoch nicht auf komplexe Konfigurationen anwenden.
Spektralverfahren beruhen auf global definierten Funktionensystemen, die jedoch
nur fiir sehr einfache Geometrien bekannt sind. Aber z.B. der Transitionsprozef
in der Tragfliigelgrenzschicht 148t sich in dem in Abbildung 4.13 ausgewihlten Vo-
lumenelement mit Hilfe des Spektralverfahrens sehr genau berechnen. Das Finite-
Differenzen-Verfahren (FDV) diskretisiert das Strémungsfeld in orthogonale Gitter
und ersetzt die Differentialquotienten der Grundgleichungen durch die entsprechen-
den Differenzenquotienten. I'ir die Berechnung der Strémung um ein Kraftfahrzeug
bzw. der Tragfligelstréomung ist vor der Anwendung des Differenzenverfahrens je-
weils eine aufwendige Transformation der komplexen Konfiguration auf ein Recht-
eckgebiet erforderlich. Diese Transformation erspart man sich bei einem Finite-
Volumen-Verfahren (FVV) und bei den Finite-Elemente-Methoden (FEM), die sich
inzwischen in der Praxis durchgesetzt haben. Das Finite-Volumen-Verfahren erfiillt
die diskretisierten Erhaltungssitze iiber jedes Volumenelement im Strémungsfeld
wihrend beil den Finite-Elemente-Methoden der numerische FFehler mit geeigne-
ten Ansatzfunktionen und der Formulierung eines Variationsproblems in jedem
Volumenelement minimiert wird. Finite-Elemente-Verfahren besitzen die héchste
Flexibilitat, da sie aul sehr flexiblen unstrukturierten Netzen aufbauen.

4.2.1 Galerkin-Verfahren

Wir beginnen ganz formal mit der Einfiihrung ciner gesuchten Funktion g(z,y, z),
die von den drei Raumkoordinaten x, y und z abhingt. Diese Funktion g stehe stell-
vertretend fiir eine jeweils gesuchte Gréfie aus den Navier-Stokes-Gleichungen (3.19)
fir ein vorgegebenes stationdres Stréomungsproblem mit den dortigen Bezeichnun-
gen V = (u,v,w),p,p und T'. Gegeben sei weiterhin ein Differentialoperator L der
Gestalt

L(‘T:vy7zv g, g,a g”) =0 . (41?3)

Gleichung (4.133) bedeutet, daBl zwischen den drei unabhingigen Koordinaten
x.y,z, der abhingigen Gréfle g, sowie ihrer ersten Ableitung ¢’ und ihrer zwei-
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ten Ableitung g” nach den unabhingigen Variablen eine Beziehung besteht, in der
alle abhidngigen und unabhingigen Variablen auf die linke Seite der Gleicht.lng ge-
schrieben werden kénnen, so dafl die rechte Seite zu Null wird. Es handelt sich also
lediglich um eine formalisierte Schreibweise fiir eine Differentialgleichung. Wir be-
trachten beispielsweise die Navier-Stokes-Gleichung in #-Richtung zur Bestimmung
der Geschwindigkeitskomponenten u(x, y, z) fiir den Fall, daf} alle anderen Gréfien
bekannt sind und schreiben alle Gréfien auf die linke Seite:

Ju du _ du l ) ()_p . (8211, I?u 32u) _0

R R s 522 "ozt o2 (4.134)

(22

In formalisierter Schreibweise mit einem Differentialoperator L gemafl Gleichung
(4.133) lautet Gleichung (4.134):

~ in Ou Ou *u F*u 82u) —0

L €T, s < v P I = e S Y 135
(z Y, u Oz’ Ty 92 0z Dyt B2 (4.135)

Fiir gekoppelte partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung, wie z.B. die vollstandi-
gen Navier-Stokes-Gleichungen, bezeichnet L einen Matrixoperator.

Das Prinzip des Galerkin-Verfahrens besteht darin, fiir die gesuchte Funktion
g(a,y,z) einen Ldsungsansatz in Form einer endlichen Reihe zu finden, der die
Randbedingungen des Problems exakt erfiillt:

N
glxr,y,z) =~ Zq - Fiz,y,z) =c - Fiu(z,y,2)+ - +en - Fn(z,y,2) . (4.136)
i=1
N bezeichnet die Anzahl der Reihenglieder, ¢; sind die zu bestimmenden konstanten
Koeffizienten und ¥} die ausgewahlten Ansatzfunktionen. Das Ungefihrzeichen =
erklirt sich dadurch, da die gesuchte Funktion g(z,y, z) nurim Falle N — oo exakt
durch ein vollstindiges, orthogonales Funktionensystem £/ widergegeben wird. Da
wir nach einer endlichen Zahl N von Reihengliedern abbrechen, wird g(x,y, z) je
nach der GréBe von N beliebig genau approximiert aber nicht exakt erreicht. Setzen
wir den Ansatz (4.136) in die Differentialgleichung (4.133) ein, so erhalten wir:

N N N
L (y S S e Py ) S e Pl g2 S e F(J)) — R £0(4.137)
=1

=1 =1

In Gleichung (4.137) steht R fiir das Residuum, also einen Fehler, der dadurch
entsteht, daB fiir die Funktion g(z, v, z) ein Niherungsansatz eingesetzt wurde. Je
kleiner das Residuum R ist, umso genauer entspricht der N&herungsansatz aus
(4.136) der Losung der Differentialgleichung (4.133). Dic gesuchten Koeflizienten ¢;
miissen so bestimmt werden, dafl das Residuum moglichst klein wird. Wir erreichen
dieses Ziel. indem wir das Residuum R mit Gewichtungsfunktionen G; multipli-
zieren und anschlieBend fordern, daB das iiber den Definitionsbereich gemittelte
gewichtete Residuum verschwindet. Das Residuum muf3 hierzu linear unabhéangig
und orthogonal zu jeder der N Gewichtsfunktionen ; sein. Grundsétzlich ist es
méglich, verschiedene Arten von Funktionen als Gewichtsfunktionen (/; einzuset-
zen. Das Charakteristikium eines Galerkin-Verfahrens besteht darin, dafl als Ge-
wichtsfunktionen G'; die jeweiligen Ansatzfunktionen F; verwendet werden, d.h.
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beim Galerkin-Verfahren gilt G; = F};. In Formeln lauten diese Forderungen, die
zur Minimierung des Fehlers R fithren:

/R- FidV =0 . (4.138)
Vv

Wenn wir noch das Residuum R durch Gleichung (4.137) ersetzen, so erhalten wir
die Galerkin’schen Gleichungen zur Minimierung des Fehlers:

. N N
/ L (.r,y7 2,3 i Fi(a,y,2), 2 e Fl(z,y,2),> ¢ Fl»"(m,y,:)) -F; dV =0
=1 .

i =1 =1

(4.139)

Gleichung (4.139) stellt ein System von NV algebraischen Gleichungen zur Bestim-
mung der N Unbekannten ¢; dar, die mit den Methoden der linearen Algebra er-
mittelt werden. Dic auf diese Weise erhaltenen Koeffizienten ¢; ergeben, eingesetzt
in Gleichung (4.136), eine Naherungslésung fiir die gesuchte Funktion g(z.y, z).

Wir sind bisher noch nicht auf die Auswahl der Ansatzfunktionen F; eingegan-
gen, da die Ansatzfunktionen entsprechend der unterschiedlichen Strémungspro-
bleme jeweils problemangepaf3t ausgewéhlt werden missen. Hierzu bedarf es ei-
ner gewissen Erfahrung. Bei der Auswahl der Ansatzfunktionen ist zu beachten,
daf3 die Randbedingungen des Problems exakt erfiillt werden. Deswelteren miissen
auch hohere Ableitungen von g(x,y, z) durch die ausgewédhlten Ansatzfunktionen
dargestellt werden koéonnen. Im Falle der Navier-Stokes-Gleichungen wird von den
Ansatzfunktionen gefordert, Ableitungen zweiter Ordnung problemlos zu model-
lieren. In unserem Ubungsbuch haben wir fiir die Berechnung der ebenen Kanal-
stromung trigonometrische Ansatzfunktionen gewihlt, die an den Kanalberandun-
gen die Haftbedingung erfiillen. Im Lehrbuch ’Numerische Stréomungsmechanik’
wird erganzend ein Wiarmetransportproblem behandelt, das mit einem Potenz-
Reihenansatz bzw. einer geeigneten Kombination von trigonometrischen Funktio-
nen zu Ndherungslésungen fiihrt.

Zum Einiiben wollen wir das bisher rein formal vorgestellte Galerkin-Verfahren mit
einem einfachen mathemathischen Beispiel anwenden lernen. Der Differentialope-
rator L aus Gleichung (1.133) sei die folgende gewdhnliche Differentialgleichung:

) d glx d g(x
L (:Ing(«’l’)-, j(T )> = 5(1 L gy =0 . (4.140)

Die gesuchte Funktion g(x) hdngt von einer unabhingigen Variablen x ab und
erfiillt mit ihrer ersten Ableitung die Gleichung (4.140). Als Randbedingung fordern
wir: g(x = 0) = 1. Wir wollen fiir g(z) eine Niherungslésung im Intervall0 < 2 < 1
bestimmen und diese mit der exakten Lésung des Randwert-Problems ¢g(x) = e*

vergleichen.
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Wir wahlen fiir g(x) eine endliche Potenzreihe mit V Summanden gemifl Gleichung
(4.136):

N N
gla) =~ Z c; - Fi(x) = Zci cxi ' =4 etz at 4oty -V (4.141)
=1 =1
Die Ansatzfunktionen Fi(z) sind also: F;(x) = z'~!. Dieser Ansatz erfiillt die Rand-

bedingung g(x = 0) = 1 mit ¢; = 1. Aus Gleichung (4.141) ergibt sich fir die
Ableitung ¢'(x):

d :[. J\v y 1 p - T
dL(Tl%Z (Z_])'C""”Tz_z:c2+2'c3‘r+-'~+(1V—1)-CN-;7~1\"2 _
: =1
(4.142)
Wir betrachten die Niherungsldsung fiir N = 4. Setzen wir den Reihenansatz fir

g(2) und fiir die erste Ableitung ¢’(x) in die Differentialgleichung (4.140) ein, so
erhalten wir im Falle NV = 4 {ir das Residuum R:

—c1 4 (1l —x)+cez- (22— %)+ e (3 2 -2 =R . (4.143)
Dieses Residuum £ multipliziert mit der Gewichtsfunktion #;(x) = 277! und ein-
gesetzt in Gleichung (4.139) ergibt fiir j = 2, 3,4 drei Gleichungen zur Bestimmung

der noch unbekannten Koeffizienten ¢z, ¢ und ¢4. Auf die vierte Gleichung fiir y = 1
kénnen wir verzichten, da ¢; = 1 bereits durch die Randbedingung bestimmt ist.

Wir erhalten der Reihe nach:
1

1 1 1
/R - Fi(a) de = / R-27Vder=c - /(—;rj'j) dr + c3 - /(:r-""l — 7)) de +
0 0 0

(6}

1 1
s -/2 (a? — 2T da + ey - /3 (&t — 27t dr =0 .(4.144)
0 il

Nach Ermitteln der Stammfunktionen und Einsetzen der Integrationsgrenzen folgt

aus Gleichung (4.114) unter Beachtung von ¢; = 1:
1 1 1 2 1 3 1

- -+ - T T - + . - T - C: + " — - - Cq = 0
J (J ./+1) : (]+] J+2) N (]+2 ‘7+3) !

(4.145)

Setzen wir fiir die Zidhlvariable 7 nacheinander die Werte 2, 3 und 4 ein, so kénnen
wir Gleichung (4.145) in der folgenden Matrixschreibweise darstellen:

105 11 c 1
6 12 10 -2 2
t 3 13 _ | 1
iz 10 30 3 = 3 (4.146)
1 7 15 L
20 30 42 Ca 4

Wenn wir die linke Matrix aus (4.146) mit Hilfe des GauB-Eliminationsverfahrens
auf die untere Dreiecksform bringen, so ergibt sich:

0,16 0,416 0,55 co 0,5
0 0,0916 0,1583 cs 0,083 (4.147)
0 0 —0, 00429 c4 —0,00128

I
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Aus Gleichung (4.147) erhalten wir nacheinander fiir die gesuchten Koeffizienten ¢;
die Werte:

cq = 0,29837 c3 = 0,39373 cz = 1,03105 . (4.148)

Wir setzen diese Koeflizienten zusammen mit dem aus der Randbedingung b(.e—
kannten Koeflizient ¢; = 1 in den Ansatz aus Gleichung (4.141) ein, so daf} sich die
folgende Naherungslosung fiir g(z) = ¢ ergibt:

g(x) ~ 1+ 1,03105 - = + 0,39373 - % + 0,29837 - 2* (4.149)

Fir einen Wert @ = 0,5 aus der Mitte des Integrationsbereichs 0 < x < 1 lautet
der exakte Wert €%® = 1,64872, der Niaherungswert nach Gleichung (4.149) betragt
9(0,5) =~ 1,65125. Der Vergleich der Naherungslésung mit der exakten Lésung
zeigt eine Abweichung von weniger als 0,2% des korrekten Wertes. Angesichts der
geringen Anzahl von NV = 4 Reihengliedern spricht das Ergebnis fiir die Genauigkeit
des Galerkin-Verfahrens.

Rechenbeispiele zum Galerkin-Verfahren aus dem Bereich der Strémungsmechanik
finden sich in unserem Ubungsbuch H. OERTEL jr., M. BOHLE 1993. Weitere
Anwendungsbeispiele und eine Vertiefung des Galerkin-Verfahrens finden sich z.B.
in dem Buch von C. A. J. FLETCHER 1984.

Spektralverfahren

In Zusammenhang mit dem Galerkin-Verfahren gehen wir noch auf das Spektral-
verfahren ein, welches sich direkt aus dem Galerkin-Verfahren ableitet. Zur Mini-
mierung des numerischen Fehlers wird jetzt ein Variationsproblem formuliert, bei
dem als Ansatz- und Gewichtsfunktionen solche Funktionen F} eingefuhrt wer-
den, die beliebig oft differenzierbar sind. Auch hier wird das Problem der Fehler-
Minimierung zuriickgefithrt auf ein algebraisches Gleichungssystem zur Bestim-
mung der unbekannten Koeffizienten 7. Beim Spektralverfahren benutzt man als
Zéhlvariable &, um Verwechslungen mit der hierbei haufig bensétigten imaginiren
Einheit 7 = /—1 zu vermeiden. Ganz analog zum Ansatz aus Gleichung (1.136)
des Galerkin-Verfahrens wird eine gesuchte Funktion, beispielsweise eine Geschwin-
digkeit wu(x,y,1), durch Funktionensysteme mit Hilfe eines Reihenansatzes appro-
Ximiert:
N
w(z,y, t) ~ > Gp(y.t) - Fr(z) = oy, t) - Fo(x) 4+ ---dn(y,t) - Fx(x) . (4.150)
k=0

Der Index *"" auf den Koeffizienten soll darauf hindeuten, daf} es sich im Falle peri-
odischer Ansatzfunktionen F) bei den U um Fourier-Koeflizienten, also Wellenam-
plituden, handelt. Beliebig oft differenzierbare Funktionen F}., sind beispielsweise
Sinus- und Cosinusfunktionen. In Gleichung (4.151) fithren die Ansatzfunktionen
cxp(? - k- a-x) auf die sogenannten Fourier-Spektralmethoden.

N
71(:5.1,1‘,)%Zﬁk(y,t)-czl’p(i-k-a-:r) . (4.151)

k=0




Die Variable a steht fiir die Wellenzahl a = 2 - # /A. Die Ansatzfunktionen stellen
gemiaf exp(i -k -a-x) = cos(k -a-x) +1¢-sin(k-a-x) Sinus- und Cosinusfunk-
tionen dar. Die gesuchte Funktion u(z,y,t) wird dadurch in eine Fourier-Reihe in
z-Richtung entwickelt. Die z-Abhingigkeit von u(x, y,t) wird dabei in diec Ansatz-
funktionen itbernommen, wihrend die #g(y,t) die zugehdrigen zu bestimmenden
Fourier-Koeffizienten sind. Sie werden auch als Spektrum oder Wellenzahlenspek-

trum bezeichnet.

Spektralverfahren konvergieren besonders schnell und sind sehr genau. Sie werden
in der Strémungsmechanik insbesondere bei Strémungsproblemen mit periodischen
Randbedingungen eingesetzt. Der Vorteil eines Spektralverfahrens macht sich vor
allem bei der Approximation hdherer Ableitungen bemerkbar. Die p-te Ableitung
der Fourier-Reihe aus Gleichung (4.151) ist ebenfalls wieder eine Fourier-Reihe:

P . N
Q_u(_z__y_ﬁ ~ Z P kP a? gy, t) - exp(t-k-a-x) . (4.152)
dxr frrs

Beim Prograinmieren eines numerischen Rechenverfahrens werden typischerweise
nur die Koeffizienten iy anstelle der gesamten Funktionen im Rechner gespeichert.
Nach Ende der Rechnung werden die gesuchten Funktionen durch Anwendung
der Reihenentwicklung (4.150) aus den Spektral-Koeffizienten berechnet. Man
spricht daher auch vom Spektralen Raum (k1, k2, k3) im Gegensatz zum physika-
lischen Raum {(z,v,z), wobei wir den eindimensionalen Ansatz mit & = k& und 2

vorgestellt haben.

Tk(@) |

Abb. 4.17: Die ersten vier Tschebyscheff-Polynome
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Soll eine nichtperiodische Funktion, z.B die Geschwindigkeitsverteilung einer Ka-
nalstrémung «(z) mit dem Spektralverfahren approximiert werden, so sind Fourier-
Ansitze nicht geeignet. u steht fiir die Geschwindigkeit in Stromabrichtung und =z
fiir die Kanalhdhe. Legt man die Koordinate z = 0 in die Symmetrieebene des
Kanals und normiert die Kanalhohe auf das Intervall —1 < z < 1, so lassen sich
als Ansatzfunktionen Tschebyscheff-Polynome verwenden, die genau auf diesem
Intervall definiert sind. Tschebyscheff-Polynome sind nach der Gleichung

Ti(z) = cos (k - arccos(z)) (4.153)

definiert. Die ersten vier Tschebyscheff-Polynome, die in Abbildung 4.17 dargestellt
sind. berechnen sich fiir £k = 0, 1, 2, 3 nach den Gleichungen

= 0 : Tu(z)=1 , k=1 : Ti(2)
(2)

= 2 Ty(z)=2-2*—1 |, k=3 : Ty 4-2° —3.z . (4.154)

e

I

Die weiteren Tschebyscheftf-Polynome fir & > 4 berechnen sich nach der Rekursi-
onsformel

Ti(z) =22 -Thoy — Thea . (4.155)

Die gesuchte Geschwindigkeitsfunktion u(z) wird dann approximiert durch die end-
liche Reihe

N
u(z) &= D> uk-Tu(z) . (1.156)
k=0

Als Anwendungsbeispiel des Spektralverfahrens behandeln wir die numerische Be-
rechnung des Transitionsprozesses in einem Voluinenelement in einer kompressiblen
Grenzschichtstromung (siehe Abbildung 4.13), und erginzen damit unsere stabi-
litatstheoretischen Uberlegungen in Kapitel 4.1.4.

Wir verwenden das radumlich-periodische Modell, das den Transitionsprozef} in
der Grenzschicht auf eine zeitliche Entwicklung der Storwellen reduziert. Wir
bewegen uns also mit dem betrachteten Volumenelement in der Grenzschicht
stromab und berechnen ausgehend von den Tollmien-Schlichting-Wellen die zeit-
liche Entwicklung der A-Wirbelbildung und deren Zerfall bis hin zur turbulenten
Grenzschichtstromung. Dabei benutzen wir rdumlich periodische Randbedingun-
gen u(x) = u(x + Lz) und u(y) = u(y + L,). Darin sind L, und L, die Lingen
des Transitionsbereiches in - und y-Richtung, far den die Simulationsrechnung
durchgefiihrt wird. Nur mit den periodischen Randbedingungen 148t sich das Tran-
sitionsproblem mit dem Spektralverfahren berechnen. Wir hatten bereits in Ab-
bildung 4.13 eine schematische Darstellung des Transitionsvorganges gezeigt. Dort
waren A-Strukturen aufgefiithrt, auf die wir im folgenden naher eingehen.

Solche A-Strukturen sind in Abbildung 4.18 in ihrer r&dumlichen Anordnung dar-
gestellt. Die Plattenebene ist ein Teil der z,y-IEbene, wobei die z-Richtung mit
der durch einen Pfeil angedeuteten Anstréomrichtung zusammenféllt und die y-
Achse mit der Spannweitenrichtung der Platte. Die Wandnormalenkoordinate =
steht senkrecht auf der Plattenoberflache. Die A-Strukiuren bilden sich im Verlauf
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der fortschreitenden Instabilitat als stromabweisende pfeilspitzenartige Strukturen
aus, die in der rdumlichen Verteilung bestimmter Strémungsgréien, wie z.B. des
Betrags gleicher Drehung, sichtbar gemacht werden kénnen. In Abbildung 4.18 sind
die Isoflichen der Drehung w = konst der A-Strukturen im Volumenelement einge-
zeichnet. Die Drehung berechnet sich aus dem Kreuzprodukt des Nabla-Operators
¥V mit dem Geschwindigkeitsvektor v zu & = (wg,wy,w,)T = V x ¥. Die Abbil-
dung zeigt Simmulationsergebnisse fiir die charakteristischen Kennzahlen Machzahl
M. = 0.8 und Reynoldszahl Re; = 846. Die Reynoldszahl Re; wird genau wie in
Kapitel 4.1.4 mit dem Abstand des Transitionsgebietes x = X von der Plattenvor-
derkante gemiaB Req = U, - d/v gebildet, wobei d = /v - X/U.. einen charakteri-

stischen Langenparameter darstellt.

A-Strukturen sind Bereiche lokaler Scherung und tbergeschwindigkeit in der Spitze.
Dadurch wird das letzte Stadium der Transition zur ausgebildeten Turbulenz einge-
leitet. Die A-Strukturen sind grundsétzlich spannweitig periodisch aulgereiht. Beim
sogenannten fundamentalen Transitionstyp in Abbildung 4.18 sind mehrere solcher
Reihen von A-Strukturen periodisch hintereinander angeordnet. Mit der Entste-
hung der A-Strukturen ist das Auftreten hoher freier Scherschichten verbunden.
Dies sind weit von der Wand abgehobene lokale Maxima der Schubspannung. Im
weiteren Verlauf der Transition zerfallen die hohen Scherschichten in zunehmend
kleinere Strukturen wodurch schliefllich der turbulente Endzustand erreicht wird.

Abb. 4.18: Laminar-turbulenter Ubergang in einer kompressiblen Plattengrenz-
schichtstrémung mit A-Strukturen beim fundamentalen Transitionstyp
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4.2.2 Finite-Elemente-Verfahren

Die Methode der Finiten-Elemente wurde urspriinglich in der Festkérper-
Mechanik zur Berechnung von Strukturproblemen entwickelt. Thre Anwendung bei
Stréomungsproblemen wurde in Zusammenhang mit der erforderlichen Diskretisie-
rung des Integrationsfeldes mit unstrukturierten Netzen bei komplexen Konfigura-
tionen wie dem Flugzeug oder dem Kraftfahrzeug attraktiv. Wir geben in diesem
Kapitel eine vorlaufige Einfithrung in das Finite-Elemente-Verfahren und verweisen
beziiglich der mathematischen Details auf die Biicher von E. STEIN 1988 bzw. H.
GOERING, H.-G. ROOS, L. TOBISKA 1989.

Zur Vereinfachung behandeln wir ein zweidimensionales Problem. Im ersten Schritt
wird das Integrationsgebiet in der z, z-Ebene, das den Definitionsbereich einer ge-
suchten Funktion wu(z,z) darstellt, in sich nicht tUberlappende geometrische Ele-
mente gleicher Art unterteilt. Im zweidimensionalen Fall handelt es sich dabei meist
um Dreiecke, bzw. im dreidimensionalen Fall um Tetraeder. Die Eckpunkte dieser
Elemente heilen Knoten. Die Gesamtheit der Elemente und Knoten bildet ein Netz,
welches das Integrationsgebiet diskretisiert (siehe auch Abbildung 4.22).

Abbildung 4.19 zeigt die Diskretisierung cines Teils der z, z-Ebene in Dreiecksele-
mente, die ein unstrukturiertes Netz bilden. Bei unstrukturierten Netzen kann ohne
Riicksicht auf die Netzstruktur, lokalen Erfordernissen entsprechend, eine Netz-
verfeinerung vorgenommen werden. lm Vergleich zu strukturierten Netzen in der
Ebene, bei der die Knoten und die Elemente durch ein Indexpaar definiert sind,
werden die Knoten und Elemente bei unstrukturierten Netzen mehr oder weniger
beliebig durchnummeriert. Das auf diese Weise diskretisierte Integrationsgebiet der
Funktion u(z, z) bezeichnen wir als Rechengebiet 2. An die Stelle der kontinuierli-
chen Funktion u(z, z) treten nach der Diskretisierung als gesuchte Gréfen die Werte
von u in den Knotenpunkten von (2. Eine sogenannte Zuordnungsmatrix stellt den

Element-Nr. B C

9 1 5 1
2 6 2 3

3 2 b5 4

4 2 N 5

5 1 T 2

6 1 2 6

T 1 8 7

8 T b 9

9 7 9 5

Abb. 4.19: Unstrukturiertes Finite-Elemente Netz




Zusammmenhang zwischen Knoten und Elementen her. Jedem Dreieckselement mit
den lokalen Knotennummern A, B und C (im mathematisch positiven Drehsinn
angeordnet) werden darin die globalen Elementnummern in der z, z-Ebene zuge-
ordnet. Die Zuordnungsmatrix ist ebenfalls in Abbildung 4.19 gezeigt.

In Abbildung 4.20 betrachten wir ein Dreieckselement mit den drei Knoten A, B
und C. Die drei Knoten haben die bekannten Koordinaten (za,za),(zg,z5) und
(¢, z¢). Wir gehen nun dazu tiber, innerhalb eines jeden Flements lokale Koor-
dinaten einzufiihren, die unabhéngig von der tatsichlichen geometrischen TForm
des Elementes sind. Wir wihlen unter den verschiedenen Moglichkeiten fiir lo-
kale Koordinaten die sogenannten Lagrange’schen FFlichenkoordinaten aus und be-
trachten erneut Abbildung 4.20. Durch einen beliebigen Punkt innerhalb des Drei-
ecks (A,B,C) wird der Flacheninhalt des vollstandigen Dreiecks unterteilt in drei
Teilflachen Fi, F, und F3, deren Summe wieder den Gesamtflacheninhalt IF4g~ des
Dreieckselementes ergeben muf3. Die Lagrange’schen Flichenkoordinaten &; lassen
sich interpretieren als das Verhiltnis der IFlache des j-ten Teildreiecks F; zur Ge-
samtflache des Dreiecks (A,B,C) und sind somit definiert als

F, F, F;

S B - 1.157

Zd: F. Fi+F:+Fs Fase (4.157)
7

i=1

& =

Jeweils zwel Koordinaten verschwinden auf den Knoten des Dreiecks und jeweils
eine auf den Seiten. Wandert der Punkt innerhalb des Dreiecks (A,B,C) aus Abbil-
dung 1.20 beispielsweise in die Ecke A so wird & = F1/Fagc = 1, wahrend I, und
F3 zu Null werden und somit &; und &3 verschwinden. Der Wert der Koordinaten &;
liegt folglich zwischen null und eins und die Summe aller drei Koordinaten betragt

immer eins.

Ny

Abb. 4.20: Lokale Koordinaten im Dreieckselement
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Jeder Punkt innerhalb eines bestimmten Dreieckselementes (A,B,C) ist durch An-
gabe seiner Lagrange’schen Flichenkoordinaten (&;,&s:,£3) im lokalen Koordina-
tensystem eindeutig bestimmt. Zwischen diesen lokalen Koordinaten und den Ko-
ordinaten des gleichen Punktes im globalen (x,z)-Koordinatensystem besteht der
folgende Zusammenhang:

T = za-&Hr+xp-fr+ 20 &3
z = za- &tz &+ z20-&3 (4.158)
1 = &+ &+ &

oder in Matrizenschreibweise:

T T A rp xrc fl
z == ZA zZB Zc fg - (1]59)
1 1 1 1 &s

Die Wertepaare (x4, z4) etc. bezeichnen darin wieder die globalen Koordinaten der
Knoten des jeweiligen Dreiecks (A, B, C') im Integrationsgebiet ).

Durch Einfithrung der Finiten Elemente, in unserem Fall Dreieckselemente, wird
das globale Integrationsgebiet (2 der gesuchten Funktion w(z, z) in n einzelne lokale
Integrationsgebiete €2, unterteilt. 2. entspricht dabei dem Gebiet eines Dreiccksele-
mentes, wobei der Index e die Zahlvariable fiir die Anzahl n der Elemente darstellt.

Imm zweiten Schritt des Finite-Elemente-Verfahrens werden auf diesen Element-
gebieten 2. in Abhé&ngigkeit lokaler Koordinaten &; sogenannte Formfunktionen
N;(&1,E&2,&3) definiert, die zur endgiiltigen Diskretisierung des Problems fithren.
Diese Formfunktionen /V; bei den Finite-Elemente-Verfahren sind véllig analog zu
den Ansatzfunktionen beim Galerkin-Verfahren. Der Index j bei N; bezeichnet die
Zahlvariable far die Anzahl der Knoten eines Elements. In unserem Beispiel mit
Dreieckselementen lauft j von 1 bis 3. Die Formfunktion /V; besitzt die Eigenschaft,
dafl sic an einem Knoten j eines jeweils betrachteten Elementes ¢ den Wert eins
besitzt und an allen anderen Knoten des selben Elementes den Wert null.

Damit kann eine Zustandsgroflie w.(&1,£2,.£€3) an den Knoten eines Elementes e
approximiert werden durch die Gleichung :

3
we(€1,82,83) = D ey - Nj(€x,€2,63) = wen - N1+ e No+ ues- Ny . (4.160)
i—1

Auch hier wird die Analogie zum Approximationsansatz des Galerkin-Verfahrens
aus Gleichung (4.136) deutlich. Wir erkennen aber gleichzeitig die Unterschiede zum
Galerkin-Verfahren. In Gleichung (4.160) gilt der Reihenansatz mit den gesuchten
Koeffizienten u.; und den Formfunktionen N, nur fiir ein jewecils diskretes Element
aus dem Integrationsbereich, wihrend das Galerkin-Verfahren ohnc Diskretisierung
des Integrationsbereichs in einzelne Elemente auskommt.
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Wegen der Ausblendeigenschaft der Formfunktion N; (N; = 1 im Knoten j, in
den anderen Knoten N; = 0) sind die Ansatzkoeffizienten w. ; in Gleichung (4.160)
auch gleichzeitig die Werte der Funktion u.(£1,&2,£3) an den Knoten ;.

Es gibt verschiedene Méglichkeiten, Formfunktion N, mit den geforderten Eigen-
schaften auszuwéahlen. Beim haufig eingesetzten Taylor-Galerkin-Finite-Elemente-
Vertahren (siehe auch H. OERTEL jr. et al., Aerothermodynamilk, 1994), welches
nicht identisch ist mit dem Galerkin-Verfahren aus Abschnitt 4.2.1, arbeitet man
mit linearen Formfunktionen, auf die wir niher eingehen wollen.

In Abbildung 4.21 sind die linearen Formfunktionen im Dreieckselement darge-
stellt. Die Formfunktion nimmt linear ab vom Wert eins im betrachteten Knoten
des Elementes auf den Wert null in den anderen beiden Knoten des selben Ele-
mentes. Dic linearen Formfunktionen N; berechnen sich somit in Abhéngigkeit der
Lagrange’schen FFlichenkoordinaten nach den Gleichungen:

17\71 == 17\’14 - El 5 Arz == JV - 52 N A73 = IVC - 55 . (4.16])

Durch Summation iiber alle Elemente erhalten wir dann eine Approximation fiir
die urspriinglich gesuchte Funktion u(x, z):

mn 3 i
u(xr, z) =~ Z Z Ue,; - Nj = Z (e - N1+ e - No+ ez - N3) (1.162)

e=1 j=1 e—1

In Gleichung (4.162) bezeichnet der Summationsindex j die Summe {iber alle Kno-
ten eines Elements €2.. Im Falle der von uns behandelten Dreteckselemente lauft j
von 1 bis 3. Der Index e bezeichnet die Summation tiber alle n Elemente 2., in die
der Integrationsbereich 2 der gesuchten Funktion w(x, z) diskretisiert wurde.

B

Abb. 4.21: Lineare Formfunktionen im Dreieckselement




Die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten wu,.; geschieht iiber die Formu-
lierung eines Variationsproblems, wie wir es beim Galerkin-Verfahren im letzten
Abschnitt bereits kennengelernt haben. Der Approximationsansatz aus Gleichung
(4.162) wird in die zu 16sende Differentialgleichung eingesetzt. Dadurch erhidlt man,
wie bereits in Gleichung (4.137) gezeigt, ein Residuum R aus der Differenz zwischen
der exakten Losung u(z,z) und der Naherungslésung fiir u(z, z). Beim Taylor-
Galerkin-Finite-Elemente- Verfahren wird das Residuum R mit Gewichtsfunktionen
N multipliziert und anschlieflend gefordert, dafl das Skalarprodukt aus Residuum
R und Gewichtungsfunktionen N, integriert iiber den Integrationsbereich, ver-
schwindet. Der Index k lduft dabei {iber die Anzahl der Knoten eines Elementes.
Wegen der Diskretisierung in einzelne Elemente wird dieses Integral aufgesplittet
in eine Summe von Integralen {iber die Elemente. Als Bestimmungsgleichungen fiir
die Koeflizienten wu,. ; erhalten wir:

/(R-M) a0 =3 /(R- Niy) dQ =0 (4.163)

Q e=1 g,

Die Gleichungen (4.163) sind wiederum ein lineares Gleichungssystem zur Bestim-
mung der gesuchten Koeffizienten. In unserem Ubungsbuch Stréomungsmechanik
finden sich zwei Beispielaufgaben zur Kanalstrémung, die einmal mit dem Galerkin-
Verfahren nach Abschnitt 4.2.1 und einmal mit dem Galerkin-Finite-Illemente-
Verfahren geldst werden. Desweiteren sind in den Musterldsungen fiir diese Auf-
gaben die einzelnen Lé&sungsschritte vom approximierten Loésungsansatz bis zur
Formulierung des linearen Gleichungssystems ausfiihrlich beschrieben.

Bei der Anwendung der Finiten-Elemente-Methode kommen wir auf die Tragfliigel-
stréomung zuriick und zeigen in Abbildung 4.22 ein Rechennetz und eine numerische
Losung fitr das Tragfliigelprofil. Das Rechennetz besteht aus unstrukturierten Drei-
eckselementen. Am Rand der Kontur und im Nachlaufbereich hinter dem Tragfliigel
sind die Dreieckselemente erheblich dichter angeordnet als in einiger Entfernung
vom Tragfliigelprofil. Dies ist notwendig, um die Grenzschicht und die Nachlauf-
strémung mit ausreichender Genauigkeit auflésen zu kénnen. Bei der Auswahl ge-
cigneter Netze ist ein Verstindnis der Strémungsphédnomene erforderlich, um eine
geeignete lokale Verfeinerung der Netze vornehmen zu kdénnen. Wir kommen in
Kapitel 5 auf die Stréomungsphinomene zuriick. So muf im Bereich eines Verdich-
tungsstoBes entsprechend dem lokalen Drucksprung das Netz verfeinert werden,
um den StoB numerisch auflésen zu kénnen. Dazu verwendet man sogenannte ad-
aptive Netze, fiir die unstrukturierte Elemente besonders geeignet sind. Unter der
Netzadaption versteht man die Anpassung des Netzes an das Strémungsproblem.
Die numerische Aufldsung ist dort grofi, wo starke Gradienten der Strémungsgrofien
vorhanden sind, und dort gering, wo die Strémungsgrofien konstant sind oder sich
nur schwach dndern. Treten wihrend einer numerischen Berechnung starke Gradi-
enten auf, so werden in diesen (Gebieten zusidtzliche Knoten eingefiigt, was zu einer
Netzverfeinerung durch kleinere Elemente fithrt. Fiir eine eingehende Beschreibung
der Netzgenerierung und Netzadaption verweisen wir auf unser Lehrbuch "Nume-
rische Strémungsmechanik’, H. OERTEL jr., E. LAURIEN 1995.
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Die Abbildung 4.22 zeigt eine mit Fintten-Elementen auf unstrukturierten Netzen
berechnete Druckverteilung auf dem Profil im Vergleich mit einer experimentell
gewonnenen Druckverteilung. Die Machzahl betrigt A = 0.79, die Reynoldszahl
Re., = 6.5 -10% und der Anstellwinkel des Profils a = 2.3°. Die obere Kurve zeigt
die Druckverteilung auf der Oberseite des Tragfliigels und die untere Kurve die
Druckverteilung auf der Unterseite.
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Abb. 4.22: Rechennetz und berechnete Druckverteilung auf der Ober- und Unter-
seite eines Tragfliigelprofils, (NASA Langley Research Center 1990)
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Die durch den Verdichtungsstol verursachte DruckerhShung erscheint im —c,-
Diagramm fiir die obere Tragfliigelhalfte als sprunghafte Abnahme des —c¢,-Wertes.
Die Netzverfeinerung im Grenzschicht- und im Nachlaufbereich des Profils ist deut-
lich zu sehen. Es wurden die Favre-gemittelten Reynolds-Gleichungen aus Kapitel
3.5.1 mit dem Baldwin-Lomax-Turbulenzmodell aus Kapitel 3.5.3 geldst. Die Uber-
einstimmung mit den Mefiwerten ist in beiden Fillen sehr gut.

4.2.3 Finite-Differenzen-Verfahren

Das Finite-Differenzen-Verfahren geht ebenso wie das Finite-Elemente-Verfahren
im ersten Schritt von einer Diskretisierung des Integrationsbereiches aus. Im zwei-
ten Schritt werden die partiellen Differentialgleichungen jedoch ohne jeglichen
LLésungsansatz in den diskreten Gitterpunkten in Differenzengleichungen iiberfiihrt.
Dies setzt ein orthogonales Rechennetz voraus.

Wir beginnen diesmal mit der formalen zeitlichen Diskretisierung eines insta-
tiondren Strémungsproblems fiir eine gesuchte Gréfe w(t,x,y,z). Abbildung 4.23
zeigt die kontinuierliche Zeitachse ¢ beginnend bei ¢ = 0, die in eine bestimmte
Anzahl von diskreten Gitterpunktien unterteilt wird, an denen die Funktionswerte
u(t.x,y,z) niherungsweise berechnet werden sollen. Die kontinuerliche Zeit # wird
also in Aquidistante Zeitintervalle A¢ unterteilt, an deren Intervallgrenzen die ge-
suchten Funktionswerte zu bestimmen sind. Ein beliebiger diskreter Zeitpunkt ¢™
auf der Zeitachse ist dann bestimmt durch:

t" =mn- At mit n=0,1,2,3, - . (4.164)

Dabei ist n der Zahlindex fiir die Zeit. At bezeichnet das vorgegebene Zeitintervall
und wird Zeitschritiweite genannt. ¢* steht damit fiir den n-ten diskreten Zeit-
punkt, an dem der Funktionswert u(#") berechnet wird. Fiir diesen Funktionswert

u(t™) wird die abkiirzende Schreibweise u(t™) = un eingefiihrt. Die kontinuierliche
Anfangsbedingung u(t = 0) = konst eines Anfangswertproblems schreibt sich in
der diskretisierten Notation in der Form w(¢° = 0) = u® = konst. Die Bezeichnung

u” stellt den augenblicklichen Funktionswert zum Zeitpunkt t* dar, u™l yn2,
etc. bekannte Funktionswerte zu fritheren, vergangenen Zeitpunkten und u«”*! den
Funktionswert, der fiir einen zukiinftigen Zeitpunkt #"+! zu bestimmen ist.

%—jAtr_l l ! >

0 n-1 n n+1 t

Abb. 4.23: Prinzipskizze der zeitlichen Diskretisierung
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Nach der Diskretisierung des Integrationsbereichs erfolgt mit der Approxima-
tion der Differentialquotienten durch Differenzenquotienten der zweite Schritt bei
der Anwendung eincs IFinite-Differenzen-Verfahrens. Wir beginnen die Approxi-
mation der Differentialquotienten durch Differenzenquotienten mit einer Taylor-
Entwicklung in der Zeit ¢ fiir einen Funktionswert u(¢o + At). Es gilt:

o At 9?2
U('fo —+ At) = 'Il,(to) + At - —‘a;tlg:to -+ *2' . C')[/Zixzxo + - =
‘ )
wl(to + At) = wu(to) + At - %?—}t:to + O(A1?) . (4.165)

Der Ausdruck O(A#?) macht eine Aussage iiber die Ordnung des Fehlers, wenn man
die Taylor-Entwicklung fiir w«(#¢g + A?¢) nach dem dritten Summanden abbricht. In
diesern Fall machen wir einen Fehler 2. Ordnung, da die Gréfie des Fehlers fiir
At — 0 von der Gréle von (A#)? bestimmt wird. Lésen wir Gleichung (4.165) nach
dem Differentialquotienten auf, den wir approximieren wollen, so ergibt sich:

()_ul ullo + At) — u(to)
ot T At

— O(At) . (4.166)

Schreiben wir Gleichung (4.166) fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ auf und benutzen
die folgende abkiirzende Schreibweise, so erhalten wir:

Vorwarts-Differenz: (4.167)
du(t™) w(t™t) — w(t™) Ju™ untl —
= — O(At) = = — ;
1 At OA) = 5 At O(At)

Gleichung (4.167) nennt man einen Vorwirts-Differenzenquotient, da die Ableitung
an der Stelle t = ¢* mit einem Wert v"*! an einem zukiinftigen Zeitpunkt t*+! ap-
proximiert wird. Umgekehrt fithrt der Vorwarts-Differenzenquotient bei bekannter
Ableitung an der Stelle ¢ = ¢ auf ein explizites Finite-Differenzen-Verfahren, da
es gelingt, Gleichung (4.167) explizit nach dem unbekannten Wert »?*! aufzuldsen:

du™
al

Ableitungen nach der Zeit werden in der Stromungsmechanik in der Regel mit
Hilfe von Differenzenverfahren approximiert, auch dann wenn die rdumlichen Ab-
leitungen mittels anderer Verfahren diskretisiert werden, wie beispielsweise bei
den Finite-Elemente oder den noch zu besprechenden Finite-Volumen-Verfahren.
Dies liegt darin begriindet, daf3 Differenzen-Verfahren sehr effizient auf Transport-
vorgange. die nur in eine Richtung wirken, angewandt werden konnen. Bei Zeit-
ableitungen ist das der Fall, da Informationen nur in einer Richtung entlang der
positiven Zeitkoordinate £ von der Vergangenheit in die Zukunft transportiert wer-
den. Im Raum, in dem Transportmechanismen in allen Richtungen moglich sind,
eignen sich neben der Vorwirtsdifferenz auch andere Differenzenquotienten, die wir
daher am Beispiel der Ortsableitungen erklaren wollen.

un+1 — " + At - (4168)
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Wir korminen jetzt zur Raumdiskretisierung, die genau wie die zeitliche ebenfalls auf
einer Unterteilung der kontinuierlichen Koordinaten in dquidistante Gitterpunkte
beruht. Die Abstande der Gitterpunkte, an denen die Funktionswerte gesucht sind,
werden in rdumlichen kartesischen Koordinaten z,y und z mit Ax, Ay und Az,
bezeichnet. Die Zihlindizes entlang der Koordinatenrichtungen z,y und z lauten
/.7 und k. Die diskreten unabhingigen Ortsvariablen lauten somit:

r, = 7-Ax mit ¢ =0,1,2,3---
y; = J-Ay mit 73 =20,1,2,3---
2 = k-Az mit A=0,1,2,3--- . {4.169)

Die Abbildung 4.24 zeigt auf der linken Seite einen Ausschnitt aus einem zweidi-
mensionalen Netz zur Diskretisierung der x, z-Ebene. Auf der rechten Seite ist die
Diskretisierung im Raum dargestellt. Auch hier gilt die abkiirzende Schreibweise,
die bereits bei der Zeitdiskretisierung verwendet wurde. Eine instationédre dreidi-
mensionale Gréfle uw(t, 2, y, z), die in Raum und Zeit diskretisiert wurde, lautet in

diskreter Notation:
w(n - Aty i - Ax, j-Ay, k- Az) =uw(t®, vy, 28) =, - (4.170)

Zur Herleitung der weiteren Differenzenquotienten bedienen wir uns wieder einer
Taylor-Entwicklung. Einen Riickwérts-Differenzenquotient zur Approximation ei-
ner raumlichen Ableitung in z-Richtung erhalten wir durch eine Taylor-Enwicklung

von u(ro — Ax, Yo, z0):

du

u(wo — Az, Yo, z0) = u(xo, Yo, z0) — A - F)T“'r:m + O(Az?) . (4.171)
i,k+1 b, k+1
z @ z Q . ij+1,k
i- i i i-1,j,k i,ji,k i+1,j,k
KAz Ci1,k I>|,k O|+1,k knzd o ] 2 J o )

y
(Bi,k-1 14 Lijk-1

i AX X iAX pe

in der Ebene im Raum

Abb. 4.24: Prinzipskizze der rdumlichen Diskretisierung
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Nach Umformung und Uberfithrung in die diskretisierte Schreibweise folgt fiir
den Riickwérts-Differenzenquotient zur Approximation der ersten Ableitung in =-
Richtung (vgl Abbildung 4.24):

O; 5 g U i — Uil ik
Riickwarts-Differenz: DDyT — hdh® 2T O(A: 177
D " (Ax) (4.172)

Auch beim Rickwirts-Differenzenquotient ist der Fehler von erster Ordnung.
Rickwirts-Differenzen werden benétigt zur Erfilllung der Randbedingungen am
Ende des Integrationsbereichs. Ist beispiclsweise der i-te Funktionswert u; ;. eine
vorgeschriebene Randbedingung, so 1a8t sich der Wert w;_; ;x berechnen, indem
entgegen der positiven z-Achse vom rechten Rand aus riickwéarts in das Integrati-
onsgebiet gerechnet wird.

Neben dem Vorwirts- und Rickwirts-Differenzenquotient existiert noch der zen-
trale Differenzenquotient zur Approximation der ersten Ableitung. Dabei wird die
Ableitung von u; ;5 in Abhéngigkeit der Funktionswerte unmittelbar dieseits und
jenseits des betrachteten Punktes gebildet. Man bildet den zentralen Differenzen-
quotienten, indem man die Taylor-Entwicklung fiir «(zo— Az, yo, z0) von derjenigen
fir w(xo + Az, yo, z0) subtrahiert. Die Glieder mit Ableitungen geradzahliger Ord-
nung heben sich dann gegenseitig auf und wir erhalten:

Ju (Azx)? ' 9u

817 |.1,'=avo 3 0.1’:3 {1‘:1‘0 + -

(4.173)

w(re+ Az, yo, 20) —u(xo — Az, Yo, 20) = 2-Ax-

Gleichung (1.173) nach der ersten Ableitung aufgelést und auf die diskretisierte
Schreibweise gebracht ergibt (vgl. Abbildung 4.24):

Oug g Uig 1,5,k — U1 5.k : ~
e = I O(Ax)? 14.174
Ox 2. Axr (Az) ( )

Zentrale Differenz:

Beim zentralen Differenzenquotienten ist der Fehler also von zweiter Ordnung klein.
Der Differentialquotient der ersten Ableitung wird mit einem zentralen Differenzen-
quotienten folglich genauer approximiert als mit denjenigen aus Gleichung (4.167)
und (4.172}.

Den Differenzenquotienten fiir die zweite Ableitung erhalten wir, indem wir die
Tayvlor-Entwicklungen fir w(zg + Az, yo, z0) und u(zxe — Az, yo, z0) addieren. Jetzt
heben sich alle Ableitungen ungeradzahliger Ordnung gegenseitig weg und nach
Umformung bleibt iibrig;:

3% u{ro + Az, y0,z0) — 2 - u(xo, Yo, z0) + u(zo — Az, yo, z0) — O(Az)?

Oa? o = (Az)?

(4.175)
In diskretisierter Schreibweise folgt fiir den Differenzenquotienten zur Approxima-

tion der zweiten Ableitung:
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. . OPuijk  Wigrik — 2 Uik + Uis1 :
Differenz 2. Ableitung: ax’;’k = Litbik (Aur)j; Uitk O(Ax)?(4.176)

Der Fehler ist bei Approximation der zweiten Ableitung ebenfalls von zweiter Ord-
nung klein.

Wir haben somit alle Differenzenquotienten hergeleitet, die zur Diskretisierung der
stromungsmechanischen Grundgleichungen bendtigt werden. Ableitungen nach den
Variablen y bzw. z ergeben sich ganz analog zu den fiir die z-Richtung angegebenen
durch Vertauschen des jeweiligen Laufindex.

Es existieren unterschiedliche Finite-Differenzen-Verfahren, deren Bezeichnung sich
daran orientiert, welche Methode benutzt wird, um einen unbekannten Wert u”*!
zu einem zukiinftigen Zeitpunkt t"*! zu berechnen, wenn u” zum gegenwirtigen
Zeitpunkt ¢ bekannt ist. Das explizite Finite-Differenzen-Verfahren aus Gleichung
(4.168) tragt auch den Namen explizites FEuler-Verfahren oder Euler-Vorwirtsver-
fahren. Im Vergleich dazu erh&lt man ein Euler-Riickwartsverfahren, wenn man
die zeitliche Ableitung zum Zeitpunkt ¢ = #**t! mit einem Wert u” des aktuel-
len Zeitpunktes (™ approximiert. Dies ergibt folglich einen zeitlichen Riickwarts-
Differenzenquotienten:

). 741 n4+1y _ . n P n41 n+1 _ 7

()u(('[)t ) = ult )At u(t) oder auch au@t _—— N v . (4.177)
Gleichung (4.177) fithrt auf ein implizites Finite-Differenzen-Verfahren oder auch
implizites Fuler-Verfahren. Bei bekanntem Wert «™ zum aktuellen Zeitpunkt 7
gelingt es nicht, Gleichung (4.177) explizit nach den Werten u™! zum zukiinftigen
Zeitpunkt #"T! aulzulésen. Ein implizites Finite-Differenzen-Verfahren resultiert
bel einem Anfangs-Randwert-Problem in einem algebraischen Gleichungssystem.
Gleichung (14.177) ist dann fiir jeden diskreten Punkt 2 der Ortsdiskretisierung auf-
zustellen, so dafl man ¢ Gleichungen fiir die ¢ Unbekannten «™*! an den 7 Ortspunk-
ten erhélt. Dieses Verfahren erfordert folglich einen héheren Programmieraufwand
als ein explizites Verfahren. Die Genauigkeit entspricht derjenigen eines expliziten
Verfahrens, jedoch sind die Stabilitatseigenschaften, auf die wir am Ende des Kapi-
tels zu sprechen kommen, erheblich giinstiger, d.h. ein numerischer Fehler verstarkt

sich nicht, sondern wird abgeschwiacht.

Ein implizites Verfahren, bei dem die Genaunigkeit und vor allem die Stabilitat
erhéht wird, ist das Crank-Nicholson-Verfahren. Dieses Verfahren setzt sich aus
den Gleichungen (4.167) und (4.177) zusammen, indem zur Bestimmung des unbe-
kannten Wertes u"*! der arithmetische Mittelwert der jeweiligen linken Seiten der
beiden Gleichungen eingesetzt wird. Es ergibt sich:

1 (8u"’+1 (')u”) wrtl —

5 1 + 1 = A7 . (4.178)

Ein erstes Anwendungsbeispiel zum Finite-Differenzen-Verfahren findet sich
beziiglich der numerischen Berechnung einer Kanalstrémung in unserem Ubungs-
buch Stréomungsmechanik.
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Wir wollen abschlieend noch ecinige Bemerkungen zum Begriffl der numerischen
Stabilitdt machen. Ein numerisches Lésungsverfahren fiir partielle Differentialglei-
chungen wird prinzipiell von zwei verschiedenen Fehlerquellen beeinflufit:

e Rundungsfehler ep

Der Rundungsfehler entsteht im Rechner selbst, da Gleitkommazahlen nur
mit endlicher Genauigkeit. abgespeichert werden. Beispielsweise der Bruch 1
wird bei einer Zahlendarstellung im Rechner nach einer endlichen Anzahl
von Ziffern 3 nach dem Komma abgebrochen. Die Differenz dieser Zahl zum
exakten Wert i ergibt den Rundungsfehler ep.

e Diskretisierungsfehler ¢,

Die Differenz zwischen der exakten analytischen Lésung einer Differential-
gleichung und der rundungsfehlerfreien numerischen Lésung der zugehérigen
Differenzengleichung wird als Diskretisierungsfehler bezeichnet. Er entsteht
folglich nicht im Rechner, sondern dadurch daf} bei einer Taylor-Entwicklung
nach einer endlichen Anzahl von Summengliedern abgebrochen wird.

Ein numerisches Verfahren wird als stabil bezeichnet, wenn ein vorhandener I'ehler
¢ bei der Berechnung der gesuchten Werte zum Zeitpunkt {"*! aus zum Zeitpunkt
t" bekannten Werten nicht anwichst. Fiir Stabilitdt muf folglich gelten:

67?,+1

<1 . (4.179)

6?1
Vor allem wenn bei der Auswahl der Zeitschrittweite A¢ in Kombination mit der
Raumschrittweite z.B Az, bestimmte Bedingungen verletzt werden, stellen sich

t
t n+1 |
instabil instabil
t"t
} t t X
X i X X i1

Abb. 4.25: Zum Begrifl der numerischen Stabilitit
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numerische Instabilitdten ein. Zur Verdeutlichung dieser Aussage betrachten wir
Abbildung 4.25. Gezeigt ist ein Weg-Zeit-Diagramim, wobei z fiir eine Raumrich-
tung steht und ¢ die Zeit bezeichnet. Bei einem expliziten Verfahren 1463t sich an
jedem riaumlichen Punkt z; cin gesuchter Funktionswert «?*! zum folgenden Zeit-
punkt #"*! ausrechnen. Dazu werden im gezeigten Fall bekannte Funktionswerte
zum Zeitpunkt ¢" in den Punkten x,;_1, ; und x;41 verwendet. Die beiden Geraden,

die in Abbildung 4.25 zum Punkt (z;, #"**!) fiihren, schlieen einen Sektor ein und

haben die konstanten Steigungen % bzw. —Ll Es gelten also die Beziehungen:
1 1
At = e Azx fir: o <uwx; s At = —=-Azx fir z >z, . (4.180)
,. c

Dieser Sektor bildet den Einfluf3bereich des physikalischen Informationstransportes.
Als notwendige Bedingung fiir die Stabilitat eines numerischen Verfahrens mufl
gewahrleistet sein, dai der Einflubereich des numerischen Informationstransportes
den physikalischen EinfluBbereich als Teilmenge enthéalt. Dies ist dann erfiillt, wenn
die Geraden, die den Sektor des numerischen Einflulbereichs bilden und zum Punkt
(x;.t"*1) fithren, eine geringere Steigung haben als % bzw. —1. Fiir die Wahl des
Zeitschrittes mufl also gelten:

At

At < — - Az bzw. c- N CFL <1 . (4.181)

1
- .
Der Ausdruck c - % wird nach Courant, Friedrichs und Lewy als CFL-Zahl be-
zeichnet und bildet ein wichtiges Stabilitdtskriterium.

Weitere Einzelheiten zum Finite-Differenzen-Verfahren und zum Stabilitatsverhal-
ten numerischer Verfahren finden sich in den Biichern von R. PEYRET, T. D.

TAYLOR 1990 und D. P. TELIONIS 1981.

Als Beispiel zeigen wir den mit dem Finiten-Differenzen-Verfahren gewonnenen Ver-
lauf der Wandstromlinien einer laminaren Tragfliigelstromung. Es wurden die drei-
dimensionalen kompressiblen Crenzschichtgleichungen, die wir in Kapitel 3.6 be-
handelt haben, aul einem oberflichenorientierten Koordinatensystem diskretisiert,
wobei die = Koordinate senkrecht auf der Tragfliigeloberfliche steht. Das so er-
zeugte Netz ist nicht orthogonal. Vor Anwendung des Finite-Differenzen-Verfahrens
ist daher eine Koordinatentransformation vom physikalischen Raum in den Rechen-
raum ndotig, der aus einem rechtwinkligen Netz besteht. Auf diesem Netz werden
dann die diskretisierten und ebenfalls transformierten Grundgleichungen geldst.

Die Machzahl in unserem Beispiel betrigt M., = 0.8 und die Reynoldszahl
Re.. = 20-10°. Dies bedeutet, dafl die Strémung stromab der Tragfliigelvorderkante
turbulent wird. Dennoch wurde hier die laminare Grenzschichtlésung ohne Verwen-
dung eines Turbulenzmodells berechnet, um eine mbglichst genaue Grundlésung fiir
die Stabilititsanalyse in Kapitel 4.1.4 bereitzustellen.

Abbildung 1.26 zeigt oben links drei schraffierte Profilschnitte des berechneten
Tragiliigels an den Stellen y = 0, y = 0.4 - b und y = b. Die Variable b steht hier-
bei fiir die Halbspannweite des Flugzeuges. Das zweite Bild zeigt die Unterseite
des Tragfliigels, der von links angestrémt wird. Ausgehend von der Fliigelvorder-
kante ist die Entwicklung der Wandstromlinien dargestellt. Etwa ab der Mitte des
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Tragfliigels ist zu erkennen, dafl die Wandstromlinien eine starke Richtungsinde-
rung aufweisen und konvergieren. Dies zeigt an, dafl die Strémung entlang der
Konvergenziinie ablost. Damit ist die Galtigkeitsgrenze der Grenzschichtgleichun-
gen erreicht. Um den Stréomungszustand weiter stromab der Abloselinie berechnen
zu koénnen, miissen die vollstandigen Navier-Stokes-Gleichungen geldst werden.

Abb. 4.26: Profilschnitt und Verlauf der Wandstromlinien bei einer Tragfliigel-
Grenzschichtstromung, (DLR Géttingen 1983)
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4.2.4 Finite-Volumen-Verfahren

Ahnlich wie bei den Finite-Differenzen-Verfahren wird auch bei den Finite-
Volumen-Verfahren das Integrationsgebiet mit Hilfe eines numerischen Netzes
diskretisiert. Abbildung 4.27 zeigt die raumliche Diskretisierung des Integrati-
onsgebiets um ein Tragfliigelprofil in Finite-Volumen. Im Unterschied zu den
Finite-Differenzen-Verfahren werden hier jedoch nicht die Differentialquotienten in
den Grundgleichungen durch Differenzenquotienten approximiert. Bei den Finite-
Volumen-Verfahren werden die Erhaltungsgleichungen tiber das jeweilige Volumen-
element in integraler Form erfiillt. Die Grundgleichungen werden also in inte-
graler Form diskretisiert. Bel den Finite-Volumen-Verfahren wird der Ausdruck
Zelle benutzt, im Unterschied zu dem Ausdruck Element bei den Finite-Elemente-
Verfahren. Diese Zellen besitzen im Zweidimensionalen die Form allgemeiner Vier-
ecke mit vier Seitenflaichen bzw. im Dreidimensionalen die Form allgemeiner Kérper
mit sechs Seitenflichen, sogenannte Hexaeder.

Wir behandeln hier das Zellmittelpunkt-Schema, bei welchem die Diskretisicrung
in den Zellmittelpunkten vorgenommen wird und die Kontrollvolumina um die
Zellmittelpunkte gelegt werden. In Abbildung 4.27 sind die Zellmittelpunkte der
jeweiligen Kontrollvolumenzellen durch Punkte verdeutlicht. Jeder Zellmittelpunkt
besitzt dic diskretisierten Koordinaten 7, j und k, wobei 7 den Zellenindex in z-
Richtung, j denjenigen in y-Richtung und k& den Zellenindex in z-Richtung bezeich-
net. Durch die Integration der Grundgleichungen tiber die einzelnen Kontrollvolu-
mina entstehen Bilanzgleichungen, die eine konservative Diskretisierung gewé&hrlei-
sten.

Die konservative Form der Grundgleichungen erhilt man bekanntlich immer dann,
wenn von einem raumfesten Kontrollvolumen ausgegangen wird, das sich nicht mit
der Stréomung mitbewegt. Wir kniipfen an die Grundgleichungen in Erhaltungsform

Abb. 4.27: Prinzipskizze der rdumlichen Diskretisierung in Finite-Volumen
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aus Gleichung (3.48) an, mit den dort definierten Gréflen fiir U, F, G und H. Da
wir keine Quellterme fiir Masse, Impuls und Energie betrachten, setzen wir den
Term der rechten Seite S gleich Null.

au JOF 090G JH

ot Tox "oy oz

=0 . (4.182)

Dies ist die differentielle Formulierung der kompressiblen, dreidimensionalen
Grundgleichungen in Erhaltungsform. Da die Finite-Volumen-Verfahren von einer
Diskretisierung des raumlichen Integrationsgebietes V' ausgehen, miissen wir Glei-
chung (4.182) zunichst in die entsprechende Integralform der Grundgleichungen
bringen. Wir integrieren daher iiber das gesamte Volumen V' des Stréomungsfeldes
und erhalten:

au oF 6G & oH
s S ; <
50 4" +/( T3 +—~az) dv =0 . (4.183)

Zur weiteren Umformung von Gleichung (4.183) benétigen wir den Gaufy’schen
Integralsatz, der fiir eine beliebige Vektorfunktion f lautet:

/divfdv — /v L fav = /F 7do . (4.184)
1% % o

Dieser Satz besagt, daBl das Volumenintegral der Divergenz einer Vektorfunktion
f gleich ist dem Oberflachenintegral des Skalarprodukteb aus der Vektorfunktion
f und dem #AuBeren Oberflichennormalenvektor 77 der Oberflaiche O. Da F aus-
schliefllich #-Komponenten der Erhaltungsgleichungen enthélt, G ausschlief3lich y-
Komponenten und H die z-Komponenten, lautet der Gauf’sche Integralsatz ange-

wandt aul Gleichung (4.183):

ou

S dV+/(F+G+H)-n do . (4.185)
v
Da die Grundgleichungen in Erhaltungsform fiir ein raumfestes Kontrollvolumen
aufgestellt wurden, ist das Integrationsgebiet V' nicht von der Zeit abhéngig. Dies
bedeutet, daf} die Zeitableitung in Gleichung (4.185) vor das Integral gezogen wer-
den kann. Es folgt

() -
—_— / G -7 . .18
8tJUd‘+!(F+ +H) -7 dO (4.186)

Der erste Schritt der Diskretisierung des kontinuierlichen Integrationsgebiets V
besteht in der Unterteilung von V in einzelne diskrete Volumenzellen V;;; mit jeweils
sechs Oberflichen O; - ;, wobei [ = 1,---,6 den Ziahlindex fiir die Oberflaichen
darstellt. O@; bezeichnet den Betrag des Flicheninhaltes der i-ten Oberfliche und
7y = (nye, iy, 1= ) die zugehdrigen dufieren Normalen-Einheitsvektoren.

Abbildung 4.28 zeigt ein diskretes Volumenelement V;;x mit den sechs Normalen-
Einheitsvektoren. Gesucht sind die Werte der Stréomungsgrofien U, in den Mit-
telpunkten der jeweiligen Volumenzellen V;;i. Der niéichste Schritt besteht folglich
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in der Approximation der Grundgleichungen (4.186) fiir jede einzelne Volumenzelle
Viik. Wir erhalten:

d

6
——Uijr - Vije + FO+HOY +GY) 7.0, =0 (4.187)
di I=1

25k

Diese Diskretisierung geht davon aus, dafl die konservativen Werte der
Stromungsgroflen Uy, in den entsprechenden Volumenzellen konstant sind. Die
Komponenten der konvektiven und dissipativen Fliisse FO GY und HY durch
die sechs Seitenflichen der diskreten Volumenzelle V;;; lassen sich auf die Gréfien
in U,z zurickfithren und kénnen folglich aus diesen berechnet werden. Jedoch sind
hierzu die Werte von U an den Seitenflichen der Volumenzelle nétig, wohingegen
U;;r die Werte in den Zellenmittelpunkten liefert. Es existieren unterschiedliche
Verfahren, die Seitenflachenwerte aus den Mittelpunktswerten zu berechnen.

Wir wihlen fiir diesen dritten Schritt der Diskretisierung eine einfache arithme-
tische Mittelwertbildung und berechnen die Werte auf den Seitenflachen aus den
Mittelpunktswerten zweier unmittelbar benachbarter Volumenzellen. Fir die Werte
von U auf den sechs Seitenflachen von Vi gilt (vgl. Abbildung 4.28):

| =

u = (Uijop + Ui j) , UB = — (Ui e + Ui j)

i

b

1
2

Abb. 4.28: IFinite Volumenzelle und Normaleneinheitsvektoren
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e = 5 (Uigrie +Uign) U = 5 (Ui + Uir)
1 1 )
U® = = (Uijpr +Ugye) . U® = 5 (Uigmer + Uijn) . (4.188)

Die Ortsdiskretisierung ist nach diesem Schritt abgeschlossen. Wir fassen die
Riickfiihrung der Flu3vektoren F, G und H auf die Werte in den Zellmittelpunkten
noch formal zu einem Diskretisierungsoperator Q(U,;x) zusammen:

1 ° — -~
Q(Uyjr) = v ( ST ((FU) +HO 4+ G(l)) -7y - O;)M) . (4.189)
ik =1 -

Als Endergebnis der Ortsdiskretisierung haben wir damit ein System von gew&hn-
lichen Differentialgleichungen der Gestalt

d
EUi]‘k + Q(Uye) =0 (4.190)

vorliegen.

Der letzte Schritt besteht aus der Integration der Zeitrichtung. Die Zeitdiskretisie-
rung basiert wie bei den Finite-Differenzen-Verfahren auf der Aufteilung der konti-
nuierlichen Zeit ¢t in gleichgroBe Schritte At entlang der Zeitachse. Iis gilt ¢ = n - At
mit n als Zeitindex. Zur Integration in Zeitrichtung haben wir das klassische ex-
plizite Runge-Kutta-Verfahren mit einer Genauigkeit vierter Ordnung ausgewiahlt.
Unter der Annahme, dafl alle Grofien von U;;; zum Zeitpunkt n bekannt sind,
kann das Differentialgleichungssystem (4.190) in der Zeit integriert werden. Das
Verfahren benétigt vier Zwischenschritte. Als Startwert U(® dienen die Werte von
U, zum Zeitpunkt » und es gilt: U®) =U”. Die vier Zwischenwerte UM bis UM
werden rekursiv nach folgendem Schema berechnet:

U — go _ % .Q (U®)

U® = Uu® - % -Q (uM) (4.191)
U _ uo _ :ﬁ)i .Q (U®)

U — o _ % ) (Q (U{"]) +2.Q (U“)) +2.-Q (U(’-‘)) +Q (U(3)))

Der Zustand zum neuen Zeitpunkt ¢**! ist dann Unt! =UM,

Es hat sich gezeigt, dall Finite-Volumen-Verfahren fiir die Berechnung von
Tragfliigelstrémungen relativ robust sind, d.h. unempfindlich gegeniiber unvermeid-
lichen UnregelmaBigkeiten in der raumlichen Diskretisierung. Ein weiterer Vorteil
liegt darin, daf} die Programmierung und die notwendige mathematische Vorarbeit
weniger Aufwand erfordern als z.B. beim Finiten-Differenzen-Verfahren, bei dem
eine Koordinatentransformation auf orthogonale Gitter notig ist.
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Die Finite-Volumen-Verfahren sind im letzten Jahrzehnt auf zahlreiche Stréomungs-
probleme angewandt worden. Bereits in Kapitel 4.1.2 hatten wir von einer Finiten-
Volumen-Loésung der Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen Gebrauch
gemacht. Die Abbildung 4.5 zeigt den Vergleich der Finite-Volumen-Losung einer
Profilumstrémung bei der Anstréommachzahl M., = 0.82 mit der Losung der nicht-
linearen Potentialgleichung. In den vorausgegangenen Kapiteln haben wir mehrfach
dargestellt, daf3 die Losung der Navier-Stokes-Gleichungen die Druckverteilung um
ein transsonisches Tragflligelprofil am genauesten wiedergibt. Wir ergianzen in die-
sem Kapitel Finite-Volumen-Losungen fiir komplexere Konfigurationen. Als Bei-
spiel zeigen wir eine Finite-Volumen-Lésung einer Tragfliigel- Rumpf-Konfiguration
mit einem Triebwerk. Die Ergebnisse wurden rnit einem Finite-Volumen-Verfahren

T UL ALY T 1 X
1

Abb. 4.29: Finite-Volumen-Diskretisierung einer Tragfliigel-Rumpf-Konfiguration
eines Verkehrsflugzeuges und die auf der Oberfliche dargestellten Isobaren der nu-
merischen Lésung (DILR Braunschweig 1994)



zur Loésung der FEuler-Gleichungen ohne Beriicksichtigung der Reibung gewonnen,
weshalb auch keine Reynolds-Zahl angegeben ist. Reibungsfreie Finite-Volumen-
Verfahren werden bevorzugt dann eingesetzt, wenn sich das Interesse auf die Druck-
verteilung um eine Konfiguration konzentriert. Ein typisches Beispiel fiir eine sol-
che Fragestellung ist die Identifizierung der Lage eines Verdichtungsstofles auf dem
Traglliigelprofil, bzw. das Gewinnen erster Erkenntnisse zur Triebwerksintegration.

Die Abbildung 4.29 zeigt zunichst die mit einem Finite-Volumen-Netz diskretisierte
Geometrie des umstromten Flugzeug-Halbkorpers. Deutlich zu erkennen ist die ver-
feinerte Auflésung am Flugzeugrumpf im Bereich des Tragfliigel-Rumpfiibergangs.
Weiterhin f&éllt die Verfeinerung im Bereich des Tragfliigelendes und des Verdich-
tungsstoBes auf. Das Ergebnis der Finiten-Volumen-Rechnung fiir die Machzahl
M. = 0.75 und den Anstellwinkel a« = 0.84° ist in der unteren Hilfte der Ab-
bildung 4.29 in Form von Isobaren, also Linien gleichen Druckes, dargestellt. In-
etwa parallel zur Fligelvorderkante ist in der vorderen Hilfte des Tragfliigels eine
Anh&ufung von Isobarenlinien zu erkennen. Dies ist der Bereich auf dem transsoni-
schen Tragfliigel, in dem das lokale Uberschallgebict stromab durch einen Verdich-
tungsstof3 abgeschlossen wird. Folgen wir den Stoflisobaren auf dem Tragfliigel in
Richtung Flugzeugrumpf, so erkennen wir cine Stofiverzweigung, bei der sich man-
che Isobaren stromab und andere stromauf verzweigen. Die Druckverteilung auf
dem Triebwerk gibt erste Hinweise fiir die Triebwerksintegration in den Tragfliigel.

Wir folgen unseren Anwendungsbeispielen in Kapitel 2 und zeigen als zwecites
Beispiel numerische Ergebnisse einer Kraftfahrzeugumstréomung, die mit Finite-
Volumen-Verlahren gewonnen wurden. Hier ist es das Ziel, den Stromungswider-
stand, den Auftrieb und das Seitenwind-Moment numerisch zu berechnen. Das
fitr die numerische Losung verwendete Finite-Volumen-Verfahren entspricht exakt
demjenigen, das wir in diesem Kapitel vorgestellt haben. Es handelte sich um
ein Verfahren mit Zellmittelpunktschema und explizitem Rung-Kutta-Verfahren
zur Diskretisierung der Zeitschritte. Genau wie beim Tragfliigelbeispiel wur-
den auch bei der Kraftfahrzeugumstréomung die Favre-gemittelten kompressiblen
Grundgleichungen numerisch gelést. Als Turbulenzmodell innerhalb des Finite-
Volumen-Verfahrens wurde das k-e-Modell aus Kapitel 3.5.3 eingesetzt. In den
cp-Diagrammen von Abbildung 4.30 finden sich im schraffierten Bereich numeri-
sche Lésungen fiir die Reynoldszahl Re,, = 2.6 - 10° und die Machzahl M_, = 0.14,
die neben dem beschriebenen Finite-Volumen-Verfahren zum Vergleich auch mit
Finite-Flemente-Verfahren ermittelt wurden.

Im oberen Teil von Abbildung 4.30 ist wiederum die Geometrie-Diskretisierung der
umstromten Oberflache gezeigt. Im Vergleich zur Flugzeugumstrémung des vorheri-
gen Beispiels mufl bei der Berechnung einer realistischen Kraftfahrzeugumstromung
zusatzlich die Fahrbahn beriicksichtigt werden, deren Diskretisierung ebenfalls dar-
gestellt ist. Die Berechnung wird dann nach einem Wechsel des Bezugssystems vom
bewegten Fahrzeug in ruhender Luft zum stehenden Fahrzeug in einer Anstrémung
durchgefiithrt. Daher mufl die Fahrbahn ebenfalls diskretisiert werden, um Grenz-
schichteffekte zwischen Fahrzeugunterboden und der Fahrbahn in die Rechnung
mitaunfzunehmen. Als Randbedingung fiir die Fahrbahn ist dann die Geschwin-
digkeit der Anstrémung vorzugeben, wiahrend am Fahrzeugunterboden v = 0 zu
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Abb. 4.30: Finite-Volumen-Diskretisierung einer Modellkonfiguration eines Kraft-
fahrzeuges und berechnete Druckverteilung in der Symmetrieebene im Vergleich mit
MeBergebnissen (Daimler Benz AG 1993)
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fordern ist. Die Bedingung der bewegten Fahrbahn ist im Windkanal schwer zu
realisieren, weshalb héufig auf ein vereinfachtes Prinzipexperiment im Windkanal
mit ruhender Fahrbahn und ruhendem Kraftfahrzeug in einer Anstrémung zuriick-
gegriffen wird. Daher wurden die Berechnungen im gezeigten Fall ebenfalls mit
ruhender Fahrbahn und ruhendem Kraftfahrzeug durchgefithrt. In Abbildung 1.30
18t sich erkennen, daf3 die Abweichungen der numerischen und experimentellen Er-
gebmnisse fiir die Fahrzeugunterseite erheblich gré8er sind als die Abweichungen fiir
die Fahrzeugoberseite. Der Grund dafiir liegt darin, dal die im Diagramm darge-
stellten numerischen Ergebnisse ohne Réider ermittelt wurden, wahrend die MeBer-
gebnisse vom gleichen Kraftfahrzeug mit Riddern stammen. Eine Berechnung unter

Beriicksichtigung der Radsegmente liefert einen Widerstandsbeiwert ¢, = 0.159,
der gemessene Wert betrigt ¢, = 0.153. Fiir den Auftriebsbeiwert ¢, erhilt man
aus der Rechnung mit Radsegmenten ¢, = 0.057, die Messung ergibt ¢, = —0.094.

Im Nachlautbereich hinter dem Kraftfahrzeug sind die Abweichungen sowohl auf
der Ober- als auch auf der Unterseite gleichermaflen signifikant. Dies ist wie bei der
Berechnung des Tragfliigelnachlaufes auf das Turbulenzmodell zuriickzufithren. Das
Turbulenzmodell, das zur geeigneten Modellierung der turbulenten Grenzschicht-
stromung um das Fahrzeug verwendet wurde, ist nicht geeignet, die turbulente freie
Scherschicht in der Nachlaufstrémung richtig zu modellicren.

Als letztes Beispiel, das ebenfalls mit Finiten-Volumen-Verfahren numerisch be-
rechnet wurde, kommen wir auf den hydrodynamischen Drehmomentenwandler
von Kapitel 2 zuriick. Die in Stréomungsmaschinen auftretenden Strémungsverluste
wurden lange Zeit mitl empirisch gewonnenen Mefldaten eines Vorgingermodells
bestimmt. So war es moglich, das Gesamtbetriebsverhalten geometrisch dhnlicher
Stréomungsmaschinen mit einer gewissen Unsicherheit abzuschétzen. Solche Metho-
den versagten jedoch beil Neuentwicklungen mit véllig anderen Geometrieverhilt-
nissen als beim Vorgangermodell. Deshalb werden verstarkt numerische Methoden
auch zur Berechnung von Stréomungsmaschinen eingesetzt. Jedoch ist die exakte
Berechnung der Stréomung in einem vollstindigen Drehmomentenwandler nur un-
zulanglich moglich, da es sich um eine instationire, dreidimensionale, turbulente
und reibungshehaftete Stromung handelt. Man beschrankt sich daher darauf, fiir
Teilbereiche des hydrodynamischen Drehmomentenwandlers Vergleichsrechnungen

durchzufiihren.

In Abbildung 4.31 ein Radialschnitt durch eine Pumpen- und Turbinenradkonfi-
guration gezeigt. Ein Sektor aus dem Bereich des Pumpen- und Turbinenrades
ist in ein nichtorthogonales, dreidimensionales Finite-Volumen-Netz diskretisiert.
Im unteren Teil der Abbildung diskretisiert das Netz einen Stromungsbereich, der
durch drei Pumpenschaufeln gebildet wird. Am rechten und linken Rand des Inte-
grationsgebietes befindet sich jeweils eine Pumpenschaufel, sowie eine in der Mitte.
Deutlich zu erkennen sind weiterhin sechs Umlenkschaufeln des Turbinenrades, de-
ren Umgebung ebenfalls durch das Finite-Volumen-Netz diskretisiert wird. Diese
Teilkonfiguration wird im dargestellten Fall von unten nach oben radial durch-
stromt.




Im Betriebszustand dreht sich das innere Pumpenrad mit der Winkelgeschwin-
digkeit wp und das auflere Turbinenrad mit der Winkelgeschwindigkeit wy. Die
erzeugte Stromung ist somit periodisch instationar. Wir beschranken uns jedoch
auf quasistationire Vergleichsrechnungen fiir unterschiedliche relative Anordnun-
gen von Pumpenrad und Turbinenrad zueinander.

Im gezeigten Beispiel wurde ein Finite-Volumen-Verfahren nach dem Zell-
mittelpunkt-Schema, das wir vorgestellt haben, eingesetzt. Es werden die Reynolds-
gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen mit einem A-e-Turbulenz-Modell aus-
gewahlt. Die Betriebsdaten sind festgelegt durch die Pumpenraddrehzahl np =
200min~!' und das Drehzahlverhidltnis v = ny/np = 0.55. Als Randbedingung
wird ein stationires dreidimensionales Geschwindigkeitsprofil am Pumpeneinlafl

vorgegeben.
In Abbildung 4.32 ist die Verteilung des statischen Druckes in Form von Isobaren

im Bereich zwischen Pumpen- und Turbinenrad fiir mehrere aufeinander folgende
Zeitpunkte dargestellt. Im unteren Teil der Momentaufnahmen sind jeweils die Kon-
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Abb. 4.31: Finite-Volumen-Diskretisierung eines Teilbereiches des Pumpen- und
Turbinenrades (Ruhr-Universitdt Bochum 1994)
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turen von drei Pumpenradschaufeln zu erkennen. Die Isolinien verdeutlichen den
Nachlaufbereich am oberen Ende einer jeden Pumpenradschaufel. Desweiteren sind
die Staupunkte auf den sechs Turbinenradschaufeln zu identifizieren, deren Isoba-
ren sich von dort aus sowohl auf die Saug- als auch auf die Druckseite verzweigen.
Relativ zum Turbinenrad dreht sich das Pumpenrad rechts herum und man erkennt
eine Wechselwirkung zwischen den Pumpenradschaufeln und dem Staupunkt auf
den Turbinenumlenkschaufeln. Der Staupunkt wandert nach rechts in Richtung
Saugscite einer Turbinenschaufel, wihrend sich eine Pumpenschaufel rechts herum
vorbeibewegt. Dennoch kommt es dadurch nicht zu einer Strémungsablésung.

Weitere Einzelheiten und Anwendungsbeispiele zum Finite-Volumen-Verfahren fin-
den sich z.B. in den Biichern von S. V. PATANKAR 1980 und J. F. WENDT 1992.

Abb. 4.32: Isolinien pg = konst des statischen Druckes im Teilbereich des Pumpen-

und Turbinenrades (Ruhr-Universitiat Bochum 1994)




5 Phinomene der Stréomungsmechanik

Nachdem wir die Anwendung analytlischer und numerischer Lésungsverfahren fiir
die in Kapitel 2 eingefithrten Strémungsprobleme der Tragfliigelstrémung, der
Kraftfahrzeugumstromung und der Stromung im Drehmomentenwandler kennen-
gelernt haben, behandeln wir im abschliefenden Kapitel die dabei aufgetretenen
Stréomungsphanomene. Bei der Einfiithrung der von den numerischen Lésungsver-
fahren vorgeschriebenen Diskretisierung des Stromungsfeldes haben wir bereits an
Einzelbeispielen gelernt, dafl eine geeignete numerische Diskretisierung eine gewisse
Kenntnis und ein Verstidndnis des Stromungsproblems voraussetzt. Dies gilt insbe-
sondere auch fir die Auswahl der stromungsmechanischen Grundgleichungen und
die dem Stromungsproblem angepafiten Turbulenzmodelle.

In diesem abschlielenden Kapitel iiber die Phanomene der Stromungsmecha-
nik tragen wir der angesprochenen Problematik Rechnung und behandeln bei
der kompressiblen Umstrémung des transsonischen Tragfliigelprofils von Ver-
kehrsflugzeugen den Verdichtungsstof3, die Sto- Grenzschicht-Wechselwirkung, den
laminar-turbulenten Ubergang und die Strémungsablésung der dreidimensionalen
Traglliigelgrenzschicht. Die inkompressible Umstréomung des Kraftfahrzeuges er-
fordert die erginzende Behandlung der dreidimensionalen Stréomungsablésung und
der Nachlaufstrémung stumpfer Kérper. Die Verminderung der Verluste im Dreh-
momentenwandler fithrt wiederum zur Stréomungsablosung der betrachteten Innen-

stromung.

5.1 Verdichtungsstofl

Bei der Behandlung der Tragfliigelstromung in den vorangegangenen Kapiteln sind
wir dem Begriff Verdichtungsstof3 bereits mehrfach begegnetl. So wissen wir, dafl der
Uberschallbereich auf einem transsonischen Tragfliigelprofil stromab durch einen
Verdichtungssto3 abgeschlossen wird, der die Stréomung wieder auf Unterschall
verzdgert. In diesem Kapitel werden wir die Beschreibung des Strémungsphéno-
mens Verdichtungsstof3 weiter vertiefen und die Stofigleichungen erganzen.

Als VerdichtungsstoBl bezeichnet man ganz allgemein eine nahezu sprunghafte
Anderung der Stromungsgréfien Druck p, Dichte p und Temperatur 7'. Diese Ande-
rung tritt in einer extrem diinnen Schicht des Gases auf, die von der GréBenordnung
einiger mittlerer freier Weglingen des Gases ist. Die mittlere freie Weglénge be-
zeichnet die Strecke, die ein Molekiil bzw. Atom im statistischen Mittel zwischen
zwei ZusammenstoBen mit einem anderen Teilchen zuriickiegt. Fiir Luft betragt
die mittlere freie Weglinge A unter Normalbedingungen A = 107 7m. In diesem
GroBenordnungsbereich treten sehr starke Gradienten der Zustandsgréflen auf, wes-
hally es gestattet ist, den VerdichtungsstoB im Rahmen der Kontinuumsmechanik
mathematisch durch cine sprunghafte Anderung zu modellieren. Die Bezeichnung
Verdichtungsstoll erklirt sich durch die sprunghafte Zunahme der Dichte p iiber
den StoBbereich. Neben der Dichte steigen auch die Ternperatur 7' und der Druck
p, wahrend der Betrag der Geschwindigkeit ¥ sinkt.
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Fin VerdichtungsstoB kann sich grundsatzlich nur im Bereich einer Uberschall-
stromung einstellen. Der Spezialfall des senkrechten Verdichtungsstofles, bei dem
Anstromrichtung und StoBfront einen rechten Winkel bilden, fithrt immer von
Uberschall auf Unterschall. Bei einem schiefen Verdichtungsstof, der beispiels-
weise durch den Mach’schen Kegel bei der Umstrémung des Uberschallverkehrsflug-
zeuges Concorde dargestellt wird, schlieen Anstrémrichtung und Stoflifront einen
Mach'schen Winkel pu ein, den wir bereits in Kapitel 4.1.2 kennengelernt hatten.
In diesemn Fall kann der Stofi auch von Uberschall auf Uberschall fithren, wobei
die Uberschallgeschwindigkeit nach dem Stofl kleiner sein mufl als diejenige der

Anstréomung vor dem Stofl.

Aus den Physikvorlesungen ist bekannt, dafl der optische Brechungsindex n eines
Gases in Abhingigkeit der Gasdichte variiert. Dies ist der Ausgangspunkt der opti-
schen StromungsmeBtechnik, in der genau dieser Effekt unter anderem auch zur Vi-
sualisierung von Strémungsphinomenen ausgenutzt wird. In Abbildung 5.1 ist ein
Tragfliigel eines Flugzeugs des Typs Boeing 707 in einer von links kommenden An-
stromung gezeigt. Aufgrund der durch die Dichtednderung hervorgerufenen Licht-
brechung ist der VerdichtungsstoB als helle Linie etwa in der Mitte des Tragfliigels
zu erkennen, die sich spannweitig von links unten nach rechts oben erstreckt. Links
dieser Linie herrscht Uberschallgeschwindigkeit, rechts davon Unterschall.

Abb. 5.1: Fotographie eines Verdichtungsstofles auf einem Tragfliigel




Abbildung 5.2 zeigt auf der linken Seite die Verhiltnisse schematisiert in einem
Schnitt durch das Tragfliigelprofil. Das Uberschallgebiet auf dem Tragfligel ist
hier durch die Machzahl M > 1 gekennzeichnet. Dieses Gebiet wird stromab durch
den Verdichtungsstof3 abgeschlossen und es herrscht Unterschallgeschwindigkeit mit
M < 1. Der Stof ist leicht gekrimmt und im Bereich kurz oberhalb des Aufsetzens
auf die Grenzschicht nahezu senkrecht. Fir einen solchen senkrechten Verdichtungs-
stofl schreiben wir nachfolgend die Stof3gleichungen an.

Wir gehen dabei ganz allgemein von einer stationiren, reibungsfreien Uberschal-
lanstrémung aus. Diese sei gekennzeichnet durch die gegebenen Werte fir u.., poc,
peo und To,. Mit Hilfe der Schallgeschwindigkeit ao = /K * poo /o wird die Mach-
zahl der Anstromung M., = uo/ac festgelegt. x bezeichnet darin das Verhiltnis
der spezifischen Warmen ¢,/¢,. Beim Durchgang durch die StoBfliche in Richtung
der Flichennormalen erfahren diese Werte sprunghafte Anderungen. Wir interes-
sieren uns fir die Stréomungsgrofen vy, p1, p1 und 74 stromab der Stofifliche. Die
Geschwindigkeit u; ist dann kleiner als die Anstromgeschwindigkeit .., wihrend
die anderen Zustandsgroflien zunehmen. In Abbildung 5.2 rechts ist dies durch
einen kirzeren Geschwindigkeitsvektor far u; hinter dem Stof3 dargestellt. Die Zu-
standsdnderungen {iber den senkrechten Verdichtungsstofl konnen mit den Erhal-
tungssitzen fiir Masse, Impuls und Energie einer eindimensionalen, stationiren

und reibungsfreien Stréomung beschrieben werden. Wir gehen von den folgenden
Gleichungen aus:

Masse: Poo “ Une = p1 - Uy 5.1)
Impuls: Poo + Poo " U, = p1 4+ pr-u? (5.2)
1 . ] .
Energie: hoo + 5" ul = hy+ % cu?o. (5.3)
Fiir die Enthalpie % gilt die kalorische Zustandsgleichung:
h:CP‘T:€+B:C[,‘T+B . (5.4)
P P
Schallinie
e StoR
/
M<1/ M>1 M<1 Hea t
/ - -
/ Grenzschicht

Abb. 5.2: Tragfliigelstrémung eines transsonischen Verkehrsflugzeuges mit Ver-
dichtungsstof
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Unter Beachtung der thermischen Zustandsgleichung fiir ideale Gase p/p = R - T
kann die Enthalpie h in Abhangigkeit der folgenden Gréflen geschrieben werden:

1 p 2 Cy ) P IS P a?
h = ¢c-—= - =4+~ = |———41]-% = = = . 5.5
R p p (cp-c,,+) yZ k—1 p K —1 (5.5)

Mit der Umformung aus Gleichung (5.5) lautet der Energiesatz (5.3):

K 71 1 2
P T 1

+ 5 U (5.6)

e L.
£—1 poo+2 e — 71

Der Energiesatz (5.6) stellt zusammen mit den Erhaltungsgleichungen fiir Masse
(5.1) und Impuls (5.2) ein System von drei algebraischen Gleichungen zur Bestim-
mung der drei gesuchten Gréflen wy, p; und p; nach dem Stofl dar. Die ebenfalls
gesuchte Temperatur 77 kann dann mit der thermischen Zustandsgleichung aus
p1 und p; bestimmt werden. Unter Annahme gegebener Ausgangswerte .., poo
und p.. 1a8t sich das Gleichungssystem nach den gesuchten Werten auflésen. Wir

erhalten:

m:f;oo:{l’ 3 (5.7)
U oo £1 L — :«i_l ’ (1 o p:"‘i‘;&o N
P1 1 Ll
_— = . s uZ . o . (5.8)
Poo { 1 + r<2+1 . i\‘.-pio - 1)

Bei vorgegebenen Anfangswerten vor dem Stof3 liefert das Gleichungssystem zwei
Losungsmoglichkeiten. Die obere Lésung mit dem Wert 1 ist die Identitat fir den
Fall dafl kein Stof auftritt. Die untere Loésung ist hingegen die StoBlosung, die
wir gesucht haben. Mit Hilfe der Schallgeschwindigkeit a¢.. = /K - poc/poe und
der Machzahl M. = u../a~ koénnen wir die Stofigleichungen (5.7) und (5.8) in
eine FForm bringen, in der auf der rechten Seite nur die Machzahl M, > 1 der

Anstromung als Parameter steht:

Uq Poo 2 1 1 ( k—1 > )
— == = 1- Nl =] = — - {1 S MZ -1 5.¢
U, ot k+1 ( J\/fgo) M2 + K+ 1 (Z = ) (5-9)
P 2K 2
— =1 - (MZ —1 5.1
Poc - ! ( oo ) (5.10)
T ai 2K 2 ] 2 1 .
— = 1 = MZ —1} -1 — 1— 5.11
7. a2 []+h~,+1( %=1 PR M2 (5.11)

Die StoBgleichungen (5.9)-(5.11) liefern die Werte nach demn senkrechten Verdich-
tungsstofl in Abh&ngigkeit der Anstrémmachzahl. Wahrend Druck und Temperatur
nach dem Stofl mit zunehmender Anstrommachzahl beliebig steigen kénnen, strebt
das Dichteverhiltnis p1/p.. flir M., — oo den Wert (« + 1}/(k — 1) zu . Fiir Luft
mit einem Wert k& = 1.4 steigt die Dichte nach dem Stof3 héchstens auf den 6-fachen
Wert der Anstrémdichte. Allerdings gilt diese Abschatzung nur unter der Annahme

eines idealen Gases.
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Wir wollen noch den Zusammenhang zwischen p; und p; nach dem Stofl bestim-
men und eliminieren hierzu u; in den Gleichungen (5.1)-(5.3). Nach einigen Re-
chenschritten erhalten wir eine Beziehung, die eine gleichseitige Hyperbel in der
(poc/ P1s P1 /P~ )-Ebene darstellt. Damit kann man die thermodynamisch méglichen
Anderungen der Zustandsgréfien p; und p; {iber den Stofl hinweg leicht verfolgen.
Diese Hyperbel triagt den Namen Hugoniot-Kurve und sie lautet:

P K 1 A+l pPec

L - 1 xK—1 71 =4
T T = el (5.12)
Poo r P1 x+1

Einen weiteren Zusammenhang erhilt man, wenn man eine Beziehung fiir p/poc
als Funktion von p../p: lediglich aus Masseerhaltung (5.1) und Impulserhaltung
(5.2) ableitet ohne Beachtung des Energiesatzes. Dann erhalten wir die kinema-
tisch moglichen Zustandsdnderungen, die durch eine Geradengleichung in der glei-

chen Ebene wie Hugoniot-Kurve beschrieben werden. Diese Gerade heilt Rayleigh-
verade und sie besitzt die Form:

__1:—,g.[\,j§0.(ph°°~_l) (5.13)
P 21

Die Rayleigh-Gerade ist eine Gerade mit der Steigung —& - M2 . die mit der
Hugoniot-Kurve zwei Schnittpunkte gemeinsam hat, die Identitit mit P

= })00
sowle p1 = po, und die StoBldsung hinter dem Stof (siehe Abbildung 5.3).

Abb. 5.3: Hugoniot-Diagramm




5.2 StoB-Grenzschicht-Wechselwirkung

Nachdem wir die Druckerhéhung {iber den niherungsweise senkrechten Verdich-
tungsstofl am Tragfiigelprofil bestimmt haben, kommen wir zur Stof3-Grenzschicht-
Wechselwirkung am Profil zuriick. In Kapitel 4.1.3 haben wir bereits die Separa-
tionsmethode fiir die Berechnung der Druckverteilung imm Wechselwirkungsbereich
angewandt. Wir hatten festgestellt, dafl der Stofl in Wandnihe durch den Ein-
flufl der Grenzschicht aufgefachert, die Stofistdrke reduziert und der Druckanstieg
abgeflacht wird. In diesem Kapitel ergédnzen wir weitere stréomungsphysikalische De-
tails, wie z.B. die Stromungsablésung. Wir behandeln hier den Einflufl des Stofles
auf die Grenzschicht, was zusammen mit dem bereits besprochenen Einflufl der
Grenzschicht auf die Stofistirke erst den Begriff der Wechselwirkung gerechtfer-
tigt. Die Abbildung 5.4 zeigt in der Vergréflerung oben rechts den interessieren-
den Stof3-Grenzschicht-Wechselwirkungsbereich. Wir erkennen das Auffachern des
StoBfuflpunktes durch die Grenzschichteinwirkung sowie das Aufdicken der Grenz-
schicht stromab. Zusatzlich ist zu sehen, dal oberhalb einer kritischen Stofistarke
die Grenzschicht unter dem Stoflifuflpunkt von der Fliigeloberflache ablost und
stromab wieder anliegt. Auf diesen Vorgang wollen wir in diesem Kapitel naher
eingehen. Dem grundsitzlichen Phanomen Stromungsablésung ist mit Kapitel 5.4
cin eigenes Kapitel gewidmet.

Stromab des Verdichtungsstofles gilt aulerhalb des Wechselwirkungsbereiches wie-
der die Grenzschichtannahme, wonach der Druck in der Grenzschicht von der
reibungsireien Auflenstréomung auflerhalb der Grenzschicht aufgepragt wird. Da
stromab des StoBes eine Unterschallstréomung vorliegt und, wie wir im letzten Ka-
pitel gesehen haben, Druck, Dichte und Temperatur hinter dem Stofi ansteigen,
kann die Information der Druckerhéhung im Unterschallbereich der Grenzschicht
stromauf tibertragen werden. Dieser Bereich ist bei den turbulenten Grenzschichten
auf transsonischen Tragfliigeln erheblich kleiner als bei laminaren Grenzschichten.

Schallinie

Stoi3

Grenzschicht

Abb. 5.4: Stof3-Grenzschicht-Wechselwirkungsbereich
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Der Grund hierfiir liegt in dem nahezu rechteckférmigen Geschwindigkeitsprofil
turbulenter Grenzschichten bei denen der Anstieg der Geschwindigkeit vom Wert
null an der Wand auf den Wert der ungestorten Auflenstromung sich in einer viel
kleineren Distanz vollzieht, als bei laminaren Grenzschichten. Der stromauf wir-
kende Druckanstieg in der turbulenten Tragfliigelgrenzschicht kann dabei so grofi
werden, dafl seine Wirkung gegeniiber der resultierenden Scherkraft iberwiegt. Un-
ter diesen Voraussetzungen kommt es zur Stromungsablésung. Die dimensionslosen
Parameter, von denen die Stromungsablosung bei einer turbulenten Grenzschicht
auf einem transsonischen Tragfligel abhangt, lauten:
us us - 6 R

Ms = , Res = ) — . (5.14)
as v &

Hierin bezeichnen wus die Geschwindigkeit und as die Schallgeschwindigkeit am
Grenzschichtrand, é die Grenzschichtdicke stromauf des Stofles und R den loka-
len Kriitmmungsradius des Tragfliigels am Ort des Stofles. M ist die Machzahl am
Grenzschichtrand und beschreibt den Kompressibilitatseinflufl, fRes ist die mit der
Grenzschichtdicke gebildete Reynoldszahl. Der Quotient /6 ist ein geometrischer
Ahnlichkeitsparameter der den Einflufl der Wandkriimmung beschreibt.

Wir diskutieren den Einflul der einzelnen Parameter auf die Stréomungsablésung
indem wir jeweils zwei Parameter aus den Gleichungen (5.14) konstant halten und
einen Parameter variieren. Wir beginnen mit der Diskussion des Machzahleinflus-
ses bei konstanter Reynoldszahl und konstantem Kriimmungsverhaltnis R/6. Eine
Steigerung der Machzahl M, fithrt dabei stets zur Stromungsablésung, eine Ver-
minderung zum Anliegen. Mit Hilfe der Stofigleichungen aus Kapitel 5.1 kénnen wir
dieses Verhalten sofort verstehen. Gleichung (5.10) zeigt, daf der Druck nach dem
StoB quadratisch mit der Machzahl vor dem Stofl anwéchst. Der hohe Druck nach
dem Stof fithrt zu einer Uberkompensation der resultierenden Scherkraft und damit
zur Stréomungsablésung. Wird die Reynoldszahl Res variiert, bei konstanter Mach-
zahl und konstanter Kriimmung, so verursacht eine Verringerung der Reynolds-
zahl die Strémungsabldésung, eine Steigerung dagegen fithrt zum Anliegen. Aus
der Grenzschichttheorie ist bekannt, daf3 die auf die Lauflinge L bezogene Grenz-
schichtdicke é proportional 1/+/Rey ist. Eine Verringerung der Reynoldszahl zieht
also eine Vergréflerung der Grenzschichtdicke nach sich. Damit wéchst auch der
Unterschallteil der Grenzschicht an, in dem sich die durch den Stofl verursachte
Druckerhdhung stromauf ausbreiten kann, was die Stréomungsablésung beglinstigt.

Die Verhaltnisse, die aufgrund der StoB-Grenzschicht-Wechselwirkung zur Stré-
mungsablésung fithren, sind in Abbildung 5.5 noch detaillierter dargestellt. Zusétz-
lich zu den bisherigen Ausfithrungen sind die Geschwindigkeitsprofile in der Grenz-
schicht und die Schallinie fiir M = 1 dargestellt. Im Uberschallbereich vor dem Stof
stellt sich bereits innerhalb der turbulenten Grenzschicht eine Uberschallstrémung
ein. Unterhalb der gestrichelt gezeichneten Schallinie befindet sich der Bereich, in
dem Stérungsausbreitungen stromauf moglich sind. Weiterhin ist gezeigt, wie der
relativ starke Verdichtungsstofl im Fuflpunkt durch den Grenzschichteinflufl in ein-
zelne schwichere Wompressionsbereiche aufgefachert wird. Hinter dem Stofl wird
der Druck in der turbulenten Grenzschicht so grofl, dal die Wandschubspannung
T zu null wird. Damit beginnt die Abldsung auf dem Tragfliigelprofil.




Weiter stromab nimmt die Wandschubspannung und auch die Geschwindigkeit ne-
gative Werte an. Es kommt in Wandndhe zu einer Riickstromung, was im mitt-
leren der drei in Abbildung 5.5 gezeigten Geschwindigkeitsprofile dargestellt ist.
Im Ablosungs- und Riickstromungsbereich ist der Druck erheblich grofier als ohne
Abldsung. Dies hat Folgen fiir den Auftrieb und den Widerstand. Wihrend der
Widerstand ansteigt, nimmt der Auftrieb ab. Aufgrund der weiteren Beschleuni-
gung der Stromung auf dem Profil und dem Abklingen der durch den Verdich-
tungsstofl verursachten Druckerhéhung in der turbulenten Grenzschicht, liegt die
Stromung nach einer bestimmten Lauflainge wieder an. Die Wandschubspannung
wird dort erneut null und nimmt weiter stromab wieder positive Werte an. Auf
dem Tragfliigel bildet sich folglich ein begrenzter Ablésebereich. Von Interesse ist
weiterhin die Ausdehnung des Ablésebereichs, da er das globale Stromungsfeld d.h.
die AuBenstrémung beeinflut. Eine Ahnlichkeitsbetrachtung fiir die Linge ! des
Abldsebereichs in Stromabrichtung fihrt zu dem Ergebnis, dafl eine zunehmende
Reynoldszahl die Lange [ verkleinert, eine ansteigende Machzahl hingegen zu einer
Vergroflerung von [ fiihrt.

Wir kommen nun auf die Diskussion der Kennzahlen aus den Gleichungen (5.14)
zuriick und holen die Diskussion des Kriimmungseinflusses £/6 bei konstanter
Machzahl und konstanter Reynoldszahl nach. Eine Abnahme von R/6 d.h. eine
Erhdhung der Wandkriimmung ergibt ein Anliegen der Strémung, wiahrend eine
Zunahme von R/é d.h. eine Abnahme der Wandkriitmmung zur Ablésung fiihrt.
Dieser IEffekt riihrt von einer Nachexpansion hinter dem Stofl. Je starker die
Wandkriimmung ist, desto stérker ist die Nachexpansion, die ihrerseits ablésehem-
mend wirkt.

Stof3

Abb. 5.5: Entstehung einer stoflinduzierten Abldsung auf einem gekriimmten
transsonischen Tliigelprofil
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Zum Versténdnis dieser Vorginge ist in Abbildung 5.6 ein Interferogramm ei-
ner transsonischen Strémung ldngs einer gekriimmten Wand gezeigt. Das Inter-
ferogramm stellt ein experimentell ermitteltes Isochorenfeld der Stréomung eines
idealen Gases mit VerdichtungsstoB lings einer konstant gekritmmten Wand dar.
Die schwarzen und weiflen Streifen sind somit Gebiete konstanter Dichte, die
man auch als Gebiete konstanter Machzahl auffassen kann. Das von links nach
rechts stromende Medium wird zunichst beschleunigt bis auf eine maximale Ge-
schwindigkeit am Grenzschichtrand kurz vor dem Stof. In Normalenrichtung quer
zur Strémung nimmt die Geschwindigkeit entsprechend der konvex gekriimmten
Wand im Uberschallbereich vor dem Stofl nach oben hin ab. Dies ist plausibel, da
cine Uberschallstrémung durch eine Querschnittserweiterung stromab beschleunigt
wird. Die konvexe Kriimmung des Fliigels wirkt wie eine Querschnittserweiterung,
weshalb am Grenzschichtrand vor dem Stofi die maximale tﬂ)erschallgeschwindig~
keit auftritt.

Die Geschwindigkeitsverteilung in Normalenrichtung unmittelbar hinter dem Stof
cerhélt man theoretisch aus der sogenannten Prandtl-Relation, die analog zu unseren
Bezeichnungen in Kapitel 4.1.3 und 5.1 lautet:

1 515
(n/[k)l = m— . (f).l-J)

Gleichung (5.15) besagt, dal die kritische Machzahl (M3 ), unmittelbar hinter dem
Stof3 sich aus dem Kehrwert der kritischen Machzahl (M})., vor dem Stofl berech-
net. Die Prandtl-Relation leitet sich aus der Stofigleichung (5.9) unter Hinzuzie-
hung der Energieerhaltungsgleichung ab. Beziiglich der ausfiihrlichen Darstellung
der Prandtl-Relation verweisen wir auf das Buch von J. ZIEREP 1991. Geméif
Gleichung (5.15) erhalten wir unmittelbar nach dem Stofl eine theoretische Ge-
schwindigkeitsverteilung, die in Wandnormalenrichtung nach oben hin zunimmt.
Experimentelle IErgebnisse bestitigen diese Geschwindigkeitsverteilung. Die starke
Grenzschichtaufdickung hinter dem Stof} sorgt jedoch dafiir, da3 die nach oben zu-
nehmende Geschwindigkeit den Verhéltnissen nicht angepaf3t ist. Denn die Grenz-
schichtaufdickung hinter dem Stofl wirkt auf die dortige Unterschallstromung wie
ein konvergenter Einlafl, der die Strémung unmittelbar oberhalb des Grenzschicht-
randes beschleunigt und in diesem Bereich zu einer Druckabsenkung fiihrt. Die
Beschleunigung ist so stark, daB in diesem Bercich wieder eine Uberschallstrémung
erreicht wird. Dies ist in Abbildung 5.5 durch die Machzahl M > 1 hinter dem Ver-
dichtungsstofl innerhalb des von der Schallinie umrandeten Gebietes verdeutlicht.
Im Interferogramm ist dieses Uberschallgebiet stromab des VerdichtungsstoBes sehr
deutlich zu schen. Das erste weify dargestellte Isochorenfeld hinter dem Verdich-
tungsstoB3 verzweigt sich in der unteren Bildhé&lfte in eine Stromab- und eine Strom-
aufkomponente. Unterhalb des von diesen beiden Komponenten umrandeten Gebie-
tes befindet sich der lokale Uberschallbereich hinter dem Verdichtungsstof3. Weiter
stromab wird die Grenzschichtaufdickung durch das konvexe Wandprofil {iberkom-
pensiert, so dafl dort der Druck wieder steigt und die Geschwindigkeit sinkt. Die
Nachbeschleunigung ist umso ausgeprigter, je grofler die Wandkriimmung ist und
wirkt aufgrund der Druckabsenkung ablésungshemmend.
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Druck- und Wandschubspannungsverteilung

Ablosung Wiederanlegen

Abb. 5.6: Stromungsabldsung im StoB-Grenzschicht-Wechselwirkungsbereich
(Universitat Karlsruhe (TH) 1982)
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Neben dem Interferogramm des Stof3-Grenzschicht-Wechselwirkungsbereichs ist in
Abbildung 5.6 das Druck-Wandschubspannungs-Diagramm fiir die Grenzschicht
gezeigt. Der Druckanstieg in der turbulenten Tragfliigelgrenzschicht aufgrund des
VerdichtungsstoBles wird so grof3, daf3 die Druckkraft gegentiber der resultierenden
Scherkraft iiberwiegt. Stromungsablosung tritt dann erstmals im Ablosepunkt A
auf dem Profil auf, da an dieser Stelle die Wandschubspannung 7, null wird. Wei-
ter stromab nimmt 7, im Bereich der Abloseblase negative Werte an. Nach einer
bestimmten Lauflinge liegt aufgrund der weiteren Beschleunigung der Strémung
bzw. dem Abklingen der durch den Verdichtungsstof3 verursachten Druckerhéhung
in der turbulenten Grenzschicht die Stromung im Punkt W wieder an. Die Wand-
schubspannung 7, wird erneut null und nimmt stromab wieder positive Werte an.

Zusitzliche Informationen zur StoB-Grenzschicht-Wechselwirkung sowic zur passi-
ven Beeinflussung der Vorginge findet der interessierte Leser im Ubersichtsartikel
von R. BOHNING und J. ZIEREP 1982.

5.3 Laminar-turbulenter Ubergang

In den vorangegangenen Kapiteln konnten wir bereits lernen, daf3 es sich beziiglich
der Widerstandsreduzierung umstrémter Korper lohnt, den laminar-turbulenten
Ubergang auf dem Tragfliigel bzw. dem Kraftfahrzeug durch geeignete Kontu-
rierung der Oberfliche stromab zu verlagern. Eine erfolgreiche Transitionsbeein-
flussung setzt jedoch die Kenntnis der einzelnen Transitionsmechanismen voraus.
In Kapitel 4.1.4 haben wir die Stabilitdtsanalyse inkompressibler Grenzschicht-

strémungen kennengelernt. Kapitel 4.2.1 erganzte die Anwendung des Spektralver-
fahrens bei der numerischen Simulation des laminar-turbulenten Uberganges in der
kompressiblen Plattengrenzschicht.

Abb. 5.7: Transition auf einem Tragfliigelprofil {(Universitat Notre Dame 1982)
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In diesern Kapitel gehen wir auf eine widerstandsreduzierende Beeinflussung
der Transition in der dreidimensionalen kompressiblen Tragfliigel-Grenzschicht-
stréomung eines Verkehrsflugzeuges ein.

Ausgangspunkt unserer Diskussion ist wiederum die Transition in der Grenzschicht
auf einem Tragfliigelprofil. Die Abbildung 5.7 zeigt eine Fotographie der Transition
auf der Oberflaiche des Profils. Die Anstrémung erfolgt von links nach rechts. Im
vorderen Bereich der Stromungsbeschleunigung erkennen wir den Bercich der lami-
narcn Profilstrémung, die mit parallelen Streichlinien sichtbar gemacht wurde. Die
Transition zur turbulenten Profilstrémung vollzieht sich iiber die in Kapitel 4.1.4
beschriebenen Einzelmechanismen. In Abbildung 5.7 wird der Ubergang zur tur-

bulenten Grenzschichtstrémung durch die Verwirbelung der Streichlinien sichtbar.

Die Beeinflussung des laminar-turbulenten Uberganges in der zweidimensio-
nalen Grenzschichtstromung ist bereits in dem klassischen Fachbuch von H.
SCHLICHTING 1968 iiber die Grenzschichttheoric dargestellt. Man kann die
Transition durch verschiedene Manipulationen der Stromung derart beeinflussen,
daf} die gewilinschte widerstandsreduzierende Verzégerung des laminar-turbulenten
U'berganges erreicht wird. Dazu zihlen:

o bewegte Oberflache

e Beschieunigung der Grenzschicht durch Ausblasen
e Laminarhaltung durch Formgebung

e Absaugen der Grenzschicht

e Kiuhlung der Oberflache

Von den genannten Moglichkeiten der Beeinflussung laminarer Grenzschichten
gehen wir in diesem Kapitel auf die Warmeiibertragung an der iiberstromten
Oberflache und die Laminarhaltung durch Formgebung niher ein.

Die Abbildung 5.8 zeigt die destabilisierende bzw. stabilisierende Wirkung der Hei-
zung bzw. IKihlung der Plattenoberfliche. Bei der Diskussion des Stabilititsdia-
gramms in Abbildung 4.15 von Kapitel 4.1.4 haben wir gelernt, daf} innerhalb der
gezeigten Neutralkurve (zeitliche Anfachung der harmonischen Stérungen w; = 0 )
die Grenzschichtstrémung instabil ist, aulerhalb der Neutralkurve sind die Stérwel-
len fiir alle Wellenzahlen a 1mn gezeigten Reynoldszahlbereich Re, stabil. Dabei
haben wir wiederum davon Gebrauch gemacht, dafl wir auf dem Tragfliigelprofil
lokal cin Volumenelement der Tragfligelstromung derart herausgreifen, daf die
Tragfliigelgrenzschichtstromung nédherungsweise als Plattengrenzschichtstrémung
behandelt werden kann. Die gestrichelte Kurve zeigt das bekannte Stabilititsdia-
gramm ohne Beeinflussung durch Heizung oder Kithlung. Mit Heizung wird der
instabile Bereich gréfier und die kritische Reynoldszahl Re.q,), die das Einsetzen
der Instabilitdt charakterisiert, wird entsprechend kleiner. Mit Kiihlung der Pro-
filoberfliche ist eine deutliche Erhdhung der kritischen Reynoldszahkl Re.sy zu er-
kennen, die die stabilisierende Wirkung der Kithlung auf den Transitionsprozef3 an-
zeigt. Der Einflul des Warmeiuibergangs an der Wand auf das Stabilitidtsverhalten
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der Strémung ist im wesentlichen ein Zahigkeitseffekt, der mit der Abhiangigkeit der
dynamischen Z&higkeit ¢ von der Temperatur 7" zusammenhéingt d.h. g = (7).

Bei Gasen wichst die dynamische Zahigkeit p(7') mit zunehmender Temperatur
7" an. es gilt also dp/dT > 0. Durch die Reibung kommt es in der Grenzschicht
in Wandnéhe zu einer gewissen Selbstauftheizung, die dazu fiithrt, da3 die Wand-
temperatur 7, groBer ist als die Temperatur 7., der Strémung auflerhalb der
Grenzschicht. Dies bedeutet, dal bereits zur Aufrechterhaltung ciner isothermen
Wand, bei der 7%, = T gilt, eine Kiihlleistung notwendig ist. In Abbildung 5.8
ist neben dem Stabilitdtsdiagramm das Temperatur- und Geschwindigkeitsprofil in
Abhé&angigkeit der Wandnormalenkoordinate z dargestellt. Wir betrachten zunéchst
das Temperaturprofil T'(z) fiir den Fall (a) mit Heizung. Die Wandtemperatur 7,
hat einen hoheren Wert als 7., und es gilt fiir den Temperaturgradienten an der
Wand: (d7T/dz), < 0. Wegen der erwdhnten Temperaturabhangigkeit der Zahigkeit
von Luft bedeutet dies fiir den Zahigkeitsgradienten an der Wand: (du/dz),, < 0.
Aus dem Diagramm des Geschwindigkeitsprofils fiir uw(z) entnimmt man fiir den
Geschwindiglkeitsgradienten an der Wand: (du/dz),, > 0.

Bei der Beurteilung des Stabilitédtsverhaltens einer Stromung mit Warmetabergang
an der Platte kommt es wesentlich auf das Vorzeichen des Produktes aus den bei-
den Gradienten (dp/dz), und (du/dz), an. In dem Verhalten des Vorzeichens

Geschwindigkeit Temperatur
al | 5 '
ac (a) (a)
4c (b)

Abb. 5.8: Stabilitatsdiagramme fiir die laminare kompressible Plattengrenzschicht
mit Heizung (a) bzw. Kithlung (b)
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von [ (dp/dz), - (du/dz), ] spiegelt sich ein Stabilitiatskriterium wieder, das als
Wendepunkt-Kriterium bezeichnet wird. Dieses besagt, dafl Geschwindigkeitspro-
file mit einem Wendepunkt instabil sind. Das Vorhandensein eines Wendepunktes
im Geschwindigkeitsprofil hangt unmittelbar mit dem Druckgradienten der Auflen-
stromung zusammen und bedeutet konkret, dafl Druckabfall stabilisierend wirkt.,
wahrend Druckanstieg das Einsetzen der Instabilitdt begilinstigt. Im Fall (¢) mit
Heizung hat das Produkt ein negatives Vorzeichen, wodurch Instabilitat begiinstigt
wird. Im Fall () mit Kiithlung der Platte ist (du/dz), ebenfalls positiv, wie aus
dem Geschwindigkeitsprofil ersichtlich ist. Dem Temperaturprofil entnimmt man
jedoch, dafl im Fall (b) mit Kihlung gilt: (d7T/dz)., > 0. Der Ziahigkeitsgradient
an der Wand (dyt/dz),, ist dann fir Luft ebenfalls positiv. Folglich ist das Produkt
[ (dp/dz) - (du/dz)., ] positiv, was eine stabilisierende Wirkung verursacht. Es sei
an dieser Stelle angemerkt, dafl sich die Verhéaltnisse bei Fluissigkeiten umkehren.
Hier wirkt eine Heizung stabilisierend und eine Kiihlung verstirkt die Tendenz zur
Instabilitdt. Dies liegt daran, dafl die Zahigkeit (7)) bei Flissigkeiten mit wach-
sender Temperatur abnimmt.

Bei Stréomungsproblemen kompressibler zaher Medien mit Wiarmeiibergang licfert
eine Dimensionsanalyse neben Mach- und Reynoldszahl mit der Prandtlzahl Pr
eine weilere dimensionslose Kenngrofle:

pr=F£ '\‘"P = = %’ (5.16)
) =

Mit den iiblichen Bezeichnungen bedeuten hierin A [-%-] die Wirmeleitfihigkeit
und ¢, {ATII'T] die spezifische Warmekapazitét bei konstantem Druck. Die zuséatzlich
mit der Dichte p gebildete Grofie & = A/(p - ¢,) wird als Temperaturleitfahigkeit
bezeichnet und hat wie die kinematische Zahigkeit v die Einheit [%] Fir Luft gilt

Pr = 1, fiir fliissige Metalle Pr < 1 und fiir hochviskose Ole Pr > 1.

Wir kommen nun zur Beeinflussung des laminar-turbulenten Ubergangs durch ge-
eignete Formgebung, deren Ergebnisse in Abbildung 5.9 dargestellt sind. Im letz-
ten Kapitel hatten wir erkannt, daf ein positiver Druckgradient dp/dx in Stromab-
richtung Instabilitat beglinstigt und zu Ablésung fithren kann. Druckabfall wirkt
hingegen stabilisierend auf die laminare Grenzschicht. Auf dieser Erkenntnis baut
die Entwicklung von Tragfliigelprofilen zur Verminderung des Reibungswiderstan-
des auf. Ziel ist es, die Stelle der grofiten Profildicke moglichst weit stromab nach
hinten zu verlegen. um so langs eines groflen Teils des Profils fiir eine Beschleuni-
gung der Strémung und den damit verbundenen Druckabfall zu sorgen.

In Abbildung 5.9 ist zunichst ein Vergleich der Profilschnitte eines herk&émmli-
chen transsonischen Tragfliigelprofils und eines modernen Laminarprofils gezeigt.
Von links nach rechts betrachtet fallt zundchst auf, dafl das gestrichelt gezeich-
nete herkémmliche Profil im Bereich der Fliigelvorderkante eine gréflere Profil-
dicke aufweist als das mit durchgezogener Linie gezeichnete Laminarprofil. Im —c¢,-
Diagramm fithrt diese Formgebung zu dem charakteristischen Merkmal der Saug-
spitze im vorderen Bereich des Tragfliigels bei der Druckverteilung des herkémm-
lichen transsonischen Profils. Wahrend der Druck stromab der Saugspitze bereits
wieder leicht ansteigt, sinkl der Druck auf der Saugseite des Laminarprofils kontinu-
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ierlich ab. Durch diese kontinuierliche Beschleunigung auf dem Profil wird erreicht,
dafl der Transitionsbeginn bis zum Ort des Verdichtungsstofles stromab positioniert
wird.

In der rechten Hélfte der Abbildung 5.9 sind die Vorteile der Laminarprofile hin-
sichtlich der Widerstandsreduzierung dargestellt. Das obere Diagramm zeigt die
Auftriebs-Widerstands-Polare des Laminarprofils und des herkémmlichen Profils
im Vergleich. Die sogenannte Polare erhidlt man, indem fiir konstante Mach- und
Reynoldszahl bei variablem Anstellwinkel der zugehdrige Auftriebsbeiwert ¢, iiber
dem jeweiligen Widerstandsbeiwert ¢, aufgetragen wird. Bei gleichem Auftriebs-
beiwert ¢, ist der Widerstandsbeiwert ¢,, der Laminarprofile fiir weite Bereiche der
cqe-Achse deutlich geringer als derjenige der konventionellen Profile. Der Schnitt-
punkt der beiden Kurven reprisentiert die obere Grenze des Anstellwinkels, ober-
halb dessen sich die Verhiltnisse umkehren und das konventionelle Profil bessere
Resultate erzielt. Oberhalb dieses Grenz- Anstellwinkels ist der Bereich des Tran-
sitionsbeginns auf der Saugseite des Laminarprofils so weit nach vorne gewandert,
daBl der widerstandsreduzierende Effekt des Laminarfliigels verloren geht.

-
————

O
6] 0.5 Ny 1 0.6 0.7

M

o

0.8

— — — konventionelles transsonisches Profil ——  Laminarprofil

6
M, =0.75 Re_=2510 ca=05

Abb. 5.9: Vergleich eines konventionellen transsonischen Tragfliigelprofils mit ci-
nem modernen Laminar-Fliigelprofil (DL.R Braunschweig 1990)
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Im unteren Diagramm ist der Widerstandsbeiwert ¢, bei konstantem Auftriebs-
beiwert ¢, = 0.5 Gber der Machzahl M., aufgetragen. Die durchgezogene Kurve
fiir das Laminarprofil verlduft im gesamten Machzahlbereich unterhalb der gestri-
chelten Kurve fiir das konventionelle Profil. Zusammenfassend kénnen wir festhal-
ten, dafl die Widerstandsreduzierung durch den Einsatz von Laminarprofilen im
Reynoldszahlbereich transsonischer Tragfliigel 2 - 10° < Re., < 3 - 107 fiir ein Mit-
telstreckenflugzeug etwa 15% des Reibungswiderstandes konventioneller Tragfliigel
betragt.

Der bisher diskutierte Laminar-Profilentwurf bertcksichtiglte die Verzégerung des
Einsetzens der durch Tollmien-Schlichting-Wellen (TS) eingeleiteten Instabilitat.
Wie wir bereits in Kapitel 2 gelernt haben, ist der Tragfliigel eines Verkehrsflugzeu-
ges jedoch gepfeilt, so daf3 eine dreidimensionale Grenzschichtstromung entsteht, in
der neben den T'S-Wellen aufgrund der Querstréomung der Grenzschicht eine weitere
Welleninstabilitit den Ubergang zur turbulenten Grenzschichtstrdmung einleitet.
Abbildung 5.10 zeigt die Prinzipskizze der Tollmien-Schlichting-Wellen (TS) und
der Querstrédmungswellen (QS).

Die Prinzipskizze der Abbildung 5.10 zeigt die Querstromungswellen (QS), deren
sogenannte 0-Hertz-Mode ein stehendes Wirbelmuster im Vorderkantenbereich des
Tragfliigels bildet. Die QS-Wellen treten oberhalb eines bestimmten Pfeilwinkels des
Tragfliigels auf und leiten neben den TS-Wellen den laminar-turbulenten Ubergang
cin. Bei der Auslegung moderner transsonischer Laminarfliigel hat man also neben
der Profilkonturierung auch darauf zu achten, dafl der Pfeilwinkel des Tragfliigels
einen kritischen Wert nicht iiberschreitet. Freiflugexperimente haben gezeigt, daf3

ST ——

_"\———

————— \
';\“\O\)\eﬂ

P =17°

6
F:le‘>° =30-10

Abb. 5.10: Prinzipskizze der Transition auf einem Tragfligel und Transitionser-
gebnisse von Freiflugexperimenten (DLR Braunschweig 1990)
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QS-Instabilitaten bei der Flugmachzahl 0.75 in einem Pfeilwinkelbereich zwischen
17° und 20° erstmals auftreten.

Die Abbildung 5.10 zeigt ergdnzend die Ergebnisse von Freiflugexperimenten bei ei-
nem effektiven Pfeilwinkel von ® = 17°. Ein Teilbereich des urspriinglich turbulen-
ten Tragfiiigels eines Forschungsflugzeuges wurde zur Durchfithrung der Freifiugex-
perimente mit einem Handschuh versehen, der die Druckverteilung eines Laminar-
profils verursacht (vgl. Abbildung 5.9). Bei einer Reynoldszahl von Re., = 30 - 10°
und der Machzahl A, = 0.75 wurden die Druckverteilung und die Orte des Tran-
sitionsbeginns auf dem Laminarteil des Fliigelhandschuhes gemessen. Der lami-
nare Bereich der Tragfliigelstrémung wird in der Abbildung von der durchgezogen
gezeichneten Linie des Transitionsbeginns begrenzt. An vier verschiedenen Stel-
len in Spannweitenrichtung auf dem Tragfliigel wurden Stérungen auf der glatten
Tragfliigeloberfliche aufgebracht, um die Fntwicklung der gestérten Strémung zu
analysieren. Diese kiinstlich aufgepriagten Stérungen verursachen einen Turbulenz-
keil, der sich stromab innerhalb eines spitzwinklig begrenzten Bereiches fortsetzt.
Die gestrichelt eingezeichnete Linie zeigt die Begrenzung des Laminarbereichs bei
verdnderlichem Klappenwinkel an der Tragfliigelhinterkante. Damit ist im Frei-
flugexperiment nachgewiesen, dafl die Klappenwinkelstellung eine Méglichkeit zur
Beeinflussung des Laminarbereichs wihrend des Fluges bietet. Mit variabler Hin-
terkantenklappe kann also der Laminarbereich wihrend des Fluges dem jeweiligen
Flugzustand optimal angepal3t werden.

In Abbildung 5.11 sind die Neutralkurven der Wellenpaketstérungen im Gebiet der
TS- und QS-Instabilitdten fiir zwei verschiedene Pfeilwinkel ® = 17° und & = 20°
im sogenannten Wellenwinkeldiagramm dargestellt. Auf der Abszisse ist der Winkel
w, zwischen der Stromabkoordinate x und der Wellennormalen der Ausbreitungs-
richtung sowohl fiir die Tollmien-Schlichting-Wellen (TS) als auch fiir die Quer-
stromungswellen (QS) aufgetragen. Die Ordinate ., bezeichnet die Ausbreitungs-
richtung der sogenannten Gruppengeschwindigkeit. Diese ist von der Ausbreitungs-
oder Phasengeschwindigkeit einer Welle wohl zu unterscheiden. Als Gruppenge-
schwindigkeit bezeichnet man diejenige Geschwindigkeit, mit der sich die durch die
Stérungen in das Stromungsfeld eingebrachte Energie ausbreitet. Der Winkel der
Energieausbreitungsrichtung ¢,, berechnet sich aus der Stromabkomponente w« der
Gruppengeschwindigkeit und ihrer Spannweitenkomponenten v zu:

v - e
Yoy = arctan ” . (5.17)

Wir stellen fest. dafl die instabilen Bereiche sowohl fiir die TS- als auch fiir die QS-
Wellen innerhalb eines Winkelbereiches —17° < ¢,,, < 17° liegen. Dieses Ergebnis
bedeutet anschaulich, daf§ die Stérenergie, die durch die TS- und QS-Wellen in dje
Stromung eingebracht wird, in beiden Fillen nahezu stromab geschwemmt wird.
Besonders interessant ist dieser Aspekt bei den QS-Wellen. Der Bereich der QS-
Instabilitdten besitzt Abszissenwerte in der Umgebung von ¢, = 80°. Dies konnten
wir erwarten, da sich Querstrémungsinstabilitdten ldngs der Tragfliigelvorderkante
formieren. Denn bei einem Pfeilwinkel ® = 17° schliefit die Stromabkoordinate =
mit der Tragfliigelvorderkante einen Winkel von 73° gemessen im mathematisch
positiven Drehsinn ein. Die Ausbreitungsrichtung ¢,, der durch die QS-Wellen
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eingebrachten Stoérenergie steht hingegen nahezu senkrecht auf der Wellennorma-
lenrichtung »,. Bei den TS-Wellen liegt ein anderes Verhalten vor. Die TS-Wellen
sind grundsitzlich laufende Wellen, im Gegensatz zu den QS-Wellen, die neben lau-
fenden Wellen auch stehende Wellen (0-Hertz-Mode) in Form von Wirbelmustern
ausbilden kénnen. Beim Instabilitidtsbereich der TS-Wellen erkennen wir eine Pro-
portionalitdt zwischen der Wellenausbreitungsrichtung ¢, und der Ausbreitungs-
richtung der Stérenergie ¢,,, die beide hauptséchlich stromab weisen.

Ein weiterer wesentlicher Unterschied im Stabilitidtsverhalten der QS- und TS-
Wellen besteht hinsichtlich der Reaktion auf Anderungen des Pfeilwinkels. Bei den
TS-Wellen verkleinert sich der instabile Bereich bei einer Erhéhung des Pfeilwinkels
von ® = 17° aul ® = 20°. Bei den QS-Wellen ist es umgekehrt. Die Ausdehnung
des Instabilitdtsbereichs wachst hier stark an, wenn der Pfeilwinkel um 3° erhdéht
wird. Daraus kénnen wir schlieflen, da3 die Querstromungsinstabilitdt innerhalb
eines sehr kleinen Pfeilwinkelbereichs plétzlich dominant wird. Ob die Transition
iiber Querstrémungsinstabilitdten oder Tollmien-Schlichting-Instabilititen einge-
leitet wird, ist demnach davon abhingig, ob ein kritischer Pfeilwinkel iiber- oder
unterschritten wird. Mit Hilfe stabilititstheoretischer Methoden haben wir somit

den Zugang zu einem Auslegungskriterium fiir transsonische Tragfliigel durch Tran-
sitionsbeeinflussung herausgearbeitet.

Die hier beschriebenen Schlufifolgerungen zum transsonischen Laminarfliigel set-
zen bereits tiefgreifende Kenntnisse der Stabilititstheorie voraus, die in unserern
Lehrbuch "Stréomungsmechanische Instabilititen’ und in dem Ubersichtsartikel von

H. OERTEL jr., J. DELFS 1995 eingehend beschrieben werden.

©, 80
—————— Pfeilwinkel ® = 20°

Abb. 5.11: Stabilitatsbereiche der Tollmien-Schlichting- (

: 5. : TS) und Querstrémungs-
instabilititen (QS) auf dem Tragfliigel
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5.4 StromungsablGésung

Das Phinomen der Stromungsablosung ist uns in den vorangegangenen Kapiteln
bereits mehrfach bei der Diskussion numerischer Ergebnisse begegnet. Wir begin-
nen wiederum mit der Strémungsablésung am Tragfliigelprofil, jedoch zuné&chst
fiir eine Unterschallanstrémung. Auf der linken Seite von Abbildung 5.12 ist ein
Tragfliigelprofil unter vier verschiedenen Anstellwinkeln « bei einer Anstrémung
mit der Machzahl M., dargestellt. Die Gebiete mit erheblichem Reibungseinflufl
sind schraffiert gezeichnet. Fall (a) zeigt das Tragfliigelprofil ohne Anstellung. Im
Diagramm rechts ist der Auftriebsbeiwert ¢, als Funktion des Anstellwinkels «
aufgetragen. Wir erkennen fiir « = 0° einen Auftriebsbeiwert ¢, > 0. Dies ist
eine Folge der Tragfliigelprofilierung, die das Fluid auf der Oberseite des Fligels
schneller strémen 148t als auf der Unterseite und somit eine Druckdifferenz erzeugt.
Der ReibungseinfluB dominiert vor allem in der Grenzschicht und im Nachlaufbe-
reich des Tragfliigels. Es bildet sich unmittelbar hinter der Tragfliigelhinterkante
eine Scherschicht der Grenzschicht ober- und unterhalb des Tragfliigels aus, da die

Geschwindigkeiten verschieden sind.

Eine geringe Erhohung des Amnstellwinkels « fithrt im Fall (b) zu einer betrachtlichen
Erhdhung des Auftriebsbeiwertes ca, ohne groBe Auswirkungen auf den Nachlauf-
bereich im Vergleich zu Fall (a). Im Fall (c) wird durch eine weitere Erhohung des
Anstellwinkels fiir einen bestimmten Winkel « der maximale Auftriebsbeiwert ¢,

Abb. 5.12: Stromungsablésung am Tragfliigelprofil
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erreicht. Jedoch tritt hier bereits Ablosung auf der Profiloberseite auf, was durch
einen stromauf erweiterten reibungsdominierten Bereich schraffiert gekennzeichnet
ist. Eine weitere Erhdhung des Anstellwinkels « fithrt zu einer Ausdehnung des
Abldsebereichs auf der Tragfliigeloberseite stromauf und somit zu einer Abnahme
des Auftriebsbeiwerts ¢,. Im Grenzfall kommt es bereits zu einer Ablésung an der
Vorderkante des Tragfliigels und damit zu einem Zusammenbruch des Auftriebs.

In den letzten Kapiteln hatten wir bereits mehrfach festgestellt, dafl Druckidnderun-
gen 9p/dx in der Auflenstrémung einen wesentlichen Einflufl auf die Geschwindig-
keitsverteilung in der Grenzschicht und somit auf das Verhalten der Grenzschicht
hinsichtlich des laminar-turbulenten Ubergangs bzw. der Strémungsablésung ha-
ben. Wir nahern uns der analytischen Herleitung eines Abldsekriteriums zunachst
am Beispiel einer zweidimensionalen Grenzschicht und gehen am Ende des Kapitels
auf das Abldseverhalten dreidimensionaler Grenzschichten ein.

Abldsung einer Strémung von der Wand tritt dann ein, wenn das aufgrund der Haft-
bedingung in Wandnéahe verzdgerte Grenzschichtmaterial ins Innere der Strémung
transportiert wird. Bei einem Druckanstieg der Auflenstrébmung stromab ist das
innerhalb der Grenzschicht abgebremste Fluid wegen seiner geringen kinetischen
Energie nicht mehr in der Lage, stromab in das Gebiet hheren Druckes zu strémen.
Die Grenzschicht, 16st sich vormn Koérper ab und bildet ein Riickstrémgebiet.

Wir beginnen die analytische Beschreibung des Abldseverhaltens einer zweidimen-

sionalen stationdren Grenzschichl ganz allgemein mit der Grenzschichtgleichung
(3.117) in Stromabrichtung x:

du Ju dp 9*u -
p - u-é-;—l—uwf(); :~&;+;L-EE . (5.18)

Wegen der Haftbedingungen an der Wand « = 0 und w = 0 fiir z = 0 folgt aus
Gleichung (5.18) sofort:

dp 0?%u
Lt (5 (5.19)
z=0

Anhand von Gleichung (5.19) kénnen wir die Entwicklung der Grenzschicht-
strébmung in Abh&ngigkeit des Druckgradienten diskutieren. Nimmt der Druck
in x-Richtung ab, d.h. ist dp/Jx negativ, so wird die Strémung auBerhalb der
Grenzschicht stromab beschleunigt. Damit ist auch 92u/92? < 0, folglich ist die
Kriimmung des Geschwindigkeitsprofils u(z) an der Wand negativ. Wegen der Be-
schleunigung der Strémung steigt die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand, was
dazu fuhrt, dal Jdu/Jz mit zunehmender Stromabkoordinate @ anwichst. Wegen
Tw = p - (Ou/0z),_, steigt damit auch die Wandschubspannung 7,, mit zunehmen-
dem a2 an, folglich gilt: dr,/9z > 0.

Im Falle dp/dxz = 0 wird nach Gleichung (5.19) auch 9%?u/82? an der Wand
zu null, das Geschwindigkeitsprofil v(z) hat dann an Wand einen Wendepunkt.
Die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand bleibt wegen des nicht vorhandenen
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Druckgradienten konstant. Innerhalb der Grenzschicht wird die Strémung jedoch
durch die vorhandenen Reibungskrifte verzdégert. In Wandnahe nimmt dadurch der
Geschwindigkeitsgradient du/dz mit zunehmender Stromabkoordinate z ab. Dies
fithrt zu einer Verringerung der Wandschubspannung 7, in z-Richtung 87, /8x < 0.
Die Stréomungsablésung von der Korperkontur beginnt an dem Ort, an dem die bis-
her positive Wandschubspannung 7, soweit abgesunken ist, da8 sie erstmals den
Wert null annimmt. Dies ist das Kriterium fiir den Beginn der Ablésung.

Ablésekriterium: Tw = 0 (5.20)

In Abbildung 5.13 ist eine Prinzipskizze der Grenzschichtabldsung fiir den Fall
eines positiven Druckgradienten dp/0x > 0 gezeigt. Ein positiver Druckgradient
fiihrt zun&chst dazu, dafl die Stromung aulerhalb der Grenzschicht in z-Richtung
verzogert wird. In der Abbildung ist dies dadurch verdeutlicht, dafl die Geschwin-
digkeitspfeile am Grenzschichtrand mit zunehmender z-Koordinate kiirzer werden.
Wegen dp/dx > 0 gilt nach Gleichung (5.19) fir die Kriimmung des Geschwindig-
keitsprofils an der Wand 9%u/8z% > 0. In gréflerem Wandabstand ist die Kriitmmung
des Geschwindigkeitsprofils u(z) grundsitzlich negativ. Daher mufl bei positiver
Krimmung an der Wand mit d%u/dz? > 0 an mindestens einer Stelle innerhalb
der Grenzschicht gelten: 8%u/8z? = 0. Diese Stelle ist ein Wendepunkt des Ge-
schwindigkeitsprofils w(z). Im Vergleich zum Beginn der Ablésung, bei der sich der
Wendepunkt an der Wand befindet, wandert der Wendepunkt nach Beginn der
Ablosung ins Grenzschichtinnere. In Abbildung 5.13 lassen sich die Konsequen-
zen eines positiven Druckgradienten dp/0dx > 0 leicht verfolgen. In diesem Fall
wird die Grenzschichtstrémung nicht nur durch Reibungs- sondern auch durch die
Druckkrafte verzogert und die Krimmung an der Wand ist stets positiv. Die Wand-
schubspannung 7,, nimmt in z-Richtung ab und bei 7, = 0 beginnt die Ablosung.

, 7 X
Jdu
3D %Y .0 57 =0 2y
IP _o0 3z dz o.‘z<O
3 X

Abb. 5.13: Prinzipskizze der Grenzschichtablésung
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Im zweidimensionalen Fall ist dies gleichbedeutend mit du/3z = 0. Im weiteren
Verlauf stromab wird die Wandschubspannung negativ. Dies bedeutet eine Umkehr
der Strémungsrichtung in Wandnéhe mit du/9z < 0 und somit Riickstrémung. Die
Riickstromung fiithrt hdufig stromab des Ablésepunktes zu einem sogenannten Re-
zirkulationsgebiet, in dem die Grenzschichtgleichungen (3.116)-(3.118) nicht mehr
giiltig sind und die vollstidndigen Navier-Stokes-Gleichungen (3.62)-(3.64) geldst
werden miissen. Dies sind die FAVRE-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen fiir
cine kompressible turbulente Strémung, die wir im Falle der Tragfligelstromung
eines transsonischen Verkehrsflugzeuges vorliegen haben. Die Wandschubspannung
7. kann daher mit Hilfe der Grenzschichtgleichungen lediglich bis zum Ablosepunkt
berechnet werden.

Bei der dreidimensionalen Grenzschichtstrémung auf einem transsonischen
Tragiliigel dulert sich die Entstehung eines Ablésebereichs durch die Konvergenz
der Wandstromlinien. Dieses Verhalten hatten wir anhand von Abbildung 4.26
in Kapitel 4.2.3 iiber das Finite-Differenzen-Verfahren diskutiert. Dort hatten wir
erkannt, daf3 die Strémung entlang der Konvergenzlinie ablost, was als Gultigkeits-
grenze fiir die Grenzschichtgleichungen interpretiert werden konnte. Ein Ablése-
kriterium, welches dem fiir zweidimensionale Strémungen in Gleichung (5.20) auf-
gefithrten Kriterium entspricht, kann bei Vorliegen einer dreidimensionalen Grenz-
schicht nicht angegeben werden, da die Wandschubspannung 7,, in diesem Fall keine
Nullstellen hat. Zum Verstidndnis der Vorgiange bei der dreidimensionalen Grenz-
schichtablésung ist jedoch die Einfuhrung einiger zusétzlicher Definitionen nétig.
Dabei handelt es sich im wesentlichen um Erweiterungen geometrischer und ki-
nematischer Begriffe der zweidimensionalen Stréomungslehre auf drei Dimensionen.
Wir werden am Fnde dieses Kapitels darauf eingehen.

Nach der Stréomungsablésung auf dem Tragfliigel kommen wir auf das gleiche
Phinomen bei der Kraftfahrzeugumstrémung zuriick. Wahrend die Strémungs-
abldsung auf dem Tragfliigel zur Aufrechterhaltung des Auftriebs vermieden werden
muf, stellt sie beim Kraftfahrzeug eine wesentliche Komponente bei der Wider-
standsreduzierung der Kraftfahrzeugumstrémung dar. Einen ersten Eindruck der
Ablésebereiche einer Kraftfahrzeugumstromung hatten wir bereits im einfiihren-
den Kapitel in Abbildung 1.3 gewonnen. Beim Kraftfahrzeug mit Stufenheck rech-
nen wir mit Stromungsablésung am Ende der Motorhaube unmittelbar vor der
Winschutzscheibe, sowie auf der Heckscheibe unmittelbar vor dem Kofferraum-
deckel. Mit unscrem jetzigen Kenntnisstand kénnen wir dieses Stréomungsverhal-
ten bei einem Blick auf Abbildung 2.10 sofort verstehen. Dort ist die qualitative
Druckverteilung auf der Fahrzeugkontur eines Wagens mit Stufenheck gezeigt. Wir
erkennen Gebiete mit positiven Druckdifferenzen genau in den soeben erwéhnten
ablésegefahrdeten Bereichen. Diese mit einem @-Zeichen gekennzeichneten Gebiete
bedeuten nichts anderes als das Vorhandensein eines positiven Druckgradienten
dp/Ox. der wie wir jetzt wissen zu Stromungsablésung und Riickstrémung fithrt.
In Abbildung 1.3 sind dariiberhinaus die Seitenwirbel dargestellt, die zusammen
mit der abgelésten Stréomung des Fahrzeughecks hinter dem Wagen die Nachlauf-
stromung bilden, die wir in Kapitel 5.5 behandeln
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Der linke Teil von Abbildung 5.14 zeigt eine Momentaufnahme der Strémungs-
ablésung am Kraftfahrzeug in einem Modellversuch. Im rechten Teil der Abbildung
ist die zugehorige Prinzipskizze dargestellt. Wir erkennen, dafl die Strémungs-
ablosung am Heck eine komplizierte Nachlaufstréomung nach sich zieht, die sich
aus mehreren Anteilen zusammensetzt. Die Stromungsablésung an den Seiten des
Hecks fiithrt zur Bildung zweier Nachlaufwirbel, von denen der rechte in der Prin-
zipskizze dargestellt ist. Die Stromungsablésung auf dem Kofferraumdeckel fiihrt
zu einem Rezirkulationsgebiet hinter dem Heck. Diese beiden Nachlaufanteile sind
nicht unabhéngig voneinander, sondern beeinflussen sich gegenseitig. Wir erkennen
an diesem Beispiel bereits, dafy die Stréomungsabldsung am Kraftfahrzeug und die
daraus resultierende Nachlaufstréomung dreidimensional ist.

Wir haben die Grenzschichtabléosung bel einem Kraftfahrzeug anhand einer Mo-
mentaufnahme der Umstrémungsverhiltnisse in Abbildung 5.14 besprochen. Die
Stromungsablésung am Heck eines Automobils oder an stumpfen Kérpern ist je-
doch in weiten Bereichen der Reynoldszahlen instationir. Deshalb betrachten wir
an einem vereinfachten Beispiel die Auswirkungen der instationdren Ablésung auf
den Widerstandsbeiwert ¢, in Abh#ngigkeit der Reynoldszahl anhand der Um-
stromung einer Kugel mit dem Durchmesser D. Es gilt also ¢, = ¢, (Rep), wobei
Rep = Us- D /v die mit dem Kugeldurchmesser D gebildete Reynoldszahl darstellt.

Wir beginnen die Diskussion der Reynoldszahlabhingigkeit von ¢, zunichst
fiir Reynoldszahlen Rep < 1. Bei solchen Reynoldszahlen iberwiegen die Rei-
bungskrafte die Trigheitskrifte bei weitem. Es handelt sich um sogenannte schlei-
chende Strémungen, die analytisch beschrieben werden kénnen. Fiir die Wider-

standskraft W einer bei Rep < 1 stationdr umstrémten Kugel lautet die Ldsung
von Stokes:

D
W:6-7r~;1-—9—-l/’oo . (5.21)

Abb. 5.14: Fotografie der Stromungsablésung am Kraftfahrzeug in einermn Modell-
versuch und Prinzipskizze
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Ein Drittel dieser Widerstandskraft W hat seinen Ursprung im Druckgradienten
und zwei Drittel in den Reibungskraften. Bemerkenswert ist ferner, dafl die Wider-
standskraft W im Bereich schleichender Strémungen proportional der ersten Potenz
der Geschwindigkeit U, ist. Unter Berticksichtigung der Definition des c,-Wertes
erhalten wir aus Gleichung (5.21) eine Beziehung fir ¢, = ¢, (Rep). Es gilt:

- w  24-p 24 5 99
L U2 2D p-Us-D  Rep ’ (5.22)
Die Beziehung ¢,, = 24/ Rep wird auch als Stokes’sches Widerstandsgesetz bezeich-

net und ist giiltig im Reynoldszahlbereich Rep < 1.

Bei einer Erhéhung der Reynoldszahl bis zu einem Wert von Rep =~ 300 herrscht
stromab der angestrémten Kugel ein Zustand stationdrer Ablésung vor. Die Fluid-
teilchen in unmittelbarer Wandnéahe verlieren durch die starken Reibungskréafte der-
art an kinetischer Energie, daB3 sie nicht in der Lage sind, den Druckanstieg in der
hinteren Hélfte der Kugel zu kompensieren. Die Folge ist eine Strémungsablésung
in der Umgebung des Kugeliquators. Es stellt sich ein stationdres Riickstrémgebiet
im Nachlaufbereich unmittelbar hinter der Kugel ein. Bei der Berechnung der sta-
tiondren Nachlaufstrémungen kénnen die Triagheitsterme nicht mehr vernachléassigt
werden und es sind die vollstindigen Navier-Stokes-Gleichungen zu 16sen.

Fine weitere Steigerung der Reynoldszahl bis zu einem Wert von Rep = 2000 fithrt
erstmals zur Bildung einer instationdren Wirbelablésung der laminaren Grenz-
schicht auf der Kugeloberfliche mit einem laminaren Nachlauf. Oberhalb von
Rep = 2000 bis etwa Rep = 3 - 10° erfolgt der Ubergang zu einer turbulenten
Nachlaufstrémung. Im Reynoldszahlbereich 3-10° < Rep < 4-10° wird die Grenz-
schichtstrémung auf der Kugel turbulent. Der Ablésebereich verlagert sich auf der
Kugeloberfliche stromab und hat eine Verjiingung der Nachlaufstrémung zur Folge.
Damit verbunden ist ein drastisches Absinken des ¢,,- Wertes, wie in Abbildung 5.15

gezeigt. Bei einer turbulenten Grenzschicht ist der Reibungswiderstand zwar gréfer
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Abb. 5.15: Widerstandsbeiwert ¢, der Kugel in Abhiangigkeit der Reynoldszahl
REI) = L/OO - D/I/
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als bei einer laminaren, dafiir ist der Druckwiderstand des verjiingten Nachlaufes
aber erheblich geringer als im laminaren Fall, was zur Verringerung des Gesamtwi-
derstandes fiihrt.

Im Bereich 4 - 10° < Rep < 10°%, der uns letztendlich bei der Kraftfahrzeugum-
stromung interessiert, wandert der laminar-turbulente Ubergangsbereich auf der
Kugeloberfliche nach vorne, wodurch der Reibungswiderstand ansteigt, wihrend
der Druckwiderstand weitgehend konstant bleibt. Dadurch steigt der ¢,,-Wert wie-
der an. Im Reynoldszahlbereich Re, > 10° ist die Grenzschicht auf der Kugel-
oberflache ab dem vorderen Staupunkt turbulent, wodurch die Ablésestelle stromab
festliegt und sich bei einer weiteren Steigerung von Rep nicht mehr dndert. Daher
wird auch der ¢, -Wert der Kugel unabhingig von Rep.

Wir kommen nach den Ablésungsvorgingen am Tragfliigel und am Kraftfahrzeug
zu unserem dritten Anwendungsbeispiel, dem Drehmomentenwandler. Wir betrach-
ten die Stromungsablésungen in den Stromungskanilen der zufiihrenden Rohrlei-
tungen. Die Stromungsablésung verursacht auch hier zusitzliche Verluste. Wir be-
trachten den Kriimmer in Abbildung 5.16, der eine vertikale Stréomung in eine
horizontale Stréomung umlenkt. Wir setzen im geraden vertikalen Rohrstiick eine

B
ohne Ablésung --—--- mit Abldsung

Abb. 5.16: Prinzipskizze der Stromungsablosung im Kanalkrimmer
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stationire ausgebildete Rohrstrémung voraus, in der ein treibender Druckgradient
in Strémungsrichtung vorherrscht, in radialer Richtung quer zur Stréomung wird
konstanter Druck vorausgesetzt.

Die Bernoulli-Gleichung fiir gekriimmte Stromfédden liefert die Aussage, daB der
Druck in radialer Richtung ansteigt, um der Fliehkraft das Gleichgewicht zu hal-
ten. Es baut sich ein Druckgradient quer zur Strémungsrichtung auf, der zu einem
Druckanstieg an der Aulenwand und zu einem Druckabfall an der Innenwand des
Kritmmers fihrt. Dies wirkt dem Druckabfall lings der Stromlinienkoordinate s an
der Auflenwand entgegen und verstirkt ihn an der Innenwand. Die Stromlinien-
koordinate s bezeichnet die Bogenlange eines betrachteten Stromfadens und wird
stromab positiv gezahlt. Bei den letzten Beispielen hatten wir bereits mehrfach fest-
gestellt, daB3 ein Druckanstieg in Strémungsrichtung zu Strémungsablésung fiihrt.
Daher setzt die Ablésung zuerst an der Auflenwand in Punkt A ein. Beim Austritt
aus dem Kritmmer gleicht sich der Druck quer zur Strémungsrichtung wieder aus.
Dadurch steigt der Druck an der Innenwand und fillt an der Auflenwand wieder
ab. Dies fliihrt zu einem Wiederanlegen der Stréomung an der Auflenwand und zum
Beginn der Stréomungsablésung im Punkt B an der Innenwand. Auch an der Innen-
wand legt sich die Stréomung mit zunehmender Bogenlidnge s in einiger Entfernung
nach Passieren des Kriimmers im geraden horizontalen Rohrstiick wieder an. Dort
herrscht wieder ein negativer Druckgradient 9p/ds, der die Strémung durch das
Rohr treibt und den Reibungskriften das Gleichgewicht halt. Der Druck quer zur
Stromungsrichtung ist in diesem nichtgekrimmten Teilabschnitt wieder konstant.

Wir erkennen in Abbildung 5.16, dafl sich stromab der Ablésepunkte A und B
sowohl an der Auflen- als auch an der Innenwand Rezirkulationsbereiche ausgebil-
det haben, die einen zuséatzlichen Energieverlust der Strémung bewirken. Im un-
teren Bild von Abbildung 5.16 ist der Druckverlauf im Rohr fir zwei Stromlinien
im Auflen- und Innenwandbereich Gber der Stromlinienkoordinate s aufgetragen.
Die fallende Gerade zeigt den linearen Druckabfall in einem geraden Rohrstiick
an. Die durch Reibung hervorgerufenen Energieverluste der Stréomung duf3ern sich
auch ohne Ablésung durch einen Druckverlust in Stromungsrichtung. Oberhalb
der Geraden gibt die durchgezogene Kurve den Druckverlauf einer Stromlinie im
Auflenwandbereich an, wie er sich ohne Abldsung einstellen wiirde. Unterhalb der
Geraden findet sich die entsprechende Kurve fiir eine Stromlinie im Innenwandbe-
reich. Die Ablésung in den Punkten A und B tritt jeweils im Bereich ansteigender
Driicke auf. Der zusatzliche Strémungsverlust durch Abldsung zeigt sich im Dia-
gramm dadurch, daf} die gestrichelten Druckverldufe an der Auflen- und Innenwand
des Kriimmers unterhalb derjenigen ohne Ablésung verlaufen.

Neben der Stromungsablésung tritt im Kriimmer noch eine Sekundarstromung auf.
Diese wird der Hauptstréomung in Richtung der Stromlinienkoordinate s tiberla-
gert und verursacht erhebliche Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zur Haupt-
stromung. Ursache dieser Sekundéarstromung ist die Kriimmung des Rohres, sowie
die Verzdgerung der Stromung durch Reibungskrifte an der Wand. Die Geschwin-
digkeit ist an der Innenseite des Kriinmers gréfler als an der Auflenseite. Das in
Wandnéhe stromende Fluid hat aufgrund der Reibung eine geringere Geschwin-
digkeit als das Fluid in der Mitte des Kritmmers. Die Zentrifugalkréafte, die in der
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Mitte des IKrtimmers gréBer sind als an den Seitenwinden, verursachen die Bewe-
gung nach auflen. Dies ist aber aus Griinden der Kontinuitit nur mdglich, wenn
an den Winden des Kriimmers eine Bewegung in umgekehrter Richtung einsetzt.
IZs bildet sich folglich ein Doppelwirbel aus, der der Hauptstrémung iiberlagert ist.
Auch diese Sekundarwirbel fiithren zu Stromungsverlusten, so daf3 wir die Verluste
in einem Kriimmer in die folgenden drei Komponenten unterteilen kénnen: Rei-
bungsverluste, Abl&sungsverluste hervorgerufen durch die Kriitmmung, Verlu-
ste durch Sekundarstrémungen.

Wir verweisen darauf, dafl die von uns gewihlten Anwendungsbeispiele das
Verstandnis der dreidimensionalen, turbulenten Stromungsablésung voraussetzen.
Die zweidimensionalen Betrachtungsweisen kénnen nur eine erste vollig unzurei-
chende Hilfestellung fiir das Verstindnis der Stromungsablésung geben. Zum Ab-
schlull dieses Kapitels wollen wir daher einige Grundbegriffe der dreidimensionalen
Stromungsablésung einfithren, ochne daf3 wir im Rahmen dieses Lehrbuchs die De-

tails behandeln konnen.

In einem dreidimensionalen Stromungsfeld miissen wir zunéchst den Begriff der
Stromfliche definieren. Wir beginnen mit dem bekannten Begriff der Stromlinien.
Diese beschreiben das Tangentenfeld des Geschwindigkeitsvektors Vv = (u,v,w).
Die Differentialgleichungen der Stromlinien im Raum lassen sich durch folgende

Beziehung zusammenfassen:
dx : dy : dz = uwlz,y,z,t) : vlx,y,z,t) : w(z,y,z,t) (5.23)

In einem stationiren Stromungsfeld setzen wir eine beliebige raumfeste Kurve C
voraus. Als Stromfliche definieren wir diejenige Fliche, welche von den Strom-
linien gebildet wird, die die gegebene raumfeste Kurve ' durchstofien. Eine
Stromflache ist somit eindeutig definiert durch Vorgabe einer Kurve ¢ und ei-
nes Geschwindigkeitsfeldes v, welches mit den Stromlinien {iber Gleichung (5.23)
zusammenhéngt. Mit diesen Definitionen lassen sich zweidimensionale und dreidi-
mensionale Strémungen in folgender Weise voneinander abgrenzen:

e Stromungen, bei denen orthogonale kartesische Koordinaten (z,y,z) so
gewihlt werden koénnen, dafl der Geschwindigkeitsvektor ¥ immer in der
(2, z)-Ebene oder einer zu ihr parallelen Ebene liegt. Es ist also die durch
die z-Achse erzeugte Stromfliche eben. Alle Ableitungen nach y verschwin-
den, so daBl zweidimensionale ebene Strémungen vorliegen

e Strémungen, bei denen sich kein orthogonales Koordinatensystem finden 148t
in welchem die Ableitungen nach y iiberall verschwinden, sind dreidimensio-

nale Stromungen

Wir beschreiben die Strémungsablésung zunichst bei einer stationidren zweidi-
mensionalen Strémung unter Benutzung des Stromlinienbegriffs und erweitern
die Beschreibung dann auf dreidimensionale Stréomungen unter Benutzung der
Stromflache. In Abbildung 5.17 auf der linken Seite ist das abgeléste Rezirkulations-
gebiet in einer stationdren zweidimensionalen Stréomung langs einer festen Wand da-
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durch charakterisiert, dafl die Stromlinien innerhalb des Rezirkulationsgebietes ge-
schlossene Kurven darstellen. Wir betrachten eine Stromlinie stromauf des Ablése-
punktes langs der Wand, eine sogenannte Wandstromlinie. Eine solche Wandstrom-
linie in einer reibungsbehafteten Stromung ist nur deshalb definierbar, da die Ge-
schwindigkeit cine Vektorgréfle mit Betrag und Richtung ist. Zwar ist der Betrag
von VvV wegen der Haftbedingung langs der Wand gleich null, aber die Richtung ist
uberall definiert. Somit ist auch eine Stromlinie als Integralkurve des Richtungs-
feldes von V(x,y,z) gemifl Gleichung (5.23) definierbar. Im Abldsepunkt A der
betrachteten Stromung verzweigt sich die Wandstromlinie in eine Trennstromlinie,
die das Rezirkulationsgebiet von dem nicht abgeldsten Stromungsbereich trennt,
und in eine Wandstromlinie als Abgrenzung von Rezirkulationsgebiet und Wand.
Wichtig ist, daf} es sich dabei im Ablésepunkt um eine negative Stromlinienverzwei-
gung handelt. Dies bedeutet, dal die Richtungen der Wandstromlinien stromauf
und stromab des Abldsepunktes aufeinander zuweisen, wahrend die Trennstrom-
linie die Richtung der Hauptstrémung aufweist. Ein Ablésepunkt in einer zwei-
dimensionalen stationdren Stromung ist somit gleichzusetzen mit einer negativen
Stromlinienverzweigung. Diese sich verzweigende Stromlinie trennt das Rezirkula-
tionsgebiet einerseits von der Wand und andererseits von der Auflenstrémung ab.
Am Ort der Stromlinienverzweigungen an der Wand gilt fiir die Schubspannung
entsprechend Gleichung (5.20) 7, = 0.

Wir gehen nun dazu iiber, die eingefiihrten Begriffe anhand einer einfachen Kon-
figuration systematisch auf die dreidimensionale Stréomungsabldsung zu erweitern
und somit zu cinem Kriterium fiir die dreidimensionale Ablésung zu kommen. Wir
betrachten dazu im rechten Teil der Abbildung 5.17 einen in seiner Langsachse
unendlich ausgedehnten querangestromten Zylinder. Die Zylinderachse sei nicht
senkrecht zur Anstromrichtung, sondern um einen kleinen Winkel gegen die Senk-
rechte geneigt. Auf der der Anstrémrichtung zugewandten Zylinderseite befindet
sich dann auf der Zylinderoberfliche kein Staupunkt, sondern eine Staulinie par-
allel zur Zylinderachse. Durch die Erweiterung einer zweidimensionalen Strémung
auf eine dreidimensionale hat der Begriff Staupunkt eine Erweiterung auf den Be-

Abb. 5.17: Prinzipskizze der zwei- und dreidimensionalen Strémungsablésung
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griff Staulinie erfahren. Genauso verhilt es sich mit dem Begriff der Trennstromlinie
aus der zweidimensionalen Betrachtung. Die ankommende Stromlinie verzweigt sich
dort in zwei Trennstromlinien. Mit diesem Verhalten korrespondiert im dreidimen-
stonalen FFall die Verzweigung der Staulinie in zwei Stromflachen, die den Zylinder

umstromen.

Auf der Riickseite des Zylinders kommen diese beiden Stromflachen in der hinteren
Staulinie wieder zusammen (vgl. Abbildung 5.17). Diese hintere Staulinie ist germaf
der Logik unserer Bezeichnungsweise eine negative Stromflichen-Verzweigungslinie,
da die Richtungen der Geschwindigkeitsvektoren dort aufeinander zuweisen. In die-
ser Stromflachen-Verzweigungslinie bildet sich eine abflielende Stromfliche. Die
negative Stromflachenverzweigung im dreidimensionalen Fall ist somit gleichbe-
deutend mit der negativen Stromlinienverzweigung im zeidimensionalen Fall. Der
wesentliche Unterschied zum zweidimensionalen Fall liegt darin, dafl die Wand-
schubspannung 7, auf der Abldselinie keine Nullstellen hat.

5.5 Nachlaufstréomung

In diesem abschlieBenden Kapitel iiber die Strémungsphdnomene der von uns
ausgewahlten Anwendungsbeispiele analytischer und numerischer Methoden der
Strémungsmechanik behandeln wir die Nachlautstrémung. Wir beginnen wiederum
mit der Umstrémung eines Tragfliigelprofils und betrachten hierzu in Abbildung
5.18 die Prinzipskizze der Nachlaufstrémung hinter einem Tragfliigelprofil. Den
Verdichtungsstof, die StoB-Grenzschicht-Wechselwirkung, sowie die Stromungs-
ablésung der Grenzschicht haben wir bereits kennengelernt. Wir befassen uns im
folgenden mit der Strémung im Hinterkantenbereich des Fliigels, in dem die saug-
die druckseitige Tragfliigel-Grenzschicht aufeinander treffen und den

seitige und
Die Grenzschichtdicken oberhalb und unterhalb des Tragfliigels

Nachlauf bilden.

Schallinie N
e

// Stof3

! Grenzschicht

Nachlauf

Abb. 5.18: Prinzipskizze der Nachlaufstrémung beim Tragfliigelprofil
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weisen unterschiedliche Werte auf. Infolge des Druckanstieges durch den Verdich-
tungsstof3 auf der Oberseite des Tragfliigels dickt die obere Grenzschicht im Hin-
terkantenbereich im Vergleich zur Grenzschicht auf der Unterseite stiarker auf. Mit
wachsendem Abstand stromab des umstréomten Tragfliigelprofils verbreitert sich
der Nachlauf aufgrund der Reibung und das Geschwindigkeitsprofil flacht ab.

Turbulente Nachlaufstromungen haben Grenzschichtcharakter, da ihre Erstreckung
in Querrichtung z sehr viel kleiner als ihre Langserstreckung stromab in x-Richtung
ist, und da starke Geschwindigkeitsgradienten in z-Richtung auftreten. Ebene
Nachlaufstromungen lassen sich durch folgendes Gleichungssystem fiir den inkom-
pressiblen Fall beschreiben:

Ju  Ow .

oc "a: = O (5.24)
Ou |, 0wy, 0 L 9n (5.25
at CCox TV e T p Oz 5-25)

7: bedeutet hierin die Schubspannung der turbulenten Scheinreibung. Im Vergleich
zu den Grenzschichtgleichungen (3.116) und (3.117) ist die Kontinuitétsgleichung
(5.24) unverindert. In der Impulsgleichung in z-Richtung (5.25) ist in diesem Fall
zunichst der instationdre Term hinzugekommen. Der Druckterm ist hingegen fort-
gelassen worden, da der Druck im Nachlauf in erster Naherung als konstant ange-
nommen werden kann. Dies gilt allerdings nur in einiger Entfernung des umstrémten
Profils. Ebenso fehlen Terme der viskosen Reibung, die gegeniiber der sehr viel
grofleren turbulenten Reibung vernachlédssigt werden kann. Die turbulente Schub-
spannung 7; berechnet sich unter Benutzung beispielsweise des Mischungsweg-
Amnsatzes von Gleichung (3.81) zu:
du _ _ 2 du, du

Tz:.tlt‘gz/)‘- : E}E

In Gleichung (5.26) 1i8t sich das Produkt [? - |0@/dz| als scheinbare kinematische

m?

(5.26)

Zahigkeit der Einheit [ auffassen. Entsprechend der Ausfithrungen in Kapitel
3.5.3 stammt von L. Prandtl der Ansatz, diese scheinbare kinematische Zahigkeit
so zu bilden, daBl diec maximale Geschwindigkeitsdifferenz der zeitlichen Mittel-
werte der Nachlaufstrémung Umaer — tUmin mMit einer Linge multipliziert wird, die
der Breite b des Vermischungsgebietes in z-Richtung proportional ist. Wir kénnen
also ansetzen:

du

"12 ) !" = K1 - b- (ﬁ'ﬂla:r - ﬁnlin) . (5_7)

Oz
#1 steht fiir eine dimensionslose Zahl, die nur mit Experimenten ermittelt werden
kann.

Wir interessieren uns im weiteren fiir die Entwicklung der Nachlaufbreite & mit
zunehmendem Abstand x von der Hinterkante b(x) und fiir die Abnahme der
Geschwindigkeitsdifferenz t,nas — Wmin mit anwachsendem z. Dazu miissen einige
Abschéitzungen fiir die Breite b und die Geschwindigkeitsdifferenz Au durchgefiihrt
werden. Wir benétigen die Prandtl’sche Annahme, dafl der Mischungsweg [ pro-
portional der Nachlaufbreite b(2) ist, sowie die Voraussetzung stromab &hnlicher
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Geschwindigkeitsprofile. Ahnlichkeit bedeutet in diesem Zusammenhang, daf die
dimensionslose Geschwindigkeitsdifferenz Au(z)/Aupmer mit Au(z) = U — a(z)
an jedem Ort x der Nachlaufstrémung eine Funktion f der dimensionslosen Nach-

laufbreite z/b(2) ist:
Au(z) z
Atimar ! (b(m)) ’ (5.

Eine anschlieBende Auswertung des Impulssatzes in Verbindung mit der Wider-
standsformel fiir einen umstromten Korper liefert im Falle einer ebenen Nachlauf-

28)

ot

stromung das Ergebnis:

Q

b 1
b(x) ~ Vo bzw. y und AUppga ~ L (5.29)

€T Ng

P

Bei einer ebenen Nachlaufstrémung nimmt also die Breite b des Nachlaufberei-
ches gemessen in z-Richtung proportional zu /z zu, die Geschwindigkeitsdifferenz

hingegen mit 1//x ab.

Nach der Erlauterung grundsitzlicher Begriffe der Nachlaufstrémung und der Be-
schreibung des Tragfliigelnachlaufes erginzen wir abschlieBend die inkompressible
Nachlaufstromung des Kraftfahrzeuges. Dazu ist es an dieser Stelle nétig, zwei
neuartige Begriffe einzufiihren. Die Nachlaufstrémung hinter einem angestrémten
Kraftfahrzeug wird unterteilt in einen sogenannten absolut sensitiven Bereich
und einen konvektiv sensitiven Bereich. Dabei definieren wir den absolut sen-
sitiven Bereich als denjenigen reibungsbehafteten Stréomungsbereich, in dem lo-
kal eingebrachte Stérungen zeitlich und raumlich angefacht werden und mit fort-

absolut sensitiv konvca_ktiv
sensitiv

Abb. 5.19: Absolut und konvektiv sensitiver Strémungsbereich
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schreitender Zeit den gesamten absolut sensitiven Strémungsbereich beeinflussen.
Im konvektiv sensitiven Bereich werden lokal eingebrachte Stérungen stromab ge-
schwemmt und kénnen den urspriinglichen Ort der Stérungen mit fortschreitender
Zeit nicht weiter beeinflussen.

In der Prinzipskizze der Abbildung 5.19 ist der absolut sensitive Bereich hinter dem
mit der Geschwindigkeit U, angestrémten Korper grob gerastert dargestellt. Das
Geschwindigkeitsprofil unmittelbar stromab des Kérpers besitzt in der Umgebung
seiner Symmetrieebene ein Riickstrémgebiet mit stromauf weisenden Geschwindig-
keitsvektoren. Dies bedeutet, daB sich eine im absolut sensitiven Bereich einge-
brachte Stérung auch stromauf ausbreiten kann. Der absolut sensitive Bereich wird
stromab begrenzt durch den Resonanzpunkt £. Dies ist stromab der erste Punkt,
ab dem eine lokal eingebrachte Storung keine Riickwirkung mehr auf den Korper
ausiiben kann. Stromab des Resonanzpunktes sprechen wir von einem konvektiv

sensitiven Bereich.

Zur weiteren Verdeutlichung der Einteilung der Nachlaufstréomung in einen absolut
und konvektiv sensitiven Bereich betrachten wir die jeweils zugehdrigen Weg-Zeit-
Diagramme in Abbildung 5.19 unten. Die Amplituden einer im absolut sensitiven
Bereich lokal eingebrachten Storung wachsen rdumlich und zeitlich an und beein-
flussen mit zunechmender Zeit auch den Bereich stromauf ihrer Ausgangsposition.
Im Vergleich dazu wachsen die Amplituden einer im konvektiv sensitiven Bereich
eingebrachten Stérung lediglich stromab ihres Ursprungs an. Diese Stérungen wer-
den stromab geschwemmt und koénnen keine Rickwirkung auf den Ort ihrer Aus-

gangsposition austiben.

Mit der Bereichseinteilung in absolut und konvektiv sensitive Bereiche der Nach-
laufstrémung ist der Weg zu einer effizienten Stromungsbeeinflussung bereitet, die
eine Reduzierung des Widerstands eines Kraftfahrzeugs zum Ziel hat. Abbildung
5.20 zeigt drei im Mittelschnitt der dreidimensionalen Nachlaufstrémung gemes-
sene, zeitlich gemittelte Nachlaufgeschwindigkeitsprofile sowie den zu erwarten-
den absolut sensitiven Bereich, der gepunktet dargestelll ist. Die Messungen wur-

absolut konvektiv
sensitiv sensitiv

Abb. 5.20: Windkanalexperiment zur unbeeinflufiten Kraftfahrzeugumstromung
mit absolut sensitivermn Nachlautbereich
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den im Windkanal in einer turbulenten Nachlaufstrémung bei einer Reynoldszahl
von Res. = 5 - 10° durchgefiihrt. Auf der linken Seite der Abbildung 5.20 ist das
Windkanalmodell zu sehen, auf der rechten Seite drei Geschwindigkeitsprofile fir
unterschiedliche Positionen stromab des Fahrzeuges. Wir erkennen das charakteri-
stische Geschwindigkeitsminimum in der Mitte der Nachlaufprofile. Das erste Profil
unmittelbar hinter dem Kraftfahrzeug weist stromauf gerichtete Geschwindigkeits-
vektoren auf, was auf Riickstrémung hinweist. Der absolut sensitive Bereich mit
dem Resonanzpunkt £ ist gepunktet eingezeichnet. Wir haben bereits gelernt, daf3
stromab von £ keine Vorwirtswirkung auf das Kraftfahrzeug mehr stattfinden
kann.

Der absolut sensitive Bereich im Nachlauf des Kraft{fahrzeuges wird mit Hilfe einer
erweiterten Stabilititsanalyse identifiziert. Eine besonders effiziente Strémungs-
beeinflussung zur Reduzierung des Widerstandes eines Kraftfahrzeuges wird an-
schlieBend erreicht, indem verhindert wird, dafl die an der Abreilkante des Kof-
ferraumes abgehende Scherschicht einen absolut sensitiven Bereich im Nachlauf
bildet. In der Praxis wird die angestrebte Stromungsbeeinflussung beim Kraft-
fahrzeug mit einem in der Stofistange integrierten Stréomungskanal realisiert (vgl.
Abbildung 5.21). Dieser Kanal lenkt einige Prozent des zwischen der Strafle und
dem Fahrzeugboden hindurchstromenden Massenstroms derart um, daf3 die Scher-

ohne Ausblasen
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Abb. 5.21: Windkanalmessung der Nachlaufstromung eines Kraftfahrzeuges ohne
und mit Nachlaufbeeinflussung
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schicht hinter der Abreiflkante abgebaut und somit der absolut sensitive Bereich
in der Kraftfahrzeug-Nachlaufstréomung unterdriickt wird. Messungen im Windka-
nal an einem Fahrzeug, das mit dem beschriebenen Umlenkkanal versehen war,
bestatigten die widerstandsreduzierende Wirkung der gewéhlten Strémungsbeein-
flussung. Die ersten Messungen des zeitlich gemittelten Geschwindigkeitsprofils im
Nachlauf eines Fahrzeuges mit Ausblas-Kanal zeigen, daf3 die Stréomungsbeeinflus-
sung zwar noch nicht optimiert werden konnte, jedoch eine gemessene Widerstands-
reduzierung von 10% bereits durch Vermeiden des absolut sensitiven Bereichs im
Mittelschnitt der Nachlaufstrémung erzielt wurde.

Anhand der beiden Geschwindigkeitsprofile in Abbildung 5.21 ohne und mit Aus-
blasen kénnen wir den Einflufl des Umlenkkanals genauer diskutieren. Aufgetragen
ist die dimensionslose Nachlaufgeschwindigkeit » /U, als Funktion der dimensions-
losen Hohe des Kraftfahrzeuges z/H in einiger Entfernung hinter dem Kraftfahr-
zeug. Im oberen Geschwindigkeitsprofil fiir den unbeeinflu$ten Fall ohne Ausblasen
ist. im Nachlauf-Bereich z /H = 0.5 ein deutliches Geschwindigkeitsminimum zu er-
kennen. Im unteren Bild fiir den Fall mit Ausblasen ist das Geschwindigkeitsmini-
mum an der gleichen Stelle z/H erheblich weniger ausgeprigt. Unmittelbar hinter
dem Kraftfahrzeug war im oberen Fall ein Riickstréomgebiet vorhanden, im unteren
nicht mehr, d.h. die Ausbildung eines absolut sensitiven Bereiches wurde durch das

Ausblasen verhindert. Diese Mafinahme fithrte zu einer Widerstandsreduzierung
von 10%.

Insgesamt 148t sich die Kraftfahrzeugentwicklung in Abbildung 5.22 zusammen-
fassen. In den vergangenen Jahrzehnten wurde die Kraftfahrzeugentwicklung ent-
scheidend von der Strémungsoptimierung hinsichtlich der Reduzierung des Wider-
standes mitbestimmt. Dabei beschrinkte man sich weitgehend auf die Stréomungs-
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Abb. 5.22: Entwicklung des Widerstandsbeiwertes ¢, bei Kraftfahrzeugen im
Laufe der Jahre
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beeinflussung durch geeignete Oberflachen-Formgebung. Dies fithrte zu einer sy-
stematischen Reduzierung des Widerstandsbeiwertes ¢,, iitber die Jahre. Die ersten
Nachkriegsmodelle verfugten {iblicherweise Giber ¢,,-Werte im Bereich ¢,, = 0.4 bis
¢, = 0.5. Heutzutage sind Widerstandsbeiwerte von ¢, = 0.28 durchaus gingig.
Das Entwicklungspotential far die nichsten Jahre bietet Moglichkeiten, den Wi-
derstandsbeiwert allein durch geeignete Formgebung auf Werte bis zu ¢,, = 0.14 zu
reduzieren. Am Grundkonzept der Entwicklung eines ’stromlinienférmigen’ Fahr-
zeuges hat sich dabei von den 30-iger Jahren bis heute nichts wesentliches geéndert.
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