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Vorwort

Das Buch iiber die stromungsmechanischen Instabilititen ergidnzt den Lehrstoff der Stro-
mungsmechanik—Lehrbuchreihe um das Fachgebiet der Stabilititstheorie und deren An-
wendung in Teilgebieten der Technik und Naturwissenschaften. Es dient der Vertiefung
der stromungsmechanischen Grundlagen fiir interessierte Studenten der héheren Semes-
ter und Doktoranden.

Das Lehrbuch gibt eine Einfiihrung in die klassische Stabilitidtstheorie harmonischer
Wellen. Es behandelt im Rahmen der primiren Instabilitit die Dynamik lokaler Stoérun-
gen in dreidimensionalen Stromungsfeldern sowie die Theorie der sekundiren Instabi-
litaten. Die Begriffe der konvektiven und absoluten Instabilitit dienen der Klassifikation
stromungsmechanischer Instabilititen. Konvektiv instabile Stromungsprobleme fiihren
in einem Transitionsprozef3 iiber primire und sekundire Instabilititen von einer lami-
naren zur turbulenten Stromung. Absolute Instabilititen fiihren dagegen schlagartig im
gesamten Stromungsfeld zur Turbulenz oder Instationaritét.

Die Stabilitidtsanalyse nichtparalleler Stromungen wird einerseits auf der Basis der Er-
weiterung der klassischen Theorie mittels der Methode der multiplen Skalen besprochen.
Andererseits wird die Stabilitdtsanalyse auf der Basis der parabolisierten Storungsdiffe-
rentialgleichungen durchgefiihrt. Damit konnen konvektive Instabilitidten in nichtparal-
lelen Stromungen besonders elegant beschrieben werden.

Als Leitfaden dienen uns die klassischen Stabilitdtsprobleme, wie die Rayleigh-Bénard—
Konvektion, die Marangoni— und Diffusions—Konvektion, das Taylor— und Gortler—Pro-
blem, die Tollmien—Schlichting—Welle, Querstrémungsinstabilititen und die Karman-
sche Wirbelstrale. Mit Bezug auf die technische Anwendung wird die Laminarstromung
und Strémungsbeeinflussung transsonischer Tragfliigelstromungen in Ergdnzung zum
Lehrstoff der numerischen Stromungsmechanik herausgestellt.

Das vorliegende Lehrbuch beabsichtigt nicht, das Fachgebiet der stromungsmechani-
schen Instabilititen umfassend zu behandeln. Es umfaf3t die Stoffauswahl einer vom
Erstautor Giber mehrere Jahre gehaltenen Spezialvorlesung, die dem Wissensstand der In-
genieurstudenten in den héheren Semestern angepaBt ist. Es werden einige ausgewihlite
Literaturzitate benutzt, die ausschlieBlich der Vertiefung des Lehrstoffes dienen. Das
Buchmanuskript wurde gemeinsam mit meinem langjihrigen Assistenten J. Deifs aus-
gearbeitet, der den Vorlesungsstoff um die neueren Entwicklungen der Stabilitétstheorie
erweitert hat.

Besonderer Dank gilt unserer Mitarbeiterin 1. Adami fiir die photographische Gestaltung
des Manuskripts und meinem Assistenten T. Ehret sowie Dr.-Ing. G. Biichner fur die
Manuskriptdurchsicht.

Karlsruhe, im Herbst 1995 Herbert Qertel jr.
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1 Einfiihrung

Das Fachgebiet der stromungsmechanischen Instabilititen befaBt sich mit dem Verhalten
von Stromungen, nachdem diese beliebigen StSrungen ausgesetzt worden sind. Der
Begriff der ”Stabilitiit” wird hierbei eine zentrale Rolle spielen. Er wird hiufig im Zu-
sammenhang mit den verschiedensten Gebieten verwendet. Die Stabilititseigenschaft ist
ein Kriterium dafiir, ob ein System dazu neigt, seinen derzeitigen Zustand beizubehalten
oder zu verindern. Im letzteren Fall spricht man von “Instabilitéit”. Die besonders leichte
Zugiinglichkeit des Stabilititsbegriffs schlie8t in diesem Fall den hohen Abstraktions-
grad und damit die Breite seiner Anwendbarkeit nicht aus. So wird z.B. von ”politischer
Stabilitit”, ”wirtschaftlicher Stabilitit” und “Geldwertstabilitit” ebenso gesprochen wie
etwa von “’Stabilitidt chemischer Verbindungen”, ”’Stabilitit von Tragwerken”, “flugme-
chanischer Stabilitdt” oder ”Stabilitdt von Regelkreisen”. Die typische Ingenieuraufgabe
besteht z. B. darin, die Stabilitit eines entwickelten technischen Systems nachzuwei-
sen. Andererseits kbnnen Instabilitidten gezielt ausgenutzt werden, um etwa selbsterregte
Schwingungen in einem Schwingkreis anzuregen. Viele naturwissenschaftliche Erschei-
nungen kénnen stabilititstheoretisch erklirt werden.

Wir wollen uns hier mit solchen Instabilititsphinomenen beschiftigen, die in Fluiden
auftreten. Sie werden auch hiufig als “hydrodynamische Instabilititen” bezeichnet,
obwohl hiermit nicht nur entsprechende Vorginge in Fliissigkeiten, sondern in allen
Fluiden gemeint sind. Nach einer phinomenologischen Einfiihrung werden wir den
Stabilitdtsbegriff formal definieren, den mathematischen und physikalischen Zugang zu
stromungsmechanischen Stabilitidtsproblemen erldutern und auf die technischen Anwen-
dungen der Stabilititstheorie hinweisen.

Der Lehrstoff baut auf den Grundlagenwerken ”Stromungsmechanik — Methoden und
Phinomene” von H. OERTEL JR., M. BOHLE, T. EHRET 1995 und ”Numerische Stromungs-
mechanik™ von H. OERTEL JR., E. LAURIEN 1995 auf. Alle speziell fiir die Theorie der
stromungsmechanischen Instabilititen notwendigen Grundlagen, insbesondere mathe-
matischer Art, werden erldutert und sind am Ausbildungsstand eines Ingenieurstudiums
nach Abschluf3 des Vordiploms orientiert.

Wir beginnen mit einer sehr allgemeinen Uberlegung zu physikalischen Systemen. Der
Zustand eines solchen Systems stellt sich nach den jeweils giiltigen Gleichgewichtsbe-
dingungen ein. Es stellt sich dabei die fiir das physikalische Verstindnis ebenso wie fiir
die Anwendung des Systems wichtige Frage:

e Wie reagiert das System auf eine beliebige, aber physikalisch mégliche Storung
seines (Ausgangs-)Zustands ?

Drei prinzipiell unterschiedliche stérungsinduzierte Systemreaktionen sind denkbar:
— Alle Storungen verschwinden auf Dauer. Der Ausgangszustand wird wieder erreicht
und wir charakterisieren ihn als stabil.

— Es gibt Storungen, die das System dazu bringen, selbsttiitig den Ausgangszustand auf
Dauer zu verlassen. Dann bezeichnen wir den Ausgangszustand als instabil.

— Es gibt Stérungen, die immer im System verbleiben, aber auf Dauer keine Veridnderung
des Systemzustands bewirken. Wir nennen den Ausgangszustand indifferent.
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Aufgrund dieser vorliaufigen Einteilung wollen wir die drei oben eingefiihrten Eigen-
schaften unter dem Oberbegriff Stabilitdt zusammenfassen.

Wir konkretisieren unsere so vereinbarte Einteilung anhand zweier einfacher Beispiele
aus der Punktmechanik und der Stromungsmechanik.

1.1 Instabilitiit

Die Punktmechanik liefert uns das wohl anschaulichste Beispiel zum Stabilitéitsbegriff.
In Abbildung 1.1 ist das Verhalten einer Kugel auf verschieden geformten Untergriinden
im Schwerefeld skizziert. Die Anwendung des oben eingefiihrten Stabilititsbegriffs auf
die ersten drei Fille ist offensichtlich. Bei konkaver Oberfliche ist das Verhalten stabil.
Die Kugel kehrt nach einer Auslenkung aus ihrer Ruhelage unter Dampfungseinflu3
selbstindig wieder in diese zuriick. Aber auch bei vollkommener Verlustfreiheit wiichse
die Amplitude der Bewegung auf Dauer nicht an. Ist die Oberfliche horizontal, liegt
Indifferenz vor, da die Kugel der verinderten Lage keine Reaktion entgegensetzt. Im
Gegensatz dazu verlaBt die Kugel bei konvex geformter Oberfliche auch unter Dimp-
fungseinfluB selbst bei der kleinsten Auslenkung ihre Ruheposition; die Lage ist instabil.

Die im rechten Teil der Abbildung 1.1 gezeigte Situation hingegen zeigt, daB} die Sta-
bilitdtseigenschaft von der Stirke der Storung abhingen kann. Der skizzierte Fall wird
deshalb als bedingt stabil, bzw. lokal stabil bezeichnet.

Im Gegensatz zur Punktmechanik muB3 der Instabilititsbegriff in der Kontinuumsme-
chanik weiter nach der zeitlichen und der raumlichen Stérungsentwicklung qualifiziert
werden. Wir betrachten die stationidre, laminare Konvektionsstromung an einer verti-

kalen, beheizten Platte nach Abbildung 1.2. Wir stéren das Stromungsfeld mit einer
periodischen Storwelle kleiner Amplitude:

w'(z,2,t) = () exp(iaz — iwt) (1.1)

Bei vorgegebener Wellenlidinge A = 27 /a bezeichnen wir den laminaren Ausgangszu-
stand als zeitlich instabil beziiglich dieser Wellenlinge, wenn die Stromung fiir eine
zeitliche Anfachung der Wellenamplitude sorgt, d.-h. Im w(a) > 0. Wird die Stérwelle

—a

Q
-

indifferent instabil

Amplitude

Abb. 1.1: Zum Stabilititsbegriff in der Punktmechanik.




Abb. 1.2: Zum Stabilititsbegriff in der Stro-
mungsmechanik. 7, > 7T.. Der gezeig-
te Fall deutet eine zeitlich instabile, lami-
nare Konvektionsstromung wo an (Amplituden-
wachstum).

zeitlich geddmpft (/m w(a) < 0), so nennen wir die laminare Ausgangsstromung zeitlich
stabil beziiglich der gegebenen Wellenlinge. Als zeitlich neutral oder indifferent gelte
der Grenzfall zeitlich konstanter Storamplitude. Damit ist in Analogie zur Punktmecha-
nik der Fall der zeitlichen Stabilitiatsuntersuchung (w komplex, a reell) erlautert.

Anstatt der rein zeitlichen Storungsentwicklung konnen wir aber auch den Stabilitéitsbe-
griff beziiglich der rein rédumlichen- (w reell, « komplex), oder allgemeiner der rdiumlich-
zeitlichen (w, a komplex) Entwicklung von Stdrungen definieren. Im letzteren Fall
untersucht man die Aufteilung nach sogenannten absoluten und konvektiven Instabi-
litiiten. Eine konvektive Instabilitit liegt vor, falls die zeitlich aufklingende Storenergie
mit der Stréomung stromab fortgeschwemmt wird. Verbleibt die Stérung hingegen am
Ort, so spricht man von absoluter Instabilitit. Wir werden hierauf im einzelnen in Kapitel
2.5 eingehen.

1.2 Stromungsmechanische Instabilititsphinomene

Der Vielzahl stromungsmechanischer Instabilititserscheinungen wegen kédnnen wir im
folgenden lediglich eine Auswahl der fiir das Verstidndnis und die technischen Anwen-
dungen wichtigsten Beispiele erlautern.

Betrachten wir den aufsteigenden Rauch einer abgelegten, glimmenden Zigarette in
ruhender Umgebungsluft, so stellen wir nach Abbildung 1.3 fest, daB er sich in der
Nihe der Zigarette zunichst in glatten geraden Bahnen bewegt. Nach dem Erreichen
einer bestimmten Hohe zerfasern diese Rauchbahnen ploétzlich in eine offenkundig un-
geordnete, zeitlich und raumlich irregulir schwankende Struktur. Die die Rauchteilchen
mitnehmende Stréomung ist vom laminaren in den turbulenten Zustand libergegangen. In
vielen Stromungsproblemen wird der laminar—turbulente Ubergang durch Instabilititen
eingeleitet. Die laminare Stromungsform wird beim Uberschreiten eines kritischen Pa-




Abb. 1.3: Laminar—turbulenter Ubergang infolge ei-
ner Instabilitit in der Konvektionsstromung tiber ei-
ner glimmenden Zigarette.

rameters, z.B. der Reynoldszahl, instabil gegeniiber kleinen St6rungen und kann nicht
beibehalten werden.

Im zweiten Beispiel betrachten wir eine horizontale Fluidschicht unter Schwerkraft-
einfluB. Der Boden unterhalb des Fluids besitzt eine hhere Temperatur als die freie
Oberfliche. Beim Uberschreiten einer kritischen Temperaturdifferenz zwischen der frei-
en Oberfliche und dem Boden gerit das Fluid plotzlich in Bewegung und bildet nach
Abbildung 1.4 hexagonale Zellstrukturen aus, in deren Zentren Fluid aufsteigt und an
deren seitlichen Grenzen Fluid abwirts stromt. Das Phianomen wird als thermische Zel-
lularkonvektion bezeichnet. Bénard wies die Zellularkonvektion experimentell nach,
wihrend Rayleigh sie stabilitédtstheoretisch erkliarte. Das Instabilitdtsphinomen wird da-
her auch als Rayleigh—Bénard Konvektion bezeichnet. Ist das Fluid von oben durch eine

hexagonale Zellen

Abb. 1.4: Thermische Zellularkonvektion bei freier Fliissigkeitsoberfliche.




Rollenzellen

Abb. 1.5: Thermische Zellularkonvektion bei fester oberer Berandung.

Deckplatte begrenzt, so bilden sich anstatt der hexagonalen Zellen periodisch nebenein-
ander angeordnete, walzenformige Strukturen aus. Diese Situation zeigt das Bild 1.5.
Der Grund fiir die Instabilitit ist in beiden Fillen anschaulich: kaltes, also dichteres Fluid
ist liber wirmerem Fluid geschichtet und tendiert dazu, in tiefere Schichten zu wandern.
Die kleinste Storung der Schichtung fiihrt zum Einsetzen dieser Ausgleichsbewegung.
Dabei ist vorausgesetzt, daB ein bestimmter kritischer Parameter, die sog. Rayleighzahl,
Uberschritten ist.

Eine Rayleigh—Bénard Konvektion wird auch wihrend des Abkiihlvorgangs von fliissi-
gen Magmamassen beobachtet. Die Oberflache kiihlt ab, und es bildet sich eine (insta-
bile) Temperaturgrenzschicht im Magma. Im Bereich der Grenzschicht stellt sich eine
in hexagonalen Zellen strukturierte Konvektionsstromung ein, die nach der Erstarrung
typische Basaltsdulen hinterldBt (vgl. Abb. 1.6). Wir kommen auf eine detaillierte
Berechnung der Rayleigh—Bénard Konvektion spiter zuriick.

Die die Konvektionsstromung verursachenden Dichteunterschiede k6nnen auch durch
Konzentrationsgradienten in einer Losung hervorgerufen werden. Genau wie bei der
Bénard Konvektion entstehen bei freier Oberfliche auch hier hexagonale Stromungs-

Abb. 1.6: Zellularkonvektion an Erstarrungsfronten hinterliBt Basaltsiulen.




Sodasee

Abb. 1.7: Zellularkonvektion als Folge von Konzentrationsschichtungen.

zellen. Solche Situationen entstehen etwa beim Austrocknen eines Salzsees. Das an
der Oberfliche verdunstende Wasser hinterldft relativ hohe Salzkonzentrationen mit
entsprechenden Dichteerh6hungen. Schweres Fluid ist damit (instabil) iliber leichte-
rem geschichtet. Die beim Uberschreiten eines kritischen Konzentrationsunterschiedes
entstehende Konvektionsstromung nimmt in Bodennidhe, wo sie in Richtung der Zell-
zentren flieBt, Sand und Staubteilchen auf. Diese Partikel werden in der Folge durch die
Auftriebszone im Zellzentrum mitgetragen und entsprechend der in der Abbildung 1.4
skizzierten Stromung zu den Zellrindern verteilt. Hier schlieBlich sinken sie entspre-
chend der Konvektionsbewegung zu Boden, wo sie sich am Ende ablagern. So entstehen
die in Abbildung 1.7 gezeigten Strukturen am Grund ausgetrockneter Salzseen.

Hydrodynamische Instabilititen mit zellularen Strukturen treten ebenfalls in stellaren
Dimensionen auf. Die Abbildung 1.8 zeigt dazu Photographien von der Oberfliche
der Sonne, deren Strukturierung (auch Granulation) auf Bénard Instabilititen zurtick-

Abb. 1.8: Zellularkonvektion auf der Sonne (Granulation).




zufithren ist. Denn die Temperatur nimmt in Oberflichennihe mit dem Radius ab,’
so daf} eine instabile Dichteschichtung entsteht. In der Umgebung der Sonnenflecken

(vgl. linkes Bild von 1.8) orientieren sich die Konvektionszellen entlang der starken
Magnetfelder als lidngliche Rollen.

Eine der thermischen Zellularkonvektion sehr dhnliche Erscheinung beobachten wir in
einem von zwei konzentrischen Zylindern gebildeten und mit Fluid gefiillten Ringspalt,
wenn bei ruhendem AuBenzylinder der innere Zylinder eine kritische Drehzahl iiber-
schreitet. In dieser Schichtenstromung sorgt die Fliehkraft dafiir, dal3 innenliegende
Fluidschichten nach aulen dringen. Entsprechend der Abbildung 1.9 links bilden sich
bei beliebig kleiner Stérung der Schichtung torusformige Strukturen aus, die nach ihrem
Entdecker Taylor auch Taylorwirbel genannt werden. Die dieses Instabilitatsphinomen
charakterisierende Kennzahl hei§t Taylorzahl. Eine eingehende mathematische Analyse
des Taylorproblems werden wir weiter unten vornehmen. Beim Uberschreiten einer wei-
teren kritischen Drehzahl des Innenzylinders werden die Taylorwirbel instabil gegeniiber
in Umfangsrichtung laufenden Wellenstorungen. Diese sog. sekundire Instabilitit sorgt
fir eine instationire periodische Schwankung der Taylorwirbel, die in der Abbildung
1.9 rechts oben dargestellt ist. Sekundire Instabilititen entstehen an solchen Stromungs-
zustidnden, die ihrerseits infolge einer Instabilitiit (sog. primire Instabilitidt) entstanden
sind, wie z.B. Taylorwirbel. Wir werden im Rahmen der Ableitung der sekundiren
Stabilitatstheorie darauf zuriickkommen. Instabilititen Taylorscher Art werden auch in
der Atmosphire von Planeten wie Saturn oder Jupiter beobachtet, vgl. Abbildung 1.10.

Den infolge kleiner StSrungen eingeleiteten und mit Rauch visualisierten laminar—
turbulenten Ubergang in der Grenzschicht eines lingsangestromten Zylinders zeigt das
Bild 1.11. Ab einer bestimmten Position in Achsrichtung bilden sich stromablaufende,
sog. Tollmien—Schlichting Wellen aus, deren Amplituden stromab anwachsen. Die
laminare Grenzschicht wird ab einer kritischen, mit der Grenzschichtdicke gebildeten
Reynoldszahl instabil gegeniiber kleinen, instationdren Wellenstérungen des Drehungs-
feldes. Die Rauchteilchen sammeln sich in Gebieten groBer Drehung, so daf} die in der
Abbildung sichtbaren Streifen hoher Rauchkonzentration niherungsweise Wirbelrshren

sekundéare Instabilitat

primare Instabilitat

Abb. 1.9: Taylorwirbel als Folge der Schichteninstabilitiit des Fliehkraftfeldes




Saturn Jupiter

Abb. 1.10: Instabilititen in Planetenatmosphiren.

visualisieren. Nach Erreichen einer kritischen Amplitude werden diese Welleninstabi-
litaten ihrerseits instabil gegeniiber Querwellenstorungen, die zu der im Bild 1.11 er-
kennbaren wellenartigen Verformung der Wirbelrohren fithren. Dieses Phinomen kann
ebenfalls mit Hilfe der Theorie der sekundiren Instabilititen erkliart werden. Wir wer-
den diese Phasen des laminar—turbulenten Ubergangs in spiteren Kapiteln im einzelnen
untersuchen.

Dreidimensionale Grenzschichtstromungen weisen eine weitere Art von Instabilitit auf,
die mit dem Vorhandensein einer wandparallelen Geschwindigkeitskomponente quer zur
Stromungsrichtung am Grenzschichtrand zusammenhingt. Sie wird dementsprechend
Querstromungsinstabilitdit genannt. Ein dretdimensionales Geschwindigkeitsprofil tritt
in dem technisch besonders interessanten Fall der Grenzschichtstréomung an einem ge-
pfeilten Tragfliigel auf, denn die im Bereich der Vorderkante stark gekriimmten Strom-
linien unmittelbar auBerhalb der Grenzschicht gehen mit einem Druckgradienten quer
zur Hauptstromungsrichtung einher, der sich der Grenzschicht aufpriagt. Dieser Druck-
gradient treibt eine sog. Sekunddrstromung, die sich als Querstromungskomponente
des Grenzschichtprofils bemerkbar macht. Die Skizze 1.12 zeigt schematisch diese
Stromung. Im Bereich der Vorderkante des Fliigels sind die Querstromungskomponen-
ten besonders stark und fithren hier zum Auftreten der Querstrémungsinstabilitiit, die

- LA IS T W

Abb. 1.11: Infolge von Tollmien—Schlichting Wellen eingeleiteter laminar—turbulenter
Ubergang in der Grenzschicht eines lingsangestromten Zylinders.




Abb. 1.12: Querstrémungsprofil mit Querstrémungsinstabilitit (QSI) am Pfeilfliigel.

bei geeigneter Stromungssichtbarmachung charakteristische, periodische Lingsstreifen-
strukturen hinterliBt, die in der Skizze 1.12 angedeutet sind. Innerhalb der Vielzahl
der moglichen instationdren Querstrémungswellen besteht i.d.R. auch immer eine ste-
hende Querstromungswelle, die auch als Querstromwirbel bezeichnet wird. Die Quer-
stromungsinstabilitét ist von groBer technischer Bedeutung, da etwa bei der Auslegung
eines Laminarfliigels Sorge dafiir getragen werden muB, daB sie unterbleibt. Denn die
Querstrémungsinstabilitiit leitet praktisch schon in der Niihe der Vorderkante den Transi-
tionsprozef zur turbulenten Strémung ein, der aber gerade méglichst weit stromab liegen
sollte.

Als letztes einfiihrendes Beispiel von strémungsmechanischen Instabilititen sei die von
Karmadin’sche WirbelstraBe angefiihrt, die als Folge einer Instabilitit im Nachlauf von um-
stromten Korpern mit stumpfer Hinterseite entsteht. Beim Uberschreiten einer kritischen
Reynoldszahl beginnen periodische Wirbelabloésungen von der Hinterseite des Korpers.
Die Prinzipskizze 1.13 stellt die von Kdrmdn’sche WirbelstraBe hinter einem Kérper mit
stumpfer Hinterkante dar. Die zeitlich und raumlich periodischen Ablésungen sorgen
dafiir, daB der Druckriickgewinn an der Hinterseite stark geschwiicht wird. Die von
Karman’sche WirbelstraBe sorgt somit fiir einen hohen Druckwiderstand des Korpers.
Abbildung 1.14 zeigt eine Photographie der Streichlinien im instabilen Nachlauf eines

Abb. 1.13: Von Kidrmain’sche WirbelstraBe als Folge einer Instabilitit des Nachlaufs.

—>
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Schiffswrack Turbinenschaufeln

Abb. 1.14: Von Karmadn’sche WirbelstraB3e in verschiedenen Nachlaufstrémungen.

querangestromten Zylinders im Experiment. Die Luftaufnahme eines havarierten Schiffs
(Bild 1.14), dessen austretendes Ol die leeseitigen Stromungsverhiltnisse des Wassers
sichtbar macht, zeigt ebenfalls die Form einer WirbelstraBe. Eine Visualisierung der
transsonischen Umstromung eines Turbinenschaufelgitters verdeutlicht nach Abbildung
1.14 abermals die typische, periodische Wirbelanordnung der von Karman’schen Wir-
belstrafle im Nachlauf.

1.3 Stabilitiitsdefinition

Nach den vorangegangenen Uberlegungen kénnen wir, ohne den Fall einer speziellen in-
stabilen Stromung betrachten zu miissen, formulieren, was Instabilititen charakterisiert.

‘Wir betrachten einen stationidren Stromungszustand Ug(z, y, z), der z.B. durch seine
dimensionslose Dichteverteilung po, Temperaturverteilung 7, und die drei Komponen-
ten des Geschwindigkeitsvektors ‘(uo, vo, wo) an jeder rdumlichen Position ¥z, y, 2)
vollstidndig definiert ist. Uy = ¥(po, uo, Vo, wo, Lo) erfiillt die Erhaltungsgleichungen der
Kontinuumsmechanik fiir Masse, Impuls und Energie. Hierbei stellt sich die wichtige
Frage, ob es weitere Losungen der Erhaltungsgleichungen, also zusitzliche Gleich-
gewichtszustinde des Systems gibt, die moglicherweise sogar bevorzugt werden. Um
diese Frage beantworten zu konnen, lenken wir unseren Strémungszustand U g aus seiner
Gleichgewichtslage schwach aus. Diese Auslenkung muB physikalisch moglich sein, d.h.
der zum Zeitpunkt ¢ = 0 neu entstandene gestorte Stromungszustand U (z,y, z,t = 0)
mul} den Randbedingungen des Stromungsproblems geniigen.

Wir brauchen jetzt nur noch die ”Grde” der nun im Stromungsfeld befindlichen Stérung
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U' :=U(z,y,2z,t) — Us(z,y, z) in der Zeit zu verfolgen, um beurteilen zu kénnen, ob
der alte Zustand U, wieder angenommen wird oder nicht. Unter ”Gré8e der Storung”
verstehen wir eine geeignet gewihlte Norm, [|U’|| von U’ wie z.B.

| = [1U"(z,y, 2, 6)2aV (1.2)
v

die ein Maf fiur die Abweichung der gestérten Stromung U von der Grundstréomung
U, im gesamten Stromungsfeld V' darstellt. Wir werden im folgenden ||[U’|| auch als
Storenergie im Stromungsfeld bezeichnen.

Mit den so eingefiihrten Begriffen kommen wir zur Definition der Stabilitit. Unsere
Grundstromung heiBe stabil, sofern die GroBe einer Storung fiir alle Zeiten ¢ > 0 kleiner
als eine vorgegebene Zahl ¢ bleibt :

U], <e mitt>0 |, (1.3)

fiir alle AnfangsstorungenU '(z, y, z, + = 0), deren Storenergie kleiner als eine Konstante
ist: |[|{U’|lt=0 < const(e). Anderenfalls heiBe die Grundstrémung instabil. Die Prin-
zipdiagramme 1.15 erldutern an Beispielen, wie nach der obigen Definition Strémungen
nunmehr anhand des zeitlichen Verhaltens der Storenergie einer eingebrachten Stoérung
in stabile und instabile Stromungen eingeteilt werden konnen. Dazu werden der Grund-
stromung U, verschiedene Anfangsstdrungen, z.B. U (¢ = 0), UL(¢t = 0), Ug(¢t = 0),
U’ (¢ = 0) liberlagert. Es sei darauf hingewiesen, daB unter den unendlich vielen mé&gli-
chen Stérungen auch bei instabiler Stromung Storungen angeregt werden konnen, die
auf Dauer abklingen, wie z.B. fiir die Storung U'5(¢ = 0) in Skizze 1.15 angedeutet.

In der Regel werden wir Stromungen U auf sog. asymptotische Stabilitét untersuchen,
die dann vorliegt, wenn jede beliebige Stérung auf Dauer abklingt :

Lm |[U'(%)|| =0 . (1.4)

In diesem Fall nimmt das gestorte System zeitasymptotisch wieder seinen Ursprungszu-
stand U, an. Dieser Fall ist in der Abbildung 1.16 skizziert.

ol

stabil
€q--------"-"-"-""=""-"-"-"-"-----------= ,
const(€) Uz
U.
Uj
Us
t
Ul
instabil
const
Abb. 1.15: Zur Defini-
t  tion von Stabilitit.
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il asymptotisch stabil
€Ed--c e e e e - -

const(€) U5

Abb. 1.16: Storver-
U: halten bei asymptotisch
2 t stabiler Strémung.

Wir kénnen nun zwar stationdre Stromungen U in instabile und stabile einteilen, und
wir machen dazu definitionsgemif3 eine Aussage iiber die zeitliche Entwicklung der
Stérenergie ||U’|| im Mittel iiber dem gesamten Stromungsfeld V. Damit ist jedoch
noch keine Aussage iiber die rdumlich—zeitliche Ausbreitung der instabilen Storungen
gemacht, die wesentlich zum Verstéindnis von Instabilitdtsphidnomenen beitragen kann.

Zur Erlduterung der Problematik vergleichen wir zwei instabile Grundstréomungen Uy

miteinander, die ein qualitativ vollkkommen unterschiedliches Verhalten nach der Stérungs-
einleitung aufweisen. Unter der idealisierenden Annahme volliger Storungsfreiheit kénn-

te auch bei liberkritischer Reynoldszahl ein stationdrer Nachlauf hinter der stumpfen

Hinterseite eines umstrémten Korpers erzeugt werden, so daf3 entgegen der Situation

nach Abbildung 1.13 keine von Karman’sche Wirbelstra3e entstent. Ebenso wiirde

bei ideal stdrungsfreier Lingsanstromung einer ebenen Platte auch bei tiberkritischer
Reynoldszahl eine zwar instabile, aber laminare Strémung vorliegen.

Wird nun im Beispiel der Nachlaufstrémung nach Skizze 1.17 zu einem Zeitpunkt ¢g
kurzfristig eine lokale Stérung etwa in der Umgebung des stationiiren Nachlaufgebiets
des Korpers eingebracht, so bildet sich auf Dauer die von Kdrmaén’sche WirbelstraBe
aus. Eine solche Storung verhilt sich in der instabilen Plattengrenzschichtstrémung
qualitativ vollkommen verschieden. Die Grof3e der Storung wichst zwar auch hier an,
die Storung wird jedoch entsprechend der Skizze gleichzeitig stromab geschwemmt,
verldBt also fiir immer den Ort der Stérungseinleitung. Offenbar fiihrt die Instabilitit in
der Nachlaufstrémung zu einer selbsterregten Schwingung des Systems am festen Ort,
wihrend in der Grenzschichtstrémung Stérungen am festen Ort auf Dauer verschwinden.
Storenergie wiirde am festen Ort hier nur dann zu beobachten sein, wenn stromauf vor

to t0+At to+2At

to to+At to+2At

Abb. 1.17: Ausbreitung instabiler Stérungen bei absoluter (oben) und konvektiver (un-
ten) Instabilitat.
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der MeBstelle kontinuierlich Stérenergie von au3en eingebracht wiirde.

Um eine Aussage beziiglich des rdumlichen Verhaltens der Stérungen machen zu kénnen,
miissen wir offenbar ein MaB fiir die lokale GroBe der Stérungen einfiihren. Dazu verklei-
nern wir das Integrationsgebiet V', tiber welchem nach Gleichung (1.2) die StérungsgroBe
|JU’|| berechnet wird, vom gesamten Stromungsfeld auf ein Teilgebiet. Diese Verklei-
nerung treiben wir solange, bis das Integrationsgebiet auf die infinitesimal kleine Grof3e
dV geschrumpft ist. Entsprechend (1.2) ist dann

dl|lU’|| = |U’'|?dV
Teilen wir durch das Volumenelement dV, so erhalten wir schlieBlich formal eine
Storenergiedichte A mit
d||U’]|
dv

die wir hiermit als MaB fiir die GroBe der Storung am Ort x,y,z zum Zeitpunkt ¢
definieren. Wir konnen jetzt die eingangs angefiihrten zwei instabilen Stromungen
folgendermaf3en voneinander unterscheiden.

A¥x,y,2,t) = = U2 , (1.5)

In einer anfinglich stdrungsfreien instabilen Stromung klinge die Stoérenergiedichte A
am Ort der Einleitung einer kurzfristig aufgebrachten, lokalen Stéranregung zeitasymp-
totisch ab. Dann heile die Stréomung lokal konvektiv instabil. Anderenfalls heiBe die

Stromung lokal absolut instabil.

Wir konnen jetzt die Punkte, an denen die Strémung lokal absolut instabil ist, zu einem
absolut instabilen Stréomungsbereich zusammenfassen. Wir werden solche Strémungen,
in denen absolut instabile Bereiche auftreten auch einfach als absolut instabile Stréomun-
gen bezeichnen. Tritt dagegen kein absolut instabiler Bereich auf, so sprechen wir von

einer konvektiv instabilen Strémung.

Die in der Abbildung 1.17 oben dargestellte Nachlaufstromung ist danach absolut instabil,
wihrend die unten skizzierte Plattengrenzschicht konvektiv instabiles Verhalten zeigt.
Uber die wichtigen Konsequenzen dieser Einteilung in absolut und konvektiv instabile
Bereiche fiir die Modellierung des laminar—turbulenten Ubergangs oder fiir Techniken
zur Stromungsbeeinflussung kommen wir im abschlieBenden Kapitel zuriick.
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2 Primiire Instabilitiiten

Instabilitidten, die in solchen Stromungen Uo(x, y, z) auftreten, die nicht ihrerseits schon
Folge einer Instabilitit sind, nennen wir primdre Instabilitéiten. Eine primire Instabilitit
zeigt sich als eine dem Grundzustand tiberlagerte Storstromung. Um das Wachstum
der Storung aufrecht zu erhalten, versorgt sie sich selbsttitig und direkt mit Energie
aus dem Grundzustand. Im Gegensatz dazu bendtigen sekundire Instabilititen eine
Art 7Katalysator” zur Energiecaufnahme, der in Form der bereits vorliegenden primiren
Storstromung erscheint.

2.1 Grundgleichungen

Zur theoretischen Beschreibung von primiren Instabilititen werden wir zunidchst die
zur Darstellung der Storstréomung U’(z, v, 2, t) benétigten Gleichungen ableiten. Aus-
gangspunkt bei dieser Herleitung ist die am Anfang erwihnte Betrachtung eines gestdrten
Stromungszustands U = Ug + € U’. Dabei haben wir jetzt aus Darstellungsgriinden
den dimensionslosen Skalierungsfaktor ¢ eingefiihrt, der uns im weiteren als Ma@ fiir die
GroBe der Storung dienen soll. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit normieren wir
nun die Anfangsstérung € U’ (¢ = 0) nach (1.2) so, daB

lle U'||tmo = & <= [|U'|lt=0 =1 @.1)

Der Zeitpunkt der Normierung ¢, hat natiirlich nicht zwangsldufig ¢, = 0 zu sein. Wir
haben #,, = 0 aus Griinden der einfachen Darstellung gewihlt. Wir weisen ferner darauf
hin, daB der Skalierungsfaktor £ nicht mit der Zahl ¢ verwechselt werden darf, die bei

der Definition der Stabilitiit (1.3) verwendet worden war.
Im weiteren werden wir uns hauptsichlich mit kleinen Stérungen befassen. Eine Stérung

sei klein, falls
e lU'|le < [lUo — Ul (2.2)

wobei U s ein (konstanter) BezugsgroBenzustand ist, der so gewihlt wird, daB ||{Uo —
U r|| minimal ist. Die Vereinbarung (2.1) erméglicht uns nun, die GréBenordnung

des eingefiihrten Storparameters ¢ festzulegen. Denn fiir £ = 0 muB offenbar ¢ <
[lUo — Urerl|| gelten. Die Stérung kann also solange als klein angesehen werden, wie
|lU’{|. von der GréBenordnung eins bleibt : [|[U’||; ~ O(1). Wir kennzeichnen eine

infinitesimal kleine Stérung, indem wir den Skalierungsfaktor ¢ < 1 beliebig klein
werden lassen. Die GréBenordnung der Storung ist nunmehr durch die Zahl ¢ festgelegt.

Ziel unserer Bemiihungen im Rahmen der Stabilititsanalyse ist es, festzustellen, unter
welchen Umstinden die Strémung den gestdrten Zustand “freiwillig”, d.h. ohne Auf-
prigung einer zusitzlichen Storkraft, beibehiilt, bzw. zum Grundzustand U, zuriickkehrt.
Unter sonst gleichen Bedingungen betrachten wir also die Moglichkeit der Stromung,
auch andere Zustinde anzunehmen. Wir interessieren uns dabei zunichst nicht dafiir,
wie die Stérung in das System gelangt ist, sondern unterstellen ihr Vorhandensein. So
wie jede physikalisch mogliche Stromung mufl auch unser gestorter Strémungszustand
die Erhaltungsgleichungen der Kontinuumsmechanik erfiillen.
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2.1.1 Inkompressible Stromungen

Der einfachen Darstellung wegen beschrinken wir uns einfiihrend zunichst auf inkom-
pressible Fluide mit konstanter Dichte p, und konstanter dynamischer Zihigkeit g :

V-v=0 (2.3)
% + v - Vv = —vp -+ Re_l Av (24)

wobei v(x,t) den dimensionslosen Geschwindigkeitsvektor und p(=,?) den dimensi-
onslosen Druck am Punkt # zum Zeitpunkt ¢ darstellen. Die Geschwindigkeit ist auf
eine dem speziellen Problem angepasste Bezugsgeschwindigkeit U,.r, die Langen auf die
charakteristische Linge L,.r und der Druck auf pU2, bezogen, so daB sich die Reynolds-
zahl Re = pUperLer/p ergibt. Der Stromungszustand ist demnach durch U = (v, p)
beschrieben. Hinzu treten die Randbedingungen des Stromungsproblems. An der Be-
randung S(x,.) = 0 gilt im Falle einer festen Wand die Nichtdurchdringungsbedingung
und Haftbedingung :

v(xe,) =0 2.5)
Die Stromung wird nun als Uberlagerung der Grundstromung Uy = *(vg, po) mit einer
Storstromung U’ = (v’, p’) dargestellt:

v=wvo+ecv , p=pot+ep (2.6)

Wir bezeichnen (2.6) als einen Stérungsansatz und setzen ihn in die Navier-Stokes
Gleichungen (2.3,2.4) ein :

Ve(vg+ecv')=0 2.7)
w + (vo+ev)V(vg+ev')=—V(po+ep')+ Re ! A(vg+cv') (2.8)

Wir wollen die einzelnen Terme umordnen nach reinen GrundlSsungs—, gemischten
Grundldsungs/Stérungs— und reinen Stérungsanteilen:

eV = —V-.vo (2.9)
efv + £v0-VV +cv Voo +e’v'-Vo' +eVp —cRe™' Av' =
—%vo — wo:Vve— Vpo + Re™! Avg (2.10)

Da die Grundlssung fiir sich die Navier-Stokes Gleichungen erfiillt, verschwinden je-
weils die rechten Seiten von (2.9) und (2.10). Wir teilen danach durch £. Wir erkennen,
daB in diesem Stadium der Herleitung der Grundgleichungen noch nicht hiitte voraus-

gesetzt werden miissen, die Grundstromung U, = (w0, po) sei stationdr. Wir haben
somit die allgemeinen nichtlinearen Stérungsdifferentialgleichungen abgeleitet, die je-
de beliebige inkompressible Storstrémung U’ = f(v’,p’) mit konstanten Stoffwerten
beschreibt:

Vv = 0 (2.11)

%v' 4+ w0 -V +2Voo+Vp —Re ' Av' = —cv'- Vv’ (2.12)

Das obige Gleichungssystem ist nach wie vor nichtlinear, und es ist i.d.R. nicht mdglich,
allgemeine Lésungen dieser Gleichungen anzugeben. Beschrinken wir uns aber auf
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die Untersuchung kleiner Stérungen, so konnen wir diese allgemein diskutieren. Mit
“’kleinen Storungen” meinen wir dabei infinitesimal kleine Stérungen, die bei infinite-
simal kleinem Stodrgro3enparameter € vorliegen. Indem wir also £ — 0 gehen lassen,
konnen wir alle Terme der Gleichungen (2.11-2.12) vernachlissigen, die mit dem Fak-
tor € versehen sind. Wir streichen mithin alle Terme von hoherer Ordnung in v’, p’,
d.h. das quadratische Glied v’- Vv’ in (2.12) und erhalten somit die folgenden linearen
Differentialgleichungen zur Ermittlung der (kleinen) Stérungen :

Vv’ =0 (2.13)
20’ + vo-Vv' + v'-Vvy = ~Vp' + Re™! Av’ (2.14)

Dieses sind die allgemeinen linearen Storungsdifferentialgleichungen fiir inkompres-
sible Stromungen mit konstanter Dichte und konstanten Stoffeigenschaften. Das oben
vorgefiihrte Streichen der nichtlinearen Terme heiBBt Linearisierung, vgl. auch H. OER-
TEL JR., M. BOHLE, T. EHRET 1995. Das System (2.13-2.14) enthilt die nichtkonstanten
Koeffizienten vo{x) und Vwvo(x) und beschreibt das Verhalten kleiner Stérungen der
(gegebenen) Grundstrémung Uy = Yvo, po)-

Selbstverstindlich miissen auch fiir das lineare Gleichungssystem (2.13, 2.14) Randbe-
dingungen spezifiziert werden. An einer festen Wand war die kinematische Strémungs—
und Haftbedingung (2.5) zu erfiillen. Da diese Gleichung bereits (trivial) linear ist, bleibt
sie auch nach dem Einsetzen des Stoérungsansatzes (2.6) unveridndert. Denn aus

ev'(z,) = —vo(x,)

erkennen wir sofort, daBl mit vo(®,) = 0 unabhingig vom Wert des StérgroBenparameters

e die Wandrandbedingung
v'(z,) =0 (2.15)

fiir die StOrstromung folgt.

Bei Umstromungsproblemen fordern wir tiberdies, daB simtliche Stérungen unendlich
weit weg von Winden, d.h. im Fernfeld, auf Null abgeklungen sein miissen.

2.1.2 Kompressible Stromungen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir uns zunidchst auf inkompressible Strémungen
und Storungen beschrinkt. Tatsichlich muf3 bei zahlreichen technischen Stromungen,
wie etwa der Tragfligelumstromung an Verkehrsflugzeugen die Kompressibilitat der Luft
beriicksichtigt werden. Die Vorgehensweise bei der Ableitung der Storungsdifferential-
gleichungen ist analog zu der fiir den inkompressiblen Fall vorgestelliten. Wir schreiben
zunichst die Erhaltungsgleichungen fiir Stromungen nichtkonstanter Dichte an :

Zp+v-Vp =—pV-v (2.16)
p(Zv +v-Vv)=—(xM?)"'Vp+ Re™! [V-(p[Vv + 'Vo]) — 2V(uV-v)] 2.17)
p(EZT +v-VT)=—(rx—1)pV-v + cRe [Pr 'V-(AVT) — (s — 1)M?®] (2.18)

o =p (4[Vo+ Vo]’ - (V-v)?)
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Hierin bezeichnet p die Dichte, 7" die statische Temperatur und Vo den Geschwin-
digkeitsgradienten bzw. *Vwv sein Transponiertes. Das in der Dissipationsfunktion &
vorkommende Quadrat bedeutet das komponentenweise Quadrieren und anschlieBende
Summieren der Elemente des Matrixausdrucks [Vv + ‘Vv]. Dieses Gleichungssystem
fiir die 5 Unbekannten p, v und 7" wird mit Hilfe des idealen Gasgesetzes

p=pT (2.19)

und der Sutherlandgleichung fiir die Temperaturabhingigkeit der Zihigkeit u sowie
Wirmeleitfahigkeit A

140
T+ 0

geschlossen. Es wurde ein Newton’sches Medium unterstellt, fiir das auerdem die Sto-
kes’sche Hypothese erfiillt sei. Die Gleichungen (2.16—-2.20) sind dimensionslos ange-
schrieben. Alle Gré8en wurden mit den entsprechenden Werten in einem Bezugszustand
Prefs Urets Trefs DPrefs trefs Arer (Z.B. Anstromzustand oder Strémung am Grenzschicht-
rand), die Lingen mit L,.r und die Zeit mit Lr/U,r entdimensioniert. Daher erscheinen
neben dem dimensionslosen Parameter Reynoldszahl Re = prerUser Lier/ pirer jetzt die
Machzahl M = Uper/arer mit apr = /&KRTer und der speziellen Gaskonstanten f2,
sowie dem Isentropenexponenten x = ¢, /¢, als Verhiltnis aus den (konstant angenom-
menen) Wirmekapazitidten bei konstantem Druck ¢, und konstantem Volumen ¢,,. Ferner
erscheint die ebenfalls als Konstante angenommene Prandtlzahl Pr = c,prer/Arer des
Mediums mit der Wirmeleitfihigkeit Ar. SchlieBlich tritt der Parameter € = S/7r in
der Sutherlandgleichung (2.20) auf, wo z.B. S(Luft) = 110.4K betrigt.

p=A=T3? (2.20)

Gegeniiber dem inkompressiblen Fall miissen wir neben der Haft— und kinematischen
Stromungsbedingung (2.5) weitere Randbedingungen formulieren. An festen Wiinden
fordern wir i.d.R. eine Temperaturrandbedingung.

An einer wiarmeundurchlissigen (adiabaten) Wand, durch die definitionsgemif3 kein
Wirmestrom ¢ hindurchflie3t, verschwindet entsprechend der Fourier’schen Wiirmelei-
tungsgleichung ¢ = —AVT der Temperaturgradient entlang der Wandnormalenrichtung
n:

e, VIi(x,)=0 . (2.21)

Hierin ist e,, = V §/|V.S| der Einheitsnormalenvektor auf der durch S(z.) = 0 gege-
benen Wand.

Andererseits konnte eine konstante Wandtemperatur
T(e,) =T, (2.22)

vorgeschrieben sein. Fiir die Dichte wird keine explizite Randbedingung gefordert, da
sie sich aus der auf der Wand ausgewerteten Kontinuititsgleichung (2.16) ergibt.

Um das Verhalten der Stromung bei Abweichungen von einem urspriinglichen stationi-
ren Grundzustand U, = *(po, w0, vo, we, Tp) zu untersuchen, gehen wir zunichst ana-
log wie im inkompressiblen Fall vor. Wir unterstellen eine kleine Stérung ¢ U’ =
e p',u',v',w,T’) von Uy und setzen den neu entstandenen Strémungszustand U =
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Uy + € U’ in die Grundgleichungen (2.16-2.20) ein. Bei den oben behandelten Er-
haltungsgleichungen fiir inkompressible Stromungen konnten wir die Terme sofort nach
threr Ordnung in ¢ einteilen.

Fiir die hier behandelten kompressiblen Stromungen miissen wir jedoch an dieser Stelle
zunéchst eine Zwischeniiberlegung anstellen. Denn es treten neben den eigentlichen
Stromungsvariablen nun noch die Zihigkeit x(7") und die Wirmeleitfihigkeit PYVAR
aber auch der Druck p(p,7') als Funktionen der gewihlten Strémungsvariablen auf.
Eine Stérung der Dichte p und der Temperatur 7" fiihrt ebenfalls zu einer Stérung in
diesen Funktionen, und wir haben zu untersuchen, wie sich diese darstellen. Dazu
entwickeln wir zuerst ¢ und A um den Grundzustand ug, Ao in eine Taylorreihe :

— duaA 1 dzp,)\
A = 2o+ [ MR (7 - 7o)+ F[ELA] (7 - myr e
_ d(p, A , 2L[d2 ,/\] "2
- (,u,/\)o—l—e[ it ]OT+5 ot | “arr ), (T + - (2.23)

Hieraus erkennen wir sofort, dafl die Abweichung der Transportkoeffizienten vom Grund-
zustand (g — po) bzw. (A — Ap) nicht exakt einen Term der GréBenordnung e darstellt,
sondern, daB sie Terme hoherer Ordnung in € enthilt. Zur Kennzeichung dieses Umstan-
des fiihren wir die folgende Schreibweise ein :

(,LL - Ho, A— A0) =& (/"’Isa A;) + 62 (Julss’ Alse) + 53 (lu;e.s’ /\/sss) + ... > (2.24)
wo durch Vergleich mit (2.23) die Definition der mit Strichen versehenen GréBen folgt :
roay .= A [dp A ] :
(:us’)\s) T l' [ dadT o T
' ’ 1 d? ,)\ ] N2
(ﬂss’ Ase) T 2[ [—ld-%rl o (T )
1

o]

3
(oo Xeee) = | ERL]
: (2.25)

Einer ubersichtlichen Schreibweise der angestrebten Stérungsdifferentialgleichungen
wegen definieren wir analog die durch die Stérung ¢ U’ verursachte Abweichung der

Dissipationsfunktion ® :
DDy =P+’ P, +2PL,, +... (2.26)

Wir setzen nun den gestdrten Stromungszustand v = vo + ¢ v’ und die gestorte Zihigkeit
entsprechend (2.24, 2.25) in die Dissipationsfunktion nach (2.18) ein. Danach ordnen

wir nach Potenzen in £ und erhalten so
®— @5 = e [ul (1[Vvo+'Vual® — 2(V-vo)?) +
20 (3 [Vvo + Voo [V’ + 'Vo') — 2(V-0,)(V-v) )]
e [ple (3[Vvo+ Vool — 2(V-va)?) +
24l (3 [Vvo + Vo] [Vo' + ‘o'l — 2(V-00)(V-v') ) +
po (5[V0' + Vo) — 2(V-v')?) |
e> [] +...
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Ein Abgleich der Koeffizienten der Potenzen von ¢ im obigen Ausdruck und (2.26) fiihrt
nun auf die eingefiihrten Gro8en @7, ®.,, P

. = ul (% [Vvo + ‘Voo)]? — %(V""O)z) +
240 (% [Vvo + 'Vool[Vo + Vo] — %(V-'vo)(v-'v'))
@, = pl (3[Voo+ Vool — 2(Vewo)?) +
2ul ( 1 [Vvo + Vol [Vv' + V'] — %(V-'vo)(v-'v')) +
o (L (Vo' + Vo2 — LV-v')?)
(2.27)

Es sei darauf hingewiesen, da3 im Falle konstanter Zdhigkeit 4 = uo der Ausdruck fiir
die Schwankung des Wertes der Dissipationsfunktion ® — ®,, (2.26), nur noch Terme
enthilt, die die Ordnung =2 nicht iiberschreiten. Der dann verbleibende Term zweiter
Ordnung @/, = uo (% (Vo' +tVo']? — %(V-v’)z) ist stets positiv und tragt somit zu
einer Ddmpfung der Stérungen bei. Wir kénnen also schon an dieser Stelle erkennen, daB
bei groBen Storungen (d.h. endliche ¢) der nichtlineare Term ., fiir eine Schwichung
von Instabilitédten sorgt.

Auch die Druckterme der Grundgleichungen erzeugen nach Einfiihrung des Stérungs-
ansatzes U = Uy + €U’ einen Ausdruck zweiter Ordnung in . Entsprechend der
einfachen, produktformigen Abhingigkeit des Drucks von der Dichte und der Tempera-
tur nach dem idealen Gasgesetz (2.19) verbleibt bei der Taylorentwicklung jedoch exakt
nur ein solcher Term :

_ — QB] ’ [QP_] r 2 [ 82 ] 7 7
P —po 6[3p0p+€ arl, T *¢ |\gpar), " T
= & (Top" + poT’) + 2 p' T’ (2.28)

Nach diesen umfangreichen Vorbereitungen setzen wir den gestérten Stromungszustand
in (2.16-2.20) ein und kénnen die auftretenden Terme nach Potenzen in ¢ ordnen. Die
reinen Grundidsungsanteile (Terme der Ordnung °) fallen heraus, da sie der exakten
stationdren Losung U, der Erhaltungsgleichungen entstammen. Wir dividieren das
verbleibende Gleichungssystem durch £ und erhalten am Ende :

50 + 0"V po 4+ v0-Vp' + p'Vevg + poV-v' = —& [V-(p'v")] (2.29)
po (20" + v'- Vo + vo-Vv’) + P (v0-Vvo) + («kM?*) 'V {(poT’ + Top') —
Re™' [V (o[ Vo' + "o + pl[ Voo + "Wvo]) — 2V (1o V-0’ + H.V wo)| =
=g [ —p (%v' + v - Vo + 'vo-V'o’) — pov' Vv’
—(&sM*)'V (' T") +
B [V ([ Vo' + Vo' + L [Vvo + Vo)) —
AV + i Vo) | +
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62[...] + ... (2.30)

po (2T + v~V T, + 20 VT') + (5 — D[(To p’ + poT")V 00 + TopoV-v'] +
kRe™ [(k — DYM?®, — PriW. (A, VT’ + ALV T,)] =
= [_ P (LT + 'V Ty + v0-VT") — po (v/-VT") —
(r = D(Top" + po T")V 0" + T'p'V-v] —
KRe™ (5 — 1)M?®., — Pr WALV T + X, V)] ] +

e? []+ (2.31)

Das Storungsdifferentialgleichungssystem (2.29—2.31) beschreibt das Verhalten beliebi-
ger Storungen U’(x,1) des stationiiren Grundstromungszustands Uo(x). Die nichtli-
nearen Terme stehen auf den rechten Seiten. Werden kleine, aber endliche Storungen
angenommen, diirfen wir die Potenzen von ¢ als eine Gro3enordnungseinteilung der
nichtlinearen Effekte auf die Stérungsentwicklung interpretieren. Betrachten wir in-
finitesimal kleine Stérungen, d.h. ¢ — 0, so fallen die rechten Seiten im Grenzfall
fort und wir erhalten lineare Differentialgleichungen. Steigern wir £ als MaB fiir die
GroBe der unterstellten Storungen, so erlangen die Terme zunehmend an Bedeutung und
nichtlineare Effekte beeinflussen die Storungsentwicklung.

Es sei angemerkt, da3 die Terme dritter Ordnung und hoéher in den Impulsgleichungen
(2.30) bzw. vierter Ordnung und hoher in der Energiegleichung (2.31) (unabhingig
von der GroBe von € ) nur noch eine Folge der i.d.R. sehr schwachen zweiten und
hoheren Ableitungen der Transportkoeffizienten ¢ und A nach der Temperatur sind. Thre
Vernachlissigung ist selbst bei moderaten Stérungen noch gerechtfertigt.

Wir werden uns im weiteren nur mit infinitesimal kleinen Stérungen, d.h. ¢ — 0
beschiiftigen. Die fiir solche Stérungen zustindigen linearen Stérungsdifferentialglei-
chungen kompressibler Strémungen gehen aus (2.29-2.31) durch Streichen der rechten
Seiten hervor.

So wie jede Stromung muB auch die Stoérstromung U’ Randbedingungen erfiillen. An ei-
ner festen Wand, die mit S(«,) = 0 beschrieben sei, sind zunichst die kinematische— und
Haftbedingung nach (2.15) einzuhalten. Die dariiber hinaus benétigte Randbedingung
fiir die Temperaturstorung erfordert eine kurze Diskussion. Wir beginnen der Einfach-
heit halber mit dem Fall einer isothermen Wand nach (2.22). Unserem Storungsansatz
zufolge muB} offenbar Ty(x,) + ¢ T'(x.) < T, gelten. Mit (2.22) folgt daraus sofort fiir
beliebige ¢ die Temperaturbedingung

T'(x,) = 0 (2.32)

Analog ergidbe sich aus der Randbedingung fiir adiabate Wiande (2.21), daB e,,-VT”
zu verschwinden habe. Wir konnen uns aber fragen, ob diese Bedingung technisch
oder physikalisch eigentlich gerechtfertigt ist. Denn auch eine reale technisch adiabate
Wand besitzt natiirlich eine endliche Wiarmekapazitdt. Wir unterstellen, daB auch eine
technisch adiabate Wand thermisch so trige” ist, daB sie die storungsinduzierten, i.d.R.
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instationdren Temperaturschwankungen der Strémung nicht mitmacht. Zumindest fiir
instationdre Stérungen fordern wir die Bedingung (2.32) auch an wirmeundurchlissigen
(adiabaten) Winden.

Fiir die Dichtestérung darf keine explizite Randbedingung gefordert werden, da sie nur
in erster Ableitung in den Gieichungen vorkommt. Stattdessen wird die Dichte aus der
auf dem Rand ausgewerteten Kontinuitiitsgleichung (2.29) bestimmt.

Im Falle der Behandlung von Umstrémungsprobiemen fordern wir dariiber hinaus, daB
im Fernfeld, d.h. in unendlicher Entfernung von Winden, alle Stérungen auf Null
abgeklungen seien.

2.1.3 Allgemeine Strémungen

Ubersichtshalber wollen wir die Ableitung der Stérungsdifferentialgleichungen nochmals
zusammenfassen. Dabei soll jetzt nicht mehr interessieren, ob es sich um kompressi-
ble oder inkompressible Stromungen handelt. Das System von Erhaltungsgleichungen
konnte auch durch weitere Beziehungen, wie z.B. Reaktionsgleichungen, bzw. Kom-
ponentenkontinuititsgleichungen im Falle chemisch reagierender Strémungen, ergénzt
sein. Daher lassen wir die Beschreibung allgemein.

Wir stellen zunichst fest, daB die Ableitung der Stérungsdifferentialgleichungen fiir
kompressible Stromungen idealer Gase in 2.1.2 bereits recht aufwendig ist. Insbesonde-
re das Sortieren der Stérungsterme nach Potenzen des StorgréoBenparameters € kann sehr
miihsam (und fehleranfillig !) werden. Wir stellen daher im folgenden eine allgemeine
und sehr tibersichtliche Vorgehensweise zur Ableitung von Storungsdifferentialgleichun-

gen dar.

Wir kénnen Erhaltungsgleichungen i.d.R. in der Form

N [2U] + Ns[U] =0 (2.33)

anschreiben. Hierin stellt Ns = Ng (%, 3%, Z, Kennzahlen) den die stationiren Terme
der Gleichungen reprisentierenden nichtlinearen Differentialausdruck dar. Er wirkt auf
den Vektor der StromungsgroBen U. Der Differentialausdruck IV; wirke auf die in-
stationiiren Glieder der Erhaltungsgleichung. Im vorangegangenen Beispiel der inkom-
pressiblen Stromungen, Gln. (2.3,2.4), ist N;[U] = %0, 3%, 22, 2»). Der entsprechende
Ausdruck fiir kompressible Stromung ist z.B. N;[ZU] = 452, p%%, p5%, p32, p55).

Wir betrachten die Lésung in der Umgebung € U’ der stationidren Grundlssung U :
U=Ux+c-U'’ (2.34)
und setzen diesen Stérungsansatz in die Erhaltungsgleichungen ein. Wir erhalten damit
Ni[eZU'l + Ns[U +eU’']=0 (2.35)

wo wir bereits von der Voraussetzung Gebrauch gemacht haben, daB %U o = O ist. Das
Sortieren nach Potenzen von € im Gleichungssystem (2.35) gelingt nun auf ganz einfache
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und formale Weise, indem wir IV; und INs in eine Taylorreihe nach € entwickeln :

dIN] dIN;
M[E%U,] = _-L>5 o g+ b1l (FE—QL)E . ... (2.36)
; d.IN d? N 2
Ns[Uo+eU'l = Ns[Uol+ (753)5: e+ 5 (?si)ezo g2+ ... (237

Dabei kénnen wir noch den ersten Term der rechten Seite von (2.36) vereinfachen, denn

I aNL I4 3
dN )&‘ =0 B ( M[€%U’])5=0 - i de [E%U ] +M[§U’])6=o

=0fire=0

Wir setzen diese Ausdriicke nun wieder in (2.35) ein, teilen durch £ und erhalten

(~vl2u),_ + (H%Ns) = —¢ —(de ) L (2.38)

Damit haben wir zum einen die allgemeinen Stérungsdifferentialgleichungen fiir das Ver-
halten der Storung U’ abgeleitet und andererseits schon nach Potenzen im StérgréBen-
parameter € sortiert.

Wir fiihren einer einfacheren Schreibweise wegen noch die Bezeichnungen

L,[FU] := (M[%U,Dszo
Ls[U'] = (c;iENS)é::D 39

ein, wodie L = L ( e ;y 5> Uo, Kennzahlen) lineare Differentialausdriicke sind. Sie
stellen die Linearisierungen der Ausdriicke IN um die Grundlésung U, dar. Sehr oft
ist Ly sogar nur ein algebraischer Ausdruck, der explizit in Matrixform aufgeschrie-
ben werden kann. Im Beispiel der unter 2.1.2 behandelten kompressiblen Strémungen
nach (2.29-2.31) ist L; eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen diag(Lr) =
(1 Pos Lo Pos PO)

Zur Untersuchung infinitesimal kleiner Stérungen lassen wir in (2.38) £ — 0 gehen und
erhalten am Ende die folgenden allgemeinen linearen Stérungsdifferentialgleichungen
fir U’

L;,[ZUT+Ls[U]1=0 . (2.40)

Wir weisen nochmals darauf hin, da die L von der stationir vorausgesetzten Grund-
stromung U(x) abhidngen.

Um die Vorteile dieser abstrakt anmutenden Vorgehensweise zu verdeutlichen, fiithren wir
hier ein Beispiel vor. Betrachtet werde die Dissipationsfunktion ® als Teil des Ausdrucks
Ny in der Energiegleichung fiir kompressible Stromungen (2.18). Wir werden nochmals
den linearen Anteil ®, der St6rung der Dissipationsfunktion ® — ®; nach Gleichung
(2.27) herleiten. Dazu storen wir

& = u(To +eT’) (1[V(vo + ') + 'V(wo + ev")]? — 2[V-(vo + cv’)]?)
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Entsprechend (2.39) haben wir zuniichst ® nach ¢ zu differenzieren

T
—_
d I 4 !
A G AL (L[ (o + ) + "V (vo + cv')]? — 2[V-(vo + cv)]? ) +

w(To + 1) ( 32[V(vo+ev’) + 'V (vo + ev')][Vo' + 'Wov'] —
22[V (0o + cv")][V-0"])

und € = 0 zu setzen, um den linearen Anteil von ® zu erhalten :

’

dP d -
s __ a¥ _ ap ’ 1 t 2 2 . 2
®o =G )6:0 = grTo)T (2 [Voo + Vo] £ (V-vo) ) +

2(To) (L[Vvo + 'Voo][Vo' + V'] — 2 (V-00)(V-v'))
Ho

Wir haben damit das selbe Ergebnis wie in (2.27) auf formale Weise erzielt. Die gerade
vorgefiihrte Methode ist vorteilhaft bei der Ableitung der Stérungsdifferentialgleichun-
gen aus Systemen mit besonders komplexen Nichtlinearititen.

Der Stérungsansatz (2.34) wird natiirlich, so wie in den vorangegangenen zwei Abschnit-
ten vorgefiihrt, ebenfalls in die Randbedingungen eingesetzt. Die Randbedingungen
stellen aber oft, z.B. die Haftbedingung (2.5), bereits lineare Gleichungen dar, so daB
sie ihre Gestalt nach der Linearisierung nicht #ndern. Da die Randbedingungen eng
mit dem speziellen Problem verbunden sind, werden diese im Rahmen der Behandlung
verschiedener Beispiele weiter unten ausfiihrlich behandelt.

2.2 Stabilitiits—Eigenwertproblem

Wir hatten vorausgesetzt, da3 die auf Stabilitit zu untersuchende Strémung U, stati-
ondr sei. Betrachten wir nun die allgemeinen linearen Storungsdifferentialgleichungen
(2.13,2.14), (2.29-2.31) bzw. (2.40), so stellen wir fest, daB keiner der Terme explizit
von der Zeit ¢ abhingt (keine zeitliche Zwangserregung). Da wir uns bei der Stabilitiits-
analyse auch nicht fiir die Art und Weise interessieren, nach der die Stérungen in das
System gebracht wurden, kénnen wir annehmen, sie seien fiir alle Zeiten im System
vorhanden. Auch die Randbedingungen seien zeitunabhingig (keine vibrierende Wand
0.4.). Dann nennen wir unser Gleichungssystem beziiglich der Zeit ¢ homogen; die
Differentialausdriicke L; 7# L;(t), Ls # Ls(t) und die Randbedingungen sind zeitun-
abhédngig. Wir diirfen daher einen Produktansatz machen, der die Zeitabhingigkeit von
der Ortsabhiangigkeit multiplikativ trennt:

U'(z,t) = f(t) - Uy(=) (2.41)

Wir wihlen die in der Theorie der linearen Differentialgleichungen iibliche komplexe
Formulierung. Damit lassen wir komplexe Funktionen f und U’ zu mit dem Verstindnis,
daB physikalisch immer nur der Realteil interessiert. Wir werden aber im folgenden
hierauf nicht mehr explizit hinweisen.
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Setzen wir unseren Separationsansatz (2.41) in (2.40) ein, ergibt sich
Li[(%f) U] = —Ls[f U]

Nun sind die L lineare Differentialausdriicke, die keine Ableitungen nach ¢ enthalten,
so daB3 die (skalare) Funktion f bzw. Ed; S als Konstanten beziiglich L erscheinen und
vorgezogen werden kénnen. Denn fiir jeden linearen Ausdruck gilt definitionsgemif
Llconst - U] = const - L[U] :

(1/f) £1f]1 L,/[U}] = —Ls[U,] . (2.42)

Da weder die rechte Seite dieser Gleichung noch U, von ¢ abhingen, muB der Ausdruck
(1/f) £ f] eine (allgemein komplexe) Konstante \ darstellen, so da3

Lfl—Af=0 = f(t) =exp(At) (2.43)

Wir bezeichnen diese Konstante jetzt um in eine neue Konstante «w = z A, deren Realteil

w, als Kreisfrequenz und deren Imaginiirteil w; als zeitliche Anfachungsrate interpretier-
bar wird. Natiirlich gehért zu einem gegebenen w eine bestimmte rdumliche Verteilung
der Stérungen U’ (2, w). Wir erkennen sofort die Bedeutung des Produktansatzes (2.41)
fur die Beurteilung der asymptotischen Stabilitit nach (1.4). Bilden wir nimlich die
Storenergie entsprechend (1.2), so erhalten wir

NU'|l: = exp(2w; t) |[U(W)]] (2.44)

woraus sofort hervorgeht, da3 asymptotische Stabilitit vorliegt, wenn w; < 0O und
Instabilitit fiir w; > 0. Sicherlich stelit sich an dieser Stelle die Frage danach, wie wir
die Zahlen w bestimmen. Dazu schreiben wir nochmals die Gleichung (2.42) fiir ein von
uns zundchst beliebig gewihltes w an:

Ls[U,(w)] —iw LU (w)] =0 . (2.45)

Neben dieser linearen Differentialgleichung hat U’ («,w) die Randbedingungen des
Stabilitidtsproblems zu erfiillen. Nur solche w sind erlaubt, fiir die es nichttriviale Losun-
gen U (w) # 0 von (2.45) mitsamt den Randbedingungen gibt. Das Randwertproblem
(2.45) heiBt Eigenwertproblem der primiren Stabilititstheorie. Die komplexe Frequenz
w tritt als Eigenwert auf. Fiir viele Stabilititsprobleme ergibt sich der Ausdruck L als
Einheitsmatrix I und wir haben mit (2.45) ein sog. gewdhnliches Eigenwertproblem
zu 16sen. Ist jedoch L; # I, so sprechen wir von einem verallgemeinerten Eigenwert-
problem. Die Funktion U’ (w) heiB3t Eigenfunktion. Finden wir auch nur ein w mit
positivemn Imagindirteil, fiir das das Eigenwertproblem eine nichttriviale Lésung besitzt,
so ist unsere Stromung instabil, anderenfalls asymptotisch stabil.

Das Eigenwertproblem muf3 in der Regel numerisch gelost werden, kann aber unter
bestimmten Bedingungen, die wir im folgenden besprechen werden, stark vereinfacht
werden. Wir werden anhand von Beispielen vorfiihren, wie dann mit Hilfe von Produkt-
ansitzen auch in den Raumrichtungen bisweilen sogar analytische Losungen gefunden
werden konnen. Um uns andererseits mit den behandelbaren Fillen nicht allzu stark
einzuschrianken, besprechen wir in einem spiteren Kapitel, wie wir zu einer numerischen
I.6sung der Eigenwertprobleme der primiren Stabilititstheorie kommen.
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2.3 Schichteninstabilitiiten

Mit der Ableitung der Grundgleichungen und dem Eigenwertproblem der primiren Sta-
bilititstheorie im vorangegangenen Abschnitt in allgemeiner Form, kommen wir nun zur
detaillierten Besprechung einiger klassischer und technisch besonders wichtiger Instabi-
lititen. Wir beginnen mit den anschaulich leicht zuginglichen Schichteninstabilitéten,
die wir bei der Vorstellung der verschiedenen Instabilitdtsphdnomene in Abschnitt 1.2
bereits kennengelernt haben. Dazu z#hlt zum einen die thermische— und die diffusions-
bedingte Zellularkonvektion und die Taylor—Instabilitit. Wir werden iiberdies auch die
der Taylor—Instabilitit sehr dhnliche sog. Gortlerinstabilitit ndher betrachten, die in
Grenzschichten mit konkaven Winden auftritt.  Als erstes Stabilitdtsproblem behan-
deln wir die Rayleigh—Bénard Konvektion. Dabei gehen wir besonders ausfiihrlich vor,
damit alle Teilschritte einer Stabilititsanalyse deutlich werden. Die danach analysierten
Instabilititsphianomene werden entsprechend kiirzer dargestellt.

2.3.1 Rayleigh—Bénard Konvektion

Wir wenden uns hier einer Instabilitidt zu, die in von unten beheizten, horizontalen
Fliissigkeitsschichten unter Schwerkrafteinflul g beobachtet wird. Die Schicht sei ho-
rizontal unendlich ausgedehnt und habe die Dicke d. Ihre Unterseite werde auf die
Temperatur 77 geheizt und ihre Oberseite auf der Temperatur 75 < 77 gehalten (vgl.
Skizze 2.1). Beim (quasistationiiren) Uberschreiten einer kritischen Temperaturdifferenz
AT := (Ty — 1T3) zwischen der oberen und unteren (festen) Berandung der Flissigkeits-
schicht bilden sich in einem Behilter mit beziiglich d sehr grolen Querabmessungen
geradlinige Konvektionsrollen aus. Die Lingsachsen dieser stationir auftretenden Kon-
vektionsrollen liegen dabei horizontal und sind periodisch nebeneinander angeordnet.
Der beschriebene Vorgang wird als thermische Zellularkonvektion bezeichnet.

Die Konvektion hat wegen der zusiitzlichen Austauschvorginge gegeniiber dem Wirme-
leitungsfall eine starke Zunahme des Wirmestroms ¢ in die Wand zur Folge. Eine
experimentelle Untersuchung dieses Phinomens fiihrt zum Verzweigungsdiagramm 2.2,

Konvektion
+ Leitung

Leitung

Abb. 2.1: Thermische Zellularkonvektion.
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: : ] citung @ ektion - . - .
in dem die Nusseltzahl Nu — Jteit 5 fonvektion als dimensionsloser Wirmestrom iiber
Leitung

der Rayleighzahl Ra = “—%’ﬁ aufgetragen ist. Der thermische Volumenausdehnungs-
koeffizient «, die kinematische Viskositit v und die Temperaturleitzahl £ des Medi-
ums sind Bestandteile dieser Konvektionsprobleme charakerisierenden dimensionslosen
Kennzahl. Das Diagramm weist bis zu einer kritischen Rayleighzahl von Ra. = 1708
die konstante Nusseltzahl Nu = 1 auf. Offensichtlich liegt hier reine Wirmeleitung
vor. Beim Uberschreiten dieser kritischen Rayleighzahl knickt die MeBkurve plotzlich
ab und zeigt eine starke Abhingigkeit von der Rayleighzahl und Prandtlzahl Pr = v/k
des Mediums. Dieser plétzlich einsetzende Vorgang hat offenbar mit einer qualitativen
Zustandsédnderung des Systems zu tun. Der alte Zustand (reine Wirmeleitung, ruhendes
Medium) kann nicht weiter aufrecht erhalten werden; er wird instabil und von einem neu-
en (Wiarmeleitung + Konvektion, bewegtes Medium) abgeldst. Man bezeichnet diesen
Vorgang als Verzweigung. Wir erkennen iiberdies eine Besonderheit des Verzweigungs-
diagramms 2.2 : Die kritische Rayleighzahl ist offenbar unabhingig vom Medium, da
der Verzweigungspunkt ( NVu, Ra.)} = (1, 1708) unabhingig von der Prandtlzahl Pr ist !

Die thermische Zellularkonvektion spielt in vielen technischen Problemen eine wichtige
Rolle. So wird einerseits der Ingenieur bestrebt sein, Wirmeisolierungen aus Luftschich-
ten (z.B. ”Thermopane-Scheiben”™) so auszulegen, daf3 die thermische Zellularkonvekti-
on unterbleibt. Andererseits erfordert die Konstruktion eines Wirmetauschers moglichst
starke Konvektionsvorginge.

Wir werden im folgenden das gerade beschriebene Verzweigungsverhalten anhand der
Stabilitdtsanalyse erkldren. Uns wird dabei in erster Linie interessieren, auf theoreti-
schem Wege die kritische Temperaturdifferenz A7, also dimensionslos Ra., fiir die
thermische Zellularkonvektion zu erhalten. Zunichst wollen wir uns aber klar machen,
welche physikalischen Effekte hier eine Rolle spielen.

Die Ursache fiir die Instabilitit werde kurz veranschaulicht. Ein Fliissigkeitsteilchen aus
einer unteren Schicht z; besitzt wegen der hoheren Temperatur eine kleinere Dichte als
eines in einer hoheren Schicht z; > z,. Wir nennen eine solche Anordnung eine instabile
Schichtung. Denn wird das Teilchen bei z; in eine dariiberliegende Schicht verlagert,

Nu -
Warme- Konvektion (ﬁ’/o;szgr)

leitung
g — Pr=0.7
2T (Gas)

Pr=0.025
(flissige
Metalle)

;
4
10° Ra, =1708 10 Ra

Abb. 2.2: Verzweigungsdiagramm (dimensionsloser Wirmestrom)
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so erfihrt es in der neuen Umgebung dichteren Fluids eine Auftriebskraft, die es weiter
nach oben beschleunigt. Dieser Tendenz wirken Reibungskrifte und die Wirmeleitung
entgegen, die den treibenden Temperatur- und damit Dichteunterschied des Teilchens
zur Umgebung auszugleichen sucht.

2.3.1.1 Dimensionsanalyse Wir beginnen unsere Betrachtungen mit einer Dimen-
sionsanalyse, um die das Problem beschreibenden Kennzahlen zu ermitteln. Wenn
wir den Abstand der periodisch angeordneten Rollenpaare voneinander mit / bezeich-
nen, so erkennen wir seinen Zusammenhang mit den das Medium charakterisierenden
Stoffwerten mittlere Dichte p,,,, spezifische Wirmekapazitit c¢,, mittlerer Volumenaus-
dehnungskoeffizient «,,, Wirmeleitkoeffizient A (bzw. Wirmeleitzahl & = A/p,.c,)
und dynamische Viskositdt y (bzw. kinematische Viskositit v = u/p.,), sowie der
Erdbeschleunigung g, der Hohe der Fliissigkeitsschicht d und der dariiber aufgeprigten
Temperaturdifferenz AT, also

1= 1(AT, g,d, pm,Cor Um, A, i)

Da wir hier den Temperaturbegriff nicht auf mechanische Gré8en (so wie in der statisti-
schen Thermodynamik) zuriickfiihren wollen, gilt die Temperatur ©® neben den 3 mecha-
nischen BasisgroBen “Masse, Linge, Zeit”, M,L,T als vierte Basisgroe. Nach Buck-
ingham reduziert sich dann das Problem auf 9-4=5 unabhingige Kennzahlen II,, ..., II5,
z.B.

M= L, M= anAT , Ty =2 | 1, = @ATed g «ATd ;46
Cult kv kv

Weiter unten werden wir sehen, dafl nach Einfiihren der sog. Boussinesq Approximation,

der Linearisierung und im stationiren Indifferenzzustand alle Kennzahlen bis auf II;

und II4 verschwinden. Die Kennzahl II, wird als Rayleighzahl! Ra bezeichnet. Der

dimensionslose funktionale Zusammenhang zur Ermittlung der Abstinde der Konvek-

tionsrollenpaare ist damit

L ="1L(Ra) (2.47)

2.3.1.2 Anschauliche Bedeutung der Rayleighzahl Wir wollen nun die physikali-
sche Interpretation der Rayleighzahl geben. Der Anschauung hatten wir entnommen,
daB der Auftrieb A die thermische Instabilitiit treibt, wihrend der Stromungswiderstand
W einer einsetzenden Storbewegung entgegenwirkt. Auch die Wiarmeleitung hemmt die
Instabilitit, da sie infolge Temperaturausgleichs die den Auftrieb erzeugenden Dichte-
unterschiede verkleinert.

Betrachtet werde ein z.B. kugelformiges Fliissigkeitselement mit der charakteristischen
Abmessung ~ d. Damit legen wir lediglich die GréBenordnung der Abmessung des
Teilchens fest. Es kann tatsichlich z.B. die Grole 0.1d besitzen, was hier aber nicht
interessieren soll. Im Rahmen einer GroBlenordnungsabschiitzung werden die beteilig-
ten physikalischen Effekte nur mit Hilfe System—charakteristischer Gro8en wie z.B. d
beschrieben. Wichtig ist hier, daf3 nur solche Fluidelemente am Konvektionsvorgang teil-
nehmen werden, deren Abmessung nicht groBer als von der Gréf3enordnung der Dicke
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Abb. 2.3: Zur physikalischen In-
terpretation der Rayleighzahl.

der Flussigkeitsschicht ist. Das Teilchen bewege sich mit einer Storgeschwindigkeit v
nach Bild 2.3 von z = z, auf eine dariiber liegende Schicht zp + d. Das geschieht offen-
bar in der Zeitspanne At¢ = d/v. Dabei wirkt des Dichteunterschiedes Ap ~ p,, ,, AT
wegen eine Auftriebskraft A = Ap,,gVk ~ pmanATgd®. Gleichzeitig entsteht ein
schleichender Widerstand (kleine Storgeschwindigkeiten unterstellt) nach Stokes von
W ~ p % d? = pu d®2; (vgl. Bild 2.3). Entscheidend ist weiterhin, in wie weit wihrend
der Zeitspanne At die Wirmeleitung dafiir sorgt, den treibenden Temperaturunterschied
zwischen Fliissigkeitselement und neuer Umgebung auszugleichen. Der Unterschied
an innerer Energie von Ej; ~ pc,ATd® wird infolge von Wirmeleitung nach Fourier
g ~ /\%3'—" durch eine Querschnittsfliche ~ d? an die Umgebung abgegeben. Die Zeit-
skala fiir diesen Vorgang ist demnach At = Ei/¢d?> ~ d?/k und kann in die obigen
Proportionalitidtsbetrachtungen eingesetzt werden.

Die Bedingung fiir das Instabilwerden ist offensichtlich durch das Dominieren des Auf-
triebs iber den Widerstand bestimmt :

! ! k
A>W <= paATgd® > ,ud2ﬁ - const
bzw.
aAT gd?
kv

Offenbar hat die Rayleighzahl die Bedeutung des Verhiltnisses aus Auftriebskraft zu
Reibungskraft.

1
= Ka > const = Ra.

2.3.1.3 Grundgleichungen Wegen der Temperaturabhingigkeit unseres Stromungs-
problems und der damit verbundenen Nichtkonstanz der Dichte p sind die Erhaltungsglei-
chungen fiir Masse, Impuls und Energie nach (2.16-2.18) zustindig. Wir beginnen mit
der Masseerhaltung (2.16), die wir hier zunichst dimensionsbehaftet (!) anschreiben :

%p+pv-v:0 . (2.48)
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W1r haben es mit Fliissigkeiten zu tun, die insbesondere vor dem Hintergrund kleiner
strorflungs— bzw. schwerkraftbedingter Druckunterschiede natiirlich als inkompressible
Medien getrachtet werden diirfen. Die Dichte ist demnach keine Funktion des Druckes
p, d.h. 55 = 0, wohl aber iiber eine entsprechende Zustandsgieichung p = p(7") von
der Temperatur abhidngig. Dieser Zustandsgleichung entnehmen wir auch den bereits
oben eingefiihrten Volumenausdehnungskoeffizienten o = —%j—;. Mit der Erweiterung
%tﬂ = 5%% erhalten wir dann aus der Kontinuititsgleichung (2.48)
Vo=a(2T+v-VT) . (2.49)

Die Impulsgleichungen fiir Strémungen mit nichtkonstanter Dichte nach (2.17) lauten in
dimensionsbehafteter Schreibweise :

p (2o +0-Vv) = —Vp+ V(4] Vo +'Vo]) - 3V(uV-v) —pge. , (250

wo e, der Einheitsvektor in Richtung z ist. Wir wollen jetzt vereinfachend annehmen,
die Z#higkeit unterliege innerhalb des vorliegenden Problems nur geringen Anderungen,
so daB wir sie konstant setzen diirfen. Unter Verwendung der Vektoridentitit V- 'Vov =

WV V -v erhalten wir aus (2.50) dann
p (%v + 'v-V'v) = —-Vp+pu (A'v + %V(V-'v)) —pge, (2.51)

Es fehlt nun noch eine Beziehung fiir die Temperatur, die ja durch eine Zustandsgleichung
mit der Dichte und insofern iiber die obigen Stromungsgleichungen mit den Stromungs-
groBen gekoppelt ist. Wir bendtigen dazu die Energiebilanz fiir Medien nichtkonstanter
Dichte (2.17) wiederum zunichst in dimensionsbehafteter Schreibweise :

pe, (2T + v-VT) = V-AVT)—-pV-v+o (2.52)
® = pu (% [Vv + ‘Vov)? — %(V'U)Q)

Auch hier wollen wir einen unveriinderlichen Transportkoeffizienten A voraussetzen und
erhalten schlieBlich

pe, (ZT +0-VT) = MAT —pV-v +® (2.53)

SchlieBlich wird eine thermische Zustandsgleichung bendtigt, um die Dichte und Tem-
peratur zu koppeln. Wir wollen hier davon ausgehen, daB diese Beziehung durch einen
linearen Zusammenhang hinreichend genau beschrieben wird, der durch eine Linearisie-
rung um eine geeignete (i.a. beziiglichdes Problems mittlere) Dichte p,,, und Temperatur

T,, gewonnen wird :

p(T) = pr + [ 2] (T = T0) = pull = @n(T = To)] (2.54)

Wir erreichen am Ende ein Differentialgleichungssystem, bestehend aus den 6 Gleichun-
gen (2.49,2.51, 2.53, 2.54) fir die 6 Unbekannten p, v, p, T'.
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2.3.1.4 Dimensionslose Schreibweise Wir entdimensionieren nun unser Differen-
tialgleichungssystem in problemangepasster Weise; d.h. wir beziehen alle GréBen auf die
charakteristischen GroBen, die unsere Uberlegungen in 2.3.1.2 ergeben hatten. Demnach
werden folgende Zuordnungen verwendet :

Linge (z,y,2) = d-(z*y* 2%
Zeit t = L.y~
Geschwindigkeit v = {(u,v,w) = £ 4w v, w")= £ o~
Temperatur (T — 75,.) = (Ih—T1) - T*=AT-T*
Druck p+ pmgz =: ”;’—2”’“ - p*
Dichte p = pm-p*
Wir haben hier vom Druck den mittleren hydrostatischen Anteil p,s = —p.,gz abgespal-

ten. Unsere dimensionslosen Gleichungen nehmen nach Substitution der Zustandsglei-
chung (2.54) die Form

PV v = (anAT) (T + vV T) (2.55)
3
Epr (2o +0° Vo) = Av"+1V(Vo) - Vpr 4 2B T9d e (256)
* 8 * * 3 * — * klj d3 * ok AP *
P (T +v"VT") = AT +m[ 9L ) Vo @ (2.57)
pm = 1— (amAT)T" (2.58)

an, wobei ®* = 1 [Vov* +{(Vv*)}? — 2(V-v*)?. Wir finden im obigen Differentialglei-
chungssystem die dimensionslosen Kennzahlen Prandtlzahl Pr = v/k, Rayleighzahl
Ra = a,ATgd?*/kv, Iz = an AT, bzw. Ra/Il; und (II;)™ ' = kv /c,ATd? aus der
Dimensionsanalyse wieder.

2.3.1.5 Boussinesq Approximation Das Differentialgleichungssystem (2.55-2.58)
kann unter der Annahme sehr kleiner relativer Dichtednderungen (p — pm)/pm =
—an (T —Tp) = —(ap, AT)T* < 1, also

(amAT)Y =<1

erheblich vereinfacht werden. Aus der Kontinuititsgleichung (2.55) erhalten wir damit
sofort V- v* ~ 0. Dariiberhinaus wird mit der Zustandsgleichung (2.58) p* =~ 1.
Um die Schreibweise der Gleichungen zu vereinfachen, lassen wir im folgenden die
Kennzeichnung der dimensionslosen GroBen mit einem hochgestellten Stern wieder
fort. System (2.55-2.57) erhilt danach die folgende Gestalt

Vo = 0 (2.59)
Pr'(2v+vVv) = Av—Vp+ RaTe. (2.60)
AT +vVT) = AT+ % ® . (2.61)

Das wesentliche dieser sog. Boussinesq Approximation ist die Tatsache, da3 trotz
(am AT) < 1 die Rayleighzahl Ra = (a,, AT') d°g/kv keineswegs als klein gegeniiber
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eins angesehen wird. Denn die Transportkoeffizienten %, besitzen i.a. sehr klei-
ne Zahlenwerte und stehen im Nenner der Rayleighzahl. Als Folge der Boussinesq
Approximation erkennen wir, daB die einzige Kopplung zwischen Temperaturproblem
(Energiegleichung) und Stromungsproblem (Konti—, Impulsgleichung) iiber den Auf-
triebsterm Ra T e, zustande kommt.

Wir bemerken, daB kleine Prandtlzahlen (z.B. fliissige Metalle) zu einem Anwachsen des
Einflusses der instationiren Beschleunigung fithren. Wenngleich entsprechend des Ver-
zweigungsdiagramms 2.2 das Einsetzen der Instabilitéit nicht von der Prandtlzahl abhéngt,
neigen Medien mit sehr kleinen Prandtlzahlen zu einer instationdren Weiterentwicklung
der verzweigten Losung.

2.3.1.6 Grundzustand Wie iiblich beginnen wir eine Stabilitdtsanalyse mit der Er-
mittlung des stationiren Grundzustandes vo, po, 1o, dessen Stabilitéit zu untersuchen ist.
Dieses ist hier besonders einfach, da wir davon ausgehen, das Fluid befinde sich im
Grundzustand in Ruhe : v = 0. Die Energiegleichung (2.61) lautet damit

AT =0

2

stellt also das stationidre Wirmeleitungsproblem dar. Es mufB hierbei erwihnt werden,
daB der Ruhezustand nur méglich ist, wenn der Temperaturgradient parallel zu e ist.
Denn nehmen wir die Rotation von (2.60) und setzen vo = 0 ein, so folgt die Bedingung
VT, x e, = 0. Wir beschrianken uns auf den Fall einer in den horizontalen Richtungen
z und y unendlich ausgedehnten Schicht, bzw. einer solchen mit wirmeundurchléssigen,
vertikalen Seitenwinden. Wegen der Konstanz der Temperaturrandbedingungen

TO(xayaz:_l/2):T1’ Tg(m,y,z=1/2)=T2

entlang der homogenen Parallelrichtungen z, y ist unser Grundzustand nur von der Ver-
tikalrichtung > abhingig und wir bekommen aus der obigen Laplacegleichung

d®*To
T -0, bzw To(z)=Cyz+Co . (2.62)
dz?

Die Konstanten (C,, C3) folgen aus den angefiihrten Randbedingungen zu ¢, = —1,

Co = (11 + T2 —2T,,)/AT. Es ist nun offensichtlich, daB mit 7’,, = %(Tl + 7%) als dem
Mittelwert der Temperatur die sinnvollste Wahl fiir den Parameter 7,, getroffen wird.
Wir erreichen fiir den Wirmeleitungsgrundzustand

To = —= (2.63)
Aus den ersten beiden Impulsgleichungen (z,y) erhalten wir po = po(z). Die =-
Impulsgleichung ergibt
0=—9P 4 RaT,
dz
bzw. mit (2.63) fiir den Druck
Po = —%Ra 22 + pa (2.64)

wobei die Konstante p, den Umgebungsdruck bedeutet. Die oben ermittelte Tem-
peraturverteilung und damit auch das gesamte Wirmeleitungsproblem ist offenkundig
unabhiingig von p,. Nicht das Niveau des Drucks pg hat einen Einflufl auf das Problem,
sondern ausschlieBlich sein Gradient.
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2.3.1.7 Storungsdifferentialgleichungen GemaiB unseres Standardvorgehens nach
(2.39, 2.40) unterstellen wir irgendwelche kleine Stérungen e U’ = %', p’, 7"} des
Grundzustands, setzen den gestorten Zustand v = vo+ev’',p =po+ep’, T = To+eT"
in die Stromungsgleichungen (2.59-2.61) ein, differenzieren nach £ und setzen € = 0.
Unsere daraus resultierenden Storungsdifferentialgleichungen lauten

Vo' = 0 (2.65)
Prot 2y = Av —Vp +RaT e, (2.66)
ZT = AT +w' . (2.67)

Wir bemerken, daB alle Anteile aus der Dissipation ® nach der Linearisierung vollstiandig
verschwinden, da sie ausschlieBlich, und zwar quadratisch, von den Geschwindigkeiten
abhingen. Beim vorliegenden Grundzustand ist die Produktion von Wiarme infolge
Dissipation von hoherer Ordnung klein in €.

Uberdies erkennen wir, daB, wie bei der Dimensionsanalyse erwihnt, im stationédren Fall
die Rayleighzahl Ra die einzige Ahnlichkeitskennzahl wird. Da die hier untersuchte
Instabilitiit tatsichlich stationir ist, erkennen wir auBerdem, da das Stabilitétskriterium
unabhiingig von der Prandtlzahl Pr, also stoffunabhingig sein wird. Dieses steht im
Einklang mit dem experimentellen Befund nach Abbildung 2.2.

2.3.1.8 Randbedingungen Um das Storungsdifferentialgleichungssystem (2.65-2.67)
des Stabilitiitsproblems 16sen zu kénnen, sind Randbedingungen zu spezifizieren. Ver-

schiedene Fiille von Stromungs- und Temperaturrandbedingungen sind hier denkbar. Wir

diskutieren eine freie und feste Fliissigkeitsberandung =z = z, = =#1/2 mit isothermer

oder adiabater Temperaturrandbedingung.

e freie Berandung (Fliissigkeitsoberfléiche)

Wir betrachten die Oberfliche weiterhin als eben, da Verformungseffekte aufgrund
kleiner Storungen von hoherer Ordnung klein sind. Dann haben wir an der Ober-
fliche die Nichtdurchdringungsbedingung (kinematische Strémungsbedingung) zu
erfiillen :

[ =wo + € w,](a:,y,z,-) =0

= w'(x,y,zr) <0 (2.68)

Die Randbedingungen fiir die Parallelgeschwindigkeiten hingen i.a. von der
Oberflichenspannung o ab, die so dimensionsbehaftet bezeichnet sei. Wir ge-
hen hier auf den EinfluB einer temperaturabhiingigen Oberflichenspannung o (7")
ecin. Die Tangentialkraft d7, = 22dzdy, bzw. dT, = %2dzdy, die infolge ei-
ner (temperaturbedingten) Anderung der Oberflichenspannung o = o(7") iiber
einem Oberflichenelement der Fliissigkeit entsteht, mu durch die Schubkrifte
Tezdxdy = p(5E + 2uydrdy bzw. Ty.drdy = n(ge + %)dxdy kompensiert

werden : 5 5 5 5 5 9
g _. gu gw oo _ ov gw
'5;—‘“(82'_'—31')’ ay—u(az_'_ay




33

Das betrachtete Fluid besitze einen konstanten Wert fiir do/d7T" und entsprechend
unserer vorher getroffenen Annahmen die konstante Zihigkeit xz. Der kinema-
tischen Stromungsbedingung (2.68) wegen gilt an der Fluidoberfliche lberdies
gw — 9w — (. Beziehen wir nun auf die selben GroBen wie in 2.3.1.4, erhalten wir
den folgenden, dimensionslos formulierten Zusammenhang an der Fliissigkeitso-
berflache

8u* . BT*] — [av* - M 8T"‘] —
[62* Ma Oa* eyt o , 52~ a oy (e nt) 0 . (2.69
Die dabei neu entstandene, dimensionslose Kennzahl
de ATd
Ma = 4L (2.70)
pmvk

wird als Marangonizahl bezeichnet. Fiir eine temperaturunabhingige Oberflichen-
spannung ist Ma = 0 und die Fliissigkeitsoberfliche schubspannungsfrei. Dann
ist 2% = 2¥ = 0.

Der Ubersichtlichkeit wegen lassen ab jetzt die Kennzeichnung der dimensionslo-
sen Formulierung durch den hochgestellten Stern wieder fort. Da die Oberflichen-
beziehung (2.69) bereits linear ist, bleibt sie nach der Einfiihrung des Storansatzes
unverindert, so daB auch fiir die Stérstromung gilt :

o _ ar’ — ov’ _ QI_']
[82 Ma 8$ ](z,y,zr) =0 ’ [32 Ma ay (z,y,2r)

Ist der Oberflichenspannungseffekt besonders groB, kann er bei entlang der Ober-
fliche aufgeprigten Temperaturunterschieden sogar alleiniger Grund fiir das Ent-
stehen einer sog. Marangoni Instabilitit sein. Denn den Gln.(2.71) entnehmen wir,
daB ein Medium, dessen Oberflichenspannung mit der Temperatur sinkt (j—; < 0,
bzw. Ma < 0) Geschwindigkeiten induziert. Gegeniiber einem Medium mit
j—; = 0 vergroBert sich dabei die Geschwindigkeit in der Richtung, entlang der die
Temperatur abfillt. Man beachte, daB ein solches Medium die thermische Zellular-
konvektion unterstiitzt, weil auch hier das Medium an der freien Oberflache in der
Richtung sinkender Temperatur stromt. Dieses ist mit folgender Nebeniiberlegung
ersichtlich : Warmes Fluid steigt auf und strémt an der Oberfiiche oberflichenpa-
rallel ab. Die Oberflichenstromung kiihlt sich im weiteren ab bis die Fluidteilchen
schlieBlich wieder absinken. Diesem Vorgang entsprechend verlduft die Ober-
flichenstromung in Richtung fallender Temperatur. Verbliffenderweise war die
von Bénard beobachtete Zellularkonvektion tatsichlich eine durch variable Ober-
flichenspannung getriebene Stromung. Auch die Abbildung 2.4 zeigt eine durch
Oberflichenspannung getriebene Konvektionsstromung an der Grenzfliache zweier
Flissigkeiten.

=0 2.71)

Abb. 2.4: Marangoni—Konvektion an
Flissigkeitsgrenzfiiche.
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e feste Berandung

Am Boden, den Seitenwinden oder der Deckplatte haben wir die kinematische-
und Haftbedingung zu erfiillen, mithin

o' (x,y,2.) =0 (2.72)

e isotherme Berandung

Unter der Annahme, der die Berandung bildende Stoff besitze eine groBe Wirme-
leitfdhigkeit, werden auftretende Temperaturstorungen sofort ausgeglichen und er
behiilt seine Temperatur bei; Temperaturstérungen verschwinden also :

T'(z,y,2.) =0 (2.73)

e adiabate Berandung

Die Wandtemperatur 7, = 73, bzw. 7T, = T3 entsprechend der Grundldsung
konnen wir uns entstanden denken durch einen aufgeprigten, konstanten Wirme-
fluB g0 = —/\(%—Z;Q)W durch die ruhende Fliissigkeitsschicht. Anderungen ¢’ =
—/\%—Tz' dieses Wiarmeflusses durch Temperaturstorungen seien ausgeschlossen.
Ein solches Verhalten kénnen wir erwarten, wenn die Temperaturleitfidhigkeit des
Begrenzungsmediums (z < —1/2, z > 1/2) sehr klein ist. Die mit dem fest vor-
gegebenen Wirmestrom einhergehenden lokalen Anderungen in der Temperatur
des Begrenzungsmediums seien klein und Riickwirkungen auf die Grundlsung
wie tiblich vernachlissigbar. Das fiihrt uns auf die Temperaturrandbedingung

! !
aaj; (‘T’" Y, zr) =0 2.74)
An jeder der beiden horizontalen Berandungen z = z, kann so fir »’ und 7" je eine

Randbedingung gegeben werden, was der Ordnung des Storungsdifferentialgleichungs-
systems entspricht. Ist die Fliissigkeitsschicht durch vertikale, adiabate Seitenwiinde
S(z.,y-) = 0 begrenzt, fordern wir auch dort analoge Bedingungen fir «'(.S, z), v’(.5, )
und 7”(.S, z). Anstatt der Ableitungen nach z in den obigen Beziehungen sind dann die
entsprechenden Ableitungen in Richtung der Seitenwandnormalen n = V .S/|V S| zu
nehmen, und z.B. die Geschwindigkeit w’ ist durch n-v’ zu ersetzen.

2.3.1.9 Alternative Formulierung der Stérungsdifferentialgleichungen Mit dem
Ziel, die Anzahl der Variablen im Gleichungssystem (2.65-2.67) zu reduzieren, wenden
wir zur Elimination des Druckes p’ zweimal den Rotationsoperator V X Vx(...) =
= VV-(...) — A(...) auf die Impulsgleichungen (2.66) an. Damit ist bereits die
Entkopplung der z—Impulsgleichung und der Energiegleichung (2.67) von v/, v’ und p’
gelungen :

1 0 A — A2 okl bd azT’]
P'I‘atAw = A°w —i—Ra[W-f-a—yf 2.75)

Wir konnen auch noch die Temperaturstorung 77 aus dem Gleichungssystem (2.75,

2.67) eliminieren. Dazu wenden wir den Differentialausdruck (2 + —83%) auf die
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Energiegleichung (2.67) an. Danach kénnen wir die Temperaturglieder aus (2.75) in
(2.67) einsetzen und erhalten

) 1 yAZw — L O Aw] = Atw! — Ra [0, 8%
Da wir jetzt eine Differentialgleichung sechster Ordnung fiir w’ vorliegen haben, benéti-
gen wir fiir deren Losung zusitzliche w'—Randbedingungen, die wir uns aus den ur-
spriinglichen Gleichungen besorgen miissen. Zunichst gilt, unabhingig davon, ob ein
fester oder freier Rand vorhanden ist, die kinematische Strémungsbedingung (2.68) fiir

w’.

Die zwei weiteren an jeder der beiden Berandungen benétigten Bedingungen sind zum
einen davon abhingig, ob ein fester oder freier Rand vorliegt; andererseits aber auch von
der Temperaturrandbedingung (Kopplung iliber den Rand !).

Da bei einer freien Berandung die u’- bzw. die v’-Randbedingungen (2.71) fiir alle =
bzw. y gelten, diirfen wir sie danach differenzieren und in die nach =z differenzierte
Kontinuititsgleichung (2.65) einsetzen. Wir erreichen dadurch

PP’ 9T | 9T .
[3;:2 + Ma 5T + dy? )](r,y,zr) =0 (frei) (2.77)

Hieraus konnen wir noch mit Hilfe von Gleichung (2.75) die Temperatur eliminieren und
erhalten schlieBlich

9w _ Maa2,r___Ma 8 / )
[ 82> ~ Ra Afw' = RaPr dt Aw ] (@292 st) (fret) (2.78)
Fir die isotherme Bedingung vereinfacht sich aber bereits (2.77) wegen %23;' = 382;2"' =0
zur zweiten Bedingung
a2w,( — 0 .« .
522\ Y zp) = (frei.isotherm) (2.79)

und unter Ausnutzung von (2.79) bereits Beziechung (2.75) zur dritten Bedingung

a4w’ (Cl: =z ) =0 ..
271 yYs2r) = . (frei.isotherm) (2.80)
Im Falle der adiabaten Berandung (2.74) gilt offenbar immer ( 88:2 + 6?:2 %{' = 0, was
fiir die nach z differenzierte Gleichung (2.75) die dritte adiabate Bedingung
20w’ _ 1 9 AOW -
[A &= o % (frei,adiabat) (2.81)

ergibt. Wir haben damit die w’-Randbedingungen sowohl fiir die isotherme als auch
adiabate freie Berandung angegeben.

Die zweite Randbedingung im Falle der festen Berandung folgt mit der Haftbedingung

an der Wand unmittelbar aus %—’;’ = % = 0, so daf3 die Kontinuititsgleichung sofort die

folgende Bedingung fiir w’ nach sich zieht
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%wj(x,y,zr) =0 . (fest) (2.82)

Die dritte Randbedingung fiir w’ besorgen wir uns auch bei der festen Berandung aus
Gleichung (2.75), und zwar im isothermen Fall direkt zu

(=5

Im adiabaten Fall kénnen wir Bedingung (2.81), die ebenfalls fiir feste Berandungen gilt,
weiter vereinfachen :

9 92 2 0?2 9%\ Pw 1 9 83
922 + gy—f + 9-2) 92> ~ Proi az (e k) (fest,adiabat) (2.84)

v _ 1 0 9w

9y + —_fa Bz = Prot 022 ](zyz 9 (fest,isotherm) (2.83)

Wir haben damit in jedem Fall drei Bedingungen fiir w’ an den Rindern angegeben,
womit das Bediirfnis der w’-Differentialgleichung (2.76) an Randbedingungen erfiillt ist.

Wir hiitten anstatt der Temperaturstdrung 7’ auch die Vertikalgeschwindigkeit w’ zwi-
schen (2.67) und (2.75) eliminieren kénnen. Wenn wir w’ der Energiegleichung (2.67)
entnehmen und in (2.75) einsetzen, enden wir bei einer einzigen Differentialgleichung
fiir die Temperaturstorung 7" :

1 2 1 0 ' 3t Fo.ad I okl

%[(1+E—)AT ——P—TEAT]:AT —RQ[W—FW] (2.85)
Bei einem Vergleich von (2.85) und (2.76) bemerken wir, daBl ein und derselbe Dif-
ferentialausdruck die Temperaturstorung und die Vertikalgeschwindigkeit beschreibt.
Genauso wie bei der Diskussion der zusitzlichen Randbedingungen fiir w’ konnen wir
nun eine hinreichende Anzahl von Randbedingungen fiir die 7T'-Differentialgleichung
(2.85) angeben. Unabhingig von der Art der Randbedingungen zeigt uns die an der
Berandung ausgewertete Energiegleichung (2.67) mit w’ = 0, da8

[AT' RoRy

(2.86)
at ] (z,y,2r.t)

Im Falle einer adiabaten Berandung identifizieren wir neben der Forderung (2.74) Glei-

chung (2.86) als zweite thermische Randbedingung. Bei isothermer Berandung kann
wegen ZL° = 8;3;' = 0 Beziehung (2.86) noch weiter vereinfacht werden zu

2
8 (x Y,2z,) =0 (isotherm) (2.87)
Wir diskutieren nun zunichst die dritte thermische Randbedingung bei einer festen Be-
randung. Wegen der Kontinuititsgleichung war %—?(zr) = 0. Nutzen wir diese Kenntnis

in der nach z differenzierten Energiegleichung (2.67) aus, so erhalten wir als dritte Rand-
bedingung

o
9z ~ Ot 9z ] (@ yremit) (fest) (2.88)




37

. . . . . 2 ’ 2 : . 3
Bei adiabater Berandung 148t sich dieses wegen 25 2L = 2 5 = 0 weiter vereinfa-

€T
chen zu

3
6 P (z,y,2) =0 (fest,adiabat) (2.89)
Wir wenden uns nun der dritten thermischen Randbedingung bei freier Fliissigkeitso-
berflache zu. Wenn wir die Energiegleichung (2.67) zweifach nach z differenzieren, so
kO6nnen wir aus (2.77) w’ eliminieren und erhalten dann

2 ZTI 2
[Aa + Ma2 T’ (Ma T + %—T (frei) (2.90)

8 a ] (z‘,y,zr ,t)

Diese stellt bereits die dritte adiabate Randbedingung dar. Bei isothermer freier Beran-
dung 148t sich (2.90) noch weiter vereinfachen, denn wegen (2.87) folgt

84

A (x,y,zr) =0 (frei,isotherm) (2.91)

Wir bemerken abschlieBend, daB sowohl fiir die w’-Randbedingungen als auch die 7'-
Randbedingungen bei isothermer Berandung die Marangonizahl herausfillt. Dieses
Ergebnis ist natiirlich sinnvoll, da der Effekt der Oberflichenspannung ja nur infolge von
Temperaturinderungen auf der Oberflache zutage tritt.

2.3.1.10 Eigenwertproblem Wirkommen nun zur Identifikation des der thermischen
Zellularkonvektion zugeordneten Eigenwertproblems. Wir hatten in Abschnitt 2.2 all-
gemein gezeigt, daB die Losung eines Problems der primiiren Stabilititsanalyse stets auf
ein Eigenwertproblem fiihrt.

Im vorangegangenen Abschnitt hatten wir gezeigt, daB Variablen aus dem Stérungsdiffe-
rentialgleichungssystem (2.65-2.67) eliminiert werden kénnen. Damit ergaben sich Dif-
ferentialgleichungen hoherer Ordnung fiir die verbliebenen Variablen. Ein und das selbe
Eigenwertproblem stellt sich daher auf verschiedene Arten dar. Drei dieser Moglichkei-
ten stellen wir kurz vor.

Zunichst fassen wir die Variablen im System (2.65-2.67) zu U’ := (v/,v’,w’, p’, T")
zusammen. Nach Abschnitt 2.2 darf zwischen Zeit und Ortsabhingigkeit separiert
werden. Entsprechend des Separationsansatzes (2.41) und (2.43) ist damit U’ =
exp(—iwt) UL(x,w). Analog zu oben schreiben wir daher U, := (u/, v, w’, p’, T"),.
Mit der Ubernahme dieser Schreibweise stellt sich das Storungsdifferentialgleichungs-
system (2.65—2.67) nun folgendermaBen dar :

3 & = 0 0 0 0 00O o 0
—-A 0 0 £ o 2~ 0 000 v’ 0
0 —A 0 £ o0 —iw| 0 A 0 00 w | =10 (2.92)
0 0 —A £Z —Ra 0 0 200 P’ 0
0 0 —-1 0 —A 0 0 001 T 0

xr

Entsprechend des allgemeinen Eigenwertproblems der primiren Stabilititsanalyse (2.45)
erkennen wir, daf3 hier Ls dem ersten Matrixausdruck in (2.92) und L; dem zweiten
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Matrixausdruck entspricht. Es sei darauf hingewiesen, daB L; eine singuldre Matrix
darstellt, also nicht invertierbar ist. Nach 2.2 liegt also ein verallgemeinertes Eigenwert-
problem vor.

Als zweite Moglichkeit der Schreibweise des Eigenwertproblems eliminieren wir u’, v’
und p’ aus (2.65-2.67), und es verbleiben die Gleichungen (2.67, 2.75) zur Bestimmung
von U’ := Y(w’, T"). Mit U (w) := Y(w’,T"), konnen wir das System in die folgende
Form fassen :

—A" —Ra(gz 43 | _, [ #A 0 w,) =(0 (2.93)
-1 —A 0 1 T ). 0 )

Der Vergleich mit der allgemeinen Formulierung (2.45) zeigt, da Ls dem ersten Ma-
trixausdruck in (2.93) und L; dem zweiten Matrixausdruck entspricht. Genau wie bei
(2.92) handelt es sich um ein verallgemeinertes Eigenwertproblem.

Die dritte dargestellte Schreibweise des Eigenwertproblems der thermischen Zellular-
konvektion ergibt eine besonders einfache Form. Wir betrachten dazu die Beziehung
(2.85), die nur noch eine Differentialgleichung fiir die Unbekannte U’ = 7" darstellt
(die Betrachtung der Gleichung (2.76) fiir w’ ist iibrigens #quivalent). Die formale
Schreibweise von Abschnitt 2.2 ergibt nun U’ (x,w) = 7, und das Eigenwertproblem
ist :

A3 4+ Ra(22 4+ 22 o (14 L )Az2 2 [ LAll7—0 (204
ATt el T o2 ) T Ut B R = =0 @9

Dieses Eigenwertproblem fiir 77/ enthilt im Gegensatz zu den beiden vorangegangenen
Formulierungen den Eigenwert w quadratisch. Es kann somit nicht in die Standardform
(2.45) gebracht werden.

Jedes der drei Eigenwertprobleme (2.92-2.94) beschreibt unter Beriicksichtigung der be-
sprochenen Randbedingungen fiir sich das Einsetzen der thermischen Zellularkonvektion
und kann z.B. numerisch geltst werden. Je nach Fall kénnen auch analytische Lésungen
des Problems gefunden werden, fiir deren Herleitung sich besonders die Formulierung
(2.94) eignet. Wir werden im folgenden eine solche L&sung ableiten.

Sicherlich hat der indifferente Fall, fiir den fm(w) = w; = 0 gilt, zunichst die groBte
Bedeutung. Wir erinnern uns zudem daran, daf3 sich die Zellularkonvektion beim Uber-
schreiten der kritischen Rayleighzahl als stationdre Storstromung ausbildet. Offen-
bar diirfen wir bei der Berechnung des indifferenten Zustands von einer stationiren
Storstromung ausgehen. Es 148t sich dariiberhinaus sogar beweisen, daf alle Stérungen
mit w; > 0 die Frequenz w, = 0 besitzen (vgl. P. DRAZIN, W. REID 1982, S.44—45). Wir
setzen also w = 0, bzw. % = 0 sowohl in den oben abgeleiteten Differentialgleichungen,
als auch den diversen Randbedingungen. Es sei darauf hingewiesen, daBl gemiB unserer
im Abschnitt 2.2 eingefiihrten Notation U'(w = 0) = U ist.

Im folgenden werden wir uns auf den Fall der in den Horizontalrichtungen x und y unend-
lich ausgedehnten Fluidschicht beschrianken. Denn das gesamte Konvektionsproblem,
welches durch das Differentialgleichungssystem (2.65-2.67) einschlieBlich der Rand-
bedingungen beschrieben ist, wird damit unabhingig von =z, y, die wir als homogene
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Richtungen bezeichnen. Diese Voraussetzung ermoglicht es uns, den Separationsansatz
Hu', v, w,p, T (z,y,2) = F(z,y) - t[&(2),9(2),11)(2),;5(2),T(2)] . (2.95)

zu machen. Wir betonen nochmals, daBl dieser Ansatz bei seitlichen Behilterberandun-
gen nicht mehr méglich ist, da in diesem Fall explizite Randbedingungen an diesen
Seitenwinden gefordert werden miissen. Die Substitution des Ansatzes (2.95) in die

stationére (% = 0) Energiegleichung (2.67) liefert zunichst den Zusammenhang der
Funktion F'(x,y) mit dem frei wihlbaren Separationsparameter a?
25 2 2
Ero_ GE G
=2 T = — VA = a? = const (2.96)

In der separierten Differentialgleichung fiir 7" (2.94) erscheint dann «? in Verbindung
mit der Voraussetzung w = 0 folgendermafen :

[d2 212 4 2 5
Eg——a] T(z)+ Raa’*T(z) =0 (2.97)

Mit den unter 2.3.1.9 abgeleiteten Randbedingungen ist dadurch wieder ein Eigenwert-
problem definiert, in dem bei gegebenem «a jetzt die Rayleighzahl Ra als Eigenwert
auftritt. Das Eigenwertproblem (2.97) beschreibt das Einsetzen der thermischen Zellu-
larkonvektion eines Fluids mit nach Boussinesq vereinfachten Eigenschaften. Finden
wir eine nichttriviale Lésung 7'(2) # 0, so haben wir eine Stérstromung ermittelt, die
sich zeitlich neutral (indifferent) verhilt. Unser Ziel wird es sein, zu jeder beliebigen vor-
gegebenen Zahl a die dazugehorige Rayleighzahl Ra(a) zu finden, um so alle méglichen
indifferenten Zustinde des Systems zu bestimmen.

Wir wollen nun die physikalische Bedeutung des Separationsparameters a? diskutieren.
Dazu stellen wir uns vor, wir wiirden zuniachst das Eigenwertproblem (2.97) unter Vor-
gabe der Randbedingungen 16sen. Als Ergebnis einer solchen Analyse erhalten wir ein
Paar (Ra,a?). Zu einer Interpretation des Separationsparameters a gelangen wir iiber
die Diskussion der Gleichung (2.96). Die die (z, y)-Struktur der Losung darstellende
Funktion F ist gemiB (2.96) durch die Helmholtzgleichung

a2 lok 2

bestimmt.

Dieses ist jedoch nicht die einzige Forderung an die Funktion F'(x,y). Der Separati-
onsansatz (2.97) hat natiirlich mit jeder der Gleichungen (2.65-2.67) vertriglich zu sein.
Setzen wir ihn in die z—Impulsgleichung von (2.66) ein, so erhalten wir zwar zunéchst nur
wieder die Separationsbedingung (2.98), aber die x— und y—Impulsgleichungen ergeben
zusdtzlich
—};%—géiazzconst R %—%—géiayzconst

wo wir die imaginire Einheit ¢ aus Griinden einer einfacheren spiteren Schreibweise
hinzugefiigt haben. Aus den obigen Beziehungen ergibt sich sofort die Form von F':

F(z,y) = exp(t azx + i ayy) (2.99)
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X Abb. 2.5: Zur Interpretation der Sepa-
Ax=21t/ay rationsparameter als Wellenzahlen.

Durch Einsetzen in (2.98) erkennen wir, daB dieser Ansatz die Helmholtzgleichung Iost,
sofern die angesetzten Konstanten a., a, die folgende Bedingung erfiillen :

a® =al+al (2.100)

Der Ausdruck (2.99) stellt fiir reelle Zahlen a., a, eine raumlich periodische, ebene
Welle dar mit den Teilwellenzahlen a, = 2x /A, und a, = 2x /X, (vgl. Abbildung
2.5). Wir erkennen daraus, dal die Wahl einer Teilwellenzahl a, (bzw. a,) nur der
Einschrinkung a2 < a? (bzw. a? < o?) unterliegt. Die jeweils andere Teilwellenzahl
folgt danach aus (2.100). Der Separationsparameter a hat offenbar die Bedeutung einer
charakteristischen Wellenzahl. Das Stabilititsproblem wird nur durch die Wellenlinge
A = 27 /a der dazugehorigen charakteristischen Stoérwelle bestimmt, nicht aber von der
Orientierung ihrer Wellennormalen ¢ = tan™'(ay/a;) in der (z, y }-Ebene.

Wegen des Fehlens einer ausgezeichneten Richtung kénnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sinnvoll z.B. a, € [0, a/+/2] wihlen. Wir betonen, daB die (z, y)-Struktur
der Losung ebenfalls natiirlich unabhingig von der speziellen Losung T'(=) ist, die aus
(2.97) ermittelt wird. Bestimmen wir beispielsweise aus dem Eigenwertproblem (2.97)
die kritische Wellenzahl a., so gibt es unendlich viele Moglichkeiten, diese mittels
(2.100) aus Teilwellen zusammenzusetzen.

So sind eindimensionale (z.B. a, = 0, e, = a), also Rollenstrukturen ebenso denkbar,
wie zweidimensionale, z.B. Zellstrukturen mit sechseckformigem Grundrif3, bei denen

Abb. 2.6: Entstehung von
hexagonalen Zellstruktu-
ren (Hohenlinien) durch
Uberlagerung dreier Ei-
genlGsungen.
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einfach einer Rollenstruktur (a, = 0,a, = a/2) zwei gleiche weitere, um jeweils 60°
und 120° verdrehte Rollenstrukturen (a, = v/3/2a,a, = *a/2) superponiert werden.
Ein Beispiel gibt die Abbildung 2.6, in der die Funktion f(z,y) = cos(ay) + cos( @am +
lay) + cos(Lazx — fay) mit a = 27 aufgetragen ist.

Welche der moglichen Strukturen sich ausbildet, ist nach der linearen Theorie einzig von
Anfangsbedingungen abhingig. In der Realitit zeigt sich jedoch, daB3 z.B. bei offenen
Behiltern auch bei verschiedensten Anfangsstérungen eher die hexagonale Zellstruktur
angenommen wird, wihrend in Behiltern mit Deckplatte Rollenstrukturen beobachtet
werden. Es handelt sich dabei um Zusatzeffekte, die nicht Gegenstand unserer Betrach-
tungen waren.

2.3.1.11 Stabilitiitsdiagramm Wir wollen in diesem Abschnitt drei verschiedene
Losungen des Eigenwertproblems (2.97) diskutieren, die sich infolge der verschiedenen
Randbedingungen unterscheiden.

e Obwohl physikalisch eher unbedeutend, ist der Fall zweier freier, isothermer Be-
randungen interessant, da hier eine Losung des Eigenwertproblems in geschlosse-
ner Form angegeben werden kann. Wir fithren uns nochmals die Randbedingungen
(2.73, 2.87,2.91)

- f 2 f ' 4 rf '
T(z==x L0 , %%@:i%)ﬁo , %(zz:&:%)io (2.101)

vor Augen und stellen fest, daB die gerade Funktion 79(z) = cos[(2n + 1) z]
alle diese Randbedingungen erfiillt. Das gleiche gilt fiir die ungerade Funktion
T%(z) = sin[2n~ z]. Setzen wir 77 in das Eigenwertproblem (2.97) ein, erkennen
wir, daf3 hiermit tatséchlich auch eine Eigenldsung vorliegt, sofern

[(2n + 1)?72 + a?]?
a2

(2.102)

Ra(a) =

Damit haben wir die gesuchte Beziehung zwischen der Rayleighzahl und der
Wellenzahl auf der Indifferenzkurve Ra(a) gefunden. Bei genauer Betrachtung
von (2.102) fillt auf, daB3 es unendlich viele solcher Indifferenzkurven gibt; denn
wir diirfen die Ordnungszahl n beliebig vorgeben. Es ist aber leicht einsehbar, da3
fiir alle a die niedrigsten (und damit relevanten) Rayleighzahlen fiir die Grundmode
n = 0 vorliegen. Die kritische Rayleighzahl Ra. erhalten wir sehr einfach durch
die Bedingung verschwindender Ableitung am Minimum der Funktion Ra(a?) zu :

Ra. = Z7* >~ 658 bei ac= J5 222

Setzen wir die ungeraden Eigenfunktionen 7™ an, so sehen wir, daB die am tiefsten
liegende Ra(a)-Kurve weit oberhalb derjenigen fiir die geraden Eigenfunktionen
liegt. Sie besitzt eine kritische Rayleighzahl von Ra, = 1087* ~ 10520 bei
a = V27 ~ 4.44. Wir erkennen daraus, da die ungerade Lésung physikalisch
irrelevant ist, weil in jedem Fall die gerade Eigenlésung vorher instabil wird. Die
Indifferenzkurven niedrigster Ordnung bei gerader und ungerader EigenlGsung
haben das in der Abbildung 2.7 gezeigte Aussehen.
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e Wir wenden uns jetzt dem zweiten und in der Praxis weit wichtigeren Fall einer

thermischen Zellularkonvektion bei zwei festen isothermen Berandungen zu. Die
hier geltenden Randbedingungen waren nach (2.73, 2.87, 2.88)

. . 2 . 2 P~ .
T(z=+H Lo, fli—}z=i§)io, [%—&]%(z:i%)ﬁo (2.103)

Wir haben es bei (2.97) mit einer linearen, gewodhnlichen Differentialgleichung
sechster Ordnung in =z mit konstanten Koeffizienten zu tun, die wir mittels eines
e* “—Ansatzes auf die charakteristische Gleichung

[\ —a?]” + Raa? =0 (2.104)

zuriickfilhren konnen. Die Konstanten C; der allgemeinen Losung T(z) =
6
>° C;-e* ? miissen nichttrivial an die sechs homogenen Randbedingungen (2.103)
=1
angepaBt werden. Nichttriviale Losungen 7'(z) # 0 konnen nur dann vorliegen,
wenn die Determinante der entsprechenden 6 x 6-Systemmatrix verschwindet.
Diese Bedingung fiihrt auf die gesuchte Beziehung zwischen der Rayleighzahl Ra
und der Wellenzahl a. Bevor wir das tun, wollen wir jedoch abermals einen Blick
auf unser Eigenwertproblem werfen.

Wir erkennen an (2.97, 2.103), dafl der Differentialausdruck (auch Differentiai-

operator) L = [ (,f; — a2]3 + Ra a?, der die Differentialgleichung (2.97) re-
prisentiert, ausschlieBlich Ableitungen von gerader Ordnung enthilt, und daf3
alle Randbedingungen (2.103) symmetrisch beziiglich z = 0 sind. Wir nutzen
im folgenden die bekannte Tatsache, daB eine an jeder Stelle z in eine Tay-
lorreihe entwickelbare Funktion f(z) als Sumine aus einer ungeraden Funktion
f¥(2) = — f*(—=z) und einer geraden Funktion f9(z) = f9(—z) betrachtet werden
kann (z.B. e* = sinh(z) + cosh(z)). Da Differentiationen gerader Ordnung von
(un-)geraden Funktionen wieder (un-)gerade Funktionen ergeben, erhalten wir in
unserem Fall mit 7'(z) = T%(z) + T79(z) und L folgende Bezichung :

LIT*(z) + T9(2)] = LIT"(2)] + LIT°()] = 0

ungerade gerade

Da eine ungerade Funktion eine gerade nicht an jeder Stelle z ausloschen kann,
miissen offenbar beide obigen Ausdriicke unabhingig voneinander verschwinden :

L[T*z)] =0 , L[19%z)]=0 (2.105)

Ebenso kénnen wir beispielsweise an der zweiten der Randbedingungen (2.103)
sehen, daB3

BQ[TU + ng - a?Tu aZTg
Oz o = + 922 a=1 + 822 =1 bzw.
1 _ Yokt b _
522 i = s 52T . =0 . (2.106)
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Wir erkennen, daB8 unser Randwertproblem von geraden und ungeraden Funk-
tionen, und zwar unabhingig voneinander, gelést wird. Aus den aus (2.104)
erhaltenen Eigenwerten .

/\1/2 = +z Vs Ra a? — a?
Asje = (A, —iA;) mit

“l\/\’s a112+2a2+2\/\/3 Ra a22+a2\/3Ra a? 4+ a*
Va2t 4 2V Ve 1 iU Tra a1 a0

bzw. Eigenfunktionen ¢ lassen sich je drei gerade und ungerade Fundamen-
tallosungen f* und f7 zusammensetzen

fi(z) = sin(\/m——azz)

ll

fi(z) = cos(A;z)sinh(A, z) (2.108)
f3(z) = sin(A;z)cosh(A, z)
fi(z) = cos (\/ V' Ra a? — a? z)
f3(z) = cos(A;z)cosh(A, = (2.109)
f3(z) = sin(A;z)sinh(A, z)
Hierbei ist z.B. f§ (z) = 23°% jexp(A; z). Berechnen wir zunichst die gerade
Losung 79(z) = 32, ¢ ff(z), so erhalten wir aus der Anpassung der Randbedin-
gungenzB.anz = %
5 s s ,
Dg(Ra,a)Zdet. fiq” fg// fgu =0
(fiqlll_ f) ( QIII_ I) (fg/ll_ )
“5.110)
wo () = < pezeichnet. Dieses ist eine transzendente, implizite Gleichung in Ra

und a, und die Trajektorie Ra(a), auf der Dy,(Ra(a),a) = 0 gilt, stellt unsere

gesuchte Indifferenzkurve dar (vgl. Bild 2.7).

Wir wollen uns in Bezug auf das Einsetzen der Rayleigh—-Bénard Konvektion noch-
mals vergegenwiirtigen, welche Bedeutung die so gewonnene Kurve im (Ra, a)-
Diagramm hat. Entsprechend unseres Ansatzes stellen Punkte auf der Kurve
solche Paare ( Ra, a) dar, fiir die die dazugehérigen Stérungen sich zeitlich neutral
verhalten. Hitten wir die Zeitableitung in den Stérungsdifferentialgleichungen
beriicksichtigt, so hitte die Vorgabe eines beliebigen Paares (Ra, a) oberhalb die-
ser Indifferenzkurve entsprechend 7”7 = exp(—iwt) - F'(z,y) - T'(z) eine positive
zeitliche Anfachungsrate w; > 0, also Instabilitiit, ergeben. Anderenfalls (also un-
terhalb der Kurve) hitten wir eine negative Anfachungsrate w; < 0, d.h. zeitliches
Abklingen (asymptotische Stabilitit), berechnet.
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Die Indifferenzkurve besitzt eine minimale Rayleighzahl Ra., unterhalb derer
Storungen jedweder Wellenldnge abklingen. Diese Grenze errechnet man als
Minimum der Funktion Ra(a) zu

Ra, ~ 1708 , a.~3.12 (2.111)

Die Losung fiir die ungeraden (antimetrischen) Eigenfunktionen f*(z) ist eben-
falls in Bild 2.7 dargestellt. Die kritische Rayleighzahl liegt hier jedoch etwa
10-fach hoher als im Falle gerader (symmetrischer) Stérfunktionen (Ra. ~ 17610
bei a. ~ 5.37). Die ungeraden Storfunktionen erreichen erst dann zeitliche Anfa-
chung, wenn die geraden bereits hoch instabil sind. Die geraden Stdrungen stellen
dariiberhinaus die einzigen experimentell nachweisbaren Rayleigh—Bénard Rollen
dar.

Als letzten Fall behandeln wir hier denjenigen des offenen Behdilters mit iso-
thermen Berandungen. Bei z = 1 haben wir also die Bedingungen (2.101), bei
z = —3% hingegen (2.103) einzuhalten. Mit einer Nebeniiberlegung gelingt es,
dieses Problem auf das vorangegangene bei zwei festen Berandungen zuriick-
zufithren. Da eine ungerade Funktion f*(z) grundsidtzlich mitsamt aller ihrer
geraden Ableitungen bei z = 0 verschwindet, erfiillt die ungerade Eigenl&sung
des obigen Falls (2.97, 2.103) bei z = 0 gerade die Bedingungen des freien iso-
thermen Randes. Wir brauchen uns also nur die obere Hilfte 0 < z < % des
beidseitig fest berandeten Rayleigh—Bénard Problems wegzudenken. Die Ray-
leighzahl und die dimensionslose Wellenzahl a miissen lediglich mit der auf die
Hilfte verkleinerten Schichtdicke neugebildet werden. Wir halbieren dazu die
Temperaturdifferenz A7" und substituieren in der Definition der Rayleighzahl d
durch d/2 : Ra(%z, %) = 27%. Ra. Da die Wellenzahl « durch Multiplikation mit
d dimensionslos gemacht worden war, muB sie halbiert werden : a(£) = 1 - a.

17610 . 5.37
Ra, ~ 51 = 1101 bei a. o~ . = 2.68

Die Indifferenzkurven ergeben sich auch hier so wie in Abbildung 2.7 skizziert.

stabil

Rag}---------------—= : symmetrisch

ac a

Abb. 2.7: Indifferenzkurve des Rayleigh—Bénard Problems.
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2.3.1.12 Einflu8 von Behiilterberandungen In den bisher behandelten Stabilitiits-
problemen hatten wir es mit Grundstromungen zu tun, in denen nur eine der Raumrich-
tungen (z) inhomogen war. Nur in dieser einen Richtung wurden explizit Randbedin-
gungen gefordert. In den homogenen Richtungen (ohne explizite Randbedingungen)
konnten Wellenansitze (Separationsansitze) gemacht werden, was zu gewdhnlichen ho-
mogenen Differentialgleichungen fiihrte. Wenn wir aber z.B. unser Rayleigh-Bénard
Problem in einem realen Behilter mit endlichen Querabmessungen betrachten wollen,
miissen explizite Randbedingungen an allen Winden erfiillt werden, wodurch die sepa-
rate Betrachtung vorgegebener Wellenstorungen nicht mehr zulissig ist. Die numerische
Losung des Eigenwertproblems (2.92) fiir w = 0 wird sehr viel aufwendiger. Entspre-
chende dreidimensionale Eigenfunktionen U’ (z, ¥, z) und kritische Rayleighzahlen bei
unterschiedlichen Behiltergeometrien sind von H. OERTEL JR. 1979 unter Verwendung
des Galerkin Verfahrens (vgl. z.B. H. OERTEL JR., E. LAURIEN 1995) berechnet worden.
Zusatzeffekte durch instationidres Aufheizen der Fliissigkeitsschicht oder das Verhal-
ten bei groBen Uberkritischen Rayleighzahlen k6nnen dariiberhinaus in einer direkten
numerischen Simulation studiert werden. Dabei werden die Boussinesq Gleichungen
(2.59-2.61) unter Verwendung einer numerischen Methode (z.B. Finite Differenzen Ver-
fahren) gelost.

Solche Untersuchungen sind u.a. von K. STORK, U. MULLER 1972 und H. OERTEL IR.
1979 durchgefiihrt worden und haben das Folgende ergeben :

e Die vertikalen Berandungen wirken stabilisierend auf das Einsetzen der Zellular-
konvektion, da zusitzliche Reibung eingefiihrt wird. Dieses wird nach Abbildung
2.8 deutlich in der Auftragung der kritischen Rayleighzahl iiber dem Verhiltnis
aus Behilterlinge k., zu Behilterhohe d. Bei vorgegebenem Verhiltnis A, /d = 4
strebt fiir groBe k. /d die kritische Rayleighzahl gegen den Wert 1815. Dieses ent-
spricht einer Erhdhung der kritischen Rayleighzahl um etwa 6% gegeniiber dem
Fall der unendlich ausgedehnten Schicht. Man erkennt aus dem Diagramm 2.8
ferner, daB der asymptotische Wert der kritischen Rayleighzahl bereits bei relativ

77
’ . - . ’ d
, &, s ’ rd

5 h,/d

Abb. 2.8: Kiritische Rayleighzahlen von rechteckigen Behiltern mit endlicher Ausdeh-
nung
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niedrigen Werten des Verhiltnisses /. /d angenommen wird. Bei der Verringerung
der Behiilterldngen k. /d auf sehr kleine Werte wiichst die kritische Rayleighzahl
stark an. Entsprechend 4. /d ist der Abstand der gréBeren Seitenwinde voneinan-
der dann klein. Die Reibungskraft infolge der Haftbedingung an diesen Winden
wirkt sich im ganzen Strémungsfeld stark aus und verhindert am Ende vollends
die Ausbildung der einfachen Konvektionsrollen.

Die Lingsachsen der Konvektionsrollen orientieren sich parallel zu den kiirzeren
Seiten des Behilters (vgl. Prinzipskizze in Abbildung 2.8).

Das Stromungsfeld wird grundsitzlich dreidimensional.

Der Randeinflu wirkt sich bis zu einer Tiefe von etwa einer charakteristischen
Linge (d.i. der Rollenabstand) in das Stromungsfeld hinein aus. Im Innern des
Stromungsfeldes kann so gerechnet werden, als sei keine Berandung vorhanden.
Dieses fiihrt u.a. zu dem iiberraschenden Ergebnis, daB sich auch im Innern eines
kreisrunden Behilters zeitasymptotisch gerade Walzenstrukturen bilden und nicht,
wie friiher vermutet, konzentrische Ringzellen, R. KIRCHARTZ, U. MULLER, H.
OERTEL JR., J. ZIEREP 1981.

Die Form des sich einstellenden dreidimensionalen Stromungsfeldes ist stark von
den Anfangs— und Randbedingungen abhingig.

2.3.1.13 Erginzende Literatur Die vorangegangenen Erliuterungen zur Rayleigh—
Bénard Konvektion liefern einen Einstieg in das betreffende Gebiet. Aus der Fiille
an Verdffentlichungen zum Themenkreis der freien Konvektionsstromungen sei auf die
Biicher von J. TURNER 1973, J. ZIEREP, H. OERTEL JR. 1982 und E. KOSCHMIEDER 1993
hingewiesen. Beziiglich der Rayleigh—Bénard Konvektion bei endlichen Stérungen und
der sich der primiren Instabilitit anschlieBenden Phinomene sei auf das Kapitel tiber
sekundire Instabilititen verwiesen.
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2.3.2 Diffusions—Konvektion

Beim zuvor behandelten Rayleigh—Bénard Problem sorgte der vertikale Temperatur-
gradient in der (Einstoff—) Fliissigkeit fiir die instabile Konvektionsstromung. In der
sog. phdnomenologischen Thermodynamik wird eine Temperaturdifferenz als eine ther-
modynamische Kraft bezeichnet. AuBer einer Temperaturdifferenz treiben auch andere
thermodynamische Kréfte Konvektionsstromungen. In volliger Analogie zum Rayleigh—
Bénard Problem konnte (selbst bei konstanter Temperatur) in einem Stoffgemisch auch
ein Konzentrationsgradient, als weiteres Beispiel einer thermodynamischen Kraft, fiir
eine instabile Dichteschichtung verantwortlich sein. In einer Salzlésung nimmt z.B.
die Dichte mit der Konzentration zu. Verdunstet Wasser an der freien Oberfliche
einer Salzldsung, so verbleibt hier eine hohe Salzkonzentration und es entsteht eine
instabile Dichteschichtung. Es wird sich zeigen, daB die Behandlung einer durch (dif-
fusionsbedingte) Konzentrationsunterschiede getriebenen Konvektionsstrémung eines
Zweistoffgemisches der Analyse des Rayleigh—Bénard Problems identisch wird. Da-
zu muB lediglich die charakteristische Temperaturdifferenz AT durch die (Massen—)
Konzentrationsdifferenz Ac, der Wirmeausdehnungskoeffizient o = p~1dp/dT durch
den Konzentrationsausdehnungskoeffizienten 3 = p~'dp/dc und die Wirmeleitzahl &
durch den Diffusionskoeffizienten D ausgetauscht werden. Entsprechend ersetzt die
Diffusions—Rayleighzahl Ra}, = BmAcmgd®/vD die Rayleighzahl Ra und die sog.
Schmidtzahl S¢ = v /D die Prandtlzahl Pr, wo wieder g die Erdbeschleunigung, d die
Fliissigkeitsschichtdicke und v die kinematische Zihigkeit bezeichnen. Alle Ergebnisse
der thermischen Zellularkonvektion sind damit sofort iibertragbar auf die Diffusionskon-
vektion. Wir besprechen daher die einfache Diffusionskonvektion nicht explizit.

Wir behandeln im folgenden die Doppeldiffusions—Instabilitit. Die einfache Diffusions—
Instabilitét ist nur ein Spezialfall davon. Es sei zu einem einfacheren Verstéindnis emp-
fohlen, den Abschnitt iiber die Rayleigh—Bénard Instabilitit (2.3.1) vor der Doppel-
diffusionskonvektion durchzuarbeiten. Doppeldiffusionsphinomene sind Vorginge, bei
denen zwei Diffusionseinfliisse gleichzeitig auftreten. Den Begriff ’Diffusion” wollen
wir in diesem Zusammenhang weiter fassen und darunter nicht nur die Stoffdiffusion
verstehen, sondern auch die Wirmediffusion (d.h. Wirmeleitung). Wir behandeln hier
die Stabilitit eines Doppeldiffusionssystems, das durch Uberlagerung der Stoffdiffusion
in einem Zweistoffgemisch mit der Wirmeleitung zustandekommt. Je nach Fall konnen
diese zwei unterschiedlichen Diffusionsvorginge in ihrem Zusammenwirken sowohl eine
Instabilitit begiinstigen als auch die Fluidschicht stabilisieren.

-d/2
Ti,.64 c2 T

Abb. 2.9: ”’Salzfinger” bei Doppel-Diffusions—Instabilitit.
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Wir richten im folgenden unser Augenmerk auf eben dieses Zusammenwirken der beiden
Diffusionsvorginge. Anhand der Fliissigkeitsschicht nach Abbildung 2.9, die aus einer
Salzlésung besteht, wollen wir die kritischen Parameter beim Ubergang von Stabilitiit zu
Instabilitit ableiten.

Zunichst wollen wir uns verdeutlichen, welche physikalischen Effekte und damit ver-
bundenen dimensionslosen Parameter hier eine Rolle spielen. Die Oberseite der Fliissig-
keitsschicht nach Abbildung 2.9 werde auf einer hheren Temperatur 75, als der Boden
(T}) gehalten. Die Salzkonzentration ¢; an der Oberfliche sei ebenfalls groBer als am
Boden (¢;). Mit ¢ ist die Massenkonzentration ¢ = p,/p mit der Partialdichte des Salzes
ps und der Gesamtdichte der Losung p gemeint; die spezielle Definition der Konzentra-
tion (Molenbruch, Massenbruch ...) ist an dieser Stelle jedoch nicht von Bedeutung.
Wir weisen darauf hin, daB3 mit dieser Anordnung sowohl eine instabile, als auch stabile
Dichteschichtung vorliegen kann. Der Instabilititsmechanismus ist davon unabhingig !
Dieses wird im folgenden erlédutert.

Ahnlich wie beim Rayleigh—Bénard Problem beginnen wir mit der Betrachtung eines
Flissigkeitselements der charakteristischen Ausdehnung d, das infolge einer kleinen
Storung mit kleiner Vertikalgeschwindigkeit v aufsteigt. Es hat in der neuen Schicht
eine gegeniiber der Umgebung kleinere Temperatur und einen kleineren Salzgehalt.
Wir betrachten zuniichst die zeitliche Anderung der inneren Energie des Teilchens. Es
steigt mit der Geschwindigkeit v auf und wandert dabei entlang des in der urngebenden
Fluidschicht befindlichen Temperaturgradienten A7'/d. Die dazugehorige Anderung an
innerer Energie im Volumen d® des Teilchens ist Ex = pnc, - v(AT/d) - d°. Diese
Anderung wird durch EnergiefluB iiber die Teilchenoberfliche ~ d? infolge Wirmelei-
tung nach Fourier ¢ ~ AAT,,/d erreicht. Den “wirksamen’ Temperaturgradienten AT,

kalt schwach salzig

leichter
als
Umgebung

Abb. 2.10: Zum physikalischen
Verstiandnis der Doppel-Diffusions—
Instabilitéit.
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haben wir eingefithrt, um anzudeuten, daB wihrend des Vorgangs i.d.R. nicht der gesamte
aus der Schichtung bereitgestellte Temperturgradient A7 wirksam ist; denn ist die Steig-
geschwindigkeit v des Teilchen groB, hat unser Teilchen nicht geniigend Zeit, sich der
jeweils angetroffenen Umgebungstemperatur anzupassen. Die Bilanz E) — qgd? liefert
uns nun eine Abschitzung fiir den wirksamen Temperaturgradienten A7, = vdAT/k,
wo k = A/pmc, die Wirmeleitzahl ist. Koénnten wir die Teilchengeschwindigkeit so
vorgeben, daB der Temperaturausgleich gerade erreicht wird, wiirden sich A7 und AT,
nicht unterscheiden. Die dazugehdrige thermische Diffusionsgeschwindigkeit v wiire
damit vr = & / d.

Wihrend das Teilchen dem Konzentrationsgradienten der Schichtung Ae¢/d ausgesetzt
ist, reichert es sich mit Salz an. Die Konzentrationsdnderung, die sich ihm wiihrend
des Aufsteigens mit der Geschwindigkeit v mitteilt, ist also v(Ac/d); das entspricht
einer Massenidnderung von i = p,,, - v(Ac/d)d®. Die Anreicherung findet in der Form
eines iiber die Teilchenoberfliche d? flieBenden Diffusionsstroms j = p,, D(Ac, /d)d?
nach Fick statt. Hierbei bezeichnet D den Diffusionskoeffizienten. So wie oben haben
wir den ’wirksamen” Konzentrationsunterschied Ac,, eingefiihrt, da das Fluidteilchen
aufgrund seiner Geschwindigkeit nicht geniigend Zeit hat, den aufgeprigten Unterschied
Ac vollstandig auszugleichen. Durch Bilanzierung rn = j erhalten wir den wirksamen
Konzentrationsgradienten zu Ac,, = vdAc¢/D. Konnten wir die Teilchengeschwindig-
keit so vorgeben, daB der Konzentrationsausgleich gerade erreicht wird, wiirden sich
Ac und Ac,, nicht unterscheiden. Die dazugehorige Stoffdiffusionsgeschwindigkeit vp

wire damit vp = D/d.

Zu einer Aussage beziiglich des Instabilwerdens kommen wir, dhnlich wie beim Rayleigh—
Bénard Problem, wenn wir die auf das Fluidelement wirkende Auftriebskraft A mit der
Widerstandskraft W vergleichen. Die Auftriebskraft A = Ar + Ap setzt sich aus einem
thermisch bedingten Anteil A7 und einem diffusionsbedingten Anteil Ap zusammen.
Die mit der Temperaturinderung einhergehende Dichtednderung unseres Fliissigkeitsteil-
chens ergibt sich zu Apy ~ p., a0 AT,,. Der hierdurch hervorgerufene Anteil an der Auf-
triebskraftist A7 ~ p,, ., AT, gd>, worin a,, den mittleren Temperaturausdehnungsko-
effizienten bedeutet. Die diffusionsbedingte Dichtednderung ist App ~ p., 8, Ac,, und
fiihrt zu einer anteiligen Auftriebskraft von Ap ~ — g, B8mAcy, g d°, wo mit 3, der mitt-
lere Konzentrationsausdehnungskoeffizient gemeint ist. Das negative Vorzeichen haben
wir eingefiihrt, damit A7 und Ap indie gleiche Richtung weisen, wenn Ac,, und AT, das
gleiche Vorzeichen besitzen. Der Bewegung des Teilchens wirkt die Widerstandskraft W
entgegen. Gemif} schleichendem Widerstand (kleine Storgeschwindigkeiten v) gilt nach
Stokes W ~ pv/d-d* = pd*3; (vgl. Bild 2.10). Die Bedingung fiir das Instabilwerden
ist offensichtlich durch das Dominieren des Auftriebs iiber den Widerstand bestimmt :

1
A=Ar+Ap =2 W
prnC"f'm.Ajﬂwgd3 - pmﬁm Acw gd3 2 Hv d - const E

Die Konstante const faBt simtliche bei den vorgenommenen Abschitzungen auftretenden
Proportionalitdtsfaktoren zusammen. Mit den oben abgeleiteten Beziehungen fiir AT,
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und Ac,, und Dividieren durch x v d erhalten wir am Ende

am AT gd®  BmAcgd® !
- > =:
7 Do > const II.

Ra Le- Rap

Wir erkennen in der ersten dimensionslosen Bildung auf der linken Seite die Rayleighzahl
Ra wieder. Die zweite dimensionslose Bildung der linken Seite wird iiblicherweise als
Produkt aus der Diffusions—Rayleighzahl Rap = 8,,Ac gd®/kv und der Lewiszahl Le :=
k/ D geschrieben. Deren physikalische Bedeutung erkennen wir, wenn wir das Verhéltnis
aus der oben abgeleiteten charakteristischen thermischen Diffusionsgeschwindigkeit vr
und der Stoffdiffusionsgeschwindigkeit vp bilden. Daraus ergibt sich nimlich Le =
vr/vp.

Es sei darauf hingewiesen, daf das Einsetzen der Rayleigh—Bénard Konvektion ein
Spezialfall des obigen Stabilitédtskriteriumsist. Denn ohne Diffusionseinflulist Rap = 0
und wir gelangen zu dem unter 2.3.1.2 abgeleiteten Stabilitédtskriterium. Es ist ebenfalls
bemerkenswert, dafl die auftretende Konstante const, die ja die Bedeutung des Werts
der kritischen Kennzahl hat, einfach aus der Analyse des Rayleigh—-Bénard Problems
(d.h. Rap = 0) entnommen werden kann, d.h. II. = Ra.. Daher kénnen wir aufgrund
unserer phinomenologischen Uberlegung schreiben

Ra — Le- Rap > Ra. (2.112)

Die Beziehung (2.112) stellt fiir Ra — Le - Rap = HRa. eine Geradengleichung im
Ra(Rap) Diagramm dar. Diese “kritische” Gerade besitzt die Steigung Le. GemiB
Definition liegt fiir positive Ra eine thermisch instabile, und fiir negative Rap eine
diffusiv instabile Dichteschichtung vor. Bei z.B. fest vorgegebenem Rap < 0 wird die
Dichteschichtung schon bei Werten von Ra < Ra. instabil.

Man beachte ebenfalls, daB sich die thermisch und diffusiv bedingten Dichtegradienten
Apr = pmaAT und App = pnmB.Ac der Schicht fiir Ra = Rap gegenseitig auf-
heben. Die Bedingung Ra > Rap driickt aus, daB3 dichteres Medium iiber leichterem
liegt. Jenseits des Punktes in dem sich unsere kritische Gerade nach (2.112) mit der eben
identifizierten Geraden Ra = Rap schneidet (ein solcher Punkt existiert fiir Le # 1), ist
Instabilitit auch bei stabiler Dichteschichtung moéglich !

Obwohl (2.112) ein exaktes Stabilititskriterium ist, darf der Vollstindigkeit halber nicht
unerwihnt bleiben, daB im Bereich sehr groBer positiver Diffusions—Rayleighzahlen
Rap diese Gleichung nicht mehr gilt. Die Schichtung wird schon bei kleineren ther-
mischen Rayleighzahlen Ra instabil, als durch (2.112) vorausgesagt. Hierfiir sind die
bei den relativ starken Konzentrations— und Temperaturgradienten auftretenden star-
ken Dichteinderungen des Teilchens verantwortlich. Diese Dichtednderungen sorgen
dafiir, daB die Triagheitskraft neben der Auftriebs— und Reibungskraft das Gleichge-
wicht mit beeinflusst. Die dann auftretenden Instabilititen sind instationidr und haben
kein Analogon beim Rayleigh—Bénard Problem. Als weitere dimensionslose Kennzahl
tritt damit die Prandtlzahl Pr = v/k auf. In den obigen Betrachtungen waren wie
beim Rayleigh—Bénard Problem die Trigheitskrifte vernachlidssigt worden, womit die
stationir einsetzenden Formen von Instabilititen richtig beschrieben werden. Diese
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treten in Form von schmalen hohen Konvektionszellen auf, weshalb sie iiblicherweise
als Fingerinstabilitdten bezeichnet werden (vgl. Abbildung 2.9). Die mathematische
Berechnung der einzelnen Stabilititskriterien wird in der Folge vorgenommen.

2.3.2.1 Grundgleichungen Wir wollen an dieser Stelle nicht den gesamten Satz an
Grundgleichungen fiir diffundierende Gemische ableiten, sondern nur die Erweiterung
gegenuber dem Fall eines Einkomponentenfluids diskutieren. Diese betrifft insbesondere
die Massenbilanz, die wir im folgenden kurz ansprechen. Zur Beschreibung des Mas-
senaustauschs innerhalb eines Mehrkomponentengemischs, bestehend aus A Spezies,
kénnen M Massenbilanzgleichungen aufgestellt werden. Bedeutet Am, die Masse der
Spezies «, die in einem kontinuumsmechanisch kleinen Kontrollvolumen AV} enthalten
ist, so bezeichnen wir die GroBle p, = Am,/AV} als Partialdichte der Spezies « im
Gemisch. Die Dichte des Gemischs p ist definiert als das Verhiltnis aus der Gesamtmasse
Am =M  Am, und AV,, also

pP=2_ Pa - (2.113)

a=1

Jede Spezies « besitzt zudem eine eigene (makropskopische, d.h. iiber die Molekiile
gemittelte) Geschwindigkeit v,. Hiermit lassen sich in vollkommener Analogie zum
Einkomponentenfluid (M = 1) unter Ausschlufl von Massenquellen oder Massensenken
fiir jede einzelne Spezies die M (Teil—) Massenbilanzen

2 pa+ Vepava) =0 ; a=1,...,.M (2.114)

formulieren. Summieren wir alle diese Komponentenkontinuitditsgleichungen, so erhal-
ten wir unter Einfiihrung des Massenbruchs c. (auch Massenkonzentration genannt) der

Spezies o
Co 1= Palp (2.115)

die folgende Beziehung fiir die Gemischdichte :
M
%p+v- (chav(,) =0
a=1

Um zu einer méglichst einfachen Form dieser Massenbilanz des Gemischs zu gelangen,
nennen wir die Summe in der Klammer die Strémungsgeschwindigkeit des Gemischs :

M
v = Z Co Vo - (2.116)
a=1

Diese Geschwindigkeit wird auch als massengemittelte Geschwindigkeit bzw. Schwer-
punktgeschwindigkeit des Gemischs bezeichnet. Je nach Anwendungsfall werden auch
andere (Gemisch—) Geschwindigkeiten definiert; wir wollen uns aber auf die Beschrei-
bung der Bewegung unseres Gemischs mit Hilfe der obigen Definition von » be-
schrinken. Die Kontinuititsgleichung des Gemischs erhiilt damit dieselbe Form wie
beim Einkomponentenfluid (2.16).
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Je(.ie Spezies besitzt beziiglich der Gemischgeschwindigkeit » die Relativgeschwindig-
keit v, e = v, — v, die auch als Diffusionsgeschwindigkeit der Spezies « bezeichnet
wird. Der dazugehorige Massenstrom p. v« .o heillt Diffusionsstrom j_, :

Jo = pa(a —v) = pco(vy — v) (2.117)

Diese Beziehung koénnen wir nach v, auflésen und in (2.114) einsetzen. Eliminieren wir
darin weiterhin die Partialdichte p, mittels (2.115), erhalten wir unter Verwendung der
Gemischkontinuititsgleichung (2.16)

P (a%ca + ‘v-Vca) =-V3, , a=1,.... M (2.118)

Diese M Gleichungen sind allerdings nicht unabhingig voneinander; ihre Summe ver-
schwindet, da entsprechend der Definition des Diffusionsstroms (2.117)

M
> Ja=0 (2.119)
=1

und der Definition der Konzentrationen

A
Slen=1 (2.120)
=1

gilt. Zur vollstindigen Beschreibung der Massenbilanz werden deshalb idR. M —1
der Beziehungen (2.118) verwendet und die Gemischkontinuititsgleichung (2.16) hin-
zugefiigt. Wir haben iiberdies noch keine Aussage zu den Diffusionsstrémen j, in
(2.118) gemacht; sie werden weiter unten mit Hilfe der Stromungsvariablen p, ¢, v, T
ausgedriickt, damit das am Ende entstehende Gleichungssystem geschlossen wird.

Die Impuls— und Energiebilanzgleichungen fiir Stoffgemische entnehmen wir dem Buch
von J. HIRSCHFELDER, C. CURTISS, R. BIRD 1967. Darin werden diese Gleichungen
iiber die Methoden der statistischen Mechanik der Molekiilbewegungen abgeleitet. Sie
konnen aber auch mit einiger Vorsicht aus kontinuumsmechanischer Sicht in Analogie

) ji-dA:
j2-dA2

1/—— \‘im‘dAz

dA

jordAg

Abb. 2.11;: Mit v bewegtes Massenelement bei Einkomponentenfluid (links) und Stoff-
gemisch (rechts), .S P— Massenschwerpunkt.
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zum Einkomponentenfluid hergeleitet werden. Die Impuls— bzw. Energiebilanz wird
dazu fiir ein Massenelement angeschrieben. Der Unterschied zum Einkomponenten-
fluid besteht einzig in der Bedeutung dessen, was ein Massenelement ist. Im Falle des
Einkomponentenfluids verliert ein Massenelement im statistischen Mittel genauso viele
Molekiile, wie es gewinnt. Ein “Massenelement” im Gemisch (definiert durch die mas-
sengemittelte, bzw Schwerpunkts—Geschwindigkeit ») wird hingegen fortwihrend von
(makroskopischen) diffusiven Massenstromen durchdrungen, obwohl es insgesamt eben-
falls keine Masse verliert oder gewinnt (vgl. Abbildung 2.11). Unser Massenelement
konnte z.B. stetig an Masse der Spezies « verlieren, aber ausgleichend Masse der Spezies
/3 gewinnen, so daf} sich seine Zusammensetzung dndert. Wie bei der kontinuumsmecha-
nischen Beschreibung eines Einkomponentenfluids wollen wir unterscheiden zwischen
konvektivem, d.h. stromungsbedingtem Transport, der mit der makroskopischen Ge-
schwindigkeit v vonstatten geht, und molekularem Transport liber die Oberfldchen des
Massenelements. Es sei aber darauf hingewiesen, daB3 diese Unterteilung willkiirlich ist.
Denn sie ist an die Definition der Gemischgeschwindigkeit » gebunden, die auch eine
andere als die hier durchgehend verwendete massengemittelte Geschwindigkeit sein darf.
Die einzelnen, durch die Oberflichen unseres Massenelements diffundierenden Spezi-
es fiihren ihrem Massenanteil proportionale StromungsgroBen, wie Impuls oder innere
Energie mit sich, die wir dem molekularen Transport zuschlagen. Den molekularen Im-
pulstransport bezeichnen wir in der Kontinuumsmechanik als Reibung, den molekularen
Wirmetransport als Wirmeleitung und den molekularen Massetransport als Diffusion.

Die Grundgleichungen zur Beschreibung des Verhaltens eines diffundierenden Gemischs,
formuliert fiir ein Massenelement, das sich mit der massengemittelten Gemischgeschwin-
digkeit » bewegt, lauten

%p-{— V-(pv) = 0 (2.16)
p(Zea+v-Ve,) = —Vj, , a=1,...,M—1 (2.118)
p(§v+v-vv) - —Vp+V-‘r—p%cafa (2.121)
a=1
P i Cu (%uCY -+ 'v-Vua) = —V-¢e—pVev +7:Vov +
- % fada+ f:l uaV-3, (2.122)
a=1 =

Dieses Grundgleichungssystem besteht aus der Gemischkontinuitétsgleichung (2.16),
den Komponentenkontinuititsgleichungen (2.118), den Impulsgleichungen (2.121) und
der Energiegleichung (2.122). Wir bezeichnen hierin wie liblich den Druck im Gemisch
mit p und den Spannungstensor infolge Reibung mit 7, wobei gemiB dem Newton’schen
Ansatz und der Stokes’schen Hypothese

r=p(Vo+'Vo - 2V-v) (2.123)

gilt. Die am Fluidelement angreifenden duBeren Volumenkrifte f_, sind i.d.R. spezi-
esabhingig. Die Energiegleichung enthilt die massenspezifischen inneren Energien u,
der Spezies « im Gemisch. Diese bilden im iibrigen durch dichtegewichtete Summation
die massenspezifische innere Energie u := >™ | c,u, des Gemischs. Der Ausdruck
7:Vov in der Energiegleichung (2.122) wird als Dissipationsfunktion ® bezeichnet.
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Der Doppelpunkt darin bedeutet das komponentenweise Multiplizieren und Summie-
ren einander entsprechender Elemente der Matrixausdriicke = und V. Wihrend die
Impulsgleichungen (2.121) dieselbe Form wie fiir Einkomponentenfluide annehmen, er-
scheinen in der Energiegleichung (2.122) nunmehr einige Zusatzterme. Im Gegensatz
zum Einkomponentenfluid enthilt der molekulare Energiestrom € neben dem Fouri-
er’schen Wirmestrom g, der durch Temperaturgradienten verursacht wird, weitere An-
teile. € = q + q, + gp setzt sich aus dem Wirmestrom durch Wirmeleitung ¢, einem
diffusiv bedingten Transport von Enthalphie ¢, und einem sogennanten diffusionsther-
mischen Anteil g, (Dufour—Effekr) zusammen. Wir werden diese drei Anteile weiter
unten mit Hilfe der Strémungsvariablen ausdriicken.

Wir erkennen dariiberhinaus, daf3 fiir den Fall speziesabhingiger Volumenkrifte f_
eine direkte Kopplung der Impulsgleichungen (2.121) mit den Spezieskontinuititsglei-
chungen iiber die Vorfaktoren c. auftritt. Andererseits erscheinen im Gegensatz zum
Einkomponentenfluid die Volumenkrifte f, explizit in der Energiegleichung (2.122).
Solche speziesabhingigen Volumenkrifte kommen etwa dann vor, wenn die Teilchen
der einzelnen Spezies verschieden elektrisch geladen sind (Ionen), und ein duBeres elek-
trisches Feld die Volumenkrifte verursacht. Wir werden aber spiter ausschlieBlich die

durch die Erdbeschleunigung g bedingte Volumenkraft f; = f, = ... = fp;, = —ge.in
Betracht ziehen (e, Einheitsnormalenvektor entgegen Richtung der Schwerkraft). Dann
ist in der Impulsgleichung (2.121) SM cofa=—ge. >M | ca = —g e, entsprechend

(2.120). Uberdies konnen die speziesunabhingigen f_, nun vor die Summation im Lei-
stungsterm der Energiegleichung gezogen werden. Es verbleibt daraus dann die Summe

der Diffusionsstréme, die nach (2.119) Null ist.

Die massenspezifischen inneren Energien der Spezies u,, als thermodynamische Zu-

standsvariablen, lassen sich z.B. durch T und p, = pc. in Form von kalorischen Zu-
standsgleichungen der Spezies im Gemisch
e = Ua{T,p15,P2,---5pM) , a@=1,.... M (2.124)

ausdriicken. Mit dem Verstindnis, da3 der Druck p als Summe aller Beitridge (auch
Partialdriicke) p, der Spezies «, d.h.

M
P= 9 P« (2.125)

a=1
entsteht, werden ebenfalls thermische Zustandsgleichungen

pa:pa(T1p17p2a'-'apM) b azlv-'-vM (2-126)
benotigt. Um unser Grundgleichungssystem schlieen zu kdnnen, miissen wir noch den
Diffusionsstrom j_ und den Energiestrom € = ¢ + q,, + g p mit Hilfe der Stréomungsva-
riablen p, c,, v, T ausdriicken.

Wir beginnen mit dem diffusionsbedingten Enthalpiestrom q,, der einfach bestimmt
werden kann. Er ergibt sich aus der schon weiter oben erwéhnten Tatsache, da das
betrachtete "Massenelement” des Gemischs, an dem wir ja alle unsere Bilanzen formuliert
haben, von diffusiven Massenstromen j, durchstrémt wird. Entscheidend ist hier, daf3
zwar die Summe dieser Diffusionsstrome durch das Fluidelement verschwindet, die
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einzelnen 3 , aber keineswegs gleich Null sind. Uber die Oberflichen des mit v bewegten
Massenelements stréomt also Masse der Spezies « mit der Diffusionsgeschwindigkeit
Varel = Vo —T = J,/pa, vgl. Abbildung 2.11. Diese Bewegung fiihrt innere Energie u,,
der Spezies o mit sich, so daB sich ein diffusionsbedingter Strom an innerer Energie von
uqJ o ergibt. Die Summe aller dieser Energiestrome ist nur dann Null, wenn die ., fiir alle
Spezies gleich sind. Des weiteren miissen wir beachten, daB die Relativgeschwindigkeit
Va,ret der Spezies a zum Volumenelement in einem druckbedingten Kraftfeld stattfindet
und somit wieder ein Beitrag zur Leistungsbilanz entsteht. Jede Spezies leistet also
zusitzlich den Beitrag pova ret = pa/pado zum diffusiven Energietransport. Daher ist
der diffusionsbedingte Enthalpiestrom

M
a4, = 3 _(Ua + pa/pa)ia (2.127)
=1 —
=: hq

wobei h, die massenspezifische Enthalpie der Spezies « bedeutet. Diese bestimmen wir
nach (2.127) aus (2.124) und (2.126).

Zur SchlieBung unseres Grundgleichungssystems, haben wir nun noch den Diffusions-
strom 37, sowie die Energiestrome q und g, aus € = q + ¢, + gp mit Hilfe der
Stromungsvariablen p, ¢, v, 1" auszudriicken. Die sog. konstituiven Gleichungen geben
J. HIRSCHFELDER, C. CURTISS, R. BIRD 1967 in der folgenden allgemeinen Form an :

M mam DT
Ja = P27 Dapds — VT (2.128)
p=1
M T
. _ kT~ Dy -
e = o ﬁZ:l o ds — NVT + q, (2.129)

Hierin bezeichnet &£ = 1.38066 - 10~22J/K die Boltzmannkonstante, D, die verallge-
meinerten Diffusionskoeffizienten (in m? /s) des Gemischs und D7 die verallgemeinerten
thermischen Diffusionskoeffizienten des Gemischs. Dabei ist die Matrix D,z symme-
trisch, und ihre Hauptdiagonale besteht aus Nullen. Weiterhin gilt >, DT = 0. Die
Masse eines Teilchens der Spezies « ist m, (Stoffkonstante) und m = p/n die mittlere
Teilchenmasse des Gemischs, wobei die Teilchendichte n des Gemischs n = S n,
(in Teilchenanzahl pro Volumen) sich als Summe aus den Teilchendichten n, = p./m.
der Spezies ergibt. Ferner erscheint der Stoffwert A’, der in Verbindung mit einem wei-
ter unten erliuterten Anteil die Wirmeleitfihigkeit A ergeben wird. Mit dgs sind die

folgenden thermodynamischen Krifte gemeint :

= N8~
= mng 6X,Y Top, X ’
Y#EB
m?es 5= (nVs _ 1 S
kT p A mes m, ) | VP

M
wgce 2 (F5— £o) (2.130)
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Darin bedeutet x, = n,/n die molare Konzentration, bzw. Molenbruch der Spezies
7. Mit us wird das chemisches Potential bezeichnet, das eine Energie pro Teilchen
darstellt und eine gegebene Funkgon der Zustandsvariablen 7', p und xy, x3,..., xas

Kp
Oxy T p.Xa
Temperatur 7' und konstanten Molenbriichen x, ,(a =1,...,M ,a # 3) zu bilden.
_kT'™mp

~ cg m’
d.h 75, = 1, und der gesamte erste Summand reduziert sich wegen der allgemeinen
Beziehung 3"  x, = 1 auf —Vxs. In dem obigen Ausdruck fiir ds wollen wir
mit V3 das “Teilchenvolumen™ eines Teilchens der Spezies 3 im Gemisch bezeichnen.
Darunter verstehen wir das Volumen, das es im statistischen Mittel im Gemisch fiir
sich beansprucht. Alle am Gemisch beteiligten Spezies miissen sich den zur Verfiigung
stechenden Raum teilen. Es gilt daher fiir die Gesamtheit aller Spezies die folgende
Nebenbedingung :

ist. Die partiellen Ableitungen ( sind bei konstantem Druck p, konstanter

Fiir den einfachsten Fall, d.h. Gemische aus idealen Gasen, gilt z.B. gi—ﬁ =

M M
2o naVa=1, bzw. 37 La(nV,—-1)=0 (2.131)
a=1 a=1 «

mit n, = nx, vgl. (2.132)
Ist das Teilchenvolumen aller Spezies gleich, wie etwa bei einem Gemisch aus idealen
Gasen, so ist V3 = 1/n.

Wir haben bislang den Massenbruch ¢, = p./p anstelle des Molenbruchs x, = n,/n
verwendet. Mit Hilfe der Beziehung p, = n,m, kann der Molenbruch aber aus dem
Massenbruch folgendermaflen bestimmt werden

M
1 . _m . _
Xo = & Co = m— Ca = Caf(Mma Y cg/mp) (2.132)

Mgy 5=

Der in ds bendtigte Gradient des Molenbruchs x., ist mit Hilfe der Gradienten des

Massenbruchs ¢, ausdriickbar, indem dx., = Zg/‘;l % dcp gebildet wird :
3

2 M M
Vi, =T 03 13 (mL — mL) Ca| — 1 Veg (2.133)
BV T °

Zur Verbesserung der physikalischen Interpretationsmoéglichkeit ist es iblich, nicht die
Formulierung (2.129) fiir den Energiestrom € zu wihlen, sondern ihn in Abhingigkeit
von den Diffusionsstromen j, auszudriicken. Dazu wird (2.128) nach den thermody-
namischen Kriften dg aufgeltst und in (2.129) eingesetzt. Aus (2.128) erhalten wir
zunichst

M 2 DT
(mampDap) dg = mT (ja + ~:7,&VT) (2.134)
D
=: E_3

Hiernach wird die symmetrische Matrix E;g invertiert, so da3 ds aus (2.134) durch
Multiplikation mit E,s = (E.5)* folgt. Dieses in (2.129) eingesetzt, ergibt am Ende
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die folgende Schreibweise fiir den Energiestrom €

M M DT 1 M
e=—>_ kaZc—ﬁEg.,]jv— [A’+TZF7D$}VT+qh (2.135)

~=1 p=1 ©B ~y=1

=: F, =: A

Damit schreibt sich der Energiestrom € in der bekannten Form

M
€= —;\.V.T +q, — ; F.3, (2.136)
=:q -
=:49qp

Wir erkennen im ersten Term der rechten Seite die Fourier’sche Wirmeleitung infolge
eines Temperaturgradienten wieder. An der Schreibweise (2.136) wird insbesondere
deutlich, daB die in (2.129) aufgetretene Stoffgro3e A’ noch nicht die Wirmeleitfahig-
keit darstellte. Denn selbst fiir verschwindende Diffusionsstrome 3, = O ist A # M.
Der durch den dritten Term der rechten Seite von (2.136) beschriebene Anteil am Ener-
gietransport aufgrund von Diffusionsstromen wird auch als Dufour—Effekt bezeichnet.
Das Erzeugen eines Diffusionsstroms aufgrund eines Temperaturgradienten, vgl. letz-
ten Term der rechten Seite von (2.128), wird Soret—Effekt genannt. Die Abhangigkeit
des Diffusionsstroms vom Druckgradienten nach (2.130) hei8t Druckdiffusion. Alle
diese drei Vorgiinge werden als Uberlagerungseffekte bezeichnet. Im Vergleich zur Fou-
rier’schen Wirmeleitung durch Temperaturgradienten bzw. zur Fick’schen Diffusion
aufgrund von Konzentrationsgradienten stellen diese Uberlagerungseffekte i.d.R. nur
einen kleinen Beitrag dar.

Um dieses recht komplizierte Grundgleichungssystem leichter zu tliberschauen, stel-
len wir nochmals die nun zur Verfiigung stehenden Gleichungen den Unbekannten ge-
geniiber. Zunichst stehen den 4 + M Bilanzgleichungen (2.16), (2.118), (2.121) und
(2.122) die 5 + M Unbekannten p, ¢1, ¢2,...,car, T, v gegeniiber. Jeweils eine der Kon-
zentrationen c,, 148t sich jedoch wegen (2.120) mit Hilfe der anderen ausdriicken, so daf3
tatsichlich nur 4 + M Unbekannte vorliegen. Die weiteren, in den Gleichungen auftre-
tenden GréBen sind liber die kalorischen und thermischen Zustandsgleichungen (2.124)
und (2.126) in Verbindung mit (2.125) mit den Unbekannten verkniipft. AuBerdem sind
die konstituiven Gleichungen (2.128) und (2.136) einzusetzen.

Fiir den Fall unseres anfinglich betrachteten Salzwassergemischs unter Schwerkraft-
einfluB lassen sich die obigen Grundgleichungen wesentlich vereinfachen. Die durch
den Lésungsvorgang des Salzes im Wasser umgesetzten Energien nehmen wir als ver-
nachlissigbar klein an. Wir haben es mit einem Zweistoffgemisch (A = 2) zu tun.
Dafiir sind zunichst die beiden diffundierenden Stoffe zu identifizieren. Wir steigern
gedanklich den Salzgehalt im Wasser solange, bis Salz ausfillt (Loslichkeitsgrenze). Die
Temperaturabhingigkeit der Loslichkeitsgrenze werde vernachlissigt. Wir haben damit
unsere Spezies 1 definiert; sie ist die Salzlésung mit maximalem Salzgehalt. Die Spezies
2 ist reines Wasser. Die gesiittigte Salzlosung liegt demnach fiir ¢c; = 1 vor, reines Was-
ser hingegen fiir ¢; = 1. Wir werden im folgenden die Indizierung der Konzentrationen
fortlassen, da nach (2.120) c; = 1 — ¢; nicht unabhiingig von ¢; ist. Wir verwenden
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danach nur noch die Konzentration des Salzwassers ¢ := ¢; als ZustandsgroBe der Ge-
mischzusammensetzung weiter. Analog dazu nennen wir den Molenbruch der Spezies
1 nun x := x,. Ebenso schreiben wir 3 := j,, da 3, nach (2.119) iiber j, = —j,
durch 7, ausgedriickt werden kann, so daf3 j die Diffusion eindeutig beschreibt. Wir
erkennen zunichst der speziesunabhingigen Volumenkraft f, = f, = —ge. wegen,
daB3 der Kraftterm in der Energiegleichung (2.122) verschwindet.

Wir setzen die kalorischen Zustandsgleichungen (2.124) in die Terme der linken Seite
der Energiegleichung (2.122) ein, um die inneren Energien «; und u, auf die Temperatur
T und die Partialdichten p, = pc, zuriickzufiihren. Die zeitlichen Ableitungen & =

dt
% + v - V der inneren Energien schreiben sich nach der Kettenregel

du _ aug (auo,) 3ug)
dt 8;)1 T,p2 dt 8p2 T, p1

.01 P2

- Cvcv ~

wo wir die massenspezifische Wiarmekapazitit der Spezies a bei konstantem Volumen ¢,
definiert haben. Auflerdem ist bereits angedeutet, daB wir im folgenden die Abhiangigkeit
der massenspezifischen inneren Energien von den Partialdichten vernachlissigen. Wir
gehen also von einem kalorisch idealen Fluid aus. Die linke Seite der Energiegleichung
(2.122) stellt sich danach folgendermaBen dar :

d it
P Z Co L = (z Coecvaf) d_{ =p [C(cvl — cu2) -+ Cvz] Cz_jt-'
=: ¢,

Hiermit haben wir gleichzeitig die spezifische Wiarmekapazitit bei konstantem Volu-
men ¢, = Zy:l CaCy, des Gemischs eingefiihrt. Unser Grundgleichungssystem (2.16),
(2.118), (2.121), (2.122) ist damit

Zp+V-(pv) = 0 (2.16)
p( c+v-Vc) = —V-j (2.137)
p(2v+v-Vv) = —Vp+ V-7 —pge. (2.138)
cop (ZT +0-VT) = —V-é —pV-v + 7: Vo + w1 Vi, + u2 Vg, (2.139)
= (u1 —u2)V-j

Die Indizierung der bei der Bestimmung des Diffusionsstroms j auftretenden Diffusi-
onskoeffizienten D, lassen wir ebenfalls fort, denn es tritt nur ein solcher Wert auf,
weil definitionsgemidll Dy, = Dj; = 0 war und D4; = D3y =: D. Auch die bei-
den thermischen Diffusionskoeffizienten D7 = — DY =: D7 indizieren wir fiir unser
Zweistoffgemisch nicht ldnger. Mit unseren getroffenen Annahmen erhalten wir fiir die
thermodynamische Kraft d; nach (2.130)

_ m?*(1 —c) [nVp —1 1 1 ]
d2 = —7721VX —+ kTp [ o + m—l — E)C Vp

Mit Hilfe der Beziehung (2.133) driicken wir den Gradienten des Molenbruchs x durch
2
den Massenbruch c¢ in der Form Vx = — mmm WV ¢ aus und erhalten am Ende fiir den
1 2
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Diffusionsstrom

. _ T

j=—pDVc+ g—l—]ﬁm [mi(nVa — 1) + (my1 — m2)e] Vp — DTVT (2.140)
woO wir weiterhin 77;; =~ 1 gesetzt haben, d.h. davon ausgehen, die Mischung verhalte
sich dhnlich wie eine Mischung aus idealen Gasen. Der Energiestrom € in der Energie-
gleichung (2.139) ergibt sich durch Einsetzen der oben getroffenen Annahmen fiir das
Zweistoffgemisch in (2.127) und (2.136) zu

_ _ mkT DT 1
= TAVE A k)it s D e — o (2.141)
q;

95

Um die mathematische Beschreibung unserer Salzl6sung moglichst einfach zu gestal-
ten, vernachlissigen wir nun die (im Vergleich zu den Haupteffekten Fick’sche Diffusion
und Fourier’sche Wirmeleitung) i.d.R. kleinen Uberlagerungseffekte, d.h. den Soret—
Effekt (Temperaturgradient in (2.140)), die Druckdiffusion, und den Dufour—Effekt (g,
in (2.141)). Dariiberhinaus nehmen wir an, die massenspezifischen Enthalpien ~; und
h2 bzw. inneren Energien u; und u; unterscheiden sich jeweils nur wenig, und ver-
nachlidssigen ihre in (2.141) bzw. (2.139) auftretende Differenz ebenfallis.

Nach diesen umfangreichen Vereinfachungen schreibt sich unser Grundgleichungssy-
stem

5P+ V-(pv) = 0 (2.16)
p(Zec+v-Ve) = V-(pDVe) (2.142)
p(Gv+v- Vo) = —Vp+ V-7 —pge. (2.138)
peo (ZT +0-VT) = —V-(AVI)—pV-v+7:Vo (2.143)

Bislang haben wir nicht vorausgesetzt, unsere Salzlésung sei inkompressibel. Um die
Inkompressibilitit mathematisch formulieren zu kénnen, betrachten wir zunichst noch-
mals die thermischen Zustandsgleichungen (2.126), die wir fur Zweistoffgemische u.a.
in die Form

p=p(c,T,p) (2.144)
fassen konnen. Eine Dichtednderung eines inkompressiblen Gemischs kann die Folge
einer Anderung der Temperatur oder Zusammensetzung sein, nicht aber durch eine
Druckinderung zustandekommen. Die Dichtedinderung schreibt sich daher :

dp—( ) dT+(—B) dc+( dp
c,p p, T ap c, T
=0

Dividieren wir durch das infinitesimale Zeitintervall d¢, so erhalten wir

[ (—E ar _ (2.145)

(BC T,p dt]
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wo « den thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten und 3 den Konzentrationsaus-
dehnungskoeffizienten bezeichnen.

Ahnlich wie bei der Ableitung der Boussinesq’schen Grundgleichungen fiir das Rayleigh—
Bénard Problem unter 2.3.1.3 setzen wir (2.145) in die Gemischkontinuititsgleichung
(2.16) ein und erhalten

Vo =a(2T+v-VT)+5(&c+v-Ve) . (2.146)

Wir nehmen weiter wie im Rayleigh—Bénard Problem an, die Dichte unterliege im
gesamten interessierenden Gebiet nur kleinen Veridnderungen. Diese Abweichungen von
einer geeignet gewihlten mittleren (konstanten) Dichte p,, = p{(7., ¢,») nach (2.144)
148t sich dann iiber die linearen Glieder einer Taylorentwicklung um p,, hinreichend
genau beschreiben, d.h.

P(T) = put [F2] (T—Tw)+ [ L] (e=en) = pull (T =Tr) = Bn(e—en)] .

i (2.147)
wo wir a,, = a(7T}.,cn) als mittleren Wirmeausdehnungskoeffizienten und 8, =
B(Tm, cm) als mittleren Konzentrationsausdehnungskoeffizienten eingefiihrt haben. Es
sei an dieser Stelle vermerkt, daB mit (2.147) der Zusammenhang po = P, &y, bzZw.
pB = pmBm gilt, so daB wir o und /3 in (2.146) entsprechend einsetzen kénnen.

Wir vereinfachen anschlieBend die Komponentenkontinuitétsgleichung (2.142) dadurch,
daB wir voraussetzen, der auf der rechten Seite der Gleichung auftretende Koeffizient
(pD) sei konstant und demnach ersetzbar durch p., Dr,, wobei D, = D(T,,, cm) der
mittlere Diffusionskoeffizient ist. Damit schreibt sich die rechte Seite von (2.142)

V- (pDVe) = pDAc= pr D, Ac.

Die Betrachtung des einfachen Falls einer Fliissigkeit mit konstanten Transportkoeffizi-
enten soll konsequent weitergefiihrt werden. Daher gehen wir auch von einer konstanten
Zihigkeit g4 = p,, v, mit der mittleren kinematischen Zahigkeit v,, = v(Tm, ) aus.
Setzen wir in Verbindung mit dieser Annahme die Schubspannung 7 nach (2.123) in die
Impulsgleichungen (2.138) ein, so folgt wieder die Gleichung (2.51) aus dem Rayleigh—
Bénard Problem. Unter der Annahme einer konstanten Wirmeleitfihigkeit A = p..c, b
mit der mittleren Wirmeleitzahl k,,, = &(7},, ¢, ) und konstanter spezifischer Warmeka-
pazitiit ¢, geht iiberdies auch die Energiegleichung (2.138) wieder indie Form (2.53) iiber,
wobei ® = 7:Vw. Wir erkennen bereits and dieser Stelle, daB unter den getroffenen
Annahmen die Grundgleichungen des Rayleigh—Bénard Problems und der Doppeldiffu-
sionsinstabilitit sehr dhnlich sind. Hier tritt lediglich eine weitere Beziehung, ndmlich
die Komponentenkontinuititsgleichung (2.142) hinzu.

Durch Einsetzen des Zusammenhangs (2.147) in die Erhaltungsgleichungen und die
getroffenen Annahmen zu den Transportkoeffizienten erreichen wir am Ende ein Dif-
ferentialgleichungssystem, bestehend aus den 6 Gleichungen (2.146, 2.142, 2.51, 2.53)
fiir die 6 Unbekannten ¢, v, p, T'. Es gilt fiir ein inkompressibles Zweistoffgemisch mit
konstanten Transportkoeffizienten x, A und pD. Uberdies werden nur solche Zustidnde
beschrieben, fiir die Uberlagerungseffekte beim Diffusions— und Wirmeleitungsvorgang
(Soret—Effekt, Druckdiffusion, bzw. Dufour—Effekt) gegeniiber der Fick’schen Diffusi-
on und der Fourier’schen Wiarmeleitung vernachlissigt werden kénnen. AuBerdem ist
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unterstellt, die jeweiligen Differenzen an spezifischer innerer Energie und Enthalpie der
zwel Spezies seien vernachlissigbar klein.

2.3.2.2 Dimensionslose Schreibweise Wie im Rayleigh—Bénard Problem entdimen-
sionieren wir nun unser Differentialgleichungssystem in problemangepasster Weise; d.h.
wir beziehen alle Grof3en auf die charakteristischen GréBen, die unsere einleitenden
Uberlegungen ergeben hatten. Demnach werden folgende Zuordnungen verwendet :

Liange (z,y,z) =: d-(z*y* 2z%)
Geschwindigkeit v = (u,v,w) = (k./d)- - (u*, v, w*) = (k/d) - v*
Zeit ¢ = (d®/kn) - t*
Temperatur (7' — T,,) = (Ih—T3)-T*=AT-T*

Konzentration (¢ — ¢,,) (e1 —e2)-c* = Ac-c*
Druck p+ pmgz (Prmvmbm/d?) - p*
Dichte p = Pm-p*

Wir haben hier vom Druck wieder den mittleren hydrostatischen Anteil pp, = —p,,g2
abgespalten. Unsere dimensionslosen Gleichungen lauten nach Substitution schlie3lich
pPV-v =(amAT) (=T + v VT™) + (BnAc) (" + v* V)
Le p~ (a‘?,c’ + 'v*-Vc*) = Ac"
1 = 5} * * *Y * 1 AP * * >
PP (at*"’ + v -V'v)_A'v + 3V(V-v") — Vp TI—(RaT Rap c*) e,
* 8 * * *Y * k Vm gd3 o *) AP *]
P (T + v VT™) = AT + CUATdQKk S P ) Ve + 9
p*=1— (anAT) T — (BmAc) c* (2.148)

Hierin haben wir die dimensionslosen Kennzahlen Rayleighzahl Ra = «,, AT gd3/ k., Vm ,
die Diffusionsrayleighzahl Rap = —3,,Acgd®/k,, v, und die Lewiszahl Le = k,,,/ D,
eingefiihrt. Wie friiher bedeutet ®* =  (Vov* + Vv *)? — 2(V-v*)? die dimensionslose
Schreibweise der Dissipationsfunktion ®.

2.3.2.3 Boussinesq Gleichung Fiir sehrkleine relative Dichtednderungen gilt p* =~ 1,
d.h. entsprechend der Zustandsgleichung (2.148)

(am ATYT™ + (BrAc)c” < 1

Damit vereinfacht sich das Grundgleichungssystem entscheidend. Da Werte der di-
mensionslosen Temperatur 7 und der dimensionslosen Konzentration ¢* infolge der
systemangepassten Entdimensionierung in der Gré8enordnung von eins liegen, fordern

wir dariberhinaus
(anAT) <1, (BnAgk1l ,

um in jedem Fall sicherzustellen, daB die auftretenden Dichteunterschiede (p* — 1)
klein sind. Aus der Kontinuititsgleichung erhalten wir damit sofort V- »* ~ 0. Wir
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streichen daher alle Terme in unserem Gleichungssystem, die proportional zu (am AT,
(BmAc) oder V-v* ~ 0 sind. Konsequenterweise setzen wir gleichzeitig p* = 1. In
vollkommener Analogie zum Rayleigh—Bénard Problem nennen wir diese Annahmen
Boussinesq—Approximation. Um die Schreibweise der Gleichungen iibersichtlicher zu
gestalten, lassen wir im folgenden die Kennzeichnung der dimensionslosen GréBen mit
einem hochgestellten Stern wieder fort.

Am Ende dieses auBerordentlich aufwendigen Vorgehens zur Spezialisierung der allge-
meinen Grundgleichungen fiir diffundierende Gemische auf unsere Salzlésung steht das
folgende dimensionslose Gleichungssystem

V-v = 0 (2.149)

Le (Zc +vWVe) = Ac (2.150)
—Pl—r(g—t'u—kfv-V'v) = Av+ —Vp+ (RaT — Rap c) e, (2.151)
ST+ VT = AT+ faln, o (2.152)

Dieses sind die Boussinesq—Gleichungen fiir ein inkompressibles Zweistoffgemisch mit
konstanten Stoffwerten unter den die Diffusion betreffenden Vereinfachungen (Soret—
Effekt, Druckdiffusion und Dufour—Effekt, sowie Spezies—Enthalpiedifferenzen und Dif-
ferenzen der inneren Energien der Spezies vernachlissigt).

Es ist leicht erkennbar, da3 fiir ¢ = O (reines Wasser) oder ¢ = 1 (d.h. auch Rap = 0)
(Salzwasser an der Lislichkeitsgrenze) das obige Gleichungssystem in das der Rayleigh—
Bénard Konvektion (2.59-2.61) ilibergeht.

2.3.2.4 Grundzustand Die Bestimmung des stationdren Grundzustandes U, = *(co,
vo, Po, To), dessen Stabilitidt zu untersuchen ist, geschieht in der gleichen Weise, wie
beim Rayleigh—Bénard Problem. Das Fluid befindet sich im Grundzustand in Ruhe :
vo = 0. Die Komponentenkontinuititsgleichung (2.150) und die Energiegleichung
(2.152) vereinfachen sich zu den Laplacegleichungen

ACOIO, AT0=0

Wir sollten, bevor wir Ldsungen zu diesen beiden entkoppelten Gleichungen ange-
ben, zunichst feststellen, unter welchen Voraussetzungen die unterstellte Ruhelage der
Fliissigkeitsschicht iiberhaupt moglich ist. Nehmen wir die Rotation von (2.151) und set-
zen vo = 0 ein, so folgt die Bedingung (RaV 71y — RapV o) x e, = 0. Anders als bei
der reinen thermischen Zellularkonvektion ist eine ruhende Fliissigkeitsschicht auch fiir
solche Fille moglich, in denen der Temperaturgradient V T, nicht parallel zur Richtung
der Schwerkraft e ist. Diese Parallelititsforderung gilt hier allgemeiner fiir die Vektor-
summe aus Temperatur— und Konzentrationsgradienten (V7 — (Rap/Ra)V ) || e..

Hierin ist (Rap/Ra) = —(App/Apr) zu interpretieren als das Verhiltnis der Dich-
teinderung infolge Temperaturgradienten Apyr = —ppa,, AT zur Dichteéinderung in-
folge Konzentrationsgradienten App = p,.GnAc. Es sei nochmals erwéhnt, daf fiir

App/Apr = 1 die Dichte an jedem Ort gleich ist, da sich in diesem Fall die temperatur--
und konzentrationsbedingten Dichteinderungen gerade kompensieren. Die Situation der
indifferenten Dichteschichtung ist also durch Ra = Rap gegeben.
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Wir beschrianken uns auf den Fall einer in den horizontalen Richtungen = und y unend-
lich ausgedehnten Schicht, bzw. einer solchen mit wiarme— und stoffundurchlissigen,
vertikalen Seitenwinden. Thr Zustand sei von z und y unabhiéngig. Die Temperatur und
die Konzentrationen an den beiden horizontalen Berandungen der Flussigkeitsschicht
seien jeweils konstant und vorgegeben, d.h.

To(:E,y,Z=—1/2):T1 5 TQ(IC,y,Z:]./Z) :T2
co(z,y,z=—1/2) =1 , colz,y,z2 =1/2) =

Entlang der homogenen Parallelrichtungen z,y ist unser Grundzustand nur von der
Vertikalrichtung z abhingig, und wir bekommen aus den obigen Laplacegleichungen fiir
7o und cq

To(z) =CL 24+ CT, co(z) =C§ 2+ C§ (2.153)
Die Konstanten (CZ, CT) bzw. (C§, Cf) folgen aus den angefiihrten Randbedingungen
zu CT = -1, C8 = (11 + Te — 2T) /AT bzw. Cf = —1,C§ = (c1 + c2 — 2¢.,)/Ac.

Mit 7, = L(Ty + T3), wie im Rayleigh-Bénard Problem, bzw. ¢, = 3{c; + ¢;) stellt
sich die Grundlosung besonders einfach dar.

To = co = —2 (2.154)

Es ist zudem physikalisch leicht einsehbar, die Mittelwerte der Temperatur 7}, und der
Konzentration ¢,, in der Schicht als BezugsgroBe zu wihlen. Aus den ersten beiden
Impulsgleichungen (z, y) erhalten wir po = po(z). Die z-Impulsgleichung ergibt

0=—92 | (Ra Ty — Rap co)
bzw. mit (2.154) fiir den Druck

po = —i(Ra — Rap) 2% + p. (2.155)

wobei die Konstante p,, den Umgebungsdruck bedeutet. Die ermittelten Temperatur—und
Konzentrationsverteilungen und damit auch das gesamte Wirmeleitungs—Diffusionspro-
blem ist offenkundig unabhingig von p,. Nicht das Niveau des Drucks pg hat einen
EinfluB auf das Problem, sondern ausschlieBlich sein Gradient %;—”.

2.3.2.5 Storungsdifferentialgleichungen Zur Ableitungder Storungsdifferentialglei
chungen haben wir dem Grundzustand Uy = ¥(co, v0o, po, To) nach (2.39, 2.40) irgend-
welche kleinen Stérungen e U’ = ¢ (', v’, p’, T') zu iiberlagern. Den gestorten Zustand
U = Ugy + e U’, setzen wir dann in die Stromungsgleichungen (2.149-2.152) ein, diffe-
renzieren nach £ und setzen ¢ = 0. Wir erhalten dann

Vo' = 0 (2.156)
Le 2d = Ad + Lew' (2.157)
Prl2v = Av —Vp + (RaT' — Rap ) e (2.158)

Il

27’ AT +w' . (2.159)
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Dieses sind die linearen Storungsdifferentialgleichungen, die das Stabilitidtsverhalten
einer beheizten, diffundierenden und nach auBen in Ruhe befindlichen Zweistofffliissig-
keitsschicht beschreiben. Die zu einem vorgegebenen Fall gehorigen Randbedingungen
werden wir weiter unten ansprechen.

Wir stellen uns fiir den Moment vor, eine etwaige Instabilitit der Flissigkeitsschicht
zeige sich, so wie im Rayleigh—Bénard Problem, (zumindest im Indifferenzzustand) als
stationdre Sekundirstromung. Solche Instabilititen treten tatsidchlich in Form der in
der Einleitung erwihnten Fingerinstabilititen auf. Den stationidren Indifferenzzustand

finden wir, indem wir die Zeitableitungen im obigen Differentialgleichungssystem fort-
streichen :

Vo' = 0
Acd = —Lew

0 = Av —Vp' +(RaT'— Rap ) e,
AT = —uw

Fassen wir danach die Temperatur— und Konzentrationsstérung zur neuen Variablen

=, _ RaTl'— Rapc
T .= (Ra — LeRap) (2.160)

zusammen, dann konnen wir das Gleichungssystem durch Kombination der Kompo-
nentenkontinuititsgleichung mit der Energiegleichung fiir »’, p’ und 7"’ folgendermaBen
aufschreiben :

Vv = 0
0 = Av' —Vp' — (Ra— Le Rap) T e,
AT = —uw' =:II

Dieses Gleichungssystem ist identisch mit demjenigen der Rayleigh—Bénard Konvek-
tion. Wir haben das stationidre Doppeldiffusionsproblem damit auf die thermische Zel-
lularkonvektion zuriickgefiihrt. Wir konnen alle Ergebnisse von Abschnitt 2.3.1, insbe-
sondere die kritischen Parameter II. = Ra. ilibernehmen. Die dort fiir die Temperatur
formulierten Randbedingungen gelten hierbei fiir 77. Wir kommen damit zu unseren
Voriiberlegungen zur Doppeldiffusionsinstabilitit zuriick (vgl. (2.112)), die uns ja auf
rein phinomenologischem Wege zu eben diesem Ergebnis gefiihrt hatten.

Obwohl zum Teil stationir einsetzende Instabilititen (wie z.B. die Fingerinstabilititen)
bei der Doppeldiffusion beobachtet werden, diirfen wir uns nicht auf diesen Fall be-
schrinken. Wie anfidnglich erwihnt, besteht bei denselben Parametern neben den
stationidren die Moglichkeit zu oszillatorischen, also instationidren Instabilitédtsformen,
die beim Rayleigh—Bénard’schen Stabilititsproblem nicht vorkommen. Auch der dort
mogliche mathematische Beweis dafiir, daB3 thermische Instabilitédten stationér (nichtozil-
latorisch) einsetzen, kann fiir die Doppeldiffusionsinstabilitit nicht mehr gefiihrt werden.
Entscheidend bei der Stabilitidtsaussage ist, ob beim Erreichen des kritischen Parameters
fiir die oben betrachtete stationire Fingerinstabililtit eine mogliche oszillatorische Insta-
bilitit bereits existiert und damit die Bewegungsform dominiert. Daher haben wir i.d.R.
das Stoérungsdifferentialgleichungssystem (2.156—2.159) zu betrachten.
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Genau wie beim Rayleigh—Bénard Problem kénnen wir unser Differentialgleichungssy-
stem zu einer Gleichung fiir eine Unbekannte zusammenfassen. Unter Mitnahme der
instationédren Glieder wird sich hier eine Differentialgleichung achter, anstatt sechster
Ordnung ergeben. Zunichst eliminieren wir den Druck p aus der Impulsgleichung (2.158)
wie liblich unter Anwendung der Vektoridentitit V x V x (...) = VV-(...) — A(...).
Nur die letzte Komponente der danach verbleibenden Gleichung interessiert uns weiter.
Sie enthilt die Storgeschwindigkeitskomponenten v/, v’ nicht mehr :

Prot QA = A% 4+ 11 (8%22 + %) T (2.161)
Wir haben aus Ubersichtsgriinden wieder von der Definition der Hilfsvariablen 7 nach
(2.160) Gebrauch gemacht. Des weiteren wurde auch wieder die Kennzahl

Il := Ra — LeRap (2.162)

verwendet. Da die obige Gleichung zwei Unbekannte (w’, T’) enthiilt, benotigen wir noch
eine zweite Beziehung, um das Gleichungssystem zu schlieBen. Wir lésen (2.160) nach
der Konzentration ¢’ auf, und eliminieren sie aus der Komponentenkontinuititsgleichung
(2.157). Die daraus erhaltene Gleichung enthiilt noch die Temperatur 7" :

Ra [Lei - A] T =11 [Leﬁ - A] T' + LeRap w'

ot Jt
Die Energiegleichung (2.159) dient uns jetzt zur Elimination der Temperatur 7’. Um
dieses zu zu bewerkstelligen, miissen wir [% — A] auf die gerade abgeleitete Beziehung

anwenden. Der dann auftretende Term % — A] T’ wird entsprechend (2.159) durch w’

ersetzt. Wir erhalten am Ende neben (2.161) als zweite Gleichung fiir die Unbekannten
(w', Th
- gy s <1 [§, - a] 1efy - a]

[Le(Ra Rap)2 —na]w =1 [2 - Al [Led — AT (2.163)
Darin kénnen wir noch die Definition von II (2.162) verwenden, um die Rayleighzahl Ra
zu ersetzen. Im letzten Schritt eliminieren wir schlieBlich die modifizierte Temperatur 7"
aus (2.161) und (2.163). Wir wenden (8—‘9;7 + 3%2?) auf Gleichung (2.163) an und setzen
den letzten Term der rechten Seite von (2.161) ein :

[Pr_I% - A] [Le% — A] [% — A] Aw' —

[Le(H 4 (Le — I)Rap)% _ HA] (%‘.’7 + a%zf) w =0 (2.164)

Dieses ist die lineare homogene Differentialgleichung achter Ordnung zur Bestimmung
der Storgeschwindigkeit w’ in einer anfanglich ruhenden, diffundierenden Fliissigkeits-
schicht aus zwei Stoffen. Wir merken an, daB3 wir die selbe Differentialgleichung achter
Ordnung fiir T’ erhalten, wenn wir w’ aus (2.161) und (2.163) eliminieren.

Die Vielzahl der moglichen Randbedingungen fiir Stérungen wollen wir an dieser Stelle
nicht besprechen, da ihre Formulierung im speziellen Fall sehr einfach vorgenommen
werden kann. Es sei dazu an das vorangegangene Kapitel iiber die Rayleigh—Bénard
Instabilitit erinnert. Die zusétzlichen Randbedingungen fiir die Konzentration sind sehr
dhnlich wie die Temperaturrandbedingungen zu behandeln.
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2.3.2.6 Eigenwertproblem Nach der Besprechung der Stérungsdifferentialgleichun-
gen werden wir nun das zugeordnete Eigenwertproblem ableiten, dessen Lésung uns u.a.
auf die Indifferenzzustinde der Fliissigkeitsschicht fithren wird. Da der Grundzustand
der Schicht stationdr ist, diirfen wir die Zeitabhingigkeit der Losung U'(¢, z,y, 2) =
(', v, w', p’, T") entsprechend (2.41) und (2.43) mittels Exponentialansatzes in der
Zeit herauslosen. Wir interessieren uns hier nur fiir die Wandnormalenkomponente der
Geschwindigkeitsstorung :

w'(t,z,y,z) = e "“wl(z,y, 2) (2.165)

Unsere Fliissigkeitsschicht wollen wir als in den Schichtparallelrichtungen = und y
unendlich ausgedehnt voraussetzen, und ihr Zustand sei unabhéngig von x und y. Daher
gelingt auch fiir w).(z, y, z) ein Exponentialansatz. Die Begriindung fiir die Giiltigkeit
dieses Ansatzes erfolgt vollkommen analog wie im unter 2.3.1 behandelten Rayleigh—
Bénard Problem. Damit besitzt w’ die folgende Gestalt:

zwt

w'(t,z,y,z) =e” wW(z) et w=rriavy (2.166)
N A —

wy (T, Yy, 7)

Wir setzen nun diesen Ansatz in die Storungsdifferentialgleichung (2.164) ein und erhal-
ten nach dem Herausstreichen der Exponentialfaktoren

[—inr_l + a® — ;f—] [—-iwLe +a* — dd%] [—iw + a® — %J [a2 — di;—] w(z) +

d?
=2
I1 [—iwLe + a® — %] a’w(z) — iwa®’Le(Le — 1)Rapw(z) =0 (2.167)

Wir erkennen, daB die als Teilwellenzahlen interpretierbaren reellen Konstanten a,
und a, wieder nur in der Form a? := a2 + a} erscheinen (vgl. Abbildung 2.5). Der
Separationsparameter a? hat dieselbe Bedeutung wie im Rayleigh—Bénard Problem. Die

Tatsache, daB a, oder a, nicht separat auftreten, spiegelt auch hier die Unabhingigkeit
des Stabilititsproblems von der Orientierung der aufretenden Stromungsstruktur in der

x, y-Ebene wider.

Die homogene lineare Differentialgleichung (2.167) besitzt konstante Koeffizienten,
wodurch es uns erlaubt ist, fiir «v(z) ebenfalls einen Exponentialansatz zu machen

W(z) ~ eM* (2.168)

wo ); Konstanten sind. In (2.167) eingesetzt, erhalten wir aus diesem Ansatz schlieBlich
die folgende charakteristische Gleichung :

[—inr"l + a? — /\?] [—iwLe + a? — )\‘2} [—iw + a? — /\?] [a2 — )\f] —+

Il [—iwLe + a® — A?] a® — iwa®Le(Le — 1)Rap =0 (2.169)
Diese Gleichung stellt fiir vorgegebenes a? und w ein Polynom vierten Grades in A2 dar.
Unter Verwendung der Cardanischen Formeln (vgl. z.B. 1. BRONSTEIN, K. SEMENDJAJEW

1985) sind die vier Wurzeln ,\f'3,5'7 des Polynoms in geschlossener Form berechenbar.
Fiir die acht A,‘ gllt dabei AQ = ——)\1, A4 = ——Ag, /\6 = ——A5 und Ag = '—/\7.
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Wie liblich kann die allgemeine L6sung des Stabilititsproblems jetzt als Linearkombinati-
on®w = 3.2 | C;e** der acht Fundamentallssungen e*+* bestimmt werden. Dazu werden
die Koeffizienten C; so bestimmt, da3 die Randbedingungen des Problems erfiillt sind.
Das daraus resultierende homogene lineare Gleichungssystem aus acht Gleichungen fiir
die acht Koeffizienten C'; ist nur fiir eine verschwindende Koeffizientendeterminante
D(a?,w, Kennzahlen) nichttrivial 16sbar. Diese Bedingung (/2 = 0) schlieBlich stellt bei
gegebenen Kennzahlen den Zusammenhang zwischen dem Separationsparameter a? und
der komplexen Frequenz w dar. Bei gegebenem «a und gegebenen Parametern bedeutet
w(a,Parameter) den (zeitlichen) Eigenwert des Stabilitidtsproblems.

Der Indifferenzzustand liegt fiir w; = 0 vor, wo w; den Imaginirteil der komplexen
Frequenz w darstellt, den wir auch “zeitliche Anfachungsrate” genannt haben. Der
Zusammenhang D{(a?,w(a); Parameter).,—0 = 0 représentiert die Neutralzustinde der

Fliissigkeitsschicht. Diese Neutralzustinde kénnen wir dann geeignet in der Form von
Indifferenzkurven (z.B. II(a?; Pr, Le, Rap)) explizit auftragen.

Der Vollstindigkeit halber sei angemerkt, daB die Aufteilung der Lésungen des Eigen-
wertproblems in (beziiglich z) gerade und ungerade Funktionen hier ebenso moglich
ist wie beim Rayleigh—Bénard Problem, sofern es die Randbedingungen zulassen. Das
ist dann der Fall, wenn jede der Randbedingungen nur entweder gerade oder ungerade
Ableitungen nach z enthilt und an beiden Rindern (2, = +1/2) gleich ist.

2.3.2.7 Beispiel : freie Fliissigkeitsschicht Im folgenden wollen wir die kritischen
Parameterwerte fiir das Einsetzen der Instabilitit an einem einfachen Beispiel berechnen.
Dazu betrachten wir konkret den denkbar einfachsten Fall einer Fliissigkeitsschicht mit
zwei freien Berandungen bei z, = +1/2, an denen sowohl die Temperaturstrung, als
auch die Konzentrationsstérung Null sind. Wir behandeln gerade dieses Problem der
Doppeldiffusions—Instabilititen, da es vollstdndig analytisch zu 18sen ist, so dal} wir
allgemeine Eigenschaften daran diskutieren konnen. In Analogie zur Vorgehensweise
bei der Besprechung der Randbedingungen des Rayleigh—Bénard Problems bei freien,
isothermen Fliissigkeitsberandungen haben an z, = +1/2 die Storgeschwindigkeit w’
(bzw. @) mitsamt der zweiten, vierten und sechsten Ableitung nach z zu verschwinden.
Diese Randbedingungen werden z.B. durch die Funktionen

Ww(z) = Wy cos[(2n + 1)wz] , n=0,%x1,%2,...
erfiillt. Da sich die Kosinusfunktion cos[(2n+1)mz] als Linearkombination e =*(27+1)7= .
1e#(2n+1)m= darstellen 14Bt, ist nach (2.168)
A2 =22 = —(2n+1)%x% =: —A] . (2.170)

Unsere charakteristische Gleichung (2.169) schreibt sich damit

[—iwPr™ +a? + Al][—iwle + a® + A2)[—iw + a® + A2][a® + AZ] +

Il [—iwLe + a® + AZ] a® — iwa®Le(Le — 1)Rap = 0 (2.171)
Um die Schreibweise der charakteristischen Gleichung zu vereinfachen, filhren wir die

Bezeichung
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ein und 16sen (2.171) formal nach IT auf

I = 1II, 4+ :1II; (2.172)
2 213
I, = L‘Z#L [(Pr"lufyi + (@ + 1) — Pr‘laﬁ] —
—Le(Le — 1)w,(1 + Lew;) + Led? r Rap

(1 + Lew;)? + Le?&?
1 Wy
)(1 T Lew:)? + Leoz ftan

Hierin bezeichnet wie iiblich &, den Realteil und &; den Imaginirteil der komplexen
bezogenen Frequenz &. Selbstverstindlich muB die Kennzahl II aus physikalischen
Griinden reell sein, d.h. II; = 0. Wir erkennen zunichst, daB3 diese Bedingung fiir den
trivialen Fall 3, = O erfiillt ist. Es kommt dadurch zum Ausdruck, daB die stationiren
Losungen des Stabilitdtsproblems ebenfalls erfasst sind. Wir erhalten auBler o, = 0
aber noch zwei weitere Losungen der Frequenz &, in Abhingigkeit von der zeitlichen
Anfachungsrate J;, der Wellenzahl ¢ und den iibrigen Kennzahlen des Problems :

o2 — a’ (1 —Le YYRap
T (a +A2)31+Pr“1(1+2c.uE

2 21\3
I — _i%nl [1 + Prt(1 +200)] &, + Le(Le —

— (Le + LJ,-)Z (2.173)

Die durch diese Frequenzen reprisentierten oszillierenden Konvektionsbewegungen
konnen offenbar nur dann auftreten, wenn die rechte Seite der Beziehung (2.173) gréBer
oder gleich Null ist. Das Stabilitdtsproblem ist vollends geldst, wenn wir nun noch &2
aus (2.173) bzw. die stationidre Losung &, = 0 in die Beziehung (2.172) fiir II =
einsetzen. Damit haben wir eine implizite Gleichung fiir die zeitliche Anfachung J; in
Abhingigkeit der vorgegebenen Wellenzahl a und der weiteren physikalischen Parameter
(Le, Pr, Rap und Il = Ra — LeRap). Es darf bei der Ermittlung der Anfachungsrate
von oszillierenden Konvektionsstorstromungen (d.h. @, # 0) jedoch nicht auBer Acht
gelassen werden, daB gleichzeitig die oben besprochene Nebenbedingung eingehalten
werden muf3, nach der die rechte Seite von (2.173) gré8er Null zu sein hat.

Die die kritischen Parameterwerte definierenden Indifferenzzustidnde unserer diffundie-
renden Fliissigkeitsschicht sind durch die Bedingung J; = 0 gekennzeichnet, die uns
sowohl (2.173) als auch (2.172) erheblich vereinfacht. Wir finden fiir das Einsetzen einer
oszillierenden Instabilitdat nach Gleichung (2.173) sofort

al (1 — Le Y Rap
(a® + Ai)3 1+ Pr?

Fiir den Sonderfall Rap = 0 (Rayleigh-Bénard Konvektion) erkennen wir in Einklang
mit dem friither gesagten sofort, daf3 oszillatorische Instabilitidten ausgeschlossen sind.
Die Beziehung (2.174) enthilt aber au3erdem einige wichtige physikalische Aussagen
zum hier interessierenden allgemeinen Fall Rap # 0. Fiir ein Medium mit einer Lewis-
zahl Le < 1 treten nur fur negative Diffusionsrayleighzahlen Rap < 0 oszillatorische
Instabilititen auf. Gleiches gilt fiir Medien mit einer Lewiszahl Le > 1 bei Rap > 0. In
beiden Fiillen (beschrieben durch (Le — 1) Rap > 0) bestehen diese Instabilititen auch
nur fiir Werte von Le(Le — 1)Rap/(1 + Pr~') = min[(a® + A%)%/a?]. Oszillierende
Storungsformen konnen demnach nur in einem charakteristischen Band von Wellenzah-
len a einsetzen. Andererseits kann gefolgert werden, daf3 oszillatorische Instabilitidten

—Le 2 >0 (2.174)
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grundsitzlich nicht auftreten, wenn (Le — 1)Rap < 0 gilt, wogegen indifferente, nicht-
oszillatorische, d.h. stationire Storungen prinzipiell fiir alle Wellenzahlen exisitieren.

Wir koénnen jetzt die Indifferenzkurve fiir die Doppeldiffusions-Instabilititen bestim-
men. Wir haben dabei zu beachten, dafl gleichzeitig sowohl eine stationire, als auch
eine instationire Instabilitédt vorliegen kann. Wir werden daher fiir jedes A,, zwei Indif-
ferenzkurven erhalten. Analog zum Rayleigh-Bénard Problem braucht uns nur der Fall
n = 0, d.h. nach (2.170) A = =#2, zu interessieren, da die Indifferenzzustinde n % 0
bei Parametern liegen, fiir die n» = 0 bereits instabil ist. Wir setzen zum einen die oben
diskutierte triviale L6sung @, = 0 der Nebenbedingung I1; = 0 nach (2.172) mit &; = 0
in die entsprechende Gleichung (2.172) fiir Il = II, ein und erhalten als Indifferenzkurve

2 23
T(a) := Ra — LeRap = ﬁuzl—)— (2.175)

a
wo wir mit II(a) angedeutet haben, daB es sich um die Indifferenzkurve fiir die stationére
Instabilititsform handelt. Es sei darauf hingewiesen, da8 Il(a) dieselbe Kurve beschreibt,
wie beim Rayleigh-Bénard Problem Ra(a).

Die zweite Indifferenzkurve erhalten wir, indem wir die Losung (2.173) der Nebenbedin-
gung II; = 0 nach (2.172) in die Gleichung (2.172) fiir IT = II, einsetzen. Wir erhalten
dann

1+ PrL
PrLe?Ra — Prhe—" 2" pa 2, 2.3
(a) := 1+ Pr _ (aZ+77) (2.176)
PrLe? + Le(1 4+ Pry+1 a’ ’

Dabei haben wir eine neue Kennzahl IT im oszillatorischen Fall gebildet, die das Analo-
gon zu II darstellt. Es sei vermerkt, daB auch II(a) denselben Verlauf wie Ra(a) beim
Rayleigh—Bénard Problem besitzt. So haben wir fiir den Fall der Fliissigkeitsschicht mit
freien Berandungen ohne Temperatur- und Konzentrationsstérungen das Doppeldiffusi-
onsproblem vollstindig auf das viel einfachere (stationire!) Rayleigh-Bénard Problem
zuriickgefiihrt.

Mit der Darstellung (2.175), bzw. (2.176) fallt es leicht, festzustellen, ob die Instabilitat
oszillatorisch oder stationir einsetzt. Wir bestimmen dazu das Minimum der Funktion
TI(a) = TI(a), das sich (vgl. freie Fliissigkeitsschicht beim Rayleigh-Bénard Problem)
bei Il, = 24—7774 ~ 658 und einer Wellenzahl von a. = :77'5 ~ 2.22 befindet.

Damit sind auch die kritischen Zustinde der Fliissigkeitsschicht bestimmt. Da die Le-
wiszahl Le und die Prandtlzahl Pr als konstante, gegebene Stoffeigenschaften betrachtet
werden konnen, ist es sinnvoll, die kritischen Zustidnde in einem Diagramm der Ray-
leighzahlen Ra(Rap) darzustellen. Wir erhalten aus (2.175) die Geradengleichung

Fa =1I.+ LeRap 2177
und aus (2.176)
~ —1
Ra = (1 + Le~)(1 + Le™*Pr~t) + L%—;—j;{iRaD (2.178)

Beide Geraden sind in der Abbildung 2.12 eingetragen. Das Diagramm zeigt ebenfalls,
daB die Stabilititsgrenzen fZz und Fa i.d.R. die Winkelhalbierende Ra = Rap schneiden,
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Rap

stabil
L — Ra (keine Konvektion)

Abb. 2.12: Kritische Zustidnde einer frei berandeten Fliissigkeitsschicht aus einem Zwei-
komponentengemisch.

die die linke Begrenzung des Bereichs von Rayleighzahlen darstellt, in dem eine stabile
Dichteschichtung (leichtes Fluid iiber schwerem) vorliegt. Dieses zeigt, daf3 doppeldif-
fusive Instabilitidten auch bei stabiler Dichteschichtung moéglich sind (vgl. Bereiche 1 in
Diagramm 2.12). Sogar, wenn schweres Fluid iiber leichterem liegt, kann der Zustand
der Fliissigkeitsschicht stabil sein (Bereich 2, Diagramm 2.12).

2.3.2.8 Ergiinzende Literatur Doppeldiffusionsinstabilititen sind vielfach unter-
sucht worden. Wir haben hier eine Einfiihrung gegeben, die es dem interessierten
Leser ermoglichen soll, weiterfiihrende Literatur zu verstehen. Wir weisen nachfolgend
auf einige wichtige Biicher zu diesem Thema hin : J. TURNER 1973, D. JOSEPH 1976, G.
GERSHUNI, E. ZHUKOVITSKII 1976, J. ZIEREP, H. OERTEL JR. 1982.
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2.3.3 Taylor-Instabilitiit

Wir betrachten das in Abbildung 2.13 skizzierte Experiment, in dem ein mit der Winkel-
geschwindigkeit §2 rotierender Innenzylinder des Radius’ R mit einem dazu koaxialen,
hohlen Plexiglas-AuBenzylinder einen Ringspalt der Weite d bildet. Der durch den
Ringspalt gebildete Zwischenraum beinhalte ein Medium der Dichte p und der dy-
namischen Zihigkeit x. Durch Hinzugabe von feinen Aluminiumflittern kénnen die
Strémungsvorginge im Ringspalt sichtbar gemacht werden. Bei sehr kleinen Winkelge-
schwindigkeiten 2 beobachtet man eine homogene Verteilung der in Umfangsrichtung
mittransportierten Flitter. Bei Uberschreiten einer kritischen Drehfrequenz 2. jedoch
werden plotzlich stationire, in sich geschlossene, torusférmige Walzenstrukturen sicht-
bar. Diese Walzen sind periodisch iibereinander geschichtet und besitzen einen vertikalen
Abstand A/2 voneinander. Die Aluminiumflitter beschreiben Schraubenbahnen um die
Umfangs-Mittellinien der Tori, welche fiir benachbarte Walzen gegenliufig sind. Es
handelt sich dabei um die sogenannten Taylorwirbel. Die sich dabei aufdringende Frage
lautet :

e Bei welcher kritischen Umdrehungsfrequenz 2. und fiir welche Wellenlidnge A
setzt diese Instabilitit ein ?

Wir wollen uns zunichst klarmachen, wo die physikalische Begriindung fir dieses In-
stabilwerden liegt. Dazu betrachten wir ein Teilchen aus einer Fliissigkeitsschicht mit
dem Radius ;. Denken wir uns das Teilchen unter Beibehaltung seines Drehimpulses

Abb. 2.13: Taylor-Couette Experiment.
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71 - vg{r1) durch eine Stérung auf eine weiter auBBen liegende Schicht r = r, verlagert,
so besitzt es auf der neuen Bahn mit dem Radius r; die neue Umfangsgeschwindigkeit
vg(r1) - r1/72. Mithin wirkt auf das radial verlagerte Teilchen eine Zentrifugalkraft von

Fi(ra) = M—)— Ist diese groBer als die Zentrifugalkraft F5(ry) = ve(r2) die auf
ein ungestortes Teilchen der Schicht r; wirkt, so besteht ein Zentrlfugalkraftzuberschuﬁ
der das verlagerte Teilchen noch weiter nach auBlen treibt. Mit F,(r;) > F3(rg) ist auch
r1 - vgp(r1) > ra - vg(rz), d.h. der Drehimpuls, bzw. die Zirkulation auf einer weiter
innen liegenden Schicht ist gréBer als auf einer duBeren Schicht : I'(r1) > T'(rz). Wir
bezeichnen eine solche Schichtung als instabil.

Wenn wir den indifferenten Fall betrachten, in dem I'(r1) = I'(r2) = const, so gilt
offenbar vy (r) = const/r. Das ist aber verbliiffenderweise die Gleichung des Potenti-
alwirbels. Wir schliefen daraus, daf3 eine Fliehkraftschichtung dann instabil ist, wenn
v (r) schneller mit » fillt, als es beim Potentialwirbel der Fall wire. Dieses ist insbeson-
dere bei stehendem AuBenzylinder immer der Fall, so daB hier tatsichlich eine instabile
Schichtung vorliegt.

Diese hier angefiihrte Betrachtung ist erstmals von Rayleigh 1916 gegeben worden. Um
solche instabilen Schichtungen zu vermeiden, werden Couette- Viskosimeter so betrieben,
daB} anstatt des inneren der duBBere Zylinder rotiert.

2.3.3.1 Dimensionsanalyse Um uns einen Uberblick iiber die das physikalische
Phinomen beeinflussenden Groflen zu verschaffen, beginnen wir mit einer Dimensions-
analyse. Wir erkennen einen funktionalen Zusammenhang zwischen 6 EinfluBgrofien,
z.B.

A=AVy=RQ, R, d,p, ) . (2.179)

Nach dem Buckingham’schen 11-Theorem k&nnen wir nach Wahl der 3 physikalischen
BasisgroBBen M, L, T (Masse,Linge,Zeit) das Problem auf 3 dimensionslose Kennzahlen
reduzieren. Diese sind :

d A Vy-d

II, = B’ I1; = 7 IIs = ” . (2.180)

Die spiitere, analytische Behandlung dieses Stabilitédtsproblems (in Abschnitt 2.3) wird
zeigen, daB fiir Spaltweiten d, die klein gegeniiber dem Radius FE sind, die explizite
Abhingigkeit der Stabilititsgrenze von IT; und II; dann herausfillt, wenn IT, und 115 zur
sogenannten Taylorzahl kombiniert werden :

.d [d
Ta=H3\/H1=V¢V 5 (2.181)

Die dimensionslose Wellenlidnge der Taylorwirbel hidngt dann nur von einer, namlich
der Taylor’schen Kennzah! ab :

% = f(Ta) (2.182)
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2.3.3.2 Anschauliche Bedeutung der Taylorzahl Um die Bedeutung der Taylorzahl
Ta fiir die vorliegende Instabilitit besser verstehen zu lernen, wollen wir kurz qualitativ
den Vorgang betrachten, der die Instabilitit hervorruft. Wir haben bereits oben fest-
gestellt, daB wir es mit einer Instabilitit der Fliehkraftschichtung zu tun haben. Ein
Fluidelement, mit der Bahngeschwindigkeit v4 = §2 - R, das radial von einer Schicht 2
auf eine weiter auBen liegende Schicht /2 + d gestoBen wird, behilt seinen Drehimpuls
bei, also A(Rv,) = 0, so daBl RAvy ~ vy AR = v,d. Den das Teilchen weiter nach
auBen treibenden Fliehkraftunterschied ' ~ p - A(v3/R) - d° auf der fremden Schicht
konnen wir damit ausdriicken als 7' ~ pQ2d*. Dem entgegen wirkt eine viskose radiale
Widerstandskraft W, ~ p(%-)d?. Die radiale Stérgeschwindigkeit ist v, ~ d/A¢. Wir
besorgen uns die relevante Zeitskala A¢ aus der Uberlegung, dal die Aufzehrung der

kinetischen Storenergie des Teilchens AE, = p - A(v2) - d° infolge reibungsbeding-
ter Dissipation Egiss ~ Wy - Avg ~ u( A:"’ )d? - Avgy (azimutale Widerstandskraft 1)
Zeit braucht: At = AFE;/ Eiss ~ dR/v. Damit kdénnen wir die Widerstandkraft W,

ausdriicken als W, ~ uvd/R.

Das Einsetzen der Instabilitidt ist dann zu erwarten, wenn die Widerstandskraft den
Fliehkraftiiberschuf3 nicht mehr kompensieren kann:

F> W, < pQ2d* > pvd/R - const

02 Rd?
2
Das Quadrat der Taylorzahl hat demnach die Bedeutung des Verhiltnisses aus Zentrifugal—
zu Reibungskraft.

!
=: Ta®? > const

Fliehkraft

Abb. 2.14: Zur physikalischen Interpretati-
on der Taylorzahl.
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2.3.3.3 Grundgleichungen Im vorangegangenen Abschnitt haben wir uns plausibel
gemacht, daB die Taylor Instabilitit durch das Wechselspiel von Zentrifugal— und Rei-
bungskraft bei instabiler Geschwindigkeitsverteilung bestimmt ist. Wir wollen unser
Stromungsproblem nun mathematisch formulieren. Dazu bietet sich die Schreibweise
der Navier-Stokes Gleichungen in Zylinderkoordinaten an. Wir vereinbaren dabei nach
Abbildung 2.13, daB die Zylinderachse z in vertikaler Richtung liege, der Radius r
den Abstand eines Punktes von dieser Achse bezeichne und der Azimutalwinkel ¢ die
Winkellage des Punktes um die Achse.

Die Geschwindigkeiten in radialer, azimutaler und axialer Richtung seien mit v,, vy und
v, bezeichnet und der Druck mit p. Die Kontinuitits- und Impulsgleichungen schreiben
sich dann dimensionsbehaftet (keine duBeren Kriifte) :

ov, vy 1 Jvy v, .
o T o tras T as =0 (2.183)
Jv, 4 %+v_¢6vr_ﬁ+ ov,
at or or r O¢ r vz Oz
1dp 8%v, 1 dv, v, 1 H%v, 2 vy O03v,
Y (‘—arz T e Tt Eas T map a2 ) 2184
Ovy Ovy | vy Oug | vevs Ovg
5t T Uer T Ty T, T
11 8}) 82’U¢ 1 6?.)(13 Vg 1 82v¢ 2 8’07- 32U¢
T ,roe ”(“‘arz T Tt ag T toae S8
Ov, 4 Ov, 4 %avz ty %
at or T 8 T oz
19p 8%v, 1 dv, 1 %v, d%v.
— ;5 + v (67‘2 -+ = or -+ 2 D47 + 922 (2.186)

Dazu tritt bei geschlossenen Gebieten die Kompatibilitdtsbedingung fiir alle Funktio-
nen f

f(¢) = f(¢+2m) . (2.187)
Ferner sind die Randbedingungen des Problems (Haftbedingung und kinematische Stré-
mungsbedingung) des vorliegenden Problems zu erfiillen (v = (v, vy, v.)) :

v(r=R) = %0,V = RQ,0) (2.188)
v(ir=R+d = %0,0,0) (2.189)

2.3.3.4 Grundzustand, Couette-Stromung Unsere Stabilititsanalyse beginnt mit
der Ermittlung des vor dem Eintreten der Instabilitit vorhandenen laminaren, stationdren
Grundzustandes Uy = *(vo, po) - Wir identifizieren die folgenden Nebenbedingungen :

vyg = Vo0 =0 (2190)
65“ = 0 (2.191)
z
o _ (2.192)

ot
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Mit der Nebenbedingung (2.190) schreibt sich die Kontinuititsgleichung (2.183) :

l 3v¢0
r O¢

=0 (2.193)
Hieraus kénnen wir schliefen, daB3 die Umfangsgeschwindigkeit mitsamt aller ihrer
Ableitungen nicht von ¢ abhingt.
Der ¢-Impulsgleichung (2.185) entnehmen wir (Nebenbedingungen (2.190), (2.191) und
(2.193)):
_10po  (OPveo | 10vse _ vso
r 0¢

or? r Or r2
Da der Reibungsterm wegen (2.193) nicht von ¢ abhiingt, ist %% = const und wegen
(2.187) gilt dann 22 = (.

0=

(2.194)

¢
Hiermit erhalten wir aus (2.194)
vy 10vgo vy o |19
87“20 r ar 7~_20 ~ or ;—67(7%0 T} =0 (2.195)

Gleichung (2.195) kann sehr leicht zweimal nach r integriert werden, wodurch zwei an
die Randbedingungen anzupassende Konstanten C, C; entstehen :

1
Vgo = Cl -+ Cz . ; . (2196)

Die Konstanten ergeben sich dabei mit den Randbedingungen

’U¢0(‘T‘ = R) = RQ = CIR —+ 02‘_:‘;5‘
1
Lv¢0(r =R -+ d) =0 = CI(R + d) —+ CzR——|—d 5 bzw.
R? R2(R + d)?
A o — rihrva
G =—TerRraY 0 T Rt

Fiir kleine Spaltweiten d < R geht v,(r) asymptotisch gegen das lineare (Couette-)

Profil B d
vso = QR (_id_—”'")

2.3.3.5 Storungsdifferentialgleichungen Der im Kapitel 1 eingefiihrte Stabilitéts-
begriff muB nun fiir unser Taylor-Couette Problem konkretisiert werden. Unser Ziel war
es, festzustellen, bei welchen kritischen Parametern des Systems die Instabilitit erstmals
erscheint.

Dazu war der Grundlosung Uy = *(wo, po) eine physikalisch mégliche Stérung sU’ =
e *(v’, p’) zu uberlagern und deren Entwicklung zu betrachten. “Physikalisch moglich”
heif3t hier, daB die mit der Stérung iiberlagerte Grundlésung ‘(vg + cv’, po+2p’) = U die
Navier-Stokes Gleichungen einschlieBlich der Randbedingungen zu erfiillen hat. Wie
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tiblich beschrinken wir uns auf kleine Stérungen. Die dazugehorigen Stérungsdifferen-
tialgleichungen leiten wir entsprechend unserer im ersten Abschnitt dargestellten Vorge-
hensweise ab (Einsetzen von U = *(vg+ev’, po+ep’) in die Navier-Stokes Gleichungen,
Differenzieren nach € und anschlieBendes Nullsetzen von ). Das Storungsdifferential-
gleichungssystem wird uns, wie bereits in den vorher behandelten Stabilititsproblemen,
wieder auf ein Eigenwertproblem fiihren. Fiir den hier zu untersuchenden indifferen-
ten Fall ist eine nichttriviale Losung bei gegebenen Parametern (d, R, 2, i, p) nur fiir
bestimmte Storungen (die sog. Eigenlosungen) moglich, die durch ihre Wellenldnge A
charakterisiert sind und im Rahmen der Stabilititsanalyse ermittelt werden.

Wir formulieren diese allgemeinen linearen Stérungsdifferentialgleichungen mit nicht-
konstanten Koeffizienten fiir den Spezialfall der Zylinderkoordinatendarstellung und
beschrianken uns auf die Taylorwirbel als rotationssymmetrische, stationidre Stérungen,

d.h.

9 _y 9

o¢ ot
Physikalisch bedeutet dies, daB die kleine, aufgebrachte Stérung so bleibt wie sie anfang-
lich war, also eine zeitlich neutrale Storung darstellt und keine weitere Stdrungsentwick-
lung einleitet. Ist unsere Storungsdifferentialgleichung unter dieser Annahme l8sbar,
haben wir offenbar den uns besonders interessierenden Ubergangszustand zwischen zeit-
lich aufklingendem und abklingendem Storverhalten beschrieben. Das Streichen der

instationidren Terme entspricht dem Vorgehen bei der Behandlung der Rayleigh—Bénard
Konvektion. Aus (2.13, 2.14) wird mit (2.197)

il

o . (2.197)

’ ’ V]
dv, v v,

o .;1 + 5. = 0 (2.198)
2v40 , 1 9p' %! 19v.  8%*v! v
Ty Yo = _p or +v or2 + r Or + 0z2 2 (2.199)
Ovgo Vgo 9%}, 1 dv}y 9*v} A
( or T ) U T “\orz Tror T o2 " 2) (2200

0

7 2.7 ' 2..7
_lap+y(6vz 1 9o __#avz) (2.201)

p Oz or? +;8r + 9z2

Wir haben damit ein System von einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung
und 3 partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in  und z fiir die 4 Unbekann-
ten v’ und p’.

Unser Storungsdifferentialgleichungssystem (2.198-2.201) ist erst nach der Festlegung
der Randbedingungen eindeutig 16sbar. Wegen der zweiten Ableitungen der drei Ge-
schwindigkeitskomponenten in radialer Richtung r haben wir 6 Randbedingungen zu
geben (Haftbedingung, kinematische Stromungsbedingung)
' ¢ (2.188) ’ t
(vo +v)(r=R) = Y0,QR,0) = v'(r = R) =7%0,0,0), (2.202)

(2.189)

(vo+v)(r=R+d) = %0,0,0) =" o'(r=R+d) ="%0,0,0) (2.203)

Auch der Druck ist damit (eindeutig bis auf einen konstanten Anteil von dem das Pro-
blem unabhingig ist) bestimmt. Dieses riihrt daher, daB fiir inkompressible Stromungen
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mit konstanten Transportkoeffizienten nicht der Druck selbst, sondern ausschlieBlich de%r
Druckgradient in den Navier-Stokes Gleichungen bzw. den Storungsdifferentialglei-
chungen erscheint.

Das Grundstromungsprofil nach (2.196) und unser Stérungsdifferentialgleichungssystem
mitsamt den Randbedingungen waren unabhidngig von der axialen Richtung z. Diese
ist damit als homogene Richtung identifiziert, und wir brauchen zunichst keine ex-
pliziten Randbedingungen in z zu fordern. Wir haben mit dem linearen, homogenen
Storungsdifferentialgleichungssystem (2.198-2.201) und den Randbedingungen (2.202-
2.203) die Bestimmungsgleichungen fiir die aufgrund kleiner Stdrungen des anfinglichen

Geschwindigkeitsprofils entstandenen, stationiren, indifferenten Taylor-Wirbel abgelei-
tet.

Die Gleichungen kénnen etwas iibersichtlicher gestaltet werden, wenn wir sie mit solchen
BezugsgroBen entdimensionieren, die denjenigen zhnlich sind, die bei der Diskussion
der Taylorzahl natiirlicherweise aufgetreten waren :

Linge (r,z) = d-(r*,z%)
Azimutalgeschwindigkeit v}, = Qd- vy
Radial/Vertikalgeschwindigkeit (v.,v]) = 2‘&?(1 (v ur) = —2(1 + %%) (v, v)
Druckstérung p’ = ;C”f; -p'*

Mit dieser Umbenennung und der Beobachtung, daB der aus der Grundl6sung stammende
Vorfaktor der linken Seite von Gleichung (2.200), nimlich %i;ﬂ + 2 die Konstante 2- C}
ergibt, schreibt sich unser Gleichungssystem (2. 198-2.201) jetzt

ovl* 4 v Jvl* 0
Or - + 5o (2.204)
op'™ 1
T 2 G [ — _ [ * ] 123
a vy e + 1A =3 r (2.205)
* * 1 *
v = [A - r*z] v (2.206)
apl*
0 — _ A* I3
oAy (2.207)
wobei A* = (a‘?% + L2+ 5‘2—32-) der Laplace Operator in Zylinderkoordinaten fiir
Skalare unter Beriicksichtigung von 83—‘15 = 0 ist. Die Grundlésung wird reprisentiert
v 3
durch G = miRd—m—;jﬁ = @-’%@W [——1 + (& + 1)27}7] und das Quadrat der Taylor-

zahl ist Ta? = Qzu%is— so wie in (2.181). Wir werden weiter unten zeigen, daB fird < R

auch G unabhingig von d/ R wird, so daB Ta dann die einzige, das System beschreibende
Kennzahl wird. Da Verwechselungen nicht zu befiirchten sind, werden wir im folgenden

die Kennzeichnung der dimensionslosen GréB8en mit einem Stern der Ubersichtlichkeit
wegen wieder fortlassen.
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2.3.3.6 Alternative Formulierung der Stérungsgleichungen Um ein moglichst
kleines Gleichungssystem zu erhalten, versuchen wir im folgenden zunichst, unser
System von Differentialgleichungen (2.198-2.201) so umzuformen, daB wir eine Dif-
ferentialgleichung fiir eine Unbekannte erhalten. So wie bei der Umformung der Grund-
gleichungen zum Rayleigh—Bénard Problem wenden wir nun zwei Mal den Rotations-
operator V X auf die Vektorgleichung (2.205-2.207) an und multiplizieren danach skalar
mit dem Einheitsvektor e, in radialer Richtung. Dabei nutzen wir die Vektoridentitiit
VXVX(...) = VV-.(...) —A(...) und erhalten (zur Darstellung der Operatoren in
Zylinderkoordinaten vgl. Anhang A.1)

7, [1 2]

Ta2{gar L Gv;)] —2 [A — r%] @ v;,)} n [A _ :—2]21;; —0  (2.208)

Die ersten beiden Summanden der obigen Gleichung kénnen unter Beriicksichtigung von
[A — T%] (r G) = 0 und einigen elementaren Umformungen zusammengefa3t werden

21}'
zu —Ta? GG %ﬁ. Ferner kann mit Hilfe von Gleichung (2.206) v/ aus (2.208) eliminiert
werden. Danach erhalten wir schlieBlich
621)(’1,
8z2

3
[A — L] vy — Ta® G =0 (2.209)

r2

Es sei erwidhnt, dafl der Differentialausdruck [A — T%] nichts anderes ist als der Laplace

Operator in Zylinderkoordinaten fiir die r—Komponente bzw. ¢—Komponente eines

Vektors, wiederum unter der Annahme, daf3 der betreffende Vektor nicht von ¢ abhingt.
Daher diirfen wir die Gleichung (2.209) auch folgendermaBen schreiben :

9%, 0%

3.7 2 ¢ __. 6, .1 2 ¢

[A®v')y — Ta* G 9.2 = (V'] —Ta* G 522

Da uns jetzt eine Gleichung sechster Ordnung in r und z vorliegt, bendtigen wir 6

Randbedingungen fiir v5. Zunichst gilt wie vorher die Haftbedingung an den beiden

Winden

=0 (2.210)

v;(r: R/d) :U;(T: 1+ R/d)=0 . 2211
Wir betrachten nunmehr Gleichung (2.206) an den Winden, wo wegen der kinematischen
Stromungsbedingung v, = 0 die linke Seite verschwindet

0— [827),‘;, 18v), 9% v;]

or2 +;3r + 922 2

Der Haftbedingung vy = v, = 0 wegen verschwinden iiberdies die beiden letzten
Summanden der rechten Seite dieser Gleichung und wir erhalten daraus die dritte und
vierte Randbedingung fiir v, :

=0 (2.212)

_ [8211;, d vl

a%;, iav; 4 ]
or? (d—l— R) or r=1+R/d

ar? R BT]T=R/d

Zur fiinften und sechsten Randbedingung fiir v}, gelangen wir, wenn wir die Kontinuitits-
gleichung (2.204) an den Winden auswerten. Wegen der Haft- und der kinematischen
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e - - au’ - . . -
Stromungsbedingung verbleibt daraus nur Z= = 0. Differenzieren wir die bereits oben

verwendete Beziehung (2.206) nach r bevor wir sie fiir die Wand anschreiben, so ist

0— vy 10%; 2 Ov, Pl 211";,
| or3 r Or? r2 Jr ordz2 3 w»

bzw. mit (2.212)

Pvy . (d A L P _
ors R or Ordz?
r=R/d

331):{, _ 3 d 2 duy + 531)('1)
or3 d+ R or Ordz?

:‘ =0 (2.213)
r=1+R/d

Mit Hilfe der Bedingungen (2.211-2.213) kann unsere Storungsdifferentialgleichung
(2.210) fiir v, nunmehr eindeutig geldst werden.

2.3.3.7 Kleine Spaltweiten d < R. Die Gleichung (2.210) und die zugehorigen
Randbedingungen hingen, so wie durch die Dimensionsanalyse ermittelt, neben der
Taylorzahl 7a auch vom Verhiiltnis d/ /2 ab. Das System vereinfacht sich aulerordentlich,

wenn wir den asymptotischen Fall & < 1 betrachten. Indem wir das Verhiltnis £
in den Storungsdifferentialgleichungen verschwinden lassen, vernachlidssigen wir den

Kriimmungseinfluf auf die Stérgrofien.

Wir fiihren zunichst eine Koordinatentransformation fiir die radiale Richtung r ein, die
uns den Ursprung auf den mittleren Radius R + d/2, also die Spaltmitte verschiebt :

r=R/d+1/2+x (2.214)

Damit liegt die Spaltmitte bei z = 0 und die Innen- bzw. AuBenwand bei z = —1/2
bzw. z = 1/2.

Mit dieser Vorbereitung betrachten wir den Differentialausdruck [A— T%] in der Storungs-
differentialgleichung (2.209) :
1 o? 9? d 1 ( a d 1 )

AT T T RIT LIy \0z RI+Z(3 +a)

r2 ox? 9z2 R 1+1%(%+$)
Wir erkennen daraus, daB3 im Grenzfall % —s 0 die letzten beiden Terme verschwinden
und wir erhalten wie in kartesischen Koordinaten

1 40 o 9?2
- = e —t+ === A . 2.215
A r? dz2 + 022 k ( )
Hiernach wenden wir uns der Grundlésung G in (2.209) zu
G — (1—}—%%)(1—21‘)—{—% i —z?)
(1 +14)2(1 + L 4(1 + 22))2
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und betrachten sie fiir £ — 0:

Z_,0
G 25 1 -2z (2.216)

Unsere Stérungsdifferentialgleichung (2.209) fiir % — 0 vereinfacht sich damit zu

321;;) _o
5 = (2.217)

wobei V¢ = A 3. Die Randbedingungen (2.211-2.213) vereinfachen sich unter <0
ebenfalls zu

Vv, — Ta*(1 — 2z)

vz = £1/2) =0

62 ’

a;:(x — +1/2) =0 (2.218)
v, [P

Stz = £1/2) + 5L (2 = £1/2) = 0

Das Stabilitiitsproblem (2.217,2.218) ist nun ausschlieBlich abhiéingig von der Taylorzahl
Ta so wie bei der vorangegangenen Dimensionsanalyse bereits angemerkt.

2.3.3.8 Losung des Stabilitiitsproblems Unser Problem hiangt nicht von der Achs-
richtung z ab (d.h. es ist homogen beziigl. z). Schon in den noch nicht vereinfach-
ten Storungsdifferentialgleichungen (2.204-2.207) diirfen wir die z—Abhingigkeit der
Storgrofen in der Form eines gemeinsamen Faktors abtrennen (Separationsansatz) :

5 e

v, z . . vaplT

vZ(:c, (= F(z) bo(x) (2.219)
p'(z, 2) p(z)

Diesem Ansatz entsprechend ergibt die Beziehung (2.206)

B, — L [Ldipy a2 g
dr [:‘ d’r( d))] — d22 = —a? (2.220)
by £

wobei der konstante Separationsparameter a frei vorgegeben werden kann. Aus dem
hinteren Teil der Gleichung (2.220) entnehmen wir die L.osung

F(z) =exp(iaz) . (2.221)

Im Experiment hatten wir beobachtet, daB sich die Taylorwirbel periodisch mit der
Wellenlinge ) iibereinander anordnen. Hier nun erkennen wir, daB fiir reelle Werte von
a unsere Losung iiber F'(z) = F(z + 2x/a) tatsdchlich periodisch ist. Der Separati-
onsparameter ¢ = 2T hat offenbar die Bedeutung der Wellenzahl dieser periodischen
Anordnung der Wirbel.

Wir wollen nun das abgeleitete Gleichungssystem (2.204—2.207) losen. Dazu koénnen
zwei unterschiedliche Wege eingeschlagen werden. Wir konnen hier einerseits unter
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weiteren Voraussetzungen eine analytische Lésungsmethode insbesondere fiir die Diffe-
rentialgleichung sechster Ordnung (2.217) verwenden. Andererseits kann das Stérungs-
differentialgleichungssystem (2.204-2.207) ohne weitere Einschrinkungen auch direkt
numerisch gelést werden. Wir wollen uns aber zunichst um den ersten Losungsweg
kiimmern.

2.3.3.9 Analytische Methode Nach Einsetzen der Stoérgeschwindigkeitskomponente
v}, nach Ansatz (2.219) und (2.221) in (2.217,2.218) ergibt sich

9? .
[53—75 — a2] Dy + Ta?(1 — 2z) a’by = 0 (2.222)

und

by(x = £1/2) =0

a2

”¢(z = +1/2) =0 (2.223)
d (d*
ZL‘—(d.I; —a v¢) (z ==1/2)=0

Wir sind damit zu einem entkoppelten System von gewohnlichen Differentialgleichungen
in z fiir 94(x) itbergegangen. System (2.222,2.223) ist ein homogenes Randwertproblem
mit homogenen Randbedingungen, bzw. ein Eigenwertproblem, in dem Ta? als Eigen-
wert in Abhingigkeit des Parameters a auftritt.

Trotz unserer vereinfachenden Annahme kleiner Spaltweiten verbleibt zunichst in der
Gleichung (2.222) eine explizite Abhingigkeit von z, die die Lésung gegeniiber ei-
nem System mit konstanten Koeffizienten wesentlich erschwert. Diese Abhéngigkeit ist
durch den Grundstromungsterm G = 1 — 2z gegeben. Mit dem Bestreben, zumindest
eine einfache niherungsweise Losung zu erzielen, fragen wir uns daher zunichst, ob
es gegebenenfalls physikalische Griinde gibt, die es uns erlauben, die Abhingigkeit der
Funktion (G von z zu vernachlissigen. Dazu erinnern wir uns daran, dal der Term
Ta? G v} in der Gleichung (2.205) die Bedeutung der die Instabilitit treibenden Zentri-
fugalkraft hat. An keiner anderen Stelle der Storungsdifferentialgleichungen taucht die
Funktion G auf. Wir kénnen sie als (stets positiven) Fliehkraftfaktor iiber x auffassen,
denn 0 < G(z) < 2. Wenn wir GG durch den Mittelwert G = 1 im Ringspalt ersetzen,
so verschieben wir lediglich diese Zentrifugalkraftverteilung ein wenig. Der treibende
physikalische Effekt, nimlich die Anwesenheit der Fliehkraft, bleibt hingegen nach wie
vor erhalten. Wir ersetzen somit (¢ = 1 — 2z durch G = 1 und erhalten aus (2.222)

9? = =
[812 — a2:| tg(x) + Ta® a®*Ty(z) =0 (2.224)
mit den Randbedingungen (2.223), nunmehr angewandt auf §4(z). Das somit ver-
einfachte Taylor—Couette Problem ist dadurch vollkommen auf das Rayleigh—Bénard
Problem zuriickgefiithrt. Denn die einfache Substitution von Ra gegen Ta? zeigt, daB
die Differentialgleichungen (2.224) und (2.97) identisch sind. Alle Betrachtungen zur
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Losung von (2.97) konnen wir einfach libernehmen. Insbesondere ergibt sich derselbe
kritische Parameter, wie beim Bénard Problem mit festen isothermen Berandungen, d.h.
Ta? = 1708, a. = 3.12.

Nach dieser Uberlegung miissen wir uns daran erinnern, daB die aus dem Rayleigh-
Bénard Problem iibernommene Losung 94(2) die Gleichung (2.224) erfiillt. Diese
Gleichung beschreibt aber nur niherungsweise das Problem, da in ihr die Abhingigkeit
des Grundlssungsterms GG von z vernachlissigt worden ist. Die Berticksichtigung dieser
x—Abhingigkeit veridndert dieses Ergebnis nur unwesentlich (7a? = 1695, a. = 3.13
nach P. DRAZIN, W. REID 1982). Damit ist nachtriglich unsere anfangs gemachte
Vermutung bestétigt, wonach die Umverteilung der Zentrifugalkraft im Ringspalt infolge
des Fliehkraftfaktors GG einen nur schwachen Einflu3 auf die Lésung hat.

2.3.3.10 Numerische Methode Wihrend die oben beschriebene analytische Metho-
de den Vorteil hat, einen tieferen Einblick in die Losungsmoglichkeiten des Stabilitits-
problems zu gewiihren, so ist sie doch stark eingeschrinkt auf spezielle Fille.

Verwenden wir von vornherein eine numerische Approximation der Funktionen, sind wir
an Vereinfachungen des Problems, wie etwa die Beschridnkung auf kleine Spaltweiten
nicht mehr gebunden.

‘Wir setzen den Separationsansatz in z entsprechend (2.219) und (2.221) fiir alle Variablen
bereits in das System (2.204-2.207) ein und erhalten

do, o, .
+ —4+zav, = 0
dr r
dp 1
Ta*Go, = —L+la-]a
¢ dr 2 (2.225)
N 17
O, = [A — T—z] Vg
0 = —iap+ AD,
Dabei ist nunmehr & = (;:2 + %j—r — a?). Wir machen zunichst die Substitution
R 14+ =
= — 2.226
"T 2 (2.226)

um in einem normierten Intervall z € [—1, 1] arbeiten zu kénnen.

Jede Funktion driicken wir jetzt als ein Polynom eines gewiihiten (Approximations-)
Grades NV aus. Besonders giinstige Approximationseigenschaften besitzen bestimmte
Orthogonalpolynome, sog. Jacobi—Polynome (vgl. M. ABRAMOWITZ, I.A. STEGUN
1965). Eine sehr hiufige Verwendung haben die Chebychev-Polynome

Te(x) =2z Th1(z) — Tha(z) ; To(z)=1 , Ti(z)=z ; =z¢&[-1,1]
(2.227)
gefunden (der Index bezeichnet den Grad). Jedes Polynom /N ’ten Grades ist aber exakt
anhand der Kenntnis seiner Werte an NV + 1 verschiedenen Stellen x; reprisentiert. Die
sog. Spektralkollokationsmethode nutzt gerade diese Tatsache. Die z; heiBen dabei
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Kollokationspunkte. Es reicht also aus, unsere zu approximierenden Funktionen nur
an den Kollokationspunkten auszuwerten. Mit der Bezeichnung U := Y(d,, ¥y, ¥., p)
erhalten sie die Gestalt

U(x) ~ Z " gl (x) (2.228)
k=0

wobei die U" := U (x}) ab jetzt die Unbekannten darstellen und g¥ (x) das k’te sog.
Lagrange’sche Interpolationspolynom N’ten Grades ist. Es zeichnet sich dadurch aus,
daB es an der Stelle xx den Wert giY(z;) = 1 und an allen anderen Kollokationsstellen
den Wert Null annimmt.

Ableitungen von z.B. ¢, (z) ergeben sich damit zu

do, N dgl gL
T = 2 (2) = Z e 9R (z) (2.229)
k=0 k=0

Die abgeleiteten Lagrange’schen Interpolatlonspolynome sind offensichtlich wieder Po-
lynome und insofern ihrerseits wieder mit Hilfe der g{¥ (z) exakt ausdriickbar. Dariiber
hinaus kénnen wir die g{¥ (=) mit Hilfe der Chebychev Polynome 7} (z) ausdriicken. Die
Ableitungen der Lagrange’schen Interpolationspolynome kénnen daher unter Zuhilfe-
nahme der Ableitungsregel

d T, e e Gt )
iz =2 T rg, T

7=0

fiir Chebychev Polynome bestimmt werden. Hieraus 148t sich eine Beziehung zwischen

den dffb— und den ¢ (z) der Form

Y (@) = Dy g (@)

ableiten. Danach kann die Spalte Orz 1= D7 ,,07,,-..,00,) der Funktionswerte 0F
der Funktion d; an den Kollokationsstellen einfach durch eine Multiplikation der Spalte
O, 1= Y02,0},...,0)) der Funktionswerte von ©,(z) mit einer (N + 1) x (N + 1) Matrix
L) gewonnen werden Diese Matrix ist nur vom Approximationsgrad N und der Wahl der
Kollokationsstellen x x abhéngig. Fiir die Wahl der sog. Gauss-Lobattopunkte beziiglich
der Chebychev Polynome z; = cos(kn /N) ergibt sich z.B. (vgl. C. CANUTO, M. HUS-

SAINI, A. QUARTERONI, T. ZANG 1988) fiir die Lagrange’schen Interpolationspolynome

N (=1 —=2?) dTn
gr (z) = 2
(1 —|—6k0+6kN)N (x *;tk) dx
Dieser Ausdruck ist ein Polynom, da %} den Linearfaktor (z — =) enthilt. Denn die

inneren Kollokationspunkte x5, 0 < k£ < N stellen die lokalen Extrema von 7, bzw.
Nullstellen von #2x dar. Die Ableitungsmatrix erhalten wir damit nach C. CANUTO ET

AL. 1988 als

(1+650+8,M)(—1)7FF ;
(Troro+5en) (e, —2) 3k
Djr = { 55% ; 1<j=k<N-1 (2.230)
k

(8j0 — ;v ) EEEL 7=k=0,N
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Hierin 1st bi; = O_fiirz' # jund 6;; = 1 fir 7 = j und heiBt Kronecker Symbol.
Auch hohere Ableitungen kénnen wir jetzt sehr einfach ausdriicken, nimlich durch
Mehrfachanwendungen der Multiplikation

tldmp, dm, dmo,
(dmm (Svo), dom (Il),...,d;v—m(.?,‘]\r)) :Qm —7}?

Dabei sei erwihnt, daB wir bei numerischen Methoden i.a. bestrebt sind, die Ordnung
der Ableitungen klein zu halten und nicht wie etwa bei der obigen analytischen Methode
die Anzahl der Variablen zu verkleinern. Es ist bekannt, dafl die Rundungsfehler bei der
numerischen Darstellung hoher Ableitungsordnungen i.a. betriachtlich werden.

Aus der Differentialgleichung (2.225) wird einfach nach einer Substitution von ©,(z),
bp(x), 0.(x), p(z) durch I ¥,, I D4, I 9., I p und nach Substitution von £ durch (2D)™

ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir die Kollokationswerte der gesuchten Ei-
genfunktion U ().

l .
20+ (1) 0 tel 0 o, 00007
—A+ (3 0 0 2D ; D b o -
a+(z) TR = % | 42| 2 & 0 010 g
I A+ (&) 00 b 00 00||%
0 0 A —ial P 0 0 00 P
(2.231)

wobei (%) eine Diagonalmatrix bezeichnet, deren Diagonale mit den Elementen T(ch—k)
nach (2.226) gefiillt ist, I die Einheitsmatrix bedeutet und A := 4D? + 2(H)D — a*1
(alle Matrizen (N +1) x (N +1)). -

Den Randbedingungen tragen wir Rechnung, indem wir die dort geforderten Funktions-
werte einfach setzen; in unserem Fall erfiillen wir (2.202,2.203) also durch (97, 43, 07) =

(&N, 8L, o) =< (0,0,0). Fiir das verallgemeinerte Eigenwertproblem (2.231) bedeutet
dies, die erste, (N +1)’te, (N +2)te, (2N +2)’te, (2N +3)’te, sowie (3N +3)’te Zeile
und Spaite zu streichen. Es hat damit die GroBe (4N — 2) x (4/N — 2) und kann nach
Vorgabe einer Wellenzahl a numerisch gelost werden. Wir erfiillen somit das Differen-
tialgleichungssystem (2.225) an den inneren Kollokationspunkten, wihrend wir an den
Randpunkten die Randbedingungen aufprigen. Von den 4NV — 2 Eigenwerten Ta? hat
nur derjenige eine physikalische Bedeutung, der reell und positiv (und endlich) ist. Eine
punktweise Auftragung des jeweils kleinsten Wertes fiihrt uns schlieBlich auch hier zur

Indifferenzkurve Ta?(a).

2.3.3.11 Weiterfiilhrende Arbeiten Wir haben in den vorangegangenen Abschnitten
zur Taylor’schen Instabilitit lediglich einen Einstieg geben konnen. Unter den sehr
zahlreichen Arbeiten zum Taylorproblem seien an dieser Stelle nur einige wesentliche
angefiihrt. Eine umfassende Darstellung gibt E. KOSCHMIEDER 1993. D. COLES 1965
stellt umfangreiche experimentelle Analysen auch fiir den rotierenden Auflenzylinder dar.
Derselbe Autor bespricht ebenfalls die Vielfalt der Erscheinungsformen der auftretenden
Taylorwirbel bei gleicher (iiberkritischer) Taylorzahl, und deren starke Abhingigkeit von

den Anfahrbedingungen der Zylinder.
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2.3.4 Gortler-Instabilitiit

Eine der Taylor—Instabilitit ganz dhnliche Erscheinung wird in Grenzschichten entlang
konkaver Winde beobachtet. Beim Uberschreiten einer kritischen Geschwindigkeit

—c der Stromung oberhalb der Grenzschicht bilden sich nach Skizze 2.15 periodisch
angeordnete, gegensinnig drehende Wirbel, deren Wirbelachsen wandparallel stromab

ausgerichtet sind.

2.3.4.1 Dimensionsanalyse Ersetzen wir die charakteristische Umfangsgeschwin-
digkeit V; beim Taylor—Problem durch die Geschwindigkeit am Grenzschichtrand U,

und die Spaltweite d durch das charakteristische GrenzschichtmaB8 d = /v Ls /Us, bei
der L, den Abstand von der Vorderkante bezeichnet, so zeigt die Dimensionsanalyse,

daB die folgende Form gilt :

A d Us A d Us-d [d
_f( _V_) , bzw_zzg(ﬁ, - E) (2.232)

Wir werden uns weiter unten auf solche Fille konzentrieren, bei denen die Grenzschicht-
dicken sehr viel kleiner als der Kriimmungsradius der Wand und die Reynoldszahlen
Req = QE— groB gegen Eins sind. Wir werden dann die Abhingigkeit der dimensions-
losen Wellenlange A/d nach (2.232) von d/R < 1 vernach1a551gen Somit verbleibt
allein die dimensionslose Kombination G& := Y==¢ , welche die Gortlerwirbel und
daher das gesamte Stabilitidtsproblem beschreibt. Dieser Parameter wird als Gdrtlerzahl

bezeichnet.

Abb. 2.15: Gortler Instabilitit an konkaver Wand.
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2.3.4.2 Anschauliche Bedeutung der Gortlerzahl Analog zum Taylor Problem exi-
stiert in der Grenzschicht ein Drehimpulsgefille zur Wand hin. Erinnern wir uns an die

Definition der Taylorzahl 7a = @ %, so zeigt der Vergleich mit der Gortlerzahl

Go = U=d, /4 die Ahnlichkeit im Aufbau der beiden GroBen. Die gleichen Uberlegun-
gen wie bei der Diskussion der Taylorzahl fiihren hier zur Interpretation des Quadrats
der Gortlerzahl als dem Verhiiltnis aus destabilisierender Fliehkraft zu stabilisierender

Reibungskraft.

2.3.4.3 Grundgleichungen Die Ableitung der Grundgleichungen wollen wir wegen
der offensichtlichen Ahnlichkeit des Gortler Problems mit dem Taylor’schen, an die-
sem orientieren. Wir nutzen dazu wie vorher Zylinderkoordinaten, beschreiben das
Stromungsproblem aber aus einem lokalen kartesischen Koordinatensystem dessen La-
ge und Beziehung zu den Zylinderkoordinaten in der Skizze 2.16 zu erkennen ist. In den
Navier—Stokes Gleichungen (2.183 — 2.186) ersetzen wir dazu formal » gegen R — =z, dr
gegen —dz, r - d¢ gegen dz, dz gegen —dy sowie v, gegen —w, vy gegen v und v, gegen
—wv. Wir erhalten dann

Ju dv ow w
ou Jv  odw W _ 2.233
oz T oy T o:  (R=2) (2:233)
Ju Ou Ou  Ou ww _ 10p
ot v ety v Y T R—2) T poa
1 Ju u Jw
== G 22— 2.234
T [Au (R — =) (32 + (R — =2) + 3:1:)] ( )
dv ov Jv dv 10p 1 Bv]
ov ov oY v _ _19P Ay — —— =~ 2.235
5 + u6x+v8y+w8z p8y+y[ v (R —z) o= ( )
ow Ow Sw ow u? _ 1op
Dt T Y T Vey TYe: T =5 T "o

Abb. 2.16: Bezeichnungen an der gekriimmten Wand.
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v [Aw -1 8_10 v 28u
R \o= T (R—2) %) (2.236)

- L 82 82 32
wobei A 1= 7= + 37+ 5.2

2.3.4.4 Grundzustand Wir wollen zunichst feststellen, welche Form die Gleichun-
gen annehmen, die den Grundzustand, d.h. die wirbelfreie Grenzschichtstrémung, be-
schreiben. Dabei wollen wir von einem sehr grofien Kriimmungsradius, d.h. d/R < 1,
ausgehen. Der Grundzustand ist eine zweidimensionale, stationidre Stromung Uy =
(uo, 0, wo, po), wo die Stromabkomponente uq auf U, die Wandnormalkomponente wg

auf £= und der Druck po auf pUZ, bezogen worden ist. Die Reynoldszahl Re; = Y= ist

mit der Blasiuslinge d = /v L. /U gebildet, wobei L, den Abstand zur Vorderkante
darstellt. Wir weisen darauf hin, daB Rey, = Re%. Wir beziehen die Koordinate in
Stromabrichtung auf L, und bezeichnen sie mit . Die Wandnormalenrichtung werde
auf d bezogen und z genannt. Mit diesen Vereinbarungen schreibt sich (2.233-2.236)

OJug =~ Owo d Wo _
5t 5. " RO_25 ~ ° (2.237)
Aup 4 Jug _ i Ug Wo _ _% 4 1 d%uo 3%ug _
“Hz T 52 R(1—42z) Jdx ReZ Oz2 dz2
d 1 dug d Ug 2 Owog
L - (S, 2 2.2
E(1_Zz) (32 *Ra—Zo TR 327) (2.238)
Jwo Awo d Re? 2 ZQEQ 1 &%wg 3?wq
R T wo dz + ﬁ(l—%z)(uo) - Req Oz * Re3 8x? + 0=?
d 1 Bwo d Wa 3u
_2 < — 22t 2.239
R(l—%z)(az TRO-Z9 an) (2.239)

Wir erkennen aus der letzten dieser Gleichungen, daf3 fiir den Fall Re3 > 1, in dem
die Grenzschichtapproximation zulissig ist, der wandnormale Druckgradient %f =
—%1_—;/1—%—2(110)2 durch die Fliehkraft infolge der Wandkriimmung bestimmt ist. Ver-
nachlissigen wir nunmehr alle Terme, die mit dem Faktor d/R < 1 versehen sind,
so verschwinden die Kriimmungseinfliisse aus den Gleichungen (2.237— 2.239) fiir die

Grundstrémung, die mithin als ebene Stromung behandelt werden kann.

2.3.4.5 Storungsdifferentialgleichungen Wir iiberlagern unseren aus den obigen
Gleichungen bestimmten Grundzustand U, mit einer Stoérung. Wir hatten aus den
Betrachtungen zur anschaulichen Bedeutung der Taylorzahl die relevanten Bezugsgrofien
entnommen. Wir iibertragen die dort verwendeten BezugsgroBen auf das Goértler Problem
und setzen den folgenden gestorten Stromungszustand an:

u = Us - uo —!—E(Um%)-u’

v = 6(%)-1;'
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w = Uoo . W +€(L>w’
Rey ° R
2

= 2 . P Y L

Die Stromabrichtung x ist auf L, die Wandnormalen— und spannweitige Richtung (z, y)
sind auf d bezogen. Nach dem Einsetzen in die Grundgleichungen (2.237-2.240),
Differenzieren nach £ und anschlieBendem Nullsetzen € = 0, erhalten wir die linearen
Storungsdifferentialgleichungen zur Beschreibung kleiner Stérungen in der Grenzschicht
an einer gekriimmten Wand. Der experimentellen Beobachtung entsprechend setzen wir
iiberdies wieder einen stationiren Indifferenzzustand (stationidre Gortlerwirbel) voraus.
AuBerdem vernachlissigen wir gleich wieder Terme, die mit dem Kriimmungsfaktor
d/R < 1 versehen sind. Mit diesen Voraussetzungen ergeben sich schlieBlich die
folgenden Stérungsdifferentialgleichungen fiir (', v/, w’, p’) :

ou’ ov’ dw’

LN AR (2.240)
T gt + G = G G G+ s 2240
» 881:;' N aaﬂ;ou, N azg;w' 2GRy — 36_?2_’ N %2_;;_' _ %g + %‘%‘gﬁ (2.243)

Da es sich beim Gortlerproblem um die Zentrifugalinstabilitit einer Grenzschicht han-
delt, haben wir groBe Reynoldzahlen Rer, = ReZ > 1 unterstellt. Das heif$t, die
Gortlerzahl stellt das Produkt aus einer grofSen Zahl Re, mit einer kleinen Zahl /d/ R
dar. Im Zuge der oben eingefiihrten Vernachldssigung der Terme der GroBenordnung
d/ R diirfen demnach ebenso Terme der Gré8enordnung > < 1 entfernt werden. Man
beachte, daB im Rahmen dieser Approximation ebenfalls entsprechende Terme in den Be-
stimmungsgleichungen der Grundstromung (2.237-2.239) vernachlissigt wurden, was
gleichbedeutend mit der Grenzschichtapproximation ist.

ou’ av’ ouw’

or "oy T T ° (2249
w0 B O g Py T T o)
uo% + a(;"u’ + wo%lz—, + aatow’ +2G0%uou’ = %2—; * 882;, - % (2:247)

Dieses Gleichungssystem beschreibt das Stabilitidtsverhalten einer Grenzschichtstromung
bei schwacher Wandkriimmung. Der KriimmungseinfluB3 auf die Grenzschichtstromung
selbst braucht dabei nicht beriicksichtigt zu werden. Sie darf als L.6sung aus den ebenen
Grenzschichtgleichungen bestimmt werden.

Es gelingt hier, durch Differentiation den Druck zwischen (2.246) und (2.247) und unter
Ausnutzung der Kontinuitiitsgleichung (2.244) die Stérung »’ zu eliminieren. Damit
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ergibt sich ein Stérungsdifferentialgleichungssystem aus zwei Gleichungen fiir die zwei
Unbekannten ', w’ :

92 821%, o 52 o2 , 8?2 52 Oug 9\ Ow’
e B (ol ) - e 2] 222 2

dwp\ 9%’ 4] 2
oo ) 2 (b e ] e

oz ) dy? | Bz dz  Iy2  H8=22| 8
(‘)uow, | o7 92 _Ouw O al ,
=z - 0z2 dx e T 02| (2.249)

Die folgende Stabilitdatsanalyse wiirde sich wesentlich vereinfachen, wenn wir iiberdies
voraussetzen diirften, die Koeffizienten des Storungsgleichungssystems hingen nicht
von x ab. Nach der Grenzschichttheorie hingen die Stromungsgroffen von der Strom-
abrichtung wesentlich schwicher als von der Wandnormalenrichtung ab. Der mit der
Vernachlidssigung der x—Abhiéngigkeit der Koeffizienten begangene Fehler ist von der
Groflenordnung El;, also klein, vereinfacht das Stabilititsproblem aber wesentlich, da
es homogen in = wird. Fiir die weiteren Betrachtungen wollen wir von dieser Verein-
fachung ausgehen. Wir werten dazu die Koeffizienten an einer festen Stelle * = L,
aus und nehmen ihre Werte als an dieser Stelle konstant (beziiglich z) an. Dieses
kennzeichnen wir durch Uberstreichen der Koeffizienten mit einem Querstrich, z.B.
S (z,z) — Zo(zx = L, z) =: %%I‘l(z) und uo(x,z) — ug(x = L., z) =: Tg(z). Wir
bemerken, dafl die Stab111tatsanalyse nun nur einen lokalen Charakter besitzt, da sie
jeweils fiir die unmittelbare Umgebung der vorgegebenen Stelle x = L, durchgefiihrt
wird. Im Abschnitt 2.4 werden wir die sog. Methode der multiplen Skalen kennenler-
nen, mit der auch eine formale Ableitung der Gleichungen der lokalen Stabilitiitsanalyse

moglich sein wird.
Fiir bestimmte Gortlerzahlen finden wir nichttriviale Losungen (u’, w’) des linearen
Gleichungssystems (2.248,2.249). Diese Losungen miissen zugleich die Haft- und kine-

matische Stromungsbedingung
dw’

wW(z=0)=uv'(z=0)=0 , 35 (z=0)=0 (2.250)
an der Wand erfiillen, und sie miissen weit weg von der Wand verschwinden :
u'(z — o00) =w'(z > 0)=0 |, Ow' (2.251)
Ein Separationsansatz der Form
u | . . (z)
[ w' ] = exp(iax + ¢ by) [ W(2) ] (2.252)

fithrt das Problem (2.248,2.249) auf eine gewd6hnliche Differentialgleichung in z zuriick :
d? 2. d (__[d® 2] . [ ,] | dus d B
[rzz—b]w—a wo |goz Y| 0) mie W gE T | T )T

w
= —b? 2G02u_0+6w0 a+iai iau—o+%i——+bz (2.253)
oz dz dz

A 2
duo . _ [_d_ _ 2 Ouo _ ity — w—oi] a (2.254)

dz? Ox dz
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Da nach den experimentellen Beobachtungen die Achsen der Gortlerwirbel parallel zur
z—Richtung verlaufen und beziiglich dieser Richtung auch unverinderlich sind, betrach-
ten wir auch nur solche Stérungen, d.h. a = 0 und unser Eigenwertproblem fiir die
Gortlerzahl vereinfacht sich zu

d? 2 d d2 )
[ 1)2} D — — (w—o [— — 52] w) = —b2 (2G0'2u—0—+— ‘95;0 @ (2.255)

d=2 dz dz?
dug . d? dug d
_ - b2 et R i ~
dz " [dz2 or ~ dz| " (2:256)

2.3.4.6 Losung des Eigenwertproblems Zur Bestimmung der Eigenwerte G& des
Eigenwertproblems (2.255), (2.256) kann z.B. das im Abschnitt zur Taylorinstabilitzt
beschriebene numerische Kollokationsverfahren eingesetzt werden. Um dabei im nor-
mierten Intervall n € [—1, 1] arbeiten zu kénnen, wird eine Koordinatenverzerrung, z.B.
z = —C In(n) eingefiihrt. Dem halbunendlichen Intervall z € [0, co) entspricht dann
7 € (0,1]. An allen Kollokationsstellen im Intervall € [—1, 0] werden die Funktionen
ihrem Wert im Unendlichen gleichgesetzt. Alle Details einer solchen Eigenwertberech-
nung sind im Anhang A.3 ausfiihrlich dargestellt.

Tragen wir fiir gegebene Wellenzahlen & = 27 /A den jeweils minimalen Wert der
Gortlerzahl im (Gd,b)—-Diagramm auf, so erhalten wir wie frither die Indifferenzkurve
2.17, die fiir die Blasius’sche Plattengrenzschichtstromung ermittelt wurde.

Es fallt an dem Ergebnis der Stabilititsanalyse auf, da die Indifferenzkurve fiir endliche
Wellenzahlen b kein Minimum aufweist. Den vorgingig abgeleiteten Stabilitétsgleichun-
gen (2.255), (2.256) zufolge wird die minimale Gortlerzahl bei der Wellenzahl 4 = 0,
d.h. fiir Wirbel mit unendlich gro3er Wellenlinge, erreicht. Dieses Ergebnis ist physi-
kalisch falsch. Gewdhnlich wird aber dennoch die Gortlerzahl fiir & = 0 als kritische
Gortlerzahl betrachtet. Thr Wert liegt bei G&, = 0.464 fiir die Blasius’sche Plattengrenz.-
schichtstromung. Wird eine rdumliche Anfachung in der stromab weisenden Richtung
x zugelassen, d.h. a = ¢a; mit a; < 0, so muB} das allgemeinere Gleichungssystem
(2.253), (2.254) gelost werden. Fiir jeweils fest vorgegebene a; ergeben sich dann

instabil a=0

stabil

Go6c Abb. 2.17: Indifferenz-
kurven der Gortlerinsta-
0 b bilitit.
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Indifferenzkurven mit lokalem Minimum (vgl. Stabilitdtsdiagramm 2.17), was darauf
hindeutet, daB die rdumliche Anfachung in diesem Eigenwertproblem mit beriicksichtigt
werden muf3. Es bleibt aber die Unbestimmtheit der zu wihlenden riumlichen Anfa-
chungsrate ;. P. HALL 1983 hat darauf hingewiesen, dal das Gortlerproblem nicht in
der Form einer lokalen Stabiliitsanalyse behandelt werden darf. Die Verinderung der
Grenzschichtdicke mit x darf danach nicht vernachlissigt werden. Ein Separationsansatz
so wie durch (2.252) eingefiihrt, ist mithin unzulédssig, und es miissen sog. Parabolisierte
Storungsdifferentialgleichurngen numerisch gelost werden. Auf diese Erweiterung der
Stabilititstheorie kommen wir im Abschnitt 4.2 zuriick.

2.3.4.7 Weiterfiihrende Literatur Ausder Fiille der Veroffentlichungen zum Gortler—
Problem weisen wir auf die Darstellungen von H. BIPPES 1972, P. HALL 1983, J. FLORYAN
1991, H. BIPPES, H. DEYLE 1992 und W. SARIC 1994 hin.
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2.4 Scherstromungsinstabilitiiten

Von besonderer technischer Bedeutung ist die Beschreibung des laminar- turbulenten
Ubergangs in Scherstrémungen wie etwa der Grenzschicht eines Tragfliigels oder in der
Kanalstromung. Wir werden unsere Diskussion wegen der Vielfalt auftretender Insta-
bilititen allgemein halten, aber zur Einfithrung ein konkretes Beispiel angeben. Wir
betrachten nach Skizze 2.18 die ebene Plattengrenzschichtstrémung. Die in der
Aufsicht und Seitenansicht skizzierte Platte wird von links laminar von einem Medium
der Zihigkeit » und der Dichte p mit der Geschwindigkeit U, angestromt (0). Ab
einer bestimmten Lauflinge x°, dem sog. Indifferenzpunkt, werden stromablaufende,
wellenformige, sog. primdre Storungen (Zollmien-Schlichting Wellen) beobachtet, de-
ren Storamplituden stromab anwachsen. In Abbildung 2.18 sind die Integrallinien des
Drehungsfeldes (bzw. die Wirbellinien, oder die Wirbelfidden als der Grenzfall von
Wirbelréhren) dargestellt (1), die mit den Wellenfronten libereinstimmen. In der Folge
wachsen die primiren Storungsamplituden an, wodurch die Strémung in diesem Be-
reich instabil gegeniiber dreidimensionalen, sog. Sekunddren Stérungen (2) wird. Die
Wirbellinien verformen sich wellenférmig. Weiter stromab werden die sich mit
den Wirbellinien mitverformenden Wirbelrohren gestreckt und bilden die sog. Lambda-
Strukturen (3). Ein darauf folgender Zerfall dieser Strukturen und das rdumlich und
zeitlich unregelmiBige Auftreten von rasch anwachsenden Turbulenzflecken (4) beenden
schlieBlich den Transitionsvorgang an der Stelle z*72"*, die wir als den Punkt abgeschlos-
sener Transition bezeichnen wollen. Daran schlief3t sich der vollturbulente Zustand (5)
an. Auch die vollentwickelte Turbulenz ist nicht strukturlos, denn es werden ldngsstrei-
fenférmige Gebiete mit stark verminderter Stromabkomponente der Geschwindigkeit
beobachtet (sog. streaks).

[s 0]

—_——
z

laminar transitionell turbulent

(0) M @ @
y ! ><§
X x©
Re

X

Abb. 2.18: Transition auf der Platte, inkompressibel
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Wihrend des gesamten Transitionsprozesses (1)—(4) findet eine starke Aufdickung der
Grenzschicht statt, weil infolge der immer weiter anwachsenden Storamplituden, insbe-
sondere der Vertikalschwankungen, der Stromabimpuls im zeitlichen Mittel innerhalb
der Grenzschicht gleichmiBiger verteilt wird. Die stidrkste Schwankungsintensitit fin-
det dabei zunichst in unmittelbarer Nihe der Plattenoberfliche statt, was dazu fiihrt,
daB die zeitlich gemittelte Wandschubspannung im Transitionsgebiet sogar einen hoher-
en Wert als in der ausgebildeten Turbulenz annimmt. Grundlegend ist, dafl der ganze
beschriebene Ubergang nicht an einem Ort stattfindet, sondern sich iiber eine stromab
ausgedehnte Strecke z° < z < z'*"° vollzieht. Die instabile Primérstérung (1) der
Laminarstromung verindert nachhaltig das Strémungsfeld nur stromab der kritischen
Position z¢. Stromauf dieser Stelle bleibt die Stromung dauerhaft laminar. Wiirde an
einem Punkt z > ¢ kurzfristig eine kleine, lokale Storung angestoBen, so enthielte sie
instabile Wellenanteile. Das sich bildende Stérwellenpaket wiirde sich nicht nur mit einer
charakteristischen Geschwindigkeit ausbreiten, sondern gleichzeitig auseinanderflie3en,
also sich vergroBlern, wihrend seine Storintensitét infolge der Instabilitiat anwiichse. Er-
faf3t ein solches instabiles Wellenpaket dabei auf Dauer den ganzen Raum, so spricht
man von einer absoluten Instabilitit, anderenfalls von einer konvektiven Instabilitit.
Wir kommen auf die Details einer solchen Unterscheidung im Kapitel 2.5 zuriick. Die
Primirstérung der Plattengrenzschicht ist konvektiv instabil. Daher setzt die Turbulenz
nicht schlagartig ein, sondern entwickelt sich iiber die oben skizzierten Phasen innerhalb
eines stromab ausgedehnten Transitionsbereichs.

Schon kurz nach der Jahrhundertwende hatten Orr und Sommerfeld eine Gleichung
formuliert, die das primaire Stabilitdtsverhalten von Scherstromungen beziiglich kleiner
Storungen wiedergibt. Damit kann der in der Abbildung 2.18 bei (1) skizzierte Be-
reich der sich entwickelnden anfinglichen Wellenstérungen beschrieben werden. Die
Losung dieser sog. Orr—Sommerfeld Gleichung stellte sich mit den seinerzeit verfiigba-
ren rechentechnischen Mitteln aber als derart schwierig dar, dafl eine Losung erst viel
spiter durch Tollmien und Schlichting angegeben werden konnte. Im Gegensatz zu den
vorher behandelten Problemen werden hier meistens instationdre instabile Storungen
angetroffen, die als Wellen stromab oder schriig stromab laufen.

2.4.1 Grundstréomung

Wie iiblich beginnt die Stabilitdtsanalyse mit dem Bestimmen der Grundstromung. Die-
ses war im Falle der Taylor—Couette Stromung und dem Rayleigh—Bénard Problem
sehr einfach gewesen. Die Berechnung der laminaren Grundstromung stellt aber als
solche, auBer in Fillen einfachster geometrischer Anordnungen bereits ein schwieri-
ges Problem dar. Zur Berechnung der Stabilitét in der Grenzschicht eines Profils muf3
zunichst mit Hilfe eines numerischen Verfahrens die entsprechende L6sung der Navier—
Stokes Gleichungen berechnet werden. In der Mehrzahl der Fille werden auch nur
die Grenzschichtgleichungen gelost. Warum das erlaubt ist, und im Rahmen welcher
Approximation, wird weiter unten ausgefiihrt.

Dazu kommt eine prinzipielle Schwierigkeit bei der Stabilititsanalyse von Grenz— bzw.
Scherschichtstrémungen. Sie hingt mit dem Anwachsen der Grenz— bzw. Scherschicht-
dicke 6 in der Stromabrichtung z und/oder der Spannweitenrichtung y, also den Schicht-
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parallelrichtungen zusammen. Die StromungsgréBen sind demnach nicht nur von der
Position z in der Normalenrichtung auf der Scher— bzw. Grenzschicht abhingig, son-
dern auch von z und y. Dadurch treten neben z jetzt auch = und y als nicht homogene
Richtungen auf. Die Losung des damit entstehenden Stabilititsproblems wird dadurch
auBerordentlich aufwendig.

Werden jedoch, so wie bei den uns interessierenden Problemen, Grenz— oder Scher-
schichtstrémungen im Bereich groBer Reynoldszahlen betrachtet, so verindert sich
die Grenz/Scherschichtdicke é6(xz, y) typischerweise nur wenig (z.B. im Fall der Plat-
te & ~ TH—» Wobei Re, mit dem Abstand = von der Plattenvorderkante gebildet
ist). Damit ist die Stromungsgeschwindigkeit von z,y wesentlich schwicher als von
z abhingig. Dazu betrachten wir beispielhaft die Grenzschichtstromung von Skizze
2.19. Wir geben gedanklich eine Geschwindigkeitsinderung AU, vor. Diese Ande-
rung kann einerseits beobachtet werden durch Fortschreiten in z-Richtung (konstantes
z). Andererseits kann eine Geschwindigkeitsinderung vom selben Betrage durch ein
Fortschreiten in z-Richtung (konstantes x) festgestellt werden. Aus der Skizze 2.19 geht
hervor, daB3 die dazu in z-Richtung benétigte Strecke d wesentlich kiirzer ist, als in z-
Richtung die Strecke d. Diese charakteristischen Strecken wollen wir als Lingenskalen
bezeichnen. Wir fiihren als Verhiltnis dieser zwei Lingenskalen den Parameter € = d/d
ein. Er besitzt nach dem vorher gesagten einen kleinen Wert. Der Parameter ¢ ist nicht
zu verwechseln mit der bei der Definition der Stabilitit (1.3) verwendeten Grofe.

Der schwachen Abhingigkeit der Grundstromung von den Parallelrichtungen werden
wir nun formal durch die folgende Schreibweise gerecht :

Uo = U (eX,eY,Z)

Vo = Vo (eX,€Y,2)

Wo = Wo(eX,eY,Z) (2.257)
PD = Pg (GX,€Y,Z),

wobei die GroBbuchstaben dimensionsbehaftete GroBen andeuten sollen. Die obige
Schreibweise wurde gerade so gewihlt, dafl vergleichbare Verdnderungen in den Koor-
dinaten Z und e X zu vergleichbaren Anderungen der Strémungsgréf3en, z.B. U, fiihren.

Abb. 2.19: Unterschiedliche Lingenskalen in einer Grenzschichtstromung
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Wir werden weiter unten diese Zahl den physikalischen Parametern des Problems zuord-
nen. Zur formalen Kennzeichnung fiihren wir nun die ’langskaligen Koordinaten”

X=eX , Y =¢Y (2.258)

ein. Die Kontinuitidtsgleichung liefert uns mit der so vereinbarten Beschreibung eine
Aussage zur GroBenordnung der vertikalen Geschwindigkeitskomponente W :

oUq aVp W,  9Uo 9X  OVodY = IW, (BUO oVy IWs 0
ox Tov Vo7 ~axox tavaey T oz  \ox a?) t oz =
(2.259)
Die Gleichung zeigt, daB die Normalenkomponente der Geschwindigkeit im Vergleich zu
den Parallelkomponenten um die GroéfSenordnung ¢ kleiner ist. Um die spitere Diskussi-
on der auftretenden GroBenordnungen zu erleichtern, wollen wir auB8er den Koordinaten
jetzt auch alle Geschwindigkeitskomponenten so skalieren, dafl sie von gleicher GréBen-
ordnung erscheinen. Dieser Groenordnungsabgleich gelingt nach (2.259) durch die
folgende Entdimensionierung :

(Uo, Vo, Wo) = U - (o, Vo, €wg)
P, = pro - Po
(X,Y,2) = d-(z,9,2)

Die Festlegung der erst einmal frei gewihlten Bezugslinge d wird weiter unten vorge-
nommen. Zunichst sei festgehalten, daB sie ein charakteristisches MaB fiir die Grenz-
schichtdicke sein soll. Hiermit erscheinen die Bewegungsgleichungen fiir die Grund-
stromung folgendermalBen :

aUO + 800 + 81,00

aa—T ?y_ °% ’ o 1 a? 5?2 5?
w0 + o 61;) w2 = —52 he \© 5+ agu; + 5

(2.260)
Wir merken an, daB wir aus der Impulsgleichung fiir die Normalenrichtung sofort ent-
nehmen kénnen, daBl der Druckgradient in dieser Richtung %3;—0 von maximal der GroBen-

€

ordung gz, sein kann. Der Druck po variiert daher in der Normalenrichtung um den
Faktor Re ' schwicher als in den Parallelrichtungen.

2.4.2 Storungsdifferentialgleichungen

Aus dem Experiment wissen wir, daB die Abhingigkeit der Stdorungen von den Par-
allelrichtungen z,y im Gegensatz zur Grundstromung keineswegs schwach ist. Wir
beziehen daher alle Storgeschwindigkeiten in gleicher Weise auf U, und wie vorher
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die Lingen auf d sowie den Stoérdruck auf pUZ. Und somit setzen wir den gestdrten
Stréomungszustand in der folgenden Form an :

u = Us- (uo(T,Y,z) + eu’)
voo= U (vo(T,7,2z) + ev’)
w = Us- (cwo(T,7,z) + ew) (2.261)
p = pUZ- (po(Z,7,2) + €p')

Es sei betont, daB mit € wie iiblich der StérgroBenparameter gemeint ist, der eine ganz
andere Bedeutung besitzt als der Skalenparameter e. Wir wissen, daB3 das vorliegende
Problem von zwei extrem unterschiedlichen Lingenskalen, nimlich einer langen Ska-
la d = d/e und einer sehr viel kiirzeren Skala d abhiingt. Da diese Skalen so weit
auseinanderliegen, liegt es nahe, dieser physikalischen Gegebenheit auch mathematisch
Rechnung zu tragen, und die allgemeine Abhingigkeit der Losung von z (bzw. y) als
separate Abhingigkeiten von sowohl einer groBskaligen Variablen F (bzw. %) als auch
einer kleinskaligen Variablen z (bzw. %) zu formulieren. Dieses Vorgehen ist eine
vielfach in der mathematischen Physik eingesetzte Technik und wird als Methode der
multiplen Skalen bezeichnet (engl. multiple scale analysis). Aus unseren vorangehen-
den Uberlegungen definiert sich die Verbindung zur Originalvariable = (bzw. y) in der
folgenden Weise :

=z, ex
= y 3 6y

mit dem Verstindnis, daB sdmtliche Storgré3en nun Funktionen jeweils beider Variablen
sind, also z.B. v’ = v/(¢,z,y,2) = v/ (¢,%,%, ¥, Y, z). Ableitungen nach z schreiben sich

. v __ Su' dx du'dx __ v’ Su’
dadurch in der Form F& = S92 S22 = 24 €5

(2.262)

@ &
w8
[

Wir erhalten nach dem Einsetzen des Storungsansatzes (2.261) in die Navier—Stokes
Gleichungen, dem Differenzieren nach € und dem nachtriglichen Nullsetzen von £ unter
Einfiihrung von (2.262) das Storungsdifferentialgleichungssystem

ou’ av’ ow’

5% T a5t s = K, (2.263)
S+ un e v+ T 4 T R (Z;‘;' + 2l %1’;') — ek (2.264)
aautf N uo%l;j_l N anat;’ + ey (%2;' " 582;2" + 3(92:;) = K4(2.266)

Wir haben die Terme so angeordnet, daf3 genau die Beitrige, die mit dem kleinen Faktor
e versehen sind, auf der rechten Seite erscheinen. Diese sind im einzelnen :

v’  Ov’
o 2.267
A ( oz ' Oy ) ( )
K, g du’ ou’ ou' Oug , Ouo , Op

oz oy “o: oz oy oz
el 2w’ 0%’ %y’ 4 o%u’ 4 8%u’ 4 %y’
tRea \C o=t 52| T oz0z T vzo7 T oyoy T Hyo7

) (2.268)
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i v’ ov’ ov’ dve dv ap’
¥s — — - - - _Zre s o P

3 oz T8y e T et T oyl "oyt

_ 9%’ 9%’ 9%’ %’ 9%’ 9%’
+ Re7!
€a (6 [352 + aw} oz0z | vzow T ooy T agay) (2269

. dw’ dw’ ow'’ Jwy dw dw
K = — — — _ r_ o _ o 1

4 oz T ey T o2 6[85" ayv] 9. Wt

_ 52w’ Fw’ 2w’ 52w’ 5200’ 520
R 1
+ Rej (6 [852 + EYR J * 5707 Tz T 5797 + 858?)(2.270)

Man beachte, daBl die K; tatsichlich von der gleichen GréBenordnung sind wie die
StérgroBen, so daB die e/K; klein gegeniiber den StérgréBen sind. Es liegt daher nahe,
diese kleinen Terme zunichst zu vernachlissigen, wohlwissend, daB8 wir damit eine
nur bis auf einen Fehler der GroBenordnung ¢ genaue Losung des Systems (2.263—
2.266) erhalten kbnnen. Wir wollen diese Niherungslosung deshalb durch eine Schlange
und deren Abweichungen der Gro88enordnung O(e) von der exakten Lésung mit einem
Querstrich kennzeichnen :

u' = @ + eu’ + O(e?)
v = ¥ 4 e + O(€?)
w = W+ ew + O(e?) (2.271)
P o= P+ P+ O(?)

Diesen Ansatz in (2.263-2.266) eingesetzt, ergeben sich schlieBlich fiir die Stérungen
o', o', @', p’ die folgenden Bestimmungsgleichungen (auch 0. Niherung bezgl. ) :

f?i + ?ﬁi + Qﬁ 0
ox 9y @ 0=
) " " ~ o 2y 2y 2w/
Ju Jdu Ju dug ap Reg! (6 u O"u 9%u ) = 0(2.273)

(2.272)

ot T"az; T Tz 5z 072 T 97 T 522
o2’ a2v’ 626’)

v’ oo 80" dve - Op

ot T 4%z o2z T a2 t 52
Ow’ O’ ow’ ap’ (0w O*w B%w!
Gy —+ uo % + vo o3 +5;—-R6d (8:32 + 95° + 322)

+ vo

os Tzt oy

-1
— Rej

= 0(2.274)

= 0(2.275)

Es ist ganz wesentlich, daB die Koeffizienten, z.B. uo(Z, 7, z), dieses homogenen linearen
partiellen Differentialgleichungssystems in den Variablen ¢, &, %, 2 nur von den Variablen
T,7, z abhidngen und nicht von den Kleinskalenvariablen z, 3. Wir erkennen dann, daf3
in (2.272-2.275) keine expliziten Ableitungen nach T oder 7 auftreten. Im Rahmen
der vorliegenden Approximation ist also auch die Losung des Differentialgleichungs-
systems nur algebraisch und nicht differentiell von den Ortsvariablen z,y abhingig.
Wir sprechen in diesem Zusammenhang von einer lokalen Stabilitidtsanalyse. Denn wir
geben die bzgl. der kurzskaligen Parallelkoordinaten z, ¥ konstante Grundldésung am
gewihlten und festgehaltenen Ort 7, 7 vor und fiihren hier lokal unsere Stabilititsanalyse
durch. Man beachte auBBerdem, da3 unsere Stérungsdifferentialgleichung homogen in
t,Z und 7 ist.
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2.4.2.1 Parallelstromungsannahme Bei der obigen Ableitung der Storungsdiffe-
rentialgleichungen O.ter Ordnung in dem kleinen Parameter ¢ ist die Abhiingigkeit von
der Normalenkomponente wg der Grundstrémung herausgefallen. Wir hitten diese also
von Anfang an vernachlédssigen kénnen. Diese vielfach angewandte Manipulation des
Geschwindigkeitsprofils wird als Parallelstrémungsannahme bezeichnet. Mit unserer
formalen Ableitung der Gleichungen sind wir aber iiberdies in die Lage versetzt, die
GroBenordnung des aufgrund der Parallelstromungsannahme begangenen Fehlers an-
zugeben. Dazu miissen wir ¢ noch eine physikalische Bedeutung geben. Schon jetzt
konnen wir aber das folgende feststellen: Wenn wir, so wie in den Stabilititsgleichun-
gen (2.272-2.275), Terme der GréBenordnung e und kleiner vernachlidssigen, so braucht
auch unsere Grundstrémung nicht genauer als bis auf einen Fehler der GréB3enordnung
€ vorzuliegen. Wir diirfen also die Terme mit der GréBenordnung € und kleiner eben-
falls in den Bestimmungsgleichungen der Grundstrémung (2.260) vernachlidssigen. Die
Gleichungen (2.260) reduzieren sich damit auf die Grenzschichtgleichungen, wobei vor-
ausgesetzt ist, daB3 der Term eRey nicht klein ist. Damit haben wir gezeigt, daB3 infolge
der im Rahmen der Stabilititsanalyse getroffenen Parallelstromungsannahme eine als
Losung der Grenzschichtgleichungen berechnete Grundstrémung das Stabilititsproblem
hinreichend genau beschreibt.

2.4.2.2 Skalenverhiiltnis ¢ Wir wollen an dieser Stelle die Verbindung des Ska-
lenverhiltnisses ¢ zu den physikalischen Parametern des Problems schaffen. Man be-
achte aber, daB im Rahmen der vorliegenden Approximation das Stabilititsproblem
nicht explizit von € abhidngt. Wir erinnern uns daran, da3 ¢ das Verhiiltnis aus einem
GrenzschichtmaB d und einem LingsmaB3 d war. Wir wihlen die Impulsverlustdicke
62 1= [5°(1 — u/Ux)u/Usdz unserer Scherstromung an der Stelle der lokalen Stabi-
litdtsanalyse als GrenzschichtmaB d. Der einfachen Darstellung wegen beschrianken wir
uns hier auf den zweidimensionalen Fall. Nach Skizze 2.20 errichten wir ein wand-
tangentiales Koordinatensystem. Wir multiplizieren die Kontinuititsgleichung (2.3) mit
dem Wert der x—Komponente der Anstromung U, und p, ziehen davon die stationire

Abb. 2.20: Zur Definition der Impulsverlustdicke é,; im lokalen Koordinatensystem
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z—Impulsgleichung ab und integrieren nach > von der Wand bis ins Unendliche :

pjauo(Uoo huo)dz—i—pjawo(Uw —uo)dz _Ofapodz ﬂ/a o M/@ o

dx Oz a
Danach ersetzen wir entsprechend der Kontinuititsgleichung noch 2% — —f—g‘l und
zlx

konnen jetzt das zweite Integral der linken Seite und die beiden letzten Integrale der
rechten Seite ausrechnen :

d62 dw, du
U222 havgliseo)[Uno — to|(ae / — poo)dz — 0 0
de P ol(z=0)[ olz=0)] (Po — poo)dz — p 7 (o= +.u D= (s—0)
Fiir die Grenzschicht oder ein symmetrisches Nachlaufprofil ist wWo | (z,2= o) = 0. Der
Term 2o ist, ausgenommen bei extrem starken Wandkriimmungen, sehr klein (bei

dx (2=0)
ungekriimmter Wand Null) und wir vernachléssigen ihn. Wir erhalten in dimensions-

loser Schreibweise, bei der die Koordinate =z auf & bezogen werde, als Anderung der
Impulsverlustdicke in der Parallelrichtung schlieBlich

1 auo
Res, 0z (2=0)

dé,
dzx

d o0
= E/(Po — Poo)dz +
o]

Offenbar stellt der obige Ausdruck gerade das gesuchte Skalenverhiltnis ¢ in der Umge-
bung der betrachteten Stelle z,y dar: € = %. ‘Wir erinnern uns daran, daB der Druck in
Normalenrichtung nur sehr schwach variiert. Die GroBenordnung des Druckgradienten
kann daher abgeschitzt werden, indem wir die z—Impulsgleichung an z = 0 auswerten.
Dann ergibt sich mit der Haftbedingung bei der Grenzschicht

% _ 1 32u0 82u0
8z (z=0y  Res, \ Oxz? =2 (+=0)

Wegen des Bezugs der Abstinde in Normalenrichtung z auf é,, ist der zweite Summand
der rechten Seite von der Gré8enordnung eins. Der erste Summand hingt von der
Wandkriimmung ab. Bei nicht extrem starken Wandkriimmungen, wie sie etwa im Falle
von Ecken (mit entsprechend geometrisch bedingten starken Druckgradienten) auftreten
wiirden, ist er klein und werde vernachlissigt. Der Druckgradient in der Parallelrichtung
ist also von der GréBenordnung 7%?—2. Damit haben wir gezeigt, daB auch 42 ~ 1
Wir finden hiermit schlieBlich, daB ¢ der Kehrwert der Reynoldszahl ist, dle mit dem
charakteristischen MaB fiir die Grenzschichtdicke gebildet sein muB. Dabei muf3 nicht
speziell die Verdringungsdicke 6, verwendet werden, sondern eine charakteristische

Linge d in ihrer GréB8enordnung. Wir schreiben daher

1
Red

Im Falle der ebenen Plattengrenzschicht nach Blasius gilt bekannterweise fiir die auf
den Vorderkantenabstand z bezogene Grenzschichtdicke §/z = 5/+/Re,, bzw. nach
Erweiterung Res = 51/Re.. Ublicherweise benutzt man daher die sog. Blasiuslinge

d = y/va /U, als charakteristisches GrenzschichtmaB. Hiermit ist Re; = /Re,.

€= (2.276)
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24.2.3 Randbedingungen Die Stoérungen haben die Randbedingungen zu erfiillen.
Im Falle eines festen Randes bei z = 2, sind dieses die Haft— und kinematische
Stromungsbedingung

u(z,y,z =z, t) =0V (z,y,z2=2,t) =0 , wi(z,y,z=2.,t)=0 (2.277)

und zusiitzlich bei einer Grenzschichtstromung die Fernfeldbedingung, daB die Stérung
nicht bis ins Unendliche wirkt

v'(z,y,z > 00,t) =0 , p(z,y,2—>00,t)=0 |, (2.278)

welche ebenfalls die Randbedingung fiir eine freie Scherschicht oder z.B. den Nachlauf
eines umstromten Korpers darstellt.

2.4.2.4 Separationsansatz Unser Stérungsdifferentialgleichungssystem (2.272-2.275)
isthomogen in &, 7, und {. Wir diirfen daher einen Separationsansatz (auch Wellenansatz)

W (Z, 9,2, t,T,7) w(2;7,7)
(Z,9,2, 4T, 7) _ = PO — J— O(z;,E,7)
wl(i,’g’ Z,t,f,y) - FI(x"Iay) Fy(y7$7 y) Ft(t7 "1"7 y) ’L’l\J(Z;T,y) (2“279)
pP(Z,9,2,4;T,7) p(z;T,7)

machen, da die Randbedingungen nur von z abhidngen. Setzen wir (2.279) in die
Kontinuititsgleichung (2.272) ein, so folgt

1 dF,\ . dw 1 dF, 50
(&) v+ (5%)o-
woraus wir sofort entnehmen, dafl die zwei rechten Summanden unabhéngig von & und
die zwei linken Summanden unabhingig von 7 sind, so daB3 die geklammerten Ausdriicke
jeweils beziigl. # und § Konstanten darstellen miissen. In gleicher Weise kénnen wir fiir
die Funktion F}; verfahren, wenn wir unseren Separationsansatz in die Impulsgleichung
(2.275) einsetzen. Wir erhalten damit schlie3lich

1 dF, , . 1 dF, + .., _ 1 dFy .
= = z, vy — =zb — = F. T

wo wir die drei Separationsparameter a, b und w eingefiihrt haben, die natiirlich noch
Funktionen der Langskalenvariablen sind. Aus den obigen Gleichungen fiir die 7, F),
und £} folgt schlieBlich

@'(,§,2,t) a(z)

V(&0 50) | ybiag + iby — iwt) | O) (2.280)
@ (&, 25 1) P Y w(z) '

P (Z,7,2,1) p(=)

wo wir die Abhingigkeit der Funktionen von T und ¥ nicht gekennzeichnet haben. Der
Exponent 8 := a(Z,¥) - # + b(F,7) - ¥ — w(F, ¥) - t wird auch als Phase bezeichnet. Die
Separationsparameter a, b und w sind zunéchst irgendwelche, i.d.R. komplexe Zahlen,
deren physikalische Bedeutung im folgenden klar werden wird.
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Unterstellen wir namlich fiir den Moment den Spezialfall reeller Zahlen a, b und w,
so ist jede Storgrofe als eine mit z—abhiingiger Amplitudenverteilung versehene ebene
Welle interpretierbar, z.B. u = 4(z) - exp[ia,, (& sin ¢ + § cos ¢ — ct)]. Hierin bezeichnet
a, = Va? + b* die Wellenzahl, bzw. )\ := 2 /a,, die Wellenlinge, ¢ den Wellenausbrei-
tungswinkel gegeniiber der x—Achse und ¢ := w/a,, die Phasengeschwindigkeit, wobei
w die Kreisfrequenz der Welle darstellt. Wir werden aber im folgenden keine weiteren
Bedingungen an «a, b und w stellen, sie also i.d.R. als komplexe Zahlen betrachten.

Wir setzen den Wellenansatz (2.280) in das Gleichungssystem (2.272)—(2.275) ein und
dividieren danach den Exponentialfaktor exp(z 8) heraus. Danach verbleibt zunichst

it + b ; 4 2.281
au v = —
‘o (2.281)
. .dug . ; a2\ .
(aup + bvg — W)t — ¢ dZOw = —ap—+ Rzed (a2 + &% — dz2) . (2.282)
; 2
(auo + bvg — w)d — ¢ %w = —bp+ R%:d (a2 + &° dd—ﬁ) o (2.283)
. . dp ] 2 2 d? .
(aug + bvg —w)w = ¢ 7 + R_ed (a + b — ) (2.284)
Gemeinsam mit den Randbedingungen entsprechend (2.277) und (2.278)
Wz =2p) =0(2=2,)=0 , W(z=12,4)=0 (2.285)
und
9(z > 00)=0 , plz—00)=0 . (2.286)

ist hiermit das vollstindige Storungsdifferentialgleichungssystem angegeben. Es ist
ein lineares homogenes gewdhnliches Differentialgleichungssystem, welches die vier
Parameter Rey, a, b und w enthilt. Darunter muf3 die Reynoldszahl als reelle Zahl
gemeinsam mit der i.d.R. von ihr abhingigen Grundlsung vorgegeben werden. Von
der trivialen Losung abgesehen, ist das Gleichungssystem nur fiir bestimmte a, & und w
losbar. Es definiert damit eine wechselseitige Beziehung zwischen diesen drei Grof3en,
die wir als Dispersionsrelation bezeichnen wollen und formal implizit

D(a,b,w) =0 (2.287)

schreiben wollen. Anders gesagt, konnen wir das Gleichungssystem (2.281)—(2.286) als
Eigenwertproblem betrachten, in dem jeweils zwei der drei GroBen a, bund w vorgegeben
werden, und die fehlende als Eigenwert aus den Gleichungen berechnet wird.

2.4.3 Zeitliche und riaumliche Stabilitiitsanalyse

Die Stabilititsanalyse befasst sich mit der Anderungstendenz der Stéramplitude |U”’| einer
in eine Stromung U, eingebrachten Stérung U’. Nach unserer Einfiihrung definieren wir
die Stabilitit strenggenommen nur anhand der zeitlichen Anderung der Stéramplituden.
Wir haben oben gesehen, daf3 die Stérungen in Scherstromungen als Wellen darstellbar
sind, die entlang der Parallelrichtungen = und y laufen, d.h.

U'(z,y,2,t) = ff(z) exp(fax + tby — iwt) (2.288)
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Wir haben hier die tilde—Symbole iiber z und y der Ubersichtlichkeit wegen wieder
fortgelassen. Im Sinne unserer eingefiihrten Definition von Instabilitit geben wir eine
”Eigenform™ vor, die durch die Wellenzahlkomponenten a und b reprisentiert ist, und
berechnen aus dem Eigenwertproblem den zugehorigen komplexen Wert w = w, + 7 w;,
vgl. (2.44).

2.4.3.1 Zeitliche Anfachung Werden rdaumlich periodische Wellen (d.h. reelle a =
a. und b = b,) vorgegeben, sprechen wir von einer sog. zeitlichen Stabilititsanalyse.
Da das System sich nur in der positiven Zeitrichtung weiterentwickeln kann, konnen
wir sofort definieren, dall eine aufgebrachte Wellenstérung mit vorgegebenem a = a,
und b = b, zeitlich genau dann instabil ist, wenn ihre Amplitude zeitlich aufklingt, d.h.
w; > 0 ist. Wir nennen w; die zeitliche Anfachungsrate. Eine Storung, fiir die w; = 0
gilt, wird auch indifferente oder neutrale Stérung genannt.

2.4.3.2 Riumliche Anfachung Eine Welle ist als ein Vorgang gekennzeichnet, des-
sen rdumliches und zeitliches Verhalten “dhnlich” ist. Wir konnten, umgekehrt zu vorher,
im Storungsdifferentialgleichungssystem (2.281)—(2.286) auch w vorgeben und die da-
zugehorige Eigenform (reprasentiert durch e und b) berechnen. Wir sprechen von einer
rdumlichen Stabilitdtsanalyse, wenn w = w, als reeller Wert vorgegeben wird (d.h. Be-
trachtung aller moglicher Wellen mit gegebener Frequenz) und z.B. a bei gegebenem b
berechnet wird. Der Realteil a,. der berechneten Zahl « stellt dann die Wellenzahl dar und
der Imaginirteil a; ist das Ma@ fiir die rdumliche Amplitudeninderung in z. In Analogie
zur zeitlichen Anfachung w; einer Stérung wird auch eine raumliche Anfachung definiert.
Die Einfiihrung dieses Begriffs erfordert einige Voriiberlegungen. Eine Storwelle etwa,
fiir die das Eigenwertproblem ein a; < 0 ergeben hat, erscheint beziiglich anwachsen-
der x als aufklingende Welle. Blicken wir jedoch in die negative z—Richtung, dann
erscheint dieselbe Welle rdumlich abklingend. Eine eindeutige Definition fiir rdumliche
Anfachung erhalten wir offenbar erst durch Vorgabe einer Betrachtungsrichtung. Sie sei
reprisentiert durch den Einheitsvektor e, := e, cos ¢ + e, sin ¢ (vgl. Abbildung 2.21).
Wir bestimmen die Anderung der Amplitude |U’| = |U| exp(—aiz — b;y + w;t) unserer
!

Welle nach (2.288) entlang der vorgegebenen Richtung ¢ zu %%—l = e4-V|U’| und
®

!
finden % = —(aicos ¢ + b; sin ¢)|U’|. Die Amplitude wichst entlang e, an, wenn
é
y y
N N -
271t/b, e, 2n/b, )

= AL = €c =€y

‘_lzn/arl_ X -l21t/a.—l— x

Abb. 2.21: Zur Ausbreitung einer Wellenstérung
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s
d(LTUI positiv ist. Wir nennen die Welle beziiglich der Richtung ¢ riumlich angefacht,
b
wenn

a;cosd + b;sin ¢ < 0

gilt. Die GréBen a; und b; werden auch als rdumliche Anfachungsraten bezeichnet. Wir
erkennen aus der Notwendigkeit der Vorgabe einer Richtung ¢ eine gewisse Willkiir
in dem Begriff der rdumlichen Anfachung (Im Gegensatz zum Begriff einer zeitlich
angefachten” Welle kénnen wir an dieser Stelle nicht einfach von einer “rdumlich an-
gefachten” Welle sprechen). Es stellt sich hier namlich die Frage, ob es sinnvoll ist,
eine Welle, deren Phasengeschwindigkeitsvektor ¢ = (¢, c,,0) = ﬁgzt(ar, b.,0)
in einer Richtung abnehmender Amplitude zeigt, als rdaumlich auﬂdinrgendrin der Ge-
genrichtung zu bezeichnen ! Wir konnen dieses Interpretationsproblem fiir laufende
Wellen (w, # 0) umgehen, indem wir iiberpriifen, ob sich unsere Welle auch in der Rich-

tung wachsender Amplitude bewegt. Dazu lassen wir die Betrachtungsrichtung e, mit

der Bewegungsrichtung der Welle e. = %(a,, b.,0)sgn(w,)/y/a? + b2 zusammenfallen
(sgn(w,) = w,/|w,|), vgl. Abbildung 2.21. Unter Verwendung der obigen Beziehung
finden wir, daB eine zeitlich periodische Welle entlang ihrer Bewegungsrichtung dann
eine AmplitudenvergréBerung erfahrt, wenn

wy(ara; + b,6;,) <0

gilt. Eine zweidimensionale Welle (b = 0) konnen wir hiermit als rdaumlich angefacht
bezeichnen, wenn fiir w, > 0 der Imaginirteil a; < 0 ist. Welche Wellen tatsichlich zur
raumlichen Anfachung von Storungen beitragen, kann jedoch nur im Rahmen des Kon-
zepts der konvektiven Instabilititen (vgl. 2.5.4, 2.5.2.4) eindeutig beantwortet werden.

Das Eigenwertproblem kann uns natiirlich entweder nur a bei vorgegebenem b = b, +z2 b,
und w = w,, oder b bei vorgegebenem a = a, + ¢ a, und w = w, liefern. Anschaulicher
als das Vorgeben einer komplexen Wellenzahl ist es, bei der rdumlichen Analyse z.B. die
Anfachungsrichtung ¢ = tan~!(b;/a;) festzulegen. Das entspricht einer Festlegung des
Verhiltnisses der Imaginirteile a; und b; von ¢ und 6. Dann wird das Koordinatensystem
um den Winkel ¢ um die z—Achse gedreht (x — x4, ¥ — y,). Die Abhidngigkeit
exp(z byy,) der Stérung beziiglich der neuen Querrichtung v, wird durch die GroBe b,
reprasentiert. Wir setzen ihren Imaginirteil by; = 0, das bedeutet, wir geben noch die
Wellenzahlkomponente b, = by, VoOr.

Eine allgemeiner gefafBte Bestimmung der rdumlichen Instabilitit miissen wir auf die
Diskussion der absoluten und konvektiven Instabilitdten im Abschnitt 2.5 verschieben.

2.4.3.3 Umrechnung zeitlicher zu riumlicher Anfachung Es sei darauf hingewie-
sen, daB die zeitliche Stabilititsanalyse wesentlich einfacher durchzufiihren ist, als die
raumliche Stabilitdtsanalyse. Um dieses erkennen zu konnen, betrachten wir noch-
mals unser Eigenwertproblem (2.281)—(2.286). Wir erkennen, daf3 w linear vorkommt,
wihrend a, bzw. b quadratisch erscheinen. Die Losung eines quadratischen Eigenwert-
problems erfordert wesentlich groBeren Rechenaufwand als die eines linearen. Daher
ist nach einer Moglichkeit gesucht worden, um zeitliche Anfachungen in rdumliche An-
fachungen umzurechnen. Solch eine Beziehung ist von M. GASTER 1962 fiir b = 0
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angegeben worden. Die Umrechnung der zeitlichen Anfachung w; einer raumlich peri-
odischen Welle mit gegebener reeller Wellenzahl a, und zugehériger Frequenz w, auf
eine zeitlich periodische Welle (d.h. w; = 0) mit der gleichen Wellenzahl a, und Frequenz

w, erfolgt nach :
-1
a; ~ — @) wy

da,
Wir erhalten hiernach die riumliche Anfachung der Welle aus der zeitlichen Anfa-
chung der zugeordneten Welle mit Hilfe der Gruppengeschwindigkeit a—w"—. Die obige

Beziehung wird hiufig Gaster—Transformation genannt, obwohl Gaster sie selbst als
“Umrechnungsformel” bezeichnet hat, da sie keine wirkliche Transformation darstellt.
Sie ist nur fiir kleine Anfachungsraten a;, w; giiltig, da sie auf einer Taylorentwicklung
der Dispersionsrelation D(a,w) = 0 um den Indifferenzzustand a; = 0, w; = 0 beruht.

24.4 Orr—Sommerfeld Gleichung

Das Storungsdifferentialgleichungssystem (2.281)—(2.284) hat eine bemerkenswerte Ei-
genschaft. Es 148t sich zu einer einzigen Differentialgleichung vierter Ordnung zusam-
menfassen. Dieses wollen wir im folgenden skizzieren. Wir eliminieren zuerst ¢ und
©. Dazu multiplizieren wir (2.282) mit a, (2.283) mit b und addieren beide. In der
verbleibenden Gleichung lassen sich ¢ und ¢ zum Ausdruck (a@ + b0) zusammenfassen,
der sich mittels der Kontinuititsgleichung (2.281) durch ¢ ‘é—f ersetzen laB3t. Es ergibt sich
dann :
2 ~
7 [(auo + bvg — w) ;—Z — d—i—(auo + bv()):l W = —(a2+bz)ﬁ——Re;1(a2 + b2 — 51;—2)6:{_1:
(2.289)
Hiermit ist ein Gleichungssystem aus den zwei Gleichungen (2.284) und (2.289) fiir die
StorgroBen w und p abgeleitet. In diesen beiden Gleichungen tritt die Grundstréomung
nur in der Kombination (aue + bvg) auf. Dariiberhinaus erscheinen die (komplexen)
Wellenzahlen @ und b nur in der Form (a? + b?). Dieses motiviert uns, die folgenden
Abkiirzungen einzufithren :
A,lUpy 1= aug + bve a? = a’> + b* (2.290)

@

Um schlieBlich die Druckstorung p aus den verbliebenen beiden Gleichungen zu elimi-
nieren, differenzieren wir (2.289) nach z, multiplizieren (2.284) mit —z afo und addieren
beide zu

d2 2 ] d2 Upp

2 2
[(%uw — w) [@3 —al, + i Rej?t [—d—— — a2] ] W =20 (2.291)

dz2 U4

Werten wir die Kontinuitidtsgleichung an einem festen Rand aus, so erhalten wir als
zusitzliche Randbedingung fiir @ dort ‘3—2’(2 = z,) = 0. Zusammenfassend ergeben sich
als Randbedingungen fiir 0 :

w=0 . _0 fir z=—z (2.292)
dz
w=0 . ®_0 fir o0 (2.293)
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Wir bezeichnen hier die Gleichung (2.291) als Orr—Sommerfeld Gleichung, wenngleich
Orr und Sommerfeld sie nur fiir den zweidimensionalen Fall angegeben haben, in dem
vo = 0 und b = 0 gilt. Wird in der Gleichung (2.291) a, gegen a und a,uo, gegen aug
ersetzt, so entspricht dieses nach der Transformation (2.290), die sich Squiretransforma-
tion nennt, genau dem zweidimensionalen Fall. Die Squiretransformation 148t sich fiir
reelle ¢ und & wie oben als Koordinatendrehung verstehen.

Die Orr-Sommerfeld Gleichung muB i.d.R. numerisch gelost werden. Im Anhang A.3
wird dazu ein einfaches, sog. Kollokationsverfahren erlautert.

2.4.4.1 Squire-Theorem Wir hatten schon bemerkt, daf3 die allgemein formulierte
Orr-Sommerfeld Gleichung (2.291), die das Stabilititsverhalten einer schriaglaufenden
ebenen Welle (gekennzeichnet durch die Wellenzahlenkomponenten ¢ und & in der x und
y—Richtung) in einer dreidimensionalen Grenzschicht (ug,vg) beschreibt, die gleiche
Form besitzt wie im zweidimensionalen Fall, in dem vg = 0 ist. Wir erkennen zunichst
aus (2.290), daB fiir die zweidimensionale Grenzschicht

oy = ai o (2.294)

7]
gilt. Wir wollen nun raumlich periodische Wellen (d.h. reelle a und &) betrachten, die die
alle die gleiche Wellenlinge A = 27 /a, = const mit a, = (a? + b%)'/? besitzen, aber
unter verschiedenen Winkeln ¢ = tan~!(5/a) beziiglich der z—Achse laufen. Wir erken-
nen dann an der Beziehung (2.294) sofort, daB das untersuchte Geschwindigkeitsprofil
ug, fir schriglaufende Wellen ¢ # 0 bei konstanter Wellenzahl a, immer kleinere
Werte besitzt, als fiir ¢ = 0, denn es stellt einfach die Projektion von wu¢ auf die betrach-
tete Ausbreitungsrichtung » dar. Da alle anderen Parameter in der Stabilitidtsgleichung
die gleichen sind, 16sen wir im Prinzip fiir alle Richtungen ¢ immer wieder das glei-
che Stabilitditsproblem. Fiir schriaglaufende Wellen, verglichen mit dem Fall der genau
stromablaufenden Welle, untersuchen wir mithin jeweils eine um den Skalierungsfaktor
i verkleinerte Grundstrémungsgeschwindigkeit.

Das Squire-Theorem iiberfiihrt die Stabilitdtsanalyse von dreidimensionalen Wellenstérun-
gen in einer zweidimensionalen Grundstromung auf eine Untersuchung von zweidimen-
sionalen Wellenstorungen. Damit hitten wir unter Einfiihrung einer neuen Skalierung,
auch mit der projizierten Geschwindigkeit am Grenzschichtrand i U = Usxcosep
dimensionslos machen kénnen. Mithin hiitte unsere Reynoldszahl Re, := cos ¢ Re, mit
Re = Re, (e = 0), geheiBen. Wiirden wir dann unser Stabilititseigenwertproblem fiir
ein gegebenes Re () 16sen, so wire das dem Fall zugeordnete Re(y = 0) > Re,. Ins-
besondere der Wert der kritischen Reynoldszahl Re® wird natiirlich zuerst von Re (@ =
0) erreicht.

Hiermit ist das beriihmte Squire—Theorem erldutert, das aussagt, daf3 fur inkompres-
sible, zweidimensionale Strémungen uo(z) die kritische Reynoldszahl Re® von zwei-
dimensionalen Wellenstérungen (b = 0) definiert wird. Die zuerst instabil werden-
de Storwelle liuft entsprechend unseres Prinzipbildes 2.18 genau stromab. Sie wird
Tollmien—Schlichting Welle genannt. Die Situation dndert sich drastisch bei kompressi-
blen Stromungen. Die kritischen Stérungen in Uberschallstrémungen sind schriglaufen-
de Wellen.
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2.44.2 Grenzschichtstromungen DieOrr—Sommerfeldgleichung (2.291) wirdi.d.R.
numerisch geldst, z.B. mit dem in Anhang A.3 besprochenen Verfahren. Eine Suche der
zeitlich neutralen Stérungen (w; = 0) in Abhdngigkeit der Reynoldszahl Re, ergibt,
dhnlich wie beim Taylor—Couette Problem, eine Stabilitiitskurve im Stabilititsdiagramm
(vgl. Skizze 2.22 links). Im Gegensatz zum Taylor—Couette Problem ist w, # 0
auf der Indifferenzkurve. Die indifferenten Storungen sind demnach bewegte, also in-
stationdre Wellenvorginge. Um sie mathematisch erfassen zu kd6nnen, muBSten wir fiir
Scherstromungsinstabilititen die zeitabhingigen Storungsdifferentialgleichungen 16sen.
Die Indifferenzkurve definiert insbesondere die sog. kritische Reynoldszahl Ref. Das
ist die kleinste Reynoldszahl, bei der indifferente Stérungen auftreten (Beginn der Insta-
bilitat). Mit Re§ ist zugleich der anfangs erwihnte Indifferenzpunkt z¢ bestimmt (vgl.
Abbildung 2.18).

Den Verlauf der Storamplitude einer Tollmien—Schlichting Welle in der Blasius’schen
Plattengrenzschichtstromung zeigt die Abbildung 2.22 rechts. Es sei darauf hingewie-
sen, daB der Amplitudenverlauf der Vertikalkomponente |w| der Storgeschwindigkeit
zehnfach vergrof3ert dargestellt ist. Sie ist im Vergleich zur Amplitude der Stromabkom-
ponente || klein. Die groBten Stéramplituden werden fiir ¢ in unmittelbarer Wandnihe
(vgl. 2.22) angenommen. Es sei hervorgehoben, daB die Storungen beim Erreichen
der Grenzschichtdicke keineswegs bereits abgeklungen sind. Sie ragen weit aus der
Grenzschicht heraus. Das scharfe Minimum von |@| bei einem Wandabstand von etwa
2/3 der Grenzschichtdicke ¢ ist nur eine Folge der Betragsbildung. Tatsichlich besitzt
die Funktion % hier einen Nulldurchgang, der mit einem Phasenwechsel der Welle um
180° verbunden ist, der auch experimentell sehr deutlich nachweisbar ist.

2.4.4.3 Wendepunktkriterium Mitdem Ziel, die Losung der Orr—Sommerfeld Glei-
chung zu vereinfachen, konnten wir versuchen, zunichst den Reibungseinflu3 auf die
—1 [42 212

Storungen, d.h. den Term i Re; ™ |75 — aw] w zu vernachldssigen. Denn es erscheint

Zz
a
10}
aC____ -
N— 10Iw
8 J IS U N
[ 14l
(0]

Reg Rey

Abb. 2.22: Stabilititsdiagramm fiir reelle a, 6 = 0 fiir die ebene Platte ohne Druckgra-
dient, inkompressibel, rechts : typische Eigenfunktion fiir a = 0.16,b = 0, Re; = 580,
6 Grenzschichtdicke
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zunichst plausibel, daf der ReibungseinfluB3, wie z.B. beim Taylor—Couette Problem,
dem Entstehen einer Instabilitit entgegenwirkt. Es kénnte vermutet werden, daB3 somit
das Stabilitidtsverhalten einer vorgegebenen Laminarstrémung uq, abgeschiitzt werden
diirfte. Dabei zeigt sich, dall unter dieser Reibungsfreiheitsannahme ein instabiles Ge-
schwindigkeitsprofil uo, immer einen Wendepunkt z,, beziigl. z hat (Wendepunktkrite-
rium) :

d2'uO¢

dz?

Das hei3t zwar nicht, daB jedes Geschwindigkeitsprofil mit einem Wendepunkt insta-
bil ist, aber die Praxis zeigt, daB3 bei der Stabilitdtsanalyse unter Vernachldssigung der
Reibung sich der gro3te Teil der technischen Stromungen mit Wendepunkt als instabil
erweist. Daher wird i.d.R. eher diese, technisch wichtigere Aussage als Wendepunktkri-
terium bezeichnet. Obwohl es keine reibungfreien Instabilitéidten gibt, ist dieses Kriterium
sehr hilfreich bei der Beurteilung der Stabilitit von Stromungen bei hohen Reynoldszah-
len, zumal fiir Re; — oo der Reibungsterm in der Orr—Sommerfeldgleichung verschwin-
det. Beispiele fiir Stromungen, in denen Geschwindigkeitsprofile mit Wendepunkt auf-
treten, sind Grenzschichten mit postitivem Druckgradient %’;—” > 0, Nachlaufstréomungen
oder Trennungsschichten, bzw. freie Scherschichten.

(z =2,) =0 <= reibungsfreie Instabilitit (2.295)

Bei genauem Hinsehen, ergibt sich dennoch ein Widerspruch zur experimentellen Er-
fahrung. Das Wendepunktkriterium (2.295) besagt namlich, daf3 alle Stromungen mit
monotonem Verlauf von %‘ﬂ, wie z.B. die Grenzschicht der langsangestromten ebenen
Platte mit negativem Druckgradient % < 0, ankeiner Stromabposition z instabil werden

konnen, und unter dem EinfluB kleiner Stérungen immer laminar bleiben.

Wir erkennen aber anhand unseres in der Abbildung 2.22 betrachteten Beispiels der
ebenen Platte ohne Druckgradient, daf3 es einen instabilen Bereich gibt. Es ist in diesem
Falle danach gerade der Reibungseinfluf3 auf die Stérungen, der die Instabilitit antreibt !
Diesen Umstand zeigt ebenfalls unmittelbar das Stabilitidtsdiagramm 2.22. Denn fiir
Regs — oo, also fiir verschwindende Reibung, verschwindet auch der Bereich instabiler
Wellenzahlen (der obere und der untere Ast der Neutralkurve gehen beide asymptotisch
gegen Null). Wir vergroBern den Reibungseinflufl nach Skizze 2.23 fiir ein vorgegebenes

a max

ay t-—-N-—"—-"—-"-"——-—----

Reg Rey

Abb. 2.23: Prinzip der viskosen Instabilitit fiir die ebene Platte ohne Druckgradient,
inkompressibel
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a = a; < @maz, beginnend bei Rey; = oo durch Absenken der Reynoldszahl Rey. An
der Stelle Rel wird der obere Ast der Indifferenzkurve geschnitten. Dementsprechend
wird diese Art der Instabilitit auch als viskose Instabilitéit bezeichnet.

2.4.4.4 Druckgradient Trotz der eingeschridnkten Giiltigkeit des Wendepunktkrite-
riums, ist dieses dennoch wertvoll. Es sagt uns, daB Instabilititen sehr hiufig mit dem
Vorhandensein von wendepunktbehafteten Geschwindigkeitsprofilen zusammenhéngen.
In der Mehrzahl der Fille ist mit solchen Geschwindigkeitsprofilen ein reibungsfreier
Instabilititsmechanismus verbunden. Eine technisch besonders wichtige Klasse von
Strémungen, in denen Geschwindigkeitsprofile mit Wendepunkt auftreten, ist die der
Grenzschichtstromungen mit positivem Druckgradient %3;—” > 0. Ein Druckabfall in
der Grundstréomung % < O fuhrt hingegen zu fiilligeren (stirker ausgebauchten) Ge-
schwindigkeitsprofilen. Je bauchiger ein Profil ist, desto weniger besteht die Neigung
zur Ausbildung eines Wendepunkts und damit zur Instabilitdt. Die Anfachungsraten w;
werden kleiner und die kritische Reynoldszahl groBer.

Die Wirkung eines Druckgradienten %"— < 0 zeigt sich nach Abbildung 2.24 im Zusam-
menschrumpfen des Instabilititsbereichs. Dieser Bereich wird im Gegensatz zu %’;—“ >0
sogar bei ansteigender Reynoldszahl endlich. Das bedeutet, daB3 eine solche Strémung
bei geniigend hoher Reynoldszahl stabil ist gegeniiber kleinen Storungen!

2.4.4.5 Wandtemperatur Eswirdexperimentell beobachtet, daf3 bei gekiihlter Wand,
d.h. Entzug von Wirme, die kritische Reynoldszahl Rej zunimmt und die Anfachungs-
raten w; gegeniiber dem adiabaten Fall abnehmen, sofern das strémende Fluid ein Gas
ist. Der genau entgegengesetzte Effekt stellt sich bei Fliissigkeiten ein. Offenbar handelt
es sich dabei um einen EinfluB der Zihigkeit 4. Denn diese nimmt bei Gasen mit der
Temperatur zu, wihrend sie bei Fliissigkeiten sinkt. Wir kénnen das Phinomen unter
Beriicksichtigung des oben diskutierten Wendepunktkriteriums erkldren. Wir betrach-
ten ein Fluid mit temperaturabhiingiger Zihigkeit ¢(7'). Die Impulsgleichung fiir die

dpo
dx >0

Red

Abb. 2.24: EinfluB des Druckgradienten auf die Indifferenzkurve, inkompressibel
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stromabweisende Wandparallelrichtung lautet auf der Wand

F) 8 ( 8
0= %P0, 9 ( “0) (2.296)
(2=0)

Tz oz \"az

Wir kdnnen daraus sofort die zweite Ableitung des Geschwindigkeitsprofils an der Wand
zZu

9%u a dp 81 O
‘o - [L Po _ 19K 0_“0} (2.297)
922 (z=0) ® Ox pdl 9z 0z |(.=0
bestimmen. Fiir die ebene, adiabate Plattengrenzschichtstromung mit %P?O = 0 und

%‘1 = 0 verschwindet die zweite Ableitung genau auf der Wand (z = 0). Das Geschwin-
digkeitsprofil besitzt einen fiir die Stabililit so bedeutsamen “echten” Wendepunkt an
einer Stelle = > 0 bei Wandkiihlung %1 > O fiir eine Flussigkeit (d.h. j—;ﬁ < 0). Denn
wegen %"ZQ (+=0) > 0 ist nach (2.297) die zweite Ableitung von g auf der Wand jetzt posi-
tiv. Andererseits schmiegt sich ein Grenzschichtprofil der AuBenstrémung asymptotisch
an, so daB3 in der Ndhe des Grenzschichtrandes 6 gilt %Lz‘;‘l sy < 0. Dazwischen muf3
demnach eine Stelle liegen, fiir die die zweite Ableitung des Geschwindigkeitsprofils
verschwindet. Bei Wandheizung ist %{:‘1 < 0 und das Geschwindigkeitsprofil besitzt
schon auf der Wand eine negative zweite Ableitung. Alle diese Verhiiltnisse kehren sich

um fiir Gase, die durch g% > 0 gekennzeichnet sind.

2.4.4.6 Kritische Schicht Wir wollen noch einmal auf die Stérungsdifferentialglei-
chungen (2.291) unter Vernachlidssigung der Reibungsglieder zuriickkommen. Teilen
wir diese Gleichung noch durch a, so erhalten wir die sog. Rayleighgleichung

2 2
[(uw B, [% _ af;] - %} W =0 (2.298)
wo ¢ = w/a, die Phasengeschwindigkeit der betrachteten Stérwelle bezeichnet. Mit
einfachen Mitteln 148t sich zeigen, daB fiir die Phasengeschwindigkeit ¢ einer indiffe-
renten Storwelle (Jm(w) = w; = 0) gilt 0 < ¢ < Uy, wo U, die Geschwindigkeit
der Grundstromung am Grenzschichtrand darstellt. Der Phasengeschwindigkeit ¢ kann
ein bestimmter Wandabstand z; zugeordnet werden, bei dem die Welle gerade dieselbe
Geschwindigkeit wie die Stromung besitzt : uo(zx) — ¢ = 0. Die diesem Wandabstand
entsprechende Schicht wird als kritische Schicht bezeichnet. Wir stellen fest, daB an die-
ser Stelle unsere reibun%sfreie Storungsdifferentialgleichung (2.298) singulir ist. Wenn
wir voraussetzen dal3 %—:}Z # 0, muB3 entweder w(zx) = 0 gelten, oder %u‘; gegen
unendlich streben, damit (2.298) erfiillt werden kann. Ersteres fiihrt unter Beriicksich-
tigung der Gleichungen (2.281-2.284) sofort auf die triviale Losung &« = ¢ = @ = 0,
p = 0. Die Bedingung %u‘; — oo ist ebenso physikalisch sinnlos. Wir schlieBen daraus,
daB in der kritischen Schicht der Reibungseinflu3 besonders deutlich zutage tritt. Die
Vernachlidssigung der Reibung in den Stabilitiitsgleichungen fiir Scherschichten kann
offenbar ganz erhebliche Probleme nach sich ziehen.

2.4.4.7 Querstromungsinstabilitit Wir kommen auf die in Abbildung 1.12 skizzier-
te Grenzschichtstrémung in der Nihe der Vorderkante eines gepfeilten Fliigels zuriick.
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Betrachten wir fiir den Moment die Squire Transformation (2.290) bei reinen Liangswir-
belstbrungen, die durch ¢ = 0 gekennzeichnet sind, so erscheint in der Orr—Sommerfeld
Gleichung allein die Geschwindigkeit ugy = vo. Da die Querstrémungskomponente
vo(z) notwendigerweise Wendepunkte enthilt (Haftbedingung an der Wand und Ver-
schwinden am Grenzschichtrand sowie mit Maximum innerhalb der Grenzschicht, vgl.
Abbildung 2.25 links), kénnen wir nach dem Wendepunktkriterium eine starke Instabi-
litdt vermuten. Dieses ist in der Tat der Fall und das entsprechende Phinomen wird als
Querstromungsinstabilitit bezeichnet. Man beachte, da3 die Instabilitit dieser Liangs-
wirbelstorungen nicht direkt von der Form des Grenzschichtprofils uq(z) abhingt. Auch
Storungen mit kleiner Komponente a der Wellenzahl in z-Richtung sind dementspre-
chend nur sehr schwach von ug beeinfiuf3t.

Welche Wellen Querstromungsinstabilitit aufweisen, ist schematisch mit Hilfe des In-
stabilitdtsgebiets fir feste Reynoldszahl im Wellenzahlendiagramm 2.25 dargestellt. Es
zeigt sich dabei, da3 genau stromab laufende Instabilititswellen in der dreidimensiona-
len Grenzschicht in Vorderkantennihe des Pfeilfliigels nicht vorkommen. Entsprechend
der Ergebnisse zur zweidimensionalen Plattengrenzschichtstréomung treten solche Insta-
bilititen erst bei Uberschreiten einer relativ hohen, kritischen Reynoldszahl auf. Man
beachte, daB3 die Reynoldszahl in diesem Bereich aber sehr klein ist und damit ein starker,
in diesem Fall dampfender Reibungseinflul vorliegt. Zum Vergleich ist auch ein Insta-
bilitatsgebiet fiir ein zweidimensionales Geschwindigkeitsprofil uq(z), so wie es z.B. bei
der ebenen Plattengrenzschicht auftritt, eingezeichnet. Es ist typisch, daf3 in zweidimen-
sionalen Grenzschichten Instabilitdtswellen mit wesentlich groBeren Schriglaufwinkeln
@ = tan—!(b/a) als in der dreidimensionalen Grenzschicht existieren. Der charakte-
ristischen Form wegen wird die Indifferenzkurve w; = 0 im Wellenzahldiagramm fiir
zweidimensionale Grenzschichten auch als kidney—curve (Nieren—Kurve) bezeichnet.

Typisch fir Querstromungsinstabilititen ist ebenfalls das Auftreten von stehenden Storwir-

3d-Grenzschicht : b 2d-Grenzschicht :
Querstrémungsinstabilitat Tollmien-Schlichting Instabilitat

Up

Abb. 2.25: Instabile Wellen fiir Grenzschichten mit— und ohne Querstromungskompo-
nente vo(z)




Abb. 2.26: Instabile Querstrémungswirbel in dreidimensionaler Grenzschicht

beln. Da die Kreisfrequenz dieser (stehenden) Stérwellen w,. = 0 ist, werden sie auch als
O-Hertz-Moden bezeichnet. Ihre Wellennormalen stehen fast senkrecht auf der Strom-
abrichtung am Grenzschichtrand. Im Gegensatz zu den Gértlerlingswirbeln rotieren sie
nach Skizze 2.26 gleichsinning. Diese stehenden Wellen konnen im Experiment sehr
glinstig sichtbar gemacht werden und hinterlassen z.B. bei einer Visualisierung mit in die
Stromung eingebrachtem Rauch eine deutliche Struktur in der Stromabrichtung. Die am
stiarksten angefachten Storwellen sind jedoch i.d.R. instationiir, laufen aber auch unter
grof3em Winkel ¢, d.h. quer zur Stromabrichtung .

2.4.4.8 FreieScherschicht

Als approximatives Geschwindigkeitsprofil fiir eine Scher-

schicht kénnen wir die Funktion uo(2) = tanh(z) verwenden, wobei z wie iiblich auf
ein Grenzschichtmaf3 d und die Geschwindigkeit auf die Geschwindigkeit der Au3en-
stromung U, in gro3em Abstand zur Scherschicht bezogen sind. Als Randbedingung
im Rahmen der Stabilititsanalyse ist zu fordern, da3 die Stérungen fiir groBe |z| auf Null
abklingen. Bereits die reibungsfreie Stabilititsanalyse mit Hilfe der Rayleighgleichung
(2.298) zeigt Instabilitédt, was in diesem Fall auf das Vorhandensein eines Wendepunkts
in up(z) zuriickzufiihren ist (vgl. Abbildung 2.27 rechts). Die Welleninstabilitit der
freien Scherschicht wird auch als Kelvin—Helmholtz Instabilitidt bezeichnet. Ofters wird

a

1

Red B

Abb. 2.27: Stabilititsdiagramm fiir Scherschicht uo = tanh(z)
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darunter auch die Instabilitédt verstanden, die an der Trennfliche zweier Fluidschichten
mit verschiedenen Geschwindigkeiten und Dichten entsteht. Wir wollen aber hier auch
den speziellen Fall gleicher Dichten unter der Bezeichnung Kelvin-Helmholtz Instabilitit
einordnen.

Die Berticksichtigung der Reibungsterme und damit die Lésung der Orr—Sommerfeld
Gleichung (2.291) fiihrt zu dem Stabilititsdiagramm (2.27) links, welches anzeigt, da
die Scherschicht fiir alle Reynoldszahlen Re; = U, d/v instabil ist. Beginnend bei
Rey = 0 vergroBBert sich mit zunehmender Reynoldszahl das Intervall instabiler Wel-
lenzahlen a zunichst sehr rasch um asymptotisch seine MaximalgréBe fiir Rey; — oo
anzunehmen. Die zeitlichen Anfachungsraten w; fallen bei fester Wellenzahl a mit
abnehmender Reynoldszahl, d.h. zunehmendem Reibungseinflufl grundsitzlich ab. Im
Gegensatz zur Grenzschichtstréomung steigt der obere Ast der Indifferenzkurve mit groBer
werdender Reynoldszahl stets an. Der abfallende Riicken der Indifferenzkurve bei der
Grenzschicht nach Abbildung 2.23 war als Charakteristikum fiir eine viskose Instabilitit
interpretiert worden. Demzufolge ist die Instabilitit der freien Scherschicht keine visko-
se. Die viskose Reibung wirkt bei der Scherschicht der Instabilitit entgegen. Interessant
ist ferner, daBB oberhalb ¢ = 1 keine instabilen Storwellen auftreten. Fiir sehr kleine
Wellenldngen A = 27 /a ist die Stromung danach grundsitzlich stabil.

2.4.4.9 Nachlaufstromung, Freistrahl Der ebene Freistrahl kann als Losung der
Grenzschichtgleichungen zu uo = 1/ cosh?(z) berechnet werden (vgl. Abbildung 2.28).
Ziehen wir ug von 1 ab, so wird daraus ein Modell fiir eine Nachlaufstromung (vgl.
Abbildung 2.28 rechts). Ersetzen wir zunichst in der Orr—Sommerfeld Gleichung (2.291)
fiir 6 = 0 und vy = 0 das Geschwindigkeitsprofil ug gegen —wugp, so erhalten wir
fiir negative a die selben Ergebnisse wie mit dem Originalprofil uo(z). Ferner fiihrt
eine Addition von 1 zum Geschwindigkeitsprofil (bei reellen a) lediglich zu einer
Frequenzverschiebung. Die zeitliche Anfachungsrate bleibt davon unberiihrt. Daraus
schlieBen wir, daB der Freistrahl und der Nachlauf mit entsprechendem Defektprofil das
gleiche Stabilititsdiagramm (a, Rey) besitzen. Im Gegensatz zur Scherschicht ergibt
sich fiir den Nachlauf und den Freistrahl eine kritische Reynoldszahl e = 4. Auch

W; =A 0;

;=0

Re§ Req

Abb. 2.28: Stabilititsdiagramm fiir Nachlauf und Freistrahl vo = 1/ cosh?(z), rechts :
Freistrahlprofil und Nachlaufprofil.
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gerade (Wirbelstra3e)
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Abb. 2.29: Gerade (stark instabil) und ungerade (schwach instabil) Eigenfunktionen ||
(und |«]) bei Req = 100,a = 0.45

hier gilt, daB der Reibungseinflu3 dampfend wirkt. Der EinfluB der Reynoldszahl ist nur
fiir kleine Reg, d.h. in der GroBenordnung der kritischen Reynoldszahl wesentlich. Da
up symmetrisch in z ist, wird auch die Orr—Sommerfeldgleichung symmetrisch. Daher
konnen wir gerade und ungerade (bezogen auf @w(z)) Eigenfunktionen separat bestimmen.
Beide Fille sind in Abbildung 2.29 als Amplitudenverlauf der Eigenfunktionen |i|, ||
und der jeweils dazugehorigen Schwingungsform gezeigt. Die gerade Eigenlosung
entspricht der Ausbildung einer von Kdrman’schen WirbelstraBe (Diagramm links) und
besitzt wesentlich hohere Anfachungsraten als die ungerade, die auch varikose Mode
genannt wird (Diagramm rechts). Die gerade Eigenlosung ist dementsprechend schon
bei kleineren Reynoldszahlen instabil und bestimmt die kritische Reynoldszahl.

2.4.4.10 Erginzende Literatur Scherstromungsinstabilititen sind ausfiihrlich im
Buch von R. BETCHOV, W. CRIMINALE JR. 1967 behandelt worden. P. DRAZIN, W. REID
1982 geben auch umfassende mathematische Untersuchungen zu den Stérungsdifferenti-
algleichungen von Scherstromungen an. Eine Darstellung der Stabilitidtsanalyse mit aus-
gefithrten Anwendungen fiir Grenzschichtstromungen sind sowohl in H. SCHLICHTING
1982 als auch F. WHITE 1974 zu finden. Eine Beschreibung der Stabilitidtsanalyse mit
besonderem Bezug zur Drehung hat F. SHERMAN 1990 vorgenommen.

2.4.5 Kompressibilitiit

Aus Griinden der einfachen Darstellung haben wir uns bislang auf die Stabilititsanalyse
inkompressibler Strémungen beschrankt. Tatsdchlich mull bei zahlreichen technischen
Stromungen, wie etwa der Tragfliigelumstromung an Verkehrsflugzeugen die Kompres-
sibilitiit der Luft beriicksichtigt werden. Die Vorgehensweise bei der Ableitung der
Storungsdifferentialgleichungen dndert sich auch hier nicht im Vergleich zu vorher. Die
auf Stabilitit zu untersuchende stationire Grundstromung U, = Y(po, uo, va, we, 10)
enthiilt jetzt lediglich die Dichte p und die Temperatur 1" als zusétzliche Variablen. Die
Grundstrémung wird mit einer kleinen Stérung eU’ = £%(p’, v/, v’, w’, T") iiberlagert und
U = Ug, + U’ in die Erhaltungsgleichungen (2.16)—(2.18) eingesetzt. Entsprechend
des unter 2.1.3 abgeleiteten Vorgehens ergibt das Differenzieren nach ¢ und das darauf
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folgende Nullsetzen von ¢ die allgemeinen homogenen linearen Storungsdifferentialglei-
chungen (2.29)—(2.31) fiir kompressible Medien.

Bei der Ableitung der Orr—Sommerfeld Gleichung hatten wir die Methode der multiplen
Skalen verwendet, und damit die Parallelstrémungsannahme begriindet. Wir kénnen
diese Argumentation in gleicher Weise fiir kompressible Scherstromungen verwenden.
Wir verzichten an dieser Stelle auf eine detailierte Ausfiihrung der Methode der multiplen
Skalen und unterstellen von vornherein die Parallelstrémungsannahme

Uo=Uy(z), wo(z)=0 (2.299)

Es sei darauf hingewiesen, daB infolge der Parallelstromungsannahme der Druck pg als
tiber die Grenzschicht/Scherschicht konstant betrachtet werden kann, so daB nach (2.19)
po = 1/Tp wird. Unsere Stabilititsanalyse hat damit wie friiher einen lokalen Charakter.
Die rdumlichen Koordinaten sind, so wie im inkompressiblen Fall besprochen, dann hier
als kurzskalige Koordinaten zu verstehen. Auf eine spezielle Kennzeichnung durch das
Tilde—Symbol wollen wir hier aber verzichten. Wir erhalten nach einigem elementaren
Rechnen am Ende unser Stérungsdifferentialgleichungssystem

LU ]=0 (2.300)

Der Differentialausdruck L[{U'] := YL,, L., L., L.,, L7)[U’] lautet dabei im einzelnen

LUl = Lyplp'] + Loult/] + Lpu[v'] + Lpw[w'] + Lor[T"] (2.301)

Lpp = % ;— UO% -+ Ug%

Lpu - Pog

Lp'u - Po 36;

pr = po= 82 + _E.

Loy = 0
LU = Luplp'l + Luwlt!] + Luo[v'] + Luw[t'] + Luz[T] (2.302)

L’up = (Ii:]‘/ 2 )_1T()—a—

Lyw = p0[8t+u08x +U08y] Rey! [“0(%381«22 +A) + (% 0%8%]

2
Luv - —Red 3#08283/
Luw = PO dz - Red [3”0 81‘82 + ( )Od:l; ax]
2

Lur = (sMZ)pogy — Reg' [(#)o(5 + 428) + (G8)o 4]
LUl = Lup[p'] + Loultd] + Low ['u'] 4 Low[w'] + Lor[T] (2.303)

L., = (kM2 )_lT =

Luw = —Reg'zpo 325‘3/

2
Lvu = pO[at +u08z‘ +U08 ] Red [,u(](;aayz +A) +( )Odde E?_z]
L””—’ = Po dz Red ‘:3#’0 Oydz + ( Ellzhaay]
2

L,y = (&Mozo)_lpoaa—y—Regl [( )0(‘%‘;2‘5CL 72(182)"'(:117"’;)0 dz z]

LulU") = Luplo) + Lualt!) + Lun[v'] + Luol] + Loz (1] (2.304)
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Luy = («MZ)~'[1,2 %Tzu]
qu = Reﬂ?l[ (ﬁ)o dz 88—37 - §”0 Biaz]
2
Lo = [ (dT)Oddj; % - 5#03382]
2
L = po[a +vogs + vofy] — Reg' [no(3&r + A) + 3()0 4 2]
Lur = (kMZ)7 [pofs + 2] — Reg'(%)o [0 2 + 42 2]
Le[U] = Ly, lp'} + Lrulu') + Lro[v] + Lywe] + Le(T"] (2.305)
Ly, = 0
LTu - (K, — 1) [% — QEM;RBJIMQ%;—Z]
Ly, = (x—1) [i—QnM2 Re; po %QB%]
Lrw = poe+ (k—1)[2 — 26 M2 Reg" o (%a;er%u% ]
Lrr = po[ﬁ—f—uoa—F’Uo%] — rk(x — I)Mz _1( )0[(d—"‘1)2

(d_o_
w(PrReq) ! [/\ A—l—( )0[(],!;4212’l + 2%‘1832] + (;1;/; )0(4&) ]

a2 a2
dx2 Sy2

worin A 1= + £ den Laplace—Operator darstellt.

2.4.5.1 Randbedingungen Indem wir nun gegeniiber dem inkompressiblen Fall ei-
ne zusiitzliche Variable (z.B. Temperaturstorung 7") vorliegen haben, sind wir darauf
angewiesen, weitere Randbedingungen zu formulieren. Wir setzen voraus, daf3 an Fern-
feldrindern simtliche Storungen auf Null abgeklungen sind.

Pz —00) =0, u'(z > 00) =0, V(2 > 00) =0, w(z— 00) =0, T(z - o) =0

(2.306)
An festen Réndern z, fordern wir neben der Haft— und kinematischen Stromungsbedin-
gung das Verschwinden der Temperaturstérung 77(z,} = 0. Diese Bedingung fordern wir
sogar, wenn die Wand wirmeundurchlissig (adiabat) ist. Wir unterstellen damit, daB die
Wand thermisch so “’tridge” ist, daB sie die stérungsinduzierten Temperaturschwankun-
gen nicht mitmacht. Fiir die Dichtestérung darf keine explizite Randbedingung gefordert
werden, da sie nur in erster Ableitung nach z in den Gleichungen vorkommt. Stattdessen
wird die Dichtestérung an der Position z = z, aus der Kontinuitiitsgleichung (2.301)
berechnet.

2.4.5.2 Allgemeine Bemerkungen Imkompressiblen Fallkonnen die Variablen nicht
so wie im inkompressiblen Fall in eine Gleichung (Orr—Sommerfeld Gleichung) fiir eine
Unbekannte eliminiert werden. Auch eine Squire-Transformation, die es bei den inkom-
pressiblen Stromungen ermoglichte, den dreidimensionalen Fall in einen dquivalenten
zweidimensionalen Fall umzurechen, gibt es fiir die kompressiblen Gleichungen nicht.
Wir bleiben daher darauf angewiesen, das obige Gleichungssystem in der vorliegenden
Form (i.d.R. numerisch) zu 16sen. Uberdies ist auch das Squire Theorem im vorliegen-
den Fall nicht giiltig, so daB bei kompressiblen Strémungen nicht davon ausgegangen
werden kann, daf3 bei zweidimensionalen Grundstréomungen ug, vo = 0 die kritische
Reynoldszahl durch eine genau stromablaufende Welle bestimmt wird.

)=
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Da die Koeffizienten des Gleichungssystems (2.300) keine explizite Abhingigkeit von
x, y, oder t aufweisen, darf ein entsprechender Separationsansatz gemacht werden:

p(x,y,z,1) p(=)
u'(x,y,z,t) a(z)
v'(x,y,2,t) = exp(fax + iby — iwt) v(z) (2.307)
w'(z,y, 2,t) w(z)
T(z,y,z,1) T(z)

Wird dieser in (2.301)—(2.305) eingefiihrt, so verbleibt ein homogenes gewd&hnliches Dif-
ferentialgleichungssystem in z, daf} i.d.R. numerisch geldst werden muf3. Die einzelnen
Gleichungen des vorliegenden Systems konnen nicht so ineinander eingesetzt werden,
daB (wie im inkompressiblen Fall) sich das Problem auf eine Gleichung fiir eine Unbe-
kannte reduziert. Wir haben daher ein System von homogenen Differentialgleichungen
numerisch zu l6sen. Das in Anhang A.3 zur L6sung der Orr—Sommerfeld Gleichung
besprochene numerische Verfahren kann dazu in gleicher Form verwendet werden.

2.4.5.3 Wendepunktkriterium Ahnlich wie bei der Stabilititsanalyse inkompressi-
bler Stromungen (vgl. 2.4.4.3) kann fiir kompressible Stromungen ein hinreichendes
Kriterium zur reibungsfreien Instabilitit angegeben werden. Danach hat ein instabiles
Geschwindigkeitsprofil einen sog. verallgemeinerten Wendepunkt z.,, :

d d
(pg%) (z =zw) =0 <= reibungsfreie Instabilitit (2.308)

z

dz

Dabei ist vorausgesetzt, daB fiir die Phasengeschwindigkeit ¢ = w, /a, der betreffenden
instabilen Stérwelle die Einschriankung ¢ > 1 — 1 /M, gilt, und uo(zy) > 1 — 1 /M,
ist. AuBBerdem ist dabei unterstellt, da3 die relative Machzahl

M(z) := |Mo(z) — ¢l (2.309)

mit Mo(z) = uo(z)/ao(z) und ao(2)? = kRTy(z) in der ganzen Stromung die Bedingung
M (z) < 1 erfillt. Viele numerische Berechnungen haben aber liberdies gezeigt, daf3
(2.308) auch fiir Fille gilt, in denen M > 1 auftritt.

2.4.5.4 Kriteriumvon Mack Fir Grundstromungen uo mit hinreichend hoher Mach-
zahl M, treten neben den aus dem Inkompressiblen bekannten Instabilitidten (Tollmien—
Schlichting Wellen) zusitzliche Instabilititen auf, die ihre Ursache ausschlieBlich in
der Kompressiblitidt der Stromung haben. Diese Instabilititen werden auch Storungen
zweiter Ordnung oder Mack—Moden genannt. Es kann gezeigt werden, daB3 unter Ver-
nachlidssigung des Reibungseinflusses auf die Stérungen die Mack’schen Instabilitdten
dann auftreten, wenn ein Gebiet 2 € [z;, z2] im Stromungsfeld existiert, in dem gilt :

M) > 1 (2.310)

Wir wollen kurz abschiitzen, ab welcher Machzahl M, sichergestellt ist, daBl Mack’sche
Moden in der ebenen Grenzschichtstromung entlang der wirmeisolierten (adiabaten)
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Platte auftreten. Eine Abschiitzung nach oben dieser Machzahl ist offenbar gegeben,
wenn wir sicherstellen, daB die Bedingung (2.310) fiir eine Storwelle mit beliebiger
Phasengeschwindigkeit ¢ erfiillt ist. Betrachten wir zuerst die Relativgeschwindigkeit
|ta(2) — ¢| zwischen der Grundstromung und einer Stérwelle, so erkennen wir, daB
oberhalb der Grenzschichtdicke z > & diese sich nicht mehr dndert. Wir interessieren
uns weiterhin also nur noch fiir die Verhiiltnisse innerhalb der Grenzschicht. Unsere
Grenzschichtstromung innerhalb der Grenzschicht § nehmen wir vereinfachend linear
an : wuo(z < 6) = z/8, uo(z > 6) = 1; das Temperaturprofil bei adiabater Wand
beschreiben wir approximativ als Parabelprofil 7o(z < &) =~ 1 + [1 — (2/6)?](Taa — 1),
To(z > 6) = 1 und die adiabate Wandtemperatur T, berechnet sich mit Hilfe des
recovery Faktors bei laminarer Stromung » = vV Pr zu T, = 1 + r(x — 1) M2 /2. Mit
diesen Voraussetzungen ist der Verlauf der relativen Machzahl in der Grenzschicht
2 (2/6 — ¢)* M2,
1+r(k —1)MZ [1— (2/6)2]/2

Es 1dBt sich sofort einsehen, daB der so abgeschitzte Verlauf nur eine einzige Null-
stelle in z besitzt und diese gleichfalls das einzige lokale Minimum in der Grenz-
schicht darstellt. Damit entstehen die groBten Werte von M? offenbar an den Rindern
z/6 = 0 und z/6§ = 1. Daher werden die kleinsten relativen Machzahlen erreicht,
wenn M?(z/§ = 0) = M?(z/6 = 1). Daraus entnehmen wir ¢ = [2 + r(x — 1)MZ2Z —
\/4 + 2r(x — 1)M2 ]/[r(x—1)M2 ] und aus der Bedingung M?(z/6 = 0) = M?2(z/6 =

1

1) = 1 finden wir schlie8lich die minimale Machzahl M, bei der fiir jede beliebige
Stérwelle ein Gebiet mit M > 1 existiert. Diese Machzahl ist M., = 4/[2 — r(k—1)] =~
2.4 fir Pr = 0.71 und & = 1.4, also Luft. Die exakte Losung des Problems liefert Mack—
Moden bereits fiir Machzahlen ab etwa M, = 2.2 bei der adiabaten Plattengrenzschicht,
so daf3 unsere Abschitzung offenbar gut funktioniert hat.

Man beachte, daB analoge, aber einfachere Uberlegungen fiir die freie Scherschicht
ug == tanh(z) ergeben, daB hier bereits fiir M., = {M(z — +oc)| > 1 das Mack’sche
Kriterium (2.310) erfiillt ist. Die freie Scherschicht erweist sich also nicht nur ge-
geniiber inkompressiblen Stérungen (vgl. Abbildung 2.27), sondern auch gegeniiber den
kompressiblen Instabilititswellen als besonders empfindlich.

2.4.5.5 MachzahleinfluB Uns wird vornehmlich der EinfluB der Machzahl M_, auf
die Stabilitit einer Stromung interessieren. Dieser Einflul ist vielschichtig und kann
nicht auf einfache Weise angegeben werden. Wir zeichnen ein prinzipielles Bild der
Verianderung der Indifferenzkurven im Wellenzahl-Reynoldszahl Diagramm bei sukzes-
siver Erhohung der Machzahl fiir die adiabate Plattengrenzschicht ohne Druckgradient.
Das verallgemeinerte Wendepunktkriterium 2.4.5.3 zeigt sich nach Abbildung 2.30 oben
durch einen fiir groBe Reynoldszahlen gegen eine feste Wellenzahl a., # 0 strebenden
oberen Ast der Indifferenzkurve. Zur Erinnerung strebten beide Aste der Indifferenz-
kurve bei der inkompressiblen Plattengrenzschicht ohne Druckgradient gegen Null (vgl.
Abbildung 2.22). Ab einer Machzahl von etwa M., = 2, 2 erscheinen zusitzlich Mack-
Moden, so wie in 2.30 links angedeutet.

Die Rechnungen von Mack ergaben, dafl ab einer Machzahl M., =~ 4 bei gegebener
Reynoldszahl die Mack—Mode die am stidrksten angefachte Instabilitiat darstellt. Es sei
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angemerkt, daBl bei weiterer Erh6hung der Machzahl sukzessive immer neue zusitzliche
Mack~Moden entstehen. Die Reibung wirkt grundsitzlich dimpfend auf die Mack—
Moden; daher steigen ihre Anfachungsraten w; mit der Reynoldszahl. Die Mack—Moden
zeichnen sich gegeniiber den Tollmien—Schlichting Wellen (Stérungen des Drehungsfel-
des) neben ihrer Kurzwelligkeit durch hohe Frequenz w, und Phasengeschwindigkeit ¢
aus. Eine Erh6hung der Machzahl verkleinert i.d.R. die Anfachungsraten der Tollmien—
Schlichting Welle. Dieses gilt im Falle sehr groBer Machzahlen (M, > 5) ebenfalls fiir
die Mack—Moden.

Die kritische Reynoldszahl Rej wird fiir Machzahlen M., < 4.5 durch Tollmien—
Schlichting Wellen bestimmt (Abbildung 2.30). Bei supersonischen Machzahlen ist
die entsprechende kritische Stérung eine schriglaufende Welle. Hieran ist ersichtlich,
daB das im Inkompressiblen giiltige Squire Theorem, nach dem die kritische Stérung
immer zweidimensional ist, hier nicht gilt. Im hohen Machzahlbereich legen die Mack—
Moden die kritische Reynoldszahl fest. Sie sinkt mit steigender Machzahl, unabhiingig
davon, ob sie durch Tollmien—Schlichting Wellen oder Mack—Moden bestimmt ist. Somit
stellen wir fest, dal3 bei erhohten Machzahlen Stérungen schon bei kleineren kritischen

ad=/a?2+b? M 2,2

(l)i =0

TS-
Wellen

A e R
Rey4
_ 2,2 <My 4,5 Mo >4,5
a
éqgck-Moden 5
Mo ®;, =0
o, =0 2 me

Mack-Moden
3d, 2d T 2d

d
Mo ’
TS-Wellen Mg TS-Wellen

Red Red

Abb. 2.30: Stabilitdtsdiagramme fiir kompressible Plattengrenzschicht, adiabate Wand
bei verschiedenen Machzahlen. Die Pfeile deuten die Bewegung der Indifferenzkurven

fiir ansteigende Machzahl an.
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Reynoldszahlen instabil werden, in der Folge aber schwicher aufklingen.

2.4.5.6 Wandtemperatur Die Bedeutungder Wandtemperatur fiir die Grenzschichtin-
stabilitiiten ist in 2.4.4.5 besprochen worden. Danach wirkt eine Wandkiihlung stabili-
sierend auf Tollmien—Schlichting Wellen. Ganz anders verhilt es sich mit den Mack—
Moden, deren Anfachungsraten bei Wandkiihlung eher anwachsen. Dieser Einfluf} ist
dann verstindlich, wenn wir uns daran erinnern, daB3 das Erscheinen der Mack—Moden
mit der Existenz von Gebieten mit einer Relativmachzahl M > 1 (2.309) einhergeht.
Die Wandkiihlung verringert die lokale Schallgeschwindigkeit und sorgt somit fuir eine

VergroBerung von A .

2.4.5.7 Erginzende Literatur Die ersten umfangreichen Betrachtungen zur Stabi-
litdt kompressibler Strémungen sind von L. LEES, C. LIN 1946, vgl. auch C. LIN 1955,
vorgestellt worden. Die Arbeit von L. MACK 1969 hat das heutige Verstidndnis zum Sta-
bilititsverhalten kompressibler Stromungen wesentlich geprédgt. Diese Untersuchungen

sind ebenfalls in L. MACK 1984 zusammengefasst.
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2.5 Anregung und Ausbreitung von Storungen

Wir haben uns bisher entweder mit der zeitlichen oder raumlichen Entwicklung von
kleinen Sto6rungen beschiftigt. Wir haben uns dabei auch nicht dafiir interessiert, wie
die Stérungen zustande kamen, sondern sie als vorhandene, physikalisch mégliche vor-
ausgesetzt. Das hatte uns mathematisch zu Eigenwertproblemen gefiihrt. Tatsidchlich
aber entsteht eine Stdrung an einem physikalischen Ort zu einer bestimmten Zeit und
entwickelt sich dann zeitlich und rdumlich.

Bei dem Vorhaben etwa, eine Stromung gezielt aktiv zu beeinflussen, wird die Informati-
on iiber das rdumliche EinfluB3gebiet einer an bestimmter Stelle aufgebrachten instabilen
Storung (bzw. Beeinflussung) groe Bedeutung haben. Wir hatten unter 1.3, vgl. auch
Abbildung 1.17, diese Fragestellung bereits phinomenologisch eingefiihrt. Es interes-
sieren hauptsichlich zwei prinzipiell unterschiedliche Formen der Stéranregung. Thnen
gemeinsam ist zunichst, dall die Stéranregung in einem rdumlich begrenzten Gebiet
stattfindet. Denn jede physikalisch realistische Storanregung findet lokal statt. Dariiber-
hinaus werde die Anregung erst ab einem bestimmten Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet.

Einerseits konnte die Stéranregung am Ort ihrer Einleitung fiir ¢ > 0 andauern, also z.B.
sinusoidal in der Zeit ¢ bei fester gewihlter Frequenz w¢ sein. Nach einem entsprechen-
den Einschwingvorgang konnten wir dann unter Umstédnden, die im folgenden abgeleitet
werden, einen quasistationidren, eingeschwungenen Zustand erwarten. Solche Untersu-
chungen sind wichtig im Zusammenhang mit der Berechnung einer aktiven Stérungs-
beeinflussung in instabilen Stromungen. Als Beispiel eines solchen Anregungsfalls
betrachten wir nach Abbildung 2.31 das beriihmte Experiment von G. SCHUBAUER UND
H. SKRAMSTAD 1947, in dem erstmals Tollmien—Schlichting Wellen in der Grenzschicht
der ebenen Platte nachgewiesen wurden. Schubauer und Skramstad benutzten ein in
spannweitenrichtung plattenparallel gespanntes, mit fester Frequenz w¢ vertikal schwin-
gendes diinnes Band zur Anregung der Storwellen. Sie beobachteten an verschiedenen

Abb. 2.31: Lokale Storung der Grundstromung durch mit konstanter Frequenz wg
schwingendes Band.
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Positionen stromab der Storungseinleitung stromablaufende Wellen mit rdumlich an-
wachsender Amplitude. Es ist offensichtlich, daf3 diese Wellen, nicht so wie im Rahmen
der zeitlichen Stabilitatstheorie unterstellt, raumlich periodisch, auch monochromatisch
waren, denn sie zeigten sich nur stromab des schwingenden Bandes und besaB3en keine
konstante Amplitude. Die Stabilititsanalyse hatte zeitliche Anfachungsraten w; ergeben,
wihrend Schubauer und Skramstad es offenbar mit rdumlichen Anfachungsraten a; zu
tun hatten. Mit Hilfe einer ndherungsweise giiltigen Transformation, die weiter unten
besprochen wird, gelang es zwar, die zeitliche in die raumliche Anfachung mit Erfolg
umzurechnen. Die Mittel zur einer theoretisch exakten Beschreibung des Experiments
reichen indes mit der bisher abgeleiteten Theorie der Welleninstabilititen noch nicht
aus. Diese Theorie gab uns lediglich die moglichen Eigenformen des Systems, ohne
danach zu fragen, wie diese angeregt werden. Wir miissen nunmehr die Anfangsbedin-
gung und die tatsidchliche Form der Anregung beriicksichtigen. Wir werden aber weiter
unten sehen, dafl ein enger Zusammenhang zwischen der klassischen Analyse von mo-
nochromatischen Welleninstabilititen und dem vorliegenen Anfangs—Randwertproblem
besteht.

Die raumlich lokale Stéranregung konnte andererseits ebenfalls zeitlich lokal sein. Die
Grundstréomung wird in diesem Fall lokal angestoBen” und danach sich selbst iiberlassen.
Bei diesem Fall der Storanregung interessieren wir uns dafir, ob entsprechend der Abbil-
dung 1.17 das hiermit eingebrachte Gebiet, in dem die zeitlich anwachsende Stérenergie
lokalisiert ist, fortgeschwemmt wird oder den Ort der Storungseinleitung auf Dauer wei-
ter beeinfluBBt. Die erstere Situation ist in der Abbildung 2.32 bei pulsformiger Anregung
durch ein Plittchen (dreidimensionales Wellenpaket) und in 2.33 bei pulsformiger An-
regung durch ein Band (zweidimensionales Wellenpaket) skizziert. Speziell im Falle
der Anregung und Ausbreitung von dreidimensionalen Wellenpaketen interessiert der
Winkelbereich, der von der instabilen Stoérung erfasst wird. Dieser ”’Spreizungswinkel”
ist ein Charakteristikum der Grundstromung an der betrachteten Stelle. Es soll zunichst

Abb. 2.32: Lokale Stoérung der Grundstrémung durch einmalige punktférmige Impuls-
anregung (3—d Wellenpaket).
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Abb. 2.33: Lokale Stérung der Grundstromung durch einmalige Impulsanregung mit
Band (2—d Wellenpaket).

reichen, nach dem Aufbringen einer solchen lokalen Storung ihr Aussehen nach langer
Zeit zu betrachten. Denn aus diesem zeitasymptotischen Verhalten der Stérung gewinnen
wir die Information dariiber, welche Orte sie auf Dauer erfa3t. Wir fithren Begriffe fiir
die zwei prinzipiell verschiedenen rdumlich-zeitlichen Entwicklungen der aufgebrachten

Stérung ein :

e Die aufklingende Stérung verldBt den Ort ihrer Entstehung auf Dauer. Wir nennen
dieses Verhalten lokal konvektiv instabil

o Die aufklingende Storung verlidBt den Ort ihrer Entstehung nicht und wichst dort
auf Dauer immer weiter an. Dieses Verhalten bezeichnen wir mit lokal absolut
instabil.

Diese beiden Situationen sind in der Abbildung 2.34 in Form eines sich zeitlich ent-
wickelnden Wellenpakets veranschaulicht.

X v X

Abb. 2.34: Zeit-Weg Diagramm eines a) konvektiv instabilen und b) absolut instabilen
Wellenpakets.
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2.5.1 Mathematische Beschreibung

Die mathematische Beschreibung von konvektivem und absolutem Instabilititsverhalten
ist von erstmals von R. BRIGGS 1964 im Zusammenhang mit Plasma-Elektronenstrahl
Wechselwirkungen vollstindig formuliert worden. Die vorliegende Darstellung ist an
die Briggs’sche angelehnt.

2.5.1.1 Ableitung der Storungsdifferentialgleichungen Zunichst miissen wir uns
die das lineare Storverhalten raumlich und zeitlich beschreibenden Differentialgleichun-
gen beschaffen. Genau wie bei der Herleitung der Orr-Sommerfeld Gleichung legen wir
uns eine stationire, Grundlésung vo, V pg der Navier-Stokesgleichungen mit der Form

vo(2) = {(u0,v0,0) ; Po=Poc+Pos T+ Poy -y ; Vpo=const (2.311)

vor. Wir gehen also wieder davon aus, wir hiitten es lokal mit einer Parallelstromung
zu tun. Da wir hier nur den inkompressiblen Fall behandeln wollen, tritt der Druck
po nur als Gradient in den Navier-Stokes Gleichungen auf. Wir diirfen daher sagen,
unsere Grundlésung sei vg, Vpo und damit unabhingig von ¢, z,y. Diese Richtungen
sind deshalb homogen.

Ohne Stérungen wiirde unsere Grundstromung fiir alle Zeiten in ihrem Zustand verblei-
ben. Gleichwohl wollen wir annehmen, sie sei zeitlich instabil (Ergebnis einer zeitlichen
Stabilititsanalyse). Zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnen wir, diesen Grundzustand durch
Anbringen einer lokalen Stérquelle mit kleiner Amplitude (mathematisch infinitesimal)
zu storen. Diese Storquelle besteht aus einem Stérvolumenstrom G, (zur Beschreibung
lokalen Ausblasens oder Absaugens), und dem Stérkraftvektor G = (G, G, G.,) :

V - (vo + ev’) =G,

d(vo + ev’) (2.312)
Oat + (v + ev’) - V(vo +ev') + V(po +ep’) — Rej' A(vo + ev’) = eG,

wo wir, wie friiher, einen Storansatz v = wg + €v’, p = po + €p’ in die Navier-Stokes
Gleichungen eingesetzt haben. Die Storvektorfunktionen G,(¢, ¢, vy, z), G(t, z, y, =) sei-
en, nur auf einem riumlich begrenzten Gebiet von Null verschieden, z.B. (G,, G) =
g:(t) 6(x) 8(y) (f2p(2), F.(2)) (z,y-raumlicher Storimpuls). Nach dem Ableiten von
(2.312) nach ¢ und anschlieBendem Nullsetzen € — 0 erhalten wir das nunmehr inho-
mogene Storungsdifferentialgleichungssystem

v.-v' =G,
, 2.313
aa—';+'vo-V'v'+'u'-V'vg—i—Vp'—Re;lA‘v’zG ( )

Entsprechend des gleichen Vorgehens wie bei der Ableitung der Orr—Sommerfeld Glei-
chung kénnen wir auch hier nach Eliminationen eine Differentialgleichung vierter Ord-
nung fiir die Wandnormalenkomponente w’(¢, z, ¥, z) der Storantwort angeben :

Liw'l =G (2.314)
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wo L := (g + uods + vo — Rej' A) A — (422 4 £ 0 gerjenige lineare Dif-

ferentialausdruck ist, der die linke Seite der Orr—Sommerfeld Gleichung reprisentiert
und auf w’ wirkt. Der Anregungsterm (7 ergibt sich als Folge der Umformungen
aus (G, und den Komponenten von G zu G = (% + uoaa—r + ’UO% — ReglA) %QZE -+
(%"2‘15"’; + dfzﬂa%) G,+ AG, — V - G. Fiir G = 0, also ohne Stéranregung im Feld, geht
(2.314) mithin in die Orr—Sommerfeld Gleichung iiber. Dazu treten selbstverstindlich
problemspezifische (lineare) Randbedingungen und eine mit diesen vertrigliche An-
fangsbedingung w{(z,y,z) = w’'(t = 0, z, y, z). Typischerweise betrachten wir nur sol-
che Fille, bei denen die Stromung fiir Zeiten ¢t < 0 stérungsfrei ist, also wj(z, v, z) = 0.
Unser Ziel wird es sein, die zeitasymptotische Losung dieses Anfangs-Randwertproblems
zu berechnen.

2.5.1.2 Transformation in den Spektralbereich Um die Diskussion iibersichtlicher
zu gestalten, wollen wir uns von jetzt an auf zweidimensionale Probleme beschrinken,
dh. vg = 0, v = 0, —51 = 0, so daB3 zwei nichttriviale homogene Richtungen ver-
bleiben : ¢, x. Wir hatten schon friiher bemerkt, dal periodische Losungen in einer
homogenen Richtung mit beliebiger Periode existieren miissen (da jede Stelle einer ho-
mogenen Koordinate ’gleichberechtigt” ist). Da unsere Storungsdifferentialgieichungen
und Randbedingungen linear sind, diirfen wir alle diese periodischen Ldsungen sum-
mieren, bzw. der Beliebigkeit ihrer Periode wegen integrieren. Dieses entspricht aber
gerade der Fouriersynthese. Da die Darstellung der Ableitungen im Spektralraum der
Fourierkoeffizienten sehr einfach (und vor allem durch Mafl — Za - f(a) explizit) wird,
werden wir unsere Differentialgleichung beziiglich der homogenen Richtungen Fourier-
transformieren. Die Funktion w’(z, t) wird dann durch ihre Fourierkoeffizienten w’(a, w)

reprisentiert :

w/(a’w) — / [/ wl(m’t) e—iazdl,:] 6iwt dt

Nach Voraussetzung (bzw. Anfangsbedingungen) ist aber w’/(z,t < 0) = 0, so daB3 das
obige Integral iiber die Zeit ¢ tatsdchlich nur von ¢ = 0 bis { — oo genommen wird. Wir
haben es in der Zeit also vielmehr mit einer Laplace Transformation zu tun, denn nur
diese kann die spiter angestrebte Riicktransformation vom Frequenz- in den Zeitbereich
unter der Bedingung w/(z,t < 0) = 0 gewihrleisten :

w'(a,w) = / I:/ w'(z,t) s_i“zdsc:l e“tdt . (2.315)
o — o0

Die entsprechenden Riicktransformationen in den homogenen Richtungen werden wir

definitionsgemadB iiber

co+4io o0
w'(z,t) = (2—717)—2 / [/ w'(a, w) ei‘wda} et deo (2.316)

—oco+1to0 L—oco
berechnen und dabei voraussetzen, daf3 diese existieren.

Nach den Fourier-Laplace Transformationen haben wir aus der partiellen Stérungsdif-
ferentialgleichung (2.314) eine gewdhnliche Differentialgleichung vierter Ordnung in =z
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gemacht :
Liw'(z;a,w)] = G(z;a,w) . (2.317)
Hier treten ¢ und w, wie erwiahnt, nur noch als Parameter auf. Der Differentialausdruck
L ist hier wie in der Orr—Sommerfeld Gleichung (2.291)
2 2 2 2

L{g;a,w) = (aug — w) [Ed;i — a2] —a % + 7 Re7! [Zl% — a2] (2.318)
Selbstverstiandlich miissen die Randbedingungen ebenfalls Fourier-Laplace transformiert
werden. Gleichung (2.317) ist ein Randwertproblem vierter Ordnung, dessen Losung
w’(z; a,w) vier linear unabhidngigen Randbedingungen zu geniigen hat. Weil es fiir die
Entwicklung des Konzepts der konvektiven und absoluten Instabilititen unerheblich und
eher verwirrend ist, spezielle Fille zu diskutieren, werden wir zunichst die Randbedin-
gungen allgemein formulieren. Typischerweise sind je zwei Bedingungen an den zwei
Rindern z, und z. des z-Intervalls zu erfiillen :

RJw',, =r ; Ri[wl.,. =r

il ,] ! al ,] ° (2.319)
Rofw'].,, = r2 5 Raw']., =14

Dabei sind die R; = R,—(%,a,w) auf w’ wirkende, lineare, homogene Differential-

ausdriicke maximal 3. Ordnung in z, die an einem Randpunkt auszuwerten sind. Sie
hidngen, ebenso wie die Konstanten 7; i.a. von a und w ab. Die Randbedingungen an
einer passiven Wand bei z = z, wiren in dieser Formulierung z.B.

dw’

@ dz

Ri[w']., = w'(z,) =0 , Rafw']. (2a) =0

2.5.1.3 Losungdesinhomogenen Randwertproblemsin z Der indiesem Abschnitt
vorgestellte Weg zur Losung des Problems (2.317) ist stark an die von L. BREVDO 1992
angegebene Darstellung angelehnt. Mit Hilfe der Laplace- und Fouriertransformation
hatten wir es geschafft, die x und ¢-Anteile der Differentialausdriicke in L explizit mit
den nur noch als Parametern erscheinenden Grof8en a¢ und w anzuschreiben. Unser Ziel,
Gleichung 2.317 nach w’(a, w; z) aufzulodsen, ist indes noch nicht erreicht. Wir betrachten
nochmals den zu invertierenden Ausdruck L in seiner nunmehr “halb-expliziten Form”

4 2
L(g,a,w) = P4(Z;a:w)%{ + Py(z; a,w)gd-z—Q + Po(z;a,w) (2.320)

wobei die P; Polynome in ¢ und w sind und sich durch Umschreiben der Form (2.318)
fiir L. ergeben. Wenn wir uns fiir den Moment vorstellen, das Problem hinge gar nicht
von z ab, so wiren P, = P, = 0 und wir wiiten sofort, wie L zu invertieren wire :
schlicht durch Division durch Py(a,w), also w'(a,w) = L7'[G] = G(a,w)/Po(a,w).
Tatsidchlich miissen wir etwas mehr Aufwand treiben, nimlich die gewdéhnliche Diffe-
rentialgleichung L[w’] = G 16sen. Dazu 16sen wir zunidchst das homogene Problem
G = 0, erzeugen danach eine partikulidre LLosung von (2.317) und passen deren Summe
an die Randbedingungen an. Alle Einzelheiten hierzu sind im Anhang A.2 erklért. Dort
wird gezeigt, daB die L6sung immer die folgende Gestalt annimmt :

Z(a,w, z)

Do) (2.321)

w(a,w,z) =
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wobei nur die Zihlerfunktion Z{a,w, z) von der aufgezwungenen Stérung & und den
Randbedingungen abhéngt, wihrend die sog. Dispersionsrelationsfunktion D(a,w) im
Nenner nicht einmal von z abhingig ist (vgl. Anhang A.2). Die Untersuchung der Null-
stellen (ag,wo) dieser Dispersionsrelationsfunktion stellt das Kernstiick bei der Iden-
tifikation von absoluten/konvektiven Instabilititen dar. Die sog. Dispersionsrelation
D(a,w) = 0 beeinhaltet iiberdies die Verbindung zur Stabilititsanalyse von mono-
chromatischen Wellenstorungen (Orr-Sommerfeldsche Stabilititsanalyse). Denn jedes
Eigenwertpaar (a,w), das mit Hilfe der Orr-Sommerfeldschen Stabilititsanalyse ermit-
telt wird, erfiilit die Dispersionsrelation und darf als ’Resonanzfall” betrachtet werden.
Dariiberhinaus werden aber nunmehr allgemeine Losungen (d.h. sowohl komplexe Wel-
lenzahlen ag, als auch komplexe Frequenzen wg) der Dispersionsrelation betrachtet.

2.5.1.4 Léoésung im physikalischen Bereich Unsere Losung haben wir oben nur im
Spektalraum angegeben. Wir gelangen zu ihrer Darstellung im physikalischen Raum
w’(x,t, z), indem wir Fourier- und Laplace-rticktransformieren :

oco+tio

w'(z,t,2) = (2_711-)7 /

—oco+i0 —00

7 Z(a,w, z)

i(a:z:——wt)d d .
Dia,w) e a dw (2.322)

2.5.1.5 Kleiner mathematischer Exkurs : Residuensatz Wir haben zur Berech-
nung der Stérantwort w’(t, z, z) zwei uneigentliche Integrale (unendliche Integrations-
intervalle) in (2.322) hintereinander zu bestimmen. Die Funktionentheorie liefert mitdem
sog. Residuensarz ein auBerordentlich leistungsfihiges und einfach handhabbares ma-
thematisches Werkzeug, um diese Integrale bestimmen zu kénnen. Die Integration wird
dabei auf eine Betrachtung der Unendlichkeitsstellen c, des Integranden zuriickgefiihrt.
Solche sind zum einen sog. Polstellen (der Ordnung m) die dadurch gekennzeichnet
sind, daB der Integrand f(c) in der Nihe von ¢, die Form

1

f(&)|e=epte ~ =)™
besitzt. Die Zahl m > 0 bezeichnet dabei die Vielfachheit der Nullstelle ¢, von f~'(¢).
Es sind aber auch solche Unendlichkeitsstellen denkbar, die nicht die obige Form besitzen
(z.B. e'/(c=¢#))_ Diese nennt man wesentliche Singularitdten.

Nach dem Residuensatz ist das Integral einer komplexwertigen Funktion f(c) entlang
einer geschlossenen, sich nicht selbst schneidenden Kurve v (sog. Jordankurve), die
stiickweise glatt ist und in der komplexen Ebene ¢ = ¢, + ¢ ¢; mathematisch positiv
durchlaufen wird, gleich der Summe aller n Residuen der Funktion, die in dem Gebiet
I" liegen, das von v umschlossen wird. Diese Aussage ist an die Voraussetzung ge-
kniipft, daB f(¢) in T" komplex differenzierbar (d.h. analytisch) auBer an endlich vielen
Unendlichkeitsstellen c,x ist.

f Fle)de = 2ri - Rese,, [£(c)] (2.323)
5 k=1
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Cr

Abb. 2.35: Jordankurve + und Polstellen
(X) einer komplexwertigen Funktion f(c),
yN T =0.

Dabei ist mit der Bezeichnung Res.,[f(¢)] das Residuum der Funktion f an der Unend-
lichkeitsstelle ¢, gemeint. Dieses berechnet sich als ein Koeffizient der sog. Laurentrei-
henentwicklung von f um c,;. Sind die die Singularititen c,z (m-fache) ausschlieBlich
Pole von f, so gilt einfacher

(m—1)

Rese, [£()] = oty lim L0 (e — e £ (o) 2.324)

2.5.2 Identifikation von absoluten/konvektiven Instabilitiiten
(Briggs—Methode)

Nachdem wir uns das mathematische Hilfsmittel des Residuensatzes vergegenwirtigt
haben, wollen wir dieses nun auf unsere Integrale (2.322) anwenden. Wir beschrianken
uns im folgenden der Einfachheit halber auf Fiille, in denen moégliche Nullstellen (ao, wo)
des Zihlers Z(a,w, z) in (2.322) nicht gleichzeitig Nullstellen der Dispersionsrelation
D(a,w) sind. Wir wollen ferner davon ausgehen, dal3 Z keine Polstellen besitzt, was
dann der Fall ist, wenn das Storsignal nur iiber ein endliches Zeitintervall ¢ € (0,7]
wirkt. Diese Annahmen sind insofern sinnvoll, als Z (die Anregung) frei wihlbar ist, D
hingegen nicht. Es sei aber angemerkt, da3 wir den Fall eines andauernd schwingenden
Bandes, so wie anfianglich skizziert, damit zunidchst ausschlieBen, denn damit besif3e
Z(w) eine Polstelle bei der anregenden Frequenz «w = wg. Weiter wollen wir annehmen,
daB die Unendlichkeitsstellen von D~ !(a,w) Pole seien.

Unser Augenmerk miissen wir nach dem vorangegangenen offensichtlich auf die Null-
stellen der Nennerfunktion D(a,w) (Polstellen des Integranden) richten. Diese Vor-
gehensweise ist vollkommen identisch mit derjenigen der Regelungstechnik bei der
Untersuchung offener Regelkreise. Dort wird das Eigenverhalten des Systems ebenfalls
durch die Lage der Nullstellen der Nennerfunktion der Storantwort charakterisiert.

Die Anwendung des Residuensatzes auf unsere uneigentlichen Integrale sei am Beispiel
der Laplace Riicktransformation erldutert. Zur Abkiirzung schreiben wir w'(a,w, z) =
D' (a,w) - Z(a,w, z).

2.5.2.1 Riicktransformation ins Reelle mit Hilfe des Residuensatzes Wir bilden
nach Abbildung 2.36 eine Jordankurve 7, bestehend aus einem geraden Teilstiick w &
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[-R + io, R + i0] unseres eigentlichen Integrationsintervalls L = (—oo + 0, 00 + ic)
und einem schlieBenden Ergidnzungsbogen F,, z.B. (aber nicht notwendig) in der Form
eines Halbkreises. Beispielhaft haben wir dieses Schlie3en oberhalb des Geradenstiicks
vorgenommen. Wie spiter erldutert wird, ist das SchlieBen nach unten ebenso zulissig
und besitzt eine andere physikalische Bedeutung als das SchlieBen nach oben. Wir
integrieren die Stdrantwort w’(w) nun entlang unserer Jordankurve, wenden dafiir den
Residuensatz an und spalten die Integration gleich wieder in den geraden Teil und den
Ergidnzungsbogen auf :

R+-io
w'(w) - e dw + / w'(w)e *'dw = 2mi > Res,, [w'(w) - e ]  (2.325)
= Yo

—R+io E.

Mit 3~ ist die Summe iiber alle Polstellen im Innern I's der Jordankurve jo gemeint.
Yo
Jetzt lassen wir /£ und gleichzeitig den Abstand jedes Punktes des Erginzungsbogens

vom Ursprung (sofern moglich) ebenfalls gegen unendlich gehen, also

oco-4-io
w'(w) - e dw = 27 3 Res,[w'(w) - e — E (2.326)

—oco+i0 re

wo <o die Jordankurve fiir  — oo und E den Anteil des Integrals entlang des
Ergianzungsbogens fiir £ — oo darstellt. Solche Anteile kdnnten einerseits entstehen,
wenn w’(w) selbst fiir groBe w nicht hinreichend schnell abklinge was aber unphysika-
lisch und somit auszuschlieen ist. Andererseits kann es an sog. Verzweigungspunkten
beginnende Linien in der w-Ebene geben, entlang derer w’(w) unstetig (und damit nicht
analytisch !) ist. Damit unser Erginzungsbogen von diesen Linien nicht geschnitten
wird, wodurch die Voraussetzungen des Residuensatzes verletzt wiirden, muf3 er in Ab-
weichung von der urspriinglich angesetzten Halbkreisform um sie herumgefiihrt werden.
Solche Unstetigkeitslinien werden tiblicherweise als kontinuierliche Spektren bezeich-
net und treten i.a. bei der Analyse halbunendlicher oder unendlicher Ausdehnung des

W;

Abb. 2.36: Bilden eines schlieBenden Ergidnzungsbogens L, w. Verzweigungspunkt
eines kontinuierlichen Spektrums
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z-Intervalls auf (z.B. Grenzschicht, Nachldufe). Das Integral £ verschwindet auch in
solchen Fillen i.a. nicht, wo wihrend des beschriebenen Ausdehnvorgangs des Ge-
biets I'g (vgl. Abbildung 2.36) auf die gesamte Halbebene fortwihrend neue Polstellen
angetroffen werden.

Wir bemerken, dal die Wichtungsfunktion e~ im Integral (2.326) auf dem oberen
Halbkreis- Erg'ainzungsbogen (vgl. Abbildung 2.37) mit w R €' + io den Betrag
lem ™| = ewit = elo+Rsiné) hat. Da wir beim oben beschnebenen Ausdehnungsvorgang
der Jordankurve I — oo betrachten miissen, kann das Integral (2.326) nur fir ¢ < 0
konvergieren. Die Integration iiber den oberen Halbkreisbogen liefert uns demnach die
Losung w’(t < 0). Daraus schlieBen wir sofort, daB die Integration zur Berechnung von
w’(1 > 0) liber den entsprechenden unteren Erginzungsbogen (vgl. Abbildung 2.37)
vorgenommen werden muf3.

2.5.2.2 Die physikalische Bedeutung von o im Laplace-Integral (Kausalitiitsbe-
dingung) Die Integration iiber unsere nach oben geschlossene Jordankurve v stellt,
wie oben erlédutert, die Losung im Zeitbereich w’'(¢ < 0) dar. Entsprechend der Anfangs-
bedingungen sollte aber w/(¢ < 0) = 0 gelten :

w'(t < 0) =2xi 3 Res, [w(w)e ™| —E=0 . (2.327)
Yo
Diese sog. Kausalitdtsbedingung mufl fiir alle ¢ < 0 erfiillt werden, woraus wir
schlie3en, daf3 in der Halbebene oberhalb o

— ein kontinuierliches Spektrum nicht vorhanden ist und
— keine Polstelle von w’(w) liegt.

Andererseits konnen wir sagen, da3 die Wahl des Abstandes o der Laplace—Integrations-
kontur L (auch Bromwich Kontur) von der reellen w-Achse der Einschrinkung unterliegt,
oberhalb jedweder Pole von w’(w) zu liegen. Anderenfalls ist die Kausalititsbedingung
w’ (¢ < 0) = 0 verletzt; Ursache und Wirkung wiirden vermischt.

-R (t>0) R @,

Yo Abb. 2.37: Integrationskonturen
firt >0und{ <0
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2.5.2.3 Berechnung der zeit-asymptotischen Lisung (Konturdeformation) Wir
wollen uns hier kurz noch einmal unser Ziel vor Augen filhren. Um entscheiden zu
konnen, ob die zu untersuchende Stromung konvektiv oder absolut instabil ist, untersu-
chen wir die rdaumlich-zeitliche Entwicklung einer zum Zeitpunkt { = O fiir eine begrenzte
Dauer 7" bei x = 0 liber eine begrenzte Linge aufgebrachten Storung. Diese Unterschei-
dung macht natiirlich nur Sinn, wenn bereits (durch eine zeitliche Stabilititsanalyse)
sichergestellt wurde, daB} die Strémung instabile Wellen unterstiitzt.

Wir stellen uns an eine beliebige Stelle z; und lassen ¢ — oo gehen. Gehen alle St6run-
gen gegen Null, so ist die Stromung konvektiv instabil, anderenfalls absolut instabil
(vgl. Abbildung 2.38). Ohne den Wert des Doppelintegrals (2.322), also unserer L&sung
w’(t, z, z) zu verandern, werden wir unsere Integrationskonturen L (Laplace-Riicktrans-
formation) und F' (Fourier-Riicktransformation) so deformieren, dal die Grenzwertbil-
dung ¢t — oo moglichst einfach wird.

Um die Diskussion nicht unnétig zu komplizieren, wollen wir zunichst annehmen, da3
kontinuierliche Spektren nicht vorhanden sind. Wir haben bereits bemerkt, da3 unsere
Losung w’(z,t, z) von den Nullstellen von D(a,w) in den komplexen a- und w-Ebenen
(vgl. Abbildung 2.39) bestimmt wird. Der rechte Teil der Abbildung 2.39 erlidutert, wie
der Ergidnzungsbogen E, bei der Anwendung des Residuensatzes auf die Fourier-Riick-
transformation zu platzieren ist. Dazu werden die gleichen Konvergenziiberlegungen
fiir das Integral entlang E, wie bei der oben unter 2.5.2.1 diskutierten Laplace-Riick-
transformation angestellt. Wir entnehmen Abbildung 2.39 rechts, dafl fiir die Fourier-
Riicktransformation im Bereich stromab der Initialstorung (z > 0) ausschlieBlich die
Polstellen in der oberen komplexen a-Halbebene einen Beitrag leisten. Fiir x < 0 ist nur
die untere Halbebene ausschlaggebend.

Die Identifizierung nach konvektiver und absoluter Instabilitéit beginnen wir, indem wir
unsere Stromung nach einer konvektiven Instabilitit ”absuchen™. Sollte es uns irgendwie
gelingen, die Laplace-Kontur L (vgl. Abbildung 2.39 links) vollstidndig in die untere
w-Halbebene zu schieben, ohne die Kausalititsbedingung zu verletzen (das erforderteine
gleichzeitige Deformation der Fourier-Kontur /7 in 2.39 rechts), so haben wir es mit einer
konvektiven Instabilitit zu tun. Denn entsprechend der Laplace-Riicktransformation
(einfache Pole w, von w'(w, a) = Z(w, a)/D(w, a) unterstellt)

co—i|e|

’ _ ’ —iwt _ - Z a, w —iwpt
w'(a,t) = / w'(a,w)e dw = —271 %Reswp [_(—lD(a,w)] e~ wr (2.328)
—oo—ile|
w’(t,x I Iw’(t,x Yl
(tx o) / X=X g+AX txo
t . t
Abb. 2.38: Von einem Beobachter an der Stelle + = =z, beobachtete Storsignale.

links konvektive Instabilitit, rechts absolute Instabilitit
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hétten dann alle w, negative Imaginirteile /m(w,) < —|¢| und die das Zeitverhalten
angebenden Exponentialfunktionen e~“»* klingen unabhingig vom Ort alle fiir ¢ — oo
auf Null ab.

Wir wollen jetzt diesen offenbar so wichtigen Verschiebungsvorgang von L gedanklich
“durchspielen”. Wir nehmen an, wir hitten mit Hilfe einer zeitlichen Stabilititsanalyse
bei festgehaltenen Parametern die Welle mit der maximalen zeitlichen Anfachungsrate

(Wmax )i = pinax [Im(w)], a reell bestimmt. Diese Welle besitzt eine bestimmte (reelle)

Wellenzahl ar. Der zu ar gehorige zeitliche Eigenwert wiyax( @) mit maximalem Ima-
gindrteil (wmax ). stellt nicht die einzige Nullstelle der Dispersionsrelation D(af,w) dar.
Diese hat fiir das vorgegebene a g i.d.R. viele weitere Nullstellen, die in der w—Ebene nach
Abbildung 2.39 links als Kreuze angedeutet sind. Es sei daran erinnert, da3 die Nullstel-
len von D nach (2.321) eine ganz wesentliche Rolle bei der Berechnung der Storantwort
w’ spielen. In unserer Darstellung nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
an, es gibe fiir ein gegebenes, reelles ¢ immer maximal einen Eigenwert «w mit positi-
vem Imaginirteil. Das wird bei den meisten inkompressiblen Grenzschichtstromungen
tatsiichlich so beobachtet.

Die Diskussion der Kausalititsbedingung in 2.5.2.2 hatte bereits ergeben, da3 wir die
Lage von L frei wihlen diirfen, solange L oberhalb aller Polstellen bleibt, vgl. Abbil-
dung 2.39 links. Indem wir mit unserem Absenkvorgang von L den Pol bei wya.(ar)
oberhalb der reellen Achse erreicht haben, miissen wir zunidchst anhalten. Offenbar mul3
gleichzeitig einer der Eigenwerte in der a-Ebene (siehe Abbildung 2.39 rechts) die reelle
Achse bei ar treffen. Wir beachten, da3 uns die am stidrksten angefachte Storwelle, die
ja gerade durch den Punkt (w;,.., @ F) repridsentiert ist, am weiteren Absenken von 1 ge-
hindert hat. Wir tiberlegen nun, ob es dennoch ”Auswege’ gibt, um die Laplace—Kontur
weiter bis in die untere w—Halbebene abzusenken.

Die Fourier-Kontur £ war gerade die reelle a-Achse gewesen. Nach dem Residuensatz

(Di a;
Ea(x>0)
()]
\ x/ @, R, 8r(@max)
s ar
x O i
x

’Y@ (t>0) —

Ea(x<0)

Abb. 2.39: Lage der Integrationskonturen und Polstellen von D! in den komplexen
Ebenen. links : Laplace-Kontur, ( x) Pole fiir festes, reelles a r der Fourier-Kontur (siehe
rechts) rechts : Fourier-Kontur, (O) Pole fiir festes w;, der Laplace-Kontur; einer der Pole
wandert fir w;, — wmae auf die reelle Achse.
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a; a
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ag ar
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E m]

[m] Abb. 2.40: Deformation der Fourier-Kontur

kommt es aber bei der Integration nicht auf die Form der Kontur an, sondern nur auf
die Lage der durch sie umschlossenen Pole. Wir diirfen die Fourier-Kontur also nach
Belieben zu einer neuen Kontur /' deformieren, solange wir mit ihr keine Pole iiberque-
ren (mathematisch gesprochen haben wir eine analytische Fortsetzung des Integranden
vorgenommen). Unter dieser Voraussetzung hitten wir die Fourier-Riicktransformation
beispielsweise auch entlang der in Abbildung 2.40 gezeigten Kontur £’ machen kénnen.

Unsere Konturdeformation auf F' hat eine entscheidende Konsequenz fiir den ange-
strebten Absenkvorgang von L. Da die Stelle az bei der Integration entlang der neuen
Fourier-Kontur gar nicht mehr vorkommt, tritt die urspriingliche Verschiebungsgren-
ze fiir L bei wpa{ar) (vgl. Abbildung 2.39 links) nicht mehr auf. Entscheidend ist
nunmehr der w-Pol mit groBtem Imaginiirteil von allen, die zum Deformationsstiick der
neuen Fourier-Kontur gehdren.

Wir wollen uns nun iberlegen, wie die Konturdeformation von F' — I konkret aus-
zusehen hat. Bei einer Betrachtung der Abbildung 2.39 wurde deutlich, daBl beim
Absenken des Imaginirteils von wy, iiber wy, 4, (ar) hinaus einer der Pole in der a-Ebene

. a,

D*Q()
I B R P T Y
L~ Omax(ar) OLD a(m) i‘j

3
m

S —
@,
e — q,s)_ fﬂ

Abb. 2.41: Zur Konturdeformation bei konvektiver Instabilitét. links : Absenkung eines
Teilstiicks von L, bestehend aus simtlichen w, deren zugehorige Pole in der a-Ebene
(rechts) die reelle Achse iliberschreiten. rechts : Wanderbewegung samtlicher a-Pole, die
zu den w-Werten auf dem Weg m (links) gehdren. r,/ —Trajektorien derjenigen a-Pole,
die fir /mm(w) = 0 gerade reelle Achse iiberschreiten (links). F muB um alle a-Pole
herumgefiihrt werden, die die Halbebene wechseln.
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bei af tber die reelle Achse wanderte. Die Trajektorie der Wanderbewegung a(m),
m(o) = (Wmaz)r + i0, 0 = (Im(wr) — 0), dieses Pols, die demnach fiir o = (wWpaz):
durch den Punkt a(m) = ar fiihrt, gibt uns Auskunft iiber die notwendige Deformation
von F'. Konnen wir die Konturdeformation von F' (vgl. Abbildung 2.41) so gestalten,
daB kein Pol in der oberen w Ebene mehr angetroffen wird, so ist unser Ziel erreicht :
Die Laplace-Kontur kann vollstindig in die untere Halbebene verschoben werden und
es liegt eine konvektive Instabilitit vor.

Wir erwihnen der Vollstindigkeit halber, daB die Integration entlang /' im deformierten
Teil iiber Wellenzahlen a mit negativem Imaginirteil stattfindet. Das sind fir x > 0
(stromab) rdaumlich angefachte Wellen. Genauso sind natiirlich Konturdeformationen
nach oben im Gebiet negativer a, denkbar, die in der Integration fiir z < 0 (stromauf)
in —z-Richtung rdumlich angefachte Wellen darstellen. Solche werden bei konvektiven
Instabilititen aber i.d.R. nicht beobachtet.

Nachdem wir uns die Charakterisierung der konvektiven Instabilitit in den komplexen
Ebenen klar gemacht haben, wollen wir uns der absoluten Instabilitit zuwenden. Sie
liegt dann vor, wenn die konvektive Instabilitidt nicht vorliegt. Dazu sei kurz wie-
derholt, wie unsere Charakterisierungsmethode funktionierte : Da wir die Laplace-
Konturverschiebung bei dem Abstand o = I'm(wma..(ar)) nicht weiterfiihren konnten,
leiteten wir hier ein ”Ausweichmanéver” zu komplexen a ein, in der Hoffnung, die
Laplace-Kontur weiter nach unten verschieben zu kénnen. Gelang dieses Ausweich-
mandver bis L vollstindig in der unteren Halbebene lag, so hatten wir eine konvektive,
ansonsten eine absolute Instabilitit.

Wir haben also zu untersuchen, unter welchen Umstinden unser Ausweichmanover
mifBlingt — wann demnach eine absolute Instabilitit vorliegt. Das ist aber doch offenbar

a(r) agm) a(l)

Abb. 2.42: Zur Konturdeformation bei absoluter Instabilitit. links : Absenkung eines
Teilstiicks von L, bestehend aus sdmtlichen w, deren zugehorige Pole in der a-Ebene
(rechts) die reelle Achse iiberschreiten. rechts : Darstellung der Kollision und der
Bilder a(m), a({), a(r) der Trajektorien m, [, r in der «w Ebene (links). F nicht
weiter deformierbar wegen Kollision bei a; zweier a-Pole aus verschiedenen Halbebenen
wihrend L noch in oberer w-Halbebene ist.




134

dann der Fall, wenn wir unsere Fourier-Kontur nicht mehr um einen der die reelle a-
Achse liberquerenden a-Pole herumfiihren kénnen. Es ist geometrisch leicht einzusehen,
daB dies geschieht, wenn einer dieser Pole mit einem “Fremdpol’” von der anderen a-
Halbebene zusammenstoBt, bevor der dazugehorige w-Pol das rettende Ufer”, niamlich
die reelle w-Achse erreicht (vgl. Abbildung 2.42). Die kollidierenden a-Pole bilden bei
as(w;) offensichtlich eine doppelte Nullstelle der Dispersionsrelation D.

Wir haben damit die Bedingung fiir eine absolute Instabilitit gefunden. Es ist die
Briggs’sche Kollisionsbedingung zweier, von unterschiedlichen Halbebenen stammen-
den a-Nullstellen der Dispersionsrelation D(a,w) fiir ein w mit positivem Imaginirteil.

2.5.2.4 Andauernde Stéranregung Wir haben durch Interpretation der Storantwort
auf eine pulsartige Anregung entsprechend der Skizze 2.33 den Charakter der Instabilitit
feststellen konnen (konvektiv/absolut). Die Bestimmung der Antwort des Systems auf
eine fortwihrende, z.B. sinusférmige Anregung wie in Abbildung 2.31 dargestellt, ist
sehr einfach méglich. Wir unterstellen, unsere Stromung sei konvektiv instabil. Im
Gegensatz zu vorher enthilt jetzt auch die Zihlerfunktion Z in (2.322) eine Polstelle.
Das wollen wir kurz erldautern.

Wir betrachten eine sinusoidale, punktférmige Storquelle G mit der Kreisfrequenz we,
die zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet wird, also G(t, z, z) = exp(—iwgt) H (t)g-.(z, z).
Darin ist H(¢) die Heaviside Funktion H (¢ > 0) = 1 und H(¢ < 0) = 0. Die Laplace—
Transformierte des Zeitfaktors ¢,(¢) = exp(—iwgt)H (t) von G ist g, = E)—j-wg_ Wie
bei der Herleitung der Zihlerfunktion Z von w’(a,w) nach (2.321) gezeigt (vgl. Anhang
A.2, (A.12) ff.), ist Z proportional zu G(a,w), d.h. auch zu g,,.

Hieraus erkennen wir sofort, daB sich die aus der Zwangsrerregung ergebende, zusiitz-
liche Polstelle im Integranden des Laplace Integrals (2.322) auf der reellen w—Achse
bei w, = wq befindet. Man beachte, da3 sie von ¢ unabhingig ist. Indem wir wieder
die Technik der Konturdeformation nach Abbildung 2.43 anwenden, treffen wir beim

a=l) a(ginja(r)

W, a

T

a(mg)

Abb. 2.43: Zur Konturdeformation bei konvektiver Instabilitit und monofrequenter,
dauerhafter Storanregung (Frequenz we). links : Absenkung eines Teilstiicks von L,
bestehend aus simtlichen w, deren zugehorige Pole in der a-Ebene (rechts) die reelle
Achse liberschreiten. rechts : Darstellung der Wanderbewegung sdamtlicher a-Pole, die
zu den w-Werten auf dem Weg m (Abbildung links) gehodren.
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Absenken der Laplace—Kontur im Moment des Erreichens der reellen Achse auf diesen
Pol. Dieser bestimmt als einziger nichtabklingender, also zeitdominanter Faktor die
asymptotische Losung w'(t) ~ exp(—iwgt).

Es sei darauf hingewiesen, daf3 die Storwelle raumlich fiir z > 0 aufklingt (negativer
Imaginirteil a;), sofern die Anregungsfrequenz w¢ in dem in Abbildung 2.41 skizzierten,
w—Intervall liegt, daf3 zur konvektiven Instabilitit beitrigt. Ein solcher Fall ist in der
Abbildung 2.43 gezeigt. Entsprechend des rechten Teils der Abbildung iiberquert unter
anderem der zur Absenkbewegung m (o) = wg+io, 0 < o — 0 gehérende Pol a(m) von
oben nach unten die reelle a—Achse (Abbildung 2.43 rechts). Die Integration entlang der
gezeigten deformierten Fourierkontur [ fiihrt iiber zeitlich abklingende Wellenanteile
mit Ausnahme der Stelle a(wg). Die rdumlich aufklingende Welle (a(weg), we) mit der
Anregungsfrequenz wg stellt nach dem Einschwingvorgang fiir groBe  den dominanten
Anteil der Storung dar. Die weiteren Pole in der a—Ebene, die zu w = wg gehoren (nicht
gezeigt), repriasentieren rdumlich (in positive z Richtung) abklingende Storwellen mit
der Frequenz w¢s und spielen somit weit strommab der Storquelle keine Rolle mehr. Wir
haben damit genau die Situation von Abbildung 2.31 vorliegen.

2.5.3 Bemerkungen zu absoluten Instabilitiiten

Wir hatten erwidhnt, daB eine absolute Instabilitit das Auftreten einer doppelten Nullstel-
le a, der Dispersionsrelation D(a,w) bedingt. Ein solcher Punkt heifit Sarrelpunkt. Wir
weisen darauf hin, dal der Umkehrschluf3, nach dem ein Sattelpunkt gleichbedeutend
mit einer absoluten Instabilitit wire, nicht immer zutrifft. Denn beim Auffinden eines
Sattelpunktes der Dispersionsrelation D ist noch nicht festgestellt, ob er von zwei Null-
stellen von D in a gebildet wird, die zu Beginn des Absenkvorgangs der Laplace—Kontur
aus unterschiedlichen Hilften der a—Ebene stammten (Briggs’sches Kollisionskriteri-
um). Er kénnte auch von zwei Nullstellen aus derselben a—Halbebene gebildet worden
sein und hiitte damit keine Bedeutung bei der Bestimmung des Charakters der Instabilitit
(absolut/konvektiv). In der Nihe des Sattelpunkts kann D in die Form

2
D(a,w) ~ %g (w—ws) + %— aa—a‘?— (a —as)?® + ... (2.329)

entwickelt werden. Wir wollen diese Information nutzen, um die Fourier-Riicktransfor-
mation auf w’(z,w, z) zunidchst fir x > 0 explizit auszufiihren :

1 . :
f w'(a,w, z)e***da =i Y Resg,[w'(a,w,z) ] . (2.330)

w'(z,w,z) = 5=
& Yy (x>0)

¥(x>0)
Wir hatten angenommen, daB3 die einzigen Polstellen durch die Nullstellen der Nenner-
funktion D in w'(a,w, z) = Z(a,w, z)/D(a,w) nach (2.321) zustande kommen. Diese
nun kénnen wir nach (2.329) explizit auswerten. Die doppelte Nullstelle in a am Sattel-
punkt ersetzen wir durch die entsprechende Nullstelle in w am selben Punkt.

Wir betrachten aber zunichst eine einfache Nullstelle (a,,w,) von D(a,w), in deren
infinitesimaler Umgebung D definitionsgemil die folgende Form besitzt :

D(a,w)"_-'a—lj— (w-—wp)—k%—la) (a —as)+ ...

0w |a aprp
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Nach (2.324) kénnen wir das in (2.330) benétigte Residuum an einfachen Nulistellen in
a von D(w, a), in deren infinitesimaler Umgebung D(a,w,) = 22|, ..1(a —a,) gilt, zu
Res,, [Z(a,w, 2)e** /D] = Z(ap,wp, z)e**»* /22 (a,,w,) bestimmen. Wir wissen aber,
dafl bei Anndherung an eine bestimmte Nulistelle, nimlich den Sattelpunkt (as,ws),
auch % gegen Null geht, und wir wollen versuchen, das Verschwinden von %—‘S explizit
zu formulieren. Wir setzen dazu die linke Seite von Gleichung (2.329) gleich Null
(eine an der zu betrachtenden Nullstelle ohnehin erfiillte Bedingung) und definieren
hiermit eine Beziehung zwischen der Anniherung von a und w an den Sattelpunkt.
Das ergibt sich, wenn (2.329) mit D = 0 nach der Wellenzahl a aufgeldst wird, d.h.

(a —a,) = :tz'\/Q(w — w,)D,, [/ D,,, worin die Abkiirzungen D, = 22 , Dow =

8
Wlas,ws

%112) _ verwendet wurden. Andererseits gilt fiir die Ableitung von D nach a in
Sattelpunktnihe entsprechend (2.329) 22 = D,,(a — a,). Hierin kdnnen wir nun

(a — as) aus der zuvor bestimmmten Beziehung zwischen (w — w,) und (¢ — a,) ersetzen
und erhalten schlieBlich den folgenden Ausdruck

tasT

Z(as,ws, z) €

Res, = otar | .
CSa. [De ] V2D, Doy oo — o (233D

Offenbar entsteht nur am Sattelpunkt eine Unendlichkeitsstelle in w. Nur diese Singu-
laritit Ieistet bei der Auswertung des Laplace Integrals einen Beitrag zum zeitasympto-
tischen Wert der Losung. Die Berechnung der Laplace-Riicktransformation ergibt (vgl.
Transformationstabellen fiir Laplace Riicktransformation von +/w — ws D)

Z(as,ws,z) expilasx — wst)

V27iD, Dy, N4A

Aus dieser Formel entnehmen wir explizit, da an jedem Ort x > 0 die Storamplitude
|[w'(z,t,z)] — oo, beliebig anwichst. Dariiberhinaus gilt die obige Formel ebenso fiir
z < 0, denn auch die in der unteren a-Ebene geschlossene Fourier-Kontur kann bei der
erwihnten Kollision an der selben Stelle (a,, w;) nicht mehr weitergefiihrt werden. Das
heiBt, daB die absolute Instabilitit zeitasymptotisch wirklich jeden Ort x erreicht.

(2.332)

w'(z,t — o0, z) =

2.5.4 Bemerkungen zu konvektiven Instabilititen

Bewegen wir das die Entwicklung eines konvektiv instabilen Wellenpakets aufnehmende
MeBgerit mit der Geschwindigkeit U/ mit, was wir durch die Abbildung

E(t) = xz0+ Ut (2.333)
darstellen k6nnen, so sehen wir, daB es nicht die Frequenz w, sondern
w=w—al (2.334)

wahrnimmt. Denn wenn wir eine Welle f(z,t) ~ e{«*~2%) in der MeBgerit-festen,
unabhingigen Ortskoordinate ' = =z — £(¢) darstellen, so erhalten wir

f(ﬂ’:,t) — f(l'(l"),t) ~ ei [wi—a(z'+€)] ei (w—al)t—az'] . (2.335)
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‘In einer Neb.em'jberlegung betrachten wir nun eine Trajektorie €2(a), die dadurch definiert
ist, daB auf ihr D(w = Q(a), a) = 0 gilt. Dann ist die totale Ableitung nach a
dD oD 9D dQ} dQ} oD /8D
—=0=—=—4+ - , bzw. —=——/ =
da Jda Ow da da da / Ow
Handelt es sich um eine Trajektorie, die durch einen Sattelpunkt (absolute Instabilitit)
fiihrt, so erhalten wir dort definitionsgemi8 22| = 0, mithin 22 = 0. Anders gesagt
finden wir auf einer D = 0-Trajektorie dann einen Sattelpunkt, wenn an einer Stelle

i—n = 0 wird.
a

Wir kommen nun auf unsere vom bewegten MeBgeriit registrierte konvektive Instabilitidt
zuriick, betrachten, dhnlich wie oben, eine Trajektorie D(2'(a),a) = 0mit Q' = Q@ —al
und suchen nach einem Sattelpunkt. Dazu bilden wir

(2.336)

da = da, da, Zdar— . )
Wir sehen, daB wir immer einen Sattelpunkt finden, und zwar bei
dQ}; dQ.
7 MR 7 | (2.338)

Die physikalische Aussage dahinter ist :
Bewegen wir das die konvektiv instabile Storwelle aufzeichnende MeBgerit mit der

(Gruppen-) Geschwindigkeit U, = %%t| mit, messen wir fiir ¢ — oo eine zeitlich
r Imax(w;)

aufklingende Instabilitdt und zwar unabhiingig vom Startort zo (vgl. Abbildung 2.44)
und z’. Die relative zeitliche Anfachungsrate w; = w; — a;Us, die der mitbewegte Beob-
achter nach (2.334) wahrnimmt, ist dabei gerade gleich der maximalen Anfachungsrate
= 0 gilt. Wir konnen aber auch Sattelpunkte fiir komplexe Wellen-

(Wmaz )i» da hier a;
= 0, also dem gerade besprochenen Fall,

zahlen « suchen. Geben wir beginnend bei a;

Xo2

Abb. 2.44: Beobachtung einer konvektiven Instabilitédt mit Hilfe eines mit der Geschwin-

digkeit U; bewegten MeBinstruments.
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den Imaginirteil a; vor, so fithren uns die Bedingungen (2.337) auf die entsprechende
Teilwelle am Sattelpunkt mit der reellen Gruppengeschwindigkeit /. Wir bemerken,
daB am reellen Sattelpunkt nicht nur w; maximal ist, sondern auch w; maximal beziiglich
aller reellen Gruppengeschwindigkeitenist. Denn die Ableitung % verschwindet gerade
fiir a; = 0 und zeigt ein lokales Extremum von w’ an. Mit zunehmendem Imaginirteil
von a schwindet also die relative zeitliche Anfachung w! an den Sattelpunkten. In der
Abbildung 2.45 ist dargestellt, wie sich qualitativ die Anfachung w; mit der Gruppenge-
schwindigkeit verhalt.

Ist eine Stérung infolge einer raumlich und zeitlich begrenzten Storanregung entstanden,
dann nennen wir diese Storung Wellenpaket (vgl. Abbildung 2.33). Es enthilt zu Beginn
Teiiwellen mit allen Frequenzen und Wellenlidngen, von denen jedoch zeitasymptotisch
nur einige “iiberleben”. Diese Teilwellen sind in der Abbildung 2.45 identifizierbar als
diejenigen , die durch die Wertepaare (U, w] > 0) auf der gezeigten Kurve reprisentiert
sind. Die Berechnung dieser Kurve spielt danach eine ganz entscheidende Rolle bei der
Beurteilung des zeit—asymptotischen Verhaltens eines Wellenpakets. Zu ihrer Ermittlung
werden diejenigen Losungen der Dispersionsrelation D(a,w) gesucht, deren Gruppen-
geschwindigkeit —8% reell ist, und deren relative Anfachung w; > 0 ist. Die ermittelten
Losungen stellten im bewegten System Sattelpunkte dar und geben uns ja letztlich die
zeitasymptotischen Beitrige zu den Integralen der Laplace—/Fourierriicktransformatio-
nen. Eine vielfach verwendete Methode zur Berechnung der zeitasymptotischen Losung
von Integralen wie z.B. (2.332) heilit daher auch Sattelpunktmethode und wird z.B. in H.
JEFFREYS UND B. SWIRLES 1962 beschrieben.

Es ist leicht zu erkennen, daB bei einer absoluten Instabilitit die Kurve w(U) soweit
nach links verschoben ist, daB auch fiir /' = 0 die Anfachung w/(U = 0) = w; > 0 ist.
Denn in einem solchen Fall nimmt der unbewegte Beobachter, so wie in Abbildung 2.38
skizziert, ein unbegrenztes zeitliches Aufklingen der Stéramplituden wahr. Es sei darauf
hingewiesen, daB die entsprechende Teilwelle mit U = 0 keineswegs eine stehende Welle

zu sein hat.

Ganz besonders interessant sind offenbar diejenigen Geschwindigkeiten U, bei denen

0

0o

Abb. 2.45: Relative zeitliche Anfachung iiber Gruppengeschwindigkeit in einem insta-
bilen Wellenpaket.
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das bewegte MeBgerit ein zeitlich neutrales Stérungsverhalten wahrnimmt, also

, " dSY.

w; =w; —a; U =0 wihrend d—a: =0 (2.339)
Wir erhalten daraus zwei Losungen U, U, mit U; < U, < U,, die (vgl. Abbildung 2.44)
als Begrenzungen des Wellenpaketes interpretiert werden kdnnen. Wir erkennen aus
Abbildung 2.44, daB unabhidngig vom Startort zo des mit einer Geschwindigkeit ' von
U, < U < U, bewegten Mef3geriits schlieBlich (beziiglich z’) eine absolute Instabilitiit
registriert wird. Dadurch wird deutlich, dafl die Definition von absoluter und konvek-
tiver Instabilitit von der Bewegung des Bezugssystems abhingt. Das heif3t aber, da3
wir den Ausdruck (2.332) fiir die asymptotische Entwicklung der absoluten Instabilitit
ebenfalls fiir unsere konvektiven Instabiltiten tibernehmen konnen. Wir beschreiben
w’(z, t) hierzu im mit der Gruppengeschwindigkeit der jeweiligen beitragenden Teilwel-
le mitbewegten System w’(z’,¢) und lassen dann ¢ — oo gehen.

Am Ende dieses Abschnittes wollen wir nochmals hervorheben, was die Untersuchung
der Anregung und Ausbreitung von instabilen Stérungen von der Stabilitdatsanalyse ein-
zelner Wellenstorungen unterschied. Das Vorgehen zur Ermittlung von zeitasymptotisch
zu einer Stérung beitragenden Anteilen aus einer Anregung unterscheidet sich fundamen-
tal gegeniiber der einfachen zeitlichen und rdumlichen Stabilitdtsanalyse. Die Teilwellen
der Storung werden weder anhand einer vorgegebenen reellen Wellenzahl a, noch an-
hand einer vorgegebenen reellen Frequenz w identifiziert, sondern daran, daB sie eine

reelle Gruppengeschwindigkeit 98 71, besitzen haben. Die Definition der relativen

zeitlichen Anfachung als w! aus (2.334) macht den Unterschied zur Analyse einzelner
Welleninstabilititen besonders deutlich. Denn hiernach konnen selbst zeitlich abklin-
gende Teilwellen (mit w; < 0) zeitasymptotisch zur Storung mit w} > 0 beitragen. Die
entsprechenden Wellen haben i.d.R. sowohl komplexe a als auch komplexe w. Mit Hilfe
der Gruppengeschwindigkeit werden hier Aussagen zur Ausbreitung von Wellenpaketen
gemacht. Wir werden im folgenden Abschnitt hierzu weiteres erliutern.

Wir tragen an dieser Stelle eine Interpretation zur relativen Anfachung w) nach, die ja
in enger Verbindung zur Gruppengeschwindigkeit steht. Wir nehmen an, wir wollten
den Wert der Amplitude |U’| = |U(z)| exp(—ai;x + w;t) einer Storwelle U’ verfol-
gen, wihrend wir uns mit der Geschwindigkeit /' bewegen. Das heillt, wir haben die
duU’| _ a|lU| a|U’| . . . .

= + U zu bilden. Wir finden hieraus mit

dt ot oz

U = %—2 (Gruppengeschwindigkeit der Welle), daf3 sich die zeitliche Amplitudeninde-

vollstindige Ableitung

7
rung ﬂ% = w!|U’| ergibt. Dadas MeBgerit wihrend des Registrierens dieser zeitlichen
Amplitudeninderung ein Stiick ds = U - dt vorangeschritten ist, ergibt sich hieraus in
! 4 ’
natiirlicher Weise eine raumliche Amplitudeninderung d|l£l = d|§f | dt. = "‘—()]L|U'|
Hieraus entnehmen wir eine sinnvolle Definition fiir die rdumliche Wellenpaketarnfa-

chung
— =1 dlL ' — (";1‘,'
g = {U’| s - (2.340)

Die ’Blickrichtung” entlang derer diese rdumliche Anfachung zu verstehen ist, wird durch
die Gruppengeschwindigkeit definiert, so daB es keine Interpretationsschwierigkeiten wie
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bei der raumlichen Anfachungsrate —a; (vgl. 2.4.3.2) geben kann. Man beachte, da3 das
Maximum der rdumlichen Wellenpaketanfachung gmax i-d.R. nicht fiir die Teilwelle mit
der maximalen zeitlichen Anfachung (wmax)i = (Wmax); auftritt ! Es sei ferner darauf
hingewiesen, daB3 die Definition einer rdiumlichen Anfachungsrate g beim Auftreten einer
absoluten Instabilitéit nicht sinnvoll ist, denn das Stérungswachstum findet fiir /' = 0 an
einem Fleck (also rein zeitlich) statt und erstreckt sich nicht rdumlich.

2.5.5 Transport von Storenergie

Wir haben oben gesehen, daf3 die fiir absolute Instabilititen berechnete zeitasymptotische
Loésung (2.332) auch fiir konvektive Instabilititen verwendbar ist, da eine konvektive
Instabilitiit im geeignet bewegten System als absolute erscheint. Der entsprechende Sat-
telpunkt wird in diesem bewegten Bezugssystem gefunden. Im Gegensatz zu (2.332)
bedeutet dabei ’zeitasymptotisch”, daB nicht nur ¢, sondern auch die Ortskoordinate z im
konstanten Verhiltnis zu ¢ gegen Unendlich gefiihrt wird. Dieses konstante Verhiltnis
war gerade die Geschwindigkeit des Beobachters, U = z/t, bzw. die (reelle) Gruppen-
geschwindigkeit / = %2 einer asymptotisch zum instabilen Wellenpaket beitragenden

da
Teilwelle gewesen.

Wir wollen an dieser Stelle die fundamentale physikalische Bedeutung der Gruppen-
geschwindigkeit nachtragen. Sie reprisentiert die Ausbreitungsgeschwindigkeit, mit
der sich die durch die einzelnen Teilwellen des Wellenpakets reprisentierte Stdrenergie
ausbreitet. Wir wollen, wie urspriinglich eingefiihrt, unter ”Storenergie” nicht Energie
im physikalischen Sinne verstehen, sondern jede GroBe, die ein MaB fiir die Grofe der
Stérung oder Storamplitude ist. Um zu zeigen, wie sich die Storenergie ausbreitet, be-
rechnen wir zunichst die kinetische Energiedichte, die in der Stérbewegung w’ vorliegt,
die von einer Teilwelle a,w beigetragen wird :

1 1Z]?  exp(—2a;z + 2w;t)

= — 2.341
37 |DoDan] : (234D

w/ R w/f — lelz

Um von der Energiedichte zur Energie zu gelangen, integrieren wir nach Skizze 2.46
{iber ein zuniichst beliebiges Intervall z € [z, z;] (die Integration liber die Wandnorma-

t

X

Abb. 2.46: Zur Bestim-
x1=&1(t) x2=E(1) mung der Storenergie.
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lenrichtung = soll hier aus Ubersichtsgriinden fortgelassen werden) :

T2
1 127 exp(—2a;z + 2wt
E= f ) gz (2.342)
xy

27 [ Doy Do t

Wir wollen jetzt den Storenergieinhalt zwischen zwei Stellen z; = & (t) und z2 = £,(2)
berechnen, die sich mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten bewegen, und zwar mit
den Gruppengeschwindigkeiten U/;, bzw. U,. Dann ist die Zeit mit dem Ort durch
& =U-t =22 ¢ verkniipft. Mithin gilt dz = d¢ = $-2 -¢ da. Eine Variablensubstitution
von z nach a im Integral (2.342) ergibt dann

az(Uz2) 20
E = / 1z —2a; " __da®
27r| |? exp(—2a, Ut + 2w;(a)t) Do D] da (2.343)
a1(Ur) = 2wt

Wir bemerken nun noch, da entlang einer den Sattelpunkt (a,, w?) enthaltenen Trajekto-
rie mit D(a, ¥ (a)) =0 = D (' —w)) + 1Dsa(a —a,)? auch €2 =0 = D, L% + D,,

gilt. Da 22 — €9 (vg) Def. (2.334)) ist offenbar D, D, = —D2% und der Bruch
in (2.343) kiirzt sich unter Vernachlissigung des Vorzeichens zu
ax(U:
|z ,

a1(Ur)

Wir erkennen aus diesem Ausdruck, daB sich die Storenergie zwischen den beiden
Strahlen / = U; und U = U, nur aufgrund der relativen Anfachungsrate w}, also der
Aufnahme von Energie dindert. Die auf exp(2w/(a)t) bezogene Energie wire zwischen
den beiden Strahlen zeitlich konstant. Damit ist gezeigt, daB der eigentliche Transport
der Storenergie mit der Gruppengeschwindigkeit vonstatten geht. Dieses hat eine sehr
wesentliche physikalische Bedeutung, da der Stdrenergietransport z.B. eine wichtige
Information zum Verstindnis des laminar turbulenten Ubergangs darstellt.

2.5.6 Physikalische Konsequenzen

Wir konnen mit Hilfe der Begriffe der konvektiv und absolut instabilen Strémungen
dhnlich wie bei partiellen Differentialgleichungen (elliptisch, parabolisch, hyperbolisch)
eine Bereichseinteilung fiir instabile Strémungen vornehmen.

Ahnlich wie bei durch elliptische partielle Differentialgleichungen bestimmten Syste-
men, beeinflussen kleine lokale Stérungen den gesamten Raum im Falle absoluter Insta-
bilitdten, und zwar so, daB sich die Stromungsform dauerhaft verindert. Ahnlich wie bei
durch hyperbolische partielle Differentialgleichungen bestimmten Systemen beeinflus-
sen kleine lokale Storungen nur ein Teilgebiet im Falle konvektiver Instabilititen.

In Nachliufen hinter stumpfen Korpern sorgt die absolute Instabilitit fiir die selbsterreg-
ten Schwingungen, die stromab die von Kédrman’sche WirbelstraBe anregen. In jedem
Fall kénnen absolut instabile Strémungen U, an keinem Ort einen physikalisch realisti-
schen Endzustand darstellen. Aus diesem Grund ist auch der experimentelle Nachweis
einer absoluten Instabilitit auBerordentlich schwierig.
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2.5.6.1 Bedeutung fiir die aktive Stromungsbeeinflussung Wir kénnen aus dem so-
eben gesagten folgern, daB eine aktive Stromungsbeeinflussung (z.B. zur Minderung des
Widerstandes eines umstromten Korpers) effizient nur in absolut instabilen Teilgebieten
des Stromungsfeldes vorgenommen werden kann. Denn nur eine solche Beeinflussung
verindert das globale Stromungsfeld.

2.5.6.2 Bedeutung fiir den laminar-turbulenten Ubergang Fiir konvektive Insta-
bilitdten erwarten wir immer eine rdumliche Storungsentwicklung, also einen Ubergang,
beginnend beim Indifferenzpunkt (bekannt aus der Stabilititsanalyse). Da sich absolute
Instabilititen hingegen raumlich und zeitlich gleichermaBen entwickeln, findet (zumin-
dest im linearen Teil) der Transitionsvorgang am selben Fleck statt und wir konnen
einen regelrechten Umschlag zur Turbulenz vermuten. Die natiirliche Transition, d.h.
der laminar—turbulente Ubergang, der sich chne Aufbringung definierter Wellenstorun-
gen wie etwa im Laborexperiment vollzieht, ist durch lokale, zufillige Storanregung
charakterisiert. Der Beginn des Ubergangsprozesses wird daher realistisch nicht durch
monochromatische Wellenstorungen, sondern durch Wellenpakete beschrieben. Der im
Rahmen einer dreidimensionalen Wellenpaketanalyse ermittelbare Beeinflussungssektor
der konvektiv instabilen Storungen (Gebiet, welches das sich bewegende und sich aus-
dehnende Wellenpaket iiberstreicht, vgl. gestrichelte Line in Abbildung 2.32) machteine
Aussage dazu, nach welcher Laufstrecke benachbarte Wellenpakete ”zusammenwach-
sen” und zu Interaktionen fithren.

2.5.7 Grenzen der Theorie

Die vorangegangenen Betrachtungen waren linear, galten somit fiir kleine Stérungen.
Obwohl mit den angefiihrten mathematischen Mitteln die lineare Storungsentwicklung
zu jedem Zeitpunkt an jedem Ort vollstindig beschrieben wird, liegen die Hauptaussagen
beim asymptotischen Verhalten ¢ — oco.

Daraus lassen sich zwei Begrenzungen der Giiltigkeit der Theorie ableiten

1. Unter geeigneten Umsténden ist nicht auszuschlieBen, daB die transienten Vorginge
direkt nach Aufbringen der Storung zwischenzeitlich so groBe Amplituden errei-
chen, daf3 die Losung nichtlinear abzweigt.

2. Die Theorie gilt fiir homogene Richtungen z,y; das heiBt, daB die Aussagen
zur konvektiven, absoluten Instabilitit i.a. nur fiir Systeme mit groBer Ausdeh-
nung in x,y zutreffen. Die entscheidende Aussage zur absoluten Instabilitit ist
das Riickwirkungsverhalten ohne weitere Einfliisse. Storungsinteraktionen durch
Riickwirkung, die durch Begrenzungen wie Hindernisse oder Winde, z.B. in Form
von Wellenreflexionen entstehen, stellen ein davon vollkommen unabhidngiges
Problem dar.

3. Die vorgestellte Theorie gilt fiir Stromungen unter Parallelstromungsannahme,
d.h. nur fiir stromab schwach verianderliche Strémungen, z.B. Grenzschicht— und
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Scherschichtstromungen bei nicht allzu kleinen Reynoldszahlen. Auch eine re-
lativ geringe Nichtparallelitit der Grundstromung kann fiir den Fall eines iiber
grofBe Laufiingen verfolgten Wellenpakets signifikante Verdnderungen bewirken.
Aufgrund der Parallelstrémungsannahme kann die Analyse an jeder Stelle = un-
abhiingig von der Stelle + — Ax, also der ”Vorgeschichte” des Wellenpakets vorge-
nommen werden, was nicht eigentlich der physikalischen Gegebenheit entspricht.

Im Kapitel 4 werden Erweiterungen zur Analyse nichtparalleler Grundstrémungen
besprochen.

2.5.8 Weiterfiihrende Literatur

Lesenswert wegen ihrer klaren Darstellung der absoluten und konvektiven Instabilititen
ist die Originalarbeit von R. BRIGGS 1964. Lokale Storungen in freien Scherschichten
werden von P. HUERRE UND P. MONKEWITZ 1985 und in Nachliufen von H. OERTEL
JR. 1990 besprochen. Eine libersichtliche Darstellung der Methode von Briggs auf die
Instabilitit in der Poiseuille Strémung mit ausfiihrlichen Ergebnisdiagrammen ist von
L. BREVDO 1992 angegeben worden. Die Erweiterung der Theorie auf nichtparallele
Stromungen ist in P. HUERRE UND P. MONKEWTITZ 1990 und P. MONKEWITZ, P. HUERRE
UND J. CHOMAZ 1993 dargestellt. M. GASTER 1968 hat bereits sehr friih dreidimensiona-

le Wellenpakete in der Blasiusgrenzschicht berechnet und ausfiihrlich mit Experimenten
verglichen. Die Brigg’sche Theorie ist von L. BREVDO 1991 auf dreidimensionale

Stromungen erweitert worden. Die Wellenpaketanalyse in dreidimensionalen kompres-
siblen Grenzschichten werden am Beispiel der transsonischen P

feilfliigelstromung von
H. OERTEL JR. UND J. DELFS 1995 vorgestellt.
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3 Sekundiire Instabilitiiten

In den bisherigen Kapiteln haben wir uns mit sog. primdren Instabilitdten beschaftigt.
Sie initiierten ein strémungsmechanisches Phinomen, das beim Uberschreiten eines
kritischen Parameters den instabil gewordenen Stromungszustand U, abloste, und zu
einer neuen Stromung fiihrte, die wir jetzt mit U ; bezeichnen. Wir konnen U, als neuen
Grundzustand auffassen, der wiederum gegeniiber Storungen instabil werden kann. In
diesem Fall sprechen wir von sog. sekunddren Instabilitiiten.

Wir wollen das am Beispiel der primiren Kelvin-Helmholtz’schen Instabilitit in freien
Scherschichten nach Skizze 3.1 erldutern. Sie bildet im Verlaufe ihrer Entwicklung
periodisch angeordnete Wirbel (Konzentration von Drehung) mit der Wellenldnge A
aus. Das stellt den Zustand U, dar. In einer solchen Wirbelanordnung kommt es zur
sog. Wirbelverschmelzung, bei der sich je zwei aufeinander folgende Wirbel jeweils zu
einem groBeren Wirbel mit etwa der doppelten urspriinglichen Ausdehnung, d.h. 2\
zusammenschlieBen.

Es werden auch dreidimensionale sekundire Instabilititen beobachtet. Wir betrachten
hierzu den laminar—turbulenten Ubergang nach Skizze 2.18. Erreicht die primire Insta-
bilitét der Plattengrenzschicht, das heiBt die stromab aufklingende Tollmien—Schlichting
Welle, eine kritische Amplitude, dann setzt das sekundire Instabilititsphinomen ein
(vgl. Position (2) in der Skizze 2.18). Diese sekundire Instabilitit sorgt dafiir dall die
Stérstromung dreidimensional wird. Die Wirbellinien, die im Falle der Primérstérung
noch geradlinig verliefen, verformen sich dabei wellenformig in der Spannweitenrich-
tung y. Diese Kriimmung der Wirbellinien ist die Ursache einer sofort einsetzenden
wirbeldynamischen Induktion und Selbstinduktion, die die Wirbellinien noch weiter
verformt und dabei streckt. Im Verlaufe dieses Vorgangs bilden sich charakteristische
pfeilspitzenartige Strukturen aus, die ihrer Form wegen auch als A—Strukturen bezeichnet
werden, Abbildung 3.2. Wir haben bereits weitere sekundire Instabilititen angespro-
chen. So werden die stationdren Taylorwirbel nach Abbildung 1.9 bzw. Abbildung 3.3

Abb. 3.1: Wirbelverschmelzung an Kelvin—Helmbholtz Instabilititen (zweidimensionale
sekundire Instabilitit).
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Abb. 3.2: Visualisierung der Strukturbildung in transitioneller Plattengrenzschicht (drei-
dimensionale sekundire Instabilitit). Draufsicht, Anstrémung von links. links: funda-
mentaler Transitionstyp, Bild nach W.S. Saric (Rauch), rechts: subharmonischer Transi-
tionstyp, Bild nach H. Bippes (Wasserstoffbldschen).

instabil gegeniiber in Umfangsrichtung laufenden Querwellenstérungen, die zu einer Os-
zillation der Wirbel fiihren. Ferner konnen Bénard’sche Konvektionsrollen gegeniiber
wellenformigen Stérungen nach Abbildung 3.3 instabil werden. Es treten noch eine
Vielzahl weiterer sekundirer Eigenformen im Konvektionsproblem auf, auf die wir hier
nicht eingehen wollen. Sie sind jedoch alle, ebenso wie die zuvor genannten Beispiele,
mit den gleichen mathematischen Mitteln, der sog. Floquet—Analyse, erfaBbar.

3.1 Grundgleichungen

Die Theorie der sekundidren Instabilititen beschrinkt sich auf die Untersuchung des
Verhaltens kleiner Stérungen zeitlich und rdumlich periodischer Grundstrémungen. Die
Analyse der primiren Instabilitéiten hatte uns hiufig auf wellenférmige, d.h. im wesent-
lichen periodische Storungs(eigen)formen gefiihrt. Vorausgesetzt, die sich entwickelnde
primiire Instabilitét fiihrt zu einem ’lokal periodischen” neuen Strémungszustand, kann

Abb. 3.3: Oszillationen von Taylorwirbeln und Konvektionsrollen als sekundires Insta-
biltidgtsphdnomen.
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die sekundire Stabilititstheorie angewandt werden, um eben diesen Zustand auf Stabi-
litit zu untersuchen. Insofern kann mit Hilfe der nachstehend entwickelten Methoden der
sekundiren Stabilitdtstheorie ebenfalls das Stoérverhalten fiir andere lokal periodische,
nicht unbedingt aus einer priméren Instabilitit entstandenen Strémungen studiert werden.
Dabei meinen wir mit dem Begriff ”’lokal periodisch” solche Stromungen, deren Abwei-
chungen von einer mathematisch strengen Periodizitit iber eine Wellenlidnge klein sind
(z.B. schwaches raumliches Aufklingen einer ansonsten periodischen Welle). D:¢ lokale
Periodizitdtsannahme stellt somit eine Verallgemeinerung der Parallelstrémungsannah-
me der lokalen priméren Stabilitidtsanalyse in Scherstromungen 2.4 dar. So wie bei der
Untersuchung primdérer Instabilititen verfahren wir in zwei Schritten : 1) Bestimmung
des Grundstromungszustands und 2) Untersuchung des Storverhaltens.

3.1.1 Grundstréomung

Der erste Schritt einer sekundiren Stabilititsanalyse besteht, in vollkommener Analo-
gie zur primiren Stabilitdtsanalyse, in der Berechnung der zu untersuchenden Grund-
stromung U4 (x, y,¢). Um einer sekundiren Stabilitdtsanalyse zugidnglich zu sein, muf3
U, beziiglich einer wand- bzw. scherschichtparallelen Raumrichtung e, = e, cosp +
e,sing =: ey mit der Koordinate ¢’ periodisch und beziiglich der zweiten Parallel-
richtung e ;900 = —eysine + e, cosp =: e, homogen sein : U (¢',n,t) = U(& +
A, t). Unsere Grundstromung muB liberdies in einem geeigneten Koordinatensystem
¢ = ¢ — ct als stationidre Strémung beschreibbar sein (vgl. Abbildung 3.4), d.h.
U,(&,t) =U(¢) = U1(€ + ). Wir kénnen damit solche Grundstromungen U (z) =
(U 1)(z) + U7(&, 2) auf sekundire Instabilitit untersuchen, die sich zusammenset-
zen aus einer rdumlich bzgl. £ gemittelten parallelen (z.B. Grenzschicht—) Stromung

Abb. 3.4: Koordinatensystem zur Beschreibung der sekundiren Instabilitét.
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£4A

(Uq)(z) := 27?1 Ef U (&, 2)d¢ und einem rdumlich periodischen Anteil U% (£, z). Die-

ser periodische Anteil besitzt keinen rdumlichen Mittelwert, jedoch eine endliche Am-
i E+A

plitude A(z) = (A7! g [U% (&, 2)]2d€)'/?, d.h. wir nehmen nicht an, A sei infinite-

simal klein. Wir setzen voraus, unsere Grundstromung sei in einem Koordinatensy-
stem (z,y,z) gegeben, in dem wie iiblich die x—Achse in die Richtung der Haupt-
stromung (U ;)(z) (bei dreidimensionalen Grenzschichtstrémungen typischerweise am
Grenzschichtrand) weist und die z—Achse die Scherschichtnormalenrichtung bedeutet.
Wir werden jedoch der Ubersichtlichkeit der weiteren Ableitungen wegen, wie oben
bereits angedeutet, in der Folge ein der periodischen Richtung e, = e; angepaBtes
Koordinatensystem verwenden. Es ergibt sich aus der Transformation

& cosep sing 0 x ct
n = | —singp cose O y | — 0 3.D
z 0 0 1 z 0
————
=:ct

Im (&, 77, z)—Koordinatensystem erscheint damit U,(z,y, z, t) also als stationdre Stromung
U,(¢,z). Im Falle der Beschreibung stationirer, periodischer Konvektionsrollen, die
sich beim Rayleigh—-Bénard Problem in der ruhenden Fliissigkeitsschicht Ug(z) = O
ausbilden, gilt offenbar ¢ = 0. Auch die Taylorwirbel im Ringspalt zweier konzentri-
scher Zylinder sind von Natur aus stationir, so daB auch hier ¢ = 0 ist. Im Gegensatz
dazu ist ¢ = Yers,0,0), und zwar im Falle einer mit der Phasengeschwindigkeit crs
stromablaufenden Wellenstorung in einer zweidimensionalen Grenzschicht Uo(z). Eine
solche Wellenstérung kénnte im Verlaufe des Amplitudenwachstums einer Tollmien—
Schlichting Welle (vgl. Abbildung 2.18) entstanden sein. Obwohl die Grundstromung
U/, hier nicht wirklich periodisch ist (schwaches Anwachsen der Grenzschichtdicke
stromab, schwaches raumliches Amplitudenwachstum von Storwellen) nehmen wir Pe-
riodizitidt an. Wir werden spiter begriinden, in welchen Fillen dieses gerechtfertigt

ist.

3.1.1.1 Periodische Losung der Navier—Stokes Gleichungen Eine stationire &-
periodische Stromung finden wir als Losung der stationidren Navier-Stokes Gleichungen.
Auf die Details der Berechnung einer Grundstromung U wollen wir hier verzich-
ten. Die Vorgehensweise soll nur angedeutet werden. Fur inkompressible Strémungen
U,(&,2) = Y(ur, v1, w, p1) erhalten wir die folgende Form der Navier-Stokes Gleichun-

gen :
%%+%% = 0 (3.2)

(ul—c)%%l—kwl%%lﬂ-%%- = Ref(%%f"“"’%zfil (3-3)

[ — %+ G2+ 1 = rept (G2 + 5] G

(= B w4 OB = ey (G G 3
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Hierin sind u«, v, w die Geschwindigkeitskomponenten in den Koordinatenrichtungen &
7, z. Dazu treten die Haft- und kinematische Strémungsbedingung u,(z = z,,&;) =
vi(z = z,,&) = wi(z = z.,¢&) = 0 an allen Wandpunkten &,, z, und geeigneté Fern-
feldbedingungen (Anstromung) oder integrale Bedingungen. AuBerdem gilt die Periodi-
zitdtsannahme in £, d.h. U (&, z) = U1(€ + A, z). Die Variablen werden als Fourierreihe
in & mit der Grundwellenzahl a, = 27 /A dargestellt und in (3.2)—(3.5) eingesetzt, woraus
ein System nichtlinearer gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichungen in z fiir die
Fourierkoeffizienten (auch Moden) folgt.

3.1.1.2 Shape assumption Die Berechnung einer periodischen Lésung der Navier—
Stokes Gleichungen ist i.d.R. bereits ein schwieriges Unterfangen. Eine ganz erhebliche
Vereinfachung bringt die sog. shape assumption mit sich, die in vielen Fillen hinreichend
genau ist. Danach wird angenommen,

1. die mittlere Strémung entspreche der laminaren Grundstrémung U, die vor dem
Auftreten jeglicher Storung vorhanden war, d.h. (U1)(2) = Uo(z)

2. die periodische Storstromung endlicher Amplitude U} werde approximiert durch
eine normierte Eigenfunktion der prirniren Stabilititsanalyse, skaliert mit endlicher
Amplitude A,dh. U = AU, = AU exp(ia + ib — iwt)],

Nach 1. ist die storungsfreie Grundstromung U, z.B. die laminare Blasius’sche Platten-
grenzschichtstromung oder die ungestorte Laminarstromung zwischen zwei konzentri-

schen Zylindern vor dem Einsetzen der Taylorwirbel.

Unter 2. haben wir nur den Realteil U der komplexwertigen Funktion der priméren
Storwelle genommen, da die Grundstromung U, natiirlich nur aus reellwertigen Stromungs-
groBen bestehen kann. Wir konnen den Realteil auchals U’ = (U’ +U'")/2 bestimmen,
wobei U’ das konjugiert Komplexe zu U’ bedeutet. Es ist notwendig, die verwendete
Eigenfunktion f](z) zu normieren, damit die Amplitude A, die als Parameter vorgegeben
wird, physikalisch interpretierbar ist. Es ist iiblich, die Eigenfunktion mit einem Faktor
zu multiplizieren, so daB sich das Maximum der Geschwindigkeitsstdrung in Stromab-
richtung @ gerade zu /1/2 ergibt, weil damit A gerade die Bedeutung des rms—Wertes
(root—mean—square) der Schwankung besitzt :

U(z) = (&, 6,w,p) : max|d| =/1/2 (3.6)

Wir wollen nochmals darauf hinweisen, daB U? nach der zweiten Teilannahme der
shape assumption eine stationére, periodische Funktion in ¢ zu sein hat. Wir wollen uns
dazu die Primirstérung U’ = U'(z,y, z,t) = U (z)efss+v—*t in den neu eingefiihrten
Koordinaten nach (3.1) ansehen. Wir finden
== ior = 91'
U' = U(z) exp(ia,z + iby — iw,t) exp(—a;x — biy + wit)

= 0 (homog. in 7 )

0, = (a,cosp + by sinp) £ + (—a-sing + b, cosp) 7 —
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— (wy — (arcosp + b, sinp) c) ¢ (3.7)

=0 (stationdr)
#; = (a;cosp + b;sinp) £ + (—a;sing + b;cos ) n —
—(w; — (a;cosp + bisinp)c) t ~ 0 (Periodizitiit)

Der Drehwinkel ¢ folgt aus der obigen Bezichung zu ¢ = tan~1(4,/a,). Die Ge-
schwindigkeit ¢, mit der wir das (£, 5, z)—Koordinatensystem mitbewegen, ergibt sich

aus (3.7) als die Phasengeschwindigkeit der primiren Stérwelle ¢ = w, /\/a2 + b2. Thre

Wellenldange ist A = 2x/ /a2 + b?. Wie bereits angemerkt, nehmen wir kleine An-
fachungsraten a;, b; und w; der Primirinstabilitdt an, um uns nicht auf den speziellen
Fall von Neutralwellen einschrinken zu miissen. Wenn wir von “kleinen Anfachungs-
raten” sprechen, bezichen wir uns auf die sich am Ende ergebenden Anfachungsraten
der sekundiren Instabilitit, die fiir viele Scherstromungen wesentlich groBBere Werte
als die primdren Anfachungsraten haben. NaturgemiB kdnnen wir dieses aber erst
nachtridglich durch Nachrechnung zeigen. Wir konnen hier nur sagen, daB wenn die
primire Instabilitit viskosen Charakters ist, wie z.B. die Tollmien—Schlichting Wellen,
dann sind die primiren zeitlichen Anfachungsraten sehr klein. Sie skalieren sich mit
~ 1/Rey;. Dagegen sind Anfachungsraten der sekundiren Instabilitit ihrer wirbeldy-
namischen Natur wegen durch Konvektion bestimmt und damit wesentlich gré3er. Die
fiir solche Vorginge zutreffende Zeitskala entsteht erst in Verbindung mit der durch die
Wellenlidnge der periodischen Grundstrémung eingefiihrten Lingenskala A.

Die shape assumption fiihrt mit der Bezeichnung a, = 27 /A = /a? + b2 und unter
Beachtung der Normierung (3.6) am Ende auf die folgende Formulierung der Grund-
stromung

U,(€,2) = Uo(z) + A/2 [U(2) exp(a, €) + Ul(z) exp(—a, £)] (3.8)

Die so approximierte periodische Grundstréomung ist also nach einer vorangegangenen
priméren Stabilititsanalyse bekannt.

3.1.2 Storungsdifferentialgleichungen

Wir tberlagern der zu untersuchenden periodischen Grundstromung U, eine kleine
Storung eU”. In vollkommener Analogie zum Vorgehen bei der Ableitung der priméren
Storungsdifferentialgleichungen 2.1 setzen wir die gestorte Stromung U = U, + cU”
in die Navier—Stokes Gleichungen ein, differenzieren nach ¢ und lassen danach ¢ —
0 gehen. Wir erhalten dann Gleichungen die mit allen denjenigen iibereinstimmen,
die unter 2.1 abgeleitet wurden, mit dem Unterschied, daB U, durch U,, U’ durch
U, x durch £ und y durch 75 ersetzt ist. AuBerdem ist zu beachten, daB wir das
Koordinatensystem mit der Phasengeschwindigkeit ¢ = %*¢,0,0) in der Richtung ¢
mitbewegen, um eine stationire Grundstromung U, (£, z) betrachten zu kénnen. Das
heifit, daB v = “(u,v,w) durch v — ¢ = (v — ¢, v, w) zu ersetzen ist.

Wir wollen dieses nun fiir inkompressible Stromungen beispielhaft durchfiihren. Unter
Beachtung der oben genannten Ersetzungen schreiben sich die linearisierten Stérungs-
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differentialgleichungen (2.13), (2.14) fiir die Stérungen U” = Y »”,p”) mit v" =
“(u”,v"”,w") der periodischen Grundstréomung U = *(u;, v1, wy, p1)

V-v" =0 (3.9
Lo’ + (vy —€)- Vo' + 0" Vv, = —Vp”" + Re™ ! Av” (3.10)

Dazu kommen die Haftbedingung und kinematische Stréomungsbedingung an festen
Berandungen =,
v’(x,) =0 (3.11)

An Fernfeldrindern fordern wir wie iiblich das Abklingen aller Stérungen auf Null. Es
ist moglich, aus dem Gleichungssystem (3.9)—(3.10) den Druck und die wandparallele
Geschwindigkeitskomponente v” zu eliminieren und damit ein System von zwei Glei-
chungen fiir die zwei Unbekannten " und w” abzuleiten. Zunichst eliminieren wir
den Druck aus (3.10), indem wir die Rotation V x bilden. Wir erhalten dann die sog.
Wirbeltransportgleichung

Sw" 4+ (v1 — )V’ 4+ 9" Vw, — w1-Vo" — w’- Vv, = Re™! Aw” (3.12)

mit der Drehung w = V x v = {(§2 — ¥, S« — 33—15“, ig—g‘i — —) Man beachte, daB die
Grundstrémung nicht von n abhingt. Wir differenzieren nun die z—Komponente der Vek-
av”

torgleichung (3.12) nach . Die darin erscheinenden Ableitungen . eliminieren wir

mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung (3.9) und erhalten unsere erste leferentlalglelchung
fiir »” und w”

Q i i i _8_ . du ] aizun 8211,” 62wh’>
[8t+(ul C)8€+v16n+wlaz Rey A+‘—l‘9€ -5?2—+8—n2_+6§(92 +
dw, > vy 8 ,»

+ ( 9¢ 9¢dz  aet on) " T

dw; 52 (8u1 8 L vy 8 _ Bv _ Ovy 8 5] .
t 1502+ o200+ 5 6=  9€0: 0= 0€ w'=0 (3.13)

Die zweite Storungsdifferentialgleichung leiten wir ab, indem wir die n—Komponente

der Vektorgleichung (3.12) nach £ ableiten, und von ihr die nach n differenzierte £—

Komponente von (3.12) abziehen. Die dann verbleibenden Ableitungen %”” eliminieren

wir auch hier mit Hilfe der Kontinuititsgleichung. Die Ableitung erfordert einige Miihe
und ergibt am Ende

[% + (uq — C)(‘?_ﬁ -|-'U1ai +w1'6g - REEIA] Aw’—

9 "9 4w 9 (0w _ Qﬂ)] Uy Ayt 4 OWI Ay
BT [ u 2) (5 oe Aw" + g Av
8’01 . ou” 8w _{Oou” 8 | Ow” 8\ Jv
v( on 0 ¥ oy 92) 02
u”’ 8w 8 ((Ouy 8w1 (o 8 Buw” 8\ Jvuy _
o T o2 ) 9E \ 9z — Of on 9z on 9¢) 9 =0 G

Mit (3.13), (3.14) liegt nun ein homogenes, lineares, partielles Differentialgleichungs-
system mit nichtkonstanten Koeffizienten in z, periodischen Koeffizienten in £ und
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konstanten Koeffizienten in 7 zur Bestimmung der Storstromung u”, w’” vor. Die feste
Wand bei der Untersuchung einer Grenzschichtstromung liege bei z = z,,£. Danach
liege ¢ parallel zur Wand. Es gilt die Randbedingung (3.11) dann unabhingig von £. Wir
erkennen, daf3 +” maximal zweimal nach z und w” maximal viermal nach z differenziert
wird, d.h. wir bentigen an jedem Rand z, eine Bedingung fiir ©” und zwei Bedingungen
fiir w”. An der festen Wand sind diese

7
W(z) =0, w(z)=0, (=0 (3.15)
Die ersten beiden Bedingungen stellen einfach die Haft— und kinematische Strémungs-

bedingung aus (3.11) dar, wihrend die dritte der Bedingungen (3.15) aus der Konti-
nuititsgleichung (3.9) in Verbindung mit (3.11) folgt.

Wir wollen nun zusitzlich die Grundstromung U, = Ugy + A U’ nach der shape
assumption (3.8) in das Storungsdifferentialgleichungssystem (3.13), (3.14) einsetzen.
Man beachte wieder, daB3 die primérstorungsfreie Grundstromung U = Ugy(z) und die
iiberlagerte Primirstorung U’ = U’ (&, z) sind :
Q_ _ Q _@_ . _1 a2u// a2u//
[at + (U0 — &)z + oz, — Reg A] (ag? + o2 agaz) +
dug 8  dve 8 —
oy dzoe) v =

_ Ju 2" 3" 92w S’ 92 9%’ o
= A{ — -V — r _ r s
{ [” + ag] ot” T apT T 6{37;) (ag ato= ~ pet on )

dwl. 52 dv, 5 _ D% Ov; 9 D |

[ (Bz on + ¢ 9¢ 8z 8582 T 9z 9€ ) On w (3-16)
a
on

_Q . -1 " dzu 6w” d2v 8w”
[8t + (uo — c) D€ + vo— — Rey A] Aw" + dzzg 6{ 4+ d220 oy =
_ o ael // w’! a w), _ au 7”
= A{ v, VAw"” af [ u ) ( ] Bl —rAw’+
L OWL A avl ( au" B ) (8" @ aw" 8\ av!
+ g AU =254V oy 9 T oy 0s) 92
8u1/ 4 II) Q au . 8wr auu 8 6’[1}”_@_ 81) (3 17)
o€ (92 OE \ Oz ¢ dn Oz on 9¢/) O )

Hierin ist v-V = u, 2 + v/ £ + w] £ . Wir haben die Terme, die mit der Amplitude

A der Primirstorung U’ versehen sind, jeweils auf der rechten Seite zusammengefalt.
Es sei auf ein sehr wesentliches Merkmal der obigen Gleichungen hingewiesen. Fir
verschwindende Amplitude A — 0 entkoppeln sich die beiden Gleichungen voneinander
und es entsteht aus (3.17) die Orr—Sommerfeld Gleichung der priméren Stabilititstheorie.
Die erste Gleichung (3.16) wird in diesem Fall auch Squiregleichung genannt. Man
beachte, daB fiir w” = 0 diese Gleichung fiir A — 0, nichttriviale Eigenlosungen
besitzt, die von der Orr—Sommerfeldgleichung nicht beschrieben werden koénnen. Diese
Eigenlosungen werden auch als Squiremoden bezeichnet. Sie sind jedoch immer stabil
und deshalb im Rahmen der primiren Analyse nicht von Bedeutung.

Wir erkennen damit schon hier, da das Wesen der sekundiren Instabilitéit im Vorhan-
densein einer endlichen Storamplitude A liegt. Erst mit ihr kommt die fiir die Instabilitit
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so wichtige, periodisch verteilte Konzentration von Drehung im Grundzustand (in Form
der periodischen Koeffizienten) ins Spiel.

3.2 Losung der Storungsdifferentialgleichungen

Unser Stérungsdifferentialgleichungssystem (3.16), (3.17) ist homogen in ¢ und . Daher
diirfen wir in diesen Richtungen Exponentialansitze fiir die Losung machen :

U” =V (&, 2)exp(ipn) exp(ot) (3.18)

Dabei wollen wir 3 = J, als reelle Zahl vorgeben. Wir legen damit die Periodenldnge
der zu berechnenden Stérung beziiglich n, d.h. senkrecht zur Wellennormalen der
primiren Instabilitét fest (vgl. Skizze 3.5). Fir den Wert 3 = 0 liegt der Sonderfall
zweidimensionaler sekundirer Instabilitit vor. Die zu Anfang des Abschnitts erwihnte
Wirbelverschmelzung in der freien Scherschicht ist ein Beispiel dafiir. Die Konstante o =
o, + i0; ist i.a. komplex. Der Realteil o, hat in Analogie zur priméren Stabilitéitsanalyse
die Bedeutung einer zeitlichen Anfachungsrate.

Die Abhiingigkeit der Funktion V (£, z) von der Normalenrichtung = wird in vollkomme-
ner Analogie zu allen behandelten primiren Stabilititsproblemen numerisch behandelt.
Die auftretenden Ableitungen nach z kénnen mit dem in Anhang A.3 angegebenen Kol-
lokationsverfahren explizit in Matrixform dargestellt werden, und die Randbedingungen
werden durch explizites Setzen der StromungsgroBen am Randkollokationspunkt beriick-
sichtigt.

Das Charakteristische der Storungsdifferentialgleichungen der sekundéren Instabilitit ist
die £—Periodizitit der auftretenden Koeffizenten. Wir erinnern uns, da8 die Periodenldnge
A = 27 /a, mit a, = /a? + b2 war. Lineare Differentialgleichungen mit periodischen
Koeffizienten kénnen, dhnlich wie lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten, mit Hilfe eines allgemeinen Ansatzes gelost werden. Der Losungsansatz
fiir lineare Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten wird Floquet—Ansatz
genannt, entsprechend der sog. Floquet Theorie der Losung periodischer Differential-
gleichungen (vgl. z.B. CODDINGTON UND LEVINSON 1955). Nach dieser Theorie 18st

ein Ansatz der Form

V(, z) = exp(iaf)f/(f,z) , mit V(£,2) = V(E+ A=) (3.19)
n
Vo) (2=9)
(ug (z=8) ‘{>l<}> | ; 2|71:= &
S

Abb. 3.5: Zur Bedeutung des Parameters /3 bei der Beschreibung der sekundiren Insta-
bilitit der Grenzschicht.
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die Differentialgleichung. Die Ldsung besteht offenbar aus einer (noch zu bestim-
menden) Funktion V (£, z) mit derselben Periode wie die Koeffizienten der Differen-
tialgleichung, multipliziert mit einem “Exponentialansatz” exp(zaf), in dem eine (i.a.
komplexe) Konstante « auftritt. Wir entwickeln die Funktion V' (£, z) in ihre Fourierreihe
und schreiben unsere Storstromung nun

U” = exp(iaf + i81) exp(ot) i vj(z) exp(Z ja,f) (3.20)

j=—oo

Setzen wir die Komponenten (u”, w”) aus U” in unser Stérungsdifferentialgleichungssy-
stem ein und ordnen nach den einzelnen Exponentialtermen exp (¢ (ja,+a)£), so entsteht
ein System aus unendlich vielen homogenen gewohnlichen Differentialgleichungen in
= fiir die Fourierkoeffizienten V' ;(z). Dieses Gleichungssystem hat wiederum nur fiir
bestimmte Kombinationen («, 3, o) nichttriviale Losungen, die wir wieder als Eigen-
funktionen der sekundiren Stabilitétstheorie bezeichnen wollen.

Zur konkreten Berechnung dieses Eigenwertproblems der sekundéren Stabilitéitstheorie
wird die Fourierreihe in (3.20) nach endlich vielen Gliedern /N abgebrochen. Numerische
Untersuchungen haben gezeigt, daB fiir ¢ = 0 nur zwei Glieder j = 0, 1 hinreichend
genaue Ergebnisse liefern. In Fillen schriglaufender Primirwellen, insbesondere bei
Querstromungswellen, miissen mehrere Moden verwendet werden.

In Analogie zur primiren Stabilitdtstheorie unterscheiden wir zwischen zeitlicher und
raumlicher Analyse. Eine zeitliche Stabilitdtsrechnung fithren wir durch, indem wir o, 8
reell vorgeben und o als i.d.R. komplexe Zahl aus dem Eigenwertproblem bestimmen.
Der Realteil o, des zeitlichen Eigenwerts ¢ hat die Bedeutung der zeitliche Anfachungs-
rate. Die Grundstromung U, ist instabil gegeniiber Sekundérstérungen, wenn uns das
Eigenwertproblem der sekundiren Stabilitidtsanalyse einen Wert o > 0 liefert. Der Ima-
giniirteil ist die gemeinsame Kreisfrequenz aller Moden der sekundiren Eigenfunktion
U” im mitbewegten System (£,7,z). Fir o, = 0 stellen alle Moden der sekundiren
Eigenfunktion beziiglich (&, 77, z) stehende Wellen dar. Sie bewegen sich dann relativ
zur Primirwelle nicht.

Wir sprechen von einer rdaumlichen Stabilititsanalyse, wenn wir im unbewegten System
(¢ + ct,n, z) keine zeitliche Anfachung zulassen, sondern einen zeitlich periodischen
Vorgang voraussetzen. Im bewegten System setzen wir dazu o, nicht gleich Null, sondern
o, = azc. Die im stehenden Koordinatensystem angesetzte Frequenz (2 erscheint im
bewegten als o; = 2 — a,c und wird als solche in die Gleichungen eingesetzt.

3.2.1 Ldsungstypen

Bevor wir konkrete Lésungen bestimmen, wollen wir nochmals den Lésungsansatz ndher
betrachten und die moglichen Losungen in drei Klassen einteilen. Wir beginnen damit,
zu verdeutlichen, daB3 es sinnvoll ist, nur bestimmte Werte fiir den Realteil «, der im
Floquetansatz (3.19) vorkommenden Konstanten « zuzulassen. Zunichst wird der
gemeinsame Faktor exp(ia, &) in (3.20) mit den einzelnen Fouriermoden exp(i ja£)
zu expfz (ja, + «){] zusammengefafit. Mit Hilfe des Diagramms 3.6 lberlegen wir,
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-1/2 |

Abb. 3.6: Lage der Moden (j) als Funktion von «,

wie sich die Position der einzelnen Moden (j) auf der Achse ja, mit «, dndert. Er-
reicht o, = 1/2a,, dann nehmen die Moden offenbar dieselben Plitze ein, wie bei
o, = —1/2a,. Alle mdglichen Positionen der Moden konnen offenbar beschrieben
werden, indem o, aus —1/2 < «,/a, < 1/2 gewihlt wird. Wiirden wir beispielsweise
o, = 3/4a, einsetzen, so entspriche dieses dem Fall a, = (3/4 — 1)a, = —1/4a,.
Denn wir diirfen immer ganzzahlige Vielfache von a,, abziehen oder addieren, ohne den
Wert der Fourierreihe (3.20) zu dndern. Eine solche Manipulation wiirde lediglich zu ei-
ner Umnumerierung der Moden innerhalb der Formulierung der ansonsten selben Reihe
filhren. Da eine Verinderung von |, | iiber 1/2 hinaus nicht sinnvoll ist, fiihren wir einen
neuen Parameter ¢ = 2a,/a, ein. Dieser sog. Verstimmungsparameter nimmt Werte
—1 < € € 1 an. Es werden mit Hilfe der Werte von ¢ drei wesentlich unterschiedliche
Losungstypen unterschieden, deren Auftreten auch in Experimenten z.B. zum laminar—
turbulenten Ubergang in der ebenen Plattengrenzschichtstromung beobachtet wurden.
Der Ablauf des Ubergang hingt stark von der tatsédchlich auftretenden Erscheinungs-
form sekundirer Instabilitiit ab. Die verschiedenen Transitionsszenarien sind iiber diese
sekundiren Instabilititstypen charakterisierbar.

1. Fiir e = 0 sprechen wir von sog. fundamentalen Moden.

" = exp(—a;€ + 18n) exp(ot) > Vi(2) exp(ijayé) (3.21)

J=—00
Typisch fiir diese Instabilititsform ist, daB sie dieselbe Periode beziiglich £ wie
die Grundstromung besitzt. Wird der durch Tollmien—Schlichting Wellen initiierte
Transitionsvorgang durch die fundamentalen Moden bestimmt, sprechen wir auch
vom fundamentalen Transitionstyp (vgl. Abbildung 3.1). Andere Bezeichnungen
dieses Transitionstyp sind peak—valley splitting oder K—Typ (nach P. KLEBANOFF).

2. Fiir e = +1 treten die sog. subharmonischen Moden auf.
U’ = exp(—ai +ifn)exp(at) >° V(2)exp(i (7 +1/2)a.8)  (3.22)
j=—co

Diese sekundire Instabilitit besitzt die doppelte Periodenlinge wie die Grund-
stromung. Wird der Transitionsvorgang durch diese Instabilititsform bestimmt,
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spricht man auch von subharmonischem Transitionstyp (vgl. Abbildung 3.1) oder
H-Typ (nach T. HERBERT), in Sonderfillen auch C-Typ (nach A. CRAIK).

3. Fiir j[e| < 1 werden sekundire Instabilititen als verstimmte Moden (engl. detuned
modes) bezeichnet.

1 = exp(—ab +ifn) exp(ot) So Vi(2)exp(i (G +e/2)ant)  (3.23)

j=—00

Die beiden zuvor genannten Formen sind Grenzfille der allgemeineren verstimm-
ten Moden.

Aus der Einteilung der Lésungen in diese drei Typen konnen wir Schliisse ziehen. Wir
berechnen unsere Losung U” als komplexwertige Funktion, interessieren uns jedoch
letztlich nur fiir reelle Lésungen, da nur solche eine tatsiichliche physikalische Stérung
reprisentieren. Nehmen wir an, wir fiihren eine zeitliche Stabilititsanalyse durch, dann
ist o = £a, /2 eine gegebene reelle Zahl. Wir wollen untersuchen, fiir welche Werte von

¢ unser Floquetansatz (3.20) eine physikalische Ldsung darstellen kann. Dazu schreiben
wir unsere Stérung in reeller Schreibweise auf :

U= F(t,n) - i Vi(z)exp(i (5 + e/2)a,€) (3.24)

j=—o0

= G(§= Z)

Wir haben hier die Abhingigkeit von ¢ und 7 als reelle Funktion F' geschrieben, die
gemeinsam mit der reell angenommenen Funktion G den Produktansatz fiir die Stérung
darstellt. Wir betrachten nun, unter welchen Umstinden G (&) tiberhaupt nur eine reelle

Funktion sein kann. Das ist einfach zu erkennen, wenn wir G (&) folgendermaBen
anschreiben

F=—00 k=—co

G(&,z2) = %{i V;exp(i (j + ¢/2)aut) + f: ‘}keXp(i(k+€/2)a<p£)}

Finden wir eine solche Numerierung &, daB jeweils ein Glied der Summe iiber 7 konju-
giert komplex zu einem Glied der Summe tiber k& wird, dann ist G (&) reell, weil dann
ausschlieBlich {iber konjugiert komplexe Paare summiert wird. Wir fordern also

o [ | . !
V=V, , J+‘%:“(k+%)
k=—G+e)
An der zweiten Bedingung erkennen wir sofort, daB3 nur fir ¢ — 0 (fundamentale

Resonanz) und ¢ = =41 (subharmonische Resonanz) reelle Losungen moglich sind,

denn nur fiir diese ¢ ist k eine ganze Zahl. Damit haben wir gezeigt, daB G(¢, =) fiir
den Fall der verstimmten Moden keine reelie Losung darstellt, was jedoch nicht heiBt,
daB die verstimmten Moden unphysikalisch sind. Wir haben hier lediglich gezeigt,
daB eine verstimmte Mode |¢| < 1 nicht alleine auftreten kann, sondern nur in der
Kombination mit ihrer konjugiert Komplexen. Deswegen wird der Fall |¢| < 1 auch als
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Kombinationsresonanz bezeichnet. Wir wissen also, daB U”(|e| < 1|) nach (3.24) keine
reelle, sondern eine komplexe Funktion ist. Sie soll Losung des Eigenwertproblems der
sekundiren Stabilitdtsanalyse sein, das wir in Analogie zur primiren Stabilitiatsanalyse
(vgl. 2.2) in die folgende Form fassen k&nnen

1"
LP25 + LU = 0

Hierin ist L%) = LE\Z,) (Uo(z),AU’(z,.f), 3%, 3%’) jetzt periodisch in ¢. Wir formu-
lieren unsere verstimmte Mode um in U”(g) = F,(n)exp(ct)G(&, =; ), wobei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit F), eine reelle Funktion sei. Unser Eigenwertproblem

ist damit
oL [Fy()G(£, 2,6)] + L [Fo()G(, 2,)] = O

Nehmen wir das konjugiert Komplexe der Gleichung (man beachte, da3 die Differenti-
alausdriicke ng) und Lg) reell sind), dann wird daraus

ALPF ()G E, 2,6)] + LY [Fy(n) G (€, 2,6)] = O

Hieraus erkennen wir, daB zu F,G/(&, z, |e| < 1) immer eine Funktion F,G(¢, 2, [e| < 1)
exisitiert die ebenfalls das Eigenwertproblem der sekundiren Instabilitét 16st. Es gilt

Gle, )= 3 V1 exp(i (G — e/2)ané)

j=—o0

Die Funktion G'T(£, =) ist also nichts anderes als ein Floquetansatz mit der vorgegebenen
Verstimmung —e anstatt €. Die physikalische (also reelle) Losung ergibt sich aus der
Kombination der verstimmten Mode ¢ und —e. Wir stellen folgendes fest : 1) Unsere
kombinierte Stérung U (=€) enthiilt die Wellenzahlen (7 + ¢/2)a,,, die im Wellenzahl-
spektrum der Abbildung 3.7 links gezeigt sind. Die fundamentale und subharmonische
Resonanz sind zum Vergleich rechts daneben skizziert. Die Kombinationsstdrung ist
fiir rationale Zahlen ¢ periodisch in £ , andernfalls quasiperiodisch. Fiir sehr kleine
rationale Werte von £ sind die Periodenlingen der Kombinationsmoden grof3, z.B. bei
£ = 1/10 haben diese Strukturen bereits eine Ausdehnung von 10X in £. 2) Bei Kom-
binationsresonanz haben jeweils zwei einander zugehdrige Moden dieselbe Amplitude.

u”l{x) U i(o)

Iﬂh o |

0 4 Oag o] 1 2 3 4 ®ag

|

Abb. 3.7: Auftretende Moden bei links : Kombinationsresonanz, rechts : fundamentaler
(durchgezogen) und subharmonischer (gestrichelt) Resonanz.
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3) Da die Losungsanteile (4&, —¢) konjugiert komplexe zeitliche Eigenwerte (o, ot)
besitzen, erscheint das Frequenzspektrum im stehenden Koordinatensystem in gleicher
Weise wie das Wellenzahispektrum 3.7, d.h. im festen Bezugssystem werden Frequen-
zen ca, + o; gemessen. Diese Erscheinungen sind auch experimentell in verbliiffender
Ubereinstimmung mit der sekundiren Stabilititstheorie nachgewiesen worden.

3.3 Ergebnisse der sekundiiren Stabilitiitstheorie

Wir haben die sekundire Stabilitdsanalyse fiir den allgemeinen Fall einer instationiren
Grundstromung U'; dargestellt. Die Behandlung stationédrer Strémungen ist darin natiirlich
enthalten. Aus der Vielzahl der Anwendungen der sekundiren Stabilitéidtstheorie greifen
wir zwei heraus. Zum einen stellen wir Ergebnisse zu den hauptsidchlich von F. Bus-
se mit Hilfe der Floguet—Analyse sehr eingehend erforschten Rayleigh—Bénard’schen
Konvektionsrollen vor. Im zweiten Teil gehen wir auf die sekundiren Instabilititen ein,
die beim laminar—turbulenten Ubergang in der Plattengrenzschichtstromung beobachtet
werden und deren theoretische Untersuchung auf T. Herbert zuriickgeht.

3.3.1 Thermische Zellularkonvektion

Die Formen der in der thermischen Zellularkonvektion auftretenden Sekundirinstabi-
lititen sind vielfiltig. Wir hatten in Abbildung 3.3 rechts eine dieser Formen skizziert.
Sie ist instationdr und wird als oszillatorische Instabilitit bezeichnet. Umfangreiche
Parametervariationen haben ergeben, da8 zu gegebener Rayleigh— und Prandtlzahl Fa,
Pr und derselben Grundwellenlinge A der Bénardzellen mehrere verschiedene instabile
sekundire Eigenformen U” existieren konnen. Die Erscheinungsformen der sekundiren
Instabilititen sind je nach Kombination Pr, Ra,a = 27 /A unterschiedlich. Nur im
Bereich sehr kleiner Prandtlzahlen werden die Konvektionsrollen z.B. gegeniiber der
angesprochenen instationiren, oszillatorischen Storungsform instabil. Dafiir gibt es eine
plausible Erklidrung. Denn die lokale Beschleunigung %’u wird in den zugrundeliegenden
Boussinesqggleichungen (2.60) durch die Prandtlzahl dividiert. Je kleiner die Prandtlzahl,
desto stiirker ist der EinfluB der instationiren Glieder.

Die Zustinde, bei denen diese oszillatorische Instabilitit an den Konvektionsrollen ein-
setzt, sind u.a. im Diagramm 3.8 dargestellt, das fiir die unendlich ausgedehnte Fluid-
schicht gilt. Es zeigt das dreidimensionale Gebiet im (a, Pr, fa)-Raum, fiir das alle
Sekundirstérungen zeitlich abklingen. Die durch die Parameter innerhalb des Stabilitéts-
gebiets gekennzeichneten Konvektionsrollen sind demnach gegeniiber kleinen Stérungen
stabil. Die Gestalt dieses Gebiets ist anhand von fiinf Schnitten bei jeweils konstanter
Prandtizah! verdeutlicht. Je nachdem, wo das Stabilitdtsgebiet verlassen wird, werden
die Konvektionsrollen gegeniiber verschiedenen Stoérformen instabil. Das gesamte In-
stabilititsgebiet beriihrt die Linie Ra = Ra.,a = a., Pr, die den kritischen Zustand
Ra,. = 1708, a. = 3.12 der primiren Instabilitit darstellt. Wir erinnern uns daran, daf3
sich dieser Zustand (d.h. die kritische Rayleighzahl Ra.) unabhingig von der Prandtl-
zahl Pr ergeben hatte. Wir haben im Schnitt fiir Pr = 300 das Instabilitatsgebiet der
primiren Stabilitidtsuntersuchung (vgl. Abbildung 2.7) ebenfalls in das Diagramm 3.8
eingetragen, um anzudeuten, daB das gezeigte Stabilititsgebiet fiir sekundidre Storungen
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Abb. 3.8: Stabilititsgebiet fiir Konvektionsrollen zwischen zwei festen horizontalen Be-
randungen und unendlich ausgedehnter Fluidschicht. Abkiirzungen fiir die auftretenden
sekundéren Eigenformen : os : oszillatorisch, sv : schief-varikos, zz : zick—zack, gr :
quer—rollen, kn : knoten. Die kritische Rayleighzahl der primiren Instabilitit ist Ra..

darin eingebettet ist. Wir erinnern an dieser Stelle nochmals an die Bedeutung eines Sta-
bilitdtsdiagrammes wie 3.8. Es macht keine Aussage dazu, ob eine auftretende sekundire
Instabilitit im Verlaufe einer Storungsentwicklung am Ende zu einem Strémungszustand
fithrt, der der Eigenform dieser Instabilitit ”Zhnlich” ist. Das Stabilititsdiagramm sagt
uns, daf3 die Konvektionsrollen beim Uberschreiten der das Stabilititsgebiet begrenzen-
den kritischen Fliche instabil gegeniiber infinitesimal kleinen Stérungen werden. Die
Floquetanalyse macht zudem eine Aussage dazu, welchen raumlich—zeitlichen Charakter
die fiir die Rollen “gefihrlichen”, d.h. zeitlich aufklingenden Stérformen haben, solange
sie noch infinitesimal kleine Amplitude besitzen.

3.3.2 Grenzschichtstréomung

Die Untersuchung der ebenen Plattengrenzschicht auf sekundire Instabilititen hat we-
sentlich zum Verstindnis der Ergebnisse zahlreicher Experimente zum laminar—turbulen-
ten Ubergang beigetragen. Die Primirstérung ist durch die Uberlagerung einer stromab
laufenden (¢ = 0) Tollmien—Schlichting Welle mit der Blasius’schen Plattengrenz-
schichtstromung gegeben. Die verschiedenen, hier beobachteten Transitionstypen (fun-
damental, subharmonisch, verstimmt) konnten erstmals mit Hilfe einer umfassenden
Theorie erfaBt werden. Insbesondere kann mit ihrer Hilfe die A—Strukturbildung beim
fundamentalen und subharmonischen Transitionsszenario erklirt werden. Denn gemiB
einer zeitlichen sekundiren Eigenwertanalyse tritt die grofite Anfachungsrate (und damit
die dominante Eigenform) in beiden Fillen fiir o; = 0 auf. Das gesamte, durch die
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Moden V' ; der sekundédren Eigenfunktion dargestellte System von Wellen ist stationir
beziiglich der “tragenden” primiren Tollmien—Schlichting Welle endlicher Amplitude.
Die Sekundirmoden koppeln sich in die Bewegung der Primarwelle ein, wodurch sie
offenbar die meiste Stoérenenergie aufnehmen konnen. Man bezeichnet diesen Zustand
auch als phasengekoppelt oder engl. phase locked. Es ist leicht einsehbar, daf3 ein solches
System von Teilwellen, die sich alle mit derselben Geschwindigkeit stromab bewegen,
und deren Amplituden gleichzeitig anwachsen, eine Stromungsstruktur bilden, die nicht
fortwidhrend “zerflie3t”.

Welche der Eigenformen tatsichlich am Beginn des Transitionsvorgangs angenommen
wird, hingt stark vom anfinglichen Stérspektrum ab. Fiir kleine Amplituden A <~ 2%
der Tollmien—Schlichting Welle sind die Anfachungsraten der subharmonischen se-
kundiren Instabilitit am groBiten und die des fundamentalen Typs am kleinsten (vgl. Ab-
bildung 3.9). Die Verhiiltnisse dndern sich, sobald groBe Amplituden der Primirstérung
A >~ 2% vorliegen. Bei hohen Werten der Amplitude der Primérstérung in der zweidi-
mensionalen Grenzschicht dominiert die fundamentale Resonanz leicht gegeniiber den
anderen Formen.

Die typischen maximalen Anfachungsraten der sekundiren Instabilitdten selbst bei klei-
nen Amplituden A =~ 1% sind wesentlich groer als primidre Anfachungsraten. Es ist
insofern gerechtfertigt, die Primérstorung als lokal periodisch mit “eingefrorener Am-
plitude” A zu betrachten, denn A #ndert sich nur wenig wihrend die sekundéren Moden
starke Anfachung erfahren. Entscheidend ist die GroBe der Primédramplitude, nicht so
sehr ihre Anderung.

Die sekundire Instabilitit existiert nach Abbildung 3.10 fiir ein ganzes Band von Quer-
wellenzahlen 3, dessen Breite mit groBer werdender Priméramplitude A wichst. Die
durch 3 bestimmte Breite der transitionellen Stromungsstrukturen ist daher keineswegs
eindeutig festgelegt, sondern kann, je nach Anregung, héchst unterschiedlich ausfal-
len. Es ist auffillig, daB zu kleinen 3 die sekundiren Anfachungsraten fiir die Blasi-
us’sche Plattengrenzschichtstrémung drastisch auf Null abfallen. Eine zweidimensiona-
le sekundire Instabilitit, wie sie fiir die freie Scherschicht bei groBen Amplituden der
Primirstorung vorkommt (Wirbelverschmelzung) wird hier nicht beobachtet.

Die fundamentalen Moden nach (3.21) ent}}alten im Gegensatz zu den anderen Moden
einen aperiodischen Anteil, d.i. das Glied Vo(z) der Fourierreihe in (3.21). Diese Teil-

L subharmonisch

fundamental

Abb. 3.9: Anfachungsrate bei fun-

damentaler und subharmonischer

Resonanz in 2-d Grenzschicht (bei

o) kleinen und moderaten Amplituden
(¢] B A der Primirwelle).




160

GI’
A
Abb. 3.10: Wachstum der se-
o kundiren Anfachungsraten mit der
o] B Primidramplitude.

welle ist von £ unabhingig, und ihre Wellennormale weist in Richtung der n—Koordinate.
Das heif3t, sie repridsentiert in n periodische Lingswirbel. Diese Wirbel rotieren paarweise
gegensinnig, was aus der Symmetrie des Stromungsfeldes U, beziiglich der ¢, z—Ebene
folgt, und strukturieren das gesamte transitionelle Stromungsfeld sehr stark. Diese iiber-
geordnete Struktur wir auch als peak—valley splitting bezeichnet. In den Ebenen 7 = 7,,
in denen die Wirbel Aufwirtsgeschwindigkeiten induzieren, wird langsames, wandna-
hes Fluid in hohe Schichten z mit relativ groBer mittlerer Geschwindigkeit transportiert.
Dadurch kommt es zu starker Scherung, die die Storungsentwicklung begiinstigt. Ein
hier plaziertes Messgerit registriert starke Storsignale. Daher heiBt = 7, peak—Ebene.
Die gegeniiber der peak—Ebene um eine halbe Strukturbreite = /3 verschobenen Ebenen,
d.h. bein = n, = 1, + 7/, werden als valley—Ebenen bezeichnet, um anzudeuten, daB3
die Storungsentwicklung hier sehr viel schwicher ist als in der peak—Ebene.

Es sind auch sekundire Stabilitdtsanalysen in dreidimensionalen Grenzschichten durch-
gefiihrt worden. Daraus hat sich ergeben, daB im Falle der Untersuchung von Quer-
stromungswirbeln (stationire Querstromungsinstabilitédt) in der Grenzschicht eines schie-
benden Fliigels die zeitliche sekundire Anfachung o, von der gleichen GréBenordnung
ist wie die primiren Anfachungsraten. Uberdies haben Grenzschichtaufdickung und
Wandkriimmung einen starken EinfluB3 auf die Stabilititseigenschaften dieser Stromung
in Vorderkantennihe, so daB3 die entsprechenden Ergebnisse hauptsichlich qualitativen
Charakter haben. Im Gegensatz zur zweidimensionalen Grenzschicht sind hier die ver-
stimmten sekundiren Eigenformen am stidrksten angefacht. Die sekundire Instabilitit
sorgt hier fiir das Instationidrwerden der Querstromungsliangswirbel, denn die Kombina-
tionsresonanz war ja nicht phasengekoppelt an die Primirstérung.

Weiterfithrende Literatur

Experimentelle Untersuchungen von Instabilititen der Rayleigh-Bénard’schen Konvek-
tionsrollen sind von R. KRISHNAMURTI 1973 beschrieben worden, wihrend sich eine
Darstellung der theoretischen Behandlung in F. BUSSE 1978 findet. Interessante Uber-
sichtsartikel kénnen auch in J. ZIEREP, H. OERTEL JR. 1982 gefunden werden. Zur In-
stabilitit von Taylor—Wirbeln sei auf E. KOSCHMIEDER 1993 verwiesen. Die sekundire
Stabilititstheorie fiir Scherstromungen geht auf T. HERBERT zuriick. Die Gesamtdarstel-
lung der Theorie ist sehr iibersichtlich in T. HERBERT 1988 und detailliert in T. HERBERT
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1984 dargestellt. Die sekundire Stabilititstheorie fiir kompressible Stromungen mitsamt
der Storungsdifferentialgleichungen ist in J. MASAD UND A. NAYFEH 1991 beschrieben.

Einen recht ausfiihrlichen Uberblick iiber Kompressibilitiitseffekte geben L. NG UND G.

ERLEBACHER 1992.
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4  Stabilitiit nichtparalleler Stromungen

Wir haben uns bislang mit der lokalen Stabilititsanalyse befa3t. Im Rahmen der Ablei-
tung der lokalen Theorie in Abschnitt 2.4.2 wurde die Verdnderung der Grenz-/Scher-
schicht in Richtung der Stromung vernachlédssigt. Diese Manipulation der Grund-
stromung (Parallelstromungsannahme) hatten wir mit Hilfe der Methode der multiplen
Skalen gerechtfertigt. Wir hatten zur Ableitung der Grundgleichungen der linearen loka-
len Theorie (2.272)—(2.275) Terme der Gro3enordnung ¢ ~ 1/ Re, vernachlissigt, wobei
vorausgesetzt war, daB € einen kleinen Wert besitzt. Diese Vernachlissigung, nach der
wir die Grundstréomung Uy = Up(z) als ausschlieBlich von der Normalenrichtung =z
auf der Scher-/Grenzschicht abhingig betrachten durften, erlaubte es uns, analytische
(Exponential-) Ansitze der Storgrolen U’ beziiglich der Wandparallelrichtungen zu
machen, Gl. (2.280). Am Ende hatten wir es nur mit einem gewdéhnlichen linearen
Differentialgleichungssystem in z zu tun.

Wir wollen in diesem Abschnitt die Stabilitdtsanalyse auf nichtparallele Stromungen
ausdehnen. Das Ziel ist es, festzustellen, welchen Effekt die Nichtparallelitit auf die
Stabilititseigenschaften einer Scherstrémung hat. Dabei sei angemerkt, daB der Ein-
fluB der sich in den Schichtparallelrichtungen dndernden Stromungsverhiltnisse auf die
Storungsentwicklung sehr stark von der Art der Storung abhidngt. Entscheidend bei
der Wirkung der Grundstromungsinderung auf die Storung ist offenbar, wie stark diese
Anderung im Verlaufe einer Stérwellenlinge ist. Wir betrachten dazu beispielsweise
die Blasius’sche Plattengrenzschichtstromung nach Abbildung 4.1, deren Grenzschicht
6(x) in Stromrichtung = aufdickt. Bei gegebener Wellenlidnge A = 27 //a2 + b2 (a,, b,
Wellenzahlkomponenten in = und y) wird die Grenzschichtaufdickung eine je stirkere

Abb. 4.1: Aufdickungseffekt bei schriaglaufenden Wellen.
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Wirkung auf die Storwelle haben, je groBer der Schriglaufwinkel ¢ = tan—!(4,/a,)
der Welle beziiglich = ist. Denn der Wellenldngenabschnitt A, = 27 /a, = A/ cos ¢ in
der Stromungsrichtung z nimmt mit ¢ stark zu. Besonders im Grenzfall queriaufender
Storwellen, d.h. @ = 90°, stellt die Parallelstrémungsannahme der lokalen Analyse
einen ganz erheblichen Eingriff in die tatsichlichen physikalischen Gegebenheiten dar.
Die Probleme bei der stabilitéitstheoretischen Beschreibung der in 2.3.4 besprochenen
Gortlerwirbel, die gerade Stérungen mit ¢ = 90° sind, werden zum Teil auf die Parallel-
stromungsannahme zuriickgefiihrt.

Zwei prinzipiell unterschiedliche Vorgehensweisen zur Stabilitit nichtparalleler Stromun-
gen sind entwickelt worden. Einer dieser Ansitze stellt eine direkte Erweiterung der
lokalen Stabilitiitsanalyse mit analytischen Mitteln dar. Er fiihrt die in 2.4.2 eingefiihrte
Methode der multiplen Skalen weiter und ergibt Korrekturterme aus der Beriicksichti-
gung der Nichtparallelitidtseffekte ausschlieBlich am betrachteten Ort. Das vollkommen
analytische Vorgehen dieses Ansatzes erfordert die Aufspaltung des Problems in zwei
Teile. Diese Trennung geschieht mit Hilfe der separaten Betrachtung der einzelnen,
im Rahmen der Methode der multiplen Skalen eingefiihrten Niherungsordnungen. Da-
nach wird zunichst eine lokale Analyse durchgefiihrt. Im zweiten Schritt werden die
Korrekturen aus der Nichtparallelitit der Grundstrémung bestimmt.

Im Rahmen des zweiten der zu besprechenden Ansitze (Parabolisierung) wird eine
Eigenschaft der in 2.4.2 abgeleiteten allgemeinen linearen Stérungsdifferentialgleichun-
gen ausgenutzt, um die Nichtparallelitit der Grundstromung mit Hilfe eines effizienten
numerischen Vorgehens zu beriicksichtigen. Dieser Ansatz hat den entscheidenden phy-
sikalischen Vorteil, die Historie der Stérungsentwicklung stromauf vom betrachteten Ort
zu beriicksichtigen. Uberdies ist eine relativ einfache Erweiterung der Analyse auch auf
nichtlineares Storverhalten moglich.

Beide Vorgehensweisen beinhalten fiir vollkommen parallele Grundstrémungen den Spe-
zialfall der lokalen Analyse.

4.1 Analytische Erweiterung der lokalen Analyse

Die Erweiterung der Stabilititsanalyse auf schwach nichtparallele Stromungen erfordert
einige Zusatziiberlegungen, die aber nahtlos an die Ableitung der fiir inkompressible
Stromungen noch vollkommen allgemein formulierten linearen Storungsdifferentialglei-
chungen (2.263)—(2.266) ankniipfen. Obwohl diese Gleichungen fiir inkompressible
Stréomungen gelten, wollen wir die Diskussion zunichst allgemein halten, da sich die
Vorgehensweise auch fiir kompressible Stromungen nicht dndert. Im Rahmen der Er-
weiterung der lokalen Stabilititsanalyse geht es offensichtlich um den Einflu$f der Nicht-
parallelitit der Grundstromung auf die riumliche Entwicklung der Stérungen. Bei der
Besprechung der lokalen Stabilitétstheorie hatten wir die Untersuchung der rdumlichen
Amplitudenentwicklung von Stérwellen als “ridumliche Stabilitédtsanalyse” bezeichnet.
Die Storwelle war z.B. als beziiglich der Richtung ey = e, cos ¢ + e, sin ¢ (mit e., €,
Einheitsvektoren stromab und spannweitig) rdumlich instabil bezeichnet worden, wenn
bei der Vorgabe einer (reellen) Frequenz w = w, > 0 das zugeordnete Eigenwertpro-
blem eine komplexe Wellenzahl ay = (ag), + i(ag); mit (ay): < 0 (und (ag). > 0)
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ergab. Denn die rdumliche Einhiillende der Stérwelle klingt damit in der Richtung e
(entlang anwachsender Koordinatenwerte x4 = x cos ¢ 4 y sin ¢) gemaB exp(—(ags):izy)
auf, und die Welle besitzt eine Bewegungskomponente entlang e;. Wir wollen uns an
dieser Stelle nochmals vor Augen fiihren, was eine solche “’rdumliche Anfachungsrate™
darstellt.

4.1.1 Verallgemeinerte Wellenzahl

Die riumliche Anderung einer Stérwelle U’ entlang der Richtung e, ist sehr einfach
beschrieben durch

! 4 4
gi{b = 832 cos ¢ + 38Uy' sin ¢ “.1)
Entsprechend (2.271) kann die Stérwelle U’ = U +cU + O(€?) als nullte Niherung U’
beziiglich ¢ (Losung des lokalen Stabilitidtsproblems, d.h. bel Parallelstromungsannah-
me) dargestellt werden, korrigiert um die Abweichungen ¢ U’ + O(e€?), die aufgrund der
tatsiachlichen Nichtparallelitit der Grundstrémung entstehen. Wir wollen wie in (2.280)
unsere Storwelle als Welle mit beziiglich der Schichtparallelrichtungen =,y schwach
verinderlicher Amplitudenfunktion beschreiben:

U =U+eU = [U(z z,7) + e Ud(z, Ey] - exp(z 9) 4.2)

wo wir wie vorher die Langskalenvariablen durch Uberstreichen und die Kurzskalen-

variablen mit dem tilde-Symbol gekennzeichnet haben und Terme der Gro3enordnung
O(¢?) fortgelassen haben. Das Formulieren der Stérwelle als Produkt aus einer schwach
verinderlichen Amplitudenfunktion und einer stark verénderlichen Phasenfunktion wird
hiufig auch als WKB Ansatz (nach Wentzel/Kramers/Brillouin) bezeichnet. Die Phasen-
funktion # der Storwelle dndert sich kurzskalig (&, ), wihrend ihre rdumlichen Ande-
rungsraten (das sind per Definition die Wellenzahlkomponenten) nur langskalig (T, %)
variieren :

0=0(5.1 : $L=a@p. §f=0Em G§=-w (4.3)

Wir bestimmen nun die rdumliche Storwellendnderung nach (4.1) zu

ou' _ (19U’ dz | U dz ) (ou i U’ d7 \ g
dzxy ( 9% dx + 9% dr cos ¢ + o5 dy + o7 dy sin ¢ “4.4)
= ——
ialU’ ¢ iU’ ¢

worin wir abermals Terme der GroBenordnung O(e?) vernachlissigt haben. Schrclben
wir diese Gleichung komponentenweise mit U’ = U1, U3, ..., Ulyund U} = U + eU
dann kdnnen wir (beziiglich der gewihlten Richtung ¢) eine verallgememerte raumhche

Anfachungsrate (v} ); und eine verallgemeinerte Wellenzahl (7})r definieren. Die Anfa-
chungsrate ergibt sich offenbar als bezogene Amplitudeninderung (')/q&)z = — Ui~ 52 aa’xU; .

Die Wellenzahl stellt definitionsgemiB die raumliche Ableitung der Wellenphase v =
tan~'[(U?):/(U}),] dar, wobei wie immer der Index ¢ den Imaginér- und der Index r den
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Realteil darstellt. Die verallgemeinerte Wellenzahl ist damit (73;)7 = (981—’*2. Man mache
sich klar, daf3
i i i " aU i
6 = (0e)r +i(v3)i = —i(U)™ - (4.5)
Da wir uns nur fiir die Effekte der GroBenordnung O(e) interessieren, konnen wir (4.5)
noch vereinfachen. Mit (4.4) erhalten wir

~ ) _y OU ) _,0UlN .
v = (a_le (U= 7%_) cos + (b—ze(U;) 1%0 sin ¢
= 0N ' —eUHD2U; +... 7

Damit ergibt sich die verallgemeinerte rdumliche Anfachungsrate in der Richtung ¢
folgendermaBen :

(vh): = [} gij;) = (a,— {U, égi}) cos ¢ + (bi — e{ A 68[{' }) sin ¢ (4.6)

Die verallgemeinerte reelle Wellenzahl in der Richtung ¢ berechnet sich analog zu

('yi)r = (U’ 6m¢) (ar + E{U, 8U’} ) cos ¢ + (b —I—G{U, o7 } ) sin¢ (4.7)

Aus (4.6) erkennen wir, dal3 neben den aus der lokalen Theorie bekannten Anfachungs-
raten a; und b; auch zusitzliche Anteile erscheinen, die aus der Nichtparallelitit der
Grundstromung stammen. Es sei darauf hingewiesen, dal diese Anteile i.d.R. sowohl
von der Normalenrichtung = abhiingen als auch der StromungsgroBe U!. Es ist danach
zu erwarten, daf3 z.B. in verschiedenen Wandabstinden einer Grenzschicht leicht unter-
schiedliche rdaumliche Anfachungsraten gemessen werden, was in der Tat der Fall ist.
Uberdies ist bei einem Vergleich von theoretischen mit gemessenen Anfachungsraten
wesentlich, welche Stromungsgrofle dazu herangezogen wird. Wir erkennen aus (4.6)
ebenfalls, daf3 die Abweichung von der lokalen Theorie umso gréBer sein wird, je groBer
e ~ 1/ Req, d.h. je kleiner die Reynoldszahl ist.

4.1.2 Berechnung der Nichtparallelitiitseffekte

4

Wir miissen im folgenden zeigen, wie die Korrekturterme, z.B. ((}; )‘l%gi in (4.6)
berechnet werden kénnen, die den EinfluB der Nichtparallelitit der Grundstréomung aus-
driicken. Zunichst erinnern wir uns, welche Gré3en bereits mit Hilfe der lokalen Analyse
berechnet und somit gegeben sind. Wir erkennen, daf3 ﬁ(z) in (4.2) nichts anderes ist
als eine aus dem Eigenwertproblem (2.281)—(2.286) der lokalen Stabilititsanalyse be-
stimmte Eigenfunktion. Interessanterweise geht die Storgrofie erster Ordnung in ¢, d.h.
U’ bzw. U. aus (4.2) nicht in die Bestimmung der verallgemeinerten Wellenzahl ein,
wenn wir Einfliisse der GroBBenordnung O(e?) vernachléssigen.

An dieser Stelle machen wir den ersten entscheidenden Schritt zur Beriicksichtigung der
Nichtparallelitidt der Grundstrémung. Entsprechend des angesprochenen Eigenwertpro-
blems der lokalen Analyse ist die Eigenfunktion U (2z; 7, ¥) nur bis auf einen beliebigen
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Faktor bestimmt (d.h. z.B. 10 - f](z;f, ) ist ebenfalls Eigenfunktion). Wir interes-
sieren uns hier nun fiir die Anderung der Storwelle (d.h. auch der Eigenfunktionen)
beim Fortschreiten in den Wandparallelrichtungen 7 und . Wir kénnten mit Hilfe der
lokalen Stabilitdtsanalyse an der Stelle * + AT,y und an der Stelle 7,7 die Eigen-
funktionen U (z; T + AZ,¥) und U(z;T y) bestimmen und deren Differenz durch AT

teilen, um fiir kleine AT die Ableitung (98U in (4.4) zu approximieren. Dieses Vorgehen

fiihrt jedoch nach dem vorher gesagten nicht zu einem eindeutigen Ergebnis, da wir
ff(z; T+ AT, ¥y) und ff( z; T,y ) janach Belieben, d.h. vollkommen unterschiedlich, ska-
lieren diirfen. Diese Freiheit miissen wir offenbar aufgeben und einen Amplitudenfaktor
A(Z, ) einfithren, dessen Anderung in den Wandparallelrichtungen sich aus geeigneten
Gleichungen ergeben muB. Wir schreiben die Eigenfunktionen nun in der folgenden

Form an

U(z,7,7) = A@, V(2 7,7) (4.8)

Danach bestimmt sich der in (4.6) benétigte Ausdruck {517 %%L} zunidchst (man beachte
7

nach (4.3), daf3 gﬂ gﬂi = 0 ist) zu

1 oU! 1 _0AV;, 1 8V

f}?af T AV, 9z ~ V; 0% “4-9)

+

SN

1
A

Der Einflufl der Nichtparallelitiit setzt sich also zusammen aus der Verzerrung der Eigen-
funktionen V; und der relativen Anderung des Amplitudenfaktors A4 beim Fortschreiten

in den Wandparallelrichtungen.

Wir haben als nichstes die Ableitungen der Eigenfunktion V' und des Amplitudenfaktors
A nach den Langskalenvariablen Z und 7 zu bestimmen. Dazu erinnern wir uns, daf3 U,
bzw. V aus dem Eigenwertproblem der lokalen rdumlichen Stabilitiitsanalyse (vorgege-
bene Frequenz w) an einer gegebenen Stelle 7,y bestimmt wurde. Das entsprechende
Eigenwertproblem stellte ein homogenes gewohnliches lineares Differentialgleichungs-
system (Randwertproblem) in z dar. Es ist immer moglich, dieses Gleichungssystem als
ein System erster Ordnung in z anzuschreiben. Um die folgende Diskussion uibersichtlich
zu gestalten, wollen wir diese Schreibweise jetzt einfiihren:

%&——M&:O . (4.10)

Der Matrixausdruck M = M (a, b,w,Uyp) hidngt von «, b,w, Uy ab. Wir haben hier die
neuen Variablen ¢ eingefiihrt, die aus den Eigenfunktionen V', bzw. U = = ( Ae’a)V ge-

bildet werden. Fiir den Fall inkompressibler Stromungen wihlen wir C = (C 15825+ -5 §~6)
= (Ae?)~t-Ya', a“z , o', %’; ,w,ph). Fu~rkompres51ble Stréomungen kénnen wir ¢ = ((y,
(2 oy Ce) = (At a2 o, 28w, i, 1Y, L) bilden, um das Eigenwertpro-

blem der lokalen Stabilititsanalyse in der Form 4. 10) zu schreiben. Wir wollen die
Matrix M hier konkret fiir inkompressible Stromungen bestimmen. Unter Einfiihrung
der neuen Variablen ¢ schreiben wir dazu (2.281)—(2.281) nochmals an:
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%ié +iali +ibCs = 0 (4.11)

Ried [(a2 + b?)& — %4;2; = 0 (4.12)

(aro + b — w)&s — i%ﬂzlfs b — Rid [(az T 52)s — %% = 0 (4.13)
(aro + bvo — w)Cs — i%% - RLed [(a2 + 8%)¢s — %%- = 0 (4.14)

Hinzu treten die Definitionen %Q_ — C = 0 und -g— ¢s = 0. Damit ist die Matrix M

in (4.10) bei inkompressiblen Strémungen

[ o 1 0 0 0 0
k 0 0 0 Red%u iaRe,
0 0 0 1
M = Oav 0 (4.15)
0 0 k 0 Reda ibRed
—ia 0 —ib 0 0 0
| 0 —ia/Rey O —ib/Req —k/Rey 0

mit der Abkiirzung k = 1 Reg(auo + bvg — w) + a? + b2. Bei der Bestimmung der Matrix
M aus (4.11)—(4.14) haben wir die Kontinuitiitsgleichung (4.11) genutzt, um die zweite

Ableitung —%— in (4.14) zu eliminieren.

Wir schreiben der Ubersichtlichkeit wegen die verallgemeinerte Wellenzahl nach (4.5)
mit Hilfe der hier neu eingefiihrten Groflen ¢ und A an :

¢—<a~ze—aa_k i€ jlqu_él cos ¢ + b—zezl——%c_ﬁ 61]4%./_1 sin ¢ (4.16)
Ck

4.1.2.1 EinfluB der Eigenfunktionverzerrung Die Verinderung der Eigenfunktio-
nen mit Z, bzw. 7 berechnen wir durch Differenzieren des Eigenwertproblems (4.10)

nach 7, bzw. 7 :

2% -m% - e @1

89 _Q — OM =

8z 9y May oy ¢ - (4.18)
Es sei nochmals erwihnt, daB ¢ mit den in (4.9) bendétigten V; sehr einfach uiber ¢ =
Y(Va, 22, V,, 22, V3, V) im inkompressiblen, und iiber § = {(V4, §2, V3, 32 V3, V,, Vs,

2%=) im kompressiblen Fall zusammenhingen. Wir merken an, daB die aus dem Eigen-

wertproblem (4.10) bestimmte Funktion Z‘ gerade die homogene Losung der inhomoge-

nen, linearen Differentialgleichungssysteme (4.17) und (4.18) fiir %% und 3£ darstellt.

Denn der die linke Seite der Gleichungen definierende Matrixausdruck M ist in jedem

Fall der gleiche. Die Matrix 561‘_’*' ,bzw. 881\_4 auf der rechten Seite von (4.17),bzw. (4.18)
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ist indes noch nicht bekannt. Beim Differenzieren von M entsprechend (4.15) treten
Ableitungen der Wellenzahlen a und b nach Z, 7 auf, die noch unbekannt sind. Zusitzli-
che Gleichungen zur Bestimmung dieser Ableitungen erhalten wir durch die Anwendung
eines Satzes aus der Funktionalanalysis zur Losbarkeit von Gleichungssystemen. Nach
dem sog. Fredholm’schen Alternativsatz ist ndmlich die rechte Seite unseres linearen
Gleichungssystems (4.17), bzw. (4.18) orthogonal zu den Losungen des dem jeweiligen
Gleichungssystem zugeordneten homogenen adjungierten Gleichungssystems. Was das
heiBit, soll hier kurz erldutert werden.

Wir haben bereits angemerkt, daB3 das (4.17), bzw. (4.18) zugeordnete homogene Glei-
chungssystem gerade das Eigenwertproblem (4.10) ist. Zur Anwendung des Fredholm’-
schen Alternativsatzes benétigen wir die Losung des adjungierten homogenen Problems.
Um diese zu erhalten, haben wir zunichst aus dem homogenen Problem (4.10) das adjun-
gierte Problem zu bilden. Das geschieht definitionsgemiB durch Multiplizieren mit einer

Funktion ¢ “ und dem anschlieBenden Integrieren iiber den gesamten physikalischen
Bereich der Schichtnormalenrichtung z. Bei einer Grenzschichtstromung integrieren

wir typischerweise von z = z¢ = 0 bis 2 = 2?7 — oo, wihrend wir bei einer freien
Scherschicht oder einem Freistrahl von z = 2 — —oo bis z = 22 — oo integrieren
miissen : o

/ t&*é‘?—z& — " MEdz=0 (4.19)

u
2y

Wir wenden nun die partielle Integration an, um &* und & ”gegeneinander auszutau-
schen’:

[(¢"¢%E — j‘i‘%é* — ME dz =0 (4.20)
N z¥ * pe
20 . =" ¢ M) ='¢ M(¢

Wir haben die Randbedingungen fiir &* hierin so gewihlt, dal der Klammerausdruck
in (4.20) gerade verschwindet. Das gesuchte adjungierte Problem entsteht definitions-
gemiB, indem wir nun vom Integranden in (4.20) den Faktor ¢ abspalten und den
verbleibenden Ausdruck Null setzen :

2+ M =0 421

Wir erkennen hieran, daB das adjungierte Problem aus dem urspriinglichen Eigenwert-
problem (4. 10) einfach durch Transponieren und Multiplizieren der Matrix M mit —1
entsteht. Die C werden in gleicher Weise berechnet wie die C Wir erwihnen der Voll-
stindigkeit halber, daB3 wir einer Eigenfunktion ¢(a, b,w) des Originalproblems, immer
eine Funktion des adjungierten Problems (:“*(a, b,w) zuordnen konnen. Denn es ldft
sich zeigen, daB zu einer berechneten Kombination von Eigenwerten (a, b, ), die ja
definitionsgemiB die Dispersionsrelation D(a, b,w) = 0 nach (2.287) erfiillt, ebenfalls
eine nichttriviale Losung & *(a, b,w) des adjungierten Problems gefunden werden kann.
Die Eigenwerte beider Probleme entsprechen einander, wihrend die Eigenfunktionen
unterschiedlich sind.

Wir kommen nun zur Anwendung des Fredholm’schen Alternativsatzes zuriick, mit
Hilfe dessen wir ja Bestimmungsgleichungen fiir die in den rechten Seiten der Gleichung
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(4.17) auftretenden Ableitungen g—g aufstellen wollten. Wir betrachten dazu nochmals

das adjungierte Problem (4.21) und machen in Gedanken alle Schritte, die von (4.19) auf
(4.21) gefiihrt hatten, rickwirts. Wir multiplizieren (4.21) jetzt allerdings nicht mit ¢,

sondern mit %— und integrieren wieder iiber z. Partielle Integration fiihrt nun auf

fté* [gzgﬁ M—Q] dz =0 (4.22)

Wir haben dabei verwendet, daf3 die Randbedingungen fiir &* und ¢, die sich durch das
Nullsetzen das Klammerausdrucks in (4.20) ergeben hatten, unabhangig von T oder i

sein sollen. Die bei der Integration aufretenden Randwerte [i ﬁ] ergeben sich damit
zu Null. Der Klammerausdruck in (4.22) entspricht gerade der linken Seite unserer
Bestimmungsgleichung (4.17) fiir die ——g Eliminieren wir ihn unter Verwendung von

(4.17), dann erhalten wir die folgende Beziehung

/ ‘&*%1‘?4& dz =0 (4.23)

©
Zr

und in analoger Weise
tx* M _
[ o7 Cdz=20 4.24)

Diese Gleichungen geben offenbar gerade die Aussage des Fredholm’schen Alternativ-
satzes wieder, wonach ja die rechte Seite der inhomogenen Gleichung orthogonal auf der
Losung des zugeordneten homogenen adjungierten Problems ist. Die zwei Beziehungen
(4.23) und (4.24) konnen immer in der Form

ﬁQ& gab

92150 — s, (4.25)
ﬂg—§+ﬁg§ = s (4.26)

geschrieben werden. Wir wollen unser Beispiel der inkompressiblen Strémungen weiter
verfolgen und die Terme %, T, s, und s; unter Verwendung von (4.15) auswerten :

o
Zr

w o= [iRedels — GG — Re' Gl +

¥ (i Requo + 2a) (¢85 + (€ — Re7'(s(3) d= .27
i(Reaoli — &l3 — Reg Gatd) +

=¥ (i Requo + 2b) (¢85 + 435:; — Re7'(sCl) d= (4.28)

S = —Red7 QE—Q)CsCz QEQ)CsC,

»

<l
I
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z'(a@_ﬂ + bf”‘—%)(@@ +Go8f — Reieady) ds (4.29)
Sy = _Redf 5 6u0) GGy + @Q) $slr +
(GQEQ n ba_UQ)(Clgz + Gl — Re7'0slr) de= (4.30)

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daB die @, 7, s, und s; gegebene GroBen sind, in
die nur die Ergebnisse der vorab fiir die Stelle #,7 durchgefiihrten lokalen Stabilitits-
analyse eingehen (d.h., daB die Kombination «, b, w ebenfalls bekannt ist). Wir betonen
auBlerdem, daB fiir eine von den Richtungen z,y vollkommen unabhingige Stromung
die rechten Seiten in (4.25) und (4.26), die wir als Quellterme” der Wellenzahlinderung
betrachten konnen, verschwinden.

Neben (4.25) und (4.26) haben die Ableitungen der Wellenzahlen « und & eine weitere

Bedingung zu erfiillen. Nach (4.3) werden sie namlich aus der skalaren Funktion 8(z, , t)
bestimmt. Diese Funktion soll natiirlich eine stetig differenzierbare Funktion sein, d.h.

es soll gelten

9°6 L 9% — (80) g (89) 2 9%
Oz Oy Jdyozx By oz oz By 83:63; IyoT
a(w 7)
woraus die Bedingung
Qfl: = —g% (4.31)
a,b

folgt. Sicherlich soll auch fiir die Wellenzahlen selbst die Stetlgkeltsbedmgung 3_3y =

a—%—_bl gelten. Wir konnen dieses umformulieren, indem wir (4.25) nach 7, Gl. (4.26)
nach z differenzieren und voneinander abziehen. Wir erhalten daraus eine weitere
Beziehung zwischen den Ableitungen der Wellenzahlen, die wir als letzte Gleichung des

folgend aufgefuhrten Systems angeben

— — A oa -
@ 0 © 0 ga [ Sa (4.25)
0 T 0 T g—g S8 (4.26)
- = 4.32
0 1 —1 0 ob 0 4.31) ( )
oz
_9uw QJu _J9v Jv b Osp _ Osq J
L Oy O oy oz 1| oy | L Oz oy

Um die bis hier gemachten Ableitungen etwas zu veranschaulichen, wollen wir bei-
spielhaft annehmen, wir hitten den Nichtparallelititseffekt auf die Stabilitit einer drei-
dimensionalen Grenzschichtstromung mit ©o = ue(z,T), vg = vo(z,T) zu untersuchen.
Unsere Grenzschichtstromung sei also von der wandparallelen spannweitigen Richtung 7
unabhiingig. Solche Verhiltnisse liegen z.B. in der Grenzschicht eines schiebenden Trag-
flligels unendlicher Spannweite exakt vor. Auch fiir Tragfliigel groBer Fliigelstreckung
sind diese Verhiltnisse sehr gut erfiillt, wobei T in die Richtung senkrecht zur Spann-
weitenrichtung und parallel zu der Fliigeloberfliche weise. Fiir diesen Fall gilt nach
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(4.27)—(4.30) fiir die GroBen ©w # u(y), T # 0(¥), Sa # 5.(¥) und s, = 0. Damit
entkoppelt sich aus (4.32) das folgende homogene Gleichungssystem

T T g_; o
ou  9v ab | 1
T O oy

woraus wir sofort erkennen, daf3 da _ 0b

8— o7 = 0. Damit ergibt sich aus (4.31) ebenfalls

% = 0, und wir berechnen schlieBlich aus (4.25) explizit
g—% = % , (fir wo = wuo(2,T),vo =vo(z,T) )

Hiermit kann nun die Matrix BM in (4.17) bestimmt werden, und _Q wird als Losung

des inhomogenen Gle1chungssystems (4.17) erhalten. Damit ist der Beitrag der Ei-

genfunktionverzerrung (i)~ 1@(,__ bzw. (V;)~ 1% nach (4.9) zur verallgemeinerten

Wellenzahl ~. j, bestimmt.

4.1.2.2 EinfluB des Amplitudenfaktors Die Anderung des in (4.8) eingefiihrten
Amplitudenfaktors A in den Schichtparalleirichungen T, 7 stellt den zweiten Beitrag zur
verallgemeinerten Wellenzahl nach (4.5) dar. Um ihn berechnen zu kénnen, mussen
wir auf die Storungsdifferentialgleichungen erster Ordnung in ¢ fiir die Stérgrofien [
zuriickgreifen. er erinnern uns daran, daB wir in der mchtparallelcn Grundstromung die
StorgroBe U’ U + € U nach (4.2) aus einem Anteil U’ aus der lokalen Analyse und
einem Korrekturantell U zusammengesetzt hatten. Im Falle inkompressibler Stromun-
gen war U = (@, v, @ ,p’). Wir filhren den Fall der inkompressiblen Strémungen hier
explizit weiter. Allgemeinere Stromungen werden vollkommen analog behandelt.

Um die Stérungsdifferentialgleichungen erster Ordnung zu erhalten, setzen wir (2.271)
in (2.263)—(2.266) ein. Wir kénnen darin Terme entsprechend (2.272)—(2.275) eliminie-
ren und durch e dividieren. Alle Terme, die danach noch mit dem Faktor ¢ versehen
sind, streichen wir heraus. Nach diesen Schritten erhalten wir eine inhomogene lineare
Differentialgleichung fiir die StorgroBen U :

I+ 92+ G = K, 4.33)
o o’ ow | duo_, 9P _ o | 9% a2a') _ =
G +uogs tveGE + oW+ 5E Rei' (Gar + 557 + 527 ) = K, (4.34)
av’ ok v’ dUO_: ap 9% o T _ g
ot + ugS5= P —+ voS5= B9 + — a5 -+ 7 RB 5}7 -+ a—gg— -+ W = K3 (4.35)
ow’ ow’ ow’ ap’ 1 (8w | P | 9w _ i
55+ uo e + vo s + o R (G G+ ) = K, (4.36)

Die rechte Seite ist bereits bekannt, denn si~e Pestim:nt sich aus den zuvor nach der lokalen
Analyse bereits berechneten Stérgrofen U und deren gerade bestimmten Ableitungen
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nach 7 und % :

= (% 5) 4.37)
Rr = ol — Bl —woBl  Guen_ Buay D8

+ Red (88—533 + g;g;: + aayay + 58;(9—’?) (4.38)
Ko = —uoZ — 0% — wodl — Fuag A %%

+ fieg! 88*55: + aa;g_ + 8853;’& + g?;g’y) (4.39)
Ba = —uwBE — Gl —w Bl — Gar 4

+ req (s + S+ 5oy + 6555) (4.40)

Wir wollen das obige Gleichungssystem wie vorher als Differentialgleichungssystem
erster Ordnung in z formulieren. Dazu eignet sich in Analogie zum Vorgehen im
Abschnitt 4.1.2.1 bei inkompressiblen Stromungen die GréBe ¢ = 4¢,, s, . . ., () =

e . Y, 831; , v, %’; ,w, P ). Bei der Untersuchung kornpressxbler Strémungen konnen

wir die Variable ¢ = e - (@, 2% v/, %% w',p', T, 2ZL) einfiihren. Hiermit schreibt
sich die Bestimmungsgleichung fiir

8= =
azc ME =k “4.41)
Dabei ist abermals die gleiche linke Seite wie beim Eigenwertproblem (4.10) fiir &
entstanden. Fiir inkompressible Stromungen ergibt sich die rechte Seite £ nach diesem
Umformulieren aus (4.37)—(4.40).

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Bestimmungsgleichung fiir den Amplitudenfaktor
A ableiten. So wie im Abschnitt 4.1.2.1 verwenden wir wieder den Fredholm’schen
Alternativsatz, der die Losbarkeit des Gleichungssystems (4.41) sicherstellt sobald die

folgende Bedingung erfiillt ist :

o
zr

ff&* 7dz=0 (4.42)

u
Zy

worin ¢ die Losung des adjungierten homogenen Problems zu (4.41), also (4.21) ist.
Genau die Bedingung (4.42) stellt unsere Gleichung fiir den Amplitudenfaktor A dar.
Sie kann immer in die folgende Form gefasst werden :

uAg—éJrv %_4+SAA_0 (4.43)

Werten wir (4.42) fiir den inkompressiblen Fall aus, dann erhalten wir unter Beriicksichti-
~7 Q%' _~¢

gung von (4.37)—(4.40) und dem Ersetzen A(Z,7)C (2,7, 7)e &9 = Yo', 2% ¢/, 3% ',
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p’) nach einigem Rechnen

wa = [ GG+ Gls + Galy/Rea + (uo — i2aReg ) (Gl + Goli + Gals) ds (4.44)
vy = / (3CE + Goli + Cals/ Rea + (vo — i2bRe3*) (&5 + Gly + (565) dz (4.45)

Sa = / (% + %%)5; + Qtfuo'vél + Ezuo'véa + fguo-st +
GaliGs + FRo + GGG + GGG + GRal + G + Felr -
- —_— -~ ~* = ~* ~ ~* - a~ a~ ~*
zRedl[ 99 1 GL)(Gils + Gali + Goc) + (22 + S )i +
Q(a%% + b%%) ¢+ 2@%% + b%%%) Cr+ 2@%% + b%%i) 5;] dz (4.46)

Hierin bedeutet die Abkiirzung %o-V = uozz + voZ + wozZ. Wir merken an, da3
die Groflen u4, vqa und s4 bekannt sind, da die Eigenfunktionen & und é* aus der

lokalen Analyse zuvor berechnet wurden. Ferner sind die Ableitungen der é’ und der
Wellenzahlen a, b nach T und 7 in Abschnitt 4.1.2.1 bestimmt worden.

AbschlieBend geben wir die Berechnung des Amplitudenfaktors fiir das am Ende von
4.1.2.1 gegebene Beispiel einer Grenzschichtstromung mit ug = wua(z,Z) und vy =
vo(z,T) an. In diesem Fall ist keine GréB8e von 7 abhéngig, so dafl wir fiir A nach (4.43)
einen Exponentialansatz A = A, (Z) exp(:b7) machen diirfen. Dabei ist b eine Konstante,
die wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zu & = 0 setzen, denn sie kénnte immer

in die vorgegebene Wellenzahl b aufgenommen werden. Damit gilt A = A(Z), und
entsprechend (4.43) ergibt sich

19A _ _s4 ii - = - =

Aoz = us (fir we = wo(2,7),v0o = vo(2,T) )

Wir erhalten fiir dieses Beispiel die verallgemeinerte rdumliche Anfachungsrate beziiglich
der Richtung ey nach (4.6) zu

(»),:;)Z = [az— — € El—k—%(_;i}r +6(%§)r] cos ¢ + b; sin ¢

(4.17)

4.2 Parabolisierte Storungsdifferentialgleichungen

Der im folgenden zu besprechende Ansatz zur Losung von Stabilitiitsproblemen nicht-
paralleler Strémungen erfordert weniger a priori zu treffende und damit einschrinkende
Annahmen als das unter 4.1 besprochene Vorgehen. Er wird uns am Ende auf Glei-
chungen fiihren, die mit Hilfe eines Raumschrittverfahrens numerisch geldst werden
miissen.
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Die Ableitung der parabolisierten Stoérungsdifferentialgleichungen, die iiberwiegend mit
PSE (engl. Parabolized Stability Equations) oder auch Parabolisierte Stabilitiitsglei-
chungen bezeichnet werden, ist wesentlich einfacher, als die zuvor beschriebene ana-
lytische Erweiterung der lokalen Stabilitidtsanalyse. Wir beginnen wiederum mit dem
fiir kleine Storungen U’ einer stationdren Grundstrémung U, giiltigen, linearen Dif-
ferentialgleichungssystem (2.263)—(2.266). Im Gegensatz zur Vorgehensweise bei der
analytischen Erweiterung der lokalen Analyse in 4.1 betrachten wir aber die einzelnen
Niherungsordnungen, gekennzeichnet durch Potenzen im kleinen Parameter ¢ ~ 1/ Reg,
nicht getrennt voneinander. Wir 16sen die Gleichungen direkt zur Bestimmung der Varia-
blen U’, die ja bereits die Nichtparallelititseffekte enthilt. Das hat ganz entscheidende
Vorteile gegeniiber der zuvor besprochenen analytischen Beschreibung. Dort besteht
namlich, dhnlich wie bei der lokalen Analyse, das Problem, die komplexen Wellenzah-
len a(Z), &(T) einer Storwelle zu bestimmen, die irgendwo stromauf der betrachteten
Stelle 7, z.B. bei T,, die vorgegebenen Wellenzahlen a(Z,), b(T) besitzt. Dieses Pro-
blem hingt wesentlich mit der Tatsache zusammen, dal im Rahmen der lokalen Analyse
die physikalische Information dariiber verlorengeht, wie sich die Wellenzahl einer be-
stimmten Welle global dndert. Die Analyse im vorangegangenen Abschnitt 4.1 hatte uns
allenfalls eine Information iiber die lokale Anderung der Wellenzahl an einer beliebig
herausgegriffenen Stelle T geben konnen. Die parabolisierten Stabilititsgleichungen
liefern gerade diese globale Information, die in der Variablen U’ (im Gegensatz zu den
einzeln behandelten Variablen T und T in 4. 1) enthalten ist.

Entsprechend des globalen Charakters der I.osungen der PSE (im Sinne des echt rechne-
rischen Fortschreitens entlang der Richtung z) ist es sinnvoll, die Variablen mit anderen
BezugsgroBen als bei der lokalen oder der erweiterten lokalen Analyse zu entdimen-
sionieren. Dort wurde auf die lokalen GrenzschichtgréBen bezogen, z.B. Koordinaten
auf die Blasiuslinge d = \/vs(z)z/Us(x) und Geschwindigkeiten auf Us(z), wobei der
Index é die GroBe am Grenzschichtrand zs = é6(x) andeutet. Die daraus folgenden
dimensionslosen Parameter waren hiermit zwar abhingig von x, wurden aber fiir den
betrachteten Ort als ’eingefroren” betrachtet. Eine solche Entdimensionierung ist bei
einer PSE—Analyse nicht sinnvoll. Hier wird auf konstante ReferenzgroBen bezogen.
Die daraus folgenden dimensionslosen Kennzahlen sind dann ebenfalls echte Konstan-
ten. Als Bezugslidnge d ist daher eine konstante Linge zu wihlen, die aber nach wie
vor ein MaB fiir die Grenzschichtdicke der Stromung sein soll, z.B. d = \/vrer Lres /Urer -
Hierin ist L .r eine charakteristische Liangsausdehnung des Problems oder eine sinnvoll
gewiihlte feste Referenzlinge, Urr eine konstante Bezugsgeschwindigkeit und v..r eine
konstante Zahigkeit.

Die Ableitung der PSE erfolgt in zwei Schritten. Die eigentliche Parabolisierung der
Gleichungen und die Einfiihrung einer Normalisierung fiir die Stérung.

4.2.1 Parabolisierung

Der entscheidende Schritt ist nun die Parabolisierung der Gleichungen (2.263)—(2.266).
Sie ist gleichbedeutend damit, solche Terme herauszustreichen, die mit €2 und héheren
Potenzen des kleinen Parameters € verschen sind. AnschlieBend machen wir wie im
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vorangegangenen Abschnitt einen WKB Ansatz fiir die betrachtete Storwelle

U' =U(z,z)e? @) 4.47)
Wir beschrianken uns auf Strémungen, die von der Spannweitenrichtung y unabhanglg
sind. Ein Exponentialansatz exp(ib — wt) mit b6 = g—g = consty und w = — =

const, beschreibt dann die Abhingigkeit der Stérwelle in der Richtung y und der Ze1t
¢t vollstiandig, d.h. auch T # U (y,t). Die Stetigkeitsbedingung der Phasenfunktion 6,
vgl. (4.31), die wir auch vorher gefordert hatten, zeigt uns, daB a = 22 = a(z) # a(y,t)

ist.

Man beachte, daBB U jetzt im Gegensatz zu (4.2) nicht nur die Amplitudenfunktion
des lokalen Problems, sondern bereits des nichtparallelen Problems darstellt. Die der
Methode der multiplen Skalen entstammenden Lang- und Kurzskalenvariablen hatten wir
nur benétigt, um die GroBenordnung der einzelnen Terme gegeneinander abzuschitzen.
Nach dem Einfiihren des Ansatzes (4.47) in (2.263)—(2.266) ersetzen wir T wieder durch
€ . AuBBerdem ersetzen wir € wo durch wyg, beziehen also alle Geschwindigkeiten auf die
selbe Referenz U,r. Das Gleichungssystem ergibt sich somit zu :

ow __ou
zatt + ¢t b + 8 =~ 8z (4.48)
du

i(aup + bvg — w)u + —Qu + Oug + wgb—— + tap + Rej’ (a2 + &% — %) 7

Jdz
— ol _ 9P ipe— (Qa% + ﬁ@) (4.49)

TY9z T Oz dz
i(aug + bu —w)i}—}—-aﬂﬁ—l—a—vq + w U+sz+Re <a2+b2—62>1§ =
o o Oz Oz 08z d Oz
= —uogv + iRe;! (2a-g—g— + qjg_a) (4.50)
i(aug + bvg — w)w —+ aa—u;‘lbb—i—woaa—w—l- gg—*-]%e;l (a2_|_b2 )w =
= —uogw + iRe;! (211%—% + @g—g-) “.51)

Wir haben alle Ableitungen der Amplitudenfunktionen in Stromungsrichtung = auf die
rechte Seite des Gleichungssystems geschrieben. AuBerdem entsteht ein Term, der

die rdumliche Ableitung der Wellenzahl % enthilt. Die Wellenzahl ¢ ergibt sich als

Ergebnis des Fortschreitens in Richtung x, tritt also neben den U = (@, 0, W, p) als
weitere Variable auf. Da die Wellenzahl in Kombination mit den anderen Variablen
erscheint, ist das Problem (4.48)—(4.51) sogar nichtlinear beziiglich x.

4.2.2 Normierung der Stérung

Vergleichen wir die Zahl der Variablen mit der Zahl der zu ihrer Bestimmung zur
Verfiigung stehenden Gleichungen (4.48)—(4.51) so stellen wir fest, da3 bislang 4 Glei-
chungen fiir 5 Unbekannte vorliegen. Wir benétigen demnach noch eine weitere Be-
ziehung, die das Gleichungssystem schlieBt. Wir betrachten dazu nochmals den WKB-
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Ansatz (4.47)
Ul — ff(.’.'l’,‘, Z)Biﬁ(z,y,t) — ‘A,(SL‘, 2:) ei&(z,y,t)+ax

N———

(ﬁe—iax)
und stellen fest, daB ja bisher nicht eindeutig definiert wurde, wie die Abhingigkeit der
Storwelle U’ von der Scherschicht—Parallelrichtung = zwischen der Amplitudenfunktion
U und der Phasenfunktion e*4(=:¥:%) “aufgeteilt” sein soll. Die beliebige Konstante « soll
das hier andeuten. Diese Mehrdeutigkeit wollen wir durch eine sog. Normierungsbedin-

gung beseitigen, wodurch wir zugleich die fiinfte Gleichung erhalten, die bislang fehite,
um das Stabilititsproblem losen zu konnen.

Die vorangegangene Diskussion hat gezeigt, daBl wir in der Wahl der benétigten Zusatz-
bedingung frei sind. Wir geben hier eine vielfach angewandte Bedingung an, die die
Abhingigkeit der Amplitudenfunktion von x im Mittel minimiert. Zunichst erinnern wir
uns daran, daB fiir eine nichtparallele Grundstromung eine verallgemeinerte Wellenzahl
5. <,,(z) nach (4.5) definierbar ist, die sowohl von der gewihlten Stréomungsvariablen U/’
als auch der Schichtnormalenrichtung > abhingt. Wir iibernehmen diese Definition hier
und werten sie fir unseren WKB-Ansatz aus:

fyé = (a—i((}j)_l%) cos ¢ + bsin ¢ (4.52)
Wir multiplizieren nun (4.52) mit U] U; =
Uj bezeichne :

|U;]2, wobei U JT das konjugiert Komplexe von

Y 10,12 = (acos ¢ + bsin @) |Uj|2—iéf}%—zi cos ¢ (4.53)
Wir summieren dann iiber alle Stromungsvarlablen 7 =1,...,n,wobei bei inkompressi-
blen Stromungen (U4, . .., Us) = (4, 9,w,p), d.h. n = 4 1st Ferner integrieren wir iiber

den physikalisch relevanten Bereich [zr z?2] der Schichtnormalenrichtung = und teilen
anschlieBend durch f7 327, [U;|*dz :

7§:7¢|U 2 dz//Z|U ? dz =

2% Jj=1 zu 7 1
= acosqb—}—bmng{)—zcosq&/ZUTQ%l dz//Z|U ?dz (4.54)
z¥ J-— zu J=1
— U0

Eine besonders einfache Definition der verallgemeinerten gemittelten Wellenzahl -4
erhalten wir offenbar, wenn wir nun fordern, dal das Integral der rechten Seite ver-
schwindet, d.h. wir erhalten die folgende Normierungsbedingung zum SchlieBen des
Systems der Parabolisierten Stabilitiitsgleichungen :

o
Zr

[UtEUa: Lo (4.55)

u
Z"
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Man beachte, daB damit
Y¢ = acos ¢ + bsin ¢
gilt. Somit kénnen wir die Normierungsbedingung (4.55) auch als Definitionsgleichung

fiir die Wellenzahlkomponente a in Richtung = auffassen, denn fiir die verallgemeinerte
gemittelte Wellenzahlkomponente v4 (¢ = 0) =: 7o in der Richtung z gilt mit (4.55)

Yo = a

4.2.3 Berechnungsmethode (Raumschrittverfahren)

In diesem Abschnitt wollen wir skizzieren, wie eine PSE—Analyse durchgefiihrt wird.
Dazu konnen wir die PSE zur Bestimmung der Stéramplitudenfunktion U in der folgen-
den kompakten allgemeingitiltigen Form anschreiben :

U =r,9 + .0 (4.56)
xT T

wobei die Matrixausdriicke z.T. Differentialausdriicke in z darstellen. Fiir den Fall

inkompressibler Strdmungen entnehmen die Matrixausdriicke den Gleichungen (4.48)—

@.50) furU = (4, 6,w,p) :

; o ]
( ia b 52 0
[+ uo 0 Jug ia
L= Oz Dz
- Ovg i dug b
oz oz ¢
wg 9
L 0 0 I+ Oz Oz -
“4.57)
—1 0 O 0 0 0 0 0
1l 0 0 -1 | iRe! 0 0 0
L= 0 I 0 O La= 0 iRe7! 0 0
0 . O 0 0 iRe;' O
Hierin haben wir die Abkiirzungen ! := i(aug + bvg — w) + Re;'(a? + b? — %) + wo
und /, := —wug + i2Re;'a verwendet.

Die Gleichungen (4.56) stellen ein Anfangswertproblem beziiglich  und ein Randwert-
problem beziiglich =z dar. Die Ableitungen nach z in L werden z.B. mit dem bereits
mehrfach zur numerischen Losung der Eigenwertprobleme verwendeten Chebychev--
Kollokationsverfahren (vgl. A.3) diskretisiert, d.h. auf Matrixausdriicke zuriickgefiihrt.
Die entsprechenden homogenen Randbedingungen werden am Randpunkt gesetzt. Das
Fortschreiten in der z-Richtung geschieht vorteilhafterweise mit einem impliziten Raum-
schrittverfahren. Wir wollen ein solches Verfahren in den Grundziigen kurz erliutern.

Ausgehend von einem Anfangswert fiir a(z,) sowie der Amplitudenfunktion ¥/ (z,) an
der Stelle z, und festgehaltenen Parametern w und b, schreiten wir in der Richtung z ein
kleines Wegelement Az voran, und suchen die a(z, + Azo) sowie U (z, + Azg). Wir
wollen nach Abbildung 4.2 die Stellen z, die wir sukzessiv in x durchlaufen, numerieren.
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Die Stelle nach p Wegelementen heiflie + = x,4, Der Abstand zwischen der Position Tpi1
und z, sei mit Az, = x,+1 — z, bezeichnet. Die Variablen an der Stelle =, kennzeichen
wir ebenfalls mit dem Index p. Am Punkt x,, ist (4.56)

7 _7.9U | day ¢
[LU—anx“La;cL“U]

p+1

und wir approximieren nun die Ableitungen [B_a] und [Qg] mit Differenzen
0zl pia 9z 1 pa

[g—g]pﬂ ~ (aps1 — ap)/ Az, [%—g]pﬂ ~ (Upr —U,)/ Az, (4.58)

Damit erhalten wir die folgende nichtlineare Differenzengleichung fiir die ffp_,_l :
[AzpLpir + (Lz)p+1 + (ape1 — ap) L] ﬁp+1 = (Lz)p+1 fjp (4.59)

Der Matrixausdruck, der den Klammerausdruck darstellt, hingt von a,41, d.h. der
gesuchten Losung selbst ab. Daher mufl das Gleichungssystem iterativ geldst werden.
Zur iterativen Bestimmung der Wellenzahl a,, dient uns die Definitionsgleichung (4.54)
der verallgemeinerten mittleren Wellenzahl v, fiir ¢ = 0. An jeder Stelle z,+; wollen wir
die Normierungsbedingung (4.55) erfiillen, so daB (vo)p4+1 = @p+1- Beim Fortschreiten
von z, auf z,,; steht uns aber zunichst nur der Schitzwert a),, = a, fiir apy; zur
Verfiigung. Die hochgestellte Null deutet die £ = 0’te Iteration an. Wir beginnen damit
den IterationsprozeB

o, ~ k N
2 &
k41 __ (70)1‘: _ G,k _ 7 fzz}:‘ (tUT)p—fl(Up—f—l _ UP) dz
p+1 p+1 T Mp+1 o .ok
A$p fzz,.“r lUp+1|2 dz

a

) (4.60)

der nichts anderes darstellt, als die am Punkt p + 1 fiir ¢ = 0 ausgewertete Definition der
verallgemeinerten gemittelten Wellenzahl v, , Gl. (4.54). Der hieraus ermittelte neue

. . . . . e |
Schitzwert a'p‘:[% wird wieder in (4.59) eingesetzt, um einen Wert fir U ., zu erhalten,

den wir wiederum zur Berechnung von a’;jtf in (4.60) verwenden. Dieser Iterationspro-

zeB wird solange durchgefiihrt wird, bis |aSf{ — ak, | eine vorgegebene Fehlerschranke

unterschreitet. Danach gehen wir zur nichsten Stelle x,;, vor. Die Integrationen in

§+
oo |

T T T

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
% ]
1
1
:
Xq

Xs X4 Xo Xp XP+1

Abb. 4.2: Schrittweises Vorgehen bei der PSE—Analyse
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(4.60) werden numerisch mit Hilfe der Chebychev Kollokation (Inversion der Differen-
tiationsmatrix D, vgl. A.3, unter Einfiihrung von Randbedingungen) durchgefiihrt.

Es sollte nicht unerwihnt bleiben, daBl die Losung einer PSE—Analyse nicht unabhingig
von der gewihlten Schrittweite Az ist. Es zeigt sich, daB die Ldsung nicht nur beim
Uberschreiten einer maximalen Schrittweite nicht mehr konvergiert, sondern ebenfalls
beim Unterschreiten einer minimal erlaubten Schrittweite. Das wird mathematisch er-
klirt mit der Tatsache, daB das Gleichungssystem (4.56) nicht vollkommen parabolisch
ist. Bei zu kleinen Schrittweiten werden LOsungsanteile mit Stromaufwirkung erfaft,
die zu einer numerischen Instabilitit fithren.

4.2.4 Bemerkungen

Die Parabolisierten Stabilitidtsgleichungen lassen sich recht einfach auf den Fall nicht-
linearer Wechselwirkungen zwischen vielen verschiedenen, gleichzeitig vorhandenen
Storwellen erweitern. Dazu werden die nichtlinearen Storungsdifferentialgleichungen,
fiir inkompressible Stromungen (2.12), verwendet. In Analogie zum Vorgehen bei den li-
nearen Storungsdifferentialgleichungen kann mit Hilfe der Methode der multiplen Skalen
auch fiir die nichtlinearen Stabilitdtsgleichungen ein quasi—parabolisches Stérungsdiffe-
rentialgleichungssystem abgeleitet werden. Die Stoérung U’ wird dann als ein System
einander iiberlagerter Teilwellen (sog. Moden) dargestellt, die jeweils durch eine gegebe-
ne Frequenz w; = kwp und Wellenzahlkomponente in y—Richtung b; = {by charakterisiert
sind. Jede dieser Teilwellen wird wiederum als Reihe geschrieben, deren Glieder (nume-
riert mit m) in Analogie zum linearen Fall jeweils WKB—Ansitze beziiglich x sind. Fiir
jede einzelne Mode definiert die Normierungsbedingung nach (4.55) eine Wellenzahl «,, .
Es entsteht dann ein System von Gleichungssystemen der Form (4.56), jedoch erginzt um
jeweils einen zusitzlichen inhomogenen Term, der die nichtlineare Kopplung zwischen
den einzelnen Teilwellen beschreibt. Wir wollen hier nicht auf die Details der nichtli-
nearen PSE—Analyse eingehen und verweisen am Ende auf entsprechende Fachartikel.
Es sei nur erwidhnt, das mit Hilfe der nichtlinearen PSE—Analyse nicht nur die Phase der
sekundiren Instabilitit des laminar—turbulenten Ubergangs, sondern dariiberhinaus auch
stark nichtlineare Stadien korrekt wiedergegeben werden. Der rechnerische Aufwand
gegeniiber einer auf einer direkten numerischen Losung der Navier—Stokes Gleichungen
basierenden Simulation des Transitionsvorgangs ist dabei um Gré8enordnungen kleiner.

Mit Hilfe der Parabolisierten Storungsdifferentialgleichungen kénnen viele sog. Rezepti-
vitdtsprobleme behandelt werden. Rezeptivititsanalysen befassen sich mit der Anregung
von Stérungen. So kann etwa die Storentwicklung stromab einer lokalen Stdérung in der
Grenzschicht oder auf einer iiberstromten Wand berechnet werden. Die Anregung von
Tollmien—Schlichting Instabilitidten in der Plattengrenzschicht infolge von Schall ist ein
anschauliches Rezeptivititsproblem. Wir konnten annehmen, daf3 die Anregung solcher
Instabilitiitswellen geschieht, sobald wir Schall mit einer Frequenz ws auf die Grenz-
schicht einstrahlen lassen, die im Instabilitéitsbereich der Grenzschicht liegt. Ohne wei-
tere Hilfsmittel” werden dabei jedoch keine Instabilititswellen erzeugt. Das hingt mit
der fundamental unterschiedlichen Dynamik von Schallwellen (=Druckwellen) und In-
stabilititswellen (=Drehungswellen) zusammen. Im Vergleich zur Tollmien—Schlichting
Welle besitzt die Schallwelle bei gleicher Frequenz eine wesentlich groBere Phasenge-
schwindigkeit. Das verhindert hier die Resonanz der Grenzschichtinstabilitidten mit dem
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Schall. Wir schitzen kurz die GroBBenordnung dieses Geschwindigkeitsunterschiedes
ab. Eine stromablaufende Tollmien—Schlichting Welle bewegt sich typischerweise mit
einer Phasengeschwindigkeit ers =~ (0.3 ...0.5)U., wenn U, die Geschwindigkeit am
Grenzschichtrand ist. Die Fronten einer unter dem Winkel ¥ gegeniiber der wandparalle-
len Stromabrichtung z einfallenden Schallwelle bewegen sich mit cs = Uy + @0/ cos ¥
in Richtung z (a.. Schallgeschwindigkeit). Das Geschwindigkeitsverhiltnis ist damit

csfers = (2...3)(1 + m) Fiir eine Anstrommachzahl M., = 0.1, einen
Einfallswinkel ¥ = 10° und ers = 0.450U,, bewegen sich die Phasenlinien der Schall-

welle mit der cs/crs = 25—fachen Geschwindigkeit gegeniiber denen der Tollmien—
Schiichting Wellen entlang der Wand stromab.

Die Situation dndert sich fundamental, wenn sich irgenwo auf der Platte ein "Hindernis™
(z.B. Vorderkante, Grat, scharfkantiges Loch, Imperfektion etc.) befindet. An solch
einem Hindernis wird die Schall(druck-)stérung sehr effizient in DrehungsstGrungen
umgewandelt (der Schalldruck verzndert die Umstrémung des Hindernisses, an dem
wiederum ein verindertes instationdres Drehungsfeld entsteht). Es ist (unabhiéngig von
der Phasengeschwindigkeit der Schallwelle) eine lokale Drehungstdrquelle mit der Fre-
quenz ws entstanden, die stromab Tolimien—Schlichting Wellen anregt. Wir wollen
jedoch das Rezeptivititsproblem hier nicht weiter ausfiihren sondern auf M. MORKOVIN

1988 verweisen.

Bei der Ableitung der Parabolisierten Stabilititsgleichungen aus den Gleichungen (2.263)—
(2.266) mit Hilfe der Methode der multiplen Skalen sind Terme der Form ¢ Re7'( é?;glf +
g;g'f) beriicksichtigt worden. Da ¢ ~ Re~! ist, wird bisweilen die zur Ableitung der PSE
gemachte Niherung als liber die Ordnung O(¢) hinausgehend bezeichnet. Werden diese
Terme auch vernachlissigt, entsteht ebenfalls ein System parabolischer Stabilitédtsglei-
chungen, die erfolgreich eingesetzt werden. Diese Gleichungen enthalten Ableitungen

der Wellenzahl g% nicht und sind weniger steif (d.h. numerisch einfacher zu behandeln)
als die oben abgeleiteten PSE.

Eine PSE—Analyse einer echt dreidimensionalen Grenzschichtstrémung, bei der uo =
u(z,y) und vo = wvo(z,y) ist, wie etwa im Falle der Grenzschicht eines Fliigels kleiner
Streckung (z.B Delta—Fliigel) oder eines Seitenleitwerks wird erst dann durchfiihrbar,
wenn die Bewegungsrichtung des Raumschrittverfahrens eindeutig festgelegt werden

kann.

4.3 Ergebnisse und Vergleich mit lokaler Stabilitiitsanalyse

Wir haben gezeigt, da im Rahmen der Beriicksichtigung der Nichtparallelitdt einer
Grundstromung eine rdumliche Anfachungsrate nicht mehr eindeutig definierbar ist.
Insofern ist ein Vergleich mit den Ergebnissen der lokalen Stabilititsanalyse unter Paral-
lelstromungsannahme strenggenommen nicht moglich. Auch bei Verwendung verschie-
dener Definitionen der riumlichen Anfachungsrate kann aber das folgende festgestellt

werden.

Sowohl die analytische Erweiterung der lokalen Stabilititstheorie als auch die PSE-
Analysen haben gezeigt, daB die Grenzschichtaufdickung eine generell destabilisierende
Wirkung auf Stérwellen hat. Das heil3t, daB bei gegebener Frequenz die rdumliche An-
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fachung unter Beriicksichtigung der Nichtparallelitit der Grundstromung stirker ist als
unter der Parallelstromungsannahme. Das gilt insbesondere fiir gegeniiber der Haupt-
stromungsrichtung schrig laufenden Wellen, bei denen die Wellenldngenkomponente in
Stromabrichtung grole Werte besitzt. Der Effekt tritt besonders stark fiir Stérwellen
hervor, deren Wellennormale senkrecht zur Hauptstromung in spannweitiger Richtung y
zeigen. Die Inkonsistenz des Gortler’schen Stabilititsproblems wird u.a. darauf zurtick-
gefiihrt, denn Gortlerwirbel stellen gerade Storwellen der genannten Art dar. Ebenso die
Querstrémungsinstabilitit in der Grenzschicht eines schiebenden Fliigels besteht zum
Teil aus Lingswirbeln bzw. Wellen mit Schriglaufwinkeln in der Nihe von ¢ = 90°.
Auch auf die Querstréomungsinstabilitit hat die Nichtparallelitdt der Grundstromung eine
stark anfachende Wirkung. Die Anfachungsrate von instabilen Stdérwellen in kompres-
siblen Grenzschichtstromungen wird ebenfalls wesentlich vergréflert, da kompressible
Grenzschichten infolge der Aufheizung des Mediums in Wandnidhe durch Volumenaus-
dehnung stirker aufdicken als inkompressible Grenzschichten.

Es kann gezeigt werden, da3 die Effekte aus Wandkriimmung und der Kriitmmung der
Wellenfronten (Divergenz oder Konvergenz der Wellennormalen) hiufig die rdumliche
Anfachungsrate ebenso stark beeinflussen wie die Nichtparallelitit der Grundstrémung.
Mit Hilfe der Methode der multiplen Skalen konnen wiederum quasi—parabolische
Storungsdifferentialgleichungen abgeleitet werden, welche Kriimmungseffekte neben
der Nichtparallelitit der Grundstrémung mit einbeziehen. Sie sind naturgemiB den PSE
verwandt und werden nach dem gleichen Schema gelost. Diese Gleichungen sind als
Nichtlokale Stabilititsgleichungen, oder engl. Non-local Stability Equations mit der
Abkiirzung NSE eingefiihrt. Einen deutlichen EinfluB hat die Kriimmung etwa auf die
Querstromungsinstabilititen in der Nihe der Vorderkante eines schiebenden Tragfliigels,
wo i.d.R. eine starke konvexe Wandkriimmung vorliegt. Die konvexe Wandkriimmung
stabilisiert solche Stérwellen und wirkt in diesem Fall der anfachungsverstirkenden
Nichtparallelitit der Grundstromung entgegen. Im Sinne einer konsistenten Theorie
miissen beide Effekte hier gleichzeitig beriicksichtigt werden.

Wir wollen am Ende zur Ubersicht noch einmal die Stirken und Schwichen der einzelnen
Ansitze zur Stabilitdtsanalyse auflisten und einander gegeniiberstellen.

Weiterfiihrende Literatur

Die analytische Behandlung des Effekts der Grenzschichtaufdickung auf Instabilitédten
hat M. GASTER 1974 beschrieben. Die analytische Erweiterung der lokalen parallelen
Stabilititsanalyse ist in N. EL-HADY 1991 allgemein darstellt. Hier finden sich auch
die entsprechenden Gleichungen fiir kompressible Stromungen. Parabolisierte Stabi-
lititsgleichungen sind erstmals von P. HALL 1983 zur Behandlung des Gortler Problems
abgeleitet worden. Eine allgemeine Formulierung der PSE—Analyse ist in T. HERBERT
uUND F. BERTOLOTTI 1987 dargestellt. Besonders iibersichtlich und umfassend wird die
PSE—Analyse von T. HERBERT 1993 beschrieben. Die konsistente Formulierung der
Stabilititsanalyse nichtparalleler Stromungen bei KriimmungseinfluB in Form der Nicht-
lokalen Stabilititsgleichungen NSE geht auf Simen zuriick und ist von M. SIMEN, F.
BERTOLOTTI, S. HEIN, A. HANIFI, D. HENNINGSON, U. DALLMANN 1994 zusammenge-
fasst worden.
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A :lokal parallele Analyse

B : analytisch erweiterte lo-
kale Analyse

C : PSE—Analyse

1 rdaumliche Anfachung wun- ridumliche Anfachung (gleich wie 1B)
abhiangig vom Wandabstand abhingig vom  Wandab-
z und Stromungsgréfie stand und Stromungsgroe

(physikalisch richtig)

2 analytisches Vorgehen erfor- Verfahren frei von ”willkiirli-
dert explizite Wahl des nicht chen Parametern”
eindeutigen Stdrgroenpara-
meters € ~ Re;1 (in Gren-
zen willkiirlich)

3 Hinreichend genau fiir genau auch bei schriiglaufen- genau auch bei schrig
stromablaufende und leicht den Wellen und moderater laufenden Wellen und
schrig laufende Wellen (sehr Aufdickung der Grund- starker Aufdickung der
schwache Nichtparallelitit. stromungsgrenzschicht, Grenzschicht.
grofB3e Reynoldszahlen). z.B. bei  kompressiblen
Wenig genau bei stark variie- Stromungen
render Grundstromung, bzw.
schrig laufenden Storwellen.

4 Versagen (physikalische In- (gleich wie 4A) Lingswirbel physikalisch
konsistenzen) in bestimmten richtig behandelbar, z.B.
Fillen, insbesondere Lings- Querstromungsinstabilitit
wirbelstérungen, z.B. GOort- am gepfeilten Fliigel, Gortler
ler Problem. Problem.

5 lokale Analysen an Ein- (gleich wie 5A) PSE arbeitet “global”, d.h.
zelpunkten unabhiingig beriicksichtigt  rdumlichen
voneinander, d.h. Fehlen der Entwicklungsverlauf der
raumlichen Zusammenhiinge Stérungen
der Storungsentwicklung.
zusitzliche Annahmen nétig.

6 prinzipiell beschrinkt auf (gleich wie 6A) PSE auf endlich groBe
kleine Stérungen Storungen (Nichtlinearitit)

erweiterbar.

7 Beriicksichtigung von Beriicksichtigung von Kriim-  (gleich wie 7B)
Kriimmungseffekten mungseffekten moglich und
(Wandkriimmung, Di- sinnvoll.
vergenz/Konvergenz der
Wellennormalen) i.d.R. nicht
sinnvoll.

8 geringer Rechenaufwand geringer, aber deutlich groiter Rechenaufwand der
(eignet sich in vielen Fillen groBerer Rechenaufwand 3 Ansitze, ist aber weit-
zur Erlangung eines er- als lokale parallele Analyse gehend den physikalischen
sten Uberblicks iiber das (eignet sich oft zur Erlan- Vorgingen entsprechend und
Stabilitdtsproblem). gung eines Uberblicks iiber vielseitig einsetzbar.

die prinzipiellen Effekte der
Nichtparallelitéit).
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5 Technische Anwendungen

Der Nutzen der Stromungsmechanischen Stabilititstheorie ist vielfiltig. Ohne detailierte
Ausfiihrungen wollen wir an dieser Stelle zunichst beispielhaft einige der Anwendungs-
gebiete nennen. So kann z.B. der Wirmeiibergang in durchstromten Wirmetauschern
durch gezielte Anregung von Gortlerinstabilititen wesentlich vergréflert werden. Das
beruht auf der starken Durchmischung des Fluids, die diese gegensinnig rotierenden
Lingswirbel bewirken. Auch der Stoffaustausch bei inhomogenen Gemischen kann so
stark erhsht werden. Bemerkenswerterweise konnen ablosungsgefihrdete Grenzschicht-
stromungen mit Druckanstieg gegeniiber Ablosung “’stabilisiert” werden, indem zuvor
Lingswirbel eingebracht werden. Der Durchmischungseffekt transportiert Fluid mit ho-
hem Impuls aus wandfernen Bereichen in Wandnihe und vermeidet das Entstehen von
Riickstromungsgebieten.

Ein moglichst schneller Zerfall von Freistrahlen kann ebenfalls durch gezielte Anregung
von Instabilitiiten erreicht werden. Das hat eine technische Bedeutung iiberall dort, wo
effiziente Stoffvermischung gefordert ist. Auch der Beginn des Zerfalls eines Fliissig-
keitsstrahles in Tropfchen, der bei Einspritz— und Verbrennungsvorgéngen eine wichtige
Rolle spielt, kann mit den Mitteln der Stabilitdtsanalyse beschrieben werden.

Die Anregung asymmetrischer Instabilititen von kreisformigen Freistrahlen kann zur
gezielten Strahlumlenkung ohne bewegte mechanische Teile genutzt werden. Damit
lassen sich etwa Steueraufgaben von Strahlantrieben realisieren.

In diesem letzten, abschlieBenden Abschnitt wollen wir zwei wichtige Anwendungsge-
biete der Stabilititstheorie und ihrer Methoden in der Aerodynamik beispielhaft heraus-
greifen und skizzieren.

Die Beschreibung des laminar—turbulenten Ubergangs spielt eine entscheidende Rolle
bei der Auslegung eines modernen Laminarfliigels, der Triebwerksgondel oder des Leit-
werks, an denen der laminar—turbulente Ubergang moglichst weit stromab gelegt werden
sollte. Die Formgebung des aerodynamischen Profils (d.h. die Druckverteilung) als
sog. passive Mafinahme zur Laminarhaltung ist u.a. mit Hilfe der Methoden der Sta-
bilitdtstheorie erreichbar. Wir wollen daher in 5.1 zwei Verfahren zur niherungsweisen
Beschreibung des laminar—turbulenten Ubergangs beschreiben.

Eine zunehmende Bedeutung kommt der aktiven Stromungsbeeinflussung zu. Sie umfaBt
z.B. aktive Maf3inahmen zur Laminarhaltung von Tragfliigeln und Leitwerken etwa in der
Form von verteilter Absaugung der Grenzschicht in Vorderkantennihe. Hinzu kommen
vielfiltige Moglichkeiten zur Stromungsbeeinflussung in verfahrenstechnischen Anla-
gen. Ein weiteres Anwendungsgebiet ist die Medizintechnik, in der bei der Auslegung
durchstromter kiinstlicher Organe absolut instabile Gebiete unterdriickt werden miissen,
insbesondere im komplexen Zusammenwirken mit Blutadern oder Aderverzweigungen.
Wir erwihnen in 5.2 Ergebnisse der aktiven Beeinflussung im absolut instabilen Gebiet
von Nachlaufstréomungen.
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5.1 Transitionsvorhersage

Eines der schwierigsten stromungsmechanischen Probleme ist die zuverlissige Beschrei-
bung des laminar—turbulenten Ubergangs. Ziel bleibt die Entwicklung eines allge-
meingiiltigen ingenieurgerechten Transitionsmodells, das bei Vorgabe des Storspektrums
der freien Anstromung den Ort z°7*™* bestimmt, an dem der laminar—turbulente Ubergang
abgeschlossen ist. Hiermit wire es moglich, Gebiete laminarer Stromung von Gebieten
turbulenter Stromung zu unterscheiden. Turbulenzmodelle konnten korrekt eingesetzt
werden.

Auch Jahrzehnte intensivster experimenteller, theoretischer und numerischer Untersu-
chungen haben bislang zu keinem Transitionsmodell gefiihrt, das dieser Anforderung
geniigt. Zugleich wiirde ein solches Modell etwa zur vollstindig theoretischen Aus-
legung eines modernen Tragfliigels benotigt. Wir zeigen auf, wie unter Einsatz der
Methoden der Stabilititsanalyse sowie empirischer Daten approximative Vorhersagen
getroffen werden.

Das wohl bekannteste, fiir zweidimensionale Grenzschichtstromungen heute am weite-
sten angewandte Verfahren zur halbempirischen Transitionsvorhersage heiBit e’V —Methode
oder N—Faktor Methode. Es basiert auf der primiren Stabilitidtsanalyse. Wir werden diese
Methode in 5.1.1 skizzieren.

Ein neuerer Ansatz zur Transitionsmodellierung ist durch die Entwicklung der PSE-
Analyse moglich geworden. Mit der nichtlinearen Erweiterung der PSE—Analysen auf
Storungen endlicher Amplitude ist eine korrekte Berechnung des nichtlinearen Zusam-
menwirkens, insbesondere der Resonanz, unterschiedlicher Teilwellen erreicht worden.
Das Auftreten solcher Wellenresonanzen wird als Kriterium zum alsbaldigen Zusam-
menbruch der transitionellen Stromung in die Turbulenz genommen. Wir werden dieses
in 5.1.2 kurz bescheiben.

5.1.1 eV—Methode

Die Hauptannahme der eV—Methode besagt grob vereinfachend, daB der Transitions-
vorgang abgeschlossen ist, sobald das Verhiltnis von angewachsener zu anfianglicher
|U'! )

U’ (zo)]

Die Berechnung des Amplitudenverlaufs |U’(z)| geschieht mit Hilfe der rdumlichen
Stabilititsanalyse, d.h. bei vorgegebener Frequenz w, wird an der Stelle = die rdumliche
Anfachungsrate —a,;(z) berechnet. Die rdumliche Anfachungate ist definiert als relative
10|U’| _ dln |U'|
dx )

Ox

Storamplitude den Wert e”V erreicht. Die Zahl N wird empirisch bestimmt.

raumliche Amplitudenidnderung der Storwelle U’, d.h. —a; = |U’|~
Der Amplitudenverlauf ist damit

U ()| x_ PN
1n|~57%01)L|_z{ a:(T) dT (5.1)

Die Rechnung beginnt an der Stelle zq(w), bei der die Welle mit der vorgegebenen
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4
Frequenz w, instabil wird. Der berechnete Verlauf wird in ein Diagramm ln lg 0 L )]
o
nach Skizze 5.1 eingetragen. Dieses wird fiir verschiedene Frequenzen wiederholt und
die Einhiillende (Enveloppe) an alle Kurvenverlidufe gelegt. Die Stelle !"*™*, an der
die Enveloppe den Wert des empirisch ermitteiten N—Fakors erreicht, wird als Punkt

abgeschlossener Transition vorausgesagt.

Fiir inkompressible Umstromungen ungepfeilter Tragfliigel unter Freiflugbedingungen
(storungsarm) ist ein N—Faktor von etwa N =~ 13.5 giiltig. Das haben umfangreiche
Korrelationen mit Experimenten ergeben. Der N-Faktor hingt i.d.R. vom Stérspektrum
der Anstromung ab. So zeigen Windkanaluntersuchungen kleinere N—Faktoren als Frei-
flugexperimente, weil die Anfangsstorungen hier groBer sind und der laminar—turbulente
Ubergang entsprechend schneller vonstatten geht. Man beachte, daB dieser Unterschied
zwischen Freiflug und Windkanalexperiment selbst bei Einhaltung der Reynolds— und
Machzahldhnlichkeit zwischen Modell und Original besteht ! Der Storzustand der freien
Anstromung definiert somit weitere, wesentliche Ahnlichkeitskennzahlen, wie z.B. den
Turbulenzgrad der Anstromung T'u := Vv’?/|w|. Hierin bedeutet die Uberstreichung
den zeitlichen Mittelwert, und der Strich kennzeichnet die Abweichung der Stromung
von diesem Mittelwert. Ublicherweise wird |#| auch mit U, bezeichnet.

Die e’V —Methode liefert brauchbare Abschitzungen fiir z*7*"*, sofern der Transitionsvor-
gang mit kleinen Storungen (hinreichend klein fiir eine Beschreibung mit der linearen
Theorie) eingeleitet wird und die auftretende Instabilitéit ein viskose Instabilitiit ist (vgl.
2.4.4). In solchen Fillen ist die Strecke vom Ort z° (Abbildung 2.18) des erstmali-
gen Auftretens einer primiren Instabilitit, bis zum Ort des Einsetzens der sekundiren
Instabilitit z° — x° viel groBer als die ”Reststrecke” xtrens — 9 d.h.

trans

T — = x® — z° (5.2)

(vgl. Abbildung 5.2). Bei nichtviskosen primiren Instabilititen ist die Verwendung
der Beziehung (5.2) problematisch und die e’V —Methode versagt oftmals. Das ist z.B.
bei Stromungen mit starken Druckanstiegen der Fall, in denen Wendepunktinstabilititen

el

N o)

N =

x® Xoz2 Xo3 Xoa

Abb. 5.1: Zur eN—Methode.
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x¢ xS xtrans

Abb. 5.2: Zum Anwendungsbereich der ¢V —Methode.

(vgl. 2.4.4.3) vorliegen. Auch der durch Querstromungsinstabilitit eingeleitete Tran-
sitionsvorgang ist mit Hilfe der N—Fakor Methode nicht beschreibbar. Die anfinglich
stromab aufklingenden Amplituden der primidren Querstromwirbel werden weit vor dem
Punkt abgeschlossener Transition konstant (nichtlineare Sittigung). Sehr viel komple-
xere Vorginge als primire Instabilititen bestimmen hier die Transitionsldnge x7%7% — z¢,

Die Anwendung der ¢’¥—Methode in absolut instabilen Strémungsbereichen ist prinzipi-
ell unmoglich, da in solchen Fillen gar kein raumlicher Transitionsvorgang stattfindet,
sondern ein Umschlag am festen Ort. Ebenso ist eine durch groBe Anfangsstérungen
hervorgerufene Transition (sog. bypass Transition, vgl. M. MORKOVIN 1993) iiber-
haupt nicht mit Hilfe der eV —Methode beschreibbar, da hierbei die Phase der primiren
Instabilitit, auf der ja die Methode beruht, gar nicht auftritt.

5.1.2 Nichtlineare PSE—-Analyse

Eine verfeinerte Beschreibung des laminar—turbulenten Ubergangs, die auch die Phase
der sekundiren Instabilitédt physikalisch richtig wiedergibt, erlaubt die nichtlinear erwei-
terte PSE—Analyse. Das erstmalige Auftreten starker nichtlinearer Welleninteraktionen
deutet hier den kurz darauf folgenden Ubergang zur Turbulenz an. Die dazugehérige
Position z == z'"%™* ergibt sich als Resultat der Rechnung. Die Schwierigkeit bei der
auf den nichtlinearen PSE basierenden Transitionsvorhersage liegt in der Notwendigkeit
einer detailierten Kenntnis des Anfangsstorspekrums. Auch die Auswahl der fiir den
Transitionsvorgang relevanten Teilwellen aus diesem Storspektrum ist wesentlich, so
daB die Analyse i.d.R. fiir verschiedene Modenkombinationen angewandt werden muf,
um die “gefihrlichste” zu bestimmten. Dieses deutet auf ein Hauptproblem der Transiti-
onsmodellierung generell hin. Die Lage des Orts abgeschlossener Transition 7" kann
von vielen, kleinsten, schwer erfaBbaren Einfliissen abhingen.

Der Rechenaufwand einer PSE—Analyse ist sehr gering im Vergleich zu allen Versu-
chen, den laminar—turbulenten Ubergang direkt numerisch zu simulieren, was prinzipiell
moglich ist, vgl. H. OERTEL JR. UND E. LAURIEN 1995. Zudem werden alle wesent-
lichen Phasen des Transitionsvorgangs im physikalischen Sinn richtig wiedergegeben.
Darum ist zu erwarten, daf3 eine Transitionsmodellierung in der Ingenieurpraxis auf der
PSE—Analyse basieren wird.
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5.1.3 Laminarfliigel mit Pfeilung

Die Auslegung eines transsonischen gepfeilten Laminarfliigels stellt ein schwieriges Un-
terfangen dar. Das hidngt mit einer Vielzahl gleichzeitig auftretender Instabilitidtsphino-
mene zusammen. Eine wichtige Rolle spielt dabei die Pfeilung, die gewihlt wird, um
im Vergleich zum ungepfeilten Fliigel bei sonst gleichen Anstromverhiltnissen die lo-
kalen Machzahlen am Profil zu verringern. In Vorderkantennihe tritt unter geeigneten
Umstidnden die Querstromungsinstabilitit (QSI) auf; weiter stromab liegt in jedem Fall
eine Tollmien—Schlichting’sche Instabilitit (TSI) vor, vgl. Abbildung 5.3 links. Hinzu
kommt die Gefahr einer Instabilitiit an der Anlegelinie (Schnittlinie zwischen Fliigelnase
und der Stromfliche, die oberhalb und unterhalb des Fliigels verlaufende Stromlinien
trennt). Diese sog. Anlegelinien—Instabilitét, ist der Tollmien—Schlichting’schen Insta-
bilitdt dhnlich und erscheint in der Form von Storwellen, die entlang der Anlegelinie
laufen. Sie entsteht bei groBen Pfeilwinkeln und groBen Profilnasenradien.

Eine weitere Gefahr bei der Laminarhaltung eines Pfeilfliigels hidngt mit der Einleitung
von Stérungen zusammen. Am Ort des Fligel- Rumpfanschlusses konnen Storungen,
die vornehmlich von der turbulenten Rumpfgrenzschicht stammen, bei groen Pfeilwin-
keln entlang der gesamten Vorderkante geschwemmt werden. Dieses Phinomen heif3t
leading edge contamination (LEC). Es kann die Ursache dafiir sein, daB3 die ganze Fliigel-
grenzschicht frithzeitig turbulent wird. LEC wird jedoch durch geeignete konstruktive
MaBnahmen erfolgreich vermieden. Wir wollen uns an dieser Stelle nicht nidher damit
befassen.

Bei sonst gleichen Verhiltnissen nimmt die Querstrédmungskomponente in Vorderkan-
tennidhe eines gepfeilten Fliigels mit dem Pfeilwinkel zu. Daher ist zu erwarten, da3 die
Querstromungsinstabilitit umso stirker hervortritt, je gréBer dieser Winkel ist. Bevor ei-
ne konstruktive MaBnahme zur Erzielung einer moglichst langen laminaren Laufstrecke
tiber den Pfeilfliigel gewihlt wird, ist zu untersuchen, ob die Querstromungsinstabilitit
konvektiven oder absoluten Charakter (vgl. Abschnitt 2.5) besitzt. Wir miissen dazu die

TSI e ,
s - (x)i>0\
0.2 0.4 0.6 u
- QS
0.2 0.4 0.6 U
Abb. 5.3: links : Querstromungs— und Tollmien—Schlichting Instabilititen am

Pfeilfliigel, rechts : Gebiete relativer zeitlicher Anfachung in der Gruppengeschwin-
digkeitsebene, (U, V) bezogen auf Geschwindigkeit am Grenzschichtrand.
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in 2.5 vorgestellten Methoden zur Identifizierung von absoluten Instabilititen erweitern.
Wir betrachten jetzt das Verhalten von dreidimensionalen Wellenpaketen in einer drei-
dimensionalen kompressiblen Grenzschicht (vgl. auch H. OERTEL JR., J. DELFS 1995).
Im Gegensatz zur Untersuchung rein zweidimensionaler Stérungen, erscheint nun auch
die Querwellenzahl &6 in der Dispersionsrelationsfunktion D(w, a, b), deren Nullstellen ja
gerade durch diejenigen Kombinationen (w, a, b) bestimmt sind, die Lésungen des Stabi-
litdtseigenwertproblems fiir komplexe w, a, b reprisentieren. In Analogie zu (2.333) wird
die Amplitudeninderung eines Storwellenpakets vom nunmehr mit der Geschwindigkeit
YU, V) bewegten MeBgerit registriert. Die dann beobachtete Frequenz ist analog zu
(2.334)
W =w—alU—-5bV

Wie im zweidimensionalen Fall haben wir wieder diejenigen Wellen zu suchen, deren
Gruppengeschwindigkeit(-svektor) t(%%, %%) reell ist (Sattelpunkt im bewegten Sy-

stem). Die komplexe Frequenzfunktion Q2(a, b) istdabei definiertdurch D(Q(a, b), a, b) =

0. Wir tragen dann die relative zeitliche Anfachung w; in Erweiterung zu Abbildung

2.45 nicht nur als Funktion von U = %%—, sondern iiber der Gruppengeschwindig-

keitsebene (U, V) auf. Die Hohenlinie w; = 0 ist dabei von besonderem Interesse, da
sie dasjenige Gebiet der (U, V)—Ebene umschlieBt, in dem w; > 0 ist. Dieses Gebiet
reprisentiert daher diejenigen Storanteile, die zeitasymptotisch zum Wellenpaket beitra-
gen. Die Abbildung 5.3 rechts enthiilt Diagramme mit den Gebieten relativer zeitlicher
Anfachung an zwei reprisentativen Positionen des Pfeilfliigels. Das untere Diagramm
der Abbildung zeigt eine typische Kurve w! = 0, die fiir eine Position in der Nihe der
Vorderkante des Pfeilfliigels, d.h. im Bereich der Querstromungsinstabilitét, berechnet
wird. Das obere Diagramm zeigt die entsprechende Kurve an einer Fliigelposition weiter
stromab, an der Tollmien—Schlichting Instabilititen vorliegen. Wir erkennen, daB beide
Instabilititen konvektiven Charakter besitzen, denn in beiden Fillen ist der Ursprung
YU, V) = Y0,0) nicht im Gebiet w; > 0 enthalten. Die anwachsende Storenergie wird
in beiden Fillen stromab transportiert. Die Tangenten an die Kurven w! = 0 bestimmen
den Winkelbereich, innerhalb dessen auf Dauer die aufklingenden Storungen verblei-
ben. Wir weisen darauf hin, daB die relevanten Gruppengeschwindigkeitsvektoren im

Abb. 5.4: Wechsel des Transitionsszenarios von TSI—dominiert (links) auf QSI—
dominiert bei Uberschreiten eines kritischen Pfeilwinkelbereichs und sonst gleichen
Verhiltnissen.




189

Falle der Querstromungsinstabilitit in einem sehr engen Winkelbereich liegen und im
wesentlichen stromab zeigen. Man beachte, da3 die dazugehorigen Instabilitdten Wellen
darstellen, die praktisch senkrecht dazu laufen! Hieran erkennen wir besonders deutlich
den fundamentalen Unterschied zwischen Gruppen— und Phasengeschwindigkeit.

Nachdem wir festgestellt haben, daf3 die Querstromungsinstabilitidt konvektiver Natur ist,
wissen wir, daf} sie stromab einen rdumlich ausgedehnten Transitionsvorgang einleitet.
Entsprechende raumliche Wellenpaketanfachungsraten nach (2.340), deren Definition
sich im dreidimensionalen Fall zu gpax = [(w, —a;U - b6,V)//U? + Vz] erweitert,
sind fiir die transsonische Pfeilfliigelgrenzschicht von J. DELFS 1996 berechnet worden.
Es ist technologisch sehr schwierig, die Querstromungsinstabilitit giinstig aktiv zu be-
einflussen. Das hingt u.a. mit der Tatsache zusammen, daB Rauhigkeiten als stationire
lokale Storungen aufgefal3t, besonders leicht die stationdren Querstromwirbel anregen
konnen. Zudem sind selbst kleinste Rauhigkeiten wegen der sehr diinnen Grenzschicht
in Vorderkantennihe wirksam. Eine aktive Beeinflussung durch Absaugung ist aus den
gleichen Griinden problematisch, denn jede kleinste Bohrung durch die abgesaugt wird,
erzeugt ihrerseits eine lokale Storung, die Querstromwirbel anregen kann.

Die Vermeidung der Querstromungsinstabilitit ist wesentlich bei der Entwicklung eines
gepfeilten Laminarfliigels, da unerwiinschterweise der durch sie hervorgerufene Transi-
tionsvorgang schon in unmittelbarer Nihe der Vorderkante beginnt. Gleichzeitig sind
aktive MaB3nahmen zur Laminarhaltung bei Querstrémungsinstabilitit problematisch.
Wir kénnen mit Hilfe der Methoden der Stabilititsanalyse den Bereich der Auslegungs-
parameter eines Fliigels bestimmen, innerhalb dessen aktive Beeinflussungsmaf3nahmen
noch nicht benétigt werden (natiirliche Laminarhaltung). Einer dieser Parameter ist der
Pfeilwinkel. Bei sonst gleichen Anstromverhaltnissen wird es einen kritischen Pfeilwin-
kelbereich geben, innerhalb dessen (vgl. Abbildung 5.4) der Transitionsvorgang von
TSI—dominiert auf QSI-dominiert wechselt. Hiermit finden wir auf stabilititstheori-
schem Wege eine “natiirliche Grenze” fiir den Pfeilwinkel.

5.2 Aktive Stromungsbeeinflussung

Um eine Reduzierung des Druckwiderstands von stumpfen Korpern zu erreichen, konnen
MaBnahmen zur Stromungsbeeinflussung eingesetzt werden, die die instabilen Schwin-
gungen des Nachlaufs vermeiden. Als Beispiel fiir eine solche MaBBnahme sei ein Prin-
zipexperiment zur Unterdriickung der Ausbildung einer von Kdrman’schen Wirbelstraf3e
hinter einem querangestromten Zylinder genannt. Wird nach Abbildung 5.5 ein kleiner
Storzylinder an geeigneter Position in das laminare Stromungsfeld des Zylindernach-
laufs eingebracht, so wird die Karman’sche WirbelstraBe vermieden und der Widerstand
verringert, vgl. P. STRYKOWSKI UND K. SREENIVASAN 1985 und H. OERTEL JR. 1990.
Die Beeinflussung durch den Stoérzylinder wirkt auf das gesamte Stromungsfeld. Dieses
funktioniert nur fiir solche Positionen des Storzylinders, die sich im absolut instabilen
Gebiet (vgl. 2.5) des Zylindernachlaufs befinden. Hieraus kann geschlossen werden,
daB effiziente, d.h. wenig Energieeinsatz erfordernde BeeinflussungsmaBnahmen dort
vorgenommen werden kénnen, wo die Stromung absolut instabil ist. Deshalb kann der
absolut instabile Nachlauf eines Korpers mit stumpfer Riickseite z.B. duch Ausblasen
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Abb. 5.5: Unterdriickung der von Kdrmadn’schen WirbelstraBe mit kleinem Storzylinder

glinstig beeinfluBt werden. So kann etwa die Kdrmdn’sche WirbelstraBe hinter einer
Turbinenschaufel nach Abbildung 1.14 vermieden werden.

Der erste Schritt der Auslegung einer Strémungsbeeinflussung sollte in der Untersuchung
des gemittelten Strémungsfeldes nach absoluten Instabilititen bestehen. Diese Analyse
gibt uns die absolut instabilen Gebiete, innerhalb derer die BeeinflussungsmaBnahmen
(z.B. mechanische, akustische, piezoelektrische Aktuatoren, Saug— und Einblasdiisen
etc.) die groBte Wirkung auf das gesamte Stromungsfeld haben. Ein weiteres For-
schungsbeispiel, in dem die instabile Oszillation des Nachlaufs einer Platte mit endlicher
Dicke durch Ausblasen aus der Riickseite vermieden werden konnte, zeigt die Abbildung
5.6, vgl. auch K. HANNEMANN UND H. OERTEL JR. 1989.

Insbesondere die Erweiterung der Wellenpaketanalyse nach Abschnitt 2.5 auf nichtpar-
allele Grundstromungen, die auch mit globaler Stabilitiitsanalyse bezeichnet wird, hat
Mbglichkeiten er6ffnet, um die konkrete Auswirkung einer BeeinflussungsmaBnahme in
absolut instabilen Gebieten zu berechnen.

Abb. 5.6: Unterdriickung der von Karman’schen WirbelstraBe durch Ausblasen aus
Plattenriickseite
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Anhang

A.1 Differentialoperatoren in Zylinderikoordinaten

Zur Hilfestellung bei der Formulierung und Umformung der Erhaltungsgleichungen
in Zylinderkoordinaten seien im folgenden einige der benétigten Differentialausdriicke
aufgelistet (fiir eine detailierte Ableitung s. z.B. E. KLINGBEIL 1989).

Bei gekrimmten Koordinatensystemen hinterlassen rdumliche Ableitungen von Vek-
toren im Vergleich zu Ableitungen von skalaren Gré8en Zusatzterme, da nicht nur die
Komponenten der Vektoren Abhingige darstellen, sondern die Basisvektoren selbst auch.
Wir erkennen dieses z.B. am Laplaceoperator A, der in kartesischen Koordinaten einzeln
auf die Komponenten eines Vektors angewandt werden darf, d.h. zB. (A f), = A Ju-
Die Komponenten erscheinen hier wie Skalare. In Zylinderkoordinaten gilt aber z.B.
(A f)s # A fs. Dieses muB bei Umformungen natiirlich beachtet werden.

Im folgenden bezeichne z die Achsrichtung, » den Abstand eines Punktes zur Achse und ¢
die azimutale Winkellage des Punktes um die Achse. Mit S(r, ¢, z) meinen wir einen Ska-
lar, wihrend V' := (V,, V;,, V;) ein Vektorfeld und T := [(T%r, Tipr, Tor ), {Tgy Tipss T.4),
Y Trzy Ty T..)] eine Matrix (Tensor 2. Stufe) sei. Riumliche Ableitungen kennzeichnen
wir, indem wir als Subskript an die abzuleitende GroBe ein Komma setzen und dahinter

die Richtungen, nach denen differenziert werden soll auflisten, z.B. ;’;;x =:5 5.
Gradient
Skalare

S
gradS =VS = { 156 }

Vektoren
‘/7‘,7‘ Vﬁbﬂ“ ‘/2’7'
gradV.=VV =3 LV, —Vy) (Vo +V,) v,
Viz V.2 V.
Divergenz
Vektoren

1 1
divV = V-V = ~(rV;), + —Voy+ Vi
r




192

Matrizen
Trr,r -+ %(wa,é + Tr'r - th:cp’) —+ Tzr,z
divT = VT = Tr:t),r -+ }T(Trqg -+ T¢T -+ T¢¢,’¢,) -+ Tqu,z
Trz,r + %(Trz + T¢:z,q5) -+ Tzz,z
Rotation
(V x V), Vg — Vs
rotV=VxV =< (VxV), = Vie— Vor
(VxV), Vor + 12 (Ve — Vig)
Laplace—Operator
Skalare
. 1 1
divgradS = AS = S, + ;S,T + 7_—25',@5 + S,z
Vektoren
(AV), AV, — H(V. + 2V, 4)
divgradV = AV = (AV )y = AV, + TL?(QV;’d) — Vi)
(AV), AV,

Das Symbol A an den einzelnen Komponenten von V hat dieselbe Bedeutung wie bei
Skalaren.

Mehrfach—Laplace—Operator

Skalare

2
A2S = AAS = S,rrrr + ;(S,rrr =+ S,zz‘r) +

1 1 1
oz (=S + 25 0err + 25,4422 + 5(Sr —2544r) + p(4s,¢¢ + S gpes) + S zzzx
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Vektoren
(A%V),
A’V = AAV =< (A’V), 3 =
(A%V),

APV, + H(—2AV, —4AV, ) + 5(4Vir + 8Viaer) + H(—3V, — 4V, 4y — 4V, )
2
=4 AV + H(—2AV, +4AV 4) + 5(—4Ve, — 8Vigr) + H(—4Va g — 3Vy + 4V, 4)
A2V,
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A.2 Losung des inhomomogenen Randwertproblems (2.317)

Wir wollen hier die Einzelheiten zur allgemeinen L6ésung des bei der Untersuchung von
absoluten und konvektiven Instabilititen auftretenden inhomogenen Randwertproblems
angeben. Dazu wird zunichst die allgemeine Losung wp(z) des zugeordneten homoge-
nen Problems ermittelt. Danach wird eine Partikulédrlosung w,(z) erzeugt. Die Losung
des inhomogenen Problems w’(z) wird sich dann unter Anpassung an die Randbedin-
gungen als Summe von homogener und partikuldrer Losung ergeben.

1. Losung des homogenen Problems

Wir wissen, daB sich die allgemeine Losung des homogenen Problems
L(&;a,w) wp =0 (A.D

als Linearkombination von 4 linear unabhingigen Losungen W5, ..., W, der Dgl.
(A.1) ergibt :
4
wh(z) = Z Cz . Wi(z)
=1
Die Nichttrivialitdtsforderung bei der Berechnung der Konstanten C; zur Anpas-

sung von wy, an die (2.319) zugeordneten homogenen Randbedingungen (r; = @)
hat nach L. COLLATZ 1990, S.153 die Form
Wil Ry[Wa] Ra[Wa] Ry[W,

R [ ]

A e I:R2]:Wl] Ry[Wa] R, [Ws) R2[W4]]z=zﬂ lo A2
= | [ Ro[Wi] Rs[Wa] Rs[Ws] Rs[Wa] =0 (A-2)
[R4[W1] Ra[Wa]  Ra[Ws] R4[W4l] .

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wihlen wir jetzt “geschickt normierte”
Fundamentallosungen W; (die Konstanten C; werden uns immer genug Freiheit
lassen, daraus jede andere Darstellung zu erzeugen) :

Rl[Wl] == 0 RQ[Wll = 0 Zl[Wl] =1 Zz[Wl} == 0 _

Ri[Wa] =0 Ra[Wa]l=0 Zy[Wa]=0 Z[W,] =1 [°7 % A3
Ra[Wa] = 0 Ra[Wa] =0 Za[Wa]=1 Zy[Wal=0 1 _ _ (A-3)
R3[W4] == 0 Rg[W4] - 0 Z3fW4] = 0 Z4[W4] =1 = Ze

Dabei haben wir Zusatzbedingungen Z; (lineare Differentialausdriicke maximal
3. Ordnung) eingefiihrt, deren Wahl frei ist bis auf die Einschrinkung, daB3 Z, >
linear unabhingig von R, und Z3 4 linear unabhiéngig von R34 sein muB.

Die Motivation fiir die Einfiihrung unserer normierten Fundamentallosungen W;
ist ersichtlich, wenn wir jetzt die Determinante A aus (A.2) anschreiben :

0 0 Ra[W3]  Ra[Wal
A= Re[Wa] Ra[Wal 0 0
[ R4 [W1] R4[WZ] ] z=z 0 0

0 0 [Rl[We,] Rl[m]]
=z | L0 (A.4)
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Wir erkennen, daf3 die obige Determinante dann verschwindet, wenn entweder die
beiden oberen, oder die beiden unteren Zeilen der entsprechenden Matrix in (A.4)
jeweils linear abhingig sind, also

(R1[W5] - Ra[Wy4] — Rp[W3]- R [Wy])e=z, =0 oder (A5
(Rs[Wh] - Ra[W2] — Ra[Ws]- By[Wi])e=e, =0 . (A.6)

Wir erinnern uns, daf3 nichttriviale Losungen des homogenen Problems nichts
anderes sind, als die Eigenfunktionen, die im Rahmen der Orr-Sommerfeld Sta-
bilitatsanalyse berechnet wurden. Im folgenden werden wir eine fiir das weitere
besonders bedeutsame Briicke von dem Kriterium (A.4) zur Wronskideterminante
schlagen, die bei der spiteren Diskussion der konvektiven bzw. absoluten Instabi-
litdten die entscheidende Rolle spielen wird.

Mit Hilfe der Wronskideterminante D, die die Determinante einer aus den W,
gebildeten Matrix ® ist, kénnen wir iliberpriifen, ob dieser vorliegende Satz von
Lésungen W, der homogenen Dgl. linear unabingig ist. Dies ist dann der Fall,
wenn D # 0 gilt (P heiBt dann Fundamentalmatrix) :

w, W, W3 W,
. o Wy Wy Wi W) . dW
D(z;a,w) := det & := wr oWy owr wr , W= T (A7
I’V{” W2III [/V:;II W4III
Diese Wronskideterminante kénnen wir z.B. am Rand z = z, auswerten und mit

Hilfe elementarer Zeilenoperationen (die den Wert von D ja nicht dndern) immer
in die Form

Ry [Wh] R [We] Ry[Ws] Ri[Wi]

: | Re[Wh] RR[W3] Ro[Ws] R2[W4]
D(z,;a,w) = ZiWa] ZoWa] ZiWa] Za[Wal (A.8)

Za[Wh]  Z2[Wa]  Z2[Ws] Za[W4]

zZ=za

bringen, da die R;, B2, Z,, Z; ja voraussetzungsgemiB linear unabhingig sind.
Nutzen wir jetzt wieder unsere Normierung (A.3) aus, so wird aus (A.8) nach
elementaren Spaltenoperationen

0 0 R [W3] Ra{Wi]
D(za;a,w) = ‘13 8 é?a[Wa] é@{Wd
010 0 z=2zq
= (R1[Ws3] - Re[W4] — Ra[W3] - By[Wy)])o=-z, (A.9)

In gleicher Weise ergibt die Auswertung der Wronskideterminante an der Rand-
stelle z = =z,

D(ze; a,w) = (Ra[Wh] - Ra[W2] — R3[W>] - Ra[Wi]).=-. (A.10)

und wir erkennen bereits, daB in (A.S) und (A.9) bzw. in (A.6) und (A.10) jeweils
die gleichen Ausdriicke stehen.
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SchiieBlich nutzen wir den Satz von Liouville, nach dem wir die Wronskidetermi-
nante an einer Stelle z aus ihrer Kenntnis z.B. bei z = z, berechnen kénnen :

z P3y(z;a,w)
Za P“(%; a,w)

D(z;a,w0) = D(z,;a,w) exp(— dz)

Das Polynom F; im Differentialausdruck L, vgl.(2.320), ist aber gerade gleich
Null, so daB das Integral im Exponenten in der obigen Formel verschwindet. Wir
folgern somit, daB die Wronskideterminante nicht vom Ort = abhingt, also gilt

D(z,;a,w) = D(zeja,w0) = D(a,w) (A.1D)

Wir haben iiberdies gefunden, daB die beiden Ausdriicke (A.9) und (A.10) gleich
sind. Der Vergleich der Determinanten A und D sagt uns damit :

Die Wronskideterminante ist genau dann Null, wenn das homogene Problem nicht-
triviale Loésungen besitzt.

Daraus schlieBen wir sofort, daB§ die Nullstellen von D(ao, wo) die Eigenwerte des
Orr-Sommerfeldschen Eigenwertproblems, aufgestellt fiir komplexe Wellenzahlen
ao und komplexe Frequenzen w sind. D(a,w) = 0 heit Dispersionsrelation und
ist fiir alle weiteren Betrachtungen von zentraler Bedeutung.

Bestimmung einer Partikulirlésung

Nachdem wir uns die homogenen Fundamentallosungen W; beschafft haben,
konnen wir uns nun eine Partikulirlosung w,(z) der inhomogenen Stordifferen-
tialgleichung mit Hilfe der Methode der “Variation der Konstanten™ berechnen.
Nach Bronstein/Semendjajew, S.483 erhalten wir diese entsprechend

4 zDi Z; )
w},(z)zgwr —D(—(ZC;,‘LT;")& (A.12)

wobei D; die Determinante der Matrix ist, die bis auf die z’te Spalte der Funda-
mentalmatrix @ entspricht. Die ersten drei Elemente dieser z’ten Spalte bestehen
aus Nullen, wiihrend das letzte Element der Storfunktion GG gleichgesetzt wird.

Allgemeine Losung des inhomogenen Randwertproblems

Wir addieren die gewonnene spezielle Losung des inhomogenen Randwertpro-
blems zur homogenen Losung und erhalten damit die allgemeine L&sung der
Stérantwort im Laplace-Fourier Bereich:

4 ~ 7 Di(a,w,2) ,_
'w/(a,w,z) :Em (Cl+/mdz (A.13)
Unabhingig davon, wie die linearen Randbedingungen R; [w'] = ri, an die wir die

Konstanten C; anpassen miissen, beschaffen sind, erhalten wir immer eine Losung
der Form

Z(a,w,2) (2.321)

w'(a,w,z) = D(a, )
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Im Falle homogener Randbedingungen (r; = 0) ist

Z(a,w;z) = i, —W; [7* Di(a,w; 2)dz + S, W; JZ Di(a,w; 2)d2. Es sei
darauf hingewiesen, dal durch Entwicklung der Determinanten D; sofort klar
wird, daB sie alle proportional zu G sind. Bei Vorgabe irgendwelcher inhomogener
Randbedingungen, z.B. eine lokal aktive Wand oder ein Rauhigkeitselement, erhilt
der Zihler Z{a,w, z) einen zusitzlichen Summanden.

Aus der speziellen Form der Lésung (2.321) erkennen wir iiberdies “Resonanz-
stellen” als Nullstellen des Nenners D(a,w).
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A.3 Numerische Losung von Storungsdifferentialgleichungen

Fiir jedes behandelte Stabilititsproblem haben wir lineare partielle Stérungsdifferential-
gleichungen abgeleitet, die wir mit Separationsansitzen in den homogenen Richtungen
auf gewohnliche Differentialgleichungen zurtickfiihren konnten. Das hiingt damit zusam-
men, daB nur solche Probleme behandelt worden sind, in denen maximal eine inhomogene
Richtung auftrat. Die Instabilititen in ruhenden Flitssigkeitsschichten lieBen sich sogar
durch Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschreiben, da hier gar kei-
ne inhomogene Richtung auftrat. Schwieriger ist es in den dariiber hinaus behandelten
Fillen. So tritt in den separierten Storungsdifferentialgleichungen des Taylor-Couette
Problems ein in der Radialrichtung nichtkonstanter Koeffizient auf, der einen einfa-
chen Exponentialansatz beziiglich dieser Richtung nicht mehr zuldBt. Auch die Klasse
der Scherstromungsinstabilititen wird beschrieben durch Differentialgleichungen mit
beziiglich der Schichtnormalenrichtung nichtkonstanten Koeffizienten. Es stellt sich da-
her die Frage nach einer numerischen Losung dieser Storungsdifferentialgleichungen,
die als homogene lineare Randwertprobleme in z nur fiir bestimmte Parameterkombina-
tionen nichttriviale Losungen haben. Wir hatten es daher mit Eigenwertproblemen zu
tun und die L6sungen auch Eigenfunktionen U genannt.

Verschiedene numerische Verfahren, z.B. sog. Kompakte Finite Differenzen oder Schief3-
verfahren werden verwendet, um die Abhiingigkeit und die Ableitungen der Eigenfunk-
tionen von der nichthomogenen Richtung z zu approximieren. Wir wollen uns an
dieser Stelle auf die Beschreibung eines einfachen numerischen Kollokationsverfahrens
beschrinken, mit Hilfe dessen die verschiedenen homogenen, linearen, gewd&hnlichen
Differentialgleichungssysteme mitsamt den Randbedingungen als homogene, lineare
Gleichungssysteme numerisch approximiert werden konnen. Es ist wohlbekannt, daf3
solche homogenen linearen Gleichungssysteme nur fiir verschwindende Koeffizienten-
determinante nichttriviale Losungen besitzen. Diese Koeffizientendeterminante enthilt
Parameter (z.B. die Frequenz w und die Wellenzahl a), fiir die diese Bedingung gerade
erfiillt wird. Die Bestimmung dieser Parameter ist nichts anderes als das Losen eines

Eigenwertproblems.

Wir lehnen uns sehr eng an die numerische Formulierung des Taylor-Couette Problems
2.3.3.10 an. Alle behandelten Fille hatten uns erlaubt, einen Separationsansatz U’ =
[A](z) exp(iaz + iby — iwt) beziiglich der homogenen Richtungen ¢, z und y zu machen.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit haben wir angenommen, die nicht homogene
Richtung sei z. Wir schreiben die jeweilige Differentialgleichung in Analogie zu (2.45)

in der folgenden Form

Ls[U(w)] —iwL/[Uw)] =0 . (A.14)
Wir werden im_weiteren U(z) = YUy, Us, Us,...) auch als Eigenfunktion mit den

Komponenten U bezeichnen. Im Taylor-Couette Problem war das Rechenintervall
endlich (Spaltweite). Im Falle der Grenzschicht- oder Scherschichtstromungen hingegen
unendlich (—oco < z < o0), bzw. halbunendlich (0 < =z < o0). Die vorgestellte
Kollokationsmethode ist jedoch auf das Einheitsintervall —1 < n < 1 beschrinkt, so
daB wir i.d.R. zunichst eine Koordinatenverzerrung z = S(n) einfiihren miissen, die das
Einheitsgebiet auf das tatsichliche Gebiet abbildet. Ableitungen nach z, die in Ls bzw.
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L 7 auftreten, werden damit nach der Kettenregel ersetzt:

L — 8L
i — () £
£ i (28 () o () B8 () £

A.3.1 Numerische Darstellung von Ableitungen

Wir wollen nach Einfiihren einer Koordinatenverzerrung z = S(n) nun davon ausgehen,
die Eigenfunktionen U hiangen von n ab. Die Ausdriicke Ls und L; enthalten Diffe-
rentiationen nach z. Diese ktnnen wir mit Hilfe von (A.15) auf Ableitungen nach 7
zuriirckfiihren. Die Eigenfunktionen U () = YUy, U,, Us, . . .) driicken wir jetzt als ein
Polynom /N’ten Grades aus. Ein solches Polynom ist eindeutig bestimmt, wenn seine
Werte an /N + 1 verschiedenen Stiitzstellen 7, bekannt sind. Wir nennen diese Stiitz-
stellen Kollokationspunkte. Wir konnen unser Polynom immer mit Hilfe der in 2.3.3.10
unter (2.227) definierten Chebychev—Polynome ausdriicken :

N
U(n) =~ S CeTi(n) (A.16)
k=0

wo wir den Index p zur Kennzeichnung der p’ten Komponente der Eigenfunktion U aus
Ubersichtsgriinden fortgelassen haben. Die N + 1 Zahlen C} heiBen Koeffizienten. Wir
werten das Polynom an den Kollokationsstellen aus

N
U’ :=U(n;) = > Cr T(n;) (AT7)
k=0 S——
=: Ty;

wo wir die Bezeichnung U fiir den Funktionswert an der Stelle n; und T}y, fiir die
Matrix 7% (n;) eingefiihrt haben. Das Polynom interpoliert Funktionswerte zwischen den
Kollokationsstellen. Wir leiten nun (A.16) nach n ab und werten das Ergebnis gleich
wieder an den Stellen 7; aus :

A0V a0, 5o AT
[dﬁ] = d’? (773)““];)01: d77 (771) (A.18)

Wir haben die Ableitung unserer Funktion auf die Ableitung der Chebychev—Polynome
zuriickgefiihrt, fiir die es die folgende Ableitungsregel gibt:

d Ty e e Gt D
= —k T All9
Ul Dl wray () (A.19)

= By
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Hierin bedeutet 6;; das sog. Kronecker—-Symbol. Es ist b5 = 1fiiri = jund &; = 0
fir : # 7. Mit (A.19) kénnen wir die Ableitungen der Chebychev—Polynome auf die
Chebychev—Polynome selbst zuriickfithren. Wir haben in (A.19) die Matrix B gebildet.
Sie hat (sieche Summationsindex /) eine Spalte weniger als Zeilen. Wir erweitern sie
’kiinstlich” zu einer quadratischen Matrix B”, indem wir eine Nullspalte erginzen:

BYy=Bu , BN\=0 0k=0,...,N (A.20)
Wir schreiben nun (A.18) nochmals an
N
[fflU] ZC i) = > i BY T, (A21)
n k= n K=o
Nun formulieren wir mit é;m =N o TemT;} noch um in
|4 ] Z (Z ChTom 32 T2 BT ) (A.22)
I,n=0
= Um = Dj'm.
Damit finden wir die Ableitungen an den Kollokationsstellen 7; einfach durch Multipli-
kation der Spalte U = “(U°,U?,...,U") mit der Ableitungsmatrix D aus (A.22). Man

beachte, daBl die Matrix L nur von den verwendeten Kollokationsstellen 7; sowie deren
Anzahl NV + 1 abhingt. Sie kann also ein fiir alle Mal vorab berechnet werden. Die
sog. Gauss—Lobatto Punkte der Chebychev-Polynome 7; = cos(j=x//N) haben beson-
ders giinstige Interpolationseigenschaften. Werden sie verwendet, dann kann fiir D nach
(2.230) ein expliziter Ausdruck angegeben werden. Hoéhere Ableitungen ergeben sich
sehr einfach durch Mehrfachmultiplikation mit D :

dm[}v ~ my)
™ ~ D™U (A.23)

A.3.2 Halbunendliches physikalisches Intervall

Wir konnen nun Ableitungen in der Variablen n numerisch formulieren, indem wir die
Anweisung di durch die Matrix D ersetzen. Mit (A.15) lassen sich im Prinzip diese

Ableitungen auf Ableitungen nach z umrechnen. Eine Komplikation ergibt sich bei halb-
unendlich augedehnten Gebieten. Wir stellen hier ein Verfahren vor, daB3 die Fernfeld-
randbedingungen bereits implizit beriicksichtigt. Wir fiihren die Koordinatentransfor-
mation z = S(n) = —C'In 5 ein und benutzen nur das halbe Intervall € (0, 1], d.h. die
Kollokationspunkte n; mit j = 0,...,(/N — 1)/2, um die Funktionen im physikalischen
Gebiet z € [0, co) darzustellen. /V hat eine ungerade Zahl zu sein. Auf dem numerischen
Restintervall setzen wir an allen Kollokationsstellen i mit j = (N + 1)/2, , N den
‘Wert der Funktion (Randbedingung) im Unendlichen U.. Ublicherweise ist Doo = 0,da
alle Storungen im Unendlichen abgeklungen sein sollen. er unterteilen D entsprechend
des Intervalls in 4 Teile:

4| & D | D: U 40 DU + DU
a . — - PN d"A = . = X (A.24)
dp | 1., Ds | Ds || U U D;U + DiUo

D
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Hierin ist Uo, = (OW+V/2  ON) = (U.,,...,U.). Als zweite Randbedingung
im Unendllchen fordern wir ubhcherwelse das Verschwmden der Ableitung dd Uoo = 0.

Diese fithrt nach der zweiten Zeile in (A.24) zu der Nebenbedingung Ds U= —Dy Ueo
die wir fiir die Formulierung der zweiten Ableitung verwenden :

d? _0 _ D? + D2Ds , DhDe+ DyDy, _IZ
dn* [Af DvDs + D4Ds I DsD; + D?

= 1293_0 =+ l=)11=)2Qoo

L0
— R
L0 = (DsD2— D1D4)0o
Wir fithren die Bezeichnung Z(D;)U.. = D,U., ein, wobei Z(LD;) die Spalte ist,
die aus den Zeilensummen der Zeilen der Matrix D; entsteht. Hohere Ableitungen
erhalten wir durch sukzessives Multiplizieren der schon erhaltenen Ableitungen mit D
und Zusammenfassen. Die ersten vier Ableitungen ergeben sich dann zu : -

LU0 = DU+ Z(D2) U

LU0 = DU+ Z(D1D2) U

LU = [D}+D2Ds)D1 0+ Z(ID} + D2Ds]D2) Uss (A.25)
?-%—0 (D3 + D1D2Ds + D2D3sDy + D2DaDs| D1 U+

+Z([D3 + D1D2Ds + D2D3sDy + D2 D4 D3 D) U,

Setzen wir jetzt noch (A.25) in (AA.IS) ein, haben wir die numerische Darstellung der
Ableitung nach z der Funktion U(z) erreicht. Beispielhaft geben wir hier die zweite

o~
Ableitung fi;{
0):
L. 20 _ [dnd ( ;
Original : = T {Ez—"%dn +
—— Numerisch : %Q = {é Dy + AzDz}Q

Hierin enthalten die Diagonalmatrizen A die inneren Ableitungen aus der Koordinaten-
verzerrung z = S(7n7). Lediglich die Elemente der Hauptdiagonalen einer Diagonalmatrix

sind von Null verschieden. Siesind hierdiag(A,) = (( 2y (Lo, L., ‘i‘—j)(N—l)ﬂ)_

A.3.3 Numerische Formulierung der Storungsdifferentialgleichung

Wir wollen in diesem Abschnitt die oben abgeleitete numerische Darstellung der Ab-
leitungen nach 1 bzw. =z nutzen, um jetzt die Storungsdifferentialgleichung (oder auch
Eigenwertproblem) numerisch zu formulieren und konkret zu 16sen. Liegt unser Sta-
bilitatsproblem in einem endlichen Gebiet vor (z.B. Spaltweite im Taylor—Couette Pro-
blem), dann bilden wir mittels einer Koordinatenverzerrung = = S(n) das gesamte
numerische Rechenintervall € [—1, 1] und damit alle Kollokationspunkte r; in das
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physikalische Gebiet ab. Ableitungen nach z bestimmen sich dann aus (A.23) in Ver-
bindung mit (A.15). Bei halbunendlichen Gebieten wie z.B. Grenzschichten hatten wir
nur die Hilfte des Rechenintervalls verwendet (vgl. oben). Wir wollen ab jetzt die An-
zahl der tatsichlich im physikalischen Gebiet liegenden Kollokationspunkte mit N™* + 1
bezeichnen. Fiir endliche Gebiete ist danach N* = /N und fiir halbunendliche Gebiete
N* = (N —1)/2.

Indem wir die Ableitungsoperationen, z.B. j‘fz—, explizit als gegebene Matrix D(?) ausge-
driickt haben, kénnen wir lineare Differentialgleichungen fiir eine Funktion U denkbar
einfach in lineare Gleichungssysteme fiir die numerische Approximation dieser Funktion
U an N* + 1 Stiitzstellen “iibersetzen”. Wir brauchen dazu nur termweise zu ersetzen.
Aus einer Eigenwertgleichung

2 7] -
%7[2]— +vU =20
wird z.B. einfach
D(z)Q—FV_U:Q bzw. [D(2)+yg]_(:]:g

Dieses Eigenwertproblem kann in dieser Form mit Hilfe eines geeigneten Eigenwertlosers

einer Programmbibliothek gelost werden. Wir kdnnen in dieser Weise auch unser ur-
spriinglich zu 16sendes Eigenwertproblem (A.14) “numerisch libersetzen™ :

[Ls—iwk]U =0 (A.26)

Die sz sind nach der numerischen Formulierung an den Kollokationsstellen Matrix-
ausdriicke. Die numerische Approximation der Eigenfunktion U haben wir mit U =
’(_171,_[;_’2, Q3, ...) bezeichnet. Jede ihrer ”Komponenten™ l_?,, ist durch N* + 1 Punkte
reprisentiert. Bei der numerischen Formulierung des zeitlichen Eigenwertproblems in
einer kompressiblen Stromung, in der U = Yp, 1, 0,0, T') ist, besteht der Eigenvektor
U aus 5- (N* + 1) Werten und die Matrizen L haben die Grofle 25 - (N*+1)?. Das zeigt,
daB auch fiir wenige Kollokationspunkte 7;, z.B. N* = 40 bereits grole (komplexe)
Matrizen entstehen, in diesem Fall mit 205 Spalten und Zeilen.

Als weiteres Beispiel fiir die numerische Umsetzung einer Eigenwertgleichung nehmen
wir die Orr—Sommerfeldgleichung (2.291). Hier hat die Eigenfunktion nur eine Kom-
ponente 7 = . Die Gleichung sieht in der Originalversion folgendermaBen aus (wir
haben aus Ubersichtsgriinden nur den zweidimensionalen Fall genominen) :

) 2 L d? _ 4 2 R . /2 R
[zauo[%g—(f] —zad—:ig——Redl[g;f—Zazad?g—i—a"”w—zw [%—2——@2] w=0
N — ——

— Ls nach(A.14) L; nach (A.14)

Wir ersetzen die Ableitungen durch Matrizen und die Funktionen durch ihre Werte an
den Kollokationsstellen 7; bzw. z; = S(n;). Insbesondere schreiben wir die Werte der
Grundstromung wieder in eine Diagonalmatrix o mit diag(uo) = Y(ug{20), uo(z1)>- - ->»

uo{zn~+)) :

d2
[z'ay_o [__]2(2) ~ a2=I] —ia " — Rey! [1:)(4) —2a?D®@ + ag] —iw [2(2) _ aq] ]1_,3 —0

5
3¢
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Die zweite Ableitung der Grundstromung uo an den Kollokationsstellen ist entweder
gegeben oder kann mit D) erzeugt werden.

A.3.4 Numerische Darstellung expliziter Randbedingungen

In den vorangegangenen Teilen haben wir die Diskretisierung der inhomogenen Richtung
z in einzelne Kollokationsstellen vorgenommen. Wir konnten so die Differentialopera-
toren in z konkret in Matrixform und damit die im Feld zu 16senden Differentialgleichun-
gen explizit als lineare Gleichungssysteme schreiben. Wir miissen aber zusiitzlich immer
Randbedingungen erfiillen, z.B. die Haftbedingung oder kinematische Strémungsbedin-
gung an einer festen Wand. Diese wollen wir als explizite Randbedingungen bezeichnen
und sie damit von der impliziten Randbedingung trennen, die wir oben in Form der
Abklingbedingung von Storungen fiir = — oo kennengelernt haben. Wir hatten eine nu-
merische Formulierung fiir die Ableitungen gewihlt, die (implizite) Abklingbedingung
bereits beriicksichtigt.

Wir nehmen als Beispiel die kinematische Strémungsbedingung (2 = 0) = 0 und
Haftbedingung (£@)(z = 0) = 0 an einer Wand bei z = 0. Diese stellten die Wand-
randbedingungen (2.292) fiir die im vorigen Abschnitt gerade numerisch formulierte
Orr—Sommerfeldgleichung (2.291) dar und haben insofern eine sehr wichtige Bedeu-
tung. Die Position, an der die Randbedingungen gefordert werden, entspricht einem der
Kollokationspunkte, 0.B.d.A. dem Punkt 5jg bzw. zo = S(70). Die gewihlte Komponen-
te der Eigenfunktion U ist hier U = . In der numerischen Darstellung an den einzelnen
Kollokationsstellen 79, 71, - - - , 7n= schreibt sich das U = ¥@°, @', ...,wN"). Unsere
Randbedingungen lauten damit

Original : (2 = 0) = 0 %(z =0)=0
- -~ A e
—— Numerisch : w% =0 > Dg/a? =0
j=0

Hierin bezeichnet DS—) die Komponenten der Ableitungsmatrix 12)(1) der ersten Ableitung
in z. Wir miissen diese Randbedingungen in das numerisch formulierte Eigenwertpro-
blem (A.26) einbauen. Aus Uberschaubarkeitsgriinden fassen wir jetzt zunichst die
Matrizen i,_s und 1:',_1 zusaminen :

(A.27)

e
(4

(= Ls—tw

Wir kommen nun auf die numerisch formulierte Orr-Sommerfeldgleichung des letzten
Abschnitts zuriick aus der wir L als Matrixausdruck entnehmen. In Komponenten haben

WI1r Ne
S Lijw'=0 , i=0,...,N" (A.28)
2

Man beachte, daB jede Zeile z die numerische Auswertung der Eigenwertgleichung
an einer bestimmten Stelle z; reprisentiert. Die Erfiillung der Randbedingung w® =
0 erscheint sehr einfach : Wir streichen die erste Spalte L;,o von L, da sie nur mit
W% = 0 multipliziert wird. Damit haben wir die GroBe des Gleichungssystems um Eins
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verringert, da es nur noch V* Unbekannte 0!, 1@2,. .., ™" gibt. Es existieren aber nach

wir vor N* + 1 Zeilen z im obigen Gleichungssystem (A.28). Wir haben eine Gleichung
dieses Systems zu “opfern”. Wir kénnen entweder an einer Stelle die Randbedingung
erfiillen, oder die Eigenwertgleichung; beides wiirde das numerische Gleichungssystem
liberbestimmt machen. Streichen wir also z.B. die p’te Gleichung, dann verbleibt ein
Eigenwertproblem, bei dessen Losung die Randbedingung «° = 0 erfiillt ist.

Der Einbau der Haftbedingung E D((,E) @’ = 0 in die Eigenwertgleichung (A.28) ist

komplizierter. Denn diese Randbedmgung stellt nur eine Beziehung zwischen den Werten
W’ her. Wir kénnen keinen Wert explizit setzen, sondern haben einen Wert «>* mit Hilfe
der anderen auszudriicken und in der Gleichung (A.28) zu eliminieren. Wir schreiben
dazu

ak (1) -

w* = (1) Z De; w’

Dy, 5=3
#k

Man beachte, daB3 wir nur von 3 = 1 an summieren, da wir auch hier die erste Randbe-
dingung @° = 0 mitberiicksichtigen miissen. Wir eliminieren jetzt 1* in der Eigenwert-
gleichung :

(1)

N* N*
L @’ + ,71— V=0 =
ST Ly w Z % W

rek Ik
DLy + AL @’ =0, i=0,...,N*, i#p,q
IFk

Hiermit haben wir auch die Haftbedingung an z = 0 eingebaut. Dabei wurde die

Unbekannte %* eliminiert, so daB wir neben der p’ten jetzt auch z.B. die ¢’te Gleichung
aus dem System geopfert” haben. Wir haben damit beide Randbedingungen in die
numerische Eigenwertgleichung eingebaut und l6sen jetzt ein Eigenwertproblem der
GroBe (N* — 1)2

Im allgemeinen fordern wir bei der Verwendung der Orr—Sommerfeldgleichung am Rand
zwei unabhingige Randbedingungen. Dieses kénnten auch Symmetriebedingungen o.4.
sein. Die beiden Bedingungen mdgen im allgemeinen Fall die Form

’

"D, _ gy — d™W . _ o) =
s (z=0)=0 s (z=0)=0 (A.29)

besitzen. Wir konnen dann in gleicher Weise wie zuvor folgende Eigenwertgleichung
mit eingebauten Randbedingungen ableiten

N* .
ST (Lij+ ALY +ALY) W =0 , i=0,...,N*, i#p,q (A.30)
JJ¢=kO,l - -z/ij

wo k, ! die eliminierten Variablen und p, ¢ die “geopferten” Gleichungen bezeichnen.
Wir haben hier die mit den Randbedingungen modifizierte Matrix L nun L genannt und
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dariiberhinaus die Abkiirzungen

ALY, = Ly —%—9 s ALL =Ly (A.31)

7 ( )D( ) D(()k)D(()l) 7 D( )D( ) (m)D(n)
verwendet. Um den Fall 10® = 0 mitbehandeln zu kénnen, wollen wir vereinbaren, daB3
fiir z.B. n = 0 die Definition D((,J 1= d;¢ gilt, wobei hiermit auch entweder & = 0 oder

{ = 0 gesetzt werden mul3. Die zuvor besprochenen Randbedingungen erhalten wir fiir
den Spezialfalln = Omit{ =0und m = 1.

A.3.5 Form des kompletten numerischen Eigenwertproblems

Wir sollten uns an dieser Stelle nochmals daran erinnern, welche GroBe wir mit Hilfe der
numerischen Formulierung des Stabilititseigenwertproblems bestimmen wollen. In der
zeitlichen Stabilitédtsanalyse sind wir an dem Eigenwert w interessiert, da das Vorzeichen
seines Imagmartells w; die entscheidende Stablhtatsaussage rnacht Wir hatten die Ma-
trizen L; und Ls in (A.27) aus Ubersichtsgriinden zu L Ls — zwLI zusammengefasst.
Wir wollen nach dem Einbau der Randbedingungen diese wieder einzeln schreiben :

[2 - zwiz,] U=0 (A.32)

worin die durch die Randbedingungen modifizierten Matrizen durch ein tilde—Symbol
gekennzeichnet sind. Auch der Eigenvektor U ist modifizert, denn wir haben ja (vgl.
oben) im Zuge des Einbaus der expliziten Randbedingungen einzelne Komponenten eli-
minieren miissen. Losen wir z.B. ein Stabilititsproblem fiir eine kompressible Stromung,
so besteht U = ¥ P8, 0, b, 7') aus 5 Komponenten 4 N* + 1 Kollokationswerten. Wir
setzen an der Wand 2° = #° = %° = Ound 7° = 0. Damitenthdlt T N, := 5(N*+1)—4
Komponenten. Die Matrizen L besitzen die entsprechende Gréfie. Das Eigenwertpro-
blem (A.32) liefert nun /N, Eigenwerte w, von denen uns in der Mehrzahl der Fille nur
einer oder sehr wenige interessieren (diejenigen mit w, > 0).

In inkompressiblen Grenzschichten etwa erhalten wir i.d.R. maximal einen Eigenwert
mit w; > 0. Er ist insofern leicht im Eigenwertspektrum zu erkennen. Wir wollen
nun unser oben angefiihrtes Beispiel zu Ende fiilhren und mit Hilfe der diskretisierten
Form der Orr—Sommerfeldgleichung einen zeitlichen Eigenwert fiir die Blasius’sche
Grenzschichtstromung berechnen. Die Abbildung A.1 zeigt die Ergebnisse einer Stabi-
litdtsanalyse fir die Blasius’sche Grenzschicht. Der relevante Eigenwert mit positivem
Imaginirteil w; > 0 reprisentiert die Tollmien—Schlichting Welle.

Sind wir and der Ermittlung der Wellenzahl a{w), d.h. an einer rdumlichen Stabilitits-
analyse interessiert, dann haben wir ein nichtlineares Eigenwertproblem zu 16sen. Denn
a steht in der vierten Potenz in der Orr—Sommerfeldgleichung. Wir konnen aber dieses
nichtlineare Eigenwertproblem auf ein lineares zurtickfiihren. Wir schreiben zunichst
die diskrete Form der Orr—Sommerfeldgleichung nach Abschnitt A.3.3 folgendermalien
um

=0

18>

[£0+a£1+a2£2—§—a3£}3—|—a4£44]
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Abb. A.1: Eigenwertspektrum w(a = 0.15) fiir Re, = 580. Koordinatenverzerrung
z = S(n) = —20lnpy. links : Grundstréomung an den Kollokationsstellen, rechts -
N* = 74, Kistchen : N* = 49,

Ausschnitt aus dem Eigenwertspektrum Kreuze :
mittig : Eigenfunktionen @t und & fiir N* = 74.

Hierin ist

LO — —Rec?ll_)(4) _ Zwl_)(2)

_dzuo

él = zE_QD(z) — z——2—d2=

L? = 2Re;'D® 4wl

L? = —iug

L* —Reg'l
Fithren wir nun die zusitzlichen Variablen

U°:=w, U':=aw, U?:=a*w, U®:=dw

ein, so gelingt uns die Umwandlung des nichtlinearen Eigenwertproblems in ein lineares
Eigenwertproblem in a. Denn wir kénnen nun schreiben :

L° L' L* L* 0 0 0 Lt oe
0 I 0 0 —I 0 0 0 lig
0 0o I o |T* 0 =1 0o 0 o2
0 0 0 I 0 0 -1 0 [ig

Man beachte, daB das rdumliche Stabilititsproblem einen wesentlich groBeren Rechen-
aufwand erfordert, da sich die Dimension der Matrizen gegeniiber vorher vervierfacht

hat. Die expliziten Randbedingungen, die fiir 10 gefordert werden, fordern wir jetzt

ebenso fiir alle U7,
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Dieses Buch wendet sich an Studenten der Ingenieur- und Naturwissenschaf-
ten. Es behandeit die theoretischen Grundlagen hydrodynamischer und ther-
mischer Instabilitdten und deren Bedeutung in Natur und Technik. So werden
das Taylor- und Rayleigh-Bénard-Problem, die Marangoni-Konvektion und Dif-
fusionsinstabilitaten, die Transition in Grenzschichten sowie die Instabilitiat von
Scherschichten und Nachlaufstrémungen behandelt. Es wird die Theorie der
Wellenpaketstérungen anschaulich abgeleitet und deren Anwendung flr eine
effiziente Strémungsbeeinflussung an praktischen Beispielen stromungsmecha-
nischer Instabilitaten erldutert. Das Buch umfasst damit sowohl den Lehrstoff,
der bendtigt wird, um die Methoden der Stabilitatstheorie anzuwenden, als auch

die weiterfiUhrende Fachliteratur zu verstehen.
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