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®Ä�d�t^67V���]g���q �]g�7�°t�U®y�d� �d��Lu�¬°T�<°t�%"d�d��Áy�

f
¤I� �d�

�d�¬�y�P0:�:®y�P0t�R��Á¹���MÃV» +
2 (R)

�PL
f
"d�y�¬Áy�¬�c0T�¬ÁU®Ä�d��°t�y���¬�ª®��:®y��°T��¤U, �

X
��Á¹°t� �3�d� ®Ä�)0t°T�� ��<�:¼

®Ä�����
A
��Á ���\�=�t�º®����
À�»

2(R)
¤

� ��� ��
E;*

?@�"��� F#� W Dw7M�]�b���67
Γ(Xµ) :=

�����
(
� L +(Xµ))


ku4qvDw7���� < 7 ���E
�5�Fb�]<�À�»
2(R)��_�C%��[][�7%^+q]Dw7�Q¯���¬�����T�­°T (" 
ku

Xµ

�

»��¬®V dÁV�¬°T�dÁy���d���V�:Á �&�d�yÁ­®���Nd�:�+"d����®Ä�d��®y°T�y �Á�¡V»��¬®
B
�s� �i�<�:®y�y��N
���JÀ�»

2(R)
�t�d�

ΛB
®Ä�d�V���:®y®y�����³���

C
����®y�

B =

(
a b
c d

)
∈ À�»

2(R) ⇒ ΛB := < ~v1 :=

(
a
c

)
, ~v2 :=

(
b
d

)
> .

� �d�¬�M®y�d��®Ä°t�y dÁ
C/ΛB

�d�tÁ"®Ä�d�R�3�:®Ä ��Ä�t�,®Ä�Ä�:�dÁy���:®Ä��°T��Ág®Ä�y ��¬®Ä ��y�
νB

�d�¬Áy���¬�d�d���d�\�m�y°T�
C
¤ p �V�d�¬�d°t®Ä�V®Ä���V®y�Ä�t��Áy� �c®Ä��°t�!Áy d�g�=�t���

(C/ΛB, νB)
��!

EB

¤
� �d� ��K �d�J�d�PL+��°T� °T�c"d�d��Á­�<Á °T�

EB

���t� �:���-�s�M�����a®y����®y°Y®y�d�  ��d�P0t���yÁy�t�V��°�0T�¬�y���d�
C
¤ ½|°T��0t���yÁ­����!T¼¯�t� ��K<��� �d��Lu�¬°T�<°t�%"d�d��Áy�

z 7→ A · z + b
°T�

C
�d�¬Áy�¬���d�dÁ�®y°

EB���R�t�d�D°T�d��!O��� ��®i�­��Ác"+�¬�¬®ÄÁ�®Ä�d�J� �c®y®Ä�����
ΛB

¤ �| k®�®y�d��Ái��Ái®y�d�M�$�tÁ­� � ���:�d�@°t�d�P!O� �
BAB−1 ∈ À�»

2(Z)
¤¯� �� dÁ �|�V°#�k®��t���i®y�d�yQ¯���¬�����T�­°T ("
Γ(EB) = B−1 À�»

2(Z)B,
�m°T���t���

B ∈ À�»
2(R).

,��."3�t�­®y���¬ d� �t�|°T�d�U�3�tÁ
Γ(EI) =

À�»
2(Z),

���d���­�
I
��Á¿®Ä�d�V���d���ª®Ä� ®m!!�<�:®Ä�­��N ���
À�»

2(R).
,����T�¬�d���y�t�1®y�d�¿�T�­°T ("�Àk»

2(R)
�t�º®ÄÁ °t�R®Ä�d��®Ä�Ä�:�dÁy���:®Ä��°T� Ág®Ä�­ d�¬®y d�y�¬Á�°t�s�t���t�c�d��®y�Ä�t�d!VÁy d�±Â

�=�t�¬�
X
�m�­°T� ®Ä�d� �y���T�ª®$¼s���i®Ä�d�R�m°t����°������d��Áy����Áy�t¡·´3°T�

B ∈ Àk»
2(R)

���º®
ϕB : C → C�s� ®Ä�d�

R
Â������d���t��� ��"

z 7→ B · z ¤ ´3°T��� �t�P0T�¬� ®Ä�Ä�:�dÁy���:®Ä��°T� Ág®Ä�y ��¬®Ä ��y� µ °T�
X
¼
B�d�V�3�d��Á¹��®Ä�y�t�dÁy���:®Ä��°T�\Á­®y�y d�º®Ä d�­�

µ ·B ��!i��°t�+"s°TÁy���d���$�:���
���3�:�­® ����®y� ϕB

¤
� �d�U�m°T����°������d�R�y���<�t�­µ Á­®Ä�:®Ä�¬Á¹��°l�@®Ä�d�yQ¯�¬�������t�y°T ("�Á¹�:�y�U�y�¬� �:®y���\®Ä° �$�:���
°t®y�d���¬¤
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� �����9�
� ��� 5�� � 7Vq
µ
��<B^

µ ·B �V7I^67 �4< 7%^&��_I� �V
�g�7 �hW Dw7V<
� L +(Xµ) ∼= � L +(Xµ·B)

��<B^
Γ(Xµ·B) = BΓ(Xµ)B−1.

�H�E
�
ku��·� �d�!�<��"
ψ : Xµ → Xµ·B

®y�3�:®R��ÁV®Ä°#"s°T��°t�T�����t����!�®y�d�!���d���ª®Ä� ®m!M°T�
X
��Á �t�

��K �d�V�d��Lu�¬°T�<°t�%"d�d��Áy� ����®y�������y��0:�:®Ä��0T�
B
�t�d�i���d�� d���¬Á·®y�d�V�T�y°t ("i��Áy°t�<°T�c"d�d��Áy�

� L +(Xµ) → � L +(Xµ·B), f 7→ ψ ◦ f ◦ ψ−1.

Àk���d���U®Ä���������y��0:�:®Ä��0T�U°t�
ψ
��Á
B
¼(�|���3�J0T�V�d�¬�

(ψfψ−1) = B · �d�¬� (f) ·B−1 ¤

»��¬®
 dÁ��­�¬®y d�y�D®Ä°G°t�y���T�t�<��Á!�d°��V¤ »��¬®
O = (p : X∗ → E∗)

�+� �t�I°t�y���T�t�<�6¼
 dÁ­���d� ²³�*�3����®Ä��°T�I¢t¤{£�¤DÀ1��� ��� �:�y�P! �tÁ �m°T��®Ä�d�i®Ä°T�­ dÁ+����°���®��t�����x�d d�d����°:�U�3�:®y d�Ä�t�
®Ä�y�t�dÁ­� �:®y��°T�MÁ­®y�y d�º®Ä d�­��Á °T�

X∗ ¤ �
°T�­�+"d�­���¬��Áy�¬�P!t¼*°T���<�d�V�3�d�¬Á �m°T�V�$�:��� B ∈ À�»
2(R)��®Ä�y�t�dÁ­� �:®y��°T� Ág®Ä�­ d�¬®y d�y�

µB
°T�

X∗ �tÁ��m°T����°���Á�¡<»��¬®� dÁ��'N Áy°T� �\�d°T� ��°T� °T�c"d�d��Á­�
h : E → EI = H/ΛI

¤¦²³���d°:®Ä�
E∗

I := EI − h(∞)
¤¦� �d���

h
�d�V�3�d��Á¹��®Ä�Ä�:�dÁy���:®Ä��°T�

Á­®y�y d�º®Ä d�­�
µI

°T�
X∗ ��! �����a®y���d� νI |E∗

I

01� �
h ◦ p ®Ä° X∗ ¤V¾·°��V¼ �|���<�J!����*�3�d� µB

�:Á
µB := µI ·B

¤
¾¹°:®Ä�t¼,®Ä�3�c® °t�d�<°���®��t���dÁV®Ä�d� ÁÄ�t� ��®Ä�Ä�:�dÁy���:®Ä��°T�MÁ­®Ä�­ d�¬®y d�y�

µB

�m�­°T�
EB

¼*����°T�d�+"d�y°:Â
���¬���dÁ<®Ä�d���m°T����°l�����d� �¿�J!s¡�� �d����K<�����<��"

ϕB : z 7→ B · z �d��Á­���¬�d�dÁ ®y° � �<��"
ϕ̄B : EI → EB

¤�� �d���
µB

��ÁU®Ä�d����� �a®"°t�¦®Ä����®y�Ä�t��Áy� �c®Ä��°t��Á­®Ä�­ d�¬®y d�y�
νB|E∗

B

01� �!®Ä���
�<��"

ϕ̄B ◦ h ◦ p ¤¯¶·���­�t¼(��� �d�¬�d°t®y��Á­��� �����t�y��! �tÁ·���+°�0t� E∗
B := EB − ϕ̄B(h(∞))

X∗

p

��
E∗ h // E∗

I

ϕ̄B // E∗
B

� ��� ��
E;*

?@� � � , � � 7Vq
O = (p : X∗ → E∗)

�V7 ��<e
������������ �/3o
��.7%�6C8D
B
[�7Vq

µB�V7 qvDw7 q �c��<'_V[���qs�Y
�< _Vq �V5wCVq 5\�E7/
�<
X∗ ��_ 7('*FB[����]< 7%^�� �V
�g�7 � (b7 ^67V< 
�qm7 ��� X∗

B

q]Dw7
q �%��<'_V[���q �Y
�< _V56�]u*�6C87

(X∗, µB)
�

�H!i«����<�t�­µ�¢T¤ B�®Ä�d�yQ¯���¬�����T�­°T ("dÁ °:� �t���u®Ä����Áy�U®y�Ä�t�dÁ­� �:®y��°T�\Á­ d�­�=�:����Á·�t�­�V��°T��?­ ��ª�:®Ä�¬�
��� À�»

2(R)
¤<� �����y�º�m°T�y�h���<�<�J! �m°T�U®Ä�d��Ág®Ä d�'!M°:��Q¯���¬��� �T�­°T ("dÁV�y�¬Á­®y�y���º®V®Ä°

B = I
¤

� �d��Á·� °t®y�P0:�:®Ä�¬Á|®Ä���V�m°t����°������d���d�V�3�d��®y��°T�u¤
� ��� ��
E;*

?@�������#� � 7Vq

O = (p : X∗ → E∗)
�V7S��< 
������������ � (b7.C%��[][

Γ(X∗
I )
q]Dw7

Q¯���¬�����T�­°T ("i°t�,®Ä�d�V°T�­���ª�:�<�
O
��<B^ ^67V< 
�qm7

Γ(O) := Γ(X∗) := Γ(X∗
I )

p �¿Áy�3�:���1Áy��� ���:®Ä�¬������½|�3��"�®y����£·®Ä�3�:®
Γ(O)

��Á��t�P�|�J!kÁ �³Áy (���T�y°T '" °:�
Γ(EI) =

À�»
2(Z)°t�o�3�d� ®Ä�U�����d�VN+¤
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	�
�� � ���*��/ �-(2, /�( �>� �*	 1 � �����*� � 	 4 ��*1� �
� �����b"+°T�g®��t�ª®·� °t®Ä��0t�c®Ä��°t�!®Ä°!Ág®Ä d�'!.Q¯���¬�����T�y°t ("dÁ³��Á·®y�d�����¹�­�����:®Ä��°T��®y° �,�������d���d�������
�d��Áyµ�Á¿���<®Ä�d�"�,�������d���d�����¬��Ác"3�t���"�t�d�!®Ä°R�*�¬�����d���������¬���¬ d�c0t��Á���� ®Ä�d�³�<°1�d d���sÁc"3�t�¬�t¤4,��
®Ä����ÁVÁy�¬�¬®Ä��°T� �|�b�d�y���
	(! ���ª®Ä�­°k�d �����®Ä�d��ÁU��°T����� "k®$¤!´3°T�U� °T�­� ���¬®��:����Á³°T�d� �<���T�ª®U��°1°Tµ
�t¤ �d¤¯��� � T¦Ã�. � �6¼ � »�° ¨T£��&¼ � �
� ��¨T£ ���t�d���y�¬�m�¬�y�¬�d���¬Á¹®Ä�����y�¬����¤
»��¬®

(X, µ)
�s��� ®Ä�y�t�dÁy���:®Ä��°T��Á­ d�­�=�:���t¤Rp �1��������Á­ ("("s°TÁy���m°T�·®Ä�d���­��Á­®V°:��®Ä�d��Á"Áy�¬�¬®Ä��°T�

®Ä�d�:®V®Ä�d� «������<�t�d��Á­ d�­�=�:���
X
���*�3�d�¬�/��!�®Ä��� Ág®Ä�­ d�¬®y d�y�

µ
��ÁU°t�M�3�d��®y��®m!\"s�t¤<»��¬®

g�s����®yÁ"�T���� dÁV�:�d�
n
®Ä�����1 ��1�+�¬�"°t�M"d d���¬®Ä ��y��Á¬¤R»��º®

Tg,n
�+��®y�d���,�����������d�������¹Á%"3�t�¬�

°t�³«·�����<�t�d�.Áy ��­�=�t�¬��Á °t�³�t���� dÁ
g
����®y�

n
"d d�d�º®Ä d�­��Á!�:�d�

Mg,n
®y�d�i��°T�­�y�¬Á%"s°T�d�d���d�

� °k�d ����uÁc"3�t�¬�t¤
p �U�3�J0T� �tÁ �VN\"d���t���d�¬�i����Àk�¬�¬®Ä��°T�M¢T¤ £��m°t�¿�$�t���

B ∈ À�»
2(R)

��®Ä�y�t�dÁy���:®Ä��°T�!Ág®Ä�y ��¬®Ä ��y�
µ ·B °T�

X
¤¯»��¬®· dÁ��d����°t®Ä�V���\®y�d�U�m°T����°l�����d�

XB := (X, µ ·B)
¤

,���°T�y�d�¬�·®y°�°#��®��:��� "+°t���ª®ÄÁ����\®y�d� �,�������d���d�����¬� Á%"3�t�¬�
Tg,n

�|���<��!!���d°k°tÁy�V®Ä�d�U®Ä°�"+°:Â
��°t�T�����t�TÁy ��­�=�t�¬�

X
�:�d�R®Ä���|�������ª®Ä� ®m!V� ��"����

: X → XB

�tÁ,�<�t�yµ������·�m°T��®Ä���|«����¬� �t���
Áy ��­�=�t�¬�

XB

¤�� �d��Á·���*�3�d�¬Á³�h"s°T���ª®
[XB]

���
Tg,n

¤�� �� dÁU���V�3�J0T� ���<��"�¡
À�»

2(R) → Tg,n, B 7→ [XB].
"g¢t¤ § $

´3°T��®m�|° � �:®y�y������Á
B
�t�d�

B′ ����®y� B′ · B−1 ∈ À'G
2(R)

¼|®y�d�
���d���ª®y��®m!.�<��"�°t�
X��°t�dÁy���d���­���Y�tÁ��d��Lu�¬°T�<°t�%"d�d��Áy�����

: XB → XB′

��Á��d°T��°T�<°t�%"d�d���t¤�� �� dÁ
[XB]

�:�d�
[XB′ ]

�t�y�i®Ä�d��ÁÄ�:�<�."+°t���ª® ���
Tg,n

¤O� �d���­�¬�m°T�­�
®y�d�
�<��"Y���:"g¢T¤{§ $R�=�t�º®Ä°T�­Á ®y�d�y°T ��T�
À�»

2(R)/
À(G

2(R) ∼= H
�t�d��°T�d�V�3�:Á¹���<��"�¡

i : H ↪→ Tg,n, B · À'G 2(R) 7→ [XB].
"g¢t¤{£ $

Àk���d���·°T�d�¹�3�tÁ¿�:��Áy°R01���¬�U0T�¬�yÁy� ®Ä�3�c®�®y�d�³���d���ª®Ä� ®m!�� ��" ��Á "=��Áy°t®y°#"d��� $*®Ä°R� �d°t��°T� °T�%"��d���
�<��"\°T�d��! � �

B′ ·B−1 ��Á|���
À(G
2(R)

¼d°T�d�U°#�k®��t���dÁ|®Ä�d�:® ®Ä�d�U�<��"\��� "g¢T¤ £ $|��Á|����?­�¬�¬®Ä��0T�:¤
� �d� ��� �t�t�

∆
°t�(®Ä�d� �<��"

i
���
Tg,n

��Á����t��������� Wf7V�YC8D6��Z6[][�7V��^���_8`c¤ ,����=�t�¬®�¼
i : H → ∆��Á �t����Á­°T�<�º®Ä�d!)��� ®Ä���y�¬Á%"s���º®¦®y°"®Ä�d���,°T�����$�t� � �<�º®Ä�y���|°T�

H
�t�d��®Ä��� �*�¬�����d���������¬��� �¬®gÂ

�y���³°T�
Tg,n

¼�®Ä�d�¬�y�º�m°T�y�
∆
��Á|�t��Á­°��$�:�����¬� �678
 ^678_V�YCy^���_8`c¤ � "d�­°k°t�u�m°T�|®Ä����Á|�­��Á­ d��® ���t�S�s�

�m°T d�����m°T� �:¤ ��¤����"�{ÃV�	- � �6¤
� �d����K �d���T�y°t (" � L +(XI)

°t�
XI

�t�º®ÄÁ�°T�
∆
��!

� L +(XI) → �  �®
(∆), f · [XB] = [XB] ◦ f = [XA·B]

��� ®Ä�
A :=

�d���
(f).

¶¹�¬�y��°T�����d�*�d�d��Á
[XB] ◦ f ��!
®Ä�d���¬°T�+"s°TÁ­��®Ä��°T��°t�¯®Ä�d���d��Lu�¬°T� °T�%"d����Áy� f

����®Ä� ®y�d�
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�<�t�yµ������ ���
: X → XB

¤ , ��°T�d����°t�dÁy���d���­Á,��°l�J®Ä���¯�m°t����°������d�|�¬°T�<�R �®��:®y�P0t� �d� �:�T�Ä�t��¼

XI
f //

���
((QQQQQQQQQQQQQQQQQQ XI

���
// XB

XA·B

OO

®Ä�����<®y�d��� ��"
XA·B → XB

��Á¯�tÁ��V��°T�b"+°tÁy��®y��°T�R°t����K �d�·�<��"dÁ¯��®yÁy��� ����K<���¹�:�d� �3�:Á
�d�¬�y�P0:�:®y�P0t�

I
¤�� �� dÁ·��®���Á��d����°T��°T� °T�c"d�d���¹�t�d�

[XB] ◦ f = [XA·B]
¤

� �d��Á �t�º®Ä��°t�)�d®yÁ�®Ä°T�t�¬®Ä����� ��� ®Ä�R®y�d� �t�º®Ä��°T�R°t�3®y�d�HQ¯�¬�������T�­°T ("
Γ(X)

°t�
H
��! ���#�d�� dÁ

®Ä�y�t�dÁg�m°T�y�<�:®Ä��°T�dÁ¬¼1Á­���U�:¤ �d¤ � �
� � ¨T£�¼����y°#"�¤¯£k¤ §��6¤ � �d�V�:�¬®Ä��°T�!°t�
Γ(X)

��Á¿�d��Áy���­�¬®y�"°T�
H
¼(�tÁ��¿�:Án"��y°�0T�¬�����"� Q¯�Q-4.��6¼3�&¤ �t¤

Γ(X)
��Á�� ´( ����dÁy���t�i�T�y°T '"�¤

¾¹°��P°T���³��°t�dÁy���d���­Á�®Ä���³���<�t�T��°t�u®Ä�d�"�,�������d���d�����¬�¦����Áyµ
∆
����®Ä���"�<°1�d d���dÁ%"d�t���

Mg,n d�d����� ®Ä�d�U�d�:®Ä d�y�t� "d�­°�?­���º®Ä��°T�
Tg,n →Mg,n

¤�� ����Á ��Á Á­°T� �¬®Ä���<�¬Á¿�t���t���T� ���Ä�t���³�� ��c0T�:¤
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b = c = 0
�t���

a 6= 0
Áy���d���V�d�º®

(A) 6= 0
¤

½|°T��0T�¬�yÁ­���P!t¼+� �
A =

(
a 0
0 1

a

)
��� ®Ä�

a ∈ R − {0, 1,−1},
®Ä�����

A
��Á ��!\"s���c�+°t�����U����®Ä�S�'Nk�¬�a"s°T���ª®ÄÁ

0
�:�d� ∞ ¼��&¤ �t¤

i
�����¬Á °T�\®Ä�d����Nk��Á °:�

A
¤¦� ����Á

�3�d��Áy�d�¬Á ®Ä�d�y�3�­Á­®·Á­®y� "�¤
, � " � ¼ � $¿��Á ��� P ¼d®y�d���.��!\®Ä�d�V�d°T�­� �:��� � �:®Ä��°T� ��°T�d����®Ä��°T�

B =

(
λ 0
0 1

λ

)
(|λ| > 1)

"6§k¤ � $
�t�d�&�@! ®Ä���U�3�­Á­®¿Ág®Ä�*"�¼

A
��Á�°:��®Ä�d�·�m°T�y� "6§k¤{£ $4����®y�

b 6= 0
¼1Áy���d���¹��®��d°k�¬Á¿�d°t®��3�J0T�"®y�d�

�'Nk��� "+°t���ª®ÄÁ
0
�t�d� ∞ ¤4,���®y�d�VÁy�¬��°T�d�
Á­®y� "�¼w��� °#�k®��t���!�m°T�

[A,B]
����°t�d�d��®y��°T�!®y°+�s�
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� 78C8
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A
�s� �:Á·��� "&§k¤ £ $¿�t�d�

B
�s� �:Á ��� "&§k¤ � $�"]����®Ä�

a, b 6= 0
¼ |λ| > 1

$º¼k®Ä�d�¬��¡

[A,B]
��Á�"d�t�Ä���s°T����� ⇔ b = ± 2λ

λ2 − 1
,���°T�y�d�¬� ®Ä°h"d�y°�0t��®y�d��Á¬¼d���º®� dÁ��$�t���� d���:®Ä�³®y�d�V��°T� �� �®Ä�:®Ä°t�

[A,B]
¡

A ·B =

(
λa b

λ

λb 1+b2

λa

)
, A−1 ·B−1 =

(
1+b2

λa
−λb

− b
λ

λa

)

⇒ [A,B] =

(
1 + b2 − b2

λ2 ab(−λ2 + 1)
b(1+b2)

a
(1 − 1

λ2 ) 1 + b2 − λ2b2

)
"&§1¤ © $
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[A,B]
��Á�"3�t�y���s°T����� ⇔ ®Ä�d�U®Ä�y�t���V°t�

[A,B]
��Á ±2

⇔ 2(1 + b2) − b2

λ2
− λ2b2 = ±2.

� �d� ���º�a®VÁy������°t�|®y�d��� �tÁg®V� $� 3�:®y��°T�M��ÁV�*$1 d�t� ®Ä°
2 + b2(2 − 1

λ2 − λ2)
¤ �| �®V®y�d��ÁU��Á

Áy�<�t�������¦®Ä�3�:�
2
¼dÁy���d���

λ2 + 1
λ2 > 2

¤
� �� dÁ �|���3�J0T�:¡

2(1 + b2) − b2

λ2
− λ2b2 = −2

⇔ −b2(λ− 1
λ
)2 = −4

⇔ b(λ− 1
λ
) = ±2 ⇔ b = ±2λ

λ2−1
.

� �d��Á �d�d��Á­�d��Á ®Ä����Á­���¬°T�d��Ág®Ä�*"�¤
, �o�|����°T��Áy��������������� ���ª®ÄÁ�°t���¦À�»

2(R)
�|���$�:������°k°TÁ­�

λ > 1
�t�d�

b = +2λ
λ2−1
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��Á

1
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A
�s� �:Á·��� "&§k¤ £ $¿�t�d�

B
�tÁ���� "6§k¤ � $H����®y�

a 6= 0
¼
b = 2λ

λ2−1

¼
λ > 1

¤�� �d�¬��¡
� �d� ��Nk��Á�°t�

A
�t�d�i°t�

B
�3�J0T��°T�y�����ª®Ä�¬�
����®y���­Áy���º®Ä��°T�i�1 ��1�+�¬�

1 ⇔ a > 0.

Àk���d���
B
�d�tÁ³®Ä����°T�y�����ª®Ä�¬�M��Nk��Á

(0∞)
¼+®y�d�����ª®y���yÁ­���º®Ä��°t� �� d�1�s���U��Á

1
¼u� �¦�t�d��°T���P!����

®Ä��� �­� "s���������d�1�\N��¬� "s°T���ª®�°t�
A
��Á
< 0

�t����®y�d�R�c®y®Ä�y�t�¬®y���d���'Nk�¬� "s°T���ª®���Á
> 0

¤ Àk���d���
®Ä���V®m��°<��Nk��Á·���ª®Ä�¬�yÁy�¬�¬®·���

i
®Ä����Á ��Á �*$� d�P0:�t�����ª® ®Ä° «��

(A(i)) > 0
¤ p �V�3�J0t�t¡

A(i) =
ai + b

bi + 1+b2

a

=
a2i+ ab

abi + 1 + b2

=
(a2i + ab)(1 + b2 − abi)

(1 + b2)2 + a2b2
.
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ab(1 + b2) + a3b = ab(1 + b2 + a2) > 0 ⇔ a > 0 (
Áy�������

b > 0).
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Ψ2
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(A,B)

�V71�]< P ��<B^
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z0 " z1 "
z2
��<B^

z3 " ��Dw7V�E7 z0 ��_Rq]Dw7 � '\7%^
Fw
��]<wq 
ku [A,B] " z1 = B−1(z0) " z2 = A−1(z1)
��<B^

z3 = B(z2)
�bW Dw7V<

Q
u�5\[ �4[ _ � 
�<B^��]qs�Y
�<�%�� % �

�H�E
�
ku��,�H!i»��¬�<�<��§k¤ �����V�3�J0T�V®Ä�3�:® �m°t� Áy°T� �
a
�t���
Á­°T�<�

λ
���

R
¡

A =

(
a b

b 1+b2

a

) �t�d�
B =

(
λ 0
0 1

λ

)
����®y�

a > 0, b =
2λ

λ2 − 1
, λ > 1.

,��i®Ä�d�U�m°T����°������d��¼6���VÁy�d°�� ®y�3�:®

z0 = a · λ · λ
2 − 1

λ2 + 1
, z1 =

a

λ
· λ

2 − 1

λ2 + 1
, z2 = − 1

z0
, z3 = − 1

z1
.

"&§1¤ B $

� �d�¬� ��� �3�J0t� ���."d�t�­®y���� �� �t�|®y�3�:®
z0 · z2 = −1

�t�d�
z1 · z3 = −1

¤#�H!\»��¬�<�<��§k¤ B � ®
�m°T����°���Á ®Ä�3�:®·®Ä���R��!6"+�¬�%�s°T����� �T�¬°k����Áy����®y�d�y°t d�T�

z0
�:�d�

z2
�t���
®Ä�d�:®¹®y�d�y°t d�T�

z1
�:�d�

z3
���ª®Ä�¬�yÁ­���¬®V���

i
¤ ´3 d�­®y�d���­�<°T�­�)����°#��®��:�����m�­°T� "6§k¤ B $·®Ä�d�:®

z0
¼
z1
¼
z2
¼
z3
�:�y���d°:®

0°T� ∞ ¤�� �� dÁ �|���3�J0T��Áy��°l����®Ä�3�c®
Q
�m d�P�d��Á�½|°T���d��®y��°T��§k¤ £�¤

�H�E
�
ku1
kuyqvDw7�7 � 5'��[ �]q �Y78_ "6§k¤ B $º¡
´����yÁ­®�¼'�������t���¬ d� �c®Ä�

z0
¡

»��¬® (r s
t u

)
�s���t���t�%�d� ®Ä�y�t�c! � �:®y�y�ON!����Àk»

2(R)
¤ , �

t 6= 0
®y�d�y�'Nk���."+°T���ª®ÄÁ��t�­�

z1,2 := −u− r

2t
±
√

(u− r)2

4t2
+
s

t
.

, �,®Ä�d�V�<�:®Ä�­��N ��Á�"3�t�y���s°T�����t¼�°t�d�V�3�tÁ ®Ä�d�V d����$� d�y�'Nk���."+°t���ª® −u−r
2t

¤
� �� dÁ Â¦ dÁy���d� "&§k¤{© $¦Â¯®Ä���R�\N��¬�a"s°T���ª®�°t�

[A,B]
��Á¬¡

z0 = −
b2

λ2 − λ2b2

2 b(1+b2)
a

(1 − 1
λ2 )

=
−ab2 (1−λ4)

λ2

2b(1 + b2) (λ2−1)
λ2

=
ab

2(1 + b2)
· (1 + λ2)

�¹Á­���d�
b = 2λ

λ2−1

�t�d���d�¬�d���
b2 + 1 = (λ2+1)2

(λ2−1)2

°T�d�U°���®��t���dÁ�¡

z0 =
a

2
· 2λ

λ2 − 1
· (λ2 − 1)2

(λ2 + 1)2
· (λ2 + 1) = a · λ · λ

2 − 1

λ2 + 1
.
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¾¹°��V¼(��� °���®��t���
z1
¼
z2
�:�d�

z3
¡

z1 = B−1(z0) =
a

λ
· λ

2 − 1

λ2 + 1

"&§1¤ - $

z2 = A−1(z1) =
1
a
· (λ2+1

λ2−1
)2 · a

λ
· λ2−1

λ2+1
− 2λ

λ2−1

− 2λ
λ2−1

· a
λ
· λ2−1

λ2+1
+ a

=
(λ2 + 1 − 2λ2)(λ2 + 1)

λ(λ2 − 1) · a(−2 + λ2 + 1)
=

−(λ2 + 1)

λ · a(λ2 − 1)

"&§1¤ . $

z3 = B(z2) = −λ
a
· λ

2 + 1

λ2 − 1
.

"&§k¤ ¢8¨ $
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Ψ1

�t�d�
Ψ2

��� ���y°�"+°:Â
Áy� ®Ä��°T��§k¤{©��:�y�R�d� ?­�¬�¬®y�P0T�:¤
� � �����K/�� A#� W Dw7y�b�VF

Ψ2
��_ � � �J78CVqs�]g�7 �

�H�E
�
ku��¹»��¬®· dÁ��3�­Á­®·�T°h�3�t��µ!®y°�®y�d�VÁy�º® F ¡»��¬®
Q
�s�R�h$� 3�t�d�y�t�d�T������� F ����®Ä�i®Ä���
0t���­®y���¬��Á z0

¼
z1
¼
z2
�t�d�

z3
¤Hp ���<�J!i�tÁ­Áy d� �

����®y�d°T �®���°TÁ­Á�°t�(�t���d�¬�Ä�t����®m!U®Ä�d�:®���� �3�J0T�
z0 > z1 > z2 > z3

¤�� �d�¬��®Ä�d��®m�|°U�d���t�T°T�d�t��Á
�t�­�V®y�d���T��°1�d��Á­���U®Ä���y°T d�t�

z0
�t�d�

z2
�t�d�i®Ä�3�c®·®y�d�y°t d�T�

z1
�t�d�

z3
¼(�y�¬Á%"s���¬®y�P0t���P!t¤ �H!

»���� � �Y§k¤ B�¼"� ®i�m°T����°l��Á!®y�3�:®
z2 = − 1

z0

�t���
z3 = − 1

z1

¤ ´( ��­®Ä�����y� °T�­� ��� �d��0t�
z0 > z1 > 0

¤
½|°T��0T�¬�yÁ­���P!t¼|� �

z0, z1
�:�y�\���

R
����®Ä�

z0 > z1 > 0
¼¯®y�d��� ®y�d� $1 d�t�d�Ä�:�d�T���+����®Ä� ®y�d�

0T�¬�­®y�����¬Á
z0
¼
z1
¼
z2 := − 1

z0

�t�d�
z3 = − 1

z1

��Á ��� F ¤� �� dÁ �|��� �J! ���d�¬��®y���]!

F ↔ {(z0, z1) ∈ R2| 0 < z1 < z2}.
Àk���<��� �t�­�P!T¼c dÁ­���d�V®Ä�d�·�d�¬Áy���­��"�®y��°T� °t� P ®y�3�:®M�|�·�ª�J0T�¹���<»���� � ��§k¤ �k¼��|�·�<��!����d���ª®y���]!

P ↔ {(λ, a) ∈ R2| a > 0, λ > 1}.
� �� dÁ �|��� �J! �y�*���­��®y�"®Ä�d�V�<��"

Ψ2

�tÁ �m°T����°���Á�¡

{(λ, a) ∈ R2| λ > 1, a > 0} → {(z0, z1) ∈ R2| 0 < z1 < z0}

(λ, a) 7→ (z0 := a · λ · λ
2 − 1

λ2 + 1
, z1 :=

a

λ
· λ

2 − 1

λ2 + 1
).

� �d��Á·�<��"\�3�:Á�®y�d�V����0T�¬�yÁ­� �<��"�¡

Ψ3 : F → P ���*�3�d�¬�a��!
(z0, z1) 7→ (λ :=

√
z0
z1
, a :=

√
z0z1 ·

z0 + z1
z0 − z1

).
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Ψ3
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Ψ2
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�m°T�
Ψ3 ◦ Ψ2 =

���
: z0 + z1 = a · λ

2 − 1

λ2 + 1
· (λ+

1

λ
) =

a

λ
· (λ2 − 1)

z0 − z1 =
a

λ
· (λ2 − 1)2

λ2 + 1
�m°T�

Ψ2 ◦ Ψ3 =
���

:
λ2 − 1

λ2 + 1
=

z0

z1
− 1

z0

z1
+ 1

=
z0 − z1
z0 + z1
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Ψ1
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(G,A,B)

��Á  d�d�P$1 ����P!!�d�¬®y���y� ������� ��!!®Ä�d�V�­� $� d���­���."d�y°�"+�¬�­®Ä����Á¬¤
, ®¹�y���<�t���dÁ¿®Ä° Áy�d°��BÁ­ d�v?­�¬�¬®Ä��01��®m!s¡¿»��¬®

(A,B)
�s� ��� P �:�d�

Q := Ψ2((A,B))
�s��®y�d�

$� 3�t�d�y�t�d�T���n��� ®Ä� ®Ä�d� 0T�¬�­®Ä�����¬Á
z0
¼
z1
¼
z2
�:�d�

z3
¤ �H!����*�3�d� ®Ä��°T�<°:�

Ψ2
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z0��Á·®Ä�d�
�'Nk��� "s°T���ª®¹°t�

[A,B]
¼
z1 = B−1(z0)

¼
z2 = A−1(z1)

�:�d�
z3 = B(z2)
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z3z2
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¼
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¼
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¼
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χ : F2(α, β) ↪→ �¦À�»

2(R), α 7→ A, β 7→ B
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χ̄
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(A,B) = Ψ1(χ̄)
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� �d���d°T�­� �:��� � �:®Ä��°T����°T�d����®Ä��°T�dÁ"�¬°T�d�¬���y�����d�i®Ä�d�� '"("+�¬�V�3�t���M"d���t�d��� °k����� �:�d��®Ä�d°TÁ­���°t�d���¬�y�d���d�"®Ä�d���,°T�����$�t� � �d��Á­µ � °k�����d�:�y�¿�*$1 ��P0:�t���¬�ª® 01� �³®Ä��� ��Áy°t�<°T�c"d�d��Áy�
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(A,B)
���i��Àk»

2(R)
�m d���3��Á ½|°T�d�d� ®Ä��°t��§k¤�¢

⇔ � ���)"3�:���
(A′, B′)

��� �  �®
(D)

��� ®Ä�
A′ := θ−1Aθ, B′ := θ−1Bθ�m ��P�3��Á�½|°T�d�d� ®Ä��°T�
§k¤ § �t���

� $1 d�t�d�Ä�:�d�T���
Q
����®Ä�S0t���­®y���¬��Á

z0, z1, z2, z3
°T�\®Ä�d�R�s°T d�d�d�t�c!\°:�

H
�m ��P�3��Á

½|°T�d�d� ®Ä��°t��§k¤{£
⇔ � ���)$� 3�t���Ä�t�d�t���

Q′ ��� ®Ä�\®Ä���R0t���g®Ä���¬��Á θ−1(z0), θ
−1(z1), θ

−1(z2), θ
−1(z3)°t��®y�d�R�+°T ��d�3�t�d!!°t�

D
�m d�P�d��Á�½|°T���d��®y��°T��§k¤ �

.
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¤
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χ̄′ �V7��]< T1,1

�tW Dw7V</q]Dw7V�87b��_b�a5\<w� � 5w7hq �V� FB[�7
(G′, A′, B′)C8
�<'_V��_Vq �]<6�b
kuU�
_V5 �m���E
�5�F

G′ 
ku �  �® (D)
�67V< 7V�%��qm7%^ ���
q ��
h7V[�7V�&7V<wq]_

A′, B′ ∈ �  �® (D)_V5wC8D.qvD'��q

• (A′, B′)
u�5\[ �4[ _ � 
�<B^��]q �Y
�<�%�� %.��<B^

• q]Dw7 �b�VF χ′ : F2 ↪→ �  �®
(D), α 7→ A′, β 7→ B′ ��_a��<�7V[�7V�&7V<wq�
ku q]Dw7

7 � 56�]g���[�7V< C87ICV[���_8_
χ̄′ �

� �d���t�3�t��°T�T°T�.®Ä° �¯�­°#"s°TÁy� ®Ä��°t�G§1¤ ©M���.®Ä���­�<Á °t�UÁ­ (�d�T�­°T ("dÁ °t� �  �®
(D)

��Á��T��0T�����tÁ
�m°T����°���Á�¤
� ��?�2 ?@� 
 ;:
E?+��/#����/#� W Dw74Fw
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T1,1

C8
����E78_mFw
�<B^Iqk
Iq]Dw7HF'���]�E_
(A′, B′)

�]< �  �®
(D)q]D'��q u�56[ �4[ � 
�<B^��]qs�Y
�< %�� %�� 3 5\��q]Dw7V�V�&
��E7 " q]Dw7�� C8
����E78_mFw
�<B^aqk
.q]Dw7 � 5(��^��c��<6��[�78_ � �]q]Dg�7V��qs�YC878_I
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ku

D
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P ′ := {(A′, B′)
� �]q]D

A′, B′ ∈ �  k® (D)| (A′, B′)
u�5\[ �4[ _ � 
�<B^��]q �Y
�<

2.2}
F ′ := { � 5'��^��c��<6��[�7 Q′| Q′ u�56[ �4[ _ � 
�<B^��]q �Y
�< 2.4}

� < 7-D'��_Rq]Dw7
<B��q 5\�c��[ Dw
��&78
��&
�� FwD6��_V�I_
Ψ′

1

��<B^
Ψ′

2

:

Ψ′
1 : T1,1 → P ′, χ̄′ 7→ (A′, B′)

��_R�]< �H�E
8F ��%��]9�9
Ψ′

2 : P ′ → F ′, (A′, B′) 7→ qvDw7 � 5'��^��c��<6��[�7
Q′ � �]qvD q]Dw7
g�7V��qs�YC878_

z0 :=
q]Dw7 � '\7%^RFw
��]<wq 
ku

[A′, B′], z1 := B′−1(z0),

z2 := A′−1(z1), z3 := B′(z2).

´����3�t����!T¼@�|�V�<�J!i�t��Á­°��d��Á­���­���s�V®y�d�V� �c®Ä�y�����¬Á ��� P ′ ��N'"������¬��®y���P!t¤
� ��?�2 ?@� 
 ;:
E?+� /#�
� 6#�

P ′ :=
{
(A′, B′) | A′ =

1

2
·
(

a+ 1+b2

a
2b + (a− 1+b2

a
)i

2b− (a− 1+b2

a
)i a+ 1+b2

a

)
,

B′ =

(
λ+ 1

λ
(λ− 1

λ
)i

−(λ− 1
λ
)i λ+ 1

λ

)
����®Ä�

b =
2λ

λ2 − 1
, a > 0, λ > 1

}
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�T��0T������� "6§k¤ ¢ $¿�t�d�i®Ä�d�U�m°T����°����������$�t���� d���:®Ä��°T�dÁ¬¡
(

1 −i
−i 1

)(
a b

b 1+b2

a

)(
1 i
i 1

)
=

(
a− ib b− 1+b2

a
i

−ai + b −ib + 1+b2

a

)(
1 i
i 1

)

=

(
a+ 1+b2

a
2b+ (a− 1+b2

a
)i

2b− (a− 1+b2

a
)i a + 1+b2

a

) �t�d�
(

1 −i
−i 1

)(
λ 0
0 1

λ

)(
1 i
i 1

)
=

(
λ − 1

λ
i

−iλ 1
λ

)(
1 i
i 1

)

=

(
λ+ 1

λ
(λ− 1

λ
)i

−(λ− 1
λ
)i λ+ 1

λ

)



� � ��
 ����� �

� ��� ���
���K���������Y� �
��	�� �¦	�� � ������� ����	 ��
��
	�� 	��
��� ��� ���

,�� ®Ä����Á·���3��"�®y���-���1"d�y�¬Áy�¬��®V����� �d�¬°T�y�¬� ¢�� ���3�t�y�t�¬®y���y� � �:®y��°T��°t� ®Ä���IQ¯���¬���J�t�y°T ("�Á°t�*°T�y���ª�t� ��Á¦���\®Ä�¬�y� Á °t�4_Vq � � �][ ��r �]<6�h_V5 �m���E
�5lFw_|°t� �  �® +(F2)
¤�� �d��Á��y��Á­ d��®��������f�+�U®Ä���

������®Ä���t�B"+°T���ª®¿�m°T� °T d�����@0t��Ág®Ä���T�:®Ä��°T�dÁ¿���i®y�d�VÁy (��Áy� $� d�¬�ª®U���3��"�®y���­Á�¤
»��¬®

F2

�s� ®y�d�<�m�­���<�T�y°T '" ���J®m�|°��T���d�¬�Ä�:®y°T�yÁR�t�d� �  �®
(F2)

��®yÁ �T�­°T (" °t���t �®y°T� °T�gÂ
"d�d��Áy� Á�¤�p �=�������( dÁy�"®y�d�³�=�t�º®|®y�3�:®�ÃV»

2(Z)
��Á¦��Áy°t�<°T�c"d�d���·®y°hG" �®
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H ⊆ F2
���o7Vq

À1®��������	�
+

(F2)
(H) := {γ ∈ �  �® +(F2) | γ(H) = H}.

W Dw7V< q]Dw7aAB7878C8D+���E
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Γ(O)
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(F2)

(H)).

�H�E
�
ku��·� �d��Á­®Ä�:®Ä�¬�<�¬��® �������+�m°t����°��P�m�y°t� ½|°T�­°T�����t�c! £�¤ �<�:�d�����­°#"+°tÁy��®y��°T�!£�¤ ©1¤
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E∗ ¡

v : Ẽ∗ → E∗

»��¬® Ã��t�
(Ẽ∗/E∗)

�s�¹®Ä���VÃ��:��°T��Á¦�t�y°T (" °t�
v
¼k�6¤ �:¤1®y�d�"�T�­°T ("!°:���d����µ ®Ä�Ä�:�dÁ­�m°T�­� �c®Ä��°t�dÁ�¤
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E∗ ¼f���d����������®Ä d�­� ��Á³��Áy°t�<°T�c"d�d���V®y°
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α : F2 → π1(E
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O := (p : Ẽ∗/H → Ẽ∗/F2
∼= E∗).
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Ẽ∗/F2
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p ��ÁÄ�J!�®Ä�3�:®³®m�|°\°T�­���ª�:�<��Á
O1 = (p1 : X∗ → E∗ $¹�t�d� O2 = (p2 : Y ∗ → E∗ $�t�­� 7 � 56�]g���[�7V<wq�°T��®Ä�d��_ ���&7º¼3���*®Ä�d�¬�y�R��Nk��Á­®yÁ³� �d°T� ��°T� °T�c"d�d��Á­�

ϕ : X∗ → Y ∗ Á­ d���®Ä�d�:®
p1 = p2 ◦ ϕ
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(U ′, ηU ′)
°t�
X̃η

¤ ¶¹�¬�y�t¼ ���R��°t�dÁy���d���
C
�tÁ¹��®y�Ä�t�dÁ­� �:®y��°T�iÁ­ d�­�=�t�¬�

����®y�\®Ä�d�V�T��°#�3�t�+���3�t�­®·���u¤
Àk���d���

X̃η

��ÁVÁy���+"d��! �¬°T�d�d�¬�¬®Ä�¬��¼��m°T���t��!J��K �d� �d��Lu�¬°T�<°t�%"d�d��Áy�
f̂
°t�
X̃η

®Ä�d�¬�y� ��Á��
 d�d�P$� d�³��K<���¹�d��Lu�¬°T� °T�%"d����Áy����L

(f̂)
°:�

C
Áy ���� ®Ä�3�c®����*0 ◦ f̂ =

��L
(f̂)◦ ���*0s¼1�t�d� °t�d�°#��®Ä�t����Á����t�y°T ("i�d°t�<°T� °T�c"d�d��Á­�

��L
:
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(
1
0

)
)
�t�d����L

(y) = (z 7→ z +
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ÃV�t�
(H/E∗) ⊆ �¦À�»

2(R),
Áy�¬� "6£�¤{§

).

p ���<�J!! dÁ­��®y�3�:®

F2 =
Ã��:�

(H/E∗) = {f̂ ∈ � L +(H) | �d�¬� (f̂) = I}. "=£�¤ � $
� �� dÁ �|��°#��®Ä�t���!®y�d�U�m°T����°l�����d���T�­°T ("i�d°T� °T� °T�%"��d��Á­�
¡

? :
� L +(H) → �  k® +(F2)

f̂ 7→ (f̂? : σ 7→ f̂ ◦ σ ◦ f̂−1)

� �d��� ��"
?

��Á ���������d�*�3������¼(Áy���d���
f̂ ◦ σ ◦ f̂−1 ��Á��t�ª�:���i��K �d�y����®y�\®Ä�d���d���­�P0:�:®y�P0T��d�¬�

(f̂) · I · �d�¬� (f̂)−1 = I
�:�d�\®Ä�� dÁ·���

F2 =
ÃV�t�

(H/E∗)
¤
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�����5\qY��q �]g�7 :

1 // F2
//

α∼=
��

(A)

� L +(H)
� ���

//

?∼=
��

(B)

À�»
2(Z) // 1

1 // ,���� (F2) // �  �® +(F2) // G" �® +(F2)

∼= β

OO

// 1
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β̂ :
�  �® +(F2) →

À�»
2(Z), ϕ 7→ A :=

(
a b
c d

)
,

��Dw7V�E7
a
��_�q]Dw7H<w5\���V7V� 
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x
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ϕ(x) " b q]Dw7H<w5\���V7V��
ku x �VF�Fw7%�����]<6�U�]<
ϕ(y) " c q]Dw7=<w5\���V7V�y
ku y �]< ϕ(x)
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d
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(1, 0)t ��<B^ y qm
 (0, 1)t 
�< 7-D'��_ :

∀ϕ ∈ �  �® +(F2) : A := β̂(ϕ) ⇒ "d�y°l? ◦ ϕ = (z 7→ A · z) ◦ "d�­°�? . "6£k¤ © $
%��-;=<>7V[�7V�&7V<wq

f̂ ∈ � L +(H)
^678_�C87V<B^�_Rqm


X∗ g�� � p � u)��<B^S
�<w[ �b� u f̂?(H) = H
�

�H�E
�
ku��
���	� � �d�³�VN��t�¬®y�d��Á­Á °t��®Ä���=�3�yÁg® Áy�*$� d���d�¬�U�m°T����°l��ÁM��! "=£�¤ � $��t��� ��!<®y�d�"Áy�¬��°T���S"3�t�­®|°t�
���y°#"s°TÁ­��®Ä��°T��£�¤ £�¤ � �d���VN��t�¬®y�d��Á­Á °:��®y�d��Áy�¬��°T�d�JÁy�*$� d���d�¬� ��Á"®Ä�y ����@!�®Ä�d���d�V�3�d� ®Ä��°t�
°t� G" �® +(F2)

¤
� �d�·��°T� �� �®Ä�:®Ä��01��®m! °t���*�t�­®

(A)
°t�s®Ä�d�¹²³���t�T�Ä�:����Á ®y�y d� ��!�®Ä���·���*�3�d� ®Ä��°T��°t�

?
¤�p �

�d°���"��y°�0T�V®Ä�d�V�¬°T�<�R �®��:®y�P01��®m!<°t�����t�g®
(B)

¡
«����$�:���u�m�­°T� "=£�¤{£ $º¼�®y�3�:®$¡

��L
(x) = (z 7→ z +

(
1
0

)
)
�t�d����L

(y) = (z 7→ z +

(
0
1

)
).

� �� dÁ�¼ ��L |F2
(=

�d°T�
)
��ÁV®Ä�d� �3�:®y d�Ä�t�4"d�­°�?­���º®Ä��°T�/"d�­°�?

: F2 → Z2 ¤i¶¹�¬�y�+��� ���d���ª®y���]!®Ä�����t�y°T ("i°t�,®Ä�y�t�dÁ­� �:®y��°T�dÁ|°t�
C
�:��°T�d��Á­°T� �-0T���º®Ä°T�·���

Z2 �$�t�d°t�d�����t����!+��� ®Ä� Z2 ¤
p ��Á­�d°�� ®Ä�d�:® ®Ä�d�U�m°T����°����������d� �:�T�Ä�t� ��Á �¬°T� �� �®��c®Ä�P0t�=����®y�

A :=
�����

(f̂)
¤

F2
f̂? //

� ��	��
��

F2

� ��	��
��

Z2 z 7→A·z// Z2

3 ����5\�E7V¢8¨
»��¬®

σ
�+�V���

F2 =
Ã��:�

(H/E∗)
¤ p �V�3�J0T�V®Ä°�Áy�d°�� ®y�3�:® "d�­°�?

(f̂?(σ)) = A · "��y°�? (σ)
¤

p �¹�3�J0t�"��L
(σ) = (z 7→ z+ c)

�t�d�!��L
(f̂) = (z 7→ Az+ b)

�m°T�¯Áy°T� �
b, c ∈ Z2 ¤ � �� dÁ

��� �T�º®$¡
"d�­°�?

(f̂?(σ)) =
��L

(f̂?(σ)) =
��L

(f̂)
��L

(σ)
��L

(f̂−1) = (z 7→ z + Ac).

� �� dÁ�®Ä�d�V�d���t�T�Ä�:� ���
´*���T d�­��¢8¨���Á �¬°T�<�R �®��:®y�P0t�=����®y�
A =

�d���
(f̂)
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A = β̂(f̂?)

¼
Áy�¬� "=£�¤{© $º¤�� �� dÁ¬¼s�����

(f̂) = β̂(f̂?)
¼(�:�d� "�� $|��Á �¬°T� �� �®��c®Ä�P0t�t¤

´����3�t����!T¼
α
�t�d�

β
�t�­�y�+°:®Ä����Áy°t�<°T�c"d�d��Áy� Á�¼�®Ä�� dÁ

?
��Á¹�:��Áy°��:�
��Áy°T� °T�%"��d��Á­�
¤

F#� C �	�
f̂ ∈ � L +(H)

����Áy�¬���d��ÁV®y°
X∗ 01��� p ⇔ �m°t�³�t���

z ∈ H, σ ∈ H =
ÃV�t�

(H/X)®Ä�����y�V��Á Áy°T� �
σ̃z,σ ∈ H

Áy d����®Ä�3�:®
σ̃z,σ(f̂(z)) = f̂(σ(z))

¤
´3°T�

σ̃ := f̂?(σ)
¼@��!��d�*�d�d��®y��°T��°t�

f̂?

���·�3�J0T�
σ̃(f̂(z)) = f̂(σ(z))

�m°t�¯�t���
z ∈ H

¤¦Àk���d���
F2

°#"s���y�:®Ä�¬Á ����®Ä��°T �® �'Nk�¬� "s°T���ª®yÁ °T�
H
��®|�m°T����°l��Á��m�y°T� ®Ä�d�U���tÁ­® �*$� 3�:®Ä��°T�\®Ä�3�c®

σ̃z,σ�3�tÁ ®y°b�s�V� $� 3�t��®y°
σ̃ = f̂?(σ)

¤MGU�i®Ä����°:®Ä�d�¬� �3�t�d��¼
σ̃z,σ

�3�:Á�®y°h�+�V���
H
¤

� �d��Án"��y°�0T�¬Á"§k¤ ¤
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Γ(O)
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ku Àk»
2(Z)

�

� Á|�<�¬��®y��°T�����!���!Áy�¬�¬®Ä��°T��¢T¤{©k¼k®y�d��Á��y�¬Áy d� ®¿�m°T����°���Á��:¤y�d¤ ��!
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�H�E
�
ku��¹»��¬®

H
�+�V�d�V�3�d�¬� �tÁ·���s°�0T���t�d�

d := [F2 : H]
¤

p ���d��0t�R���3�c®Ä d�y�t���t�º®Ä��°t��°:� �  �® +(F2)
°T�i®Ä����Á­ (�d�T�­°T ("dÁ�°t�

F2

°t�����d�d��N
d
¼(�t���

À1®����
� � �
+

(F2)
(H) = {γ ∈ �  �® +(F2) | γ(H) = H}

��Á·®Ä�d��Ág®���������� � �¬�¹°t� H  ��d�d���¹®Ä�d��ÁU�t�¬®y��°T�u¤�Àk���d�¬�R®Ä�����y���t�y��°t�d�P!.�3�d� ®Ä����!�� �t��!
Áy (�1Â
�T�­°T ("dÁ¿°:�����d���VN

d
���
F2

¼k®Ä���"°T�%����®�°t�
H
 d�d����� �  �® +(F2)

��ÁH�d�d��®y�"�t�d�<®Ä�d�¬�y�¬�m°t�y�=���
�3�J0T�

[
�  �® +(F2) :

À1®����
� � �
+

(F2)
(H)] <∞.

´3�y°T��� �d��°T�­��� ¢³� ®¯®Ä�d�¬�<�m°T����°���Á�®Ä�3�:®
Γ(O) = β̂(

À�®����
��� �
+

(F2)
(H))

�d�tÁM�d�d��®y�¹���d�d�VN
���
À�»

2(Z) = β̂(
�  k® +(F2))

¼d®Ä°1°d¤
� Á��t� °t®y�d������"("d�����$�c®Ä��°t�J°:�¿®Ä�d� � �d��°T�­��� �|� �T�¬®�¡�,�� °T�y�d�¬� ®y° ���d����µx���d�¬®y�d�����t�
������� ���ª®

A
°t�"À�»

2(Z)
��Á����

Γ(O)
¼4���i�3�J0T�i®Ä°J���d����µ � �¹®y�d���­�i�VNk��Ág®ÄÁ Áy°T� �\��� �a®

γA��� �  �® +(F2)
°t�
A
"m�&¤ �t¤�� "d�­�����<�t�T� °t�

A
 ��d�d���

β̂
$ ®Ä�3�c®��'Nk��Á

H
¤ � �d�i�m°T����°������d�
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�V7I��<x
��V���������M
ku
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d,
F2 =

Ã��t�
(H/E∗)

��<B^
H =

Ã��t�
(H/X∗).
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h1, . . . , hk
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H · σi
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σ̄i
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3 5\��q]Dw7V�y[�7Vq

γ0
A ∈ �  �® +(F2)

�V7y_�
��&7 � '\7%^+[ � u�q�
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A ∈ À�»

2(Z)
�+W Dw7V<

A ∈ Γ(O) ⇔ ∃ i ∈ {1, . . . , d} _V5wC8D.qvD'��q σ̄i · γ0
A(hj) = σ̄i

uJ
��
��[][
j ∈ {1, . . . , k}.

�H�E
�
ku��¹»��¬®
γA
�s���t�d°:®Ä�d�¬�¹�����a®·°t�

A
¤¹� �� dÁ

γ0
A = σ−1 · γA · σ �m°T�·Áy°T� � σ ∈ F2

�:�d�
�m°T���t���

h
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H
�����3�J0T�t¡

γA(h) ∈ H ⇔ σ · γ0
A(h) · σ−1 ∈ H ⇔ H · σ · γ0

A(h) = H · σ ⇔ σ̄ · γ0
A(h) = σ̄¶¹�¬�d���V®Ä�����¬� �t��� �m°t����°���Á|�m�­°T� � ����°T�­��� ¢T¤
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A ∈ Γ(O) ⇔ ∃ i ∈ {1, . . . , r} _V5 C8D.q]D'��q
(H · ρi) · γ0

A(hj) = H · ρi
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��[][
j ∈ {1, . . . , k}.
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���.®Ä�d��ÁÄ�:�<�i�y���T�ª® ��°TÁ­�¬®
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F2

¼|�&¤ �t¤
σ′ = uσ
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(H)
¤�� �d���

H · σ′ · γ0
A(hj) = H · σ′ ⇔ σ′γ0

A(hj)σ
′−1 ∈ H ⇔ uσγ0

A(hj)σ
−1u−1 ∈ H

u∈U⇔ σγ0
A(hj)σ
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γ ∈ ��� 
 +(F2)

γ(H)

��Á��i���3�t�y�t�¬®y���y��Á­®y����Áy '�d�T�y°t (" °t�
H
¤ � �d�<�¬°T�y�­��Ác"+°T���d���d��°T�­���ª�t� �

O′ ��°�0T�¬�yÁ O �:�d�
�3�tÁ�Q¯�¬�������t�y°T ("
À�»

2(Z)
��!\� ����°T�­��� ¢T¤



£4- � ��������������������� �������
�

Àk�V0T���y�t� "m���<�=�:�¬®¿���'�3�d� ®Ä�¬�P!��<�t��! $¯�VN\"d������� ®|��N��t�+"�����Á¦�m°T�|���d�t�Ä�t�º®Ä�¬�y��Ág®Ä���³°T�­���ª�t� ��Á¯���t�
�s�<�m°T d��� ��� � ¶¹��¨ª© �&¤
� �d���­�!�VNk��Ág®��t��Áy°�°t�y���T�t�<��Á-����®y�/Q¯���¬���Y�t�y°T (" À�»

2(Z)
¼�Áy d���

®Ä�d�:® ®Ä�d�V�¬°T�y�­��Á%"s°T�d�����d� Áy (���T�y°T '"
°t�
F2

��Á ��°t®����3�t�y�t�¬®y���y��Á­®y���t¼3Á­���V�t¤ �d¤�� Àk� ¨ª©��6¤
,��.®Ä�d�i�m°T����°������d� ����� � �a������°T�dÁ­���d�¬�+"d�t�­®y���� �� �t�1"d�t�Ä���s°T�����!�¬����� ���ª®yÁ�®y�3�:® �$�:� �s�
�m°T d���
���tÁy���P!<���SQ¯���¬�����T�­°T ("dÁ¬¡
½|°T�dÁ­���d�¬�i� �d���¬°T�+"s°TÁ­��®Ä��°T��°t� �t�P°T�­���ª�:�<�

O
���ª®Ä°

r
�V!k�����d�����yÁ¬¤ pP� ®Ä�d°T k®\��°TÁ­Á!°t�

�T�¬�d���y�t��� ®m!b���U�<��!<�tÁ­Áy d� �"®Ä�d�:®|®y�d�"�*!1�����d�d�¬�yÁ �:�y�"�d°t�y� � °T�ª®��t�+�t�d�!®y�d�����|�d�¬���T�ª® ��Á 1
¤

´3°T�"�:�@!
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(
1 l
0 1

)
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Hσ1, . . . , Hσd

°t�
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F2

¤ � �d� �T�­°T ("
F2

�:�¬®ÄÁ °T�M®Ä�d�<Áy�¬® °t� �­���T�ª®���°tÁy�¬®yÁI��!J�� d� ®Ä��"��������:®Ä��°T�
�m�­°T��®Ä���
�y���T�ª®$¤ � ���³�d°T�­� � °T�ª®��t�3�V!k�����d�����yÁ¦��°t�y�y�¬Á%"s°T�d� ®y° ®y�d�³°T�c�d��®yÁ¯°t� < x >
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(l1, . . . , lr) ⇔ l
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N
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∀w ∈ F2 : wxlw−1 ∈ H.
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γ ∈ �  �® +(F2)
�s�V�d�*�d�d��� �@!
γ(x) = x, γ(y) = xly.

� �d�¬�
γ
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Al

 d�d�d�¬�·®y�d�R"d�y°�?­�¬�¬®y��°T�
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�  �® +(F2) →

À�»
2(Z)

¤
Àk���d���

axla−1 ∈ H
�m°T���t���

a ∈ F2

¼'��� �3�J0t�t¡
∀ a ∈ F2 : Haxl = Ha.
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h
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H
¤ , ®i�$�:� �s����°t�dÁy���d���­���D�tÁi� �|°t�y�P���O®Ä���

���º®y®y���yÁ
x, y, x−1, y−1 ¡ h = w(x, y, x−1, y−1)

¤�� �����
γ(h) = w(x, xly, x−1, y−1x−k)

¤
, ®��m°T����°���Á|®Ä�3�c®

Hγ(h) = Hw(x, xky, x−1, y−1x−k)
(3.6)
= Hw(x, y, x−1, y−1) = Hh = H

� �� dÁ
γ(H) = H

�:�d�
Al ∈ Γ(H) = Γ(O)

��!i� �d��°t�y��� ¢t¤



� � ��
 ����� �

� � � ����	��
�@�
� � �¯	�� �8��� �J��� �
��� � �G�G���
����	 ��
 	�� � � 	��
��� ��� �

,�� ®y�d��Á�Áy���º®Ä��°T�&���-"d�y�¬Áy�¬��®·�:�!�t���T°T�y� ®Ä�d��®Ä�3�:®|�d�¬®y���­�<���d��Á¦®Ä�d�nQ¯�������i�T�­°T ("
Γ(O)

°t�
�t�i°T�­���ª�t� �

O
¤ , ®·��Á��d�tÁy�¬�
°T�i®Ä�������d�t�Ä�t�º®Ä�¬�y� � �:®Ä��°T�\�T��0T�������i� �d�¬°T�y�¬� ¢T¤
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¼s®Ä�d����°T�y�<�t��� � �:®y��°T�i°t��®y�d���¬°T�y�­��Á%"s°T�d�����d��,�����������d�������¿�¬ d�c0t�t¤
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X
¼¯�3�t� ����! ®y�d�S"s°T���ª®ÄÁ • �:�d� ∗ ¤� �� dÁ

X∗ = X − {•, ∗} ¤�� �d� �����T�­��� d °t�,®Ä�����¬°�0T���­���d� p ��Á �d¤
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p �<���d���ª®Ä� �]!
F2 =
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(H/E∗)
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H =
Ã��t�

(H/X)
����®Ä�M®Ä��� �m d���3�t� ���ª®��t�¯�T�­°T ("J°t�
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F2 = π1(E
∗)
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L(2, 3)
Â
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H = < x3, x2yx−2, xyx−1, yxy−1, y2 >

¤"� �d�������d�VN
[F2 : H]��Á �*$� 3�t��®Ä°

d = 4
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2(Z)

/�( � 4 / +(F2)
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T
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S :=

(
0 −1
1 0

) �t���
T :=

(
1 1
0 1

)
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S−1 = −S �t���
T−1 = −STSTS ¤�� �� dÁ¬¼��V0T���d! A ∈ À�»
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A = W (S, T )
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A = −W (S, T )
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γS : F2 → F2

�d�*�3�����a��!
γS(x) = y

�t���
γS(y) = x−1 ¼

γT : F2 → F2
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γT (x) = x

�:�d�
γT (y) = xy

�:�d�
γ−I : F2 → F2
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γ−I(x) = x−1 �t��� γ−I(y) = y−1

�t�­����� �  �® +(F2)
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β̂(γS) = S
¼
β̂(γT ) = T
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β̂(γ−I) = −I ¼ ���d���­��®Ä�d��� °T�±Â"d�d��Áy�
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À�»
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A = ±W (S, T )
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γA := ±W (γS, γT ) ∈ �  k® +(F2)
��Á·�
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A
¤¦¶·���y�y��� �����d°t®y� −W (γS, γT ) := γ−I ◦W (γS, γT )
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A1 := A
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¼
. . .
¼
AN
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1 ≤ n < N

¡

An+1 = An · T−kn · S ��� ®Ä�
kn ∈ Z

�:�d�
AN = ±T±bN

��� ®Ä�
bN ∈ Z.

´3�y°T��®Ä�d��Á4���³�t�¬®¯®Ä�3�c®
A = ±T±bn · (−S) ·T kn−1 · . . . · (−S) ·T k1

¤ p � �������3��°T�d�¬�� d���
 dÁ­���d��®Ä�d�:®

T−1 = −STSTS ¤� �d�¬Áy����°T�dÁ­���d�¬�Ä�:®y��°T��Á �T�P0t���­��Á­�"®Ä°�®Ä�d�U�m°T����°����������t���t°T�y� ®Ä�d��¼����S���d����� ��� �d�¬�d°t®y�

An =:

(
an bn
cn dn

)
����®y�

an, bn, cn, dn ∈ Z.
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n := 1;A1 := A.
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kn ∈ Z
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An+1 := AnT
−knS

�m d�P�d����Á |cn+1| < |cn|.

kn := dn

�d��0
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dn = kncn + rn

��� ®Ä�
rn ∈ {0, 1, . . . , |cn| − 1}

⇒ An+1 =

(
−ankn + bn −an
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)
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An =
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±1 bn
0 ±1
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= ±T±bn
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A = ±T±bn · (−S) · T kn−1 · . . . · (−S) · T k1 =: ±W̃ (S, T, T−1).
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A = W (S, T )
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A = −W (S, T )
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γA := W (γS, γT )
°t�
γA := −W (γS, γT )
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γA ∈ �  �® (F2)
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β̂(γA) = A
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(
−3 5
−2 3

)
= −T 2ST 3STS ⇒ γ0

A = γ−Iγ
2
TγSγ

3
TγSγTγS

⇒ γ0
A : x 7→ x−2y−1x−2y−1x−2y−1xyx2,

y 7→ x−1yx2yx2yx2
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h1, . . . , hk
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H =

ÃV�t�
(H/X) ⊆ F2 =

ÃV�t�
(H/E∗)

¼
σ1, . . . , σd

��Ác!1Á­®y��� °t���y���T�ª®¦��°TÁ­�¬®¿�­� "d�­��Á­���ª®��:®y�P0t��Á °t�
H
���
F2
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σ̄i := H ·σi
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γ0
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¡

A ∈ Γ(O) ⇔ ∃i ∈ {1, . . . , d} Á­ d���
®y�3�:® ∀j ∈ {1, . . . , k} : σ̄i · γ0
A(hj) = σ̄i.
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Ā
®y�d� ��� �:�T��°t�·�t� �¬����� ���ª®

A ∈ À�»
2(Z)

 ��d�d����®Ä�d�&"d�y°�?­�¬�¬®y��°T�J®Ä°
�¦À�»

2(Z)
�t�d��¼,��°t�@0t���­Áy����!T¼ �����d°t®y� �m°t�

Ā
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Ā2

¼
. . .
¼3�­��Ác"+�¬�¬®Ä��0T�¬�P!T¤

p ����° ���d�d d�º®Ä��°T� �@! ®Ä�d�V�� d� ���Ä�c®Ä��°t�
n
°:�*®y�d�y0T���g®Ä������Á¬¡
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Āl

"
l < j

$|��� � �%2 Áy ����
®Ä�d�:®
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Āl

�t�­�����O®Ä���JÁy�t� �J�¬°TÁy�º®$¼
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l ∈ G

$º¼
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��Á"���
®Ä����Áy�t� �U��°TÁ­�¬®¹�tÁ

Ān+1

¼d®Ä�� dÁ���®¿��Á��t��������� ���ª®�°t�
Γ̄(O)

¤ �H!!®y�d���tÁyÁ­ d�b"�®Ä��°T�
Ām

��Á
®Ä�����
�t��Á­° ���

G
¤¯¶·���d�¬�t¼w�����d��0t�t¡

Ān+1 = Āj · Ā−1
l · Āl · D̄ = (Āj · Ā−1

l ) · Ām ∈ G.

¾¹°��
�

µ��d°������d�
Γ̄(O) �

¼s��®·��Á¹���tÁc!�®Ä°<�d�¬®y���y� �����
Γ(O)

¤�p � ?­ dÁg®"�3�J0t� ®Ä° �d��Ág®Ä���1Â
�T d��Áy�\®Ä���V®m��° �$�tÁ­��Á�¼w���d�º®Ä�d�¬� −I ��Á ��� Γ(O)

°T� �d°t®�¤
7D#
��?���
E;*�$� M ?�� VW��#
�'&$#E�>;:
E?@� ?�M

Γ(O)
¡

� �]g�7V<B:�G"�y���ª�t� �
O
¤

½¿�t���¬ d� �c®Ä� � � � �:�d� � ��2 ¤
»��¬® � ��� ′ �:�d� � �%2 ′ �s���¬�+"k®m!\����Á­®ÄÁ¬¤½|�d����µ(¼w���d�º®Ä�d�¬� −I ∈ Γ(O)

¤
, �@!T��Á¬¡�´3°T� ���t���

Ā ∈ � ��� �t�d�
A
®Ä° � � � ′ ¤ � �d� −I ®Ä° � ��� ′ ¤´3°T� ���t���

Ā ∈ � �%2 �t�d�
A
®Ä° � �%2 ′ ¤

, �1�d°d¡!´3°T�|�$�t���
Ā ∈ � ��� ¼3���d����µ ���d�º®Ä�d�¬�

A ∈ Γ(O)
¤

, �*��®���Á�¼3�:�d�
A
®y° � ��� ′ �3���,��® ��Á��d°t®$¼d�t�d� −A ®y° � ��� ′ ¤´3°T�|�$�t���

Ā ∈ � �%2 �t�d�
A
�t�d� −A ®Ä° � �%2 ′ ¤

� 78_V5\[ q=¡ � ��� ′ ¡�����Á­® °t�*�T�¬�d���y�:®Ä°T�­Á�°t� Γ(O)
¼

� �%2 ′ ¡¯����Ág® °t�*�y���T�ª®���°TÁ­�¬®·�y�*"d�y�¬Áy���ª®Ä�:®Ä��0T��Á¹°t� Γ(O)
���
À�»

2(Z)
¤
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GIHJ�9��2L#E� C � F�� M ?��
O = L(2, 3)

� �
¢ $¿«���Á­ d��®�°t���$�t���� d���:®Ä���d�

Γ̄(O)
¡

� ��� ¡
(

1 3
0 1

)
= T̄ 3,

(
−1 3
−2 5

)
= T̄ S̄T̄ 2S̄T̄−1T̄−1,

(
1 0
2 1

)
= T̄ S̄T̄ S̄T̄−1S̄,

(
3 −5
2 −3

)
= T̄ 2S̄T̄ S̄T̄−1S̄−1T̄−2

��Á¹�<����Ág®�°t���T�¬�d���y�:®Ä°T�­Á³°t�
Γ̄(O)

¤�,����=�t�º®$¼3®Ä�����t���T°T�y� ®Ä�d� "d�y°1�d d�¬��Á¹�<°T�­�V�T���d�¬�Ä�:®y°T�yÁ¬¼
��°t�+"3�:�y�RT�N��t�+"���� �d¤ �k¤ p ���¬�����<���3�:®Ä�¬�!�d�¬�y�V�y�¬�d d�d�3�:��®¹°T�d�¬Á�¤
� �%2

:

Ī, T̄ , S̄, T̄ 2, T̄ S̄, S̄T̄ , T̄ 2S̄, T̄ S̄T̄ , T̄ 2S̄T̄

��Á���Ád!kÁg®Ä�¬� °:���¬°TÁy�º®¹�­� "d�­��Á­���ª®��:®y�P0t��Á³°:�
Γ̄(O)

����Àk»
2(Z)

¤
§ $¿«���Á­ d��®�°t���$�t���� d���:®Ä���d�

Γ(O)
¡ " −I ∈ Γ(O)

$

� ��� ′ =
� ��� ∪ {−I}.

� �%2 ′ = I, T, S, T 2, TS, ST, T 2S, TST, T 2ST

¶¹�¬�d���:¼
Γ(O)

��Á���Áy (�d�t�y°T ("�°t�*���d���VN
9
����Àk»

2(Z)
¤

��
�� � 1S� � � ( � � / ��� 	 � � / � 3 � (
�6/�1 � � 4 (#/ �V�9, /
H/Γ̄(O)

� �d���T�y°t ("
Γ̄(O)

��Á¹��Á­ (�d�T�­°T ("�°:���¦À�»
2(Z)

�t�d��°t���d�d��®y�U���d�d��N+¼sÁ­���R½|°T�y°t��� �:�c! £�¤ Bk¤
, ®³�t�¬®yÁ³�tÁ¹´3 d���dÁ­� �t���T�y°t (" "]0k��� � �#�d�� �Á·®y�Ä�t�dÁg�m°T�y�<�:®y��°T�dÁ'$�°T�

H
�t�d�

V := H/Γ̄(O)��Á��:����K �d���t���T� ���Ä�t���³�� ��c0T�:¤

V
��Á��d�*�d�d��� °�0t���

Q̄
�@!i®y�d� � ����°T�­��� °t� �|����!k�6¡Mp ���3�J0T� �<��°�0t���y���d���m�y°T�

H/Γ̄(O)®Ä°
H/
�¦À�»

2(Z) ∼= A1(C) = P1(C)−{∞} �Ä�:�<���3�����:® �<°TÁg®�°�0T�¬�¯®y�d� ���<�t�T�¬Á °t� i �t�d�
ρ = 1

2
+(1

2

√
3)i
¤*� �1 �Á�¼@��!-�|�¬�P!1��� Á*®y�d��°T�­��� ®Ä�d� "��y°�?­�¬�¬®Ä��0T�¿�¬ d�c0t�

H/Γ̄(O)
�:�d���d�������

�t��Áy°R®y�d�V�tÁyÁ­°k�¬� �:®y���\�,�������d���d���������� d�d0T�
C
���ª®Ä�y°1�d d�¬���\����Àk���º®Ä��°t��¢T¤ ����Á|�d�V�3�d�¬�
°�0T�¬�

Q
¤ ,��!®Ä�d�"�m°t����°������d�
���=�|�t�ª® ®Ä°����¬®Ä�¬�y� ���d�¹®Ä�d�"�t���� dÁ��t�d�<®Ä�d�U�� d�1�s���|°t� "+°t���ª®ÄÁ|�:®

���\�3�d��®m! °t�
V = H/Γ̄(O)

¤
»��¬®

∆ := ∆(P0, P1, P∞)
�s�U®Ä�d�UÁg®��t���3�t�y�i�m d�d�d�t�<�¬�ª®��t����°T� �:���\°t��À�»

2(Z)
¼3�&¤ �t¤ ®y�d�

��!6"+�¬�%�s°T����� "dÁ­�� d��°:Â ®y�y� �:�d�T���S��� ®Ä� 0t���­®y���¬��Á
P0 := −1

2
+

√
3

2
i
¼
P1 := 1

2
+

√
3

2
i
�:�d�

P∞ := i∞ ¤
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p �������d°t®y�R�@!
Ā
�t��Áy°�®Ä��� � �#�d�� �Á¿®Ä�Ä�:�dÁ­�m°T�­� �c®Ä��°t�\�d�*�3�����a��!\®y�d�V� �:®y�y�ON

A
¤¯� �d���

T̄
�t�d�

S̄
"6�:Á �����d�� dÁ�®Ä�y�t�dÁg�m°T�y�<�:®Ä��°T�dÁ'$|Áy�����

P0P∞
®Ä°
P1P∞

¼(�y��Ác"+�¬�¬®y�P0T�¬�P!
P0P1

®y°
��®yÁy�¬���)"v�'Nk���d�

i
$º¤

»��¬® � �%2
= {Ā1, . . . , Āk}

�+��®Ä��� Ád!1Á­®Ä�¬� °t���y���t��®"��°TÁ­�¬® �y� "��y��Á­���ª®��c®Ä�P0t��ÁR�|� �$�:���� 1Â
� �c®Ä���i����À1���¬®y��°T� �d¤ £�¤�� �d�¬�

F :=

k⋃

i=1

Āi(∆)

��Á���Á­���b"d�P!<��°T���d���º®Ä���
�m d�d�3�t� ���ª®Ä�t���d°T�<�t���\°t�
Γ̄(O)

¤
� �d�J����Á­® � ��� °t�R�T�������Ä�c®Ä°T�­Á "d�­��Á­���y�P�+�¬Á
��°l� ®Ä°.�T�� ��M®y�d�M���d�t��Á�°:�

F
®y°�°#�k®��t���

H/Γ̄(O)
¤·� �d��Á �¿�J!t¼ �|�R�T�¬®"� ®Ä�­� �t���T d� �c®Ä��°t��°:�

H/Γ̄(O)
"=�¬°T�+"d�t�y� ´����t d�y� ¢ � $ ¤np �

�$�:���� �� �:®y� ®Ä�����1 ��1�+�¬�yÁ
t
¼
e
¼
v
°t�¯®y�d��®Ä�­� �t�d�t����Á¬¼+®y�d�������T��Á��t�d� ®y�d�10T�¬�­®y�����¬ÁU°t�¯®Ä�d��Á

®Ä�­� �t���T d� �c®Ä��°t�
�:Á³�d�¬Áy���­���s�������
®Ä��� �m°T����°������d�<�t���T°T�y� ®Ä�d��¤ ´3 d�g®Ä�d�¬�y� °T�y�:¼s®y�d�I0T�¬�­®y�����¬Á
�d�V�3�d���/�@!�®y�Ä�t��Áy� �c®Ä��Á�°t�

P∞
�:�y���VN��t�º®Ä�P!�®y�d� �� dÁc"dÁ�°t�

H/Γ̄(O)
¤bp �<�����d°t®y�<®y�d�����

�� d�1�s��� ��!
v̂
¤�� �1 �Á�"m dÁy���d�R®y�d�"�m°T�y�R d� ��°t�oT� d���¬�|�m°T�¿���t���¬ d� �:®y���d�V®Ä���U�T���� dÁ'$H�|�U�T�º®

®Ä���V�m°t����°������d���y�¬Áy d� ®$¤
� �����9�
��C � 5#� � 7Vq

t " e " v ��<B^ v̂ �V7Iq]Dw7�<w56���V7V�8_h
ku)qs��� ��<6��[�78_ " 7%^��678_ " g�7V��q �YC878_h��<B^�b���E`�7%^/g�7V��qs�YC878_ ��_ C%��[�CV5\[���qm7%^ �]< qvDw7)uJ
�[][�
�� �]<6����[ �6
����]qvD6� � W Dw7V<
H/Γ̄(O)

��_ ��<
��� < 71CV56�Vg�7�
ku �67V<w5@_

g = 2−(v−e+t)
2

� �]q]D
v̂
CV5@_mFw_ �

7D#
��?���
E;*�$� ���';*�%���T

�$

���1;:�(�X���%?@���';*��
��4��# ; �J2 � ?�M
H/Γ̄(O)

�

ÃV�¬�d���y�:®Ä��������Á­® °:�*®y�y� �:�d�T���¬Á
L := {Ā1(∆), . . . , Āk(∆)} ¤,��Y®y�d�i®Ä�y���t�d�T���

Āi(∆)
�|���$�t���

Āi(P0)Āi(P1)
"a®Ä�d�����<�t�T�!°:�³®Ä���
�¬�d�T�

P0P1

$ � ®Ä���
S
Â������T� � ¤PÀk���<��� �t�­�P!T¼ �|�
�$�t���

Āi(P1)Āi(P∞)
� ®Ä�d�

T
Â������T� �¯�t���

Āi(P0)Āi(P∞)
� ®Ä���

T−1 Â��¬�d�T� � ¤´3°T�¿�$�:���
i, j ∈ {1, . . . , k} �������ª®Ä� �]!

• ®y�d�
T
Â������T�!°t�

Āj(∆)
��� ®Ä� ®y�d�

T−1 Â������T�\°t� Āi(∆)
¼¯� �

Āi ∼ Āj · T̄
¼¯�6¤ �:¤ � �

(ĀjT̄ )Ā−1
i ∈ Γ̄(O)

¼
• ®y�d�

T−1 Â ���d�t�U°t� Āj(∆)
����®Ä�\®y�d�

T
Â ���d�t�U°t�

Āi(∆)
¼d���

Āi ∼ Āj · T̄−1 �t�d�
• ®y�d�

S
Â ���d�t�U°t�

Āj(∆)
����®Ä�i®Ä���

S
Â ���d�T�U°:�

Āi(∆)
¼3���

Āi ∼ Āj · S̄
¤

, �³�t�
S
Â ���d�T�\°:�³Á­°T�<�\®y�y� �:�d�T���

Āj(∆)
��Á ���d���ª®y�P�3�¬�t��� ®Ä�.��®yÁy�¬����"=�6¤ �:¤

i = j
$

���­�$�:®y�i�t�Y�t�d�d� ®Ä��°T�3�t��®Ä�­� �t���T���:¡ � �d�Y� 0T�¬�­®y�VN.��� ®Ä�d�\� ���d����� °:�·®y�d��Á
S
Â ���d�T�

�t�d�<�t�d� �t� �¬�d�T���m�y°T��®Ä�d��Á��d�V� 0T�¬�­®y�VN<®Ä°V®Ä�d�·°#"("s°TÁy� ®Ä��0T�¬�­®y�VN ����®Ä�d��®Ä�­� �t�d�t���
Āj(∆)

¤�"&½|°T�b"3�t�­��®y�y� �:�d�T���
T̄ 2S̄T̄

����´����T ��y� ¢ � $º¤�� �d��Á¹��Á³�d°t�d� ®y° �T�º®³���
®Ä���
��������®Ä�­� �t���T d� �c®Ä��°t� °t�,®Ä�d�VÁ­ d�­�=�t�¬�t¤

t :=
�� d�I�+�¬�·°:�*®y�y� �:�d�T���¬Á�¤

e :=
�� d�I�+�¬�·°:���¬�d�T��Á¬¤

v :=
�� d�1�s����°t�o0T�¬�­®y�����¬Á�¼

v̂ :=
�1 ��1�+�¬��°t� 0t���g®Ä���¬��Á�®Ä�3�c®·�t�y�V�����("+°t���ª®ÄÁ�°t�

T
Â��¬�d�T��Á¬¤

g := 2−(v−e+t)
2

¤
� 78_V5\[ qY:

g
¡��T���� dÁ·°t�

H/Γ̄(O) v̂
¡��� d�1�s����°t�o0T���g®Ä������Á¹�:®����'�3�d� ®m!!°t�

H/Γ̄(O)
¤
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O = L(2, 3)

� �
� �%2 ¡

Ī , T̄ , T̄ 2, T̄ 2S̄, T̄ 2S̄T̄ , T̄ S̄, T̄ S̄T̄ , S̄, S̄T̄
¤

� ��� ¡
a := T̄ 3, b := S̄T̄ S̄T̄−1S̄T̄−1, c := S̄T̄ 2S̄, d := T̄ S̄T̄ 2S̄T̄−2,
e := T̄ S̄T̄−2S̄T̄−2, f := T̄ 2S̄T̄ S̄T̄−1S̄T̄−2

p ��°���®��t���!®Ä�d�U�m°T����°��������R�m d�d�3�:�<�¬��®Ä�t���d°T�<�t��� �m°T�
Γ̄(L(2, 3))

¤

2

d
5

6

6

5
d

2

3

c

4
c

3

b

TTST

TTSTT

T
I

TS

TSTS
ST

e
f

e

a

a

b

1

2

34����56�87U¢ �d¡¯´3 d�d�3�:�<�¬��®Ä�t���d°t� �t���\°t�
Γ̄(L(2, 3))

¤
,���´����T d�­�<¢ �<���d�t��Á=��� ®Ä�
®y�d��Áy�t�<�����º®y®y���yÁ³�t�y� �T�� �����¤n,���®Ä��� ®Ä�­� �t���T���V� ���+�¬����� ����®y�
T̄ T̄ S̄T̄

®Ä�����y�������­�¹�:� �¬�d�T�·�t�d� �-0T�¬�­®y�VN<�t�d������¼�Áy���d���¿®y�d� � ÀªÂ������T� �T��Á��T�� �����®Ä°V� ®ÄÁy�¬���±¤
Q¯���g®Ä������ÁU����®Ä��Áy�t� ���� d�1�s���yÁ"�t�y�����d���ª®y�P�3�¬��¤yQ¯���­®y���¬��ÁU�:®"���'�3����®m!
�t�y�R� �t�­µt�¬� �@! �
�3�������Y�����y�¬���t¤eGU���
���t� 0T�¬�y� �]!. dÁy���d� ®y�d� "����¬®y d�y��®Ä�3�c® ®y�d���� d�I�+�¬�<°t�³®Ä�y���t�d�T����Á���Á
t = 9 + 1

¼d®Ä�d���� d�1�s���·°t� �¬�d�T��Á�"6�c�a®Ä�������d���ª®Ä���3�$�c®Ä��°t��°:��®Ä��°TÁy�R����®y�
Áy�t�<�V�����+�¬��Á'$|��Á
e = 14 + 1

�t���M®y�d���� d�1�s���U°t�M0T�¬�­®Ä�����¬Á "=�t�ª�t���M�:�a®Ä�¬�"�������ª®Ä���3�$�:®y��°T� $¹��Á
v = 6 + 1

¤
´3 d�­®y�d���­�<°t�y�¹®y�d�=0t���­®y���¬��Á ����®y�!®Ä�d�³� ���s����Á¹¢T¼ ���t�d��© �t�y�=0t���g®Ä���¬��Á��:® ∞ ¼1®y�� dÁ

v̂ = 3
¤

� ��� &�#E; �
g = 0, v̂ = 3

¤¯¶·���d�¬�t¼

H/Γ̄(L(2, 3)) ∼= P1 − {0, 1,∞}.
p � �<��!PÁ­ d� � �t�­� � �M®y�d��Ái®Ä°�®Ä�d�J�m°T����°l�����d� Á­®Ä�:®Ä�¬�<�¬�ª®����s°T �®�®Ä�d� ��°T�­�y�¬Á%"s°T�d�d���d��,�����������d�������¿�¬ d�c0t�t¤
� ��?�2 ?@� 
 ;:
E?+� C ���#� W Dw7 
������������

L(2, 3)
^67 �4< 78_b�tWf7V�YC8D6��Z6[][�7V�+CV5\��g�7 ��Dw
�_�71< 
����

�b��[ ��r���q �Y
�< ��_Rq]Dw7�FB�8
 �J78CVq �]g�7R[ �]< 7 � �]q]Dw
�56qHq]D6�E787�Fw
��]<wqv_ �

��
�� � ( � � ���S��� 3 �*� �
,��i®Ä�d��Á Áy���º®Ä��°T�.���V�T�P0t�U®Ä�d�V�y�¬Áy d� ®ÄÁ�°t�,®Ä�d���t���T°T�­��®Ä��� �m°t� Áy°T� �U�VN\"d������� ® �VN��t�b"d����Á�¤
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⋂
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σa := (1 2 . . . 2k) ∈ S2k
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σb := ((1 2)(3 4) . . . (2k − 1 2k)) ∈ S2k.
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Γ(2)

¡

Γ(Ok) ∩ Γ(2) = {
(
a b
c d

)
∈ Γ(2)|2b ≡ 0, a+ b ≡ ±1

� °k�
2k}

�d¤ �·Áy�����<£k¤ �|��Áy�d°��@®Ä�3�:®
Γ(Ok)

��Á¿®y�d�V�T�y°t ("
�¬� �t���<�¬�!���\®y�d�R"d�y°#"s°TÁ­��®Ä��°T��¤
©k¤ �·Áy����� �d¤o�|�¹Áy�d°���®y�3�:®

Γ(Ok)
�3�tÁ�®Ä�d�·ÁÄ�:�<�������d�VN����!Àk»

2(Z)
�tÁ ±Γ1(2k)

�t�d�
®y�d�*!i�:�y�V��°T�l?­ d�ª�:®y�����PL

k
��Á °k�d�u¤

���	�
p ���¬°T�dÁ­���d�¬��®y�d�y�3�yÁg®·�����¬�<�¬�ª®�°t�*®y�d�VÁy�*$1 ����d�¬�

O1

¡

a b

b a

c c
2 2

2•
•

•

� �d�V��°t�y�y�¬Á%"s°T�d�d���d� Áy (�d�t�y°T ("�°t�
F2

��Á

U1 =< x2, xy, yx−1 >=< x2, xy, y2 >= {w ∈ F2|
���

(w)
��Á �*0T�¬� },

���d�¬�y�����
(w)

�d���d°:®Ä��Á�®Ä���������d�:®Ä�i°t�
w
�tÁ �|°t�y�����

x
�t���

y
¤

¶¹�¬�d���V�m°T���t���t k®Ä°T� °T�%"��d��Á­�
γ ∈ �  �® +(F2)

���V�3�J0T�:¡

γ(U1) = U1 ⇔ γ
"d�­��Áy�¬�c0t��Á¹®y�d�R"3�t�­��®m!!°:�*®y�d�V�������t®Ä�i°t�o�|°t�y�dÁ

⇔ ���
(γ(x))

�t�d�����
(γ(y))

�t�y�U°1�d�
⇔ ]x(γ(x)) + ]y(γ(x))

°1�d���:�d�
]x(γ(y)) + ]y(γ(y))

°1�d�
⇔ a+ c

�t�d�
b + d

�t�­�V°k�d�\�m°T� (a b
c d

)
= β̂(γ),

�H!i� �d�¬°T�y�¬� ¢ ®y�d�yQ¯���������T�y°T '"
Γ(O1) = β̂(

À�®����
(U1))

¤|� �d��ÁU"��y°�0T�¬Á¹®Ä���R�d�yÁ­®U"3�t�g®
°t��¢T¤
´3 d�­®y�d���­�<°t�y�t¼

U1

�¬°T�ª®��t���dÁ
Uk

�m°T�¦�t���
k
�t�d�<��®¯��Á�®y�d�¹��°T�y�<�t�3����°TÁy ��y��°t�

Uk

���
F2

¼��&¤ �t¤
U1 =<< Uk >>F2

¤ � �d��Á¹���t� �s� Á­�����a�@!����d�¬��µ����d�!®y�d��®y�d�y�¬�R�T�¬�d���y�:®Ä°t�yÁ³°:�
U1

¡
y2�t�d�

xy
�t�y���t���y���t�'!
�����¬�<�¬�ª®ÄÁU°t�

Uk
�:�d�

x2 = x(xy)x−1(xy−1)
����®y�

xy
�t���

xy−1
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��	 ������� � ����� ��� ����� � ��� ��� ��� �
��������	���� ©T©

���
Uk

��Á��:��Áy°����
<< Uk >>F2

¤
�¹Á­���d�<½|°T�­°T�����t�c!!©k¤{§I�|��°#��®Ä�t���!®y�d�VÁy���¬°T�d� "3�t�­®�°:�|¢T¤
/#�	�
p �����d���ª®y���]! ®y�d�

2k
Á%$� 3�:�y��Á·°t�,®Ä�d�V°T�­���ª�:�<�

Ok

����®Ä�\®y�d�V�����¬�<�¬�ª®ÄÁ�°t�

Z/2kZ = {0̄, 1̄, . . . , 2k − 1}.
� �d���T�­°T ("

F2

�t�º®ÄÁ"�m�­°T� ®y�d���y���T�ª®U°T� ®y�d��Áy�º®V°t�¯®Ä�d��Ác$1 d�t�y�¬Á �:Á"�m°T����°l��Á¬¡³´3°T�
w ∈

F2 = π1(E
∗)
�t���

ā
°t�d� °:��®Ä��� Ác$1 d�t�y�¬Á�¼u�����a®¿®y�d�
"3�:®Ä�

w
°T�

E∗ 01� ��®Ä�d����°�0t���y���d� pk®Ä°i� "d�:®Ä��°T�
X∗

k

����®Ä��� ®ÄÁ"Ág®��t�g®Ä���d� "s°T���ª®"����®Ä����Á%$� 3�t�­�
ā
¤R»��¬®

b̄
�+� ®Ä�d��Ác$� 3�t�y�����

���d������®y�d�V���d�d���d�h"+°t���ª®�°t�,®Ä�d�V��� �a®Ä�¬�S"3�:®Ä�i������Á¬¤�� �d���
�d�*�d�d�

ā · w := b̄.

Àk���d���R�|���3�t�
���d°TÁ­����®y�d�I�3�:Áy�
"+°T���ª®·�m°t�
Uk = π1(X

∗
k)
����®y�d� Ác$� 3�t�y�

0̄
°t�d�V�3�tÁ¹�m°t�

v, w
���
F2

��!i�d�V�3�d� ®Ä��°t��¡

w ∈ Uk ⇔ 0̄ · w = 0̄
�t�d�

vwv−1 ∈ Uk ⇔ b̄ · w = b̄
����®Ä�

b̄ := 0̄ · v "6©k¤�¢ $
»��¬®

ā
�+�V���

Z/2kZ
¼d®Ä�d�¬�

x
¼
y
¼
x−1 ¼ y−1 �t�º®·°T� ā ���\®y�d�U�m°T����°l�����d�I�|�J!+¡

ā · x � a + 1 ā · x−1 � a− 1

ā · y �

{
a+ 1 ,

���
ā
�V0T�¬�

a− 1 ,
���
ā
°1�d�

.
ā · y−1 �

{
a+ 1 ,

� �
ā
�*0t���

a− 1 ,
� �
ā
°1�d�

.

"&©1¤ § $

¶¹�¬�y�y���  dÁ­�U®Ä�3�:®
x2k ��Á ��� Uk

¤
¾¹°��V¼ �|� °#��®Ä�t����®y�d� �t�¬®y��°T�M°t�|�t��!

w
���
F2

°T�
Z/kZ

¡)T¦�:���
x±1 �¬°T�ª®Ä�y�P�d �®y��Á ±1

¼
�$�:���

y±1 ��°t��®y�y�P�d �®Ä�¬Á 1
°T� −1

�d� "s�����d���d� °T�<®y�d�n"3�t�y� ®m!�°t��®y�d�U"s°TÁ­��®Ä��°T��°t�
y±1 ��� w ¤� ��� ��
E;*

?@� F#� F#� 3o
��

w ∈ F2

[�7Vq
]|y|(w|


 ^�^
)
�V7hq]Dw7bqm
�q ��[ <w56���V7V�&
ku 
�C8CV5\���E7V< C878_


ku
y
��<B^

y−1 �]< w ��qU��< 
 ^�^�Fw
�_V�]q �Y
�<& y−1 C8
�5\<wqm7%^�Fw
�_V�]q �]g�7�� ! � � �]���][����V[ � " ^67V< 
�qm7
���
]|y|(w|

7Vg�7V<
)
q]Dw7-<w56���V7V�

kuR
�C8CV56�V�E7V< C878_R
ku

y
��<B^

y−1 �]< w
��q4��< 7Vg�7V<1Fw
�_V�]q �Y
�< �

3 5\��q]Dw7V�V�&
��E7)^67 �4< 7

∆y(w) := ]|y|(w|

 ^�^

) − ]|y|(w|
7Vg�7V<

).

T ¤ ��¤��m°T�
w := xyxy−1x2y−1 °T���J�d�tÁ ]|y|(w| °1�d� ) = 1

¼
]|y|(w|

�V0T�¬�
) = 2

�t�d�
∆y(w) = −1

¤
�¹Á­���d� "6©k¤ §!$H�|��°#��®Ä�t���

ā · w =

{
a+ ]x(w) + ∆y(w) ,

���
ā
�V0T�¬�

a+ ]x(w) − ∆y(w) ,
���
ā
°1�d�

.

"&©1¤{£ $
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	����

Àk���d���
Uk = {w ∈ F2| 0̄ · w = 0̄} ¼<§k¤ �m°t����°���Á¿�m�­°T� "6©k¤{£ $º¤

6#�	�
�|�º�m°T�y�!�­��Ág®Ä�y���¬®y���d��®Ä°

Γ(2)
���!Á­®Ä��! ���J®Ä�d�!�t���d�¬�Ä�t��Áy�¬®­®Ä���d�M�t�d� °��dÁy�¬�c0T�\®y�3�:®�� ®R��Á

Áy \K<�¬���¬��®<®Ä°J��°T��Áy��������®Ä�d�i®m�|° �T�������Ä�c®Ä°T�­Á
xy

�:�d�
y2 ¤ �
°t�y�."d�y�¬����Á­����!+¡
´3°T� γ ∈�  k® +(F2)

γ ∈ À1®����
(Uk) ⇔ γ ∈ À�®����

(U1)
�t���

γ(y2), γ(xy) ∈ Uk

"&©1¤ � $
⇒ �m°T����°l��Á��@!M¢t¤¯�t�d�i®Ä�d�V�d�V�3�d��®y��°T�\°:��À1®Ä���

(Uk)
¤

⇐ ��Á³®y�y d��Á­���d�¬�
Uk

��Á"®Ä�d��Á­ (�d�T�­°T ("J°t�
U1

�¬°T�dÁy��Á­®y���d�\°t�¯®y�d°TÁy����°T�y��Á���� ®Ä�d��®y�d�y�¬�
�T�¬�d���y�:®Ä°T�­Á

w1 := x2 ¼ w2 := xy
�t�d�

w3 := y2 °:� U1

�m°T�b���������G®y�d���� d�1�s���<°t�
°1���� ��y�y�¬�d���¬Á¹°:�

w1

��Á �d��01��Áy�P�d���=�@!
k
"
w−1

1

��°T ���®y���
�d���ª�c®Ä�P0t� $ ¼d�&¤ �t¤
Uk = {w = w(w1, w2, w3) ∈ U1| ]w1

(w)
��Á �d�P01��Á­���d���-��!

k}.

Uk

��Á��T�������Ä�c®Ä���i�:Á¿�d°T�­� �t�sÁy '�d�T�y°t ("\°t�
U1

�@!
wk

1

¼
w2

�t���
w3

¤�� �� dÁ ��®|��Á|Á­ 'K �������ª®
®Ä°����d�¬��µ

x2k ¼ xy �:�d� y2 ���<°T�­�d���¯®Ä°R�3�d�<°T �®�¼1� ���V�T�P0t��� γ ∈ À1®Ä���
(U1)

�'Nk��Á
Uk

¤ �| k®
γ(x2k) = γ(w1)

k �t�d��®Ä�d���� d�1�s����°t�+°1���� ��y�y�¬�d���¬Á�°:�u���t���<�t���d�¬�Ä�:®y°T��������® ��Á��d��0k��Áy�P�d���
��!

k
¤¦¶·���d�¬� � ®¿�m°T����°���Á#"&©k¤ � $º¤

� Á��d�VN1® Ág®Ä�*"�°#�dÁy�¬�c0t�¿®Ä�3�:®���� °T�y�d�¬�*®y°"���d����µ
���d�¬®y�d���
A
��Á*���

Γ(Ok)
��®*��Á,Áy 'K �¬�����ª® ®y°

��°t�dÁy���d���¯°T�d�n"d�­�����<�t�T�|°t�
A
 d�d�����

β̂
¡�»��¬®

A
�+�·���<À�»

2(Z)
�t���

γ0 ∈
�  �® +(F2)

Á­ d���
®Ä�d�:®

β̂(γ0) = A
¤RÀ1���d�¬�

β̂
��Á³®Ä�d�I$1 �°t®Ä�����ª®U�<��" �  �® +(F2) → G" �® +(F2) ∼= À�»

2(Z)
¼

�t�<�t �®y°T�<°t�%"d�d��Áy�
γ
��Á��<��"("s����®Ä°

A
��!

β̂
��L\��®¯��Á¦�¬°T��?­ d�T�:®Ä�¬� ®y°

γ0

¤ � �� dÁM�|�¹�3�J0T�:¡

A ∈ Γ(Ok)
�������

1⇔ ∃γ ∈ À1®Ä���
(Uk) : β̂(γ) = A⇔ ∃w ∈ F2 : wγ0w

−1 ∈ À1®Ä���
(Uk)

(5.1)⇔ ∃b̄ ∈ Z/(2kZ) : b̄ · γ0(u) = b̄
�m°t���t���

u ∈ Uk.
"&©1¤ © $

G-�dÁy�¬�c0t�R®Ä�3�c®"¾·°T�y�
(Uk) = U1

"v��!
��������µ����d�!®y�3�:®¹��®·��°t��®Ä�t����Á¹®Ä����®y�d�y�¬���T�������Ä�c®Ä°T�­Á
°t�
U1

$º¤ � �� dÁ¦¾·°T�y�
(Uk)

�3�tÁ������d�VN
2
���
F2

�t�d�
1, x

�:�y� ��°tÁy�¬®¦�­� "d�­��Áy�¬�ª®��:®y�P0T�¬Á�¤�� �� dÁ
��� "6©k¤ ©!$|��® ��Á Áy 'K �������ª®·®Ä°���°T��Áy�������

b̄ ∈ {0̄, 1̄} ¤¯�,°T�T�¬®y�d������� ®Ä� "&©k¤ � $|� ®¿�m°T����°���Á|®Ä�3�c®
A ∈ Γ(Ok) ⇔ (0̄ · γ0(y

2) = 0̄
�t�d�

0̄ · γ0(xy) = 0̄ )
°t�

(1̄ · γ0(y
2) = 1̄

�t�d�
1̄ · γ0(xy) = 1̄ ).

"6©k¤ B $
¾¹°��V¼3Á­ ("("s°TÁy�V®Ä�3�c®

A =

(
a b
c d

) ��Á ���
Γ(2)

¤

G"�d�V�3�tÁ¬¡
Γ(2) =< A1 :=

(
1 2
0 1

)
, A2 :=

(
1 0
2 1

)
, A3 :=

(
−1 0
0 −1

)
> .

"6©k¤ �!$
p �����*�3�d�V®Ä���V®y�d�y�¬���t �®Ä°t�<°T�c"d�d��Áy� Á

γ1 : x 7→ x, y 7→ x2y γ2 : x 7→ xy2, y 7→ y γ−I : x 7→ x−1, y 7→ y−1
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�t�d��Áy�º®
G(2) :=< γ1, γ2, γ−I > .� �� dÁ

β̂(G(2)) = Γ(2)
¤¯»��º®

γ0

�s�U���
G(2)

��� ®Ä�
β̂(γ0) = A

¤
p �4�������: dÁy�¯���U®y�d���m°T����°l�����d��®y�d���=�t�¬® "��y°�0T�¬�I�s����°�� ����»���� � ��©1¤ B¿®Ä�d�:®

G(2)
�­��Ác"+�¬�¬®ÄÁ

∆y

¼��&¤ �t¤ ¡
∀γ ∈ G(2), w ∈ F2 : ∆y(γ(w)) = ∆y(w).� �d�¬� �����d��0t�t¡

0̄ · γ(xy) (5.3)
= 0 + ]x(γ(xy)) + ∆y(γ(xy))

� �����
5.6

= ]x(γ(x)) + ]x(γ(y)) + ∆y(xy)

= a+ b− 1.

Àk���<��� �t�­�P!�°T����°���®��t���dÁ
1̄ · γ(xy) = 1̄ + a+ b + 1

0̄ · γ(y2) = 2b
�:�d�

1̄ · γ(y2) = 1̄ + 2b

� �� dÁn�@! "6©k¤ B $
A ∈ Γ(Ok)

�PL
2b ≡ 0

�t�d�
a + b ≡ ±1

�<°1�d d��°
2k
¤¯� �d��Á�"d�y°�0t��Á"£k¤

C �	�
«����$�:���"®Ä�d�:® ��!�¢t¤ ®y�d� Q¯�������I�T�y°T '"

Γ(Ok)
��Á�� Áy (���T�y°T '"I°t�

Γ(O1)
¤ Àk ("'"+°TÁ­�

®Ä�d�:®
A =

(
a b
c d

) ��Á!���
Γ(O1)\Γ(2)

¤�� �d�M���d���VNP°t�
Γ(2)

���
Γ(O1)

��Á
2
¼³Á­���d�¬�

��!O¢T¤ �:�@! �����¬�<�¬�ª®�°t�
Γ(O1)

�<��"dÁ�®Ä°M�¬��®Ä�����
Ī =

(
1 0
0 1

) °T�
S̄ =

(
0 −1
1 0

) ���
À�»

2(Z)/Γ(2) =
À�»

2(Z/2Z)
¤�� �d���­�¬�m°T�­�

A
�3�tÁ|� �d�¬��°T�b"+°tÁy��®y��°T�

A = B ·S �m°t��Á­°T�<��<�:®Ä�­��N
B
���

Γ(2)
¤ p �V�d�V�3�d�V®Ä�d���t k®Ä°T� °T�%"��d��Á­�

γs : x 7→ y, y 7→ x−1,

®Ä�����
γs

��Á¿�I"d�­����� �t�t�³°t�
S
 d�d�d�¬�

β̂
¤¯´3 d�­®y�d���­�<°T�­�t¼@�|�"®Ä�tµt�V�)"d�y�¬���<�t�T�

γB

°t�
B
���

G(2)
¼�®y�d���

γA := γB ◦ γS

��Á·�h"��y����� �:�T�"°t�
A
¤HG"�d�V°#��®Ä�t���dÁ¬¡

0̄ · γA(xy)
(5.3)
= 0 + ]x(γA(xy)) + ∆y(γB(yx−1))

Lem5.6
= a+ b + 1

Àk���<��� �t�­�P!T¼8°t�d�¿�$�:���� �� �:®y��Á
0̄·γA(y2)

¼
1̄ ·γA(xy)

�t���
1̄·γA(y2)

�t�d��°#��®Ä�t����Á �t� ®Ä°T�T�º®Ä�d�¬��¡

0̄ · γA(xy) = a+ b + 1 0̄ · γA(y2) = 2b

1̄ · γA(xy) = 1̄ + a+ b− 1 1̄ · γA(y2) = 1̄ + 2b

� �� dÁ ��®��m°T����°���Á�®Ä�3�c®
A ∈ Γ(Ok)

��L
2b ≡ 0

� °k�
2k

�:�d�
a + b ≡ ∓1

� °k�
2k
¤

�,°T�T�¬®y�d������� ®Ä�M¢T¤¯�t�d�
£�¤ ®y�d��Á �3����Áy����Á�®Ä�d�R"d�­°k°t�,°t� �d¤
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	����

F#�	�
,��M°T�y�����"®Ä°i°#�k®��t��� ®Ä�3�:®

Γ(Ok)
�t��� ±Γ1(2k)

�3�J0t��®y�d��ÁÄ�t� �������d�VN ���JÀ�»
2(Z)

¼ ���
 dÁ­�"®Ä�d�"�=�t�º®¿®Ä�d�:®

Γ(2k)
��Á¿��°T�ª®Ä�t���d�¬�i���

Γ(Ok)
�tÁ����������tÁ¿��� ±Γ1(2k)

¤�� �����y�º�m°T�y�U� ®
��Á³Áy 'K �������ª®U®Ä° Áy�d°���®y�3�:®¹®Ä�d�¬���"��� �t�t��Á³���MÀ�»

2(Z/2kZ) ∼= À�»
2(Z)/Γ(2k)

�d��0t��®Ä�d�
ÁÄ�:�<�U�� d�1�s����°t�*������� ���ª®ÄÁ¬¤
�¹Á­���d� �d¤ ����°#��®��:���!®Ä�d�:®�®Ä�d�V���<�t�T�¹°t�

Γ(Ok)
����Àk»

2(Z)
��Á¬¡

{
(
±1 0
e ±1

)
,

(
±1 + k k

o ±1 + k

)
|e, o ∈ Z/2kZ, e

�*0t���
, o
°1�d� }, � � k °1�d�
"&©1¤ - $

{
(
±1 0
e ±1

)
,

(
±1 + k k
e′ ±1 + k

)
|e, e′ ∈ Z/2kZ, e, e′

�V0T�¬� }, � � k �V0T��� "6©k¤ . $
� �� dÁ¿®Ä���³���<�t�T�·�3�tÁ���� �s°t®y� �$�:Áy��Á

4k
������� ���ª®ÄÁ¬¤�� �d�"��� �t�t�·°:� ±Γ1(2k)

�¬°T�dÁ­��Á­®yÁ|°t�
4k

�¬����� ���ª®yÁ¹�:Á �������&¤
G-�dÁy�¬�c0t���@! "&©1¤ . $�®Ä�3�c®

Γ(Ok)
��Á���°t��®Ä�t����������� ±Γ(2)

���
k
��Á*�V0T�¬��¤ �| �®

Γ(2)
��Á���°T�y�<�t�

�t�d���d°1��Á·�d°t®·��°t��®Ä�t��� ±Γ1(2k)
¤¦� �d���­�¬�m°T�­�

Γ(O2)
��Á ��°t®·��°T��?­ ��ª�:®Ä�¬�
®y° ±Γ1(2k)

���
k
��Á �V0T���u¤

´3°T�
k
°1�d��¼3°T�d�V���t�i���d����µ ��!����$�t���� d���:®Ä��°T�!���
À�»

2(Z/2kZ)
®y�3�:®

(
1 k
0 1

)
Γ1(2k)

(
1 −k
0 1

)
= Γ(Ok).
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� � ����� F#� 5#� W Dw7 <w5\���V7V�
∆y(w) = ]|y|(w|


 ^�^
)−]|y|(w|

7Vg�7V<
)
��_ �]<wg������ ��<wq 5\<B^67V�

G(2) =< γ1, γ2, γ−I > " � � 7 �U� u γ ��_R�]< G(2) " qvDw7V<
∀w ∈ F2 : ∆y(γ(w)) = ∆y(w).

�H�E
�
ku��n, ®·��Á Á­ 'K �����¬�ª®¹®y° ��������µ\®Ä�d�V�¬� �t��� �m°T�¿®y�d�V�T�������Ä�c®Ä°T�­Á·°:�
G(2)

¡
γ1 : x 7→ x, y 7→ x2y, γ2 : x 7→ xy2, y 7→ y

�t�d�
γ−I : x 7→ x−1, y 7→ y−1

½|°T�dÁ­���d�¬�
γ := γ1

¡�»��º®
w
�s�"�t�i�:�%�d� ®Ä�Ä�:�c!�������� ���ª®¿���

F2
¼k®Ä�� dÁ

w
��Á|���y�¬�d d���¬� �|°t�y�

���\®y�d�U�m°T d� ���º®y®y���yÁ
x
¼
y
¼
x−1 ¼ y−1 ¡

w = w(x, y, x−1, y−1)
�t�d�

γ(w) = w(x, x2y, x−1, y−1x−2).

G-�dÁy�¬�c0t�"®Ä�3�:®|�m°T��®y�d�=��°T�y�dÁ °:���y� "�� �t�¬��� ���ª®
x
¼
x2y

¼
x−1 ¼ y−1x−2 ®Ä�d�U0t�:�� d�¹°t� ∆y

��Á
®Ä���³ÁÄ�:�<�¹�tÁ¯�m°T�¦®y�d�³°t�y���t���3�t�\�|°T�­�dÁ

x
¼
y
¼
x−1 �:�d� y−1 ¼�®Ä�d�¬���¦���¬�d�t®Ä�<��Á¦°k���!�t�d� ®Ä�3�c®�y�¬�d d�º®Ä��°t�
�:��Áy°��d°1��Á��d°:®����3�t�d�T�V®Ä���R0:�t�� d�U°t�

∆y
¤¦¶·���d�¬�

∆y(γ1(w)) = ∆y(w)
¤

pP��®y�\®Ä�d�VÁÄ�:�<�V�t�­�T d� ���ª®ÄÁ ®y�d��Á ��Á¿®Ä�y ��V�m°t�
γ2

�t�d�
γ−I

¤�� �� dÁ�®Ä�d�V�����t��� �d°T���dÁ�¤
�¹Á­���d�<®Ä�d��Á"Áy�*$1 ����d�¬� °:��°t�y���T�t�<��Á�°T�d�����t����°T��Á­®Ä�­ d�¬®"°T�y���ª�t� ��Á��3�J01���d� Q¯�¬�����M�T�y°t ("
±Γ1(2k)

"m�m°t�
k
°1�d��$º¤a,�� ®Ä�d� �m°t����°������d�
�¬°T�y°t��� �:�c!T¼o�|�  dÁy�!®y�d�\�t �®y°T� °T�%"d����Áy�

γ :
x 7→ x, y 7→ x−ky

¤
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k
�V7&
 ^�^ � �17 �4< 7

Vk := γ(Uk)
� �]q]D q]Dw7)���E
�5�F

Uk

^67 �4< 7%^S�]<
�H�E
8Fw
�_V�]qs�Y
�< � � � � � ��[][

Pk

q]Dw7+
������������ q]D'��q���_1^67 �4< 7%^
���&qvDw7��4<w�]qk7)�]<B^67('&_V5 �m���8
�5�F
Vk

ku
F2
�bW Dw7V<

Γ(Pk) = ±Γ1(2k)
�

�H�E
�
ku��,�H!�«����<�t�yµ\©k¤�¢R��� �3�J0t��À1®Ä���
(Vk) = γ ◦ À1®���� (Uk) ◦ γ−1 ¤#�H!i� �d��°t�y��� ¢���®

�m°T����°���Á|®Ä�d�:®

Γ(Pk) = β̂(γ)Γ(Ok)β̂(γ−1) =

(
1 −k
0 1

)
Γ(Ok)

(
1 k
0 1

)
(5.10)
= ±Γ1(2k)
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Gk

�t���
Stk

°t�+°T�y���ª�t� ��Á*°t���T�¬�� dÁ
k
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��"("s�$�:���t¤ �d¤ ����� ���<¨T£��6¼����d���­��®y�d��� $� 3�:®y��°T��Á¯�m°t� ®Ä�d���,�����������d������� �¬ d�c0t��Á¦�d�*�d�d���+�@!
®Ä����Áy��®m�|° °T�y���ª�t� ��Á �t�­� ���t���¬ d� �c®Ä���u¤¿� �d��Á­®��:��� ����®Ä�i®Ä���y��� Á%$� 3�t�­��Á¹��Án�+�¬�$�t dÁ­�R°t� ��®ÄÁ
Áy�d��"+�"�t��Á­°R�$�:�����¬��� �%
������������3�t�d� ��Á¦�T���d�¬�Ä�t��� � ���!���!�t�d°:®Ä�d�¬�|Áy�*$� d���d�¬�y����®Ä� °T�y���ª�t� ��Á�t���u���i�T�¬�� dÁ"§6"mÁy�����t¤ � � ¶¹»*§�¨ ����$ ¤
� �d��Á­®Ä�t���­Á ��� ®Ä���t��°k���
�� d�1�s����°t��Á%$� 3�t�­��Á·°k�¬�� d�·���"� ¶¹��¨ª©
�&¼w���d�¬�y�V®Ä�d�V!��t�y�V dÁ­���
®Ä°��¬°T�dÁ­®y�y d�º®³°t�y���T�t�<��Á¦®y�3�:®·��°�0t���·��® �3�J01�����hQ¯�¬�����
�T�y°T '" À�»

2(Z)
¤

� ��� ��
E;*

?@� F#� �#� � 7Vq
Gk

�V7 q]Dw7 
������������ � �]q]D
2k
_�� 5(���E78_  

k ≥ 2
! �]< 34����5\�E7 9 �

���]g�7V< ���bqvDw7�Fw7V����56q ��q �Y
�<'_

σa := (1 2) . . . (2k − 1 2k)
��<B^

σb := (2 3) . . . (2k − 2 2k − 1) ∈ S2k

1

· · ·
2k

• •
• •

• •
• •

∗
∗ ∗
∗ ∗

∗

34����5\�E7V¢ B
¶¹�¬�y�\°#"'"+°TÁ­��®y�\���d�T�¬Á��t�y�\���d���ª®y�P�3�¬��¤�G"�d�\°#�k®��t���dÁ�� ����°TÁy�¬�.Áy d�g�=�t���S����®y� ®Ä�d�!®m��°
�<�t�yµ:���."+°T���ª®ÄÁ • �:�d� ∗ ¤4, ®ÄÁ��T�¬�1 �Á¹��Á

k
¤�� �d�V�m d�d�3�:�<�¬��®Ä�t���T�­°T ("���Á

Uk =< y, (xy)k−1xyx−1(xy)−(k−1), (xy)jx2(xy)−j,

(xy)ixy2x−1(xy)−i|j ∈ {0, . . . , k − 1}, i ∈ {0, . . . , k − 2} >
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Γ(Gk)

��_ uJ
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k ∈ N

q]Dw7�FB���]< CV� F'��[ C8
�<6����5 �
7V< C87U���E
�5�F

Γ(2)
�

�H�E
�
ku��·� �d�+"d�y°1°t����ÁV�d�P01���d���J���ª®Ä°i®m��°a"3�t�g®ÄÁ¬¡I,�� ®y�d�h�3�yÁg®I"3�:�­®R�|�<Áy�d°��
Γ(2)

��Á��
Áy '�d�T�y°t ("
°:�

Γ(Gk)
�d���\®y�d�VÁy���¬°T�d� "3�t�­®�����Áy�d°��I®y�3�:®·��®¿��Á �d°t®n�d���T�T�¬��¤

Γ(Gk)
��_I�b_V5 �m���E
�5�F 
ku

Γ(2)
:

«����$�:���*®y�3�:®"®y�d���T�­°T ("
Γ(2)

��Á"�t���d�¬�Ä�:®y��� ��!�®Ä����®Ä�d�­�����<�:®Ä�­�����¬Á
A1

¼
A2

¼
A3

�t�P0T�¬�
��� "6©k¤ �!$º¤��*�tµt���t�ª�:���!®Ä���V®y�d�y�¬�)"��y����� �:�T��Á¿ ��d�d���

β̂
¡

γ1 :

{
x 7→ x
y 7→ x2y

, γ2 :

{
x 7→ xy2

y 7→ y

�t���
γ3 :

{
x 7→ x−1

y 7→ y−1

p ��Á­�d°�� ®Ä�d�:®
γi(Uk) = Uk

¤
G-�dÁy�¬�c0t�R®Ä�3�c®

Uk

��°T�ª®��:���dÁ
N :=<< x2, y2 >>F2

¤ �
°T�y�
"d�­������Áy�¬�P!T¼
Uk

��Á¹�t���d�¬�Ä�:®y���
��!

N
�t�d�i®Ä���V®m��° �����¬�<�¬�ª®ÄÁ

y
�t�d�

cyc−1 ����®Ä� c := (xy)k−1x
¤

G-�dÁy�¬�c0t���m d�g®Ä�d�¬�y� °T�y�:¼d®Ä�3�c®
γi(N) = N

�m°T�
i = 1, 2, 3

¡
T ¤ ��¤

γ1(x
2) = x2 ∈ N

�t���
γ1(y

2) = x2yx2y = y((y−1x2y)x2y2)y−1 ∈ N
¤�� �d��Á

��°T�yµ�Á·Áy��� �����t�y��!��m°T�
i = 2

�t���
i = 3

¤�� �1 �Án���V�3�J0T�
γ(N) = N

�m°T���t���
γ ∈ G(2)

¤
Àk���d���

N � F2

�t�d�
N ⊆ Uk

¼3��®|�m°T����°l��Á�®Ä�3�:®

∀n ∈ N,w, v ∈ F2 : wnv = uwv
����®Ä�iÁ­°T�<�

u ∈ Uk.
"&©k¤ ¢T¢ $

G"�d�V°#��®Ä�t���dÁ �:¤ ��¤�¡
γ1(y) = x2y ∈ Uk

�t�d�
γ1(cyc

−1) = (γ1(xy))
k−1xx2yx−1(γ1(xy))

−(k−1) = (x3y)k−1xx2yx−1(x3y)−(k−1) (5.11)
=

u(xy)k−1xyx−1(xy)−(k−1) � ucyc−1 �m°T� Áy°t�<� u ∈ U
¤¯� �1 �Á

γ1(Uk) = Uk

¤
� �d��ÁH��°T�yµ�Á¿Á­��� ��� �:�y�P!��m°T�

i = 2
¼
i = 3

¼@���d�����&�3�d��Áy�d�¬Á|®Ä�d�U"d�y°1°t��®y�3�:®
Γ(2) ⊆ Γ(Gk)

¤

Γ(2)
��_
q]Dw7���Dw
�[�7U���E
�5lF

Γ(Gk)
:

� �d�V�<�:®Ä�­�����¬Á

I =

(
1 0
0 1

)
, B1 =

(
1 1
0 1

)
, B2 =

(
0 −1
1 0

)
, B3 =

(
1 −1
1 0

)
,

B4 =

(
0 −1
1 1

)
, B5 =

(
1 0
1 1

)

�m°T�­� �JÁd!1Á­®Ä�¬� °t�"�¬°TÁy�º® �­� "d�­��Áy�¬�ª®��:®y�P0T�¬Á °t�
Γ(2)

���GÀk»
2(Z)

¤Y� �1 �Á ��®��­���<�t����Á�®Ä°
Áy��°l�V¼3®y�3�:®

B1

¼
B2

¼
B3

¼
B4

�t�d�
B5

�t�y�V�d°:®����
Γ(Gk)

¤
G-�dÁy�¬�c0t� ®Ä�d�:®"�:�����T�¬�d���y�:®Ä°t�yÁ¹�t�d�i®Ä�� dÁ"�:�����¬����� ���ª®yÁ¹°t�

Uk

�¬°T�ª®��t�����:���*0t��� �� d�I�+�¬�
°t��°1���¬ d�y�­���d�¬��Á"°:�

x
¤¹Àk���d�¬�

y
��Á¹���

Uk
¼(®Ä���R�� d�1�s���

]x(γ(y))
�3�:Á¹®Ä°+�+���*0t��� �m°T�¹�t�
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�t �®y°T� °T�%"d����Áy�
γ
��� À1®Ä���

(Uk)
¤ � �d��Á¦���+"������¬Á�®Ä�d�:®�®y�d��®Ä°#" �y���T�ª®��¬�ª®Ä�c! °t���t� �����¬�<�¬�ª®

°t�
Γ(Gk)

�d�tÁ·®y°&�s� �V0T�¬��¤³´3�­°T� ®Ä����Á¹�t�y�T ��<�¬��®·� ®·�m°t����°���Á ®Ä�d�:®
B1

¼
B2

¼
B3

�t�d�
B4�t�­����°t®����

Γ(Gk)
¤

, ®¿�­���<�t����Á¦®y°R���d�¬��µ
B5
¤ p �¹®Ä�tµt�³®y�d�="��y����� �:�T�

γ0 : x 7→ xy, y 7→ y
��� �  �® +(F2)

°t�
B5

 d�d�d�¬�
β̂
¤

� �d�¬� �����d��0t���m°t� �$�t���
°t®Ä�d�¬��"d�y�¬���<�t�T�
γ := w · γ0 · w−1 " w ∈ F2

$ ¡
γ(xy−1xy−1) = wγ0(xy

−1xy−1)w−1 = wx2w−1 ∈ N ⊆ Uk

¤
�| �®

xy−1xy−1 ��Á���°t®���� Uk

¼�®Ä�� dÁ
γ 6∈ À1®����

(Uk)
¤<´3�y°T� ®Ä�d��ÁU��®U�m°T����°���Á"®Ä�3�c®

B5 6∈
Γ(Gk)

¤

� ��� ��
E;*

?@� F#�
� ��� � 7Vq
Stk

�V7IqvDw7h
������������ � �]qvD
2k − 1

 
k ≥ 2

!+_�� 5'���E78_I�]< 34����56�E7
9 �y���]g�7V< ���bq]Dw7�Fw7V�V��56qY��qs�Y
�<'_

σa := (1 2) . . . (2k − 3 2k − 2)
��<B^

σb := (2 3) . . . (2k − 2 2k − 1) ∈ S2k−1

1

· · ·

2k−1

• •
• •

• •
• •

•
• •
• •

•
• •
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"s°T���ª®$¡ • ¤ , ®ÄÁ��T���� dÁ·��Á k ¤�� �d���m ��d�3�t� ���ª®��:���T�y°t ("i��Á

Uk =< y, (xy)k−1x(xy)−(k−1), (xy)jx2(xy)−j,

(xy)jxy2x−1(xy)−j| j ∈ {0, . . . , k − 2} >
� ��?�2 ?@� 
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E?+� F#������� W Dw7hAB7878C8D-���E
�5�F

Γ(Stk)
��_ uJ
�� ��[][

k ∈ N
qvDw7nC8
�<6����5 7V< C87 ���E
�5lF

Γ :=
{(a b

c d

)
∈ À�»

2(Z)|a+ c
�t�d�

b + d
°k��� }

.

�H�E
�
ku�� p ���d��0t�

A ∈ Γ ⇔ A
��Á Áy�¬�ª®¹®y°�®y�d�V���<�t�T�¹°t�

I =

(
1 0
0 1

) °T�
B2 =

(
0 −1
1 0

)

����À�»
2(Z)/Γ(2) =

À�»
2(Z/2Z)

 ��d�d����®Ä��� �3�c®Ä d�y�t� "d�y°l?­���¬®y��°T�u¤|� �� dÁ
Γ
��Á��T�������Ä�c®Ä���

�tÁ��d°T�­� �:�uÁy '�d�T�y°t ("
°:��À�»
2(Z)

��!
Γ(2)

�t�d�i®Ä�����<�:®y�y��N
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Γ(NB) = ΓB.
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 h′ ∈ F2

_V5wC8D)qvD'��q
h = h′k

� �]q]D
k ∈ N, k ≥ 2

�
3 5\��q]Dw7V�V�&
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h
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h = h′µ(h) uJ
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��&7 h′ ∈ F2

�

� �� dÁ�¼ª� �
h
��Á "3�t�y���+°t������� ®����t�1�s�H���­��®y®y���R�tÁ

h = v[x, y]µ(h)v−1 °T� h = v[x, y]−µ(h)v−1�m°T� Á­°T�<�
v ∈ F2

�t�d�i®Ä�d�V�� d�1�s���
µ(h) ∈ N

��Á  d�d��$� d�y��� ®Ä�i®Ä�d��Á�"d�y°#"s���g®m!T¤
p ���d�*�3���M�m ��­®Ä�����y� °T�­��®Ä�d��Á­ (�dÁ­�¬®ÄÁ

C0

�t�d�
P0

�t�d�O®Ä�d��Á­ (�d�T�­°T ("
N0

°t�
F2

�:Á
�m°T����°���Á�¡

C0 := {w[x, y]w−1 ∈ F2| w ∈ F2}
P0 := {v[x, y]kv−1 ∈ F2| v ∈ F2, k ∈ Z}
N0 := < C0 > = < P0 >

G-�dÁy�¬�c0t�!®Ä�3�:®
P0

��Á�®Ä�d� Áy�¬®�°t�·�t���M"3�t�y���s°T����� �¬���¬�<�¬��®yÁ�°t�
F2
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H
¤
N0
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pZ2 : F2 → Z2 ¼,�&¤ �t¤ N0

��ÁV®Ä���
��°t�<�� k®��:®y°T�

[F2, F2]
°t�
F2
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�tÁ���Áy '�d�T�y°t (".°t�
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p �<���d���ª®Ä� �]!�®y�d�<�¬ dÁ%"�ÁR°t�|�*�
(n, n)

����®y�J®y�d� �����¬�<�¬�ª®ÄÁV���
(Z/nZ)2 �tÁV�����d�����:®Ä�¬� ���´����T d�y� ¢*-�¤�� �d�h"3�t�g®Ä� ®Ä��°t�

B = {b1, . . . , bk}
���*�3�d�¬ÁR� "3�t�g®Ä� ®Ä��°t� °t�¦®Ä�d���� �Á%"dÁ¬¤bp �

���d°1°TÁy�
k
�d��Lu�¬�y�¬��®��d�:®Ä d�y�t�¿�� d�1�s���­Á

r1
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rk
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rj
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ᾱ : (Z/nZ)2 → Z
��� ®Ä�

s 7→ rj :⇔ s ∈ bj.

´3 d�­®y�d���­�<°t�y�t¼\�|�V�d�¬�d°t®Ä�

α := ᾱ ◦ pn,n : F2
pn,n→ (Z/nZ)2 ᾱ→ Z

�t�d�
αw := α(w),

���d�¬�y�
pn,n : F2 → (Z/nZ)2 ��Á¿®y�d�V��°T�b"s°TÁy� ®Ä��°t�!°t� pZ2

����®Ä�i®Ä�����d�:®Ä d�y�t� "d�­°�?­���º®Ä��°T�
Z2 → (Z/nZ)2 ¤
¾¹°:®Ä���¬�"®Ä�3�c®

α
��Á �d°t®·���T�­°T ("��d°T� °T�<°t�%"d�d��Áy� � , ®·���d�d d�¬��Á·�1�|�¬�����d�V�3�d���
� ��"

lB : C0 → Z
��!

w[x, y]w−1 7→ α(w),
"
B�¤ ¢ $

Áy���d���:¡

v[x, y]v−1 = w[x, y]w−1 ⇒ w−1v ∈ < [x, y] >
⇒ pn,n(v) = pn,n(w) ⇒ α(v) = α(w).
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lB
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®Ä°
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Cα := {w[x, y]αww−1 ∈ F2|w ∈ F2} ⊆ P0

NB := Nα := < Cα > ⊆ N0
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¤ � �d�*! �t�­�³�d��0k���d���<���ª®Ä°
k
�����tÁyÁ­��Á ��! ®Ä�d�U"3�t�g®Ä��®y��°T�

B
¤�½| dÁ%"dÁ
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Hn,n
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(H/

�,� ∗(n, n))
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Hn,n
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pn,n : F2 → (Z/nZ)2 ¤�� �d� Áy�¬® Cα
��Á1"d�­��Á­���c0t��� ��! �¬°T��?­ d�ª�c®Ä��°t�>����®y�

������� ���ª®ÄÁ,���
Hn,n

¡ , �
h ∈ Hn,n

¼:®Ä�����
pn,n(h) = (0, 0)

¤,� �� dÁ
α(hw) = ᾱ(pn,n(hw)) =

ᾱ(pn,n(w)) = α(w)
�t�d� �|�V�3�J0T�:¡

hw[x, y]αww−1h−1 = hw[x, y]αhw(hw)−1 ∈ Cα.
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NB

¤
i ⇒ j�¡¿½|°T�dÁy���d����®Ä���R d�d�y�t� �P�3�¬����°�0t���y���d� C\Z2 → E∗ ¤ , ®¹�d�*�3����ÁU�t�����1�s���d�����d� °t�
π1(C\Z2)

���ª®y°
π1(E

∗) = F2

¤�� �d�<ÃV�t��°t��Á·�T�y°T '" ÃV�t�
(C\Z2/E∗)

��Á
Z2 ¼�®Ä�d� ÃV�t��°T��Á�T�­°T ("�ÃV�t�

(H/(C\Z2))
��Á�®Ä���R��°t�<�� k®��:®y°T�

[F2, F2] = N0

¤�� �1 �Á
π1(C\Z2)
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®Ä���3��� 01���
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[F2, F2] = N0
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C\Z2 ¼u�6¤ �:¤V�t�y°t d�d� ®Ä���1"+°t���ª®ÄÁ¹��� ®Ä���� �c®y®Ä�����
Z2 ¤

p �"���d°1°TÁy�"�m°T���$�t���i�¬ dÁ%"
i ∈ Z2 �I�'Nk���i��°1°#" vi[x, y]v

−1
i

¤��o��°���°1°#"dÁ
v[x, y]v−1 �:�d�

v′[x, y]v′−1 �s����°T�d� ®y° ®Ä����ÁÄ�t� ���¬ dÁ%"���L vv′−1 ∈ N0
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N0 = [F2, F2]

¤Sp �
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pZ2(vi) = i
��!\���d°1°TÁ­���d��®Ä���
�d�tÁy�
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π1(C\Z2)
Á­ d��®Ä���d��!T¤

� �d�¬��¼
N0 = π1(C\Z2)

��Á¿�m�­������!\�T�¬�d���y�:®Ä�¬� ��! {vi[x, y]v
−1
i ∈ F2| i ∈ Z2} ¤´3°T� �$�:���

j ∈ Z2 ��� �¬°T�dÁy���d��� ®y�d�V�T�y°T '"���°T�<°t�<°T�c"d�d��Áy�

ϕj : N0 → (Z,+), w 7→ ]vj [x,y]v−1

j
(w),
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j
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w
¤
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v[x, y]kv−1 ¤�»��¬® i ∈ Z2 �+�¿®y�d� �� �Á%"®Ä°����d�����

v[x, y]v−1 �+�¬��°T���TÁ�¼d�6¤ �:¤ i = pZ2(v)
�t�d�

vv−1
i ∈ N0

¤¯� �d���­�¬�m°T�­�R�����3�J0T�t¡

ϕj(v[x, y]
kv−1) = ϕj((vv

−1
i︸︷︷︸

∈N0

)(vi[x, y]
kv−1

i ) (vv−1
i )−1

︸ ︷︷ ︸
∈N0

)

= ϕj(vi[x, y]
kv−1

i ) =

{
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� �
i 6= j
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� �
i = j
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p �R�d°��B�y�º®Ä d�­� ®Ä° ®Ä�d� �T�y°T '"
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¤¹´3°T�¹���t��� �T�¬�d���y�:®Ä°t�
v[x, y]αvv−1  dÁy���d� "
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ϕj(v[x, y]
αvv−1) =

{
0,

� �
pZ2(v) 6= j

αv = αvj
=: αj,

���
pZ2(v) = j

� �� dÁ�¼3®y�d�V���<�t�T�
ϕj(NB)

���
Z
��Á¿®Ä�d�V�V!k�¬�����U�T�y°T '"

< αj >
¤

¾¹°��V¼d���¬®
h = w[x, y]kw−1 �+�³��� NB

�:�d�
j := pZ2(w) ∈ Z2 ¤�� �d��� ϕj(h)

(6.3)
= k

��Á|���
< αj >

¤�� �� dÁ
k
��Á �d�P01��Á­���d���=��!

αj = αwj
= αw

¤
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B
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(Z/nZ)2 �d�V�3�d��Á�� "3�t�g®Ä� ®Ä��°t� B̃ °t�
®Ä����Á­�¬®·°t�*�� dÁc"dÁ

C0

¡ p �V�3�J0T� ���3�:®y d�Ä�t� "��y°�?­�¬�¬®Ä��°T�

C0 → (Z/nZ)2, w[x, y]w−1 7→ pn,n(w).

� �d��Á·�<��"\��Á �|�¬�����d�V�3�d��� ��!\®Ä�d�VÁÄ�:�<�V�t�­�T d� ���ª® ®Ä�d�:®��|�� dÁ­������� "�B�¤{§ $ ¤
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B̃ := {b̃1, . . . , b̃k}
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b̃i
��Á¿®y�d�R"d�y�¬���<�t�T�"°t�
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 d�d�d�¬�·®y�d�R"d�y°�?­�¬�¬®y��°T�

C0 → (Z/nZ)2.

� �d��Á·��Á � $� d��0t�:�����ª® ®y°

v[x, y]v−1 �:�d� w[x, y]w−1 �t�­�U���\®Ä����Áy�t� �U��� �:ÁyÁ ⇔ α(v) = α(w).
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�t�d� Áy�d°��O���<»��¬�<�<� B�¤ �³®y�3�:®¯®Ä�d��Á���Á�®Ä���
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GB̃ := {γ ∈ �  �® +(F2)| ∀w ∈ F2 : γ(w[x, y]w−1)
��_
�]<aqvDw7y_ ���&71CV[���_8_
��_

w[x, y]w−1 �]< B̃}
= {γ ∈ �  �® +(F2)| ∀w ∈ F2 : γ(w[x, y]w−1) = v[x, y]v−1� �]q]D _�
��&7

v ∈ F2
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αw = αv}
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(F2)

(Nα) =
À1®����
��� �

+
(F2)

(Cα)

§k¤¹À1®Ä���
��� �
+

(F2)
(Cα) = GB̃

¤
£�¤
γ ∈ GB̃ ⇔ γ([x, y]) = v0[x, y]v

−1
0

��� ®Ä�iÁy°T� �
v0 ∈ Hn,n

�t�d�
∀w ∈ F2 : α(γ(w)) = α(w).

�d¤
β̂(GB̃) = ΓB
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Nα
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+

(F2)
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h ∈ Cα
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h = w[x, y]αww−1 �m°T�UÁ­°T� �

w
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γ
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µ
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F2

¼ ��� �d��0t�
γ(h) = v[x, y]αwv−1 ∈ Nα

�m°T�¿Á­°T� �
v
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F2
¤ �H!\»��¬�<�<��B�¤{©���®¿�m°T����°���Á�®y�3�:®

αv|αw
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h′ := v[x, y]αvv−1 ∈ Cα

¤�� �����
γ(h)
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h′
¤¯� �� dÁ

h
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°t�
γ−1(h′)

�t�d�
γ−1(h′) = w[x, y]αvw−1 ��ÁV��� Nα
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αw|αv

¤¦¶¹�¬�d���:¼
αv = αw

�t�d�
γ(h) = v[x, y]αvv−1 ��Á ��� Cα

¤¯� �1 �Á
γ
Á­®Ä���d����� � ��Á Cα
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γ ∈ À1®Ä��� ��� �
+

(F2)
(Cα)

⇔ ∀w ∈ F2 : γ(w[x, y]αww−1) = v[x, y]αvv−1 �m°t� Áy°T� � v ∈ F2

⇔ (
Á­���d�¬�

γ
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µ)

∀w ∈ F2 : γ(w[x, y]w−1) = v[x, y]v−1 �m°T� Áy°T� � v ��� ®Ä� αw = αv

⇔ γ ∈ GB̃
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γ
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¤�½|�d°k°tÁy�
v0 ∈ F2

Á­ d���!®Ä�d�:®
γ([x, y]) = v0[x, y]v

−1
0 .

� �����&���
�3�J0T�:¡

∀w ∈ F2 : γ(w[x, y]w−1) = γ(w)v0[x, y]v
−1
0 γ(w)−1 "�Bk¤ � $

i ⇐ j�¡Àk ("'"+°TÁ­�t¼
γ
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∀w ∈ F2 : α(γ(w)v0) = ᾱ(pn,n(γ(w)v0))
v0∈Hn,n

= ᾱ(pn,n(γ(w)) = α(γ(w)) = α(w).

Àk�º®y®Ä���d�
v := γ(w)v0

���V®Ä�� dÁ·�3�J0T�
αv = αw

�t�d�i°#��®Ä�t��� ��! "�Bk¤ � $ ¡
γ(w[x, y]w−1) = v[x, y]v−1 ����®Ä� αw = αv

¶¹�¬�d���:¼
γ ∈ GB̃

¤
i ⇒ j�¡�»��º® γ �s����� GB̃

¤
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v0
���+°�0t�<Á­ d��� ®Ä�d�:®

γ([x, y]) = v0[x, y]v
−1
0

¤ ´3�­°T� ®Ä���<�d�V�3�d� ®Ä��°t�
°t� GB̃

��®¹�m°T����°l��Á·®Ä�3�c®
α(v0) = α(
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)
¤ "YG-�dÁy�¬�c0t��®y�3�:®U� �

α(v′0) = α(
���

)
�m°T�"Á­°T�<�

v′0�m d���3�������d�
γ([x, y]) = v′0[x, y]v

′−1
0

¼+®Ä�d�t� ®Ä�d��Á³��Á=��! "
B�¤{§ $�®y�y d�R�m°t�³�t���
v′0
�m d���3�������d��®Ä���
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α
®Ä�d�:®

pn,n(v0)
�t�d�

pn,n(
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)
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B
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B
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b1 = {(0, 0)} ¼�®y�1 �Á v0

��Á ���i®Ä���
µt�¬�y�d�¬��°t�

pn,n

¼d�&¤ �t¤
v0 ∈ Hn,n
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w
�s� ���

F2

¤
� �d������!J®Ä�d� �d�*�3����®Ä��°T�J°t� GB̃

®Ä�d�¬�y�!��Á Á­°T� �
v ∈ F2

����®y�
γ(w[x, y]w−1) = v[x, y]v−1 �t��� αv = αw

¤
(6.4)⇒ v[x, y]v−1 = γ(w)v0[x, y](γ(w)v0)

−1 ⇒ pn,n(v) = pn,n(γ(w) · v0)

⇒ α(v) = α(γ(w) · v0) ⇒ α(γ(w))
v0∈Hn,n

= α(γ(w) · v0) = α(v) = α(w)
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β̂ :

�  k® +(F2) → À�»
2(Z)

��Á ®Ä�d���d�:®Ä d�y�t�n"d�y°�?­�¬�¬®y��°T��¤ p �
�d�V�3�d�

β̂n,n :
�  �® +(F2) →

À�»
2(Z/nZ)

�@!��¬°T�b"+°TÁ­���d�
β̂
��� ®Ä��®Ä���·�d�:®Ä d�y�t�("d�­°�?­���º®Ä��°T�

À�»
2(Z) → À�»

2(Z/nZ)
¤

«����$�:���|®y�3�:®
β̂
��Á���°T�b"3�:®y���d���&����®y�

pZ2

"mÁy�¬�����y°�"+°TÁ­��®y��°T�.£�¤{© $ ¤ � �1 �Á+�����d��0t�
�m°T�
γ ∈ F2

�:�d�
Ā := β̂n,n(γ)

¡

∀w ∈ F2 : pn,n(γ(w)) = Ā · pn,n(w)
"
B�¤ ©!$

p ��°���®��t���!®Ä�d�U�m°T����°������������3�t����°:� � $� d��0:�t���¬�d���¬Á�¡

γ ∈ β̂−1(ΓB) ⇔ Ā ∈ Γ̄B

⇔ Āw̄
��Á ���i®y�d�VÁÄ�t� �V�����tÁyÁ °t�

B
�tÁ
w̄ ∀w̄ ∈ (Z/nZ)2

⇔ ᾱ(Āw̄) = ᾱ(w̄) ∀w̄ ∈ (Z/nZ)2

⇔ ᾱ(Āpn,n(w)) = ᾱ(pn,n(w)) ∀w ∈ F2

(6.5)⇔ ᾱ(pn,n(γ(w))) = ᾱ(pn,n(w)) ∀w ∈ F2

⇔ α(γ(w)) = α(w) ∀w ∈ F2

� �� dÁ�®Ä�d�R"d�­�����<�t�T�³°t�
ΓB

��� �  �® +(F2)
��Á

β̂−1(ΓB) = {γ ∈ �  �® +(F2)|α(γ(w)) = α(w)
�m°T���t���

w ∈ F2}.
�H!�À�®Ä� "
£1�|���3�J0T�V®Ä�����y�º�m°T�y�:¡

GB̃ = {γ ∈ β̂−1(ΓB)| γ([x, y]) = v0[x, y]v
−1
0

����®y�iÁy°T� �
v0 ∈ Hn,n}.
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β̂(GB̃) ⊆ ΓB
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γ′
���
β̂−1(ΓB)
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γ
°:� GB̃

¡
, �
γ′([x, y]) = v′0[x, y]v

′−1
0

®Ä�d�¬�
Á­�¬®
γ := v′−1

0 · γ · v′0
¤
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β̂(GB̃) = ΓB
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Γ(NB) = ΓB
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p : X∗ q−→ W(� ∗(n, n) → E∗ ��<B^SqvDw7b7('#qk7V<'_V�Y
�< q : X → W(�
(n, n)

��_I�c����� � 7%^ 
�g�7V�
q]Dw7+CV5�_mFw_+
ku.W(�

(n, n)
�]<>q]Dw7 uJ
�[][�
�� �]<6� �M� ��:R3o
��b7%�6C8D

x ∈ bi
qvDw7nFB�E7V�]�b���67

q−1(x)C8
�<'_V��_Vq]_S
ku N
ri

Fw
��]<wq]_ � �]qvDx�c����� � C%��q �Y
�<��]<B^67('
ri " ��Dw7V�E7 N ��_bq]Dw7&^67Y���E787S
ku

q
��<B^

q]Dw7
ri

� _I���E7)^67 �4< 7%^ ��_y�]< � 78CVqs�Y
�< � �]9 �hW Dw7V<IuJ
��
U :=

Ã��:�
(H/X∗) ⊆ F2
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π1(X
∗) ∼= ÃV�t�

(H/X∗) = U ⊆ Hn,n =
ÃV�t�

(H/
�,� ∗(n, n)) ∼= π1(

�*� ∗(n, n)).
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¤�� �1 �Á
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�t�d�
v[x, y]kv−1 ∈ U ⇔ k

��Á �d�P01��Áy�������=��!
ri.

"�Bk¤ B $
� �d��Á·��Á � $� d��0t�:�����ª® ®y°

U ∩ P0 = Pα.

G"�y���ª�t� ��Á��tÁ �y�*$1 ����y�¬�i���i»���� � � Bk¤�¢T¢U��° ��Nk��Á­®�¤ �H!!®y�d�V«·�����<�t�d�kÂ�¶¹ d�d����® � �m°T�­�� d� �°T�d�R°#��®��:���dÁ³®y�d�R�m°T����°��������<�­��Á­®y�y���¬®Ä��°T� °T�
r1
¼�¤�¤¬¤�¼

rk

¼ |b1| ¼�¤�¤¬¤�¼ |bk| �t�d� ®y�d���d�¬�T�y�¬�
N
°t�,®Ä�d�V�¬°l0t���­���d�

q : X → �,�
(n, n)

¡

2gX − 2 = N(2 − 2) + S
��� ®Ä�

S :=
k∑

j=1

|bj| ·
N

rj

(rj − 1)
�m°T� Áy°t�<�

gX ∈ N.

� �d�V�T�¬�1 �Á¹°t�
X
��Á¿®Ä�����

gX := S+2
2

¤
p ���t�P0T�U���\®Ä�d�U�m°T����°������d���t�i�VN\"d������� ® �VN��t�b"d���:¤

GIHJ�9��2L#E� 5#�
� 6#� , �
k > 2

¼����d°k°tÁy�
r2
¼³¤�¤¬¤�¼

rk

�:Á<�d��Lu�¬�y�¬��®b"d�­��� �\�� d�1�s���yÁh����®y�
gcd(|bj|, rj) = 1

�m°T�
j ∈ {2, . . . , k} ¤¦Àk�¬® N := r2 · . . . · rk

�t�d�
r1 := N

¤
, �
k = 2

¼j���d°1°TÁy��®m��°U"d�­��� � �� d�1�s���­Á
p
�t�d�

q
��� ®Ä�

gcd(q, n2−1) = gcd(p, n2−1) = 1�t�d��Áy�º®
r1 := q

¼
r2 := q(n2 − 1)

�t���
N := pq(n2 − 1)

¤



� ����� � ��� ����� � � ��� ��� �t£

� �d��Áy ��­�=�t�¬� �,� ∗(n, n)
��ÁV�:�J�¬������"�®y���R�¬ d�c0t�b��� ®Ä�

n2 �� dÁc"dÁ�¤h, ®yÁV�m ��d�3�t� ���ª®��:� �T�y°t ("
π1(

�,� ∗(n, n))
��Á·�T�¬�d���y�:®Ä�¬� ��!

xn ¼ yn �t�d��®y�d�RÁ­���b"d���V��°1°#"dÁ l1 ¼,¤�¤¬¤�¼ ln2

�t�y°T ��d��®Ä���
�� �Á%"dÁ ����®y�i®y�d�V�y�¬� �:®y��°T�

[xn, yn]l1 · . . . · ln2 =
���
.

p �R�d�¬�d°t®Ä�R���
®y�d� �m°t����°������d���m°T�
i ∈ {1, . . . , n2} αi := ᾱ(i)

¼B�������y�
i
��Á¹ d�d�d�¬�yÁg®Ä°1°k�

�tÁ�������� ���ª®�°t�
(Z/nZ)2 ¼��6¤ �:¤ αi

��Á�®Ä�d�\�����s���¿°t�·®Ä�����¬ dÁ%"
i
¤Y»��¬®

σ ∈ SN
�+�\®Ä���

N
Â��*!1�¬���

(1 . . . N)
¤hp ���d°����d�*�3��� �i�d°T� °T� °T�%"d����Áy�

ϕ
®Ä°\®Ä�d��Ád!k� � �¬®Ä�­�����T�­°T ("

SN
�tÁ¿�m°T����°���Á�¡

ϕ : π1(
�,� ∗(n, n)) → SN ,

xn 7→ ���
, yn 7→ ���

,

li 7→ σ
N
αi

�m°T�
i ∈ {2, . . . , n2}, l1 7→ σ

−( N
α2

+...+ N
αk

)

ϕ
��Á ���������d�*�3������¼(Áy���d���

ϕ([xn, yn]l1 · l2 · . . . · ln2) =
���
.´3 d�­®y�d���­�<°t�y�t¼\�|�V�3�J0T��°T�­�

(ϕ(li)) = αi

�m°t�
i ∈ {1, . . . , n2} ¤´3°T�

i > 1
¼d®Ä�d��Á ��Á¿®Ä�­ d�R��!\�d�*�d�d��®y��°T��¤

, �
k > 2

¼1®y�d��Á¦��Á�®y�y d�·�m°T�
i = 1

¼�Áy���d��� −( N
α2

+ . . .+ N
α

n2
) = −(|b2| · N

r2
+ . . .+ |bk| · N

rk
)��Á ��°t®��d�P01��Áy�������-��!i�t��!i°t�,®Ä���
"��y��� ��Á

r2, . . . , rk

�t�d�i®Ä�� dÁ��3�:Á·°t�y�d�¬�
N
¤

, �
k = 2

¼k®Ä�d�¬� N
α2

= . . . = N
α

n2
= N

r2
= p

¤¯¶¹�¬�d���
ϕ(l1) = σ−p(n2−1) �t�d�\�3�tÁ °t�y�d�¬� q ¤

»��¬®
U ⊆ F2

�s��®y�d��µ:���­�d���¹°t�
ϕ
�t���G���º®

O = (p : X∗ → E∗)
�+�i®Ä����°T�­���ª�t� �

®Ä�d�:® �¬°T�y�­��Ác"+°T���dÁ ®Ä°
U
¤D� �d� �¬�1�s���d�d���d�

U ⊆ π1(
�*� ∗(n, n))

�d�V�3�d�¬Á\� ��°�0t���y���d�
q : X∗ → �*� ∗(n, n)

¤M, ®ÄÁ·�VN1®Ä�¬�dÁy��°T�
q : X → �,�

(n, n)
�d�tÁ·®y�d�V�y�*$1 ����y�¬���y�t�<���3�$�c®Ä��°t�

�s���3�J01��°T ����@!\®y�d�V�d�*�d�d��®y��°T�\°t�
ϕ
¤

� �����9�
� 5��
�'C � � �d�M�y��Á­ d��®����D½|°T�y°T��� �t�d!�Bk¤�¢j§ �¬°T d���
�
 dÁ­���d�.®Ä�¬�y� Á\°t�R�y�t� �P�3�¬�

��°�0t���y���d�TÁ
�
�t��Á­°��+�V�d�¬Áy���­���s���
�tÁ �m°T����°���Á�¡

½|°T�dÁ­���d�¬�R�:� ��K �d� �d�PL+��°t�<°T�c"d�d��Áy�
f
��� � L +(X∗)

¤\Àk���d�¬�<� ®V��Á ��K �d� ��®V�d�¬Áy���¬�d�dÁ
01� �

p
®Ä°
E∗ "=Áy�¬�"� �d�¬°T�y�¬� ¢ $ ¤ � �d�"�¬°l0t���­���d���,� ∗(n, n) → E∗ ��Á����d�t�Ä�t�º®Ä�¬�y��Ág®Ä���t¼k®y�� dÁ

f
�d��Á­���¬�d�dÁ��:��Áy° 01���

q
®Ä°iÁ­°T�<�

f̄
°T�M�,� ∗(n, n)

¤�²³�¬�d°t®Ä��®y�d���VN1®Ä�¬�dÁy��°T� °:�
f
®y°
X
¼

�y�¬Á%"�¤u°t�
f̄
®y°\�*�

(n, n)
¼��t��Áy°S��!

f
¼��y�¬Á%"�¤ ��!

f̄
¤�� �d���d��Lu�¬°T�<°t�%"d�d��Áy�

f̄
�t�º®ÄÁU°T��®Ä���

Áy�º®�°t���� �Á%"dÁ�°t�·�,�
(n, n)

¼ ���d����� ���\�������ª®Ä� �]! �tÁI�+�º�m°T�y�&��� ®Ä�
(Z/nZ)2 ¤ Àk������� f̄ ��Á

�����d d���¬� ��!
f
¼3� ®��y�¬Á%"s���¬®yÁ·®y�d�V�Ä�:�<���3�$�:®y��°T�\°t�y�d�¬��¼3�&¤ �t¤¯� ®�"d�y�¬Áy�¬�c0T�¬Á³®Ä���
"d�t�­®y��®Ä��°T�

B°T�
Z/nZ × Z/nZ

¤¦¶·���d�¬� � ®·�t�¬®yÁ¹�:Á��t�
�¬���¬�<�¬��®
Ā
°t�

Γ̄B

¤
� �d� �����a®�°:�

f̄
®y°<®y�d�  ��d�P0t���yÁy�t�,��°�0T�¬�y�����

C
°t���,�

(n, n)
��Á·�t� ��K<���R�<��"
°:�

C
���d�����

�y�¬Á%"s���º®ÄÁ³®y�d�I"3�:�­®Ä� ®Ä��°T�
°:�
Z2 ®Ä�3�c®"°T�d��°#��®Ä�t����Á³�tÁU"d�y�¬���<�t�T�V°t� B ¤UG"�d� �$�t�����d°k°tÁy�®Ä���������a®|Áy d����®Ä�3�:®

0
��Á����\N��¬�a"s°T���ª®�¤

� �d�¹�d���­�P0:�:®Ä��0T�
A =

�d�¬�
(f)

��Á¯®Ä�d�·�d���­�P0:�:®y�P0T�·°t��®y�d��Á¯�����a®¦�tÁ��������$�t���<��" °T�
C
¤¯¶¹�¬�d���

��� �3�J0t�
A
��Á ���

ΓB
¤



� � � ����� � ��������� � � �
� ���

� 
�� � , (
�����)��� � � � /�1 � ��� 	 1 �
��(�4 3
ΓB

�0�(�%?������ 6#� � 7Vq
B := {b1, . . . , bk}

�V7 � F'����qs�]q �Y
�<�
ku
(Z/nZ)2 _V5wC8D q]D'��q b1 =

{(0, 0)} �hW Dw7V< ΓB


�C8CV5\�E_)��_aAB7878C8D+���E
�5�F�
ku
��</
������������ �
�H�E
�
ku�� p �n�������'�3�­Á­®��d�*�d�d�³�VÁy '�d�T�y°t ("

W
°:�
F2

°t�f�3�d��®y�����d�d��N<�t�d��®Ä�d�¬� Á­�d°���®Ä�3�c®
Γ(W ) = ΓB

¤
»��¬®

U ⊆ F2
�s�R��Áy (���T�y°T '"�°t� �3�d��®y�V���d�d��N�Áy d���
®Ä�3�:®

U ∩ P0 = Pα
¤�� �d���VNk��Ág®Ä�������

°t�*Áy d���
�T�y°t ("dÁ��¿�:Á¹�:ÁyÁy ��y�����:® ®Ä�����¬�d��°:��Á­���¬®y��°T� B�¤{§k¤
²³�V�3�d�

W
���\®y�d�U�m°T����°l�����d�I�|�J!+¡

W :=
⋂

γ∈G
B̃

γ(U) ⊆ F2.

� ��� ���<�t�T�¬Á
γ(U)

�3�J0T��®Ä��� Áy�t� � ���d�d��NM���
F2

¤�� �d�¬�y� �t�­� °t�d�P! �3�d��®y����! �<�t��!�Áy (�1Â
�T�­°T ("dÁ�°t�

F2

����®y�i®y�d��Á ���d�d��Nu¤¯� �� dÁ
W

��Á�� Á­ (�d�T�­°T ("�°t� �d�d��®y�U���d�d��Ni°t�
F2

¤
p ����°l��"d�y°�0t��®y�3�:®¹À1®Ä��� ��� �

+
(F2)

(W ) = GB̃

¤
"=� $ i ⊆ j�¡�Àk������� W ⊆ U

�|�V�3�J0T�
P0 ∩W ⊆ P0 ∩ U = Pα

¤
G"�J®y�d� °t®Ä�d�¬�V�3�t�d� GB̃

��ÁU®y�d�<Ág®���������� � �¬�"°t� Cα

¼,®y�1 �Á
γ(Pα) = Pα

�m°T�V�t���
γ ∈ GB̃

¤
Pα ⊆ U

¼d®Ä�����y�º�m°T�y�
Pα ⊆ γ(U)

�m°T���t���
γ ∈ GB̃

�t�d� �|���3�J0T�
Pα ⊆ W

¤
Àk���d�����t��!@�¿�J!

Pα ⊆ P0
¼'�|���T�º®

Pα ⊆ W ∩ P0
¤

, ®��m°T����°���Á|®Ä�3�c®
P0 ∩ W = Pα

¤ �H!�½|°t�y°T��� �t�d! B�¤ .1�|��°#��®Ä�t���!®y�d�V�����t����¤
"=����$ i ⊇ j�¡�»��º® γ �s�¹��� GB̃

�t�d�
w ∈ W

¼��&¤ �t¤
w ∈ γ′(U)

�m°T���t���
γ′
��� GB̃

¤�� �1 �Á
γ(w)

��Á
���
γ(γ′(U))

�m°T���:���
γ′ ∈ GB̃

�:�d�
�����d�¬�R�t��Áy°����
W
¤ , ®��m°T����°���Á|®Ä�d�:®

γ
Ág®����d����� � ��Á W ¤

Àk°��=�t�¬¼(�|�V�3�J0T�V�m°T d�����1�3�d� ®Ä�U���d�d�VN\Áy (�d�t�y°T ("
W

°:�
F2

Á­ d���
®y�3�:®
À1®����
� � �

+
(F2)

(W ) = GB̃

�t�d�\®Ä�����y�º�m°T�y�
Γ(W ) = β̂(GB̃)

���������
6.7

= ΓB.

»��¬®
O = (X∗ → E∗)

�+�V®Ä��� °T�­���ª�:�<�+��°T�­�y��Ác"+°t�d�d�����<®Ä°
W
¼3�&¤ �t¤

X∗ = H/W
¤¿� �d���

��!\� �d�¬°T�y�¬� ¢ °T���U�3�tÁ�¡
Γ(O) = ΓB.

� 
�� � 1S� 3S� �-, 	 �-3.� � 	)(�,��R��4S�9, 	�� �R�
(24 3 � �#,58 (�/�1S� �

��� ��� 3 �V� �
,�� ®y�d��Á Áy���º®Ä��°T�/���!Áy�d°�� �m°T��Áy°T� � °t� ®y�d� � °TÁg®���°t�<� °T�J��°T�d�t�y d�¬�d���\�T�­°T ("dÁ�®Ä�3�c®
®Ä���*!
°k�¬�� d�U�:ÁUQ¯���¬���M�T�y°T '"dÁ³°t�¯°t�y���T�t�<��Á�¤��H!
� �d��°t�y��� £+���U?­ dÁ­®³�3�J0T��®y°&�3�d� �m°T�



� ����� � ��� ����� � � ��� ��� �T©

�$�:���
°t�*®Ä�d�¬� Áy ���®����d���-"d�t�­®y��®Ä��°T�dÁ¿°:�
(Z/nZ)2 ¼(���d�¬�y� n ��Á ®Ä���U�y��Ác"+�¬�¬®y�P0T�����V0T�¬�&¤� ®R®y�d� �¬�d� °t�|®Ä�d��ÁRÁy�¬�¬®y��°T�x�|�!Ág®Ä d�\! ®y�d� ���tÁy�

n = 2
�:�d� �T��0T�!�:� �VN��t�b"d��� �m°T� �

Áy '�d�T�y°t ("<°:��À�»
2(Z/2Z)

®Ä�3�c®���Á��d°t®¦Á­®Ä���d����� � ���d�³�T�y°T '"��m°t���:�@!1"3�t�­®y��®y��°T��°t� (Z/2Z)2 ¤
p �R�������+Áy ("("s°TÁ­���m�­°T� �d°��I°T��¼(����®y�d°T �®�� ���ª®y��°T�d���d��� ®��VN\"d������� ®Ä�P!t¼1�m°t���t��� "d�t�­®y��®Ä��°T�dÁ
B = {b1, . . . , bk}

°t�
(Z/nZ)2 ���d�����.��� �¬°T�dÁ­���d�¬��¼d®Ä�d�:® ®Ä�d�y�3�­Á­®¹�����tÁyÁ b1 ��Á � $� 3�t��®y°

{(0, 0)} ¤�´3 d�g®Ä�d�¬�y� °T�y�:¼'�|��Áy°t�<�º®Ä��� ��ÁH�������+�d����°t®Ä� Γ̄B

�:��Áy°��:Á
Γ̄(B)

¤

VW?���?@#
#
�>�
�R5#�
��F�� ;*?K�0�(�%?@�:��� 6 � �
3o
��y7%�6C8D

n ∈ N " qvDw74FB���]< CV� F'��[ C8
�<6����5 7V< C87����E
�5�F Γ(n)

�C8CV56�E_-��_SAB7878C8DI���E
�5�F>
kuU��<


������������ �

�H�E
�
ku��¹²³�V�3�d�V®Ä�d�R"3�t�g®Ä� ®Ä��°t�
B
°:�

(Z/nZ)2 �tÁ �m°T����°l��Á¬¡

B := {{i} | i ∈ (Z/nZ)2},

�&¤ �t¤
B
��°t�dÁy��Á­®ÄÁ�°t�

n2 �����tÁyÁ­��Á·�$�t������°t��®Ä�t�������d��°T�����¬���¬�<�¬��®�¤�� �d���

Γ̄B = {Ā ∈ À�»
2(Z/nZ)| Ā · x = x ∀x ∈ (Z/nZ)2} = { ��� }.

� �� dÁ
ΓB = Γ(n)

�t�d�i®Ä�d�V�¬� �t��� �m°T����°���Á¿���<� ���d���:®Ä�¬�P!��m�y°t� � �d�¬°T�y�¬� £�¤

� �����9�
� 5#�
��5#� ,��P®Ä���>"d�­°k°:�R°t��½|°T�y°t��� �:�c!�Bk¤�¢j©1¼³°T�d�J��°t d���D���d°1°TÁy� �tÁS�|�¬���U®Ä���
"3�t�g®Ä� ®Ä��°t�

B := {b1, b2, b3, b4}
����®y��¡

b1 := {(0, 0)}, b2 := {(1, 0)}, b3 := {(0, 1)},
b4 := {i ∈ (Z/nZ)2| i /∈ {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}}

p �V®y�d�����3�J0T�

Ā =

(
a b
c d

)
∈ Γ̄B ⇔ Ā ·

(
1
0

)
=

(
1
0

) �:�d�
Ā ·
(

0
1

)
=

(
0
1

)
⇔ Ā =

���
.

� �d��Á "3�t�g®Ä��®y��°T�h����®y�\°T�d��! �m°t d�|�¬� �tÁ­Áy��Á|�<���T�ª® �s�³� °T�y�¹�*K �������ª® �m°T�|�¬°T�d�¬�y�¬®y�U��°T�b"d kÂ
®��c®Ä��°t�dÁ�¤Rp �1�������,�y�º®Ä d�­�J���JÀk���º®Ä��°T�"B�¤{©!®y°!®Ä�d���:Á%"s���¬®U®y�3�:®U®y�d��"3�t�g®Ä��®y��°T�

B
��Á"��°t®

 d�d�P$� d����!\�d�¬®y���­�<���d����¤

Àk���<��� �t�­�P!��:Á|�m°T��®y�d�y"d�­���d�¬��"3�t�(�¬°T�d�T�­ d���d�¬�V�T�y°T '"dÁ����y"d�y°1���¬���\�m°T��®y�d�³�m°T����°�������� ����Á­®



�<B � ����� � ��������� � � �
� ���

°t�*��°T���T�y d�¬�d�����T�­°T ("dÁ�°t�*���V0T���
n
¡

Γ1(n) := {A ∈ Àk»
2(Z)| A ≡

(
1 b
0 1

)
mod n, b ∈ Z}

Γ0(n) := {A ∈ Àk»
2(Z)| A ≡

(
a b
0 d

)
mod n, a, b, d ∈ Z}

Γ
(m)
1 (n) := {A ∈ Àk»

2(Z)| A ≡
(

1 b ·m
0 1

)
mod n, b ∈ Z} (m ∈ N,

gcd(m,n) 6= 1),

Γ
(m)
0 (n) := {A ∈ Àk»

2(Z)| A ≡
(
a b ·m
0 d

)
mod n, a, b, d ∈ Z} (m ∈ N,

gcd(m,n) 6= 1),

ΓS(n) := {A ∈ Àk»
2(Z)| A ≡

(
0 −1
1 0

)e

mod n, e ∈ {1, 2, 3, 4}}

Γ−I(n) := {A ∈ Àk»
2(Z)| A ≡

(
−1 0
0 −1

)e

mod n, e ∈ {1, 2}}

Γd(n) := {A ∈ Àk»
2(Z)| A ≡

(
a 0
0 d

)
mod n, a, d ∈ Z}

VW?���?@#
#
�>�
�R5#�
�>, � ;*?K�0�(�%?@�:��� 6 � �
W Dw7IC8
�<6����5w7V< C87n���E
�5�Fw_

Γ1(n) " Γ0(n) " Γ
(m)
1 (n) " Γ

(m)
0 (n) " ΓS(n) " Γ−I(n)

��<B^
Γd(n)��<B^+q]Dw7V�]�1C8
�< ��5#����qm78_R�]<�À�»

2(Z)

�C8CV56�I��_aAB7878C8Db���8
�5�Fw_1
ku1
�������������_ �

�H�E
�
ku��·� �d�!���tÁy�
n = 2

��Á�Áy�d°���� Áy�*"3�t�y�:®Ä�¬�P!M���/T�Nd�:�+"d��� Bk¤�¢*-k¼�Áy�¬�!«����<�t�yµ B�¤{§t¨�¤
� �� dÁ�¼w��� Á­ ("("s°TÁy�V®Ä�d�:®

n > 2
¤

´3°T� �t��! �t�y°T ("
Γ
���J®Ä�d�<����Ág® ���+°�0t�t¼ ���¬®

Γ̄
�d���d°:®Ä� � ®ÄÁ����<�t�T����� À�»

2(Z/nZ)
¤
¾¹°:®Ä�

®Ä�d�:®
Γ
��Á·®Ä�d� �m d��� "d�­�����<�t�T��°t�

Γ̄
¤"� �d�¬�y�º�m°T�y�:¼ ��!�� �d�¬°T�y�¬��£�¼B�|� ?­ dÁ­®U�d��0t�R®Ä°+�3�d�

�m°T� ���t���
Γ̄
�h"d�t�­®y��®Ä��°T�

B
°t�

(Z/nZ)2 Áy ����
®Ä�d�:® Γ̄
��Á¿®y�d�VÁ­®Ä���d����� � ���|°:� B ¤

,�� ®Ä��� �m°T����°������d��¼ ��������Á­®U"3�t�g®Ä� ®Ä��°t�dÁ
B1

¼�¤¬¤�¤�¼
B7

¼uÁ­ d����®Ä�3�:®
Γ̄1(n)

¼
Γ̄0(n)

¼
Γ̄

(m)
1 (n)

¼
Γ̄

(m)
0 (n)

¼
Γ̄S(n)

¼
Γ̄−I(n)

¼
Γ̄d(n)

��Á¿®Ä�d�VÁg®����d����� � ���|°t� B1
¼�¤�¤�¤¬¼

B7
¼3�y�¬Á%"s���º®Ä�P0t����!T¤

B1 := {b1, b2, b3}
����®y�

b1 := {(0, 0)} , b2 := {(1, 0)},
b3 := {i ∈ (Z/nZ)2| i /∈ b1 ∪ b2}

B2 := {b1, b2, b3}
����®y�

b1 := {(0, 0)},
b2 := {(x, 0) ∈ (Z/nZ)2| x 6= 0},
b3 := {i ∈ (Z/nZ)2|i /∈ b1 ∪ b2}

B3 := {b1, b2, b3, b4}
����®y�

b1 := {(0, 0)} , b2 := {(1, 0)},
b3 := {(x, 1) ∈ (Z/nZ)2|m �d��0k���d��Á

x
���

Z/nZ}
b4 := {i ∈ (Z/nZ)2|i /∈ b1 ∪ b2 ∪ b3}



� ����� � ��� ����� � � ��� ��� � �

B4 := {b1, b2, b3, b4}
����®y�

b1 := {(0, 0)} , b2 := {(x, 0) ∈ (Z/nZ)2| x 6= 0},
b3 := {(x, y) ∈ (Z/nZ)2| y 6= 0, m|x }
b4 := {i ∈ (Z/nZ)2|i /∈ b1 ∪ b2 ∪ b3}

B5 := {b1, b2, b3}
����®Ä�

b1 := {(0, 0)}
b2 := {(1, 0) , (0, 1) , (−1, 0) , (0,−1)},
b3 := {i ∈ (Z/nZ)2|i /∈ b1 ∪ b2}

B6 := {b1, b2, b3, b4}
����®y�

b1 := {(0, 0)},
b2 := {(1, 0) , (−1, 0)} , b3 := {(0, 1) , (0,−1)},
b4 := {i ∈ (Z/nZ)2|i /∈ b1 ∪ b2 ∪ b3}

B7 := {b1, b2, b3, b4}
����®y�

b1 := {(0, 0)} ,
b2 := {(w, 0) ∈ (Z/nZ)2|w ��Á ����0T�¬�­®Ä�P�d���U���

Z/nZ},
b3 := {(0, w) ∈ (Z/nZ)2|w ��Á ����0T�¬�­®Ä�P�d���U���

Z/nZ},
b4 := {i ∈ (Z/nZ)2|i /∈ b1 ∪ b2 ∪ b3}

p ��Á­�d°��[�VNk�¬�+"d���t�y���P!�®Ä�d�:®
Γ̄S(n) = Γ̄B5

�t���
Γ̄d(n) = Γ̄B7

¤

Γ̄S(n) = Γ̄B5

¡

Γ̄S(n)
�3�tÁ �m°T d� �¬����� ���ª®yÁ�¼3Áy���d���

n > 2
¡

Γ̄S(n) = {
(

0 −1
1 0

)
,

(
−1 0
0 −1

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
1 0
0 1

)
}

T¯�t���R�¬���¬�<�¬��®����
Γ̄S(n)

"d�­��Á­���c0t��Á�®y�d�¯�����tÁyÁ­��Á
b1
¼
b2
�t���

b3
°t�
B5

¤*� �� dÁ
Γ̄S(n) ⊆ Γ̄B5

¤
¾¹°��V¼3���¬®

Ā
�+�U���

Γ̄B5

¼3�&¤ �t¤���®�"d�­��Á­���c0t��Á
B5

¤¯� �1 �Án���V�3�J0T�

Ā =

(
a b
c d

)
⇒

(
a
c

)
= Ā ·

(
1
0

)
∈ b2,

(
b
d

)
= Ā ·

(
0
1

)
∈ b2.

¶¹�¬�d���
(a, c)

�:�d�
(b, d)

�:�y����� {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)} ¤�Àk��������®y�d�¯�d�¬®y���y� ���d�t�ª®°t�
Ā
��Á � $� 3�:��®Ä°

1
¼d®y�d�V°T�d�P!&"+°tÁyÁy�P�d���U�¬°T�1�d���3�:®y��°T�dÁ|�t�y�

Ā =

(
0 −1
1 0

)
, Ā =

(
−1 0
0 −1

)
, Ā =

(
0 1
−1 0

)
, Ā =

(
1 0
0 1

)
.

Γ̄d(n) = Γ̄B7

¡
� �T�t����¼*°T�d�<�$�t� ��������µ ®y�3�:® ®Ä�d�<�����¬�<�¬�ª®ÄÁR���

Γ̄d(n)
"d�­��Á­���c0t�!®Ä�d�<�����tÁyÁ­��Á

b1
¼
b2
¼
b3�t�d�

b4
°:�
B7

¤
¾¹°��V¼3� �

Ā =

(
a b
c d

)
∈ Γ̄d(n)

¼d��® "��y��Á­���d0T��Á
B7

�:�d�.���V�3�J0T�:¡
(
a
c

)
= Ā ·

(
1
0

)
∈ b2,

(
b
d

)
= Ā ·

(
0
1

)
∈ b3.



�<- � ����� � ��������� � � �
� ���

� �� dÁ
b = c = 0

�t�d�
Ā
��Á ���

Γ̄d(n)
¤

� �d�R"d�­°k°t�,�m°T�¿®y�d�V°t®Ä�d�¬���T�y°T '"dÁ����\°T d������Á­®¿��Á �d°T����Á­��� �����t�y��!T¤
pP��®y�!� �d�¬°T�y�¬� £I���U°#��®��:��� ®y�3�:® �:���s�T�y°T '"dÁ

Γ
��� ®y�d�"����Á­®|°k�¬�� d� �:Á�Q¯���¬�����t�y°T ("�Á¿°t�

°T�­���ª�t� ��Á¬¤ �H!\«·�¬� �t�­µ�¢T¤ B�¼�®y�d��Á ��Á��t��Á­°�®Ä�y ��V�m°t�¿®Ä�d�¬��� ��°t��?­ d�ª�:®y��Á�����Àk»
2(Z)

¤

,���®y�d�R�m°T����°������d����Nd�:�+"d���
����Ág®Ä d�'!�®Ä���R�$�:Áy�
n = 2

¤U,�� "3�t�g®Ä���¬ d� �:��¼w�|�)��������°���®��t���
�t���VN��t�b"d���\�m°T� � Á­ (�d�T�­°T ("�°t��À�»

2(Z/nZ)
®Ä�3�:® ��Á<�d°:®<Ág®���������� � ���d���T�y°t ("G°t�"�t��!

"3�t�g®Ä� ®Ä��°t�
B
°:�

(Z/nZ)2 ¤

GIHJ�9��2L#E� 5��
� �#�  
n = 2

!

À�»
2(Z/2Z) = { Ā1 :=

(
1 0
0 1

)
, Ā2 :=

(
1 1
0 1

)
, Ā3 :=

(
1 0
1 1

)
,

Ā4 :=

(
0 1
1 0

)
, Ā5 :=

(
1 1
1 0

)
, Ā6 :=

(
0 1
1 1

)
}

��°t��®Ä�t����Á
6
������� ���ª®ÄÁ �t�d� ��ÁV��Á­°T� °T�%"d������®Ä°

S3

¤ , ® �3�tÁ�Áy��NJÁ­ (�d�T�­°T ("dÁ¬¼ �3�t� ����! ®Ä���
®Ä�­�P01� �:�u°T�d�:¼d®Ä�d�­���V�T�­°T ("dÁ�°t�*°T�y����� ®m�|°�¼3°T�d�V°t�*°T�y�d�¬�

3
�t�d�

S3
� ®ÄÁy�¬���±¡

Γ̄1 := { ��� } °T�­�d���U¢

Γ̄2 := <

(
1 1
0 1

)
> , Γ̄3 := <

(
1 0
1 1

)
> , Γ̄4 := <

(
0 1
1 0

)
>

°T�­�d���·§

Γ̄5 := {
(

1 1
1 0

)
,

(
0 1
1 1

)
,

(
1 0
0 1

)
} °T�­�d����£

Γ̄6 :=
Àk»

2(Z/2Z) ∼= S3

°T�y����� B
� �d�¿Á­ (�d�T�­°T ("dÁ*°t�(°T�­�d����§k¼T�3�:�<�¬�P!

Γ̄2

¼
Γ̄3

�:�d�
Γ̄4

¼ª�t�­���¬°T��?­ d�T�:®Ä�¬��¡
Γ̄3 = Ā4 ·Γ̄2 ·Ā−1

4�t�d�
Γ̄4 = Ā3 · Γ̄2 · Ā−1

3

¤

� � �����X5#�
��A#� �o7Vq
Γ1, . . . ,Γ6

�V7=q]Dw7MFB�87V�]�b���678_y
ku
Γ̄1 " �
�
� " Γ̄6

�]<<À�»
2(Z) " � � 7 � q]Dw7�����E7
qvDw7IC8
�<6���V5w7V< C87U���E
�5�Fw_�
kuy[�7Vg�7V[#%��

� !
Γ1 " Γ2 " Γ3 " Γ4

��<B^
Γ6

�C8CV56�)��_ AB7878C8D+���E
�5lFw_�
ku)
��V����������_ �

� !
Γ̄5

��_
< 
�q _Vq � � �][ ��r �]<6�)���E
�5lFhuJ
��)��< �-F'����qs�]q �Y
�<
B

ku

(Z/2Z)2 �



� ����� � ��� ����� � � ��� ��� �<.

�H�E
�
ku��
� � p �U �Áy� �t�ª�t���\� �d��°T�­��� £��t�d������Á­® Á­ d��®Ä���d���-"3�t�g®Ä��®y��°T��Á¿°t�

(Z/2Z)2 ¡

B1 := {b1, b2, b3, b4}
��� ®Ä�

b1 := {(0, 0)}, b2 := {(0, 1)},
b3 := {(1, 0)}, b4 := {(1, 1)}

B2 := {b1, b2, b3}
��� ®Ä�

b1 := {(0, 0)}, b2 := {(1, 0)}, b3 := {(0, 1) , (1, 1)}
B3 := {b1, b2, b3}

��� ®Ä�
b1 := {(0, 0)}, b2 := {(0, 1)}, b3 := {(1, 0) , (1, 1)}

B4 := {b1, b2, b3}
��� ®Ä�

b1 := {(0, 0)}, b2 := {(1, 1)}, b3 := {(0, 1) , (1, 0)}
B6 := {b1, b2}

��� ®Ä�
b1 := {(0, 0)}, b2 := (Z/2Z)2\{(0, 0)}

� �d�¬�x�����3�J0T���m°T�"�$�:���
i ∈ {1, 2, 3, 4, 6} ®Ä�3�c® Γ̄i = Γ̄Bi

¤-�H!�� �d��°T�­����£ ��� �d��0t�
®Ä�� dÁ�®Ä�d�:®

Γi
��Á Q¯���¬�����T�­°T ("i°t�*Áy°T� �U°T�y���ª�t� �&¤

´3°T�
Γ3

�t�d�
Γ4

®Ä����Á³�m°T����°���Á=��! «·�¬� �t�­µ ¢t¤ B\�t��Áy° �m�­°T� ®Ä�d���=�t�º®"®Ä�d�:®
Γ2

��Á"� Q¯�¬�����
�T�­°T ("�¼TÁ­���d�¬�

Γ3
�t�d�

Γ4
�t�­�¿��°T�l?­ d�ª�:®y����®Ä°

Γ2
¤ � �d�¿°T�c�d��®yÁ

B3
�:�d�

B4
�t�­�|®Ä�d�|���<�t�T��Á

°t�
B2

 d�d�d�¬��®y�d�V� �c®Ä�y�����¬Á
Ā4

�t�d�
Ā3

¤
� � pP��®y�

B1

¼
B2

¼
B3

¼
B4

�t�d�
B6

��� �3�J0T�!�t��� "3�:�­®Ä� ®Ä��°T�dÁV°t�
(Z/2Z)2 ¼o���d°TÁy�b�3�yÁg®�����tÁyÁ

b1
��Á {(0, 0)} ¤ Γ̄5

��Á ��°t®·Á­®����d����� � �¬�|°t�*°T�d�V°t�,®Ä������¤¦� ����Á�"d�­°l0t��Á�®Ä�d�V�¬� �t���
¤
G-�dÁy�¬�c0t� ®y�3�:®U®Ä��� °t�%�d� ®UÁ%"3�:��� °t�

Γ̄5

¼��6¤ �:¤u®Ä�d��"d�t�­®y��®Ä��°T��°t�
(Z/2Z)2 �d�V�3�d�¬�>��!�®Ä���Áy�º®·°t��� ®ÄÁ °T�c�d��®yÁ�¼d��Á

BΓ̄5
:= {b1, b2}

����®Ä�
b1 := {(0, 0)}, b2 := {(1, 0), (0, 1), (1, 1)},

�&¤ �t¤
BΓ̄5

= B6
�t�d�

Γ̄5
�3�:Á�®y�d�VÁÄ�t� �U°T�c�d��®�Ác"3�t�����tÁ

Γ̄6
¤4,��i®Ä�d�V�d��Nk®·Á­���¬®y��°T� ���R�������

Áy�¬�t¼3®Ä�d�:® ®Ä�d�V�¬� �t��� �t���y���t�'! �m°t����°���Á|�m�­°T� ®y�d�U�=�t�¬® ®y�3�:®
Γ̄5 6= Γ̄B6

¤

� �����9�
�R5#� / ��� G-�dÁ­���d0T� ®y�3�:®
Γ1 = Γ(2) = Γ−I(2) = Γd(2)

¼
Γ2 = Γ1(2) = Γ0(2)�t�d�

Γ4 = ΓS(2)
¤¯´3 d�­®y�d���­�<°T�­�t¼

Γ
(m)
1 (2)

�t�d�
Γ

(m)
0 (2)

�:�y�U� $� 3�:�u®Ä°
Γ0(2) = Γ1(2)

°T�
®Ä° ®Ä�d�-"��y��������"d�t�(��°T�d�t�y d�¬�d���U�T�­°T ("

Γ(2)
¼6���d����� �|�tÁ �:���y���t�'! °#��®Ä�t�������!���i½|°T�y°t��� �:�c!

B�¤ ¢j©k¤�� �� dÁ¹»���� � � B�¤ ¢*.�"d�­°l0t��Á�®Ä�d�V���tÁy�
n = 2

°t� ½|°T�y°t��� �:�c! B�¤�¢
�k¤

»���� � � B�¤ ¢*.����b"d������ÁV®Ä�d�:®
Γ5

�$�:�d�d°t®��s�!�d�º®Ä�¬�¬®Ä�¬�G�:ÁIQ¯���¬���Y�t�y°T (" °t�¹�t� °T�­���ª�t� �
����®y��®Ä���R� �¬®Ä��°k��®Ä�3�:®³��ÁU"d�y°�01���d�¬� ��!�� ����°T�­��� £�¤"´3 d�g®Ä�d�¬�y� °T�y�:¼s®y�d�I"d�­°k°:��°t��®Ä���
Áy�¬��°T���b"d�t�­®��T�P0t��Á��t����N��t�+"����|°:�3®m�|°U�d��Lu�¬�y�¬��® Áy (�d�t�y°T ("�Á °t�+À�»

2(Z/nZ)
"=�d�¬�y����� ®Ä�

n = 2
$º¼f�������y� ®Ä�d��°t�%�d� ®³Ác"3�t���¬ÁV�t�y�R� $� 3�t�6¤Up �I�������,Á­�������:®Ä�¬��¼s����À1���¬®y��°T�XB�¤ Bk¼+®Ä�d�:®

�m°T�
n
"d�­��� �³®Ä�d��Á �3��"("s����Á¹°T���P!!�y�t�y�¬�P!t¤



-T¨ � ����� � ��������� � � �
� ���

� 
�� � ���*��/ �-(2, /�( 
 � 
 � / ��3.�)	�� �
�|�¬�$�t dÁ­�³°t��� �d��°T�­��� £�¼����"�t�­�¹����®y���­��Á­®y���!���<Á­ (�d�T�­°T ("dÁ

Γ̄
°t��Àk»

2(Z/nZ)
¼kÁ­ d��� ®y�3�:®

Γ̄
��ÁVÁ­®����d����� � ���d� �t�y°T ("��m°T�UÁ­°T� �b"d�t�­®y��®Ä��°T� B °t�

(Z/nZ)2 ¤ � ���b"d�t�­®y��®Ä��°T� B ��ÁU�d°:®
 d�d�P$� d� "mÁy�����:¤ ��¤"«����<�t�yµ B�¤ ¢*B $ ¤ �| k®"�$�:����Áy (�d�t�y°T ("

Γ̄
°:��À�»

2(Z/nZ)
�d�V�3�d��ÁU��� �

�3�:®y d�Ä�:�B�|�J! �)"3�t�­®y��®y��°T��°t�
(Z/nZ)2 ¼1�3�t� ����!���®ÄÁ¦°T�c�d��®�Á%"3�:��� B(Γ̄)

¤
Γ̄
��Á¦�d°t®|�t���¿�J!1Á

®Ä��� Á­®Ä���d����� � ���d�\�t�y°T (" °t� � ®ÄÁV°T�%����®�Á%"3�:��� "m��°T�b"3�t�­� »���� �<� Bk¤�¢*.k¤ ��$ ¼��d k® ®y�d� °T�c�d��®
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� �d�³�m°t����°������d�V����� �<�R"��y°�01���d�¬Á¿� ®y°k°T�(��� °T�­�d���¦®Ä° i ��� �a®cj¿®y�d�³�­��Á­ d��®yÁ|°T�!Á­ (�d�T�­°T ("dÁ�°t�
À�»

2(Fp)
®y°!Àk»

2(Z/p
eZ)

¤4, ®ÄÁ "d�y°1°t�o�¿�:Á·��N\"d� �t���d���\®y° � �y��!
À1®Ä�º�=�t�
¸V���d�d���¬����¤
� � �����K5�� 6�5#� � 7Vq

e ≥ 2
��<B^b[�7Vq

H
�V7I�h_V5 �m���E
�5�F�
ku¹À�»

2(Z/p
eZ)

_V5wC8D.qvD'��qY:

 k9 !
β(H) =

À�»
2(Z/p

e−1Z) " � �]qvD
β
��_R�]<  � � � ! ��<B^

 %�!
H ∩ K 6= { ��� }, ��Dw7V�E7

K
��_Rq]Dw7y`�7V��< 7V[ 
ku

β
��_I� �V
�g�7 �

W Dw7V<
H
��_I�6CVqs5'��[][ �+q]Dw7���Dw
�[�7U���E
�5�F
À�»

2(Z/p
eZ)
�

�H�E
�
ku��,�H!�®y�d�J�tÁyÁ­ d�b"�®Ä��°T� "g¢ $ � ®\�y�¬� �t���dÁ!®Ä°.Á­�d°��V¼"®Ä�3�:®\®y�d�Mµt�¬�y�d�¬�
K

°t�
β
��Á

��°t��®Ä�t�����������
H
¤

� �d�Vµt�¬�y�d�¬�
K
��Á �t�P0T�¬���:Á�¡

K = {
(

1 + a′pe−1 b′pe−1

c′pe−1 d

)
| a′, b′, c′ ∈ {1, . . . , p}, d = 1 − a′pe−1 }.

¶¹�¬�d���V®Ä����°t�y�d�¬� °t�
K
��Á
p3 �t�d� �����d��0t�R�:�
��Áy°T� °T�%"��d��Á­� °t�*�T�­°T ("dÁ¬¡

(F 3
p ,+) → K ⊆ À�»

2(Z/p
eZ),



a′

b′

c′


 7→

(
1 + a′pe−1 b′pe−1

c′pe−1 1 − a′pe−1

)
"�B�¤ ¢T¢ $

, ® ��Á�Áy���¬� ��� �<�¬�d� �c®Ä����!
®y�3�:®�®Ä�d��Á �<��"J��Á
�d� ?­�¬�¬®y�P0T�<�t�d� °T�d� �$�t� ��������µx�@! �
Á­�d°T�g®
��°t�+"d k®��:®y��°T��®Ä�d�:®¯®Ä�d�·� ��" ��Á¯�����=�t�¬®|�V�d°T� °T�<°t�%"d�d��Áy� °t���t�y°T ("�Á�¤ ,�� ®Ä�d���m°T����°������d�
��� ���d���ª®Ä� �]!<®y�d��Á­��®m��° �T�y°T '"dÁ�0k����®Ä�d��Á ��Áy°t�<°T�c"d�d��Áy� �t�d� ���y��®y�

F 3
p = K

¤
Àk���d���

K
��Á��d°T�­� �t�¯���YÀ�»

2(Z/p
eZ)

¼ ®Ä���\�T�y°T '".À�»
2(Z/p

eZ)
�t�¬®yÁ�°T�

K = F 3
p

�@!
��°t��?­ d�ª�:®y��°T�u¡

ρ :
À�»

2(Z/p
eZ) → �  k®

(K) =
Ã�»

3(Fp), A 7→ (B 7→ ABA−1).

Àk���d���
K = F 3

p

��ÁU���s�������t��¼
K
�t�º®ÄÁ��tÁVÁy (���T�y°T '"J°:� À�»

2(Z/p
eZ)

®Ä�­�P01� �:���P!i°t�J� ®ÄÁ­�����±¼
®Ä�� dÁ

ρ
���d�� d���¬Á³�t���t�º®Ä��°T�

ρ̄
°t� À�»

2(Z/p
eZ)/K ∼= Àk»

2(Z/p
e−1Z)

°t�
K
¡

ρ̄ :
À�»

2(Z/p
e−1Z) → �  �®

(K) =
ÃV»

3(Fp).
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� ���

»��¬®� �Á���°T��Áy�������R®y�d�!�y�¬Á­®y�y���º®Ä��°T�
ρ|H : H → �  �®

(K)
°t�
ρ
®y°
H
¤ � �d� Áy (�d�t�y°T ("

H ∩K °t�
K
��Á ���@0:�t�­� �t�ª®  ��d�d���

ρ|H
¤

� �T�t��� Áy�������
K
��Á����s����� �t�u¼

H ∩ K ⊆ H
�t�¬®yÁR®Ä�­�P01� �t���P!�°T�

K
�t�d�>�|�!°���®��t��� ®y�d�

�����d d���¬�O�t�º®Ä��°t��°t�
H/H ∩ K

°T�
K

®y�3�:®<Á­®y����� ���$�J0T�¬Á
H ∩ K

���@0:�t�­� �t�ª®�¤ �| �®+��!
�tÁ­Áy d�b"�®Ä��°T� "g¢ $ ¼

H/H ∩ K
��ÁU��Áy°T� °T�%"��d����®Ä°\®Ä�d���m d��� �T�­°T (" À�»

2(Z/p
e−1Z)

¤�� �� dÁ
®Ä��� ���d�d d�¬��� �t�¬®y��°T�M��Á �:�¬®Ä d�t����!��*$1 d�t� ®Ä°

ρ̄
�:�d�

H ∩ K
��ÁU����0:�t�­� �t�ª®V d�d�����U®Ä�d� �t� Â

®Ä��°T�
ρ̄
¤op ��� �J!���°t�dÁy���d���

H∩K �:Á�����0:�t�­� �t�ª®*Áy (�dÁc"3�t�¬� °t�3®Ä�d�H0T���º®Ä°T��Á%"3�t�¬�
K = F 3

p

¤
p �+��������Áy�d°�� �d��Nk®�¼�®Ä�d�:® ®y�d�!�:�¬®Ä��°T�

ρ̄
��Á����y�­���d ����������t¼,�&¤ �t¤�®y�d���­�!�t�­� �d°
�d°T�ª®Ä�­�P01� �t�

"d�­°#"+�¬�!Áy '�dÁ%"3�:����Ái°t�
F 3

p

®y�3�:®i�t�­� ����0:�t�­� �t�ª®$¤ Àk�������
H ∩ K

��Á �d°t��®y�y��0k���t�n�@!G�tÁ±Â
Áy ��+"�®y��°T� "&§ $ ¼u� ®¹�m°T����°���Á�®Ä�d�¬��¼u®Ä�d�:®

H ∩ K = K
�t�d�a����°#��®Ä�t����®Ä�d���¬� �t��� ��!�®y�d�

�tÁ­Áy d�b"�®Ä��°T� "g¢ $ ¤
Àk ("'"+°TÁ­�³®Ä�d�:®����"�3�J0T�V���d°T�ª®Ä�­�P01� �:�sÁ­ (�dÁc"3�t���

U
°t�

F 3
p = K

®y�3�:®¿��Á|���@0:�t�­� �t�ª®¦ d�d�����
®Ä���³�t�º®Ä��°T��°t�

ρ̄
¤ , ®���Á�®y�d���<���h"3�t�g®Ä���¬ d� �:������0:�t�y���t�ª®¯ d�d�d�¬�¦®y�d�³�:�¬®Ä��°T� °t���t��!��¬����� ���ª®�¼

�t¤ �d¤ ®y�d�³�¬����� ���ª®
T̄ :=

(
1 1
0 1

)
∈ À�»

2(Z/p
e−1Z)

¤¯»��¬®¿ �Á|Á­®y d�'!<®Ä�d�³�t�¬®y��°T�<°t�
T̄
°T�

K = F 3
p

¤
� �d�VÁ­®Ä�t�d�3�:�y�.�3�tÁy��Á�°t�

F 3
p

��Á Á­���ª®U�@!\®y�d�V��Á­°T�<°t�%"d�d��Áy� "�B�¤ ¢T¢ $¯®Ä°

b1 :=

(
1 + pe−1 0

0 1 − pe−1

)
, b2 :=

(
1 pe−1

0 1

)
, b3 :=

(
1 0

pe−1 1

)
∈ K.

� �d���t�º®Ä��°t��°:�
T̄
°T��®y�d��Á��d�tÁy��Á ��Á��T�P0t�����tÁ �m°T����°���Á�¡

ρ(T̄ ) · b1 =

(
1 1
0 1

)
·
(

1 + pe−1 0
0 1 − pe−1

)
·
(

1 −1
0 1

)

=

(
1 + pe−1 −2pe−1

0 1 − pe−1

)
= (1,−2, 0)t �:Á·�¬���¬�<�¬��®����

F 3
p .

,��i®Ä�d�VÁÄ�:�<�-�|�J!i°T�d�V°#��®Ä�t���dÁ¬¡
ρ(T̄ ) · b2 = (0, 1, 0)t ∈ F 3

p

�t�d�
ρ(T̄ ) · b3 = (1,−1, 1)t ∈ F 3

p .� �� dÁ �|���3�J0T�:¡

ρ(T̄ ) = ρ(

(
1 1
0 1

)
) =




1 0 1
−2 1 −1
0 0 1


 =: A �tÁ �¬���¬�<�¬��®·°t� ÃV»

3(Fp).

G-�dÁy�¬�c0t��®y�3�:®�®Ä�d�U®m��°<Á­ (�dÁc"3�t���¬Á

U1 := Fp




0
1
0


 �t���

U2 := Fp




0
1
0


⊕ Fp




1
0
0



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�t�­������0t�:�y� �:��®¿ d�d�d�¬��®y�d���t�¬®y��°T�\°:� A ¤¦Àk���d���"®y�d� ¥t°T�y�3�:�
���t�d°T�d���$�t�+�m°T�y� °t� A ��Á



1 0 0
1 1 0
0 1 1


 ,

®Ä�����y���:�y��°T�d��!
®m��°."d�y°#"s���U��°T�ª®Ä�y��01� �t�,Áy (��Á%"3�t�¬��Á�°t�
F 3

p

���������J�t�y������0t�:�y� �:��®³ d�d�d�¬�
A ¤ ¶¹�������t¼ ��� ®Ä� U1

�t�d�
U2
�|���3�J0T���m°t d�d��®Ä�d�¬���t���&¤U� �� dÁ

U = U1
¼
U = U2

°t�
U = F 3

p

¤ ,��
�t���u®Ä�d�­���V�$�:Áy��Á�®Ä���R0t���º®Ä°T�
(0, 1, 0)t ��Á ��°t��®Ä�t����������� U ¤

¾¹°��V¼����¬®U dÁ��t���d��®y��°T�3�:���P!!��°T�dÁ­���d�¬�"®Ä�d���:�¬®Ä��°T��°t�¯®Ä���������¬�<�¬�ª®
R̄ :=

(
1 0
1 1

) ¤R���y°cÂ
���¬���d���d�<�tÁ·���+°�0t�V�m°t�

T̄
¼�°T�d�V°#��®Ä�t���dÁ¬¡

ρ(R̄) =




1 −1 0
0 1 0
2 −1 1


 =: B.

Àk���d���
U
��Á�Áy ("'"+°TÁ­���\®Ä°I�+�"����0t�:�y� �:��®� d�d�����|®y�d�=���d°T���U�t�º®Ä��°t� °t�*À�»

2(Z/p
e−1Z)

�t�d�
(0, 1, 0)t ��Á ��� U ¼(�����d��0t�t¡




0
1
0


 , B ·




0
1
0


 =



−1
1
−1


 �t�d� B2 ·




0
1
0


 =



−2
1
−4


 �t�­�U���

U.

�| �®V®y�d�<Ác"3�t�J°t�|®y�d��Á­� ®y�d�y�¬�b0t���º®Ä°T�­ÁR��Á"®y�d�h���d°T���
F 3

p

¤ � �� dÁ
��� °#��®��:���
U = F 3

p

¤
¶¹�¬�d���:¼w�|���3�J0T�VÁy��°l����®Ä�3�c®

ρ̄
��Á ���y�­���d ����������t¤

� � �����K5�� 6+, � � 7Vq
H
�V7I�b_V5 �m���8
�5�F 
ku¹À�»

2(Z/p
eZ)

� �]qvD.q]Dw74uJ
�[][�
�� �]<6�yFB�E
8Fw7V��q ��:
∀ x ∈ (Z/peZ)2 : ∃A 6= ��� ∈ H

_V5wC8D q]D'��q
A · x = x.

"
B�¤�¢8§ $
W Dw7V<

H
��_
qvDw74u�56[][B���E
�5lF
Àk»

2(Z/p
eZ)
�

�H�E
�
ku�� p � �<�tµ:�����d�d ��¬®Ä��°T��°T�
e
¡ �H!�®Ä�d��"d�­°k°:�|°t��»���� �<�DB�¤{£k¢�®Ä�d���¬� �t��� ��Á"®Ä�y ��

�m°T�
e = 1

¤�Àk '"("+°tÁy�V�d°��V¼d®Ä�3�c®
e ≥ 2

�t�d�i®Ä�d�:® ®Ä�d�V�¬� �t��� ��Á¿®Ä�y ��V�m°t�
e− 1

¤
»��¬®

H := β(H)
¤ �H! "
B�¤�¢$¨ $�®Ä�d�R"d�­°#"s���­®m! "�B�¤ ¢j§ $ i �d��Á­�������dÁdjV®y°

H
¼d�&¤ �t¤ ¡

∀x̄ ∈ (Z/pe−1Z)2 : ∃ Ā ∈ H
��� ®Ä�

Ā · x̄ = x̄.
�H!!®y�d���tÁyÁ­ d�b"�®Ä��°T�i°t�*®y�d�V���d�� d�¬®y��°T�\� ® �m°T����°l��Á�®Ä�3�:®

β(H) = H =
À�»

2(Z/p
e−1Z)

¤
¾¹��N1®$¼=��� Á­�d°���®Ä�d�:®i®Ä�d�M���ª®y���yÁ­���º®Ä��°t�D°:�R®Ä���Jµ:���­�d���

K
°:�
β
�t�d�

H
�¬°T�ª®��t���dÁi�

�d°T�ª®y�y�P01���t�u�¬����� ���ª®�¡
�H! "
B�¤ ¢j§ $H�����d��0t� Á­°T� ���¬���¬�<�¬��®

A 6= ���i���
H
¼k®Ä�3�:®��\N��¬Á·®y�d�R"+°t���ª®

(1, 0)
¼d�&¤ �t¤

A =

(
1 b
0 1

)
��� ®Ä�iÁy°T� �

b 6= 0
���

Z/p eZ.



.T¨ � ����� � ��������� � � �
� ���

p �=���y� ®Ä�
b = b′ · pk ��� ®Ä� b′ �t��� p ��°�"d�y���<�³�t�d� k ≤ e− 1

¤�� �d���\®Ä�����y�U��Nk��Á­®yÁ¿Áy°t�<�
z ∈ Z/p eZ

Á­ d���
®y�3�:®
b′ · z = 1

�:�d�\®Ä�� dÁ

A1 := Ape−1−k·z =

(
1 b′ · pk · pe−1−k · z
0 1

)
=

(
1 pe−1

0 1

)
∈ K ∩H.

¶¹�¬�d��� �����d��0t�
K ∩ H

��Á��d°T�ª®Ä�­�P01� �:�¿�t�d�
β(H) =

Àk»
2(Z/p

e−1Z)
¤t, ®��m°T����°���Á1��!

»���� � � Bk¤{£4Bk¼�®Ä�3�c®
H =

À�»
2(Z/p

eZ)
¤

VW?���?@#
#
�>�
��5#� 6 �#� � 7Vq
H

�V7.� _V5 �m���E
�5�F�
ku�À�»
2(Z/p

eZ)
��<B^

e ≥ 1
� W Dw7V<

H
��_

7V�]q]Dw7V�+q]Dw7+_VqY� � �][ ��r �]<6� ���E
�5lF 
ku+�]qv_ 
�� � �]qU_mF'�6C87 " 
��b�]qUD'��_+q]Dw7+_ ���&7 
�� � �]qU_mF'�6C87&��_À�»
2(Z/p

eZ)
�

�H�E
�
ku��·� �d�
"d�y°1°t� ��°T�yµ�Á�®Ä�d�VÁÄ�:�<�y�|��!\�tÁ ®Ä�3�:®�°:�¯½|°T�­°T�����t�c! B�¤ £�¢T¤
� � ����� 5#� 6@A#� � 7Vq

p
�V7 � �����67V�Iq]D'��<

11
��<B^

e ≥ 1
� 	vu

H
��_h�IFB�E
8Fw7V�
_V5 �m���8
�5�F 
ku

À�»
2(Z/p

eZ) " q]Dw7V< �]q�^6
�78_R< 
�q4D'��g�7yqvDw7y_ ���&71
�� � �]q _mF'�6C87)��_¹À�» 2(Z/p
eZ)
�

�H�E
�
ku�� p � "d�y°1���¬����Á­��� ��� �:�y�P!³�tÁ*����»��¬�<�<�IB�¤ £ �k¼:� �:µ1���d�·���d�d ��¬®Ä��°T�R°t�
e
�t�ª�t����¤�� �d�

�$�:Áy�
e = 1

�|�tÁ�Áy��°l���
����»���� � � Bk¤{£ª§��t���
���­°#"+°tÁy��®y��°T� Bk¤{£T£k¤�� �1 �Á¹���¬®� dÁ�Áy '"("+°tÁy�
�d°��I®y�3�:®

e ≥ 2
�:�d�\®Ä�d�V�����t��� ��Á ®y�y d�"�m°T�

e− 1
¤

Àk ("'"+°TÁ­���m d�­®y�d���­�<°T�­� ®Ä�3�c®
H
�3�tÁ�®Ä���¦Áy�t� � °T�%����®�Ác"3�t���¯°T�

(Z/peZ)2 �tÁ,Àk»
2(Z/p

eZ)
¼

�&¤ �t¤
B(H) = B(

À�»
2(Z/p

eZ)).
"�Bk¤�¢8£ $

� �d��Án"��y°#"s���g®m! i �d�¬Áy�¬���d�dÁkj
��! "�B�¤ ¢8¨ $¦®y°
(Z/pe−1Z)2 ¼3�&¤ �t¤ �����3�J0T�t¡

B(H) = B(
À�»

2(Z/p
e−1Z)),

����®y�
H = β(H).

� �� dÁn�@!\®y�d�V�tÁ­Áy d�b"�®Ä��°T�i°t�,®Ä�d�V�����d d�¬®y��°T�i� ®¿�m°T����°���Á¿®Ä�3�:®
H =

À�»
2(Z/p

e−1Z)
¤

¾¹��N1®$¼(��� Á­�d°�� ®Ä�3�c®
H ∩ K

��Á �d°T�ª®y�y�P01���t�&¡
Àk ("'"+°TÁ­��®y�3�:® ®y�d��Á ��Á �d°t® ®Ä�­ d�t¤
�H! "
B�¤ ¢ � $�®Ä�����y�V��Á Áy°T� �U������� ���ª®

A
���
H
����®Ä�

A ·
(

1
0

)
=

(
1 + pe−1

0

)
.

� �� dÁ �|���3�J0T�

A =

(
1 + pe−1 b

0 1 − pe−1

)
∈ H

��� ®Ä�iÁy°T� �
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, �w��� �y� $� d���y�������t���d��®y��°T���m°T�,®y�d�¿Á­ (�d�T�­°T ("
H
����»���� � � �k¤ §�®Ä�d�|�m°t����°������d� "d�y°#"s���g®m!s¡

(5)
À1®Ä��� � � �

+
(F2)

(H) ⊆ À1®���� ��� �
+

(F2)
(U) = G,

®Ä����� �|���3�J0T�:¡
À1®���� � � �

+
(F2)

(H) =
À1®����

G(H).
" �k¤ B $

� �� dÁ" d���d���·®Ä�d� �tÁyÁ­ d�b"�®Ä��°T��°t�
(4)

�t���
(5)
¼+»���� � � �k¤{§b"d�­°�0k���d��Á³�<�d�¬Áy�¬�y��"k®Ä��°t�
°t�

À1®Ä���
��� �
+

(F2)
(H)

¤
,��G®y�d���¬°T�dÁ­®y�y d�º®Ä��°T��®y�3�:®!��Á<����Áy�¬�y�P�+�¬�����Y®Ä�d�
�d�VN1®!Á­���º®Ä��°t� �|�.������� °#��®��:����®y�d��Á­�
®m��° �y�*$� d���­��� ���ª®ÄÁ·�m°T� �m�y����Áy���d���R���)������� �s� ����®y�d� Á­��®y 3�:®Ä��°T�i�T�P0t���
���i®Ä�d�V�m°T����°������d�
��°t�y°T��� �t�d!T¤
VW?���?@#
#
�>�
��, � 6#� � 5�F�Fw
�_�7 ��7I���E7R�]< qvDw7=_�7Vqsq �]<6�.
ku2" �k¤ ¢ $ � �]qvD

G := F2

��<B^ G :=
À1®����
���	�

+
(F2)

(U)
��_
�]< " �1¤ © $��

� 5�F�Fw
�_�7RqvD'��q
N =

µ:���y�����
(
"d�

)
��_�C8D'���c�6CVqk7V����_Vq �YCR�]<

U
�

� 7Vq
H
�V7)�b_V5 �m���E
�5�F 
ku

U
��<B^

H :=
"d� −1(H)

� 	vu
U
��_
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• q]Dw7
< 
����b��[ ��r�7V�)
ku H �]<
F2 " � � 7 � U =

¾¹°t�y�
F2

(H) " 
��

• q]Dw7
< 
����b��[ CV[�
�_V56�87I
ku H �]<
F2 " � � 7 � U =<< H >>F2

" 
��

• �.C8D'���c�6CVqm7V����_Vqs�YC-_V5 �m���E
�5lF/
ku F2 "
q]Dw7V< �]qBuJ
�[][�
���_-qvD'��qY:

À1®Ä��� ���	�
+

(F2)
(H) = β−1(

À1®Ä���
G(H))

��<B^

[
À1®����
���	�

+
(F2)

(U) :
À�®����
���	�

+
(F2)

(H)] = [G :
À�®����

G(H)]

�H�E
�
ku��³Àk���d���
N
��Á¦���3�t�y�t�¬®y���­��Á­®y���:¼6���"�3�J0T�UÀ1®���� ��� �

+
(F2)

(N) =
�  �® +(F2)

¤�� �� dÁ
(4)��Á¦�m d�P�d�����¬��¤ �M! «����<�t�­µ ©1¤�¢T¼6�|�³�3�J0T�"®Ä�d�:®�À1®Ä���
��� �

+
(F2)

(H) ⊆ À1®Ä���
� � �
+

(F2)
(U)

���
®Ä�����3�yÁg® ®m��°����tÁy�¬Á�¤ ,���®y�d�|®Ä�����y�R�$�tÁ­�|®Ä�d��Á �������� �Áy��°t�R��Á*°#��01��°T dÁ¬¤ � �d�¬�y�¬�m°t�y�¿�¬°T�d�d� ®Ä��°t�
(5)

�d°T���dÁ�¼�®y°k°�¤�� �d� �¬� �t��� �m°t����°���Á¿��°l�@�m�y°T� »���� � �	�k¤{§��t�d� " �k¤ B $ ¤

� 
'& � 4�� / � 3 �*� (
�����)��� ���
,��G®y�d��Á<Áy���º®Ä��°T� ������°t�dÁ­®y�y d�º®!�m°T�!�:���t�c�d��®y�Ä�t�d!��3�d��®y�����d�d�VN�Á­ (�d�T�­°T ("

U
°t�
F2

�
Ác!1Ág®Ä��� °:� �d°T�­� �:�uÁy '�d�T�y°t ("dÁ

Hn ⊆ U
"
n ∈ N ∪ {∞} $º¼�Áy d����®Ä�3�:®

∀n,m ∈ N : n|m ⇒ Hm ⊆ Hn

�t�d� ⋂

n∈N

Hn = H∞.
" �1¤ � $

T¯�t���
Hn ⊆ U

�������6�d®¯���ª®Ä°��UÁy�º®y®y���d�V�tÁ¯���5" �k¤ ¢ $º¼ªÁ­ d���<®y�3�:® ����� �J!���"("d�P!�½|°T�y°t��� �:�c!
�k¤ £����i°T�y����� ®Ä°�Á­®y d�'!\®y�d�����¿Á­®Ä���d����� � ���d���t�y°T ("�Á�¤
«����$�:���+®y�3�:®·�t���uÁ­ (�d�T�­°T ("dÁ�°t�

F2

�t�y�"�m�­���U�T�­°T ("dÁ#"mÁy�¬� �:¤ �d¤ � »,À � �1¼3���y°�"�¤(£�¤ -�¤ � $º¤¯»��º®
U
�s����Á­ (�d�T�­°T ("�°t�

F2

°:���y�t�dµ
k
�t��� {g1, . . . , gk}

��Áy�º®¹°:�*�m�­���V�T�������Ä�c®Ä°T�­Á�¼3�&¤ �t¤ ¡

U = < g1, . . . , gk > ∼= F (g1, . . . , gk) =: Fk

¶¹�¬�y�
F (g1, . . . , gk)

�d�¬�d°t®Ä�¬Á¦®y�d� �m�y�¬�·�t�y°T ("�����®y�d���T�������Ä�c®Ä°T�­Á
g1, . . . , gk

¤ ,��<°t�y�d�¬�¯®y°
���b"d�3�:Áy� � �"®Ä�3�c® U ��Á¿®y�d�U�m�y�¬�U�T�y°T '"����

k
�T�������Ä�c®Ä°T�­Á ���V�d����°t®Ä�

U
�:��Áy°���!

Fk = U
¤

� �d�VÁy�º®³°:���T�¬�d���y�:®Ä°t�yÁ���Á �¬°T�dÁy���d���­��� �'Nk�����tÁ {g1, . . . , gk}
¤

G-�dÁy�¬�c0t�¿®Ä�3�:®�����®Ä�d��Á�Áy� ®Ä 3�c®Ä��°t��®y�d�|�­��Á­®y�y���¬®Ä��°T�R�<��"
ρ :

À1®����
� � �
+

(F2)
(U) → �  �®

(U)��Á ����?­���º®Ä��0T�t¼3Á­���d�¬�
F2

��Á����m�y�¬���t�y°T ("��t���
U
��Á °t�o�3�d��®y�U���d���VNi���

F2

¡
Àk ("'"+°TÁ­�R®Ä�d�:®

γ
��Á¹����®Ä�d� µt�¬�y�d�¬� °t�

ρ
¼+�&¤ �t¤

γ|U =
���u¤

U
�3�tÁ=�d�d��®y� ���d�d�VN+¼s®Ä�d�¬�y�¬�m°t�y�

���R�3�J0T�:¡ ∀w ∈ F2 ∃n ∈ N
����®Ä�

wn ∈ U
¤¿� �� dÁ¬¼

γ(w)n = γ(wn)
wn∈U
= wn ¤¿´(�­°T�®Ä����Á ��® �m°t����°���Á|®y�3�:®

γ(w) = w
¼dÁy���d���

F2

��Á����m�y�¬�V�T�y°T '"�¤
� �� dÁ

γ =
�����t�d� �|�V�<��!!�d���d°:®Ä�t¡�À1®Ä���
��� �

+
(F2)

(U) ⊆ �  �® (U)
¤
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p ����°l�I��Ág®����d����Á­�i�m°t�
U
®Ä�d�VÁ­�¬®y®y���d� " �k¤�¢ $¿�tÁ �m°T����°l��Á¬¡

"g¢ $
G = F2

¼
U = Fk ⊆ F2

"&§!$
U := U∞ := Zk ¼ "��

∞ : Fk → Zk ®Ä��� ���+�¬��� �:�d� � �:®Ä��°T��¤
N∞ :=

µ:���y�����
(
"d�

∞) = [Fk, Fk]

"6£ $ G :=
À1®���� ��� �

+
(F2)

(Fk) ⊆ �  k® (Fk)

" � $
β∞ : G → �  k®

(Zk)
��Á¿®Ä�d�V�y�¬Á­®y�y���º®Ä��°T�!®Ä° G °:�*®y�d�V� ��"

�  �®
(Fk) →

Ã�»
k(Z)

���d�d d�¬���.�@!\®y�d�����s�������t�d� � �:®y��°T��¤
"&©!$

H∞ := {(0, x2, . . . , xk) ∈ Zk} ⊆ U∞

H∞ :=
"d� −1

∞ (H∞) =
µ:���y�����

(α∞) ⊆ U
¼

����®Ä�
α∞ : Fk → Z, u 7→ ]g1

(u)
¼

���d���­�
]g1

(u)
��Á¿®Ä������ d�I�+�¬�·°:��°1���¬ d�y�­���d�¬��Á·°t�

g1

���
u
¤

" �1¤ - $

Àk���d���
N∞

��Á�®Ä�d� �¬°T� �� �®��c®Ä°T�
[Fk, Fk]

¼ª��®���Á����3�t�Ä�:�¬®Ä�¬�y��Á­®Ä���¿���
U = Fk

¤�´3 d�­®y�d���­�<°T�­�t¼
®Ä�����t�y°T ("

H∞
��Á¿®Ä����µ:���­�d���,°t�

α∞
¤¯� �d�¬�y�º�m°T�y�y��� �3�J0t�

U ⊆ ¾¹°T�­�
F2

(H∞)
¤

� �� dÁ��|�i°T���P! �d���¬�.®y�d�\��°t�d�d��®y��°T� ¾¹°T�­�
F2

(H∞) ⊆ U
��� °T�­�d����®y° �m d�P�3���¦®y�d�\�y� Â

$� d���­��� ���ª®ÄÁ¦°t�,½|°t�y°T��� �t�d!	�k¤ £�¤�,��!�¯�­°#"s°TÁy� ®Ä��°t� �1¤ ©-�|�¹Áy�3�:���d�m°T�­�� d� �c®Ä��� �¬°T�d�d� ®Ä��°T��°T�
U
"mÁy��� " �1¤ . $ $H���d���������b"d������Á¦®Ä�d��Á ���d�¬�� dÁ­��°T�u¤

�¹Á­���d�<®Ä�d���3�c®Ä d�y�t��"d�­°�?­���º®Ä��°T� " k
n : Zk → (Z/nZ)k "

n ∈ N
$º¼f�����d°���°#��®��:����®y�d�

Áy�º®y®y���d� " �1¤�¢ $��m°t� �$�t���
n ∈ N

�m�y°t� " �1¤ - $ ¼3�tÁ �m°T����°���Á�¡
"g¢ $��t��� "=£ $¿�tÁ ��� " �k¤ - $º¤
"&§!$

Un := (Z/nZ)k ¼ "d�
n : Fk → (Z/nZ)k ����®y� "d�

n :=
" k

n ◦ "d� ∞ ¤
" � $

βn : G → �  �®
((Z/nZ)k)

��Á ®y�d�V�y��Ág®Ä�­���¬®y��°T�!®y° G °t�,®Ä�d�V�<��"
�  �®

(Fk) →
Ã�»

k(Z/nZ)
���d�� d���¬�a��!S"d�

n.

"&©!$
Hn := {(0, x2, . . . , xk) ∈ (Z/nZ)k} ⊆ Un

Hn :=
"d� −1

n (Hn) =
µ:���y�����

(αn) ⊆ U
¼

����®Ä�
αn : Fk → Z, u 7→ ]g1

(u) mod n
¤

� Á³���s°l0t�)���R�3�J0t�R®Ä�3�c®
Nn :=

µ:���­�d���
(
"d�

n)
��Á¹���d�t�Ä�t�º®Ä�¬�y��Ág®Ä��� ���

U = Fk

¼+�t�d�
Hn

��Á
�d°T�­� �:�����

U
¤¿� �� dÁU��� ������� �t�ª�t���\°T�d�P! ®Ä�3�:®³¾¹°t�y�

F2
(Hn) ⊆ U

¼ ���d����� �������u�m°T����°��
�m�y°t� ®Ä����Áy�t� ���¬°T�d�d� ®Ä��°T� " �k¤ . $|°T�

U
�:Á·� ���ª®y��°T�d�¬�����+°�0t�t¤

�| �® �3�­Á­®�¼3���¬®� �Á·����Áy�¬�y�P�+�U®Ä�����t�y°T ("�Á
Hn

��!\�t�P01���d��®y�d����� �T�������Ä�c®Ä°T�­Á�¤
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� � �����T, � C � W Dw7=_V5 �m���E
�5�Fw_
Hn


ku
F2

 
n ∈ N ∪ {∞} !+���E7=���]g�7V< ��_ uJ
�[][�
���_ :

� ! 	]u
n = ∞ :

H∞ = << g2, . . . , gk >>U

� ! 	]u
n ∈ N

:

Hn = < g n
1 , gi

1 gj g
−i
1 ∈ Fk | i ∈ {0, . . . , n− 1} ��<B^ j ∈ {2, . . . , k} >

�H�E
�
ku��
� $.«·�¬�$�t���u®Ä�d�:®

H∞ =
µt���­�d���

(α∞)
¤�� �d�V�d°T�­� �t�uÁy (�d�t�y°T ("

H ′
∞ := << g2, . . . , gk >>U��Á �¬°T�ª®��t���d�������

H∞
¤

½|°T�dÁ­���d�¬�R®Ä��� $� d°t®Ä�����ª®��T�­°T ("
U/H ′

∞
¤ap �!�3�J0t�!®Ä�3�:®

g2H
′
∞ = . . . = gkH

′
∞ = 0

¤
� �� dÁ��m°T�

u1

¼
u2

���
U
°T�d�V�3�tÁ¬¡

α∞(u1) = α∞(u2) ⇒ u1H
′
∞ = u2H

′
∞
¤

´3 d�­®y�d���­�<°t�y�t¼ i ⇐ j"�d°T���dÁ�¼dÁ­���d�¬�
H ′

∞ ⊆ H∞
¤�� �� dÁ¹� ® �m°T����°���Á¿� $� 3�t����®m!t¤

��$�p �V�<��!&"d�y°1���¬����Áy���<��� �t�­�P! �tÁ������ $s¡
H ′

n := < g n
1 , gi

1 gj g
−i
1 ∈ Fk | i ∈ {0, . . . , n − 1}, j ∈ {2, . . . , k} > ��Á³�!�d°T�­� �t�

Áy '�d�T�y°t ("
°:�
U = Fk = < g1, . . . , gk >

¤
Hn

��Á<®y�d� µt�¬�y�d�¬�³°t�
αn

¼�®y�� dÁ
H ′

n

��Á!� Á­ (�d�T�­°T ("O°t�
Hn

¤�,��e"3�:�­®Ä���� d���t���|���d��0t�
|Fk/H

′
n| ≥ |Fk/Hn| = |Z/nZ| = n

¤
´3 d�­®y�d���­�<°t�y����� �3�J0T�

g2H
′
n = . . . = gkH

′
n = 0

¤�� �� dÁ
Fk/H

′
n

��Á��T���d�¬�Ä�:®y���h��!
g1H

′
n

¤
�| �®�®y�d� °t�y�d�¬�·°:�

g1H
′
n

��Á�Áy�<�t�������¿°t�·�*$� 3�t��®Ä°
n
¼(Áy���d���

gn
1

��Á����
H ′

n

¤�, ®��m°T����°���Á¿®Ä�3�c®
|Fk/H

′
n| ≤ n

¤�� �� dÁ ��� �3�J0t�
Hn = H ′

n

¤
G-�dÁy�¬�c0t�R®Ä�3�c®¹®y�d� �t�y°T ("�Á

Hn

�m d�P�3���u®Ä���R��°t�d�d��®y��°T��Á·��� " �k¤ � $º¼(Áy���d�����m°T�¹�t���
n,m ∈ N����®y�

n|m ¼d®y�d�V�<°t�%"d�d��Áy� αn

�=�:�¬®Ä°t�yÁ·�tÁ
Fk

α∞→ Z → Z/nZ
�t���

Fk
αm→ Z/mZ → Z/nZ,

����®y�\®Ä�d�V�3�:®y d�Ä�:� "d�y°l?­���¬®y��°T��Á
Z → Z/nZ

�t�d�
Z/mZ → Z/nZ

¤
p �=�������3�d°��I��"("d�P! ½|°T�­°T�����t�c!	�k¤{£�®Ä°R®y�d��Á�Áy�¬®­®Ä���d�d¤�´3°T�¦Áy���+"d�����¦�d°t®Ä�:®Ä��°T�dÁ4�|�"�����d°t®y�
���\®y�d�U�m°T����°l�����d�

Z/∞Z := Z
¤

� ��?�2 ?@� 
 ;:
E?+� , � F#� � 7Vq
U = < g1, . . . , gk > (k ≥ 2)

�V7y��_V5 �m���8
�5�Fx
ku
F2

ku=�c��<'`

k
��<B^ {wi}i∈I

�)_���_Vqk7V� 
ku-C8
�_�7Vq��E7mFB�E78_�7V<wqY��qs�]g�78_ � �]q]D
w1 =

��� � � 5�F�Fw
�_�7nqvD'��q
U
D'��_

q]Dw74uJ
�[][�
�� �]<6�yFB�E
8Fw7V��q ��:
∀ j ∈ I − {1} : wj << g2, . . . , gk >>U w−1

j 6⊆ U.
" �k¤ . $

W Dw7V<���7-D'��g�74uJ
��
��[][
n ∈ N ∪ {∞} :

À1®Ä��� ���	�
+

(F2)
(Hn) =

β−1({A = (ai,j)1≤i,j≤k ∈ À�»
k(Z/nZ)| a1,2 = . . . = a1,k = 0}) ∩ G.



¢8¨ª§ ����	 ��� �
� ��� � �
��� ����� � ��������� � � �
� ���

�H�E
�
ku�� p �R�d�yÁ­®·Á­�d°��V¼(®y�3�:®2" �k¤ . $|���b"d������Á¿¾·°T�y�
F2

(Hn) = U
�m°T���t���

n
���

N ∪ {∞} ¡p ���t���­�$�t�'!��3�J0T��®Ä�d�:®
Hn

��Á³�d°T�y�<�t�*���
U
¼��&¤ �t¤

U ⊆ ¾¹°T�­�
F2

(Hn)
¤�»��¬®V��°l�

w
�s�

�t� �¬���¬�<�¬��®³°t�
F2\U

¤"¶¹�������t¼
w = wj · u

�m°T�¹Áy°T� �
j ∈ I − {1} ¼ u ∈ U

¤ �M! " �k¤ . $º¼
®Ä�����y� ��Nk��Á­®yÁ�Áy°T� �

h∞ ∈ << g2, . . . , gk >>U
Lem. 7.4

= H∞
¼ªÁy d����®Ä�d�:®

wjh∞w
−1
j 6∈ U

¤
� �d�¬�y�¬�m°t�y�1�����3�J0T�

w(u−1h∞u)w
−1 6∈ U

¤ �| �®
u−1h∞u ∈ H∞ ⊆ Hn

¼�Áy���d���
H∞

��Á
�d°T�­� �:�����

U
¤¯� �d��Á�Á­�d°���Á·®y�3�:®

w 6∈ ¾·°T�y�
F2

(Hn)
¤

¾¹°��V¼(��� �<�J!! dÁ­��½|°t�y°T��� �t�d! �1¤{£��t�d��°#��®Ä�t���u¡
À�®����
��� �

+
(F2)

(Hn) = β−1(
À1®����

Gn
(Hn))

� �d�V�����t��� �m°T����°���Á ��!!®Ä�d�U�m°T����°����������$�t���� d���:®Ä��°T��¡
À1®Ä���

Gn
(Hn) = {A = (ai,j)1≤i,j≤k ∈ Gn| (y1, . . . , yk) = A · (0, x2, . . . , xk)

⇒ y1 = 0 }
= {A = (ai,j) ∈ Gn| a1,2 = . . . = a1,k = 0}.

p � ��°l�� dÁy�<���y°#"s°TÁ­��®Ä��°T� �k¤{©\����°T�­�d���U®Ä°iÁ­�d°�� ®Ä�3�c®U®Ä�d�h"d�­°#"+�¬�­®y����ÁV°t�¦®Ä��� �t�y°T ("�Á
Hn

���5" �k¤ � $��t�­��"3�tÁyÁ­��� �d°�����®Ä°U®Ä�d�¬��� Ág®���������� � ���d�³�T�­°T ("dÁ¯�:�d��®Ä°"®Ä������� Q¯�������<�T�y°t ("dÁ�¤
VW?���?@#
#
�>�
� , � 5#� � 5lF�Fw
�_�7)q]D'��q

U
D'��_
q]Dw7nFB�8
8Fw7V��q �&�]<  � � � ! � W Dw7V< ��7
D'��g�7MuJ
��)��[][

n ∈ N
:

� ! À1®Ä��� ���	�
+

(F2)
(H∞) ⊆ À1®Ä��� ���	�

+
(F2)

(Hn)
��<B^

Γ(H∞) ⊆ Γ(Hn)
�

� ! 	]u
m ∈ N

� �]q]D
n|m " qvDw7V<B:À1®Ä��� ���	�

+
(F2)

(Hm) ⊆ À1®���� ���	�
+

(F2)
(Hn)

��<B^
Γ(Hm) ⊆ Γ(Hn)

�

C !
À1®Ä��� ���	�

+
(F2)

(H∞) =
⋂

n∈N

À�®���� ���	�
+

(F2)
(Hn)

��<B^
Γ(H∞) =

⋂

n∈N

Γ(Hn)

�H�E
�
ku��¹� $ �t�d� ��$
»��¬®

γ ∈ �  �® +(F2)
¤ �H!i���y°�"+°TÁ­��®y��°T� �1¤ ©1�|�V�3�J0t��®y�3�:®

∀n ∈ N : γ ∈ À�®���� ��� �
+

(F2)
(Hn) ⇔ β∞(γ) = A = (ai,j)��� ®Ä�

a1,2 ≡ . . . ≡ a1,k ≡ 0 mod n�t�d�
γ ∈ À1®����
� � �

+
(F2)

(H∞) ⇔ β∞(γ) = A = (ai,j)��� ®Ä�
a1,2 = . . . = a1,k = 0.

� �� dÁ �|���3�J0T�V�m°T� �t���
n ∈ N

�:�d���m°t���t���
m ∈ N

��� ®Ä�
n|m ¼d®Ä�3�c®

À1®������ � �
+

(F2)
(H∞) ⊆ À1®Ä���
� � �

+
(F2)

(Hm) ⊆ À1®����
� � �
+

(F2)
(Hn).
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p ���d��0t� ��� "3�t�­®y���¬ d� �t�H��!\®Ä�d�V�d�V�3�d��®y��°T�\°:�*®y�d�yQ¯�������
�T�y°t ("
°:� ��Áy '�d�T�y°t ("
°:�
F2

¡

Γ(H∞) ⊆ Γ(Hm) ⊆ Γ(Hn).

� $
⊆ ¡ ´3°T����°���Á|�m�y°t� � $ ¤
⊇ ¡ ´3°T����°���Á|�m�y°t� «����<�t�yµ!©k¤�¢t¤

p ���d°����­�¬®Ä ��y��®Ä°!®y�d��� �t���T 3�t�T�R°t�¦°T�y���ª�t� ��Á�¡�»��º®
O
�s���t�M°T�y���ª�t� �&¼

U
®y�d����°t�y�y� Â

Á%"s°T�d�����d��Á­ (�d�T�­°T ("i°t�
F2

¤¯²³�V�3�d�U�m°T�
U
®Ä�d�³Áy (�d�t�y°T ("�Á

Hn

"
n ∈ N

$|�:Á����+°�0t�V�t�d�
���º®

On

�s�V®y�d�V°T�y���ª�t� ��Á¦��°T�­�y�¬Á%"s°T�d�d���d� ®y°�®Ä�d�V�T�­°T ("dÁ
Hn

¤
�H!�½|°t�y°T��� �t�d!��k¤ B��t�d��� �d��°t�y��� ¢
���V°#��®��:���i��� �<�¬�d� �c®Ä����!�®Ä�d�U�m°T����°����������y�¬Áy d� ®$¤

� ��?�2 ?@� 
 ;:
E?+��, � , � 	vu
U
D'��_Rq]Dw7�FB�E
8Fw7V�Vq �  �k¤ . ! " qvDw7V<

∀n ∈ N : Γ(On) ⊆ Γ(O)
��<B^ ∀n,m ∈ N : n|m ⇒ Γ(On) ⊆ Γ(Om).

	V<-F'����q �YCV5\[���� " � u Γ(O)
��_ �R< 
�<&C8
�<6����5w7V< C87 ���E
�5�F " 7%�6C8D Γ(On)

��_ �-< 
�<SC8
�<6����5w7V< C87
���E
�5lF ��W D65@_ ��7UqvDw7V< 
 � qY���]< �]< �4<w�]qk7V[ �)�b��< �+
�������������_ ��Dw
�_�7SAB7878C8DI���E
�5�F ��_-��< 
�<
C8
�<6����5 7V< C87n���8
�5�F �

� 
�� � �0( , (2, 	)(2,��
�
4S�9,.	H� (R� � �)� � ���
,���®y�d��Á�Áy�¬�¬®y��°T�a���I"��y��Á­���ª®"®m��° °T�­���ª�:�<��Á ���d°TÁy�
Q¯���¬�����T�y°T '"dÁ³�:�y���d°T� �¬°T�d�T�­ d���d�¬�
�T�­°T ("dÁ¬¡¯®y�d�V°T�y���ª�t� �

L(2, 3)
�t�d�i®Ä�d�U°T�­���ª�:�<�

D
¤

� � +,� � � 5!" 2/�
	�������	
L(2, 3)

»��¬®
O = (p : X∗ → E∗)

�s�"®Ä�d�V°T�­���ª�:�<�
L(2, 3)

°t��T N��t�b"d��� �d¤�¢t¼dÁy�¬�R´����T d�­�V§t¨�¤

•
•
•

•
•
•

•
•

◦
◦

3 ����5\�E7 %��c¡1W Dw7�
������������
L(2, 3)

: � F�Fw
�_V�]qm7=_V� ^678_I���E7U��[ 5w7%^ �

,�� T N��t�b"d��� �d¤ ©I��� �d��0t�VÁy�d°����
®y�3�:®�®Ä���RQ¯�¬�����
�T�y°T '"���Á �T�P0t���
�tÁ¿�m°T����°���Á�¡

Γ(L(2, 3)) = <

(
1 3
0 1

)
,

(
1 0
2 1

)
,

(
−1 3
−2 5

)
,

(
3 −5
2 −3

)
,

(
−1 0
0 −1

)
> .

´3 d�­®y�d���­�<°t�y�U���"°#�k®��t���d���!��� T�N��t�b"d��� �d¤ � ®y�3�:®
H/Γ̄(L(2, 3))

�3�tÁ|®y�d�y�¬�"�� dÁc"dÁ �y�*"kÂ
�y�¬Áy�¬��®y������� ´����T ��y�R¢ �1��!<®y�d�=0T�¬�­®y�����¬ÁU¢T¼ ���t�d��©k¤

T 3 ¼ ST 2S−1 �:�d� (TS)T 4(TS)−1



¢8¨ � ����	 ��� �
� ��� � �
��� ����� � ��������� � � �
� ���

�t�­� "3�:�Ä���s°T�����\������� ���ª®ÄÁ�®Ä�3�c® �¬°T�y�­��Á%"s°T�d�Y®Ä°J®Ä�d�¬�
¼¿�­��Ác"+�¬�¬®Ä��0T�¬�P!T¼ �6¤ �:¤G®Ä���*!Y�d�*�d�d�
��°1°#"dÁ¹�t�­°T d�d��®y�d��Á­���� �Á%"dÁ¬¤"� �d�����"�t�b"d����®Ä ��d��Á¹�t�y�R£�¼u§ �t�d� ��¤³¶·���y�:¼f�����d�V�3�d��®Ä���
���=FB[ �]q 5(^67¹°t��� "3�t�y���s°T����� �¬����� ���ª®

A
���JÀ�»

2(Z)
®Ä°S�s�R®Ä�d���d�:®Ä d�y�t���� d�I�+�¬�

n
Áy d���

®Ä�d�:®
A
��Á ��°t��?­ d�ª�:®y���i®Ä°

(
1 n
0 1

) °T� (
1 −n
0 1

)
.

� �d�¿�m°T����°��������="d�­°k°t�±¼����d������Áy��°l��Á�®y�3�:® ®y�d�¿�d�¬Áy���­���s��� Áy (���T�y°T '" °:�+À�»
2(Z)

��Á����R�=�t�º®
���d°T����°T���T�y d�¬�d�����T�­°T ("�¼(,��3�J0T�������t�y�d�¬�\�m�y°T� À1®Ä�º�=�t��¸U�d���d���¬����¤
� ��?�2 ?@� 
 ;:
E?+��, � ���

Γ(L(2, 3))
��_I�&< 
�<xC8
�<6���V5w7V< C87-_V5 �m���E
�5lF 
ku¹Àk»

2(Z)
�

�H�E
�
ku��=G"�d� �<�J!� dÁ­�<®Ä���<�m°T����°������d�\�­��Á­ d��® °t��p °T�d� �=�t�d�g®$¡ ²³�*�3��� ®Ä�d�&�67V< 7V�c��[ [�7Vg�7V[
°t�¿�
Áy '�d�T�y°t (" °t��À�»

2(Z)
®Ä° �+��®Ä�d� �����tÁ­®��¬°T�<� °T�M�� d� ®Ä�P"d����°t��®Ä�d�<�t�b"d��� ®Ä d����ÁU°t�

®Ä��� �¬ dÁ%"dÁ¬¤¹� ����� � �d�¬°T�y�¬� § ����� p °PB � �,Ág®��:®y��Á¹®y�3�:®·���
Γ
��Á¹� �¬°T�d�T�­ d���������T�­°T ("�°t�

�T�¬�d���y�t�����V0T���
m
®Ä�d�¬�

Γ(m)
��Á ��°t��®Ä�t�������i���

Γ
¤

Àk���d���V®Ä�d�R�t�b"d��� ®Ä d�d�¬Á °t� ®y�d��®y�d�y�¬�R�¬ dÁ%"dÁ³°t�
Γ(L(2, 3))

�t�y� £�¼+§<�:�d� �d¼3®y�d�R�T�¬�d���y�t�
���V0T�¬�

m
��Á �����

(3, 2, 4) = 12
¤

Àk ("'"+°TÁ­��®Ä�3�:®
Γ(L(2, 3))

��ÁV�\��°T�d�t�y d�¬�d����Áy '�d�T�y°t ("�¤ �H!ap °T�d� �=�t�d�g® � Á"®Ä�d�¬°T�y�¬� �|�
��°T d���i�3�J0t�t¡

Γ(12) ⊆ Γ(L(2, 3)).
" �k¤ ¢8¨ $

»��¬®
p :

�¦À�»
2(Z) → �¦À�»

2(Z/3Z)
�+�U®Ä�����d�:®Ä d�y�t� "d�­°�?­���º®Ä��°T��¤�� �d�¬� �����d��0t�

p(Γ̄(L(2, 3))) =<

(
1̄ 0̄
2̄ 1̄

)
,

(
0̄ 1̄
2̄ 0̄

)
>=

�¦À�»
2(Z/3Z).

¶¹�¬�d��� ²³���t�T�Ä�:� §k¢V��Á·�¬°T� �� �®��c®Ä�P0t�=����®y�
N := Γ̄(L(2, 3)) ∩ Γ̄(3)

¤

1 // Γ̄(3) // �¦À�»
2(Z) // �¦À�»

2(Z/3Z) // 1

1 // N //?�

OO

Γ̄(L(2, 3)) //
?�

OO

�¦À�»
2(Z/3Z) // 1

�R� �����c��� §k¢
Àk���d��� ®y�d�!���d�d�VN

[
�¦À�»

2(Z) : Γ̄(L(2, 3))]
°t�

Γ̄(L(2, 3))
��� ��Àk»

2(Z)
��Á

9
¼���®��m°T����°���Á

�m�y°t� ²³���t�T�Ä�:� §k¢U®Ä�d�:®
[Γ̄(3) : N ] = 9

¤
�H! " �k¤ ¢8¨ $H�����d��0t�t¡

Γ̄(12) ⊆ N ⊆ Γ̄(3)
¤ �| k®

[Γ̄(3) : Γ̄(12)] = 24 · 3 "= dÁ­���d��� Àk� �k¢ �6¼"g¢t¤ B�¤{§ $ $º¤�� �� dÁ
[Γ̄(3) : N ] = 9

��°T d��� �3�J0t�¦®y°n�s�¦�¿�=�t�¬®y°T��°t�
24·3 ¤�½|°T�ª®Ä�y�t�d���º®Ä��°T� �

¶¹ '�+�¬�­®U�:�d� »��������V0k�­� �d��0t�R�T�¬�d���y�t��� � �¬�
®Ä����Á��y�¬Áy d� ®³�m°T� ®Ä���R°T�­���ª�t� ��Á L(n,m)
���d�¬�y�

(n,m) 6= (2, 2)
�tÁ��d�*�d�d���
����Àk�¬�¬®Ä��°T� �d¤ ©1¼dÁy�¬� � ¶³»,§�¨ � �6¤
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� � +,� � � 5!" 2/�
	�������	
D

»��¬®
D = (p : X∗ → E∗)

�s�V®y�d�V°T�y���ª�t� �+°:���d�¬�T�y�¬�
5
�t�P0T�¬�i����´����t d�y��§T§1¼'����®y�

σh = (123), σv = (145)(23)
� �d�V�T�¬�1 �Á¹°t�

X∗ ��Á 2
�t���
� ®��3�tÁ¿®Ä���

3
�<�t�yµ:��� "+°t���ª®ÄÁ • ¼ ? ¼ ◦ °:��°T�­�d��� 2

¼
2
�t�d�

1
¤

¢ § £
�

©

a

ab

b• • •
•

• •
◦ ◦
� �

�

�

34����56�E7�%�%ª¡ W Dw71
������������
D
:

7%^��678_ � �]q]D qvDw7y_ ���&7y[�� �V7V[ ��<B^
5\<w[�� �V7V[�7%^ 7%^��678_Rq]D'��q����E71
8F�Fw
�_V�]qm7)���E7=��[ 5 7%^ �

� �d�V��°t�y�y�¬Á%"s°T�d�d���d� Áy (�d�t�y°T ("�°t�
F2

��Á
H = < x3 , y3 , xyx−2 , x2yx−1 , yxy−1 , y2xy−2 >

� �d�yQ¯���¬�����T�­°T ("
Γ(H)

�d�tÁ����d�d��N
24
�:�d��®y�d�U�m°T����°������d���t���d�¬�Ä�:®y°T�yÁ¬¡��

A0 :=

(
−1 0
0 −1

)
= −I, A1 :=

(
1 3
0 1

)
= T 3,

A2 :=

(
1 0
−6 1

)
= ST 6S−1, A3 :=

(
−7 16
−4 9

)

= (T 2S)T 4(T 2S)−1.

A4 :=

(
−3 4
−4 5

)
= (TS)T 4(TS)−1, A5 :=

(
−9 5
−20 11

)

= (TST 2S)T 5(TST 2S)−1,

A6 :=

(
7 2

−18 −5

)
= (ST 3S)T 2(ST 3S)−1,

����®y�
S =

(
0 −1
1 0

)
, T =

(
1 1
0 1

)
.

�����
� � 
 ��
 	�� ���#� "���	 � � Γ(H)
� � � � � ���
����� � �����
	�
 � 	 � � 
 ��� � � � ��� 
�	�	�� � � ����� � ��	�"�� 
 � ���#
��

� � � � ������
*�������
� 
 � "�	�� � ���
� � ���,� ��
���� � � 
�� ��	 � � 	�
�� !
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� �d�U�m°T����°������d�R��Á���Ác!1Á­®y��� °t�*��°TÁ­�¬®yÁ¹�­� "d�­��Áy�¬�ª®��:®y�P0T�¬Á�¡
I , T , S , T 2 , TS , ST , T 2S , TST , ST 2 , STS , T 2ST , TST 2 ,

ST 5 , ST 3 , T 2S , TST 3 , TST 2S , ST 4 , ST 3S , TST 2ST−1 ,

TST 2ST−2 , TST 2ST−3 ; TST 2ST−4 , ST 3ST
� �d����°t�y�y�¬Á%"s°T�d�d���d�V°T�y���ª�t� �k�¬ d�c0t�

C(D)
�3�tÁ¯�T�¬�� dÁ

0
�:�d�

6
�¬ dÁ%"�Á�¤ , ®¯��Á�Á­�d°����b��� ®Ä�

��®yÁ �3�:®y d�Ä�t�+®Ä�y���t�d�T �� �:®y��°T� "=��°t�+"3�:�y� Àk���º®Ä��°T� �d¤ � $|����´����t d�y�V§:£�¤
�
°T�­� "d�­������Áy�¬�P!
�|�¿�d��0t�¿®Ä�d�|�� dÁc"dÁ

C1

¼
C2

¼
C3

¼
C4

¼
C5

�:�d�
C6

°t�s�t�b"d����®Ä ��d�|£k¼ B�¼ �d¼ �d¼{©
�t�d��§k¤¯¶·���d�¬�t¼3®Ä�d�V�T�¬�d���y�t�����V0T�¬��°t�

Γ(D)
��Á

60
¤

I

T

TT TTS

TTST

TS

S
ST

TST

TTSTT

TST

STT

ST

ST
ST

ST S

TSTT
ST

TSTT
STTSTT

ST

STS
f

e

g

h

j

g

c

a

b

c

d

e

f

j

k

l

l

k

i

b

a

TSTTS

TSTTST−1

−2

−3
−4

TSTT

h

l

l
3ST ST

3
3

3

4

5

d

C

C

C

C

C1

2

3

3C

4

5C

6

i
34����5\�E7 % %T¡ W Dw7�
������������4CV5\��g�7
qm


D
�
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E?+��, � A��
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Γ := Γ(D)
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Γ(60)
��Á�� Á­ (�d�T�­°T ("�°t�

Γ
¤

p �R�������+ dÁy�V®Ä�d�U�m°T����°��������R�3�:®Ä��¡

A1 =

(
1 3
0 1

)
∈ Γ, A6 =

(
7 2

−18 −5

)
∈ Γ

�t�d�
T =

(
1 1
0 1

)
/∈ Γ

�t�d� �3�d�
�t�i������� ���ª®����
Γ
����°TÁy�R"d�­°�?­���º®Ä��°t��®y° Àk»

2(Z/60Z)
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T
¤

«����$�:���u®y�3�:®
À�»

2(Z/60Z) ∼= À�»
2(Z/4Z) × À�»

2(Z/3Z) × À�»
2(Z/5Z).

p �����d���ª®y���]!<���!®Ä���V�m°t����°������d� ®y�d��Á­��®m��°<�t�y°T ("�Á�¤¯´3 d�­®y�d���­�<°t�y�-���������d°t®y�R�@!
p4

¼
p3

¼
p5
�t�d�

p60
®y�d�n"d�y°�?­�¬�¬®y��°T���m�y°t� À�»

2(Z)
®Ä°RÀ�»

2(Z/4Z)
¼kÀ�»

2(Z/3Z)
¼kÀ�»

2(Z/5Z)
�t�d�

À�»
2(Z/60Z)

¤�� �d���
p60 = p4 × p3 × p5

¤
p ���d��0t�

p60(A1) = (

(
1 3
0 1

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
1 3
0 1

)
)

�t�d�

p60(A6) = (

(
3 2
2 3

)
,

(
1 2
0 1

)
,

(
2 2
2 0

)
)

� �d�\°T�­�d����°:�
p4(A1)
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2(Z/4Z)

��Á
4
¼�®y�d�!°T�­�d����°t�

p3(A1)
��� À�»

2(Z/3Z)
��Á
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p5(A1)
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p60(A1)
��_

(4, 1, 5)
�¦Àk�������

7 ≡ 3 mod 4
�t�d�

7 ≡ 2 mod 5
��� �3�J0t�

p60(A1)
7 = (

(
1 1
0 1

)
,

(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
)
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p60(A6)
2 = (

(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
3 4
4 4

)
)

�t�d� ����®y�\®Ä�d�VÁÄ�:�<�U�d°:®��:®y��°T�i�tÁ·���s°�0T�
p60(A6)

D'��_
qvDw71
��c^67V�
(1, 3, 5)

¤ � �� dÁ

p60(A6)
20 = (

(
1 0
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 0
0 1

)
).
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p60(A
20
6 · A7

1) = (

(
1 1
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
,

(
1 1
0 1

)
) = p60(

(
1 1
0 1

)
) = p60(T )

�| �®
A20

6 · A7
1 ∈ Γ

�t���
T /∈ Γ

¼�®Ä�� dÁ
Γ(60) = ker(p60)

���t�d�d°t®)�s�<�¬°T�ª®��t���d��� ���
Γ
¤
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Γ
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L(2, 3)

�t�d�
D
���ª®Ä�y°1�d d�¬��� ����Àk�¬�¬®y��°T� �1¤{£�¤ � Á"�¬°T�dÁ­� $� d���������|�R°#��®��:���
®m��°\���\�3�d��®y�

Áy�*$� d���d�¬��Á
Dn

�t�d�
Ln

°t�¦°T�­���ª�:�<��Á·Á­ d���M®Ä�3�:®³®Ä�d�1Q¯�¬�����J�T�y°T '"dÁ
Γ(Ln)

�t�d�
Γ(Dn)�t�­� ��°T�ª®��:���d�¬� ���

Γ(L(2, 3))
¼ª�y�¬Á%"s���º®Ä�P0t����!

Γ(D)
¤ p �· �Áy� ®Ä�d� �d�yÁ­®¦Á­� $� d�������¹®y°R"d�y°�0T�

� �d�¬°T�y�¬� B�¼dÁy�¬��½|°t�y°T��� �t�d!��k¤ ¢8¨�¤
� ��� � � � 5!" � % � 3 	�8:� " 2/�
	���� ��	�� 3 2 L(2, 3)
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(p : X∗ → E∗)
�s�V®y�d�V°T�y���ª�t� �

L(2, 3)
�tÁ����
Àk���º®Ä��°T� �k¤{£k¤�¢T¤

Hid Hx Hx2

Hy

•
•
•

•
•
•

•
•

◦
◦
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L(2, 3)

: � F�Fw
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«����$�:���u®y�3�:® ®Ä�����¬°T�y�­��Ác"+°T���d���d� Áy '�d�T�y°t ("

U
°t�
F2

��Á
U = < g1 := x3, g2 := y2, g3 := xyx−1, g4 := x2yx−2, g5 := yxy−1 > .

´3 d�­®y�d���­�<°t�y�t¼T®y�d���T���� dÁ¦°t�
X∗ ��Á g = 2

�t�d�h�|�·�3�J0T�
n = 2

�� dÁc"dÁ�� ◦ ¼ • � ¤�� ���¹�y�t�dµ
r
°t��®y�d�U�m d�d�3�t� ���ª®Ä�t���T�­°T ("i��Á

r = 2g + n− 1 = 5
¤�� �1 �Á·� ® ��Á¿�m�­���¬�P!!�t���d�¬�Ä�:®y���.�@!

g1

¼�¤�¤¬¤�¼
g5

¤
p �·��°l���$�t�­�c!�°T �®�®y�d�·��°T�dÁg®Ä�­ d�¬®y��°T� °t���R d��®y��"d���|°T�­���ª�t� ��Á*���ª®Ä�­°k�� d���¬�<���!Àk�¬�¬®y��°T� �k¤{§
�m°T�

U
�t���J®y�d���T���d�¬�Ä�:®y°T�yÁ

g1
¼¯¤�¤�¤¬¼

g5
�:�d� °���®��t����®Ä�d��°T�­���ª�t� ��Á

Ln
"
n ∈ N

$ ¤ �M!
»���� � �	�1¤ ��®Ä���*!i��°t�y�y�¬Á%"s°T�d�i®Ä°�®Ä�����t�y°T ("�Á

Hn = < g n
1 , gi

1 gj g
−i
1 ∈ F2 | i ∈ {0, . . . , n− 1} �t�d� j ∈ {2, . . . , 5} > .

V0#
�9
�� � � �d����°T�­�y�¬Á%"s°T�d�d���d��°T�y���ª�t� �
Ln

��Á¿®y�d�V°T�y���ª�t� �u�T��0T�¬������´����T ��y�V§T©I��� ®Ä�
σh = (1 3 4 5 7 8 9 11 12 . . . 4n−3 4n−1 4n), σv = (1 2)(5 6) . . . (4n−3 4n−2).

� �d�V�T�¬�1 �Á·°:�
Ln

��Á
n+ 1

�:�d�i��® �3�:Á
2n

�� dÁc"dÁ�¡
n
°t�,°T�­�d���

3
"6�:���

n
�<�t�yµ:��� ��! • ���´����T d�y�U§T© $º¼

n
°:��°T�­�d���

1
"=�t���

n
�<�t�­µt���.��! ◦ ����´����T ��y�V§T©!$º¤

¢ £ �

§
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B
¤¬¤�¤ �t�kÂ � �T�kÂ±© �t�kÂ �

�t�kÂ B
�T�kÂ�£ �t�kÂ�¢ �T�
�T�kÂ±§

h0

h1 h1

v1

v1

vn+1

vn+1

v2n+1

v2n+1

h2 h2

v2

v2

vn+2

vn+2

v2n+2

v2n+2

hn hn

vn

vn

v2n

v2n

v3n

v3n

h0•
•
•

•
•
•

◦
◦

•
•
•

•
•
•

◦
◦

•
•
•

•
•
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◦
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� �d���d°T�<�t�����T�P0t��������®y�d���3�T d�­�·��Á Áy���+"��P! ��°T�d�����¬®y����¤¯� �� dÁ�®Ä�����m ��d�3�t� ���ª®��:�d�T�y°t ("
��Á��T�¬�d���y�:®Ä�¬� ��!\®Ä�d�
"3�:®y�dÁ³�¬°T�y�­��Ác"+°T���d���d��®Ä°�®Ä���R�����T��Á�®Ä�3�c®"�t�­� �t�� d�¬��¤Hp � ����°k°TÁ­�
®Ä���
�d�tÁy�R"s°T���ª®����iÁc$1 d�t�y�

1
�t�d�i°#��®Ä�t���\®y�d�V�T���d�¬�Ä�:®y°T�yÁ·�tÁ¿�m°t����°���Á¬¡

���d�t�
h0

¡
x3n = gn

1���d�t�
hi

¡
x3(i−1)yxy−1x−3(i−1) = gi−1

1 g5g
−(i−1)
1

"
i ∈ {1, . . . , n} $���d�t�

vi

¡
x3(i−1)y2x−3(i−1) = gi−1

1 g2g
−(i−1)
1

"
i ∈ {1, . . . , n} $���d�t�

vi+n

¡
x3(i−1)xyx−1x−3(i−1) = gi−1

1 g3g
−(i−1)
1

"
i ∈ {1, . . . , n} $���d�t�

vi+2n
¡

x3(i−1)x2yx−2x−3(i−1) = gi−1
1 g4g

−(i−1)
1

"
i ∈ {1, . . . , n} $

� �� dÁ�®Ä�d�U�m d�d�d�t�<�¬�ª®��t���T�­°T ("i��Á
Hn

¤
� �d��Ág®��:®y��� ���ª®i���s°T �®!®y�d� �T�¬�� dÁ\�m°T����°l��Á��m�y°t� ®y�d� T� d���¬� �m°T�y�R d� ��¡ p ���3�J0T�

4nÁ%$� 3�:�y��Á¬¼
8n

�¬�d�T�¬Á³�t���
2n
0T�¬�­®y�����¬Á�¤¿� �� dÁ�®Ä���IT� d���������3�t�y�t�¬®y���y��Á­®y���V��Á −2n

�t�d�
®y�d�
�T�¬�1 �Á¹��Á

n+ 1
¤

� �d�M�m°T����°������d� �­��Áy ���®���Á\°#�k®��t���d���@�tÁ��Y�¬°T�dÁ­� $� d�������  dÁ­���d� ®Ä���J�=�t�º®."d�y°�01���d�¬�I���
���y°#"s°TÁ­��®Ä��°T���k¤ -�®Ä�3�:®

Γ(L1) = Γ(L(2, 3))
��Á����d°T����°T���T�y d�¬�d�����T�­°T ("�¤

VW?���?@#
#
�>�
� , ����� � ;*? � �:?�2 ?@� 
E;*

?@� , � , � � W Dw7 AB7878C8D1���E
�5lF>
ku
Ln

��_y�1_V5 �m���E
�5lFx
ku

Γ := Γ(L(2, 3))
uJ
��)��[][

n ∈ N
� 	vu

n
^��]g�� ^678_

m " qvDw7V< Γ(Lm) ⊆ Γ(Ln)
�

	V<bF'���Vq �YCV56[����I��[][
Γ(Ln)

���E7R< 
�<>C8
�<6����5 7V< C87n���8
�5�Fw_ �
�H�E
�
ku��,�H! ½|°T�y°t��� �:�c!��k¤{©k¼B�|���d��0t�R®Ä° Áy�d°��V¼u®y�3�:®V½|°t�d�d��®y��°T� " �k¤ . $ ��Á·�m d�P�3�����¬��¤�� �d�
������� ���ª®ÄÁ¹���+¼

x
¼
x2 �t�d� y �¬°T�y�­��Á%"s°T�d�����d� ®y°<®y�d�RÁc$� 3�t�y�¬Á"°t� L(2, 3)

�t�y� � Ád!kÁg®Ä�¬� °t�
��°tÁy�¬®,�­� "d�­��Áy�¬�ª®��:®y�P0T�¬Á,�m°t�

U
���
F2

¤op � 0T�¬�y���]! " �k¤ . $ ��!-�3���d���d� �m°T�u�$�t�����y�*"d�y�¬Áy���ª®Ä�:®Ä��0T�
w 6= ��� �:�J�¬���¬�<�¬��®

g
���
<< g2, g3, g4, g5 >>U= H∞

Áy d���J®Ä�3�c®
wgw−1 6∈ U

¤h, ®
�$�:� �s�VÁy���¬�
 �Áy����� ´����T d�­�V§ ��®Ä�3�c® ®Ä�d�V������� ���ª®ÄÁ���� °���®��t���i�t�y�V�d°:®����

U
¤

�m°T�
x : x · g4 · x−1 = x · (x2yx−2) · x−1 = x3yx−3 6∈ U�m°T�
x2 : x2 · g3 · x−2 = x2 · (xyx−1) · x−2 = x3yx−3 6∈ U�m°T�
y : y · g5 · y−1 = y · (yxy−1) · y−1 = y2xy−2 6∈ U

´3�y°T� ½|°t�y°T��� �t�d! �k¤ ¢8¨b����°#�k®��t���
��� "3�:�­®Ä���� d���t��� �d��°t�y��� B<Á­���d�¬��®y�d�R�t���� dÁ"°t�
Ln

��Á
n+ 1

¤
� ��?�2 ?@� 
 ;:
E?+��, �
�@��� 3 
��
��[][ <B��q 5\�c��[ <w56���V7V�E_

n
��<B^

m
� �]q]D

n 6= m " ��7yD'��g�7 :
Γ(Ln) 6= Γ(Lm)

�H�E
�
ku�� p �
"��y°�0T�V®Ä�d�V�¬� �t��� ��!iÁy��°l�����d��®Ä�3�c®·�m°t���t���
n ∈ N

¡
(

1 s
0 1

)
∈ Γ(Ln) ⇔ 3n

���P01���d�¬Á
s.
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� �d��Á���Á�®Ä�­ d� ��!.»���� � ��£�¤ ¢8¨�¼¯Á­���d�¬�

3n
��Á�®y�d�\Áy�<�t������Ág®���°T� � °T� �� d� ®Ä��"���� °:�¹®y�d�

�d°T�­� � °T�ª®��t���V!1�������d��� �����d�t®y�dÁ�¤

⇒ ¡
,�� ®Ä���1"d�y°1°t�¯°t�|½|°T�­°T�����t�c! �1¤�¢8¨b�|��Áy��� ®Ä�d�:®"�¬°T�d�d� ®Ä��°t��" �k¤ . $���Á¹�m ��P�3�������u¤"� �� dÁ�¼ ���
�3�J0T�:¡ ¾¹°t�y�

F2
(Hn) = U

¼+�tÁ·Áy�d°���� ����®y�d�
"d�y°1°t� °:�����y°#"s°TÁ­��®Ä��°T� �k¤{©k¤ ´3 d�­®y�d���­�<°t�y�t¼
{1, x, x2, y} ��Á·��Ác!1Á­®y��� °t�*��°TÁ­�¬®¹�y�*"d�y�¬Áy���ª®Ä�:®Ä��0T��Á¹°t�

U
¤¦´3 d�g®Ä�d�¬�y� °T�y�U���¬®

γs

�t�d�
As�s�����*�3�d�¬� �tÁ¬¡

γs : x 7→ x, y 7→ xsy, As =

(
1 s
0 1

)

� �� dÁ
γs

��Á���"d�y�¬���<�t�T�"°:�
As

�t�d� �|�V�3�J0T�
��!
½|°T�y°t��� �:�c!<£�¤ -
As ∈ Γ(Ln) ⇔ ∃ w ∈ {1, x, x2, y} ����®y� ∀ h ∈ Hn : (Hn · w)γs(h) = Hn · w.

�*�tµt�
h := xyx−1 ∈ Hn

¤�� �d���
γs(h) = xs+1yx−1 ¤

,��!®Ä���³�m°T����°������d�y���U�d���d°:®Ä�
1̄ := Hn

¼
2̄ := Hn · y

¼
3̄ := Hn · x

�t���
4̄ := Hn · x2 ¤ p ��3�J0T� "=Á­����´����T d�y��§t© $º¡

1̄ · γs(h) = 1̄ · xs+1yx−1 = 1̄ ⇔ 1̄ · xs = 1̄ · xy−1x−1 = 1̄ ⇔ 3n | s.
3̄ · γs(h) = 3̄ · xs+1yx−1 = 3̄ ⇔ 3̄ · xs = 3̄ · xy−1x−1 = 3̄ ⇔ 3n | s.
2̄ · γs(h) = 2̄ · xs+1yx−1 = 4n 6= 2̄

�m°T���t���
s.

4̄ · γs(h) = 4̄ · xs+1yx−1 = 4̄ ⇔ 4̄ = 4̄ · xy−1x−(s+1) = 6̄ 6= 2̄
�m°T���t���

s.

´3�y°T� ®Ä�d��Á ��® �m°T����°���Á|®y�3�:®����
As

��Á ���
Γ(Ln)

¼d®y�d���
3n

�d��01���d�¬Á
s
¤

� Á·����°t�dÁy�*$1 ����d�¬��°t���¯�­°#"s°TÁy� ®Ä��°t���k¤�¢t¢R���V°#��®Ä�t���\®Ä���"�m°T����°l�����d��½|°T�­°T�����t�c!t¤
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s ∈ N

As =

(
1 s
0 1

)
6∈
⋂

n∈N

Γ(Hn)
Cor. 7.6

= Γ(H∞).

� �� dÁ
Γ(H∞)

�3�tÁ����'�d�d��®y�"���d���VNi����Àk»
2(Z)

¤
G-�dÁy�¬�c0t�V�m ��­®Ä�����y� °T�­�³®Ä�3�c® �m°T� �t���

s ∈ N
®y�d�U�����tÁ­® �¬°T� �<°T� �� d��®y��"d���¹°:�,®y�d�U���¬�d�t®y�dÁ

°t�,®Ä�d�y0t���­®y�����t���*!1�����d�d�¬�yÁ ��Á
2
¤¯� �1 �ÁU��!i»���� �<��£�¤�¢$¨������3�J0T�

B2 :=

(
1 0
2 1

)
∈ Γ(Hn)

�m°T���t���
n ∈ N

�:�d�i�d���d�¬�
B2 ∈

⋂

n∈N

Γ(Hn) = Γ(H∞).

� �d�¬�y�¬�m°t�y�t¼
Γ(H∞)

��Á �d°T�ª®Ä�­�P01� �t�6¤
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7%^��678_ � �]q]D qvDw7y_ ���&7y[�� �V7V[ ��<B^
5\<w[�� �V7V[�7%^ 7%^��678_Rq]D'��q����E71
8F�Fw
�_V�]qm7)���E7=��[ 5 7%^ �

«����$�:���u®y�3�:® ®Ä�����¬°T�y�­��Ác"+°T���d���d� Áy '�d�T�y°t ("
°:�
F2

��Á

U = < g1 := x3 , g2 := y3 , g3 := xyx−2 , g4 := x2yx−1 ,
g5 := yxy−1 , g6 := y2xy−2 >

, �-�������t�y�d!.°T �® ®Ä�d���� d� ®Ä��"����!�¬°T�dÁ­®y�y d�º®Ä��°T���m°T�
U
�t�d�

g1 = x3 ¼|®Ä�d�¬� ����°#�k®��t���Áy���<��� �t�­�P! �tÁ������k¤ ��¤�¢U®Ä����°t�y���T�t�<�sÁy��°l���
����´����T d�y�U§ �k¼(����®y��¡

σh = (1 2 3 6 7 8 . . . 5n− 4 5n− 3 5n− 2),

σv = (1 4 5)(6 9 10) . . . (5n− 4 5n− 1 5n)(2 3)(7 8) . . . (5n− 3 5n− 2)
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b1 a2
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b2 an
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:

7%^��678_ � �]q]D qvDw7y_ ���&7y[�� �V7V[ ��<B^
5\<w[�� �V7V[�7%^ 7%^��678_Rq]D'��q����E71
8F�Fw
�_V�]qm7)���E7=��[ 5 7%^ �

� �d�V�T�¬�1 �Á·°:�
Dn

��Á
2n

�:�d�i��® �3�:Á
n+ 2

� �t�­µt�¬�."s°T����®yÁ�¡¯§�°t�,°T�­�d���
2n

"=�<�t�yµ:�����tÁ
• �t�d� ? $¿�t�d� n °t�*°T�y�d�¬� 1

"6�t���
n
� �:�yµt�¬� �@! ◦ $ ¤p �
"��y°1�����¬�
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ku
Dn

��_y�)_V5 �m���E
�5lF 
ku

Γ := Γ(L(2, 3))
uJ
��)��[][

n ∈ N
� 	vu

n
^��]g�� ^678_

m " qvDw7V< Γ(Dm) ⊆ Γ(Dn)
�

	V<bF'���Vq �YCV56[����I��[][
Γ(Dn)

���E7
< 
�<>C8
�<6����5 7V< C87n���8
�5�Fw_ �

�H�E
�
ku��³Àk���<��� �t�­�P!i�tÁ³��� ®Ä���1"d�y°1°t�¦°t��½|°T�­°T�����t�c! �k¤ ¢8¨+�����3�J0T��®y° 0T���­���]! " �k¤ . $·�m°T�
U
¼

H∞ =<< g2 , . . . , g6 >>U

�:�d�
w2 := x

¼
w3 := x2 ¼ w4 := y

¼
w5 := y2 ¤ �| �®R����3�J0T�V�m°T���t���

wi

¼
i ∈ {2, . . . , 5} ¡

wig3w
−1
i = wixyx

−2w−1
i 6∈ U.

� �d��Á·���t� �+�VÁ­�����.����®y�i®y�d�V�d���P"i°t��´����T d�­�V§<B�¤
´����3�t����!T¼ ���\�$�t� Á­�d°�� �t��Á­°��m°T�V®Ä�d�!°t�y���T�t�<��Á

Dn

¼�®y�3�:® ®Ä�d�¬���)Q¯�¬����� �T�­°T ("dÁ��t�y� �t���
�d��Lu�¬�y���ª®�¤
� ��?�2 ?@� 
 ;:
E?+��, �
�%C � 3 
��
��[][ <B��q 5\�c��[ <w56���V7V�E_

n
��<B^

m
� �]q]D

n 6= m " ��7yD'��g�7 :

Γ(Dn) 6= Γ(Dm)

�H�E
�
ku�� � �T�t���S���
"��y°1�����¬� �tÁ ���
Àk (�dÁ­���¬®y��°T� �k¤ �d¤ ¢T¤ p �VÁ­�d°�� ®Ä�3�c® �m°T���t���
n ∈ N

¡
(

1 s
0 1

)
∈ Γ(Dn) ⇔ 3n

�d��0k���d��Á
s.

⇐ ¡¯�tÁ����\®y�d�R"d�y°1°t�,°t���¯�­°#"s°TÁy� ®Ä��°t���k¤�¢t¢T¤

⇒ ¡
� �T�t���.�|�� �Áy�R®y�3�:®³®y�d�R��°T�y�<�t��� � �¬�¹¾·°T�y�

F2
(Hn) = U

¤ {1, x, x2, y, y2} ��Á³� Ád!1Á­®Ä�¬�°t�¹��°TÁ­�¬®<�y�*"d�y�¬Áy���ª®Ä�:®Ä��0T��Á<°t�
U
��°T�­�y��Ác"+°t�d�d�����J®y°M®y�d�iÁ%$� 3�t�­��Á

1
¼
2
¼
3
¼

4
�t�d�

5
���

´����T d�y�U§<B�¤¯´3 d�­®y�d���­�<°t�y�-��� �d�V�3�d�
γs

�t�d�
As

�:�ª�t���i�:Á�¡

γs : x 7→ x, y 7→ xsy, As =

(
1 s
0 1

)

p ��Á­�d°��V¼3®Ä�3�:®�� �
3n

�d°1��Á��d°t®��d��01���d�
s
®y�d���

∀w ∈ {1, x, x2, y, y2} ∃ h ∈ Hn : (Hn · w)γs(h) 6= Hn · w.
� �d�V�����t��� �m°T����°���Á|�m�y°T� ®Ä�d��Á��t�ª�t��� ����®y��½|°t�y°T��� �t�d!!£�¤ -�¤
�*�tµt�

h1 := xyx−2 , h2 := x2yx−1 ∈ Hn

¤U� �d�¬�
γs(h1) = xs+1yx−2 �t�d� γs(h2) =

xs+2yx−1 ¤



��� 	 ������� ����� ����� �
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p �R�d�¬�d°t®Ä�
1̄ := Hn

¼
2̄ := Hn · x ¼ 3̄ := Hn · x2 ¼ 4̄ := Hn · y �t�d�

5̄ := Hn · y2 ¤
p ��Á­���V�m�y°T� ´����t d�y�V§ �k¡

1̄ · γs(h1) = 1̄ · xs+1yx−2 = 1̄ ⇔ 1̄ · xs = 1̄ · x2y−1x−1 = 1̄ ⇔ 3n | s.
2̄ · γs(h1) = 2̄ · xs+1yx−2 = 2̄ ⇔ 2̄ · xs = 2̄ · x2y−1x−1 = 10 6= 2̄ · xs �m°T���t���

s.

3̄ · γs(h2) = 3̄ · xs+2yx−1 = 3̄ ⇔ 3̄ = 3̄ · xy−1x−(s+2) = 10 6= 3̄
�m°T���t���

s.

4̄ · γs(h1) = 4̄ · xs+1yx−2 = 5̄ 6= 4̄
�m°t���t���

s.

5̄ · γs(h1) = 5̄ · xs+1yx−2 = 5n− 3 6= 5̄
�m°T���t���

s.

´3�y°T� ®Ä�d��Á ��® �m°T����°���Á|®y�3�:®����
As

��Á ���
Γ(Dn)

¼�®y�d���
3n

�d��01���d�¬Á
s
¤

� ��Áy° �m°t�¹®Ä����Á"��Nd�:�+"d���)����°#��®Ä�t���
®Ä�3�:®
Γ(H∞)
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Γ(H∞)
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2(Z)
�

�H�E
�
ku�� p �� �Áy�V®Ä�3�:®V¡

∀s ∈ N ∃n ∈ N : As =

(
1 s
0 1

)
6∈ Γ(Hn),

Á­��� ���y°1°t��°:� ���y°�"�¤ �k¤ ¢ � �t�d�

∀n ∈ N : Bs =

(
1 0
3 1

)
∈ Γ(Hn),

��!�»���� �<��£�¤�¢$¨
.

� �T�t����¼�®y�d���3�yÁg® �=�t�º®�Áy�d°���Á ®y�3�:®
Γ(H∞)

�3�tÁV���\�3�d��®y�����d���VN+¼ �t���J®y�d�<Á­���¬°T�d� �=�:�¬®$¼
®Ä�d�:®���®��¬°T�ª®��t���dÁ �d°T�ª®Ä�­�P01� �:��������� ���ª®ÄÁ¬¤
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