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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein dreidimensionales Materialmodell zur
vollstdndigen Beschreibung des Vor- und Nachbruchverhaltens von Beton ent-
wickelt. Die wenigen dafiir erforderlichen Modellparameter lassen sich direkt aus
einfachen Versuchen bestimmen oder sind einschldgigen Normen zu entnehmen.
Desweiteren werden die fiir eine Berechnung von Verbundstrukturen erforderli-
chen Formulierungen bereitgestellt. Die diskrete Abbildung der Bewehrungsstébe
erfolgt mittels dreidimensionaler Rebar-Ansétze, wobei das elastoplastische Ver-
halten des Stahls iiber eine von Mises-FlieBbedingung beriicksichtigt wird. Mit der
Einfithrung eines speziellen 'interface’-Elementes, welches auf dem Coulombschen
Reibungsgesetz beruht, ist zum einen die Simulation des nichtlinearen Verbund-
Schlupf-Verhaltens innerhalb einer Kopfbolzenverbindung mdoglich, zum anderen
&8t sich die Evolution diskreter Risse darstellen.

Bei der Herleitung der Materialformulierung wird fiir die Beschreibung des inela-
stischen Betonverhaltens von einem Modell ausgegangen, welches auf den Zu-
sammenhingen und Algorithmen der Plastizitatstheorie fiir gekoppelte Flie3-
flichen aufbaut. Bei der ratenunabhéngigen Formulierung werden die Green-
Lagrangeschen Verzerrungen additiv aufgespalten. Die Evolutionsgleichungen der
irreversiblen Groflen ergeben sich nach Einfithrung der zusammengesetzten Flie3-
bedingungen {iber das Prinzip der maximalen Dissipation. Da eine verschmierte
Betrachtung von Materialschidigung und Riflentwicklung zum Tragen kommt,
konnen die entfestigenden Strukturbereiche weiterhin als Kontinuum angesehen
werden, woraus sich Vorteile bei einer Finite-Element-Berechnung ergeben. Um
dem Betonverhalten bei wiederholter Be- und Entlastung gerecht zu werden, stellt
sich in Anlehnung an die Schidigungstheorie nach dem Uberschreiten der maxi-
malen Belastbarkeit eine Degradation der elastischen Materialparameter ein.

Die Basis fiir die Finite-Element-Implementierung bildet ein trilineares Konti-
nuumselement, das um ’enhanced-assumed-strain’- und 'assumed-natural-strain’-
Interpolationen erweitert wurde, so dafl numerische Versteifungseffekte nahezu
ausgeschlossen werden konnen. Die effiziente Berechnung von flaichenorientierten
Strukturen wird somit ermoglicht.

Im Rahmen der numerischen Untersuchungen von bewehrten und unbewehrten
Strukturen ergibt sich eine sehr gute Ubereinstimmung mit experimentell gewon-
nenen Ergebnissen. Gegeniiber anderen in der Literatur zu findenden makrosko-
pischen Formulierungen zeigt das entwickelte dreidimensionale Modell trotz der
geringen Zahl der verwendeten Materialparameter eine deutliche Uberlegenheit
bei der Erfassung der Versagensphénomene und der Approximation des Nach-
bruchverhaltens.



Abstract

Within this thesis a three-dimensional material-model is introduced to appro-
ximate the whole fracture behaviour of concrete before and after reaching the
maximal strength. The small number of required material parameters can be
gained easily from conventional experiments or they were specified in appropria-
te construction standards. Furthermore a formulation is proposed to simulate
the characteristics of composite steel-concrete constructions. Three-dimensional
rebar-elements are applied for a discrete representation of the reinforcement. To
describe the non-linear material properties of steel a von Mises yield criterium is
employed. A special interface formulation which is founded on the friction law of
Coulomb is introduced. This allows the simulation of non-linear bond slip cha-
racteristic of a doweled connection. In addition the interface element is able to
describe the discrete evolution of cracks.

The presented constitutive model for the inelastic concrete behaviour is defined by
the non-smooth multisurface plasticity theory. The rate independent algorithms
are based on the assumption that the Green-Lagrange strain tensor is split addi-
tively. The evolution equations of the irreversible variables result from the plastic
potential and the principle of the maximum dissipation. Using a smeared crack
model leads to a continuity of the displacements for the cracked zones. Therefore
essential advantages arise in the context of a finite element calculation. To cap-
ture the concrete behaviour at cyclic loading, a degradation of the elastic material
parameters is used. This is in accordance with the fracture theory after exceeding
the maximum strength.

The material model is implemented into a geometrically non-linear isoparametric
hexahedral element with an enhanced assumed strain and an assumed natural
strain interpolation to reduce locking effects. This results in an efficient calculation
of shell-like structures including a three-dimensional material-law.

Within the numerical examinations of pure and reinforced concrete structures
a very good agreement with experimental data is obtained. A comparison with
other macroscopic models from the literature shows the excellent approximation
of the limit load, the failure phenomena and the post-critical characteristic of the
developed three-dimensional formulation.
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1 Einleitung

1.1 Motivation, Ziele und Vorgehensweise

Bereits die Romer schitzten die Eigenschaften des Baustoffes Beton und nutz-
ten ihn zur Errichtung von Geb&duden, Briicken und Wehranlagen. Neben der
sehr guten Formbarkeit und der einfachen sowie kostengiinstigen Beschaffung
der erforderlichen Ausgangsmaterialien, bilden die hohe Druckfestigkeit und die
Bestédndigkeit gegen Umwelteinflusse wie Bewitterung oder Brand die wesentli-
chen Vorteile dieses Werkstoffes. Bis in die heutige Zeit hat sich an der weiten
Verbreitung von Beton als Baumaterial nur wenig geédndert, zumal der Nach-
teil der geringen Zugfestigkeit durch das Einbringen einer Bewehrung oder im
Zusammenwirken mit Stahlprofilen als Verbundsystem deutlich reduziert werden
kann. Im Hinblick auf das oft unerwiinscht hohe Eigengewicht und die schlechten
Warmedammeigenschaften stellen moderne Leicht- und Porenbetone attraktive
Weiterentwicklungen dar, FAUST [70], WEBER & HULLMANN [227].

Mit dem Wunsch nach immer filigraneren und aufwendigeren Konstruktionen so-
wie dem Streben nach einer moglichst vollstéindigen Ausnutzung der Beanspruch-
barkeit aller verwendeten Materialien geht die Entwicklung komplexer und de-
taillierter Berechnungsverfahren einher. Einfache Berechnungsmethoden reichen
in der Regel nicht mehr aus um das komplizierte und hochgradig nichtlineare Ver-
sagensverhalten, die einzelnen Schiadigungsphénomene des Betons oder die durch
Spannungsumlagerungen entstehenden Tragreserven zu erfassen. Mit Hilfe effi-
zienter Finite-Element-Anséitze und stetig zunehmender Leistungsfihigkeit der
Rechensysteme wird es moglich, entsprechende mathematische Modelle zur nu-
merischen Simulation des Strukturverhaltens zu entwickeln und bei tolerierbaren
Rechenzeiten einzusetzen.

Da sich im Bauwesen das Interesse in erster Linie auf den Nachweis von Standsi-
cherheit und Gebrauchstauglichkeit der gesamten Struktur oder einzelner Bautei-
le beschrankt, sind fiir eine wirtschaftliche Berechnung in der Regel Materialmo-
delle, die auf makroskopischer Ebene formuliert sind, ausreichend. Einen ersten
Uberblick iiber entsprechende Modelle geben unter anderem die Biicher von HOF-
STETTER & MANG [94] und JIRASEK & BAZANT [104]. Die mesos- oder mikro-
skopische Erfassung der einzelnen Betonbestandteile, wie beispielsweise Zement-
matrix, Zuschlag und Luftporen, bietet sich infolge des hohen Diskretisierungs-
und Berechnungsaufwandes ausschliellich fiir die Untersuchung einzelner De-
tailpunkte an. Mesoskopische Ansétze kommen unter anderem bei CAROL &
BAZANT [29], D’ADETTA et al. [45], ECKARDT et al. [64] oder ZOHDI & WRIG-
GERS [242] zur Anwendung, WITTMANN [235], CHEN [37] und TouMI & BaAs-
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COUL [217] fithren Beschreibungen auf mikroskopischen Skalen ein. Eine weitaus
detailliertere Vorstellung und Klassifizierung einzelner in der Literatur zu finden-
der numerischer Modelle, die Darstellung aktueller Forschungstendenzen sowie
umfangreiche Diskussionen, Gegeniiberstellungen und Literaturhinweise sind an
den entsprechenden Stellen im weiteren Verlauf dieser Arbeit zu finden.

Neben der algorithmischen Effizienz und der numerischen Stabilitét ist die einfa-
che Identifizierung der notwendigen Modellparameter ein wesentliches Kriterium
fiir die Praxistauglichkeit einer Materialformulierung. Besonders bei Modellen,
die sich durch eine sehr exakte Beschreibung der einzelnen Schédigungsphéno-
mene auszeichnen, bereitet die experimentelle Bestimmung der erforderlichen
Parameter erhebliche Schwierigkeiten, so dafl eine umfangreiche Kalibrierung
an bestehenden Versuchskurven unumgénglich wird. Das dreiaxiale Stoffgesetz
von HAUSSLER-COMBE & PROCHTEL [100] beispielsweise basiert auf insgesamt
19 Parametern, TIKHOMIROV & STEIN [216] verwenden fiir ihr Schadigungsmo-
dell 11 Materialparameter, zur Erfassung des Verhaltens von bewehrten Struk-
turen werden fiir letztgenanntes weitere 15 Groflen erforderlich. Es ist offensicht-
lich, daf§ zur Vermeidung aufwendiger Parameterstudien fiir ein praxisorientier-
tes Betonmodell im Idealfall moglichst nur Kenngréfien herangezogen werden
sollten, die sich direkt aus Normen und Regelwerken ableiten lassen. Dement-
sprechend miifite jeder Entwicklung einer neuen Materialformulierung ein konse-
quentes Abwégen zwischen erforderlicher Genauigkeit und vertretbarem Aufwand
vorausgehen, was in den meisten Féllen allerdings nicht der Fall zu sein scheint.
Vielmehr geht die Entwicklung zu immer detaillierteren und komplexeren Werk-
stoffmodellen, die in der Ingenieurpraxis kaum anwendbar sind.

Die grofle Anzahl der in den letzten Jahrzehnten veroffentlichen Betonmodel-
le 148t sich in Abhéngigkeit von der zugrundeliegenden Theorie klassifizieren.
Im Allgemeinen wird zwischen elastischen Modellen, zum Beispiel CHEN & SA-
LEEB [39], AHMAD et al. [1], STANKOWSKI & GERSTLE [207] und inelastischen
Modellen unterschieden. Letztere basieren entweder auf der Plastizitatstheorie,
CHEN [36], LUBLINER [140], oder auf der Schiadigungstheorie, MAZARS [147],
LEMAITRE & CHARBOCHE [135]. Um eine moglichst detaillierte Formulierung
des Betonversagens zu erlangen, werden héufig unterschiedliche Modellansétze
kombiniert, wie beispielsweise von LUBLINER [139], TIKHOMIROV & STEIN [216]
oder HAUSSLER-COMBE & PROCHTEL [100]. Diese Arbeiten verwenden sowohl
Zusammenhénge der Plastizitits- als auch der Schidigungstheorie, bringen aber
den bereits erorterten Nachteil der hohen Parameteranzahl mit sich.

Fiir die Approximation der mehrdimensionalen Versagensflache nach den Regeln
der Flieitheorie haben sich unterschiedliche Vorgehensweisen etabliert. Wird eine
zweiaxiale Beschreibung angestrebt, bietet sich fiir die Begrenzung des elastischen
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Materialbereiches die Kopplung zweier klassischer Fliefbedingungen — wie zum
Beispiel die Drucker-Prager-Bedingung oder das Hauptspannungs-Kriterium von
Rankine — an, FEENSTRA & DE BORST [73], MESCHKE et al. [153], [155]. Im
Rahmen einer dreidimensionalen Betrachtung kommen entweder die sogenannten
‘cap-models’; die auf Arbeiten von DIMAGGIO & SANDLER [53] und SANDLER
& RUBIN [184] zuriickgehen, zur Anwendung oder aber kontinuierlich formulierte
FlieBflachen, LADE [131], EHLERS [65] KRENK [121]. Die beiden letztgenannten
Modelltypen basieren im allgemeinen auf mindestens sieben Modell- und einem
Verfestigungsparameter.

Das fiir Zug- und Druckbelastung sehr unterschiedliche Versagensverhalten von
Beton kann unter anderem mit Hilfe bruchmechanisch motivierter Ver- und Ent-
festigungsfunktionen erfolgen. Fiir das Zugversagen wird im CEB-FIP MODEL
CODE [30] ein bilineares Entfestigungsgesetz vorgeschlagen, der exponentielle An-
satz von FEENSTRA [71] und FEENSTRA & DE BORST [73] gibt das reale Verhal-
ten allerdings wesentlich besser wieder. Die Gefiigeauflockerung unter Druck wird
mit der Formulierung von FEENSTRA nur ungenau erfaft, hier sind die Funktio-
nen von LACKNER [129] und WINKLER [232] zu bevorzugen.

Da sich beim Erreichen des Traglastzustandes einer Betonstruktur nur in selte-
nen Fillen ein Einzelrifl einstellt, sondern es in der Regel zur Entwicklung eines
ausgedehnten Riflbandes kommt, hat sich die verschmierte Betrachtung der Rif3-
evolution fiir eine effiziente Berechnung allgemein etabliert. Alternativ ist in der
Literatur bei INGRAFFEA & SAOUMA [101], BELYTSCHKO & BLACK [13], MOES
et al. [159] und anderen eine diskrete Abbildung der einzelnen Risse zu finden. Zur
Wahrung der Objektivitat des bruchmechanischen Ansatzes gegeniiber Verfeine-
rungen der Finite-Element-Diskretisierung sind entsprechende Vorkehrungen zu
treffen, wie beispielsweise die Einfiihrung einer charakteristischen Elementlénge.
Diese Linge héngt neben der Elementgeometrie auch vom Grad der Ansatz-
ordnung ab, unterschiedliche Formulierungen finden sich in den Arbeiten von
BAZANT [7], WILLAM et al. [230], OLIVER [163], HOFSTETTER & MANG [94]
oder GRASBERGER |[81].

Ab dem Uberschreiten der maximalen Betonfestigkeit stellt sich unabhéingig von
der Richtung der aufgebrachten Belastung eine Schiadigung des Materialgefiiges
ein, die sowohl das Ent- als auch das Wiederbelastungsverhalten stark verédndert.
Erfassen lassen sich diese Phénomene beispielsweise iiber eine Degradation der
elastischen Materialparameter — MAZARS [146], CRISFIELD & WILLS [44], DAHL-
BLOM & OTTOSEN [46] schlagen hierfiir verschiedene Formulierungen vor. Infolge
der Spannungsumlagerungen, die sich in den Nachbarbereichen der versagenden
Zonen ergeben und so zu einer sukzessiven Entlastung dieser Teilbereiche fiihren,
ist die Degradation bereits fiir den monotonen Belastungspfad zu beriicksichtigen.
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Ziel der weiteren Ausfithrungen ist es, ein effizientes und leistungsstarkes dreidi-
mensionales Materialmodell zur Beschreibung von Betonverhalten und -versagen
bereitzustellen, welches sowohl eine ingenieurméflige als auch eine phé&nome-
nologische Erfassung und Bewertung des Tragverhaltens von Betonstrukturen
ermoglicht. Aufgrund der gewéhlten allgemeinen dreidimensionalen Form der
Ansétze lassen sich diese prinzipiell in jeden beliebigen Elementtyp implementie-
ren. Fiir die Verwendung innerhalb einer ein- oder zweidimensionalen Elementfor-
mulierung wére eine Kondensation des Stoffgesetzes erforderlich, entsprechende
Ansétze finden sich unter anderem bei DVORKIN et al. [62] oder KLINKEL & GoO-
VINDJEE [111]. Die Approximation des irreversiblen Materialverhalten von Beton
erfolgt mit den Algorithmen der Plastizitéatstheorie, wobei sich die Versagensfléche
aus der Kopplung einzelner klassischer FlieSbedingungen ergibt. Zeitabhéingige
Phéanomene wie beispielsweise Kriechen oder Schwinden sollen im Rahmen dieser
Arbeit vernachldssigt werden. Besonderes Augenmerk wird bei der makrosko-
pischen Formulierung auf die Verwendung einer moglichst geringen Anzahl von
Modellparametern, welche sich aus eindimensionalen Versuchen bestimmen lassen
und in entsprechenden Normen und Regelwerken vertafelt sind, gelegt. Zur Be-
schreibung des Vor- und Nachbruchverhaltens werden fiir das im Rahmen dieser
Arbeit entwickelte numerische Modell neben den elastischen Materialkennwer-
ten ausschliefflich die eindimensionale Zug- und Druckfestigkeit sowie die spezifi-
schen Bruchenergien G; und G, erforderlich, HILLERBORG et al. [92], MULLER
et al. [158]. Die beiden zusétzlich notwendigen geometrischen Parameter miissen
einmalig mit Hilfe einschlagiger zweiaxialer Versagenskurven kalibriert werden.
Sie sind unabhéngig von der gewéhlten Betongiite.

Uber die Entwicklung der Projektionsalgorithmen nach der sogenannten 'non-
smooth multisurface plasticity theory’ und der konsistenten Herleitung der elasto-
plastischen Tangentenmoduln ergeben sich effiziente und leistungsstarke Losungs-
verfahren, SIMO et al. [200], [194], HOFSTETTER & MANG [94]. Die anschlieBende
Finite-Element-Implementierung erfolgt in ein vollstdndig dreidimensional for-
muliertes 8-Knoten-Kontinuumselement, KLINKEL [110], KLINKEL et al. [112].
Durch die Verwendung spezieller Ansétze zur Reduktion von numerischen Ver-
steifungseffekten eignet sich diese Elementformulierung nicht nur fiir die Berech-
nung kompakter und gedrungener Strukturen, sondern auch fiir die Approxima-
tion diinner Flachentragwerke. Der Einsatz dieses Elementtyps bringt gegeniiber
den von MESCHKE [152], SUANNO [210] oder HOHN [97] genutzten 27-Knoten-
Elementen eine deutliche Reduktion der erforderlichen Rechenzeit mit sich.

Die Vorziige, die sich aus der Verwendung eines Kontinuumselementes gegeniiber
einer Schalenformulierung ergeben sind unter anderem in den Moglichkeiten der
exakten Beschreibung der Topologie von Strukturen zu sehen. Infolge der un-
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abhéngigen Knoten an Elementober- und unterseite lassen sich neben den Rand-
bedingungen auch Kontaktbedingungen wie Haften und Reiben sehr genau an
die tatséchlichen Gegebenheiten anpassen, was beispielsweise fiir die wirklich-
keitnahe Approximation von Verbundfugen unerléfllich ist. Desweiteren zeich-
nen sich Kontinuumselemente durch die sehr genauen Erfassung von komplexen
Spannungs- und Verzerrungszustdnden in der Dickenrichtung und die einfache
Moéglichkeit einer Netzverfeinerung iiber die Bauteilhthe aus. Wie sich unter an-
derem bei der Berechnung numerischer Beispiele zeigen wird, bringt eine Kon-
tinuumsformulierung auch bei scheinbar ebenen, flichenorientierten Strukturen
deutliche Vorteile mit sich. Im Gegensatz zu den zweidimensionalen Simulatio-
nen von MENRATH [150], FEIST et al. [76] oder OLIVER et al. [164] lassen sich
fiir die untersuchten Félle nur so die im Versuch festgestellten maximalen Belast-
barkeiten und Versagensphinomene in adaquater Weise erfassen.

Zur Modellierung von Stahlbetonstrukturen und deren numerischer Simulation im
Rahmen der Finite-Element-Methode haben sich unterschiedliche Vorgehenswei-
sen etabliert, welche sich in Diskretisierungs- und Rechenaufwand aber auch in der
Genauigkeit der Ergebnisse stark unterscheiden. Neben der diskreten Modellie-
rung, bei der jeder Bewehrungsstab durch ein einzelnes Stab- oder Balkenelement
abgebildet wird, was zu einer starken Zunahme der Freiheitsgrade fiihrt, stehen
die eingebettete sowie die verschmierte Beschreibung zur Verfiigung, HOFSTET-
TER & MANG [94], CHEN [36], [37]. Eine attraktive Alternative zu den genannten
Varianten stellt die Verwendung von Rebar-Ansétzen dar, die eine diskrete Abbil-
dung der einzelnen Bewehrungsstibe ermdoglichen, ohne dafl weitere Freiheitsgra-
de notwendig oder spezielle Anforderungen an die Netzgeometrie gestellt werden,
MESCHKE & HELNWEIN [154], GEBBEKEN [78], SPRENGER & WAGNER [206],
TIKHOMIROV & STEIN [216]. Im Gegensatz zur {iblichen Vorgehensweise wird
die Bewehrung im Rahmen dieser Arbeit nicht als eindimensionaler Stab aufge-
fafit, sondern als ein dreidimensionales Kontinuum. Somit kann zum einen der
dreidimensionalen Formulierung des Betonmaterials Rechnung getragen werden,
zum anderen ist es nur so moglich den Einflufl der Bewehrung bei Belastungen
quer zur Bewehrungsrichtung — beispielsweise bei Biegebeanspruchungen durch
Querkrafte — wirklichkeitsnah zu simulieren.

Als Folge des immer grofler werdenden Kostendrucks und der damit einhergehen-
den Forderung nach beschleunigten Bauabldufen und einem hohen Maf3 an Vorfer-
tigung nimmt der Anteil von Stahlbeton-Verbundkonstruktionen stetig zu. Da fiir
die numerische Erfassung des Strukturverhaltens eine detaillierte Vernetzung je-
des einzelnen Kopfbolzendiibels der Verbundfuge nicht vertretbar ist, bietet sich
die Verwendung sogenannter ’interface’-Elemente zur Abbildung des Verbund-
Schlupf-Verhaltens an, BODE et al. [22], KrAUS & WURZER [119], ZHOU [239]
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und RoTs [183]. Wihrend letztgenannter fiir die konstitutiven Beziehungen von
drei linearen Federn ausgeht, erscheint die Formulierung eines dreidimensionalen
Coulombschen Reibungsgesetzes mit einer multilinearen Entfestigungsbeschrei-
bung sehr viel realitdtsnédher, SCHELLEKENS [188]. Wird im Rahmen der irreversi-
blen Beschreibung alternativ zum multilinearen ein exponentieller Entfestigungs-
ansatz, der die Bruchenergie als einzigen Materialparameter benotigt, verwendet,
kénnen — bei Kenntnis des spéateren Riflverlaufes — mit der hier vorgestellten
Formulierung auch einzelne Makrorisse im Beton abgebildet werden.

1.2 Inhaltliche Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit, die sich grob in vier Schwerpunkte einteilen 148t, beginnt
mit einer allgemeinen Vorstellung des Werkstoffes Beton. An die Entwicklung
zweier numerischer Modelle zur Simulation dieses heterogenen Materialgefiiges
schlielt sich eine Erweiterung auf das Zusammenwirken von Beton und Stahl im
Verbund an. Den Abschluf§ bildet eine Auswahl unterschiedlicher Beispielrech-
nungen.

Die einzelnen Abschnitte gliedern sich inhaltlich wie folgt:

Abschnitt 2 befafit sich in einem ersten Unterkapitel mit dem Materialverhalten
und den Werkstoffeigenschaften von Beton bei ein- und mehraxialer Belastung,
die sich unter anderem in den experimentellen Versuchen von KUPFER [126],
VAN MIER [220] und REINHARDT et al. [179] zeigen. Dabei wird ausfiihrlich
auf das differierende Schadigungsverhalten in Zug- und Druckrichtung eingegan-
gen, welches neben den unterschiedlichen Maximalwerten von Zug- und Druckfe-
stigkeit auch von den beiden Bruchenergien Gy und G, abhéngt. Mit Blick auf
eine spéitere Finite-Elemente-Approximation wird eine charakteristische Lénge
eingefiihrt. Der zweite Teil dieses Abschnitts stellt verschiedene mathematische
Formulierungen gegeniiber, welche in der Literatur zur Beschreibung von Beton
und granularen Materialien zu finden sind. Neben elastischen und elastoplasti-
schen Ansétzen werden auch Modelle nach der Schidigungstheorie vorgestellt.
Eine Diskussion alternativer Konzepte zur Riimodellierung bilden den Abschlu8.

Da die spéter entwickelten inelastischen Materialmodelle auf der Plastizitéts-
theorie basieren, erfolgt in Abschnitt 3 eine Herleitung der wesentlichen Zu-
sammenhinge dieser Theorie im Rahmen einer thermodynamischen Betrachtung.
Bei der Formulierung eines allgemeinen ratenunabhéngigen Projektionsalgorith-
mus und des entsprechenden konsistenten Tangentenmoduls wird insbesondere
auf die nichtglatte Kopplung einzelner Fliefiflichen eingegangen, der sogenann-
ten 'non-smooth multisurface plasticity’. Es wird von einem additiven Split der
Verzerrungen in elastische und irreversible Anteile ausgegangen.
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Die Herleitung einer elastoplastischen Materialformulierung zur Beschreibung des
Vor- und Nachbruchverhaltens von Beton unter mehraxialer Belastung erfolgt in
Abschnitt 4. An eine allgemeine Vorstellung und einen Vergleich mit anderen
in der Literatur zu findenden Modellen schliefit sich die mathematischen Um-
setzung an. Insgesamt werden drei Drucker-Prager-Kegel und eine kugelférmige
Flie3fliche gekoppelt, wobei einer der Kegel {iber eine invertierte Projektionsrich-
tung verfiigt und ausschlieflich fiir die numerische Stabilitéit bei nahezu hydro-
statischen Zugzustinden verwendet wird. Die Erfassung von allseitigem Druck er-
folgt in Anlehnung an die sogenannten 'cap-models’ mit Hilfe einer kugelférmigen
Fliefifliche. Der genutzte Projektionsalgorithmus basiert auf einer Zeitintegration
mit dem Euler-Riickwarts-Verfahren. Nach der Herleitung des konsistenten Tan-
gentenmoduls wird ausfiihrlich das Modellverhalten und die eintretenden Versa-
gensphidnomene fiir unterschiedliche mehrdimensionale Lastzustdnde dargestellt
und erdrtert. Dabei wird sowohl eine monotone, als auch eine zyklische Be- und
Entlastung beriicksichtigt.

Speziell fiir den Fall eines ausgeprigten Zugversagens unbewehrter Strukturen
wird in Abschnitt 5 eine Modifikation des zuvor entwickelten Materialmodells
vorgeschlagen. Zur Begrenzung des reinen Zugbereiches dienen drei eindimensio-
nale Rankine-Kriterien, die algorithmisch gemé&fl der Theorie gekoppelter Flie3-
flichen behandelt werden. Durch diese spezielle Formulierung, welche konsistent
zu den iibrigen Ansétzen ist, werden die numerischen Probleme, die sich bei der
Verwendung eines dreidimensionalen Hauptspannungs-Kriteriums in dessen Eck-
bereichen ergeben, WINKLER [232], MESCHKE et al. [155], vermieden.

Abschnitt 6 befafit sich mit der Finite-Element-Implementierung der bisher
entwickelten Betonmodelle. Nach einer Darstellung der fiir die Finite-Element-
Methode wesentlichen kontinuumsmechanischen Grundlagen kann ein geome-
trisch nichtlineares Element mit trilinearen Verschiebungsansitzen vorgestellt
werden. Dieses dreidimensionale Element verfiigt zur effizienten Strukturbe-
rechnung iiber spezielle ’enhanced-assumed-strain’- und 'assumed-natural-strain’-
Interpolationen, so dafl numerische Versteifungseffekte nahezu ausgeschlossen
werden konnen, SIMO & RIFAI [202], DVORKIN & BATHE [61], KLINKEL [110].

Die Bereitstellung von Formulierungen, die eine Berechnung von Stahl und Be-
ton im Verbund ermdoglichen, geschieht in Abschnitt 7. Begonnen wird mit der
Einfiihrung einer von Mises-FlieSbedingung, aus welcher sich die Algorithmen fiir
eine elastoplastische Beschreibung von Stahl ableiten lassen. Im Anschlufl an eine
ausfithrliche Darstellung des Zusammenwirkens von Beton und Bewehrungsstahl
sowie der 'tension-stiffening’-Effekte werden unterschiedliche in der Literatur zu
findende Ansétze zur Bewehrungsmodellierung diskutiert. Fiir eine diskrete drei-
dimensionale Formulierung nach dem Rebar-Konzept erfolgt die Ableitung der
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dazu notwendigen Ansétze. Der zweite Teil dieses Abschnittes widmet sich der
numerischen Behandlung von Stahlbeton-Verbundkonstruktionen. Es erfolgt die
Entwicklung eines ’interface’-Elementes, welches mit Hilfe eines Coulombschen
Reibungsgesetzes die Wirkungsweise einer Kopfbolzenverbindung simuliert. Die
spezielle Formulierung macht es moglich mit diesem Zwischenelement auch dis-
krete Betonrisse abzubilden.

Im Beispielteil, Abschnitt 8, kénnen die Moglichkeiten, die sich aus den im Rah-
men dieser Arbeit entwickelten Modellen ergeben, anhand von bewehrten und un-
bewehrten Betonstrukturen verifiziert werden. Die Einsatzgebiete und die Funk-
tionsweisen der ’'interface’-Formulierung wird dargestellt. Als Referenzlosungen
dienen zum einen experimentelle Untersuchungen zum anderen die numerischen
Ergebnisse, welche der Literatur zu entnehmen sind.



2 Der Werkstoff Beton

Nach einer eingehenden Darstellung des Materialverhaltens von Beton bei ein-
und mehraxialer Belastung soll ein Uberblick iiber verschiedene Maglichkeiten
der numerischen Beschreibung dieses Werkstoffes gegeben werden.

2.1 Materialverhalten und Werkstoffeigenschaften

Beton ist ein heterogenes Material, das sich im wesentlichen aus hydraulischen
Bindemitteln, Wasser sowie grobkornigen Zuschlagstoffen zusammensetzt. Letz-
tere konnen dabei sowohl in Kornform als auch im Korndurchmesser sehr stark
variieren. In Abhéngigkeit von den Mischungsverhéltnissen und den Giiteklassen
der einzelnen Bestandteile ergeben sich unterschiedliche Eigenschaften und Festig-
keiten des ausgehérteten Materials. Das Verhalten des belasteten Betons héngt
dabei wesentlich von der Interaktion zwischen den Zuschlagsstoffen und der Ze-
mentmatrix ab. Wahrend der Hydratation beim Abbinden des frischen Betons
und dem Kriechen und Schwinden infolge Austrocknung entsteht ein Eigenspan-
nungszustand, so dafl sich um die einzelnen Zuschlagskorner kleinste Mikrorisse
ausbilden. Aufgrund der unterschiedlichen physikalischen Eigenschaften der ein-
zelnen Bestandteile stellt sich bei fortschreitender Belastung ein Rilwachstum
ein, infolge dessen sich die Mikrorisse zu Makrorissen vereinen und damit letzt-
endlich zum Versagen der Werkstoffstruktur fithren.

Materialmodelle, die dieses komplexe Werkstoffverhalten wiedergeben, lassen sich
je nach der zu untersuchenden Problemstellung auf mikroskopischer, mesoskopi-
scher oder aber makroskopischer Ebene formulieren. Fiir einen Uberblick iiber die
mikroskopische Beschreibung, die Aufschluf iiber das Zusammenwirken einzelner
Kristalle oder Molekiile gibt, sei auf die Arbeiten von WITTMANN [234], [235],
VoONK [223], CHEN [37] und TouMI & BAscouL [217] verwiesen. Im mesoskopi-
schen Bereich kann von einem viskoelastischen Zementverhalten, von offenen und
geschlossenen Poren — deren Grofle und Verteilung vom Wasser/Zement-Wert
abhingen — sowie von linearelastischen Zuschlagskérnern ausgegangen werden.
Zeit-, temperatur- oder feuchtigkeitsabhédngige Vorgénge finden in der Regel iiber
die Beschreibung der Zementmatrix Einzug, die Interaktion von Zuschlag und
Martixmaterial kann beispielsweise iiber verschmierte plastische Mikroflachen er-
fat werden, siche dazu unter anderem COFER [40], CAROL & BAZANT [29],
D’ADETTA et al. [45] sowie ZOHDI & WRIGGERS [242].

Die Materialmodelle, die in der Strukturanalyse verwendet und im Rahmen die-
ser Arbeit formuliert und diskutiert werden, sind im makroskopischen Bereich
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anzusiedeln. Sie sind durch die Annahme charakterisiert, das die einzelnen Be-
tonbestandteile und mogliche Fehlstellen {iber das gesamte Volumen gleichméafBig
verteilt sind. Das heterogene Gefiige wird somit auf ein homogenes Material mit
nichtlinearen, isotropen Eigenschaften abgebildet.

Das je nach Belastungsart sehr unterschiedliche Betonverhalten héngt im Makro-
skopischen neben dem nichtlinearen Zusammenhang von Spannungen und Deh-
nungen auch von der Evolution des Rififortschrittes und dem Belastungsbild ab.
So weist beispielsweise ein multiaxial beanspruchter Korper ein génzlich anderes
Vor- und Nachbruchverhalten auf als ein einaxial belasteter.

2.1.1 Einaxiales Verhalten

Um das Verhalten eines Materials unter Belastung einschitzen zu kénnen und
die fiir eine Berechnung notwendigen Materialkennwerte zu bestimmen, ist die
Durchfithrung von Versuchen mit einaxialer Beanspruchung unerléfllich. Fiir den
Werkstoftf Beton zeigen sich dabei im Zug- und im Druckbereich deutlich unter-
schiedliche Verhaltensweisen, die im folgenden diskutiert werden:

Zugbeanspruchung

Da die Bestimmung der einaxialen zentrischen Zugfestigkeit f..,, bei Beton ver-
suchstechnisch sehr aufwendig ist, HEILMANN et al. [89], REINHARDT et al. [179)],
wird sie hiufig indirekt iiber Biege- oder Spaltversuche ermittelt. Bei Biegever-
suchen wird in der Regel ein Einfeldtriager in der Mitte (Dreipunktbiegung) oder
in den Drittelspunkten (Vierpunktbiegung) belastet. Die Biegezugfestigkeit ist
als maximal aufnehmbare Spannung am Zugrand definiert und ergibt sich un-
ter Annahme eines linearelastischen Verhaltens des Biegebalkens, BONZEL [24],
EBL & IVANYI [66]. Zur Ermittlung der Spaltzugfestigkeit wird eine zylindri-
sche Probe entlang zweier gegeniiberliegender Mantellinien mit einer Druckkraft
beansprucht; es ergeben sich hohe Querzugspannungen, so dafl der Probekérper
aufspaltet, BONZEL [25], SCHLEEH [189].

Zwischen der mittleren zentrischen Zugfestigkeit f.;,, und der mittleren Spaltzug-
festigkeit f.; s, wird nach dem CEB-FIP Model Code [30] der Zusammenhang

fctm = 0-9fct,sp (2.1)

angenommen. In die Umrechnung von der mittleren Biegezugfestigkeit fu s auf
fem gehen neben der Hohe h, des Balkens, an dem die Biegezugfestigkeit be-
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stimmt wurde, und der Bezugshohe hy = 100 mm auch der bruchmechanisch
motivierte Parameter oy = 1.5 ein

asi(ho/ho)*T

T+ ap(hn/ho)o7 (2:2)

fctm = fct,fl

Es kann beobachtet werden, daf sich Beton bis zum Erreichen von f,, iiber weite
Strecken nahezu elastisch verhilt, Abb. 2.1a). In Abhéngigkeit von der Betongiite
endet der elastische Bereich bei etwa 70-80% der zentrischen Zugfestigkeit. Ab
dieser Grenze kommt es zu einem vermehrten Wachstum der Mikrorisse und deren
Zusammenschlufl zu Makrorissen. Im Rahmen von verschiebungsgesteuerten Ver-
suchen ist festzustellen, daB sich das RiBwachstum nach dem Uberschreiten der
Zugfestigkeit auf den schwéchsten Teil des Querschnitts konzentriert. Es kommt
dabei zu einem Abfall der aufnehmbaren Last, der Beton entfestigt. Wihrend
die Dehnungen in diesem immer schmaler werdenden Riflband kontinuierlich zu-
nehmen, kommt es in den benachbarten Bereichen zu einer Entlastung und da-
mit zu einer Dehnungsabnahme, Abb. 2.1b), HOFSTETTER & MANG [94]. Un-
abhéingig von der Lénge des untersuchten Probekorpers stellen sich als Folge die-

Abbildung 2.1: Beton unter einaxialem Zug: a) Spannungs-Verschiebungs-Diagramm,

b) Lokalisation der Dehnungen

ser sehr lokalen Konzentration annédhernd identischen Spannungs-Verschiebungs-
Kurven ein, die Spannungs-Dehnungs-Kurven dagegen unterscheiden sich stark:
der Kurvenast im Nachbruchverhalten fillt bei Probekérpern mit einer gréfleren
Gesamtléange [ stiarker ab als bei kurzen Proben, wie Abb. 2.2 qualitativ darstellt,
VAN MIER [220].
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Abbildung 2.2: Spannungs-Verschiebungs- und Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir

unterschiedliche Probenléngen

Im Nachbruchbereich setzen sich die iiber eine Probe gemittelten Dehnungen
additiv aus zwei Anteilen zusammen: einem elastischen €, der im ungerissenen
Bereich entsteht und infolge der dort auftretenden Entlastung abnimmt, sowie
einem irreversiblen ¢/, der sich aus dem Verschmieren der RiBéffnungsweite w,,
iiber die Probenlénge [ ergibt:

e=¢e+¢f wobei &% =— | = (2.3)

Diese Annahme basiert auf dem fiktiven Rifi-Modell von HILLERBORG et al. [93],
[91] und 148t die getrennte Beriicksichtigung von unterschiedlichen zeit- oder
feuchteabhéngigen Ansétzen zu, DE BORST [50]. Die Spannungs-Dehnungs-
Verlaufe des elastischen und des infinitisimal diinnen gerissenen Anteils sind in
Abb. 2.3a),b) dargestellt.

Der Zusammenhang zwischen der Zugspannung normal zum Rifl und der zu-
gehorigen Rifloffnungsweite kann mittels der Exponentialfunktion

o(wy) = fetm €Xp (— Wn ) (2.4)
beschrieben werden, wobei wy,, = G/ fam die Anfangssteigung H,o der Entfe-
stigungsfunktion definiert. Die in (2.4) verwendete spezifische Bruchenergie G/
ist eine materialspezifische Grofle, welche der Energie, die beim Reiflen einer
Einheitsflache freigesetzt wird, entspricht. Aus diesem Grund wird sie haufig
auch als Energiefreisetzungsrate bezeichnet. Sie kann im Rahmen von ein-
axialen Versuchen bestimmt werden und ist proportional zu der Fliche unter
der Spannungs-Ri6ffnungs-Kurve, Abb.2.3¢), siche zum Beispiel HILLERBORG
et al. [92], MULLER et al. [158]. Im allgemeinen nimmt Gy bei Normalbeton
Werte im Bereich von 50 Nm/m? bis 200 Nm/m? an. Fiir eine iiberschligige
Abschétzung dieser Materialkonstante sind in Abhéngigkeit vom Durchmesser
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Abbildung 2.3: Spannungs-Dehnungs-Diagramm a) des Vorbruchbereichs, b) des
Nachbruchbereichs, ¢) Spannungs-Riweiten-Verlauf, d) Ent- und Wiederbelastung im
Nachbruchbereich

des Grofitkorns d,., im CEB-FIP Model Code [30] empirische Formeln angege-
ben.

Durch den Tangentenmodul E'?, welcher sich nach dem Einsetzen von (2.4) in die
konstitutive Beziehung

G=E'¢ (2.5)

folgt, 148t sich der Zusammenhang zwischen den Evolutionen von Spannung und
Gesamtdehnung im Nachbruchbereich bestimmen. Mit Hilfe der Steigung der Ent-
festigungsfunktion H,, = ¢ und der Beziehung w, = 1/5 folgt

mit A= —— . (2.6)

Da sich fiir einen entfestigenden Kurvenast ein negativer Tangentenmodul erge-
ben muf, gilt stets die Einschrankung

AME>1 (2.7)

womit sich bei einem exponentiellen Materialversagen geméf (2.4) als maximaler
Wert fir A
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maxA = \y = (2.8)
zu Beginn der Entfestigung ergibt. Dieser Parameter Ay, der die Dimension ei-
ner Lénge besitzt, hangt offensichtlich ausschliellich von Materialkonstanten ab
und ist somit ein materialspezifischer Wert, der je nach Zusammensetzung des
Betons im Bereich zwischen 400 und 800 mm liegt, OTTOSEN [169]. Er wird oft
als charakteristische Lénge fiir das Zugversagen bezeichnet.

Wird im Rahmen der Finite-Element-Methode von einer verschmierten Betrach-
tung der Rile und des Materialversagens ausgegangen, so wird als Probenlénge [
eine sogenannte charakteristische Elementldnge [. angesetzt. Sie beschreibt die
Breite des entstehenden Riflbandes. Es zeigt sich, dafl diese Lénge eine vom
Finite-Element-Netz implizierte Grofe ist, die im wesentlichen von den Elemen-
tabmessungen, der Ansatzordnung und der Ordnung der Integration abhéingt,
siche dazu zum Beispiel CRISFIELD [43], BAZANT & OH [9], BAZANT [7] sowie
WILLAM et al. [230]. Da zudem die Orientierung des Risses durch das Element
einen Einflufl auf die charakteristische Lange hat, OLIVER [163], schlagen STEMP-
NIEWSKI & EIBL [209], HOFSTETTER & MANG [94] und andere vor, bei linea-
ren Ansatzfunktionen die maximale Ausdehnung des finiten Elementes quer zur
Hauptzugspannungsrichtung als [, anzusetzen. Fiir hchere Ansatzordnungen geht
der Abstand benachbarten Elementknoten in die Bestimmung von [. ein. Liegt
ein regelméBiges Netz vor, so folgt nach RoTs [183] und LOURENCO et al. [138]
unabhéngig vom tatsédchlichen Verlauf des Riflbandes fiir zweidimensionale Ele-
mente mit der Flache A€

lo= (VA | (2.9)

mit §; = v/2 fiir lineare und ¢, = 1 fiir quadratische Ansatzfunktionen. Als ver-
einfachten Ansatz fiir dreidimensionale Elemente mit dem Volumen V¢ und n;,;
Integrationspunkten ergibt sich

lo=¢ , (2.10)

Nint

GRASBERGER [81]. Um eine stabiles Materialverhalten bei einer numerischen Be-
rechnung zu gewéhrleisten, mufl nach (2.7) die charakteristische Elementlinge [,
immer kleiner als die Lange A gewahlt werden.

Kommt es im Nachbruchbereich bei einer Ril6ffnung von w; und dem zugehori-
gen Spannungszustand ¢* zu einer Entlastung, so beginnt sich der bestehende Rif3
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zu schlieflen, es gilt w, < 0, sieche Abb.2.3d). Wird von einem linearen Zusam-
menhang zwischen der Abnahme der Riweite und den Spannungen ausgegangen,
so verbleibt bei 0 = 0 eine Rif}6ffnung von

Wy, = B wy, mit 0<5, <1 . (2.11)

Die Grenzen 3, = 0 und 3,, = 1 beschreiben das vollstéandige Schliefen des Risses,
beziehungsweise eine unveranderte Rifloffnung. Bei einem erneuten Anstieg der
Zugbelastung kommt es anfdnglich zu einem linearen Verhalten bis zum Erreichen
von o*, w}, dann zu einer weiteren exponentiellen Entfestigung geméf (2.4). Nach
DAHLBLOM & OTTOSEN [46] stimmt das Modellverhalten fiir 5, = 0.2 sehr gut
mit den experimentellen Untersuchungen von REINHARDT [177] iiberein.

Druckbeanspruchung

Anders als bei der experimentellen Untersuchung des Zugverhaltens, stellt die
Ermittlung von Spannungs-Verschiebungs-Kurven im Druckbereich und damit
die Bestimmung der mittleren Druckfestigkeit f.,, keine besonderen Schwierig-
keiten dar. In der Regel werden zylindrische oder kubische Probekorper mit einer
Schlankheit von h/d > 2 fiir den last- oder verschiebungsgesteuerten Druckver-
such verwendet, REINHARDT [178].

Es zeigt sich, dal die Mikrorisse aus Hydratation und Schwinden im Zementmértel
und an den Kontaktstellen von Zement und Zuschlag bis etwa 30% der Druckfe-
stigkeit keinen Einflufl auf das Tragverhalten haben. Der Beton verhéalt sich nahe-
zu linearelastisch. Bei weiterer Laststeigerung kommt es zu einem vermehrten Rif3-
wachstum parallel zur Belastungsrichtung und zur Ausbildung von Verbundrissen.
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Abbildung 2.4: Beton unter einaxialem Druck: a) qualitativer Spannungs-
Verschiebungs-Verlauf und Rilentwicklung im Probekorper, b) Spannungs-Dehnungs-
Diagramme fiir verschiedene Betone, CEB-FIP MoDEL CODE [30]
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Die Nichtlinearitit zwischen Spannungen und Dehnungen nimmt mit steigender
Beanspruchung iiberproportional zu. Nach Erreichen der maximal aufnehmba-
ren Spannung f., fillt ¢ mit steigender Dehnung deutlich ab, und zwar umso
steiler, je hoher die Druckfestigkeit des Betons ist, sieche dazu Abb. 2.4. Die Ge-
geniiberstellung von Spannungs-Dehnungs- und Spannungs-Volumendehnungs-
Beziehung, Abb. 2.5, 148t erkennen, daf} es ab einer kritischen Druckspannung von

b)

-G A
o Kritische ~ | \4"”
Spannung
elastische
Grenze
Querdehnung Langsdehnung Volumendehnung
] # —& # _SV

€,=¢,Teg, g

Abbildung 2.5: a) Spannungs-Dehnungs- und b) Spannungs-Volumendehnungs-

Beziehung bei Druckbeanspruchung

etwa 0.8 f., zu einer Anderung im Dehnungsverhalten kommt: Aus der anfing-
lichen Volumenabnahme wird eine -zunahme (Dilatation), KUPFER et al. [128],
CHEN [36]. Es bilden sich Rifibéander aus, die zu einer Auflockerung und schlief-
lich zur Zerstorung des Gefiiges fithren, L1U et al. [137], SHAH & WINTER [192].
Das Spannungsniveau, bei dem das Betonvolumen einen Minimalwert annimmt,
bezeichnen KoTsovos & NEWMAN [117] als Beginn der instabilen Riflausbrei-
tung. Im Nachbruchbereich bestimmen lokale Verformungen in den Bruchflachen
die Gesamtdehnungen des Probekorpers, dhnlich wie schon bei der Zugbeanspru-
chung festgestellt, spielen hierbei Lokalisierungseffekte eine entscheidende Rolle.

Als Folge dieser Beschrankung des Versagens auf schmale Bereiche zeigt sich auch
bei Druckbeanspruchung das Phénomen, daf} sich fiir unterschiedliche Langen des
Probekorpers nahezu identische Spannungs-Léngendnderungs-Kurven ergeben.
Die Verldufe der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen unterscheiden sich dagegen
stark. Je langer der Probekorper ist, desto schneller fallen die aufnehmbaren Span-
nungen bei vorgegebener Dehnung ab, siehe dazu unter anderem VAN MIER [220]
und VONK [223].

In der Literatur sind unterschiedliche Formulierungen zur Beschreibung des Ver-
haltens nach Erreichen der maximalen Druckspannung zu finden. Wéhrend bei-
spielsweise die Ansétze nach VECCHINO & COLLINS [222], SARGIN [186], CEB—
FIP MobeL CoDE [30], EC 2 [68] oder DIN 1045-1 [54] nicht auf bruchme-
chanischen Grundlagen beruhen, beriicksichtigen diejenigen von FEENSTRA [71],
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FEENSTRA & DE BORST [72], LACKNER [129] und anderen die Bruchenergie G..
Letztere Modelle sind somit fiir eine objektive Beschreibung zu bevorzugen.

Nach LACKNER [129] 148t sich des Materialverhalten im Verlauf der Entfestigung
mittels des exponentiellen quadratischen Entfestigungsgesetzes

w? 2G
n) — Jem —— it nau — c 2.12
o(wy) = f, exp( w%u) mi W, NG ( )
annahern. Fiir diesen Zusammenhang ist — wie schon fiir den Zugbereich — der
Parameter w, ,, iiber die spezifische Bruchenergie des Druckversagens G definiert.
Fiir Normalbeton nimmt G. Werte an, die das 100-500 fache der Bruchenergie fiir
Zug betragen.

Der maximale Gradient der Entfestigungsfunktion (2.12) ergibt sich an der Stelle
W, = Wy./V/2. Durch Einsetzen der zugehorigen Steigung H,, in Beziehung (2.6)
folgt als charakteristische Léange fiir das Druckversagen

)\ _ Gc Ec \/i
© SR Vmel0d

Wie bereits diskutiert mufl bei einer Finite-Element-Berechnung die charakte-

(2.13)

ristische Elementlénge [. kleiner als A\. gew&hlt werden, um das Verhalten der
untersuchten Struktur objektiv abbilden zu kénnen.

Experimentelle Untersuchungen von SINHA & GERSTLE [205], KARSAN & JIR-
SA [108], SUARIS & FERNANDO [211] und anderen zeigen, dafi sich bei einer Ent-
lastung im eindimensionalen Druckzustand je nach Belastungsgeschichte unter-
schiedliche Verhaltensweisen einstellen: Wird vor dem Erreichen der maximalen
Druckspannung mit der Entlastung begonnen, so lassen sich nur geringe Nichtli-
nearitdten erkennen, die Steifigkeit bei Ent- und Wiederbelastung ist nahezu iden-
tisch zur Anfangssteifigkeit. Beginnt hingegen die Riicknahme der aufgebrachten
Druckspannung erst nach Uberschreiten des Maximalwertes, so nimmt die Stei-
figkeit bei zunehmender Entfestigung stetig ab. Es verbleibt analog zum Zugver-
halten nach der vollstidndigen Entlastung eine Restaufweitung korrespondierend
zu (2.11). Als Ursache fiir dieses Phénomen ist die fortschreitende Auflockerung
des Betongefiiges zu sehen.

Diese Auflockerung und die damit verbundene Volumenzunahme spiegelt sich
auch in der Grofle der Querdehnzahl v wieder. Im einaxialen Versuch variiert sie
je nach Betongiite zwischen 0.15 und 0.22; CHEN [36] empfiehlt einen Wert von
0.19 oder 0.2. Wahrend v anfédnglich einen konstanten Wert hat, kommt es ab
der kritischen Spannung von etwa 0.8 f.,, zu einem nichtlinearen Anstieg auf bis
zu v = 0.4, siehe dazu STEMPNIEWSKI & EIBL [209].
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2.1.2 Zwelaxiales Verhalten

Bei der Belastung einer realen Struktur stellt sich im allgemeinen ein dreidimen-
sionaler Spannungszustand ein, fiir die Untersuchung des Hauptragverhaltens von
Platten, Scheiben und diinnen Schalen ist allerdings eine Beschréankung auf einen
zweiachsigen Spannungszustand vertretbar.

Zur Beschreibung des zweiaxialen Materialverhaltens ist es notwendig zwischen
Versagenskurve und Spannungs-Dehnungs-Beziehung zu unterscheiden. Die im
Hauptspannungsraum aufgetragene Versagenskurve gibt an, bei welcher Span-
nungskombination Materialversagen eintritt. Wiahrend sich diese Kurve experi-
mentell und eindeutig fiir monotone Belastungen bestimmen lassen, sieche zum
Beispiel KUPFER et al. [128], [127], OTTOSEN [168] und GERSTLE et al. [79],
gibt es keine generell eindeutigen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fiir das zwei-
axiale Verhalten, STEMPNIEWSKI & EIBL [209]. Der einzige Zusammenhang zwi-
schen Spannungs-Dehnungs-Beziehung und Versagenskurve besteht darin, das
letztere die Spannungsmaxima der Spannungs-Dehnungs-Beziehung wiedergibt.
Allgemeingiiltige Aussagen iiber die Festigkeit von Beton unter mehrachsiger Be-
anspruchung sind somit nur auf Grundlage der sogenannten Bruchhypothesen
moglich, REINHARDT [178].

Aus den biaxialen Versagenskurven von KUPFER et al. [127], Abb.2.6a), ist zu
erkennen, dafl fiir den Druck/Druck-Bereich die maximal aufnehmbare Span-
nung deutlich iiber der des eindimensionalen Versuchs liegt. Fiir ein Haupt-
spannungsverhéltnis von o;/0y = —1/ — 1 ist eine Erhéhung um etwa 16%, fir
o1/ = —1/ — 0.52 sogar um 25% festzustellen. Diese erhohte Tragfdhigkeit
ist auf ein Verkeilen der uneben gebrochenen Rififlichen zuriickzufiihren. Bei ei-
ner gemischten Druck/Zug-Belastung reduziert sich die Druckfestigkeit deutlich.
Unabhéngig vom Verhéltnis der aufgebrachten Spannungen tritt das Versagen
fiir eine reine Zugbeanspruchung (Zug/Zug) immer bei Erreichen der maximalen
eindimensionalen Zugfestigkeit ein.

Versuche von NELISSEN [160] zeigen, dafl die zweidimensionale Bruchumhiillende
nahezu unabhingig von der Belastungsgeschichte ist. Die in Abb.2.6b) darge-
stellten Versagensmodi fiir unterschiedliche Hauptspannungsverhéltnisse zeigen
groBe Ahnlichkeiten mit denen des einaxialen Versagens. Obwohl bisher kaum
experimentelle Untersuchen zum Entfestigungsverhalten bei mehrdimensionaler
Beanspruchung vorliegen, legt die Ahnlichkeit zum eindimensionalen Fall auch
hier die Anwendung einer bruchmechanischen Formulierung zur Beschreibung
des Nachbruchverhaltens nahe. Das Versagen unter zweiaxialer Belastung kann
somit als Summe zweier voneinander unabhéingig eintretender Mechanismen in-
terpretiert werden.
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Abbildung 2.6: a) zweiaxiale Versagenskurve von Beton, KUPFER et al. [128],

b) Abhéngigkeit der Versagensmodi vom Spannungsverhéltnis o1 /09

Die bereits bei einaxial belasteten Proben festgestellte Volumenzunahme kurz vor
Erreichen der Traglast ist auch bei zweiaxial belasteten zu beobachten, CHEN [36].
Der elastische Bereich endet bei etwa 35% der Druckfestigkeit; die kritische Span-
nung, bei der das Volumen sein Minimum erreicht und der Ubergang vom stabilen
zum instabilen Riwachstum stattfindet, ist im Bereich von 80 bis 90% der Be-
anspruchbarkeit zu finden.

2.1.3 Dreiaxiales Verhalten

Dreiaxiale Versuche lassen sich in sogenannte konventionelle und in echte drei-
axiale Versuche einteilen. Bei ersteren wird ein zylindrischer Versuchskorper unter
radialem Fliissigkeitsdruck in Léngsrichtung belastet. Bei letzteren kénnen alle
drei Richtungen gesondert beaufschlagt werden. Dreiaxiale Versuchsergebnisse
sind zum Beispiel in BALMER [5], GERSTLE et al. [79], VAN MIER [220] und
KUPFER [126] zu finden. Eine umfangreiche Zusammenstellung und Auswertung
verschiedener Versuche ist bei SCHOLZ et al. [190] sowie GUO et al. [83] doku-
mentiert.

Wie die Spannungs-Dehnungs-Kurven von Beton unter dreiaxialer Belastung, zei-
gen, Abb.2.7a), JAMET et al. [103], nimmt die Festigkeit zu, je mehr sich der
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Abbildung 2.7: a) dreiaxiale Spannungs-Dehnungs-Verhalten im Druckversuch,
b) Versagensmodi bei unterschiedlichen Verhiltnissen o1/09/03

aufgebrachte Spannungszustand dem hydrostatischen Zustand (o7 = 09 = 03)
nahert. Infolge der Umschniirungswirkung, die sich bei dreiaxialem Druck aus-
bildet, stellt sich auch bei stark zunehmenden Dehnungen kein oder ein nur sehr
geringer Spannungsabfall ein. Dieses Phénomen ist als ein wesentlicher Unter-
schied zum ein- oder zweiaxialen Fall zu sehen.

In Abhéngigkeit von der Grofle des hydrostatischen Druckanteils sind Versagens-
verhalten von quasi-sprode bis hin zu quasi-duktil zu beobachten. Die zugehori-
gen Versagensmodi, die in Abb.2.7b), VAN MIER & REINHARDT [221], darge-
stellt sind, reichen dabei von einem Trennbruch bei zugdominierter Belastung
iitber die Entwicklung von Mikro-, Makrorissen und Gleitflichen bei allseitigem
Druck bis hin zu einer vollstdndigen Zerstorung der Zementmatrix. Da fiir drei-
axiale Zugbeanspruchung kaum detaillierte Versuchsergebnisse vorliegen, muf} in
erster Ndherung davon ausgegangen werden, daf} sich in diesem Zustand jede Zug-
spannungskomponente wie im eindimensionalen Fall verhélt, STEMPNIEWSKI &
EIBL [209]. Zuriickfiihren 148t sich diese Annahme auf das Verhalten von Beton
unter zweiachsiger Zugbeanspruchung, siehe dazu Abschnitt 2.1.2.

Wird von einer Unabhéngigkeit von der Belastungsgeschichte ausgegangen, so 1a8t
sich das Betonversagen unter dreiaxialer Beanspruchung iiber eine geschlossene
Flache im Hauptspannungsraum beschreiben. Abb. 2.8 zeigt eine schematische
Darstellung dieser Grenzfldche. Der aktuelle Spannungszustand kann in einen hy-
drostatischen Anteil, der die Volumenénderung beschreibt, und einen deviatori-
schen, gestaltsindernden Anteil zerlegt werden. Fiir eine gegebene hydrostatische
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Abbildung 2.8: Grenzfliche der dreiaxialen Festigkeit nach OTTOSEN [168]

Spannung tritt Betonversagen ein, sobald der deviatorische Anteil auflerhalb der
Deviatorfliche (die Flidche senkrecht zur hydrostatischen Achse o1 = 09 = 03)
liegt. Bei steigendem volumetrischen Druck nimmt diese Fldche mehr und mehr
eine kreisformige Gestalt an. Im Bereich von kleinen hydrostatischen Driicken ist
der Deviatorschnitt zwar noch konvex nicht aber kreisférmig, CHEN [36]. Er weist
eine dreifache Symmetrie auf, wobei eine Symmetrieebene durch die o3-Achse und
die Gerade V2 09 — /2 o1 = 0 definiert ist. Die zwei weiteren Ebenen ergeben sich
aus einer Permutation der Indizes. Als Schnittkurven der einzelnen Symmetrie-
ebenen mit der Versagensflache folgen die jeweiligen Zug- und Druckmeridiane.

2.2 Modelle zur numerischen Beschreibung von Beton

Obwohl in den letzten Jahrzehnten eine grofie Anzahl unterschiedlicher mathema-
tischer Modelle zur Beschreibung des Betonverhaltens veroffentlicht wurden, gibt
es bisher noch kein allumfassendes. Die numerische Formulierung dieses Werk-
stoffes ist unter anderem so aufwendig, weil sich — wie in den vorangegangenen
Abschnitten dargestellt — das Verhalten fiir Druck-, Zug- sowie gemischter Bean-
spruchung stark unterscheidet. Desweiteren variieren die Versagensarten je nach
Grofe und Form der aufgebrachten Belastung und den dufleren Gegebenheiten wie
Temperatur, Feuchte und Hydratationsgrad zwischen sprode und duktil. Die mei-
sten der vorgeschlagenen Modelle sind zwar in der Lage einzelne Phdnomene sehr
gut abzubilden, zeigen aber bei anderen deutliche Schwéchen, MESCHKE [152],
REINHARDT [178], HOFSTETTER & MANG [94], JIRASEK & BAZANT [104].

In Abhéngigkeit von der zugrundeliegenden Theorie lassen sich die einzelnen kon-
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stitutiven Modelle klassifizieren. In der Regel wird zwischen elastischen Model-
len, zum Beispiel CHEN & SALEEB [39], und inelastischen Modellen unterschie-
den. Letztere basieren entweder auf der Plastizitétstheorie, CHEN [36], LUBLI-
NER [140], oder auf der Schadigungstheorie, LEMAITRE & CHARBOCHE [135].

Im folgenden soll ein Uberblick iiber die wesentlichen Unterschiede der méglichen
numerischen Materialmodelle und den Stand der aktuellen Forschung gegeben
werden, fiir eine vertiefende Darstellung sei auf HOFSTETTER & MANG [94],
JIRASEK & BAZANT [104] sowie auf die sehr umfassende Arbeit von ZHOU [240]
verwiesen.

2.2.1 Elastische Modelle

Die Grundlage aller elastischen Modelle ist die direkte Beziehung zwischen Span-
nungen und Dehnungen. Zu jedem beliebigen Spannungszustand existiert bei ge-
gebenen klimatischen Bedingungen genau ein Dehnungszustand. Die Formulie-
rung von zeitabhéngigem Verhalten, wie zum Beispiel Schwinden und Kriechen
ist mit rein elastischen Modellen nicht moéglich. Eine Erweiterung um viskose
Anteile wére erforderlich.

Grundsétzlich lassen sich elastische Modelle in zwei Kategorien einteilen, die erste
Gruppe umschliefit die Cauchy-elastischen und hyperelastischen Materialien, die
zweite die sogenannten hypoelastischen.

Fiir Cauchy-elastische Materialien ergibt sich im allgemeinen Fall der Spannungs-
tensor o direkt als Funktion von Verzerrungstensor € und Temperatur 7'

o=ygeT) . (2.14)

Nach CHEN [36] verletzt (2.14) beim Durchlaufen mehrerer Lastzyklen die Grund-
regeln der Thermodynamik und ist somit nur bedingt als numerisches Modell
geeignet. Als Folge des fehlenden Potentialcharakters ergeben sich pfadabhéngige
Ergebnisse. Werden die Spannungen eines elastischen Materials als Funktion der
elastischen Verzerrungsenergiefunktion W dargestellt

awel
Je '

o= (2.15)
so sind die thermodynamischen Prinzipien erfiillt, siehe Abschnitt 3.2. Dieser Typ
von Modellen wird als hyperelastisch oder Green-elastisch bezeichnet und verfiigt
iiber den Materialtensor C
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(Dijkl = FT—F = (Dklij mit o=C:e s (216)
der beziiglich 77 und kl symmetrisch ist. Bei einer konvexen Forménderungsener-
giefunktion fithrt (2.16) auf einen positiv definiten Materialtensor. Der Doppel-
punkt symbolisiert hier die zweifache Kontraktion tensorieller Groflen, fiir die im
orthonormierten Basissystem A : B = A;; BY gilt.

Cauchy-elastische und hyperelastische Materialien sind unabhingig von der
gewihlten Belastungsgeschichte und eindeutig in der Zuordnung von Spannun-
gen und Dehnungen. Da nicht zwischen Be- und Entlastung unterschieden wird,
eignet sich diese Form der Materialbeschreibung nur fiir monotone Laststeigerun-
gen. Beispiele fiir die Verwendung dieser Modelle zur Beschreibung von Beton
sind unter anderem in den Arbeiten von OTTOSEN [168], CEDOLIN et al. [31],
KoTsovos & NEWMAN [117], [118] und AHMAD et al. [1] zu finden.

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen elastischen Modellen ist die konstitu-
tive Beziehung fiir hypoelastisches Material ratenabhéngig

oc=yg(ée o) . (2.17)

Somit ist es moglich die Belastungsgeschichte bei der Formulierung zu beriick-
sichtigen. Da sich aber die Spannungen nicht aus einer Potentialfunktion ableiten,
werden auch im Rahmen einer hypoelastischen Formulierung die Hauptsétze der
Thermodynamik nicht erfiillt. Der inkrementelle Zusammenhang zwischen Span-
nungen und Verzerrungen ergibt sich aus

oc=C(o):¢ oder oc=CE):e . (2.18)

Dabei ist der Materialtensor eine Funktion der Spannungen beziehungsweise der
Verzerrungen. Als wesentliche Arbeiten sind DARWIN & PECKNOLD [48], STAN-
KOWSKI & GERSTLE [207] und BOUZAIENE & MASSICOTTE [26] zu nennen.

Fiir einen weiterfithrenden Einblick in die Elastizitatstheorie sei unter anderem
auf STEIN & BARTHOLD [208] oder MARSDEN & HUGHES [144] verwiesen.

2.2.2 Elastoplastische Modelle

Im allgemeinen endet der elastische Bereich eines Materials an einer fest defi-
nierten Grenze. Bei einer weiter zunehmenden Belastung stellen sich irreversible
Verformungen ein, die auch nach einer vollstindigen Entlastung bestehen bleiben.
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Dieses geschichtsabhéingige Verhalten 148t sich im Rahmen der Plastizitétstheorie
mit der Einfithrung weiterer Parameter, den internen Variablen gq, erreichen

oc=yg(T,q) . (2.19)

Die Plastizitéatstheorie umfafit eine ganze Reihe von unterschiedlichen Ansétzen.
Die wesentlichen, die im folgenden kurz beschrieben werden, sind: die klassische
Deformationstheorie, die FlieStheorie, die sogenannte 'plastic-fracture-theory’, die
endochrone Plastizitdt sowie die Hypoplastizitét.

Die Grundlage der klassischen Deformationstheorie ist die totale Formulierung
von Spannungen und Verzerrungen sowie die Aufspaltung letzterer in einen ela-
stischen und einen inelastischen Anteil. Da diese Formulierung keinen Potential-
charakter besitzt, ist es zwar moglich plastische Verformungen sowie einen Be-
und Entlastungzyklus zu beschreiben, bei einer erneuten Wiederbelastung er-
geben sich allerdings Pfadabhéngigkeiten. Anders dagegen bei Verwendung der
Fliefitheorie: Diese beruht auf einer inkrementellen Betrachtung, bei der durch die
Einfithrung einer Flieffliche, einer Fliefiregel und eines plastischen Potentials ei-
ne irreversible Verzerrungsrate formuliert werden kann, siche dazu beispielsweise
LUBLINER [140] und SiMmo [198]. Die von DoucGiLL & RIDA [57] beschriebe-
ne 'plastic-fracture-theory’ ist eine Kombination beider Ansétze. Zur Simulation
von viskosen, zeitabhéngigen Vorgéngen — wie Kriechen oder Schwinden — bie-
tet sich die endochrone Theorie an, bei der die Verzerrungen als Funktion einer
inneren Zeit beriicksichtigt werden konnen, BAZANT & SHIEH [11]. Als letzte
Moglichkeit der Beschreibung plastischer Verformung sei an dieser Stelle noch
die inkrementelle Hypoplastizitiat erwédhnt. Im Rahmen dieser Theorie, die haufig
auch im Zusammenhang mit Granulaten und Geomaterialien verwendet wird,
KoryMmBAS [116], GUDEHUS [82], werden die Ratengleichungen nicht assoziativ
hergeleitet, sondern direkt angegeben. Die Hypoplastizitat verfiigt weder iiber ein
plastisches Potential noch iiber eine FlieBflache.

2.2.3 Modelle nach der Schidigungstheorie

Eine dritte Moglichkeit der mathematischen Beschreibung von Beton stellen Mo-
delle dar, die auf der Schiadigungstheorie basieren. Anders als bei den zuvor be-
schriebenen Formulierungen bleibt bei diesen die elastische Steifigkeit nicht den
gesamten Be- und Entlastungsvorgang iiber konstant. Beim Auftreten irreversi-
bler Effekte verringert sich die elastische Steifigkeit als Funktion von einem oder
mehreren Schidigungsparametern. Diese Degradation, die sowohl isotrop als auch
anisotrop erfolgen kann, lafit sich iiber thermodynamische Prinzipien herleiten
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und wurde von DOUGILL [56] erstmals im Zusammenhang mit der Beschreibung
von Betonverhalten verwendet. Eine Weiterfithrung dieser Ansétze finden sich
beispielsweise bei MAZARS [147] und LEMAITRE & CHARBOCHE [135].

Nicht selten wird der Versuch unternommen eine wirklichkeitsnahe Formulierung
iiber die Kopplung verschiedenen Modellansétze zu erhalten. Eine Kombination
von Plastizitéits- und Schadigungstheorie wird unter anderem von BAZANT &
Kim [8], LUBLINER [139], TIKHOMIROV & STEIN [216], KRAETZIG et al. [123]
sowie HAUSSLER-COMBE & PROCHTEL [100] vorgeschlagen.

2.2.4 Konzepte zur Rilmodellierung

Zur numerischen Erfassung und Beschreibung des Rifiverhaltens, das sich bei zu-
nehmender Betonbelastung einstellt, haben sich im Rahmen der Finite-Element-
Methode zwei unterschiedliche Konzepte etabliert: die diskreten und die ver-
schmierten Rifimodelle. Bei ersteren stellt der Rifl eine geometrische Unstéatig-
keit dar, bei letzteren wird der gerissene Bereich wie ein Kontinuum behandelt.
Im folgenden sollen beide Moglichkeiten dargestellt werden, wobei das wesentli-
che Augenmerk der spédteren Formulierungen auf die verschmierte Betrachtung
gerichtet sein wird.

Diskrete Betrachtung

Im Zuge einer diskreten Betrachtung von Rissen wird die Diskontinuitédt im Ver-
schiebungsfeld entlang der Rifirénder exakt beriicksichtigt. Klassischerweise ent-
wickeln sich bei Verwendung dieses Ansatzes die numerisch berechneten Risse
entlang der Elementgrenzen des Finite-Element-Netzes. Bei Auftreten eines Ris-
ses werden die gemeinsamen Knoten benachbarter Elemente durch jeweils zwei
einzelne ersetzt, die sich im weiteren unabhéngig voneinander verschieben kénnen.
Nachteilig an dieser Vorgehensweise ist, dafl infolge der hinzukommenden Frei-
heitsgrade eine stdndige Neuvernetzung der Struktur oder gewisser Teilbereiche
notwendig wird. Fiir eine wirklichkeitsndhere Beschreibung der Riflausbreitung
wurde das urspriingliche Konzept von NGO & SCORDELIS [161] durch INGRAF-
FEA & SAOUMA [101] und andere mit adaptiven Ansdtzen erweitert. Um die
mogliche Position eines Risses nicht auf die Elementgrenzen beschrinken zu
miissen, schlagen BELYTSCHKO & BLACK [13] und MOES et al. [159] die Er-
weiterung der Elementformulierung um spezielle Sprungfunktionen vor. Diese
ermoglichen ein Aufreiflen eines einzelnen Elementes an einer beliebigen Stelle,
eine Neuvernetzung kann so umgangen werden.
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Ist bei dem zu untersuchenden Bauteil infolge von geometrischen oder physikali-
schen Unstetigkeiten, wie zum Beispiel eine sprunghafte Anderung in den Quer-
schnittsabmessungen oder ein Wechsel im verwendeten Material, die Lage des
mafgebenden Risses im Vorfeld bekannt, so ist die Verwendung von sogenannten
‘interface’-Elementen moglich, RoTs [183], MEHLHORN [148]. Eine detaillierte
Beschreibung dieses Elementtyps ist in Abschnitt 7.3.2 zu finden.

Verschmierte Betrachtung

Kommt es bei der Belastung einer Struktur nicht zur Entstehung nur eines ein-
zelnen Rifles, sondern bilden sich Bereiche mit mehreren kleiner Rissen aus, so
ist die verschmierte Betrachtung einer diskreten vorzuziehen, BAZANT & OH [9)],
PorLLinG [171]. In diesem Fall werden die geschiddigten Gebiete weiterhin als
Kontinuum angesehen, wobei fiir jene die Steifigkeit herabgesetzt und die Dis-
kontinuititen gewissermaflen iiber die Struktur verschmiert werden. Im Rahmen
der Finite-Element-Methode bieten sich fiir dieses Verschmieren die Integrations-
bereiche der einzelnen Integrationspunkte an, womit der Zusammenhang zwischen
Spannungen, Dehnungen und Versagensvorgingen weiterhin fiir jeden Material-
punkt bestimmbar bleibt, SUANNO [210]. Diese Form der Erfassung von Rissen,
die auf der Arbeit von RASHID [175] beruht, 148t mehrere Riflebenen je Integrati-
onspunkt zu. In Abhéngigkeit von der Lage der einzelnen Ebenen zueinander kann
zwischen verschiedenen Modellen unterschieden werden: Die sogenannten ’fixed
crack models’ gehen davon aus, daB sich die Orientierung einer einmal entstande-
nen Riflebene nicht mehr &ndert. Je nach Formulierung stellen sich die weiteren
Riflebenen senkrecht zu dieser ersten ein ("fixed orthogonal crack model’), SUIDAN
& SCHNOBRICH [212], oder in beliebigen anderen Winkeln (’fixed non-orthogonal
crack model’ und 'multiple fixed crack model’), DE BORST & NAuTA [52]. Wie
experimentelle Untersuchungen zeigen, kommt es infolge der Verzahnung der ein-
zelnen Zuschlagskorner unter Umstédnden zu einer Drehung der Riflebenen, was
in den 'rotating crack models’ beriicksichtigt wird, CRISFIELD & WILLS [44]. Als
letzter weitverbreiteter Ansatz seien die 'microplane models’ erwahnt, die mikro-
mechanische Ansétze aufgreifen. Fiir einen tieferen Einblick in die theoretischen
Hintergriinde dieser vorgestellten Formulierungen bieten sich die Arbeiten von
DE BORST [50], WILLAM et al. [231] und RoTs [183] an.

Bei der Anwendung des Konzeptes der verschmierten Risse in seiner Standard-
form 148t sich feststellen, daf3 es besonders bei unbewehrten Bauteilen zu einer
physikalisch nicht akzeptablen Abhéangigkeit vom verwendeten Finite-Element-
Netz kommt: Die maximale Traglast der berechneten Struktur nimmt mit fort-
schreitender Netzfeinheit ab, ohne gegen einen Wert zu konvergieren. Der Grund
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fiir dieses Phdnomen ist, wie eingehend in Abschnitt 2.1.1 erortert, in der Lokali-
sierung des Betonversagens auf einen kleinen Bereich zu sehen. Zur Modifikation
des Konzepts der verschmierten Risse wird die in (2.9) und (2.10) eingefiihrte cha-
rakteristische Elementléinge [. herangezogen. Mit Hilfe dieser Lénge lassen sich
die spezifischen Bruchenergien G. fiir Druck und Gy fiir Zug iiber das entste-
hende Rilband mitteln, so dal im Zuge einer ingenieurméfligen Betrachtung die
Objektivitat gegeniiber der Netzfeinheit gewéhrleistet ist. Eine Abbildung der
lokalen Versagensformen wird somit ermdoglicht. Diese Formulierung geht auf die
Arbeit von BAZANT & OH [9] zuriick und wird allgemein als ’crack band model’
bezeichnet.

Aus der Nutzung von adaptiven Algorithmen zur Netzverfeinerung und einer ver-
schmierten RiBbeschreibung folgen fiir unbewehrte Betonstrukturen gute Uber-
einstimmungen von numerischer Simulation und experimentellen Versuchen hin-
sichtlich der ermittelten Traglasten und Rilbilder, LACKNER [129], HUEMER [98].
Die Anwendbarkeit einer verschmierten Betrachtungsweise wird somit bestétigt.

Im Rahmen der weiteren Darstellungen soll zur Beschreibung des inelastischen
Betonverhaltens von einem Modell ausgegangen werden, welches auf den Zu-
sammenhédngen und Algorithmen der Plastizitdtstheorie aufbaut. Fiir die raten-
unabhéngige Formulierung werden die Greenschen Verzerrungen additiv aufge-
spalten, die Evolutionsgleichungen der irreversiblen Groflen ergeben sich nach
Einfithrung einer FlieSbedingung aus dem plastischen Potential. Da eine ver-
schmierte Betrachtung von Materialschiadigung und Riflentwicklung zum Tra-
gen kommt, kénnen die entfestigenden Strukturbereiche weiterhin als Kontinu-
um angesehen werden, woraus sich Vorteile bei einer spéteren Finite-Element-
Implementierung ergeben. Um dem Betonverhalten bei wiederholter Be- und
Entlastung gerecht zu werden, stellt sich in Anlehnung an die Schadigungstheo-
rie nach dem Uberschreiten der maximalen Belastbarkeit eine Degradation der
elastischen Materialparameter ein.
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3 Allgemeine Form der Plastizititstheorie

Vor der Entwicklung eines inelastischen dreidimensionalen Stoffgesetzes fiir Be-
ton, siehe Abschnitt 4 und 5, sollen hier die grundlegenden Beziehungen und
Zusammenhénge der Plastizitdtstheorie dargestellt werden. An die Einfiihrung
der wesentlichen Zusammenhénge schliefit sich eine thermodynamische Betrach-
tungsweise an, den Abschluf bildet die Formulierung des Projektionsalgorithmus
und eines allgemeinen konsistenten elastoplastischen Tangentenmoduls. Eine de-
taillierte Darstellung der Plastizitédtstheorie in kontinuierlicher beziehungsweise
algorithmischer Schreibweise ist unter anderem bei KAHN & HUANG [105], SI-
MO [194], SiMO & HUGHES [198], CHEN & HAN [38] oder LUBLINER [140] zu
finden.

3.1 Grundlegende Zusammenhinge

Wiéhrend in der Elastizitdtstheorie zwischen den auftretenden Verzerrungen e
und den zugehdrigen Spannungen o eine eindeutige Beziehung besteht, hangt
das Verzerrungsverhalten bei elastoplastischen Materialien stark von der Bela-
stungsgeschichte und den bereits aufgetretenen inelastischen Verformungen ab,
siehe dazu Abschnitt 2.2. Da im folgenden die Geschwindigkeit, mit der sich
Belastungen einstellen oder sich die Materialeigenschaften @ndern, nicht beriick-
sichtigt werden soll, beruhen die inelastischen Vorginge ausschliellich auf pla-
stischen Verformungen. Es wird somit kein viskoses Materialverhalten impliziert.
Man spricht in diesem Fall von einer ratenunabhéngigen Formulierung, bei der
die Zeit nur die Reihenfolge einzelner Prozesse beschreibt.

Wird eine totale Lagrangesche Formulierung — die von der kinematischen Annah-
me grofler Verschiebungen, grofiler Verdrehungen aber kleiner Verzerrungen (bis
etwa 5%) ausgeht — verwendet, so ist eine additive Zerlegung der Greenschen
Verzerrungen E, (6.5), in einen elastischen und einen plastischen Anteil moglich

E=E“+E" . (3.1)

Die Beschreibung der auftretenden plastischen Verzerrungen soll auf der Basis der
Flietheorie erfolgen, was die Formulierung einer FlieBbedingung, einer Fliefregel
und eines Ver-/Entfestigungsgesetzes erforderlich macht.

Die skalarwertige FlieSbedingung f beschreibt in der Plastomechanik den Zusam-
menhang der einzelnen Spannungskomponenten S;; bei Beginn des plastischen
FlieBens. In Abhéngigkeit vom aktuellen 2. Piola-Kirchhoff-Spannungszustand S,
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(6.6), 148t sich im allgemeinen Fall die Grenze des elastischen Werkstoffverhaltens
als

< 0 elastisch
f=F(S)—qla)<0 mit f (3.2)
=0 plastisch

darstellen. Dabei beschreibt die Teilfunktion F'(S) die Form des FlieBkorpers, die
Ver- /Entfestigungsfunktion ¢(«) dessen Grofle in Abhéngigkeit von einer internen
Variablen «. Fiir die Erfassung einer kinematischen Ver- oder Entfestigung, auf
die hier nicht weiter eingegangen werden soll, sind die Spannungen S mit dem An-

teil der sogenannten ’back-stresses’ B zu modifizieren, siehe beispielsweise SIMO
& HUGHES [198] und KAHN & HUANG [105].

Zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen den plastischen Verzerrungsin-
krementen und den aktuellen Spannungen beziehungsweise den Spannungsinkre-
menten infolge Flielens dient die Flieiregel. Diese Regel, haufig auch Fliefigesetz
genannt, legt somit die Evolution der plastischen Verzerrungen fest.

Die Entwicklung der internen plastischen Variablen o hdngt von der Modifikation
der Flieffliche wihrend der plastischen Verformung ab, diese Anderung wird
durch ein Ver-/Entfestigungsgesetz charakterisiert.

Herleiten und begriinden lassen sich die zwei Beziehungen Fliefregel und Ver-
/Entfestigungsgesetz zum einen aus rein mechanischen Uberlegungen, CHEN &
HAN [38], VON MISES [157], DRUCKER & PRAGER [60] und andere, oder mittels
einer thermodynamischen Betrachtung, was im folgenden geschehen soll.

3.2 Thermodynamische Betrachtungsweise

Die Grundlagen der weiteren Betrachtung der Plastizitédtstheorie bilden der erste
und zweite Hauptsatz der Thermodynamik, welche in ihren Grundaussagen kurz
erldutert werden. Einfliisse aus chemischer, elektrischer, magnetischer oder dhn-
licher Belastung werden dabei vernachléssigt, da sie im vorliegenden Fall fiir die
weiteren Herleitungen unerheblich sind. Eine vertiefte Einfithrung in die Ther-
modynamik und deren ingenieurméflige Anwendung ist unter anderem in den
Arbeiten von MAUGIN [145], BECKER & BURGER [12] und LANGEHEINECKE
et al. [133] zu finden.

Der erste Hauptsatz fiihrt auf die Definition der inneren Energie eines Systems:
Wird fiir einen beliebigen Referenzzustand die innere Energie des Systems mit E)
und im Endzustand mit E, bezeichnet, so entspricht die zeitlich Anderung d F
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der inneren Energie der Summe der Leistung von eingepriagten Oberflichen- und
Volumenkriften d W und der zugefithrten Warmemenge d )

dE=FE,—Ey=dW +dQ . (3.3)

Um die Beschreibung von inhomogenen Korpern zu ermoglichen wird in der
Thermodynamik in der Regel mit spezifischen, auf die Masseneinheit bezoge-
nen Groflen gerechnet. Mit der Einfithrung eines spezifischen Dichtefeldes p(x)
und einer spezifischen Energie e(x) ergibt sich fiir die innere Energie

E, = /Bt pr(x)e(x)dv . (3.4)

Mit (3.4) wird iiber das Volumen v der Momentankonfiguration B; integriert,
welche iiber die Koordinaten x gegeben ist, sieche Abb. 6.1. Wird FE; auf die
Referenzkonfiguration By, X bezogen, so gilt

Et:/ po(X)e(X, F,s)dV . (3.5)
Bo

Dabei ist F' der Deformationsgradient, (6.3), und s die sogenannte spezifische
Entropiedichte, die iiber den zweiten Hauptsatz definiert ist. Sie ist eine additive
Zustandsgrofe, deren zeitliche Anderung d s der Summe der inneren Energie- und
Entropieproduktion d s;,; und der Entropiezufuhr durch den Warmefluivektor
iiber die Oberfliache d s.,; entspricht. Die Gesamtentropie eines Korpers 143t sich
als

S= [ px)s(x)dv bzw. S= [ p(X)s(X)dV (3.6)
Bt BO
schreiben. Mit Einfithrung der stets positiven Temperaturfunktion ©, die auch
als absolute Temperatur bezeichnet wird, folgt die sogenannte Clausius-Duehm-
Ungleichung

0dS>dQ=dE+dW >0 . (3.7)

Fiir alle irreversiblen Vorgénge ist das Produkt © d .S grofler als die zugefiihrte
Wiérmeenergie, was bedeutet, dafl mechanische Energie in Warme umgewandelt
wird. Im Falle einer reversiblen Zustandsdnderung kann die mechanische Energie
vollstdndig zuriickgewonnen werden. Mit Blick auf die Groéflenverhéltnisse der
einzelnen Komponenten in (3.7) spricht man auch von dem Prinzip der positiven
Entropie, beziehungsweise vom Prinzip der positiven Dissipation.
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Mit Hilfe der sogenannten Gibbs’schen Relation

de:@ds—l—is:dE (3.8)
Po

ist es moglich einen Zusammenhang zwischen der spezifischen Entropie, der zeit-
lichen Anderung der Greenschen Verzerrungen E und den 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungen S aufzustellen. Letztere sind die auf die Referenzkonfiguration bezo-
genen Spannungen. Durch Einfithrung der spezifischen freien Energie ¢ = e—0s,
die auch Helmholtz-Energie genannt wird, 148t sich (3.8) nach einer Legendre-
schen Transformation in der Gestalt

dwz—d@s+pis:dE (3.9)
0

schreiben. Werden nur isotherme Vorgénge betrachtet so gilt d© = 0, was bei
einer Integration iiber das Volumen zum Zeitpunkt ¢, den Zusammenhang

/ podz/JdV:/ S:dEdJdV (3.10)
Bo BO
liefert. Mit Einfiihrung der spezifischen Forménderungsenergiedichte Wys = po
und der abkiirzenden Schreibweise d(..) = (..) = (..) kann dieser Zusammen-
hang als
WOSdV:/ S:EdAV (3.11)
Bo BO

formuliert werden.

Wird die Forméanderungsenergie und die spezifische Helmholtz-Energie aus (3.10)
beziehungsweise (3.11) im rechten Teil der Clausius-Duehm-Ungleichung (3.7)
beriicksichtigt, so ergibt sich fiir den allgemeinen Fall

/ S:EdV—/ podydV >0 | (3.12)
Bo BO
womit sich iiber die lokale Form dieser Beziehung die Dissipationsungleichung

D=S:E—Wy>0 (3.13)

definieren 1dt. Diese besagt, daf sich die Dissipationsleistung D, die niemals ne-
gativ werden kann, aus der Differenz der Spannungsleistung und der zeitlichen
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Anderung der Forménderungsenergiedichte ergibt. Die Ableitung der Dissipa-
tionsungleichung in der Kontinuumsmechanik auf Basis von (3.7) geht auf die
Arbeit von COLEMAN & NoOLL [42] und TRUESDELL & NOLL [218] zuriick, in
denen Methoden zur Beschreibung dissipativer Materialien vorgestellt werden.

Fiir elastoplastische Vorgénge setzt sich die Formédnderungsenergiedichte g aus
der elastischen Verzerrungsenergiefunktion W¢(E®) und der plastischen Defor-
mationsenergie W» (o) zusammen

Wos = W(E) + WP (a) (3.14)

und hingt folglich von den elastischen Verzerrungen E° und der internen plasti-
schen Variablen « ab. Die Dissipationsungleichung (3.13) nimmt somit die Form

- 8W€l - el 8Wpl .
D—SE—(WE -+ aa OC)
l l l (3.15)
€ . € . p
Y oL I L LU
aEel aEel 004

an, wobei der additive Split der Verzerrungen E = E® + E" beriicksichtigt
wurde. Folgt man der Standardargumentation der Kontinuumsmechanik, so ist
nach COLEMAN & GURTIN [41] der Klammerausdruck identisch zu Null, was auf
die konstitutive Beziehung

awel
S = ; (3.16)
OE°
fithrt. Derselbe Zusammenhang liele sich auch iiber das partielle Differential von

(3.11) entwickeln. Gleichung (3.15) vereinfacht sich mit (3.16) zu

oW

D:S:Epl+qd20 wobei q:—a
o)

(3.17)

Durch die Ubertragung des Prinzips vom Maximum der spezifischen Entropie,
MAUGIN [145], auf die Plastizitdtstheorie ergibt sich das Prinzip der maximalen
plastischen Dissipation, HiLL [90], LUBLINER [140]. Dieses besagt, dafl sich fur
jeden gegebenen plastischen Verzerrungszustand (Epl, «) von allen moglichen
Spannungen (S’ , G), welche die FlieBbedingung f (S’ ,4) < 0 erfiillen, diejenigen
einstellen, bei denen die Dissipation maximal wird.

D(S,q) =max{S: E" +qa}  fix  {(8,9)|f(8,9) <0}  (3.18)
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Die Dissipationsgleichung (3.18) fiihrt auf eine Variationsungleichung

(S—8):E"+(q—qa>0 | (3.19)

aus der sich mit der Nebenbedingung f < 0 ein Sattelpunktsproblem formu-
lieren ld8t. Eine Beschreibung des Optimierungsproblems (3.18) kann iiber die
zugehorige Lagrange-Funktion

L£(S,§,\)=-D+Xf(S,§) — Minimum (3.20)

erfolgen, wobei die negative Dissipation —D < 0 die Zielfunktion bildet. Die
Nebenbedingung wird dabei mit dem Lagrange-Parameter A multipliziert, LU-
ENBERGER [141], LAwWO [134]. Aus den partiellen Ableitungen von (3.20) nach
den Optimierungsvariablen an der Stelle S = S und § = ¢ folgen die notwendigen
Bedingungen fiir den gesuchten Sattelpunkt.

oL .a Of

S5 = E +A55=0 (3.21)
oL . of

oL

5 = f(Sa CI) =0 (3-23)

Die Losung von Gleichung (3.20) ist gefunden, wenn die sogenannten Kuhn-
Tucker-Bedingungen

A>0 , F<0 , Af=0 (3.24)

erfiillt sind. Im Rahmen der Plastizitatstheorie stellen diese Optimierungsbedin-
gungen die Be- und Entlastungsbedingungen dar: Wird ein bereits belasteter
Korper mit einer weiteren Last beaufschlagt, so konnen sich die Zusténde

f<0 , A=0 — clastische Entlastung
f=0 , A=0 — neutrale Spannungsinderung (3.25)
f =0 , A>0 —— plastische Belastung

einstellen. Aus den beschriebenen Moglichkeiten der Spannungsédnderung 148t sich
die Konsistenzbedingung
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Af=0 (3.26)

ableiten. Nach der Umstellung von (3.21) bis (3.23) ergeben sich die Evoluti-
onsgleichungen fiir die plastischen Grofen EP' und o sowie die Erfillung der
Fliebedingung

ol Of . of
E _)\85’ .« )\aq ,

f(S,q)=0 . (3.27)

Die beiden ersten Beziehungen bilden dabei die in Abschnitt 3.1 eingefiihrte
Fliefiregel und das Ver-/Entfestigungsgesetz. Je nach Wahl der Verfestigungs-
funktion ¢(«) in (3.2) konnen unterschiedliche Arten der Ver- und Entfestigung
beschrieben werden: Bei isotropem Verhalten, das im weiteren vorausgesetzt wer-
den soll, kommt es zu einer gleichméBigen Modifikation der Flieffliche, bei einer
ungleichméBigen liegt anisotropes Ver-/Entfestigungsverhalten vor. Eine kinema-
tische Ver- oder Entfestigung beriicksichtigt den Bauschinger-Effekt: das elasti-
sche Gebiet bleibt in seiner Grofie konstant, die Lage in der Deviatorebene dndert
sich allerdings. Die Beschreibung dieses Phénomens ist mit Einfiihrung einer wei-
teren Spannungsgrofle, die in der Regel als "back-stress’ bezeichnet wird, moglich,
SiMO & HUGHES [198], KAHN & HUANG [105].

Die Entwicklung der Fliefiregel auf Basis einer thermodynamischen Betrachtung
fithrt auf eine assoziierte Form, bei der die Evolutionsrichtung des elastischen
Bereichs nach auflen gerichtet ist und senkrecht auf dem FlieBflichenrand steht,
die sogenannte Normalenregel. Die Flieffliche f hat somit Potentialcharakter.
Nur fiir den Fall eines stetigen FlieBflachenrandes ist die Richtung von E"” durch
(3.27); eindeutig definiert. Setzt sich die Fliefliche beipielsweise aus mehreren
unstetig gekoppelten Fliebedingungen zusammen (‘non-smooth multisurface pla-
sticity’), so ist in den Eckbereichen die Evolutionsrichtung von E*' uneindeutig,
wie Abb. 3.1 illustriert. KOITER [114] schlégt fiir den Fall, daf sich eine ide-
alplastische FlieBflaiche aus m stetigen TeilflieBflachen f; = 0 mit ¢ = 1,...,m
zusammensetzt, eine spezielle Betrachtung vor. Ein Spannungszustand S liegt
im elastischen Bereich, solange f; < 0 fiir alle 7 gilt, stellt sich bei nur einer
FlieBbedingung f; = 0 ein, befindet sich S auf dem entsprechenden Flieflichen-
rand, sind dagegen zwei FlieBbedingungen identisch Null, liegt er im zugehorigen
Verschneidungspunkt. Die allgemeine Fliefiregel kann demzufolge als

: L 0fi
E" =N\ 2k 2
; i 59 (3.28)
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Abbildung 3.1: Uneindeutige Normalenrichtung bei unstetigen Fliefiflichen

angegeben werden, wobei z die Anzahl der m Teilflichen ist fiir die f; > 0 gilt.
Nur fiir diese ist der zugehorige Konsistenzparamenter A; > 0.

Nach dem Postulat von Drucker weisen Werkstoffe ein stabiles Verhalten auf,
solange das Produkt aus Spannungs- und plastischem Verzerrungszuwachs nicht
negativ wird

doj;de;; >0 ——  stabiles Material (3.29)

DRUCKER [59]. Diese Beziehung gilt uneingeschriankt nur fiir verfestigende Ma-
terialien. Eine Entfestigung ist dagegen durch do;; < 0 und de;; > 0 charakteri-
siert, wodurch (3.29) verletzt wird. Wird bei entfestigendem Materialverhalten die
Zunahme der Beanspruchung iiber eine Erhohung der Spannungen erreicht — was
einer Laststeuerung entspricht — so stellt sich ein instabiles Materialverhalten ein,
das Material ist allerdings weiterhin stabil gegeniiber einer Verzerrungszunahme
(Verschiebungssteuerung), HOFSTETTER & MANG [94].

Aus der Variationsungleichung (3.19), in der das Postulat von Drucker in allge-
meiner Form impliziert ist, kann mittels einfachen Uberlegungen gefolgert wer-
den, dafl das von der Fliefifliche beschriebene elastische Gebiet konvex sein muf,
damit eine stabile Losung gefunden werden kann, LUBLINER [140]. Dabei ist es
unerheblich, ob die FlieBfliche aus nur einer oder aus mehreren gekoppelten Flie3-
bedingungen besteht.

Analog zur Elastizitdtstheorie 148t sich auch fiir den Fall, daf} sich bei der Be-
lastung plastische Verzerrungen einstellen, ein direkter Zusammenhang zwischen
Spannungs- und Verzerrungsinkrementen aufstellen. Mit Einfithrung des elasto-
plastischen Tangentenmoduls C; der auch als Prandtl-Reuss-Tensor bezeichnet
wird, ergibt sich
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S=Cc”:E . (3.30)

Die Herleitung dieses Tangentenmoduls basiert auf dem Elastizitédtstensor C, sie-
he (2.16), dem Verfestigungsmodul H

82 erl 82 117pl
. el _ . _ _
S=C:F , ¢g=Hu« mit @—78 o7 H= 52

(3.31)

sowie der additiven Zerlegung der Verzerrungen in elastische und plastische An-
teile. Die zeitliche Anderung der FlieSbedingung 148t sich mit Hilfe der Evoluti-
onsgleichungen (3.27)1, (3.27)2 und der Konsistenzbedingung (3.26) als

-t
(3.32)
_of of of , 0f ,0f
=55 C: B~ /\(85 Cigstal aq>

schreiben. Somit ist es moglich den Konsistenzparamenter A\, der das Mafl der
Aufweitung der Flieffliche angibt, zu ermitteln

9 . ¢.i

_ oS
)\_ﬁ'c o o7 0 (3.33)

98~ 9S8 " 9q g

Ein erneutes Einsetzen von A in (3.32) fiihrt unter Ausnutzung der Rechenre-
geln der Tensoralgebra, siehe dazu DE BOER [49] oder BETTEN [18], auf den
elastoplastischen Tangentenmodul

0 %o ¢

(Dep — (D _ 85 85 , (334)
oS = 85’ dq  Oq

der nach LUBLINER [140] und anderen fiir alle Materialien, die iiber eine asso-
ziierte Fliefiregel verfiigen, symmetrisch ist. Der Operator ® symbolisiert dabei
das dyadische Produkt, welcher fiir zweistufige Tensoren die Form A ® B =
Ali BM (e; ® e; ® e ® €) hat.
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3.3 Diskrete Formulierung der Plastizitét
3.3.1 Numerische Zeitintegration

Im Rahmen einer numerischen Simulation von Material- und Strukturverhalten
werden — anders als bei einer Formulierung auf der Kontinuumsebene — endliche
Zeit- und Lastinkremente verwendet. Ist die beliebige Zustandsgrofie x,, = x(t,)
und die Evolution #(t) zum Zeitpunkt ¢, bekannt, so ergibt sich fiir ¢,

tn+1
Tpg1 = Ty + / zdt . (3.35)
tn
Zur numerischen Integration von (3.35) konnen beispielsweise die verallgemeinerte
Trapezregel
Tpi1 = Ty + [(1 = 7)Zy + TEppq] At mit 0<r<1 (3.36)

oder die verallgemeinerte Mittelpunktsregel

Tnt1 = I, + ./l.fn_;'_T At (337)

verwendet werden, ZIENKIEWICZ & TAYLOR [241], BATHE [6]. In (3.37) gilt
Tpir = &(t, + TAt). Fiir 7 = 0 und 7 = 1 liefern beide Varianten dieselben
Losungen, 7 = 0 fiihrt dabei auf das explizite Euler-Vorwéartsverfahren, 7 = 1 auf
das implizite Euler-Riickwértsverfahren. Mit 7 = 1/2 ergeben sich die implizite
Trapez- beziehungsweise Mittelpunktsregel. Im folgenden soll das nach ORTIZ &
Porov [166] und KRIEG & KRIEG [122] unbedingt stabile Euler-Riickwértsver-
fahren Verwendung finden. Unbedingt stabil bedeutet in diesem Zusammenhang,
daf sich ausgehend vom Zeitpunkt ¢,, unabhéngig von der gewéhlten Zeitschritt-
weite At immer eine Losung fiir den Zeitpunkt ¢, ergibt. Diese ist kleiner oder
gleich der wahren Losung fiir den entsprechenden Zeitpunkt.

Neben den bisher vorgestellten Integrationsverfahren sind in der Literatur
noch eine Vielzahl weiterer Ansétze zu finden, wie beispielsweise die expliziten
Mehrschritt-Verfahren, ZIENKIEWICZ & TAYLOR [241], auf die im Rahmen dieser
Arbeit allerdings nicht eingegangen werden soll.

3.3.2 Projektionsalgorithmus

Zu einem Zeitpunkt t, seien die Spannungen S,,, die Verzerrungen E, und die
internen Groflien «, beziehungsweise ¢, bekannt. Wird nun der inkrementelle
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Verzerrungstensor AE aufgebracht, sind die Zustandsgrofen fiir den aktuellen
Zeitschritt ¢,,.1 zu bestimmen. Bei Verwendung des impliziten Euler-Riickwéarts-
verfahrens ergibt sich nach SIMO et al. [200] ein Optimierungsproblem welches
tiber die Kuhn-Tucker-Bedingungen (3.24) in diskreter Form

Y20, f(Snt1,Gns1) <0 Af(Snt1,Gny1) =0 (3.38)

definiert ist. Dabei gilt fiir den plastischen Parameter v = A At. Die Ermittlung
der aktuellen Gréflen erfolgt mit Hilfe eines Projektionsverfahrens, das sich in zwei
Schritte aufteilt: In einen elastischen Pradiktorschritt und einen plastischen Kor-
rektorschritt (‘elastic-plastic operator split’). Eine wesentliche Grundlage dieses
Verfahrens bildet die Arbeit von WILKINS [229], einen umfangreichen Uberblick
tiber weitere Entwicklungen sind bei ZIENKIEWICZ & TAYLOR [241] zu finden.
Die folgenden Herleitungen orientieren sich an SiMo & HUGHES [198] und SI-
MO [194].

Beim elastischem Pradiktorschritt wird von der Annahme ausgegangen, dafl das
aufgebrachte Verzerrungsinkrement AFE rein elastisch ist und zu den elastischen
Versuchs- oder Priadiktorspannungen

Stm’al = C : Etm’al mit Etm’al = En+1 - Egl (339>

fithrt, wobei E,, 1 = E,, + AFE gilt. Da fiir diesen ersten Schritt die plastischen
Groflen g und « zum Zeitpunkt ¢, ,,eingefroren* werden, ergibt sich die FlieSbe-
dingung

ftrial = ftrial(striala Qn) . (340>

Aufgrund der Konvexitét der Flieifliche folgt

ftrial(striala Qn) Z fn+1(Sn+17 Qn+1) ) (341>

somit ist fiir den Fall f.;,; < 0 der neue Spannungszustand S, 1 = Sy gefun-
den, die Annahme eines elastischen Verzerrungszuwachses war folglich korrekt.

Ist andererseits f;.; > 0, so liegt ein plastischer Belastungsschritt vor, ein plasti-
scher Korrektorschritt wird erforderlich. Nach dem Einsetzen von 7 = 1 in (3.36)
beziehungsweise (3.37) ergeben sich die zu t¢,,; gehérenden plastischen Grofien
aus der diskreten Form der Evolutionsgleichungen (3.27)
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Ofn
B\ = B by it (3.42)
Ofn
Opi1 = Q — 7 85 i (3.43)

Die zugeordneten Spannungen S, ;1 lassen sich mit (3.42) und der konstitutiven
Beziehung aus den Prédiktorspannungen bestimmen

Spni1=C: (Ep — E:le-‘,-l)
0 foi (3.44)

:Sria_ C:
trial — 7 981

Eine allgemeine geometrische Interpretation dieser Riickskalierung des Versuchs-
zustandes auf die Flielfliche ist in Abb. 3.2 dargestellt. Es ist aus der Abbildung
zu erkennen, dafl die Projektion nach dem impliziten Euler-Riickwértsverfahren

Abbildung 3.2: Projektionsalgorithmus bei impliziter Zeitintegration

unbedingt stabil ist, da die elastische Pradiktorspannung in Richtung des Gra-
dienten Of,11/0S,11 auf die entsprechende Flieiflache f,,1 projiziert wird. Im
Gegensatz dazu gibt beim expliziten Euler-Vorwértsverfahren df,,/0S,, die Kor-
rektorrichtung an, was bei grofleren Lastschrittweiten die numerische Stabilitét
beeintriachtigen kann, HOFSTETTER & MANG [94]. Als gingiges explizites Pro-
jektionsverfahren sei an dieser Stelle der "cutting plane algorithm’ genannt, ORT1Z
& Sivo [167].

Im folgenden soll fiir den Fall einer irreversiblen Belastung die Ermittlung der
aktuellen plastischen Groflen zum Zeitpunkt ¢,,1 beschrieben werden. Im Rah-
men des verwendeten impliziten Verfahrens erfolgt dies iterativ, wobei sich die
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Verwendung einer quadratisch konvergierenden lokalen Newton-Iteration anbie-
tet. Diese macht eine Linearisierung der Entwicklungsgleichungen notig. Einen
weitreichenden Uberblick iiber die Vor- und Nachteile verschiedener Iterationsver-
fahren, sowie iiber die Methode der Linearisierung im Rahmen von nichtlinearen
Theorien vermitteln die Arbeiten von WRIGGERS [237], [238].

Fiir die Ermittlung des noch unbekannten plastischen Parameters ~ wird der
endgiiltige Zustand f,11(Sn+1,@ns1) = 0 betrachtet. Zu diesem Zeitpunkt lassen
sich die diskreten Zuwichse der plastischen Grofen EP und « fiir den Zeitschritt
von t, zu t,41 iiber die Evolutionsgleichungen (3.42) und (3.43) aus

afnJrl

AE" = E"  — EP' = 3.45
n+1 n ’7 asn+1 ( )

afn—i—l
Ao=ao, 11—, =—y—— 3.46
11 Do (3.46)

bestimmen. Aus diesen Beziehungen und der FlieBbedingung folgen die Residuen
fiir den k-ten Schritt der Newton-Iteration:

k k K (k
R}) = fﬁﬁl(Sf@ll, 92421) (3.47)
. 8f(k) 8f(k)
RW — _AEM®) 4 4® %l =—C 1 ASK 4 4B % (3.48)
aSn—H asTH-l
of% _ Oty
RE) = Aa®) 4 40 = —H 'AqW 4 7® = (3.49)
Gy 11 04,11
In (3.49) wurde der Zusammenhang
Aa=-H'Aq , (3.50)

der auf (3.31)s basiert, ausgenutzt. In (3.48) fand der Zuwachs der plastischen
Verzerrungen E'

AEPZ == (D_l : (Strial - Sn-l—l) = (D_l : AS ’ (351)

der aus der konstitutiven Beziehung

Swi1=C:(Epy — E” ) =C: (Epia — AEY) (3.52)
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resultiert, Beriicksichtigung. Mit Hilfe einer Linearisierung der Taylor-
Reihenentwicklung der Residuen (3.47) bis (3.49) nach den iterativ zu bestim-
menden GroBen S),11, ¢,r1 und 7y

9 (k) o £
R;Hl) _ R;k) n f( CASKEHD 4 fzﬂgl AgF+h =0 (3.53)
(k+1) (k) —1 4 k) 82f7§?1 (k+1)
Rp™ =Ry + |C71 49— 1 AS
8Sn—i—l
af(k)
(*) # (b0 Fmbl Ay o
NN aS o G A + S A =0 (3.54)
n+l Gnt1 n+l1
2
Rgcﬂ) — Rg’“) + 7(k) i# - ASKHHD
aqn+1 aSnJrl
2 ¢ (k) (k)
H ' 4 A® 0> futa Agh+D) 4 8f”+1 Ay*FD =0 (3.55)
(k) 2
Qn-i-l qn+1

148t sich eine Beziehung zu den Werten des néchsten Iterationsschrittes herstellen.
Durch die Einfithrung von

i 2 p(k) 92k
e R
AW _ 08, aSnH O (3.56)
(k) )
(k) 02 fuin H1 4ok 82f Y JInt1
O (k) as(k) A (k) 2
L An+1 n+1 3qn+1 i

kénnen (3.54) und (3.55) in Matrizenschreibweise zusammengefafit werden

k) (k ASK+D (k+1) A7k
R +A A1) + Ay N7 =0 |, (3.57)
q
wobei die Abkiirzungen
Rk
N® _ o 3fn+1 . RW_[g® pw]" (3.58)
08 ]21 5q +1 "

gelten. Die Auflosung von (3.57) nach den Unbekannten ASHHD yund Agkt+D
sowie ein anschliefendes Einsetzen in das Residuum (3.53) ermoglicht die Be-
stimmung des plastischen Parameters
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R;k) _ N(k)T/A(k)R(k)
N(k) TA(k)N(k)

AUHD — A (R) AN GRHD) — A (R) (3.59)

fiir den Iteratiomsschritt k+41. Mit Ay**)  koénnen aus (3.57) die
Zuwichse AS® ) und Ag**Y berechnet werden, iiber die dann mit (3.51)
AEP ® ) ynd mit (3.50) Aa®tD folgen. Die Iteration ist abgeschlossen, sobald
die Residuen (3.47)-(3.49) kleiner als ein gewiinschter Toleranzwert sind. Das
anteilige Verhiltnis von elastischen und plastischen Verzerrungen sowie die Span-
nungen und die plastischen Grofien fiir den Zeitschritt ¢, ist somit bestimmt,
die Riickprojektion ist abgeschlossen. In Tafel 3.1 ist eine Zusammenfassung des
Projektionsalgorithmus zu finden.

Erfolgt die Riickskalierung nicht auf eine einteilige Flieféche f, sondern auf eine,
die aus mehreren unstetig zusammengesetzten Teilflichen f; besteht, so ist ein
modifiziertes Verfahren zur Ermittlung der zugehorigen diskreten Konsistenzpa-
rameter y; anzuwenden. Anders als bei einer einteiligen Fliefifléiche, die die gesam-
te Projektion iiber aktiv ist, kann sich bei gekoppelten Flichen die Anzahl der
beteiligten f; im Laufe der Iteration &ndern. Desweiteren ist bei einem ver- und
entfestigenden Materialverhalten die Lage der Verschneidungspunkte der einzel-
nen Fliefflachenteile am Ende der Projektion nicht von vornherein bekannt.

SIMO et al. [200] schlagen einen unbedingt stabilen Algorithmus vor, bei dem die
Anzahl der aktiv beteiligten Flachen am Ende des FlieSprozesses geringer oder
gleich der Menge der im Pradiktorschritt verletzten FlieBbedingungen ist. Stellt
sich fiir eine FlieBfliche f; ein negativer Parameter 7; ein, so wird diese Teilfliche
deaktiviert. Eine detaillierte Beschreibung des algorithmischen Vorgehens ist bei
dessen Anwendung in Abschnitt 4.2.5 zu finden. Dem Projektionsverfahren von
SIMO et al. steht das von PRAMONO & WILLAM [173] formulierte gegeniiber. Hier
erfolgt die Riickskalierung zuerst auf diejenige aktive Flache mit dem grofiten
EinfluB auf den Versuchszustand. Sind nach Ende der Projektion noch weitere
Flachen aktiv, so werden diese bei einer erneut vom Pradiktor ausgehenden Ite-
ration beriicksichtigt. Der Vorteil dieses sehr rechenintensiven Verfahrens liegt
darin, dafl auch anfianglich inaktive Bereiche der Flielfliche im weiteren Verlauf
beteiligt werden koénnen.

Um die Bedeutung von aktiven und inaktiven Fliefflichen aufzuzeigen sind in
Abb. 3.3a) und b) zwei unterschiedliche Pradiktorzustande Sy, dargestellt. Fiir
beide Zustande gilt fi4m > 0 und fouiw > 0, womit anfdnglich sowohl die
FlieSfliche f; als auch die Fliache fy aktiv an der Riickprojektion beteiligt sind.
Fiir den Fall a) liegt der endgiiltige Spannungszustand S,.; auf fi,,1, aber
innerhalb des von f5, begrenzten Gebietes. Somit ist nur noch erstere aktiv, es



3.3  Diskrete Formulierung der Plastizitdit 43

Versuchsspannungen: Sy = C: (E,11 — Efll)

<0 — elast. Zustand [ Jnar = [ erial

f’ria S rials Qn B
rial(Strial, n) >0 —  plast. Zustand

Startwerte Iteration: ~*) =0, afﬁzl = Qp, q,(fle = qn

1. Bestimmung des plastischen Parameters ~*+1

R;k) . N(k) TA(k)R(k)

(k+1) _ (k)
Y T T T A N

mit den Groen N, R, A® aus (3.58) und (3.56)

2. Ermittlung der Zuwéchse A Sn +1 ) und A'ynlf:rll) aus

As(kJrl)
r™ +/A(k)*1 N 1+ AykFD) ~N® —o
q
3. Uberpriifung der Residuen
k k k k )
) = fé-ﬂl( 24:1)7%2:11))
af k‘+1
R(kJrl) —C-! AS (k+1) + (k+1) n+
g e L
(k+1)
(k+1) _ -1 k+1 k+1) afn
R = —H7 Aq ™D 4D 2
n+1 )

4. Gehe zu 1. mit (k) = (k+1)
Nachlauf: v = yk+D) Qny1 = oy — H™F AglF+D)

Spi1 =S, +ASKEHD EY  =EV 4 C': ASKHY

Tafel 3.1: Pradiktor-Korrektor Verfahren in allgemeiner Form

ergibt sich 74 > 0 und 7, = 0. Da fiir die angenommene Situation von einem
entkoppelten Verfestigungsverhalten der Fliebedingungen ausgegangen werden
soll, &ndert f, ihre Lagen nicht, es gilt fo,11 = fon. Anders verhilt es sich im
Fall b), in dem der neue Spannungszustand im Verschneidungspunkt von f,4
und fo5,41 liegt und sich somit die Konsistenzparameter v; > 0 und v > 0
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einstellen. Beide Flachen sind hier aktiv und weiten sich auf.

% 9
as

JZ n :-fZ n+l

f} n+l ﬁn fl n+l f}n

Abbildung 3.3: Riickprojektion auf aktive Teile der gekoppelten Flieflichen gem#ifl
SIMO et al. [200]

3.3.3 Konsistenter elastoplastischer Tangentenmodul

Nachdem im Rahmen des Projektionsalgorithmus der Spannungs- und Verzer-
rungszustand zum Zeitpunkt ¢,.; bestimmt wurde, ist es moglich den konsi-
stenten elastoplastischen Tangentenmodul C/! ; = dS,41/d E, 41 zu ermitteln.
Dieser Tangentenmodul wird fiir die Berechnung der inkrementellen Verschiebun-
gen des néchstfolgenden Lastschrittes benotigt. Bei einer Verwendung des kon-
tinuierlichen Tangentenmoduls C? = d S/ d E, (3.34), anstelle von C!,, geht
die quadratische Konvergenz der globalen Newton-Raphson-Iteration verloren,
es werden deutlich mehr Iterationsschritte notwendig, wie Studien von SIMO &
HUGHES [198] zeigen. Im Gegensatz zu C? wird der konsistente Tangentenmo-
dul nicht aus den konstitutiven Beziehungen der Kontinuumsmechanik gefolgert,
sondern hiangt von den zur Spannungsermittlung verwendeten Algorithmen ab.

Im weiteren soll der zu dem im letzten Abschnitt vorgestellte Projektionsalgo-
rithums gehorende Tangentenmodul in allgemeiner Form hergeleitet werden, sie-
he dazu SiMO et al. [201],[194] oder HOFSTETTER & MANG [94]. Hierfiir sind
die totalen Ableitungen dEﬁlH, dS, 1, da,1 und d f,41 der auskonvergierten
Losungen erforderlich, die sich aus der Fliefiregel (3.42), der konstitutiven Bezie-
hung (3.44), dem Verfestigungsgesetz (3.43) und der Fliebedingung ergeben:

afn—i—l ann—H ann—H
ds, = dan
i ¥ 08,41 0¢n41 o+t

dEP =d :
n =98, 08,1

(3.60)

dS,,1=C:(dE,+dE") (3.61)
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afn+1 82fn+1 annJrl
dayg =—d — :d S, dg, 3.62
et K aQn+1 K aQn-i-l é75n+1 it é7C]n+12 o+t ( )
afn-i—l afn-i—l
d fog1 = :d S, + dgn 3.63
frt1 35n+1 +1 aan n+1 ( )

Wird (3.60) in (3.61) eingesetzt und nach d S, ;1 aufgeldst, so folgt

O fn d2f,
A8, = Znsr [dEn+1 - dfyag *:1 ~ 735 jat; - dan] . (3.64)

wobei die abkiirzende Schreibweise

82fn+1:| !

—_ —1
Sntl = C + Y
|: aSn-i—l2

(3.65)

gilt. Nach der Substitution von dv und yd g, in (3.64) durch Ausdriicke die
von d E, 1, abhéngen, kann der Tangentenmodul C!,, angegeben werden. Im
folgenden sollen diese Ausdriicke bestimmt werden.

Eine Beriicksichtigung von (3.64) in der totalen Ableitung (3.63) der FlieBbedin-
gung fithrt wegen d f,,.1 = 0 auf den Zusammenhang

afnJrl — afnJrl p— afnJrl
=) dFE, = ) :
T N TR T
afn-l—l azfn—i-l 1 afn+1
+ R - — dg,
! aSn+1 i 0854+1 0¢n41 Y On+1 o+t
(3.66)

Mit dem inkrementellen Ver- und Entfestigungsgesetz (3.50) &8t sich (3.62) zu

a2fn-i—1
— B, dFE, =
8Qn+1 8Sn+1 +1
d |: azfn+1 L= . afn+1 1 afn—i—l
’y -~ —~ . \—ln+1 . -
O0n41 08011 08,41 v 01

ann+1 annJrl . 1 a2fn+1 N iH_l dq "

a(]nJrl aSn+1 ‘ e 8Sn+1 aqn+1 ; aQnJrl2 72

[11

-
(3.67)

umformen, wobei fiir d S,, 1 (3.64) angesetzt wurde. Das Auflésen von (3.66) und
(3.67) nach den gesuchten Groflen d+y und v d g, 41 ergibt die Matrizenform
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Ofn
fot1 (8np td Enyg
d~y _ g1 OSn+1 (3.68)
8 dQn-i-l il ann-l-l L= “dE '
OGn+1 aSn+1 ST (s
Die Komponenten z;; der Matrix Z,,; lauten dabei
o — afn—‘,—l .= . afn—l—l
11 98,1 n+l ° 7&9%1
2o = afn+1 L= . ann+1 1 afnJrl
12 = DSl -
08511 * 08111011 Y OGnia (3.69)
o e o Ofwn 1 0fun |
21 = 5 aa - =n+l - - -
8Qn+1 8‘S’n—l-l - a'S'n—s—l Y aQn+1
82fn+1 a2fn+1 _ 1 annJrl 1

11 - - —H!
08141 0Gn+1 Y Ogni1? 2

(1]

Zog = ————
- 041 08,41

Aufgrund der Vertauschbarkeit der Ableitungsreihenfolge bei assoziierter Plasti-
zitét und der Symmetrie von E,,; sind die Koeffizienten z15 und 2o identisch.
Wird abschlieflend (3.68) in die Beziehung (3.64) eingesetzt, kann der konsistente
elastoplastischen Tangentenmodul mit der abkiirzenden Schreibweise

~ afn+1 N 8an—&-l
N1 =Z,401 d Nypy1=28,11: ——— 3.70
et i 08,41 un 2 i 08011 0Gn 11 ( )
in der Form
4S 2 2
n+1 p— 1 n N
Cop1 =5 B, ~ S > Y 2 ' Nipp1 @ N (3.71)

i=1 j=1

dargestellt werden. Die Unterschiede von C,, zum kontinuierlichen Tangenten-
model C? aus (3.33) sind offensichtlich. Mit der Annahme von infinitisimal klei-
nen Lastschritten At , was v — 0 und E,,;; — C bedeutet, konnen beide Moduli
ineinander iiberfithrt werden: Wird in (3.66) und (3.67) v =0 und &, = C ge-
setzt, so ist die direkte Bestimmung von d v moglich. Aus (3.64) folgt mit diesem
Wert und v = 0 sowie E,, 1 = C der kontinuierliche elastoplastische Tangenten-
modul C?.

Eine knappe Zusammenstellung der fiir die Berechnung von C/ ; wesentlichen
Beziehungen ist in Tafel 3.2 gegeben.
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allgemeiner konsistenter Tangentenmodul

2 2
dSn 1 —_— N N
(D’f*l:dEJr :=n+1_zzzilein+l®Njn+l
ntl i=1 j=1
. . . —_ -1 ann+1 -
mit algorithmischen Modul £,y = |C™ 4+~ 3 und
aSn-ﬁ-l
N afn-‘,—l ~ 0 2fn+1
Nipt1=8n41: , Nop1 =B, =5———
1n+1 +1 98,1 2n+1 +1 081 000
zigl bilden die Komponenten der invertierten Koeffizentenmatrix Z,,; mit
e - 8fn—&—l .= . afn—l—l
1n= HECRE I
asn+1 * aSn+1
2o = afn-H L= . aan-&-l 1 afn-I—l
12 = HECU I - =
08511 * 08111 0¢n11 Y Oquia
P— ann—H — . 8fn—i—l 1 afn—i—l
20 = 3 aa - Sntl: - =
In+10Sn11 " OSni1 Y Ognta
82fn+1 a2fn+1 _ 1 a2fn+l 1

222 = 7 Faa - Snt1t — - —H"
8Qn+1 aSn+1 - 85n+1 8Qn+1 7 aQn+12 72

H folgt aus Zusammenhang (3.50)

[11

Tafel 3.2: konsistenter elastoplastischer Tangentenmodul

Die bisher angegebenen Formulierungen stellen den Projektionsalgorithmus und
den zugehorigen konsistenten elastoplastischen Tangentenmodul nach dem im-
pliziten Euler-Riickwartsverfahren in allgemeiner Form dar. Je nach verwende-
ter FlieBbedingung und gewihlter Verfestigungsfunktion ist es moglich durch
geschickte Umformungen den Rechenaufwand und damit auch die notwendige
Rechenzeit bei numerischer Anwendung zu optimieren, SIMO & TAYLOR [204],

HOFSTETTER et al. [95] und andere.
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4 Inelastisches Materialmodell fiir Beton

Im Rahmen dieses Abschnittes soll ein dreidimensionales Materialmodell zur Be-
schreibung des Verhaltens von Beton entwickelt werden. An eine allgemeine Vor-
stellung des inelastischen Modells und einen Vergleich mit anderen in der Litera-
tur zu findenden Formulierungen schlieit sich die mathematische Umsetzung an.
Diese erfolgt getrennt fiir die unterschiedlichen charakteristischen Versagensbe-
reichen und beruht auf den im letzten Abschnitt vorgestellten Algorithmen der
Plastizitdatstheorie. Den Abschlufl bildet eine Darstellung des Modellverhaltens
fiir verschiedene ein- und mehraxiale Belastungssituationen.

4.1 Allgemeine Vorstellung des Modells

Die Grundidee des hier vorgestellten inelastischen Materialmodells zur numeri-
schen Erfassung des dreidimensionalen Betonverhaltens im Vor- und Nachbruch-
bereich liegt in der Kopplung mehrerer einfacher FlieSbedingungen bei Verwen-
dung einer moglichst geringen Zahl von Modellparametern.

Die grofle Anzahl der in der Literatur zu findenden Formulierungen, die auf der
Fliefitheorie beruhen, siehe Abschnitt 2.2.2; 1&t sich anhand ihrer grundlegen-
den Merkmale in verschiedene Gruppen unterteilen. Die vier Gruppen aus denen
die Ansétze des hier vorgestellten Modells im wesentlichen entstammen seien im
folgenden mit Typ A bis Typ D bezeichnet. Die Typen A und B eignen sich in
erster Linie fiir eine zweidimensionale Beschreibung des Materialverhaltens, bei
den Typen C und D handelt es sich um dreidimensionale Modelle.

Die Formulierungen vom Typ A basieren auf der Kopplung eines Ranki-
ne Hauptspannungs-Kriteriums f; fiir den Zug/Zug- und den Zug/Druck-Bereich
sowie einer Drucker-Prager-FlieBfliche fs, siehe Abb. 4.1. Diese hiangt von der

Typ A S IypB
.fl f;’tm ! Jfl -fctm S]
, -fctm ' f;lm
CZ ﬁm ~fcm S2 CZ j c.’m f;‘m S2
a A

Abbildung 4.1: Werkstoffmodelle zur zweidimensionalen Beschreibung
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ersten und zweiten Spannungsinvarianten [, = S;; beziehungsweise J; = S;;5;;/2
ab und kommt in erster Linie bei reiner Druckbeanspruchung zu tragen. Das Ver-
und Entfestigungsverhalten beider Fliebedingungen ist bruchmechanisch moti-
viert und wird somit iiber die Bruchenergien Gy und G, fiir Zug- und Druckver-
sagen charakterisiert. Die maximal aufnehmbaren Spannungen entsprechen den
aus einaxialen Versuchen gewonnenen Werten f.,, und f.,. Zuséitzlich zu diesen
Materialparametern ist fiir die Skalierung der Drucker-Prager-Fléche ein weiterer
geometrischer Parameter (y erforderlich.

Eine detaillierte Beschreibung dieser Art von elastoplastischen Modellen ist unter
anderem in den Arbeiten von FEENSTRA [71], FEENSTRA & DE BORST [73],
MESCHKE et al. [153], [155] und THOMEE et al. [215] zu finden.

Auch die Ansétze des Typs B beruhen auf zwei nichtglatt gekoppelten Flie3-
flichen f; und f,, die in Abhéngigkeit von zwei internen Formbeiwerten das
Drucker-Prager-Kriterium als Spezialfall enthalten. Neben diesen Beiwerten sind
die eindimensionalen Festigkeiten f.,, und f., sowie der geometrische Parame-
ter (o fiir die Beschreibung der Versagensfliche notwendig. Die von der Bruch-
energie unabhingige Ver- und Entfestigung beider Teilflachen ist gekoppelt und
isotrop. Aufgrund der Verwendung einer einzigen Fliefflichenform ist fiir diese
auf CHEN & CHEN [35] zuriickgehende Formulierung die algorithmische Beschrei-
bung deutlich einfacher.

Ein weit verbreitetes Kriterium zur Beschreibung von dreidimensionalem Beton-
versagen stellt die Gruppe der ’cap-models’ dar, die hier als Typ C eingefiihrt
wird. Diese in Invarianten formulierten Modelle setzen sich in der Regel aus drei
unstetig gekoppelten Flieflichen zusammen: einer elliptischen Kappe f3 fiir den
reinen Druckzustand, einer ebenfalls elliptischen Zwischenfléche f; und einem so-
genannten ’tension cut-off’ fi, der den Zugbereich begrenzt. Insgesamt werden
mindestens sieben Parameter fiir die Gestalt der zusammengesetzten Fliche und

Ss Typ D
S, D
5 s7
/;

3

Abbildung 4.2: Dreidimensionale Werkstoffmodelle vom Typ C und D
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eine Materialkonstante fiir die Ver- und Entfestigung benétigt. In Abb. 4.2 ist die-
ses Kriterium in Invariantendarstellung und im Hauptspannungsraum skizziert,
|87 ist dabei der Betrag der deviatorischen Spannungsanteile.

Modelle des Typs C, die urspriinglich zur Beschreibung von Granulaten verwendet
wurden, gehen auf die Arbeit von DIMAGGIO & SANDLER [53] zuriick. Als weite-
re wesentliche Veroffentlichungen seien SANDLER & RUBIN [184], SIMO et al. [199]
sowie HOFSTETTER et al. [95] genannt.

Der vierte und letzte Typ, Typ D, beinhaltet die im dreidimensionalen Span-
nungsraum kontinuierlich formulierten FlieSflichen f. Da in diese Modelle zusétz-
lich zu I; und J; auch die dritte Spannungsinvariante I3 eingeht, ist es mit Hilfe
des Lode-Winkels moglich die in Abschnitt 2.1.3 beschriebene nicht kreisformige
Deviatorfliche abzubilden. Basierend auf den Ansétzen von LADE [131] sind neue-
re Entwicklungen beispielsweise bei EHLERS [65], KRENK [121] oder KRATZIG
& POLLING [124] zu finden. Auch das hdufig verwendete ’extended Leon mo-
del’ (ELM), ETSE & WILLAM [67], ist dieser Gruppe von Fliefflichen zuzuord-
nen. Fiir die Anpassung der geschlossenen Fléche auf die in Versuchen ermittelte
Versagenskurve von Beton sind wie beim Typ C mindestens sieben Modell- und
ein Verfestigungsparameter erforderlich.

Ausgehend von diesen vier unterschiedlichen Gruppen numerischer Modelle wird
nachfolgend eine Formulierung vorgestellt, bei welcher der Versuch unternom-
men wird die Vorteile der einzelnen Typen, wie beispielsweise eine geringe Zahl
von Parametern oder die Verwendung bruchmechanischer Ansétze, zu vereinen
und dabei die Nachteile zu minimieren. Nachteilig sind unter anderem eine un-
befriedigende Approximation des realen Betonverhaltens oder die Notwendigkeit
aufwendiger mathematischer Algorithmen. Angestrebt wird ein Modell, das sich
nach Moglichkeit aus einer Kopplung grundlegender FlieSflichen ergibt. Die dabei
erforderlichen Parameter und Formbeiwerte sollen sich weitestgehend aus leicht
bestimmbaren ingenieurmséfligen Materialkonstanten des eindimensionalen Versa-
gensfalles ableiten. Fiir das objektiv formulierte Ver- und Entfestigungsverhalten
wird eine verschmierte Betrachtungsweise, die auf bruchmechanischen Anséitzen
beruht, verwendet. Erreicht wird dies — in Anlehnung an die Modelle vom Typ B —
iiber eine nichtglatte Kopplung zweier Drucker-Prager-Flieflichen f; und f5 fiir
den reinen Zug- und den Zug/Druck-Bereich. Als maximal aufnehmbare Span-
nungen werden die eindimensionalen Werte f.,, und f., angesetzt. Neben dem
geometrischen Parameter (5 ist ein weiterer Parameter (; erforderlich, um die
zweidimensionalen Versagenskurven von KUPFER et al. [128], Abb. 2.6, in gu-
ter Naherung beschreiben zu konnen. Fiir die Simulation des Betonverhaltens
im Falle von dreidimensionaler Druckbeanspruchung erscheint eine kugelférmige
Flielfliche f4, die sich als Sonderfall der elliptischen Kappe der Typ C-Modelle
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einstellt, angebracht. An diese schmiegt sich, mit Blick auf die stetig formulierten
Flieflichen vom Typ D, der Drucker-Prager-Kegel f, tangential an. Im Gegen-
satz zu den ’cap-models’ dient als Begrenzung des Zugbereiches kein abrupter
"tension cut-off’, sondern erfolgt kontinuierlich in Abhéngigkeit vom Betrag der
deviatorischen Spannungen mit dem Kegel f;. Wie die Invariantendarstellung in
Abb. 4.3 zeigt, liegt darin eine weitere Ahnlichkeit zu den Formulierungen vom

J(ctm
S 2

i

e

Cy fom

Abbildung 4.3: Zusammengesetzte dreidimensionale Flieflfliiche fiir Beton

Typ D. Die numerischen Probleme, die sich aus einer Unstetigkeit der Ableitun-
gen des Drucker-Prager-Kegels f; bei nahezu hydrostatischen Zugbeanspruchun-
gen ergeben, lassen sich auf unterschiedliche Weisen eliminieren. Im vorliegenden
Fall wird &hnlich wie in der Arbeit von PONTES et al. [172] und MENRATH [150]
eine weitere Drucker-Prager-Fliefflache f; eingefiihrt, ein sogenannter 'inverted
cone’, der hydrostatische Zugzustinde auf die Kegelspitze von f; projiziert.

Die Erfassung des fiir Zug und Druck unterschiedlichen Ver- und Entfestigungs-
verhaltens geschieht analog zum Typ A in Abhéngigkeit von den Bruchener-
gien Gy und G. — die Einfithrung einer charakteristischen Elementldnge, Ab-
schnitt 2.1, ermoglicht dabei eine objektive und netzunabhéngige Beschreibung.

Das im weiteren eingefithrte dreidimensionale Modell fiir das Vor- und Nach-
bruchverhalten von Beton basiert somit auf insgesamt vier teilweise nichtglatt
zusammengesetzten FlieBbedingungen, die sich von zwei unterschiedlichen Krite-
rien ableiten. Als Parameter der konvexen Versagensfliche sind neben den eindi-
mensionalen Groen feim, fem, Gy und G, nur noch die zwei geometrische Kon-
stanten (; und (s erforderlich.



52 4 INELASTISCHES MATERIALMODELL FUR BETON

4.2 Formulierung des Zug- und Zug/Druck-Verhaltens
4.2.1 FlieBbedingungen nach Drucker-Prager

Wie bereits diskutiert soll die Beschreibung des Zug- und des gemischten
Zug/Druck-Bereiches mit Hilfe dreier gekoppelter Drucker-Prager-FlieSflachen er-
folgen. Wiahrend die ersten beiden Fliebedingungen f; und f; das Materialver-
halten der entsprechenden Bereiche widerspiegeln, dient die dritte Bedingung f3
ausschlieBlich der numerischen Stabilitdt im Falle eines annédhernd hydrostati-
schen Zugzustandes. Die Drucker-Prager-FlieBbedingung stellt eine Erweiterung
des klassischen von Mises-FlieBkriteriums, VON MISES [157], um einen hydrosta-
tischen Spannungsterm dar. Jener hydrostatische Anteil kann nach CHEN [37]
als Coulombsche Reibung interpretiert werden, die sich in Abhéngigkeit vom ak-
tuellen hydrostatischen Druck unterschiedlich stark einstellt. Folglich ist diese
FlieBbedingung, deren Schnitt in der Deviatorebene kreisformig und daher al-
gorithmisch sehr gut zu beschreiben ist, als Versagenskriterium fiir alle Mate-
rialien mit ausgeprégter innerer Reibung wie beispielsweise Granulate, Fels aber
auch Beton geeignet. Als grundlegende Verdffentlichungen seien die Arbeiten von
DRUCKER [58] sowie DRUCKER & PRAGER [60] genannt.

In allgemeiner Form lassen sich die drei Drucker-Prager-FlieBbedingung f; als

fi=|8P|+&hL—¢ <0 mit |$7] = V8" 8" =2 (4.1)

darstellen, wobei ¢ = 1,2, 3 gilt und J; die zweite Spannungsinvariante bildet. In
(4.1) ist & ein skalarer Faktor, der den Offnungswinkel der kegelférmigen FlieB-
flache definiert, und g; die bereits in (3.2) eingefiihrte Ver- und Entfestigungsfunk-
tion, welche im vorliegenden Fall skalarwertig ist. Die erste Spannungsinvariante

ergibt sich aus den Gesamtspannungen S und dem zweistufigen Einheitstensor 1.
Mit letzterem und dem vierstufigen Einheitstensor I ist es moglich einen Pro-
jektionstensor P zu bilden, der S additiv in einen hydrostatischen und einen
deviatorischen Anteil aufspaltet

S=8t+8P-8sf P8
(4.3)

:%(1@1):S+{H—%(1®1)1 5
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Fiir die weiteren Herleitungen sei an dieser Stelle auf den Zusammenhang
P : P = P hingewiesen; bei den verwendeten tensorielle Groflen wird un-
ter Ausnutzung der Symmetrie eine vereinfachte matrizenartige Schreibwei-
se gewdhlt. Der zweistufige Spannungstensor li8t sich beispielsweise als S =
[SH Sog  S3z3 Sia Si3 S23]T darstellen, vierstufige Tensoren haben dann die
Gestalt einer quadratischen Matrix.

4.2.2 Approximation der Ver- und Entfestigung

Zur numerischen Umsetzung der in Abschnitt 2.1 beschriebenen Rifl- und Ver-
sagenscharakteristik von Beton im Rahmen der Plastizitédtstheorie ist eine ent-
sprechende Ver- und Entfestigungsfunktion zu formulieren. Dies erfolgt aufgrund
des sehr unterschiedlichen Zug- und Druckverhaltens getrennt fiir beide Félle.
Da im Rahmen einer verschmierten Betrachtung der Riflentwicklung die Gréflen
der einzelnen Riflbreiten w mittels einer internen plastischen Variablen iiber den
entsprechenden Querschnittsbereich verteilt wird, soll im folgenden analog zur
bisherigen Darstellung der Plastizitdt nicht mehr die Bezeichnung w, sondern
korrekterweise nur noch die skalare Gréfie o verwendet werden.

Versagen infolge Zugbeanspruchung

Wie in Abb. 2.1a) zu erkennen ist und an entsprechender Stelle ausfiihrlich be-
schrieben wurde, zeigt sich bei eindimensionalen Zugversuchen bis zum Erreichen
der zentrischen Zugfestigkeit f,, iiber weite Bereiche ein linearer Zusammenhang
zwischen Spannungen und Gesamtdehnungen. Erst ab Uberschreitung der Grenz-
spannung stellt sich ein stark nichtlinearer Verlauf ein. Vereinfacht soll bei den
weiteren Ausfithrungen fiir den Zugzustand nur die Nichtlinearitat der Entfesti-
gung in die Formulierung eingehen. Der Vorbruchbereich wird als linearelastisch
angenommen. Da das Versagen infolge von Zugbeanspruchung nur der ersten der
drei Drucker-Prager-Fliebedingungen zugeschrieben werden soll, sind die ent-
sprechenden Groflen mit dem Index 1 gekennzeichnet, um eventuelle Verwechs-
lungen zu vermeiden.

Zur Beschreibung des Verhaltens im Nachbruchbereich ist in der Literatur eine
grofle Anzahl unterschiedlicher Ansétze zu finden, die einfachste Moglichkeit ist
die Verwendung eines linearen Zusammenhangs zwischen der noch aufnehmbaren
Spannung %; und der Rif6ffnung, ab der keine Zugspannungen mehr iibertra-
gen werden koénnen (etwa 0.06mm). Da hierbei besonders im Anfangsbereich
die Spannungen deutlich tiberschitzt werden, schlagen PETTERSON [170] und
RoTs [183] ein bilineares Entfestigungsgesetz vor, welches in den CEB-FIP



54 4 INELASTISCHES MATERIALMODELL FUR BETON

VA VA
ﬁ?t}?l_

015f%,,,

v

Abbildung 4.4: a) linearer, bilinearer und b) exponentieller Entfestigungsverlauf fiir

Zugversagen

MobDEL CODE [30] tibernommen wurde, Abb. 4.4a). Der Verlauf der bilinea-
ren Entfestigungskurve ergibt sich unter Berticksichtigung der Bruchenergie G/
aus

G
ap=2—1 — 0150,  wobei  au = (p—2

fctm fctm

Der Parameter (r hingt vom Grofitkorn des Zuschlags ab und nimmt Werte

(4.4)

zwischen 5 und 8 an.

Eine wesentlich exaktere mathematische Beschreibung der Versagenskurve stellt
der exponentielle Ansatz

«

_ ) G
U1 (Oél) = fctm exXp [_—1:| mit Oy !

- lcfctm

von FEENSTRA [71] dar, siche Abb. 4.4b). Der fiir die Geometrie der Kurve
notwendige Wert «y, ergibt sich aus der Annahme, dal nach einer vollstdndigen

(4.5)

Qg

Entfestigung die auf die charakteristische Lange [. bezogene Energie G4 dissipiert
wurde, was auf den integralen Zusammenhang

Gy _ / T (e dar = fam an (4.6)
0

fithrt. Die Lénge [. wird dabei nach (2.10) bestimmt und fiihrt so zu einer objek-
tive Formulierung, die die Lokalisierungseffekte der einzelnen Versagensbereiche
ermoglicht.

Mit Kenntnis der Entwicklung von g; kann die Entfestigungsfunktion der ersten
Flieflache f; mit dem Parameter 7; als

qi(o1) = M1 = M fetm €Xp [—ﬂ} (4.7)

tu
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angegeben werden. Im Rahmen der spéteren Kalibrierung der zusammengesetzten
FlieBfliche, Abschnitt 4.4.1, wird n; ermittelt.

Versagen infolge Druckbeanspruchung

Anders als im Falle eines Zugversagens zeigt der Werkstoff Beton unter Druck-
beanspruchung bereits vor Erreichen der maximal aufnehmbaren Spannung f.,
ein ausgeprigtes nichtlineares Verhalten, welches ausfiihrlich in Abschnitt 2.1.1
beschrieben wurde. Zur numerischen Erfassung diese Phéanomens schlagen FEEN-
STRA [71] und FEENSTRA & DE BORST [72] ab einer Spannung von fu,/3
einen parabolischen Verfestigungsverlauf vor. Fiir den abfallenden, entfestigenden
Verlauf, der sich nach der maximalen Druckfestigkeit einstellt, kommt ebenfalls

a) ¥, b) y,4
fit frd
b 3]
\
\
10% o, %

Abbildung 4.5: Ansitze fiir den Entfestigungsverlauf bei Druckbelastung

ein parabolischer Ansatz zum Tragen, Abb. 4.5a). Es folgt somit fiir das zweite
Drucker-Prager-Kriterium

( 2
Jem [1—}—4% -2 (%) ] fir a9 < ap
3 O Qe
Ya(ag) = (4.8)

2
Qo — X
fcm 1- (#> fur Qe S Qg < Oy
L ey, — O

Die Stelle ay = a, an der die Spannung f.,, erreicht wird, hingt dabei ausschlie3-

lich von elastischen Groflen ab

_ 3 fem
4 FE

(4.9)

Qe

Stellt sich eine plastische Vergleichsdehnung von «., ein, so ist mit Ansatz (4.8)
die Bruchenergie G, vollstéandig freigesetzt
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Gc Ocy B 2
l_ = / yQ(Oél) da2 - g fcm (acu - ae) ) (41())
womit sich a,, in Abhéngigkeit von [. aus
3 G,
ow = = . 4.11

ergibt. Bei Werten ay > a,, kann keine weitere Spannung mehr iibertragen wer-
den, es folgt 7, = 0.

Fiir eine bessere Anpassung des Modellverhaltens an die Ergebnisse experimen-
teller Versuche bei fortschreitender Entfestigung wird von LACKNER [129] und
WINKLER [232] ein exponentiell quadratischer Verlauf

fiir e < g < Qg (4.12)

(ag — ae)2]

Ya(v2) = fom €xp {— oZ

eingefiihrt, Abb. 4.5b). Der Wert von a, 148t sich iiber eine Integration mit den
Grenzen «, und oo aus

2 G,
o= Vil fom (4.13)
bestimmen. Zusétzlich wird die Grofle von «, modifiziert
o, = 0.0022 — Jem (4.14)
E )

womit der Maximalwert von s fiir unterschiedliche Betonfestigkeiten tendenzi-
ell bei kleineren Rifioffnungsweiten erreicht wird als bei Verwendung von (4.9).
Ein Vergleich der Resultate, die die Ansitze (4.8); und (4.12) liefern, ist in Ab-
schnitt 4.4.3 zu finden.

Fiir die weiteren Betrachtungen soll als Ver- und Entfestigungsfunktion der Flie3-
fliche fo

2
o f;m 14422 _9 (%> ] fir  ap < a.
o, s
q2 = (4.15)
(052 - O‘e)z
2 fcm €xXp _T flll" Qe S Qg < Qy

angesetzt werden, wobei sich die Grenzen a. und a., nach (4.14) und (4.13)
ermitteln. Der geometrische Parameter 7, ist in &hnlicher Weise wie 7y, (4.7), zu
bestimmen.
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4.2.3 Ansitze fiir zyklische Belastungen

Mit Verwendung eines elastoplastischen Materialmodells ist es moglich das Ver-
sagen von ganzen Betonstrukturen oder auch nur von einzelnen Teilbereichen der
Konstruktion unter monotoner Belastung zu simulieren. Im Rahmen dieser nume-
rischen Berechnungen stellt sich infolge der Lokalisierung des Materialversagens
in den benachbarten Bereichen eine Entlastung ein. Wie bereits bei der Diskussi-
on des Werkstoftfverhaltens von Beton in Abschnitt 2 beschrieben, kommt es im
Nachbruchbereich zu einer Degradation der elastischen Materialparameter. Eine
Beriicksichtigung dieser Anderung der Materialeigenschaften fithrt nach CRis-
FIELD [43] neben der genaueren Erfassung des Betonverhaltens auch zu einer
Stabilisierung der verwendeten Algorithmen.

Mit der Annahme eines isotropen Werkstoffmodells wird vorausgesetzt, dafl sich
die Bildung der Mikrorisse gleichméfig iiber alle Richtungen verteilt. Die iso-
trope Schidigung 148t sich folglich {iber einen skalaren Schidigungsparameter d
beschreiben, welcher vom Degradationsgrad zum Zeitpunkt des Entlastungsbe-
ginns abhéngt, MAZARS [146]. Die ingenieurméfige Abschitzung dieses Para-
meters kann nach CRISFIELD & WILLS [44] iiber die dquivalente Spannungs-

.)_/] A )_/2 A
/
1 a) j b)
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/
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Abbildung 4.6: Degradation elastischer Materialkenngrofien bei a) Zug und b) Druck

Verzerrungs-Beziehung erfolgen, Abb. 4.6a). Die dquivalenten Verzerrungen &
lassen sich additiv in einen elastischen Anteil €% und einen plastischen &' auf-
spalten, wobei sich letzterer iiber die Rate der plastischen Arbeiten definiert und
somit der internen plastischen Variablen entspricht é’l’l = «1. Ausgehend von dem
Zustand g7, &7 bei dem mit der Entlastung begonnen wird, ergibt sich

E* = s : (4.16)

gfl + (1 — ﬁn)al
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wobei die nach vollsténdiger Entlastung verbleibende Restriléffnung (3, a1, siche
(2.11), berticksichtigt wurde. Fiir jeden beliebigen Entfestigungszustand kann mit
(4.16) der Schidigungsparameter als
E* Y
d=1——=1- 4.17
E g1+ E(1 =B &1

angegeben werden. Die Ermittlung des skalare Schadigungsparameters mit (4.17)
gilt unter der Annahme, dafl sich der betrachtete Materialpunkt wéhrend der
gesamten Entlastung degradiert linear elastisch verhélt.

Die bisher dargestellten Zusammenhénge wurden fiir den Fall einer Entlastung
unter Zugbeanspruchung getroffen, lassen sich aber im wesentlichen auch auf den
Druckzustand iibertragen, siche Abb. 4.6b). Da in diesem Fall die Degradation
der elastischen Materialparameter nicht mit beginnendem Riflwachstum, sondern
erst nach Uberschreitung der maximalen Druckspannungen festzustellen ist, folgt

d nach Modifikation von (4.17) aus
_ Yo
Y2 + E(l - ﬁn)(OQ - ae)

Als nachteilig bei einer isotropen Beschreibung der Schiadigung erweist sich, daf

d=1

fiir ag > . . (4.18)

bei einer einaxialen Belastung auch die Richtungen quer zu dieser Hauptrichtung
geschidigt werden. Kommt es nach einer Entlastung zu einer Beanspruchung
rechtwinklig zu der ersten Belastungsrichtung, so konnen maximal die Spannun-
gen aufgenommen werden, bei der im ersten Lastfall mit der Entlastung begonnen
wurde. Das Material reagiert somit zu sprode, was zu einer Unterschitzung der
Versagenslast fiihren kann. Da im Rahmen dieser Arbeit in erster Linie der Fall
einer monotonen Belastungsrichtung angenommen wird, ist diese algorithmische
Vereinfachung allerdings akzeptabel.

4.2.4 Numerische Stabilitét fiir reinen Zug

Zur Vermeidung der numerischen Schwierigkeiten, die sich im Bereich der Kegel-
spitze von Fliefliche f; fiir nahezu hydrostatische Zugbeanspruchungen einstel-
len, sind in der Literatur unterschiedliche Vorgehensweisen zu finden. Basierend
auf der Arbeit von PONTES et al. [172] und in Anlehnung an MENRATH [150] wird
eine weitere FlieBfliche f3 eingefiihrt. Dieser sogenannte ’inverted cone’ beschreibt
kein wirkliches Materialverhalten sondern dient ausschliefllich dazu die entspre-
chenden Versuchsspannungen auf die Fliache f; zu projizieren. Wie aus Abb. 4.7
zu entnehmen ist, ist die FlieBfliche f3 immer dann verletzt, wenn der Versuchs-
zustand Sy, innerhalb dieses Kegels liegt. Die somit resultierende invertierte
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Abbildung 4.7: Riickprojektion auf die Kegelspitze von f;

Projektionsrichtung bringt in den diskreten Kuhn-Tucker-Bedingungen (3.38) ei-
ne Anderung der Vorzeichen mit sich

Y3 <0, f3(Snt1,@nt1) >0, 3f3(Snt1,q3041) =0 . (4.19)

Da unabhéngig von der Versuchsspannung S, fiir die f3 aktiv wird, immer auch
f1 > 0 gilt, stellt sich nach dem Projektionsalgorithmus fiir unstetig gekoppelte
FlieBflachen, Abschnitt 3.3.2, eine Projektion auf deren Verschneidungspunkt ein.
Der endgiiltige Zustand S, liegt letztlich auf der Spitze des FlieSkegels f;.

Die Drucker-Prager-Fliebedingung f; und der invertierte Kegel f3 lassen sich
nach (4.1) als

f=|8"|+& L - <0 (4.20)

fs=18"|+&L—q3 >0 (4.21)

formulieren. Mit der Vorgabe, dafl sich fiir beide Kriterien im hydrostatischen
Fall |S”| = 0 derselbe Spannungszustand einstellt, folgt gs aus dem Auflésen von
(4.20) nach der ersten Invarianten und einem anschlieBenden Einsetzen in (4.21)

&

I =1 51

g3 (4.22)

= q o

G
Auf diese Weise kann gesichert werden, dafl sich der Kegel f; entsprechend der
Entfestigung von f; entlang der hydrostatischen Achse verschiebt. Da die Nor-
malen beider FlieBflichen orthogonal zueinander stehen, ergibt sich fiir deren
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Gradienten 5
dfr S
ST |
on oty s st
— == =0 mit D , (4.23)
oS 0S8 ofs S a1
os ~]s7 ¢
womit als zweiter geometrischer Parameter
1 1
=——(1:1 -1 = —— 4.24
6= (1) = (4:24)

folgt. Ein Einsetzen von ¢3 und &3 in die FlieBbedingung des invertierten Kegels
fithrt auf

1 1
=|8°|—-—nL+—@a>0 4.25
I3 | ‘ 3¢, 1 3512611_ ( )

die damit ausschlieBlich von Werten der Bedingung f; abhéngig ist.

Eine andere Moglichkeit der Projektion im Bereich der Singularitédt des Drucker-
Prager-Kriteriums ist in der Arbeit von HOFSTETTER & TAYLOR [96] zu finden.
Bei diesem zweiteiligen Algorithmus, der dem Vorgehen eines ’tension cut-oft’
dhnelt, wird der Versuchszustand in einem ersten Schritt auf die hydrostatische
Achse abgebildet, um dann auf die Kegelspitze verschoben zu werden. Nachteilig
bei einem derartigen Vorgehen ist, daf sich fiir die entsprechenden Materialpunkte
C* = 0 als konsistenter Tangentenmodul einstellt. Folglich ergibt sich eine stabile
Losung nur dann, wenn sich der hydrostatische Zugzustand auf einen sehr kleinen
Teil der Gesamtstruktur beschriankt. Mit Blick auf seine begrenzte Einsetzbarkeit
wird dieser Algorithmus im weiteren nicht beriicksichtigt.

4.2.5 Projektionsalgorithmus fiir gekoppelte FlieBbedingungen

Die numerische Beschreibung der drei unstetig gekoppelten Drucker-Prager-
FlieBflichen aus denen sich der Zug- und der Zug/Druck-Bereich des vorgestellten
Betonmodells zusammensetzt erfolgt nach dem impliziten Algorithmus von Si-
MO et al. [200], [201]. Die Schwierigkeit, die sich im Rahmen der assoziierten
'non-smooth multisurface plasticity’ stellt, liegt in der uneindeutigen Projekti-
onsrichtung im Bereich der Verschneidungen, sieche Abb. 3.1 und die zugehorigen
Erlduterungen. Geméfl Abschnitt 3.3.2 wird daher wahrend der Riickskalierung
zwischen aktiven und inaktiven Flieflachenteilen unterschieden.

Wird davon ausgegangen, dafl innerhalb der Iteration z der m gekoppelten Flief3-
bedingungen aktiv am plastischen Flielen beteiligt sind, so setzt sich die plasti-
sche Deformationsenergie WP additiv aus den z Anteilen der einzelnen Flichen
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zusammen. Mit dieser Annahme hat die in (3.14) eingefiithrte Forménderungs-
energiedichte Wys die Gestalt

Wos = W E") + ) W () (4.26)
i=1

wobei «; die allgemeine interne plastische Variable der ¢-ten Flieifliche bezeich-
net. Nach dem Einsetzen von (4.26) in die Dissipationsungleichung (3.13) ergibt
sich aus dem Prinzip vom Maximum der plastischen Dissipation (3.18) ein Opti-
mierungsproblem, HILL [90], LUBLINER [140]. Aus den partiellen Ableitungen der
zugehorigen Lagrangefunktion folgen analog zu Abschnitt 3.2 die kontinuierlichen
Evolutionsgleichungen und die Erfiillung aller aktiven Flie3flichen

8£ ) - pl . z %
oL . ~ ., 9

: o = — A —— 4.28
aQi ; J 8%’ ( )
oL

vergleiche (3.21) bis (3.23). Die Entwicklungsgleichung der plastischen Verzer-
rungen EP' entspricht dabei der von KOITER [114] eingefiihrten verallgemeinerten
Fliefiregel (3.28). Fiir den Fall, dafl die Ver- und Entfestigungsregeln der einzelnen
Kriterien voneinander unabhéngig sind, der plastische Parameter ¢; also keinen
Einfluf auf die Grofle g; der i-ten Fliche besitzt, 1a8t sich (4.28) als

a; ==\ O (4.30)

9q;
schreiben. Da fiir das hier vorgestellte numerischen Betonmodell ausschliellich
zwei plastische Parameter — einer fiir Zug- und einer fiir Druckversagen — er-
forderlich sind und sich diese Phdnomene gegenseitig nicht beeinflussen, HOF-
STETTER & MANG [94], REINHARDT [178] und andere, kann eine Entkopplung

vorausgesetzt werden, womit (4.30) gilt.

Besteht die zusammengesetzte FlieBflache — wie hier angenommen — aus mehreren
Drucker-Prager-Fliebedingungen mit isotroper Ver- und Entfestigungsfunktion

fi=|SP|+&trS—q  mit g=mn7 , (4.31)
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siche (4.1), (4.7) und (4.15), so ergeben sich die Ableitungen

ofi _ S afi

os st PRt 4y

=1 . (4.32)

Bei Verwendung einer unbedingt stabilen impliziten Zeitintegration nach dem
Euler-Riickwirtsverfahren, OrTIZ & Poprov [166] und KRIEG & KRIEG [122],
Abschnitt 3.3.1, lassen sich die plastischen Zustandsgrofien des n+1-ten Zeit-
schritts berechnen

E)., = E + Z% ( o+ & 1) (4.33)

n+1
Gint1 = Gin + i - (4.34)
Dabei gilt fiir die plastischen Parameter v; = A;(¢,51—t,). Da im Rahmen des ela-

stischen Préadiktorschrittes von einer rein elastischen Zunahme der Verzerrungen
ausgegangen wird, lassen sich die Versuchswerte

Strial =C: (En+l - -E?};l) und Qi trial = Oin (435)

definieren. Das Einsetzen von (4.33) in (4.35); fithrt auf die Form

n+1

St'rial n+1+® Z’Yz < il +£z ) P (436>

aus der sich nach der Aufteilung des elastischen Moduls C in deviatorische und
hydrostatische Anteile

C=2G [11 - % (1 1)] FK1®1) (4.37)

die Spannungen S,,;; aus

SD
Sn-‘rl Strml Z/YZ <2G il +3K§z > (438)

i=1 ’ n—&-l‘

berechnen. Da 3K¢; 1 rein hydrostatisch und 2G S, /|SZ, | rein deviatorisch
ist und auBerdem |(S2.,/|S2|)| = 1 gilt, ist es mit (4.38) moglich die Fliefbe-
dingungen als
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Jitriat = |Stiat] — Z Y5 2G + &i tr Striat — & Z’Vj YK & — dint (4.39)
j=1 j=1

zu schreiben. Wird bei der Formulierung von ¢;,+1 der Zusammenhang
Qiny1 = Q4 + 7 ausgenutzt, so hingen die FlieBbedingungen (4.39) zum Zeit-
punkt ¢, ausschlieflich von Pradiktorgréfien und den plastischen Parametern ~;
ab. Diese z unbekannten Parameter werden im Rahmen einer lokalen Newton-
[teration bestimmt. Wihrend in Abschnitt 3.3.2 die Riickprojektion in allgemei-
ner Form beschrieben ist ("general return’) und fiir die Projektion von f; benotigt
wird, soll fiir die gekoppelten Drucker-Prager-FlieBbedingungen ein sogenannter
'radial return’ verwendet werden. Anwendbar ist der numerisch deutlich effizien-
tere 'radial return’ fiir FlieSkriterien, bei denen sich die Richtung 0f,,+1/0841,
Abb. 3.2, wiahrend der Iteration nicht &ndert. Fiir den einfachen Fall eines zy-
lindrischen von Mises-FlieSkorpers mit isotroper Verfestigung, Abschnitt 7.1, ist
dieser Algorithmus beispielsweise bei SIMO [194] und CHEN [37] zu finden.

Wie bereits erortert wird bei gekoppelten Flie3flichen zwischen aktiven und in-
aktiven FlieBflichenteilen unterschieden, eine notwendige Projektion erfolgt aus-
schliellich auf die Aktiven. Um bei der algorithmischen Beschreibung eine ent-
sprechende Unterscheidung zu ermdglichen, wird ein skalarer Faktor ¢; eingefiirt.
Fiir aktive Bereiche (y; > 0) wird ¢; = 1 gesetzt, ¢; = 0 kennzeichnet die in-
aktiven Teile, fiir die sich ein Parameter 7; < 0 einstellt. Es sei angemerkt, daf3
aufgrund der invertierten Projektionsrichtung von f3 dort fiir die Entscheidung
aktiv oder passiv das jeweils andere Vorzeichen gilt. Nach FEENSTRA [71] kénnen
die m gekoppelten FlieSbedingungen in Abhéangigkeit von ¢; in einer modifizierten
Form

fint1 =6 finr1+ (1 — i)y <0 mit t=1,...,m (4.40)

geschrieben werden, wobei fiir f;,11 (4.39) verwendet wird — im vorliegenden Fall
gilt m = 3. Die Einfiithrung der abkiirzenden Matrizenschreibweisen

fn+1:[f1n+l f2n+1 fmn—i—l]T 5 7:[’}/1 Y2 oo... ’}/m]T (441)

fithrt auf das Gleichungssystem

}.n+1 = cfnJrl + E’Y = 0 ) (442>

wobei sich f,,; analog zu f, ., aus (4.40) zusammensetzt, ¢ und ¢ sind Diago-
nalmatrizen, welche die GroBen ¢; beziehungsweise (¢; — 1) enthalten. Als einzige
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Unbekannten in (4.42) verbleiben die Parameter ~;, die iterativ aus der Lineari-
sierung der Taylor-Reihenentwicklung

—(k+1 —(k afn
FUD —p o Ay — 0 (4.43)

bestimmt werden konnen. Der Vektor Ay +1) | der die Zuwéichse A%-(Hl) enthaélt,
ist nach Invertierung aus

of -
k n+1 (k)
5,7( +1) _ 87(k) ] an (4.44)

ermittelbar. Die Komponenten von 81_”:21 /0~v®) lassen sich allgemein mit

3]2‘? afi(fb) i
37(/:)1 = ¢ ,:1 +645(1 — ¢;) wobei 0ij =

(k)
J 67]-

1 firi=y
0 firi#j

(4.45)

angeben. Bei der Bildung der Ableitungen von f;,.1, (4.39), ist ;11 = @in + Y
in den jeweiligen Ver- und Entfestigungsfunktionen (4.7) und (4.15) zu beriick-

(k1) wird eine erneute Einteilung in aktive

sichtigen. Anhand des resultierenden ~,
und inaktive Flieflachenteile moglich, so dafl bisher aktive Flachen f; gegebenen-
falls fiir den néchsten Iterationsschritt mit ¢; = 0 deaktiviert werden und somit

nicht weiter an der Projektion beteiligt sind.

Um mit Hilfe von v*+) = 4® 4 Ay®+1) den Wert von S, o ) fiir einen weiteren
Iterationsschritt bestimmen zu kénnen, wird zunédchst (4.38) mit dem Projekti-

onstensor [P multipliziert

Sf?
55-5—1 tmal Z Ci%i 2G +1 : (446>

n+1

. . D . .
Eine Erweiterung von S..; und S;,, um |S2.|/ISP.,| bezichungsweise

|Stmal|/|S

D .| filhrt nach einem Zusammenfassen gleicher Gréfien auf

SD D
n+1 |S tmal ) (447>

trial |
n+1 ’ Strml

n+1‘ +261%2G

Da diese Beziehung nur erfiillt werden kann, wenn die Normalenrichtungen iden-
tisch sind, muf}
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S£+1 Stmal . m
’S 1 B |S und somit ‘Sn+1 |St'rzal Z Ci%i 2G (448)
n+

trial i=1

gelten. Unter Ausnutzung von (4.48); ergeben sich die Spannungen fiir den k+1-
ten Schritt mit (4.38) aus

“ Sb
SE = Spi — Y eV [ 26 Sl 3K, . 4.49

n+1 trial ZZI Yi |Stmal| 5 ( )
Der aktuelle Wert fur g; +1) folgt direkt aus (4.34). Sobald f, +11 eine gesetzte
Toleranz unterschreitet und damit alle Fliebedingungen erfiillt sind, endet die
Iteration, die Werte des Zeitschritts ¢,+1 sind gefunden.

Tafel 4.1 faBlt die wesentlichen Punkte des Projektionsalgorithmus fiir gekoppelte
Drucker-Prager-FlieSflichen zusammen.

4.2.6 Tangentenmodul der zusammengesetzten Flief3fliche

Nach Abschluf3 des Projektionsverfahrens wird die Ermittlung des konsistenten
elastoplastischen Tangentenmoduls C 11 = d8ni1/dE, 4 fiir die weitere Be-
rechnung notwendig. Wie bereits ausfiihrlich in Abschnitt 3.3.3 beschrieben, ist
dieser konsistent zum verwendeten Projektionalgorithmus formulierte Modul fiir
die Bestimmung der Verschiebungsinkremente des néchsten Lastschritts erforder-
lich. Die konsistente Herleitung ermoglicht im Rahmen der verwendeten Newton-
Raphson-Iteration eine quadratische Konvergenz gegen die gesuchte Losung. Im
Gegensatz zur bisherigen allgemeinen Herleitung nach SIMO et al. [201],[194] oder
HOFSTETTER & MANG [94] 1a8it sich fiir den Fall gekoppelter Drucker-Prager-
FlieSflichen eine algorithmisch einfachere Formulierung fiir C,,; finden, was im
folgenden dargestellt werden soll.

Ausgehend von (4.49) kann der Spannungstensor S, aus

— . ! in+1
Spi1=C: (Epy — E")—C § :cz pe (4.50)

ermittelt werden, wobei iiber alle aktiv beteiligten FlieBflichen mit ¢; = 1 aufsum-

miert wird. Als totales Differential ergibt sich mit dem modifizierten elastischen
Modul
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Versuchsspannungen:  Sy.iq = C: (Epp1 — EPY,  SP. = Spiar - P
FlieSbedingungen: |Strzal’ + & tr Sypiay — G firi=1,....m
<0 fiir alle 4 —  elast. Zustand [ Jnar = [ Jerial

fi

¢ci=1 wenn f; >0

> (0 fiir mind. ein ¢ ——  plast. Zustand
¢;=0 wenn f; <0

Startwerte Iteration: 71-(]{7) =0, al(];)ﬂ = Qp, qz(n)ﬂ = Gin

1. Bestimmung der plastischen Parameter 7( ) it f i1 nach (4.42)

—1
of
k+1 k n+1 (k)
’Y(+):’Y() [8'}/ fn+1
2. Elimination inaktiver FlieBflichen
%-(kﬂ) >0 — ¢ =1 = aktive Fliche
A <0 — ¢ =0 : inaktive Fliche
3. Uberpriifung der FlieBbedingungen
It = 180a] = D" e 26 + & tr Sppiar — 6 1T 9K g5 — gl
Jj=1 j=1
fz(ZE) < Tol. fiir alle ¢ — ‘Iterationsende‘

4. Gehe zu 1. mit (k) = (k+ 1)

Nachlauf: v =~*Y  a, .1 =, + ¢,
S,i1 aus (4.38), EY. | mit (4.33)

Tafel 4.1: Projektionsverfahren fiir zusammengesetzte Drucker-Prager-Flachen

[11

= [(D_l + zm:%% 32fm+1} h ; (4.51)
i=1 a'S'n—‘rl2

siehe (3.65), aus der Beziehung
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. afin+1
dSp1=8np1: |dE, 1 — i d i
m m (4.52)
_ ch% ZCJ 0% finta dgimis
j= aSn—I—l aQJ n+1
Da sich fiir die verwendeten FlieBbedingungen
fint1 = ’Sn-i,-l‘ + & tr Sny1 — Gint (4.53)
als Ableitungen nach den Spannungen und den plastischen Parametern
D
Ofiny1  Sip 61 dfi —
9811 ‘Sn+1 0Gint1
82 in 1 82 7
Jint1 _ [P — N, ® N, / =0 (4.54)
0811’ ‘Sn+1 in+1
8inn—i-l o 82fz

=0

3Sn+1 86]m+1 B aQin+1 aSn+1

einstellen, verschwindet der letzte Summand in (4.52). Wie zu erkennen ist, hingt
die zweite Ableitung von f;,+1 nach den Spannungen nur vom Projektionsten-
sor P und von der Richtung N,; = S7.,/|SP || ab und ist somit fiir alle
FlieBbedingungen konstant. (4.52) und (4.51) vereinfachen sich dementsprechend

zu
— . - afin—i—l
m -1
‘En+1 = |:(Dl —+ [IP — Nn+1 X NnJrl] Z C,L’)/z:| . (456)
i=1
Werden die Gradienten der FlieBflachen in einer Matrix
T a.fl n+1 ann-l—l 8fmn—i—l
Fo, 1= .. Cm 4.57
Sl [cl 05,1 208, T " 08um (4.57)

zusammengefafit, so kann (4.55) nach RicGs & PowegLL [180] in allgemeiner
Form als
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dSn+1 = En+1 . |:d En+1 — an+1 d")’] (458)

geschrieben werden. Im weiteren wird es notwendig, die in (4.58) enthaltene dif-
ferentielle Grofle d v = [d v dy ... d vm} Tin Abhéngigkeit von d E,,,, oder
d S,+1 auszudriicken, womit eine Formulierung des Tangentenmoduls méoglich
wird.

Im plastischen Fall ergibt sich aus der Konsistenzbedingung

s afinJrl
’ a'S?H»l

8 in
. dSn+1 -+ g inn+l + (1 — Ci) d’}/inJrl =0 (459)
IGint1

dﬁn+l =

als totale Ableitung der modifizierten FlieSbedingung (4.40). Uber den Zusam-
menhang dv; = ¢;d¢; kann diese fiir alle FlieBflichen in Matrizenschreibweise
als

dfpy=Fg,dSusi+ [cFgui+¢dy =0 (4.60)

angegeben werden, wobei sich analog zu (4.57) die Gradientenmatrix F'y,,,; aus

_ O f1n Ofon O fmn
Fi 1= i Co Jon c. Cm Jrmnt1 (4.61)
01 nt1 02 n 41 OGmn+1
zusammensetzt. Mit der Einfithrung von ©,,,; = — [ch i1 E] folgt aus (4.60)
dvy = @r:-il-lpgn-‘rl dSny1 (4.62)

so daf sich (4.58) in der Form

B, 1t F5n+1®;ilpgn+l] dS,1=dE, (4.63)

schreiben 148t. Erfolgt die Invertierung unter Zuhilfenahme der Sherman-
Morrison-Formel, SHERMAN & MORRISON [193] oder in ihrer Anwendung bei
ZURMUHL & FALK [243], FEENSTRA [71], kann der konsistente elastoplastische
Tangentenmodul C/, | in Matrizenschreibweise bestimmt werden

t _
Cn—l—l -

(4.64)

-1
p— T =T p— T =T p—
il — Zpi1Fsna [an+1:n+1FSn+1 +0O,| Fg, 1 Enpr.

Il
[11
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Die Ahnlichkeit zum kontinuierlichen Modul C® nach (3.34) ist offensichtlich.
Nachdem nun alle wesentlichen Gréflen fiir den Lastschritt ¢,; bekannt sind,
wird eine Modifikation der Belastung und ein weiterer Lastschritt moglich.

In kurzer Form sind in Tafel 4.2 die wesentlichen Beziehungen, die fiir die Bil-
dung des konsistenten Tangentenmoduls der gekoppelten Drucker-Prager-Flachen
erforderlich sind, zusammengestellt.

Konsistenter elastoplastischer Tangentenmodul fiir zusammengesetzte Fliekegel

-1
p— p— T =T p— T =T p—
il = g1 — S s |:FSn+1‘:‘n+1FSn+1 + @n+1] Fg, 151

mit algorithmischen Moduln

= 82 in - —
‘En+1 = |:®1 + ZC{}% f +1:| und @n+1 = - [CFanrl + E:|
Fg,., und FWH enthalten die Differentiale

= Ofins1 Ofans Ofmni1 |

Fg,. 1= ... Cm
=98,y P 9S 08 |

F L= —Cl 8f1n+l Co ann—i—l c afmn—i-l-
ant L aQI n+1 aQQn—&—l " ann+1_

Ableitungen von f;,+1 nach S, 1 und g;, 1 ergeben sich aus (4.54).

Tafel 4.2: Konsistenter Tangentenmodul fiir gekoppelte Drucker-Prager-Flichen

4.3 Formulierung des reinen Druckbereiches

Fiir die Beschreibung des Betonverhaltens unter reiner Druckbeanspruchung, vor
allem im Falle von nahezu hydrostatischen Driicken, kommt eine kugelférmige
Flieifliche zum Einsatz. Wie bereits ausfiihrlich in Abschnitt 4.1 dargestellt,
liegt: darin die Parallele der verwendeten Formulierung zu der Gruppe der 'cap-
models’, DIMAGGIO & SANDLER [53], SANDLER & RUBIN [184] und andere. Bei
dieser Art von Modellen bildet eine in der Regel elliptische Kappe den Abschluf
des Druckbereiches. Da die Kugel als eine geometrische Sonderform des Ellipsoids
aufgefat werden kann, dhnelt das algorithmische Vorgehen dem der "cap-models’,
siehe beispielsweise SIMO et al. [199] oder HOFSTETTER et al. [95].




70 4 INELASTISCHES MATERIALMODELL FUR BETON

4.3.1 Vorstellung der kugelférmigen Flief3fliche

Die zur Beschreibung des dreiachsialen Druckes eingefiihrte kugelférmige Flie3-
flache 148t sich im allgemeinen Spannungsraum durch die deviatorischen Span-
nungen S” und die hydrostatische Komponente tr § = I; mittels

pi2 1 9
fa= \/}S "+ 5 [tr S — L(ay)]” — R(ay) <0 (4.65)

beschreiben, MENRATH [150]. Dabei stellen R(cy) und L(ay) Radius sowie Mit-
telpunkt der Kugel dar. Aufgrund des stetigen, tangentialen Ubergangs, der sich
bei einer spateren Kopplung der kegelformigen Flieflachen aus Abschnitt 4.2 und
der Kugel einstellen soll, ergeben sich Mittelpunkt und Radius in Abhéngigkeit
von der internen plastischen Variablen ay aus

L(oy) = — [\/5_452 + 2} Caaqa(aa) , R(as) = \/ ; +6&° G aa() . (4.66)

Die geometrischen Parameter & und (, des FlieBkriteriums f, werden bei der
spateren Anpassung der zusammengesetzten Fliefflache an experimentelle Ergeb-
nisse bestimmt. Um die Stetigkeit dieser gekoppelten Flieifliche gewéhrleisten zu
konnen, ist ein identisches Ver- und Entfestigungsverhalten des Drucker-Prager-
Kegels fo und der Kugel f; zwingend notwendig, womit in Anlehnung an (4.15)

2
o f;m 14424 9 <%) ] fir oy < o
Qe Qe
Q4(O[4) == (467)
(044 - O‘e)Q
T2 fcm exp |:_ —2:| fiir Qe S g < Qey
Ay

gelten muB. Die Grenzen a, und ., ermitteln sich dabei nach (4.14) und (4.13)
aus

fcm 2 GC
e = 0.0022 — Qe =
“ E YT rl fom

Im Hinblick auf eine iibersichtliche Darstellung wird der Zusammenhang oy = a»

(4.68)

im weiteren nicht beachtet. Abb. 4.8 zeigt die kugelférmige FlieSfliche in einer um
1/3 skalierten Invariantendarstellung, aus welcher der Zusammenhang zwischen
der Evolution von Radius und Mittelpunkt zu entnehmen ist. Beide geometrischen
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1
1 L(ay) 1 Loytday /3

Abbildung 4.8: Evolution der kugelférmigen Flielfliche fy

Grofen sind so miteinader gekoppelt, dafl sich der Kugelmittelpunkt bei einer
Veranderung des Radius entlang der hydrostatischen Achse verschiebt. Nach dem
Strahlensatz ist dieses Verhalten charakterisiert durch

dL(as)  L{os+das)  L(a)

dR(ay) R(ay+day) Rlay) =k (4.69)

4.3.2 Projektionsalgorithmus der Kugel

Fiir die Bestimmung des Spannungszustandes und der plastischen Grofien, die
sich fiir eine beliebige mehrachsiale Druckbelastung einstellen, wird auch fiir die
kugelformige Flielfliche das in Abschnitt 3.3.2 vorgestellte unbedingt stabile Pro-
jektionverfahren nach StMO & HUGHES [198], HOFSTETTER & MANG [94] und
anderen verwendet. Dieses kam bereits bei der algorithmischen Beschreibung der
gekoppelten Drucker-Prager-Kegel zum Einsatz, Abschnitt 4.2.5, und soll im fol-
genden fiir die FlieBbedingung (4.65) aufbereitet werden.

Ausgehend von der Dissipationsungleichung (3.13), die sich iiber eine thermody-
namische Betrachtung der Plastizitédtstheorie herleiten 1éft, Abschnitt 3.2, und
der Forménderungsenergiedichte (3.14) lassen sich nach dem Prinzip der maxi-
malen Dissipation die Evolutionsgleichungen der plastischen Grofen EP' und oy
formulieren, siehe (3.21) und (3.22). Bei Verwendung einer numerischen Zeitinte-
gration nach dem impliziten Euler-Riickwértsverfahren, OrTIZ & PoPov [166],
ZIENKIEWICZ & TAYLOR [241], Abschnitt 3.3.1, ergeben sich die Evolutionsglei-
chungen in diskreter Form
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Ofan
Ey, =E+ af; : (4.70)
Ofan
Qgpi1 = Olgp — Y4 % ) (4.71)
n-+

wobei fiir den plastischen Parameter v4 = Ay (t,41 — t,) gilt. Als Ableitung der
Fliebedingung (4.65) nach den Spannungen wird

Ofans1 S£+1 +é [tr Sy — L] 1

= (4.72)
oS, 2
i \/|Sr?+1‘ + % [tr Spy1 — Ln+1]2
verwendet, die Ableitung nach ¢4, ergibt sich aus
Ofun Ltr S — Lo L,

Oans1 2
Gan+1 \/|S£+1’ +% [tl‘ Sn-I—l - Ln—i—l]2

Fiir eine tibersichtlichere Darstellung wurde in (4.73) die abkiirzende Schreibweise

/ aLn—H

OR, .1 2
L = — — |54 2 d R, =12 — /24662
i @qlln-i—l |: §2+ ]<2 o il 8q4n-l-1 3+ 52 C2
(4.74)

gewdahlt.

Wie bereits ausfiihrlich ertrtert wird im Rahmen des Pradiktor-Korrektor Ver-
fahrens von einem ersten elastisch angenommenen Versuchszustand ausgegangen,
der dann auf die FlieBflache fy,, 1 zuriickprojiziert wird. Als Versuchswerte fiir die
plastische Variable ay,,1 wird die Gréfle ay,, des letzten Gleichgewichtszustandes
verwendet, fiir die Spannungen ergibt sich nach (3.39)

af4n+1
aSn—i—l

Mit der Aufspaltung der Spannungen S,,; in einen deviatorischen und einen
hydrostatischen Anteil geméf (4.3) lassen sich die Versuchsspannungen als

Strml =C: (En—i—l - Efll) = Sn+1 +C: Y4 (475)

1 8f4n+1
Siriact = Spt1 :P+=-trS,111+C:
trial +1 + 3 rSpl+ V4 25,
1 sP 1 1
=S, :P+=trS,.;1 2G = 4 Z K [tr Spay — Linai]l
+1 + 3 rSpr1l+7 Roit + 3 [tr Sy +1] Ry

(4.76)
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schreiben. Dabei wurde zum einen der Zusammenhang (4.37) ausgenutzt, zum
anderen die Beziehung

Ry = \/|Sn+1‘ + = trSn+1_Ln+l]2 ; (4.77)

die mit Erfiillung der FlieBbedingung (4.65) im plastischen Fall, fy,,1 = 0, gilt.
Somit ergeben sich als deviatorische Komponente der Versuchsspannungen

2G
Stmal S£+1 |:1 + V4 :| (478>
RnJrl
und als skalare hydrostatische Grofie
tr Strial =1tr Sn+1 + V4 [tr Sn-‘rl - Ln—i—l] ) (479>
Rn+1
was die Darstellung der Spannungen S,,;; in der Form
Ry
[P L — - C} 4.80
n+1 Rn+l + Vs 2G trial ( )
Rn+1 Ln+1
trSp1 = =—— |tr Siia K 4.81
T'Ont1 Ror + K I Strial T Va Ry (4.81)

ermoglicht. Eine Erweiterung von S” 4 und SP.., in (4.80) um die entsprechenden
Betrége liefert

D D
Sn+1 o Rn+1

Sn — o tmal 4.82
| +1‘ ‘Sn-',-l Rn—H + 2G ‘ t l‘ ‘Stmal ( )
woraus mit V() = S’%/\Sg)\ die Zusammenhénge
R,
Nui1 =Ny und  |SP | =157 L (4.83)

trial m

folgen. Das Einsetzen von (4.81) in den Ausdruck [tr S, 1 — Ly1] liefert

RnJrl

Py ey i St = Lol (484)

[tr Sy — L] =

so dafl sich die Fliebedingung mit (4.83); in Abh#ngigkeit von den Versuchs-
spannungen schreiben 143t
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Rt 1 (Ro)’
f4tm’al - \/( w;_1> |StDrial ? + § ( w;_l) [tI‘ St'rial - Ln+1]2 - Rn+1
(4.85)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde dabei wg = Rpi1 + 742G und wi =
R,11 + 74 K eingefiihrt. Als einzige unbekannte Groflen des Zeitschritts ¢,
verbleiben somit v, und q4,11, letztere geht iiber den Radius und den Mittel-
punkt (4.66) in die FlieBbedingung ein. Fiir eine iterative Ermittlung dieser bei-
den Grofen wird die Ver- und Entfestigungsfunktion (4.67) genauer betrachtet.
Unter Ausnutzung der Evolutionsgleichung (4.71) ist die Einfiihrung einer Funk-

tion h4n+1(q4n+17 ’)/4) moghch

p

dan+1 —

Ofant1 Afani1 \ 2
. Qan — Vg, Qan — Va5,
cm 1 + 4 d4an+1 _ 2 q4n+1
Qe Qe

h4n+l =

Gin+1 — fcm exXp | —

(044n — V4 gf;j—ﬁi - 043)2
a? ’

L cu

(4.86)
fiir die sich mit Abschlufl der Projektion — wenn also die Werte fiir ,,,1 bestimmt
sind — hypr1 = 0 einstellt. Die obere Beziehung von (4.86) gilt fiir den Fall
Qp — V4 af4n—0—1/aq4n—l—1 < e,y die untere fiir e < Oy — ’}/4((9.]04”4_1/8 qin+1 < Qey
mit o, und ag, nach (4.68). Um im Rahmen der Iteration keine Abhéngigkeit
von den noch unbekannten Spannungen S, 1 zu erlangen, ist es sinnvoll fiir die
Ableitung 0 f4n41/0qsn+1 die mit den Versuchspannungen gebildete Fliebedin-
gung (4.85) zu verwenden. Es ergibt sich somit das Differential

af4n—i—1 _ Q
OQin+1  fan+1 + Rota

~Ry (4.87)

wobel fiir die skalare Grofie €2

2 1RuR K

R, R 2G
Q=""t n?% |Stiar| + 3 [tr Striat = L]
Wer 9 Wk
N (4.88)
-5 ( C:Jr ) [tr Striat — L] Ly iy
K

gilt. Als Ableitungen R;,,, und L/ _, sind diejenigen aus (4.74) anzusetzen.
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Da am Projektionsende zusétzlich zu hy,1 = 0 auch f;,4+1 = 0 gilt, bieten sich
(4.85) und (4.86) fur eine Newton-Iteration an. Die Linearisierung der entspre-
chenden Taylor-Reihenentwicklungen fiihrt auf das Gleichungssystem

(k)
k+1 f n k+1) f4n k+1
in+1) f4n+1 + 4(;:)1 A%(; ) 4 (k)H A fmﬂ) =0 (4.89)
0y Qyn+1
ony) ony’)
hz(lk;;ll) — hz(ﬁzﬂ " 4?4;1 A%Ekﬂ) i ?ISH A 4167:1) —0 . (4.90)
874 Qin+1

das sich in Matrizenschreibweise in der Form

af4n-&-1 af4n+1

k+1) k
8’74 ac]4n+1 A”Y( = 4(n)+1
(k) k1) | T | (4.91)
ah4n+1 ah4n+1 Aq4n+1 Py

k
i a%i ) a€I4n+1

darstellen 1a83t. Aus der Multiplikation mit der Inversen der ersten Matrix kénnen

die Zuwichse Am&kﬂ) und Aqffnil bestimmt werden, womit sich fiir den néchsten
Iterationsschritt
(k+1) _ A (k+1) d (k+1) (k) A (k+1) 4.99
WY = + Aqf und  qgpi1 = Gipt1 T AGng1 (4.92)

ergeben. Sind die Residuen (4.89) und (4.90) kleiner als ein gewéihlter Toleranz-
wert, ist die [teration abgeschlossen. Die plastischen Verzerrungen E" ne1 und die
plastische Variable oy ,41 kénnen mittels (4 70) und (4.71) berechnet werden, die
Spannungen folgen iiber S, = SnJrl —|— trS,411 aus (4.80) und (4.81).

In zusammengefater Form ist das Projektionsverfahren fiir die kugelférmige
FlieBflache in Tafel 4.3 zu finden.

Im weiteren sollen die im Rahmen der Taylor-Reihenentwicklungen (4.89) und
(4.90) verwendeten Ableitungen genauer verifiziert werden. Als Ableitung der
FlieBbedingung (4.85) nach dem plastischen Parameter 74 ergibt sich

Rn+1 2G 2 1 Rn+1 K
- 3 S P tr S rial — Ln
O fant1 w?, | trial 9 w3 [tr Stria +

= - A . (4.93)

0 1
" \/ ‘ Stmal ‘ + [tl" Stmal Ln+1]2
K

]2
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Startwerte P20, ol —aum =
Versuchsspannungen: Sy = C: (B — Efll), Stmal Sirial

1. Auswahl von h4 1

w <o — h" ., nach (4.86);
Qynt1 "
>a.  —  hy,,, nach (4.86),
2. Abfrage der Residuen
f4n+1(Q4n+1a74& ) S Tol. :
(k) (k) (k) — ‘Iteratlonsende\
Pips1(@ingr, s ) < Tol.

3. Bestimmung der Zuwéchse A% 1) und Aqi’j;ll mit (4.91)
[ ek D
afin)—i-l afin)—i-l
k+1) k k
Ay ] ol el [fin’H]
1) | k
A inj—l) ah‘4n+1 8h’4n+1 hl(lﬂz-i-l
L 874 a%nﬂ
4. Aktualisierung der notwendigen Werte
k+1 k+1) k+1 k+1)
74(1 ) - 74 A ( ) 4(1n+1) qz(ln+1 + A é(LnJrl
k
(k+1) (k) (k) afin)nLl
Qgpil = Xp = Na
a 4n+1
5. Gehe zu 1. mit (k) = (k+ 1)

Nachlauf: ~4 = %Ekﬂ),

Spp1 = S??—&-l +

(k+1)

Qan+1 = Qgpygs

_ (k+1)
Gin+1 = Qqpqq

5 tr 8,111 mit (4.80) und (4.81), EpJrl aus (4.70)

Tafel 4.3: Projektionsalgorithmus fiir kugelférmige Flieffléiche
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Im Falle dal v, — 740 fani1/0 ans1 < . ist, lauten die ersten Ableitungen der
Funktion hy 41

ah’4n+1 4 fcm a2f4n—i—1 |: 1 ( 8f4n—‘,—1>:|
=1+- — |1 - — n— 4.94
aC]4n+1 3 i (0% 3(14n+12 G o 8(I4n+1 ( )
Ohgnir 4 (3f4n+1 02 fant+1 ) { 1 ( af4n+1>:|
= — + vy — 1— — | ayp —
374 3« 0qan+1 i 0qan+10V4 Qe ! i 0qsn+1
(4.95)

fiir eine entfestigendes Materialverhalten, a, < oy, — Y40 fans1/0 Gant1 < Qeu,
sind

ah4n+1 fcm af4n+1 82f4n+1
=1-2 Qn = Vs —ag )

aQ4n+1 o Oqan+1 aQ4n+12

4.96)
f4n 1 2 (
- €eXp [_ (a4n i 8‘14;4:1 _ ae) ]
az,
ah4n4r1 o 2fcm (Oé ~ af4n+1 Oé) (8f4n+1 +'}/ a2f4n+1 )
- = — An — V4 — Qe AN A
04 a2 04 n+1 Oqan+1 0qans10V4

(4.97)

Ofant1 2

(a4" 4 3Q4:+1 B &e)
~exp |— o
cu

anzunehmen. Die in (4.94) bis (4.97) notwendigen zweiten Ableitungen der Flief3-
bedingung folgen aus

a2f4n—i—1 _
0qan+1?
wa — 3R, 2 4R, R K
Rﬁd% 2G —H ‘Stml 9 + wgﬂ = [tr Striat — L] L:z—i-l
K
— 3R,
+ = 9 R, 174 I —4H [tr Striar — Ln+1]2
Wi

+ 1 (Rn+1)2 12 1 N %
9\ wk " fang1 — R (fant1 — Rn+1)2/3
(4.98)
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beziehungsweise
a2f4n—|—1 _
8Q4n+1 874
wa — 746G 2 2R: K
Rn.iiR;, . 2G # ‘StDm, + §+731 [tr Striat — Lyta] Ly
1 wr — V43K 2 1
— R, R K——————[tr Siiai — Ln _—
+ 5 fintrfing, Wk (o7 Stria +1 Jan+1 — Bota
R?2 . 2G 1 R?
_atl ‘SD ‘2 + = il [tI’ Stm’al - Ln-‘rﬂ2
wg trial 9 w3
+Q—%¢ =

(f4n+1 - Rn+1)2/3
(4.99)

womit alle fiir den Prédiktor-Korrektor Algorithmus der Kugel erforderlichen
Ableitungen bekannt sind.

4.3.3 Algorithmisch konsistenter Tangentenmodul

Bevor ein erneuter Lastschritt aufgebracht und das zugehorige Strukturver-
halten numerisch simuliert werden kann, ist die Bestimmung des konsistenten
elastoplastischen Tangentenmoduls C/,; = dS,;1/dE,; erforderlich. Fiir
die kugelformige Flieifliche erfolgt dies in der allgemeinen Form, die von Si-
MO et al. [201],[194] oder HOFSTETTER & MANG [94] vorgestellt und in Ab-
schnitt 3.3.3 ausfiihrlich beschrieben wurde. Mit dem dort hergeleiteten algorith-
mischen Modul

—1
a 2f4n+l

4.100
aSn—HZ ( )

— _1
Einp1 = |C 4+

148t sich analog zu (3.68) eine Koeffizientenmatix Z4,; bilden, die den Zusam-
menhang zwischen den differentiellen Gréflen d v4 beziehungsweise v4 d 4,11 und
den totalen Verzerrungsénderungen d E,, 1 herstellt. Die Komponeneten dieser
Matrix ergeben sich entsprechend (3.69) aus



4.8  Formulierung des reinen Druckbereiches 79

p _ af4n+1 L= . aféLn—f—l

11 8Sn+1 =V PO I aSn+l

1o = af4n+1 L= . 82f4n+1 1 af4n+1

12 = C=dn+l 34 . T
0S8 n+1 * 08041 0qun41 V4 OQant1

221 = 212

. o a2f4n—&—1 .= . a2f4n—|—1 ]- a2f4n—i—1 1 Hil

22 = 5 oo - —4dn+l - - -y
aCJ4n+1 aSn+1 * aSn+1 aQ4n+1 V4 aQ4n+12 %%

(4.101)

Die Symmetrie von Z4,.1, die sich in z9; = 215 widerspiegelt, stellt sich auf-
grund des als assoziativ angenommenen Ver- und Entfestigungsverhaltens ein.
Im allgemeinen Fall ist die Koeffizientenmatix unsymmetrisch.

Werden die Komponenten von Z; .| mit zigl bezeichnet, so folgt der konsistente
Tangentenmodul

dSn—H

2 2
dE, = Bint1 — Z Z Zigl Nipt1 ® Njnp (4.102)

i=1 j=1

t _
(DnJrl -

gemif} (3.71), wobei die Werte von N;,,; mit dem algorithmischen Modul und
den Ableitungen der Fliebedingung analog (3.70) zu bilden sind.

Der in (4.101)4 verwendete Verfestigungsmodul H, der sich iiber die plasti-
sche Deformationsenergie W' herleiten 1i8t, (3.31),, beschreibt den Zusammen-

hang G4,+1 = —H &y 1. Er ergibt sich dementsprechend aus
Iqan
7 gk (4.103)
0oy n i1

und 148t sich fiir ay,41 < e aus (4.67); ermitteln

H =

éfcm |:1 . a4n+1:| (4104>

3 Qe Q,

Nach Uberschreiten der maximal aufnehmbaren Druckspannung f.,, bei ay,11 =
o, gilt fiir gqp,11 (4.67)2, so dal H den Wert

_ _ 2
H = —2f Al = e o [— (s — )" } (4.105)
«

2
cu Ay

annimmt.
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Da mit dem Abschlufl der Projektion alle Zustandsgrofien des aktuellen Zeit-
schritts ¢,41 bekannt sind, kénnen die fiir die Bestimmung von C!,; notwendi-
gen Differentiale mittels der FlieBbedingung (4.65) gebildet werden. Die partiellen
Ableitungen von f4 nach den Spannungen und der Ver- und Entfestigungsfunkti-
on waren bereits an fritherer Stelle erforderlich und sind in (4.72) und (4.73) zu
finden. Weiteres Differenzieren fiihrt auf

0% fans1 P+51®1
98,117 Ry 11

N 1
— NnJrl X |:ST?+1 + § [tr Sn+1 — Ln+1] 11 (4106)

1 2
92 fanir L’2+1 {5 [tr Sny1 — Ly (_L/n-i-l):|

o (4.107)
aq n 2 an 1 3/2
An+1 +1 [|SD}2+ ; ftr S — LnH]Q}
und auf die gemischte Ableitung
82f4 +1 L/ +1 ~ 1
) =51+ Npn g [trSun — Lon] Liyy 4.108
081+10qant1 9R, 11 T 1y [tr S +1] L ( )

bei der die Ableitungsreihenfolge beliebig ist. In (4.106) und (4.108) wurde aus
Griinden der Ubersicht

~

1
[5%1 + 9 [tr Spy1 — Lyt 1}
Nn+1 =

— 7 (4.109)
|:}Sn+1| + § [tr Sn+1 — Ln+1] :|

gewdahlt.

In Tafel 4.4 sind die wesentlichen Beziehungen des konsistenten elastoplastischen
Tangentenmoduls fiir die kugelférmige FlieBflache in knapper Form dargestellt.

4.3.4 Kopplung von Flief3kegel und Kugel

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten das Projektionsverfahren und der
Tangentenmodul fiir die kugelférmige FlieSfliche f; hergeleitet wurden, ist diese
Flache mit den zusammengesetzten Kegeln f; bis f3 zu koppeln. Im Gegensatz
zur unstetigen Kopplung der einzelnen Drucker-Prager-FlieBbedingungen soll sich
die Kegelflache f5 tangential an die Kugel f; anschmiegen, Kugelradius R und
Mittelpunkt L wurden dementsprechend in (4.66) gewéhlt. Um im Verlauf von
irreversiblen Verformungen diesen glatten Ubergang erhalten zu kénnen, muf fiir
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konsistenter elastoplastischer Tangentenmodul fiir FlieBbedingung f4

2 2
dsS, 1 _ _

Cl,=—" =, - I N;n N,

T 0E, An+1 ;;ZU +1 @ IV iy
. L O P L Tt
mit algorithmischem Modul E4,,41 = |CT + v ——~ und
aSn—f—l

. af4n—i—1 N a2f4n—i—1

N1n+1 = =n+1 - N2n+1 = =n+1 -

0Sni1 0811 0qsn41

zigl sind Komponenten der invertierten Koeffizentenmatrix Z,,,; mit

Ofini1 = O fany1

211 = S
asn—l—l " 8STL+1

1o — 8f4n+1 L= . 82f4n+1 1 aféln—i-l — .
12 — s =—4n41 - - = Z192
0841 08,100 Y1 Oquni
o 82.]5411—&—1 = . 82f4n—|—1 1 a2f4n—i—1 1 —1
222——~‘=‘4n+1-—__72__2H
aQ4n+1 aSn+1 aSn+1 aQ4n+1 V4 aQ4n+1 Vi

Ableitungen von fy,11 nach (4.72), (4.73) und (4.106) bis (4.108)

fiir Agn41 < Qe

2
(6 — (e} —
_2fcm 4n+1 e exp [_( 4n+1 e)

) fiir Qe S Ogpt1 < Qey
Qy,

Tafel 4.4: konsistenter elastoplastischer Tangentenmodul der Kugel

beide beteiligten Fliefiflichen dieselbe Ver- und Entfestigungsfunktion ¢ = qq,
(4.15) beziehungsweise (4.67) und dieselbe interne plastische Variable s = ay
gelten.

Wiéhrend in Abschnitt 4.2.5 die drei kegelférmigen Fliefflichen iiber den von Si-
MO et al. [200], [201] vorgeschlagenen Algorithmus gekoppelt wurden, erfolgt der
tangentiale Anschlul der Kugel an die GesamtflieBflache in Anlehnung an die Ar-
beit von PRAMONO & WILLAM [173]. Dieser Wechsel im algorithmischen Vorge-
hen ist notwendig, da sich — wie spéter gezeigt wird, Abb. 4.10 — bei der Projektion
auf eine zusammengesetzte Kegel-Kugel-Flache die Situation einstellen kann, daf3
zwar der neue Zustand fiir den Zeitschritt ¢, .1 gefunden, die kugelférmige Flie3-
bedingung allerdings nicht erfiillt ist. Die Beschreibung eines solchen Verhaltens
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ist mit dem Verfahren nach SiMo et al. [200], [201] nicht moglich.

Klassischerweise wird bei einem Vorgehen nach PRAMONO & WILLAM [173] zu-
erst auf die FlieBfliche mit dem grofiten Einflufl auf den Versuchszustand proji-
ziert. Sollte im Anschlufl daran noch eine weitere FlieSbedingung verletzt sein,
wird die Projektion auf diese Fldche wiederholt. In gleicher Weise wird solange
verfahren, bis alle FlieBbedingungen erfiillt sind. Der Vorteil dieses rechenintensi-
ven Algorithmus ist darin zu sehen, daf letztendlich auch Flachen am plastischen
Flieflen beteiligt sein konnen, die in einer ersten Abschétzung nicht aktiv zu sein
scheinen.

Um im vorliegenden Fall zu entscheiden, welche der beiden FlieBflichen f; oder f4

den grofiten EinfluBl auf den Versuchszustand hat, wird eine weitere kegelférmige
Fléache

fo=|SP|+ &L —gs (4.110)

eingefiithrt. Die Parameter &5 und g5 dieser Fliche werden so gewéhlt, dafl sie
zum einen orthogonal auf der Drucker-Prager-Fliache f, steht und zum anderen
ihre Spitze mit dem Mittelpunkt L von f; zusammenfillt. Somit kann erreicht
werden, das auf dem Kegel f5 der Schnittkreis von Drucker-Prager-Fliche f und
FlieSkugel f; liegt.

Mit der Vorgabe der Orthogonalitét der beiden Flachen f; und f; mufl das Pro-
dukt von deren Gradienten

ofr _ S” ofs _ S”
%_’S—D|+§21 und %_m—'—&l (4'111)

verschwinden, womit sich analog zu (4.24) der geometrische Parameter

G=——1:1)" = —— (4.112)

einstellt. Fiir die Ermittlung eines geeigneten Wertes ¢, mit dem sich f5 entlang
der hydrostatischen Achse verschieben liBt, wird der hydrostatische Fall |S”| = 0
betrachtet. Da sich fiir diese Situation der Kugelmittelpunkt ergeben soll, folgt

1 1
L =qg—=1L =——171 . 4.113
1 qs 55 — (5 3& ( )

Unter Beriicksichtigung von (4.112) und (4.113) kann die Féache f5 als
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fs = \SD]+3L (1-1L) (4.114)
&

formuliert werden. Entsprechend des Wertes, den f5 fiir einen Spannungszustand
annimmt, kann entschieden werden, ob der Kegel f, oder die Kugel f; den elasti-
schen Bereich begrenzt. Der zusétzlich eingefiihrte Kegel iibernimmt somit aus-
schliefllich die Funktion einer Schaltfliche und spiegelt dementsprechend keinerlei
Materialverhalten wider. Stellt sich f5 > 0 ein, so wird der kugelférmige Teil der
gekoppelten FlieBfliche beriicksichtigt, andernfalls (f5 < 0) ist f, maBgebend,
siehe Abb. 4.9. Im letzterem Fall ergibt sich die oben beschriebene Situation, dafl

A f
D‘ g Kugel

N

t
L/3 -1,/3

Abbildung 4.9: Auswahl der Projektionsfliche mittels Schaltfliche f5

eine eventuell erforderliche Riickskalierung des Zustandes S,.;,; abgeschlossen ist,
obwohl fiir die FlieBbedingung f; noch f; > 0 gilt.

Im Detail 148t sich der Projektionsalgorithmus bei einem verfestigenden Mate-
rialverhalten, also vor dem FKErreichen der maximal aufnehmbaren Druckspan-
nung, wie folgt beschreiben: Ist die kegelférmige Fliebedingung f, durch den
Versuchszustand verletzt, so wird in einem ersten Schritt auf diese Flache proji-
ziert. Uber die neuen plastischen Werte ¢o beziehungsweise ap und die zugehori-
ge Mittelpunktslage L ergibt sich die aktualisierte Schaltfliche fs5,e,. Ist diese
erfillt (fs5npew < 0) ist der Spannungszustand S, ., gefunden, Abb. 4.10. Andern-
falls ist eine Skalierung auf die Kugel f; erforderlich, womit sich S? 4 ergibt. Gilt
fiir Sy allerdings fo < 0, so handelt es in Abhéngigkeit von f; entweder um
eine elastische Belastung oder S _ ;| liegt auf der Kugelfliche f4,1.

Befindet sich das Material im Zustand der Entfestigung, was eine Kontraktion der
zusammengesetzten Fliefliche bedeutet, wird mit der Abfrage von f5 begonnen.
Stellt sich f; > 0 ein, so ist im Falle eines plastischen Zustandes, f; > 0, nur
der kugelférmige Bereich aktiv. Ist andererseits f5 < 0, so wird anfanglich auf f,
projiziert. Mit dem neuen Mittelpunkt L ergibt sich f5,., anhand der entschieden
werden kann, ob eine weitere Projektion auf die Kugel erforderlich wird.
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Abbildung 4.10: Projektionsalgorithmus im reinen Druckbereich

Bei der Kopplung der drei Drucker-Prager-FlieBkegel war es moglich einen ge-
meinsamen konsistenten elastoplastischen Tangentenmodul C/,; zu formulieren,
bei dem ausschliellich die aktiven FlieSflichenteile iiber einen Faktor ¢; mitein-
bezogen wurden, siche Abschnitt 4.2.6. Dies ist im Rahmen der Anbindung einer
kugelférmigen FlieBfliche in einer entsprechenden Weise nicht moglich, da die al-
gorithmische Form der einzelnen Tangenten (4.64) und (4.102) zu stark variiert.
Mit Einfiihrung einer Grofie ¢!, die fiir die letzte aktiv am Projektionsverfah-
ren beteiligte FlieBfldche auf 1 und fiir die iibrigen auf 0 gesetzt wird, kann die
Tangente als

@ntﬂ = CEP (DLt)PnH + Clt( Clt(n—i-l (4.115)

angegeben werden. Dabei ist fiir Cf,p, ., der Tangentenmodul der gekoppelten
Fliekegel (4.64) zu verwenden, Cj, ., ist der konsistente Modul der FlieSku-
gel (4.102).

4.4 Darstellung des Modellverhaltens

Nach der Entwicklung eines numerischen Modells zur Simulation von Betonver-
sagen im allgemeinen Spannungsraum, ist ein Vergleich mit dem realen Mate-
rialverhalten unabdingbar. Zu diesem Zweck werden fiir einfache Probekérper
die Versagensformen bei unterschiedlichen Spannungskombinationen, sowie die
Modellantworten auf zyklische Be- und Entlastung ermittelt.
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4.4.1 Skalierung der zusammengesetzten Flie3fliche

Um das zuvor entwickelte dreidimensionale Modell mit unterschiedlichem Druck-
und Zugverhalten sinnvoll zur Simulation des Werkstoffs Beton einsetzen zu
konnen, wird eine Skalierung der gekoppelten FlieBfliche erforderlich. Diese An-
passung an bestehende Versuchsergebnisse erfolgt mit Hilfe der in den Drucker-
Prager-Kriterien (4.1) eingefiihrten geometrischen Parameter &; sowie iiber die
GroBen 7;. Letztere gehen in die Ver- und Entfestigungsfunktionen (4.7) bezie-
hungsweise (4.15) der einzelnen FlieBfldchenteile ein. Als mafigebende Versuchser-
gebnisse fiir die Festlegung der einzelnen Gréfien wird die im biaxialen Spannungs-
raum aufgetragene Versagenskurve von KUPFER et al. [128], [127] herangezogen,
welche in Abb. 2.6 a) dargestellt ist.

Die Parameter & und n; der ersten Drucker-Prager-Teilfliche f; lassen sich in
Anlehnung an MENRATH [150] mit Hilfe der eindimensionalen Zug- und Druck-
festigkeit f.,, und f.,, als

o g lecm_fctm \/7 2C1fcm
51 B \/;lecm+fctm ’ lecm+fctm (4116>

definieren. Uber den skalaren Faktor ¢; ist es moglich, die Abnahme der maximal
aufnehmbaren Zugspannung in Querrichtung bei steigender Druckbeanspruchung
zu beschreiben. In Abb.4.11 ist ein Schnitt der zusammengesetzten FlieSbedin-
gung mit der normierten zweiaxialen Spannungsebene fiir o3 = 0 dargestellt. Wie
zu erkennen ist, kénnen die Ergebnisse von KUPFER et al. fiir den gemischten
Zug/Druck-Bereich mit ¢; = 1.0 im Mittel approximiert werden. Bei einer Wahl
von (; = 3.0 bildet f; eine hyperbolische Umbhiillende der einzelnen Versucher-
gebnisse.

Die exakte Geometrie der Teilfliche f, héngt ausschliefilich von der Grofle (s,
die das Verhéltnis zwischen der einaxialen und der zweiaxialen Druckfestigkeit
beschreibt, ab und ist iiber

]2 (-1 . 2 G
§2_\/;2C2—1 sowie 7]2—\/;2@_1 (4.117)

bestimmt. Ein Vergleich zwischen der elliptischen Schnittkurve von fs und den

zweiaxialen Versagenspunkten 148t (5 zwischen 1.16 und 1.20 als sinnvoll erschei-
nen, Abb.4.11. Da bereits bei der Wahl von Mittelpunkt L und Radius R der
kugelformigen Fliefliche f; (4.65) die stetige Kopplung mit fy beriicksichtigt
wurde und die Gestalt von f; somit nur von den geometrischen Parametern &,
und 7, abhéngt, ist die zusammengesetzte FlieBbedingung fiir Beton iiber (4.116)
und (4.117) vollsténdig definiert.
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Abbildung 4.11: Schnitt der gekoppelten Fliebedingung und zweiaxiale Versagens-
punkte nach Versuchen von KUPFER et al. [128]

4.4.2 Versagensformen fiir verschiedene Spannungskombinationen

Zur Darstellung des Modellverhaltens fiir unterschiedliche dreidimensionale Span-
nungszustinde wird das einfache Beispiel eines wiirfelformigen Versuchskorpers
herangezogen, SCHUTT & WAGNER [191]. Die Spannung, die in der ersten Rich-
tung wirkt, wird zu S1; = o gesetzt, wihrend die Richtungen senkrecht zu dieser
mit Ses = S33 = Yo belastet sind. Die Grofle ¢ ist dabei als beliebiger ska-
larer Faktor zu verstehen. Da sich fiir den gewéhlten Belastungszustand keine
Schubspannungen einstellen, lassen sich die erste Invariante I; und die Norm der
deviatorischen Spannungsanteile |S”| in Abhiingigkeit von 9 mit

L=(1+20)0 \SD\_\/gy(l—ﬁm (4.118)

angeben. Bei einer Steigerung der aufgebrachten Spannung ¢ wachsen die devia-
torischen und die hydrostatischen Spannungsanteile im Verhéltnis

B 21—
S i 411
I 31320 8n) (4.119)

(5:

an, das in Abhéngigkeit vom gewéhlten Faktor ) konstant bleibt.
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Besonderes Augenmerk bei der Untersuchung verschiedener Spannungskombi-
nationen sei auf die Stellen der FlieBfliche gerichtet, an denen unterschiedli-
che Teilflachen zusamentreffen. Diese Punkte sind in Abb.4.12 als P, P; und
P, markiert. Die ersten beiden definieren den Schnittpunkt der Drucker-Prager-

\/g ‘S D‘ /f;m A \\ P4
P3 3 \\\
n./’f. 1 3,\/;E~‘2 \ f(a,)
20 em T \\
,/,” \\\ R ae /cm
Wit e
: \ \\\ Belast””gSpfad 3
/G S 1 A=ZATNJS O 1335
Th/fcm/ /2”/ \\\ \\ »
-4 \ \ s
5o : } -
L(0)/(3 £.,,,) L(a)/(3f.,) 113 S,)

Abbildung 4.12: Geometrie der zusammengesetzte Flielfliche fiir Beton

Flachen f; und f; fiir das Ende des elastischen Verhaltens von f, bezichungsweise
fiir die beginnende Entfestigung bei as = .. In Py kommt es zum Wechsel von ke-
gelformiger Teilfliche fy zu kugelférmiger Fliche fy. Als weitere markante Punkte
sind P; und Ps eingefiihrt, fiir die sich der hydrostatische Zug- oder Druckzustand
einstellt.

Wird im Rahmen des vorgeschlagenen Materialmodells von den Werten (; = 3.0
und ¢, = 1.2 sowie einem Festigkeitsverhéltnis fe,,/fem = 10.0 ausgegangen —
was eine gute Naherung fiir die unterschiedlichen Betongiiten darstellt — so lassen
sich P; bis Ps geméafl Tab.4.1 angeben. Die Lage dieser speziellen Punkte folgt
mit Hilfe geometrischer Uberlegungen aus Abb. 4.12.

Zusétzlich zu den Koordinaten sind in Tab. 4.1 das Vorzeichen der aufzubringen-
den Belastung sowie die Groflen des Faktors ¥ vermerkt, welche fiir das Errei-
chen des entsprechenden Punktes gewéhlt werden miissen. Unter der Annahme
einer geometrisch linearen Berechnung, was fiir kleine Verzerrungen keine Ein-
schrankung bedeutet, ergibt sich in der Invariantendarstellung ein linearer Be-
lastungspfad mit der Steigung §, (4.119). Die maximale Spannung o,,,., die auf
den betrachteten Probekorper aufgebracht werden darf bevor das Materialversa-
gen einsetzt, kann iiber

o 2 ‘SD‘ o n; fi [ &

max a9 - 1 fii ) = 1, 2 4.120
7 STI—9]  J1—0 5—@*] e (4.120)
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Pukt \/21SP] L (20 0 0 (o
0

P 0 3 Omax + 1 %fctm
Py 1—73|0max| _go-max —%3 + —g I_gfctm
Py Zlomal o ome —p b o o fum
Po ol ~30me 3 - 3 ol
P 0 —3 Omax 0 — 1 2.1809 fem

Tabelle 4.1: Mafligebende Punkte der Flieflfliche

ermittelt werden. Dieser Zusammenhang, der sich aus der Geometrie der Flie3-
flache ergibt, gilt nur fiir die kegelformigen Teile der Gesamtflache. Fiir den von
der Kugel f; begrenzten Bereich ist es nicht moglich eine entsprechend einfache
Beziehung aufzustellen.

Nachfolgend soll das unterschiedliche Verhalten der durch die Punkte P; bis P5 be-
grenzten Bereich detailliert dargestellt werden. Da sich fiir das gewéhlte Beispiel
eines perfekten Probekorpers unter allseitiger Belastung keine Lokalisierungs-
effekte einstellen, werden die Ergebnisse der einzelnen Berechnungen in Form
von Spannungs-Dehnungs-Diagrammen aufbereitet. Um allgemeingiiltige Aussa-
gen treffen zu konnen, wird dabei die Spannungsachse mit dem Kehrwert der
einaxialen Zugfestigkeit f.., skaliert, so dal bei der Wahl der Materialparameter
nur die Verhéltnisse der einzelnen Groéflen entscheidend sind, nicht aber ihre abso-
luten Werte oder Einheiten. Es werden bei einem Elastizitdtsmodul von £ = 1000
und einer Querkontraktion v = 0.0 die Spannungen f.,, = 1.0 und f., = 10.0
angenommen. Als Bruchenergien gehen Gy = 0.01 und G. = 1.00 ein.

Der Zugbereich

Dieser erste Bereich wird durch den hydrostatischen Zugzustand und den
Punkt P, begrenzt, was bei der Wahl einer positiven Spannung ¢ einen Wert von
¥ zwischen 1.0 und -6/7 erméglicht. Der Sonderfall einer eindimensionalen Bela-
stung bei ¥ = 0.0 ist somit enthalten. Da fiir den Zugbereich nur die erste Drucker-
Prager-Fléache aktiviert wird, ist das Materialversagen durch einen exponentiel-
len Entfestigungsverlauf gemaf (4.7) gekennzeichnet, siehe dazu das Spannungs-
Dehnungs-Diagramm Abb. 4.13. Die maximal aufnehmbare Spannung S1; = 042
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héngt dabei, wie zu vermuten war, von der Grofle der orthogonal wirkenden
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Abbildung 4.13: Normiertes Spannungs-Dehnungs-Diagramm des Zugbereiches

Spannungen ab. Fiir den Fall einer hydrostatischen Belastung, ¥ = 1.0, wird
als Maximalwert 0.690 f.,, erreicht, was zwar unterhalb des fiir Beton zu erwar-
tenden Wertes von 1.0 fu, liegt, STEMPNIEWSKI & EiBL [209], aber der mittels
(4.120) berechneten Grofie entspricht. Diese leichte Modellabweichung, die sich
bereits in der zweidimensionalen Darstellung, Abb.4.11, als Folge der hyperboli-
schen Schnittkurve von Fliche f; zeigte, mufl bei der Wahl einer kegelférmigen
Flielfliche fiir den Zugbereich als Nachteil in Kauf genommen werden. Kompen-
siert wird diese Unterschéitzung der maximalen dreidimensionalen Zugfestigkeit
bei der Berechnung von bewehrten Betonstrukturen, da dort die Aufnahme der
Zugspannungen durch die Stahleinlagen dominiert wird. Eine Modifikation des
numerischen Modells hinsichtlich des reinen Zugversagens fiir die genauere Beur-
teilung von unbewehrtem Beton findet sich in Abschnitt 5.

Bei einer quer zur Richtung von Si; aufgebrachten Druckspannung, die mit
¥ < 0.0 erreicht wird, stellt sich eine Stabilisierung des Materials ein: Die auf-
nehmbare Zugspannung liegt oberhalb der einaxialen Zugfestigkeit und steigt bei
Erreichen des Punktes P, auf deren 1.627 fachen Wert an, was in guter Naherung
mit der in Tab. 4.1 angegebenen Grofe iibereinstimmt.

Der gemischte Zug/Druck-Bereich

Unter einer Belastung, fiir die das Verhéltnis zwischen der positiven Spannung S1;
und den orthogonal wirkenden Sy = Ss3 im Bereich von —6/7 < ¢ < —13/8 liegt,
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sind sowohl die FlieSbedingung f; als auch fy; aktiv am plastischen Flielen be-
teiligt. Dementsprechend kommen neben der Entfestigungsfunktion ¢; nach (4.7)
auch g9, welche die Ver- und Entfestigung unter Druckbeanspruchung beschreibt
(4.15), zum Tragen. In Abb.4.14 sind die Spannungs-Dehnungs-Kurven fiir un-
terschiedliche Werte von ¢ dargestellt. Wird ein Belastungspfad gewahlt, der
jenseits des Punktes P, liegt, so beginnt sich die gesamte Flieflache mittels der
quadratischen Verfestigung von fy aufzuweiten, (4.15);. Wird im Rahmen dieser
Expansion die Drucker-Prager-Bedingung f; verletzt, so setzt ein exponentielles
Zugversagen ein, was sich in einem abrupten Abknicken des Kurvenverlaufes zeigt.
Je grofler der Betrag der wirkenden Druckbelastung gewéhlt wird, desto spéter
tritt dieses Versagen ein. Die obere Grenze des gemischten Zug/Druck-Bereiches
bildet der Punkt P3, an dem sich die Teilflichen f; und fs schneiden, sobald die
maximale Ausdehnung der zusammengesetzten FlieBfliche bei as = . erreicht
wird. Ab dieser Spannungskombination ist bei weiter abnehmendem ¢ kein Ver-
sagen infolge Zugbeanspruchung mehr moglich, es stellt sich eine Entfestigung
gemif (4.15), ein, was im weiteren gezeigt werden soll.

Der Druckbereich

Im dritten und letzten charakteristischen Bereich der FlieBfliche wird das nicht-
lineare Betonverhalten ausschliellich {iber die Ver- und Entfestigungsfunkti-
on (4.15) des Druckzustandes beschrieben. Die Grenzen dieses Druckbereiches
liegen zwischen den Punkten P; und Ps, wobei letzterer den hydrostatischen Zu-
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Abbildung 4.14: Normiertes Spannungs-Dehnungs-Diagramm des gemischten
Zug/Druck-Bereiches
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stand S7; = Sgo = S33 kennzeichnet. Bei der Wahl einer negativen Spannung o
ergeben sich mit (4.119) und Tab. 4.1 ¥-Werte zwischen —0.05 und 1.0, fiir welche
die Fliebedingungen f5 beziehungsweise f; iiber den gesamten Belastungsvor-
gang hinweg aktiviert bleiben. In Abb. 4.15 sind die Spannungs-Dehnungs-Kurven
fiir unterschiedliche Belastungssituationen dargestellt, die im weiteren diskutiert
werden sollen.
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Abbildung 4.15: Normiertes Spannungs-Dehnungs-Diagramm des Druckbereiches

Wie zu vermuten war, ergibt sich bei der Betrachtung eines reinen Druckzu-
standes fiir den eindimensionalen Fall, ¥ = 0.0, die geringste Belastbarkeit des
Versuchskorpers. Mit Erreichen der einaxialen Druckfestigkeit Si; = f.,,, beginnt
die stetige Entfestigung des Materialgefiiges. Eine Erhohung der quer zur er-
sten Spannungsrichtung wirkenden Druckbelastung fithrt dagegen — als Folge der
stabilisierenden Umschniirungswirkung — zu einem gréfleren Tragvermdogen, bis
bei etwa ¥ = 0.60 der Maximalwert von 2.457 f.,, beziehungsweise 24.57 f.im
gefunden wird. Wie numerische Untersuchungen zeigen, ist eine Laststeigerung
nicht moglich, vielmehr nimmt bei weiter zunehmenden seitlichen Driicken die
maximale Grofle von S7; ab. Fiir den hydrostatischen Druckzustand beginnt die
Entfestigung bereits bei dem 2.182 fachen Wert von f.,,,, was anndhernd mit den
in Tab. 4.1 iiber die Geometrie der FlieBfliche bestimmten Grofle iibereinstimmt
und rund 89% der maximalen Druckspannung entspricht. Ein dhnliches Verhalten
zeigt sich auch im Rahmen einer zweidimensionalen Belastung: Wie den experi-
mentell ermittelten Versagenskurven von KUPFER et al. [128], Abb. 2.6, entnom-
men werden kann, stellt sich bei den Spannungen o1 = 05 = 1.16 f.,,, das Beton-
versagen ein, wobei die maximal aufnehmbare Druckspannung 1.25 f.,, betrégt.
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Ein Vergleich der einzelnen Spannungs-Dehnungs-Kurven 148t, neben den erwar-
teten qualitativ sehr dhnlichen Entfestigungsverlaufen, einen stetig zunehmenden
Gradienten der verfestigenden Kurvenéste erkennen. Infolge dieses Verhaltens
nehmen mit dem Uberschreiten von ¢ = 0.60 die Verzerrungen £1;, bei denen der
Grenzwert a, erreicht wird, ab, was auf ausgeprégte plastische Verformungen in
allen drei Belastungsrichtungen schlieffen 148t.

Zusammenfassung

Im Rahmen des zwar einfachen aber trotz allem sehr aussagekréftigen Beispiels
eines wiirfelformigen Korpers unter dreiaxialer Belastung zeigen sich ausgespro-
chen gute Ubereinstimmungen mit den Ergebnissen entsprechender experimen-
teller Versuche, die in Abschnitt 2.1.3 diskutiert wurden. Die charakteristischen
Versagensformen der unterschiedlichen Bereiche lassen sich beispielsweise in den
Arbeiten von VAN MIER [220] und VAN MIER & REINHARDT [221] wiederfinden,
wo sie dem Versagen des Priifkérpers durch Trennbruch, ausgeprigte Gleitflichen
oder Zerstorung der Zementmatrix zugeordnet werden, siche Abb.2.7b). Wie ein
Vergleich mit den Spannungs-Dehnungs-Kurven aus Abb. 2.7 a) zeigt, spiegelt das
numerische Materialmodell das von JAMET et al. [103] beobachtete Betonverhal-
ten unter dreiaxialer Druckbeanspruchung deutlich wider.

Eine Zusammenfassung der unterschiedlichen Versagenscharakteristiken und eine
Zuordnung zu den entsprechenden Bereichen der zusammengesetzten FlieSflache
ist mit Abb.4.16 gegeben. Auf eine Skalierung der Abszisse wird dort verzichtet
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Abbildung 4.16: Charakteristische Bereiche der Fliefliche
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um einen Eindruck von der tatsédchlichen Gestalt der Fliache zu gewinnen.

4.4.3 Monotone sowie zyklische Be- und Entlastung

Vor der Darstellung der Modellantwort auf wiederholte Be- und Entlastungs-
vorgénge, erscheint es angebracht, das Verhalten der in diesem Abschnitt ent-
wickelten Formulierungen mit experimentellen Daten zu vergleichen. Besonders
aufschluflreich ist in diesem Zusammenhang die Gegeniiberstellung der unter-
schiedlichen Ansétze zur Beschreibung des Betonversagens unter Druckbeanspru-
chung. Wéhrend die von FEENSTRA [71] und FEENSTRA & DE BORST [72] ein-
gefithrte Entfestigungsfunktion (4.8) von einem parabolischen Verlauf im Nach-
bruchbereich ausgeht, wurde fiir das vorliegende Materialmodell in Anlehnung
an LACKNER [129] und WINKLER [232] eine exponentielle Formulierung gewéhlt,
(4.12). Die Grofle a., die den Wechsel von ver- zu entfestigendem Materialver-
halten darstellt, ergibt sich fiir den parabolischen Ansatz nach (4.9), fiir den
exponentiellen nach (4.14). Als Referenz fiir die numerische Untersuchung mit
einem 300 mm x 150 mm x 150 mm Probekoérper werden die im CEB-FIP Mo-
del Code [30] bezichungsweise bei REINHARDT [178] zu findenden Spannungs-
Dehnungs-Verlaufe herangezogen, welche sich im Rahmen von experimentellen

C20/25 C40/50 C80/95

E  [25] 28800 34500 42300
G. [X] 180 21.0 23.0
fom [722] 280 48.0 88.0

Tabelle 4.2: Materialkennwerte der numerischen Berechnung

Druckversuchen fiir unterschiedliche Festigkeitsklassen ergeben. Die gewihlten
Materialparameter sind in Tab. 4.2 zusammengestellt, als Querkontraktion wur-
de einheitlich v = 0.2 angesetzt.

Fiir einen Beton (C20/25 koénnen bei Verwendung des Ansatzes von FEEN-
STRA [71] und FEENSTRA & DE BORST [72] die Versuchwerte bis zum Erreichen
der maximalen Belastbarkeit und bei beginnender Entfestigung sehr gut approxi-
miert werden. Wie in Abb.4.17 zu erkennen ist, wird das Tragvermogen des Be-
tons bei zunehmender Gefiigeauflockerung nur noch bedingt erfafit. Ein deutlich
anderes Bild zeigt sich bei Betonen hoherer Festigkeitsklassen, hier sind die Schei-
telpunkte von Versuchskurve und numerischer Simulation stark versetzt, was auf
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Abbildung 4.17: Vergleich von Versuchsergebnissen und parabolischer Entfestigungs-
funktion (4.8) mit a. nach (4.9)

einen nicht zutreffenden Wert von a, hindeutet. Als Folge dieser Unzulédnglichkeit
kommt es im Vorbruchbereich zu einer Unterschiitzung, nach Uberschreiten des
Maximalwertes zu einer starken Uberschiitzung der aufnehmbaren Spannungen.
Fiir eine vorgegebene Belastung stellen sich somit zu grofie Verzerrungen ein. Da
sich die Formulierungen (4.8) und (4.9) offensichtlich nur fiir Normalbetone, nicht
aber fiir hochfeste eignen, wird auf die Berechnung mit einem C80/95 verzichtet.

Bei Verwendung der exponentiellen Entfestigungsfunktion (4.12) und einem a
nach (4.14) ergeben sich unabhéngig von der maximalen Druckfestigkeit des ver-
wendeten Betones sehr gute Ubereinstimmungen mit den Versuchskurven expe-
rimenteller Untersuchungen. Die in Abb.4.18 zu erkennenden geringen Abwei-
chungen, die sich fiir begrenzte Bereiche zeigen, konnen im Rahmen einer nume-
rischen Simulation des Tragverhaltens von Betonstrukturen und der phénome-
nologischen Darstellung der Versagensmechanismen vernachléssigt werden. Ein
Vergleich der Qualitdt der Ergebnisse, die die unterschiedlichen Formulierungen
liefern, bestétigt die in Abschnitt 4.2.2 getroffenen Wahl des Ver- und Entfesti-
gungsansatzes.

Wie bereits an anderer Stelle ausfiihrlich beschreiben, kommt es im Nachbruchbe-
reich zu einer fortschreitenden Schidigung des Materialgefiiges, was im Kontext
der Plastizitdtstheorie durch einen Degradation der elastischen Materialparame-
ter beriicksichtigt werden kann. Um die Wirkungsweise der in Abschnitt 4.2.3 ein-
gefithrten Ansétze darstellen zu konnen, soll der zuvor gewéhlte Versuchskorper
mehrfach be- und entlastet werden. Die Beurteilung der gewonnenen Ergebnis-
se erfolgt anhand von Spannungs-Dehnungs-Verldufen, welche den experimen-
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Abbildung 4.18: Vergleich von Versuchsergebnissen und exponentieller Entfestigungs-

funktion (4.12) mit a. nach (4.14)

tellen Untersuchungen von KARSAN & JIRSA [108], SINHA et al. [205] sowie

REINHARDT [177] entnommen sind. Fiir den verwendeten Beton C20/25 wer-
den neben den in Tab.4.2 angegebenen Materialparametern die Zugfestigkeit

fetm = 22N/ mm? und die charakteristischen Bruchenergie G ¢ =0.080 N/mm

gewdahlt.

Ein Vergleich der in Abb.4.19 dargestellten Ergebnisse belegt die gute Uber-

einstimmung des numerisch ermittelten Kurvenverlaufes mit den experimentell
gewonnenen. Wéhrend bei einer zyklischen Druckbeanspruchung vor dem FErrei-
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004
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Abbildung 4.19: Zyklische Be- und Entlastung bei Druckbeanspruchung
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chen der maximal aufnehmbaren Spannung keine Schiadigung erkennbar ist, zeigt
sich im Bereich fortschreitender Entfestigung eine zunehmende Degradation. Die-
se fithrt zu einer kontinuierlich abnehmenden Steigung der Ent- und Wiederbe-
lastungpfade, welche die tatsdchlichen Verldufe im Mittel approximieren. Da es
sich bei den im weiteren untersuchten Problemstellungen um monoton belaste-
te handelt und das degradierende Verhalten ausschliellich fiir die Beschreibung
der Nachbarbereiche von Lokalisierungszonen verwendet wird, ist das vorgestell-
te Modell fiir eine detaillierte Erfassung der schleifenférmigen Kurvenverlaufe
nicht ausgelegt. Eine Erweiterung der Formulierung um entsprechende viskoela-
stische Anteile oder weitreichendere Ansétze der Schadigungstheorie ist prinzipiell
moglich, im vorliegenden Fall allerdings nicht vorgesehen.

Eine #hnlich gute Ubereinstimmung von Versuch und numerischer Simulation
ist fiir wiederholte Entlastungsvorgénge unter Zugbeanspruchung festzustellen,
siche Abb. 4.20. Auch hier stellt sich mit zunehmender Auflockerung des Materi-

2.5 T T T

Modell

[—
(9]

Spannungen Siq

0.5

1 1

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002

Dehnungen e1;

Abbildung 4.20: Zyklische Be- und Entlastung bei Zugbeanspruchung

algefiiges eine Abnahme der elastischen Steifigkeit ein, welche bei Verwendung der
Ansitze (4.16) beziehungsweise (4.17) die tatsichlichen Kurvenverldufe im Mit-
tel erfiillen. Die Abweichungen, die sich im Bereich der maximalen Zugspannung
feststellen lassen, folgen aus der Annahme eines linearelastischen Vorbruchver-
haltens und werden im Hinblick auf ihren geringen Einflul und den erhohten
algorithmischen Aufwand, den eine exaktere Beschreibung bedeuten wiirde, in
Kauf genommen.
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5 Alternative Modellformulierung

Fiir eine exakte Erfassung des Verhaltens von unbewehrtem Beton unter nahe-
zu hydrostatischen Zugzustdnden ist, wie die Diskussion in Abschnitt 4.4 gezeigt
hat, ein Drucker-Prager-Kriterium nur bedingt geeignet. Um das bisher entwickel-
te Modell auch fiir diesen sehr speziellen Belastungsfall einsetzen zu kénnen, soll
es mittels eines dreidimensionalen Hauptspannungkriteriums modifiziert werden.
Die Verwendung einer derartigen FlieBbedingung ist beispielsweise bei zweidi-
mensionalen Betonmodellen des Typs A zu finden, sieche Abb. 4.1, und kommt
unter anderem in den Arbeiten von MESCHKE et al. [155], FEENSTRA [71], LoU-
RENCO et al. [138], WEDEMEIER [228] und FEENSTRA & DE BORST [73] zur
Anwendung.

Die Einfiihrung dieser neuen Fliefiflichenform macht die Verwendung eines wei-
teren Projektionsalgorithmus erforderlich und es besteht die Notwendigkeit fiir
jeden Iterationsschritt ein Eigenwertproblem zur Ermittlung der Hauptspannun-
gen und deren Richtungen zu l6sen. Infolge der somit deutlich aufwendigeren und
rechenintensiveren Algoritmen soll es ausschliefllich fiir die Berechnung von un-
bewehrten Strukturen, bei denen das mehrdimensionale Zugversagen mafigeblich
wird, eingesetzt werden. Fiir in erster Linie druckbeanspruchte Bauteile oder beim
Vorhandensein einer Zugbewehrung wird zur effizienten Berechnung weiterhin die
bisher entwickelten Drucker-Prager-Formulierung eingesetzt.

5.1 Formulierung eines Hauptspannungskriteriums

Das bereits in den Anfingen der mathematischen Beschreibung von plastischen
Vorgingen formulierte Zugspannungskriterium von Rankine basiert auf der An-
nahme, daffl Materialversagen ab dem Moment eintritt, wenn in einer Hauptrich-
tung eine spezifische Grenzspannung iiberschritten wird. Es ist somit durch drei
senkrecht zu den Hauptachsen stehende Ebenen gekennzeichnet. Dieses fiir sprode
Werkstoffe sehr gut geeignete Kriterium kann im allgemeinen Spannungsraum
iiber

frR=2v3Jy cos+ 1, — 3y (5.1)

beschrieben werden, CHEN & HAN [38], MESCHKE [153] und andere, wobei y die
dquivalente eindimensionale Zugfestigkeit darstellt. Fiir den Lode-Winkel 6, der
von der dritten Spannungsinvarianten I3 abhéngt, gilt

33 I

cos(36) = 5 J22/3

mit  0<6<7w/3 . (5.2)
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Dieser Winkel, der auch bei der Formulierung kontinuierlicher Flieiflichen des
Typs D, Abb. 4.2, verwendet wird, siche KRENK [121] oder ETSE & WILLAM [67],
definiert fiir 6 = 0° den sogenannten Zugmeridian, fiir den Druckmeridian gilt
0 = 60°.

Wie der Abb. 5.1, welche die dreidimensionale Rankine-Flie3fliche als Schnitt
mit der oi-09-Ebene und im Hauptspannungsraum darstellt, zu entnehmen ist,

G,
/=0 yT

%
%
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s
s
< ’
’
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A
A
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A

o

Abbildung 5.1: Rankine-Kriterium in zweidimensionaler Darstellung und als Devia-

torschnitt

beschreibt (5.1) eine dreieckige Pyramide. Als problematisch erweisen sich bei
dieser Flachenform die Unstetigkeiten an den Fliefflichenkanten. Fiir den Fall,
dafl in zwei oder drei Hauptrichtungen dieselbe Spannung o4 = op beziehungs-
weise 04 = o = o¢ mit A # B # C wirkt, ist der Gradient von fg nicht
mehr eindeutig definiert. FEine stabile Riickprojektion der elastischen Pradiktor-
spannungen auf die FlieBflache ist somit nicht méglich, wie bereits ausfiihrlich in
Abschnitt 3.2 erértert wurde.

Zur Stabilisierung des Projektionsverfahrens schligt FEENSTRA [71] eine Stérung
des algorithmischen Moduls Z, (3.65) beziehungsweise (3.56), vor, sobald sich in
mindestens zwei Richtungen eine Versuchsspannung einstellt, die gréfler als die
Zugfestigkeit g ist. Mit Hilfe dieser Modifikation wird ein Zustand 04 = o =¥
erreicht, der dann iiber einen speziell zu ermittelnden Gradienten auf die Flie3-
flachenkante skaliert wird.

Einen weitere Moglichkeit der numerischen Erfassung des Problems ergibt sich
tiber eine Ausrundung der Unstetigkeitsstellen. In der Arbeit von PRAVIDA [174]
wird beispielsweise ein skalarer Ausrundungsfaktor eingefiihrt, der die Grofle der
Ausrundung beschreibt und als Quadrat additiv in die Wurzel von (5.1) eingeht.
Als nachteilige Folge dieses Vorgehens zeigt sich allerdings wie bei Verwendung
eines Drucker-Prager-Kegels, daf§ die maximale Zugfestigkeit f.,, im hydrosta-
tischen Fall nicht erreicht werden kann. Desweiteren verbleibt bei vollstandiger
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Entfestigung unter allseitigem Zug, y¥ = 0, ein Druckspannungszustand, der physi-
kalisch nicht zu erkléren ist. Zur Unterbindung dieser Situation verschiebt WINK-
LER [232] die gesamte FlieBfliche um die Grofle der Ausrundung in die positiven
Spannungsrichtungen. Wodurch sich bei vollstéindigem Materialversagen unter
hydrostatischem Zug zwar o4 = 0 fiir alle Richtungen einstellt, die Zugfestigkeit
in den iibrigen Fiéllen allerdings iiberschétzt wird.

Fiir die Modifikation des in Abschnitt 4 formulierten numerischen Betonmodells
soll ein anderer Weg eingeschlagen werden, der sich als Konsequenz der bishe-
rigen Algorithmen ergibt: Die Rankine-FlieBbedingung wird nicht in einer ge-
schlossenen dreidimensionalen Form angesetzt, sondern im Rahmen von unste-
tig gekoppelten Fliefflichen aus drei eindimensionalen Hauptspannungskriterien
entwickelt. Mit der Anwendung des Algorithmus von SIMO et al. [200], [201],
Abschnitt 4.2.5, lassen sich die bisher genannten Vorschlidge zur Behandlung der
Unstetigkeiten umgehen. Ein dhnliches Vorgehen ist in der Arbeit von LACK-
NER et al. [130] zu finden, die sich mit chemischer Korrosion von Spritzbeton
auseinandersetzt.

Die drei eindimensionalen Zugspannungskriterien vom Rankine-Typ lassen sich
als

flA:aA—qISO mit A:1,2,3 (53)

schreiben, wobei der Index A die zur Hauptspannung o4 gehérende Richtung
angibt. Der erste Index 1 wird eingefiihrt, da die drei gekoppelten FlieSbedingun-
gen spater den Drucker-Prager-Kegel f; ersetzen sollen. Anstelle der dquivalenten
Zugspannung y geht in (5.3) eine Entfestigungsfunktion ¢ ein, die die Reduktion
der aufnehmbaren Zugspannungen nach Uberschreitung des Maximalwertes f.ip,
beschreibt. Wihrend CRISFIELD & WILLS [44] fiir ¢; einen konstanten Wert be-
ziehungsweise ¢; = 0 verwenden und somit eine Art ’tension cut-off” erzwingen,
soll hier

g .
Q1 = fctm exp |:_—:| mit iy

Ol

_ Gy
lcfctm

(5.4)

gelten, FEENSTRA [71]. Diese exponentielle Entfestigungsfunktion kam bereits in
dhnlicher Form bei der Beschreibung des Zugbereiches mittels Drucker-Prager-
Kegel f; zum Einsatz, (4.7). Dort war als Folge der verwendeten Fliebedingung
ein zusétzlicher skalarer Faktor 7, notwendig, (4.116).

Da das Rankine-Kriterium fiir den Hauptspannungsraum definiert ist, soll im
folgenden kurz auf den Zusammenhang zwischen dem allgemeinen dreiaxialen
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Spannungstensor, den Hauptspannungen sowie deren Basissysteme eingegangen
werden: Fiir jeden beliebigen Tensor 7 148t sich das zugehorige Eigenwertproblem

(T—A1)n=0 (5.5)

aufstellen, welches mit der nichttrivialen Losung n # 0 zu der charakteristischen
Gleichung

fithrt. Bei Annahme einer orthonormierten dreiaxialen Basis folgen die drei Losun-
gen Ay mit A =1, 2,3 iiber das Cayley-Hamilton-Theorem

det (T — A1) = N+ LN —ILA+ I, =0 (5.7)

in das die invarianten Groéflen I, I und III, eingehen. Aus den so gewonnenen
Eigenwerten A4 ergibt sich mit Hilfe der zugeordneten Eigenvektoren 7 4

3

T:Z)\AnA®nA ) (5.8)
A=1

Wird (5.8) auf den dreidimensionalen Spannungsraum iibertragen, so folgt der
Spannungstensor S aus

3
S:ZO'ATLA@’I’LA s (59)
A=1

wobei die normierten Richtungen n 4 die Basis der Hauptspannungen o4 bilden.
Allgemein werden die drei Hauptspannungen entsprechend ihrer Grofle sortiert,
so dal o1 > 09 > o3 gilt. Fiir einen umfassenden Einblick in diese Thematik
sei auf die Werke von BASAR & WEICHERT [4] und STEIN & BARTHOLD [208]
hingewiesen.

5.2 Projektionsalgorithmus fiir Rankine-Kriterium

Wie bereits angedeutet, soll die numerische Beschreibung der zusammengesetz-
ten Rankine-Flieifliche mittels entsprechend S1MO et al. [200], [201] erfolgen. Im
Rahmen der assoziierten 'multisurface plasticity’ setzt sich die in (3.14) eingefiihr-
te Forménderungsenergiedichte Wog additiv aus dem elastischen Anteil W (E®)
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und der Summe der plastischen Deformationsenergien WP (a;4) aller z aktiv am
FlieBen beteiligten Flachen zusammen, (4.26). Geméafl Abschnitt 4.2.5 fithrt das
Einsetzen von Wyg in die allgemeine Dissipationsungleichung (3.13) zu

D:S:E”’+ZZW dig >0 (5.10)

was sich fiir den Hauptspannungsraum in der speziellen Form

D= 04+ qadia=» o4l +2q01>0 (5.11)
A=1 A=1 A=1

schreiben 148t. In (5.11) wurde die Annahme beriicksichtigt, da fiir alle drei
gekoppelten FlieBbedingungen (5.3) dieselbe plastische Variable aj4 = ay gilt.
Fiir die Entfestigungsfunktionen folgt somit ¢4 = ¢;. Aus den Ableitungen der
Lagrangefunktion

z

L(Ga, G, Aa) ==Y Faéh+2qd1+ > Aafral6a, @) (5.12)
A=1 A=1

die sich iiber das Prinzip der maximalen Dissipation, (3.18), ergibt, lassen sich
analog zu (4.27) bis (4.29) die Evolutionsgleichungen der unbekannten plastischen
GréBen % und a; bestimmen. Da das Rankine-Kriterium die sehr einfachen par-
tiellen Ableitungen

0 fii A#+B
df1a — 1 7 Ofia _ ur # (5.13)
Oq1 dop 1 fir A=B
besitzt, folgen die plastischen Evolutionen
) - Ofip
o = g A 5o =M (5.14)
1l G, 0fia 1S
1 =—-> e 3 > A (5.15)

als Summe {iber alle aktiven FlieBflachen. Desweiteren gelten die Be- und Entla-
stungsbedingungen nach (3.38), welche die Kuhn-Tucker-Bedingungen des Opti-
mierungsproblems (3.18) bilden.
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Wird fiir die implizite Zeitintegration das in Abschnitt 3.3.1 ausfiihrlich beschrie-
bene Euler-Riickwértsverfahren verwendet, so lassen sich mit den plastischen Pa-
rametern y4 = Aa(t,1 — t,) die Zustandsgrofen

1 &
8€lln+1 = 82174111 T 74 ) Q1nt1 = Q1p + ; E YA (516)
A=1

des n+1-ten Zeitschritts berechnen.

Vor der Ubertragung des zweiteiligen Projektionsverfahrens nach SiMO &
HucHES [198] auf die zusammengesetzte Rankine-Fléche, werden zur iibersicht-
licheren Darstellung die abkiirzenden Matrizenschreibweisen

o= [01 09 O'3]T beziehungsweise € = [51 €9 Eg}T (5.17)

fiir die Hauptspannungen und -verzerrungen eingefiihrt. Fiir diese gilt mit dem
elastischen Modul C der Zusammenhang

o=C:e  wobei @—2G{ﬁ—%(i®i)]+[((i®i). (5.18)

In (5.18) geht der im Hauptachsensystem vereinbarte Einheitsmatrix 1 ein, die
vierstufige Identitét I ist in Matrixnotation eine mit 1 besetzte Diagonalmatrix.

Mit der Einfithrung von (5.17) und (5.18) lassen sich die Versuchsspannungen des
Zeitpunktes ¢,,.1 in einem ersten elastischen Pradiktorschritt als

A

Otrial = C (gn—i—l - eﬁl) (519)

schreiben. Fiir den Versuchswert der internen plastischen Groéfie wird der Wert
des letzten Gleichgewichtszustandes aq4iq0 = a1, herangezogen. Erfiillen diese
beiden Abschétzungen alle drei FlieBbedingungen (5.3), so liegt ein elastischer
Zustand vor. Andernfalls ist eine lokale Newton-Iteration erforderlich.

Mit Hilfe der Evolutionsgleichung (5.16); ergeben sich als Spannungen des aktu-
ellen Lastschritts

. . _ T
Opt1 = Opriat — CF mit = [011’71 C1272 01373} ; (5.20)
wobel der skalare Faktor c¢;4 die aktiven und inaktiven FlieBflachenteile kenn-
zeichnet. Ist ein Teilbereich mit v4 > 0 aktiv an der Entstehung plastischer
Verformungen beteiligt, so gilt ¢c;4 = 1, ansonsten wird ¢4 zu 0 gesetzt.
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Uber (5.16), ist es moglich die skalare Entfestigungsfunktion als
1 .

a1p + — Y 1

—z (5.21)

din+1 = fctm eXp | —
Ol

anzugeben, so dafl die FlieBbedingungen in einer Form aufgestellt werden konnen,
die als einzige unbekannten Groéflen die plastischen Parameter 74 enthalten

o1 = Orial — Cy-1qian - (5.22)

Analog zu (5.17) sind dabei die drei FlieBbedingungen fi4 in der Matrix f, .,
zusammengefaflt.

Um eine stabile iterative Bestimmung von « zu gewéhrleisten, wird (5.22) in
Anlehnung an (4.42) in der modifizierten Form

}.n+1 = cfnJrl + E’Y = 0 9 (523>

geschrieben. Die Diagonalmatrizen ¢ und ¢ enthalten dabei die Grofien c14 sowie

(c1a — 1). Uber die Linearisierung der Taylor-Reihenentwicklung von (5.23), die

der aus (4.43) entspricht, ergeben sich die Zuwéchse A'yl(qkﬂ) aus

8}‘(’“)1 - )
k+1 n-+ .
Aryh+D) — o~ ol (5.24)

womit die plastischen Parameter 4*+1 = ~(*) 1 A4*+1 fiir den néchsten Itera-
tionsschritt bestimmt werden kénnen. In Abhéingigkeit von den Werten 71(4k+1) ist
die neuerliche Unterscheidung zwischen aktiven und inaktiven Fliefiflichenteile
moglich, so dafl gegebenenfalls die Zahl der an der Projektion beteiligten Flachen
verringert werden kann. Unterschreiten die modifizierten FlieBbedingungen (5.23)
fiir die neuen y**Y eine gewiihlte Toleranz, so ist die Iteration abgeschlossen, die
Groflen des aktuellen plastischen Lastschritts sind damit bekannt. Die Transfor-
mation der Spannungen o,.; in das allgemeine Koordinatensystem erfolgt mit

Hilfe von (5.9), die plastischen Verzerrungen kénnen aus

E' =E,,—~C"':8,, (5.25)

ermittelt werden. Da die interne plastische Variable a; im vorliegenden Fall der
isotropen Entfestigung unabhéngig von der gewéahlten Basis ist, ist fiir diese Grofie
keine Umrechnung erforderlich.
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Die einzelnen Komponenten der Matrix 8}'2’21 /0™ lassen sich in Indexschreib-
weise als

o (k) . o (k)
Ohant1 AL — ey e Cpa + h 2L 4 0ap (1 — c1a) (5.26)
87( ) a,y( )
B B

formulieren, wobei die Gradienten der Entfestigungsfunktion (5.21)

e _ las
o7y = Qi

1 N
a1p + — :Y(k) 1
z (5.27)

gy

fctm €xp [_

zu beriicksichtigen sind.

Es sei angemerkt, dafl der entwickelte Projektionsalgorithmus nur gilt, wenn die
Hauptrichtungen von & ,,,1 und (€4.;; — =) identisch sind, was fiir den Fall eines
Rankine-Kriteriums nach MESCHKE [153] und LACKNER et al. [130] gegeben ist.

Die wesentlichen Schritte und Zusammenhénge des Projektionsverfahrens der ge-
koppelten Rankine-Kriterien sind rezeptartig in Tafel 5.1 dargestellt.

5.3 Tangentenmodul fiir alternative Formulierung

Mit Abschlufl des Projektionsverfahrens ist es fiir die weitere Strukturanalyse
erforderlich den konsistenten elastoplastischen Tangentenmodul C!,; zu bestim-
men. Dieser Modul bildet die Grundvoraussetzung fiir eine quadratische Konver-
genz der globalen Iteration bei nichtlinearen Finite-Element-Berechnungen und
ist definiert {iber

dSn+1 o dSn+1 . dEtrial

C!,= = :
il d EnJrl d Etm’al d EnJrl

(5.28)

Aufgrund der Beziehung Ej.q = Enp — EP', (3.39), ergibt dabei das letzte
Differential den vierstufigen Einheitstensor T und entfillt somit. Anders als in
Abschnitt 3.3.3, wo der Tangentenmodul in der von SIMO et al. [201],[194] vor-
geschlagenen allgemeinen Form dargestellt ist, mufl im folgenden die spezielle
Definition der Rankine-FlieSbedingung beriicksichtigt werden. Da dieses Kriteri-
um im Hauptspannungsraum definiert ist, ist der Zusammenhang zwischen den
allgemeinen Spannungen S, ; und den Hauptspannungen o, gemé8 (5.9) zu
beriicksichtigen
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A

. _ . !
Versuchsspannungen: o = C : (€441 — €5)

Fliebedingungen: J1A = Oatrial — Qutviat  » Quirial = Setm €XP [—Q1n /0]
<0 fir alle A —  elast. Zustand [ Jna1 = [eria
Jua > (0 fiir mind. ein A —  plast. Zustand {CIA =1 wenn fi4>0
cia=0 wenn fi4 <0
Startwerte Iteration: 71(:”) =0, Oz§12+1 = 1q, QYQH =(in

(k+1)

1. Bestimmung der plastischen Parameter v, '~/ mit ]_cgil nach (5.23)

T
k k n .
AR = (k) 8’7(;:) Frt1
2. Elimination inaktiver Flieiflachenteile
7(k+1) >0 — c§’1,+1> =1 = aktive Fliche
VXHI) <0 — cﬁrl) =0 : inaktive Fliche
3. Uberpriifung der FlieBbedingungen
3
(k+1) k41
flAJ’;H_l O Atrial — Z C1 nyB = (D - qg n-trl)
B=1
flljl-;l—l-l < Tol. fiir alle A — | Iterationsende |

4. Gehe zu 1. mit (k) = (k+ 1)

Nachlauf: ~ =~% " o), =a;, +eyl/z,
S,i1 aus (5.20) und (5.9), E”, =E,,—C':8,,

Tafel 5.1: Projektionsverfahren fiir gekoppelte Rankine-Kriterien

dUAn+1 ngnJrl d(nA®nA)
Cr = Z Z depny1 detrial (na®mna)+ Z GAntl — g —— - (5.29)

A=1 B=1

Mit Hilfe der totalen Ableitung der einzelnen Hauptstreckungen nach den Ver-
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suchswerten dep, 11/ d€uia = np ® ng, MESCHKE [153], 148t sich dieser Aus-
druck zu

d(nA X nA)

3 3 3
Crit :ZZCEB ("B®"B)®("A®"A)+20An+1 der

A=1B=1 A=1

, (5.30)

vereinfachen. Dabei wurde der Tensor @T’f 41 eingefiihrt, dessen Komponenten das
Differential C}z = doan.1/depny1 bilden.

Es ist festzustellen, dafi der elastoplastische Tangentenmodul (5.30) von seiner
Gestalt her dem Materialtensor hyperelastischer Materialien fiir grofie Verzerrun-
gen entspricht, KLINKEL [110], so daf} er sich nach CHADWICK & OGDEN [33],[34]
zu

Cl,=TC, T, +TyCy T (5.31)
umformen 148t. Zur iibersichtlicheren Darstellung wurden bei dieser Matrizen-
schreibweise

. A do,i1 - 01— 02 01 —03 03— 03
(D :(Dt :7n+ (D :d 532
! Gk d€n+1 ’ 2 188 €1 — &9 €1 — €3 E9 — E3 ( )

und fiir die Transformation zwischen den unterschiedlichen Koordinatensystemen

~ T

T1 = [n1 XMy N9 X Ny N3 & ng} (533)
- T

T2: [n1®n2+n2®n1 n1®n3—|—n3®n1 n2®n3+n3®n2} (534)

verwendet.

Zur Ermittlung des noch unbekannten elastoplastischen Tangentenmoduls des
Hauptachsensystems C,!, ; werden die Spannungen des Zeitschritts ¢,1 entspre-
chend (5.20) betrachtet

A A

Oni1=C(eny —e?) —Cey (5.35)

womit sich das totale Differential

dop1=C:deyy —C:edy (5.36)
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ergibt. Wie bereits bei der allgemeinen Darstellung der Plastizitétstheorie, Ab-
schnitt 3, diskutiert, ist es erforderlich d- in Abhéngigkeit von de,; auszu-
driicken, was mit

oy
d p—
K Oe n+1

s dens (5.37)

moglich wird. Mit Hilfe der Rechenregeln fiir implizite Funktionen 148t sich zudem
die Ableitung der modifizierten Fliefbedingungen (5.23) in der Form

d}n-i—l _ aj:n-s-l X afn-s-l . 0y

= : =0 5.38
denta O€nt1 oy O€nt1 ( )

schreiben. Aus der Multiplikation mit der Inversen von Jf,, +1/07 folgt somit

o Pf"“]_l O 11 (5.39)

8€n+1 a'}’ aE:n—i-l

Die Komponenten der inversen Matrix [0f,,,/0v]7!, die bereits im Rahmen des
Projektionsverfahrens zur Berechnung des plastischen Parameters (5.24) erfor-
derlich waren, sind in (5.26) angegeben.

Die zweite in (5.39) verwendete partielle Ableitung ergibt sich aus

8fn+l - 8}n+1 . 80'n+1

— . —c:C . 4
8€n+1 aan+1 a€n+1 ¢:C (5 O>

Mit Kenntnis dieser Ableitung, die ausschliellich vom elastischen Modul C und
der Dioagonalmatix ¢ abhéingt, ist der Zusammenhang zwischen den Grofien d -~
und d &, gegeben. Nach dem Einsetzen in (5.36) berechnet sich fiir das Haupt-
achsensystem

< -1
Bl = {22~ - Cie|-2Dm| e (5.41)
EBn+1 8’7
als elastoplastischer Tangentenmodul der zusammengesetzten Rankine-Flache.
Mit Hilfe von (5.31) kann dieser auf ein allgemeines kartesisches Koordinaten-
system transformiert werden, so dafl eine Kombination mit dem in Abschnitt 4

entwickelten numerischen Betonmodell vorgenommen werden kann.

Wie eine abschlieende Betrachtung von Projektionsalgorithmus und Tangenten-
modul €, zeigt, war es aufgrund der speziellen Gestalt der verwendeten Flie-
bedingungen moglich eine Formulierung zu finden, die wesentlich geschlossener
und damit numerisch einfacher ist als die in Abschnitt 3 vorgestellte.



108 5 ALTERNATIVE MODELLFORMULIERUNG

Konsistenter elastoplastischer Tangentenmodul fiir Rankine-Kriterien
®£+1 - TI@ITI +T2@2T2

mit den Moduln im Hauptachsensystem

ti= o[ L o 010 oo
Oy

—1
c:C |, Cy,=diag
1 — &2 €1 — €3 €9 — E3

und der Transformation in den allgemeinen Spannungsraum

Tl = [’I’Ll ®’I’L1 n2®n2 n3®n3]
N T
TQZ[n1®n2+n2®n1 n; @ N3+ ng Ny n2®n3+n3®nz]

Ableitungen von f,,.; nach v folgen aus (5.26).

Tafel 5.2: Konsistenter Tangentenmodul fiir gekoppelte Hauptspannungskriterien

5.4 Einbindung in das bestehende Betonmodell

Wie bereits bei der Einfiihrung der Rankine-FlieBbedingung (5.3) angedeutet, soll
dieses den Drucker-Prager-Kegel f; des zuvor entwickelten Modells zur numeri-
schen Beschreibung von Betonwerkstoffen ersetzen. Da sich das hier verwende-
te Hautspannungskriterium aus insgesamt drei eindimensionalen Formulierungen
zusammensetzt, stellen Unstetigkeitsstellen in der FlieSfliche keine numerischen
Schwierigkeiten mehr dar. Somit bedarf es fiir den Fall eines nahezu hydrosta-
tischen Zugzustandes, der im Bereich der Spitze der FlieBpyramide liegt, kei-
ner speziellen Behandlung. Die Projektion des Versuchzustandes auf die aktuelle
FlieBflache erfolgt in diesem Bereich nach den Regeln der Theorie unstetig zu-
sammengesetzter Flachen. Folglich ist der im ersten Modell fiir die numerische
Stabilitat eingefithrte Kegel f3, Abschnitt 4.2.4, der sogenannte 'inverted cone’,
nicht mehr erforderlich. Nach der Modifikation des bestehenden Modells setzt
sich dieses nur noch aus den Rankine-Fliachen fi4 (5.3), dem Drucker-Prager-
Kegel f5 (4.1) und der kugelférmigen Fliefliche f; (4.65) zusammen.

Infolge der unterschiedlichen Spannungsridume in denen das Rankine- und das
Drucker-Prager-Kriterium definiert sind, wird auf eine Kopplung der Flachen f; 4
und fo geméB den Arbeiten von SIMO et al. [200], [201] verzichtet. Stattdessen
werden die beiden Teilbereiche in Anlehnung an PRAMONO & WILLAM [173]
zusammengefiigt, was sich unter den gegebenen Bedingungen als algorithmisch
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einfacher erweist. Wie schon in Abschnitt 4.2.4 ausfiihrlich beschrieben, erfolgt
die Projektion bei dieser Vorgehensweise erst auf die Flache mit dem gréfiten
Einflufl auf den Versuchszustand, danach gegebenenfalls auf eine weitere.

Anders als beim stetigen Ubergang von Kegel f, und Kugel f, kann im Rah-
men der hier erforderlichen Kopplung auf die Einfithrung einer Schaltfliche zur
Ermittlung der ersten aktiven Fliache verzichtet werden. Im Detail 148t sich der
verwendete Projektionsalgorithmus, der in Abb. 5.2 schematisch dargestellt ist,
folgendermaflen beschreiben: Die denkbar einfachste Situation stellt sich ein, wenn

Abbildung 5.2: Projektion bei Kopplung von Rankine-Kriterium mit Drucker-Prager-
Kegel

nur das Rankine-Kriterium verletzt ist, f; > 0 und fo < 0. In diesem Fall wird der
Versuchszustand auf die zugehorige Rankine-Fléche projiziert und der neue Span-
nungszustand S, | ist gefunden. Ist dagegen ausschlielich die Drucker-Prager-
Bedingung unerfiillt, fo > 0, erfolgt die Skalierung anfanglich auf f,, womit bei
entfestigendem Materialverhalten — und fiir den in Abb. 5.2 dargestellten ideal-
plastischen Fall - S° 41 ermittelt ist. Liegt dagegen bei ap < a eine Verfestigung
vor, muf} fi erneut tiberpriift werden, da es im Falle einer gemischten Zug/Druck-
Belastung zu einem Materialversagen infolge Zug kommen kann ohne dafl die ma-
ximale Druckfestigkeit erreicht wurde, Abschnitt 4.4.2. Gilt fiir den elastischen
Pradiktor f; > 0 und f; > 0, so wird anfénglich nur die Rankine-Fldche aktiviert.
Befindet sich der Spannungszustand nach Ende der Projektion innerhalb des Ke-
gels fo ist S}, die gesuchte Losung, andernfalls ist eine weitere Skalierung auf
f2 notwendig um S¢_, zu bestimmen.

Ein Vergleich der elastoplastischen Tangentenmodule der beiden an der Verschnei-
dung beteiligten Flieiflichen (4.64) und (5.31) zeigt, wie zuvor bei der Kopplung
von Kegel und Kugel, (4.115), starke Unterschiede hinsichtlich der algorithmi-
schen Form. Aus diesem Grund wird auch hier fiir die Berechnung des néchst-
folgenden Lastschritts der Tangentenmodul des zuletzt aktiven Flieflachenteils
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verwendet. Zu diesem Zweck wird die Grofie ¢! eingefiihrt, die als Schalter zwi-
schen aktiven ¢! = 1 und inaktiven Bereichen ¢’ = 0 fungiert. Mit den Indi-
zes R beziehungsweise DP, welche die beiden Teilflichen kennzeichnen, ergibt
sich schliefflich der konsistente Tangentenmodul

Ciﬂ = Czt% (Dén+1 + CJtJP (DEPnJrl . (5.42)

Eine Darstellung des modifizierten Modells zur dreidimensionalen Beschreibung
von Beton ist in Abb. 5.3 zu finden. Dieses zeigt den Schnitt der zusammenge-
setzten Fldachen f; und f; in der normierten oi-oo-Ebene fiir den ebenen Span-

A
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\
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—— o Experimentelle Ergebnisse -14

Q

/

——
7

Abbildung 5.3: Schnitt der alternativen Modellformulierung und zweiaxiale Versa-

genspunkte nach Versuchen von KUPFER et al. [128]

nungszustand. Eine Betrachtung des reinen Zugbereiches 1&8t die hervorragende
Ubereinstimmung des zusammengesetzten Rankine-Kriteriums mit den experi-
mentellen Ergebnissen von KUPFER et al. [128], [127] erkennen. Sowohl fiir den
einaxialen als auch fiir den hydrostatischen Zugzustand kann die maximale Zugfe-
stigkeit f., erreicht werden, was im Falle einer geschlossenen dreidimensionalen
Rankine-Bedingung mit Ausrundung nur wahlweise fiir eine der beiden Situation
moglich wére, PRAVIDA [174], WINKLER [232]. Ein Vergleich mit dem Verhalten
des im ersten Modell verwendeten Drucker-Prager-Kegels, Abb. 4.11, macht die
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Uberlegenheit des Hautspannungskriteriums im reinen Zugbereich deutlich, wel-
che aus dem ungekriimmten Kurvenverlauf folgt. Gerade dieser charakteristische
Verlauf ist es, der im gemischten Zug/Druck-Bereich Nachteile mit sich bringt:
Die Verminderung der aufnehmbaren Zugspannungen bei steigendem Druck bleibt
unberiicksichtigt, was folglich zu einer Uberschiitzung des Tragvermdgens fiihrt.
Anders verhilt es sich bei Verwendung einer Drucker-Prager-Flédche deren hy-
perbolischer Verlauf iiber den Parameter (; den Erfordernissen angepafit werden
kann.

Werden diese Beobachtungen auf den dreidimensionalen Spannungsraum iibertra-
gen, so zeigt sich ein dhnliches Bild fiir die Approximation des reale Betonverhal-
tens: Das Rankine-Kriterium zeichnet sich durch eine dreieckige Deviatorfliche
aus, Abb. 5.1, der Drucker-Prager-Kegel durch einen Kreis. Wie die Arbeiten von
OTTOSEN [168] und CHEN [36] zeigen, ist bei reinem Zug ein Deviatorschnitt
durch die dreiaxiale Betongrenzfliche ndherungsweise dreieckig, Abb. 2.8. Mit
zunehmender Druckbeanspruchung nimmt dieser annéhernd kreisformige Gestalt
an.

Zusammenfassend 1d8t sich feststellen, dafl keine der beiden hergeleiteten Va-
rianten der anderen generell vorzuziehen ist. Beide Modelle zeigen bei der
Beschreibung des Zug- beziehungsweise Zug/Druck-Verhaltens unterschiedliche
Stdrken und ergénzen sich somit eher als dafl sie konkurrieren. Soll beispielsweise
das mehrdimensionale Zugversagen von unbewehrtem Beton untersucht werden,
ist eine Verwendung des alternativen Rankine-Modells angebracht. Das in Ab-
schnitt 4.2 entwickelte reine Drucker-Prager-Modell stellt aufgrund der algorith-
misch wesentlich knapperen Formulierung unter anderem bei Stahlbetonstruktu-
ren die effizientere Variante dar. Je nach gegebener Problemstellung ist somit eine
entsprechende Auswahl zu treffen.
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6 Finite-Element-Implementierung

Um die bisher entwickelten numerischen Modelle zur Beschreibung des dreidimen-
sionalen Versagens von Beton im Rahmen der Finite-Element-Methode nutzen
und auf reale Strukturen anwenden zu konnen, ist die Implementierung in eine
entsprechende Programmumgebung erforderlich. Als Basis wird dabei das wis-
senschaftliche Finite-Element-Programm FEAP, TAYLOR [213], [214], verwendet,
welches im wesentlichen auf den in ZIENKIEWICZ & TAYLOR [241] zu findenden
Formulierungen beruht.

6.1 Beschreibung des verwendeten Elementtyps

Die in den Abschnitten 4 und 5 vorgestellten Ansétze lassen sich aufgrund ihrer
allgemeinen dreidimensionalen Form prinzipiell in jeden beliebigen Elementtyp
implementieren. Bei der Verwendung einer ein- oder zweidimensionalen Element-
formulierung ist eine Kondensation des Stoffgesetzes hinsichtlich der jeweiligen
Gegebenheiten erforderlich. Zu finden sind entsprechende Ansétze beispielsweise
bei DE BORST [51], der die Kondensation auf globaler Ebene berticksichtigt oder
bei DVORKIN et al. [62] und KLINKEL & GOVINDJEE [111], welche eine lokale
Iteration im Element vorschlagen.

Im Rahmen dieser Arbeit findet ein dreidimensionales Kontinuumselement, das
auf einem Verschiebungsansatz beruht, Verwendung. Die Beschreibung der Ele-
mentgeometrie erfolgt {iber acht Knoten, denen jeweils drei Verschiebungsfrei-
heitsgrade zugeordnet sind. Ausgehend vom isoparametrischen Konzept, lassen
sich fiir das gewéhlte Element sowohl Geometrie, als auch Zustandsgréfien iiber
denselben Satz von trilinearen Ansatzfunktionen definieren. Zur Unterdriickung
der numerischen Versteifungseffekte, die sich bei Verwendung eines Standard-
verschiebungsansatzes einstellen, wird der Greensche Verzerrungstensor im Rah-
men einer 'enhanced assumed strain’ (FAS) Formulierung erweitert, SIMO &
Rirar [202], SIMO & ARMERO [195]. Um das Kontinuumselement auch fiir be-
liebig diinne flichenorientierte Strukturen wie zum Beispiel Platten oder Schalen
einsetzen zu konnen, erfolgt die Auswertung der Schubverzerrungen mit Hilfe von
‘assumed natural strain’ (ANS) Ansétzen gemidfi DVORKIN & BATHE [61] und
BETSCH & STEIN [17]. Hierfiir ist die Einfiihrung eines konvektiven Basissystems
auf Elementebene erforderlich.

Die Vorteile, die sich aus der Verwendung eines Kontinuumselementes ergeben
sind zum einen in der Moglichkeit der exakten Beschreibung der Topologie von
Strukturen zu sehen, zum anderen in der sehr genauen Erfassung von Spannungs-
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und Verzerrungszustédnden in der Dickenrichtung. Es wird moglich, die oberfléch-
enorientierten Geometriedaten, die beispielsweise CAD-Programme liefern, direkt
fiir die Finite-Element-Diskretisierung zu verwenden, ohne sich — wie fiir zweidi-
mensionale Formulierungen notwendig — die Lage der Mittel- oder Knotenebene
berechnen zu miissen. Infolge der unabhéngigen Knoten an Elementober- und
unterseite lassen sich neben den Randbedingungen auch Kontaktbedingungen
wie Haften und Reiben sehr genau an die tatséichlichen Gegebenheiten anpassen.
Diese Vorteile zeigen sich unter anderem bei einer Beschreibung der Festhalterun-
gen von tendenziell eher flichigen Tragwerken: Beispielsweise werden im Fall von
Randeinspannungen, die bei Verwendung von Schalenelementen die Frage nach
dem Grad der Rotationsbehinderung (hard support’ oder ’soft support’) auf-
werfen wiirde, ausschlieflich die Verschiebungen iibereinanderliegender Knoten
festgehalten.

Auf eine detaillierte Diskussion der Schalentheorie und deren Abgrenzung ge-
geniiber der hier verwendeten Kontinuumsformulierung soll im Rahmen dieser
Arbeit verzichtet werden. Fiir einen vertiefenden Einblick in Ansétze inextensi-
bler Formulierungen, die eine Dickendnderungen der Schale ausschlieflen, sei auf
die Veroffentlichungen von SiMO & Fox [197], ARGYRIS [3] und SAUER [187]
verwiesen. BETSCH et al. [16] stellen unterschiedliche Parametrisierungen des
Schalendirektors und Definitionen der finiten Rotationen gegeniiber. Bei exten-
siblen Schalenformulierungen, wie sie beispielsweise von SIMO et al. [203], SAN-
SOUR [185], BUCHTER et al. [28] und BETSCH et al. [15] eingefiihrt werden, lassen
sich Kinematik und Spannungsverteilung in Dickenrichtung ndherungsweise wie-
dergeben. Neueste Entwicklungen finden sich unter anderem in der Arbeit von
WAGNER & GRUTTMANN [226] und den dort angegebenen Literaturstellen.

Da besonders bei gréfieren Bauteildicken, die hdufig im Rahmen des Massivbaus
anzutreffen sind, die Spannungen in Dickenrichtung einen wesentlichen Einfluf3
auf das Trag- und Versagensverhalten der Gesamtstruktur haben, ist folglich eine
dreidimensionale Formulierung unumgénglich. Selbst komplexe Spannungs- und
Verzerrungsverlaufe in dieser Richtung lassen sich iiber eine bei Kontinuumsele-
menten sehr einfache Netzverfeinerung abbilden.

Die Implementierung der bisher entwickelten Materialmodelle erfolgt in ein
von KLINKEL et al. [110], [112] vorgeschlagenes nichtlineares 8-Knoten-
Kontinuumselement, welches in speziellen Teilen modifiziert werden mufite.

6.2 Wesentliche kontinuumsmechanische Grundlagen

Im folgenden sollen die kontinuumsmechanischen Grundlagen, die im Rahmen der
Finite-Element-Methode erforderlich sind, dargestellt werden. Diese Einfithrung
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beschrankt sich dabei ausschliefflich auf die wesentlichen Punkte und verzichtet
auf eine detaillierte Herleitung der einzelnen Zusammenhénge. Fiir einen um-
fassenderen Einblick sei auf die Arbeiten von MALVERN [143], STEIN & BAR-
THOLD [208], BASAR & WEICHERT [4] sowie GURTIN [84] und auf das mathe-
matisch sehr allgemein gehaltenen Lehrbuch von MARSDEN & HUGHES [144]
verwiesen.

Jeder beliebige Korper 148t sich im dreidimensionalen Raum hinsichtlich seiner
Geometrie und seiner Kinematik eindeutig beschreiben. Die Referenzkonfigura-
tion By ist zum Zeitpunkt £, durch die materiellen Koordinaten X, die auch
Lagrange-Koordinaten genannt werden, definiert, Abb. 6.1. Ublicherweise wird
die Oberfliche 0B, eines Korpers in einen belasteten Bereich 0,5y und einen frei

Abbildung 6.1: Referenz- und Momentankonfiguration des Korpers B

verschieblichen 0,8y mit 0By = 9,8y U 0,8, eingeteilt.

In der Momentankonfiguration erfolgt die Definition des Korpers B;, Ober-
fliche 0B;, mit Hilfe der rdumlichen beziehungsweise Eulerschen Koordina-
ten = X — u, wobei u der zugehdrige Verschiebungsvektor ist. Der funktionale
Zusammenhang zwischen beiden Konfigurationen wird durch die Deformations-
funktion ® beschrieben, die im allgemeinen nichtlinear ist.

Mit der Einfiihrung von kérperfesten Parameterlinien 6, i = 1,2, 3, ist es moglich
fiir jeden Punkt des Korpers ein konvektives Koordinatensystem G beziehungs-
weise g zu definieren, dessen Basis die Tangentenvektoren von @ bilden

_0X e
= 25 sowie 9:= 5

G, (6.1)
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Mit Verwendung der zugeordneten kontravarianten Basisvektoren G* und g°, fiir
die G; - G’ = § beziehungsweise g, - g’ = 6] gilt, ergeben sich als Metriktensoren
der Referenzkonfiguration

Die entsprechenden Metrikkoeffizienten folgen aus G;; = G; - G; und GY =
G'-G’. Fiir die Basis g der Momentankonfiguration gilt dieser Zusammenhang in
dquivalenter Weise. Wird der in der Regel unsymmetrische Deformationsgradient

B Oz 1 00X
F—Gradw—a—X , F —gradX—gw : (6.3)

der die linearisierte Abbildung ® darstellt, eingefiihrt, so 148t sich die Beziehung
zwischen den Konfigurationen iiber

F=g,®G — g¢g,=FG;, , G,=F g, (6.4)

beschreiben. Es ist offensichtlich, daf3 F' nicht den gesamten Korper, sondern nur
die von G aufgespannte Tangentialebene abbildet. Fiir die Volumeninkremente
ergibt sich dv = det FF'd V. Wird aulerdem

1 . .
E=_(F'F-1)= 505 =Gy GO (6.5)

N | —

als symmetrisches und richtungsunabhéngiges Verzerrungsmafl vereinbart, so
ist es moglich, sowohl reine Starrkérperverdrehungen als auch -translationen
abzubilden. Dieser zweistufige Tensor E wird als Greenscher oder als Green-
Lagrangescher Verzerrungstensor bezeichnet, die entsprechenden arbeitskonfor-
men 2. Piola-Kirchhoff Spannungen S konnen iiber

S=5G;®G;=det FF 'a F! (6.6)

aus dem Cauchy Spannungstensor o ermittelt werden. Letzterer stellt mit
t; = on unter anderem den Zusammenhang zwischen den an der belasteten Ober-
fliche 0,8, eingepriagten Spannungen t; und der Normalen n der betreffenden
Stelle dieser Oberflache dar.

Uber die bereits in Abschnitt 3.2 eingefiihrte Forménderungsenergiefunktion Wog
148t sich das Prinzip vom Minimum des Potentials II formulieren, wobei die po-
tentielle Energie der eingepréigten Lasten zu beriicksichtigen ist. Werden aus-
schliefllich konservative Lasten angenommen, was im vorliegenden Fall keine Ein-
schrankung bedeutet, folgt fiir statische Probleme
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IT(w) :/ (Wos(E) — poby - U]dV—/ toudA — Minimum . (6.7)
Bo 9 Bo

Dabei ist by die massenbezogene Beschleunigung, p, die Massendichte und %,
der Spannungsvektor an der Oberfliche. Es fallt auf, dal das erste Integral von
(6.7) identisch zur linken Seite der Clausius-Duehm-Ungleichung fiir den allge-
meinen Fall (3.12) ist, welche im Rahmen der thermodynamischen Betrachtung
der Plastizitdatstheorie von grundlegender Bedeutung war. Mit Hilfe der Rich-
tungsableitung

SII=D (u) -n = die (u +en) : (6.8)

e=0

die auch Gateaux-Ableitung genannt wird, ist es moglich die erste Variation des
Potentials zu bilden

STI(w, 6u) :/ {3;225 :5E—p0b0-5u1 dV—/ toou dA=0 , (6.9)
B() 8060

aus welcher sich die gesuchte Groflie u iterativ bestimmen 1a83t. Als erste Variation
des Greenschen Verzerrungstensors ist dabei

oo
00*

anzunehmen. Wird der Zusammenhang 0W,ys/0FE = S, (3.16), beriicksichtigt,
ist (6.9) identisch mit der schwachen Form des Gleichgewichts, welches iiber das

SE == (6g,-9;,+9;-09;) G ®G mit ég, = (6.10)

N | —

Prinzip der virtuellen Verschiebungen aus der Impuls- und Drallbilanz bestimmt
werden kann. Die Bezeichnung 'schwache Form’ deutet an, dafl das Gleichgewicht
nur im integralen Mittel erfiillt ist, womit geringere Anforderungen an die Ablei-
tungen der Spannungsfunktion gestellt werden. Die Kinematik und das Stoffgesetz
sind im Rahmen der verwendeten Theorie exakt.

Fiir die iterative Ermittlung der unbekannten Verschiebungsfunktion w, was
im Rahmen einer Newton-Raphson-Iteration erfolgt, ist eine Linearisierung
der ersten Variation (6.9) notwendig. Werden in der entsprechenden Taylor-
Reihenentwicklung Terme hoherer Ordnung vernachléssigt, so ergibt sich

L [01(u + Awu, du)] = 0lI(u, du) + Doll(u,du) - Au=0 . (6.11)
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Unter Verwendung der Gateaux-Ableitung (6.8)

9*Wos MWos
D5H(u,5u)-Au—/Bo {5E. B :AE + E CASE|dV (6.12)
folgt schliefllich das Gleichungssystem
2
/ 0B 2 WQS aB+ s psp|av

Bo OF oE

P (6.13)

:—/ 05 . SE — poby - du dV+/ todu d A
5, L OF s Bo

Die fiir (6.12) notwendige zweite Variation von E lautet mit Ag, = 0Au/d6"

1 . .
AVE = 5 (39, Ag; + Ag, - 0g;) G 0 G (6.14)

Im Hinblick auf die konsistente Linearisierung sei fiir einen vertieften Einblick
auf die Arbeiten von HUGHES & PISTER [99], MARSDEN & HUGHES [144] sowie
WRIGGERS [237] hingewiesen.

Wihrend sich die in diesem Abschnitt dargestellten Formulierungen auf ein kon-
vektives Koordinatensystem beziehen, erfolgt die globale Beschreibung des Struk-
turverhaltens in einer kartesischen Basis. Mit der Einfithrung von lokalen ortho-
normierten Basisvektoren I' ergibt sich der Zusammenhang

(6.15)

aus dem die Tranformationsmatrix T abgeleitet werden kann, siehe KLIN-
KEL [110]. Die Umrechnung zwischen den unterschiedlichen Basen folgt somit
aus

E=T,E , C=T,CTy , S=TgS |, (6.16)

wobei die kartesichen Gréflen mit einem Querstrich gekennzeichnet sind.

6.3 Finite-Element-Approximation

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die fiir die Finite-Element-Approximation
notwendigen Beziehungen der Kontinuumsmechanik eingefithrt wurden, soll im
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weiteren deren Umsetzung erfolgen. Eine umfassende und detaillierte Darstel-
lung der Vorgehensweise ist unter anderem in den Veroffentlichungen von ZIEN-
KIEWICZ & TAYLOR [241]|, BATHE [6], WRIGGERS [238], BETTEN [19] sowie
BELYTSCHKO et al. [14] zu finden.

Die wesentliche Idee der FE-Methode ist es das kontinuierliche Gebiet iiber end-
lich viele Teilgebiete — die finiten Elemente — zu diskretisieren. Dabei werden
deren Eigenschaften mit Hilfe sogenannter Ansatzfunktionen, die sich aus den
Lagrangeschen Interpolationspolynomen ableiten lassen, in die zugehorigen Ele-
mentknoten projiziert. Fiir das verwendete 8-Knoten-Kontinuumselement lauten
diese trilinearen Ansatzfunktionen

Ny=<= (1+&¢") (1+&8) (1+&¢) , I=1,...,8 . (6.17)

| =

Dabei sind £}, €2 und &€ mit ¢ = 41 die isoparametrischen Koordinaten der ein-
zelnen Elementknoten, die nichtindizierten & diejenigen einer beliebigen Stelle
innerhalb des Elementes. Die Geometrien von Referenz- und Ausgangskonfigura-
tion lassen sich allgemein iiber

nel nel

X"=) NX; und "= Na; mit 2"=X"t+u" (6.18)
I=1 I=1

aus den Ansatzfunktionen Ny ermitteln. Der Index h deutet dabei auf den Nahe-
rungscharakter der Grofien hin. In (6.18) gibt nel ('nodes per element’) die An-
zahl der Elementknoten an, der Verschiebungsvektor u” folgt aus den einzelnen
Knotenverschiebungen vy

nel

u"=> N, . (6.19)
=1

Mit Kenntnis der partiellen Ableitungen N;; = ON;/O¢" ist es moglich, die in
(6.1) eingefiihrten konvektiven Basisvektoren zu approximieren

nel nel
G!=> NuX, . g'=> Nz | (6.20)
I=1 I=1

so dafl die erste Variation des Greenschen Verzerrungstensors (6.10) auf Element-
ebene als
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Q1TN171
z g"ngz,z
ne TN
SE"=S"B,;6v; mit B;= SERE
; o " gE N+ 9T Ni
95 N1+ 91 Nis
| 95 Nro+ 93 N |

(6.21)

dargestellt werden kann. Nach dem Einsetzen von (6.19) und (6.21) in (6.13)
ist es moglich die linke und rechte Seite der linearisierten schwachen Form des
Gleichgewichts auf Elementebene zu approximieren

nel nel nel
Z Z 5’0}1K§“IKA’UK und Z 5’0? [f?int - )‘f? ert] : (622>
I=1 K=1 I=1

In (6.22) wurde unter Beriicksichtigung von 0Wys/OFE = S der interne und der
externe Lastvektor

fom= | BYSdV (6.23)
Bg

f?ext = / NITIOObO dV — N]TtOdA (624)
o D0 B8

eingefiihrt. Der skalare Faktor \ stellt den Lastfaktor dar, welcher eine schrittwei-
se Steigerung der aufgebrachten Belastung ermoglicht. Fiir die Elementsteifigkeit
gilt mit 9*Wyg/0E? = C

K& = / [B]CBk +Gix]dV . (6.25)
53

Die Komponenten der Matrizen Gx = diag|Gk, Gk, Gri] ergeben sich iiber

den Ausdruck OWys/OFE : ASE der zweiten Variation des Potentials

nel nel

S:ASE" =) ") v GixAvg (6.26)

I=1 K=1

und lassen sich angeben als

Gix =S"'Ni1Ng1 + S NiaNgo + S¥NraNig s+ S (N1 Nk2 + NraNk 1)
+ 5" (NriNgs+ NisNia) + 5% (Nr2Ngs+ NisNis2)
(6.27)
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Die Berechnung der in (6.23) bis (6.25) vorkommenden Integrale erfolgt mit Hil-
fe einer numerischen Integration nach Gauf}. Bei dieser wird die zu integrierende
Funktion an m diskreten Stiitzstellen, den sogenannten Gauf3-Punkten, ausgewer-
tet und die gewichtete Summe iiber alle Stiitzstellen gebildet. Das so ermittelte
Integral ist fiir Polynome bis zum Grad (2m — 1) exakt. Im vorliegenden Fall wird
iiber 2 x 2 x 2 Stiitzstellen mit den isoparametrischen Koordinaten £ = 41 / V3
integriert, der zugehorige Wichtungsfaktor ist fiir alle Punkte wgp = 1.

Aus dem Zusammenbau der numel ('number of elements’) Elemente zur Gesamt-
struktur folgen die tangentiale Steifigkeitsmatrix K i} sowie das Residuum G"

numel numel

Ki=J) Ky wd  G'= ] [fon— Mol (6.28)
e=1

e=1

womit sich das allgemeine Gleichungssystem in den Verschiebungen

Kl'Av+G'=0 (6.29)

aufstellen 148t. Die Ermittlung des unbekannten Verschiebungsinkrementes Aw,
das auf die aktuelle Gleichgewichtslage fiihrt, erfolgt iterativ. Mit Verwendung des
Newton-Raphson-Verfahrens, siche dazu (6.11), stellt sich dabei eine quadratische
Konvergenz gegen die gesuchte Losung ein, so dafl nur wenige Iterationsschritte
erforderlich sind. Fiir den Fall eines uneindeutigen Verlaufes des Losungspfades,
beispielsweise bei einer Last-Verschiebungs-Kurve, in der einem Lastfaktor A un-
terschiedliche Verschiebungen zugeordnet sind, versagt die klassische Laststeue-
rung. Eine derartige Situation stellt sich unter anderem bei der Berechnung von
Stabilitatsproblemen im tiberkritischen Bereich oder, wie im Rahmen dieser Ar-
beit, bei einer fortschreitenden Materialentfestigung ein. Zur Losung des nicht-
linearen Gleichungssystems bietet sich dann ein Kurvenverfolgungsverfahren an,
dessen Grundidee in der Erweiterung der Problemstellung um eine zusétzliche
Zwangsbedingung liegt. Fine ausfiihrliche Beschreibung dieser Methode ist unter
anderem in der Veréffentlichung von WAGNER [225] zu finden, fiir einen umfassen-
den Uberblick iiber unterschiedliche Iterationsverfahren sei auf WRIGGERS [238]
verwiesen.

6.4 Verbesserung des Standardansatzes

Die bisher dargestellte Formulierung eines achtknotigen Kontinuumselementes
mit Standardverschiebungsansétzen zeichnet sich zwar durch eine numerisch sehr
einfache Beschreibung aus, ist aber nicht in der Lage das reale Strukturverhalten



6.4 Verbesserung des Standardansatzes 121

abzubilden. Infolge der unzureichenden Verzerrungsapproximation treten falsche
innere Zwinge und sogenannte parasitdre Spannungen auf, die zu numerischen
Versteifungseffekten fithren. Zur Unterdriickung dieser "locking’-Phénomene sind
in der Literatur eine grofle Anzahl unterschiedlicher Vorgehensweisen, wie zum
Beipiel eine reduzierte Integration, hybride oder gemischte Variationsprinzipien
und andere zu finden, ZIENKIEWICZ & TAYLOR [241], BELYTSCHKO [14] oder
BATHE [6]. Im vorliegenden Fall kommt ein ’enhanced assumed strain’-Ansatz,
sowie eine 'assumed natural strain’-Formulierung zur Anwendung, sieche KLINKEL
et al. [112], [110].

6.4.1 ’enhanced assumed strain’-Interpolation

Im Rahmen der EAS-Methode, die auf Arbeiten von SIMO & RIFAI [202] und als
dreidimensionale Weiterentwicklung auf SIMO et al. [196] zuriickgeht, werden die
numerischen Versteifungseffekte durch eine Modifikation des Verschiebungs- und
Verzerrungsfeldes reduziert. Erfolgt die Erweiterung auf Basis des Verzerrungs-
tensors, einen Alternative wére der Deformationsgradient F', so ergibt sich

E=E+E . (6.30)

Dabei bilden die Greenschen Verzerrungen (6.5) den kompatiblen Verzerrungs-
tensor E°, als erweiterter Anteil E wird

TpoE, mit Ey= M) a° (6.31)

angesetzt. Die mit 0 indizierten Gréflen beziehen sich auf den Elementmittel-
punkt und die dortige Basis Gy. Fiir eine Transformation in die Elementknoten
wird neben den Determinanten von J = G; ® e; und Jo = Gy; ® e; auch die
Matrix T'go, die analog zu derjenigen aus (6.16) gebildet wird, erforderlich. Die
eigentliche Modifikation der Verzerrungen ergibt sich aus den unabhéngigen in-
ternen Freiheitsgraden a® und der Interpolationsmatrix M, wobei

detJo
Maf dV = .32
/BgdetJ atdV =0 (6.32)

gelten muB. Mit einer Matrix M3’ die iiber insgesamt 30 Parameter nach
KLINKEL & WAGNER [113], KLINKEL [110], oder ANDELFINGER & RAMM [2]
verfiigt, werden sémtliche Verzerrungskomponenten verbessert, so dafl ein nahezu
'locking’-freies Kontinuumselement entsteht. In Verbindung mit einer speziellen



122 6 FINITE-ELEMENT-IMPLEMENTIERUNG

Auswertung der Schub- und Dickenverzerrungen, siche Abschnitt 6.4.2; sind sie-
ben Parameter ausreichend, VU-Quoc & TAN [224]

¢ 0 0 0 0 0 0]

0 & 0 0 0 0 0

0 0 53 6153 6253 0 0
Mi=10 00 0 o ¢ (6.33)

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0]

Die Beriicksichtigung des erweiterten Verzerrungsansatzes (6.30) bei der Formu-
lierung des Potentials II, (6.7), basiert auf einem Dreifeldfunktional vom Hu-
Washizu Typ

I(u, E, S) :/

[WOS(EC—I—E)—S:E]dV—/ pobo-udV—/ tou d A
Bo BO aLTBO

(6.34)

wobei w, E und S voneinander unabhéngige Grolen darstellen. Die erste Varia-
tion von (6.34) sowie die fiir die iterative Losung notwendige Linearisierung der
schwachen Form erfolgt unter zweifacher Anwendung der Gateaux-Ableitung (6.8)
analog zu (6.9) und (6.11). Die Darstellung der Variationen 6 E" und ASE" des
erweiterten Verzerrungstensors fiihrt neben einem zusétzlichen Elementlastvektor

fo. = M'sav (6.35)
B§
zu den Elementmatrizen
- T
Ko, = M CB;dV 1
Bd WObei M = dett? TEO MO
K. = [ M CMAV ¢
Bg
(6.36)

gilt. Mit (6.23) bis (6.25) lassen sich so die beiden Ausdriicke

K% K%aT Av® _fz?nt + )‘fzzvt
. e a0 (037

formulieren, welche nach dem globalen Zusammenbau im Gleichgewicht stehen.
Da die hinzugefiigten internen Freiheitsgrade a¢ diskontinuierlich iiber die Ele-
mentgrenzen interpoliert werden, konnen deren Inkremente auf Elementebene
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kondensiert werden, so dafl sich ein allgemeines Verschiebungsproblem entspre-
chend (6.29) ergibt.

Numerische Beispiele zeigen, dafl es bei der Simulation des Verhaltens von un-
bewehrten Beton mit zunehmender Entfestigung und einer Interpolation mit
30 FAS-Parametern zu Instabilitdten kommt. Diese ergeben sich bei der lokalen
Kondensation der unabhéngigen Freiheitsgrade a® und koénnen durch die Wahl
einer kleineren Lastschrittweite A reduziert werden. Sehr viel geringer fallen diese
Probleme bei der Verwendung von nur sieben Parametern und einer zusétzlichen
ANS-Interpolation aus. Werden dagegen bewehrte Strukturen untersucht, so stellt
sich infolge der Steifigkeitsanteile der Stahleinlagen eine Stabilisierung des Mate-
rialverhaltens ein, so dafl die Nutzung von vollstéindig verbesserten Verzerrungen
uneingeschriankt moglich ist.

6.4.2 ’assumed natural strain’-Formulierungen

Anders als bei Verwendung einer FAS-Interpolation gestaltet sich die Redukti-
on von Versteifungseffekten mittels einer ’assumed natural strain’-Formulierung
algorithmisch relativ einfach. Nach der ANS-Methode werden einzelne Verzer-
rungskomponenten nicht mehr in den GauB-Punkten, sondern in sogenannten
Kollokationspunkten ausgewertet und dann iiber das Element verteilt.

Erfolgt die Ermittlung der Schubverzerrungen EM und E2! beispielsweise in den
Punkten M = A, B,C, D, siche Abb. 6.2a), so ergeben sich nach der linearen
Interpolation

{2 E{’g] _ {(1 — &) B+ (1+8%) B

25 T (- &) EA - (1+6) B, (6.38)

keinerlei Schubversteifungen senkrecht zur £!-£2 Ebene. Diese Form der Auswer-
tung basiert auf der Veroffentlichung von DVORKIN & BATHE [61] und wurde
beispielsweise von KLINKEL et al. [112] auf dreidimensionale Elemente {ibertra-
gen.

Zur Vermeidung von parasitdaren Dickenverzerrungen, die sich fiir flichenorientier-
te Tragwerke unter Biegebeanspruchung zeigen, schlagen BETSCH & STEIN [17]
die Wahl von vier Kollokationspunkten A, in der Elementkanten vor, Abb. 6.2b).
Die dort ausgewerteten Verzerrungen Fi; fithren mit

1
E§3 = Z Z (1 + gigl)(l + gigg)EE}Lfﬂ ) L = A17 A27 A37 A4 (639)
L

zu einer konstanten Dickenverzerrung, was fiir diinne Strukturen in guter Néhe-
rung exakt ist.
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a) ES B ; A=(-1, 0, 0
! AL&';’OD B=(0 -1, 0)
= °/c'2_.§_? s c=(1 10, 0
7 D=(o0 1, 0

1 2
A= (-1, -1, 0)
Ay =(1, -1, 0
As=(1, 1, 0
Ag=(-1, 1, 0

Abbildung 6.2: Lage der Kollokationspunkte zur Interpolation a) der Schubverzer-

rungen, b) der Dickenverzerrungen

Werden die im Rahmen der ’assumed natural strain’-Interpolation ermittelten
Verzerrungen in der schwachen Form des Gleichgewichts (6.9) beriicksichtigt, so
zeigen sich ausschliellich bei der Variationen von E Unterschiede zur Standard-
formulierung. Die modifizierte Matrix By, (6.21)9, 1a8t sich als

grime
ggN1,2
(1+ELEN (L +E260)g8 N
93 Nii+ g1 Nio

T T T T
(1= &)(gf N+ P NE) + (1+ €2)(a8 NP + 9P NP

1 =

2

L

| —DN| =

(1= )G Ny + g8 N7 + (1+€)(g5 T NE, + g5 NEY ||
(6.40)

angeben, fiir die Komponenten von G ergibt sich

1
Gix = S" NNk + S NioNgo + 5% Z 1 (14 €26 (1 + E26%) NfgNg 5
L
+ St (N11iNgko+ NiaNk1)
(1= &) (NFANR s + NisNg ) + (1+€%) (NANRs + NisNg,y)]

[(1 =€) (NfoNigs + NigNigo) + (1 +€") (N[oNi s + NisNg )]
(6.41)
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Die Orientierung, die das verwendete finite Element infolge der ANS-Ansitze
bekommt, stellt in der praktischen Nutzung keinerlei Nachteil dar.

Da diese Art der Reduktion von Versteifungseffekten speziell fiir flichenorien-
tierte Problem entwickelt wurde, erschliefit sich in Verbindung mit einer FAS-
Interpolation die Moglichkeit mittels Kontinuumselementen in effizienter Weise
Platten- oder Schalenstrukturen zu berechnen, ohne die Genauigkeit bei der Ab-
bildung von dreidimensionalen Spannungs- oder Verzerrungszustdnden zu verlie-
ren.



126 7 STAHL UND BETON IM VERBUND

7 Stahl und Beton im Verbund

Wie in den vorhergehenden Abschnitten zu erkennen war, ist der Werkstoff Be-
ton nur sehr begrenzt in der Lage Zugspannungen aufzunehmen, so dafl er im
praktischen Bauwesen in der Regel in Kombination mit anderen Materialien ein-
gesetzt wird. Obwohl in den letzten Jahren umfangreiche Versuche unternommen
wurden Textilien oder Faserverbundmaterialien als Bewehrung zu etablieren, sie-
he beispielsweise HEGGER et al. [88], ist Stahl immer noch das am héufigsten
verwendete Bewehrungsmaterial. Eine dhnliche Dominanz des Werkstoffes Stahl
ist im Verbundbau zu finden.

Bevor detailliert auf die Moglichkeiten eingegangen wird, die sich im Rahmen
der Finite-Element-Methode zur Modellierung von Bewehrungen ergeben, ist es
erforderlich ein Materialmodell fiir diesen zweiten Werkstoff einzufithren. Den
Abschlufl des Kapitels bildet die Formulierung eines ’interface’-Elementes, mit
dessen Hilfe es moglich wird, den Anschlufibereich von Stahl-Verbundtragern nu-
merisch abzubilden.

7.1 DMaterialeigenschaften und numerische Modellierung
von Stahl

Das Verhalten von Stahl unter einaxialer Belastung zeichnet sich durch einen
anfdnglich nahezu linearelastischen Verlauf aus, ab Erreichen der charakteri-
stischen Streckgrenze f, stellen sich irreversible Verformungen ein. Wie das
Spannungs-Dehnungs-Diagramm in Abb. 7.1 zeigt, bildet sich fiir naturharte

a) A O

=~

m
m

Su s 80, 002 gsu Ss

Abbildung 7.1: Spannungs-Dehnungs-Linien fiir a) naturharten und b) kaltverformten
Stahl

Stihle ein ausgepriigtes Flieplateau aus. Weiter zunehmenden Verzerrungen
fithren zu einem erneuten Spannungsanstieg, bis die Zugfestigkeit f; erreicht wird.
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Bei kaltverformten Bewehrungsstéhlen, bei denen sich keine ausgeprigte Steck-

grenze zeigt, wird als Flielgrenze diejenige Spannung gewéhlt, die sich bei einer
plastischen Dehnung von 0.2 % einstellt, DIN 188001 [55], DIN 10451 [54].

Ublicherweise kann sowohl fiir Zug- als auch fiir Druckbeanspruchung dasselbe
Materialverhalten angenommen werden. Ist allerdings im Falle von Bewehrungs-
stahl keine ausreichende Sicherung gegen seitliches Ausknicken gewéhrleistet, so
sind fiir den Druckzustand modifizierte Kennwerte anzusetzen, STEMPNIEWSKI
& E1BL [209].

Bei einer zyklischen Belastung 148t sich fiir Stahl der Bauschinger-Effekt fest-
stellen. Dies bedeutet, dafi nach einer aufgebrachten plastischen Spannung o (t;)
fiir die entgegengesetzte Belastungsrichtung der irreversible Bereich bereits bei
lo(t2)| < |o(t1)] beginnt, CHEN [37], KAHN & HUANG [105] und andere. Da die-
ses Phanomen erst bei einer vollstédndigen Belastungsumkehr zum Tragen kommt
wird es, trotz der einfachen mathematischen Beschreibung, im weiteren nicht
beriicksichtigt.

Fiir die numerische Formulierung des Stahlverhaltens im Rahmen der dreidimen-
sionalen Plastizitdtstheorie findet die klassische von Mises-FlieBbedingung, die
eine Sonderform des Drucker-Prager-Kriteriums (4.1) darstellt, Verwendung.

f:|SD‘—\/§q§O mit  |SP| = /2. (7.1)

Da diese unabhéingig von hydrostatischen Spannungsanteilen ist, wird sie haufig
als Jo-Plastizitat bezeichnet. Um bei der Herleitung des Projektionsalgorithmus
einige spezielle Zusammenhénge ausnutzen zu koénnen, weicht die Beriicksichti-
gung der Verfestigunsfunktion in (7.1) von der bisher gewéhlten Schreibweise ab.
Es wird somit moglich einen deutlich kiirzeren Algorithmus als den in Abschnitt 3
dargestellten zu formulieren. Zur Approximation des Stahlverhaltens jenseits der
elastischen Grenze bietet sich mit

q=fy+ha+ (Yoo — fy) (1 — exp[—dal) (7.2)

eine Kombination aus linearer und exponentieller Verfestigung an. Neben der
FlieBspannung f, sind dafiir die Parameter h, y» und ¢ erforderlich.

Auf eine detaillierte Herleitung von Projektionsalgorithmus und konsistentem
elastoplastischen Tangentenmodul C/ ; soll im weiteren verzichtet werden. Sie ist
in ausfiihrlicher Form beispielsweise in den Biichern von Simo [194] und S1mMo &
HucHES [198] finden. Eine zusammenfassende Darstellung der fiir die von Mises-
Fliebedingung wesentlichen Beziehungen ist Tafel 7.1 zu entnehemen.
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Versuchswerte:  Sipiu = C: (E,yq — Eff) . Qrial = Qi
Fliebedingung:  fi.ia = |StDml‘ — \/g Gtrial
Giriat = [y + houriar + (Yoo — fy) (1 — exp|—6piar])
<0 — elast. Zustand [ Jna1 = [eria
>0 — plast. Zustand

Startwerte Iteration: ~® =0, afﬂl = Qp

1. Bestimmung des plastischen Parameters ~*+1)

grw 17"
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2
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Nachlauf: y=~ED =y, — \/g’y
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E ! +1 — En+1 - ’YNtmal

Tangentenmodul: C!,, = K(1®1)4+2G&,41 P —2G 1,101 Npp1 @ Npyq
2G

§n+1:1 ‘S

trial

- 3G 2G
P3G (Wt (yoo — fy) doxp[“0annd]) | |SP

trial

Tafel 7.1: Projektionsverfahren und Tangentenmodul fiir das von Mises-Kriterum

7.2 Stahl als Bewehrung

7.2.1 Zusammenwirken von Stahl und Beton

Bei einer Kombination der Materialien Beton und Stahl zum Verbundwerkstoff
Stahlbeton zeigen beide Einzelkomponenten anndhernd dasselbe Verhalten wie
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bei einem alleinigen Vorhandensein, so da8 die bisher entwickelten Material-
modelle uneingeschréinkt weiterverwendet werden koénnen. Ausschlaggebend fiir
die Eigenschaften von Stahlbeton ist folglich die Verbundwirkung und die Span-
nungsiibertragung zwischen den beteiligten Komponenten.

Wiéhrend sich im Falle einer Druckbeanspruchung keine wesentliche Verbundwir-
kung erkennen la83t, dominiert diese das Verhalten unter Zugbelastung. Tritt bei
einem bewehrten Zugstab mit dem Uberschreiten der maximalen Betonzugfestig-
keit feom der erste Rif ein, so erfolgt dort die Kraftiibertragung ausschliellich
iiber den Bewehrungsstab. Fiir diesen stellt sich im Bereich des Betonrisses eine
Spannungskonzentration ein, welche mit zunehmendem Abstand von der Scha-
densstelle sukzessive geringer wird. Verantwortlich fiir diese Spannungsabnahme
ist der Haft- und Scherverbund, iiber den die aufzunehmende Kraft anteilig in den
Beton eingeleitet wird. Bei einer Laststeigerung stellen sich in der Nachbarschaft
des ersten Risses weitere ein, bis ein stabiles Riflbild erreicht wird. In diesem sta-
bilen Zustand ist die Breite der einzelnen Betonséulen zwischen den Rissen nicht
mehr ausreichend, um Spannungen aus der Bewehrung zu iibertragen, die gréfler
als die Zugfestigkeit fu,, sind. Die zunehmenden Stahldehnungen, die sich mit
weiter ansteigender Belastung ergeben, zeigen sich in der Aufweitung der bereits
bestehenden Risse.

In Abb. 7.2 a) ist qualitativ das Spannungs-Dehnungs-Verhalten eines Stahlbeton-
zugstabes dargestellt. Es ist zu erkennen, dafl sich die aufnehmbaren Spannungen
additiv aus einem Betonanteil 0., einem Stahlanteil o, und einem Anteil oy, der

b) Ao

Qts]rctm_

M+ ——— — —
m
m

Sc() 3 Scu u sy S

Abbildung 7.2: a) Spannungs-Dehnungs-Linien fiir Stahlbetonzugstab, b) ’tensi-
on stiffening’-Modell

sich aus der Interaktion zwischen beiden Komponenten ergibt, zusammensetzt.
04s wird im allgemeinen als 'tension stiffening’ bezeichnet und folgt aus dem Mit-
wirken des Betons zwischen den Rissen. Je nach erreichtem Dehnungszustand
variieren die Groflen der einzelnen Summanden in Abhéngigkeit von Betonfestig-
keit f.4m, Stabdurchmesser d, und Bewehrungsgrad p,, der den Quotienten von
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Stahl- zu Betonquerschnitt darstellt. Umfangreiche experimentelle Untersuchun-
gen im Hinblick auf die Verbundeigenschaften von Beton und Stahl sind in den
Arbeiten von HARTL [87] beziehungsweise GUNTHER & MEHLHORN [80] zu fin-
den.

Prinzipiell ist es moglich den ’tension stiffening’-Effekt zwischen Beton und Be-
wehrungseinlage wahlweise durch eine entsprechende Modifikation auf Seiten des
Betons oder auf Seiten des Bewehrungsstahls numerisch zu erfassen. Da diese
Wechselwirkungen aber ausschliefilich in Richtung der Bewehrungsfithrung auf-
treten und somit einen transversal-isotropen Charakter besitzen, erscheint letz-
tere Variante bei einer diskreten Beschreibung der Stahleinlage geeigneter.

Zur Modellierung des ’tension stiffening’ auf Basis der Bewehrung sind in der Li-
teratur unterschiedliche Ansétze zu finden, beispielsweise bei KOLLEGGER [115],
HOFSTETTER & MANG [94], CEB-FIP MoDEL CODE [30], DIN 1045-1 [54]
oder aber CHEN [37], von denen allerdings die Mehrzahl auf eine Beriicksichti-
gung der freigesetzten Bruchenergie Gy verzichten. Die Grundlage fiir die weitere
Formulierung bilden die Arbeiten von MESCHKE et al. [156] und FEENSTRA [71].

Die zusétzliche Spannung oy, die sich als Funktion der aktuellen Stahlverzerrung
ergibt und in deren Richtung wirkt, kann entsprechend Abb. 7.2b) approximiert
werden. Mit dem Uberschreiten der Betonzugfestigkeit f.m, was bei einer Ver-
zerrung von

€0 = fc% cos” 0 (7.3)

angenommen wird, beginnt der versteifende Einflufl des Betons. Mafigebend fiir
die Verzerrung €. ist der Winkel 6 zwischen der Hauptzugrichtung und der Be-
wehrungsorientierung. Wiahrend CERVENKA et al. [32] einen konstanten Span-
nungsanstieg bis zum Erreichen von

rc lc
T cos?f mit G =Gy (1 + E) (7.4)

£ =
“ lc fctm

und damit eine trilineare 'tension stiffening’-Funktion vorschlagen, erscheint im
Bezug auf die Entfestigungsfunktion (4.7) des Betons ein parabelférmiger Ver-
lauf zwischen ¢, und 3&., geeigneter. In die Ermittlung des Grenzwertes e,
geht neben der charakteristischen Elementlénge [, (2.10), auch der mittlere Rif3-
abstand [, ein. Bei weiter zunehmender Verzerrung stellt sich ein stabiler Riflzu-
stand ein, in dem die Spannung, die zwischen Beton und Bewehrung iibertragen
werden kann, den Maximalwert von oys = (ys ferm erreicht. Nach FEENSTRA [71]
kann als gute Niherung (;; = 1 angenommen werden.
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Obwohl sich in den mehraxialen Versuchen von KOLLEGGER [115] gezeigt hat, daf§
auch jenseits der Flieigrenze f, der Bewehrung ein Mittragen des Betons statt-
findet, sind bisher kaum gesicherte Daten beziiglich dieses Phanomens bekannt.
Im folgenden wird daher auf eine detaillierte Beschreibung des 'tension-stiffening’
bei plastizierender Bewehrung oberhalb von ey, verzichtet, es wird oy, = 0 an-
gesetzt. Der lineare Abfall der Interaktionsspannung stellt sich in Abhéngigkeit
vom Elastizitdtsmodul der Stahlbewehrung FE; bei

Eu = Egy — Cts fctm (75>
Ps.eff Es
ein. Fiir den effektiven Bewehrungsgrad ps .pr = As/Ac.sr ist die effektive Beton-
zugfléache
. ds.eq te
Ac,eff = heff b , heff =min (2.5 c+ 2’ ; 5 (76)

erforderlich, die neben der Bauteilbreite b, der halben Bauteildicke ¢. und der
Betondeckung ¢ auch vom &quivalenten Stabdurchmesser d; ., abhéngt. Ist die
Struktur kreuzweise in den Richtungen p und ¢ bewehrt, so betrégt d .,

ds,p ps,p + dS,q ps,q
Psp T Psyq

dseq = (7.7)
Alternativ 148t sich der effektive Bewehrungsgrad mit Hilfe der Gleichgewichts-
beziehung femAcefr = 05As iber pgefr = form/0s bestimmen, was im Rahmen
einer numerischen Simulation bei Kenntnis von o, vorteilhaft ist.

Der mittlere Riflabstand [, der das Mafl der Modifikation von Gy geméfl (7.4),
bestimmt, folgt nach CEB—FIP MobDEL CoODE [30] und DIN 1045-1 [54] fir
eine rechtwinklige Bewehrungsfithrung und orthogonale Risse aus

lszglsmng <230—|— ds )sz . (7.8)
37 3 Qs Ps.eff 3 3.6 s,y

Der Formbeiwert o betrégt fiir profilierten Bewehrungsstahl vier, die minimale

Einbindeldnge sy wird iiblicherweise mit 25 mm angesetzt. Im Falle eines Zugsta-

bes mit nur einem einzigen Bewehrungsstab wird in (7.8) p, anstelle von pgff

verwendet.

Stellen sich bei einer Hauptzugrichtung, die beziiglich den Richtungen p; von
i = 1,..,n Bewehrungslagen die Winkel 6; aufspannt, Risse ein, so ist der mittlere
Abstand zwischen diesen
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|:|COS qu
. @y = max | =
l, = _wobei gilt S 7.9
Ay + ay wober el Psin@i\] (7.9)
a, = max | =
5,44

Die fiir die Ubertragung der Schubkriifte innerhalb eines offenen Risses verant-
wortlichen Mechanismen, wie die Diibelwirkung der Bewehrung (’dowel action’)
und die Rifiverzahnung (’aggregate interlock’), STEMPNIEWSKI & EIBL [209] und
REINHARDT [178], werden im weiteren nicht gesondert formuliert. Thre Wirkungs-
weisen sind durch die dreidimensionale Diskretisierung der Bewehrungsstébe, sie-
he Abschnitt 7.2.3, und die verschmierte bruchenergetische Betrachtung der Rif3-
entwicklung teilweise impliziert.

7.2.2 Moglichkeiten der numerischen Beschreibung

Zur Modellierung von Stahlbetonstrukturen und deren numerische Simulation
im Rahmen der Finite-Element-Methode haben sich drei unterschiedliche Vor-
gehensweisen etabliert, die sich sowohl in Diskretisierungs- und Rechenaufwand,
als auch in der Genauigkeit der Ergebnisse stark unterscheiden. Je nach gestell-
ten Anforderungen stehen fiir die Kombination der beiden Werkstoffe Beton und
Bewehrungsstahl die diskrete (‘discrete modelling’), die eingebettete (‘embed-
ded modelling’) sowie die verschmierte Beschreibung (’distributed modelling’)
zur Verfiigung. Im folgenden sollen diese Moglichkeiten kurz vorgestellt werden,
eine weitaus detaillierte Darstellung ist in den Arbeiten von HOFSTETTER &
MANG [94] und CHEN [36], [37] zu finden.

Bei der Wahl einer diskreten Modellierung wird jeder Bewehrungsstab durch ein
einzelnes Stab- oder Balkenelement abgebildet, wobei letzteres speziell fiir die
exakte Erfassung der Steifigkeit einer schrig zum Rif} verlaufenden Bewehrung
(’kinking’) notwendig ist. Fiir die Approximation des reinen Betonquerschnittes
kann mit Blick auf die zu untersuchende Struktur eine beliebige Elementgeome-
trie gewahlt werden. Um die Vertraglichkeit der Verschiebungen von Beton- und
Bewehrungselement gewéhrleisten zu konnen, sind fiir beide Formulierungen An-
satzfunktionen derselben Ordnung erforderlich. Desweiteren miissen die Knoten
des Stab- beziehungsweise Balkenelementes mit denen des Betonelementes {iber-
einstimmen. Nur so ist es moglich dieselben Randbedingungen einzuhalten und
den Verbund beider Materialien zu simulieren. Es ist offensichtlich, dafl bei dieser
Form der Modellierung die Bewehrungsfithrung einen wesentlichen Einfluf auf die
Geometrie des Finite-Element-Netzes und dessen Feinheit ausiibt.
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Zur Erfassung des im vorherigen Abschnitt beschriebenen Verbundverhaltens zwi-
schen Beton und der eingelegten Bewehrung, konnen diskrete oder kontinuierli-
chen Ubergangselemente verwendet werden, NGO & SCORDELIS [161], MEHL-
HORN [148] und andere, siehe Abschnitt 7.3.2. Alternativ ist eine Modifikation
des Stoffgesetztes der Bewehrung moglich, was zwar einen geringeren Diskretisie-
rungsaufwand, aber auch Einbuflen in der Genauigkeit mit sich bringt.

Auch im Rahmen einer eingebetteten Modellierung sind ,wie schon bei der diskre-
ten, zwei getrennte Elemente fiir Beton und Bewehrung erforderlich. Diese sind
vom Elementtyp her identisch, der einzige Unterschied liegt darin, daf fiir die
Abbildung der Bewehrung eine eindimensionale Stahlformulierung in ein mehr-
dimensionales isoparametrisches Element eingebettet wird. Da die Stahleinlagen
nicht direkt den Randbedingungen des Betonelementes folgen miissen und somit
beliebig in ihrer Orientierung sind, kann die Diskretisierung der Struktur ohne
besondere Beachtung der Bewehrungsanordnung erfolgen. Wahrend in einem er-
ste Schritt die gesamte Geometrie mit Betonelementen beschrieben wird, wird
die Bewehrung in einem zweiten Schritt zusétzlich in das Finite-Element-Netz
eingefiigt. Als Folge der so bedingten Kopplung der jeweiligen Elementknoten
ergibt sich ein vollstdndiger Verbund zwischen Beton und Bewehrung. Fiir die
Beriicksichtigung des ’tension-stiffening’-Effektes oder der Diibelwirkung des Be-
wehrungsstahl, miissen dessen konstitutive Beziehungen angepafit werden.

Die letzte der drei klassischen Vorgehensweisen zur Beschreibung von bewehrten
Betonstrukturen ist die verschmierte Modellierung. Diese beruht auf der Approxi-
mation einzelner Bewehrungslagen durch diinne Stahlschichten mit dquivalentem
Querschnitt. Als Stoffgesetz kann beispielsweise eine eindimensionale elastopla-
stische Formulierung verwendet werden, welche entsprechend der Bewehrungs-
orientierung ausgerichtet wird. Bei einer kreuzweisen Armierung kann es unter
Umsténden sinnvoll sein anstelle zweier Schichten eine einzelne mit orthotropen
Eigenschaften zu wéhlen. Die Beriicksichtigung der Stahlschichten erfolgt inner-
halb eines geschichteten zwei- oder dreidimensionalen Betonelementes (‘multi-
layer element’), so daf sich die Stahlverzerrungen direkt aus denen des Grundele-
mentes ergeben. Dies hat — wie schon bei den anderen Modellierungsmoglichkeiten
von Bewehrung — einen perfekten Verbund zur Folge. Uber die Ansitze aus Ab-
schnitt 7.2.1 kann eine wirklichkeitsnahere Erfassung der Verbundeigenschaften
erreicht werden.

7.2.3 Diskrete Formulierung nach dem Rebar-Konzept

Das Rebar-Konzept, welches als eine Mischung aus diskreter und eingebetteter
Modellierung angesehen werden kann, stellt eine interessante Alternative zur Ap-
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proximation von Stahlbetonstrukturen dar. Es verbindet eine hohe Abbildungs-
genauigkeit mit einem akzeptablen Diskretisierungsaufwand. Das urspriingliche
Anwendungsgebiet dieses Konzeptes waren mit Stahldrdhten verstirkte Gum-
miwerkstoffe, die beispielsweise in der Reifenindustrie zum Einsatz kommen. Es
148t sich aber auch auf weitere Problemstellungen iibertragen, wie unter anderem
die Arbeiten von MESCHKE & HELNWEIN [154], GEBBEKEN [78]|, SPRENGER &
WAGNER [206], TIKHOMIROV & STEIN [216] sowie HOHN [97] zeigen.

Die Grundidee des Rebar-Konzeptes liegt in der diskreten Erfassung der Eigen-
schaften von Matrix und Faser innerhalb eines einzigen Elementes. Dies wird iiber
eine additive Zerlegung des Potentials auf Elementebene

He = H?nt,c + H?nt,s + Hzm (71())

in den Anteil II¢

..o des Matrixmaterials, das in diesem Zusammenhang der Beton

darstellt, und einen Anteil ITf , ; der Faser beziehungsweise des Bewehrungsstahls
erreicht. Mit Einfiihrung der Forménderungsenergiefunktionen Wyg,. und Wyg s

lassen sich diese in Anlehnung an (6.7) als

Hz?nt,c = / [WOS,C - pO,cbO : ’LL] dV — / [WO&C - p07cb0 . U] d ‘/5 (711)
BU& BS,S

ant,s = / [WOS,S - PO,st . ’U,] d V:s (712)
55

formulieren. Dabei ist zu erkennen, dafl anfinglich von einem vollstindig aus
Beton bestehenden Element Bf ausgegangen wird. Um bei der Einbettung der
Bewehrung deren Volumenanteil 5§, nicht doppelt zu beriicksichtigen, wird je-
ner zuvor aus dem Betonelement entfernt, siehe Abb. 7.3. Da dieser Austausch
der Potentialanteile den exakten geometrischen Ort der Bewehrung beriicksich-
tigt, ergibt sich eine diskrete Formulierung der Stahlbewehrung ohne dafl weitere
Freiheitsgrade oder eine entsprechend ausgerichtete Vernetzung erforderlich wer-
den. Die Verzerrungen von Beton und Stahleinlage folgen unter der Annahme
eines vollstindigen Verbundes iiber die Ansatzfunktionen direkt aus dem Ver-
schiebungsfeld des Elementes.

Die Berticksichtigung von (7.11) und (7.12) bei der ersten und zweiten Variation
im Rahmen des Prinzips vom Minimum des Potentials gemafl den Abschnitten 6.2
und 6.3 fithrt auf die Elementsteifigkeitsmatrix

Ky =Kro—) Kiot) Kio (7.13)
=1

i=1
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Abbildung 7.3: Einbettung eines Bewehrungsstabes nach dem Rebar-Prinzip

wobei iiber die ns Bewehrungsstébe, die beliebig orientiert innerhalb des Elemen-
tes liegen konnen, summiert wird. Nach dem Zusammenbau aller Elemente der
Gesamtstruktur 148t sich analog zu (6.29) das allgemeine Verschiebungsproblem

numel

KiAv+G' =0 mit G"= | [fi,— M (7.14)

int ext
e=1
formulieren. Als Komponenten der geometrisch nichtlinearen Steifigkeitsmatrix
und des internen Lastvektors f7 ., welcher sich entsprechend (7.13) zusammen-
setzt, ergeben sich

K ke = / [BIC:Bk + G dV |, fliywee= [ B[S.dV (7.15)
B3 Bg
K%IK,SC = / [B?CCBK + GIK,C] d‘/s ’ f?int,sc = B?Sc d‘/s (716)
BS,S Bg,s
K%IK,SS = /Be [B?CSBK + GIK,S} dv; ) f?int,ss = 5 B?Ss dV; (717)
0,s 0,s

Die dafiir notwendigen Material- und Spannungstensoren, welche auch bei der
Bildung von Gk, und Gk s beriicksichtigt werden miissen, resultieren aus den
partiellen Ableitungen

a”().S’c a2”05’0 8”055 82”055
—= u C: u s $: u y .S: ’ ].
OE ~’ v OE? S OF ¢ OE> (7.18)

Se
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der entsprechenden Forméanderungsenergiefunktionen. Mit Kenntnis der einzelnen
Komponenten, die iiber eine numerische Gau3-Punkt-Integration mit insgesamt
8 Stiitzstellen ermittelt werden, folgen die zugehorigen Matrizen geméaf (6.22).

Aus den Formulierungen (7.11) und (7.12) beziehungsweise (7.15) bis (7.17) ist er-
sichtlich, dafl im vorliegenden Fall die Bewehrung nicht als eindimensionaler Stab
aufgefait wurde, sondern als ein dreidimensionales Kontinuum. Im Gegensatz zu
den Arbeiten von SPRENGER & WAGNER [206] und HOHN [97] wird es so mdglich,
die dreidimensionalen Eigenschaften der Betonformulierung beim Herauslosen des
Materials korrekt zu beriicksichtigen. Desweiteren kann nur durch die Betrach-
tung der Bewehrung als Kontinuum deren Einflufl bei einer Belastung quer zur
Bewehrungsrichtung wirklichkeitsnah erfafit werden. Letzteres ermoglicht beson-
ders bei gréfleren Stahlanteilen sehr genaue Ergebnisse fiir Biegebeanspruchungen
infolge von Querkraften oder bei allgemeinen dreidimensionalen Belastungen.

Da auch das diskrete Volumen der Bewehrung die in Abschnitt 6.4 beschriebene
starke Neigung zu numerischen Versteifungseffekten von trilinearen Standardver-
schiebungselementen zeigt, werden entsprechende Vorkehrungen erforderlich. Zur
wirklichkeitsnahen Abbildung des Strukturverhaltens unter beliebiger biegeori-
entierter Belastung findet eine ’enhanced assumed strain’ Interpolation Verwen-
dung. Im Rahmen dieser Methode wird der Verzerrungstensor additiv durch einen
Anteil E, (6.31), erweitert

E=E+E |, (7.19)

wobei E° den kompatiblen Greenschen Verzerrungstensor darstellt. Die daraus
herrithrenden Modifikationen bei der Aufstellung der Steifigkeitsmatrix und der

Ermittlung der Elementverzerrungen lassen sich entsprechend Abschnitt 6.4.1

e

herleiten. Dabei ergeben sich die zusétzlichen Elementmatrizen K7, , und K7,

sowie der Elementvektor f7, aus der Addition der einzelnen Volumenanteile von
Beton und Bewehrung gemif (7.13).

Um die Vertraglichkeit der Verzerrungsinterpolation von Beton- und Beweh-
rungsvolumen gewéhrleisten zu koénnen, wird auch fiir letzteres zusétzlich zur
EAS Methode das ’assumed natural strain’” Konzept, welches ausfiihrlich in Ab-
schnitt 6.4.2 dargestellt wurde, genutzt.

Fiir die Beschreibung der Stahlbewehrung kommt das in Abschnitt 7.1 entwickelte
dreidimensionale von Mises-Kriterium zur Anwendung, so daf} es bei der numeri-
schen Simulation von Stahlbetonstrukturen moglich wird, deren Verhalten auch
bei plastischen Verformungen der Bewehrung abzubilden.

Das Ziel der Formulierung nach dem Rebar-Konzept war es, ein in der Anwen-
dung moglichst einfaches Element mit hoher Abbildungsgenauigkeit bereitzustel-
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len. Um dabei auch im Rahmen von Diskretisierung und eventueller Neuvernet-
zung von Strukturen eine effiziente Eingabe zu ermoglichen, ist es ausreichend den
Anfangs- und Endpunkt eines Bewehrungsstabes global zu definieren. Im Rahmen
einer Vorlaufrechnung werden die Elemente, welche von diesem Stab durchlaufen
werden ermittelt und die jeweiligen isoparametrischen Ein- und Austrittskoordi-
naten bestimmt.

Parameterstudie zum Elementverhalten

Im Rahmen zweier einfacher Tests soll das Verhalten des entwickelten Rebar-
Elementes iiberpriift und dargestellt werden. Da fiir diese Beispiele Materialpa-
rameter gewahlt wurden, die keinen realen Werkstoft wiederspiegeln, sondern nur
einzelne Phanomene deutlich hervorheben sollen, werden im folgenden die Be-
zeichnungen Matrix und Faser, nicht aber Beton und Bewehrung verwendet.

In einem ersten Beispiel wird ein Wiirfel der Kantenldnge 2 mit einer zentri-
schen beziehungsweise mit vier gleichméfig verteilten Fasern bei einer Zugbela-
stung F' = 4 x 1 untersucht, die Materialdaten sowie die Faseranordnung sind
Abb. 7.4 zu entnehmen. Der Wiirfel ist in Zugrichtung gelagert, wobei sich ein

v

E,, = 400
! @ @

® E; = 1000

i ® O Ap =02

X3
L, 1

X, X X X

v
“w

Abbildung 7.4: Wiirfel mit unterschiedlicher Faserbewehrung bei Zugbelastung

ebener Spannungszustand einstellen kann. Die Referenzwerte u,.;. der analyti-
schen Berechnung ergeben sich fiir n Fasern mit Hilfe des Quotienten der Elasti-
zitdtsmoduln iiber den ideellen Querschnitt

E
Aid:AmjLnE—fAf mit  Ages = A +nAp (7.20)

Wie die Ergebnisse in Tab. 7.1 zeigen, liefert bereits ein einziges Rebar-Element
die analytischen Verschiebungswerte, was fiir die Qualitdt der Formulierung
spricht. Bei Verwendung einer eingebetteten Beschreibung stellen sich infolge der
doppelten Beriicksichtigung des Faservolumens kleinere Verschiebungen ;4. ein,
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Fasern Ugnalyt. Ueingeb. URebar

0  5.0000-10"* 5.0000-10"* 5.0000- 107"
1 4.6511-107% 4.4445-107% 4.6511-1073
4 3.8462-107° 3.3333-107° 3.8462-107°

Tabelle 7.1: Ergebnisse fiir verschiedene Faseranzahlen

im Rahmen einer diskreten Modellierung wire eine wesentlich umfangreichere
Diskretisierung erforderlich gewesen, siehe Abschnitt 7.2.2.

Nach diesem ersten elastischen Beispiel soll im Rahmen einer Parameterstu-
die das Elementverhalten beim Auftreten von plastischen Verformungen aufge-
zeigt werden. Zu diesem Zweck wird sowohl fiir Faser als auch fiir Matrix ein
elastoplastisches von Mises-Material, (7.1), mit linearer Verfestigung angenom-

v
v

) 10 E =400
2 fy, =10.0
h=1.0
X3 = =
Ar=1.
) 1 10 f 0
X, X

Abbildung 7.5: Wiirfel mit zentrischer und exzentischer Faser in 2D-Darstellung

men. Ausgehend von identischen Materialkenngréfien und der zugehorigen Last-
Verschiebung-Kurve, wird jeweils ein Parameter des Fasermaterials modifiziert.
Fiir die ersten drei Berechnungen mit F' = 4 x 1 liegt die Faser zentrisch in der
wiirfelférmigen Probe, fiir die letzte Untersuchung mit F' = 4 x 10 exzentrisch

bei h/4, siehe Abb. 7.5.

Wird fiir das Verhéltnis der FlieBgrenzen von Matrix zu Faser f, ./ f,r = 1.25
gewahlt, so zeigt sich ein deutlich fritheres Abknicken der Last-Verschiebungs-
Kurve als im Referenzfall, Abb. 7.6, was auf das beginnende plastische Flielen
der Faser zuriickzufithren ist. Da bei weiterer Laststeigerung die Matrix einen
grofleren Spannungsanteil aufnehmen muf als bei weiterhin elastischer Faser, tre-
ten schon fiir einen geringeren Lastfaktor plastische Matrixverformungen auf. Im
weiteren zeigen sich parallele Kurvenverlaufe.

Eine stirker verfestigende Faser mit h;y = 50 fiithrt, wie zu erwarten war, zu einem
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Abbildung 7.6: Modifikation von Flieigrenze f, y und Verfestigung hy

steileren Kurvenverlauf im plastischen Bereich als beim Ausgangsmaterial. Da die
Verfestigung h keinen Einflufl auf das elastische Verhalten hat, ergeben sich bis
zum Erreichen der Fliegrenze deckungsgleiche Graphen.

Sehr viel interessanter wirkt sich die Annahme einer mit E; = 800 dehnstei-
feren Faser aus. In diesem Fall entstehen wieder zwei Knicke im Kurvenverlauf,
Abb. 7.7, da das Fasermaterial infolge der hoheren Dehnsteifigkeit und der daraus
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Knotenverschiebung [mm] Knotenverschiebung [mm]

Abbildung 7.7: Unterschiedliche Dehnsteifigkeiten, mit/ohne FAS fiir Faser

resultierenden Spannungskonzentration schon vor der Matrix die elastische Gren-
ze lberschreitet. Fiir rein elastische Beanspruchung zeigt sich die Ertiichtigung
des Versuchskorpers durch kleinere Verzerrungen, die sich bei gleichem Lastni-
veau einstellen. Als Folge der Unabhéngigkeit der plastischen Verformungen vom
gewahlten E-Modul ist bei fortschreitendem Flielen kein Unterschied zur Refe-
renzkurve zu erkennen.

In einer letzten Berechnung wird durch die exzentrische Lage der Faser mit
E; = 800 eine Biegung induziert. Wéhrend fiir die Faser sowohl mit als auch ohne
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FEAS-Interpolation gerechnet wird, bleibt diese fiir die Matrix in beiden Féllen ak-
tiv. Ein Vergleich der Kurven zeigt deutlich die Unterschétzung der eintretenden
Verschiebungen ohne Beriicksichtigung von erweiterten Verzerrungsansétzen, was
mit den numerischen Versteifungseffekten der Standardansétze zu begriinden ist.

7.3 Stahlbeton-Verbundkonstruktionen

Mit dem Wunsch nach immer filigraneren und vor allem kostengiinstigeren Kon-
struktionen nimmt der Anteil von Stahlbeton-Verbundkonstruktionen mehr und
mehr zu. Der hauptséchliche Einsatzbereich ist dabei der Hochhaus- und Indu-
striebau, wo neben eher klassischen Verbundtriigern und -stiitzen auch innovative
Verbund- und Flachdeckensysteme Verwendung finden, HANSWILLE [85].

Im Rahmen der weiteren Behandlung werden unter Verbundkonstruktionen
Strukturen verstanden, die sich aus den schubfest miteinander verbundenen Werk-
stoffen Baustahl, in Form von Stahlprofilen, -rohren oder -fachwerken und Beton
als Stahl- oder Spannbeton zusammensetzen. Streng genommen handelt es sich
auch bei Stahlbeton um ein Verbundmaterial, was an dieser Stelle aber nicht wei-
ter berticksichtigt werden soll, da es bereits ausfiihrlich in Abschnitt 7.2 diskutiert
wurde.

Die hohen Festigkeiten von Stahl im Zugbereich bei gleichzeitiger Abtragung
der Druckspannungen iiber den Betonquerschnitt fithrt zu einem hohen Ausnut-
zungsgrad und damit kostengiinstigem Einsatz der verwendeten Materialen. Da
die Stahlkomponenten in der Regel die Funktion von Schalung und Riistung iiber-
nehmen und eine umfangreiche Vorfertigung erméglichen, ist ein schneller Bau-
fortschritt gewéhrleistet.

Das Ziel der weiteren numerischen Modellbildung soll es sein, neben der moglichst
wirklichkeitsnahen Erfassung des Tragverhaltens auch die Versagensmechanismen
von Verbundstrukturen phédnomenologisch abzubilden.

7.3.1 Modellierung des Verbundbereiches

Wird von Verbundtrédgern, die sich aus einem Stahlprofil und einer bewehrten
oder unbewehrten Betonplatte zusammensetzen ausgegangen, Abb. 7.8, so ist
als dritte Komponente ein geeignetes Verbundmittel zur Ubertragung der Schub-
krifte erforderlich. Entsprechend EC 4 [69] kommen hierfiir verschiedene auf dem
Obergurt des Profils aufgeschweifite Verdiibelungen, wie beispielsweise Winkel-,
Kopfbolzen- oder Blockdiibel und Haken- oder Schlaufenanker in Frage. Da sich
der Kopfbolzendiibel im Vergleich zu den {ibrigen Verankerungstypen durch ein
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Abbildung 7.8: Prinzipieller Aufbau eines Verbundtrigers

erwiinschtes duktiles Tragverhalten und eine einfache Montage auszeichnet, findet
dieser die héufigste Verwendung, ROIK et al. [181], BODE [20].

Zur Einsparung des statisch wenig wirksamen Obergurtes des Stahlprofils bieten
sich liegende Kopfbolzen, die seitlich am Steg angeschweifit sind, an. Umfangrei-
che numerische und experimentelle Untersuchungen auf diesem Gebiet sind unter
anderem in der Arbeit von KUHLMANN & BREUNINGER [125] dokumentiert.

Die Tragfihigkeit und die zugehorige Versagenscharakteristik der Verbundzo-
ne laBt sich experimentell im Rahmen sogenannter 'push-out’-Versuche bestim-
men, welche fiir die Verwendung von Kopfbolzendiibeln beispielsweise von OEH-
LERS [162], ROIK & BURKNER [182] oder HANSWILLE et al. [86] beschrieben
werden. Die experimentell ermittelte Schubkraft, die sich aus diesen in Abmes-
sung und Durchfithrung genormten Versuchen fiir den einzelnen Diibel ergibt,
stimmt sehr gut mit den in EC 4 [69] angegebenen Bemessungswerten der maxi-
malen Grenzscherkraft

. rd®> 1 1
Pprq = min {0.8 fa T 1% 0.29¢ d*\/ for B 1—25} (7.21)

iitberein. Dabei ist neben der spezifischen Zugfestigkeit f,, des Diibels, dem mittle-
ren Sekantenwert F.,, und der charakteristischen Zylinderdruckfestigkeit f.. des
Betons auch ein geometrischer Parameter £ notwendig. Dieser geht in Abhéngig-
keit von Diibelldnge h und -schaftdurchmesser d mit

52 {O.Q(h/d+ 1) fir h/d<4.0 (722

1.0 fir h/d > 4.0

in die Berechnung ein. Die erste Abschétzung in (7.21) beschreibt den Fall des
Verbundversagens durch einen Schub/Zug-Bruch des Diibels; bei Herausreiflen
des Verbundmittels aus dem Betonkorper oder einer ortlichen Zerstorung der
Zementmatrix am Diibelfufl wird der zweite Ausdruck mafigebend. Fiir die ex-
akte Beschreibung der Verbund-Schlupf-Beziehung, die sich bei kontinuierlich
zunehmender Belastung zwischen den einzelnen Komponenten einstellt, haben
sich bisher weder allgemeingiiltige Rechenmodelle noch dquivalente Beziehungen
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etabliert. Vielmehr kommen aus 'push-out’-Versuchen gewonnene Diibelkennli-
nien fiir den Zusammenhang von iibertragener Scherkraft und zugehoriger Ver-
formung zur Anwendung. Abb. 7.9 stellt exemplarisch die von ROIK et al. [181]
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40 ROIK et al. [181] ——
BODE & BECKER [21] nwweee

20 1

O 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

Verschiebung u [mm)]

Last F [kN]

Abbildung 7.9: Last-Schlupf-Charakteristik fiir "push-out’-Versuch

und BODE & BECKER [21] ermittelten Kennlinien fiir ¢22/100 mm Koptbol-
zendiibel in einer Vollbetonplatte gegeniiber. Die trotz gleicher Anfangssteifigkeit
stark unterschiedlichen Kurvenverldufe fithren BODE & BECKER auf Versuchs-
durchfithrungen mit verschiedenen Belastungsgeschwindigkeiten zuriick. Allge-
mein werden diese beiden Verldufe als oberer und unterer Grenzwert der Last-
Schlupf-Beziehung angesehen.

Die numerische Modellierung des Verhaltens in der Verbundzone erfolgt in der
Regel iiber Federmodelle, innerhalb derer entweder jeder Diibel diskret als Einzel-
feder abgebildet oder gemeinsam mit den iibrigen Diibeln gleichméfig {iber den
Verbundbereich verschmiert wird. Fiir einen ersten Uberblick seien die Arbei-
ten von LUNGERSHAUSEN [142], RoTS [183], HOFSTETTER & MANG [94] sowie
BoODE & BECKER [21] genannt. In Abhéingigkeit von der Wahl der Federsteifig-
keiten, die sich aus Form, Abstand und Materialeigenschaften der verwendeten
Verbundmittel ergeben, kann zum einen ein Versagen der Diibel, zum anderen
das Nachgeben auf Seiten des Betons simuliert werden. Wéhrend sich die dis-
krete Beschreibung infolge des hohen Modellierungsaufwandes und der groflen
Zahl von Freiheitsgraden nur fiir die Untersuchung kleiner Detailbereiche eig-
net, ermoglicht eine verschmierte Betrachtung die Erfassung des Tragverhaltens
komplexer Aufgabenstellungen.

Im weiteren soll von letztgenannter Moglichkeit der Approximation ausgegangen
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werden, die im Rahmen der Finite-Element-Methode die Einfiihrung von spezi-
ellen Zwischenelementen notwendig macht.

7.3.2 Elastoplastische ’interface’-Formulierung

Fiir die kinematische Beschreibung der Verbund-Schlupf-Beziehung, die sich im
Bereich der Verbundfuge einstellt, bieten sich bei Nutzung finiter Elemente
zwei unterschiedliche Formulierungen an. Zum einen ist es moglich die Inter-
aktion der benachbarten Beton- und Stahlelemente iiber eine direkte Knoten-
Knoten-Beziehung abzubilden, was zu sogenannten konzentrierten Zwischenele-
menten beziehungsweise 'lumped interface elements’ fithrt und zum Beispiel in
den Veroffentlichungen von NGO & SCORDELIS [161], SCHELLEKENS [188] und
BODE et al. [22] zu finden ist. Zum anderen lafit sich die Wechselwirkung iiber
das interpolierte Verschiebungsfeld kontinuierlicher Elemente beschreiben, ("con-
tinuous interface elements’). Letzteres wurde unter anderem bei KRAUS & WUR-
ZER [119] und ZHOU [239] Beriicksichtigt. Mit der Verwendung einer kontinuierli-
chen Elementformulierung wird es iiber eine einfache Modifikation der Integrati-
onspunkte moglich, zwischen den beiden unterschiedlichen Typen umzuschalten,
siehe beispielsweise ROTS [183] oder MENRATH [150].

In dhnlicher Weise soll auch bei der folgenden Finite-Element-Approximation
vorgegangen werden. Im Anschlufl daran wird eine elastoplastische konstitutive
Bezichung fiir die Last-Schlupf-Modellierung vorgestellt, die auf dem Coulomb-
schen Reibungsgesetz beruht.

Finite-Element-Approximation des Verbundbereiches

Da die Verbundfuge zweier Kontinuumselemente geméaf Abschnitt 6.3 einen in-
finitisimal diinnen Bereich darstellt, kann von zweidimensionalen kontinuierli-
chen ’interface’-Elementen mit einer Dicke von d = 0 ausgegangen werden. Um
eine gegenseitige Verschiebung der insgesamt acht an das Zwischenelement an-
schlieBenden Knoten gewéhrleisten zu konnen, werden jeweils zwei Eckknoten mit
anfénglich identischer Lage gewéhlt, siche Abb. 7.10. Die Verschiebungsfelder gﬁ
und @" der unteren und oberen ’interface’-Oberfliche OBY beziehungsweise oB"
lassen sich mit

4 4
u'=> Nw, ud @ =) Nw, (7.23)
I=1 I=1

aus den entsprechenden Knotenverschiebungen interpolieren, wobei die bilinearen
Ansatzfunktionen N; = (1 + £J&M)(1 + £7€%)/4 fiir die isoparametrischen Koor-



144 7 STAHL UND BETON IM VERBUND
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Abbildung 7.10: Zweidimensionales Zwischenelement

dinaten der jeweiligen Doppelknoten ausgewertet werden. Nach der Einfithrung
von
N 0 A . . .
H= { } . N=[mi M N NJ] (7.24)
0 N
und I = diag [1 1 1} wird es moglich (7.23) auf Elementebene in der kiirzeren
Matrizenform

— __ _ T

21€ rT} V= |V v v v

{“ ] —H {’”} mit o1 7 7 @ (7.25)
U= [21 Uy, Vs

zusammenzufassen. Fiir die Darstellung der Wechselwirkungen innerhalb einer
Verbundfuge sind ausschlieflich die Relativverschiebungen u der beiden Flichen
des Zwischenelementes erforderlich. Diese folgen aus

’l/le —_= ﬂe — ge = L [ue] y (726)
u
wobei L die Form einer Zuordnungsmatrix
1 0 —1 0 0
L= 0 1 0 0 —1 0 (7.27)
0 1 0 0 —1

besitzt. Uber (7.25) 148t sich der Zusammenhang zwischen 4 und den Knoten-

. T
verschiebungen v° = [v y} als
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=By mit BY=LH (7.28)

angeben. An dieser Stelle sei auf die formale Ahnlichkeit von (7.28) und der er-
sten Variation des Verzerrungstensors auf Elementebene (6.21) hingewiesen. Dort
verkniipft die Matrix B die Inkremente von Verzerrungen und Knotenverschie-
bungen des Kontinuumselementes iiber die Ableitungen der Ansatzfunktionen.
Aus diesen Verzerrungsanderungen ergeben sich schlulendlich die entsprechenden
Spannungsinkremente. Im Gegensatz dazu resultieren im Falle einer ’interface’-
Formulierung auf Elementebene die Kréfte

the =¥ . au° (7.29)

als arbeitskonforme GroBe der Verschiebungen ¢, Die Matrix C¥ enthilt dabei
die nichtlinearen Steifigkeiten der ’interface’-Zone

cho0 0 cho0 0
cr=|o0o «, o|l=|0 /% o : (7.30)
0 o0 C¥ 0 o0 C¥

welche spiter detailliert betrachtet werden soll. Bei der Formulierung von C¥ wird
von transversal-isotropen Eigenschaften ausgegangen, wobei sich die einzelnen
Richtungen nicht gegenseitig beeinflussen. Da in der Literatur bisher noch keine
hinreichenden Untersuchungen zum Interaktionsverhalten der einzelnen Krifte
innerhalb der Verbundfuge zu finden sind, erscheint diese Annahme als gerecht-
fertigt.

Analog zu den Herleitungen aus Abschnitt 6.2 148t sich die erste Variation des
Potentials fiir die ’interface’-Schicht als

STI(5, 660) = /

f
By

tifzéadA—/ todu d A =0 (7.31)
8.8y

angeben, welche identisch mit der schwachen Form der Gleichgewichtsaussage ist.
Dabei ist als Folge des Kriiftegleichgewichts £ = —t = t¥ zwischen den gegeniiber-
liegenden Fléchen nur die Variation der Relativverschiebungen zu beriicksichti-
gen:

/f[g:angm}d;x:/ £ 55 d A (7.32)
BZ

BY
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Zur iterativen Bestimmung der unbekannten Verschiebungsfunktion w ist eine
Linearisierung von (7.31) erforderlich, was auf das Gleichungssystem

i 4 .
/ {5@:87:Aﬁ+tzf:A5'ﬂ} dA:—/ t’fzéadAJr/ todii d A
B(i]f a’u/ Béf 8038f
(7.33)
fithrt, siehe dazu (6.13).

Im Rahmen einer diskreten Finite-Element-Betrachtung ergeben sich unter
Beriicksichtigung von 6 = BY§v aus (7.33) die Elementlastvektoren

i ifTyife i

Ififzt: , BT t7edA | Ifeeact:_/ _ NITtodA (7.34)
Béf € (903(1{ e

in gleicher Weise wie (6.23) und (6.24). Die Komponenten der tangentialen Stei-

figkeitsmatrix eines 'interface’-Elementes sind formal identisch zu (6.25)

Kl = / [B@fT@B;JQ + G| dV . (7.35)

BJ e
In dieser Beziehung wurde 0t¥ /0u = C¥ ausgenutzt, was direkt aus (7.29) folgt.
Mit den Komponenten der Matrizen G7,, die sich wie im Abschnitt 6.3 darge-

stellt bilden, 148t sich nach dem Zusammenbau aller Elemente gemifl (6.28) das
allgemeine Gleichungssystem in den Verschiebungen aufstellen:

KiAv+G'=0 (7.36)

Fiir die Berechnung der integralen GroBlen (7.34) und (7.35) findet eine numeri-
sche Integration nach Gaufl Verwendung. Klassischerweise werden dabei fiir bili-
neare Ansatzfunktionen 2 x 2 Stiitzstellen mit den isoparametrischen Koordina-
ten & = +1/4/3, i = 1,2, genutzt.

Mit einer alternativen Wahl der Integrationspunkte bei & = +1 ist der Ubergang
von einer kontinuierlichen Formulierung zu einem konzentrierten Zwischenelement
moglich. Die Steifigkeiten der einzelnen Verbundmittel werden dann nicht mehr
gleichméfig iiber die gesamte Elementfliche verschmiert, sondern in den Kno-
ten konzentriert. Die Knoten innerhalb einer Oberfliche des 'interface’-Elementes
sind somit voneinander entkoppelt, wobei zwischen den jeweils gegeniiberliegen-
den quasi eine Einzelfeder wirkt. Der Vorteil dieser konzentrierten Formulierung
gegeniiber der Verwendung tatséchlicher Federelemente ist, dafl die aufwendige
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Diskretisierung der Knoten-Knoten-Verbindung nicht mehr erforderlich wird und
die Anzahl der notwendigen Elemente deutlich reduziert werden kann.

Wie numerische Untersuchungen von ROTS [183] und anderen gezeigt haben,
liefern sowohl kontinuierliche als auch konzentrierte Zwischenelemente sehr gute
Ergebnisse. Im Rahmen von Kontaktproblemen, bei denen iiber eine hohe Steifig-
keit in Normalenrichtung ein Durchdringen der Beriihrflichen vermieden werden
soll, sind die konzentrierten Elemente zu bevorzugen.

Nichtlineare Last-Schlupf-Modellierung

Grundlegend fiir die weitere Formulierung der nichtlinearen Zusammenhénge in-
nerhalb des vom Zwischenelement abgebildeten Bereiches ist die Annahme einer
additiven Aufteilung der Relativverschiebungen in einen elastischen und einen
inelastischen Anteil

a=a" +at (7.37)

Diese auf dem fiktiven Rifl-Modell von HILLERBORG et al. [93], [91] beruhende
Hypothese fand bereits bei der Beschreibung des Betonverhaltens in (2.3) Ver-
wendung und erméglicht somit die Entwicklung dhnlicher Algorithmen fiir eine
Beschreibung im Rahmen der Plastizitédtstheorie.

Mit der Zerlegung des Krafttensors ¥ in Komponenten in Schub- und Norma-
lenrichtung

. . . T AT
¢ =5t wmit 5= W o] =00 ] (@)

18t sich das Coulombsche Reibungsgesetz in Abhingigkeit von der Norm [t°| =
Vt® : t° und dem Vektor 1 = [O 0 1]T in der Form

A=t +&at'1" —q <0 (7.39)

schreiben, CHEN [37], MENRATH [150], SCHELLEKENS [188] und weitere. Dabei
geht iiber & = tan ¢ die innere Reibung ¢, die eine Verzahnung der Bruch- bezie-
hungsweise Rififliche darstellt, ein. Die von der internen plastischen Variablen «
abhéangige Entfestigungsfunktion ¢; entspricht der Kohésion

a Gl
: f

¢ = c(a) = ¢p exp {——] mit Oy = —— (7.40)
u Co
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die in Anlehung an das eindimensionale Zugversagen von Beton (4.5) als ex-
ponentielle Funktion gewihlt wurde. Die im Verlauf der fortschreitenden Ent-
festigung des verschmierten Verbundbereiches freigesetzte Bruchenergie Gif und
die maximale Kohésion ¢y sind dabei Materialkonstanten, die anhand von Ver-
suchskurven verifiziert werden miissen. Die Einfithrung einer charakteristischen
Elementlénge [. ist hier, anders als in (4.5), aufgrund der infinitisimalen Dicke
des ’interface’-Elementes nicht erforderlich.

Mit dem Ansatz (7.40) ergibt sich fiir den Entfestigungsmodul, der den Zusam-
menhang ¢; = —H &, (3.50), beschreibt

H=-21_ 9 oy {—3} . (7.41)

Alternativ sind in der Literatur lineare oder multilineare Formulierungen von H
zu finden, beispielsweise bei HOHN [97], MENRATH [150], ZHOU [239], ROTS [183],
die allerdings in der Regel zu einer deutlich hoheren Anzahl erforderlicher Mate-
rialparameter fithren. Fiir den multilinearen Fall, der sich aus insgesamt n Ab-
schnitten zusammensetzt, wird von einer Funktion

¢ =cla)=c)+ H;« mit i=1,...,n (7.42)

ausgegangen. Dabei stellt ¢f die Steifigkeit der Verbundfuge beim Erreichen der
maximal iibertragbaren Schubkraft dar, ¢ sind die Werte der jeweiligen linear
angenommenen Teilstiicke der Verbund-Schlupf-Kurve. Uber die Steigungen

h; = # (7.43)

Ui1,: — Ul,i—1
1a8t sich in Anlehnung an die Zusammenhénge der eindimensionalen Plastizitéts-
theorie, KAHN & HUANG [105], StMO & HUGHES [198], der aktuelle Ver- und

Entfestigungsmodul

hi h;

Hz':
hy — h;

(7.44)

ermitteln, wobei als Anfangswert h; = ¢} /U1, 1 anzusetzen ist.

Da die im allgemeinen Spannungsraum kegelformige Fliche f1, (7.39), eine star-
ke formale Ahnlichkeit mit der in Abschnitt 4.2.1 eingefithrten Drucker-Prager-
Fliebedingung f; besitzt, wird auch hier eine invertierte FlieSbedingung

fo=t5| + &1 — g, >0 (7.45)
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zur Vermeidung numerischer Instabilitdten im Bereich der Kegelspitze herangezo-
gen. Zum Tragen kommt (7.45) bei nahezu eindimensionalen Zugzustédnden senk-
recht zur ’interface’-Ebene, |t5 } ~ 0. Ihre Funktionsweise ist analog zu Abb. 4.7
und den zugehorigen Erldauterungen.

Bei der Vorgabe von orthogonalen Fliachen f; und fs folgt fiir deren Gradienten

dfi 0fa . of; t°
— == =0 t — +&1 7.46
ot7 " ot7 mit e =] T4 (746)
so daf sich der geometrische Parameter von f; zu & = —1/& ergibt. Fiir die

Verfestigung g mufl auerdem ¢, = q1/(£1)? gelten.

Das im Rahmen der algorithmischen Beschreibung des nichtlinearen Verbund-
Schlupf-Verhaltens erforderliche Projektionsverfahren beruht auf den Ansétzen
der 'mon-smooth multisurface plasticity’ von SIMO et al. [200], [201] und kann
direkt aus Abschnitt 4.2.5 abgeleitet werden.

Nach einer impliziten Euler-Riickwérts-Zeitintegration geméafl Abschnitt 3.3.1 las-
sen sich die Kuhn-Tucker-Bedingungen des Optimierungsproblems (3.18) in der
diskreten Form

>0 , fi<0 , vfi=0 fir i=1,2 (7.47)
darstellen, wobei fiir den invertierten Kegel f5 jeweils die entgegengesetzten Vor-
zeichen gelten. Diese Beziehungen bilden die Be- und Entlastungsbedingungen
der aktiv an der plastischen Deformation beteiligten Fliekriterien, fiir welche
die skalaren Faktoren ¢; = 1 eingefiihrt werden. Mit ¢; = 0 sind inaktive Flachen
gekennzeichnet.

Die Evolutionsgleichungen der assoziierten plastischen Grofen u” "und ¢ folgen
aus den Ableitungen der Lagrange-Funktion (3.20) und lassen sich in Anlehnung
an (4.27) beziehungsweise (4.28) als

+1

Zl+1 - 'U/pl + Z Ci Vi < n+1| + @ ) (748)
Qint1 = Gin + Ci Vi (7.49)

schreiben. Dabei sind neben (7.46), auch die partiellen Ableitungen df;/0q; = —
beriicksichtigt.
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Im Zuge eines ersten elastischen Pradiktorschrittes werden, wie bereits ausfiihrlich
in Abschnitt 3.3 diskutiert, die Versuchswerte

tV

trial —

= C7 (Upyy — U l) und Oprial = Oip, (7.50)

angenommen. Fiir den Fall, dafl diese die Fliebedingungen nicht erfiillen, liegt ein
plastisches Verhalten innerhalb der Verbundfuge vor. Die dort zum Zeitpunkt ¢,
wirkenden Kriifte folgen mit (7.50) und (7.30) aus

S

n+1_tz~zal ZCZ% < lf by ‘|’ng i ) , (7.51)

‘ n+1‘

so daf} die FlieBbedingungen, die sich in der modifizierten Form

fint1=¢i fins1+ (1 —c)% <0 mit 1=1,2 (7.52)

darstellen lassen, bei Beriicksichtigung von (7.49) nur noch von den unbekannten
plastischen Parametern ~; abhéngen. Diese Parameter kénnen auf Basis einer

lokalen Newton-Iteration iiber y*+1 = ~®) 1 A~*+1) ermittelt werden, wobei
sich
_ -1
Ofui| 0

entsprechend (4.44) und (4.45) aus der linearisierten Taylor-Reihenentwicklung
ergibt. Die verkiirzten Matrizenschreibweisen f = [ fins anH] und v =
[fyl 72] fassen dabei die Werte der beiden Flieiflichen zusammen. Wie schon
an anderen Stellen gezeigt, sind im Rahmen eines Euler-Riickwértsverfahrens die
|t;.r] und endgiiltigen Grofen €5, /[t |
identisch, womit sich die Kriifte £/ 1 bei bekannten ~; direkt aus (7.51) berechnen.

Richtungen von Versuchswerten t;

tmal trial

Wiéhrend der elastoplastische Tangentenmodul im allgemeinen den Zusammen-
hang zwischen Verzerrungs- und Spannnungsinkrementen darstellt, resultiert die-
ser fiir das hier entwickelte Zwischenelement mit C!,, = dtf{ 41/ d U,y aus den
Relativverschiebungen und den iibertragenen Kréften. Aufgrund der speziellen
Form von (7.39) und (7.45) ist es nicht notwendig der algorithmisch sehr umfang-
reichen allgemeinen Herleitung aus Abschnitt 3.3.3 zu folgen, vielmehr finden die
fiir die gekoppelten Drucker-Prager-Fléachen ausgenutzten Beziehungen Verwen-
dung. Im weiteren werden wegen dieser Ahnlichkeit nur die wesentlichen Schritte
aufgefiihrt.
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Ausgehend von den im Lastschritt n 4+ 1 in der Verbundfuge wirkenden Reakti-
onskréften

2

-~ 7 8 mn
n+1 - (D (un+1 - upl f Z Ci%i fif—H (754>
n+1

ergibt sich mit der Einfithrung des modifizierten elastischen Moduls

[I]

-1
nt [ cY l—l—Zcmz fmﬂ} (7.55)

n+1

gemdf (4.51) das totale Differential

2
i —_ ~ 0 in
dth  =F, [d Uper — Y cidy fif“] . (7.56)
i=1 atn+1

Wie zu erkennen ist, ist (7.56) unabhingig von den partiellen Ableitungen
O finia/Ot! +19¢int+1 und damit auch von der differentiellen GroBe d g;,,,,, was
auf der Art der gew#hlten Entfestigungsfunktion beruht.

Nach einigen algebraischen Umformungen, die analog zu denen in Abschnitt 4.2.6
erfolgen, wird es moglich d - iiber

dvy = @n+1Ftn+1 dtn+1 mit O, = — [CFqn+1 + é} (7.57)

auszudriicken. Dabei enthalten die tensoriellen GroSen Fy,.; und Fan, die
denen aus (4.57) und (4.61) entsprechen, die partiellen Ableitungen der Fliebe-
dingungen nach tn 41 beziehungsweise ¢;,41.

Eine Substitution von d-y in (7.56) fithrt auf den konsistenten elastoplastischen
Tangentenmodul der ’interface’-Formulierung in Matrizenschreibweise

—1
t — — T i — T ey —
Coi =EBn1 — Bt Frn | Frp1Bni Fingr + @n+1] Fipi1Bn , (7.58)

so daf eine quadratische Konvergenz der globalen Newton-Raphson-Iteration ge-
sichert ist.

Auf eine zusammenfassende Darstellung von Projektionsverfahren und Tangen-
tenmodul wird im Gegensatz zu den bisherigen Abschnitten an dieser Stelle ver-
zichtet. Infolge der starken Ahnlichkeit mit den Algorithmen der zusammenge-
setzten Drucker-Prager-Fliebedingungen zur Beschreibung des Betonverhaltens
gelten die Tafeln 4.1 und 4.2 sinngeméf.



152 7 STAHL UND BETON IM VERBUND

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dafl das hier entwickelte Zwischenelement
bei entsprechender Wahl der Materialkennwerte auch fiir die Modellierung eines
Beton-Beton-Verbundes verwendet werden kann. Somit wird es moglich diskrete
Risse innerhalb der Betonstruktur zu berechnen. Diese Vorgehensweise bietet
sich an, wenn der spatere Rifiverlauf bereits im Vorfeld abgeschétzt und bei der
Vernetzung beriicksichtigt werden kann, beispielsweise in Bereichen geometrischer
Unstetigkeiten infolge sprunghafter Querschnittsinderungen oder bei gekerbten
Probekérpern.
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8 Numerische Beispiele

Wihrend in Abschnitt 4.4 das Verhalten des entwickelten numerischen Materi-
almodells mit Hilfe eines einfachen Probekorpers dargestellt und mit dem realen
Betonverhalten verglichen wurde, sollen im folgenden komplexere Systeme be-
trachtet werden. Im Anschlu} an einen ersten Teil, der sich ausschliellich auf
unbewehrte Strukturen beschrankt, wird in Abschnitt 8.2 das Zusammenwirken
von Beton und Stahl untersucht.

Fiir die numerische Simulation des Tragverhaltens und der phanomenologischen
Erfassung der einzelnen Versagensmechanismen des Betons im Rahmen einer ver-
schiebungsgesteuerten Finite-Element-Berechnung kommt das in Abschnitt 6 be-
schriebene 8-Knoten-Kontinuumselement zum Einsatz.

Sofern nicht anders angegeben wird fiir alle Betonwerkstoffe eine einheitlichen
Querdehnzahl von v = 0.2 angesetzt. Die weiteren erforderlichen Materialkenn-
werte sind fiir jedes Beispiel explizit aufgefiihrt.

8.1 Unbewehrte Betonbauteile

In der Regel wird das Versagens- und Nachbruchverhalten unbewehrter Struk-
turen von der Entwicklung einzelner oder mehrerer Zugrisse dominiert. Da es —
wie an entsprechender Stelle bereits ertrtert — bei einer Beschreibung des rei-
nen Zugverhaltens iiber das Drucker-Prager-Kriterium im Falle von unbewehrten
Strukturen zu einer leichten Unterschitzung des Tragvermoégens kommen kann,
wird fiir die ersten beiden Beispiele die algorithmisch aufwendigere Modellformu-
lierung aus Abschnitt 5 verwendet. In einer dritten Untersuchung, bei welcher
die exakte Richtung der Riflentwicklung bereits im Vorfeld bekannt ist, 148t sich
das Versagen diskret {iber das in Abschnitt 7.3.2 eingefiihrte ’interface’-Element
abbilden.

8.1.1 Imperfekter Zugstab

Im Rahmen der bruchmechanisch motivierten Beschreibung des Entfestigungsver-
haltens nach Uberschreiten der maximalen Zug- beziehungsweise Druckfestigkeit
fand eine charakteristische Elementléange [. iber die Gréflen oy, und «,, geméaf
(4.5)2 und (4.13) Verwendung. Mit Hilfe dieser Lénge, die sich im dreidimensio-
nalen Fall aus (2.10) ergibt, war die Formulierung eines verschmierten Rifimodells
moglich, welches unabhingig von der gewéhlten Finite-Element-Diskretisierung
ist.
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Exemplarisch soll anhand eines imperfekten Zugstabes diese Objektivitit des
Verhaltens bei Zugbeanspruchung untersucht werden. Da sich die gewonnenen
Ergebnisse direkt auf den Fall des Druckversagens iibertragen lassen, kann auf
eine entsprechende numerische Berechnung verzichtet werden.

{ =600mm

a = 150 mm

E = 28800 N/mm?
fetm = 2.20 N/mm?
Gy = 0.08 N/mm

Abbildung 8.1: Imperfekter Zugstab, Geometrie- und Materialdaten

In Abb. 8.1 sind neben den wesentlichen Materialkonstanten des verwendeten Be-
tons C20/25 auch die geometrischen Abmessungen des betrachteten Probekorpers
dargestellt. Um das Versagen lokal zu induzieren, verjiingt sich der Zugstab zur
Mitte hin linear auf die 0.98 fache Querschnittsfliche. Unter Ausnutzung der
mehrfachen Symmetrie erfolgt die Berechnung — bei entsprechender Wahl der
Randbedingungen — an einem Achtel des Systems mit einer Netzfeinheit von
4x1x1, 8x2x2 sowie 16x4x4 Elementen, die Belastung F' wird stirnseitig als
verteilte Flachenlast angesetzt.

Wie dem Last-Verschiebungs-Diagramm, Abb. 8.2, zu entnehmen ist, stellen sich
fiir die drei unterschiedlichen Finite-Element-Netze nahezu deckungsgleiche Kur-
venverlaufe ein. Dieses Ergebnis 148t zwei wesentliche Schliisse zu: Zum einen ist
bereits die grobe 4 x1x 1-Diskretisierung ausreichend, um das Verhalten der unter-
suchten Probe wirklichkeitsgetreu darzustellen, so dafl eine weitere Verfeinerung
prinzipiell nicht mehr erforderlich wére. Zum anderen zeigt sich die netzunab-
héngige Erfassung der ortlich begrenzt auftretenden Versagensphdnomene. Das
diese Objektivitat des verschmierten Rifimodells auf einer Beriicksichtigung der
charakteristischen Elementlénge [. beruht, bestétigt sich im folgenden.

In einem zweiten Rechendurchgang wird fiir alle drei Netze dieselbe Lénge [. an-
gesetzt, so daf diese nicht mehr von den tatséchlichen Abmessungen des einzelnen
finiten Elementes abhéngt. Gewahlt wird hierfiir [. = 18.6248 mm, was im Mittel
den charakteristischen Langen der 8x2x2-Diskretisierung entspricht. Fiir dieses
Netz stellt sich annéhernd die zuvor ermittelte korrekte Losung ein und kann als
Referenz verwendet werden.
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Abbildung 8.2: Imperfekter Zugstab bei Beriicksichtigung der charakteristischen Ele-

mentlange [,

Nach dem Erreichen der maximalen Belastbarkeit von F' = 47.72kN ergeben
sich fiir die unterschiedlich feinen Netze stark divergierende Last-Verschiebungs-
Kurven, wie Abb. 8.3 zu entnehmen ist. Fiir das grobe 4x1x1-Netz wird die
tatséchliche Léange [. unterschitzt, womit aus (4.5)s ein zu grofler Wert fiir ay,
resultiert. Demzufolge ist fiir diesen Fall die Entfestigungsfunktion in Richtung
der plastischen Vergleichsdehnungen, die den verschmierten Rifioffnungen ent-
sprechen, gestreckt. Es wird ein wesentlich duktileres Materialverhalten impli-
ziert, so daf} sich im Nachbruchbereich bei gleicher Verschiebung Al ein zu hohes

50 - |
= 40
=,
<3
o0 30 |
=)
2
2 20+
[}
= 4x1x1l ——
10 + BX2X2 =mmmmim
1SN p—
O L | L
0 0.05 0.1 0.15 0.2

Verschiebung Al [mm]
Abbildung 8.3: Imperfekter Zugstab ohne Beriicksichtigung der charakteristischen

Elementlénge [,
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Resttragvermogen ergibt. Das sprodere Versagen der 16 x4 x4 Elemente, welches
sich in einem zu stark abfallenden Kurvenast widerspiegelt, stellt sich auf Grund
der gestauchten Funktion ¢, (4.7), ein. Die Ursache fiir dieses Verhalten ist in
dem zu grofl angenommenen Wert der charakteristischen Elementldnge zu sehen.

Die Evolution der fortschreitenden Schiadigung ist exemplarisch fiir die mittlere
Netzdichte in Abb. 8.4a) dargestellt. Wie fiir eine Verschiebung der belasteten
Stirnflichen um jeweils Al = 0.04 mm zu erkennen ist, beginnt die Entfestigung
des Materials erwartungsgeméfl im Bereich der Querschnittsschwéchung. Die ma-

b)

1.0000E-04 1.7411E-04 3.0314E-04 5.2780E-04 9.1896E-04 1.6000E-03

Abbildung 8.4: Plastische Vergleichsdehnungen a) mit Beriicksichtgung von [, fiir
Al =0.04mm, Al =0.10mm, Al = 0.20mm, b) mit konstanten [. fiir unterschiedli-
che Diskretisierungen bei Al = 0.16 mm
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ximale Ausdehnung der verschmierten Rifzone, die sich {iber rund vier Element-
schichten der Gesamtstruktur erstreckt, ist bereits bei Al = 0.10 mm erreicht,
so daf} eine weitere verschiebungsgesteuerte Berechnung nur noch zu einem star-
ken Anstieg der plastischen Vergleichsdehnungen in Probenmitte fiihrt, wie sich
fiir Al = 0.20mm zeigt. Diese Lokalisierung der Riflentwicklung in einer o6rtlich
begrenzten imperfekten Zone entspricht dem im Rahmen von experimentellen
Untersuchungen festgestellten und ausfiihrlich in Abschnitt 2.1.1 beschriebenen
Verhalten, sieche Abb. 2.1. Da sich fiir weiter zunehmende Verschiebungen Al
keine Anderung des phinomenologischen Verhaltens ergibt, wird auf eine Fort-
setzung der numerischen Simulation verzichtet.

Die Auswirkungen, die eine elementunabhéngige und damit beliebige Wahl der
Lénge [. auf das entstehende Versagensbild hat, lassen sich in Abb. 8.4b) er-
kennen. Fiir die drei verwendeten Diskretisierungen ergeben sich bei einer Ver-
schiebung von Al = 0.16 mm stark differierende Verteilungen der irreversieblen
Verformungen. Als Folge des verwendeten Wertes von [. entspricht das Ergeb-
nis, welches sich fiir eine mittlere Netzfeinheit von 8x2x2 Elementen einstellt,
der zu erwartenden realen Schidigung und fungiert als Vergleichsbasis. Aufgrund
der eingangs beschriebenen Uberschitzung der GréBe von ay, ist beim groben
4x1x1-Netz der Maximalwert der plastischen Vergleichsdehnungen erheblich zu
gering, so daf trotz der Entfestigung im imperfekten Querschnittsbereich noch ei-
ne Zugkraft {ibertragen werden kann, die mehr als 140% des tatsdchlichen Wertes
betrigt. In Anbetracht dieser hohen Belastung dehnt sich die Rilbildung bis in
Bereiche aus, die im Referenzkorper noch unterhalb der Versagensgrenze liegen.
Die geschidigte Zone nimmt letzlich etwa das doppelte der wirklichen Breite an.

Ein kontrares Bild zeigt sich fiir das feinmaschige 16x4x4-Netz: Der stark ge-
stauchte Verlauf der Entfestigungsfunktion ¢; bewirkt eine unverhéltnisméfig
starke lokale Konzentration der Schidigung. Da das Tragvermogen des verengten
Querschnitts infolge der stark iiberschétzten Riflentwicklung mit zunehmender
Verschiebung rapide absinkt, werden nur in der direkten Umgebung der ersten
Schédigung die maximal aufnehmbaren Spannungen erreicht. Die Entwicklung
eines zu schmalen Rilbandes und ein dementsprechend deutlich sproderes Mate-
rialverhalten sind die Folge. Bei einer Verschiebung von Al = 0.16 mm betragt
die aufnehmbare Kraft der Zugprobe mit dieser Diskretisierung nur noch etwa
die Halfte des als realistisch angenommenen Wertes.

Zusammenfassend 148t sich anhand des numerischen Beispiels eines imperfekten
Zugstabes die Invarianz der zuvor entwickelten Materialbeschreibung gegeniiber
einer Netzverfeinerung bestétigen. Diese Unabhéngigkeit resultiert aus der Ver-
wendung einer charakteristischen Elementlédnge [., deren Funktionsweise anschau-
lich dargestellt werden konnte.
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8.1.2 Unbewehrter Betonwinkel

Um die wirklichkeitsgetreue Abbildung der Riflentwicklung, die das vorgestellte
Betonmodell ermdoglicht, verifizieren zu konnen, soll im folgenden das Versagen
eines unbewehrten Betonwinkels numerisch untersucht werden. Wéahrend der ver-
tikale Schenkel des Winkels fest eingespannt ist, wird das horizontale Ende der-
gestalt belastet, dal sich an der Innenseite Zugspannungen einstellen. Infolge der
starken lokalen Konzentration dieser Spannungen im Bereich der einspringenden
Ecke, kommt es dort zu einer ausgepragten Materialschéddigung und einem Beginn
des Riflwachstums. Da bereits mit dem Auftreten des ersten Risses die maxima-
le Traglast erreicht ist, hingt die Versagenscharakteristik der gesamten Struktur
maBgeblich vom Nachbruchverhalten des verwendeten Materials ab.

Aufgrund der groflen Aussagekraft, die sich aus der klar definierten Schédigungs-
zone und der Evolution nur eines einzelnen Makrorisses ergibt, hat sich der un-
bewehrte Betonwinkel in den letzten Jahren zu einem Standardbeispiel fiir die
Uberpriifung und Kalibrierung unterschiedlichster mathematischer Material- und
Rifimodelle entwickelt. Fiir eine rein numerische Simulation konnten sich aller-
dings in der Literatur bisher noch keine einheitlichen Vereinbarungen beziiglich
Geometrie, Belastungsform und gewihlten Materialkennwerten etablieren.

Wihrend beispielsweise LACKNER [129] und HUEMER [98] das sogenannten 'L-
shaped panel’ ausschliellich dazu verwenden, die Konvergenz von adaptiven Al-
gorithmen zu {iberpriifen und dementsprechend giinstige Parameter wéhlen, er-
scheint ein quantitativer Vergleich mit experimentellen Ergebnissen sehr viel sinn-
voller. Fiir die in Abb. 8.5 dargestellte Form des Probekorpers ist in der Da-
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aasad A v =018
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E == _‘_‘ === w fctm:2.7ON/mm2
el H EE agli fom = 31.00 N/mm?
| Gy = 0.0500 — 0.0905 N/mm
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| G, = 10.80 N/mm
100
pm] 230 250

Abbildung 8.5: Unbewehrter Betonwinkel, Geometrie- und Materialdaten
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tenbank des EUROPEAN RESEARCH NETWORK: TALAD [236] eine detaillierte
Sammlung von Versuchsergebnissen sowie numerischen Vergleichsrechnungen mit
verschiedenen Materialformulierungen zu finden. Die hinsichtlich Versuchsaufbau
und -durchfithrung sehr umfangreiche Beschreibung der experimentellen Untersu-
chungen geht auf Arbeiten von WINKLER [232] und WINKLER et al. [233] zurtick.
Die dort gewonnenen Ergebnisse sollen im weiteren als Referenzwerte herangezo-
gen werden.

Fiir die Finite-Element-Simulation werden die in Abb. 8.5 angegebenen Kenn-
werte des Versuchsmaterials verwendet, Diskussionsbedarf besteht allerdings bei
der Grofe der spezifischen Bruchenergie des Zugversagens. WINKLER [232] zu-
folge hat diese einen Wert von G = 0.0650 N/mm. FEIST [74], FEIST et al. [76]
und OLIVER et al. [164] verwenden fiir ihre numerischen Untersuchungen die
Bruchenergie Gy = 0.0905 N/mm um eine bessere Ubereinstimmung mit den
experimentellen Ergebnissen zu erhalten.

Im Rahmen einer ersten Studie wird das Verhalten des unbewehrten Winkels
fiir verschiedene Energien untersucht. Mit dem Ansatz von Symmetrierandbedin-
gungen ist es ausreichend nur die Hélfte des Systems zu diskretisieren. Es wer-
den fiir das Netz 1 zwei Lagen mit jeweils 300 Kontinuumselementen verwendet.
Zur Realisierung der festen Einspannung des Fulpunktes sind dort die vertika-
len Verschiebungen behindert, die horizontalen Richtungen sind so gehalten, daf3
sich ein ebener Spannungszustand einstellen kann. Wie fiir dieses Beispiel allge-
mein iiblich, siche FEIST et al. [76], LACKNER [129], MENRATH [150] und andere,
werden bei der verschiebungsgesteuerten Berechnung die Knoten der belasteten
Stirnflache gleichméfig in vertikaler Richtung um insgesamt w = 1.0 mm nach
oben verschoben. Die Belastung F' ist als Flachenlast wirkend aufgebracht.

Wie den Last-Verschiebungs-Kurven in Abb. 8.6 zu entnehmen ist, wird bei Ver-
wendung einer Bruchenergie von Gy = 0.0650 N/mm die im Versuch gemessene
maximale Traglast von F' = 7.7 kN um etwa 6% iiberschéitzt. Diese Abweichung
erscheint vertretbar, denn wéhrend bei einer numerischen Untersuchung von einer
perfekten Struktur und einem isotropen, anfinglich vollstindig ungeschidigten
Material ausgegangen wird, lassen sich bei experimentellen Versuchen einzelne
Storstellen oder leichte geometrische Imperfektionen kaum vermeiden. Dies zeigt
sich auch in der relativ breiten Streuung der gewonnenen Ergebnisse, die der grau
hinterlegte Bereich, welcher die Umbhiillende aller im Versuch ermittelten Kurven-
verldufe kennzeichnet, erkennen la8t. Erfolgt dagegen die Berechnung mit der von
FEIST [74] und OLIVER et al. [164] bevorzugten GroBe der Bruchenergie, so er-
gibt sich fiir die in den Abschnitten 4 und 5 entwickelte Materialformulierung eine
Bruchlast F' von mehr als 8.8 kN. Erheblich bessere Resultate liefert eine leichte
Abminderung der zur Diskussion stehenden Gréfle auf Gy = 0.0500 N/mm. Die
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Abbildung 8.6: Berechnungen mit unterschiedlichen Bruchenergien im Vergleich zu

Referenzlosungen und Versuchsergebnissen

im Rahmen der Finite-Element-Berechnung bestimmte Traglast stimmt nahezu
exakt mit der im Versuch ermittelten Belastbarkeitsgrenze iiberein, so dafl im
folgenden die nach unten korrigierte Bruchenergie angesetzt wird.

Trotz des groflen Einflusses, den die Wahl der Energie G auf die numerisch ermit-
telte Versagenslast hat, zeigt sich fiir alle Werte eine qualitativ gute Erfassung des
Nachbruchverhaltens des untersuchten Betonwinkels — auf die leichte Diskrepanz
im Vorbruchbereich wird an spéterer Stelle detaillierter eingegangen.

Um die Qualitédt der Rilapproximation der verwendeten Materialformulierung be-
urteilen zu kénnen, sind in Abb. 8.7 a) exemplarisch die Verlaufe zweier typischer
Einzelrisse, die sich in den Versuchen von WINKLER [232] eingestellt haben, abge-

a) b)

~—

Abbildung 8.7: a) Zwei experimentell festgestellte Rilverldufe, b) Bereich aller auf-
getretenen Risse nach Versuchen von WINKLER [232]
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bildet. Nach einer anfanglichen Neigung von etwa 20° verlduft das Rilwachstum
mit zunehmendem Abstand von der einspringenden Ecke des Betonwinkels ten-
denziell in horizontaler Richtung um gegen Ende wieder anzusteigen. Der Bereich
aller in den Versuchsreihen festgestellter Macrorisse ist in Abb. 8.7b) dargestellt.

Ein dhnliches Bild zeigt sich bereits bei einer Berechnung mit der relativ gro-
ben Diskretisierung von Netz 1, siche Abb. 8.8. Der Bereich der plastischen Ver-
gleichsdehnungen, die den Grad der Entfestigung und damit auch die Lage des
eintretenden Risses angeben, 148t schon bei einer Verschiebung der belasteten
Stirnseite um w = 0.30 mm das Abknicken in die horizontale Lage erkennen. Daf3
die Evolution nicht exakt im Eckbereich beginnt, sondern in der Héhe der ersten
Elementlage unterhalb dieser Ecke, ist eine Folge der verschmierten Riflappro-
ximation. Im Rahmen dieser Formulierung ist das diskrete Aufreiflen einer Ele-
mentfuge nicht moglich und kann nur durch eine Netzverfeinerung kompensiert
werden. Bei einer Auslenkung von w = 0.50 mm sind nur noch etwa ein fiinftel
des aufreienden Querschnitts ungeschidigt, mit Erreichen von w = 1.00 mm ist
die inzwischen wieder leicht nach oben abknickende Zone, in der plastische Ver-
gleichsdehnungen erkennbar sind, an der gegeniiberliegenden Seite der Struktur
angelangt. Es ist festzustellen, dafl die Breite des entfestigenden Bereiches iiber
den gesamten Belastungsweg nahezu konstant geblieben ist, was die Wirklich-
keitsnidhe der verwendeten Ansétze unterstreicht.

Eine deutlich ausgepréigtere Lokalisierung des Schédigungsprozesses stellt sich
fiir Netz 2 ein, welches das untersuchte halbe System mit vier Lagen zu jeweils
1200 Elementen beschreibt, Abb. 8.8. Wahrend die horizontale Lénge des Rif3-
bereiches nahezu identisch zu Netz 1 ist, betrédgt die vertikale Ausdehnung nur
etwa die Hélfte der zuvor ermittelten. Da fiir beide Netze dieselbe Energie dissi-
piert werden muf}, ergeben sich innerhalb des schmalen Riflbandes, das die zwei
auftretenden Knicke wesentlich besser erkennen l&8t, deutlich groflere Werte fiir
ay. Ein Vergleich mit den realen von WINKLER [232] und WINKLER et al. [233]
konstatierten Verldufen, Abb. 8.7, zeigt {iber die gesamte Versagenszone sehr
gute Ubereinstimmungen. Das von FEIST [74] beschriebene fehlende Vermogen
vierknotiger Schalenelemente einen schrig verlaufenden Rifl abzubilden, kann bei
einer Verwendung von 8-Knoten-Kontinuumselementen nicht festgestellt werden.

Die Last-Verschiebungs-Kurven, welche aus einer Berechnung mit Netz 1 bezie-
hungsweise Netz 2 fiir Gy = 0.0500 N/mm resultieren, Abb. 8.9, zeigen eine sehr
gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der experimentellen Versuche. An
einen anfinglich starken Abfall der Belastbarkeit, der sich nach Uberschreiten
der Traglast einstellt, schliefit sich bei fortschreitender Rilentwicklung nur noch
eine geringe Reduktion der aufnehmbaren Last an. Das im Vergleich der beiden
Losungen anfénglich etwas duktilere Nachbruchverhalten von Netz 2 folgt aus
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Abbildung 8.8: Plastische Vergleichsdehnungen «; fiir unterschiedliche Diskretisie-

rungen bei w = 0.30 mm, w = 0.50 mm und w = 1.00 mm



8.1 Unbewehrte Betonbauteile 163

9 T T T T
g Netz 1 — |
Netz 2 -=-=-~--
7t {~ Versuchsergebnisse 1
= 7%\ \'s OLIVER et al. [164] weeeeees
Z 67 / -““\ s FEIST [74] — — -
& o5 b #0 RV\, ]
& ) LA\
2 4F f AN\ ]
i@ 3 1 ."".\ \‘\
£ NN
2+ "\% ..... ‘\. 4
N Ny e
1 L ~ -~ ;--‘.'._;_a:...“' Pivren.n. J
0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Verschiebung w [mm)]

Abbildung 8.9: Unterschiedlich feine Netze im Vergleich zu Referenzlosungen und

Versuchsergebnissen

der unterschiedlichen Approximation der Rifllage. Aufgrund der groberen Diskre-
tisierung ist die Position des entstehenden Risses bei Netz 1 etwas nach unten
versetzt, woraus eine leichte Modifikation der betrachteten Struktur folgt. Mit zu-
nehmender Schiadigung verliert diese Abweichung weitestgehend ihre Bedeutung,
es kommt zu einer erneuten Konvergenz der Kurven.

Die Betrachtung der Ergebnisse von FEIST [74] und OLIVER et al. [164] zeigt, daf§
von diesen, trotz einer Erhohung der Bruchenergie um etwa 40%, nur der untere
Wert der in Experimenten bestimmten Traglast erreicht werden kann. Das Ver-
sagensverhalten wird qualitativ gut wiedergegeben, wobei die Losung von FEIST
sich durch sprodere Materialeigenschaften auszeichnet. Beiden Arbeiten liegen
isotrope Kontinuumsmodelle zugrunde, welche auf der Schidigungstheorie basie-
ren und grofle Diskontinuitdten beriicksichtigen, sieche Abschnitt 2.2.3. Fiir ihre
numerischen Untersuchungen kommen zweidimensionale Schalen- oder Dreiecks-
elemente zum Einsatz.

Einer in vertikaler Richtung 100 fach iiberhchten Darstellung der verformten
Finite-Element-Netze 1 und 2 bei einer Verschiebung der belasteten Stirnfliche
um w = 1.00 mm ist zu entnehmen, daf} sich die auftretenden Verzerrungen na-
hezu vollstdndig auf das Riband konzentrieren, siche Abb. 8.10. Beginnend in
der ersten Elementlage unterhalb der einspringenden FEcke verlagert sich die Deh-
nungskonzentration mit zunehemender Rifllinge in die dariiberliegenden Schich-
ten.

Wie schon bei der Diskussion des Last-Verschiebungs-Diagramms in Abb. 8.6
festgestellt werden konnte, zeigt sich sowohl fiir die eigene numerische Losung als
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Abbildung 8.10: Finite-Element-Netze bei w = 1.00 mm, vertikal 100 fach iiberhoht

auch fir die von OLIVER et al. [164] im elastischen Vorbruchbereich ein zu steifes
Verhalten. Dieses Phinomen, welches unabhéingig von der Wahl der Bruchenergie
ist, kann auch durch einen erhohte Netzdichte oder die in Abschnitt 6.4 vorge-
stellten Interpolationen nicht unterdriickt werden, sieche Abb. 8.9. Aus welchem
Grund die in den Arbeiten von FEIST [74], FEIST et al. [76] dargestellten Kurven
den zu starken Anstieg nicht aufweisen, konnte nicht eindeutig geklért werden.
OLIVER et al. [164] fithren dieses Kurvenverhalten auf Messfehler bei der Ver-
suchsdurchfithrung zuriick, welche sich aus einer ungewollten Starrkorperdrehung
des Probekorpers ergeben. Infolge des Schlupfes der im Fulpunkt des Betonwin-
kels eingebrachten Stahlplatte, {iber die die Einspannung gewéhrleistet wird, siehe
WINKLER [232], kommt es zu einer geringfiigigen Rotation. Als Mittelpunkt der
Drehung geben OLIVER et al. einen Punkt an, der zentrisch im vertikalen Schen-
kel 150 mm oberhalb der Einspannung liegt. Der Drehwinkel betragt ¢ = Au/h.,
wobei sich Grofle von Awu aus der Differenz der im Versuch gemessenen und der
numerisch ermittelten horizontalen Verschiebung des Punktes P bei Erreichen
der maximalen Belastbarkeit ergibt, Abb. 8.11. h, = 350mm ist der Abstand
zwischen Winkeloberkante und Drehpunkt. Uber die Traglast Fr und den ho-
rizontalen Abstand zur belasteteten Stirnfliche h, = 375 mm 14t sich fiir jede
beliebige Einwirkung F' die korrigierte Verschiebung

Wyes = W + W mit W= 2 Fh, (8.1)
Fr

angeben. In (8.1) wird dabei von kleinen Winkeln ¢ mit sin ¢ = ¢ und cos p = 1.0
ausgegangen.

Mit der im Versuch gemessenen horizontalen Verschiebung ., = 1.366 mm und
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Abbildung 8.11: Starrkérperdrehung des unbewehrten Betonwinkels

dem daraus resultierenden Differenzwert Au = 0.149 mm zeigen die korrigierten
Last-Verschiebungs-Kurven der Netze 1 und 2 im elastischen Bereich eine sehr gu-
te Ubereinstimmung mit den experimentell ermittelten Verldufen, siche Abb. 8.12.
Auch im Bereich des langsamen Aufreiflens der Struktur fithrt die Berticksichti-
gung der Starrkorperrotation zu einer leichten Verbesserung der ohnehin schon
sehr guten Approximation der Versuchsergebnisse.

Wie anhand des Beispiels des sogenannten 'L-shaped panel’ gezeigt werden konn-
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Abbildung 8.12: Ergebnisse der Netze 1 und 2 nach Korrektur gemifi OLIVER
et al. [164]
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te, ist das vorgestellte Materialmodell in der Lage das Versagen einer unbewehrten
Struktur durch Auftreten eines einzelnen Risses, sowohl qualitativ als auch quan-
titativ nahezu exakt abzubilden. Nicht nur die Evolution des diskreten Macroris-
ses wird wirklichkeitsgetreu wiedergegeben, auch stimmen die im Rahmen einer
Finite-Element-Berechnung gewonnenen Last-Verschiebungs-Kurven iiber weite
Bereiche mit denen aus experimentellen Untersuchungen iiberein. Im Gegensatz
zu den zweidimensionalen Simulationen von FEIST [74] und OLIVER et al. [164]
ist es bei Verwendung der vorgeschlagenen Kontinuumsformulierung moglich, mit
den in Versuchen bestimmten Materialkennwerten die maximale Belastbarkeit der
Struktur in einer addquaten Weise zu erfassen.

8.1.3 Keilspaltversuch

In den bisherigen Beispielen sollte zum einen die Objektivitdt der verwendeten
bruchmechanischen Ansétze tiberpriift, zum anderen eine Struktur untersucht
werden, fiir die der genaue Verlauf der entstehenden Versagenszonen nicht exakt
bekannt war. Anders dagegen fiir den im folgenden numerisch simulierten Keil-
spaltversuch: fiir dieses System steht die Lage des spéateren Zugrisses bereits im
Vorfeld fest, so daBl eine diskrete Beschreibung dieser Diskontinuitét mit Hilfe der
'interface’-Formulierung aus Abschnitt 7.3.2 moglich wird.

Da der von LINSBAUER & TSCHEGG [136] und BRUHWILER & WITTMANN [27]
eingefiihrte Keilspaltversuch im Vergleich zum Biegeversuch ein geringeres Pro-
benvolumen bendétigt und versuchstechnisch wesentlich einfacher durchzufiihren
ist als direkte Zugversuche, wird dieser hiufig zur Bestimmung bruchmechani-
scher Betonparameter verwendet. Im Rahmen des oft auch als 'wedge-splitting-
test” bezeichneten Versuches wird ein geschlitzter Probekorper mit Hilfe eines
Stahlkeils aufgespalten. Uber Rollenlager ergeben sich infolge des vertikal bela-
steten Keils zwei horizontale Kréfte F', die quer zur spateren Riffirichtung wirken,
Abb. 8.13. Der Versuchskorper steht entweder auf einem zentrisch positionierten
Linienlager oder alternativ auf zweien, die in den Schwerachsen der entstehenden
Teilkorper angeordnet sind. Bei letztgenannter Variante wird zum einen der Ein-
flufl des Eigengewichtes der Probenhélften eliminiert, zum anderen wird der theo-
retische Rifweg, der in Probenmitte verlduft, nicht gestort. Bei Verwendung nur
einer Auflagerung stellt sich am Endpunkt des zu erwartenden Risses ein mehrdi-
mensionaler Spannungszustand ein, der den Rif} aus seiner urspriinglichen Rich-
tung ablenkt. Ausfiihrliche Beschreibungen von experimentellen Untersuchungen
mit verschiedenen Betonfestigkeiten und variierenden Probenabmessungen sind
unter anderem in den Arbeiten von ISSA et al. [102] und TRUNK [219] zu finden.

Neben den experimentell gewonnen Ergebnissen existiert einen grofle Anzahl nu-
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Abbildung 8.13: Geometrie des Keilspaltversuches nach TRUNK [219]

merischer Berechnungen, da sich dieses Beispiel als Folge der klar definierten Ver-
sagensform sehr gut zum Verifizieren von mathematischen Modell- und Material-
formulierungen eignet. Wéhrend beispielsweise FERRARA & DI PRISCO [77] einen
auf Invarianten beruhenden nichtlokalen Schiadigungsansatz verwenden, fiithren
KARIHALOO & XIAO [107] ihre Berechnung mit hybriden RiBelementen durch.
Als numerische Referenzlosungen sollen im folgenden die Ergebnisse des von KER-
BER et al. [109] vorgeschlagenen plastischen Schidigungsmodells und diejenigen
der Formulierung von FEIST [75] herangezogen werden. FEIST nutzt zur Darstel-
lung des Versagens auf Elementebene eine diskontinuierliche Sprungfunktion.

Die Finite-Element-Diskretisierung erfolgt an einem Viertel des Systems mit ins-
gesamt 256 Kontinuumselementen, wobei in den beiden Symmetrieebenen die
entsprechenden Randbedingungen zu beriicksichtigen sind. Da die Abbildung des
entstehenden Einzelrisses nicht verschmiert, sondern in diskreter Form erfolgen
soll, kann fiir die Kontinuumselemente ein linearelastisches Materialverhalten an-
genommen werden. Die Schiadigung der Struktur konzentriert sich ausschliellich
auf die 48 ’interface’-Elemente, welche unterhalb der vorgesehenen Einkerbung in
der Symmetrieebene angeordnet sind, Abb. 8.14. Zur Beschreibung der Entfesti-
gung im Rahmen des Coulombschen Reibungsgesetzes wird fiir diese Zwischenele-
mente die bruchmechanisch motivierte exponentielle Funktion (7.40) herangezo-
gen. Die dort zu findende interne plastische Variable o beschreibt, wie schon bei
den verschmierten Formulierungen, den Grad der Schadigung. Als Materialpara-
menter kénnen die Kennwerte des von TRUNK [219] verwendeten Betons ange-
setzt werden. Die maximale Kohésion ¢y entspricht dabei dem Wert der einaxialen
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Abbildung 8.14: 2D-Ansicht des diskretisierten Systemviertels, Materialparameter

Zugfestigkeit f.,, die Steifigkeit senkrecht zur ’interface’-Fléiche stimmt mit dem
Elastizitdtsmodul E {iiberein, in den Rififliche ist sie identisch zum Schubmo-
dul G = 0.5 E/(1 4 v). In Anlehnung an die Arbeit von RoTs [183] wird fiir den
Winkel ¢ der inneren Reibung 45° angesetzt.

In Abb. 8.15 sind der Last-Verschiebungs-Kurve der verschiebungsgesteuerten Be-
rechnung die experimentell ermittelte und die numerischen Referenzlosungen ge-
geniibergestellt. Aufgetragen ist dabei die gegenseitige horizontale Verschiebung
der beiden Lastangriffspunkte. Mit Verwendung des ’interface’-Modells wird die
Traglast von F' = 47.69 kN bei einer Verschiebung von etwa u = 0.30 mm erreicht,
was eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem im Versuch gemessenen Wert dar-
stellt. Bei KERBER et al. [109] und FEIST [75] ist eine Steigerung der Belastung
bis zu v = 0.38 mm moglich, wobei letzterer die tatsdchliche Tragfahigkeit um
etwa 5.0% unterschitzt. Fiir den Nachbruchbereich impliziert die Losung von
FEIST ein deutlich zu duktiles Verhalten, so daf§ beispielsweise bei u = 1.0 mm
eine Resttragfiahigkeit angenommen wird, die nahezu doppelt so grof§ ist wie die
experimentell festgestellte. Das plastische Schidigungsmodell von KERBER et al.
fithrt auf eine qualitativ gute Erfassung des Strukturverhaltens, wobei der re-
sultierende Verlauf stets oberhalb der Ergebnisse von TRUNK liegt. Ein anderes
Bild zeigt sich fiir die verwendete 'interface’-Modellierung: Uber weite Strecken
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Abbildung 8.15: Keilspaltversuch, numerische Losungen und Versuchsergebnisse von
TRUNK [219]

liegen die experimentell bestimmte Last-Verschiebungs-Kurve und diejenige der
Finite-Element-Berechnung eng beieinander, erst ab einer Verschiebung von rund
1.1mm wird die tatséchliche Entfestigung iiberschéatzt. Mit zunehmendem Auf-
reiflen des Probekorpers verlaufen beide Kurven wieder nahezu parallel. Es kann
festgestellt werden, dafl die vorgeschlagene diskrete Riflformulierung in der Lage
ist das reale Strukturverhalten sehr gut zu approximieren.

Um die Schiadigungsevolution und damit auch die Riflentwicklung diskutieren
zu koénnen, sind in Abb. 8.16 die Normalspannungen tg und die plastischen Ver-
gleichsdehnungen «, welche sich in der aufreiienden Zone mit Erreichen der Trag-
last und am Ende der Berechnung bei u = 2.50 mm einstellen, iiber die Hohe z
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Abbildung 8.16: Verteilung von Normalspannungen und Vergleichsdehnungen im Rif3-

bereich bei Erreichen der Traglast und am Ende der Berechnung
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aufgetragen. Der dargestellte Schnitt befindet sich in der Symmetrieebene bei d /2.
Wie zu erwarten war ergeben sich fiir v = 0.30 mm im unteren Teil Druckspan-
nungen. Jenseits der Spannungsnullinie bei einer Hohe von etwa 140 mm entsteht
eine ausgeprigte Zugzone. Oberhalb von z = 195mm, wo die Zugfestigkeit des
Betons erreicht wird, treten die ersten Materialschddigungen auf, wie sich zum
einen aus den einsetzenden plastischen Vergleichsdehnungen und zum anderen aus
der verminderten Fahigkeit der Spannungsiibertragung ableiten 148t. Da fiir den
Traglastzustand auch direkt unterhalb der Einkerbung noch keine vollstandige
Trennung der Rififlachen stattgefunden hat, stellen sich dort Normalspannun-
gen von téf = 1.36 N/mm? ein. Diese Kraftiibertragung, die aus Verzahnungen
der Oberflichen herriihrt, ist bei einer Verschiebung der Lastangriffspunkte von
u = 2.50 mm nur noch in einem sehr begrenzten Mafle moglich. Da nahezu der
gesamte Querschnitt Schiadigungen aufweist, betrigt der Maximalwert der Zug-
spannungen bei z = 25 mm nur noch 1.45 N/mm?. Mit zunehmender Hohe stellt
sich ein exponentieller Abfall der Zugspannungen ein, so dafl ab der Hélfte der
Gesamthohe nahezu keine Spannungen mehr wirken.

Abbildung 8.17: Strukturverformungen bei u = 0.30 mm und u = 2.50 mm, 50 fach
iiberhoht

Die Darstellung des deformierten Probekorpers mit 50 fach iiberhohten Verschie-
bungen, Abb. 8.17, unterstreicht die bisherigen Beobachtungen. Wahrend fiir den
Traglastzustand fast keine Aufweitung der ’interface’-Schicht zu erkennen ist,
kommt es bei einer Verschiebung von u = 2.50 mm zu einem regelrechten Auf-
klaffen der dunkel hinterlegten Zwischenelemente. Es ist der Abbildung zu ent-
nehmen, daf sich der gerissene Bereich iiber den gesamten Querschnitt ausdehnt,
wobei sich die beiden entstehenden Teilkérper um den Fulpunkt des Risses nach
auBen verdrehen.

Die sehr guten Ubereinstimmungen von experimenteller Untersuchung und nume-
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rischer Simulation des Keilspaltversuches zeigen, daf sich die in Abschnitt 7.3.2
entwickelte 'interface’-Formulierung auch fiir die Abbildung diskreter Risse eignet.
Obwohl dieses Element urspriinglich fiir die Beschreibung des Verbund-Schlupf-
Verhaltens von Kopfbolzenverbindungen eingefiihrt wurde, 148t es sich bei Ver-
wendung einer exponentiellen Entfestigungsfunktion auch fiir reine Betonstruktu-
ren, fiir welche die exakte Lage des entstehenden Makrorisses in Vorfeld bekannt
ist, einsetzen. Ohne dafl spezielle Materialkennwerte bestimmt werden miissen,
wird das Versagensverhalten nahezu exakt wiedergegeben.

8.2 Untersuchung von Verbundstrukturen

Nachdem sich die bisherigen Beispiele ausschliellich auf unbewehrte Bauteile be-
schrankt haben, sollen im weiteren Verbundkonstruktionen untersucht werden. Im
Falle, daf} sich der Verbundcharakter aus einer Bewehrung des Betonquerschnit-
tes ergibt, kommt das in Abschnitt 7.2.3 vorgestellte dreidimensionale Rebar-
Konzept zur Anwendung. Die einzelnen Bewehrungsstibe lassen sich somit in
diskreter Form abbilden. Als Materialmodell wird fiir den Betonstahl — wie auch
fiir alle weiteren Stahlbauteile — eine elastoplastische Beschreibung gewahlt, wel-
che auf dem von Mises-Kriterium basiert, Abschnitt 7.1. Unabhéngig vom Ein-
satzbereich wird fiir sdmtliche Stahlkomponenten von einer Querdehnung mit
v = 0.2 ausgegangen.

8.2.1 Bewehrte Biegebalken

Als erste bewehrte Struktur soll das Tragverhalten zweier Biegebalken simuliert
werden. Die in Abb. 8.18 zu findenden Geometriedaten entsprechen denen, welche
KARIHALOO [106] fiir seine experimentellen Untersuchungen wéhlte. Im Rah-
men dieser Versuche wurden zwei ausschliellich im Zugbereich bewehrte Ein-
feldtréger durch eine in Tragermitte angesetzte Einzellast beansprucht. Fiir den
ersten Tréager, Balken 1, dessen Bewehrungsgrad p, bei 0.75% liegt, konnte ein
Versagen infolge Fliefens des 1¢12mm festgestellt werden. Bei Balken 2, der
iiber den doppelten Bewehrungsquerschnitt verfiigte, 2 612 mm, entwickelten sich
zusétzlich zu der versagenden Zugzone einzelne Schubrisse. Desweiteren lielen
sich in der Druckzone deutliche Auflockerungserscheinungen des Betongefiiges
erkennen.

Aufgrund der einfachen Finite-Element-Diskretisierung ist dieses System in einer
Vielzahl von Veroffentlichungen als numerisches Beispiel zu finden. ORTIZ [165],
BAZANT & PRAT [10] und TIKHOMIROV & STEIN [216] nutzen fiir ihre Be-
rechnungen unterschiedliche Schédigungsmodelle. Letztere beispielsweise bilden
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ten

in einer algorithmisch sehr umfangreichen Formulierung Zementmatrix, Zuschlag
und Verbundbereich auf der Mesoebene ab, wofiir sie insgesamt 26 Parameter
verwenden, von denen sich nur ein kleiner Teil experimentell bestimmen la8t.
SUANNO [210] nutzt fiir die Untersuchung der Balken ein elastoplastisches ’cap-
model” mit skalarer Schidigungsbeschreibung, ein bruchmechanisch motivierter
Ansatz fiir das Nachbruchverhalten ist bei MENRATH [150] zu finden.

Trotz der weiten Verbreitung dieses numerischen Tests besteht eine grofie Un-
stimmigkeit bei der Wahl der Materialkonstanten. Wéahrend beispielsweise OR-
TI1Z [165] und SUANNO [210] die Kennwerte ihrer Modelle anhand der experimen-
tellen Ergebnisse kalibrierten oder MENRATH [150] umfangreiche Parameterstu-
dien beziiglich der zu wahlenden Bruchenergie Gy durchfiihrte, sollen im Rahmen
der folgenden Untersuchung ausschlielich die von KARIHALOO [106] bestimmten
Materialdaten angesetzt werden, siche Abb. 8.18. Die Festlegung des Parame-
ters h, der die Verfestigung der Bewehrung kennzeichnet, erfolgt in Anlehnung
an TIKHOMIROV & STEIN [216]. Unter Ausnutzung der mehrfachen Symmetrie
ist die Berechnung an einem Viertel des Gesamtsystems mit 36 x2x6 Elementen
moglich. Fiir den einfach bewehrten Balken 1 ist dabei der halbe Stahlquerschnitt
anzunehmen. Um der im Versuch eingesetzten 100 mm x 100 mm groflen Lastein-
leitungsplatte gerecht zu werden, wird F' als dquivalente Flachenlast abgebildet.

Neben den von KARIHALOO [106] experimentell ermittelten Last-Verschiebungs-
Kurven werden die numerischen Ergebnisse von SUANNO [210] und MEN-
RATH [150], deren Formulierungen — &hnlich wie das in Abschnitt 4 entwickel-
te Modell — von einer Beschreibung der Versagensphdnomene auf Makroebene
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ausgehen, herangezogen.

Wie bereits im Versuch zu beobachten war, stellt sich auch im Rahmen einer ver-
schiebungsgesteuerten Berechnung mit dem gekoppelten Drucker-Prager-Kugel-
Modell das Versagen von Balken 1 als Folge einer plastizierenden Bewehrung ein.
Dieses Flieen des Betonstahls beginnt bei einer Belastung von F' = 23.1kN,
was mehr als 95% der experimentell ermittelten Tragfahigkeit entspricht und auf
die sehr gute Approximation des Betonverhaltens schlieflen 1a8t. Die geringfiigig
bessere Annidherung der Traglast durch SUANNO erklért sich aus dessen spezi-
eller Wahl der Materialparameter, die — wie bereits erwahnt — nur bedingt mit
denen des durchgefiihrten Versuches {ibereinstimmen. Obwohl MENRATH fiir sei-
ne Berechnung mit zweidimensionalen Elementen die Bruchenergie Gy auf das
Vierfache der von KARIHALOO angegebenen Grofle erhoht, unterschéitzt er den
Maximalwert um etwa 12%.

Gemifl KARIHALOO [106] und REINECK [176] wird die Tragféhigkeit des unter-
suchten Systems neben der Rifireibung und der Biegeeinspannung der Betonzéhne
mafgeblich von der Diibelwirkung der Langsbewehrung bestimmt. Wahrend die
ersten beiden Phénomene innerhalb der verschmierten Riflbetrachtung impliziert
werden, wird letzteres modellbedingt nur teilweise abgebildet. Als Folge dieser
unterschitzten Diibelwirkung wird die Steifigkeit des Balkens bei beginnendem
Aufreilen der Zugzone als etwas zu gering angenommen, was sich im Vorbruch-
bereich in einer Abweichung von numerischer und experimentell ermittelter Last-
Verschiebungs-Kurve bemerkbar macht, Abb. 8.19. Mit zunehmender Ril6ffnung
und eintretender irreversibler Verformung der Bewehrung verliert die Diibelwir-
kung ihren Einfluf}, die Verldufe ndhern sich wieder an.
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Abbildung 8.19: Balken 1, experimentelle und numerische Ergebnisse
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Desweiteren ist zu erkennen, dafl das im Versuch konstatierte Nachbruchverhal-
ten von der verwendeten Materialformulierung qualitativ sehr gut wiedergegeben
kann: Es stellt sich ein nahezu horizontaler Kurvenverlauf ein, welcher sich aus
einer Verfestigung der plastizierenden Bewehrung bei gleichzeitig fortschreitender
Riflentwicklung ergibt. Bei beiden Referenzkurven ist mit zunehmender Verschie-
bung eine deutliche Reduktion der Tragfidhigkeit zu erkennen. FEine Erklarung fiir
den kurzzeitigen Abfall der Versuchskurve nach Uberschreiten der Traglast kann
nicht gegeben werden.

Wie nach den bisherigen Beobachtungen des Balkens 1 zu erwarten war, erweist
sich das numerisch bestimmte Last-Verschiebungs-Verhalten fiir den doppelt so
stark bewehrten Balken 2 als zu duktil, Abb. 8.20. Im Gegensatz zum Versuchs-
balken, den ein abruptes, sprodes Versagen kennzeichnet, stellt sich im Rahmen
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Abbildung 8.20: Balken 2, experimentelle und numerische Ergebnisse

der durchgefithrten Berechnung nach dem Uberschreiten der Maximallast von
F = 35.30kN nur ein leichter Kurvenabfall ein. Ein sehr &hnliches Verhalten
zeigen auch die beiden numerischen Vergleichskurven. Wahrend fiir das vorge-
stellte Modell die Traglast bei w = 6.53 mm erreicht ist, iiberschreitet die Kurve
von SUANNO ihren Scheitelpunkt erst wesentlich spéater bei w = 7.45mm. Da
selbst fiir die sehr detaillierte mesoskopische Untersuchung von TIKHOMIROV &
STEIN [216] eine Steigerung der Belastung bis zu einer Verschiebung von etwa
w = 5.8 mm moglich ist, bleibt fraglich, inwieweit das von KARIHALOO festge-
stellte Verhalten des Balkens 2 als allgemeingiiltig anzusehen ist.

Zur Diskussion der wesentlichen Versagensmechanismen, die sich auf Seiten des
Betons einstellen, sollen fiir beide Balken die plastischen Vergleichsdehnungen,
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Balken 1

B e ——

5.0000E-05 6.9475E-05 9.6535E-05 1.3413E-04 1.8638E-04 2.5897E-04 3.5984E-04 5.0000E-04
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1.5000E-04 2.3977E-04 3.8328E-04 6.1266E-04 9.7933E-04 1.5655E-03 2.5024E-03 4.0000E-03

Abbildung 8.21: Plastische Vergleichsdehnungen bei Erreichen der maximalen Trag-
last, Balken 1: w = 5.5mm, Balken 2: w = 6.5mm fiir a) Druck, b) Zug, nur linke
Systemhélfte dargestellt
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welche die Ausbreitung der geschidigten Bereiche widerspiegeln, gegeniiberge-
stellt werden. Aus Griinden der Symmetrie ist die Darstellung nur einer Sy-
stemhilfte ausreichend. Es zeigt sich in Abb. 8.21b) sowohl fiir Balken 1, als
auch fiir Balken 2 eine ausgepréigte Zone, in der es zu einer Evolution von Biege-
zugrissen kommt. Mit dem Erreichen der maximalen Belastbarkeit, was fiir den
ersten Balken bei w = 5.5mm, fiir den zweiten bei etwa w = 6.5mm der Fall
ist, erstrecken sich die Zugschédigungen tiber rund 2/5 beziehungsweise 3/4 der
Stiitzweite. Das schwécher bewehrte System 143t dabei eine geringfiigig ausge-
pragtere Riflkonzentration in Trédgermitte erkennen. Infolge von Querzugspan-
nungen kommt es, wie in den Schnittfliche deutlich ersichtlich wird, vor allem im
Bereich der unteren Auflenkanten zu einer vermehrten Riflbildung. Wihrend sich
in der Druckzone des schwécher bewehrten Balken 1 nur in einem geringen Ma-
Be Entfestigungen einstellen, Abb. 8.21 a), zeigen sich bei Balken 2 ausgedehnte
Gebiete, in denen es zu einer Auflockerung des Betongefiiges kommt. Fiir diesen
Balken ist im Traglastzustand nahezu der gesamte Mittelquerschnitt geschédigt,
wie eine gemeinsame Betrachtung von Abb. 8.21a) und b) erkennen lafit.

Mit weiter zunehmender Mitteldurchbiegung bleiben die Versagenszonen in ihrer
Ausdehnung nahezu konstant, einzig die Grofle der plastischen Vergleichsdehnun-
gen und damit auch der Grad der Schiadigung nehmen stark zu. Wie Abb. 8.22
fiir w = 8.0mm zu entnehmen ist, bildet sich in Balkenmitte eine Lokalisie-
rung der Zugrisse aus. Aufgrund der gréferen Zugkrifte, die von den 2¢12mm
aufgenommen werden konnen, ist aus Gleichgewichtsgriinden die Druckzone des
Balkens 2 wesentlich stéarker belastet als diejenige des ersten Balkens. Ein deut-
lich ausgeprégterer Versagensbereich an der Balkenoberseite bei weniger starkem
Aufreiflen der Zugzone ist die Folge. Inwieweit sich zusétzlich zu den Biegerissen
die im Versuch beobachteten vereinzelten Schubrisse entwickeln, kann bei Verwen-
dung einer verschmierten Betrachtung nicht festgestellt werden, da diese keinen
exakte Identifizierung der auftretenden Risse zulafit.

Abschlielend kann festgestellt werden, dafl das entwickelte Betonmodell in Ver-
bindung mit der Rebar-Formulierung aus Abschnitt 7.2.3 in der Lage ist die
maximale Belastbarkeit einer Stahlbetonstruktur und die phdnomenologischen
Versagensmechanismen sehr gut zu approximieren. Einzig die Duktilitédt der be-
trachteten Konstruktion wird in diesem Beispiel modellbedingt iiberschéatzt. Im
Gegensatz zu anderen numerischen Beschreibungen, die in der Literatur zu fin-
den sind, ist eine Anpassung der in experimentellen Untersuchungen ermittelten
Materialparameter nicht erforderlich. Diese Kennwerte konnen direkt und ohne
weitere Kalibrierung fiir die Finite-Element-Simulation verwendet werden.
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Abbildung 8.22: Ausdehnung des a) Zugversagens und b) Druckversagens bei
w = 8.0mm fiir Balken 1 und Balken 2, nur linke Systemhaélfte dargestellt
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8.2.2 Gedrungene Stahlbetonkonsole

Als weiteres Beispiel soll das Tragverhalten einer gedrungenen Stahlbetonkon-
sole numerisch simuliert werden. Die Geometrie und die hier geringfiigig ver-
einfacht angenommene Bewehrungsfithrung, Abb. 8.23, geht auf experimentelle
Untersuchungen von MEHMEL & FREITAG [149] zuriick, in deren Rahmen unter-
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Abbildung 8.23: Gedrungene Stahlbetonkonsole, Geometrie, Bewehrungsfithrung und
Materialdaten nach MEHMEL & FREITAG [149]

schiedliche Konsolenformen hinsichtlich ihrer Wirtschaftlichkeit variiert wurden.
Die Lasteintragung bis zum Erreichen einer Traglast von F' = 933.0 kN erfolg-
te symmetrisch iiber zwei 200 mm x400 mm x40 mm grofle Stahlplatten. In der
Veroffentlichung von MEHMEL & FREITAG werden detaillierte Angaben zu den
entstehenden Rifbildern und den zugehérigen Versagensphdnomenen gemacht,
nicht aber zum Last-Verformungs-Verhalten der Konsole.

Trotz der im wesentlichen scheinbar ebenen Tragwirkung ist eine dreidimensio-
nale Finite-Element-Modellierung unabdingbar. Wie sich schon in der Arbeit von
KREJCI & MANG [120] zeigte, wird bei Verwendung von Scheiben- oder Schalen-
elementen die maximale Traglast der Struktur um etwa 40% unterschétzt, was
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die Autoren auf eine fehlende Beriicksichtigung des rdumlichen Charakters des
gedrungenen Bauteils zuriickfithren. Eine umfangreiche Diskussion der Ergebnisse
aus Versuchen und numerischen Berechnungen mit unterschiedlichen dreidimen-
sionalen Modellformulierungen ist bei EBERHARDTSTEINER et al. [63], MESCH-
KE [152] und HOFSTETTER & MANG [94] zu finden.

Unter Ausnutzung der zweifachen Symmetrie ist es ausreichend nur ein Viertel
der Konsole mit vier Lagen aus jeweils 244 Kontinuumselementen zu diskretisiert.
Die Darstellung der Bewehrung erfolgt unter Verwendung der Rebar-Ansétze aus
Abschnitt 7.2.3. Neben den Angaben zu Geometrie und Bewehrungsfithrung sind
Abb. 8.23 auch die angesetzten Materialparameter zu entnehmen. Fiir die Last-
einleitungsplatte, die als nahezu unverformbar angesehen werden kann, werden
vereinfacht die Kennwerte des Betonstahls genutzt. Zur Simulation des Struktur-
verhaltens nach Uberschreiten der maximalen Traglast, erfolgt die Berechnung
verschiebungsgesteuert.

Als Referenzlosungen sollen die Last-Verschiebungs-Kurven von SUANNO [210)]
und TIKHOMIROV & STEIN [216] herangezogen werden, welche — wie bereits aus-
gefithrt — ein elastoplastisches 'cap-model” mit skalarer Schidigung beziehungs-
weise eine mesoskopische Formulierung mit anisotroper Versagensbeschreibung
und einer Approximation des Bewehrungsverbundes nach der Mikroflachentheo-
rie verwenden. Die von MESCHKE [152] vorgeschlagene Kurve wurde iiber ein
bruchmechanisches Grenzflaichenmodell, das auf den Ansitzen der Plastizitéts-
theorie beruht, ermittelt. Bei allen drei Losungen erfolgte die Diskretisierung mit
Hilfe von achtknotigen Kontinuumselementen. Wihrend SUANNO und MESCH-
KE bei ihren sehr groben 144-Element-Netzen die Bewehrung {iber Stabelemente
abbilden, verwenden TIKHOMIROV & STEIN 1024 Rebar-Elemente.

Es zeigt sich, daf§ die im Versuch bestimmte Traglast von F' = 933.0 kN mit dem
gekoppelten Betonmodell aus Abschnitt 4 nahezu exakt wiedergegeben werden
kann. Bei einer Absenkung der Lasteinleitungsplatte von w = 2.76 mm wird eine
aufnehmbare Belastung von F' = 942.7 kN erreicht, bei weiter zunehmenden verti-
kalen Verschiebungen stellt sich eine kontinuierliche Reduktion der Konsolenstei-
figkeit und damit ein geringer werdendes Tragvermogen ein. Da die Moglichkeit
einer Gegeniiberstellung von experimentellen Daten nicht gegeben ist, kann keine
verbindliche Aussage iiber die Richtigkeit der gewonnenen Last-Verschiebung-
Kurve getroffen werden. Ein Vergleich mit den phdnomenologischen Beobachtun-
gen im Versuch — auf die spéter detailliert eingegangen werden soll — und mit
numerischen Ergebnissen spricht allerdings fiir die sehr gute Einschétzung des
realen Tragverhaltens. Wie Abb. 8.24 erkennen 148t, zeigen die hier entwickelten
Formulierungen im Anfangsbereich starke Ubereinstimmungen mit der Losung
von TIKHOMIROV & STEIN. Erst bei einer Belastung von etwa F' = 800 kN weist
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Abbildung 8.24: Bewehrte Konsole, experimentelle und numerische Ergebnisse

deren Mehrphasenmodell ein duktileres Verhalten auf, welches spéter in einen na-
hezu konstanten Anstieg des Kurvenverlaufes iibergeht. Ein definierter Wert fiir
die maximale Tragfdhigkeit der Konsole ist fiir diese Referenz nicht zu erken-
nen. Nach einem sehr frithzeitigen Abknicken des von MESCHKE vorgeschlagenen
Verlaufes, néhert sich dieser asymptotisch an die im Versuch ermittelte Traglast
an. Es stellt sich quasi ein idealplastisches Fliefen der Gesamtstruktur ein. Ein
génzlich anderes Bild zeigt sich bei der von SUANNO durchgefiihrten Berechnung:
an einen steilen, nahezu linearen Anstieg der Last-Verschiebungs-Kurve schliefit
sich im Bereich der Tragfihigkeitsgrenze ein relativ abrupter Ubergang in einen
konstanten Abfall des Kurvenastes an. Als maximale Belastbarkeit, die sich laut
SUANNO infolge einer stark plastizierenden Zugbewehrung an der Konsolenober-
seite bei w = 2.0mm ergibt, wurde F' = 1046 kN ermittelt, womit von diesem
der Versuchswert um etwa 12% iiberschétzt wird.

Im weiteren sollen die wiahrend der numerischen Simulation festgestellten Ver-
sagensmechanismen beurteilt werden. In Abb. 8.25 sind die in den experimen-
tellen Untersuchungen von MEHMEL & FREITAG [149] aufgetretenen Rifver-
teilungen fiir drei charakteristische Laststufen dargestellt, Abb. 8.26 zeigt die
entsprechenden Schédigungsevolutionen, welche sich im Rahmen der mit dem
Drucker-Prager-Kugel-Modell durchgefiihrten Berechnung ergaben. Zur besseren
Identifizierung der lokalen Versagensformen wird dabei zwischen Schédigungen
infolge Druck- und Zugbeanspruchung unterschieden. Als Folge der Verschie-
bungssteuerung lassen sich nur dhnliche Laststufen zum Vergleich heranziehen:
F =302,9kN bei w = 0.35mm, F = 701,9kN bei w = 1.27mm und fiir den
Traglastzustand F' = 942.7 kN bei w = 2.76 mm.
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Abbildung 8.25: Rifiverteilung bei Versuchen von MEHMEL & FREITAG [149] fiir
F=300kN, F=700kN und F = 933kN

Bereits bei der vergleichsweise geringen Belastung von F' = 300 kN werden die
Zugkréfte an der Konsolenoberseite weitestgehend von der Bewehrung abgetra-
gen. Es sind im Anschluflbereich an die Stiitze erste Risse zu erkennen. Die dia-
gonale Druckstrebe, die sich zwischen der steifen Lasteinleitungsplatte und der
unteren einspringenden Konsolenecke ausbildet, fithrt als Folge der hohen Druck-
spannungkonzentration im Eckbereich zu ersten Versagenserscheinungen. Bei ei-
ner weiteren Laststeigerung auf F' = 700 kN kommt es mit beginnendem Pla-
stizieren der oberen Bewehrungslagen und einer verringerten Reststeifigkeit des
Betons zu einer starken Zunahme der Riflbildung in den zugbeanspruchten Tei-
len der Konsole. Auch in der Stiitze ist das Uberschreiten der Betonzugfestigkeit
deutlich sichtbar, wobei sich die plastischen Vergleichsdehnungen hauptséichlich
auf den Verankerungsbereich der oberen Konsolenbewehrung konzentrieren. Diese
Akkumulation der Zugschidigung auf die nahe Umgebung der Bewehrung wird
zum einen in der Symmetrieebene des Systems erkennbar, zum anderen an der
oberen Konsolenfliche. Einhergehend mit der hoheren Beanspruchung vergrofiert
sich in der unteren einspringenden Ecke die Ausdehnung der Druckentfestigung
wesentlich, erste Schadigungen unterhalb der Lasteinleitungsplatte machen sich
bemerkbar. Der Traglastzustand ist schluBlendlich durch ein plastisches Flielen
der diagonalen Zugbewehrung bei gleichzeitigem Versagen im unteren Teil der
Druckstrebe charakterisiert. Sowohl im Versuch, als auch in der numerischen Be-
rechnung ist mit Erreichen dieses Zustandes nahezu der gesamte Konsolenquer-
schnitt gerissen, wihrend die Stiitze beginnt in der oberen Hélfte aufzuspalten.
Im unteren Stiitzenteil sind starke Schédigungen als Folge der hohen vertikalen
Auflagerreaktionen und der Krafteinleitung durch die untere Konsolenbewehrung,
welche die Rolle einer Druckbewehrung iibernimmt, auszumachen. Eine fortge-
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und Zugbeanspruchung bei

Abbildung 8.26: Schidigungsevolution infolge Druck-

= 1.27mm und w = 2.76 mm, nur linke Tragwerkshilfte dargestellt

w = 0.3bmm, w
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setzte Steigerung der vertikalen Verschiebung fiihrt zu keiner wesentlichen Ande-
rung des Versagens- und Schadigungsbildes, einzig die Werte der plastischen Ver-
gleichsdenhungen und damit die Riflweiten steigen an. Mit einem weiter zuneh-
menden Plastizieren des Bewehrungsstahls setzt eine langsame Reduktion der
aufnehmbaren Belastbarkeit ein.

Ein Vergleich von Abb. 8.27, die das halbe System im Traglastzustand mit 50 fach
iiberhohten Verschiebungen darstellt, mit dem deformierten Finite-Element-Netz

Abbildung 8.27: Linke Hilfte der deformierten Struktur beim Erreichen der Traglast,
50 fach tiberhsht

des unbewehrten Betonwinkels, Abb. 8.10, macht das unterschiedliche Versagens-
verhalten von bewehrten und unbewehrten Strukturen deutlich. Wahrend sich
bei fehlender Zugbewehrung in den hochbelasteten Zonen ein einzelner Makro-
rif} einstellt — erkennbar durch die starken Deformationen nur einer Elementreihe
—, bilden sich fiir bewehrte Querschnittsteile weite Bereiche mit einer Vielzahl
kleinerer Risse aus. Das zur Modellierung der bewehrten Konsole verwendete
regelméfBige Elementnetz behilt dementsprechend auch mit Erreichen des Trag-
lastzustandes seine charakteristische Gestalt. Nur fiir die beiden hochstbelasteten
Zonen im Bereich der oberen und unteren einspringenden Ecke sind stéarkere Ele-
mentdeformationen zu erkennen.

Zusammenfassend 18t sich feststellen, dafl auch das komplexe Versagensverhalten
der stark bewehrten Stahlbetonkonsole wirklichkeitsnah abgebildet werden kann.
Sowohl die quantitative Approximation der im Versuch ermittelten Traglast, als
auch die qualitative Erfassung der auftretenden dreidimensionalen Phénomene
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sprechen fiir die Qualitit der vorgeschlagenen Material- und Elementformulie-
rungen.

8.2.3 ’push-out’-Versuch fiir Kopfbolzendiibel

Wie bereits in Abschnitt 7.3.1 erldutert, bietet sich der sogenannte 'push-out’-
Versuch zur Ermittlung von Tragfdhigkeit und Versagensverhalten einer Diibel-
verbindungen an. Umfangreiche Dokumentationen zu experimentellen Untersu-
chungen bei denen Kopfbolzendiibel als Verbindungsmittel verwendet wurden,
sind in den Arbeiten von OEHLERS [162], ROIK & BURKNER [182] und HANS-
WILLE et al. [86] zu finden.

Im folgenden soll der Standard-Abscherversuch aus dem EC4 [69] numerisch
simuliert werden, so dafl die Wirkungsweise des entwickelten elastoplastischen
Verbundmodells aus Abschnitt 7.3.2 verifiziert werden kann. Im Rahmen dieses
Versuches wird ein mit Kopfbolzen bestiicktes und kraftschliissig mit zwei Be-
tonkorpern verbundenes Stahlprofil belastet. Aus der vertikalen Verschiebung w
der Profilunterkante und der Kraft F', die auf jedes der n Bolzenpaare wirkt, er-
gibt sich die Last-Schlupf-Charakteristik der Verbindung. Die Abmessungen der
genormten Geometrie sind in Abb. 8.28 angegeben.
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Abbildung 8.28: 'push-out’-Versuch, Versuchsanordnung gemifi EC 4 [69]

Um die Einleitung von Zugkréften in die Kopfbolzen zu vermeiden und somit eine
reine Schubbeanspruchung dieser Bolzen zu erwirken, ist der Versuchskorper laut
EC 4 quer zur Diibelachse horizontal zu verspannen. In den folgenden Berechnun-
gen wird wahlweise die horizontale Verschiebung des unteren Betonkérperrandes
an der Auflenseite gehalten, so dafl die Funktionalitét dieser geforderten Festhal-
terung beurteilt werden kann.
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Unter Ausnutzung der zweifachen Symmetrie ist es ausreichend nur ein Vier-
tel des Systems mit finiten Elementen zu diskretisieren; insgesamt werden da-
zu 396 Beton-, 104 Stahl- und 72 achtknotige ’interface’-Elemente genutzt,
Abb. 8.29. Im Zuge der verschiebungsgesteuerten Berechnung senken sich die
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Abbildung 8.29: Finite-Element-Netz und Materialdaten

Elementknoten am oberen Rand des Stahlprofils um denselben Betrag ab. Bei
Verwendung von Kopfbolzendiibeln ¢22/100 mit der Zugfestigkeit f, = 500 kN
und einem Beton C35/45 ergeben sich nach (7.21) nahezu identische Versagensla-
sten fiir einen Schub/Zug-Bruch der Bolzen und die Zerstérung des umgebenden
Betonkorpers. Fiir das HE 260 B-Walzprofil werden die Materialparameter eines
S 235 angesetzt.

Zur Beschreibung des Ver- und Entfestigungsverhaltens im Rahmen der ela-
stoplastischen Verbundformulierung wird ein multilinearer Ansatz geméaf (7.42)
gewdahlt. Zu diesem Zweck sind die Steifigkeiten, welche sich aus der Verbund-
Schlupf-Charakteristik nach ROIK et al. [181] ergeben, iiber die gesamte Fliche
des Kontaktbereiches, 600 mm x260 mm, zu verschmieren. Die daraus resultieren-
den Werte von ¢; sind in Tab. 8.1 aufgefiihrt, die ebenfalls verschmierten elasti-
schen CroBen CY) bis €% sind in Abb. 8.29 zu finden. Als Folge der somit kon-
tinuierlich erfolgenden Kraftiibertragung zwischen Stahlprofil und Betonkérper
stellen sich — anders als bei einer diskreten Abbildung der Bolzen — keine lokalen
Bereiche mit ausgepriagten Spannungskonzentrationen ein. Auf eine Beriicksich-
tigung der Bewehrung kann demnach verzichtet werden.
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w [mm] 025 050 0.75 1.00 150 2.00 3.00 4.00

¢ [2=] 0558 0.692 0.795 0.865 0.962 1.013 1.045 1.064

w [mm] 500 6.00 7.00 800 9.00 10.00 11.00

¢ [-25] 1.071 1.064 1.051 1.032 1.006 0.974 0.936

Tabelle 8.1: Verschmierte Steifigkeitswerte von Kopfbolzendiibeln ¢22/100 in Vollbe-
tonplatten nach ROIK et al. [181]

Um eine bei diesem Versuch ungewollte Krafteinleitung, die aus der Reibung zwi-
schen Stahlprofil und Betonoberfliche resultiert, zu vermeiden, wird von BODE &
BECKER [21], ROIK & BURKNER [182] und EC 4 [69] das Einfetten der spateren
Kontaktfliche vor dem Betonieren empfohlen. Fiir die numerische Berechnung
ergibt sich dementsprechend ¢ = 0° als Reibungswinkel des Verbundmodells. Zur
Darstellung des Einflufles dieser Grofle auf das Tragverhalten der Struktur er-
folgt eine weitere Untersuchung mit ¢ = 30°, so daf} insgesamt vier Varianten
des 'push-out’-Versuches betrachtet werden: Wahrend die Félle A1 und A2 von
einer fehlenden Reibung ausgehen, wird diese bei Fall B1 und B2 beriicksichtigt.
Die Zahl 1 zeigt die bereits erlduterte ungehinderte horizontale Verschiebung der
Betonkorperaufienkante an, fiir 2 werden zusétzliche Randbedingungen gesetzt.

Vor einer detaillierteren Diskussion der gewonnenen Ergebnisse sei auf die sehr

300 x . | | |
250 i 0" \Fal] B2 ----- |
e, .
® 150 —
5 ’
% 100 A
Fall Al ——
Fall A2 —rmmr
K Fall Bl =s=rmeer :
ROIK et al. [181] swreeeeess
0 1 1 1 1 |
" ? ! 6 8 10

Verschiebung

Abbildung 8.30: 'push-out’-Versuch, experimentelle und numerische Ergebnisse
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gute Ubereinstimmung der numerisch ermittelten Last-Verschiebungs-Kurven mit
derjenigen der experimentellen Untersuchungen von ROIK et al. [181] hingewie-
sen, Abb. 8.30. Abgesehen von Fall B2, der ein deutlich steiferes Verhalten auf-
weist, verlaufen alle drei Kurven nahezu deckungsgleich mit der Referenz. Bei
einer vertikalen Verschiebung von w = 5.0 mm ist mit F' = 166.97 kN die maxi-
male Tragfiahigkeit der Kopfbolzenverbindung erreicht, analog zu den Versuchs-
ergebnissen wird die Berechnung bei w = 11.0mm und F = 146.10 kN beendet.

Die Verldufe der Schub- und der Normalkréfte, welche sich fiir die Falle A1, A2
und Bl in der Verbundfuge ergeben, sind in Abb. 8.31 dargestellt. Fiir einen
Schnitt, der in der Symmetrie-Ebene liegt, wird jeweils der Traglastzustand be-

600 | 600 -
500 500 -
§ 400 § 400
N
o 300 | 1 4300
0 k 0
= 200 o 200 r
Fall Al —— Fal Al ——
L Fal A2 -==memee ] | Fall A2 -mmmmmee
100 Fall BL e 100 [T —
0 : : ‘ - ~ ol . ‘ ‘ ]
-1.15  -11 -1.05 -1 -095 -09 -0.85 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2

Schubspannung tif [N/mm?] Normalspannung téf [N/mm?]

Abbildung 8.31: Verteilung von Schub- und Normalspannungen in der Verbundfuge

trachtet. Da diese Kréfte dhnlich wie die Materialkennwerte iiber den gesamten
Kontaktbereich verschmiert sind, haben sie die Einheit einer Spannung.

Im Fall A1 erfolgt die Lastiibertragung vom Stahlprofil auf den flankierenden Be-
tonkorper durch eine nahezu konstante Schubspannung tif. In Normalenrichtung
ergibt sich eine iiber die Hohe der Verbundzone nichtlinear verteilte Spannung tgf,
wobei sich wegen der fiir die Fuge exzentrisch wirkenden Belastung im oberen Teil
Druck- im unteren Teil Zugspannungen ausbilden. Wie aus Abb. 8.33 zu ersehen
ist, treten fiir den Fall A1 nur vertikale Strukturverformungen auf. Das Stahlpro-
fil, welches hier nur am Viertel des Systems abgebildet ist, gleitet formlich am
Betonquerschnitt hinunter.

Wihrend fiir den Fall A2 dieselbe Schubspannungsverteilung wie fiir die erste
Berechnung folgt, entwickelt sich senkrecht zur Verbundfuge ausschliellich eine
Druckzone, Zugbelastungen treten nicht auf. Die resultierende Druckkraft, deren
Betrag gegeniiber A1 deutlich ansteigt, steht in diesem Fall mit der horizontalen
Auflagerreaktion am unteren Rand des Betonquerschnittes im Gleichgewicht. Da
die Druckkomponenten iiber den Kontakt von Stahlflansch und Betonoberflache
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iibertragen werden und eine Zugbeanspruchung fehlt, sind die einzelnen Koptbol-
zendiibel in Achsrichtung unbelastet. Wie im EC 4 gefordert, werden sie demnach
bei Anbringung der zusétzlichen Festhalterung ausschlie§lich durch abscherende
Schubkrifte beansprucht. Die bisher zu beobachtende unabhéngige Evolution der
einzelnen Krifte in Quer- und Normalenrichtung war moglich, da bei der Wahl
von ¢ = 0° kein funktionaler Zusammenhang der einzelnen Richtungen besteht.
Auf eine Darstellung des verformten Systems bei Erreichen des Traglastzustandes
kann fiir diesen Fall verzichtet werden. Die horizontale Festhalterung hat bei einer
Vernachlissigung des Reibungswinkels keinen Einflufl auf das Verschiebungsver-
halten, so daB sich keine Anderungen gegeniiber Fall Al ergeben.

Mit der Einfiihrung eines Reibungungswinkels ¢ = 30° dndert sich das Verhalten
innerhalb des Verbundbereiches wesentlich, da nun die Schub- und Normalkrafte
iiber das Coulombsche Reibungsgesetz miteinander gekoppelt sind. Sichtbar wird
diese Interaktion bei der Betrachtung der Spannungen t’if, die fiir den Fall B1
nicht mehr konstant, sondern nichtlinear iiber die Hohe der Verbundfuge verteilt
sind. Thr Verlauf ist qualitativ identisch zu dem der Normalspannungen t?{, deren
Ordinaten kleiner ausfallen als im Fall Al. Es stellen sich sowohl Druck- als auch
Zugspannungen ein. Abb. 8.33 i3t deutlich die Verdnderung im Verformungsver-
halten erkennen, die eine Beriicksichtigung der inneren Reibung mit sich bringt.
Zusétzlich zu den vertikalen Verschiebungen kommt es zu einem Aufklaffen der
Verbundfuge, der Betonkorper 16st sich vom Stahlprofil und wandert nach auflen.
Wie der 10fach iiberhchten Darstellung zu entnehmen ist, verschieben sich die
beiden Oberflichen des ’interface’-Elementes so, dafi sich gegeniiber der Kontak-
tebene der Reibungswinkel von ¢ = 30° ergibt.

Bedingt durch die Entwicklung von horizontalen Verschiebungen innerhalb der
Verbundzone hat das Anbringen eines zusétzlichen Auflagers an der unteren Kan-
te der seitlichen Betonteile einen gravierenden Einflufl auf die Belastbarkeit des

| FalB2 —— .

-4 35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 O -5 -4 -3 -2 -1 0 1
Schubspannung tif [N/mm?] Normalspannung t? [N/mm?]

Abbildung 8.32: Schub- und Normalspannungen in der Verbundfuge fiir Fall B2
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Versuchkorpers. Infolge der Klemmwirkung die sich aus der Verschiebungsbehin-
derung ergibt, bildet sich fiir den Fall B2 ein unverhéltnisméfig stark belasteter
Druckbereich im unteren Teil der Verbundfuge aus, Abb. 8.32. Das seitliche "Kip-
pen’ des Betonquerschnittes fiihrt desweiteren zu einer Zugbeanspruchung an
der Systemoberkante. Der maximale Wert der in A2 ermittelten Druckspannung
wird in diesem Fall um mehr als das 16 fache iibertroffen, was eine stark gestiege-
ne Schubspannung und damit letztlich auch eine wesentlich hohere aufnehmbare
Kraft F' mit sich bringt. Fiir eine vertikale Verschiebung des Stahlprofils von
w = 5.0mm nimmt diese Kraft einen Betrag von 333.4 kN an, womit sie etwa
doppelt so grof} ist wie die im Experiment und in den bisherigen Berechnungen
festgestellte Maximallast. Wahrend fiir die Falle A1, A2 und B1 der Traglastzu-
stand durch ein Versagen des Verbundbereiches gekennzeichnet war, ist als Folge
der stabilisierenden Querpressung die Ubertragung einer nahezu beliebig grofien
Schubkraft moglich. Folglich wird fiir den Fall B2 ein Versagen von Stahlprofil
oder Betonquerschnitt mafigebend werden.

Abbildung 8.33: Strukturverformungen bei w = 5.0 mm fiir die Falle A1, B1 und B2,
10 fach iiberhoht, nur Systemviertel dargestellt

Zusammenfassend 148t sich feststellen, daf§ das vorgeschlagene numerische Ver-
bundmodell in der Lage ist das globale Verhalten von Verbundstrukturen nahezu
exakt abzubilden. Die Annahme, daf§ im Rahmen der multilinearen Beschreibung
der irreversiblen Ver- und Entfestigung experimentell ermittelte Verbund-Schlupf-
Charakteristiken verwendet werden konnen, wird somit bestétigt. Einzig der letz-
te untersuchte Fall, der nicht den Vorgaben des 'push-out’-Versuches entspricht,
zeigt erhebliche Abweichungen von den iibrigen Ergebnissen.
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Eine wirklichkeitsnahe Approximation der lokalen Versagensphénomene, wie bei-
spielsweise die in realen Versuchen festgestellten horizontalen Risse an den Au-
Benflachen der Betonteile, ist mit dem verschmiert formulierten Zwischenelement
nicht moglich. Hierfiir wére die exakte Abbildung der einzelnen Kopfbolzendiibel
erforderlich, was prinzipiell unter Verwendung des in Abschnitt 7.1 eingefiithrten
von Mises-Kriteriums denkbar ist. Aufgrund des erheblichen Diskretisierungsauf-
wandes und der hohen Zahl an Freiheitsgraden sollte sich eine derartige numeri-
sche Untersuchung allerdings auf einzelne Detaillbereiche beschrinken.

8.2.4 Stahlverbundtriger mit Stegausschnitt

Den Abschlu8 der numerischen Beispiele bildet ein Verbundtriger mit rechtecki-
gem Stegausschnitt, wie er unter anderem im Hoch- und Industriebau zu fin-
den ist. Besonders bei hochinstallierten Geschofidecken in Stahlbetonverbund-
bauweise macht die wirtschaftliche Fithrung von Ver- und Entsorgungsleitungen
sowie Klimakanilen die zum Teil sehr grofen Offnungen in den Stegen der Stahl-
profile erforderlich. Diese Leitungsdurchfiihrungen sind meist in Bereichen der
Zwischen- und Endauflager zu finden, in denen hohe Querkréifte zu iibertragen
sind. Als Folge des entstehenden gelochten Nettoquerschnitts kommt es zu einer
deutlichen Schwéchung der Biege- und Querkraftsteifigkeit, was einen wesentli-
chen Einflufl auf das Verformungsverhalten und die maximale Tragfihigkeit des
gesamten Tréagers hat.

Da in den bestehenden Normungen und Regelwerken nur im begrenzten Mafle
auf die sich so ergebenden Problematiken bei Konstruktion und Dimensionierung
eingegangen wird, wurden unter anderem von BODE et al. [23] umfangreiche expe-
rimentelle Grof3versuche mit versteiften und unversteiften Tragern durchgefiihrt.
Dabei wurden sowohl runde als auch rechteckige Stegéffnungen untersucht. Spe-
zielle Rechenverfahren fiir eine iiberschldgige Handrechnung sind beispielsweise
bei DARWIN [47] oder LANGE & KURZ [132] zu finden, fiir eine wirklichkeitsnahe
Abbildung des zu erwartenden Tragverhaltens ist allerdings eine Finite-Element-
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Abbildung 8.34: Stahlverbundtréger mit Stegausschnitt nach BODE et al. [23]
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Simulation mit entsprechenden Material- und Elementanséitzen unabdingbar.

Im folgenden soll ein Verbundtriager betrachtet werden, der sich aus einer be-
wehrten C35/45 Vollbetonplatte und einem HE 300 A-Walzprofil, welche mit Hilfe
zweireihig angeordneten Kopfbolzendiibel ¢22/100 verbunden sind, zusammen-
setzt. Der Langsabstand der Diibel betréigt dabei e = 100 mm; fiir das Stahlprofil
werden die Materialkennwerte eines S 235 angesetzt. Mit der Wahl von 16 ¢10 mm
aus S 500 ergibt sich ein Bewehrungsgrad von p, = 0.79%. Analog zum Versuch A2
von BODE et al. wird die rechteckige Stegoffnung, die eine Hohe von 200 mm hat
und 400 mm breit ist, im Abstand von 400 mm vom rechten Auflager angeordnet.
Weitere Angaben zur Geometrie des Einfeldtriagers, zur Bewehrungsfithrung und
zur Lasteinleitung kénnen Abb. 8.34 entnommen werden. Eine Aufstellung aller
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Abbildung 8.35: Finite-Element-Netz in Untersicht und Materialdaten

Materialdaten und des zur Berechnung verwendeten Finite-Element-Netztes fin-
det sich in Abb. 8.35. Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften des Tragers
ist es bei Beriicksichtigung der entsprechenden Randbedingungen ausreichend
nur eine Systemhiélfte zu diskretisieren. Das Walzprofil 1a8t sich bei einer Ap-
proximation der Ausrundungen an den Ubergingen von Steg und Flansch durch
inhaltsgleiche Prismen mit insgesamt 288 Stahlelementen beschreiben, fiir die
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Vollbetonplatte kommen 1440 der in Abschnitt 4 entwickelten Betonelemente
zum Einsatz. Die diskrete Darstellung der einzelnen Bewehrungsstéibe erfolgt mit
Hilfe der 3D-Rebar-Ansétze aus Abschnitt 7.2.3, wobei — wie auch fiir das Stahl-
profil — von einem elastoplastischen von Mises-Material ausgegangen wird. Zur
Simulation des Verbund-Schlupf-Verhaltens, das sich fiir den Bereich der Diibel-
verbindung zwischen dem HE 300 A und der Betonplatte feststellen 148t, werden
144 ’interface’-Elemente mit einem multilinearen Ver- und Entfestigungsansatz
nach (7.42) verwendet. Die dafiir erforderlichen Steifigkeitswerte der Kopfbol-
zendiibel, die iiber die jeweiligen zugeordneten Flichenanteile verschmiert wer-
den, folgen aus den experimentellen Untersuchungen von BODE & BECKER [2]]
und sind in Tab. 8.2 zusammengestellt.

u [mm] 025 050 0.75 1.00 150 2.00 3.00 4.00

¢ [25] 6.067 6.933 7.533 7.933 8.467 8.933 9.200 9.400

w [mm] 500 6.00 7.00 800 9.00 10.00 11.00

¢ [25] 9533 9.600 9.667 9.733 9.733 9.667 9.600

Tabelle 8.2: Verschmierte Steifigkeitswerte von Kopfbolzendiibeln ¢22/100 in Vollbe-
tonplatten nach BODE & BECKER [21]

Zur Beurteilung der Ergebnisse, die sich im Rahmen einer verschiebungsgesteu-
erten Berechnung nach dem Bogenldngenverfahren ergeben, werden neben den
experimentellen Beobachtungen von BODE et al. [23] auch die numerischen Losun-
gen von MENRATH et al. [151] und HOHN [97] herangezogen. Wéhrend letzterer
die Verbund-Schlupf-Charakteristik der Diibelverbindung mit Hilfe eines genera-
lisierten Prandtl-Modells simuliert, basiert das Ergebnis von MENRATH et al. auf
einem multilinearen Ansatz, welcher dem aus (7.42) &hnelt. In Abb. 8.36 sind
die jeweiligen Last-Verschiebungs-Kurven gegeniibergestellt. Aufgetragen ist da-
bei die vertikale Absenkung das Lasteinleitungspunktes in der Symmetrieebene
des Systems. Es zeigt sich, daf} alle drei numerisch ermittelten Kurven den quali-
tativen Verlauf der experimentellen Untersuchungen gut wiedergeben. Wahrend
das zweidimensionale Modell von MENRATH et al. — welches die im Versuch er-
mittelte Grofle der maximalen Traglast von F' = 788 kN sehr gut approximiert —
die Steifigkeit des Systems deutlich iiberschétzt, liegen die anderen Kurven iiber
weite Teile dicht beieinander. Erst ab einer Verschiebung von etwa 16.0 mm zeigt
sich bei der Berechnung von HOHN eine zu grofl angenommene Resttragfdhigkeit
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Abbildung 8.36: Stahlverbundtriger mit Stegausschnitt, experimentelle und numeri-

sche Ergebnisse

der geschidigten Struktur. Anders fiir das im Rahmen dieser Arbeit vorgeschla-
gene Modell: Mit zunehmender Absenkung des Lastangriffspunktes ndhert sich
diese Kurve den Versuchsergebnissen weiter an, bis schliefSlich bei w = 26.4 mm
eine maximale Belastbarkeit von F' = 797 kN erreicht wird. Die festzustellenden
geringen Abweichungen zu dem von BODE et al. beobachteten Verhalten erscheint
mit Blick auf die generell auftretenden Differenzen zwischen experimentellen Ver-
suchen und numerischer Simulation als vernachlassigbar.

Ein interessantes Bild zeigt sich bei der Betrachtung der Schadigungsevolutio-
nen innerhalb der Betonplatte. In Abb. 8.37 ist zu erkennen, dafl es — wie zu
erwarten war — an der Stelle der maximalen Momentenbeanspruchung an der Un-
terseite der Platte zu einem Versagen infolge von Biegezugspannungen kommt.
Dieser geschédigte Bereich, der sich gleichméfig iiber die gesamte Plattenbrei-
te erstreckt, dehnt sich einseitig in Richtung der Stegoffnung aus, was eine gute
Ubereinstimmung mit den von BODE et al. beschriebenen Rifibéndern infolge ho-
her Schubspannungen darstellt. Bei weiter steigender Belastung nimmt der Grad
der Schidigung in den Auflenbereichen der Betonplatte zwar deutlich zu, nicht
aber deren Expansion in Tragerlangsrichtung. Anders verhélt es sich in direkter
Umgebung der Verbundfuge, wo im Traglastzustand ausgeprigte Zugschadigun-
gen an der Plattenunterseite zu erkennen sind. Wie sich in der Draufsicht fest-
stellen 1483t, erstrecken sich diese Zugrisse iiber die gesamten Plattendicke und
bilden auf der Plattenoberseite ein breites Rilband vom rechten Rand bis etwa
zur Tragermitte.

Das beobachtete Versagensverhalten 1483t den Schlufl zu, dafl sich das Stahlprofil
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Anschluibereich beider Konstruktionselemente. Deutlich zu erkennen ist dieses
Abbildung 8.37

gewissermaflen in die Betonplatte einhéngt. Dieses fiihrt in letzterer zu den ho-
hen Spannungen in Dickenrichtung und damit zur Zugschadigung des Betons im

Plastische Vergleichsdehnungen fiir Zugversagen der Betonplatte

a) bei F'=597kN und b) im Traglastzustand, jeweils in Draufsicht und horizontal

gespiegelt
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Einhéngen bei einer Betrachtung des 20 fach {iberhohten deformierten Systems
im Traglastzustand, Abb. 8.40. Wahrend sich fiir das Stahlprofil im Bereich der
Stegaussparung ein nahezu S-formiger Verlauf einstellt, sind fiir die Betonplatte

eq.pl.strains 2
8.0000E-04
5.2147E-04
3.3991E-04
2.2157E-04
1.4443E-04
9.4142E-05
6.1365E-05
4.0000E-05

Abbildung 8.38: Plastische Vergleichsdehnungen fiir Druckversagen der Betonplatte
a) bei F' = 597kN, b) im Traglastzustand, jeweils in Draufsicht und horizontal gespie-
gelt
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kaum Kriimmungen wahrnehmbar. Die aus dem sehr unterschiedlichen Verfo-
mungsverhalten der Einzelkomponenten resultierenden hohen Beanspruchungen
der Betonplatte werden auch am rechten Rand des Tréagers deutlich: Es stellt sich
ein starkes Abheben des Betonquerschnitts ein, was aufgrund der verdiibelten
Verbundfuge gravierende Querzugrisse in der Platte mit sich bringt, Abb. 8.37.

Wihrend im Traglastzustand nahezu in der gesamten rechte Tréagerhilfte
Zugschiadigungen festzustellen sind, konzentriert sich der Bereich des Versagens
infolge einer Uberschreitung der maximalen Druckfestigkeit ausschlieBlich auf
die Stelle des maximalen Biegemomentes, Abb. 8.38. Das sich das Druckversa-
gen nicht gleichméfig iiber die gesamte Plattenbreite verteilt, sondern oberhalb
des Stahlprofils am Intensitdt zunimmt, hangt direkt mit der ungleichférmigen
Zugschidigung in diesem Querschnittsteil zusammen. Als Folge des weiten Auf-
reifen des Betons im Bereich der Verbundfuge ist hier die Hohe der moglichen
Druckzone deutlich geringer als am Plattenrand.

Wie sich aus Abb. 8.39 ersehen 14a8t, treten auch im Steg des HE 300 A starke
plastische Verformungen auf. Bei einer Belastung von F' = 520 kN zeigt sich ein

6.0000E-04 8.9681E-04 1.3405E-03 2.0036E-03 2.9947E-03 4.4761E-03 6.6904E-03 1.0000E-02

Abbildung 8.39: Plastische Vergleichsdehnungen des Stahlprofils bei F' = 520k,
F =597 kN und im Traglastzustand
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erstes Plastizieren in der linken oberen Ecke der Stegéffnung. Im Bereich zwischen
Aussparung und Auflager ist zu diesem Zeitpunkt die FlieSgrenze des Materials
bereits grofiflichig erreicht. Im Traglastzustand erstreckt sich die plastische Zo-
ne etwa bis an die Stelle der Lasteinleitung. Neben dem Steg lassen sich nun
auch in den Ausrundungen am Ubergang von Steg zu Flansch deutlich plastische
Vergleichsdehnungen erkennen.

Abbildung 8.40: Deformierte Struktur im Traglastzustand, 20 fach {iberhoht

Zusammenfassend 18t sich feststellen, dafl es iiber die Kombination aller im
Rahmen dieser Arbeit hergeleiteten und entwickelten Materialmodelle und Ele-
mentformulierungen moglich wird, auch praxisnahe Systeme, die sich durch ein
hochgradig nichtlineares und komplexes Versagensverhalten auszeichnen, wirk-
lichkeitsgetreu numerisch zu simulieren. Dies zeigt sich vor allem bei einem Ver-
gleich mit experimentell beobachteten Verformungscharakteristiken und Versa-

gensphénomenen.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es ein dreidimensionales Versagensmodell fiir Beton zu
formulieren, welches auf einer moglichst geringen Anzahl von einfach zu bestim-
menden Parametern basiert. Mit der nichtglatten Kopplung mehrerer klassischer
Fliebedingungen konnte iiber die Ansétze der 'non-smooth multisurface plastici-
ty’ ein effizientes numerisches Modell entwickelt werden, das fiir die Beschreibung
des Vor- und Nachbruchverhaltens ausschliefilich Materialparameter verwendet,
die einschldgigen Normen und Regelwerken zu entnehmen sind. Unabhéngig von
der gewéhlten Betongiite sind einmalig zwei geometrische Parameter zu bestim-
men, was mit Hilfe zweiaxialer Versagenskurven moglich wird. Sémtliche plasti-
sche Algorithmen wurden auf der Basis einer thermodynamischen Betrachtung
hergeleitet und entwickelt, wobei innerhalb der Projektionsalgorithmen das im-
plizite Euler-Riickwéartsverfahren genutzt wird. Mit der konsistenten Herleitung
der elastoplastischen Tangentenmoduln und der Implementierung in ein leistungs-
starkes 8-Knoten-Kontinuumselement ergibt sich somit eine Formulierung zur ef-
fiziente Berechnung von Betonstrukturen.

Aufgrund der verschmierten Betrachtung von Materialschidigung und Riflent-
wicklung konnen die entfestigenden Strukturbereiche weiterhin als Kontinuum
angesehen werden, woraus sich Vorteile bei der Finite-Element-Implementierung
ergeben. Es sind keine speziellen diskontinuierlichen Elemente erforderlich, auch
kann auf eine das Rilwachstum begleitende Neuvernetzung verzichtet werden.
Durch die Einfiihrung einer charakteristischen Elementldnge sind die bruchme-
chanischen Effekte objektiv gegeniiber einer Netzverfeinerung, wie im Rahmen
eines numerischen Beispiels umfassend diskutiert wird.

Vergleiche mit experimentellen Druckversuchen zeigen, dafl es bei der Wahl von
parabolischer Ver- und exponentieller Entfestigung mdglich ist, das reale Be-
tonverhalten nahezu exakt abzubilden. Ahnlich gute Resultate liefert auch der
exponentiell angenommene Spannungsabfall nach Uberschreiten der maximalen
Zugfestigkeit, sowie die Interaktion der einzelnen Schidigungsphénomene bei ei-
ner beliebigen mehraxilen Belastung. Im Fall einer zyklischen Be- und Entlastung
kommt die Degradation der elastischen Materialparameter im Nachbruchbereich
zum Tragen, mit der auch bei vollstandiger Entlastung geringe Rifl¢éffnungen und
Gefiigeauflockerungen verbleiben.

Da sich fiir das entwickelte Drucker-Prager-Kugel-Modell eine leichte Un-
terschatzung der Betonfestigkeit unter dreiaxialem Zug ergibt, wird in einem mo-
difizierten Modell ein dreidimensionales Hauptspannungskriterium zur Beschrei-
bung des Zugbereiches eingefiihrt. Es 148t sich konstatieren, dal keine der beiden
hergeleiteten Modellvarianten der anderen generell vorzuziehen ist. Beide Mo-
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delle ergénzen sich eher als daf§ sie konkurrieren. Soll beispielsweise das mehr-
dimensionale Zugversagen von unbewehrtem Beton untersucht werden, ist eine
Verwendung des alternativen Rankine-Modells angebracht. Das entwickelte reine
Drucker-Prager-Modell stellt aufgrund der algorithmisch wesentlich knapperen
Formulierung unter anderem bei Stahlbetonstrukturen die effizientere Variante
dar. Je nach gegebener Problemstellung ist somit eine entsprechende Auswahl zu
treffen.

Mit der Einfithrung einer dreidimensionalen Rebar-Formulierung wird es moglich
einzelne Bewehrungsstibe diskret aber ohne zusétzliche Freiheitsgrade zu beriick-
sichtigen. Im Unterschied zu verschmierten oder eingebetteten Bewehrungs-
ansédtzen konnen so bei akzeptabler Rechenzeit beispielsweise auch die Span-
nungsianderungen in der direkten Umgebung der einzelnen Bewehrungsstibe er-
faft werden.

Wie aus dem numerischen Beispiel eines Keilspaltversuches zu entnehmen ist,
eignet sich das eingefiihrte 'interface’-Element nicht nur fiir die Approximation
der Verbund-Schlupf-Beziehung innerhalb von Kopfbolzenverbindungen, sondern
auch zur realitdtsnahen Abbildung von einzelnen Makrorissen im Beton, sofern
deren Verlauf im Vorfeld bekannt ist.

Generell kann festgestellt werden, daf} sich im Rahmen der numerischen Untersu-
chungen von bewehrten und unbewehrten Strukturen, sowie Verbundkonstruktio-
nen eine sehr gute Ubereinstimmung mit experimentell gewonnenen Ergebnissen
ergibt. Im Vergleich mit anderen in der Literatur zu findenden makroskopischen
Formulierungen zeigen die entwickelten dreidimensionalen Modelle deutlich ihre
Stéarken bei der wirklichkeitsnahen Erfassung der Versagensphédnomene und der
Approximation des Nachbruchverhaltens. Im Gegensatz zu den haufig verwen-
deten zweidimensionalen Ansédtzen sind bei Nutzung der hier vorgeschlagenen
Modelle keine Modifikationen oder Anpassungen der in Versuchen bestimmten
Materialparameter erforderlich. Gegeniiber Materialmodellen, die auf mesosko-
pischen oder mikroskopischen Ansétzen beruhen, lassen sich verstiandlicherweise
einzelne Schwéchen feststellen. Da fiir eine derart exakte Beschreibung des Werk-
stoffverhaltens — die aufgrund des hohen numerischen Aufwandes nur fiir die Un-
tersuchung einzelner Detailpunkte wirtschaftlich ist — eine Vielzahl spezieller und
schwerbestimmbarer Eingabeparameter erforderlich sind, werden diese leichten
Abweichungen nicht als nachteilig angesehen. Die bereits aufgefithrten Stérken
der vorgestellten Formulierung, die ausschliefllich in Normen und Regelwerken
vertafelte Materialkennwerte verwendet, treten besonders bei der effizienten Be-
rechnung groferer Strukturteile weit in den Vordergrund.

Um das Einsatzgebiet der hier vorgestellten Material- und Elementformulierun-
gen noch breiter zu fassen, ergében sich aus einer Einbeziehung zeitabhéngiger
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Ansitze interessante neue Aspekte. Es wére somit beispielsweise moglich Phéno-
mene wie Kriechen oder Schwinden in die Tragwerksuntersuchungen einzube-
ziehen, so dafl Aussagen iiber das Langzeitverhalten belasteter Strukturen ge-
macht werden konnten. Geméfi den bisherigen Ansédtzen werden die einzelnen
Beanspruchungen als statischen Kurzzeitbelastungen angesehen. Alternativ wére
die Untersuchung von Bauteilen denkbar, die durch ein nachtréigliches Aufkle-
ben von Laminaten verstirkt werden. Nach entsprechenden Parameterstudien
sollte eine Approximation der Klebefuge mit Hilfe des entwickelten ’interface’-
Elementes problemlos méoglich sein. Mit dem Austausch des fiir die Rebar-Faser
verwendeten Stahlmodells durch eine Formulierung, die beispielsweise auf dem
Tsai-Wu-Kriterium beruht, stiinde ein geeignetes Modell zur Berechnung glasfa-
serbewehrter Betonbauteile, welche in jiingster Zeit vermehrt eingesetzt werden,
zur Verfiigung.
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