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Kurzfassung

Diese Arbeit befasst sich mit dem Entwurf von Systemen rskréiten Zustandsrdumen. In diese Systemklasse
fallen insbesondere informationsverarbeitende Systelirga unseren Alltag in grolem Male beeinflussen.
Aufgrund der sehr groRen Zustandsrdume, die durch die Nealfegkeit der darin ablaufenden Prozesse ent-
stehen, kann die korrekte Funktion eines solchen SystehariRegel nicht durch reines Testen gewahrleistet
werden. Es ist deshalb naheliegend, nach Entwurfsmethngdsenchen, die sich von vorn herein an dem Ziel
Korrektheit der Funktion orientieren. Die vorliegende gitlhefasst sich mit zwei Ansétzen, die in den letzten
Jahrzehnten erfolgreich in der Handhabung diskreter Bystgeewesen sind: die Uberwachersynthese und die
auf demu-Kalkil basierende Modellprifung. Beiden gemeinsam istfdenale Charakter. Ansonsten unter-
scheiden sie sich sowohl in der Herkunft, als auch in der Miedeng der Systeme und in der Zielsetzung
bei der Problemstellung, wodurch sich unterschiedliche Mod Nachteile ergeben. In dieser Arbeit wird die
Uberwachersynthese mit Hilfe desKalkiils verallgemeinert. In dem entstehenden Ansatzresggé sich beide
Verfahren gegenseitig, so dass die unterschiedlichereNMogemeinsam genutzt werden kdnnen und wesentli-
che Nachteile wegfallen.

Die Uberwachersynthese ist das wesentliche Merkmal desaBg@Wonham-Modells fiir die Steuerung dis-
kreter Systeme, das seit Beginn der 1980er Jahre in dert8gbeppe von Professor W.M. Wonham an der
Universitat Toronto entwickelt wird. Das Verfahren ve&rvon dem Entwickler eine Beschreibung des zu
steuernden Systems und eine Spezifikation fiir dessen geltéasv/erhalten. Beide werden als endliche Au-
tomaten dargestellt. Die Systembeschreibung bericksicite zur Laufzeit méglichen Ereignisreihenfolgen,
und enthalt beispielsweise auch solche, die zu unerwigrscverklemmungen fuhren. Mit der Spezifikation
kann der Entwickler in einem solchen Fall den Wunsch ausg@rijcdass das System verklemmungsfrei laufen
soll. Mit dem Syntheseverfahren wird dann aus der Systechibeibung und der Spezifikation difberwacher
berechnet, der das System zur Laufzeit so einschrankt,ka#ass Verklemmungen auftreten kénnen. Beson-
ders zu beachten ist, dass die hier genannte Spezifikattm tmbedingt implementierbar ist, zumal sie nur
ein gewiinschtes Verhalten ausdriickt, das sich unter Udhestdmicht realisieren lasst. Somit ist die Uberwa-
chersynthese als ein Werkzeug anzusehen, mit dessen tllfiena Spezifikation eines gewiinschten Verhaltens
eine tatsachlich implementierbare Spezifikation abgslererden kann.

Die Geschichte der Modellpriifung ist wesentlich umfangrer und von mehreren Forschergruppen gepréagt.
Im Gegensatz zu der Uberwachersynthese wird hier eine ndeme Spezifikation vorausgesetzt, die auf ge-
wisse Eigenschaften geprift werden soll. Um dies zu eregicimuss ein Modell des zu entwerfenden Systems
erstellt werden. Ein Algorithmus bestétigt dann die eretarn Eigenschaften bzw. liefert ein Gegenbeispiel
dazu, falls sie nicht zutfeen. Ist dies der Fall, muss der Entwurf angepasst und dee8sariederholt werden.
Das Ziel ist es, nach wenigen Iterationen ein Modell zu elrem, das alle Eigenschaften erfillt. Aus dieser Be-
schreibung geht hervor, dass die Modellpriifung sich nidhider Modellierung an sich beschéaftigt. Dadurch
wird dem Entwickler eine Aufgabe Uberlassen, deren Sclgkeitsgrad nicht zu unterschatzen ist.

In diesem Kontext ist es naheliegend, die Uberwachersgatheit der Modellpriifung zu kombinieren. Wie
aus der obigen Beschreibung hervorgeht, kann die Syntleesddatiellprifung bei der Erstellung der Modelle
behilflich sein. Insbesondere aber kann die Synthese geibdiiife der Modellprifung verbessert werden.
In dieser Arbeit werden die endlichen Automaten fir die Wasshersynthese in spezielle Kripke-Strukturen
Ubersetzt. Aus den Synthesealgorithmen wirdieialkil-Gleichungssystem gewonnen, dessen Lésung der
Synthese des Uberwachers entspricht. Damit wird das Ulotievsyntheseproblem auf ein Modellpriifungs-
problem zurlckgefiuhrt. Die Vorteile dieser alternativear&hnung zeigen sich besonders in den folgenden
Punkten:
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e Bekampfung der Zustandsexplosi@ie bei der Uberwachersynthese verwendeten Automatenekidnn
GrolRenordnungen erreichen, die eine Auflistung ihrer Tiiangn unmoglich machen. Dieses Problem
tritt auch in der Modellprifung auf und wurde dort mit Hilferdsymbolischen Darstellunm vielen
Fallen erfolgreich gelindert. Diese Losung wird in diesebéit auf die Uberwachersynthese uibertragen.

o Uberpriifbarkeit des Syntheseergebnisd@sr Uberwacher hat die Aufgabe, das System zur Laufzeit so
einzuschranken, dass die gegebene Spezifikation nicletzenird. Allerdings sieht das Verfahren keine
praktische Methode vor, den Grad dieser Einschréankungeéerprifen. Es kann deshalb vorkommen,
dass diese zu stark ausfallen und das Ergebnis fir die Rrakisuchbar wird. Die Kombination der
Uberwachersynthese mit der Modellpriifung erlaubt es zwsteerMal, beide Verfahren auf dasselbe
Modell anzuwenden. Dies bedeutet, dass ein System, dasilfieitddr Uberwachersynthese entworfen
wird, unmittelbar auf gewlinschte Eigenschaften Uberpuéitden kann. Darlber hinaus erlaubt es die
Verallgemeinerung der Uberwachersynthese im letztentilagieser Arbeit, die zu prifenden Eigen-
schaften bereits zur Synthesezeit zu beriicksichtigenase die nachtragliche Uberpriifung des Ergeb-
nisses entfallt.

e Vereinfachung der SynthesewerkzeuQerch die Formulierung der Synthesealgorithmengiralkil
vereinfacht sich die Implementierung eines Syntheseveeidz im Wesentlichen auf das Einlesen der
Modelle und die Lsung eingsKalkil-Gleichungssystems. Ein flexibles Programm sallterdings in
der Lage sein, verschiedene Gleichungssysteme zu behamged den unterschiedlichen Verbesserun-
gen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, entgegen kamm

¢ Integration der Synthese in vorhandene Modellprif@er in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz ermdog-
licht es, die Uberwachersynthese in bereits vorhanden&astege firr die Modellpriifung zu integrieren.
Dabei ist eine weitgehende Wiederverwendung der Quellearzarten, zumal die dazu notwendigen
Erweiterungen ausschlie3lich auf Funktionen beruhenauid gangige Modellprifer benutzen.

¢ Weiterentwicklung der Synthesealgorithmém:dieser Arbeit werden die bekannten Synthesealgorith-
men in u-Kalkil-Gleichungssysteme Ubersetzt. Dies ermdglickehinnur die Zusammenfihrung von
Uberwachersynthese und Modellpriifung, sondern auch eigieentwicklung der Synthesealgorith-
men. Der Grund dafiir ist, dass es leichter ist, nach den Reigelbooleschen Algebra Anderungen an
einem Gleichungssystem vorzunehmen, als einen in ndiérli§prache (z.B. Deutsch oder Englisch)
verfassten Algorithmus entsprechend anzupassen. Sodigmé&leichungssysteme, die in Kapitel 4 aus
den Synthesealgorithmen entstehen, als Ausgangspunideitere Verbesserungen. In Kapitel 5 wird
ein neues Gleichungssystem fir die Uberwachersynthesedgf, dessen Losung in vielen praktischen
Féllen eine geringere Komplexitat als die urspriinglichégoAthmen aufweist. Damit wird derenfi=
zienz signifikant Ubertiden. In Kapitel 6 geht aus den Gleichungssystemen eine Yeraltinerung der
Uberwachersynthese hervor.

e Erweiterung um neue Spezifikationseigenschaften:dem Ramadge-Wonham-Modell lassen sich
Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften ausdriieké&mend Fortdauer- und Fairnesseigenschaften
dagegen nur in einem damit nicht kompatiblem Ansatz vontlEhisnd Wonham bericksichtigt wur-
den. Letztere spielen jedoch in reaktiven Systemen einbtiges Rolle. Die 0.g. Verallgemeinerung der
Uberwachersynthese erlaubt es, jede:iialkiil ausdriickbare Eigenschaft in die Spezifikation@zei
beziehen. Sie behandelt all die 0.g. Eigenschaften ersenaieitlich und schliel3t damit eine bedeutende
Licke im Syntheseverfahren.

e Anndherung an informale Spezifikationéda deru-Kalkil eine Obermenge gangiger Temporallogiken
wie CTL, CTL* undLTL ist, kann der Benutzer die informalen Spezifikationen zhsfimit Hilfe einer
dieser Logiken beschreiben und diese Ausdriicke dann nmediahi denu-Kalkil Gbersetzen. Temporal-
logische Ausdrticke sind in der Regel leichter zu verstele@leichungssysteme und Uberbriicken somit
die Kluft zwischen menschlicher Intuition und der Syntas dekalkils. Es entsteht ein Verfahren, das
moglichst nah an die informalen Anforderungen anknipft nach deren Ubersetzung in temporallogi-
sche Ausdriicke in der Lage ist, die gesuchte Losung autschatu generieren.

e Steigerung der Akzeptan@bwohl bereits wichtige Probleme mit Hilfe der Uberwaclathese gelost
wurden, ist diese nicht besonders stark verbreitet. Diednigelten Verbesserungen kénnen im Laufe der
Zeit eine breitere Anwendung der Uberwachersynthese Istigén.



Abstract

A Generalization of Supervisor Synthesis based ontalculus

The present work deals with the specification and implentiemtaf systems with discrete state spaces. This
large class of systems encompasses, for example, infanmptbcessing systems, which play an important
role in modern life. The dynamics of these systems inclugeaent processes, and concurrency can give rise
to state spaces and transition relations of such a sizetthatomes impossible to explicitly list them in the
memory of a computer. As a consequence, it is in general retilgle to guarantee that a system will work
properly in all situations only by testing, because the neindj situations that can be simulated is too small
compared to the number of theoretical possibilities. Iheréfore natural to think of methods that focus on a
correct design from the very beginning. From many approaébikowing that direction, supervisor synthesis
theory andu-calculus based model checking have proven useful in tagkliscrete systems in the last decades.
Both have in common the formal treatment of the subject, afidrdas well in their origin as in the way used
to model a system, and in the goals to be reached. Therefierehtive dierent advantages and disadvantages.
In the present work, supervisor synthesis is extended Wélhelp ofu-calculus model checking. The resulting
approach is able to combine the advantages of both commoaedtto avoid the disadvantages that appear
when using them independently.

Supervisor synthesis is the main component of the Ramadgé&yn model for control of discrete, event-
driven systems. The model has been under constant devetbpminhe group of W.M. Wonham at the Uni-
versity of Toronto since about 1980. The method requiresdiwveloper to describe both the system to be
controlled and a specification for its desired behaviohhusing finite automata. The description of the system
is supposed to include every sequence of events that can aioantime, and therefore also models situations
that have to be avoided, as for example deadlocks. In sucheatla specification would be used to state that
the system should never run into a deadlock. A synthesisegroe is then used to computesapervisorfor

the system, whose role is to restrict the behavior of thedatt such a way that it never runs into a dead end
state. It is important to note that the above mentioned fpation is not necessarily an implementable one.
The model accounts for the possibility of specifications tapresent a wish that cannot be fulfilled. Supervisor
synthesis can therefore be seen as a tool that can take gtesonf what is ideally wanted and derive a truly
implementable specification from it.

The history ofu-calculus based model checking is quite longer than thatéivisor synthesis and involves the
work of a large number of scientists. In contrast to supenggnthesis, an implementable model of the system
is supposed to be given, along with some desired propertyodetrchecking algorithm then either confirms the
wanted property or else generates a counterexample thasstiay it does not hold. In this case, the developer
has to make modifications to the model and to repeat the woti=sally, a model of the system satisfying
all desired properties is reached after a few iterationsisAgear from this description, model checking is not
concerned with the creation of the model to be checked. Haigels the developer on their own with a task
whose degree of fliculty should not be underestimated.

In this context, it is natural to ask whether supervisor kgais and model checking can be combined. As can
be seen from the above description of both methods, systlasi be used to generate the model to which
model checking is to be applied. Moreover, it turns out thgiesvisor synthesis can be improved with the aid
of model checking techniques. In this work, the finite autamesed in supervisor synthesis are translated into
special Kripke structures, and the synthesis algorithrascanverted intq-calculus equation systems. These
are constructed in such a way that their solution amounteeéacbmputation of the supervisor. This reduces
supervisor synthesis to a model checking problem, withalewing advantages:
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¢ Alleviation of the state explosion problefihe automata needed for supervisor synthesis can reach di-

mensions that make it impossible to list their transitidatiens explicitly. This problem is also known in
the model checking domain and has been successfully dehltrwinany practical cases by usingym-
bolic representatiorof the transition relation of the system. The present wosk applies this solution
to supervisor synthesis.

Verifiability of the synthesis resulhe supervisor is designed to restrict the possible actbtige system

at runtime in such a way that the given specification is nolaw@al. It is therefore possible that these
restrictions turn out to be too strong, rendering the rassdiess in practice. With the method described
herein, it becomes possible for the first time to apply bogiesuisor synthesis and model checking to the
same representation of a system. This means that the résiét synthesis process can be immediately
checked for the desired properties. Moreover, the geaatadn of the synthesis method achieved in the
last chapter of this work allows to consider these propeidiering the synthesis process itself, thereby
making post-synthesis verification superfluous.

Simplification of synthesis tool$he translation of the synthesis algorithms intohealculus simplifies
the implementation of synthesis tools. The programmer daebnger have to learn about synthesis
and is basically concerned with reading the input automathsalving an equation system. A flexible
program should nevertheless be able to accef#rdnt equation systems, in order to tackle tHedent
solutions presented herein.

Extension of existing model checkers with supervisor ggEhThe method presented here allows to
extend existing model checking tools to also do supervigothesis. It is reasonable to expect a high
degree of code reusability, since the extensions needednigdunctions that are already present in
standard model checkers.

Improvement of existing synthesis algorithrAst important step in this work is the translation of the
standard synthesis algorithms intecalculus equation systems. This translation allows nbt tncom-
bine synthesis and model checking, but also to derive nethegis algorithms. This happens because
it is easier to make modifications to an equation system usilgknown rules from Boolean algebra
than to change an algorithm written in natural language —English or German — accordingly. That
way, the equation systems derived from the original algorg in Chapter 4 serve as a starting point for
improvements that go into two directions. In Chapter 5, a equation system is found, whose solution
has a lower complexity than the original one in many impdrgaactical applications. This allows to si-
gnificantly improve the #iciency of the synthesis process. In Chapter 6, the equagi&irras give raise
to a generalization of the supervisor synthesis method.

New specification propertiesthe Ramadge-Wonham model allows safety and liveness pirepdo
be used in the specification of the desired behavior of a sysite contrast, persistence and fairness
properties have been treated only separately in an apploachistle and Wonham that uses &dient
representation of the system. Fairness properties, hoygheéy an important role in reactive systems.
The above mentioned generalization allows any propertydaa be expressed in thecalculus to be
used in a specification. This allows a uniform handling oftladl mentioned properties, thus solving an
important open problem in supervisor synthesis theory.

Closing the gap to informal specification&n important aspect of every formal method is the transhatio
of the given informal requirements into the formal repréaton employed. Since thecalculus subsu-
mes temporal logics likE€TL, CTL*, andLTL, it is possible to write down the informal requirements in
one of these logics, and then to translate them intgitbalculus automatically. Since temporal logics are
quite intuitive, this helps to close the gap between therin&d requirements and thecalculus syntax.
This results in a method whose input is as close as possiltlent@an language and, after the translation
into temporal logics, can solve the synthesis problem aatiaily.

Increasing acceptance of synthesis methddgiough supervisor synthesis has been used in the past to
solve some important problems, it is still not being widebgd. The improvements achieved in this work
could contribute to improve acceptance and recognitiomwhél synthesis methods.



Notation

<o Modaloperator zur Bestimmung existentieller Vorgangstande

& Modaloperator zur Bestimmung existentieller Nachfolgstande

O Modaloperator zur Bestimmung universeller Vorgange émui

o Modaloperator zur Bestimmung universeller Nachfolgeténge

Ixp existentielle Quantifizierung der Variablerin ¢

A universeller Pfadquantor in temporallogischen Ausdriicke

A Automat

Alg Einschrankung des Automatefi auf die Zustandsmeng@

As Hilfsautomat zur Erstellung der Spezifikation im Ramadgeaidam-Modell

Al AN parallele Komposition der Automatefiy und Ax
Ap x Axn  Produkt der Automaterl ,, und Ap

Ap Automat fur die Systembeschreibung im Ramadge-Wonhamelod
As Automat fiir den Uberwacher im Ramadge-Wonham-Modell

Ac (A) erreichbare Komponente des Automaté&n

act# (q) Menge der aktiven Ereignisse im Zustaspdes AutomaterA

Anin Sprache zur Spezifikation des kleinsten akzeptablen \terisal

Co (A) co-erreichbare Komponente des Automa#n

19 Transitionsrelation eines Automaten

E existentieller Pfadquantor in temporallogischen Auskieiic

F Zeitoperator in temporallogischen Ausdriicken: irgendwan

f,(Q) die ZustandsmengH¢](°

G Zeitoperator in temporallogischen Ausdriicken: immer

I Menge der Initialzustdnde einer Kripke-Struktur

K reguléare Sprache

K Menge aller Prafixe der Spracke

K Kripke-Struktur

Ka Kripke-Struktur des Automate

k() Spiegelung der Zustandsmengauf die jeweils andere Halfte einer Kripke-Struktur
L Funktion zur Beschriftung der Zustéande eines Automaten biaver Kripke-Struktur
L, Menge der flachep-Kalkil-Formeln

fﬂ Menge der vektoriellep-Kalkil-Formeln

Lm (A) akzeptierte Sprache des Automatén

Lo(A) generierte Sprache des Automatén

M Menge der akzeptierenden Zustande eines Automaten

HU.p kleinster Fixpunkt der monotonen Funktigrder Variableru

vU.@ gréRter Fixpunkt der monotonen Funktiprder Variableru

P.Q Zustandsmengen von Automaten oder Kripke-Strukturen

P, g Zustande eines Automaten oder einer Kripke-Struktur

O boolesche Ausdriicke zur symbolischen Darstellung von deng
4 Variablensubstitutiony mit x durchy ersetzt

el A die durchy auf dem Automaterr dargestellte Zustandsmenge

[l die durchy auf der Kripke-StruktufK dargestellte Zustandsmenge



Xiv Notation
©Q jeder Ausdruck, der die Mend@ darstellt
prey (Q) Menge der universellen Vorgangerzustande der Mé&nge
pres3 (Q) Menge der existentiellen Vorgangerzustande der Mé&pge
Q Komplement der Meng®
QA¢ Menge der erreichbaren Zustande eines Automaten
Qre Menge der co-erreichbaren Zustande eines Automaten
Q' Menge der getrimmten Zusténde eines Automaten
q° Initialzustand
R Transitionsrelation einer Kripke-Struktur
S Zustandsmenge einer Kripke-Struktur
)y Menge der Ereignisse (Alphabet) eines Automaten
e Menge der steuerbaren Ereignisse eines Automaten
2y Menge der nicht steuerbaren Ereignisse eines Automaten
sucy (Q) Menge der universellen Nachfolgerzustéande der M&pge
sucs (Q) Menge der existentiellen Nachfolgerzustande der Me&pge
supC(K)  grof3te steuerbare Teilsprache \n
Tr (A) getrimmte Komponente des Automat#h
u Zeitoperator in temporallogischen Ausdriicken: solange, b
u Zeitoperator in temporallogischen Ausdriicken: strengiaxiée vonU
Up verbotene Zustande
Ubn verbotene oder nicht co-erreichbare Zustande
Upy verbotene oder nicht co-erreichbare Zustande, die keinét &gehoren
Uc co-erreichbare Zustande
Ucg co-erreichbare und gleichzeitig gute Zustande
Ug gute Zustande
Un nicht co-erreichbare Zustande
Uy nicht co-erreichbare Zustéande, die keiner VVK angehdren
YV, VX, VY Mengen boolescher Variablen
X Zeitoperator in temporallogischen Ausdriicken: néchstestahd
X, Xi, Y, Vi boolesche Variablen zur Beschriftung von Zustanden
=X, X Negation der booleschen Variabte
XAY, Xy Konjunktion der booleschen Variablerundy
XVy Disjunktion der booleschen Variablerundy
Xp Variable zur Beschriftung verbotener Zustande
Xm Variable zur Beschriftung markierter Zustéande
z Zustande der Losung des verallgemeinerten Uberwachéeseproblems
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Kapitel 1

Einleitung

Die Geschichte unserer wissenschaftlichen Fortschrigt,zdass der Mensch nur dann in der Lage ist, kom-
plexe Sachverhalte zu verstehen, wenn er ihre Struktuthdahaut und sie in kleinere, einfachere Einheiten
zerlegt hat. In dem Augenblick, in dem ein komplexeres Engebrzielt wird, geschieht dies gerade deshalb,
weil es durch die Anstrengungen eines oder mehrerer Mensiber Jahre oder auch Uber Generationen hin-
weg nicht mehr komplex, sondern einfach geworden ist. Selgas ist der Mensch nur in der Lage, einfache
Dinge zu tun. Deshalb ist die Geschichte der Wissenschelft die Geschichte der Entwicklung ihrer Werkzeu-

ge. Sie fassen mihsam erarbeitetes Wissen zu Hilfsmittedaramen, mit denen Losungen leichter gemacht
werden kénnen. Werkzeuge sind unabdingbar, weil gleitihz€érgebnis und Quelle des Fortschritts.

Auch diese Arbeit handelt von einem Werkzeug. Es dient desthnergestitzte Systeme zu entwerfen. Der
Systementwurf ist eine komplexe Aufgabe, und auch das bigrestellte Verfahren greift auf Gber Jahrzehnte
angesammeltes Wissen zuriick, und zwar auf die Uberwacttbese und dig--Kalkiil-basierte Modellprii-
fung. Die Arbeit stellt beide Ansétze vor und zeigt, wie dighggegenseitig erganzen und zu einem neuen,
machtigeren Werkzeug verschmelzen lassen.

In dieser Einleitung wird zun&chst erklart, welche Systémieandelt werden kdnnen und welche Probleme ihr
Entwurf mit sich bringt. Danach werden die Uberwachersgs¢hund die Modellpriifung auf informale Weise
vorgestellt. Dadurch wird erkennbar, welche Lésungen eatdig sind, um den Systementwurf zu erleichtern.
Dartber hinaus wird insbesondere im Fall der Modellprufindgrt auf die geschichtliche Entwicklung ge-
legt. Diese erlaubt es, die vorliegende Arbeit in den Rahwaeangegangener Werke, ohne die sie nicht hatte
zustande kommen kdnnen, einzuordnen. Schlief3lich wirébtexlerung der restlichen Arbeit vorgestellt.

1.1 Kontinuierliche und diskrete Systeme

Das WortSysterrhat je nach Kontext verschiedene Bedeutungen und zahltnem jé/6rtern, die man leich-
ter als Grundkonzept intuitiv versteht, als formal defini®ennoch lasst sich allgemein sagen, ein System ist
ein begrenzter Teil des Universums, der mit seiner Aul3ariwé&lechselwirkung steht. Unter diese Beschrei-
bung fallen die unterschiedlichsten natirlichen und Kioh&n Vorrichtungen. Ziel dieses Abschnittes ist es,
die fur diese Arbeit relevanten Systeme hervorzuheben.Adisndlage der gewéhlten Darstellung bildet die
Klassifikation von Cassandras und Lafortune [16].

Bei der Beschreibung eines Systems werden verschiederigeGaingegeben, die sich im Laufe der Zeit ver-
andern konnen. Beispiele hierfur sind die Position eines@&kn auf seiner Laufbahn oder die Anzahl der
verbleibenden Teile in einem Lager. Jedem Wert, den eirehadbrofie annehmen kann, wird &astand
zugeordnet. Die Menge dieser Werte bildet deistandsraun® des Systems, so dass sein Verhalten durch eine
Funktionf : t — S der Zeitt modelliert werden kann.

Die Kontinuitat des Zustandsraumes spielt fur die Klassifdn der Systeme eine entscheidende Rolle. Sy-
steme wie der Planet im obigen Beispiel werden in der Regehdkontinuierliche Funktionen beschrieben,
die in einem gegebenen Bereich der reellen Zahlen jeden &eehmen kdnnen. AuRerdem sind zat-
gesteuertd.h., der Zeitfluss allein gentigt, um sie von einem Zustanden nachsten zu Uberfihren. Diese
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Eigenschaften haben viele Systeme, die mit Hilfe von plajisighen Gesetzen und fBarentialgleichungen
erfasst werden. Im Gegensatz dazu kann der Zustand desagerd nur ganze Werte annehmen, wodurch sich
ein diskreter Zustandsraum ergibt. Die Funktibmweist dann abrupte, stufenartige Verdnderungen auf, die ei
ne andere Herangehensweise erfordern. Aul3erdem ist daukder Zeit allein nicht ausreichend, um einen
Zustandswechsel herbeizufihren. Vielmehr wird hierfarkieignis bendtigt, so dass vereignisgesteuerten
Systemen die Rede ist. Im Falle des Lagers wird z.B. der Adstiarch die Enthahme oder das Hinzufiigen
von Teilen verandert. Der Vergleich von Systemen mit kanérichem bzw. diskretem Zustandsraum wird in
Abbildung 1.1 verdeutlicht.

S A
44+ ——
3+ — H
2T —
1+ —
0 f f f f —> 0 f f f f —>
0O 1 2 3 4 5t 0O 1 2 3 4 5 t

Abbildung 1.1: Kontinuierlicher bzw. diskreter Zustarasm

Diese Arbeit befasst sich ausschlief3lich mit ereignisgesten Systemen mit diskreten Zustandsraumen. Diese
Systeme konnen durch weitere Aspekte noch genauer chasaktewerden. So ist z.B. die Zeit kontinuierlich,
da die Ereignisse, welche die Zustandswechsel verursazbigadem beliebigen Zeitpunkt auftreten konnen.
Sie sinddynamischwomit gemeint ist, dass der Zustand, der nach dem Eintestess Ereignisses eingenom-
men wird, nicht nur von dem Ereignis selbst, sondern auchteom aktuellen Zustand abhéngt. Ferner wird das
Interesse aufleterministische&Systeme beschréankt, d.h., Systeme, deren Reaktion auésiimimtes Ereignis

in einem gegebenen Zustand eindeutig bestimmt ist. Es waittmangenommen, die Systeme seaetitinvari-

ant, d.h., die Reaktion auf ein Ereignis in einem gegebenernadddbleibt nach beliebig vielen Versuchen stets
die gleiche. Damit wird von einer eventuellen Alterung odem Fehlern in dem System abstrahiert. Aufgrund
der genannten Eigenschaften werden die hier behandelterigdiskrete ereignisgesteuerte Systegaz
diskrete Systeme, genannt.

In diese Systemklasse fallen insbesondere informatioadweitende Systeme, die ja unseren Alltag in grof3em
Mal3e beeinflussen. Die wachsende Komplexitét rechnerbestgysteme verscharft unsere Abhangigkeit von
automatischen Steuerungen. Aufgrund der sehr groRenrifisstaume, die durch die Nebenlaufigkeit der darin
ablaufenden Prozesse entstehen, kann die korrekte Fareities solchen Systems in der Regel nicht durch
reines Testen gewéhrleistet werden. Es ist deshalb nghetie nach Entwurfsmethoden zu suchen, die sich
von vorn herein an dem Ziel Korrektheit der Funktion oriergn. Obwohl das Interesse an diskreten Syste-
men dadurch stark zugenommen hat, konnte bisher kein Waiveerkzeug fir ihre Handhabung gefunden
werden, wie es in etwa die Analysis fur die kontinuierlich®ysteme ist. Vielmehr sind im Laufe der Zeit
Modelle und Theorien mit unterschiedlichen Schwerpunldetstanden, wie z.B. Petrinetze, Markovketten,
die Warteschlangentheorie, Prozessalgebren, die Ma<Mtebra, deg-Kalkul, Temporallogiken, endliche
Automaten und die Sprachentheorie.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit zwei Ansatzen, diden letzten Jahrzehnten erfolgreich in der Hand-
habung wichtiger Aspekte diskreter Systeme gewesen siadilterwachersynthese und die auf desalkiil
basierende Modellpriifung. Beiden gemeinsam ist die feerdarstellung der Systeme. Demzufolge sind die
Ergebnisse immer dann fehlerfrei, wenn die informalen Amga aus denen die formale Eingabe entsteht,
richtig interpretiert und in die formale Beschreibung (#stzt werden. Ansonsten unterscheiden sich beide
Verfahren sowohl in der Herkunft, als auch in der Modellieguder Systeme und in der Zielsetzung bei der
Problemstellung, wodurch sich unterschiedliche Vor- uratiNeile ergeben. In dieser Arbeit wird die Uber-
wachersynthese mit Hilfe desKalkuls verallgemeinert. In dem entstehenden Ansatzrexgyé sich beide Ver-
fahren gegenseitig, so dass die unterschiedlichen Vergeineinsam genutzt werden kénnen und wesentliche
Nachteile wegfallen.
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1.2 Systeme und Systemeigenschaften

Andere Sichtweisen Uber die hier behandelten Systeme udénem besseren Verstandnis der Arbeit beitra-
gen, beziehen sich auf die Art und Weise, in der ein Benutziehnen interagiert, sowie auf die Eigenschaften,
die in Spezifikationen anzufffen sind. Die folgenden Einteilungen wurden aus der SystssHiikation von
Schneider [75] entnommen, wobei die unten stehende Klkeifn der Eigenschaften auf Manna und Pnue-
li [61, 62] zuriickzufuihren ist.

Bezuglich der Kommunikation zwischen System und Benutznden folgende Unterscheidungen gemacht:

e Transformationsbasierte Systeilmekommen zu Beginn der Laufzeit bestimmte Eingabedatearte-
ten diese und beenden einen Lauf mit der Ausgabe eines EsgebnEin Beispiel dazu ist ein Compiler,
der ein Quellprogramm ubersetzt.

¢ Interaktive Systemkaufen solange, bis der Benutzer beschlief3t, die Sitzunigeemden. Wahrend der
Laufzeit findet eine Wechselwirkung zwischen System unduBssr statt, die allerdings dadurch gekenn-
zeichnet ist, dass der Benutzer stets auf die Reaktion deer8y warten muss, bevor er neue Eingaben
machen kann bzw. diese von dem System akzeptiert werdespiBlel dazu sind Spiele, in denen der
Benutzer einen Zug macht und dann den Gegenzug des Systemeth

e Reaktive Systemaufen wie interaktive Systeme beliebig lang, sind jedogké#zlich in der Lage, zu
jeder Zeit auf Anforderungen des Benutzers bzw. ihrer Uagglzu antworten. Beispiele sind Steue-
rungen fur Systeme, in denen Ereignisse wie der Ablauf effedtglieds oder das Ansprechen eines
Sensors jederzeit eintreten kénnen und die eine angeneeRsaktion erfordern.

Die Eigenschaften, die in Systemen auftreten, werden vigg ktassifiziert:

¢ Sicherheitseigenschaftéarmulieren Einschrénkungen, die wahrend der gesamtefzéeingehalten
werden mussen. Sie werden auf Systemzustande zuriickgefighmiemals betreten werden dirfen, wie
z.B. der Zustand, in dem die Ampeln an zwei sich kreuzendeaf38h gleichzeitig griin leuchten.

e Lebendigkeitseigenschaftstellen die Erreichbarkeit bestimmter Zustande einesefyssicher. Dabei
wird nicht festgelegt, wie lange es dauern kann, bis ein lgeger Zustand erreicht wird. Es spielt auch
keine Rolle, wie oft zu diesem Zustand zurtickgekehrt wekdgm. Ein Beispiel dafur ist die Forderung,
dass die Initialisierung eines Systems irgendwann beaatgatamit der Normalbetrieb aufgenommen
werden kann.

o Fortdauereigenschaftebeziehen sich auf Merkmale die, einmal erreicht, stabiibiele. Ein Beispiel
dazu ist ein Zwischenlager fir gefertigte Teile in einer Mi@ktur, das ab einer bestimmten Phase der
Produktion nicht mehr leer werden darf.

¢ Fairnesseigenschaftefordern, dass Zustédnde mit bestimmten Eigenschaften steggchbar bleiben
missen, unabhéngig davon, wie oft sie betreten werdene®Eegenschaften sind besonders fur die
Spezifikation reaktiver Systeme nitzlich. Damit kann z.Bsgedrickt werden, dass sich ein Benutzer
bei einem System beliebig oft anmelden kénnen soll.

1.3 Der Entwurf diskreter Systeme

Die Bedingung fur den korrekten Entwurf eines diskretent&ys lasst sich auf abstrakter Ebene relativ ein-
fach formulieren. Es genugt, dass die Spezifikation fUrpesteeichbaren Zustand und jedes Ereignis, das dort
stattfinden kann, eine angemessene Reaktion vorsieht Biggabe scheint zunéchst nicht besonders schwie-
rig zu sein. Sie ist es auch nicht, solange die Anzahl der gicksichtigen Zustande klein bleibt. Aber gerade
dies ist in der Praxis normalerweise nicht der Fall.

Dies mag zunachst wie eine Ausnahme klingen, bestehen delaietd Systeme meistens aus mehreren Kom-
ponenten, die schon wegen des anfangs angesprochenerfrigesgi& nach Einfachheit nur wenige Zustande
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haben. Beispiele dafiir sind die einzelnen Gerate in eingigbiagszelle oder die Schnittstellen zwischen einer
Steuerung und den von ihr bedienten Systemteilen. In jedesedTeile treten Ereignisse auf, und auch die
Zahl der Ereignisse ist in der Regel nicht gro3. Was den Adstaum in unerwartete Grol3enordnungen bringt
ist erst die Tatsache, dass es einen Unterschied machtldhev&keihenfolge die verschiedenen Ereignisse ein-
treten. Die Anzahl der méglichen Permutationen nimmt eepdiell mit der Lange der Ereignisfolgen zu. Was
zunachst die Ausnahme zu sein scheint, ist eher die RegedeBiProblem ist alBustandsexplosiobekannt
und kann Zustandsraume hervorbringen, deren GréRenagdhemnzahl der Atome im Universum ubeftti

Aus diesem Grund wurden formale Methoden, die sich zum 2iglen,alle erreichbaren Zustande eines Sy-
stems zu behandeln, oft sehr skeptisch betrachtet. Wie ufeldieser Arbeit noch erlautert wird, hat man auch
fur dieses Problem ein relatiffektives Mittel gefunden. Seitdem gewinnen formale Metmoale Bedeutung,
denn nur mit ihnen kann die Lésung der Aufgabe gelingen,ddeg Ereignis in jedem Zustand die richtige
Reaktion vorzusehen.

1.4 Modellprifung und Uberwachersynthese

Moderne Verifikationsmethoden wie die temporallogischedBliprifung gestatten es, eine gegebene Spezi-
fikation auf gewisse Eigenschaften zu prufen. Um dies zuokrea, muss ein Modell des zu entwerfenden
Systems erstellt werden. Ein Algorithmus bestétigt daenedivarteten Eigenschaften bzw. liefert ein Gegen-
beispiel dazu, falls sie nicht zuffen. Ist dies der Fall, muss der Entwurf angepasst und deefsaviederholt
werden. Das Ziel ist es, nach einigen Iterationen ein Madlekrreichen, das alle Eigenschaften erflllt. Aus
dieser Beschreibung geht hervor, dass die Modellprifuciy rsicht mit der Modellierung an sich beschattigt.
Dadurch wird dem Entwickler eine Aufgabe Uberlassen, d&amwierigkeitsgrad nicht zu unterschétzen ist.
Zum Beispiel kdnnte die informale Spezifikation eines Komikationsprotokolls vorschreiben, dass bei ei-
ner Verbindung Uber ein verlustbehaftetes Medium die éhgenen Meldungen weder verloren gehen noch
dupliziert werden durfen. Diese Vorschrift ist nicht beders hilfreich wenn es darum geht, die Regeln festzu-
legen, aus dem das Protokoll letztendlich hervorgeht. Hiealuch nicht viel weiter, wenn ein Gegenbeispiel
fur einen Versuch gefunden wird. Im Idealfall sollte die Sfikation des Protokolls von einem Werkzeug ge-
neriert werden, das die genannten Anforderungen entgegertrund entweder ein korrektes Modell ausgibt
oder die Anforderungen zurlickweist, wenn sie sich nichigieaen lassen. Ein solcher Ansatz ist aber in der
Verifikationsliteratur nicht zu finden.

Ein Verfahren, das einen Schritt in die genannte Richturg, gst die Uberwachersynthese. Das zu steuernde
System und eine Spezifikation fir dessen gewilinschtes Wenhakrden als endliche Automaten dargestellt.
Der erste dieser Automaten deckt alle physikalisch méghdareignisfolgen ab und beschreibt auf diese Weise
sowohl winschenswertes als auch unerwiinschtes SysteattearhDer zweite Automat beschreibt eine Ein-
schrankung des physikalisch mdglichen Verhaltens. Dea@Glegldabei ist, das System mit Hilfe eines solchen
Automaten zur Laufzeit so einzuschranken, dass nur nochadiginschten Aktionen stattfinden kénnen. Im
Gegensatz zu einer aktiven Steuerung, die zwischen mégliétktionen wahlt und Befehle an das System
abgibt, teilt dieser Automat dem System lediglich mit, weelBefehle erlaubt sind, und welche nicht. Ein
Automat, der diese Rolle tbernimmt, wird deshélberwachergenannt. Der Uberwacher lauft parallel zum
System, verfolgt die dort eintretenden Ereignisse und satlentsprechend seinen Zustand. Die erlaubten
Ereignisse sind stets die, die in dem aktuellen Zustand teswhchers vorgesehen sind.

Dabei wird berticksichtigt, dass die Ereignisse bezlglchriSteuerbarkeit unterschiedlicher Natur sein kén-
nen. Befehle, die z.B. bestimmte Vorrichtungen ein- odssealalten, Meldungen in einem Kommunikations-
system versenden oder Zeitglieder starten, kénnen beirBedla dem Uberwacher verboten werden, um das
Betreten unerwinschter Zustédnde zu verhindern. Im Getedaau lassen sich in der Regel Meldungen des
Systems an die Steuerung, wie z.B. das Ansprechen einesrSedas Eintrfen einer Meldung in einem
Kommunikationssystem oder der Ablauf eines Zeitgliedsinieeinflussen. Dementsprechend wird zwischen
steuerbarerund nicht steuerbarerreignissen unterschieden.

Da der Formulierung einer Spezifikation keine weiteren @eargesetzt werden, ist es nattrlich moglich, For-
derungen zu stellen, die sich nicht realisieren lassen = dd3s ein Zeitglied in einem bestimmten Zustand
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nicht ablaufen soll, wenn es aber bereits gestartet istréithgs muss es sich in einem solchen Fall nicht unbe-
dingt um einen groben Spezifikationsfehler handeln. DuielZzdstandsexplosion kénnen auch Spezifikationen
Fehler enthalten, die auf den ersten Blick einen korrekiedrick machen. In der Tat liegt genau hier die Ur-
sache vieler Fehler, die in der Testphase eines Systemsnenktebleiben und erst nach dessen Freigabe ans
Tageslicht treten. Wird ein System nur nach gesundem Menseinstand spezifiziert und getestet, kann es im-
mer passieren, dass Zusténde erreichbar bleiben, in deeenartete Ereignisse auftreten, weil die Anzahl der
mdglichen Ereignisfolgen einfach zu grof ist, als dassli&eérader Testphase abgedeckt werden kdnnten. Die
Folge sind unerwiinschte Ausnahmesituationen und Systtiirab.

Die Starke der Uberwachersynthese liegt genau in der Féihigkit solchen unvollkommenen Spezifikationen
umzugehen. Ist dies der Fall, kann mit Hilfe eines SyntHgseithmus, der die Systembeschreibung und die
Spezifikation als Eingabe nimmt, ein dritter Automat berettwerden, der die grofite realisierbare Untermen-
ge der Spezifikation darstellt. Der Gedanke dabei ist, diesesl Ergebnis als Uberwacher eingesetzt werden
kann, solange die Einschréankungen, die durch den Syntlezess entstehen, nicht zu stark ausfallen. Diese
Berechnung erhalt den Naméiberwachersynthesend bildet einen wichtigen Vorteil gegeniiber der Modell-
prifung. Wahrend diese es nur erlaubt, ein vom Anwendeelitest Modell auf bestimmte Eigenschaften zu
prufen, ist die Synthese in der Lage, ein Modell fir das $yste generieren.

Der Syntheseprozess hat auch einen Nachteil, namlich tsadfee, dass es nicht immer leicht festzustellen ist,
ob die Einschrankungen, die der urspriinglichen Spezifikatuferlegt werden, nicht zu weit gehen. So kdnnte
z.B. ein Kommunikationsprotokoll so ausfallen, dass nmediegrenzte Anzahl von Meldungen verschickt
wird, um die Verluste in Grenzen zu halten. TheoretischtglehFormulierung des Syntheseproblems zwar die
Maglichkeit vor, ein kleinstmégliches Verhalten fir dassg&m vorzuschreiben, so dass ein Ergebnis, das diese
Forderungen nicht erfillt, verworfen werden kdnnte. Daemtsteht jedoch die Frage, wie dieses Verhalten
zu spezifizieren ist. Wére es bekannt, konnte es per Defingti® eine Losung dienen, von der angenommen
werden muss, dass sie nicht bekannt ist. In der Praxis vedfigy Verfahren deshalb nicht Gber ein Kriterium
zur Unterscheidung zwischen zulassigen und nicht zuléssiyntheseergebnissen.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass die 0.g. Nachteile deetdlachersynthese und der Modellpriifung durch
eine Verschmelzung beider Verfahren weitgehend beseitggtien kdnnen. Zunachst kann die Synthese der
Modellprifung bei der Erstellung des Systemmodells béttilfsein. Dies ist besonders dann zffead, wenn

die informalen Anforderungen, die dem Anwender zu Begirsewurfs vorliegen, nicht auf eine Implemen-
tierung schlief3en lassen. Wie auch die Beispiele in dieskeeifzeigen, lassen sich solche Formulierungen oft
direkt auf endliche Automaten bertragen, ohne dass sicAm@ender um alle moglichen Ereignisfolgen im
System kiimmern muss. Im Gegenzug kann die Modellpriifungyderwachersynthese die Frage beantworten,
ob bestimmte Eigenschaften der Spezifikation den Synthesegs Uberstanden haben. Ein noch besseres Er-
gebnis ist die in Kapitel 6 erzielte Verallgemeinerung deetivachersynthese, die es erlaubt, die zu priifenden
Eigenschaften bereits in den Syntheseprozess mit einzlhigez wodurch eine Uberprifung des Syntheseer-
gebnisses hinfallig wird. Dartiber hinaus lasst die veeatiginerte Uberwachersynthese auch Spezifikationen
mit Fortdauer- und Fairnesseigenschaften zu, wahrendrdpriungliche Ansatz auf Sicherheits- und Leben-
digkeitseigenschaften beschréankt ist.

Im folgenden Abschnitt werden historische Aspekte beleicklie es erméglichen, die vorliegende Arbeit in
den Kontext der Verifikation einzuordnen. Dabei spielt imséftlichen die Entwicklungsgeschichte der Mo-
dellpriifung eine Rolle, weil ihr Prinzip bereits in Jahrkerte alten Arbeiten zu erkennen ist. Die Geschichte
der Uberwachersynthese ist im Vergleich dazu sehr kurz eadh keiner tiefgrindigen Erklarung. Sie wird
in die Erlauterungen in den Abschnitten 2.2 und 2.7 mit ezolgen.

1.5 Eine kurze Geschichte der Verifikation

Der Gedanke, die Richtigkeit jeder denkbaren Aussage nradthu Gberprifen, reicht bis Descartes (1596—
1650) zurtick. Auch Leibniz (1646-1716) schlug ein ambitotes Forschungsprojekt vor, das sich seinen Ein-
schatzungen nach Uber drei Jahrhunderte erstrecken SaliteZiel war es, eine formale Sprache zur Beschrei-
bung mathematischer Systeme, tifyua characteristicazu entwickeln. Daruber hinaus sollte d=alculus
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ratiocinator entstehen, mit dem es gelingen sollte, Aussagen in derdinbaracteristica automatisch zu tber-
prifen. Die Entwicklung dieser Gedanken lasst sich bisénhdiutige Zeit verfolgen. Die hier gegebene Uber-
sicht beschrankt sich allerdings auf die Tatsachen, dievianiivation und zur Einbettung der Modellprifung
in den Kontext der Verifikation am wichtigsten sind. Einefabsgliche Schilderung der gesamten Entwicklung
findet der Leser z.B. in dem Werk von Schneider [75].

Die ersten Programme waren transformationelle Systeme.M¥itis [63] und Ifrah [42] festhalten, dienten

sie u.a. der automatischen Losung linearer Gleichungssysbder der Erstellung von Tabellen fiir die Astro-
nomie, die Ballistik und die Luftfahrttechnik, also der Bitigung zwar intensiver, aber prinzipiell einfacher
Rechenaufgaben. Fehler wurden durch schrittweises Téskafisiert und beseitigt. Der Aufwand, um auf

diese Weise ein fehlerfreies Programm zu bekommen und diaercla gewonnenen Vorteile standen dabei
oft noch in einem gunstigen Verhaltnis. Als sich aber duexthhische Fortschritte immer anspruchsvollere
Anwendungsmoglichkeiten fur die Rechner ergaben, UldedieaAnzahl der winschenswerten Testfélle bald
alles wirtschaftlich oder gar physikalisch Durchfiihrhasge z.B. Myers in [64] belegt. Es ist deshalb nicht
Uberraschend, dass der Wunsch, die Korrektheit einesd&mwgs mit anderen Mitteln als durch reines Testen
nachzuweisen, bereits aus der Zeit der ersten kommerziekbehner, also aus den 1950er Jahren, stammt.

Unabhéngig von dieser Problematik war es damals ebenfalfisliegend, die neuen Maschinen fir automa-
tische Beweisfuhrungen etwa in der Algebra einzusetzen.eBste maschinelle Beweis wurde 1954 von M.
Davis mit Hilfe eines Johniac-Rechners erbracht. Diesent@zeigen, dass die Summe zweier gerader Zahlen
ebenfalls eine gerade Zahl ist. Diese Anwendungen hattesichst wenig mit der Uberpriifung von Program-
men zu tun, obwohl es mdglich war, die Korrektheit von Algfumen zumindest teilweise sicherzustellen.
Somit kdnnte man hier bereits von Verifikation von Spezifikagn sprechen. Da es aber noch keine formale
Ubersetzung eines Algorithmus in ein Programm gab, war eirekter Algorithmus noch keine Garantie fiir
ein korrektes Programm. Der entscheidende Schritt fir distBhung der heutigevierifikationvon Program-
men und Systemen kam in den 1960er Jahren durch die ArbeaiteRrleyd [35] und Hoare [39]. Sie stellten
speziell auf Programme zugeschnittene Logiken und Bewettspden vor, mit denen die Programmtexte selbst
Uberprift werden konnten.

Im Idealfall sollte ein solches Verifikationsverfahrenhaltomatisierbar sein. Es wéren daffmeorembeweiser
denkbar, die — angenommen, sie wéren fehlerfrei — jedegd&rog verifizieren konnten. Ein solcher Beweiser
misste lediglich festgelegte Schlussregeln auf eine Mémf@annter Axiome in der richtigen Reihenfolge
anwenden, um jede erdenkliche Wahrheit zu produzierererdifigs basiert die Beweisfihrung auf Peanos
Axiomen der Arithmetik ganzer Zahlen, insbesondere auf éemzip der Induktion [siehe z.B. 75, Kap. 6].
Wie Godel in seinen Arbeiten Giber Widerspruchsfreiheit Entscheidbarkeit [38] jedoch zeigen konnte, muss
es in jedem System, das machtig genug ist um die endlicheleZale die Peano-Arithmetik zu beschreiben,
Aussagen geben, die zwar wahr sind, sich aber nicht bewkissan. Deshalb lassen sich Theorembeweiser
nicht voll automatisieren. In der Regel werden sie als Mifekzeuge betrachtet, die dem Benutzer die Arbeit
zwar erheblich erleichtern, aber nicht ohne menschlickeee&ting auskommen. Dadurch bleibt das Verfahren
einem relativ kleinen Kreis von Experten vorbehalten, uadZeitaufwand fir einen Verifikationsvorgang, der
durchaus Tage oder gar Monate dauern kann, ist in vielen Adwegsbereichen wirtschaftlich nicht vertretbar.
Dementsprechend ist die Anwendung der beweisbasiertdfikeéon relativ selten, obwohl sie einen hohen
Stellenwert in der Informatik eingenommen hat.

Die Verwendung der ganzen Zahlen — also einer unendlichemg®e fur die Darstellung der Variablen be-
deutet auBerdem, dass die Verifikation nicht auf die enellBtbreite der Rechner eingeht, auf denen das zu
verifizierende Programm spéter laufen soll. Dies hat Vod Nachteile. Vorteilhaft ist, dass die Modellierung
vereinfacht wird, wenn nicht auf physikalische Eigenstdratier Rechner eingegangen werden muss. Dies ist
zum Teil auch nur bedingt mdglich, z.B. wenn ein Programmvauschiedenen Rechnern laufen soll und noch
keine genauen Angaben Uber diese vorliegen. In solchearFalbchte man davon abstrahieren und die eigent-
liche Prozedur, die das Programm darstellt, verifizieremBeispiel sei ein neuer Algorithmus zur Sortierung
von Listen gegeben, der sefffieient, dafur aber sehr komplex ist. Dann ist es zun&chst ahtigsten nach-
zuweisen, dass er jede Liste korrekt sortiert, auch wenhexsdtisch Probleme geben kann, falls eine Liste
doch einmal zu grof3 werden sollte. Der Nachteil bestehhddess solche Probleme nicht erkannt werden. So
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hatte zum Beispiel die Software der Rakete Ariane 5, die 198®lge eines Registeriberlaufs abstirzte [79],
einen derartigen Verifikationstest bestanden.

In Anbetracht dieses Nachteils ist nun die Frage berechilgtsich das oben beschriebene Verfahren an die
endliche Bitbreite eines realen Rechners anpassen lasstleVés gelingen, an Stelle der ganzen Zahlen eine
endliche Zahlenmenge einzusetzen, wére dies auf nattilidbise gegeben. AulRerdem ware jedes Problem
entscheidbar. Diese Vorteile mussten in vielen Fallen d&tzlichen Schwierigkeiten bei der Modellierung
ausgleichen. Das Problem mit diesem Ansatz ist, dass s&Peanoschen Axiome nicht auf die fur diese
Darstellung notwendige Modulo-Arithmetik Ubertragenskas. Damit wird aber die Beweisfihrung stark ein-
geschrankt. Es ist zwar noch méglich, spezifizierte Eigeafsen nachzuweisen, jedoch sinnvoller, Ansétze zu
wahlen, die sich leichter automatisieren lassen bzw. gersnAnforderungen an den Benutzer stellen. Deshalb
bleibt die beweisbasierte Verifikation jenen Systemen ardyeet, die so modelliert werden, als géabe es kei-
ne Grenze fur die Bitbreite ihrer Register. Fur endlichet&ye sind insbesondere temporallogische Ansatze
einfacher.

Temporallogiken haben ihre Wurzeln in der Philosophie uedtén urspriinglich der Betrachtung von Zeitaus-
dricken in der menschlichen Sprache [41]. In den 1970eedakurden diese Logiken erstmals fur die Spezi-
fikation von Rechnersystemen eingesetzt. Burstall [15]Kwrigyer [50] konnten damit zun&chst Eigenschaften
sequentieller Programme beschreiben, wahrend Pnuelietrad@htung nebenlaufiger Programme gelang [66].
Diese Verfahren waren jedoch nicht automatisiert und kemsich deshalb in ihrer urspriinglichen Form nur
selten durchsetzen. Pnuelis Ansatz wurde allerdings zinBelgr 1980er Jahre von Bochmann [7] sowie von
Malachi und Owicki [59] der Verifikation sequentieller Stthagen angepasst, wodurch sich der Bégter
Verifikation auch auf den Hardwareentwurf erstreckte. Neahtiger ist aber, dass der gleiche Ansatz sowohl
von Clarke und Emerson [17] als auch von Quielle und Sifaé& b9] zu einem automatischen Verfahren
weiterentwickelt wurde, das ab Anfang der 1980er Jahrévialdellprifung(engl. model checkingbekannt
wurde.

Die Automatisierung des Verfahrens beruht auf Erkenngnis®n Emerson und Clarke, die 1980 zeigten, dass
die Korrektheit eines Programms auf die Berechnung vonufikfen monotoner Funktionen zurtickgefiihrt
werden kann [27]. Die Formalisierung dieser Fixpunktbenemgen durch Pratt [67] und Kozen [47, 48] sowie
Arnold und Crubille [1] fUhrte zur Entwicklung desKalkuls einer Gberaus machtigen Logik zur Beschreibung
von Fixpunkten. Den-Kalkil hat allerdings eine oft schwer verstandliche Synzeshalb war es naheliegend,
nach einer besser lesbaren Beschreibung der FixpunkteharsuHier kommen die Temporallogiken ins Spiel,
zumal sich die Berechnungen temporallogischer Ausdritleafalls auf Fixpunktberechnungen reduzieren.
Somit ist es mdglich, an die Stelle vielgrKalkil-Gleichungen temporallogische Ausdriicke zu setzbe
dasselbe bedeuten, aber fir den Menschen leichter velistiiaihd.

Da Temporallogiken jedoch immer nur ein Fragmentdé&lkuls abdecken, entstand die Frage, welche Tem-
porallogik fir die Verifikation am geeignetsten sei. Eiméissollten sich wichtige Eigenschaften in gut lesbaren
Formeln ausdricken lassen, andererseits sollte sich digléxitat deren Auswertung in akzeptablen Grenzen
halten. Die genannten Arbeiten von Clarke und Emerson semneQuielle und Sifakis benutzten die Logik
CTL bzw. eine Untermenge davon, wéhrend die urspriinglicherifevon Pnueli aufTL basierteh. Die De-
batte zwischen Verfechtern beider Logiken erstreckt sareiks auf tuber zwei Jahrzehnte [28, 34, 52, 56, 82].
Zunéchst hat sic&TL zumindest im industriellen Anwendungsbereich einen dgwh Vorsprung versclid,
obwohl sich manche wichtige Eigenschaften, z.B. starkenEas, damit nicht ausdriicken lassen, sehr wohl
aber inLTL.

Diesen Vorsprung haCTL zwei Ergebnissen zu verdanken. Erstens haben Clarke, Bmarsl Sistla 1986
gezeigt, dass die Zeit fur die Auswertung veiL-Formeln linear mit dem Produkt der GroRRe der Transi-
tionsrelation des Systems und der Lange der Formeln ah$i€lyy Dagegen bendtigt die Auswertung von
LTL-Formeln eine exponentielle Laufzeit [56]. Dies war abecaicht genug, um den Einzug der Modell-
prifung in die Welt der Industrie zu gewéhrleisten, dennddistandsexplosion macht den Vorteil der linearen
Laufzeit wieder zunichte. Es fehlte deshalb nicht an Keitik die der Modellprifung, wenn uberhaupt, ei-
ne hochst bescheidene Zukunft im akademischen Bereiclusgagten, wie z.B. in [19] nachzulesen ist. Das

1CTL undLTL stehen fiilcomputation tree logibzw. linear time logic
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zweite Ergebnis, da8TL von anderen Logiken deutlich abhob, basiert aufgyenbolischen Darstellunder
Transitionsrelation des zu verifizierenden Systems mieHibn bindren Entscheidungsdiagrammen.

Binare Entscheidungsdiagramme sind seit den Arbeiten eeni.den 1950er Jahren bekannt [54]. Bryant ent-
wickelte dafuir 1986 eine kanonische Form [11], mit der bsdie Funktionen in eindeutiger und oft sehr kom-
pakter Weise dargestellt werden kénnen. Damit lassen safsitionsrelationen reprasentieren, deren explizite
Darstellung die Speicherkapazitat jedes noch so groRehriees um mehrere GréRenordnungen lberschrei-
ten wirde. Auch die grundlegenden Mengenoperationen kbaakesymbolischer Ebene durchgefuhrt werden.
Dies ermdglicht u.a. einefigiziente Breitensuche in der zu verifizierenden Transitiglagion, was wiederum
CTL zugute kommt. Dies wurde 1990 von zwei Forschergruppenumidhéngig voneinander arbeiteten, er-
kannt: Die Arbeiten von Burch, Clarke, McMillan, Dill und Hamg [12, 13, 14] sowie die von Berthet, Coudert
und Madre [4] fuhrten die symbolische Darstellung der Zndsadume mit Hilfe von bindren Entscheidungs-
diagrammen in die Verifikation ein. Damit lieRen sich ab Begder 1990er Jahre mehrere Protokolle und
Schaltungen verifizieren, wobei auch in bereits fienitlichten Richtlinien noch subtile Fehler gefunden wur-
den [20].

Im Gegensatz zGTL istLTL auf eine Tiefensuche angewiesen, die durch die symbolBalh&ellung nicht we-
sentlich beschleunigt wird. Moderne Ansétze gleichen dilesdings durch eine Ubersetzung d&t.-Formeln

in Automaten wieder aus. Somit sind in den gangigen Verifikastverkzeugen letztendlich beide Logiken ver-
treten. Des Weiteren wurden wegen der nicht ausreichendsdracksmdglichkeiten vo@TL andere Logiken
vorgeschlagen, wie z.EETL*, eine Obermenge voBTL undLTL. Die vorliegende Arbeit entspricht in dieser
Hinsicht dem Stand der Technik, zumal sie nicht auf eine derigllen Logiken, sondern auf demwKalkul
basiert und dadurch alle temporallogischen Ausdriicke eeden kann.

1.6 Gliederung

Die Gliederung der vorliegenden Arbeit in zwei Teile lasstdits die Grenze zwischen der Aufarbeitung vor-
handenen Wissens und den neuen Beitragen zu der TheorieerkeTeil | besteht aus den Kapiteln 2 und 3
und stellt im Wesentlichen die Uberwachersynthese und dige\ipriifung vor. Allerdings sind die Darstellung
desu-Kalkils in Kapitel 3 bzw. die der in Anhang B ausgelagertewBise bereits neu. Zwar werden hier keine
neuen Fakten aufgedeckt, jedoch ist die Darstellung dpaaiedie darauf folgenden Kapitel zugeschnitten. Der
Aufwand dafir wird dadurch gerechtfertigt, dass es keinell@w@ab, in der die notwendigen Grundkenntnisse
in passender Form zu finden gewesen waren. Einerseits wigdidalkil in den urspriinglichen Texten anders
als heute tiblich erklart, andererseits wiirde eine direkierthhme der modernen Darstellung z.B. aus [75]
das Ziel ebenso verfehlen, weil derKalkil dort als Untermenge einer allgemeineren Speziftkasprache
gefuhrt wird. Stattdessen wird dem Leser eine kiirzere Blauag geboten, die eine schnellere Aneignung der
notwendigen Grundkenntnisse ermdglicht und auch als Agsgaunkt fir weitere Arbeiten auf diesem Gebiet
dienen kann.

Kapitel 2 fuhrt die Uberwachersynthese mit einem motivieien Beispiel ein und geht schrittweise in die For-
malisierung des Verfahrens (iber. Es werden das Uberwagtieeseproblem und zwei gangige Algorithmen
zu dessen Losung vorgestellt. Ein Vergleich zwischen denplexitaten dieser Losungen bereitet den Kontext
fir die Einbettung einer neuen Losung vor, die in Kapitel &yestellt wird. Es folgt eine Ubersicht tiber die

verschiedenen Varianten der Uberwachersynthese, die ufelder Zeit aus dem Grundmodell von Ramadge
und Wonham entstanden sind. Den Abschluss des Kapitelstliide Aufzahlung verschiedener Verbesse-
rungsmoglichkeiten, die im Verlauf dieser Arbeit behahdedrden.

In Kapitel 3 wird deru-Kalkil vorgestellt. Dazu werden in Abschnitt 3.1 zunaathst Kripke-Strukturen er-
lautert und die symbolische Darstellung von Transitiolagi@nen eingefihrt. Abschnitt 3.2 ist dem flachen
u-Kalkil gewidmet, in dem alle Formeln, aber keine Gleichasygteme abgedeckt werden. Unter anderem
wird erkennbar, weshalb die Ermittlung von Zustandsmeragear Transitionsrelation auf die Berechnung von
Fixpunkten monotoner Funktionen mit Hilfe des Tarski-KeaS heorems zuriickzufihren ist. Abschnitt 3.3
behandelt die Gleichungssysteme des vektorigidtalkiils. Hier liegt der Schwerpunkt auf der Verbindung
zwischen den flachen Formeln und den Gleichungssystemergesitauch die Algorithmen hervorgehen, die
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letztendlich fir die neuen Losungen des Uberwachersyegineblems eingesetzt werden. Die Verbesserungs-
moglichkeiten fur dig:-Kalkil-basierte Modellpriifung werden in Abschnitt 3.4ammengefasst.

Teil Il besteht aus den Kapiteln 4 bis 6 und stellt einen nelesatz zur Uberwachersynthese vor. In Kapi-
tel 4 wird die konventionelle Uberwachersynthese in geitalkil Gberfuihrt. Da die Synthese auf endlichen
Automaten, die Modellprifung aber auf Kripke-Struktureribaut, muss zundchst eine gemeinsame Darstel-
lungsform der Systeme gefunden werden. In Abschnitt 4.8 wir diesem Zweck der Automat, der fur die
Synthese benétigt wird, in eine spezielle Kripke-Strukibersetzt. Fir diese Kripke-Struktur wird dann in
Abschnitt 4.2 ein Gleichungssystem gefunden, dessen lgisime Zustandsmenge berechnet die, zurtick auf
den Automaten abgebildet, den Uberwacher ergibt.

Kapitel 5 baut auf die Ergebnisse in Kapitel 4 auf, um zu einegren Synthesealgorithmus zu gelangen. Dieser
wird in den Abschnitten 5.1 und 5.2 beschrieben. Der neuerlgnus ist éizienter als die bisher bekannten,
weil er fur eine grof3e Klasse praktischer Probleme einatméaufzeit aufweist, wahrend die herkdmmlichen
Losungen quadratisch sind. Die neu entdeckte Problengkiasd in Abschnitt 5.3 in den Kontext der bereits
bekannten Klassen eingebettet.

AnschlieRend werden zwei Synthesebeispiele vorgesBititdienen dazu, die Modellierung realer Systeme
und die Hfizienzsteigerung des neuen Algorithmus zu veranschaaligkeschnitt 5.4 beschreibt eine Anwen-
dung der Uberwachersynthese zur Steuerung einer Telafomemauskunftzentrale. Das Beispiel stammt von
Seidl et al. [77] und wird hier noch tiefgriindiger als in dekéerdtfentlichung analysiert. Dabei wird auch ein
subtiler Fehler entdeckt, der sich allerdings mit den Ntiter herkommlichen Uberwachersynthese nicht be-
heben lasst, weil die Spezifikation dazu eine Fairnessgadm enthalten misste. Der Fehler kann jedoch mit
der verallgemeinerten Uberwachersynthese in Kapitel ®tbet werden. Abschnitt 5.5 beschreibt ein zwei-
tes Synthesebeispiel, in dem es darum geht, eine Gewitegigrdlr ein Zweipersonenspiel zu finden. Eine
solche Gewinnstrategie ist eine Metapher fur eine Stegerie einem System (dem Gegner) zwar alle nach
den Regeln erlaubten Ziige zugesteht, es aber gleichzariity @ine geschickte Auswabhl der ihr zu Verfligung
stehenden Moglichkeiten in einen bestimmten Zustand zvingtchte. Die Skalierungsmdglichkeiten des
Beispiels werden genutzt, um die Laufzeit und den Speiddzipedarf des alten und des neuen Algorithmus
zu vergleichen.

Kapitel 6 greift ebenfalls auf die Ergebnisse in Kapitel 40wk und erstreckt die Klasse der zulassigen Spezi-
fikationen auf alleu-Kalkil-Ausdriicke. Dies wird dem Anwender durch die Einlkbrng temporallogischer
Ausdrucke erleichtert, welche die gewiinschten Eigensehah einer leichter verstandlichen Syntax darstel-
len. Damit wird die Uberwachersynthese in die Lage vers&attdauer- und Fairnesseigenschaften genauso
wie die bisher zugelassenen Sicherheits- und Lebendsghkgénschaften zu behandeln. Abschnitt 6.1 enthalt
eine Reihe temporallogischer Ausdriicke, die in dem neuesa&reingesetzt werden konnen. Abschnitt 6.2
stellt die Veranderungen an dem Gleichungssystem ause{apitor, die zu der gewiinschten Verallgemei-
nerung filhren. In den Abschnitten 6.3 und 6.4 wird gezeidg, die herkdmmliche Uberwachersynthese zum
Sonderfall des neuen Ansatzes wird und wie Fairnessbeuljeguin die Synthese einbezogen werden kdnnen.
Abschnitt 6.5 nimmt das Beispiel mit der Telefonnummerkanft aus Abschnitt 5.4 wieder auf und I6st das
dort entdeckte Problem mit Hilfe der verallgemeinerten ilaehersynthese. Das Beispiel zeigt, dass der neue
Ansatz in der Lage ist, unfaire Zustande in einer gegebepeaiftkation zu erkennen und ein System so zu
steuern, dass nur noch faire Zustande betreten werden.

Schlief3lich wird in Abschnitt 6.6 der verallgemeinerte Atrismit drei &hnlichen Arbeiten verglichen. Der Ver-
gleich baut auf der Tatsache auf, dass die Uberwachersmtmvohl auf das Erfullbarkeits- als auch auf das
Modellprufungsproblem im-Kalkul zuriickgefuhrt werden kann. Von diesen ist das Hyéiikeitsproblem am
schwierigsten zu loésen, was sich auch in der Komplexitateiteschlagigen Algorithmen widerspiegelt. Es
stellt sich heraus, dass der in dieser Arbeit entstandersatAmlie Uberwachersynthese auf ein Modellprii-
fungsproblem zurtckfihrt, wahrend die anderen entwedeEdkillbarkeitsproblem zugrunde legen oder aber
Ubersetzungsprozeduren dhnlicher Komplexitat bendtigenallem kénnen die anderen Ansétze die Vorteile
der symbolischen Darstellung nicht nutzen, was dem hiagestellten Verfahren einen entscheidenden Vorteil
verschét.

Kapitel 7 fasst die erzielten Ergebnisse noch einmal zusamumd weist auf noch teilweise ungeklarte Aspekte
hin, die zum Thema weiterer Forschungsarbeiten werdent&inn
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Anhang A enthalt einen Beweis des Tarski-Knaster-Theorémizterer entstand durch die Aufarbeitung des
Beweises fur dieses Theorem in [75]. Obwohl dadurch einkestAhnlichkeit zwischen beiden Beweisen
entsteht, ist die Darstellung in Anhang A ausfihrlicher lnedser in die restliche Arbeit eingegliedert. Da
dieser Beweis der Schlissel zu einem tiefgrindigen Veadsiardesu-Kalkils und somit der gesamten Arbeit
ist, wird er hier trotz dieser Ahnlichkeit wiedergegeben.

Anhang B enthélt Beweise einiger Theoreme aus Kapitel 3wSiglen ausgelagert, um dem Leser, der sich
zunachst einen Uberblick Uber die gesamte Arbeit veffehanochte, einen schnelleren Weg durch dieses
Kapitel zu weisen. Sie bilden jedoch die Grundlagen, diesaigrbeit berhaupt entstehen liel3.

Es folgen ein Literaturverzeichnis und ein Index. In diesenud die Begtffe in aller Regel nach Substantiven
sortiert. Zum Beispiel befindet sich der Eintrag fur ,Sstdasees Ereignis* unter ,Ereignis, steuerbares®. Kursiv
gedruckte Seitenzahlen verweisen auf die Stelle, an degafsnnte Begffi definiert bzw. am besten erklart
wird.
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Grundlagen






Kapitel 2

Die Uberwachersynthese

In diesem Kapitel wird die Uberwachersynthese vorgest8ii bildet den Kern des von Ramadge und Won-
ham [71, 72, 86] entworfenen Modells zur Handhabung diskretreignisgesteuerter Systeme, das in der ein-
schlagigen Literatur als Ramadge-Wonham-Modell bekasimtAulier den Originalquellen geben aktuellere
und umfassendere Werke wie das Buch von Cassandras unduref¢t 6] oder Wonhamisecture Note$85]
Einsicht in die theoretischen Grundlagen, die hier nur z@ihwiedergegeben werden sollen.

Abschnitt 2.1 enthalt ein motivierendes Beispiel. Diedestsstellvertretend fir groRere Systeme, deren Zu-
standsraum leicht unubersichtlich wird und in Testvedahaus Aufwandsgrinden nicht vollstandig durch-

laufen werden kann. Ohne einen formalen Ansatz kdnnen dadwbtile Fehler unentdeckt bleiben, die erst
unter ungewdhnlichen Bedingungen zur Laufzeit ans Taggdlieten. Weitere einfache Beispiele werden z.B.
in [90] beschrieben. Abschnitte 2.2 und 2.3 beschreibenPdimzip des Ramadge-Wonham-Modells und die
Modellierung der verschiedenen Komponenten. Das Ubemvaghtheseproblem und die gangigen Algorith-

men zu dessen Losung werden in den Abschnitten 2.4 und Zygstetlt. Abschnitt 2.6 erldautert Strategien flr

die Erzeugung von Spezifikationen. In Abschnitt 2.7 werdemvendte Arbeiten aufgezahlt, und Abschnitt 2.8

erlautert Verbesserungsmaoglichkeiten, an denen sich eiérag der vorliegenden Arbeit orientiert. Vorausge-

setzt werden Grundlagen der Automatentheorie, wie z.Baalsedem Werk von Hopcroft et al. [40].

2.1 Motivation

Folgendes Beispiel aus Wonharhscture Noteg85, p. 101] stellt die Problematik vor, um die es in dieser
Arbeit geht. Es handelt von einer Fertigungszelle, derealsylteme als Automaten modelliert werden. In der
graphischen Darstellung der Automaten werden Initiande mit einem kleinen Pfeil, akzeptierende Zustande
durch einen doppelten Rand gekennzeichnet. Die Rolle deapgilerenden Zustdnde in den Automaten wird
erst in Abschnitt 2.3 erklart. Sie kénnen vorerst ignoreerden.

Beispiel 2.1 Eine Fertigungszelle besteht aus zwei Maschirndg,und Mg, und aus einem automatischen
Transportwage®TW, wie in Abbildung 2.1 dargestellt.

ATW
-~

Abbildung 2.1: Die Fertigungszelle mit den Maschinda und Mg und demATW

MaschineMa produziert in Folge eines Befehart_A ein Teil des TypA. Dieses wird von demMTW abge-
holt (EreignisLade_A). Danach isMa wieder frei und kann ein neues Teil produzieren. B&Wgibt das Tell
vom Typ A an MaschineVig weiter (EreignisStart_B) und ist danach wieder frei. VoW g wird das Teil vom
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Typ A zu einem Teil vom TyB weiterverarbeitet. Wenn Maschimg fertig ist, wird das Teil vom Ty von
demATWabgeholt (Ereignitade_B), wonachMg wieder frei ist und ein neues Teil vom Typentgegenneh-
men kann. DeATWbringt das fertige Teil vom TyB in ein Lager (Ereignis.ager) und ist danach wieder frei.
Diese informale Beschreibung der Systemkomponenten $idstin die Automaten in Abbildung 2.2 Gber-
setzen. Die Ubersetzung ist recht intuitiv und zeigt sor@tdmwandlung einer informalen in eine formale
Beschreibung des Systems.

Die EreignisseStart_A, Lade_A, Start_B, Lade_B, Lager lassen sich auf den Automaten verfolgen. Diese
nehmen nach und nach die Zustande ein, die in den Abbildu2geis 2.7 eingefarbt dargestellt sind.

Start_A Start_B Lade_A Lade B
Lade A Lade B Start_B Lager

Abbildung 2.2:Ma, Mg undATWim Initialzustand

Start_ A Start_ B Lade A Lade B
Lade_A Lade_B Start_ B Lager

Abbildung 2.3: Naclstart_ A

Start_ A Start B Lade A Lade B
oo oo
Lade_A Lade_B Start_ B Lager

Abbildung 2.4: Naclstart_A, Lade_A
Start_ A Start_ B Lade A Lade B
o olEolo ol oo
Lade_A Lade_B Start_ B Lager
Abbildung 2.5: Naclstart_A, Lade_A, Start B

Start A Start B
MA : B
Lade_A Lade_B Start_B Lager

Abbildung 2.6: Naclstart_A, Lade_A, Start_B, Lade_B

Start_ A Start B Lade A Lade B
MA : B .

Lade_A Lade_B Start_B Lager
Abbildung 2.7: Naclstart_A, Lade_A, Start_B, Lade_B, Lager

Aus den Abbildungen 2.2 und 2.7 ist ersichtlich, dass daseSysiach den durchgespielten Ereignissen zu
seinem Initialzustand zurtickkehrt. Dies bedeutet, dassedireignisreihenfolge beliebig oft wiederholt werden
kann, ohne dass Verklemmungen auftreten. Ein hypothesséliogramm, das die Fertigungszelle in dieser
Weise steuert, wiirde einen Test mit der genannten Folge rgigritssen bestehen.
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Allerdings ist diese Folge nicht die einzig mégliche. Fatiehrere Teile hintereinander hergestellt werden
sollen, wird der Wunsch entstehen, die Maschihg sofort nach dem Ereignisade_A erneut zu starten, um
sie so dizient wie moglich zu nutzen. Angenommen, der Vorgang aufdiiim®e Mg dauert auf Grund einer
aulRergewdhnlichen Verzogerung so lange, dass Masbhinait dem zweiten Teil fertig wird, bevor das erste
Teil von Mg vollstandig bearbeitet werden konnte. Dadurch wird digdfisfolge Start_A, Lade_A, Start_B,
Start_A, Lade_A mdglich. Die eingenommenen Zustande kénnen auf den Abimleln 2.8 bis 2.12 verfolgt
werden.

Start_A Start_B
Ma: Mag:

©
&
©
o

Lade_A Lade B Start_ B Lager
Abbildung 2.8: NaclStart_A

Start_ A Start_B Lade_A Lade_B
- ‘ - ‘ ATWQ/ V ‘
Lade_A Lade B Start_ B Lager

Abbildung 2.9: Naclstart_A, Lade_A

Start_ A Start_B Lade_A Lade_B
Lade_A Lade B Start_ B Lager
Abbildung 2.10: Naclgtart_A, Lade_A, Start_B
Start_ A Start_B Lade_A Lade_B
MA@‘ MB@‘ ATW@\/@V 9
Lade_A Lade B Start_ B Lager
Abbildung 2.11: Naclstart_A, Lade_A, Start_B, Start_A
Start_ A Start_B Lade_A Lade_B

Lade_A Lade B Start_ B Lager
Abbildung 2.12: Nacl8tart_A, Lade_A, Start_B, Start_A, Lade_A

Nach dem Ablauf dieser Folge von Ereignissen ist ein Zustareicht, in dem das System nicht mehr weiter-
kommt: DerATW hat ein Teil des Typ# geladen, das er an Maschiivs weiter geben muisste. Diese ist aber
noch mit der Bearbeitung des ersten Teils beschaftigt und Kas neue Teil vom TyA nicht entgegenneh-
men. Andererseits kann d&TW das Teil vom TypB der MaschineMg nicht abnehmen wenn es schlief3lich
fertig wird, weil er bereits das Teil vom Ty@ geladen hat. Diese Verklemmung ist an den Automaten in Ab-
bildung 2.12 erkennbar: AutomATWist im Zustand 1 und kénnte im Prinzip das Ereiggiart_B ausfuhren.
Dies wird jedoch durch den Automatdg verhindert, weil dieser sich in einem Zustand befindet, im dias
EreignisStart_B nicht vorkommt. Andererseits kdnnte AutomMg im Prinzip das Ereignisade_B ausfiihren,
was aber durch den Automaté&TW verhindert wird, denn dort kanbade_B in Zustand 1 nicht ausgefihrt
werden. Das einzig noch mogliche Ereignis ist ein weitS&st_A, das von den Automatellg und ATW
nicht verhindert wird, weil es in deren Alphabeten nichtkammt. Die Verklemmung wird aber dadurch nicht
aufgehoben, und danach kann abdk keine Transitionen mehr ausfihren.
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In &hnlicher Weise wirde auch das hypothetische ProgrammiidiiSteuerung des Systems an dieser Stelle
blockieren. In so einem kleinen System wurde der Fehler scdiginlich in der Testphase entdeckt werden.
Das Beispiel ist jedoch stellvertretend fur Systeme mittaZindsraumen, die auf Grund ihrer Gro3e nicht er-
schopfend durchlaufen werden kdnnen. Gerade in diesecli@nskung liegt die Ursache vieler unentdeckter
Fehler, die sich erst nach der Systemfreigabe bemerkbarenac m]

Das Ziel des Ramadge-Wonham-Modells ist es, Steuerungeliskiete Systeme durch einen formalen Ansatz
Zu erzeugen, so dass alle erreichbaren Zusténde bestingetesEhaften, darunter die Verklemmungsfreiheit,
erfullen.

2.2 Das Prinzip

Das Ramadge-Wonham-Modell fiir die Steuerung diskretete8ys wird seit Beginn der 1980er Jahre in der
Arbeitsgruppe von Wonham an der Universitat Toronto erkelic Die dort tatigen Wissenschaftler stammen
Uberwiegend aus dem Gebiet der Elektrotechnik, und emspnel ist auch das Modell fur den Entwurf dis-

kreter Systeme gepragt. Dies erklart eine Anlehnung an tigaes und Regelungstechnik fir Systeme mit
kontinuierlichem Zustandsraum. Dort findet, wie in Abbidr2.13 dargestellt, eine Riickkopplung der Ausga-
be des zu steuernden Systems Uber einen Regler statt. badiudcein Verhalten erzielt, das einer gegebenen
Spezifikation entspricht und das ohne die Riuckkopplungtetvahrleistet wére.

Eingangssignal + Ausgangssignal
—>

Regler

i

Abbildung 2.13: Steuerung eines kontinuierlichen Systems

Im Fall der diskreten Systeme tritt an die Stelle des Reglgrélberwacher(Engl. superviso). Der Uberwa-
cher kann die Zustandsadnderungen des Systems Uber dieiflmtenden Ereignisse verfolgen und das System
Uber eine Ruckkopplungsschleife beeinflussen, wie in Aloiidy 2.14 dargestellt. Seine Aufgabe ist es, anhand
der wahrgenommenen Ereignisse die Steuerungsaktionanveéten, dass das resultierende Systemverhalten
eine gegebene Spezifikation erfillt. Da das uniberwachééeByalle physikalisch mdglichen Aktionen aus-
fuhren kann, besteht die Steuerungsaktion aus einer E#érdalng der Ereignisse, so dass letztendlich eine
Untermenge des moglichen Verhaltens Ubrig bleibt, die iealidll mit dem gewiinschten Verhalten identisch
ist.

Steuerungsaktign Ereignisse

Uberwacher

Abbildung 2.14: Das Ramadge-Wonham-Modell fir diskretst&ye

Der Uberwacher ist nicht dafiir verantwortlich, eine deaabten Aktionen auszufiihren. Dies ist die Aufgabe
einer aktiven Steuerung, die als Teil des Systems geseméniér Uberwacher teilt dem System lediglich mit,
welche Aktionen ihm im aktuellen Zustand zur Verfligung stetDie Unterschiede zwischen Uberwacher und
Steuerung wurden von Malik in [60] vertieft.

2.3 Die Modellierung

Im Ramadge-Wonham-Modell werden sowohl das System als diecBpezifikation und der Uberwacher als
endliche Automaten dargestellt. Ein endlicher Automaeist5-TupelA = (=, Q,d, ¢, M). Hier sindX das
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Alphabet, dessen Elemente die Ereignisse darste@etie Zustandsmengeé, € Q x X x Q die Transitions-
relation,® € Q der Initialzustand undM < Q die Menge der akzeptierenden Zustande. Diese werden im
Ramadge-Wonham-ModetharkierteZustande genannt, weil sie als Meilensteine dienen, dienukese Stel-

len im Ablauf der Ereignisse kennzeichnen. Sie werden irRégrel so gewahlt, dass ein Zustand Rusnmer
dann erreicht wird, wenn das System eine Aufgabe vollengietie Mengerk und Q sind endlich, und damit
sind es aucld und M.

In der einschlagigen Literatur wird die Transitionsreatmeistens als deterministische FunkibonQxX — Q
definiert. An ihrer Stelle wird hier die 0.g. Relationc Q x X x Q benutzt, weil dies die Schreibweise spater
vereinfacht. Die Notatioa(q, o, ") steht fur €, o, 9") € 6. Um dieselbe Funktionalitat zu gewahrleisten, werden
nur deterministische Relationen zugelassen, é(b.o, q') A6(q, 0, q”’) = = q”. Die Relations wird in der
Ublichen Weise auf Woértes € * erweitert, so dasgy(s, ') € § genau dann erfullt ist, wenn es einen Pfad von
g nachq’ gibt, dessen Ereignisse das Wetiilden.

Die Transitionsrelatioi muss nicht, wie in der Automatentheorie tblich, vollstgndiefiniert sein. Sie wird bei
der Modellierung eines Systems so gewabhlt, dass in jedetaddigenau die Transitionen definiert sind, die das
System ausfiihren kann. Folgende Definition erlaubt esedieifs definierten Ereignisse formal auszudriicken:

Definition 2.2 (Aktive Ereignisse) Gegeben sei ein Automat = (X, Q, 6, q°, M). Dann ist fiir ge Q

actz (Q) :={oceX|3q € Q.6(9,0.9)}

die Menge der aktiven Ereignisse von q.

Da die aktiven Ereignisse eines Zustagds Q im Allgemeinen eine echte Teilmenge varbilden, ist auch

die Menge der Worter, deren Ereignisse in der gegebenereeilje als Pfad auf dem Automaten abgebildet
werden kdnnen, im Allgemeinen eine echte TeilmengeXoiese Teilmenge besteht genau aus den Wortern,
deren Ereignisse in der gegebenen Reihenfolge in dem Systiommen kdnnen. Sie wirgenerierte Sprache
des Automaten genannt:

Definition 2.3 (Generierte Sprache eines AutomatenPDie generierte Sprache eines Automatefi =
(Z,Q,6,q°, M) ist
Lo(A) :={se =" | Ige Q5 (. s q)}.

Bei der Ublichen Wahl der akzeptierenden Zustande akzegdte Automat genau die Worter, deren Ereignisse,
in der gegebenen Reihenfolge ausgefuhrt, eine vollendefigabe seitens des Systems darstellen. Diese Menge
wird wie Ublich dieakzeptierte Sprachges Automaten genannt:

Definition 2.4 (Akzeptierte Sprache eines Automaten)Die akzeptierte Sprache eines Automatéh =
(Z,Q,6,q°, M) ist
Ly (A) := {se *1Age M5 (qo, s q)}

Es gilt
Lm(A) C Lo(A) C X7,

Im Verlauf der Arbeit werden noch folgende Betgiaus der Automatentheorie bendtigt:

Definition 2.5 (Erreichbare, co-erreichbare und getrimmteZustande eines Automaten)Gegeben sei ein
AutomatA = (%, Q, 6, q°, M). Es werden folgende Untermengen der Zustandsmenge Q definie

e erreichbare Zustande: €5 := {(qe Q| Ise 2*.6(d s, 9)};

e co-erreichbare Zustéande: €9 := {(qe Q| dse *.3q € M.8(q, S, d));

e getrimmte Zustande: Q := QA°n QF°.



18 Kapitel 2. Die Uberwachersynthese

Definition 2.6 (Einschrankung eines Automaten auf eine Zusindsmenge)Gegeben seien ein Automat
A = (£,Q,6,d° M) und eine Menge Q< Q. Die Einschrankung vorA auf Q. geschriebend|q,, ist:

1. falls @ € Q,, der Automat=, Qy, ly, o, M N Qy} , wobei
dx ={(00,d)edlge QuAd € Qul,
2. falls @ ¢ Q,, der leere Automatz, 0, 0, -, 0).

Definition 2.7 (Erreichbare, co-erreichbare und getrimmteKomponenten eines Automaten)Die erreich-
bare Komponente eines Automatén= (X, Q,5,q°, M) istAc (A) := Algee. Gleiches gilt fur die co-erreichbare
KomponenteCo (A) := Alqco und die getrimmte Komponent& (A) := Algr. Ein Automat ist erreichbar,
wennAc (A) = A, co-erreichbar, weniCo (A) = A und getrimmt, wenfir (A) = A.

Im Folgenden werden die Automaten fiir das System, die Skatzifn und den Uberwacher naher beschrieben.

2.3.1 Das System

Der Automat fur die Systembeschreibung wift genannt (der Index stammt aus dem Englischizmt).

Da die Transitionsrelationen in der Praxis oft sehr gro3stahdsraume haben, karfiy meistens nicht in
einem Guss erstellt werden. Stattdessen wird das Systeama@iskiner Komponenten erfasst, so dass zunachst
fur jede Komponente ein Uberschaubarer Automat ersteiti.vidie einzelnen Automaten werden dann mit
Hilfe der parallelen Kompositiozusammengefiigt. Deren Ergebnis ist ein Automat, dessesilicmsrelation

die Ereignisse der einzelnen Komponenten in allen moglidReihenfolgen enthalt (Enginterleaving der
Ereignisse):

Definition 2.8 (Parallele Komposition zweier Automaten) Die parallele Komposition der Automatefty, =
(Z, Qat M Ao Mag) Und Ay = (2, Qu» 6> A3, M) ist der Automat

AMIAN = Epm U Zn, Qi X Qus Spins (q%, aQ), Mag x Mpy),

wobei

6M|IN = {((p’ q)’ g, (pl’ q,)) | 6M(p’ a, p,) A 6N(q’ a, q,)}
U {((p’ Q),O',(p,, q)) o€ (ZM \ZN) /\6M(p’ g, pl)}
U {(p.a). 0. (p.A)) [ o € (En \ Zp) A Sn (0 0 0)} -

Aus Definition 2.8 folgt, dass das Ergebnis der parallelemposition genau dann eine Transition mit dem
Ereigniso- im Zustand p, g) € Qaq X Qun aufweist, wenn:

¢ entweder beide Komponenten in den Zustandeaw. g in der Lage sind, eine Transition mit dem Ereig-
nis o auszufihren; in diesem Fall geschieht der Zustandsweab$ékiden Komponenten gleichzeitig;

e oder eine Transition fig- nur in einem der Zustandeoderqg der Komponenten definiert ist, und dieses
Ereignis dem Alphabet der anderen Komponente fremd istigsetn Fall macht die Komponente, in der
die Transition definiert ist, einen Zustandswechsel, widhder Zustand der anderen unveréndert bleibt.

Transitionen mit Ereignissen, die in den Alphabeten beidenponenten vertreten sind, aber nur in einem der
Zustandep oderqg vorkommen, werden durch die parallele Komposition blogkidul3erdem ist ein Zustand
(p,9) € Qpm x Qu nur dann ein markierter Zustand, wenn sowplals auchg in den Komponenten markiert
sind. Dadurch wird eine Aufgabe nur dann als beendet getyarésn alle Teilsysteme eine Aufgabe vollen-
det haben. Beispiel 2.1 zeigt, dass gerade diese Eigetesctfaf die Modellierung bendtigt werden. Somit
erzeugt die parallele Komposition der Teilsysteme genawdn dem Ramadge-Wonham-Modell vorausge-
setzten Systembeschreibung. Die parallele Kompositicesisoziativ und kommutativ.
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Lade_ A

Start_A

Lade_B Start_B

s ~ 7 ~

/

1 —=——=> 111"
/ Start_ A \ /

s ~_~
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Abbildung 2.15: Die Automatetfly und Ag fur die Fertigungszelle

Beispiel 2.9 Im Falle des Beispiels 2.1 gifflp = Ma||Mg||AT W (s. Abbildung 2.2). Der resultierende Automat
ist auf der linken Seite der Abbildung 2.15 zu sehen. Die Nemenung der Zustande gibt die Zustande der
KomponenterMa, Mg bzw. ATWwieder. Die Ereignisfolgen aus Beispiel 2.1 kdnnen auf dartofatenAy
verfolgt werden. Die erste davon, namlikart_A, Lade_A, Start_B, Lade_B, Lager, fuhrt wie zu erwarten
vom Initialzustand 000 wieder zu diesem zurlick. Die zwestart A, Lade A, Start B, Start A, Lade A,
fuhrt in die gestrichelt dargestellte Sackgasse. O

2.3.2 Die Spezifikation

Die Spezifikation fiir das gewiinschte Systemverhalten wirdiddas direkte Produkt des Automat@p mit
einem Hilfsautomaterflg gegebeh.

Definition 2.10 (Produkt zweier Automaten) Das Produkt der Automatefii,; = (=, Qa1 O, q?w M und
An = (X, Qn. n. o,» My) ist der Automat

FAp X A = (Z, Qat X Qv St (B AQ), Mat X M), wobei
Srn (P 0), 0, (P, ) © dpm(p. o, P') Adn(a. 0. ).

Im Falle des vorangegangenen Beispiels k#gso gewahlt werden, dass die unerwiinschte Sackgasse in dem
ProduktAp x Ag nicht mehr vorhanden ist. Dazu genigt es, eine Kopiesgnzu erzeugen und davon die
unerwinschten Zustande zu entfernen, wodurch der Autofigaduf der rechten Seite der Abbildung 2.15
entsteht. Die Spezifikatiofflp x Ag wird in Abbildung 2.16 wiedergegeben. Die Nummerierungfigstande
ergibt sich aus den Zustanden der Automatgnund Ag. Sie gibt die Zustdnde der Automatity, Mg, ATW

bzw. Ag wieder.

Im vorangegangenen Beispiel wurde der AutorAatdurch das Streichen von Zustdnden aus einer Kopie von
Ap erstellt. Bei groReren Automaten ist eine solche Angabedentfernenden Zustande nicht ohne weiteres
maoglich, so dass andere Lésungen fur die Erzeugung derfika#ibh angewendet werden missen. So kann
z.B. der AutomatAg aus mehreren kleinen, Uberschaubaren Automaten zusarafiighgverden, wie es in
dem Beispiel in Abschnitt 5.4 der Fall ist. In der Regel hatrddie Spezifikation einen gréReren Zustandsraum
als das System, weiflp X Ag die Transitionsrelation vorfip verfeinert. In anderen Fallen wird der Hilfsauto-
matAg nicht zur Verfeinerung der Transitionsrelation, sondedtidlich zur Ver&dnderung der Markierung der
Zustande benutzt. Diese Technik wird bei der Losung despigdsésin Abschnitt 5.5 angewendet.

In der Literatur wirdAg oft auch alsspecification automatohezeichnet, was leicht zu der falschen Annahme fifigt sei die
Spezifikation selbst. Diese kommt jedoch erst durch dasuRtadit Ay zustande.
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Abbildung 2.16: Die Spezifikatiorflp x Ag fur die Fertigungszelle

2.3.3 Der Uberwacher

Der Uberwacher in Abbildung 2.14 besteht aus einem Automate, der die Ereignisse des Systems wahr-
nimmt, um gleichzeitig mit diesem den Zustand zu wechsebh smden aktuellen Zustand des Systems zu
verfolgen. Die Steuerungsaktion kommt dadurch zustaraes dem System unmittelbar nach jedem Zustands-
wechsel die Menge der aktiven Ereignisse des neu betre®ustands des Uberwachers mitgeteilt wird. Von
dem System wird erwartet, dass das nachste Ereignis awes dlenge gewahlt wird, alle anderen Ereignisse
gelten als verboten.

Der AutomatAs muss gewéhrleisten, dass der Zustandsraum der Spezifik&tix Ag wahrend des Betriebs
nicht verlassen wird. Im einfachsten Fall wird zu diesem @@ s ;= Ap X Ag gewahlt.

Beispiel 2.11Im Falle des Beispiels 2.9 wirde das Giberwachte System bValel Ag := Ap X Ag mit dem
AutomatAp aus Abbildung 2.15 und der Spezifikaticf, x Ag aus Abbildung 2.16 arbeiten. Immer dann,
wenn sich das System in den Zustand 110 begibt, befindet sichlserwacher im Zustand 1105 und meldet,
dass lediglich das Ereignisade_B erlaubt ist. Dadurch wird der unerwinschte Eingang in diek§asse
verboten. m|

Die Spezifikation wird allerdings nur solange eingehalieie,das System sich an die vorgegebenen Einschrén-
kungen halten kann. Im nachsten Abschnitt wird deutliclssdiies nicht immer der Fall ist. Die Bestimmung
des Uberwachers wird dann komplexer als in dem vorangeganggeispiel.

2.4 Formalisierung der Uberwachersynthese

Die Uberwachersynthese besteht darin, fiir ein gegebensterByA, und eine gegebene Spezifikation
Ap x Ag einen passenden Uberwact#s zu berechnen, so dass der ZustandsraumAmx Ag nicht verlas-
sen und gleichzeitig ein verklemmungsfreier Betrieb geVeddtet wird. Im Folgenden wird deshalb untersucht,
wie sich diese Anforderungen auf die verwendeten Automaiteswirken.

2.4.1 Steuerbarkeit

Aus der Beschreibung des Uberwachers in Abschnitt 2.3.8rgakior, dass die Konstruktion in Abbildung 2.14
nur dann funktionieren kann, wenn das System in der Lagdiestyerbotenen Ereignisse tatsachlich zu unter-
binden. Dies wurde in Beispiel 2.11 vorausgesetzt, istghdocht immer der Fall: Lassen sich z.B. Ereignisse
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wie das Einschalten von Maschinen oder das Senden eineuktgid einem Kommunikationssystem in der
Regel bei Bedarf verhindern, ist dies z.B. bei Sensorsggnalem Ablaufen eines Zeitglieds oder der Ankunft
einer Meldung nicht méglich. Das Ramadge-Wonham-Modekratheidet deshalb zwischsteuerbarerer-
eignisserny; ¢ X und nicht steuerbarerkreignissert, := X \ X; (die Indizes kommen aus dem Englischen
controllable bzw. uncontrollablg. Transitionen eines Automaten, die mit steuerbaren bt isteuerbaren
Ereignissen beschriftet sind, werden ebenfallstserbarbzw. nicht steuerbatbezeichnet.

Beispiel 2.12Im Fall der Fertigungszelle kénnte der Ladevorgaiagle_A automatisch angestof3en werden,
sobaldMa mit der Bearbeitung eines Teils fertig ist. Dann wirde deieBe dieses Ereignis im Zustand 110
des Systems zu verhindern, keinen Sinn ergeben, und dematiy, x Ag in Abbildung 2.16 wére nicht wie
in Beispiel 2.11 als Uberwacher geeignet. O

Beispiel 2.12 zeigt, dass die Berechnung des UberwacherStdiuerbarkeit der Ereignisse beriicksichtigen
muss. Die nicht steuerbaren Ereignisse stellen eine Bedingn die Existenz des Uberwachers: Befindet sich
der Uberwacher im Zustang,(q) € Qs, so sind aus dessen Sicht genau die aktiven Ereigaigsg ((p, d))
erlaubt. Das System befindet sich zu diesem Zeitpunkt in desteridp, und die nicht steuerbaren Ereignisse,
die in diesem Zustand physikalisch mdglich sind, bildenM@ngeact,, (p) N Xy. Wie oben verdeutlicht, darf
der Uberwacher keine physikalisch mdglichen, nicht stearen Ereignisse verbieten, d.h., fir jeden Zustand
(p, q) € Qs muss gelten:

acta, (p) N Zy € acta, ((p.9))-

Die in Beispiel 2.11 verwendete LOsus = Ap X Ag ist also nur dann zulassig, wenn jeder Zustand
(p,g) € Qp x Qg die Bedingung
acta, (p) N Zy C actayxag (. d) (2.1)

erfullt?. Zustande der Spezifikatiafly x Ag, fir die diese Bedingung nicht zufiti diirfen nicht betreten
werden. Sie werden deshalbrbotene Zustandgenannt (s.a. Definition 2.17).

Ramadge und Wonham haben in [72] die Steuerbarkeit eineziffgadion mit Hilfe der Sprachen aus den
Definitionen 2.3 und 2.4 beschrieben und zu diesem Zwecleialg Definition eingefihrt:

Definition 2.13 (Steuerbare Sprache)SeiAy = (X, Qp, 5p, q;{, Mgp) ein Automat mit steuerbaren Ereignissen
Z¢ € 2 und nicht steuerbaren Ereigniss&p := X \ X, der die Sprach&q(Ap) generiert. Sei ferneAy x Ag
ein Automat, der die Sprache ¥ Ly (Ap x Ag) akzeptiert. SeK die Menge aller Préfixe der Wérter in K.
Die Sprache K ist genau dann mit Bezug &y steuerbar, wenn

K=y n Lo(Ap) C K.

Definition 2.13 ist folgendermal3en zu lesen: Die Spra€hst genau dann steuerbar, wenn fur jedes Prsifix
eines Wortes irK, das in dem System#l, von einem nicht steuerbaren Ereignis X, gefolgt werden kann,
das Worts' := so- wiederum inK enthalten ist.

Spezifikationen, deren akzeptierte Sprache steuerbawéstiensteuerbare Spezifikationegenannt. Sie ver-
suchen nicht, physikalisch mdgliche, nicht steuerbardagBigse zu verbieten. Die Steuerbarkeit vidn=
Lm(Ap x Ag) kann anhand der Automatefip und Ap x Ag erkannt werden. Allerdings missen dazu die
nicht co-erreichbaren Zustande des letzteren entferrdememwie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 2.14 Gegeben seien die Automaté&ty und Ap x Ag in Abbildung 2.17. Es séi, = {8}. Der Auto-
matAp x Ag akzeptiert die Sprach€ = (aBy)*. K ist nicht steuerbar, weil in Zustand 2 vofy x Ag auf das
Préfixag € K das Ereignigs folgen kann, das Wort33 jedoch nicht inK enthalten ist. Trotzdem haflp x Ag
keine verbotenen Zustande. Wird jedoch der nicht co-drbaien Zustand 3 (zusammen mit den Transitionen
(2,8,3) und (38, 3)) vonAp x Ag entfernt, so verletzt Zustand 2 die Bedingung 2.1 und wird zarbotenen
Zustand. O

Beispiel 2.14 ist allgemein guiltig und lasst folgende Agesau:

2Es genligt, dass alle erreichbaren Zustande#prk Ag diese Bedingung erfillen. Fir dieser Arbeit ist diese Tdtegedoch
nicht von Bedeutung.
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Abbildung 2.17: Die Automateflp, und Ap X Ag fur Beispiel 2.14

Lemma 2.15 (Steuerbarkeit und verbotene ZustédndeEine co-erreichbare Spezifikation ist genau dann
steuerbar, wenn sie keine verbotenen Zustande enthalt.

2.4.2 Verklemmungsfreiheit

Aul3er der Steuerbarkeit ist die Verklemmungsfreiheit ztiidesichtigen. Diese verlangt, dass das System
stets in der Lage sein muss, eine Aufgabe zu vollenden. Bigsdht der Fall, wenn das System entweder
einen Zustand erreicht, in dem keine weiteren Ereignissgliofdsind und noch keine Aufgabe vollendet ist
(deadlochy, oder sich nur noch innerhalb einer Zustandsmenge bewegen in der keine Aufgabe vollendet
wird (livelock). Da die markierten Zustande im Ramadge-Wonham-Modedkrdete Aufgaben kennzeichnen,
kommt die Verklemmungsfreiheit der Co-Erreichbarkeit bé®rwachers gleich (s. Definition 2.7).

Es ist deshalb zweckmaRig, zu Beginn der Uberwachersyatdes nicht co-erreichbaren Zustiande aus
Ap x Ag zu entfernen. Damit kann auch die Steuerbarkeit, wie in Abigc2.4.1 gezeigt, anhand der ver-
botenen Zusténde ermittelt werden. Diese Erkenntnis wardden Algorithmen in Abschnitt 2.5 genutzt.

2.4.3 Das Uberwachersyntheseproblem

Auf den Konzepten von Steuerbarkeit und Verklemmungséieiaufbauend konnten Ramadge und Wonham
auch fur den Fall, dass die Spezifikatigty x Ag verbotene Zustande enthélt, eine Berechnungsmethode fur
einen Uberwacher finden. Dieser kann dann zwar nicht die gestiie Spezifikation einhalten, wohl aber
einen Teil davon. Es gelang ihnen in [72] zu zeigen, dass lgdlg steuerbare Sprache = Ly (Ap X Ag)

stets steuerbare Teilmengen enthalt, und dass diese egneard bilden. Folglich enthalt jede nicht steuerbare
Sprache eingréf3te steuerbare TeilspraciEngl. supremal controllable sublanguagsupC(K).

Sollte die Sprach& = Ly (Ap X Ag) nicht steuerbar sein, muss es also einen Automaigmeben, der das
Verhalten des Systems aafpC(K) einschrankt. Allerdings kénnen die Einschrénkungen awucheit gehen —
supC(K) kann im Extremfall die leere Menge sein —, so dass das Eigé@bder Praxis nicht immer brauchbar
ist. Das Uberwachersyntheseproblem sieht deshalb dieithigit vor, einkleinstes akzeptables Verhalten
anzugeben.

Definition 2.16 (Uberwachersyntheseproblem)Gegeben seien ein Systefip und ein AutomatAg zur Er-
stellung einer Spezifikation, so dassKLy (Ap X Ag) C Lu(Ap) das gewiinschte Verhalten des tiberwachten
Systems ausdriickt. Gegeben sei ferner die Spraghec?K, die das kleinste akzeptable Verhalten des Uber-
wachten Systems darstellt. Gesucht ist ein verklemmuigstoberwachetAg, so dass Ain C Lm(As) € K.

Ramadge und Wonham haben in [72] gezeigt, dass das Ubemsgotieeseproblem genau dann Igsbar ist,
wennsupC(K) 2 Amin. Gleichzeitig istsupC(K) die Losung, die das Systemverhalten am wenigsten ein-
schrankt. Die Uberwachersynthese besteht also darinAiausnd Ag einen verklemmungsfreien Automaten
As zu berechnen, so dakg (As) = supC(K). Solange die Einschrankungen, die sich daraus ergelen, to
rierbar sind, kann dieser Automat als Uberwacher dienen.
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2.5 Synthesealgorithmen

Ein verklemmungsfreier Automafis mit der Eigenschafty(As) = supC(K) kann aus den Automatefip

und Ag abgeleitet werden. Wonham und Ramadge haben zu diesem Znvf8# einen Algorithmus verof-
fentlicht. Eine dfizientere Version wurde von Kumar und Garg nachgeliefer}. Biese Algorithmen werden

in den nachsten Abschnitten beschrieben. Aus der Losungkuvonar und Garg wird hier ein zusatzlicher
Algorithmus abgeleitet, der in Kapitel 4 weiterverwendetdyDes Weiteren gibt es Ansatze von Jiang und
Kumar [43], de Alfaro et al. [24] und Arnold et al. [2], die d&iberwachersyntheseproblem mit Hilfe von
Baumautomaten losen. Diese werden erst in Kapitel 6 angelspn, da sie Grundlagen bendtigen, die erst
spater eingebracht werden.

Die folgenden Algorithmen gehen alle von den Automa®@snund Ap X Ag aus und entfernen aus letzterem
verbotene und nicht co-erreichbare Zustande. ZustandélausAg zu entfernen bedeutet, diesen Automaten
geman Definition 2.6 auf eine bestimmte Mer@eC Qp X Qg einzuschranken. Mit dem Entfernen eines
Zustands fallen auch alle Transitionen weg, die von ihm @usg oder zu ihm fihren. Sb,() € Qp X Qg

ein Zustand, der in einem gegebenen Syntheseschritt e, und @', ") € Qp X Qg ein Zustand, der in
diesem Schritt erhalten bleibt. Wenn es eine nicht steverbansition (', q'), o, (p, q) in Ap X Ag gibt, dann
wird diese zusammen mip(q) entfernt, und so wird auctp(, @) zum verbotenen Zustand. Dies wird von der
folgenden Definition erfasst:

Definition 2.17 (Verbotene Zustande)Gegeben seien eine Systembeschreibgizgund eine Spezifikation
Ap x Ag, die durch das Entfernen von Zustdnden auf die Menge @Q» x Qg eingeschrankt ist. Seai,
die Menge der nicht steuerbaren Ereignisse der gegebentwmaten. Zustande aulp X Ag, welche die
Bedingung

acta, (P) N Xy € actia,xay)q (P d)

verletzen, werden verbotene Zustande genannt.

Bedingung 2.1 ist ein Sonderfall von Definition 2.17. Dott@= Qp X Qs.

2.5.1 Der Ansatz von Wonham und Ramadge

Algorithmus 2.18 Gegeben seien die Automat@i undAg fur das System bzw. fir die Erstellung der Spezi-
fikation und eine Partitionierung der Ereignismenge . C X undX, ;= X\ X.

1. Initialisiere Ag := Tr (Ap X Ag). Es gilt As = (£, Qs. I, q%. Ms).
2. Berechne die verbotenen Zusténdg:@{(p, g) € Qs | actg, (p) N Zy € acta, (P, q))}.

3. Falls @ = 0, gebeAs zuriick; sonst:
3.1 Berechne das Komplemey.
3.2 ErsetzeAs durchTr (Aslg, ).
3.3 Gehe zu Schritt 2.

Der Algorithmus besteht im Wesentlichen aus einer Schlgifder abwechselnd verbotene und nicht getrimm-
te (und damit nicht co-erreichbare) Zustande von dem Autema#& s entfernt werden (s. Definitionen 2.6
und 2.7). Diese Abwechslung entsteht, weil einerseits ddfeEen von nicht co-erreichbaren Zustédnden neue
verbotene Zustande aufdecken, andererseits das Entfeomewerbotenen Zustanden die Co-Erreichbarkeit
verletzen kann. Gibt es keine verbotenen Zustédnde meligi§ynthese beendet.

Die Komplexitat von Algorithmus 2.18 lasst sich wie folgtstiemmen: Sowohl das Produkt der Automaten als
auch das Trimmen in Schritt 1 sind durch die obere ZeitsMeré)‘(|Qﬂ¢,xﬂa| |2|) begrenzt. Fir die Ermittlung
der verbotenen Zustande in Schritt 2.1 mussen alle Transii angeschaut werden. Dies geschieht innerhalb
der gleichen oberen Zeitschranke. Die Berechnung@gim Schritt 3.1 ist durclO(|Qﬂpms|) begrenzt, die
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Einschrankung au@, und das Trimmen in Schritt 3.2 wiederum dui©if|Qz, x| [£1). Es kénnen maximal
|Qﬂ¢,xﬂ5| Wiederholungen stattfinden, weil im schlimmsten Fall gesialzustand pro Durchlauf entfernt wird.

Insgesamt ergibt dies eine obere ZeitgrenzeG)(ﬂQﬂpm&|2 |2|).

Beispiel 2.19 Zur Veranschaulichung wird ein passender Uberwacher &iFgitigungszelle aus den voran-
gegangenen Beispielen berechnet. Die Automaten fir dasr8yend die Spezifikation sindlp aus Abbil-
dung 2.15 bzwAp x Ag aus Abbildung 2.16. Die Ereignisse werden wie folgt in stbaebzw. nicht steu-
erbar eingeteiltY; = {Start_A}, X, = {Start_B, Lade_A, Lade_B, Lager}. Algorithmus 2.18 durchlauft dann
folgende Schritte:

1. Ap X Ag ist bereits getrimmt, also beginnt die erste Iteration rait dutomaten in Abbildung 2.18.

Start_ A

Start_B

Abbildung 2.18: Die Automaterfly undAs zu Beginn der 1. Iteration

2. Die Ermittlung der verbotenen Zustande nach Bedingubh@@)ibtQ, = {1103. Der verbotene Zustand
ist in Abbildung 2.18 eingefarbt dargestellt.

3. EsqiltQp # 0, also folgen:

3.1 Qp = {000Q 1001, 0012 1013 0104 0026 1027

3.2 Bei der Berechnung voris|g, fallt der Zustand 1105 weg; dadurch ist der Zustand 1013tnich

mehr co-erreichbar, also wird er bei der Berechnung Tqtfis|g, ) entfernt. Die Automaten fiir
die 2. Iteration sind in Abbildung 2.19 dargestellt.

3.3 Es wird zu Schritt 2 zurtickgesprungen.
2. Die Ermittlung der verbotenen Zustande ergibt dieses@jat 0.

3. Die Berechnung ist beendet. Das Ergebnis ist der Autofizain Abbildung 2.19.

Wenn die AutomatetAy und As wie in Abbildung 2.14 verknupft werden, wird das System noigessteuert,
dass bereits in den Zustéanden 0012 und 0104 das (steuevaig)isStart_A verhindert wird. Dadurch kann
das System nie in den verbotenen Zustand 1105 kommen, inidbrdas (nicht steuerbare) Ereigiiade_A
nicht mehr verhindern lief3e. ]
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Lade_A

Start_A

Lager

Y
Start A Lade B
1027 — — 0104

Abbildung 2.19: Die Automaterfly undAs zu Beginn der 2. Iteration

2.5.2 Der Ansatz von Kumar und Garg

Kumar und Garg haben in [51] gezeigt, dass die Synthese aii¢blgendem Algorithmus méglich ist:

Algorithmus 2.20 Gegeben seien die Automat@i und Ag fur das System bzw. fir die Erstellung der Spezi-
fikation und eine Partitionierung der Ereignismenge . € X undX, ;= X\ X.

1. Initialisiere Ag := Tr (Ap X Ag). Es gilt As = (£, Qs, 55, 4% Ms).

2. Initialisiere die Menge der verbotenen Zustande Q

2.1 Q:={(p.q) € Qs | acta, (P) N Ty € acta, ((p.0))}
2.2 Falls @ = 0, gebeAs zuriick; anderenfalls gehe zu Schritt 3.

3. Suche nach Vorgangern verbotener Zusténde:

31 Q= QU{(p.d) € Qs\ Q| I(p.a) € Qp.do € Zy.o5((P'. ). 0, (. A))}-
3.2 Falls @ = Qp, gehe zu Schritt 4; anderenfalls setzg :©@ Q| und gehe zu Schritt 3.1.

4. Suche nach nicht co-erreichbaren Zusténden:
4.1 Berechne das Komplemey.
4.2 Berechne den Automatefx|g, . Die Zustandsmenge dieses Automatejst

4.3 Berechne den Automat€o (ﬂ3|(5b) und bezeichne dessen Zustandsmenge &ts Q
4.4 Berechne die Menge/Q= Qp \ Q°°.

5. Falls Q) = 0, gebeAs|g, zurlick, ansonsten ersetzg Qurch Q, U Q; und gehe zurlick zu Schritt 3.

Schritte 1 und 2 sind identisch mit denen in Algorithmus 21h&chritt 3 unterscheidet sich jedoch der Ansatz
von Kumar und Garg von dem von Wonham und Ramadge: Wahrextdriett in jeder Iteration den Automa-
ten As durch das Entfernen der verbotenen Zustéande neu beredhetet Schritt 3.2 auf Seite 23), bleibt der
AutomatAs bei Kumar und Garg die ganze Zeit unverandert (in Schrittwird zwar der AutomatAs|a,
berechnetAs bleibt aber trotzdem erhalten). Die Menge der verbotenestdfwle wird in Schritt 3 mit den
Zustanden ergéanzt, die Uber nicht steuerbare Ereignigsésals verboten erkannte Zustande erreichen kon-
nen. Durch die Einschrankung a@Qf in Schritt 4.2 kdnnen nicht co-erreichbare Zustande emestedie in den
Schritten 4.3 und 4.4 berechnet und in Schritt 5 zu den versot Zustanden hinzugefligt werden. Dadurch
kdnnen wiederum neue verbotene Zustande entstehen, wsatierholung ab Schritt 3 notwendig macht.
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Die Komplexitat von Algorithmus 2.20 lasst sich wie folgtstiemmen: Sowohl das Produkt der Automaten
als auch das Trimmen in Schritt 1 sind durch die obere ZehasMeO(|Qﬂ¢,xﬂg| |2|) begrenzt. Fir die Er-
mittlung der verbotenen Zustande in Schritt 2.1 missenTal@sitionen angeschaut werden. Dies geschieht
innerhalb der gleichen oberen Zeitschranke. Die Vorgamgdyotener Zustande in Schritt 3 lassen sich tber
die Gesamtheit der Iterationen ebenfalls innerhalb der (Z(a|ng;¢,Xﬂ8| |Z|) berechnen. In Schritt 4.1 ist die

Komplementbildung der Meng®y durchO(|Qﬂ¢,Xﬂ8|) beschrénkt, die Einschrankung des Automaten auf die
Menge@b wieder durchO(|Qg;¢,Xg{8| |2|). Dies gilt auch fur die Berechnung der co-erreichbaren Kamepte
von Agslg,- Die Berechnung der Mendg!' ist wiederum durcl®(|Qﬂ¢,ms|) begrenzt. Die Wiederholung kann
hbchstenﬂQﬂpmJ /2]-ma| stattfinden, zumal im schlimmsten Fall genau ein ZuktarSchritt 3 und einer

in Schritt 4 pro Wiederholung gesammelt wird.

Insgesamt ergibt dies wie bei dem Ansatz von Wonham und Rgenagne obere Zeitgrenze von
O(|Qﬂpmg|2 |Z|). Der SonderfalM#,x 2, = Qa,xa, Wird jedoch von Kumar und Gardfizienter behandelt.

Dann sind namlich alle Zustande co-erreichbar, und alleatenen Zustdnde werden von Algorithmus 2.20
innerhalb einer Iteration durch die Schleife in Schritt 3ugelen, was die Komplexitat at@(|Qﬂ¢,Xﬂ8| |2|)
reduziert.

Beispiel 2.21 Zur Veranschaulichung wird der Uberwacher fur die Fertggaelle mit Algorithmus 2.20 be-
rechnet. Die Automaten fur das System und die Spezifikatimhwgieder Ay, aus Abbildung 2.15 undle x Ag
aus Abbildung 2.16. Fur die Ereignisse gilt weiterbin={Start_A}, ¥, ={Start_B, Lade_A, Lade_B, Lager}.
Der Algorithmus durchléauft dann folgende Schritte:

1. Der AutomatAp x Ag ist bereits getrimmt. Die erste Iteration beginnt also neth dutomaten in Ab-
bildung 2.18.

2. Die Ermittlung der verbotenen Zustande nach Bedingub@@)ibtQ, = {1103. Der verbotene Zustand
ist in Abbildung 2.18 eingefarbt dargestellt.

3. Die Suche nach weiteren verbotenen Zustanden ergibt:
3.1 Q ={10131103 (weil Start_B € X,,).
3.2 DaQ[ # Qp, wird Qp := {1013 1103 gesetzt und auf 3.1 zuriickgesprungen.
3.1 Q[ ={10131108.
3.2 Da nunQj = Qp, geht es mit Schritt 4 weiter.
4. Die Suche nach nicht co-erreichbaren Zustanden ergibt:
4.1 Qp = {000Q 1001 0012 0104 0026 1027.
4.2 Der AutomatAis|g, ist identisch mit dem Automatefis auf Abbildung 2.19.
4.3 AuchCo (ﬂsl(jb) ist identisch mit dem Automatefis auf Abbildung 2.19.
4.4 Da es keine neuen nicht co-erreichbaren Zustande gfiky, i= 0.

5. Es wird der Automat auf der rechten Seite der Abbildun@ 2iriickgegeben. o

2.5.3 Eine Variante des Ansatzes von Kumar und Garg

In diesem Abschnitt wird Algorithmus 2.20 leicht modifizieWie sich in spateren Kapiteln zeigen wird, erge-
ben sich daraus Vorteile bei der Ubersetzung der Uberwaghitrese in dep-Kalkiil.

Die wesentliche Anderung beftiti Schritt 1 in Algorithmus 2.20. Dort werden durch das Trinmsewohl! die
nicht erreichbaren als auch die nicht co-erreichbarenanalst vonAy x Ag entfernt. Unerreichbare Zustande
haben jedoch keinen Einfluss auf die Funktionalitat des Waehners. Insofern kann das Entfernen dieser Zu-
stande am Anfang des Algorithmus wegfallen. Im Prinzip kérder neue Algorithmus mit einem zusatzlichen
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Schritt versehen werden, der die erreichbare Komponest&derwachers berechnet und als Ergebnis zuriick-
gibt. Dann wirde dieses wie bei Algorithmus 2.18 getrimnim.sdnerreichbare Zustéande kdnnen jedoch u.U.
zu einer kompakteren Darstellung der Transitionsreldbeitragen, wenn zu diesem Zweck wie in den folgen-
den Kapiteln eine symbolische Darstellung gewéhlt wirdsiizdb wird auf die Berechnung der erreichbaren
Zustande verzichtet.

Auch die nicht co-erreichbaren Zustande mussen nicht imitBdéhentfernt werden, solange sichergestellt ist,
dass dies innerhalb der noch verbleibenden Schritte pasB@mit beschrankt sich Schritt 1 in dem neuen
Algorithmus darauf, das Produl@, x Ag zu bilden:

Algorithmus 2.22 Gegeben seien die Automat@i» und Ag fir das System bzw. fir die Erstellung der Spezi-
fikation und eine Partitionierung der Ereignismenge . € X undX, ;= X\ X.
1. Initialisiere Ag := Ap X Ag. Es gilt As = (X, Qs. ds. 43, Ms).
2. Suche nach nicht co-erreichbaren Zustanden:
2.1 Berechne den Automat@o (As) und bezeichne dessen Zustandsmenge &s Q
2.2 Initialisiere @, := Qg \ Q°.

3. Erganze die Mengednit den anfangs verbotenen Zusténden:

3.1 Q:=QU{(p.q) € Qs acta, (p) NIy ¢ acta, ((p.0))}
3.2 Falls @ = 0, gebeAs zuriick; anderenfalls gehe zu Schritt 4.

4. Suche nach Vorgangern verbotener Zustande:
4.1 Q= QuU{(p.q) € Qs \ Q| I(p. ) € Qp.do € Zy.o5((F'. ), 0, (P, A))}-
4.2 Falls @ = Qp, gehe zu Schritt 5; anderenfalls setzg :© Q| und gehe zu Schritt 4.1.

5. Suche nach nicht co-erreichbaren Zusténden:
5.1 Berechne das Komplemedy.
5.2 Berechne den Automatétx|g, - Die Zustandsmenge dieses Automate@,st

5.3 Berechne den Automat&o (ﬂ3|(5b) und bezeichne dessen Zustandsmenge &ts Q
5.4 Berechne die Menge/Q= Q, \ Q°.
6. Falls Q = 0, gebeAs|q, zurlick, ansonsten ersetzg Qurch Q, U Q' und gehe zurlick zu Schritt 4.

Um die Aquivalenz zwischen den Algorithmen 2.22 und 2.20 @z auf die co-erreichbaren Zustande zu
zeigen, wird zwischen folgenden Fallen unterschieden:

1. Der AutomatAp x Ag ist co-erreichbar.Der AutomatAg ist in Schritt 1 beider Algorithmen co-
erreichbar, und die Meng€y, die Algorithmus 2.22 in Schritt 2.2 berechnet, ist leer.Schritt 3.1
erkennt dieser Algorithmus dann alle verbotenen ZustaaideAlgorithmus 2.20 in Schritt 2.1 erkennt.
Ab diesem Punkt verlaufen beide Algorithmen (von den unenbaren Zustdnden abgesehen) gleich.

2. Der AutomatAp x Ag ist nicht co-erreichbarAlgorithmus 2.20 erkennt in Schritt 2.1 einen Zustand
(P',d) € Qs als verboten, wenn er die Bedinguagts, (p) N Xy C acta, ((p',q)) verletzt. Da Al-
gorithmus 2.22 die nicht co-erreichbaren Zustande ¥nx Ag in Schritt 1 nicht entfernt, kann es
vorkommen, dassp(,q’) diese Bedingung in Schritt 3.1 noch erfullt und zunachstnigeckt bleibt.
Dies ist genau dann der Fall, wenn vaui,@’) ein Ereigniso- € X, zu einem der nicht co-erreichbaren
Zusténde fuhrt. Da diese aber in Schritt 2.2 zur Initialisig der MengeQy verwendet werden, wird
(p’,q) zu einem Vorganger eines Zustangisq) € Qp, den er Uber das nicht steuerbare Ereignist-
reicht. Damit wird er in der ersten Iteration in Schritt 414 gerboten erkannt, und von diesem Punkt an
verlauft der Algorithmus wie im Fall 1.

Die Komplexitat der Berechnungen ist wie bei Algorithmu220(|Qﬂ?Xﬂ6|2|z|) bzw. O(|Qﬂpxﬂ6| |2|) im
SonderfaIIMﬂPXﬂa = Qﬂpxﬂa.
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2.5.4 Die Synthesealgorithmen im Vergleich

Im Folgenden wird der Ansatz von Wonham und Ramadge mit denkKumar und Garg verglichen. Mit dem
ersten ist Algorithmus 2.18 gemeint, letzterer fasst digofithmen 2.20 und 2.22 zusammen.

Obwohl alle Algorithmen im allgemeinen Fall dieselbe Komyptat aufweisen, haben die unterschiedlichen
Vorgehensweisen Auswirkungen auf die Laufzeit. Went#Ain x Ag Pfade vorkommen, die in einem verbo-
tenen Zustand enden und nur aus nicht steuerbaren Ereigrisstehen, dann werden deren Zustande in den
Algorithmen 2.20 und 2.22 in einer Schleife in den Schriddmew. 4 gesammelt. Dagegen bendétigt Algorith-
mus 2.18 fur jeden Zustand eines solchen Pfades eine gamaédn, dieAs durch einen neuen Automaten
ersetzt, in dem der genannte Pfad um den letzten Zustandzyestil Deshalb ist der Ansatz von Kumar und
Garg der fizientere.

Wie in Abschnitt 2.5.2 erlautert, schlagt sich dieser Ustthred in dem SonderfaM 4,x#, = Qa,x#, Sogar
auf die Komplexitat nieder. Dieser Zusammenhang ist in Aloioig 2.20 dargestellt. Aus Platzgriinden stehen
hier M und Q flr Ma,xa, bZW. Qx4 -

@ Wonham und RamadgeKumar und Garg
M=Q O(1QPIxI) O(QIx)
McQ O(IQFzI) O(IQPzl)

Abbildung 2.20: Die Komplexitaten der Algorithmen zur Lagudes Uberwachersyntheseproblems

Im Gegensatz zu Algorithmus 2.18, der immer einen getrimmitatomaten liefert, kann das Ergebnis der
Algorithmen 2.20 und 2.22 unerreichbare Zustande enthalie durch das Entfernen der verbotenen Zustande
entstehen. Diese behindern den Einsatz des Automaten alsvalther allerdings nicht. Sollen jedoch beide
Algorithmen dasselbe Ergebnis erzielen — z.B. um die Engsbrfir Testzwecke zu vergleichen, oder um
Speicherplatz zu sparen —, missen eventuell nicht ermiehfustande nach dem Ablauf dieser Algorithmen
entfernt werden. Die Komplexitat wird dadurch nicht beeisst.

Ein weiterer Unterschied zwischen den beiden Anséatzedass in den Algorithmen 2.20 und 2.22 die Berech-
nung der verbotenen Zustande anhand der Autoni@iiennd Ay x Ag nur einmal (in den Schritten 2 bzw. 3)
vorkommt, wahrend in Algorithmus 2.18 diese in jeder lt@mtviederholt wird (Schritt 2). Dieser Unterschied
wird in Kapitel 4 von Bedeutung sein.

2.6 Spezifikationsstrategien

Die Uberwachersynthese muss immer dann eingesetzt wengem eine gegebene Spezifikation verbotene
Zustande enthalt oder Verklemmungen zuldsst. Es solltcfedicht der Eindruck entstehen, dies seien feh-
lerhafte oder nachlassig erstellte Spezifikationen. Merim Zustdande und Verklemmungen kénnen auch dann
in Spezifikationen entstehen, wenn die Anforderungen, mides System gestellt werden, auf den ersten Blick
harmlos erscheinen. Dies kommt z.B. in der Steuerung eielefdhnummernauskunftzentrale vor, die in Ab-
schnitt 5.4 im Detail analysiert wird.

In anderen Fallen sind verbotene Zustande in der Spezdikatigar beabsichtigt. Oft ist es leicht, die Zustande
anzugeben, die ein System wahrend des Betriebs nicht leeregollte, ohne jedoch vorhersehen zu kénnen,
welche Bedingungen dafiir eingehalten werden mussen. $emi¢-all genlgt es, diese Zustande aus der Spe-
zifikation zu entfernen (und dabei u.U. verbotene Zustanderzeugen) und die Berechnung des dann noch
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moglichen Verhaltens der Uberwachersynthese zu ibenlaBses ist bereits in Beispiel 2.12 der Fall gewe-
sen. Insbesondere in groRen Systemen ist diese Vorgehisasvied einfacher, als zu versuchen, eine korrekte
Ldsung nach gesundem Menschenverstand zu finden.

In anderen Fallen werden mit Absicht Verklemmungen eingelztie von der Syntheseprozedur entfernt wer-
den. Diese Mdglichkeit wird in dem Beispiel in Abschnitt aBgewendet.

2.7 Varianten des Ramadge-Wonham-Modells

Das urspringliche Ramadge-Wonham-Modell in Abbildungd2niurde im Laufe der Zeit in verschiedene
Richtungen weiterentwickelt:

¢ In demmodularenModell von Ramadge und Wonham [70, 87] wird die Steuerurtymakon zwei (im
Prinzip auch mehreren) Uberwachern ausgeiibt, die pasaffelas System einwirken. Es werden Bedin-
gungen aufgestellt, unter denen sich ein System modulawalcben lasst. Da das Automatenprodukt
der Uberwacher wegfallt, kann die modulare Verteilung destZndsraum der Uberwacher gegeniiber
dem urspriinglichen monolithischen Modell signifikant Veithkern.

e Lin und Wonham untersuchten in [57] das Uberwachersyngitebéem mit nicht beobachtbaren Ereig-
nissen. Damit werden Systeme erfasst, deren Struktur &$ nitdsst, dass alle Ereignisse von dem
Uberwacher wahrgenommen werden. Der Ansatz ist grundiefierdie danach entwickelten verteilten
und hierarchischen Modelle.

e Mit den Beitréagen von Lin bzw. Rudie und Wonham [57, 73] edtdasrerteilteModell, in dem meh-
rere Uberwacher dezentral auf ein System einwirken. Dado®i feder Uberwacher nur eine Untermenge
der Ereignisse wahrnehmen und steuern. Es werden dadwustdm@yerfasst, die entkoppelte Teilsysteme
haben, wie z.B. Sender und Empfénger in einem Kommuniksdigsiem.

¢ DashierarchischeModell basiert auf Arbeiten mehrerer Autoren, darunter faadvet al. [53] und Zhong
bzw. Wong und Wonham [84, 89]. Ziel ist es, das System in hibiache Ebenen zu zerlegen, die ver-
schiedene Einsichten ermdglichen, indem jede Ebene dimmé der darunter liegenden Ebene als
Makroschritte sieht.

e Das vektorielle Modell von Li und Wonham [55] erweitert die Ausdrucksfaleitkdes Ramadge-
Wonham-Modells auf die von Petri-Netzen.

e Daszeitbehaftetdlodell, basierend auf Arbeiten von Brandin und Wonham [B¢iee Erweiterung des
Modells fur die Behandlung von Echtzeitsystemen.

e In dem Grundmodell liefert die Losung des Uberwachersys#heblems einen co-erreichbaren und
steuerbaren Automaten. Mit diesen Merkmalen lassen sicie8ieits- und zum Teil auch Lebendig-
keitseigenschaften (siehe Kapitel 1) beschreiben, nioht Bairnesseigenschaften. Um auch letztere ab-
zudecken, haben Thistle und Wonham [80, 8tputomaten in die Uberwachersynthese einbezogen.
Dieser Ansatz stellt allerdings keine Verallgemeinerueg Grundmodells dar, so dass beide nicht mit-
einander verknupft werden kénnen.

Das Ziel dieser Arbeit, die Uberwachersynthese mit Hilfe téenporallogischen Modellpriifung zu beschrei-
ben und zu verallgemeinern, kdnnte sich im Prinzip auf @lalg. Varianten des Ramadge-Wonham-Modells
erstrecken. Dies wirde jedoch den Rahmen bei weitem spreiije folgenden Kapitel konzentrieren sich

deshalb ausschlieflich auf das Grundmodell, das in derexigdn Abschnitten beschrieben wurde.
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2.8 \erbesserungsmoglichkeiten

Die Uberwachersynthese kennt auch verschiedene Grenindi@ser Arbeit ist es, neue Ansétze fir die
folgenden Probleme zu bieten:

¢ Die Zustandsexplosion. Da die parallele Komposition urslRl@dukt von Automaten das Produkt deren
Zustandsraume bendtigen, entstehen bei den Modellen Zastindsrdume, deren Gré3e zehn- bis tau-
sendstellige Zahlen betragt. Eine Auflistung der entsgmedén Transitionsrelationen im Speicher jedes
noch so groRen Rechners ist deshalb in vielen Fallen unaimidi Abschnitt 2.7 wurde darauf hin-
gewiesen, dass das modulare Modell diesem Problem entgegen kann. Es ist aber nicht auf jedes
beliebige Problem anwendbar. Andererseits tritt das lgéeRroblem auch in der temporallogischen Mo-
dellpriifung auf. Dort hat sich inzwischen die symboliscltegddellung der Transitionsrelationen etabliert.
Mit ihrer Hilfe wurden Systeme in der genannten Gré3enandria vielen Fallen erfolgreich erfasst. Da
in dem hier vorgestellten Ansatz das Uberwachersynthebipn auf die Modellpriifung zuriickgefiihrt
wird, profitiert die Uberwachersynthese automatisch vansgenbolischen Darstellung. Es werden da-
durch viele Probleme lésbar, die vorher nicht behandeldemrkonnten. Auch in der Arbeitsgruppe
von Wonham wird inzwischen der Weg zur symbolischen Ddtsigleingeschlagen, wie die Arbeit von
Zhang [88] und andere laufende Arbeiten belegen.

e Ein weiteres Problem ist in der Formulierung des Uberwasheheseproblems selbst zu finden. Dort
wird vorausgesetzt, dass ein kleinstes akzeptables Veriali, angegeben wird. Damit soll sicherge-
stellt werden, dass die Einschrénkungen, welche die Syetter Spezifikation zusatzlich auferlegt, nicht
zu weit gehen. Dies ist im Prinzip sinnvoll, denn bei groRekeitomaten als dem im Beispiel der Ferti-
gungszelle wird das Ergebnis schnell unubersichtlich.a#as, jedoch bekannt, wiirde es die Bedingung
des Uberwachersyntheseproblems per Definition erfullehkinnte bereits als Losung dienen. Folglich
musste das Syntheseproblem gar nicht geldst werden. InrdgisRyibt es deshalb in dem Ramadge-
Wonham-Modell keine Antwort auf die Frage, ob das Uberwadlgrhalten eines Systems immer noch
allen Anforderungen genugt. In der vorliegenden Arbeitdeerzwei Mdglichkeiten zur Beantwortung
dieser Frage gegeben: Erstens ermoglicht die Ubersetzmglbrwachersynthese in dgrKalkiil die
Anwendung der Modellprifung auf das Ergebnis der Synthmsaal dieses als Kripke-Struktur vorliegt
(s. Kapitel 4). Zweitens ermoglicht es die Verallgemeimgyudie in Kapitel 6 erzielt wird, die zu verifi-
zierenden Eigenschaften bereits in den Syntheseprozéstegtieren, so dass das Ergebnis entweder die
Anforderungen erfillt oder die leere Menge ist. Eine naitliche Verifikation wird somit Gberflissig.

e Wie in Abschnitt 2.7 erwdhnt, kdnnen mit dem Grundmodelhkefrairnesseigenschaften behandelt wer-
den. Diese spielen jedoch in reaktiven Systemen eine wielRolle. Die Verallgemeinerung in Kapi-
tel 6 behandelt Sicherheits-, Lebendigkeits-, Fortdaued Fairnesseigenschaften einheitlich und um-
fasst auch die Moglichkeiten des 0.g. Ansatzes von ThistteWonham.

e Obwohl bereits wichtige Probleme mit Hilfe der Uberwaclatiese gelost wurden (siehe z.B. die An-
wendungen von Balemi et al. [3] oder Seidl et al. [77]), igtsdi nicht besonders stark verbreitet. Dies ist
auf mehrere Ursachen zurlickzufihren. Das Problem der iZistaplosion beschrankte bisher die An-
wendung auf Systeme mit Zustandsrdumen, die eine exphaiiestung der Transitionsrelation zulassen.
Ferner verlangt die dahinter stehende Theorie eine langgrli@itungszeit, die sich auch deswegen den
Entwicklern aufdrangt, weil es noch keine Werkzeuge gite,ahne tiefere Kenntnisse der Materie zu
bedienen wéren. Dies erschwert die Erkennung von Uberwsyhitheseproblemen, denn einerseits ist
die Methode vielen Entwicklern unbekannt, andererseitd ®inem fremden Experten oft nicht die no-
tige Einsicht in Projekte gewahrt, um interessante Problem erkennen. Durch die Anwendung der
symbolischen Darstellung sollten jedoch die Vorteile deéetivachersynthese im Laufe der Zeit mehr
und mehr an Bedeutung gewinnen und eine breitere Anwendegignistigen.



Kapitel 3

Der u-Kalkdl

In diesem Kapitel wird degi-Kalkil vorgestellt. Es handelt sich dabei um eine Logiki, deren Hilfe Zustands-
mengen einer Transitionsrelation beschrieben bzw. beetaerden kdnnen. Das Verfahren wurde anfangs
der 1980er Jahren von Pratt [67] und Kozen [47, 48] eingéfiihd in Arbeiten von Emerson und Lei [32],
Dicky [26], Arnold und Crubille [1], sowie von Cleavelandat [21, 22] und Schneider [75] weiterentwickelt.
Die Verbindung zur automatischen Verifikation von Systemenendlich groBem Zustandsraum ergab sich
u.a. aus Erkenntnissen von Emerson und Clarke [27], woriabldi Korrektheit diskreter Systeme mit Hilfe
von Fixpunkten mathematischer Funktionen nachweiseh I@kske und Emerson haben auch den Béger
Modellprufung (englmodel checkinggepragt [17], der in &hnlicher Form auch in Arbeiten von &llaiund
Sifakis aus der gleichen Zeit [68, 69] zu finden ist.

Die Berechnung einer Zustandsmenge erfolgt anhand gikeskil-Ausdrucks. Dieser kann so gestaltet wer-
den, dass die berechnete Zustandsmenge genau die Zustidhdk, elie eine gegebene, zu priufende Eigen-
schaft haben. Da ubliche Temporallogiken @iEL, LTL undCTL* Untermengen des-Kalkuls bilden, kénnen
insbesondere die in der Einleitung angesprochenen SkeiterH_ebendigkeits-, Fortdauer- und Fairnesseigen-
schaften mit Hilfe vonu-Kalkil-Ausdriicken erfasst werden. Die Modellpriifung teés also darin, anhand
eines gegebenen Systemmodells festzustellen, welchériflgseine gegebene Eigenschaft besitzen.

Anders als bei der Uberwachersynthese, die auf endlichéandaten basiert, setzt darKalkil ein Modell

des zu verifizierenden Systems in Form eidgpke-Strukturvoraus. Durch disymbolische Darstellunderen
Transitionsrelation wird die Handhabung von Systemen raligieren Zustandsrdume ansonsten die Speicher-
kapazitat jedes Rechners Ubersteigen wirde. Kripke-@irerk werden in Abschnitt 3.1 vorgestellt.

Die u-Kalkul-Ausdriicke lassen sich in Formeln und Gleichungtmye unterteilen. Entsprechend werden in
Abschnitt 3.2 defflacheund in Abschnitt 3.3 devektorielle u-Kalkil aufgearbeitet. Es werden die Vorteile
des vektorielleru-Kalkiils gegentber dem flachenKalkil erlautert und Algorithmen fir die Losung von
Gleichungssystemen vorgestellt. Mit diesen Grundlagem ks Ziel dieser Arbeit, die Uberwachersynthese
und die Modellprufung zu vereinigen, umgesetzt werden.

3.1 Kiripke-Strukturen

Kripke-Strukturen haben ihren Ursprung in Arbeiten vongke [49] und Hughes und Cresswell [41] Gber
modale Logiken. Obwohl nicht speziell fur die Verifikationteorfen, eignen sie sich fir die Modellierung
nebenléaufiger Programme und diskreter Systeme. Sie weesdrallh in der Modellprifung eingesetzt.

Kripke-Strukturen bestehen aus Zustanden, unbeschriftétistandsiibergdngen und booleschen Variablen. In
einer graphischen Darstellung werden die Zustédnde desi8gsdurch Kreise und die Transitionen durch ge-
richtete Kanten zwischen den Zustanden wie in Abbildungdargestellt. Initialzustande werden durch kleine
ankommende Pfeile gekennzeichnet. In Abbildung 3.1 bediefMenge der Initialzustande lediglich aus Zu-
stand 0.
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Abbildung 3.1: Eine Kripke-Struktur Gber den Variablegq, x1, X}

AuRerdem werden die Zustdnde der Kripke-Struktur mit tsmlen Variablen beschriftet. Diese Beschrif-
tung ermdoglicht es, eine Verknipfung zwischen einem Zuasthem Kripke-Struktur und einem Zustand des zu
modellierenden Systems herzustellen. Um dies zu errejcherden die Zustande des Systems anhand einer
endlichen Menge von Eigenschaften erfasst. Es sind immeéekoEigenschaften zu wahlen, dass alle model-
lierten Zustande des Systems eindeutig beschrieben wetigren. Diese Eigenschaften werden als logische
Aussagen formuliert, die entweder wahr oder falsch seim&irund sich nicht weiter zerlegen lassen.

Beispiel 3.1 Eine Verkehrsampel hat die Eigenschaften ,rotes Lichtheeit, ,gelbes Licht leuchtet* und
~grines Licht leuchtet®. Mit diesen drei Eigenschaftensks sich insgesamt acht verschiedene Zustéande be-
schreiben, von der ausgeschalteten Ampel bis zu dem Zystagm alle Lichter an sind. Soll zusatzlich
unterschieden werden, ob ein Summer bei grin dazugedcisalteommt eine weitere Eigenschaft ,Summer
eingeschaltet” hinzu. m]

Die genannten Aussagen sind atomare Propositionen, dib thoolesche Variablen reprasentiert werden kon-
nen. Die Beschriftung eines Zustands der Kripke-Struktioigt nun mit genau den booleschen Variablen, die
in dem damit modellierten Zustand des Systems den Wert Thamere

Beispiel 3.2 Die Beschriftung der Zustdnde der Kripke-Struktur ist dalks Teil der graphischen Darstellung
in Abbildung 3.1, in der die Zustdnde mit Variablen aus demlyBe{x,, X1, Xo} beschriftet sind. Dort kenn-
zeichnet z.B. Zustand 0 den Systemzustand, in dem alle dr&blen den Wert 0 haben, in Zustand 1 gilt
X =0,% =0, X% = 1% usw. |

Damit kann an jedem Zustand der Kripke-Struktur eindeutigedesen werden, in welchem Zustand sich das
System befindet. Theoretisch ware es zulassig, dass metust@nde der Kripke-Struktur dieselbe Beschrif-
tung bekommen. Dies wiirde jedoch lediglich bedeuten, daskripke-Struktur durch Zusammenlegung der
gleich beschrifteten Zustande zu minimieren ware. DiesglMidkeit erweitert also nicht die Modellierungs-
maoglichkeiten. Im Gegenteil, es ist fiir diese Arbeit wirswwert, dass auch die Zustéande der Kripke-Struktur
eineindeutig beschriftet werden, weil dies deren Kodigrimmdersymbolischen Darstellun@. Abschnitt 3.1.1)
vereinfacht.

Folgende Definition fasst diese Erlauterungen zusammen:

Definition 3.3 (Kripke-Struktur) Eine Kripke-Struktur Giber den booleschen Variabigist ein 4-TupelkK =
(8, 1,R,L). Dabei sind:

e S die Menge der Zusténde,

e J C S die Menge der Initialzustéande,

e R C S x S die Transitionsrelation,

e £:S — 2V eine Beschriftung der Zustande.

In dieser Arbeit wird wie oben erklart davon ausgegangess deeineindeutig ist.
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Da mit |'V| booleschen Variablen "2 verschiedene Zustéande beschriftet werden konnenSjisttets eine
Zweierpotenz. Allerdings werden nicht immer alle Zustaniledie Modellierung gebraucht. Im Falle der
Kripke-Struktur in Abbildung 3.1 sind z.B. nur sieben desgasamt acht méglichen Zusténde erreichbar. Der
nicht verwendete Zustand existiert trotzdem, ist abertricteichbar. Nicht erreichbare Zustande haben kei-
nen Einfluss auf die Modellpriifung und werden deshalb in dageRnicht in der graphischen Darstellung
bertcksichtigt.

3.1.1 Enumerative und symbolische Darstellung von Zustarginengen

Die Zustande einer Kripke-Struktdk” = (S, 7, R, £) Uber den Variableriy kénnen sowohl tber ihre Num-
merierung als auch Uber ihre Beschriftung angesprochedeneDaraus ergeben sich zwei Mdglichkeiten,
Zustandsmengen zu beschreiben.

In derenumerativerDarstellung werden Zustandsmengen explizit aufgelifteAbbildung 3.1 ist eine solche
Menge z.B{1, 3}.

In der symbolischerarstellung werden Zustandsmengen durch boolesche Aclsglliber den Variablefi
angegeben. Zu diesem Zweck wird jeder UntermeQge S ein boolescher Ausdruck zugewiesen, der nur
durch die Variablenbelegung der Zustand&ierfillt wird.

Beispiel 3.4 In Abbildung 3.1 wird die Zustandsmengk 3} eindeutig durch den Ausdrucig A —x, gekenn-
zeichnet, da dieser nur durch die Variablenbelegungen alstdride 1 und 3 erfullt wird. O

Folgende Definition legt die Notation fest, die im Verlauésker Arbeit fir die symbolische Darstellung ver-
wendet wird:

Definition 3.5 (Notation fur symbolische Darstellung) Seien X = (S, 7, R, L) eine Kripke-Struktur ung
ein boolescher Ausdruck tber den Variabtéh Dann bezeichnefy], die Zustandsmenge, deren Zustande
eine Variablenbelegung haben, die den Ausdruekfillt.

Sei dartiber hinaus @ S eine Zustandsmenge v@h Dann bezeichnegtg jeden booleschen Ausdruck so dass

[[SDQ]]q( =Q.

Die Notation[¢]l4 erlaubt es, von der symbolischen Darstellung in die enutiveraurtickzukehren.

Beispiel 3.6 Aus dem vorangegangenen Beispiel fdlgg A =X21l4 = {1, 3}. O

Die Notationq steht fir jeden booleschen Ausdruck, der die Me@symbolisch darstelltyq ist nicht
eindeutig, zumal es im Allgemeinen viele syntaktisch wthiedliche Formeln gibt, die zur selben Zustands-
menge untef-] fuhren.

Mit dieser Notation kdnnen nun die Ausdrticke fir Zustandd Zmstandsmengen angegeben werden. Gegeben
seienK = (S, I, R, LYyundV = {Xg, X1, ..., Xk—1}. Dann ist der eindeutige Ausdruck fir Zustasn¢ S

os) =\ X 3.1)

wobei
oo d i falls xj € £(s)
1 -xj falls xj ¢ L(s).

Um die Lesbarkeit der booleschen Ausdriicke zu erh6hen,imifeblgendenx statt—x geschrieben. AuRerdem
wird der Operaton ausgelassen, wenn er sich zwischen zwei Variablen befindet.
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Beispiel 3.7 In Abbildung 3.1 sind die booleschen Ausdriicke fiir die Zod&d1l und 3pj1; = XoX1X%o bzw.
Pz = X2X1X0- O
Werden die Ausdrucke, die den Zustanden einer MépgesS entsprechen, in disjunktiver Normalform anein-

andergereiht, entsteht eine Formel, die die MeQgendeutig kennzeichnet. Der Ausdruck fur die Mei(@ist
also

¢o=\/ ¢ (3.2)
geQ
Beispiel 3.8 Fur die Mengd1, 3} gilt ¢;1.3; = XoX1Xo V X2X1X0 = X2Xo. O

Diese Form der Darstellung von Zustandsmengen kann aueméi@re endliche Transitionsrelationen verwen-
det werden. Insbesondere wird sie in Kapitel 4 auf endlichtofaten Gbertragen.

Die symbolische Darstellung ist besonders wichtig, welhslie Mengenoperationen Vereinigung, Schnitt und
Komplement auf symbolischer Ebene durchfihren lasseneksng

YpPuQ = ¢pVeQ
YPnQ = YPAQQ
PS\Q = T¥Q-

Beispiel 3.9 Seien auf Abbildung 3.1 die MengeM; = {0,1,3,4}, M> = {1,2,3,5} und M3 = {0,1,5}. Zu
berechnen seiM; U M) N M3. Die Formeln fur die einzelnen Mengen konnen in disjunktiMermalform
erstellt und dann zu folgenden Ausdriicken vereinfacht emergyv, = XoXo V X1Xo, oM, = X2X1 V X1Xo und
OM; = X2X1 V XoX1Xo. ES folgt ¢om, V om,) A =M, = XoXa V XoX1Xo. Wie zu erwarten, isfxoXy V XoXi Xollx =
{2,3,4}. m|

3.1.2 Symbolische Darstellung der Transitionsrelation

Damit es moglich ist, Systemeigenschaften auf der Tramsitelation einer Kripke-Struktdk = (S, 7, R, £)
symbolisch zu verifizieren, muss aughsymbolisch dargestellt werden. Die Aufgabe besteht zwst&ddrin,
jede Transition ¢ s’) € R mit Hilfe der Formelnys, und ¢;s darzustellen. Dazu wird folgender Hilfemecha-
nismus eingefuhrt: Die Menge der booleschen Variablen dirpliziert, und jeder Zustand wird sowohl mit
den VariablenV* = {xo, ..., X_1} als auch mitV¥ = {yo, ..., Yk 1} in identischer Weise beschriftet. Entspre-
chend wird die Notatiorzpf‘s} bzw. <p{ys} verwendet, um die Variablenmenge anzugeben, mit der dea#dis
gerade kodiert wird. Die Variablen iv* werden fir die Kodierung des Ursprungszustasdier Transition
(s ) verwendet, die inVY fur den Zielzustand'. Dann kann die Transitiors(s’) symbolisch aISpfS} A (p?ls,}

angegeben werden, was folgende Darstellung fur die TransielationR erméglicht:

eri=\/ (¢5nels): (3:3)
(s9)erR

Beispiel 3.10 Um die Transitionsrelation der Kripke-Struktur in Abbiluy 3.1 symbolisch darzustellen wer-
den die Zustande mit den Variabl8®¥ = {yo, y1,y»} zusétzlich kodiert. Die symbolische Transitionsrelatign
dann:

PR = XoX1XaY2Y1Yo V XoX1XoY2Y1Yo V XoX1XoY2Y1Yo V X2X1XoY2Y1Yo V
X2X1X0Y2Y1Yo V X2X1X0Y2Y1Yo V X2X1X0Y2Y1Yo V X2X1XoY2Y1Yo V (3.4)
XoX1 XoY2Y1Yo V XoX1XoY2Y1Yo V XoX1XoY2Y1Yo V XoX1XoY2Y1Yo-

O

Diese Darstellung ermdglicht unterschiedliche Bereclgean zum Beispiel lassen sich die Transitionen, die
von den Zustanden der Mengg ausgehen, durcpgr A ¢g angeben.
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Beispiel 3.11 Die Transitionen, die aus den Zustanden 1 und 3 der Kripkek&ir in Abbildung 3.1 ausgehen
sind

PRA QL3 = PR A XX = XoXpXoY2YiYo V XoX1XoY2Y1Yo V
X2X1X0Y2Y1Yo V X2X1X0Y2Y1Yo V
X2 X1 X0Y2Y1Yo-

O

Um im vorangegangenen Beispiel die Zustdnde zu berechierpd den Zustanden i1, 3} innerhalb einer
Transition erreicht werden kénnen, genugt es, aus dem oliiggebnis die Variablefxy, X1, X2} zu entfernen.
Dies gelingt mit Hilfe derexistentiellen Quantifizierunglie mit Hilfe der folgenden Definitionen eingefuhrt
wird:

Definition 3.12 (Variablensubstitution) Gegeben seien eine Kripke-Strukiidr= (S, 7, R, £) und eine For-
mel ¢ Uber den VariablentV, so dass y,...,vm € V. Seien ferneiy, ..., ¥y Formeln Uber den Variablen
YV U {0, 1}. Dann bezeichnet

.....

die Formel, die durch das Ersetzen der Variableinw durch die Ausdriicke; furi = 0,..., m entsteht. Die
Ausdriickey; werden ggf. in Klammern gesetzt, um die Prioritat der Opanext nicht zu beeinflussen.

Definition 3.13 (Existentielle Quantifizierung) Gegeben sei eine aussagenlogische Fogngier den boole-
schen VariablerV. Die existentielle Quantifizierung der VariablerexV ist der Ausdruck
Axe = [¢ly v [¢lx-

Beispiel 3.14 Die Nachfolgerzustande der Menffe 3} aus dem letzten Beispiel lassen sich durch die existen-
tielle Quantifizierung der Variablexy, x; und Xy berechnen. Das Ergebnis ist

Y2Y1Yo V Y2Y1Yo V Y2Y1Yo V YoY1Yo = YY1 V YaYa.

Wie zu erwarten, isfy2y1 V yoy1 [l = {2,3,4,5}. O

In der Regel ist es wiinschenswert, ein solches Ergebnisewied den Variablen aud’* zu kodieren. Dann
kénnen die berechneten Zielzusténde fiir weitere Beregjamuwieder als Ursprungszustande dienen.

Beispiel 3.15 Die Substitution aus Definition 3.12 wird angewendet, weilenNbchfolgerzustande der Men-
ge {1, 3} aus dem vorangegangenen Beispiel in Ursprungszustandekzuverwandeln sind. In diesem Fall
werden die Variablen au®¥ durch jene aug’* ersetzt:

_ e _
[Yay1 V YoYilirys = XoXa V XoXa

3.1.3 Handhabung der symbolischen Darstellung

Die Starke der symbolischen Darstellung kommt vor allemgoeRen Mengen zum Tragen, weil die Anzahl
der Belegungen einer booleschen Formel exponentiell mat ibinge anwéchst. Dadurch kann ein kompakter
Ausdruck u.U. eine sehr grol3e Menge darstellen, zum Bégitties = 1, unabhangig von der Grol3e der Men-
geS. Die symbolische Darstellung l16st deshalb in vielen peakten Fallen das Problem der Zustandsexplosion
(s. Abschnitt 2.8).

Um die symbolischen Berechnungen durchzufuhren, sindratekturen und Algorithmen notwendig, die
folgenden Anforderungen gentigen:
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e Es muss mdglich sein, mit den booleschen Variablen die Gperétionen- (Komplement),A (und-
Verknipfung) undv (oder-Verkniipfung), sowie die Variablensubstitutionahaufihren.

e Es muss feststellbar sein, ob zwei Datenstrukturen diedalimktion darstellen (z.B. um zu prtfen, ob
bei einer Iteration ein Fixpunkt erreicht ist).

Die ersten erfolgreichen Ansétze stammen von Burch, ClarkkMcMillan [12, 13, 14] und von Berthet,
Coudert und Madre [4]. Sie bauen auf der von Bryant entwiekekanonischen Form von binaren Entschei-
dungsdiagrammen (kurz BDDs aus dem Englischieary decision diagramdq11] auf. Die kanonische Form
begtinstigt insbesondere den Vergleich zweier Diagrammesidh innerhalb eines Programms auf den Ver-
gleich von deren Speicheradressen reduziert. BDDs halerdiafys auch den Nachteil, dass ihre GroR3e stark
von der Variablenordnung innerhalb des Diagramms abhéisgigso wéchst z.B. die Darstellung der boo-
leschen Funktion eines Addierers im gunstigsten Fall finea ungunstigsten Fall aber exponentiell mit der
Anzahl der Variablen. FlUr andere Funktionen, wie z.B. dertiplizierer, gibt es nur Anordnungen, die ex-
ponentiell wachsen. Dariiber hinaus ist im Allgemeinen digablenordnung nur tber heuristische Verfahren
zu optimieren. Deshalb lasst sich der Rechenaufwand figegebenes Problem in der Regel schwer abschét-
zen. Trotz dieser Nachteile konnten aber seit Beginn de®di99ahre mehrere Protokolle und Schaltungen
verifiziert werden, wobei auch in bereits végntlichten Richtlinien noch subtile Fehler gefunden wuardeie
Clarke et al. in [20] berichten.

Ein neuerer Ansatz zur Handhabung der symbolischen Forpeelrt auf SAT-Loserh wie erstmals von Biere
et al. vorgeschlagen [6]. Obwohl der Vergleich zweier Fionén wegen der nicht kanonischen Darstellung nun
aufwandiger wird, ist der Ansatz zumindest in bestimmtelteR&Tizienter als bei der Verwendung BDDs.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse lassengbglBerechnungsmethode zu, die den 0.g. Anforderun-
gen genugt. Auf weitere Details der Implementierung wirdetanur dann eingegangen, wenn es darum geht,
experimentelle Ergebnisse zu prasentieren.

3.2 Der flacheu-Kalkdl

In diesem Abschnitt wird ein Teil dgsKalkuls vorgestellt, der von den urspriinglichen Arbeien Pratt [67]
und Kozen [47, 48] abgeleitet ist, in denen keine Gleichapgfeme vorkommen. Letztere wurden erst durch
die Arbeiten von Arnold und Crubille [1] Gber demktoriellenu-Kalkil eingefiihrt. Im Gegensatz zu diesem
hat deru-Kalkil aus diesem Abschnitt keine tbliche Bezeichnungvid in dieser Arbeiflacheru-Kalkul ge-
nannt, um die Unterscheidung von dem vektoriellen zu drteini. Gleichermal3en werden Formeln des flachen
u-Kalkils auch aldlache Formelrbezeichnet. Der flacheKalkil zéhlt zu den Grundlagen der Informatik und
ist deshalb bekannter als der vektorielle. Leser, die neisel Grundlagen bereits vertraut sind, kbnnen sich
direkt zu Abschnitt 3.3 auf Seite 44 begeben.

Im Wesentlichen handelt es sich bei dgAKalkil um einen Formalismus, mit dessen Hilfe Zustandsgeen
von Kripke-Strukturen beschrieben und berechnet werdené. Dazu wird die symbolische Darstellung aus
Abschnitt 3.1.1 benutzt und erweitert. Insbesondere kdrd@n auch Zustandsmengen in Formeln gefasst
werden, deren Bestimmung das Durchforsten der Transigtaion erfordert. Solche Mengen kdnnen mit den
bisher vorgestellten Mitteln nicht durch Formeln, sondeun durch die Angabe von Algorithmen beschrieben
werden.

Beispiel 3.16 Soll fir die Kripke-Struktur in Abbildung 3.1 eine Formelfjalle Zustande, in denen die atoma-
re Propositionxg erflllt ist* angegeben werden, ist die Beschriftung eireglen Zustands bereits ausreichend
um zu entscheiden, ob er zu der gesuchten Menge gehort adigr baut Abschnitt 3.1.1 lautet die Formel
¢ = Xo, und es folgff¢]l4 = {1,3,5}. In anderen Fallen aber muss die TransitionsrelaRamit einbezogen
werden, um eine gesuchte Menge zu bestimmen. Z.B. konnteleligie aller Zustédnde gesucht werden, von
denen aus es moglich ist, einen Zustand zu erreichen, inxgenl gilt. Diese Menge kann berechnet werden,

1Abgeleitet aus dem Englischeatisfiability problemdas Erfiillbarkeitsproblem logischer Ausdriicke.
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indem die Transitionsrelation von den Zustandegll« aus rickwarts durchlaufen wird. Die dabei erreich-
ten Zustande werden zu der Initialmenge wiederholt hingtfitis keine neuen Zustdnde mehr hinzukommen.
Obwohl sich diese Berechnung mit Hilfe der in Abschnitteh. B.und 3.1.2 vorgestellten Operationen auch
auf symbolischer Ebene durchfiihren lasst, bleibt die Be#ming der gesuchten Menge auf den angedeuteten
Algorithmus beschrénkt. O

Der u-Kalkil wird durch die Syntax und die Semantik seiner Fomafiniert. Diese werden in den folgenden
Definitionen festgelegt und anschlieRend erlautert.

Definition 3.17 (Syntax des flachem-Kalkiils) Gegeben sei eine Menge boolescher Variabieie Menge
der u-Kalkil-Formeln tberV ist dann die kleinste Meng§,,, die folgende Bedingungen erfiillt:

e VU{0,1} C £,

* —p, oV, o ANy e Ly,
o Op,0pe Ly,

o k(o) € Ly,

o uugpe Ly,

vorausgesetzty, y € L, und ue V.

Definition 3.18 (Semantik des flachem-Kalkils) Gegeben sei die Kripke-Struktd€ = (S, 7, R, L) Uber
den booleschen Variable®. Jeder Formetb € £, wird die ZustandsmendeD]l4 < S wie folgt zugewiesen:

o [Xlx :={se S| xe L(9)} fur alle Variablen xe V

o [~elx =S\ elx

o o Ay = lellg N [l

o oVl = el vl

o [k:(D)]gc = n(|[<p]]7() fir monotone Funktionem : 25 — 25

o [o¢ly = {se SIS € [ely R(s S))

o [o¢ly = {s € S13se [¢ly R(s S))

o [uugly = N{Q < S| f,(Q) < Q) wobei £(Q) = [[¢]i°],

Der Zusammenhang zwischen einer Forpeid einem Zustand € [[¢]4 wird durch die Redewendungen
gilt in s oder, was das gleiche bedeutegrfillt o, geschriebers = ¢, ausgedriickt.

Um die Lesbarkeit der Formeln zu erhoéhen, wird im Folgendenlddex % in [[¢]l4 ausgelassen, sofern
keine Verwechslungsgefahr besteht. Die ndchsten Abselemthalten weitere Erlauterungen zu den einzelnen
Formeln aus Definition 3.18.

3.2.1 Aussagenlogische Ausdricke

Die ersten vier Punkte in Definition 3.18 lassen aussagabg Ausdriicke tiber den Variablen einer Kripke-
Struktur alsu-Kalkil-Formeln zu. Sie sind eine formale Fassung der syisditen Darstellung aus Ab-
schnitt 3.1.1 und bringen lediglich die dort bereits angesipenen Mengenoperationen in de#alkil ein.
Damit werden Berechnungen, die auf diesen Operationemberauf symbolischer Ebene méglich, ohne dass
irgendein Zwischenresultat als Menge dargestellt werdessm
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3.2.2 Zustandstransformationsfunktionen

Die Formelk,(¢) in den Definitionen 3.17 und 3.18 ist eine Ergéanzung derresisa Ublichen Definitionen des
p-Kalkills. Sie dient der Einfiinrung benutzerdefiniertertndstransformationsfunktionen der Form2s —
25 in die u-Kalkiil-Formeln. Unter Beriicksichtigung der Notation definition 3.5 gilt, fiir eine gegebene
MengeQ C S, [k:(¢0)] := n(Q). Dies bedeutet, dass die Anwendung voauf die MengeQ ebenfalls auf
symbolischer Ebene duref berechnet werden kann.

Beispiel 3.19 Fur die Kripke-Struktur in Abbildung 3.1 se{Q) := QU {0}. Dann istk,(¢q) = ¢q V XoX1Xo. O

3.2.3 Vorganger und Nachfolger

Von besonderem Interesse in der Modellpriifung ist die Bemaeg der Vorganger- und Nachfolgerzustande der
Zustande einer gegebenen Menge, weil diese das schrigt®eichlaufen der Transitionsrelation erméglichen.
Dazu dienen dieModaloperatorend und ¢ aus Definition 3.18. AufRerdem sind folgende Abkurzungen zur
Vereinfachung oft auftretender Ausdrticke nutzlich:

Definition 3.20 (Modaloperatoreno und @) Mit Hinblick auf Definition 3.17 gelten:

Op = —O-
O = =o-p.

Zur Beschreibung dieser Operatoren muss wie folgt zwisehxétentiellerund universellenvorganger- bzw.
Nachfolgerzustanden unterschieden werden:

Definition 3.21 (Vorgénger und Nachfolger) Gegeben seien eine Kripke-Strukildr= (S, 7, R, £) und eine
Menge Qc S. Dann gilt:

e pres(Q) steht fur die Menge der existentiellen VorgangerzustareteMknge Q, kurz existentielle Vor-
ganger von Q. Das sind die Zustande, die mindestens eineeleisde Transition haben, die zu einem
Zustand in Q fuhrt.

e sucsy (Q) steht fiir die Menge der existentiellen NachfolgerzustédtateMenge Q, kurz existentielle Nach-
folger von Q. Das sind die Zustande, die mindestens einenamiemde Transition haben, die von einem
Zustand in Q kommt.

e prey (Q) steht fiir die Menge der universellen VorgangerzustandeMimnge Q, kurz universelle Vor-
ganger von Q. Das sind die Zustande, die keine ausgehendwsifiom haben, die zu einem Zustand
aul3erhalb Q fihrt.

e sucy (Q) steht fur die Menge der universellen NachfolgerzustandeMaage Q, kurz universelle Nach-
folger von Q. Das sind die Zusténde, die keine ankommendssilian haben, die von einem Zustand
aul3erhalb Q kommt.

Infolge dieser Definition gelten folgende Behauptungen:

e Esist unwichtig, ob ein existentieller Vorgénger zusatmi ausgehende Transitionen hat, die zu Zustan-
den aul3erhall® fihren.

e Es ist unwichtig, ob ein existentieller Nachfolger zusét® ankommende Transitionen hat, die von
Zustanden aulRerhal® kommen.

¢ Bei universellen Vorgdngern missen alle ausgehendenifiomes zu Zustanden i@ fihren. Zustande
ohne ausgehende Transitionen erfillen diese Bedingurnglérweise.

¢ Bei universellen Nachfolgern missen alle ankommendensiiranen von Zustanden i@ kommen.
Zustande ohne ankommende Transitionen erfillen diesenBeqg trivialerweise.
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Beispiel 3.22 Die Bestimmung existentieller bzw. universeller Vorgdnged Nachfolger kann mit Hilfe der
Kripke-Struktur in Abbildung 3.1 veranschaulicht werd&eiQ = {3, 4}. Dann geltenpre; (Q) = {1, 3,4, 5},
sucs (Q) = {3,4,5}, prey (Q) = {4, 6} undsucy (Q) = {4,5}. O

In diesem Beispiel wurden die Vorganger und Nachfolger adiger enumerativen Darstellung der Zustéande
und der Transitionen in Abbildung 3.1 bestimmt. Mit Hilferd2efinitionen 3.5, 3.18, 3.20 und 3.21 l&sst sich
zeigen, dass sich Vorganger und Nachfolger symbolisch alig &usdriicken lassen:

Lemma 3.23 (Vorganger und Nachfolger)SeiK = (S, I, R, £) eine Kripke-Struktur ungq eine aussagen-
logische Formel lber deren Variablen, so dfgs |, = Q. Dann gelten:

pres(Q) = [Oeqllyk (3.5)
suc3(Q) = [©eqllyx (3.6)
prev (Q) = [oeqllk (3.7)
sucy (Q) = [@¢qlly (3.8)

Damit lasst sich anhand der Definitionen und Beispiele incAbgt 3.1.2 die Berechnung der Modaloperatoren
ableiten:

Lemma 3.24 (Symbolische Berechnung der Modaloperatorenfsegeben seien eine Kripke-Struktif =
(8,7,R, L)y und eine symbolische Darstellungg ihrer Transitionsrelation Gber den Variabled* =
{X0, ..., Xk-1} bzZw. VY = {yo,...,Yk-1}. Flr die Zustandsmenge Q S bzw. ihre symbolische Darstellung
¢q UberV* gelten dann:

(6]
¢Q

A1 .- oo A ool Y (3.9)
[ 31 - FXo0R A @QyTy (3.10)

Die Berechnung der Modaloperatorenund = ergibt sich aus Definition 3.20. Folgendes Lemma fasst noch
einige nitzliche Terme zusammen, die aus den Definitiorishhd 3.20 folgen:

Lemma 3.25 (Besondere Vorganger- und Nachfolgertermelrir die Kripke-StrukturK = (S, 7, R, £) seien
die Formelngs,c undgpre SO definiert, dass Zustandes[[ps,c]| genau dann, wenn s einen Nachfolgerzustand

hat, und sc |I<ppre]] genau dann, wenn s einen Vorgéngerzustand hat. Dann gelten:

o0 = 0 (3.11) 0 = 0 (3.15)
Ol = @suc (3.12) ol = @pre (3.16)
00 = -@suc (3.13) @0 = -@pre (3.17)
ol = 1 (3.14) ml = 1 (3.18)

Die Operatorery, ¢, 0 und@ beziehen sich auf Vorganger und Nachfolger unabhéngigrmjalw diese sich
auf endlichen oder unendlichen Pfaden der Kripke-Struktfinden. Dies ist der gebrauchliche Ansatz in
der Literatur Uber dep-Kalkul und auch der, der in den weiteren Kapiteln verfolgtdvDer Vollstandigkeit
halber sei erwahnt, dass in der formalen Verifikation reaktSysteme die Modaloperatoren Ublicherweise
so definiert werden, dass ausschlief3lich Zustéande, diersufdlichen Pfaden liegen, bertcksichtigt werden.
Die Operatorer®, ¢, 0 bzw. @ werden danrEX , EY , AX bzw. AY geschrieben. Durch den Ausschluss
der endlichen Pfade ergeben sich z.T. subtile Unterschieder Semantik der Operatoren. So enthalt z.B.
die Menge[AX ¢] im Gegensatz z{iog] nicht die Zustande, die keine ausgehenden Transitionesnhaind
damit gilt [AX ¢] € [EX ¢], wéhrend die entsprechende Ungleichung unter Berickgictg endlicher Pfade
[oe] € [¢¢ v OO] ist.
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3.2.4 Fixpunkte

Der letzte Punkt in Definition 3.18 lautffiu.elly := N{Q < S| f,(Q) € Q}, wobei f,(Q) := |I[go]‘j°]]7<. Die

Schreibweisdy]’;? ist eine Anwendung von Definition 3.12 und bedeutet, das§/digbleu in der Formel
¢(u) durch die Formelbq zu ersetzen ist. Variablen, die — wie- unmittelbar nach einem Fixpunktoperator
stehen und als Platzhalter innerhalb der Funkgodienen, werden algebundene Variablehezeichnet und
durfen nicht zur Beschriftung von Zustanden herangezogedem. Dies ist jedoch keine Einschrankung, zumal
die MengeV immer mit solchen Platzhaltervariablen erganzt werdem Raviariablen, die nicht durch einen
Fixpunktoperator gebunden sind, werden fadse Variablen bezeichnet. Formeln der Fopra.p werden in
dieser ArbeitFixpunktformelngenannt.

Um die Definition von[uu.¢]4 zu interpretieren, wird ein Ergebnis bendtigt, das aus demsk-Knaster-
Theorem fir Fixpunkte monotoner Funktionen auf Verbanaddgt.f

Definition 3.26 (Monotonie) Gegeben sei eine endliche Men§eDie Funktion f:= 25 — 25 ist monoton
genau dann, wenn

¥YQ1,Q2 € 8.Q1 € Q2 — (Q1) € F(Q2).

Das Tarski-Knaster-Theorem wird in Anhang A ausfuhrlidietert. Fur die Modellprifung ist es ausreichend,
das Theorem wie folgt auf endliche Potenzmengen einzuskbin

Theorem 3.27 (Tarski-Knaster-Theorem) Seien® eine endliche Menge und 2 — 2” eine monotone
Funktion auf dem Verban(®”, c). Dann hat f Fixpunkte, und diese bilden einen vollstandigerband mit
folgendem Minimum bzw. Maximum:

NIX € PIFX) = X)
UIX € PIF(X) = X)

NIX S PIFX) € X)
UIX C PIX € F(X)).

x> X<

Seien ferner RQ € £ Elemente, die folgende Bedingungen erfullen:

(u1) PLCf(P) (v1) f(QCQ
(u2) PLCX (v2) XCQ.

Dann kénnerx bzw.X iterativ berechnet werden, indeng % P bzw. X% := Q als Ausgangspunkt gewahlt wird.
Die Folge X,1 := f(X;) erreicht dann den gesuchten Fixpunkt.

Obwohl Definition 3.18 nicht verlangt, dagg monoton ist, ist ihre Anwendung nur in diesem Fall sinnvoll.
Deshalb wird stets davon ausgegangen, dasiese Eigenschaft hat. Somit ist laut Theorem J27.¢] 4 als
der kleinste Fixpunkt der Funktiofy, zu interpretieren. Um die Monotonie vdp zu gewabhrleisten genlgt es,
dass die gebundenen Variableryistets unter einer geraden Anzahl von Negationen vorkommsbesondere

gilt:

Lemma 3.28 (Monotonie vonf,) Seiy eine Formel tiber den Variablen einer Kripke-Struktur, die gebun-
dene Variable u enthalt, ung,(Q) = ﬂ[@]ﬁQ]] die dazugehorige Zustandstransformationsfunktion.sHalin ¢
nur unter einer geraden Anzahl von Negationen vorkommf,istonoton. Umgekehrt gilt: Falls, fmonoton
ist, dann gibt es eine Schreibweise #jrin der u nur unter einer geraden Anzahl von Negationen vorko.

Ein vollstandiger Beweis dieses Lemmas wirde den Rahmeerdigbeit sprengen. Deshalb wird die Vorge-
hensweise nur wie folgt angedeutet: Wigdn die disjunktive Normalform (DNF) gebracht, dann kommrin
jedem Minterm hochstens einmal vor. isstets positiv (d.h., nicht negiert), so mugsmonoton sein. Weicht

2Es ist ebenfalls moglich, die gleiche Variable sowohl fig Bieschriftung als auch als Platzhalter zuzulassen. Unelizédieu-
tungen auseinanderzuhalten werden dann, ahnlich wie kedielo Variablen in Programmiersprachen, Giultigkeitsischeeeingefihrt.
Beide Ansatze sind aquivalent.

3Dieses Theorem entspricht Korollar A.34.
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nun die Darstellung von der DNF ab, so kamimmer nur unter einer geraden Anzahl von Negationen stehen.
Umgekehrt gilt: istf, monoton, so gibt es fip mindestens die DNF, in derausschliel3lich in positiver Form
(und somit unter einer geraden Anzahl von Negationen) varkb

Im Folgenden werden Forme{n so dassf, monoton ist, ebenfalls monoton genannt.

Der grofRte Fixpunkt vorf, wird mit [vu.¢]l, bezeichnet. Es lasst sich zeigen, dass er mit Hilfe desstiain
Fixpunktes wie folgt definiert werden kann:

Lemma 3.29 (Symbolische Darstellung des grofdten Fixpunksg SeiK = (S, I, R, L) eine Kripke-Struktur
und {, : 25 — 25 die monotone Funktion,(Q) := [[[go]‘jo]]?(. Sei auch

-u
u

VU@ = —uU. [-e]
Dann ist[[vu.¢] der grofte Fixpunkt von,f AuRerdem gilt

-u
u

LU = =vu. [—e]

Fixpunkte monotoner Zustandstransformationsfunktiosiad fur die Modellpriifung interessant, weil sich da-
mit wichtige Zustandsmengen reprasentieren lassen.

Beispiel 3.30 Mit Hilfe der Fixpunktberechnung kann Beispiel 3.16 neudoatelt werden. Es geht darum, auf
der Kripke-Struktur in Abbildung 3.1 die Menge der Zustaadebestimmen, von denen aus es mdglich ist, in
einen Zustand zu gelangen, auf dem die atomare Proposiierfillt ist. Wie aus der Abbildung hervorgeht,
ist dies die Meng¢0, 1, 2, 3, 5}. Die Vorgehensweise zur Berechnung dieser Menge in B&i3di6 entspricht
der Berechnung des kleinsten Fixpunktes der Funktion

f‘P(Q) = pres (Q) U {l’ 3’ 5}

Der Anfangswert fur die Iteration muss die Bedingungenund u» in Theorem 3.27 erfullen, was z.B. bei
Q° = 0 der Fall ist. Die Berechnung liefert nach folgenden Saimitias erwartete Ergebnis:

Q= 1,(Q)
=pre3 (0) U {1,3,5}
=0U{l,35}
={1,3,5)

Q=1 (QY

= pre3 ({1,3,5}) U {1, 3,5}
={0,1,23,5}U{1,35}
={0,1,2,3,5}

QS — fgo (QZ)
=pre3({0,1,2,3,5) U {1, 3,5}
={0,1,2,3,5} U {1, 3,5}
=1{0,1,2,3,5}
= Q%

Die gleiche Iteration kann auch symbolisch durchgefiihntdee. Dazu muss zunachst afy$Q) durch An-
wendung von Lemma 3.23 bzw. Definition 3.18 die Forgabgeleitet werden.
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Beispiel 3.31 Sei f,(Q) der Ausdruck aus dem vorangegangenen Beispiel. Dann gilt

f(Q)

pre3 (Q) U {1,3,5}
[¢eall U l¢nzsl
[©eall U %l
[G@q V Xl
[louv xl?] .

und aus Definition 3.18 folgt
@ =3UV X. (3.19)

Folgendes Lemma unterstitzt dann die symbolische Bereghter Fixpunkte:

Lemma 3.32 (Symbolische Berechnung von Fixpunktenfsegeben seien eine Kripke-Struktuk® =
(S, I, R, L) und eineu-Kalkil-Formely, sowie die in Definition 3.18 festgelegte monotone Fuan;LoerS -
25. Sei ¥ := 0 bzw.  := 1. Dann konvergiert die Folge

ZUuU.g bzw. zuu.e.

Beweis: Laut Theorem 3.27 konvergiert die Fol@! := fe (Q‘) zu dem kleinsten bzw. gréf3ten Fixpunkt von
f, je nachdem, ol° := 0 bzw. Q° := S gewahlt wird. Es geniigt also zu zeigen, dﬁdﬂ = Q' fur jedesi.
Fir den Ausgangspunkf ist diese Bedingung erfllt, zumaf = 0 = g bzw.u° = 1 = ¢5. Angenommen, es
gilt [[u"l]] = Q" und somitu'~! = pq-1, folgt:

HdH:ﬂWEHﬂ=HMﬁd{H=m(d4)=Qﬂ

O

Lemma 3.32 besagt, dass die einzelnen Iterationsschutteyenbolischer Ebene genau den Schritten der Be-
rechnung mit enumerativ dargestellten Mengen entspredd@mlie Zwischenresultate in der Regel nicht ge-
braucht werden, muss die Umwandlung in die enumerative klahaystellung — wenn Gberhaupt — nur am
Ende der Iteration stattfinden. Somit konnen auch Fixpurditesymbolisch berechnet werden. Im Folgenden
wird, wenn vorteilhaft, auch die Notatiqm(u‘) an Stelle vor[<,o]ﬂI verwendet. Der Fixpunkt wird im Folgenden
mit u® bezeichnet.

Beispiel 3.33 Der kleinste Fixpunkt der Funktiof), der zwei letzten Beispiele lasst sich mit Hilfe von Glei-
chung 3.19 und® = 0 sowie der Transitionsrelatiapk aus Gleichung 3.4 wie folgt symbolisch berechnen:

ul=¢ (uo)
=00V X
@.11)

=0V X
= Xo

w=g¢ (ul)
= OXo V Xo
) 3y, 3y1. 3yo.0r A DO v X
= X2 V X1Xo V Xo
=X VX
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p|\u

<>(X2VX0)VX0

2 3y, 3y1.3yo.0r A [X2 V XY V %0
=XV X1Xo V Xo

=XV Xo

= u*.

Wie zu erwarten, isfu*] = {0, 1, 2, 3, 5. m]

3.2.5 Formeln mit verschachtelten Fixpunkten

Im vorangegangenen Beispiel hatte die Forgelur eine gebundene Variable. Definition 3.17 lasst jedoch
Fixpunktformeln der Fornuu.¢ zu, wobeiy eine beliebigeu-Kalkil-Formel sein darf und deshalb selbst Fix-
punktformeln enthalten kann. Dadurch kénnen Ausdriickezvide

LU(OUV X1 V uu.Ou Vv Xp)

entstehen. Um einen solchen Ausdruck auszuwerten, muss@iitfigkeitsbereiche der beiden Erscheinungen
von uu auseinander gehalten werden. Dieser Aufwand kann jedoath dlie Verwendung unterschiedlicher
Variablen vermieden werden, wie in

HuUp.(OUg V Xg V ula.0Up V X2). (3.20)

Diese Unterscheidung ist besonders dann niitzlich, wenvedéehachtelten Fixpunkte voneinander abhangen,
wie in dem Ausdruck

HuUp.(OUg V X V ula.0Uz V X2 A Ug). (3.21)

Hier kommt die Variableu; aus dem aufReren Fixpunkti; innerhalb des inneren Fixpunktesi, vor, und

die Verwendung unterschiedlicher Variablennamen erspaitere Erklarungen. Im Folgenden wird bei derart
verschachtelten Formeln deshalb stets die letzte Fornusgesetzt, so dass keine Gultigkeitsbereiche explizit
angegeben werden mussen. Die Ausdrucksfahigkeit der fonvied dadurch nicht beeintrachtigt. Sind die
Gultigkeitsbereiche jedoch klar voneinander getrenng, zvB. in

(UL OUL V X1 A ((ulz.OUa V X2 A vUz.OU3 A X3 V Up) V vUz.OU3 A X3 V Uy), (3.22)

ist die Wiederverwendung gebundener Variablen (wie inatie&allus) erlaubt.

Bei verschachtelten Fixpunkten, z.81u1.¢1(U1, 02Uz.¢2(U, Uz)), Mit 01,02 € {u, v}, verhalt sich der innere
Fixpunkt o-oUz.¢2(U1, Up) wie ein monotoner Ausdruck iny, der fur jeden Wer’u'1 den Wertu'100 ergibt.

Letzterer wird fur die Berechnung des Schrlmi%é'l der Iteration flrp; bendtigt, was zu einer Verschachtelung
der Berechnungen fuhrt.

Beispiel 3.34 Die verschachtelte Fixpunktformelius.¢1(U1, ooUz.2(u1, U2)) kann mit Hilfe folgender itera-
tiven Formeln berechnet werden:

ui1+l = ¢ (U |1 00)
[ u§I2+l = <P2(UI1 uI;|_I2 . (323)

Die Initialwerte sindu = 0 bzw.u0 = 1 und, fiir alleiy, U}® := 0 bzw.u? := 1, je nachdem, ob-; und o,
kleinste oder grofite lepunkte bedeuten ]

Bei einer solchen Berechnung entstehen fir eine Formekmérschachtelten Fixpunktekverschachtelte
Iterationsschleifen, die zu einer Zeitkomplexi(ﬁ(lle) fuhren. Wie folgendes Beispiel zeigt, ist dies aber oft
ineffizient.
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Beispiel 3.35 Zur Auswertung des Ausdrucks (3.20) ist folgende Iteratidhu(l’ = uizl’0 := 0 durchzufihren:
Ut = oul v vupr®
UMt = ou voxg,

Da der zweite Ausdruck in diesem Fall nicht vub abhéngt, ergibt sich fir jedas der gleiche Fixpunkt

u'21’°° = uy. Es wirde also genlgen, letzteren ein Mal zu berechnen umd @a konstanten Faktor in den
Ausdruck furu;*! einzusetzen:
i+1 ._ i1 0
Uy~ = Oul VX vy

O

Das Beispiel zeigt, dass die Verschachtelung von Fixpunkie nicht gegenseitig voneinander abhéngen, die
Zeitkomplexitat der Berechnungen nicht erhdhen muss. Desan die Berechnungsweise nach Definition 3.18
aber keinen Nutzen ziehen, weil diese stets zu Formeln R&f8hrt. Eine Verringerung der Komplexitat und
andere Optimierungen werden jedoch durch den vektorighgalkil erméglicht.

3.3 Der vektorielle u-Kalkl

Der vektorielleu-Kalkil beruht auf Arbeiten von Arnold und Crubille [1] savauf Beitréagen von Cleave-
land et al. [21] und Schneider [75], in denen die hier berubxrstellungsform eingefuhrt wird. Insbesondere
enthélt [75] eine lickenlose Folge formaler Ergebnisse,zdr Definition von Syntax und Semantik des vek-
toriellen u-Kalkils und zu den Berechnungsmaoglichkeiten von dessesddgken fuhren. Dieser Ansatz ist
zu umfangreich, als dass er hier wiedergegeben werden&ddig hier gewéhlte Darstellung verfolgt deshalb
den gleichen Gedankengang, ersetzt aber nach Mdglichitaiiale Ergebnisse durch Beispiele und informa-
le Argumente. Der vektoriellg-Kalkil ist das Hauptwerkzeug fir die Herleitung aller Bbgesse in dieser
Arbeit.

3.3.1 Syntax und Semantik

Im vektoriellenu-Kalkil werden die Formeln aus dem flachetKalkil mit Hilfe von Gleichungssystemen
dargestellt, um neue Mdglichkeiten flr die BerechnunganFilgpunkte zu erfinen. Die Semantik einer ge-
gebenen flachen Formel soll dabei unberiihrt bleiben, waBalge hat, dass die Fixpunkte eines Gleichungs-
systems, das aus einer Formel abgeleitet wurde, mit derreRodmel Gbereinstimmen muissen. Syntax und
Semantik des vektoriellemKalkiils missen deshalb so gewahlt werden, dass aus eirginh@igssystem ein
Algorithmus abgeleitet werden kann, der das gleiche Erigdlafert wie die entsprechende flache Formel.

Ist die Syntax einmal festgelegt, kdnnen Gleichungssystaaf zwei Weisen entstehen: Einerseits kann ein
Algorithmus angegeben werden, der eine gegebene flacheeFormin Gleichungssystem umwandelt; an-
dererseits kann ein Gleichungssystem aber auch auf dineW¥ege formuliert werden, also ohne dass eine
entsprechende Formel vorher bekannt ware. Folgende Dafirgtlaubt, wie sich in den Algorithmen 3.37,
3.39, 3.41 und 3.45 zeigen wird, beide Mdglichkeiten:

Definition 3.36 (Syntax eineg:-Kalkil-Gleichungssystems) Seiengs, ..., ¢n € L, Formeln des flachep-
Kalkils Gber den Variableri’. Seien ferner y...,u, € V Variablen, die furl < i < nin den Formelny; nur
unter einer geraden Anzahl Negationen vorkommen. Daniiristife {u, v}

U = ¢n(Ug,...,Un)

Ut = ¢1(ug,...,Un)

ein u-Kalkil-Gleichungssystem.
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Als nachstes werden Algorithmen angegeben, mit denen Foromel Gleichungssysteme ineinander umge-
wandelt werden kdnnen. Zun&chst werden nur Fixpunktfamrdel Formuu.¢ bzw. vu.¢ berticksichtigt, wobei

¢ beliebig viele verschachtelte Fixpunktausdriicke enghattarf. Bei der Umwandlung einer solchen Formel
in ein Gleichungssystem werden die am tiefsten verschiéeht@eilformeln zuerst behandelt. Dadurch wird
gewabhrleistet, dass fur jede dieser Variablen eine Gleiglantsteht.

Algorithmus 3.37 (Umwandlung einer Fixpunktformel in ein Gleichungssystem)Gegeben sei eine Fix-
punktformel® = cu.p € L, mito € {u,v}. Das entsprechende Gleichungssystem E wird in den folgende
Schritten erstellt:

1. Initialisiere E mit dem leeren Gleichungssystem.
2. Bestimme die Verschachtelungstiefe k der Foknel
3. Solange k- 0:

(&) Fur jede Teilformel der Forma’v.ys der Verschachtelungsebene kiin
i. Ersetze jede Instanz veriv.y in @ durch die Variable v.

ii. Erweitere E um die Gleichung % ¥; neue Gleichungen werden unter bereits angelegte ge-
schrieben.

(b) Ersetze k durch k 1 und gehe zuriick zu Schritt 3.
4. Gebe E zurick.

Beispiel 3.38Sei @ = pu;.Oup V X1 A ((uU2.OUz V Xo A vUz.OUz A X3 V U1) V vUz.0OUz A X3 V Up). Nach
Algorithmus 3.37 wird das Gleichungssystemdin folgenden Schritten erstellt:

1. Zu Beginn ist das Gleichungssysténhieer.
2. @ hat die Verschachtelungstiefe 3.
3. Furk=3:

(a) @ besitzt in der Verschachtelungsebene 3 die Teilfovngouz A X3 V U;.

i. Diese Teilformel kommt auch in der zweiten Verschachigkebene vor. Beide Instanzen wer-
den durch die Variablei; ersetzt (wenn es um das Ersetzen geht ist es egal, in welener V
schachtelungsebene die Teilformeln vorkommen). Aus
@ = uup.Oup Vv X3 A ((uUz.OUp V X2 A vUz.OUz A X3 V Ug ) V vU3.0OU3 A X3 V Uz ) wird

=U3 =U3
@ = uup.Oup V X3 A ((uUz.OU V X2 A Ug) V Ug).

ii. Eswird eine Gleichung fuuz angelegt:
E::{ U3 = OUzA X3V Uj.
(b) k= 2.
3. Furk=2:

(a) @ besitzt in der Verschachtelungsebene 2 die Teilfopmglou, V X2 A Us.

i. Diese Teilformel wird durch die Variable, ersetzt. Aus
D = puu.OUp Vv xg A ((uU2.OUz V X2 A Uz ) V Ug) wird

=Uy
@ = uup.Oup vV X3 A (U2 V Ug).
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ii. Eswird eine Gleichung fln, angelegt:

Ous A X3 V Up
Ol V X2 A Us.

m
I
—_—
c
N W
= 1=

(b) k = 1.
3. Firk = 1:

(a) @ besitzt in der Verschachtelungsebene 1 die Teilfopmelou; Vv X1 A (Uz V U3).

i. Diese Teilformel wird durch die Variable; ersetzt. Aus
® = puu1.oUp V X1 A (U2 V ug) wird

=up
O =u.

ii. Eswird eine Gleichung fuiu; angelegt:

U3 = OUzAXgV U
E={l £ OowVxAus
Up £ QUL V X1 A (Uz V Ug).
(b) k=0.
4. Es wirdE zuriickgegeben. O

Umgekehrt ist es ebenfalls moglich, aus einem Gleichursgssy die entsprechende Fixpunktformel abzulei-
ten. Dabei werden die Schritte aus Algorithmus 3.37 rlcggigemacht, indem mit der letzten Gleichung
begonnen wird und die weiter verschachtelten Teilform@ohnund nach wieder eingebaut werden:

Algorithmus 3.39 (Umwandlung eines Gleichungssystems inre Fixpunktformel) Gegeben sei ein Glei-
chungssystem der Form

Un = (pn(Ul, ey Un)
E:=
ur = @1(ug,...,Un),

wobeio € {u, v}. Entspricht E einer Fixpunktformeb der Formoju;.¢; des flachen-Kalkils, kann® wie
folgt erstellt werden:

1. Setzab ;= o1ur.1 Und k:= 2.
2. Solange kk n
(a) Ersetze pin ® durchouk.¢k, ggf. in Klammern geschrieben, um die Prioritat der Operatonicht
zu beeinflussen.
(b) Ersetze k durch k 1 und gehe zuriick zu Schritt 2.

3. Gebed zuriick.

Beispiel 3.40 Die Umwandlung der Formel aus dem letzten Beispiel in eindBlengssystem lasst sich mit
diesem Algorithmus schrittweise riickg&ngig machen. O

Die Algorithmen 3.37 und 3.39 erlauben es, zwischen Fixgfonkeln und Gleichungssystemen hin- und her-
zuschalten. Im Allgemeinen ist aber ejméalkil-Formel keine einfache Fixpunktformel, sondern boole-
scher Ausdruck, der Fixpunktformeln enthalt, zB= x; A uU1.¢1 V X2 A vUz.@2. Soll eine solche Formel in
ein Gleichungssystem Ubersetzt werden, wird fur jede drilel von®, die eine Fixpunktformel ist, ein Block
Gleichungen wie in Algorithmus 3.37 angelegt. Die Inforioataus®, die besagt, wie die einzelnen Blocke zu
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verknlpfen sind, muss zusatzlich erhalten bleiben. Diésgjeindem jede Fixpunktformel der Forou.g in
® durch die Variablai ersetzt wird. Das Ergebnis der Umwandlung ist ein PRap), wobeiE das Gleichungs-

system ist un@ die Formel® mit den genannten Ersetzungen. Somit entsteht folgendelyemeinerung von
Algorithmus 3.37:

Algorithmus 3.41 (Umwandlung einer flachenu-Kalkll-Formel in ein Gleichungssystem) Sei® € £, ei-
ne flacheu-Kalkil-Formel. lThre Darstellung als PagiE, ¢) wird nach folgenden Regeln erstellt:

1. Initialisiere E mit dem leeren Gleichungssystem undesgtz .
2. Fur jede Fixpunktforma}’ = ou.p vong, mito € {u, v}:

(a) Ersetzep’ durch u ing.
(b) Bestimme die Verschachtelungstiefe k der Fokshel
(c) Solange k- O:

i. FUrjede Teilformel der Forna~’v.ys der Verschachtelungsebene kgin
- Ersetze jede Instanz veriv.y in ¢’ durch die Variable v.

. Erweitere E um die Gleichung % ; neue Gleichungen werden unter bereits angelegte
geschrieben.

ii. Ersetze k durch k-1 und gehe zurtick zu Schritt c.

3. GebgE, ¢) zuriick.

Beispiel 3.42 Sei

D = X3 A uur.Oup V xg A ((uUz.OUz V X2 A vUz.OU3z A X3 V U1) V vUz.0OU3 A X3 V U1) V X4 A vUg.0Ug A Xg.
Algorithmus 3.41 durchlauft dann folgende Schritte:

1. Zu Beginn ist das Gleichungssystéhieer und es gilt
¢ = X1 A uup.OUp V X1 A ((uUz.OlUp V Xo A vUz.OUz A X3V Up) V vU3.OU3 A X3 V Up) V Xg4 A vUg.OUg A Xg.

2. Fir die Teilformely’ = uui.Ouy vV X3 A ((ulp.OUz V X2 A vUz.OU3 A X3 V Up) V vUz.0OU3 A X3 V Ug):

() Esgiltg = X1 A Up V Xg A vUg.0OUg A Xg.

(b) Indiesem Schritt und in Schritt (c) wigsd wie in Beispiel 3.38 in ein Gleichungssystem umgewan-
delt. Danach gilt

U3 = OUsA X3V U
E={ w £ OUz V Xo A U3
U £ ouVxiA (U V ug).

2. Fur die Teilformely’ = vus.0ug A X4:

(@) Esgiltg = x1 AUz V Xq A Ug.
(b) ¢’ hat die Verschachtelungstieke= 1.
(c) Furk=1:
i. ¢’ besitzt in der Verschachtelungsebene 1 die Teilforragbus A X4.

- Diese Teilformel wird durch die Variablgy ersetzt. Aus
¢’ = vUy.0OUg A Xq Wird
————

=Uy
¢ = uy.
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- Es wird eine Gleichung flu, angelegt:

U3 = OUsAX3VUp
E = uo L OU2 V X2 A Ug
T lw £ oouvixeA(up v ug)
Uy = OUgA Xq.
i. k=0.
3. Es wird das PaaE, ¢) mit ¢ = X3 A U1 V X4 A Ug zurlickgegeben. m]

Am aufwéndigsten ist die Umkehrung eines gegebenen Pdarg} i eine flache Formel. Zunéchst ist eine
syntaktische Einschrankung der Formeiotwendig, denn die Umwandlung ergibt nur dann einen Simmnwy
die Variablen{us,...,un}, die auf der linken Seite der Gleichungen im Gleichungssydt stehen, in der
Formel ¢ frei sind (ansonsten kénnte das Pard#) nicht aus einer flachen Formel mit Algorithmus 3.41
zuriickgewonnen werden). Es wird fortan davon ausgegarmtgesy dieser Einschrdnkung genigt. Das Paar
(E, ¢) wird dann algytiltiges Paarbezeichnet.

Weiterhin spielt es eine Rolle, ob die Variablen aus der Mdng, ..., u,}, die in ¢ vorkommen, jeweils der
aulersten Verschachtelungsebene einer Teilformel extspn. Wie das folgende Beispiel zeigt, besteht dann
die Umkehrung lediglich in einer Anwendung von Algorithn8i89 fir jede freie Variable aus der linken Seite
des Gleichungssystems, diegrvorkommt.

Beispiel 3.43 Soll das PaarH, ¢) mit

U3 = OUzA X3V Up

E = uo % OU2 V X2 A Ug
U = OuVxgA(UVug)
Uy = OUgAXg

und¢ = X1 A U1 V X4 A Ug aus dem letzten Beispiel wieder in die urspriingliche Foumsgewandelt werden,
genugt es, den Algorithmus 3.39 auf die Blocke

U3 = OUzAXgVUp
U £ O VXoAUs und { Us = OUsAXg
Up £ QUL V X3 A (Uz V U3)
anzuwenden und die Variablern undu, durch die daraus resultierenden Formelg izu ersetzen. O

Das Paark, ¢) kann aber auch so erstellt werden, dass eine Varighleg¢ vorkommt, wobeipk von Variablen
u miti < k abhangt. Wenn eine solche Variable nach Algorithmus 3.38hdeine Fixpunktformebyuy.¢k
ersetzt wird, treten ig Variablenu; miti < k auf. Da die entsprechenden Gleichungen von diesem Algauith
nicht bearbeitet werden (sie stehen weiter unten), bleileivariablenu; falschlicherweise frei.

Beispiel 3.44 SeiE wie im vorangegangenen Beispiel uad= X2 A up. In diesem Fall ergibt die Anwendung
von Algorithmus 3.39 auf den Block

us

uz

¢ = Xo A ulp.OUz V X2 A vUsOU3 A X3 V Uz. Dies ergibt keinen Sinn, weil; noch frei ist. Die Umkehrung muss
also fur die Variables; erneut angestof3en werden, so dass diese durch den engsptectFixpunkt
HU1.OUL V X1 A ((ulp. QU2 V X2 A vUz.OUz A X3 V Uz) V vUz.OUz A X3 V Uz) ersetzt werden kann. O

Ous A X3V Up
Ol V Xo A Uz

= 1=

Folgender Algorithmus ist eine Erweiterung von Algorither8139, die diese Problematik bertcksichtigt und
fur jedes gliltige PaalH, ¢) die entsprechende flache Forndeérzeugt:
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Algorithmus 3.45 (Umwandlung eines Paare$E, ¢) in eine u-Kalkil-Formel) Gegeben sei ein glltiges
Paar (E, ¢), bestehend aus einem Gleichungssystem

Un O;] ‘Pn(ula sy Un)
E:= :
o1

ur = ¢@1(ug,...,Un),

mit o € {u, v}, und einer flachen Formel € £, in der die Variablen . ..., u, frei sind. Die entsprechende
Formel ® im flachenu-Kalkul wird wie folgt erstellt:

1. Setzeéb ;= ¢ und initialisiere FV ((E, ®)) mit der Menge der Variablefus, ..., u,}, die in® frei sind.
2. WenrFV ((E, @)) = 0, gebed zurlick.
3. Fir jedes ue FV ((E, ®)):

(a) Finde die Gleichungil ¢ in E und setze k i + 1.
(b) Solange k n

i. Ersetze win ¢; durchoyUk.¢k, ggf. in Klammern geschrieben, um die Prioritat der Operato
nicht zu beeinflussen.

ii. Ersetze k durch k 1 und gehe zurtuick zu Schritt b.
(c) Ersetze uin ® durchoiju;.g;.

4. AktualisiereFV ((E, ®)) und gehe zuriick zu Schritt 2.

Beispiel 3.46 Gegeben sei das Padt, () mit

U3 = OUgA X3V Up
E={ U £ ObVXAUs
Up £ QUL V X1 A (Uz V U3)

und¢ = X2 A Up. Dann durchlauft Algorithmus 3.45 folgende Schritte:

1. Es geltend = x; A U undFV ((E, @)) = {uy}. Die Anzahl der Gleichungen ist= 3.
2. FV((E, ®)) + 0, also folgt:

3. Firuy:

(a) Die gesuchte Gleichung Z ¢; ist up E o v X A ug. Es gelteri = 2 undk = 3.
(b) Firk = 3:

i. Die Variableus wird in ¢, durchvusz.ouz A X3 V up ersetzt. Es ergibt sich
@2 = QU2 V X2 A vUz.OU3 A X3 V Us.
i. k=4.
(c) In® wird up durchuup.g ersetzt. ES gilthb = X3 A uUz.Olp V X2 A vUz.OU3 A X3 V Ug.
4. Es wird mitFV ((E, ®)) = {u;} zu Schritt 2 zurtickgesprungen.
2. FV((E, ®)) + 0, also folgt:
3. Firug:

(a) Die gesuchte Gleichung £ ¢ istu; £ ous v X1 A (Lo V Ug). Es gelteri = 1 undk = 2.
(b) Furk =2:
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i. Die Variableu, wird in ¢; durchuu,.Oup Vv X2 A U ersetzt. Es ergibt sich
p1=OUV X1 A ((LUa.OU2 V X2 A U3) V Ug).
i. k=3.
(b) Firk = 3:
i. Die Variableuz wird in ¢; durchvusz.ous A X3 V Uz ersetzt. Es ergibt sich
p1=OUV X1 A (L. QU V X2 A YU3.OU3 A X3 V Up) V vU3.0OU3 A X3 V Uy).
i. k=4,
() In® wird uy durchuu; .1 ersetzt. Es gilt
D = Xo A ulp.OUz V X2 A vUz.0OU3 A X3 V uUp.OU V X1 A ((ulp.OUz V X2 A vU3.0OU3 A X3 V Up) V
vUz.0OU3 A X3 V Ug).

4. Es wird mitFV ((E, ®)) = 0 zu Schritt 2 zurtickgesprungen.

2. Es wird® zurickgegeben. m]

An diesem Beispiel wird auch klar, dass Gleichungssystemeigles kompakter als die entsprechenden fla-
chen Formeln sein kénnen.

Syntax und Semantik des vektoriellerKalktils lassen sich nun wie folgt definieren:

Definition 3.47 (Syntax des vektorielleru-Kalkuls) Sei&, die Menge aller Paar€E, ¢) in denen E eiru-
Kalkdl-Gleichungssystem ist ugds £, eine flache:-Kalkll-Formel, in der die Variablen aus den linken Seiten

der Gleichungen in E frei sind. Dann iﬁ# .= L, U &, die Menge der vektoriellep-Kalkul-Ausdricke.

Definition 3.47 ist lediglich eine Erweiterung von Definiti@.17 um giltige Paare der Foris, ). Auch die
Semantik des vektoriellem-Kalktls wird auf die des flachen aus Definition 3.18 zurlid¢ibe:

Definition 3.48 (Semantik des vektorielleru-Kalkuls) Gegeben seien eine Kripke-Struktifrund ein Paar
(E,¢) € L,. Dannist(E, )[4 = [Pl wobeid® die Formel ist, die aus der Anwendung von Algorithmus 3.45
auf (E, ¢) entsteht.

3.3.2 Abhéangigkeitsgraphen von Gleichungssystemen

Die Definitionen 3.47 und 3.48 erlauben es, Zustandsmenigen gegebenen Kripke-Struktd¢€ in der Form
(E, ¢) zu beschreiben. Prinzipiell lasst sich die Zustandsmé(igep) ] nach Definition 3.48 ermitteln, indem
(E, ¢) mit Hilfe von Algorithmus 3.45 in eine flache Form® umgewandelt wird, womit danfi®]4 nach
Definition 3.18 berechnet werden kann. Wie aber in AbsclB3niti5 bereits erlautert, ist mit der Einflhrung des
vektoriellenu-Kalklls eine Steigerung derfiizienz beabsichtigt, die erst durch alternative Berechsmunig-
lichkeiten erlangt wird.

Die Formelp aus dem Paak, ¢) enthalt Variablen aus der linken Seite des GleichungssysE. Das Ziel des
vektoriellenu-Kalkils ist es, Ausdriicke fur diese Variablen anhand descBlingssystemi zu berechnen,
was als did_6sungdes Gleichungssystems bezeichnet wird. Werden diese lisgeling substituiert, zerfallt
diese in eine flache Formel, die keine Fixpunktformeln enthélt. Die Berechnung \f¢&, ¢)]4 wird also
nach der Substitution auf die vd@’ ]|, vereinfacht. Somit besteht die eigentliche Aufgabe in disung des
Gleichungssystems, die im Folgenden genauer untersuctit bin die Semantik zu erhalten, halten sich die
Uberlegungen stets an die Auswertung der entsprechenatreri&ormel.

Die Umwandlung eines Paares, @) in eine flache Formeb erzeugt im Allgemeinen Teilformeln der Form
ou.p. Im einfachsten Fall kbnnen diese unabhangig voneinaneiexchnet werden, wie z.B. die Ausdriicke
fur uuy undvuy in der Formeld aus Beispiel 3.42. Aus der Sicht des Gleichungssystemgrentsen solche
Teilformeln Gleichungen, zwischen denen keinerlei Abhgket besteht. Gleichzeitig kann jede dieser Fix-
punktformeln verschachtelte Fixpunktformeln enthal®olche Formeln stammen aus Gleichungen, zwischen
denen Abhangigkeiten bestehen und die im Allgemeinen zschiachtelten Iterationen fihren. Diese Zusam-
menhange werden durch folgende graphische Darstellunigw#icht:
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Definition 3.49 (Abhangigkeitsgraph eines Gleichungssysins) Sei E das Gleichungssystem

a

Un = (pn(Ul, ey Un)

o

u = ¢1(U,...,Un)

undFV (¢x) die Menge der freien Variablen ig. Dann ist(V, T) der Abhangigkeitsgraph von E, wobei:¥
{ug,...,untund T = {(Ui, U) | Ui € FV (@)}

Eine Kante von Knotem; nach Knoteru, bedeutet demzufolgay;, beeinflusst den Wert vouy*.

Beispiel 3.50 Der Abhéngigkeitsgraph fir das Gleichungssystem aus B¢i8p12 ist in Abbildung 3.2 wie-
dergegeben. Hieraus wird ersichtlich, dass Knoten desh&rgmlie nicht miteinander verbunden sind, stets zu

AN

Abbildung 3.2: Der Abhéngigkeitsgraph des Gleichung&systaus Beispiel 3.42

Teilformeln fihren, die unabhéngig voneinander berectuagtien kénnen. O

In Beispiel 3.50 sind die Abhangigkeiten entweder weclesids wie zwischeruy, u, unduz, oder gar nicht
vorhanden, wie zwischen letzteren ungd Das folgende Beispiel zeigt, dass es auch unidirektioAblegngig-
keiten geben kann.

Beispiel 3.51 Sei das Gleichungssystem

Ug £ OUg V Ug
Us = OUsA Xs
4
g._) U = DO(UsVu)A(UsV Us)
"l us £ OusAxzVu
uy £ QU V X2 A Uz
U £ o VXA (e V Ug).
Der entsprechende Abhé&ngigkeitsgraph ist in Abbildungz8.8ehen. O

G{G

Abbildung 3.3: Der Abhéngigkeitsgraph des Gleichung&systaus Beispiel 3.51

a
()

(O10)

Anhand des Abhangigkeitsgraphen eines Gleichungssys@énmen folgende allgemein giiltige Uberlegungen
gemacht werden:
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e Aus Algorithmus 3.45 geht hervor, dass jede Varialjlen der Formelgy durch eine Fixpunktformel
ersetzt wird, in der alle Variablen verschachtelt sind, denen Knoten es einen Pfad zu dem Knoten
u; im Abhangigkeitsgraphen gibt. Zum Beispiel: Falls zu demi@lungssystem in Beispiel 3.51 eine
Formelg angegeben wird, die die Variahlg enthalt, dann flhrt dies zu einer verschachtelten Teiléym
in der alle Variablen vorkommen. Hingegen wirde die Vagahlzu einer Teilformel flhren, in der nur
die Variablenuy, u, unduz verschachtelt sind.

e Wenn eine Variable; in ¢k vorkommt, gibt es eine Kante van zu ux. Wenn eine Variable; eine Varia-
ble uk indirekt Uber eine dritte Variable; beeinflusst, so gibt es einen Pfad wgriiberu; nachu,. Somit
bilden Variablen, dialle mittelbar oder unmittelbar voneinander abhéangen, stresgmmenhangende
Komponentef. In Abbildung 3.3 bilden die Knotefus, Uy, us}, {us, Us} und{us} jeweils eine maximale
streng zusammenhéangende Komponente. Diese werden fadthmaximale Komponentegenannt.

e Bei der Berechnung beeinflussen sich die Gleichungen, dievdximalen Komponenten entsprechen,
maoglicherweise in eine Richtung, aber niemals gegenseitign Beispiel hangt in Abbildung 3.3 die
Berechnung der Gleichungen f{uy, us} von denen flfuy, Uy, us} ab, aber nicht umgekehrt. Dies lasst
sich mit Hilfe des Abhangigkeitsgraphen visualisierermeim die maximalen Komponenten zu Super-
knoten zusammengefasst werden. Dadurch entsteht eimfasrieier Graph, der nur aus trivialen streng
zusammenhé&ngenden Komponenten besteht. Fir den Grapltbhildufig 3.3 ist der vereinfachte Ab-
héangigkeitsgraph der in Abbildung 3.4.

Abbildung 3.4: Der vereinfachte Abhéngigkeitsgraph fuidpes| 3.51

e Dadie Gleichungen aus zwei verschiedenen Superknotea Waohselseitigen Abhangigkeiten aufwel-
sen, genigt es, die Berechnung der Fixpunkte bei den Sugerkau beginnen, die keine ankommende
Kante besitzen und die Ergebnisse dann entsprechend deézrkiam Graphen fortzupflanzen. Im Fal-
le der Abbildung 3.4 mussefuy, up, us} und {us}, egal in welcher Reihenfolge, vdu,, ug} berechnet
werden.

e Die LOsung eines Gleichungssystems zerféllt damit in dieeBf®nung der Fixpunkte der maximalen
Komponenten. Die Gleichungen aus einer maximalen Komgeremgeben, wenn mit Algorithmus 3.45
in den flachenu-Kalkil umgewandelt, eine verschachtelte Formel, bei ddr die Reihenfolge, in der
die Fixpunkte ausgewertet werden, aus der Verschachwiefey ergibt. Folglich darf die Reihenfolge
der Gleichungen, die eine maximalen Komponente im Abh&egfsgraphen bilden, zumindest im All-
gemeinen nicht veréndert werden. Eine Gleichung darf sitlGleichungssystem jedoch auf und ab
bewegen, solange sie dabei an keiner Gleichung der eigeaeimalen Komponente vorbeizieht. Damit
koénnen die Gleichungen so sortiert werden, dass aus jedémalan Komponente ein Block Gleichun-
gen entsteht, die hintereinander geschrieben werden. igpiBe3.51 kénnen z.B. die Gleichungen fir
Us und ug vertauscht werden, so dass die Gleichungen{digyu,, us}, {us, Ug} und {us} jeweils einen
solchen Block bilden. Die Blocke dirfen beliebig miteinandertauscht werden, ohne die Lésung des
Gleichungssystems zu beeinflussen.

Diese Uberlegungen werden in der folgenden Definition umd fidggenden Lemma festgehalten.

Definition 3.52 (Maximale Komponente eines Gleichungssyatns) Eine maximale Komponente eines Glei-
chungssystems E ist ein Gleichungssysténdé&ssen Gleichungen in derselben Reihenfolge wie in Erstehe
und die in dem Abhangigkeitsgraphen von E eine maximalaegtasammenhéngende Komponente bilden.

4In einem gerichteten Graphen ist eine streng zusammenhédadé@mponente ein Teilgraph, in dem es von jedem Knotemeine
Pfad zu allen anderen Knoten gibt. Eine streng zusammerhédegKomponente ist maximal, wenn sie kein echter Teilgeipar
anderen solchen Komponente ist.
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Lemma 3.53 (Zerlegung eines Gleichungssystems in maximéf®@mponenten) Die Fixpunkte der maxi-
malen Komponenten eines Gleichungssystems E lassen siehrgeberechnen, so dass die Lésung von E
auf die Losung seiner einzelnen maximalen Komponentegkagefiihrt werden kann.

Aus der obigen Argumentation folgt, dass die Umwandlungreflachen Formeb in ein Paar E, ¢) folgende
Vorteile bringt:

« Teilformeln von®, die nicht gegenseitig voneinander abh&ngen, zerfallegeirennte Berechnungen.
Bei einem System mih Gleichungen sinkt somit die obere Grenze fur die Anzahl teationen von
IS|" auf |S|™, wobei m die Anzahl der Gleichungen der groRten maximalen Kompenastt Damit
werden unnotige Verschachtelungen der Iterationen, wiBeipiel 3.34 auf Seite 43, per Konstruktion
vermieden.

x Wenn eine Fixpunktformel mehrmals @ vorkommt, wird jede Instanz davon bei der Berechnung nach
dem flachenu-Kalkil (Definition 3.18) neu ermittelt. In dem Gleichungsgem entsteht flr eine solche
Teilformel nureineGleichung, wodurch unnétige Wiederholungen vermiederderrEine solche Situa-
tion kommt in Beispiel 3.51 nicht vor, wiirde aber entstelveenn es in Abbildung 3.4 eine zusatzliche
Kante von{us} nach{us, Uy, uz} gabe. Die Gleichung flus wiirde nach wie vor nur einmal berechnet,
das Ergebnis aber zweimal verwendet werden.

Im ndchsten Abschnitt werden weitere Verbesserungsntigliten erlautert, die sich aus der Auseinanderset-
zung mit der Berechnung der einzelnen maximalen Komponesttgeben.

3.3.3 Losung von Gleichungssystemen

Dieser Abschnitt enthalt Algorithmen zur Lésung von Gleigfgssystemen, deren Gleichungen eine maximale
Komponente bilden. Die L6sung eines Gleichungssystemdlgamaeinen Fall besteht dann laut Lemma 3.53
aus der Anwendung dieser Algorithmen auf die einzelnen makn Komponenten.

Aus Algorithmus 3.45 geht hervor, dass Gleichungssysteligeaus einer maximalen Komponente bestehen,
stets in verschachtelte Fixpunktformeln der Faronge umgewandelt werden (in diesem Fall ist auch Algo-
rithmus 3.39 anwendbar). Definition 3.18 schreibt vor, ddissBerechnung einer solchen Formel mit dem
auRersten Fixpunkt beginnt, und dass jede Verschachtdbege eine neue Fixpunktiteration anst6i3t. Im Fal-
le der Gleichungssysteme folgt aus deren Aufbauweise négbriomus 3.41, dass die Berechnung mit der
unteren Gleichung beginnt. Enthalt die rechte Seite eirleicung eine Variable, fur die weiter oben im
Gleichungssystem eine Gleichung steht (was einer tiefdeeschachtelungsebene in der Formel entspricht),
so muss dieser obere Fixpunkt zundchst bestimmt werdeor b@av der unteren Gleichung weitergerechnet
werden kann. Folgender Algorithmus fasst diese Uberlegmizgisammen:

Algorithmus 3.54 (1. Losung eines Gleichungssystems ausieir maximalen Komponente) Sei

a

Un = QDn(U]_, ey Un)
E:= :
71

Uz ng(Ul, ey Un)

ein Gleichungssystem, dessen Abhé&ngigkeitsgraph ausraamémalen streng zusammenhéangenden Kompo-
nente besteht. Dann kann E mit den folgenden Formeln gekisken:

ui11+1 = gpl(uill, e Uinl’oo """ “)
: (3.24)
Ut = on(ul, . U,

ik-1,0

Dabei werden die AnfangswertE-’U’ bei oy = p gleichO und beioyk = v gleich 1 gesetzt.

SDies ist ein vorlaufiges Ergebnis, das in Abschnitt 3.3.3narbessert wird.
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Beispiel 3.55Im Falle des Gleichungssystems

{Uz 2 o(Ug, p)
o

U e1(U1, Up)
ergeben sich wie in Beispiel 3.34 auf Seite 43 die Formeln
i1+1 . i1 1,00
[ ul]i,i2+1 :_ ‘pl(ulll’ U%,iz)
Uy = (U, uy?).

O

Aus der Verschachtelung der Iterationen in 3.24 folgt, ahed 6sung eines Gleichungssystems miBlei-
chungen auf einer Kripke-Struktur m#| Zustanden bis z(8|" Iterationen betragen kann. Im Folgenden wird
untersucht, wie sich diese obere Grenze reduzieren lassgahgspunkt fir die Verbesserungen ist die Tatsa-
che, dass das Tarski-Knaster-Theorem nicht unbedingangt;l dass die Iterationen jedes Mal mit dem Wert 0
bzw. 1 anfangen. Statt dessen kann jeder Wert, der die Baajegy, undu, bzw. v1 undv, in Theorem 3.27
erfullt als Anfangswert dienen. Folgendes Lemma liefeé-Przw. Post-Fixpunkte, die bessere Annéherungen
zu den gesuchten Fixpunkten bilden und deshalb zu wenigrgttibnsschritten fihren.

Lemma 3.56 (Ubertragung der Monotonie auf verschachtelte &punkte) Sei das Gleichungssystem

Un = ‘Pn(ula ey Un)
E:=
upr = ¢1(ug,...,Un),

das aus einer maximalen Komponente besteht und inadee{u, v} fir 1 < k < n. In den Formeln 3.24 gilt
dann

- . i1,...,ik—1,00 i1,0.0iKk,00

furog = ugy Cus; ™, (3.25)
- . i1,.0iK,00 i1,..0ik—1,00

furox=v: ugy Cugy . (3.26)

Der Beweis dieses Lemmas befindet sich auf Seite 132 in AnBang

Lemma 3.56 ist wie folgt zu interpretieren: Wenny = o1 = u, dann ist der Weru:j;'i"ik‘l""’ ein Pra-
Fixpunkt vonu:j;'i"ik""’ und erflllt damit Bedingung, in Theorem 3.27. Es ist deshalb naheliegend, letzteren
als Anfangswert fur die Berechnung vu[j;""'k"x’ zu verwenden. Dazu muss auch Bedingunagerfillt sein.
Diese ergibt sich aus der Ungleichung 3.25 und aus der \AZa‘h‘? := 0 fur die allererste Berechnung voR.
Der Fallok = oke1 = v ist ahnlich: Der Weru:j;'i"ik‘l""’ ist dann ein Post-Fixpunkt voun{j;‘i"ik’w und erfullt
Bedingungv, in Theorem 3.27. Bedingung, ergibt sich aus Ungleichung 3.26 und aus der V\@hl’0 =
1. Zusammenfassend gilt: Fallsc = oy, 1, ist es legitim, fur die Berechnung vofﬁ;‘i"ik""’ fur ix > 1 den
Anfangswert o o

U= u
zu wahlen. Der Wert auf der rechten Seite ist aber geradebdegem die Iteration flitk,; zuletzt stehen
blieb, so dass sich diese Wahl der Anfangswerte automaéisgibt, wenn die berechneten Werte in ihren
Speicherplatzen nicht verandert werden.

Diese Optimierung greift nicht, wenmy # o1, denn in diesem Fall steht ein Pra-Fixpunkt zur Verfligung,
wenn ein Post-Fixpunkt benotigt wird, oder umgekehrt. Beem Wechsel der Fixpunktart wird deshalb wieder
auf die immer gtiltigen Werte O (fiary,1 = p) bzw. 1 (furoy,1 = v) zuriickgegiifen. Diese Erkenntnisse werden
im folgenden Algorithmus zusammengefasst:

Algorithmus 3.57 (2. Lésung von Gleichungssystemen aus @nmaximalen Komponente) Sei

U = ¢n(Ug,...,Un)
E .=

u = ng(Ul, cee Un)
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ein Gleichungssystem, dessen Abh&ngigkeitsgraph ausraaémalen streng zusammenhangenden Kompo-
nente besteht. Dann kann E mit den folgenden Formeln gekisien:

Ut = (U uE)
: (3.27)
UH ..... |I’\+1 = Qon(ulfa LX) UH ..... In)‘

Die Anfangswerte &J"’O fur die erste Berechnung von werden beiby = u gleich0 und beioy = v gleich1
gesetzt. Danach werden die Anfangswetjﬁ"ﬁ’o dann und nur dann aud bzw.1 zurlickgesetzt, wenr, #
Ok+1-

Dieses Prinzip wurde zum ersten Mal von Emerson und Lei in §2gesetzt, um die Berechnung flacher
u-Kalkil-Formeln zu verbessern. Unterschiede zwischerodtigmus 3.57 und den dort vorgestellten Ergeb-
nissen ergeben sich lediglich in der Behandlung von Teil&n der Fornou.e, die im Falle der Gleichungs-
systeme entfallen. Im Folgenden wird gezeigt, dass Algorits 3.57 die gleiche Komplexitat wie der von
Emerson und Lei hat. Dazu sind folgende Definitionen notwend

Definition 3.58 (Maximaler Teilblock) Ein maximaler Teilblock eines Gleichungssystems, dasiaes ma-
ximalen Komponente besteht, ist eine Gruppe aufeinantiggrider Gleichungen, die alle denselben Fixpunkt-
typ haben und die entweder an keine Gleichung oder aber aictiiegen des entgegengesetzten Fixpunkttyps
grenzen.

Im Folgenden werden maximale Teilblécke nur noch Teilbéglkenannt. Abbildung 3.5 zeigt ein Gleichungs-
system mitZ Teilblocken.

Un = ¢n(ug,...,up)
: Teilblock B
o
Umnl = @ke(U,...,Un)
Tl-1
Un = k(Ug,...,Un)
: Teilblock B_1
o-1
Ur1 =  @j1(Us,...,Un)
a2 gi(Ug,....Un)
: Teilblock B
o1
Uz = ng(Ul, Cey Un)

Abbildung 3.5: Die maximalen Teilblocke eines Gleichurygésms

Definition 3.59 (Alternierungstiefe eines Gleichungssysins) Die Alternierungstiefe eines Gleichungssys-
tems, das aus einer maximalen Komponente besteht, ist da@hhseiner maximalen Teilblocke

Die Alternierungstiefe eines Gleichungssystems aus mehmaximalen Komponenten ist das Maximum der
Alternierungstiefen seiner maximalen Komponenten.

Gleichungssysteme, in denen alle Gleichungen densellenrikttyp haben, bestehen aus einem einzigen Teil-
block, haben Alternierungstiefe 1 und werden alterniesfreg genannt.

5Die hier gegebene Definition entspricht der von Seidl [76] ist fiir die Zwecke dieser Arbeit ausreichend. Eine feindgnesion
von Niwihski [65] fuhrt unter besonderen Umstanden zu einem Waertjiaheeins kleiner ist. Diese Optimierung ist auch hier mdglic
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Definition 3.60 (Grol3e eines Gleichungssystemd)ie GroRRe einer Gleichung eines Gleichungssystems ist
die Anzahl der Operatoren und Variablen auf ihrer rechteiteS®ie GroRRe eines Gleichungssystems E wird
mit |E| bezeichnet und ergibt sich aus der Summe der Grof3en detre@nz@leichungen.

Theorem 3.61 (Komplexitat deru-Kalkil-Modellprifung nach Algorithmus 3.57) Gegeben seien eine
Kripke-StrukturX = (S, 7, R, £) und ein Gleichungssystem E der Alternierungstiefend der GroReE|

tiber den Variablen vofK. Die Lésung von E wird von Algorithmus 3.57 innerhalb deltlhé(%)g IR| |E|)
berechnet.

Der Beweis dieses Theorems befindet sich auf Seite 133 inignBa

Diese obere Grenze fur die Berechnungsdauer von Algorghsrii7 entspricht den Optimierungen von Emer-
son und Lei in [32] und stellt eine wesentliche VerbessenogAlgorithmus 3.54 dar. Zum Beispiel wachst
bei diesem auch bei Gleichungssystemen der Alternienafigst die Anzahl der Iterationen exponentiell mit
der GroR3e des Gleichungssystems, wahrend dieses Wachstuétigbrithmus 3.57 nur noch linear ist.

Eine noch geringere Komplexitat wurde von Cleaveland §2al.durch Buchfiihrung von Zwischenresultaten
erzielt, so dass unnétige Iterationen erspart bleiben Hdgsbnis ist in folgendem Theorem festgehalten:

Theorem 3.62 (Komplexitat deru-Kalkil-Modellprufung [21]) Gegeben seien eine Kripke-Struktir =
(8, 1,R, L)und ein Gleichungssystem E der Alternierungstied@d der Grol3¢E| iber den Variablen vof.

. : . -1
Die Lésung von E kann innerhalb der Zel'( 2& )g IR IEI) berechnet werden.

Um diese Verringerung der Komplexitat zu erreichen, veretmer Algorithmus von Cleaveland et al. einen
Vektor der LangdsS|, dessen Elemente einzeln adressiert werden. Deshallbst bei einer symbolischen
Darstellung der Transitionsrelation diese Losung auf leBrab mit moderaten Zustandsrdumen und grof3en
Alternierungstiefen beschrénkt. In der Modellpriifungdndtber gerade das Gegenteil benétigt, so dass fir die
Praxis eine symbolische Implementierung von Algorithmus73mmer noch die bessere Wahl ist. Dies gilt
selbst wenn durch die symbolische Darstellung z.B. mitigin&ntscheidungsdiagrammen die Berechnungen
auf der Transitionsrelation nicht mehr in linearer Zeitachaufiihren sind.

Des Weiteren gibt es noch eine Verbesserung von Browne, kebrd. [10, 58] fir Gleichungssysteme mit
Alternierungstiefef > 3. Die Ubertragung der Monotonie wird auf alle ungeraderibkiike erstreckt, so
dass nur noch gerade Teilblocke auf O bzw. 1 zuriickgesetrdenemiissen. Es werden Hilfsstrukturen in
der GroRRenordnung des Zustandsraumes angelegt, die qiligtexAdressierung verlangen. Damit ist auch
dieser Algorithmus nicht fir den praktischen Einsatz inMedellprifung geeignet. Unabhangig davon ist das
Ergebnis wichtig fir die Abschatzung der Komplexitat destigms. Unter den gleichen Voraussetzungen flr
die Berechnungen auf der Transitionsrelation wie in Th@oBe61 ergibt sich Folgendes:

Theorem 3.63 (Komplexitat deru-Kalkil-Modellprufung [10])) Gegeben seien eine Kripke-Struktifi =
(8,1,R, L)und ein Gleichungssystem E der Alternierungstiefe 3 und der GroRdE| Giber den Variablen
von%. Dann kann die Lésung von E innerhalb der Ze(tt@)(|8| + DI R |E|) berechnet werden.

Das Ergebnis von Browne, Long et al. wurde von Seidl [76] umdidihski [44, 45] bestatigt und stellt die
geringste bekannte Komplexitatsgrenze fir das Modeljprggproblem dar. Es ist noch unklar, ob die L6sung
eines Gleichungssystems im Allgemeinen in polynomielleit Zndglich ist. Diese Vermutung liegt jedoch
nahe, zumal dag-Kalkil-Modellprifungsproblem zur Zeit das einzig bek@nRroblem ist, dass in der Kom-
plexitatsklass&P N co-NP liegt, fir dessen Losung kein polynomieller Algorithmuguyelen wurde.

Es folgen noch zwei Theoreme fir alternierungsfreie Glaigssysteme. Das erste besagt, dass die Iteratio-
nen fur die Losung alternierungsfreier Gleichungssystanmh vektoriell — also nicht verschachtelt — laufen
kdénnen:
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Theorem 3.64 (Vektorielle Losung fur alternierungsfreie Geichungssysteme)Sei

(on

Un Son(ul, ceey Un)

E:= :
u £ ¢i(Ug,...,Un)
ein Gleichungssystem mit Alternierungstiefe 1 Giber deialen der Kripke-StruktuK = (S, 7, R, L), dessen

Abhéangigkeitsgraph aus einer maximalen streng zusammegehden Komponente besteht und in dema
{u, v}. Ausgehend von den Anfangswert%n:vOfUr o = u bzw. \2 = 1flr o =v,1 <k < n, berechnen die

Formeln ) . ) .
v'f1 o1V, ..., v'n_l, Vi)

: (3.28)
Vo on(virL VL

n-1°

innerhalb der Zeit C(|E|2 S| |R|) die gleichen Fixpunkte wie Algorithmus 3.57.

Der Beweis dieses Theorems befindet sich auf Seite 135 inrgnBa

Folgendes Theorem besagt, dass die Losung von Gleichigtgssn mit Alternierungstiefe 1 gegeniber Ver-
tauschungen der Gleichungen invariant ist. Die Vertausgén haben allerdings keinen weiteren Einfluss auf
die Komplexitat.

Theorem 3.65 (Vertauschbarkeit der Gleichungen gleichfémiger Gleichungssysteme)Sei

Un Son(ul, cees Un)
E:= :
(on

up <p1(u1, cey Un)

ein Gleichungssystem mit Alternierungstiefe 1, desseiddibkeitsgraph aus einer maximalen streng zusam-
menhéangenden Komponente besteht und in gem {u, v}. Dann kénnen die Gleichungen von E beliebig
miteinander vertauscht werden, ohne dessen Lésung zuflossan.

Der Beweis dieses Theorems befindet sich auf Seite 136 infgnBaHiermit sind nun alle Grundlagen einge-
bracht, die in den nachsten Kapiteln die Anwendungd&silkiils auf die Uberwachersynthese ermdglichen
werden.

3.4 \Verbesserungsmaglichkeiten

Die Algorithmen flr die Modellpriifung gehen davon aus, deissModell des zu verifizierenden Systems in

Form einer Kripke-Struktur vorliegt. Es gibt also keinensate, der den Entwickler bei der Erstellung dieses
Modells unterstuitzt. Der Schwierigkeitsgrad dieser Abfgast jedoch nicht zu unterschéatzen. Unter Umstan-
den bedeutet dies, dass der Entwickler sehr viele Versuelohen muss, bis er zu einem fehlerfreien Modell
kommt, oder im Extremfall nicht in der Lage ist, ein solchesddll zu erstellen.

In Abschnitt 2.2 wurde deutlich, dass die Uberwachersysghia vielen Fallen aus Spezifikationen, die nicht
alle Anforderungen an das zu entwerfende System erfulies,l@auchbare Spezifikation gewinnen kann. Es
ist deshalb naheliegend, die Uberwachersynthese fiir dieelfEing der Modelle heranzuziehen. Ein solches
Modell hat natirlich auch die Nachteile, die in Abschni@ 8rwéhnt wurden und die mit Hilfe der Modellpri-
fung zu beheben sind. In den nachsten Kapiteln wird deshatrsucht, wie beide Methoden in diesem Sinne
kombiniert werden kdnnen.
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Kapitel 4

Die Uberwachersynthese imu-Kalkul

In diesem Kapitel wird die Uberwachersynthese, die bisbnéeadlichen Automaten und auf den in Kapitel 2
vorgestellten Algorithmen basiert, in girKalkil-Modellprifungsproblem tbersetzt. Die Vorgehease wird

in Abbildung 4.1 verdeutlicht. Der untere Weg von dem AuttenaAy x Ag zu dem Uberwachefis stellt
den herkdmmlichen Syntheseprozess aus Kapitel 2 dar. Neieser Arbeit ist die Alternative, die Synthese
mit Hilfe der Modellpriifung in demu-Kalkil durchzufiihren. Dazu mussen als erstes die Unterdelbei der
Modellierung Gberwunden werden, da die Modellprifung nalf Automaten, sondern auf Kripke-Strukturen
basiert. Zu diesem Zweck wird in Abschnitt 4.1 eine Transf@tion des Automaterfly x Ag in eine Kripke-
Struktur definiert, wie auf der linken Seite der Abbildungyadeutet ist. Fur den Schritt auf der rechten Seite
wird eine Abbildung einer Zustandsmenge der Kripke-Strulguf den urspriinglichen Automaten definiert.
Die eigentliche Synthese besteht aus dem oberen Schridridlobildung. Um diesen zu realisieren, wird in
Abschnitt 4.2 aus den Synthesealgorithmen in Kapitel 2 d@icBungssystem abgeleitet. Die Losung dieses
Gleichungssystems ist eine Zustandsmenge, deren Abpgilaufrden Automaterfip X Ag die Zustandsmenge
des Uberwachers ergibt, die ansonsten durch die Anwendem8yhthesealgorithmen berechnet wird.

Synthese Uber Gleichungssystem

[ Kripke-Struktur K, x \[ Zustandsmenge ]

J (Theoreme 4.8, 4.11)
A
Transformation Abbildung auf Ap X Ag
(Definition 4.4) (Definition 4.6)
Y
Automat Ao x A w Herkommlicher Algorithmus ( )
utoma X Ag > Uberwacher
rrTe (Algorithmen 2.20, 2.22) L wacher As

Abbildung 4.1: Die Ubersetzung der UberwachersyntheseimueKalkl

Dieses neue Verfahren wurde erstmals in [93] tferdtlicht. Seine Vorteile zeigen sich besonders in folgande
Punkten:

* Bekampfung der Zustandsexplosidterkommliche Methoden der Uberwachersynthese benutzen ei
explizite Darstellung der Transitionsrelation. Wie beyén Abschnitt 2.8 erwéhnt, sind deren Moglich-
keiten durch das Problem der Zustandsexplosion auf Sydtesehrankt, die nicht die GrolRenordnung
praktischer Anwendungen erreichen. Durch die Uberseteuiffnen sich fir die Uberwachersynthese
automatisch alle Mdglichkeiten der symbolischen Danstej| wie sie in der Modellpriufung blich ist.
Dadurch wird es méglich, bedeutend gréRere Systeme alsrlasibehandeln, wie durch das Beispiel in
Abschnitt 5.5 belegt wird.

+ Uberpriifbarkeit des Syntheseergebnisgis: durch die Ubersetzung gewonnene Kripke-Struktur gigne
sich sowohl fir die Uberwachersynthese als auch fir die Mardéung. Wie ebenfalls in Abschnitt 2.8



62 Kapitel 4. Die Uberwachersynthese jrKalkuil

angesprochen, bietet das Ramadge-Wonham-Modell keindidfikgit, das Ergebnis der Synthese auf
gewuinschte Eigenschaften zu Uberprifen. Mit der hier wbeffeen Struktur kbnnen zum ersten Mal

beide Verfahren auf dasselbe Modell angewendet werdes. ligideutet, dass ein System, das mit Hilfe
der Uberwachersynthese entworfen wird, ohne Zwischesfisamationen auf gewiinschte Eigenschaften
Uberpruft werden kann.

x Vereinfachung der Synthesewerkzeuerch die Formulierung der Synthesealgorithmengiralkul
bleibt dem Programmierer eines Synthesewerkzeugs das&@nleler Uberwachersynthese erspart. Die
Aufgabe vereinfacht sich im Wesentlichen auf das EinlesanMbdelle und auf die Losung eings
Kalkil-Gleichungssystems z.B. nach Algorithmus 3.57. f@ribles Programm sollte allerdings in der
Lage sein, verschiedene Gleichungssysteme zu behandednden unterschiedlichen Verbesserungen,
die in den folgenden Kapiteln noch vorgestellt werden, egégn kommt.

« Integration der Synthese in vorhandene Modellpriigie Darstellung der Uberwachersynthese als Mo-
dellprifungsproblem ermdglicht es, bereits existieretelellprifer fur die Synthese zu verwenden.
Eventuelle Anpassungen beschrénken sich auf die Ein- ursgiate der Daten sowie auf die Erweite-
rung um eine einfache Zustandstransformationsfunkti@nleicht zu implementieren ist.

+ Weiterentwicklung der Synthesealgorithm@&ie Darstellung der Uberwachersynthese mit Gleichungs-
systemen an Stelle der Algorithmen aus Kapitel 2 ermdghatit nur die Zusammenfiihrung von Uber-
wachersynthese und Modellpriifung, sondern auch eine k¥attgicklung der Synthesealgorithmen. Der
Grund dafir ist, dass es leichter ist, nach den Regeln déeseen Algebra Anderungen an einem Glei-
chungssystem vorzunehmen, als einen in natirlicher SpraeB. Deutsch oder Englisch — verfassten
Algorithmus entsprechend anzupassen. Die Gleichungsagstdie in diesem Kapitel aus den Synthe-
sealgorithmen entstehen, dienen als Ausgangspunkt floe¥serungen, die in den Kapiteln 5 und 6
vorgestellt werden. Auch die Komplexitat der neuen Losunigsst sich anhand der Theoreme in Ab-
schnitt 3.3.3 im Gegensatz zu der Komplexitat eines Alpariis leicht analysieren.

4.1 Eine Kripke-Struktur fur Ramadge und Wonham

Wie in Kapitel 2 beschrieben, beginnt der Syntheseprozeszwei Automaten, einer Systembeschreibung
Ap und einer SpezifikatiotAp x Ag flr das gewiinschte Verhalten des Uberwachten Systems. emAt
Ap x Ag ist auch der Startpunkt fiir die Ubersetzung des Synthelskgons in denu-Kalkiil. Fur die Transfor-
mation auf der linken Seite von Abbildung 4.1 werden die @nde vonAy x Ag mit booleschen Variablen
beschriftet, und zwar in einer Form, die es spater erméglen Uberwacher zu berechnen. Fur die Beschrif-
tung ist die Kenntnis der verbotenen Zustande #yx Ag notig (s. Abschnitt 2.4.1).

Definition 4.1 (Beschriftung vonAp x Ag) Gegeben sei ein Automal = Ap X Ag mit Zustandsmen-
ge Q4. SeienV* = {X-1,...,%} und V¥ = {yk_1,...,Yo} zwei Mengen boolescher Variablen, wobei
k > Tlogz (IQ4l)]. Seien fernent* : Qg — 2V und Y : Qq — 2V eineindeutige Beschriftungen der
Zustande von @ mit den Variablen inV* bzw. VY. Dann wird der Zustand ¢ Qg mit den Variablen
Va = VXUWU (Xn, X} von der Funktionf4 : Q# — 2V~ folgendermaRen beschriftet:

) {xm} fallsgqe M {xp} falls g Bedingung 2.1 nicht erfillt
— X y
La(q) = 27(g) U X(q) U{ {Xm} sonst U{ {Xy} sonst.

Die Variablen inV* bzw. VY in Definition 4.1 verleihen jedem Zustarg € Q4 eine eindeutige Kodierung,
wie in den Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2 fur Kripke-Struktueglautert. Zusatzlich werden markierte Zustande
mit Xy, und verbotene Zustande mi§ gekennzeichnet.

Beispiel 4.2 Zur lllustration dient erneut das Beispiel mit der Fertigsrelle aus Kapitel 2. Die Automaten
Ap und Ag wurden in Beispiel 2.9 erstellt und sind in Abbildung 2.15 &eite 19 zu sehen. Der Automat
Ap X Ag aus Abbildung 2.16 wird in Abbildung 4.2 wiedergegeben. Um Sichreibweise zu vereinfachen,
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werden die Zustande neu nummeriert. Eindeutige Beschgén der Zustande mit den Variablen der Mengen
V*bzw. VY ergeben sich am einfachsten aus der Darstellung der Zgstaminern als Dualzahlen. Um dies zu
verdeutlichen, werden die Variablen &8 auch in negierter Form dargestellt. Der besseren Leshdréiier
werden die Variablen au¥Y weggelassen und die Variableg und x, nur in positiver Form dargestellt. o

Start_A

Start_A
X2, X1, X0 X2, X1, Xo

Start_A

Start B

Abbildung 4.2: Der AutomatAy x Ag flr Beispiel 4.2

In Anlehnung an Definition 3.5 wird die Zustandsmenge eine®faten#, die symbolisch durch den Aus-
druck¢ dargestellt wird, mifi¢] 4 bezeichnet.

Beispiel 4.3 Fur den Automaten in Abbildung 4.2 gll%oll #,x.a; = [Yola,xa, = {1, 3.5, 7}. O

Wie in Abschnitt 2.3.1 erwahnt, wird der Automdty in der Regel durch die parallele Komposition kleine-
rer, Uberschaubarer Automaten erstellt. Dadurch kann dstafidsmeng&y» bereits so grol3 werden, dass
eine explizite Darstellung vorfip nicht mehr moglich ist. Dies wirde auch die Beschriftung Aestande
mit booleschen Variablen unmdéglich machen. Dieses Prolisst sich jedoch umgehen, indem die paralle-
le Komposition bereits auf symbolischer Ebene durchgefisind. Dazu gendgt es, die genannten kleineren
Komponenten laut Definition 4.1 zu beschriften, und zwareotlie Variablexy,, weil die Verbotenen Zustande
nur anhand des Produkte®y x Ag berechnet werden kénnen. Die Beschriftung wéa mit den Variablen
VXU VY U {xm} ergibt sich dann aus der parallelen Komposition. Eine syisdtite Implementierung der par-
allelen Komposition ist z.B. mit den géngigen BDD-Paketesbfemlos durchflihrbar, zumal die bendtigten
Operationen grundsatzlich vorhanden sind.

Das gleiche gilt fir den Automatefils. Damit kann auchAy x Ag symbolisch berechnet werden. Die Be-
schriftung aus Definition 4.1 lasst sich vervollstandigadem die verbotenen Zustande @ip x Ag anhand
der symbolischen Darstellungen der Automat@p und Ap x Ag mit der booleschen Variablg, beschrif-
tet werden. Eine Lésung fur dieses Problem wurde im RahmeNatbereitung dieser Arbeit gefunden und
in [91] verdfentlicht.

Die Ubersetzung eines in dieser Weise beschrifteten Autamia eine Kripke-Struktur wird mit der folgenden
Definition festgelegt. Dabei kommt die Unterscheidung ziwen steuerbaren und nicht steuerbaren Transi-
tionen zum Tragen (s. Abschnitt 2.4.1). AuRerdem wird auehldformation tber die verbotenen und die
markierten Zustdnde Ubernommen, die bereits in der Béaoigides Automaten enthalten ist.

Definition 4.4 (Kripke-Struktur eines Automaten) Sei der AutomatA = (X, Q, 4, o°, M) eine Spezifikation
der Form Ay x Ag, dessen Zustande nach Definition 4.1 mit den boolescheab@niV # beschriftet sind,
und selX, € X die Menge seiner nicht steuerbaren Ereignisse. DanKigt= (S, 7, R, £) die Kripke-Struktur
ZUA, die wie folgt Gber den Variable® ;= V4 U {x,} definiert wird:
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S:=0x{0,1}

T :={(c°,0),(a% 1)}

R((0.0).(q', 0)) : Jo € £i.6(q, 0, )
R((0.1).(d', 1)) & Jo € £.6(0, 0, )
£((9,0)) = La(d) U {x}

o £((a,1)) = La(0).

In Definition 4.4 sindS die Zustandsmenge der Kripke-StruktéirC S die Menge der Initialzustande uril
die Transitionsrelation. Fur jeden Zustad Q werden zwei Zustande i angelegt, ndmlichg, 0) und @, 1),

so dassS| = 2|Q|. Ein Zustandspaar q(0), (q', 0)) ist genau dann iR, wenn aufA eine nicht steuerbare
Transition vonq nachq’ fuhrt. Hingegen gilt((g, 1), (', 1)) € R genau dann, wenn aufl eine Transition —
steuerbar oder nicht — vog nachq’ fuhrt. Damit gilt |[R] < 2|X]|Q|, und K# besteht aus zwei getrennten
Kopien der Zustande vosl. Die Funktion£ kopiert die Beschriftung jedes Zustangle Q auf die Zustande
(9,0) und @, 1). Um die beiden Halften der Kripke-Struktur voneinandeunterscheiden, werden die Zustande
(g, 0) dartiber hinaus mit der Variablegq beschriftet. Einige wichtige Mengen sind demnach:

[Xls, :=1{(.0)qeQ}

[Xulx, ={1}lgeQ}
[XpXullx,, :={(q.0) | q verletzt Bedingung 2}1
[XmXullgc, = {(0, 1)1 q ¢ M}

Beispiel 4.5 Die Kripke-Struktur zu dem Automatefilp x Ag aus Beispiel 4.2 wird in Abbildung 4.3 wie-
dergegeben. Die Einteilung der Ereignisse ist wie in Beis@il9, ndmlicht. = {Start_ A} und X, =
{Start_B, Lade_A, Lade_B, Lager}. Die Beschriftung der Zustédnde des Automaten wird Ubernemnwo-
bei die Zustande der linken Halfte der Kripke-Struktur zmééh mit der Variablenx, beschriftet werden. Es
gibt auf dieser Halfte keine steuerbaren Transitionen. m]

L0 X2, X1, X0, X G X2, X1, X0, X
-

4

X2, X1, Xo,
@ Xens X

X2, X1, Xo, Xy X2, X1, X0, Xu ¥ X, X1, Xo, Xu

X2, X1, X0, Xu

Xz, X1, X0, Xb, Xu X2, X1, X0, Xo

Abbildung 4.3: Die Kripke-Struktur fir den Automateft, X Ag aus Beispiel 4.5

In Anlehnung an Abbildung 4.3 wird der Teil der Struktur mé@rdZustanderx, fortan auchinke Halfte die
mit den Zustéandem, auchrechte Halfteder Kripke-Struktur genannt.

Um von einer Halfte der Kripke-Struktur in die andere zu wsath, wird fur eine gegebene MenBec S die
Zustandstransformation

n(P) :={(a,-i) [ (q.i) € P}



4.2. Vom Algorithmus zum Gleichungssystem 65

definiert. Sie gibt eine Zustandsmenge zurtick, in der di¢dnge inP durch ihre Kopie auf der jeweils anderen
Halfte der Kripke-Struktur ausgetauscht sind. Diese Fonkist monoton (vgl. Definition 3.26) und I&sst sich
deshalb in Definition 3.18 verwenden. Auf symbolischer Ebgitt

kn(op) = [@pli -
Die Funktionk, kippt die Variablex,, die die Strukturhélfte angibt, zu der die Zustand§dp] gehoren. Da

sonst keine weiteren Funktionen dieser Art bendtigt werdérd fortan die vereinfachte Notation fur «,
verwendet.

Die Abbildung einer Zustandsmen@gec S der Kripke-Struktur zurtick auf den Automaten, wie auf dehten
Seite der Abbildung 4.1 vorgesehen, wird wie folgt definiert

Definition 4.6 (Abbildung von K4 auf A) Gegeben seien ein Automa@t mit Zustandsmenge 4 sowie die
nach Definition 4.4 erstellte Kripke-Strukté€4 = (S, 7, R, £) und eine ZustandsmengedPS. Dann ist

P—{0e€Qxl(q.0)ePV(a1)eP)

die Abbildung der Zustandsmenge P ay{.Q

Auf symbolischer Ebene entspricht dies der existentigdeantifizierung der Variablex, (s. Definition 3.13).
Fir einen Automaterd und die dazugehorige Kripke-Strukttf, sowie den booleschen Ausdrugk, der
die Zustandsmengde auf K symbolisch darstellt, gilt

[Axu.¢plls ={0€Qal(q.0)e PV (g,1) € P}.

Beispiel 4.7 Sei ¢p = (XoX1V XX1 V X9) A X, die symbolische Darstellung der Menge =
{(0,1),(1,1),(2,1),(4,1),(6,1), (7, 1)} auf der Kripke-Struktur in Abbildung 4.3. Dann ist

Axy.p = XoX1 V XoX1 V Xo

die Abbildung vonP auf den Automaten in Abbildung 4.2. Wie zu erwarten, ent$prdieser Ausdruck der
Menge{0,1,2,4,6, 7}. m]

Definition 4.6 vervollstandigt die Reihe der Werkzeuge féin & mgang mit Automaten und Kripke-Strukturen,
die fur die Transformationen auf der linken und der rechteiteSn Abbildung 4.1 notwendig sind. In dem néach-
sten Abschnitt wird aus der algorithmischen Darstellung digerwachersynthese in Kapitel 2 girKalkiil-
Gleichungssystem gewonnen, mit dem der obere Schritt igelgnnten Abbildung vollzogen werden kann.

4.2 Vom Algorithmus zum Gleichungssystem

In diesem Abschnitt wird das UberwachersyntheseprobleginiriModellprifungsproblem umgewandelt. Zu-
néachst werden die Algorithmen fur die Uberwachersynthesa<apitel 2 hinsichtlich ihrer Ubersetzbarkeit in
ein u-Kalkul-Gleichungssystem bewertet.

Der Ansatz von Wonham und Ramadge besteht aus Algorithm@&sa2if Seite 23. In diesem bilden die Schrit-
te 2 und 3 eine Schleife, die in Schritt 2 die Berechnung ddsotenen Zustande anhand der Automatén
und Ag = Tr(Ap X Ag) enthdlt, wobei letzterer in jeder Iteration erneuert wkdf3er As muss also wah-
rend der ganzen Berechnung auch der Autaiatzur Verfligung stehen. Das Ziel, das hier verfolgt werden
soll, besteht jedoch in der Ubersetzung des Uberwachémesyeproblems in ein Modellprifungsproblem, bei
dem ausschlief3lich die Kripke-Strukttr#,x#.) zur Verfugung steht. Folglich sollte die Berechnung der
anfanglich verbotenen Zustande vor der Ubersetzung desmaienTr (Ap x Ag) in diese Kripke-Struktur
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geschehen, danach aber nicht wiederholt werden. Im Primdie es moglich, die Kripke-Struktur in Defini-
tion 4.4 mit der notwendigen Information aw zu erweitern. Es stellt sich jedoch heraus, dass der Ansatz
von Kumar und Garg ohne diese Erweiterung auskommt.

Der Ansatz von Kumar und Garg ist auf Seite 25 als Algorith2.@® wiedergegeben. Im Gegensatz zu Algo-
rithmus 2.18 ist die Berechnung der ersten verbotenen ddstiéi Schritt 2.1 nicht Teil der Iterationsschleife,
die sich uber die Schritte 3 bis 5 erstreckt. Dartber hinaishaltet die Kripke-Struktur in Definition 4.4
alle Informationen, die fir die Berechnungen innerhallselieSchleife notwendig sind. Das gleiche gilt fur
die Variante dieses Ansatzes, die zu Algorithmus 2.22 aite 27 fiihrt. Deshalb geht die Ubersetzung der
Uberwachersynthese in darKalkiil von diesen Algorithmen aus.

4.2.1 Ubersetzung des Algorithmus von Kumar und Garg

Als Startpunkt dient Algorithmus 2.20 in Schritt 2.1 die MenQ, der verbotenen Zustande vofis =

Tr (Ap X Ag), die auf dem Automaten symbolisch durch den Ausdrugldargestellt werden. In Schritt 3
flgt der Algorithmus dieser Menge die Zustande hinzu, der @licht steuerbare Transitionen einen Zustand in
Qp erreichen konnen. Die Uberlegung dabei ist, dass diesé@dstnicht Teil des Uberwachers sein kénnen,
zumal ansonsten ein nicht steuerbarer Pfad von ihnen zmeiagbotenen Zustand entstehen wirde. Die glei-
che Berechnung kann auf der linken Hélfte der Kripke-Strukiachvollzogen werden, auf der nur die nicht
steuerbaren Transitionen abgebildet sind. Die gesuchistddde werden in der Mengg gesammelt. Begin-
nend mitx,x, missen die existentiellen Vorgénger dieser Zustandetsehise gesammelt werden, bis keine
weiteren Zustande mehr hinzukommen. Dies entspricht dguiRktgleichung

Up £ OUp V XpXy. (4.2)

Die Konjunktionx,x, beschrénkt die Zustande, die gesammelt werden, auf die Hidifte der Kripke-Struktur.
Weil der Ausdruck ein kleinster Fixpunkt ist, dessen Benecty mitu® := 0 beginnt, kdnnen nur Zustéande aus
der linken Hélfte der Struktur hinzukommen.

Als nachstes nehmen Schritte 4.1 und 4.2 in Algorithmus &8i@(Einschrankung des Automategfiy auf die
MengeQy, vor. In Schritt 4.3 wird die Menge der co-erreichbaren Zond&dieses Automaten berechnet. Co-
erreichbare Zusténde varig kdnnen auf der rechten Halfte der Kripke-Struktur berethwerden, zumal fur
die Co-Erreichbarkeit sowohl steuerbare als nicht stewerliransitionen zu bertcksichtigen sind. Es gilt, die
Zustande zu bestimmen, die einen Pfad zu einem markiertetaal auf dieser Halfte der Struktur haben.
Die Einschrankung auf die Mend@, bedeutet, dass nur Zusténde gesammelt werden dirfen ctiicbeireits
auf der linken Halfte der Struktur der Mengg hinzugefiigt wurden. Diese Zustande werden mit Hilfe der
Funktionk von der linken auf die rechte Halfte der Kripke-Struktur giegelt. Die co-erreichbaren Zustéande
werden in der Menge. gesammelt. Beginnend mit,x, missen die existentiellen Vorganger dieser Zustande,
die nicht inx (up) sind, gesammelt werden, bis keine weiteren Zustdnde mehukommen. Dies entspricht
der Fixpunktgleichung

Ue £ (OUe V XmXu) A =k (Up) - (4.2)

In Schritt 4.4 wird die Menge der neuen nicht co-erreichbafastande ermittelt. Diese werden — sofern die
Menge nicht leer ist — in Schritt 5 der Men@® hinzugefugt, so das®y, dann alle Zustande enthalt, die bis zu
diesem Schritt als nicht co-erreichbar oder verboten erkaarden. Auf dem Automaten muss hierfir lediglich
das Komplement der Menge der co-erreichbaren Zustandklgelierden. Auf der Kripke-Struktur entspricht
dies jedoch nicht einfach dem Komplement der Meageumal dies unerwiinschte Zustande der linken Halfte
mit einbringen wirde. Vielmehr muss das Komplement durde &onjunktion mitx, wieder auf die rechte
Halfte der Struktur beschrankt werden. Aus Lemma 3.29 falgss das Komplement der Mengedurch den
groRten Fixpunkt

Un = OUn A (Xm V Xg) V & (Up)
gegeben wird, wobei die Negation vog in u, umbenannt wurde, da der Fixpunkt nun die Menge der nicht
co-erreichbaren Zusténde darstellt. Nach der Konjunktienrechten Seite der Gleichung mijt ergibt sich
dann

Un = OUp A XmXy V & (Up) A X
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Dax (up) immer eine Menge auf der rechten Halfte der Kripke-Strukianstellt, kann die zweite Konjunktion
mit x, weggelassen werden. Damit ergibt sich

Un = OUn A XmXy V & (Up) (4.3)
als Ausdruck fur die Zusténde, die fir einen gegebenen Myaricht co-erreichbar oder verboten sind.

Damit stellen die nacheinander berechneten Fixpunktewjoexakt die Zustandsmengen V@€, x5, dar,
deren Abbildungen gemaf Definition 4.6 mit den Zustandserergn Ay X Ag identisch sind, die Algorith-
mus 2.20 in jeder Iteration der Schleife Uber die Schrittes®tberechnet. Diese Fixpunkte selbst werden in
jeder lIteration gréRer, bis keine weiteren Zustande danuken. Sie konvergieren deshalb zu dem kleinsten
Fixpunkt von

Upn 2 Un. (4.4)

Wenn der Algorithmus auf Schritt 3 zurlckspringt, entdmriQp, dem zuletzt berechneten Fixpunkt vagp
Damit Gleichung 4.1 diese Zustéande berucksichtigen kamad, sie um eine Disjunktion mit dem Ausdruck
Upn erganzt. Zuvor missen die Zustande noch auf die linke HéklteKripke-Struktur gespiegelt werden,
was in Gleichung 4.4 eingebaut werden kann. Mit diesen Andgn entsteht aus den Gleichungen 4.1,
4.3 und 4.4 das Gleichungssystem im folgenden Theorem, idalloerwachersynthese in ejnKalkiil-
Modellprufungsproblem tberflhrt.

Theorem 4.8 (Uberwachersynthese inr-Kalkiil nach Algorithmus 2.20) Gegeben sei ein  Automat
Ap x Ag, der nach Definition 4.1 beschriftet ist und das gewinsclhalten fiir das Systenfly be-
schreibt. Seien wie in Algorithmus 2.20s := Tr (Ap X Ag) und Aslg, der gesuchte Uberwacher. Dann ist

Qp= |[3xu.ug°n]]ﬂ , wobei  die Losung des Gleichungssystems
S

Uy £ OUpV XpXyV Upn
Uy = OUp A XmXa V & (Up) (4.5)
Upn £« (un)

Uber den Variablen der Kripke-StruktdfT(a,x ) ist, die mit Hilfe der Formeln

i1+l _ i]_,OO

Yo 7 (u -

urtt = oud? A XX Vo (U O) (4.6)
i1.i2iz+l . _ i1,i2.i3 i1

u, = <>Ub V XpXy V Uin

innerhalb der Zeit C(|Qﬂpxﬂ8|2|2|) berechnet werden kann. Istyh s, = Qa,xa., reduziert sich die Kom-

plexitatsgrenze auf QQﬂPmJ |Z|).

Beweis:Wie der Abhangigkeitsgraph in Abbildung 4.4 zeigt, best# Gleichungssystem 4.5 aus einer einzi-
gen maximalen Komponente. Es kann deshalb mit Algorithm&ig Berechnet werden, was zu den Iterations-
formeln

i1+1 . i1,00
Upn = (™) .
ur2tt o U2 A XXy v K(UE’IZ’OO)
i1,in,iz+1 . _ i1,i2,i3 i1
u! = OUMPR VXX V Ul

fuhrt. Die erste und die dritte dieser Formeln sind bereitslen Formeln 4.6 enthalten, die zweite weicht
jedoch von diesen ab. Der Unterschied liegt in dem zweiteratibnszéhler der Variablem,. Wahrend es
im allgemeinen Fall notwendig ist, fur jeden Schrift'2** einen neuen Fixpunkl'bl"z’oo zu berechnen, bleibt
der Z&hleri, in den Formeln 4.6 auf O stehen. Dies hat zur Folge, dass mur éim neuer Fixpunkt fluy
berechnet wird, wenn sich der Iterationszahleerhoht. Bei der Berechnung eines Fixpunktesu{iwerden
folglich die Iterationsschritte so ausgefuihrt, als gab&essen tiefer verschachtelten Fixpunkt zu berechnen.
Diese Vereinfachung wird durch den AbhangigkeitsgrapmeAbbildung 4.4 gerechtfertigt. Aus diesem ist

ersichtlich, dass eine neue Berechnung ugnach jedem Schritt voun, nichts andern wiirde.
Folgende Beobachtungen zeigen, dass die Formeln 4.6 zuleiehan Berechnungen fiihren wie Algorith-

mus 2.20:
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Abbildung 4.4: Der Abhangigkeitsgraph des Gleichungssyst4.5

. Durch den Aufbau der Kripke-Struktt€ra,x4,) entspricht der Ausdruck,x, der MengeQy, die der
Algorithmus in Schritt 2.1 ermittelt.

. In Schritt 2.2 bricht der Algorithmus vorzeitig ab, fal, = 0. Diese Uberpriifung ist jedoch nicht
zwingend, zumal der Algorithmus auch korrekt arbeitet, véie Schritte 3 und 4 trotzdem durchlaufen
werden. Es wird dann in Schritt 5 mit demselben Ergebnis wigdhritt 2.2 abgebrochen. Dies bedeutet,
dass die Losung des Gleichungssystems korrekt ist, soldieg@eiteren Berechnungen mit denen des
Algorithmus Ubereinstimmen.

. Der erste Fixpunkt, der fur die L6ésung des Gleichungssystberechnet wird, i$12’0’°°. Daugn gleich

0 ist, verhalt sich die Gleichung fiig>'>*** zunachst wie Gleichung 4.1. Wie auf Seite 66 erlautert,
werden damit auf der linken Halfte der Kripke-Struktur dieszainde gesammelt, deren Abbildung auf
den AutomaterAs die Zustandsmenge ergibt, die der Algorithmus in dem efStexchgang in Schritt 3
ermittelt. Somit entsprichllg’o"’o der MengeQy, nach der ersten Berechnung von Schritt 3.

. In Schritt 4 berechnet Algorithmus 2.20 die nicht co-etibaren Zustande des Automatéty|a,. In
Schritt 5 werden diese Zustande — sofern nicht abgebrocliven~der MengeQy, hinzugefiigt, so dass
diese bei dem Ricksprung auf Schritt 3 alle Zustande entfiélinicht co-erreichbar sind oder bereits
als verboten erkannt wurden. Wie auf Seite 67 erlautertderediese Zustande auf der rechten Halfte
der Kripke-Struktur mit Hilfe der Gleichung 4.3 ermitteliiin Vergleich mit den Gleichungen 4.6 zeigt,
dass die zweite Gleichung dieser entspricht, und dass @orpaksende Weug’o"’o eingesetzt wird.
Da die Berechnung vooy,™ ohne jegliche Wiederholungen der Berechnungenufiigeschieht, wird
an dieser Stelle genauso gerechnet, wie bei der Losung veichhg 4.3. Somit entspricmﬁ’oo der
Zustandsmeng®)y, die der Algorithmus in Schritt 5 ermittelt, bevor auf Sch8t zuriickgesprungen
wird.

. Es folgt die Berechnungy, := «(un*). Dabei werden lediglich die bisher gesammelten Zustanéle au
die linke Halfte der Kripke-Struktur gespiegelt und auf Yaiableuy, Ubertragen, so dass dieser Schritt
keinerlei Berechnungen des Algorithmus entspricht.

. Wenn Algorithmus 2.20 auf Schritt 3 zurlickspringt, etk die Zustande, die nun i\uLln stehen. Dies

wird in der Gleichung fUruibl’O""’ durch die Disjunktion miiuibln beriicksichtigt. Diese sorgt dafir, dass

uibl’o’l gleich uibln ist. Damit verhalt sich die Gleichung fiap auch firi; > 0 wie Schritt 3 im Algorithmus.

. Die Berechnung vou, unduy, in den weiteren Durchgangen geschieht wie im ersten Durchdaamit
entsprechen die Fixpunkte vor jeweils den Berechnungen in den Schritten 4 und 5.

. Der Algorithmus terminiert, wenn in Schritt 4 keine neungcht co-erreichbaren Zustéande gefunden wer-
den. Nach Algorithmus 3.57 ist das Abbruchkriterium fur Ba@meln 4.6 das Erreichen des Fixpunktes
Up,,- Die Aquivalenz dieser beiden Kriterien wird in zwei Sctait gezeigt. Der erste ist trivial: Ist der
Fixpunkt up, erreicht, andern sich auch die anderen Fixpunkte nicht mettt es konnen keine neu-
en nicht co-erreichbaren Zustéande gefunden werden. Dieekegte Richtung der Aquivalenz ist wie

i1,00

folgt: Seii; der Wert, fur den gilt, dass;™ keine neuen nicht co-erreichbaren Zustande findet. Dann

ist ub™ =k (4®). Daraus folgitr* = u**. Folglich wird auchu? ™% = u** sein, und somit
U™ = ub™. Damitistul™® = Uit =y
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Damit entsprichti)), der MengeQy,, wenn Algorithmus 2.20 terminiert, und es gt = |[3xu.ug°n]]ﬂ
S

Fur die Komplexitatsanalyse sei8rundR die Zustandsmenge bzw. die Transitionsrelation der Kripkektur
Krapxag)- Theorem 3.61 liefert fir die Komplexitat der Losung eindsi€hungssystems der Alternierungs-
tiefe 3 mit Algorithmus 3.57 die obere Gren@e{|$|3 |7€|). Die Vereinfachung der Iterationsformeln 4.6 gegen-
Uber dem allgemeinen Fall fuhrt jedoch zu einem bessereebBig. Die Berechnung des Fixpunklei'DSO""’
beginnt zwar jedes Mal von neuem mit O, erreicht aber bengith dem ersten Schritt den WGEL, der min-
destens so grof} ist, wie der zuletzt berechnete Fixpulfik{®*. Dies bewirkt, dass die Gleichung fif'>'***
hochstens £5|-mal ausgewertet werden kann, bevor der Fixpunkiufiirerreicht wird. In jeder Auswertung
erfolgt die Berechnung der existentiellen Vorganger iha#y der ZeitO(|R|). Folglich liegt der Zeitaufwand
dieser Gleichung insgesamt@{(|S||R]).

Die Berechnung eines Fixpunkte™ kann innerhalb der Ze®(|R|) durchgefiihrt werden. B&(|S|) Wieder-
holungen ergibt dies ebenfalls einen Aufwand, déd|S| |R]) liegt. Die gesamten Berechnungen d'lgfinden
innerhalb der ZeiO(|S]) statt, und die Kripke-Struktur selbst lasst sich inndstadr ZeitO(|R|) erstellen. Ins-
gesamt liegt die Komplexitat des Algorithmus alsaQ(S| [R]). DalS| < 2|Qayxa,| UNdIR| < 2|Qa,x,| =l

(siehe Definition 4.4), ergibt sich fir den gesamten Aldonitis die KomplexitaO (|Qg;7>xﬂ£|2 |2|).

Im SonderfallM#,xa, = Qa,xa, Sind alle Zustande co-erreichbar. Dann findet die GleicHiing, keine
neuen Zustande und der Fixpunk} wird bereits im ersten Durchgang erreicht. Damit lassen siie Berech-
nungen innerhalb der Zed(|R|) bzw. O(|Qﬂ¢,xﬂa| |Z|) durchfiihren. Beide Ergebnisse zur Komplexitat stimmen
mit den Angaben fur Algorithmus 2.20 in Abschnitt 2.5.2 ider O

Korollar 4.9 Um Iterationen zu sparen, kann die Berechnung der Formdérbdreits dann abgebrochen wer-
den, wenn ™ = & (4} ®*). Es gilt dann g, = u%.

Beweis: Der Beweis ist in dem Beweis von Theorem 4.8 unter Punkt Sadteiin O

Beispiel 4.10 Als Beispiel wird der Uberwacher firr die Fertigungszelles &apitel 2 berechnet. Die dazuge-

horige Kripke-Struktur wurde bereits in Beispiel 4.5 elistend ist auf Abbildung 4.3 zu sehen. Es folgen die
Iterationsschritte der Formeln 4.6. Um die Lesbarkeit 2adben, werden die Mengen nicht in symbolischer
Darstellung, sondern explizit angegeben.

£,= 10
0,0 _ =S
000 {}
801 (5 0)

2” {(3.0).(5.0)}
50 ={(3.0).(5.0)}
{(1 1),(2,1),(3,1),(4,1),(51).(6,1), (7, 1)}
2 = {(1’ 1)’ (2’ 1)’ (3’ 1)’ (4’ 1)’ (5’ 1)’ (7’ 1)}
up® ={(1,1).(2.1).(3.1).(5.1). (7. 1)}
4 = {(1’ 1)’ (3’ 1)’ (5’ 1)’ (7’ 1)}
° = {(3’ 1)’ (5’ 1)’ (7’ 1)}
®={(31).(5.1)
ur™ = {(3,1).(5.1))

Das Haltekriterium aus Korollar 4.9, namlidﬁ"” = K(u'blo"") ist fir iy = O bereits erfillt. Deshalb gilt

Uy, = U™ = {(3,0),(5,0)}. Die Abbildung dieser Menge auf den AutomafEr{Ap x Ag) ist die Menge
{3,5}. Der Uberwacher — die Einschrankung vanAp x Ag) auf das Komplement dieser Menge — ist in
Abbildung 4.5 zu sehen und bestétigt das Ergebnis der Bééspil9 und 2.21. m]
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1 Lade_A > >
%, %, % % x %
X, %, %, %n

Lager

; Start_A Lade B 4
X2, X1, Xo X2, X1, Xo X2, X1, X0

Abbildung 4.5: Der Uberwacher fiir Beispiel 4.10

In Kapitel 3 wurden obere Grenzen fur die Losung eines Glaigesystems aus einer maximalen Komponen-
te festgelegt. Da das Gleichungssystem 4.6 die Alterngstigfe 3 besitzt, gilt laut Theorem 3.61 die obere

GrenzeO(ISP R]). Bei S| < 2|Qayxas| UNdIR| < 2|Qa,xa,| IZ] ergibt diesO(|QﬂPXﬂg|4|Z|). Damit liegen

die Formeln 4.6 mit einer Komplexitat vc®(|QﬂPXﬂs|2 |2|) deutlich unter dieser Grenze. Dieser Unterschied
erklart sich dadurch, dass die Abschatzung in Theorem 31t auf Besonderheiten des Gleichungssystems
eingeht. Die geringere Komplexitdt der Formeln 4.6 entséfierseits durch Berlcksichtigung der Abhan-
gigkeiten zwischen den Gleichungen, andererseits duebidijunktion mituy, in der Gleichung fuwuy, die
bewirkt, dass der Fixpunkt schneller erreicht wird.

Damit ist die Ubersetzung von Algorithmus 2.20 in deKalkul beendet. Die gleiche Prozedur lasst sich auch
auf Algorithmus 2.22 (s. Seite 27) anwenden.

4.2.2 Ubersetzung der Variante des Algorithmus von Kumar ud Garg

In diesem Abschnitt wird auch der Algorithmus 2.22 in deKalkil Ubersetzt. Interessant ist, dass dabei ein
Gleichungssystem der Alternierungstiefe 2 entsteht, ar@dhidas Gleichungssystem 4.6 in Theorem 4.8 die
Alternierungstiefe 3 hat. Obwohl die Komplexitat der Logudadurch nicht weiter verringert wird, kommt die
geringere Alternierungstiefe der weiteren Entwicklunglén Kapiteln 5 und 6 zugute.

Theorem 4.11 (Uberwachersynthese im-Kalkil nach Algorithmus 2.22) Gegeben sei ein Automat
Ap X Ag, der nach Definition 4.1 beschriftet ist und das gewunsclgehalten fur das Systenflp be-
schreibt. Seien wie in Algorithmus 2.285 = Ap X Ag und Aglg, der gesuchte Uberwacher. Dann ist

Qp = |I3Xu-uffn]]ﬂ3’ wobei i die Losung des Gleichungssystems

Un = OUn A XmXy V Upn
Uy £ OupV XXy V «(Un) (4.7)
Upn £« (Up)

Uber den Variablen der Kripke-Strukttz, 4, ist, die mit Hilfe der Formeln

i1+1 . 1,00
Uon = & (U -
ubzt = out? v Xy v K(u'nl’ ) (4.8)
U2t = U’ A XX VUL

innerhalb der Zeit C(|Qg;¢,xﬂ8|2 |2|) berechnet werden kann. Ity 4, = Qa,x#., reduziert sich die Kom-

plexitatsgrenze auf QQ%MJ |2|).
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Beweis:Wie der Abhangigkeitsgraph in Abbildung 4.6 zeigt, bestis Gleichungssystem 4.7 aus einer einzi-
gen maximalen Komponente. Es kann deshalb mit Algorithm&g Berechnet werden, was zu den lterations-
formeln

i1+1 . i1,00
Yon = x(u”) -
ur2?t = oult? v oxpxg v K(u'nl"z’“’)
U2t = oub A Xk v U

fuhrt. Die erste und die dritte dieser Formeln sind bereitslén Formeln 4.8 enthalten, die zweite weicht
jedoch von diesen ab. Der Unterschied liegt in dem zweiteratibnszéhler der Variablem,. Wahrend es
im allgemein Fall notwendig ist, fur jeden Schnil“rtj‘“'2+l einen neuen Fixpunki'>* zu berechnen, bleibt
der Z&hleri, in den Formeln 4.8 auf O stehen. Dies hat zur Folge, dass mur €im neuer Fixpunkt fluy,
berechnet wird, wenn sich der Iterationszahleerhoht. Bei der Berechnung eines Fixpunktesugiwerden
folglich die Iterationsschritte so ausgefuhrt, als géb&essen tiefer verschachtelten Fixpunkt zu berechnen.
Diese Vereinfachung wird durch den AbhangigkeitsgraphieAbbildung 4.6 gerechtfertigt. Aus diesem ist
ersichtlich, dass eine neue Berechnung ugnach jedem Schritt vony, nichts andern wiirde.

(=
O

Abbildung 4.6: Der Abhangigkeitsgraph des Gleichungssyst4.7

Folgende Beobachtungen zeigen, dass die Formeln 4.8 zuleiehan Berechnungen fihren wie Algorith-
mus 2.22:

1. Der erste Fixpunkt, der fiir die LOsung des Gleichungssystberechnet wird, isﬂ’o""’. Da der Anfangs-
wert ugn gleich 0 ist, verhalt sich die Gleichung fuﬂ’o"3+1 wie Gleichung 4.3, wenn dot, gleich 0
ist. Wie auf Seite 67 erlautert, werden damit auf der rechtéfite der Kripke-Struktur die nicht co-
erreichbaren Zustande gesammelt. Folglich entsp[i%ﬂ’f" der Menge der nicht co-erreichbaren Zu-
stande, mit der Algorithmus 2.22 in Schritt 2.2 die Mer@ginitialisiert.

2. Durch den Aufbau der Kripke-StruktutKa,x#, entspricht der Ausdruckx,x, der Menge

{(p, ) € Qs | actg, (p) N Xy € acta, ((ps q))}, die der Algorithmus in Schritt 3.1 ermittelt. Diese Men-
ge wird der MengeQ, hinzugefigt, die zu diesem Zeitpunkt die nicht co-erreisbh Zustande aus

Schritt 2.2 enthalt. Auf der Kripke-Struktur entsprichéslider Operationyx, V K(uﬂ’o""’). Diese kommt

in der ersten Berechnung in Schritt 4.1 vor: DortLigrP gleich 0, so dasag’l = XpXy V K(uﬂ’o’“’). Die
weiteren lIterationsschritte fur die Berechnung \ugﬁ" entsprechen den Schritten 4.1 und 4.2 in Algo-
rithmus 2.22 (s. Erlauterung zu Gleichung 4.1 auf Seite §6ylass der Fixpunklg’°0 der MengeQ, am

Ende von Schritt 4 in der ersten Iteration des Algorithmusgnicht. Damit enthamg""’ sowohl die nicht
co-erreichbaren als auch die verbotenen Zustande, diertigisammelt wurden.

3. In Schritt 3.2 bricht der Algorithmus vorzeitig ab, fal, = 0. Diese Uberprifung ist jedoch nicht
zwingend, zumal der Algorithmus auch korrekt arbeitet, mvdie Schritte 4 und 5 trotzdem durchlaufen
werden. Es wird dann in Schritt 6 mit demselben Ergebnis wigdahritt 3.2 abgebrochen. Ein solcher
Abbruch ist bei der Losung des Gleichungssystems nichtegaigen und auch nicht zuléssig, zumal die
Mengenvereinigung aus Schritt 3.1 erst in der Berechnumgu@é stattfindet. Die Losung des Glei-
chungssystems ist trotzdem in jedem Fall korrekt, solangenmgiteren Berechnungen mit denen des
Algorithmus Ubereinstimmen.



72 Kapitel 4. Die Uberwachersynthese jrKalkuil

4. Esfolgt die Berechnungﬁl) = K(Ub ) Dabei werden lediglich die bisher gefundenen Zustandeliauf
rechte Halfte der Kripke-Struktur gespiegelt und auf dieidlale up, Ubertragen, so dass dieser Schritt
keinerlei Berechnungen des Algorithmus entspricht.

5. Als nachstes berechnet der Algorithmus in Schritt 5 dobitnco-erreichbaren Zustande des Automaten
Aslg,- In Schritt 6 werden diese Zustande — sofern nicht abgebroalird — der Meng&), hinzugefugt,
so dass diese bei dem Rucksprung auf Schritt 4 alle Zustaritéle die nicht co-erreichbar sind oder
bereits als verboten erkannt wurden. Wie auf Seite 67 efiwerden diese Zustande auf der rechten
Halfte der Kripke-Struktur mit Hilfe der Gleichung 4.3 etitait. Bei der Losung des Gleichungssystems
steht nun die Berechnung des néchsten Fixpunki8§° an. Ein Vergleich mit den Gleichungen 4.8
zeigt dass dabei wie bei der Losung von Gleichung 4.3 gaetahird, und dass dort der passende Wert
ubn eingesetzt wird. Dies gilt auch fir die weiteren lIterationso dassu'l 0 stets der Zustandsmenge
Qp entspricht, die der Algorithmus in Schritt 6 ermittelt, bexauf Schritt 4 zuriickgesprungen wird.

6. Von nun an wechseln sich die Berechnungen der GleichualgeDies entspricht auch dem Verlauf des
Algorithmus, in dem fortan die Schritte 4 bis 6 wiederholtrden.

7. Der Algorithmus terminiert, wenn in Schritt 5 keine neugcht co-erreichbaren Zustande gefunden wer-
den. Nach Algorithmus 3.57 ist das Abbruchkriterium fur Ba@meln 4.8 das Erreichen des Fixpunktes
Up,,- Die Aquivalenz dieser beiden Kriterien wird in zwei Sctait gezeigt. Der erste ist trivial: Ist der
Fixpunkt up, erreicht, andern sich auch die anderen Fixpunkte nicht mettt es konnen keine neu-
en nicht co-erreichbaren Zustande gefunden werden. Fiumdigkehrte Richtung muss zuerst bemerkt
werden, dass der lepunknﬂo"<> nicht Schritt 5, sondern Schritt 2.1 entspricht. Sei ddshat 1 der

Wert, fur den gilt, daS$I|10°° keine neuen nicht co-erreichbaren Zustande in Schritt ®firidann ist
u'nl’o’“’ =ul = (u'g 1°°) Wird dieser Wert in die Gleichung fiis, eingesetzt, entsteht die Gleichung
U2 = out? v xex, v U, Da der lepunkiu'l L die Mengexyx, enthalt, istu> = y .

Daraus folgik( ) =k (U) dhoudt = U = ue

Damit entsprichtu, der MengeQy, wenn Algorithmus 2.22 terminiert, und es o, = |[3xu.ug°n]]ﬂ Die
S
Komplexitatsanalyse ist der in dem Beweis von Theorem 4nficih O

Korollar 4.12 Um lIterationen zu sparen, kann die Berechnung der Formednbéreits dann abgebrochen
werden, wenn firi> 1 ui® = « (Ui >). Es gilt dann g, = Ui >>.

Beweis: Der Beweis ist in dem Beweis von Theorem 4.11 unter Punkt ladten. O

Beispiel 4.13 Zum Vergleich mit der Losung nach Theorem 4.8 wird Beispi&D4nit Theorem 4.11 berech-
net. Die dazugehdrige Kripke-Struktur wurde bereits insBal 4.5 erstellt und ist auf Abbildung 4.3 zu sehen.
Es folgen die Iterationsschritte der Formeln 4.8. Um dieblaekeit zu erhdhen, werden die Mengen nicht in
symbolischer Darstellung, sondern explizit angegeben.

0
ubn: {}
u?® =)
20— s

u%t = ((1,1), (2,1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (6, 1), (7, 1)}

°°2 ={(1,1),(21),(3.1).(41),(51),(7, 1)}

°°3 ={(1,1),(21),(3,1).(51).(7, 1)}

°°4 ={(1,1),(3,1),(5,1). (7. 1)}

°°5 ={(3,1),(5,1). (7. 1)}
={
={

006 (3,1),(5,1)}
007
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up%® = {)
% ={)
%hu
g ((5.0)
§=@m@w
~ ={(3.0).(5.0)}
Uy = Bnﬁm
(g 0). (5.0)}

=S
101 {(1,2),(2,1), (3 1), (4,1), (5,1), (6, 1), (7, 1)}
1 2 = {(1,1),(2,1),(3,1). (4.1), (5, 1), (7, 1)}

1 %3 = {(1.1),(21).(3,1).(5.1), (7, 1)}

1 %4 = {(1.1),(3,1).(5,1). (7. 1)}
1“{@u@umm

ur>® = {(3,1). (5.1)}

ut0 = ((3,1), (5,1}

Das Haltekriterium aus Korollar 4.12, namlieh®™ = « (i), ist fiiriy = 1 erfilllt. Deshalb giltu?, =

ub0e = {(3,1), (5,1)}. Die Abbildung dieser Menge auf den Automatét x Ag ist die Menge(3, 5}. Der
Uberwacher — die Einschrankung vaip x Ag auf das Komplement dieser Menge — ist in Abbildung 4.5 zu
sehen und bestatigt das Ergebnis des vorangegangenemeBeisp O

4.2.3 Gute statt verbotene Zustande berechnen

Die Gleichungssysteme 4.5 und 4.7 berechnen nach den tigmmn 2.20 bzw. 2.22 die Menge der Zustande,
die nicht Teil des gesuchten Uberwachers sind, weshalb fiir die LodesgSyntheseproblems das Komple-
ment dieser Menge gebildet werden muss. Dieser letztetSkann leicht in die Gleichungssysteme integriert
werden, indem die letzte Gleichung — und infolgedessen digchwei anderen — unter Anwendung von Lem-
ma 3.29 negiert werden. Dann ist die Losung des GleichusteEsg bereits die Zustandsmenge des Uberwa-
chers. Im Folgenden wird diese Transformation fiir Gleigssystem 4.7 vorgenommen. Wie sich in Kapitel 6
zeigen wird, bildet das dadurch gewonnene Gleichungssy4t® den Ausgangspunkt fur die dort vorgenom-
mene Verallgemeinerung der Uberwachersynthese.

Fir die Bezeichnung der komplementéren Mengen werden diablenuc := Un, Uy := Up UNd Ueg := Upn

eingefiihrt. Die Zustande iy sind die co-erreichbaren, die g die nicht verbotenen. Diese werden fortan als
guteZustande bezeichnet. SchlieRlich stal§ die gleichzeitig co-erreichbaren und guten Zustande dar.

Korollar 4.14 (Uberwachersynthese imu-Kalkiil mit komplementiaren Mengen) Gegeben sei ein Automat
Ap x Ag, der nach Definition 4.1 beschriftet ist und das gewiinschtealten fir das Systerfip beschreibt.
SeiAslq,, der gesuchte Uberwacher, wob@ls := Ap x Ag. Dann ist Qg = [[qu.uga]]ﬂs, wobei g, die
Ldsung des Gleichungssystems

U £ (U V XmXu) A Ugg
Uy = DOUgA XpXy A K (Uc) (4.9)
ch é K (UQ)

uber den Variablen der Kripke-Struktd(z,. 4 ist, die mit Hilfe der Formeln

ugg” (g™
uptt = UG "2 A XoXu A & (U U 0“’) (4.10)
uié_,iZ,iS-Fl = (Oull I2 |3 Vi meu) A u

innerhalb der Zeit Oé(QﬂPXﬂs(zlm) berechnet werden kann. It 4, = Qa,xa,. reduziert sich die Kom-

plexitatsgrenze auf QQﬂpmS’ |Z|).
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Beweis:Das Ergebnis folgt aus der Negation beider Seiten der Glagén des Gleichungssystems 4.7 unter
Beriicksichtigung zusatzlicher Konjunktionen mjtbzw. x, um die Mengen auf die gewlinschten Strukturhalf-
ten zu beschranken. m]

Korollar 4.15 Um Iterationen zu sparen, kann die Berechnung der Formelf #ereits dann abgebrochen
werden, wenn fini> 1 u¢®* = « (ug~>*). Es gilt dann g = u2>.

Beweis: Seiiy > 1 der Wert fiir den gilt, dagg %> = (u'g1 1). Dann istug ™ = OLA Xoxy AU = U™
und somit ein Fixpunkt, woraus folgk™ = ug ™. Damit ist auctug, = /<(u{9,1 ) = g0, O

Beispiel 4.16 Zum Vergleich mit den vorangegangenen Beispiel wird dasgel 4.10 mit Hilfe des Glei-
chungssystems 4.9 berechnet. Die dazugehdrige KripkegdBtrwurde bereits in Beispiel 4.5 erstellt und ist
auf Abbildung 4.3 zu sehen. Es folgen die Iterationssehdttr Formeln 4.10. Um die Lesbarkeit zu erhdhen,
werden die Mengen nicht in symbolischer Darstellung, samé&plizit angegeben.

0 _
Ueg =S
ug’O:S
ooo

={)

={(0, 1)}

={(0,1),(6, 1)}
={(0,1).(4,1),(6, 1)}

0“{&u@u%u@m
= {
= {
= {
= {

001
002
003

u® = {(0,1), (1,1), (2, 1), (4,1), (6, 1))
0“ (0.1),(L,1), (2 1), (4.1), (6, 1), (7. 1)}
0” (0.1),(1,1),(2,1), (4, 1), (5,1),(6, 1), (7, 1)}
0“ (0.1),(1,1), (2, 1), (3, 1), (4, 1), (5.1), (6, 1), (7, 1)}
u8 0% = {(0,1), (1, 1), (2.1), (3, 1), (4, 1), (5.1), (6, 1), (7. 1)}
=S
& {(0,0),(1,0),(2,0). (3,0), (4.0), (6,0), (7, 0)}
8 = {(0,0),(1,0), (2, 0), (4, 0), (6,0), (7, 0)}
¢ = 1{(0,0),(1,0),(2,0),(4,0),(6,0),(7,0)}
(0 1) (1,1),(2,1),(4,2),(6,1),(7,1)}
={(0,0),(1,0),(2,0),(4,0),(6,0), (7,0)}
u® = {)
101 {(0’ 1)}
{(0,1),(6,1)}
{(0,1), (4.1), (6, 1))
{(0,1),(2.1), (4,1), (6, 1)}
{(0,1),(1,1),(2,1), (4, 1), (6, 1)}
{(0,1),(1,1),(2,1). (4, 1), (6.1), (7, 1)}
u}., 00— 1(0,1), (L, 1), (2, 1), (4, 1), (6, 1), (7, 1)}

102
103
104
105
106

Das Haltekriterium aus Korollar 4.15, namlidg}’o’” = /<(u'gl 1°°) ist flri; = 1 erfullt. Deshalb giltugy =

us®® = {(0,1), (1, 1), (2, 1), (4,1), (6, 1), (7, 1)}. Die Abbildung dieser Menge auf den Automatéip x A ist
die Menge(0, 1, 2, 4, 6, 7}, was dem Uberwacher in Abbildung 4.5 entspricht. m|
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4.3 Verwendung der erzielten Ergebnisse

Die Ergebnisse aus diesem Kapitel dienen als Grundlageidiveiterentwicklung der Uberwachersynthese
in zwei unterschiedliche Richtungen. In Kapitel 5 werden®ir Verringerung der Komplexitat der Uberwa-
chersynthese herangezogen. In Kapitel 6 dienen sie alp@tét fur eine Verallgemeinerung der Uberwa-
chersynthese, die neben den bisher erlaubten Sichereitd-ebendigkeitseigenschaften auch Fortdauer- und
Fairnesseigenschaften zuléasst. Beide Kapitel konnerestgéhend unabhangig voneinander gelesen werden.
Die Ausnahme hierzu bildet Abschnitt 6.5, der das BeispieAbschnitt 5.4 nochmals aufgreift und dessen
Kenntnis voraussetzt. Es ist ebenfalls moéglich, die TheiorKapitel 5 zunéchst zu tberspringen und die Lek-
tire bei den Anwendungsbeispielen in den Abschnitten 5d45u5 fortzusetzen.






Kapitel 5

Ein besserer Synthesealgorithmus

Die Komplexitatsanalyse in Abschnitt 2.5.4 zeigt, dass dasrwachersyntheseproblem im Allgemeinen in-
nerhalb der ZeiO (|Qﬂ¢,xﬂa|2 |2|) geldst werden kann. Diese obere Grenze gilt sowohl fur Algmus 2.18

(Wonham und Ramadge) als auch fur Algorithmus 2.20 (Kumdr@arg) und dessen Variante (Algorithmus
2.22). Daruber hinaus sind die zwei letzteren in der Lagdem SonderfalM ,» 7, = Qa,x#, das Problem
innerhalb der ZeiO(|QﬂPXﬂS| |Z|) zu lésen. Allerdings kommt dieser Fall in der Praxis aulissken vor.

In diesem Kapitel wird eine besondere Problemklasse etk&en denen die Kripke-StruktukK sz, s, frei
von verborgenen Verklemmungskomponenten (Mstilie ebenfalls im Laufe des Kapitels definiert werden.
Probleme, bei denel #, <5, keine solche Komponenten enthalt, werdérK-freigenannt. Dies ist immer der
Fall, wennM,x 7, = Qa,x7s,, aber auch ein Teil der Probleme, bei deMdn, .4, echt inQx, x4, enthalten
ist, ist VVK-frei. Der Zusammenhang zwischen den genankt@blemklassen ist in Abbildung 5.1 dargestellt
(vgl. Abbildung 2.20 auf Seite 28). Aus Platzgriinden stetienM und Q fir Mg« 2, bzZW. Qz,x 4.

Abbildung 5.1: Die neue Klasse der VVK-freien Probleme

Es wird ein neuer Algorithmus vorgestellt, der das Ubereasyntheseproblem fiir alle VVK-freien Proble-
me mit linearer Komplexitat I[6sen kann, wahrend dies bishgrim SonderfallM 7,7, = Qa,xa, MOglich
war. Der Algorithmus ist aber nicht nur auf die neue ProblEsge ausgelegt, sondern kann auch den all-
gemeinen Fall @izienter als die bisherigen I6sen, auch wenn hier die obeemzerfir die Komplexitat bei

O(|Qﬂpxﬂg|2 |Z|) bleibt. Die hohere Hzienz ist auf die Tatsache zurlckzufuhren, dass der neumifimus

die Berechnungen, die in den herkdmmlichen Algorithmenemugdiadratischen Laufzeit fuhren, nur noch fur
die Suche nach verborgenen Verklemmungskomponenten ndeveDa die Anzahl dieser in der Regel viel
kleiner als die Anzahl der Zustande ist, verhalt sich diefteit eher linear als quadratisch. Der Anwender
muss nicht im Voraus wissen, um welchen Fall es sich bei sefr@blem handelt. Der neue Algorithmus wird
immer in optimaler Zeit fertig.

Abschnitt 5.1 beginnt mit einer intuitiven Darstellung deuen Berechnungsmethode, die in Abschnitt 5.2 for-
malisiert wird. Die Komplexitat des neuen Ansatzes wird iosghnitt 5.3 diskutiert. Darliber hinaus enthalten
die Abschnitte 5.4 und 5.5 zwei groRere Synthesebeisgidels erste ist eine Anwendung der Uberwachersyn-
these zur Steuerung einer Telefonnummernauskunftzentted von Seidl et al. [77] entwickelt wurde. Deren
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Modellierung wird im Detail analysiert und die Synthesedmgisse werden mit den hier entwickelten Metho-
den bestatigt. Dartber hinaus wird eine subtile Ungeresitin der beschriebenen Losung festgestellt. Mit
dem gegebenen Systemmodell lasst sich diese allerdinigsmitden bisher vorgestellten Synthesemethoden
beseitigen, weil die Spezifikation dazu um eine Fairnessgedg erweitert werden muss. Dies wird jedoch in
Kapitel 6 ermoglicht, so dass das Beispiel dort wieder agrifen und entsprechend geltst werden kann. Das
zweite Beispiel handelt von der Synthese einer Gewinmgliaiflir ein Zweipersonenspiel. Aus theoretischer
Sicht kommt die Aufgabe, ein reaktives System zu steuemAd&endung einer Gewinnstrategie fur ein Spiel
gleich. Zweipersonenspiele sind deshalb Metaphern flitiveaSysteme, und die Ermittlung einer Gewinnstra-
tegie ist in diesem Sinne mit der Synthese einer Steuerweighgusetzen. Das verwendete Nim-Spiel hat den
\Vorteil, dass es sich leicht skalieren lasst und somit earezg Testreihe liefert, mit der die Uberlegenheit der
Ergebnisse dieser Arbeit Uber die herkdbmmlichen Methodsegh werden kann. Die Ergebnisse aus diesem
Kapitel wurden in [94] verfientlicht.

5.1 Die Berechnung co-erreichbarer Zustande

In Kapitel 4 wurde die Berechnung von Zustandsmengen eingsmaten auf die dazugehorige Kripke-
Struktur Ubertragen. Sei insbesond€)e eine Menge, die auf der linken Halfte der Kripke-Strukturatu
den Ausdrucku, dargestellt wird. Dann kann die Menge der Zustéande, die daam Entfernen der Zustande
in Qp co-erreichbar bleiben, mit Hilfe von Gleichung 4.3 beresthmerden. Diese wird hier als Gleichung 5.1
wiedergegeben: U 2 Oy A Kon V & (Up) (5.1)
Diese Gleichung ist auch Teil der Gleichungssysteme 4.5lercht veréndert) 4.7. Wahrend es sich dabei um
einen groRten Fixpunkt handelt, sind die beiden andereitlt@egen in diesen Gleichungssystemen kleinste
Fixpunkte, wodurch sich die Alternierungstiefen 3 bzw. @edren. In Abschnitt 3.3.3 wurde gezeigt, dass die
Komplexitat der LOsung eines Gleichungssystems von séilbemierungstiefe abhangt. Folglich muss es még-
lich sein, die Komplexitat der Uberwachersynthese zu ngain, wenn es gelingt, die nicht co-erreichbaren
Zustande mit Hilfe eines kleinsten statt eines grof3tenrikpes zu berechnen. Im Folgenden wird eine neue
Gleichung hergeleitet, die in der Lage ist, durch die Benedlg eines kleinsten Fixpunktes zumindest einen Teil
der nicht co-erreichbaren Zustande zu sammeln. Das Zie$jsines der Gleichungssysteme aus Kapitel 4 mit
der neuen Gleichung zu erganzen, um damit zu eiffiienteren Losung des Uberwachersyntheseproblems zu
gelangen. Das gewiinschte Ergebnis ist von beiden Gleissystemen aus zu erreichen. Im Folgenden wird
dafur Gleichungssystem 4.5 gewahlt, das hier unter der Neman2 wiedergegeben wird:

Up £ OUp V XpXy V Upn
Un = OUp A XmXa V & (Up) (5.2)
Ubn E « (Un) .

Die neue Gleichung fiir die nicht co-erreichbaren Zustamdsteht aus der Uberlegung, dass ein Zustand nicht
co-erreichbar ist, wenn er selbst kein markierter Zustandrid alle von ihm ausgehenden Ereignisse in bereits
verbotene Zustande fithren. Dies entspricht der Gleichung

W £ oy vk (Up)) A XXy, (5.3)

wobeiup die Menge der bereits verbotenen Zustande darstellt undillieh durch die Funktion (-) von der
linken auf die rechte Halfte der Kripke-Struktur gespi¢gétd. Gleichung 5.3 liefert die universellen Vorgén-
ger der verbotenen Zusténde. Damit die Fixpunkte so sctuirelindglich erreicht werden, ist es nitzlich, die
verbotenen Zustande selbst in das Ergebnis einzubeziBieswird durch eine Disjunktion der obigen Glei-
chung mit dem Ausdruck (up) erreicht. Dann aber muss die Disjunktion m{u,) innerhalb desi-Operators
nicht mehr angegeben werden, denn sie kommt ohnehin in detendterationsschritt vor. Daraus ergibt sich
die Gleichung u _
Uy = Oy A XXy V & (Up) (5.4)
fur die Menge der Zustande, die mit der neuen Methode gefuneeden oder bereits verboten sind.

Gleichung 5.4 lauft per Konstruktion keine Gefahr, co-ehtbare Zusténde falschlicherweise als nicht co-
erreichbar einzustufen. Wie folgendes Gegenbeispielt,zeigrden jedoch nicht unbedingt alle nicht co-
erreichbaren Zustande entdeckt.
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Beispiel 5.1 Sei die Struktur in Abbildung 5.2 die rechte Halfte einerpke-Struktur, die aus der Ubersetzung
eines Automaten entstanden ist. Aus der Beschriftung detéfde ist ersichtlich, dass Zustand 5 ein verbotener
Zustand ist, so das@ = XpX1XoXp Xy, Was Zustand 5 auf der linken Halfte der Kripke-Struktursentht.

X2, X1, X0, Xm, Xu X2, X1, Xo, Xy X2, X1, X0, Xo, Xu X2, X1, X0, Xm, Xu

() e
L )—()—(>)

X2, X1, X0, Xy X2, X1, X0, Xy X2, X1, X0, Xu

Abbildung 5.2: Rechte Halfte der Kripke-Struktur fur Bab.1

Fir die Loésung von Gleichung 5.4 ergeben sich die ScF’ur'u@e: {}, u\l, = {5}, u\z, = {5,6} = uy’. Ohne die
Zustande 5 und 6 sind die Zustande 2, 3, und 4 nicht co-ebraickie werden jedoch nicht in die Mengg
aufgenommen. O

Es genugt also nicht, die zweite Gleichung in 5.2 durch Glaig 5.4 zu ersetzen, wie in

U £ OV XXy V Upn
W & Ou A XXV« (Up) (5.5)
Ubv E « (W) .

Falls die Transition zwischen von Zustand 4 nach ZustandBeiapiel 5.1 nicht steuerbar ist, werden die feh-
lenden Zustande in weiteren Iterationen zwar noch erkaveit,Zustand 4 verboten wird. Ist diese Transition

jedoch steuerbar, werden die Zustande 2, 3 und 4 falschivelige fir co-erreichbar gehalten. Infolgedessen
bleiben diese und eventuell noch andere verbotene Zustiregedeckt.

Im Folgenden werden die Bedingungen analysiert, unterrdemenicht co-erreichbarer Zustand wéhrend der
Losung von Gleichungssystem 5.5 unentdeckt bleibt. DaZolgende Definition hilfreich:

Definition 5.2 (Verborgene Verklemmungskomponente (VVK))Gegeben sei ein Uberwachersynthesepro-
blem mit den Automateffiy und Ap X Ag. Eine verborgene Verklemmungskomponente, abgekirzt i8VK,
eine Zustandsmenge der Kripke-Strukfts,.. #,., dessen Zustande folgende Bedingungen erfillen:

1. sie sind nicht co-erreichbar;

2. wéahrend des Syntheseprozesses werden von ihnen keitstaierbaren Transitionen gestrichen;

3. sie sind Teil einer schwach zusammenh&ngenden Komgdnienter jeder Zustand mindestens einen
Nachfolger hat, der ebenfalls in dieser Komponente liegt.

Eine Kripke-Struktur, in der solche Komponenten nichtratén, wird VVK-frei genannt.

Beispiel 5.3 Die Zustande 2, 3 und 4 in Abbildung 5.2 bilden eine verboegéerklemmungskomponentes

Lemma 5.4 (Unerkannte nicht co-erreichbare Zustande)Ein nicht co-erreichbarer Zustand bleibt wahrend
der L6sung des Gleichungssystems 5.5 genau dann unentdeckt er einer verborgenen Verklemmungskom-
ponente angehort.

1Der besseren Lesbarkeit halber werden die Mengen nichtalignh, sondern explizit dargestellt.

2In einem gerichteten Graphen ist eine schwach zusammeahdad<omponente ein Teilgraph, in dem es fiir jedes Knotenpaa
(u, v) einen Pfad vom nachv oder vonv nachu gibt. Eine schwach zusammenhangende Komponente ist miaxeran sie kein echter
Teilgraph einer anderen solchen Komponente ist. Verberyenklemmungskomponenten missen jedoch nicht maximal sei
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Beweis: (—): Sei p ein nicht co-erreichbarer Zustand, der wahrend der LosumgGieichungssystem 5.5
unentdeckt bleibt. Dann ist Bedingung 1 in Definition 5.%i#ierweise erfullt. Bedingung 2 muss ebenfalls
erflllt sein, zumalp sich sonst als verboten herausstellen wirde und die vertZustande Teil der Lo-
sung des Gleichungssystems sind. Bedingung 3 wird wie faghgewiesen: Es steht fest, dasmindestens
eine ausgehende Transition haben muss, denn sonst warestan Iterationsschritt erkannt worden (s. Glei-
chung 3.13 auf Seite 39). Danicht von der ersten Gleichung in 5.2 erkannt wird und auchtrinarkiert ist,
muss mindestens eine Transition yoin einen Zustand, fihren, der nicht co-erreichbar ist (ansonsten ware
auch co-erreichbar) und ebenfalls unentdeckt bleibt (@teo wirden alle ausgehenden Transitionenp/pa
bereits entdeckten Zustanden fuhren, pndare erkannt worden). Um unentdeckt zu bleiben, nuLesser die
gleichen Bedingungen erflllen. Damit bildgng und all ihre Nachfolger eine schwach zusammenhéangende
Komponente mit der Besonderheit, dass jeder Zustand eiaehfdlger innerhalb dieser Komponente hat.

(«): Zustande einer verborgenen Verklemmungskomponentelain Definition 5.2 nicht co-erreichbar (Be-
dingung 1) und werden auch nicht verboten (Bedingung 2). iDialeiben sie fir die zweite Gleichung in 5.2
unerkannt. Da sie jeweils einen Nachfolger haben, der absmfiese Bedingungen erfiillt (Bedingung 3), kén-
nen sie auch nicht von der ersten Gleichung erkannt werden. o

5.2 Verbesserung der Uberwachersynthese

Aus Lemma 5.4 folgt, dass VVK-freie Probleme mit Hilfe vore@hungssystem 5.5 geldst werden kénnen. Da
dieses Alternierungsfrei ist, ist auch die Komplexitatigger als bei den Lésungen nach den Theoremen 4.8
oder 4.11. Es lasst sich jedoch nur in besonderen Félleussagen, ob ein Problem VVK-frei ist oder nicht.
Dies ist z.B. der Fall, wenn alle Zustédnde markiert und damyérreichbar sind, oder wenn es im System keine
Schleifen gibt, zumal eine VVK auf Grund der Bedingung 3 irfibigon 5.2 mindestens eine Schleife haben
muss. Um in jedem Fall einsetzbar zu sein, muss dieses @lasBystem folglich noch so erganzt werden,
dass auch bei nicht VVK-freien Problemen alle nicht coiehtgaren Zusténde gefunden werden. Dies kann
mit Hilfe von Gleichung 5.1 gewé&hrleistet werden, wenn aell&tvon u, alle bisher gefundenen Zustéande
eingesetzt werden. Der Gedanke dabei ist, die Alterniemuwigchen dem grof3ten Fixpunkt in Gleichung 5.1
und den kleinsten Fixpunkten in den anderen Gleichungernbis® gering wie mdglich zu halten. Folgendes
Theorem stellt ein Gleichungssystem vor, das dieientere Suche nach nicht co-erreichbaren Zustanden aus
Gleichungssystem 5.5 nutzt und trotzdem die nicht co-@rbeiren Zustande in verborgenen Verklemmungs-
komponenten bericksichtigt.

Theorem 5.5 Gegeben seien die Automat@i» und Ay x Ag, die ein System und dessen gewiinschtes Verhal-
ten beschreiben. Seien wie in Algorithmus 2722 := Ap X Ag und Aglg, der gesuchte Uberwacher. Dann

ist Qp = |I3xu.ug°n]]ﬂ , wobei ;. die Losung des Gleichungssystems
S

Uy = OUp A XmXyV Upn
U £ OUpV XpXy V k(Uy V Up) (5.6)
W & O A XmXa V& (Up) '
Ubn £ Uy
Uber den Variablen der Kripke-Strukttz, 4, ist, die mit Hilfe der Formeln
uiblr:rl - uivl,oo
uipiz+t = Oul2 A XXy V K(uibl’iz’“) .
G i oUe v v (U v U O) o0
ulnl,|2,|3,|4+1 = Dulnl,lz,lg,u A )?m)?u v ulbln

innerhalb der Zeit C(|Qﬂpmg|2 |Z|) berechnet werden kann. &z, #, VVK-frei, kann die Losung innerhalb
der Zeit O(|Qﬂ¢,xﬂa| |2|) berechnet werden.
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Beweis:Wie der Abhangigkeitsgraph in Abbildung 4.4 zeigt, bestis Gleichungssystem 5.6 aus einer einzi-
gen maximalen Komponente. Es kann deshalb mit Algorithm&g Berechnet werden, was zu den lterations-
formeln

Ut =W .

urztt = ok A XXy Ve (U2)

uibl,iz,i3+l = Ouibl,iz,i:g V XpXy V K(uivl,iz v uinl,i2,i3,00)
uplisle o gutelsie A s v

fihrt. Diese Losung unterscheidet sich in der dritten Fosme den Formeln 5.7. Der Unterschied liegt in den
Iterationszahlern der Variablap. Wéahrend es im Allgemeinen notwendig ist, fir jeden Schﬁt’?"a‘*l einen

neuen Fixpunkty>'>'>* zu berechnen, bleiben die Zahierundis in den Formeln 5.7 auf O stehen. Dies hat
zur Folge, dass nur dann ein neuer Fixpunkiu{lberechnet wird, wenn sich der Iterationszaljegrhoht. Bei
der Berechnung eines Fixpunktes tigrwerden folglich die Iterationsschritte so ausgefuhrtgalse es keinen
inneren Fixpunkt zu berechnen. Diese Vereinfachung wirdidden Abhéngigkeitsgraphen in Abbildung 5.3
gerechtfertigt. Aus diesem ist ersichtlich, dass eine irrechnung vom, nach jedem Schritt von, nichts
andern wirde.

Abbildung 5.3: Der Abhangigkeitsgraph des Gleichungssyst5.6

Die Korrektheit der Berechnungen kann wie folgt auf Theorefrl zuriickgefiihrt werden: Das Uberwacher-
syntheseproblem kann mit Hilfe von Gleichungssystem 4l@sgeverden. Aus den Formeln 4.8 folgt, dass
die Fixpunkte stets in der Reihenfolgg, up, Usn berechnet werden, und dags wenn die Berechnung eines
Fixpunktes fliu,, an der Reihe ist, die bis zu diesem Zeitpunkt verbotenen ioid co-erreichbaren Zustande
enthalt. Das Gleichungssystem 5.6 unterscheidet sich Modutch die neue Gleichung fily und durch Ande-
rungen an den Gleichungen fiis und up,. Aus den Formeln 5.7 ergibt sich fiir die Berechnung der Fikpe

die Reihenfolgeu,, dannuy in Wechselwirkung mity,, und schlieflichuy,. Die Gleichung fliu, in 5.6 ist eine
Erweiterung der zweiten Gleichung in 4.7, die zusatzlictden nicht co-erreichbaren Zustéanderujauch

die in uy bertcksichtigt. Wie auf Seite 78 erlautert, l1auft die Gheieg flru, keine Gefahr, einen Zustand, der
co-erreichbar ist, falschlicherweise als nicht co-etrbar einzustufen. Damit bleiben auch die Berechnungen
von u, korrekt. Die Gleichung flu, verlangt nach jedem Iterationsschritt einen neuen Fixpfiitku,. Dies
bewirkt, dass ein Fixpunkt fim, genau dann erreicht wird, wenn alle verbotenen und nicterogichbaren
Zustande mit Ausnahme der verborgenen Verklemmungskoempen gefunden wurden. Insofern liegt der
Unterschied zu den Berechnungen laut Theorem 4.11 leldiglizin, dasas, im Allgemeinen eine grof3ere
Menge verbotener und nicht co-erreichbarer Zustande alsigilgesammelt hat, wenn die ndchste Berechnung
eines Fixpunktes fluy,, ansteht. Dies kann die Lésung aber nicht beeintrachtigeedjelgefundenen Zustande
auf jeden Fall entfernt werden missen und damit einen Ba@duRkt der gesuchten L6sung bilden.

Fur die Bestimmung der Komplexitat seiSundR die Zustandsmenge bzw. die Transitionsrelation der Kripke
Struktur K a,x 4. Die Gleichung furup, kann in konstanter Zeit berechnet werden und erreicht ims$téas

|S| Iterationen den Fixpunkty, . Die Gleichung flru, wird genauso oft ausgewertet. Die Berechnung eines
Fixpunktewir%’o’o""’ kann innerhalb der Ze®(|R|) durchgefiihrt werden, und b&(|S|) Wiederholungen ergibt

dies einen Aufwand, der i®(|S||R]) liegt.

Die Gleichungen fliu, und u, haben beide den gleichen Fixpunkttyp. Damit werden die &emgngen der
aufeinander folgenden Fixpunkte laut Algorithmus 3.57g#svmit dem zuletzt ermittelten Fixpunkt gestartet.
Dies fuhrt dazu, dass alle Berechnungen dieser Gleichungerhalb|S| Schritten abgeschlossen werden kon-
nen. Die Berechnung der Fixpunkte kann wie im Fall vgimnerhalb der ZeiO(|R|) durchgefihrt werden. Bei
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O(|S|) Wiederholungen ergibt dies ebenfalls einen Aufwand, d€)(S]| |R]) liegt. Damit ergibt sictO(|S| |R])
als obere Grenze fiir die L6sung von Gleichungssystem 5.65Da 2|Qa,xn,| und Rl < 2|Qa.xa| 12l

(siehe Definition 4.4), ergibt sich fir den gesamten Aldwnitis die KomplexitaO (|Qﬂpxﬂ8|2 |2|).

Wenn Ka,x#, dariber hinaus VVK-frei ist, werden alle nicht co-erreiahin Zustéande von der Gleichung
fiir u, gefunden. Folglich kommen durch die Berechnung des Fixigsni:>%> keine Zustande mehr hinzu,
und die anderen Fixpunkte kénnen sich nicht mehr &ndernit&onmen alle Berechnungen innerhalb der Zeit
O(R|) = O(|Qﬂpxﬂg| |2|) durchgefihrt werden.

Lemma 5.6 Die Berechnung der Formeln 5.7 kann bereits abgebrochedevemenn (1) i@ro’ = (u'n1 °°°°)

oder (2) wenni > 1und 4% = u} "> In beiden Fallen gilt dann i = u-%%=.

Beweis:(1) Seii; der Wert, fur den gilt, dassig’o"x’ = /<(u:;L °°°°) Aus der zweiten Formelin 5.7 folgl't}’i”l =

1100 Da aber®%* pereits alle derzeit nicht co-erreichbaren Zustande gessnhat,

OUM2 A XXy V U
kann diese Formel keine weiteren Zustande finden. Deshialbygt = u®®™ und somitut™® = yp0%>,

In der nachsten Iteration ist deshaly*>%%* = (109 go dass sich kein Fixpunkt mehr andert. Damit ist
ue u|1+1 ulnlOOoo
bn =™ Ybn '

(2) Wennui2%%= = 41=2* dann konnte die Gleichung fii, keine neuen nicht co-erreichbaren Zustande fin-

den. Dies bedeutet, dasgbereits alle verbotenen und nicht co-erreichbaren Zustanthalt und sich deshalb

. " . spooo o dp—loo _1i1,0,0,00 : i OOoo
nicht mehr andern wird, also isf”™ = u} = Uy und folglichuy = up” O

5.3 Eine neue Problemklasse

Bisher wurden in dieser Arbeit vier Losungen fiir das Ubetveasyntheseproblem vorgestellt:

Der Ansatz von Wonham und Ramadge (Algorithmus 2.18).
Der Ansatz von Kumar und Garg (Algorithmus 2.20 bzw. Theo#.8).
Die Variante dieses Ansatzes (Algorithmus 2.22 bzw. Témo4.11).

Der neue Ansatz in Theorem 5.5.

S

Im Allgemeinen gilt fir all diese Losungen die obere Kompi@zsgrenzeﬁ)(|Qﬂpms|2 |2|). Fir den Ansatz von

Kumar und Garg und dessen Variante kann diese Grenze im Balhd&,. 7, = Qa,xx; aufO(|Qg;¢,Xﬂ8| |Z|)
herabgesenkt werden. Mit der Lésung aus Theorem 5.5 dissieb dieser Vorteil auf alle VVK-freien Proble-
me — gemeint sind die Falle, in denen die Kripke-Strukkiy, . #, VVK-frei ist. Die Klasse dieser Probleme
enthalt den SonderfaMa,x#, = Qa,xa,, Zumal dort alle Zustande co-erreichbar sind und folgliemé&
verborgenen Verklemmungskomponenten entstehen kdnneseZusammenhang ist in Abbildung 5.4 fest-
gehalten (vgl. Abbildung 2.20 auf Seite 28). Aus PlatzgagimdteherM und Q flr Mg,xa, bzZW. Qx4 -

Wonham Kumar
und Ramadge | und Garg Theorem 5.5
M=Q O(QZ=) | O(QE) | O(QED

McQ VVKfrei| O(IQFIE) | O(QFE) | O(QIE) | []
Nicht VVK-frei | O(IQP=l) | O(IQP=l) | O(IQF )

Abbildung 5.4: Verringerung der Komplexitat fur VVK-frelrobleme durch Theorem 5.5
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Die neue Losung nach Theorem 5.5 ist aber auch fur nicht Vi#efProbleme fizienter als die bisher be-
kannten. Obwohl die obere Grenze fur die Komplexitat daradeatisch bleibt, werden immer noch viele nicht
co-erreichbare Zustdnde mit Hilfe der Gleichung @jrin linearer Zeit gesammelt. Folglich findet die Glei-
chung furu, nur dann neue Zustande, wenn verborgene Verklemmungskanien aufgedeckt werden. Die
Anzahl solcher Komponenten ist in der Regel deutlich klealg|S|, so dass in den meisten Fallen die Komple-
xitat der neuen Lésung eher linear als quadratisch audiidtMethode hat dartiber hinaus den Vorteil, dass der
Anwender sich nicht um die Frage kimmern muss, ob sein RrolMK-frei ist oder nicht. Der Algorithmus
findet alle unerwiinschten Zustédnde und setzt dazu autaiatie jeweils &izientere Gleichung ein.

In den nachsten Abschnitten werden zwei Beispiele diskutizas erste beschreibt eine kommerzielle An-
wendung der Uberwachersynthese, die von der Miinchner Fiaretis AG zur Steuerung einer Telefonnum-
mernauskunftzentrale entwickelt wurde. Das zweite Beldpindelt von der Synthese einer Gewinnstrategie
fur ein Zweipersonenspiel. Das hier vorgestellte Spiedtlagh einfach skalieren und erlaubt es dadurch, die
Vorteile der symbolischen Darstellung und auch der neuethddie aus Theorem 5.5 zu verdeutlichen.

5.4 Beispiel Telefonnummernauskunft

Die Telefonnummernauskunft wird durch grof3e Auskunftzah, auctcall centersgenannt, realisiert. Dieser
Abschnitt beschreibt eine von Seidl et al. [77] entwickéitevendung der Uberwachersynthese zur Koordinati-
on der Komponenten einer solchen Zentrale. Zunachst wéndeBerechnungen anhand der hier vorgestellten
Methoden bestétigt. Dartiber hinaus wird gezeigt, dassefa®mmliche Ramadge-Wonham-Modell in diesem
Fall nicht in der Lage ist, ein wirklich verklemmungsfreMsrhalten des Systems zu gewéhrleisten. Dies gelingt
jedoch mit Hilfe der verallgemeinerten Uberwachersyrgtiaskapitel 6, weshalb das Beispiel in Abschnitt 6.5
nochmals aufgegtien und verbessert wird.

5.4.1 Systembeschreibung
Eine Auskunftzentrale besteht aus mehreren Arbeitsplate denen jeweils ein Bearbeiter externe Anrufe

entgegennimmt. Die Anrufe aus derfigntlichen Telefonnetz tfBen wie in Abbildung 5.5 dargestellt Gber
eine Nebenstellenanlage ein.

= W

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
: [ﬁ o
SWCON Ansage- ! @ |

A B | maschine I @ : |
| |
| I |
| |
| |
| |
| |
|

|

|

Nebenstellen- iy dakaliala Arbeltsplatz,
anlage ﬂ

Telefonnetz

Abbildung 5.5: Aufbau der Telefonnummernauskunftzestral

Der normale Ablauf besteht etwa aus einem Anruf eines Teees A, der die Rufnummer von B erfahren
mochte und mit einem freien Bearbeiter verbunden wird. cBigitig werden Daten wie die Rufnummer von
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A und eventuell die Vorgeschichte des Anrufs dem Bearbaémdem Bildschirm seines Arbeitsplatzes pra-
sentiert. Dieser ist mit einer Suchmaschine verbundendernién Hilfe die Rufnummer von B herauszufinden
ist. Die gesuchte Nummer wird an eine Ansagemaschine \gegjeben, mit der A daraufhin verbunden wird.
Davor kann A beispielsweise noch den Wunsch &uf3ern, nachmdage mit B automatisch verbunden zu wer-
den, oder auch die Nummer von B zusatzlich Gber andere Ri¢Bstail, SMS) zu bekommen. Der Bearbeiter
leitet dann die entsprechenden Maflinahmen ein, schaklefreiaind wartet auf den nachsten Anruf.

Die Bearbeitung eines Anrufs kann aber auch deutlich vonemmalfall abweichen. Der Teilnehmer A kann
z.B. Giber die Tastatur seines Telefons wéhrend der autschati Ansage das System veranlassen, ihn nochmals
mit einem Bearbeiter zu verbinden, um weitere Dienste inpfunsh zu nehmen. In besonderen Fallen kann er
in Wartestellung gebracht werden, wahrend der BearbeiteRéckfragegesprach mit seinem Gruppenleiter
fuhrt, der eventuell die Bearbeitung tGbernimmt. Anderigsdeann der Gruppenleiter besetzt sein, wenn der
Bearbeiter versucht, ihn anzurufen. A kann wahrend deseaMaiduflegen. Bei einer weiteren Ansage kdnnen
alle Ausgange der Ansagemaschine belegt sein. In mehrarstiriflen werden Zeitglieder gestartet, die in
jedem anderen Zustand ablaufen kdnnen. Die Nebenlaufigletiterer Prozesse fuhrt in der Regel dazu, dass
der konventionelle Systementwurf nicht mehr alle Moglieitdn abdecken kann. Die Folge sind unerwartete
Reaktionen des Systems wie z.B. Verklemmungen und vedooeer falsche Verbindungen, die den Betrieb
erheblich beeintrachtigen kdnnen. Grol3e Auskunftzesrirbkesitzen hunderte oder gar tausende Arbeitsplatze
und bearbeiten in den Spitzenzeiten mehrere zehntausendefpro Stunde. Die Fehlerrate muss also gering
gehalten werden, um kritische oder gar katastrophale t8iten auszuschlief3en.

AulRer den vermittlungstechnischen Aufgaben fallen audlwsftungsaufgaben an. Zum Beispiel muss die
Nebenstellenanlage wissen, welche Arbeitsplatze zu jecistpunkt bedient werden. Dazu meldet sich jeder
Bearbeiter zu Beginn seiner Schicht bei der Nebenstellagaran und am Ende wieder ab. Dies geschieht
uber An- und Abmeldeanforderungen seitens des Bearhadiergon der Nebenstellenanlage bestatigt werden.
Weiterhin kann er fir kurze Pausen zwischen den Zustanddiv',and ,nicht aktiv* hin- und herwechseln.
Auch fur diesen Fall sind Anforderungen seitens des Betatsaind die entsprechenden Bestétigungen seitens
der Nebenstellenanlage vorgesehen. Erst wenn ein Bearbeigjemeldet und aktiv ist, dirfen Gesprache von
der Nebenstellenanlage zu ihm vermittelt werden.

In Anbetracht dieser Beschreibung ist es naheliegend ediargte Steuerung der Auskunftzentrale innerhalb der
Nebenstellenanlage zu realisieren, zumal dort alle bgt@tiinformationen abrufbar sind. Dies ist prinzipiell
richtig, jedoch werden flr den Entwurf der entsprechendgftware in der Regel Methoden eingesetzt, die die
0.g. Probleme nicht ausschliel3en kénnen. Um eine korrakt&tionalitéat zu gewahrleisten, wurde die direkte
Verbindung zwischen Nebenstellenanlage und Arbeitsjtefdbbildung 5.5 aufgetrennt und zwischen beiden
eine mit Hilfe der Uberwachersynthese erstellte Steuesimgefiigt.

5.4.2 Modellierung

Aus der Sicht des Ramadge-Wonham-Modells besteht dasurste System aus den SchnittstelB2CON
(switch contro) und ID (inquiry desh, die von der Steuerung bedient werden. Der Zustandsraaiit btotz
der vielen Arbeitsplatze verhaltnismagig klein, weil féden Anruf nur ein Arbeitsplatz beriicksichtigt werden
muss. Dariiber hinaus stellt sich heraus, dass die Vervgatten Arbeitsplatze, z.B. die An- und Abmeldung
eines Bearbeiters, unabhangig von der Koordination ddsindungsablaufs ist, weil die Ereignismengen bei-
der Vorgange disjunkt sind. Die Steuerung zerfallt deshalbvei Uberwacher, die parallel und unabhangig
voneinander laufen. In [77] beschreiben die Entwickler Aligomaten fur die Verwaltung der Arbeitsplatze
im Detail, so dass sich die Berechnungen fiir diesen Ubemvatichvollziehen lasst. Die Automaten fur die
Steuerung des Verbindungsablaufs werden nicht vollsggwikdergegeben und deshalb hier nicht weiter be-
handelt.

Die SchnittstellelD zwischen Steuerung und Arbeitsplatz wird durch den Auteman Abbildung 5.6 be-
schrieben. Steuerbare Ereignisse (in der Abbildung kutaigestellt) bedeuten Befehle der Steuerung an den
Arbeitsplatz, nicht steuerbare Ereignisse (nicht kursimyegen Meldungen des letzteren an die Steuerung. Die
Ereignisse sind wie folgt zu interpretieren:
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¢ idLoginReq : Bearbeiter fordert Anmeldung an.

¢ idLogin : Bearbeiter wird angemeldet.

¢ idReadyReq : Bearbeiter fordert Aktivierung an.

¢ idReady : Bearbeiter wird in den aktiven Zustand versetzt.

¢ idNotReadyReq : Bearbeiter fordert Deaktivierung an.

¢ idNotReady : Bearbeiter wird in den nicht aktiven Zustand versetzt.
¢ idLogoutReq : Bearbeiter fordert Abmeldung an.

e idLogout : Bearbeiter wird abgemeldet.

¢ IdEOS (End of Service): Bearbeiter fordert sofortige Abmeldung a

idLoginReq

0: operatorLoggedOut
1: operatorNotReady
2: operatorReady
3:end

idReady

idLogoutReq
idNotReadyReq

idLogoutReq
idReadyReq

idNotReady
Abbildung 5.6: Die Schnittstelléb zwischen Steuerung und Arbeitsplatz

Im Initialzustand ist der Bearbeiter nicht angemeldet. &iezig mdgliche Aktion seinerseits ist eine Anmel-
deanforderungdLoginReq, die er z.B. durch das Driicken einer Taste erzeugen kanrSt@ieerung kann den
Arbeitsplatz mit dem (steuerbaren) Ereigid&ogin freigeben und wartet dann im ZustanddbératorNot-
Ready) entweder auf eine Anforderung zur AktivierungReadyReq) oder zur AbmeldungidLogoutReq).
Mdgliche Reaktionen der Steuerung sidtogout, gefolgt von einer Riickkehr in den Initialzustand, oder die
Aktivierung mittelsidReady, gefolgt von einem Wechsel in den Zustand@dratorReady). Hier wird &hnlich
wie in Zustand 1 verfahren. Dartiber hinaus bietet das EieigBEOS in jedem Zustand die Mdglichkeit, die
Verbindung zu unterbrechen und in Zustand 3 zu gehen, unzdorerbleiben. Dieses Ereignis erlaubt eine
rasche Abmeldung in jedem Zustand. Die Rickkehr zum laiitnd ist nicht Teil der Modellierung und setzt
deshalb einen in der Quelle nicht beschriebenen Vorgareugor

Offensichtlich erlaubt dieser Automat nicht nur die korrekgrignisfolgen, sondern auch solche, die zu kei-
nem brauchbaren Ergebnis fihren (z.B. eibogout als Reaktion auf eindReadyReq). Dies ist im Sinne
des Ramadge-Wonham-Modells, bei dem die Systembeschgetlie physikalisch moglichen Vorgange zu
erfassen hat.

Die SchnittstelleSWCON zwischen Steuerung und Nebenstellenanlage wird durch deéonfaten in Abbil-
dung 5.7 beschrieben. Steuerbare Ereignisse (in der Abtgl#ursiv dargestellt) bedeuten Befehle der Steue-
rung an die Nebenstellenanlage, nicht steuerbare Trameiti(nicht kursiv) hingegen Meldungen der letzteren
an die Steuerung. Die Ereignisse sind wie folgt zu interpret:

e swlLogin : Befehl der Steuerung zur Anmeldung eines Bearbeiters.

e swlLoggedin : Bestatigung des Befehls zur Anmeldung.

e swActivate : Befehl der Steuerung zur Aktivierung eines Bearbeiters.
e swReady : Bestatigung des Befehls zur Aktivierung.
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swDeactivate: Befehl der Steuerung zur Deaktivierung eines Bearbeiters

swNotReady : Bestatigung des Befehls zur Deaktivierung.

swLogOut : Befehl der Steuerung zur Abmeldung eines Bearbeiters.

swLoggedOut : Bestétigung des Befehls zur Abmeldung.

swDeregister: Befehl zur langfristigen Stilllegung des Bearbeiters.

swlLogOut swlLoggedIn

swNotReady

swNotReady : operatorLoggedOut

end

: operatorLoggingin

: operatorNotReady

: operatorLoggingOut
. operatorReady

: operatorActivating

. operatorDeactivating

swReady

swReady SwActivate

NoOUAWNEO

Abbildung 5.7: Die Schnittstell8WCON zwischen Steuerung und Nebenstellenanlage

Im Initialzustand sind die BefehlewvDeregister und swLogln moglich. swDeregister bedeutet die Stilllegung
des Bearbeiters und fuhrt deshalb in den Zustandntl)( aus dem kein Weg mehr herausfiihrt. Eine Wie-
deraufnahme der Tatigkeit geschieht wie oben erwdhnt halkedes modellierten Systems und fihrt in den
Initialzustand zuriick. Wichtiger ist der BefedwlLogln, mit dem die Steuerung die Nebenstellenanlagioau
dert, den Bearbeiter anzumelden. Die Steuerung wartet sterd 2 ¢peratorLoggingln) auf die Bestatigung
swLoggedIn und schaltet danach in den ZustandBdratorNotReady). Wie auf der Abbildung verfolgt wer-
den kann, sind auch die Mdglichkeiten zur Aktivierung bzwalRtivierung und zur Abmeldung des Bearbeiters
gegeben. Die Aktivierung erfolgt im Normalfall nach der ArderungswActivate, die als Befehl an die Neben-
stellenanlage gesendet und mwtReady beantwortet wird. Es ist aber auch eine unaufgefordertévigkting
durch das EreigniswReady in Zustand 3 mdglich. Dies ist z.B. der Fall, wenn fir den Aid@atz eine auto-
matische Aktivierung unmittelbar nach der Anmeldung eiigeget wird. Wie im Falle des Automatéb sind
auch hier sowohl brauchbare als unbrauchbare Ereignésiatgdglich.

Das Modell fiir das Systen#p, wird aus der parallelen Komposition der AutomatBrund SWCON gewon-
nen. Daraus ergibt sich fiir das System das Alphabet in Eabdll Der resultierende Automat hat 32 Zusténde
und 152 Transitionen und kann hier auf Grund seiner Grofte nidlstdndig abgebildet werden. Ein Ausschnitt
davon ist Abbildung 5.13 zu sehen, allerdings werden auchnilcht alle Transitionen der gezeigten Zustande
wiedergegeben.

Die Spezifikation flr das gewlinschte Verhalten wird mit élilfer AutomaterEAl bis EA5 in den Abbildun-
gen 5.8 bis 5.12 erstellt. Darin werden die Ereignisse de¢oatenID und SWCON miteinander verknupft
und damit die physikalisch méglichen Ereignisfolgen aafsnnvolles Protokoll eingeschrankt.

Die AutomaterEA1 undEA2 bestimmen die Kommunikationsmoglichkeiten in der Riclgtuom Arbeitsplatz
zur Nebenstellenanlag&ALl schreibt z.B. vor, dass der BefedwLogIn nur unmittelbar nach einer Anforde-
rung idLoginReq an die Nebenstellenanlage gesendet werden darf. In aanliebrm werden Reihenfolgen
fur die EreignisseédLogoutReq und swLogOut festgelegt. Die Ereignisse, die dabei keine Rolle spiehar;
den durch das Hinzufligen von Schleifen, die von jedem Zdstarihm selbst zurlckfihren (engklfloop,
ignoriert. Der Ubersichtlichkeit halber sind diese Sdeleinicht eingezeichnet, sondern lediglich am unteren
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Steuerbar | Nicht steuerbar
idLogin idLoginReq
idLogout idLogoutReq
idReady idReadyReq
idNotReady | idNotReadyReq

swDeregister idEOS
swLogln swLoggedin
swLogOut swLoggedOut
swActivate swReady
swDeactivate swNotReady

Tabelle 5.1: Das Alphabet der Automaten fiir die Telefonn@emauskunft

idLogoutReq

idLoginReq

idLogoutReq

0: noRequestQueued

1: loginRequestQueued
2: logoutRequestQueued
3:end

swLogOut

¥, = {idLoginReq, idLogoutReq, swLogln, swLogOut}
Selfloops: X \ {idLoginReq, idLogoutReq, swLogln, swLogOut, idEOS}

Abbildung 5.8: Der HilfsautomatAl

idNotReadyReq
idReadyReq

idNotReadyReq

0: noRequestQueued

1: readyRequestQueued

2: notReadyRequestQueued
3: end

swDeactivate

%, = {idReadyReq, idNotReadyReq, swActivate, swDeactivate}
Selfloops: X \ {idReadyReq, idNotReadyReq, swActivate, swDeactivate, IdEOS}

Abbildung 5.9: Der HilfsautomaEA2

Rand der Abbildung angegebeBA2 schreibt das gleiche Verhalten beziglich der EreignidReadyReq,
swActivate, idNotReadyReq undswDeactivate vor.

Die AutomatenEA3 und EA4 bestimmen die Kommunikationsmaoglichkeiten in der entgggsetzten Rich-
tung.EA3 legt z.B. fest, dass die Anmeldebestatigueigogin nur unmittelbar nach einer BestéatigusglLog-
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gedin seitens der Nebenstellenanlage erfolgen d&fl schreibt das gleiche Verhalten beziiglich der Ereignisse
idReady undswReady vor.

swLoggedOut

swlLoggedIn swlLoggedOut

0: noEventReceived

1: loginEventReceived
2: logoutEventReceived
3:end

idLogout

Y3 = {swLoggedIn, swLoggedOut, idLogin, idLogout}
Selfloops: X \ {swLoggedIn, swLoggedOut, idLogin, idLogout, idEOS}

Abbildung 5.10: Der Hilfsautoma&A3

swNotReady

0: noEventReceived

1: readyEventReceived

2: notReadyEventReceived
3:end

idNotReady

¥4 = {swReady, swNotReady, idReady, idNotReady}
Selfloops: X \ {swReady, swNotReady, idReady, idNotReady, idEOS}

Abbildung 5.11: Der Hilfsautome&A4

Ein letzter AutomatEAS5 gibt an, dass nach einem Verbindungsabbruch mit dem EssdfaDS die Ereig-
nisseswLogln, swActivate und swDeactivate gesperrt werden. Damit bleibt laut Abbildung 5.7 nur noad di
Maoglichkeit, den Bearbeiter abzumelden und danachswiiteregister stillzulegen.

swDeactivate

swActivate
swLogln 0: normalOperation

>{ o idEOS ‘/1\ swDeregister \@ 1: eosReceived
'U 2:end

Selfloops: X \ {swLogln, swActivate, swDeactivate, swDeregister, idEOS}

Abbildung 5.12: Der Hilfsautoma&A5

Mit diesen Automaten wird der Automég erstellt. Es gilt

Ag=EALX...x EAL.
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Mit Ag wird, wie in den Algorithmen fiir die Uberwachersynthesegesehen, das Produity x Ag gebildet,

das die Spezifikation flr das gewlnschte Verhalten dardbedks Ergebnis ist ein Automat mit 286 Zustanden
und 1160 Transitionen. 23 dieser Zust&nde sind verbotedass sich die Spezifikatiaflp x Ag nicht wie
gewdunscht realisieren lasst, obwohl die Anforderungea,diirch die AutomatelEAl bis EA5 dargestellt
werden, keineswegs abwegig erscheinen. In der Quelle [Wd] der Frage, warum die Spezifikation nicht
steuerbar ist, nicht weiter nachgegangen. Eine tieferdy8adihrt jedoch zu einem besseren Verstandnis des
Beispiels, das fur spatere Erlauterungen notwendig ist.

5.4.3 Griunde fiur die Nicht-Steuerbarkeit

Ein Gegenbeispiel fur die Steuerbarkeit der Spezifikatimmkanhand der verbotenen Zustande gefunden wer-
den. Um dies zu verdeutlichen, zeigen die Abbildungen 51 %114 Ausschnitte der Automatefi, und

Ap x Ag. Insbesondere kann in Zustand 10 des Systétpgas nicht steuerbare EreigriwReady auftre-

ten. Der entsprechende Zustand (10,1964 x Ag sieht dieses Ereignis jedoch nicht vor und ist deshalb
verboten.

dLogoutReq,idReadyReq

swLoggedOut

idLogoutReq idReady IdEOS

idLogoutReq

idLogout

idLoginReq  swLoglIn

Abbildung 5.13: Teil des Automatefi, = ID || SWCON

idEOS

idReadyReq

idLoginReq

swDeregister

swLogin

. swlLoggedIn .

Abbildung 5.14: Teil des Automatefip X Ag

bayinobopi

idLoginReq

Es folgt eine Analyse des Systemverhaltens unter einerthgpischen Steuerung, die versuchen wirde, die ge-
gebene Spezifikation zu implementieren. Der Zustand (8),ilQA, x As kann dann vom Initialzustand aus
Uber die Ereignisfolge in Abbildung 5.15 erreicht werdeasZusammentfien der Ereigniss&lLogoutReq

und swReady in dem Diagramm bedeutet, dass es irrelevant ist, welchemndeuerst an der Steuerung an-
kommt. In beiden Fallen wird nach beiden Transitionen deesgustand erreicht. Diese Ereignisse lassen sich
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auf den AutomatetAp und Ap X Ag in den Abbildungen 5.13 und 5.14 verfolgen. Letztere ermctgdies
nur ab dem EreigniglLogout, was jedoch fir die folgende Erlauterung ausreichend ligr(etiv dazu kénnen
alle Ereignisse auf den Abbildungen 5.6 bis 5.12 verfolgtdea). Das letzte Ereignis im Zeitdiagramm ist das
von der Spezifikation nicht vorgesehesveReady.

ID Steuerung SWCON

Swloglin

_ swogeedl
jdLogin

SwLogOut

jdLogout

Swloglin

swLoggedIn
swReady
Unerwartetes Ereignis — /

Abbildung 5.15: Gegenbeispiel fur die Steuerbarkeit alisdfagramm

1E4

Zunachst meldet sich ein Bearbeiter noiLoginReq an, was die Steuerung dazu veranlasst, der Nebenstel-
lenanlage den BefelslvLogln zu schicken. Diese verarbeitet den Vorgang und bestéatgiih swLoggedin.

Fur den Bearbeiter ist aber auch die automatische Aktimgpreingerichtet, so dass die Nebenstellenanlage
kurz darauf noch die MeldungwReady an die Steuerung schickt. Diese hat inzwischen den Arbaiismit
idLogin in den angemeldeten Zustand versetzt. Der Bearbeiter m&attt, aus welchem Grund auch immer,
sofort wieder abmelden und schickt der Steuerung die AsfomidLogoutReq. Die Steuerung reagiert mit
dem BefehbkwlLogOut an die Nebenstellenanlage, die diesen wiederunswiibggedOut bestatigt. Zu diesem
Zeitpunkt befindet sich das System auf Abbildung 5.13 in Zustl und die Steuerung auf Abbildung 5.14 in
Zustand (1,64). Die Steuerung hat die Wahl zwischen denHBefélLogout undidReady. In dem hier gezeig-
ten Fall reagiert sie mit dem BefeidLogout und versetzt damit das System in den Initialzustand zuhivié.in
Abbildung 5.14 zu sehen ist, kehrt jedoch die Steuerung mmcihren Initialzustand zuriick, sondern verbleibt
in Zustand (0,93). Der Grund dafir ist, dass sich die Stewgemerkt, dass zu einem friheren Zeitpunkt das
EreignisswReady von der Nebenstellenanlage eingéieo ist, und dass der Bearbeiter daraufhin noch nicht
aktiviert wurde. Dies ist auf den Automat&m1 bis EA5 auf den Abbildungen 5.8 bis 5.12 leicht zu erkennen.
Bis aufEA4 sind nun alle Automaten in ihren Initialzustand zurtckdekeEA4 verweilt jedoch noch in Zu-
stand 1 und kdnnte erst nach dem Ereigdi®eady zum Zustand 0 gelangen. Dieses ist jedoch im aktuellen
Zustand des Systems nicht vorgesehen, und so wartet dier@tguauf die ndchste Anmeldeanforderung des
Bearbeiters in einem Zustand, der nicht der Initialzusiahd

Fur den Bearbeiter sieht alles so aus, als ware das Systech fyestartet worden. Beim nachsten Anmelde-
versuch verhdlt sich das System aus seiner Sicht jedoch koctekt. Nach der neuen Anmeldeanforderung
mit idLoginReq folgen wie beim ersten MawLogln und dessen BestétigursgvLoggedin. Das System auf
Abbildung 5.13 befindet sich dann im Zustand 10, die Steweaui Abbildung 5.14 in Zustand (10,196). Nun
bekommt die Steuerung auf Grund der automatischen Aktingidie MeldungswReady von der Nebenstel-
lenanlage, die aber nicht vorgesehen ist. Die Folgen hadgeon ab, wie die Software der Steuerung mit
Ausnahmesituationen umgeht. Der normale Ablauf ist aldtmehr moglich, was sich flr den Bearbeiter im
besten Fall durch das Ausbleiben der Anmeldung bemerkbehtma
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Diese Analyse zeigt, wie schwierig der Entwurf der Steugraoar nach gesundem Menschenverstand sein
kann. Ein solcher Fall ist au3erst schwierig vorherzusehad auf Grund der relativ langen Ereignisfolge,
die notwendig ist, um den Fehler hervorzubringen, auchrigreTestphase nicht leicht zu finden. Wie kritisch
die Reihenfolge der Ereignisse fir die Reproduzierbarttet Fehlers ist, wird noch einmal deutlich, wenn
angenommen wird, die Steuerung héatte sich nach dem EreightggedOut in Zustand (1,64) nicht wie oben
fur den BefehldLogout, sondern flr die BefehlelReady, idLogout entschieden. Dann finden alle Automaten
in ihren Initialzustand zuriick und es tritt kein Fehler auf.

5.4.4 Synthese der Steuerung

An dieser Stelle kann das Beispiel gemaf der Quelle [77]aviadfgenommen werden. Es folgt die Berech-
nung des Uberwachers aus der Systembeschreibung und defikagien. Das Ergebnis ist ein Automat mit
239 Zusténden und 969 Transitionen, der sich mit dem Steweldahren zur Automatenminimierung auf 102
Zustande und 430 Transitionen reduzieren fadsfie die Autoren bemerken, werden samtliche Schnittstelle
korrekt bedient, die Spezifikation wird eingehalten, Verkimnungen sind ausgeschlossen und das Systemver-
halten wird nur minimal eingeschrénkt. Die ersten Ergedmizach dem Einsatz eines Prototyps waren aul3eror-
dentlich positiv. Die Implementierung der Steuerung |&ss automatisieren, und damit kénnen Anderungen
an den Anforderungen beispielsweise fir den Verbinduriggilm Vergleich zu der konventionellen Program-
mierung sehr schnell umgesetzt werden. Die Berechnurigszealie Steuerung liegt unter einer Sekunde, da
die Automaten relativ klein sind.

Die gleiche Steuerung wurde anhand der hier gezeigten Aateamm Rahmen dieser Dissertation mit symbo-
lischen Verfahren unter Einbindung des ProgrammpaRet®D? fir die Handhabung von bindren Entschei-
dungsdiagrammen implementiert. Die Lésung kann wie in deeofemen 4.8, 4.11 oder 5.5 vorgesehen be-
rechnet werden. Zwar steht der originale Uberwacher nightt Yergleich zur Verfiigung, jedoch stimmen die
Anzahl der Zustande und die der Transitionen in beiden Rdlleerein. Dies kann als Bestétigung der hier
vorgestellten Methoden gesehen werden. Interessantolstzabemerken, dass dieses Problem trotz der vielen
Schleifen VVK-frei ist und somit in der in Abschnitt 5.3 neadzhriebenen Problemklasse liegt.

Die Rechenzeit fir die Losung betragt auf einem Standahndexcmit einem Athlon 1,8 GHz-Prozessor und
1GB RAM ca. 20ms. Damit sind die hier vorgestellten Methodech schneller als das Werkzeug CTCT
das die Autoren in [77] benutzten. Der Zeitunterschiedspiediesem Beispiel keine grof3e Rolle, weil die
Zustandsraume klein bleiben und sich das Problem deshalb rait Hilfe einer expliziten Darstellung der
Transitionsrelation I6sen lasst. Das Beispiel in AbsdHnb wird jedoch zeigen, wie schnell sich diesdt®i
renz bis ins Unermessliche steigern kann.

5.4.5 Ein Schonheitsfehler

Trotz aller Sorgfalt kann in der Losung in [77] noch ein sigstiFehler nachgewiesen werden. Dieser lasst
sich mit Hilfe von Abbildung 5.16 erklaren, die einen Teilsddberwachers zeigt. Hier sind die Zustande der
Spezifikation, die durch den Synthesealgorithmus entfeentien, nur noch mit gestrichelten Linien dargestellt
(vgl. Abbildung 5.14). Die Synthese entfernt wie erwarteh dverbotenen Zustand (10,196). Da das Ereignis
swLoggedIn nicht steuerbar ist, wird dadurch auch (4,162) zum verlmtefustand. Das EreignssvLogin,

das zu (4,162) fuhren wirde, ist hingegen steuerbar. Esiwi(d,132) verboten, und dieser Zustand bleibt
erhalten.

Angenommen, die ersten neun Ereignisse aus dem Zeitdiagimambbildung 5.15 -idLoginReq bisidLogout

— treten wieder in der dort angegeben Reihenfolge auf. Wighischnitt 5.4.3 bereits gezeigt, befindet sich
danach das System auf Abbildung 5.13 wieder in dem Initgaémd, der Uberwacher auf Abbildung 5.16
jedoch in dem Zustand (0,93).

3Die Minimierung war fiir die Autoren der Anwendung sinnveiieil die Zustandsraume nicht symbolisch dargestellt wour@ei
einer symbolischen Darstellung ist eine Minimierung detghaten nicht unbedingt von Vorteil.

“Entwickelt von Fabio Somenzi an der University of ColoratiBaulder

SEntwickelt in der Gruppe von Prof. Wonham an der Universftfaronto, Kanada.
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Abbildung 5.16: Teil des Uberwachess fir die Auskunftzentrale

Wenn der Bearbeiter sich nun erneut idltoginReq anmelden méchte, wechselt der Uberwacher zu Zustand
(0,132). Das zweitswLogIn in dem Zeitdiagramm in Abbildung 5.15 kann nun nicht auéiretund damit
auch nicht das darauf folgendeLoggedin, das zu dem verbotenen Zustand fihren wirde. Allerdingsesch
det die Synthese damit dem Zustand (0,93) auch den Weg zmwixcknitialzustand (0,0) ab. Da Zustand (0,93)
trotzdem co-erreichbar bleibt (es gibt immer noch den Wesy id#EOS und swDeregister zu dem markierten
Zustand (8,4)), ist dies im Sinne der Uberwachersyntheselkio Der Bearbeiter hat jedoch den Eindruck ei-
ner Verklemmung: Auch wenn er die Anforderung zur Anmeldwngderholt, reagiert das System nicht darauf
und bleibt in der Schleife um den Zustand (0,132) hangen. dsmRtoblem zu beheben, muss der Bearbei-
ter mit idEOS und swDeregister auf3er Betrieb genommen werden und kann seine Tatigkeihacst dem
nicht modellierten Zurticksetzen des Systems wieder anfeehDies ist sicher nicht das von ihm erwartete
Systemverhalten.

Um dieses Problem zu vermeiden, missten Zustande wie (@868gn der Weg zuriick zum Initialzustand
wahrend der Synthese abgeschnitten wird, ebenfalls aehtfeerden. Mit dem bisher vorgestellten Ramadge-
Wonham-Modell lassen sich jedoch solche Bedingungen tui@grenzt spezifizieren. Dies ist moglich, wenn
der Initialzustand der einzige markierte Zustand der Sierion ist, denn dann bedeutet die Co-Erreichbarkeit,
dass immer zu diesem Zustand zurlickgekehrt werden kannallender hier verwendeten Spezifikation wir-
de jedoch eine zusétzliche Markierung des Initialzustatid<sSynthese nicht dazu veranlassen, unerwiinschte
Zustande wie (0,93) zu entfernen, solange diese einen Bfddm ebenfalls markierten Zustand (8,4) behalten
und damit co-erreichbar bleiben. Was hier benétigt wir@istSynthesealgorithmus, der einen Uberwacher be-
rechnet, mit dem sich der Bearbeiter beliebig oft anmeldamkDies ist jedoch eine Fairnesseigenschatft. Wie
bereits in Abschnitt 2.8 erwahnt, kénnen solche Eigensehaticht in der konventionellen Uberwachersyn-
these gehandhabt werden. In Kapitel 6 wird die Uberwachéisge unter anderem um Fairnesseigenschaften
erganzt. Das hier beschriebene Problem wird dann in Abgd&Biwieder aufgegfien und mit Hilfe der neuen
Techniken gelost.

5.5 Das Nim-Spiel

Aus theoretischer Sicht kommt die Aufgabe, ein reaktivest&y so zu steuern, dass unter Beriicksichtigung
aller physikalisch moglichen Reaktionen ein gewlnschigglihis erreicht wird, der Anwendung einer Ge-
winnstrategie fur ein Spiel gleich, in dem es darum gehteribestimmten Zustand unter Berlcksichtigung
aller méglichen Zige des Gegners zu erreichen. Zweipenspiede sind deshalb Metaphern fur reaktive Sy-
steme, und die Ermittlung einer Gewinnstrategie kommt @seim Sinne der Synthese einer Steuerung gleich.
In diesem Abschnitt geht es darum, eine Gewinnstrategide§Nim-Spiel zu synthetisieren.
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5.5.1 Spielregeln und Gewinnstrategie

Das Nim-Spiel gibt es in verschiedenen Varianten. Allen g@sam ist eine Ansammlung von Steinen oder
Holzern, wie z.B. die Streichholzer in Abbildung 5.17. Héend die Streichholzer in vier Reihen angeordnet,
wobei Reihen (Reihennummern oben bei 1 angefangen) zu Begma 2 Holzer enthélt. Andere Varianten
entstehen, indem die Anordnung der Holzer bzw. die AnzahReég¢hen nach Belieben veréndert werden. Das
Spiel wird von zwei Spielern gespielt, die abwechselnd EiGéus dem Spielfeld entfernen. In jedem Zug wahlt
ein Spieler eine Reihe und nimmt dann aus dieser — und nuriaserd- so viele Streichholzer, wie er mag,
jedoch mindestens eins. Das Ziel kann entweder sein, sldetzte Streichholz zu ziehen, oder den Gegner
zu zwingen, dies zu tun.

oI eI Ty oo

Abbildung 5.17: Die Anfangsposition fir das Nim-Spiel migvReihen

Laut Bewersddt [5] ist Nim ,wahrscheinlich das bekannteste Spiel, fir dae eollstindige mathematische
Theorie existiert”. Die Gewinnstrategie lasst sich mitfeliéiner einfachen Formel beschreiben, die 1902 von
Charles Bouton [8] gefunden wurde. Danach gibt es fir einel@psition eine Gewinnstrategie, wenn die
Modulo-2-Summe@ der Anzahl der verbleibenden Hélzer ungleich 0 ist. Zuntelisl die Modulo-2-Summe
sder Anzahl verbleibender Holzer gebildet. §adie Anzahl der verbleibenden Hdélzer in Reih&ine Reihe,
aus der im nachsten Zug gezogen werden darf, verrat sichraladiass es mdglich ist, so viele Hélzer zu
entfernen, dass in dieser Reihe néch, sHo6lzer Ubrig bleiben, wobei, die Modulo-2-Summe bezeichnet.
Damit wird erreicht, dass die Modulo-2-Sumrmgach dem Zug gleich Null wird. Unabhangig davon, welchen
Zug der Gegner nun macht, muss danach die Summe wieder cm@leil sein. Besteht nun das Ziel darin,
selbst das letzte Streichholz zu nehmen, flhrt diese 8teatBrekt zum Ziel. Soll andererseits der Gegner
gezwungen werden, das letzte Streichholz zu ziehen, wirdenselben Strategie gespielt, bis der nachste Zug
zu einer Position fuhrt, in der in allen noch nicht leerenHgainur ein Streichholz liegen bleibt. Dann ist dieser
Zug so zu gestalten, dass danach die Anzahl der nicht leex#reiRungerade ist. Damit wird der Gegner das
letzte Streichholz nehmen missen, egal in welcher Reilgamittie Reihen geleert werden.

Im Folgenden wird eine Gewinnstrategie fir den zweitenati€sille mit Hilfe der Uberwachersynthese er-
zeugt, die andere Variante ist ahnlich zu berechnen. Dédtei die Bestatigung von Boutons Ergebnissen nicht
im Vordergrund, sondern vor allem die einfache Skalierb@rites Beispiels durch Hinzunahme neuer Streich-
holzreihen. Dadurch entsteht ein breites Spektrum an Adstaumen, mit denen das Problem der Zustands-
explosion und damit die Vorteile der in dieser Arbeit entmiten Losungen gegeniber der herkdmmlichen
expliziten Darstellung deutlich gemacht werden kdnnen.

Durch die Darstellung der Summanden als Dualzahlen und oiéttels (ibertragsloser Addition zu berechnen.
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5.5.2 Modellierung

Fur die Modellierung des Spiels werden die einzelnen Reihiegetrennten Automaten erfasst. Die Automaten
fur die ersten zwei Reihen sind in Abbildung 5.18 dargestell

Reihe 1: »@% Zug: As - ->
Beschriftung der Transitionen: ijOijl ijo ij1
110
|—Spieler (O oder 1) @
Anzahl gezogener Holzer

Reihe

230,231

Reihe 2: 210,211,

Y

Abbildung 5.18: Die Automaten fir die zwei ersten Reihen M&s-Spiels

Der Automat fir Reihen hat Zh Zustande, einen fir jede mogliche Anzahl der im Spielvéneach verblei-
benden Holzer. Im Initialzustand hat Reihavie in Abbildung 5.17 B — 1 Streichhdlzer, mit jedem Schritt
nach rechts ein Streichholz weniger, bis im letzten ZusthaReihe leer ist. Aul3erdem ist der letzte Zustand
jeder Reihe markiert. Damit wird erreicht, dass nach dealfgden Komposition der einzelnen Reihenautoma-
ten genau die Zustande markiert sind, in denen das Spiel da Eh Die Transitionen stellen die méglichen
Zuge dar. Aus ihrer Beschriftung gehen — wie in der Abbildengutert — die Reihennummer, die Anzahl der
gezogenen Holzer und der Spieler hervor. Da eine Gewinagteaflr Spieler 1 gefunden werden soll, sind
seine Zige (ungerade Transitionen) steuerbar, die voeBpi¢gerade Transitionen) nicht steuerbar.

Die Automaten fir die einzelnen Reihen erfassen noch niehRegel, dass abwechselnd gespielt werden
muss. Dazu dient der Hilfsautomaag. Die mitijo undijl gekennzeichneten Transitionen stehen fir alle Zlge
des Spielers 0 bzw. 1. Durch die parallele Komposition déh&emit diesem Automat wird die gewinschte
Abwechslung erzwungen. Darliber hinaus bestimmt auch di¢ &és Initialzustands vonug, welcher Spieler
beginnt. In Abbildung 5.18 ist dies Spieler 1. Die Zustands Hlilfsautomaten sind beide markiert, um die
bereits beschriebene Markierung der Reihenautomaten nidbeeinflussen.

Die einzelnen Automaten werden ahnlich wie in Beispiel 4i2bnoleschen Variablen beschriftet. Die Ein-
zelheiten spielen in dem weiteren Verlauf des Beispiela&kéesondere Rolle, weshalb die Kodierung in den
Abbildungen nicht angegeben wird. Wichtig ist, dass es damdiglich wird, alle von nun an notwendigen
Operationen symbolisch durchzufihren. Der Autoofiat fur die Systembeschreibung entsteht z.B. aus der
parallelen KompositiorReihe 1 || Reihe 2 || Zug und ist in Abbildung 5.19 zu sehen. Die Zustédnde wurden
dabei in einfacher aufsteigender Reihenfolge nummeient. Automat beschreibt alle méglichen Spielverlau-
fe, insbesondere stellen die Zustande 7 bzw. 11 die zweiioh&gl Ausgénge des Spiels dar. Wird Zustand 7
erreicht, hat Spieler 0 das letzte Streichholz gezogen amit Spieler 1 gewonnen, in Zustand 11 ist es genau
umgekehrt. Um zu spezifizieren, dass Spieler 1 gewinnengatiiigt es, die Markierung von Zustand 11 zu
entfernen. Dadurch wird dieser zu einem nicht co-erreidtbaustand und folglich wéhrend der Synthese ent-
fernt. Der Automat fur die Spezifikation wird deshalb aus de&rodukt des Automateffly in Abbildung 5.19

mit dem HilfsautomaterAg in Abbildung 5.18 gebildet. Letzterer ist bis auf die Markieg identisch mit dem
Automatenzug. Damit wird sichergestellt, dass das Produkt die Transstielation nicht verandert, gleichzei-
tig aber nur noch Zustande markiert sein kbnnen, die Ubenefiug von Spieler O erreicht werden (s. Defini-
tion 2.10). Das Ergebnis ist in Abbildung 5.20 zu sehen, wdleeZustande der Einfachheit halber wieder neu
nummeriert wurden.
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Abbildung 5.19: Der Automa#y fur das Nim-Spiel mit zwei Reihen
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Abbildung 5.20: Der Automafip x Ag fur das Nim-Spiel mit zwei Reihen

211
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Als nachstes wird die Kripke-Strukt@ 4,4, in Abbildung 5.21 erstellt, auf der die Gleichungssysteiire f
die Synthese zu l6sen sind. Die Tatsache, dass in diesempi&diside Spieler abwechselnd spielen, fihrt dazu,
dass jeder Zustand entweder nur steuerbare oder nur récigrbaire Transitionen hat. Da auf der linken Halfte

der Kripke-Struktur nur nicht steuerbare Transitionerkeanmen, gibt es dort Zustande, die keine ausgehenden
Transitionen haben.

Abbildung 5.21: Die Kripke-Struktur fur das Nim-Spiel mivei Reihen
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5.5.3 Synthese der Gewinnstrategie

Der Uberwacher fiir die gegebene Systembeschreib@iagind SpezifikationAp x Ag steuert Spieler 1 so,
dass erstens auf Grund der Co-Erreichbarkeit der unenliten&zistand 11 nicht mehr erreicht wird und zwei-
tens auf Grund der Steuerbarkeit dabei keine Zustandei&einesrden, in denen dem Gegner ein legitimer Zug
verboten wird. Er stellt deshalb alle méglichen Gewinrieggen fur Spieler 1 dar.

Fur die Berechnung des Uberwachers kann im Prinzip jedeinddieser Arbeit vorgestellten Algorithmen
herangezogen werden. Zu bemerken ist jedoch, dass die néetez Automaten keine Schleifen aufweisen
(weil ein genommenes Streichholz nie auf den Tisch zurltuideekann). Damit fallt auch das Nim-Spiel in die
neue Klasse der VVK-freien Probleme. Da sich das BeispigldHdinzunahme weiterer Reihen leicht skalieren
lasst, eignet es sich besonders gut zum Vergleich zwisatreherkommlichen Losungsmadglichkeiten und dem
neuen Ansatz in Theorem 5.5.

Als nachstes wird der Fall mit zwei Reihen anhand der ForrBefnanschaulich berechnet. Die anfallenden
Mengen werden wie in vorangegangenen Beispielen der UWihedsalber explizit dargestellt. Zunachst findet
die Gleichung fiiu, die nicht co-erreichbaren Zustande:

Upy = 1)
w?o =)
w200 = g

u2000 S

ur*%t = {(0,1).(1.1). (2. 1), (3.1). (4.1). (5.1). (6. 1). (8, 1). (. 1). (10, 1), (11, 1))
ur>%? = {(0,1), (2, 1), (3,1), (5.1). (6, 1), (8,1), (9, 1), (11 1)}

° 003 = {(2.1).(3.1).(6.1).(9.1). (11, 1)}

° 004 ={(3,1).(6.1).(9.1). (11 1))

u2°°°° ={(31).(6,1),(9.1), (1L 1)).

Nun kann der Fixpunktjg’o"’<> berechnet werden. Dabei werden die gerade gefundenenndesaéif die linke
Halfte der Kripke-Struktur gespiegelt. Dann werden ihnenZiisténde (10) und (2 0) hinzugefiigt, weil diese
durch das Entfernen der Zustandel(pbzw. (9 1) verboten geworden sind:

000 {}
g‘” {(3,0), (6,0),(9,0), (11, 0)}
822 {(1,0),(2,0),(3,0),(6,0),(9,0), (11, 0)}

=1{(1,0).(2,0),(3,0).(6,0).(9,0). (11, 0)}.

Der Fixpunktuy™ findet keine neuen nicht co-erreichbaren Zustande:

{(1,1),(2.1),(3,1),(6,1), (9, 1), (11, 1)}
W™ ={(1,1),(21),(3,1),(6,1), (9, 1), (11 1)}.

Es folgen
ubn {(1,1),(2,1),(3,1),(6,1),(9,1), (11, 1)}
uv0 ={}
U0 = 1)

u%000 S

ur®%t = ((0,1), (1, 1), (2, 1), (3,1), (4, 1), (5, 1), (6, 1), (8, 1), (9, 1), (10, 1), (11, 1)}
ur®%2 ={(0,1),((1.1).(2.1),(3,2).(5,1),(6,1).(8,1), (9, 1), (11, 1)}

ub%03 = (((1,1), (2,1), (3,1), (6, 1), (9, 1), (11, 1)}
Lﬁoom—-(L])(Z])(&])(&])(Q])(ll1).
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Damit ist das zweite Anhaltekriterium aus Lemma 5.6 bereiteicht. Danach giltuy; = uﬁ’o’o’“’ =

{(1,1),(2,1),(3,1),(6,1),(9,1), (11 1)}. Das Komplement davon, abgebildet auf den Automaten in IAbbi
dung 5.20, ergibt die Zustandsmenge des gesuchten Ubexmsaddie Zustande 5, 8 und 10 sind dabei nicht
erreichbar und kénnen weggelassen werden, so dass der atthemietztendlich — wie in Abbildung 5.22 zu
sehen —aus den Zustanden 0, 4 und 7 besteht. Die Losung lesssyBpieler 1 nur einen richtigen Zug machen
kann, um das Spiel zu gewinnen. Dieser besteht darin, dige®eihe sofort zu rdumen, so dass dem Gegner
nur noch die Mdéglichkeit bleibt, das eine Streichholz in éesten Reihe zu nehmen.

110

Abbildung 5.22: Der Uberwacher fir das Nim-Spiel mit zweilis

5.5.4 Die Zustandsexplosion

Das vorangegangene Ergebnis mag trivial erscheinen,ljgdbdies nur dem kleinen Zustandsraum des Spiels
mit zwei Reihen zu verdanken. Werden mehr Reihen hinzugeramwachst der Zustandsraum tberraschend
schnell. Um die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren estén, wurde ein Programm erstellt, das bei Ein-
gabe der Zahh ein Programm in €+ ausgibt, mit dem sich die Gewinnstrategie fur das Spielmieihen
ermitteln lasst. Es wurden damit Quellprogramme fir uctéeslliche Werte vom generiert. Dabei konnten
auch die Anzahl der Zusténde und die der Transitionen dasi@germittelt werden. Aus der Reihe der ersten

Zahlen wurden dann folgende Formeln fir die Anzahl der Zuk&bzw. der Transitionen der erreichbaren
Komponente der Spezifikation empirisch erstellt:

|Qac(Apxag)| = 2™ nl - 2, (5.8)
n2n-1
|6AC(.7{¢>><5Z(5)| = 2n (n!n2 - %) . (59)

Die von diesen Formeln gelieferten Werte sind in Tabellefétzh = 1 bisn = 20 aufgelistet und in Abbil-

dung 5.23 graphisch dargestellt. Daraus wird deutlichs éase explizite Darstellung des Beispiels nach wenig
mehr Reihen nicht mehr zu realisieren ist.

n Zustande| Transitionen|| n Zustande Transitionen
1 2 1] 11 1,63499210x 10 | 9,89170213x 10%?
2 12 20 || 12 | 3,92398110x 10'? | 2,82526639% 1014
3 88 372 | 13| 1,02023508x 10'“ | 8,62098649x 10'°
4 752 5920 || 14 | 2,85665824x 10'° | 2, 79952508x 10/
5 7648 95280 | 15 | 8,56997473x 106 | 9,64122158x 10'8
6 92096 1656768|| 16 | 2,74239191x 10'® | 3,51026165x 1070
7 1290112 31605056/ 17 | 9,32413251x 10° | 1,34733714x 10?2
8 20643584 660587520|| 18 | 3,35668770x 107! | 5,43783408x 1073
9 | 371588608 15049320192 19 | 1,27554132« 10?3 | 2,30235209x 10%°
10 | 7431781376 371589022720| 20 | 5,10216531x 10%* | 1,02043306x 10?7

Tabelle 5.2: GréRRe des Zustandsraums und der Transitlatisrefiir das Nim-Spiel mih Reihen
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Abbildung 5.23: GrolRe des Zustandsraums und der Transig@tion fur das Nim-Spiel

5.5.5 Testergebnisse

Die eigens entwickelten Testprogramme verwenden das ichiit 5.4.4 bereits erwahnte Programmpaket
CUDD. Es werden damit bindre Entscheidungsdiagramme fir diéslsche Darstellung der Transitionsrela-

tion und die Durchfihrung aller notwendigen Operationenut. Implementiert wurden sowohl die Lésung

nach dem Algorithmus von Kumar und Garg, d.h., nach Gleighsystem 4.8, als auch der in diesem Kapitel
vorgeschlagene neue Ansatz nach Gleichungssystem 5.7 idJvordeile der symbolischen Darstellung tber
die herkdmmlichen Methoden zu verdeutlichen, wurde aushderkzeud TCT’ eingesetzt, das eine explizite

Darstellung der Transitionsrelation verwendet.

Das Nim-Spiel wurde durch das Hinzufligen neuer Reihentsekise vergrofRert, bis keiner der verfugbaren

Ansétze mehr eine Losung finden konnte. Die Zeitmessungetenlgedoch darauf hin, dass bei den sym-

bolischen Methoden weitere Fortschritte durch OptimigrdesCUDD-Pakets zu erwarten sind. Da aber die

erzielten Ergebnisse bereits ausreichen, um die Vorteil@euen Methoden zu belegen, wurde diese Moglich-
keit nicht weiter verfolgt.

Die Versuche wurden auf einem Standardrechner mit einer@BAthlon Prozessor und 1 GB RAM Haupt-
speicher durchgefuhrt. Die verwendeten Programme unahdénesionen sind wie folgt: Betriebssystem SuSE
Linux 8.1, GNU-Compiler g+ 3.2, CUDD-Paket 2.3.1L. TCT 2002.02.01. Die Laufzeit voulrCT konnte nur
grob, die anderen Zeiten dagegen mit Unterstiitzung degeBss$iystems genauer gemessen werden. Tabelle 5.3
enthalt Daten uber die Laufzeiten, den Speicherbedarf im@GobiRe der Uberwacher fir die Spiele von 1 bis
12 Reihen. Die Laufzeiten werden in Sekunden angegebe&pagcherbedarf nach der maximalen Anzahl der
BDD-Knoten (1 Knoten= 16 Byte) gewertet.

In der ersten Spalte steht die Anzafder Reihen in dem Spiel, danach ist die Tabelle in vier Bageimnterteilt.
Der erste Bereich besteht aus einer Spalte, die die Laefz&it LTCT enthalt. Auf Grund der Zustandsexplo-
sion kam das Werkzeug mit der expliziten Darstellung nidsgrifinf Reihen hinaus. Der nachste Bereich in
der Tabelle umfasst die drei folgenden Spalten. Diese Bathdie Werte fur die Losung nach Kumar und Garg
bzw. deren Variante aus Kapitel 2, die letztendlich zu Glermgssystem 4.7 fuhrt. Neben Laufzeit und BDD-
Knoten wird auch die Anzahl der Iterationen angegeben, liielie Berechnung vony; in den Formeln 4.8
notwendig sind. Diese Werte sind ein Mal3 dafir, wie oft zivestdem grol3ten und dem kleinsten Fixpunkt in
Gleichungssystem 4.7 hin- und hergewechselt werden meslsp@ue verbotene Zustadnde immer wieder neue
nicht co-erreichbare Zustande aufdecken und umgekehetVbiteile der symbolischen Darstellung werden
deutlich, zumal das Beispiel nun bis zu elf Reihen gelostemikann, auch wenn der letzte Fall etwa drei Wo-

"Entwickelt in der Gruppe von Prof. Wonham an der Universftfaronto
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LTCT Gleichungssystem 4.7 || Gleichungssystem 5.6  GroRe des Uberwachers
n Zeit Zeit Knoten | lter. Zeit Knoten Zustande| Transitionen
1| <<1 <0,01 < 0,01 2 1
2 <<1 <0,01 <0,01 3 2
3 <1 <0,01 < 0,01 21 33
4 <1 0,01 18396 7 0,01 17374 303 652
5 3 0,07 61320 11 0,04 48034 304 653
6 0,45 231994 17 0,10 114464 31936 107069
7 3,95 1234576 24 0,40 266742 442746 1524658
8 61,8 2498790 31 1,46 591738 9418751 38678520
9 1618 2587704 39 5,35 1211070 9418752 38678521
10 53106 6441666 49 49,2 2484482| 2824840192 1,59011101°
11 1,86.10° | 32898180| 58| 1943 2474262| 8,1749610'° | 3,7468610'1
12 180262| 3594374| 1,9619910% | 9,4532310'2

Tabelle 5.3: Testergebnisse fir das Nim-Spiel

chen Rechenzeit bendtigt. Der dritte Bereich besteht angwdei nachsten Spalten und ist der neuen Lésung
aus Abschnitt 5.2 gewidmet. Die neue Methode zur Suche niabhco-erreichbaren Zustanden verringert so-
wohl die Laufzeit als auch den Speicherbedarf. Der Fall thiReihen kann nun in einer guten halben Stunde
geldst werden, darliiber hinaus auch noch der Fall mit zwdlidRe also eine Grofzenordnung mehr beziiglich
der Automaten fiir System, Spezifikation und Uberwacher.Abigahl der Iterationen fir die Berechnung von
Uy, ist stets gleich 1, weil das System keine verborgenen Memiengskomponenten hat. Der vierte Bereich
enthalt die Anzahl der erreichbaren Zustande und Transitiduir die jeweiligen Uberwacher.

Mit Ausnahme des Uberwachers fir das Spiel mit drei Reihed alle Automaten zu groR, als dass sie hier
wiedergegeben werden kdnnten. Die Gewinnstrategie fusdes mit drei Reihen ist jedoch in Abbildung 5.24

zu sehen und besagt z.B., dass der einzig richtige Zug zunBelgis Spiels darin besteht, aus der dritten Reihe
drei Streichholzer zu entfernen.

321
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Abbildung 5.24: Der Uberwacher fiir das Nim-Spiel mit dreitiee






Kapitel 6

\erallgemeinerung der Uberwachersynthese

In den Kapiteln 4 und 5 wurden bereits Verbesserungen Hitlisic der Integration von Uberwachersynthese
und Modellprifung erzielt. Durch die Einfihrung der symbdhen Verfahren in die Synthese konnte dem Pro-
blem der Zustandsexplosion entgegengewirkt werden, unéftizienz der Berechnungen wurde durch einen
neuen Algorithmus gesteigert. Unveréndert blieb jedoelKdasse der zugelassenen Spezifikationen, die nach
wie vor auf Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaftescbrankt sind. Diese Einschrénkung liegt daran,
dass neben der immer notwendigen Steuerbarkeit die Cachlnarkeit als festes Merkmal in die Formulierung
des Uberwachersyntheseproblems eingeht. In diesem Kejiitediese Forderung nach Co-Erreichbarkeit ge-
lockert. An deren Stelle kann jede vom Anwender gewahltes-ikalkil ausdrickbare Bedingung treten. Damit
werden Fortdauer- und Fairnesseigenschaften in das Sgvirdahren eingebracht, und zwar im Einklang mit
den bisher erlaubten Sicherheits- und Lebendigkeitseaeiten. Die Co-Erreichbarkeit selbst lasst sich als
einfacheu-Kalkul-Formel ausdriicken, so dass das herkdmmliche kezfazu einem Sonderfall des verallge-
meinerten Ansatzes wird.

Wie in Abschnitt 2.7 erwahnt, haben Thistle und Wonham in B einen Ansatz zur Behandlung von Fair-
nesseigenschaften vorgeschlagen, in dem sie die endligbgmaten aus dem in Kapitel 2 beschriebenen
Grundmodell durchw-Automaten ersetzten. Beide Verfahren werden dadurckrdédtompatibel, denn einer-
seits kennen die endlichen Automaten keine Akzeptanzgedgen fur unendliche Worter, andererseits haben
die w-Automaten keine endlichen Pfade. Eine weitere Hurde beAde/endung dieses Ansatzes liegt in der
Schwierigkeit der Modellierung von Systemen mi#Automaten. In der hier vorgeschlagenen Verallgemeine-
rung werden nach wie vor die endlichen Automaten aus demdanodell verwendet. Durch die Verallgemei-
nerung konnen jedoch sowohl endliche als auch unendlichdeRjleichzeitig berucksichtigt werden, wie sie
durchaus in realen Systemen vorkommen. Damit bildet aushvddahren von Thistle und Wonham einen
Sonderfall des verallgemeinerten Ansatzes.

Als nachstes werden in Abschnitt 6.1 einige temporalldgs&usdriicke gegeben. Die hier vorgenommene Ver-
allgemeinerung kommt zwar auch ohne den Einsatz von Terhpgikeen aus, jedoch sing-Kalkuil-Ausdriicke

oft weniger gut lesbar als die aquivalenten temporalldggacFormulierungen. Da es Verfahren gibt (Emerson
und Lei [32], Dam [23], Schneider [75]), mit denen tempargische Ausdriicke in dem-Kalkil Ubersetzt
werden konnen, wird es der Anwender u.U. vorziehen, seimziffigationen zunachst in Temporallogik aus-
zudriicken und dann in dgnrKalkil zu Ubersetzen. Damit tragen temporallogische Alugdce dazu bei, die
Kluft zwischen der menschlichen Intuition und der teilveei®mplizierten Syntax der-Kalkil-Formeln und
-Gleichungssysteme zu tiberbriicken. Abschnitt 6.2 statkufhin das verallgemeinerte Uberwachersynthese-
problem bzw. dessen Ldsung vor. In den Abschnitten 6.3 uhdvBd gezeigt, dass sowohl das Grundmodell
als auch der Ansatz von Thistle und Wonham Sonderfélle dedlgemeinerten Problems sind. Abschnitt 6.5
greift das Beispiel mit der Telefonnummernauskunft auschbgt 5.4 nochmals auf und zeigt, wie der Fehler,
der in Abschnitt 5.4.5 gefunden wurde, mit Hilfe des neuerfdfeens behoben werden kann.

Weitere Arbeiten, die dem hier vorgestellten Ansatz natrarken, sind die von Jiang und Kumar [43], de Al-
faro et al. [25] und Arnold et al. [2]. Diese Ansatze werderAimschnitt 6.6 mit der hier vorgestellten Ver-
allgemeinerung verglichen. Die Klasse der Probleme, diedemn hier vorgestellten Verfahren geldst werden
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koénnen, ist nahezu identisch mit der, die von den andereilafen behandelt werden. Im Gegensatz zu diesen
kann jedoch der hier vorgestellte Ansatz die Vorteile dentsglischen Darstellung nutzen und erreicht somit
einen Reifegrad, der der Uberwachersynthese bessere €@héiircdie Anwendung im industriellen Bereich
einrdumt. Die Ergebnisse aus diesem Kapitel wurden in [88][@5] verdtentlicht.

6.1 Temporallogische Ausdricke

Temporallogische Ausdriicke beziehen sich auf Pfade einipké&Struktur. Pfade kénnen entweder endlich
oder unendlich sein und werden gemalf folgender Definitidarschieden:

Definition 6.1 (Pfade) Ein unendlicher Pfad der Kripke-Struktys, 7, R, L) ist eine unendliche Folge von
Zustanden(so, Si,...) auss, so dass/i > 0.(s, S+1) € R.

Ein endlicher Pfad der selben Struktur ist eine endlichegéavon Zustandefs, ..., S,), SO dass-3ds €
S.(sh, §) € Rund, falls n> 0, dannVvi € {0,...,n—-1}.(s, S+1) € R.

Aus dieser Definition folgen:

e Ein Pfad kann in jedem Zustand beginnen (der Zuswgrukzeichnet den Anfangszustand eines Pfades,
und nicht etwa einen Initialzustand der Kripke-Struktur).

e Pfade sind immer maximal in dem Sinne, dass die Folge de&#dstnicht unterbrochen werden darf,
solange von dem bisher letzten Zustand noch Transitionegetwen. Also sind endliche Prafixe eines
unendlichen Pfades bzw. echte Préfixe eines endlichen $¥ateePfade.

e Hingegen ist jedes Jiix eines endlichen bzw. unendlichen Pfades auch ein Pfad.

Beispiel 6.2 Die Kripke-Struktur in Abbildung 3.1 auf Seite 32 hat endkcund unendliche Pfade. Endlich
sind alle, die in Zustand 6 enden. Die Kripke-Struktur in Adiling 5.21 auf Seite 95 hat nur endliche Pfade.
o

In den hier vorgestellten Formeln kommen der existentiefeedquantoE und der universelle Pfadquantar
vor. Eine Formel, die einen dieser Quantoren enthalt, wind @inem Zustand einer Kripke-Struktur erfuillt,
wenn der Ausdruck, der dem Quantor folgt, auf mindestensneibzw. auf allen Pfaden, die mbeginnen,
gilt. Die Pfadquantoren treten zusammen mit den ZeitopegaX, F, G, U und U auf, die dazu dienen, Pfade
zu beschreiben. Die drei ersten bedeuten, dass der datgahfi®e Ausdruck entweder im néchstes), (auf
mindestens einent} Zustand oder auf aller&) Zustanden der mi bzw. A quantifizierten Pfade erfullt sein
muss. Der Operatdd (aus dem Englischeuntil) verkniipft zwei Ausdriicke in der Fornp U ¢] und gilt auf
Pfaden, auf denep solange gilt, wiey nicht gilt. Hierbei muss ein Zustand, in demgilt, nicht unbedingt
erreicht werden. Dann wird die Bedingung von Pfaden erfallif deneny immer gilt. Dieses unendliche
Warten auf das Erfullen vogr wird von der strengeren Variante U y] unterbunden, die verlangt, dass ein
Zustand, in deny gilt, auch irgendwann erreicht wird.

Die Definition einer Temporallogik legt fest, nach welcheagBIn die Pfadquantoren und Zeitoperatoren zu-
sammengesetzt werden kdnnen. Daraus ergeben sich Logikerschiedlicher Méchtigkeit, wie z.8TL
(computer tree logicpder CTL*. Eine formale Beschreibung der Syntax und der SemantikG®Bln, CTL*

und anderen Logiken findet der Leser z.B. in den Werken vork€let al. [20] oder Schneider [75]. Weiterhin
beschreiben diese Referenzen auch, wie einige der Opematat Hilfe anderer ausgedriickt werden kdnnen.
So gilt z.B.EFy < E[1 U y].

In Bezug auf endliche und unendliche Pfade wird noch folgeNdtation fur die ZeitoperatoreR und G
vereinbart:

e F undG beziehen sich sowohl auf endliche als auch auf unendlichdePDies bedeutet, dass der gege-
bene temporallogische Ausdruck als erfullt betrachtetiwinabhangig davon, ob der Pfad, auf dem dies
geschieht, endlich oder unendlich ist.
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e F, undG,. beziehen sich ausschlie3lich auf unendliche Pfade. Dhdergbt sich ein subtiler Unter-
schied zwischen existentiell und universell quantifigerAusdricken. Steht véi,, bzw. G, der Pfad-
quantorg, so bedeutet dies, dass jeder Zustand, der von dem Ausdrfiasistewird, einen unendlichen
Pfad haben muss, auf dem die gegebene Eigenschaffftzidlglich sind Zustande, die nur endliche
Pfade haben, niemals Teil der erfassten Zustandsmenge défiiusdruck andererseits durch den Pfad-
quantorA eingeleitet, erfullen die Zustdnde, die keine unendlidhfade haben, die Quantifizierung ,auf
allen unendlichen Pfaden* trivialerweise, und sind deshalb deilL6sungsmenge.

e F,undG, beziehen sich ausschlief3lich auf endliche Pfade. Auchengbt sich ein Unterschied zwi-
schen existentiell und universell quantifizierten Auségit Existentiell quantifizierte Ausdriicke schlie-
Ren Zustdnde aus, von denen kein endlicher Pfad ausgehendahniversell quantifizierte Ausdriicke
diese Zustande trivialerweise mit einbeziehen.

Es folgt eine Sammlung temporallogischer Ausdriicke aud/betellpriifung mit Ubersetzung in Gleichungs-
systeme des vektoriellgnKalkils. Damit wird der Weg fiir die verallgemeinerte Ubashiersynthese in Ab-
schnitt 6.2 vorbereitet, die diese Gleichungssysteme esetiat. Die Ubersetzungen stammen teilweise aus [75],
andere wurden ohne grol3en Aufwand daraus abgeleitet. Dfemg-Kalkil-Ausdriicke in den Gleichungs-
systemen lassen sich intuitiv nachvollziehen. Dazu sitné.emma 3.25 auf Seite 39 die Gleichungen

ufou (6.1)

und
uz ou (6.2)

hilfreich. Sie berechnen die Mengen der Zustande, von deaeendliche bzw. nur unendliche Pfade ausgehen.

— EGy beschreibt die Menge der Zusténde, von denen mindeste$aglinausgeht, auf dessen Zustéanden
der Ausdrucky stets erfullt ist. Diese Zustandsmenge ist die Lésung degkkingssystems

{u £ ga@ovou). (6.3)

— EG. ¢ ist die Einschrankung des letzten Ausdrucks auf unendliefagle. Dies entspricht dem Glei-
chungssystem

{ Uu = @Aou (6.4)

— EG, gist die Einschrankung des letzten Ausdrucks auf endlichdd>fDies entspricht dem Gleichungs-
system

{u £ gar@ovou). (6.5)

— EF¢ beschreibt die Menge der Zustande, von denen mindesteSagrausgeht, der zu einem Zustand
fuhrt, auf demy qilt. Ein solcher Zustand wirdtgendwannauf den beschriebenen Pfaden erreicht. Das
entsprechendg-Kalkil-Gleichungssystem ist

{ u £ pvou (6.6)

— EF.gp istdie Einschrankung des letzten Ausdrucks auf unendiRfbde und entspricht dem Gleichungs-

system
Uz
Ui

Hier stehtu, fur die Menge der Zusténde, von denen geméal Gleichung 6uheimdlicher Pfad ausgeht,
so dass); auf die Menge dieser Zustande eingeschrankt wird.

OUo
oAUV Oour.

(6.7)

= 1=
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— EF,pist die Einschrankung voBF¢ auf endliche Pfade und entspricht dem Gleichungssystem

Ouy

Uz A (¢ V OUp). ©8

= II=

Uz
Uy

Hier stehtu, fur die Menge der Zustande, von denen gemal Gleichung 6. 4nalliche Pfade ausgehen,
so dassl; auf die Menge dieser Zustande eingeschrankt wird.

AGg beschreibt die Menge der Zustande, deren ausgehenden mfa@delis Zustanden bestehen, auf
denery gilt. Das Gleichungssystem dazu ist

{ u = pADOu (6.9)

AG ¢ ist die Einschrénkung des letzten Ausdrucks auf unendifade und fiihrt zu dem Gleichungs-

system
97}
Uy

AFy beschreibt die Menge der Zustéande, deren ausgehenden difadeindestens einen Zustand auf-
weisen, in demy gilt. Auf allen Pfaden gilt alsargendwanng. Das entsprechende Gleichungssystem

Ist
{u

AF ¢ ist die Einschrankung des letzten Ausdrucks auf unendifade und entspricht dem Gleichungs-
system

SOl

(6.10)
© A Up A OUj.

= 1<

=

eV OlADu

{u £ pvou

E[¢ U y] qgilt in allen Zustanden, die einen Pfad haben, auf dessatéAdeny solange gilt, bis irgend-
wann ein Zustand erreicht wird, in degngilt. In diesem Zustand mugsdann nicht mehr gelten. Damit
gilt der Ausdruck trivialerweise in allen Zustanden, in deg gilt. Eine &quivalente Interpretation ist
dasy gilt, solangey nicht gilt. Das Gleichungssystem dazu ist

fu £ yvenou (6.11)
E[¢ U_, y]ist die Variante vorE[¢ U y] fur unendliche Pfade:

Uz
Uy

Wie bei Gleichungssystem 6.7 stalt fur die Menge der Zustande, von denen ein unendlicher Pfad
ausgeht, so dass auf die Menge dieser Zusténde eingeschréankt wird.

OUo

(6.12)
WAUV @A OUL

= Il=

E[¢ U y] ist die abgeschwéchte Variante véfy U ], die auch solche Pfade zulasst, auf depene
erfullt wird, daftr aberp immer gilt. Die Gleichung dazu ist

fu 2 yvenou

— E[p U] ist die Einschrankung des letzten Ausdrucks auf uneneliefade. Das Gleichungssystem

dazu lasst sich aus¢ U.y] = E[¢ U ¥] V EG. ¢, also aus den Gleichungen 6.4 und 6.12 ableiten:

Ug Z o N\ OUg

us Z Ous

us £ YUAUIV o AOU
Uy £ Uz V Ug.
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— EFGy gilt in Zustéanden, von denen ein Pfad ausgeht, auf dem alndisstimmten Zustand immer
gilt. Das entsprechende Gleichungssystem ist

Uz

Up
Wie in Gleichung 6.3 berechnat die Menge der Zusténde, die einen Pfad haben, auf@enmer gilt.
u; berechnet dann die Zustande, die einen Pfad zu einem Zustapdhaben.

e A @OV Ow)
Uz vV ouy.

= II=

— EFG ¢ ist die Einschrankung des letzten Ausdrucks auf unendifade. Das Gleichungssystem dazu

entsteht indem die Gleichung fug gemal Gleichung 6.4 angepasst wird:

u2
U1

@ A QU
up VvV Oug.

= Il=

— Folgendes Gleichungssystem berechnet die Menge derridigstéon denen aus mindestens zweimal ein
Zustand erreicht werden kann, auf dengilt, wobei dazu nur Zustande durchlaufen werden dirfefi, au

deneny gilt. Dazu wird die Gleichung z&[¢ U ] zweimal verwendet:

usz £ YVeAouz
b £ yApAoUus
Up £ U VA Our.

Die Gleichung firuz berechnetE[¢ U y]. Danach werden i, die existentiellen Vorgangerzustande

dieser Menge festgehalten, auf denen y gilt. Die Gleichung firu; berechnet dani&[¢ U uy] und
damit die Menge der Zustande, von denen ein Pfad ausgelteaus gilt, bis ein Zustand erreicht wird,
auf demgp A y gilt und der einen Pfad hat, auf deprweiterhin gilt, bisy ein zweites Mal erfillt wird.

— Die Variante des letzten Gleichungssystems fiur unenglliffade kann mit Hilfe von Gleichung 6.2
erstellt werden:

Ug Z OUg

U3 £ YUAULV @ AOU3
Wb £ yApAoUus

Uy £ U Ve Adup.

— EGFw¢ giltin Zustanden, die einen Pfad haben, dessen Zustarelarahdliche Pfade haben, auf denen

irgendwannp gilt. Dies ist Aquivalent zu der Aussage, dass der AusdriegcKaistande beschreibt, von de-
nen aus es unendlich oft moglich ist, zu einem Zustand zungela in deny gilt. Das Gleichungssystem

dazu ist
V)
Uy

— E[G« B A GFw¢] erweitert den letzten Ausdruck mit der Bedingung, dass lger usténden des Pfades
zusatzlich der Ausdrucg gilt. Das Gleichungssystem dazu ist

u2
Ui

Ui AV ou
OUy.

< 1=

UL A@VBAOU
B A Oup.

< =
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n
— E|Go B A /\GFmgoi erweitert die vorangegangenen Ausdriicke um unterscbieIMengeny;, die
i=1

alle unendlich oft besucht werden miissen. Die Ubersetaudgriu-Kalkiil ergibt

=

Un WA @n VB A Sun

u (6.13)
U = WAp1 VAU
W= BAAL OUL.

n
— Die Akzeptanzbedingung fur Rabin-Automaten [30, 33, 755]3/\ GFwpj V FGy ¢j. Sie lasst sich in
j=1
folgendes Gleichungssystem Ubersetzen:

=

Un VA @nV VA Ol

U £ vApivvaou (6.14)
v o= ALjoujvygaov

w £ vvow

Die Komplexitat der Ubersetzung temporallogischer Auskeiin deru-Kalkil ist fiir CTL linear in der GroRRe
der Formel, fUrCTL* exponentiell. Letztere liegt damit tGber der polynomielléomplexitat desu-Kalkils
und konnte zu der Argumentation fihren, dass das hier vi@igesVerfahren nicht polynomieller, sondern
exponentieller Natur ist. Da jedoch die Formeln in der Réwet sind, fallt die Ubersetzung nicht besonders
ins Gewicht. Der polynomielle Teil ist der schwierigste,igBe Transitionsrelationen oft sehr grof3 werden.
AuRerdem muss die Ubersetzung nur einmal vorgenommen wertdkist unabhangig von dem Problem, das
geltst werden muss. Die zentrale Aufgabe bleibt deshalb née vor die Lésung eines Gleichungssystems,
unabhangig davon, mit welchen Hilfsmitteln dieses eitsiahd.

6.2 Das verallgemeinerte Uberwachersyntheseproblem

In diesem Abschnitt wird das UberwachersyntheseproblesrKapitel 2 mit Hilfe des:-Kalkiils verallgemei-
nert. Der daraus entstehende Ansatz kann die Starken Bésdahren gleichzeitig nutzen und didet dem
Anwender dadurch neue Moglichkeiten fir die Spezifikatiod die Implementierung diskreter Systeme.

6.2.1 Motivation und Formulierung

In der konventionellen Uberwachersynthese, die in denargggnen Kapiteln behandelt wurde, kann mit
Sicherheits- und Lebendigkeitseigenschaften gearb&geden, nicht aber mit Fortdauer- und Fairnesseigen-
schaften. Der Grund dafir ist, dass diese Eigenschaftén eiea durch eine geschickte Auswahl der Auto-
maten spezifiziert werden kdnnen, sondern erst durch eisgepde Berechnung der Zustande wéahrend der
Synthese einzubringen sind. Die konventionellen Syntdgedthmen sind jedoch fest auf die Steuerbarkeit
und die Co-Erreichbarkeit eingestellt und lassen destwilekanderen Berechnungen zu.

Ein Beispiel fur eine Fairnessbedingung ist die Forderwass sich ein Benutzer eines Systems an diesem
immer wieder — also theoretisch unendlich oft —anmeldem&drsoll. Mit der konventionellen Synthese konnte
die Co-Erreichbarkeit sicherstellen, dass die Anmelduitglestens einmal mdglich ist. Die Spezifikation kann
jedoch Pfade enthalten, auf denen die Anmeldung nur endikgé Male mdglich ist, oder es kdnnen wéahrend
der Synthese solche Pfade entstehen. Die konventionelgarithmen kénnen dies nicht feststellen und lassen
auch solche Zustande zu, von denen aus es nur endlich vidéerMaglich ist, sich anzumelden.
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Die Co-Erreichbarkeit ist also nicht immer ausreichend dasmgewlinschte Systemverhalten zu erzielen. Unter
Umstanden mussen an ihre Stelle strengere Forderungen.ttetztendlich soll jede Spezifikationseigenschaft
zugelassen werden, die wie jene in Abschnitt 6.1 als Gleighsystem inu-Kalkil ausgedriickt werden kann.
Fir die Berechnung der Zustande mit einer solchen Eigeftseind — wie bei der Co-Erreichbarkeit auch — die
gesamte Transitionsrelation bendtigt. Folglich werdeniistdande mit der neuen Eigenschaft auf der rechten
Halfte der Kripke-StrukturK 4,7, berechnet. Hingegen wird die Forderung nach Steuerbar&elt wie vor

als Existenzbedingung fiir den Uberwacher gesehen und bilegimgetastet, womit sich an den Berechnungen
auf der linken Halfte der Kripke-Struktur prinzipiell nitshandert.

Startpunkt fiir den verallgemeinerten Ansatz zur Uberwessimthese ist die Losung des Uberwachersynthese-
problems in Korollar 4.14 auf Seite 73, die zu dem Gleichsgg®em

Uc £ (OUc V XmXy) A Ucg
Uy = Oug A XpXy A K (Uc) (6.15)
g = «(ug)

fahrt, in dem die Variablem und ug die Mengen der co-erreichbaren bzw. der guten (nicht vertgot) Zu-
sténde berechnen.

Die Forderung nach Co-Erreichbarkeit wird nun durch eirliebigie, von dem Anwender wahlbare Bedingung
in Form eines Paare&(¢) ersetzt. Hier iskE ein u-Kalkil-Gleichungssystem ungl eine boolesche Formel,
in der die Variablen auf der linken Seite v@nnicht in gebundener Form vorkommen (s. Abschnitt 3.3.1).
In der folgenden Definition wir@d := u; gesetzt, wobeu; die Variable auf der linken Seite der untersten
Gleichung inE ist. Damit wird festgelegt, dass die Menge der gewtiinschtesidnde durch diese Gleichung
darzustellen ist. Dies ist jedoch keine Einschrankung dgsraeinen Falls mit der FormE( ¢). Sollte fiir
die gewuinschte Eigenschaft eine boolesche Formelpwiey(u, ..., u,) notwendig sein, so genugt es, die
Formeln flrug, ..., u, in E neu zu nummerieren und die Forngehls u; Z W(ug, ..., Uy) unter die anderen zu
schreiben. Dabei kommy in den anderen Formeln nicht vor und kann auf Grund der Ahilgéegen zuletzt
und nur ein Mal berechnet werden.

Definition 6.3 (Verallgemeinertes Uberwachersyntheseptilem) Gegeben seien ein Systein und ein Au-
tomat Ag zur Erstellung einer Spezifikation, so dass:K Ly (Ap X Ag) C Lm(Ap) das gewlinschte Ver-
halten des Uberwachten Systems ausdriickt. Gegeben séalebem Paar(E, u;), wobei E einu-Kalkul-
Gleichungssystem der Form

on

Un ®p

: (6.16)
ug E D,
ist und zusatzliche temporallogische Eigenschaften fir iilzerwachte System vorschreibt. Gesucht ist ein
UberwacherAg, der diese Eigenschaften gewahrleistet, so dagsAs) C K.

Definition 6.3 ist an die Formulierung des konventionellenetivachersyntheseproblems in Definition 2.16
angelehnt. Wie dort, bilden auch hier die Automat@a und Ag den Ausgangspunkt. In dem konven-
tionellen Syntheseproblem werden auf3erdem implizit zwaiteke Forderungen gestellt, ndmlich nach Co-
Erreichbarkeit, was dort gleichbedeutend mit der Verklemgsfreiheit ist, und nach Steuerbarkeit, eine Exi-
stenzbedingung fir Uberwacher. Davon wird die erste nun »omvender bestimmt. Dazu muss er die ge-
winschte Bedingung alsKalkil-Gleichungssystem formulieren, was z.B. unter ifshahme von temporal-
logischen Ausdriicken wie die in Abschnitt 6.1 geschehemkBie Forderung nach Steuerbarkeit bleibt unan-
getastet. In beiden Féllen gilt: Falls die Spezifikatiéip x Ag die gewlinschten Eigenschaften bereits erfilllt,
dient sie als Uberwacher, ansonsten wird mit Hilfe der Sgseiprozeduren ein solcher berechnet.

Des Weiteren verzichtet der verallgemeinerte Ansatz ansrd&bschnitt 2.8 erlauterten Griinden auf die Spe-
zifikation eines kleinsten akzeptablen Verhalt@ng,. Statt dessen efiien sich hier zwei neue Mdéglichkeiten
fir den Anwender. Einerseits kann er die Kripke-Strukky,.»#, nutzen, um das Ergebnis der Synthese mit
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Hilfe der Modellprifung auf gewtinschte Eigenschaften Zifgor. Damit kommt die Modellprifung der Syn-
these zu Hilfe, um zu verifizieren, ob die Einschrankungénddr Uberwacher dem System aufzwingt, akzep-
tabel sind. Die andere Méglichkeit besteht darin, die zdgirden Eigenschaften bereits in das vom Anwender
formulierte Gleichungssystem einzubauen. Dann erfiit®igntheseergebnis entweder die Anforderungen, die
ansonsten noch nachgepruft werden muissten, oder es bassetier leeren Menge, falls die Anforderungen
nicht einzuhalten sind. Diese Zusammenfiihrung von Ubdramgnthese und Modellpriifung stellt den wich-
tigsten Beitrag dieser Arbeit zu den bestehenden Spezifitsatund Implementierungstechniken fir Systeme
mit endlichen diskreten Zustandsraumen dar.

6.2.2 LoOsung des verallgemeinerten Uberwachersyntheseginiems

Die Losung des verallgemeinerten Uberwachersyntheskgmsbbesteht lediglich in der Anpassung des Glei-
chungssystems 6.15 an die in Abschnitt 6.2.1 erlautertesteAmgen. Die Menge der Zustdnde mit den vom
Anwender gewinschten Eigenschaften tritt an die Stelledarreichbaren Zustadnde. Damit tritt die Variable
u; an die Stelle voni; in der Gleichung fliug. Die Gleichung flru, wird durch das Gleichungssystem 6.16
ersetzt, wobei zu beachten ist, dass dessen GleichungaguteuZusténde sammeln dirfen und auf der rech-
ten Halfte der Kripke-Struktur zu berechnen sind. Sie werdeshalb um eine Konjunktion mi§, und mit

der Menge der guten Zustande erganzt. Zuletzt wird noch dtathdn angepasst, indem die Variabig in z
umbenannt wird, so dass die Losung nun aus dem Fixmihkesteht. Aus diesen Uberlegungen entsteht das
Gleichungssystem 6.17 im folgenden Theorem:

Theorem 6.4 (Verallgemeinerte Uberwachersynthesefsegeben seien die Automatétp und Ag und eine
gewlnschte Eigenschaft als Gleichungssystem der Form 8el8ls = (Ap x Ag)lq, der Uberwacher, unter
dessen Steuerung die Menge der erreichbaren Zustandegesehrankt wird, dass die gewlinschte Eigenschaft
stets eingehalten wird. Dann isty@ [3xy.2"] 4,4, Wobei Z° die Losung des Gleichungssystems

Uy 2 OpAXGAZ
Up EE D1 A )?u NZ (617)
Ug = OUgA XXy Ak (Un)

uber den Variablen der Kripke-Strukttfs,. 4, ist, die mit Hilfe der Formeln

[ Z=+1 =k (ug®)
il _ S 1000
e e T C
iz,ig,i1+1 ) Ilz,lg,ll’."’u:‘]z,lg,ll,,,.,ln .
u; = [Py o, AXyAZ (6.18)
Lo . izig.iq iZ,igsi1sin
|t e o ARz
berechnet werden kann.
Beweis:Das Theorem geht aus Korollar 4.14 und der ArgumentationbdscAnitt 6.2.1 hervor. m]

Fur die Berechnungen werden die Anfangswerte wie in Algariis 3.57 gewahlt und nur bei Alternierung
der Fixpunktart zurtickgesetzt. Die Komplexitat der Berecigen hangt von den benutzerdefinierten For-

meln®;, i = 1,...,n ab und lasst sich mit den in Kapitel 3 diskutierten Methodemitteln. Die Notation
1z,1g.11 1Z,ig,i1.-in
[CDi]ﬂi,...,u,’,"" " bedeutet lediglich, dass die Variableq ..., u,, die in den Formelnb; vorkommen, mit

den entsprechenden Iterationszahlern zu versehen sind.



6.3. Die konventionelle Uberwachersynthese als Sondlerfal 109

Korollar 6.5 Um lterationen zu sparen, kann die Berechnung der Formel8 6ereits dann abgebrochen
werden, wenn fiir,i> 1 u'lz’o"’o = K(ug_l’“’). Es gilt dann 2 = u'lz’o’“’.

Beweis: Seii, > 1 der Wert fur den gilt, dassﬂf’o""’ = K(uigz‘l""’). Dann istuigz’1 =01 A XpXy A uigz‘l"’o = uigz‘l’c><>

i2,0,00

und somit ein Fixpunkt, woraus folg™™ = u'gz_l"x’. Damit ist auchz™ = K(u'gz_l’“’) =up. o

Es folgen drei Anwendungsbeispiele der verallgemeindiieerwachersynthese. Im ersten wird gezeigt, dass
das Uberwachersyntheseproblem von Ramadge und Wonhanoeiter$all des verallgemeinerten Ansatzes

ist. In dem zweiten Beispiel wird die Forderung nach Co-iEhiearkeit durch eine Fairnessbedingung ersetzt.
Das dritte greift das Beispiel aus Abschnitt 5.4 wieder audl bbehebt den in Abschnitt 5.4.5 gefundenen

Schoénheitsfehler.

6.3 Die konventionelle Uberwachersynthese als Sonderfall

Um das Uberwachersyntheseproblem aus Definition 2.16 imllgemeinerten Ansatz auszudriicken gentigt
es, die Co-Erreichbarkeit als die Bedingung zu wahlen, diditie einesu-Kalkil-Gleichungssystems darzu-
stellen ist. Diese kann mit Hilfe der temporallogischenrrellEF ., dargestellt werden. Letztere berechnet die
Menge der Zustande, die einen Pfad zu einem markierten @listben. Da der Uberwacher durch Einschran-
kung des Automaterfip X Ag auf eine Teilmenge dieser Zustande entsteht, die gleibfpzbe Steuerbarkeit
nicht verletzen, ist die Co-Erreichbarkeit gewahrleisigas Gleichungssystem flaFxy, ist Gleichungssys-
tem 6.6 mity = Xy undu = uy, also

=

{ Up Xm V OUg.

Wird diese Gleichung in die Vorlage 6.17 eingebaut, entstalk Gleichungssystem

u = (XmV OUL) A Xy A Z
Uy = OUgA XpXu A K (Ur) (6.19)

In der Gleichung fum; kann die Konjunktion vornou; mit X, weggelassen werden, weil es sich um einen
kleinsten Fixpunkt handelt. In der ersten lteration istrd&® = 0, und in den folgenden kénnen nur noch
Zustande eingesammelt werden, diejriegen. Damit ist die erste Gleichung in 6.19 aquivalent zu

U £ (OUL V XmXu) A Z

Unter Bertcksichtigung der Notationsanderunggn= uc und z = Ucg Sind die Gleichungssysteme 6.19
und 6.15 also identisch.

6.4 Fairness

Fairnessbedingungen fordern, dass bestimmte Zustandendhitier gesamten Laufzeit eines Systems erreich-
bar bleiben. Sie spielen in reaktiven Systemen eine wietRiglle, zumal diese Systeme aus theoretischer Sicht
unendlich lange laufen und ihre Dienste dem Benutzer uestigankt zur Verfigung stellen sollen.

Die Spezifikation fur das Verhalten einer Fertigungszelle,in der Lage ist, eine Anzahl verschiedener Teile
herzustellen, kénnte z.B. die Forderung einschlieRers dagederzeit moglich sein soll, jedes der genannten
Teile zu fertigen. Dies ist eine Fairnessbedingung, dik sicht in der konventionellen Uberwachersynthese
formulieren lasst. Es gentigt nicht, die Zustande, in demejedeiligen Teile fertiggestellt werden, zu markie-
ren, denn eine Losung fur das Syntheseproblem ist berdttg,gitlenn von allen Zustanden aas markierter
Zustand zu erreichen ist. Die Synthese lasst sich also dafatufhin steuern, dasdle markierten Zustande
erreichbar sind. Darlber hinaus ist es ein weiteres Prolfkstzustellen, ob diese Zustdnde unendlich oft oder
nur endlich viele Male erreichbar bleiben.
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Ein solches Problem kann mit der verallgemeinerten Ubdnessynthese geldst werden, indem die gewiinschte
Fairnesseigenschaft als die vom Benutzer wéhlbare Bedingingesetzt wird. Dazu kann der temporallogi-
sche AusdruclE[Ai”:lGFgoi] benutzt werden, in dem jedes dgreinen Zustand (oder falls gewiinscht eine
Zustandsmenge) darstellt, die stets erreichbar bleibkensdhre Ubersetzung in dgn-Kalkiil geschieht mit
Hilfe von Gleichung 6.13, indem fir den Paramedeter Wert 1 eingesetzt wird. Wird das so gewonnene Glei-
chungssystem in die Vorlage 6.17 eingesetzt, entsteheridies Gleichungssystem fiur die Synthese mit den
gewilnschten Fairnesseigenschatften:

II=

Un WA @nV Oup
M

U = WAV OoU

w = /\in=1 QU
v _

Ug = DOug A XpXy A k(W)
4

Ein weiteres Beispiel fiir die Einbeziehung von Fairnessiénldberwachersynthese ist die Verwendung von
Gleichungssystem 6.14, das die Akzeptanzbedingung vorinfatiomaten darstellt. Diese wurden in Ar-
beiten von Thistle und Wonham [80, 81] verwendet mit dem,Z&#&le auf Fairness ausgelegte Variante des
Modells von Ramadge und Wonham zu entwerfen. Allerdingglemin diesem speziellen Ansatz ausschliel3-
lich unendliche Pfade betrachtet, so dass er keine Veraéigesrung des Grundmodells darstellt. Zudem ist die
Ubersetzung einer informalen Spezifikation in eire#utomaten in der Regel nicht einfach, wodurch theo-
retische Fahigkeiten und tatsachliche Anwendungsmdgitdn weit auseinanderriicken. Die hier vorgestellte
Erweiterung ersetzt das Verfahren von Thistle und Wonhaeirer zu all den anderen erlaubten Spezifikatio-
nen konsistenten Form.

6.5 Verbesserte Telefonnummernauskunft

In diesem Abschnitt wird das Beispiel aus Abschnitt 5.4 wrealifgegifften. Der folgende Text setzt die Kennt-
nis dieses Beispiels voraus.

In Abschnitt 5.4.5 wurde erlautert, dass trotz Einhaltueg @Qo-Erreichbarkeit Zustdnde erreichbar sind, die
dem Bearbeiter den Weg zur Anmeldung versperren. Um diesesgen zu beheben, missen Zustédnde aus
Ap x Ag, denen der Weg zurlick zum Initialzustand wahrend der Sgathbschnitten wird, verboten werden.
Es genigt allerdings nicht zu fordern, dass es von allendddsn stets mdglich sein muss, zuriick zum Initi-
alzustand zu gelangen. Es gibt namlich auch Zustande, diénitealzustand von vorn herein nicht erreichen
kénnen und trotzdem erhalten bleiben sollen, weil sie dieha Abmeldung ermdglichen, die zu dem markier-
ten Zustand (8,4) in Abbildung 5.16 fiihrt. Zeigt sich alsdweid der Synthese, dass ein Zustand keinen Pfad
zum Initialzustand hat, muss er dann und nur dann verbotedenewenn er infAy X Ag einen solchen Pfad
hatte. Fur die anderen Zustéande geniigt es, dass sie keklerverungen bilden.

Diese informale Spezifikation muss nun in deKalkil umgesetzt werden. Zunachst mussen auf der Kripke-
StrukturKa,x 4, die Zustande identifiziert werden, die einen Pfad zum lizitistand (0,0) — symbolisahy o0y
—haben. Diese Menge wird zu Beginn des Syntheseprozessaal dierechnet und bleibt danach konstant. Die
gesuchten Zustande erfullen den Ausdréékp, o 0. Diese Menge ist laut Gleichung 6.6 die Losung von

Uo £ @00y V ©OUo. (6.20)

Die Spezifikation verlangt, dass Zusténde aus dieser Manga €fad zum Initialzustand beibehalten mussen,
um den Syntheseprozess zu Uberstehen; alle anderen Zaistéisden lediglich co-erreichbar bleiben. Zustan-
de, die wahrend der Synthese einen Pfad zum Initialzusteinalten, erflllen wie oben den Ausdrugkyy(o,o))-
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Es wird also eine weitere Gleichung wie 6.20 benétigt, dier aito Abhangigkeit von anderen Zustandsmengen
neu berechnet wird. Dazu dient die Gleichung

us £ @0y V Ous. (6.21)
Zustande, die co-erreichbar bleiben, werden wie in Absthr8 durch die Gleichung
Uo £ Xm V OUp (6.22)
erfasst, so dass die obige Bedingung sich als
Uz £ Ug A U3 V —=Ug A Uz (6.23)

darstellen lasst.

Das Gleichungssystem aus den Gleichungen 6.20 bis 6.23nuitdzusammen mit den Automatef und
Ap x Ag aus Abschnitt 5.4 als Eingabe fir das verallgemeinerte Wietersyntheseproblem benutzt. Damit
entsteht laut Theorem 6.4 nach ahnlichen VereinfachungerinwAbschnitt 6.3 das Gleichungssystem

U £ ooy V Ol

Us & (OUsV ooy A Xu) AZ

Uy % (OU2 V XmXy) A Z - (6.24)
U = (UAU3V-UpAU)AXGAZ

Uy = OUg A XpXy A K (Ug)

z = x(u).

Die Losung dieses Gleichungssystems mit Algorithmus 3rgibenach Theorem 6.4 einen Uberwacher mit
218 Zustanden und 894 Transitionen. Dieser ist erwartierga@ etwas kleiner als die Losung in [77] (239
Zustande, 969 Transitionen), weil nun auch die Zustadndmieelen werden, die den Bearbeiter wie in Ab-
schnitt 5.4.5 beschrieben daran hindern, sich nach einemefevorgang wieder anzumelden.

Der Unterschied zur konventionellen Losung aus Abschmt48asst sich mit Hilfe von Abbildung 6.1 erkla-
ren, die einen Teil des neuen Uberwachers zeigt. Hier siad@dstande der Spezifikation, die durch die ver-
allgemeinerte Synthese entfernt werden, nur noch mitighstten Linien dargestellt (vgl. Abbildungen 5.14
und 5.16).
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Abbildung 6.1: Teil des fairen Uberwachers fiir die Auskgefttrale
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Die Korrektheit des Ergebnisses kann anhand der Ereigmsadbildung 5.15 verdeutlicht werden, die in
Abschnitt 5.4.5 in den unerwiinschten Zustand (0,93) fuhxath den ersten acht Ereignissen befindet sich
das tiberwachte System unter dem neuen Uberwacher im Zu4t&4J in Abbildung 6.1. In diesem Zustand
ist nun das EreignigdLogout nicht mehr erlaubt. Dies bedeutet, dass es mit dem neuenvdbleer nicht
moglich ist, wie in Abschnitt 5.4.3 ber (0,93) in den verpaisvollen Zustand (0,132) zu gelangen. Statt
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dessen muss die Steuerung im Zustand (1,64) das Erdigready wahlen, was die korrekte Antwort auf die
vorangegangene automatische Anmeldew&eady seitens der Anlage ist. Der BefeldLogout wird erst in
Zustand (5,89) gegeben. So findet die Steuerung wieder inniteadzustand (0,0) zurtick und der Bearbeiter
kann sich wie gewtiinscht erneut anmelden.

Um zu tberprifen, ob die zusatzlichen Einschrankungengdeiieneue Uberwacher dem System aufzwingt,
harmlos sind, genligt es zu testen, ob der Zustand ,angemeldektiv‘ fir den Bearbeiter erreichbar ist. Die
eben durchgespielte Folge von Ereignissen zeigt, dassratigch ist. Dies kann ebenso durch eine einfache
Anwendung der Modellprifung bestétigt werden, indem aufrdehten Halfte der Kripke-Struktur die Menge
der erreichbaren Zustédnde berechnet und dann gepruft @bréijr die Automaten in den Abbildungen 5.6
bis 5.12 der Zustand (2,5,0,0,0,0,0) erreichbar ist. Auekeat Test fallt positiv aus.

Dieses Beispiel verdeutlicht die Moglichkeiten, die dieighzeitige Verwendung von Uberwachersynthese
und Modellpriifung erfinet. Einerseits hétte die hier erzielte Losung nicht alfeinder klassischen Uberwa-
chersynthese erzielt werden kénnen, andererseits héttelalilellprifung allein keine Unterstitzung fir die
Modellierung geliefert. Der Vorteil des neuen Verfahreasibrt auf der gemeinsam nutzbaren Kripke-Struktur,
die es erlaubt, Methoden aus beiden Lagern zu beidseitigeteiVzu kombinieren. Mit diesem Beispiel endet
die Beschreibung der in dieser Arbeit erzielten Fortstehrit

6.6 Ahnliche Ansatze

In diesem Abschnitt wird der in dieser Arbeit entwickeltesatz mit denen von Jiang und Kumar [43], de Al-
faro et al. [25] und Arnold et al. [2] verglichen. Auf den @mstBlick versuchen all diese Anséatze, das Uber-
wachersyntheseproblem mit Hilfe dedkalkils oder zumindest von Temporallogiken zu I6sen. Ejeeauere
Untersuchung férdert jedoch wichtige Unterschiede zutdgediese zu diskutieren ist es wichtig festzustellen,
ob ein gegebener Ansatz das Uberwachersyntheseproblettaskifiillbarkeits-oder auf daglodellpriifungs-
problemzurtickfihrt.

Daspu-Kalkul-Erfullbarkeitsproblem kann mit Hilfe von Abbilchg 6.2(a) veranschaulicht werden. Gegeben sei
eineu-Kalkil-Formely bzw. das dazu aquivalente Gleichungssystem. Herauszafiatjeob es eine Kripke-
Struktur ¥ gibt, diey erfullt. Damit ist gemeint, dass auf der Menge der Initialzusténde der Kripke-Struktur
gelten muss. Um diese Frage zu beantworten, wird die Formghen Baumautomate, Gbersetzt. So wie
herkdmmliche Automaten Worter akzeptieren, akzeptieraanBautomaten Kripke-Strukturen. Die 0.g. Uber-
setzung sorgt dafir, dass der AutorAgtgenau die Kripke-Strukturen akzeptiert, welche die Foraiftllen.
Damit wird das Erfiillbarkeitsproblem auf das Leerheitpem des AutomateA,, zuriickgefiihrt.

Diese Losung des Erfullbarkeitsproblems umfasst zwei safige Schritte. Der erste ist die Ubersetzung der
Formel in den Automaten. Wilke erlautert in [83], dass dierfiexitat dieser Ubersetzung, die gleichzeitig
eine obere Grenze fir die Gré3e des Automaten ist, expetiantt der L&nge der-Kalkil-Formel wachst. Im
Prinzip konnte an dieser Stelle argumentiert werden, dasdsdie Ubersetzung va@iTL*-Formeln exponentiell
ist, und dass dies bereits in Abschnitt 6.1 in Kauf genommeirde; weil die Formeln in der Regel nicht beson-
ders lang sind. Hier ist jedoch zu beachten, dass geradeliedilbersetzung voGTL* in denu-Kalkiil bereits
ein EXPTIME-VolIstandiges Problem igi;Kalkil-Formeln in der Regel wesentlich langer &§L*-Formeln
sind. Insgesamt ist also die Ubersetzung e@®iE*-Formel in einen Baumautomaten doppelt exponentiell. Die
zweite Hurde liegt in der Losung des Leerheitsproblems &ir Automaten. Die Komplexitéat des besten be-
kannten Algorithmus fiir diese Ubersetzung, gegeben vorr&meind Jutla [29], wéchst exponentiell mit der
Lange dep-Kalkil-Formel, also ebenfalls doppelt exponentiell nat 4ange deCTL*-Formel. Hinzu kommt
noch, dass die 0.g. Algorithmen nicht gut geeignet fir eimglémentierung mit symbolischer Darstellung sind.

Das u-Kalkil-Modellpriifungsproblem wird in Abbildung 6.2(berdeutlicht. Gegeben seien eipeKalkil-
Formely bzw. das aquivalente Gleichungssystem und eine Kripkeksir . Es gilt, herauszufinden, ol
die Formelp erfullt. Der wesentliche Vorteil gegentiber dem Erfllltgitkproblem besteht darin, dass die Uber-
setzung der Formel in den Baumautomaten in diesem Fall natiatendig ist. Da die Kripke-Struktur bekannt
ist, kbnnen Modellpriifungsalgorithmen eingesetzt werdenzu verifizieren, olp auf den Initialzusténden
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Baumautoma#,,

L,-Formelg
erflllt

L,-Formelg Baumautomag,
akzeptiert erfullt? akzeptiert?

(a) (b)

Abbildung 6.2: a) Dag-Kalkul-Erfullbarkeitsproblem; b) Dag-Kalkil-Modellprufungsproblem

von K gilt. Theorem 3.62 besagt, dass die Komplexitat diesesl&rabpolynomiell mit der Lange der Formel
und der GroR3e der Kripke-Struktur wachst. Wie in Kapitel Buatert, sind Modellpriifungsalgorithmen auch
fur die symbolische Implementierung gut geeignet.

Ein weiteres Problem des Erfullbarkeitsansatzes ist, dasBaumautomat alle Kripke-Strukturen, die die ge-
gebene Formel erflllen, gleichermalRen behandelt. Die Abkeiner unter vielen Mdglichkeiten bleibt dem
Anwender Uberlassen, und auch diese Aufgabe kann einehveictachléassigbaren Aufwand verursachen. Im
Gegensatz ist die Losung des Modellpriifungsproblems ingeerau eine Zustandsmenge, also eine Kripke-
Struktur. In Anbetracht dieser Tatsachen scheint es arggangzu erwarten, dass Losungen, die die Uberwa-
chersynthese auf das Modellprifungsproblem zurtckfjhrenAllgemeinen leichter zu handhaben sind als
jene, die auf dem Erfullbarkeitsproblem basieren.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Losungen fiir das Ubeiveasyntheseproblem unterscheiden sich von der
Modellprufung nur in der Art und Weise, in der das Ergebnis Bedellprifungsalgorithmus verwendet wird.
Dieses Ergebnis ist die Zustandsmenge, auf der die gegéhmneel gilt. Wahrend in der konventionellen
Modellprifung geprift wird, ob die Initialzustéande der phke-Struktur Teil dieser Menge sind, wird hier der
Uberwacher daraus abgeleitet. Dies dndert die Kompledkék osung jedoch nicht. Folglich fallen alle ab Ka-
pitel 4 vorgestellten Lésungsvarianten in die Klasse ded®lprifungsprobleme. Im Gegensatz dazu beruhen
die Ansétze, die im Folgenden diskutiert werden, auf derilBerkeitsproblem oder benutzen Ubersetzungs-
prozeduren mit &hnlicher Komplexitét.

Jiang und Kumar [43] gehen von den gleichen endlichen Autemaus wie der hier vorgestellte Ansatz. Die
Forderung nach Co-Erreichbarkeit wird &hnlich wie in Abstt6.2 gelockert und durch eine temporallogische
Formel inCTL ersetzt. Diese Formel wird dann in einen Rabin-Baumautemabersetzt, wodurch die Syn-
these auf das Erfiillbarkeitsproblem zurickgefihrt wirsl.i€E zwar mdglich, die Grole des Baumautomaten
nicht exponentiell, sondern linear in der Grof3e der Sysemtireibung zu halten, jedoch wéachst sie doppelt
exponentiell mit der Lange der temporallogischen FormekarBerdem kann, wie in den Beispielen in Kapi-
tel 5 verdeutlicht, bereits der Automat fur die Systembesiblang unter der Zustandsexplosion leiden, was den
Vorteil des linearen Wachstums wieder relativiert. Da deeiBiautomaten keindfeziente symbolische Darstel-
lung der Transitionsrelation zulassen, bleibt das Veeatauf relativ kleine Anwendungen beschrankt. Durch
die Einfuhrung deCTL-Formel ist der Ansatz allgemeiner als der urspriingliche Ramadge und Wonham,
wird aber von dem in Kapitel 6 vorgestellten subsumiert, aludie Logik CTL eine strikte Untermenge des
u-Kalkils ist.

In dem Ansatz von de Alfaro et al.[25] wird das zu steuerndet&y nicht als Automat, sondern als Spielgraph
dargestellt. Die Spezifikation ist eih®L-Formel und die Lésung des Syntheseproblems besteht daillen-

ge der Zustande des Spielgraphen zu finden, welche die Ferfiléén. Insofern wird das Syntheseproblem auf
ein Modellprafungsproblem zuriickgefiihrt. Allerdings mualeLTL-Formel in denu-Kalkil Gbersetzt werden,
bevor die Modellpriifung beginnen kann. Wahrend der hiegestellte Ansatz fir die Ubersetzung der tem-
porallogischen Formeln wie in Abschnitt 6.1 beschriebehbawéahrte Methoden zurtickgreifen kann, ist der
Ansatz von de Alfaro et al. auf eine spezielle Ubersetzunygparesen, die auf Safras Prozedur zur Erstellung
deterministischerw-Automaten basiert [74]. Die Komplexitat dieses Algoritisnist doppelt exponentiell in
der Lange deLTL-Formel und kann die Vorteile einer symbolischen Darstgjlaicht nutzen.
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Ein weiterer Ansatz, der die Uberwachersynthese auf dasiEafkeitsproblem zuriickfiihrt, ist der von Arnold
et al. [2]. Ahnlich wie in der Verallgemeinerung in Abschrét2 wird die Forderung nach Co-Erreichbarkeit
durch beliebige:-Kalkil-Formeln ausgetauscht, die in alternierende Bauoraaten Ubersetzt werden. Damit
wahlt der Ansatz die Losung Uber das ErfillbarkeitsproblBieses wird weiter auf die Suche nach Gewinn-
strategien fur Paritatsspiele zurickgefihrt [31, 45]. Besatz enthélt auch eine Erweiterung fur die Behand-
lung beschrankt sichtbarer Ereignisse, eine der in Ab#ichi erwéhnten Varianten des Ramadge-Wonham-
Modells, die im Rahmen dieser Arbeit aber nicht naher bedlamderden.

Auch wenn von dieser Erweiterung abgesehen wird, kann tiedretation der-Kalkil-Spezifikation in bei-
den Verfahren unterschiedlich ausfallen, wie das folgdeiepiel zeigt. Angenommen, das System wird durch
den Automaten in Abbildung 6.3 dargestellt, in dem das Hisig steuerbar ist. Der Automat fur die Spezifi-
kation ist identisch mit dem der Systembeschreibung untedngporallogische Bedingung lautet ,es soll keine
unendlichen Pfade geben*, was sichgriKalkil mit Hilfe der Gleichung 6.1 ausdriicken lasst (st&&03).

OO O
>
Abbildung 6.3: Eine Systembeschreibung

In der Interpretation von Arnold et al. sollte diese Bedimguzu einem Uberwacher fiihren, der dem Automaten
in Abbildung 6.3 ohne die Schleife um Zustand 1 gleicht. Umsdiu erreichen, muss der Synthesealgorith-
mus in der Lage sein, einzelne Transitionen aus der Transitelation zu entfernen, ohne dass die lifgnen
Zusténde ebenfalls entfernt werden. Dies ist allerdingbtrdas, was in der hier vorgestellten Verallgemeine-
rung passiert. Die Losung in Abschnitt 6.2 kann nur ganzeahae (zusammen mit allen Transitionen, die an
diese Zustande gekoppelt sind) entfernen. Insofern istklag 6.1 in diesem Fall als ,es soll keine Zustan-
de mit unendlichen Pfaden geben“ zu lesen. Die Losung dedigemeinerten Uberwachersyntheseproblems
wirde dementsprechend die Zustdnde 1 und 2 (letzteren wégemeichbarkeit) entfernen, so dass nur der
Initialzustand zuriickbliebe. Allerdings kann der von Alchet al. gewiinschte Uberwacher auch mit dem hier
vorgestellten Ansatz berechnet werden, indem ein geegAettomat als Spezifikation gewahlt wird. Wahrend
Arnold et al. den gleichen Automaten fur die Systembesbhrey und fur die Spezifikation verwenden, wirde
der Anwender bei dem Ansatz aus Abschnitt 6.2 die SchleifeZzustand 1 bereits aus der Spezifikation ent-
fernen. Da das Ereignis steuerbar ist, entsteht nun der gleiche Uberwacher wie bild et al. Das Beispiel
zeigt, dass mit einer angemessenen Spezifikation beidezensa denselben Ergebnissen fihren kénnen. Ob
beide Ansétze exakt die gleiche Problemklasse behandelyr Zeit noch unklar. Auf jeden Fall aber hat der
hier vorgestellte Ansatz die Vorteile, die durch die Verdeng der Modellprifung an Stelle der Erflllbarkeit
entstehen.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit geht auf die Problematik des EntaiSkreter Systeme ein. Abstrakt gesehen, besteht
diese Aufgabe lediglich darin, in jedem Zustand eines Bysteir jedes mogliche Ereignis eine angemessene
Reaktion vorzusehen. Diese prinzipiell einfache Aufgaivé w der Praxis oft durch die sehr gro3e Anzahl der
Systemzusténde erschwert. Andererseits kénnen gerad®@mgiexen Systemen fehlerhafte Lésungen hohe
Investitionen oder gar Menschenleben geféahrden. Desladbfermale Ansatze fur die Handhabung dieser
Systeme besonders wichtig.

Von den vielen Ansétzen, die in den letzten Jahrzehnten wddmwweniger erfolgreich versucht haben, diese
Systeme zu meistern, heben sich zwei Verfahren ab, die sedirbeit ndher behandelt und letztendlich zu
einem neuen, vorteilhafteren Verfahren zusammengefiigieme Es handelt sich dabei um die Uberwacher-
synthese und dig-Kalkil-basierte Modellpriifung, die im ersten Teil der Aitbeschrieben werden. Am Ende
der Kapitel 2 bzw. 3 werden bereits Verbesserungsmaoglitdtkeuf beiden Seiten aufgelistet, die im zweiten
Teil der Arbeit schrittweise realisiert werden.

Entscheidend fiir den Erfolg dieses Unterfangens sind djel#fisse in Kapitel 4, in dem die herkdmmlichen
Synthesealgorithmen jmKalkil-Gleichungssysteme Ubersetzt werden. Dies eritidtghicht nur die Zusam-
menfiihrung von Uberwachersynthese und Modellprifungiemnauch eine Weiterentwicklung der Synthese-
algorithmen in den zwei folgenden Kapiteln. Die aus den Atbmen gewonnenen Gleichungssysteme dienen
in Kapitel 5 als Ausgangspunkt fiir eine Verbesserung déziEnz der Uberwachersynthese. Diese geht mit ei-
ner Verringerung der Komplexitat von quadratisch auf lireaher und kann, wie das Beispiel in Abschnitt 5.5
zeigt, groRe Verbesserungen der Laufzeit erzielen. Irediedusammenhang wird auch die fur die Praxis wich-
tige Problemklasse, bei der diese Verringerung eintréhagy beschrieben. Auch solche Probleme, bei denen
sich die Komplexitat nicht verringern lasst, werden von deuen Ansatz in der Regel schneller gelost, zu-
mal die Berechnungen automatisch auf dem mdoglichitienten Weg geschehen. Das Kapitel 5 enthalt ein
weiteres Beispiel, das aus einer kommerziellen Anwendemgtherwachersynthese zur Steuerung einer Te-
lefonnummernauskunftzentrale stammt und hier genaudysaed wird. Dabei wird auch ein subtiler Fehler
gefunden, der sich mit der konventionellen Uberwacheh®gg nicht beheben lasst.

In Kapitel 6 werden die Gleichungssysteme aus Kapitel 4 alsgaAngspunkt fir eine Verallgemeinerung
der Uberwachersynthese verwendet. Um dies zu erreichemlewen Stelle der festen Forderung nach Co-
Erreichbarkeit, die Teil des urspringlichen Verfahrefisviam Anwender frei wahlbare Eigenschaften zugelas-
sen. Die Folge ist eine deutliche Steigerung der Spezifikathoglichkeiten, insbesondere die Einbeziehung
von Fairnesseigenschaften in den Syntheseprozess. Widkerean wird es dadurch mdglich, den Fehler in dem
Beispiel mit der Telefonnummernauskunft zu beheben.

AbschlieRend werden die erzielten Ergebnisse mit ahnlicvexfahren verglichen. Entscheidend ist, ob ein
gegebenes Verfahren die Uberwachersynthese auf dastrkdits- oder auf das Modellpriifungsproblem im
u-Kalkal zuriickfihrt. Die erste dieser Moglichkeiten istiserlich die schwierigste, nicht zuletzt was die Im-
plementierung von Synthesewerkzeugen angeht. Trotzdenmdre alle analysierten Verfahren entweder auf
dem Erfillbarkeitsproblem oder benétigen Ubersetzurgsgaturen &hnlicher Komplexitat. Der hier vorge-
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stellte Ansatz ist nach dem aktuellen Wissensstand desrd\ntomentan das einzige, das alle Vorteile der
Modellpriifung fir die Uberwachersynthese nutzen kann.

Die neuen Ergebnisse werfen auch neue Fragen auf, denenen \&fkiterfihrung der Forschungsarbeiten
nachgegangen werden kann. Die vorliegende Arbeit musdtebsireits in Kapitel 2 auf das Grundmodell von
Ramadge und Wonham beschranken. Es ist anzunehmen, d&oBieil, wenn nicht die Gesamtmenge der
in Abschnitt 2.7 aufgelisteten Varianten in @hnlicher Weisn den Vorteilen der Ubersetzung in deialkiil
profitieren kann.

Auch im Bereich der Algorithmen fur die Losung von Gleichasgstemen stehen noch Fragéien, besonders
nach Optimierungen, die erst bei hoheren Alternierunfgstigreifen. Bis jetzt sind solche Gleichungssysteme
in der Praxis nicht oft aufgetreten, da die géngigen Temlogi&en in Gleichungssysteme mit hochstens Al-
ternierungstiefe 2 ibersetzt werden. Bei der Uberwachétege wird die Alternierungstiefe im Allgemeinen
durch die Gleichung fir die Steuerbarkeit um eins erhohitéffen erlauben die vom Anwender frei erstellba-
ren Gleichungssysteme beliebige Alternierungstiefem.diése Falle kann es sich lohnen, nach Algorithmen
zu suchen, dief@zienter als die hier verwendeten sind.

Die Ubersetzung der Uberwachersynthese in gégalkiil in Theorem 4.8 zeigt, dass die Abschiatzung der
Komplexitat eines Gleichungssystems anhand seiner Adtemnmgstiefe zu hoch geraten kann. Theorem 3.62
liefert fiir die Lésung von Gleichungssystem 4.5 die obereneO (S| [R[), woraus sictO(IQP [z]) ergibt.
Wie in dem Beweis von Theorem 4.8 gezeigt, kann die obereZgrauf Grund der Abhangigkeiten jedoch auf
O(|Q|2 |2|) verringert werden. Dieser Einfluss der Abhangigkeiten aeifkdmplexitétsabschatzung ist in der
Literatur Uber dep-Kalkll bisher —wenn Uberhaupt — nur sehr wenig bertckigjctitorden. Es sollte mdglich
sein, genauere Abschatzungen fir ein Gleichungssysteandrgeines Abhéangigkeitsgraphen zu machen.

Von den in Abschnitt 2.8 erwdhnten Verbesserungsmogligtrkast sicherlich die Forderung nach einer hohe-
ren Bereitschaft zur Anwendung der Uberwachersynthesadiusiriellen Bereich am schwersten zu erfiillen.
Daflr gibt es mehrere Grunde. Zum Teil konnten bisher nuatikekleine Systeme behandelt werden, ein
Problem das aber mit Hilfe der hier verwendeten symbolis@arstellung deutlich an Gewicht verliert. Ande-
rerseits ist der Lernaufwand bei formalen Verfahren relgto3. Dies hat besonders in der modernen Industrie
eine abschreckende Wirkung auf potentielle Anwender. Aased Sicht ist die Entwicklung von Werkzeu-
gen sinnvoll, die den Zugang zur Modellierung und Synthegendlichen Automaten und temporallogischen
Formeln erleichtern.

Die Umstellung eines gewohnten Entwicklungsablaufs auh&de Methoden erfordert ein tiefgreifendes Um-
denken, das nicht schlagartig zu erreichen ist. Eine $aige Einfihrung der Uberwachersynthese ist jedoch
maoglich, indem die formal erzeugten Spezifikationen zuséctr als Hilfsmittel herangezogen und wie gehabt
umgesetzt werden. Dies ist auch deshalb angebracht, wieihgiht jedes Problem mit formalen Methoden 16-
sen lasst. Es sollte sich fur jeden Anwender Schritt fur @dherausstellen, wie die Uberwachersynthese im
Einklang mit anderen Methoden einzusetzen ist.
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Anhang A

Das Tarski-Knaster-Theorem

Dieses Kapitel enthalt einen Beweis flr das das Tarski-tendheorem [78]. Der hier erbrachte Beweis basiert
auf Material aus [37, 46, 75, 81]. Es werden Kenntnisse Ulvdniihgsrelationen und deren Darstellung als
Hasse-Diagramme [siehe z.B. 46] vorausgesetzt. Eineterling der Begffe in deutscher Sprache findet der
Leser z.B. in [36].

A.1 Extrema in Ordnungsrelationen

Definition A.1 (Ordnungsrelationen) Gegeben seien eine Men@eund eine Relatior in D. (D, C) ist eine
reflexive Halbordnungsrelatiogd.w. folgende Gesetze gelten:

o Reflexivitat:¥x € D.XC X;
e Antisymmetrie¥x,ye D XCYAYE X — X=Y;
e Transitivitdt: VX, y,ze DXCYAYL zZ— XC z.

(D, ) ist einereflexive Vollordnungsrelatiog.d.w. zusatzlich alle Elemente v@hmiteinander vergleichbar
sind, also weniyx,y € D.XCyVYyL X.

Im Folgenden kommen nur noch reflexive Halbordnungsralatiovor, die einfacdrdnungsrelationeigenannt
werden.

Definition A.2 (Maximale und minimale Elemente) Gegeben seien eine Ordnungsrelati@d, C) und eine
Menge McC D. Ein Element & M ist einmaximales Element voM, fallsYx € M.aC x — a = x; aist ein
minimales Element voM, falls¥x e M.xC a —» x = a.

Beispiel A.3 Abbildung A.1 zeigt das Hasse-Diagramm einer Ordnungsoelain der Menge®d =
{ag,a1,...,a12}. Die MengeM C D hat maximale Elementas, ag und minimale Elemente; 1, a;». Letzte-
re sind gleichzeitig minimale Elemente v@nh Die MengeD hat ein maximales Elemersdg. O

Definition A.4 (Maxima und Minima) Gegeben seien eine Ordnungsrelat{@n C) und eine Menge M D.
Ein Element & M ist dasMaximum vonM, fallsVx € M.x C a; aist dasMinimum vonM, falls¥x € M.aC x.

Lemma A.5 (Eindeutigkeit der Maxima und Minima) Eine Menge Mc D hat héchstens ein Maximum und
ein Minimum.

Beweis:AngenommenM hétte zwei Maximaga; und a,. Per Definition missten dann geltap C a, und
a, C a; und, wegen der Antisymmetrigg = a,. Die Argumentation fir das Minimum ist &hnlich. m]
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Abbildung A.1: Eine MengeD mit UntermengerM, N und P

Beispiel A.6 Die MengeM in Abbildung A.1 hat kein Maximum und kein Minimunag ist kein Maximum
von M, daas undag nicht vergleichbar sind). Die Mend¢ das Maximuneas und das Minimunay; die Menge
P hat das Maximura; und das Minimumay; die MengeD hat das Maximunag und kein Minimum, daa; 1
unday2 nicht vergleichbar sind. O

Die Definitionen A.2 und A.4 beziehen sich auf Elemente eireiermenge vorD. Die folgenden Definitionen
beschreiben Verhaltnisse zwischen Elementen einer soldméermenge und Elementen, die irgendwalin
liegen kénnen.

Definition A.7 (Obere und untere Schranken) Gegeben seien eine Ordnungsrelat{@ C) und eine Menge
M C D. Ein Element ae D ist eineobere Schranke voNl, falls Yx € M.(x C a); a ist eineuntere Schranke
von M, falls¥x e M.(aC x).

Beispiel A.8 In Abbildung A.1 hat die Mengé® obere Schranken; und ag und untere Schrankeay, aig
und a;2; die MengeN hat obere Schrankesy, ap, a1 und ayp und untere Schrankes und a;2; die Menge
M hat obere Schrankem, und ag und keine untere Schranke; die Men@ehat die obere Schranka und
ebenfalls keine untere Schranke. m]

Definition A.9 (Supremum und Infimum) Das Element e D ist die kleinste obere Schrankader Supre-
mum vonM, geschriebersup (M), falls a das Minimum aller oberen Schranken von M ist, d.h.,

(Vxe MxC a) A (Vye D.(¥xe MXCy)aLCy);

a ist diegrof3te untere Schrankmler Infimum von M, geschrieberinf (M), falls a das Maximum aller unteren
Schranken von M ist, d.h.,

(Yxe MaC X)) A(Vye D.(Yxe MyC xX).yC a).

Lemma A.10 (Eindeutigkeit der Suprema und Infima) Eine Menge MC D hat hichstens ein Supremum
und ein Infimum.

Beweis:Da Supremum bzw. Infimum als Maximum bzw. Minimum einer Mewgéiniert sind, missen sie
nach Lemma A.5 eindeutig sein. m]
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Beispiel A.11 In Abbildung A.1 giltsup (P) = a3, inf(P) = a7, sup (N) = ag, inf(N) = azq, sup (M) = a; und
sup (D) = ag. Die MengenM und D haben kein Infimum. O

Lemma A.12 (Identitat der Extrema) Folgende Aussagen sind aquivalent:

() Eine Menge MC D besitzt ein Maximumpax bzw. ein Minimum x;n.
(i) sup (M) = Xmaxbzw.inf (M) = Xmin.
(i) sup (M) € M bzw.inf(M) € M.

Beweis:Die Aquivalenz der Aussagen wird fiir das Maximum bzw. dasr&upim gezeigt. Fiir das Minimum
bzw. das Infimum ist die Vorgehensweise analog.

(i — ii): xmaxerfullt die Bedingungen von Definition A.9.
(ii —iii): Fallssup (M) = Xmax dann giltsup (M) € M, weil xnax Stets ein Element voM ist.
(i — i): Fallssup (M) € M, dann erfilltsup (M) die Bedingung von Definition A.4. O

Lemma A.13 (Eigenschaften von Ordnungsrelationen)cegeben seien eine Ordnungsrelati@, =) und
folgende Untermengen vap: A, B, und, fur eine gegebene Indexmenge jImk i € |I. Haben diese Un-
termengen Suprema und Infima, dann gelten folgende Eigaitsich

(i) sup(A) = sup (B) g.d.w.sup (A) eine obere Schranke von B usgp (B) eine obere Schranke von A ist;
(i) inf(A) = inf(B) g.d.w.inf(A) eine untere Schranke von B uimd(B) eine untere Schranke von A ist;
(iii) sup (Uier Ai) = sup (Uier sup (A));

(iv) inf(Mier Ai) = inf(Nie inf (A));

(v) AC B— sup(A) C sup(B);
(vi) AcC B — inf(B) Cinf(A).

Beweis:Es werden hier die Beweise fir die Suprema gegeben, diedinfima sind &hnlich.

(i) (—): trivial.
(«): dasup (A) eine obere Schranke flist, gilt sup (B) C sup (A); umgekehrt giltsup (A) C sup (B).
Wegen der Antisymmetrie von folgt sup (A) = sup (B).

(iii) Der Beweis besteht aus zwei Teilen:

() Das Elemensup (Uic| Ai) ist eine obere Schranke fir jedes Element 8grd.h. Vi € 1.Vx €
Ai.x C sup (Ui A)- Da jedessup (A) jeweils diekleinsteobere Schranke vo# ist, gilt Vi €
l.sup (A) C sup (Uiel Ai), alsoVx € Uie sup (Ai) -X C sup (Uie Ai). Damit istsup (Ui A) eine
obere Schranke flr);¢; sup (A).

(b) Laut Definition A.9 qiltVi € 1.¥x € A.x C sup(A;). Fasst man nun allsup (A) zu ei-
ner Menge zusammen, dann enthélt diese Mindestens eine &ofwranke fur jedes Element
der Aj, d.h.¥x € Uig A.dy € Uie sup(A)).x € y. Wegen der Transitivitat vor gilt dann
VX € Uiel Ai-X C sup (Uier sup (A)). Damitistsup (Uic) sup (A)) eine obere Schranke von, A;.
Der Beweis folgt nun unmittelbar aus Punkt (i).

(v) Laut Definition A.9 giltV¥x € B.x C sup(B). Da A C B gilt ebenfallsV¥x € Ax C sup(B). Also

ist sup (B) eine obere Schranke volv Da sup (A) aber diekleinsteobere Schranke voA ist, folgt
sup (A) C sup (B). O
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A.2 \erbande

Definition A.14 (Verband) Eine OrdnungsrelationD,C) ist ein Verbandg.d.w. es fir beliebige Elemente
X,y € D stets eine gréRte untere und eine kleinste obere Schrahkeddh.,

¥x,ye Dda,be Da=sup({xy}) Ab=inf({x,y}).
Ein Verband istvollstandigwenn jede Menge M D ein Supremum und ein Infimumdnhat, d.h.,
YMC DIabe Da=sup(M)Ab=inf(M).

Existieren die Schranken der Men@ewerden fir diese die Symbate:= sup (D) und.L := inf (D) verwendet.
Zur Vereinfachung der Notation schreibt man fiiyx D:

xuy = sup({xy})
Xny inf ({x,y}) .

Lemma A.15 (Gesetze der Verbande)lGegeben sei ein Verbari®, C). Dann gelten fir xy, z € O folgende
Gesetze:

¢ Idempotenz: e Assoziativitat:
XU X = X; Xu(yuz =xuyu2;
XM X=X; xn(ynz =xnynaz;
o Kommutativitat: e Absorption:
XUy=yux; XU (XTY) = X;
XMy=yrnx; xm(xuy) = x.

Beweis:

¢ Idempotenz: Die Gesetze folgen aus Definition A.9.

o Kommutativitat: Die Gesetze folgen ebenfalls aus Defini#o9, die die Element& undy symmetrisch
behandelt.

e Assoziativitat: Laut Definition A.9 gelterC xL(yU2z) und (yL2) C xu(yL Z). Ebenfalls geltely C yLiz
undzC yLl z Wegen der Transitivitat schlie3t man dargus x U (yU zZ) undzC x U (yU 2). Deshalb ist
x U (y L 2) eine obere Schranke vooundy, also giltx Ly C x U (y U 2). Nun istx U (y L 2) eine obere
Schranke vorx LI y und vonz, also folgt kL'y) Ll zC x U (y U 2). Analog dazu lasst sich zeigen, dass
xU(yu 2 c (xuy) Uz Wegen der Antisymmetrie vab folgt nunxu (yu 2) = (xu'y) U z Der Beweis
fur die Infima ist ahnlich.

e Absorption: Dax C x undxny C X, ist x eine obere Schranke vorund vonxry. Also gilt xL(xmy) C x.
Andererseits gilt laut Definition A.& C x U (xMy). Wegen der Antisymmetrie folgtL (xmy) = x. Der
Beweis fir den letzten Punkt ist ahnlich. ]

Lemma A.16 (Suprema und Infima fir besondere Mengen)Fur Mengen, die nur ein Element enthalten,
gilt Ya e D.sup ({a}) = inf({a}) = a.

Falls die SchrankeL existiert, giltsup (0) = L. Falls die Schranker existiert, giltinf(0) = T.

Beweis:

e DaVvace D.arC g, istagleichzeitig das Maximum und das Minimum der Mer{gg Der Beweis folgt
nun unmittelbar aus Lemma A.12.

e Supremum und Infimum der leeren Menge: Jedes D erfillt die Bedingungen in Definition A.9
trivialerweise. Da das Supremum (Infimum) das kleinste§@pElement aus dieser Menge ist, folgen
sup (0) = L undinf(0) = T. m]
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Anmerkung:sup (0) C inf (0). m]

Theorem A.17 (Eigenschaften von Verbanden)Sei(D, C) ein Verband und seiena . ., an.1 Elemente von
D. Dann gelten fur > 1 folgende Eigenschaften:

sup ({sup ({a, . . ., @}) » @ns1})
inf ({inf ({ag, ..., an}) , 1)) -

sup (fag, . . ., @ns1})
|nf ({a]_, ey an+1})

Beweis:Hier wird der Beweis flir das Supremum gegeben. Fir das Infilmudie Vorgehensweise analog. Der
Beweis benutzt das Induktionsprinzip.

Induktionsbasign = 1): Die Existenz vorsup ({a1, ap}) folgt aus Definition A.14. Es muss gezeigt werden, dass
sup ({a1, a2}) = sup ({sup ({a1}) , a2}). Laut Lemma A.16 issup ({a1}) = a1, also folgtsup ({sup ({a1}) , az}) =
sup ({a1, az}).

Induktionsschritt (n > 2): Angenommen, es existiert das Elemesup ({ai,...,an}). Sei a =
sup ({sup ({ay, . .., an}), an+1}). Dann gelten laut Definition A.8up ({a1,...,a,}) C aundan,.1 C a. Es gilt
auchVvi < n.g C sup ({as, ..., an}). Wegen der Transitivitat von folgt ¥i < n.g; C a. Somit ista eine obere
Schranke voray, . .., ay+1}. Nun muss gezeigt werden, dass alle oberen Schrankeavmigleichbar sind. Zu
diesem Zweck sdb eine obere Schranke vdny, ..., an.1}. Insbesondere ist darineine obere Schranke von
{a1,...,an}, also giltsup ({ay, . .., an}) C b, also istb eine obere Schranke vamp ({a, .. ., ay}) und vonan, ;.
Daraus folgt wiederumsup ({sup ({as, ..., an}),ans1}) E b, d.h.,a C b. Also ista stets vergleichbar mt und
gleichzeitig die gesuchte kleinste obere Schranke{agn. ., an;1}. O

Korollar A.18 (Eigenschaften endlicher Verbande) Gegeben sei ein Verbar{®, ). Ist die MengeD end-
lich, so gelten folgende Eigenschaften:

e Firjede Menge Mc D existieren die Element&ip (M) undinf (M);

e (D,C) ist vollstandig.

Beweis:Die Elementesup (M) und inf(M) kénnen fir jededM < D nach Lemma A.16 bzw. nach Theo-
rem A.17 berechnet werden. Damit igD,(C) laut Definition A.14 vollstandig. O

A.3 Funktionen

Definition A.19 (Gerichtete Menge) Gegeben seien eine Ordnungsrelatidd, C) und eine Menge Mt D.
M ist gerichtetg.d.w. fUr alle @,a, € M geltendae M.ajCanaCaunddbe MbCa; AbLC a.

Beispiel A.20 Die Menge® in Abbildung A.1 ist nicht gerichtet: Um die erste Bedingung erfullen kann
man zwara = ag wahlen, aber fir die zweite Bedingung gibt es kein Elentert D so dass C aj; und
b C a;,. Hingegen sindN und P gerichtet. O

Lemma A.21 (Endliche gerichtete Mengen)Gegeben seien eine Ordnungsrelat{@ C) und eine endliche,
nicht leere Menge Mt D. M ist gerichtet g.d.wsup (M) € M undinf(M) € M.

Beweis:Es gentigt zu zeigen, dabs unter den gegebenen Umstanden ein Maximum und ein Minimum ha
Das Ergebnis folgt dann aus Lemma A.12.

(—): AngenommenM ware endlich und gerichtet und héatte kein Maximum. Dann teliss zwei Elemente
a1, ap € M geben, so dass wedr C a, hochay C a;, und es dirfte keim € M geben, sodass Caray C a
Dies widerspricht der Annahme®] sei gerichtet. Das duale gilt fir das Minimum.

(«): AngenommenM hat ein Maximuma und ein Minimumb. Dann gelterYx € M.xC aundVx e M.bC x,
also erflllena undb die Bedingungen in Definition A.19. i
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Beispiel A.22 Hier ist ein Gegenbeispiel das zeigt, dass Lemma A.21 taishonur auf endlichen Mengen
gilt: Sei D = Q (die Menge der rationalen Zahlen) und M{x € Q.0 < x < V2}. Dann ist M gerichtet, denn
fur jedes Zahlenpaar,# ist entweder & b oder b< a. M hat aber kein Maximum.

Definition A.23 (Monotone und stetige Funktionen) Gegeben seien die Ordnungsrelationéf,Cyp) und
(&,C¢g). Die Funktion f: O — & ist monotong.d.w.

¥YXy e DXCypy— f(X)Cg f(y).
f ist stetigwenn fiir jede nicht leetegerichtete Menge M D gelten

f(sup (M)) = sup ({f(X)|x € M}) und f(inf (M)) = inf ({f(X)|x € M}).

Lemma A.24 (Stetigkeit impliziert Monotonie) Gegeben sei eine Ordnungsrelatiqm,C). Jede stetige
Funktion f: O — D ist monoton.

Beweis:Seiena,b € D zwei Elemente so dass C b. Es muss gezeigt werden, dass die Stetigkeit fon
verlangt, dass danfa) C f(b).

a C b impliziert sup ({a, b}) = b. Wendet man hieff auf beiden Seiten an, folgt (f)(sup ({a, b})) = f(b).
Die Stetigkeit vonf bedeutet, dass ()(sup ({a,b})) = sup ({f(a), f(b)}). Vergleicht man (1) und (2) folgt
sup ({f(a), f(b)}) = f(b), also istf(a) C f(b). i

Definition A.25 (Fixpunkt, Pra-Fixpunkt und Post-Fixpunkt ) Gegeben seien eine Ordnungsrelat{dh C)
und eine Funktion f D — D. Ein Element »x D ist einFixpunktvon f g.d.w. {x) = x. X ist einPra-Fixpunkt
von f g.d.w. > f(x) und einPost-Fixpunkiwon f g.d.w. {x) C x.

Theorem A.26 (Tarski-Knaster-Theorem) Seien(D,C) ein vollstandiger Verband und f D — D eine
monotone Funktion. Dann hat f Fixpunkte, und diese bildeereierband 7, ) mit folgendem Minimum
bzw. Maximum:

¢
1]

inf({xe DIf(X) =x}) = inf({xe DIf(X) C x})
sup ({x € DIf(X) = x}) sup ({x e DIxc f(X)}).

x>
I

Ist f auBerdem stetig, so i&F¢, =) vollstandig.

Seien ferner pj € D Elemente, die folgende Bedingungen erfiillen:

(1) pc f(p) (v1) f@Eq
(2) PCX (v2) XEaq

Die Folge ©(p), f1(p),..., definiert durch f(p) := p undVi e N.f"*1(p) := f(f'(p)), konvergiert dann gegen
X. Entsprechend konvergiert die Folg&(d), f1(q),. .. gegenx.

Beweis:Der Beweis wird in zwei Teile gegliedert. In Teil | wird gegei dass die Fixpunkte vori einen
Verband mit Minimumx'und Maximumx'bilden, und dass dieser Verband vollstandig ist, wérstetig ist. In
Teil Il wird die Konvergenz der angegebenen lterationeregatps Minimum bzw. Maximum bewiesen. Da die
Beweisschritte fur das Minimum und das Maximum dual sind,dea hier nur erstere ausfihrlich behandelt.

1Die leere Menge wird von der Bedingung ausgeklammert, dstsors der Definition folgen wiirde, da§sL) = L und f(T) = T,
was eine unnétige Einschréankung wére.
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Teil |

Seien®; = {x € D|f(X) C x} die Menge aller Post-Fixpunkte ufes := {x € D|f(x) = x} die Menge aller
Fixpunkte vonf. Wegen der angenommenen Vollstandigkeit vn) existieren die Elementey .= inf (Pf)
und Xz := inf (’ﬂ). Es muss nun folgendes gezeigt werden:

(i): Die MengeP+ hat ein Minimum, und dieses ist gleiot.”
(ii): Xp ist gleichzeitig das Minimum voffs.

Zu (i): Seix ein Element der Meng®;. Dann gilt (1) f(x) T x und, laut Definition A.9xp C x. Da f per
Annahme monoton ist, folgt daraus (2jXp) T f(x). Aus (2) und (1) folgt nun wegen der Transitivitat von
C f(Xp) C x. Da dies fir jedex € P; qilt, ist f(Xp) eine untere Schranke va?;. Da Xp die grofRteuntere
Schranke vorPs ist, gilt auch (3)f(Xp) C Xp. Dies bedeutet aber, dags Selbst ein Element vof; ist, und
somit ist laut Lemma A.12 das Infimumg gleichzeitig das Minimum vo®s.

Zu (ii): Da f per Annahme monoton ist, folgt aus (3)(f(Xp)) C f(Xp). Also gilt f(Xp) € P+ und somit (4)
Xp T f(Xp). Aus (3) und (4) folgt nun (5xp = f(Xp). Dies bedeutet, dass ein Fixpunkt vonf ist, also

(6) Xp € F7 und deshalb (7% C Xp. Andererseits ist aus den Definitionen vBn und 7+ ersichtlich, dass
Ft € P+. Aus Lemma A.13, Punkt/) folgt dann (8)xp C X#. Aus (7) und (8) folgt (9x# = Xp. Aus (6) folgt

nun Xz € ¥, und deshalb ist laut Lemma A.12 das Infimogna gleichzeitig das Minimum vorrs.

Zusammenfassend gilt alsp; und®s haben ein gemeinsames Infimum, das gleichzeitig ihr Mininstm
X=inf({xe D|f(X) = x}) = inf({x € D|f(X) C X}).

Nun muss noch bewiesen werden, dass die Stetigkeitfvdie Vollstandigkeit von €+,C) impliziert. Zu
zeigen ist, dass dann Infimum und Supremum jeder Maéigec F; in ¥ enthalten sind. Wenf stetig ist,
gilt f (inf(Ms)) = inf({f(x)Ix € My}) = inf({xix € M¢}) = inf(M). Also istinf (M) selbst ein Fixpunkt und
damit in#¢. Das gleiche gilt fiiisup (My).

Teil Il

SeiCp = {f"(p)in € N} die Menge der Elemente, die bei der Iteratibi(p), f1(p), ... durchlaufen wer-
den. Dann folgt aus der Vollstandigkeit vof(c), dassinf(Cp) und sup (Cp) existieren (nebenbei bemerkt,

inf (Cp) = p).
Nun wird folgendes Zwischenresultat benétigiip ({ f"(p)in € N}) = sup ({f”*l(p)|n € N}). Um dies zu zei-

gen, werden die Abkirzungem, := sup(Cp) = sup ({f"(p)in € N}) und my := sup ({f™*(p)in € N}) einge-
fuhrt. Aus Definition A.9 folgen:

(10) YneN.f%(p)cm (11) YmeDVYneN.f(p)C mmCm
(12) VneN.f"Ypcm (13) YmeDVneN.f™(pCcmmCm

Dane N — (n+1) € N folgt aus (10)7n € N.f™1(p) C m;. Durchmodus ponensiit (13) folgt (14)mp C my.
Andererseits bedeutet (12) (fiir= 0) f(p) C mp. Wegen der Transitivitét voa folgt aus der Annahmeu()
des Theorems (1) C m,. (12) und (15) bedeuten zusammen, dass N.f"(p) C mp. Durchmodus ponens
mit (11) folgt (16)my C mp. Aus (14) und (16) folgt nun (1% = my.

Als nachstes wird mit Hilfe des Induktionsprinzips bewigsdassC), eine gerichtete Menge ist. Als Indukti-
onsbasis gilt die Annahmg/), alsof°(p) c f(p). Der Induktionsschritt folgt: Angenommefi(p) = f+1(p).
Da f monoton ist (siehe Lemma A.24), fol§itf'(p)) c f(f'*1(p)), d.h., f*1(p) C f+2(p). Damit ist die Folge
pC f(p) C f?(p) C ... monoton. Wegen der Transitivitat vansind die Elemente einer solchen Folge stets
paarweise vergleichbar, d.h., gegeben zwei Zahlgwilt i < j — f'(p) C fi(p). Die Elementef!(p) bzw.
fi(p) erfilllen dann die Bedingungen in Definition A.19, alsoGgteine gerichtete Menge.
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Damit lasst sich die Definition von Stetigkeit (in der folgiem Gleichung an der m# gekennzeichneten Stelle)
auf die Berechnung voh (sup (Cp)) anwenden. Es folgt:

f (sup (Cp)) = f (sup (£ (P)in € 1)) € sup ((F(F(p))In € 1) =
= sup (11™X(p)in € 1)) = sup ((f"(p)in € 1) = sup (Cy).

Also istsup (Cp) ein Fixpunkt vonf, und damit gilt (18)xC sup (Cp).

Als letztes wird mit Hilfe des Induktionsprinzips gezeidgss auch die Umkehrung von (18) gilt. Als Induk-
tionsbasis gilt die Annahmeu$), also f(p) C X Angenommen, es gilf'(p) C % Da f Monoton ist, folgt
fi*1(p) C f(X). Dax selbst ein Fixpunkt vorf ist, folgt darausf'*1(p) C %, also (19)¥n € N.f"(p) C %. Damit
ist X eine obere Schranke va?y,. Dasup (Cp) die kleinsteobere Schranke vo@, ist, gilt (20) sup (Cp) E .

Aus (18) und (20) folgt nun (23up (Cp) = %

Da X der kleinste Fixpunkt vorf ist, kann die Folge def!(p) nicht stehen bleiben, bevor sieefreicht hat.
Andererseits kann sie wegen (19) dieses Element auch rbensgringen, und somit konvergiert sie gegen ~
i

Korollar A.27 Ist (D, C) endlich, kénnerx bzw.X mit Hilfe der angegebenen Iterationen berechnet werden.

Beweis:Ist D endlich, muss die Folge dét den Wertsup (Cp) = X nach einer begrenzten Anzahl Iterationen
erreichen. m]

Zum Schluss wird noch gezeigt, dass auf endlichen Verb&jedkenmonotone Funktion auch stetig ist. Somit
reicht fUr die Berechnung der Fixpunkte bei endlichen Vedai aus, das$ monoton ist. Zunachst wird
gezeigt, unter welcher Bedingung eine monotone Funkti@h stetig ist.

Lemma A.28 (Monotonie impliziert Stetigkeit — ausreichene Bedingung) Gegeben sei eine Ordnungsre-
lation (D, C). Falls fur jede nicht leere gerichtete Menge M gilt, dasssup (M) € M undinf(M) € M, dann
ist jede monotone Funktion:fD — D stetig.

Beweis:Sei M C D eine gerichtete Menge. Es muss gezeigt werden, dass dietbfoaoson f unter der
gegebenen Bedingung verlangt, dégsup (M)) = sup ({f(X)|x € M}) und f(inf (M)) = inf ({f(X)|x € M}).

Laut Definition A.9 gilt¥x € M.x C sup (M). Da f monoton ist, folgtvx € M.f(x) C f(sup (M)). Also ist
f(sup (M)) eine obere Schranke vavi’ = {f(X)|x € M}. Wenn nun zusatzlich gilt, dassp (M) € M, dann ist
f(sup (M)) kleinste obere Schranke vdw’, also istf(sup (M)) = sup ({f(X)|x € M}).

Der Beweis fur das Infimum ist &hnlich. O

Beispiel A.29 Die ausreichende Bedingung in Lemma A.28 kann durch folgertgegenbeispiel verdeutlicht
werden: Gegeben sei ein unendlicher Verbafid ), wobeiD = {N U {a,b,c}}, Yn € NNnC cundc C
bC a M c D sei die Menge der geraden Zahlen. DanrMsgerichtet (siehe Definition A.19), hat aber kein
Maximum. Es giltsup (M) = ¢, zumalc die Bedingungen von Definition A.9 erflllt. Die Elemente dégnge

M werden aufM’ = {f(X)|x € M} abgebildet. Sei nur wie folgt definiert:

¥xe D\ {c} f(x)=x
f(c)=h.

Das Verhaltnis zwischen den genannten Elementen zeigidibig A.2.

Dann istf monoton, aber nicht stetig, weidl(sup (M)) = f(c) = b, wahrendsup (M’) = sup ({f(X)|x € M}) =

sup (M) = c. Das heil3t, wensup (M) ¢ M, dann kannf das Elemensup (M) auf ein Element abbilden,

das strikt Gbesup ({f(X)|x € M}) liegt (in diesem Falb). Allerdings muss dies nicht passieren, denn es gibt
nattrlich auch monotone Funktionen, bei desep (M) auf sich selbst abgebildet wird.

Anders ist es, fallsup (M) € M. Dann gilt f (sup(M)) € M’, und wegen der Monotonie voh muss
f (sup (M)) das Maximum (und damit auch das Supremum) Mirsein. m|
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Abbildung A.2: Monotonie impliziert nicht unbedingt Stgheit

Theorem A.30 (Aquivalenz zwischen Monotonie und Stetigk€i Gegeben sei eine Ordnungsrelati(®, =
). Falls fur jede nicht leere gerichtete Menge ™ D gilt, dasssup (M) € M undinf(M) € M, dann sind
Monotonie und Stetigkeit einer gegebenen FunktiorDf — D &quivalent.

Beweis:
f stetig— f monoton: Folgt bedingungslos aus Lemma A.24.
f monoton— f stetig: Folgt unter der gegebenen Bedingung aus Lemma A.28. O

Korollar A.31 (Monotonie und Stetigkeit bei endlichen Ordnungsrelationen) Gegeben sei einendliche
Ordnungsrelation(D, C). Dann sind Monotonie und Stetigkeit jeder Funktion® — D aquivalent.

Beweis: Die ausreichende Bedingung fiir die Aquivalenz zwischen dfiamie und Stetigkeit folgt aus Lem-
ma A.21. O

A.4 Einschrankung auf Potenzmengen

Lemma A.32 (Potenzmengen bilden VerbandeSei® eine Menge, und seien B ¢ #. Dann ist(2”, ) ein
Verband mit den Operationesup ({A, B}) = AU B undinf ({A, B}) = An B.

Beweis: Es muss gezeigt werden, dagsq eine Ordnungsrelation auf’dst, und (i) dassAuU B bzw.An B
das Supremum bzw. das Infimum vph B} ist.

Zu (i): C erfiillt die Bedingungen von Definition A.1 und bildet somiite Ordnungsrelation auf2

Zu (ii): FirAu B geltenAC AuBundB C AU B, also istAU B eine obere Schranke vdA, B}. Aul3erdem
gilt YMAAC M ABC MAUBC M, also istA U B die kleinste obere Schranke voi, B}.

Der Beweis fUrA N B ist ahnlich. m]

Lemma A.33 (Supremum und Infimum fiir Potenzmengen-Verbandg Seien(2”, <) ein Verband und, fiir
eine gegebene Indexmenge |, die Mengeg R, i € |. Dann giltsup ({Aili € I}) = Uig) Aiundinf ({Ajli € 1}) =
miel A|

ma A.32sup ({A, B}) = Au B. Angenommen, es gikup ({A1,...,An}) = UL; Ai. Aus Theorem A.17 folgt

sup ({Aq, ..., Ans1)) = sup ({Ui”:lAi,Aml}) = UL, A U Ay = UM AL Der Beweis fur das Infimum ist ana-
log. O

Beweis: Der Beweis benutzt das Induktionsprinzip: Gegeben zwei ddar”A;, A, C P, gilt laut Lem-
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Korollar A.34 (Tarski-Knaster-Theorem fir endliche Potenzmengen-Verbande)Seien £ eine endliche
Menge und f: 2 — 2% eine monotone Funktion auf dem Verbd@l, ). Dann hat f Fixpunkte, und diese
bilden einen vollstandigen Verband mit folgendem Minimam. baximum:

X C PIf(X) = X}
UIX € PIf(X) = X}

NIX S PIFX) € X)
UIX € PIX € F(X)).

> X«
I
I

Seien ferner RQ € £ Elemente, die folgende Bedingungen erfullen:

(m1) PCf(P) (1) f(QEQ
(/12) PLC X (Vz) XC Q.

Dann kénnerx bzw.X iterativ berechnet werden, indeng % P bzw. X% := Q als Ausgangspunkt gewahlt wird.
Die Folge X.1 := f(X;) erreicht dann den entsprechenden Fixpunkt.

Beweis: Die Ausdriicke fuxund X folgen unmittelbar aus Theorem A.26 und Lemma A.33%Dendlich ist,
folgt aus der Monotonie vorfi auch die Stetigkeit (siehe Korollar A.31). Die Endlichkdér MengeP sorgt
auch dafir, dass die Fixpunkte erreicht werden. m|

In den Fallen, in denen keine Annaherung der Fixpunkte bekat, die als Anfangswert fur die Iteration
dienen konnte, werden als Anfangswebtbzw. £ gewéhlt. Diese erfiillen auf jeden Fall die Bedingungen
undu, bzw. vy undv,.

Lemma A.35 (Kleinstes und groRtes Element in Potenzmengeverbanden) Sei(2”, <), ein Verband, und
# endlich. Dann sindL =@ undT = P.

Beweis: Diese Elemente lassen sich mit Hilfe von Lemma A.33 berathne
T = sup ({XIX € 2°}) = UIXIX € 2°} = P bzw.
L =inf((XIX € 2°}) = N{XIX € 2°} = 0. O

Anmerkung:Es gelten laut Lemma A.1€up (0) = sup ({}) = 0 undinf (0) = inf({}) = P.
Achtung! sup (0) = sup ({}) bzw.inf (@) = inf ({}) durfen nicht mitsup ({0}) bzw. inf ({0}) verwechselt werden!
Es giltsup ({0}) = inf ({0}) = 0 (siehe Lemma A.16). m]

A.5 Zusammenfassung

Die hier behandelten Grundlagen und die wichtigsten Erkesse zu dem Tarski-Knaster-Theorem lassen sich
wie folgt zusammenfassen:

e Extrema in Halbordnungsrelationen sind Maximum, Minim®apremum und Infimum; falls es diese
gibt, sind sie eindeutig.

e Ein Verband ist eine Halbordnungsrelation in der es fur jeizlemente ein Supremum und ein Infimum
gibt.

e Ein Verband ist vollstandig, falls es fur jede Menge ein &apum und ein Infimum gibt.

¢ Endliche Verbande sind vollstandig.

e Eine Menge ist gerichtet g.d.w. es flr je zwei Elemente eixiMam und ein Minimum gibt.
¢ Endliche gerichtete Mengen haben ein Maximum und ein Mimmu

e Monotone Funktionen auf Verbanden sind stetig.
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e Stetige Funktionen auf Verbanden sind monoton, wenn jedetgete Menge ihr eigenes Supremum und
Infimum enthélt; dies ist insbesondere bei endlichen gerieh Mengen der Fall.

e Damit sind Monotonie und Stetigkeit auf endlichen Verbandquivalent.
e Das Tarski-Knaster-Theorem gilt auf vollstandigen Vedeim die endlich oder unendlich sein kénnen.

¢ Ist eine Funktionf monoton, so hat sie Fixpunkte, die einen Verband bildent tiriber hinaus stetig,
so ist dieser Verband vollstandig und die Iteration aus Tér@oA.26 konvergiert gegexbzw. X.

e Nur wenn der Verband endlich ist, muss die Iteration die W&hzw. X tatsachlich erreichen.

e Ist der Verband endlich, so geniigt fir die BerechnungxandX, dassf monoton ist (denn unter dieser
Bedingung sind Monotonie und Stetigkeit aquivalent).






Anhang B

Theoreme zur Losung von
Gleichungssystemen

In diesem Anhang werden die Theoreme bewiesen, mit derda élg Korrektheit und die Komplexitat der
Algorithmen in Kapitel 3 nachgewiesen wird. Da auf die Aiiglamen 3.54 und 3.57 haufig Bezug genommen
wird, werden diese hier als Algorithmen B.1 bzw. B.2 wiedgrgpen:

Algorithmus B.1 (1. Lésung eines Gleichungssystems aus eirmaximalen Komponente) Sei

On

Un QDn(U]_, ey Un)
E:= :
u 2 ei(Us.....Un)
ein Gleichungssystem, dessen Abhé&ngigkeitsgraph ausraamémalen streng zusammenhéangenden Kompo-
nente besteht. Dann kann E wie folgt gelost werden:

ui11+1 = gol(uill, e Uinl’oo """ “)
: (B.1)
Ut = (Ul ),

wobei die Initialwerte b’“"ik‘l’o bei oy = p gleichO und beioy = v gleich 1 gesetzt werden.

Algorithmus B.2 (2. Losung von Gleichungssystemen aus einmaximalen Komponente) Sei
Un z @n(U1, ..., Un)

E:= :
7

Uz ng(Ul, cee Un)

ein Gleichungssystem, dessen Abhé&ngigkeitsgraph ausraamémalen streng zusammenhangenden Kompo-
nente besteht. Dann kann E wie folgt gelost werden:

uillJrl ‘= <p1(ui11, e uinl’°° """ *)
: (B.2)
UH ..... in+1 = ‘Pn(uill’ ceey UH ..... In)

Die Anfangswerte 3-° fiir die erste Berechnung vor werden beiry = u gleich 0 und beicy = v gleich1

gesetzt. Danach werden die Anfangswe{jg’fi’o dann und nur dann aud bzw.1 zurlickgesetzt, wenrn, #
Ok+1-
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Folgende Definition ist notwendig, um Ergebnisse versamned Algorithmen zu vergleichen.

Definition B.3 (Ordnungsrelation Gber boolesche Ausdriickg Gegeben eine Kripke-Struktyk” und Aus-
driickeyp, ¢q € Ly, wird die Halbordnungsrelatiorc so definiert, dass

op C @g © [epllx € [eolly -

Definition B.3 erlaubt es aufl3erdem, den Bfgier Monotonie auf symbolischer Ebene anzuwenden. Da die
Ausdriickeypy in den Gleichungssystemen monoton sind, gilt z.B.

VLV = VeV ) oV W),

Das folgende Lemma wird in Kapitel 3 benétigt, um die Verangng der Komplexitat der Modellprifung von
Emerson und Lei zu erklaren.

Lemma B.4 (Ubertragung der Monotonie auf verschachtelte Bipunkte) Sei das Gleichungssystem

(o
Un = ‘Pn(ula ey Un)
E:= :
(E_

up (,01(U1, ceey Un),

das aus einer maximalen Komponente besteht und incgleen{u, v} fir 1 < k < n. Gegeben die Formeln B.1,
gilt

- . i1,.0ik—1,00 i1,...,1K,00
furox = ugy C Uy

o . i1,...,iKk,00 i1,....ik—1,00
furox=v: u;; Culy

Beweis: Der Beweis wird furoy = 1 gegeben, der Fadty = v ist &hnlich.

Basis: Aus dem Tarski-Knaster-Theorem folgt, ddss™* C u', also gilt fiirgp:
en(UL, ... ub T g e b0 e 00y e

i1 (U [N T S [P i1,000k,0,...0
(U, .o U U er, L U

uin1 ..... ik=1,0,...0,00 uinl,...,ik,o,...,o,oo'
Fir ¢n-1 gilt nun
<pn-1(ui1, ,u:(l ..... 1, u:(l;.i.,ik—l,o’”‘,uiﬁ:.l.,ik—l,o,...,o,o’ uinl,...,ik-l,o,...,o,oo) C
(U, i kO 1000 1 ic0...000)
also, unabhangig voum,_1, o o
ulnl::.L.,lk—l,O,...,O,l C ulnl:i,lk,o,...,o,l_

Unter Wiederholung der Iterationen figg und¢,-1 nach B.1 folgt

i1,....Ik—1,0,...,0,00 <lk,0,...,0,00
1
seenriks0,...,0,00,00

i1,
Cub

Die Berechnungen kdnnen nun fg_, fortgesetzt werden, woraus folgt

i1,...,ik—1,0,...,0,00 i1,...,1k»0,...,0,00
un—2 = un—2
i1,....ik—1,0,...,0,00,00 i1,...,1k,0,...,0,00,00
un—l = un—l

41:0,...,0,00,00,00

C -
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In dieser Weise werden die Nullen in den Iterationszahlem nechts nach links schrittweise durehersetzt,
bis fur alleu, mitk < ¢ < n gilt

Uigl ..... ik—1,00,...,00 C uigl ..... ik,09,...,00
Insbesondere gilt fif = k + 1 ‘
U e,
was zu beweisen war. O

Es folgt das Theorem Uber die Komplexitat von Algorithmu2.B.

Theorem B.5 (Komplexitat der u-Kalkil-Modellpriifung nach Algorithmus B.2) Gegeben eine Kripke-
Struktur X = (S, 7, R, £) und ein Gleichungssystem E der der GrgBpund Alternierungstiefé Giber den

Variablen vonk, wird die Lésung von E von Algorithmus B.2 innerhalb der Dsé(%)( IR| |E|) berechnet.

Beweis: Algorithmus B.2 sieht vor, dass die Anfangswerte der lteretn dann und nur dann auf 0 bzw. 1
zuruckgesetzt werden, wenn eine Teilblockgrenze Ubetsshwird. Jedes Mal, wenn die Berechnung der
ersten Gleichung eines Teilblockgurlickgesetzt wird, kbnnen die anderen Gleichungen inegeleilblock
jeweils hdchstenkS| Iterationsschritte bis zum Fixpunkt machen. Fur einerblesk mitg; Gleichungen fallen
deshalb héchstertg (S| Iterationen an, wenn die erste Gleichung im Teilblock eiSehritt macht. Durch die
Verschachtelung entstehen maxingalS|.g2|S|...g,|S| = Hle (gi ISl) Schritte. Die Ungleichung zwischen
dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel besags, da

@IS ISz nis|
VI (@1S) s = = —— == = =~

Wird |E| als obere Grenze flireingesetzt folgt, dass die Anzahl der Iterationsschrittelén grol3ten Teilblock
unterhalb der Gren é%s')f liegt.

Eine genauere Abschétzung der Dauer der Berechnungenengisst die Darstellungsform der Transitions-
relation beriicksichtigen. Im einfachsten Fall ist dieseldi proportional zyR| und zu der Anzahl der Ope-
rationen, die durchgefiihnrt werden missen. Fur letztergEjstine obere Grenze. Daraus ergibt sich fur die
Berechnungszeit die obere Grenze
ELSI\
O[(T IRIIEI].

Die Aussage des Theorems gilt auch fir Gleichungssysteniemehreren maximalen Komponenten, denn
laut Lemma 3.53 zerfallt deren Berechnung in die der eirreldomponenten. Die Alternierungstiefedes
Gleichungssystems ist laut Definition 3.59 das Maximum degrAierungstiefen der einzelnen Komponenten.
Zudem is{E| eine obere Grenze fir die Anzahl der Gleichungen in jeder amante mit Alternierungstiefé

. . : . ¢
also ist auch im Allgemeinen Fall die Berechnungszem(r(%) IR |E|). |

Folgendes Lemma wird fir den Beweis von Theorem B.7 benétigt

Lemma B.6 (Anordnung der Iterationswerte in gleichformigen Gleichungssystemen)Sei das  Glei-
chungssystem

o

Un ()Dn(u]_, ceey Un)
E:= :
ur = @1(Us,...,Un),
das aus einer maximalen Komponente besteht und incdemiy, v}. Gegeben die Formeln B.1 aus Algorith-
mus B.1 und lterationszahlet,i .., i, bzw. ,..., jn, SO das¥a.iz < ja, giltfirl<k<n
firo=p: ul-cutk (B.3)

foro=v: ulrk eyt (B.4)
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Beweis: Der Beweis wird flio- = u gegeben, der Fadt = v ist &hnlich. Als Induktionsbasis dient
i j
ul Cu’,

was beii; < j; aus dem Tarski-Knaster-Theorem folgt. Angenommen, bisero shdexpaarig_1, jk-1) gilt

i1, k1 [0 ke
U 1 Cu’y ,
folgt fur ¢n:
i1 i1,00k-1.0 i1,0051k-1,0,...,0,0
en(Ul, ..., U s, UM ) C
i1 J1oeen k1.0 j1oern k-1.0,..,0,0
SDn(U ’---auk ,...,Un )

und, wenn die Iterationen auf beiden Seiten fortgesetztiererbis die Fixpunkte erreicht sind,

i1,..,1k-1,0,...,0. j15e00s Jk=1,0,...,0,
unl,,kl,,,,oogullll Jk-1 00'

Firen-1 gilt nun

0 i1,...,ik-1,0,...,0,0

i1 i1, 0ik-1, i1,..1k-1,0;...,0,0,00
()Dn—l(ul""’uk ""’uﬂ—l ’ul’] )

j15eejk-1,0 150 Jk-1,0,00,0 | 150 Jk=1,0,...,0,0,00
Uy ¥ ,Un )

C

(pn_]_(uil g

’

also
i1,.ik-1,0,...,0,1 j1serjk-1,0,..,0,1
uby cCu’; )

Unter Wiederholung der Iterationen figy und¢n_1 nach B.1 folgt

i1,..01k-1,0;...,0,00 j150sJk-1,0,...,0,00
un—l = un—l
ulnl,...,lk,l,O,...,O,oo,oo C ulj11,...,jk_l,O,...,O,oo,oo‘

Die Berechnungen kdnnen nun fgy_, fortgesetzt werden, woraus folgt

i1,..1k-1,0,...,0,00 j150sJk-1,0,...,0,00
un—2 = un—2
i1,.1k-1,0,...,0,00,00 j1501Jk-1,0,...,0,00,00
un—l = un—l
uinl,---,ik—l,O,---,O,‘x’,w,‘x’ C uIJ'11,...,jk—1,0,...,0,0<>,0<>,0<>‘

In dieser Form werden die Nullen in den Iterationszahlem naxhts nach links schrittweise durshersetzt,
bis nur noch eine an dérten Stelle steht. Dann gilt

i1 i1,00ik-1,0 | fi1,000k-1,0,00 i1,.1k-1,0,00,...,00
T (L V Uy yeevsUn ) C
j1 J15e Jk=1,0 | J10eees jk-1,0,00 j1seenr Jke1,0,00,...,00
gok(ul,...,uk JUZT ,e.vsUp ),

also
i1,0ik-1,1 j15emjk-1,1
Uk c Uk .

Die oben beschriebenen Iterationen kdnnen beliebig ofttdyafiihrt werden, so dass

i1,0mik-1,C N N
uy Cul

und, farig < jk,
i1,000k-1.0k J LT P 1
Uk c Uk .
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Theorem B.7 (Vektorielle Berechnung von Gleichungssysteem mit Alternierungstiefe 1)
Sei

(on

Un Son(ul, cees Un)

E:= :
U = @1(Ug,...,Un)
ein Gleichungssystem mit Alternierungstiefe 1 Giber deialben der Kripke-StruktuK = (S, 7, R, L), dessen

Abhéangigkeitsgraph aus einer maximalen streng zusammegehden Komponente besteht und in dem
{u,v}. Gegeben die Anfangswert%:v: O fur o = u bzw. \2 '=1furo =v,1< k< n, berechnen die Formeln

V= (Ve VW)
(B.5)
W= e v v

innerhalb der Zeit O§|E|2 |S| |R|) die gleichen Fixpunkte wie Algorithmus B.2.

Beweis: Es wird gezeigt, dass (1) jede Gleichung aus B.5 in hochgt&rSchritten zu einem Fixpunkt®

1. Die Existenz der Fixpunkté® folgt aus der Monotonie der Funktiongn und aus der Endlichkeit der
MengeS. Da jede Gleichung maximb| Iterationsschritte machen kann bis ein Fixpunkt erreicnd w
ist die Berechnung von B.5 in maximalS| Schritten beendet. Wie in Theorem B.5 wird angenommen,
dass die Berechnungsdauer eines Schrittes im einfachatedifékt proportional zyE| und zul|R] ist.
AulRRerdem istE| eine obere Grenze fii, so dass sich die Zeitkomplexité)t(|E|2 |S| |R|) ergibt.

2. Um zu zeigen, dass furd k < n
Vg = U, (B.6)

muss zwischen den Fallen = u undo = v unterschieden werden. Im Folgenden wird nur der Beweis
fur o = u gegeben, der fl- = v ist &hnlich.

¢k Sind. Somit genigt es, die Ungleichung
=T (B.7)

zu beweisen. Wenn diese gilt, dann muss auch Gleichung Behgeveil diev,’ nicht strikt kleiner als
die kleinsten Fixpunkte sein kbénnen.

Um B.7 zu beweisen, wird induktiv gezeigt, dass

Vi Cu (B.8)
Als Basis dient auf Grund der angenommenen Anfangswerte
0....,0
woue.
Induktion: Angenommeny—t c u >, folgt:
. . . . Pa Pa i (BA3) i i o0 i 00....00
o1 (VLS E e (U Uy ) g (U A )
V| C U (B.9)
Ungleichung B.9 dient nun als Basis fiir folgenden Induldsmhritt: Angenommen, fir £ g < k-1
gilt i, € ug' und fiirk < g < ngilt v c ug ™', folgt:
Vlk = (pk(VI ,...,\llk_l,\ll_l,...,\lln_l) c
. L . . . (B.3)
or(Uy, .. Uy u b gy
sDk(Uil, o u:;:.l’l’ U:(’""I’I_l, o uiri...,i,i—l,oo ..... oo) — u:(,...,l
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Letztere ist Ungleichung B.8, aus der Ungleichung B.7 urthdiie Aussage des Theorems unmittelbar folgen.
i

Folgendes Theorem besagt, dass die Losung gleichférmigéh@ngssysteme gegentiber Vertauschungen der
Gleichungen invariant ist.

Theorem B.8 (Vertauschbarkeit der Gleichungen gleichférniger Gleichungssysteme)Sei

Un g SDn(Ul, ] Un)
E:= :

o
Ui = ¢1(Ug,...,Un)

ein Gleichungssystem mit Alternierungstiefe 1, dessedmdbkeitsgraph aus einer maximalen streng zusam-
menhangenden Komponente besteht und in dem {u, v}. Dann kdénnen die Gleichungen von E beliebig
miteinander vertauscht werden, ohne dessen Losung zuflossan.

Beweis:Laut Theorem B.7 kann das gegebene Gleichungssystem rfatdé¢it Formeln B.5 berechnet werden.
Diese verlangen, dass mit der Gleichung rﬁ}rl begonnen wird und die Gleichungen in aufsteigender Rei-
henfolge berechnet werden, weil die Gleichung lf?'ll die einzige ist, die nur von den Werten abhangt, die
in Schritti berechnet wurden. Die Gleichung qul bendtigt alle davor berechnetegrl, g < k. In ahnlicher
Weise lassen sich fur jede Permutatidik) der Gleichungen Formeln angeben, so dass die Gleichungger i

Reihenfolgeu*},, U3, ..., uith berechnet werden missen.

Es lasst sich dann zeigen, dass die so gewonnenen Formelylademen Fixpunkt berechnen wie B.1. Die
Vorgehensweise ist die gleiche wie in dem Beweis von Thedsemmit dem kleinen Unterschied, dass nun
nicht mehr fir alle Gleichungen gilt, dass C u;', sondernv}, C u™>"**, was aber nach wie vor zu dem

gewlnschten Ergebnig’ = u.flhrt.

Die Formeln, die durch die Permutatianentstehen, sind aber genau die, die entsteht, wenn im @lejsh
system die Gleichungen nagtvertauscht werden. Folglich wird das Ergebnis durch eimgauschung nicht
beeinflusst. m]
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