7ZUR ARITHMETIK IN ABELSCHEN
7ZAHLKORPERN

Zur Erlangung des akademischen Grades eines Doktors der

Naturwissenschaften der Fakultat fiir Informatik der Universitat
Fridericiana zu Karlsruhe (TH)

genehmigte

DISSERTATION

von

BJORN GROHMANN

aus Boblingen

Tag der miindlichen Priifung: 6. Dezember 2005
Erster Gutachter: Prof. Dr. Jacques Calmet
Zweiter Gutachter: Prof. Dr. Claus-G. Schmidt






In der Wiste der Wissenschaft - Dem wissenschaftlichen
Menschen erscheinen auf seinen bescheidenen und mithsamen Wanderungen, die oft genug
Woiistenreisen sein miissen, jene gldnzenden Lufterscheinungen, die man , philosophische
Systeme® nennt: sie zeigen mit zauberischer Kraft der Téduschung die Losung aller Réathsel
und den frischesten Trunk wahren Lebenswassers in der Nihe; das Herz schwelgt und der
Ermiidete beriihrt das Ziel aller wissenschaftlichen Ausdauer und Noth beinahe schon mit
den Lippen, so dass er wie unwillkiirlich vorwérts dréngt. Freilich bleiben andere Natu-
ren, von der schénen Téuschung wie betdubt, stehen: die Wiiste verschlingt sie, fiir die
Wissenschaft sind sie todt. Wieder andere Naturen, welche jene subjectiven Trostungen
schon ofter erfahren haben, werden wohl auf’s Aeusserste missmuthig und verfluchen den
Salzgeschmack, welchen jene Erscheinungen im Munde hinterlassen und aus dem ein ra-
sender Durst entsteht — ohne dass man nur Einen Schritt damit irgend einer Quelle nidher
gekommen wiére.

Friedrich Nietzsche [64]
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Kapitel 1

Uberblick

Die vorliegende Arbeit beschéftig sich mit der Arithmetik von abelschen Zahlkérpern.
Mit dem Begriff Arithmetik (,Rechenkunst®) verbindetet man im allgemeinen die, einem
mathematischen Objekt innewohnenden GesetzméfBigkeiten. Die Untersuchung dieser
Gesetzmafigkeiten bildet die Grundlage fiir effiziente Verfahren. Die , Kunst“ besteht
darin, durch moglichst geschickte Anwendung bestehender Relationen, eine effiziente
Realisierung einer gegebenen Operation durchzufiihren.

Ein einfaches Beispiel fiir so eine Operation wire etwa die Multiplikation zweier
Gauflscher Zahlen:

(a+bi)(c+di) = (ac —bd) + (ad + be)i.

Diese 1483t sich bekanntermafen, aufgrund der Distributivgesetze, durch drei nicht-skalare
Multiplikationen realisieren,

(ac—bd) + ((a+b)(c+d) — ac — bd)i,
was, im allgemeinen Fall, eine Verbesserung im Vergleich zu obiger Methode darstellt.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Probleme sind iiberwiegend algebraischer Natur —
die hergeleiteten Verfahren arbeiten, im Gegensatz zu numerischen Verfahren, exakt.
Diese geforderte Genauigkeit hat ihren ,Preis®, wie das folgende Beispiel verdeutlicht.
So laBt sich etwa zeigen, daB fiir die Realisierung einer Multiplikation in der Algebra
C[x]/(x™) mindestens 2n — 1 nicht-skalare Multiplikationen in C notwendig sind. Wenn
man hingegen einen kleinen Fehler € # 0 akzeptiert, d. h. die Algebra C[x]/(x™ — €)
zugrunde legt, so kann man schon mit n solcher Operationen auskommen.



Die Bausteine einer ,schnellen Faltung® in einer Algebra A bestehen in der Regel
aus einem Isomorphismus

@:A — By x--- x By,

sowie effizienten Verfahren fiir die , kleineren Teile® B;. Im Falle der Algebra C[x]/(x™—1)
kann beispielsweise auf den, durch den Chinesische Restesatz gegebenen Einsetzungsho-
momorphismus

Clxl/(x™—1) — Clxl/(x — 1) x Clx]/(x — e*™/™) x - x C[x]/(x — eZTn=1/m)

zurilickgegriffen werden. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Diskreten
Fourier Transformation (DFT). Letztere 1a8t sich, genau wie ihre Inverse, mit einem
Aufwand von O(nlogn) Operationen in C realisieren — zzgl. der n nicht-skalaren
Multiplikationen in den einzelnen Komponenten, ergibt sich also ein Gesamtaufwand von
O(nlogn) Operationen in C.

Ein gewisser Nachteil besteht darin, dafl sich Operation in C im allgemeinen nur
approximativ behandeln lassen. Insbesondere stellt sich die Frage, wie man mit Algebren
umgeht, deren Grundkorper nicht gentigend ,, Wurzeln“ bereithalten. Zu diesem Zweck
wird im zweiten Kapitel das Konzept der sog. Grundkorpertransformation, und im
speziellen das, auf Beth et al. (vgl. [8]) zuriickgehende Konzept der Algebraischen
Diskreten Fourier Transformation (ADFT) untersucht.

Ein Beispiel fiir so eine ADFT ist etwa durch die Matrix

11
11 | 1 1o
(S RS _<1—1>®(1—1>
S I

gegeben. Diese realisiert den Isomorphismus

Qi/(x* = 1) — Qx]/(x — 1) x Qx/(x + 1) x Q[x]/(x* + 1),

wobei das Bild der Abbildung in dem Kérper Q[x]/(x? 4+ 1) ~ Q(i) nun bzgl. der Nor-
malbasis {(1 +1)/2, (1 —1)/2} dargestellt ist. Es fillt auf, dafl die Matrix, mit Ausnahme
von Vorzeichenwechsel keine weiteren skalaren Faktoren enthélt. Durch die Darstellung in
Tensorschreibweise auf der rechten Seite wird zudem der Algorithmus fiir die Berechnung
gleich , mitgeliefert®.



Fiir einen Korper K € C, n € N und ¢, = e¥V/™ ist die ADFT, 5 als Komposi-
tum einer DFT,,, sowie einer weiteren Abbildung durch folgendes Diagramm beschrieben:

ADFT, 5
Kn :

KTL

DFT, Dy
K(Gn)™

Bei dem Element ¥ handelt es sich um einen Normalbasiserzeuger der Erweiterung
K(Cn)/K. Die Abbildung @y« transformiert das Spektrum der DFT in eine Darstellung
bzgl. dieser Normalbasis.

Ein wesentliches Ziel des folgenden Kapitels wird sein, Normalbasen zu konstruie-
ren bzgl. derer die entsprechenden Matrizen eine moglichst einfache Gestalt besitzen,
d. h. deren Eintrédge wenige oder sogar keine zusétzlichen Skalare beinhalten. Einer der
entscheidenden Sétze wird sein, dafl solche sog. schlanken Basen, zumindest im rationalen
Fall immer existieren. Fiir die korrespondierenden Transformationen bedeutet das, dafl
sich diese unter ausschliefilicher Verwendung der Addition realisieren lassen. Das ist
insofern beachtlich, da die Betrige der Koeffizienten der Teilerpolynome (iiber Q) von
x™—1 unbeschrankt sind, also fiir wachsendes n beliebig grofl werden kénnen. Das Kapitel
schliefit mit einer schnellen Variante der ADFT fiir den Zweierpotenzfall.

Kapitel 3 beginnt mit einer Diskussion zur Normalbasenarithmetik von abelschen
Zahlkorpern. Um auf das weiter oben angesprochene Beispiel zuriickzukommen, so stellt
sich hier zunéchst die Frage nach einem effizienten Verfahren fiir eine Faltung in Q(1)
bzgl. der Normalbasis {9, 9}, mit 9 := (1 +1)/2:

((14_19 + a,{})(bﬁ} + bfé) = C+19 + Cfé.
Die Koeffizienten ¢4, c_ ergeben sich dabei durch
cx = (ar, a )Wy (by, b )T,

mit den Faltungsmatrizen W‘gﬂ, W‘Ef]

+ 1 -1 1 1 - 1/ = 1
Wy —z( 1 _1>+( , bzw. Wy =5 1 + :

sind. Insgesamt erhilt man also auch hier, via

, welche in diesem Fall von der einfachen Form

ct = (1/2)(a- —a4)(by —b_) +arby



einen Algorithmus, welcher mit lediglich drei nicht-skalaren Multiplikationen auskommt.

Das Studium der Struktur derlei Faltungsmatrizen im allgemeinen Fall ist das vor-
rangige Ziel dieses Kapitels. Dabei werden die, in Kapitel 2 hergeleiteten Methoden
zum Einsatz kommen. Fiir einen abelschen Zahlkorper K mit Galoisgruppe G, sowie
0, @, p € G sind diese Matrizen im allgemeinen von der Form

1

(p) _
Wo' = ap

D kX sw X x(op X (@) ]|,

/
XX -

wobei, fiir Charaktere x,x’ der Galoisgruppe, die Elemente k(x,X’)s von dem Normalba-
siserzeuger ¥ abhéngen, bzw.

T(x)T(X')

whox) = T(xx')

die Elemente des Faktorensystems der korrespondierenden Gaufischen Summen darstellen.
Die Gewichte

ax (X, X59) = k(x, X ow(x,X')

sind nun dafiir verantwortlich, inwieweit sich obige Matrizen von der optimalen, aber eben
,leider* auch utopischen Faltung

1 N N _
e | Zxoe X ee ) | = (Sopben)
XX o\ ’

entfernen!. Die ,,Giite“ eines Verfahrens hingt also einerseits von variablen Gréfien, auf
der anderen Seite aber auch von den Invarianten w(x,X’) des entsprechenden Zahlkorpers
ab.

Das Studium dieser Invarianten, in ausgew&hlten Féllen, wird den Rest des Kapi-
tels in Anspruch nehmen. Dabei werden einige, z. T. unerwartete Querverbindungen zu
anderen Disziplinen der Informatik, bzw. Mathematik zutage treten.

'Hierbei bezeichne & das Kroneckerdelta.



Kapitel 2

Fourier

2.1 Die Diskrete Fourier Transformation

Grundlegend fiir die weiteren Betrachtungen ist die Diskrete Fourier Transformation
(DFT). Dazu seien die wichtigsten Eigenschaften noch einmal zusammengestellt. Fiir C,
den Kérper der komplexen Zahlen, n € N und ¢, := eZ™/™
FEinheitswurzel, ist die DFT,, definiert als lineare Transformation

eine analytisch normierte n-te

DFT,,: C* — C™ (2.1)

des n-dimensionalen C-Vektorraums C™ mit Transformationsmatrix

) K
An = (Cn‘) " (2.2)
k,1 € {0,1,...,n — 1}. Fait man dabei die Komponenten des Eingangsvektors ¢ :=
(co,...,cn_1) als Koeffizienten eines Polynoms C(z) := cn_1z™ ' 4 ... 4+ c12 + co auf, so

berechnet die DFT,, den Vektor & := (€o,...,Cn_ 1), mit ¢ = C(CX). Anders ausgedriickt
realisiert die DFT, also den, durch den Chinesischen Restesatz gegebenen Isomorphismus

n—I1

Clzl/(z" = 1) — P Clal/(z— &), (2:3)

k=0

Die Umkehrfunktion, also die Transformationsmatrix der Inversen Diskreten Fourier
Transformation (IDFT), ist gegeben durch

1

=AY = — () (2.4)

d. h., in anderen Worten, die Matrix %An ist unitar.



Zu den grundlegenden Eigenschaften der DFT,, resp. ihrer Matrix zéhlen:

Quasiinversion: Fiir ¢ = (cp,c1,...,cn_1) € C™ sei die Matrix S;, definiert via
(co,€1y--+yCn1)Sn = (Co,Cn-1,Cn-2,...,C1). (2.5)
Dann ist
A% =nS,,, und damit DFTY =n?-id,. (2.6)

Es geniigt daher, eine im algorithmischen Sinne geeignete Realisierung der DFT zur

Verfiigung zu stellen, da es sich implizit stets auch um die Realisierung ihrer Inversen
handelt.

Faltungseigenschaft: Der zyklischen Faltung im Definitionsbereich entspricht die
(punktweise) Multiplikation im Bildbereich. Genauer gilt fiir Vektoren c,s,t € C™, mit
=2 x 1=j(n) Skt die Beziehung €; = §; -?j; in symbolischer Schreibweise:

DFT(s*t) = DFTy(s) - DFTx(t). (2.7)
Vom algorithmischen Standpunkt zédhlt dies zu den wichtigsten Eigenschaften der DFT.

Phaseneigenschaft: Eine (zyklische) Verschiebung des Eingangsvektors um k Stellen
(etwa nach rechts) korrespondiert im Wertebereich mit der Multiplikation eines sog.
Phasenfaktors. Die Absolutbetriige der Komponenten des transformierten Vektors bleiben
dabei unveriindert. Ist RK eine solche Schiebematrix, so gilt

. —1
REA, = Ap - diag(1, ¢k, ..., ai™ ), (2.8)
wobei letztere Matrix als Diagonalmatrix zu verstehen ist.

Parseval-Identitéit: Das Fourierspektrum ermoglicht Aussagen iiber die Korrelati-
on der Eingangsdaten. Mit obigen Bezeichnungen hat man

6]3]- = Cn—1—j dj. (2.9)

Plancherel-Identitét: Eine weitere Eigenschaft, auf welche wir spéter noch Bezug neh-
men, ist die folgende:

12 l = A2
o == Il (2.10)
=0

-
I
o



mit den inzwischen schon iiblichen Bezeichnungen. Diese Beziehung legt eine Interpreta-
tion als eine Art Leistungserhaltungssatz nahe.

Unschirfeprinzip: Eng verkniipft mit letzterem ist die diskrete Variante eines
bekannten Phinomens der kontinuierlichen Fourier Transformation. Bezeichne dazu fiir
c € C™, suppc :={j | ¢j # 0} die Menge der Stellen der von Null verschieden Komponenten
des Vektors c, so gilt stets

|supp c| |[supp €| > n. (2.11)

Insbesondere besitzt also ein sog. peak (Jsupp ¢/ = 1) immer das volle Spektrum.

Produktzerlegung: Fiir Matrizen A = (qx) € C™™ und B = (bg) € C™™ sei
das Kroneckerprodukt wie iiblich definiert durch A ® B := (aqB) € C"™™M  Die
Tatsache, da3 A und B, im Falle von n = m, durch Zeilen- und/oder Spaltenpermutation
auseinander hervorgehen, sei im weiteren durch A ~ B bezeichnet. Fiir n = prep ergibt
sich nun als unmittelbare Folge des Chinesischen Restesatzes die Beziehung

An~ Q) Aper. (2.12)
P

Die Realisierung einer DFT,, reduziert sich damit also im wesentlichen auf die Realisierung
der Transformation fiir Primpotenzen p®r.

Vor diesem Hintergrund wollen wir uns nun dem Zweierpotenzfall etwas genauer
widmen. Betrachten wir dazu als Beispiel zunéchst den Fall n = 4. Fiir i := (4 geht die
Matrix A4 durch Vertauschung der mittleren beiden Spalten iiber in eine Matrix A4 von
der Form

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 -1 i -] 1 1 1 1 -1

1 1T -1 -1 1 -1 1 1 11
1T -1 —i i 1 —1 i 1 —1

bzw. in Tensorschreibweise
. E,
As= (A2 ®E;) T, (E2®A2),

wobei E die Einheitsmatrix entsprechender Gréfie bezeichne, sowie T, := diag(1,1). Diese
Zerlegung liefert nun einen Algorithmus, welcher mit 9 arithmetischen Operationen die
Komponenten des Vektors ¢ berechnet — wenn auch in permutierter Reihenfolge; im
Vergleich dazu werden 16 Operationen bei der ,naiven* Berechnung via A4 bendotigt.

10



Allgemein ergibt sich fir n = 2% und ¢ := (. das folgende Schema. Durch eine
geeignete Spaltenpermutation geht die Matrix A, iiber in die Matrix

En/Z

An = (Az X En/Z) (Ez & An/Z) . (2.13)

Th2

Hierbei ist T,, ,, := diag(1, (, C2,..., 271 die sog. Drehmatriz; ihre von Null verschie-
denen Eintréige heien Drehfaktoren (engl.: twiddle factors).

In Abb. 2.1 ist das FluBdiagramm des resultierenden Algorithmus, die sogenannte
Fast Fourier Transform (FFT), fir den Fall n = 8 dargestellt. Das Diagramm (resp.
obige Zerlegung) ist dabei wie folgt zu interpretieren. In der ersten Stufe wird die
n-dimensionale Algebra C[z]/(z™ — 1) in zwei Teilalgebren halber Dimension zerlegt:

Clzl/(z™—1) — Clzl/(z2"™* — 1) x Clzl/(z"* +1). (2.14)
Die, der rechten Teilalgebra zugehorigen Komponenten werden dann via Ty, /, ,gedreht*
Tn/2: Clzl/ (2% +1) — Clzl/ (2% = 1), (2.15)

woraufhin der Algorithmus auf jeder Teilalgebra mit der Berechnung einer DFT halber
Dimension nach obigem Schema fortsetzt. Abschliefend werden die Komponenten bzgl.
der Binédrdarstellung ihrer Indizes spiegelverkehrt ausgelesen, d. h. es wird ein sog.
bit-reversal vorgenommen um die urspriingliche Reihenfolge wieder herzustellen.

Fiir den Gesamtaufwand Y(n), also die mit obigem Verfahren benétigte Anzahl
arithmetischer Operationen zur Berechnung von é = DFT,,(c), gilt somit
Y(n)=2-Y(n/2)+0O(n) € O(nlogn). (2.16)

Eine ausfiihrliche Diskussion des hier betrachteten Verfahrens und weiterer Methoden,
sowie eine verallgemeinerte, auf der Darstellungstheorie endlicher Gruppen basierende
Sichtweise, findet sich in [9].

2.2 Die Algebraische Diskrete Fourier Transformation

Bevor wir nun zum eigentlichen Studienobjekt dieses Kapitels, der Algebraischen Diskreten
Fourier Transformation (ADFT) kommen, wollen wir uns einem bekannteren Spezialfall,
der sog. Diskreten Hartley Transformation (DHT) zuwenden. Fiir R, den Kérper der reellen
Zahlen und einer natiirlichen Zahl n, ist die DHT,, definiert als lineare Transformation

DHT,, : R™ — R™, (2.17)

11



Abbildung 2.1: Fludiagramm zur FFTg
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mit Transformationsmatrix
Y := (cos(27tkl/n) + sin(anl/n))k)l, (2.18)

k,1€{0,1,...,n—1}. An der Definition von Y;, ist schon zu erkennen, daf} es sich um eine
Art ,reelle DFT“ handelt, bei der gewissermaflen das ,,i“ vergessen wurde; im Falle von n =
1,2 sind die Matrizen A, und Yy sogar identisch. Fiir n > 3 ist der genaue Zusammenhang
mit der DFT,, der folgende. Zunéchst beschrinken wir den Definitionsbereich der DFT,
auf den Vektorraum R™. Fiir den Wertebereich bedeutet das, dafl die Komponenten des
Spektralvektors ¢ = DFTy(c), mit ¢ € R™, nun in komplex-konjugierter Form vorliegen,
d. h. es gilt

A

kx =

o>

- (2.19)

wobei die Indizes modulo n zu verstehen sind (dies ist leicht einzusehen, wenn man sich die
Definition von €y als Wert des Polynoms C(z) an der Stelle ¢X in Erinnerung ruft). Diesen
Raum bezeichnen wir fortan mit [C™g. Fiir « € C definieren wir nun eine Linearform

—

dulc)i=ca+cCca (2.20)

auf (dem R-Vektorraum) C, welche wir in natiirlicher Weise auf den Wertebereich fortset-
zen:

Dy(e) == (PalCo)y ..., Pua(Cn1)) € R™ (2.21)
Aus der Konjugationseigenschaft des Spektrums folgt nun sofort, dal diese Abbildung
genau dann invertierbar ist, wenn es sich bei {x, &} um eine Basis des R-Vektorraums C
handelt, bzw. anders ausgedriickt, wenn das Element o« eine Normalbasis der Galoiserwei-
terung C/R erzeugt. Fiir « = (1 —1)/2 ergibt sich das folgende kommutative Diagramm:

R™ DHT R™ (2.22)

DFT,, 1
[C"r

Wie wir in Kiirze ganz allgemein feststellen werden, ist die (Spur-) Dualbasis der Normal-
basis {(1 —1)/2, (1 +1)/2}, in diesem Falle die Basis {(1 +1)/2, (1 — 1)/2}, wieder normal.
Bei einer Darstellung der Komponenten €y bzgl. letzterer gilt somit

b1y 2(Ck) = d_py2lcr1 (1T +1) /24 e —1(1 —=1)/2) = ¢ 14

und da sich, mit Blick auf die Definition von [C™g und der Normalbaseneigenschaft, die
Konjugation als Vertauschung darstellt,

C—x,1= Cx,—1,

13



148t sich zusammenfassend sagen, dafl die DHT,, das Spektrum der DFT, bzgl. der
Normalbasis {(1 4+1)/2, (1 —1)/2} berechnet.

Aus dem Gesagten ergibt sich auch unmittelbar eine Beschreibung der Inversen.
Dazu geniigt es einzusehen, dafl das folgende Diagramm kommutiert:

DFTn

[CYg —————R" (2.23)
CDE @; +1i
2 2
n
R™ —55r [CMRr
Insgesamt ergibt sich
[C™r (2.24)
D144
DFT, :
- DHT,, . DHT}, -

DFTn

[C™gr

wobei DHTY,, wie aus dem Diagramm ersichtlich, die Projektion des Fourierspektrums auf
die (duale) Basis {(1—1)/2, (1 41)/2} darstellt; diese Vertauschung entspricht aber gerade
der Operation der Spiegelmatrix Sy, sodafl letztendlich

DHTZ =n - idn,. (2.25)

Wir wollen nun sehen, wie sich obiges Prinzip fiir beliebige Teilkérper K C C verallge-
meinert. Vorab einige Bezeichnungen. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Ga-
loisgruppe G := G(L/K). Ein Element & € L nennen wir G-reguldr, wenn die Menge
96 := {89 0 € G} eine Basis des K-Vektorraums L bildet. Wir sprechen in diesem Zusam-
menhang von einer Normalbasis € der Korpererweiterung L/K; das Element 9 heifit dabei
der Normalbasenerzeuger (NBE). Ein solcher NBE existiert nach dem sog. Normalbasen-
Theorem (vgl. [49], Th. VI 13.1) in jeder Galoiserweiterung. Da es sich bei L/K um eine
separable Erweiterung handelt, ist die folgende Bilinearform

LxL—X, («B)+— Sp(ap),

14



mit Sp(a) = Sp k() = }_geq &7, nicht ausgeartet (vgl. [12], S. 4.7.7). Insbesondere
existiert zu einem G-reguliéren ¥ € L ein eindeutig bestimmtes 9* € L, mit

Sp(979*°) = 8., (2.26)

fiir alle 0, p € G; dieses heifit das Spurdual zu ¥ und ist notwendigerweise selbst G-regulér.
Fiir festes ¥ liefert also die resultierende Linearform

$o(a) := Sp(Vax) (2.27)

im Falle eines NBEs die Komponenten von « = ) _as%*® € L bzgl. der Spurdualbasis
9*G:
doe (o) = D aghoe (97°) = ay. (2.28)
o

Fiir n € N betrachten wir nun in Analogie zu [C™g den Vektorraum
[K(Cn)n]K = DFTn(Kn)- (2'29)

Dieser n-dimensionale K-Vektorraum besteht gerade aus den Elementen ¢ =
(co,C1,...,¢cn_1) € K({n)™, mit der Eigenschaft

Cp = Cok, (2.30)

firk =0,1,...,n—1und alle 0 € G := G(K(»)/K), wobei wir ¢ auf der rechten Seite bzgl.
der natiirlichen Einbettung G < (Z/NZ)* mit einem Vertreter aus Z/nZ identifizieren
und der Index modulo n zu verstehen ist!. Bei einer Darstellung der ¢y = 5_ - Ck,o0° bzgl.
der Normalbasis 9C gilt also insbesondere fiir alle o,p € G

Ck‘o—p—l = Cpk,o‘ = Cpk0(1 - (231)

Bezeichne abschlielend noch

Dy(c) := (Pslco), ..., Polen1)) € K (2.32)
die Fortsetzung von ¢ auf [K({n)™k, so gilt der

Satz 2.1 Fir ein G-regulires © € K((y) kommutiert das folgende Diagramm:

[K(Gn) Mg~ K (2.33)

Km T [K(Cn) ™k

Mit anderen Worten: jedes ¢ € G gibt wegen o({n) = (%° AnlaB zu einem 1, € Z und dieses ist
modulo n eindeutig bestimmt.
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Beweis: Sei (co,c1,...,¢cn_1) € [K({n)™k. Wir zeigen, daB fiir alle 1 gilt
D allt =) dbala) e (.
k Kk

Denn mit cx = ) cx,¢0*® und Cl‘} = Zp z11,p0° ergibt sich

Sp() ckll) = ) crozi,eSp(d7DP)
k

o,p,k

= |G|ch,17~kt,1,
K

und das ist, mit Blick auf (2.28), gerade die Spur der rechten Seite von (2.34).

(2.34)

g

Die Diagonale in obigem Diagramm gibt nun Anlafl zur Definition der Algebraischen

Diskreten Fourier Transformation (ADFT):

Definition 2.1 Fiir einen Kirper K C C, n € N und ein G(K({n)/K)-requlires Element

9 € K(Cn) ist die ADFT 5 definiert iber das kommutative Diagramm:

ADFT,

K™ K™

DFT, Dy

[K(Cn)n]K

In Verbindung mit dem letzten Satz ergibt sich sofort das

Korollar 2.1 In dem folgenden Diagramm kommutiert jedes Dreieck:

[K ( Cn) n] K
DFTn @s
ADFT,, ¢ ADFT,, g*
K™ : Km - Km
DFT, Do DFT,
[K ( Cn) n] K
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Die Transformationsmatrix der ADFT,, y bezeichnen wir im folgenden mit

. Kl _ % 7kl ,
Ang = (00 (a)), = (Sp0O7C), (2.37)
ihre Inverse ergibt sich unmittelbar aus (2.36):
1 1
e LI W S —Kl
Inoi=Arh = ~Ang-Sn=— (splocs )>k,1' (2.38)

In Worten bedeutet das, dafi die Inverse der ADFT,, 3 im wesentlichen, d. h. bis auf
Vorfaktor und Permutation, durch die duale Transformation ADFT,, g« beschrieben ist.
Insbesondere folgt, in Anlehnung an den DFT-Fall:

Satz 2.2 Sei K ein Zahlkorper und ¥ ein NBE der Erweiterung K((n)/K. Gilt dann fiir
« € K(Cn) und 0 € G(K(Cn)/K) stets

()7 = (), (2.39)

so ist die Matrix %An‘g genau dann unitdr, wenn ¥* = 9.

Wir reden von Quasiinversion, falls die Mengen 86 und G, wie etwa im Falle der DHT,
identisch sind. Die Basis 9C heifit in diesem Zusammenhang quasiselbstdual; gilt stérker
9 = 9%, so sprechen wir von einer selbstdualen Basis 9C. Letztere existiert allerdings nur
bei ungerader Gruppenordnung; vgl. [6].

Um das Bild der ADFT,, 3 zu verstehen, geniigt es zu bemerken, dafl mit p € G(K((n)/K)
und den vereinbarten Konventionen gilt

o (Crp-1) = Pore (E1), (2.40)

was mit Blick auf (2.31) den folgenden Satz rechtfertigt:

Satz 2.3 (Beth, [9]) Die ADFT,, y berechnet das Spektrum der DFTy, bzgl. der Normal-

Betrachten wir als Beispiel K := Q und n := 6. Die Elemente der Menge {(g, CZ} bilden dann
eine Normalbasis des 6-ten Kreisteilungskorpers Q((g) iiber Q. Wegen 1= —(2 = (¢ + (2,
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sowie (g+ (4 = Cé + Cg =0, besitzt die Transformationsmatrix der ADFTg ;. die Gestalt

1T -1 0 1 =1 0
1T 0 -1 =1 0 1

Dabei fallt zundchst einmal auf, daf sich diese Transformation unter ausschlielicher Ver-
wendung der Addition realisieren 1i8t2. Normalbasen mit dieser Eigenschaft bezeichnen
wir fortan als schlanke Basen. Die Frage nach Existenz und Aussehen solcher Basen riickt
hier in natiirlicher Weise in den Vordergrund. In diesem Kapitel zeigen wir u. a. den

Satz 2.4 Im Fualle des n-ten Kreisteilungskorpers Q((n)/Q existiert eine schlanke Basis
fiir alle n.

Dieser hat als unmittelbare Folge das

Korollar 2.2 Sei n eine natiirliche Zahl und K C C ein Korper. Gilt dann

G(K(Gn)/K) = (Z/nZ)%, (2.41)
so besitzt die Erweiterung K((n)/K eine schlanke Basis.
Fiir den Beweis bedarf es noch einiger Vorbereitung. Wir werden ihn im iibernéchsten
Abschnitt fithren; er wird konstruktiv sein, d. h. wir werden Basen angeben, welche die

notwendigen Bedingungen erfiillen und, in Verbindung damit, eine explizite Konstrukti-
onsmethode fiir die resultierenden Transformationen erhalten.

Zunichst aber zuriick zu unserem Beispiel. Bei genauer Betrachtung der Matrix

2FEinen Vorzeichenwechsel betrachten wir hier, wie allg. iiblich, im Hinblick auf eine mégliche Realisie-
rung nicht als skalare Multiplikation.
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Asg,c, stellt sich heraus, dafl diese sich via Zeilen- und Spaltenpermutation in folgende
Matrix tiberfithren l143t:

1 1 1 1 1 1
1T —1 1T -1 1 -1

1 1 1
1 1 0 0 -1 -1 1 1
= 1 0 -1 & = Ag‘fcz ® A2
1T —1 0 0 -1 1 1 —1 >
1 -1 0

1 T -1 -1 0 O
T -1 -1 1T 0 0

In der vorliegenden Situation iibertrigt sich also — in gewisser Weise — die Produktzerle-
gungseigenschaft der DF'T. Wir behandeln den allgemeinen Fall von zwei Seiten. Bezeichne
dazu, fiir natiirliche Zahlen ny,n; und j = 1,2, 9; einen NBE der Erweiterung K(Cp,;)/K.

Satz 2.5 Gilt (n1,n2) =1 und K(Cn,) NK(Cn,) =K, so ist

Any o @ Any 9, ~ Anyng 919, (2.42)

Bevor wir den Beweis fiihren wollen wir noch die Frage stellen, ob fiir einen NBE & des
Kompositums K(Cn,, Gn, )/K auch stets eine Zerlegung in obigem Sinne existiert. Schreiben
wir abkiirzend Sp;(-) := SPK((,“] iy /K G, )(+) fiir die Spurabbildung auf die entsprechenden
Zwischenkorper, so liefert der folgende Satz das Kriterium:

Satz 2.6 Unter der Voraussetzung K((n,) NK(Cn,) = K gilt: ein NBE ¥ der Erweiterung
K(Cny, Cny )/K besitzt genau dann eine Zerlegung der Form

9 =919y, (2.43)

mit 95 € K(Cn, ), wenn gilt
Sp(9)9 = Spy(9)Sp, (V). (2.44)

Im Falle von Sp(¥) =1 = (nq,ny) ist dann also insbesondere

Aniny 9~ Any sp, (9) ® Any sp, (9)- (2.45)
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Beweis: Die Bedingung K((n,) N K(Cn,) = K liefert uns, nach der Galoistheorie, eine
Zerlegung der Galoisgruppe G(K(Cn,, Cn,)/K) in der Form

G(K(Gny, Cny )/K) 2 G(K(Cn, ) /K) x G(K(Gn, )/K);

insbesondere ist also 919, ein NBE der Erweiterung K((pn,, Gn,)/K und dariiber hinaus
gilt
(9192)" = 0795 (2.46)

aufgrund der Eindeutigkeit des Spurduals. Die Teilerfremdheit der Zahlen nq, n;, garantiert
uns neben K(Cn,, Gn,) = K(Cnyn,) noch s1,s2 € Z mit syny + spny = 1, sodafl insgesamt
gilt
Sp((9192)"Crymy) = SP2(97637 )SPp1(9387,)
= SPK(cn, )/KP1CR ISP(Cn, )k D2GH, )-

Der Rest steht in Analogie zum DFT-Fall. Was die Aussage des zweiten Satzes angeht, so
ist zunéchst einmal klar, dafl das Element Sp;(9) einen NBE der Erweiterung K(Cy,) dar-
stellt. Gilt umgekehrt & = 9192, so ist Sp;(9) = 91Sp;(d2), und wegen K(Cn, )NK(Cn,) =K
gilt Sp;(92) € K; insbesondere ist also Sp(¥) = Sp,(Sp1(d)) = Sp;(92)Sp;,(91). Insgesamt
ergibt sich

Sp1(9)Spa(9) = 91925p;(92)Sp,(91) = ISp(9),

und damit der Satz. O

Ferner entnehmen wir dem Beweis, dal unter den gegebenen Voraussetzungen be-
reits alle méglichen Zerlegungen durch

9 = ((a/Sp(®))Sp;(9))((1/a)Sp2 (D)), (2.47)

mit a € K*, charakterisiert sind. Die Existenz einer solchen Zerlegung ist allerdings
nicht immer gewéhrleistet: so erzeugt z. B. das Element (3(5 + 1 eine Normalbasis der
Erweiterung Q((15)/Q — es besitzt aber, wegen 9((3(5 + 1) # (4 — (3)(2 — (5), keine
Darstellung der gewiinschten Form.

Mit Hilfe der letzten beiden Séitze erhalten wir unmittelbar die ,,zahme“ Variante
von Satz 2.4. Bezeichne dazu p die Mdbiusfunktion, so gilt der

Satz 2.7 Sein eine natirliche und quadratfreie Zahl, dann erzeugt das Element
V= pun)in (2.48)

eine schlanke Basis der Erweiterung Q((n)/Q.
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Beweis: Wegen Satz 2.6 und der schwachen Multiplikativitdt der Mobiusfunktion diirfen
wir uns auf den Primzahlfall beschréinken. Das Element ¥ := —(p, p prim, ist dann
offensichtlich ein NBE der Erweiterung Q((p)/Q und der Eintrag der Matrix A, ¢, an
der Position (k,1) entspricht 1 bzw. —1, je nachdem ob kl = O modp oder kl = 1 mod p;
in allen anderen Féllen ist er O. O

Das Vorzeichen p(n) ist fiir obige Existenzaussage nicht von Bedeutung; es ist so
gewahlt, dafl sich die Anzahl der benétigten Vorzeichenwechsel bei einer Realisierung
der ADFT,, 3 auf ein Minimum reduziert. Nach dem Gesagten gilt fiir die Anzahl der
notwendigen arithmetischen Operationen Yg(n) mit obigen Parametern die Abschéitzung:

Satz 2.8 Im Falle von u(n) # 0 gilt

Yon)<2n) (1 — %) , (2.49)

pn

wobei das p in der Summe die Primteiler von n durchlduft.

Notabene: Das in Satz 2.7 definierte Element ® := p(n){, erzeugt auch eine Basis der
Hauptordnung Z[(] von Q((n); eine sog. Ganzheitsnormalbasis. Eine notwendige Bedin-
gung fiir die Existenz einer solchen Basis einer endlichen (Galois-) Erweiterung K/Q ist,
da die Erweiterung an jeder (endlichen) Stelle hochstens zahm verzweigt. Im Falle des
Kreisteilungskorpers Q((y,) ist das gleichbedeutend mit u(n) # 0. Ohne niher auf die
Begrifflichkeiten einzugehen (vgl. [62]), skizzieren wir hier kurz das Argument: fiir einen
Erzeuger 0 einer Ganzheitsnormalbasis von K/Q mit Galoisgruppe G := G(K/Q) gilt
zunéichst einmal notwendigerweise Sp(6) = +1, und damit insbesondere fiir jede (endli-
che) Stelle p von K, mit p€|p,

> 07 =+Imodp.

oeG

Bezeichne I, die Trégheitsgruppe von p iiber K, dann folgt daraus

Lyl Z 09 = +1 mod p,
o'€G/I;

und damit (p,|Ip]) = (p,e) =1.
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2.3 Normalbasen und Gauf3sche Summen

Um auch im allgemeinen Fall schlanke Basen zu konstruieren, werden wir uns nun einer
speziellen Darstellung algebraischer Zahlen bedienen, welche auf H.-W. Leopoldt (vgl.
[52]) zuriickgeht. Vorab vereinbaren wir die folgenden Bezeichnungen.

Wir beginnen mit einer endlichen abelschen (multiplikativen) Gruppe G. Als Cha-
raktere von G bezeichnen wir die (Gruppen-) Homomorphismen

x:G—C* (2.50)

von G in die Einheitengruppe des Korpers der komplexen Zahlen. Diese bilden bzgl. der
Multiplikation x{(a) := x(a)P(a) selbst wieder eine, zu G isomorphe Gruppe, die Cha-
raktergruppe G’ von G. Das neutrale Element xo dieser Gruppe heifit der Hauptcharakter-.
Fiir ihn gilt also xo(a) = 1, fiir alle a € G. Da G endlich ist, gilt zudem fiir alle x € G’

X'¢ = x0; (2.51)

das Bild eines Charakters liegt also in der Menge der |G|-ten Einheitswurzeln. Fiir x '

schreiben wir aus diesem Grund auch ¥. Die Charaktere von G erfiillen u. a. die folgenden
Relationen:

G|, =
Y xla) = | o| X # xe (2.52)
a y X X0
) Gl, x=
Y xlahbla) = { O' X #i (2.53)
a y X

und, wenn wir (G™)” wieder mit G identifizieren, entsprechend

G, a=1
(a) = 2.54
%xa o s (2.54)
IGl, a=b
(a)x(b) = 2.55
%xax 0 s (2.55)

Den Wertekérper eines Charakters x bezeichnen wir kurz mit Q(x) := Q(x(a),a € G).
Fir ihn gilt, wie schon erwéhnt, Q(x) € Q((g/). Entsprechend definieren wir fiir

p € G(Q(x)/Q): xP(a) := (x(a))P fiir alle a € G.
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Wir betrachten nun einen abelschen Zahlkorper K/Q. Als Charaktere von K bezeichnen
wir die Charaktere der Galoisgruppe G(K/Q). Nach dem Satz von Kronecker-Weber (vgl.
[82] Th. 14.1) existiert in Abhéngigkeit von K eine natiirliche Zahl n := n(K), sodaf} gilt:
K C Q(¢rn). Die Charaktere

X : (Z/mZ)* — C* (2.56)

der Galoisgruppe der Erweiterung Q((y,,)/Q haben einen speziellen Namen: sie heiflen
Restklassen- oder auch Dirichletcharaktere. Die Zahl n nennt man einen FErklirungsmodul
des Charakters x. Er (der Charakter) heifit eigentlich oder primitiv, wenn er nicht schon
als Kompositum x : (Z/nZ)* — (Z/mZ)* — C* mit einem echten Teiler m von m
entsteht. Den Erklarungsmodul, bzgl. dessen der Charakter x primitiv ist (resp. der
grofte gemeinsame Teiler aller Erklirungsmoduln) bezeichnen wir im folgenden mit f,
und nennen ihn den Fihrer von X. Der Hauptcharakter xo (und nur dieser) hat den
Fiihrer fy, = 1 (Beachte: einen Charakter mit Fiihrer 2 kann es nach Definition nicht
geben).

Aus Notationsgriinden denken wir uns die Dirichletcharaktere als Funktionen auf
den ganzen Zahlen, indem wir fiir a € Z festsetzen:

x(a) == x(amodf,), (2.57)

falls (a,fy) = 1 und x(a) = 0, sonst. Ein Charakter x heifit in diesem Zusammenhang
gerade (resp. ungerade), falls x(—1) =1 (resp. x(—1) = —1). Die ganze Zahl

di = [ [x(—=1fy, (2.58)
X

wobei X die Charaktere von K durchlauft, heit die Diskriminante des (abelschen)
Zahlkorpers K.

Nach dem Chinesischen Restesatz korrespondiert zu einer Zerlegung m = my---m,
eines Erklarungsmoduls m von x in paarweise teilerfremde Faktoren, eine (eindeutige)
Zerlegung

X =Xmy  Xme (2.59)
wobel Xm, (a) :=x(ai), mit a; = amod my und a; = 1 mod mﬂl Entsprechend gilt fiir den
Fiihrer

fx = Fxmy 7 T, (2.60)

Die zum Restklassencharakter ¥ mit Erklarungsmodul m gehorigen Gaufischen Summen
sind nun definiert durch

T(XICm) = ) x(x)&, (2.61)

xXMNm
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a € Z, wobei ,x N m*“ bedeute, dafl x ein primes Restesystem modulo m durchlauft.

T(x) = T(xICs, ) (2.62)
heifit die zu x gehorige normierte eigentliche Gaufische Summe. Fiir sie gilt u. a.
t(x)T(X) = x(=1)fy, (2.63)

insbesondere also T(x) # 0. Fiir den allgemeinen Fall setzen wir (¢ = (py, mit (ag, mo) =
1, und erhalten T(x|C%,) =0, falls fy fmo. Gilt fy|mo, so haben wir (vgl. [33])

T(xICH) = @(m) (0 )y 0

atmo M XX a0, (2.6

wobei ¢ die Eulerfunktion und p wieder die Mobiusfunktion bezeichne; T(x|C$,) ver-
schwindet also nur dann nicht, wenn f,|my, % quadratfrei und zu f, teilerfremd ist.

Zur Zerlegung des Erklarungsmoduls m = mj---m, in paarweise teilerfremde Fak-
toren korrespondiert eine Zerlegung der entsprechenden Summen:

(XI5 mel )T (Xmy [C3,)- (2.65)

Die Werte der eigentlichen Summen T(x) und insbesondere die der Elemente

T(x)T(x")

Wl X') = T(xx')

(2.66)

des Faktorensystems der Gaufischen Summen werden wir im n#chsten Kapitel noch
genauer betrachten.

Wir kommen nun zu der oben angesprochenen Darstellung:

Satz 2.9 (Leopoldt, [52]) Sei K ein abelscher Zahlkorper mit Galoisgruppe G. Dann besitzt
jedes © € K eine eindeutige Darstellung

0= & X uklx®)Tix), (2.67)
X

wobei X die Charaktere von K durchlduft.

Die Koordinaten yx(X|®) sind Elemente des Wertekdrpers von X, also
yx(x[®) € Qx) (2.68)
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und zu konjugierten Charakteren gehdren konjugierte Koordinaten, d.h. fir p € G(Q(x)/Q)
18t
yk(x?P) = yx(x®)®. (2.69)

Umgekehrt definiert jedes die Bedingungen (2.68),(2.69) erfiillende System y(x) in ein-
deutiger Weise ein Element aus K.

Aufgrund der zentralen Bedeutung fiir dieses Kapitel soll der Beweis des Satzes an
dieser Stelle noch einmal skizziert werden. Wir orientieren uns dabei iiberwiegend an der
neueren Arbeit [54].

Die Darstellung (2.67) ergibt sich durch Anwendung des zu X gehorigen primitiven
Idempotents

Iy = |é—| Z x(o)o (2.70)

des (zerfallenden) Gruppenrings von G auf das Element 9 via
1 1
hd =15 D x(0)9° = TGUKXOIT00 (2.71)
o

(das in der Originalarbeit [52] angegebene Idempotent projiziert hingegen auf die
konjugierte Summe T(¥X)).

Entsprechend unterscheidet sich der folgende Satz von [52]:

Satz 2.10 Die oben definierten x-Koordinaten sind auf folgende Weise quasiitnvariant
unter G:

yk(xH?) = x(o)yx(xId), (2.72)
fiir alle 0 € G.

Die Eindeutigkeit der Darstellung (2.67) ergibt sich nun wie folgt. Sei
1
0=5 > ulTlx)
X

eine Darstellung der Null, wobei die y(x) den Bedingungen (2.68) und (2.69) geniigen.
Desweiteren sei m € N ein Vielfaches von |G| und dg, der Diskriminante von K. Fiir
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(z,m) = 1 bezeichne o, € G(Q({n)/Q) den Automorphismus, welcher durch (9 = (%,
gegeben ist. Nach der Automorphieregel fiir Gaufische Summen gilt dann

T(X)% = X*(z)T(x*), (2.73)
vgl. (2.64). Fiir einen Ausdruck A ﬁ ZXy(x)T(x) wie oben, folgt demnach
1 _
A% = G > x(2yx)Tx) (2.74)
X

1

und somit O = ]XO - ‘G‘y(X)T(X)u alSO U(X) = O

Falls z € ﬂXKernx folgt auflerdem A% = A, d. h. der Ausdruck ist tatséchlich
ein Element von K.

Wir wihlen nun einen festen Charakter x von K und definieren Ky als denjenigen
Teilkérper von K, welcher invariant unter dem Kern von x bleibt, also Ky := KKenX Fijr

k(x®) = f Z x(o (2.75)

folgt dann wegen

) =) XK= ) x(2)Spge, 1k (Cr )

xNfy zmod Kern x

sowie

X(@)9° = > X(2)Spk/k, (3)%,
2

o zmod Kernx

mit Hilfe elementarer Umformung;:

Satz 2.11 (Leopoldt, [52]) Fir die x-Koordinaten gilt mit obigen Bezeichnungen:

1 _
kX9 = = Y x(2)Spk /0 {SPrk, ()7 Spae,, 1, (67 } - (2.76)
X zmod Kernx

Zum einen folgen also die Aussagen (2.68) und (2.69), zum anderen ist zu erkennen, dafl
yk(x[®) nur von SPK /Ky (9) abhéngt.

Im allgemeinen hat man die folgende Reduktionsregel:

26



Satz 2.12 (Leopoldt, [52]) Ist L ein beliebiger Teilkorper von K und x bereits ein Charak-
ter von L, so gilt

yx(x®) =yu(xISpk,(d)). (2.77)

Soweit zum Beweis von Satz 2.9.

Das Element ¥ € K ist bekanntlich genau dann ein NBE, wenn die zugehorige
Diskriminante von Null verschieden ist:

d(9°,0 € G) := det((3°?))? = det(Sp(9°9°)) £ 0. (2.78)

Der folgende Satz liefert den Zusammenhang mit den x-Koordinaten:

Satz 2.13 (Leopoldt, [52]) Sei dx die Diskriminante von K, dann gilt

2
d(®9° 0eG) = <HyK(x|19)> d. (2.79)
X

Insbesondere ist das Element © also genau dann G-regulir, wenn die yx(x[®) samtlich von
Null verschieden sind.

Dieses Kriterium gibt uns nun die Moglichkeit der expliziten Konstruktion von Normal-
basen. Desweiteren haben wir fiir das Spurdual den folgenden

Satz 2.14 Sei & = ﬁZXUK(XH})T(X) € K ein NBE wvon K/Q, dann gilt fiir die x-
Koordinaten des Spurduals 3*:

x(—T1)

F )’ (2.80)

yk(xd*) =

Beweis: Zunichst einmal stellen wir fest, daf die Elemente x(—1)/fyyx(X[9) die Bedin-
gungen (2.68) und (2.69) erfiillen, da konjugierte Charaktere den gleichen Fiihrer haben.
Der Satz ergibt sich nun durch einsetzen von 9, 8* in die folgende Gleichung:

Sp(x®BP) = |]E| D ukxle)yk(XIBX(0)x(p)x(—T)fy, (2.81)
X
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mit «, 3 € K und o, p € G. Letztere gilt wegen

a’BP = |G|ZZX plyk(Xl)uk (WIB)T(x)T(h)

und damit, nach Spurbildung und Umgruppierung der Terme,

|G|Zx p)uk (XK (WIB)T(x)T (w)|'—| 3 X (m)b(m).

Daraus folgt (2.81) durch Anwendung von (2.53), sowie Gleichung (2.63). O

Korollar 2.3 FEin Normalbasiserzeuger 9 eines abelschen Zahlkorpers K ist genau dann
selbstdual, wenn fir alle Charaktere x von K gilt

x(—1).

[k (xI9)I* = = (2.82)
X
Hingegen ist fiir alle Charaktere x von K
1
k() = — (2.83)
X

genau dann, wenn 9 = 8.

An Gleichung (2.82) 148t sich u. a. ablesen, dafl unter den abelschen Zahlkoérpern hochstens
die reellen Zahlkorper selbduale Normalbasen besitzen. Eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz dieser Basen ist, wie schon erwéihnt, dal der Kérpergrad zudem ungerade ist;
vgl. [6].

2.4 Schlanke Basen fiir die rationale ADFT

Mit den Hilfsmitteln des letzten Abschnitts sind wir in der Lage den Beweis von Satz 2.4
zu fithren. Zunéchst bringen wir die Transformationsmatrix A, y der rationalen ADFT in
eine, fiir unsere Zwecke geeignete Darstellung:

Satz 2.15 Fir die Transformationsmatriz der rationalen ADF'T gilt mit den vereinbarten

Bezeichnungen:
y( xlel
Anp = (Z . (2.84)
k,l
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Beweis: Die Darstellung (2.84) ergibt sich wegen Ay = (Sp({}*dﬁl))kl nach Einsetzen

]

von 9* bzw. (k' in (2.81), sowie durch Anwendung von (2.80). O

Als néchstes bestimmen wir die Werte der x-Koordinaten der Einheitswurzeln. Wir
setzen (K' = (19, wobei (ng, ag) = 1 und erhalten nach (2.75) bzw. (2.64)

@(n) o o\
oot M X (F2)X(ao),  fxno
Y(xIEE) = y(xlgg) = ool AT X (2.85)
0, sonst
Nach dem Gesagten diirfen wir ng = p€ p prim, annehmen. Bezeichne abkiirzend
kl
C=Cayny = Ckl:= (p(]n) X y&g‘f‘g)), so erhalten wir nacheinander die Félle:
nog=1: Also ¢ = m. Wir setzen
y(xold) =1 (2.86)
und damit ¢ = 1.
Ny = 2: Nach dem letzten Fall gilt ¢ = m =1
ng=p#2 Es folgt ¢ = ﬁ (—1 + Zx‘fxzp %) Fiir die Charaktere x, mit
fy = p, wihlen wir
y(xd) = -1 (2.87)
und damit ¢ = p;j1 Zxx(ao), also ¢ = —1, falls ap = 1 mod p, ansonsten ¢ = 0.
ng = 2%,s > 1: In diesem Fall folgt ¢ = ﬁ ZX:fx s %. Nach Wahl von
1
yixw) =5, (2.88)

fiir die Charaktere vom Fiithrer 2° > 4, erhalten wir wegen ZerXZZS X(ap) =
ZX)Z(ao) — Zx,fx<25 X(ap) nacheinander ¢ = 1, falls ag = Tmod2%, ¢ = —1, falls
ap=1+25"mod 2%, und ¢ = 0 sonst.

no =p® s > 1,p # 2: Fiir die Charaktere x mit fy, = p® machen wir den Ansatz

p—1 .
) =2 3 () w1+ ) (2.89)

i=1
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(%) das Legendresymbol, und da x(1 4 ip®~') wegen fy = p*® stets eine primitive p-te

= 1. und

Einheitswurzel und (%) ein quadratischer Charakter ist, folgt y(x[®)y(x|®) 55

damit

bzw. nach Umordnung der Terme

— s (5) I xlaok1 i)

i X, fx=p*

Da Zx‘fxzps x(ap)x(1 + ip*") nur dann von Null verschieden ist, falls ay =

1+ jps "modp®, (j,p) = 1, folgt wegen 2 (%) =0 c = (%), in diesem Fall,
und ¢ = 0 sonst.

SchlieBlich iiberzeugt man sich noch davon, dafl die so definierten y(x|®) die Bedingungen
(2.68) und (2.69) erfiillen. Damit ist Satz 2.4 bewiesen. O

2.5 Die Schnelle Algebraische Fourier Transformation

Nachdem die Existenz schlanker Basen gezeigt ist, wollen wir uns nun der Struktur der
Transformationsmatrizen A,y im Zweierpotenzfall widmen und ein Analogon zur FFT,
die Schnelle Algebraische Fourier Transformation (SADFT) entwickeln.

Sei also n := 2% > 1. Bezeichne

1 1
O = o 145 > Tl (2.90)

die, im letzten Abschnitt definierte (schlanke) Normalbasis der Erweiterung Q((n)/Q,
sowie Nq g, = (Sp({}ffC}l))l e mit1=0,...,n/2—Tund 0 € G(Q(¢n)/Q), die zugehsrige
Basiswechselmatriz. Schreiben wir noch abkiirzend Ay, := Ans,, bzw. Ny i= Ny 5, so gilt
der
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Satz 2.16 Durch geeignete Spaltenpermutation geht die Matriz Ay, tber in die Matriz

~ An/Z

An=(A2®Ey ) (2.91)

Nn

Beweis: Die Zerlegung ergibt sich durch Anordnung der Spalten wie folgt: zunéchst die
geraden 0,2,...,m — 2 und dann die Inversen der ungeraden Spaltennummern (modn)
1,371,...,(n—=1)"". Fiir n > 4 und einen zunichst beliebigen NBE 0 € Q({,), gelangt
man dadurch zu einer Zerlegung der Form

~ Ansze  Nnpe Anj20
Ane = " = (A2®Epn ) 2) "
Anpe —Nnp Nne
Desweiteren ist zu beachten, dafi der Eintrag an der Stelle (1,s), wegen (¥ = (19,

nur von dem Tupel (ng, ap) abhingt; vgl. den letzten Abschnitt. Der neue Erzeuger
0’ € Q((y 2) entsteht also aus 0 durch Weglassen der hochsten x-Koordinaten, d. h.
durch y(x|0’) :=y(x|0) fir fy < n/2. Die Wahl 0 := 9y, liefert schlieBlich (2.91) O

Der Gesamtaufwand zur Realisierung der Transformation ergibt sich also als Sum-
me aus einer Transformation halber Lénge, einem Basiswechsel und einem Rest; in
Zeichen:

YA(TL) = YA(TL/Z) + YN(TL) + n. (2.92)

Fiir die Basiswechselmatrix N,, haben wir den folgenden

Satz 2.17 Firn > 4 und 9, wie oben, geht die Matriz Ny durch geeignete Zeilenpermu-
tation tber in die Matriz

i N
N,= | ™? (A2 @ Epa). (2.93)

E'r1/4

Beweis: Die Zeilenpermutation ordnet erst die geraden und dann die ungeraden Zeilen-
nummern. Damit hat man, zunéchst wieder fiir einen beliebigen NBE 6 € Q((n), unter
Beachtung von (2571 45s)7" = 21 4571 mod 2¥, fiir k > 2 und ungerade s, eine Zerlegung
der Form

~ N 2‘9/ N 2,9/ N 2‘9/
Nn,e = " "/ = " (AZ ® En/4))

RTL,e _Rn‘e Rﬂ.‘e
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mit einer Matrix

Rpp i= (Sp(e*ckf*1 )) L (2.94)

l,s =1,...,n/2—1; 1,s ungerade. Der Erzeuger 0’ € Q((y /2) ergibt sich auf die gleiche
Weise wie oben. Dem letzten Abschnitt zufolge gilt nun nach Wahl von 0 := 9,, zunéchst

Rn, = Enya (2.95)

und damit der Satz. O

Als Folgerung aus dem letzten Satz ergibt sich also damit, wegen der Abschétzung
Ynn) =YnM/2)+n/2 <n—2, (2.96)

fiir die Transformation von Polynomial- in Normalbasis das

Korollar 2.4 Der Aufwand fiir die Realisierung des Basiswechsels (Cjn)j — (99) o ist mit
obiger Methode linear.

Eingesetzt in (2.92) erhalten wir als Aufwand fiir die SADFT im Zweierpotenzfall:

Satz 2.18 Fiir n := 25 und 9, wie in (2.90), erlaubt das dargestellte Verfahren eine
Realisierung der ADFT 5, mit Hilfe von O(n) Additionen.

In Abb. 2.2 ist das FluBidiagramm des resultierenden Algorithmus fiir den Fall n = 8
dargestellt.
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Abbildung 2.2: Flufidiagramm zur SADFTg
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Kapitel 3

Fermat

3.1 Normalbasenarithmetik

Nachdem wir im letzten Kapitel gesehen haben, wie sich im abelschen Fall Normalbasen
konstruieren, bzw. manipulieren lassen, wollen wir nun einen genaueren Blick auf die,
diese Basen betreffende Arithmetik werfen.

Sei dazu im Folgenden K ein abelscher Zahlkoérper, G die zugehorige Galoisgrup-
pe, sowie 9C eine Normalbasis der Erweiterung K/Q. Fiir Elemente «,f € K, mit
=7 ,as9% p = Z(pb(p{}q’, ag, by € Q, besitzt dann das Produkt die Darstellung

(XB = Z{(X) B}ﬁ,pﬁp) (3]‘)
P

wobei es sich bei der Abbildung
{', '}ﬁ,p Kx K — Q (32)

um eine nichtausgeartete, symmetrische Bilinearform des |G|-dimensionalen Q-
Vektorraums K handelt. Entsprechend sind die zugehorigen Matrizen Wép) € Q'GMG'
definiert via

{«, B}ﬁ,p = (ao)cwép](b(p)ly (3.3)

Genauer:

Definition 3.1 Se:i K ein abelscher Zahlkérper mit Galoisgruppe G und ¥ ein Erzeuger
einer Normalbasis der Erweiterung K/Q. Dann heifit die Matriz

Wy = (Spkg(87999°) ) . (3.4)
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die Faltungsmatrix von K zu p € G.

Ein Ziel dieses Kapitels soll sein, die Struktur dieser Matrizen genauer zu betrachten.
Insbesondere soll der Frage nachgegangen werden, inwieweit diese Struktur durch die
gegebene Normalbasis auf der einen, und auf der anderen Seite durch die, allein von dem
Zahlkorper abhéngigen Invarianten bestimmt ist.

Zunichst fallt auf, dafl sich die Faltungsmatrizen W(p), wegen
SpK /g (899P9*P) = Spy (87 ' 9PP ' 9%), (3.5)

durch Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen ineinander iiberfiihren lassen. Das ist insofern
verstéindlich, da sich eine Konjugation bzgl. einer Normalbasis als eine Permutation der
Koeffizienten darstellt.

Mit den Bezeichnungen des vorherigen Kapitels erhalten wir desweiteren den

Satz 3.1 Die Matriz W‘gp) besitzt bzgl. der x-Koordinaten die Darstellung:

8 |G| (Zy X|8|;1z(p ) . (3.6)

0,¢

Beweis: Die Gleichung (3.6) erhdlt man aus (3.4) mit Hilfe von (2.81), sowie unter
Ausnutzung von (2.80). O

Aus obiger Darstellung ergibt sich beispielsweise fiir den Fall K = Q((p), p > 2
prim, mit ¥ := —(, und unter Beachtung des Isomorphismus G(Q((p)/Q) ~ (Z/pZ)*:

W(—psz = ([0—1— @ =0modp] —[o+¢= pmodp]) , (3.7

o,Q

wobei die Konvention [TRUE] = 1, bzw. [FALSE] = 0 gelten soll. In diesem Fall handelt es

sich also bei den Eintridgen der Matrix Wipc]p um Eintrége der Matrix Ay, ¢, aus dem
letzten Kapitel.

Genau wie die Transformationsmatrizen der ADFT besitzen die Faltungsmatrizen,

unter gewissen Voraussetzungen eine Produktzerlegungseigenschaft. Seien dazu Ki, Ky
abelsche Zahlkérper mit Normalbasen 81G‘ ,1926 2 und Diskriminanten dj,d;. Gilt dann
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(dq,dz) =1, so ist offensichtlich & := 979, ein NBE der Erweiterung K/Q, mit K := K;Ko.
Fiir p € G := G(K/Q) ~ Gy x G, schreiben wir pj fiir die Projektion auf Gj, j =1,2.

Satz 3.2 In obiger Situation, d.h. im Falle teilerfremder Diskriminanten gilt

Wi~ Wit @ W), (3.8)

Beweis: Fiir einen Charakter x von K gilt mit Blick auf (2.71) zunéchst einmal

yixi®) = 2 3 X(o}°TX. (3.9)
X o

Nach Voraussetzung ist x von der Form x = Xj1x2, mit Charakteren x; von Kj. Damit
ergibt sich nach (2.65)

1 07 02 — — YRSV
ylxd) = T ZX1(0—])X2(0—2)811822X](fxz)XZ(f)a)T(X1)T(XZ)
X1 X2 01,02

= X1(fy, )x2(fx Ju(xal®1)y(xzal¥2).

Entsprechend zeigt man

1 ~ - -
yXPT?) = ——— 3 xalp1)xalp2)d] 79T POT PO X (F Xal i )T0X1)T(x2)
X17X2 o102
= X1(fxo X2 (fxy U7 97y (x293°952).
Durch Einsetzen in (3.6) ergibt sich schliefilich der Satz. O

Ganz analog zu Satz 2.6 beweist man auch die andere Richtung:

Satz 3.3 Der abelsche Zahlkorper K = KiKy mit NBE ¥ sei das Kompositum zweier
abelscher Zahlkorper X5 mit teilerfremden Diskriminaten dj. Genau dann ist O von der
Form

9 =H9,, (3.10)
mit 95 ein NBE der Erweiterung K;/Q, wenn gilt

S].01</<@(19)19 = SpK/K1 (19)8101(/1(2 (D). (3.11)

Bis auf rationale Konstanten sind dadurch alle Zerleqgungen von 9 gegeben.
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Beweis: Es geniigt sich zu vergewissern, dafl unter den gegebenen Voraussetzungen
bereits Ky N K, = Q gilt. Die weitere Argumentation verlduft nun entsprechend der des
Beweises von Satz 2.6. O

Wir wollen noch einen Schritt weitergehen und den Zusammenhang der Matrix
Wép) mit den yx-Koordinaten y(x[¥) genauer untersuchen. Betrachten wir dazu zunéchst
beliebige «, 3 € K, mit Darstellungen o = ﬁ ny(xloc)’r(x) und 3 = ﬁ ZXy(xlﬁ)T(x).
Das Produkt

xB = oz 3 ullolulx B
XX

148t sich dann in folgender Form schreiben:

ap=m Y {w X vy Blebox) ), (3.12)
Y xXx' =y

wobei w(x,X’), wie schon erwihnt, durch

T(x)T(x')

o~ (3.13)

w(x,x') =

gegeben ist. Der Ausdruck in geschweiften Klammern erfiillt dabei die Bedingungen (2.68)
und (2.69), denn nach der Automorphieregel fiir Gaufische Summen (2.73) folgt einerseits

w(x,x') € Qx,x), sowie w(x,x)°=w(x%x), (3.14)

fir 0 € G(Q(x,X)/Q). Auf der anderen Seite bleibt er invariant unter Morphismen
@ € G(Qx,X)/Q(xx')) und ist damit Element des Wertekorpers Q(xx’). Damit ist der
folgende Satz bewiesen:

Satz 3.4 Fir «,p € K ergeben sich die x-Koordinaten des Produkts zu

: | Y Xy IB)wix,x), (3.15)

y(blap) = 15
xx' =

fir alle Charaktere \p von K.

Man sieht deutlich, daBl es sich hierbei um eine ,,gewichtete“ Faltung handelt. Schreiben
wir noch abkiirzend .
~yxPyxX'P)

KX, X' )o = T ubodld) (3.16)
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so ergibt sich mit dieser Vorbemerkung die folgende Darstellung:

Satz 3.5 Die Faltungsmatriz Wép) ist von der Form

1
Wé‘”z@ Ykl x)ewlx, X)x(op X (90 ) | . (3.17)

!
XX o\

Diese Darstellung beschreibt nun, wie das Produkt der Faktorensysteme

ax (X, X59) = k(x, X Jow(x,X') (3.18)

der x-Koordinaten bzw. der Gaufischen Summen des Zahlkorpers die ,, Entfernung” von
der, ohne Zweifel wiinschenswerten komponentenweisen Multiplikation

1 1o _
e | Lxtee Koo )| = (Sopben), (3.19)
XX - '

bestimmt. Wihrend bei der ,,Wahl“ der Elemente k(x,X')s noch gewisse Freiheitsgrade
existieren, so wird sich spétestens im nichsten Abschnitt herausstellen, dafl es sich bei der
expliziten Bestimmung der w(x,X’), schon in vermeintlich ,einfachen Fillen“ um einen
komplexen Vorgang handelt. So wird allein schon die Frage, in welchen Féllen diese trivial
sind, d. h.

w(x,xX) € Z, (3.20)

weitreichende Konsequenzen haben.

Betrachten wir zunéichst aber zur Veranschaulichung einen quadratischen Zahlkérper K,
sowie einen NBE ¥ = (1/2)(y(xo®) + y(x[¥)t(x)) der Erweiterung K/Q. Nach Definition
gilt dann w(xo,x) =1, bzaw. w(x,x) = x(—1)fy, und damit

9 1 1 1 1 -1
y(xol?) + 2x(p) g ’

4 11 1 1 1

W‘(()p) —

mit Ay = (y(xlﬁ)/y(x()lﬁ))zx(—l)fX. Unter Beachtung von y(xol¥) = Sp(¥) und einer
weiteren Umformung ergibt sich schliellich

Toae [ =1 1 1
46 + ’
1 -1

wit = sp(9) (3.21)
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bzw.

1— —1 1
Ao + , (3.22)

)
Wy ' = Sp(d)
? 4 1 -1 1

wobei wir die Elemente der Galoisgruppe G(K/Q) nun symbolisch mit {4, —} bezeichnet
haben. Wegen

(ar, a )WE (b4, b )T = Sp(®) {((1 —Ap)/4)(a_—ay)(by —b_) + arby)

benétigt das resultierende Verfahren dabei drei nicht-skalare Multiplikationen, und ist
damit in diesem Sinne optimal.

Als letztes Beispiel wollen wir uns noch den Fall eines Zwischenkérpers von Q((p)/Q
anschauen. Sei dazu H eine Untergruppe von G(Q((p)/Q) ~ (Z/pZ)*, sowie K der
zugehorige Fixkorper. Der Einfachheit halber wihlen wir als NBE der Erweiterung K/Q
das Element

wobei die letzte Gleichheit aus (2.77) folgt.
Im Gegensatz zum letzten Beispiel, ergibt sich an dieser Stelle die Frage der w(x,x’) im

nichttrivialen Fall. Einer bekannten Tatsache zufolge (vgl. [7]), stellen sich diese hier als
Jacobisummen dar:

Satz 3.6 Im Fulle von fy =fyy =p und xx' # Xo gilt

ZX '(1—a). (3.24)

Durch Einsetzen in Gleichung (3.17) folgt dann

1

(p) _
Wo =g

(Wq —Wa),
wobei die Matrizen W; durch

:OQWZM+HWZM+MQbEﬂmde—W—U—%Gw

)
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bzw. durch

p—1
Wo=[2> > xlaX(1—a)xlop )X (ep ")

a=2 (x,X')eT 0,0

gegeben sind. Die Menge T besteht dabei aus den, im Sinne von Satz 3.6, nichttrivalen
Tupeln, also T := {(x, X )x, X', xX' # Xo}- Indem wir die fehlenden Glieder hinzufiigen,
kommen wir zu der Darstellung W, = W3 — W,, wobei die Matrix

Wi = (I6llo = o] +1G]lp = o] + Gl = — mod H] —p —1)

o,
die trivialen Terme sammelt, und W3 durch
p—1
Wi=|> <Zx(a)>‘<(dp‘)> D> X (1 —a)X (e
a=2 X X' o,

beschrieben ist. Nach einer weiteren Umformung und Zusammenfassung der einzelnen
Komponenten ergibt sich schliellich der

Satz 3.7 SeiH eine Untergruppe von G(Q((p)/Q), K der zugehorige Fizkdorper und O wie
in (3.23) ein NBE der Erweiterung K/Q. Dann beschreibt

wiP) = <|H|[ =@ mod H— Y [oh+ ¢h =p mod ‘p]) (3.25)
h,hWeH o,

die Faltungsmatriz von K.

Bei den, von p abhdngenden Summanden der Eintrége von Wép), handelt es sich um sog.
Kreisteilungszahlen. Allgemein ist fiir eine Primzahl p = kf + 1 mit Primitivwurzel g und
ganze Zahlen s und t die Kreisteilungszahl

(s, (3.26)

der Ordnung k definiert als die Anzahl der Zahlen n (mod p), fiir welche die Werte n/g*
und (n + 1)/g* von Null verschiedene k-te Potenzreste darstellen.

Entsprechend (vgl. [7]) ist die Anzahl der Losungen 0 < wuj,uy < f der Kongru-

enz
14 g Fs 4 gkiztt = 0 mod p (3.27)
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durch die Zahl

(s,t)k, f=0mod 2
(s, t+ (1/2)kf)x = (3.28)
(s,t +(1/2)k)x, f# 0 mod 2

gegeben. Mit dieser Vorbemerkung und aufgrund der leicht einzusehenden Tatsache
(s,t)x = (—s,t — s)x erhalten wir das

Korollar 3.1 In der gegebenen Situation sind die k := |G(K/Q)| Faltungsmatrizen von K,
m Falle von |H = 0 mod 2 zu den Matrizen

|HEk—<@—nt—rh> , (3.29)

s,t

sowie im Falle von H| £ 0 mod 2, zu den Matrizen

|HEk—(H—as—rk) , (3.30)

s,t

mit r,s,t=0,...,k—1, dquivalent.

Das Studium der Faltungsmatrizen ,reduziert” sich damit in diesem Beispiel auf die Un-
tersuchung der sog. Kreisteilungsmatrizen ((s,t)x)st. Fiir kleine Ordnungen finden sich
diese etwa in [7].

3.2 Mirimanoffpolynome

Das letzte Beispiel gibt schon einen Hinweis auf den Zusammenhang zwischen der
Arithmetik einer abelschen Erweiterung K/Q auf der einen, und dem Faktorensystem
Gauflscher Summen auf der anderen Seite. Um eine Vorstellung von den w(y,x’) im
allgemeinen Fall zu erhalten, verschaffen wir uns zuniichst einen Uberblick iiber die Werte
der Gaufischen Summen.

Die Summen mit hcheren Fiihrern sind, im Gegensatz zu dem Fall f, = p (vgl. [7]

Th. 1.6.1), immer von der Form ,,/fy mal Einheitswurzel“. Genauer gilt (vgl. [7] Th.
1.6.2):
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Satz 3.8 Sei p eine ungerade Primzahl, 2 < v € N und k := p". Desweiteren sei X ein
primitiver Charakter (mod k), mit x(1+p) = C;}p. Dann gilt fiir die korrespondierende
Gaujfische Summe

Vkiy, fallst =2

) = VKGA-P2¢P 08 g v = 3 (3.31)
ﬁ&ﬁ, fir gerade v > 3 ) '
\/ECﬁi“*p]/z, fiir ungerade v > 3

mit einer ganzen p-adischen Zahl

D B P
M g1+ ) (1 o (10g(1+p))>’ (3:32)

wobei es sich bei der Funktion log um den p-adischen Logarithmus handelt.

Auf eine Darstellung der p-adischen Analysis kénnen wir an dieser Stelle verzichten; wir
werden sie im Folgenden nicht brauchen. Desweitern sei bemerkt, dafl ein &dquivalenter
Satz auch fiir Zweierpotenzen existiert, vgl. dazu [7], Th. 1.6.3.

Nach (2.73) und der Produktformel (2.65) sind durch diesen Satz alle Werte w(x,x’),
zumindest fiir Charaktere mit ungeradem Fiihrer vollsténdig beschrieben. Wir betrachten
nun den Fall der reellen Erweiterung K/Q vom Grad p > 2, deren Diskriminante
ausschlieflich durch p teilbar ist'. Diese ergibt sich beispielsweise als Teilerweiterung von

Q(C2)/Q, durch K := Q(T'), mit
= Spg(c ,)/k(Cp2)- (3.33)

Die nichttrivialen Charaktere von K haben demnach alle den Fiihrer p? und sind zudem
gerade. Wir wihlen einen festen Erzeuger x der Charaktergruppe von K, welcher wie in
Satz 3.8, durch x(1 —p) = (p normiert sein soll. Fiir k,1 € Z, mit k,1,k 4+ 1 # 0 mod p,
folgt dann

x*O)xH ()

w(x*xY) =p

Um fiir eine ganze Zahl k Z 0 mod p den Wert von (k) zu bestimmen, definieren wir den
Fermatquotient qp(k) als die kleinste positive ganze Zahl, welche der Gleichung

kP~ =1+ qp(k)p mod p? (3.35)

Tn dieser Erweiterung ist also p die einzige endliche (rein-)verzweigte Stelle.
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geniigt. Aufgrund der Normierung von x ergibt sich damit
x(k) = ¢, (3.36)

Desweiteren lifit sich an dieser Gleichung ablesen, daf sich die Funktion q,(-) modulo p
wie eine Logarithmusfunktion verhélt:

dp(ab) = qp(a) + qp(b) mod p. (3.37)
Um auf Gleichung (3.34) zuriickzukommen, so ergibt sich, nach Auswertung des Charakters

X geméB (3.36), nunmehr der

Satz 3.9 Mit den vereinbarten Bezeichnungen gilt, fir k,l,k+ 1% 0 mod p,

—(k 4V vp (55)
wix x) =pg TR (3.38)
wobei es sich bei dem Polynom
Ypt) =) sV € Fplt (3.39)
j=1

um das (p — 1)-ste Mirimanoffpolynom handelt.

Beweis: Unter Beachtung der Kongruenz
1 -1 s+1
— (p) = =D mod p, (3.40)
P \s s
firs=1,...,p — 1, folgt zunichst
1 —=tP—(1—=t)P
B p
und damit, unter Zuhilfenahme von (3.37), der Satz. O

Yp(t) = (t—T1)gp(t—1) —tgp(t) mod p (3.41)

Die Aussage des letzten Satzes macht ein Studium der Werte, und insbesondere
der Nullstellen besagter Polynome, resp. der Fermatquotienten unumgéinglich. Vom
Standpunkt der Zahlentheorie aus handelt es sich jedoch um ,alte Bekannte“, mit
z. T. kurios anmutenden arithmetischen Eigenschaften. So existiert beispielsweise eine
Beziehung zu der, kiirzlich von P. Mihailescu bewiesenen Catalanschen Vermutung,
Abhéngigkeiten zur Teilbarkeit der Klassenzahl bestimmter Zahlkorper, Beziehungen

43



zu den Bernoullizahlen, und damit zur Riemannschen Zetafunktion — um nur einige zu
nennen.

Der Fermatquotient hat im Jahr 1909 durch das sog. Wieferichkriterium eine ge-
wisse Beriihmtheit erlangt; es besagt, daf} fiir eine ungerade Primzahl p und ganze Zahlen
X,Y,z, mit pf xyz, welche die Gleichung

XP +yP +2P =0 (3.42)

erfiillen, stets gilt
2771 =1 mod p2. (3.43)

Anders ausgedriickt, in diesem Fall ist also qp(2) = 0.

Bis zum heutigen Tag sind nur zwei Primzahlen bekannt, welche der Bedingung
(3.43) geniigen: die Zahl 1093, gefunden von W. Meissner im Jahr 1913, sowie 3511,
endeckt im Jahr 1921/22 durch N. Beeger (vgl. [69]).

Ein Jahr nach Wieferich konnte Mirimanoff bereits zeigen, daf}, im Falle der Giiltigkeit
von Gleichung (3.42), auch
371 =1 mod p? (3.44)

gelten mufl. Es folgte eine Reihe von Arbeiten (vgl. [69]), deren gemeinsames Ergebnis das
folgende Kriterium beinhaltet: falls die oben definierten Zahlen p, x,y, z die Bedingungen
P/ xyz und (3.42) erfiillen, so gilt fiir alle natiirliche 1 < 113 auch q,(1) = 0.

Obwohl Fermats Letzter Satz, wie er oft genannt wird, inzwischen als bewiesen
gilt, ist bis zum jetzigen Zeitpunkt nicht bekannt, ob eine ungerade Primzahl p existiert,
welche der Bedingung

ap(2) =qp(3) =0 (3.45)

geniigt. Allgemeiner formuliert stellt sich hier also die Frage nach einer oberen Schranke
fiir die Zahl

Kp :=min{q € N|qp(q) # 0} (3.46)
Aufgrund von (3.37) folgt, daf8 es sich bei k, um eine Primzahl handelt, welche trivialer-

weise durch k, < p beschrénkt ist.

Art und Anzahl der Werte des Polynoms <yp(t), und insbesondere die Nullstellen
werden schon seit léngerer Zeit, nicht zuletzt wegen des offensichtlichen Zusammenhangs
mit Fermats Letztem Satz, genauer untersucht; um nur ein Beispiel aus diesem Bereich
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zu nennen: Mirimanoff konnte zeigen, daf im Falle der Giiltigkeit der Gleichung (3.42),
wie immer unter der Nebenbedingung p f xyz, fiir s :=y/(x +y) = —y/z mod p auch

Yp(s) =0 mod p (3.47)

gelten muf} (vgl. [69]). Ebenso 18t sich, wie leicht an (3.41) abzulesen ist, die oben defi-
nierte Zahl k, wie folgt charakterisieren:

kp = min{q € N|vy,(q) # 0 mod p}. (3.48)

Da nun jede Nullstelle z, z # 0,1 mod p, von yp(t) auch Nullstelle der Ableitung y;(t) =
T4t+...+tP 2 ist, also stets eine doppelte Nullstelle darstellt, ergibt sich, aufgrund der
Charakterisierung (3.48), bereits die Abschétzung

]
kp < p—; . (3.49)

Die Anwendungen derlei Untersuchungen sind jedoch keineswegs auf rein zahlentheoreti-
sche Fragestellungen beschrinkt. So basiert beispielsweise der erste deterministische poly-
nomiale Algorithmus zur Primzahlerkennung (vgl. [3]) auf einer Variante des Kriteriums:
n ist prim, gdw.

1—t"=(1—1)" mod n; (3.50)

das ist aber gerade, mit Blick auf (3.41) die, das Mirimanoffpolynom definierende
Gleichung.

Diese letzte Gleichung besagt auBlerdem, dafl sich der Wert des Polynoms vy,(t) an
jeder beliebigen Stelle effizient berechnen 148t, oder in Zeichen der Komplexitétstheorie
ausgdriickt, daf} fiir die Menge W, :={(p,vp(ap))|p > 2,p prim, a, € Fp} gilt

W, € NP. (3.51)

Die Menge des Wertebereichs ist also nichtdeterministisch-polynomial entscheidbar. Die
Frage nach der Umkehrung dieser Aussage ist zum jetzigen Zeitpunkt noch voéllig offen:

W, €co—NP ? (3.52)

Tatsdchlich liegt die Vermutung ,nahe®, daf es sich bei dem Polynom vy, (t) um eine Art
»,Einwegfunktion“ handeln kénnte.

Als letztes Beispiel fiir eine mogliche Anwendung in der Kryptographie betrachten
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wir den Zusammenhang des Mirimanoffpolynoms mit dem Diskreten Logarithmus Pro-
blem in der Einheitengruppe des endlichen Kérpers Fp. Fiir einen Erzeuger w von FJ
und ein beliebiges Element o« dieser Gruppe schreiben wir

dLog,(«) := min{k € No| w® = o (3.53)

fiir den diskreten Logarithmus von o zur Basis w. Dann 148t sich zeigen, daf} gilt

p—2
D yplwH)ak = (dLog () + 1) mod p. (3.54)
k=1

Wir beginnen nun mit der Untersuchung der Nullstellen des Polynoms 7y,(t). Dazu
notieren wir zunéchst die zwei folgenden elementaren Eigenschaften, welche sich leicht an
der Darstellung (3.41) ablesen lassen:

Yp(a) =vp(1 —a) mod p, (3.55)
sowie, fiir a Z 0 mod p,
1
vpla) = —ayp() mod p. (3.56)

Fiir die nichttrivialen Nullstellen z von vy (t), also z # 0,1 mod p, bedeutet das, ihre
Existenz vorausgesetzt, dafl diese, abgesehen von zwei Ausnahmefillen stets in ,,Sechser-
gruppen” auftreten:

K (3.57)

N
_“

I
L
-

Die Ausnahmen bestehen, im Falle von y,(2) = 0 mod p, aus der ,,Dreiergruppe*

2 (3.58)

C% \_1 E

sowie, im Falle von p = 1T mod 3, aus den Nullstellen o, ocg, des Polynoms t?*—t+1 € Fpltl:

X6 Tag. (3.59)



Desweiteren 148t sich leicht nachpriifen, daf} ein ,, Vierer unter den gegebenen Vorausset-
zungen nicht existeren kann.

An der Eigenschaft (3.55) kann man, in Verbindung mit der bisherigen Abschitzung
(3.49) zudem ablesen, daf8 hochstens die Hélfte der Nullstellen von v, (t) zu einer oberen
Schranke von k;, beitragen. Wir kénnen diese damit noch einmal verbessern:

V’#J ' (3.60)

N

Kp

3.3 Relationen fiir v,

Das Polynom vy, (t) erfiillt eine Reihe bemerkenswerter Relationen. Um nur ein Beispiel
zu nennen: Aus

Yr(a) =vpla+1) =0 mod p (3.61)

folgt stets auch
yp(az) = 0 mod p. (3.62)

Derlei Relationen resultieren meist aus dem direkten Zusammenhang mit dem Faktoren-
sytem der Gauflschen Summen und damit aus dem folgenden Satz:

Satz 3.10 Fir a,b # 0,1 mod p, sowie ab Z 1 mod p, gilt

(1 — ab)yp(——2) 4+ (1 - blyp(a) = (1 — ablyp(——2

Beweis: Zunichst stellen wir fest, dafy mit obigen Bezeichnungen, fiir beliebige Charaktere
X, X, X" stets

1.1

w(x, XX, x") = wxx', xwx x) (3.64)

gilt. Dies 1483t sich direkt an der Definition der w(x,X’) ablesen. Nach Anwendung von
Satz 3.9 ergibt sich damit, fiir k,1,j, mit k,1,j,k+ 1, 1+j,k+14+7j £ 0 mod p,

k+1 k
—_— k+1 —).
i) e Ul

(k+14+7)vp( 1

)+(l+j)Yp( )E(k‘i‘l‘f’j)YP(

k- b
kK+1+] 1+

Nach Durchfithrung der Substitutionen 1 — a := 1/(1 +j) und b = k/(k + 1), sowie

elementarer Umformungen folgt, unter Beachtung der obigen Nebenbedingung, schlieflich
die Aussage. O
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Der letzte Satz gestattet also durch Vorgabe bestimmter Nullstellen des Polynoms,
neue zu ,produzieren®“. Die Aussage des anfangs betrachteten Beispiels ergibt sich etwa
durch Einsetzen von a und b:=1/(a + 1) in Gleichung (3.63).

Ein fiir unsere Fragestellung ganz wesentlicher Satz ist nun der folgende.

Satz 3.11 Fir 1 <u,v <Ky gilt

yp(%) =0 mod p. (3.65)

Beweis: Nach Division von (3.63) durch (1 —a)(1 —b) und anschliefSender Substitution
e :=1/(1 —a), sowie d := 1/(1 — b), ergibt sich zunéchst, fiir e,d #Z 0,1 mod p und
e+ d # 1 mod p, die Relation

d—1 d

(e+d—1) (yp(m)—yp( 1)) =vple) —vp(d). (3.66)

e+d—

Die Aussage des Satzes folgt nun induktiv, unter Beachtung von (3.55), (3.56), sowie der
bisherigen Abschitzung (3.60). O

Wir erhalten unmittelbar eine signifikante Verbesserung der bisherigen oberen Schranke
von Kp. Bezeichne dazu, fiir 0 < a < p,

Nayp = [{c|0 < c<p,vplc) = amod pj (3.67)

die entsprechende Anzahlfunktion des Polynoms yp(t), so gilt der

Satz 3.12 Mit obigen Bezeichnungen ist
Kp € OlyMop) (3.68)

Beweis: Die Schranke folgt mit Hilfe von Satz 3.11, sowie der Tatsache, daf fiir natiirliches
g und

sq:=Hu,v) [1<u,v<q,g8T(u,v) =1}

stets gilt

k=1 1k 1<q



Wir behaupten nun, daf fiir geniigend grofles p gilt:

kp < [VPJ.

Angenommen das wére falsch, so hdtten wir zunichst mehr als
2
2 T 14
2 Ld
(LvP]) ( c > >3

Nullstellen von der Form a/b, mit (a,b) =1 und 1 < a,b < [/p|. Nun ist mit a/b aber
auch 1 —a/b eine Nullstellen von y,,. Das folgende Lemma zeigt, da8 noch einmal knapp
die Hilfte dieser Nullstellen dazukommt:

Lemma 1 Firp prim und Zahlen a,b, mit 1 < a,b < [\/p] und a > b, existieren keine
Zahlen c,d, mit 1 <c,d < [/p], sodaf gilt:

a C
1—E:amodp.

Mit Hilfe dieses Lemmas haben wir also fiir geniigend grofies p und unter der Annahme

Kp > [/P] mindestens
(-] -2

Nullstellen von vy, produziert, was aber, da wir die 0 nicht mitzéhlen und jede Nullstelle
(auBer der 1) doppelt vorkommt, nicht sein kann. Daher gilt also k, < [\/p] und somit
existieren Q(K%) viele Nullstellen von 7y,,.
Beweis des Lemmas: Aus der Gleichung

bd — ad = bc modp
folgt zunécht, wegen a > b die Existenz eines k > 0, sodafl gilt

bd — ad + kp = bec.

Desweiteren teilt b die Zahl kp — ad, also etwa kp — ad = sb mit s > 0 und damit
insbesondere d + s = ¢, d. h. es gilt ¢ > d, sowie

1<s < VR
Aus der letzten Ungleichung folgt unter den Voraussetzungen des Lemmas:
kp =sb +ad < 2p,

also k = 1, und damit bd — ad +p = bc, bzw. d = (p — bc)/(a — b). Wegen ¢ > d ergibt
sich daraus aber ac > p, was im Widerspruch zu den Voraussetzungen steht. O
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3.4 Explizite Formeln

Bei Satz 3.12 handelt es sich wohl um die derzeit stérkste obere Schranke von kp. Ein
genaueres Bild verspricht die weitere Untersuchung der Anzahlfunktion 1nqp, des letzten

Abschnitts. Zu diesem Zweck kehren wir zu den anfangs definierten Matrizen Wép) zuriick
und betrachten diese fiir den Korper K := Q(T"), wobei I' wie in (3.33) definiert ist.

Als Normalbasis der Erweiterung K/Q wihlen wir das Element
P=—=—[1—= T(x) | - (3.69)

Die letzte Gleichung folgt aus (2.77); desweiteren erkennt man an (2.80), dafl es sich bei
der so definierten Basis 95%/Q) um eine selbstduale Basis handelt.

Zur Berechnung von Wép) teilen wir diese wieder in zwei Teile:
1
W = = (W + W),
P

wobei die Matrix W7 durch
Wi = (plo = pl +ple =pl +plo =] -2),, (3.70)

beschrieben ist, sowie

Wo=1| Y «boxDewlx)x(op DX (0o )|
(xx)eT o,

mit T :={(x, X' )x, X', XX # Xo}. Wir wihlen einen festen Erzeuger x der Charaktergruppe
von K, welcher wieder durch x(1 —p) = ¢, normiert sein soll. Fiir 0 € G(K/Q) definieren
wir die ganze Zahl o’ via x(o) = x(1 — o'p) = CSJ. Mit Hilfe von Satz 3.9, sowie einer
einmaligen Anwendung von (3.56), ergibt sich dann

p—2 /p—1
k ] Y 0.’7 /)3 /A
W, = _Z <Z Cp(vp( +H)—(o'—p')—i(¢'—p ])> ‘

j=1 \k=1 o,

Da es sich bei der inneren Summe um eine Spur handelt, folgt schliefSlich

p—2
Wo=[p=2-p) lyp(1+j)= (0’ =) +jl¢' —p') mod p] . (3.71)
j=1

o,Q
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Bedingt durch diese Vorbemerkung, ergibt sich nun die folgende explizite Formel fiir die
Anzahl der Nullstellen von yp(t):

Satz 3.13 FEs gilt
1 (Spk/o(T)
no‘p:2+g<%+p—z . (3.72)

Beweis: Wie an (3.71) zu erkennen ist ,z#hlt“ der Eintrag der Matrix ng) , bis auf
Konstanten, an der Stelle (0 = id, @ = id) die nichttrivialen Nullstellen des Polynoms
Yp(t). Diesen Eintrag erhdlt man aber, wegen ¥* = 9, durch den Ausdruck Sp(d3), vel.
(3.4). Wegen Sp(I") = 0, sowie

Spk/g(M) =p(p—1), (3.73)
wie leicht an (2.81) zu erkennen ist, folgt schliellich der Satz. O

Mit der gleichen Technik zeigt man auch die folgenden Gleichung:

Satz 3.14 Fiir o #id ist

1 [ Spkp(TT?)
o'y = <7K/@p +p—-2]. (3.74)

Beweis: Hier zdhlt der Eintrag der Matrix ng) an der Stelle (o,id), bis auf Konstan-
ten, die Anzahl der a, mit yp(a) = o’ mod p. Dieser Eintrag ist aber, mit der gleichen
Argumentation wie oben, durch den Ausdruck Sp(8°92) beschrieben. Unter zusétzlicher

Beachtung von
Sp(rr) = —p, (3.75)

fiir o # id, ergibt sich damit die Aussage des Satzes. O

Auch das ,4. Moment“ Sp(I'*) birgt Informationen iiber v, (t). Sei dazu
vp = [{(a,b) |1 < a,b<p,vpla) =vp(b) mod pl, (3.76)

so gilt fiir diesen Wert der
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Satz 3.15 Die oben definierte Anzahl vy, erfillt

1/(S r4
vp=— (M —2p+ 3> . (3.77)
p p

Beweis: Zuniichst gilt fiir 1 # xo, wegen (3.15) und Satz 3.9

p—1 )
yk(r?) = Y "0, (3.78)

j=2

wobei die Zahl |’ via (1 —p) = C;Sb/ definiert ist, und damit, vgl. (2.81),

SpksaM) = = 3 w1ty
X

= pllp—17=(p—2") +pvy,
wegen Y(xoll?) = Sp(I'?) =p(p — 1). O
Dieses ,,Spiel“ lafit sich natiirlich fortsetzen. Wir betrachten ein letztes Beispiel zu

diesem Thema. Sei dazu

’V;) = |{(a,b,C) | ] < Cl,b,C < p) Yp(a) + (Wp(b) = YP(C) Il'lOd p}| (379)

Wie oben folgt dann zunéchst, fiir 1 # o,

p—1
yK(.LMr?)) =p—1+ Z C;‘b (rvp (s)+vp (1)) (380)
Tr,s=2
und damit
Spk (M) = —p* + Mo pp® + (V, — 2(Mop + 1))p% + 4p. (3.81)

Aus dieserart Relationen ergeben sich niitzliche Kongruenzen, wie beispielsweise, wegen
Sp(®) = Sp(T") = 0 mod 5,

—pt+ 2110,19193 + (v’p —2Mop + 1))p? +4p = 0 mod 5, (3.82)
und daraus, im Falle von p = 1 mod 5, das kuriose

v, 4+ 1=0mod 5. (3.83)
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3.5 Mirimanoffpolynome und Quantenalgorithmen

Bei niherer Betrachtung der zuletzt beschriebenen Relationen, féllt der Zusammenhang
zwischen der Anzahl der Nullstellen 1o ;,, des Polynoms v, (t), und des Maximums

rrnaxp = m§X{|rG|}) (384)

der Konjugierten von I' ins Auge. So gilt etwa wegen

4
max,p

r
Ngp < Vp < < M2 acpr (3.85)

was leicht an der Definition von v, und dem anschlieBenden Satz 3.15 abzulesen ist, schon
die Abschétzung

Nop € O(Tivxp)- (3.86)

Entsprechend ergibt sich, wegen lNynaxp > /P, aus der Definition der Zahl V; sowie der
darauffolgenden Spurgleichung (3.81):

r5
e, <V, < %"*p < T (3.87)
und damit bereits
4/3
No,p € O(rméx,‘p)~ (388)

Durch die konsequente Fortfiihrung dieser Argumentationskette gelangt man schliellich
zu der Abschitzung

1 1
Mo € N - (3.89)

Tatsédchlich gilt stérker:

Satz 3.16 Fir die Anzahl der Nullstellen des Polynoms yp(t) gilt die obere Schranke:

No,p € O(rmax,p)- (390)

Beweis: Der Satz ist eine direkte Folgerung aus Satz 3.13 in Verbindung mit Theorem 15
aus [48]. Der Autor bestimmt dort das Maximum der Funktion

k

flx1,..., %K) ::fo,

i=1
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unter gewissen Nebenbedingungen, und erhélt daraus

1
1:?SpK/Q(rs) < I—‘max,‘p-

Mit Blick auf Satz 3.13 folgt damit die Abschétzung fiir ng p. O

Fiir das Maximum der Konjugierten von I' haben wir nun:

VP =1 <Thaxp<p—1T (3.91)

Beide Schranken folgen aus den Gleichungen Sp(I'?) = p(p — 1), bzw. Sp(I') = 0. Jede
Bewegung in Richtung der unteren Schranke wiirde, wegen K% < MNop K Nnax,p, eine
unmittelbare Verbesserung der Abschétzung von k,, bedeuten.

Obwohl numerische Experimente darauf hindeuten, konnte bisher kein Satz der
Form:

Mmax,p € Q(p) (3.92)

gezeigt werden. Wir werden nun ein Argument betrachten, welches ,, wahrscheinlich® fiir
die Giiltigkeit von (3.92) spricht.

Da im Folgenden das ,,p* variieren wird, schreiben wir von nun an [, statt I'. Desweiteren
bezeichne, wie weiter oben schon geschehen, die Zahl ¢’ die kleinste, nichtnegative ganze
Zahl, welche fiir 0 € G(Q(T})/Q)) und den via X(T —p) = (p normierten Charakter x
durch x(o) =x(1 —o'p) = ng gegeben ist.

Im weiteren Verlauf sollen nun die Auswirkungen der folgenden Annahme untersucht
werden:

Annahme 3.1 FEs existieren s,po € N, sodafs fiir alle primen p > po gilt:

P
(logp)s

Fmax,p > (3.93)

Wenn diese nicht zutrifft, liegt schon in unendlich vielen Féllen eine Verbesserung der
bestehenden oberen Schranke von k, vor:

Satz 3.17 Fir den Fall, daf$ die Annahme 3.1 falsch ist, existieren fir alle € > 0 unend-
lich viele Primzahlen p, mit Kk, < €,/p.
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Wir betrachten nun, fiir t € N, die Menge
MAXTp ¢ :={0" |0 < o' <p, [NY/Tmaxpl > 1—1/(logp)"}, (3.94)

und stellen zunéchst einmal fest, dafi unter der Annahme 3.1, fiir festes p, wegen
Sp(ré) =p(p—1), nur eine polynomiale (d. h. polynomial in logp) Anzahl von Elementen
in MAXT ', ¢ enthalten ist.

Die Frage lautet nun: existiert ein Algorithmus, welcher nach Eingabe einer Prim-
zahl p, mit polynomialem Aufwand eine Zahl a berechnet, mit a € MAXT, ¢ ?

Die Beantwortung dieser Frage scheint nicht einfach. Zwar 148t sich, mit Hilfe ei-
ner polynomialen Anzahl von Schritten die Eingabe, d. h. die Primzahlfrage kliaren, vgl.
[3], doch schon bei der, die Menge definierenden Bedingung ist nicht klar, wie diese in
,polynomialer Zeit“ {iberpriift werden soll. Davon abgesehen geht es im wesentlichen
darum, unter 2'°¢P Kandidaten, in (logp)¢ Schritten einen zu finden, welcher ,in der
Néhe® von INyax p liegt. Das scheint zudem, wie oben gesehen, um so schwieriger, je grofier
das Betragsmaximum der Konjugierten von I3, wird.

Erstaunlicherweise gilt der folgende

Satz 3.18 Unter der Annahme 3.1 gilt: fiir alle t € N existiert eine Konstante ¢y und ein
Quantenalgorithmus, welcher nach FEingabe einer Primzahl p, in (logp)ct Schritten, und
mit einer Wahrscheinlichkeit nahe bei 1, ein Element der Menge MAXT, ¢ berechnet.

Beweis: Sei p eine geniigend groBe Primzahl. Fiir 0 < x < p? definieren wir die Funktion
f durch f(x) := p, falls x = 0 mod p, sowie, im Falle von x Z 0 mod p, durch f(x) := s,
wobei sy die kleinste, nichtnegative ganze Zahl bedeute, mit

Sx = qp(x) + qp(xP) mod p. (3.95)

Nach Definition des Fermatquotienten (p, ist die Funktion f dann mit Hilfe einer
polynomialen Anzahl von Schritten realisierbar.

Der Algorithmus lauft wie folgt. Zunéchst ,,praparieren® wir den Zustand

P!
LY i) (3.96)
x=0
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Nach Anwendung einer Quantenfouriertransformation auf das erste Register ergibt sich
-
2 2 G, (3.97)

a,x=0

was im Anschlufl einer , Messung® den Zustand |a)|s), mit einer Wahrscheinlichkeit von

Y

f(x)=s

<I 2

o~ (3.98)

hervorbringt. Als Ergebnis der Berechnung notieren wir die kleinste, nichtnegative ganze
Zahl o', welche der Gleichung

o' = qgp(a) + s mod p (3.99)

genugt.

Wir zeigen als néchstes, dal unter Beachtung der oben vereinbarten Konvention,
die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 [ = Npax p gilt,

o « 1 rmax‘p 2
Pr(,Il =Thaxp*) = (1— = ) | — (3.100)

erfiillt, was unter der Annahme 3.1 zu

Pr(, M = Nnaxp™) > (1 — —) e (3.101)

P
fiihrt.

Um das einzusehen bemerken wir, daB, fir ¢ € G(Q(I},)/Q), nach Definition von
Ip, sowie nach Satz 2.12, gilt

1 _
=3 Y %0 —¢'p)t(x), (3.102)
X#Xo

und damit, nach Anwendung von Satz 3.8

1

e =

- 1
15 Kok S T play (K—¢'))
V= p X (1= @ Plpx (k)5 = ; Cop TP . (3.103)

1
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Da die Charaktere die Ordnung p haben, kann das ,,k* im Exponent durch ,,k+jp“ ersetzt
werden; d. h. es gilt

(k+7p) (1 +plap((k+ip)) — @) = k(1 +p(dp(k) — ¢')) mod p?, (3.104)

was zur Folge hat, dafl
f(k(T+plap(k) — @) = ¢". (3.105)

Desweiteren besitzt, fiir jedes a # 0 mod p, die Restklasse a mod p? einen Vertreter der
Form

a = wq(1 - qp(a)p) mod p?, (3.106)

mit wff] = 1 mod p?, und nach Definition von Iy folgt damit in diesem Fall

all— -
Z 35( _ Z C;)z (T—ap (a)p)x _ Z CLz ap ()p)x _ re, (3.107)
fx)=¢’ fx)=¢’ fx)=¢’

mit 0’ = qp(a) + ¢’ mod p. Die Tatsache, dafl nun || = I,k p gilt, ergibt sich also in
p(p — 1) Féllen und damit auch die Gleichung (3.100).

Fir ¢ € G(Q(I)/Q) definieren wir nun die Zahl ay, via [I'?| = oplnax,p; auller-
dem bezeichne 0y,ax das Element der Galoisgruppe, fiir welches [Omax| = T.. , gelte.
Nach (logp)*® Durchliufen des Algorithmus betrachten wir die Differenz der Erwar-

tungswerte von o), und ¢’ und fordern, dafl diese oberhalb einer bestimmten Schranke

liegt:
(logp)* (1 — l) (@>2 — (logp)¥ (1 — l) oc%p (M)z > (logp)5+k/2. (3.108)
p p p p
Aufgelost nach o, folgt, unter der Annahme 3.1 und fiir k > 12 + 4s,
1
- —. 1
Xy < (Tog p) =10 (3.109)

Zusammengefafit folgt, dafl, fir t € N, k — 10 > t und k > 12 + 4s, der Algorithmus,
sofern er nach (logp)¥ Durchldufen den am hiufigsten gezogenen Kandidaten ausgibt,
mit hoher Wahrscheinlichkeit ein Element der Menge MAXTI',, ; gefunden hat. Daf diese
Wahrscheinlichkeit nahe bei 1 liegt, ergibt sich, da es sich um eine Binomialverteilung
handelt, mit Hilfe der Standardmethoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung. g

Als eine Zusammenfassung der Ergebnisse formulieren wir den, von der getroffenen
Annahme unabhéngigen Satz:

o7



Satz 3.19 Mindestens eine der beiden folgenden Aussagen ist wahr:

1. Fir allet € N existiert eine Konstante cy und ein Quantenalgorithmus, welcher nach
Eingabe einer Primzahl p, in (logp)ct Schritten, und mit einer Wahrscheinlichkeit
nahe bei 1, ein Element der Menge MAXT ', ¢ berechnet.

2. Fiir alle € > 0 existieren unendliche viele Primzahlen p, mit Ky < €,/P.
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Kapitel 4

Ausblick

Wir wollen an dieser Stelle noch einige Bemerkungen zu Fragestellungen anfiigen, welche
in dieser Arbeit nicht behandelt werden konnten, deren weitere Erforschung sich aber als
durchaus fruchtbar erweisen koénnte.

Zunéchst wurde zu Beginn des zweiten Kapitels die ADFT sowie ihre Inverse bzgl.
eines Teilkorpers des Korpers der komplexen Zahlen definiert. Es sei bemerkt, dafl
weder die archimedischen Eigenschaften, noch die Charakteristik von C notwendige
Voraussetzungen bilden; die Definitionen konnen fiir beliebige Korper K, sofern die
Existenz von Einheitswurzeln ¢, gesichert ist (d. h. char K teilt nicht n) verallgemeinert
werden. Auch die Aussage von Satz 2.1 bleibt erhalten. Am einfachsten sieht man das,
indem man die Gleichung

ADFT, - ADFT, - = DFTZ

mit den gegebenen Definitionen elementar nachrechnet. Gleiches gilt fiir die Aussagen
iiber das Spektrum der ADFT.

Den Beweis von Satz 2.4 iiber die Existenz schlanker Basen hatten wir gefiihrt, in-
dem wir fiir alle Dimensionen explizit einen Vertreter jener Basen angegeben haben.
Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl diese weder eindeutig bestimmt, noch
in irgendeiner Weise kanonisch wéren. Tatséchlich steht eine exakte Klassifikation aller
schlanken Basen noch aus. Allgemein stellt sich hierbei die Frage nach einem bezeichnen-
den Charakteristikum all jener y(x|9), welche die Eigenschaften von Satz 2.9 erfiillen und
fiir welche der Ausdruck

1 x(ao)
@ (ps) Z y(xv)

X,fx=p*
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die Werte 0, &1 annimmt.

Eventuell kann es sinnvoll sein, diesen Wertebereich zu erweitern, in dem Sinne,
daB man auch Werte wie +v/2,+1/2, etc. zulifit. Solche ,,quasi-schlanken Basen* sind
etwa dann notwendig, wenn die Transformation zusétzlichen Bedingungen geniigen soll.
So kann es beispielsweise fiir manche Anwedungen wiinschenswert (oder sogar notwendig)
sein, daf} die entsprechende Matrix unitir ist.

Eine der folgenden Aufgaben, welche sich aus den Betrachtungen des dritten Kapi-
tels iiber die Normalbasenarithmetik ergeben, verlangt nach einer Beschreibung all jener
(Normal-)Basen, bzgl. derer sich die, durch die Matrizen

1

(p) _
Yo" = Tar

D kX ow X )x(op X (@p )

/
XX -

gegebenen Bilinearformen simultan und effizient realisieren lassen. Hierbei steht nun, wie
gesagt, nicht die Struktur der einzelnen Matrizen im Vordergrund, sondern die Realisie-
rung der Matrizenfamilie als Ganzes. Als hilfreich kénnte sich in diesem Zusammenhang,
wie etwa in Korollar 3.1 angedeutet, das Studium der Kreisteilungsmatrizen unter
algorithmischen Aspekten erweisen. Zudem sei an dieser Stelle noch auf die Arbeiten
von H. de Groote ([25], [26], [27]) verwiesen, welche sich intensiv mit den theoretischen
Grenzen der Realisierung von Bilinearformen auseinandersetzen.

Desweiteren besteht ein direkter Zusammenhang zwischen den hier dargestellten
Faktorensystemen der Gauflschen Summen und den aus der lokalen Klassenkorpertheorie
bekannten Hilbertsymbolen (vgl. [32], [62]). Tatséchlich erfiillen die Elemente w(x,X’),
unter Vorlage einer entsprechenden Kohomologie, die Bedingungen eines 2-Kozykels, und
die Frage, wann diese trivial sind ist gleichbedeutend mit der Frage, wann diese bereits
2-Korénder bilden. Eine mogliche Antwort koénnte, wie so haufig, in der Struktur der
entsprechenden Brauergruppe liegen.

Eine weitere interessante Problemstellung ergibt sich aus der Beziehung des (p — 1)-sten

Mirimanoffpolynoms und des diskreten Logarithmus eines Elements « der Einheitengrup-
pe eines endlichen Korpers,

p—2
S vplwh)a® = (dLogg(a) + 1)~ mod p,
k=1

sowie der Tatsache, daf} sich das Polynom v, effizient realisieren 148t. Allgemein stellt sich
hier die Frage, ob eine Bezichung zwischen der ,algorithmischen Giite* einer Funktion f
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und der ihrer transformierten Variante

besteht, und in welcher Art sich eine derartige Beziehung formulieren lé8t. Umgekehrt
wére es interessant zu wissen, welche arithmetischen Konsequenzen sich fiir die Miri-
manoffpolynome, und damit eventuell auch fiir die Faltung an sich, unter der Annahme
ergeben, dafl das Problem des diskreten Logarithmus in dieser Gruppe nicht in polyno-
mialer Zeit losbar ist.

Am Ende dieser Liste sei noch eine Bemerkung zu dem im letzten Abschnitt des
vorangegangenen Kapitels vorgestellten Algorithmus gestattet. Dieser gehort zu den
wenigen derzeit bekannten Quantenalgorithmen, welche keine Instanz des sog. ,,Hidden
Subgroup Problems* (HSP) lésen. Stattdessen triagt der Ansatz der Tatsache Rechnung,
dafl dieser iiberhaupt nur dann funktioniert, falls entsprechend wenige (d. h. nur poly-
nomial viele) Losungen existieren. Selbst wenn das hier betrachtete Problem, bzw. das
daraus resultierende Entscheidungsproblem vermutlich noch nicht einmal in NP liegt, so
liefert das Verfahren doch ein weiteres (kleines) Indiz fiir eine Idee, welche sich in einigen
Jahren vielleicht schon als echte Vermutung présentieren kénnte. Diese Idee, welche schon
von mehreren Autoren aufgegriffen wurde, beschreibt einen Zusammenhang zwischen den
Komplexitétsklassen FewP und BQP in der Form:

FewP C BQP.

Bis eine derartige Vermutung allerdings ernsthaft formuliert werden kann, mufl die Da-
tenbasis noch vergrofiert werden.
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