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1. Einleitung

1.1. Problemstellung

Die Beschaffung von Information für Entscheidungsprozesse - sei es in Form von

Sensorik für technische Anlagen oder für Experteneinschätzungen über wirt-

schaftliche Entwicklungen - kostet Geld. Darüber, ob die Information für den

Nutzer auch ihr Geld wert ist, entscheidet nicht nur ihre intrinsische Qualität,

sondern auch die Frage, wie effektiv sie in der Entscheidungsfindung überhaupt

berücksichtigt wird.

Mit der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie (CDT1) und der Fuzzy Decision

Theory (FDT) sowie verschiedenen Varianten wie der Evidenztheorie, den subjek-

tiven Wahrscheinlichkeiten etc. stehen zur Modellierung und Lösung von Ent-

scheidungsproblemen leistungsfähige Kalküle zur Verfügung, die sich insbeson-

dere darin unterscheiden, wie Informationen formalisiert und für die Bewertung

unterschiedlicher Alternativen genutzt werden. Die Auswahl eines der Kalküle

für ein gegebenes Problem erfolgt bei den meisten der in der Literatur dokumen-

tierten Fälle eher intuitiv. Es scheint allerdings allgemein anerkannt zu sein,

dass die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie weniger für Entscheidungen un-

ter großer Unsicherheit mit geringer Information geeignet ist, während es der

FDT für einige kritische Anwendungen an der hinreichenden Präzision und ”ma-

thematischen Härte” fehlt (vgl. [162]).

In der vorliegenden Arbeit sollen diese Vorurteile quantitativ hinterfragt wer-

den: Ausgehend von einer Sensitivitätsanalyse für Entscheidungsmodelle2 wird

untersucht, inwieweit sich die einzelnen Kalküle bezüglich der Nutzung vorhan-

dener Information unterscheiden.

Dabei wird sich zeigen, dass es im Hinblick auf die Informationsnutzung zwar

gravierende Unterschiede zwischen verschiedenen Entscheidungsmodellen gibt,

sich diese aber nicht an den Grenzen der CDT und FDT fest machen lassen. Der

subjektiv wahrgenommene Unterschied - insbesondere für Entscheidungen bei

1nach dem englischen Begriff „Classical Decision Theory“, wobei sie wegen der wichtigen Rolle

des Bayesschen Satzes gerade im angelsächsischen Sprachraum oft auch „bayesian decision

theory“ genannt wird.
2wie sie z.B. Ott in [112] fordert
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1. Einleitung

sehr geringer Information - kann dadurch erklärt werden, dass Anwender des

Fuzzy-Kalküls gewohnheitsmäßig nicht so große Probleme damit haben, aus

„Erfahrungswerten“ weit reichende Annahmen zu treffen, um das Problem zu

vereinfachen. Während bei der Anwendung statistischer Methoden meist hun-

derte, wenn nicht tausende von Datensätzen erforderlich sind, um Aussagen

über Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Einflussgrößen machen zu können,

wird die Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktion, die bei unscharfen Methoden an die Stel-

le der Wahrscheinlichkeitsverteilung tritt, in vielen Fällen a priori als dreiecks-

oder trapezförmig angenommen. Da aber auch in der klassischen Modellierung

von Entscheidungsmodellen ein fehlerbehafteter Eingangswert meist als normal-

verteilt angenommen wird - auch wenn auf Grund physikalischer Beschränkun-

gen nur wenige Messwerte wirklich normalverteilt sein können - und die beiden

benötigten Parameter der Normalverteilung aus drei Datenpunkten geschätzt

werden könnten, ist dies kein qualitativer Unterschied zwischen der CDT und

der FDT.

Die Frage nach Vor- und Nachteilen der einen oder anderen Herangehensweise

reduziert sich damit weitgehend auf die Vorlieben des Anwenders für Verwen-

dung einer bestimmten Semantik bei der Beschreibung eines Entscheidungs-

modells.

1.2. Entwicklungsstand

Um verschiedene Entscheidungskalküle miteinander vergleichen zu können, ist

es zunächst notwendig, deren Entstehungsgeschichte zu betrachten, um ein

Verständnis für deren grundsätzlich unterschiedliche Herangehensweisen an

das Problem der optimalen Entscheidungsfindung zu entwickeln.

Anschließend wird ein kurzer Überblick über die bestehenden Arbeiten zum

Vergleich verschiedener Entscheidungskalküle gegeben und dabei erläutert, wie

sich die Methodik dieser Arbeit von den bestehenden Erkenntnissen abgrenzt.

Schließlich werden mögliche Anwendungen der Ergebnisse diskutiert.

1.2.1. Entwicklung der Entscheidungstheorie

1.2.1.1. Klassische Entscheidungstheorie (CDT)

Die formale Beschäftigung mit der Entscheidungstheorie begann 1654 in einem

Brief des Chevalier de Méré an Blaise Pascal[163]:
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1.2. Entwicklungsstand

„Angenommen, mir werden zwei Spiele angeboten:

1. Ein Würfel wird 4-mal geworfen, wobei man darauf setzt, dass

mindestens einmal eine 6 fällt.

2. Zwei Würfel werden 24-mal geworfen, wobei man darauf setzt,

dass mindestens ein Sechserpasch fällt.

Gehe ich recht in der Annahme, dass ich bei Spiel 1 häufiger gewinne

als bei Spiel 2?“

Aus dieser Frage entstand ein Briefwechsel zwischen Pascal und Fermat [116],

in welchem schließlich nicht nur die Antwort gefunden wurde („ja“), sondern

welcher auch als Ausgangspunkt für die noch heute vorherrschende klassische

Entscheidungstheorie betrachtet werden kann: Der Erwartungswert eines mit

Unsicherheit belegten Experimentes war als bester Indikator für dessen Aus-

gang identifiziert.

Nach grundlegenden Arbeiten von Moivre ([103]) und Laplace ([89]) war es

schließlich Daniel Bernoulli [13], der im Rahmen seiner Beschäftigung mit dem

Petersburger Paradoxon diejenige Frage formulierte, welche schließlich viel spä-

ter für die Trennung von Wahrscheinlichkeits- und Entscheidungstheorie in zwei

separate Zweige sorgen sollte:

Warum verhalten sich selbst vernünftige, mit den Grundlagen der

Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraute Menschen in einigen Situatio-

nen nicht so, dass sie ihren erwarteten Gewinn maximieren?

Da sich die mathematische Forschung aber zunächst dem theoretischen Fun-

dament der Wahrscheinlichkeitsrechnung widmete, aus welchem dann die Maß-

und Integrationstheorie entstand, dauerte es über 200 Jahre bis 1944 Neumann

und Morgenstern in [107] Bernoullis Gedanken aufnahmen und darauf aufbau-

end die Theorie entwickelten, welche heute „klassische Entscheidungstheorie“

genannt wird. Ihr Kerngedanke ist weiterhin, dass eine „gute“ Entscheidung

stets den Erwartungswert des Ergebnisses optimiert. Allerdings wird das Er-

gebnis nicht zwingend linear in Geld gemessen, sondern es wird berücksichtigt,

dass bestimmte Ergebnisse unterschiedlich zu gewichten sind, wie einige triviale

Beispiele verdeutlichen:

• Für die meisten Menschen ist es kaum erstrebenswert, bei einem Münzwurf

10 Mio. EUR auf Zahl zu setzen, selbst wenn sie im Erfolgsfall 25 Mio. EUR

ausgezahlt bekommen, also einen erwarteten Gewinn von 2,5 Mio. EUR

haben
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1. Einleitung

• Für einen autonom navigierenden Roboter ist es meist wesentlich schädli-

cher wenn er versucht, 5 cm nach der Wand anzuhalten, als 10cm davor

• Bei den meisten medizinischen Diagnoseverfahren ist eine fälschlicher-

weise positive Diagnose einer falschen negativen vorzuziehen - zumindest

wenn sie durch eine zweite Methode verifiziert werden kann.

Anwendungen dieses einfachen Prinzips finden sich heute in allen Bereichen

der Ingenieur-, Natur-, Wirtschafts- und Sozialwissenschaften, daher existiert

eine umfangreiche Literatur mit tausenden von Anwendungsbeispielen (z.B.

[7, 90, 129, 136, 149]). Die klassische Entscheidungstheorie wird im angelsäch-

sischen Sprachraum oft auch Bayessche Entscheidungstheorie genannt, was

einige Autoren auf die Anwendung des Bayesschen Theorems zur Umrechnung

der Messgeräteunsicherheit in die Messwertunsicherheit zurück führen.

1.2.1.2. Subjektive Wahrscheinlichkeiten

Das Konzept der subjektiven Wahrscheinlichkeiten (vgl. [124, 137]) ist ein er-

probter Formalismus, um mit unterschiedlichem Vertrauen in verschiedene In-

formationsquellen umzugehen, welche sich im klassischen Sinne widerspre-

chen. So kann z.B. die Aussage einer besorgten Mutter, über 50% der Autos

fahren schneller als die erlaubten 50km
h , durchaus mit der Aussage eines Poli-

zisten, in 10% aller Messungen sei eine überhöhte Geschwindigkeit festgestellt

worden, in Einklang stehen.

Gerade in der psychologisch / soziologisch orientierten Literatur (vgl. [32, 80,

172]) werden derzeit sehr komplexe Modelle entwickelt, um von gegebener Infor-

mation auf unterschiedliche Vertrauenswerte zu schließen. Für die Zwecke die-

ser Arbeit genügt es aber, anzunehmen, dass die Vertrauenswerte der verschie-

denen Informationen bekannt sind. Die dann zu verwendenden Formalismen

in den Entscheidungsmodellen unterscheiden sich bis auf Bewertungsfaktoren

kaum von den Formalismen in der klassischen Entscheidungstheorie.

1.2.1.3. Fuzzy Decision Theory (FDT)

Die als Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie dienende mathematische Lo-

gik ist, wie Zadeh in seinem die Fuzzy-Logic begründenden Aufsatz [175] be-

merkt, nicht unbedingt die naheliegende Art und Weise, wie Menschen die Um-

welt wahrnehmen. So sprechen wir von „großen Menschen“ ohne genau angeben

zu können (und zu wollen), ob ein 1,85m langer Mann nun ein großer Mensch ist

4



1.2. Entwicklungsstand

oder nicht. Trotzdem hat jeder, der den Ausdruck „großer Mensch” hört, intui-

tiv eine Vorstellung davon3. Zadeh schlug deswegen vor, die Zugehörigkeit eines

Elementes zu einer Menge nicht binär (ein Element gehört entweder zu einer

Menge oder nicht) zu beschreiben, sondern einen beliebigen Zugehörigkeitswert

zwischen 0 und 1 zuzulassen. Dabei lassen sich nach einer möglichen Inter-

pretation der Zugehörigkeitswerte ([42, 110]) scharfe und unscharfe Mengenzu-

gehörigkeiten mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie vereinen: Dieser Inter-

pretation zufolge gibt der Wert der Zugehörigkeitsfunktion einer Fuzzy-Menge an

einer bestimmten Stelle die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein zufällig Befrag-

ter einen bestimmten Wert der entsprechenden scharfen Menge zuordnen wird.

Gehört also ein Mann mit 1,85m Körperlänge mit einem Zugehörigkeitswert von

0.5 zur Fuzzy-Menge ”große Menschen”, so wird genau die Hälfte der Befragten

einen solchen Mann als groß bezeichnen.

Zunächst 1970 von Bellman und Zadeh angeregt [11], dann von Bezdek [15]

und Watson [160] Ende der Siebziger formalisiert und allgemeiner betrachtet,

wurden die Methoden der Fuzzy-Logic bald auch gezielt auf entscheidungstheo-

retische Fragestellungen angewandt.

Gerade wegen ihrer Anschaulichkeit und der Verwendung natürlichsprachiger

Ausdrücke ist die FDT heute in allen Anwendungsgebieten der Entscheidungs-

theorie sehr weit verbreitet (vgl. [18]):

Prozessmodellierung: Insbesondere bei komplexen Prozessen, die nicht analy-

tisch durch einzelne Gleichungen zu beschreiben sind, findet die Fuzzy-

Modellierung mit Sätzen einfacher Regeln häufig Anwendung (z.B. [68, 75,

79, 86]). Relativ modern sind dabei Methoden, bei denen die verwendeten

Regeln nicht abstrakt aus einem tiefen theoretischen Verständnis des Sys-

tems sondern automatisch aus Beobachtungsdaten generiert werden (vgl.

[25, 101, 144]), wobei das entstehende System nicht in jedem Fall das ei-

gentlich zu regelnde System modelliert, sondern vielmehr auch den nor-

malerweise menschlichen Bediener des Systems (vgl. [145]). In diesem Zu-

sammenhang sei auf das von Kiendl, Krabs und Krone entwickelte Fuzzy-

ROSA-Verfahren (vgl. [78, 84, 85]) hingewiesen, aber auch moderne Me-

thoden zur automatischen Generierung der Regelsätze mittels neuronaler

Netzwerke oder genetischer Algorithmen (vgl. [67, 72, 105, 114, 177]) kom-

men zur Anwendung. Als ein Vorteil der Anwendung automatisch generier-

ter Fuzzy-Regelsätze erweist sich dabei, dass die derart generierten Regeln

oft eine inhaltliche Interpretation erlauben und somit zum Verständnis des

zu modellierenden Systems beitragen (vgl. [23, 100, 106]).
3wenn auch nicht notwendig dieselbe
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1. Einleitung

Steuerungs- und Regelaufgaben (Fuzzy-Control)4: Die Regelungstechnik ge-

hört nicht nur theoretisch zu den am besten beschriebenen Anwendungen

des Fuzzy-Kalküls, sondern hier hat sich auch ein weites Spektrum von An-

wendungen herausgebildet - angefangen mit der reinen Modellierung kom-

plexer Prozesse (z.B. von Magnetlagern [161]) über die Regelung großtech-

nischer Anlagen (z.B. von Kraftwerksblöcken [3], Stahlwerken [45]) bis hin

zur Steuerung von Hausgeräten (z.B. von Klimaanlagen [12] oder Heißwas-

serboilern [173]). Der Grund der Verwendung von Fuzzy-Logik liegt häufig

in der Nutzung vorhandener linguistischer Information, manchmal auch in

der Nichtverfügbarkeit aussagekräftiger numerischer Zielgrößen (z.B. „an-

genehmes Raumklima“).

Mustererkennung: Ähnlich wie in der Prozessmodellierung treten auch in der

Mustererkennung oft analytisch nur sehr komplex geschlossen zu be-

schreibende Strukturen auf. Deshalb werden erfolgreich Fuzzy-Ansätze

eingesetzt (z.B. [4, 16, 30]). Einige neuere Arbeiten versuchen darüber

hinaus, das in diesem Bereich vorherrschende klassische Paradigma der

Support-Vector- Maschinen mit Fuzzy-Methoden zu kombinieren (z.B. [63]).

Optimierungsprobleme: Hierunter fallen die Lösung klassischer Optimierungs-

aufgaben vom Typ „Travelling-Salesman“, wie die Verteilung von Fabriken

[153] oder Logistikzentren [48], und die Produktionsablaufplanung in der

Automobilmontage [113]). Dieser Gruppe von NP-vollständigen Problemen

ist gemeinsam, dass sie analytisch nicht exakt oder nur mit sehr großem

Aufwand lösbar sind. Fuzzy-Logik bietet hier einen natürlichen Rahmen

zur Suche nach ”sehr guten” Näherungslösungen

Entscheidungsunterstützungssysteme: Diese werden sowohl im technischen

Bereich (z.B. bei der Auswahl einer geeigneten Stahlsorte für ein Werk-

zeug [98]) als auch im nicht technischen Bereich (z.B. bei der Prüfung der

Kreditwürdigkeit eines Bankkunden [127] oder der Entscheidung über In-

vestitionen [152]) eingesetzt. Hier liegt die Stärke der Fuzzy-Logik darin,

dass oft unstrukturiert bzw. natürlichsprachig vorhandenes Expertenwis-

sen unmittelbar genutzt werden kann (vgl. [17, 128, 131]).

Das theoretische Fundament der auf Fuzzy-Logik basierenden Entscheidungs-

theorie ist dagegen noch relativ schwach. Ansätze wie der von Ott in [112,

S.100ff] scheitern - was von Ott selbst auch unmittelbar bemängelt wird - so-

wohl an der mangelnden Kanonisierung der FDT als auch an einigen Lücken im

4eine sehr umfassende, wenn auch nicht mehr ganz aktuelle Übersicht findet sich z.B. in [21]
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1.2. Entwicklungsstand

theoretischen Unterbau im Bereich der Fuzzy-Maß- und Integrationstheorie.

Die mangelnde Kanonisierung der FDT ist es auch, die einen exakten Vergleich

zu klassischen Methoden erschwert: Während bei solchen klassischen Metho-

den das „Gesetz der großen Zahlen“ weitgehend die Bedeutung der auftreten-

den Wahrscheinlichkeiten und Wahrscheinlichkeitsverteilungen festlegt, ist ei-

ne Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktion für sich genommen zunächst bedeutungsfrei.

Schon in den Lehrbüchern zur Fuzzy-Theorie gibt es mindestens drei mögli-

che Interpretationen des Bedeutungsinhalts einer solchen Zugehörigkeitsfunk-

tion (vgl. [42]), welche streng genommen jede für sich eine andere Modellierung

erforderlich machen.

1.2.1.4. Evidenztheorie (DST)

Etwa gleichzeitig mit den Arbeiten von Zadeh und Bellman entwickelten Demps-

ter und Shafer ([37], [141]) aufeinander aufbauend eine andere Alternative zur

klassischen Entscheidungstheorie, die nach ihnen benannte „Dempster-Shafer-

Theorie“ (DST). Ihr Hauptaugenmerk lag dabei auf der Behebung zweier ihrer

wesentlichen Schwächen:

• Aus theoretischer Sicht sind die Anforderungen der Wahrscheinlichkeits-

theorie sehr hoch. So ist es z.B. unmöglich, jeder Teilmenge von R einen

Inhalt und damit eine Wahrscheinlichkeit zuzuweisen [8, S. 53ff] 5.

• Aus praktischer Sicht fällt es oft schwer, in konsistenter Weise Wahrschein-

lichkeiten und Nutzenfunktionen für Ereignisse anzugeben. Auch lassen

sich bekannte Rahmeninformationen nicht immer leicht in Wahrschein-

lichkeitsaussagen umformulieren.

Die der Theorie zugrunde liegende neue Idee ist, nun nicht mehr aus der ge-

sammelten Information für jeden möglichen Ausgang eine Wahrscheinlichkeit

und einen Nutzenwert zu berechnen, sondern für jedes Stück Information (Koh-

las und Monney sprechen in diesem Zusammenhang von einem „Hinweis“ (vgl.

[81])) einzeln zu überprüfen, was es darüber aussagt, ob der Ausgang gut oder

schlecht ist. Aus der Kombination der einzelnen Hinweise ergeben sich für jede

Aktion eine „obere“ und „untere“ Schranke dafür, dass sie tatsächlich die beste

zur Verfügung stehende Aktion ist. In „mathematisch schönen“ Fällen konver-

gieren diese beiden Werte mit zunehmender Information gegeneinander, was die

Interpretation als Wahrscheinlichkeiten gestattet.

5Originalarbeit von Hausdorff [59, S.401f]
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1. Einleitung

Das grundsätzliche Konzept der DST wurde von unterschiedlichen Autoren zur

Anwendungsreife weiter entwickelt. So lieferte Smets mit seinem ”Transferable

Belief Model” [146] einen axiomatischen Aufbau der DST, der ohne Rückgriffe auf

Elemente der Wahrscheinlichkeitstheorie auskommt, während Dubois und Pra-

de [44, 41] sowie Kohlas und Monney [81] von vornherein darauf achteten, die

DST in solche einzubetten. Alle Formulierungen, die Smets in [147] anschaulich

gegenübergestellt hat, fallen jedoch bei endlichen Ereignisräumen zusammen.

Da sich die vorliegende Arbeit aber ausschließlich mit solchen Räumen beschäf-

tigt, kann im Folgenden ohne Einschränkung der Allgemeinheit die Formulie-

rung von Kohlas und Monney gewählt werden, die unter dem Namen „Mathe-

matical Theory of Hints“ bekannt ist. Als Überbegriff für alle verschiedenen For-

mulierungen hat sich in der Zwischenzeit der Begriff „Evidenztheorie“ etabliert,

der im Folgenden verwendet wird. Eine aktuelle Übersicht zur Verwendung der

Evidenztheorie in Entscheidungssystemen findet sich in [117]-[122].

Die praktische Anwendung der Evidenztheorie ist derzeit noch recht selten ver-

treten (aber z.B. [108]) - nicht selten werden allerdings evidenztheoretische Über-

legungen dem Design von klassischen oder FDT-Systemen vorangestellt (vgl.

[24, 26, 55]). In der Beschreibung struktureller Zuverlässigkeit von Materialien

und Bauteilen scheint sich aber in letzter Zeit ein fruchtbares Anwendungsfeld

zu öffnen, wenngleich auch die veröffentlichten Arbeiten stets die nahe Ver-

wandtschaft zur Fuzzy-Logik betonen (vgl. [36, 56, 102]). Allgemein sind die

Grenzen zwischen Methoden der Evidenztheorie und Fuzzy-Logik in der prak-

tischen Anwendung nur sehr schwer scharf zu ziehen (vgl. [43]).

1.2.2. Modellierung von Information im Entscheidungskontext

Alle vorgenannten Entscheidungskalküle dienen dem Zweck, Information über

die Umwelt in einer Weise zu verknüpfen, die eine Bewertung möglicher Aktionen

in einem gegebenen Kontext erlaubt. Damit das möglich ist, müssen die Informa-

tionen in strukturiert, mathematischer Form vorliegen. Die Information wird da-

bei in den verschiedenen Entscheidungskalkülen unterschiedlich dargestellt, sei

es in Form von Wahrscheinlichkeitsdichten, Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktionen,

Möglichkeitsmaßen, oder anderen. Es ist sogar einer der wesentlichen Unter-

schiede der verschiedenen Kalküle, wie die Information formalisiert wird (vgl.

[83]).

Um so erstaunlicher erscheint es zunächst, dass es keine eindeutige wissen-

schaftliche Definition davon gibt, was Information eigentlich ist (vgl. [47, 95,
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1.2. Entwicklungsstand

132]). So finden sich (vgl. [14, 82]) alleine in der klassischen Literatur der Infor-

mationstheorie drei sich deutlich voneinander unterscheidende Ansatzpunkte:

Fisher Für Fisher [51] drückt sich Information in ihrer Wirkung auf die bedingte

Wahrscheinlichkeit für ein Ereignis E aus: Ein Messwert M hat dann einen

um so höheren Informationsgehalt, je stärker P(E|M) von M abhängt.

Shannon und Hartley Shannon [142] vertritt die Ansicht, dass Information

zunächst ein Fehlen von Ungewissheit ist: Werden zwei Situationen mitein-

ander verglichen, so liegt in der Situation mehr Information vor, in der die

Ungewissheit über den wahren Zustand am geringsten ist.

Auch wenn diese Definition zunächst tautologisch erscheint, erweist sie

sich in vielen Situationen als äußerst hilfreich. Ist nämlich der Raum aller

möglichen Umweltzustände beschränkt und wird gleichzeitig angenom-

men, dass eine Gleichverteilung über alle möglichen Zustände maximale

Ungewissheit ausdrückt, so liefert die Shannon-Information ein absolu-

tes Maß für den Informationsgehalt einer bestimmten Situation. Da beide

Annahmen nicht zuletzt in der Quantenmechanik getroffen werden, hat

dieser Informationsbegriff in der Physik weite Verbreitung gefunden (vgl.

[47, 97]). Da darüber hinaus mit der Shannon-Entropie ein sehr praktika-

bles Informationsmaß zur Verfügung steht, ist es auch in vielen anderen

Bereichen wie beispielsweise der Messtechnik und der Signalverarbeitung

das vorherrschende Informationsparadigma.

Kolmogorov Ein gänzlich anderer Ansatz findet sich bei Kolmogorov [82]: Der

Informationsgehalt eines Objektes ist seine algorithmische Komplexität, al-

so die Länge des kürzesten Programmes, das dieses Objekt auszugeben

vermag.

Neben der Tatsache, dass auch diese Definition kein absolutes Maß für

Information erzeugen kann, da die Komplexität stets von der dem Algo-

rithmus zu Grunde liegenden Semantik abhängig ist, bedingen starke Be-

schränkungen bei der praktischen Umsetzung, dass diese Definition in rea-

len Anwendungen kaum Verwendung findet (vgl. [54])

Für den Vergleich der Informationsnutzung verschiedener Entscheidungskalkü-

le eignet sich der Shannon-Informationsbegriff von den drei vorgestellten am

besten, da die Fisher-Information nur im klassischen Wahrscheinlichkeitskon-

text sinnvoll anwendbar bzw. der Aufwand, sie auf Fuzzy-Mengen zu übertra-

gen, relativ groß (vgl. [52]) ist, und Kolmogorovs Informationsbegriff sehr theo-

9



1. Einleitung

retisch ist. Daher ist der Begriff „Information” im Folgenden stets als Shannon-

Information zu verstehen.

1.2.3. Vergleich von Entscheidungskalkülen

Die drei wichtigen Entscheidungskalküle CDT, FDT und DST wurden in der Li-

teratur vielfach unter den verschiedensten Gesichtspunkten verglichen. Dabei

werden insbesondere drei Kriterien6 immer wieder zum Vergleich herangezogen:

Komplexität: Wie hoch ist der Berechnungsaufwand und Speicherbedarf für

nach den verschiedenen Kalkülen entworfene Entscheidungssysteme?

Expressivität: Inwiefern sind die einzelnen Theorien geeignet, verschiedene

Probleme zu lösen bzw. unterschiedliche Informationen abzubilden?

Praxistauglichkeit: Wie lösen unterschiedliche Implementierungen eines Ent-

scheidungssystemes für einen vorgegebenen Zweck die gestellte Aufgabe?

1.2.3.1. Vergleich der Komplexität

Entscheidend für den praktischen Einsatz der Entscheidungskalküle sind neben

der Qualität der Ergebnisse natürlich stets der notwendige Rechen- und Spei-

cheraufwand und damit auch die Kosten der technischen Realisierung. Das gilt

insbesondere, da automatische Entscheidungssysteme häufig bei sehr nichtli-

nearen Optimierungsaufgaben mit vielen Parametern und möglichen Ausgängen

verwendet werden. Selbst moderne Computer kommen bei solchen Berechnun-

gen schnell an die Grenzen ihrer Leistungsfähigkeit. Daher hat sich mit dem

„Operations Research“ auch ein eigener Forschungszweig etabliert, welcher sich

ausschließlich mit der Entwicklung von effizienten Algorithmen zur Berechnung

solcher Optimierungsprobleme beschäftigt.

Aber auch bei kleineren Anwendungsbeispielen spielt die Berechnungskomple-

xität eine wichtige praktische Rolle: Da die Marktpreise für VLSI-Schaltungen

in dem für Regelanwendungen relevanten Leistungsbereich annähernd linear

mit der Rechenleistung7 skalieren, ist für den Hersteller jedes Prozent weniger

Rechenaufwand bares Geld wert. In letzter Zeit kommt als weiterer Faktor der

Stromverbrauch in mobilen Geräten hinzu, der sogar exponentiell mit der benö-

tigten Rechenleistung steigt.

6auch ein Vergleich bezüglich „Stabilität”, also der Anfälligkeit gegen einzelne falsche Eingabepa-

rameter, ist denkbar, aber bisher in der Literatur (noch) nicht zu finden
7bzw. Datendurchsatz, Speicherkapazität,...
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Die Arbeit wird sich aus zwei Gründen nicht mit Fragen der Berechnungseffizi-

enz befassen:

1. Die Komplexität ist sehr stark von Details des gewählten Modells abhän-

gig. Die Unterschiede in der Komplexität zwischen einem sehr effektiven

und einem weniger effektiven klassischen Modell für ein konkretes Ent-

scheidungsproblem wird dadurch um Größenordnungen größer sein als

der Unterschied zwischen einem sehr effektiven klassischen und einem

sehr effektiven Fuzzy-Modell. Da im Rahmen der Arbeit die unterschied-

lichen Kalküle anhand eines jeweils möglichst typischen Beispielmodells

verglichen werden, welches insbesondere nicht nach Berechnungseffizienz

optimiert ausgewählt wird, kann ein Vergleich der Komplexität im gewähl-

ten Rahmen keine aussagekräftigen Ergebnisse liefern.

2. Für Modelle der CDT stehen heute bereits in viel größerem Umfang sehr

leistungsfähige Standard-Algorithmen zur Verfügung als es für FDT- oder

gar DST-Modelle der Fall ist. Ein fairer Vergleich der Kalküle kann also

nicht auf Standard-Algorithmen aufbauen, sondern muss zumindest für

die FDT- und DST-Modelle zunächst eigene, optimierte Algorithmen ent-

werfen, was den Aufwand für einen solchen Vergleich erheblich steigert.

Die Diskussion um die Berechnungseffizienz der einzelnen Kalküle wird

auch deswegen in der Literatur teilweise sehr emotional geführt (vgl [35]).

1.2.3.2. Vergleich der Expressivität

Thomas Whalen schlägt in seinem Übersichtsartikel „Decisionmaking under Un-

certainty with Various Assumptions about Available Information“ [162] vor, die

Auswahl eines Entscheidungskalküles für ein gegebenes Entscheidungsproblem

von der Struktur der vorhandenen Information abhängig zu machen: Hat der

Entscheider gesicherte Wahrscheinlichkeitsverteilungen für die relevanten Ent-

scheidungsparameter zur Verfügung, so wird die CDT gewählt, liegen dagegen

nur unzusammenhängende Informationen vor, so wird die DST gewählt, usw.

Ein solcher Ansatz verkennt allerdings, dass die Informationen für den Ent-

scheidungsprozess meist entweder unstrukturiert vorliegen oder extra für den

Entscheidungsprozess erhoben werden. In beiden Fällen muss der Anwender

ohnehin bestimmen, in welcher Form er die Information sammeln will.

J. Drakopoulus nimmt in [39] einen (mengen-)theoretischen Vergleich vor. Er

zeigt, dass über endlichen Ereignisräumen - und nur solche sind letztendlich

für eine technische Anwendung relevant - die CDT „ausdrucksstärker“ ist als

die anderen beiden Kalküle. Hierbei ist allerdings zu beachten, dass die Aussage
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nur über dem jeweils gleichen Ereignisraum gilt. Über einem entsprechend grö-

ßer gewählten Raum lässt sich durchaus ein gleich ausdrucksstarkes System

in jeweils der anderen Semantik formulieren. Da andererseits die Komplexität

eines CDT-Systems bei gleichem Ereignisraum höher ist als bei FDT/DST-

Systemen, kommt Drakopoulus ohne Beweis zu dem Schluss, dass die Wahl

eines Entscheidungssystemes letztendlich in Abwägung von Ausdrucksstärke

und Komplexität erfolgen muss, wobei in der Abwägung keines der Systeme

einen signifikanten Vor- oder Nachteil aufweist.

Noch abstrakter behandeln Zhen und YunJuan die Gemeinsamkeiten und Un-

terschiede von CDT und FDT, indem sie in [178] feststellen, dass beide Theorien

komplementäre Ableitungen des Zermelo-Fraenkel-Systems seien, wobei die

CDT ein „von-Neuman-Modell“ repräsentiere, während die FDT ein „Henkin-

Modell“ darstelle.

Während die vorgenannten Autoren den Vergleich auf abstrakter Ebene führen,

beschäftigt sich eine andere Gruppe damit, die unterschiedlichen Konzepte, die

hier als verschiedene Semantiken zur Beschreibung des übergreifenden Kon-

zeptes der Unsicherheit betrachtet werden, konstruktiv ineinander überzuleiten.

(z.B. Wu et al für DST und CDT [174]). Jumarie schließlich [73] entwickelt so-

wohl die FDT als auch die DST von Grund auf neu, indem er sein Konzept der

„Informations-Invarianz“ auf klassische informationstheoretische Transforma-

tionen anwendet.

1.2.3.3. Praktische Vergleiche

Praktische Vergleiche der verschiedenen Entscheidungskalküle sind vor allem

aus der Regelungstechnik bekannt. Das ist insbesondere damit zu begründen,

dass es in Regelungssystemen klare Kriterien und leicht nachprüfbare Zielwer-

te bezüglich der Qualität des Ergebnisses gibt (z.B. die maximale Abweichung

der Ist- von der Soll-Temperatur). In anderen Anwendungsgebieten, z.B. Exper-

tensystemen, ist es oft selbst a posteriori schwer, die Qualität einer Antwort zu

bewerten.

Noch auf eher theoretischer Ebene behandeln einige Arbeiten die Äquivalenz von

klassischen (PI)-Reglern mit Fuzzy-Reglern. So zeigt Byung Soo Moon in [104]

zumindest für den Spezialfall des Controllers mit einem einzigen Eingang, dass

und wie sich PI- und Fuzzy-Controller ineinander überführen lassen.

Interessanter für die Zwecke der vorliegenden Arbeit, da methodisch näher, sind

die Vergleiche der unterschiedlichen Methoden in realen Anwendungen. Ribo

und Pinz berichten in [125] über die Ergebnisse eines Versuches, bei welchem
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sie unterschiedliche Ansätze zur Kartenerstellung in autonomen Robotern mit-

tels Daten von Ultraschallsensoren verglichen. Aufgabe war es, aus mehreren

tausend Distanzsignalen eines Ultraschallsensors, welche von mehreren Punk-

ten des Raumes in unterschiedliche Blickrichtung ermittelt worden waren, eine

Karte der von Hindernissen bedeckten bzw. freien Flächen zu generieren8. Dabei

stellten sie empirisch fest, dass die Verwendung der CDT oder der DST bei relativ

schwach gestörten Eingangsdaten (wenige Wandreflektionen) bessere Ergebnis-

se liefert, während die Implementierung der FDT den freien Raum zu konservativ

einschätzt, also Hindernisse als dicker identifiziert als sie tatsächlich sind. Bei

stark gestörten Daten mit vielen Reflexionen an den Wänden ist wiederum die

Implementierung der FDT in dem Versuch die einzige der drei, welche zuverlässig

alle Hindernisse erkennt. Ähnliche Vergleiche finden sich in [29, 53, 150].

1.3. Zielsetzung und Aufbau der Arbeit

1.3.1. Zielsetzung

Wie in Abschnitt 1.2.3 deutlich gemacht wurde, mangelt es derzeit in der Lite-

ratur an quantitativen und damit nachvollzieh- und übertragbaren Vergleichen

der unterschiedlichen Entscheidungskalküle. Insbesondere der Aspekt der In-

formationsnutzung wurde bisher nicht systematisch untersucht, was auch dar-

an liegt, dass die bestehenden Konzepte zur Sensitivitätsanalyse von einzelnen

Bestandteilen eines Entscheidungsmodells kaum von einem in ein anderes Kal-

kül zu übertragen sind.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es daher, eine neue Vergleichsmethodik zu ent-

wickeln und anzuwenden, welche

• es erlaubt, verschiedene Entscheidungskalküle in einem einheitlichen ma-

thematischen Rahmen quantitativ gegenüber zu stellen,

• die Effizienz der Informationsausnutzung durch verschiedene konkrete

Entscheidungsmodelle bewerten kann und damit Aussagen über die An-

wendbarkeit und Wirtschaftlichkeit unterschiedlicher Modelle erlaubt,

• letztendlich dem praktisch tätigen Entwicklungsingenieur dabei hilft, das

für seinen Anwendungsfall optimale Entscheidungskalkül und -modell zu

8zu diesem Zweck wurden zwei verschiedene Räume mit einer Fläche von 13 bzw. 25 qm in

Planquadrate mit 10 cm Kantenlänge aufgerastert
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wählen und hierbei insbesondere zur Klärung der Frage beizutragen, ob es

in einer gegebenen Anwendung sinnvoll erscheint, weitere Ressourcen in

die Verbesserung der Datenqualität oder der Verfeinerung des mathemati-

schen Modells zu investieren.

Dabei wird Wert darauf gelegt, so weit wie möglich bekannte Konzepte aus der

Informationstheorie zu übernehmen und den mathematischen Aufwand mög-

lichst gering zu halten, um auch eine über die Arbeit hinausgehende praktische

Anwendung zu ermöglichen.

Fragen der Berechnungseffizienz und des Ressourcenverbrauchs werden da-

gegen bewusst ausgelassen, da sie zum einen sehr stark von der konkreten

Implemetierung des Systems abhängen, welche nicht Gegenstand der Betrach-

tung sein soll, und zum anderen komplexe Optimierungsprobleme, bei denen

die Berechnungseffizienz eine vorrangige Bedeutung spielt, nicht im Fokus der

Arbeit stehen.

1.3.2. Aufbau

Zur Durchführung eines Vergleiches, welcher die oben genannten Anforderun-

gen erfüllt, wird in der vorliegenden Arbeit in drei Schritten vorgegangen:

• Kapitel 2: Entwurf eines neuen Meta-Modells (Funktionalmodell) zur kal-

külübergreifenden Beschreibung von Entscheidungsmodellen.

Zunächst wird aufbauend auf bestehenden Konzepten (vgl. z.B. [7, 90, 112])

ein Meta-Modell für Entscheidungssysteme entworfen, welches sowohl

klassische als auch unscharfe Ausgestaltungen zulässt (Abschnitt 2.2).

Hierzu ist es notwendig, die auch in der Literatur meist mit leicht un-

terschiedlicher Bedeutung verwandten Begriffe exakt zu definieren und

das Entscheidungsmodell sauber vom zu lösenden Entscheidungspro-

blem zu trennen. Zur Abstraktion von einem konkreten Kalkül wird das

Konzept der Informationsfunktion eingeführt, welches sowohl eine Fuzzy-

Zugehörigkeitsfunktion als auch eine Wahrscheinlichkeitsdichte sein kann.

Schließlich wird in Abschnitt 2.3 aufgezeigt, wie sich die zu untersuchen-

den Kalküle in dem neu entwickelten Meta-Modell darstellen.

• Kapitel 3: Entwicklung einer neuen, auf der Informationsnutzung des Mo-

dells basierenden Vergleichsmethodik.
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Aufbauend auf dem Meta-Modell werden für dessen einzelne Bestandteile

Methoden entwickelt, mit denen deren Informationsnutzung unabhängig

vom gewählten Entscheidungskalkül quantitativ überprüft werden kann.

Hierzu ist zunächst ein kurzer Exkurs in die Informationstheorie notwen-

dig, um geeignete (Entropie-)Maße für die quantitative Erfassung der in

einer Informationsfunktion codierten Information zu definieren (Abschnitt

3.1).

Anschließend werden in den Abschnitten 3.2 und 3.3 Störungsmodel-

le dargestellt, mit Hilfe derer die Sensitivität einzelner Komponenten der

Entscheidungsmodelle auf Änderungen im Informationsgehalt der Ein-

gangsfunktionen überprüft werden kann.

• Kapitel 4: Anwendung der neuen Vergleichsmethodik auf typische Vertreter

der verschiedenen Entscheidungskalküle.

Schließlich wird die neue Methodik auf typische Vertreter der einzel-

nen Entscheidungskalküle angewandt, um sie miteinander zu vergleichen.

Hierzu werden die einzelnen Modellbestandteile im CAS-System Mathema-

tica 5.0 implementiert9 und die unterschiedlichen Störungsmodelle darauf

angewandt. Die numerischen Berechnungen werden durch Diskretisierung

der auftretenden Funktionen vereinfacht.

Die Ergebnisse der Simulationsrechnungen finden sich in den Abschnitten

4.1.2 und 4.2.2.

In Kapitel 5 werden schließlich die Ergebnisse zusammen gefasst und ein Aus-

blick auf die Übertragung der entwickelten Konzepte auf die praktische Modell-

entwicklung gegeben.

1.3.3. Abgrenzung

Kernziel der Arbeit ist ein grundsätzlicher Vergleich von Entscheidungskalkülen

anhand eines neu entwickelten, auf Entropie basierendem Qualitätskriterium,

sowie die Etablierung eines neuen Meta-Modells zur Beschreibung von Entschei-

dungsmodellen, das solch einen kalkül-übergreifenden Vergleich ermöglicht.

Ziel ist es nicht, einen umfassenden Überblick über alle in den jeweiligen Kal-

külen möglichen Varianten zu geben, oder diese Varianten gegeneinander zu

bewerten. Deswegen werden bei der Durchführung des Vergleiches nur für die

9Die verwandten Quelltexte finden sich im Abschnitt C.
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jeweiligen Kalküle typische Vertreter berücksichtigt.

Darüber hinaus werden einige Anforderungen an die Struktur der betrachteten

Probleme gestellt, welche „pathologische” Spezialfälle ausschließen, sowie die

Darstellung durch Vermeidung vieler Fallunterscheidungen übersichtlich hal-

ten. Zu den wichtigsten dieser Anforderungen gehören: beschränkter und konti-

nuierlicher Handlungsraum, stetige Bewertungsoperatoren, nicht mehr als zwei

entscheidungsrelevante Umweltparameter.

Die hier entwickelte Methode kann aber auch auf Entscheidungsmodelle ange-

wandt werden, bei denen eine der oben genannten Anforderungen nicht erfüllt

ist. Allerdings muss in diesem Fall eine Reihe von Spezialfälle separat behandelt,

bzw. das verwendete (integrale) Entropiemaß durch ein geeignetes diskretes er-

setzt werden.

16



2. Kalkülunabhängige Beschreibung von
Entscheidungsmodellen

Bei dem Versuch, mit bestehenden Methoden Entscheidungsmodelle aus ver-

schiedenen Kalkülen miteinander zu vergleichen, gibt es zwei wesentliche Hin-

dernisse. Zum Einen wird in der Literatur oft nicht sauber zwischen zu lösendem

Entscheidungsproblem und dem eigentlichen Entscheidungsmodell unterschei-

den, zum Anderen verwenden CDT und FDT unterschiedliche Formalismen, um

Informationen und Modelle zu beschreiben.

Um den mit dieser Arbeit bezweckten Vergleich verschiedener Kalküle vorneh-

men zu können, wird daher zunächst in Abschnitt 2.1 am Beispiel klassischer

Matrixmodelle eine begrifflich saubere Trennung von Problem und Entschei-

dungsmodell vorgenommen, um dann in den Abschnitten 2.2 und 2.3 ein ver-

allgemeinertes Funktionalmodell zu entwerfen, mit dem sowohl klassische, als

auch unscharfe Entscheidungsmodelle formuliert werden können.

2.1. Klassische Matrixmodelle

2.1.1. Entscheidungen unter Sicherheit

Bei einem Entscheidungsproblem geht es darum, aus einer gegebenen Menge

von Handlungsalternativen die „beste“ auszuwählen. Es wird bestimmt durch:

• Handlungsraum A: Eine Menge sich gegenseitig ausschließender Hand-

lungsmöglichkeiten.

• Umweltparameter U: Eine Menge von Parametern, deren Wert die Quali-

tät der einzelnen Entscheidungen beeinflusst, ohne ihrerseits von der Ent-

scheidung beeinflusst zu werden.

• Optimalitätskriterium O: Eine Regel, nach der ein Ereignis „besser“ ist als

ein anderes. Ohne Einschränkung sei das Optimalitätskriterium nume-

risch messbar und somit der Grad der Optimalität einer Entscheidung mit

R parametrisierbar.
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

Die Forderung der Ausschließlichkeit der Handlungsalternativen stellt keine

Einschränkung der Allgemeinheit von Entscheidungsproblemen dar. Können

mehrere Handlungen durchgeführt werden, so wird als Raum der Handlungsal-

ternativen entweder der Produktraum dieser Handlungen (also Alternativen der

Form „Handlung A und Handlung B“) betrachtet oder zunächst eine Handlung

ausgewählt und danach aus den verbleibenden Alternativen eine weitere.

Grundsätzlich wird zwischen Entscheidungsproblemen unter Sicherheit und

solchen unter Unsicherheit unterschieden. Bei einem Entscheidungsproblem

unter Sicherheit sind dabei die Werte der Umweltparameter zum Entscheidungs-

zeitpunkt exakt bekannt oder werden zumindest als exakt bekannt angenom-

men.

Zur Lösung eines solchen Entscheidungsproblemes wird ein Entscheidungsmo-

dell benötigt:

Definition 1 (Entscheidungsmodell unter Sicherheit )

Ein Entscheidungsmodell für eine Entscheidungssituation unter Sicherheit

(A,U,O) ist eine Funktion f : A × U → O, so dass gilt:

f(αk,u1,u2, ...) = f(αk) = max ⇔ αk ist optimale Handlungsalternative aus A.

(2.1)

Oder in Worten: Ein Entscheidungsmodell zu einer gegebenen Entscheidungssi-

tuation (unter Sicherheit) ist eine numerische Funktion, die für alle Alternativen

A definiert ist, und die genau dann für ein αk den maximalen Wert annimmt,

wenn αk eine optimale Handlungsalternative darstellt.

Da das Optimalitätskriterium oft nicht durch einen einzelnen, unmittelbar mess-

baren Parameter gegeben ist, sondern sich aus verschiedenen Größen zusam-

mensetzt, wird die Optimalität einer Entscheidung nicht direkt betrachtet, son-

dern zunächst die messbare Folge der Entscheidung in einem sog. Ergebnis-

raum. Die Lösung eines Entscheidungsproblemes bei Sicherheit läuft dann in

drei Stufen ab (vgl. Abbildung 2.1):

1. Ermittlung des Ergebnisses jeder einzelnen Aktion

Zunächst wird für jede mögliche Handlungsalternative das Ergebnis als

Vektor in einem Ergebnisraum E ermittelt.

2. Bewertung jedes Ergebnisses und damit jeder Aktion

Dann werden die Ergebnisse mittels einer Bewertungsfunktion ν bewertet,

insbesondere die verschiedenen Komponenten des Ergebnisvektors gegen-

einander abgewogen. Bei eindimensionalen Ergebnisvektoren kann Schritt
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2.1. Klassische Matrixmodelle

Aktionen Ergebnisse

α1

α2

α3

α4

...

�κ1 := f̂(α1)

�κ2 := f̂(α2)

�κ3 := f̂(α3)

�κ4 := f̂(α4)

...

→

→

→

→

→

Bewertung der

Aktionen

ν(α1) := ν̂(�κ1)

ν(α2) := ν̂(�κ2)

ν(α3) := ν̂(�κ3)

ν(α4) := ν̂(�κ4)

...

→

→

→

→

→

Ordnung der

Aktionen

4.

3.

1.

2.

...

ABBILDUNG 2.1: Klassisches dreistufiges Vorgehen bei Entscheidungsproblemen

unter Sicherheit

2 meist entfallen und das Ergebnis unmittelbar zur Ordnung der Alterna-

tiven herangezogen werden.

3. Ordnung der Aktionen bzw. Auswählen der besten Aktion

Schließlich werden die Alternativen entsprechend ihrer Bewertung sortiert

bzw. wird die beste Alternative ausgewählt.

Die Bewertung ν einer Aktion α ist also die Bewertung ν̂ des von dieser Aktion

erzeugten Ergebnisses f̂(α), welches mit Sicherheit vorhersagbar ist.

ν(αk) =: ν̂(f̂(αk)) (2.2)

Vom theoretischen Blickwinkel aus betrachtet sind Entscheidungsprobleme un-

ter Sicherheit - zumindest dann, wenn wie in allen praktisch relevanten Fällen

nur endlich viele Handlungsalternativen in Frage kommen - einfach zu lösen, da

„nur“ die Ergebnisse für alle Alternativen bewertet werden und die beste Alter-

native auszuwählen ist. Die einzige nennenswerte Schwierigkeit besteht in der

Abwägung zwischen verschiedenen Dimensionen des Ergebnisraumes (also z.B.

zwischen Preis und Haltbarkeit eines zu kaufenden Werkzeuges).

In der Praxis gibt es allerdings oft sehr viele - wenn auch nur endlich viele - mög-

liche Alternativen. So kommt es regelmäßig vor, dass die Berechnung der opti-

malen Lösung dennoch zu so großem Aufwand führen kann, dass sie nach der-

zeitigem Stand der Technik nur näherungsweise möglich ist. Als Beispiel hierfür

kann das „Travelling Salesman“ Problem gelten (vgl. [22, 27, 155]), bei welchem

19



2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

es darum geht, aus den n! möglichen Rundreisen durch n verschiedene Städ-

te diejenige mit der kürzesten Weglänge auszuwählen, und welches nicht nur

in der Planung von Logistiknetzen, sondern auch z.B. bei der optimalen Ver-

teilung von Sendemasten für Mobilfunknetze zu lösen ist. Schon bei nur 170

Städten/Standorten gibt es 170! > 7, 2 ∗ 10306 verschiedene Möglichkeiten.

2.1.2. Entscheidungen unter Unsicherheit

Bei der Entscheidung unter Unsicherheit sind nun die Werte der Umweltpara-

meter zum Entscheidungszeitpunkt nicht mehr exakt bekannt, und die Unsi-

cherheit wird bei der Modellierung explizit berücksichtigt. Hierzu müssen bei

der Charakterisierung eines solchen Entscheidungsproblemes zwei zusätzliche

Größen eingeführt werden:

Zustandsraum S: Eine diskrete Menge endlich vieler sich gegenseitig ausschlie-

ßender Umweltzustände

si := (u1(σ1),u2(σi), ...) . (2.3)

Informationen I: Eine Menge von Informationen pi, welche Auskunft über das

Eintreten der Umweltzustände geben.

Solche Umweltzustände können bei der Entscheidung eines Bauers, wann er

sein Kornfeld mähen soll, z.B. sein „Es regnet morgen“, „Es regnet in der nächs-

ten Woche nicht, aber übernächste Woche“ oder „Es regnet erst nächstes Jahr

wieder“. Da das Modell praktisch ausschließlich im Kontext der klassischen

Wahrscheinlichkeitstheorie seine Anwendung fand, sind die Informationen pi

meist als Eintrittswahrscheinlichkeiten der einzelnen Zustände zu interpretie-

ren.

Entscheidungsprobleme unter Unsicherheit werden in der Literatur [62, 94] ana-

log zu Entscheidungsproblemen bei Sicherheit oft als Matrix dargestellt (vgl.

Abbildung 2.2). Dabei wird ebenfalls prinzipiell dreistufig vorgegangen. Im Un-

terschied zu Entscheidungsproblemem bei Sicherheit (Abbildung 2.1) müssen

allerdings mehrere (oder ein ganzes Spektrum) möglicher Ergebnisse der Hand-

lung berücksichtigt werden. Auch wenn das Matrixmodell aufgrund seiner An-

schaulichkeit zur Demonstration der Funktionsweise eines Entscheidungsmo-

delles sehr gut geeignet ist, so ist es für eine mathematische Analyse wegen

seiner mehrschrittigen Struktur nachteilig.
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2.2. Neues kalkülunabhängiges Funktionalmodell

Aktionen
Umweltzustände

σ1 σ2 σ3 σ4 . . .

α1

α2

α3

α4

. . .

�κ1,1 �κ1,2 . . .

�κ2,1 �κ2,2

...
. . .

→

→

→

→

→

Bewertung der

Aktionen

ν(α1)

ν(α2)

ν(α3)

ν(α1)

...

→

→

→

→

→

Ordnung der

Aktionen

2.

3.

4.

1.

...

ABBILDUNG 2.2: Dreistufiges Vorgehen bei Entscheidungsproblemen unter Unsi-

cherheit.

Daher wird in den nächsten beiden Abschnitten ein Funktionalmodell einge-

führt, das der Behandlung mit funktionalanalytischen Methoden zugänglich ist.

In Abschnitt 2.2 wird das Modell formal definiert, wobei im Unterschied zu be-

stehenden ähnlichen Modellen das entwickelte Modell sowohl mathematisch for-

malisiert ist (im Gegensatz zu z.B. [34]) also auch zur Beschreibung von CDT und

FDT Modellen gleichermaßen geeignet (im Gegensatz zu z.B. [112]).

2.2. Neues kalkülunabhängiges Funktionalmodell

2.2.1. Allgemeines Entscheidungsproblem und dessen Eigenschaften

Um Entscheidungsprobleme sinnvoll mit funktionalanalytischen Methoden be-

handeln zu können, ist der im Matrixmodell angenommene diskrete Zustands-

raum zunächst hinderlich. Deswegen wird von einer allgemeineren Formulie-

rung des Entscheidungsproblemes ausgegangen:

Definition 2 (Allgemeines Entscheidungsproblem )

Ein Tupel (A,U, I,O) heißt „Entscheidungsproblem“, wenn

• A eine Menge von sich gegenseitig ausschließenden Handlungsalternativen,
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

• U ≡ R
n ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum der Umweltparameter,

• I = {i1, ..., in} eine Menge von Informationen über den Wert dieser Umweltpa-

rameter und

• O ein Optimalitätskriterium ist.

Zur Verbesserung der Lösbarkeit solcher Entscheidungsprobleme und um in

allgemeinen Untersuchungen die Betrachtung einer Reihe pathologischer Fälle,

welche in der Praxis selten auftreten, zu vermeiden, werden an die Struktur des

Entscheidungsproblemes eine Reihe weiterer Anforderungen gestellt, die in den

nächsten drei Abschnitten kurz diskutiert werden.

2.2.1.1. Handlungsalternativen A

Die Menge der Handlungsalternativen sollte zunächst nicht mächtiger als R sein,

so dass gleichzeitig eine Identifizierung der einzelnen Alternativen mit reellen

Zahlen ermöglicht wird:

Definition 3 (Parametrisierbarer Handlungsraum )

Ein Handlungsraum A heißt parametrisierbar genau dann, wenn es eine Variable

α gibt, so dass alle möglichen Handlungsalternativen αi eindeutig und umfassend

durch α = xi mit xi ∈ X ⊆ R beschrieben werden.

α heißt dann Handlungsparameter.

Die Parametrisierbarkeit stellt dabei keine Einschränkung der Allgemeinheit für

praktisch relevante Fälle dar, da jeder endliche Handlungsraum über eine be-

liebige Abzählung der Alternativen parametrisierbar ist. Erst zusammen mit be-

stimmten Regularitätsbedingungen für ein Entscheidungsmodell, wie z.B. Ste-

tigkeit, können sich Einschränkungen ergeben.

Insbesondere aus Gründen der Berechenbarkeit ist es darüber hinaus vorteil-

haft, wenn auch tatsächlich alle Handlungsalternativen aus einem bestimmten

Intervall möglich sind.

Definition 4 (Vollständiger Handlungsraum )

Ein parametrisierbarer Handlungsraum mit Handlungsparameter α heißt vollstän-

dig, wenn es ein Intervall [a;b] ∈ P(R) gibt , so dass α = x für jedes maschinen-

darstellbare x ∈ [a;b] eine zulässige Handlungsalternative ist.
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2.2. Neues kalkülunabhängiges Funktionalmodell

Insbesondere ist bei einem vollständigen Handlungsraum der Wertebereich des

Handlungsparameters α beschränkt.

Im Folgenden werden nur vollständige Handlungsräume betrachtet. Die Forde-

rung nach Vollständigkeit von Handlungsräumen erscheint zunächst als starke

Einschränkung - im nicht technischen Bereich wird sie streng genommen so

gut wie nie erfüllt sein. So können z.B. bei der Planung der Produktionsmenge

immer nur ganze Werkstücke berücksichtigt werden wie man auch bei Kapital-

anlageentscheidungen nur in bestimmten Stückelungen agieren kann. Es hat

sich aber gezeigt, dass in den meisten Fällen eine Vernachlässigung dieser dis-

kreten Struktur des Handlungsraumes zunächst gerechtfertigt ist, wenn dann in

einem zweiten Schritt unter den tatsächlichen Alternativen diejenige ausgewählt

wird, die am nächsten an der Lösung des vervollständigten Problemes liegt. Für

die spezifischen Probleme, welche bei der Lösung von Entscheidungsproblemen

mit diskreten Handlungsräumen auftreten, sei auf die reichhaltige Literatur( z.B.

[19, 50, 58]) verwiesen.

2.2.1.2. Umweltparameter

Der beim Matrix-Entscheidungsmodell unter Unsicherheit eingeführte Zu-

standsraum läßt sich auf das Funktionalmodell übertragen:

Definition 5 (Zustandsraum im Funktionalmodell )

Der von den Umweltparametern U = {u1,u2, ...,un} aufgespannte n-dimensionale

R-Vektorraum heißt „Zustandsraum“. Seine Elemente heißen „Umweltvektoren“.

Die Informationen über die Werte dieser Umweltparameter werden mit I =

{i1, ..., in} bezeichnet.

Analog zum Handlungsraum kann auch vom Zustandsraum eine bestimmte

Vollständigkeit gefordert werden:

Definition 6 (Vollständiger Zustandsraum )

Ein parametrisierbarer Zustandsraum mit Umweltvektor �s heißt vollständig, wenn

es einen (Hyper-)Quader Q ⊂ R
n gibt , so dass �s = x für jedes maschinen-

darstellbare x ∈ Q ein möglicher Umweltzustand ist.

Da die Forderung nach Vollständigkeit nur bedeutet, dass die Annahme ei-

nes solchen Umweltzustandes denkbar ist, auch wenn er in der Realität nicht
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

notwendig auftritt, bedeutet die ausschließliche Betrachtung vollständiger Zu-

standsräume keine Einschränkung der Allgemeinheit. In der Praxis werden un-

mögliche Zustände aus einem solchen vollständigen Zustandsraum durch ei-

ne entsprechende Information (also z.B. Eintrittswahrscheinlichkeit = 0) ausge-

schlossen.

2.2.1.3. Information

Die Informationen I können prinzipiell auf vielfältige Art und Weise vorliegen:

unstrukturiert, als linguistische Aussagen, in Form von Messwertreihen etc. Für

deren mathematische Behandlung ist es allerdings sinnvoll zu fordern, dass sie

die Form von Funktionen haben. Um das Modell offen für die verschiedensten

Arten von Entscheidungskalkülen zu halten, wird im Folgenden der Begriff der

“Informationsfunktion“ verwendet:

Definition 7 (Informationsfunktion (IF) )

Sei B ⊂ R ein abgeschlossenes Intervall. Eine Funktion

i : R → R (2.4)

heißt Informationsfunktion (IF) genau dann, wenn

1. ∀x /∈ B : i(x) = 0,

2. i(x) � 0 für alle x,

3. i(x) < i für ein universelles i.

Der Raum aller IF über B = [a;b], die durch i beschränkt sind, heiße Ii
[a;b].

Endliche Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktionen (ZGF) und Wahrscheinlichkeitsdich-

ten sind demnach spezielle Informationsfunktionen.

Von der Frage, wie aus unstrukturierten oder natürlichsprachigen Informatio-

nen solche Informationsfunktionen erzeugt werden können, handelt Abschnitt

2.3.1.

2.2.2. Entscheidungsmodell

Sind die Informationen in Form von Informationsfunktionen gegeben, so kann

das Entscheidungsmodell für ein allgemeines Entscheidungsproblem als kano-

nische Erweiterung des Entscheidungsmodells unter Sicherheit (Definition 1)
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2.2. Neues kalkülunabhängiges Funktionalmodell

definiert werden:

Definition 8 (Entscheidungsmodell als Funktional )

Sei (A,U, I,O) ein allgemeines Entscheidungsproblem mit I ∈ (Ii
[a;b])

n für geeignete

a,b, i und n = dim(U), so ist ein Entscheidungsmodell E für diese Entscheidungs-

situation ein Funktional

E : (A; (Ii
[a;b])

n) → R (2.5)

mit

E(α, I) = max ⇔ α ist optimale Handlungsalternative (2.6)

Mit anderen Worten: Ein Entscheidungsmodell ist ein Funktional, das - abhän-

gig von der vorhandenen Information - jeder Handlungsalternative eine reelle

Zahl in der Weise zuordnet, dass jede optimale Handlungsalternative den maxi-

malen Wert erhält.

Zur mathematische Analyse eines solchen Entscheidungsmodells ist es zweck-

mäßig, das Funktional in zwei Teile zu zerlegen, die auch in der praktischen

Modellierung meist getrennt voneinander betrachtet werden: einen Bewertungs-

operator und ein Ordnungsfunktional. Sei zur Beschreibung I := (Ii
[a;b]) für ge-

eignete a,b und i, dann gilt:

Bewertungsoperator B : (R; In) → R × I: Der Bewertungsoperator ordnet jeder

Alternative (also jedem möglichen Wert des Handlungsparameters α) ei-

ne „Nutzeninformationsfunktion“ zu, welche die Qualität der Aktion be-

schreibt. Diese Funktion kann zum Beispiel als Wahrscheinlichkeitsver-

teilung für den aus der Handlung entstehenden Nutzen oder als Fuzzy-

Zugehörigkeitsfunktion für den Nutzen interpretiert werden.

Ordnungsfunktional O : I → R: Das Ordnungsfunktional bewertet nun die ver-

schiedenen Nutzenfunktionen, um sie miteinander vergleichen zu können,

da es im Gegensatz zu reellwerigen Nutzen bei Nutzeninformationsfunktio-

nen nicht offensichtlich ist, welche Handlungsmöglichkeit vorzuziehen ist.

So zeigt zum Beispiel Abbildung 2.3 drei Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktionen,

eine dreiecksförige, eine trapezförmige sowie eine mit zwei Spitzen (hier aus

I1[800;1200]), bei denen nicht ohne weiteres zu entscheiden ist, welche die „bes-

sere“ Alternative beschreibt, da alle denselben Schwerpunkt haben.
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ABBILDUNG 2.3: Graph von drei verschiedenen Nutzenzugehörigkeitsfunktionen

Offensichtlich ist die Aufteilung eines Entscheidungsmodells in Ordnungsfunk-

tional und Bewertungsoperator formal gesehen immer möglich, da zu einem ge-

gebenen Entscheidungsmodell

E : (A; (Ii
[a;b])

n) → R; E(α; i1, ..., in) = xα (2.7)

lediglich

O : (A; (Ii
[a;b])

n) → I; O(α; i1, ..., in)(x) :=




1 für x = xα

0 sonst
(2.8)

B : I → R; B(i(x)) := max
x∈R

x | i(x) = 1 (2.9)

gesetzt werden muss.

Ein so konstruierter Bewertungsoperator verfehlt natürlich seinen eigentlichen

Zweck, eine wirkliche Informationsfunktion über den Nutzen einer Aktion zu lie-

fern.

Oft ergibt sich aber der Bewertungsoperator unmittelbar aus der Modellierung

des Systems. In der Semantik des Funktionalmodells gesprochen stellen sich

Methoden zur automatischen Regelgenerierung in Fuzzy-Systemen im beschrie-

benen Kalkül genau als Verfahren zur Ermittlung eines geeigneten Bewertungs-

operators dar. Allerdings wird deutlich, dass die Formulierung eines komplexen

Systems mehrerer Dutzend Fuzzy-Regeln in einem einzigen Bewertungsoperator

zwar theoretisch möglich ist, für die praktische Arbeit aber eher weniger geeig-

net. Dies gilt insbesondere auch für die Zusammenfassung eines hierarchischen
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Regelsystems, wie z.B. bei der Hyperdefuzzyfizierung (vgl. [74]). Für die Analyse

der Störungssensitivität allerdings, ist eine solche Zusammenfassung allerdings

sehr hilfreich und da sie in jedem Fall möglich ist, ist das im Folgenden beschrie-

bene Verfahren auch auf komplexe Modelle anwendbar.

Viele der in der Praxis vorkommenden Bewertungsoperatoren haben die günstige

Eigenschaft, stetig bezüglich der Information zu sein. Das bedeutet, dass kleine

Änderungen in der Information über die Umweltzustände auch die Bewertung

jeder einzelnen Aktion nur wenig verändern. Ein bezüglich der Information ste-

tiger Bewertungsoperator muss dagegen nicht notwendigerweise stetig bezüg-

lich dem Ergebnis der Aktion sein. Daher können auch Bewertungsoperatoren

in nichtlinearen Regelungssystemen in diesem Sinne stetig sein, da in diesen

zwar eine kleine Änderung des Eingangsparameters zu großen Änderungen des

Ergebnisses führen kann, nicht aber eine kleine Änderung der Wahrscheinlich-

keitsverteilung dieses Eingangsparameters.

Lässt sich ein Entscheidungsmodell mit einem solcherart stetigem Bewertungs-

operator darstellen, wird es quasistetig genannt.

Definition 9 (Quasistetiges Entscheidungsmodell )

Ein Entscheidungsmodell

E : (R; In) → R

heißt „quasistetig“ , wenn es einen in der zweiten Variablen (∈ In), also in jeder

Komponente des Informationsvektors, stetigen Operator

B : (R; In) → R × I (2.10)

und ein Funktional

O : I → R (2.11)

gibt, so dass gilt

E(α; i1, ..., in) = O(iα) = O(B(α; i1, ..., in)) (2.12)

Analog heißt ein Bewertungsoperator „quasistetig“, wenn er Teil eines quasisteti-

gen Entscheidungsmodells ist.

Alle in der vorliegenden Arbeit verwendeten Entscheidungsmodelle sind quasis-

tetig. Daher können bei der numerischen Berechnung in Kapitel 4 konventionelle

(Monte-Carlo-) Integrationsmethoden verwendet werden.

Zur Veranschaulichung des Funktionalmodells ist im folgenden Abschnitt sei-

ne Anwendung an einem Beispiel demonstriert. Da das Beispiel nur der Veran-

schaulichung der Vorgehensweise dient, entspricht es keiner realen Anwendung
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sondern ist für die Zwecke dieser Demonstration konstruiert.

Dabei zeigt sich, dass die Trennung des Funktionalmodells in Bewertungsope-

rator und Ordnungsfunktional dem natürlichen Vorgehen beim Entwurf eines

Entscheidungsmodells entgegen kommt.

2.2.3. Beispiel für die Anwendung des Funktionalmodells

Beispiel 1 (Farbabfüllung)

Ein Produzent für 1000g-Eimer Dispersionsfarbe automatisiert seine Abfüllanla-

ge. Wo bisher noch ein Angestellter mit der Hand zum Befüllen jedes Eimers einen

Hebel auf- und wieder zudrehen musste, soll das in Zukunft ein automatisches

Ventil erledigen. Bei der Modellierung des Reglers mit Hilfe des Expertenwissens

des Mitarbeiters stellt sich heraus, dass der Mitarbeiter ein hervorragendes Gefühl

für die notwendige Öffnungszeit des Ventils entwickelt hatte. Auch im automati-

schen System ist eine Zeitsteuerung vorgesehen, da eine kontinuierliche Kontrolle

des Eimerfüllstandes technisch nicht möglich und eine Massedurchflussmessung

im Rohr zu teuer ist. Der Experte berichtet, dass zwei Parameter die notwendige

Öffnungszeit des Ventils entscheidend beeinflussen:

• Die aktuelle Temperatur der Farbe als bestimmende Variable für die Viskosi-

tät und

• der von Charge zu Charge variierende Anteil Luft, der in kleinen Blasen ein-

geschlossen ist.

Während die Temperatur leicht messbar ist, ist bei der Abschätzung des Luftan-

teils weiterhin die Beurteilung durch den Mitarbeiter notwendig, welche er für jede

Charge in das Regelungssystem eingibt.

Das für die Anwendung zu modellierende Entscheidungsmodell E(x, iT, iNL) muss

also unter Berücksichtigung der vorhandenen Informationen über die Umge-

bungstemperatur iT und den Nicht-Luftanteil der Farbe iNL jeder zulässigen Öff-

nungszeit x einen Qualitätswert in der Weise zuordnen, dass

E (x; iT, iNL) = max ⇔ (Füllmenge nach x Sekunden = 1000g). (2.13)

Die Aufteilung des Entscheidungsmodells in einen Bewertungsoperator und ein

Ordnungsfunktional ist dabei inhaltlich naheliegend. Der Bewertungsoperator

ordnet jeder Öffnungszeit eine Informationsfunktion über die Abweichung der

Füllmenge von der Idealmenge 1000 g zu.
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2.2. Neues kalkülunabhängiges Funktionalmodell

Wird der Einfachheit halber angenommen, die Massenflussgeschwindigkeit

hängt linear von der Umgebungstemperatur ab, so kann sich die Abweichung

z.B. berechnen als1

A(x) := −

∣∣∣∣1000g −

(
x ∗

(
100g

s ∗ iNL ∗ iT

20◦C

))∣∣∣∣
= −

∣∣1000g −
(
5 g

s◦Cx ∗ (iNL ∗ iT)
)∣∣ , (2.14)

wobei 100g
s die Massenflussgeschwindigkeit der Farbe durch die Abfüllanlage bei

20◦C ohne Luftblasen ist, 0 < iNL � 1 der Nichtluftanteil und iT
20◦C der Korrektur-

faktor für die Berücksichtigung der geänderten Viskosität bei einer Temperatur

iT 	= 20◦C.

Sind iT und iNL keine Funktionen, sondern - wie bei einem Entscheidungspro-

blem unter Sicherheit - feste Zahlen, so lässt sich durch diese Gleichung zu jeder

Öffnungszeit x die Abweichung unmittelbar angeben. Ist zum Beispiel iT = 24◦C
und iNL = 0.9, so ergibt sich die Abweichung in Abhängigkeit der Einfüllzeit x als

A0.9;24◦C(x) = −
∣∣∣1000g −

(
x ∗ 100

g

s
∗ 0.9 ∗ 1.2

)∣∣∣ (2.15)

= −
∣∣∣1000g −

(
108

g

s
∗ x

)∣∣∣ (2.16)

Die minimale Abweichung A0.9;24◦C(x) = 0 wird bei x = 9.26s erreicht.

Seien nun iT = iT(y) und iNL = iNL(y) Informationsfunktionen, in diesem Bei-

spiel Wahrscheinlichkeitsdichten, über den Wert von iT und iNL, also iNL(y) =

P(iNL = y). Dann ist eine Möglichkeit den Bewertungsoperator zu bilden, die

Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Abweichung der Füllmenge A(x) bei Öff-

nungszeit x zu berechnen.

Bei gegebener Füllzeit x0 berechnet sich die Wahrscheinlichkeit P (A(x0) = A0) für

eine gegebene negative Abweichung A0 als:

P (A(x0) = A0) = −
∣∣1000g −

(
5 g

s◦Cx ∗ (iNL ∗ iT)
)∣∣ = A0 (2.17)

= P (1000g − (5x ∗ (iNL ∗ iT)) = A0) +

+P (1000g − (5x ∗ (iNL ∗ iT)) = −A0) (2.18)

= P

(
iNL ∗ iT =

1000 − A0

5x

)
+ P

(
iNL ∗ iT =

1000 + A0

5x

)
(2.19)

1Das Modell wurde lediglich zur Veranschaulichung entworfen und entspricht keiner realen An-

wendung
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

Sind iNL und iT kontinuierlich verteilte Zufallsgrößen so errechnet sich die Wahr-

scheinlichkeitsverteilung für die Abweichung bei gegebener Öffnungszeit x daher

als Faltung der Verteilungen von iNL und iT:

µx(y) =

∫
1
5x

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ iT(z) ∗ iNL

(
1000−y

5x

z

)
dz +

+

∫
1
5x

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ iT(z) ∗ iNL

(
1000+y

5x

z

)
dz (2.20)

=: B(x,y). (2.21)

B(x0,y0) ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Öffnungszeit von x0 Se-

kunden die Füllmengenabweichung y0 erreicht wird.

Angenommen, an einem bestimmten Tag ist die Temperatur nun gleichverteilt

zwischen 22◦C und 26◦C und der Nicht-Luftanteil in der Farbe normalverteilt um

0.9 mit σ = 0.02, also

iT(z) :=




0.25 für 22 � z � 26

0 sonst
(2.22)

iNL(z) :=
1

0.02 ∗ √2 ∗ π
∗ e− 1

2∗( z−0.9
0.02 )

2

. (2.23)

(2.24)

Damit vereinfacht sich (2.20) zu:

B(x,y) =

∫26

22

1
5x

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ ∗ 0.25 ∗ iNL

(
1000 − y

5x ∗ z

)
dz +

+

∫26

22

1
5x

∣∣∣∣1z
∣∣∣∣ ∗ 0.25 ∗ iNL

(
1000 + y

5x ∗ z

)
dz. (2.25)

Aus dieser Gleichung kann B(x,y) numerisch berechnet werden (vgl. Abbildung

2.4; die eingezeichneten Linien in dieser Abbildung sind die Funktionsgraphen

der Informationsfunktion über die Qualität der Füllung, also die Wahrschein-

lichkeitsdichten der Qualität, bei gegebener Öffnungszeit und werden in Abbil-

dung 2.5 detaillierter dargestellt). Zur Ermittlung der optimalen Einfüllzeit müs-

sen nun die Funktionen B|x(y) betrachtet, also die Schar der eindimensionalen

Funktionen, die sich beim Festhalten von jeweils einem x ergeben (vgl. Abbil-

dung 2.5), die für jede Öffnungszeit x die Wahrscheinlichkeitsverteilung für den

Qualitätswert y darstellt. Um nun das beste x auswählen zu können, müssen

die Qualitätsfunktionen auf eine Zahl reduziert werden, wozu das Ordnungs-

funktional angewendet wird. Da hier sehr viele Eimer zu füllen sind und das
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ABBILDUNG 2.4: Funktionsgraph des Bewertungsoperators B(x,y).
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ABBILDUNG 2.5:

Funktionsgraph der Infor-

mationsfunktion B(x,y) über

die Qualität der Füllung bei

verschiedenen Einfüllzeiten

x. Jede Kurve gibt die Wahr-

scheinlichkeitsverteilung für

die Füllmengenabweichung

bei der entsprechenden Öff-

nungszeit an.
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

Unternehmen eine im Mittel richtige Entscheidung benötigt, bietet sich als Ord-

nungsfunktional der Erwartungswert bzw. der Schwerpunkt der Informations-

funktion an:

O(B) =

∫∞
−∞ y ∗ B(x,y)dy. (2.26)

Die Anwendung des Ordnungsfunktionales auf B(x,y) ergibt nun für jede Öff-

nungszeit x des Ventils einen Qualitätswert. Dieser Qualitätswert lässt sich in-

terpretieren als der Erwartungswert der stets negativ gerechneten Abwichung

der Füllmenge von 1000g:

Qual(x) = O (B|x(y)) . (2.27)

Abbildung 2.6 zeigt den Graphen der Funktion im Bereich 7 � x � 12. Da im

ABBILDUNG 2.6: Der Qua-

litätswert für verschiedene

Einfüllzeiten. Die maximale

Qualität wird bei xopt = 9, 23
erzielt.
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verwendeten Modell ein mögliches Überlaufen des Eimers nicht berücksichtigt

wurde, um das Beispiel übersichtlich zu halten2, ist die Qualitätsfunktion um

das Maximum beidseitig abfallend.

Die Stelle des Maximums dieser Qualitätsfunktion ist die gesuchte optimale Ent-

scheidung. Numerisch ergibt sich für dieses Beispiel der Wert

xopt = 9, 23 Sekunden. (2.28)

Dieser Wert ist etwas niedriger als der im sicheren Fall für iT = 24◦C und iNL = 0.9

berechnete, da im verwendeten Modell eine beliebige Überfüllung des Eimers

möglich ist, während die schlechteste durch Unterfüllung erreichbare Bewer-

tung (keine Füllung) −1000 darstellt.

2Eine Berücksichtigung des Überlaufens hätte eine Reihe von Fallunterscheidungen notwendig

gemacht.
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2.3. Bestandteile des Funktionalmodells

2.3. Bestandteile des Funktionalmodells

Die bisherige Definition des Funktionalmodells ist bewusst unabhängig vom ge-

wählten Kalkül gehalten, um als Basis für einen Vergleich verschiedener Kalküle

untereinander dienen zu können. Im folgenden Abschnitt wird nun gezeigt, wel-

che spezifischen Ausprägungen die verschiedenen Entscheidungskalküle auf-

weisen.

Die Unterschiede zwischen verschiedenen Entscheidungskalkülen liegen in drei

Eigenschaften:

• Informationsfunktionen: Im klassischen Fall werden Wahrscheinlichkeits-

dichten für die Werte der Umweltparameter herangezogen, im unscharfen

Fall Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktionen.

• Bewertungsoperatoren: Im klassischen Fall werden hauptsächlich punkt-

weise Additionen und Multiplikationen sowie Faltungen der Umweltinfor-

mationsfunktionen untereinander oder mit stetigen Funktionen verwendet,

während im unscharfen Fall ein breites Spektrum an Fuzzy-Operatoren

angewendet wird.

• Ordnungsfunktional: Das Ordnungsfunktional O ist im klassischen Fall

meist ein Erwartungswert

O(α,µα(r)) =

∫
R

rdµα(r), (2.29)

seltener der wahrscheinlichste Ausgang

O(α,µα(r)) = x0 ⇔ ∀x ∈ R : µα(x) < µα(x0). (2.30)

Im unscharfen Fall gibt es eine breite Auswahl an möglichen Ordnungs-

funktionalen, auf die in Abschnitt 2.3.3.2 separat eingegangen wird.

Eine scharfe Trennung zwischen unscharfen und klassischen Methoden ist in

solch einer Betrachtungsweise allerdings schwierig, da sich die verwendeten Me-

thoden oft nur in der Bezeichnung, nicht aber in der Definition unterscheiden:

So ist das in der klassischen Theorie als „Mittelwert der wahrscheinlichsten Aus-

gänge“ bekannte Ordnungsfunktional in der FDT unter der Bezeichnung „Mittle-

re maximale Zugehörigkeit“ oder „AVG-MAX-Prinzip“sehr gebräuchlich. Dadurch

reduziert sich der Unterschied auf verschiedene Normierungen der Informati-

onsfunktionen.

In den folgenden Abschnitten werden die im Weiteren verwendeten Funktio-

nen/Funktionale im Einzelnen definiert.
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

2.3.1. Informationsfunktionen

Informationen über Umweltparameter werden im Folgenden stets in Form von

Informationsfunktionen (IF) beschrieben. Deren Definition ist allerdings inter-

pretationsneutral, so dass es Aufgabe der einzelnen Entscheidungskalküle ist,

eine solche Interpretation zu liefern. Die Herausforderung in der praktischen

Anwendung ist hierbei stets, die unstrukturiert vorliegende Information aus der

realen Welt mathematisch in einer IF zu formalisieren.

2.3.1.1. Definitionen

Bei den hier betrachteten Entscheidungskalkülen treten grundsätzlich zwei ver-

schiedene Formen von IF auf:

1. Wahrscheinlichkeitsdichten in der klassischen Entscheidungstheorie und

bei den subjektiven Wahrscheinlichkeiten.

Definition 10 (Wahrscheinlichkeitsdichte )

Eine Funktion µ ∈ B(R) heißt „Wahrscheinlichkeitsdichte“ oder „Wahrschein-

lichkeitsmaß“, wenn sie R-integrierbar ist und∫
R

dµ =

∫
R

µ(x)dx = 1. (2.31)

Anmerkung: Mit der Forderung µ ∈ B(R) ist es offensichtlich nicht möglich, si-

cheres Wissen als Wahrscheinlichkeitsmaß zu definieren. Um dies zu ermög-

lichen, sind an Stelle integrierbarer Funktionen Distributionen zu verwenden

(vgl. sehr ausführlich [60]). Da für die Zwecke dieser Arbeit die Unterschei-

dung nicht notwendig ist, wird im Folgenden stets von Funktionen gespro-

chen, auch wenn es um die Modellierung von Mehr-Punkt Verteilungen geht.

2. Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktionen (ZGF) in der Fuzzy-Entscheidungstheorie

und der Evidenztheorie.

Definition 11 (Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktion (ZGF) )

Eine Funktion µ ∈ B(R) heißt „Fuzzy- Zugehörigkeitsfunktion“, wenn

sup
x∈R

µ(x) � 1 (2.32)

gilt.
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2.3. Bestandteile des Funktionalmodells

Die in der Evidenztheorie vorkommenden Möglichkeits- und Glaubwürdigkeits-

funktionen sind dabei aus formalen Gründen den ZGF zugeordnet. Sie erfüllen

die Definition 11 (vgl. [55, 169]), lediglich ihre inhaltliche Interpretation unter-

scheidet sie von typischen ZGF. Der Bedeutungsgehalt ist aber lediglich für die

Modellierung eines Entscheidungssystems, nicht für die Analyse der mathema-

tischen Eigenschaften eines gegebenen Modells relevant. Daher ist eine spezielle

Behandlung von Möglichkeits- und Glaubwürdigkeitsfunktionen im Folgenden

nicht notwendig.

Es fällt unmittelbar auf, dass eine enge Verwandtschaft zwischen Wahrschein-

lichkeitsverteilungen und Zugehörigkeitsfunktionen besteht, wenn einige kleine

Einschränkungen für die betrachteten Funktionen gemacht werden. Hierzu wer-

den einige weitere Begriffe eingeführt:

Definition 12 (Träger )

Zu einer gegebenen Informationsfunktion i ∈ B(R) wird die Menge

S(i) = {x ∈ R|i(x) > 0} (2.33)

als „Träger von i“ oder auch als „Support von i“ bezeichnet.

Definition 13 (Beschränkte Zugehörigkeitsfunktion )

Eine Zugehörigkeitsfunktion µ heißt „beschränkt“, wenn ihr Träger beschränkt ist,

also wenn es zwei Zahlen a,b ∈ R gibt, so dass gilt

∀x ∈ R : (x < a ∨ x > b) ⇒ µ(x) = 0. (2.34)

Definition 14 (Beschränkte Wahrscheinlichkeitsdichte )

Eine Wahrscheinlichkeitsdichte µ heißt „beschränkt“, wenn ihr Träger beschränkt

ist, also wenn es zwei Zahlen a,b ∈ R gibt, so dass gilt

∀x ∈ R : (x < a ∨ x > b) ⇒ µ(x) = 0. (2.35)

Aus diesen Definitionen ist unmittelbar ersichtlich, dass sich beschränkte Wahr-

scheinlichkeitsdichten und beschränkte ZGF nur um einen Normierungsfaktor

unterscheiden.
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

Lemma 1 (Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeitsdichten und ZGF )

Ist die überall definierte Funktion i1 : R → R eine beschränkte Wahrscheinlich-

keitsdichte, so ist die Funktion

i2 :=
i1

maxx∈R i1(x)
(2.36)

eine ZGF.

Ist umgekehrt i2 eine beschränkte ZGF, so ist die Funktion

i1 :=
i2∫
R

i2
(2.37)

eine Wahrscheinlichkeitsdichte, wenn mit
∫

R
i2 der notwendigerweise beschränk-

te Flächeninhalt von i2 bezeichnet wird. Für den Fall
∫

R
i2 = 0 ist im Sinne der

Bemerkung zu Definition 10 die entsprechende (Delta-)Distribution zu verwenden

Ebenso unmittelbar ist ersichtlich, dass jede (auch unbeschränkte) Wahrschein-

lichkeitsdichte durch Division mit ihrem Supremum in eine ZGF überführt wer-

den kann. Lediglich im umgekehrten Fall bereiten ZGF i2 Probleme, für die
∫

R
i2

nicht existiert, wobei die Verwendung solcher ZGF für die Beschreibung einer

unsicheren Größe ohnehin zweifelhaft erscheint, da ihre Interpretation alles

andere als offensichtlich ist.

Da der Definitionsbereich aller von Computern verarbeiteten numerischen

Funktionen ohnehin auf den (endlichen) Zahlenbereich des Computers be-

schränkt ist, stellt eine Forderung von beschränkten Zugehörigkeitsfunktionen

bei technischen Anwendungen keine Einschränkung der Allgemeinheit dar.

2.3.1.2. Modellierung der Information

Aus unstrukturierten, linguistischen Informationen oder einzelnen Messwerten

Informationsfunktionen zu modellieren, welche die Unsicherheit der Information

widerspiegeln, ist derzeit kaum systematisch möglich(vgl. [109]).

Im Fall der klassischen Entscheidungstheorie gibt es zumindest im Fall einer

Vielzahl von Messwerten mit dem zentralen Grenzwertsatz (vgl. [9][S. 226ff])

einen Anhaltspunkt für den Anwender:

Satz 1 (Zentraler Grenzwertsatz)

Sei Xn eine Familie beliebig verteilter Zufallsvariablen, σn := σ(xn), sn :=

σ(X1,X2, ...,Xn) und µn := E(Xn), so konvergiert die Funktion

Sn :=
1
sn

n∑
j=1

(Xj − µj) (2.38)
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2.3. Bestandteile des Funktionalmodells

in Verteilung gegen N0,1 genau dann, wenn für jedes ε > 0 gilt

lim
n→∞ Ln(ε) = 0 (2.39)

mit

Ln(ε) := s−2
n

n∑
j=1

E((Xj − µj)
2; |Xj − µj| � εsn). (2.40)

Insbesondere konvergiert die Verteilung des Mittelwertes identisch verteilter Zu-

fallsvariablen stets gegen eine Normalverteilung.

Ist also eine Vielzahl von Messwerten eines Parameters vorhanden und deren

Mittelwert für die Entscheidung relevant, so kann dieser Mittelwert mit gewisser

Berechtigung als normalverteilt angenommen werden.

Für den Fall einzelner Messwerte eines Messgerätes mit bekanntem - und nor-

malverteilten - statistischen Messfehler liefert das Bayessche Theorem

P(b|a) =
P(b) ∗ P(a|b)

P(a)
(2.41)

einen Anhaltspunkt für die Modellierung des realen Wertes (vgl. [115]).

Beispiel 2 (Anwendung des Bayesschen Satzes )

Als Eingangsinformation eines Entscheidungsmodells wird eine physikalische

Messgröße verwendet, wobei deren Unsicherheit auf Grund stochastischer Mess-

fehler explizit im Modell berücksichtigt werden soll.

Bei bekanntem Messwert a wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung für folgendes

Ereignis benötigt: Der wahre Wert ist b unter der Bedingung, dass der Messwert a

beträgt. Aus den Datenblättern des Messgerätes ist allerdings nur die Wahrschein-

lichkeitsverteilung für das folgende Ereigniss ablesbar: Das Messgerät zeigt den

Wert a unter der Bedingung an, dass der wahre Wert b ist.

Unter der Annahme, dass weder das Messgerät noch der wahre Wert eine Prä-

ferenz für bestimmte Werte hat, also P(a) = const und P(b) = const, besagt das

Bayessche Theorem, dass P(b|a) bei einem Messgerät mit normalverteiltem Mess-

fehler ebenfalls normalverteilt ist.

Bei der Modellierung von einzelnen, linguistischen Aussagen wie „Morgen wird es

sehr heiß“ bietet aber die Wahrscheinlichkeitstheorie ebenso wenig Hilfestellung

wie die FDT: In beiden Fällen ist der Anwender auf grobe Annahmen angewiesen,

was dazu führt, dass verschiedene Anwender in derselben Situation die gleiche
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

linguistische Information sehr unterschiedlich formalisieren (siehe z.B. [69]). Es

sind meist Gründe wie z.B. die Einfachheit der Darstellung, die dazu führen,

dass solche Informationen im klassischen Kontext ebenfalls als normalverteilte

Werte und im Fuzzy-Kontext als dreiecksförmige ZGF modelliert werden.

Im Rahmen der Arbeit wird die eigentliche Übertragung linguistischer Informati-

on in Informationsfunktionen nicht untersucht, da eine derartige Fragestellung

für sich genommen ein eigenes Forschungsgebiet darstellt (Linguistische Sema-

siologie) und damit den Rahmen dieser Arbeit sprengt. Allerdings wird bei der

Analyse verschiedener Ordnungsfunktionale in Abschnitt 4.2 die Auswirkung

der verschiedenen Funktionsformen auf die Störungsanfälligkeit der Ergebnisse

diskutiert.

2.3.1.3. Spezielle Eigenschaften von Informationsfunktionen

Bei der Auswertung von Informationsfunktionen durch Bewertungsoperatoren

und Ordnungsfunktionale werden insbesondere in der Fuzzy-Theorie einige spe-

zifische Eigenschaften verwendet, die hier kurz eingeführt werden sollen (vgl.

z.B. [112, 179]).

Definition 15 (α-Schnitt )

Zu einer gegebenen Informationsfunktion µ und einer gegebenen reellen Zahl α ∈
[0; 1] wird die Menge

α(µ) = {x ∈ R|µ(x) � α} (2.42)

als „α-Schnitt von µ“ bezeichnet (siehe Abbildung 2.7).

Definition 16 (Kern )

Der 1-Schnitt einer ZGF µ, also die Menge

K(µ) = {x ∈ R|µ(x) = 1} , (2.43)

wird auch auch „Kern von µ“ genannt (siehe Abbildung 2.8).

Mit Hilfe dieser Parameter lassen sich nun einige Sonderfälle von ZGF definieren:

Definition 17 (Normale Zugehörigkeitsfunktion )

Eine Zugehörigkeitsfunktion µ heisst „normal“, wenn

sup
x∈R

(µ(x)) = 1. (2.44)
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ABBILDUNG 2.7: Für eine gegebene ZGF µ

ist der α-Schnitt die (klassische) Menge al-

ler Punkte x, für die µ(x) = α ist.
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ABBILDUNG 2.8: Der Kern einer ZGF ist ihr

1-Schnitt.

Definition 18 (Einzelpunkt-Verteilung )

Eine Funktion µ ∈ B(R) heißt „Einzelpunkt-Verteilung“, wenn es eine endliche Men-

ge M ⊂ P(R) gibt, so dass gilt:

∀x ∈ MC : µ(x) = 0. (2.45)

Definition 19 (Fuzzy-Zahlen und -Intervalle )

Eine stückweise stetige ZGF µ wird

• Fuzzy-Zahl genannt, wenn ihr Kern genau ein Element enthält,

• Fuzzy-Intervall, wenn ihr Kern ein Intervall in R ist, und

• Echtes Fuzzy-Intervall, wenn alle α-Schnitte Intervalle sind.

(Siehe Abbildung 2.9).

2.3.2. Bewertungsoperatoren

Aufgabe des Bewertungsoperators ist es, die Informationen über den Umwelt-

zustand sowie die Gewichtungen des Entscheiders zu einer Bewertungsfunktion

für jede Handlungsalternative zusammenzufassen. Diese Bewertungsfunktion
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ABBILDUNG 2.9: Einige spezifische Formen von ZGF: Fuzzy-Zahl, Fuzzy-Intervall

und echtes Fuzzy-Intervall

trägt die Information über den Nutzen der möglichen Ergebnisse der Handlung

und hat deswegen wiederum die Form einer Informationsfunktion.

Da der Bewertungsoperator die eigentliche Information des Entscheidungsmo-

dells über die zu entscheidende Fragestellung enthält, gibt es natürlich letzt-

endlich genauso viele verschiedene Bewertungsoperatoren wie Entscheidungs-

modelle. Trotzdem treten in jedem Entscheidungskalkül typische Formen auf,

welche in vielen Anwendungen Verwendung finden.

Im Folgenden werden nur Bewertungsoperatoren mit zwei Eingangsfunktionen

betrachtet. Die Hinzunahme weiterer Informationen kann durch Kaskadierung

mehrerer solcher Operatoren erreicht werden (B(i1, i2, i3) := B1(B2(i1, i2), i3)).

2.3.2.1. Klassische Entscheidungstheorie

In der klassischen Entscheidungstheorie kommen - je nachdem, ob die Informa-

tionen sich auf den gleichen Parameter beziehen oder unterschiedliche Parame-

ter beschreiben - insbesondere zwei Typen von Bewertungsoperatoren vor:

Mittelwertoperator Sind i1 und i2 zwei unterschiedliche Parameter, so wird als

Bewertungsoperator oft das punktweise arithmetische Mittel, also

BMiWe(i1, i2)(x) :=
i1(x) + i2(x)

2
(2.46)

gewählt (vgl. Abbildung 2.10). Allerdings erkennt ist in der Abbildung zu er-

kennen, dass das Ergebnis der Anwendung auf zwei Ein-Peak-Funktionen
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2.3. Bestandteile des Funktionalmodells

eine Zwei-Peak-Funktion ist, welche sich als Eingangsfunktion für Ord-

nungsfunktionale als nicht in jedem Fall optimal herausstellen wird. Wenn

dies vermieden werden soll, so bietet sich die Verwendung eines anderen

Bewertungsoperators an:

Faltungsmittelwert In diesem Fall gilt:

BFalt(i1, i2)(x) := 2 ∗
∫

i1(t) ∗ i2(2x − t)dt (2.47)

(vgl. Abbildung 2.11).
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ABBILDUNG 2.10: Der Mittelwertoperator

BMiWe(a,b) angewendet auf die Informati-

onsfunktionen a und b.
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ABBILDUNG 2.11: Der Faltungsmit-

telwert BFalt(a,b) zweier Ein-Peak-

Eingangsfunktionen a und b.

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Formen ist im Fall i1 = i2 = i für

eine Wahrscheinlichkeitsdichte i zu erkennen. Während trivialerweise

BMiWe(i, i) = i (2.48)

ist und somit

EW(BMiWe(i, i)) = EW(i) (2.49)

Var(BMiWe(i, i) = Var(i), (2.50)

gilt für den Faltungsmittelwert:

Satz 2 (Eigenschaften des Faltungsmittelwertes)

Seien

BFalt(i1, i2)(x) := 2 ∗
∫

i1(t) ∗ i2(2x − t)dt (2.51)
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

der Faltungsmittelwert und i eine Wahrscheinlichkeitsdichte, so gilt

EW(B(i, i)) = EW(i) (2.52)

Var(B(i, i) =
1
2
Var(i), (2.53)

wenn E(x) den Erwartungswert und Var(x) die Varianz bezeichnet.

Beweis. Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist jeweils möglich, da alle

auftretenden Teilintegrale existieren. Daneben gilt
∫

i(x)dx = 1, da i eine Wahr-

scheinlichkeitsdichte ist.

EW(B(i, i)) =

∫
x ∗ B(i, i)dx

=

∫
x

∫
2i(t)i(2x − t)dtdx

=

∫
i(t)

∫
(2x)i(2x − t)dxdt

=

∫
i(t)0.5 ∗

∫
(x + t)i(x)dxdt

= 0.5 ∗
∫

i(t)

[∫
xi(x)dx +

∫
ti(x)dx

]
dt

= 0.5 ∗
∫

i(t) [EW(i) + t] dt

= 0.5 ∗
∫

i(t)EW(i)dt + 0.5 ∗
∫

i(t)tdt

= 0.5 ∗ EW(i) + 0.5 ∗ EW(i)

= EW(i)

Unter Verwendung, dass EW(B(i, i)) = EW(i) =: EW, ergibt sich weiter

Var(B(i, i)) = 2
∫

i(t)

∫
i(2x − t) [x − EW)]2 dxdt

= 2
∫

i(t)0.5 ∗
∫

i(x) [0.5(x + t) − EW)]2 dxdt

=

∫
i(t)

∫
i(x) [(x + EW) + 0.5(t − x)]2 dxdt

=

∫
i(t)

∫
i(x)

[
(x + EW)2 + (t − x) + 0.25(t − x)2

]
dxdt

=

∫
i(t)

[
Var(i) +

∫
i(x)tdx −

∫
i(x)xdx +

∫
i(x)0.25(t − x)2dx

]
dt

= Var(i) +

∫
i(t) ∗ . . .

. . .
[
t − EW + 0.25

∫
i(x)t2dx − 0.5

∫
i(x)txdx + 0.25

∫
i(x)x2dx

]
dt

= Var(i) + EW − EW +

∫
i(t)

[
0.25t2 − 0.5t ∗ EW + 0.25EW(x2)

]
dt

42



2.3. Bestandteile des Funktionalmodells

= Var(i) + 0.25EW(i2) − 0.5EW2 + 0.25EW(i2)

= Var(i) − 0.5 ∗ (
EW2 − EW(i2)dt

)
=

1
2
Var(i),

wobei der letzte Schritt aus dem Verschiebungssatz folgt.

Zwei gleiche Informationen verringern also im ersten Fall die Varianz des Ergeb-

nisses nicht, während sie im zweiten halbiert wird. Welcher von beiden Operato-

ren in einer konkreten Anwendung sinnvoller ist, hängt natürlich von der Quelle

der Information ab. Bei zwei voneinander unabhängigen Messungen des gleichen

Wertes wird allerdings der Faltungsmittelwert sinnvoller sein, da eine unabhän-

gige Bestätigung die Unsicherheit über den wahren Wert verringern sollte.

Es ist offensichtlich, dass die Berechnung des Faltungsmittelwertes mit deut-

lich höherer Komplexität verbunden ist, als die des Mittelwertoperators. Auch

wenn Fragen der Berechenbarkeit nicht näher betrachtet werden, ist doch zu

erwähnen, dass sich der Faltungsmittelwert mit Hilfe der schnellen Fourier-

Transformation (FFT) äußerst effizient berechnen lässt. Ist

[H(i)](x)) :=

∫
i(t)e2πixtdt (2.54)

die Fourier-Transformierte von i und H−1 deren Inverse, so ergibt sich

BFalt(i1, i2)(x) := 2 ∗
∫

i1(t) ∗ i2(2x − t)dt (2.55)

= 2 ∗ H−1 [H(i1) ∗ H(i2)] (2x). (2.56)

2.3.2.2. Subjektive Wahrscheinlichkeiten

Die im Kalkül der subjektiven Wahrscheinlichkeiten auftretenden Vertrauens-

werte werden als Gewichte in den unterschiedlichen Bewertungsoperatoren

verwendet. Prinzipiell sind für die mit diesen Gewichten versehenen Informati-

onsfunktionen alle Bewertungsoperatoren aus der klassischen Entscheidungs-

theorie anwendbar. Sind zwei Informationsfunktionen i1 und i2 mit Gewichten g1

und g2 gegeben, so ergibt sich aus den oben genannten Beispielen unmittelbar

der bewertete Mittelwertoperator:

B(i1, i2)(x) :=
g1 ∗ i1(x) + g2 ∗ i2(x)

g1 + g2
(2.57)

Demgegenüber ist die Berücksichtigung der Gewichtungsfaktoren im Faltungs-

mittelwert nicht trivial. Eine Möglichkeit stellt die Verwendung der relativen Ge-

wichte g1

g1+g2
als Exponenten der Funktionen dar:∫

i1
g1

g1+g2 (t) ∗ i2
g2

g1+g2 (t − x)dt (2.58)
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

Allerdings ist eine Anwendung des gewichteten Faltungsmittelwert bisher in der

Literatur kaum zu finden, wohl auch, da die Berechnungskomplexität des Inte-

gralausdrucks relativ hoch ist.

2.3.2.3. Fuzzy Decision Theory

Die FDT kennt eine Vielzahl unterschiedlicher Bewertungsoperatoren, von de-

nen aber nur wenige auch in der praktischen Anwendung zu finden sind. Einen

Überblick über die große Vielzahl bisher vorgeschlagener Verknüpfungsopera-

toren für Fuzzy-Mengen aus denen sich jeweils Bewertungsoperatoren ableiten

lassen findet sich z.B. in [75, 112, 128]. Das Problem der Auswahl eines geeigne-

ten Operators für ein gegebenes Problem ist in der Fuzzy-Entscheidungstheorie

bisher nicht allgemein gültig gelöst. Dem Anwender bleibt im konkreten Fall nur

übrig, auszuprobieren, welche Form für seine spezifische Anwendung zufrieden-

stellende Resultate liefert. Mit dem „Zadeh-Plus“-Operator und dem „Gamma“-

Operator werden im Folgenden zwei sehr gebräuchliche Vertreter näher unter-

sucht.

Zadeh-Plus-Operator Das von Zadeh [175] schon in seiner Originalarbeit vorge-

schlagenen Erweiterungsprinzip für klassische Operationen ergibt als eine

mögliche Erweiterung der Mittelwertbildung auf Fuzzy-Mengen den „Zadeh-

Plus“-Operator (vgl. Abbildung 2.12):

BZaPlu(i1, i2)(x) = sup
x1+x2

2 =x

[min(i1(x1), i2(x2)] . (2.59)

Er neigt jedoch aufgrund der enthaltenen Minimumbildung zu einer eher

geringen Einschätzung des Zugehörigkeitswertes. Wenn z.B. i1 durch einen

bestimmten Wert î nach oben beschränkt ist, so ist es auch BZaPlu(i1, i2) für

jedes beliebige i2. Daher schlägt z.B. Rommelfanger [126, S.34ff] vor, statt

min und sup ein beliebiges anderes t-Norm/-Conorm Paar zu verwenden.

Solche Operatoren finden sich allerdings aufgrund ihrer Komplexität kaum

in praktischen Anwendungen.

Gamma-Operator Eine andere Klasse der so genannten „kompensatorischen

Operatoren“, bei welchen kleine Werte des einen Operanden durch größe-

re Werte des anderen kompensiert werden, findet ebenfalls Verwendung.

Insbesondere die Gruppe der Gamma-Operatoren wird gerne in Regelungs-

systemen eingesetzt (vgl. [12]). Dabei ist für ein γ ∈ [0, 1] (vgl. Abbildung

2.13):

Bγ(i1, i2) = (i1i2)
1−γ(1 − (1 − i1)(1 − i2))

γ. (2.60)
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2.3. Bestandteile des Funktionalmodells

Der Gamma-Operator weist allerdings in der Anwendung ein sehr speziel-

les Verhalten auf, wenn sich die Entropie der beiden Parameter deutlich

unterscheidet. Dadurch ist er nur in speziellen Fällen anwendbar. Hierauf

wird in Abschnitt 4.1.3 detailliert eingegangen.
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ABBILDUNG 2.12: Anwendung des Zadeh-

Plus-Operators auf zwei Eingangsfunktio-

nen a und b
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ABBILDUNG 2.13: Anwendung des

Gamma-Operators auf zwei Eingangs-

funktionen a und b

2.3.2.4. Evidenztheorie

Zadeh [176] erkannte die Evidenztheorie von Anfang an als eine mögliche In-

terpretation von Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktionen (vgl auch [179]). In der Zwi-

schenzeit wurde sie jedoch - losgelöst vom Fuzzy-Kontext - in mehreren Varian-

ten weiterentwickelt, wobei die wichtigsten aktuellen Varianten wohl von Dubois

und Prade [41], Smets [146, 147] sowie Kohlas und Monney [81] kommen.

Von den drei genannten Formulierungen ist die letzte am anwendungsnächsten.

Bei ihr werden als Bewertungsoperatoren, welche hier „Kombinationsoperatoren

für Hinweise“ genannt werden, fast durchgehend Faltungsmittelwerte verwendet

[81]. Eine gesonderte Betrachtung spezieller Typen von Bewertungsoperatoren

für die Evidenztheorie ist daher nicht notwendig.

2.3.2.5. Verwendete Bewertungsoperatoren

Aus den beschriebenen Bewertungsoperatoren können vier ausgewählt wer-

den, die exemplarisch für ein breites Spektrum der in der Anwendung vertre-
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

tenen Operatoren stehen: Der punktweise Mittelwert, das Faltungsprodukt, der

“Zadeh-Plus-Operator“ sowie der Gamma-Operator.

BMiWe(i1, i2)(x) :=
i1(x) + i2(x)

2
, (2.61)

BFalt(i1, i2)(x) := 2 ∗
∫

i1(t) ∗ i2(2x − t)dt, (2.62)

BZaPlu(i1, i2)(x) := sup
x1+x2

2 =x

[min(i1(x1), i2(x2)] , (2.63)

BGamma(i1, i2)(x) := (i1(x)i2(x))0.5(1 − (1 − i1(x))(1 − i2(x)))0.5. (2.64)

Die vier ausgewählten Operatoren werden im Kapitel 4 numerisch auf ihre Stö-

rungssensitivität untersucht.

2.3.3. Ordnungsfunktionale

Nachdem durch Anwendung des Bewertungsoperators für jede Handlungsalter-

native eine Informationsfunktion über deren Qualität vorliegt, ist es Aufgabe des

Ordnungsfunktionals, die Qualitätsaussage auf eine reelle Zahl zu reduzieren,

um so die „beste“ Alternative bestimmen zu können.

Ein solches Funktional wird in der klassischen Entscheidungstheo-

rie meist „Entscheidungskriterium“ genannt, im Kontext von Fuzzy-

Entscheidungsmodellen wird in diesem Zusammenhang der Begriff „Defuz-

zyfizierung“ verwendet.

Es gibt drei prinzipiell verschiedene Ansätze, um Ordnungsfunktionale zu defi-

nieren (vgl. [157]): Absolute Ordnung, Referenz-Mengen Methode und Relative

Ordnung.

• Absolute Ordnung: Jeder Funktion wird unmittelbar ein numerischer Wert

zugeordnet, z.B. maxx(f(x) = 1) oder
∫

R
f(x).

• Referenz-Mengen Methode: Es wird ein Ähnlichkeitsfunktional definiert,

welches die relative Abweichung von zwei Informationsfunktionen misst.

Die Bewertung jeder Funktion ergibt sich dann aus der Abweichung zu

einer optimalen Zielfunktion.

• Relative Ordnung: Es wird zunächst eine vollständige Vergleichsrelation für

beschränkte Funktionen definiert, wie z.B. f � g ⇔ ∀x ∈ R : f(x) � g(x). In

einem zweiten Schritt werden die Funktionen dann so „durchnummeriert“,
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2.3. Bestandteile des Funktionalmodells

dass die größten Funktionen unter der definierten Relation die höchste Zahl

tragen3.

Relative Ordnungen sind in der Anwendung aufwändig, da ihre Berechnungs-

komplexität für n verschiedenen Handlungsalternativen selbst bei Verwendung

von Quicksort-Algorithmen mindestens O(n log n) beträgt. Andererseits haben

sie gerade bei soziologischen Entscheidungsmodellen eine bestimmte Berechti-

gung, da es für Menschen in der Regel schon schwer genug ist, eine konsistente,

also insbesondere transitive Vergleichsrelation anzugeben (z.B. [87]). Da sozio-

logische Fragestellungen aber nicht im Fokus der Arbeit stehen und darüber

hinaus Debreu gezeigt hat [33], dass sich aus solch einer relativen Ordnung fast

immer eine (stetige) absolute Ordnung entwickeln lässt, werden im Folgenden

nur noch absolute Ordnungen betrachtet. Es soll nicht unerwähnt bleiben, dass

gerade beim Vergleich von Fuzzy-ZGF in letzter Zeit sehr ausgefeilte relative Me-

thoden entwickelt wurden (z.B. [31, 62, 154]), deren genaue Eigenschaften aber

noch kaum erforscht sind.

Während sich im Bereich der klassischen Entscheidungstheorie im Laufe der

Zeit drei Entscheidungskriterien herauskristallisiert haben, welche für alle Ar-

ten von Entscheidungsproblemen herangezogen werden können, herrscht in

der Literatur eine große Vielfalt an Vorschlägen für solche Kriterien in Fuzzy-

Modellen. Insbesondere fehlt hier auch noch eine stringente Methode, für ein

konkretes Problem das passende Kriterium zu wählen. Es fällt aber auf, dass in

letzter Zeit schwerpunktbasierte Kriterien, die letztendlich eine Übertragung des

Erwartungswertes auf Fuzzy-Mengen darstellen, immer häufiger vorgeschlagen

werden.

2.3.3.1. Klassische Entscheidungstheorie

Die gebräuchlichen4 Ordnungsfunktionale im klassischen Kontext sind

Maximum-Likelihood-, µ und (µ,σ)-Prinzip.

Definition 20 (Average-Maximum-Likelihood-Prinzip )

(vgl. Abbildung 2.14)

O(αx) := avgx∈Rx, so dass αx(x) = max
y∈R

αx(y) (2.65)

3Im allgemeinen Fall von überabzählbar vielen Funktionen ist eine derartige Nummerierung nicht

trivial. Sie ist aber in jedem Fall auch so möglich, dass die Funktionswerte beschränkt bleiben.
4Weitere in der Literatur auftretende Prinzipien, wie MaxMin, Hurwicz[64], Niehans-Savage [111,

138] und Laplace[89] sind lediglich Varianten der drei beschriebenen Kriterien, die sich durch

Änderung des Bewertungsoperators erzielen lassen.

47



2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

ABBILDUNG 2.14: Anwendung des

Average-Maximum-Likelihood-

Prinzips auf drei verschiedene

Zugehörigkeitsfunktionen
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Hierbei wird jede Handlungsalternative mit dem Ausgang bewertet, der am wahr-

scheinlichsten ist und zwar unabhängig von der absoluten Wahrscheinlichkeit,

dass genau das wahrscheinlichste Ergebnis auch eintritt. Vorteil hiervon ist,

dass sie sehr einfach durchführbar ist. Bei relativ symmetrischen Bewertungs-

funktionen mit einer Spitze, also z.B. Normalverteilungen oder Dreiecksfunk-

tionen, stimmt das Ergebnis darüber hinaus mit dem Erwartungswert überein.

Deswegen ist der Maximum-Likelihood-Ansatz in Situationen, in denen es mehr

auf hohe Berechnungseffizienz als auf exakt richtige Entscheidungen ankommt,

häufig gerechtfertigt.

Definition 21 (Schwerpunktmethode5)

(vgl. Abbildung 2.15)

O(αx) :=

∫
R

x ∗ αx(x)dx∫
R

αx(x)dx
(2.66)

Im Falle dass αx eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, vereinfacht sich die Berech-

nung zu:

O(αx) :=

∫
R

x ∗ αx(x)dx (2.67)

In klassischen Entscheidungsmodellen ist der Erwartungswert das vorherr-

schende Ordnungsfunktional. Das ist damit zu rechtfertigen, dass zumindest

bei häufiger Wiederholung derselben Entscheidung, die Maximierung des Nutz-

enerwartungswertes bei jeder Einzelentscheidung die Maximierung des Gesamt-

nutzens bedeutet.
5Auch µ-, Bernoulli- oder Erwartungsnutzen-Prinzip genannt
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ABBILDUNG 2.15: Anwendung

der Schwerpunktmetho-

de auf drei verschiedene

Zugehörigkeitsfunktionen

Eventuelle Einwände gegen die Schwerpunktmethode, in der Praxis spiegle der

Erwartungswert oft nicht hinreichend die Problematik von sehr unerwünschten

Ausgängen mit sehr kleinen Eintrittswahrscheinlichkeiten wider - meist mit dem

Beispiel des ”russischen Roulettes” unterlegt -, werden durch das Funktionalm-

odell wirksam entkräftet: Die Berücksichtigung solcher negativen Auswertungen

ist Aufgabe des Bewertungsoperators, nicht des Ordnungsfunktionals.

Insgesamt ist das µ-Prinzip sicher das am weitesten verbreitete Entscheidungs-

prinzip im klassischen Kontext.

Definition 22 ((µ,σ)-Prinzip )

Für ein beliebiges τ ∈ [0; 1] ist

Ō(αx) := τ ∗ µ + (1 − τ) ∗ σ (2.68)

µ :=

∫
R

x ∗ αx(x)dx∫
R

αx(x)dx
(2.69)

σ2 :=

∫
R
(x − µ)2 ∗ αx(x)dx∫

R
αx(x)dx

. (2.70)

Offensichtlich stimmt für τ = 1 das (µ,σ)-Prinzip mit dem Bernoulli-Prinzip

überein. Davon abweichend wird aber für alle τ < 1 nicht nur der Erwartungs-

wert, sondern auch die Standardabweichung des Ergebnisses explizit in die

Entscheidung mit einbezogen. Das erscheint auf den ersten Blick widersinnig,

da eine der fundamentalen Annahmen der klassischen Entscheidungstheorie

ja gerade die Indifferenz des Entscheiders gegenüber einem Nutzen6 von 100
6wohlgemerkt ist hier von Nutzen, nicht von Auszahlung oder Ähnlichem die Rede
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

und einer 50%-Chance auf einen Nutzen von 200 war. Allerdings ist nicht von

der Hand zu weisen, dass - keineswegs erst in neuerer Zeit in Strömungen zum

Produktionsqualitätsmanagement wie Six-Sigma - auch die Verlässlichkeit von

Entscheidungen ein wichtiges Qualitätskriterium ist. So ist es Anlegern meist

wesentlich angenehmer, wenn sie jährlich etwa gleich hohe Renditen mit ihren

Fonds-Anlagen erwirtschaften, als wenn der Fonds-Manager zwar im Mittel (und

damit langfristig) eine bessere Performance liefert, aber das jährliche Ergebnis

scheinbar zufällig schwankt. Auch in der Produktion von Standardgütern, die

genormten Qualitätsanforderungen genügen müssen, ist es wichtiger, mit klei-

ner Qualitätsstreuung knapp über den Mindestanforderungen zu bleiben als

eine im Mittel wesentlich höhere Qualität mit annähernd 50% Ausschuss zu

produzieren.

2.3.3.2. Fuzzy Decision Theory

Aus den vielen in der Literatur vorgeschlagenen Entscheidungsprinzipien bzw.

Defuzzyfizierungs-Funktionalen seien hier nur die wichtigsten herausgegriffen.

Übersichten wie auch weiterführende Vergleiche solcher Funktionale finden sich

z.B. in [93, 135, 165, 166]. Zunächst ist die Schwerpunktmethode7 zur De-

fuzzyfizierung zu nennen, die genau dem Bernoulli-Prinzip in der klassischen

Entscheidungstheorie entspricht. Nach der probabilistischen Interpretation der

Zugehörigkeitsfunktion ist ihre Verwendung auch durchaus nahe liegend. Al-

lerdings hat sie einen gravierenden Nachteil im Zusammenhang mit Fuzzy-

Entscheidungssystemen: Ist in einem konkreten Fall die Fuzzy-Modellierung

gewählt worden, weil ein „exaktes” klassisches Modell aufgrund Beschränkun-

gen in der Berechnungszeit/-komplexität nicht implementierbar ist, so gehen

durch den notwendigen Integrationsvorgang zur Bestimmung des Schwerpunk-

tes viele der Zeitvorteile wieder verloren.

Yager und Filev schlagen in [171] darüber hinaus eine ganze Reihe von Abwand-

lungen der Schwerpunktmethode vor, die hier nicht im Einzelnen diskutiert

werden können.

Definition 23 (ε-Quantil )

Für ein ε ∈ [0; 1] sei

O(αx) = x, so dass

∫x
−∞ αx(x)dx∫

R
αxdx

= ε. (2.71)

7Zu finden in allen allgemeinen Lehrbüchern zur FDT, z.B. [75, 79]
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ABBILDUNG 2.16: Anwendung

des ε(= 0.7)-Quantils

auf drei verschiedene

Zugehörigkeitsfunktionen

Das ε-Quantil hat seinen Ursprung in der beschreibenden Statistik, wo es häufig

als Charakterisierung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung verwendet wird. So

ist das 0, 5-Quantil auch als „Median“ bekannt.

Wird αx als Wahrscheinlichkeitsverteilung über den Nutzen interpretiert, so gibt

das ε-Quantil den Grenzwert an, unter dem das Ergebnis mit Wahrscheinlichkeit

ε liegen wird. Es bietet sich als Ordnungsfunktional immer dann an, wenn der

Entscheider genaue Vorgaben hat, welches Risiko er eingehen kann, wie z.B. der

einzelne Devisenhändler in einer Großbank.

Definition 24 (Max-α-Schnitt Prinzip )

Für ein α0 ∈ (0; 1] sei

O(αx) = max
x|αx(x)�α0

x. (2.72)

Das Max-α-Schnitt-Prinzip stellt eine Verallgemeinerung des MaxMax- und des

Maximum-Likelihood-Prinzips im klassischen Kontext dar8: Für normale ZGF

ergibt sich bei α0 = 1 genau das Maximum-Likelihood-Prinzip, für beschränkte

ZGF ergibt sich beim Grenzübergang zu α0 = 0 gerade das MaxMax-Prinzip. Da-

mit erbt das Max-α-Schnitt Prinzip auch prinzipiell deren Schwächen, nämlich

dass zur Beurteilung der Alternative nur ein einzelnes, nicht unbedingt reprä-

sentatives Ergebnis herangezogen wird. Allerdings eignet es sich zur schnellen

Vorsortierung der Handlungsalternativen, indem alle Möglichkeiten aussortiert

werden, die nicht zumindest mit einem bestimmten α0-Level ein gewünschtes

Resultat erreichen können.

8Ähnliche Erweiterungen finden sich z.B. bei [40].
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2. Kalkülunabhängige Beschreibung von Entscheidungsmodellen

ABBILDUNG 2.17: Anwendung

des Max-α-Schnitt Prin-

zip auf drei verschiedene

Zugehörigkeitsfunktionen.
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Zu einem ähnlichen Zweck wird auch oft das „Min-α-Schnitt-Prinzip“ herangezo-

gen, mit dem alle Alternativen aussortiert werden, die ein gewünschtes Ergebnis

nicht mindestens mit einem bestimmten α0-Level erreichen.

Definition 25 (Min-α-Schnitt Prinzip )

Für ein α0 ∈ (0; 1] sei

O(αx) = min
x|αx(x)�α0

x. (2.73)

Über die bereits vorgestellten Ordnungsfunktionale hinaus gibt es in der Litera-

tur eine große Vielzahl weiterer Vorschläge (z.B. die Drehmomentmethode [76]

oder das Inferenzfilter [77]) , die teilweise mit sehr spezifischen Eigenschaften für

ganz spezielle Anwendungen konstruiert wurden (vgl. [20, 49, 130, 134, 170]).

Eine Darstellung sämtlicher Varianten wird den Rahmen der Arbeit jedoch

sprengen.

2.3.3.3. Für den Vergleich herangezogene Ordnungsfunktionale

Da sich für alle beschriebenen Funktionale Beispiele konstruieren lassen, in de-

nen die daraus abgeleitete Reihenfolge von zwei Fuzzy-Mengen intuitiv falsch

erscheint, werden in der Literatur eine große Anzahl von Alternativen vorge-

schlagen. Die Auswahl eines für eine konkrete Anwendung angemessenen De-

fuzzyfizierungsfunktionals ist eine in der Forschung viel diskutierte Frage der

FDT. Hier scheint die FDT noch weit von der Kanonisierung der klassischen

Theorie entfernt zu sein, bei welcher Ordnungsfunktionale von Erwartungswert-

Typ weitgehend anerkannt sind.
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2.4. Zusammenfassung

Die folgenden drei Ordnungsfunktionale decken allerdings einen großen Teil der

Anwendungen in beiden Kalkülen ab (siehe z.B. [75, 79, 90]) und werden daher

im Folgenden untersucht:

• µ-Prinzip bzw. Schwerpunktmethode

O1(i) :=

∫
R

x ∗ i(x)dx∫
R

i(x)dx
(2.74)

• Average-Maximum-Likelihood Prinzip:

O2(i) := avgx∈Rx, so dass αx(x) = max
y∈R

αx(y) (2.75)

• ε-Quantil mit ε = 0, 7:

O3(i) := x0

∣∣∣∣
∫x0

−∞ i(x)dx = 0.7 ∗
∫

R

i(x)dx (2.76)

2.4. Zusammenfassung

Mit dem in Abschnitt 2.2 entwickelten Funktionalmodell (Definition 8) steht nun

ein einheitlicher Formalismus zur Verfügung, der die mathematische Beschrei-

bung von Entscheidungsmodellen kalkülübergreifend erlaubt. Darüber hinaus

wurde demonstriert, wie sich typische Strukturen aus Entscheidungsmodellen

in diesem Modell darstellen lassen.

Das entwickelte Modell kann daher als Grundlage des Vergleichs der verschie-

denen Entscheidungskalküle dienen. Um diesen Vergleich durchzuführen, wird

im nächsten Abschnitt ein neues, auf Messung der Informationsnutzung basie-

rendes Vergleichskriterium entwickelt, dass sich auf die beiden Bestandteile des

Funktionalmodells anwenden lässt.
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3. Neues Vergleichskriterium für
Entscheidungsmodelle

Beim Vergleich der Qualität von Entscheidungsmodellen ergibt sich eine prin-

zipielle Herausforderung: Die Qualität des konkreten Ergebnisses der Anwen-

dung eines Entscheidungsmodells sagt sehr wenig über die Qualität des Modells

an sich aus. Das liegt insbesondere daran, dass auch die optimale Handlung

(mit kleiner Wahrscheinlichkeit) ein relativ schlechtes Ergebnis nach sich ziehen

kann.

Lediglich wenn die Entscheidung unter Laborbedingungen sehr häufig wieder-

holt werden kann, um so eine signifikante Statistik über die Ausgänge zu bil-

den, können verlässliche Aussagen getroffen werden. Dann besteht allerdings

das Problem, dass zur Simulation der Ergebnisse gerade wieder das Modell des

eigentlichen Vorgangs verwendet werden muss, welches ursprünglich zur Ent-

wicklung des Entscheidungsmodells benutzt wurde.

Deswegen ist nicht offensichtlich, wie verschiedene Entscheidungskalküle mit-

einander vergleichen werden können. Ribo und Pinz [125] modellieren ihr Ent-

scheidungssystem zur Kartographierung der Hindernisse in einem Raum durch

einen autonomen Roboter in drei verschiedenen Modellen und prüfen dann, wie

genau die interne Karte des Roboters die wirkliche Raumgeometrie widerspie-

gelt. Der Ansatz ist auf eine allgemeine Untersuchung nur schlecht übertragbar,

da zum einen die „richtige“ Lösung des Entscheidungsproblems hier bekannt ist

und zum anderen auf die Art und Weise die konkreten Modelle, nicht aber die

Kalküle an sich verglichen werden können: Da es kein abstraktes Verifikations-

verfahren für die Qualität der Modellierung gibt, ist stets unentscheidbar, ob das

bessere Abschneiden eines Kalküls bei der Anwendung auf ein Referenzproblem

durch die bessere Eignung des Kalküls an sich oder lediglich durch die Wahl

eines nicht optimalen Modells aus den anderen Kalkülen begründet ist.

Im Folgenden wird deswegen ein neuer Ansatz entwickelt, bei dem nicht ver-

sucht wird, die Qualität des Ergebnisses der Entscheidung absolut zu bestim-

men. Stattdessen wird in einer Art „Sensitivitätsanalyse“ ermittelt, inwieweit sich

Fehler in den Eingangsdaten, wie sie in klassischen Modellen durch zu wenige

Erhebungsstichproben oder in unscharfen Modellen durch die relativ willkürli-
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3. Neues Vergleichskriterium für Entscheidungsmodelle

che Festlegung von Zugehörigkeitsfunktionen entstehen, auf die Entscheidung

auswirken, beziehungsweise inwieweit eine Verbesserung der Sicherheit der Ein-

gangsinformation auch zu einer solchen Verbesserung des Ergebnisses beiträgt.

3.1. Messung des Informationsgehaltes

3.1.1. Entropie

Um den Informationsgehalt einer Informationsfunktion zu messen, wird in der

Informationstheorie die Entropie der Funktion ermittelt (vgl. [2]). Die dabei am

häufigsten benutzte Form ist:

Definition 26 (Hartley-Shannon-Entropie (HS-Entropie) [142] )

Sei X = {x1, ..., xn} die Menge der Zustände eines Systems und P = [p1, ...,pn] eine

Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X, also pi ∈ [0; 1] und
∑

i pi = 1, dann ist die

„Entropie“ von P definiert1 ([142]) als

H(P) = −
∑

xi∈X

p(xi) log p(xi). (3.1)

Im Fall eines vollständigen Zustandsraumes mit einer Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung µ darüber gilt analog:

H(µ) = −

∫
X

µ(x) log µ(x)dx. (3.2)

Die so definierte Funktion hat sechs Eigenschaften, welche sie besonders ge-

eignet erscheinen läßt, um den Informationsgehalt oder genauer den Gehalt an

Unwissen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zu messen:

1. SYMMETRIE: H(P) ist unabhängig von der Ordnung von X.

Diese Eigenschaft garantiert damit auch die weitgehende Unabhängigkeit

der Entropie der Information von der Modellierung der Fragestellung

2. ERWEITERBARKEIT: Sei X∗ := X ∪ {xn+1} mit P∗ = [p1, ...,pn, 0], so ist H(P∗) =

H(P).

Das Hinzufügen von unmöglichen Zuständen verändert also die Entropie

nicht. Die Eigenschaft ist deswegen wichtig, weil hierdurch vernünftige

1dabei sei stets 0 ∗ log(0) := 0 gesetzt
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3.1. Messung des Informationsgehaltes

Grenzen im Definitionsbereich der Zustandsvariablen eingeführt werden

können. Die Entropie der Aussage, ein Mann sei mittelgroß gewesen, ist2

damit unabhängig von der Frage, ob Männer zwischen 1.0 m und 2.2 m

oder zwischen 0.5 m und 2.6 m groß sein können.

3. INFORMATIONSMASS: H(P) ist genau dann maximal, wenn pi = 1/n für alle

n bzw. ω(x) = const.

Zusammen mit den ersten beiden Eigenschaften ist damit der Hauptzweck

der Entropiefunktion sichergestellt: Ihr Wert ist umso kleiner, je sicherer

der wahre Zustand des Systemes bekannt ist.

4. MONOTONIE: Seien X := {x1, ..., xn} mit pi = 1/n für alle i und X∗ := {x∗1 , ..., x∗m}

mit p∗
i = 1/m für alle i, so gilt: H(P) > H(P∗) ⇔ n > m.

Die Monotonie Eigenschaft ist sozusagen komplementär zur Erweiterbar-

keit: Wird dem Zustandsraum ein Element hinzugefügt, welches genauso

wahrscheinlich ist wie alle anderen Zustände auch, so ist die Entropie, also

die Unwissenheit über den wahren Zustand, größer geworden.

5. STETIGKEIT: H(P) ist stetig in jeder Komponente von P, bzw. stetiges Funk-

tional über B(R).

Die Stetigkeit beschreibt die intuitiv offensichtliche Tatsache, dass sich die

Information über den wahren Zustand nur wenig ändert, wenn sich die

Wahrscheinlichkeitsverteilung über die möglichen Zustände ebenfalls nur

wenig ändert.

6. ADDITIVITÄT: Seien X und Y zwei unabhängige Zustandsräume und Px,Py

ihre Verteilungen, so gilt: H(Px⊗y) = H(Px) + H(Py).

Die - in physikalischen Anwendungen ausgesprochen wichtige - Bedingung

der Additivität (siehe z.B. [61]) ist die Hauptursache für die logarithmischen

Terme in der Entropieformel. In vielen informationstheoretischen Fragestel-

lungen wird Additivität allerdings nicht benötigt.

Über die Hartley-Shannon-Entropie hinaus gibt es weitere Entropie-Funktionale

mit ähnlichen Eigenschaften, insbesondere solche, die zur Verbesserung der Be-

rechnungseffizienz auf die Additivität verzichten (vgl. [167]). Da im Folgenden

der Berechnungszeitaufwand zweitrangig ist, wird auf die HS-Entropie zurück-

gegriffen.

2nach entsprechender Transformation in eine Wahrscheinlichkeitsaussage
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3.1.2. Entropie im Entscheidungskontext

Das Konzept der Entropie wird bei der Modellierung von Entscheidungssystemen

schon sehr lange verwandt. Das bereits in Huygens erstem Buch über Wahr-

scheinlichkeitstheorie "De Ratiociniis in Ludo Aleae‘“ (vgl. [65], im Facsimile und

englischer Übersetzung in [57]) im Jahr 1657 angewandte, später von Laplace

(vgl. [88, 46]) zum Prinzip erhobene „Bernoulli-Prinzip“ lautet wie folgt:

Definition 27 (Bernoulli-Prinzip/ Prinzip des fehlenden Grundes )

Sind bei einem Versuch wie zum Beispiel dem Wurf eines Würfels mehrere Aus-

gänge möglich, so sind sie als gleich wahrscheinlich anzunehmen, es sei denn, es

liegen Informationen vor, die dem widersprechen.

Zeitgemäß ausgedrückt bedeutet das nichts anderes als das von Jaynes (vgl.

[70, 71]) formulierte „Prinzip der maximalen Entropie“:

Definition 28 (Prinzip der maximalen Entropie )

Die für Umweltparameter angenommene Wahrscheinlichkeitsverteilung sollte un-

ter allen sich nicht mit den gegebenen Informationen widersprechenden Verteilun-

gen diejenige mit der größten Entropie sein.

Das Prinzip der maximalen Entropie ist heute eines der vorherrschenden De-

signparadigmen bei klassischen Entscheidungssystemen und findet dement-

sprechend vielfältige Anwendungen in allen Bereichen automatischer Entschei-

dungsfindung und -unterstützung (z.B. [1, 5, 92, 143, 164]).

De Luca und Termini übertrugen das Konzept der Entropie als Maß

für den Informationsgehalt einer Funktion auch auf Fuzzy-ZGF bzw. -

Entscheidungssysteme ([96]). Da es dort allerdings nicht durch die zugrunde

liegende „natürliche“ Erklärung mit dem Bernoulli-Prinzip begründet ist - zu-

mindest, wenn Fuzzy-ZGF nicht als Wahrscheinlichkeitsinformationen interpre-

tiert werden -, findet es heute zwar auch bei solchen Systemen breite Anwen-

dung (vgl. z.B.[123, 148, 151]), konkurriert aber mit einigen ähnlichen Methoden

zur Messung der „Unschärfe“ einer Fuzzy-Menge (vgl z.B. [99, 156, 167, 168]).

Durch ihre Anwendung in beiden wichtigen Entscheidungskalkülen ist sie den-

noch hervorragend zu einem Vergleich der Kalküle untereinander geeignet.

Der neue Aspekt bei der Verwendung von Entropiemaßen ist nun, dass sie nicht

für die Modellierung der Eingangsinformation, sondern für die quantitative Be-

urteilung von Bewertungsoperatoren und Ordnungsfunktionalen herangezogen

58
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wird.

Damit wird die Frage untersucht, inwieweit sich eine Verbesserung der Ein-

gangsinformation - welche sich nach dem Prinzip der maximalen Entropie in

einer Verringerung der Entropie der Informationsfunktionen auswirkt - auch

in einer Verbesserung des Ergebnisses niederschlägt. Da die Methoden zur

Messung der Ergebnisverbesserung bei Bewertungsoperatoren und Ordnungs-

funktionalen unterschiedlich ausfallen müssen - schließlich ist das Ergebnis

eines Bewertungsoperators eine Funktion, während das des Ordnungsfunk-

tionals eine einzelne reelle Zahl ist - werden die Methoden in zwei separaten

Abschnitten getrennt behandelt (3.2 und 3.3).

Zunächst müssen jedoch einige Herausforderungen diskutiert werden, die beim

kalkülübergreifenden Vergleich von Entropien auftreten.

3.1.3. Herausforderungen bei Verwendung des Entropiefunktionals

Da das Entropiefunktional (Def. 26) für alle Formen von Informationsfunktionen

definiert ist, eignet es sich prinzipiell zum Vergleich der verschiedenen Entschei-

dungskalküle. Dabei treten allerdings drei Herausforderungen auf:

1. Die absolute Entropie des Ergebnisses der Anwendung des Bewertungs-

operators auf gegebene Eingangsfunktionen ist wenig aussagekräftig, da

der Bewertungsoperator in einem konkreten Entscheidungsmodell immer

auch den Grad von Optimismus ausdrückt, den der Designer des Modells

in die Qualität der Eingangsdaten hatte.

Deswegen wird im Folgenden nicht die absolute Entropie des Ergebnisses,

sondern nur dessen Sensitivität auf Änderung der Eingangsentropie be-

trachtet.

2. Die Sensitivität ist abhängig von der Gewichtung der einzelnen Informatio-

nen im Entscheidungsproblem. Da in den meisten realen Entscheidungs-

problemen verschiedene Parameter auch ein unterschiedliches Gewicht ha-

ben, ist zu erwarten, dass die Auswirkungen von Entropieänderungen in

verschiedenen Eingangsfunktionen unterschiedlich groß sind. Die Proble-

matik stellt sich im Rahmen der Arbeit allerdings nicht, da alle darin be-

trachteten Bewertungsoperatoren symmetrisch bezüglich der beiden Ein-

gangsfunktionen sind.

In der Praxis lässt sich diese Beobachtung aber zur Analyse bestehender

Entscheidungsmodelle einsetzen: Ist die Sensitivität des Ergebnisses auf
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Variationen der Entropie einer Eingangsfunktion sehr niedrig, so ist dar-

über nachzudenken, ob die explizite Berücksichtigung der Variablen über-

haupt sinnvoll erscheint.

3. Der Vergleich der Entropie zweier Funktionen mit unterschiedlichem Inhalt

ist, wie im folgenden Beispiel demonstriert wird, nicht immer aussagekräf-

tig.

Beispiel 3 (Entropie und Normierung)

Gegeben sind die beiden auf x ∈ [−1, 1] definierten Informationsfunktionen (vgl.

Abbildung 3.1)

i1(x) :=
1

0.3
√

2π
∗ e

− x2

2∗0.32 (3.3)

i2(x) := e
− x2

2∗0.32 , (3.4)

welche als Normalverteilung N0,0.3 und deren Renormierung zu einer Fuzzy-ZGF

aufgefasst werden können. Interpretiert das Entscheidungsmodell die beiden

ABBILDUNG 3.1: Zwei In-

formationsfunktionen, die

sich nur durch ihre je-

weilige Normierung (i1 auf∫
R

i1 = 1; i2 auf maxR i2 = 1)

unterscheiden.
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Funktionen entsprechend, so wird erwartet, dass sie beide denselben Informa-

tionsgehalt haben. Die HS-Entropie der beiden Funktionen ist aber sehr unter-

schiedlich:

H(i1) = −

∫1

−1
i1(x) log i1(x)dx = 0.21497 (3.5)

H(i2) = −

∫1

−1
i2(x) log i2(x)dx0.37599. (3.6)

Daher werden die Ergebnisse der Anwendung des Bewertungsoperators vor der

Berechnung der Entropie folgendermaßen normiert:

B∗(i1, i2) =
B(i1, i2)∫
B(i1, i2)

. (3.7)
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3.2. Entropiesensitivität als neues Vergleichskriterium für Be-
wertungsoperatoren

Sind Fragen der Berechnungseffizienz außen vor gelassen, so kann sich ein Ver-

gleich von Bewertungsoperatoren prinzipiell auf zwei Eigenschaften beziehen:

• Wie gut beschreibt der Bewertungsoperator das tatsächlich gewünschte

Modell?

• Wie gut wird die vorhandene Information über Umweltzustände ausge-

nutzt?

Während die erste Frage nur im konkreten Einzelfall durch Experimente beur-

teilt werden kann (z.B [125]), erschließt sich die zweite Frage einer allgemeinen

Untersuchung. Sie ist außerdem von besonderer Bedeutung, da die Genauigkeit

der Eingangsinformation in der praktischen Anwendung unmittelbar in Geld zu

messen ist, sei es durch die Instrumentierung mit genaueren Sensoren oder die

Erweiterung des Expertenwissens durch weitere Interviews etc. Kann an einem

konkreten Entscheidungsmodell beobachtet werden, dass eine Verbesserung

oder Verschlechterung der Information über einen Parameter keinen Einfluss

auf das Endergebnis hat, dann kann die Messung des Parameters auch einge-

spart oder zumindest auf die kostengünstigste Variante reduziert werden.

Da Bewertungsoperatoren sehr spezifisch für einzelne Entscheidungsprobleme

sind, erscheint es zunächst nicht trivial, ein geeignetes quantitatives Vergleichs-

kriterium zu finden. In der Literatur finden sich einerseits eher qualitative

Vergleiche (z.B. [162]), bei denen meist die Meinung vertreten wird, dass sich

die klassische Theorie insbesondere dann eigne, wenn eine Vielzahl von In-

formationen (Messwerten) vorliege, während neuere (unscharfe) Methoden in

Anwendungen mit weniger Informationen Vorteile hätten. Allerdings werden sol-

che Aussagen kaum quantifiziert.

Andererseits sind sehr konkrete, auf einen spezifischen Anwendungsfall zuge-

schnittene Vergleiche (z.B. [125]) zu finden, deren Aussagekraft aber stark davon

abhängt, ob die gewählte Modellierung in jedem der Kalküle auch tatsächlich

die bestmögliche darstellt.

Eine grundlegende Forderung an Bewertungsoperatoren liefert jedoch einen An-

satz zum quantitativen Vergleich verschiedener Kalküle auf theoretischer Ebene:

Forderung (Bewertungsoperatoren und Entropie): Wird die Qualität der Ein-

gangsinformation erhöht, was in der Praxis stets mit höherem technischen
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3. Neues Vergleichskriterium für Entscheidungsmodelle

Aufwand und daher mit Kosten verbunden ist, sollte sich auch die Qualität,

also insbesondere die Sicherheit des Ergebnisses, erhöhen.

Hierbei wird davon ausgegangen, dass bei der Modellierung des Entscheidungs-

systems wie auch der Eingangsinformationen stets sämtliches verfügbare Wis-

sen eingeht, es also kein zusätzliches a priori Wissen gibt, dass ohne Zusatzkos-

ten zur Verbesserung des Systems genutzt werden kann.

Mathematisch gesehen geht es also um folgende Fragestellung: Seien i1, i2 zwei

Informationsfunktionen, welche ohne Beschränkung aus I1
I für ein geeignetes

Intervall I gewählt und mit ∫
I
i1(x)dx =

∫
I
i2(x)dx = 1 (3.8)

normiert sind.

Seien B ein Bewertungsoperator und s(i) ein beliebiges Störungsmodell. Wenn

nun mit

H [f(x)] = −

∫
I
f(x) log [f(x)] dx (3.9)

die Hartley-Shannon-Entropie von f(x) bezeichnet wird, wie verhält sich dann

H [B(s(i1), i2)] (3.10)

bei Änderungen von

H [s(i1)] ? (3.11)

Diese Fragestellung legt nahe, als Vergleichskriterium für Bewertungsoperatoren

die Entropiesensitivität

Sh :=
∂H [B(s(i1), i2)]

∂H [s(i1)]
(3.12)

heran zu ziehen. Dabei ist zu beachten, dass es sich dabei um einen relati-

ves Vergleichs- und kein absolutes Qualitätskriterium handelt. Selbst das wün-

schenswerte Vorzeichen von Sh hängt im Allgemeinen vom Anwendungskontext

ab (siehe hierzu auch Abschnitt 4.1.3).

Um verschiedene Bewertungsoperatoren unter dem Aspekt der Entropiesensiti-

vität zu untersuchen, werden in Abschnitt 4.1.1 zwei verschiedene Arten Stö-

rungsmodelle betrachtet, stochastische und deterministische, und die entspre-

chenden Entropien für verschiedene Bewertungsoperatoren gegenüber gestellt.

Darüber hinaus wird die gleiche Untersuchung für

H [B(s(i1, s(i2)] (3.13)

durchgeführt, um die Sensitivität des Bewertungsoperators auf unterschiedliche

Entropien in den Eingangsfunktionen analysieren zu können.
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3.3. Störungssensitivität als neues Vergleichskriterium für Ord-
nungsfunktionale

Die Vergleichsmethodik für Bewertungsoperatoren lässt sich nicht eins zu eins

auf Ordnungsfunktionale übertragen, da das Ergebnis der Anwendung eines

Ordnungsfunktionals keine Funktion ist, für die eine Entropie berechenbar ist,

sondern ein einzelner reeller Wert.

In der Literatur findet sich aber eine große Vielzahl anderer Kriterien, nach de-

nen solche Funktionale verglichen werden. Die meisten dieser Kriterien lassen

sich jedoch in zwei Gruppen zusammenfassen:

Intuitive Bewertung Die intuitiven Vergleiche (z.B. [38]) beruhen stets darauf,

dass zwei ZGF konstruiert werden, deren „korrekte“ Rangfolge für den je-

weiligen Autor offensichtlich erscheint, die aber von den gängigen Ord-

nungsfunktionalen entweder gleich oder gerade umgekehrt bewertet wer-

den. Eine solche Beobachtung wird zum Anlass genommen, ein neues Ord-

nungsfunktional zu konstruieren, welches genau das betrachtete ZGF-Paar

in die richtige Reihenfolge bringt, ohne dabei andere ZGF offensichtlich

„falsch“ zu ordnen.

Einem solchen Vorgehen ist entgegen zu halten, dass es in jeder Ordnung

von Funktionen Spezialfälle gibt, die nicht unmittelbar intuitiv sind. Das

liegt daran, dass ein Ordnungsfunktional als Abbildung

BC
+(R) → R (3.14)

stets unendlich viele ZGF auf einen einzelnen Punkt abbilden und somit

gleich bewerten muss3.

Formale Bewertung Andere Arbeiten (z.B. [93, 133, 158, 159]) vergleichen Ord-

nungsfunktionale, indem sie die Erfüllung bestimmter Eigenschaften (wie

z.B. Translationsinvarianz, Stetigkeit) überprüfen. Die Auswahl eines Ord-

nungsfunktionals für eine bestimmte Anwendung aufgrund wünschens-

werter oder weniger wünschenswerter Kriterien wird dabei dem Leser über-

lassen.

Hierbei ist zu beachten, dass die Auswahl der erwünschten Kriterien ins-

besondere von der Interpretation der ZGF im konkreten Modell abhängt.

3Hierbei bezeichne BC
+ den unendlich dimensionalen Vektorraum der positiven Funktionen mit

kompaktem Träger.
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3. Neues Vergleichskriterium für Entscheidungsmodelle

So demonstriert z.B. Runkler in [133], dass die Forderung von Leekwi-

jck/Kerre ([93]) nach

O(µ) ∈ Träger{µ}, (3.15)

also dass für den Wert des Ordnungsfunktionals nur eine Zahl in Frage

kommt, die mit einem Zugehörigkeitswert größer 0 in der zu bewertenden

Fuzzy-Menge enthalten ist, nur bei manchen in Regelungssystemen auf-

tretenden Fuzzy-Bewertungen sinnvoll ist, während sie bei typischerweise

in Expertensystemen auftretenden ZGF zu unsinnigen Ergebnissen führen

kann.

Für die praktische Anwendung ist aber neben solch abstrakten Eigenschaften

wie Translationsinvarianz, Skaleninvarianz, Monotonie etc. genau wie bei Be-

wertungsoperatoren auch die Anfälligkeit eines Entscheidungssystems gegen-

über Fehlern in der Eingangsinformation entscheidend.

Es ist schließlich wünschenswert, dass das Ergebnis des Entscheidungspro-

zesses möglichst unabhängig von statistischen Fehlern in Messwerten oder

stets ungenauen Umsetzungen von Expertenaussagen ist. Die Abhängigkeit des

Ergebnisses von stochastischen Fehlern der Eingangsinformation kann dabei

durch die Varianz der Ergebnisse bei mehrmaliger Anwendung des Ordnungs-

funktionals auf stochastisch gestörte Eingangsfunktionen gemessen werden.

Daher wird vorgeschlagen, die Sensitivität der Entscheidung auf stochastische4

Fehler in den Eingangsinformationen explizit als Bewertungskriterium für Ord-

nugsfunktionale zu verwenden.

Mathematisch gesehen geht es also um folgende Fragestellung: Seien i(x) eine

Informationsfunktion, die ohne Beschränkung aus I1
I für ein geeignetes Intervall

I gewählt werden kann, und O ein Ordnungsfunktional.

Ist nun s ein beliebiges Störungsmodell, wie verhält sich dann

O(s(i)), (3.16)

insbesondere wie groß ist

Var [O(s(i))] (3.17)

in Abhängigkeit von der Stärke der Störung s?

Da sich zeigen wird, dass die Varianz nicht nur vom gewählten Ordnungsfunk-

tional, sondern in entscheidender Weise auch von der Form der Informations-

funktion abhängt, wird die Fragestellung in Abschnitt 4.2 für verschiedene Ord-

nungsfunktionale und Eingangsfunktionen durchgeführt.
4Die Sensitivität des Ordnungsfunktionals auf deterministische Fehler der Eingangsfunktion zu

betrachten ist wenig zielführend, weil es bei seperater Betrachtung des Ordnungsfunktionals

keine deterministisch „falschen” Eingangswerte gibt.
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3.4. Zusammenfassung

Mit den in diesem Kapitel entwickelten Konzept der Verwendung der Störungs-

sensitivität zur Beurteilung von Entscheidungsmodellen steht nun für beide

wesentlichen Bestandteile des Funktionalmodells ein neues Vergleichskriterium

zur Verfügung, dass zum Vergleich der verschiedenen Entscheidungskalküle im

nächsten Absatz herangezogen wird.

Die entwickelten Vergleichskriterien werden im folgenden Kapitel auf einige bei-

spielhafte Vertreter der verschiedenen Kalküle angewandt werden, um so eine

Aussage über die Informationsnutzung der einzelnen Kalküle ableiten zu kön-

nen.

65



66



4. Ergebnisse numerischer Vergleiche

Nachdem in Kapitel 2 ein einheitliches Funktionalmodell zur Beschreibung von

Entscheidungsmodellen entwickelt wurde und in Kapitel 3 für die beiden Haupt-

bestandteile des Funktionalmodells, Bewertungsoperatoren und Ordnungsfunk-

tionale, jeweils ein Vergleichskriterium entwickelt wurde, das die Effizienz der

Informationsausnutzung beschreibt, wird in diesem Kapitel der Vergleich der

Entscheidungskalküle durchgeführt.

Der Vergleich wird - für Bewertungsoperatoren (4.1) und Ordnungsfunktionale

(4.2) auf Grund der unterschiedlichen Methodik getrennt - anhand der in den

Abschnitten 2.3.2.5 bzw. 2.3.3.3 beschriebenen typischen Vertreter der ein-

zelnen Bestandteile vorgenommen. Dabei werden jeweils zunächst die Berech-

nungsmethode, dann die Ergebnisse der numerischen Simulation dargestellt

und schließlich die Ergebnisse inhaltlich interpretiert.

4.1. Bewertungsoperatoren

Es werden die vier in Abschnitt 2.3.2.5 definierten Bewertungsoperatoren (vgl.

Tabelle 4.1) miteinander verglichen, indem die Entropie der Eingangsfunktionen

auf drei mögliche Arten schrittweise erhöht wird:

1. Die Entropie einer Variablen wird durch Überlagerung mit weißem Rau-

schen stochastisch erhöht.

2. Die Entropie einer Variablen wird durch Überlagerung mit einer Gleichver-

teilung „deterministisch” erhöht (vgl. Abbildung 4.1.1.2).

3. Die Entropie beider Variablen wird durch Überlagerung mit einer Gleich-

verteilung „deterministisch” erhöht.

Die hieraus resultierenden zwölf Kurven für mögliche Kombinationen von Be-

wertungsoperator und Störungsmodell werden im Abschnitt 4.1.2 dargestellt
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4. Ergebnisse numerischer Vergleiche

BMiWe(i1, i2)(x) :=
i1(x) + i2(x)

2
, (4.1)

BFalt(i1, i2)(x) := 2 ∗
∫

i1(t) ∗ i2(2x − t)dt, (4.2)

BZaPlu(i1, i2)(x) := sup
x1+x2

2 =x

[min(i1(x1), i2(x2)] , (4.3)

BGamma(i1, i2)(x) := (i1(x)i2(x))0.5(1 − (1 − i1(x))(1 − i2(x)))0.5. (4.4)

TABELLE 4.1: Bewertungsoperatoren

und erläutert. Da der Gamma-Operator bei Erhöhung der Eingangsentropie ei-

ner Variablen das zunächst überraschende Verhalten zeigt, die Ausgangsentro-

pie zu verringern, ist ihm ein eigener Abschnitt (4.1.3) gewidmet.

4.1.1. Berechnungsmethode

4.1.1.1. Eingangsfunktionen

Zur Überprüfung ihrer Sensitivität wurden die ausgewählten vier Bewertungs-

operatoren auf die beiden Eingangsfunktionen

i1(x) =
1

0.5
√

2π
∗ e

−
(x−4)2

2∗0.52 (4.5)

i2(x) =
1

0.5
√

2π
∗ e

−
(x−6)2

2∗0.52 (4.6)

angewendet, wobei die Funktionen jeweils auf das Intervall [0, 10] beschnitten

wurden1.

Die HS-Entropie der Eingangsfunktionen beträgt im ungestörten Fall

HSE(i1) := −

∫
X

i1(x) log [i1(x)] dx (4.7)

= −

∫
X

1
0.5

√
2π

∗ e
−

(x−4)2

2∗0.52 log
[

1
0.5

√
2π

∗ e
−

(x−4)2

2∗0.52
]

dx (4.8)

≈ 0.315 (4.9)

= HSE(i2). (4.10)

4.1.1.2. Störungsmodelle

Die drei verschiedenen Störungsmodelle wurden folgendermaßen dargestellt

(siehe auch Abbildung 4.1.1.2):

1d.h. i(x) = 0∀x 	∈ [0, 10]
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4.1. Bewertungsoperatoren

• Stochastische Entropieerhöhung einer Variablen:

Zum einen wurde i1 durch ein normal verteiltes Rauschen überlagert:

i∗ =
∣∣(1 − ε) ∗ i + ε ∗ XNorm(0,1)

∣∣ (4.11)

iges =
i∗∫

i∗(x)dx
. (4.12)

Hierbei ist XNorm(0,1) eine N0,1-verteilte Zufallsvariable, und der Parameter

ε wurde zwischen 0 und 0.2 variiert.

• Deterministische Entropieerhöhung einer Variablen:

Zum anderen wurde die Entropie durch Überlagerung mit einer Gleichver-

teilung erhöht:

i∗(x) = (1 − ε) ∗ i(x) + ε ∗ 0.1 (4.13)

iges =
i∗∫

i∗(x)dx
, (4.14)

wobei hier ε zwischen 0 und 1 variiert wurde.

• Deterministische Entropieerhöhung beider Variablen:

In einem zweiten Rechenlauf wurde die oben beschriebene deterministi-

sche Entropieerhöhung nicht nur auf eine, sondern gleichzeitig auf beide

Variablen angewandt.

Als Störungsmodell wurde dabei bewusst eine additive Überlagerung der Stör-

funktion an Stelle einer multiplikativen gewählt: Für jede Informationsfunktion

i und Störungsfunktion σ gilt stets

Supp(i ∗ σ) = Supp(i)

wenn S den Träger der Funktion bezeichnet. Daher ist die maximal durch eine

multiplikativ überlagerte Störung erreichbare Entropie auch durch die Entropie

der Gleichverteilung auf S(i) beschränkt. Hingegen ist bei der gewählten additi-

ven Störung mit dem deterministischen Modell bei Verwendung des Parameters

ε = 1 die maximal erzielbare Entropie die der Entropie der Gleichverteilung auf

dem gesamten Ereignissraum.

Die vier beschriebenen Bewertungsoperatoren wurden auf die verschieden ge-

störten Eingangsfunktionen angewandt. Die Wertebereiche des Störungspara-

meters ε wurden dabei jeweils so gewählt, dass durch eine weitere Vergrößerung

von ε keine weitere Erhöhung der HS-Entropie der Eingangsfunktionen mehr zu

erzielen war.
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ABBILDUNG 4.1: Verwendete Störungsmodelle für die Eingangsfunktionen des Be-

wertungsoperators

4.1.1.3. Numerische Berechnung

Die Berechnungen erfolgten mit Mathematica 5.0, wobei die auftretenden Inte-

grale durch numerische Summation über ein Gitter mit Gitterweite � = 0.0005

bei stochastischer Störung und Gitterweite � = 0.005 bei deterministischer Stö-

rung berechnet wurden. Bei allen Entropien erfolgte im ungestörten Fall eine

Normierung zu 0. Die verwendeten Quelltexte finden sich im Anhang im Ab-

schnitt C.

4.1.2. Ergebnisse

4.1.2.1. Auswirkungen der verschiedenen Störungsmodelle auf einzelne Opera-
toren

Die Abbildungen 4.2 bis 4.5 zeigen für jeden der vier betrachteten Bewertungs-

operatoren jeweils die Auswirkung der drei verschiedenen Störungsmodelle. Auf

der horizontalen Achse ist dabei jeweils die Entropieerhöhung der Eingangsfunk-
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4.1. Bewertungsoperatoren

tion(en) dargestellt, auf der vertikalen die Entropieerhöhung der Ausgangsfunk-

tion. Im Einzelnen ist folgendes Verhalten der Operatoren erkennbar:

• FALTUNGSOPERATOR:

Die Ergebnisse der Simulationsrechnung sind in Abbildung 4.2 dargestellt.

Auf die deterministische Störung einer Variablen reagiert der Faltungsope-

rator mit einer linearen Erhöhung der Entropie der Ausgangsfunktion.

Bei der stochastischen Störung ist die Reaktion etwas stärker. Die Stö-

rungssensitivität ist bei diesem Operator also von der Art der vorliegenden

Störung abhängig und nicht nur von der Entropie der Eingangsfunktionen.

Für die Praxis ist dabei allerdings zu beachten, dass der von der Art der

Störung abhängige Faktor selbst dann sehr klein ist, wenn bei einer sto-

chastischen Erhöhung der Entropie um mehr als 0,5 die Eingangsfunktion

im Funktionsgraphen schon nicht mehr von vollständigem weißen Rau-

schen zu unterscheiden ist (�HSEAusgang ≈ 0.05 bei HSE(a) = 0.5).

Bei gleichzeitiger Erhöhung der Entropie beider Eingangsvariablen steigt

die Ausgangsentropie erwartungsgemäß stärker an, als im Fall nur einer

gestörten Variablen und ist leicht nichtlinear.
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ABBILDUNG 4.2: Anwendung der drei verschiedenen Störungsmethoden beim Fal-

tungsoperator.

• MITTELWERTOPERATOR:

Die Ergebnisse der Simulationsrechnung sind in Abbildung 4.3 dargestellt.
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4. Ergebnisse numerischer Vergleiche

Auf die deterministische Störung einer Variablen reagiert der Mittelwert-

operator ebenso linear wie der Faltungsoperator, aber insgesamt deutlich

schwächer.

Zudem ist bei ihm kein Unterschied in der Reaktion auf deterministische

oder stochastische Störung festzustellen. Seine Störungssensititvität ist

nicht vom vorliegenden Störungsmodell abhängig.

Auch die Reaktion auf eine Störung beider Eingangsvariablen ist erwar-

tungsgemäß ebenso linear und deutlich stärker als bei nur einer gestörten

Variablen, wobei die Werte allgemein unterhalb derer des Faltungsoperators

liegen.
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ABBILDUNG 4.3: Anwendung der drei verschiedenen Störungsmethoden beim Mit-

telwertoperator.

• ZADEH-PLUS-OPERATOR:

Die Ergebnisse der Simulationsrechnung sind in Abbildung 4.4 dargestellt.

Im deterministischen Störungsmodell wächst die Entropie der Ausgangs-

funktion deutlich nichtlinear mit der Entropie der Eingangsfunktion.

Auf eine stochastische Störung reagiert dieser Operator extrem empfind-

lich. Die Ausgangsentropie steigt schon bei kleinsten Störungen einer Va-

riablen durch Rauschen stärker an als bei deterministischer Störung beider

Variablen. Das ist damit zu erklären, dass die enthaltene Minimumbildung

sehr anfällig gegen einzelne Ausreißerwerte ist. Im weiteren Verlauf flacht

die Kurve als Folge des gewählten Störungsmodells deutlich ab. Die Er-

höhung der Ausgangsentropie scheint gegen einen Wert von etwas über
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4.1. Bewertungsoperatoren

0, 5 zu konvergieren. Das lässt sich dadurch erklären, dass die maximale

Entropierhöhung, die im Modell mit weißem Rauschen erzielbar ist, also

die Differenz der Entropie der ungestörten Funktionen zur Entropie des

weißen Rauschens, bei ca. 0, 55 liegt. Daher ist auch die Entropieerhöhung

im stochastischen Störungsmodell, bei dem sich die Ausgangsfunktion des

Zadeh-Plus-Operators ebenfalls dem weißen Rauschen annähert durch die-

sen Wert begrenzt. Hierin ist auch die Ursache dafür zu sehen, dass die

Sensitivitätskurve für die stochastische Störung konkav, die der determi-

nistischen Störung dagegen leicht konvex ist.

Der Schnittpunkt der betrachteten Kurve mit der Sensitivitätskurve für die

deterministische Störung beider Variablen kommt dadurch zustande, dass

sich die Ausgangsfunktion in letzterem Modell der Gleichverteilung annä-

hert und somit eine höhere maximale Entropie hat.

Auf die deterministische Störung beider Variablen reagiert der Operator

dann auch linear, wobei die Steigung der Sensitivitätskurve annähernd 1

beträgt.
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ABBILDUNG 4.4: Anwendung der drei verschiedenen Störungsmethoden beim

Zadeh-Plus-Operator.

• GAMMA-OPERATOR:

Die Ergebnisse der Simulationsrechnung sind in Abbildung 4.5 dargestellt.

Der Gamma-Operator reagiert bei Störung nur einer Variablen unabhän-

gig vom Störungsmodell gänzlich anderes als die bisher betrachteten Ope-

ratoren: An Stelle eines Anstieges der Ausgangs- bei Erhöhung der Ein-

gangsentropie verringert sich diese beim Gamma-Operator. Das verwende-
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4. Ergebnisse numerischer Vergleiche

te Störungsmodell spielt hierbei grundsätzlich keine Rolle, wenngleich sich

die Sensitivitätskurven bei den beiden Modellen leicht unterscheiden. Da

dieses Verhalten sich grundlegend von dem der anderen Operatoren unter-

scheidet, wird es in Abschnitt 4.1.3 anhand detaillierterer Berechnungen

seperat diskutiert.

Bei der deterministischen Störung beider Variablen ist die Reaktion da-

gegen „normal”, wobei schon eine kleine anfängliche Störung einen deut-

lichen Entropieanstieg des Ausgangs verursacht, danach aber die Kurve

linear ansteigt.
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ABBILDUNG 4.5: Anwendung der drei verschiedenen Störungsmethoden beim

Gamma-Operator.

4.1.2.2. Vergleich der vier Bewertungsoperatoren

Die Ergebnisse der Berechnungen für die vier Bewertungsoperatoren bei jedem

einzelnen Störungsmodell sind in den Abbildungen (4.6 bis 4.8) dargestellt.

Werden zunächst nur die Ergebnisse für den Faltungsoperator BFalt und den

Zadeh-Plus-Operator BZaPlu miteinander verglichen, so ist festzustellen, dass

• bei der Variation der Entropie einer einzelnen Eingangsvariablen die Entro-

pie des Faltungsmittelwertes linear reagiert und zwar unabhängig davon,

auf welche Weise die Entropieänderung erzeugt wurde.

• der Zadeh-Plus-Operator sehr stark auf anfängliche stochastische Erhö-

hungen der Eingangsentropie einer Variablen reagiert, da einzelne Ausrei-
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ABBILDUNG 4.6: Vergleich der Operatoren bei deterministischer Erhöhung der

Entropie einer Variablen.
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ABBILDUNG 4.7: Vergleich der Operatoren bei stochastischer Erhöhung der Entropie

einer Variablen.
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ABBILDUNG 4.8: Vergleich der Operatoren bei deterministischer Erhöhung der

Entropie beider Variablen.

ßer nach oben hier stärkeren Einfluss auf das Ergebnis haben als beim

mittelnden Faltungsintegral. Bei der deterministischen Entropieerhöhung

reagiert er dagegen deutlich schwächer.

• auch bei gleichzeitiger deterministischer Variation beider Eingangsentro-

pien der Zadeh-Operator etwas schwächer reagiert als der Faltungsmittel-

wert.

• insgesamt jedoch festzustellen ist, dass innerhalb der natürlichen Schwan-

kung zwischen optimistischer und pessimistischer Interpretation der Mess-

daten beide Operatoren vernünftige Ergebnisse liefern. Da in der Praxis in

vielen Anwendungen davon ausgegangen werden kann, dass eine gerin-

gere Entropie in der Eingangsinformation (also besseres Wissen über den

wahren Wert des Parameters) durch höheren messtechnischen Aufwand

erzielbar ist, kann mit beiden Operatoren die Balance zwischen Genauig-

keit (= Kosten) der Eingangsinformation und Sicherheit der Ergebnisse fein

gesteuert werden.

Werden zusätzlich die beiden anderen Operatoren in den Vergleich einbezogen,

so ist zu erkennen, dass

• die Sensitivität des dritten Operators BMiWe gerade im Fall der stochasti-

schen Entropieerhöhung mit �HSE(ein)
�HSE(aus) ≈ 0.35 sehr gering ist. Der Einsatz

des Operators in praktischen Anwendungen sollte nur bei sehr knapper Re-

chenleistung in Betracht gezogen werden. Das ist insbesondere auch des-
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4.1. Bewertungsoperatoren

wegen der Fall, da er dazu neigt, aus zwei Ein-Peak-Eingangsverteilungen

eine Zwei-Peak-Verteilung zu erzeugen (siehe Abbildung 2.10, S. 41). Sol-

che Mehr-Peak-Verteilungen sind aber für den nachfolgenden Schritt im

Entscheidungssystem, dem Ordnungsfunktional, eher ungünstig.

• der Gamma-Operator bei Störung nur einer Eingangsvariablen unabhän-

gig vom gewählten Störungsmodell grundlegend anders reagiert, indem die

Ausgangsentropie bei steigender Eingangsentropie sinkt, während er bei

deterministischer Störung beider Variablen eine den anderen drei Operato-

ren vergleichbare Sensitivitätskurve aufweist.

Die beobachtete Besonderheit des Gamma-Operators wird im nächsten Ab-

schnitt detailliert analysiert.

4.1.3. „Anomalie” des Gamma-Operators

Der Gamma-Operator verhält sich - insbesondere bei der Variation einer Varia-

blen - ganz anders, als es zunächst erwartet wird: Anstelle einer Erhöhung der

Ergebnisentropie verringert sie sich nach einem anfänglichen Anstieg kontinu-

ierlich. In anderen Worten: Je unsicherer die Eingangsinformation für einen der

Parameter ist, umso sicherer fällt die Bewertung des Gesamtsystems aus.

Die Ursache hierfür wird aus den in Abbildung 4.9 dargestellten Ergebniss-

funktionen der Anwendung des Gamma-Operators auf verschieden gestörte Ein-

gangsfunktionen deutlich:

Für zwei ungestörte, gaußförmige Eingangsfunktionen a und b (dicke graue Li-

nien) ist BGamma(a,b) eine symmetrisch zwischen diesen beiden Eingangskurven

liegende Kurve (dünne schwarze Linie). Wird nun die im Plot linke der beiden

Kurven (a) deterministisch gestört und erhöht somit ihre Entropie von 0, 32 auf

0, 39, so ist die Ausgangskurve (blau gestrichelt) schon deutlich in Richtung der

ungestörten rechten Kurve verschoben. Die Verschiebung wird umso stärker, je

mehr die Entropie von a erhöht wird (im Plot mit wachsender Spitze bei x = 6).

Damit wird erklärbar, warum die Ausgangsentropie mit steigender Eingangsen-

tropie einer Variablen fällt: Je größer der Entropieunterschied beider Eingangs-

variablen ist, umso näher liegt die Ausgangsfunktion bei der Eingangsfunktion

mit der kleineren Entropie. Wird die Entropie als Unsicherheit über den wah-

ren Wert interpretiert, so bewirkt der Gamma-Operator bei zwei verschiedenen

Eingangsfunktionen, dass diejenige mit größerer Sicherheit für richtig gehalten

wird, bei der die Eingangsentropie am geringsten ist. Hierbei ist zu beachten,
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ABBILDUNG 4.9: Ergebnisfunktionen der Anwendung des Gamma-Operators auf

zwei gaußförmige Eingangsfunktionen

dass die Erhöhung der Entropie nur einer Eingangsfunktion stets zu einer Ver-

größerung der Entropiedifferenz der beiden Funktionen führt.

Die obige Interpretation des Verhaltens des Gamma-Operators wird bestärkt

durch eine weitere Beobachtung: Je größer der Unterschied in den Mittelwerten

der Eingangsfunktionen ist, um so deutlicher ist die inverse Reaktion auf Erhö-

hung der Eingangsentropie einer Variablen, wie es aus Abildung 4.10 ersichtlich

ist.

In der Abbildung sind verschiedene Sensitivitätskurven des Gamma-Operators

bei deterministischer Störung der Variablen a abgetragen. Dabei wurden die

Abstände der Erwartungswerte (bzw. Flächenschwerpunkte) durch horizontale

Verschiebungen der Funktion b variiert. Bei HSE(a)=0.1 sind von oben nach

unten die Kurven für die Erwartungswertdifferenz 2.0, 1.9,...,1.1 dargestellt.

Bei allen Kurven ist im Anfangsverlauf zunächst ein „normaler” Anstieg der

Ausgangsentropie bei steigender Entropie von a zu erkennen. Je größer aller-

dings der Abstand der Erwartungswerte der beiden Eingangsfunktionen ist, bei

um so kleinerer Entropiedifferenz fällt die Sensitivitätskurve wieder ab. Bei fast

übereinstimmenden Eingangsfunktionen zeigt der Gamma-Operator ein relativ
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ABBILDUNG 4.10: Sensitivität der Entropie der Ausgangsfunktion des Gamma-

Operators auf Änderungen der Entropie einer Eingangsfunktion bei unterschied-

lichem Abstand der Erwartungswerte der beiden Eingangsfunktionen

normales Verhalten. Das bedeutet, dass der ungewissere Wert um so eher als

falsch angenommen wird, je stärker er vom sichereren Wert abweicht.

Ebenso passt zu der Interpretation des Verhaltens des Gamma-Operators die

Tatsache, dass er bei der simultanen Störung beider Variablen ein „normales”

Verhalten zeigt, also auf eine Erhöhung der Eingangsentropie mit einer Er-

höhung der Ausgangsentropie reagiert (vgl. Abbildung 4.5). Wenn nämlich die

Unsicherheit beider Eingangswerte gleichmäßig steigt, ergibt sich daraus kein

Hinweis darauf, dass einer der beiden Eingangswerte wahrscheinlicher richtig

ist. Somit lässt sich keine größere Sicherheit für den Ausgangswert ableiten.

Aufgrund seiner speziellen Charakteristik ist der Gamma-Operator besonders

geeignet für eine bestimmte Anwendung, in welcher menschliches Verhalten auf

Messwerte modelliert wird, wie an folgendem Beispiel zu erkennen ist:

Beispiel 4

„WIDERSPRÜCHLICHE“ MESSWERTE

Da die Ist-Temperatur einen entscheidenden Einfluss auf die Prozessqualität ei-

nes gegebenen Prozesses und damit auf die Entscheidungen zur Regelung einer
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Heizung hat, wird sie mit zwei voneinander unabhängigen Messgeräten gemes-

sen.

Erhält der Prozessführer bei diesen beiden Messungen nun sehr unterschiedliche

Werte, hat aber keine Gelegenheit zu weiteren Kontrollmessungen, so wird er im

Zweifelsfall den Mittelwert der beiden als wahre Temperatur annehmen, sich aber

darüber sehr unsicher sein, es sei denn er weiß, dass einer der beiden Messwerte

wesentlich unzuverlässiger ist als der andere. Je größer die Differenz zwischen

den beiden Messwerten und je größer der Unterschied in der Zuverlässigkeit ist,

umso mehr wird der Prozessführer dazu neigen, den Wert des zuverlässigeren

Messgerätes als wahren Wert anzunehmen und den des anderen Gerätes zu ver-

werfen.

Werden naheliegenderweise die Zuverlässigkeit der Messgeräte durch eine grö-

ßere oder kleinere Entropie der von ihnen erzeugten Informationsfunktionen mo-

delliert, so ist zu erkennen, dass der Gamma-Operator genau dieselbe Charak-

teristik zeigt wie der menschliche Entscheider im Beispiel: Je unzuverlässiger

das eine Messgerät und je größer die Messwertdifferenz, umso näher liegt die

Ausgangsfunktion an der nicht gestörten Eingangsfunktion.

4.1.4. Vergleich der Bewertungsoperatoren

Über die in den vorangehenden beiden Abschnitten beschriebenen Detailergeb-

nisse lassen sich drei wesentliche Erkenntnisse aus dem durchgeführten Ver-

gleich von Bewertungsoperatoren gewinnen:

1. Mit den betrachteten Eingangsfunktionen zeigen der Zadeh-Plus-Operator

und der Faltungsmittelwert als typische Vertreter von FDT und CDT sehr

ähnliche Ergebnisse, wobei der erste die Information etwas pessimistischer

beurteilt, als der zweite.

2. Der Mittelwertoperator reagiert deutlich schwächer auf Entropieänderun-

gen der Eingangsfunktionen als die anderen Operatoren. In einem hiermit

modellierten Entscheidungssystem hat eine Veränderung der Qualität der

Eingangsinformation (z.B. durch bessere oder schlechtere Sensorik) die ge-

ringste Auswirkung.

3. Der Gamma-Operator zeigt bei den hier betrachteten Beispielen ein grund-

legend anderes Verhalten bei Entropieänderungen einer Variablen als die

anderen drei und ist daher für spezielle Anwendungen nutzbar, bei welchen
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einem Messwert umso mehr vertraut werden soll, je kleiner die Entropie des

Messgerätes ist.

Vor allem die dritte Erkenntnis ist überraschend, weil gängige Literatur nicht auf

die Besonderheit des Gamma-Operators hinweist und er vielfach ohne spezielle

Berücksichtigung seines Verhaltens eingesetzt wird.

4.2. Ordnungsfunktionale

Nach dem Vergleich der Bewertungsoperatoren werden nun die drei im Abschnitt

2.3.3.3 ausgewählten Ordnungsfunktionale miteinander verglichen (vgl. Tabelle

4.2). Teile der hier beschriebenen Ergebnisse sind bereits in [139] veröffentlicht.

O1(i) :=

∫
R

x ∗ i(x)dx∫
R

i(x)dx
(4.15)

O2(i) :=

{
x ∈ R

∣∣∣∣i(x) = max
y∈R

i(y)

}
(4.16)

mit {x1, x2, x3, ..., xn} :=

n∑
i=1

xi

n

O3(i) := x0

∣∣∣∣
∫x0

−∞ i(x)dx = 0.7 ∗
∫

R

i(x)dx (4.17)

TABELLE 4.2: Zum Vergleich herangezogene Ordnungsfunktionale

Um den Vergleich durchzuführen, werden vier verschiedene Eingangsfunktio-

nen stochastisch gestört und die Varianz des Ergebnisses der Anwendung jedes

Ordnungsfunktionals ausgewertet.

4.2.1. Berechnungsmethode

4.2.1.1. Eingangsfunktionen

Vier typische Informationsfunktionen (IF) werden zum Vergleich der Fehleranfäl-

ligkeit der Ordnungsfunktionale herangezogen (vgl. Abbildung 4.11), nämlich

• eine Glockenkurve (i1(x) = 1
1.962e−0.82∗(x−5)2

),
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ABBILDUNG 4.11: Vier für den Vergleich der Ordnungsfunktionale herangezogenen

Eingangsfunktionen

• eine Dreiecksfunktion (i2),

• eine Zwei-Peak-Funktion (i3),

• sowie eine fast trapezförmige Funktion (i4).

Da die Funktionen als typische Vertreter der klassischen Wahrscheinlichkeits-

theorie bzw. der Fuzzy-Theorie ausgesucht wurden, wurde auch ihre Normie-

rung entsprechend gewählt: i1 ist als klassische Wahrscheinlichkeitsdichte auf∫
R

i1(x)dx = 1 normiert, während die anderen drei Funktionen, die regelmäßig

im Fuzzy-Kontext auftreten, entsprechend auf maxR i(x) = 1 normiert sind. Die

genauen Definitionen der Funktionen finden sich im Anhang B.

Alle IF wurden für die Berechnung auf das Intervall [0; 10] beschnitten, um einen

kompakten Träger zu erhalten. Das stellt auch für die Normalverteilung keine

wesentliche Einschränkung dar, da der Flächeninhalt des abgeschnittenen Be-

reichs kleiner als 0.0001 ist.
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4.2.1.2. Störungsmodell

Zur Nachbildung der Störung werden die IF nun jeweils mit Gaußschem weißen

Rauschen multiplikativ überlagert:

Sei X eine N0;0.2-verteilte Zufallsvariable, so ist

igestört(x) := i(x) ∗ (1 + X). (4.18)

Eine solche Störung der Informationsfunktionen entspricht bei den verwende-

ten Informationsfunktionen einer Erhöhung der Eingangsentropie um etwa 0,1.

Wie in Abbildung 4.12 anhand der Eingangsfunktion i1 dargestellt wird, ist die

x

i1 i�x�

ABBILDUNG 4.12: Visualisierung der Wirkung des angewandten Störungsmodells

auf die Eingangsfunktion i1 (schwarze Punkte).

ursprüngliche Kurvenform zwar in der gestörten Kurve (schwarze Punkte) noch

erkennbar, die Information aber schon stark verrauscht.

Durch die Verwendung einer multiplikativen Störung müssen die Informations-

funktionen nicht auf gleiche Maximalwerte normiert werden. Wenn stattdessen

- wie in der Informationstheorie üblich - additive Störungen verwendet werden,

so ist der relative Fehler bei der auf
∫

R
i1 = 1 normierten Normalverteilung etwa

doppelt so groß wie bei den auf maxR i = 1 normierten anderen Informationsfunk-

tionen. Die mit additiven Störungen auf Grund des Superpositionsprinzips er-

zielbare Vereinfachung der Berechungen ist demgegenüber zu vernachlässigen,

da der dann notwendige Normierungsschritt stets mehr Rechenleistung benötigt

als die Durchführung der Multiplikation. Eine durchgeführte Kontrollrechnung

mit einer additiven Störung führte darüber hinaus zu im Rahmen der statisti-

schen Signifikanz gleichen Ergebnissen wie sie Tabelle 4.3 für das multiplikative

Störungsmodell zeigt.
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Zur Variation der Eingangsentropie bei der genaueren Untersuchung des Ma-

ximumoperators in Abschnitt 4.2.2.5 muss die Intensität der Störung variiert

werden können. Da das beim multiplikativen Störungsmodell nur in engeren

Grenzen möglich ist2, wird hier zu einem additiven Modell übergegangen:

igestört(x) :=
|i(x) + (k ∗ X)|∫
R

|i(x) + (k ∗ X)|
. (4.19)

Der Wertebereich des Parameters k ist dabei so gewählt, dass durch eine weitere

Vergrößerung keine Erhöhung der Entropie mehr zu erzielen ist.

Ein deterministisches Störungsmodell, wie es zum Vergleich der Bewertungs-

operatoren zusätzlich herangezogen wurde, ist nicht zweckmäßig, da eine solche

deterministische Störung zwar eventuell zu einem anderen Ergebnis des Bewer-

tungsoperators führt, aber auch bei wiederholter Anwendung stets zum selben.

Daher ist die Varianz des Ergebnisses bei deterministischer Störung bei jedem

Ordnungsfunktional stets 0.

4.2.1.3. Numerische Berechnung

Die Auswertung wurde numerisch für jede Kombination Informationsfunkti-

on/Ordnungsfunktional 30.000-mal vorgenommen. Die Berechnungen erfolgten

mit Mathematica 5.0, wobei die auftretenden Integrale durch Summenbildung

über einer Gitterweite von � = 0.0005 ermittelt wurden. Die verwendeten Quell-

texte finden sich im Anhang in Abschnitt C.

4.2.2. Ergebnisse

4.2.2.1. Vergleich aller vier Eingangsfunktionen bei gleicher Störung

Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.3 dargestellt. Für jedes der drei betrachte-

ten Ordnungsfunktionale (Zeilen) und für jede der vier Informationsfunktionen

(Spalten) wurden zunächst der Wert des Funktionals für die ungestörte Funkti-

on bestimmt und anschließend Mittelwert µ und Varianz σ des Funktionalwertes

für die gestörte Funktion. Die Varianzwerte für die Ordnungsfunktionale O1 und

O3 liegen dabei in der Größenordnung 10−6.

Die Berechnungsergebnisse werden in den folgenden Abschnitten bezüglich

dreier verschiedener Aspekte analysiert:

1. Vergleich der Verwendung von Glockenkurven (CDT) und Dreiecksfunktio-

nen (FDT) zur Repräsentation des Wissens (4.2.2.2).
2da stets gilt igestört(x) = 0, wenn iungestört(x) = 0
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i1 i2 i3 i4

ungestört gestört ungestört gestört ungestört gestört ungestört gestört

µ 5.00 5.00 5.00 5.00 5.00 5.00 4.54 4.54

O1 106 · σ - 2.316 - 2.676 - 27.633 - 6.672

µ 5.00 5.00 5.00 5.00 5.00 5.01 6.5 5.47

O2
σ - 0.023 - 0.008 - 4.002 - 0.790

µ 5.43 5.43 5.45 5.45 6.90 6.90 5.45 5.45

O3 106 · σ - 7.027 - 8.266 - 33.988 - 38.681

TABELLE 4.3: Ergebnisse der numerischen Berechnungen zur Störungssensitivität

von Ordnungsfunktionalen.

2. Auswirkung von ungünstigen Formen von Informationsfunktionen wie sol-

chen mit mehreren Maxima oder sehr flachen Kurven (4.2.2.2).

3. Vergleich aller drei Ordnungsfunktionale insbesondere unter Berücksich-

tigung der Unterschiede zwischen integralbasierten-Methoden (O1 und O3)

und extremwertbasierten (O2) (4.2.2.2).

Da sich zeigt, dass eine signifikante Störungsanfälligkeit nur bei der Maximum-

Ordnung festzustellen ist, wird die Wirkung der Maximumordnung auf die ver-

schiedenen Eingangsfuktionen in einem weiteren Abschnitt (4.2.2.5) vertieft be-

trachtet.

4.2.2.2. Vergleich von Dreiecks- und Glockenkurve zur Repräsentation des Wis-
sens

Im Vergleich der Ergebnisse für i1 und i2, welche jeweils die typischen Formen

der Darstellung von Wissen in der CDT und FDT sind, ist zu erkennen, dass

• die beiden integral-basierten Ordnungsfunktionale O1 und O3 eine um

mehrere Größenordnungen kleinere Störanfälligkeit aufweisen als die

Maximum-Methode.
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• es nur bei der Maximum-Methode einen merklichen Unterschied der Stör-

anfälligkeit zwischen Dreiecks- und Glockenform gibt, welcher durch die

kleinere Ableitung von i1 in der Umgebung des Maximalpunktes zu erklä-

ren ist.

• selbst die Varianz der Maximum-Methode weniger als 0, 5 Prozent be-

trägt und damit in vielen einfachen regelungstechnischen Anwendun-

gen unterhalb der Sensorgenauigkeit liegt. So hat z.B. ein Platin-

Widerstandsthermometer wie der häufig verwendete Typ Pt100 der Klasse

A nach DIN EN 60751 in diesem Bereich nur eine Genauigkeit von ±0, 16

also einen maximalen Fehler von ca. 3 Prozent.

Insgesamt ist festzustellen, dass aus der Störanfälligkeit von Ordnungsfunktio-

nalen keine Präferenz für das eine oder andere Kalkül abgeleitet werden kann.

4.2.2.3. Ungünstigere Informationsfunktionen

Für Funktionen vom Typ i3 oder i4 zeigt sich ein grundlegend anderes Bild.

Während die Varianz unter O1 und O3 zwar signifikant größer, aber letztend-

lich immer noch vernachlässigbar ist, erweist sich die Maximum-Methode als

unbrauchbar:

• Die Eingangsfunktion i3 hat zwei Maxima bei 3 und 7 in deren Umgebung

der Graph jeweils steil ansteigt bzw. abfällt. Durch Addition3 eines zufäl-

ligen Wertes an jeder Stelle der Funktion wird der Funktionswert an einer

der beiden Maximalstellen etwas größer werden, als an der anderen. Daher

springt die Bewertung stochastisch zwischen ∼ 3 und ∼ 7. Die Varianz des

Ergebniswertes ist daher 4.

Die in der Ergebnisstabelle dargestellte Verschiebung des Mittelwertes ist

auf Grund Ungenauigkeiten bei der numerischen Berechnung entstanden

und nicht signifikant.

• Da die i4 (als einzige der betrachteten Funktionen) nicht symmetrisch um

ihr einziges Maximum ist, ergibt sich durch die Störung eine systematische

Verschiebung der Bewertung. Weil zudem die Ableitung links des Maxi-

mums deutlich kleiner ist als rechts davon, verschiebt sich der Wert nach

links. Ein Vergleich mit einer IF anderer Gestalt ist somit nicht mehr mög-

lich.

Bei Verwendung eines additiven Störungsmodells ergibt sich eine ähnliche

3oder Multiplikation wenn ein multiplikatives Störungsmodell verwendet wird
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4.2. Ordnungsfunktionale

Verschiebung auch bei den anderen beiden betrachteten Ordnungsfunk-

tionalen, da sich der Schwerpunkt der Fläche hin zum Mittelpunkt des

Integrationsintervalls verschiebt.

Solange die Eingangsfunktionen für das Ordnungsfunktional nicht glocken- oder

dreiecksförmig sind - in der praktischen Anwendung in Entscheidungssystemen

wird dies selten der Fall sein, weil die Eingangsfunktion ihrerseits Ergebnis eines

Bewertungsoperators ist - kann eine ungünstige Wahl des Bewertungsoperators

deshalb die Qualität der Entscheidung sowohl systematisch (Verschiebung des

Erwartungswertes) als auch stochastisch (Erhöhung der Varianz) negativ beein-

flussen.

4.2.2.4. Vergleich der Ordnungsfunktionale miteinander

Im Vergleich der drei Ordnungsfunktionale miteinander ist das Folgende zu er-

kennen:

• Die beiden integralbasierten Funktionale O1 und O3 zeigen unabhängig von

der gewählten Form der Eingangsfunktion eine sehr geringe Sensitivität

gegen Störungen der Eingangsinformation.

• Die Maximum-Methode ist schon bei „günstigen” Eingangsfunktionen wie i1

und i2 um vier Größenordnungen störanfälliger. Allerdings ist auch hier der

Fehler nur knapp oberhalb der Rechengenauigkeit bei einer Integrations-

gitterweite von 0,0005 und ist daher bei vielen praktischen Anwendungen

zu vernachlässigen.

• Bei „ungünstigeren” Eingangsfunktionen wie i3 und i4, die keine einzelne

klare Spitze haben, liefert die Maximum-Methode allerdings sehr stark ge-

störte, teilweise sogar unbrauchbare Ergebnisse.

Der wesentlich höhere Berechnungsaufwand einer integral-basierten Methode -

die Berechnung von O1 dauert etwa 10-mal so lang wie die von O2 - lässt sich

daher kaum mit einer geringeren Störanfälligkeit rechtfertigen, solange nur IF

vom Typ i1 oder i2 miteinander verglichen werden sollen.

Es zeigt sich somit, dass die Verwendung einer Maximum-Ordnung ohne genaue

Kenntnis der Gestalt der IF zwei Gefahren birgt: Zum einen ergeben sich syste-

matische Verschiebungen der Bewertung zu (Un-)Gunsten bestimmter Formen

von IF. Diese Verschiebung ist um so größer, je flacher die Eingangsinformation
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4. Ergebnisse numerischer Vergleiche

auf einer Seite des Maximalwertes und je größer die Steigungsdifferenz auf bei-

den Seiten ist.

Zum anderen droht eine hohe Varianz der Ergebnisse, welche in folgendem Ab-

schnitt genauer untersucht wird.

4.2.2.5. Auswirkung der Störungsintensität beim der Maximum-Methode

Da die Maximum-Methode als Einzige mit einer wesentlichen Varianz des Ergeb-

nisses auf eine stochastische Störung der Eingangsfunktion reagiert, wird für

diese die Abhängigkeit zwischen Störungsintensität und Ergebnisvarianz detail-

lierter betrachtet. Eine solche Analyse führt für die anderen beiden Ordnungs-

funktionale zu keinem wesentlichen Ergebnis, da dort die Varianz in der Grö-

ßenordnung 10−5 − 10−6 und somit im Bereich der verwendeten Integrationsge-

nauigkeit liegt.

Um die Abhängigkeit zu untersuchen, wird das in Gleichung (4.17) beschriebene

Störungsmodell leicht abgewandelt. An Stelle von

igestört(x) := i(x) ∗ (1 + X), (4.20)

wobei X eine N0;0.2-verteilte Zufallsvariable ist, wird nun das etwas aufwändiger

zu berechnende Störungsmodell

igestört(x) :=
|i(x) + (k ∗ X)|∫
R

|i(x) + (k ∗ X)|
(4.21)

verwendet, welches es ermöglicht, durch Variation des Parameters k in einem

Bereich zwischen 0 und 1 die Entropie der gestörten Eingangsfunktion fein zu

steuern.

In Abbildung 4.13 ist für die drei Eingangsfunktionen i1, i2 und i4 jeweils die

Varianz der Ausgangswerte in Abhängigkeit der durch die Störung verursachten

Entropieerhöhung dargestellt. Eine vergleichbare Darstellung für die Eingangs-

funktion mit zwei Spitzen, i3, ist nicht möglich, da die Varianz des Ergebnisses

hier schon bei kleinsten Störungen bei etwa 4 liegt. Dies ist damit zu erklären,

dass der Wert von O2

(
i3,gestört

)
bei einer minimalen Störung zufällig gleichverteilt

zwischen ∼ 3 und ∼ 7 springt. Aus den Kurven ist Folgendes abzulesen:

• Bei den günstigen Formen der Eingangsfunktion (Dreiecks- und Glocken-

form) führt eine schwache Störung zu keiner nennenswerten Erhöhung der

Varianz der Werte des Funktionals. Erst wenn die Eingangsfunktion fast

vollständig von weißem Rauschen überlagert ist, ihre Entropie also der des

weißen Rauschens entspricht, steigt auch die Varianz drastisch an.
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ABBILDUNG 4.13: Sensitivität des Maximumoperators auf Erhöhung der Entropie

der Eingangsfunktion.

• Es lässt sich kein signifikanter Unterschied zwischen Glocken- und Drei-

ecksform ableiten, wobei die leicht höhere Varianz bei gleicher Entropieer-

höhung mit dem flacheren Kurvenverlauf der Glockenkurve im Bereich des

Maximums zu erklären ist.

• Bei der fast trapezförmigen Eingangsfunktion steigt die Varianz schon bei

einer geringen Störung der Eingangsfunktion stark an, da deren Graph

auf der linken Seite des Maximums über einen weiten Bereich relativ flach

verläuft, was die Wahrscheinlichkeit erhöht, dass einer der Funktionswerte

in diesem Bereich durch die Störung über das Maximum erhöht wird.

• Für die Eingangsfunktion mit zwei Maxima ergibt sich schließlich, dass

schon kleinste Störungen die Varianz sprunghaft auf einen Wert von ca. 4

ansteigen lassen. Die Ursache hierfür ist, dass das Maximum der gestörten

Funktion stets in der Umgebung einer der beiden Spitzen liegt.
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4.2.3. Vergleich der Ordnungsfunktionale

Die vorliegenden Ergebnisse haben über die reine Bewertung der konkreten

Funktionale hinaus Folgendes veranschaulicht:

• Die Unterscheidung zwischen klassischen Entscheidungs- und Fuzzy-

Modellen ist für viele Fragestellungen unerheblich. Unter in der Praxis ver-

nachlässigbaren Einschränkungen (insb. einer Kompaktifizierung des Trä-

gers der IF) sind Methoden der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie auf

allgemeine Fuzzy-ZGF übertragbar, da die verwendeten Funktionale letzt-

endlich unter verschiedenen Namen weitgehend identisch sind.

• Die Vereinfachung, an Stelle von integral-basierten Methoden Extremwert-

Methoden zu verwenden, geht stets mit einer deutlichen Zunahme der Feh-

leranfälligkeit des Gesamtsystems einher. Ob die erhöhte Fehleranfälligkeit

im konkreten Fall tolerabel ist, hängt entscheidend davon ab, welche Ge-

stalt die zu vergleichenden IF haben: Je deutlicher die Informationsfunkti-

on ein einzelnes Maximum aufweist und je steiler der Funktionsgraph im

Bereich dieses Maximums ist, um so kleiner ist die Auswirkung auf die

Störungssensitivität.

• Die Repräsentation des Wissens durch eine Dreiecksfunktion an Stelle der

im Sinne einer statistischen Interpretation von ZGF eigentlich angebrach-

ten Gaußschen Glockenfunktion spielt bei den hier betrachteten Eigen-

schaften keine Rolle. Das entspricht Ergebnissen, wonach der statistische

Fehler in der Schätzung der Varianz bei praktisch relevanten Stichpro-

benumfängen größer ist als der Fehler durch partielle Linearisierung der

Funktion (vgl [6]).

Bei der Optimierung der Recheneffizienz des Ordnungsfunktionals kommt es

also insbesondere darauf an, ob in den vorhergegangenen Stufen des Entschei-

dungsmodells sicher gestellt werden kann, dass die resultierenden Bewertun-

gen der einzelnen Alternativen hinreichend gutartig sind, also im besten Fall

Dreiecks- oder Glockenfunktionen.

Insgesamt zeigt sich: Werden zur Modellierung des Fuzzy-Systems die „richtigen“

Methoden gewählt, wird also insbesondere auf die Verwendung von Extremwert-

Methoden verzichtet, wenn die Form der Eingangsfunktionen nicht bekannt oder

nicht kontrollierbar ist, so gibt es keinen qualitativen Unterschied zwischen un-

scharfen und statistischen Modellen.

Hierdurch wird ein in der Literatur zu beobachtender Trend (z.B. [10]) bestätigt:
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Ist die Genauigkeit der Entscheidungsfindung (im Gegensatz z.B. zur maximalen

Berechnungseffizienz) wichtigstes Kriterium bei der Entwicklung eines Entschei-

dungsmodells, so nähern sich die verwendeten Fuzzy-Methoden immer stärker

denen der Wahrscheinlichkeitstheorie an.

Die Fuzzy-Entscheidungstheorie ist allerdings der klassischen Theorie insofern

überlegen, als dass sie es ermöglicht, verschiedene Genauigkeitsstufen in einem

Modell zu vereinen und dass über die Regelbasis eine Interpretierbarkeit der

Ergebnisse möglich wird.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

5.1. Allgemeine Erkenntnisse

Im Rahmen der Arbeit hat sich gezeigt, dass sich beim Versuch, unterschiedliche

Entscheidungskalküle mathematisch-quantitativ zu vergleichen, drei prinzipiel-

le Herausforderungen stellen:

• Das Fehlen einer etablierten Methodik bzw. eines anerkannten Katalogs

von Kriterien zum Vergleich von Entscheidungsmodellen und -kalkülen.

• Der Mangel an einer ausreichenden Kanonisierung im Bereich der Fuzzy-

Entscheidungstheorie und neuerer Methoden, welcher einerseits eine Ab-

grenzung der Methoden zur klassischen Theorie erschwert und anderer-

seits den Betrachtungsgegenstand „Fuzzy-Entscheidungstheorie“ mit ihren

zahlreichen derzeit in der Diskussion befindlichen Methoden sehr unhand-

lich erscheinen lässt.

• Die starke Vorprägung zu Gunsten der klassischen Wahrscheinlichkeits-

theorie durch die traditionelle naturwissenschaftliche Ausbildung. Hier-

durch erscheinen deren Konzepte sehr intuitiv, wohingegen es schon

schwierig ist, den Informationsgehalt einer Fuzzy-ZGF anschaulich zu be-

schreiben, ohne auf Vokabeln der Wahrscheinlichkeitstheorie zurückzu-

greifen.

Fehlen einer etablierten Vergleichsmethodik

Ein quantitativer Vergleich von Entscheidungsmodellen anhand ihrer Ergebnis-

se ist - wie in Abschnitt 1.2.3 dargestellt - selbst nach deren Implementierung

nur in wenigen Spezialfällen möglich, so z.B. bei sehr repetitiven Entscheidun-

gen wie in Regelungssystemen oder wenn durch ein theoretisch verifizierbares

Prozessmodell eine Simulation entsprechend vieler Entscheidungen möglich ist.

Wird das Entscheidungssystem für wenige Einzelentscheidungen eingesetzt, wie

z.B. bei typischen Expertensystemen, ist im Allgemeinen nicht einmal nach der
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getroffenen Entscheidung klar, ob das System gut oder schlecht funktioniert hat.

Daher haben verschiedene Autoren - teilweise aus praktischen Anforderungen

ihrer speziellen Fragestellung heraus - die unterschiedlichsten Vergleichskrite-

rien vorgeschlagen und angewandt. Die wenigen Entscheidungsmodell und -

kalkül übergreifenden Kriterien beschränken sich weitgehend auf Fragen der

Implementierbarkeit und Komplexität, kaum auf solche der Entscheidungsqua-

lität.

Um aber nicht nur verschiedene Entscheidungskalküle miteinander vergleichen,

sondern auch innerhalb der einzelnen Kalküle neue Ideen und Methoden zuver-

lässig beurteilen zu können, bedarf es eines allgemein anerkannten Kriterienka-

taloges, der sowohl Fragen der Implementierung und Berechnungseffizienz als

auch der Wirtschaftlichkeit und Ergebnisqualität mit einschließt.

Das hier neu entwickelte Vergleichskriterium kann Bestandteil eines solchen

Kataloges sein.

Mangelnde Kanonisierung der Fuzzy-Entscheidungstheorie

Verglichen mit der klassischen Entscheidungstheorie, die spätestens seit Mit-

te der 40er Jahre des 20. Jahrhunderts als eigenständiges wissenschaftliches

Untersuchungsfeld etabliert ist und auf eine mehrere hundert Jahre hindurch

entwickelte mathematische Basis aufbaut, ist die Fuzzy-Entscheidungstheorie

eine sehr junge Disziplin. Sie hat sich zwar auf Grund der großen Akzep-

tanz, insbesondere in der regelungstechnischen Anwendung, sehr schnell ent-

wickelt, trotzdem fehlt es ihr noch an einer gewissen Stabilisierung. Daher

ist es derzeit kaum möglich, eine engere Abgrenzung des Begriffes „Fuzzy-

Entscheidungssystem“ zu geben als: „Ein Entscheidungssystem, bei welchem

Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktionen irgendwie eine Rolle spielen.“

Viele inhaltliche Fragen, deren Beantwortung häufig zum erfolgreichen prakti-

schen Einsatz nicht einmal notwendig sind, wie zum Beispiel der zentrale Streit

um den Bedeutungsinhalt von Zugehörigkeitsfunktionen, werden teilweise lei-

denschaftlich diskutiert. Diese Situation erinnert ein wenig an den Mitte der 70er

Jahre sehr engagiert geführten Streit zur Rationalität des Bernoulli-Prinzips in

der klassischen Entscheidungstheorie1.

Ein Vergleich der klassischen mit der Fuzzy-Entscheidungstheorie muss sich

entweder auf sehr allgemeine und damit wenig aussagekräftige Kriterien

beschränken oder aus der Vielzahl der diskutierten Konzepte der Fuzzy-

Entscheidungstheorie diejenigen auswählen, von denen wahrscheinlich ist, dass
1siehe hierzu z.B. [28, 91, 140]

94



5.1. Allgemeine Erkenntnisse

sie auch in einigen Jahren noch zum dann etablierten Kanon der Disziplin ge-

hören werden. Eine umfassende Betrachtung aller in der Literatur publizierten

Vorschläge scheint ausgeschlossen.

Vorprägung zu Gunsten klassischer Entscheidungstheorie

Bei der praktischen Durchführung und insbesondere bei der Formulierung der

Ergebnisse eines Vergleiches, wie er hier unternommen wurde, ergibt sich eine

weitere Herausforderung:

Das in der naturwissenschaftlichen Grundbildung deutlich vorherrschende Mo-

dell zur Beschreibung unsicherer Zustände ist das Wahrscheinlichkeitskalkül.

Fuzzy-Methoden werden, wenn überhaupt, erst in Spezialvorlesungen im Haupt-

studium unterrichtet und selbst dann fast ausschließlich sehr anwendungsbe-

zogen im regelungstechnischen Kontext. Die mathematischen Grundlagen der

Fuzzy-Entscheidungstheorie, welche im klassischen Fall in Form von Maß-

und Integrationstheorie fast schon zum Standardkanon der mathematisch-

naturwissenschaftlichen Ausbildung gehören, bleiben einigen Spezialisten vor-

behalten.

Das hat nicht zuletzt Auswirkungen auf die Sprache, in welcher über entschei-

dungstheoretische Zusammenhänge nachgedacht wird: Werden Praktiker dar-

über befragt, was z.B. eine dreiecksförmige Zugehörigkeitsfunktion verschiede-

ner Längenmaße zur linguistischen Aussage „großer Mann“ bedeutet, dann wer-

den fast immer Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie genannt. So betrachtet

bleibt aber von der FDT nicht viel mehr übrig als eine scheinbar um einige ma-

thematische Zwänge bereinigte Variante des klassischen Kalküls, welche ins-

besondere den praktischen Anwender von mühseligen Integraltransformationen

und Konvergenzüberlegungen befreit.

Zwar könnte in der Anwendung noch damit gelebt werden, dass durch eine sol-

che Beschränkung auf eine mögliche Interpretation eben nur ein Teil des Poten-

tials der unscharfen Theorie genutzt wird, insoweit sich das praktische Problem

schon damit befriedigend lösen lässt. Für einen umfassenden Vergleich des Po-

tentials der verschiedenen Kalküle ist solch eine Beschränkung natürlich nicht

akzeptabel. Um sie zu vermeiden, muss deswegen auch und gerade bei der Wort-

wahl darauf geachtet werden, nicht bestimmte Interpretationen zu präjudizieren,

wenn sie nicht notwendigerweise für ein bestimmtes Kalkül benötigt werden.

Das hat natürlich den Nachteil, dass einige Formulierungen eher vage bleiben

müssen und es z.B. sehr schwierig ist, umfassend zu beschreiben, was die in

einer „Informationsfunktion“ enthaltenen Informationen genau bedeuten. Solch
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eine inhaltliche Interpretation ist daher immer nur im Kontext eines bestimmten

Entscheidungsproblemes und -modells möglich.

5.2. Wichtigste Ergebnisse der Arbeit

Ziel der Arbeit war es, verschiedene Entscheidungskalküle bezüglich ihrer Effi-

zienz in der Nutzung vorhandener Information zu vergleichen. Um einen solchen

Vergleich zu ermöglichen, wurde in drei Schritten vorgegangen. Zunächst wur-

den ein neues übergreifendes Modell für Entscheidungssysteme entwickelt und

die bestehenden Kalküle im neu entwickelten Modell beschrieben. Im nächsten

Schritt wurde eine allgemeine Methodik entwickelt, um die Informationsnutzung

von Entscheidungssystemen zu messen, und schließlich wurde die Methodik auf

typische Vertreter der einzelnen Entscheidungskalküle angewendet.

Die wesentlichen Ergebnisse werden im Folgenden kurz dargestellt.

1. Entwurf eines allgemeinen Funktionalmodells für Entscheidungssysteme

Aufbauend auf in der Literatur bestehenden Ansätzen, insbesondere [112],

wurde in Kapitel 2

• ein neues mathematisches Modell für Entscheidungssysteme darge-

stellt, welches unabhängig vom gewählten Entscheidungskalkül ist.

Hierzu war es insbesondere notwendig, mit dem neu eingeführten

Begriff der „Informationsfunktion“ einen interpretationsunabhängigen

Formalismus für die mathematische Beschreibung der Eingangsinfor-

mation in ein solches Modell zu etablieren.

• anhand eines Beispiels (Beispiel 1) demonstriert, dass dieses mathe-

matische Modell exakt zu dem natürlichen Vorgehen bei der Modellie-

rung eines Entscheidungssystemes passt und somit in der praktischen

Anwendung keinen Zusatzaufwand erfordert.

• schließlich gezeigt, wie sich übliche Strukturen aus verschiedenen

Entscheidungskalkülen im entwickelten Modell darstellen und somit

der Nachweis erbracht, dass das Modell tatsächlich in der Lage ist, als

einheitlicher Rahmen für die Beschreibung von Entscheidungsmodel-

len zu dienen.

2. Entwicklung einer Methodik zur Messung der Informationseffizienz

Um die Effizienz der Informationsnutzung durch verschiedene Kalküle ver-

gleichen zu können, wurde in Kapitel 3
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• ein informationstheoretischer Ansatz zur quantitativen Messung der

Informationsnutzung entwickelt. Eine solche auf der Entropie basie-

rende Methode ist neu und findet sich in der bekannten Literatur der-

zeit nicht.

• gezeigt, dass der Ansatz auch bei Verwendung unterschiedlicher In-

formationsdarstellungen durch die verschiedenen Kalküle zu aussage-

kräftigen Ergebnissen führt.

• dargestellt, wie die entwickelte Methodik nicht nur zum abstrakten

Vergleich verschiedener Entscheidungskalküle, sondern auch zur Be-

urteilung realer Entscheidungsmodelle verwendet werden kann. Das

trägt insbesondere bei zur Verbesserung der Wirtschaftlichkeit bei der

Entwicklung von automatischen Entscheidungssystemen, wenn die

Genauigkeit und damit der Preis zu verwendender Sensorik gegen

die Störungssensitivität des Entscheidungsmodells selbst abgewogen

wird.

3. Messung der Informationsnutzung durch einzelne Entscheidungskalküle

Schließlich wurde in Kapitel 4 mit der Anwendung der entwickelten Kon-

zepte auf typische Vertreter der betrachteten Entscheidungskalküle gezeigt,

dass

• es keinen signifikanten Unterschied zwischen den verschiedenen Ent-

scheidungskalkülen bezüglich der Nutzung von Eingangsinformatio-

nen gibt. Die in der Literatur vorherrschende Wahrnehmung, dass un-

scharfe Methoden Vorteile bei Problemstellungen mit wenig Informati-

on haben, lässt sich somit quantitativ nicht nachvollziehen.

• es aber innerhalb der einzelnen Entscheidungskalküle durchaus gra-

vierende Unterschiede zwischen verschiedenen Modellen gibt. Häufig

hat der Entwickler des Modells dabei eine Abwägung zwischen der Ef-

fizienz der Informationsnutzung und der Berechnungskomplexität zu

treffen. Insgesamt schneiden, unabhängig vom gewählten Entschei-

dungskalkül, sowohl bei den Bewertungsoperatoren als auch bei den

Ordnungsfunktionalen integralbasierte Methoden besser ab als einzel-

punktbasierte.

• einzelne Entscheidungsmodelle (in dieser Arbeit z.B. der Gamma-

Operator) auf eine Verbesserung der Qualität der Eingangsinformati-

on mit einer scheinbaren Verschlechterung der Ergebnisqualität rea-

gieren. Dieses Verhalten kann in speziellen Anwendungen gewünscht
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sein, z .B. bei der Verwendung verfälschter und sich dadurch wider-

sprechender Messwerte. Der Anwender sollte sich aber darüber be-

wusst sein, dass ein solches Verhalten grundlegend anders ist als das

Verhalten der meisten anderen Entscheidungsmodelle.

Da die Frage der Informationseffizienz wie in Abschnitt 1.3 dargestellt stets auch

die Frage nach der wirtschaftlichen Ressourcenverwendung in automatischen

Entscheidungs- und Entscheidungsunterstützungssystemen beinhaltet, trägt

die Arbeit dazu bei, die Wirtschaftlichkeit solcher Systeme zum Entwurfszeit-

punkt zu beurteilen und zu verbessern.

5.3. Ausblick

Aus dem neuen Konzept der quantitativen Beurteilung von Entscheidungssyste-

men anhand der Effizienz der Informationsnutzung mit Hilfe von Entropiemaßen

ergeben sich darüber hinaus Ansatzpunkte für weiterführende Untersuchungen,

wie z.B.

• die Quantifizierung der dargestellten wirtschaftlichen Abwägung zwischen

einer mit Verbesserung der Informationsnutzung verbundenen Erhöhung

des Bedarfs an Berechnungsressourcen und den Kosten für eine Verbesse-

rung der Eingangsinformationen durch verbesserte Sensorik.

• die Anwendung des hier entwickelten Ansatzes auf komplexe, real existie-

rende Entscheidungssysteme und die Verfeinerung der verwendeten Stö-

rungsmodelle für die Eingangsinformation in praktischer Anwendung.

• aufbauend auf der hier dargestellten Messung der Informationseffizienz die

Entwicklung eines Verfahrens zur Verbesserung der Informationseffizienz

in bestehenden Entscheidungssystemen.
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6. Anhang

A. Bezeichnungen und Abkürzungen

Verwendete Bezeichnungen

Zur Erhöhung der Verständlichkeit werden einige Bezeichnungen in einem strik-

teren Sinn verwendet als dies manchmal in der Literatur der Fall ist:

Operatoren und Funktionale Abbildungen von einem Funktionenraum in

einen Funktionenraum werden als Operatoren bezeichnet, Abbildungen

von einem Funktionenraum nach R als Funktionale.

Entscheidungskalkül Ein Entscheidungskalkül ist eine grundlegende Syste-

matik oder Sprache zur Modellierung von Entscheidungsmodellen, z.B.

statistische Entscheidungstheorie, Fuzzy-Entscheidungstheorie, possibilis-

tische Entscheidungstheorie, etc.

Entscheidungsproblem Ein Entscheidungsproblem ist eine Menge von Hand-

lungsalternativen mit der Fragestellung, welche Alternative bei gegebenen

Umständen die beste Handlung darstellt.

Entscheidungsmodell Ein Entscheidungsmodell ist ein mathematisches Mo-

dell zur Lösung eines Entscheidungsproblemes, bestehend aus einer Men-

ge von Handlungsalternativen, Informationen über Umweltzustände, einem

Bewertungsoperator und einem Ordnungsfunktional.
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Mathematische Abkürzungen

Abkürzung Bedeutung

R Körper der reellen Zahlen

P(R) Potenzmenge von R

MC, M−1 (R-)Komplement der Menge M

Q, Qn Hyperquader im R
n

B,B(R) Raum der beschränkten, positiv definiten Funktionen über R

f|α(x) die eindimensionale Funktion, welche durch Auswerten der

zweidimensionalen Funktion f(x,y) entlang der Geraden y = α

entsteht

a ◦ b Nacheinanderausführung von Funktionalen: [a ◦ b](x) := a(b(x))

∫
R
,
∫

R
dx Integral über die ganze reelle Achse

(�a)i i-te Komponente des Vektors �a

µ, µ(r) Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Zugehörigkeitsfunktion

EW(µX) Erwartungswert der Zufallsvariablen mit der Dichte µX; EW(X) =∫
R

xdµX

Nµ,σ Normalverteilung mit Mittelwert µ und Varianz σ

µ � ν Summendichte (Faltprodukt): µ � ν :=
∫

R
µ(x)ν(z − x)dx

µ � ν Produktdichte: µ � ν :=
∫

R
|1/x| µ(z/x)ν(x)dx
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Durchgängig verwendete Bezeichnungen

Abkürzung Bedeutung

α, αi Handlungsalternativen

A Handlungsraum: Menge der möglichen Handlungsalternativen

α

�κi,j Ergebnisvektor für die Handlungsalternative i unter Annahme

des Umweltzustandes j

ν, ν(α) Bewertungsfunktion für Handlungsalternativen

ν̂, ν̂(κ) Bewertungsfunktion für Ergebnisvektoren

σ Umweltzustände

S Zustandsraum: Menge sich gegenseitig ausschließender Um-

weltzustände σ

�s Umweltvektor: Ein Umweltzustand σn aus einem parametrisier-

baren Umweltraum ist eineindeutig beschrieben durch einen

Wert (s1, s2, ...sn) des Umweltvektors sn.

�i, �is Informationsfunktionen: Schar von Funktionen aus B, die Infor-

mationen über Werteverteilungen in �s enthalten, also z.B. Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen, Zugehörigkeitsfunktionen, ...

E Entscheidungsmodell E : (A; (Ii
[a;b])

n) → R

B Bewertungsoperator B : (R; In) → R × I

O Ordnungsfunktional O : I → R

B. Funktionsdefinitionen

i1 Die Dichte einer Normalverteilung1 N(5,0.8165):

i1(x) :=




i1(x) = 1
1.962e−0.82∗(x−5)2

für x ∈ [0; 10]

0 sonst
(6.1)

1Die Varianz ist so gewählt, dass VAr(i1) = Var(i2).

115



6. Anhang

i2 Eine normale Dreiecks-ZGF:

i2(x) :=




0 für x � 3

0.5 ∗ (x − 3) für 3 < x � 5

0.5 ∗ (7 − x) für 5 < x � 7

0 für x > 7

(6.2)

i3 Eine ZGF mit zwei dreieckigen Peaks:

i3(x) :=




0 für x � 2

x − 2 für 2 < x � 3

4 − x für 3 < x � 4

0 für 4 < x � 6

x − 6 für 6 < x � 7

8 − x für 7 < x � 8

0 für x > 8

(6.3)

i4 Eine fast trapezförmige ZGF:

i4(x) :=




0 für x � 2

1.8 ∗ (x − 2) für 2 < x � 2.5

x−2.5
40 + 0.9 für 2.5 < x � 6.5

2 ∗ (7 − x) für 6.5 < x � 7

0 für x > 7

(6.4)
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C. Programme

Bewertungsoperatoren

Laden der notwendigen Bibliotheken

Needs["Statistics‘ContinuousDistributions‘"]

Needs["Statistics‘DataManipulation‘"]

Needs["Calculus‘Integration‘"]

Needs["NumericalMath‘ListIntegrate‘"]

Definitionen

Normal4[x_, t_] := NormalDistribution[4, t];

NorVert4[x_,t_]=PDF[Normal4[x, t], x];

Normal6[x_,t_]:=NormalDistribution[6, t];

NorVert6[x_, t_] = PDF[Normal6[x, t], x];

RandNormal002[x_]:=Random[NormalDistribution[0, 0.2]];

Gleichvert[x_]:=Random[UniformDistribution[0, 0.2]];

TableGen[fun_] := Table[fun, {x, 0, 10, Prec}];

lo01 = Log[0.1];

HSE[tab_]:=Prec*Sum[tab[[n]]*

If[tab[[n]] > 0, Log[tab[[n]]]/lo01, 0]

,{n,1,10/Prec}];

MinkEnt[tab_] := 1 - (Prec*Sum[tab[[n]]*tab[[n ]], {n, 1,10/Prec}]);

ZaPlu[a_, b_] :=

Module[{i, tem, t1, hilf1, hilf2},

tem = TableGen[NorVert4[x, 1]];

For[n = 1, n <= 10/Prec,

t1 = 0;

hilf1 = Min[10/Prec, 2*n - 1];

For[i = Max[1, (2*n - 10/Prec)], i < hilf1,

hilf2 = Min[a[[i]], b[[2*n - i]]];

If[hilf2 > t1, t1 = hilf2];

i++];

tem[[n]] = t1;

n++];
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Return[tem]];

Falt2[a_, b_] :=

Module[{tem, ah, bh, la, lb, lf, f0, i},

ah = PadRight[a, Round[20/Prec]];

bh = PadRight[b, Round[20/Prec]];

la = Fourier[ah];

lb = Fourier[bh];

lf = la*lb;

f0 = InverseFourier[lf];

f0 = f0/ListIntegrate[f0, Prec];

tem = TableGen[NorVert4[x, 0.1]];

For[i = 1, i <= 10/Prec, tem[[i]] = 2*f0[[2*i]]; i++];

Return[tem];

];

Gamma05[a_, b_] := Module[{n, t1, t2, tem},

tem = TableGen[NorVert4[x, 1]];

For[n = 1, n < 10/Prec,

t1 = Abs[a[[n]]];

t2 = Abs[b[[n]]];

tem[[n]] = Sqrt[t1*t2]*Sqrt[1 - (1 - t1)*(1 - t2)];

n++];

Return[tem]];

MiWe[a_, b_] := 0.5*a + 0.5*b;

Stochastische Störung

Prec = 0.0005;

DP = 60;

a = TableGen[NorVert4[x, 0.5]];

b = TableGen[NorVert6[x, 0.5]];

se1 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

se2 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

se3 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

se4 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

ABase = HSE[a];

Timing[For[i = 0, i <= DP,
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Störung = Table[Random[NormalDistribution[0, 1]], {x, 0, 10, Prec}];

ar = Abs[(1 - (i/300))*a + Störung*i/300];

ar = ar/ListIntegrate[ar, Prec];

F1 = Falt2[ar, b];

F1 = F1/ListIntegrate[F1, Prec];

F2 = Gamma05[ar, b];

F2 = F2/ListIntegrate[F2, Prec];

F3 = MiWe[ar, b];

F3 = F3/ListIntegrate[F3, Prec];

F4 = ZaPlu[ar, b];

F4 = F4/ListIntegrate[F4, Prec];

EingangsEnt = HSE[ar] - ABase;

se1[[i*Rep, 1]] = EingangsEnt;

se1[[i*Rep, 2]] = HSE[F1];

se2[[i*Rep, 1]] = EingangsEnt;

se2[[i*Rep, 2]] = HSE[F2];

se3[[i*Rep, 1]] = EingangsEnt;

se3[[i*Rep, 2]] = HSE[F3];

se4[[i*Rep, 1]] = EingangsEnt;

se4[[i*Rep, 2]] = HSE[F4];

Print[i];

i++];]

Save["Falt2_SE_0005_50_5.m", se1];

Save["Gamma05_SE_0005_50_5.m", se2];

Save["MiWe_SE_0005_50_5.m",se3];

Save["ZaPlu_SE_0005_50_5.m", se4];

Deterministische Störung einer Variablen

Prec = 0.005;

DP = 30;

de1 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

de2 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

de3 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

de4 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

a = TableGen[NorVert4[x, 0.5]];

b = TableGen[NorVert6[x, 0.5]];

even = TableGen[0.1*x/x];

ABase = HSE[a];
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F1 = Falt2[a, b];

F1 = F1/ListIntegrate[F1, Prec];

F2 =Gamma05[a, b];

F2 = F2/ListIntegrate[F2, Prec];

F3 = MiWe[a, b];

F3 = F3/ListIntegrate[F3, Prec];

F4 = ZaPlu[a, b];

F4 = F4/ListIntegrate[F4, Prec];

F1Base = HSE[F1];

F2Base = HSE[F2];

F3Base = HSE[F3];

F4Base = HSE[F4];

Timing[For[i = 0, i <= DP,

ar = (1 - i/DP)*a + i/DP*even;

ar = ar/ListIntegrate[ar, Prec];

br = b;

F1 = Falt2[ar, br];

F1 = F1/ListIntegrate[F1, Prec];

F2 = Gamma05[ar, br];

F2 = F2/ListIntegrate[F2, Prec];

F3 = MiWe[ar, br];

F3 = F3/ListIntegrate[F3, Prec];

F4 = ZaPlu[ar, br];

F4 = F4/ListIntegrate[F4, Prec];

EingangsEnt = HSE[ar] - ABase;

de1[[i*Rep + k, 1]] = EingangsEnt;

de1[[i*Rep + k, 2]] = HSE[F1] - F1Base;

de2[[i*Rep + k, 1]] = EingangsEnt;

de2[[i*Rep + k, 2]] = HSE[F2] - F2Base;

de3[[i*Rep + k, 1]] = EingangsEnt;

de3[[i*Rep + k, 2]] = HSE[F3] - F3Base;

de4[[i*Rep + k, 1]] = EingangsEnt;

de4[[i*Rep + k, 2]] = HSE[F4] - F4Base;

Print[i]

i++];]

Export["Falt2_DE_005_30.txt", de1, "Table"];

Export["Gamma05_DE_005_30.txt", de2, "Table"];

Export["MiWe_DE_005_30.txt", de3, "Table"];
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Export["ZaPlu_DE_005_30.txt", de4, "Table"];

Deterministische Störung zweier Variablen

Prec = 0.005;

DP = 30;

de1 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

de2 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

de3 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

de4 = Table[1, {j, 1, (DP + 1)}, {k, 1, 2}];

a = TableGen[NorVert4[x, 0.5]];

b = TableGen[NorVert6[x, 0.5]];

even = TableGen[0.1*x/x];

ABase = HSE[a];

F1 = Falt2[a, b];

F1 = F1/ListIntegrate[F1, Prec];

F2 =Gamma05[a, b];

F2 = F2/ListIntegrate[F2, Prec];

F3 = MiWe[a, b];

F3 = F3/ListIntegrate[F3, Prec];

F4 = ZaPlu[a, b];

F4 = F4/ListIntegrate[F4, Prec];

F1Base = HSE[F1];

F2Base = HSE[F2];

F3Base = HSE[F3];

F4Base = HSE[F4];

Timing[For[i = 0, i <= DP,

ar = (1 - i/DP)*a + i/DP*even;

ar = ar/ListIntegrate[ar, Prec];

br = (1 - i/DP)*b + i/DP*even;

br = br/ListIntegrate[br, Prec];

F1 = Falt2[ar, br];

F1 = F1/ListIntegrate[F1, Prec];

F2 = Gamma05[ar, br];

F2 = F2/ListIntegrate[F2, Prec];

F3 = MiWe[ar, br];

F3 = F3/ListIntegrate[F3, Prec];

F4 = ZaPlu[ar, br];

F4 = F4/ListIntegrate[F4, Prec];
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EingangsEnt = HSE[ar] - ABase;

de1[[i*Rep + k, 1]] = EingangsEnt;

de1[[i*Rep + k, 2]] = HSE[F1] - F1Base;

de2[[i*Rep + k, 1]] = EingangsEnt;

de2[[i*Rep + k, 2]] = HSE[F2] - F2Base;

de3[[i*Rep + k, 1]] = EingangsEnt;

de3[[i*Rep + k, 2]] = HSE[F3] - F3Base;

de4[[i*Rep + k, 1]] = EingangsEnt;

de4[[i*Rep + k, 2]] = HSE[F4] - F4Base;

Print[i]

i++];]

Export["Falt2bo_DE_005_30.txt", de1, "Table"];

Export["Gamma05bo_DE_005_30.txt", de2, "Table"];

Export["MiWebo_DE_005_30.txt", de3, "Table"];

Export["ZaPlubo_DE_005_30.txt", de4, "Table"];
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Ordnungsfunktionale

Laden der notwendigen Bibliotheken

<< Statistics‘ContinuousDistributions‘

<< Statistics‘DataManipulation‘

<< Graphics‘Graphics‘

<< Calculus‘Integration‘

<< NumericalMath‘ListIntegrate‘

Definitionen

Normal5d[x_] := NormalDistribution[5, 0.816497]

NorVert5d[x_] = PDF[Normal5d[x], x];

RandNormal002[x_] := 1 + Random[NormalDistribution[0, 0.2]]

Dreieck51[x_] := 0 /; x <= 3;

Dreieck51[x_] := (x - 3)/2 /; 3 < x <= 5;

Dreieck51[x_] := (7 - x)/2 /; 5 < x <= 7;

Dreieck51[x_] := 0 /; x > 7;

DPeak[x_] := 0 /; x <= 2;

DPeak[x_] := x - 2 /; 2 < x <= 3;

DPeak[x_] := 4 - x /; 3 < x <= 4;

DPeak[x_] := 0 /; 4 < x <= 6;

DPeak[x_] := x - 6 /; 6 < x <= 7;

DPeak[x_] := 8 - x /; 7 < x <= 8;

DPeak[x_] := 0 /; x > 8;

DFlat[x_] := 0 /; x <= 2;

DFlat[x_] := (x - 2)*1.8 /; 2 < x <= 2.5;

DFlat[x_] := (x - 2.5)/40 + 0.9 /; 2.5 < x <= 6.5;

DFlat[x_] := (7 - x)*2 /; 6.5 < x <= 7;

DFlat[x_] := 0 /; x > 7;

Berechnung

Prec := 0.00005;

Rep := 30000;

EWt[fun_] := Table[fun[x], {x, 0, 10, Prec}];

NormTable = EWt[NorVert5d];

DrTable = EWt[Dreieck51];

DPTable = EWt[DPeak];
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FlTable = EWt[DFlat];

EWh[fun_] := Sum[fun[[i]]*Prec, {i, 1, 10/Prec}];

EW[fun_] :=

Sum[fun[[i]]*(i - 1), {i, 1, 10/Prec}]/Sum[fun[[i]], {i, 1, 10/Prec}]*

Prec;

MaxMean[fun_] := (Median[Position[fun, Max[fun]][[1]]] - 1)*Prec;

VD = Array[0, {3, Rep}];

VN = Array[0, {3, Rep}];

VP = Array[0, {3, Rep}];

VF = Array[0, {3, Rep}];

Timing[

For[i = 1, i <= Rep,

Stoe = Evaluate[Table[RandNormal002[x], {x, 0, 10, Prec}]];

sNormTable = NormTable*Stoe;

sDrTable = DrTable*Stoe;

sDPTable = DPTable*Stoe;

sFlTable = FlTable*Stoe;

VN[[1, i]] = EW[sNormTable];

VD[[1, i]] = EW[sDrTable];

VP[[1, i]] = EW[sDPTable];

VF[[1, i]] = EW[sFlTable];

VN[[2, i]] = MaxMean[sNormTable];

VD[[2, i]] = MaxMean[sDrTable];

VP[[2, i]] = MaxMean[sDPTable];

VF[[2, i]] = MaxMean[sFlTable];

mN = Sum[sNormTable[[n]], {n, 1, 10/Prec}];

mD = Sum[sDrTable[[n]], {n, 1, 10/Prec}];

mP = Sum[sDPTable[[n]], {n, 1, 10/Prec}];

mF = Sum[sFlTable[[n]], {n, 1, 10/Prec}];

Tmp = 0;

For[n = 1, Tmp < 0.7*mN, Tmp = Tmp + sNormTable[[n]]; n++];

VN[[3, i]] = (n - 1)*Prec;

Tmp = 0;

For[n = 1, Tmp < 0.7*mD, Tmp = Tmp + sDrTable[[n]]; n++];

VD[[3, i]] = (n - 1)*Prec;

Tmp = 0;

For[n = 1, Tmp < 0.7*mD, Tmp = Tmp + sDPTable[[n]]; n++];

VP[[3, i]] = (n - 1)*Prec;
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Tmp = 0;

For[n = 1, Tmp < 0.7*mD, Tmp = Tmp + sFlTable[[n]]; n++];

VF[[3, i]] = (n - 1)*Prec;

If[Mod[i, 500] == 0, Print[i]];

i++];

]

Statistische Auswertung

AusT = Table[1, {i, 0, 6}, {j, 0, 4}];

AusT[[1, 1]] = "";

AusT[[1, 2]] = "Normalvert";

AusT[[1, 3]] = "Dreieck";

AusT[[1, 4]] = "Zwei-Peak";

AusT[[1, 5]] = "Flat";

AusT[[2, 1]] = "MW - EW";

AusT[[3, 1]] = "Var - EW";

AusT[[4, 1]] = "MW - Max";

AusT[[5, 1]] = "Var - Max";

AusT[[6, 1]] = "MW - 0.7-Quant";

AusT[[7, 1]] = "Var - 0.7-Quant";

AusT[[2, 2]] = Mean[VN[[1]]];

AusT[[4, 2]] = Mean[VN[[2]]];

AusT[[6, 2]] = Mean[VN[[3]]];

AusT[[3, 2]] = Variance[VN[[1]]];

AusT[[5, 2]] = Variance[VN[[2]]];

AusT[[7, 2]] = Variance[VN[[3]]];

AusT[[2, 3]] = Mean[VD[[1]]];

AusT[[4, 3]] = Mean[VD[[2]]];

AusT[[6, 3]] = Mean[VD[[3]]];

AusT[[3, 3]] = Variance[VD[[1]]];

AusT[[5, 3]] = Variance[VD[[2]]];

AusT[[7, 3]] = Variance[VD[[3]]];

AusT[[2, 4]] = Mean[VP[[1]]];

AusT[[4, 4]] = Mean[VP[[2]]];

AusT[[6, 4]] = Mean[VP[[3]]];
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6. Anhang

AusT[[3, 4]] = Variance[VP[[1]]];

AusT[[5, 4]] = Variance[VP[[2]]];

AusT[[7, 4]] = Variance[VP[[3]]];

AusT[[2, 5]] = Mean[VF[[1]]];

AusT[[4, 5]] = Mean[VF[[2]]];

AusT[[6, 5]] = Mean[VF[[3]]];

AusT[[3, 5]] = Variance[VF[[1]]];

AusT[[5, 5]] = Variance[VF[[2]]];

AusT[[7, 5]] = Variance[VF[[3]]];

Print[TableForm[AusT]];

126



D. Abbildungsverzeichnis

2.1 Entscheidungsproblem bei Sicherheit . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Entscheidungsproblem bei Unsicherheit . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3 Drei Nutzenzugehörigkeitsfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4 Bewertungsoperator für das Farbbeispiel . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5 Qualitätsfunktion für verschiedene Einfüllzeiten . . . . . . . . . . . 31

2.6 Qualität verschiedener Einfüllzeiten r . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.7 α-Schnitt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.8 Kern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.9 Spezifische Formen von ZGF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.10 Klassischer Mittelwertoperator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.11 Faltungsmittelwert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.12 Zadeh-Plus-Operator für Zugehörigkeitsfunktionen . . . . . . . . . 45

2.13 Gamma-Operator für Zugehörigkeitsfunktionen . . . . . . . . . . . 45

2.14 Maximum-Likelihood-Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.15 Schwerpunktmethode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.16 ε(= 0.7)-Quantil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.17 Max-α-Schnitt Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.1 Zwei „Normalverteilungen“ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.1 Störung der Eingangsfunktionen für Bewertungsoperatoren . . . . 70

4.2 Ergebnisse für Faltungsoperator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.3 Ergebnisse für Mittelwertoperator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.4 Ergebnisse für Zadeh-Plus-Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.5 Ergebnisse für Gamma-Operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.6 Deterministische Entropieerhöhung einer Variablen . . . . . . . . . 75

4.7 Stochastische Entropieerhöhung einer Variablen . . . . . . . . . . . 75

4.8 Deterministische Entropieerhöhung beider Variablen . . . . . . . . 76

4.9 Gamma-Operator bei Entropieerhöhung . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.10 Gamma-Operator bei unterschiedlichen Eingangserwartungswerten 79

4.11 Eingangsfunktionen zum Vergleich der Ordnungsfunktionale . . . 82

4.12 i1 überlagert von weißem Rauschen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.13 Sensitivität des Maximumoperators . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

127



E. Verzeichnis der Definitionen

1 Entscheidungsmodell unter Sicherheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Allgemeines Entscheidungsproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Parametrisierbarer Handlungsraum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4 Vollständiger Handlungsraum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

5 Zustandsraum im Funktionalmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

6 Vollständiger Zustandsraum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

7 Informationsfunktion (IF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

8 Entscheidungsmodell als Funktional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

9 Quasistetiges Entscheidungsmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

10 Wahrscheinlichkeitsdichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

11 Fuzzy-Zugehörigkeitsfunktion (ZGF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

12 Träger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

13 Beschränkte Zugehörigkeitsfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

14 Beschränkte Wahrscheinlichkeitsdichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

15 α-Schnitt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

16 Kern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

17 Normale Zugehörigkeitsfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

18 Einzelpunkt-Verteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

19 Fuzzy-Zahlen und -Intervalle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

20 Average-Maximum-Likelihood-Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

128



E. Verzeichnis der Definitionen

21 Schwerpunktmethode2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

22 (µ,σ)-Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

23 ε-Quantil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

24 Max-α-Schnitt Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

25 Min-α-Schnitt Prinzip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

26 Hartley-Shannon-Entropie (HS-Entropie) [142] . . . . . . . . . . . . . . 56

27 Bernoulli-Prinzip/ Prinzip des fehlenden Grundes . . . . . . . . . . . . 58

28 Prinzip der maximalen Entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

129






