Universitat Karlsruhe (TH)

Schriftenreihe des Instituts fur Technische Mechanik
Bd. 3

Martin G. Cichon

Zum EinfluR stochastischer
Anregungen auf mechanische

Systeme

D

universitatsverlag karlsruhe






Martin G. Cichon

Zum EinfluB stochastischer Anregungen auf mechanische
Systeme



Universitat Karlsruhe (TH)

Schriftenreihe des Instituts fiir Technische Mechanik

Band 3



Zum EinfluB stochastischer
Anregungen auf mechanische
Systeme

von
Martin G. Cichon

D

universitatsverlag karlsruhe



Dissertation, Universitat Karlsruhe (TH)
Fakultat fir Maschinenbau, 2005

Impressum

Universitatsverlag Karlsruhe
c/o Universitatsbibliothek
Stralle am Forum 2
D-76131 Karlsruhe
www.uvka.de

SOME RIGHTS RESERVEL

Dieses Werk ist unter folgender Creative Commons-Lizenz
lizenziert: http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/de/

Universitatsverlag Karlsruhe 2006
Print on Demand

ISSN 1614-3914
ISBN 3-86644-003-0


http://www.uvka.de
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/2.0/de/




Zum Einflufd stochastischer Anregungen
auf mechanische Systeme

Zur Erlangung des akademischen Grades eines
Doktors der Ingenieurwissenschaften

von der Fakultat fir Maschinenbau
der Universitat Karlsruhe (TH)

genehmigte
Dissertation
von
Dipl.-Ing. Martin Georg Cichon

aus Ehingen (Donau)

Tag der mundlichen Prifung 11. Februar 2005
Hauptreferent: Prof. Dr.-Ing. habil. W. Wedig
Korreferent: Prof. Dr.-Ing. A. Ams



Kurzfassung

Dynamische Systeme sind durch die Angabe des Zeitverlaufs ihrer Zustandsvariablen voll-
standig beschreibbar. Diese Form ist jedoch fur eine mathematische Bearbeitung ungeeignet.
Die Datenmenge redudziert sich um ein vielfaches und eine mathematische Behandlung wird
ermdoglicht, wenn zur Beschreibung der dynamischen Systeme charakteristische Grél3en her-
angezogen werden. Im Falle linearer deterministischer Systeme sind dies unter anderen die
Eigenwerte und Eigenvektoren. Ergodische stochastische Systeme konnen durch die Angabe
der stationaren Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichten vollstandig beschrieben werden.

Nichtlineare dynamische Systeme kénnen in ihrem Stabilitdtsverhalten Verzweigungen auf-
weisen, an denen neue stabile oder instabile Zustdnde auftreten oder ausgeldscht werden.
Mit einem dynamischen und einem phadnomenologischen Ansatz kénnen Bifurkationen in
stochastischen Systemen untersucht werden. In dieser Arbeit werden mit der phanomeno-
logischen Herangehensweise durch eine Untersuchung der Verteilungsdichten die Bifurka-
tionen in stochastischen dynamischen Systemen beschrieben. In Anlehnung an die Begriffe
stochastische Separatrix, stochastischer Attraktor und stochastischer Repellor aus dem dy-
namischen Ansatz werden diese auf den phanomenologischen Ansatz Ubertragen.

Es werden lineare und nichtlineare Filter zur Anregung der Systeme vorgestellt, die das
Systemverhalten und dessen mathematische Behandlung maf3geblich beeinflussen. Die Ver-
teilungsdichten erfillen diEoKKER-PLANCK-KOLMOGOROW-Gleichung, die jedoch nur

in Ausnahmefallen analytisch gelést werden kann. Als Naherungslosung wird ein Mehrpa-
rameteransatz vorgestellt, Monte-Carlo-Simulationen approximieren die Losung numerisch.
In der Anwendung wird u.a. ein gefesselter Eisenbahnradsatz und ein Losradpaar untersucht.

VIl



Abstract

On the influence of stochastic excitations to mechanical sy-
stems

Stochastic ergodic dynamical systems may be described by giving the steady state probability
density of their state variables. The knowledge on the stability behaviour of the system is
of high significance. In nonlinear dynamical systems bifurcations may occur, that means
stability changes and new stable or unstable states appear. To describe stochastic bifurcations
the terms stochastic separatrix, stochastic attractor and stochastic repeller are established in
phenomenologic sense inspired by the definitions in dynamical sense.

The probability densities fulfil thEokKER-PLANCK -KOLMOGOROWEquation, which may

be solved only in some special cases. A multi parametric ansatz is established to approximate
the solution analytically. Monte-Carlo methods give numeric approximations. The methods
are applied e.g. to the lateral running behaviour of a conventional railway wheelset and to a
wheelset with independently rotating wheels.
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AHHOTanUA

O BANMSHNN CTOXAaCTHUYECKOTO BO30Y2KEeHHUS Ha
MeXaHndecKnue CUCTEeMBbI

CroxacTudueckue 3proJudecKue CHCTeMbl MOT'YT ObITh ONMHMCAHBI 3aJaHHEM PAaBHOBECHOI
IIJIOTHOCTHU BEPOATHOCTU HUX IHEPEMEHHbIX COCTOAHUAA. HpI/I 9TOM OYE€Hb BaAzKHO 3HATH
CBOHCTBa yCTOﬁ‘{I/IBOCTI/I CUCTEMBI. B HeJINHEHHBbIX MeXaHNYeCKUX CUucTeMax MOI'YT UM€E€Thb
MecTo OudypKalmm, 9To 03HAYaeT CMEHY YCTOWIUBOCTHU M TOSIBJIEHWE HOBBIX YCTOYN-
BBIX UJIM HEYCTOMYMBLIX cOCTOSHU. /[1s onmmcanus croxacTudeckux oudypkanmii peHo-
MEHOJIOTHYEeCKH BBOJSTCS TEPMHUHBI ~ CTOXaCTHUIECKasI cemaparpuca’, ” cToXacTHIeCKui
aTTpakTop”’ M ”cToXacTHIecKuil pemnesiep”’, Mo 0Opas3Iy COOTBETCTBYIOIIUX OIpe/Ieie-
HUW B JUHAMUKE.

[LnorHocTn BepositHocTH yoBjaeTBopsaoT ypauenunio @okkepa-Ilnanka-Koamoroposa,
KOTOPOE MOYKHO PENIUTb TOJbKO B CHEIHUATbHBIX Caydasx. /[y mocTpoeHns aHaInTH-
YeCKOr0 MPUOINKEeHUsT PENIeHnii MpeI0zKeH MHOToapaMeTpuIecKuii moaxo1. Yucien-
HbIEC HpI/I6.HI/I)KeHI/IH 11OJIy4€Hbl C IOMOIIBIO METO/J10B MOHTe—KapﬂO. E)TI/I MeTO/AbI IIpUME-
HSIOTCSI, B YaCTHOCTH, /IS aHa/n3a OOKOBOIO JIBUXKEHUsI OOBIYMHOW KOJIECHON mapbl u
KOJIECHOH TTaphl ¢ HE3ABUCUMO BPAIAIONUMUCS KOJIECAMH.
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Kapitel 1

Einleitung

Alle in der Natur und in der Technik ablaufenden Prozesse sind zufalligen, das heil3t aus
deterministischer Sicht unvorhersagbaren, Einfliissen unterworfen, so dal} eine determini-
stische Beschreibung zwar haufig wesentliche Aussagen zum Systemverhalten treffen, aber
eben die Auswirkungen der stochastischen Einflliisse nicht darlegen kann. Diese Einfliisse
kénnen externer Natur (wie beispielsweise aulRere Kraft- oder Weganregungen, schwanken-
de elektromagnetische Felder, statistisch verteilte Elektrizitatskonstanten) oder interner Na-
tur wie zum Beispiel inhomogene Werkstoffeigenschaften oder veranderliche Eigenschaften
der mechanischen Koppelelemente sein. Im Bereich der Elektrotechnik waren die Ingenieu-
re schon sehr friih gezwungen, sich mit der Thematik der Verrauschung elektrischer Signale
auseinanderzusetzen, so daf3 der Begriff der stochastischen Erregung oft &sulnsalsan-
regungoder einfach alfRauscherbezeichnet wird. Heute kommen leistungsfahige Berech-
nungsmethoden in der Finanzwirtschaft, in der Physik sowie in der Selbstorganisation der
Evolutionstheorie ohne stochastische Betrachtungsweisen nicht mehr aus.

In der Technischen Mechanik findet man auf3ere stochastische Anregungen in Form von
Kraftanregungen durch aerodynamische Effekte bei Turbulenz wie etwa beim Auftreten
von Seitenwind auf Kraftfahrzeuge, Flugzeuge oder Geb&ude, in Form von Weganregungen
durch Fahrbahnunebenheiten oder Gleislagefehler bei Kraft- und Schienenfahrzeugen, bei
meerestechnischen Anlagen durch die Wellenbewegungen und bei Gebauden durch tektoni-
sche Bewegungen der Erdkruste. Stochastische Parametererregungen kénnen beispielsweise
die linearen oder nichtlinearen Feder- und Dampferkonstanten beeinflussen. Mechanische
Schwingungssysteme, die stochastischen Anregungen unterworfen werden, fihren daher in
der Systemantwort sogenannte Zufallsschwingungen oder stochastische Schwingungen aus.
Trotz der stochastischen Systemantwort gibt es deterministische Charakteristika, die die Sy-
stemdynamik beschreiben.

Als Ursprung der Untersuchung der Zufallsbewegungen kann die 1827 von dem schotti-
schen BotanikeROBERT BROWN unter dem Mikroskop beobachtete regellose Bewegung
von Blatenpollen in einem Wassertropfen angesehen werden [13]. Die aus dieser Bewegung
gefolgerte Annahme, dal® es sich bei den Blitenpollen um Lebewesen handle, bestatigte
sich nicht, nachdem er auch bei wissentlich unbelebten RuR3partikeln und Staubkdrnern die
gleichen regellosen Bewegungen beobachtete. Erst im Jahre 1905 wurde diese sogenann-
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te BROWNsche Molekularbeweguhglurch ALBERT EINSTEIN [21] und fast zeitgleich im

Jahre 1906 durcMARIAN VON SMOLUCHOWSKI [88] mit Hilfe statistischer Methoden un-
tersucht [S3]EINSTEINS Untersuchungen kénnen als Sonderfall des Masse-Feder-Dampfer-
Systems mit vernachlassigbar kleiner Masse und Federkonstante betrachtet werden. Hierbei
ist das Medium, welches das masselose Teilchen umgibt, sowohl fir die anregenden als auch
fur die dissipativen Krafte verantwortlich.

In der vorliegenden Arbeit werden Ergebnisse aus der Untersuchung stochastischer nichtli-
nearer Systeme aufgezeigt. Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen der Wahrscheinlich-
keitstheorie bereitgestellt. Danach wird im dritten Kapitel auf Losungsverfahren zur Bestim-
mung stationarer Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichten eingegangen. Durch die Angabe der
Verteilungsdichte sind die stochastischen Prozesse eindeutig bestimmt. Eine Beschrankung
auf stetigeM ARKOW-Prozesse und unter Beachtung tfe§-Kalkuls gilt die fundamentale
FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROW-Gleichung. Ihre Losungen sind die gesuchten Vertei-
lungsdichten. Analytische Losungen sind nur fir spezielle Problemstellungen angebbar, in
allen anderen Fallen mussen die Losungen approximiert werden. In Abhangigkeit des zu
untersuchenden Systems, insbesondere in Abhangigkeit der Komplexitat, gibt es bevorzug-
te Methoden. Vorgestellt wird die Herleitung schwacher Losunger-d&KER-PLANCK -
KoLMoGoOROW-Gleichung aus Reihenentwicklungen. Als neues Verfahren werden mehrpa-
rametrige Approximationen eingefiihrt. Numerisch erhalt man Naherungen der Verteilungs-
dichten durch Monte-Carlo-Simulation.

Im vierten Kapitel wird ein verzweigender Diffusionsprozel zunachst auf den Einflul3 ad-

ditiven und multiplikativen wei3en Rauschens untersucht. Mit einem phanomenologischen
Ansatz wird die Anderung der Bifurkationscharakteristik durch das Rauschen aufgezeigt. In
einem zweiten Schritt erfolgt die Anregung durch multiplikatives gefiltertes Rauschen. Das
funfte Kapitel erweitert die Fragestellung auf die Betrachtung eines nichtlinearen Oszillators
mit multiplikativem Rauschterm.

Die letzten beiden Kapitel behandeln erstmals ausgewahlte mechanische Systeme aus der
Fahrzeugtechnik unter stochastischen Anregungen. Das Fahr- und Lenkverhalten eines Kraft-
fahrzeugs unter Seitenwindeinwirkung wird beispielhaft mit den verwendeten Methoden sta-
tistisch vorhergesagt. Am Beispiel des wichtigsten Bauteils eines Schienenfahrzeugs, dem
Eisenbahnradsatz, wird gezeigt, wie sich stochastische Gleislagefehler auf das dynamische
Verhalten auswirken. Die eingefuhrte nichtlineare Geometriebeziehung zwischen Rad und
Schiene beruht nicht auf den sonst haufig verwendeten Kreisprofilen. Fur ein Losradpaar
wird eine plausible Erklarung fur den im Betrieb beobachtbaren einseitigen Spurkranzver-
schleil3 gegeben. Die Ergebnisse sollen zu weiteren Arbeiten in der stochastischen Fahr-
zeugdynamik und angrenzenden Gebieten anregen.

IEINSTEIN selbst schreibt hierzu jedoch:, Es ist moglich, daR die hier zu behandelnden Bewegungen mit der
sogenannterBROWNschen Molekularbewegung’ identisch sind; die mir erreichbaren Angaben Uber letztere
sind jedoch so ungenau, daf3 ich mir hieriber kein Urteil bilden konnte.”[21].



Kapitel 2

Grundlagen stochastischer dynamischer
Systeme

Die Behandlung schwingungsfahiger mechanischer Systeme unter dem Einflu® zufalliger
GroRen erfordert eine Einfuhrung in grundlegende Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik, was unter dem Oberbegriff Stochdstiksammengefat wird. Erste Motivati-

on, sich mit Wahrscheinlichkeitsrechnung zu befassen, waren Wirfelspiele von der Antike
bis ins Mittelalter mit Astragali (Ful3gelenkknochen der Hinterbeine von Huftieren), spéa-
ter mit echten Wirfeln. So ist das DANTE ALIGHIERIS Gottlicher Komddiebesungene
3-Wiurfel-Problemgioco della zarasowie weitere bekannte Wurfelspiele d8SEVALIER

DE MERE 1654 durchBLAISE PAscAL wahrscheinlichkeitstheoretisch gelést worden, der
wiederum in einem Briefwechsel niilERRE DE FERMAT den Grundstein zur Wahrschein-
lichkeitsrechnung legte. Die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie beruht auf Arbeiten von
ANDREJNIKOLAJEWITSCH KOLMOGOROW in den dreiRiger Jahren des 20. Jahrhunderts
[44], [45].

In diesem Kapitel werden die Grundlagen, die im weiteren Verlauf der Arbeit benétigt wer-
den, im wesentlichen auf der Basis der Arbeiten ¥aINRICH und HENNIG [30], SA-
GIROW [83] und ARNOLD [5] erarbeitet. Auf mathematische Exaktheit wird aufgrund des
einflhrenden Charakters und der Ubersichtlichkeit verzichtet. Nahere Einzelheiten sind in
der Literatur, beispielsweise [14], [19], [27], [53] und [81] zu finden.

1Der Begriff Stochastikviederum stammt aus dem dem Griechischen entlehnten Untsitiéeebtochastice
(von griech.ctoyalecton - mutmalien, vermuten) der vaakoB BERNOULLI verfasstemArs Conjectandi
was so viel wieDie Kunst, Vermutungen anzustellegif3t [9], [33].

2In der gesamten Arbeit werden die urspriinglich nicht in lateinischer Schrift geschriebenen Namen wie in
[34] und wie in der Duden-Transkription [20] geschrieben, zum Beispiglpeit Hukonaesna Kommoropos
- Andrej Nikolajewitsch Kolmogoroanstelle der englischen Transliteratidndrey Nikolaevich Kolmogorov
Im Literaturverzeichnis jedoch wird die Schreibweise wie in der jeweiligen Verotffentlichung angegeben ver-
wendet, beispielsweid€olmogoroffin [44] oderKolmogorovin [46].
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2.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundbegriffe

Grundsatzlich beschaftigt sich die Stochastik nicht nur mit reiner Theorie, sondern immer
auch mit einem konkreten Versuch, dessen Durchfiihrungrfedh RealisierungoderTra-
jektorienennt. Der mdgliche Versuchsausgang vizidmentarereignigenannt und mit klei-

nen Buchstaben bezeichnet, z»B.Die Elementarereignisse sifitlementeder mit GroR3-
buchstaben bezeichnetéfengen etwaw € 2, und im Fall durch den Zufall beeinflul3ter
Elementarereignisse steflt den Stichprobenraundar. Ein Ereignist’ kann aus mehreren
Elementarereignissen bestehen, daher igt C 2. Besonders hervorzuhebende Ereignisse
sind das unmdgliche Ereignisund das sichere Ereignis. Daskomplemenvon E, mit £
bezeichnet, sind alle Elemente v@ndie nicht zuE gehoren.

Eine Menge von (Teil-) Mengen wirflassegenannt und mit grof3en Skriptbuchstaben be-
zeichnet, z.B.A. Eine KlasseA heil3stSigma-Algebrauf 2, wenn

e 0NcAd
° EJGA:>E]~€A
° EjGAinEjEA,

das heif3t, eine Sigma-Algebra ist abgeschlossen beziiglich der Mengenoperationen. Gentigt
nun eine auf4 definierte FunktionP den dreiKoOLMOGOROWschen Axiomen

e 0<PE)L1 V FEeA, (Nichtnegativitat),
e P(Q) =1, (Normiertheit),
o PWU;E) =2 P(E) vV ENE;=0,i#j, (c-Additivitat),

so heif3t siéVahrscheinlichkeitsmaduf.4 und P(F) heil3tWahrscheinlichkeitles Ereignis-
sesE. Damit ist die mathematische Beschreibung der Realisierung vollstandig und die drei
Grolien werden aM/ahrscheinlichkeitsraurff2, A, P) des betrachteten Versuches bezeich-
net.

Man spricht vorbedingter Wahrscheinlichkeivenn die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
des EreignisseB, unter der Bedingung, dal3 das Ereighiseintritt und definiert dies durch

P(ELNE,)

P(EQ‘E1> = W’

far  P(E;) # 0. 2.1)

Die Ereignissé?; und E; sind genau dananabhangigwenn

gilt. Fur n Ereignisse erhélt man vollstandige Unabhangigkeit genau dann, wenn fur jedes
Teilsystem

P(E; NE;,;N...NE;

Ik

): P(Ejl

)-P(E;,)---P(E;), k=23,....n)  (2.3)

gilt.
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2.1.1 Zufallsvariable

Bei den meisten physikalischen oder ingenieurtechnischen Anwendungen stellt das Ergebnis
eines Zufallsexperiments einen Zahlenwert dar, wie beispielsweise den Durchmesser eines
Werkstiickes oder die Geschwindigkeit eines Fahrzeuges. Selbst bei Zufallsvariablen, die
diese Eigenschatft nicht aufweisen, kann man den zugehoérigen Elementarereignissen Zahlen-
werte zuweisen, z.B. beim MUnzwur="Kopf”, 1 ="Zahl”. Jedem Zufallsexperiment kann

eine reelle Zufallsvariabl& zugewiesen werden, die vom Ausgang des Experiments, also
vom Elementarereignis, abhéngig ist, wobei die Zufallsvariahd(w) diskret oder im Falle

eines uberabzéhlbaren Stichprobenraufaé®ntinuierlich sein kann. Erweitert man diese
Definition sinngeman auf vektorielle GroR¥éfw)” = (X;(w),..., X, (w)), so werden Glei-
chungen und Ungleichungen komponentenweise aufgefal3t. Die reellwertige Vektorfunktion
X(w) bildet dann den Stichprobenraumauf denn-dimensionalerEukLiDischen Raum

R" ab.

Die einfachste Mdglichkeit, eine diskrete Zufallsvariabléw) zu beschreiben, ist ihr die
zugehorige Wahrscheinlichkeit zu jedem diskreten Weruzuteilen, d.h. die Wahrschein-
lichkeit P, daR die Zufallsvariabl&” den Wertz; annimmt: P (z;) ist die sogenannté/ahr-
scheinlichkeitsfunktianDa die Wahrscheinlichkeit, dal? eine stetige Zufallsvariable einen
ganz bestimmten Wert annimmt, verschwindet, ist es im Hinblick auf stetige Zufallsvaria-
blen und auf den spateren Gebrauch jedoch sinnvoll eine alternative Darstellung zu benutzen,
die alsWahrscheinlichkeitsverteilungsfunkti@der VerteilungsfunktionF'x () bezeichnet

wird. Diese ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, daR die Zufallsvarialile) einen Wert

kleiner oder gleich: annimmt:

Fx(z) = P(X(w) <x) =) Px(z). (2.4)

Die Verteilungsfunktion ist offensichtlich monoton wachsend mit den Eigenschaften:

Fx(b) — Fx(a) = P(a < X(w) <), (2.5)
Fx(a) < Fx(b), a<b, (2.6)
Fy(—00) =0, Fy(+00)=1. 2.7)

Der Verteilungsfunktion hangt der oben beschriebene Mangel bezlglich Anwendbarkeit auf
stetige Zufallsvariablen nicht an, und so ist fiir eine im Intergralbo, o) differenzierbare
VerteilungsfunktionFx (=) die Wahrscheinlichkeitsverteilungsdictaeer kurzVerteilungs-

dichte definiert durch
px(z) = o (2.8)

mit den sich aus (2.4) bis (2.7) ergebenden Eigenschaften

px(z) >0, (2.9)

b
FX(b)—FX(a):/pX(x)dx,a<b, (2.10)
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und

[e.9]

/px(x) dr =1, (2.11)

die haufig als Normierungsbedingung herangezogen wird. Verteilungsfunktion und Vertei-
lungsdichte sind ineinander Uberfiihrbar und beschreiben eine Zufallsvariable vollstandig in
ihren statistischen Eigenschaften.

Bei der Untersuchung zweier Zufallsvariabl&n(w) und X, (w) kann jede fur sich wie oben
beschrieben untersucht werden, wobei allerdings keine Aussage Uber deren Zusammenhang
untereinander getroffen werden kann. Diese zusatzliche Information erhalt man aus der ge-
meinsamen Verteilungsfunktion

Fx, x, (71, 29) = P[(X1(w) < 21) N (Xa(w) < x9)], (2.12)

welche die Wahrscheinlichkeit dafur angibt, d&R(w) < z; und gleichzeitigXs(w) < x4
ist. Im Grenzlibergang; — +oo bzw. x5 — +oo erhalt man aus (2.12) die sogenannten
Randverteilungsfunktionenit den Eigenschaften

Fx, x,(—00,22) = Fx, x,(21,—00) =0 (2.13)

Fx, x,(0c0,00) =1 (2.14)

Fx,x,(71,00) = Fx, (1) (2.15)

Fx,x,(00,72) = Fx,(72) . (2.16)

Analog zu (2.2) erhalt man aus (2.12) die Unabhéangigkeit der Zufallsvariablen, wenn
Fx,x, (71, 22) = Fx, (21) Fx, (72) (2.17)

gilt. Wie bei einer einzelnen stetigen Zufallsvariablen ist die gemeinsame (hier zweidimen-
sionale) Verteilungsdichte definiert durch die nichtnegative Funktion

82

Px1 X, (T1,72) = MFXle (z1, 72). (2.18)
Die Normierungsbedingung lautet hierbel
/ /pX1X2(x1,x2)dx1 dry =1. (2.19)

Umgekehrt erhalt man auch hierfiir die Beziehung

Tl T2

FX1X2(371,372): / /pxlxz(y17y2)dy2dy1- (2.20)

—00 —O0

Aus (2.15) und (2.20) ergibt sich

FX1<1'1)_//leXz(ylayQ)dyZdyl (2-21)

—00 —O0
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und weiter mitF'x (z) = [ px(y)dy aus (2.8) die Tatsache, daf die Verteilungsdichte einer

der beiden Zufallsvariablen durch partielle Integration der gemeinsamen Verteilungsdichte
Uber den gesamten Definitionsbereich der anderen Zufallsvariablen gegeben ist:

o0

Py (1) = / P, (21, 22) drs . (2.22)

—00

Naturlich gelten (2.12) bis (2.22) sinngemafd auch fir gemeinsame Verteilungsfunktionen
und gemeinsame Verteilungsdichten mit mehr als zwei Zufallsvariablen.

Wie mit (2.1) in der Mengenalgebra, existiert hier eine gemeinsame bedingte Verteilungs-

dichte

Px.x, (1, T2)
px2(72)

flr px,(z2) > 0, welche die Wahrscheinlichkeit fifrr; < X;(w) < 27 + dz;} unter der

Bedingung{z, < X5(w) < x5 + dxs} darstellt.

(2.23)

pX1X2($1|fE2) =

Zwei Zufallsvariablen sind dann unabhangig, wenn fir die bedingte Verteilungsdichte

pX1X2($1|x2) :pX1<x1) (224)
gilt. Mit (2.23) folgt daraus fur unabhangige Zufallsvariablen

Px1x (71, 2) = px, (21)Px, (72). (2.25)

Im Fall einer vorzunehmenden Koordinatentransformation zweier Zufallsvariablén)
und X, (w) auf die Zufallsvariablery; (w) undY;(w) nach der Transformationsvorschrift

Y = 91(X1,X2)7 X, = hl(YhYQ)

2.26
Yo = g2(X1,X5), Xo=ho(Y1,Y2) ( )

gilt offenbar fur die gemeinsame Verteilungsdichte der transformierten Zufallsvarigggleh
undY;(w), daB gleiche Ereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten

[rax= [pydy, x =0 X7 = v, (2.27)

H G

Die Transformation uberfiihrt die linke Seite von (2.27)[ipx (h(y)) | /| dy und damit gilt
G

pyv(y) = px(h(y)) - |J]. (2.28)

Hierin ist J = det ag‘(%)) die JacoBI-Determinante.

2.1.2 Momente

Haufig ist die vollstandige Beschreibung von Zuvallsvariablen mit Hilfe ihrer gemeinsamen
Verteilungsdichten nicht oder nur mit hohem Aufwand mdglich, so daf3 zur Charakterisie-
rung die Momente der Verteilungsdichte herangezogen werden, &hnlich wie die Tragheits-
momente einen Koérper einfacher beschreiben als eine Dichteverteilung seiner Masse.
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Existiert einn-dimensionaler ZufallsvektoX und seinen-dimensionale Verteilungsdichte
px(X) und istg(X) eine Funktion der Zufallsvariablen, so ist die mathematische Erwartung
oder derErwartungswertder Funktiong(X) definiert durch

—+00

Elg(X)] = / 9(X)px(x) . (2.29)

Vektorielle Grol3en werden komponentenweise ausgefihrt, d.h.

Elg(X)] = (Elg(X1)], .., Elg(X,)])". (2.30)

Fur spezielle Funktionep(X) = X7 - X352 - ... - X2 nennt man die nach (2.29) gebildeten
Erwartungswerte vop(X) Momente(a; + as + ... + o, )-ter Ordnung.

So ist der Erwartungswert einer ZufallsvariablEiw) das Moment erster Ordnung

“+o00

mx = E[X] = /xpx(:c) dx (2.31)

—0o0

und wird auch als Mittelwertn y bezeichnet. Ein Mal fur die Streuung um den Mittelwert
ist dieVarianZ 0% oder das zentrale Moment zweiter Ordnung:

ox = x> = E[(X —mx)?], (2.32)

dessen positive Quadratwurze} als Standardabweichunigezeichnet wird.

Fur eine zweidimensionale Zufallsvariable= (X1, X,)” lauten die Mittelwerte
mx, = E[X;] und myx, = E[X5], (2.33)
die Momente zweiter Ordnung oder quadratischen Mittelwerte
Mmyz = E[X?] und myz = E[X7], (2.34)
das alKorrelation bezeichnete gemischte Moment der Ordnung (1+1)
mx, x, = E[X1X,], (2.35)
die analog zu (2.32) zentralen Momente zweiter Ordnung

Hx2 = E[(Xl - mX1)2]

2.36
pixt = E[(Xa — ma,)? (2:36)

sowie das gemischte zentrale Moment der Ordnung (1+1)
x,x, = El(X1 —mx ) (X —mx,)| = ox,x, (2.37)

3Im Bereich der Nachrichten- und Elektrotechnik wird fiir die Streuarigiufig der Begriff Effektivwert
oder RMS (von engl. root mean square) verwendet.
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das dieKovarianzcovy, x, der ZufallsvariablenX; und X, angibt, um die wichtigsten zu
nennen. Die normierte Kovarianz ist deorrelationskoeffizienton X; und X,

0X1 X
QXng = 2172 (238)
0x,0X,

mit |ox,x,| < 1. X; und X, sind unkorreliert, d.h. sie sind statistisch linear unabhéngig,
wenn

O0X1Xy = 0. (239)

Aus (2.37) bis (2.39) ergibt sich, daf3 Unkorreliertheit der Zufallsvariablen notwendige (aber
nicht hinreichende) Bedingung fur statistische Unabh&anigkeit der Zufallsvariablen ist. Fur
normalverteilte Zufallsvariablen (siehe Abschnitt 2.2.2) gilt jedoch, dal3 unkorrelierte Zu-
fallsvariablen auch unabhangig sind [12].

2.2 Stochastische Prozesse

Die im vorigen Kapitel beschriebene Zufallsvariable stellt das Ergebnis eines Zufallsexperi-
mentes dar, das nicht von weiteren Parametern wie beispielsweise von Zeit- oder Raumkoor-
dinaten abhangt. Sind die ZufallsgréRen jedoch Funktionen weiterer Parameter, so nennt man
diese Zufallsfunktionen im Falle einer Zeitabh&ngigletitchastische Prozessm Falle ei-

ner Abhéngigkeit von den Ortskoordinatéafallsfelderund bei einer kombinierten Abhan-
gigkeit Zufallsfeldprozesse oder ebenfalls nur kurgtochastische Prozesseer Stichpro-
benraun) eines stochastischen Prozesses wird Zustandsraum genannt. Ein stochastischer
(Vektor-) Prozef3 wird durch den IndéxgekennzeichnefX,;(w) bzw. X,(w), ein Zufallsfeld

durch den Index, X (w) bzw. X,(w), wobei allerdings in eindeutigen Fallen sowohl der
Wahrscheinlichkeitsparameterals auch spéter der Indedzw. s weggelassen wird.

Besteht die Mengét|t € T'} aus abzahlbar vielen Elementen, so handelt es sich um einen
stochastischen Prozel3 mit diskreter Zeit, auch Map genanfit,egt Intervall, so spricht

man von einem stochastischen Prozel3 mit kontinuierlicher Zeit. Besteht der Zustandsraum
(2 aus einer abzahlbaren Menge, so handelt es sich um einen diskreten stochastischen Pro-
zeld (z.B.PoissoNProzeld), ist) ein Intervall, so ist es ein stetiger stochastischer Prozel3
(z.B. GAuss-Prozel3). Diskrete stochastische Prozesse und stetige stochastische Prozesse
kénnen jeweils mit kontinuierlicher oder diskreter Zeit existieren. In dieser Arbeit werden
ausschlieflich stetige Prozesse mit kontinuierlicher Zeit betrachtet.

Ohne Beschréankung der Allgemeinheit werden die Ausdriicke nur noch mit dem Parameter
t angeschrieben. Dieser steht dabei nicht notwendig nur fir die Zeit. Beobachtet man einen
stochastischen Prozel3 Gber den Zeitrélinso erhalt man eine Schar reeller Funktionen
X(t), t € T, sogenannte Trajektorien bzw. Zeitschriebe des stochastischen Prozesses

Im allgemeinen wird die Verteilungsdichte eines stochastischen Prozésses der Zeit
abhéngen und zu einem festen Zeitpunkt lautetpgiex, ¢). Betrachtet man zu mehreren
Zeitpunktent;, i € {1,...,n} eine entsprechende Menge von Zufallsvariab¥gn= X (¢;)

4CHINTSCHIN definierte in [38] einen stochastischen ProzeR noch als einparametrige Schar von Zufallsva-
riablen, mehrparametrige Feldprozesse kamen erst spater in die Betrachtung.
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mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion
FX1 77777 Xn(l‘l,...,flfn;tl,...,tn) (240)

und im Falle der zuklnftig immer vorausgesetzten Existenzrndéimensionalen Vertei-
lungsdichte mit

aTL
DX X (X150 Tnitn, o t) = mFxl ..... X (@1, ity te), (2.41)

so ist dadurch ein Zufallsprozef3 definiert. Die gemeinsame Verteilungsfunktion erfullt fur
m < n die Vertraglichkeitsbedingung

PjX1 77777 Xn(xl,...,{Em,—l—OO,...,—f—OO;tl,...,tn):FX1 ..... Xm<$1a---7$m;t1a--';tm) (242)

und die Symmetriebedingung, d.h. sie ist invariant gegeniber einer Vertauschung der Indizes
1,...,m.

In der Praxis ist meistens nicht die den stochastischen Prozel3 kennzeichnende Menge der
Zufallsgréf3en gegeben, sondern eine Menge von Verteilungen, die die Symmetrie- und Ver-
traglichkeitsbedingung erfillen. Die Aquivalenz beider Konzepte geht aus dem Fundamen-
talsatz vorKoLMOGOROW/[5] hervor und damit ist die Méglichkeit gegeben, stochastische
Prozesse durch ihre Verteilungsfunktionen oder Verteilungsdichten vollstandig zu beschrei-
ben.

2.2.1 Momente stochastischer Prozesse

Analog zur Definition der Erwartungswerte einer Zufallsvariablen werden sie auch zur Be-
schreibung stochastischer Prozesse herangezogen, die im allgemeinen Funktionen der Zeit
sind. Istg(X;) eine Funktiong des stochastischen Vektorprozes¥esso ist deren Erwar-

tungswert
“+oo

Elg(X,)] = / 9(X0) px, (X, ) dx. (2.43)

Fur spezielle Funktionep(X;) = X' - X2 - ... - X{"" nennt man die nach (2.43) gebildeten
Erwartungswerte vog(X;) Momente(a; + as + ... + «,,)-ter Ordnung. (2.30) bis (2.39)
gelten entsprechend. Aus (2.35) erhalt man fur zwei stochastische Prozesswl Y;, das
als Korrelationsfunktior? xy (¢4, t2) bezeichnete gemischte Moment zweiter Ordnung

Rxy(t1,t2) = E[Xy,Yy,] (2.44)

und aus (2.37) das als Kovarianzfunktion g\, t>) bezeichnete gemischte zentrale Mo-
ment zweiter Ordnung

COVXy(tl,tQ) = E[(th — mx<t1))(Y22 — my(tg))] (245)

Handelt es sich beX,; undY; um verschiedene Prozesse, so nennt man (2.44) Kreuzkorrelati-
onsfunktion und (2.45) Kreuzkovarianzfunktion, wird dagegen nur ein Prozel3 zu verschiede-
nen Zeitpunkten betrachtet, so wird aus (2.44) die Autokorrelationsfunktiopn(t;,¢2) und
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aus (2.45) die Autokovarianzfunktion coy(¢1,t.), und firt; = t, = t die zeitabhéangige
Varianzo (t).

Fur Vektorprozess&; undY, gleicher Dimension erhalt man an Stelle von (2.44) die Kor-
relationsfunktionsmatrix

Rxv (t1,t2) = E[X, YL ] = Ryx (t2,t1) (2.46)
und an Stelle von (2.45) die Kovarianzfunktionsmatrix
Cxy (t1,t2) = E[(Xy, — Mx (1)) (Y, — My (t2))?] = Cyx " (L2, t1). (2.47)

Far mittelwertfreie Prozesse, die man durch eine einfache TransformatienX; — mx(t)
erhalt, sind Kovarianzfunktion und Korrelationsfunktion gleich

ny(tl, tg) = COVXy(tl, tg) . (248)

2.2.2 Normalverteilte Prozesse

Ein n-dimensionaler stochastischer Pro2e3= (X;,, ..., X;, )” heiBtGAussscher oder nor-
malverteilter Prozel3, wenn seinedimensionale gemeinsame Verteilungsdichte durch

. B 1 _1 _ Ty
pn(‘rl?"'?xn7t17"'7tn)_ (27T)ndetcexp( 2(X mX) C (X mx)) (249)

gegeben ist, wobei = (z1,...,z,)", my = (my, (t1),...,m,, (t,))", die Elemente;; der

n X n Matrix C die Kovarianzen coyixj(ti,tj) sind undC nicht singulér ist. Ein normal-
verteilter Prozel ist damit vollstandig durch die Mittelwertfunktioneg(t;) und durch die
Kovarianzen coy, x, (t;,t;) oder durch die Verteilungsdichtefunktionen erster und zweiter
Ordnung charakterisiert. Es sei angemerkt, daffa@inssscher Prozel3 unter einer linearen
Transformation normalverteilt bleibt, das heil3t @eusssche Eigenschaft bleibt erhalten.

Normalverteilte Prozesse haben in der Praxis eine groRe Bedeutung, auf die in Kapitel 5
eingegangen wird.

2.2.3 Stationare Prozesse

Zu jedem WahrscheinlichkeitsmdRgibt es ein Mal}
f— /fdP. (2.50)
Q

Darauf aufbauend heifl3t das Wahrscheinlichkeitsdfinvariant, falls
P(E) = P(f‘l(E)) VEe A (2.51)

gilt. Im Rahmen technischer Fragestellungen bezieht sich der Integralbegriff (2.50) fast im-
mer auf die Zeit, oder er ist auf die Zeit GUbertragbar. Als Beispiel sei die vertikale Anre-
gung aus Fahrbahnunebenheiten auf ein mit konstanter Geschwindigkeit dariber fahrendes
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Fahrzeug genannt. Der Integralbegriff zum Wahrscheinlichkeitsmal3 der Fahrbahnhohe ist
zweckmaRigerweise auf den Weg bezogen. Uber die konstante Fahrgeschwindigkeit kann
die Fragestellung leicht vom Weg- in den Zeitbereich transformiert werden. Da im Folgen-
den immer vort-invarianten Mal3en die Rede sein wird, werden sie nur kwariante Mal3e
genannt.

Fur MARKOW-Prozesse (siehe Abschnitt 2.2.8) ist stationares Wahrscheinlichkeitsmalf3
definiert, wenn

P(E) = / P(x € E)p(d) (2.52)
X
fur alle mel3baren Mengehi gilt [84]. In [17] sind Bedingungen genannt, unter welclren

melbare invariante MalRe die Existenz eines stationdaren Maf3es nach sich ziehen. Dies trifft
insbesondere filM ARKOWSche Prozesse nfBAusSschem weil3en Rauschen zu.

Ein ProzelRX; wird streng stationdioderstationdr im engeren Sinrgenannt, wenn

pr--Xn(xl; Ce ,.I‘n;tl, N 7tn) :pxl_..Xn(le, Ce ,SCn;tl — t(), .. ,tn — to) (253)

fur alle endlichent, erflllt wird, d.h. wenn seine Verteilungsdichten invariant gegenuber
einer Verschiebung des Nullpunktes des Paramesensl. Gelegentlich wird auch vatreng
homogenerProzessen gesprochen [53]. Rl {1,2}, t, = t; und 7 = ¢, — ¢; folgt aus
(2.53)

pX1(x1>t1) = le(th):p)ﬁ(xl) (254)

Pxix, (T1,T25t1,t2) = Pxyx,(21,%2,0,t0 — t1) = pxy x, (21,22, 7), (2.55)

das heif3t in streng stationaren Prozessen ist die Dichtefunktion erster Ordnung unabhangig
von der Zeit und die Dichtefunktion zweiter Ordnung h&ngt nur von der betrachteten Zeit-
differenz ab. Damit ergeben sich fir streng stationare Prozesse die notwendigen, aber nicht
hinreichenden Bedingungen

myx = FE[X;]=const. (2.56)
covxx (1) = FE[(Xir —mx)(X; —mx)] (2.57)
RX)((T) = E[Xt—i-TXt]- (258)

Allerdings sind (2.56) und (2.57) oder (2.58) notwendige und hinreichende Bedingungen fur
Prozesse, die als schwach stationar bezeichnet werden. Schwache Stationaritat trifft aller-
dings keine Aussage Uber das Zeitverhalten der Verteilungsdichten (2.54) und (2.55). Auf-
grund von (2.49) sind schwach stationare normalverteilte Prozesse allerdings auch stationar
im engeren Sinne.

Ein schwach stationérer Prozel3 im Sinne von (2.56) bis (2.58) ist nach [38] stetig, wenn
R(+0) = 1, damit ist dann auclR(t) eine stetige Funktion, denn filx¢t — 0 ist nach der
ScHwARzschen Ungleichung

|R(t+ At) — R(t)| = |E[zozirad — Elzow]| = |Elzo(zirar — 24|
< VE[E[(wiar — )2 = VE[(war — 20)?] = V2y/1 = R(At) — 0.
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2.2.4 Ergodische Eigenschaft stationdrer Prozesse

In (2.31) wurde die mathematische Erwartung einer FunkjioXy) definiert als Mittelung

aller Funktionswerte zu einem festen Zeitpunkt, die mit der Wahrscheinlichkeit ihres Para-
meters gewichtet werden, das heil3t es wird die gesamte Schar oder das gesamte Ensemble
der Funktionswerte betrachtet, daher spricht man von einem Scharmittelwert oder Ensem-
blemittelwert.

Daneben kann man zeitliche MittelwegteX;) der Funktiong(X,) betrachten

T

900 = Jim . [ o(Xr)dr. (2.59)

T—o00
0

wobei fur X, jede Realisierung des Prozessészugelassen werden soll. Ein Proz&R
heil3t ergodisch beziglich einer FunktigaX;), wenn sein Scharmittelwert (2.31) seinem
Zeitmittelwert (2.59) mit Wahrscheinlichkeit eins gleicht

9(X4) = Elg(Xy)]. (2.60)
Ergodizitat setzt damit Stationaritat voraus, sie ist umgekehrt jedoch keine notwendige Kon-
sequenz daraus. Die wichtigsten Félle sind Ergodizitat im M(iek;) = X,), Ergodizitat
im Quadratmittel g(X;) = X?) und Ergodizitat in Korrelatioiig(X;) = X;X;.,). Eine hin-
reichende Bedingung flur Ergodizitéat im Mittel eines stationdbawssschen Prozesses ist

lim COVX)((T) =0. (261)

T—to00

Weitere Ergodizitatskriterien sind in [30] und [75] zu finden, die allerdings immer eine ana-
lytische Kenntnis des Prozesses voraussetzen.

In der Praxis wird Ergodizitat bei stationdren Prozessen im Sinne von (2.60) vorausgesetzt,
solange sich kein Widerspruch ergibt. Der Hauptnutzen besteht darin, daf3 bei ergodischen
Prozessen die Untersuchung lediglich einer Realisierung tiber einen hinreichend langen, aber
endlichen Zeitraum genigt, um Aussagen Uber Mittelwert, Autokorrelation und Verteilungs-
dichte zu treffen.

2.2.5 Beschreibung im Frequenzbereich

Die Autokorrelationsfunktion (2.58) wurde zur Beschreibung technischer Probleme erstmals
1922 in [91] durchTAYLOR benutzt. Hierauf aufbauend definiert @@ EEN-KUBO-Formel
[48] fur schwach stationare Prozesse den Diffusionskoeffizienten

“+00
BXX = / RX)((T)dT, (262)
und dieWIENER-CHINTSCHIN-Relationen die reelle und gerade Spektraldicht&algrIER-
Transformierte der Autokorrelationsfunktion
+oo

SX)((W): /Rxx(T)eiWTdT (263)

—00



14 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN STOCHASTISCHER DYNAMISCHER SYSTEME

sowie deren Umkehrung

+oo
Ryx(w) = % / Sex(T)e T do (2.64)
mit der Eigenschaft
1 o0
Ryx(0) = B[X?] =~ / Sxx(w)do. (2.65)

0

Hierin stellt w die Kreisfrequenz und die imaginare Einheit dar. Die Spektraldichte be-
schreibt demnach die Zusammensetzung des Quadratmittelwertes des Prozesses aus den Fre-
guenzanteilen aller schmalen Frequenzbanderdir zwei mindestens schwach stationare
ProzesseX; undY; mit der Kreuzkorrelationsfunktion (2.44) ist die im allgemeinen komple-

xe Kreuzspektraldichte definiert als

+oo

Sxy(w) = /ny(7)6_iWTdT. (266)

— 00

2.2.6 Weil3es Rauschen
Es wird ein stochastischer ProzgR:) mit der Autokorrelationsfunktion

C _¢r
Ree() = 5e I (2.67)

und den damit gegebenen Eigenschaften
Bee =1 (2.68)

und
lim Ree(7) = { 0 fur 770 (2.69)

c—00 oo fur 7=0
betrachtet. Hierbei entartet (2.67) im Grenzwert fur unendlich grof3en PararmaieDi-
RAcCschend-Funktion, die eine verallgemeinerte Funktion im Sinne der Distributionentheo-
rie darstellt

Ree(1) = 0(7), (2.70)
und die zugehdrige Spektraldichte (2.63) wird zu
See(w) =1, (2.71)
das heil3t, alle Frequenzen sind in diesem absolut zufélligen Prozeld mit der gleichen Intensi-

tat vorhanden und er stellt damit eine in physikalischen Prozessen nicht vorkommende, aber
sehr natzliche Idealisierung dar.
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Der Begriff ,Rauschen” stammt aus der Elektrotechnik, wo zun&chst bei der Wandlung elek-
trischer und akustischer Signale akustisches Rauschen als Stérung der Sighale wahrgenom-
men wurde, spéater wurde allgemein ein breitbandiges Signal mit zufalligem Amplituden-
verlauf mit Rauschen bezeichnet. Es ist schwierig, unterschiedliche Rauschtypen zu klas-
sifizieren. Hierbei behilft man sich mit dem Farbspektrum des Lichtes, wo Wellenlangen
resp. Frequenzen Farben zugeordnet werden [58]. Der Attributwert ,weil3“ versinnbildlicht
die gleiche Intensitat aller Frequenzen wie beim weil3en sichtbaren Licht. In Tabelle 2.1 sind
Proportionalitatsfaktoren der Spektraldichten in Bezug auf die Frequenzen den entsprechen-
den Farben zugeordnet.

| Farbe | Proportionalitatsfaktot

violett f?
blau f
weild 1
rosa %

rot/braun #
schwarz 0

Tabelle 2.1: Klassifizierung des Rauschens durch Farben.

2.2.7 Wiener-Prozel}

Der WIENER-VektorprozeR W, ist ein GAussscher ProzeRR mit mittelwertfreien unabhan-
gigen Inkrementen, mit dem Anfangsw&, = 0 mit Wahrscheinlichkeit eins und mit der
symmetrischen Kovarianzmatrix

E[W,WT] = Cwt. (2.72)

Im allgemeinen Fall sind die Komponenten d&sENER-Vektorprozesses also korreliert. Ist
Cw die EinheitsmatriX, so erhalt man den normiert&IENER-Prozeld mit unabhéngigen
Komponenten. Jeden nicht normierdheENER-Prozel3V; mit der allgemeinen Eigenschaft
(2.72) kann man in einen normiert8MENER-Prozesse¥; mit der Transformation

W, = +/ Cth, mit \/CWvCWT:CW (273)
uberfuhren, so daf[V,VT] = It.

Beispielhaft werden die Eigenschaften anhand des skaldienER-Prozesses aufgezeigt,
wie die Martingaleigenschaft

E[Wt‘Wt,1 :wt,ﬂ = Wt—1, t= 0,1,2,... s (274)

das heifl3t, der Erwartungswert fir den Zustamst gleich dem unmittelbar zuvor erreichten
Zustand(t — 1) selbst (Mittelwertfreiheit der Zuwéchse), und die Vereinfachung der Auto-
korrelationsfunktion fuhrt zu

EW, Wy = E[(Wir — Wi+ W) (W, — Wy)] =

SFELLER nannte den ProzeR dBrRowNschen Bewegung in [23VIENER-BACHELIER-ProzeR, es hat sich
aber die kirzere BezeichnulWgIENER-ProzeR durchgesetzt.
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= E[(Wir = W)(W; = Wo)| + E[W(W; — Wy)| = (2.75)
= E[(Weer — W)l - E(W, — Wo) + EIW2) = EWZ =1,

das heil3t
Ryww(t,s) = E[W, W] =min(t,s). (2.76)

Desweiteren ist deWIENER-ProzelR mit Wahrscheinlichkeit 1 stetig, nirgends differenzier-
bar und in jedem endlichen Intervall von unbeschrénkter Variation und somit existiert der
ProzeGWt = dIW/dt nicht im Sinne der klassischen Analysis. Die Autokorrelationsfunktion
des Prozessé#’, ist gegeben durch

82RWW
Ry = 5198 (2.77)
und man erhalt mit der Sprungfunktion
0 fur t<0
1(t) = { 1 fir >0 (2.78)

die Autokorrelationsfunktion ded/IENER-Prozesses
Ryw(t,s)=t—(t—s)-1(t—s),s<t. (2.79)

(2.79) und die Differentiationsregel fur generalisierte Funktiongm)ddt = (¢) in (2.77)
eingesetzt fuhrt auf

do(t —s)

wa(t,s) =20(t—s)+ (t — S)m

(2.80)

Mit einer weiteren Differentiationsregel fur verallgemeinerte Funktion&m)ddt = —4(¢)
und furr = ¢ — s erhalt man schlie@lich

Ryipyir (1) = 0(7), (2.81)
was der Definition des weil3en Rauschens (2.70) entspricht. Die Beziehung

div;
dt ’
deren Differentiation im Sinne verallgemeinerter Funktionen zu verstehen ist, wird wegen

der Nichtdifferenzierbarkeit ded/IENER-Prozesses und der glattenden Wirkung der Inte-
gration in Integralschreibweise dargestellt

& = (2.82)

W, = [ &ds, (2.83)
/

hierfur bedarf es aber noch der Einfiihrung stochastischer Integrale in Abschnitt 2.2.10. Aus
(2.72) und (2.76) folgt die wichtige Beziehung

(dW,)? = dt. (2.84)



2.2. STOCHASTISCHE PROZESSE 17

2.2.8 Markow-Prozesse

Ein stetiger stochastischer Pro2efheil3td-dimensionaler stetigévl ARKOW-Prozel3, wenn
die bedingten Verteilungsdichten di#dARKOW-Eigenschaft

pX(Xn;tn’anh -+ Xo; tnfla s 7t0) = pX(Xn; tnlxnfl; tnfl) ) tO < tl <...< tn (285)
Mit X, = (T1., -, Tan)"

fur alle n > 0 erfullt. Das bedeutet, daf? die Zukunft desMARKOW-Prozesses lediglich
durch den Zustand der Gegenwirt; beeinfluf3t wird, nicht jedoch durch die Vergangenheit
tn_1, k > 1. Die bedingte Verteilungsdichig (X,.; t,|X,_1;t._1) heit Ubergangsdichte des
MARKOW-Prozesse¥;. Aufgrund derM ARKOw-Eigenschatft lal3t sich jede gemeinsame
Verteilungsdichte eineMARKOW-Prozesses durch eine Anfangsverteilungsdichte und die
Ubergangsdichten darstellen

Px Xy« oy Xos tny -y o) = (2.86)
= Px (Xni tnlXn—13tn—1) PXx (Xn—15 tn1[Xn—2;tn—2) -+ px(X15t1[X0; t0) Px (Xo;to)
oder
p(X.Y;t,s)
p(y,s)
Damit ist einM ARKOW-Prozel} vollstdndig durch die zugehdorige Verteilungsdichte zweiter

Ordnung beschrieben. Wichtiges Beispiel fiir stochastische Prozes8&arkow-Eigen-
schaft ist die(BROwWNsche Bewegung bzw. d&VIENER-Prozel} (2.83).

p(X;tly;s) = > 5. (2.87)

2.2.9 Fokker-Planck-Kolmogorow-Gleichung

Die Ubergangsdichten (2.86) erfiillen die relativ plausiBleoLucHOWSKI-CHAPMAN-
KoLMOGOROW-Gleichung SCK

o

plas,ts | x1,t1) = /P(xs,t?, | o, to)p(xa, ta | 21,t1) Ay Mitty <ty < t3, (2.88)

—00

die erstmals in einer Form fiir eine nach dem Parameter homogene Ubergangsdichte von
BACHELIER in [8] fur Aktienkurse spater voiSMOLUCHOWSKI in [89] erweitert und von
CHAPMAN in [15] verallgemeinert wurdeK oOLMOGOROWSsetzt diese Gleichung als funda-
mentale Gleichung in [45] voraus. Die SCK sagt aus, dal3 die Wahrscheinlichkeit fur einen
Ubergang vom Zustand, zum Zeitpunkt;;, zum Zustandc; zum Zeitpunkt; gleich gro3

ist wie die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller moglicher Realisierungen tber alle még-
lichen Zwischenzustands, zum Zeitpunktt,. In Abbildung 2.1 wird dies durch drei bei-
spielhafte Trajektorien veranschaulicht.

Das physikalische Diffusionsproblem wurde erstmalig ¥oak in [23] quantitativ durch
das erstd-iIcksche Gesetz beschrieben

D =—-BVp, (2.89)



18 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN STOCHASTISCHER DYNAMISCHER SYSTEME

tl tQ t3 — 1

Abbildung 2.1: Drei mogliche Realisierungen, um vom Zustand,) zum Zustand:s(3)
zu kommen.

worin D die Diffusionsstromdichte (Teilchenflul3};o den Gradienten der Teilchendichte

und B den Diffusionskoeffizienten (2.62) darstellen. Damit igtproportional zum Dif-
fusionskoeffizienten. Im folgenden sind Diffusionsprozesse speZiélekow-Prozesse

mit stetigen Realisierungen zur wahrscheinlichkeitstheoretischen Beschreibung physikali-
scher Diffusionsprozesse, die beispielsweise TeilchenbeweguBgew(Nsche Bewegung)

in Stromungen abbilden. Damit wird es moglich, technische Systeme zu beschreiben, auf
die weil3es Rauschen einwirkt. Folgende Annahmen fir Diffusionsprozesse erscheinen da-
her gerechtfertigt:

1. GroRRe Zuwéachse in kurzen Zeiten sind nicht wahrscheinlich.

2. Die mittlere Geschwindigkeit (Drift) des Prozesses ist identisch mit der deterministi-
schen Geschwindigkeitt, x) der Stromung.

3. Die Kovarianzmatrix der Inkremente ist proportional zu ihrer Zeitdifferenz mit einem
Matrixfaktor B(t, x).

Diese Annahmen sind hinreichend, um partielle Differentialgleichungen fiir die Ubergangs-
dichte p(x,tly, s) herzuleiten. Der einfacheren Darstellung wegen wird hier der eindimen-
sionale Fall behandelt. Hierzu wird die SCK (2.88) miit:1, ;) multipliziert

o0

p(ws, t3) = /p(fEs,ts | @2, t2)p(2, 12) dzo. (2.90)
Mit ts=t+T7,l0 =113 = ($—<)+<Undl’2 = ((L’—C) fOlgt

o0

p(m,t—i-T)—/p(x—C,t)p(x,t+T]x—C,t)dC. (2.91)

—00
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Entwickelt man die beiden Faktoren des IntegrandéimiiLoR-Reihen um die Stellé = 0,
so erhalt man

0 9%p
plr—Ct) = plat) - PéﬁvﬂH; (@) o _
plr,t+7|xz—C(t) = p(I‘FQH—T|x,t)—8p(x+§’8t;—7’x’t)g

10%p(x+(t+7 | 2,t)
2 Ox?

und nach Ausmultiplizieren und Integration die folgenden Summanden:

-4 ..

p(z, t)/ (4 Cttr|ed = plat)

V

/Cﬁp a:+(t+7'|a:t)d<, _ p(z’t)(?gg[f]
Pptiitrlat) . 10°E
pa.t) / P A scae s R
0 0
[ertrcrrrinn®itda - 2D pg
/ Qapxt Op(x+(,t+7|,t) _ Op (z,t) OF|[C?]
¢ 9 a¢ =
r ox ox
30D ( ;E+C,t+7]x,t)8p(x,t)d _ 10p(z,t) B[]
/_C ox? ox ¢ = 2 Oz ox?
1 0*p (z, 10%p(x,
[5¢rercirrianTila - 2D gy

Hierin sind die Momenté’[¢*] Uberp (x + (,t + 7 | z,t) vonx abhangig. Gleichung (2.91)
wird damit umgeschrieben zu

p(a,t+7)—p(xt) = —plz, t)aga[f] - (%éz’t)E[C] +p(w,t)%aaEx[§ }
L@ OBIC] 10 (@t) oy (2.92)

ox Ox 2 0x?
Der Grenzubergang fir — 0 Gberfuhrt Gleichung (2.92) in diERAMERS-MOYAL-Ent-
wicklung [63]

gt (1) = ;(_nll)n ;; (an(z) p(z, 1)) (2.93)

mit  a,(x) = liII(l)T_l /C"p(x—!— Gt+71|z,t)d¢ = lirr(l)E[C"]T_1 (2.94)
Um letztendlich Losungen fiir die Verteilungsdichter, t) angeben zu kdnnen, ist dierA-
MERS-MOYAL-Entwicklung (2.93) mit ihrer unendlichen Anzahl an Gliedern nicht brauch-
bar, daher muR ein geeignetes Abbruchkriterium flr die Entwicklung gefunden werden. Das
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PawuLA Theorem [68] leistet hier fir bestimmte Félle Hilfe, es besagt, dal3 wenn die in
(2.94) definierten,, () fur allen existieren und ein,,(z) = 0 mit geraden existiert, dann
sind allea,,(z) = 0 fur n > 3. Dies soll hier fiir den eindimensionalen Fall gezeigt werden.
Der Beweis in verallgemeinerter Form ist in [69] zu finden.

Gleichung (2.94) kann umgeschrieben werden in

ay(r) = lim — /C C?p(m%—Ci—l—ﬂxt) (2.95)

T—0 T

Fur ungerades undn > 3 erhalt man aus (2.95) mit Hilfe d&cHwaRzschen Ungleichung

[orcta [¢Fctpa < [T T [CFCTpi

GN<x)2 < ap1 () anga () (2.96)
n ungeradep > 3.

Auf die gleiche Art und Weise folgt
an(2)? < p_o(7) apio() n geraden > 3. (2.97)

Setzt man nun nacheinander=r —1,n =r+1in (296) undn =r —2, n =r+2in
(2.97) ein, wobet geradzahlig ist, erhalt man

a,-5(2)* < a,_a(z)ay(x), r>6 (2.98)
arfl(m)Q S aer(x) ar(x) ) r 2 4 (299)
1ri1(2)? < 0,(2) ars(z) , > 2 (2.100)
ary2(2)? < ap(2) apya(x), T>2 (2.101)

Wenna,(x) < oo fur alle n und wenna, (z) = 0 fir ein gerades > 6 ist, dann zeigen die
Gleichungen (2.98) bis (2.101), daR 5(x), a,—1(z), a,+1(z) unda, o(z) Null sein mussen.
Nach wiederholter Anwendung dieser Argumentation folgt,dgd) = 0 fur allen > r (fur

r > 6). Geht man in die andere Richtung und nimmt die Definitionsbereiche wox2.98)
bis (2.101) zur Kenntnis, so folgt, daf3(z) = 0 fur allen > 3. Die Definitionsbereiche von
rin (2.98) bis (2.101) sind in den Definitionsbereichen wdn (2.96) und (2.97) begrindet.
Da in derKRAMERS-MOYAL -Entwicklung (2.93): > 1 ist, muf3 in (2.96) und (2.9%) > 3
definiert werden.

Das heif3t, wenn ein,,(x) = 0 mit gerademm existiert, stellt die nach dem zweiten Glied
abgebrochen& RAMERS-MOYAL -Entwicklung keine Naherung dar, sondern eine exakte
Losung. Dies ist der Fall bei dynamischen Systemen@aittssschem weil3en Rauschen
& mit den Eigenschaften Stetigkeit, Mittelwertfreinéif¢,] = 0 und Delta-Korreliertheit

E[gtgt-ﬂ'] = 5t,t+r-

Die KRAMERS-MOYAL -Entwicklung wird damit zurFOKKER-PLANCK -KOLMOGOROW-
Gleichung (FPK-Gleichung)

0 0 1 92

5P t) = = (ai(w,)p(a, 1) +

5927 (ag(z,t) p(x,t)), (2.102)
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wobei diea,, gemal Gleichung (2.94) fur = 1 den Driftfaktor und flirm = 2 den Diffusi-
onskoeffizienten (2.62) als Proportionalitatsfaktor der Kovarianzfunktion fur den eindimen-
sionalen Prozel} darstellen.

Insbesondere bleibt bei unstetigen Rauschprozessen wie beispielsweis®hggonschen
Rauschprozel die unendliche Anzahl an ReihengliederiK@amMERS-MOYAL -Entwick-

lung erhalten, die FPK-Gleichung stellt dann lediglich eine Naherung dar, deren Ldsung
dann unter Umsté&nden negative und damit nicht sinnvolle Verteilungsdichten liefert.

Im allgemeinen mehrdimensionalen Fall lautet die FPK-Gleichung, die KuetmoGo-
Rowsche Vorwartsgleichung oder nEOKKER-PLANCK -Gleichung genannt wird, dann

apxt u u B
Za [fi(%, £)p(X, 1)] __Zzaxaxj by (X, t)p(x,1)] =0  (2.103)

i=1 j=1

und dieKoLMoGOROWsche Ruckwartsgleichung

+Zfz Y, s) ), 1 Zwa Y:5) (2.104)

=1 j=1 ay]
mit ¢ > s, wobei f; und b;; die Komponenten des oben genannten Driftvekfousd der
DiffusionsmatrixB sind. Fiihrt man deROKKER-PLANCK-OperatorL p mit

Lrpp(X,t) = Za [fi(X, t)p(X, 1)] Zzaxax by (X, t)p(x,t)]  (2.105)

ein, so kann man mit Hilfe des in delnLBERTraumtheorie bekannten Konzeptes der linearen
adjungierten Operatoren beide Gleichungen (2.103) und (2.104) ineinander Gberflhren [25],
wobei ein zu einem Operatot adjungierter Operatad definiert ist durch

ElAp(y) ¥ (y)] = Elp(y) - A'¢(y)] (2.106)
und hieraus ergibt sich dann
T 75 1 8)
Lypp(y,s Z fily -3 Z Z ay ay (2.107)

Die Gleichungen (2.103) und (2.104) werden dann zu

op(y, s)
0s

Op(X, 1)

o = Llpp(Y,5). (2.108)

= EFPp(X,t) und

Lrp istlinear und im allgemeinen nicht selbstadjungiert, das h&jfpt L}P

Die KoLmoGoORoOWschen Gleichungen fir deWIiENER Prozel3 erhalt man aus den Glei-
chungen (2.103) und (2.104) mit=1, f; = 0,by; = 1:

8p 10%

5% = 2022 (2.109)
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dp 10%p
£ __ - £ 2.11
0s 2 0y? ( 0)
Die Losung ist durch di&ausssche Dichteverteilung
—(y—2)®
(it s) = —— (2.111)
x7 7 Y = T .
Py 27(t — s)

gegeben.

2.2.10 Stochastische Differentialgleichungen

Die mathematische Beschreibung stochastischer dynamischer Systeme erfolgt durch Dif-
ferentialgleichunger-dimensionaler stochastischer ProzeXsenit zufalligen Parametern
oder kurz stochastischen Differentialgleichungen der Form

dXt - f(t, Xt)dt + G(t, Xt)th y Xto - XO (2112)

mit dem d-dimensionalen Driftvektof, der d x m Matrix G und demm-dimensionalen
WIENER Vektorprozel3V,. Ebenso wie (2.82) im klassischen Sinne nicht existiert und le-
diglich als gewohnte Abklrzung fur (2.83) dient, ist (2.112) als abkirzende Schreibweise
der Integralgleichung

t t
X, = Xy, + /f(s,Xs)ds +/G(s,Xs)dWs, Xy, = Xo (2.113)
t

0 to

aufzufassen. Hierin stellt das rechte Integral ein sogenanntes stochastisches Integral dar, das
erst noch der Einfuhrung bedarf.

Aufgrund der schon in Abschnitt 2.2.7 erwéhnten glattenden Eigenschaft des Integrals ist
der Gebrauch verallgemeinerter stochastischer Prozesse zur Beschreibung stochastischer In-
tegrale nicht notwendig, so dal? das stochastische Integral

/G(s,XS)dWS (2.114)

to

als gewohnliche ZufallsgroRe aufgefaldt werden kann. Ist die M&micht von den Zu-
fallsgrol3enX; abhangig, so kann das stochastische Integral als gewohnkiEesANN -
STIELTJESIntegral behandelt werden. Ist jedoGheinem Zufallsprozel3 unterworfen und
damit &hnlich irregulér wi&V,, so fuhrt die Anwendung der klassischen Regel der partiellen
Integration im Falle vortz = W;, d = m = 1 auf

1
/Ws dw, = §(Wt2 -W2), (2.115)
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was die Konvergenz d&RIEMANN-STIELTJESSumme

Su =Y W, (W, —W,_,) (2.116)

i=1

bei feiner werdender Zerlegung und beliebiger Wahl der Zwischenpunkteaussetzt. Es

kann jedoch gezeigt werden, daf3 die Konvergenz der Suffing von der Wahl derr;
abhangt und deshalb ist es notwendig, dieso festzulegen, dal} das zugehérige Integral
sinnvolle und erwilinschte Eigenschaften besitzt. Gleichung (2.115) und (2 116) werden nur
fir eine bestimmte Wahl der Zwischenpunkte erfiillt, und zwar nurrfide (¢; + t;_1).

ITO legte mit; = t,_; die Zwischenpunkte an die linke Grenze des Zeltlntervalls, womit
(2.115) und (2.116) nicht erfiillt werden. Das sogenaindeIntegral ist aus diesem Grunde
eine nichtvorgreifende Funktion und es besitzt als Funktion der oberen Grenze die Martin-
galeigenschaft (2.74) wie d&/IENER Prozel3. Von weiterer vorteilhafter Bedeutung ist der
verschwindende Mittelwert

E

t
/ G, th] =0 (2.117)
to

und die einfache Kovarianzmatrix

E (/th th) : (/tet dwt)T :/tE[GthT] . (2.118)

to to to

Nachteilig an der Definition des stochastischen Integrals im Simds ist, daf} der klas-
sische Kalkil beim Umgang mltré Integralen und Differentialen nicht mehr anwendbar
ist, was sich aus der Nichterfullung von (2.115) und (2.116) ergibt. Mit dem SatzT™n
wird daher ded TO-Kalkull eingefihrt. Fur einen durch (2.112) definiertédimensionalen
stochastischen ProzeQ ist das Differentlal deg-dimensionalen Prozessts = U(¢, X;)

mit stetigen partiellen Ableltunge%i, und 3.5 o U gegeben durch

ou_ ou. 1 . oU
du = <— — —ZZ(% o Giej> di + -G dW,. (2.119)

=1 j=1
Eine Erwartungswertbildung tber Gleichung (2.119) fuhrt auf

E[U] = E[L},, U], (2.120)
worin E}P den zumFOKKER-PLANCK-OperatorL rp adjungierten Operator nach (2.107)
darstellt.

STRATONOWITSCHfallte seine Wahl fur die Zwischenpunktgin (2.116) auf die Mitte des
Zeitintervalls, so daf; = %(ti + t;_1) und damit wie oben bereits beschrieben (2.115) und
(2.116) erfullt werden. Zur besseren Unterscheidbarkeit gegenubelfeimtegral ist die
Schreibweise fir daSTRATONOWITSCH Integral

t

/ G(s,X,) o dW, (2.121)

to
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weit verbreitet. Der Vorteil, daf3 die Regeln des klassischen Kalkiils formal angewendet wer-
den kdnnen, zieht jedoch nach sich, dal3 die einfachen Formeln (2.117) und (2.118) und die
Martingaleigenschatft verschwinden. Ebenso ist die Losung von (2.113) nicht mehr durch
einen Diffusionsprozess mit Driftvektéund Diffusionsmatrixd = GG’ gegeben.

Beide Definitionen fur das stochastische Integral lassen sich mit

t

/G( ) o dW, / (5,Xs) AW, + = ZZ/axk (5,X4)).j Gy, X,) ds

to ]].klt

(2.122)
bzw.
m d t
/ ,)dw, = / 5) o dW, — Z;/ 8—%6 §,X5))j Grj(z, X,) ds
(2.123)

ineinander Uberfuhren, worin

—ZZ/ 5-G(5,X),; Gy, X.) ds (2.124)

jlk'].t

den sogenannten Korrekturterm nabtoNG-ZAKAI [102] darstellt. Wann welche Definiti-

on zu verwenden ist, kann nicht immer eindeutig gesagt werden. Es ist aber sinnvoll, wenn
zunachstlV; als physikalisch realisierbarer glatter Prozel3 angesehen wird, die Definition
NnachSTRATONOWITSCH zu nehmen, das System in klassischer Weise zu lI6sen und im Er-
gebnis dann den Ubergang zum weiRen Rauschen zu vollziehen. Wird der Grenziibergang
zum weil3en Rauschen vor Auswertung des Integrals durchgefuhrt, nimmt man in der Re-
gel dielTdsche Integraldefinition. Fir den Fall additiven Rauschens@it X,) = G(s)
verschwindet der Korrekturterm (2.124) aufgrund der partiellen Ableitung und damit unter-
scheiden sich dann beide Definitionen nicht.

Den in dieser Arbeit angefuhrten Beispielen liegt die folgende Vorgehensweise zugrunde.
Zunachst schreibt man die Zustandsform der Bewegungsdifferentialgleichungen des dyna-
mischen Systems in physikalischem Sinne als gewoéhnliches Differentialgleichungssystem
mit zufélligen Parametern an

X, = h(t,X,) + G(t,X,) &, (2.125)

das dann rein formal in die Differentialform ein8sRATONOWITSCHGIleichungssystems
umgewandelt wird

Hieraus erhalt man anschlieRend mit (2.122) das zugehbrig&leichungssystem

mit | 5G
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2.3 Stabilitat und Bifurkationen

2.3.1 Stabilitat

Der Begriff der Stabilitat hat im Lauf der Geschichte immer wieder Veranderungen und eine
standige Entwicklung erfahren, so dal3 man nicht von Stabilitat an sich sprechen kann, son-
dernimmer vor dem Hintergrund einer bestimmten Definition des Stabilitatsbegriffs, der sich
wiederum an den Methoden zur Untersuchung der Stabilitat orientiert. Es sind hierbei grund-
satzlich drei Methoden beziehungsweise Begriffsdefinitionen zu unterscheiden. Die chrono-
logisch zuerst verfolgte Methode ist eine kinematische, die aus dem Ablauf einer gestdrten
Bewegung auf die Stabilitdt des ungestdrten Zustandes schliel3t. Sie WARVONOTELES
ausgehend bis zur Ze@ALILEIS in Gebrauch und wurde wéhrend eines Zwischenspiels
von etwa zwei Jahrhunderten durch die sogenannte geometrische Methode fast vollstandig
verdrangt. Eine weitere Methode ist die energetische Methode, die im wesentlichen darauf
beruht, da3 das Gesamtpotential eines statischen konservativen Systems fir einen stabilen
Gleichgewichtszustand minimal ist.

Allen Definitionen gemeinsam ist, dal3 ein zunachst ungestorter Zustand eines Systems, des-
sen Stabilitat untersucht werden soll, festgelegt wird und sein Verhalten nach einer Stérung
betrachtet wird. Definiert man den ungestérten Zustand tber bestimmte Normen, so kenn-
zeichnet das Verhalten dieser Normen nach Aufbringen der Stérung die Stabilitat des unge-
storten Systems. Zur Beschreibung des Normverhaltens wird ein Malf3 fir die Stérung und
eines fur die Norm festgelegt. Uberschreitet die Stérung das ihr zugeordnete MaR nicht, so
nennt man den ungestorten Zustand stabil, wenn die durch die Stérung beeinflu3te Norm das
ihrerseits zugeordnete Mal3 ebenfalls nicht Gberschreitet, im anderen Fall heif3t der Zustand
instabil.

Viele heutige Arbeiten im Bereich der kinetischen Stabilitéatstheorie stiitzen sich auf den
Stabilitatsbegriff im SinndLJApPuNows, der den modernen Konzepten angehort. Hierbei
werden von allen méglichen Stérungen nur die Stérungen der Anfangsbedingungen in Be-
tracht gezogen. Ausgangspunkt ist das System nichtlinearer im allgemeinen inhomogener
Differentialgleichungen erster Ordnung

ii:fi(x17$27"'7xn7t>7 2'21,2,...,71 (2129)

dessen Losungy(t) = (x;0(t)) als ungestérte Bewegung auf Stabilitat untersucht werden
soll. Insbesondere wirghy = const. nicht ausgeschlossen. Mit der Storuhg(¢) erhalt man
die gestorte Bewegung oder den Stéransatz

der umgestellt und nach dem Parametdifferenziert zu den in allen Fallen homogenen und
gewohnlich nichtlinearen Stérungsgleichungen oder auch Variationsgleichungen

Aty =3, — 0 = fi(zwo+ Axy, 290 + Ay, ..., Ty + Ay, 1)
—fl'(ZL’lo,JIQQ,...,InQ,t),i:1,2,...,71 (2131)

fuhrt. Die Stérungsdifferentialgleichungen sind die Grundlage der sogenannten ersten Me-
thode vonLJApPUNOW. Gleichung (2.131) besitzt die triviale L6sung

Ary =Axy=...=Ax, =0. (2.132)
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Im Sonderfall linearer Stérungsgleichungen erhalt man eine homogene Zustandsgleichung
der Form

A% = AAX (2.133)

mit der im allgemeinen zeitvarianten Systemma#ixBei der Untersuchung einer Gleich-
gewichtslagex, = const sind die Koeffizienten konstant und damit Atzeitinvariant. Mit
dem Parametex und dem(n, 1)-Konstantenvektor fiihrt der Exponentialansatz

AX(t) =rexp(At) (2.134)

auf das Eigenwertproblem
(A —=A)r=0 (2.135)

mit der charakteristischen Gleichung
det(Al —A) =0, (2.136)

dien Losungen (komplexe Eigenwehg) mit zugehoérigen komplexen Rechtseigenvektoren

r; besitzt. Die linke Seite von (2.136) heil3t charakteristisches Polynom, welches vom Grade
n ist. Da die Eigenwerte; negative beziehungsweise positive Realteile aufweisen kénnen,
was als Mal3 fur die Dampfung beziehungsweise Anfachung interpretiert werden kann, ent-
scheidet das Vorzeichen der Realteile Giber die Stabilitat des Systems. Die Imaginarteile der
Eigenwerte entsprechen dann den gedampften EigenkreisfrequenzersAbigNowschen
Stabilitatskriterien fur lineare Stérungsgleichungen mit konstanten Koeffizienten besagen:

e Die ungestorte Gleichgewichtslagg ist asymptotisch stabil, wenn alle Realteile der
Ldsungen von (2.136) negativ sind.

e X, ist instabil, wenn mindestens ein Eigenwert einen positiven Realteil besitzt.

e Schwache Stabilitat ist moglich, wenn kein Eigenwert einen positiven Realteil besitzt
aber mindestens ein Eigenwert mit verschwindendem Realteil existiert.

Bei der Untersuchung linearer Systeme mit periodischen Koeffizienten treten an die Stelle
der charakteristischen Exponenten die auskde€rQUET-Theorie entstammenden charakte-
ristischen Multiplikatoren, die ein Mal3 dafir sind, wie sich die Amplitude nach Durchlauf
einer Periode andert.

Das Auftreten beliebiger (zeitvarianter) Koeffizienten verkompliziert die Untersuchung auf
Stabilitat sehr und es kdnnen keine allgemeinen Stabilitatskriterien aufgestellt werden. Im
Sinne des Bisherigen spricht man dann ebarakteristischen Zahlen

Im allgemeinen wird jedoch (2.129) auf nichtlineare Storungsgleichungen (2.131) fiihren,
die offenbar viel schwieriger zu handhaben sind. Zwei grundséatzliche Vorgehensweisen sind
hierbei zu unterscheiden. Die naheliegende ist, die Gleichungen (2.129) zu linearisieren und
somit die Storungsgleichungen der ersten N&aherung mit den oben beschriebenen Methoden
zu analysieren. Die zweite Methode besteht darin, die nichtlinearen Stérungsgleichungen
Uber die Bestimmung von Zwischenintegralen der Differentialgleichungen zu untersuchen.

Die zweite oder direkte Methode vdouAPUNOW geht auch wieder von (2.131) aus, ist
jedoch nicht bestrebt, diese zu l6sen, sondern verwendet Vergleichsfunktionen bestimmter
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Eigenschaften in der Umgebung der eigentlichen Losung. Die Schwierigkeit, Variationsglei-
chungen zu l6sen, wird also mit der Schwierigkeit, Vergleichsfunktionen zu finden, erkauft.
Im einfachsten skalaren Fall von (2.129) mit

= f(z), f(0)=0 (2.137)
kann auf die Stabilitat der Gleichgewichtslage- 0 aus der Existenz einer Funktion=
v(x) mit den folgenden Eigenschaften geschlossen werden:

1. v(x) ist positiv definit, d.h.

v(xz) >0 firz #0, v(0)=0 (2.138)

2. die Ableitung voru(z) entlang der Trajektoriem = x(¢) des Systems (2.137) ist we-
nigstens negativ semidefinit, d.h.

ov Ov
) = —I=— < 0. .
0(x) 5%t = o () <0 (2.139)

Funktionen mit diesen beiden Eigenschaften weldsxPuNow-Funktionen genannt.

Im nichtautonomen Fall
i=fta) . f(t0)=0 (2.140)

dienen ald JAPUNOW-Funktionen Funktionen = v(¢, z) mit der Ableitung

00 L0 ), (2.141)

UZE ox

die gewisse zusétzliche Forderungen erftillen.

Fir ein tieferes Verstandnis sei auf die Literatur wie beispielsweise [29], [51] und [57] ver-
wiesen.

Aufgrund der unterschiedlichen Definitionen stochastischer Konvergenz und der unterschied-
lichen Méglichkeiten, einen stochastischen Prozel3 zu beschreiben, kénnen verschiedene De-
finitionen fur stochastische Stabilitat angegeben werden. In [47] ist ausgehend vom Stabili-
tatsbegriff vorL JAPuNowfiir deterministische Systeme ein Uberblick tiber unterschiedliche
Definitionen furStabilitat im Mitte| Stabilitat in Wahrscheinlichkeiindfast sichere Stabi-

litéat zu finden.

Die Gleichgewichtslésun¥, = 0 der stochastischen Differentialgleichung
dX; = f(t, Xy)dt + G(t, X;)dW, (2.142)

heil3t stabil inp-ten Mittel oderp-stabil mit(p > 0), wenn fur ein gegebenes> 0 eind > 0
existiert, so dafd mit
|Xo| <0 (2.143)

die Beziehung
Efsup [X:(Xo)|P] < € (2.144)

t>to
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erfullt wird. Hierbei beinhaltet Gleichung (2.144) fiie= r auch alle Gleichungen mjit= ¢
fur ¢ < r. FUr lineare Systeme genugt damit Stabilitat im Quadratmitte! ) nachzuwei-
sen, was auf ein rein deterministisches Problem fuhrt.

Die Gleichgewichtslosung heil3t schwach stabil in Wahrscheinlichkeit, wenn fiir gegebene
g1 > 0undey > 0 einéd > 0 existiert, so dal? mit (2.143) die Beziehung

P(|Xt(X0)\ > 81) < €9 (2145)

erfllt wird. Die Gleichgewichtslésung heil3t stabil in Wahrscheinlichkeit, wenn (2.145) er-
setzt wird durch

P(sup |Xt(X0)| > 81) < &9 (2146)

t>to

Die Stabilitat in Wahrscheinlichkeit ist bequem im Gebrauch in der stochastischen-
Now-Theorie. Mit Hilfe des adjungierteEOKKER-PLANCK-Operators/:}P (2.106) und
einer LJAPUNOW-Funktionv (¢, ) erhalt man die Bedingungen fiur die Stabilitat in Wahr-
scheinlichkeit durch die Diskussion der Definitheit vomind £, ,v. Offensichtlich ersetzt
in der Untersuchung stochastischer Systeﬂﬁgv die Ableitungv (2.141), die im determi-
nistischen Fall benutzt wird.

Fast sichere Stabilitat oder Stabilitéat mit Wahrscheinlichkeit 1 liegt vor, wenn

P ( lim sup |X:(Xo)| = O) =1 (2.147)

[Xo|—=0¢>t,

Damit ist die fast sichere Stabilitat stochastischer dynamischer Systeme aquivalent zur deter-
ministischen Stabilitat fast aller Realisierungen und sie entspricht ihr fir verschwindenden
Diffusionsterm.

2.3.2 Bifurkationen

In deterministischen Systemen sind Bifurkationen besondere Punkte, an denen sich das Sy-
stemverhalten qualitativ in Abhangigkeit von Parametereigenschaften andert, insbesondere
andert sich das Stabilitdtsverhalten stationarer Losungen eines dynamischen Systems bei
stetiger Anderung eines Parameters. Insofern wird auch von Lésungsverzweigungen gespro-
chen. So beschreibt in diesem Zusammenhdwapsi 1834 in [35] das Panomen zweier
Ldsungen, die fur einen bestimmten Grenzwert (Bifurkationspunkt) des Parameters zusam-
men fallen, wahrend der Ausdrudkfurcation 1885 durchPoINCARE in [70] eingeflhrt

wird.

Ein Punkt hei3Fixpunktvon f, wenn gilt f(y) = y. Zur Beschreibung von Bifurkationen
betrachte man eine Trajektorie (Orbit). Ein Pupkist dann ein Fixpunkt, wenn der nachste
erzeugte Punky, ., wieder den selben Wert hat wig, das heil3t aus

folgt fur einen Fixpunkt die Bedingungy = 0. Im Zeitbereich gilt mit dem Zeitschrith¢

Ay = f(y)At (2.149)
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und fur At — 0 schlief3lich
v=f(y), (2.150)

so dal’ die Fixpunktg, auch Uber die Bedingung= 0 gefunden werden kdénnen.

Ein Fixpunkty heil3t Attraktor, wenn fir alle Startwerte aus der Umgebung/s(y) der
Grenzwert der Trajektorig ist. Attraktoren sind also stabile Fixpunkte. Umgekehrt spricht
man von einenRepellor wenn es keine noch so kleine Umgebuigy) gibt, die die Be-
dingung fur den Attraktor erftllt. Damit sind Repelloren instabile Fixpuniattelpunkte
kénnen beim Einflhren einer weiteren Dimension entstehen. Ist ein Fixpunkt in einer Ebene
ein Attraktor, in der dazu senkrechten Ebene jedoch ein Repellor, so handelt es sich um einen
Sattelpunkt. Existieren mehrere Attraktoren, so werden deren Einzugsgebiete (Bassins) durch
eine Separatrixgetrennt, die ein Repellor ist. Der Weg aus einem Punkt im Bassin in den
zugehorigen Attraktor wirdransientegenannt, der Wechsel von einem Attraktor in einen
anderen Attraktor mit Uberquerung der Separatrix heléseniibergang

Zur Bestimmung der Art der Fixpunkte wird das dynamische System (2.150) im Fixpunkt
yo fur kleine Auslenkungen linearisiert. Es ergibt sich eine Gleichung der Form (2.133),
worin A die JacoBl-Matrix im Fixpunkt darstellt. Lokale Stabilitat liegt vor, wenn keiner
der Eigenwerte voA einen positiven Realteil besitzt. Eine genauere Klassifizierung ist nach
folgendem Schema mdoglich:

| Art des Fixpunktes Bedingungen |
stabiler Fokus SPA < 0, detA > 0, (spA)? < 4detA
instabiler Fokus | spA > 0, detA > 0, (spA)? < 4detA
stabiler Knoten SpA < 0, detA > 0, (spA)? > 4detA
instabiler Knoten | spA > 0, detA > 0, (SpA)? > 4detA
Sattelpunkt detA <0

Tabelle 2.2: Stabilitdtseigenschaften der Fixpunkte und zugehdérige Bedingungen.

Die pl6tzliche Anderung des Verhaltens (Attraktor/Repellor), das Verschwinden und das Ent-
stehen von Fixpunkten durch die stetige Anderung eines Systemparameters kennzeichnet
also den Bifurkationspunkt. Der mafRgebliche Parameter wird als Bifurkationsparameter be-
zeichnet. Bei lokalen Bifurkationen handelt es sich um Kollisionen von Attraktoren, Repel-
loren und Sattelpunkten, die durch die Anderung des Bifurkationsparameters auftreten und
die Uiber die Eigenwerte erkannt werden kénnen. Damit kennzeichnet eine Anderung der Sta-
bilitat der Fixpunkte (stabi— instabil, instabil— stabil) ebenfalls den Bifurkationspunk.

Bei globalen Bifurkationen, die im weiteren nicht betrachtet werden, kollidieren nicht die
Attraktoren, Repelloren und Sattelpunkte selbst, sondern deren Einzugs- beziehungsweise
Abstol3ungsgebiete, so dal’ sich das globale Verhalten andert. Globale Bifurkationen kbnnen
nicht Uber die Eigenwerte berechnet werden.

Man unterscheidétatastrophische (catastrophiBjfurkationen vonsubtilen (subtleBifur-

kationen. Bei katastrophischen Bifurkationen fiihrt eine minimale Anderung des Bifurkati-
onsparameters zu einer sehr groRen Anderung des Systemverhaltens. Das ist beispielsweise
der Fall, wenn im Bifurkationspunkt ein Attraktor verschwindet oder zumindest nicht stetig
fortgesetzt wird. Die subtilen Bifurkationen kommen seltener vor, man erkennt sie im Bi-
furkationsdiagramm daran, daf3 Attraktoren nicht einfach verschwinden, sondern zumindest
eine stetige Fortsetzung in einem anderen Zweig haben.
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Bei eindimensionalen, autonomen Differentialgleichungen

y=flyn) (2.151)

treten folgende wichtige Arten von Bifurkationen [101] auf, deren Bifurkationsdiagramme
in den Abbildungen 2.2 bis 2.4 ersichtlich sind:

1. Tangenten- Bifurkatiomauch regulérer Umkehrpunkt, limit point, saddle-node, nose
oder knee): 8“ wechselt am kritischen Punkt,, o) sein Vorzeichen, ein instabiler
Sattelpunkt geht dabei in einen stabilen Knoten Utber, oder umgekehrt (deshalb auch
Sattel-Knoten-Bifurkation). Superkritisches Verhalten tritt%% < 0, subkriti-

sches Verhalten tritt fuf“‘(“i“’0 > 0 auf.

Beispiele:
l. superkritisch:
y=pn—y
Fixpunkte beiy""* = +. /7 fiir 11 > 0
. subkritisch:
g=p+y

Fixpunkte beiy\"® = + /=7 fiir u < 0
Das Stabilitatsverhalten der Fixpunkte ist jeweils Giber das obige Schema gegeben.

2. Transkritische BifurkationZwei Fixpunkte schneiden sich im Bifurkationspunkt, wo-

bei sie ihre Stabilitat austauschen. Superkritisches Verhalten tr| Wiiin yog <0,
subkritisches Verhalten tritt fi (Zg ) > 0 auf.
Beispiele:
l. superkritisch:
y=py—y
Die Fixpunkte sind mig" = 0 undy” = 1 gegeben.
. subkritisch:
J=py+y°

Die Fixpunkte sind mit" = 0 undy®) = —; gegeben.

3. Heugabel-Bifurkation (pitchfork bifl(Jrcat)ion)
. e (o
Superkritisches Verhalten tritt fu}ﬁ <0,

subkritisches Verhalten tritt fuﬁ;”ﬂ > 0 auf.
Beispiele: !
l. Ein stabiler Fixpunkt geht in zwei stabile und einen instabilen Fixpunkt (dagre-
kritische Bifurkation:
y=ny—y’
oder:
ll. Ein instabiler Fixpunkt geht in zwei instabile und einen stabilen Fixpunkt tber
(subkritische Bifurkatiop

g=py+y°

Die wichtigste Bifurkation flr hoherdimensionale Systeme von Differentialgleichungen ist
die HopFBifurkation, bei der ein stabiler Grenzzyklus von einem Fixpunkt abzweigt. Sie
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Abbildung 2.2: Bifurkationsdiagramme. Links superkritische, rechts subkritische Tangenten-
Bifurkation. Stabile Aste sind durchgezogen, instabile Aste sind strichliert dargestellt.
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Abbildung 2.3: Bifurkationsdiagramme. Links superkritische, rechts subkritische transkriti-
sche Bifurkation. Stabile Aste sind durchgezogen, instabile Aste sind strichliert dargestellt.

y y z
~
N\
T 15f 1 T 15F S~
~
~
RES
1t 1 1t N
~
AN
A
05 05 N
\
1
[ ————— - 0 - ——mmmm—-- -
[
’
-0.5 -0.5 .
v
.
-1 -1t L,
.
'l
’I
-15 -15f -
'd
2 . . 2 . . . . .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
— U —

Abbildung 2.4: Bifurkationsdiagramme. Links superkritische, rechts subkritische Heugabel-
Bifurkation. Stabile Aste sind durchgezogen, instabile Aste sind strichliert dargestellit.
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entspricht in Polarkoordinaten einer Heugabel-Bifurkation des Radialanteils. Die Begriffe
super- und subkritisch gelten analog fur tH®pPFBifurkation und es existieren ebenfalls
mathematische Bedingungen daflr, den Typ zu bestimmen. Allerdings werden hierfur die
Koeffizienten der dritten Naherung der nichtlinearen Koeffizienten bendgtigt. Mit einer Trans-
formation auf Polarkoordinaten kann man diese Fragestellung in der Amplitude auf das ein-
dimensionale Problem der Heugabel-Bifurkation zuriickfiihren wahrend die Winkelkoordi-
nate mit konstanter Winkelgeschwindigkeit keine Bifurkation aufweist.

Bei der Untersuchung des Verzweigungsverhaltens nichtlinearer stochastischer dynamischer
Systeme unterscheidet man zwei unterschiedliche Herangehensweisen. In [7] werden die
Begriffe D-Bifurkation und P-Bifurkation eingefiihrt. Sie stehen fur detynamischemnd

fur denph@anomenologischefinsatz, wobei in der vorliegenden Arbeit die P-Bifurkation in
Betracht gezogen wird.

Die D-Bifurkation betrachtet den Stabilitdtsverlust invarianter Maf3e und das Entstehen neu-
er invarianter Mal3e bei Verdnderung des Bifurkationsparameters. Der dynamische Ansatz
ist daher unter dem Blickwinkel, daf3 ein invariantes Mal3 das stochastische Analogon ei-
nes Fixpunktes ist, eine Verallgemeinerung der deterministischen Bifurkationstheorie. Die
Stabilitat invarianter Maf3e wird durchJAPuNOwW-Exponenten beschrieben, die mit dem
multiplikativen Ergodentheorem [67] gegeben sind, siehe zum Beispiel in [28], [87] und
[98]. Die Behandlung des zur D-Bifurkation gehérenden stochastischen Attraktors und der
stochastischen Separatrix ist in [41] und in [71] zu finden.

Der phanomenologische Ansatz untersucht qualitative Anderungen der Dichteverteilungen
stationarer Mafe, die durch eine Anderung des Bifurkationsparameters hervorgerufen wer-
den. Hierzu zahlt die Entstehung, Vermehrung und Ausléschung von Spitzen wie auch von
Talern der Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichte in Abhangigkeit des Systemparameters. Al-
lerdings besteht kein Zusammenhang zwischen der P-Bifurkation und del ikruNOW
Exponenten beschriebenen stochastischen Stabilitéat [7]. Stationdre MalRe und ihr qualitatives
Verhalten spielen jedoch in den Anwendungen eine wichtige Rolle. So wird in der stocha-
stischen Strukturmechanik ein stationares Mal3 als Antwort eines mechanischen Systems auf
eine stationére stochastische Anregung bezeichnet [54].

Die analytischen Aussagen uber die stochastischen Attraktoren und Separatrizen bei der
Untersuchung einer D-Bifurkation sind dann ebenfalls nicht mehr uneingeschrankt auf die
Struktur einer P-Bifurkation Ubertragbar. Es ist somit winschenswert, Kriterien zu finden,
die eine phdnomenologische Untersuchung an bekannte Begriffe anlehnt. Lediglich die Um-
schreibung fur einen Punkt auf einer stochastischen Separatrix kann ibernommen werden.
Fur diese Punkte gilt, dal3 die Wahrscheinlichkeit, mit dem nachsten Zuwachs in einem der
beiden angrenzenden Bassins zu landen, jewelidetragen mul3. Aufschluf3reiche Infor-
mationen kénnen Uber die Extremwerte in der stationdren Verteilungsdichte erlangt wer-
den. Es erscheint daher sinnvoll, die relativen Maxima als stochastische P-Attraktoren und
die relativen Minima als stochastische P-Repelloren oder gegebenenfalls als stochastische
P-Separatrizen zu bezeichnen, womit ein Analogon zum deterministischen Fall und zur D-
Bifurkation geschaffen werden kann.
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2.4 Anregungsmodelle

Die regellose Schwingungsanregung physikalischer dynamischer Systeme kann als statio-
narer stochastischer Prozel3 aufgefald3t werden, der einerseits durch Mel3daten, andererseits
durch statistische Grof3en vollstdndig charakterisiert werden kann. Um Simulationen dyna-
mischer Systeme durchfiihren zu kdnnen, werden jedoch Trajektorien der Anregungspro-
zesse benotigt, die es zu erzeugen gilt. Eine ausschliel3liche Verwendung von Mel3daten er-
mdglicht keine allgemeine Untersuchung, da einerseits viel Speicherplatz und Ubertragungs-
bandbreite bendtigt wird und andererseits immer nur Mel3daten verwendet werden kdnnen,
die tatsachlich vorliegen. Es ist daher im Sinne allgemeiner Untersuchungen, daf’ konstruk-
tive Verfahren zur Verfigung stehen, mit welchen kinstlich stochastische Prozesse erzeugt
werden kénnen, die bestimmten gewtnschten physikalischen Anforderungen entsprechen.
Damit ist zusatzlich eine exakte Wiederholbarkeit der Simulation sowie das einfache Variie-
ren ausgewahlter Parameter gewéhrleistet.

Das weil3e Rauschen beziehungsweiseeENER Prozel3 stellen keine physikalisch reali-
sierbaren Prozesse dar, da sie von unbeschrankter Variation sind und fir ihre Verwirklichung
eine unendlich grof3e Leistung erforderlich wéare. Die herausragende StelluhgEesR
Prozesses, die sich zunachst aus mathematischer Notwendigkeit ergab, bleibt dennoch beste-
hen, da es sich um einen Grenzprozel3 handelt, aus dem neue Prozesse mit gewiinschten sta-
tistischen Eigenschaften durch Herausfilterung unerwinschter Frequenzen mittels Gewich-
tung der Amplituden erzeugt werden kénnen. Zudem stellt er eine ideale Grundlage zur
Charakterisierung und zum Vergleich dynamischer Systeme dar. Im mathematischen Mo-
dell geschieht die Filterung durch mindestens eine zusatzliche Gleichung, die den gefilterten
Prozel3 beschreibt.

Viele technisch relevante Anregungsprozesse weisen Tiefpal3charakter auf. Sie entsprechen
dem in Tabelle 2.1 aufgefiihrten roten Rauschen, dessen spektrale Leistungsdichte umge-
kehrt proportional zum Quadrat der Frequenzen ist. Da die Rauschleistung in realisierbaren
Prozessen begrenzt ist, flacht die Leistungsdichtekurve im Bereich niedriger Frequenzen ab.

2.4.1 Filter mit Nichtlinearitat im Diffusionsterm

Das folgende nichtlineare Filter
7y = —wyZy +\a? — 2o (2.152)

mit der Nichtlinearitat im Diffusionsterm weist bei der Eck- oder Grenzfrequeneinen
Knick im Schaubild der spektralen Leistungsdichte auf, so da’ Frequenzen obeyingilb
steigender Frequenz herausgefiltert werden, siehe Abbildung 2.5.

Die zugehorigd TO-Gleichung

dZt = (—u)th — %O'ZZt) dt + \/ a2 — th O'th (2153)
fuhrt auf die FPK-Gleichung

op(z,t) 0

Zal v~ {— (wg + ";)zmz,tﬂ _ %ai (@ 2p(=t)] . (2.154)
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Abbildung 2.5: Spektraldicht8. . (w) fur das Filter nach Gleichung (2.152).

wg _ 1 wg 1
S —5>1 1>2=%-35>0
2 2
p(z) p(z)
T 1.5 T 1.5
1 1
0.5r 1 0.5r
0 0
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
s 2 s 2
a a

Abbildung 2.6: Verteilungsdichtep(z) fur das Filter nach Gleichung (2.152). Bei diesen
Parameterwerten verschwindet die Verteilungsdichte an den Randern.
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Abbildung 2.7: Verteilungsdichtem(z) fur das Filter nach Gleichung (2.152) mit Gleichver-
teilung (links) und singularem Rand (rechts).

die im stationéren Fall die Losung
T+
— 2w

VTa AT (% + 1)

besitzt. Hierin bedeuteff(-) die sogenannte Gamma-Funktion, die auchElgERsches
Integral zweiter Gattung bezeichnet wird:

p(z) (a® — 22)(02 ) , 2 € [—a,a] (2.155)

F(a:):/ e't* ldt mitr e RY (2.156)
0

beziehungsweise
I(z) = / e “du mitz e R . (2.157)

Bildlich ausgedriickt ist die Gamma-Funktion eine Verallgemeinerung der nur fur nattrliche
Zahlen definierten Fakultat. Fur den Sonderfadt N* gilt dannT'(n) = (n — 1)! [56].

Die Amplitude des Filters (2.152) ist auf das Intervata, a] begrenzt und tber, und o
lassen sich drei grundsatzlich unterschiedliche Verteilungsdichten erzeugéjg.Fiéb 0
verschwindet die Verteilungsdichte fur Amplituden an den Randern des Intefvalls],
wahrend far:g — % < 0 die Verteilungsdichte fir Amplituden des Betragesingular wird.
Im Fall 2§ — % = 0 erhalt man eine Gleichverteilung tber das gesamte Intervall. In Abbil-

dung 2.6 und 2.7 sind fur die drei Falle die Verteilungsdichten tber der normierten Ampli-
tude aufgetragen. Fir Parameterweite> % ergeben sich zusatzlich zwei Wendepunkte in
der Verteilungsdichte an der Stelle= +a 0 (2w, — 202)~2, so daf eine Glockenkurve ent-
steht, die jedoch im Gegensatz Zarnussschen Glockenkurve nicht asymptotisch verlauft,
sondern an den Randetn= —a undz = a tatséchlich verschwindet.
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Abbildung 2.8: Verteilungsdichten(z) fur das Filter nach Gleichung (2.158). Bei diesen
Parameterwerten verschwindet die Verteilungsdichte an den Randern.

2.4.2 Filter mit Nichtlinearitat im Driftterm

Das folgende Filter
Z, = —wy tan(%z) + o0& (2.158)
a

besitzt die Nichtlinearitat im Driftterm, so dalR der Korrekturterm n&ébNG-ZAKAI ver-
schwindet und diéT6-Gleichung mit deiSTRATONOWITSCHGleichung identisch ist

dZ, = —w, tan(gz)dt + odW,, (2.159)
a

und damit die zugehdrige FPK-Gleichung wie folgt aufgestellt werden kann
op(z,t) O T 10
o g et (52) a0 - 55
Sie besitzt im stationaren Fall die Losung
r(2s+1)
VT oS ( )

%z) , 2 € [—a,al. (2.161)

2

[0%p(2,1)] =0. (2.160)

p(z) =
2 2awg
arm (_ + %)

To?

Die Nichtlinearitat im Driftterm fuhrt zu Schwierigkeiten in der Bildung der Korrelations-
funktion. Auch hier gibt es fur verschiedene Parameterwertewyourei grundsatzlich un-
terschiedliche Verteilungsdichten, wie die Abbildungen 2.8 und 2.9 zeigemfﬂr%
existieren zwei Wendepunkte im Graphen der Verteilungsdichte an den Stellen

z= £2a arctan i . (2.162)
@ V(daw, — To?)
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Abbildung 2.9: Verteilungsdichtem(z) fur das Filter nach Gleichung (2.158) mit Gleichver-
teilung (links) und singularem Rand (rechts).

Firw, = 0 liegt eine Gleichverteilung fue im Intervall [—a, ] vor, wahrend flr negatives

w, die Verteilungsdichte an den Intervallrandern singuléar wird. Die Spektraldichte ist in Ab-
bildung 2.10 angegeben. In beiden Filtern verursachen die Parameter mit der Singularitat in
der Verteilungsdichte numerische Schwierigkeiten.

2.4.3 Lineare Filtersysteme

Das lineare Tiefpal3filter
Zt = —u)th + Oft (2163)

besitzt die Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichte

Vazexp (25
p(z) = s ,

dessen Graph in Abbildung 2.11 zu sehen ist. Den Tiefpal3charakter veranschaulicht Abbil-
dung 2.12.

(2.164)

Eine Mdglichkeit, Trajektorien stochastischer Prozesse mit vorgegebener Leistungsspektral-
dichte zu erzeugen, ist in klassischer Weise durch die Synthese harmonischer Funktionen
mit Zufallskomponenten voBHINOZUKA [86] und RICE [78] entwickelt worden. Nachtei-

lig hierbei ist die grol3e Zahl notwendiger harmonischer Funktionen und damit verbunden
eine groRe Zahl an Parametern, um befriedigende N&herungen zu erhalten. Aul3erdem wer-
den hierdurch nur Signale mit einem dichten Linienspektrum und nicht mit einem kontinu-
ierlichen Spektrum erhalten. Das V@VEDIG [96] vorgeschlagene Verfahren zur Erzeugung
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Abbildung 2.10: Spektraldichtg.,(w) fur das Filter nach Gleichung (2.158).

stationarer Prozesse vermeidet diese Nachteile. Demnach liefert ein lineares dynamisches
System unteiGAUSsscher weil3er Rauschanregung im stationaren Zustand den gesuchten
Prozel3. Eine Anpassung der Systemparameter gestattet es, eine vorgegebene Leistungsspek-
traldichte fast beliebig zu approximieren. Dieses Verfahren wurde in [2] weiterentwickelt.

Ublicherweise werden die Spektraldichten doppelt logarithmisch aufgetragen, so daR es sinn-
voll ist, die zu approximierende Leistungsspektraldichte durch eine stetige, in doppelt loga-
rithmischem Sinne stuckweise lineare Kennlinie als Vorgabespekfj(m) anzunahern.

Bei geeigneter Wahl der Frequenzstutzstellemnind der zugehorigen Intensitatéf) kann

unter Einhaltung gewisser Randbedingungen fast jede Leistungsspektraldichte beliebig ge-
nau beschrieben werden.

Wi
_ log(XiH/XZ—) .

log(wiy1/wi)
wo=0; wgp1=00; ag > 0; o < —2.

. w\™ .
Sy (w) = X; (—) far wi S w < Wit

Die Integrabilitdtsbedingungen (2.64) und (2.65) erfordern eine Beschrankung der Steigun-
genay am Anfang undy; im Auslauf des Spektrums in der angegebenen Weise.

Die Generierung des gesuchten Prozesses erfolgt durch ein lineares dynamischesSystem
ter Ordnung, das durch ein€é@nussschen weil3en Rauschprozglyyeman Abschnitt 2.2.6
angeregt wird. Dadurch erhalt man aufgrund der Transformationseigenschaft linearer Syste-
me ein normalverteiltes, im allgemeinen farbiges Ausgangssignal

n—1 ;
i7
Y, = Zbid—f (2.166)
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Abbildung 2.11: Verteilungsdichte von (2.163) fif = o = 1.

T
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Abbildung 2.12: Spektrale Leistungsdichte von (2.163).dji= o = 1.
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Abbildung 2.13: Spektraldichtesi, (w) fur unterschiedliche Systemparameter nach (2.168).
Gemeinsame Parameter: = 1, a; = 10, by = 3. Durchgezogene Liniely = 0,1, b; = 20.
Strichlierte Linie:ag = 0,15, by = 1.

mit dem Zwischenprozef; aus

aiﬁ =&, a, #0. (2.167)

=0

Das lineare dynamische System (2.166) mit dem ZwischenprgzegBmal (2.167) liefert
einen Prozel¥; am Systemausgang mit der Leistungsspektraldichte

0§+ (0 — 2bpby)w? + - bp W
a2+ (a} — 2apap)w? + - -+ aZw?n

Sy(w) (2.168)

Eine direkte Anpassung von (2.168) an das Vorgabespekstj(m) fuhrt auf ein praktisch
kaum Iosbares Optimierungsproblem. Die zu bestimmenden Systemparameter konnen je-
doch auf lineare Weise ermittelt werden, indem der Korrelationsdifferentialoperator des Sy-
stems an die Vorgabe angepal3t wird [97]. Dadurch kénnen die homogenen Parameter
linear berechnet werden. Die verbleibenden inhomogenen Paraimetgeben sich durch
Abstimmung der Systemkorrelationsfunktion auf die entsprechenden Anfangswerte der Vor-
gabekorrelationsfunktion. Mit diesem Verfahren erhalt man suboptimale Lésungen, die je-
doch in den meisten Fallen befriedigen. Eine héhere Approximationsgite wird durch ein
nichtlineares Verfahren erreicht, das in [2] vorgestellt wird. Der Rechenaufwand erhéht sich
aber stark. Abbildung 2.13 zeigt beispielhaft zwei unterschiedliche Spektraldichten eines
linearen Filters zweiter Ordnung, das sich in den Systemparametern unterscheidet.
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Kapitel 3

LOosungsverfahren

Die LosungX; einer stochastischen Differentialgleichung (2.112) beziehungsweise (2.113)
ist zunachst aufgrund des stochastischen Charakters nicht im klassischen Sinn interpretier-
bar, vielmehr bedarf es einer durch den in Abschnitt 2.2 erwdhnten Fundamentalsatz von
KoLmMmoGoRowlegitimierten Beschreibung des invarianten resp. stationdren Mal3es der Ver-
teilungsdichte des stochastischen Prozesses. Zwei grundséatzliche Methoden werden hierbei
unterschieden, und zwar die numerische und die analytische Beschreibung.

3.1 Monte-Carlo-Simulation

Bei der Monte-Carlo-Simulation wird eine Losungstrajektorie durch numerische Integration
der stochastischen Differentialgleichung erzeugt. Unter der Annahme von Ergodizitat (2.60)
fur den ProzelX; bezuglich einer zu definierenden FunktigfX;) ist es nun moglich, aus
einer hinreichend langen Beobachtung die Verteilungsdighte) zu ermitteln. Fir jeden
Zeitschritt wird der erhaltene Ereignisvektor nach einem festzulegenden Raster diskretisiert
und nach einer Summation Uber alle Zeitschritte einer statistischen Auswertung unterzogen,
wodurch die Haufigkeitsverteilung fir den Ereignisvektor erhalten wird. Fir den skalaren
Fall, der komponentenweise auf Gleichungssysteme angewendet wird, erhalt matelei
schritten mitn(x;) = [{z|z; <z < x; + Az, }|
. n(z;)

7151010 — == P(z; <z <ux;+ Axy). (3.2)
Darin bedeutelt{ - }| die Machtigkeit oder Kardinalitat einer Menge und gibt somit die Anzahl
der Elemente an. Bei langer Simulationsdatighinreichend kleinen Zeitschritte¢ und

ebenso hinreichend kleinekr; erhalt man mit, = %

px(z;) = lim lim (%) (3.2)

Ax;—0n—o0
Um die stochastischen Elemente bei der Erzeugung der Trajektorie zu bertcksichtigen, wer-
den Folgen von Zufallszahlen benétigt. Physikalische Methoden scheiden fiir die digitale Si-
mulation aus Praktikabilitdtsgrinden aus. Daher wurden rekursive Methoden entwickelt, um
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Folgen zufalliger und mdglichst unkorrelierter Zufallszahlen mit grof3er Periode und mdég-
lichst gleichméaRiger Verteilung im Intervall, 1] zu erzeugen. Einer der ersten Algorithmen

war der sogenannte Middle-Square-Generdatmt NEUMANNS, der in den friihen vierziger
Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts entwickelt wurde [65]. Ihm haftet jedoch der Fehler
an, dal3 er sich schon nach einer kurzen Folge wiederholt. Generell haftet dieser Fehler na-
tirlich allen algorithmisch erzeugten Zufallszahlen,ao da? man von Pseudozufallszah-

len spricht. Es kann daher nur versucht werden, die Periodenlange so grof3 wie mdglich zu
halten. Andere Pseudozufallszahlengeneratoren, die zwar besser sind als der Middle-Square-
Generator, aber immer noch nicht richtig befriedigend sind=d®NAccI- und Schiebere-
gistergeneratoren.

Die heute meistens eingesetzten Pseudozufallszahlengeneratoren dimei seR zuriick-
gehende lineare Kongruenzgeneratoren [49] der Form

x; modm = a - x;_1 + b, mit Anfangswertry; {z¢,a,b} € Z, m € N*, (3.3)
oder als Aquivalenz geschrieben
r; =a-x;_1 +b (modm), mit Anfangswertry; {x¢,a,b} € Z, m € N*, (3.4)

wobei die maximale Periodenlange dann erreicht wird, wenn die Parameter und m
den Bedingungen des Satzes WORUTH genugen:

1. ggT(m,b) =1 (ggT - groRter gemeinsamer Teiler)
2. a =1 (modp) fir alle Primteilerp vonm
3. a=1 (mod4), falls 4 ein Teiler vonm ist.

Fur ein tiefergehendes Verstandnis sei auf die Literatur wie beispielsweise [1] oder [50]
verwiesen.

Die mit (3.4) erzeugten Pseudozufallszahlen sind im Intef9al] ann&dhernd gleichverteilt.
Aus zwei solcher statistisch unabhéangigen Zufallszahlenfolgeond V,, lassen sich mit
Hilfe einerBox-MULLER-Transformation [10]

Ry, =+/—2InU, cos(27V,)
Ry, = +v/—2InU, sin(27V,,)

(3.5)

zwei standardnormalverteilte Zufallszahlenfolgeyn und R, erzeugen. Numerisch robu-
ster und schneller [39] ist die Polarform [43] dBoXx-MULLER-Transformation, die als
PolarMARSAGLIA-Transformation [59] bezeichnet wird

Ry, = (2U, — 1),/ -2l
Ry, = (2V, — 1)y _—2111/11/‘3/”

1J. voN NEUMANN wird bspw. zitiert in D. E. Knuth: The Art of Computer Programming, Vol. 2, 1968:
~Anyone who considers arithmetical methods of producing random numbers is, of course, in a state of sin“.
2In der Zahlentheorie heiRen zwei Zahlenndb kongruent modulen, mit {a,b} € Z, m € N*, wennm
die Differenz(a — b) teilt.

mit W, = (2U, — 1) + (2V,, — 1) < 1. (3.6)
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Die Bedingung2U,, — 1)? 4 (2V,, — 1)? < 1 wird entsprechend dem Flachenverhaltnis eines
Viertelkreises zum Quadrat dessen Radius’ mit einer Wahrscheinlichkeit ¥r= 0,79
erfullt, wobei die zu grof3en Werte vadi,, einfach verworfen werden.

Um verschiedene Diskretisierungsverfahren einschéatzen und vergleichen zu kénnen, bedarf
es einer Quantifizierung ihrer Konvergenzrate. Nach [39] heil3t eine allgemeine zeitdiskrete
ApproximationX 2(T") stark konvergent mit Ordnung > 0 zur ZeitT, wenn eine positive
Konstante”, die nicht vonAt abhangt, existiert, so dal3

El|Xr - X2 < C - (At) (3.7)
gilt. Man spricht von schwacher Konvergenz der Ordngngenn
| Elg(Xe)] = Elg(X7)]| < C - (At)? (3.8)

erfillt ist.

Die Diskretisierung des stochastischen Differentialgleichungssystems wurde nach der Me-
thode vonM ARUYAMA [60] vorgenommen, die ein explizites stochastisdBeseR-Verfah-

ren darstellt, in welchem der Differentialquotient durch einen Differenzenquotienten ersetzt
wird. Damit wird die stochastische Differentialgleichung (2.112) zu

Xns1 — X = F(tn, Xp) Aty + G, Xn) AW, (3.9)
mit den Differenzen t
n+1
Aty =ty —t, = / ds (3.10)
tn
und
tn+1
AW, =W, . —W, = / dw, (3.12)

tn
mit AnfangswerterX,. Wegen der nicht vorgreifenden Eigenschaft des expliztener-
Verfahrens wird das stochastische Integral an der unteren Integrationsgrenze ausgewertet,
so daf als Grundlage zur Diskretisierung in diesem Falle lai6eGleichung dienen muf3.
Aufgrund der Eigenschaft (2.84) gilt fir das normievteENER-Inkrement

AW, =R,/ At,. (3.12)
Somit erhalt man aus der stochastischen Differentialgleichung (2.127) bzw. (2.128)
X1 — Xy = (b, X)) At 4+ G(t,,, X, )R, VAL (3.13)

Das stochastiscHeuLER-Verfahren ist mity = 0, 5 stark konvergent und mit = 1 schwach
konvergent. Weitere Verfahren zur Diskretisierung sind in [39] zu finden.

Der grol3e Vorteil numerischer Verfahren (insbesondere des VerfahrenEnaeR-MARU-

YAMA ) gegeniber analytischen Methoden ist die einfache und schnelle Anwendbarkeit auf
unterschiedliche Systemgleichungen. Ein weiterer Vorteil liegt darin, daf3 als Anregungsgro-
3en neben numerisch erzeugten Prozessen auch gemessene Trajektorien verwendet werden
kénnen. Der Nachteil der benétigten Simulationsdauer schwand mit jeder Generation neuer
und schnellerer Rechner, so daf3 er schon heute kaum mehr ins Gewicht fallt. Allerdings wird
bei jeder Anderung der Parameter eine neue Simulation nétig. Die Ergebnisse analytischer
Methoden erlauben dagegen rasch durchfiihrbare Parametervariationen und eine Diskussion
der Verteilungsdichtefunktionen.
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3.2 Losung der Fokker-Planck-Kolmogorow-Gleichung

Mit Hilfe der FOKKER-PLANCK-KoLMOGOROW-Gleichung (FPK-Gleichung) (2.103) wird
eine lineare elliptische (deterministische) partielle Differentialgleichung fur das stochasti-
sche Problem (2.127) angegeben, deren L6srg) den stochastischen Proz&Rgemar
(2.41) vollstandig definiert. Fur stationare Prozesse vereinfacht sich (2.103) zu

Z 8%1 i t)p(x, )] = % > ; on,01, [bi(X,t)p(X,t)] = 0. (3.14)

Da die Koeffizienten im allgemeinen nicht konstant sind, ist es nur fir &uf3erst wenige Spezi-
alfalle moglich, die gesuchte Verteilungsdichte in analytisch geschlossener Form anzugeben.

Ein mogliches Naherungsverfahren zur Berechnung ,schwacher Losungen* der FPK-Gleichung
beruht auf der Reihenentwicklung der gesuchten Verteilungsdichte in orthogonale Funktio-
nen. Eine Losung(x, ¢) der FPK-Gleichung wird ,starke Losung*“ genannt, werr, t) im
Definitionsbereich zweimal stetig differenzierbar ist und der Gradientrnt) stetig auf

dem Rand fortgesetzt werden kann. Der Losungsbegriff kann jedoch erweitert werden, so
dal3 auch Funktionen, die nicht die vollen Anforderungen an die Differenzierbarkeit erfullen,
als Losungen zugelassen werden konnen. Diese Losungen, die dann schwéchere Anforde-
rungen, wie beispielsweise die physikalische Annahme des Prinzips der geringsten Arbeit,
erfullen, werden ,schwache Loésungen“genannt. Starke Lésungen sind immer auch schwa-
che Losungen, die Umkehrung gilt natirlich nicht generell. Daf3 es sinnvoll und notwendig
ist, den Begriff der schwachen Losung einzuftihren, zeigt unter anderem das Beispiel der
Saite mit knickformiger Anfangsgestalt als Losung der eindimensionalen Wellengleichung.

Zur Definition schwacher Lésungen wurde mit der Entwicklung eines verallgemeinerten
Funktionsbegriffs und der damit ermdglichten Einfihrung verallgemeinerter Ableitungen
[26] das Hindernis der Differenzierbarkeit tberwunden. Ein anderer Weg zur Definition
schwacher Losungen, autteRAY-HOPFLOsungen genannt, vermeidet das Problem der
Differenzierbarkeit und fuihrt Gber die Verwendung von adjungierten Differentialoperatoren
und Testfunktionen [52], [31].

Sei L ein linearer Differentialoperator auf einem Gebietc R”. Eine Funktionu heif3t
schwache LOsung der Differentialgleichudg = 0, wenn

/(ﬁu)gp d'z = /u(ﬂ@) d'z=0 (3.15)

Q Q
fur alle Testfunktionerny gilt. Im Falle stationarer stochastischer Prozesse wird (3.15) mit
demFOKKER-PLANCK-Operator als linearem Operatér= Lzp und mit der Verteilungs-
dichte als Losung: = p(x) wegen (2.108) erfillt. Das heif3t, daf? alle Lésungen der statio-
narenFOKKER-PLANCK-KoLMOGOROW-Gleichung (3.14) zumindest schwache Losungen
sind.

Mit einer geeigneten Koordinatentransformation geman [36] wird somit die Verteilungsdich-
tep(ul, R ,Ugd_l) in

plur,uzan) = ) D Chdna i fi (W) - fig (u2a1) (3.16)

k1=—00 kag_1=—00
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entwickelt. Eine geeignete Wahl der Ansatzfunktiongru,)--- fi,, ,(u24—1) ist hierbei
von grol3er Wichtigkeit. Aufgrund unterschiedlicher Periodizitat werdem #Richtung2-
periodische und in allen anderen Richtungeperiodische Funktionen eingesetzt. Wegen
Gleichung (2.28) gilt fur die Verteilungsdichte in transformierten Koordinaten

p(X) =p(u)-|J| u=(p1,...,04-1,a1,...aq)" (3.17)

Die Entwicklung der Verteilungsdichte in Amplitudenrichtung erfolgt mit Polynomen
Py(a)=> ena", (3.18)
k=0

die die Orthogonalitatsbedingung

d
e fUrn=m

/Pn(a)Pm(a)g(a) da = ¢ponm = { 0 fiir n £ m (3.19)

[

mit der Gewichtsfunktiory(a) auf dem Intervallc, d] erfillen missen. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit kann mi¢y, = 1 normiert werden, dann wird (3.19) zur Orthonormali-
tatsbedingung mit,, = 1. Uber eine stochastische Mittelwertbildung in den Winkeln laRt
sich aus der verbleibenden FPK-Gleichung eine Ldsung fur die nullte N&aherung der Rand-
verteilungsdichtepy(a) der Amplituden angeben, die als Gewichtsfunktigia) in (3.19)
eingesetzt wird. Damit a3t sich die gesuchte Naherung der Verteilungsgichtén die
unendliche Reihe

p(a) = po(a) Z Cn P (a) (3.20)

entwickeln. Hierin sind die Wichtungskoeffizienten

+o0o

C, = /Pn(a)p(a) de (n=1,2,...), (3.21)

0

und mit (3.18) und der beschriebenen Normierung ergibt sich

Co=1,Cn=> emmr (n=12,..), (3.22)

k=0
worin m;, das Moment der Ordnurigvon p(a) ist

“+o00

my = / a*pla)da (k=1,2,...). (3.23)

0
Istp(a) als Ergebnis einer experimentellen Schwingungsanalyse in Form von Zahlentabellen

oder graphisch vorhanden, so kann mit den o.g. Mitteln eine analytische Néherung fir die
Verteilungsdichte angegeben werden, um die MelR3daten fir weitere Rechnungen nutzbar zu
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machen. Wird jedoch eine theoretische Schwingungsanalyse durchgefihrt, so girtdrie
Momente (3.23) n&dherungsweise durch
+o0o

my & /akpo(a) da (k=1,2,...) (3.24)
0

zu berechnen. Zur Bestimmung dgy, fir (3.22) wird Gber die Orthonormalitatsbeziehung
(3.19) das Gleichungssystem

/ " By(a)Pu(@) pola)da = 0

0
J, "
0

(a)Py(a)
/0 " Py(a)Po(a) pola)da = 0 (3.25)
(a)Py(a)

J*
0

po(a)da = 0

po(a)da = 1

bzw.
|

n n T

0 k 1 k
E e10a enra” + g e11a eppa’ | po(a)da = 0
k=0 k=0 |

Zeooaoenkak po(a)da = 0
k=0 i

/
/ [Z egoa’enra” + Z egra'enpa” + Z egna’enya po(a)da = 0 (3.26)
0 k=0

k=0 k=0

o [ n—1 n n

k k

/ E E Cnm@ " enid +§ enna"enra” | po(a)da = 1
0 =0 k=0 k=0

'

(.

aufgestellt und vereinfacht zu

o
/ [eooaoenoao + egoalenal + egoalenza’® + ... + eogaoema”]po(a) da = 0
0
(0.)
/ [e11a’enoa’ + e11a’epia’ + erna'ensa® + ...+ er1a’ enna™po(a)da = 0
0
L (3.27)
(o, ¢]
/ [ema”enoao + epnaeniat + eppaensa + ...+ enna"enna’lpp(a)da = 1
0
beziehungsweise
mo myp o My €no 0
myp Mg -t Mpyq €nl 0
= , , (3.28)

mn e DR an enn
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worin e,,,, frei wahlbar ist.

Von Vorteil bei diesem Verfahren ist, dal3 die Naherungslésung analytisch vorliegt und des-
wegen Parametervariationen leicht durchgefiihrt werden kénnen. Auf der anderen Seite gibt
es allerdings Nachteile, so ist die Ermittlung einer geeigneten Koordinatentransformation
sowie der orthogonalen Polynome sehr stark von den zu untersuchenden Systemgleichungen
abhangig und zeitaufwendig. Zudem kann es vorkommen, dal3 in den Randbereichen der so
erhaltenen N&herungen fur die Verteilungsdichten negative Werte auftreten, die definitions-
gemal’ nach dem erst&loLMoGOROWschen Axiom ausgeschlossen sind. Bei komplexeren
Systemen ist nicht nur die Aufstellung der Ansatzfunktionen schwieriger, es kommt noch
hinzu, dal? die Randbedingungen in manchen Féllen aus Monte-Carlo-Simulationen gewon-
nen werden mussen [94].

3.3 Mehrparametrige Approximation

Ein stochastischer Prozel} ist durch die Angabe seiner Verteilungsdichte vollstandig beschrie-
ben. Wie schon in Abschnitt 2.2.1 bemerkt, kann der Prozel3 naherungsweise durch die An-
gabe der Momente der Verteilungsdichte charakterisiert werden. Normalverteilte Prozesse
sind sogar durch die Angabe lediglich des Mittelwertvekingsind durch die Kovarianzma-

trix C gegeben. Bei linearen Systemen bleibt Gieusssche Eigenschaft eines Eingangs-
signals erhalten, so dal3 auch das Ausgangssignal normalverteilt ist. Nichtlineare Systeme
Lverzerren“die Verteilungsdichte, haufig aber kann bei eif@assschen Eingangssignal

ein GAUss-ahnliches Ausgangssignal erwartet werden, was natirlich von der Nichtlinearitat
des Systems abhangt.

Die Ansatzfunktion fur die Verteilungsdichte wird also auf der Basis einer Normalverteilung
oder einer anderen Verteilung, die der vermuteten Losung nahe kommt, angenommen. Hierin
werden an geeigneter Stelle noch zusatzlich freie Parameter eingefiigt, die an die Momente
angepalt werden. Weitere Bedingungen, wie beispielsweise ein Ubergang zu exakten L6-
sungen fur bestimmte Parameter, konnen ebenso durch freie Parameter erfullt werden. Es ist
jedoch nicht immer ganz einfach, geeignete Ansatzfunktionen hierfir zu finden, was eini-
ges an Erfahrung erfordert. Einige Mdglichkeiten hierzu werden in den Beispielsrechnungen
beschrieben.
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Kapitel 4

Heugabel-Bifurkation unter
Rauschanregung

4.1 Weil3e Rauschanregung

Betrachtet werde das dynamische System erster Ordnung
&= (p—vya)z, v >0, (4.1)

welches die Fixpunkte, = 0 V u, sowiex; = —\/g und z, = \/g V 1 > 0 besitzt. Die
Vorzeichen der Eigenwerte ddkcoBi-Matrix geben nun in Abhangigkeit vaman, daf3c,

fur u < 0 sowiex; undx, fur 1 > 0 Attraktoren sind. Allerdings andert sich das Vorzeichen

von z, mit wachsendem Parametgr so daf3 aus dem Attraktor bgi= 0 ein Repellor

wird. Im Bifurkationspunkt dieser als superkritische Heugabel- oder Pitchfork-Bifurkation
bezeichneten Verzweigung wird ein stabiler Fixpunkt instabil, gleichzeitig entstehen zwei
stabile Aste von Fixpunkten, die im Bifurkationspunkt beginnen. Es handelt sich daher um

eine subtile Bifurkation, siehe Abbildung 4.1.

—

Abbildung 4.1: Fixpunkte des Systems (4.1) fiie= 1. Stabile Fixpunkte (durchgezogen)
und instabile Fixpunkte (strichliert).
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4.1.1 Multiplikative Anregung

Im folgenden wird nun der Einflul3 einer weil3&aussschen Rauschanregung untersucht,
die auf den Bifurkationsparameter additiv, im ganzen jedoch multiplikativ auf die Zustands-
variable einwirkt. Das System wird durch die gewdhnliche Differentialgleichung

i=((p+0&) —va*)z,v>0 4.2)

beschrieben, worig; das weile Rauschen umddessen Intensitat symbolisieren. Formal
erhalt man daraus die stochastisG@®AToNowITSCH Differentialgleichung

dX; = (uX; — X)) dt + 0.X; o dW, (4.3)

mit &, = T, sowie die stochastiscHa6-Differentialgleichung
1
dXt = (,U/Xt + 50'2Xt - ")/XE) dt + O'Xt th y (44)

die sich formal durch deRVONG-ZAKAI -Zusatzterm unterscheidet. Die zugehorigex-
KER-PLANCK-KOLMOGOROW-Gleichung

Op(x,t) 0
ot ox

liefert fir den stationéren Faﬁ% = 0 sowie mit der Ausstrahlungsbedingung

o

/p(x) dr<oo A limp(x)=0 (4.6)

r—00
— 00

und mit der Normierungsbedingung
/p(a:) dr =1 4.7)
die Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichte

e

_ @7 (a 7o
p(x)—r(%)|m|(o )exp<—;$>,,u>0 (4.8)

und furp <0 )
p(x) = 6(x) mit { 5(5(2;0&5‘%;00 , (4.9)

wodurch der stochastische ProzgfRaus (4.4) vollstandig beschrieben ist.
Ausgehend von (4.4) erhalt man gemafd (3.13) die Berechnungsvorschrift fir die Monte-

Carlo-Simulation zu

1 f
Xpi1 =X, + (an + 502)(” - fyX;f) At+o0X,R,VAt, (4.10)
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wobei die Trajektorie fur festes, v und i in X flr eine gentigend grof3 zu wahlende An-
zahl an Rechenschritten erzeugt wird. Die Ergebnisse nach (4.8) und nach (4.10) sind in
Abbildung 4.2 graphisch dargestellt.
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Abbildung 4.2: Verteilungsdichten von (4.2) fiir= 1, o = 1: Analytische L6sung links und
Monte-Carlo-Simulation rechts.

Es ist aus Abbildung 4.2 ersichtlich, dal3 sich erst fur gro3efie Verteilungsdichtemaxima

in die beiden Zweige aufteilen, wéahrend fir< 1 noch ein scheinbar gemeinsames Gebiet
mit einem Maximum besteht. Die analytische Losung (4.8) zeigt, dal3 die Verteilungsdichte
fir x < 0 und furz > 0 durch die stochastische P-Separatrix 0 getrennt ist, da diese
durch eine verschwindende Verteilungsdichte gekennzeichnet ist. Fiirfeste$/2 liegen

die beiden Maxima der Verteilungsdichte an der Stelie +, /2%"2 und decktdecken sich

somit nicht mit den Attraktoren des entsprechenden deterministischen Systems, obwohl die
Rauschanregung mittelwertfrei ist. In Abbildung 4.3 ist die Verteilungsdichte fir drei ver-
schiedeng: aufgetragen. Werden die Punkte maximaler Verteilungsdichte wie in Abschnitt
2.3.2 vorgeschlagen als P-Attraktoren und die Punkte mit verschwindender Verteilungsdich-
te als P-Repelloren aufgefaldt, so erhalt man das Bifurkationsdiagramm in Abbildung 4.4,
welches gegeniber demjenigen aus Abbildung 4.1 verschoben ist.

Fur die Verteilungsfunktion ergibt sich fur jedgs> 0 beiz = 0 ein Sattelpunkt (nicht im
Sinne des Zusammentreffens eines Attraktors und eines RepelldR$.im > 3, sondern

im Sinne der Analysis) und die Verteilungsdichte verschwindet fir keine noch so kleine
Umgebung vorr = 0. Es verschwindet zwar die Verteilungsdichte ik 0, aber die Wahr-
scheinlichkeit bleibt fir jedes Intervall in der Umgebung positiv.

Hieraus ergibt sich das folgende Problem bei der Monte-Carlo-Simulation: Fir kleine posi-
tive u-Werte befindet sich im analogen deterministischen System der Attraktor in der Nahe
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Abbildung 4.3: Dichten fly = 0,4, i = 0,5 (punktiert), undu = 0, 9 (strichliert).

Abbildung 4.4: Stochastische P-Attraktoren (durchgezogen) und P-Repelloren (strichliert)
fir das System nach Gleichung (4.2) sowie die Fixpunkte der beiden stabilen Aste (punktiert)
des deterministischen Systems (4.1).
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der Separatrix. Hier entspricht die Trajektorie mit beliebigem Ausgangspunkt im Bassin ei-
nes Attraktors der zugehdrigen Transienten. Das heil3t, mit jedem Inkrement kommt die Tra-
jektorie dem Attraktor naher. Durch den zusatzlichen Rauschprozel3 im stochastischen Fall
kann jedoch die Trajektorie in Abh&ngigkeit von der Richtung des Zufallsinkrements auch
zeitweise gegen die Transiente wachsen. Je ndher man sich am Bifurkationspunkt befindet,
desto haufiger kann somit auch ein Phasenlibergang in das benachbarte Bassin stattfinden.
Je weiter die Attraktoren voneinander entfernt liegen, umso grof3ere Zufallsinkremente sind
notwendig, um die Separatrix zu Uberspringen. Die Zufallsinkremente wachsen mit der In-
tensitat des Rauschprozesses.

SchlieBlich ist bei endlicher Simulationsdauer zu beobachten, daf fir gréf3ere Bifurkations-
parameter nur noch ein Zweig der beiden P-Attraktoren mit positiver Verteilungsdichte ab-
gebildet wird. Dies liegt daran, dal3 zwar betragsméafRig grof3e, sogar unbeschréankte Zufall-
sinkremente im weil3en Rauschprozeld moglich sind, diese jedoch entsprech@ad der
Verteilung statistisch gesehen immer seltener vorkommen, je grof3er sie sind. Dieser aus der
endlichen Simulationsdauer der Monte-Carlo-Simulation entstehende Fehler kann hier besei-
tigt werden, indem mehrere Trajektorien mit abwechselnd in den beiden Bassins liegenden
Anfangspunkten erzeugt werden oder indem alternierend nach einer gewissen Simulations-
dauer ein Wert betragsgleich in das andere Bassin verlegt wird.

4.1.2 Additive Anregung

Wird das System (4.1) additiv durch weil3es Rauschen gestort, so ergibt sich die Systemglei-
chung zu
= (:u - ,)/xQ)x + 0£t7 Y > 07 (411)
deren zugehdorige stochastische Differentialgleichungen 8aeAToNowITSCHuUNd nach
I TS sich aufgrund des rein additiven Charakters der Rauschanregung formal gleichen

dX, = (uX, —yX?)dt + o o dW, (4.12)
dX, = (uX, —vX?)dt + o dW,. (4.13)
Die LOsung der stationaren FPK-Gleichung
0 1 02
I [(v2® — pa) p(x)] — 3922 [o®p(x)] =0 (4.14)
fuhrt auf die stationare Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichte
p(z) = poexp (%xz — %354) (4.15)

mit dem Normierungskoeffizienten

-1
G 1 1w
Py = [4 4_72[(% (4702) exp (4702>] >0V o, u, v, (4.16)

worin K,(-) die modifizierteBESSELsche Funktion zweiter Art der Ordnungist. Die
dreidimensionale graphische Darstellung der Verteilungsdichte (4.15) tUber der Systemva-
riablenz und dem Bifurkationsparametgrbereitet wegen der im Nenner stehendiss-
seLfunktion numerische Schwierigkeiten bei der Bildung des Normierungsfajgoisine
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zweidimensionale Darstellung der Verteilungsdichten fur jeweils festaufgrund anderer
Algorithmen in der verwendeten kommerziellen Software moglich, siehe hierzu Abbildung
4.5. Fur die Monte-Carlo-Simulation mit

X1 = X+ (uX — 7 XHAt + o R,V AL (4.17)

gilt das fur die multiplikative Anregung oben Beschriebene sinngemali.

0.5
p(x)
T
041 R
031 B
021 B
0.1 i

Abbildung 4.5: Verteilungsdichten fir=1,0 =5, u =0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 20.

Eine Diskussion der Verteilungsdichte (4.15) in Verbindung mit der Normierungskonstanten
(4.16) fuhrt auf folgende wichtige Ergebnisse:

1. Fur uo = 0 existiert inp(x) nur ein Extremum, und zwar in, = 0. Wegen

p:m:(x()a ,UO) = p:m::v(x()? ,U/O) =0
kann mit

1292971 (3)

Iim pegee(T, 1) = <0 fury>0,0>0
M P (2, 1) = v

gezeigt werden, dal} es sich dabei um ein absolutes Maximum der Verteilungsdichte

mit dem Wert (3)
V2y T (5
= &7 4.1
pmaX<x0) 7_‘_\/5 ( 8)

handelt.
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2. Fur alley, > 0 existieren zwei absolute Maxima an den Stellgp = ++/1:/~ und ein
relatives Minimum an der Stelle, = 0. Im Gegensatz zum multiplikativ angeregten
System (4.2) liegen die Extrema der Verteilungsdichte hier also an den gleichen Stellen
wie die Attraktoren und Repelloren beim ungestdrten deterministischen System (4.1).
Die Maxima besitzen den Wert

Dl T1,2) = 277 % (4.19)

und das Minimum besitzt den Wert
5~ €xp —%
Pmin(T0) = \/ % # . (4.20)

3. Bemerkenswert ist, dal3 hier das Minimum (4.20) fur keirerschwindet. Man kénnte
hier von einemlunnelsprechen, der es erméglicht, von einem Bassin in das andere zu
gelangen.

4.2 Gefilterte Rauschanregung

Unter Verwendung der Filtergleichung (2.163) und bei multiplikativem Einfluf3 des farbigen
Rauschens auf den linearen Anteil in (4.1) ergibt sich das untersuchte System zu

b= ((ut02) -1t (4.21)
. = —wgz+0& . (4.22)

Hierflr ist keine analytische Losung angebbar, so daf3 die Losung approximiert werden muf3.

4.2.1 Vierparametrige Approximation

In diesem Abschnitt wird das letzte in Kapitel 3 kurz angesprochene Verfahren an einem Bei-
spiel erlautert. Die Form der Ansatzfunktion baut auf der Lésung (4.8) fur das multiplikativ
weil3 angeregte System (4.2) auf und wurde mit der Filtervariabeweitert.

Fur~ = 1 lautet das untersuchte System stochastischer Differentialgleichungen

dX, = — (X7 —(p+2Zy)) Xedt (4.23)
dZt = _ngt dt + 0o th . (424)

Unter der Annahme, dal® die Prozesse stationar sind, gilt fir alle einfachen, héheren und
gemischten Momente Stationaritat. Fir deren Ableitung nach der Zeit gilt daher

E[]=0. (4.25)
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Die Momente ergeben sich Uber das allgemeine gemischte Differentidl fiic) aus der
TAYLOR-Formel
10%f 0% f

f f)f of
t9: %" oo M +§m<d o+ 55 (d)? . (4.26)

und mit der Eigenschaftdi?;)?> = dt aus (2.84) ergibt sich unter Vernachlassigung aller
Potenzen grol3er als eins von d

olf_a

d(X7Z}) = —pX!'Z7 (X} — (u+ Zy)] dt + qXPZ] 7 (—wyZydt + odV,)
1 _ _
+p(p = Dalg = DX 27 o ot (4.27)

so dald fur das Gleichungssystem (4.23) und (4.24) aus (4.25)

2
—pE [XI"?Z{] + (pu — qwy)E [XP Z{) + pE [XP Z{H] + Sala—1DE [(XPZi7% =0

(4.28)
folgt. Mit dem Ansatz
p(z,z) = Clz|*exp (—ﬁxz —ez? — 5|a:|z) ,a,3,0,e>0 (4.29)
ergeben sich die Randverteilungsdichten
m o s 0%
p(z) = y/ZClz["exp | =" + |z| (4.30)
€ 4e
p(z) = CB 5 2exp(—2")- (4.31)

a 1 a 11 6222 0z «Q Qo 3 5222
Ir(G2)mGraer) At G m (5135

mit der hypergeometrischen Funktion [56]

0o J . I'(n;+k) Zk
1 I'(n;
B (s [y di2) = S [ﬁk,] . (4.32)
k=0 Hz 1 T(d;)
Aus der Normierungsbedingung ergibt sich
o £+l
€72 <ﬂ5—§>2 ’
C= - (4.33)
Val (5+3)
und die allgemeinen Momente bis zur Ordnung drei lauten
Cﬁr m+l4a
E[z™] = ) (4.34)
veay *
C(Sﬁf‘ m+2+a
Elz™z] = — - ,,(Mfa ) (4.35)
2eza; *?
052ﬁr m+3+a C\/_F m+14a
E[meQ] = - m(+3+3 ) 3 gn+1+a ) (4.36)
deza, * 2e2ay *
C&\/m T (ntite 3C0/n I (mtlte
E[meS] = - \/? m(+4+3 ) - \/Z_T m(+1+3 ) (437)
8eza, * de2q; ?
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mit
2 52

Einsetzen von (4.34) bis (4.37) in (4.28) fur vier verschiedene Kombinationep vod ¢
ergibt die Parameter, (3, § unde, die mit dem Ansatz (4.29) zur gesuchten Approximation
fuhren.

4.2.2 Zweiparametrige Approximation um linearisierte Ruhelagen

Das nichtlineare dynamische System

i = ((p+oz2))—y2?)r (4.39)
S = —weZ +we: . (4.40)

wird flr o = 0 um die Ruhelage
To =/ 1/ (4.41)

linear approximiert, wobei aus Symmetriegriinden lediglich eine Untersuchung und Betrach-
tung des positiven Astes erfolgt. Dazu wird mit Hilfe der Koordinatentransformation

T=y+ /v (4.42)

das neue System
dy = o\/gzdt— (21 + 3y y +vy* — oz)ydt (4.43)
dz = —wyzdt +w,diW; (4.44)

zunachst mittelwertfrei gemacht, um danach den statistischen Linearisierungsparameter
einzufuhren

dy — a\/Ezdt—Q,uydt (4.45)
7
dz = —wyzdt+w,dW;. (4.46)

Wegen (4.42) und (2.164) mussen die linearen beziehungsweise ersten einfachen Momente
verschwinden und es gilt

0 = 6\/EE[2] —2u Ely] (4.47)
Y
0 = —w,El7], (4.48)
woraus sofort

E[z]=FE[y| =0 (4.49)

folgt. Die Momente zweiter Ordnung
dz? = 2zdz+ wg dt (4.50)
dlyz) = ydz+zdy (4.51)

dy> = 2ydy (4.52)
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fuhren auf
1
E[Z?] = 5% (4.53)
Wqe0 il
Elyz] = 4\/j (4.54)
e 2(wg +2p) \ v
ow
Ely] = ——2 . (4.55)
v 4y (wg +2p)
Mit dem Normalverteilungsansatz inund z
(y,2) = ¢ ex —L(a > — 20,2 + 0,,2°%) (4.56)
Py, - QW\/Z p 2A 22Y yzy vy )

- =2

. W0 m W0
mit A=g,0..—0% o, =—09 | — %9 (457
w0z T Oyzr Oy 2(wg+2u)\/;’ T A (w, + 2p1) (4-57)

wird die Mittelwertverschiebung i durch den zu bestimmenden Parametaealisiert.
Der zweiparametrige Ansatz erhalt damit die Form

C 1 9 9
= « ——— (0.2 — 20, 4.58
p(z, z) 27T\/Zx exp [ ZA(U x OysTZ + Oyy2 )} (4.58)
mit der Randverteilungsdichte fur das linearisierte Problem
Vi C x?
p(x) = dz = « — : 4.59
o= [ ol b= o e () (4.59

— 00

Aus dem logarithmischen Differentia)/ = dz = dIn z ergibt sich mit Hilfe der Erwartungs-
werte

Bl = 2\/%_% (20,,)°3' T (C“ u 1) (4.60)
El2? = 2\/%_% (20,,)°F T (O‘ ;r 3) (4.61)
und mit der Bestimmungsgleichung fur Stationaritat
VE[2*] = pEa’] (4.62)
der Parameter fur die Mittelwertverschiebung zu
a=-"t__1 (4.63)

VOyy
Der mit der statistischen Linearisierung (4.45) eingefihrte Parametsrd durch Anpas-
sung der Randverteilungsdichiér) (4.59) an die bekannte Randverteilungsdichte (4.8) fur
das durch weil3es Rauschen angeregte System (4.2) bestimmt, wobei die Normierungskon-
stanten dabei keine Rolle spielen:

lim p(z) = lim [x(wuyy_l) exp (—2962 )} L (%) exp (—%:ﬁ) (4.64)

Wwg—00 Wg—00 Oyy

= & = 2°. (4.65)
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Eine Diskussion der Randverteilungsdichte) ergibt im Unterschied zu (4.41) das Maxi-

mum der Dichte an der Stelle
Cpamas = \/5 — oy, (4.66)

weshalb der Normalverteilungsansatz (4.58) um den Mittelwerin = wie folgt erweitert
wird:

(2.2) = —C 4o [ L
x,2) = ¥ exp | —=—
P 2wV A P 2A

0..0° —20,.0(2 —m,) +0,,(z —m.)*)| . (4.67)

Die Mittelwertfreiheit des Filterprozesses (4.40) ist durch (2.164) gegeben, so dal3 die Be-
dingungE|z] = 0 auf
V20, T (%52)

Vo T ()

fuhrt. Mit der Angabe der Normierungskonstanten

2 om0,
C= v (4.69)

(20,)"F T (*4)

(4.68)

m, =

sind somit alle Koeffizienten des Naherungsansatzes (4.67) bestimmt. Die beschriebene ge-
stufte Vorgehensweise ist gerechtfertigt, da der Ansatz (4.67) im Gegensatz zu den zunachst
gewahlten Schritten zu gréReren Schwierigkeiten fuhrt, wenn er gleich zu Beginn der Unter-
suchung verwendet wird.

In Abbildung 4.6 und 4.7 sind fur zwei Parametersatze die Hohenliniendiagramme der Ver-
teilungsdichte dargestellt. Links ist jeweils die analytische Naherung nach (4.67) und rechts
das Ergebnis der Monte-Carlo-Simulation dargestellt. Fir die Monte-Carlo-Simulation wur-
den die Gleichungen (4.39) und (4.40) wie folgt diskretisiert:

Tpy1 = T+ ((p+02,)) —ya2)z At (4.70)
gl = Zp — WeZn At +wy R, VAL, (4.71)

Wahrend in Abbildung 4.6 miy = 1 die Bifurkation noch nicht stattgefunden hat, sind in
Abbildung 4.7 mity = 2 die Gebiete schon sichtbar durch die bet 0 liegende P-Separatrix
getrennt.

Grundsatzliche Effekte sind in der analytischen Naherung erkennbar, wenn die Monte-Carlo-
Simulation als Referenz herangezogen wird, wobei selbige ebenfalls ein Naherungsverfahren
darstellt. Insbesondere sind fur grof3e Filtereckfrequenzegute Ergebnisse mit (4.67) zu
erzielen, da fur diesen Fall die Parameter an die exakte Losung angepal3t wurden.
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Abbildung 4.6: Hohenliniendiagramm fir= 1, o0 = 2, p = 1, w, = 5. Links analytische
Néaherung nach (4.67), rechts Monte-Carlo-Simulation
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Abbildung 4.7: Hohenliniendiagramm figr= 2, 0 = 1, u = 2, w, = 5. Links analytische
Néaherung nach (4.67), rechts Monte-Carlo-Simulation



60 KAPITEL 5. OSZILLATOR UNTER MULTIPLIKATIVER ANREGUNG

Kapitel 5

Oszillator unter multiplikativer
Anregung

Im folgenden Abschnitt wird das Verhalten eines weil3 parametererregten Oszillators mit
VAN DER PoL’schem undRAYLEIGH 'schem Dampfungsterm untersucht. Das System wird
durch die gewdhnliche Differentialgleichung

1
&+ 2Dw, (2% + Ea‘ﬁ — )3 4+ wi(wy + wro&)T =0 (5.1)
1

beschrieben, worig, wieder dasGAusSsche weiRe Rauschen symbolisiert. Aquivalent da-
zu ist die Schreibweise als Differentialgleichungssystem erster Ordnung

jl'l = W19 (52)
oy = —2Dwi(2} + 5 — %)z — (w1 + Vwi10&)2 (5-3)

mit z = x; undx = wy . Das zugehdorige stochastische Differentialgleichungssystem nach
ITO ergibt sich zu

dXLt = W1X27tdt (54)
dX,, = —2Dw1(X127t+X227t—72)X2,tdt—w1X17tdt—a\/_leLtth. (5.5)

Eine Transformation auf Polarkoordinaten geman [36] fuhrt mit

Xl,t = At COS \Ijt ) X2,t = At sin \Ilt (56)

Xoy Xy
A=/ X3P, + X3, \I’t—arctanX , X1 > 0; \I/t—arctanX—+7r X1:<0 (5.7)
Lt

1t
unter Berucksichtigung von (2.84) auf die Differentiale

dA, 0A 4o 1%,
A = X X
= ox, et ax,, e T aaxg,

oV, oV, 1 92U
dv, — dX,, + ——dX
t Xy, + Xy, t3 0X3,

wio” X7, dt (5.8)

w102X12t dt. (5.9)
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Daraus ergibt sich das transformierte stochastische DGL-System

1
d4, = A (—2Dw1 sin® W, (A? — 4 dt — oy/wy sin U, cos U, dW,; + §w102 cos* U, dt)

(5.10)
dU = —w;dt —2Dw; (A7 —~?)sin U, cos Uy dt — o /w; sin ¥, cos® U, dt. (5.11)

Eine lineare Stabilitatsanalyse fuhrt fir das unverrauschte System in der Amplitude auf die

Fixpunktea, = 0, a1 /2 = £4/~2, wobei flry # 0 a, instabil ist unda, /, stabil sind. Iny =0
findet die Bifurkation statt.

5.1 Vierparametrige Approximation

Im Naherungsansatz
p(a,v) = Ca'™™(1 + ccos(21)) + ssin(2¢)) exp(—Ba?) (5.12)

ist die Amplitudea vom Winkel« entkoppelt. Die darin enthaltenen vier Parameter werden
Uber Momentengleichungen der stochastischen Differentiale

1 1
d(lnA,) = (—2Dw;(A? —~?)sin® ¥, + §w102 cos? U, — §w102 sin® ¥, cos® ¥, ) dt

—0+/ws sin W, cos ¥, dV; (5.13)
d(sin(2¥,)) = —2w; (1+2D(A7 —~%)sin ¥, cos ¥, + o sin ¥, cos® U) cos(2V,) dt

—2wi0%sin(2W,) cos* W, dt — 20 \/wy cos® W, cos(2, ) AWV, (5.14)
d(cos(2¥;)) = 2w; (1+2D(A7 —~*)sin ¥, cos U, + 0 sin ¥, cos® U) sin(20,) dt

—2w;10% cos(2W;) cos® U, dt + 207 /w; cos® U, sin(2W,) AW, (5.15)

und (5.10) angeglichen, wobei wieder die Stationaritat der Momﬁé(}t)e: 0 genutzt wird.
Es folgt damit

1
0 = 2D E[A(A? —4*)sin*¥,] — 502 E[A;cos* U] (5.16)

1 1
0 = 2D E[(A? —~%)sin® ¥, — 502 Elcos* ¥, + 502 E[sin® ¥, cos? ¥,]  (5.17)
0 = 2D E[(A? —~%)sin ¥, cos ¥, cos(2¥,)] + o2 E[sin ¥, cos® ¥, cos(2V,)]

+Elcos(2¥,)] + 0? E[cos* W, sin(2V,)] (5.18)
0 = 2D E[(A? —~?)sin U, cos ¥, sin(2¥,)] + o E[sin ¥, cos® ¥, sin(2V, )]
+E[sin(2V,)] — 0 E[cos® ¥, cos(2¥,)] (5.19)

und Uber die Normierungsbedingung ergibt sich

2 3(%%)
wT(5%)

C= (5.20)
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Zur Auswertung der Momentengleichungen (5.16) bis (5.19) werden Uber die Randvertei-

lungsdichten

p) = ~(1+ ccos(20) + ssin(20)

2 3(%5%)

pla) = Ti“)

a1+ exp(—fa?)

zun&chst die bendtigten Momente ermittelt:

Elcos U]
E[sin® ¥,

E[sin* ¥, cos® U]
Elsin ¥, cos ¥; cos(2¥;)]
Elcos® W, cos(20,)]

E[sin¥, cos® ¥, cos(20,)]
Elcos® U, sin(2,)]

Elsin U, cos ¥, sin(2V,)]
E[cos® U, sin(2,)]
Elcos(29,)]

Elsin(2¥,)]

Elsin U, cos® U, sin(20,)]

E[cos(2V,) cos* U]

E[A]]

Die Funktionalgleichung

(34 2¢)

—
N}
I
®)
~—

= O o] =] =00 =

V2)

DO =D = s = =
o

V)

[
w B8l
—~
o
_I_
ﬂ
)

() (2t
) T(32)

D(x+1) =a2l(2)

ermdglicht die Beziehung

E[A™]

2+ k+ o

B[A]

Aus (5.16) bis (5.19) folgt

0 =

2—c(3+a

4 283

5n 7

20

2\ o%(3 + 2¢)
32D

(5.21)

(5.22)

(5.23)
(5.24)

(5.25)
(5.26)

(5.27)
(5.28)
(5.29)
(5.30)
(5.31)
(5.32)
(5.33)
(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
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2—c(2+a ,\ o*(l+c¢)
= ) 4
0 4 ( 25 ) 16D (5:40)
0 = L3 (5.41)
= 20 160’ S .
1 1 24+a o?(2 + 3c)
= —s+-D —) et 5.42
0= 35ty < 23 7) 6 (542)
und daraus ergeben sich die vier Parameter zu
16 D~?
a = (202 —8DY)d + 6027 (5.43)
3 = 2-40@ (5.44)
g
c = o2 (5.45)
s = —§<I) (5.46)
3
mit der Abklrzung
4464 — § T+4
o 30" +6 V6308 + 76804 + 4096 (5.47)

0%(90* + 64)
Bei der Rucktransformation ist wieder Gleichung (2.28) zu bertcksichtigen, und es gilt

p(w1,22) = —ép(d}(m, T3),a(r1,22)) (5.48)

so daf} sich die gesuchte Naherung mit den oben eingefihrten Abklrzungen ergibt:

L5

2 .2
p(z1,15) = O(a? +x§)% exp(—B(x? 4 23)) (1 +c (I; 2) + s ( 2x1x22)) . (5.49)
i+

3
2 T]+ T3

In Abbildung 5.1 ist eine Monte-Carlo-Simulation der Naherung (5.49) gegenubergestellt,
Abbildung 5.2 gibt dasselbe Ergebnis als Hohenlinienschaubild wiedet. Fiirergibt sich
das Hohenliniendiagramm aus der Approximation (5.49) nach Abbildung 5. FddielER-
Glieder verhindern hier die Bildung von nur einer Verteilungsdichtespitze, da der gewéhlte
Ansatz das oszillatorische Verhalten voraussetzte.

5.2 Reihenentwicklung

Um das in Abschnitt 3.2 beschriebene Verfahren zur Berechnung schwacher Naherungslo-
sungen der FPK-Gleichung anwenden zu kdnnen, soll hier am Beispiel des Oszillators (5.1)
eine mogliche Gewichtsfunktion fir Gleichung (3.20) hergeleitet werden. An die Gewichts-
funktion werden folgende Forderungen gestellt:

1. Sie soll der gesuchten Losung (hier: Verteilungsdichte) méglichst nahe kommen.

2. Sie sollte so einfach sein, dafl3 Gewichtsfunktiofegefunden werden kénnen, die die
Orthogonalitatsbedingung (3.19) erfullen.
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Monte-Carlo-Simulation

Naherung
Abbildung 5.1: Verteilungsdichte fur Oszillator mit=1,v =1, D =0, 1.

sich verallgemeinerte AGUERREPolynome

Der N&herungsansatz (5.12) ist in der Amplitude vom Fyp*". In [85] wird gezeigt, daR
2w = { [

> |0 (y)et T s }

“ ol

k=0

1=k+1

8D
Ut:—2

mit J] (a+i)=1a>-1
i=n+1
bei Gewichtsfunktionen vom Typ*e~* bewdahrt haben. Es wird daher die Transformation
o

U, — oU,

oU, 1 0%U,
dXx —dX
X, 1t + 09X, 2t T

20X3,

(5.50)
X127t + X227t; U, = arctan —XQ’t, X4 > 0; ¥, = arctan ot T, X1, <0
1,t
eingefuhrt, die mit dem Differential

1t

(5.51)
wlO'QXlQ’t dt

(5.52)
(4D~*w; sin® ¥, — —w,0” sin® W, U, + wi0? cos* ¥, )U, dt
—20/wy sin ¥, cos ¥, U, dWV;
zur stationaren FPK-Gleichung in Amplitudenrichtung fuhrt:
0
du {<

(5.53)
4D~y2wy sin? Yu — §w1 o?sin® Yu® + wio? cos? Yu

)]
10
Eine stochastische Mittelwertbildung mit

= 55,3 [dwr0® sin® g cos Yulp(u)]

(5.54)

2

2 2
1 1 1 1 1 1

%/Sln2¢d@/}:§ 2— COS2¢d¢:§; %/Sin%ﬁcos%/)dip:g
0 0

0

(5.55)
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Abbildung 5.2: Verteilungsdichte fur Oszillator mit= 1, D = 0,1 und~y = 1. H6henlinien
fur die Monte-Carlo-Simulation links und fur die vierparametrige Approximation rechts.

@

Abbildung 5.3: Hohenlinien der Verteilungsdichte von (5.49)d¢ 1, D = 0,1 und~ = 0.
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sowie die Ausstrahlungs- und die Normierungsbedingung fihren auf die Gewichtsfunktion

8D~2
u\

po(u) = —————exp(—u) (5.56)
r (823 + 1)
beziehungsweise
B u® L 8 D>
po(u) = mexp(—u), mit o = 3 (5.57)
vom gewinschen Typ“e*. Mit (5.50) sind diee,,;, in (3.18) zu
1 LM\ T .
Cnk = a(—l) (k‘) H (a+1) (5.58)
i=k+1
gegeben, und zusammen mit den angenéaherten Momenten (3.24)
L
_ at+ky—u —
my = ot D) / u*e " du = (a+ 1) (5.59)

0

lassen sich die Wichtungskoeffizientéh in (3.21) bestimmen. In (5.59) bezeichnet das
POCHHAMMER-Symbol(«a + 1), die Relation

(a+ D= % B { a(a+1)...1(a+k— 1) IE; 222,2,3,... (5.60)
Die zugeh6rigd=OKKER-PLANCK -KOLMOGOROW-Gleichung lautet
A1pyy + Aopyu + AsPuu + Bipy + bap, +Cp =0 (5.61)
mit den Abkirzungen
A = —%w102 cos? (5.62)
Ay = —2wio’usine cos® (5.63)
A; = —2wio’u?sin®1) cos? (5.64)
By = —wy—2Dwi? (g _ 1) sin 4 cos ) + w02 sin 1 cos® ¥ (5.65)
By, = —4Dw? (% _ 1) wsin2 4 + wyuo? cos? (5.66)
—2wy0usin? 1 cos? 1 — 2wy o?ucost
C = —2Dwv* (g — 1) — wio?sin® ¢ cos® P
—%wlaQU sin® ¢ 4+ w102 cos® Y — wio? cos? . (5.67)

Nach Entwicklung des Winkelg in eineFOURIER-Reihe wird der Ansatz

p(¢,u) = Fy Z Z(an cos(2n1)) 4 Spx sin(2n1))) (C’kuae_ufk(a) (u)) (5.68)

k=0 n=0
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Abbildung 5.4: Verteilungsdichte fur Oszillator mit= 1, v = 1, D = 0, 1. HOhenlinien fur
die Monte-Carlo-Simulation links und fir die Reihenentwicklung rechts.

in (5.61) eingesetzt und durch einen Koeffizientenvergleich werden diends,,,. bestimmt.

Bei der Rucktransformation ist wieder (3.17) zu beachten. Beispielhatft ist ein Ergebnis fir
eine Entwicklung lediglich bis zum zweiten Glied in Abbildung 5.4 dargestellt, um die Ver-
besserung in der Form gegenuber der vierparametrigen Approximation aufzuzeigen. In [94]
ist eine Herleitung angepaldter Polynome fur die Amplitudenrichtung angegeben, so daf3 die
Koordinatentransformation nicht an die in [85] gegebenen Polynome angepaldt zu werden
braucht.
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Kapitel 6

Querdynamik eines Kraftfahrzeuges

Auf dem Gebiet der Dynamik der Kraftfahrzeuge sind in der Berechnung des Systemverhal-
tens sowohl in der Theorie als auch in der Praxis grof3e Fortschritte erzielt worden. Insbe-
sondere die Vertikaldynamik wurde und wird intensiv erforscht. Aktive Elemente in den
Fahrwerkskonstruktionen erfordern Regelungen, die auf immer genaueren mechanischen
Modellen und deren mathematischen Umsetzungen basieren. Im Hinblick auf intelligente
Fahrerassistenzsysteme gewinnt auch die Untersuchung des Querdynamikverhaltens seit ge-
raumer Zeit an Wichtigkeit [62]. Stochastische Methoden bei der Untersuchung des dyna-
mischen Verhaltens der Kraftfahrzeuge werden jedoch weitaus seltener angewendet als die
Methoden fur deterministische Systeme, wobei sich dann die meisten Untersuchungen auf
die Vertikaldynamik konzentrieren, wie [3], [61], [80], [93], und [99].

6.1 Einspurmodell

Zur Untersuchung der grundsatzlichen Effekte wird das sogenannte Einspurmodell nach
RIEKERT undSCHUNCK [79] auch heute noch verwendet [55]. Das lineare Einspurmodell in
Abbildung 6.1 liegt auch den in diesem Kapitel betrachteten Untersuchungen zugrunde. Zwei
grolR3e Aspekte der Querdynamik sind der Lenkwinkeleinflufd und das Seitenwindverhalten,
wo auch neuere Untersuchungen ihr Augenmerk kaum auf stochastische Einfliisse richten
[95], [103]. In diesem Kapitel wird das Verhalten eines Kraftfahrzeuges unter stochastisch
modelliertem Seitenwind dargestellt, wobei noch weitere Untersuchungen zu stochastischen
Einflissen auf das Lenkverhalten bei Geradeaus- und Kreisfahrt in [11] behandelt werden.

Bei Personenkraftwagen weist die Statistik sehr wenige Unfélle aus, die durch Seitenwind
verursacht wurden, insofern ist das Seitenwindverhalten eher ein Komfort- und Handha-
bungsmerkmal fur Kraftfahrzeuge. In einem makroskopischen Ansatz wird die Seitenwind-
geschwindigkeitv, als Superposition eines konstanten Anteils und eines stochastischen
Anteils w,, angenommen. Der stochastische Anteil wird vereinfachend durch weil3es Rau-
schené; mit der Intensitdtr ausgedrickt. Dies ist fur Winduntersuchungen eine gangige
Beschreibung [4], [90]. Anders ausgedruckt ist die Seitenwindgeschwindigkeits nor-
malverteilter Prozel3 mit Mittelweit,, und Standardabweichumgmodelliert

Wy = Wyo + & . (6.1)
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Betrachtet wird ein Fahrzeug bei Geradeausfahrt unter der Einwirkung von Seitenwind (6.1).
Die Luftkraft
Fp, = cyAgvz (6.2)

greift am Fahrzeug im Druckmittelpunk? P an und kann fir kleine Anstromwinke}, bis
20F zu
Fp, = kit (6.3)

berechnet werden. Hierin ig} der dimensionslose Widerstandsbeiwertlie Anstromfla-
che,p die Luftdichte,v, die resultierende Anstrdmgeschwindigkeit ugdler Seitenluftbei-
wert

ky = cynAS (6.4)

fur den im Anstromwinkel linearisierten Widerstandsbeiwert. Eine ausfiihrliche Herleitung
der Aerodynamik der Kraftfahrzeuge ist in [62] zu finden. Dort wird gezeigt, daf3 fur kleine
Anstromwinkelr; sowiey < 1, § < 1 und=* < 0, 36 die Beziehung

V27, = 0B — vw, (6.5)

in guter Naherung fir Geradeausfahrt angenommen werden kann. Fir kleine Winkel
ayp, £ und kleine Winkelgeschwindigkeitem § und unter Bertcksichtigung der Seitenwind-
kraft F;, ergeben sich die Bewegungsgleichungen zu

muf + (mv? + caply — cahlh)% + (Cav + Can) B = Cand + kyvwy, (6.6)

JU + (canl® + cahzz)% + (Cavls = Canln)B = Canlyd + espkyvw, . (6.7)

Die hierin enthaltenen,, undc,, sind sogenannte Schraglaufsteifigkeiten vorne und hin-
ten, die den linearen Zusammenhang zwischen QuerkraftschlufZkraft und Querschlupf Gber
den Schraglaufwinkel angeben. Die Grif3e bezeichnet den Abstand zwischen Schwer-
punkt .S und DruckmittelpunktD P, wobeiegsp positiv ist, wenn der Druckmittelpunkt in
Fahrtrichtung vor dem Schwerpunkt liegt.

Die Zustandsform der Gleichungen (6.6) und (6.7)

0 0 1 0 0 0 0
?# = 0 922 A923 ’QD + bQ ) + 1 kvay (68)
ﬁ 0 azs Aass 6 b3 €sp
fuhrt Uber die charakteristische Gleichung
det(AE —A) = A[A2 4+ 2D\ + 2] =0 (6.9)
mit
Oc’Ul2 « 12 v «
20Dy = —(ags+ az) = T\Carlo F Carli) + I (Cav + Can) (6.10)
Jmu
ConCanl?® + MU (Conly — Conly
wg = (a22a33 — a23a32) = h ( hh ) (611)

Jmu?
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S Fahrzeugschwerpunkt
m  Fahrzeugmasse
J Trigheitsmoment um Hochachse bzgl. S

ly Abstand Schwerpunkt-Vorderachse
I, Abstand Schwerpunkt-Hinterachse
l Radstand, [ =1, + I,

v Geschwindigkeit von S
v,  Geschwindigkeit am Vorderrad
vy, Geschwindigkeit am Hinterrad

P Gierwinkel Ko  Fahrbahnfestes Koordinatensystem

I} Schwimmwinkel K Fahrzeugfestes Koordinatensystem

) Lenkwinkel des Vorderrades

a,  Schriglaufwinkel des Vorderrades K Kriimmungsmittelpunkt der Bahn von S
ap  Schriglaufwinkel des Hinterrades ok  Kriimmungsradius der Bahn von S

Fy,  Seitenfiihrungskraft des Vorderrades M  Momentanpol des Fahrzeugaufbaus
Fy,  Seitenfithrungskraft des Hinterrades  ops  Abstand zwischen M und S

Abbildung 6.1: Allgemeiner Bewegungszustand des linearen Einspurmodells
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N\

~ N\

Abbildung 6.2: Sky-Hook-Modell als einfachstes Fahrermodell

zu einem Eigenwerk; gleich Null. Damit fir ein lineares System schwache Stabilitat gege-
ben ist, missen die verbliebenen Eigenwerte negative Realteile aufweisen. Dies ist der Fall,
wenn die charakteristischen Koeffizienten HisrwiTz-Bedingungen

—(asz + as) >0 (6.12)
(CLQQ(I33 — CL236L32) >0 (613)

erfillen. Die Bedingung (6.12) wird fur reale Fahrzeugparameter stets eingehalten. Die Be-
dingung (6.13) wird jedoch fur mogliche Fahrzeugparameter mit

Canln > Cavlv (614)

ab der kritischen Fahrgeschwindigkeit

2
Vkrit = J CoCon! (6.15)
m(

Cahlh - Cavlv)

verletzt. Fahrzeuge, fur deren Parameter (6.14) gilt, nennt man tUbersteuernd, da sie bei sta-
tionarer Kreisfahrt einen geringeren Lenkwinkeleinschlag bendétigen als in der rein kinema-
tischen Betrachtung dé&\CKERMANN-Geometrie.

Da die Bewegungsgleichungen aus nichtlinearen Zusammenhangen linearisiert wurden, ist
das Fahrzeug ohne Fahrereinwirkung instabil. Schon kleinste Einflisse lassen das Fahrzeug
vom Kurs abdriften. Daher sind die Untersuchungen nur sinnvoll, wenn das System als ge-
schlossener Regelkreis betrachtet wird. Im einfachsten Fall kann die Fahrerreaktion durch
eine im Soll-Kurs mitbewegte Feder nach dem Sky-Hook-Prinzip realisiert werden [82].

Fur die weiteren Untersuchungen wurde das in [62] ausfihrlich beschriebene Modell eines
idealen Fahrers verwendet und mit den Einflu stochastischen Seitenwindes erweitert. Es
beruht darauf, daR? ein virtueller, mit dem Fahrzeug fest verbundener, Puider um die
sogenannte Vorausschauléargeror der Vorderachse liegt, entlang des gewtinschten Kurses
folgen soll. Fur Geradeausfahrt verschwindet die Krimmung der BahnkurvePvdie
Bewegungsgleichungen (6.6) und (6.7) kénnen deshalb nach einigen Rechnungen zu einer
Bewegungsgleichung

U+ 2Dwiy) + whip = obw, (6.16)
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mit
2 Cahl
- 6.17
U T rmi(, +lp) (6.17)
p = Lk, (6.18)
2v
k,v(esp —1,)
. 6.19
T+ mly(l, +1p) (6.19)

zusammengefallt werden. Zur Bestimmung der Vorausschaulamngel angenommen, daf3
der Fahrer im Schwerpunlét des Fahrzeuges sitzt, so daf3 die zur Verfiigung stehende Vor-
ausschauzeit oder Antizipationszeit durch

Ly +1p
N v
definiert ist. Theoretische Untersuchungen [62] liefern fur die Antizipationszeit

_ 2Dy

Ts (6.20)

Ty , (6.21)
)
was durch Experimente verifiziert wurde. Daraus ergibt sich die Vorausschaulange
2D
lp=v="2L g, (6.22)
Wo

als Fahrzeugkonstante. Fur positiyeerfillen die zu (6.16) gehdrenden charakteristischen
Koeffizienten dieHURWITZ-Bedingungen.

6.2 Monte-Carlo-Simulation

Nach dem in Abschnitt 2.2.10 beschriebenen Verfahren erhalt man aus (6.16) das stochasti-
schel TO-Differentialgleichungssystem
d\Ith - \112713 dt (623)
d\IJQ’t = —wf\lfl,t dt — 2Dw1\112,t dt + b’LUyQ dt + bo th . (624)
Dieses wird nach dem in Kapitel 3 beschriebefi@n ER-MARUYAMA -Verfahren fur die
Monte-Carlo-Simulation wie folgt diskretisiert:
Uippr = Vi + Wy, At (6.25)
\Ifgm_,_l = \Ijgvn — wf\IILn At — 2Dw1\112,n At + bwyo At + bO'Rn V At. (626)
Die Verteilungsdichtem (v, 1) der Schwerpunkte zweier Fahrzeuge mit den gemeinsamen
Parametern
v=35% m=2867,7Tkg, J=1146,0kgn?, I,=1,1m, lp=1,3m,
0=0,3 o =47000,0 8 ¢, =60000,0 X Kk, =256 w,,=10"7,

rad’ rad’ m?

(6.27)

sind in den Abbildungen 6.3 und 6.4 als Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulationen darge-
stellt. Beide Fahrzeuge unterscheiden sich lediglich in der Lage des Druckmittelpunktes in
Bezug auf den Fahrzeugschwerpunkt, wasdagit > 0 (Druckmittelpunkt vor dem Schwer-
punkt) oderesp < 0 (Druckmittelpunkt hinter dem Schwerpunkt) ausgedrickt wird. In [11]
sind weitere Untersuchungen zum Lenkkomfort und zu den auftretenden Querbeschleuni-
gungen im Fahrzeugschwerpunkt mittels Monte-Carlo-Simulation durchgefiihrt worden.



6.2. MONTE-CARLO-SIMULATION 73

x 10

7
7

7

1) I/I
7l
}/’////””;lllll {

ol

XS
XL
) S NIR

o 00 0N X et

W, [rad/s] v, [rad]

Abbildung 6.3: Verteilungsdichte(v,v,) fur ein Fahrzeug miesp < 0 durch Monte-
Carlo-Simulation
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Abbildung 6.4: Verteilungsdichte(v,,v,) fur ein Fahrzeug mitsp > 0 durch Monte-
Carlo-Simulation
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6.3 LOsung der Fokker-Planck-Kolmogorow-Gleichung

Die zum stochastischdir0-Differentialgleichungssystem (6.23) und (6.24) gehofge-
KER-PLANCK-KOLMOGOROW-Gleichung lautet flr den stationaren Fall

a2p(,¢)17 ¢2)
03

1
—o2h?

[(wivr +2Dwiths — bwyo) p(vor, v2)] — 5 —0.

¢ %D
(6.28)

Ein schwach stationarer Prozel3 ist orthogonal zu seiner Zeitableitung [53], das heil3t es gilt

[10a p(31, )] —

E[\Ijlﬂgqjg’t] - 0, (629)

und somit sindl; , und ¥, , unkorreliert. UnkorreliertésAusssche Prozesse sind aber auch
unabhéngig. Da bei linearen Systemen @ewsssche Charakter des Eingangssignals fur

das Ausgangssignal erhalten bleibt, ist die gemeinsame Verteilungsdichte aus den Randver-
teilungsdichten einfach angebbar:

p(h1,v2) = p(1) p(¢2) . (6.30)
Gleichung (6.28) wird damit zu

[th2 pa(tb2)] Py (¢h1) (6.31)
- [%UszPIQI(%) + (With + 2Dwithy — bwyo) P (1) + 2Dw1p2(1/12)] pi(¥1) =0,

und mit der Normierungsbedingung

o0

/pl(@/h) dyy =1, (6.32)

—00

der Symmetriebedingung

/ P () i = 0, (6.33)
sowie mit dem Mittelwert
bwyo

/¢1p1 Y1) dyy = (6.34)

1

erhalt man nach uneigentlicher Integration von (6.31) die gewohnliche Differentialgleichung
in D2
‘0252 P (1h2) + 2Dwythaph (12) + 2Dwipa(1he) = 0. (6.35)

Mit einem mittelwertfreien Normalverteilungsansatz und nach Normierung lautet die Losung
fur die Randverteilungsdichte vapy,

2Dw 2Dw
pa(thy) = ‘/F%; exp (—02—b;¢§) . (6.36)

Wird (6.31) zunéachst durch Einsetzen von (6.35) vereinfacht und danach (6.36) sowie deren
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Abbildung 6.5: Verteilungsdichtg(«)y, 1) fur ein Fahrzeug mit¢sp < 0 durch Losung der
FPK-Gleichung

Ableitung in (6.31) eingesetzt, ergibt sich eine gewohnliche Differentialgleichupg in

4DUJ1
02b?

Pr(en) + (Wit — bwyo) pr (1) =0, (6.37)

deren Losung die Randverteilungsdichte wgmmit

/2Dw:f 2Du)1 2,92 wi b2
D1 (wl) = W exXp (—W(wlwl — 2bwy0¢1 + % (638)

ist. Die gemeinsame Verteilungsdichte als LosungFlekKER-PLANCK-KOLMOGOROW
Gleichung lautet somit

2Dw? 2Dw w2 b?
p(1,109) = =% exp (— ! (wipd 4 92 — 2bwyo 1 + Z:OQ )) ) (6.39)
1

To2b? o2b?

Nach Einsetzen der Losung (6.39) in (6.28) wird Bi@KKER-PLANCK-KOLMOGOROW
Gleichung identisch erfillt, so daf3 die Losung der Verteilungsdichte fir das linearisierte Ein-
spurmodell exakt ist. Fur den gleichen Parametersatz wie bei der Monte-Carlo-Simulation ist
die Verteilungsdichte nach (6.39) in Abbildung 6.5 dargestellit.
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Abbildung 6.6: Randverteilungsdichtem(v;) und p(¢) im Vergleich: Monte-Carlo-
Simulation (strichliert) und Losung der FPK-Gleichung (durchgezogene Linien).

6.4 \ergleich von Simulation und analytischer Losung

Eine bessere graphische Vergleichsmdglichkeit zwischen der Monte-Carlo-Simulation und
der analytischen Lésung ist sowohl durch das Ubereinanderlegen der Randverteilungsdichten
in Abbildung 6.6 als auch durch das Ubereinanderlegen von Schnitten durch die gemeinsame
Verteilungsdichte in Abbildung 6.7 gegeben.

Uber eine numerisch durchgefiihrte Fehlerbetrachtung ergibt sich der absolute wahre Fehler
durch eine Subtraktion der diskretisierten exakten Verteilungsdichte nach Gleichung (6.39)
von den durch die Monte-Carlo-Simulation ermittelten Naherungswerten, der fur die Bei-
spielrechnung in Abbildung 6.8 abgebildet ist. Der wahre relative Fehler ist dann das Ver-
haltnis aus absolutem wahrem Fehler zum exakten Wert. In Abbildung 6.9 ist aus Ubersicht-
lichkeitsgrinden der Betrag des relativen wahren Fehlers tber den gesamten Simulations-
bereich aufgetragen. Es fallt auf, daf3 der relative wahre Fehler an den Simulationsrandern
bis zu100% betragt. Dies ist einerseits auf die methodenbedingt begrenzte Simulationsdau-
er und andererseits vor allem auf @ex-MULLER-Transformation (3.5) beziehungsweise
deren Polarform (3.6) zurtickzuflhren. Die Singularitat des Logarithmus an der Stelle Null
fuhrt zu numerischen Schwierigkeiten, da kleine Ungenauigkeiten der in der Nahe von Null
liegenden Pseudozufallszahlen zu grofR3en Differenzen in den transformierten Zahlen fuhren.
Die Ungenauigkeiten liegen in der begrenzten Lange der Mantisse der Zufallszahlen. Und
genau dieser Bereich stellt die Rander der Simulation dar.

Es ist jedoch offensichtlich, dal’ bei kleinen Werten in der Verteilungsdichte der absolute
Fehler und bei gro3en Werten in der Verteilungsdichte der relative Fehler aussagekraftiger
ist. Im Hinblick darauf wurde in Abbildung 6.10 ein verkleinerter Ausschnitt in der Nahe des
Verteilungsdichtemaximums wiedergegeben, wo auch der absolute wahre Fehler betragsma-
Big am groRten ist. Der relative wahre Fehler betragt in diesem Bereich héch&ienso-

bei die Monte-Carlo-Simulation hier geringere Dichten ergibt als die Losun§orkER-
PLANCK-KOLMOGOROW-Gleichung.
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rechts p(i2) im Vergleich: Monte-Carlo-Simulation (strichliert) und Losung der FPK-

Gleichung (durchgezogene Linien).
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Abbildung 6.9: Relativer wahrer Fehler Gber dem gesamten Simulationsbereich

0.14
0.12

0.1
0.08

0.06

4/

SZEES

0.02

v, [rad/s] v, [rad]
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Kapitel 7

Querdynamik eines Eisenbahnradsatzes

Als systemkennzeichnendes Bauteil des Rad-Schiene-Systems spielt der Eisenbahnradsatz
in der Systemdynamik der Eisenbahnfahrzeuge aufgrund seiner auf3erordentlich hohen Be-
anspruchung und seiner absoluten Sicherheitsrelevanz eine zentrale Rolle. Ihm kommen die
Aufgaben Tragen, Fiuhren und Antreiben beziehungsweise Bremsen zu. Die Querdynamik
beschaftigt sich mit dem Fuhren des Radsatzes innerhalb des vorgegebenen Spurspiels im
Gleis. Wie alle technischen Gebilde ist auch die Geometrie des Radsatzes und die Lage des
Gleises nicht frei von Abweichungen zu einem definierten Sollzustand. Das in diesem Ka-
pitel hinsichtlich der Querdynamik in Betracht gezogene vereinfachte Radsatz-Gleis-Modell
bertucksichtigt lediglich Gleisquerlagefehler.

Vor etwa 150 Jahren wurden die ersten theoretischen Untersuchungen zum Radsatzlauf durch
REDTENBACHER verdffentlicht [76], wo geometrische Bedingungen fur zwangloses kine-
matisches Abrollen eines Radsatzes im Kreisbogen formuliert sind. SpatéLgaBbEL

in [40] die aufgrund kegeliger Radlaufflachen und kinematischen Abrollens hervorgerufene
Wellenlange

Tob

LKlingel = 2™/ 5~ (7.1)

des sogenannten Sinuslaufs eines ungefesselten Radsatzes auf gerader Bahn an, die als L6-
sung der VOrREDTENBACHER aufgestellten Bedingungen angesehen werden kann. Darin
bedeutetry den Rollradiusp den Abstand der Radaufstandspunkte zur Radsatzmittenebe-

ne undd, den Kegelwinkel des Radprofils. Es mul3 dabei hervorgehoben werden, dafd unter
einem Radsatz im allgemeinen zwei fest auf einer starren Radsatzwelle sitzende Radschei-
ben zu verstehen sind. Sind die beiden Radscheiben gegeneinander drehbar angeordnet, so
spricht man von einerhosradsataoderLosradpaar

Erst Anfang bis Mitte des 20. Jahrhunderts wurden auch dynamische Effekte in die Betrach-
tung einbezogen und zunachst parallel mit den Untersuchungen zur Kinematik, spater alleine
weitergefuhrt. Ein ausfihrlicher Abrif3 Gber die Geschichte dieser Entwicklungen ist in [42]
und [100] zu finden.
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7.1 Radsatzmodell

Um die Charakteristik der Querdynamik eines Eisenbahnradsatzes zu untersuchen, wurde
vom Einflul3 fahrzeugspezifischer Parameter und der besonderen nichtlinearen Kontaktme-
chanik des Radsatzes auf einem beliebig profilierten Gleis abgesehen. Vielmehr gentgt das
Radsatzmodell in Abbildung 7.1 den folgenden Eigenschaften:

e Der Radsatz wird als Starrkodrper betrachtet.
e Profilierte Rader, so dal? bei Radsatzquerverschiebung Profilseitenkréafte entstehen

e Die Radprofile des rechten und linken Radsatzes sind zur vertikalen Schwerachse des
Radsatzes symmetrisch.

e Die Lage der Beruihrpunkte zwischen Radsatz und Schienen ist allein durch die Quer-
auslenkung des Radsatzes gegeniber dem Gleis und durch das Radprofil bestimmit.
Dies entspricht einer Schneidenlagerung.

e Es tritt keine Zweipunktberthrung auf.
e Fur die Berechnung der Kontaktkréfte gilt die lineare Theorie nashkER.
e Der Radsatz ist antriebslos und ungebremst.

e Die Vertikaldynamik bleibt auRerhalb der Betrachtung, so daf3 eine konstante Radnor-
malkraft vorausgesetzt wird.

e Symmetrische Fesselung mittels linearer Federelemente an ein im Sollkurs mitbeweg-
tes Referenzsystem nach dem Sky-Hook-Prinzip. Damit gleichbedeutend ist ein an die
Umgebung gefesselter Radsatz, der auf einem Rollprufstand lauft.

e Einflul® einer stochastischen Querkraft aus aerodynamischen Turbulenzen oder aus
Seitenwind kann bericksichtigt werden.

Damit besitzt der Radsatz die vier Freiheitsgrddeken, Nicken, Schieben, Gieré&édngs-

lage x, Nickwinkel ¢, Querlagey und Gierwinkely. Der Nickwinkelfreiheitsgrad ist die
Abweichung der Winkelgeschwindigkeit von der als konstant angesehenen Drehbewegung
aus der Fortbewegung und nicht die absolute Drehung. Das Zucken und Nicken wird auch
symmetrisch8ewegung, das Schieben und GieestimetrischeBewegung genannt.

7.2 Gleismodell

Um das dynamische Verhalten eines auf einem Gleis rollenden Radsatzes zu untersuchen,
bendtigt man neben dem mechanischen Modell fiir den Radsatz auch eine Modellierung fur
das Gleis. Der Radsatz wird einerseits durch Gleislagefehler, die sich als Stérungen auf den
Radsatzlauf auswirken, angeregt. Andererseits beeinflussen die statischen und dynamischen
Krafte des Radsatzes die Gleislage. In dieser Untersuchung wird das Gleis jedoch als starr
vorausgesetzt. Diese Voraussetzung ist im Hinblick auf das verwendete Starrkérperradsatz-
modell sinnvoll, da die Gleisbewegungen hinsichtlich der Radsatzbewegungen klein sind.



7.2. GLEISMODELL 81

2L

t

To

9o

2b

Abbildung 7.1: Modell des Radsatzes auf dem Rollprufstand

Die Gleisgeometrie ist durch die raumliche Lage der beiden Fahrschienen bestimmt. Als
Gleislagefehler bezeichnet man die Abweichung der tatsachlichen Gleislage von der theo-
retischen Sollgleislage entlang der Strecke. Die Beschreibung der Gleislage findet also im
Wegbereich statt. Durch die vier GroRen(z), z.(z), yr(x) und zg(x) ist die Lage der
beiden Schienen in jedem Streckenabschnftstgelegt. Zweckmafigerweise werden die-

se Daten in einem mit dem Ursprung in der Sollgleislage mitbewegten Koordinatensystem
angegeben. Man unterscheidet vier Gleislagefehler: den Querlagefehten Querhthen-
fehler z;, — zg, den Spurweitenfehley; — yz und den Langshohenfehlef, (Abbildung

7.2).

Neben der Gleislage wirken sich noch Unregelmafiigkeiten in der Schieneneinbauneigung
als Anregung fur den Radsatz aus. In Europa sind die Schienen je nach Land mit einer nomi-
nellen Neigung vori : 40 oder1 : 20 zur Gleismitte hin eingebaut. Weiteren Einflul3 hat die
Schienenkopfform, die nicht nur durch Fertigungsungenauigkeiten, sondern vor allem durch
Verschlei einer standigen Anderung unterworfen ist.

Die Gleisgeometrie realer Gleise wird durch Messungen ermittelt, so daf3 man die raumliche
Lage der Fahrschienen als Datensatz im Wegbereich erhalt. Um die Datenmenge zu ver-
mindern und um die Gleislage verschiedener Strecken miteinander vergleichen zu kdénnen,
werden die Daten Uber eine Fourieranalyse vom Weg- in den Frequenzbereich transformiert.
In der Literatur sind diese Daten haufig afsektrale Unebenheitsleistungsdickite) mit

der Wegfrequen£ [24]. Um ein Spektrun®, (€2) zu erhalten, das mit der hier verwendeten
Definition (2.63) vertraglich ist, mu3 die Unebenheitsleistungsdi®ife) mit dem Faktor
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Abbildung 7.2: Mogliche Gleislagefehler

7 normiert werden:
Sy(Q2) =71P(Q). (7.2)

Eine Sammlung von Unebenheitsleistungsdichtespekiréft) der Gleislangslage und der
Gleisquerlage verschiedener Eisenbahnstrecken ist ebenfalls in [24] zu finden. Darin streuen
die Daten um bis zu zwei Zehnerpotenzen. Um Aussagen uber die Gite der Gleislage tref-
fen zu kénnen, wird die obere Begrenzung des Streubandes als schlechtes Gleis definiert.
Sinngemal entspricht die untere Begrenzung dem besten Gleis. Nach [74] lassen sich die
spektralen Unebenheitsleistungsdichten in Abhangigkeit der Wegkreisfrequenz in der Form
Q) = &

() (31 2)
darstellen. Der Beiwert wird Unebenheijtder Beiwert3 wird Welligkeitgenannt. Tabelle
7.1 enthalt empirisch ermittelte Beiwerte fir Gleise schlechtester, durchschnittlicher und
bester Gleislage.

(7.3)

t

Gleislage Zustand Unebenheit  Welligke
o B

Langshohenlage schlechteste  9,39-10"! 6,89-102

durchschnittliche 1,31-1072 2,94-1072

beste 1,90-107* 9,71-1073
Querlage schlechteste 2,74-107Y  3,13-1072
durchschnittliche 1,33-1072 2,33-1072
beste 6,33-107% 1,3-1072
Spurweite schlechteste 1,64-1071 5,35-1072
durchschnittliche 4,68-1072 7,96-1072
beste 1,23-1072 1,12-107!

Querhohenlage schlechteste  2,16-107% 1,19-1072
durchschnittliche 2,87-107° 3,17-1073
beste 4,07-107° 5,57.1073

Tabelle 7.1: Unebenheits- und Welligkeitsbeiwerte fur Gleichung (7.3) [24].

Abbildung 7.3 zeigt die beiden Grenzen und die Form fur realitdtsnahe Leistungsdichtespek-
tren auf Grundlage von Gleichung (7.3), und in Abbildung 7.4 sind gemessene Leistungs-
dichtespektren abgebildet. Offensichtlich weisen diese die Anregung als rotes Rauschen aus.
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Abbildung 7.3: Nach Gleichung (7.3) Abbildung 7.4: Leistungsdichtespektren
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spektren der Gleisquerlage. [24].
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Um fur Simulationen geeignete Wegtrajektorien nach dem in Abschnitt 2.4 beschriebenen

Verfahren aus [2] zu erzeugen, wird ein Leistungsdichtespektrum durch eine in doppelt lo-

garithmischem Sinne stiickweise lineare Funktion vorgegeben. Nach Bestimmung der Para-
metera; undb; wird die Wegtrajektorie€’, durch die Rekursionsgleichung

Y., = b'z, (7.4)
Zopr1 = exp(AAs)Zgy+ puRrVAS (7.5)

diskretisiert. Darin istA die Systemmatrix der homogenen Parameteb ist der Vektor
der inhomogenen Parametey p,, ist die letzte Spalte der Matri&—!(exp(AAs) — 1) und

Ry, ist eine standardnormalverteilte Pseudozufallszahl unter der Inteasifétalog zum
Zeitbereich wird fur die Wegtrajektorie d®VIENER-Prozel3 aus der Pseudozufallszahl und
dem Weginkrement/As gebildet.

7.3 Beruhrgeometrie

Die Untersuchung bezieht sich auf ein ebenes und gerades Gleis. In der Realitat weist die
Geometrie der Bertihrung von Rad und Schiene nicht nur nichtlineares, sondern auch unste-
tiges Verhalten auf [64]. Der jedem momentanen Berihrpunkt zwischen Rad und Schiene
zugeordnete Radius heif3t Rollradius. Die Rollradiendifferenz zwischen linkem und rechtem
Berihrpunkt weist bei stetiger Querverschiebung des Radsatzes mehrere Unstetigkeitsstel-
len auf, die nicht nur in der Berechnung, sondern auch im taglichen Betrieb durch erhéhten
Verschleil3 Schwierigkeiten bereiten. In Abbildung 7.5 zeigt die durchgezogene Linie die
Rollradiendifferenzfunktion fur die Profilpaarung zwischen einem Rad mit dem Radprofil
der Bezeichnun@®RE S 1002uind einem Schienenkopfprofil der Bezeichnuig 60 bei

einer Schieneneinbauneigung vbn40. Das sind reale Profile im Neuzustand, wie sie bei
den meisten européaischen Bahnen eingesetzt werden.

In [66] wird ein verbessertes SchienenkopfpréfE2verbvorgeschlagen, das im Zusam-
menspiel mit dem erwahnten Radprofil eine stetige und differenzierbare Rollradiendiffe-
renzfunktion aufweist.

Damit die beiden Radprofile symmetrisch zur Schwerachse verlaufen, mul3 es sich bei der
Rollradiendifferenzfunktion um eine ungerade Funktion handeln. Sie soll daher im folgenden
mit

n

Ar = Z a2i+1y2i+1 (7.6)

=0
fur n = 2 beschrieben werden.
Anhand von Abbildung 7.6 werden die Zusammenh&nge zwischen der Radsatzquerverschie-

bungy und der resultierenden Schwerpunktanhebumeglautert. Es gilt fir kleine Auslen-
kungen gegeniuber den Radsatzmalien

y = b—r,sinp+y,.cosp —bcosp (7.7)
—b —rysing + y,cosp + beos @ (7.8)
zZ = —rog+ricosp+ypsing + bsing (7.9)



7.3. BERUHRGEOMETRIE 85

Ar[mm] §

0 — === -
—v”; y[mm]

Abbildung 7.5: Rollradiendifferenz als Funktion der Radsatzquerverschiebung. Profilpaa-
rung jeweils ORE S 1002 mit UIC 60 (durchgezogen) sowie mit 60E2verb (strichliert).

und nach Linearisierung der Sinus- und Cosinusanteile

y = Y—7Trp (710)
= Yo—Tep (7.11)
z2 = ypp+re—ro+bep. (7.12)

Fur die Rollradiendifferenzfunktion gilt mit (7.6) und nach Linearisierung

Ar = r.—1= a1y + asy® + asy® (7.13)
1
sing = Tr—T (7.14)
P+ Tyl — ol T
1
p = % (aly + asy® + a5y5) . (7.15)
Die Naherung
6
1 .
Ty =T — 5 ;&iyl (716)
fuhrt schlief3lich auf
. 1 /a; .
2= bay’ +bay" + by, mith, = (% — ai> i=2.46. (7.17)
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Abbildung 7.6: Berihrgeometrie bei Radsatzquerauslenkung

Die potentielle Energie des freien Radsatzes ist damit als Funktion der Querverschiebung
y darstellbar. Uber di¢. AGRANGEschen Gleichungen zweiter Art erhélt die resultierende
Profilseitenkraft die Form

Fp(y) =y + 725" +73° - (7.18)

Mit einer geeigneten Wahl der; kdnnen damit in Grenzen auch verschlissene oder andere
freie Profilpaarungen beschrieben werden, sofern sie die eingangs erwahnten Bedingungen
erfillen. Insbesondere sind auch gednderte Schieneneinbauneigungen sowie unterschiedli-
che Spurweiten und Spurspiele mit den damit verbundenen aquivalenten Konizitaten defi-
nierbar. Die aquivalente Konizitét ist ein in der Praxis haufig gebrauchtes Mal3. Sie gibt
denjenigen Kegelwinkel, an, welcher gemal der Klingelformel (7.1) die selbe Wellenlan-

ge ergibt wie der zu beschreibende Radsatz mit Hohlprofilen im schlupffreien Lauf besitzt.
Dieser Wert ist sehr stark abhéngig von den Rad/Schiene-Parametern Spurweite, Schienen-
einbauneigung und Kopfprofil.

7.4 Systemgleichungen

Uber die Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir die Querauslenkung und die Gierbewe-
gung existieren mehrere Arbeiten, zum Beispiel [72] und [77]. Die Untersuchungen wurden
auf Basis der Gleichungen fir einen freien Radsatzlauf RastPund SCHIEHLEN [72]

Mg+ (D+G)g+ (K +N)g=0 (7.19)

mit den Systemmatrizen

m 0
M = (0 J3) (7.20)

2Lz 0
D = ( R 2b2f11+f33> (7.21)

Vo
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0 212 _ J, %0t
= Vo bro
© ( —282 4 %0 0 ) (7.22)
V0 0
2 %% f11@ — fa2 )
K = b 70 7.23
( fna,,—?—fm 2f23 ( )
_ 0 —fnbrﬂ — fa2
N = ( fll%"’fm (()) (7.24)
und den generalisierten Koordinaten
q= ( i ) (7.25)

durchgefuhrt. Grundsatzlich ist die beschriebene antimetrische Bewegung (Quer- und Gier-
bewegung) mit der symmetrischen Bewegung (Langs- und Rollbewegung) gekoppelt. Fir
kleine Schwingungsamplituden kénnen diese jedoch getrennt voneinander betrachtet werden
[77]. Da die symmetrische Bewegung durch Spurweitenanderungen und die antimetrische
Bewegung durch Gleisquerlagefehler hervorgerufen wird, ist die in der Modellbildung ge-
troffene alleinige Betrachtung der Querlagefehler fur die Untersuchung der Lateraldynamik
ausreichend. Mit der Einfihrung der nichtlinearen Profilseitenkrafte (7.18), der Ergédnzung
der Feder- und Dampfungsglieder, c,, d, undd, in den Koppelelementen, sowie unter
Berlcksichtigung stochastischer Gleisquerlageferilemd einer generalisierten stochasti-
schen Querkraf®; wird (7.19) erweitert. Das Gleichungssystem lautet damit

Mg+ (D+G)g+ (K+N)q+Fp; =Fy, + Py, (7.26)
mit den neuen GrofRen
282 4 94, 0
D = ( ’ 0 252f11+f33 +2d 1.2 ) (7'27)
Vo T

K — 2%+2cy fn%l—fzz
B fn%—fm 2 fo3 + 2¢, L2

_ _ 3 _ 5
= (PR M) o () )
Oy L2

(7.28)

9 f22 ) 9 90%
Fy, = (_2@730J2M>Yt+<2f11_%%)}@. (7.30)

on) bro T0
Die Gleislage ist darin als stochastischer ProZe@€nthalten. Fir die generalisierten Seiten-
windkréafte wurden die stochastischen ProzeBseund P, eingefuhrt. Drehmomente des
Typs P;, treten beispielsweise bei einer Zugbegegnung auf und greifen am Fahrzeugauf-
bau an. Bei der Simulation des Verhaltens eines einzelnen Radsatzes kann darauf verzichtet
werden. Die Parametet beschreiben die Geometrie des Rad/Schiene-Kontaktes. Durch ei-

ne geeignete Wahl lassen sich viele Profilpaarungen, die die Bedingung der Stetigkeit und
Symmetrie der Rollradiendifferenzfunktion erfillen, annéhern.

In der linearen Theorie mit kegeligen Radern, ohne Spurkranze und ohne stochastische An-
teile existiert eine sogenanritaeare kritische Geschwindigkelitnterhalb der linearen kri-
tischen Geschwindigkeit klingen kleine Stérungen ab und der Radsatz verhalt sich in Quer-
richtung wie ein gedampfter Schwinger. Bei Erreichen der kritischen Geschwindigkeit tritt
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Abbildung 7.7: Bifurkationsdiagramm fir einen Radsatz auf nahezu perfektem Gleis

Selbsterregung ein und die Querschwingamplitude wachst tber alle Grenzen [32]. In der
Realitat bleibt die Amplitude wegen des nichtlinearen Radprofils beschrankt. Es handelt sich
somit um eineHoprFBifurkation. Die Fahrgeschwindigkeif, reprasentiert den Bifurkati-
onsparameter.

Das beschriebene Verhalten ist fur einen gefesselten rollenden Radsatz zu beobachten, bei
dem die Geschwindigkeit stetig immer weiter erhéht wird. Wird jedoch die Fahrgeschwin-
digkeit von einem Wert, der jenseits der linearen kritischen Geschwindigkeit liegt, stetig ver-
mindert, so behélt der Radsatz auch nach Unterschreiten der linearen kritischen Geschwin-
digkeit das oszillierende Verhalten. Erst nach weiterer Verminderung der Geschwindigkeit
weist das System beim Unterschreiten der sogenamitbtlinearen kritischen Geschwin-
digkeitdas gedampfte Verhalten auf und weicht in die Gleichgewichtslage zuriick [92]. Eine
Tangenten-Bifurkation wurde durchschritten.

In Abbildung 7.7 ist die Amplitude der Lateralbewegung Uber der Fahrgeschwindigkeit auf-
getragen. Das beschriebene Verhalten ist mit den durchgezogenen Linien gekennzeichnet.
Zwischen der nichtlinearen und der linearen kritischen Geschwindigkeit koexistieren zwei
Attraktoren, deren Bassins durch die strichlierte Separatrix getrennt sind. Die abgebildeten
Bifurkationen sind die beiden ersten auftretenden Bifurkationen. Fir gro3ere Bifurkations-
parameter kdnnen weitere, auch viel starker verzweigte Bifurkationsdiagramme entstehen.
Im Rahmen der hier behandelten technischen Fragestellung interessieren jedoch nur die bei-
den ersten Bifurkationspunkte.
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7.5 Monte-Carlo-Simulation

Zunachst wird das System (7.26) fur ein gestortes Gleis ohne stochastische Querkraftanre-
gung untersucht. Es gilt sont# = 0. Die numerische Simulation findet im Zeitbereich statt,
daher mul3 der Anregungsproz&3aus der Wegtrajektori&; nach (7.4) mit geeigneten
Parameter; undb; Uber die Beziehungen

ds = wodt (7.312)
di, = /vodW; (7.32)

erzeugt werden. Ebenso wurden Simulationen durchgeftihrt, bei welchen der Prdmeth

das amplitudenbegrenzende Filter (2.158) erzeugt wurde. Qualitativ zeigen die Ergebnisse
ahnliches Verhalten. Der Vorteil der zweiten Methode besteht darin, dal? insbesondere der
Intensitatsparameter ohne Rucksicht auf reale Rauschanregungen variiert werden kann.
Man erhalt einen tieferen Einblick in das Eigenverhalten des Systems. Aus diesem Grunde
beruhen die folgenden Ergebnisse auf dem Anregungsmodell (2.158).

Die Vorwartsgeschwindigkeit, stellt in den Simulationen den veranderlichen Parameter
dar. Die Simulationsgleichungen wurden wieder nach dem in Abschnitt 3.1 beschriebe-
nen EULER-Verfahren diskretisiert. Zur Erzeugung der normalverteilten Pseudozufallszah-
len wurde die PolaM ARSAGLIA-Methode (3.6) verwendet. Die Systemparameter fir den
Radsatz sind soweit moglich [73] entnommen:

ro=0,46m, Jy=100kgn?, Jo = 881 kg n?, m=1612kg, &, =0,13rad
d, =0, b=0,75m, L=1,0m ¢, =4,0MN, ¢, =4,0MN,
d, =0, fiu=13,TMN,  fo =11,1IMN,  fos=0MN,  fs3=0MN,
Yo =0, 11 =1,6-10°M3 " 4, =1,4-10""M% ¢, =56, 1kN,

me

In den folgenden Abbildungen 7.8 bis 7.12 sind die Effektivwerte der lateralen Amplitude
y Uber der Fahrgeschwindigkeit als Ergebnisse der Simulationen aufgetragen. Die Effek-
tivwerte entsprechen den quadratischen Mittelwerten (Root-Mean-Square oder RMS). Fir
jeden Geschwindigkeitsschritt wurdef® Simulationen mit Zeitschritted\t = 1-107° s
durchgefuhrt, dies entspricht einer Fahrdauer W0 s je Geschwindigkeitsschritt. Hier-

fur wurden in der Simulation auf einem Rechner mit Intel Penf®ish Prozessor und 2,26

GHz Taktfrequenz knappr7 Sekunden benétigt. Ein Rechner mit AMD AthiB64 3200+
Prozessor bendtigte fur die gleiche Rechnuigg Sekunden.

Die P-Separatrix zwischen den beiden kritischen Geschwindigkeiten trennt die Bassins flr
die oszillierende Bewegung und fur die Gleichgewichtsruhelage. Sie wurde durch Variation
der Anfangsauslenkung iteriert. Je nachdem, zu welchem P-Attraktor die Trajektorie wan-
dert, zahlt die Anfangsamplitude zum entsprechenden Bassin. Die P-Separatrix erhalt bei der
Betrachtung der Durchfahrt durch eine Weiche praktische Bedeutung. Beim Uberrollvorgang
der Flugelschiene und des anschlie3enden Herzstlickes tritt eine Unstetigkeit in der Beruhr-
geometrie auf. Diese kommt einer pl6tzlichen Querverriickung und gleichzeitigen Spurwei-
tenverringerung gleich. Springt der Berthrpunkt durch die Unstetigkeit von einem Bassin in
das benachbarte, so kann auch bei geringen Rauschintensitaten und gréf3erem Abstand vom
Bifurkationspunkt ein Phaseniibergang stattfinden.
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Abbildung 7.8: Bifurkationsdiagramm fir einen Radsatz mit Anregungsintemnsitad.
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Abbildung 7.9: Bifurkationsdiagramm fiir einen Radsatz mit Anregungsintensia?.
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Abbildung 7.10: Bifurkationsdiagramm fur einen Radsatz mit Anregungsinteasi&i.
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Abbildung 7.11: Bifurkationsdiagramm fiur einen Radsatz mit Anregungsintensiat0.
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Abbildung 7.12: Bifurkationsdiagramm fiur einen Radsatz mit Anregungsintensiats.

Es ist zu beobachten, daf3 mit wachsender Rauschintensitat die lineare kritische Geschwin-
digkeit sinkt und die nichtlineare kritische Geschwindigkeit leicht ansteigt. Das Verschieben
des Bifurkationspunktes der Tangenten-Bifurkation nach rechts ist wie auch schon fur die
stochastische Heugabel-Bifurkation in Kapitel 4 erklarbar. In der Nahe des Bifurkations-
punktes konnen die Inkremente des Rauschterms die Separatrix Gberqueren. Ist der Bifur-
kationsparameter weiter vom Bifurkationspunkt entfernt, so bedarf es groRerer Zufallsinkre-
mente, um zu einem Phasenubergang zu gelangen.

In den Abbildungen 7.13 und 7.14 sind fur die starke Anregung15 die Contourplots der
Verteilungsdichte im Phasenraum zu sehen. Die Ergebnisse sind fur die Fahrgeschwindig-
keitenvy = 136 m/s, 138 m/s, 140 m/s und142 m/s dargestellt. In den vier Bildern wird die

in Abbildung 7.12 enthaltene Information veranschaulicht. Bek 136 m/s ist die Vertei-
lungsdichte Uber der Zentralposition dominant. B& m/s hat sich bereits der Grenzzyklus
ausgebildet (Abbildung 7.13) und vergroRert seine Amplitude fur weiter steigende Fahrge-
schwindigkeiteny, in Abbildung 7.14.

Des weiteren werden noch die Simulationsergebnisse als Verteilungsdichten Ubgridem
Phasenraum fir einen Radsatz dargestellt, der nicht durch Gleislagefehler, sondern durch
eine stochastische Seitenkraft gestort wird. Es gilt safnit 0. Der Seitenwindeinflul8;,

wird wieder wie im vorangegangenen Kapitel @susssches weil3es Rauschen modelliert,

P, entfallt.

In Abbildung 7.15 sind die Verteilungsdichten fur vier unterschiedliche Geschwindigkeitszu-
stande zu sehen. Bei ungestorter Bewegung unterhalb der linearen kritischen Geschwindig-
keit ist die Verteilungsdichte im Ursprung dgsy-Schaubildes singular. Die stochastische
Kraftanregung bewirkt, daf3 die Verteilungsdichte streut, das Maximum bleibt im Ursprung
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Abbildung 7.13: H6henlinien der Verteilungsdichte fur den Radsatz mit Anregungsintensitat
o =15 bei1367 (links) und138~ (rechts).
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Abbildung 7.14: H6henlinien der Verteilungsdichte fur den Radsatz mit Anregungsintensitat
o =15 bei 1407 (links) und142™ (rechts).
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Abbildung 7.15: Verteilungsdichten unter deterministiscles(0 und stochastisches (> 0
Querkraftanregung fir ansteigende Fahrgeschwindigkeit.

des Phasenraumes. Mit zunehmender Fahrgeschwindigkeit erhebt sich ein Krater um den
zentralen Kegel. Die gestreute Zentralposition des Radsatzes wird also zeitweise durch ei-
ne oszillatorische Bewegung abgelost. Eine weitere Steigerung der Geschwindigkeit fihrt

schliel3lich dazu, dal3 die oszillatorische Bewegung gehauft auftritt, wahrend die Zentralpo-

sition immer unwahrscheinlicher wird.

7.6 Losradpaar

Die fur das Radsatzmodell getroffenen Voraussetzungen gelten fir das Losradpaar entspre-
chend. Das mechanische Modell hierfur ist aus Abbildung 7.18 ersichtlich. Kennzeichnend
fur das Losradpaar ist, daf3 sich beide Rader gegeneinander frei drehen kénnen, ahnlich wie
bei Kraftfahrzeugen. Dadurch vergroRRert sich die Zahl der Freiheitsgrade um eins. Diese
kleine Anderung der Geometrie fiihrt jedoch zu einem vollig anderen dynamischen Verhal-
ten. Das ungefesselte Losradpaar ist selbst bei Stillstand instabil, es fallt unter einer Drehung
um die vertikale Achse und einer entgegengesetzten Drehbewegung beider Radscheiben zwi-
schen die Schienen. Aus diesem Grunde ist selbst fur kleine Geschwindigkeiten eine Ankop-
pelung an den mitbewegten Rahmen zwingend erforderlich.
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Abbildung 7.16: Modell des Losradpaares.

Wahrend die Bedingungen fir die Beriihrgeometrie aus Abschnitt 7.3 weiterhin gelten, an-
dern sich die Bewegungsgleichungen signifikant [16]. Sie lauten nun

MG+ (D+G)q+Kqg+Fp,=Fy, +P, (7.33)
mit
- (38) e (1)
0 J3 )’ (0 '
_ (222424, 0 _( o,Pa
D ( 2d. 12 ) , P, = ( o P (7.35)
2f23 Jo d0 vo
G — < 2f23 +J 501}0 0 b’l"o ) (736)
_ [ 2 +2cy 0
K = ( 2f23+2ch2> (7.37)
i 5
Fpr = (70 y—Y) + 7y OYt) +(y —Y) ) (7.38)
Qm . 9 90%0
Fro = Lo {pam |V ( K )Yt. (7.39)

Die Simulationsergebnisse bis zu Geschwindigkeitenypsa 200 m/s (720 km/h) zeigen

die in Abbildung 7.19 veranschaulichte Verteilungsdichte beim Auftreten einer stochasti-
schen Seitenkraff’;;. Es ist ersichtlich, dal3 das Losradpaar kein selbsterregtes Schwin-
gungsverhalten aufweist. Im praxisrelevanten Bereich existiert also keine kritische Geschwin-
digkeit, was vorteilhaft ist. Allerdings verla3t das Radpaar schon bei geringsten Seitenkraft-
stérungen die Zentralposition zugunsten einer ausgelenkten Lage. Bei Losradfahrwerken,
die vornehmlich bei Stadt- und Stral3enbahnen anzutreffen sind, wird im Betrieb tatsachlich
eine einseitige Abnutzung der Spurkranze festgestellt. Umfangreiche weitere Forschungen
sind no6tig, um Aussagen daruber treffen zu kdnnen, wie grof3 die tatsachliche Haufigkeit fur
das Auftreten der moglichen Verteilungsdichten ist. Daraus lief3e sich dann Datenmaterial fir
VerschleilBberechnungen erstellen. Hierzu sind allerdings andere, nichtstationare Modelle fiir
das Seitenwindverhalten erforderlich.
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Abbildung 7.17: Verteilungsdichte fur das Losradpaar aufgrund einer stochastischen Quer-
krafteinwirkung.

7.7 Losradpaar

Die fur das Radsatzmodell getroffenen Voraussetzungen gelten fir das Losradpaar entspre-
chend. Das mechanische Modell hierfur ist aus Abbildung 7.18 ersichtlich. Kennzeichnend
fur das Losradpaar ist, daf3 sich beide Rader gegeneinander frei drehen kénnen, ahnlich wie
bei Kraftfahrzeugen. Dadurch vergroRRert sich die Zahl der Freiheitsgrade um eins. Diese
kleine Anderung der Geometrie fiihrt jedoch zu einem vollig anderen dynamischen Verhal-
ten. Das ungefesselte Losradpaar ist selbst bei Stillstand instabil, es fallt unter einer Drehung
um die vertikale Achse und einer entgegengesetzten Drehbewegung beider Radscheiben zwi-
schen die Schienen. Aus diesem Grunde ist selbst fur kleine Geschwindigkeiten eine Ankop-
pelung an den mitbewegten Rahmen zwingend erforderlich.

Wahrend die Bedingungen fir die Berihrgeometrie aus Abschnitt 7.3 weiterhin gelten, an-
dern sich die Bewegungsgleichungen signifikant [16]. Sie lauten nun

Mg+ (D+G)q+Kqg+Fp,=Fy, +P, (7.40)

m 0 [y
(0 Jg), q_(w) (7.41)
fa2
( 282 424, 0 ) | P, — ( o, P ) (7.42)
fes 7 dovo
G = ( 0 2vo 255 ) (7.43)

2@ +2¢, 0
0 2 fo3 + 2¢, L?

mit

(7.44)



7.7. LOSRADPAAR 97

r—’_/\ /g

[} il
KN A

Abbildung 7.18: Modell des Losradpaares.

_ _ 3 . 5

Fpy — ('VO(y Y2)+%(y0Y;) + ey — V) ) (7.45)
9 f22 . 94090

L R ’“( 0 )Yt' (7:49)

Die Simulationsergebnisse bis zu Geschwindigkeitenyposa 200 m/s (720 km/h) zeigen

die in Abbildung 7.19 veranschaulichte Verteilungsdichte beim Auftreten einer stochasti-
schen Seitenkraff;;. Es ist ersichtlich, dal} das Losradpaar kein selbsterregtes Schwin-
gungsverhalten aufweist. Im praxisrelevanten Bereich existiert also keine kritische Geschwin-
digkeit, was vorteilhaft ist. Allerdings verla3t das Radpaar schon bei geringsten Seitenkraft-
stérungen die Zentralposition zugunsten einer ausgelenkten Lage. Bei Losradfahrwerken,
die vornehmlich bei Stadt- und Stralienbahnen anzutreffen sind, wird im Betrieb tatsachlich
eine einseitige Abnutzung der Spurkranze festgestellt. Umfangreiche weitere Forschungen
sind ndtig, um Aussagen dariber treffen zu konnen, wie grof3 die tats&chliche Haufigkeit fur
das Auftreten der moglichen Verteilungsdichten ist. Daraus lie3e sich dann Datenmaterial flr
Verschleil3berechnungen erstellen. Hierzu sind allerdings andere, nichtstationare Modelle fur
das Seitenwindverhalten erforderlich.
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Abbildung 7.19: Verteilungsdichte fir das Losradpaar aufgrund einer stochastischen Quer-
krafteinwirkung.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Bei der Untersuchung vieler technischer Systeme treten Fragestellungen zum dynamischen
Verhalten auf. Um Aussagen uUber die Auswirkungen der auftretenden Schwingungen treffen
zu kénnen, mussen diese zunachst erkannt und charakterisiert werden. Ist eine Schadigung
der Bauteile oder sogar die Sicherheit von Menschen in Gefahr, sind genaue Kenntnisse Uber
das jeweilige System erforderlich, um kritische Zustande vermeiden zu kénnen. Es existieren
viele Methoden, das Systemverhalten vorauszuberechnen.

Vor der Anwendung der mathematischen Methoden steht jedoch die Modellbildung. In der
ersten Abstraktionsstufe wird das mechanische Modell durch Vereinfachungen der Geome-
trie und mechanischer KenngréRen geschaffen. Die Ubertragung in das mathematische Mo-
dell kann nur unter Verwendung der gegebenen mathematischen Hilfsmittel stattfinden, was
wiederum eine Abstraktion nach sich zieht. Im allgemeinen weisen die realen technischen
Systeme nichtlineares Zeitverhalten auf. Es gilt damit nicht mehr das Superpositionsprin-
zip, das bequem und hilfreich in der Anwendung ist. Oftmals ist es mdglich und notwendig,
nichtlineare Systeme in der Nahe des Arbeitspunktes zu linearisieren und vereinfachende
Annahmen zu treffen. Dieses Vorgehen muf3 bewuf3t und begrindet betrieben werden.

Lineare Systeme haben deterministischen Charakter, das heil3t ihr Zeitverhalten ist genau
vorhersagbar, indem mit den klassischen mathematischen Methoden Losungen fir das zuge-
hoérige mathematische Modell angegeben werden. Nichtlineare Systeme kdnnen Lésungsver-
zweigungen aufweisen. Nach der Methode der Untersuchung unterscheidet man dynamische
(D-) und phanomenologische (P-) Bifurkationen. Im Falle einer Zunahme von Lésungen
werden durch die nichtlinearen Methoden im allgemeinen keine Aussagen dariiber getrof-
fen, welche der berechneten Lésungen tatsachlich eintreten. Dennoch nennt man auch nicht-
lineare Systeme deterministisch, solange keine vom Zufall beeinflul3ten GréRen enthalten
sind. Sind diese vorhanden, so handelt es sich um stochastische Systeme, die durch statisti-
sche Grol3en beschrieben werden. Damit werden wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden
erforderlich.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Analyse mechanischer Systeme unter dem
EinfluR zufalliger GroRen. Nach der einleitenden Motivation werden im Grundlagenkapitel
die bendtigten wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundbegriffe eingefiihrt. Das Ziel ist es,
durch die Angabe von Wahrscheinlichkeitsverteilungsdichten der Zustandsvariablen die sta-
tistischen Eingenschaften zu beschreiben. Die Zufallsgréf3en in den untersuchten Systemen
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werden auf stationére ergodisdMeaRKOW-Prozesse eingeschrankt.

Im dritten Kapitel werden Modelle zur additiven und multiplikativen stochastischen Anre-
gung vorgestellt. Durch Filterung des idealisierten wei3en Rauschpozesses werden Prozesse
geschaffen, die an gewlnschte Eigenschaften angepalf3t werden kénnen. Zur Bestimmung der
Verteilungsdichten werden zwei grundsatzliche Verfahren verwendet, deren Ausgangspunkt
die stochastischen Differentialgleichungen n&tbh sind. Die Monte-Carlo-Simulation ist

eine direkte Methode, bei der die Losungstrajektorien (Realisierungen) durch numerische
Integration der Systemgleichungen erzeugt werden. Wird Stationaritat und Ergodizitat vor-
ausgesetzt, so erhélt man die diskretisierten Verteilungsdichten als Haufigkeitsverteilungen
durch eine statistische Auswertung. Um den Voraussetzungen zu genugen, bedarf es einer
genugend langen Integrationszeit im Sinne haufiger Integrationsschritte.

Wegen der vorausgesetztdharRkow-Eigenschaft der stochastischen Prozesse sind die-
se durch deren Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte vollstandig beschrieben. Die gesuch-
ten Verteilungsdichten des stochastischen Problems sind deshalb Losundepkeer-

PLANCK -KoLMOGOROW-Gleichung. Diese ist eine partielle Differentialgleichung mit nicht-
konstanten Koeffizienten. Deren Losung ist nur auf einige Spezialfalle begrenzt, so dal3 Na-
herungsverfahren eingesetzt werden muissen. Eines der Naherungsverfahren beruht darauf,
dafld nach einer Koordinatentransformation auf Polarkoordinaten zun&achst der Amplituden-
prozeld vom WinkelprozelR entkoppelt wird, so dafl3 die Randverteilungsdichte fur die Am-
plitudenrichtung analytisch angebbar ist. Unter der Annahme, daf’ die Form der Naherung
der Losung nahe kommt, kann man nun eine geeignete Koordinatentransformation finden,
die der Gewichtsfunktion bekannter orthogonaler Funktionen entspricht. Im Verbund mit der
Reihenentwicklung des Winkelprozesses im Si@ae ERKIN S erhélt man schwache Losun-

gen derFOKKER-PLANCK-KoLMOGOROW-Gleichung (FPK-Gleichung) als gesuchte Ver-
teilungsdichten. Eine andere Mdglichkeit, Naherungslosungen zu erhalten, liegt darin, in die
Ansatzfunktion an geeigneter Stelle freie Parameter einzufiigen. Die Ansatzfunktion muf3
ebenfalls schon der gesuchten Verteilungsdichte dhnlich sein. Die freien Parameter werden
dann an bekannte Bedingungen hoherer Momente angepal3t.

Das vierte Kapitel befal3t sich mit der Untersuchung der P-Bifurkation eines verzweigenden
Diffusionsprozesses. Zunachst wird die Wirkung von multiplikativ@aussschen weil3en
Rauschen auf eine Heugabel-Bifurkation untersucht. Im Gegensatz zum spéter untersuchten
additiven Problem wird gezeigt, dal3 sich die Extrema in den Uber dem Bifurkationsparameter
aufgetragenen Verteilungsdichten nicht mit den Attraktoren und Repelloren des unverrausch-
ten Systems decken. In beiden Fallen jedoch wird der Bifurkationspunkt zugunsten eines gro-
Reren Bifurkationsparameters gestreut. Fir beide Stérungstypen wird die Verteilungsdichte
durch Losung der FPK-Gleichung und durch Monte-Carlo-Simulation angegeben. Fur gefil-
tertes, amplitudenbegrenztes Rauschen wird die Verteilungsdichte als N&herung durch eine
zweiparametrige Approximation und durch Monte-Carlo-Simulation bestimmt und vergli-
chen.

Kapitel funf vergleicht im wesentlichen die Methode der Reihenentwicklung mit derjenigen
eines vierparametrigen Ansatzes in Bezug auf einen OszillatoraniDER PoLschem und
RAYLEIGHsSchem Dampfungsterm. Eine Entwicklung bis zum zweiten Reihenglied zeigt
schon eine bessere Form der Verteilungsdichte als der vierparametrige Ansatz, wobei als
Vergleichsmal3 das Ergebnis der numerischen Simulation herangezogen wurde.
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Die Kapitel sechs und sieben gehen auf vereinfachte, aber durchaus tbliche, fahrzeugtech-
nische Systeme ein. Zunéchst wird das Querdynamikverhalten eines Kraftfahrzeuges in Ka-
pitel sechs untersucht. Beim Kraftfahrzeugproblem wirkt die Anregung in Form eines sto-
chastisch modellierten Seitenwindes. Aufgrund der Ergebnisse lassen sich die Eigenschaften
des Fahrzeuges bezlglich Seitenwind charakterisieren. Unter Zugrundelegung des linearen
Einspurmodelles und normalverteilter Windkréafte wird die Losung analytisch angegeben.
Eine Fehlerbetrachtung wird in Bezug auf die numerische Simulation durchgefihrt.

Das siebte Kapitel behandelt das laterale dynamische Verhalten eines gefesselten Eisenbahn-
radsatzes und eines Losradpaares. Aufgrund der nichtlinearen Berihrgeometrie zwischen
Rad und Schiene entsteht fur den Eisenbahnradsatz ein gekoppeltes dynamisches Problem
zwischen dem seitlichen Schieben und der Gierbewegung. Mit der Fahrgeschwindigkeit als
Systemparameter tritt ab einer kritischen Geschwindigkeit Selbsterregung ein. Die Unter-
suchung zweier Bifurkationspunkte ergab, dal3 diese sich unter dem Einflul3 stochastischer
Seitenkrafte annéhern. Fur das Radpaar existieren diese kritischen Werte innerhalb des tech-
nisch relevanten Bereichs nicht. Dafir treten andere Probleme auf, die sich im einseitigen
Verschleil3 der Radprofile aul3ern. Dieses Phanomen ist aus der Praxis bekannt und verhin-
det die breite Einflhrung von Losradpaaren bei Eisenbahnen. Eine der Differenzwinkelge-
schwindigkeit proportionale Drehdampfung zwischen den beiden Radscheiben kdnnte beide
Probleme beseitigen. Es ist anzunehmen, dal3 die kritische Geschwindigkeit erhéht und das
einseitige Anlaufen an den Spurkranz unterbleiben wirde. Die Untersuchungen hierzu sind
noch nicht abgeschlossen.

Mit der vorliegenden Arbeit wird ein Beitrag zur Vorhersage des Verhaltens mechanischer
Systeme unter zufalligen Einfliissen geleistet. Theoretische Methoden wurden auf technische
Systeme Ubertragen. Dabei zeigte sich, dal3 sich nicht nur die Modellbildung des mechani-
schen Systems, sondern auch die Abstraktion der anregenden Grol3en auf die Ldsbarkeit
betrachtlich auswirkt. Wahrend flr einen hohen Abstraktionsgrad analytische Methoden vor
allem wegen ihrer allgemeinen Aussagekraft positiv hervortreten, gewinnen numerische Me-
thoden fur die Untersuchung komplexer Systeme an Bedeutung. Die Rechenzeit tritt dann
gegenuber dem Aufwand zur Herleitung der Ansatzfunktionen in den Hintergrund. Es bietet
sich zusatzlich die Méglichkeit, gemessene Gleislagedaten in die Anregungstrajektorie auf-
zunehmen. Damit liel3en sich dann konkrete Streckenabschnitte oder Weichendurchfahrten
betrachten. Bis heute werden Weichendurchfahrten dynamisch nicht simuliert [18].

An den Beispielen Kraftfahrzeug und Radsatz ist leicht einsehbar, daf? hier nur Teilaspekte
realer technischer Gebilde beleuchtet wurden, um grundlegende Charakteristika des Verhal-
tens darzustellen und um die Ubersichtlichkeit und Vergleichbarkeit der Methoden unter-
einander zu veranschaulichen. Die Ergebnisse konnten als Grundlage fur weitere Arbeiten
auf dem Gebiet der Verschlei3forschung im Rad/Schiene-Kontakt dienen. Aul3erdem laufen
derzeit noch Arbeiten zur Erweiterung der Modelle auf ganze Eisenbahnfahrzeuge, was die
Komplexitat erhoht.
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