Stetige Selektionen linearer Funktionen
in der nicht-differenzierbaren
Morse-Theorie

Zur Erlangung des akademischen Grades eines
Doktors der Wirtschaftswissenschaften

(Dr. rer. pol.)

von der Fakultat fur Wirtschaftswissenschaften
der Universitat Fridericiana zu Karlsruhe

genehmigte

DISSERTATION

von

Dipl.-Wi.-Ing. Oliver Mayer

Tag der miindlichen Priifung: 31.01.2006
Referent: Prof. Dr. Diethard Pallaschke
Korreferent: Prof. Dr. Klaus Neumann

Karlsruhe, 2006



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1 Morse-Theorie

1.1 Begriffe und DeﬁnitionenJ ...........................
1.2 Morse-Theorie fiur differenzierbare Funktionen auf R™ . . . . . . . . . ..
1.3  Morse-Theorie auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . ..
1.4 Nicht-differenzierbare Morse-Theorie . . . . . . . . . ... ... .. ...
1.5 Generizitats-Eigenschaft . . . . . .. ...

N

2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

2.1 Normalformen . . . . . . . . . . e e
2.2 Anzahl stetiger Selektionen . . . . . . . . .. ..o
2.3 Abstiegs- und Anstiegskegel . . . . .. ...
2.4 Topologische Klassifikation firn <3 . . . ... ... ... ... .....
2.5 Der Homotopietyp des Abstiegskegels‘ ....................
2.6 Projektion auf die Einheitssphére S ”*1‘ ...................
2.7 Triangulierung der Mengen S_(f) und S+(f)‘ ................
2.8 Topologische Klassifikation furn =4 . . . . . . . . . . ... ... ....
2.9 Hohere Dimensionen . . . . . . . . ..

3 Faazit

A Mathematischer Anhang

A.1 Lineare Algebra . . . . . . . . . .
A.2 Kegel und Konvexe Mengen . . . . . . ... ... ... ... .......
A3 Topologie . . . . . . .

Literaturverzeichnis

105



Einleitung

In der klassischen Morse-Theorie werden untere Niveaumengen und kritische Punkte
von differenzierbaren Funktionen untersucht. So besagt das zweite Morse-Lemma, dafl
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R®™ — R in der Umgebung eines nicht-
degenerierten kritischen Punktes zy immer mit Hilfe einer Koordinatentransformation
in die folgende Gestalt iberfithrt werden kann:

n

k
(917--~,yn)'—’f($0)—2y]2~+Zy? ke{0,...,n}.
j=1

j=k+1

Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist die in Jongen u. Pallaschke (1988) angegebe-
ne Erweiterung des zweiten Morse-Lemmas auf stiickweise differenzierbare Funktionen,
die sich als stetige Selektionen von C2-Funktionen darstellen lassen. Danach konnen,
ebenfalls nach Einfiihrung neuer Koordinaten, die Variablen so zerlegt werden, daf3 sich
die Funktion in der Umgebung eines nicht-degenerierten kritischen Punktes als Summe
einer stetigen Selektion von linearen Funktionen und einer quadratischen Funktion dar-
stellen 1a8t. Der zweite Summand entspricht dem differenzierbaren Anteil der Funktion,
wahrend der erste Summand den nicht-differenzierbaren Anteil widerspiegelt. Gelingt
es, die Struktur dieses nicht-differenzierbaren Anteils besser zu verstehen, so lassen sich
daraus wertvolle Riickschliisse auf das Verhalten stiickweise differenzierbarer Funktionen
in der Umgebung von nicht-degenerierten kritischen Punkten ziehen.

Aus diesem Grund wurden in Bartels, Kuntz, u. Scholtes (1995) stetige Selektionen li-
nearer Funktionen im Detail untersucht. Ein wesentliches, dabei erzieltes Ergebnis ist
eine topologische Klassifizierung aller fiir die Morse-Theorie relevanten stetigen Selek-
tionen von bis zu vier linearen Funktionen.

In dieser Arbeit wird nun eine Verallgemeinerung der bisherigen Resultate entwickelt.
Fiir stetige Selektionen von bis zu flinf linearen Funktionen wird gezeigt, daf§ ihr to-
pologischer Typ eindeutig durch die Betti-Zahlen eines von der Funktion induzierten
simplizialen Komplexes bestimmt ist. Mit Hilfe dieses Ergebnisses und eines Computer-
Programms lassen sich im Falle von fiinf Selektionsfunktionen genau 26 verschiedene
topologische Typen innerhalb der 6894 stetigen Selektionen identifizieren. Diese Klassi-
fikation war bisher unbekannt.



Inhaltsverzeichnis

Die Anwendungsgebiete der Morse-Theorie sind zahlreich. Uberall dort, wo es um das
Auffinden kritischer Punkte geht, kann sie wichtige Informationen iiber die Struktur
des Problems liefern. So konnten beispielsweise mit Hilfe der Morse-Theorie neue Lo-
sungsansitze in der Parametrischen Optimierung entwickelt werden (sieche Guddat u. a.
1990). Eng damit verkniipft ist das Auffinden globaler Losungen von Optimierungs-
problemen. Ein vielversprechender Ansatz, der versucht, alle kritischen Punkte eines
Optimierungsproblems nacheinander zu durchlaufen, basiert ebenfalls auf Methoden der
Morse-Theorie (siche Jongen u. Ruiz Jhones 2000). Auch in der Wirtschaftstheorie sind
Anwendungen denkbar, so z. B. in der Gleichgewichtstheorie, wo viele Probleme als Suche
nach kritischen Punkten geeigneter Funktionen darstellbar sind. In Smale (1973) wurde
beispielsweise das Prinzip des Pareto-Optimums unter Zuhilfenahme der Morse-Theorie
verallgemeinert. Da viele Optimierungsprobleme bei genauerer Betrachtung einen nicht-
differenzierbaren Charakter aufweisen, ist es entsprechend wichtig, die Morse-Theorie
auch fiir nicht-differenzierbare Funktionen weiterzuentwickeln.

Das erste Kapitel dieser Arbeit beginnt mit einigen grundlegenden Begriffen und De-
finitionen, um danach die wichtigsten Resultate der Morse-Theorie fiir differenzierbare
Funktionen kurz vorzustellen. In Abschnitt 1.4 folgt die Einfiihrung einiger wichtiger
Konzepte der nicht-differenzierbaren Optimierung, um schliefllich das oben erwéhnte
Resultat aus Jongen u. Pallaschke (1988) néher zu betrachten. Dabei wird unter ande-
rem ersichtlich, welche wichtige Rolle die stetigen Selektionen linearer Funktionen im
nicht-differenzierbaren Fall spielen.

Diese sind der Untersuchungsgegenstand des zweiten Kapitels. Zunachst werden die be-
reits erwdhnten Ergebnisse aus Bartels, Kuntz, u. Scholtes (1995) ausfiithrlich behandelt.
Die daraus gewonnenen Erkenntnisse werden dann sukzessive und detailliert vertieft und
miinden in Abschnitt 2.8/ im Beweis der oben beschriebenen Klassifikation fiir stetige
Selektionen fiinf linearer Funktionen. Um die kombinatorische Struktur des Problems
auszunutzen, wird dabei auf Methoden der Algebraischen Topologie zurtickgegriffen.
Abschlielend wird eine allgemeine Vermutung fiir die Klassifikation im Falle von mehr
als fiinf Selektionsfunktionen aufgestellt.

Am Ende der Arbeit befindet sich ein Anhang, der in kompakter Form einige grundlegen-
de, fiir das Verstindnis der tibrigen Kapitel notwendigen mathematischen Begriffe und
Satze enthélt. Eine vollsténdige Einfithrung in die entsprechenden Gebiete kann dort je-
doch aus Platzgrinden nicht gegeben werden. Anstatt dessen findet der Leser zahlreiche
Literaturhinweise. Um die Lesbarkeit der Arbeit zu erh6hen wurden allerdings nicht alle
Definitionen und Begriffe in den Anhang verschoben.



1 Morse-Theorie

1.1 Begriffe und Definitionen

Im folgenden sei R™ der n-dimensionale euklidische Vektorraum. Ist nichts anderes ange-
geben, so besitzen dessen Elemente x € R” die folgende Darstellung als Spaltenvektor:

L1
xr=1: = (r1,...,2,)" € R".
T
Bei Bedarf werden jedoch auch Zeilenvektoren (zy, ..., z,) als Elemente des R™ betrach-

tet. Die Schreibweise (-, -) bezeichne das Standard-Skalarprodukt mit (z,y) = Ty
und || - || die euklidische Norm mit ||z|| = /(z, z).

Fir offenes M C R™ nennen wir eine Funktion f : M — R differenzierbar an der
Stelle o € M, wenn eine lineare Funktion [ existiert, so daf} gilt:

o 1@ = G+l =)

a0 [l = ol

Der eindeutig bestimmte Vektor V f(z), der die Gleichung

l(v) = (Vf(xo), v)

erfiillt, heifit der Gradient von f an der Stelle xo. Wenn f in einer Umgebung von xg
differenzierbar ist und zuséatzlich gilt

lim [V () = Vf(a0)| =0,

dann sagen wir f ist stetig differenzierbar im Punkt xy. Die Funktion f heifit (stetig)
differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt x € M (stetig) differenzierbar ist.
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Der Gradient ist gerade gleich dem Vektor der partiellen Ableitungen, d. h.

V() = <8% (@)..... a%f(x))T |

Daher wird der Begriff Gradient auch fiir (nicht notwendigerweise differenzierbare) Funk-
tionen f : M — R benutzt, die im entsprechenden Punkt nach allen Veranderlichen
partiell differenzierbar sind.

Es gilt: Existieren zu einer Funktion f : M — R sdmtliche partiellen Ableitungen und
sind diese in einem Punkt xy € M stetig, dann ist die Funktion im Punkt x, stetig
differenzierbar.

Eine Funktion f : M — R nennt man k-mal stetig differenzierbar, falls alle ihre partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung k existieren und stetig sind. Fiir M C R™, M # () bezeichne
C(M,R) die Menge aller stetigen reellwertigen Funktionen auf M. Ist M auflerdem offen,
so definiert man

o CF(M,R) als die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf M (fiir
ganzzahliges k > 1),

« CO%M,R):=C(M,R) und

o C*(M,R):= ) C*(M,R), wobei Ny := {0,1,2,...}.
keNy
Offensichtlich gilt C*(M,R) C C*'(M,R) fiir alle k € N := {1,2,...}. Die Begriffe
C* und glatt werden synonym verwendet. Elemente von C*(M,R) werden auch kurz als
CF-Funktion bezeichnet. Entsprechende Bezeichnungen verwenden wir auch fiir vek-

torwertige Funktion f : M — R™, f = (f1,..., fm)', wenn alle Komponentenfunktionen
fi,..., fm die jeweiligen Anforderungen erfiillen, also z. B. C*(M,R™).

Die Jacobi-Matrix einer vektorwertigen C'-Funktion f : M — R™, f = (fi,..., fm)" sei

mit 5 5
Df(z) := : : :

bezeichnet.

Fiir eine reellwertige C'-Funktion f : M — R, also den Spezialfall m = 1, ergibt
sich demnach Df(z) = (:Z f(2),..., -2 f(x)) = Vf(2)T. Fir die Matrix der zweiten

o1 ) Oy

-----



1 Morse-Theorie

dann D2f(z). Fiir C*:-Funktionen ist Df(z) eine symmetrische Matrix und hat somit
n reelle Eigenwerte (siehe Theorem A.1.3).

1.1.1 Rang einer Abbildung:

Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R™ eine C"-Abbildung, » > 1. Der Rang
der Abbildung f in einem Punkt z is gleich dem Rang der Jacobi-Matrix D f(xq) im
Punkt z¢; er wird mit rank,, f bezeichnet. Der Rang von f in x, ist gleich der Dimension
des Bildes von R” in R™ unter der linearen Abbildung D f|,,. Diese Definition impliziert
rank,, f < min{n, m}.

Alle Punkte x des Definitionsbereichs von f, fir die rank, f = min{n, m} gilt, nennt man
regulir (auch nicht-kritisch, nicht-singulér). Die Punkte mit rank, f < min{n, m}
heiflen dagegen irregulér (auch kritisch, singulér). Die Menge aller regularen Punkte
einer Abbildung f ist offen in R™ und kann leer sein.

1.1.2 Theorem Sei U C R" eine offene Menge, f : U — R" eine Abbildung der Klasse
C", r>1, und oy € U ein requldrer Punkt von f. Dann existieren offene Umgebungen

V won xo und W von f(zo), so daff f ein Homdomorphismus V LW und ftec
15t. O

1.1.3 Definition Sei M C R", M # () und f : M — R eine Funktion. Man sagt f
besitzt an der Stelle £ € M ein lokales Minimum, falls eine R"-Umgebung O von &
existiert, so daf fir alle z € M NO stets f(Z) < f(z) ist. Gilt f(Z) < f(z) sogar fiir alle
x € M, dann hat f an der Stelle # ein globales Minimum. Ein globales (bzw. lokales)
Maximum von f ist definiert als globales (bzw. lokales) Minimum der Funktion —f.
Globale (bzw. lokale) Minima und Maxima heiflen auch globale (bzw. lokale) Extrema.
Das Attribut ,strikt“ wird hinzugefiigt, wenn die jeweilige Bedingung fiir alle x # &
mit < erfiillt ist.

Offensichtlich ist jedes globale Minimum (bzw. Maximum) auch ein lokales Minimum
(bzw. Maximum). Notwendige bzw. hinreichende Bedingungen zum Auffinden lokaler
Extremalstellen liefern die beiden folgenden wohlbekannten Ergebnisse aus der Analysis.

1.1.4 Theorem (Notwendiges Optimalitatskriterium erster Ordnung)
Sei f : R" — R in & nach allen Verinderlichen partiell differenzierbar. Hat f an der
Stelle T ein lokales Extremum, dann ist Vf(Z) = 0. o

Es kommen also nur die kritischen Punkte von f als Kandidaten fiir lokale Extremal-
stellen in Frage.
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1.1.5 Theorem (Optimalitétskriterien zweiter Ordnung)
Sei f € C*(R™,R).

(a) Wenn f in T ein lokales Minimum hat, dann ist Df(Z) = 0 und D*f(Z) positiv
semi-definit.

(b) Ist Df(z) =0 und Df(Z) positiv definit, dann hat f an der Stelle & ein striktes
lokales Minimum. O

1.2 Morse-Theorie fur differenzierbare Funktionen
auf R"

In diesem und dem néchsten Abschnitt werden nur die wichtigsten Ergebnisse der
Morse-Theorie fiir differenzierbare Funktionen vorgestellt. Sie wurden entnommen aus
Jongen u.a. (2000). Dort wird das Thema sehr umfassend behandelt und auch in einem
bestimmten Sinn auf differenzierbare Funktionen unter Nebenbedingungen erweitert.

Ist eine Funktion f : R” — R gegeben, dann bezeichnen wir die Menge
M® :=A{z| f(z) < a}

als untere Niveaumenge von f zum Niveau a. Die Morse-Theorie beschéaftigt sich u. a.
mit der Frage, wie sich fiir festes f die geometrische Gestalt (genauer: der Homotopietyp)
dieser unteren Niveaumengen bei Variation des Niveaus a verandert. So besagt das
erste Morse-Lemma im wesentlichen, dafl sich ausgehend von einem festen Niveau a
der Homotopietyp der unteren Niveaumenge solange nicht verandert, wie kein neuer
kritischer Punkt in die untere Niveaumenge aufgenommen wird.

1.2.1 Theorem (Erstes Morse-Lemma) Es seien eine C'-Funktion f : R* — R und
reelle Zahlen a < b gegeben. Gilt inf{||Df(z)|||x € f~'([a,b])} > 0, dann ist M ein
starker Deformationsretrakt’ von MP. O

In der Literatur ist das erste Morse-Lemma haufig mit den urspriinglichen, etwas stren-
geren Voraussetzungen zu finden: anstatt inf{|| Df(x)|||z € f~'([a,b])} > 0 wird dort
verlangt, dal M® kompakt ist und f~1([a, b]) keinen kritischen Punkt enthilt.

D siehe die Erliuterungen zum Thema Homotopietheorie in Abschnitt [A.3 und speziell Definiti-
on A.3.13.
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1.2.2 Beispiel Betrachtet wird die Funktion f : R — R, deren Graph in Abbildung 1.1
zu sehen ist.

5N

ay

Abbildung 1.1: Graph einer Funktion f: R — R

Es gibt drei kritische Niveaus ay,as,as (d.h. f~!(a;) enthilt einen kritischen Punkt).
Fiir o < ay ist die Niveaumenge M leer. Dies &ndert sich erst beim Uberschreiten des
kritischen Niveaus a;. Gilt a; < 8 < ay ist die Niveaumenge M” immer ein Intervall,
andert also ihren Homotopietyp in diesem Bereich nicht. Ist as < v < ag, hat M7 zwei
Zusammenhangskomponenten. M? kann also kein Deformationsretrakt von M7 sein.

Ein ausfiihrliches Beispiel fiir eine Funktion g : R? — R ist in Jongen u.a. (2000) auf
Seite 15 zu finden. o

1.2.3 Definition Sei f : R* — R eine C*-Funktion und # ein kritischer Punkt von f.
Dann heifit  nicht-degenerierter kritischer Punkt von f, wenn auflerdem gilt:

D?f (%) ist regular .

Ist dies erfiillt, wird die Anzahl der negativen Eigenwerte von D?f(Z) als Index von f
an der Stelle & bezeichnet.

1.2.4 Definition Seien U und V offene Mengen des R” und ® : U — V ein Homdéomor-
phismus. Dann heifit das Paar (U, ®) lokales Koordinatensystem (des R") und & alleine
nennt man Koordinatentransformation. Sind dariiberhinaus sowohl ® als auch dessen
Umkehrfunktion ®~! Funktionen der Klasse C”, r > 1, dann heiit das Paar (U, ®)
lokales C"-Koordinatensystem und & entsprechend C"-Koordinatentransformation.
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1.2.5 Theorem (Zweites Morse-Lemma) Sei f € C*(R",R) und ¥ € R" ein nicht-
degenerierter kritischer Punkt von f. Dann existiert eine offene Umgebung U von & und
eine lokale C'-Koordinatentransformation ® : U — V mit ®(%) = 0, so daf fiir alle
y eV gilt:

k n
Fod ly) =f@)-> v+ > v,
=1

i=k+1

wobei k der Index von f an der Stelle T ist. O

In dieser Situation sagt man auch: f ist lokal topologisch dquivalent zu der Funktion
Yy f(@) — S y2+ 30,1 y? (siehe Definition 1.4.18).

Jede C2-Funktion hat somit lokal in der Umgebung eines nicht-degenerierten kritischen
Punktes bis auf differenzierbare Koordinatentransformation und Addition einer Kon-
stanten die Gestalt einer der Funktionen

k n
) ==> v+ > v
=1

i=k+1

Ist  ein kritischer Punkt und hat der Index k an der Stelle £ den Wert 0, so ist &
offenbar ein lokales Minimum. Ist dagegen k = n, so liegt ein lokales Maximum vor. Fiir
alle anderen Werte erhilt man Sattelpunkte. Die Abbildung|1.2 on the following page
zeigt den Graph der Funktion g; fir n = 2.

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse ist es auch moglich, eine Aussage zu beweisen, die be-
schreibt, wie sich die geometrische Gestalt der unteren Niveaumenge verandert, wenn
ein nicht-degenerierter kritischer Punkt in diese aufgenommen wird. Um diese Aussage
formulieren zu kénnen, wird noch die folgende Bedingung C bendtigt.

Bedingung C Es seien eine Funktion f € C'(R",R) sowie a,b € R mit a < b ge-
geben. Die Funktion [ erfillt Bedingung C beziglich des Intervalls |a,b], falls fir je-

de abgeschlossene Teilmenge S von f~([a,b]), welche keine kritischen Punkte enthilt,
inf{|| Df(x)| |z € S} > 0 gilt.

1.2.6 Theorem Gegeben sei eine Funktion f € C*(R™ R) mit nicht-degeneriertem kri-
tischen Punkt x, sowie reelle Zahlen a < b derart, dafS f die Bedingung C beziiglich des
Intervalls [a, b] erfillt, a < f(Z) < b gilt und f~'([a,b]) aufer T keine weiteren kritischen
Punkte von f enthdlt. Ferner sei k der Index von f an der Stelle T. Dann existiert eine
Menge D¥ mit den Eigenschaften

e DF ist homéomorph zum k-dimensionalen Einheitsball DF = {x e R¥||jz]| < 1},

10
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7k
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UHHH"
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Abbildung 1.2: Graph der Funktion f(z,y) = —2% + ¢?

e OD* = DFnN f(a),
e D¥C f7([a,0)),
so dafs gilt:

F Y (=00, a]) U D* ist homotopiedquivalent zu f~((—oo0, b)) . O

1.3 Morse-Theorie fiir differenzierbare Funktionen auf
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten

Um weitergehende Resultate der Morse-Theorie zu betrachten, ist es notwendig, eine
allgemeinere Klasse von Funktionen zugrunde zu legen, namlich differenzierbare Funk-
tionen, deren Definitionsbereich sog. Mannigfaltigkeiten sind. Dazu wird zunéchst das
Konzept der Mannigfaltigkeiten kurz vorgestellt.

11
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1.3.1 Definition Ein Unterraum M des R™ heifit k-dimensionale (topologische)
Mannigfaltigkeit, falls jeder Punkt x € M eine offene Umgebung in M besitzt, welche
homéomorph zur offenen Einheitskugel D* des R¥ ist. D.h. zu jedem Punkt p € M exi-
stiert eine offene M-Umgebung U mit p € U und ein Homéomorphismus ¢ : U — DF.
Das Paar (U, ¢) nennen wir dann ein lokales Koordinatensystem von M und ¢ eine lokale
Koordinatentransformation.

In der mathematischen Literatur wird tiblicherweise eine abstraktere Definition einer
Mannigfaltigkeit verwendet, welche keinen Bezug auf einen die Mannigfaltigkeit umge-
benden Raum (wie den R™ in Definition 1.3.1) nimmt. Im Hinblick auf die Anwendung
in der Optimierungstheorie ist es flir unsere Zwecke jedoch ausreichend, sich auf solche
Mannigfaltigkeiten zu beschranken, welche bereits von vornherein in den R"”, n > 1, ein-
gebettet sind. Dadurch werden einige der folgenden Definitionen anschaulicher. Beispiels-
weise findet man in der Literatur die Definition einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
meistens in einer allgemeineren bzw. abstrakteren Form. Bei den C"-Mannigfaltigkeiten,
wie sie im folgenden definiert werden, handelt es sich, in diesem abstrakteren Rahmen
gesehen, um Untermannigfaltigkeiten des mit einer C"-Struktur versehenen R™. Fiir wei-

tere Details siehe z. B. Lee (2003).

Der Begriff der C"-Funktion bzw. der r-fachen stetigen Differenzierbarkeit (r > 0) wurde
bisher nur fiir Funktionen f : M — R* definiert, deren Urbildmenge M eine offene Teil-
menge des R” ist. Die néchste Definition stellt eine im folgenden benétigte Erweiterung
fiir beliebige Urbildmengen dar.

1.3.2 Definition Seien X C R” und Y C R¥ beliebig.

o Fine Funktion f: X — Y nennen wir C"-Funktion, falls es zu jedem x € X eine
R™-offene Umgebung U von x und eine C"-Abbildung F' : U — Y gibt, so dafl f
und F auf X N U iibereinstimmen. Die Menge aller solcher C"- Funktionen wird
mit C"(X,Y’) bezeichnet.

o Fine Funktion f : X — Y heifit C"-Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und
sowohl f als auch f~! C"-Funktionen sind. Die Mengen X und Y heiflen dann
C"-diffeomorph.

1.3.3 Definition Eine Teilmenge M des R™ heifit k-dimensionale C"-Mannigfaltig-
keit, r > 1, falls jeder Punkt * € M eine offene Umgebung in M besitzt, welche
C’-diffeomorph zum offenen Einheitsball D* des R¥ ist (kurz: M ist in jedem Punkt
r € M lokal C"-diffeomorph zu R¥). Sind k und r aus dem Kontext ersichtlich oder
nicht von Bedeutung, wird M auch nur differenzierbare Mannigfaltigkeit genannt.

12
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Die Begriffe C* und glatt werden hier ebenfalls synonym verwendet.

1.3.4 Definition und Satz Sei M eine k-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit, p € M
und ¢ eine C"-Koordinatentransformation, deren Definitionsbereich p enthélt. Dann ist
die Jacobi-Matrix der Umkehrabbildung von ¢ an der Stelle ¢(p) wohldefiniert und kann
als lineare Abbildung D¢y, : R¥ — R™ betrachtet werden. Das Bild D¢, (R*)
dieser linearen Abbildung nennen wir Tangentialraum 7,M von M in p. Der Tangen-
tialraum 7, M ist unabhangig von der Wahl der Koordinatentransformation ¢ und somit
wohldefiniert. 0

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit hat also die niitzliche Eigenschaft, daf sie sich an
jeder Stelle linear approximieren 1a8t. 7, M ist nach Definition immer ein k-dimensionaler
Untervektorraum des R™. Damit 7}, M nun auch der geometrisch anschaulichen Vorstel-
lung von einem Tangentialraum in p entspricht, wird noch in Gedanken eine Verschiebung
von 0 nach p im R™ durchgefiihrt.

Aufgrund des zumeist lokalen Charakters der Aussagen in Abschnitt|1.2/1lassen sich diese
problemlos auf differenzierbare Funktionen, welche auf Mannigfaltigkeiten definiert sind,
iibertragen. Dazu miissen zunéchst einige Definitionen auf diese Klasse von Funktionen
erweitert werden.

Sei M eine k-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit, f : M — R eine C'-Funktion, p € M
und (U, ¢) ein Koordinatensystem von M mit p € U. Die Funktion f = fog !l
¢(U) — R ist dann eine Darstellung der Funktion f in lokalen Koordinaten. Da f
auf einer offenen Teilmenge des RF definiert ist, kann Df(¢(p)) gebildet und als li-
neare Funktion D f o) : R¥ — R betrachtet werden. Identifiziert man nun = € R* mit
D¢ty (z) € T,M, so erhalt man schliefllich eine von f und p induzierte lineare Ab-
bildung f. : T,M — R. Es lait sich zeigen, dal f, unabhdngig von der Wahl der
Koordinatentransformation ¢ ist.

1.3.5 Definition Sei M eine k-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit und f : M — R eine
C'-Funktion. Ein Punkt p € M heiBt kritischer Punkt von f, falls f.(T,,M) = 0.

Wie man leicht sieht, ist p € M genau dann kritischer Punkt von f, wenn D f (p(p)) =0

bzw. g—iw(p)) =0firallei=1,... k.

13
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Ist r > 2 und f eine C*-Funktion, 148t sich aufbauend auf f, in obiger Situation auch
noch eine symmetrische Bilinearform f., : T,M x T,M — R definieren. Auch diese ist
unabhéangig von der Wahl der Koordinatentransformation ¢ und entspricht eindeutig
einer Kongruenzklasse symmetrischer Matrizen (siehe Definition A.1.5). Bei gegebenem
Koordinatensystem (U, ¢) wird f., durch die Hesse-Matrix D? f (p) reprasentiert. Nach
Lemma A.1.6 stimmen die Eigenschaften Index, Coindex und folglich auch Regularitét
fiir alle solche Repréasentanten tiberein. Sie sind damit ebenfalls unabhédngig von der
Wahl der Koordinatentransformation ¢ und kénnen direkt f,, zugeordnet werden. Dies
fithrt zu der folgenden Definition.

1.3.6 Definition Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit in R”, f : M — R eine C*-Funktion
und p ein kritischer Punkt von f. Dann heifit p nicht-degenerierter kritischer Punkt
von f, wenn auBerdem fiir ein beliebiges Koordinatensystem (U, ¢) mit p € U gilt:
D2f(p) ist reguliir, wobei f = fo ¢! : ¢(U) — R. Ist dies erfiillt, bezeichnet man die
Anzahl der negativen Eigenwerte von D? f (p) als Index von f an der Stelle p.

Da f: M — R eine C"-Funktion ist, gibt es nach Definition 1.3.2/zu p € M immer eine
R"-offene Umgebung O von p und eine C"-Funktion f : O — R mit f(z) = f(z) fir
alle z € O N M. Diese Funktion f kann im Punkt p klassisch differenziert werden, was
eine lineare Abbildung D f |, - R™ — R liefert. Man kann zeigen, daf die Einschrankung
von Df |, auf T,M gerade die Funktion f, ergibt und somit unabhéngig von der Wahl
einer Koordinatentransformation ¢ ist. Bezeichnen wir die rechtwinklige Projektion von
Df(p) auf T, M mit D for;(p), so gilt daher:

Df|p(q:) =D foroj(p) - = fu(x) Ve eT,M.

Daraus folgt, daf p genau dann ein kritischer Punkt von f ist, falls D f,0j(p) = 0. Analog
zu Abschnitt (1.2 wird deshalb folgende Bedingung C aufgestellt:

Bedingung C Sei M eine k-dimensionale C”-Mannigfaltigkeit, f: M — R eine C'-
Funktion und a,b € R mit a < b. Die Funktion f erfillt Bedingung C' beziiglich des
Intervalls [a,b], falls fiir jede in M abgeschlossene Teilmenge S von f~'(|a,b]), welche
keine kritischen Punkte enthalt, inf{|| D foro5(2)|| |z € S} > 0 gilt.

Die beiden Morse-Lemmata lauten in diesem Kontext nun wie folgt.

1.3.7 Theorem (Erstes Morse-Lemma) Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit in R"™ und
f: M — R eine C'-Funktion. Weiterhin seien a,b € R, a < b derart gegeben, daf
f~Y[a, b))} keine kritischen Punkte enthilt, f die Bedingung C beziiglich des Intervalls
[a,b] erfillt und f~'([a,b]) abgeschlossen in R™ ist.

Dann ist M® = f~1((—o0,a]) ein starker Deformationsretrakt von M® = f=((—o0,b]).
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1.3.8 Theorem (Zweites Morse-Lemma) Sei M eine g-dimensionale C*-Mannig-
faltigkeit, f € C*(M,R) und & € M ein nicht-degenerierter kritischer Punkt von f.
Dann existiert eine offene Umgebung U von & in M und eine lokale C'-Koordinaten-
transformation ® : U — V C R? von M mit ®(z) = 0, so daf fir alle y € V' gilt:

k q
fod ly)=f@) =Y v+ > v,
=1

1=k+1

wobei k der Index von f an der Stelle T ist.

1.3.9 Theorem Scien eine q-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit M, f € C*(M,R), ein
nicht-degenerierter kritischer Punkt & von f mit Index k sowie a,b € R mita < f(z) <b
derart gegeben, dafS folgende Bedingungen erfillt sind:

o fY[a,b)) enthilt aufler T keine weiteren kritischen Punkte von f,
e f erfillt die Bedingung C beziiglich des Intervalls [a,b],
o f7Y[a,b]) ist abgeschlossen in R™.
Dann ezistiert eine Menge D¥ mit den Eigenschaften
e DF ist homéomorph zu D* |
e OD"=D"n f(a),
e DFC f7Y(a,b]),
so daf gilt:

fY (=00, a]) U D* ist homotopiedquivalent zu f~((—o0, b)) .

15
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1.4 Nicht-differenzierbare Morse-Theorie

Soll die Morse-Theorie auf nicht-differenzierbare Funktionen erweitert werden, ist es si-
cherlich notig sich auf eine bestimmte Klasse von Funktionen mit speziellen Eigenschaf-
ten zu beschrénken. Dies wird zunéachst die sehr allgemeine Klasse lokal Lipschitz-stetiger
Funktionen sein, deren Definition in kiirze folgt.

Auflerdem ist es notwendig, festzulegen, was tiberhaupt unter einem kritischen Punkt ei-
ner Funktion verstanden werden soll. Es gibt in der Literatur eine Vielzahl von Ansétzen
zur Definition sogenannter Subdifferentiale. Dies sind Verallgemeinerungen des klassi-
schen Differential-Begriffs auf bestimmte Klassen nicht-differenzierbarer Funktionen, die
sich in ihren Eigenschaften oft erheblich unterscheiden (sowohl untereinander als auch
vom klassischen Differential). Die im folgenden vorgestellten Ergebnisse verwenden ein
Konzept zur Definition kritischer Punkte, welches auf dem Clarkeschen Subdifferential
basiert. Dieses wird in der nicht-differenzierbaren Optimierung haufig angewendet.

Eine sehr ausfiihrliche Darstellung einiger Ergebnisse der Morse-Theorie fiir nicht-diffe-
renzierbare Funktionen, eingebettet in den Kontext der nicht-differenzierbaren Optimie-
rung, ist in Kuntz (1996) zu finden. Von dort wurden auch die meisten Definitionen und
Theoreme dieses Abschnitts iibernommen.

1.4.1 Definition Eine Funktion f heifit sublinear, wenn folgendes gilt:
o f(z1 + x2) < f(x1) + f(22) fur alle 1, 25 und
o flaz) = af(z) fir alle a > 0.

1.4.2 Definition Sei f : R" — R eine beliebige gegebene Funktion. f : R” — R heiBt
eine Approximation der Ordnung r von f, falls

o 1@ = @)

oo |lz — ol

1.4.3 Definition f ist lokal Lipschitz-stetig an der Stelle x(, wenn eine Umgebung
V von zy und eine Konstante L existieren, so dafl

[f(y) = F(2)] < Llly — =]

fir alle y,z € V.

1.4.4 Bemerkung Eine lokal Lipschitz-stetige Funktion ist fast iiberall differenzierbar.
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1.4.5 Definition f:R" — R is richtungsdifferenzierbar an der Stelle xy, wenn die
Richtungsableitung im Punkt x( in Richtung ¢

(w0 9) = T = (o + - 6) — f(w0))

t>0

fiir alle Richtungen g € R™ wohldefiniert ist.

1.4.6 Bemerkung Eine lokal Lipschitz-stetige Funktion ist nicht notwendigerweise
richtungsdifferenzierbar.

1.4.7 Theorem Sei f eine lokal Lipschitz-stetige und richtungsdifferenzierbare Funkti-
on. Dann ist die Funktion

fxo(ﬂf) = f(wo) + f'(wo; & — 20)

eine Approximation erster Ordnung von f an der Stelle x. O

1.4.8 Definition Wenn f richtungsdifferenzierbar an der Stelle zy und fmo eine Ap-
proximation erster Ordnung ist, dann heifit f B-differenzierbar an der Stelle x,. Die
Richtungsableitung einer B-differenzierbaren Funktion heifit B-Ableitung von f an der
Stelle x.

1.4.9 Theorem Wenn f, und fy B-differenzierbar in xq bzw. fi(xo) sind, dann ist fyo fy
B-differenzierbar in xo und es gilt:

(f20f1)/($0;71) :fé(f1($o);f{(950§v)) . O

1.4.10 Definition und Satz (Subdifferential von Clarke)
Sei f eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Die Clarkesche Richtungsableitung ist
definiert durch

o : 1

f* (203 9) = limsup —(f(z + ag) — f(z))
aHOS)r

und existiert in diesem Fall immer. f° ist eine sublineare Funktion in der Richtung g,

d.h. f(wo; g1 + g2) < f(w0;91) + f°(w0; 92) und f°(20; g) = af°(wo; g) gilt fiir alle

g,91,92 und o > 0.

Die eindeutig bestimmte kompakte konvexe Menge 0 f (), welche Trager der sublinearen
Funktion f°(xo; -) ist, d. h. fur die

°(rp;9) = max (v,
F(woig) = max (v, g)
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gilt, heiffit das Clarkesche Subdifferential von f im Punkt x.

Wenn die Funktion f in xy stetig differenzierbar ist, dann gilt:

0f(z0) = {Vf(z0)} -

Dies gilt nicht notwendigerweise im differenzierbaren Fall.

Es wurde gezeigt, dafl das Clarkesche Subdifferential auf folgende einfache Art und Weise
berechnet werden kann:

Of(zo) = conv{v | v = lim V f(z;), v; — zo} .

Es folgt die zu Beginn des Kapitels angekiindigte Definition eines kritischen Punktes auf
Basis des Clarkeschen Subdifferentials.

1.4.11 Definition Sei f : R” — R eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Ein Punkt
xo € R” heift ein kritischer Punkt von f falls 0 € 0f(x¢), wobei 0f (o) das Clarkesche
Subdifferential von f im Punkt z ist.

Damit ist zunéchst einmal ein Rahmen geschaffen, innerhalb dessen man die Fragestel-
lungen der Morse-Theorie auf nicht-differenzierbare Funktionen ausweiten kann. Das
erste Morse-Lemma wurde von Agrachev, Pallaschke und Scholtes bereits erfolgreich auf
die Klasse lokal Lipschitz-stetiger Funktionen erweitert.

1.4.12 Theorem (siche Agrachev u. a. 1997, Proposition 1.2) Sei M eine differenzier-
bare n-dimensionale Mannigfaltigkeit und f : M — R eine lokal Lipschitz-stetige Funk-
tion mit den unteren Niveaumengen M = f~1((—oo,t]). Angenommen MP ist kompakt

und f~'([o, B]) enthdlt keine kritischen Punkte von f. Dann existiert eine Lipschitz-
stetige Abbildung F : MP x [0,1] — M?, so dap gilt:

F(MP 1) € MPTHe=0) vt € [0,1],  Flaraxpy = id . .

Um eine dem zweiten Morse-Lemma (Theorem [1.2.5) vergleichbare Aussage tiber die
Struktur nicht-differenzierbarer Funktionen in der Umgebung kritischer Punkte zu er-
halten, ist es notwendig, die Klasse der betrachteten Funktionen ein wenig einzuschran-
ken. Die im folgenden betrachteten sog. stiickweise differenzierbaren Funktionen spielen
eine wichtige Rolle in der nicht-differenzierbaren Optimierung.
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1.4.13 Definition Seien f : R" — R und fi,..., f;, : R* — R stetige Funktionen. Ist
die Menge aktiver Indizes

I(z) ={ie{l,....m} | f(x) = fi(z)}

fiir alle x € R™ nicht-leer, dann heifit f stetige Selektion der Funktionen fi,..., f,,. In
diesem Fall werden die Funktionen f,..., f,, Selektionsfunktionen genannt. Die Menge
aller von fi,..., f,, erzeugten stetigen Selektionen wird mit CS(fi, ..., f.,) bezeichnet.

1.4.14 Definition Eine stetige Funktion f : R" — R heifit PC"-Funktion, r € N,
wenn zu jedem Punkt xy € R" eine Umgebung V' und eine endliche Menge {fi,..., f}
von auf V' definierten C"-Funktionen existieren, so daf§ f|y : V' — R eine stetige Selektion
der Funktionen fi,..., f,, ist.

1.4.15 Bemerkungen

o Fiir beliebiges » > 1 nennt man eine PC"-Funktionen auch stiickweise differen-
zierbare Funktion.

+ Eine Funktion ® : R” — R* heifit PC"-Funktion, wenn jede ihrer Komponenten-
Funktionen eine PC"-Funktion ist.

o Die Klasse der PC"-Funktionen ist beziiglich aller algebraischen Operationen sowie
endlich vielen Maximum- und Minimum-Operationen abgeschlossen.

» Fiir lokale Betrachtungen bei stiickweise differenzierbaren Funktion ist es aufgrund
deren Definition im folgenden o. B.d. A. ausreichend, stetige Selektionen f von C"-
Funktionen f1,..., f,, zu betrachten.

1.4.16 Theorem (Eigenschaften einer PC"-Funktion f)
Sei f:R" — R eine PC"-Funktion. Dann gilt:

e f ist lokal Lipschitz-stetig in jedem Punkt x. Das Subdifferential von Clarke ist die
konvexe Hiille endlich vieler Punkte und gegeben durch

Of (z) = conv{V fi(z) | i € f(x)} ,

wobei I1(z) = {i | z € c(int{z | f(z) = fi(x)})} die Menge der wesentlich
aktiven Indizes heifst.
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o f st richtungsdifferenzierbar in jedem Punkt x und die Richtungsableitung ist eine
stetige Selektion der linearen Funktionen

g—(Vfi(x),g) ,iel(x).

e Die beiden ersten Eigenschaften implizieren, daf$ f in jedem Punkt B-differenzier-
bar ist. 0O

Die mittels I(z) = {i | # € cl(int{z | f(z) = fi(z)})} definierte Menge der wesentlich
aktiven Indizes einer PC"-Funktion f im Punkt z erfiillt anschaulich gesprochen den
folgenden Zweck: Eine Funktion f; gilt nur dann als wesentlich aktiv, wenn es keine Um-
gebung von z gibt, in der f als stetige Selektion ohne die Verwendung von f; dargestellt
werden kann. D. h. durch Beschrénkung auf die wesentlich aktiven Funktionen entledigt
man sich aller Selektionsfunktionen, die in einer hinreichend kleinen Umgebung von x
iiberfliissig fiir die Darstellung von f als stetiger Selektion sind.

Die folgende Definition ist das PC"-Analogon zu Definition [1.2.4.

1.4.17 Definition Seien U und V offene Mengen des R" und ® : U — V ein Homoo-
morphismus. Sind sowohl ® als auch dessen Umkehrfunktion ®~! Funktionen der Klasse
PC", r > 1, dann heifit das Paar (U, ®) lokales PC"-Koordinatensystem und & eine
PC"-Koordinatentransformation.

1.4.18 Definition Zwei stetige Funktionen f, g : R® — R heiflen lokal topologisch
dquivalent in (x¢,yo), wenn ein lokales Koordinatensystem (U, ®) mit zop € U und
O (xo) = yo existiert, so daB gilt:

fx)=go®(x) firallexzeU.
Sind x¢ und/oder yo aus dem Kontext ersichtlich, werden sie nicht unbedingt angegeben.

Ist ® dariiberhinaus eine Lipschitz-, PC"-, C"-Koordinatentransformation, dann bezeich-
net man f und g als lokal Lipschitz-, PC"-, C"-adquivalent in (z, yo).

1.4.19 Theorem Sei ® : R" — R" eine stetige Selektion der C"-Funktionen ®4, ..., ®,,
mit ®(xg) = xo. Sind alle in der Menge

P (20) = conv{D®; () | i € I(xo)}

enthaltenen Matrizen reguldr, dann ist ® eine lokale PC"-Koordinatentransformation.
0D (xg) heifit die verallgemeinerte Jacobi-Matriz der Funktion ® in xy. 0
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1.4.20 Bemerkung Die eigentliche Definition der verallgemeinerten Jacobi-Matrix ist
gegeben durch 0®(zg) = conv{V | V = limy . D®(xy), zk koo, mO}u stimmt aber
unter den Voraussetzungen von Theorem[1.4.19 mit conv{D®;(z) | i € I(xo)} tiberein.

1.4.21 Definition Seien f:R"™ — R und zy € R" gegeben.

e Eine Funktion f heif}t eine qualitative Approximation von f in x,, wenn f lokal
topologisch aquivalent zu f an der Stelle z ist.

« Sind f und f sogar lokal Lipschitz-, PC"-, C"-aquivalent, so nennt man f qualitative
Lipschitz-, PC"-, C"-Approximation in x.

o Ist f zusétzlich Approximation der Ordnung 7, dann heift f eine qualitative
(Lipschitz-, PC"-, C"-) Approximation der Ordnung 7.

Aufgrund der Definition des Gradienten einer differenzierbaren Funktion f ist

fxo(x) = f($0> + <Vf($0), CC_‘,EO>

immer eine Approximation erster Ordnung von f. In einem kritischen Punkt z, gilt
V f(z¢) = 0 und folglich f,,(x) = f(z,) fiir alle z € R™. Eine konstante Funktion ist aber
nur zu sich selbst topologisch adquivalent. Daher ist (von dem trivialen Fall f = f(x) ab-
gesehen) fxo in diesem Fall keine qualitative Approximation. Die folgende Aussage zeigt,
daB fmo jedoch in allen nicht-kritischen Punkten qualitative Informationen liefert.

1.4.22 Theorem Sei f : R® — R eine C'-Funktion und xo € R"™ ein nicht-kritischer
Punkt von f, d.h. V f(zo) # 0. Dann ist

fzo(-x) = f(xO) + <Vf(x0), l’—.il?o)

eine qualitative Approximation erster Ordnung von f in xg. O

Liegt eine PC"-Funktion f vor und wird die lineare Funktion (V f(xy), x — 2 ) durch
die stetige Selektion linearer Funktionen f’(zo;z — xo) (siehe Theorem [1.4.16) ersetzt,
so erhalt man ein analoges Resultat:

1.4.23 Theorem Sei f : R" — R eine PC"-Funktion und xy € R™ ein nicht-kritischer
Punkt von f. Dann ist

fxo(ﬂf) = f(wo) + f'(wo; @ — )

eine qualitative Approximation erster Ordnung von f in xg. 0
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Um entscheiden zu koénnen, ob es sich bei einem kritischen Punkt einer stiickweise dif-
ferenzierbaren Funktion beispielsweise um ein lokales Minimum handelt, werden noch
zusétzliche Informationen benétigt. Da bereits das zweite Morse-Lemma fiir differenzier-
bare Funktionen nur eine Aussage fiir nicht-degenerierte Punkte macht, ist auflerdem zu
erwarten, dafl auch im stiickweise differenzierbaren Fall eine entsprechend verallgemei-
nerte Nicht-Degeneriertheits-Bedingung vorausgesetzt werden muf.

1.4.24 Definition Sei f eine stetige Selektion der C*-Funktionen fi, ..., fm : R* — R.
Ein kritischer Punkt zy von f heiffit nicht-degeneriert, wenn die zwei folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

(ND1) Fiir alle i € I(x) sind die Vektoren {Vf;(x0) |7 € I(x0) \ {i}} linear unab-
héngig.

(ND2) Die Hesse-Matrix D2L(xg, A) der Funktion z ~— L(z, \) eingeschriinkt auf den
linearen Unterraum

T(z0) = {y| Vfi(zo) 'y =0, i € I(z0)}

ist regular, wobei

und die reellen Zahlen \; so gewihlt sind, dafl gilt:
iel(zo) iel(wo)

Die Anzahl der negativen Eigenwerte von D2L(x, \) eingeschrinkt auf T'(z) wird als
quadratischer Index des kritischen Punktes x( bezeichnet.

1.4.25 Bemerkungen

o Die Bedingung (ND1) ist aquivalent zur folgenden Aussage: Der Ursprung liegt
im relativen Inneren des Clarkeschen Subdifferentials df(zo) und die Vektoren
V fi(xg), i € I(xp) sind affin unabhéngig.

e Das Konzept der Einschrankung einer symmetrischen Matrix auf einen linearen
Unterraum ist in Definition |A.1.7 erklart.

« Unter der Voraussetzung, daB (ND1) erfiillt ist, existieren immer eindeutige j\i,
i € I(zg), welche die in (ND2) geforderten Eigenschaften erfiillen.
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o T(zp) ist der Tangentialraum an die (in einer Umgebung von xy wohldefinierte) dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit M = {z | f(z) = f;(x) Vi € I(x0)} im Punkt z und
die Funktion f|y; : M — R ist offensichtlich differenzierbar. Daher ist (ND2) gera-
de dquivalent zur Nicht-Degeneriertheits-Bedingung fiir differenzierbare Funktionen

~

angewandt auf die Funktion f|y, da L(-,A) auf M mit dieser tibereinstimmt.

Das folgende Theorem aus Kuntz u. Scholtes (1995) zeigt, wie unter der Voraussetzung
der Nicht-Degeneriertheit eine qualitative PC*-Approximation in einem kritischen Punkt
gefunden werden kann.

1.4.26 Theorem Sei f : R* — R eine stetige Selektion der C*-Funktionen fi, ..., fm
und xqy ein nicht-degenerierter kritischer Punkt von f. Dann ist

1 N
Joo 1T — f(lfo) + f/(-r0§ Tr— IO) + 5(1; - xO)THE(wo)DiL(ZEm A)HT(x0)<x - xO)

eine qualitative PC'-Approzimation erster Ordnung von f in xg, wobei U7y die der
orthogonalen Projektion auf den linearen Unterraum T(xo) entsprechende Matrix ist. o

Dieses Resultat ist eine Erweiterung des zweiten Morse-Lemma auf stiickweise differen-
zierbare Funktionen. Denn ist f selbst eine C*-Funktion, wird f,, gerade zur klassischen
qualitativen Approximation erster Ordnung.

Das zweite Morse-Lemma fiir stiickweise differenzierbare Funktionen wurde in etwas
anderer Form bereits in Jongen u. Pallaschke (1988) bewiesen. Das besondere des vor-
angegangenen Theorems ist allerdings der Nachweis der PC'-Aquivalenz im Gegensatz
zur topologischen Aquivalenz bei Jongen u. Pallaschke (1988):
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1.4.27 Theorem (Nicht-differenzierbare Version des zweiten Morse-Lemmas)
Sei f: R® — R eine stetige Selektion der C*-Funktionen fi, ..., fm. Dann gilt:

e Ist xy ein nicht-kritischer Punkt von f, dann sind f und y — f(xo) + y1 lokal
topologisch dquivalent.

o Ist xg ein nicht-degenerierter kritischer Punkt von f, dann ist f lokal topologisch
aquivalent zu einer Funktion der Form

k+p n
g flwo) H o) = > v Y, (1.1)
i=k+1 j=k+u+1

wobei k = |I(x0)| — 1, p der quadratische Index von f im Punkt xo und

k
LeCS(y1, -\ Y, —Zyi) ist.
i=1

Da im weiteren Verlauf dieser Arbeit die PC'-Aquivalenz nicht von Bedeutung ist und die
Formulierung mittels der Standardfunktionen y;, —y?, y? und — Zle y; haufig niitzlich
ist, wird im folgenden immer auf diese urspriingliche Form des zweiten Morse-Lemma
fiir stiickweise differenzierbare Funktionen verwiesen.

Die durch (1.1) gegebene Gestalt unterscheidet sich von derjenigen im differenzierba-
ren Fall nur durch den Term [(yi,...,y;). Von dieser Funktion [ weifl man, daf es
sich um eine stetige Selektion der (k + 1) linearen Funktion yi, ..., yx, — Zle y; han-
delt. Diese speziellen linearen Funktionen bezeichnen wir als die (linearen) Standard-
Selektionsfunktionen.

Durch das zweite Morse-Lemma wird eine stickweise differenzierbare Funktion anschau-
lich gesprochen in zwei Bestandteile zerlegt:

o Ein differenzierbarer Anteil, der durch den Ausdruck

k+p n
2 2
- E yi + E Y;
i=k-+1 j=k+u+1

reprasentiert wird.

+ Ein nicht-differenzierbarer Anteil, der durch die stetige Selektion (k + 1) linearer
Funktionen [ verkorpert wird.
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1 Morse-Theorie

Der differenzierbare Anteil ist aus der klassischen Morse-Theorie bereits hinreichend
bekannt. Um die Struktur stiickweise differenzierbarer Funktionen in der Umgebung von
nicht-degenerierten kritischen Punkten zu verstehen, ist es also in erster Linie notwendig,
stetige Selektionen linearer Funktionen naher zu untersuchen.

Es folgt ein Beispiel zur Anwendung des zweiten Morse-Lemma, welches auch die Auftei-
lung in differenzierbaren und nicht-differenzierbaren Anteil verdeutlicht. Es basiert auf
einem Beispiel in Kuntz (1996), Seite 34f.

1.4.28 Beispiel Gegeben sei die stiickweise differenzierbare Funktion

[iR? =R, f(z,y) =max{z — 2y°, —z + y*} = max{fi(z,y), f2(z,y)}

NN L
AR
AT TR
M
\‘3;“\&\ 7
W
NN

Abbildung 1.3: Graph der Funktion f

Nach dem Graph der Funktion zu urteilen, konnte der Ursprung kritischer Punkt von f
sein. Durch Berechnen der Gradienten der Selektionsfunktionen im Ursprung und Bilden
der konvexen Hiille aus diesen erhélt man das Clarkesche Subdifferential:

df(0,0) = conv { ((1)) , <_01> } 50.

Folglich ist (0, 0) kritischer Punkt von f. Durch Uberpriifen der Bedingungen (ND1) und
(ND2) soll nun festgestellt werden, ob es sich um einen nicht-degenerierten kritischen
Punkt handelt.
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1 Morse-Theorie

(ND1): Die Bedingung ist offensichtlich erfiillt, da die beiden Gradienten der Selektions-
funktionen ungleich dem Nullvektor sind.

(ND2): Zunichst werden die rellen Zahlen A; > 0 bestimmt:
<1\ < (-1 0\ < - 1
)\1<0>+)\2<0):(0>, AM+A=1 = )\12)\225-

Nun bestimmt man die Menge aller Punkte, in denen die Selektionsfunktionen tiberein-

stimmen:

M= {(z,y) € R*| filz,y) = oz, y)} = {(z,y) €R* |z = 9"}

Der Tangentialraum an M im Punkt (0,0) ist offenbar:

T ={(z,y) e R*|x =0} .

Abbildung [1.4/ zeigt links die Mengen M und 7 im R? und rechts die Menge
{(z,y, f(z,y)) € R®|(x,y) € M} mit der Menge T, wobei hier die Richtung der z-Achse

vertauscht wurde.

T T T T T T T T
8 6 4 2 0 -2
X

Abbildung 1.4: Mannigfaltigkeit M und Tangentialraum T’
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1 Morse-Theorie

Die Funktion L mit festen \; ergibt sich zu:

1

L(x,y) = lefl(:c,y) + 5\2f2(5€7?/) = —§y2 -

L ist eine differenzierbare Funktion und stimmt auf M mit f {iberein. Weiter ist:

D2L,(0,0) — (8 _01) D2L(0,0)|r = —1 .

D2L(0,0) ist negativ definit auf 7. Somit ist Bedingung (ND2) erfiillt und der quadra-
tische Index ergibt sich zu p = 1.

Insgesamt erhélt man: Der Punkt (0,0) ist ein nicht-degenerierter kritischer Punkt der
Funktion f mit quadratischem Index 1. Anwendung des zweiten Morse-Lemma (Theo-

rem |1.4.27) liefert:

f ist im Punkt (0,0) lokal topologisch dquivalent zu der Funktion

g(z,y) =l(x) —y*,

wobei [ € CS(x, —x).

Man erkennt leicht, da$ fiir [ nur die Funktion {(z) = |z| = max{z, —z} in Frage kommt
und so ergibt sich:

g(z,y) = max{z, —x} —y* .
Abbildung 1.5 stellt die Graphen der Funktionen f und g abschliefilend gegeniiber.

8

f(xvy) :max{x—QyQ,—x+y2} g(flf,y) :max{ﬁ,—:z}—yQ

Abbildung 1.5: Die lokal topologisch dquivalenten Funktionen f und g
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1 Morse-Theorie

1.5 Generizitats-Eigenschaft

Welcher Nutzen aus dem zweiten Morse-Lemma (sowohl im differenzierbaren als auch
im nicht-differenzierbaren Fall) gezogen werden kann, héngt vor allem von folgender
Frage ab, die bis zu diesem Punkt noch nicht angesprochen wurde: Wahlt man zufallig
einen kritischen Punkt einer zufallig bestimmten, den Voraussetzungen entsprechenden
Funktion aus, liegt dann im allgemeinen ein nicht-degenerierter kritischer Punkt vor?

Diese Frage kann wie folgt mit ,Ja.“ beantwortet werden. Es werde der Funktionen-
raum C?(R”,R) betrachtet und mit der sog. starken C2-Topologie versehen (fiir eine
Definition der C2-Topologie siehe z. B. Guddat, Guerra Vazquez, u. Jongen (1990)). Die
C2-Topologie fiir den Funktionenraum C?(R”,R™) = C*(R™ R)™ sei die Produkttopo-
logie von

C*(R",R) x --- x C*(R",R) ,

[

Vv
m-mal

wobei jeder Faktor mit der C2-Topologie versehen ist.

Von Interesse sind nun die Eigenschaften der folgenden Menge:

jeder kritische Punkt jeder ste-
F* = {(fl, ooy [m) € C3H(R™,R)™ | tigen Selektion der Funktionen}
fi, -, fm ist nicht-degeneriert

Das folgende Theorem gibt eine Antwort auf die oben gestellte Frage (fiir Details siehe
Jongen u. Pallaschke 1988, Seite 347)

1.5.1 Theorem Die Menge I* ist C2-offen und C2-dicht in C*(R™ R)™. O

Grob gesagt bedeutet dies folgendes: Ist f eine stetige Selektion von m C?-Funktionen,
deren kritische Punkte alle nicht-degeneriert sind, dann existiert eine Umgebung von
f (in C*(R™,R)™ versehen mit der C2-Topologie), deren Elemente alle ebenfalls diese
Bedingung erfiillen. Ist dagegen xy ein degenerierter kritischer Punkt einer stetigen Se-
lektion f, dann findet man in jeder Umgebung von f eine Funktion deren kritischen
Punkte alle nicht-degeneriert sind. Auflerdem weifl man, dafl die Nicht-Degeneriertheit
fiir alle kritischen Punkte einer sehr méchtigen Klasse von Funktionen erfiillt ist.
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1 Morse-Theorie

Zusammenfassend erhélt man: Die Nicht-Degeneriertheit ist stabil und sie stellt den
generischen Fall dar (d.h. sie ist im allgemeinen erfiillt).
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2 Stetige Selektionen linearer
Funktionen

In Abschnitt|1.4/haben wir gesehen, daf die stetigen Selektionen linearer Funktionen den
Teil der Struktur stiickweise differenzierbarer Funktionen beschreiben, welcher diese von
den differenzierbaren Funktionen unterscheidet. Als zweites Morse-Lemma fiir stiickwei-
se differenzierbare Funktionen liefert Theorem 1.4.27 eine Zerlegung solcher Funktionen
in zwei Komponenten. Eine differenzierbare Komponente, gegeben durch den Ausdruck
— Zij,f 1 y: + Z;L:k bl yJQ-, die durch den quadratischen Index p vollstdndig charak-
terisiert ist, und eine nicht-differenzierbare Komponente [, von der man weifl, dafl sie
eine stetige Selektion der (k + 1) linearen Funktionen yi, ...,y und — Zle y; ist. Ob
und wie diese zweite Komponente bei gegebenem £ durch einen einfachen Index oder
ahnliches charakterisiert werden kann, ist nicht offensichtlich. Dieser Frage wird daher
im vorliegenden Kapitel nachgegangen.

Einen wichtigen Beitrag zu deren Beantwortung lieferten Bartels, Kuntz und Scholtes in
der Arbeit Bartels u.a. (1995). Dort gelang es den Autoren fiir £ < 3 eine vollstéandige
Klassifikation aller stetigen Selektionen der oben angegebenen (k + 1) linearen Funktio-
nen anzugeben. Dieses Ergebnis sowie einige wichtige Eigenschaften stetiger Selektionen
linearer Funktionen werden im folgenden in Anlehnung an Bartels u.a. (1995) préasen-
tiert. Danach folgt der wichtigste Abschnitt der vorliegenden Arbeit: die Herleitung einer
vollstandigen Klassifikation fiir den Fall £ = 4. Diese war bisher unbekannt. Das Ka-
pitel endet mit einem kurzen Ausblick auf den Fall £ = 5 und einer Vermutung zur
Klassifikation bei beliebigem k.

2.1 Normalformen

Fithrt man die Operationen ,,min“ und ,max* auf einer Menge { f1,..., fi, } reellwertiger
Funktionen ein, so erhilt man einen distributiven Verband (siche Gratzer 1971). Daher
1aBt sich jede durch endlich viele min- und max-Operationen aus fi,..., f,, erzeugte
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Funktion in die folgenden zwei Normalformen transformieren:

min max f; (min-max Normalform),
i€{1,...,s} JEN;

max min f; (max-min Normalform).
ie{l, .} JEM;

Dabei gilt N; € N; fir i # j und M; € M; fiir ¢ # j. Alle auf diese Art darstellbaren
Funktionen heilen kurz: Funktionen vom max-min Typ.

Handelt es sich bei fi,..., f,, um lineare Funktionen, so ist unmittelbar klar, dafl jedes
Element des entstehenden distributiven Verbandes eine stetige Selektion linearer Funk-
tionen ist. Von grundlegender Bedeutung ist nun das folgende Theorem, welches besagt,
daB umgekehrt jede stetige Selektion linearer Funktionen durch endlich viele min- und
max-Operationen aus den Selektionsfunktionen erzeugt und folglich in den obigen Nor-
malformen dargestellt werden kann. Fiir einen Beweis siche Bartels u.a. (1995, Theo-
rem 2.2).

2.1.1 Theorem Seien ay,...,a, € R" und f € CS(aix,...,alx). Dann existieren

(a) ein endliches System von Indezmengen {Ni,..., Ns} mit N; C {1,...,m} und
N; € Nj fiiri # j, so dafs

. T .
r)= min maxa,x (min-max Normalform
f(x) in maxa; ( form)

(b) und ein endliches System von Indexmengen {M, ..., M,} mit M; C {1,...,m}
und M; ¢ M; firi# j, so daf8

. T .
= a : - N [ .
f(x) ie?ll,..jfr} mina;x (maz-min Normalform)
Sind dariberhinaus die Vektoren aq,...,a,, affin unabhdngig, so sind beide Normalfor-
men eindeutig bestimmd. 0

Aufgrund von Theorem 1.4.27/ sind besonders stetige Selektionen der k + 1 linearen

Funktionen vy, ..., yx, — Zle y; interessant. Diese sind durch ihre Gradienten
1 0 0 -1
0 1 0 -1
Al s | und
0 0 1 -1
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

beschrieben, welche offensichtlich affin unabhéngig sind. Daher kann in diesem Fall im-
mer von der Existenz eindeutiger Normalformen ausgegangen werden.

Unter Zuhilfenahme eines Teils der beim zweiten Morse-Lemma fiir stiickweise differen-
zierbare Funktionen verwendeten Beweistechniken 143t sich auch das folgende Korollar
beweisen (fiir Details siche Bartels u. a. (1995, Corollary 2.3)).

2.1.2 Korollar Sei f eine stetige Selektion der C'-Funktionen f; : R — R,
ie{l,...,m}. Wenn die Gradienten der in & € R" aktiven Funktionen

Vii(z),i € 1(Z)

affin unabhdngig sind, dann lifst sich f in einer Umgebung von T als Funktion vom
maz-min Typ aus den f;,i € 1(Z) darstellen. 0

Mit Hilfe der Gesetze fir distributive Verbdnde kann bei Bedarf die min-max Normal-
form in die max-min Normalform umgerechnet werden und umgekehrt. Insbesondere die
Giiltigkeit der folgenden Gleichungen hilft beim Bestimmen der Normalformen:

max{ fi, min{ f1, f2}} = f1

min{ f1, max{f1, f2}} = f1
max{ fi, min{ fo, f3}} = min{max{ fi, fo}, max{fi, fs}}
min{ fi, max{f, fs}} = max{min{f, fo}, min{f1, f3}}

Mit Hilfe der Darstellung in Normalform ist die folgende Aussage relativ leicht zu be-
weisen.

2.1.3 Korollar Jede stetige Selektion linearer Funktionen ist als Differenz von zwei
konvexen stetigen Selektionen linearer Funktionen darstellbar.

BEWEIS Sei f eine stetige Selektion linearer Funktionen. Nach Theorem [2.1.1 kann f
in max-min Normalform geschrieben werden:

f() = max —max—ajz=— min max—a, .
ie{l,..r}  jEM; i€{1,....r} JEM;
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Nun benutzt man min{y;, ..., ym} = > yr — %nax {Z yr} und erhélt schliefflich
1 i€ 1, ,m

k;ﬁz
f(x) = max max — a x} max a x .
ie€{1,.. ,r} jGMk jEMk

Da man aus linearen Funktionen durch beliebige endliche Anwendung der Operatoren
,+“ und ,,max“ immer konvexe stetige Selektionen linearer Funktionen erhélt, ist damit
bereits die gesuchte Darstellung gefunden. 0

Aufgrund dieses Resultats kann auch jeder stetigen Selektion linearer Funktionen ein
minimales Paar kompakter konvexer Mengen zugeordnet werden. Eine Klassifikation
der stetigen Selektionen von vier linearen Funktionen auf Basis dieser minimalen Paare
wurde in Grzybowski u. a. (2000) durchgefiihrt (siehe hierzu auch Pallaschke u. Urbanski
(2002, Abschnitt 12.2)).

2.1.4 Bemerkung Theorem[2.1.1 bleibt auch giiltig, wenn von affinen anstatt linearen
Selektionsfunktionen ausgegangen wird. Ein Beweis findet sich in Bartels u.a. (1995,
Corollary 2.1).

2.2 Anzahl stetiger Selektionen

Geht man von affin unabhéngigen Vektoren ay,...,a,, € R"™ aus, so ist nach Theo-
rem die min-max Normalform von stetigen Selektionen der linearen Funktionen

aix,...,alr eindeutig bestimmt. Daher kann die Anzahl aller verschiedenen stetigen

Selektionen, die sich aus alwx,... ,a?nx bilden lassen, bestimmt werden, indem man al-
le moglichen min-max Normalformen zahlt. Dies wurde sowohl in Bartels u.a. (1995)
als auch im Rahmen dieser Arbeit mit Hilfe eines selbst erstellten Computerprogramms

durchgefithrt und ergibt die Werte in Tabelle 2.1 on the next page.

Dabei zeigt die erste Spalte die Anzahl der affin unabhéngigen linearen Selektionsfunk-
tionen, die Spalte CS; die Anzahl aller moglichen stetigen Selektionen daraus und die
Spalte CSy schliefllich die Anzahl nur solcher stetiger Selektionen, bei denen alle m
Selektionsfunktionen wesentlich aktiv sind.

Das auffalligste an diesen Ergebnissen ist, dafl es schon bei einer relativ geringen Anzahl

von linearen Selektionsfunktionen eine sehr grofie Menge verschiedener stetiger Selek-
tionen gibt. Um diese zu klassifizieren, ist daher spétestens fiir m > 5 ein einfaches
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

1 1 1
2 4 2
3 18 9
4 166 114
5 7,979 6,894
6 7,828,352 7,785,062

Tabelle 2.1: Anzahl verschiedener stetiger Selektionen von m affin unabhéngigen linearen
Funktionen

Durchsehen aller stetigen Selektionen nicht mehr praktikabel. Vielmehr mufl eine syste-
matische Vorgehensweise gefunden werden.

Das zweite Morse-Lemma liefert zu jeder Funktion, die dessen Voraussetzungen erfillt,
eine zugehorige Funktion von besonders einfacher Gestalt, in welche sie lokal durch An-
wendung einer Koordinatentransformation tiberfithrt werden kann. Dabei sind die steti-
gen Selektionen linearer Funktionen ein Bestandteil dieser besonders einfachen Gestalt.
Daher ist es sinnvoll, die stetigen Selektionen linearer Funktionen daraufhin zu unter-
suchen, welche von ihnen durch eine Koordinatentransformation ineinander iiberfiithrt
werden konnen. Auf das Attribut ,lokal* kann dabei aus folgendem Grund verzich-
tet werden: Zunéchst ist jede stetige Selektion linearer Funktionen positiv homogean) .
Sind fi, fo : R® — R zwei stetige Selektionen linearer Funktionen, U und V offene
Umgebungen des Ursprungs und ¢ : U — V' ein Hom6éomorphismus mit ¢(0) = 0 und
fioo Hy) = fa(y) fiir alle y € V, so 1aBt sich ¢ aufgrund der positiven Homogenitéit von
f1 und f5 immer zu einem Homdéomorphismus QNS : R" — R™ mit denselben Eigenschaf-
ten erweitern. In dieser Situation sagen wir, f; und f sind topologisch dquivalent
oder auch f; und f5 sind vom gleichen topologischen Typ. Die Relation ,topologisch
Aquivalent“ ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation.

Das Ziel im folgenden wird es sein, ein einfaches Kriterium dafiir zu finden, wann zwei
gegebene stetige Selektionen linearer Funktionen topologisch dquivalent sind, sowie die
Anzahl verschiedener topologischer Typen zu bestimmen.

D f:R™ — R heifit positiv homogen, wenn f(A\z) = \f(z) Vz € R",\> 0.
Stellt man eine stetige Selektion linearer Funktionen in ihrer min-max Normalform dar, so sieht man
unmittelbar, daf3 die positive Homogenitéat erfillt ist.
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

2.3 Abstiegs- und Anstiegskegel

Zu einer gegebenen stetigen Selektion werden die zugehorigen Abstiegs- und Anstiegs-
kegel wie folgt definiert.

2.3.1 Definition Sei f : R"™ — R positiv homogen. Dann heif3t
K _(f)={xeR"| f(x) <0} Abstiegskegeﬂ und
K. (f) = {r € R"| f(z) > 0} Anstiegskegel? der Funktion f.

Wie die folgenden Ergebnisse aus Bartels u.a. (1995) zeigen, enthalten diese beiden
Kegel alle notwendigen Informationen zur Bestimmung des topologischen Typs der zu-
grundeliegenden stetigen Selektion.

2.3.2 Theorem Sei f € CS(a{w,...,ay, x) und g € CS(bix, ..., by, x). Falls

m

K_(f) =K (g9) und K.(f)=K(9),

dann sind f und g topologisch dquivalent.

Ein Beweis findet sich in Bartels u.a. (1995, S. 394ff.).

2.3.3 Korollar FEuxistiert ein stickweise linearer Homdéomorphismus ¢ : R™ — R™ mit

Q(E_(f) = K_(g9) und oK (f)) =Ki(g),

dann sind f und g topologisch dquivalent.

BEwEIS Wie bei Theorem 2.3.2 setzen wir voraus, daf f € CS(ajz,...,ay, ) und

g € CS(bz,...,b;, x). AuBerdem sei ¢ eine stetige Selektion der linearen Funktionen
¢i - R" —=R" i € {1,...,my}. Offensichtlich ist dann g o ¢ : R* — R eine stetige Se-
lektion der linearen Funktionen {z — bf¢;(z)|i € {1,...,m,},j € {1,...,my}}. Nun
ist

K (90¢) ={zr eR"[g(¢(x)) <0} = {z cR"|¢(x) € K_(g9)} = K_(f),
wobei die letzte Gleichheit aus ¢(K_(f)) = K_(g) folgt. Analog ergibt sich

K. (go¢)=K(f),

2)Der Begriff Kegel ist hier und im weiteren Verlauf dieses Kapitels im folgenden schwachen Sinne
zu verstehen: In einem Kegel mufl mit jedem Punkt x auch A -z fiir alle A\ > 0 enthalten sein.
Insbesondere mufl der Ursprung nicht unbedingt in einem Kegel enthalten sein, wohl aber in dessen
abgeschlossener Hiille. Siehe auch Abschnitt

35



2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

und mit Theorem 2.3.2 folgt, dafi go¢ und f topologisch dquivalent sind. Weiterhin sind
g und g o ¢ topologisch aquivalent, und so folgt insgesamt die topologische Aquivalenz
von f und g. 0

Die Voraussetzung, dafl der Homoéomorphismus ¢ stiickweise linear sein muf, ist in
diesem Beweis zwingend notwendig, damit die Funktion g o ¢ ebenfalls stiickweise linear
ist und somit Theorem 2.3.2/ angewendet werden kann.

In Bartels u. a. (1995) wird die Vermutung geduBert, dafl die Aussage von Korollar 2.3.3
auch giiltig ist, wenn von ¢ nur vorausgesetzt wird, dafl es sich um einen positiv homo-
genen Homoéomorphismus handelt. Dies konnte allerdings bis jetzt noch nicht bewiesen
werden.

Liegt eine Funktion f € CS(alx,...,a z) vor derart, daB I(0) = {1,...,m} und der
Ursprung ein kritischer Punkt ist, welcher die Regularitétsbedingung (ND1) erfiillt, dann
folgt unmittelbar, daf a; # 0 fur alle ¢ € {1,...,m}. Daher hat die Menge

Ko(f) == {z e R"| f(x) = 0}

keine inneren Punkte. Spéter wird aulerdem gezeigt, dal Ko(f) = OK_(f) = 0K (f)
gilt (siehe Lemma [2.6.3). Ist nur der Abstiegskegel K_(f) bekannt, so erhilt man den
Anstiegskegel folglich durch die Beziehung K, (f) = R™\ cI(K_(f)). Liegen solche Funk-
tionen vor, missen deshalb in Theorem|[2.3.2 und Korollar[2.3.3|die Voraussetzungen nur
noch fiir die Abstiegskegel K_( ) gefordert werden.

Ist f eine stetige Selektion linearer Funktionen, und Z = 0 ein nicht-kritischer Punkt von
f, dann sagt das zweite Morse-Lemma (Theorem1.4.27), dal f topologisch dquivalent zu
einer linearen Funktion y; is@, da f(0) = 0. Zur Losung der Aufgabe, alle verschiedenen
topologischen Typen stetiger Selektionen linearer Funktionen zu bestimmen, sind daher
solche Funktionen, bei denen & = 0 nicht-kritischer Punkt ist, von keinem weiteren
Interesse. Es wird deshalb von stetigen Selektionen linearer Funktionen immer verlangt,
dafl der Ursprung kritischer Punkt ist.

Nach Theorem [1.4.27 ist eine stiickweise C*-Funktion in der Umgebung eines nicht-
degenerierten kritischen Punktes & lokal topologisch aquivalent zu einer Funktion der
Form

k+p n
i=k+1 j=k+pu+1

3) Auf das Attribut ,lokal® kann aufgrund der positiven Homogenitét von f verzichtet werden. Siehe
auch Erliuterungen auf Seite 34.
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

wobeil € CS(y1, ..., Yk, — Zle ;). Verlangt man von solch einer Funktion [, dafl der Ur-
sprung kritischer Punkt ist, impliziert dies, dafl alle k+1 Selektionsfunktionen wesentlich
aktiv sind¥. Dieser kritische Punkt erfiillt dann auch immer die Regularitatsbedingung

1 0 0 -1
. . . 0 1 0 71 .
(ND1), was an den zugehorigen Gradienten | .|, .|,....|.|,| . | leicht ablesbar
o) \o 1)\

ist. Da das zweite Morse-Lemma bzw. die Funktionen l € C'S(y1, ..., yx, — Zle y;) Aus-
gangspunkt unserer Bemithungen sind, wird die Bedingung (ND1) im folgenden auch bei
Verwendung anderer Selektionsfunktionen immer vorausgesetzt. Dies erscheint auch aus
dem Grunde sinnvoll, da nach Theorem [1.5.1/ die Bedingung (ND1) im generischen Fall
immer erfiillt ist. Das nachste Theorem liefert unter diesen Voraussetzungen eine weitere
technische Vereinfachung.

2.3.4 Theorem Sei f :R" — R, f € CS(aTz,...,axx), so daf I(0) = {1,...,m} und
der Ursprung ein kritischer Punkt ist, der (ND1) erfiillt.

Dann ist f vollstindig beschrieben durch sein Verhalten auf dem (m — 1)-dimensionalen
Unterraum U, der von den Vektoren aq, ..., a, aufgespannt wird.

BEWEIS Fiir alle v € Ut gilt: afv =0 Vie {1,...,m}.

= fu+v)=f(u) YueU YveU" O

Somit kann o. B.d. A. immer m = n 4+ 1 bzw. n = m — 1 vorausgesetzt werden. Ist die
Voraussetzung 1(0) = {1,...,m} nicht erfiillt, dann ist mindestens eine Selektionsfunk-
tion iiberfliissig. Somit a8t sich durch Streichen der tiberfliissigen Funktionen die Anzahl
der Selektionsfunktionen m und folglich auch die Dimension n so weit verringern, bis
doch alle Selektionsfunktionen wesentlich aktiv sind. Daher kann auch I(0) = {1,...,m}
0.B.d. A. immer vorausgesetzt werden.

Zusammengefafit wollen wir von jetzt an folgendes annehmen:

f:R" =R, feCS(ajn,...,a 7) (2.1)
10)={1,...,n41} (2.2)
0 ist kritischer Punkt von f und erfiillt (ND1). (2.3)

Diese Voraussetzungen implizieren immer:

ai,...,a,+1 sind affin unabhéngig. (2.4)

“Dies folgt aus der Formel fiir das Clarkesche Subdifferential von stetigen Selektionen (siche Theo-

rem|1.4.16)
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels erfiillen daher alle stetigen Selektionen linearer Funk-
tionen die Annahmen (2.1) bis (2.4), es sei denn, es wird ausdriicklich etwas anderes
vorausgesetzt.

2.4 Topologische Klassifikation fir n < 3

Aufgrund der Aussagen des vorherigen Abschnitts ist es theoretisch moglich, alleine
anhand des Abstiegskegels einer stetigen Selektion linearer Funktionen, welche den Ur-
sprung als kritischen Punkt hat und (ND1) erfiillt, deren topologischen Typ zu bestim-
men. Versucht man nun, bestimmte Attribute des Abstiegskegels zu finden, welche den
topologischen Typ der zugrundeliegenden Funktion bestimmen, so miissen diese bei An-
wendung eines Homoomorphismus unverandert bleiben, da sich dabei der topologische
Typ nicht verdndert. Attribute mit dieser Eigenschaft nennt man topologische Inva-
rianten. In Bartels u.a. (1995) gelingt es den Autoren in den Theoremen 3.2 und 3.3
mit Hilfe solch einer topologischen Invariante, ndmlich der Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten eines topologischen Raumes, eine einfache Methode zur Bestimmung des
topologischen Typs von stetigen Selektionen linearer Funktionen zu finden, vorausge-
setzt die Anzahl der Selektionsfunktionen ist kleiner oder gleich vier, was nach (2.1)
gleichbedeutend ist mit n < 3.

2.4.1 Theorem Sei f € CS(alx,...,al, x), so daf I(0) = {1,...,n + 1} und 0 ein
kritischer Punkt ist, der (ND1) erfillt. Fir n < 3 ist der topologische Typ von f durch
das Paar ganzer Zahlen (p,q) eindeutig bestimmt, wobei

p := #{ Zusammenhangskomponenten von K _ (f)}@,
q := #{ Zusammenhangskomponenten von K, (f)} .

Tabelle 2.2 on the following page zeigt die mdglichen (p,q)-Kombinationen sowie die
daraus resultierende Anzahl topologischer Typen fir jede Dimension n < 3. O

2.4.2 Bemerkungen

o Scheinbar im Widerspruch zu vorhergehenden Erléuterungen taucht in der Defini-
tion des Zahlenpaares (p, ¢q) nicht nur der Abstiegskegel K_(f) sondern auch der
Anstiegskegel K (f) auf. Tatsachlich aber konnte ohne Verwendung von K, (f)
auch

q := #{Zusammenhangskomponenten von R" \ cI(K_(f))}

5)Ist A eine endliche Menge so bezeichne #A die Anzahl der Elemente von A.
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

mogliche # topologischer
Dimension | (p, ¢)-Kombinationen Typen CSq(n +1)
n=1 (0,1); (1,0) 2 2
n=2 | (0,1); (1,0); (2,2); (3.3) 4 9
(0,1); (1,0); (1,1); (2,
n=3 |(1,2); (L3); (1,4) 10 114
(2,1); (3,1); (4,1)

Tabelle 2.2: Topologische Typen von stetigen Selektionen n + 1 linearer Funktionen

geschrieben. Die Schreibweise mit K, (f) wird lediglich der besseren Anschaulich-
keit und Lesbarkeit wegen verwandt.

e Genau genommen handelt es sich bei dem Zahlenpaar (p,q) um eine topologische
Invariante des Raumpaares (R™, K_(f)), welche bei Anwendung eines Homéomor-
phismus ¢ : (R", K_(f)) — (R", K_(g)) unverdndert bleibt (siehe hierzu auch
Definition A.3.5).

Das spater folgende Beispiel 2.5.8 wird zeigen, dal Theorem|2.4.1 fiir n > 4 nicht gilt.

Einer der Typen in Tabelle 2.2/ stellt sich bei niherer Betrachtung als besonders inter-
essant heraus, namlich der Typ (p,q) = (1,1). Aus der Definition von p und ¢ folgt,
daB eine Funktion diesen Typs sowohl einen zusammenhéngenden Ab- als auch einen
zusammenhéangenden Anstiegskegel hat. Diese Konstellation tritt erstmals in der Dimen-
sion n = 3 auf. Der Beweis von Theorem 2.4.1 liefert dazu das folgende iiberraschende
Korollar.

2.4.3 Korollar Sei f: R" — R eine Funktion, welche die Voraussetzungen von Theo-
rem 2.4.1 erfillt und fir die (p,q) = (1,1) gilt. Dann ist f linearisierbar, d. h. topologisch
dquivalent zu einer linearen Funktion. 0

2.4.4 Beispiel Sei f: R?* — R gegeben durch

f(z1, 29, 3) = max{min{zy, x2}, min{zy, x5}, min{zs, —z; — 2o — 23}}

= min{max{x, z3}, max{xq, 3}, max{zy, —x; — 9 — x3}} .

f ist linearisierbar, obwohl der Ursprung ein nicht-degenerierter kritischer Punkt von f
ist. o
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Das Auftreten solcher Funktionen ist ein bemerkenswerter Unterschied zum differen-
zierbaren Fall. Dort war nadmlich jeder nicht-degenerierte kritische Punkt entweder ein
Maximum, ein Minimum oder ein Sattelpunkt. Wie leicht zu sehen ist, bleibt die Eigen-
schaft eines Punktes, Maximum, Minimum oder Sattelpunkt einer Funktion zu sein, bei
Anwendung einer lokalen Koordinatentransformation immer erhalten. Diese wiinschens-
werte Invarianz trifft aber, wie Beispiel 2.4.4/zeigt, auf den Begriff des nicht-degenerierten
kritischen Punktes nicht zu. Denn bei der Funktion f dieses Beispiels ist der Ursprung
nicht-degenerierter kritischer Punkt. Nach Korollar 2.4.3 ist f jedoch topologisch dquiva-
lent zu einer linearen Funktion, welche offensichtlich nicht identisch Null ist, bei welcher
also der Ursprung iiberhaupt kein kritischer Punkt ist. Daraus folgt auflerdem, dafl der
Ursprung fiir die Funktion f weder Maximum, Minimum noch Sattelpunkt sein kann.

Aus theoretischer Sicht ist dies ein wenig unbefriedigend und deutet auf eine Schwéche
des hier zur Definition kritischer Punkte verwendeten Clarkeschen Subdifferentials hin,
zumindest beztiglich der vorliegenden Anwendung. Ein interessantes Gebiet fiir zukiinfti-
ge Forschungstatigkeiten wird es daher sein, alternative Ansétze zur Definition kritischer
Punkte im nicht-differenzierbaren Fall hinsichtlich ihrer Eignung zur Klassifikation von
Funktionen zu untersuchen bzw. zu entwickeln.

2.5 Der Homotopietyp des Abstiegskegels

Im folgenden soll von den Ergebnissen in Abschnitt 2.4 ausgehend versucht werden,
topologische Invarianten zu finden, welche den stetigen Selektionen linearer Funktionen
zugeordnet werden kénnen und den topologischen Typ solch einer Funktion eindeutig
bestimmen. Wie bereits erldutert bietet es sich dazu an, den Abstiegskegel néher zu
untersuchen.

Gegeben sei f : R* — R, f € CS(alx,...,al, ) mit [(0) = {1,...,n 4 1}, so daB 0 ein

kritischer Punkt ist, der (ND1) erfiillt. Nach Theorem 2.1.1 existieren dann nicht-leere
Teilmengen Ny, ..., Ngvon {1,...,n+ 1} und es gilt:

_ - T
)= i, el
Der Abstiegskegel von f wurde wie folgt definiert:

K_(f) = {e € R"| f(x) < 0} .
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Basierend auf den Indexmengen N; werden jetzt die folgenden Mengen betrachtet:
Ki(f)=f{reR"|[afz <0, jEN} ,i=1,....5.

Einige wichtige Eigenschaften dieser Mengen K* (f) sind im folgenden Lemma zusam-
mengefafit.

2.5.1 Lemma (Eigenschaften der Mengen K® (f))

(@) K-(H)= U K(f)
(b) K'(f)NK.(f)#0 < N;,UN; #{1,...,n+1}
(c) Alle K'(f) sind nicht-leer, es sei denn es ist f(x) = fmax(z) = max a] .
(d) Fiir f # faax sind die K (f) offene konveze Kegel.
(e) dim(cl(K”(f)) Nel(KL(f))) € {0,n}
(f) dim(cl(K: (f))Ne(K.(f))=n <= NUN;#{l,...,n+1}
BEWEIS
zu (a) Zunichst gilt aufgrund der Definition der K7 (f):
ze K (f) & ajz <0VjeN;.

Dies ist aquivalent zu max a]T:E < 0, woraus sofort f(z) = min max aij <0
JEN; i€{1,...,s} JEN;

folgt. Ist umgekehrt z € K_(f), so mufl ein i € {1,...,s} existieren mit

max ajz < 0 und durch obige Aquivalenzen ergibt sich z € K (f).

JEN;
zu (b) Angenommen z € K'(f) N K’ (f). Da der Ursprung ein kritischer Punkt

von f ist, der (ND1) erfiillt, existieren aufgrund der Erlauterungen zu Defini-
n+1 n+1

tion [1.4.24 positive Konstanten Ay, ..., A\,41 mit Z Aia; = 0 und Z A= 1.
ntl i=1 i=1
Daraus folgt Z Najr = 0. Da afz < 0 fiir alle [ € N; U N; gilt, mu somit

i=1
ein Index k € {1,...,n+ 1} existieren mit a} z > 0, woraus folgt: k ¢ N;UN;.
Gilt umgekehrt N; U N; # {1,...,n + 1}, so wéhlt man einen Index k, der
weder in NN; noch in N; enthalten ist. Wegen (ND1) sind die Vektoren a,
le{l,...,n+1}\ {k} linecar unabhéngig und spannen somit den R" auf. Da-
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

her existiert ein Vektor € R" mit af 2 = —1 fir alle [ € {1,...,n+ 1} \ {k}
und damit ein Schnittpunkt von K (f) und K’ (f).

zu (c) Mit der fiir Aussage (b) verwendeten Argumentation folgt auch sofort, daf
K (f)y#0 & N; #{1,...,n+ 1} gilt. Aufgrund der Eigenschaften der
Indexmengen N; kann der Fall N; = {1,...,n+ 1} aber nur einmal auftreten,

und zwar als einzige Indexmenge der Funktion f(z) = max alw.

je{l,n+1} 7

zu (d) Aufgrund ihrer Definition sind die K’ (f) Schnittmengen von endlich vielen
offenen Halbraumen und als solche offene konvexe Kegel oder aber leer, was
aber wegen @ und f # fuax nicht eintreten kann.

zu (e) 1. Fall: Es sei K (f)NK” (f) # 0. Dann ist K* (f)NK? (f) nach (d) als Schnitt

von ebensolchen ein offener konvexer Kegel. Weiterhin ergibt sich nach kurzer
Uberlegung cl(K"(f)) N cl(K2(f)) = {z € R"|afz < 0,l € N; UN,} =
(K (f) N K?(f)), welches deshalb ein n-dimensionaler konvexer Kegel ist.

2. Fall: Sei nun K* (f)NK? (f) = 0. Nach (b)|gilt dann N;UN; = {1,...,n+1}.

Wahlt man ein beliebiges € cl(K* (f)) Ncl(K”(f)), so muB az < 0 fiir alle

l e NJUN; ={1,...,n+1} gelten. Wie im Beweis zu (b) existieren aber auch
n+1

positive Konstanten \; mit Z)\ia?:v = 0. Insgesamt folgt a/z = 0 fiir alle

=1
le{l,...,n+ 1} und mit (ND1) schlieBlich z = 0. Also ist

c(KL(f)) Nel(K2(f)) = {0} .

zu (f) Dies ergibt sich unmittelbar aus den Teilen (b) und |(e). 0

Natirlich konnen basierend auf der max-min Normalform

.o
)= Imax mina:;
f(z) ie{l,..r} jeM; 7

auch entsprechende Mengen

K.(f)={zeR"|ajz>0, je€M} ,i=1,...r

definiert werden. Fiir diese gelten ganz analoge Eigenschaften wie fir die Mengen K* (f).
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

2.5.2 Lemma (Eigenschaften der Mengen K (f))

Alle Aussagen von Lemma |2.5.1 gelten in entsprechender Form auch fir die Mengen
K'(f). Dazu ersetzt man dberall in Lemma|2.5.1 K_(f) durch K. (f), K*(f) durch
K3 (f), s durch r, Ny durch M, und max durch min.

BEWEIS Analog zum Beweis von Lemma 2.5.1 O

Im folgenden bendtigen wir noch das Konzept des Nervs, welches einem System von
Mengen einen simplizialen Komplex@ zuordnet.

2.5.3 Definition Sei i = {U,}ic(1,.. k) ein endliches System nicht-leerer Mengen. Dann
ist nerve der simpliziale Komplex, dessen Simplizes alle nicht-leeren Teilmengen von
U sind, welche nicht-leeren Durchschnitt haben. Insbesondere sind die Mengen Uy, . . ., Uy
gerade die Ecken von nervel/.

Das folgende Beispiel soll den Begriff veranschaulichen.

2.5.4 Beispiel U=A{U}icn,. 5 nervelf

Uilﬂ...ﬁUik #@ =4 A<U1177Uzk) € nerveld

Etwas weniger gebréduchlich, aber auf demselben Prinzip basierend, ist die Definition
des Nervs eines simplizialen Komplexes. Dazu werden alle maximalen Simplizes®) eines
gegebenen simplizialen Komplexes als ein Mengensystem betrachtet und dann von die-
sem der oben definierter Nerv bestimmt. Die folgende Definition formuliert dies nochmal
ohne auf den Begriff des Nervs eines Mengensystems zuriickzugreifen.

2.5.5 Definition Sei K ein endlicher simplizialer Komplex. Dann ist nerve IC der wie
folgt definierte simpliziale Komplex: Die maximalen Simplizes von K sind die Ecken
von nerve K. Eine Menge von Ecken ist Simplex von nerve IO wenn die entsprechenden
maximalen Simplizes von K nicht-leeren Durchschnitt haben.

6)sieche Definition [A.3.17
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Einen wichtigen Zusammenhang zwischen einem simplizialen Komplex und seinem Nerv
liefert das folgende Theorem.

2.5.6 Theorem Ist IC ein endlicher simplizialer Komplex, dann gilt: K und nerve kC
sind homotopiedquivalent. O

Fiir einen Beweis dieser Aussage sowie eine detaillierte Betrachtung von Nerven simpli-
zialer Komplexe sei auf Griinbaum (1970) verwiesen.

In Lemma|2.5.1 wurde gezeigt, daf sich gemafl K_(f) = |J K* (f) der Abstiegskegel aus
i=1

offenen konvexen Kegeln zusammensetzt, welche auflerdem die angenehme Eigenschaft
besitzen, daf} sich an den zugehoérigen Mengen N; relativ einfach ablesen 1a8t, ob sich
zwei oder mehr dieser Kegel K* (f) schneiden oder nicht. Dies legt die Vermutung nahe,
daB es topologische Eigenschaften des Abstiegskegels gibt, die alleine durch die Mengen
N; bestimmt sind. Das folgende Ergebnis bestétigt diese Vermutung sehr deutlich.

2.5.7 Theorem FEs sei eine Funktion f: R" — R, f € CS(ajx,...,a,, x) gegeben, so
dap I ={1,...,n+1} und 0 kritischer Punkt von f ist, der (ND1) erfillt. Basierend

auf der min-maz Normalform f(z) = {nin }mz}vx aJTx sei. Ny ={1,...,n+ 1} \ N;.
i€{1,...,s} JEN;

.....

BEWwEIS Da 0 kritischer Punkt von f ist und (ND1) erfullt, existiert fiir f eine eindeutige
min-max Normalform (siche Theorem 2.1.1). Weil fiihrte den Begriff der einfachen
Uberdeckung ein (siche Weil 1952) und zeigte unter anderem, daff der Nerv einer
einfachen Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit X denselben Homotopietyp hat wie die
Mannigfaltigkeit X selbst. Dabei ist eine einfache Uberdeckung definiert als eine lokal
endliche Uberdeckung aus offenen Mengen mit der zusitzlichen Eigenschaft, daf jede
Menge der Uberdeckung, sowie jeder Durchschnitt von zwei oder mehr Mengen der
Uberdeckung differenzierbar zusammenziehbar ist.

Nach Lemma [2.5.1]sind alle K* (f) offen und konvex und fiir alle I C {1,...,s} ist der
Durchschnitt (,.; K (f) entweder leer oder offen und konvex. Da jede offene konvexe

.....

deckung von K_(f).

Unter Verwendung des oben erwihnten Ergebnisses aus Weil (1952) ergibt sich: K_(f)

77777

44
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Schliellich folgt aus

2.5.1

K (AHNK (f)#0 N;UN; #{1,....n+1} <= N,NN, #0

..........

tung. O

Mit Theorem 2.5.7 steht uns bereits ein sehr méchtiges Werkzeug zur Untersuchung
stetiger Selektionen linearer Funktionen zur Verfiigung. Sich den Abstiegskegel K_(f)
selbst zu veranschaulichen, um daraus Erkenntnisse tiber die Funktion f zu ziehen,
ist schon fir n = 3 nur mit groflem Aufwand moglich. Fir n > 4 aber erweist sich
diese Vorgehensweise als nicht mehr praktikabel. Im Vergleich dazu 1afit sich jedoch
wie K_(f) hat, zumindest einen Teil der zur Bestimmung des topologischen Typs von
f notwendigen Informationen tragen.

Das folgende ausfiihrliche Beispiel fur n = 4 zeigt zum einen, daf3 die Aussage von Theo-
rem 2.4.1 hier nicht giiltig ist, und zum anderen, wie die Anwendung von Theorem 2.5.7
in diesem Fall weiterhelfen kann.

2.5.8 Beispiel
Gegeben seien zwei stetige Selektionen linearer Funktionen f und g im R*:

f(x1, 29, 23, £4) = min{ max{xy, ro, x3}, max{wy, re, x4},

4 4
max{zy, Ta, — Z x; }, max{xs, 4, — Z xi}}
i=1 i=1

4

g(x1, x9, 3, x4) = min{ max{xy, o}, max{zy, x3}, max{wy, r3, x4, — Z z;}}
i=1

Fiir eine vereinfachte Darstellung werden die Vektoren a; = (1,0,0,0)T, ay = (0,1,0,0)T,
az = (0,0,1,0)T, ay = (0,0,0, )T, a5 = (=1, —1,—1,—1)" eingefiihrt, so daB die Selek-
tionsfunktionen durch afx, ..., aix gegeben sind. Zunichst wird fiir f und g jeweils das
Zahlenpaar (p, q) aus Theorem 2.4.1 bestimmt.

(a) Funktion f: Aus der gegebenen min-max Normalform kénnen s = 4 und die
Mengen N; abgelesen werden:

Ny =1{1,2,3}, Ny ={1,2,4}, N3 ={1,2,5}, Ny, ={3,4,5}.

Nach Lemma(2.5.1/(b)) kann man durch das Betrachten der Vereinigung verschie-
dener Indexmengen N; feststellen, welche der Mengen K (f) nicht-leeren Durch-
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schnitt haben. So folgt z. B. aus Ny UN,; = {1,2,3,4,5} daBl K (f)NK4(f) = 0.
Damit erhalt man:

KL(f)NKZ(f) # 0, KL(f) NK2(f) # 0 und K2(f) N K2(f) # 0.

Alle anderen Schnitte sind leer. Folglich besteht der Abstiegskegel K_(f) aus

3
zwei Zusammenhangskomponenten, nédmlich |J K* (f) und K*(f).
i=1

Mit Hilfe der Rechenregeln in einem distributiven Verband 148t sich aus der min-
max Normalform auch die max-min Normalform von f bestimmen. Dies ergibt
r =7 und

M; : {1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4,5} .

Dieselbe Vorgehensweise wie oben, nun angewandt auf die Indexmengen M;, er-
gibt: ' ‘
KL NKL(f) #0 ¥ije{l,....T}.

Folglich besteht der Anstiegskegel K, (f) nur aus einer Zusammenhangskompo-
nente.

Zusammengefafit gilt fur die Funktion f: (p,q) = (2,1).

Funktion ¢g: Die min-max Normalform liefert s = 3 und
N; - {1,2},{1,3},{2,3,4,5} .

Dies ergibt: K'(g) N K?(g) # 0 und alle anderen Schnitte sind leer. Daher hat
K_(g) die zwei Zusammenhangskomponenten K' (g) U K2 (g) und K3(g).

Fiir die max-min Normalform von g gilt » = 5 und

M; s {1,2),{1,3}, {1,4}, {1,5},{2,3) .

Daraus erhélt man:

Ki(9)NKL(9) #0 Vi,je{l,...,5}.

Folglich besteht der Anstiegskegel K (g) nur aus einer Zusammenhangskompo-
nente.

Zusammengefaft gilt fir die Funktion g: (p,q) = (2,1).
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Fir beide Funktionen f und g gilt also (p,q) = (2,1). Ware n < 3, so wiirde daraus
mit Theorem 2.4.1 die topologische Aquivalenz der beiden Funktionen folgen. Doch da
das Beispiel im R* operiert, kann vorerst keine diesbeziigliche Aussage gemacht werden.
Jetzt kann man versuchen Theorem [2.5.7/ auszunutzen. Dazu werden zunéchst einmal

77777

(a) Funktion f: Die Mengen N; sind die Komplemente der Mengen N;:
Ny ={4,5}, No = {3,5}, N3 = {3,4}, N, = {1,2}.

Es gilt N;NN; #0 < Ki(f)n K.(f) # 0 und daher wissen wir von oben
bereits:

NiNNy#0, NNNNg# 0, NyN Ny £ .

AuBerdem sieht man, daf 3 oder mehr der N; immer leeren Durchschnitt haben.
Daraus folgt:

11111

Abbildung 2.1 zeigt eine graphische Darstellung dieses simplizialen Komplexes.

(b) Funktion g: ) ) i
N1 - {3’475}7 N2 - {274a5}a NS = {1}

Die Betrachtung moglicher Schnitte ergibt:

Fiir eine graphische Darstellung sieche ebenfalls Abbildung 2.1.

Nach Theorem 2.5.7 gilt, daB} F homotopiedquivalent zum Abstiegskegel K_(f) ist und
entsprechendes fiir G.

Angenommen die Funktionen f und ¢ seien vom gleichen topologischen Typ. Daraus
folgt die Existenz eines Homoomorphismus ¢ : R* — R* mit der Eigenschaft

fow) =gly) VyeR'.

Dies impliziert
ye K (9) < oly) € K(f).
Somit ist ¢(K_(g)) = K_(f) und folglich sind K_(f) und K_(g) homéomorph. Zusam-
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Funktion f: Funktion g¢:
NZ = @
Ny
° Ny _
o Vs
Nl NB ]\71 ®

Abbildung 2.1: nerve{Ni}ie{l,m,s} der Funktionen f und g aus Beispiel [2.5.8

mengefafit gelten folgende Beziehungen:
FeK (f)2K (9)~G7.
Da die Homotopiedquivalenz von Réumen eine Aquivalenzrelation ist, folgt schlieflich:
F~G.

Beim Betrachten von Abbildung|2.1 sieht man jedoch sofort, dafl F und G nicht homoto-
piedquivalent sind, da G aus zwei zusammmenziehbaren®) Zusammenhangskomponenten
besteht, F aber eine zusammenziehbare und eine nicht-zusammenziehbare Zusammen-
hangskomponente besitzt.

Das bedeutet, die getroffene Annahme war falsch, d.h. f und ¢ sind von unterschiedli-
chem topologischen Typ. Da fiir beide Funktionen (p,q) = (2,1) gilt, ist dies ein Beleg
dafiir, daf die Aussage von Theorem [2.4.1 fiir n > 4 im allgemeinen nicht gilt. Gleichzei-
tig zeigt dieses Beispiel aber auch, dafl Theorem 2.5.7/bereits eine notwendige Bedingung
fiir die topologische Aquivalenz von stetigen Selektionen beliebig vieler linearer Funk-
tionen liefert. Dies wird spater in Korollar 2.5.15/ nach einer weiteren Vereinfachung
nochmals explizit formuliert. o

Die in diesem Beispiel als nerve{]\_fi}ie{lw.,s} aufgetretenen simplizialen Komplexe waren

)Die Schreibweise A 2 B bezeichne hombomorphe Riume A und B und die Schreibweise C' ~ D
homotopiedquivalente Raume C' und D.

8)Ein topologischer Raum A heiBt zusammenziehbar, wenn er denselben Homotopietyp hat wie ein
Einpunktraum.
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sehr einfach aufgebaut, so dafi die Frage ihrer Homotopiedquivalenz leicht beantwortet
werden konnte. Dies mufl aber nicht immer so sein. Wie ,kompliziert® der simpliziale
Komplex nerve{]\ffi}ie{lws} fiir gegebene Dimension n werden kann, hangt hauptséchlich
von der maximalen Anzahl seiner Ecken ab. Die Anzahl der Ecken von nerve{Ni}ie{L,__,S}
ist aber gerade gleich der Anzahl s von Mengen N; in der min-max Normalform. Ein
Durchsehen aller moglichen stetigen Selektionen von fiinf linearen Funktionen ergibt, dafl
in diesem Falle s maximal den Wert 10 annimmt. Eine Dimension hoher betragt dieser
Wert bereits 20 9. Das mit diesen Werten verbundene Auftreten kompliziert aufgebauter
simplizialer Komplexe schon bei relativ kleinem n ist ein Nachteil der Methode, stetige
Selektionen linearer Funktionen anhand ihres nerve{Ni}ie{l,_,’s} zu beurteilen, der im
folgenden beseitigt werden soll.

Mit A" sei das n-dimensionale Standardsimplex@ bezeichnet. Dieses stellen wir uns im
folgenden als simplizialen Komplex vor, dessen Ecken von 1 bis (n+ 1) durchnummeriert
sind. Dann beschreibt jede nicht-leere Menge I C {1,...,n + 1} genau einen Simplex
von A", welcher die Dimension (#1 — 1) hat. Sind mehrere solcher Teilmengen, ndmlich
I, ..., I gegeben, so entsteht durch Vereinigung aller durch sie beschriebenen Simplizes
und Hinzufiigen aller echten Seiten dieser Simplizes ein neuer simplizialer Komplex. Die-
sen nennen wir den von Iy, ..., I} erzeugten simplizialen Komplex. Er ist ein Teilkomplex
von A" und formal gegeben durch {s|3i € {1,...,k} : s C I;}. Auf diese Weise 148t
sich auch aus den Mengen Ny, ..., N, ein simplizialer Komplex erzeugen.

2.5.9 Definition Es sei eine Funktion f : R*" — R, f € CS(afx,...,a,, ) gegeben,
so daBB I(0) = {1,...,n+ 1} und O ein kritischer Punkt ist, der (ND1) erfiillt. Deren
eindeutige min-max Normalform habe die Gestalt

: T
r)= min maxa;x .
f( ) ic{l,...s} jEN; 7
Dann bezeichnen wir den von den Mengen N, ..., N, erzeugten simplizialen Komplex
mit
N(f)

und nennen ihn den von f induzierten simplizialen Komplex.

Das folgende Theorem erkléart den Sinn dieser Konstruktion.

2.5.10 Theorem Unter den Voraussetzungen von Theorem [2.5.7 gilt: N'(f) hat den-
selben Homotopietyp wie K_(f).

9) Eine einfache Formel zur Berechnung des maximalen s fiir gegebene Dimension n ist in Korollar[2.5.14

zu finden.
10)siche Definition[A.3.2
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.....

ist zu beachten, daf} links der Nerv eines simplizialen Komplexes und rechts der Nerv
eines Mengensystems steht. Aus Theorem|[2.1.1 weifl man, daB fir die Mengen Nj in der
min-max Normalform gilt: ¢ # j = N; € N; Vi, j € {1,...,s}. Mit der fir beliebige
Mengen A, B C X geltenden Aquivalenz A C B < (X \ B) C (X \ A) folgt:

i#j = NgZN; Vi,je{l,...,s}.

Betrachtet man dies im Zusammenhang mit der Konstruktion von NV'(f) aus den Mengen
N; so ergibt sich folgendes: Die Mengen N, ..., N, entsprechen gerade den maximalen
Simplizes von N (f). Wie bei Definition 2.5.5 angemerkt, ist aber der Nerv eines sim-
plizialen Komplexes nichts anderes als der Nerv seiner als Mengensystem aufgefafiten

-----

Mit Theorem 2.5.6 und Theorem [2.5.7 erhélt man die folgenden Kette von Homotopie-
aquivalenzen:

N(f) =~ nerve N(f) = nerve{Ni}Z-e{l g ~ K_(f),

.....

woraus die Behauptung folgt. 0

Der simpliziale Komplex N (f) hat also dieselbe Bezichung zum Abstiegskegel K_(f) wie

.....

tation ebenso NV(f) und A (g) bestimmen und vergleichen konnen. Damit ist aber auf
den ersten Blick nichts neues gewonnen. Fassen wir jedoch die Eigenschaften von N(f)
zusammen, wird schnell ersichtlich, daf3 diese Konstruktion einige wesentliche Vorteile
mit sich bringt:

2.5.11 Korollar (Eigenschaften von N(f))
Unter denselben Voraussetzungen wie in Theorem 2.5.7 gilt:

(a) N(f) ist Teilkomplex von A™ und hat als solcher hochstens (n + 1) Ecken.
(b) Die Mengen N; entsprechen den mazimalen Simplizes von N'(f).

(c) Der Durchschnitt aller mazimalen Simplizes von N (f) ist leer.

Sind die Vektoren ay, ..., a,y1 gleich den Gradienten der Standard-Selektionsfunktionen

X1y Ty — @y aus dem zweiten Morse-Lemma, so gilt umgekehrt:
i=1
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(d) Ist K ein beliebiger Teilkomplex von A™, dessen mazimale Simplizes keine ge-
meinsame Fcke haben, so existiert eine eindeutig bestimmte stetige Selektion
f € CS(afx,...,ar x), so daff 1(0) = {1,...,n + 1} und der Ursprung kri-
tischer Punkt von f ist, der (ND1) erfillt, fir welche gilt: N(f) = K.

BEWEIS
zu (a) Folgt unmittelbar aus der Definition von N (f).

zu (b) Dies wurde im Beweis von Theorem [2.5.10 bereits gezeigt.

zu (¢) In Gleichung (2.2) wurde vorausgesetzt, dafl im Ursprung alle Selektionsfunk-
tionen wesentlich aktiv sind, da sonst die Dimension n des Definitionsbereichs
der Funktion f verringert werden konnte. Daher gilt:

=1

Durch beidseitige Komplementbildung und anschlieBendes Umformen mit Hil-
fe von X \ (AUB) = (X \ A) N (X \ B) ergibt sich:

= {L...n+1}]\[JNi=0
=1

=1

zu (d) Wir betrachten die maximalen Simplizes von K. Diese sind durch eindeutig
bestimmte Teilmengen K7, ..., K; von {1,...,n + 1} beschrieben. Da es sich
um maximale Simplizes handelt, gilt:

Nach Voraussetzung haben die maximalen Simplizes keine gemeinsame Ecke:

1

l
1=

Daraus folgt fiir die Komplemente K; := {1,...,n + 1} \ K; wie im Beweis
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zu|(c): z
Ul_(: soo,n+ 1}

Gleichung (2.5) gilt ebenso fiir die Mengen K; (siche Beweis von
Theorem 2.5.10). Die gesuchte Funktion f ist somit eindeutig gegeben durch:

_ T
P = iy
Wegen U K; = {1,...,n + 1} folgt 9f(0) = conv{ay,...,aps1} > 0, womit

der Ursprung kritischer Punkt von f ist und die Vektoren a4, ..., a,4; erfiillen
offensichtlich (ND1).

Aus der Konstruktion von f folgt unmittelbar: N'(f) = K. O

2.5.12 Bemerkung Aufgrund der Dualitat der beiden Normalformen sieht man leicht,
daB Theorem [2.5.10 und Korollar 2.5.11 auch analog fiir den Anstiegskegel K (f) und
einen aus den Mengen M;, 7 € {1,...,r} der max-min Normalform konstruierten sim-
plizialen Komplex M(f) gelten.

Die maximale Anzahl s der Mengen NN; in der min-max Normalform konnten bisher nur
fiir n < 4 durch direktes Inspizieren aller moglichen Funktionen ermittelt werden. Es
folgt eine allgemeingiiltige Abschétzung fiir beliebiges n.

2.5.13 Theorem Fin Teilkomplex IKC des Standardsimplex A™, n > 1 hat héchstens
1
(n H ) L"*%% m verschiedene maximale Simplizes.

[%5+]
BEwWEIS Wieder seien die Ecken von A™ mit 1,...,n + 1 bezeichnet und
max {Kla--’>K}

sei die Menge der maximalen Simplizes des gegebenen Teilkomplexes K. Wie bereits
gesehen, ist K. ein Mengensystem mit den Eigenschaften

K, C{l,....n+1} Vie{l,... 1} (2.6)
itj = K ¢K Vije{l,. .l}. 2

)| x| ist definiert als die groite ganze Zahl kleiner oder gleich 2 und entsprechend [z] als die kleinste
ganze Zahl grofler oder gleich .
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Im folgenden wird von K ausgehend ein weiterer Teilkomplex K konstruiert, fiir dessen
maximale Simplizes Kyax = {K1, ..., K} gilt:

) verschiedene |[“#!]-elementige Teilmengen von {1,...,n + 1}

1

da hochstens (Tn_i_l |
2

gebildet werden konnen (siehe z. B. Hartung u.a. 1991, Seite 96 unten).

Die Konstruktion von K. erfolgt in zwei Schritten. Im ersten Schritt wird gezeigt,

daB aus K. durch Streichen aller Mengen K; mit mehr als |2 | Elementen und

2
Hinzufligen geeigneter L”Tﬂj—elementiger Mengen ein Mengensystem entsteht, welches

keine Mengen mit mehr als |2+ | Elementen enthélt und mindestens so méchtig wie
Kmax ist. Im zweiten Schritt wird entsprechendes fiir die Mengen K; mit weniger als
| 21| Elementen gezeigt.

Schritt 1: O.B.d. A. gelte k := |Ky| = -+ = |Kp| > |Kpy1| > --- > |K)| und k > |22 ].
Im folgenden soll gezeigt werden, dafl die Menge

E::{Lg{l,...,n—i—l}‘ﬂie{1,...,p}:L§Kiund |L| =k —1}

aller (k—1)-elementigen Teilmengen der Mengen K7, ..., K, nicht weniger als p Elemente
enthalt. Es wird also behauptet:
q:=IL=p.

Um dies zu zeigen werden die beiden folgenden elementaren Aussagen benutzt.
(TM1) Eine k-elementige Menge K hat genau

k

verschiedene (k — 1)-elementige Teilmengen.

12)Ist A eine endliche Menge so bezeichne |A| die Anzahl der Elemente von A.

33



2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

(TM2) Ist L eine beliebige (k — 1)-elementige Teilmenge von {1,...,n+1}, dann gibt

es genau
n+l—(k—1)=n—Fk+2
k-elementige Teilmengen von {1,...,n + 1}, welche L enthalten.
Wir schreiben £ = {L, ..., L,} und betrachten nun die Teilmengen-Relation zwischen
Ly, ..., L, einerseits und K7, ..., K, andererseits, also

R:={(,j)e{l,....¢} x{1,....p} | L; C K;} .

Aus (TM1) folgt unmittelbar |R| = k - p . Betrachtet man ein einzelnes L;, so weifl man
nicht allgemein, in wievielen der K, ..., K, dieses enthalten ist. Aber (TM2) liefert
dafiir eine obere Schranke, womit durch Aufsummieren folgt: |R| < (n — k + 2) - q.

Insgesamt erhalt man die Ungleichung

m—k+2)-q>k-p
k

= >~ .
q_n—k:—i-2

p

Behauptung: £ >n—k+2 bzw. n—2k+2<0.
n+tl

fall d
Nach Voraussetzung gilt: k& > [2] = { 2 aS T ingerade

I3

falls n gerade.

Fall 1: n ungerade = lc>"TJrl = /{;2”7“+1:"T+3
= n—-2k+2<n—-(n+3)+2=-1<0.

Fall 2: n gerade = k>2 = k>2+1="282

= n—-2k+2<n—(n+2)+2=0.

N q>p fallsn gerade und k = 5 +1
qg > p sonst

Aus K1,. .., K, € Kpax und (2.7) folgt, daBl weder die Mengen Ly, . .., L, noch irgendwel-
che Teilmengen dieser in K., enthalten sind. Daher entsteht aus K.« durch Entfernen
von Ki,..., K, und Hinzuftigen von Ly, ..., L, ein neues System maximaler Simplizes,
welches keine Mengen mit mehr als (kK — 1) Elementen enthdlt und die Méchtigkeit
l—p+q >1 hat.
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Wiederholt man diesen Schritt, so entsteht nach endlich vielen Durchlaufen ein System
maximaler Simplizes, welches keine Mengen mit mehr als |2 | Elementen enthilt und

2
eine Méachtigkeit von mindestens [ hat.
Schritt 2: O.B.d. A. gelte k := |K| = --- = | K| < |Kpya| < - < K| und k <[22 ]
Durch Bildung der Komplemente K; := {1,...,n+ 1} \ K; fir i € {1,...,l} erhélt
man'?):

ki=n+1l—k=|K|=-=|K)|>|Kpp1| > >|K| und k> |%]

Anwendung von Schritt 1 und nochmalige Komplementbildung liefern dann ein System
maximaler Simplizes, welches keine Mengen mit weniger als (k+ 1) Mengen enthélt und
eine Machtigkeit von mindestens [ hat.

Nach endlich vielen Wiederholungen von Schritt 2 erhélt man schliefllich das gesuchte
Mengensystem K, .. m|

2.5.14 Korollar Sei f : R" — R, f € CS(ajx,...,a, x) in der min-maz Normalform

f(z) = min maxajz.

ic{l,...s} jEN; 7

(1)

Zu vorgegebenem n existiert immer solch eine Funktion f derart, dafi die Abschdtzung
mit Gleichheit erfillt ist. O

gegeben. Dann gilt

Das Problem, daf} schon bei relativ kleinem n der nerve{Ni}ie{L._’s} viele Ecken und da-
mit einhergehend einen komplizierten Aufbau haben kann, wird durch die Verwendung
von N (f) gelost. So hat N (f) einer beliebigen stetigen Selektion von sechs Funktio-
nen auch hochstens sechs Ecken, wohingegen nerve{Ni}ie{Lm,s} bis zu 20 Ecken haben
kann.

Eigenschaft @ in Korollar|2.5.11 ist sehr niitzlich zur Bestimmung von Beispielfunktio-
nen mit bestimmten Eigenschaften, da zu jedem homotopisch nicht-trivialen Teilkom-

13)Wie schon im Beweis von Theorem 2.5.10 gezeigt, bleibt Eigenschaft (2.7) bei der Komplementbildung
erhalten.
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plex'® von A™ sofort eine passende Funktion f angegeben werden kann.' Bei Ver-
wendung von nerve{Ni}ie{17,_,7s} war dies nur bedingt moglich, da z.B. nur ein kleiner
Bruchteil der simplizialen Komplexe mit bis zu 20 Ecken auch als Nerv einer stetigen
Selektion von sechs linearen Funktionen vorkommt.

Am Ende von Beispiel 2.5.8 wurde mit Hilfe von Theorem 2.5.7 bereits ein notwendiges
Kriterium fiir die topologische Aquivalenz zweier stetiger Selektionen linearer Funktionen
konstruiert. Allgemein und unter Verwendung von N (f) formuliert lautet dies:

2.5.15 Korollar (Notwendiges Kriterium fiir topologische Aquivalenz)
Seien [ und g zwei Funktionen, die den Voraussetzungen von Theorem 2.5.7 geniigen.
Falls f und g topologisch dquivalent sind, dann gilt:

BEWEIS Die am Ende von Beispiel 2.5.8 verwendete Argumentation kann vollig analog
auf Dimension n und die Verwendung von N ( - ) tibertragen werden. 0

2.6 Projektion auf die Einheitssphiare S"!

Der relativ einfache Aufbau des Abstiegskegels K_(f), wie er in Lemma 2.5.1 beschrie-
ben ist, lafit die Vermutung zu, dafl daraus noch weitere allgemeingiiltige Aussagen
topologischer Natur iiber den Abstiegskegel gefolgert werden kénnen. So legt zunéchst
die Kegeleigenschaft von K_(f) nahe, eine Projektion von K_(f) auf die Sphire S"!
zu betrachten, wodurch die Dimension um eins verringert wird.

2.6.1 Bemerkung Ist f : R* — R, f € CS(ajx,...,a,, z) derart gegeben, daf
I(0) ={1,...,n+ 1} und O kritischer Punkt ist, der (ND1) erfillt, so treten die bei-
den folgenden trivialen Spezialfille auf'®):

® f - fmax: K*(f> = (Z)v K+(f) =R" \ {O}?

14) Teilkomplexe von A", deren maximalen Simplizes eine gemeinsame Ecke haben, sind offensichtlich
zusammenziehbar. Daher bezeichnet man diese als homotopisch trivial.

Es gibt auch homotopisch triviale Teilkomplexe von A", deren maximale Simplizes keine gemeinsame
Ecke haben. Diese beinhalten mindestens vier Ecken und treten daher erst fiur n > 3 auf. Selbstver-
sténdlich kann auch fiir diese mit Hilfe von Korollar 2.5.11(d) eine passende Funktion f bestimmt
werden. Hier soll allerdings betont werden, da8 dies insbesondere fiir alle aus homotopischer Sicht
interessanten Teilkomplexe von A™ moglich ist.

Die entsprechenden Funktionen fpax und fuin sind definiert durch fi.x(x) = max aiTx bzw.

: ie{1,..., 1
fuin(z) =min alw. ittt}
i€{l,...,n+1}

15)

16)
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e [ = fun: K+(f) = @a K—(f) =R" \ {0}

Bei allen folgenden Uberlegungen zum Abstiegskegel K_(f) und verwandten Mengen
sind auch immer, wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, diese beiden Spezialfille
beriicksichtigt. Um dies zu nachvollziehen zu konnen, sind die folgenden Aussagen bzw.
Vereinbarungen zu beriicksichtigen:

o Nach Bemerkung [A.3.16 ist jede Mannigfaltigkeit M auch eine Mannigfaltigkeit
mit Rand, fiir welche OM = () gilt.

o Die leere Menge () ist eine Mannigfaltigkeit beliebiger Dimension und auch eine
Mannigfaltigkeit mit Rand beliebiger Dimension.

e Der Rand der leeren Menge ist die leere Menge.
e Die Euler-Charakteristik der leeren Menge ist 0.

2.6.2 Lemma Sei f wie in Theorem 2.5.7 und die Abbildung r : R™ \ {0} — S"!
durch r(z) = TaT 9egeben. Dann ist S_(f) =r(K_(f)) starker Deformationsretrakt von

K_(f) und offen in S™'. Entsprechendes gilt fiir S, (f) == r(K,(f)).

BEWEIS Da 0 ¢ K_(f) ist S_(f) wohldefiniert. r|x_(p : K_(f) — S_(f) ist wegen der
Stetigkeit von 7 eine Retraktion. H : K_(f) x [0,1] — K_(f) mit H(z,t) =
ist offensichtlich stetig und es gilt:

T
t4(1=t)[|]]

H(z,0) = — =r(x) Vee K_(f),
H(x,1) =2 =1idg_(p(2) Ve e K _(f),

H(z,t) = m =z VreS_(f).
Damit ist gezeigt, dafl S_(f) starker Deformationsretrakt von K_(f) ist. Ist X eine
beliebige offene Teilmenge von R™ \ {0}, so ist auch cone(X) := {A-z|z € X, A > 0}
offen. Wegen r(\ - x) = r(x) fir A > 0 gilt: 7(X) = cone(X) N S""!. Somit ist 7(X)
Element der Spurtopologie von S™™ 1, also offen in S™~!. Dies gilt folglich auch fiir die
Menge S_(f). Der Beweis fiir S (f) verlauft vollig analog. O

Als entsprechende Projektionen der Mengen K* (f) werden Mengen S* (f) := r(K“(f))
definiert. Zur besseren Lesbarkeit werden die abgeschlossenen Hiillen der Mengen K,
K_, Ki, S,, S_, 8" durch einfaches Hinzufiigen eines Querstriches bezeichnet, also

K_(f) :=cl(K_(f)) usw.
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Als offene Teilmenge des R™ ist K_(f) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Desweiteren
ist S_(f) eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, da es offene Teilmenge der im R™
eingebetteten (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit S™~! ist.

Da die K'(f) Kegel sind, gilt S"(f) = r(K'(f)) = S ' N K'(f) und ebenso
St(f)=S""tNK'(f). S (f) ist also der Schnitt der (n — 1)-dimensionalen Einheits-
sphére mit hochstens n, wegen (ND1) linear unabhéngigen, abgeschlossenen Halbraumen
und somit offensichtlich eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand'”. Werden

diese zu S_(f) = U S (f) zusammengefiigt, so ergibt sich dann wieder eine (n — 1)-
i=1

dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand, wenn es keine zwei Mengen S° (f) und 57 (f)
gibt, deren Durchschnitt nicht-leer ist, aber leeres Inneres in S®~! hat. Genau dies kann
jedoch nicht eintreten, denn: Es ist X := S* (f) N S7(f) = S* ' N (K" (f) N K’ (f))
und nach Lemma 2.5.1 [(e) gilt: dim(K” (f) N K7 (f)) € {0,n}. Im ersten Fall ist
K (f)NK? (f) = {0} und somit X = (. Im zweiten Fall hat K (f)N K’ (f) nicht-leeres
Inneres und folglich hat X nicht-leeres Inneres in S™~!. Also ist S_(f) eine (n — 1)-
dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.

Nun werden noch die Mengen

Ko(f) = {z € R"| f(z) = 0} und So(f) = r(Ko(f) \ {0}) = "' N Ko(f)

in die Uberlegungen miteinbezogen. Wir wissen bereits, da8 Ko(f) keine inneren Punkte
besitzt, da wegen (ND1) keine Selektionsfunktion identisch Null sein kann. Und aufgrund
der Stetigkeit von f ist f~(0) = Ko(f) abgeschlossen. Seien nun z € Ky(f),  # 0 und
¢ > 0 beliebig. Angenommen es gilt U.(Z) N K (f) = 0 13). Dies bedeutet, # ist lokales
Maximum der Funktion f, woraus folgt:

0 € df(x) =conv{a;|i € f(i)}

Dies impliziert die lineare Abhéangigkeit der Vektoren a;, 7 € I (7). Wegen der Giiltigkeit
von (ND1) kann dies nur eintreten, wenn I(z) = {1,...,n + 1} gilt, was aber ebenfalls
aufgrund von (ND1) und f(z) = 0 sofort £ = 0 ergibt. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung = # 0. Daher gilt:

U(Z) N KL (f) #0

und mit genau der gleichen Argumentation erhalt man auch

Ur)NK_(f) #0.

Msiehe Definition A.3.15
18) U (%) := {x € R"|||Z — | < €} ist eine offene e-Umgebung von Z.
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Das heifit, daf fiir alle x € Ky(f) mit x # 0 gilt:
r €K _(f) und z € 0K (f).

Der Ursprung selbst gehort genau dann zum Rand von K_(f) bzw. K. (f), wenn die
entsprechende Menge nicht-leer ist. Dies folgt aus der Kegeleigenschaft dieser Mengen.
Hier sind also nur die trivialen Spezialfille f = fiax mit K (f) = 0 und f = fin mit
K. (f) =0 zu beachten.

Da umgekehrt aus x € OK_(f) bzw. x € 0K, (f) wegen der Stetigkeit von f immer
f(z) = 0 folgt, erhalten wir insgesamt fiir f ¢ { fiax, fmin}:

OK_(f) = OK-(f) = Ko(f)

Wird nun in dieser Gleichung aus jeder Menge die 0 herausgenommen und anschliefend
auf S"' projiziert, so erhidlt man wegen r(0K_(f) \ {0}) = 0S_(f) und

r(OK(f)\{0}) = 95:(f)
05_(f) = 05:(f) = So(f) ,

und wie leicht tiberpriift werden kann, ist diese Aussage sogar fir fi., und fu, giltig.

Der Rand einer k-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Rand ist eine (k —1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit (ohne Rand) (siehe Hatcher 2002, Seite 253, oben). Angewendet auf
S_(f) und dessen Rand Sy(f) folgt:

So(f) ist eine (n — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Sei fg : S"! — R die Einschriankung von f auf S"~!, dann ist fg offensichtlich stetig
und deshalb ist So(f) = f5'(0) abgeschlossen. Wegen Sy(f) € S™~1 ist Sy(f) kompakt

und damit eine geschlossene (n — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit!?).

Das folgende Lemma fafit die Uberlegungen der letzten Seiten zusammen. Die noch
hinzugefiigten Aussagen |(c) und (f) folgen mit K_(f) U K, (f) U Ko(f) = R" direkt aus
(b) bzw. (e)

2.6.3 Lemma FEs sei eine Funktion f : R" — R, f € CS(alz,...,ap.,x) gegeben, so
daff 1(0) ={1,....,n+ 1} und O kritischer Punkt ist, der (ND1) erfillt, dann gilt:

(a) S_(f) und Sy (f) sind (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit Rand.

19 Eine Mannigfaltigkeit, die als topologischer Raum betrachtet kompakt ist, wird als geschlossen

bezeichnet (siehe z. B. [Hatcher 2002, Seite 231).
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(b) 95-(f) = 05:.(f) = So(/f)-
(c) S4(f) =S8""I\NS(f) , S-(f)=8""\5(f)
(d) So(f) ist eine geschlossene (n — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit.

(e) Fir f ¢ {fmaxv fmin} ngt 6K—(f) - aK—i—(f) = KO(f)

Fiir f = fuax gilt: 8K+(f> = KO(f) = {0}7 K*(f) =0.
Fir f = foin gilt: OK_(f) = Ko(f) = {0}, K4 (f) =0.
() Ko(f) =R\ (K_(f)u{o}) . K_(f) =R\ (K.(f)u{0}). D

2.7 Triangulierung der Mengen S_(f) und S (f)

In Bartels u. a. (1995) wurde gezeigt, wie man anhand einer gegebenen stetigen Selektion
linearer Funktionen den R" in simpliziale Kegel zerlegen kann. Aus dieser Zerlegung las-
sen sich simpliziale Komplexe erzeugen, deren Kegelhiillen?” gerade den Abstiegs- bzw.
den Anstiegskegel ergeben. Dabei spielen die sogenannten Permutationskegel eine wich-
tige Rolle (siehe Bartels u.a. 1995, Seite 389, Definition 2.1 und folgender Absatz):

2.7.1 Definition und Satz Seien aq,...,a, € R"” gegeben und sei 7 eine Permutation
der Zahlen 1,...,m. Dann heifit der konvexe Kegel

K,={zeR"| ag(l)m <. < aTTr(m)x}

Permutationskegel zu 7 und es gilt:

o Ist f € CS(alw,...,akx)dann existiert fiir alle Permutationen 7 ein k € {1,...,m}
mit f(z) =alz Vze K.

» Sind die Vektoren ag,...,a,, affin unabhéngig, dann haben alle daraus gebildeten
Permutationskegel die Dimension n. 0

Aus den Permutationskegeln kann der sog. Morse-Facher gebildet werden, ein vollstén-
diger polyhedraler Facher im R". In Grzybowski, Pallaschke, u. Urbanski (2004) werden
dessen Eigenschaften naher untersucht.

20)Einige der wichtigsten, in diesem Abschnitt benutzten Begriffe sind in Abschnitt A.2 erklirt.
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Das folgende Ergebnis ist eine abgewandelte Variante der im Beweis von Theorem 3.1 in
Bartels u. a. (1995) vorgestellten und bewiesenen Zerlegung des Anstiegskegels K, (f).

2.7.2 Lemma FEs sei eine Funktion f : R" — R, f € CS(afx,...,a,. ) gegeben, so

daf 1(0) = {1,...,n+ 1} und O kritischer Punkt ist, der (ND1) erfillt. Dann kann R"
so in Kegel K;, i € {1,...,t} zerlegt werden, daf$ gilt:

(a) Alle K; sind simpliziale spitze Kegel und haben Dimension n.

(b) 'Ltjl K; =R"

(¢) Fiir jedesi € {1,...,t} gilt entweder K; C K_(f) oder K; C K, (f).
(d) int(fK;) Nint(K;) # 0 genau dann wenn i = j.

(e) Es existieren Indizes ji,...,j5: € {1,...,n+1}, so daf$ fir alle i € {1,...t} gilt:
flz) =djz VrekK,.
BEWEIS Ausgangspunkt sind die Permutationskegel aus(2.7.1. Fir jedes m werden nun

K- =c{zx e K| f(z) <0}
K :=cl{z e K,|f(z) > 0}

gebildet. Offenbar ist K bzw. K entweder leer oder ebenfalls ein konvexer n-dimensio-
naler Kegel, da f auf K, linear ist. Nimmt man alle nicht-leeren K~ und K so erhalt
man bereits eine Zerlegung des R" in Kegel, welche die Bedingungen (b)-(e) erfiillt. Sind
darin noch nicht-spitze Kegel enthalten, so werden diese in endlich viele konvexe spitze
n-dimensionale Kegel zerlegt (z.B. durch die von den Orthanten des R™ vorgegebene
Unterteilung). In einem weiteren Schritt trianguliert man die kompakte konvexe poly-
edrische Basis aller bis jetzt gebildeten Kegel. Die Kegelhiille der dabei entstehenden
Simplizes liefert die gesuchte Zerlegung des R”, da nun auch Bedingung (a) erfillt ist.g

Ebenfalls in Anlehnung an Bartels u.a. (1995) werden nun mit Hilfe dieses Ergebnisses
simpliziale Komplexe konstruiert, die homéomorph zu S_(f), S;(f) bzw. So(f) sind.
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2.7.3 Lemma Unter den Voraussetzungen von Lemmal2.7.2 existieren endliche (n—1)-
dimensionale simpliziale Komplexe P, P_ und P, sowie ein endlicher (n — 2)-dimen-
sionaler simplizialer Komplex Py mit Realisierungen |P|, |P_|, |Py| und |Py| im R", so
dafs die folgenden Bedingungen erfillt sind.

(a) P_, Py und Py sind Teilkompleze von P.

(b) Alle Ecken von |P| liegen auf der Einheitssphdre S™1.

(c) |P| ist homdomorph zu S™.

(d) |P_| ist homdomorph zu S_(f) und |Py| ist homdomorph 2u S, (f).
(e) K_(f) ist die Kegelhiille von |P_| und K, (f) die Kegelhiille von |P,|.
(f) |Py| ist homoomorph zu So(f).

BEWEIS In der durch Lemma [2.7.2] gegebenen Zerlegung des R™ konnen zu jedem darin
enthaltenen Kegel K; genau n linear unabhangige Vektoren der Lange 1 gefunden wer-
den, deren konvexe Hiille den Kegel erzeugt, da die Kegel simplizial sind. Diese konvexe
Hiille ist ein geometrisches (n—1)-dimensionales Simplex. Die Vereinigung all dieser geo-
metrischen Simplizes ergibt die geometrische Realisierung eines simplizialen Komplexes
P. Dieser erfiillt nach Lemma 2.7.2 die geforderten Bedingungen.

Aufgrund von Eigenschaft @ in Lemma [2.7.2 kann P folgendermaflen in P_ und P,
zerlegt werden:

P_:={o € Pllo] C K_(f)}

P i={oePllo| C K ()}
Offensichtlich ist die Projektion 7 : R™\ {0} — S"~! eingeschrénkt auf |P_| ein Homoo-
morphismus zwischen |P_| und S_(f). Analoges gilt fiir S (f), womit die entsprechenden

Bedingungen erfiillt sind. Daraus folgt mit Lemma |2.6.3| auch die Existenz von Py mit
den geforderten Eigenschaften. O

62



2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

2.8 Topologische Klassifikation fiir n =4

In diesem Abschnitt wird die Untersuchung der topologischen Struktur des Abstiegske-
gels einer stetigen Selektion linearer Funktionen fiir den Spezialfall n = 4 vertieft. Mit
den dabei gewonnenen Erkenntnissen wird es schliellich moglich sein, eine vollstandige
Klassifikation aller stetigen Selektionen von 5 linearen Funktionen anzugeben. Im fol-
genden sei immer f : R® — R, f € CS(alx,...,a}, @), so daB I(0) = {1,...,n + 1}
und 0 kritischer Punkt ist, der (ND1) erfillt.

Nach Lemma [2.6.3/ist S_(f) im Falle n = 4 eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit mit
Rand. Dieser Rand ist gerade die geschlossene 2-dimensionale Mannigfaltigkeit Sy (f).

Wegen Lemma ist S_(f) auBerdem homéomorph zu einem endlichen (n — 1)-
dimensionalen simplizialen Komplex und folglich ein endlicher (n — 1)-dimensionaler
CW-Komplex. Von diesen ist bekannt, dafl alle Homologiegruppen endlich erzeugt sind
(d.h. h(X) := Rang Hi(X) < oo fiir alle k), und dafl Hy(X) = 0 fir £ > dim X
(sieche Lemma |A.3.21). Daher kann in diesem Zusammenhang der Begriff der Euler-
Charakteristik verwendet werden (siche Definition |A.3.22).

In Seifert u. Threlfall (1980), einem wichtigen Standardwerk zur Algebraischen Topolo-
gie, verstehen die Autoren unter einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit (mit Rand) eine
wegzusammenhéngende 3-dimensionale Mannigfaltigkeit (mit Rand) im hier verwende-
ten Sinne, welche zusétzlich ein endlicher CW-Komplex ist. Bei allen im folgenden aus
Seifert u. Threlfall (1980) zitierten Aussagen ist daher zu beachten, daf§ sie auf Basis
dieser engeren Definition einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit formuliert sind.

Nun ist S_(f) im allgemeinen nicht wegzusammenhéngend, sondern besteht aus endlich
vielen (Weg—)Zusammenhangskomponente@ . Diese sind aufgrund der obigen Erlau-
terungen 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit Rand im Sinne von Seifert u. Threlfall
(1980). Der Rand einer solchen besteht aus einer oder mehreren geschlossenen Flichen??)
(siehe Seifert u. Threlfall 1980, Seite 222, oben). Bei diesen handelt es sich folglich um
Zusammenhangskomponenten von Sy(f).

Die Einheitssphéire S® selbst ist eine orientierbare geschlossene 3-dimensionale Mannig-
faltigkeit. Als 3-dimensionale Teilriume von S sind die Zusammenhangskomponenten
von S_(f) daher ebenfalls orientierbar. Es gilt der folgende Satz:

21) Da die hier betrachteten Mengen alle in R” bzw. S"~! eingebettet sind, sind die Eigenschaften
zusammenhéngend und wegzusammenhéngend dquivalent.
22)9_dimensionale Mannigfaltigkeiten werden auch als Flichen bezeichnet
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2.8.1 Theorem (siehe Seifert u. Threlfall 1980, Seite 222, Satz I)
Eine orientierbare 3-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand hat lauter orientierbare
Randfldchen. O

Also sind alle Zusammenhangskomponenten von Sy(f) orientierbar. Im folgenden wird
ausgenutzt, dafl geschlossene Fléachen bereits vollstiandig klassifiziert wurden.

2.8.2 Theorem (siche Seifert u. Threlfall 11980, Seite 141, Hauptsatz der Flichento-
pologie)

Zwei geschlossene Flachen sind dann und nur dann homdéomorph, wenn sie in Euler-
Charakteristik und Orientierbarkeitscharakter tbereinstimmen. Die allgemeinste orien-
tierbare geschlossene Fldche ist die Kugel mit p > 0 Henkeln, die allgemeinste nicht-
orientierbare geschlossene Fldche die Kugel mit ¢ > 1 Kreuzhauben. 0

Somit ist die i-te Zusammenhangskomponente von Sy(f) homéomorph zu einer Kugel
mit p; > 0 Henkeln. Es folgen zwei weitere Aussagen tiber 3-dimensionale Mannigfaltig-
keiten mit Rand.

2.8.3 Theorem (siche Seifert u. Threlfall 1980, Seite 223, (1) und Satz 1)
Die FEuler-Charakteristik einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit M mit Rand und die
FEuler-Charakteristik ihres Randes OM bestimmen einander umkehrbar eindeutig durch

folgende Beziehung:
2-X(M)=X(0M) 0

2.8.4 Theorem (siehe Seifert u. Threlfall 1980, Seite 223, Satz IV)
Die erste Betti-Zahl?® einer orientierbaren 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit mit Rand
ist mindestens gleich der Summe der Henkelzahlen ihrer Randflichen. O

2.8.5 Korollar Sy(f) ist entweder leer oder besteht aus k € N Zusammenhangskompo-
nenten So(f)Y, ..., So(f)*, so daf fiir allei € {1,... k} gilt: So(f) ist eine Fliche vom
Geschlecht p; 24) (0 < p; < 00). Es gelten immer folgende Beziehungen:

X(So(f) =2-X(5_(f) =2-X(S:(f)) , (2.8)
! k
hi(S-(f)) > sz' , ha(S4(f)) = Zpi . (2.9)

23)siehe die Erlduterungen zur Homologietheorie in Abschnitt |A.3.
2 Ein topologischer Raum, der homdomorph zu einer Kugel mit p Henkeln ist, wird Fliche vom Ge-
schlecht p genannt.
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BEWEIS Zunachst wird gezeigt, dafl die Theoreme/2.8.1, 2.8.3 und[2.8.4 auch fur entspre-
chende Mannigfaltigkeiten mit endlich vielen Wegzusammenhangskomponenten giiltig
sind.

Bei Theorem ist dies unmittelbar klar. Fiir die beiden anderen Theoreme bedient
man sich der folgenden Aussage: Fiir die Homologiegruppen eines topologischen Raumes
X mit den Wegzusammenhangskomponenten X, gilt H,(X) ~ @, Hn(X,) (siehe z. B.
Hatcher 2002, Seite 109, Proposition 2.6).

Fiir topologische Rédume, die ansonsten den Voraussetzungen der zu erweiternden Theo-
reme entsprechen, folgt hieraus:

ha(X) = ha(Xa) -

Fur die Euler-Charakteristik erhalt man dann:

X(X) = Z Zhn<Xa) = ZX(Xa) )

neNg «

da in diesem Fall alle vorkommenden Summen endlich sind. Die Behauptung folgt durch
Anwendung dieser beiden Gleichungen auf M und OM.

Die eigentlichen Aussagen des Korollars folgen direkt aus den gerade erweiterten Theo-
remen 2.8.1, 2.8.3 und 2.8.4 durch Anwendung auf S_(f) (bzw. S;.(f)) und dessen Rand
So(f), unter Einbeziehung von Lemma 2.6.3 und den Uberlegungen der letzten Seiten.q

2.8.6 Bemerkung Durch Umformen der Gleichungen (2.8) und (2.9) erhilt man au-
Berdem:

X(S_(f)) = X(S+(f)) (2.10)
>~ i < min{hn(S-()). (S (£)} (2.11)

2.8.7 Lemma Sind k und p;, i € {1,...,k} wie in Korollar|2.8.5 definiert, dann gilt
f’l./:T’ f §é {fminy fmax}:

k2 max{ha(S- (). ha(S4(£)} (212)
b= X)) + Y opi= XE) + Yo (213)
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BEWEIS Wegen f & {fumin, fmax} ist sowohl S_(f) als auch S, (f ) nicht-leer. Aufgrund
von Lemma 2.6.3 folgt, dafl jede Zusammenhangskomponente von S_( f) mindestens eine
Zusammenhangskomponente von Sy( f) beinhaltet und diese nicht gleichzeitig Teilmenge

einer weiteren Zusammenhangskomponente von S_(f) sein kann.

Fiir einen beliebigen topologischen Raum X ist die 0-te Betti-Zahl ho(X) gerade gleich
der Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten von X (siehe z. B. Mayer 1989, Seite
127, Satz 2.28). Damit folgt:

k> ho(S-(f)) .

Dieselbe Uberlegung fiir S, (f) liefert eine analoge Ungleichung, womit insgesamt die
erste Behauptung folgt.

Die Euler-Charakteristik einer Fldche vom Geschlecht p ist gleich 2 — 2p (siche Mayer
1989, Seite 222, Beispiel 3.4 (v)). Daher gilt:

X(So(f))=2—2p; Vie{l,... k}.

Also ist
k k

X(So(f)=>_(2=2p)=2(k=> p),

i=1 i=1
woraus mit Gleichung (2.8) folgt:

k k

k=X(S-(f)) + sz‘ = X(S:(f)) + sz‘ :

i=1 i=1 |

Aufgrund des folgenden Resultats aus der Algebraischen Topologie mufl bei Betrachtung
der Homologiegruppen nicht zwischen S_(f) und S_(f) unterschieden werden:

2.8.8 Theorem (siche Spanier 1966, Seite 297, unten) Sei X eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit Rand 0X. Dann ist X \ 0X ein schwacher Deformationsretrakt
von X.

2.8.9 Bemerkung Der Begriff ,schwacher Deformationsretrakt® ist in Spanier (1966,
Seite 30, 3. Absatz) wie folgt definiert: Ein Teilraum A C X heiit schwacher Deforma-
tionsretrakt von X, wenn die Inklusion 7 : A — X eine Homotopiedquivalenz ist. Aus
Theorem 2.8.8 folgt somit unmittelbar auch X \ 0X ~ X.
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2.8.10 Korollar Es gilt folgende Kette von Homotopiedquivalenzen:

N(f) = K_(f) = S_(f) = S_(f) = K_(f) .

Folglich sind fir jedes q € Ny die Homologiegruppen H,(-) all dieser topologischen
Rdaume zueinander isomorph.

BEwWEIS Die Homotopieaquivalenzen folgen aus Theorem [2.5.10, Lemma 2.6.2, Lem-
ma 2.6.3 und Bemerkung|2.8.9. Die zweite Aussage resultiert aus der Homotopieinvarianz
der Homologiegruppen (siche Theorem A.3.14). O

Um einen Zusammenhang zwischen den Homologiegruppen von S_(f) und S, (f) her-
zustellen, wird das folgende bekannte Theorem benutzt (siche Hatcher 2002, Seite 254,
Theorem 3.44).

2.8.11 Theorem (Alexander-Dualitit)
Sei K ein kompakter, lokal zusammenziehbarer, nicht-leerer, echter Teilraum von S™.
Dann gilt:

H,(S"\ K)~ H" " YK) fiir alle q .

2.8.12 Korollar Durch die Homologiegruppen von S_(f) sind jene von Sy (f) eindeutig
bestimmd.

BEWEIS Wegen Theorem 2.8.11/und Korollar 2.8.10 gilt:

Hy(S+(f)) = Hy(S" \ S_(f)) = H* "1 (S_(f)) = H" 1 (S_(f))

Die Kohomologiegruppen eines Raumes X sind eindeutig durch dessen Homologiegrup-
pen bestimmt (sieche Hatcher 2002, Seite 195, Theorem 3.2) und ebenso bestimmen
sich (Ko-)Homologiegruppen H und reduzierte (Ko-)Homologiegruppen H gegenseitig,
womit die Behauptung folgt. 0

Mit Hilfe von Korollar 2.5.11(d) lassen sich systematisch alle moglichen Homologiegrup-
pen, welche S_(f) jemals haben kann, bestimmen: Dazu werden alle den dort genannten
Voraussetzungen entsprechenden Teilkomplexe des A™ untersucht und deren Homologie-
gruppen bestimmt. Dies wurde mit Hilfe eines eigens erstellten Computerprogramms?®)
fiir n = 4 durchgefiihrt, dessen Ergebnis in Tabelle2.3 on page 69 zu sehen ist. Dafl dabei
die Homologiegruppen H, fiir ¢ > 3 alle Null sein miissen wurde bereits erwéhnt. Aufler-
dem ergab das Computerprogramm, dafl alle moglichen Homologiegruppen torsionsfrei
sind. Aus diesen Griinden sind alle vorkommenden Homologiegruppen eindeutig durch

25)Zur Berechnung der Homologiegruppen von simplizialen Komplexen wurde das frei verfiighare Pro-

grammpaket ,MOISE“ von R. Andrew Hicks verwendet.
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ihre ersten 4 Bettizahlen beschrieben und daher in Tabelle[2.3 in dieser Form angege-
ben. Zur besseren Unterscheidung von anderen Objekten werden Bettizahlen hy, ..., hy
eines Raumes im folgenden in eckige Klammern gesetzt. In Tabelle 2.3 sind zusatzlich
die jeweils zugehorigen Homologiegruppen von S, (f) 26) in derselben Art angegeben,
welche nach Korollar 2.8.12 in jeder Zeile der Tabelle eindeutig bestimmt sind.

Die Homologiegruppen von S_(f) bzw. S, (f) sind somit immer durch eine Bettizahlen-
Sequenz, welche aus der nachfolgenden 26-elementigen Menge stammt, gegeben.

{11,0,0,0],[0,0,0,0

[ ,[1,0,0,1],[1,1,0,0],[1,2,0,0],1,3,0,0], [1,4,0,0],
[1,5,0,0],[1,6,0,0
[

[

]
1,0,1,0],[2,0,0,0],[2,0,1,0],[1,1,1,0],[2,1,0,0],

1,2,1,0],[2,2,0,0 ]

3,1,0,0],[1,0,3,0 ]

1,3,1,0],[2,3,0,0],[1,0,2,0],[3,0,0,0], [1,1,2,0],
747070707170747075707070

Y Y Y Y

I
L
L
I

[t S S W R

[ L L [
)l B B [
[ L L )l
[ 1 B }

Im néchsten Schritt soll gezeigt werden, dafl aus der Isomorphie der Homologiegruppen
von S_(f) und S_(g) die Homdomorphie von S_(f) und S_(g) folgt. Im Beweis hierzu
werden 17 Félle betrachtet, deren laufende Nummer in der ersten Spalte von Tabelle 2.3
angegeben ist.

Zuvor wird noch ein Lemma, welches die topologische Struktur von S_(f) und S;(f)
im Fall mehrerer Zusammenhangskomponenten einschrankt, benotigt.

2.8.13 Lemma Sowohl S_(f) als auch S (f) haben mazimal eine nicht-zusammenzieh-
bare Zusammenhangskomponente.

BeEwEIS Nach Theorem 2.5.10 und Korollar 2.5.11/hat S_(f) denselben Homotopietyp
wie ein Teilkomplex des 4-dimensionalen Standardsimplex A*. Ein knotenminimaler
simplizialer Komplex mit zwei nicht-zusammenziehbaren Zusammenhangskomponenten
besteht offensichtlich aus der Vereinigung der 1-dimensionalen Skelette zweier disjunkter
Kopien von A2. Dieser hat aber sechs Ecken und kann somit nicht als Teilkomplex in A4
eingebettet werden, da A* nur fiinf Ecken hat. Folglich hat jeder Teilkomplex des A4
hochstens eine Zusammenhangskomponente, die nicht-zusammenziehbar ist. Fiir S, (f)
verlauft der Beweis wegen Bemerkung 2.5.12| véllig analog. O

26) Diese lassen sich nach Bemerkung 2.5.12 ganz analog berechnen.
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Fall

Z,
=

Bettizahlen

[7i(S-(f))li=o..

Bettizahlen

3 [hi(S+(f))]i=0 ,,,,,

N;,i € {1,...,s} einer Beispielfunktion f(z) = min maxajx

N O O =W NN =

10
11
11
12
12
13
13
14
14
15
15
16
16
17

17

[1,0,0,0]
0,0,0,0]
[1,0,0,1]
[1,1,0,0]
[1,2,0,0]
[1,3,0,0]
[1,4,0,0]
[1,5,0,0]

[1,6,0,0]

[1,0,1,0]
2,0,0,0]
2,0,1,0]
[1,1,1,0]
2,1,0,0]
[1,2,1,0]
2,2,0,0]
[1,3,1,0]
2,3,0,0]
[1,0,2,0]
3,0,0,0]
[1,1,2,0]
3,1,0,0]
[1,0,3,0]
4,0,0,0]
[1,0,4,0]

5,0,0,0]

[1,0,0,0]
[1,0,0,1]
0,0,0,0]
[1,1,0,0]
[1,2,0,0]
[1,3,0,0]
[1,4,0,0]
[1,5,0,0]

[1,6,0,0]

2,0,0,0]
[1,0,1,0]
2,0,1,0]
2,1,0,0]
[1,1,1,0]
2,2,0,0]
11,2,1,0]
2,3,0,0]
[1,3,1,0]
3,0,0,0]
[1,0,2,0]
3,1,0,0]
[1,1,2,0]
4,0,0,0]
[1,0,3,0]
[5,0,0,0]

[1,0,4,0]

{1,2},{1,3},{2,4,5}

{1,2,3,4,5}

{1}, {2}, {3}, {4}. {5}

{1},{2},{3,4,5}

{1},{2,3},{2,4,5},{3,4,5}
{1},{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5}
{1,2},{3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,5},{2,4,5}
{1,2},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},{2,3, 5},
{2,4,5},{3,4,5}
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5}
{2,3,4},{2,3,5},{2,4,5},{3,4,5}

{1},{2} {3}, {4,5}

{1},{2,3,4,5}

{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3,4,5}
{1},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4,5}
{1,2},{1,3},{1,4,5},{2,3,4,5}
{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4,5},{3,4,5}
{1,2},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4,5}
{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3,4},{2,3,5}, {2, 4,5}, {3,4, 5}
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4,5}
{1},{2},{3,4}.{3,5},{4,5}
{1,2},{1,3,4,5},{2,3,4,5}
{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4,5}
{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}
{1},{2,3},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5}, {4, 5}
{1,2,3},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}
{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5}, {3, 4},
{3,5},{4,5}
{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4, 5}

Tabelle 2.3: Alle auftretenden Bettizahlen von Ab- und Anstiegskegel fiir stetige Selek-
tionen fiinf linearer Funktionen
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

2.8.14 Theorem Seien f,g : R* - R, f,g € CS(ajx,...,aix) zwei Funktionen, so
dafs fir beide gilt: 1(0) = {1,...,5} und 0 ist kritischer Punkt, der (ND1) erfillt.

Gilt ferner

hz(‘s—(f)) = hz(8—<g)> Vi e {O’ SR 73}
oder

hi(S+(f)) = hi(S4+(9)) Vie{0,...,3}
dann folgt

S-(f)=S-(g) und Si(f)=5(9).

BEWEIS Im folgenden werden nur Eigenschaften von S_(f) bzw. S (f) benutzt, die fiir
beide Mengen analog gelten. Daher ist es ausreichend, die 26 durch Tabelle|2.3 gegebenen
Moglichkeiten in 17 Fallen zusammenzufassen und zwar derart, wie dies durch die Nu-
merierung in der ersten Tabellenspalte angezeigt ist. Dabei treten zwei Konstellationen
auf (siehe Eintrége in den Spalten 2 und 3 der Tabelle):

o Ein Fall besteht aus zwei Kombinationen von Homologiegruppen, die durch Ver-
tauschen der Bettizahlen von S_(f) und S, (f) auseinander hervorgehen. Ist die
Aussage des Lemmas fiir eine der beiden Kombinationen bewiesen, so folgt sie au-
tomatisch auch fiir die andere Kombination, indem im Beweis lediglich die Rollen
von S_(f) und S, (f) vertauscht werden.

 Ein Fall besteht aus einer Kombination isomorpher Homologiegruppen. Ist hier
die Aussage fiir S_(f) bewiesen, so folgt der Beweis fiir S, (f) ebenfalls durch
Vertauschen von S_(f) und S, (f).

Ist im folgenden die zugrundeliegende Funktion beliebig, so verzichten wir der Ubersicht-
lichkeit halber auf deren Angabe und schreiben lediglich S_ und S,. Dann bezeichnet S
die zugehorige Nullstellenmenge. k und p;, i € {1,..., k} geben weiterhin die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten von Sy und das Geschlecht jeder Zusammenhangskompo-
nente an.

Zur Vereinfachung wird im Beweis die folgende anschauliche Formulierung verwendet:
Ist D C int(M) eine abgeschlossene 3-Zelle, dann bezeichnen wir cl(M \ D) als ,Menge
M mit Loch“. Allgemein soll ,,aus dem Inneren von M wird X herausgeschnitten“ die
Bildung von cl(M \ X) fiir ein abgeschlossenes X C int(M) beschreiben.

Die folgenden Mengen werden sich als grundlegende Bausteine von S_ bzw. S, heraus-
stellen:

o Der Einheitsball D* = {z € R?*|||z|| < 1}. Homdomorphe Bilder von D? nennt man
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

3-Zellen. Die Homologiegruppen einer 3-Zelle sind durch die Bettizahlen

,,,,,

« Der Standard-Annulus A% = {z € R?*|0,5 < |jz|| < 1}, dessen homdomorphe
Bilder als 3-Annuli bezeichnet werden. Die Homologiegruppen sind durch die Bet-
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 (Orientierbare) Henkelkérper vom Geschlecht h, die dadurch entstehen, daf man
an eine 3-dimensionale Vollkugel i Vollhenkel ansetzt (Das Ansetzen eines Henkels
bedeutet formal das Identifizieren zweier disjunkter 2-Zellen auf dem Rand der
Vollkugel, so daf die Orientierbarkeit erhalten bleibt.). Der Rand eines Henkelkor-
per vom Geschlecht h ist eine Flache vom Geschlecht h. Die Homologiegruppen
eines Henkelkorpers Hj vom Geschlecht h sind durch [h;(H}p)]i=o
bestimmt.

.....

Annulus und Henkelkoérper werden bei Bedarf noch dadurch modifiziert, dafl man sie,
wie oben beschrieben, mit Lochern versieht?). Ist X eine der aufgezdahlten Mengen, so
gilt ho(X mit Loch) = ho(X) 4 1, wihrend die tibrigen Homologiegruppen unveréndert
bleiben. So hat beispielsweise ein Henkelkorper vom Geschlecht 3 mit zwei Lochern die
Bettizahlen [1, 3, 2, 0].

Bildet man in S? das Komplement eines Henkelkorpers vom Geschlecht h, dessen Henkel
weder in sich noch untereinander verknotet sind, so ist die abgeschlossene Hiille davon
wieder ein Henkelkérper vom Geschlecht h. Zwei Henkelkorper sind genau dann homéoo-
morph, wenn sie gleiches Geschlecht haben (sieh Hempel 1976, Seite 15, Theorem 2.2).
Wenn nun (eine Zusammenhangskomponente von) Sy eine Flache vom Geschlecht h ist,
so kann dies aufgrund der systematischen Entstehung von S_(f) und S, (f) aus endlich
vielen Projektionen von konvexen 4-dimensionalen Kegeln auf S und der Homotopie-
dquivalenz von S_(f) bzw. Sy (f) zu Teilkomplexen des A* mit den Eigenschaften von
Korollar 2.5.11 nur dadurch zustande kommen, dafl die abgeschlossenen Hiillen der Zu-
sammenhangskomponenten von S*\ Sy zwei Henkelkorper vom Geschlecht h ohne oben
genannte Verknotungen sind. Diese beiden Henkelkérper bilden zusammen mit S ein
sogenanntes Heegaard-Splitting von S? (fiir eine Definition siehe z. B. Hempel 1976).

Aufgrund von Lemma 2.7.3/sind alle Zusammenhangskomponenten von S_ und S, ho-
moomorph zu Teilkomplexen eines endlichen simplizialen Komplexes, der homéomorph
zu S% ist. Daher konnen wir Sitze aus der p.l. Topologie?® auf sie anwenden. Ist z. B.
bekannt, daf sowohl S_(f) als auch S_(g) aus demselben der obigen Bausteine durch
das Herausschneiden derselben Anzahl von Lochern entsteht, so folgt ihre Homéomor-

27) Ein 3-Annulus ist bereits nichts anderes als eine 3-Zelle mit Loch, erhélt aber hier der Ubersichtlich-
keit halber eine separate Bezeichnung.

28) p. 1. ist eine Abkiirzung fiir die englische Bezeichnung . piecewise linear®.
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

phie einfach durch mehrmaliges Anwenden von Theorem A.3.6. Daher wird im weiteren
Verlauf fiir jeden Fall gezeigt, daB jede Zusammenhangskomponente von S_ bzw. S, ein-
deutig einem der obigen Bausteine mit einer bestimmten Zahl von Lochern entspricht,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Fall 1: (S_:[1,0,0,0], S, :[1,0,0,0])

Foo@
Zpi < min{hy(S_),h1(S+)} =min{0,0} =0 = Vi:p;=0
=1

k
2.13)

= XS+ pi=1+0=1

=1

D.h. S ist eine zusammenhangende geschlossene Flache vom Geschlecht 0 und folg-
lich homéomorph zur Einheitssphire S?. Nun stellen wir uns die Sphire S als die
Ein-Punkt-Kompaktifizierung des R? vor, mit der eingebetteten 2-Sphére Sy, so da8
diese nicht den Punkt oo enthélt. Dann hat das Komplement von Sy zwei Zusam-
menhangskomponenten, von denen eine beschrankt und eine unbeschrénktm ist. Die
abgeschlossene Hiille der beschrankten Komponente ist offenbar eine 3-Zelle. Und es
ist leicht zu erkennen, dafl durch die Ein-Punkt-Kompaktifizierung auch die unbe-
schrinkte Komponente zu einer 3-Zelle wird. Somit ist S_ homéomorph zum (abge-
schlossenen) Einheitsball D3. Hat man also zwei Funktionen f und g gegeben, deren
Abstiegskegel die angegebenen Bettizahlen aufweisen, dann sind S_(f) und S_(g)
homéomorph, da sie beide homdomorph zu D? sind.

Fall 2: (S_:[1,0,0,1], Sy :1[0,0,0,0])
In diesem Fall ist nichts zu zeigen, da f,,;, die einzige Funktion ist, fiir welche der
Anstiegskegel leer ist, und entsprechend f.x die einzige Funktion ist, fiir welche der
Abstiegskegel leer ist.

29) Die Attribute beschréankt und unbeschrinkt beziehen sich lediglich auf die anschauliche Darstellung
im R? vor der Ein-Punkt-Kompaktifizierung. Tatséchlich sind natiirlich beide Komponenten als
Teilmengen von S® beschrinkt.
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Fall 3: (S_:[1,1,0,0], Sy :[1,1,0,0))

k
(211)

Zpi < min{h(S_),h1(S;)} =min{l,1} =1

i=1

@12)

k> max{ho(S-),ho(S;)} = max{1l,1} =1

k
s+ p<o+1=1

=1
= kzl,plzl

Das bedeutet: S ist eine Fliache vom Geschlecht 1, also ein Torus. Wie oben erlautert
sind dann die abgeschlossenen Hiille der beiden Komponenten von S 3\ Sy Henkelkorper
vom Geschlecht 1. Folglich ist S_ immer ein Henkelkorper vom Geschlecht 1.

Fall 4: (S_:[1,2,0,0], Sy :[1,2,0,0))

:
211)
Zpi < min{hy(S-), h1(S4)} = min{2,2} =2
i=1
212)
k> max{ho(S-),ho(S;+)} = max{1l,1} =1

k
EE x5+ ps 142
=1

= kzl,plz2

Hier kann analog zu Fall 3 argumentiert werden, nur daf§ Sop nun ein Doppeltorus
(Flache vom Geschlecht 2) und S_ immer ein Henkelkérper vom Geschlecht 2 ist.

Fall 5: (S_:[1,3,0,0], S; :[1,3,0,0]) Analog zu Fall 4 ergibt sich:
k=1,p=3.
Sy ist eine Fliche vom Geschlecht 3 und S_ ein Henkelkorper vom Geschlecht 3.
Fall 6: (S_:[1,4,0,0], Sy :[1,4,0,0]) Analog zu Fall 4 ergibt sich:
k=1,p =4.

Sy ist eine Fliache vom Geschlecht 4 und S_ ein Henkelkorper vom Geschlecht 4.
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Fall 7: (S_:[1,5,0,0], Sy :[1,5,0,0]) Analog zu Fall 4 ergibt sich:
k=1,p=5.
Sy ist eine Fliache vom Geschlecht 5 und S_ ein Henkelkorper vom Geschlecht 5.
Fall 8: (S_:[1,6,0,0], Sy :[1,6,0,0]) Analog zu Fall 4 ergibt sich:
k=1,p =6.
Sy ist eine Fliache vom Geschlecht 6 und S_ ein Henkelkérper vom Geschlecht 6.
Fall 9: (S_:[1,0,1,0], Sy :[2,0,0,0])

ko @i
Zpi < min{h(S_),h1(S4)} =min{0,0} =0 = Vi:p;=0
=1

k
x5+ p=24+0=2

=1
= k:27p1:p2:0

Hier besteht Sy aus zwei Zusammenhangskomponenten, die jeweils homéomorph zur
Sphéare S? sind. Wiederum wenden wir die Vorgehensweise von Fall 1 an. Die erste
Komponente von Sy teilt, wie wir dort gesehen haben, S? in zwei 3-Zellen. Daher spielt
es keine Rolle, in welcher dieser beiden die zweite Komponente von Sy liegt. Stellen wir
uns vor, sie liege in der beschrankten 3-Zelle, so sieht man, dafl nun insgesamt zwei
3-Zellen und ein 3-Annulus entstehen, wobei die 3-Zellen disjunkt sind und jeweils
einen gemeinsamen Rand mit dem 3-Annulus haben.

An den gegebenen Bettizahlen kann man ablesen, daf S_ immer der 3-Annulus ist
und S, gerade aus den beiden disjunkten 3-Zellen bestehen muf.

Fall 10: (S_:[2,0,1,0], Sy :[2,0,1,0])

P
> pi < min{hi(S0),hi(S1)} =min{0,0} =0 = Vi:p =0

i=1
2.13 b
XS+ p=340=3
=1
= k=3,p=p2=p3=0

So besteht aus drei 2-Sphéaren und die Konstruktion des vorigen Falls kann fortge-
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

setzt werden. Beziiglich der Lage der dritten 2-Sphére miissen nun allerdings zwei
Moglichkeiten unterschieden werden:

(a) Innerhalb des 3-Annulus: Es entstehen insgesamt drei 3-Zellen und ein 3-Annulus
mit einem Loch. Aufgrund der gegebenen O-ten Bettizahlen mufl S_ oder S, aus
zwei der drei 3-Zellen bestehen, woraus folgt, dafl die 2-te Bettizahl dieser Menge
null ware. Somit ergibt sich ein Widerspruch zu den vorgegebenen Bettizahlen.
Diese Konstellation kann also hier nicht auftreten.

(b) Innerhalb einer der 3-Zellen: Es entstehen zwei disjunkte 3-Zellen und zwei 3-
Annuli, welche einen Rand gemeinsam haben und ihren jeweils anderen mit einer
der beiden 3-Zellen teilen. Somit miissen sowohl S_ als auch S, jeweils aus einem
der beiden 3-Annuli und der nicht mit ihm inzidenten 3-Zelle bestehen. Dies liefert
die gegebenen Bettizahlen und ist eindeutig.

Fall 11: (S_:[1,1,1,0], S, : [2,1,0,0])

Foo @)
<

Z Di
i=1

(212)

k> max{ho(S-),ho(5+)} = max{l,2} =2

min{/;(S_), h(S4)} = min{1,1} = 1

k
EE )+ p<141=2
i=1

= ]{?:2,OBdAp1:]_,p2:0

D.h. Sy besteht aus einem Torus und einer 2-Sphéare. Wie oben beschrieben teilt ein
Torus S? in zwei Henkelkérper vom Geschlecht 1. Die Sphére liegt in einem dieser Hen-
kelkérper und so entstehen insgesamt eine 3-Zelle, ein Henkelkorper vom Geschlecht 1
und ein Henkelkorper vom Geschlecht 1 mit Loch. Dabei sind die beiden ersteren
disjunkt und der letztere hat jeweils einen gemeinsamen Rand mit ihnen.

Aus den gegebenen Bettizahlen ergibt sich damit zwingend, dafl S_ der Henkelkérper

vom Geschlecht 1 ist, aus dessen Inneren eine 3-Zelle entfernt wurde. Die Vereinigung
der 3-Zelle mit dem unveranderten Henkelkorper ergibt S, .
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Fall 12: (S_:[1,2,1,0], S : [2,2,0,0])

k
@11)

Zpi < min{hy(S_),h1(S5)} = min{2,2} =2

i=1

@12)

k> max{ho(S-), ho(S;)} = max{1,2} =2
k
A x5+ p<o+2=2
i=1
k

= k=2, p=2

=1

(a) pr =p2 = 1.

Dann bestiinde Sy aus zwei Tori. Der erste teilt S wie in Fall 3 in zwei Henkel-
korper vom Geschlecht 1. Der zweite schneidet aus einem der beiden noch einen
weiteren Henkelkorper vom Geschlecht 1 aus. Dies ergibt zwei disjunkte Hen-
kelkorper vom Geschlecht 1 und ein Henkelkorper vom Geschlecht 1, aus dessen
Inneren ein ebensolcher ausgeschnitten wurde. Daraus folgt zwingend, dafi S,
aus den beiden ersteren besteht. Dies ist aber ein Widerspruch zu Lemma 2.8.13|
da S, somit zwei nicht-azyklische Zusammenhangskomponenten besifie. Diese
Konstellation kann daher in diesem Fall nicht auftreten.

(b) O.B.d.A. p; =2,p, =0
Sy besteht aus einem Doppeltorus, der wie in Fall 4 die Einheitssphéire S® in
zwei Henkelkorper vom Geschlecht 2 aufteilt, und einer 2-Sphare, die in einem
der beiden Henkelkorper liegt. Somit entstehen eine 3-Zelle, ein Henkelkorper
vom Geschlecht 2 und ein Henkelkorper vom Geschlecht 2 mit Loch. Da nur die
beiden ersteren disjunkt sind, miissen sie zusammen S, bilden, und der letztere
ist S_. Man erhélt die vorgegebenen Bettizahlen.
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Fall 13: (S_:[1,3,1,0], S, : [2,3,0,0])

k
(211)
> pi < min{hy(S-), hi(S1)} = min{3,3} =3
=1
(@12)
k> max{ho(S-), ho(S;)} = max{1,2} =2
(2.13) -

EP=TX(SO)+ ) pi<—1+43=2

(a) O.B.d.A. P1 = 2,p2 =1
Ganz analog zu Fall 12 (a) erhélt man einen Widerspruch zu Lemma 2.8.13]
weshalb diese Konstellation hier nicht eintreten kann.

(b) O.B.d.A. p; =3,p2 =0
Wie in Fall 12 (b) wird gefolgert: S_ ist ein Henkelkérper vom Geschlecht 3, aus
dessen Innerem eine 3-Zelle herausgeschnitten wurde und S, ist die disjunkte Ver-
einigung einer 3-Zelle und eines Henkelkorpers vom Geschlecht 3. Dies entspricht
den gegebenen Bettizahlen.

Fall 14: (S_: [1,0,2,0], S, : [3,0,0,0])

ko @1
> pi < min{hi(S2),hi(S1)} =min{0,0} =0 = Vi:p =0
=1

2.13)

k

BT X(S) 4 Y pi=34+0=3
=1

= k=3, p=p=p3=0

Genau wie in Fall 10 besteht Sy aus drei 2-Sphéren. Dort wurden zwei Konstellationen
diskutiert, die nun mit den hier gegebenen Bettizahlen verglichen werden miissen. Es
ist leicht zu sehen, daf3 (b) hier nicht vorkommen kann und mit (a) ergibt sich: S_ ist
ein 3-Annulus mit Loch und S, besteht aus drei disjunkten 3-Zellen.
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Fall 15: (S_:[1,1,2,0], S : [3,1,0,0])

k
@11)

Zpi < min{h(S_),h1(S4)} =min{l,1} =1

i=1

@12)

k> max{ho(S-),ho(S+)} = max{1,3} =3
k
s+ p<2+1=3
i=1

= k=3,0BdA p=1p=p3=0

Sp besteht aus einem Torus und zwei 2-Sphéaren. Wir betrachten das Ergebnis von
Fall 11 (3-Zelle, Henkelkorper vom Geschlecht 1 und Henkelkorper vom Geschlecht 1
mit Loch). Darin mufl noch die zweite 2-Sphére plaziert werden.

(a) Im unverénderten Henkelkorper vom Geschlecht 1: Es entstehen zwei 3-Zellen
und zwei Henkelkorper vom Geschlecht 1 mit Loch. Von diesen sind aber immer
héchstens zwei disjunkt, weshalb nicht, wie gefordert, ein S, mit drei Zusammen-
hangskomponenten gebildet werden kann. Diese Konstellation kann hier somit
nicht auftreten.

(b) In der 3-Zelle: Diese zerfallt dadurch in einen 3-Annulus und eine 3-Zelle, die
beiden anderen Mengen bleiben unveréndert. Wie in (a) sind aber auch hier keine
drei Mengen disjunkt.

(c) Im Henkelkérper vom Geschlecht 1 mit Loch: Man erhélt zwei 3-Zellen, einen
Henkelkorper vom Geschlecht 1 und einen Henkelkorper vom Geschlecht 1 mit
zwei Lochern. Nur die drei ersteren sind disjunkt, miissen also Sy bilden und
letzterer wird S_. Dies ergibt genau die vorgegebenen Bettizahlen.

Fall 16: (S_: [1,0,3,0], S, : [4,0,0,0])

koo @i
Zpi < min{hy(S_),h1(S+)} =min{0,0} =0 = Vi:p;=0
i=1

(2.13)

k
=T X(S0)+ Y pi=4+0=4
i1
= k=4, pr=pr=p3=ps=0

Es wird Fall 14 fortgesetzt. Man kann sich leicht iiberlegen, daf ein S, mit vier azykli-
schen Zusammenhangskomponenten nur erhalten werden kann, indem man die vierte
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2-Sphére in den 3-Annulus mit Loch legt. S, besteht dann aus vier disjunkten 3-Zellen
und S_ ist ein 3-Annulus aus dessen Inneren zwei disjunkte 3-Zellen herausgeschnitten
wurden.

Fall 17: (S_:[1,0,4,0], Sy :[5,0,0,0]) Analog zu Fall 16 erhélt man:

= k=5,pi=p2=p3=p1=p;=0.

Unter Fortfiihrung der Argumentation von Fall 16 ergibt sich: S, besteht aus fiinf
disjunkten 3-Zellen und S_ ist ein 3-Annulus aus dessen Inneren drei disjunkte 3-
Zellen herausgeschnitten wurden. 0

Dieses Ergebnis 1it vermuten, da8 alleine durch die vier Bettizahlen von S_(f) bzw.
S, (f) bereits der topologische Typ von f festgelegt sein kénnte. Bevor wir beweisen,
daBl diese Vermutung tatsachlich richtig ist und damit eine vollstandige Klassifikation
stetiger Selektionen von fiinf linearen Funktionen angegeben werden kann, mufl noch ein
Fall separat behandelt werden, da die spéter eingesetzte Beweistechnik bei diesem nicht
unmittelbar anwendbar ist. Es handelt sich um den Fall 10 aus Tabelle 2.3.

2.8.15 Lemma FEs seien die Vektoren

n

ela"'aenaen-f—l:_E €;

i=1

im R™ gegeben, wobei e; den i-ten Einheitsvektor des R™ bezeichne. Sei aufferdem m eine
beliebige Permutation der Zahlen {1,... ,n+1}. Dann existiert eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung A : R™ — R™, fiir die gilt:

A@izeﬂ-(i) ,26{1,,n+1}

BEWEIS Da jeweils n der gegebenen Vektoren ey, ..., e, linear unabhangig sind, ist
bereits durch die Zuordnung

ei—expy i €{l,...,n}

eine eindeutige lineare Abbildung A : R™ — R"” bestimmt. Es bleibt zu zeigen, dafl auch
gilt: Aen,1 = erpin).

(a) Ist m(n 4+ 1) = n + 1 dann folgt:

n n n n

Aen—i—l = A(_ Zez) = - Z Aei = - Z Cr(i) = — Z €i = €nt1 = Cx(n+l) -
=1

i=1 =1 =1
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(b) Ist m(n+1) = k < n+ 1 dann folgt:

1
( ) n n 1 n
S. 0.
Aeppr = -+ =— E €r(i) = —Cn+1 — E G=1.1— E €i = €k = Cx(n+l) -
i=1 i=1 ) =1
itk 1 i#k

O

Nun wird gezeigt, dafl stetige Selektionen der Standard-Selektionsfunktionen aus dem
zweiten Morse-Lemma bei einer Permutation der Selektionsfunktionen in der min-max
Normalform ihren topologischen Typ behalten.

2.8.16 Theorem FEs seieney,...,e, die Einheitsvektoren des R™ und e, 11 = — Z?:l ;.
Eine stetige Selektion f : R* — R, f € CS(efx,...,en x) sei durch ihre min-maz
Normalform

f(x) = min maxe

i€{1,...,s} JEN;

gegeben. Weiterhin sei  eine beliebige Permutation der Zahlen {1,...,n+ 1}.

Dann ist die durch

™(x) = min maxel .z
(@) i€{l,...,s} JEN; ()

beschriebene Funktion f™ topologisch dquivalent zur Funktion f.

BEWEIS Nach Lemma 2.8.15/ist durch 7 eine eindeutige lineare Abbildung A : R* — R”
bestimmt mit Ae; = er(; fiir alle j € {1,...,n 4 1}. Man erhalt:

™(x) = min maxel .z
() ie{l,...,s} jEN; ()

= min max(Ae;) >
1€{1,...,s} JEN;

= min maxe; (A"z)
i€{1,....s} JEN;

= f(ATx) .

Damit ist die topologische Aquivalenz von f™ und f gezeigt (mittels des linearen Ho-
moomorphismus AT). 0

Dieses Ergebnis wird im nachsten Theorem benutzt, um zu beweisen, dafl alle stetigen
Selektionen linearer Funktionen, die dem Fall 10 zuzuordnen sind, topologisch aquivalent
sind.
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

2.8.17 Theorem Seien f,g : R* - R, f g € CS(alz,...,alx) derart gegeben, daf
f(O) ={1,...,5} und 0 jeweils kritischer Punkt ist, der (ND1) erfillt. Ist die Liste der
Bettizahlen hy, ..., hs der von den Funktionen induzierten simplizialen Komplexe fiir
beide durch [2,0,1,0] gegeben, dann sind die Funktionen f und g topologisch dquivalent.

BEWEIS Das zweite Morse-Lemma (Theorem [1.4.27) liefert die Existenz zweier Funk-
tionen

4
f,gG CS('rlw"ale)_in)a
1=1

so daB f topologisch dquivalent zu f und § topologisch dquivalent zu ¢ ist. Es wurde
bereits gezeigt, dafl die von topologisch dquivalenten Funktionen induzierten simplizialen
Komplexe homotopiedquivalent sind (Korollar [2.5.15). Daher haben diese auch im Fall
von f und § die Bettizahlen 2,0,1,0].

Durch Uberpriifung aller moglichen stetigen Selektionen von fiinf linearen Funktionen
mit Hilfe eines Computerprogramms wurde festgestellt, dafl es lediglich fiinf verschie-
dene stetige Selektionen gibt, deren induzierter simplizialer Komplex diese Bettizahlen
aufweist. Diese sind (angegeben sind die Mengen N; der min-max Normalform):

o {1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3,4,5}
{1,2},{2,3},{2,4},{2,5},{1,3,4,5}
{1,3},{2,3},{3,4},{3,5},{1,2,4,5}
{1,4},{2,4},{3,4},{4,5},{1,2,3,5}

{1,5},{2,5},{3,5}, {4,5},{1,2,3,4} .

Offensichtlich gehen diese fiinf Funktionen durch Permutation der Selektionsfunktionen
in der min-max Normalform auseinander hervor. Die Funktionen f und § sind deshalb
aufgrund von Theorem 2.8.16/ topologisch dquivalent. Dies impliziert: die Funktionen f
und ¢ sind topologisch aquivalent. 0

Fiir alle anderen Falle kann mit Hilfe von Theorem 2.8.14 &hnlich wie im Beweis des
Klassifikations-Resultats in Bartels u.a. (1995, siehe Beweis zu Theorem 3.3 ab Seite
403) vorgegangen werden. So wird auch hier die sog. ,topologische Hauptvermutung*
zum Einsatz kommen. Fiir Details zu dieser erstmals 1908 von Steinitz und Tietze for-
mulierten Vermutung sei auf Ranicki (1996) und die dort genannte Literatur verwiesen.
Auch die folgende Formulierung der Hauptvermutung und die anschliefende Aussage zu
ihrer Giiltigkeit wurden von dort entnommen.
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2.8.18 Hauptvermutung

Jeder Homéomorphismus f : |K| — |L| zwischen Polyedern ist homotop zur geometri-
schen Realisierung |f’| : |K’| — |L/| eines simplizialen Isomorphismus f' : K’ — L/,
wobei K', L’ simpliziale Unterteilungen von K, L sind. Insbesondere ist also jeder Ho-
moomorphismus zwischen Polyedern homotop zu einem stiickweise linearen Homéomor-
phismus.

2.8.19 Theorem (siehe Ranicki 1996, Seite 2, Mitte) Die topologische Hauptvermu-
tung ist wahr fir die Dimensionen 2 und 3, im allgemeinen jedoch falsch. 0

2.8.20 Theorem (Vollsténdige Klassifikation fiir n = 4)
Sei f:R* - R, f e CS(ajx,...,aix) derart, daf 1(0) = {1,...,5} und 0 kritischer
Punkt ist, der (ND1) erfillt. Dann gilt:

Der topologische Typ von f ist vollstindig bestimmt durch die ersten vier Bettizahlen
des von der Funktion f induzierten simplizialen Komplexes N(f)

heN'(f)) ,q€{0,1,2,3}.

Es gibt genau 26 verschiedene topologische Typen stetiger Selektionen von finf linearen
Funktionen.

BEwEIS Aufgrund von Korollar 2.5.15 und Tabelle 2.3/ mufl nur noch gezeigt werden,
dafl zwei den Voraussetzungen entsprechende Funktionen f und g, fiir die

hQ<N<f)) = hQ<N(g)) 4 € {07 1’273} (*)

gilt, topologisch aquivalent sind.

Fiir zwei Klassen von Funktionen folgt die Behauptung bereits aus den folgenden Griin-
den, so daf} diese Funktionen im weiteren Verlauf ausgeschlossen werden kénnen:

o Die Funktionen f, und fiax, da fui, die einzige Funktion mit leerem Anstiegskegel
und fiax die einzige Funktion mit leerem Abstiegskegel ist. Aus f € { fuin, fmax}
und W folgt daher unmittelbar ¢ = f. Diese Situation entspricht dem Fall 2 im
Beweis von Theorem 2.8.14.

o Alle Funktionen, die dem Fall 10 im Beweis von Theorgm 2.8.14 zuzuordnen sind,
da fur diese bereits in Theorem 2.8.17 die topologische Aquivalenz bewiesen wurde.

Seien daher von nun an f und g zwei den Voraussetzungen des Theorems entsprechende
Funktionen, welche Bedingung (*) erfiillen und nicht zu einer der beiden soeben betrach-
teten Klassen gehoren (d. h. nicht Fall 2 oder Fall 10 in Tabelle[2.3 zugeordnet werden
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2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

kénnen). Um die topologische Aquivalenz von f und g zu beweisen, wird im folgenden
ein stiickweise linearer Homdomorphismus 0 : R* — R* mit der Eigenschaft

O(K_(f) = K-(9) wnd O(K(f)) = K(9)

konstruiert. Ist ein solcher gefunden, folgt mit Hilfe von Korollar 2.3.3/ unmittelbar die
Behauptung.

Nach Lemma 2.7.3 existiert zu jeder der beiden gegebenen Funktionen ein 3-dimensio-
naler simplizialer Komplex, der homdéomorph zu S? ist, sowie drei Teilkomplexe von
diesem, deren geometrische Realisierungen homéomorph zu den Mengen S_, S, bzw. S,
der jeweiligen Funktion sind. Die entsprechenden simplizialen Komplexe der Funktion f
seien im folgenden mit F', F_, F, und Fj bezeichnet, die der Funktion g mit G usw.

Aus der Ubereinstimmung der Bettizahlen W folgt nach Korollar 2.8.10 und Theo-
rem 2.8.14, daB |F_| und |G_| homdomorph sind, |F;| und |G| homéomorph sind und
das Paar |F_|,|F.| von der topologischen Gestalt her einem der in Theorem 2.8.14/be-
trachteten Félle entspricht.

Die Konstruktion von # erfolgt nun in zwei Schritten.

Schritt 1: Zunéchst wird fiir alle an dieser Stelle relevanten Konstellationen gezeigt,
daf jeder stiickweise lineare Homéomorphismus ¢_ : |F_| — |G_| fortgesetzt werden
kann zu einem Homéomorphismus ¢ : |F| — |G|, fur den dann folglich gilt:

O(F-]) =1G-| und  o(|Fy]) = |Gy .
Hat | Fy| nur eine Zusammenhangskomponente, kénnen lediglich zwei Falle auftreten:

(a) |Fo| ist eine 2-Sphére, d.h. es liegt die Situation von Fall 1 im Beweis zu Theo-
rem 2.8.14/vor. Sowohl | F_| als auch |F; | sind 3-Zellen und ein Homéomorphismus
¢ |F_| — |G_| kann daher wegen Theorem |A.3.4 auf |F| fortgesetzt werden.

(b) |Fo| ist eine Flache vom Geschlecht h, wobei 1 < h < 6. Dies entspricht den
Fallen 3 bis 8 im Beweis zu Theorem 2.8.14. |F_| und |Fy| sind Henkelkérper
vom Geschlecht h (und damit auch |G_| und |G,|). Beide sind also homdoo-
morph zu einem Standard-Henkelkorper HK},, den wir uns als die im R? liegende
Einheits-Vollkugel D? vorstellen, welche auf folgende Art mit i Vollhenkeln verse-
hen wurde: um die Schnittpunkte der Koordinatenachsen mit der Kugeloberfliche
S? herum werden hinreichend kleine disjunkte Umgebungen gebildet. In A dieser
sechs Umgebungen wird ein Vollhenkel an zwei disjunkte vollsténdig in der Um-
gebung liegende 2-Zellen mit kreisrundem Rand ohne Verknotungen angeklebt.
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Dadurch erhalten wir 2% disjunkte auf S? liegende 2-Zellen dj, dy, ... dy, th, wo-
bei immer d; und d; zu demselben Henkel gehéren. Sei ¢ : |F}| — HK,, ein
Homo6omorphismus dann betrachten wir die Mengen

C; = wil(dl) ) Gi = w71<Jz) NS {17 . >h‘} :

Dies sind ebenfalls 2-Zellen, da die Mengen d;, JZ abgeschlossen in HK}, sind.

Die Réander 0d;, 86@- sind disjunkte Teilmengen des Randes von HKj. Sie sind
als singulare 1-Simplizes aufgefafit offensichtlich alle nullhomolog in H;(HK}),
gehoren aber in H;(0HK}) zu h verschiedenen Homologieklassen (ungleich Null),
wobei immer Od; und 8621- homolog sind.

Wir definieren nun
S; = 002- = ¢_1(8d1> s 51 = 86, = @/J‘l(f)cﬂ) ,i S {1, ceey h} .

Diese sind 1-Sphéren und disjunkte Teilmengen von 0| F| = |Fy| und damit auch
von |F_|. Da sie hombomorphe Bilder von dd; bzw. dd; sind folgt, daB sie alle
nullhomolog in H; (|F|) sind, aber in H;(|Fy|) zu h verschiedenen Homologieklas-
sen (ungleich Null) gehoren, wobei immer s; und 3; homolog sind. Daraus folgt,
daB {s1,...,sp} und {81,...,5,} jeweils ein Erzeugendensystem von H;(|F_|)
ist, da jeder nicht-nullhomologe Zyklus in H;(|Fp|) immer in genau einer der
Homologiegruppen H;(|F|) oder Hy(|F_|) nullhomolog ist und in der anderen
nicht.

Nun betrachten wir die Bilder der s; und s; bei Anwendung eines vorgegebenen
Homoéomorphismus ¢_ : |F_| — |G_|, der ja auch |Fy| homéomorph auf |G|
abbildet:

ri = ¢—(Si) , Ty = ¢_(§1) ,1 € {1,...,h} .

Da die Abbildung ein Homéomorphismus ist, gilt auch fiir diese: Alle r; und 7;
sind disjunkte 1-Sphéren. {ry,...,7,} bzw. {Fy,..., 7} ist jeweils ein Erzeugen-
densystem von H;(|G_|). Sie gehoren in H;(|Gy|) zu h verschiedenen Homolo-
gieklassen (ungleich Null), wobei immer r; und 7; homolog sind. Daraus ergibt
sich mit derselben Begriindung wie oben, dafl die r; und 7; alle nullhomolog in

H,(]G4]) sind.

Dies impliziert die Existenz von disjunkten in |G| enthaltenen 2-Zellen b; und
b;, so daf gilt: 3
nzﬁbz,ﬁzabz ,ie{l,...,h}.

(Ubertrigt man die Situation erneut in den Standard-Henkelkérper HKj;, und
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wieder zurtick, so kann man sich leicht klar machen, dafl man zu den disjunkten
1-Sphéren r; und 7; auch die entsprechenden 2-Zellen b; und b; disjunkt wéahlen
kann.)

Nach Theorem [A.3.4 kann der gegebene Homéomorphismus ¢_ : |F_| — |G_|
daher zu einem Homo&omorphismus

¢1: | Fo|U (UCZ) U (06’) — [G_|U (Obl> U (CJB%)

i=1 i=1 i=1

fortgesetzt werden.

Entfernt man vom Standard-Henkelkorper HK,, die 2-Zellen d; und CZZ fur alle
i€ {l,...,h}sowie den gesamten Rand 0HK}, so bleiben gerade (h+1) disjunkte
offene Mengen iibrig, die alle homéomorph zu D3 (dem Inneren der Einheits-
Vollkugel) sind. Daher bestehen auch

I <|F_| ] (U o) U (Oa)) wnd 1G]\ (|G_| o (U (U &-))

i=1 i=1
jeweils aus (h + 1) disjunkten, zu D3 hom6éomorphen Mengen.

Mehrmalige Anwendung von Theorem liefert daher den gesuchten Homdoo-
morphismus ¢ : |F| — |G].

Besitzt |Fy| mehr als eine Zusammenhangskomponente, so hat der Beweis von Theo-
rem 2.8.14 gezeigt, dafl hochstens eine davon eine Fliache vom Geschlecht h (1 < h < 6)
ist und alle restlichen 2-Sphéren sind. Es werden zwei Félle unterschieden (|Fp| habe
k > 2 Zusammenhangskomponenten.):

(a) |F_| oder |F'y| hat nur eine Zusammenhangskomponente. O. B.d. A. sei dies |F_|.
Dann ist |F_| entweder eine 3-Zelle mit (k — 1) Lochern (siche Félle 9, 14, 16,
17@ oder ein Henkelkérper mit (k — 1) Lochern (siehe Falle 11, 12, 13, 15).
Ein gegebener Homéomorphismus ¢_ : |F_| — |G_| wird dann in einem ersten
Schritt wiederum mit Hilfe von Theorem A.3.4 auf die entsprechende Menge
ohne Loécher fortgesetzt. Danach liegt einer der beiden obigen Falle vor (wie
bei der Betrachtung von |Fp| mit nur einer Zusammenhangskomponente). Die
dort beschriebene Vorgehensweise liefert in einem zweiten Schritt den gesuchten
Homdoomorphismus ¢ : |F| — |G].

30)Ein Annulus mit m Lochern ist gleich einer 3-Zelle mit m + 1 Lochern.
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(b) Sowohl |F_| als auch |F'; | haben mehr als eine Zusammenhangskomponente. Die-
se Konstellation tritt, wie man in Tabelle 2.3 leicht ablesen kann, jedoch nur auf,
wenn Funktionen vorliegen, die dem Fall 10 im Beweis von Theorem [2.8.14/ zu-
zuordnen sind. Solche Funktionen hatten wir in diesem Teil des Beweises jedoch
ausgeschlossen.

Damit ist die Zwischenbehauptung fiir alle relevanten Falle bewiesen.

Schritt 2: Da |F_| und |G_| homéomorphe geometrische Realisierungen 3-dimensionaler
simplizialer Komplexe sind, liefert die Hauptvermutung einen stiickweise linearen Ho-
moomorphismus

¢ [P =G|,

sowie zugehorige, kombinatorisch aqu1valente simpliziale Unterteilungen F_und G_ von
F_ bzw. G_. Die 1-Skelette von F_ und G_ seien mit F* und G! bezeichnet.

Nach Schritt 1 existiert dartiberhinaus eine Fortsetzung von gg_ zu einem Homoomor-
phismus zwischen |F| und |G|. Entfernt man nun aus |F| und |G| paarweise zunéchst
alle offenen 3-Simplizes und dann alle offenen 2-Simplizes von |F_| bzw. |G_|, so sind
auch die verbleibenden Mengen homéomorph, da aus der kombinatorischen Aquivalenz
von F_ und G_ folgt, daBl jeweils hom6omorphe Mengen entfernt wurden.

Daraus folgt, daB | Fy|U|FY| und |G |U|GL| homéomorphe geometrische Realisierungen
3-dimensionaler simplizialer Komplexe sind. Eine weitere Anwendung der Hauptvermu-
tung liefert einen stiickweise linearen Homoomorphismus

o1 |FLUIFL — G4 UG .

Da ein Homéomorphismus dimensionserhaltend ist, bildet dieser |F,| auf |G| und |F"|

auf |G£| ab. Deshalb kann ¢ nun offensichtlich zu einem stiickweise linearen Homéo-
morphismus ¢ zwischen |F| und |G| fortgesetzt werden, fir welchen gilt:

O(IF-]) =G| und o([Fi]) = |G+

Da nach Lemma 2.7.3 die abgeschlossenen Hiillen der Ab- und Anstiegskegel gerade die
Kegelhitillen der entsprechenden simplizialen Komplexe |F_|,|Fy|,|G_] und |G| sind,
1aBt sich ¢ auf natiirliche Weise zum gesuchten stiickweise linearen Homéomorphismus 6
auf R* fortsetzen.

Da nun bewiesen ist, daf die vier Bettizahlen ho(N(f)), ..., hs(N(f)) den topologischen
Typ von f bestimmen, 148t sich die Anzahl verschiedener topologischer Typen einfach
als die Anzahl der Zeilen in Tabelle 2.3 ablesen. Dies ergibt die Zahl 26. 0
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Der Abschnitt wird mit einem kurzen Beispiel beendet.

4
2.8.21 Beispiel Zwei Funktionen f,g: R* = R, f,g € CS(zy, 79, 73,74, — > ;) Wer-
i=1
den betrachtet. Diese sind in Normalform min max a;-ra: gegeben
1€{1,...,s} JEN;

Funktion f Funktion ¢
Ny 1 {1,2,3},{1,2,4},{1,3,5} | {1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5}
N; {4,5},{3,5},{2,4} {2,3,5},{2,3,4},{1,4,5},{1,3,5},{1, 3,4}
N(-) \

2 3

A 5 4 5

Da offensichtlich bei beiden Funktionen der induzierte simpliziale Komplex zusammen-
ziehbar ist, d. h. die Bettizahlen [1,0, 0, 0] hat, sind die Funktionen f und g nach Theo-
rem 2.8.20 topologisch aquivalent.

Tatséchlich gibt es genau 780 stetige Selektionen fiinf linearer Funktionen von diesem
Typ. <&
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2.9 Hohere Dimensionen

Eine direkte Erweiterung des Ergebnisses in Theorem 2.8.20) d.h. der Klassifikation
stetiger Selektionen iiber die Bettizahlen des induzierten simplizialen Komplexes, auf
héhere Dimensionen ist alleine schon wegen des folgenden Beispiels nicht moglich.

2.9.1 Beispiel Gegeben seien nun zwei stetige Selektionen sechs linearer Funktionen
5

f’g : RB - R) f’g € CS($1,$2,I3,$4,$5,—Z$1').

=1

Funktion f Funktion g

N, {3,4,5,6},{2,4,5,6},{1,4,5,6}, | {3,4,5,6},{2,4,5,6},{1,4,5,6},
{1,3,5,6},{1,2,5,6},{1,2,3,4,6} | {1,2,3,6},{1,2,3,5},{1,2,3,4}

N; {1a2}a{173}7{273}7{274}7 {172}7{173}7{2’3}a{4a5}7
{3,4},{5} {4,6},{5,6}

N( ) 3 6
1 2 5
[hQ(N('))]q:O ..... 4 [272a0’070] [272707070]

Die induzierten simplizialen Komplexe der Funktionen sind offenbar nicht homotopie-
aquivalent, da der zu f gehorige eine azyklische Zusammenhangskomponente besitzt,
der zu g gehorige jedoch nicht. Mit Korollar 2.5.15/folgt, daf§ f und ¢ nicht topologisch
aquivalent sein konnen. Trotzdem stimmen die entsprechenden Bettizahlen iiberein. o

Der Ansatz den topologischen Typ einer stetigen Selektionen linearer Funktionen iiber
Eigenschaften des von ihr induzierten simplizialen Komplexes zu bestimmen, wurde vor
allem durch Theorem 2.5.10 motiviert, welches besagt, dal dieser homotopieaquivalent
zum Abstiegskegel der Funktion ist. Betrachtet man nur die Bettizahlen des induzierten
simplizialen Komplexes ist es daher gut vorstellbar, dal es Situationen gibt, in denen
auf diese Weise in ihm enthaltene Informationen nicht ,,genutzt® werden. Genau dies
war im Beispiel 2.9.1 der Fall.
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Da Theorem 2.8.14/ fir n = 4 impliziert, dal durch die Bettizahlen von N(f) dessen
Homotopietyp eindeutig bestimmt ist, wurde mit Theorem 2.8.20 im Grunde gezeigt,
dafl die notwendige Bedingung aus Korollar [2.5.15 fiir n = 4 auch hinreichend ist fur
die topologische Aquivalenz zweier stetiger Selektionen. Das soeben betrachtete Beispiel
zeigt lediglich, daB der Homotopietyp von N (f) fir n = 5 nicht mehr allein durch
seine Bettizahlen bestimmt ist. Dies legt meines Erachtens die folgende Vermutung fiir
beliebige Dimension n nahe:

2.9.2 Vermutung Sei eine Funktion f : R* — R, f € CS(afz,...,a  x) derart

gegeben, daB 1(0) = {1,...,n + 1} und 0 kritischer Punkt ist, der (ND1) erfiillt. Dann
ist der topologische Typ von f vollstandig bestimmt durch den Homotopietyp von N (f).

Diese Vermutung ist, wie oben erldutert, wahr fiir n = 4. Ferner 1483t sich leicht nachwei-
sen, dafi sie fiir n < 3 mit den Ergebnissen von Bartels u. a. (1995) iibereinstimmt, da die
dort zur Klassifikation eingesetzten Indizes p und ¢ den Homotopietyp des Abstiegskegels
(bzw. von N(f)) eindeutig bestimmen.

Mit Korollar [2.5.15 ist eine Richtung der Vermutung bereits bewiesen.

Ein moglicher Beweis fiir die verbleibende Richtung mufl jedoch einen génzlich anderen
Aufbau haben, als die Beweise der Klassifikations-Resultate fiir n < 4. Griinde dafir
sind:

« Sowohl in Bartels u.a. (1995) als auch in der vorliegenden Arbeit wurde die topo-
logische Hauptvermutung eingesetzt. Diese ist jedoch in héheren Dimensionen im
allgemeinen falsch.

o Im Beweis zu Theorem 2.8.14 konnten die 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit
Rand S_(f) und S, (f) durch Bestimmung ihrer Rénder bis auf Homéomorphie
beschrieben werden. Wesentliches Hilfsmittel war dabei die Existenz einer vollstéan-
digen Klassifikation aller geschlossenen Flachen (siche: Hauptsatz der Fla-
chentopologie). Eine vollstandige Klassifikation aller geschlossenen 3-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten ist jedoch zum Zeitpunkt des Verfassens dieser Arbeit noch nicht
bekannt. Dies ist ein offenes Problem der Topologie. Daher kann diese Technik im
Falle n > 5 nicht angewendet werden.

o Nach Tabelle 2.1 existieren mehr als 7 Millionen verschiedene stetige Selektionen
sechs linearer Funktionen. Dies ist zwar fiir einen allgemeinen Beweis irrelevant,
erschwert jedoch beispielsweise die Bestimmung méglicher Typen auf Basis einer
geduflerten Vermutung oder die Bestimmung aller Funktionen, die bestimmten Be-

dingungen geniigen, enorm. Letztere Vorgehensweise fithrte im Beweis von Theo-
rem 2.8.17 zum Ziel.
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o Wire die Vermutung bewiesen, bleibt die Frage zu kldren: Wie bestimmt man
bei gegebenem n alle moglichen Homotopieklassen von N (f) bzw. wieviele solcher
Homotopieklassen gibt es?

In Bartels u.a. (1995) duflern die Autoren die Vermutung, dafi bereits die Existenz ei-
nes positiv homogenen, nicht notwendigerweise stiickweise linearen, Homéomorphismus
¢ : R" — R™ mit der Eigenschaft ¢(K_(f)) = K_(g), ¢(K,(f)) = K(g) die topo-
logische Aquivalenz zweier stetiger Selektionen linearer Funktionen f und g impliziert.
Wire diese Vermutung richtig, dann miiite zum Beweis der Vermutung 2.9.2 nur noch
gezeigt werden, daf8 aus der Homotopiedquivalenz von S_(f) und S_(g) die Existenz

eines Homéomorphismus ¢ : S"~1 — S™~! mit ¢(S_(f)) = S_(g) folgt.

Mit dem zur Berechnung von Tabelle erstellten Computerprogramm ist es mit ei-
nem gewohnlichen Arbeitsplatzrechner noch moglich, alle moglichen Homologiegruppen
von nicht-trivialen Teilkomplexen des A% zu berechnen. Aufgrund des Wissens um Bei-
spiel 2.9.1 wurde dies so durchgefiihrt, daf3 fiir jeden Teilkomplex die Homologiegruppen
jeder seiner Zusammenhangskomponenten berechnet wurden. Auf diese Weise lassen sich
die beiden simplizialen Komplexe des Beispiels noch mit Mitteln der Homologietheorie
unterscheiden. Tabelle 2.4/ on the following page zeigt alle 99 mit Hilfe dieser Methode
identifizierten Typen. Der Begriff , Typ“ steht an dieser Stelle nur fiir ,anhand der Homo-
logiegruppen der Zusammenhangskomponenten des induzierten simplizialen Komplexes
unterscheidbare Typen stetiger Selektionen®“. Ob es sich dabei bereits um die gesuchten
topologischen Typen handelt, hingt vor allem von der Giiltigkeit der Vermutung 2.9.2
fir n =5 ab.
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Tabelle 2.4: Homologiegruppen von Ab- und Anstiegskegel fiir stetige Selektionen sechs

linearer Funktionen



2 Stetige Selektionen linearer Funktionen

Einige der aufgelisteten Typen verdienen besondere Aufmerksamkeit:

o Die Typen 14 und 49: Dies sind gerade die beiden Typen, welche in Beispiel 2.9.1
vorkommen und nicht allein anhand ihrer Bettizahlen auseinander gehalten werden
konnen. Die Funktion f entspricht Typ 14 und die Funktion g Typ 49. Interessan-
terweise lassen sich die zugehorigen Anstiegskegel anhand ihrer Homologiegruppen
iiberhaupt nicht unterscheiden. Ein Durchsuchen aller Typen ergibt, daf3 dies, ab-
gesehen von den dazu dualen Typen 87 und 88, der einzige Fall ist, wo durch das
Betrachten der Homologiegruppen jeder Zusammenhangskomponente ein zuséatzli-
cher Typ identifiziert werden konnte.

e Der Typ 90: Dies ist der einzige Typ, welcher eine Homologiegruppe mit Torsion
aufweist. Dies ist ein bemerkenswerter Unterschied zu den niedrigeren Dimensionen,
wo alle Homologiegruppen torsionsfrei waren. Ein Beispiel fiir eine diesem Typ
entsprechende Funktion ist:

f(xla T2, X3,24, '1'5) = min{max{xla L2, x3}7 max{xl, T2, .1'4}, max{a:l, I3, xS}v
5 5 5
maX{CEl, Ty, — Z Ii}, ma’X{x17 L5, — Z Ii}? maX{.TQ, Z3, — Z xi}v
i=1 5 i=1 =1
maX{an Ty, $5}7 maX{fE27 Tsy — Z xi}v maX{.ﬁU:;, Ly, :L'5}7

5 i=1
max{xs, T4, — Z xl}}
i=1

Die geometrische Realisierung des zugehorigen simplizialen Komplexes N(f) ist
homdomorph zur projektiven Ebene RP? und hat die Homologiegruppen:

HoN(f) = Z, Hi(N(f)) = Zz, Hy(N(f))=0 Vg=2.
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3 Fazit

f:R" — R, stetige Selektion von C*-Funktionen
mit nicht-degeneriertem kritischen Punkt z

!

nicht-differenzierbare Version des zweiten Morse Lemma

k
1€ CS(Wi, -\ Yk — 2 i)
=1

!

Dimension | # topologischer Typen
1 2
2 4
3 10
4 26
) > 99
Vermutung;:
Anzahl der Homoto-
> 5 pietypen von nicht-
trivialen Teilkomple-
xen des A"

Abbildung 3.1: Klassifikation stetiger Selektionen von C?-Funktionen

Die nicht-differenzierbare Morse-Theorie untersucht wie in Abschnitt [1.4 beschrieben
die Struktur stetiger Selektionen von C?-Funktionen in der Umgebung eines nicht-
degenerierten kritischen Punktes. Das zweite Morse-Lemma fiir diese Funktionenklasse
(Theorem [1.4.27) liefert eine Zerlegung der betrachteten Funktion in einen differen-
zierbaren Teil und einen nicht-differenzierbaren Teil durch geeignete Koordinatentrans-

formation (siche Abbildung3.1).

!

und
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Dimension (n — k)
quadratischer Index p

!

bekannt aus der Morse-
Theorie fur differenzier-
bare Funktionen




3 Fazit

Ist der Definitionsbereich R™ wird der differenzierbare Teil durch seine Dimension (n—k)
(0 < k < n) und den quadratischen Index

pwe{0,...,n—k}

beschrieben. Diese beiden Parameter stehen fur eine Funktion der Gestalt

k+p
Ity yn) =— D Y+ Z v; -
i=k+1 j=k+p+1

Solche Funktionen sind bereits aus der klassischen Morse-Theorie bekannt, wo gezeigt
wurde, daB jede C2-Funktion in der Umgebung eines nicht-degenerierten kritischen Punk-
tes durch geeignete Koordinatentransformation in diese Gestalt (mit k& = 0) tberfihrt
werden kann. Ist der quadratische Index p = 0 so hat die Funktion g im Punkt 0 € R**
ein lokales Minimum, fiir 4 = n—k ein lokales Maximum und sonst einen Sattelpunkt.

Der nicht-differenzierbare Teil hat entsprechend einen k-dimensionalen Definitionsbe-
reich und ist eine stetige Selektion der (k+ 1) linearen Standard-Selektionsfunktionen

Yis- oo Yk — Zyz

Solche Funktionen wurden in Kapitel |2 ausfiihrlich untersucht. Nach Vorstellung eines
Resultats aus Bartels u. a. (1995) zur Klassifikation dieser stetigen Selektionen fir £ < 3
gelang es dort, eine vollstandige Klassifikation fir den Fall & = 4 herzuleiten. Danach
gibt es genau 26 verschiedene topologische Typen stetiger Selektionen von fiinf linearen
Funktionen. Im Einklang mit diesen Ergebnissen wurde dariiberhinaus fiir beliebiges k
die Vermutung aufgestellt, dafl der topologische Typ einer stetigen Selektion linearer
Funktionen eindeutig durch den Homotopietyp eines von ihr induzierten simplizialen
Komplexes bestimmt ist.

Kombiniert man nun fir £ =0, ..., n die topologische Klassifikation der stetigen Selek-
tionen (k + 1) linearer Funktionen (soweit bekannt) mit den jeweils moglichen qua-
dratischen Indizes pu, so ergibt sich insgesamt eine Klassifikation aller auf R™ defi-
nierten stetigen Selektionen von C?-Funktionen in der Umgebung nicht-degenerierter
kritischer Punkte. Damit ist die lokale Struktur einer sehr allgemeinen Klasse nicht-
differenzierbarer Funktionen im generischen Fall fiir derzeit n < 4 vollstandig klassifi-
ziert.
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A Mathematischer Anhang

A.1 Lineare Algebra

A.1.1 Definition Die Vektoren uq,...,u,, € R" heilen affin unabhangig, wenn die

Vektoren (Uf) ey <u1m ) € R™*! linear unabhéingig sind.

A.1.2 Definition Eine nxn-Matrix A heiit diagonaldhnlich (diagonalisierbar), wenn
A &hnlich zu einer Diagonalmatrix D ist, d.h. es existiert eine n x n-Matrix U mit

U'. A U=D.

A.1.3 Theorem Ist A eine symmetrische n X n-Matriz, so gilt:

A besitzt n reelle Figenwerte My, ..., \,, wobei k-fache Nullstellen von

det(A — AE) = 0 k-fach gezihlt werden.

Den Figenwerten A1, ..., \, entsprechen n Eigenvektoren uq, ..., u,, die eine ON-
Basis des R™ bilden.

e A ist diagonaldhnlich, und zwar gilt mit U = (uq,...,up):
A 0
Ul.A.U= .
~~
—uT 0 An
e detA=X-...- \, . O

A.1.4 Definition Sei A eine symmetrische n x n-Matrix. Die Anzahl der negativen Ei-
genwerte von A wird mit Index(A) bezeichnet und die Anzahl der positiven Eigenwerte
mit Coindex(A).
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A.1.5 Definition Zwei n x n-Matrizen A und B heiflen kongruent, wenn eine reguléire
n X n-Matrix @ existiert, so daf} gilt:

QT - A-Q=8B.

A.1.6 Lemma Zwei symmetrische Matrizen A, B sind kongruent, genau dann wenn

Index(A) = Index(B) und Coindex(A) = Coindex(B). O

Fiir Details und Beweis der folgenden Aussage sei auf Jongen u. a. (2000, Abschnitt 2.5)
verwiesen.

A.1.7 Definition und Satz (Einschrinkung einer symmetrischen Matrix)
Sei A eine symmetrische n x n-Matrix und 7' C R” ein linearer Unterraum. Sei ferner V'
eine beliebige Matrix, deren Spalten eine Basis von T bilden. Dann gilt:

Die Anzahl der negativen Eigenwerte (der positiven Eigenwerte, sowie der Eigenwerte
die gleich Null sind) von VT - A -V ist unabhingig von der Wahl von V.

Sie wird bezeichnet als die Anzahl der negativen Eigenwerte von A eingeschriankt auf
L usw. Gibt es keine Eigenwerte die gleich Null sind, sagt man: A eingeschrankt auf L
ist regular. 0

A.2 Kegel und Konvexe Mengen

A.2.1 Definition FEine Teilmenge K von R" heifit Kegel, wenn sie beziiglich positiver
skalarer Multiplikation abgeschlossen ist, d. h. wenn gilt:

rekK, A>0 = MeK.
Ist M eine beliebige Teilmenge des R", dann nennen wir
{\x|x e M, >0}

die Kegelhiille von M.
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A.2.2 Definition x heifit eine Konvexkombination von zi,...,x, € R", wenn
AL, ..., A € R existieren mit:

r=Mx1+ -+ Ny,
)\1+"'+/\7‘:17
AM>0,...,\ >0.

Wird die Erfiilllung der letzten Bedingung nicht gefordert, so heifit + Affinkombination
VON X1, ..., Tp.

A.2.3 Definition Die Menge aller Konvexkombinationen von Elementen einer Menge
M C R"™ heifit konvexe Hiille
conv M

von M; insbesondere ist conv () = (). Analog dazu nennt man die Menge aller Affinkom-
binationen von Elementen einer Menge M die affine Hiille

aff M

von M. Mit lin M (lineare Hiille) wird der von M erzeugte lineare Raum bezeichnet.
Dies ist der ,kleinste” lineare Raum, der M enthalt.

Die konvexe Hiille einer endlichen Menge M = {z1, ..., z,} wird als konvexes Polytop
bezeichnet. Sind x4, ..., z, affin unabhingig, so nennt man
T,—1 :=conv{xy,..., 2.}

ein (r — 1)-Simplex oder kurz Simplex.
Man sagt: aff T,_; und T,_; haben Dimension r — 1.

A.2.4 Definition Ist C' eine konvexe Menge, so nennt man
dim C := dim(aff C)
die Dimension von C'. Es wird vereinbart: dim () = —1.
A.2.5 Definition Man sagt, v € M C R” liegt im relativen Inneren von M (Bezeich-
nung: x € relint M), wenn x im Inneren von M beziiglich aff M liegt (d.h. es existiert

eine offene Umgebung B in aff M, so dafl x € B C M). Ist aff M = R", dann folgt:
relint M = int M.
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A.2.6 Definition Ist M C R", dann heifit die Menge aller nicht-negativen Linearkom-
binationen

x:)\ly1++)\kyk 7y17"'>yk€M 7)\1207"'7)\]620
von Elementen aus M die positive Hiille
o :=pos M
von M bzw. der von M erzeugte konvexe Kegel. Es wird vereinbart: pos () := {0}.
Fir festes v € R"u # 0, und o € R, ist die Menge H := {z | (z,u) = a} eine
Hyperebene. HY := {x | (z, u) > a} und H™ := {z | (z, u) < a} heiflen die durch

H begrenzten Halbrdume Wenn o = 0, 0 C H* und H N o = {0} gilt, dann heifit der
Kegel o spitz (mit der Spitze 0).

Ist M = {xy,..., 21} eine endliche Menge, nennt man
o =pos{zy,...,x}
einen polyedrischen Kegel. Sind dartiberhinaus die Vektoren xy, ..., x; linear unab-

héangig, dann heifit o simplizialer Kegel.

A.3 Topologie

A.3.1 Definition Sei M ein topologischer Raum und X C M. Dann bezeichnen wir
mit

o int(X) das Innere von X in M,
o cl(X) die abgeschlossene Hiille von X in M,
e 0X den Rand von X in M.

A.3.2 Definition Haufig benutzte Teilmengen des k-dimensionalen euklidischen Vek-
torraums R*:

o die k-dimensionale Einheitskugel (auch Einheitsball oder Vollkugel)

DF .= {mGRk|||:B|| <1},
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e deren Inneres, die k-dimensionale offene Einheitskugel

D* = {z e R¥|||z|| < 1} = int(D") ,

 die (k — 1)-dimensionale Einheitssphére

Skl = {2 € R¥|||z|| = 1} = OD" .

« das (k — 1)-dimensionale Standardsimplex
A= conviey, ..., e},
wobei e; der i-te Einheitsvektor des R” ist.

Die von der euklidischen Metrik auf R™ induzierte Topologie heifit Standardtopologie
des R™. Sie ist stets gemeint, wenn von R" als topologischem Raum gesprochen wird.
Teilmengen des R™ tragen, wenn nichts anderes gesagt wird, die Spurtopologie (auch:
Relativtopologie).

A.3.3 Definition FEin topologischer Raum X heift

e n-Zelle wenn er zu D" homéomorph ist bzw.

o m-Sphire, wenn er zu S™ homéomorph ist.

Ist die Dimension nicht von Bedeutung, sagt man auch kurz: X ist eine Zelle bzw. eine
Sphire.

A.3.4 Theorem (siche Christenson u. Vorman 1977, Seite 450, 17.A.12 und 17.A.13)
Sind C' und C' n-Zellen und ist h : 0C' — 9C" ein Homdomorphismus, dann kann h zu
einem Homoomorphismus zwischen C' und C" fortgesetzt werden.

A.3.5 Definition Ein Raumpaar (X, A) besteht aus einem topologischen Raum X
und einem Teilraum A C X. Eine stetige Abbildung f : (X, A) — (Y, B) von
Raumpaaren ist eine stetige Abbildung f : X — Y mit f(A) C B. Wenn f ein Homéo-
morphismus von X auf Y ist und f(A) = B gilt, so heifit f ein Homdomorphismus
von Paaren und man schreibt f: (X, A) = (Y, B).

Es folgt ein Theorem, welches in Abschnitt 2.8 verwendet wird. Zur Theorie der p.l.
Topologie sei auf Rourke u. Sanderson (1972) und Hempel (1976) verwiesen.

99



A Mathematischer Anhang

A.3.6 Theorem (siche Hempel 1976, Seite 7, Theorem 1.5)

Wenn M eine p. l. n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, Cy und Cy p.l. n-Zellen (als p. L.
Untermannigfaltigkeiten) in int(M) sind und X eine beliebige abgeschlossene Teilmenge
von M ist, so daff C1 U Cy in einer Zusammenhangskomponente von M \ X liegt, dann
existiert eine p. . Isotopie ¢ : M x [0,1] — M fir die gilt: ¢ = idys, ¢¢|x = idx fir alle
t e [0, 1] und gbl(Cl) = Cg.

Homotopietheorie

A.3.7 Definition Es seien X und Y topologische Réume. Eine Homotopie von X
nach Y ist eine Schar h; : X — Y von Abbildungen, wobei der Parameter ¢ das Ein-
heitsintervall I = [0, 1] durchlauft, so dafl folgende Bedingung erfiillt ist: die Funktion
H:XxI1—-Y, H(z,t) = h(x), ist stetig (dabei tragt X x I die Produkttopologie).
Zwei stetige Abbildungen f, g : X — Y heiflen homotop, Bezeichnung f ~¢: X — Y,
wenn es eine Homotopie h; : X — Y mit hy = f und hy = ¢ gibt. Die Schar h; oder
die zugehorige Abbildung H heifit dann eine Homotopie von f nach g; man schreibt
dafiir hy : f ~goder H: f ~g.

A.3.8 Definition Eine Abbildung ¢ : X — Y heifit konstant, wenn ¢(X) = {yo} ein
Punkt in Y ist, wenn also c¢(x) = yp fur alle z € X gilt. Eine Abbildung f: X — Y
heifft nullhomotop, wenn f homotop ist zu einer konstanten Abbildung. Ein Raum X
heifit zusammenziehbar, wenn die identische Abbildung auf X, idy : x — =z fir alle
x € X, nullhomotop ist.

A.3.9 Definition Es seien f,g : X — Y stetige Abbildungen, die auf dem Teilraum
A C X tbereinstimmen, also f(a) = g(a) fiir alle a € A. Dann heiflen f und g homotop
relativ A, Bezeichnung f ~ g : X — Y rel A, wenn es eine Homotopie h; : X — Y von
f nach ¢ gibt mit h(a) = f(a) = g(a) fir alle @ € A und alle ¢ € I. Die Punkte
f(a) = g(a) werden also wihrend der Homotopie nicht bewegt, die Homotopie ist auf A
stationar.

A.3.10 Definition A C X heifit Retrakt von X, wenn es eine Retraktionr : X — A
gibt, das ist eine stetige Abbildung mit r(a) = a fir alle a € A.

A.3.11 Definition Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit eine Homotopieaqui-
valenz, Bezeichnung f : X ~ Y, wenn es eine stetige Abbildung ¢ : Y — X gibt mit
go f ~idyx und f o g ~ idy; jede solche Abbildung g heit ein Homotopie-Inverses
von f. Zwei Raume X und Y sind vom gleichen Homotopietyp, Bezeichnung X ~ Y,
wenn es eine Homotopieaquivalenz f : X — Y gibt.
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A.3.12 Bemerkung Homdéomorphismen sind Homotopiedquivalenzen; homéomorphe
Réaume sind daher vom gleichen Homotopietyp.

A.3.13 Definition A C X heifit Deformationsretrakt von X, wenn es eine Ho-
motopie h; : X — X gibt mit hy = idy, hi(X) = A und hy(a) = a fir alle a € A;
gilt dariiber hinaus noch hi(a) = a fiir alle @ € A und ¢t € I, so heifit A ein starker
Deformationsretrakt von X.

Homologietheorie

Eine in sich abgeschlossene Einfithrung in die Homologietheorie wiirde den Rahmen
dieser Arbeit sprengen. Es sei deshalb auf die folgende Literatur zur Algebraischen To-
pologie verwiesen: Fulton (1995), Mayer (1989), Rotman (1998) und Spanier (1966)

Folgende Bezeichnungen werden hier verwendet (X sei ein topologischer Raum):
« H,(X) fir die g-te Homologiegruppe von X (¢ € Ny),
. ﬁq (X) fur die reduzierte g-te Homologiegruppe von X (g € Ny),
e hy(X) :=Rang H,(X) fur die ¢-te Bettizahl von X (¢ € Ny).

In Abschnitt 2.8 wird haufig Gebrauch von der Homotopieinvarianz der Homologiegrup-
pen gemacht (siehe z. B. Hatcher 2002, Seite 111, Corollary 2.11):

A.3.14 Theorem Sind X und Y homotopiedquivalente topologische Rdume, dann ha-
ben sie isomorphe Homologiegruppen, d. h.

H,(X)~ H,(Y) firalleqeNy.
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Mannigfaltigkeiten (mit Rand)

Topologische Mannigfaltigkeiten wurden bereits in Definition [1.3.1 eingefiihrt.

A.3.15 Definition Ein Unterraum M des R™ heifit k-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit Rand, falls jeder Punkt x € M eine offene Umgebung in M besitzt, welche homoo-
morph zur offenen Einheitskugel D* oder zur Halbkugel { (x4, ..., z;) € D¥|xy > 0} ist.
Das Innere von M, int(M), besteht aus allen Punkten, welche eine Umgebung besitzen,
die homdomorph zu D ist. Der Rand von M ist definiert als 9M = M \ int(M).

A.3.16 Bemerkung Ist M eine Mannigfaltigkeit mit Rand, so ist der Fall OM = ()
durch Definition |A.3.15/ nicht ausgeschlossen. Folglich ist jede Mannigfaltigkeit auch
Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Begriff ,Mannigfaltigkeit mit Rand* ist also eine Ver-
allgemeinerung des Begriffs ,,Mannigfaltigkeit*.

Néhere Ausfithrungen zu Mannigfaltigkeiten (mit und ohne Rand) sind u.a. in
Christenson u. Voxman (1977) sowie Seifert u. Threlfall (1980) zu finden. Speziell mit
3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten beschéftigen sich Hempel (1976), Johannson (1995)
und Matveev (2003).

Simpliziale Komplexe

Es folgen nur die wichtigsten Definitionen und Eigenschaften. Weitere Details kénnen
beispielsweise in Spanier (1966) oder Hatcher (2002) gefunden werden.

A.3.17 Definition FEin simplizialer Komplex K besteht aus einer Menge {v} von
Ecken und einer Menge {s} von endlichen nichtleeren Teilmengen von {v}, genannt
Simplizes, so daf gilt:

a) Jede Menge die aus genau einer Ecke besteht ist ein Simplex.

b) Jede nichtleere Teilmenge eines Simplex ist ein Simplex.

Ein Simplex s, das genau ¢ + 1 Ecken enthélt, heiffit g-Simplex; man sagt auch die
Dimension von s ist ¢, Bezeichnung dims = ¢. Gilt ' C s, dann heifit s’ eine Seite
von s, Bezeichnung s’ < s, und gilt aulerdem s’ # s, dann heifit s’ eigentliche Seite
von s, Bezeichnung s’ < s. Gilt ' < s und ist s’ ein p-Simplex, dann heifit s’ p-Seite
von s.
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Ein Simplex s, das nicht eigentliche Seite irgendeines Simplex s’ € K ist, heifit maxi-
males Simplex (auch: Facette) von K.

A.3.18 Bemerkung Aus Bedingung a) folgt, dafi die 0-Simplizes von K bijektiv den
Ecken von K entsprechen. Aus Bedingung b) folgt, dafi jedes Simplex durch seine 0-
Seiten festgelegt ist. Deshalb kann man K mit der Menge seiner Simplizes gleichsetzen
und jede Ecke von K mit dem zugehorigen 0-Simplex identifizieren.

A.3.19 Definition Sei K ein simplizialer Komplex. Dann ist das g-dimensionale Ge-
riist K9 von K definiert als der simpliziale Komplex, der aus allen p-Simplizes von K
mit p < ¢ besteht, d.h. K7={s e K | dims < ¢}.

A.3.20 Definition Ist K ein simplizialer Komplex so ist seine Dimension, Bezeich-
nung dim K, definiert als

-1 falls K = 0,
n falls K ein n-Simplex aber kein (n + 1)-Simplex enthiélt,
00 falls K n-Simplizes enthéalt fiir alle n > 0.

Somit gilt: dim K = sup{dims | s € K}.
K heiit endlich, wenn er nur endlich viele Simplizes enthalt.

CW-Komplexe

Fir die Definition von CW-Komplexen und weitere Details siehe z. B. Hatcher (2002)
oder Mayer (1989).

A.3.21 Lemma (siehe Hatcher 2002, Seite 137, Lemma 2.34) Ist X ein CW-Komplex,
dann gilt:

(a) Hp(X™ X" 1) dst Null fiir k # n und frei abelsch fiir k = n, mit einer Basis,
welche in einer Fins-zu-Fins-Beziehung zu den n-Zellen von X steht.

(b) He(X™) = 0 fir k > n. Wenn X endlich-dimensional ist, gilt insbesondere
Hp(X) =0 fir k> dim X.

(¢) Die Inklusion i : X" — X induziert einen Isomorphismus i, : Hp(X") — Hg(X)
falls k < n.
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A.3.22 Definition Sei X ein CW-Komplex. Dann ist die Euler-Charakteristik &' (X)

definiert durch:
X(X)=) (-1,
n€Np

wobeli ¢,, die Anzahl der n-Zellen von X ist.
A.3.23 Theorem Sei X ein CW-Komplex. Dann gilt:

X(X) =) (~1)"Rang H,(X) .

n€Ng
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