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1. Einleitung und Motivation

“The most beautiful thing we can experience is the
mysterious. It is the source of all true art and all
science. He to whom this emotion is a stranger, who
can no longer pause to wonder and stand rapt in
awe, is as good as dead: his eyes are closed.”

– Albert Einstein

1.1 Skalierung – was steckt dahinter?

Auf der Suche nach kausalen Zusammenhängen in der Natur und
der Gesellschaft kommt kaum ein Forscher an Skalierungseigenschaf-
ten vorbei. In dieser Arbeit interessieren wir uns hauptsächlich (aber
nicht ausschließlich) für die finanzwirtschaftlichen Auswirkungen der
Skalierung auf die Beschreibung der Dynamik der Wertpapierprei-
se/Renditen; vor allem aber auf die Möglichkeiten und Notwendig-
keiten einer erweiterten Interpretation eines Begriffes, der im Finance
mindestens so wichtig ist wie das Wort Finance selbst: das Risiko.

Ein triviales Beispiel der Skalierung sind Economics of Scale. Allein die
Veränderung der Kostenstruktur eines großen Projektes oder gar ei-
nes Großunternehmens im Vergleich zu einem kleinen Projekt kann
dabei Grundlage für zusätzliche ökonomische Vorteile bilden. Aus der
BWL lernen wir, dass die Fixkosten bei der Berechnung des Grenzge-
winnes keine Rolle spielen, da sie per Definition von der produzierten
Menge unabhängig sind. Es liegt auf der Hand, dass ein homoe econo-
micus solange immer mehr Grenzgewinn erwirtschaften wird, wie sich
die Grenzkosten durch die Verlagerung des variablen Anteils der Kos-
ten auf den Fixkostenbereich senken lassen. Wir hätten wahrscheinlich



2 1. Einleitung und Motivation

nur noch riesige Betriebe, gäbe es keine wirtschaftlichen Faktoren in
Form einer Art „negativer Rückkopplung“ wie eingeschränkte Gesamt-
nachfrage oder unzureichende Flexibilität der Großbetriebe bei der
Umstellung auf neue Produktion.

Auf ähnliche Weise können wir auf die Losgrößenvorteile bei den
Banken eingehen, Portfoliodiversifikation, eine langfristige Finanzan-
lage im Vergleich zu einer kurzfristigen nach Rendite/Risiko-Kriterium
(oder Kriterien, man kann mehrere davon heranziehen). . . Übrigens,
wie es sich herausstellt, ist das letzte Beispiel (lang/kurzfristige Fi-
nanzanlage) gar nicht so trivial. Es ist gerade der Fall, in dem die Ska-
lierung in der Zeit sowohl linear als auch nichtlinear wirken kann. Und
das hängt davon ab, welche Kennzahl wir für das Risiko verwenden
bei einer sehr populären Behauptung „eine langfristige Anlage wäre
allein auf Grundlage des längeren Zeithorizontes weniger riskant, als
eine kurzfristige“. Wenn das Risiko von der Zeit nichtlinear abhängig
ist, wird die Situation nicht einfacher, sondern schwieriger und schon
auf keinen Fall eindeutig. Jede langfristige Anlage wird irgendwann
zur kurzfristigen, bevor sie ganz aufgelöst wird. Ohne zusätzlichen
Freiheitsgrad, den Zeitpunkt der Auflösung flexibel zu wählen, wird
womöglich nicht jeder Anleger oder gar institutioneller Investor mit
seiner Anlageperformance zufrieden sein.

Merkwürdig: die spezifische Art, Eigenschaften der Zielobjekte aus der
Sicht von unterschiedlichen Skalen zu untersuchen, ist alles andere
als intuitiv. Die Ursache scheint darin zu liegen, dass ein Mensch nicht
gewohnt ist, „multiplikativ zu denken“; man kommt eher mit additi-
ven Merkmalen klar. Skalierung operiert dagegen mit multiplikativen
Größen, was entsprechend die Additivität auf logarithmischer Ebene
impliziert. Wir bilden mühelos einfache Durchschnitte wie die Gesamt-
note in einem Abschlusszeugnis. Das Ergebnis kann zufriedenstellend
sein oder auch nicht; es ist aber verständlich und leicht nachvollzieh-
bar. Lädt sich aber ein Erwartungsnutzen eines Repräsentativinvestors
mit logarithmischer Nutzenfunktion ebenso leicht errechnen? Dabei
geht es lediglich um ein Lehrbuchbeispiel zu einer konstanten relati-
ven Risikoaversion (CRRA): ein solcher Investor ist mit einer konstan-
ten Wachstumsrate seines Vermögens „höchst zufrieden“. Im Schat-
ten bleibt natürlich seine absolute Risikoaversion, die, multipliziert mit
der Höhe des Vermögens, ebenfalls eine Konstante ergibt. Diese Größe
scheint bei logarithmischer Nutzenfunktion weniger geeignet zu sein,
um das ökonomische Verhalten des Investors zu charakterisieren.
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Schauen wir uns den berühmten Goldenen Schnitt an, wo es darum
geht, eine Einheit bestimmter Länge im Verhältnis

groß
klein

=
gesamt
groß

aufzuteilen. Nach einer kleinen Umformung ist es leicht zu sehen, dass
wir es hier mit dem Mittelwert einer logarithmischen Größe zu tun
haben:

ln (groß) =
1
2

[ln(klein)+ ln(gesamt)] = E ln (·) .

Wir hören uns Musik an, die aus Noten besteht; Abstände zwischen
den Noten (gemessen an deren Frequenz) sind logarithmisch geord-
net. Wir schauen uns die wunderbaren Werke von Leonardo da Vinci
an, der neben Schönheit sehr viel Wert auf Harmonie gelegt hat und
sich mit solchen Fragestellungen wie Größenverhältnissen des Kopfes
oder Studien von Armen und Händen beschäftigte. Nicht mal ein „hin-
dernispassierendes und herabstürzendes Wasser“ ist ihm entkommen.
Leonardo da Vinci stellte die Regeln der Harmonie auf. Die meisten
davon, wie auch der Goldene Schnitt, sind multiplikativ.

Ein „additives Denken“ ist sehr bequem. Es entspricht am ehesten ei-
ner natürlichen menschlichen Denkweise. Die Natur scheint hingegen
multiplikativ zu sein. Die Werke des Menschen sind geordnet: quadra-
tisch, rund, glatt. . . Die Werke der Natur sind ebenfalls geordnet, doch
sieht diese Ordnung anders aus: sie ist gebrochen, krumm, rau, selbst-
ähnlich, logarithmisch. Dabei bleibt der Mensch ein Kind der Natur!
Liegt hier ein Widerspruch vor?

Wie steht es um den Finanzmarkt? Er wird doch von den Menschen
organisiert. Die Preise werden ebenfalls von den Menschen gemacht,
wenn man den Rechnern auf der Börse nichts weiter als die Zusam-
menführung (matching) der eingegebenen Kauf- oder Verkaufsaufträ-
ge zutraut. Benoît Mandelbrot ist in seinen Büchern und Artikeln nach
40 Jahren Forschung zum Schluss gekommen, dass sowohl die Natur
[Mandelbrot 1982] als auch der Finanzmarkt [Mandelbrot 1997] über
multiplikative Eigenschaften verfügen, die am ehesten durch die Ska-
lierungsgesetze beschrieben werden können. Dabei nimmt die Skalie-
rung nicht selten ihre einfachste Form ein, die als Fraktal bekannt ist.
Die charakteristischen Eigenschaften des Untersuchungsgegenstandes
sind in diesem Fall invariant zur Änderung der Beobachtungsskala und
weder Vergrößerung noch Verkleinerung des „Objektes“ Schneeflocke
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lassen uns von der Meinung abbringen, dass es sich immer noch um
eine Schneeflocke handelt. Manchmal lassen sich mehrere Skalen mit
jeweils ähnlichen Eigenschaften erkennen, die ihrerseits wiederum de-
terministischer oder stochastischer Natur sind. Dann spricht man über
Multifraktale.

Fraktale und Multifraktale stellen ein anschauliches Beispiel aus der
Natur dar, das uns hilft, die abstrakten Zusammenhänge mit verständ-
lichen Mitteln zu beschreiben. Die Kategorie „Einfachheit“ bekommt
in dieser Hinsicht eine besondere Bedeutung. Damit versuchen wir
einen Widerspruch zwischen einer „einfachen Welt“ und den „kom-
plizierten Zusammenhängen“, die in dieser Welt ablaufen, aufzulösen.
Wir erfinden uns eine künstliche, möglicherweise, komplizierte Welt so,
dass die dahin transformierten Zusammenhänge sich relativ einfach
beschreiben lassen. Wir definieren Gesetze, nach denen diese kompli-
zierte Welt funktioniert, lösen dort unsere Aufgabe und transformie-
ren die Lösung zurück. Die Rollen tauschen sich. Gehen wir davon
aus, dass die von uns beobachteten charakteristischen Eigenschaften
allgemeiner Natur sind und in ihrem Erscheinen als typisch bezeich-
net werden können, ist es zwecks Modellierung einfacher, sie den Ge-
genständen oder Vorgängen zu „entnehmen“ und auf die Umgebung
zu übertragen. Dadurch werden die Zusammenhänge einfacher und
die Umgebung komplizierter. Irgendwann könnte es plötzlich vorkom-
men, dass dieses Modell uns ganz natürlich erscheint. . . Gelegentlich
gehen wir noch weiter und schaffen aus einem positiven Modell, das
beispielsweise beschreibt, wie sich ein rationaler Investor verhalten
sollte, ein normatives Modell. Unter der Annahme, dass wir darüber
einig sind, was die Rationalität im ökonomischen Sinne bedeutet, ver-
setzt das normative Modell das Verhalten eines rationalen Investors in
gewisse engere Rahmen, die nicht mehr verletzt werden dürfen.

Weitere Skalierungsbeispiele aus dem Kapitalmarktbereich liegen auf
der Hand. Kaum eine andere Kennzahl kann sich mit der Aktienrendi-
te, definiert als Rt = (St −St−1)/St−1 im diskreten und Rt = ln (St/St−1)
im sogenannten kontinuierlichen Fall1 nach Wichtigkeit und Bedeu-
tung messen lassen. In Abhängigkeit davon, was wir unter der Zeit-
variablen t verstehen, lassen sich die Renditen nach täglichen, wö-
chentlichen, monatlichen usw. unterscheiden. Noch nicht so lange gibt
es Renditen, die auf Intraday-Basis berechnet werden, entweder syn-

1 Mit St bezeichnen wir, wie gewöhnlich, einen Aktienkurs zum Zeitpunkt t.
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chron in den festen Zeitabständen wie 15 Sek. oder 5 Min., oder so-
gar Tick-by-tick-Weise: dabei wird jede einzelne Transaktion in die Be-
rechnung miteinbezogen2. Eine inzwischen sehr verbreitete Frage lau-
tet: gegeben die Renditeplots, die sich auf unterschiedliche Zeitbasen
(Zeitfenster oder Zeithorizonte) beziehen, ist es möglich, das Bezugs-
zeitfenster, die Skala, visuell zu bestimmen? Und mit Hilfe statistischer
Methoden? Welche Methoden sind dafür geeignet? Welche charakte-
ristischen Eigenschaften würden darauf hindeuten, dass es sich um ei-
ne bestimmte Zeitskala handelt bzw. dass die Aufteilung auf die mög-
licherweise unabhängigen Skalen überhaupt sinnvoll und möglich ist?
All dies sind Fragen, die mit der sogenannten Selbstähnlichkeit (oder
Selbstaffinität im engeren Sinne) zu tun haben. Manchmal ist es inte-
ressant festzustellen, dass eben kein Unterschied in den Eigenschaften
vorliegt, unabhängig davon, ob man die Zeitintervalle in Sekunden
oder Monaten misst.

Was ist der Hauptgrund, kontinuierliche statt diskreter Renditen zu
verwenden? Die ersten lassen sich einfach addieren; die letzteren eben
nicht! Der Preis dieser Bequemlichkeit schlägt sich in den Abweichun-
gen nieder. In den meisten Fällen können sie unbeachtet bleiben; hin
und wieder gibt es aber Probleme, wenn die Abweichungen zu groß
werden. Betrachten wir3 eine n-periodige Rendite ∏n

t=1 Rt für großes
n. Die einperiodige Rendite Rt sei eine Realisierung aus der Serie von
unabhängig identisch verteilten Zufallsvariablen Xt mit dem Erwar-
tungswert µ = ER1. Es sei weiter α = E [ln R1]. Wegen Unabhängigkeit
und identischer Verteilung gilt

E

(
∏

t
Rt

)
= µn. (1.1.1)

Nach dem starken Gesetz der Großen Zahlen genügt gleichzeitig die
Summe der Log-Renditen der Relation

�
(

1
n

n

∑
t=1

lnRt → α

)
= 1. (1.1.2)

2 Zur Vermeidung einer unnötigen Komplexität lassen wir die Bid/Ask-Preise und
sich daraus ergebende Problematik der Renditeberechnung an dieser Stelle außer
Betracht.

3 Dieses Beispiel führen wir zum Teil in Anlehnung auf Aoki (1996), S. 63 bzw.
Shwartz und Weiss (1995) auf. Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden, soll
1 ≤ Rt ≤ 2 für alle t gelten.
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Die Anwendung der Jensen-Ungleichung auf eine (konkave) Log-
Funktion liefert schließlich für t � 1

ln E [Rt ] ≥ E [ln Rt ] , (1.1.3)

µ = exp
(

ln E [Rt ]
)
≥ exp

(
E [ln Rt ]

)
= eα. (1.1.4)

Der Bezug zur Skalierung lässt sich natürlich auch hier erkennen.
Die Gesamtrendite über einen aggregierten Zeitraum errechnet sich
entweder durch eine Multiplikation im Falle diskreter Renditen, oder
durch eine Aufsummierung andernfalls. Was sagt uns die Gleichung
(1.1.4)? Heißt es, dass die Renditen (und folglich auch die Aktienkur-
se) im Durchschnitt steigen (wir legten ja µ = ER1 fest)? Dies würde
automatisch bedeuten, dass eine buy-and-hold Strategie allen ande-
ren Strategien überlegen ist. Aus der Mathematik kennen wir eine be-
rühmte Relation

lim
x→0

ln(1+ x)
x

= 1.

Es ist nicht schwer, diese Formel im Zusammenhang mit diskreten rd

und kontinuierlichen rc Renditen zu betrachten: im einperiodigen Fall
gilt 1 + rd = erc . Durch Approximation diskreter Renditen durch die
kontinuierlichen lassen wir den lim-Operator außer Acht. Dies ist für
kleine Argumente zulässig. Darunter verstehen wir entweder die klei-
nen Renditen im absoluten Betrag oder die kleinen Zeitabstände zwi-
schen den Messungen. Sind die Argumente nicht mehr klein, muss
man sich etwas einfallen lassen, damit die entstehenden Abweichun-
gen korrigiert werden können.

Nun geht der klassische Erklärungsansatz von einem Korrekturfaktor
für die Konvexität aus. Eine Sequenz der Rendite-Prozesse (Random
Walks) konvergiert schwach4 gegen eine arithmetische Brownsche Be-
wegung mit Drift. Bezogen auf die Aktienkurse resultiert daraus eine
geometrische Brownsche Bewegung. Der Korrekturfaktor

(
−σ2/2

)
ist

dann nichts weiter als ein Ergebnis der Anwendung der Itô-Formel auf
die Log-Funktion. Er kommt beim Übergang vom Diskreten (Random
Walk) ins Kontinuierliche (Brownsche Bewegung) dazu und bringt die
Welt wieder in Ordnung. Man kann aus unterschiedlichen Verfahren
der Renditeberechnung kein zusätzliches Kapital schlagen und es ist
gleichgültig, wann man in den Markt mit einer Handelsstrategie ein-
steigt. Nur die Dauer der Investition spielt eine Rolle. In der Grenzwert-
betrachtung bleibt die erwartete Rendite pro Zeiteinheit immer gleich.

4 Billingsley (1986), S. 327.
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Die Skalierung ist linear und deterministisch in der Zeit: eine doppelte
Haltedauer verspricht ceteris paribus eine Verdoppelung der erwarteten
Rendite. Das Market-Timing ist in einer solchen Umgebung bestenfalls
(wenn man von Transaktionskosten absieht) sinnlos. Die Dynamik der
Preisbewegungen ist trivial und reduziert sich auf die Betrachtung ei-
ner einzigen Periode. Die Erweiterung auf mehrere Zeitintervalle ist
durch Multiplikation mit der entsprechenden Kennzahl für die Halte-
dauer problemlos möglich.

Eine ähnliche Erklärung liefert die Large Deviations Theorie5. Danach
besagt die Gleichung (1.1.4), dass die erwartete Wachstumsrate über
n Perioden durch den Term enα zum Ausdruck kommt und nicht mit
dem größeren Betrag en ln µ übereinstimmt. Die typischen Aktienkursbe-
wegungen über n Perioden resultieren in Renditen von der Ordnung
O(nα). Manchmal erfolgen aber größere Ausschläge, so dass die Ren-
diten von der Ordnung O(n lnµ) realisiert werden können. Solche Ver-
läufe gelten als extrem (hier: exponentiell) unwahrscheinlich. Sie kom-
men selten vor, klingen gegebenfalls ebenso schnell ab und gelten als
Ausnahme. Je länger der Zeithorizont, desto besser sind die Bedingun-
gen für die Anwendung des starken Gesetzes der Großen Zahlen und
desto höher ist die Performance der auf (1.1.2) bezogenen Handels-
strategie. Kurzfristig kann natürlich ein exponentiell unwahrscheinli-
ches Ereignis zu mehr (oder weniger) Performance verhelfen.

Es lässt sich vermuten, dass der oben erwähnte Korrekturprozess in
diesem Fall nicht mehr so einfach verläuft wie vorher. Die Abhilfe
schafft eine Denkweise in Kategorien der kumulierten oder integrier-
ten Größen, wie zum Beispiel die Gesamtkorrektur über t = 1 bis T > t.
Ohne den einzelnen Zeitpunkt vorhersagen zu können, geht man da-
von aus, dass die Summe der Abweichungen vom Mittelwert inner-
halb eines vorgegebenen Zeitabschnittes in beide Richtungen (nach
unten und nach oben) beschränkt ist. Zur besseren Anschaulichkeit
kann man sich eine Fläche (als integrierte Größe) unter der Trajek-
torie vorstellen, die in einem Laufband gefangen bleibt. Die „Rück-
kehr“ zum Erwartungswert erfolgt exponentiell schnell und wird for-
mal durch die sogenannte Raten-Funktion beschrieben6. Da die oben
beschriebene Beschränkung nicht deterministischer, sondern stochasti-
scher Natur angenommen wird, bezeichnet man solche Ereignisse, die

5 Mehr dazu in Kapitel 5.
6 Wir geben einen wiederholten Verweis auf Kapitel 5.
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über das Laufband „hinausschießen“, nicht als unmöglich, sondern als
untypisch.

Jetzt bleibt nur noch der letzte kleine Schritt, bis die Skalierung wieder
im Spiel ist. Die kumulierten Größen lassen sich mathematisch sehr
bequem durch ihre Momente beschreiben. Gewöhnlich benutzt man
dafür die Moment- oder Kumulanterzeugende Funktion. Eine breite
Verwendung findet ebenfalls die charakteristische Funktion, die vor
den letzten beiden einen zusätzlichen Vorteil hat, dass sie immer exis-
tiert. Bei der Normalverteilung interessiert man sich nur für die ersten
zwei Momente, den Erwartungswert und die Varianz. Alle anderen un-
geraden Momente verschwinden wegen Symmetrie; die geraden las-
sen sich auf die Varianz zurückführen. Die Kumulanterzeugende Funk-
tion der Normalverteilung ist eine quadratische Funktion oder einfach
eine Parabel. Nach zweifachem Differenzieren7 bekommen wir eine
Konstante, und genau das ist der Grund, warum der Korrekturfaktor(
−σ2/2

)
so einfach aussieht und vor allem unabhängig von der Zeit

bzw. Anzahl der Perioden ist8. Was hat aber das Ganze mit der Skalie-
rung zu tun?

Stellen wir uns vor, die zweite Ableitung der Kumulanterzeugenden
Funktion wäre keine Konstante, sondern könnte durch eine Formel
angegeben werden, die in irgendeiner Form die Zeit als Variable ent-
hielte. Dann hätten wir einen unangenehmen Effekt, dass der Kor-
rekturfaktor (im finanzwirtschaftlichen Kontext können wir über Ri-
sikoprämie sprechen) nicht mehr konstant, sondern variabel ist. Man
muss sich im Klaren sein, dass dieser Schritt ganz bewusst aus dem
Geltungsbereich der Normalverteilung hinausführt. Anderseits ist das
Vorgehen insoweit plausibel, dass, unterstützt durch die empirischen
Erkenntnisse, die sogenannten stylized facts, solche Wege in der Theo-
rie gezielt gesucht werden. Wie können wir an dieses Problem heran-
gehen?

Als erstes sehen wir jetzt beim Korrekturfaktor einen Ausdruck, der
aus zwei Funktionen besteht, die miteinander multiplikativ verbunden
sind, sagen wir f (σ) und f (t). Es spricht nichts dagegen, die beiden
Größen sowohl deterministisch als auch stochastisch zu modellieren.
So nebenbei bewegen wir uns jetzt zum market time-Konzept (stochas-

7 Die Momente lassen sich u.a. durch das Ableiten der Kumulanterzeugenden Funk-
tion im t = 0 bestimmen.

8 Zur Vereinfachung machen wir eine Weile keinen Unterschied zwischen den Be-
griffen Zeit und Anzahl der Perioden.
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tische Zeit) bzw. stochastischer Volatilität (andernfalls). Beides hat un-
mittelbar mit Skalierung zu tun: sie erfolgt jetzt aber nichtlinear, und
zwar in der Zeit bzw. Amplitude oder absoluten Höhe der Renditen.
Als weiteres beobachten wir, dass sich die Risikoprämie ungleichmäßig
zwischen den kurz- und langfristigen Renditen bzw. zwischen (relativ)
großen und (relativ) kleinen Renditen aufteilt. Die mathematische Be-
schreibung dieser Effekte läuft letztendlich durch Untersuchung der
Momente der Renditeverteilung entweder auf anomale zeitliche Ab-
hängigkeiten in den Renditezeitreihen wie gebrochene Brownsche Be-
wegung (Kapitel 6.3) hinaus oder man ist auf die Wahrscheinlichkeits-
verteilungen angewiesen, die über extreme Eigenschaften wie nicht-
existierende bzw. unendliche Momente, vor allem die unendliche Va-
rianz, verfügen (stabile Verteilungen, Kapitel A.5). Mischformen und
ähnliche Ansätze jeglicher Art wie Subordination durch die schon er-
wähnte market time, Mandelbrot’s Multifraktales Modell of Asset Re-
turns, Lévy’s unendlich teilbare Verteilungen etc. etc. sind möglich und
befinden sich zur Zeit in den Phasen zwischen intensiver Forschung
und intensiver Anwendung im quantitativen Finance, vor allem bei
der Derivatebewertung, Risk Management und im dynamischen Port-
foliomanagement.

Viele dieser Modelle bilden ein mathematisches Gerüst für die em-
pirischen Beobachtungen aus dem Kapitalmarkt. Nur wenige davon
versuchen, eine ökonomische Basis für die Erklärung der beobachte-
ten Skalierungsphänomene zu schaffen. Dies ist auch nicht weiter ver-
wunderlich. Es ist kein Geheimnis, dass das Feld quantitativen Finance
zum großen Teil von Physikern geprägt wird. Statt „Marktteilnehmer“
spricht man von „Agenten“, bei der Informationsverarbeitung denkt
man an die Teilchen, die sich in einem porösen Medium verbreiten.
Das Gute daran ist, dass in vielen Fällen das Rad schon längst er-
funden ist; es nimmt nur unterschiedliche Gestalten auf. Die Model-
lierungswerkzeuge sind gleich, die Interpretation ist anders. Viele Ideen,
aus denen sich die Finanztheorie Steinchen für Steinchen zusammen-
legte, kamen von den Menschen, die sich anfangs mit einem ande-
ren Gebiet der Wissenschaft beschäftigt haben. Man denke an den aus
der Physik stammenden Fisher Black. Man denke an den Mathemati-
ker Benoît Mandelbrot. Man denke an Andrei Nikolaevitsch Kolmogo-
rov, der zwar keine ökonomischen Theorien, dafür aber die moderne
Wahrscheinlichkeitstheorie aufgebaut hat. Ohne diese Theorie wäre
eine Risikomessung nach derzeitigem Wissenstand unvorstellbar. Er
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arbeitete an der Modellierung der Turbulenz. In seinen späten Arbei-
ten beschäftigte sich Kolmogorov mit der Formalisierung des Begriffes
„Komplexität.“

Skalierung ist ein Merkmal zunehmender Komplexität. In komplexen
Systemen gehen wir davon aus, dass das Verhalten eines ganzen Sys-
tems aus einer Vielzahl nichttrivialer Interaktionen zwischen den un-
terschiedlichen Skalen resultiert. Damit erfordert die Beschreibung
des ganzen Systems ein qualitativ anderes Vorgehen, als beispielswei-
se die Vorgabe eines konstanten Skalierungsfaktors. Die bekanntesten
Beispiele komplexer Systeme sind die Turbulenz oder das Gehirn. Je-
der Versuch, das Verhalten eines solchen Systems durch eine einfache
Interpolation von deren Einheiten vorherzusagen, führt offensichtlich
ins Leere. Der Nobelpreisträger in Physik Richard Feynman schrieb
in seinen „Sechs physikalischen Fingerübungen“ (Feynman (2002),
S. 120-121):

„Und schließlich gibt es ein . . . sehr altes Problem, das jedoch noch im-
mer nicht gelöst ist. Es geht nicht darum, neue Elementarteilchen zu ent-
decken, sondern um etwas, das seit langer Zeit – seit mehr als hundert
Jahren – schlicht liegengeblieben ist. Kein Physiker war wirklich in der
Lage, es mathematisch zufriedenstellend zu analysieren, obwohl es für die
Schwesterwissenschaften sehr wichtig ist. Es handelt sich um die Analyse
zirkulierender oder turbulenter Flüssigkeiten9. . .

Am einfachsten lässt dieses Problem sich folgendermaßen veranschauli-
chen: Wir nehmen eine sehr lange Röhre und pumpen mit hoher Ge-
schwindigkeit Wasser hindurch. Und dann fragen wir: Welchen Druck
müssen wir ausüben, um eine gegebene Menge Wasser durch die Röh-
re zu pumpen? Niemand kann dies ausgehend von Grundprinzipien und
den Eigenschaften von Wasser analysieren. Fließt das Wasser sehr lang-
sam oder haben wir eine zähflüssige Masse wie Honig, dann geht das
ohne weiteres. Das können Sie in Ihrem Lehrbuch nachlesen. Doch es ge-
lingt uns einfach nicht, diese Frage zu lösen, wenn es um echtes nasses
Wasser geht, das durch eine Röhre fließt. Das ist das Kernproblem, das
wir eines Tages lösen sollten, aber bislang nicht geschafft haben.“

Einer der inzwischen vielen verbreiteten Lösungsansätze besteht darin,
an die Komplexität der Interaktionen schrittweise heranzugehen. Kein
Wunder, dass solche Schritte „log-skaliert“ sind: es liegt in der Natur

9 Originale Hervorhebung.
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der Sache, ob man ein Mikroskop oder ein Teleskop braucht, um sich
auf einer spezifischen Skala eine bessere Übersicht zu verschaffen.

Im ökonomischen Kontext kann man sich vorstellen, dass die Infor-
mationsverarbeitung, die in Bezug auf die Kursbewegungen gewöhn-
lich als kausal angesehen wird, parallel auf mehreren Zeitskalen erfolgt.
Die ökonomischen Zusammenhänge sind komplex: gegeben die Tatsa-
chen, braucht die Erkenntnis über deren Bedeutung oft eine gewisse
Zeit. Die volkswirtschaftlichen Informationen entfalten ihre Wirkung
nicht unbedingt innerhalb weniger Stunden, seitdem sie bekannt wer-
den. Gewöhnlich vergehen Monate, bis sich beispielsweise die Zinsän-
derungsschritte der FED oder EZB auf das Wirtschaftswachstum und
dadurch auch auf ein bestimmtes Unternehmen auswirken. Die vor-
weggenommene Veränderung der Geschäftslage schlägt sich aber in
den Aktienkursen womöglich schon viel früher nieder. Ist das nicht ein
turbulenz-ähnlicher Zustand?

Die größeren Renditeausschläge sowie die vermutlichen Trends ließen
sich unter diesen Bedingungen relativ einfach und ohne Einbezug von
exponentiell unwahrscheinlichen Ereignissen erklären: die Ereignisse aus
den unterschiedlichen Zeitskalen überlagern sich! Dieser Ansatz weist
einige spezifische qualitative Merkmale auf: eine längere Renditefol-
ge des gleichen Vorzeichens oder ein Market-Crash stellen dabei typi-
sche Ereignisse dar. Die Unsicherheit bekommt einen zusätzlichen Frei-
heitsgrad: die Skala. 20% Rendite an einem Tag sind viel; bezogen auf
drei Jahre scheint es nicht mehr so ungewöhnlich zu sein (ein Ereig-
nis aus der längeren Zeitskala ist eingetreten). Vier Monate lang jeden
Tag nur im Plus geschlossen? Dies könnte eine (zufällige?) Überlage-
rung verschiedener Informationsskalen sein! Da wir den, sagen wir,
Generator der Unsicherheit weder kennen noch beobachten können, ist
es schwierig einzuschätzen, wie sich die kursrelevanten Informationen
zwischen den „ruhigen“ Skalen am Rande und „wilden“ Strömungen
irgendwo in der Mitte einer turbulenten Börsenzeit zur Verarbeitung
aufteilen. Insoweit erübrigt sich die Problematik der Vorhersagbarkeit
der Aktienkurse: gehen wir davon aus, dass die Börsenwelt eine tur-
bulente Welt ist, wie ein „echtes nasses Wasser,“ nicht mal Richard
Feynman könnte ein solches Wissen gewinnbringend ausnutzen!
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Gliederung der Arbeit

Die Arbeit beginnt mit der Übersicht des grundlegenden und gleich-
zeitig nicht unumstrittenen Konzeptes der informationseffizienten Ka-
pitalmärkte (EMH). Eine Vielzahl kontroverser Aussagen darüber, ob
der Kapitalmarkt informationseffizient ist oder nicht, führt dazu, dass
in dieser Frage auch nach mehreren Jahrzehnten immer noch keine Ei-
nigung in der wissenschaftlichen Gemeinde festzustellen ist. Obgleich
die EMH ein notwendiges Fundament für die nachfolgenden Bewer-
tungsmodelle ist, hat es sich nicht immer als guter Ausgangspunkt für
die Erklärung empirischer Zusammenhänge erwiesen.

Im zweiten Kapitel werden alternative Konzepte der Modellierung von
Aktienkursbewegungen diskutiert, die wegen einer höheren Komple-
xität der dazugehörigen quantitativen Verfahren (noch) keine ausrei-
chende Akzeptanz in einem breiten Kreis der Anwender gefunden ha-
ben. Die sogenannten stylized facts bringen die Schwächen herkömm-
licher Modelle ins Licht und bewegen zum Umdenken bei der ökono-
mischen Interpretation empirischer Befunde und ihrer Klassifizierung
als Regeln oder Ausnahmen.

Das Thema „Regeln und Ausnahmen“ wird in den folgenden zwei Ka-
piteln weiterentwickelt. Der Grundgedanke dabei ist, dass die Prinzi-
pien der Informationsverarbeitung, die in verschiedenen wissenschaft-
lichen Gebieten angewendet werden, ähnlich sein sollen. Die Anfor-
derung nach Rationalität der Marktteilnehmer setzt voraus, dass die
Spielregeln formuliert werden können. Das Konzept der Entropie bil-
det eine ausgezeichnete Basis für die Unterscheidung typischer und
untypischer Ereignisse (Kapitel 4). Diese Unterscheidung kann zur Mo-
dellierung des asymptotischen Verhaltens stochastischer Prozesse ver-
wendet werden. Weiterhin lassen sich auf dieser Grundlage Schranken
für die großen Abweichungen von den typischen Werten herleiten (Ka-
pitel 5).

Die zeitlichen Abhängigkeiten in den Aktienrenditen sind im Rahmen
der EMH nur eingeschränkt zugelassen. Sämtliche preisrelevanten In-
formationen aus der Vergangenheit sollen im gegenwärtigen Aktien-
kurs vollständig und korrekt enthalten sein und dürfen die erwarte-
te zukünftige Rendite nicht beeinflussen. Dies gilt automatisch, wenn
den Aktienrenditen eine Semimartingaleigenschaft unterstellt wird.
Leider kann die theoretisch „erlaubte“ (und empirisch beobachtete)
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zeitliche Abhängigkeit in der Volatilität durch Semimartingale nicht
nachgebildet werden. Lässt sich die Martingalannahme lockern? Ist
eine fehlende Semimartingaleigenschaft hinreichend dafür, dass der
Markt nicht mehr arbitragefrei ist? Nach aktuellen Kenntnisstand gibt
es in der Literatur keine eindeutige Antwort auf die letzte Frage. Im
Kapitel 6.3 werden am Beispiel eines speziellen stochastischen Prozes-
ses, der gebrochenen Brownschen Bewegung, die Vor- und Nachteile
unterschiedlicher Lösungswege aufgezeigt.

Ein zentrales Hilfsmittel bei der Beschreibung von Skalierungseigen-
schaften der Aktienkurse/Renditen bilden singuläre Verteilungen, die
sehr anschaulich mittels Fraktale und Multifraktale nach B. Mandel-
brot dargestellt werden können. Nach einer Einleitung in Kapitel 7
werden im folgenden Kapitel Modelle dargestellt, die ihren Ursprung
teilweise in der Physik haben [Hasley u.a. 1986], aber dennoch eine
hervorragende ökonomische Interpretation zulassen, indem durch ein
Zufallsmaß ein unbekannter Generator der Unsicherheit modelliert
wird. Das von B. Mandelbrot und Kollegen vorgeschlagene Multifrak-
tale Modell of Asset Returns vereinigt eine mögliche zeitliche Abhän-
gigkeit von Renditen mit einer gemäßigten Auswirkung von größeren
Ausschlägen und eignet sich damit wesentlich besser zu einer realisti-
schen Abbildung von empirischen Eigenschaften der Aktienkursbewe-
gungen als die standardmäßig verwendeten Modelle.

Da die asymptotischen Grenzwerte auf der Log-Skala nur grobe An-
näherungen sind, lassen sich auch durch die vorgeschlagenen Modelle
keine Wunder bewirken, d.h. die Informationen aus dem Randbereich
einer Verteilung (bzw. Informationen über die Gewichte einer unbe-
kannter Mischung der Verteilungen) bleiben solange nicht zugänglich,
bis sich im Laufe der Zeit genug relevante Ereignisse realisiert haben.
Ein entscheidendes Merkmal der Multifraktale ist dabei ein Kompro-
miss zwischen der Häufigkeit des Auftretens eines Ereignisses und sei-
ner Auswirkung im Falle des Auftretens.

In der Zusammenfassung werden schließlich die wichtigsten Ergeb-
nisse der Arbeit diskutiert sowie Anregungen für die zukünftige For-
schung gegeben. Im Anhang findet man zusätzliche Hilfsmittel, die für
das Verständnis einiger mathematischen Zusammenhänge vom Nut-
zen sind.





2. Zur Markteffizienz

„Scientists have thick skins. They do not abandon
a theory merely because facts contradict it. They
normally invent some rescue hypothesis to explain
what they then call a mere anomaly or, if they can-
not explain the anomaly, they ignore it . . .

– Lakatos (1978), S.4.

2.1 Die Paradigmen

Die Aktienkursbewegungen (oder allgemein die Veränderungen der
Wertpapierpreise wie Aktien, Währungen, Anleihen usw.) werden in
der Finanzwirtschaft durch zwei zentralen Paradigmen1 erklärt: die
These vom informationseffizienten Kapitalmarkt (Efficient Market Hypo-
thesis, EMH) und das Konzept der rationalen Erwartungsgleichgewichte
(RE). Dabei handelt es sich um die folgenden grundlegenden Ideen.

Erstens, der Preis oder der Marktwert eines Wertpapiers soll seinem
Fundamentalwert entsprechen. Im allgemeinen versteht man unter
Fundamentalwert die Summe künftig erwarteter diskontierter Cash
Flows. Durch den Aktienbesitz erhalten die Eigentümer Ansprüche auf

1 Eine der möglichen Definitionen des Begriffes „Paradigma“ entnehmen wir Kuhn
(1970a): “a paradigm is what the members of a scientific community share” und “a
scientific community consists . . . of the practitioners of a scientific speciality.” Auf die
Darstellung der grundlegenden Konzepte von Thomas Kuhn und Karl Popper be-
züglich der Ziele und des Verlaufs der wissenschaftlichen Forschung müssen wir in
dieser Arbeit leider verzichten. Speziell zur Anwendung auf die EMH siehe Frank-
furter und McGoun (2000) und Du (2004).
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Dividendenzahlungen. Diese können in erster Näherung als Stellver-
treter der Cash Flows betrachtet werden. Darum erwartet man, dass
der Aktienpreis den aggregierten Wert der Dividenden wiedergibt.

Der zweite Punkt verdeutlicht die Vorgehensweise, die zur Überein-
stimmung der beiden Größen – des Marktwertes und des Fundamen-
talwertes – führen soll. Die Grundannahme ist, dass sämtliche ver-
fügbare Informationen über den Fundamentalwert jedem Investor zu-
gänglich sind. Im Idealfall sind Investoren auch nicht daran gehindert,
auf Grundlage der neu ankommenden Informationen zu handeln, wo-
durch diese Informationen in die Preise weitergeleitet werden. Wegen
der Konkurrenz auf dem Markt verläuft dieser Prozess sehr schnell und
es bleibt keine Möglichkeit für einige Investoren, einen Informations-
vorsprung zu bekommen und diesen gewinnbringend (zur Erzielung
von Überrenditen) auszunutzen. Die Überrenditen können allein auf
Grundlage eines Informationsvorsprunges erzielt werden, was hier ge-
rade nicht zulässig ist. Die Preise ändern sich nur auf Grundlage der
neu ankommenden Informationen. Damit sind sie effizient und unvor-
hersagbar (EMH). Das Risiko bleibt dabei ein exogener Faktor; es wer-
den keine Aussagen bezüglich der Rendite/Risiko-Beziehung getrof-
fen.

Die semantische Informationskomponente, also die Interpretation der
preisrelevanten Informationen seitens der Marktteilnehmer, ist Gegen-
stand der rationalen Erwartungen. Nach Muth (1961) wird davon aus-
gegangen, dass die Investoren perfekt rational agieren: sie sind in
der Lage, beliebig komplizierte Zusammenhänge zu erkennen, diese
mittels eines allgemein bekannten Modells zu verarbeiten und Hand-
lungsentscheidungen zu treffen. Alle neu ankommenden Informatio-
nen werden zunächst nach dem Prinzip „preisrelevant“ vs. „nicht preis-
relevant“ aufgeteilt. Zu den ersten zählen die ökonomischen Faktoren,
die die Cash Flows beeinflussen oder in Zukunft beeinflussen kön-
nen und daher für den Fundamentalwert von Bedeutung sind. Bei
der Verarbeitung dieser Informationen entstehen rationale Erwartun-
gen über die zukünftigen Cash Flows. Die restlichen Informationen
wie die Chartanalyse oder die Stimmung der Marktteilnehmer (beha-
vioral aspects) sollen dabei zu keiner Erwartungsbildung führen; tun
sie es doch, heißen solche Erwartungen irrational. Das Marktgesche-
hen kann damit als ein permanenter Transfer von Erwartungen in die
Preise gesehen werden. Dieser Prozess soll nach den Regeln verlaufen,
die von den beiden Paradigmen aufgestellt sind.
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Da die Erwartungen zukunftsgerichtete Größen darstellen, werden sie
durch den Informationsfluss verfeinert und präzisiert. Zu gegebener
Zeit werden sie zu Nachrichten. Dies gilt insbesondere für die Be-
richtsaison, wenn Unternehmen ihre Quartalszahlen veröffentlichen.
Dann hört man, dass die Erwartungen der Investoren getroffen oder
sogar übertroffen sind, wobei die anderen Unternehmen auch enttäu-
schen können. Es ist üblich, dass sich die Unternehmen gleichzeitig mit
der Bekanntgabe der Quartalszahlen in einer Presse-Konferenz zu den
Geschäftsaussichten für das nächste Quartal äußern. Diese Schätzun-
gen werden von der Vielzahl der Marktteilnehmer aufgefangen und
durch das ganze laufende Quartal getragen und angepasst. So entste-
hen neue Erwartungen und der Kreis schließt sich. Natürlich gibt es
eine ganze Menge anderer Faktoren, die kursrelevant sind oder sein
können, wie zum Beispiel volkswirtschaftliche Faktoren und Kennzah-
len über die Beschäftigung, über die Produktion, desweiteren politi-
sche Faktoren, die regulierenden Eingriffe der Zentralbanken u.v.m.
All diese Faktoren sollen laufend berücksichtigt und eingepreist wer-
den (EMH), und zwar unter dem Gesichtspunkt eines rationalen In-
vestors (RE).

Eugene Fama als anerkannter „Vater“ der EMH gibt in einer seinen ers-
ten Arbeiten zu diesem Thema [Fama 1970] die Kernidee eines effizi-
enten Marktes wieder: „Auf einem effizienten Markt sind die preisrele-
vanten verfügbaren Informationen in den Preisen vollständig abgebildet.“
Die hinreichenden Bedingungen dafür sind:2

i. Es gibt keine Transaktionskosten in handelbaren Wertpapieren;

ii. Informationen sind kostenlos für alle Marktteilnehmer verfügbar;

iii. Alle Investoren sind sich über die Auswirkungen der vorhandenen
Informationen auf den gegenwärtigen Preis sowie auf die Vertei-
lung der zukünftigen Preise jedes Wertpapiers einig.

Wahrscheinlich konnte damals kaum jemand vermuten, dass diese Sät-
ze im Laufe der Zeit so viele kontroverse Diskussionen auslösen wür-
den. Es hat sich ergeben, dass die Verfeinerung, Weiterentwicklung
und die empirischen Tests dieser These zur Fama’s Lebensaufgabe wur-
den. Die EMH gibt eine plausible Beschreibung dafür, wie die Preisbe-
wegungen auf dem Kapitalmarkt erfolgen. Die Annahme, dass Preis-

2 Fama (1970), S. 384
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BEISPIEL 2.1 Weitere Definitionen der Markteffizienz

Sharpe u.a. (1999): “A market is efficient with respect to a particular set of information
if it is impossible to make abnormal profits by using this set of information to formulate
buying and selling decisions.”
Frankfurter und McGoun (2000): “Market efficiency in its vernacular form states that
there are no unexploited profit opportunities lying around out there that the astute
rational investor can consistently grab.”

änderungen durch Bekanntgabe neuer, unvorhersagbarer Informatio-
nen hervorgerufen werden, lässt sich mit stochastischen Modellen
sehr gut vereinbaren. Es wird eine logische Brücke zur mathematisch-
statistischen Modellierung ökonomischer Zusammenhänge aufgebaut.

Alle Investoren sind . . . einig. Sind sie es?

Sind die preisbeeinflussenden Faktoren nicht vorhersagbar, dann gilt
dies auch für die Preise selbst. In vielen Fällen wird aber eine relative
Bewertung ermöglicht, indem man einen bestimmten Zusammenhang
zwischen den unterschiedlichen Wertpapieren oder Wertpapierarten
unterstellt, der auf dieselben möglicherweise stochastischen Eingangs-
größen zurückzuführen ist. Eines der bekanntesten Beispiele dafür ist
die Arbitrage Pricing Theory3 (APT), die eine Bewertung unsicherer
zukünftiger Zahlungsströme mittels einer unbestimmten Anzahl der a-
priori nicht bekannten orthogonalen Faktoren ermöglicht.

Die ökonomische Argumentation der APT ist perfekt: lassen sich öko-
nomieweit einige wenigen Faktoren finden, die als „Generator der Un-
sicherheit“ oder Risikoquelle interpretiert werden können, sind die
erwarteten Renditen in der Regel eindeutig bestimmt. Die Einigkeit
der Investoren über die Auswirkungen der vorhandenen Informatio-
nen auf den gegenwärtigen Preis ist irrelevant, da die preisbeeinflus-
senden Faktoren exogene Größen sind. Jede erzielbare Rendite kann
als die Summe der Projektionen auf die Unsicherheitsfaktoren darge-
stellt werden, die Rendite/Risiko-Beziehung ist linear und eindeutig.
Die „Renditequelle“ ist fest an die bekannte Risikoquelle gebunden.
Eine Abweichung von dieser Regel würde bedeuten, dass es ein oder

3 Ross (1976), empirische Untersuchung für deutschen Aktienmarkt vgl. Sauer
(1994).
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BEISPIEL 2.2
Unbeachtet der Tatsache, dass die Anzahl der Faktoren weder von der APT selbst
noch durch das formale Verfahren der Faktoranalyse vorgegeben wird, erscheint ein
weiteres Detail erwähnenswert zu sein: die Kausalität der Beziehung zwischen den
erklärenden und den zu erklärenden Variablen, der rechten und der linken Seite der
Gleichung. Karl Popper in seiner Arbeit „Die Zielsetzung der Erfahrungswissenschaft“
geht sehr ausführlich auf das Problem der Kausalität allgemein ein: „Ich nehme an,
dass es das Ziel der empirischen Wissenschaft ist, befriedigende Erklärungen zu
finden für alles, was uns einer Erklärung zu bedürfen scheint. Mit einer Erklärung
ist eine Klasse von Sätzen gemeint, von denen einer den Sachverhalt beschreibt,
der erklärt werden soll (das explicandum), während die anderen, die erklärenden
Aussagen, die „Erklärung“ im engeren Sinne des Wortes bilden (das explicans des
explicandums).“ Und weiter: „Das explicans. . . wird in der Regel nicht bekannt
sein; es muß entdeckt werden. Daher wird die wissenschaftliche Erklärung, wenn
immer sie eine Entdeckung ist, die Erklärung des Bekannten durch das Unbe-
kannte sein. . . Damit das explicans nicht ad hoc sei, muß es reich an Gehalt sein;
es muß eine große Zahl prüfbarer Folgerungen enthalten und unter ihnen, vor allem,
prüfbare Folgerungen, die von dem explicandum ganz verschieden sind.“ [Popper
1972], S. 29-30.

mehrere zusätzliche, bisher unbekannte preisbeeinflussende Faktoren
gibt, was der Ausgangssituation widerspricht.

Die praktische Anwendung der APT zieht einige interessanten Kon-
sequenzen mit sich. Sollen die Faktoren ein ökonomisches Gehalt ha-
ben, gibt es a-priori keinen Grund für sie, orthogonal oder unabhängig
zu sein. Sollten beispielsweise die preisbeeinflussenden Größen volks-
wirtschaftlicher Natur sein,4 vermutet man unweigerlich Wechselwir-
kungen zwischen ihnen. Dies führt aber zu einem Wiederspruch, weil
die APT von orthogonalen Faktoren ausgeht. Sollen die nach der APT
bestimmten Faktoren als Risikoquelle akzeptiert werden, welchen öko-
nomischen Gehalt haben sie dann? Bleibt diese Frage unbeantwortet,
entsteht sofort die nächste: wie begründet man kausale Zusammenhän-
ge zwischen den Wertpapierpreisen und den Faktoren, die ökonomisch
schwierig zu interpretieren sind? Es scheint ein philosophisches Pro-
blem der Erklärung des Bekannten durch das Unbekannte zu sein.5

Angenommen, die Risikofaktoren sind allein durch die neu ankom-
menden preisrelevanten Informationen repräsentiert. Sind die zustan-
degekommenen Preise korrekt im Sinne der EMH, dann impliziert die

4 Vgl. Beispiel 2.3. Der Bezug auf den FOREX ist natürlich nur veranschaulichend.
5 Vgl. Beispiel 2.2.



20 2. Zur Markteffizienz

BEISPIEL 2.3 Prof. Dr. Norbert Walter, Chef-Volkswirt der Deutschen Bank, schreibt
in „Börse am Sonntag“ [Walter 2004]:

„Von den bedeutenden Hypothesen, wodurch der Wechselkurs beeinflusst wird, sind
Wachstums- und Zinsdifferenzen und große Leistungsbilanzungleichgewichte zu nen-
nen. Die ersten beiden Hypothesen richten sich auf die Renditerelationen zwischen
Anlagen in verschiedenen Währungen; die letztere spiegelt die Optimierungsstrategi-
en bezüglich der Währungszusammensetzung der Portfolios wider.
Wäre die Wachstumsdifferenz relevant, folgt hieraus derzeit eine klare Aufwertungs-
tendenz für den Dollar.
Bei der Zinsdifferenz liegen die Dinge nicht so einfach. . . . die Kapitalmarktzinsdiffe-
renzen sprechen schon jetzt eindeutig für eine Dollaraufwertung.
Die anhaltend defizitäre Leistungsbilanz der USA in Höhe von 5% des Sozialprodukts
oder gut 500 Mrd. Dollar hingegen liegt so weit über jeder vertretbaren Defizitgrö-
ße, dass . . . der Dollar erst einmal kräftig unterbewertet sein muss. Also, für’s erste
schwächerer Dollar angesagt!
Da die skizzierten Erklärungshypothesen zu unterschiedlichen Trends für den Wech-
selkurs führen, ist eine Prognose wohl unmöglich. . . “
Wie man auf dem folgenden Bild sieht, können die Anpassungen an die neuen Infor-
mationen recht heftig erfolgen. Am 8. August 2004 wurden in den USA die Arbeits-
marktdaten veröffentlicht, die die Erwartungen bei weitem verfehlt haben (Es entstan-
den im Juli 2004 32 000 neuer Jobs anstatt der prognostizierten 240 000). Es folgte
sofort ein Mini-Crash der US-Währung!
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Einigkeit der Investoren (weltweit, ohne jede Absprache, man muss
ja schnell reagieren) über die Auswirkungen der vorhandenen Infor-
mationen auf den gegenwärtigen Preis nur eins: diese Auswirkungen
sind trivial. Der triviale Fall wurde schon im Rahmen der APT betrach-
tet, wobei die Einigkeit der Investoren irrelevant ist, aber nicht ausge-
schlossen werden kann. Der nichttriviale Fall kann a) die unbekannten
Auswirkungen oder b) die fehlende Einigkeit der Investoren einschlie-
ßen. Bei a) erfolgt eine vollständige Entkoppelung der Marktpreise
von den Fundamentaldaten, was der Grundannahme der EMH wider-
spricht und b) führt zwar nicht unmittelbar zum Widerspruch mit der
EMH (eine hinreichende Bedingung ist verletzt), garantiert aber nicht
mehr ihre automatische Gültigkeit, da es auch durch den Zufall zu den
korrekten Preisen kommen kann.

Wie das Beispiel 2.3 zeigt, bedeuten die bekannten Auswirkungen
der ökonomischen Faktoren noch lange keine Einigkeit der Investoren
über das Zusammenspiel dieser Faktoren bei der Entstehung der Wert-
papierpreise. Die dritte hinreichende Bedingung nach Fama (1970)
ist damit nicht automatisch erfüllt und die EMH bleibt eine Hypothe-
se, die einer Vielzahl empirischer Tests unterzogen worden ist. Das
Testen der prüfbaren Folgerungen ist natürlich nur indirekt möglich.
Ein direkter Test der Hypothese solcher Größenordnung wäre einfach
nicht vorstellbar. Er müsste gegebenfalls mit einer „vernünftigen“ An-
zahl der Marktteilnehmer durchgeführt werden, wobei jeder Beteilig-
te alle preisrelevanten Informationen zur Verfügung gestellt bekäme
und danach gefragt würde, welche Informationen er oder sie bei ih-
ren Entscheidungen berücksichtige bzw. ob und in welchem Ausmaß
die gegebenen Informationen eine Wirkung auf die Wertpapierpreise
haben sollten.6

Ein indirektes Testen führt zu einem joint hypothesis-Problem, weil ei-
ne bedingte Aussage getestet wird: gegeben alle preisrelevanten Infor-
mationen, müssen sich die Wertpapierpreise auf eine bestimmte Weise
verhalten. Dieses Verhalten wird von einem weiteren Modell vorgege-
ben. Insoweit lässt sich weder ein positiver noch ein negativer Aus-
gang des Tests allein auf die EMH zurückführen, wodurch sich seine
Aussagekraft entsprechend wesentlich reduziert.

Nimmt man diese Problematik in Kauf, ermöglichen schon die ein-
fachsten stochastischen Modelle wie ein Random Walk die Formulie-

6 Frankfurter und McGoun (2000), S. 203.
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rung und die Überprüfung testbarer Hypothesen, die gegebenfalls ver-
worfen werden können. Die Ergebnisse lassen sich dann eingeschränkt
für oder gegen die EMH interpretieren.

Doch schon lange bevor die EMH formuliert worden ist, hat man ein
großes Interesse an empirischen Untersuchungen auf dem Bereich Ak-
tienkursentwicklung gezeigt, wobei es in erster Linie um die Vorher-
sagbarkeit der Aktienkurse ging. Diese historische Periode vor EMH
bezeichnet man im Sinne von Kuhn (1970b) als pre-paradigm stage.

Vom Random Walk zum Martingal

Eine der ersten Arbeiten auf dem Bereich Aktienkursentwicklung war
die (inzwischen) berühmte Ph.D.-These vom Louis Bachelier “Théorie
de la Spéculation” aus dem Jahre 19007. Aufgrund seiner Beobach-
tung, dass “past, present and even discounted future events are reflected
in market price, but often show no apparent relation to price changes,”
ging er von der Unkorrelierheit und der Stationarität der Zuwächse
aus und kam zu einer eindimensionalen Diffusionsgleichung, einem
Modell der Brownschen Bewegung, das später (ohne über Bachelier’s
Ergebnisse zu wissen) von Einstein (1905) vorgeschlagen war.

Es ist bekannt, dass eine solche Konstruktion zum Wiener Prozess
führt. Die Zuwächse des Wiener Prozesses sind unabhängig und nor-
malverteilt. Damit besteht auch ein enger Zusammenhang mit dem
zentralen Grenzwertsatz. Wird ein Zeitintervall [t, t +∆t] in eine große
Anzahl von Subintervallen aufgeteilt, stellt sich heraus, dass die Zu-
wächse8 über die längeren Zeitintervalle P(t + τ)− P(t) durch eine
Summe der Zuwächse aus den Subintervallen darstellbar sind. Sind
die letzten unabhängig, dann ist ihre Summe asymptotisch normal-
verteilt.

Im diskreten Fall wird durch eine regressionsähnliche Gleichung für
die Log-Preise {Rt ≡ lnPt : t = 1, 2 . . .} ein Random Walk mit einem
Driftparameter µ und einem zufälligen Störterm εt (Eεt = 0 für alle
t) spezifiziert:

7 Eine exzellente Übersicht dazu gibt Taqqu (2001); siehe auch Dimson und Mussa-
vian (2000).

8 Im ökonomischen Kontext handelt es sich bei den Zuwächsen natürlich in erster Li-
nie um Zuwächse der Aktienkursen, d.h. Renditen. Das P steht dann logischerweise
für den Preis.
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Rt+1 = µ+Rt + εt+1. (2.1.1)

Der Zeitindex t soll den dynamischen Charakter der Gleichung be-
tonen. Dazu kommt eine weitere Bedingung E [εt − εt−k] = 0 für alle
t > k > 0, wodurch sich die Unabhängigkeit der Zuwächse über die
Zeit mit einem Markov-Prozess modellieren lässt.9 In der kontinuierli-
chen Approximation ergibt sich eine Brownsche Bewegung:

ln
[
P(t +dt)

]
− ln

[
P(t)

]
= ln

[
P(t +dt)/P(t)

]
∼ N

(
µdt,σ2 dt

)
. (2.1.2)

Die Unmöglichkeit einer systematischen Vorhersage der Aktienpreisen
wurde damit von Louis Bachelier postuliert und formalisiert: “the ma-
thematical expectation of the speculator is zero.”10 Der Random Walk
kann noch nicht als Theorie bezeichnet werden, es stellt lediglich ein
abgeschlossenes Modell für die Preisbewegungen am Aktienmarkt dar.
Es sind Jahre vergangen, bevor man über eine Theorie im ökonomi-
schen, analytischen, mathematischen und statistischen Sinne sprechen
konnte. Das ursprüngliche Konzept der Unmöglichkeit einer systemati-
schen Vorhersage bildete nach wie vor den Kernpunkt. Dazu kam das
Konzept der Information. Es wurde präzisiert und seine Bedeutung
wurde geklärt. Es folgte eine Verallgemeinerung zu Martingalen und
es wurden unzählige statistische Tests entwickelt, um eine berühm-
te Frage zu beantworten, die Alfred Cowles schon vor siebzig Jahren
gestellt hat: “Can stock market forecasters forecast?”11

Zu den ersten empirischen Untersuchungen zu Gunsten des Random
Walk zählen Cowles (1933, 1944), Cowles und Jones (1937), die sich
mit Aktienkursen beschäftigten. Working (1934) betrachtet die Wa-
renpreise. Kendall (1953) versucht Zyklen in den Preisbewegungen zu
finden. Seine Arbeit kann als bahnbrechend bezeichnet werden, auch
wenn sie rein statistischer Natur ist und keinen tiefgehenden ökono-
mischen Bezug aufweist. “How do market prices behave, what stochastic
processes can be used to describe their dynamics?” sind die Kernfragen.

9 Der Kernpunkt dieses Modells liegt in der Überlegung, dass keiner der Summanden
eine dominierende Rolle in der Summe annehmen darf bzw. dass jedes Glied in
der Summe asymptotisch vernachlässigbar ist (die Lindeberg-Bedingung). Haben
alle Subintervalle identische Länge und geht man von der gleichen Verteilung auf
jedem Subintervall aus, dann impliziert die Lindeberg-Bedingung eine endliche
Varianz elementarer Zuwächse.

10 Es muss beachtet werden, dass Louis Bachelier nicht mit den Log-Preisen gear-
beitet hat, sondern mit den Preisen selbst. Die daraus entstehenden Probleme der
Nichtnegativität und der Asymmetrie der Preise hat er erkannt, aber ignoriert.

11 Cowles (1933). Seine eigene Schlussfolgerung: “It is doubtful.”
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Auf der Basis von wöchentlichen Kursen von 19 Aktien aus den Jahren
1928–1938, monatlichen durchschnittlichen Preisen für den Weizen
(Börse Chicago, 1883–1934), Preisen für Baumwolle auf NYME (New
York Mercantile Exchange, 1816–1951) stellte er keine Zyklen, Trends
oder Rhythmen fest. Nach seiner Auffassung sahen die Daten so aus,
als ob ”. . . the Demon of Chance drew a random number. . . and added
it to the current price to determine the next. . . price.” In der Literatur
schreibt man sehr oft dieser Arbeit die Aufstellung des Random Walk-
Modells zu. Roberts (1959) argumentiert ebenfalls zu Gunsten von
Random Walk. Er zeigte heuristisch, dass eine Zeitreihe, die aus einer
Folge von Zufallszahlen erzeugt ist, nicht von einer Zeitreihe der US-
Aktienpreise unterschieden werden kann. Osborne (1959) nimmt ei-
ne wichtige Erweiterung des Random Walk-Modells vor: die logarith-
mische Transformation der Preise. Dies führt zu einer Lognormalver-
teilung der Aktienkurse. Durch die Anwendung bekannter Verfahren
statistischer Mechanik auf den Aktienmarkt führt Osborne eine detail-
lierte Analyse der Fluktuationen von Aktienkursen aus der Sicht eines
Physikers durch. Diese Idee wurde von Samuelson (1964) weiterent-
wickelt. Er führte die geometrisch Brownsche Bewegung

Pt = P0 exp
{
(µ−σ2/2) t +σWt

}
, t ≥ 0 (2.1.3)

im Finance ein und und bezeichnete sie als “economic Brownian mo-
tion.” Inzwischen ist es üblich, die Formel (2.1.3) als „Samuelson-
Modell“ zu bezeichnen. Die Annahme, dass der heutige Aktienkurs alle
preisrelevanten Informationen beinhaltet und damit der beste Schät-
zer seines zukünftigen Wertes ist, führt nach Samuelson (1965) “Proof
that properly anticipated prices fluctuate randomly” zur Martingal-
eigenschaft: E t [Pt+1 −Pt |Ft ] = 0. Diese Formulierung bedeutete Ab-
schwächung einer sehr strengen Random Walk-Restriktion. Lediglich
eine Abhängigkeit des ersten Momentes ist dabei ausgeschlossen. Es
wird keine Aussage über das Verhalten der Momente höherer Ordnun-
gen, vor allem der Varianz, getroffen. Seine ökonomische Motivation
ist die Rationalität der Marktteilnehmer: “in competitive markets there
is a buyer for every seller. If one could be sure that a price would rise,
it would have already risen.” Damit wurden die letzten wichtigen Mei-
lensteine für das Konzept der Markteffizienz gelegt, obwohl der No-
belpreisträger Paul Samuelson damals noch nicht zu einer formalen
Definition gekommen war. Das pre-paradigm stage endete.
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Die Aufstellung der Effizienzthese

Die Arbeit von Fama, Fisher, Jensen und Roll (1969) (FFJR) wird in
der Literatur12 als die Arbeit bezeichnet, in der der Begriff „effizien-
ter Markt“ zum ersten mal erwähnt wird. FFJR bezeichnen einen ef-
fizienten Markt als “a market that adjust rapidly to new information.”
Vor dieser Zeit existierte lediglich eine heuristische Verbindung zwi-
schen statistischer und ökonomischer Beschreibung des Marktgesche-
hens. Der entscheidende Fortschritt erfolgt 1970, wenn Eugene Fama
die EMH als Hypothese formuliert und in drei Formen aufteilt:

• In ihrer strengen Form postuliert die Efficient Market Hypothe-
sis, dass sämtliche verfügbare Informationen, sowohl öffentliche als
auch private, zu jedem Zeitpunkt in den Wertpapierpreisen enthalten
sind. Diese Form der Markteffizienz lässt keine Insiderinformatio-
nen zu. Weder hat ein Investor einen monopolistischen Zugang zu
den „preisempfindlichen“ Informationen noch besitzt er irgendeine
Art extraordinärer Fähigkeiten und kann deswegen nicht durch den
Handel mit solchen Informationen Überrenditen erzielen. Es wird
angenommen, dass die Preise sich unmittelbar an die neuen Infor-
mationen anpassen; damit werden private Informationen wertlos.
Gilt diese Form, gibt es weder eine Erklärung noch eine Möglichkeit
für systematische Überrenditen.

• Die Grundidee der schwachen Form besteht darin, dass in den gegen-
wärtigen Preisen nur alle relevanten Finanzmarktinformationen ent-
halten sind. Dazu gehören historische Preise, Renditen, Volatilitä-
ten usw., alle Informationen, die aktuell durch den Handel auf dem
Markt entstanden sind. Investoren können Überrenditen erzielen,
falls sie im Besitz von Privatinformationen sind, die nicht gerade am
Marktplatz bekannt sind. Sollten diese Privatinformationen öffent-
lich bekannt werden, bleibt es immer noch möglich, davon über-
durchschnittlich zu profitieren, weil die Verarbeitungsgeschwindig-
keit dieser Informationen durch die restlichen Marktteilnehmer un-
zureichend ist.

• Die halb-strenge Form der Markteffizienz unterscheidet sich gering-
fügig von der schwachen in dem Punkt, dass die Anpassung der Preise
an die öffentlichen Informationen schnell genug erfolgen, um auf dieser

12 Ball (1989).
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Grundlage keine Überrenditen zu ermöglichen. Die Investoren können
zusätzliche Vorteile erzielen indem sie Privatinformationen suchen
und sich vor der Bekanntgabe dieser Informationen auf dem Markt
entsprechend positionieren.

Zusammenfassend lautet die Grundidee in Fama (1970): ein effizien-
ter Markt lässt keine Überrenditen auf Grundlage eines Informations-
vorsprunges zu. Diese Aussage impliziert eine versteckte Annahme,
dass der existierende Preis korrekt ist. Sechs Jahre später (1976) prä-
zisiert Fama unter Berücksichtigung dieser Anmerkung von Le Roy die
Grundidee des effizienten Marktes: der Markt ist Informationseffizi-
ent,13 wenn er die gegebenen Informationen zur Preisbildung „kor-
rekt“ verwendet.

Die Anforderung nach einer korrekten Preisbildung ohne nähere Spe-
zifikation verlangt nach einem weiteren Modell, in dem die Rendi-
te/Risiko-Beziehung auf eine eindeutige Weise zum Ausdruck kommt
und die (normalen) Renditen von den Überrenditen unterschieden
werden können. Ein solches Modell kann beispielsweise das CAPM
oder die APT sein. Gleichzeitig entsteht ein schon erwähntes Problem
einer zusammengesetzten Hypothese,14 wodurch das Testen der EMH
erheblich erschwert wird.

Die Tests

Die Literatur zum Thema „Testen der EMH“ ist sehr umfangreich.
An erster Stelle ist selbstverständlich die historische Reihe von Fama
(1970, 1991, 1998) zu erwähnen. In einer populären Form empfiehlt
sich Bernstein (1992), sehr gute Übersicht geben außerdem Dimson
und Mussavian (2000) bzw. Dimson, Marsh und Staunton (2001).

In Abhängigkeit davon, welche Form der Markteffizienz getestet wer-
den soll, lassen sich die Tests ebenfalls in drei Kategorien unterteilen.
Beim Testen der schwachen Form der Markteffizienz geht es darum,
ob die Marktpreise alle verfügbare Informationen enthalten (How well
do past returns predict future returns?). Man untersucht die Profita-
bilität der Handelsstrategien unter Berücksichtigung der historischen
Kursverläufe und erwartet u.a. keine Autokorrelation in den Zeitreihen
13 Die Effizienz im Sinne der EMH ist immer die Informationseffizienz.
14 Campbell u.a. (1997), S. 24, Fama (1991), S. 1575-1576.



2.1 Die Paradigmen 27

der Preise/Renditen, auf deren Grundlage gewinnbringende Handelss-
trategien aufgebaut werden können. Auf einem schwach-effizienten
Markt sind die zukünftigen Renditen unvorhersagbar und die techni-
sche Analyse ist sinnlos.

Die halb-strenge Form der Markteffizienz glaubt man durch die soge-
nannten “event-studies” falsifizieren zu können. Dabei wird der Grad
der Reaktion der Marktteilnehmer auf News analysiert. (How quickly
do security prices reflect public information announcements?) Schließ-
lich konzentriert man sich beim Testen der strengen Form zum größ-
ten Teil auf die Performance der Investmentfonds. (Do any investors
have private information that is not fully reflected in market prices?)15

Wie viele Fondsmanager schaffen es, die Benchmark zu schlagen?
Ist das Rendite/Risiko-Verhältnis (gemessen gewöhnlich an Sharpe-
Ratio) besser als bei der Benchmark? Nach Fama (1991) sind das “tests
for private information.”

Unter dem Strich steht fest, dass die Markteffizienz in ihrer schwachen
Form durch die meisten empirischen Untersuchungen nicht widerlegt
werden kann. In seiner Übersicht 1970 schließt Fama, dass “the re-
sults are strongly in support” der schwachen Form, bei den anderen
beiden Formen “the evidence in support of the efficient market model
is extensive, and contradictory evidence is sparse”, aber “much remains
to be done.” Eine deutliche Unterstützung bekommt die EMH bei Jen-
sen (1978): “There is no other proposition in economics which has more
solid empirical evidence supporting it than the Efficient Market Hypo-
thesis. . . In the literature of finance, accounting and the economics of
uncertainty, the Efficient Market Hypothesis is accepted as a fact of life.”
Allerdings ruft Jensen gleich in dieser Arbeit zur Vorsicht auf: “As better
data become available (e.g. daily stock price data) and as our econome-
tric sophistication increases, we are beginning to find inconsistencies that
our cruder data and techniques missed in the past. It is evidence which
we will not be able to ignore.”

Und das ist nur der Anfang. Fama selbst berichtet über eine leichte
serielle Korrelation in den täglichen Aktienrenditen sowie über andere
Anzeichen für die Verletzung der statistischen Unabhängigkeit in den
Renditezeitreihen. Er konnte sich nicht entscheiden, ob diese Effekte
tatsächlich vorhanden wären oder nur Ergebnis seiner beschränkten
statistischen Modelle darstellten. “. . . We can probably never hope to

15 Die Sätze in Klammern sind nach Fama (1970) zitiert.
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find a time series that is characterized by perfect independence . . . For
practical purposes, however, we may be willing to accept the indepen-
dence assumption of the model . . . [at] some ‘minimum acceptable’ level.
What constitutes a ‘minimum acceptable’ level of dependence depends, of
course, on the particular problem that one is trying to solve. . . ” [Fama
1965]. Einige Jahre später [Fama 1991] wird bei der schwachen Form
nicht mehr die Unabhängigkeit der Renditen getestet; man konzen-
triert sich vollständig auf ihre Unvorhersagbarkeit.

LeRoy (1973) und Lucas (1978) haben gezeigt, dass das Random
Walk-Modell weder notwendig noch hinreichend für rationale Prei-
se ist. In anderen Worten, aus der Unvorhersagbarkeit der Preise folgt
nicht die Existenz eines funktionierenden Finanzmarktes mit rationa-
len Investoren, und die vorhersagbaren Preise bedeuten noch lange
nicht die Irrationalität der Investoren16. Unter Einbeziehung von Ri-
siko können die Investoren einen bestimmten Grad an Risikoaversion
aufweisen und eine zusätzliche Rendite für die Risikoübernahme ver-
langen bzw. bereit sein, eine Versicherungsprämie für die Vermeidung
des Risikos zu zahlen. Ist die Information über das Risikoverhalten der
Investoren in den Preisen enthalten, brauchen letztere weder einem
Random Walk folgen noch ein Martingal sein.

Grossman (1976), Grossman und Stiglitz (1980) zitierten und kriti-
sierten Fama’s 1970 Definition, dass zu jedem Zeitpunkt alle preisrele-
vanten Informationen in den Preisen enthalten sind. Sie zeigten, dass
es in einem solchen Markt keinen Anreiz für die Investoren geben
würde, kostspielige Informationen zu gewinnen, die für die anderen
Marktteilnehmer kostenlos verfügbar wären. Sie schlagen eine Umfor-
mulierung des Begriffes „Effizienz“ im noise context vor.17 Das Gleiche
gilt für die Fähigkeit der Marktteilnehmer, Informationen aus Preisen
zu extrahieren. Als Folge unterscheidet man informierte und uninfor-
mierte Trader und es ist möglich, dass einige private Informationen
nicht in den Preisen enthalten sind: es handelt sich um asymmetri-
sche Information. Desweiteren argumentierten Grossman und Stiglitz
(1980), die EMH sei inkonsistent mit der Realität einer kostspieligen
Arbitrage. Sie entwickelten ein einfaches Modell mit einer CARA Nut-
zenfunktion18 und zeigten, dass kostenlose Informationen notwendig
und hinreichend sind, damit die Preise alle verfügbaren Informationen

16 Lo und MacKinlay (2002), S. 5.
17 Man spricht von noisy rational expectations.
18 CARA ist eine Abkürzung für Constant Absolute Risk Aversion.
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vollständig enthalten. Kostenlose Informationen als hinreichende Be-
dingung für die Markteffizienz sind inzwischen generell akzeptiert. Al-
lerdings ist es nicht klar, welche Bedingung notwendig ist. Die Kosten
für die Beschaffung und Entscheidung aufgrund neuer Informationen
würden dazu führen, dass die Renditen in einem Markt unter vollstän-
diger Konkurrenz nicht einem Random Walk zu folgen bräuchten.

Lo und MacKinlay (1988) verwerfen empirisch die Random Walk-
Hypothese für den US Aktienmarkt. Malkiel (2000) bleibt davon un-
beeindruckt und verteidigt sogar im Jahre 2000 den Random Walk. In
einem vierhundertseitigen Buch kommen Lo und MacKinlay (2002)
nach einer Vielzahl empirischer Untersuchungen zum Schluss: die
Märkte sind effizient, ohne dass die Möglichkeit abnormaler Rendi-
ten vollständig eliminiert ist:19 “Financial markets are predictable to
some degree, but far from being a symptom of inefficiency or irratio-
nality, predictability is the oil that lubricates the gears of capitalism.”
Kann das als entscheidendes Argument gegen die EMH interpretiert
werden? Wohl kaum. Stattdessen wird lediglich die „totale Unabhän-
gigkeit“ aufgegeben. Ende siebziger – Anfang achtziger Jahren kommt
es erneut zu heftigen Diskussionen. Es werden Anomalien gefunden.
So nennt man Ausnahmen aus der Regel, die in der Gesamtheit noch
nicht ausreichen, um die Regel zu ändern.20 Die Unternehmen mit
relativ kleinem Kurs/Gewinn-Verhältnis weisen dauerhaft höhere Ren-
diten auf. Die Kalendereffekte werden entdeckt: Aktien kleiner Un-
ternehmen tendieren dazu, im Januar überdurchschnittliche Renditen
zu erwirtschaften bzw. Montags-Renditen scheinen im Vergleich mit
den anderen Wochentagen niedriger auszufallen. Fama und French
(1988) und Poterba und Summers (1988) berichten über ein langfris-
tiges mean-reverting Verhalten auf den US Aktienmärkten. Laut Fama
und French sind zwischen 25% und 40% der Portfolio-Variabilität aus
der Sicht von drei bis fünf Jahren vorhersagbar.21

Die Anomalien lassen sich aber im Rahmen der Paradigmen erklären.
Eugene Fama hat keinen Zweifel an Markteffizienz. “. . . when Fama
and French delete the 1926-1940 period from the tests, the evidence
of strong negative autokorrelations in 3- to 5-year returns disappears.”
(Fama (1991), S. 1581). “The univariate tests on long-horizon returns

19 Diese These stammt schon aus ihren früheren Arbeiten, vgl. z.B. Campbell, Lo und
MacKinlay (1997).

20 Es bleibt zu klären, ob die Anzahl der Ausnahmen von Bedeutung ist.
21 Eine ausführliche Übersicht der Anomalien findet man in Schwert (2002).
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BEISPIEL 2.4 Ormerod (1998), S. 65–66:
“Some may object that even . . . limited amount of information processing is far too
difficult a task for many. The Basic Skills Agency carried out a survey of 6,000 men
and women in seven developed economies. Without access to a calculator, they were
asked to solve twelve elementary problems in arithmetic, such as ‘substract 1.78 from
5’ and ‘multiply 6 by 21’. Those in Japan scored highest, but even then only 43 per
cent of all Japanese got all the questions right. In Britain, only 20 per cent succeeded
in giving correct answers to them all. A rather more esoteric finding by Newsweek also
casts doubt on the general ability to process information rationally: almost one-third
of American citizens believe that the US government is in regular contact with aliens.
. . . Individuals’ ability, or rather lack of it, to process information efficiently about future
consequences creates a very serious internal problem for the theory of competitive
equilibrium.”

BEISPIEL 2.5 Ormerod (1998), S. 14:
“In the early 1980s, comments began to circulate that the dollar was over-valued,
and the trickle turned into a tidal wave. For most of 1983, the whole 1984, and into
1985, it was scarcely possible to pick up the Wall Street Journal or the Financial
Times without reading about a stockbroker or dealer expressing this view. Yet, far from
selling dollars, which seems the rational thing to do in these circumstances, dealers
bought more and more of the currency. The dollar did, of course, eventually crash
rather spectacularly in 1985, but for the best part of two years, dealers had exhibited
clear signs of schizophrenia. They both knew and said that it was over-valued, yet still
they continued to buy.”

of Fama und French (1988) und Poterba und Summers (1988) are a
statistical power failure.” (Fama (1991), S. 1582). Nach wie vor wie-
derholt er die Problematik zusammengesetzter Hypothese: “The joint-
hypothesis problem is more serious. Thus, market efficiency per se is not
testable. It must be tested jointly with some model of equilibrium, an
asset-pricing model. . . . We can only test whether information is pro-
perly reflected in prices in context of a pricing model that defines the
meaning of “properly.” As a result, when we find anomalous evidence on
the behavior of returns, the way it should be split between market in-
efficiency or a bad model of market equilibrium is ambiguous.” (Fama
(1991), S. 1575-1576). Spätestens jetzt stellt sich die Frage: wie soll
es zum Gleichgewicht kommen, sollte der Markt ineffizient sein?

Es kommt immer wieder zum Gedanken, die EMH per se sei keine
wohldefinierte und empirisch falsifizierbare Hypothese. Um ihre Aus-
sagekraft zu stärken muss eine zusätzliche Struktur spezifiziert wer-
den, u.a. die Informationsmenge.22 Die zufälligen Kursbewegungen

22 Lo (1997), S. 239.
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BEISPIEL 2.6 Schleifer (2000):
“Investors follow the advice of financial gurus, fail to diversify, actively trade stocks and
churn their portfolios, sell winning stocks and hold on to losing stocks thereby increa-
sing their tax liabilities, buy and sell actively and expensively managed mutual funds,
follow stock price patterns and other popular models. In short, investors hardly ad-
opt the passive strategies expected of uninformed market participants by the efficient
markets theory.”

BEISPIEL 2.7 Farmer und Lo (1999):
“The hypothesis that investors are fully rational agents that instaneously and correctly
process all available information is clearly unrealistic – rationality is difficult to define,
human behavior is often unpredictable, information can be difficult to interpret, tech-
nology and institutions change constantly, and there are significant “frictional” costs
to gathering and processing information and transacting. But how can we take all the
complexities of the real world into account?
One new direction is to treat the EMH as an idealization that provides a useful refe-
rence point. What, then, can we conclude about the EMH? Amazingly, there is still no
consensus among financial economists.”

BEISPIEL 2.8 George Soros, Soros Funds Management, New York, NY. 1994.
: “This [efficient market theory] interpretation of the way the financial market operates
is severely distorted . . . It may seem strange that a patently false theory should gain
such a widespread acceptance.”

BEISPIEL 2.9 Eugene Fama:
“. . . a ubiquitous problem in time-series tests of market efficiency, with no clear solu-
tion, is that irrational bubbles in stock prices are indistinguishable from rational time-
varying expected returns.” (Fama (1991), S.1581).
“The SLB model (Gemeint ist hier Sharp (1964), Lintner (1965) und Black (1972),
S.N.) is just a model and so surely false.” (Fama (1991), S. 1590).
“The empirical work on the consumption model often jointly tests its time-series and
cross-section predictions . . . The tests usually reject. This is not surprising since we
know all models are false.” (Fama (1991), S. 1596).
“Attacks on efficiency belong, of course, in the camp of the devil.” (Fama (1991),
S. 1602).
“. . . the alternative hypothesis is . . . unacceptable.” (Fama (1998), S. 284).

werden durch die neu ankommenden Informationen verursacht. Kön-
nen diese Informationen, die aus Shocks in den Fundamentalfaktoren
hervorgehen und klassisch durch Dividendenänderungen erklärt wer-
den, auch das Ausmaß der beobachteten Volatilität erklären? Oder
sind die anderen Faktoren für die Varianz zuständig? Können sich
die fundamentals so schnell ändern, dass es zu einem Crash kommt?
Nach Ansicht von Robert Shiller (1989) sind die Preise dafür zu vola-
til. Man spricht von der Spekulation außerhalb rationaler Erwartun-
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gen unter dem Stichwort noise traders.23 Die Investoren sind nicht
smart genug und folgen trends und fashions. Die Preise seien Ergebnis
von “indifferent thinking by millions of people”,24 die es sehr schwierig
haben, Wahrscheinlichkeiten zukünftiger Ereignisse abzuschätzen. Es
wird die Rationalität der Investoren in Frage gestellt.25

Abgesehen davon nehmen wir an, die für die Interpretation der Infor-
mationen zuständigen Analysten seien intelligent, perfekt ausgebildet
und haben sehr große Erfahrungen in qualitativen und quantitativen
Methoden. Man kann kaum erwarten, dass sie weder die ökonomi-
schen Daten noch ihre Auswirkungen auf die Aktienkurse eindeutig
interpretieren werden, schon allein aus dem Grund, dass es mehrere
unterschiedliche Möglichkeiten gibt, die selben Daten zu interpretieren.

Welche Antwort gibt Eugene Fama?

The alternative hypothesis . . . is unacceptable (?)

Mit dem Erscheinen des 1998-en Artikels von Eugene Fama beginnt
eine neue Ära in der Geschichte der Markteffizienz: Schutz vor Fal-
sifikation. Eine der Kernaussagen, die diese These bestätigen, gehört
paradoxerweise Eugene Fama selbst:

“A problem. . . on long-term return studies is that they rarely test a spe-
cific alternative to market efficiency. Instead, the alternative hypothesis
is vague, market inefficiency. This is unacceptable. Like all models, mar-
ket efficiency. . . is a faulty description of price formation. Following the
standard scientific rule, however, market efficiency can only be replaced
by a better specific model of price formation, itself potentially rejectable
by empirical tests.”26

Dies steht sicherlich zum Teil im Einklang mit Aussagen von Thomas
Kuhn oder Hans Albert.27 Das Hauptproblem liegt aber darin, dass
die Möglichkeit eines alternativen Paradigmas nicht einmal in Frage
kommt. Weiterhin betont Fama, dass jedes alternative Modell falsifi-

23 Black (1986), Summers (1986), Shiller (1989).
24 Schleifer (2000), S. 203.
25 Vgl. Beispiele 2.4–2.9 sowie Rubinstein (2001), Taleb (2004) und Referenzen dort.

In dieser Arbeit gehen wir auf die Aspekte von behavioral finance nicht weiter ein.
26 Fama (1998), S. 284.
27 Vgl. Beispiele 2.10–2.11.
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BEISPIEL 2.10 Kuhn (1970b), S. 79:
“Once a first paradigm through which to view nature has been found, there is no such
thing as research in the absence of any paradigm. To reject one paradigm without
simultaneously substituting another is to reject science itself.”

BEISPIEL 2.11 Albert (1972), S. 8–9:
„Wir haben heute allen Anlaß, an die Möglichkeit zu denken, daß keine einzige der
bisher vorliegenden wissenschaftlichen Theorien im strengen Sinne des Wortes wahr,
d.h. ohne jede falsche Konsequenz, ist und daß dasselbe auch für spätere Syste-
me gilt. Das braucht uns aber nicht davon abzuhalten, davon auszugehen, daß sie
auf Grund ihres verschieden großen Wahrheitsgehalts einer adäquaten Erfassung
der Realität mehr oder weniger nahekommen, auch wenn die Feststellung der unter-
schiedlichen Wahrheitsnähe theoretischer Aussagen und Systeme nie Gewißheit für
sich beanspruchen kann.
Das bedeutet unter anderem, daß es nicht nur möglich sein muß, falsche Theorien
zur Erklärung bestimmter Tatbestände zu verwenden, sondern darüber hinaus, daß
auch die Kenntnis ihrer Falschheit kein Hindernis für eine solche Verwendung zu sein
braucht, wenn der Wahrheitsgehalt der betreffenden Theorie für die Erklärung ausrei-
chend ist und keine bessere Alternative zur Verfügung steht. Eine Theorie von einiger
Erklärungskraft wird im allgemeinen, auch wenn sie mit bestimmten mit ihr unver-
einbaren Tatbeständen nicht fertig wird, erst dann aufgegeben werden, wenn eine
alternative Theorie zur Verfügung steht, die mehr für die Erklärung der in Betracht
kommenden Tatbestände leistet.“

zierbar sein muss. “Does the new model produce rejectable predictions
that capture the menu of anomalies better than market efficiency?”28

Es stellt sich aber die Frage, ob die EMH selbst falsifizierbar ist. Bei
einer möglichen negativen Antwort würde die EMH ernsthaft an wis-
senschaftlicher Bedeutung verlieren.29 Solange die sogenannten Ano-
malien als Ausnahmen aus der existierenden Regel betrachtet werden
und nicht als Grund, eine neue Regel aufzustellen, bleibt ihre Anzahl
ohne Bedeutung: “. . . in spite of hundreds of known anomalies we do not
regard [a specific theory] as falsified (that is, eliminated) until we have
a better one.”30

Laut Fama können (und sollen) die Untersuchungsverfahren geändert
werden, damit die Anomalien verschwinden. Leider gilt zu dieser Aus-
sage auch der Umkehrschluß: wenn die Anomalien durch eine geeig-
nete Änderung der Untersuchungsverfahren verschwinden, dann kön-
nen sie durch die Anwendung alternativer Verfahren wiederum entste-

28 Fama (1998), S. 291.
29 Frankfurter und McGoun (2000), S. 207.
30 Lakatos (1970), S. 121.
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BEISPIEL 2.12 Frankfurter und McGoun (2000)
“There are no facts that speak for themselves; rather, we find the facts that say wha-
tever it is we want to say.” (S. 205).
“The third step is an obvious immunization of the EMH against falsification, but is
certainly not presented as such. Essentially, Fama is saying that, if our methods throw
up anomalies that we cannot eliminate through reasonable changes in method, then
we can do one of three things: find a rational explanation for them consistent with the
EMH, relegate them to a backwater of the market in which the EMH’s applicability is
of little or no interest (i.e., small stocks), or try a little harder and eventually penetrate
the illusion. Essentially, then, nothing will ever falsify the EMH.” (S. 208).

hen. Letztendlich scheint es bei den empirischen Untersuchungen dar-
auf anzukommen, auf welcher Seite man steht. Shefrin (2001) macht
eine wichtige Beobachtung: Fama (1998) verlangt nicht mehr, dass
der Preis mit dem Fundamentalwert immer übereinstimmt, sogar un-
ter Berücksichtigung historischer Preise und öffentlich zugänglicher
Informationen. Ist das ein Schritt zurück?

Die Schlussfolgerung aus all dem könnte sein, bei der Frage der
Markteffizienz keine triviale Aufteilung auf schwarz und weiß vorzu-
nehmen. Kann nicht eine Kompromisslösung gefunden werden? Die
Idee alternativer Untersuchungsverfahren findet unsere volle Zustim-
mung. Schließlich “. . . it is remarkably hard to profit from even the
most extreme violations of market efficiency.” [Roll 1994].



3. Erweiterungen der Markteffizienzhypothese

“There are many things you can do with problems
besides solving them. First you must define them,
pose them. But then of course you can also refi-
ne them, depose them, or expose them or even
dissolve them! A given problem may send you loo-
king for analogies, and some of these may lead you
astray, suggesting new and different problems, re-
lated or not to the original. Ends and means can get
reversed. You had a goal, but the means you found
didn’t lead to it, so you found a new goal they did
lead to. It’s called play.”

– D. Hawkins (1988), S. 44.

3.1 Theorie vs. Empirie

Als ökonomisches Konzept stellt die EMH zweifellos einen sehr star-
ken Ansatz dar, wenngleich es einige Zusammenhänge, die empirisch
beobachtet werden, nur unzureichend erklärt. Steht allein das Ökono-
mische in Vordergrund, lassen sich (unter Vorbehalt der Markteffizi-
enz) schöne und einfache Gleichgewichts- oder Arbitragemodelle für
die Bewertung originärer und derivativer Finanztitel und ganzer Un-
ternehmen erstellen, Beziehungen zwischen Rendite und Risiko her-
leiten und Entscheidungen unter Unsicherheit begründen.

Solange die Modellannahmen nicht verletzt sind, funktionieren die
meisten Modelle auch recht gut, da sie in der Regel keine internen



36 3. Erweiterungen der Markteffizienzhypothese

BEISPIEL 3.1
Die Wurzeln der story-telling-Funktion der Modelle gehen auf einen klassischen Ar-
tikel von Gibbard und Varian (1978) zurück: “A model . . . is a story with a specified
structure. The structure is given by the logical and mathematical form of a set of pos-
tulates, the assumptions of the model. The structure forms an uninterpreted system,
. . . Although the term ‘model’ is often applied to a structure alone, we shall use it in
another sense. In economists’ use of models, there is always an element of interpre-
tation: the models always tells a story.”
In einer alternativen Darstellung von McCloskey (1990) (S.61) erfolgt eine Unterschei-
dung zwischen Metaphoren und Geschichten: “When a biologist is asked to explain
why the moulting glands of a crab are located just as they are he has two possibilities.
Either he can call on a model – a metaphor – of rationality inside the crab, explaining
that locating them just there will maximize the efficiency of the glands in operation;
or he can tell a story, of how crabs with badly located glands will fail to survive. If
he is lucky with the modeling he will discover a mathematical model with analytical
solutions. If he is lucky with the storytelling he will discover a true history of some ma-
ladapted variety of crabs, showing that it is dying out. Metaphors and stories, models
and histories, are the two ways of answering ‘why”’.

Inkonsistenzen aufweisen. Die Annahmen sind für ein Modell per De-
finition exogene Größen. Welche Kriterien werden herangezogen, um
die Modellannahmen vernünftig zu formulieren? Oft sind Ergebnisse
eines Modells lediglich Verfeinerungen der Annahmen durch Formeln
und Koeffizienten, die eine praktische Anwendung eines Modells er-
möglichen. Manchmal steckt hinter einem Modell eine Metaphor oder
sogar eine ganze Geschichte (vgl. Beispiel 3.1). Dann bilden die An-
nahmen den Ausgangspunkt dieser Geschichte. Welche Story steckt hin-
ter dem Random Walk bzw. hinter der geometrischen Brownschen Bewe-
gung als Modell der Aktienkursbewegungen?

Robert Brown beobachtete 1828 eine irreguläre Bewegung der Pol-
len in Mikroskop, konnte aber nicht erklären, warum sich die Teilchen
von allein bewegen. Die Antwort kam vom Albert Einstein 1905, der
aber keinen Bezug auf die Brownsche Bewegung nahm, da ihm der
Artikel von Brown unbekannt war. Einstein’s Ergebnisse ermöglichten
die Berechnung der Avogadro Zahl und eine physikalische Erklärung
der Brownschen Bewegung, die später von Jean Perrin experimentell
bestätigt wurde und ihm 1926 den Nobelpreis in Physik einbrachte.
Seit 1905 ist die Brownsche Bewegung zum Prototyp von Zufallspro-
zessen geworden, obwohl einige ihrer grundlegenden Eigenschaften
schon um 1900 von Louis Bachelier hergeleitet wurden. Bachelier hat



3.1 Theorie vs. Empirie 37

in seiner Ph.D.-These u.a. einen Ausdruck für die Wahrscheinlichkeit�
(x, t) angegeben, mit der sich ein Random Walker zum Zeitpunkt t

am Punkt x befindet, wenn er seine Irrfahrt in x = 0 und t = 0 beginnt.
Die Gleichung für

�
(x, t) in einer Dimension ist gegeben durch1

∂
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Die Lösung ist durch die Dichtefunktion einer Normalverteilung
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mit der mittleren quadratischen Abweichung

E
[
x2 (t)

]
= 2Dt (3.1.3)

darstellbar. Als diskrete Approximation der Brownschen Bewegung2 ist
der Random Walk eine Brücke zwischen der mikroskopischen Dyna-
mik kleiner Atome und den makroskopischen Größen wie Diffusions-
koeffizient oder Avogadro Zahl.3 Die Diffusionsgleichung (3.1.1) war
schon lange als Wärmeleitungsgleichung bekannt; Bachelier’s Annah-
me war lediglich, dass sich die Wahrscheinlichkeit auf ähnliche Weise
verbreiten kann. Eine rigorose mathematische Darstellung der Brown-
schen Bewegung ist Norbert Wiener (1923) zu verdanken. In der Dif-
fusionsgleichung sind keine Informationen über die Form einer typi-
schen Teilchenlaufbahn enthalten. Die Diffusionskonstante D ist durch
den Grenzwert (∆x)2 /∆t gegeben, wenn sowohl ∆x als auch ∆t infinite-
simal klein sind. Dieser Grenzwert ist per Definition konstant. Daraus
folgt, dass die Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens ∆x/∆t un-
endlich groß sein muss. Da man unter Geschwindigkeit gewöhnlich
die Ableitung der Laufbahn nach der Koordinaten versteht, ist diese
Laufbahn unendlich ausgezackt. Wiener zeigte, dass die Trajektorie
der Brownschen Bewegung fast überall kontinuierlich, aber nirgend-
wo differenzierbar ist.

1 Shlesinger u.a. (1999).
2 Zur Vereinfachung betrachtet man oft eine diskrete Version der Brownschen Be-

wegung auf dem periodischen Gitter, wobei die Schritte mit einer regulären Rate
erfolgen. In der Grenzwertbetrachtung geht die Anzahl der Schritte gegen unend-
lich bzw. die Schrittlänge gegen Null und der Random Walk lässt sich annähernd
durch die Gleichungen (3.1.1−3.1.3) beschreiben.

3 Metzler und Klafter (2000).
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Die Grundeigenschaften der Brownsche Bewegung, die Unabhängig-
keit und die Normalverteilung der Zuwächse, haben aus ökonomischer
Sicht mehrere Vorteile. Auf dieser Basis lassen sich zahlreiche Be-
wertungsmodelle entwickeln, die einem breiten Anwenderkreis auch
ohne tiefere mathematische Kenntnisse verständlich sind. In vielen
Fällen können die Lösungen in geschlossener Form angegeben wer-
den; ansonsten sind leistungsfähige numerische Verfahren verfügbar.
Dies ermöglicht eine effektive Sensitivitätsanalyse abhängiger Varia-
blen durch die Veränderung der Eingangsgrößen. Sowohl eine qua-
litative als auch eine quantitative Analyse auf Grundlage der Wiener
Prozesse führt unausweichlich zur Normalverteilung der Renditen und
kann mit einem relativ geringen Aufwand weiter vermittelt werden.
Mit der Unterstützung der Normalverteilungshypothese von der empi-
rischen Seite wäre das Weltbild einfach perfekt. Leider lässt sich der
Abstand zwischen wäre und ist nicht verkürzen.

Die empirische Kapitalmarktforschung beschäftigt sich seit Jahrzehn-
ten mit den Verteilungseingenschaften der Aktienkursen (oder “assets”
im Allgemeinen) bzw. deren Renditen. Dies ändert aber nichts in der
Tatsache, dass es immer noch keine generelle Vereinbarung dafür gibt,
wie die statistische Verteilung der Renditen aussieht. Einer weiten Ak-
zeptanz unterliegt ein Paradigma der Normalverteilung der Renditen
bzw. der Lognormalverteilung der Aktienkurse. Sowohl die moderne
Portfolio-Theorie als auch die Black/Scholes Methodologie der Deri-
vatenbewertung bauen auf dieses Fundament.

Schlagen wir das Lexikon – “New Palgrave Dictionary of Money and
Finance”4 – auf. Gerade in Bezug auf die Portfolio Analyse können wir
folgendes lesen: “Although normally distributed returns are a poor ap-
proximation of actual returns in a world of limited liability. . . the mean-
variance model is by far the most widely used. . . ” Exakt sieben Zeilen
später steht: “Finally, the normality assumption appears to provide a
reasonable approximation of the returns for well diversified portfolios
in many cases. . . ” Man kann wohl kaum deutlicher einen Unterschied
zwischen dem Sollzustand und dem Istzustand zum Ausdruck bringen.

Ausgehend von den ersten empirischen Tests der Markteffizienzhypo-
these (FFJR, Fama u.a. (1969)) zeigen zahlreiche empirische Unter-
suchungen, dass die statistischen Eigenschaften der Wertpapierrendi-
ten im allgemeinen eine Reihe von Besonderheiten, der sogenannten

4 Eintrag “Portfolio Analyse”, Hakansson (1992), S. 152.
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Tabelle 3.1. Deskriptive Statistik der Renditeverteilungen von wichtigen Weltindizes,
1. April 1996 – 30. April 2004.

Index # Mittelw. Std. Schiefe Kurtosis %-Quantile/Std.

Obs. p.a. p.a. tgl. tgl. 0,5% 99,5%

Die Normalv. – – 0 0 −2,58 2,58

CAC 40 1982 7,39 24,36 −0,07 1,93 −2,98 3,29
DAX 2033 5,78 27,67 −0,24 2,19 −3,31 3,15
DJIA 1941 7,84 20,01 0,10 6,20 −3,38 3,25
HANG SENG 1895 0,11 29,84 0,18 9,26 −3,22 3,28
MIB 30 1982 9,21 24,26 −0,09 1,89 −3,07 2,98
MSCI WORLD 1945 4,41 16,01 −0,15 2,34 −3,44 3,09
NASD. COMP. 1912 7,95 32,24 −0,04 3,09 −3,12 3,12
Nikkei 225 1923 −7,88 24,50 0,03 1,61 −3,33 2,97
S & P 500 1927 6,91 19,90 −0,16 2,61 −3,11 3,12
SMI 1976 5,81 21,73 −0,11 3,39 −3,52 3,70

stylized facts, aufweisen.5 Die Rendite-Verteilungen kennzeichnen sich
durch starke Ränder oder heavy tails. Darunter versteht man mehr Ver-
teilungsmasse in den Rändern der Verteilung und eine gewisse Spitz-
gipfligkeit. Dies lässt sich auch aus den Q-Q-Plots empirischer Rendi-
teverteilungen der wichtigsten Weltindizes und der dazugehörenden
Statistik ablesen (Abb. 3.1-3.2, Tab. 3.1).6

Zu weiteren statistischen Besonderheiten empirischer Zeitreihen von
Aktienkursen/Renditen zählt u.a. die fehlende oder insignifikante li-
neare Autokorrelation der Renditen, wobei die Clusters in der Vola-
tilität im Gegenteil durch eine positive Autokorrelation sehr deutlich
ausgeprägt sind. Die positive Autokorrelation in den absoluten Rendi-
ten klingt langsamer als exponentiell ab, was gewöhnlich als Zeichen
für das Langzeitgedächtnis interpretiert wird. Durch diese zwei Eigen-
schaften, heavy tails und Langzeitgedächtnis, wird das traditionelle
Bild von unabhängigen und normalverteilten Renditen wesentlich ge-
trübt. Gleichzeitig gewinnen die Alternativen wie beispielsweise Ska-
lierungsmodelle immer mehr an Bedeutung.

5 Eine Liste der Arbeiten zu diesem Thema ist extrem lang. Eine gute Zusammenfas-
sung geben Pagan (1996) und Cont (2001), sehr ausführlich ist z.B. Campbell u.a.
(1997).

6 Die Statistik umfasst einen Zeitraum von ca. acht Jahren vom 2. April 1996 bis
30. April 2004.
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Abb. 3.1. In den Q-Q Plots empirischer Renditeverteilungen der wichtigsten Weltindi-
zies auf täglicher Basis gegenüber der geschätzten Normalverteilung sind die fat-tails
(Abweichungen links nach-unten und rechts nach-oben) deutlich zu erkennen.
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Abb. 3.2. Die Q-Q Plots empirischer Renditeverteilungen der wichtigsten Weltindizies
(Fortsetzung).

3.2 Das Skalierungskonzept

Das Skalierungskonzept in seiner Anwendung auf den Finanzmarkt
wurde vom Mandelbrot (1963b, 1997) initiiert. In der Literatur7 wer-
den gewöhnlich zwei Arten der Skalierung unterschieden:

1. Einerseits wird ein bestimmter Zusammenhang zwischen dem Ver-
halten von einigen Formen der Volatilität (Varianz der Renditen,
absoluter Wert der Renditen) und dem Zeitintervall, an dem die
Renditen gemessen werden, unterstellt. Dies führt zur Bestim-

7 Dacorogna u.a. (2001), Matteo u.a. (2004, 2005).
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BEISPIEL 3.2 Dr. Gary Hirst, Founder & Chairman, Hirst Investment Management
Inc., Zitat nach Mauldin (2004), S. 210:
“I had heard about technical analysis and chart patterns, and looking at this stuff I
. . . was very, very skeptical that technical analysis had value. So I used the computers
to check it out, and what I learned was that there was, in fact, no useful reality there.
Statistically and mathematically all these tools – stochastics, RSI, chart patterns, Eliott
Wave, and so on – just don’t work. If you code any of these rigorously into a computer
and test them they produce no statistical basis for making money; they’re just wishful
thinking. But I did find one thing that worked. In fact, almost all technical analysis can
be reduced to this one thing, though most people don’t realize it: The distributions of
returns are not normal; they are skewed and have ‘fat tails.’ In other words, markets do
produce profitable trends. Sure, I found things that work over the short term, systems
that work for five or ten years but then fail miserably. Everything you made, you gave
back. Over the long term, trends are where the money is.”

mung eines Skalierungsexponenten wie den Hurst-Exponenten,
dessen Wert die zeitliche Abhängigkeit quantifizieren soll.

2. Darüber hinaus ist das Verhalten der Tails der Renditeverteilung
als Funktion der Größe der Bewegungen bei einem fixierten Zeitin-
tervall von Interesse. Dies führt zur Bestimmung eines Tail-Indexes
der Verteilung als Kennzahl der Geschwindigkeit, mit der sich die
Flanken der Verteilungsdichte der Abszisse nähern.

Die Frage, ob die Skalierung eine allgemeine Eigenschaft von Kapital-
marktdaten ist oder einfach ein „Artefakt“ der Daten darstellt, scheint
immer noch nicht endgültig beantwortet zu sein.8 Es steht lediglich
fest, dass eine breite Akzeptanz der Skalierung gleichzeitig eine Ak-
zeptanz und eine Notwendigkeit einer wesentlich komplexeren Ana-
lyse sowohl in der Theorie als auch in der Praxis impliziert. Kann das
gerechtfertigt werden? Lohnt es sich überhaupt?

Wenn im laufe der Zeit immer mehr empirische Untersuchungen
die Normalverteilungsannahme der Renditen widerlegen, stellt sich
ganz natürlich die Frage nach einer alternativen Erklärung. Was kann
der Grund dafür sein, dass viel mehr sehr kleine sowie viel mehr
sehr große Werte in den Zuwächsen beobachtet werden, als man bei
der Normalverteilung erwarten würde? Diese Eigenschaft (Leptokur-
tosis genannt) ist für die Normalverteilung nicht typisch. Mandelbrot

8 Vgl. LeBaron (2001), Lux (2001), Mandelbrot (2001d), Stanley und Plerou (2001)
und Beispiel 3.2.
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(1963a, 1963b) sieht die unendliche Varianz als eine mögliche Ursa-
che. Der zentrale Grenzwertsatz ist sehr allgemein und die Tatsache,
dass sich die Daten nicht daran halten, kann nur in der Verletzung
der Annahmen liegen. Geht man davon aus, dass die Summanden
identisch verteilt sind, scheint die Endlichkeit der Varianz die einzi-
ge Bedingung zu sein, die verletzt werden kann. Dies führt entweder
zum Langzeitgedächtnis, wobei die Unendlichkeit der Varianz durch
die Divergenz der Kovarianz verursacht wird, oder (unter Annahme
von unabhängigen Zuwächsen) zur Klasse stabiler Verteilungen mit
der Konsequenz, dass elementare Zuwächse innerhalb eines beliebig
kleinen Zeitintervalls beliebig groß werden dürfen.9

Ein Standardmodell zur Modellierung des Langzeitgedächtnisses ist
die gebrochene Brownsche Bewegung,10 wobei die Zuwächse normal-
verteilt, aber korreliert sind. Die Normalverteilung kann als Speziall-
fall aus der Klasse stabiler Verteilungen gesehen werden, die ihrer-
seits zu den Lévy-Verteilungen gehört (vgl. Beispiel 3.3). Sind aber die
auf dem Kapitalmarkt ankommenden Informationen tatsächlich so be-
deutend und unerwartet, dass sich die Aktienkurse sprunghaft ändern
müssen? Oder ist die Verarbeitungsgeschwindigkeit der neu ankom-
menden Informationen so langsam, dass Trends entstehen?

Als ökonomischer Hintergrund für die Kontinuität in den Preisen gab
Alfred Marshall zu jeder Ausgabe11 seiner “Principles of Economics”
das Motto: “Natura not facit saltum”. Benoît Mandelbrot12 ist anderer
Meinung: “The only reason for assuming continuity is that many sciences
tend, knowingly or not, to copy the procedures that prove successful in
Newtonian physics. . . But prices are different: mechanics involves nothing
comparable.”

Welche Story steckt hinter dem Skalierungskonzept in den Wirtschafts-
wissenschaften? Der italienische Ingenieur, Volkswirtschaftler und So-
ziologe Wilfredo Pareto (1848–1923) hat schon vor über 100 Jahren
beobachtet, dass die Anzahl der Menschen mit einem sehr großen Ein-
kommen einem einfachen Potenzgesetz folgt.13 Ausgehend von dieser

9 Vgl. Mandelbrot (1963b, 1967), Fama (1963a, 1963b, 1965), Akigray und Booth
(1988), Lux (1996), Mittnik und Rachev (1993, 2000), Taqqu (2001), Bradley und
Taqqu (2003) und Beispiel 3.3.

10 Mandelbrot und van Ness (1958) sowie Kapitel 6.3 dieser Arbeit.
11 Die erste Ausgabe erschien in 1890.
12 Mandelbrot (1982), S. 335.
13 Vgl. Beispiel 3.4.
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BEISPIEL 3.3 Mathematik der „Babuschka’s“
Der zentrale Grenzwertsatz von De Moivre/Laplace besagt in seiner Endformulierung
nach Paul Lévy, dass die Summe Sn von n unabhängigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen X j (1 ≤ j ≤ n) mit endlicher Varianz bei n → ∞ asymptotisch nor-
malverteilt ist. Die Normalverteilung zählt ihrerseits zu einer breiteren Klasse der so-
genannten stabilen Verteilungen.
Welche Form haben die möglichen Grenzwertgesetze der zentrierten und normierten
Summen (Sn −an)/bn mit den Skalierungsfolgen an und bn, wenn man die Anforde-
rung nach endlicher Varianz fallen lässt? Im allgemeinen braucht der Grenzwert nicht
existieren. Falls er existiert, dann stammt die einzig mögliche Grenzverteilung not-
wendig aus einer Klasse stabiler Verteilungen L : für n ≥ 1 und i.i.d. X j mit einer Ver-
teilung L existieren an und bn > 0 derart, dass (Sn −an)/bn ebenfalls die Verteilung
L hat. Die charakteristische Funktion einer symmetrisch stabilen Verteilung schreibt
sich in ihrer einfachsten Form als exp{−b|t|α} mit Parametern b > 0 und 0 < α ≤ 2.
Das α heißt Index der Verteilung. Der Fall α = 2 entspricht der Normalverteilung. Für
alle 0 < α < 2 ist die Varianz einer stabilen Verteilung unendlich.
Weiter geht es wirklich wie bei den russischen „Babuschka’s“: es stellt sich heraus,
dass die Klasse stabiler Verteilungen ihrerseits auch zu einer breiteren Klasse der
unbeschränkt (oder unendlich) teilbaren Verteilungen gehört. Das sind die möglichen
Grenzwertgesetze von partiellen Summen von unabhängigen Zufallsvariablen, die
nicht notwendig identisch verteilt, dafür aber unter bestimmten Bedingungen aufsum-
mierbar sind. Eine Verteilung L ist unbeschränkt teilbar, wenn sie für jedes n als eine
n-malige Konvolution (Ln)

⊗n einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Ln darstellbar ist.
Die stabilen Verteilungen, aber auch viele andere, wie z.B. die Gamma-Verteilung,
besitzen diese Eigenschaft und gehören damit zu den unbeschränkt teilbaren Vertei-
lungen. Dabei besitzen nur die stabilen Verteilungen einen eigenen Anziehungsbe-
reich (“domain of attraction”): alle Ln und L gehören bis auf die Parameter zur selben
Verteilung. Die Lévy-Khinchin Darstellung der charakteristischen Funktion zeigt ei-
ne unbeschränkt teilbare Verteilung als eine Verteilung des Grenzwertes der Summe
von unabhängigen zusammengesetzten (compound) Poisson’schen Sprüngen unter-
schiedlicher Größe mit einer möglichen Gausschen Komponente.

Beobachtung lassen sich viele weitere Beispiele finden, die alle durch
eine gemeinsame Idee verbunden sind: ein Effekt wird durch die Un-
ausgewogenheit zwischen der Menge (die, bezogen auf die Gesamt-
menge, immer relativ klein ist) und der Wirkung (die, bezogen auf
die aktuelle Menge, immer relativ groß ist). In einem Verkaufsgeschäft
sind wenige Artikel für den Großteil des Umsatzes verantwortlich. Aus
20–30 Innovationen sind fünf wertlos, fünfzehn interessant und zwei
bis drei einfach genial. Zipf (1949) sah die Potenzgesetze als ein na-
türliches Muster in den Sozialwissenschaften.

Nach Brock (1999) ist die Aufdeckung und die darauf folgende empi-
rische Untersuchung solcher Zusammenhänge wie Skalierungsbezie-
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hungen aus mehreren Gründen nutzvoll. Dies bringt einen gewissen
Grad an Disziplin in die Wissenschaft, denn die theoretischen Aussa-
gen bleiben mit den empirischen Ergebnissen konsistent. Die empi-
rischen Ergebnisse bilden eine natürliche Grundlage für eine spezifi-
sche angewandte Interpretation, ein Fundament für die Story. Schließ-
lich ermöglichen sogar die einfachsten scaling plots zusammen mit der
konventionellen statistischen Analyse einen tieferen Blick in die Ei-
genschaften eines möglichen zugrundeliegenden stochastischen Pro-
zesses, der kontextabhängig auch als Datengenerator oder Unsicher-
heitsgenerator bezeichnet wird. “A good example to discuss the potential
usefulness of ‘scaling plots’ is asset returns. We are interested in characte-
rization of the stochastic process of asset returns. We are also interested
in the economic processes that lie behind the stochastic process genera-
ting asset returns. We are interested in this not only for out-of-sample
prediction of features of the conditional distribution such as the condi-
tional mean and conditional variance, but also for prediction of system
response to ‘policy’ interventions or ‘outside shocks.”’ [Brock 1999]. Wir
sind auch daran interessiert, eine der wichtigsten Fragen der empiri-
schen Kapitalmarktforschung zu beantworten: If asset returns do not
follow random walk what are they?

Eine der möglichen Stories, die die Modellierung von Aktienkursbe-
wegungen anschaulich darstellen können, ist die Story über Fraktale.
Robert Brown und die Molekularbewegung der Teilchen, Benoît Man-
delbrot und (Multi) Fraktale: bestimmte Assoziationen werden mit der
Zeit einfach untrennbar.14 Was ändert sich grundsätzlich beim Über-
gang von dem Random Walk zum Fraktal? Unter fraktalen Eigenschaf-
ten versteht man in erster Linie die Selbstähnlichkeit auf unterschiedli-
chen Skalen. Kann ein menschliches Auge ohne weiteres die Charts der
täglichen Renditen von den der wöchentlichen unterscheiden? Wohl
kaum. Mit der fraktalen Analyse hat Mandelbrot eine Theorie geschaf-
fen, die die quantitativen Aussagen über die lokale und die globa-
le Regularität ermöglicht. Eine Grundlage dafür bilden die Kennzah-
len wie der Hölder-Exponent, die verallgemeinerte fraktale Dimensi-
on und das multifraktale Spektrum. Die multifraktalen Prozesse15 sind
Verallgemeinerungen der traditionellen Modellierungswerkzeuge wie

14 Walter (2001) gibt eine historische Übersicht über die Entwicklung der empiri-
schen Kapitalmarktforschung in Bezug auf die Skalierungseigenschaften. Siehe
auch Everetsz u.a. (1999), Mandelbrot (1999c) und Clarkson (2002).

15 Kapitel 7.
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BEISPIEL 3.4 Das Pareto-Gesetz
Das Pareto-Gesetz geht von einem Zusammenhang für die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung in Form

ln [ � (X > x)] = A−a ln(x) ,

wobei a (der Tail-Exponent) und A Konstanten sind. Wäre X normalverteilt, würde
ln � (X > x) mit steigendem x schneller abklingen, als ln (x). Existieren dagegen
positive Konstanten α und c derart, dass für F̄ (x) = 1−F (x) = � {X > x}

lim
x→∞

x−α F̄ (x) = c (3.2.1)

gilt, gehört die Verteilung F (x) zur Klasse der Pareto-Gesetze und wird als heavy
tailed distribution bezeichnet. Dies impliziert natürlich ein unendliches Limit

lim
x→∞

eαxF̄ (x) → ∞. (3.2.2)

und deutet daraufhin, dass Ereignisse, die relativ weit von dem Erwartungswert lie-
gen, zwar relativ selten vorkommen, aber in ihrer Auswirkung nicht vernachlässigt
werden dürfen. Eine Zwischenstellung in dieser Klassifizierung nehmen die Vertei-
lungen an, deren Tails schwerer als die der Normalverteilung, aber nicht so schwer,
als die der Potenzgesetze sind. Dazu zählen z.B. die Lognormal- und die Weibullver-
teilung. Die einparametrische Version der Paretoverteilung bzw. ihre Dichtefunktion
ist definiert als

F (x) = 1− (1+ x)−α , f (x) = α(1+ x)−α−1 , x ≥ 0. (3.2.3)

Ein spezifisches Merkmal der Potenzgesetze ist, dass ihre Momente ab einer be-
stimmten Größenordnung unendlich werden. Tatsächlich, es ist einfach zu sehen,
dass die Existenz (oder Endlichkeit) eines k-ten Momentes E

[
Xk
]

nur für α > k ge-
sichert ist. Für α > 1 bzw. α > 1 existiert entsprechend der Erwartungswert bzw. das
zweite Moment

E [X ] = (α−1)−1 , (3.2.4)

E

[
X2
]

= 2 [(α−1) (α−2)]−1 . (3.2.5)

Im Allgemeinen kann die Paretoverteilung für ein positives endliches α nie alle Mo-
mente haben (und damit auch keine Laplace-Transformation):

α = sup{a > 0 : E |X |a < ∞} (3.2.6)

der Random Walk und das Martingal mit einem zusätzlichen Freiheits-
grad: der variierenden Regularität. Dieser Freiheitsgrad erfüllt gleich-
zeitig zwei Aufgaben: damit können sowohl schwere Tails als auch
das Langzeitgedächtnis nachgebildet werden. Das Multifraktale Mo-
dell of Asset Returns (MMAR)16 postuliert, dass die Renditedynamik

16 Calvet u.a. (1997), Fisher u.a. (1997), Mandelbrot u.a. (1997), Calvet und Fisher
(2002).
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durch einen zusammengesetzten Prozess beschrieben werden kann:
eine (möglicherweise gebrochene) Brownsche Bewegung in der mul-
tifraktalen Zeit. Die Zeitskala ist nicht mehr deterministisch, sondern
sie stellt selbst Ergebnis einer stochastischen Transformation der Ka-
lenderzeit auf die Marktzeit dar, die einem multifraktalen Prozess folgt.

Die Idee einer Zeittransformation im Allgemeinen von clock time auf
die market oder intrinsic time durch einen untergeordneten (subor-
dinated) Prozess geht auf Mandelbrot und Taylor (1967) zurück. Sie
verwendeten eine einseitige stabile Verteilung mit dem Index α/2 (mit
α < 2), um die Verteilung der Marktzeitzuwächse dτ (gemessen an der
Anzahl der Transaktionen in der Kalenderzeit) zu modellieren.17 Der
resultierende stochastische Prozess für die Renditen in der Kalender-
zeit ist eine symmetrische stabile Verteilung mit dem Index α. Einer-
seits ist dieses Modell theoretisch sehr attraktiv, anderseits hat es zwei
wesentliche Einschränkungen: der Index α kann nicht variieren und
das Langzeitgedächtnis kann wegen der Unabhängigkeitsannahme in
Renditen nicht modelliert werden.

Als nächster verwendete Clark (1970, 1973) einen untergeordneten
Prozess zur Modellierung einer irregulären Intensität des Wertpapier-
handels in der Zeit. Anstatt eines gewöhnlichen Wiener Prozesses
schlug er einen untergeordneten Wiener Prozess vor, wobei T (t) ein
Prozess mit nichtfallenden Pfaden beginnend bei Null ist. Die Irregu-
larität in der Handelsintensität bzw. in der Marktzeit sollte mit dem
Handelsvolumen (Anzahl der gehandelten Wertpapiere) in Zusam-
menhang stehen, deren kumulierte Wert die Marktzeit nachbildete.

Nach der Arbeit von Clark folgten zahlreiche weitere Modelle der sto-
chastischen Zeittransformation mit den Verfeinerungen sowohl von
der statistischen als auch von der ökonomischen Seite. Es wurden
unterschiedliche Verteilungen zur Modellierung der Marktzeit vorge-
schlagen und weitere Versuche unternommen, die Marktzeit ökono-
misch zu interpretieren (sehr oft wird beispielsweise die Anzahl der
Transaktionen als Maß der Handelsintensität verwendet).18

Mathematisch lässt sich die stochastische Zeittransformation sehr gut
in die existierende Umgebung der Semimartingale einbinden. Monroe

17 Eine einseitige α/2-stabile Verteilung (α < 2) hat einen Träger auf � +.
18 Eine detaillierte Übersicht über die Modellierung mittels untergeordneten Prozesse

geben Hurst, Platen und Rachev (1997). Siehe auch Rachev und Samorodnitsky
(1993), Hurst u.a. (1999), Marinelli u.a. (1999) Ané und Geman (2000), Geman,
Madan und Yor (2000).
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(1978) hat gezeigt, dass jedes Semimartingal durch eine Brownsche
Bewegung in der stochastischen Zeit darstellbar ist. D.h., es existiert
eine Brownsche Bewegung W (t) und eine stochastische Zeittransfor-
mation T (t), wobei T (t) ein steigender stochastischer Prozess ist, der-
art, dass

lnP(t) = lnP(0)+W (T (t)) .

Dies impliziert, dass die Untersuchung der Preisfluktuationen auf die
Untersuchung der Zeittransformation für die Brownsche Bewegung
zurückgeführt werden kann.19

Eine weitere Idee für die Zeittransformation liegt in der Verwendung
von Zufallssummen. Zu den Annahmen des zentralen Grenzwertsat-
zes gehören u.a. eine deterministische Anzahl der Summanden n: die
Zeitintervalle zwischen den einzelnen Trades werden deterministisch
angenommen. Ist dagegen die Anzahl der Summanden eine stochas-
tische Größe, so wird die resultierende Verteilung der Summe keine
Normalverteilung mehr, sondern eine Mischung aus mehreren Nor-
malverteilungen. Es kann gezeigt werden, dass die Zufallsindexierung
zu den höheren Kurtosis-Werten führt.20. Rachev und Rüschendorf
(1994) wenden das Prinzip der Zufallsindexierung zur rationalen Be-
wertung europäischer Optionen an.

Zusammenfassend ist die Idee der stochastischen Zeittransformati-
on ein wichtiger qualitativer Schritt in Richtung realistischer Model-
lierung der Renditen von Finanzmarktdaten. Wird dieser Schritt ge-
macht, stellt sich allerdings die Frage: wenn ökonomische Prozesse in
der Marktzeit verlaufen, wie kommt es dann zur Markteffizienz in der
Kalenderzeit?

3.3 Die Fraktale Market Hypothese

Offensichtlich muss die klassische Behauptung, dass alle preisrelevan-
ten Informationen zu jedem beliebigen Zeitpunkt in den Preisen ent-
halten sind, abgeschwächt werden. Der Ausgangspunkt dafür ist die
Annahme, dass die Informationsverarbeitung auf unterschiedlichen
Zeitskalen erfolgt. Es geht nicht darum, die These der Markteffizienz
zu widerlegen, sondern darum, sie zu modifizieren.

19 Ané und Geman (2000), Geman u.a. (2000).
20 Gnedenko und Korolev (1996), S. 79.
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In seiner Fraktalen Market Hypothese (FMH) versteht Peters (1991,
1994) unter fraktal nicht die Auswirkungen der Informationsverarbei-
tung auf das Verhalten der Aktienkurse/Renditen, sondern das Verhal-
ten der Marktteilnehmer selbst. Ein klassischer Repräsentativinvestor
ist ein rationaler Preisnehmer; er zieht mehr Wohlstand weniger Wohl-
stand vor und ist immer fähig, eine korrekte Bewertung von beliebig
komplexen Informationen vorzunehmen. Unter diesen Annahmen er-
folgt keine Trennung nach der Art der zu verarbeitenden Informatio-
nen und nach der entsprechenden Art der Investoren. Genau das ist
nach Peters die Schwachstelle der traditionellen Denkweise.

Peters (1994) schlägt vor, das Verhalten der Marktteilnehmer in Bezug
auf Investmenthorizont heterogen zu modellieren, wobei die kurzfris-
tig und die langfristig orientierten Investoren für die Verarbeitung der
preisrelevanten Informationen ausschließlich auf der entsprechenden
Zeitskala zuständig sind. Im Einzelnen gilt:

• Der Markt besteht aus einer großen Anzahl von Investoren mit un-
terschiedlichen Investmenthorizonten; dies ist ein stabiler Zustand
des Marktes.

• Der Einfluss von Informationen auf die Wertpapierpreise lässt sich in
Bezug auf den Investmenthorizont unterscheiden. Aus kurzfristiger
Sicht gewinnen Informationen bezüglich der Marktstimmung und
technische Indikatoren an Relevanz. Mit steigendem Investmentho-
rizont dominiert die Fundamentalanalyse. Mit anderen Worten: die
Preisänderungen reflektieren nur Informationen über den entspre-
chenden Investmenthorizont.

• Die Marktstabilität ergibt sich durch eine ausreichende Liquidität
(den Ausgleich von Angebot und Nachfrage). Die Liquidität ent-
steht infolge Transaktionen der Marktteilnehmer mit unterschied-
lichen Investmenthorizonten. Erfolgt ein Ereignis, das die Gültigkeit
der fundamentalen Informationen in Frage stellt, folgen die Lang-
zeitinvestoren einer der beiden Strategien: entweder stellen sie ihre
Positionen glatt und verlassen den Markt oder sie entscheiden sich,
auf die Seite von kurzfristig orientierten Investoren zu wechseln und
versuchen, von den kurzfristigen Informationen zu profitieren. Tun
das immer mehr Marktteilnehmer, schrumpft der Investmenthori-
zont des Marktes zusammen, weil keine Langzeitinvestoren mehr da
sind, die die Liquidität für den kurzfristigen Handel gewährleisten
können. Der Markt wird instabil.
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• Die Preise entstehen auf Grundlage der Interaktionen zwischen dem
kurzfristigen technischen Handel und der langfristigen fundamen-
talen Bewertung. Die kurzfristigen Preisbewegungen neigen im Ver-
gleich mit der langfristigen Alternative dazu, volatiler zu sein und
enthalten mehr Rauschen. Die langfristigen Trendbewegungen kön-
nen durch die Änderungen in den erwarteten Gewinnen der börsen-
notierten Unternehmen verursacht werden. Die letzten sind ihrer-
seits Ergebnis einer veränderten ökonomischen Situation. Die kurz-
fristigen Trends scheinen dagegen Ergebnis von Massenverhalten
(crowd behavior) zu sein. Weiterhin gibt es keine Anhaltspunkte für
einen Zusammenhang zwischen den kurzfristigen und den langfris-
tigen Trends.

• Die Wertpapiere von Unternehmen, die kein Bezug zu einem öko-
nomischen Zyklus aufweisen, sind für die langfristigen Trends nicht
anfällig. In solchen Fällen dominieren der Handel, die Liquidität und
die kurzfristigen Informationen.

Nach einer Vielzahl von empirischen Untersuchungen auf dem Devi-
senmarkt kommen Olsen & Associates21 zum Schluss, dass die Markt-
effizienz in der schwachen Form nicht gegeben ist. Sie betonen die
Relevanz der Zeitskalen für die Marktteilnehmer und schlagen eine
alternative Hypothese, The Heterogeneous Market Hypothesis (HMH)
vor. Sie besteht aus zwei wichtigsten Aussagen:

• Alle Marktinformationen müssen den Entscheidungsträgern zugäng-
lich sein.

• Es muss Marktteilnehmer mit unterschiedlichen Zeitskalen und he-
terogenen Erwartungen geben. Aus deren Handel zwischeneinander
werden die Friktionen sowie Transaktionskosten minimal.

“There is a broad spectrum of market agents with different time hori-
zons. These horizons range from one minute for short–term traders to
several years for central bankers and corporations. The reactions of mar-
ket agents to an outside event depend on the framework of his/her time
horizon. Because time horizons are so different and vary by a factor of
one million, economic agents take different decisions.” [Olsen 1994]

Welche Auswirkungen haben die vorgeschlagenen Erweiterungen auf
die Markteffizienz? Unter der Annahme, dass die Informationsverar-

21 Dacorogna u.a. (2001), Olsen u.a. (1992), Müller u.a. (1993), Olsen (1994).
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BEISPIEL 3.5 Olsen u.a. (1992):
“We believe the most promising approach is to differentiate the expectations accor-
ding to their time dimension because we consider the different time scales of the
market participants the key characteristic of the market.
. . . The broad set of market agents with different time horizons lends a fractal struc-
ture to the market. . . The interaction of components with different time scales gives
rise to . . . effects such as certain properties of volatility clusters, trend persistence,
lag between interest rate adjustment and FX rate adjustment. The latter is a good
example of what conventional theory considers an inefficiency while we see it as an
effect arising from different time scales involved in the market.”

beitung auf unterschiedlichen Zeitskalen erfolgt, werden Semimartin-
gale zu einem Speziallfall eines viel allgemeineren (multi)fraktalen
Prozesses. Dies impliziert, dass die EMH eine spezielle und keine all-
gemeine Hypothese ist: in der Formulierung nach Fama muss sie nicht
immer gelten, weil die Heterogenität der Marktteilnehmer bezüglich
des Investmenthorizonts unberücksichtigt bleibt. Die Konsistenz mit
den empirischen Beobachtungen kann in dieser Hinsicht nur durch
Skalierungsmodelle hergestellt werden. Einige dieser Modelle werden
im Folgenden detailliert betrachtet.

Der prinzipielle Unterschied zu den herkömmlichen Modellen besteht
daran, dass die Regeln und die Ausnahmen umdefiniert werden müs-
sen. Gewöhnlich lassen sich die typischen und die untypischen Ereig-
nisse mit Hilfe statistischer Gesetze scharf trennen. In der Regel ist
auch ein qualitativer Zusammenhang zwischen der Häufigkeit des Vor-
kommens und der Auswirkung gegeben: die seltenen Ereignisse kön-
nen in ihrer Wirkung relativ zur Gesamtheit der Ereignisse vernachläs-
sigt werden, da sie nicht informativ sind. Mit steigender Wirkung unty-
pischer Ereignisse wird es immer schwieriger, ihre asymptotische Ver-
nachlässigkeit zu begründen. Im Extremfall können die „Regelereig-
nisse“ im Vergleich mit den Ausnahmen bedeutungslos werden. Sind
dann die Ausnahmen immer noch nicht informativ?

Die Annahme, dass die Informationsverarbeitung auf dem Kapital-
markt auf unterschiedlichen Zeitskalen erfolgt, impliziert, dass Er-
eignisse in ihrer Wirkung auf einer gegebenen Zeitskala immer be-
schränkt sind. Der typische Zustand lässt sich durch die Ausweitung
der Wirkungen über mehrere Zeitskalen beschreiben. Untypisch dage-
gen ist das Schrumpfen der Heterogenität der Zeitskalen, was gleich-
zeitig zur Instabilität des Marktes führt.
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“For more than a century, financiers and econo-
mists have been striving to analyze risk in capital
markets, to explain it, to quantify it, and, ultimate-
ly, to profit from it. I believe that most of the theo-
rists have been going down the wrong track. The
odds of financial ruin in a free, global-market eco-
nomy have been grossly underestimated.”

– Mandelbrot und Hudson (2004), S. 4.

4.1 Entropie als inverses Informationsmaß

Motivation und historischer Überblick

Der Grundgedanke hinter der Anwendung der Entropie als Informa-
tionsmaß kann als alternative (zu den Grenzwertsätzen) Charakte-
risierung der Zusammenhänge zwischen Theorie und Empirie gese-
hen werden. Ähnlich wie bei den Grenzwertsätzen versucht man da-
mit, eine Grundlage für die Vergabe der Wahrscheinlichkeiten an die
Ereignisse unter Berücksichtigung der Erfahrungswerte über die ver-
gangene Entwicklung zu schaffen. Historisch gab es diesbezüglich
zwei grundsätzliche Fragestellungen. Zum einen entwickelten schon
im achtzehnten Jahrhundert James Bernoulli1, später auch Pierre Si-
mon de Laplace (1814) und Thomas Bayes (1763) die ersten Ansät-
ze dafür, wie die empirisch messbaren oder gemessenen „objektiven“

1 James Bernoulli wird im Deutschen auch Jacob genannt. Sein Buch “Ars Conjec-
tandi” (“Principle of Insufficient Reason”) wurde im Jahre 1713, acht Jahre nach
seinem Tod, herausgegeben.
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Größen in Form von Erwartungswerten (oder der likelihood Funk-
tion) zur Aktualisierung „subjektiver Wahrscheinlichkeiten“ sinnvoll
eingesetzt werden können.2 Der Anfangs- oder a-priori-Zustand bein-
haltet in dieser Darstellung die höchste Unsicherheit. Das berühmte
Bernoulli-Prinzip lautet: “If given an enumeration of mutually exclusive
possibilities X j and no futher information, then assign the same proba-
bility to all.” Das Wissen aus dem Experiment wird in das Modell mit-
tels Aktualisierung der Wahrscheinlichkeiten nach und nach integriert.
Dies ist der Ursprung für das Verfahren Bayes’scher Inferenz. Auf dieser
Basis entwickelte Jeffreys (1961) weitere Ansätze zur Charakterisie-
rung der Eigenschaften (wie z.B. einer Wahrscheinlichkeitsverteilung)
eines empirischen Systems unter unvollständiger Information.

Zum anderen stellt sich dadurch, dass gewisse globale Eigenschaften
exogen (theoretisch, von einem Modell) vorgegeben sind, ein inverses
Problem: wie beschreibt man die unbekannten restlichen Eigenschaf-
ten? Diesem Gedanken folgten die Arbeiten von James Clerk Maxwell,
Ludwig Boltzmann und Josiah Willard Gibbs im späteren 19-ten Jahr-
hundert. Den entscheidenden Durchbruch schaffte erst Claude Shan-
non (1948) mit seiner Arbeit über mathematische Verfahren zur statis-
tischen Modellierung aus der Sicht der Informationstheorie sowie über
eine effiziente Kodierung und Übertragung der Nachrichten. Mit dem
von Jaynes (1957) entwickelten Maximum-Entropie-Verfahren hat die
Philosophie des Schlussfolgerns auf Basis unvollständiger Information
einen weiteren Impuls bekommen. Damit scheint es gelungen zu sein,
eine mathematische Beziehung zwischen Entropie und Information in
der Form eines Optimierungsproblems unter Nebenbedingungen dar-
zustellen.

Aus physikalischer Sicht beschreibt Entropie die Beziehung zwischen
den Mikro- und Makrozuständen in der Natur und bestimmt das Ver-
halten von makroskopischen Systemen im Gleichgewicht (oder na-
he zum Gleichgewicht). Das Wort selbst entstammt dem griechischen
τρoπη (Transformation) und soll vom deutschen Physiker Rudolf
Clausius im 1865 ins Leben gerufen sein. Das “en” vorne diente ver-
mutlich der Ähnlichkeit mit “energy”.

2 Wir möchten hier die Aufteilung auf „objektiv“ und „subjektiv“ nicht weiter präzi-
sieren und lassen deshalb die Anführungszeichen stehen. Vor allem soll ein mögli-
cher subjektiver Einfluss bei der Datenauswahl in empirischen Studien außer Be-
tracht bleiben.
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Eine große Entdeckung vom Ludwig Boltzmann im Jahre 1877 war
eine Formel für die physikalische oder thermodynamische Entropie
S = k lnW . Diese Formel stellte einen Zusammenhang zwischen einer
Zustandsvariable oder Entropie S und dem Grad der Unordnung, ge-
messen an der Anzahl der Mikrozustände (“elementary complexions”)
W , in einem physikalischen System dar (das k ist eine Konstante).

Josiah Willard Gibbs, ein Professor der mathematischen Physik am
Yale College, begründete eine neue Forschungsrichtung in der Phy-
sik namens statistische Mechanik, um das Verhalten einer Substanz
durch Ordnung und Unordnung der kleinsten Bestandsteile, der Ato-
me und Moleküle, zu beschreiben. Im letzten Drittel des neunzehnten
Jahrhundert leitete er eine andere Entropie-Formel her, die sich zu
k lnW reduziert, falls alle Mikrozustände im System gleichwahrschein-
lich sind.

Bei physikalischen Systemen ist die Interpretation der Entropie als in-
verses Maß der Entfernung vom Gleichgewicht ein Standard. Nach
dem Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik strebt ein abgeschlos-
senes thermodynamisches System irreversibel zum Gleichgewicht, in-
dem es sich so verhält, dass die Entropie der Mikrozustände steigt oder
konstant bleibt. Im Gleichgewicht unterscheiden sich die Mikrozustän-
de am wenigsten voneinander, im Idealfall sind sie gleichwahrschein-
lich und die Entropie nimmt ihren maximalen Wert an. Das Maximum-
Entropie Verfahren ermöglicht damit eine Schlussfolgerung auf eine
typische Konfiguration (das Gleichgewicht) der Mikrozustände aus der
„Vogelperspektive“, das heißt, auf Grundlage einiger bekannter oder
gemessener globaler Größen.

In der Kommunikationstheorie ist die Ausgangssituation etwas anders.
Es kann wohl kaum die Rede vom Gleichgewicht sein. Da jede Nach-
richt in der Praxis eine endliche Länge besitzt, kann die Entropie als
inverses Informationsmaß nicht beliebig groß werden und muss so-
gar in Folge der Kommunikation abnehmen.3 Trotzdem versucht man
auch hier eine Art typische Konfiguration zu ermitteln, indem eine

3 In der Kommunikationstheorie kann zwischen Entropie der Quelle und Entropie
der Nachricht unterschieden werden; die Summe von beiden ist konstant und end-
lich. Die Abnahme der Entropie bezieht sich in diesem Kontext auf die Entropie der
Quelle. Im Laufe der Kommunikation wird die Unkenntnis über die Quelle nach
und nach abgebaut. Aus physikalischer Sicht ist das ein offensichtlicher Wider-
spruch und Grund genug, die Shannon-Entropie (siehe später in diesem Kapitel)
manchmal als unphysikalisch zu bezeichnen (Vgl. Collier (1986), S. 18.).
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möglichst kosteneffiziente und fehlerfreie Übertragung der Informati-
on zwischen der Quelle und dem Empfänger zum Zweck der Kommu-
nikation erklärt wird. Zur Reduzierung der Übertragungskosten wer-
den die Nachrichten komprimiert: mittels eines Kodierungsverfahrens
bringt man sie in eine kompakte Form. Die Anforderung nach der Feh-
lerfreiheit erzielt dabei eine entgegengesetzte Wirkung: die Fehlerkor-
rektur bedeutet eine zusätzliche Redundanz der Daten und/oder ei-
ne steigende Datenmenge durch das Einbinden der Kontrollmechanis-
men. Das Vorhandensein dieser zwei gegeneinander gerichteten An-
forderungen ermöglicht es, das Kommunikationsproblem auf ein Op-
timierungsproblem unter Nebenbedingungen zurückzuführen.

Das Ökonomische. Teil I

Eine allgemeine Interpretation der Entropie als Informationsmaß aus
finanzwirtschaftlicher Sicht ist im Allgemeinen recht schwierig. Eine
Ökonomie ist ein offenes System. Die Informationsverarbeitung auf
dem Kapitalmarkt hört nie auf. Im ökonomischen Kontext scheint an-
statt der Informationsmenge eine andere Quantität an Bedeutung zu
gewinnen: die Informationsrate oder die Menge an Information pro
Zeiteinheit. Der ökonomische Gleichgewichtszustand wird gewöhnlich
mit einer effizienten Informationsverarbeitung assoziiert. Im einfachs-
ten Fall impliziert das eine endliche Menge an preisrelevanten Infor-
mationen, die schnell genug verarbeitet wird, um keine Fehlbewertun-
gen zuzulassen. Im Zuge der Informationsverarbeitung befinden sich
die Marktteilnehmer permanent in einem Zustand mit maximaler rest-
licher Unsicherheit bezüglich der zukünftigen Entwicklung.

Nun hat man leider überhaupt keine Vorstellung davon, wie hoch die
Gesamtunsicherheit der Zukunft ist. Dies bringt einen bei der Beurtei-
lung, wie weit die restliche Unsicherheit von ihrem Maximum entfernt
liegt, nicht viel weiter. Häufig wird die Abhilfe durch die Einschrän-
kung der Bandbreite aller möglichen Realisationen auf einen a-priori
festgelegten Bereich geschaffen. Bei der Normalverteilungsannahme
der Renditen liegen beispielsweise die Rahmen des Möglichen im we-
sentlichen bei plus minus 3σ. Dies impliziert natürlich, dass es keine
Informationen geben soll, die einen Renditeausschlag darüber hinaus
bewirken können. Durch eine solche Festlegung lässt sich die Informa-
tionsverarbeitung auf dem Kapitalmarkt mit Werkzeugen der Kommu-
nikationstheorie modellieren.



4.1 Entropie als inverses Informationsmaß 57

Als möglicher Nachteil der Entropie-basierten Verfahren soll das Feh-
len der semantischen Informationskomponente (wie Informationen zu
interpretieren sind?) erwähnt werden.4 Dies lässt sich übrigens ganz
gut mit einer klassischen Annahme homogener Erwartungen der
Marktteilnehmer vereinbaren, natürlich, solange eine solche Annah-
me nicht kritisch ist. Weitere Komplikationen können entstehen, wenn
man annimmt, dass die Ankunfts- und die Verarbeitungsraten der In-
formationen unterschiedlich sind. Das gilt insbesondere dann, wenn
die Verarbeitungsrate maximal, aber trotzdem kleiner als die An-
kunftsrate ist. Im Übrigen bietet sich die Shannon-Entropie als Brücke
zwischen der Informations- und der Wahrscheinlichkeitstheorie sehr
natürlich an. Die Zielsetzung „Entscheidung auf Basis unvollständiger
Informationen“ ist und bleibt von höchster Relevanz in vielen Gebie-
ten der Wissenschaft. In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf die
Anwendungen im Finance.

Einige Bits zum Begriff „Information“

Wie schon angedeutet, ist die Idee, durch Entropie die Unkenntnis
über ein physikalisches System zu messen, relativ alt und geht auf
Boltzmann zurück. Im Gegenteil dazu nimmt die mathematische Infor-
mationstheorie ihren Ursprung aus Modellen, die erst vor einem halb-
en Jahrhundert zur elektronischen Kommunikation entwickelt worden
sind.5

Um die Begriffe Information und Entropie einzuführen verwenden wir
eine ganz einfache Wahrscheinlichkeitsumgebung bestehend aus einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung µ auf einer endlichen Menge X und ei-
ner Zufallsvariable X mit Werten in X . Damit ist p(x) =

�
(X = x) =

µ({x}) die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis {x} eintritt.6 Ein klassi-
sches Beispiel zu Shannon’s fundamentalem Konzept der Information
ist die Modellierung einer Folge von 2n JA/NEIN Antworten auf n un-
abhängige Fragen. Dabei könnte z.B. ein Ereignis {Die Antwort ist JA}

4 Entropie ist rein syntaktischer Natur: in diesem Konzept wird nicht behauptet, dass
eine Nachricht mit höherem Informationsgehalt ebenfalls aussagekräftiger oder be-
deutsamer wäre. Paradox: ein weißer Fernsehschirm bei Störung ist informativer,
als einer, der einwandfreie Bilder zeigt. . .

5 Shannon und Weaver (1949).
6 Da der Wertebereich X endlich ist, ist die Zufallsvariable X durch die Ereignisse
{X = x} mit x ∈ X eindeutig bestimmt.
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durch {X = 1} quantifiziert werden. Jeder Endpunkt in einem binären
pfadunabhängigen Baum, der X = 2n Ereignisse (=Antworten) abbil-
det, lässt sich in höchstens n = log2 X Schritten (=Fragen) erreichen.
Da die Fragen unabhängig sind, bietet sich ganz intuitiv eine einfache
Kennzahl zur Messung des Informationsgehaltes an – nämlich die mitt-
lere Anzahl der Fragen, die gestellt werden müssen, um die erforder-
liche Information zu erhalten (oder den Systemzustand mit Sicherheit
zu beschreiben).

Hartley (1928) definiert die Einheit und das Maß der Information mit
folgendem Satz: “The answer to a question that can assume the two
values ‘yes’ or ‘no’ (without taking into account the meaning of the ques-
tion) contains one unit of information.” Eine Menge X = {x1, . . . ,xn}
mit binären Elementen (JA=1, NEIN=0) besitzt damit einen Informa-
tionsgehalt von

I (X ) = − log2 p = log2 n (bit). (4.1.1)

Dieser Ausdruck für Selbstinformation ist als Hartley-Formel bekannt
und gilt unter der Annahme, dass alle xi aus X mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit p(xi) = p = 1/n, i = 1, . . . ,n auftreten. Cloud Shannon
geht noch einen Schritt weiter und fragt: was ändert sich, wenn die
Wahrscheinlichkeiten p(xi) nicht alle gleich sind? Es liegt nahe, den
erwarteten Informationsgehalt zu berechnen.

Entropie nach Shannon

Definition 4.1.1. Sei X eine endliche oder abzählbare Menge, εx ein Di-
rakmaß (ein Punktmaß) in x ∈ X und µ = ∑x p(x)εx eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Die Entropie von µ ist definiert als

�
(µ) ≡−∑

x
p(x) log p(x) mit 0log 0 ≡ 0 (4.1.2)

oder alternativ
�

(X) = E [− log p(X)] = E [I (X)] . (4.1.3)

Bemerkung. Man spricht von der Entropie
�

(X), falls X eine X -wertige
Zufallsvariable und µ ihre Verteilung ist. Mit dem Konzept der Entropie
verfolgt man dasselbe Ziel, wie bei der Definition einer Zufallsvariable,
nämlich die Abstraktion von den Zufallsereignissen. In Anlehnung auf



4.1 Entropie als inverses Informationsmaß 59

die weiterführende Literatur7 bezeichnen wir mit Entropie ein Funk-
tional, das Wahrscheinlichkeitsverteilungen oder, im wesentlichen äqui-
valent, Zufallsvariablen auf reelle Zahlen abbildet.

In der Sprache der Informationstheorie bezeichnet man die Menge
X als Alphabet und die Elemente xi als Symbole. Die Symbole sind
üblicherweise Zahlen oder Buchstaben. Auf einer höheren Abstrakti-
onsstufe werden sie zu den Realisationen der Zufallsvariablen X auf
der Ereignismenge X . Die Folgen aus Symbolen bilden ein Wörterbuch
und heißen Wörter, Nachrichten, Sequenzen oder einfach Daten. Diese
Nachrichten werden von einer Quelle oder einem Sender erzeugt und
durch einen Kanal zum Empfänger übertragen.

Nach der Formel (4.1.3) entspricht die Entropie einem mittleren In-
formationsgehalt der Quelle: je höher die Entropie, desto höher ist
die Unkenntnis über die Quelle bzw. desto mehr Informationen feh-
len einem, um die Informationsquelle vollständig zu beschreiben.8 In
dieser Hinsicht ist Entropie ein inverses Maß der Information. Das Ra-
tionale daran ist, dass die Entropie einer Nachricht fixierter Länge mit
dem höchsten Informationsgehalt ihr Maximum annehmen muss. Aus
(4.1.3) folgt:

i)
�

(X) ist eine nicht-negative konkave Funktion;

ii)
�

(X) ≤ log |X | = �
max;

�
(X) =

�
max, falls alle p(xi) gleich sind.

iii)
�

(X) ≥ 0 =
�

min;
�

(X) =
�

min, falls alle pi bis auf ein pk gleich
Null sind. Nur in diesem letzten Fall ist die Unsicherheit über den
Ausgang des Ereignisses X = xi minimal, da es fast sicher xk sein
wird.

Bei seiner Definition der Entropie als Informationsmaß ging Shannon
von den folgenden Überlegungen aus:

i) kleine Änderungen der Wahrscheinlichkeiten sollen vergleichswei-
se kleine Änderungen der Entropie verursachen (Stetigkeit);

ii) sind alle Wahrscheinlichkeitten gleich, p(x) = 1/n, dann soll die
Entropie mit der Anzahl der Zustände n monoton wachsen, wobei
die Ereignisse mit p(x) = 0 nichts beitragen (Monotonie);

7 Vgl. Grünwald und Vitanyi (2003), S. 9.
8 Brillouin (1962), S. 160.
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iii) die Entropie soll nicht davon abhängen, auf welche Weise ei-
ne Auswahl in zwei aufeinanderfolgende Wahlvorgänge aufgeteilt
wird. Die Zählreihenfolge soll also nicht relevant sein (Additivität).

Die Formel (4.1.2) kann als Definition, aber auch als Ergebnis der
obengenannten Anforderungen betrachtet werden.

Satz 4.1.1 (Shannon (1948), Theorem 2) Nur die Entropie-Formel

�
= −k ∑

x
p(x) log p(x) mit k = const

kann allen drei obigen Anforderungen gleichzeitig gerecht werden.

Shannon erweiterte die Hartley-Formel (4.1.1) auf die Mengen, die
nicht gleichwahrscheinliche Ereignisse beschreiben. Er folgte dabei
dem Grundgedanken, die Gleichverteilung als eine a-priori Verteilung
von unabhängigen Zufallsvariablen zu verwenden. Sind alle Zustände
gleichwahrscheinlich, erreicht der Entropiewert in (4.1.2) sein Maxi-
mum, was im Einklang mit dem Bernoulli-Prinzip ist. Jede Änderung
der a-priori Wahrscheinlichkeiten würde die Existenz zusätzlicher In-
formation über die Quelle bedeuten und folglich einen Entropierück-
gang verursachen.

Nun kann man vermuten, dass die Effizienz des Übertragungssystems
an der Geschwindigkeit, mit der diese Informationsasymmetrie zwi-
schen Quelle und Empfänger abgebaut wird, sowie an der Resistenz
der Nachricht gegen Störungen gemessen werden kann. Diese Ver-
mutungen hat Shannon (1948) rigoros bestätigt. Das Zusammenspiel
von einzelnen Bestandteilen soll durch die Einführung einiger weite-
ren Kennzahlen verdeutlicht werden.

Weitere Kennzahlen und Eigenschaften der Entropie

Definition 4.1.2. i) Gemeinsame (joint) Entropie: Die Entropie ei-
nes Paares von diskreten Zufallsvariablen (X ,Y) mit der Verteilung�

(X = x,Y = y) = p(x,y) ist

�
(X ,Y ) = ∑

x,y
p(x,y) log

1
p(x,y)

. (4.1.4)
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�
(X)

�
(Y )

�
(X ,Y )

I (X ;Y )
�

(X |Y )
�

(Y |X)

Abb. 4.1. Die Kennzahlen rund um die Entropie.

ii) Bedingte Entropie: zwei diskrete Zufallsvariablen (X ,Y ) können als
Eingangs- bzw. Ausgangssignal eines Übertragungskanals betrachtet
werden. Durch Beobachtung von X ändert sich

�
(Y ) auf

�
(Y |X):

�
(Y |X) = ∑

x,y
p(x,y) log

1
p(y|x) = ∑

x
p(x)∑

y
p(y|x) log

1
p(y|x)

= ∑
x

p(x)
�

(Y |X = x) . (4.1.5)

iii) Der Wert dieser Änderung wird durch wechselseitige Information
zwischen X und Y erfasst:

I (X ;Y ) = ∑
x

∑
y

p(x,y) log
p(x,y)

p(x)q(y)
= D [p(x,y)‖p(x)q(y)] ,

(4.1.6)

iv) wobei die relative Entropie oder Kullback-Leibler Distanz � [ν‖µ]
von ν = q(x) bzgl. µ = p(x) definiert ist als



62 4. Regeln und Ausnahmen I: typische Ereignisse

� [ν‖µ] = ∑
x

q(x) log
q(x)
p(x)

. (4.1.7)

v) Der maximale Wert wechselseitiger Information zwischen X und Y
über die Verteilung p(x,y) heißt Kanalkapazität und hat in der Kom-
munikationstheorie eine besondere Bezeichnung

C = max
p(x,y)

I (X ; Y ) . (4.1.8)

Es kann gezeigt werden9, dass die folgenden Aussagen gelten:

i)
�

(X |X) = 0,
�

(Y |X) =
�

(Y ) ⇐⇒ X und Y sind unabhängig.

ii) Die Kettenregel:
�

(X ,Y ) =
�

(X)+
�

(Y |X) ≤ �
(X)+

�
(Y ).

iii) I (X ;Y ) = I (Y ;X)≥ 0 ist der mittlere Informationsgehalt über X aus
Realisierung von Y und umgekehrt. Es gilt:

a) I (X ;Y ) =
�

(X)− �
(X |Y ) =

�
(Y )− �

(Y |X) =
�

(X)+
�

(Y )−�
(X ,Y ).

b) I (X ;X) =
�

(X)− �
(X |X) =

�
(X).

c) I (X ;Y ) ist skaleninvariant: I (cX ;cY )= I (X ;Y ) mit c = const > 0.

iv) � [ν‖µ] ≥ 0, � [ν‖µ] = 0 ⇐⇒ ν ≡ µ.

Die logarithmische Asymptotik

Betrachten wir einen Vektor X n = (X1, . . . ,Xn) von unabhängigen dis-
kreten Zufallsvariablen Xi mit einer gemeinsamen Verteilung

�
:= µ⊗n.

Der Bildbereich oder die Spannweite eines solchen Vektors besteht
aus | � |n Elementen, wo � den Bildbereich jedes der Xi bezeichnet.
Im Kontext der Kommunikationstheorie ist es hilfreich, an Ωn := � n

als Menge aller Wörter der Länge n auf einem endlichen Alphabet
� = {x1, . . . ,xr} mit | � | = r Buchstaben zu denken. Die Sprache, die
durch dieses Alphabet erzeugt wird, kann als eine Wortquelle bezeich-
net werden. Zunächst soll das Auftreten eines bestimmten Buchsta-
bens als ein Zufallsereignis modelliert werden, wobei die möglichen
Korrelationen zur Vereinfachung außer Acht bleiben. Unter diesen An-
nahmen wird jedes Wort zu einer Zeichenfolge aus Realisationen von

9 Vgl. z.B. Cover und Thomas (1991).
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unabhängig und identisch verteilten Zufallsvariablen. Die Wahrschein-
lichkeit eines Textes T = (x1,x2, . . . ,xn) mit jedem xi als Buchstabe ist
dann einfach pk1

1 pk2
2 · · · pkr

r , wobei k j die Anzahl der Buchstaben x j im
Text T ist und p j = p(x j) dessen Frequenz bezeichnet. Man kann ver-
muten, dass die Zahl |A|n, die sozusagen für den Umfang der Sprache
zuständig ist, relativ schnell mit n wachsen wird. Shannon zeigte, dass
dies nicht der Fall ist.

Um das zu sehen, konzentrieren wir uns auf solche Untermengen � n
ε ,

die mit einer großen Wahrscheinlichkeitkeit
�

( � n
ε) ∼ 1 vorkommen,

aber im Vergleich zu | � n| = rn für große n relativ klein sind. Es scheint
sinnvoll, solche Mengen als typische Mengen zu bezeichnen. Die Eigen-
schaften typischer Mengen lassen sich aus der Asymptotic Equipartiti-
on Property (AEP)10 ableiten. Die AEP ergibt sich unmittelbar aus dem
schwachen Gesetz der großen Zahlen und lautet in kompakter Form:
„Fast alles ist fast gleichwahrscheinlich.“

Satz 4.1.2 (Shannon-McMillan-Breiman) Es sei X n = (X1, . . . ,Xn) ein
Vektor von i.i.d. Zufallsvariablen Xi mit Verteilung µi = µ auf � . Dann gilt

−1
n

�
(Xn) → �

(X1) = − ∑
x∈ �

p(x) log p(x) in Wahrscheinlichkeit

(4.1.9)

Beweis: Da die Xi i.i.d. sind, ist es auch log µi. Das schwache Gesetz der
Großen Zahlen besagt, dass

−1
n

�
(Xn)= −1

n

n

∑
i=1

log µi → −E [log µ] =
�

(X1) .

�

Bemerkung. Nach dem starken Gesetz der großen Zahlen hält (4.1.9)
für n → ∞

�
-fast sicher.11

Für n groß genug haben also die beobachteten Folgen eine Wahr-
scheinlichkeit von der Größenordnung

p(x1, . . . ,xn) ≈ 2−n � (X1)

10 Diese Eigenschaft ist auch als der Ergodische Satz der Informationstheorie bzw.
als der Entropiesatz bekannt, vgl. McMillan (1953), Breiman (1957), Gray (1988),
Petersen (1989), Cover und Thomas (1991).

11 Breiman (1957), Shields (1998).
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und sind damit im wesentlichen gleichwahrscheinlich. Mit anderen
Worten, die Anzahl der Folgen der Länge n, die am wahrscheinlichs-
ten zu beobachten sind, ist kleiner als | � |n und liegt in der Größen-
ordnung 2n � (X1) ≤ 2n log | � |. Deshalb spricht man von typischen Folgen
oder Sequenzen.

Definition 4.1.3. Es seien X1, . . . ,Xn i.i.d. Zufallsvariablen mit einer ge-
meinsamen Verteilung p(x). Die typische Folge � n

ε ist repräsentativ für
eine Menge der Folgen X n = (X1, . . . ,Xn) mit der Eigenschaft:

� n
ε :=

{∣∣∣∣−
1
n

�
(Xn)− �

(X1)

∣∣∣∣< ε
}

(4.1.10)

und für n groß genug gilt:

�
( � n

ε) ≥ 1− ε, (1− ε)2n( � (X1)−ε) ≤ | � n
ε | ≤ 2n( � (X1)+ε).

Zusammengefasst besagt die AEP, dass:

i) Zeichenfolgen, die nicht zu einer Menge typischer Folgen � n
ε ge-

hören, unwahrscheinlich sind;

ii) Alle Wörter in � n
ε vergleichbare Wahrscheinlichkeiten haben;

iii) Die Entropierate einer i.i.d. Quelle gleich der Entropie pro Zeichen
ist:

lim
n→∞

1
n

�
(Xn) = lim

n→∞

n
�

(X1)

n
=

�
(X1) . (4.1.11)

iv) Für eine andere Verteilung als die Gleichverteilung die Mengen
� n

ε klein im Vergleich mit der Anzahl aller möglichen Wörter der
Länge n sind:

| � n
ε |

| � n| ≈ 2−n(log r− � (X1)) mit r = | � |.

Bemerkung. Der Ausdruck log r− �
(X1) kann auf die relative Entropie

log r− �
(X1) =

�
(

� | 	 ) bezüglich einer Gleichverteilung 	 zurückge-
führt werden.
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Interpretation der Kennzahlen

All diese obigen Ausführungen lassen sich aus der Sicht der Kommuni-
kationstheorie exakt und eindeutig interpretieren. Ist die Übertragung
rauschfrei, kann das Maximum der Übertragungsrate (=Kanalkapazi-
tät) durch eine geschickte Kodierung der Quelle erreicht werden indem
die Redundanz der Quelle eliminiert wird. Dies impliziert, dass sich
die Quelle in einem Zustand mit Maximum Entropie befindet.

In einem gestörten Kanal ist dagegen eine fehlerfreie Übertragung
nicht mehr selbstverständlich. Entzieht man der Nachricht sämtliche
Redundanz, wird sie für die Störung anfällig.12 Bleibt die Redundanz
hoch, verbessert sich zwar die Resistenz gegen die Störung, dies geht
aber auf Kosten der Übertragungsrate. Zum Teil kann eine hohe Re-
dundanz durch effiziente Kodierung neutralisiert werden. Da aber je-
de Kodierung nachweislich nur endlich „gut“ sein kann, muss man mit
einer Obergrenze der Übertragungsrate rechnen, bei der die durch die
Störung verursachten Fehler noch identifiziert und in bestimmten Fäl-
len auch korrigiert werden können. Das Verfahren, bei dem der Nach-
richt künstlich zusätzliche Redundanz hinzugefügt wird, heißt Kanal-
kodierung im Unterschied zur Quellenkodierung in einem rauschen-
freien Fall. Das bekannteste Beispiel dafür ist die Versendung von ei-
nem oder mehreren Kontrollbits als Teil der Nachricht.

Nun heißt die Obergrenze der Übertragungsrate über alle möglichen
Nachrichten Kanalkapazität und lässt sich in vielen Fällen mit Hilfe der
AEP exakt mathematisch berechnen.13 Liegt die tatsächliche Übertra-
gungsrate asymptotisch unterhalb der Kanalkapazität, kann die Feh-
lerwahrscheinlichkeit beliebig klein gemacht werden. Übersteigt die
tatsächliche Übertragungsrate dauerhaft die Kanalkapazität, ist die
Fehlerwahrscheinlichkeit ε > 0 nicht mehr vernachlässigbar. Für eine
errechnete Kanalkapazität werden die Nachrichten spezifisch kodiert,
um die Übertragungsrate möglichst nahe ihrem Maximum zu halten.

Eine der Kernaussagen der Kommunikationstheorie ist, dass unter be-
stimmten schwachen Annahmen die Quellen- und Kanalkodierung un-
abhängig voneinander vorgenommen werden kann. Das Kommunika-
tionsproblem wird zu einem Optimierungsproblem unter Nebenbedin-

12 Es fehlt in diesem Fall evtl. an Kriterien, auf deren Grundlage ein Filter zur Besei-
tigung einer Störung konstruiert werden kann.

13 Man geht davon aus, dass bei der Grenzwertbetrachtung die Menge aller mögli-
chen Nachrichten sich auf die Menge der typischen Nachrichten reduziert (AEP).
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gungen, bei dem die wechselseitige Information zwischen Quelle und
Empfänger zu maximieren ist.

Das Ökonomische. Teil II

Ist eine plausible ökonomische Interpretation der oben aufgeführten
Kennzahlen möglich? Wir erwägen eine eingeschränkte JA-Antwort.

Es ist hilfreich, sich die wirtschaftlichen (evtl. auch politischen und
sonstigen) Ereignisse als Informationsquelle vorzustellen. In diesem
Licht erscheinen die Aktienkurse bzw. Renditen als Ergebnisse der Ver-
arbeitung der ankommenden Informationen durch die Marktteilneh-
mer. Unter der Annahme homogener Erwartungen der Marktteilneh-
mer bezüglich des Rendite/Risiko-Verhältnisses sind die Auswirkungen
der ankommenden Informationen auf die Aktienkurse/Renditen nach
der Entschlüsselung eindeutig, d.h. die semantische Komponente ist in
diesem Fall irrelevant.

Warum ist die JA-Antwort eingeschränkt? Weil es ein kleines Problem
mit der Quelle gibt. Wie schon vorher erwähnt, es ist zu wenig bekannt
über die Informations- bzw. Unsicherheitsquelle selbst, um sich ein
klares Bild darüber zu schaffen. Was lässt sich unter dem „Generator
der Unsicherheit“ vorstellen? Welche Eigenschaften hat er? Und, vor
allem, von welcher Größenordnung sind die Informationsschocks, die
von den Marktteilnehmern zu verarbeiten sind? Es scheint, dass auch
für die Zukunft relativ wenig Hoffnung besteht, mehr Wissen über die
Unsicherheitsquelle selbst zu bekommen. Um den Modellbildungspro-
zess überhaupt zu ermöglichen, müssen deshalb Annahmen über den „Ge-
nerator der Unsicherheit“ getroffen werden!

Dies impliziert, dass die Kanalkapazität, die maximal mögliche Über-
tragungsrate der Information, nicht berechnet werden kann, sondern
ad-hoc festgelegt werden muss und zur effizienten Informationsver-
arbeitung (man denke an die EMH) unter Umständen nicht ausreicht.
Die Normalverteilung beschränkt beispielsweise die Bandbreite für die
Reaktion auf die möglichen Informationsschocks im wesentlichen auf
den Bereich ±3σ. Liegt die tatsächliche Übertragungsrate höher, dann
ist eine fehlerfreie (sprich: eindeutige) Entschlüsselung der Nachricht
nicht mehr möglich, und zwar unabhängig davon, wie gut die Res-
sourcenausstattung (Rechnerleistung etc.) ist.
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Was wären die möglichen Auswirkungen unzureichender Kanalkapa-
zität? Erstens, die größeren Schocks würden nicht als solche empfun-
den und verarbeitet, sondern als eine Folge kleinerer Signale, die eine
positive zeitliche Abhängigkeit aufweisen. Man würde autoregressi-
ve Effekte da sehen, wo es sie überhaupt nicht gibt (da die Schocks
nicht schnell genug absorbiert werden könnten). Im Extremfall sind
die Long-Memory Effekte vorstellbar. Zweitens, es würde an der not-
wendigen Redundanz in einem gestörten Kanal fehlen. Dies führte zu
Schwierigkeiten, eine Störung als solche zu identifizieren. Die Störung
könnte fälschlicherweise als Information interpretiert werden.

Weiterhin ist es vorstellbar, dass das Problem unzureichender Kanal-
kapazität von den Marktteilnehmern erkannt wird. Eine daraus resul-
tierende Veränderung des Verhaltens der Marktteilnehmer würde zu
Übertreibungen bei der Interpretation der Informationen (overreacti-
on) führen. Die Unsicherheit darüber, ob die pro Zeiteinheit ankom-
mende Informationsmenge vollständig ist (mit anderen Worten, eine
lineare vs. eine konvexe Entropierate), würde eine positive Rückkop-
pelung auslösen. Der Grund dafür wäre die Angst seitens der Markt-
teilnehmer, ein mögliches Ausmaß der aus der Informationsverar-
beitung resultierenden Kurs/Renditeschwankungen zu unterschätzen.
Die möglichen Folgen sind natürlich Fehlbewertungen der Wertpapie-
re aufgrund einer verlangsamten Informationsauswertung.

Bei so vielen möglichen Problemen, was spricht dagegen, die (ad-hoc
festgelegte) Kanalkapazität höher zu setzen? Eigentlich nichts, außer,
man würde in diesem Fall den Normalverteilungsbereich verlassen.14

Diese Tatsache ist nicht problematisch per se, abgesehen davon, dass
dadurch die Grundannahmen der klassischen Finance-Theorie ernst-
haft verletzt wären. Verfolgt man den Rückweg, der zu einer Annah-
me der Normalverteilung bei den Aktienrenditen führt, dann stellt sich
heraus, dass weder ein Random Walk Modell noch eine Brownsche
Bewegung als Grundlage zur Modellierung der finanzwirtschaftlichen
Zeitreihen geeignet wäre, ohne die Normalverteilung als Ergebnis der
Herleitungen akzeptieren zu müssen.

Bemerkenswert ist, dass die oben beschriebenen möglichen Auswir-
kungen der unzureichenden Kanalkapazität auf dem Aktienmarkt tat-

14 Der Grund dafür ist, dass für die gegebenen Mittelwert und Varianz die Normal-
verteilung eine Maximum-Entropie-Verteilung ist, d.h. sie weist die höchste Kanal-
kapazität auf.
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BEISPIEL 4.1

Es sei X ∼ N
(
µ,σ2

)
, f (x) =

√
1

2πσ2 exp
{
− (x−µ)2

2σ2

}
.

Dann

− log2 f (x) =
1
2

log2

(
2πσ2

)
+(log2 e) (x−µ)2 /

(
2σ2
)

.

Da E

[
(X −µ)2

]
= σ2 gilt, ergibt sich



(X) = E [− log2 f (x)] =

1
2

log2

(
2πσ2

)
+

1
2

log2 e =
1
2

log2

(
2πeσ2

)
.

Damit steht folgendes fest:

• Für kleinere σ-Werte kann Entropie beliebig klein sein
• Die Endlichkeit der Entropie ist unmittelbar an die endliche Varianz der Normalver-

teilung gebunden.

sächlich empirisch beobachtet werden. Wäre das nicht ein zusätzlicher
Grund dafür, sich von der Normalverteilung als Modell der Aktienren-
diten zu distanzieren?

Entropie: der stetige Fall

Um eine Erweiterung des Entropiebegriffes auf kontinuierliche Zu-
fallsvariablen bzw. auf beliebige Zufallsexperimente vorzunehmen, be-
trachtet man eine kontinuierliche Zufallsvariable X (Ω,F ,

�
) mit Ver-

teilung F (x) ≡ �
(X ≤ x). Unter der Annahme, dass die Verteilungs-

funktion F (x) absolutstetig ist, existiert eine Dichtefunktion f (x) ≡
F ′ (x).

Definition 4.1.4 (Entropie, kontinuierlich). Die Entropie (oder die
Differentialentropie) einer kontinuierlichen Zufallsvariable X ist definiert
als �

(X) = −
∫

f (x) log2 f (x)dx = E [− log2 f (x)] , (4.1.12)

wenn das Integral existiert.15 Die Integration erfolgt über den Träger der
Dichte f (x).

Die Erweiterung auf kontinuierliche Zufallsvariablen hat zur Folge,
dass der Ausdruck (4.1.12) im Vergleich mit (4.1.2) nicht mehr end-
lich zu sein braucht. Eine sinnvolle Definition beschränkt sich da-
her auf den Bereich der endlichen Werte für E [max{ln f (x)}] bzw.

15 Vgl. Shannon (1948), S. 414 bzw. Cover und Thomas (1991), S. 224.



4.1 Entropie als inverses Informationsmaß 69

E [max{− ln f (x)}] (Vgl. Beispiel 4.1). Dazu kommt, dass die Differen-
tialentropie einer von X nach αX (α > 0) reskalierten Zufallsvariable
um den Faktor log2 α steigt; Differentialentropie ist also nicht skalen-
invariant. Angesichts dieser Komplikationen schlugen Kullback und
Leibler (1951) (auch Kullback (1959)) drei Jahre nach Shannon ein
Maß der Divergenz zwischen zwei Verteilungen vor.

Definition 4.1.5 (Relative Entropie). Das Funktional

� ( f‖g) =
∫

f (x) log

(
f (x)
g(x)

)
dx (4.1.13)

heißt relative Entropie, wobei f und g Wahrscheinlichkeitsdichtefunktio-
nen sind. Ist der Träger von g(x) nicht im Träger von f (x) enthalten, ist
relative Entropie unendlich. Wir vereinbaren 0log 0

0 = 0, 0 ·∞ = 0.

Die relative Entropie ist auch als Kullback-Leibler Informationskrite-
rium, Cross-Entropie, Divergenz oder als Kullback-Leibler Distanz be-
kannt.16 Denkt man in der obigen Definition an die Funktionen f (x)
und g(x) als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen zweier Wahrschein-
lichkeitsmaße � bzw.

�
, lässt sich sehr anschaulich eine Brücke zur

Wahrscheinlichkeitstheorie aufbauen. Im folgenden führen wir eini-
ge Grundeigenschaften der relativen Entropie auf. Es sei

�
ein σ-

endliches17 Wahrscheinlichkeitsmaß auf einem Messraum (Ω,F ) und
� ein für alle messbaren Mengen A ∈ F bezüglich

�
absolutsteti-

ges Maß mit der Radon-Nikodym-Ableitung X ≡ d � /d
�

. Zur Vereinfa-
chung setzen wir A = Ω fest. Es gilt

� ( � ‖ �
) =

∫

Ω
d � ln

d �
d

� =

∫

Ω

d �
d

� ln
d �
d

� d
�

= E � [lnX ] = E 
 [X lnX ] , (4.1.14)

� ( � ‖ �
) < ∞ ⇐⇒ � � �

. (4.1.15)

16 Obwohl die relative Entropie für zwei Maße ν und µ nichtnegativ und ungleich
Null außer ν = µ ist, stellt die Kullback-Leibler Distanz keine „echte“ Metrik dar:
sie ist weder symmetrisch, d.h. � (ν‖µ) 6= � (µ‖ν), noch genügt sie der Dreiecks-
gleichung ρ(ν,µ) ≤ ρ(ν,η)+ρ(η,µ) für ein drittes Maß η. Insoweit ist eine weitere
Bezeichnung als gerichtete Distanz gerechtfertigt.

17 Ein Maß µ auf einer σ-Algebra A heißt σ-endlich, wenn eine Aufteilung {Fn}n≥1 ⊂ A
existiert, so dass Ω = ∑∞

1 Fn und µ(Fn) < ∞ für alle n ≥ 1 gilt.
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Unter Berücksichtigung der Identität ln (x) ≤ x−1 lässt sich leicht zei-
gen, dass die relative Entropie immer nichtnegativ ist:

� ( � ‖ �
) = −

∫

Ω
d � ln

d
�

d � ≥−
∫

Ω
d �

(
d

�
d � −1

)

= −
∫

Ω
(d

� −d � ) = 0. (4.1.16)

Sie ist gleich Null genau dann, wenn
� ≡ � . Für beliebige drei abso-

lutstetige Wahrscheinlichkeitsmaße � � � � �
gilt:

� ( � ‖ �
) =

∫

Ω
d � ln

d �
d

� =
∫

Ω
d � ln

(
d �
d �

d �
d

�
)

=

∫

Ω
d � ln

d �
d � +

∫

Ω
d � ln

d �
d

� , (4.1.17)

woraus resultiert

� ( � ‖ �
) = � ( � ‖ � )+E �

(
ln

d �
d

�
)

. (4.1.18)

Für � � �
gilt:

� ( � ‖ �
) = sup

Φ

(
E � [Φ]− ln E 
 [exp (Φ)]

)
, (4.1.19)

wobei das Supremum über alle beschränkten Zufallsvariablen Φ be-
rechnet wird, für die exp (Φ)

�
-integrierbar ist bzw. alle Momente be-

sitzt, d.h. E 
 [exp (Φ)] < ∞. Um das zu zeigen, legen wir Φ = ln
d �
d

� =

ln f fest. Es ist leicht zu sehen, dass

E � [Φ]− ln E 
 [exp (Φ)] =
∫

Ω
d � ln f − ln

(∫

Ω
d

�
f

)

= � ( � ‖ �
)− ln

(∫

Ω
d �
)

= � ( � ‖ �
) . (4.1.20)

Damit ist das Supremum über alle Φ nicht kleiner als die Divergenz.
Weiterhin gilt für jedes Φ:

E � [Φ]− ln E 
 [exp (Φ)]

=
∫

Ω
d � ln

(
exp (Φ)∫

Ω d
�

exp (Φ)

)
=
∫

Ω
d � ln

(
d � /d

�
d � /d

� ∗

)
, (4.1.21)
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wobei durch
� ∗ � �

ein neues Wahrscheinlichkeitsmaß

� ∗ =
∫

Ω

exp (Φ)

E 
 [exp (Φ)]
d

�
bzw.

d
� ∗

d
� =

exp (Φ)

E 
 [exp (Φ)]
6= 0 (4.1.22)

definiert wird. Man nennt es auch tilted (twisted) Distribution. Der
Übergang zu einem nach (4.1.22) definierten Wahrscheinlichkeitsmaß
heißt Cramér (Esscher) Transformation und kann dazu verwendet wer-
den, um ein äquivalentes Martingalmaß für die Bewertung derivativer
Finanztitel zu finden.18 Da � � � ∗ � �

, folgt aus (4.1.21)

� ( � ‖ �
)−
(
E � [Φ]− ln E 
 [exp (Φ)]

)

= ln E 
 [exp (Φ)] = � ( � ‖ � ∗) ≥ 0 (4.1.23)

wegen der Eigenschaft (ii). Da die Formel (4.1.23) keiner Einschrän-
kung bezüglich der Zufallsvariable Φ unterliegt, gilt sie für alle Φ
und folglich auch für das Supremum über alle Φ. Die Ungleichung
(4.1.23) wird nach der Eigenschaft (ii) genau dann zur Gleichung,
wenn � =

� ∗ ist.

Das Maximum Entropie Prinzip

Der Maximum Entropie Prinzip wurde erstmals von Jaynes (1957)
dargestellt.19

“It is now evident how to solve our problem; in making inferences on
the basis of partial information we must use that probability distribution
which has maximum entropy subject to whatever is known. This is the
only unbiased assignment we can make; to use any other would amount
to arbitrary assumption of information which by hypothesis we do not
have.”20

Shore und Jonson (1980) geben der ersten intuitiven Idee eine for-
male axiomatische Form und später21 auch eine theoretische Begrün-
dung. Maximum Entropie (ME) ist ein Verfahren zur Schätzung einer

18 Gerber und Shiu (1994), Jensen (1995), Bühlmann u.a. (1996).
19 Zur ausführlichen Diskussion vgl. Cover und Thomas (1991), Cherny und Maslov

(2004).
20 Jaynes (1957), S. 623.
21 Jonson und Shore (1983).
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BEISPIEL 4.2
Ist � das Maß einer Gleichverteilung, dann gilt

� = (1/n,1/n, . . . ,1/n) ,

� ( � ‖ � ) =
n

∑
i=1

pi ln
pi

1/n
= lnn−

(
−

n

∑
i=1

pi ln pi

)
= lnn− 


( � ) . (4.1.24)

Die Minimierung von � ( � ‖ � ) wird in diesem Fall zur Maximierung von



( � ). Im
allgemeinen sind aber diese zwei Prinzipien unterschiedlich. ME ist ein Prinzip, bei
dem die absolute Unsicherheit maximiert wird; beim Minimum Divergenz Prinzip mi-
nimiert man die Divergenz zwischen � und � .

Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Grundlage von bekannten Momen-
ten (Nebenbedingungen). Dabei wird nur die in den Nebenbedingun-
gen enthaltene Information als relevant eingestuft; der Rest unterliegt
maximaler Unsicherheit. Intuitiv gesehen, haben die Verteilungen mit
höherer Entropie entsprechend höhere Konzentration um den Mittel-
wert; sie sind in der Natur auf verschiedenen Wegen konsequent rea-
lisierbar und folglich auch öfters anzutreffen.22 Nehmen wir an, die
Information über eine Wahrscheinlichkeitsverteilung wäre in der Form
von r Momenten verfügbar:

E [gk] =
N

∑
i=1

pigki = ak, k = 1, . . . ,r. (4.1.25)

Dann nimmt die ME-Lösung die folgende exponentielle Form an23:

pi = exp

(
−λ0 −

r

∑
k=1

λkgki

)
. (4.1.26)

λ0 und λk’s sind dabei Konstanten, die sich aus den Nebenbedingun-
gen für ∑ pi = 1 und für E [gk] ergeben. Existiert eine solche Parame-
termenge, die den spezifizierten Nebenbedingungen genügt, dann ist
die ME-Lösung eindeutig24. Die Maximierung des Informationsmaßes
impliziert, dass die resultierende Verteilung genau diejenige Lösung
darstellt, die alle in den Nebenbedingungen enthaltene Informationen

22 Jaynes (1982).
23 Tribus (1969).
24 Cover und Thomas (1991).
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ausnutzt; anderseits wird auch die maximale Irrelevanz bezüglich un-
bekannter Information garantiert25.

Sehr ähnlich zum ME-Prinzip lässt sich das Minimum Divergenz Prinzip
von Kullback (1959) formulieren. Gegeben die a-priori Wahrschein-
lichkeitsverteilung

�
, sollte man aus allen zulässigen26 Wahrschein-

lichkeitsverteilungen diejenige auswählen, die � ( � ‖ �
) minimiert. Im

Finance entspricht das Minimum Divergenz Prinzip unter linearen Ne-
benbedingungen der Suche nach einem Minimum-Entropie Martingal-
maß in einem einperiodigen Bewertungsmodell für derivative Finanz-
titel.27 Für den Fall, dass alle exponentiellen Momente der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, die die Preisentwicklung der Wertpapiere
beschreibt, endlich sind, ist die Lösung bekannt.28 Das Minimum-
Entropie Martingalmaß ist die Esscher-Transformierte des Originalma-
ßes

�
.

Bei mehrperiodigen Modellen und bei Modellen in stetiger Zeit ist die
Form des Minimum-Entropie Martingalmaßes nur in einigen Spezial-
fällen bekannt.29 Die Suche nach dem Minimum-Entropie Martingal-
maß kann als duales Problem zur Maximierung einer exponentiellen Nut-
zenfunktion betrachtet werden.30 Cherny und Maslov (2004) geben
eine explizite Lösung des Problems der Maximierung einer exponen-
tiellen Nutzenfunktion in einem allgemeinen Modell in diskreter Zeit
an. Die Dualität zweier Problemen wird aus der Lösung offensichtlich.

Einige klassische Beispiele der ME-Lösung

Teilweise in Anlehnung an Landsberg (1971) zeigen wir, wie einige
Wahrscheinlichkeitsverteilungen als Lösungen eines ME-Problems dar-
gestellt werden können.

Die Gleichverteilung. Es sei
�

(X = x j) = p j, j = 1, 2, . . . ,N. Hat eine
Verteilung eine einzige Nebenbedingung zu erfüllen, nämlich ∑ p j = 1,
dann ist die entsprechende ME-Verteilung eine Gleichverteilung. Mit
dem Lagrange-Ansatz ergibt sich:

25 Jaynes (1957).
26 D.h., für die die Nebenbedingungen an die Momente nicht verletzt sind.
27 Vgl. Branger (2002) und Referenzen dort.
28 Vgl. zum Beispiel Föllmer und Schied (2002), Korollar 3.27.
29 Fujiwara und Miyahara (2003).
30 Fritelli (2000), Goll und Rüschendorf (2001), Schachermayer (2001).
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L = −
N

∑
j=1

p j ln p j +λ

(
N

∑
j=1

p j −1

)
= −

N

∑
j=1

p j (ln p j −α)+C,

C = const (4.1.27)
∂L
∂p j

= −
(

ln p j −α+ pi
1
pi

)
!
= 0

=⇒ ln p j = α−1
!
= const (4.1.28)

Folglich sind alle p j gleich. Durch eine Normierung erhalten wir p j =
p = 1/N. Der ME-Wert ist also

�
max = −

N

∑
j=1

1
N

ln
1
N

= lnN. (4.1.29)

Kommt als weitere Nebenbedingung ein bekannter Mittelwert µ dazu,
bekommt die Lagrange-Funktion einen zusätzlichen Summanden:

L = −
N

∑
j=1

p j log p j +λ0

(
N

∑
j=1

p j −1

)
+λ1

(
N

∑
j=1

p jx j −µ

)

= −
N

∑
j=1

p j (ln p j −α+βxi)+C (4.1.30)

∂L
∂p j

= −(ln p j −α+1+βxi) (4.1.31)

Diese Gleichung hat zwei Parameter, α und β. Die Lösung lässt sich
deshalb nur in parametrischer Form angegeben. Mit dem Ansatz

p j =
1
Z

exp (−βx j) , Z ≡
N

∑
j=1

exp (−βx j) (4.1.32)

erfüllt sich die Nebenbedingung an die Summe der Wahrscheinlichkei-
ten automatisch. Der Parameter α kommt also nicht mehr vor und der
ME-Wert ist

�
max = −

N

∑
j=1

p j [−βx j − lnZ] = βµ+ lnZ. (4.1.33)
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Die Normalverteilung. Das nächste Beispiel zeigt, dass aus allen Ver-
teilungen mit gegebener Varianz σ2 die Normalverteilung eine ME-
Verteilung ist. Es sei p(x), x ∈ � die Wahrscheinlichkeitsdichtefunkti-
on. Die Lagrange-Funktion ist:

L = −
∞∫

−∞

p(x) ln p(x)dx−α
∞∫

−∞

p(x)dx−β
∞∫

−∞

x2 p(x)dx. (4.1.34)

Die Maximierung ist nach beliebiger Variationen von p(x) vorzuneh-
men. Es gilt:

ln p(x)−α−βx2 !
= 0. (4.1.35)

Wir nehmen den Ansatz

p(x) = α exp
(
−βx2) , β > 0. (4.1.36)

Dies kann die Normierung erleichtern, da das Integral von p(x) zu
einer Klasse von Gausschen Integralen gehört31. Es ergibt sich damit

α
∞∫

−∞

exp
(
−βx2)dx = α ·2 · 1

2

√
π
β

= 1, (4.1.37)

α
∞∫

−∞

x2 exp
(
−βx2)dx = σ2 =

2α
4β

√
π
β

=
1

2β
(4.1.38)

und schließlich durch das Einsetzen in (4.1.36)

p(x) =
1√

2πσ2
exp

(
− x2

2σ2

)
.

Eine Erweiterung für den Erwartungswert µ 6= 0 ist sehr einfach und
erfolgt durch eine leichte Modifizierung der Nebenbedingungen:

ln p(x)−α−β(x−µ)2 − γ(x−µ)
!
= 0, (4.1.39)

α
∞∫

−∞

x2 exp
[
−β(x−µ)2

]
dx = σ2, (4.1.40)

∞∫

−∞

x exp [−β(x−µ)]dx = 0. (4.1.41)

31 Auf der Website http://mathworld.wolfram.com/GaussianIntegral.html lassen

sich für das Integral In (β) =
∫ ∞

0
xn exp

(
−βx2

)
dx die folgenden Einzelwerte ent-

nehmen: I0 (β) = 1
2

√
π
β , I2 (β) = 1

4β

√
π
β .
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Wegen (4.1.41) bleiben die Parameter α und β in (4.1.39) unverän-
dert. Die resultierende Dichte ist

p(x) =
1√

2πσ2
exp

[
−(x−µ)2

2σ2

]
. (4.1.42)

4.2 Die „Nicht-Shannon“-Entropien

Die Modellierung der Tail-Ereignisse

Betrachtet man die Entropie als eine gewichtete Summe der Wahr-
scheinlichkeiten, dann führen sowohl sehr geringe als auch sehr große
Wahrscheinlichkeiten zu relativ kleinen Werten der Entropie. Solche
Ereignisse sind untypisch, sie verursachen nur kleine Änderungen der
Entropie und bleiben nach dem Satz von Shannon-McMillan-Breiman
(4.1.2) bei der Grenzwertbetrachtung außer Acht. Bei den Verteilun-
gen vom Pareto-Typ spielen aber gerade solche Tail-Ereignisse eine
wichtige Rolle. Je dicker die Tails einer Verteilung sind, desto höher
sind die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten im Vergleich zur Nor-
malverteilung. Die Erkenntnis, dass die Tail-Ereignisse im Pareto-Fall
nicht mehr vernachlässigt werden dürfen, scheint damit unmittelbar
im Widerspruch mit dem Satz von Shannon-McMillan-Breiman zu ste-
hen. Hat dieses Rätsel eine Lösung? Diese Frage kann sogar noch all-
gemeiner gestellt werden: lassen sich die Verteilungen vom Pareto-Typ
mittels des Maximum-Entropie Verfahrens herleiten?

Die Antwort ist „Ja“. Allerdings wird es mit der Shannon-Entropie
nicht mehr möglich sein. Die Shannon-Entropie lässt die untypischen
Ereignisse bei der Grenzwertbetrachtung „aussterben“. Um das zu ver-
hindern bzw. das Verhältnis zwischen den typischen und den untypi-
schen Ereignissen zu Gunsten der letzteren zu verändern, ist es not-
wendig, die sehr kleinen Wahrscheinlichkeiten relativ zu den restli-
chen Wahrscheinlichkeiten zu vergrößern. Dies kann durch eine nicht-
lineare Skalierung und eine entsprechende Normierung erfolgen. Da-
bei wird die Verteilungsfunktion derart verformt, dass sie an den Flan-
ken flacher wird. Mathematisch lässt sich dieser Vorgang durch die
Einführung eines zusätzlichen Parameters q beschreiben, der für den
Grad der Nichtlinearität bei der Verformung der Wahrscheinlichkeiten
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zuständig ist. Da die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch die Maxi-
mierung der Entropie hergeleitet wird, geht der Parameter q in die
Entropie-Formel ebenfalls mit ein. Die Idee liegt also in der Parame-
trisierung der Entropie bzw. der Zielfunktion im Maximum-Entropie
Verfahren. Im Folgenden betrachten wir zwei Möglichkeiten, dies zu
erreichen.

Die Blindheit32 der Entropie für die Feinstruktur einer Verteilung, für
ihre Tails, kann durch die Bildung sogenannter Begleitverteilungen (es-
cort distributions) korrigiert werden. Man bildet aus der ursprüngli-
chen Verteilung p ≡ (p1, . . . , pk) mit Hilfe eines Parameters q eine neue
Verteilung

pq ≡
(
Z−1 pq

1, . . . ,Z
−1 pq

k

)

mit einer Normierungskonstanten

Z ≡
k

∑
i=1

pq
i .

Nach dieser Transformation lassen sich die Eigenschaften der neuen
Verteilung im Vergleich mit der ursprünglichen Verteilung in Abhän-
gigkeit vom Parameter q wie folgt charakterisieren. Der Wert q = 1
entspricht der ursprünglichen Verteilung. Für q > 1 werden alle Wahr-
scheinlichkeiten durch die Potenz q zunächst verkleinert. Diese Verän-
derung erfolgt aber nicht gleichmäßig, sondern umso stärker, je klei-
ner die ursprüngliche Wahrscheinlichkeiten pi gewesen sind. Nach der
Normierung um Z < 1 werden alle Wahrscheinlichkeiten wieder grö-
ßer. Die Korrektur erfolgt wiederum nicht gleichmäßig, sondern ver-
stärkt im Rand- und zentralen Bereich. Die Mitte wird relativ schwach
angehoben, weil viel Masse ins Zentrum und in die Flanken fließt. Der
zentrale und der Randbereich profitieren sozusagen auf Kosten der
Mitte. Die Tails werden dicker und klingen langsamer ab. Der zentrale
Bereich der Dichtefunktion wird spitzer und der Abfall beim Übergang
zu den Flanken wird steiler.

Mit 0 < q < 1 erreicht man den Gegeneffekt: es werden zwar al-
le Wahrscheinlichkeiten angehoben, allerdings profitieren davon die
ursprünglich kleineren Wahrscheinlichkeiten verhältnismäßig mehr.33

32 Dieser Ausdruck stammt von Eberling u.a. (1998).
33 Die q < 1-Potenz einer Zahl 0 < p < 1 ist größer als p; allerdings ist die relative

Steigerung pq/p = pq−1 eine fallende Funktion von p.
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Nach der Normierung um Z > 1 bekommt man als Ergebnis eine Ver-
teilung, deren Rand- und Mittelbereich auf Kosten der immer flacher
werdenden Spitze höhere Wahrscheinlichkeiten als ursprünglich auf-
weist. Dabei wird der Randbereich selbst zunehmend schmaler und
die Verteilung bekommt u.U. einen kompakten Träger. Die Werte q < 0
führen zu den mehrgipfligen Verteilungen, im Extremfall q → −∞ er-
gibt sich ein Rechteck.

Grundsätzlich kann das Verfahren der Begleitverteilungen auf unter-
schiedliche Arten der Entropie angewendet werden. Die zwei bekann-
testen sind die Rényi-Entropie34 und die Tsallis-Entropie.35

Es sei X eine Zufallsvariable mit Werten in einer endlichen Menge X
und p(x) =

�
(X = x) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X .

Definition 4.2.1. Die q-Order Rényi-Entropie von p(x) (oder von X)
ist definiert für 0 < q < ∞, q 6= 1 als

� R
q (p) ≡ 1

1−q
ln ∑

x
(p(x))q =

1
1−q

ln E

[
p(x)(q−1)

]
. (4.2.1)

Die Rényi-Entropien der Ordnungen q = 0 und q = 1 sind als Grenz-
werte von

�
q bei q → 0 bzw. q → 1 definiert und resultieren in

� R
0 (p) = lim

q→0

� R
q (p) = ln µ ({x : p(x) > 0}) , und (4.2.2)

� R
1 (p) = lim

q→1

� R
q (p) =

�
(p) . (4.2.3)

Der Logarithmus des Trägers der Dichtefunktion entspricht also der
Rényi-Entropie der Ordnung q = 0 und die Shannon-Entropie kann als
ein Spezialfall der Rényi-Entropie mit dem Index q = 1 betrachtet wer-
den.

Die Rényi-Entropie stellt nicht die einzige Möglichkeit dar, eine (zu
Shannon-) alternative Entropie zu definieren. Unter Beachtung der
Identität

lim
y→0

ln (1+ y)
x

= 1

mit ∑x (p(x))q − 1 an Stelle von y wird die hinter der Tsallis-Entropie
liegende Idee schnell deutlich.

34 Rényi (1961).
35 Tsallis (1988). In der Literatur ist eine alternative Bezeichnung Havrda-Charvat-

Entropie nach Havrda und Charvat (1967) ebenfalls geläufig.
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Definition 4.2.2. Die q-Order Tsallis-Entropie von p(x) ist definiert
für q ∈ � , q 6= 1 als

�
q (p) ≡ 1

1−q

(
∑
x

(p(x))q −1

)
. (4.2.4)

Der funktionale Zusammenhang zwischen der Rényi- und Tsallis-
Entropie ist leicht ersichtlich:

� R
q (p) =

1
1−q

ln (1+(1−q)
�

q (p))

und bei der Grenzwertbetrachtung q → 1 geht die Tsallis-Entropie
ebenfalls in die Shannon-Entropie über.

Die Tsallis-Entropie: wozu ist sie gut?

Sowohl die Tsallis-Entropie als auch die Rényi-Entropie kann zur Mo-
dellierung von skaleninvarianten Systemen verwendet werden. Aller-
dings hat die Tsallis-Entropie im Gegensatz zur Rényi-Entropie eine
sehr merkwürdige Eigenschaft, die sie für die Modellierung besonders
interessant macht. Sie ist nämlich von nicht extensiver Natur. Was ist
darunter zu verstehen?

Der Hauptmerkmal der Extensivität ist nach Touchette (2002) ei-
ne asymptotisch konstante Entropierate. Dies gilt sowohl für die
Shannon-Entropie36

�
(X ) = lim

n→∞

1
n

�
(Xn) = lim

n→∞

n
�

(X1)

n
=

�
(X1) . (4.2.5)

als auch für die Rényi-Entropie und gilt nicht für die Tsallis-Entropie.
Die zeitlichen Abhängigkeiten bzw. die Korrelationen sind bei den ex-
tensiven Systemen kurzfristiger Natur und werden bei der Grenzwert-
betrachtung absorbiert. Mit anderen Worten sind solche Abhängigkei-
ten auf die Dauer vernachlässigbar. Bei den Langzeitabhängigkeiten
ist das nicht der Fall. Die Entropierate eines Systems mit den Lang-
zeitabhängigkeiten hat u.U. keinen Grenzwert für n → ∞ und steigt
folglich überproportional mit n. Die Tsallis-Entropie scheint ein geeig-
netes Werkzeug zur Modellierung von solchen Systemen darzustellen.

36 Vgl. die Eigenschaft iii) auf der Seite 64.
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Eine andere Eigenschaft, die der Nicht-Extensivität sehr ähnlich, aber
nicht äquivalent ist, heißt Nicht-Additivität. Sie kommt dadurch zu-
stande, dass die Entropie einer Summe von zwei unabhängigen Sub-
systemen nicht mehr zwangsläufig gleich der Summe von entspre-
chenden Entropien sein muss. Stattdessen bestimmt sich die Entropie
der Summe nach der Formel37 (hier die Tsallis-Entropie)

�
q (A+B) =

�
q (A)+

�
q (B)+ k (1−q)

�
q (A)

�
q (B) . (4.2.6)

Dabei ist k eine Konstante und A und B sind zwei unabhängige Syste-
me, d.h. pi j (A+B) = pi (A) + p j (B). Für q größer bzw. kleiner Eins
spricht man entsprechend von der Sub- bzw. Super-Additivität. Ein
nichtextensives System ist gewöhnlich auch nichtadditiv. Es kann aber
Ausnahmen geben.38 Im Allgemeinen gehören die Nicht-Extensivität
bzw. die Nicht-Additivität (oder die beiden Eigenschaften zusammen)
zu den charakteristischen Merkmalen eines nicht homogenen Systems.
Die Homogenität ist ein Zustand, in dem die Entropie eines Systems als
Ganzes durch eine Aufteilung in mehrere Einzelteile nicht beeinflusst
wird. Es gilt also:

�
(aX) = a

�
(X) , a = const. (4.2.7)

Aus (4.2.6) bzw. (4.2.4) folgt, dass diese Eigenschaft durch die Tsallis-
Entropie ebenfalls verletzt ist, da die Konstante zusammen mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte nichtlinear skaliert wird. Weiterhin ist die
Nicht-Homogenität ein typisches Merkmal von Systemen, die überwie-
gend durch die Langzeitabhängigkeiten charakterisiert werden bzw.
ein (multi)fraktal-ähnliches Verhalten aufweisen.39 Ein homogenes
System ist faktorisierbar, d.h. die n-Schritt-Wahrscheinlichkeit lässt
sich als Produkt der Ein-Schritt-Wahrscheinlichkeiten darstellen:

p(xn) = p(x1) p(x2) · · · p(xn) . (4.2.8)

Ein nicht homogenes System kann lediglich durch das Produkt der
bedingten Wahrscheinlichkeiten charakterisiert werden:

p(xn) = p(x1) p(x2|x1) p(x3|x1x2) · · · p(xn|x1x2 . . .xn−1) . (4.2.9)

37 Tsallis (1988).
38 Zu den Einzelheiten vgl. Touchette (2002).
39 Die Einzelheiten und Definitionen solcher Systeme folgen in weiteren Kapiteln die-

ser Arbeit.
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Die fehlende Homogenität kann mit den divergenten Momenten wie
z.B. der unendlichen Varianz im Zusammenhang stehen. Dies führt
wiederum zu Verteilungen vom Pareto-Typ, die mit der Shannon-
Entropie nicht adäquat abgebildet werden können, für die Tsallis-
Entropie aber eine ideale Anwendung sind.40

Tsallis-Entropie: die resultierende Verteilung.

Im stetigen Fall schreibt sich die Tsallis-Entropie als

�
q (p) = − 1

1−q

(
1−

∫ ∞

−∞
p(x)q dx

)
. (4.2.10)

Die Verteilung von Tsallis-Typ lässt für bestimmte Werte des Parame-
ters q fat-tails zu und kann mittels Maximum-Entropie Verfahrens her-
geleitet werden. Die Nebenbedingungen an Momente sind durch eine
Art Gewichtsfunktion p(x)q explizit gegeben und erzwingen die Kon-
vergenz der Momente.

Die Lagrange-Funktion Fq (p) kann wie folgt angegeben werden:41

Fq [p(x)] ≡− 1
1−q

(
1−

∫ ∞

−∞
p(x)q dx

)
−β

∫ ∞

−∞
|x|ν p(x)q dx

+α
∫ ∞

−∞
p(x)dx. (4.2.11)

Die Entropie (4.2.10) wird unter der Nebenbedingung maximiert, dass

i. das ν-te „q-Moment“ (der zweite Summand in der Gleichung) kon-
stant und endlich bleibt, und

ii. p(x) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.

In einer Serie von Arbeiten aus der Physik42 wurde ν = 2 gewählt. Dies
würde bei den Anwendungen im Finance der Varianz einer standardi-
sierten Begleitverteilung entsprechen, da die ursprüngliche Varianz we-
gen der (angenommenen) fat-tails nicht endlich zu sein braucht.

40 In einer Serie von Arbeiten wie z.B. Brody u.a. (2004), Bashkirov (2004) wird der
Zusammenhang zwischen der Rényi-Entropie und den Potenzgesetzen untersucht.

41 Zanette und Alemany (1995).
42 Alemany und Zanette (1994), Zanette und Alemany (1995), Tsallis u.a. (1995).
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Als Lösung des Maximierungsproblems (4.2.11) resultiert

p(x) = A
(

1− (1−q)βx2
)1/(1−q)

, (4.2.12)

wobei A eine Normierungsfunktion ist und die beiden Lagrange-
Multiplikatoren sich aus den entsprechenden (bekannten) Momenten
ergeben.43

Im Einzelnen lässt sich aus der Optimierung44 (Maximierung für q > 1
und Minimierung für q < 1) des Ausdrucks

Sq [p] =
1

1−q

{∫ ∞

−∞

dx
σ
[
σp(x)

]q −1

}
(4.2.13)

unter der Nebenbedingungen
∫ ∞

−∞
p(x)dx = 1, (4.2.14)

∫ ∞

−∞
x2Pq (x)dx = σ2, (4.2.15)

wobei σ eine positive endliche Konstante und Pq (x) eine Begleitvertei-
lung

Pq (x) =
[p(x)]q∫ ∞

−∞ [p(x)]q dx
(4.2.16)

ist, die Maximum Entropie Tsallis-Verteilung pq (x) herleiten. Es gilt:45

i) für 1 < q ≤ 3

p(x) =
1
σ

(
q−1

π(3−q)

)1/2 Γ
(

1
q−1

)

Γ
(

3−q
2(q−1)

)
(

1− 1−q
3−q

x2

σ2

)1/(1−q)

,

(4.2.17)

ii) für q = 1

p(x) =
1√

2πσ2
exp

(
− x2

2σ2

)
, (4.2.18)

43 Buiatti u.a. (1999), Tsallis (2001).
44 Vgl. Prato und Tsallis (1999)
45 Prato und Tsallis (1999).
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Abb. 4.2. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen pq (x) für einige Werte des q.

iii) für q < 1

p(x) =
1
σ

(
1−q

π(3−q)

)1/2 Γ
(

5−3q
2(1−q)

)

Γ
(

2−q
1−q

)
(

1− 1−q
3−q

x2

σ2

)1/(1−q)

,

(4.2.19)
wenn x2 < σ2 [(3−q)/(1−q)] und Null sonst.

Prato und Tsallis (1999) zeigten, dass der Träger von pq (x) für q ∈
(−∞,1) kompakt ist. Die Tails sind exponentiell für q = 1 (dieser Spezi-
alfall entspricht der Normalverteilung) und weisen ein Potenzgesetz-
ähnliches Verhalten für q > 1 auf (mit pq (x) ∼ |x|2/(1−q) für |x| � σ).
Bei einer näheren Betrachtung stellt sich heraus, dass die Tsallis-
Verteilung für 1 < q ≤ 3 der Student t-Verteilung mit λ Freiheitsgraden
entspricht,46 wobei λ ≡ (3−q)/(q−1) > 0 festgelegt wird:47

46 Souza und Tsallis (1997).
47 µ und σ sind hier entsprechend der Lage- bzw. Skalenparameter.
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p(x) =
1

σ
√

π λ

Γ
(

λ+1
2

)

Γ
(

λ
2

)
[

1+
1
λ

(
x−µ

σ

)2
]− λ+1

2

. (4.2.20)

Es ist bekannt, dass bei der t-Verteilung die

Varianz =

[
λ

λ−2

]
σ2 =

[
3−q

5−3q

]
σ2 (1 < q < 5/3) (4.2.21)

ist und Momente der Ordnung k nur für k < λ existieren. Folglich di-
vergiert das zweite Moment für alle 0 < λ ≤ 2 bzw. 5/3 ≤ q < 3.48

Der Spezialfall q = 2 entspricht der Cauchy-Verteilung

p(x) =
1

πσ

[
1+

(
x−µ

σ

)2
] . (4.2.22)

Zusammenfassung

Die Entropie als inverses Informationsmaß kann zur Modellierung der
Informationsverarbeitung auf dem Kapitalmarkt eingeschränkt ver-
wendet werden. Die Einschränkungen ergeben sich vor allem bei den
Annahmen über den Generator der Unsicherheit. Geht man davon aus,
dass die Informationsschocks mit einer konstanten Rate die Markt-
teilnehmer erreichen, lässt sich mittels Entropie eine scharfe Grenze
zwischen den typischen und den untypischen Ereignissen festlegen.
Asymptotisch werden sämtliche preisrelevanten Informationen durch
typische Ereignisse übertragen.

Eine variierende (deterministische oder stochastische) Ankunftsrate
der Informationen bringt einen zusätzlichen Freiheitsgrad mit sich
und macht damit eine perfekte Informationsverarbeitung entweder
aufwendiger oder überhaupt nicht möglich. Es müssen nämlich zu
einem Zeitpunkt zwei Aufgaben gelöst werden: die Bestimmung der
Ankunftsrate und die Entschlüsselung der damit übertragenen Infor-
mationen. Als einfachste Lösung bietet sich das hypothetische Setzen
der Ankunftsrate bei den Marktteilnehmern auf den maximalen Wert
48 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung existiert nicht für q > 3, da die Nebenbedingung

(4.2.14) für q > 3 verletzt wird.



4.2 Die „Nicht-Shannon“-Entropien 85

(unter der Annahme, dass dieser Wert existiert, ist er endlich und be-
kannt), wodurch die Unsicherheit darüber eindeutig eliminiert wird.
Dies kann unter Berücksichtigung der damit verbundenen Kosten un-
rentabel sein.

Alternativ kann eine nichtlineare Transformation des Informationsflus-
ses mittels Begleitverteilungen mit q < 5/3 vorgenommen werden mit
dem Ziel, entweder eine endliche Varianz der resultierenden Vertei-
lung zu erreichen oder die Budgetbeschränkung vollständig auszunut-
zen. Im letzten Fall ist die Lösung suboptimal, d.h. die ankommenden
Informationen werden entweder nicht vollständig oder teilweise feh-
lerhaft verarbeitet. Eine scharfe Grenze zwischen den typischen und
den untypischen Ereignissen lässt sich nicht mehr festlegen.

Im nächsten Kapitel werden mit Hilfe der Theorie der großen Abwei-
chungen Kriterien aufgezeigt, die zur quantitativen Charakterisierung
der untypischen Ereignisse mittels der Raten-Funktion verwendet wer-
den können.





5. Regeln und Ausnahmen II: große
Abweichungen

“So what’s new? Everyone knows: Financial markets
are risky. But in the careful study of that concept, risk,
lies knowledge of our world and hope of a quantitative
control over it.”

– Mandelbrot und Hudson (2004), S. 4.

5.1 Large Deviations

Motivation

Die Theorie der großen Abweichungen (Large Deviations, LD) be-
schäftigt sich mit Konvergenzraten stochastischer Systeme und ba-
siert auf Arbeiten von Cramér (1938) und Chernoff (1952). Nach
dem zentralen Grenzwertsatz gehen bestimmte in der Folge darge-
stellten Wahrscheinlichkeiten gegen Null. Die LD-Theorie geht der
Frage nach, wie schnell eine solche Konvergenz erfolgt. Genau ge-
nommen lautet die Fragestellung: wie schnell die Flanken oder Tails
einer gegebenen Verteilung gegen die der Normalverteilung konver-
gieren. Der Schwerpunkt wird darauf gelegt, dass das Konvergenzver-
halten an den Flanken sich radikal von dem in der mittleren Region
unterscheiden kann, so dass der zentrale Grenzwertsatz nicht mehr
zur Hilfe steht. Wir geben hier einige Grundprinzipien dieser Theorie
an, die u.a. bei der Betrachtung der Eigenschaften von Multifraktalen
sehr hilfreich sein werden. Zur ausführlichen Referenz verweisen wir
auf die inzwischen sehr umfangreiche weiterführende Literatur: Ellis
(1985, 1995), Deuschel und Strock (1989), Bucklew (1990), Dembo
und Zeitouni (1993) sowie Gulinsky und Veretennikov (1993).
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Grundlagen

Sei {Xk} eine i.i.d. Folge mit EX1 = m < ∞. Nach dem schwachen Gesetz
der großen Zahlen konvergiert die Teilsumme

1
n

n

∑
k=1

Xi :=
Sn

n

gegen den Mittelwert m
�

-f.s. für n → ∞. Ein Ereignis

n

∑
k=1

Xk > na, a > m oder
n

∑
k=1

Xk < na, a < m

wird damit zu einem seltenen Ereignis. Nehmen wir an, {Xk} hat Mittel-
wert Null und Varianz Eins. Nach dem zentralen Grenzwertsatz kon-
vergiert für jedes x und n → ∞ die Verteilung

Fn (x) =
�
(

1√
n

n

∑
i=1

Xk < x

)

gegen die Standardnormalverteilung N(0,1):

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2 du.

In der Theorie der großen Abweichungen ist das grobe asymptotische
Verhalten der Wahrscheinlichkeit

�
(

n

∑
i=1

Xk > na

)

von Interesse, wobei a > 0 unabhängig von n ist. Genau genommen
ist es nicht die Wahrscheinlichkeit selbst, sondern ihr Logarithmus,
der hier untersucht wird. Zu den klassischen Ergebnissen von Cramér
(1938) und Chernoff (1952) gehört die Existenz des folgenden Grenz-
wertes:1

lim
n→∞

n−1 ln
�
(

n

∑
i=1

Xk > na

)
= −I (a) , (5.1.1)

wobei für I (a) eine spezielle Bezeichnung vorgesehen ist: die Raten-
Funktion. Sie ist mittels der Legendre Transformation mit der kumu-
lanterzeugenden Funktion ϕ(t) = ln Eexp (tX) verbunden:

1 Siehe auch Cramér-Bedingung (5.1.4).
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BEISPIEL 5.1
Raten-Funktionen einiger Verteilungen:
Bernoulli (p)

P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1− p

ϕ(t) = ln
(

pet +1− p
)

I (a) =





a ln
a
p

+(1−a) ln
1−a
1− p

für 0 < a < 1

− ln (p) für a = 1

− ln (1− p) für a = 0

∞ sonst,

Exp (λ)
p(x) = λe−λx für x ≥ 0

ϕ(t) =
λ

λ− t
für t < λ

I (a) =

{
λa−1− ln (λa) für a > 0

∞ für a ≤ 0,

Poisson (λ)

p(X = x) =
λxe−λ

x!
für λ > 0

ϕ(t) = λ
(
et −1

)

I (a) =

{
a
(
ln a

λ −1
)
+λ für a ≥ 0

∞ für a < 0,

Cauchy
p(x) =

1

π
(
1+ x2

)

M (t) = ∞ für t 6= 0

I (a) = 0 für a ∈ �

I (a) = sup
t∈ �

[at −ϕ(t)] . (5.1.2)

Die Raten-Funktion I (a) : � → � + charakterisiert die exponentiel-
le Seltenheit der großen Abweichungen vom Mittelwert: die höheren
Werte dieser Funktion entsprechen asymptotisch den weniger wahr-
scheinlichen Ereignissen. Im Einklang mit dem zentralen Grenzwert-
satz nimmt I (a) das Minimum bei Mittelwert a = m an. Aus (5.1.2)
folgt, dass I (m) = 0. Ein sehr wichtiger Punkt ist, dass der zentrale
Grenzwertsatz nur für den zentralen Bereich der Verteilung gute Ap-



90 5. Regeln und Ausnahmen II: große Abweichungen

proximationen liefert. Er kennt sozusagen keine Flanken außer Gaus-
schen: unabhängig davon, wie die einzelnen „Bestandteile“ verteilt
sind, ist der „Korb“ immer Normalverteilt. Daraus resultieren immer
exponentielle Abschwungsraten an den Flanken. Diese Näherung kann
im Einzelfall sehr grob sein.

Nehmen wir als Beispiel einen Random Walk. Es seien {Xk} i.i.d. mit�
(Xk = 1) =

�
(Xk = −1) = 1/2. Wir definieren

Sn :=
n

∑
i=1

Xk, x(n)
t := n−1Sbntc. (5.1.3)

Nach dem zentralen Grenzwertsatz konvergiert die n-indexierte Fami-

lie der Prozesse
{

x(n)
t , t ≥ 0

}
gegen ihren Mittelwert (Null) und bildet

eine Familie der skalierten Wiener Prozesse n−1/2 {Wt , t ≥ 0} nach.
Allerdings ist die Gültigkeit dieser Aussage auf den Bereich von we-
nigen Standardabweichungen vom Erwartungswert beschränkt. Die-
sen Bereich nennt man kleine Abweichungen (small deviations) mit
Sn = O

(
n1/2

)
. Für ein fixes t > 0 wird das Ereignis Sbntc ≥ an für

n → ∞ zu einem exponentiell unwahrscheinlichen Ereignis. Das heißt,� (
Sbntc ≥ an

)
verhält sich asymptotisch wie exp (−nI (a)). Die Rolle der

Raten-Funktion I (a) wird hier besonders anschaulich: sie bestimmt die
Geschwindigkeit, mit der diese Wahrscheinlichkeit gegen Null geht. Im
Bezug auf die reskalierten Prozesse x(n)

t heißt das Ereignis x(n)
t ≥ a ein

a-überschreitendes Ereignis oder ein tail-Ereignis.

Außerhalb vom zentralen Bereich unterscheiden sich für ein fixes
t > 0 die Wahrscheinlichkeiten

� (
x(n)

t ≥ a
)

und
� (

n−1/2Wt ≥ a
)

sehr

wohl. Woran lässt sich das erkennen? Die exponentiellen Abschwungs-
raten dieser Ereignisse bei n → ∞ sind unterschiedlich! Ein Random
Walk kann sich nicht zu sehr ausweiten. Die Wahrscheinlichkeiten der
großen Abweichungen sind Null (f.s.). Um dies zu zeigen, berechnen
wir die kumulanterzeugende Funktion ϕ(t):

ϕ(t) = ln
∫ ∞

−∞
etX dF (x) = ln

(
1
2

(
et + e−t)

)
= ln [cosh (t)] .

Damit ergibt sich nach (5.1.2) die Raten-Funktion

I (a)RW =





1−a
2

ln (1−a)+
1+a

2
ln (1+a) falls |a| < 1,

+∞ falls |a| ≥ 1
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für den Random Walk. Sind {Xk} unabhängig normalverteilt N
(
µ,σ2

)
,

dann gilt

ϕ(t) = −tµ+
1
2

t2σ2 und I (a)WP =
(a−µ)2

2σ2

für einen Wiener Prozess. Es wird deutlich, dass die Wahrscheinlich-
keiten der großen Abweichungen beim Random Walk unendlich schnell
gegen Null gehen. Beim Wiener Prozess gehen sie nur exponentiell
schnell gegen Null, wenn auch quadratisch im Exponenten.

Cramér

Der Cramérsche Satz stellt eine der grundlegenden Aussagen der LD-
Theorie dar indem er Schranken für die Raten-Funktion vorgibt. Damit
lässt sich u.a. das obige Beispiel formalisieren.

Es sei {X = (Xk) , k ≥ 1} eine i.i.d. Folge mit Wahrscheinlichkeitsver-
teilung F (x), definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,

�
)

mit Werten auf � . Von Interesse ist das asymptotische Verhalten dieser
Folge sowie das der Summe Sn = ∑n

k=1 Xk. Unter der Annahme, dass ein
Mittelwert m =

∫
� xd

�
existiert, konvergiert die durch n normalisierte

Summe nach dem starken Gesetz der großen Zahlen

Sn/n−→ m,
�

-fast sicher.

Dies impliziert, dass die Wahrscheinlichkeit für ein Ereignis A, den
Stichprobendurchschnitt X = Sn/n für n → ∞ nicht innerhalb einer ε-
Umgebung von m zu finden, gegen Null geht. Tritt ein solches Ereignis
trotzdem ein, spricht man von einer großen Abweichung. Intuitiv wür-
de man einen Zusammenhang zwischen der Abweichungsgröße ε und
n vermuten. Die LD-Theorie macht es möglich, solche Zusammenhän-
ge mathematisch zu erfassen, zu begründen und zu quantifizieren.

Als erstes werden die Eigenschaften der Raten-Funktion näher spezi-
fiziert. Eine Funktion I (x) wird zur Raten-Funktion, wenn sie nichtne-
gativ und semistetig von unten (lower semicontinuous) ist. Sind au-
ßerdem die Mengen {x : I (x) ≤ c} für jedes c kompakt, heißt I eine
gute Raten-Funktion.

Im zweiten Schritt wird mittels Raten-Funktion der eigentliche Grund-
satz der großen Abweichungen (large deviations principle, LDP) einge-
führt. Danach existieren unter der Cramér-Bedingung
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M (t) = Eexp (tX1) < ∞ für alle t ∈ � (5.1.4)

die folgenden Grenzwerte:

limsup
n→∞

1
n

log
� (Sn

n
∈ F

)
≤− inf

x∈F
I (x) (5.1.5)

für alle abgeschlossenen Mengen F und

liminf
n→∞

1
n

log
� (Sn

n
∈ G

)
≥− inf

x∈G
I (x) . (5.1.6)

für alle offenen Mengen G.

Die Cramér-Bedingung verlangt, dass die momenterzeugende Funktion
endlich ist. Dies sichert automatisch die Existenz der kumulanterzeu-
genden Funktion

ϕ(t) ≡ lnM (t) < ∞ für alle t ∈ � . (5.1.7)

Die Funktion ϕ(t) ist eine konvexe Funktion. Außerdem gilt nach
(A.2.29) ϕn (t) = nϕ(t). Damit ist ϕ(t) unter der Cramér-Bedingung
auch eine glatte Funktion. Die Legendre-Transformierte der kumulan-
terzeugenden Funktion L(x) = supt [xt −ϕ(t)] ist nichtnegativ und kon-
vex.

Satz 5.1.1 (Cramér) Unter der Cramér-Bedingung (5.1.4) und einer
zusätzlichen Regularitätsbedingung

lim
|t|→∞

ϕ(t)
|t| = ∞ (5.1.8)

genügt eine Folge Sn/n auf � dem Grundsatz der großen Abweichungen
mit einer guten Raten-Funktion

I (x) = L(x) = sup
t∈ �

[xt −ϕ(t)] .

Beweis: Gulinsky und Veretennikov (1993), S. 11. �

Im ersten Teil des Satzes wird der Wachstumsbereich für die kumulan-
terzeugende Funktion festgelegt: sie soll langsamer steigen als exp (t),
aber schneller als jede lineare Funktion. Der zweite Teil weist die Über-
einstimmung der oberen (5.1.5) und der unteren (5.1.6) Schranken
nach.
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Aus dem Satz von Cramér folgt, dass die asymptotische Wahrschein-
lichkeit eines innerhalb eines Intervalls [a,b] liegenden Stichproben-
durchnittes X an einem Punkt konzentriert ist. Liegt m ebenfalls in
diesem Intervall, dann gilt für die Raten-Funktion I[a,b] = 0 und die
Wahrscheinlichkeit geht nach dem Gesetz der großen Zahlen gegen
Ein. Liegt m dagegen außerhalb von [a,b], handelt es sich um eine
große Abweichung. Die Wahrscheinlichkeit dafür geht gegen Null mit
der Rate 0 < I[a,b] = infx∈[a,b] I (x) = I (x∗). Die Raten-Funktion stellt also
ein geeignetes Werkzeug dar, um die Schwankungen um den Mittel-
wert zu charakterisieren. Lassen sich die asymptotischen Werte nicht
ermitteln, kann alternativ die Chernoff-Schranke verwendet werden:

�
(Sn ≥ na) ≤ exp

(
−n sup

t≥0
[at −ϕ(t)]

)
. (5.1.9)

Der Satz von Cramér (5.1.1) lässt sich weit über die Summen von
i.i.d. Zufallsvariablen verallgemeinern. Unter der Annahme, dass der
Grenzwert

ϕ(t) = lim
n→∞

1
n

ϕn (t) mit ϕn (t) = ln E [exp (tSn)] (5.1.10)

existiert und wohldefiniert ist, können die Schranken für eine beliebi-
ge (zum Beispiel autokorrelierte) Folge von Zufallsvariablen weiterhin
durch die kumulanterzeugende Funktion ϕ(t) angegeben werden.

Gärtner-Ellis

Sei {Sn} eine Folge der Zufallsvariablen, die nicht unbedingt unab-
hängig sind, mit entsprechenden kumulanterzeugenden Funktionen
(5.1.10). Sind XK i.i.d., dann hängt ϕn (t) nicht von n ab, es ist kein
Übergang zum Grenzwert notwendig und ϕ(t) ist stetig und differen-
zierbar. Im Allgemeinen ist aber die Stetigkeit nicht gegeben bzw. der
Grenzwert braucht nicht zu existieren. Unter der Annahme, dass der
Grenzwert existiert und die sich daraus ergebende Funktion differen-
zierbar ist, können die Schranken für die großen Abweichungen auch
ohne die i.i.d. Bedingung hergeleitet werden. Dies ist der Gegenstand
des Satzes von Gärtner-Ellis. Die obere Schranke ist allein durch die
Existenz der kumulanterzeugenden Funktion ϕ(t) gegeben. Unter mil-
den technischen Bedingungen2 hält auch die untere Schranke.

2 Die Funktion ϕ(t) soll unter-halbstetig, nicht gleich minus unendlich, glatt genug
und endlich in einer Umgebung von Null sein (Gulinsky und Veretennikov (1993),
S. 14.).
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Satz 5.1.2 (Gärtner-Ellis) Unter obigen Annahmen genügt {Sn} dem
Grundsatz der großen Abweichungen mit der Raten-Funktion

I (x) = L(x) = sup
t

[xt −ϕ(t)] . (5.1.11)

Beweis: Dembo und Zeitouni (1993), Theorem 2.3.6. �

Mit anderen Worten, für große n und kleine ε > 0 gilt die Abschätzung

�
[Sn ∈ (na−nε,na+nε)] ∼ exp [−nI (a)] . (5.1.12)

Ausgehend von (5.1.12) wird die Funktion L(x) in (5.1.11) oft als
Entropie der großen Abweichungen bezeichnet.

Sanov

Sei {Xk} eine i.i.d. Folge. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Fol-
ge sei nicht bekannt und soll auf Grundlage von ersten n Beobachtun-
gen geschätzt werden. Betrachten wir ein empirisches Maß

µn (A,ω) ≡
n

∑
k=1

�
(Xk ∈ A).

Dieses Maß ist auf einem Messraum M ( � ) der Borel-Untermengen
B ( � ) definiert und A ist eine davon: A ⊂ B ( � ). Das Maß µn (A,ω) gibt
Auskunft über die relative Frequenz, mit der die Folge {Xk} in A vor-
kommt. Für jedes ω ist µn (·,ω) ein Element aus M ( � ), d.h. µn ist ein
Zufallsmaß. Der Erwartungswert von µn (·,ω) ist durch die Teilsumme
Sn/n der ersten n Beobachtungen gegeben. Wenn n gegen unendlich
geht, erwarten wir nach dem starken Gesetz der großen Zahlen, dass

µn (·,ω)−→µ,
� − fast sicher. (5.1.13)

Womit kann man aber die Verteilung
�

µ schätzen? Sei Pn die Ver-
teilung von µn (·,ω). Der Satz von Glivenko-Cantelli3 besagt, dass die
Konvergenz in (5.1.13) gleichmäßig auf M ( � ) erfolgt, d.h.

Dn (ω) ≡ sup
A

|µn (A,ω)−µ(A)| → 0
� − fast sicher.

3 Vgl. Billingsley (1986), S. 269.
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BEISPIEL 5.2 Das Zufallsmaß (Vgl. Bryc (2000), S. 60.)
Es sei M = {0,1} und {Xk} eine i.i.d. Folge derart, dass � (X = 1) = p. Dann ist
µn ein Zufallsmaß beschrieben durch die Häufigkeit der Einsen in der Stichprobe:
µn ({1}) = p̂n. Man kann sich µn als ein Zufallsmaß q̂nδ0 + p̂nδ1 vorstellen.
Eine andere Möglichkeit zur Beschreibung des Maßes µn wäre eine � 2-wertige Zu-
fallsvariable ( p̂n, q̂n) ∈ � 2, wobei q̂n = 1− p̂n die Häufigkeit der Nullen in der Stich-
probe ist.
Bezeichnet man mit P (M ) eine Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf M , dann
kann µn schließlich als eine P (M )-wertige Zufallsvariable interpretiert werden. Man
kann sogar seine Verteilung finden. Falls p ∈ P , dann gilt:

� (µn = p) =





(
n
k

)
pk (1− p)n−k , falls p({1}) = k/n,

0 sonst.
(5.1.14)

Dies impliziert, dass Dn nicht von einem bestimmten A abhängig ist.
Daraus folgt

Pn−→δµ für n → ∞, (5.1.15)

wobei δµ ein Punkt-Maß (Dirac Delta-Funktion) bezeichnet, das auf µ
konzentriert ist. Etwas ungewöhnlich ist hier, dass es sich bei Pn um
die „Verteilung der Verteilungen“ handelt.4 Der Grundsatz der großen
Abweichungen besteht in diesem Fall darin, eine Wahrscheinlichkeit
zu finden, so dass das Maß µn (·,ω) einem anderen Maß ν ∈ M ( � ) bei
n → ∞ nahe liegt. Mit anderen Worten: von Interesse ist die logarith-
mische Asymptotik der großen Abweichungen von Pn.

Der Satz von Sanov gibt die Raten-Funktion für den Grundsatz der
großen Abweichungen in Bezug auf ein empirisches Maß an. Es stellt
sich heraus, dass diese Raten-Funktion mit der relativen Entropie oder
Kullback-Leibler Distanz zu einem anderen Maß ν übereinstimmt. Es
sei A eine Menge von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einem Messraum
M ( � ). Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das empirische Maß µn für
große n in einer Menge A der Wahrscheinlichkeitsmaße ν befindet,
verhält sich asymptotisch wie exp (−n � (A‖µ)) mit

exp (−n � (A‖µ)) = inf
ν∈A

exp (−n � (ν‖µ))

und µ aus (5.1.13). Die Bezeichnung exp (−n � (ν‖µ)) steht wie üb-
lich für die relative Entropie zwischen ν und µ. Die Raten-Funktion

4 Die Fragestellungen aus diesem Bereich gehören nach Ellis (1985) zum „Level II
Grundsatz der großen Abweichungen.“
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I (ν) lässt sich also durch die relative Entropie � (ν‖µ) in Bezug auf
den Grenzwert (5.1.13) charakterisieren, wobei ν ein anderes Wahr-
scheinlichkeitsmaß ist.

Es sei (Ω,F ) ein Messraum. Für zwei Wahrscheinlichkeitsmaße ν und
µ und eine beschränkte messbare Funktion Φ auf (Ω,F ) definieren
wir5

L(ν) = sup
Φ

[∫
Φ dν− ln

∫
exp (Φ) dµ

]
. (5.1.16)

Satz 5.1.3 (Sanov) Es sei {Xk} eine Folge von unabhängigen Zufalls-
variablen mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung µ und µn ein empirisches
Maß von {Xk}. Dann genügt µn dem Grundsatz der großen Abweichungen
mit der Raten-Funktion I (ν) = L(ν) nach (5.1.16) und es gilt

I (ν) = � (ν‖µ) .

Beweis: Vgl. Gulinsky und Veretennikov (1993), S. 18 bzw. Bryc
(2000), S. 81 und Referenzen dort. �

Die Erkenntnis, dass durch den Satz von Sanov die Raten-Funktion
einer empirischen Verteilung angegeben werden kann, ist ohne Zwei-
fel von großer Bedeutung. Anderseits kommt ein praktisches Problem
auf: wie bestimmt man das Supremum (5.1.16) bzw. (5.1.11)? Eine
Möglichkeit dafür ist die Maßtransformation.

Maßtransformation und große Abweichungen

Sei X = (Xk) eine stationäre ergodische6 Folge mit EX1 = 0. Wir defi-
nieren eine Filtration � = (Fk) , Fk = σ(Xi,−∞ < i < k), k ≥ 0 sowie ei-
ne weitere Folge der Teilsummen S = (Sn) , n ≥ 1 mit Sn = ∑n

k=1 Xk und
nehmen an, dass X der Cramér-Bedingung (5.1.4) genügt. Weiterhin
definieren wir einen stochastischen Exponent

En (t) =
n

∏
k=1

E (exp (tXk) |Fk−1)

5 Vgl. Formel (4.1.19) auf S. 70.
6 Unter einer ergodischen Folge verstehen wir eine Folge der typischen Zufallsvari-

ablen im Sinne des Satzes (4.1.2) von Shannon-McMillan-Breiman, vgl. S. 63 bzw.
eine Folge, für die das schwache Gesetz der großen Zahlen gilt. Eine ausführliche
Diskussion zur Ergozität findet man in Gray (1988) bzw. Petersen (1989).
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und einen stochastischen Kumulant

Kn (t) ≡ ln En (t) =
n

∑
k=1

ln E (exp (tXk) |Fk−1) .

Sind Xk i.i.d., dann gilt auch

Kn (t) = n ln E exp (tXk) = nϕ(t). (5.1.17)

Es ist bekannt, dass der Kumulant einer stationären ergodischen Folge
selbst eine stationäre Folge darstellt. Damit existiert nach dem Ergo-
densatz von Birkhoff7 eine Funktion ϕ(t) derart, dass der Grenzwert

ϕ(t) = lim
n→∞

1
n

n

∑
k=1

ln E (exp (tXk) |Fk−1) = E (ln E(exp (tX1) |F0))

(5.1.18)
gegeben ist. Wir nehmen an, dass die Regularitätsbedingung (5.1.8)
hält und beachten, dass der stochastische Kumulant und ϕ(t) konvexe
Funktionen sind. Mit der Festlegung

L(x) = sup
t∈ �

[tx−ϕ(t)] (5.1.19)

bleibt nur noch festzustellen, unter welchen Bedingungen L(x) die
Raten-Funktion für die großen Abweichungen der Folge (Sn/n) , n ≥ 1
ist. Gulinsky und Veretennikov (1993) zeigen, dass L(x) genau dann
zur Raten-Funktion wird, wenn die Folge (5.1.18) exponentiell schnell
konvergiert, d.h. für jedes ε > 0 gilt:

lim
n→∞

1
n

ln
�
[∣∣∣∣∣

1
n

n

∑
k=1

ln E(exp (tXk) |Fk−1)−ϕ(t)

∣∣∣∣∣> ε

]
= −∞. (5.1.20)

Wie sind diese Ergebnisse zu interpretieren? Es wurde gezeigt, dass
bei oben spezifizierten Annahmen eine große Abweichung des stochas-
tischen Kumulanten von seinem Erwartungswert ϕ(t) äußerst unwahr-
scheinlich ist. Es gilt noch mehr: die Ergebnisse bleiben für eine nicht-
stationäre Folge Xk ebenfalls gültig, solange die Bedingung (5.1.20)
nicht verletzt ist.8

Unter der Annahme, dass (5.1.20) hält, kann aus (5.1.19) eine ein-
deutige Lösung für die Raten-Funktion bestimmt werden. Wegen der

7 Gray (1988).
8 Gulinsky und Veretennikov (1993), S. 88.
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Regularitätsbedingung (5.1.8) wird das Supremum in einem Punkt,
sagen wir τ, für ein beliebiges x erreicht. Dann gilt L(x) = τx−ϕ(τ)
und

dϕ(t)
dt

∣∣∣∣
t=τ

= E 

[

X1
eτX1

EeτX1

]
= x. (5.1.21)

Cramér’s ursprüngliche Idee, die untere Schranke der Raten-Funktion
zu beweisen, bestand darin, eine Maßtransformation durchzuführen.
Unter einem neuen Maß sollte ein seltenes Ereignis zu einem typischen
Ereignis werden. Es sei

Zn (t) =
n

∏
k=1

etXk

E (etXk |Fk−1)
= exp (tSn −Kn (t)) . (5.1.22)

Dieser Ausdruck ist ein geeigneter Kandidat für die Radon-Nikodym-
Ableitung. Tatsächlich, Zn (t) ist ein Martingal:

E(Zn (t) |Fn−1) = E

(
n

∏
k=1

etXk

E(etXk |Fk−1)

∣∣∣∣∣Fn−1

)
(5.1.23)

= Zn−1 (t)E

(
etXn

E (etXn |Fn−1)

∣∣∣∣Fn−1

)
= Zn−1 (t) ,

(5.1.24)

wobei der Übergang von (5.1.23) zu (5.1.24) im einfachsten Fall un-
ter der Annahme geschieht, die Xk seien i.i.d. Diese Annahme ist of-
fensichtlich sehr stark. Sie kann abgeschwächt werden, indem man
für die Ursprungsfolge Xk nur noch gewisse ergodische Eigenschaften
unterstellt. Sogar unter diesen schwächeren Bedingungen bleibt die
Gültigkeit der Ergebnisse beispielsweise für die autoregressiven Folgen
oder Summen der Semimartingale erhalten.9 Ausgehend von (5.1.24)
definieren wir ein neues Wahrscheinlichkeitsmaß � durch

d � n,t = Zn (t)d
�

(5.1.25)

und stellen fest, dass sich aus (5.1.21) nach dem schwachen Gesetz
der großen Zahlen die folgenden Beziehungen ergeben:

9 Gulinsky und Veretennikov (1993), Kapitel 4.
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lim
n→∞

� n,τ
[∣∣∣∣

Sn

n
− x

∣∣∣∣> δ
]

= 0 bzw. (5.1.26)

lim
n→∞

� n,τ
[∣∣∣∣

Sn

n
− x

∣∣∣∣< δ
]

= 1, δ > 0.

(5.1.27)

Die normierte Summe Sn/n genügt also dem Grundsatz der großen
Abweichungen mit der Raten-Funktion L(x), die für E � [Sn/n] = x ihren
minimalen Wert L(x) = 0 annimmt. Bei jedem anderen Maß

�
anstelle

� entfernt man sich von den typischen Ereignissen, die nahe ihrem
empirischen Mittelwert liegen, in Richtung seltener Ereignisse, die die
großen Abweichungen von dem Mittelwert aufweisen, dafür aber mit
einem exponentiellen Korrekturfaktor L(x) > 0 versehen werden.

Zusammenfassend liegt also eine zweifache Parametrisierung vor. Im
ersten Schritt wird der erste Freiheitsgrad aufgelöst, indem die Raten-
Funktion L(x) unter Berücksichtigung einer der Beziehungen (5.1.17)
oder (5.1.18) explizit angegeben wird. Danach ist man nicht mehr an
einen Grenzwert gebunden und sucht im zweiten Schritt nach einem
Wahrscheinlichkeitsmaß, das x zu einem typischen oder sogar zu dem
wahrscheinlichsten Ereignis macht. Dieser Vorgang ist äquivalent zur
Minimierung der Raten-Funktion L(x) über t und kann sehr anschau-
lich mittels einer Maßtransformation dargestellt werden. Da die Funk-
tion ϕ(t) stetig und differenzierbar ist, existiert ein endliches τ derart,
dass

ϕ(τ) = sup
t∈ �

[tx−ϕ(t)] und ϕ′ (τ) = x.

Wird ein neues Wahrscheinlichkeitsmaß � durch

d �
d

� (x) = exp (τx−ϕ(τ))

definiert, dann ist leicht zu sehen, dass � ein Martingalmaß ist, weil
unter der Cramér-Bedingung (5.1.4)

∫

� d � =
1

M (τ)

∫

� eτx d
�

= 1

gilt. Daraus ergibt sich unmittelbar

E � [X1] =
1

M (τ)

∫

� xeτxd
�

= ϕ′ (τ) = x.
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Zusammenfassung

Unter der Cramér-Bedingung (5.1.4) lassen sich die typischen und
die untypischen Ereignisse (exponentiell) scharf trennen. In der Regel
nimmt die Raten-Funktion kleine positive Werte an, was ein Merkmal
typischer Ereignisse ist. Weiterhin impliziert die Gültigkeit der Cramér-
Bedingung, dass die Flanken der Verteilung sowohl für die einzelne
Zufallsvariable als auch für eine endliche Summe exponentiell schnell
abklingen. Dies hat zur Folge, dass die großen Abweichungen vom Mit-
telwert eindeutig als Ausnahmen klassifiziert werden können und in
ihrer Wirkung als Einzelereignisse im Vergleich zur Summe vernachläs-
sigbar klein sind. In Bezug auf die Informationsverarbeitung auf dem
Kapitalmarkt sind die durch die großen Abweichungen verursachten
Renditeausschläge unter der Cramér-Bedingung nicht informativ, da
der wahrscheinlichste Pfad eines stochastischen Prozesses ein Martin-
galpfad ist.



6. Modellierung der Langzeitabhängigkeiten

“. . . sheer luck made me interpret it as a symptom of
scaling — that is, of fractality. For this homeless truth
I created a proper home in the concept of long depen-
dence, and extended it to the study of financial prices.”

– Mandelbrot und Hudson (2004), S. 179.

6.1 Das Langzeitgedächtnis

Grundlagen

Es ist wirklich erstaunlich, dass Versuche, statistische Abhängigkeiten
in den Renditezeitreihen zu finden, nach vielen Jahren immer noch
unternommen werden. Es werden auch welche gefunden, obwohl die
Annahme der Unabhängigkeit oder einer schwachen (zeitlich begrenz-
ten) Abhängigkeit immer wieder bestritten wird.

Wir wollen uns etwas tiefer mit einer bestimmten Art der Abhängig-
keit, der sogenannten Langzeitabhängigkeit (long memory, long-range
dependence, LRD) beschäftigen. Darunter versteht man gewöhnlich ei-
ne Skalierungseigenschaft, die sich über mehrere Zeitskalen in der
Größenordnung von Intraday-Daten bis zu einigen Jahrzehnten auf
täglicher Basis erstreckt. Die Langzeitabhängigkeit soll nicht mit ei-
nem globalen langfristigen Trend verwechselt werden; dies wäre nur
die halbe Wahrheit. Die Abhängigkeit besteht wirklich auf mehreren
Zeitskalen, von kleinen bis sehr großen. Im einfachsten Fall ist die
Skalierungsart auf allen Skalen gleich und lässt sich mit einem ein-
zigen Parameter beschreiben. Sollten einige Skalen das Verhalten der
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Zeitreihe stärker beeinflussen als die anderen, reicht ein Parameter
nicht mehr aus. In diesem Fall ist es sinnvoll, einen funktionalen Zu-
sammenhang einzuführen, um die gewünschte Parametermenge zu
beschreiben bzw. die unbekannten Parameter eines vorher festgeleg-
ten Modells zu schätzen.

Die Langzeitabhängigkeit als Forschungsgebiet hat eine relativ kur-
ze Geschichte. Es hat aber einige Zeit gedauert, bevor ein wichtiger
Schritt von der einfachen Beobachtung der Phänomene bis zur Ent-
wicklung erster statistischer Modelle zu deren Beschreibung gemacht
worden ist. Heute sind die Worte long memory und Hurst zu Synony-
men geworden. Dies hat einen historischen Hintergrund. “In 1906, a
young englishman named Harold Edwin Hurst arrived in Cairo. It was
to have been a short stay. But it lasted sixty-two years and ended with
his solving one of the great mysteries of the pharaohs — and, inadver-
tently, providing a clue to the way financial markets work.” Mit diesen
Worten beginnt das Kapitel IX: “Long Memory, from the Nile to the
Marketplace” in Mandelbrot und Hudson (2004). Der weitere Verlauf
der Geschichte nimmt einige Seiten in Anspruch und kann bei Interes-
se in oben zitiertem Buch nachgeschlagen werden. Aus heutiger Sicht
sind lediglich zwei Tatsachen von Bedeutung. Erstens, es wurde eine
fachübergreifende Entdeckung gemacht, die nicht nur in der Hydrolo-
gie (Hurst war ein Hydrologe) für Aufregung sorgte. Zweitens spielt
diese Entdeckung, dieses in einem anderen Umfeld erfundene Rad, ei-
ne sehr bedeutende Rolle in einem hochkomplexen Mechanismus des
Finanzmarktes.

Zwischen 1951 und 1956 publizierte H. Hurst drei längere Aufsät-
ze1 über seine Entdeckungen, die er bei Untersuchung von Wasser-
standsschwankungen des Nils und anderer Flüsse gemacht hat. Ska-
lierungseigenschaften der hydrologischen Zeitreihen, die beispielswei-
se bei Analyse der Aufzeichnungen des Nil-Pegels aufgefallen sind,
wurden nach und nach in vielen anderen Gebieten der Wissenschaft
wiederentdeckt. So geben Lawrence und Kategoda (1977) eine Über-
sicht über langfristige Abhängigkeiten in geophysischen und hydro-
logischen Daten, Jeffreys (1961) für astronomische Daten. Motiviert
durch die Beobachtungen von Hurst, führten Mandelbrot und van Ness
(1958) die fraktionale oder gebrochene Brownsche Bewegung (fBm)2

1 Zitiert wird gewöhnlich Hurst (1951).
2 Fractional Brownian motion.
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und das fraktionale weiße Rauschen3 ein und zeigten, dass diese Ver-
fahren zur Modellierung des Hurst’ Effektes in der Biologie, Geophy-
sik, Meteorologie und Hydrologie geeignet sind. Seitdem sind mehrere
wahrscheinlichkeitstheoretische und statistische Verfahren in diesem
Bereich entwickelt worden [Beran 1994]. Das Anwendungsspektrum
hat sich inzwischen auf die Ingenieurwissenschaften, insbesondere auf
den Bereich Telekommunikationen [Park und Willinger 2000], die
Physik [Beran 1994] und die Wirtschaftswissenschaften [Henry und
Zaffaroni 2003] ausgeweitet.

Da sich die “long memory”-Effekte grundsätzlich von jenen mit “short-
memory” (AR, MA, ARMA, ARCH-GARCH-Familie4. . . ) unterscheiden
und immer wieder beobachtet werden, handelt es sich dabei um einen
selbstständigen Zweig im Bereich der Zeitreihenanalyse, der nicht
mehr als etwas Exotisches betrachtet wird.

Die klassische Zeitreihenanalyse beschäftigt sich mit stationären Zeit-
reihen. Die meisten Definitionen und statistischen Verfahren nehmen
Stationarität stillschweigend als gegeben an. Man spricht von einer
(schwach) stationären Zeitreihe Xt , wenn ihre zwei ersten Momen-
te zeitinvariant unter Translation sind. Dies impliziert einen konstan-
ten Erwartungswert EXt = µ und eine Autokovarianzfunktion γτ =
Cov (Xt ,Xt−τ) , τ = 0,1, . . . , die eine Funktion von τ und nicht von t
ist. Die Autokorrelationsfunktion einer stationären Zeitreihe entsteht
durch Normierung der Autokovarianzfunktion: ρτ = γτ/γ0. Im Fokus ei-
ner linearen Zeitreihenanalyse liegt die Untersuchung der Eigenschaf-
ten von ρτ. Flandrin u.a. (2002) geben folgende

Definition 6.1.1 (long-memory). Ein stationärer Prozess {Yt , t ∈ � }
ist langzeitabhängig, wenn seine Autokorrelationsfunktion ρY (τ) nicht
integrierbar ist: ∫ ∞

0
|ρY (τ) |dτ = ∞. (6.1.1)

Bei einer Zeitreihe handelt es sich um eine diskrete Approximation
eines stochastischen Prozesses. Es sei {Yk} eine stationäre Folge der
Zufallsvariablen mit endlichen zweiten Moment. Wir bezeichnen

µ = EXk und γk = Cov (Xk,X0)

3 Fractional Gaussian noise, fGn.
4 Bollerslev, Chou und Kroner (1992), Engle (1982).
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und sagen, dass eine typische stationäre Folge {Xk} short memory hat,
wenn

∞

∑
j=−∞

|γ j| < ∞ (6.1.2)

gilt und long memory sonst, d.h.

∞

∑
j=−∞

|γ j| = ∞. (6.1.3)

Solange γ0 konstant und endlich bleibt, spielt die Normierung offen-
sichtlich nur eine untergeordnete Rolle.

Die Beobachtung, dass die Stichprobenautokorrelation einiger Zeitrei-
hen viel langsamer als solche von ARMA-Modellen absinkt, führte
Granger und Joyeux (1980) und Hosking (1981) zur Idee der frak-
tionalen Differenzen. Daraus entstand das fraktional Integrierte (ARFI-
MA)5 (p,d,q) Modell mit einem positiven nicht-ganzen Parameter d. In
Bezug auf finanzwirtschaftliche Zeitreihen zeigten Ding, Granger und
Engle (1993), dass für quadrierte oder absolute Renditen Langzeitab-
hängigkeiten typisch sind.

Ökonomische Auswirkungen

Eine mögliche Präsenz des long-memory-Effektes in Renditen führt zu
interessanten Überlegungen bzw. Schlussfolgerungen sowohl theoreti-
scher als auch empirischer Natur. Sei Xn eine stationäre Sequenz der
Zufallsvariablen und Sn = X1 + · · ·+Xn. Sind Xn unabhängig, dann gilt:
VarSn = nVarX1. Die Varianz der Summe Sn steigt linear mit n an.
Diese Eigenschaft gilt im allgemeinen nicht nur für i.i.d. Zufallsvari-
ablen, sondern auch für eine ganze Klasse von Markov-Prozessen. Zu
einem charakteristischen Merkmal der Prozesse, die das Langzeitge-
dächtnis (LRD)6 beschreiben, zählt deren Klassifizierung außerhalb
von Markov-Prozessen. Die Varianz der Summe steigt im LRD-Fall
überproportional mit n an: VarSn ≈ cn2H , wobei H ∈ (1/2,1) den Hurst-
Parameter bezeichnet. Die Existenz der LRD in Renditen stellt damit
eine lineare Modellierung von Renditen in Frage und fordert zur Ent-
wicklung nichtlinearer Preis/Rendite-Modelle auf.

5 AutoRegressive Fractional Integrierte Moving Average.
6 Long-range dependence.
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Ein weiteres wichtiges Argument für das Langzeitgedächtnis: es lässt
sich recht gut mit dem empirisch beobachteten Phänomen der volatili-
ty clustering vereinbaren. Benoît Mandelbrot notierte schon vor vielen
Jahren, dass Amplituden zeitlich aufeinanderfolgenden Renditen sich
nicht zu schnell ändern. Sowohl die größeren als auch die kleineren
(im absoluten Wert) Renditen kommen eher gemeinsam vor.

Es gibt aber auch einige. . . nein, eigentlich keine echten Argumente
dagegen, sondern eher problematischen Aspekte. Ist long-memory tat-
sächlich vorhanden, stellt sich die Frage: ob und gegebenfalls wie kann
diese signifikante Autokorrelation zwischen den Beobachtungen auf
mehreren Zeitskalen gewinnbringend ausgenutzt werden? Hier begin-
nen die Schwierigkeiten. Eine JA-Antwort würde natürlich der schwa-
chen Form der EMH widersprechen, die besagt, dass unter Berücksich-
tigung historischer Kursdaten die zukünftigen Renditen unvorhersag-
bar sind. Weiterhin, unter EMH sind die risikoangepassten Renditen
Martingale. Long-memory-Prozessen fehlt die Martingal-Eigenschaft
grundsätzlich.7

Mandelbrot (1971) untersuchte zum ersten mal Auswirkungen der
LRD auf die Wertpapierbewertung. Er zeigte, dass in Präsenz des long-
memory-Effektes die neu ankommenden Informationen nicht vollstän-
dig verarbeitet werden können. Dies führt aber nicht zwangsläufig zur
Arbitrage; lediglich die Anwendung der Martingale-Methoden wäre in
diesem Fall inkorrekt. Mandelbrot nahm an, dass die erste Differenz
des Preises einem linearen Prozess in der Form

Pt −Pt−1 =
∞

∑
i=0

αi Nt−i

folgt, wobei {Nt} eine i.i.d. Folge des weißen Rauschens ist und
∑∞

i=0 αi < ∞. Weiterhin sollte der Wertpapierpreis arbitragebedingt eine
lineare Funktion des Fundamentalwertes sein und die Martingaleigen-
schaft aufweisen. Daraus resultiert

Pt −Pt−1 = Nt

∞

∑
i=0

αi

unter Risikoneutralität und einem Zins von Null.8 Sollten die αi nicht
aufsummierbar sein (=LRD im Fundamentalwert), würde ein Arbitra-

7 Der Zusammenhang zwischen der fBm und kontinuierlichen Martingalen wird u.a.
in Grippenberg und Norros (1996), Norros, Valkeila und Virtamo (1999), Nuzman
und Poor (2000) diskutiert.

8 Henry und Zaffaroni (2003).
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gevorgang nicht zu arbitragefreien Preisen führen und bliebe damit
wirkungslos. Arbitrage, die in Finance unter gewöhnlichen Umstän-
den wie ein Zauberstab wirkt, versagt unter LRD! Die Markteffizienz
in Präsenz der LRD kann allein durch perfekte Arbitrage nicht erreicht
werden. Entsprechend kann auch Derivatebewertung unter LRD mit
Martingale-Methoden nicht adäquat sein.9

Unter der Normalverteilungsannahme ist die temporale Risikokompo-
nente irrelevant, da das Risiko jedes Zeitintervalls durch eine lineare
Reskalierung aus einem anderen Intervall ermittelt werden kann. Dies
impliziert zum Beispiel, dass der jährliche Mittelwert der Renditever-
teilung gleich dem 12-fachen des monatlichen bzw. dem 52-fachen
des wöchentlichen Mittelwertes sein soll. Das gleiche gilt für die Va-
rianz. Signifikante Auswirkungen für die Wertpapierbewertung (zum
Beispiel im CAPM oder im Black/Scholes-Modell) entstehen, wenn
LRD vorhanden ist. Eine lineare Reskalierung des Risikos würde das
tatsächliche Investmentrisiko entweder unter- oder überschätzen, was
auf jeden Fall zu einer inkorrekten Bewertung führte.

Eine weitere Schwierigkeit würde im Bereich des Portfolio-Manage-
ments entstehen. Optimale Handelsstrategien wären ohne Berücksich-
tigung der LRD nicht mehr optimal und spiegelten entsprechend Prä-
ferenzen der Investoren nicht korrekt wieder. Dies führte zu Abwei-
chungen von der Optimalität im Rendite-Risiko-Verhältnis und mög-
licherweise zum Nachteil für Investoren. Unter LRD wird der Invest-
menthorizont zu einer zusätzlicher Komponente des Wertpapierrisi-
kos.10 Ein überlinearer Anstieg des Risikos in der Zeit steht im direkten
Wiederspruch zur Idee der sogenannten Zeitdiversifikation. Allerdings
berichtet Mandelbrot (1971), dass statistische LRD nur für Investoren
mit einem unendlichen Planungshorizont auch ökonomisch signifikant
sein kann.

Die R/S-Analyse

Die R/S-Analyse zählt zu den am häufigsten verwendeten Verfahren
zur Aufdeckung der LRD. Im wesentlichen versucht man damit, die
Variabilität der Daten über unterschiedliche Zeitintervalle auf einen

9 Yajima (1985), Barkoulas u.a. (2000).
10 Holton (1992).
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gemeinsamen Nenner zu bringen (deshalb auch alternative Bezeich-
nung: rescaled range). Dieser gemeinsame Nenner spiegelt das Er-
gebnis wieder, welches man unter Unabhängigkeitsannahme erwar-
ten würde. Der Zähler ist von der Differenz zwischen maximalen und
minimalen Wert abhängig. Die Besonderheit des Verfahrens liegt dar-
in, dass diese Differenz (range) nicht unmittelbar über den Gesamt-
zeitraum berechnet wird. Stattdessen wird eine Art kumulierte Trend-
bereinigung durchgeführt. Im Unterschied zu einer reinen Zufallsse-
quenz verzerrt eine Renditefolge mit dem gleichen Vorzeichen (das ist
natürlich ein lokaler Trend) die Extremwerte in die eine oder ande-
re Richtung. Dies führt dazu, dass die Reihenfolge der Renditen nicht
vernachlässigt werden kann.

Die R/S-Analyse hat zum Ziel, den Selbstähnlichkeitsparameter H zu
schätzen. Der Parameter H gibt seinerseits Hinweise darauf, ob und
gegebenfalls wie intensiv die LRD in der Zeitreihe ausgeprägt ist. Be-
ginnend mit Hurst (1951) wurde das Verfahren in Mandelbrot und
Wallis (1969) weiterentwickelt und verfeinert. In Mandelbrot (1972)
(1975), Mandelbrot und Taqqu (1979), Bhattacharia u.a. (1983) fol-
gen einige theoretische Begründungen. Im Übrigen ist eine Liste der
Publikationen, die sich direkt oder indirekt mit der R/S-Statistik be-
schäftigen, sehr lang. Wir halten uns in folgender Beschreibung an
Weron (2002). Die R/S-Analyse beginnt mit der Aufteilung einer Ren-
ditezeitreihe Z der Länge L in d Blocks der Länge je n. Bei jedem Block
m = 1, . . . ,d geht man wie folgt vor:11

(i) Berechnung des Mittelwertes Em und der Standardabweichung Sm;

(ii) Trendbereinigung um den Mittelwert: Xi,m = Zi,m −Em;

(iii) Erzeugung einer kumulativen Zeitreihe Yi,m = ∑i
k=1 Xk,m für i =

1, . . . ,n.

(iv) Range Rm = max{Y1,m, . . . ,Yn,m}−min{Y1,m, . . . ,Yn,m}.

Die R/S-Statistik ergibt sich als Mittelwert über alle Blocks der Länge
n:

(R/S)n =
1
d

d

∑
m=1

Rm/Sm.

11 Der zweifache Index Zi,m bezeichnet hier i-ten Wert im m-ten Block.
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Etwas weiter verbreitet ist eine andere Version, in der die ganze Stich-
probe einen einzigen Block bildet.12 Es gilt:

(R/S)n =
1
Sn

[
max

0<k≤n
(Zk − k Z̄n)− min

0<k≤n
(Zk − k Z̄n)

]
, (6.1.4)

mit

Z̄n =
1
n

n

∑
k=1

Zk, und S2
n =

1
n

n

∑
k=1

(Zk − Z̄n)
2
, n ≥ 1.

In dieser Formel lässt sich die Idee von Hurst (der Hurst-Effekt) leicht
erkennen und verdeutlichen. Es ging darum, einen idealen Damm zu
konstruieren, der das Wasserniveau im Nil regulieren sollte. Hurst ging
von einem konstanten jährlichen Abfluss Z̄n und einem variablen jähr-
lichen Zufluss Zk des Wassers über k = 1, . . . ,n Jahre aus. Wären die
jährlichen Messungen unabhängig, würde man einen linearen Anstieg
der Statistik (R/S)2

n mit n erwarten. Mit anderen Worten,

(R/S)2
n ∼ cn oder (R/S)n ∼ cn1/2

mit einer positiven, endlichen Konstante c, die unabhängig von n ist.
Das Ratio log (R/S)n / log n würde dann für einen unabhängigen Pro-
zess einen Grenzwert von H = 1/2 erreichen.13 Nach Mandelbrot und
Wallis (1969) konvergiert der Hurst Exponent H bei n → ∞ für jeden
kurzzeitabhängigen stochastischen Prozess gegen 1/2. Für einen Pro-
zess mit LRD erwartet man dagegen14

(R/S)n ∼ cnH (6.1.5)

mit dem Hurst-Koeffizient 1/2 < H < 1. “For time intervals of varying
length and starting point, he [Hurst] began by adjusting the data to re-
move the trend during that interval. Only then did he compute the range.
Statisticians would have expected the “detrended” range to increase as
the square root of the length of the time interval, as it does in Brownian
motion. In fact, Hurst found the range grew faster than that.15 Damit ha-
ben wir eine Gleichung, die zur Schätzung des Parameters H aus einer
Stichprobe mit steigendem Zeithorizont durch eine einfache lineare
Regression verwendet werden kann:

12 Vgl. beispielsweise Willinger u.a. (1999).
13 Aus Feller (1951) ist bekannt, dass der Range Rn für einen unabhängigen Gaus-

schen Prozess asymptotisch proportional zu
√

n ist.
14 Mandelbrot (1975).
15 Mandelbrot und Hudson (2004), S. 179.
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log (R/S)n = logc+H log n. (6.1.6)

In graphischer Darstellung kann die (R/S)n-Statistik gegen n in einer
doppelt-logarithmischer Auflösung eingetragen werden. Es ergibt sich
ungefähr eine Gerade mit der Neigung gleich 0,5 zur X-Achse. Ist der
Prozess persistent, wird die Neigung größer als 0,5 sein; im Falle ei-
nes antipersistenten Prozesses ist sie kleiner als 0,5. Für einen i.i.d.
kurzzeitabhängigen Gausschen Prozess ist H = 0,5.

Mandelbrot hat als erster in seinen zahlreichen empirischen Untersu-
chungen auf die Möglichkeit der LRD in den Aktienrenditen hingewie-
sen. Er verwendete die klassische Form der R/S-Statistik und berech-
nete einen repräsentativen Wert von H = 0,55.

Empirie

Eine klassische R/S-Analyse hat zum Ziel, das Ratio log (R/S)n / log N
zu schätzen. Dies hat jedoch einige Schwachstellen. Dazu gehören vor
allem der Bias des Verfahrens und die fehlende Teststatistik. Dies ver-
anlasste Lo (1991) zur Einführung einer modifizierten (R/S)-Analyse.
Mit Lo-Modifikation kann eine statistische Hypothese

H0 = {keine LRD, H = 0,5}

gegen die Alternative

H1 = {es gibt LRD, 1/2 < H < 1}

getestet werden. Wir verzichten an dieser Stelle auf die technischen
Details und verweisen auf Lo (1991) bzw. Teverovsky u.a. (1998). Im
wesentlichen besteht die Modifikation im Austausch des Nenners S in
(6.1.4) durch einen konsistenten Schätzer. Im Falle von abhängigen
Zufallsvariablen ergibt sich Varianz der Teilsumme nicht als Summe
der einzelnen Varianzen; die Kovarianzterme bis zu einem bestimm-
ten lag müssen berücksichtigt werden. Gerade diese Anpassung für
short memory hat Lo in seiner Statistik berücksichtigt. Mit Monte Car-
lo Simulation hat er einen akzeptablen p-Wert von H0 gegenüber LRD
Alternativen nachgewiesen. Eine empirische Untersuchung mit dem
modifizierten Verfahren auf CRSP-Daten16 lieferte keine Hinweise auf
16 Center for Research in Security Prices.
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LRD. So kam Lo zum Schluss, dass die Dynamik der Wertpapierren-
diten auch durch gewöhnliche Verfahren adäquat beschrieben werden
kann.

Allerdings ist die Lo-Modifikation in der Literatur umstritten. In der
Praxis ergeben sich Schwierigkeiten, weil a) die Lo-Statistik asympto-
tisch ist und b) der Wert der Statistik von einem unbekannten Parame-
ter q abhängig ist, der ebenfalls geschätzt werden soll.17 Teverovsky
u.a. (1998) zeigen weitere Probleme auf: “. . . while Lo’s modified R/S-
statistic represents a theoretical improvement over the classical rescaled
adjusted range statistic, its practical application requires care and has a
number of problematic features. . . Lo’s method has a strong preference
for accepting the null hypothesis of no long-range dependence, irrespecti-
ve of whether long-range dependence is present in the data or not.”

Auf der empirischen Seite gibt es sowohl mit dem R/S-Verfahren selbst
als auch mit den darauf basierenden Befunden eine ganze Menge wi-
dersprüchlicher Ergebnisse. Greene und Fielitz (1977) finden mit dem
R/S-Verfahren Indizien für die Persistenz in täglichen Renditen auf
dem US Markt. Peters (1991, 1994) führte zahlreiche empirische Un-
tersuchungen durch und bekräftigte damit seine theoretischen Aussa-
gen zugunsten der LRD. Corazza u.a. (1997) berichten über LRD in
Renditen von Index- und Waren-Futures. Barkoulas u.a. (2000) fin-
den signifikante Merkmale fraktionaler Dynamik sowie LRD am grie-
chischen Aktienmarkt (Athens Stock Exchange). Die Preisbewegungen
scheinen durch Realisationen sowohl aus unmittelbarer Vergangenheit
als auch von längerer Fristigkeit beeinflusst zu sein.

Nachdem Lo (1991) feststellte, dass es nach einer Korrektur für kurz-
fristige Abhängigkeit keine Evidenz für LRD im US Aktienmarkt gibt,
folgte eine Serie von Untersuchungen aus dem „Gegenlager.“ Mit dem
nach Lo (1991) modifizierten R/S-Verfahren und spektraler Regressi-
on finden Cheung und Lai (1995) keine Anzeichen für die Persistenz
in Aktienrenditen auf einigen internationalen Märkten. Crato (1994)
kommt bei den G-7 Ländern mit dem Maximum Likelihood Verfahren
zu ähnlichen Ergebnissen. Cheung u.a. (1993) testeten Aktienindizes
aus Deutschland, Italien, Japan und UK. Das Ergebnis: “While the con-
ventional analysis seems to indicate the presence of long cycles in stock
return, no significant evidence of long cycles can be found using the modi-
fied R/S analysis once short-term dependence and conditional heteroske-

17 Der Parameter q dient zur Modellierung der “lag-Länge.”
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dasticity in the data are adjusted for.”18 Howe u.a. (1999) beobachten
einen ähnlichen Effekt bei den Aktienindizes im Pazificraum (Japan,
Australien, Hong Kong, Singapur, Korea und Taiwan). “. . . These fin-
dings also raise the general specter of significant sensitivity of empirical
findings to the choice of method of analysis.”19

Es kommt immer wieder zur Kritik auf methodischer Seite. Bei Willin-
ger u.a. (1999) lesen wir beispielsweise: “Lo’s modified R/S method
does not appear to provide the “ultimate” test for long-range depen-
dence.20 . . . Lo’s claim of no evidence of long-run memory in the data
may well be due to the fact that the modified R/S-statistic cannot, in ge-
neral, guarantee a low Type II error probability.”21 Dies ruft einem die
endlose Diskussion rund um die EMH in Erinnerung: wie viele Anoma-
lien müssen aufgedeckt werden, um die EMH verwerfen zu können?

Krämer u.a. (2002) berichten auf Grundlage täglicher Daten für den
DAX und einiger Einzelaktien, dass sowohl die „einfachen“ als auch die
quadrierten Renditen wahrscheinlich am besten durch Kurzzeitabhän-
gigkeiten mit veränderlichen Trendkomponenten modelliert werden
können. Dargestellt wurden Ergebnisse für fünf Einzelaktien und den
DAX. Davon wiesen „nur“ drei (von fünf!) einen signifikanten long-
memory Effekt auf. Die Schlussfolgerung: “No matter which type of
returns we take, the evidence for long memory is statistically insigni-
ficant; given a sample size of more than 9 000, this means that long
memory in returns does not exist. . . The significance of the long-memory
effects can be further reduced by taking still shorter periods (one year,
two years).“ Keine Frage, je mehr unbequeme Daten ausgefiltert wer-
den, desto einfacher ist es, das angestrebte Ergebnis zu erreichen. Nur
welches Ergebnis war denn angestrebt?

Als Alternativverfahren zur R/S-Analyse bieten sich beispielweise die
Detrended Fluctuation Analysis22 oder die spektrale Regression nach
Geweke und Porter-Hudak (1983), der sogenannte GPH-Test,23 an.
Mansfield u.a. (2001) entwickelten eine Statistik, die im Unterschied
zur Lo-Statistik keine Normalverteilungsannahme der Renditen unter-
stellt. Sie ist unabhängig vom Tail-Index α und eignet sich darum auch

18 Cheung u.a. (1993), S. 45.
19 Howe u.a. (1999), S. 139.
20 Willinger u.a. (1999), S. 3.
21 Willinger u.a. (1999), S. 8.
22 Weron (2002).
23 Mansfield u.a. (2001).
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für Zeitreihen, deren Glieder stabilverteilt sind. So (2000) wendet die
modifizierte Lo-Statistik und den GHP-Test auf den S&P 500 Index, auf
den DJIA Index und auf die 30 DJ Aktien an. Das Ergebnis: “. . . strong
evidence of long-term dependence in volatility is found in nearly all cases.
This suggests that it is important to incorporate the long memory feature
in the modelling of volatility in order to produce good volatility forecasts
and derivative pricing formulas.”

Angesichts der vielen Widersprüche scheinen statistische Verfahren,
die auf geeignete Weise mit long memory umgehen können, (noch)
nicht ausgereift zu sein. Denken wir daran, dass die Annahme der Sta-
tionarität nicht etwas ist, was überprüft werden kann: wir müssen es
glauben oder nicht. “. . . statistical analyses cannot be expected to provi-
de a definitive answer concerning the presence or absence of long-range
dependence in asset price returns, . . . a much more challenging approach
. . . will require a deeper understanding of the nature of the micro/macro-
economic market forces that determine the price movements.”24

6.2 Selbstähnliche Zufallsprozesse

Skalierung pur

Die R/S-Analyse kann wohl kaum als ein anspruchsvolles theoreti-
sches Verfahren zur Untersuchung der Langzeitabhängigkeiten ange-
sehen werden. Letztendlich lässt sie sich auf eine einfache Regressi-
onsgleichung zurückführen, die ihrerseits eine sehr grobe logarithmi-
sche Asymptotik zum Ausdruck bringt. Die Einführung selbstähnlicher
Zufallsprozesse25 markierte einen weiteren Schritt zum Verständnis ei-
ner fraktalen oder selbstähnlichen Welt und ihrer Verbindung zu den
für uns vertrauten Begriffen wie beispielsweise Stationarität. Es stellte
sich heraus, dass die Worte fraktal, selbstähnlich und langzeitabhängig
als Synonyme verwendet werden können. Außerdem haben sie alle
einen „gemeinsamen Nenner“: die Skala. Warum?

Ein stationärer Prozesses {Xt , t ∈ � } kann dadurch charakterisiert wer-
den, dass seine endlich-dimensionalen Verteilungen gegen Verschie-
bung der Zeitachse invariant sind:

24 Willinger u.a. (1999), S. 12.
25 Flandrin (1992), Abry u.a. (2000), Flandrin u.a. (2002).
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{X (t −a) , t ∈ � } d
= {X (t) , t ∈ � } für alle a ∈ � , (6.2.1)

wobei d für Distribution steht (die Verteilungen sind gleich). Ganz ähn-
lich heißt ein Prozess {Yt , t ∈ � } skalen-stationär, falls seine endlich-
dimensionalen Verteilungen bei der Skalierung der Zeitachse unverän-
dert bleiben:

{Y (at) , t ∈ � } d
= {Y (t) , t ∈ � } , a > 0. (6.2.2)

Schließlich verhält sich die Verteilung eines H-selbstähnlichen (H-self-
similar) oder H-ss-Prozesses auf eine ganz besondere Weise. Eine Ska-
lierung um den Faktor a > 0 bewirkt das Gleiche wie eine Multiplika-
tion mit aH :

{Y (at) , t ∈ � } d
= aH {Y (t) , t ∈ � } , a > 0. (6.2.3)

Das H steht für den Hurst-Exponent oder den Selbstähnlichkeitspara-
meter des Prozesses. Für H = 0 ist ein skalen-stationärer Prozess selb-
stähnlich. Das entscheidende Merkmal eines selbstähnlichen Prozesses
ist die Nichtlinearität seiner Varianz /Kovarianz im allgemeinen Fall.
Das zweite Moment (falls existent) skaliert in der Zeit mit dem Faktor
2H:

E

[
Y (t)2

]
= t2H

E

[
Y (1)2

]
, Y (0) ≡ 0. (6.2.4)

Es ist leicht zu sehen, dass für alle H 6= 1/2 diese Skalierung nichtlinear
ist.

Ein homogener H-ss-Prozess ist ein Prozess mit stationären und un-
abhängigen Zuwächsen, kurz H-ssi. Die Klasse von H-ssi-Prozessen
stellt eine natürliche Erweiterung gewöhnlicher stationärer Prozesse
dar. Die folgende Gleichung beschreibt einen H-ssi-Prozess {Yt , t ∈ � }
im Sinne der endlich-dimensionalen Verteilungen:

{Y (s+ t)−Y (s) , s, t ∈ � } d
= aH {Y (s/a+ t)−Y (s/a) , s, t ∈ � }
= aH {Y (s+ t)−Y (s) , s, t ∈ � } (6.2.5)

Die Kovarianz eines H-ssi-Prozesses {Yt , t ∈ � } mit Y (0) = 0 und
Y (1) 6= 0 lässt sich schreiben als26

26 Samorodnitsky und Taqqu (1994).



114 6. Modellierung der Langzeitabhängigkeiten

Cov
[
Y (t)Y (s)

]
=

1
2

(
EY 2 (t)+EY 2 (s)−E [Y (t)−Y (s)]2

)

=
1
2

(
EY 2 (t)+EY 2 (s)−E [Y (t − s)−Y (0)]2

)

=
1
2

Var [Y (1)]
(
|t|2H + |s|2H −|t − s|2H)

=
1
2

E
[
Y 2 (1)

](
|t|2H + |s|2H −|t − s|2H) . (6.2.6)

Eine Brücke zwischen selbstähnlichen und stationären Prozessen wird
durch die Lamperti Transformation27 hergestellt. Der lampertisierte sta-
tionäre Prozess ist selbstähnlich.

Definition 6.2.1. Gegeben eine Zahl H > 0 ist die Lamperti Transfor-
mation LH eines Prozesses {Y (t)}t∈R definiert als

X (t) = (LHY )(t) = tH Y (ln t) , t > 0. (6.2.7)

Die entsprechende inverse Transformation L−1
H des Prozesses {X (t)}t>0

ist definiert als

Y (t) =
(
L−1

H X
)
(t) = e−Ht X

(
et) , t ∈ � . (6.2.8)

Satz 6.2.1 Ein Prozess Y (t) ist stationär genau dann, wenn seine Lam-
perti Transformation X (t) ein H-ss-Prozess ist.

Beweis: Samorodnitsky und Taqqu (1994). �

Flandrin u.a. (2002) geben folgenden Ausdruck für die Korrelations-
funktion eines Lamperti-transformierten Prozesses Yt an:

E [X (t)X (s)] = CovLHY (t,s) = (t s)H
CovY (ln t, ln s) , (6.2.9)

und, falls Yt stationär ist,

CovLHY (t,s) = (t s)H γY (ln (t/s)) (6.2.10)

mit CovY (t s) = γY (t − s). Auf Grundlage dieser Erkenntnisse scheinen
die für die stationären Prozesse bekannten Analyseverfahren bei der
Anwendung auf delampertisierte H-ss-Prozesse ihre Gültigkeit zu be-
halten. Diese Idee wurde in Nuzman und Poor (2000) bei der Un-
tersuchung von Vorhersage- und Interpolationseigenschaften einer ge-
brochenen Brownschen Bewegung aufgegriffen und weiterentwickelt.

27 Lamperti (1962).
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6.3 Gebrochene Brownsche Bewegung

Das klassische Beispiel eines H-ssi-Prozesses ist die gewöhnliche
Brownsche Bewegung. Sie hat unabhängige stationäre Zuwächse, ste-
tige Pfade und ist selbstähnlich mit Parameter H = 1/2. Zur selben
Klasse gehört die „gebrochene“ Version.

Definition 6.3.1 (Taqqu (2003)). Ein H-ssi Gaussprozess BH
t mit 0 <

H < 1 heißt gebrochene Brownsche Bewegung (fBm). In Standard-
form gilt

σ2 = VarBH (1) = 1.

Die fBm ist ein stetiger, zentrierter Gaussprozess
{

BH
t , t ∈ � } mit ab-

hängigen Zuwächsen. Sie ist durch die Kovarianzfunktion

Cov
[
BH

t BH
s

]
=

1
2

(
|s|2H + |t|2H −|t − s|2H) s, t ∈ � (6.3.1)

bis auf den Skalierungsfaktor H vollständig spezifiziert.28 Die Selbst-
ähnlichkeit mit Parameter H impliziert, dass

{
aHBH

t/a, t ∈ �
}

dieselben Verteilungen wie
{

BH
t , t ∈ � } hat.

Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften der fBm zusammen.

Satz 6.3.1 Falls

(i) Yt ein Gaussprozess mit EYt = 0 ist,

(ii) EY 2
t = σ2 |t|2H für σ > 0 und 0 < H < 1 gilt,

(iii) Yt stationäre Zuwächse besitzt,

dann ist Yt eine fBm.

Beweis: Wir folgen Taqqu (2003). Da Y ein zentrierter Gaussprozess
ist, sind seine endlich-dimensionale Verteilungen durch die Kovarianz-
funktion eindeutig charakterisiert. Weiterhin folgt aus (ii) und (iii),
dass diese Kovarianzfunktion in der Form (6.3.1) sein muss. �

28 Vervaat (1987).
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Charakterisierung der gebrochenen Brownschen Bewegung: der
Hurst-Parameter H

Mit der gebrochenen Brownschen Bewegung scheint ein Modell ent-
standen zu sein, das die long-memory-Eigenschaft mathematisch zum
Ausdruck bringt. Im Mathematical Finance macht die fBm als long-
memory stochastisches Modell der gewöhnlichen Brownschen Bewe-
gung immer mehr Konkurrenz.29

Die fBm ist erstmals von Mandelbrot und van Ness (1958) als eine
Familie von Zufallsfunktionen eingeführt worden, “that could in so-
me way be expected to be ‘typical’ of what happens in the absence of
asymptotic independence”. A. N. Kolmogorov modellierte bereits in den
frühen vierziger Jahren30 die hochentwickelte Turbulenz mittels einer
fBm mit H = 1/3 und hat unter anderem gezeigt, dass (6.3.1) genau
dann eine Kovarianz-Funktion ist, wenn H im Intervall (0,1] liegt.

Bezogen auf den Parameter H lässt sich die fBm als parametrische
Erweiterung oder Verallgemeinerung einer gewöhnlichen Brownschen
Bewegung interpretieren, die hier als Spezialfall H = 1/2 auftritt. Da-
bei wird das Intervall zwischen 0 und 1 in zwei Hälften aufgeteilt.
Für H < 1/2 spricht man von einer negativen Korrelation der Zuwäch-
se oder Antipersistenz, bei H > 1/2 sind dagegen die Zuwächse positiv
korreliert oder persistent. Die Unabhängigkeit der Zuwächse ist aus-
schließlich für H = 1/2 möglich und gegeben (ein Wiener Prozess).
Für H > 1/2 nimmt die Korrelation zwischen den Zuwächsen mit der
Zeit hyperbolisch (sprich: langsamer als exponentiell) ab

Cov (t) = E [Y (1) (Y (t +1)−Y (t))] ∼ 2H (2H −1) t2H−2 (6.3.2)

und divergiert asymptotisch für große t:

∞

∑
t=1

Cov (t) = ∞. (6.3.3)

Dies deutet laut Definition (6.1.1) auf die Langzeitabhängigkeit hin.
Für H = 1 degeneriert die fBm zu einer Linie, die mit der Zeitachse
einen zufälligen Winkel Y (1) bildet: Y (t) = t Y (1).

29 Cutland u.a. (1995), Salopek (1998), Sottinen (2001).
30 Kolmogorov (1940).
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Darstellungsformen der gebrochenen Brownschen Bewegung

In der Literatur gibt es inzwischen mehrere sehr unterschiedliche Dar-
stellungsformen für die fBm. Eine der bekanntesten Formeln stammt
aus Mandelbrot und van Ness (1958). Dieser Arbeit wird gewöhnlich
auch die Herkunft des Begriffes gebrochene Brownsche Bewegung zu-
geschrieben. Wir ziehen hier eine modernere Variante vor. Hu (2001),
S. 225, gibt die folgende Konstruktionsformel für die fBm {Bt , t ∈ � }
mit 0 < H < 1 an:

BH
t = cH

[ ∫ t

−∞
(t − s)H−1/2 dWs −

∫ 0

−∞
(−s)H−1/2 dWs

]
, (6.3.4)

mit einer Normierungskonstante cH . Durch das zweite Integral wird
die Anfangsbedingung BH

0 = 0 gewährleistet. Nach (6.3.4) stellt die
fBm das Ergebnis einer Konvolution zwischen einem Wiener Prozess
Wt und einem Kern KH (t,s) dar. Mit Festlegung

KH (t,s) :=





(t − s)H−1/2 − (−s)H−1/2, falls s < 0,

(t − s)H−1/2, falls 0 < s < t,

0, falls s > t

ergibt sich eine kompakte Darstellung

BH
t =

∫ ∞

−∞
KH (t,s) dBs. (6.3.5)

Mit Hilfe eines Normierungsfaktors

σ2
H = E

[(
BH (1)

)2
]

=
Γ(1−2H) cos (πH)

πH

kann die fBm in die Standardform mit E

[(
BH (1)

)2
]

= 1 gebracht wer-

den. Durch einige Umformungen des Memory-Kerns KH (t,s) entsteht
eine weitere Darstellung nach Decreusefond und Üstünel (1999)31:

Bk (t) =
∫ t

0
Kk (t,s) dW (s) , (6.3.6)

Kk (t,s) =
(t − s)k

+

Γ(k +1)
F (−k,k,k +1,1− t/s) , k = H −1/2.

31 Siehe auch Pipiras und Taqqu (2001).
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F (α,β,γ,z) bezeichnet die Gaussche hypergeometrische Funktion.32

Noch eine Integraldarstellung der fBm, die wir hier nicht aufführen,
geben Nuzman und Poor (2000) an. Mathematisch sehr fortgeschrit-
ten ist schließlich eine Darstellung der fBm als ein fraktionales oder ge-
brochenes Integral der Ordnung H +1/2 eines Wiener Prozesses dWt .33

6.4 Problematik stochastischer Integration in Bezug auf die
gebrochene Brownsche Bewegung

Eine recht komplizierte Darstellung der fBm lässt sich auf die eben-
so komplizierte Form der Langzeitabhängigkeit zurückführen, die mit-
tels fBm zum Ausdruck gebracht wird. Damit beginnen aber erst die
Probleme qualitativer Natur, die im Zusammenhang mit der fBm als
Modellierungswerkzeug im Finance auftauchen.

Zu den bedeutendsten Erkenntnissen über die fBm gehört die Tatsa-
che, dass sie weder ein Markov-Prozess noch ein Semimartingal ist.
Dies bedeutet unter anderem, dass die sehr gut entwickelte Theorie
stochastischer Integration in Bezug auf die fBm ungeeignet ist. Einen
möglichen Ausweg bietet eine erweiterte Definition des stochastischen
Integrals unter Berücksichtigung spezifischer Eigenschaften der fBm.

Eine gute Übersicht zur geschilderten Problematik geben Pipiras und
Taqqu (2000). Die ausführliche Quelle zur fraktionalen Integration ist
das Buch von Samko, Kilbas und Marichev (1993). Speziell mit der
fBm beschäftigen sich Decreusefond und Üstünel (1999), Carmona
u.a. (1999), Alos u.a. (2000). Eine neuere Quelle zu diesem Themen-
gebiet ist das Buch von Dounkan, Oppenheim und Taqqu (2003).

Abgesehen vom mathematischen Interesse per se, interessiert uns im
finanzwirtschaftlichen Kontext die entscheidende Frage: Sind Modelle
(u.a. zur Derivatenbewertung) mit der fBm als Underlying arbitragefrei?

32 Anhang A.7.
33 Das Riemann-Liouville fraktionale Integral der Ordnung α einer Funktion ϕ(t) ist

definiert als

Iα
+ ϕ(t) =

1
Γ(α)

∫ t

−∞
(t − s)α−1 dϕ(s) , Γ(α) =

∫ ∞

0
sα−1e−sds

wobei Γ(α) die Gammafunktion ist. Wir gehen im Rahmen dieser Arbeit auf die
Einzelheiten fraktionaler Integrale nicht ein und verweisen auf Samko u.a. (1993).
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Diese Frage kann noch breiter aufgefasst werden: lassen sich die durch
die fBm modellierte Langzeitabhängigkeiten zu einer Vorhersage des zu-
künftigen Verlaufs eines stochastischeen Prozesses verwenden und, falls
ja, wie gut ist eine solche Vorhersage?

Quadratische Variation der gebrochenen Brownschen Bewegung

Ein gemeinsames Problem, das bei allen Ansätzen zu stochastischer
Integration zu lösen ist, lässt sich wie folgt formulieren. Man steht vor
der Aufgabe, für einen geeigneten Integrand f (t,ω) einen Ausdruck der
Art ∫ T

0
f (t,ω) dBH

t (6.4.1)

sinnvoll zu definieren. Die Idee dabei ist, in einem Itô-ähnlichem Ver-
fahren f (t,ω) so zu konstruieren, dass

Sn =
n−1

∑
k=1

f (ξk)
(
BH (tk+1)−BH (tk)

)
(6.4.2)

konvergiert, wenn die Intervalllänge

|∆| = max
k

(tk+1 − tk)

des größten Teilintervalls

0 = t0 < t1 < · · · < tk < · · · < tn = T

gegen Null geht. Im allgemeinen Fall ist die Kontinuität des Integrals in
Bezug auf den Integrand f nicht gewährleistet. Dies lässt sich aber für
deterministische Integranden umgehen.34 Im nächsten Schritt folgt die
Erweiterung auf nicht-deterministische Integranden, natürlich unter
Berücksichtigung einiger Besonderheiten der fBm. Die bedeutendste
davon ist, dass die fBm „nicht stochastisch genug“ für L2 ist. Formal
gilt der folgende Satz.

Satz 6.4.1 Die Quadratische Variation der fBm für 1/2 < H < 1 ist ein
Null-Prozess. Es gilt für jede Teilung ∆k des Intervalls [0,T ] mit |∆| → 0
bei n → ∞,

n−1

∑
k=1

(
BH (tk+1)−BH (tk)

)2 → 0 in Wahrscheinlichkeit. (6.4.3)

34 Grippenberg und Norros (1996), Pipiras und Taqqu (2001).
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Beweis: Vgl. Theorem 2.1 Lin (1995); Korollar 1.12 Cheridito (2001).
Wegen Stationarität der Zuwächse der fBm gilt für alle s, t ≥ 0

E

[(
BH (s+ t)−BH (s)

)2
]

= E

[(
BH (t)

)2
]

= t2H . (6.4.4)

Für 1/2 < H < 1 lässt sich für jedes Teilintervall

0 = t0 < t1 < · · · < tk < · · · < tn = T

die folgende Abschätzung treffen:

E

[
n−1

∑
k=1

(
BH (tk+1)−BH (tk)

)2

]
=

n−1

∑
k=1

(tk+1 − tk)
2H

= |∆|2H−1
n−1

∑
k=1

(tk+1 − tk) ·
[
(tk+1 − tk)

|∆|

]2H−1

≤ |∆|2H−1 → 0 bei n → ∞. (6.4.5)

�

Bemerkung. Mit ähnlicher Argumentation kann gezeigt werden, dass
die quadratische Variation der fBm mit 0 < H < 1/2 unendlich groß
ist.

Zusammengefasst kommen wir zum Ergebnis, dass die quadratische
Variation der fBm im ganzen Bereich 0 < H < 1 nur drei Werte anneh-
men kann: unendlich, eine endliche Konstante und Null. Aus diesem
Grund scheint die quadratische Variation als Maß der Variabilität für
Prozesse außerhalb der gewöhnlichen Brownschen Bewegung nicht
aussagekräftig zu sein. Die p-Variation ist besser dafür geeignet.

p-Variation

Eine ausführliche Beschreibung der p-Variation (und weitere inter-
essante Überlegungen rund um das stochastische Integral) bieten Dud-
ley und Norvaiša (1998) und Norvaiša (2000). Wir versuchen die Dar-
stellung möglichst kompakt zu halten und konzentrieren uns deshalb
auf ausgewählte Aspekte.

Es sei f eine reellwertige Funktion auf einem Intervall [0,T ] und 0 <
p < ∞. Wir teilen das Intervall [0,T ] in Teilintervalle



6.4 Problematik stochastischer Integration 121

0 = t0 < t1 < · · · < tn = T

mehrmals auf unterschiedliche Weise auf und bilden die Summen

sp =
n−1

∑
i=0

| f (ti+1)− f (ti) |p (6.4.6)

über alle solche Aufteilungen k = {ti : i = 0,1, . . . ,n}. Die Aufteilungen
k werden zu einer Menge J ⊂ � der Punktteilungen PP(J) zusammen-
gefasst.

Definition 6.4.1. Die kleinste obere Schranke der Summen (6.4.6) über
alle Aufteilungen k aus PP(J) heißt p-Variation:

vp ( f ) = vp ( f ; ·) := sup{sp ( f ,k) : k ∈ PP(J)} . (6.4.7)

Für jede Funktion f ist ein Index der p-Variation v( f ) wie folgt defi-
niert:

v( f ; [0,T ]) := inf{p > 0 : vp ( f ; [0,T ]) < ∞} (6.4.8)

= sup{p > 0 : vp ( f ; [0,T ]) = ∞} (6.4.9)

Mit Wp (J) und Wq (J) bezeichnen wir die Mengen aller Funktionen f :
J → � , für die vp (J) bzw. vq (J) endlich ist.

Die obige Definition macht es möglich, die feinen Unterschiede zwi-
schen gewöhnlichen und gebrochenen Versionen der Brownschen Be-
wegung zu erkennen. Als erstes gilt, dass die 2-Variation (also, eine
p-Variation mit p = 2) und die früher als Erwartungswert der Sum-
men quadratischer Differenzen definierte quadratische Variation un-
terschiedliche Kennzahlen sind. Quadratische Variation 〈Wt〉 ist gleich
t im „klassischen“ Fall bzw. 〈BH

t 〉 ist gleich Null nach dem Satz (6.4.1).
Die 2-Variation eines Wiener Prozesses Wt ist fast sicher unendlich. Al-
lerdings ist vp für alle p > 2 nach oben beschränkt.35 Daraus ergibt sich
v(Wt) = 2 fast sicher für einen gewöhnlichen Wiener Prozess Wt .

Bei einer fBm könnte man einen Zusammenhang zwischen p-Variation
und H vermuten. Er scheint tatsächlich gegeben zu sein. Dudley und
Norvaiša36 zeigten, dass für die fBm BH mit H ∈ (1/2, 1) der Index der
p-Variation gleich dem Kehrwert von H ist:

35 Dudley und Norvaiša (1998), S. 47.
36 Dudley und Norvaiša (1998), S. 47-48.
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v
(
BH)= 1/H fast sicher. (6.4.10)

Decreusefond und Üstünel (1999) definieren

die 1/H-Variation der fBm :=





σ2
H · t für pH = 1;

0 für pH > 1;

+∞ sonst
(6.4.11)

Cheridito (2001, 2003) zeigt,37 dass für T, p, q > 0

a) npH−1−q
n−1

∑
j=0

∣∣∣BH
j+1
n T

−BH
j
n T

∣∣∣
p (n→∞)−−−−→ 0 in L1

b) npH−1+q
n−1

∑
j=0

∣∣∣BH
j+1
n T

−BH
j
n T

∣∣∣
p (n→∞)−−−−→ ∞ in Wahrscheinlichkeit,

d.h. es existiert für alle L > 0 ein n0 derart, dass für alle n ≥ n0

�
[

npH−1+q
n−1

∑
j=0

∣∣∣BH
j+1
n T

−BH
j
n T

∣∣∣
p
< L

]
<

1
L

.

All diese Ausführungen in Zusammenhang mit fehlender Semimartin-
galeigenschaft38 führen dazu, dass die Itô-Kalküle in ihrer ursprüng-
lichen Form für die fBm nicht gelten. Ein Semimartingal M erfordert
v(M) ∈ [0,1]∪{2}.39 Diese Bedingung ist für alle H 6= 1/2 nicht erfüllt.
Da die Anwendung der Itô-Formel auf Semimartingale beschränkt ist,
wird die Lage zunächst unbestimmt: es ist nicht klar, wie ein Integral
in Bezug auf die fBm zu definieren ist bzw. wie Funktionen der fBm
berechnet werden können.

Diese Fragestellung scheint von rein mathematischem Interesse zu
sein. Zugleich ist aber die ökonomische Bedeutung des Verfahrens, mit
dem das stochastische Integral über die fBm definiert wird, kaum zu un-
terschätzen. Von den zwei im folgenden dargestellten Verfahren ermög-
licht nur eines eine arbitragefreie Modellierung des Marktes.

37 Cheridito (2003), Lemma 3.5.
38 Zum ausführlichen Beweis siehe zum Beispiel Lipster und Shiryaev (1989), S. 300,

Lin (1995), Korollar 2.2.
39 Sottinen und Valkeila (2001), Dudley und Norvaiša (1998), S. 46–48.
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Riemann-Stieltjes vs. Skorohod

Satz 6.4.2 Es sei f ∈Wp [a,b] und h∈Wq [a,b] für p,q > 0, p−1 +q−1 >

1. Das Integral
∫ b

a f dh existiert im Riemann-Stieltjes-Sinne (pfadweise),
falls f und h keine Unstetigkeiten am selben Punkt haben.

Beweis: Dudley und Norvaiša (1998), S. 33. �

Als erstes lassen sich damit zwei Fälle unterscheiden, in dem Integrale∫
Yt dXt pfadweise definiert werden können:

(i) die Funktionen t 7→ Yt sind von beschränkter p-Variation der Ord-
nung p < 2 oder

(ii) die Prozesse Xt sind von beschränkter q-Variation mit q < 2.

Die beiden Anforderungen sind bei einer fBm mit 1/2 < H < 1 erfüllt.
Problematisch wird es lediglich für zwei unabhängige fBm’s BH

1 ,BH
2

mit jeweils 1/4 < H < 1/2. Da hier die Bedingung p−1 + q−1 > 1 evtl.
verletzt ist, kann das Integral

∫ 1
0 BH

1 dBH
2 nicht pfadweise definiert wer-

den.40 Das gleiche gilt natürlich für eine gewöhnliche Brownsche Be-
wegung mit H = 1/2. Dies begründet indirekt die Anwendung des Itô-
Integrals in diesem Fall.

Satz 6.4.3 Für fast alle Pfade Wt eines gewöhnlichen Wiener Prozesses
ist das Integral

∫ 1
0 Wt dWt im Riemann-Stieltjes-Sinne nicht definiert.

Beweisidee. Die Ursache der Nichtexistenz liegt an der Bedingung
p−1 + q−1 > 1, die hier verletzt ist. Die Partialsummen werden un-
beschränkt groß und divergieren. Vollständiger Beweis: Dudley und
Norvaiša (1998), S. 8. �

Fassen wir zusammen. Nach (6.4.2) und (6.4.3) ist es möglich, sowohl
für einen Wiener Prozess Wt als auch für eine fBm BH

t ein stochas-
tisches Integral pfadweise zu definieren, solange der Integrand nicht
stochastisch ist. Für einen stochastischen Integrand besteht diese Mög-
lichkeit weiterhin, solange die Regularitätsbedingung p−1 + q−1 > 1
nicht verletzt ist. Handelt es sich um ein Integral vom Typ

∫ 1
0 Wt dWt ,

dann ist diese Bedingung verletzt. Da die fBm davon nicht betroffen
ist, besteht von mathematischer Seite aus kein Handlungsbedarf. Von
ökonomischer Seite aber sehr wohl!
40 Carmona, Coutin und Montseny (1999), S. 4.
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Beide, Wiener Prozess und fBm, sind Gaussprozesse. Es bietet sich da-
mit ein Standardverfahren an, mit dem das Integral zumindest für
deterministische Funktionen durch die L2-Isometrie definiert wird.41

Tatsächlich weisen Dunkan u.a. (2000) darauf hin, dass in einem Itô-
ähnlichen Verfahren die Riemannschen Summen

Sn =
n−1

∑
k=1

f (ξk)
(
BH (tk+1)−BH (tk)

)
(6.4.12)

mit den Auswertungspunkten ξk ∈ [tk, tk+1] für die Partitionen

0 = t1 < t2 < .. . < tk < .. . < tn = T,

für eine beschränkte Funktion f und ∆ = maxk (tk+1 − tk)→ 0 mit n→∞
zu ∫ T

0
fs δBH

s (6.4.13)

in L2 konvergieren. Überraschend ist die Unabhängigkeit des Grenz-
wertes (6.4.13) von der Wahl des Auswertungspunktes ξk in (6.4.12).
Sowohl für ξk = tk+1 als auch für ξk = tk konvergiert Sn in L2 gegen die
gleiche Zufallsvariable.42 Gleichung (6.4.13) definiert damit ein sto-
chastisches Integral vom Stratonovich-Typ für die fBm mit 1/2 < H < 1.
Der Erwartungswert dieses Integrals ist im allgemeinen ungleich Null,
und genau das führt bekanntlich in finanzwirtschaftlichen Anwendun-
gen zu Problemen.

In der gleichen Arbeit definieren Dunkan u.a. (2000) ein stochasti-
sches Integral vom Itô-Typ.43 Dieses sogenannte Skorohod-Integral er-
weitert das Wiener-Itô-Integral auf eine besondere Weise. Es ist durch
das Wick-Produkt � definiert und kann mit Zufallsintegranden ebenso
gut umgehen wie mit deterministischen Funktionen. Die Wick-Kalküle
unterscheiden nicht zwischen antizipierenden und nicht antizipieren-
den Quantitäten. Es gibt auch keine Punktwerte F (ω) für spezifische
Realisationen ω; vielmehr sind das Mittelwerte bezüglich geglätteten Zu-
fallsvariablen η = η(ω).44 Es gilt
∫ T

0
fs dBH

s = lim
|∆|→0

n−1

∑
k=0

f (ξk) �
(
BH (tk+1)−BH (tk)

)
in L2 (6.4.14)

41 Holden u.a. (1996), Norros u.a. (1999), Pipiras und Taqqu (2000).
42 Dunkan u.a. (2000), S. 595.
43 Siehe auch Hu u.a. (2003).
44 Holden u.a. (1996), S. 6. Ausführliche Details zum Wick-Produkt sind in Lindstrøm

u.a. (1992) und Holden u.a. (1996) zu finden.
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mit Auswertungspunkten ξk = tk und den sonst üblichen Bezeichnun-
gen für tk und ∆. Dieses Integral hat den Erwartungswert Null und
unterscheidet sich von dem Integral (6.4.13) um einen zusätzlichen
Term namens Malliavin-Derivative Dφ

t f :45

∫ T

0
fs dBH

s =
∫ T

0
fs δBH

s −
∫ T

0
Dφ

s fs ds fast sicher. (6.4.15)

Wir verfolgen diesen Zweig der Forschung nicht mehr weiter und ver-
weisen auf Dunkan u.a. (2000)46 für Definition und weitere Eigen-
schaften von Malliavin-Derivativen.

Itô-Formel für die gebrochene Brownsche Bewegung

In der Literatur sind mehrere Versionen der Itô-Formel für die fBm zu
finden. Viele davon gelten nur sehr eingeschränkt für einen bestimm-
ten Bereich des Parameters H. Eine umfassende Übersicht sowie eine
eigene Version der Formel bietet Bender (2003). Wir folgen Dunkan
u.a. (2000).

Satz 6.4.4 Es sei f : � → � eine zweimal stetig differenzierbare Funk-
tion mit beschränkter erster und zweiter Ableitung. Dann gilt

f
(
BH

T

)
− f

(
BH

0

)
=
∫ T

0
f ′
(
BH

s

)
dBH

s +H
∫ T

0
s2H−1 f ′′

(
BH

s

)
ds (6.4.16)

fast sicher.

Beweis: Dunkan u.a. (2000), Theorem 4.1; Bender (2003) Theorem
4.4. �

Die gute Nachricht ist, dass diese Formel für H = 1/2 wie erwartet mit
der gewöhnlichen Itô-Formel übereinstimmt. Die scheinbare Einfach-
heit ist aber trügerisch: das zweite Integral ist nur in den seltensten
Fällen leicht zu berechnen. Für praktische Zwecke kann es sich loh-
nen, auf die Wick-Kalküle zurückzugreifen, wie das folgende Beispiel
aus Hu und Øksendal (2003) zeigt:

45 Theorem 3.12 in Dunkan u.a. (2000)
46 Siehe auch Nualart (1995), Øksendal (1997), Malliavin (1997) und Fournié u.a.

(2001).
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∫ t

0
BH

s dBH
s =

∫ t

0
BH

s � W H
s ds

=

∫ t

0
BH

s � d
ds

BH
s ds =

1
2

(
BH

t

)�2
=

1
2

(
BH

t

)2 − 1
2

t2H ,

wobei W H für fractional white noise steht.

6.5 Überlegungen zur Arbitragefreiheit des Marktes

Ein sehr spannendes Thema in Zusammenhang mit der Anwendung
der fBm als Underlying in Finance ist die Frage nach der Arbitrage-
freiheit der darauf basierenden Modelle. Rogers (1997) war die ers-
te Arbeit mit einer klaren Nachricht: die fBm-basierten Modelle sind
nicht arbitragefrei! Es folgen Shiryaev (1998) und Salopek (1998),
die die entsprechenden Arbitragestrategien aufzeigen. Nach Salopek
(1998) wird Arbitrage durch Pfadregularität verursacht. Die Tatsache,
dass die quadratische Variation der fBm Null ist, spielt dabei eine ent-
scheidende Rolle. Sottinen (2001) zeigt die Existenz eines Binärbaums
in diskreter Zeit, also, eines Semimartingals. Die Konvergenz dieser
Struktur in kontinuierlicher Zeit lässt Arbitrage zu. Cheridito (2001)
und (2003) schlägt eine Restriktion der Handelsstrategien vor, um die
Arbitragefreiheit wieder zu gewinnen.

Rogers (1997) leitet eine Art von Halbierungsstrategien (im Gegensatz
zu Bernoulli’s Verdoppelungsstrategien im St. Petersburgen Paradox)
ab. Der Handel erfolgt in diskreter Zeit. Der Investor sucht die soge-
nannten „vielversprechenden“ (im Original: “promising”) Perioden47

und investiert einen Einheitsbetrag. Desweiteren legt er eine Bandbrei-
te für die Renditeentwicklung fest. Wird dieses Band in die eine oder
andere Richtung überschritten, erfolgt eine sofortige Auflösung der
Position. Hat sich ein Gewinn ergeben, bleibt der Einsatz unverändert
und beträgt eine Geldeinheit; beim Verlust wird in der folgenden Peri-
ode nur eine halbe Geldeinheit investiert. Das Spiel ist beendet, wenn
der kumulierte Gewinn zum ersten Mal ein vorher spezifiziertes Ni-
veau erreicht hat. Dies erfolgt im Rogers-Modell fast sicher. Dadurch,
dass sich die Zwischenverluste im Gegenteil zu einer gewöhnlichen
Brownschen Bewegung in Grenzen halten, erhält die Arbitragestrate-
gie eine endgültige Bestätigung.

47 Es wird gezeigt, dass unendlich viele solche Perioden fast sicher existieren.
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Shiryaev (1998)48 führt ein einfaches Beispiel einer Arbitragestrategie
mit der fBm an. Sei r > 0 ein kontinuierlicher risikoloser Zins, At = ert

und St = ert+BH
t entsprechend Bond- und Aktienpreis zum Zeitpunkt t.

Die Unsicherheit wird durch die fBm BH
t modelliert. Ausgehend davon,

dass die quadratische Variation der fBm Null ist, verwendet Shiryaev
(1998) eine Itô-Formel ohne zweiten Term

F
(
BH

t

)
−F

(
BH

0

)
=
∫ t

0
f
(
BH

u

)
dBH

u , (6.5.1)

die eine pfadweise Integration in Bezug auf BH
t rechtfertigt. Es wird

gezeigt, dass ein fraktionaler Black/Scholes-Markt (At ,St )
{

dAt = rAt dt = rert dt

dSt = St
(
r dt +dBH

t

)
= rert+BH

t dt + ert+BH
t dBH

t

nicht arbitragefrei ist; d.h., es existiert ein Arbitrageportfolio θ mit

V θ
0 = 0, V θ

T ≥ 0 (
�

-f.s) und
� (

V θ
T > 0

)
> 0.

Man legt wir die Gewichte βt = 1− e2BH
t und γt = 2

(
eBH

t −1
)

für das

Portfolio θ = (β,γ) fest. Nach einer Vereinfachung ergibt sich

V θ
t = βtAt + γtSt =

(
1− e2BH

t

)
ert +2

(
eBH

t −1
)

ert+BH
t

= ert
(

1+ e2BH
t −2eBH

t

)
= ert

(
eBH

t −1
)2

.

Es ist leicht zu sehen,49 dass das Portfolio θ selbstfinanzierend ist:

dV θ
t = βt dAt + γt dSt .

Schließlich gilt

V θ
0 = 0, V θ

T ≥ 0 für t > 0 und E

[
V θ

t

]
> 0 für t > 0.

48 Siehe auch Dasgupta (1997), Hu und Øksendal (2003) und Norvaiša (2000).
49

dV θ
t = rert

(
eBH

t −1
)2

dt +2ert+BH
t

(
eBH

t −1
)

dBH
t = rert

(
e2BH

t −2eBH
t +1

)
dt

+2
(

eBH
t −1

)
ert+BH

t dBH
t = rert

(
1− e2BH

t +2e2BH
t −2eBH

t

)
dt + γt St dBH

t = βt dAt

+2
(

eBH
t −1

)
eBH

t rert dt + γt St dBH
t = βt dAt + γt St

(
r dt +dBH

t

)
= βt dAt + γt dSt .
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Das Portfolio θ ist also ein Arbitrageportfolio. Wie lässt sich dieses
Puzzle lösen?

Hu und Øksendal (2003) [HØ] weisen darauf hin, dass allein die
Wahl des Integraltypes für die Arbitragefreiheit bei der Definition eines
selbstfinanzierenden Portfolios entscheidend sein kann. Es spielt na-
türlich auch die Spezifik der fBm eine große Rolle. Wir müssen folgen-
des beachten. Erstens, eine solche Strategie wäre mit einer gewöhnli-
chen Brownschen Bewegung nicht zulässig. Da weder βt noch γt deter-
ministische Funktionen sind, müsste man über Wt dWt bzw. eine Funkti-
on davon integrieren. Wir wissen aber, dass nach dem Satz (6.4.3) das
Riemann-Stieltjes-Integral über Wt dWt nicht existiert. Selbstverständ-
lich kann auch die Anwendung der Formel (6.5.1) auf die gewöhnliche
Brownsche Bewegung nicht gerechtfertigt werden. Dies ist der klas-
sische Fall, in dem man auf die pfadweise Integration im Riemann-
Stieltjes-Sinne verzichten muss, um korrekte Ergebnisse zu erhalten.
Durch Anwendung der Itô-Formel entsteht bekanntlich ein zusätz-
licher Term zweiter Ordnung, der sonst mögliche Arbitragegewinne
neutralisiert.

Etwas anders ist die Lage bei der gebrochenen Version der Brown-
schen Bewegung. Es existiert zwar ein Riemann-Stieltjes-Integral über
BH

t dBH
t , seine Anwendung im Finance führt aber zu Modellen, die nicht

mehr arbitragefrei sind. Formel (6.5.1) berücksichtigt allein die Tatsa-
che, dass die quadratische Variation der fBm ein Null-Prozess ist. Sie
lässt aber eine andere wichtige Feststellung außer Betracht: die 1/H-
Variation der fBm ist nämlich für alle pH < 1 unendlich! Mit anderen
Worten kann (und soll) die fBm nicht als deterministische Funktion
behandelt werden.

Aus diesem Grund folgen wir [HØ] und ziehen eine Sichtweise vor,
dass ausschließlich ein stochastisches Integral vom Itô-Typ zur Mo-
dellierung der Märkte geeignet ist. Nach [HØ] liegt das Problem
nicht an der fehlenden Markov- bzw. Semimartingaleigenschaft der
fBm. Es ist vielmehr durch einen ungeeigneten Integraltyp verur-
sacht. Diese Sichtweise ist insoweit gerechtfertigt, da in den letzten
Jahren von der „norwegischen Schule“ (B. Øksendal und Kollegen)
zahlreiche Anwendungen der fBm entwickelt worden sind. Das Spek-
trum reicht von Girsanov-Satz, Clark- und Itô-Formel50 bis fraktiona-
ler Black/Scholes-Formel bzw. Erweiterung und Lösung des Merton-

50 Aase u.a. (2000).
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Problems der Portfolio- und Konsumoptimierung in einem fraktiona-
len Markt.51 Alle diese Modelle schließen Arbitragemöglichkeiten aus.

6.6 Vorhersage der gebrochenen Brownschen Bewegung

Aus dem Blickwinkel der Langzeitabhängigkeit ist der bedingte Er-
wartungswert E

[
BH

t |BH
s

]
, 0 < s < t < ∞ einer fBm von besonderem

Interesse. Die Markov-Eigenschaft eines gewöhnlichen Wiener Prozes-
ses Wt besagt, dass sämtliche Informationen über die vergangene Ent-
wicklung in seinem aktuellen Wert enthalten sind. Da die fBm kein
Markov-Prozess ist, stellt sich die Frage: lässt sich eine ähnliche Aus-
sage bezüglich der fBm gegebenfalls in einer abgeschwächten Form
treffen?

Die Langzeitabhängigkeit impliziert, dass der Speicherbedarf zur Ab-
bildung der Vergangenheit bei der fBm ohne Grenzen wächst. Bleibt
dabei eine Möglichkeit zu effizienter Informationsverarbeitung erhal-
ten? Offensichtlich ergibt sich ein unlösbares Dilemma: entweder kön-
nen die Informationen nur im beschränkten (wenn auch sehr großen)
Umfang bei der Preisbildung berücksichtigt werden oder man approxi-
miert eine fBm durch einen Prozess, dessen Abhängigkeiten sehr weit
(aber nur endlich weit) in die Vergangenheit zurückreichen. In beiden
Fällen geht ein Stück Information verloren. Welche Auswirkungen er-
geben sich daraus? Wie groß ist der Approximationsfehler?

Unerwartet hilfreich erweist sich der Gedanke, zur Lösung dieses Pro-
blems eine spezifische Eigenschaft der fBm, die Selbstähnlichkeit, her-
anzuziehen. Bei einem selbstähnlichen Prozess können Verteilungen
über die längeren Zeitintervalle durch das Skalieren ihrer Gegen-
stücke, die sich auf die kürzeren Zeitintervalle beziehen, zurückge-
wonnen werden. Dafür variiert man die Länge der Historie bei einem
bedingten Erwartungswert E

[
BH

t |BH
s

]
, 0 < s < t < ∞ und versucht auf

dieser Basis, die Güte der Vorhersagbarkeit zu vergleichen. Ist die Ver-
gangenheit als Informationsquelle tatsächlich etwas Wert, dann sollte
sich dies im Hinblick auf die zukünftige Entwicklung bemerkbar ma-
chen. Man würde erwarten, dass sich die Güte der Vorhersagbarkeit
mit abnehmender Periodenlänge der Vergangenheitswerte reduziert.

51 Hu u.a. (2003).
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Abb. 6.1. Relative Varianz des Schätzers D2
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)
als Funktion von H. Quelle: Nuz-

man und Poor (2000).

Ein Mathematischer Ausdruck für den bedingten Erwartungswert als
Lösung des sogenannten prediction problems der fBm ist von meh-
reren Autoren gefunden worden.52 Die Länge des Beobachtungszeit-
raums aus der Vergangenheit spielt dabei eine wichtige Rolle. Im Ideal-
fall ist sämtliche Historie I = (−∞,0) zugänglich. Im allgemeinen sind
wir nach Beobachtung eines H-ss Prozesses {Yt , t ∈ I} an einer linea-
ren Schätzung einer Zufallsvariable Z interessiert. Nuzman und Poor
(2000) untersuchen anhand der mittleren quadratischen Abweichung

D2 (Z) ≡ E

[(
Z− Ẑ

)2
]

die Varianz des Schätzers und zeigen, dass D2 (Y (a)) proportional zu
a2H ist, wobei a die Intervalllänge der Historie bezeichnet. Intuitiv
würde man erwarten, dass die unmittelbare Zukunft leichter als die
weit entfernte Zukunft vorherzusagen ist. Dies impliziert einen bes-
seren Schätzer für kleinere a’s. Dies ist hier tatsächlich der Fall: der
52 Grippenberg und Norros (1996), Pipiras und Taqqu (2001) und Nuzman und Poor

(2000).
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Schätzfehler für sehr kleine Zeitintervalle a → 0 kann beliebig klein
gemacht werden. Allerdings bleibt die normierte Varianz des Schätzers

d2 (Y (a)) ≡ D2 (Y (a))

E

[
Y (a)2

] =
a2HD2 (Y (1))

a2H
E

[
Y (1)2

] = d2 (Y (1))

=
sin (π(H −1/2))

π(H −1/2)
· Γ(3/2−H)2

Γ(2−2H)
=

Γ(3/2−H)

Γ(2−2H)Γ(H +1/2)

unabhängig von a. In diesem Sinne “. . . it is just as difficult to predict
the next millisecond of a self-similar process, based on the infinite past,
as it is to predict the next millenium.”53

Abbildung 6.1 zeigt die relative Varianz des Schätzers. Es ist er-
kennbar, dass die prediktive Kraft der Vergangenheit im mittleren H-
Bereich nicht allzuhoch ist. Die Historie vor dem Zeitpunkt 0 erklärt
die Hälfte der Varianz von BH (a) für H ∼ 0,85. Für H = 1/2 ist die Vor-
hersage natürlich unmöglich. Im rechten Bereich des Bildes, in dem
die fBm immer mehr persistent wird, fällt der relative Fehler langsam
(im Extremfall H = 1 bis auf Null) ab. Andererseits, für H < 1/2 hilft
die Kenntnis der gesamten Vergangenheit nur die Hälfte der Varianz
zu erklären. Grippenberg und Norros (1996) kommen zum Schluss,
dass es relativ wenig Unterschied macht, ob uns die Information über
die Zufallsvariable Z aus einem Intervall (−a,0) oder (−∞,0) vorliegt.
Trotzdem bleibt das Intervall (−∞,0) als Idealfall erhalten.

6.7 Überlegungen zur Arbitragefreiheit des Marktes. P.S.

Nachdem diese Arbeit fast fertiggestellt war, sind einige neue Arbei-
ten zum Thema Arbitragefreiheit der fBm veröffentlicht worden. Die-
se Tatsache sollte nicht unberücksichtigt bleiben. So entstand dieses
Kapitel als Stellungnahme zu diesen Arbeiten.

Der Hauptvorteil der fBm als mathematisches Modell ist die Möglich-
keit, eine globale zeitliche Abhängigkeit mittels eines stochastischen
Prozesses zu modellieren. Das Hauptproblem bei ihrer Anwendung als
Underlying Prozess im Finance ist die theoretische Unzulässigkeit der
Vorhersagbarkeit der Renditen als Geschenk für die Investoren. Jede

53 Nuzman und Poor (2000), S. 435.
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Veränderung des Risikos zu Gunsten bzw. zu Lasten der Investoren hat
ihren Preis bzw. wird mit einer Risikoprämie belohnt. Abgesehen vom
Diversifikationseffekt ist dieser Preis positiv und endlich.

Die Modellierung der Aktienkursverläufe durch Semimartingale im-
pliziert, dass der wahrscheinlichste (typische) Pfad immer ein Mar-
tingalpfad ist. Dieser Pfad repräsentiert gleichzeitig den Verlauf der
gesamten Unsicherheit über die Zeit. Die andere, zweite Komponente
eines Semimartingals ist ein vorhersagbarer Prozess, der völlig risiko-
los ist und im Finance gewöhnlich als Handelsstrategie interpretiert
wird. Wählt ein Investor durch die Festlegung der Portfoliogewichte
den Martingalpfad, ist er dem Maximum des Risikos (gemessen durch
die Varianz der Trajektorie) ausgesetzt. Seine Gewinne bzw. Verlus-
te bei der Glattstellung der Position sind zufällig, da der Martingal-
pfad ein typischer Pfad ist. Eine Reduzierung bzw. eine Erhöhung des
Risikos ist ausschließlich durch die Änderung der Portfoliogewichte
möglich. Das Portfolio besteht dabei lediglich aus zwei Wertpapieren:
einem risikobehafteten Wertpapier, das dem Martingalpfad folgt, und
einem risikolosen Wertpapier, das eine sichere Auszahlung leistet.

Was bedeutet ökonomisch die Tatsache, dass mit der fBm als Under-
lying Prozess die Semimartingalumgebung verlassen wird? Ist die feh-
lende Semimartingaleigenschaft eine hinreichende Bedingung für die
Arbitrage? Nach unserem Kenntnisstand bleibt diese Frage derzeit im-
mer noch offen. Offensichtlich existiert in diesem Fall kein äquivalen-
tes Martingalmaß. Dies ist aber nicht hinreichend für die Existenz ei-
ner Arbitragestrategie. Weiterhin haben Delbaen und Schachermayer
(1994, 2000) gezeigt, dass ein „Nicht-Semimartingal“ die NFLVR54-
Eigenschaft nicht erfüllt. Diese Eigenschaft ist strenger als die Arbi-
tragefreiheit (NA, No Arbitrage) und kann in erster Näherung auf
die Unzulässigkeit von Verdoppelungsstrategien zurückgeführt wer-
den: sind die Verluste aus einer Handelsstrategie (gleichmäßig) be-
schränkt, dann sollen auch die Gewinne (in Wahrscheinlichkeit) be-
schränkt sein.55

Rogers (1997) hat demonstriert, wie die Verletzung der NFLVR-Ei-
genschaft gewinnbringend ausgenutzt werden kann. Dabei hat er sich
auf Annahmen gestützt, die aus unserer Sicht fragwürdig erscheinen.
Erstens, es wird angenommen, dass die gesamte Entwicklung des Pro-

54 No Free Lunch with Vanishing Risk.
55 Delbaen und Schachermayer (2000).
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zesses bis auf minus Unendlich bekannt ist:56

E [Xt |G0] =

∫ 0

−∞

{
(t − s)H−1/2 − (−s)H−1/2

}
dWs,

wobei Gt ≡ σ({Wu : u ≤ t}). Es wird nicht erläutert, wie dieser Erwar-
tungswert zu bestimmen ist (im Folgenden wird klar, dass die techni-
schen Details von entscheidender Bedeutung sind). Nehmen wir an,
der Erwartungswert ist korrekt bestimmt. Dann entsteht ein direkter
Wiederspruch zur EMH: was ist der Grund dafür, dass ein bekannter
Erwartungswert E [Xt |F0] > 0 von den restlichen Marktteilnehmern in
ihren Handelsstrategien unberücksichtigt bleibt? Die fBm ist schließ-
lich ein zentrierter Gausscher Prozess und die Feststellung, dass seine
Varianz für H > 1/2 mit der Zeit überlinear

(
∼ t2H

)
ansteigt, kann für

einen rationalen Investor nur eines bedeuten: das Risiko einer langfris-
tigen Handelsstrategie kann durch eine laufende Umschichtung des
Portfolios (mindestens zum Teil) eliminiert werden. Ist die Risikore-
duktion kostenlos möglich, handelt es sich um eine eine Art von „Anti-
Zeitdiversifikation“, weil eine langfristige buy and hold Strategie aus
der Sicht des Rendite/Risiko-Verhältnisses ganz klar suboptimal ist.
Andernfalls ist eine Option auf das Langzeitgedächtnis vorstellbar, die
den Wert der vorgeschlagenen Arbitragestrategie quantifizieren soll.

Zweitens, Rogers (1997) verwendet kein risikoloses Wertpapier bei
der Konstruktion der Arbitragestrategie. Abgesehen davon, dass der
Markt dadurch unvollständig wird, ist dies unter gewöhnlichen Um-
ständen irrelevant, da die Zinsverluste in einem endlichen Zeitintervall
selbstverständlich beschränkt sind. Dies impliziert aber eine versteckte
Annahme über die Absorptionszeit oder die First Passage Time (FPT)
für den Portfolio-Prozess Xt bei einem festgelegten Level b, definiert
als

τb = inf{t ≥ 0 : Xt ≥ b} , X0 = x < b. (6.7.1)

Die Arbitragestrategie in Rogers (1997) basiert auf der Glattstellung
der Position sobald sich ein Gewinn Xt −b ergibt. Mit einem risikolosen
Wertpapier ist dies nur dann sinnvoll, wenn die FPT τb endlich ist. Es
ist bekannt, dass

�
(τb ≤ T ) =

� (
sup
t≤T

Xt ≥ b

)
. (6.7.2)

56 Rogers (1997), S. 2.
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Die Verteilung von τb steht damit in einem unmittelbaren Zusam-
menhang mit der Verteilung von supt≤T Xt . Nun bleibt zu zeigen, dass
die fBm mit H > 1/2 über ein beliebiges stochastisches Intervall sehr
schwach variieren kann.

Satz 6.7.1 Sei H ∈ (1/2,1). Für alle ε, T > 0 und alle Stoppzeiten τ ≤ T
f.s. gilt:

�
(

sup
t∈[τ,T ]

∣∣BH
t −BH

τ
∣∣< ε

)
> 0. (6.7.3)

Beweis: Guasoni (2004), S. 7. �

Daraus folgt
�

(τb ≥ T ) > 0 für jedes BH
1 < b und alle T : das Warten

auf die Gewinne kann sehr lange dauern. Die sicheren Zinsverlus-
te sind dann nicht mehr vernachlässigbar, da sie linear mit der Zeit
steigen und zum Zeitpunkt Tb ebenfalls den Level b erreichen. Gilt�

(τb ≥ Tb) > 0, ist die Strategie nicht mehr risikolos. Zum Vergleich:
für eine gewöhnliche Brownsche Bewegung als Speziallfall der fBm
mit H = 1/2 gilt57 �

(τb < ∞) = 1. Dies ist ein klassisches Resultat: die
Brownsche Bewegung bricht jede Schranke b < ∞ f.s. (wobei E [τb] = ∞
ist). Die Dichtefunktion der FPT für H = 1/2 ist

fτb (t) =
1√
π

|b|
t3/2

exp

(
−b2

2t

)
. (6.7.4)

Für H > 1/2 ist die entsprechende Verteilung nicht bekannt. Es konnte
aber gezeigt werden,58 dass die Verteilung der FPT für H > 1/2 und
große b ein Pareto-ähnliches Verhalten aufweist:

�
(τb > T ) ∼ T−(1−H), T → ∞. (6.7.5)

Molchan (1999) zeigte, dass

� (
max
t∈∆

BH
t < x

)
→ 0 für x = T−H , (6.7.6)

wobei ∆ ein Intervall (0,1) oder eine beschränkte Umgebung in der
Nähe von Null ist. Er gab auch eine logarithmische Abschätzung für
das Maximum der fBm an.
57 Siehe z.B. Steele (2001), Theorem 4.6 S. 56.
58 Sinai (1997), Molchan (1999), Ding und Yang (1995) (Vermutung), Rangarajan

und Ding (2000).
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Satz 6.7.2 Für das Maximum Mt der fBm BH
t auf dem Intervall [0, t] gilt

ln
�

(Mt < 1) = D ln t−1
(

1+O
(
(ln t)−1/2

))
, t → ∞, (6.7.7)

mit D = 1−H. Mit anderen Worten, lim
t→0

�
(Mt < 1) = 0.

Beweis: Molchan (1999), Theorem 1, S. 101. �

Dies spricht dafür, dass lange Exkursionen der fBm BH
t abseits von

BH
0 für höhere Werte H > 1/2 immer wahrscheinlicher werden, und

lässt die Aussichten auf die sicheren Arbitragegewinne in weite Fer-
ne rücken. Als Nebeneffekt entsteht ein wichtiger Ansatzpunkt für die
fBm als mathematisches Werkzeug zur Modellierung empirischer Phä-
nomene wie Bubbles, die im Rahmen der EMH als Anomalien bezeich-
net werden.

Die obigen Ausführungen zeigen, dass eine Beweisführung auf Grund-
lage von versteckten Annahmen zu falschen Schlussfolgerungen füh-
ren kann. Allein die Verletzung der NFLVR-Eigenschaft reicht noch
nicht aus, um Arbitragestrategien konstruieren zu können. Übrigens
kommt es auch allgemein in der Wissenschaft nicht selten vor, dass
die versteckten Annahmen unbemerkt bleiben (vgl. Beispiel 6.1).

In einer aktuellen Veröffentlichung lehnen Björk und Hult (2005) im
Gegensatz zu Eliott und van der Hoek (2003)59 sowie Hu und Øk-
sendal (2003) die Verwendung von Wick-Kalkülen als Grundlage für
ein stochastisches Integral für die fBm mit dem Argument ab, dass
“the definition of the self-financing trading strategies and/or the defini-
tion of the value of a portfolio used in the above papers does not have
a reasonable economic interpretation, and thus that the results in these
papers are not economically meaningful.” Folglich bleibe die Definiti-
on des stochastischen Integrals, die pfadweise erfolgt, alternativlos. In
dieser Umgebung könnten selbstfinanzierende Strategien angegeben
werden, die zur Arbitragegewinnen führen. Aus diesem Grund sei die
fBm als Underlying für ein risikobehaftetes Wertpapier ungeeignet.

Diese Argumentation lässt sich ebenfalls widerlegen, wenn man be-
rücksichtigt, dass bei den diskreten Handelsstrategien das Langzeit-
gedächtnis der fBm berücksichtigt werden muss. Dies impliziert u.a.,

59 Diese Arbeit ist uns leider erst im Zusammenhang mit Björk und Hult (2005) be-
kannt geworden.



136 6. Modellierung der Langzeitabhängigkeiten

BEISPIEL 6.1 Entdeckung des Neptuns
Im 19-ten Jahrhundert berechneten Astronomen die Laufbahn des Urans mit Hilfe der
Newton’schen Mechanik und stellten fest, dass die berechneten Werte nicht mit den
Beobachtungen übereinstimmen. Wären sie streng nach Popper vorgegangen, hätte
die Newton’sche Mechanik als wissenschaftliche Disziplin für ungültig erklärt werden
müssen. Stattdessen postulierten die Astronomen die Existenz eines anderen, noch
unentdeckten Planeten. Sie berechneten seine erwartete Laufbahn und fanden den
Planet tatsächlich in der geschätzten Richtung. Es war der Planet Neptun.
Die Lösung des Rätsels lag in einer versteckten Annahme (auxiliary hypothesis), dass
es keinen anderen unbekannten Planeten gibt, der die Urans-Laufbahn signifikant
beeinflussen kann.

dass wegen der fehlenden Semimartingaleigenschaft der zu einem Ar-
bitragegewinn führende Erwartungswert eigentlich kein korrekter Er-
wartungswert ist, weil er nicht an die korrekte Filtration adaptiert
ist. Verwendet man dagegen einen quasi-bedingten Erwartungswert
ÊtX := Êt

[
X |F H

t

]
mit F H

t = B
(
BH

s , s ≤ t
)
, bleibt das selbstfinanzie-

rende Portfolio arbitragefrei und ökonomisch wohldefiniert.60

Zusammenfassend steht aus ökonomischer Sicht fest: solange die EMH
nicht endgültig widerlegt ist, kann man vermuten, dass die long-
memory-Abhängigkeiten in den Aktienrenditen, Volatilitäten usw. vor-
handen sind. Man muss aber begründen, warum diese Abhängigkeiten
nicht von allen Investoren gewinnbringend ausgenutzt werden kön-
nen. Es kommt nicht auf die mathematischen Verfahren an, sondern
auf die viel allgemeinere Hypothese, z.B. die EMH, die durch diese Ver-
fahren widerlegt oder bekräftigt werden soll. In Bezug auf die schwa-
che Form der Markteffizienz ist es ökonomisch sinnvoll, über die Re-
duzierung von Risiken zu sprechen unter Berücksichtigung sämtlicher
preisrelevanten Informationen. Solange diese Informationen kostenlos
erhältlich sind, gibt es keinen Grund, eine zusätzliche Rendite dafür
zu verlangen. “It is a particular property of most long-memory processes
that seeming patterns arise and fall, appear and disappear. They could
vanish at any instant. They have no real permanence. They cannot be
predicted. . . . Human nature yearns to see order and hierarchy in the
world. It will invent it where it cannot find it.61

60 Für eine detaillierte Darstellung vgl. Necula (2002), Hu und Øksendal (2003) und
Benth (2003).

61 Mandelbrot und Hudson (2004), S. 189.



7. Skalierung anschaulich:
Fraktale und Multifraktale

“Until Mandelbrot, we never had a proper theory
of the irregular, the rough – all the annoying im-
perfections that we normally try to ignore in life.”

– Richard L. Hudson,
Einleitung zu Mandelbrot und Hudson (2004)

7.1 Fraktale

Die Motivation

Man kann sich vorstellen, dass manche Wirtschaftswissenschaftler
beim Wort „Fraktal“ schnell misstrauisch werden. Dieses Misstrauen
ist aber absolut nicht gerechtfertigt. Die fraktale Geometrie1 ermög-
licht eine anschauliche Darstelling der Irregularität in ihrer einfachs-
ten Form, der Selbstähnlichkeit. “Recall the definition of a fractal: a
pattern or object whose parts echo the whole, only scaled down.”2

Die Anwendung der Fraktale im Finance ist leicht zu motivieren.3 Na-
türlich sind die Aktienkurse/Renditen keine Schneeflocken und ginge
es allein darum, dass “all charts look the same”, wäre es kaum notwen-
dig, darüber Bücher zu schreiben. Der Grundgedanke besteht einfach
darin, das Risiko eines Wertpapiers an die Irregularität der entspre-
chenden Zeitreihe zu knüpfen. Unter dieser Annahme kann die Risi-
komessung durch Quantifizierung der Irregularität des Aktienkursver-

1 Mandelbrot (1987), Falconer (1993).
2 Mandelbrot und Hudson (2004), S. 208.
3 Mandelbrot (1997).
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laufs erfolgen. Da die Quantifizierung der Irregularität ein Schwer-
punkt der fraktalen Geometrie ist, können auf dieser Grundlage die
anspruchsvollen Modelle im Finance entwickelt werden.

“What have we here? A new tool to measure, not how long, heavy, hot,
or loud something is, but how convoluted and irregular it is. It pro-
vides science with its first yardstick for roughness.”4 Der Vorteil einer
fraktalen Analyse ist offensichtlich: die Irregularität ist ein allgemei-
nerer Begriff als beispielsweise Volatilität. Damit lässt sich über die
Annahme der Pfadstetigkeit hinaus auch die Intensität der Sprünge in
den Renditezeitreihen erfassen. Die fraktale Analyse ermöglicht eine
Modellierung der Schwankungsbandbreite auf unterschiedlichen Zeit-
und Raumskalen. Es lassen sich zeitliche Abhängigkeiten nachbilden,
die beliebig lange in die Vergangenheit zurückreichen. Die befürch-
teten Volatilitätscluster stellen modellmäßig kein Problem mehr dar.
Schließlich können die wildesten Preisbewegungen nicht als Ausrei-
ßer oder Ausnahme, sondern als Regelfall modelliert werden. Ist man
bereit zuzugeben, dass die Märkte um ein vielfaches riskanter sind, als
man gewöhnlich annimmt, erhält man mit der fraktalen Analyse ein
sehr wirkungsvolles Tool zur Modellierung der Finanzrisiken.

Die Ideen, die Benoît Mandelbrot in den letzten vierzig Jahren hervor-
gebracht hat, erscheinen auf den ersten Blick sehr gewagt. Es ist auch
nicht überraschend, dass die neueren Erkenntnisse, die das gewohnte
Weltbild auf den Kopf stellen, zunächst mit Skepsis empfunden wer-
den. Manchmal müssen einige Jahrzehnte vergehen, bevor eine wis-
senschaftliche Idee eine breite Unterstützung findet. Es hat beispiels-
weise ein halbes Jahrhundert gedauert, bis die Arbeit von Louis Bache-
lier (1900) durch Paul Samuelson um 1954 wiederentdeckt wurde.

Die auf der Grundlage der fraktalen Geometrie basierende Theorie der
Fraktale ist viel mehr als nur ein „äußerst effizientes und wirkungsvolles
Instrument zur Beschreibung komplexer Phänomene und nichtlinearer
dynamischer Systeme“.5 Sie formalisiert eine neue Denkweise, die ihre
Wurzeln aus der Beobachtung der Natur nimmt und die zu helfen ver-
sucht, die Gesetze der Natur (“The Fractal Geometry of Nature”) und
der Finanzwirtschaft (“Fractals and Scaling in Finance”) besser zu ver-

4 Mandelbrot und Hudson (2004), S. 131.
5 Nordmeier (1999), S. 10.
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stehen. Mandelbrot selbst schreibt darüber:6 “My aim: To change the
way people think, so that reform may go forward.”

Fraktale sind geometrische Objekte: Punkte, Linien, Ebenen. All diese
Objekte werden in der Mathematik unter dem Sammelbegriff „Men-
gen“ erfasst. Im Unterschied zu den herkömmlichen Objekten kön-
nen Fraktale gerade wegen ihrer spezifischen Eigenschaften nicht mit
konventionellen Methoden erfasst und beschrieben werden; die Werk-
zeuge der fraktalen Geometrie sind anders als die der euklidischen
Geometrie. Diese Unmöglichkeit einer adäquaten Beschreibung mit-
tels der euklidischen Geometrie ist ein charakteristisches Merkmal der
Fraktale.

Mandelbrot hat erkannt, dass viele irreguläre Flächen in der Natur
nicht nur durch Zufall, sondern auch durch sehr einfache Formeln ge-
neriert werden können. Beschreibt die klassische Geometrie die von
Menschen gemachten Objekte, so stehen im Mittelpunkt der fraktalen
Geometrie die von der Natur erzeugten Strukturen. „Warum wird die
Geometrie oft als „nüchtern“ und „trocken“ bezeichnet? Nun, einer der
Gründe besteht in ihrer Unfähigkeit, solche Formen zu beschreiben, wie
etwa eine Wolke, einen Berg, eine Küstenlinie oder einen Baum. Wolken
sind keine Kugeln, Berge keine Kegel, Küstenlinien keine Kreise. Die Rinde
ist nicht glatt – und auch der Blitz bahnt sich seinen Weg nicht gerade.“7

Damit entwickelte sich die „fraktale Idee“ weit über die Beschreibung
der geometrischen Objekte hinaus. Zu den weiteren Einsatzgebieten
der Fraktale zählt die Modellierung komplexer nichtlinearer dynami-
scher Systeme, die Chaosforschung, die DNA-Analyse und viele mehr.
Mehrere Jahrhunderte wird der Mensch damit konfrontiert, dass sein
Auge manchmal mehr sieht, als viele mathematische Formeln zum
Ausdruck bringen können. Auf der Abb. 7.2 sind einige Beispiele frak-
taler Objekte aufgezeichnet. Trotz eines einfachen Musters ist es lange
Zeit keinem Wissenschaftler gelungen, die geeigneten Beschreibungs-
methoden für solche Objekte zu finden, obwohl die Muster selbst kei-
neswegs neu sind. Ein globales Umdenken war erforderlich, um eine
scheinbare Komplexität auf die einfacheren Konzepte reduzieren zu
können.

6 Mandelbrot und Hudson (2004), S. 27.
7 Mandelbrot (1987).
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Das Optische

Man spricht über die Selbstähnlichkeit, wenn die geeignet gewählte
Ausschnittvergrößerungen eines Objektes dem Ausgangsgegenstand
ähneln. Eine selbstähnliche Menge S ⊂ � N kann als eine Vereini-
gung von einigen disjunkten Untermengen S1, . . . ,Sk dargestellt wer-
den. Diese Untermengen entstehen ihrerseits durch Skalierung, Ver-
schiebung und Rotation der ursprünglichen Menge.

Fraktale Strukturen sind selbstähnlich. Das zeigen Peitgen u.a. (1992)
am Beispiel eines Blumenkohls. Der Blumenkohl ist aus kleinen Rosen
aufgebaut. Bricht man eine solche Rose heraus und vergrößert sie, so
ist das Bild schwer von einem ganzen Blumenkohl zu unterscheiden.
Die Rose selbst ist wieder aus noch kleineren Röschen zusammenge-
setzt, deren vergrößerte Darstellung wiederum das Bild des ganzen
Blumenkohls liefert. Entscheidend dabei ist, dass auf jeder Skala im-
mer das gleiche Muster auftritt. Der Blumenkohl hat eine skaleninva-
riante oder selbstähnliche Struktur. In der fraktalen Geometrie unter-
sucht man den Aufbau und die Eigenschaften solcher Strukturen.

Rein äußerlich sind Fraktale keine geometrischen Formen, sondern
eher neue Arten, bestehende Formen aneinanderzufügen. Man nennt
sie Anordnungsvorschriften. Eine Anordnungsvorschrift beschreibt, wie
ein neues geometrisches Objekt aus einem vorhandenen durch Skalie-
rung, Verschiebung, Rotation, Aufteilung oder Vervielfältigung erzeugt
wird. Grundsätzlich besteht die Konstruktion fraktaler Objekte aus ei-
nem Basisobjekt (Initiator), auf den die Anordnungsvorschrift (Gene-
rator) mehrmals angewendet wird. Dabei werden die verkleinerten
Kopien des Initiators auf die vom Generator vorgeschriebene Weise
zusammengefügt. Das gesuchte fraktale Objekt oder einfach das Frak-
tal entsteht nach mehreren Iterationen, wobei das Abbruchkriterium
individuell festgelegt wird.

Zu den klassischen fraktalen Mengen zählen die schon in dem ein-
führenden Kapitel erwähnten Cantor-Mengen (Abb. 7.1). Die Anord-
nungsvorschrift zum Aufbau einer Cantor-Menge ist sehr einfach: be-
ginnend mit dem Einheitsintervall [0,1] entfernt man Schritt für Schritt
das mittlere Drittel. Dann bleiben nach der ersten Iteration die beiden
Intervalle [0,1/3] und [2/3,1] der Länge 1/3 zurück. In der zweiten
Iteration wiederholt sich das Vorgehen mit den zwei neu erzeugten In-
tervallen, woraus jetzt vier Intervallen der Länge 1/9 entstehen. Nach
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Abb. 7.1. Die Aufbau einer gleichmäßigen Cantor-Menge. In jedem Iterationsschritt
wird ein mittleres Drittel von jedem Segment entfernt.

dem n-ten Schritt verbleiben 2n Intervalle der Länge 1/3n und der Rest
wird entfernt. Nach einer solchen sukzessiven Entfernung der Teile
bleiben nach der n-ten Iteration 2n + 2 Elementen der Cantor-Menge
zurück, nämlich die Endpunkte aller geschlossenen Intervalle. Setzt
man das iterative Verfahren unendlich fort, so entsteht die Cantor-
Menge. In der Grenzwertbetrachtung besteht sie nur aus den isolierten
Punkten, allerdings aus unendlich vielen.

Ein weiteres, optisch sehr ansprechendes Beispiel einer effizienten Na-
turbeschreibung mit Hilfe der fraktalen Geometrie ist die Koch-Kurve
(Abb. 7.2), erzeugt von der schwedischen Mathematikerin Helge von
Koch in 1904.

Man beginnt mit einer geraden Linie (Initiator). Das mittlere Drittel
wird dann durch ein gleichseitiges Dreieck ohne dessen Grundlinie er-
setzt. Durch das Zusammenfügen mehrerer auf diese Weise gedrehter
Abschnitte entsteht eine Schneeflocken-Kurve.

Die Anwendung solcher Anordnungsvorschriften führt zweifellos zur
Entstehung selbstähnlicher oder skaleninvarianter Figuren: nimmt
man ein Mikroskop und spielt mit dem Okular, dann ist auf den unter-
schiedlichen Skalen immer dieselbe Struktur zu beobachten. Alterna-
tiv bietet sich zur Charakterisierung der Fraktale das Konzept charak-
teristischer Länge an. Dieser Begriff ist für das Verständnis der Fraktale
von besonderer Bedeutung: sie sind nämlich durch das Fehlen dieser
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)

(m) (n) (o)

Abb. 7.2. Die iterative Konstruktion verschiedener Fraktale: Eine Koch-Schneeflocke
(a)-(c) setzt sich aus drei Koch-Kurven (d)-(f) zusammen; Sierpinski-Dreieck (g)-(l);
Sierpinski-Teppich (m)-(o).
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Eigenschaft gekennzeichnet8. Einer Cantor-Menge wird mit jeder Ite-
ration immer mehr entnommen, so dass eine anfangs durchgezogene
Linie im Endeffekt zu einer Punktmenge degeneriert. Für die Koch-
Kurve ist dagegen ein anderes Extremum charakteristisch: sie „bläht
sich immer mehr auf“ und die Perimeter-Länge geht gegen unendlich.
Dabei zeigt sich ein weiteres typisches Merkmal der Fraktale beson-
ders deutlich: die fehlende Glattheit (smoothness). An keinem Punkt
der Koch-Kurve lässt sich eine Tangente anlegen. Das Gebilde besteht
ausschließlich aus Ecken! Die mathematischen Begriffe dafür sind die
Stetigkeit und die Nichtdifferenzierbarkeit. Dies erklärt auch die Her-
kunft des Wortes Fraktal: ‘fractus’ auf Latein heißt „gebrochen“.

Ganz unten in der Abb. 7.2 sind schließlich noch zwei sehr verbreitete
Arten der Fraktale zu sehen: das Sierpinski-Dreieck und der Sierpinski-
Teppich. Das Verfahren zur Erzeugung dieser Strukturen ähnelt dem
der Cantor-Menge. Man beginnt im ersten Fall mit einem Dreieck auf
einer Ebene und entfernt aus der Mitte eine verkleinerte auf 180 Grad
gedrehte Kopie. Beim „Teppich“ ist die Ursprungsfigur kein Dreieck,
sondern ein Quadrat. Es wird zunächst in neun kleinere Quadrate un-
terteilt; dann entfernt man dasjenige, das im Zentrum liegt. Damit
stellen die beiden Figuren eine Verallgemeinerung der Cantor-Menge
dar.

Die fraktale Dimension

Wenn auch eine rein qualitative und intuitive Beschreibung der Frak-
tale bei der Modellierung der Vorgänge in den Natur- und Sozialwis-
senschaften hilfreich und sinnvoll ist, hätte sich die fraktale Idee oh-
ne Entwicklung geeigneter quantitativer Kennzahlen wahrscheinlich
kaum weiter verbreitet. Es stellte sich heraus, dass die Grundeigen-
schaft der Fraktale, die Irregularität, mit einer einzigen Kennzahl be-
schrieben werden kann. Sie heißt fraktale Dimension9 und stellt eine
Verallgemeinerung des herkömmlichen Dimensionsbegriffs dar, indem
sie eine Aussage darüber ermöglicht, bis zu welchem Grad das Fraktal
seinen Trägerraum (also zum Beispiel � 2 oder � 3) ausfüllt. Allein die
Tatsache, dass diese Kennzahl nicht ganzzahlig sein braucht, macht die
Besonderheit der fraktalen Mengen noch einmal recht deutlich. Kann
man sich etwa eine Dimension von 1,7 vorstellen?

8 Takayasu (1990).
9 Mandelbrot (1974).
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Die herkömmliche Dimension bezeichnet man zur Klarheit als topolo-
gische Dimension. Sie ist gut dafür geeignet, die glatten geometrischen
Objekte zu charakterisieren: die topologische Dimension eines Punk-
tes ist Null, einer Linie Eins, einer Ebene Zwei, einer Kugel Drei. Durch
eine Dimension wird die minimale Anzahl von Parametern festgelegt,
die zur vollständigen Bestimmung der Lage eines Punktes im Raum
notwendig ist. Man kann dabei an linear unabhängige Vektoren in ei-
nem Vektorraum denken. Bei einem alternativen Ansatz überführt eine
Dimension D eine Länge ε (oder eine Messlatte) durch das Potenzge-
setz

µ ∼ ε−D

in ein Maß µ für den „Inhalt“ (also eine Länge, eine Fläche oder ein
Volumen). Wie kommt ein solcher Zusammenhang zustande?

Die glatten, euklidischen Kurven haben eine endliche Länge, die mit
einer geeigneten Messlatte beliebig genau gemessen werden kann. Im
Grenzfall lassen sich solche Kurven durch eine Gerade approximieren,
so dass zumindest stückweise eine Ableitung (oder eine Tangente)
existiert. Die Skaleninvarianz der Fraktale bedeutet dagegen immer
dieselbe funktionale Form auf jeder (auch beliebig kleinen) Skala. Die
Irregularität bleibt trotz abnehmender Intervallänge bzw. zunehmen-
der Präzision der Messlatte unverändert! Dies hat zur Folge, dass die
herkömmliche Länge zur Charakterisierung fraktaler Strukturen unge-
eignet ist. Die Skaleninvarianz impliziert, dass nicht die Länge der Kur-
ve, sondern ihre Irregularität, gemessen durch die fraktale Dimension,
unverändert bleibt. Die Messlatte muss dagegen mit Änderung der
Skala selbst entsprechend angepasst werden. Die Grundeigenschaft
der Fraktale besteht also in einer gleichmäßigen Aufteilung des Maßes
(=Irregularität der Form) zwischen den verschiedenen Skalen, wenn-
gleich dafür die Ganzzahligkeit der Dimension (=die herkömmliche
Messlatte) geopfert werden muss.

Die Länge der Küstenlinie von Grossbritanien sollte beispielsweise
nach den herkömmlichen Methoden, gemessen in Metern und, sagen
wir, in Dezimetern, nach der Umrechnung exakt übereinstimmen. Das
tut sie aber nicht! “But now try measuring that jagged coastline mentio-
ned earlier. Something unusual develops as you use ever-smaller rulers:
The length you measure is growing faster than the rulers shrinking. And
that phenomenon is measured by a quantity called fractal dimension.”10

10 Mandelbrot und Hudson (2004), S. 130.
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BEISPIEL 7.1
Wir skizzieren hier nur den Gedankengang, der zur Definition der Hausdorff-Dimen-
sion führt, und verweisen auf Falconer (1993) für eine exakte Definition und techni-
sche Details.
Es sei U eine geschlossene und beschränkte Untermenge des N-dimensionalen Eu-
klidischen Raums � N . Eine Überdeckung von U der Größe ε mit einer Menge von
Hyperwürfeln Hi wird so definiert, dass

i) jeder Hyperwürfel die Seitenlänge ε hat und
ii) die Menge U in der Vereinigung

⋃
Hi enthalten ist.

Ist N (ε) die minimale Anzahl der zur Überdeckung von U notwendigen Hyperwürfel
für jedes ε, dann kann die Hausdorff-Dimension von U anhand der Skalierungseigen-
schaften von Überdeckungen N (ε) definiert werden, wenn ε gegen Null geht. Nach
Falconer (1993), S. 38, existiert ein solcher Grenzwert für jede Teilmenge U von � n.

Es gibt mehrere zum Teil unterschiedliche Möglichkeiten, diesen An-
satz zu formalisieren. Deshalb spricht man von einer fraktalen Di-
mensionen als Sammelbegriff zur quantitativen Charakterisierung der
fraktalen Mengen. Stimmen Ergebnisse unterschiedlicher Definitionen
wenigstens überein? Es gibt keine Universalantwort auf diese Frage.
Manchmal ja, manchmal nein. Eine sehr detaillierte Darstellung ge-
ben Falconer (1993) und Peitgen u.a. (1992), sehr einfach liest sich
Schroeder (1991). Die wohl bekannteste Dimension heißt Hausdorff-
Dimension. Motiviert durch die Beobachtung, dass einige Mengen, ge-
messen auf unterschiedlichen Skalen, unterschiedliche Größen auf-
weisen, hat der deutsche Mathematiker Felix Hausdorff am Anfang
des zwanzigsten Jahrhunderts nach Möglichkeiten einer geeigneten
Skalennormierung gesucht. In seinem Artikel „Dimension und äuße-
res Maß“ (1918) leistete er nach eigenen Worten einen „kleinen Bei-
trag“ zur Maßtheorie. Sein Beitrag erlangte aber später eine so große
Bedeutung, dass es zum Entstehen einer ganzen Theorie nichtganz-
zahliger Dimensionen gekommen ist.

Die Hausdorff-Dimension ist eine theoretische Größe, die für prak-
tische Berechnungen wenig geeignet ist. Für rechnerische oder ex-
perimentelle Zwecke verwendet man gewöhnlich eine Kapazitätsdi-
mension.11 Man kann sie als eine vereinfachte Version der Hausdorff-
Dimension beschreiben. Zur Berechnung der Kapazitätsdimension
wird ein Fraktal (oder eine fraktale Menge S) in N ähnliche Stücke

11 Hentchel und Procaccia (1983).
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der Größe lD (wobei l die Skala und N die Anzahl der Teile bezeich-
net) derart aufgeteilt, dass die fraktale Struktur erhalten bleibt. Dieses
Verfahren genügt der Konstruktionsgleichung

N × lD = 1. (7.1.1)

Dabei ist zu beachten, dass die Anforderung nach Strukturerhaltung
eines Fraktales nur für eine einzige Konstante Zahl 0 < DC < ∞ er-
füllt werden kann, wenn die Anzahl der Teile gegen unendlich (oder
die Skalengröße gegen Null) geht. Für alle anderen D 6= DC divergiert
der Ausdruck in (7.1.1) oder er verschwindet; beides ist einem Struk-
turbruch gleichzusetzen. Das Produkt N × lD bleibt nur für D = DC

konstant und endlich. Die Berechnungsvorschrift für die Kapazitätsdi-
mension lautet:

DC := lim
l→0

lnN
ln (1/l)

. (7.1.2)

Relevant für diese Berechnung ist also die minimale Anzahl N (l) der
Hyperwürfel (oder einfach Kugeln mit Radius l), die zur Überdeckung
des Fraktales S notwendig ist. Ist S eine gewöhnliche geometrische
Figur mit der endlichen Länge (D = 1), Fläche (D = 2) oder mit dem
endlichen Umfang (D = 3), dann gilt N (l) ∼ l−D und

D = − lim
l→0

lnN (l)
ln(l)

. (7.1.3)

Die Kapazitätsdimension DC von S verallgemeinert diesen Zusammen-
hang auf fraktale Mengen und ist definiert als

D := − liminf
l→0

lnN (l)
ln (l)

. (7.1.4)

Das Maß von S ist dann12

µ = limsup
l→0

N (l) lD. (7.1.5)

Es kann endlich oder unendlich sein. Um die Eindeutigkeit zu bewah-
ren, verstehen wir im folgenden unter fraktaler Dimension die Kapa-
zitätsdimension. Entstehen beispielweise bei einer Koch-Kurve _/\_
aus einem Teil in jedem Iterationsschritt N = 4 neue Teile der Län-
ge l = 1/3, dann braucht man N (l) = 4n Kugeln der Größe l = 3−n, um

12 Mallat (1999), S. 202.
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die ganze Kurve zu überdecken. Für die minimale Anzahl der Kugeln
gilt

D = − liminf
l→0

lnN (l)
ln (l)

=
ln4
ln3

≈ 1,26 > 1.

Die Cantor-Menge besteht in n-ter Iteration aus N = 2n Intervallen der
Länge l = 3−n:

D = − liminf
l→0

lnN (l)
ln (l)

=
ln2
ln3

≈ 0,63.

Der Weg zur Singularität

Es liegt nur ein kleiner Gedankenschritt zwischen den deterministi-
schen Fraktalen und den singulären Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Dies lässt sich anhand eines alternativen Verfahrens zur Konstruktion
der Cantor-Menge zeigen. Dieses Verfahren ist in der Literatur we-
gen seiner spezifischen Form als Zeltabbildung (Tent-Map) bekannt
(Abb. 7.3). Wir bezeichnen das Einheitsintervall mit A und legen ei-
ne Iterationsvorschrift fest:

0.5 1.0

0.5

1.0

1.5

0 xn

xn+1

Abb. 7.3. Die Zeltabbildung.

xn+1 :=

{
3xn für x ≤ 1/2,

3(1− xn) für x > 1/2.

Alle Punkte mit x < 0 werden da-
bei monoton auf −∞ abgebildet.
Jeder Punkt mit x > 1 wird zu-
nächst auf den Punkt 3(1 − x) <
0 abgebildet und dann nach −∞.
Es wird insbesondere kein Punkt
von außerhalb von A auf A ab-
gebildet. Diese wichtige Beobach-
tung impliziert, dass ein einmal
herausgenommener Punkt für im-
mer außerhalb von A bleiben wird; man spricht von einer “komm-
nie-zurück“-Eigenschaft. Für die Gesamtlänge der nach n-ter Iteration
verbleibenden Intervalle gilt:

L(n) =

(
2
3

)n

= exp (−γn) , (7.1.6)
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mit γ = − ln (2/3). Die Menge der verbleibenden Punkte heißt Ge-
fangenen-Menge: gehört ein Punkt einmal dazu, wird er für immer
darin bleiben. Bei der Grenzwertbetrachtung n → ∞ erscheint diese
Gefangenen-Menge sehr seltsam. Sie hat 2∞ Punkte, also überabzähl-
bar viele. Sie ist intermittent: es bleibt so viel Platz zwischen den Punk-
ten, dass die Menge selbst überhaupt keinen Platz belegt. Für n → ∞
bzw. L(n) → 0 ist es eine Lebesgue-Null-Menge!

Ähnlich ist die Situation bei anderen Fraktalen. Ein Sierpinski-Dreieck
besteht ebenfalls aus überabzählbar vielen Punkten, obwohl die Ge-
samtfläche entfernter Dreiecke sich zu eins aufsummiert:

1
4

+
3
42 +

32

43 + · · · = 1
3

∞

∑
i=1

(
3
4

)i

=
1
3

(
1

1− 3
4

−1

)
= 1.

Dasselbe gilt für die Gesamtfläche der aus dem Sierpinski-Teppich ent-
fernten Quadrate:

1
32 +

8
34 +

82

36 + · · · = 1
8

∞

∑
i=1

(
8
9

)i

=
1
8

(
1

1− 8
9

−1

)
= 1.

Einige sehr interessante Bilder findet man in einer klassischen Ar-
beit über die algorithmische Informationstheorie.13 Zunächst geht es
um die Koeffizienten des Pascal-Dreiecks. Von Relevanz sind eigentlich
nicht die Koeffizienten selbst, sondern das Ergebnis einer arithmeti-
schen Operation (mod2) darüber. Die Zahlenpyramide in der Abb. 7.4
wurde nach der Regel

(
n+1
k +1

)
≡
(

n
k +1

)
+

(
n
k

)
(mod2) (7.1.7)

erzeugt. Die Anwendung dieser Regel bewirkte, dass alle geraden Glie-
der durch Nullen und alle ungeraden Glieder durch Einsen ersetzt
worden sind. Mit anderen Worten, jeder Eintrag in der Pyramide ergibt
sich aus einer logischen Operation EXCLUSIVE OR aus zwei Einträgen
in der Zeile darüber: einem Eintrag in derselben Spalte und einem Ein-
trag in der nächstgelegenen Spalte links. Im zweiten Schritt werden
die Nullen durch Leerzeichen ersetzt (Abb. 7.5). Auf diese Weise ent-
steht eine fraktale Fläche. Die Ähnlichkeit mit dem Sierpinski-Dreieck
ist einfach nicht zu übersehen!
13 Chaitin (1987), S.27–29.
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0 1
1 11
2 101
3 1111
4 10001
5 110011
6 1010101
7 11111111
8 100000001
9 1100000011
10 10100000101
11 111100001111
12 1000100010001
13 11001100110011
14 101010101010101
15 1111111111111111
16 10000000000000001
17 110000000000000011
18 1010000000000000101
19 11110000000000001111
20 100010000000000010001
21 1100110000000000110011
22 10101010000000001010101
23 111111110000000011111111
24 1000000010000000100000001
25 11000000110000001100000011
26 101000001010000010100000101
27 1111000011110000111100001111
28 10001000100010001000100010001
29 110011001100110011001100110011
30 1010101010101010101010101010101
31 11111111111111111111111111111111
32 100000000000000000000000000000001
33 1100000000000000000000000000000011
34 10100000000000000000000000000000101
35 111100000000000000000000000000001111
36 1000100000000000000000000000000010001
37 11001100000000000000000000000000110011
38 101010100000000000000000000000001010101
39 1111111100000000000000000000000011111111
40 10000000100000000000000000000000100000001
41 110000001100000000000000000000001100000011
42 1010000010100000000000000000000010100000101
43 11110000111100000000000000000000111100001111
44 100010001000100000000000000000001000100010001
45 1100110011001100000000000000000011001100110011
46 10101010101010100000000000000000101010101010101
47 111111111111111100000000000000001111111111111111
48 1000000000000000100000000000000010000000000000001
49 11000000000000001100000000000000110000000000000011
50 101000000000000010100000000000001010000000000000101

Abb. 7.4. Das Pascal-Dreieck Mod 2.
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0 1
1 11
2 1 1
3 1111
4 1 1
5 11 11
6 1 1 1 1
7 11111111
8 1 1
9 11 11
10 1 1 1 1
11 1111 1111
12 1 1 1 1
13 11 11 11 11
14 1 1 1 1 1 1 1 1
15 1111111111111111
16 1 1
17 11 11
18 1 1 1 1
19 1111 1111
20 1 1 1 1
21 11 11 11 11
22 1 1 1 1 1 1 1 1
23 11111111 11111111
24 1 1 1 1
25 11 11 11 11
26 1 1 1 1 1 1 1 1
27 1111 1111 1111 1111
28 1 1 1 1 1 1 1 1
29 11 11 11 11 11 11 11 11
30 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
31 11111111111111111111111111111111
32 1 1
33 11 11
34 1 1 1 1
35 1111 1111
36 1 1 1 1
37 11 11 11 11
38 1 1 1 1 1 1 1 1
39 11111111 11111111
40 1 1 1 1
41 11 11 11 11
42 1 1 1 1 1 1 1 1
43 1111 1111 1111 1111
44 1 1 1 1 1 1 1 1
45 11 11 11 11 11 11 11 11
46 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
47 1111111111111111 1111111111111111
48 1 1 1 1
49 11 11 11 11

Abb. 7.5. Das Pascal-Dreieck Mod 2, in dem die Nullen durch die Leerzeichen ersetzt
sind.
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l Muster N (l) Dn =
logN (l)
log (l)

1 1 1 .
2 11 3 1,5 849 625 007
3 101 5 1,4 649 735 207
4 1111 9 1,5 849 625 007
5 10001 11 1,4 898 961 024
6 110011 15 1,5 113 915 945
7 1010101 19 1,5 131 423 106
8 11111111 27 1,5 849 625 007
9 100000001 29 1,5 325 223 761

10 1100000011 33 1,5 185 139 399
11 10100000101 37 1,5 058 697 323
12 111100001111 45 1,5 319 136 798
13 1000100010001 49 1,5 173 088 259
14 11001100110011 57 1,5 320 058 501
15 101010101010101 65 1,5 414 733 701
16 1111111111111111 81 1,5 849 625 007
17 10000000000000001 83 1,5 596 568 529
18 110000000000000011 87 1,5 450 981 717
19 1010000000000000101 91 1,5 319 928 647
20 11110000000000001111 99 1,5 338 886 892
21 100010000000000010001 103 1,5 223 172 379
22 1100110000000000110011 111 1,5 236 057 972
23 10101010000000001010101 119 1,5 242 010 235
24 111111110000000011111111 135 1,5 434 838 553
25 1000000010000000100000001 139 1,5 329 805 192
26 11000000110000001100000011 147 1,5 317 018 782
27 101000001010000010100000101 155 1,5 302 411 260
28 1111000011110000111100001111 171 1,5 430 216 065
29 10001000100010001000100010001 179 1,5 405 197 725
30 110011001100110011001100110011 195 1,5 503 362 395
31 1010101010101010101010101010101 211 1,5 584 968 187
32 11111111111111111111111111111111 243 1,5 849 625 007

Tabelle 7.1. Die Berechnung der fraktalen Dimension des Pascal-Dreiecks (mod2).

Die Berechnung der fraktalen Dimension gestaltet sich sehr einfach.
Man summiert in der Pyramide die Einsen von oben nach unten auf
und normiert diese Summe durch die Zeilennummer (beides auf der
Logskala). Die Ergebnisse sind in Tabelle 7.1 zusammengefasst. Ein
exakter Wert ist D = ln3/ ln2 = 1,5849625.

Eine Brücke zwischen Fraktalen, Skalierung und Potenzgesetzen entsteht
durch den Gedanken, dass die Skaleninvarianz nicht exakt, sondern
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nur statistisch gegeben ist. Wird ein Fraktal als Träger für eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung verwendet, ist das Wahrscheinlichkeitsmaß
vollständig auf einer Lebesgue-Null-Menge konzentriert. Eine solche
Verteilung ist singulär.14 Die Präsenz eines fraktalen Trägers ist da-
bei hinreichend, aber nicht notwendig. Zur Verdeutlichung bietet sich
wiederum die Zeltabbildung bzw. die Cantor-Funktion an, in dem sie
selbst als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem (nicht frak-
talen!) Intervall [0, 1] betrachtet wird (Beispiel 7.2). Das Wahrschein-
lichkeitsmaß verteilt sich rekursiv auf die einzelnen Skalen um. Im
folgenden Kapitel geben wir weitere Beispiele singulärer Verteilungen,
deren Träger kein Fraktal ist.

Eine rekursive Umverteilung des Maßes ist ein typisches Merkmal ei-
ner ganzen Klasse der skaleninvarianten Verteilungen. Die Änderung
der Skala entspricht einer Transformation des Argumentes um einen
konstanten Faktor: x → λx. Skaleninvarianz einer Verteilung liegt vor,
falls für den Flankenbereich F̃ (x) =

�
(X > x) der folgende Zusammen-

hang gegeben ist: F̃ (x) ∼ F̃ (λx). Dieser Eigenschaft genügen in erster
Linie die Potenz- oder Paretogesetze vom Typ

F̃ (x) ∼ x−D,

weil das Verhältnis F̃ (λx)/F̃ (x) = λD unabhängig von x ist. Sie werden
durch fat tails und unendliche Momente (spätestens ab dem zweiten
Moment) gekennzeichnet. Im Gegensatz dazu gilt zum Beispiel für ei-
ne Standardnormalverteilung15

F̃ (x) ∼ 1

x
√

2π
e−x2/2 und F̃ (λx)/F̃ (x) ∼ e−(λ2−1)x2/2.

Die Tails sind im Vergleich zu einer Paretoverteilung nicht mehr so
dick und klingen exponentiell ab. Die Standardnormalverteilung ist
nicht skaleninvariant.

Im folgenden Kapitel soll eine weitere Möglichkeit zur Modellierung
der Skaleninvarianz aufgezeigt werden: die Multifraktale. Sie las-
sen sich als eine (möglicherweise zufällige) Mischung von mehreren
singulären Verteilungen interpretieren, jede auf dem eigenen frak-
talen Träger. Mandelbrot (1997) zeigte, dass multifraktale Verteilun-
gen ebenfalls zu einem Potenzgesetz führen und fat tails haben, ihre
Momente bleiben aber endlich.
14 Vgl. Seite 204.
15 Feller (1957).
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BEISPIEL 7.2 Die „Teufelstreppe.“

Das wohl berühmteste Exemplar einer fraktalen oder singulären Verteilung ist eine
auf Grundlage der Cantor-Menge aufgebaute Verteilung, die wegen sehr spezifischer
Eigenschaften ihrer Verteilungsfunktion oft als „Teufelstreppe“ bezeichnet wird. Sie
ist stetig, aber nicht absolut stetig und hat keine Dichte, da für jede Borel-Menge
B ∈ B ( � ) gilt: � (X ∈ B) = 0. Im k-ten Schritt der Konstruktion wird das Maß �
zwischen 2k−1 Säulen gleichverteilt. Mathematisch lässt sich die „Teufelstreppe“ als
Integral über das Cantor-Maß darstellen [Mallat (1999), S. 203.]:

F (t) =

∫ t

0
dµ∞ (x) ,

mit µ∞ (x) als Grenzwert der Cantor-Iterationen. Diese Funktion ist rekursiv definiert:

F (t) =





p1F (3t) falls t ∈ [0 ,1/3] ,

p1 falls t ∈ [1/3, 2/3] ,

p1 + p2F (3t −2) falls t ∈ [2/3 ,1]

(7.1.8)

mit den Gewichtsfaktoren p1 + p2 = 1. Funktionen mit einem kompakten Träger S , die
auf disjunkten Untermengen Si eine affine Transformation von sich selbst darstellen,
heißen selbstähnlich. Im einfachsten Fall genügen sie der Interationsregel F (t) =
piF (ait) für alle t ∈ Si auf Si mit dem Skalen-Faktor ai und dem Gewichtsfaktor pi.
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7.2 Multifraktale

Grundlagen

Bei dem Begriff Multifraktal handelt es sich, wie man auch intuitiv ver-
muten kann, um eine Erweiterung des Begriffes Fraktal. Der Zusatz
Multi deutet auf die Existenz einer ganzen Familie von Skalierungs-
exponenten hin, die untereinander hierarchisch geordnet sind. Einige
sind stärker, die anderen schwächer ausgeprägt. “If the fractals scale
in many different ways at different points, they are multifractal – and
their mathematical properties become intricate and powerful.”16

Wurde die fraktale Geometrie eingeführt, um den Zusammenhang
zwischen den Mustern (Mengen) und der Messskala (die sogenann-
te Skalierungsbeziehung) zu beschreiben, bilden die Multifraktale ei-
ne (womöglich auch unendliche) Hierarchie solcher Mengen. Zweifel-
los können Multifraktale als eine qualitative Erweiterung der Fraktale
betrachtet werden. Eine (exakt oder statistisch) selbstähnliche frak-
tale Menge kann durch eine fraktale Dimension charakterisiert wer-
den. Multifraktale sind keine Mengen, sondern singuläre Maße. Durch
das Maß µ bekommt jedes Mitglied einer Menge eine Zahl oder eine
Quantität zugewiesen. Diese Quantität kann eine Zufallsvariable sein.
In diesem Fall wird ein Multifraktal zu einem Zufallsmaß. Im Allge-
meinen wird durch ein Multifraktal eine singuläre Verteilung über der
zugrundeliegenden Menge definiert. Die Singularitäten dieser Vertei-
lung können einerseits mittels einer verallgemeinerten Dimension Dq

bzw. einer Funktion τ(q) (die beiden Größen werden im Folgenden
definiert) beschrieben werden. Eine alternative Beschreibung bietet
ein multifraktales Spektrum, in dem die Hierarchie von lokalen Skalie-
rungsexponenten α mittels einer Funktion f (α) analytisch und gra-
phisch dargestellt wird. In der multifraktalen Analyse wird gezeigt,
dass die beiden Alternativen über eine Legendre Transformation ver-
bunden sind. Dies erklärt auch die unterschiedlichen Definitionen der
Multifraktale in der Literatur.17

16 Mandelbrot und Hudson (2004), S. 127.
17 Die Literatur zum Thema Multifraktale ist sehr umfangreich, beispielsweise Man-

delbrot (1974, 1997, 1999a, 1999b, 2001a, 2001b, 2001c, 2001d, 2004), Grass-
berger (1983), Hentchel und Procaccia (1983), Schertzer und Lovejoy (1983), Pa-
risi und Frisch (1985), Meneveau und Sreenivasan (1987, 1991), Arneodo u.a.
(1995), Jaffard (1999), Seuront u.a. (1999), Riedi (2003) u.v.m.
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Definition 7.2.1 (Parisi und Frisch (1985), Mandelbrot (1990)).
Ein Maß ist ein selbstähnliches Multifraktal, wenn es über die folgen-
den geometrischen Skalierungseigenschaften verfügt:

A. Es existiert ein Exponent α auf einem Intervall [t, t +dt] derart, dass

µ(dt) in der Größenordnung von (dt)α ist. (7.2.1)

B. Die Menge der t-Werte mit gegebenem α ist ein Fraktal. D.h., die
Anzahl der Intervalle mit einem solchen α bestimmt sich nach der
Formel

N (dt) = (dt)− f (α) . (7.2.2)

Die fraktale Dimension dieser Menge ist also keine Funktion von t, son-
dern nur eine Funktion f (α) von α.

Definition 7.2.2 (Holley und Waymire (1992)). Die multifraktale
Struktur eines (möglicherweise Zufalls-) Maßes µ beschreibt Dimensio-
nen der Mengen

E (α) := {x ∈ supp (µ) : µBε (x) ∼ εα für ε → 0} (7.2.3)

als Funktion des Parameters α. Bε (x) bezeichnet eine abgeschlossene Ku-
gel mit Radius ε > 0 mit Mittelpunkt x, supp (µ) ist der Träger des Maßes
µ, und mit Bε (x) ∼ εα ist gemeint, dass limε→0 (ln Bε (x)/ ln ε) = α ist.

Mit anderen Worten, der Träger des Maßes µ wird so auf die einzelnen
Mengen E (α) zerlegt, dass das Maß µ auf E (α) immer dieselbe frak-
tale Dimension α hat. Enthält das ursprüngliche Maß mehrere unter-
schiedliche α’s, bedeutet eine solche Zerlegung bezogen auf den Trä-
ger des Maßes µ eine Dekomposition dieses Trägers in Abhängigkeit
von α. Dabei wird jede Menge E (α) selbst zu einem Fraktal mit der
fraktalen Dimension f (α). Im Unterschied zu einer globalen fraktalen
Dimension beschreibt die Funktion f (α) nur die lokalen Eigenschaften
des Maßes µ auf dem Träger E (α). Auf diese Weise kann jedem „Teil-
maß“ µr = µ(α) |α=αr

durch die Funktion f (α) |α=αr
ein eigener Träger

zugeordnet werden.

Die Vorteile einer multifraktalen Analyse werden besonders dann er-
sichtlich, wenn die in Betracht kommenden Signale oder Zeitreihen
eine hohe Variabilität auf mehreren Zeitskalen aufweisen bzw. eine
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sehr irreguläre lokale Struktur besitzen. In solchen Fällen ermöglicht
die multifraktale Analyse eine kompakte Beschreibung komplexer For-
men der Skalierung. Im folgenden gehen wir auf die Einzelheiten der
multifraktalen Modellierung und die entsprechenden Werkzeuge de-
tailliert ein.

Die verallgemeinerte Dimension

Eine der wichtigsten Kennzahlen der multifraktalen Analyse heißt ver-
allgemeinerte Dimension. Der allgemeine Dimensionsbegriff für ein
beliebiges Objekt wurde erstmals von Hentchel und Procaccia (1983)
aufgestellt.

Sei Ml ∈ � die minimale Anzahl der Hyperwürfel i der Kantenlänge
l, die zu einer vollständigen Überdeckung eines gegebenen Objektes
notwendig sind. Weiterhin soll eine invariante Wahrscheinlichkeitsver-
teilung

�
(l) über diese Hyperwürfel i existieren. Die verallgemeinerte

Dimension D der Ordnung q ∈ � ist definiert als

Dq =
1

q−1
lim
l→0

1
ln l

ln

[
Ml

∑
i=1

pq
i

]
. (7.2.4)

Für unterschiedliche q ergeben sich entsprechend Dimensionen ver-
schiedener Ordnungen. Das Dq ist dabei diejenige reelle Zahl, für die
Ml lDq im Limes l → 0 endlich bleibt. Es gilt:

Di ≤ D j ∀ i > j.

Die klassischen Beispiele der verallgemeinerten Dimensionen bezie-
hen sich auf die ersten drei Ordnungen. Für q = 0 reduziert sich (7.2.4)
auf

D0 = − lim
l→0

lnMl

ln l
(7.2.5)

und die resultierende Dimension D0 heißt einfach fraktale Dimension.
Es ist natürlich dieselbe Kennzahl, die im vorherigen Kapitel schon
ausführlich diskutiert wurde. Wird D0 für Objekte der euklidischen
Geometrie berechnet, stimmt ihr Wert mit der bekannten topologi-
schen Dimension (z.B. D0 = 1 für eine Linie, D0 = 2 für eine Flä-
che usw.) überein. Von der fraktalen Dimension spricht man gewöhn-
lich, wenn D0 /∈ � ist. Um das D1 herzuleiten, muss auf (7.2.4) die
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L’Hospital-Regel angewendet werden. Nach einigen Berechnungen er-
gibt sich

D1 = lim
l→0

1
ln l

[
Ml

∑
i=1

pi ln pi

]
. (7.2.6)

Die Kennzahl D1 heißt Informationsdimension und erfasst die Menge
an Informationen, die zur Beschreibung des gegebenen Objektes durch
Hyperwürfel der Kantenlänge l benötigt werden. Für q = 2 wird aus
(7.2.4) schließlich

D2 = lim
l→0

1
ln l

ln

[
Ml

∑
i=1

p2
i

]
. (7.2.7)

Die resultierende Kennzahl D2 heißt Korrelationsdimension und ist um-
so höher, je höher die Wahrscheinlichkeit ist, zwei zufällig ausgewähl-
ten Punkte des gegebenen Objektes unter dem gleichen Hyperwürfel
zu finden.

Der Hölder-Exponent

Eine weitere Kennzahl, die in der multifraktalen Analyse von Bedeu-
tung ist, heißt Hölder-Exponent.18 Der Hölder-Exponent wird gewöhn-
lich für die Charakterisierung der Regularität bzw. der Irregularität
einer mathematischen Funktion verwendet. Dabei unterscheidet man
zwischen einer lokalen Regularität an einem Punkt x = x0 und einer
globalen Regularität über ein geschlossenes Intervall x ∈ [a,b].

Intuitiv19 versteht man unter einer solchen Quantifizierung die Mög-
lichkeit, mit Hilfe einer reellen Zahl α zu zeigen, dass der Graph ei-
ner Funktion f (x) im Punkt x0 eine bestimmte „Glattheit“ besitzt. Die
kleinstmögliche Stufe der Regularität ist die Stetigkeit: eine Funktion
f ist stetig in x0, wenn im Limit x → x0 der Ausdruck | f (x)− f (x0) |
gegen Null geht. Nach diesem Prinzip hat eine beschränkte, aber nicht
stetige Funktion α = 0, da in diesem Fall die Distanz zwischen f (x)
und f (x0), wenn sie größer Null ist, auch mit x → x0 nicht mehr ver-
kürzt werden kann. Für α > 0 ist f (x) stetig; für α ≥ 1 ist sie auch
differenzierbar. Je höher das α, desto „glatter“ ist die Funktion f in x0.

Daraus folgt, dass eine bestimmte Klasse der Funktionen, die stetig,
aber nicht differenzierbar sind, ein α zwischen Null und Eins haben

18 Die andere verbreitete Bezeichnung ist der Lipschitz-Exponent.
19 In Anlehnung an Jaffard (1999).
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muss. Mit anderen Worten, hat eine Funktion den Hölder-Exponenten
α mit α > 0 und n ≤α < n+1, 1 ≤ n ∈ � , dann ist sie notwendig n Mal,
aber nicht n + 1 Mal differenzierbar. In diesem Fall ist die Funktion
f singulär in ihrer n-ten Ableitung. Durch den Hölder-Exponenten α
wird dieses singuläre Verhalten charakterisiert bzw. quantifiziert.

Wir geben eine Definition des Hölder-Exponenten in Anlehnung an
Mallat und Hwang (1992).

Definition 7.2.3. Sei n eine positive ganze Zahl und n ≤ α ≤ n+1.

• Eine Funktion f (x) hat einen Hölder-Exponent α in x0 genau dann,
wenn es zwei Konstanten C und h0 > 0 sowie ein Polynom des Grades
n, Pn (x), existieren, so dass für h < h0 gilt:

| f (x0 +h)−Pn (h) | ≤C|h|α. (7.2.8)

• Die Funktion f (x) hat einen globalen Hölder-Exponenten α auf einem
Intervall (a,b) genau dann, wenn (7.2.8) für (x0 +h) ∈ (a,b) erfüllt
ist.

• Die Hölder-Regularität von f (x) in x0 ist das Supremum über alle α,
so dass f (x) den Hölder-Exponenten α in x0 hat.

• Die Funktion f (x) ist singulär in x0, wenn sie nicht den Hölder-
Exponenten 1 in x0 hat.

Nach dieser Vorgehensweise wird die Funktion f (x) in einer kleinen
Umgebung von x0 durch das Polynom Pn (x) lokal approximiert. Dies
entspricht für die ganzzahligen α natürlich einer Taylor-Reihen Zerle-
gung. Doch geht die Hölder-Regularität über diese Zerlegung hinaus
und verfeinert die obere Schranke für den Restterm durch die Ein-
führung eines nichtganzzahligen Exponenten. Der Vorteil dieser ver-
feinerten Approximation ist offensichtlich: dadurch wird es überhaupt
erst möglich, die nichtdifferenzierbaren Funktionen in einer Punktum-
gebung von x0 zu beschreiben.

Bei einem schwach stationären stochastischen Prozess {Xt , t ∈ � } im-
pliziert ein Hölder-Exponent α > 0 die Stetigkeit der Pfade in L2. Die
Differenzierbarkeit der Pfade kann allerdings nur bei α > 1 erreicht
werden. Mit anderen Worten, für 0 < α < 1 sind die Pfade von X ste-
tig, aber nirgendwo differenzierbar. Das klassische Beispiel dazu ist die
(gebrochene) Brownsche Bewegung.
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Die Besonderheit der multifraktalen Maße liegt in ihrer Irregularität,
die, gemessen am Hölder-Exponenten, von Punkt zu Punkt stark va-
riiert. Der Hölder-Exponent eines multifraktalen Maßes bleibt nicht
einmal innerhalb einer Skala konstant: die Punkte mit einem fixierten
Wert des Hölder-Exponenten bilden selbst fraktale Mengen und brei-
ten sich über mehrere Skalen aus.

Daher ist es nicht von Bedeutung, einen exakten Wert des Hölder-
Exponenten in jedem einzelnen Punkt oder Intervall20 zu ermitteln.
Stattdessen werden die relevanten Informationen über die Größe und
die Geometrie der Singularitäten extrahiert und in Form eines mul-
tifraktalen Spektrums dargestellt.

Die turbulenten Zeiten. . .

Das klassische Beispiel einer stark variierender Irregularität stammt
übrigens aus der Physik. Es ist die hochentwickelte Turbulenz.

Die Forschung der turbulenten Strömungen geht auf die sogenann-
te K-41 Theorie von Kolmogorov (1941) zurück.21 Die ursprüngliche
Annahme, dass der turbulente Fluss einen homogenen Prozess dar-
stellt, wurde empirisch widerlegt. Es stellte sich heraus, dass nicht nur
die skalaren Größen wie die Temperatur und die Geschwindigkeit der
turbulenten Strömung, sondern auch die Verteilungen dieser Größen
einer erheblichen Schwankung auf allen Zeitskalen unterliegen. Spä-
testens mit den Arbeiten von Kolmogorov (1962) und Obukhov (1962)
stand fest: der turbulente Fluss ist äußerst inhomogen. Die Irregulari-
tät der Geschwindigkeit unterscheidet sich von Punkt zu Punkt. Dieses
Phänomen (Intermittenz genannt) lässt vermuten, dass sich durch die
Bestimmung des Singularitätsspektrums der Flussgeschwindigkeit (es
stellt vermutlich eine nichttriviale Funktion dar) wichtige Informatio-
nen über die Natur der Turbulenz gewinnen lassen.22

Ist es nur ein Zufall, dass die Worte „Aktienmarkt“ und „turbulent“
in Börsenberichten oft zusammen vorkommen? Mandelbrot (1997,
2001d, 2004) und Shiryaev (1999a) (Kapitel III und IV) diskutieren
ausführlich die Anwendungen auf Kapitalmarktdaten. In 1999 wird

20 Bei Intervallen spricht man von einem groben (coarse) Hölder-Exponenten.
21 Vgl. auch Obukhov (1941, 1949).
22 Jaffard (1999).
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bei MaPhySto23 sogar ein ganzer Workshop zum Thema “Turbulence
and Finance” organisiert.24

“Turbulence is dangerous. Its output – the pressure or velocity of water,
the average or change in price – can swing wildly, suddenly. It is hard to
predict, harder to protect against, hardest to engineer and profit from.
Conventional finance ignores this, of course.” (Mandelbrot und Hudson
(2004), S. 230).

Ghashghaie u.a. (1996) geben Hinweise auf die Ähnlichkeit in den
statistischen Eigenschaften der Daten im Finance und in der hochent-
wickelten Turbulenz: “Guided by this similarity, we claim that there is
an information cascade in FX market dynamics that corresponds to the
energy cascade in the hydrodynamic turbulence . . . The analogy gives
a conceptual framework for understanding the short-term dynamics of
speculative markets.” Die Schlussfolgerungen dieser Arbeit sind opti-
mistisch: “We have reason to believe that the qualitative picture of tur-
bulence that has been developed during the past 70 years, will help our
understanding of the apparently remote field of financial markets.”

Das Binomialmaß

Ein multifraktales Maß kann durch ein elementares iteratives Verfah-
ren, die sogenannte multiplikative Kaskade, erzeugt werden. In der
einfachsten Variante einer solchen Kaskade wird das Maß in jedem
Schritt des Verfahrens auf eine festgelegte Art zweigeteilt und heißt
darum Binomialmaß.

Die Konstruktion eines Binomialmaßes besteht, wie es auch bei den
Fraktalen üblich ist, aus einem Initiator und einem Generator. Der Ini-
tiator ist ein Maß µ0, das auf dem Einheitsintervall [0,1] definiert ist.
Gewöhnlich ist das Maß µ0 ein Wahrscheinlichkeitsmaß, d.h. µ0 [0,1] =
1. Der Generator oder die Anordnungsvorschrift für die Erzeugung der
Kaskade kann wie folgt beschrieben werden.

Es werden zwei Zahlen m0, m1 > 0 so gewählt, dass m0 6= m1 und m0 +
m1 = 1. Diese Zahlen heißen Multiplikatoren und bleiben im Laufe des
Verfahrens konstant. Im ersten Schritt wird das ursprüngliche Maß µ0

23 Centre for Mathematical Physics and Stochastics – MaPhySto, University of Aarhus,
Denmark.

24 http://www.maphysto.dk/oldpages/events/Turbulence99/, vgl. auch Shiryaev
(1999b).
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Abb. 7.6. Eine multiplikative Kaskade.

in das linke [0,1/2] und das rechte [1/2,1] Halbintervall im Verhältnis
m0/m1 aufgeteilt. Daraus ergibt sich µ1 [0,1/2] = m0 und µ1 [1/2,1] = m1.

Im zweiten Schritt wiederholt man diese Vorgehensweise bei jedem
Teilintervall. Das Maß µ1 [0,1/2] wird jetzt in [0,1/4] und [1/4,1/2]
aufgeteilt, das Maß µ1 [1/2,1] entsprechend in [1/2,3/4] und [3/4,1].
Nach n = 2 Schritten sind 2n = 4 Intervalle der Länge 2−n = 1/4 mit
den Maßen

µ2 [0,1/4] = m0m0, µ2 [1/4,1/2] = m0m1,

µ2 [1/2,3/4] = m1m0, µ2 [3/4,1] = m1m1

erzeugt. Bei jeder weiteren Iteration verdoppelt sich die Anzahl der
Intervalle bzw. halbiert sich die Intervalllänge (vgl. Abb. 7.6). Im Wei-
teren entstehen nach dem n-ten Schritt Nn = 2n Intervalle der Länge
dt = 2−n mit den Maßen

µ(dt) = mk
0mn−k

1 , k = 0,1,2, . . . ,n. (7.2.9)
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Davon bekommen

Nn (k) =

(
n
k

)
=

n!
k!(n− k)!

(7.2.10)

Intervalle das gleiche Maß mk
0mn−k

1 zugewiesen. Dies ist leicht zu se-
hen, da die „Adresse“ eines beliebigen dyadischen Intervalls [dt] =
[t, t +2−n] durch eine Zahl zur Basis zwei

t = 0,η1η2 . . .ηn =
n

∑
i=1

ηi 2
−i, ηi ∈ {0,1} (7.2.11)

eindeutig darstellbar ist. Für die Zuteilung des Maßes ist also aus-
schließlich die relative Frequenz der Nullen bzw. Einsen in der binären
Zerlegung der Intervalladresse zuständig. Mit den Bezeichnungen ϕ0

und ϕ1 für die obigen relativen Frequenzen ergibt sich das Maß eines
dyadischen Intervalls im n-ten Schritt:

µ(dt) = m∑n
i=1 ηi

0 m
n−∑n

i=1 ηi

1 = mnϕ0
0 mnϕ1

1 =
(
2−n)α

. (7.2.12)

Nach Eggleston (1949) hat für ein fixiertes 0 ≤ ϕ0 ≤ 1 und ϕ1 = 1−ϕ0

die Untermenge E (α) der Zahlen t in [0,1], für die

lim
n→∞

1
n

n

∑
i=1

ηi → ϕ0

gilt, die Hausdorff Dimension −ϕ0 (α) log2 ϕ0 (α) − ϕ1 (α) log2 ϕ1 (α) ,
wobei sich das ϕ0 ≡ ϕ0 (α) aus der Lösung der Gleichung

−ϕ0 log2 m0 −ϕ1 log2 m1 = α (7.2.13)

ergibt.25 Die Selbstähnlichkeit des Binomialmaßes ist aus der Kon-
struktion unmittelbar ersichtlich. Durch eine Aggregation des Maßes
über die Intervalle mit unterschiedlichen ϕ0 bzw. α entsteht ein mul-
tifraktales Maß auf [0,1].26

Das Binomialmaß ist wie viele andere Multifraktale ein stetiges, aber
(für m1 6= 1/2) nicht ein absolutstetiges Wahrscheinlichkeitsmaß. Da-
mit ist die entsprechende Verteilungsfunktion singulär und hat keine
Dichte (vgl. Abb. 7.7). Nach dem Binomialsatz bleibt das Originalmaß

µ0 =
n

∑
k=0

(
n
k

)
mnϕ0

0 mnϕ1
1

in jedem Schritt der Konstruktion erhalten.

25 Holley und Waymire (1992), S. 820
26 Arneodo (1996), Riedi (2003).
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Abb. 7.7. Die mittels einer deterministischen multiplikativen Kaskade nach 7 Itera-
tionen erzeugte singuläre Verteilung mit m0 = 0,25 (oben) bzw. m0 = 0,75 (unten).



164 7. Skalierung anschaulich: Fraktale und Multifraktale

Multifraktale auf einem fraktalen Träger

Das Verfahren zur Erzeugung einer multiplikativen Kaskade kann auf
unterschiedliche Weise erweitert werden. Als Erstes ist es denkbar, ei-
ne Basis b > 2 zu verwenden. Dadurch entsteht ein multinomiales Maß.
Diese Änderung ist unwesentlich und wird hier nicht weiter verfolgt.

Die nächste Erweiterung besteht darin, ein multifraktales Maß auf ei-
nem fraktalen Träger zu definieren. Zur Verdeutlichung greifen wir
noch einmal auf die Cantor-Menge zurück, die als ein Spezialfall eines
Multifraktals auf dem fraktalen Träger mit dem Multiplikator m1 = 1/2
interpretiert werden kann (Abb. 7.8).

Der Initiator einer Cantor-Menge ist ein Maß µ0, das auf dem Einheits-
intervall [0,1] definiert ist. Wir legen µ0 [0,1] = 1 fest. Der Generator
teilt dieses Maß in jedem Schritt je zur Hälfte in zwei Intervalle der
Länge ln+1 = (1/3) ln auf. Damit sind lediglich zwei Kennzahlen von
Bedeutung: µG = 1/2 und lG = 1/3.

Im ersten Schritt wird das ursprüngliche Maß µ0 in das linke [0,1/3]
und das rechte [2/3,1] Drittel des Intervalls aufgeteilt. Daraus er-
gibt sich µ1 [0,1/3] = 1/2 und µ1 [2/3,1] = 1/2. In jedem weiteren
Schritt wiederholt sich diese Vorgehensweise und im Schritt n hat man
schließlich N = 2n Intervalle jeweils mit dem Maß µn = 2−n und der
Länge ln = 3−n. Die Hausdorff Dimension D0 einer Cantor-Menge er-
gibt sich aus der Anforderung der Maßerhaltung auf jeder Stufe des
rekursiven Verfahrens

lim
n→∞

N lD0
n ≡ µ0 = 1 (7.2.14)

und folglich gilt D0 = ln2/ ln 3 wegen der Identität 3ln2/ ln 3 = 2. Die
Gleichung (7.2.14) lässt sich auch mit µG und lG beschreiben:

lim
n→∞

(
µG l−D0

G

)n
= µ0 oder µG = lD0

G . (7.2.15)

Die Skalierungsbeziehung (7.2.15) kann auch mittels einer verallge-
meinerten Dimension Dq (7.2.4) bzw. einer Funktion

τ(q) = (q−1)Dq (7.2.16)

beschrieben werden. Für q = 0 ist die Funktion τ(q) identisch mit D0.
Für q 6= 0 übernimmt der Ausdruck τ(q)/(q−1) die Rolle der verallge-
meinerten Dimension Dq. Ein verallgemeinerter Generator hat zwei Ska-
lierungsexponenten: τ für den Träger des Maßes µ und q für das Maß
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Abb. 7.8. Der Aufbau einer Cantor-Menge. Jedes Segment hat ein Maß µn =
( 1

2

)n
und

eine Skala ln =
( 1

3

)n
.

µ selbst. In dieser Umgebung erweitert sich die Gleichung (7.2.14) zu

lim
n→∞

N l
Dq
n = lim

n→∞
N(1−q)l−τ

n ≡ µ0 = 1. (7.2.17)

Da das Maß gleichmäßig in die Intervalle auf derselben Skala aufge-
teilt wird, d.h. µn = N−1 und N = 2n, gilt wegen (7.2.15) und (7.2.17):

lim
n→∞

N
(
µq

G l−τ
G

)n
= lim

n→∞

(
2µq

G l−τ
G

)n
= µ0. (7.2.18)

Im Falle einer ungleichmäßigen Aufteilung bzw. einer multinomialen
Kaskade zur Basis b schreibt sich (7.2.18) als

lim
n→∞

(
b

∑
i=1

µq
Gi

l−τ
Gi

)n

= µ0. (7.2.19)

Damit (7.2.19) endlich bleibt, suchen wir nach q und τ, so dass

2

∑
i=1

µq
Gi

l−τ
Gi

= 2

(
1
2

)q(1
3

)−τ
= 1 (7.2.20)

gilt. Da die Cantor-Menge kein Multifraktal ist, erwarten wir, dass Dq =
D0 = ln2/ ln 3 für alle q gilt und folglich τ = (q−1) ln2/ ln3. Nach dem
Einsetzen in (7.2.20) bestätigt sich diese Erwartung:

2

(
1
2

)q
[(

1
3

) ln2
ln3

](1−q)

= 2

(
1
2

)q(1
2

)(1−q)

= 1. (7.2.21)



166 7. Skalierung anschaulich: Fraktale und Multifraktale

µ1 = 3
5 , l1 = 1

4 µ2 = 2
5 , l2 = 2

5

µ2
1 = 9

25 , l2
1 = 1

16 µ2
2 = 4

25 , l2
2 = 4

25

µ1µ2 = 6
25 , l1l2 = 1

10

Abb. 7.9. Der Aufbau eines Multifraktals auf einem fraktalen Träger.

Die Herleitung des multifraktalen Spektrums ist in diesem Fall recht
einfach. Für große n verhält sich das Maß µ in einem kleinen Inter-
vall dt als dtα. Die Anzahl der Intervalle dt mit dem gebebenen Wert
α zwischen α und α + dα ist dt− f (α). Da die Cantor-Menge einen ein-
zigen konstanten Hölder Exponenten α = ln2/ ln 3 hat, folgt f (α) =
α = ln2/ ln 3. Das multifraktale Spektrum ist in diesem Fall trivial und
besteht aus einem einzigen Punkt. Weiterhin gilt f (α) = αq− τ(q).

Die Abb. 7.9 zeigt ein weniger triviales Beispiel. Das Maß µ0 = 1 wird
hier ungleichmäßig zwischen zwei Intervallen unterschiedlicher Länge
aufgeteilt. Die Anzahl der Intervalle spielt dabei eine untergeordnete
Rolle und kann natürlich anders gewählt werden. Wir verwenden die
Zahlen aus Hasley u.a. (1986) und belassen es bei zwei Intervallen
zur Vermeidung unnötiger Komplexität.27 Essentiell ist bei dieser Er-
weiterung eine ungleichmäßige Aufteilung des Maßes in die Intervalle.
Dies führt zur Entstehung von mehreren unterschiedlichen Werten des
Hölder-Exponenten α und einem nichttrivialen multifraktalen Spek-
trum.

Wie aus der Abb. 7.9 zu entnehmen ist, wird das Maß in jedem Schritt
vom Generator Γ(q,τ, l) im Verhältnis 3 : 2 in zwei Intervalle der Län-
ge l1,n+1 = 1

4 l1,n bzw. l2,n+1 = 2
5 l2,n aufgeteilt. Die Bedingung (7.2.19)

verlangt für jedes n

Γn (q,τ, l) ≡
(
µq

1 l−τ
1 +µq

2 l−τ
2

)n
= µ0 = 1, (7.2.22)

wobei die Funktion τ(q) nach (7.2.16) von n unabhängig ist. Die Ent-
wicklung von (7.2.22) nach dem Binomialsatz ergibt

27 Argoul u.a. (1990) führen ein ähnliches Beispiel mit fünf Intervallen auf.
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Γn (q,τ, l) =
n

∑
m=0

(
n
m

)
µmq

1 µ(n−m)q
2

(
lm
1 ln−m

2

)−τ
= 1. (7.2.23)

Für große n lässt sich der Ausdruck (7.2.23) als eine Summe über(n
m

)
Intervalle der Länge ∆l = lm

1 ln−m
2 interpretieren, dessen Hölder-

Exponent zwischen α und α+∆α liegt. Der Träger dieser Intervalle ist
ein Fraktal mit der fraktalen Dimension f (α). Jedes dieser Fraktale
kann als eine Projektion des ursprünglichen Multifraktals betrachtet
werden, bei der ein bestimmter Hölder-Exponent α für ein gegebe-
nes q die Summe dominiert und die restlichen Summanden vernach-
lässigbar klein sind. Diese Überlegungen führen zur Annahme, dass
die Summe (7.2.23) durch ihren größten Term approximiert werden
kann, d.h. (

n
m

)
µmq

1 µ(n−m)q
2

(
lm
1 ln−m

2

)−τ
= 1. (7.2.24)

Der globale Skalierungsexponent τ ergibt sich aus der Bedingung28

dln Γn (q,τ, l)
dm

!
= 0 (7.2.25)

und gilt für einen durchschnittlichen Summanden in (7.2.23). Die For-
mel (7.2.25) folgt aus der Überlegung, dass der relative Beitrag eines
durchschnittlichen Gliedes zur Summe (7.2.23) konstant bleibt. Die
Lösung zu (7.2.25) ist:

τ(q) =
ln [(1−ξ)/ξ]+q ln (µ1/µ2)

ln(l1/l2)
, ξ ≡ m/n. (7.2.26)

Die Werte des lokalen Hölder-Exponenten α und der Funktion f (α)
werden durch die folgenden Gleichungen festgelegt

µmq
1 µ(n−m)q

2 =
(
lm
1 ln−m

2

)αq
,

(
n
m

)
=
(
lm
1 ln−m

2

)− f (α) (7.2.27)

und charakterisieren den relativen Beitrag des größten Terms zur
Summe. Aus (7.2.24) und (7.2.27) folgt

(
lm
1 ln−m

2

)αq− f (α)−τ
= 1. (7.2.28)

Anderseits gilt wegen (7.2.23)

28 Hasley u.a. (1986).
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n

∑
m=0

(
lm
1 ln−m

2

)αq− f (α)−τ
= 1. (7.2.29)

Um zu sehen, dass (7.2.28) und (7.2.29) keineswegs im Widerspruch
stehen, erläutern wir kurz die Vorgehensweise bei der Approximation
durch das Laplace Integral.29 Alternativ zur Intervalllänge ε kann die
Integration angesichts der vorherigen Überlegungen über den Hölder-
Exponenten α erfolgen. Zu berechnen ist der Ausdruck

Zq (ε) ∼
∫

lαq− f (α)ρ(α)dα. (7.2.30)

Für große Werte von (αq− f (α)) wird lαq− f (α) klein30 sein und das
Verhalten des Integrals wird im wesentlichen durch die Funktion ρ(α)
bestimmt, die hier die Rolle einer Dichtefunktion übernimmt. Für klei-
ne Werte von (αq− f (α)) wird dagegen der Beitrag von lαq− f (α) im
Vergleich zu dem von ρ(α) sehr groß werden und das Integral do-
minieren. In diesem Fall erfolgt eine Approximation durch den größ-
ten Term. Die Anwendung dieses Verfahrens auf (7.2.28) und (7.2.29)
wird durch eine zusätzliche Bedingung ermöglicht. Sie lautet

τ(q) = inf
α

(αq− f (α)) . (7.2.31)

Je kleiner die Differenz (αq− f (α)), desto besser ist die lokale Appro-
ximation. Für große Werte von (αq− f (α)) ist dagegen der Beitrag des
globalen Exponenten τ(q) relativ hoch. Die Gleichung (7.2.31) besagt,
dass die Funktionen τ(q) und f (α) durch die Legendre Transformation
miteinander verbunden sind.31

Als Hilfsmittel zur Bestimmung von f (α) aus (7.2.27) kann eine Ab-
schätzung durch die Stirling-Formel32 verwendet werden:

(
n
m

)
=

(
m
n

)−m(
1− m

n

)m−n

+O(lnn) . (7.2.32)

Mit der Festlegung ξ ≡ m/n folgt

1
n

ln

(
n
m

)
≈−ξ lnξ− (1−ξ) ln (1−ξ) . (7.2.33)

29 Siehe auch Anhang A.7.
30 Da l � 1 ist. Zur Orientierung geben wir zwei Werte an: 0,10,1 = 0,7943; 0,10,9 =

0,1259.
31 Dies kann auch rigoros gezeigt werden, siehe z.B. Jaffard (1999).
32 Siehe Anhang A.7. Wir ignorieren hier den unwesentlichen Faktor

√
2πn.
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BEISPIEL 7.3
In einem Bernoulli-Fall mit nur zwei Zuständen und Wahrscheinlichkeiten ξ und 1−ξ
ist die (Shannon-) Entropie



(ξ) = −ξ log2 ξ− (1−ξ) log2 (1−ξ) .

Als Funktion von ξ stellt die Entropie eine nach unten gerichtete Parabel dar. Die
minimalen Werte sind



(0) =



(1) = 0, das Maximum



= 1 wird bei ξ = 1/2

erreicht.
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(ξ)

Diese Formel ähnelt einem Ausdruck für die Entropie einer Binomi-
alverteilung (vgl. Beispiel 7.3), wobei ξ in (7.2.33) natürlich keine
Zufallsvariable ist. Aus (7.2.27) und (7.2.33) resultiert

α(ξ) =
ξ lnµ1 +(1−ξ) lnµ2

ξ ln l1 +(1−ξ) ln l2
, (7.2.34)

f (α(ξ)) =
ξ lnξ+(1−ξ) ln (1−ξ)

ξ ln l1 +(1−ξ) ln l2
. (7.2.35)

Wegen einer nichtlinearen Abhängigkeit von ξ in den beiden Gleichun-
gen (7.2.34) und (7.2.35) lassen sich nicht alle Kennzahlen des resul-
tierenden multifraktalen Spektrums (Abb. 7.10) exakt berechnen. Be-
achtet man dennoch, dass ξ ausschließlich Werte zwischen Null und
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Abb. 7.10. Ein multifraktales Spektrum zur Abb. 7.9.

Eins annehmen kann, ist α(ξ) in (7.2.34) eine monoton fallende Funk-
tion von ξ auf dem Intervall [0,1] mit den Randwerten

αmin = α(1) =
lnµ1

ln l1
= 0,3685

αmax = α(0) =
lnµ2

ln l2
= 1.

Die Funktion f (α(ξ)) ist eine nach unten gerichtete Parabel. Ihr Maxi-
mum entspricht der Dimension D0 und wird in Argoul u.a. (1990) aus
der Gleichung (7.2.22) für q = 0 und n = 1 numerisch bestimmt.33 Aus

33 Es stellte sich heraus, dass diese Vorgehensweise nicht ganz unproblematisch ist.
Obwohl diese Aussage für n = 1 ohne weiteres gilt, muss für n > 1 beachtet werden,
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der Ableitung

∂ f (α(ξ))

∂α(ξ)
=

∂ f (α(ξ))/∂ξ
∂α(ξ)/∂ξ

=
lnξ ln l2 − ln(1−ξ) ln l1

lnµ1 ln l2 − lnµ2 ln l1
(7.2.36)

ist ersichtlich, dass für ∂ f (α)/∂α = 1 der entsprechende Wert von
ξ durch ξ = µ1 gegeben ist. Weiterhin gilt in diesem Punkt wegen
(7.2.34) und (7.2.35) f (α) = α, die Gleichung (7.2.26) liefert τ(q) = 0
und aus der Gleichung (7.2.31) folgt schließlich q = 1. Die Bedingung
für das Maximum des multifraktales Spektrums

lnξ ln l2 = ln (1−ξ) ln l1

ergibt sich aus (7.2.36) und kann mit dem Ansatz

ξ∗ =
lD0
1

lD0
1 + lD0

2

, lD0
1 + lD0

2 ≡ 1

für D0 ≈ 0,61098 aufgelöst werden. Die optimalen Werte sind:

ξ∗ = lD0
1 = 0,4287

f (α(ξ∗)) = −τ(0) |ξ=ξ∗ = D0

α(ξ∗) =
lD0
1 lnµ1 + lD0

2 lnµ2

lD0
1 ln l1 + lD0

2 ln l2
= 0,66423.

Nach der Gleichung (7.2.31) stellt die Funktion −τ(q) eine Menge der
Schnittpunkte der zum multifraktalen Spektrum angelegten Tangen-
ten mit der Ordinaten-Achse dar und es gilt q = ∂ f (α)/∂α. Auf diese
Art ergibt sich eine alternative Beschreibung des Spektrums durch die
Geraden f (α) =−τ(q)+qα mit der Steigung q. Die Menge der Schnitt-
punkte dieser Geraden miteinander bildet das multifraktale Spektrum.
Durch diese Beobachtung bestätigt sich die Feststellung, dass die Funk-
tionen f (α) und τ(q) durch die Legendre Transformation verbunden
sind:

f (α) = inf
q

[qα− τ(q)] . (7.2.37)

dass die Funktion τ(q) nach (7.2.26) auch von lnξ = ln(m/n) abhängig ist. Solange
kein funktionaler Zusammenhang zwischen ξ und D0 spezifiziert ist, lässt sich das
Maximum des multifraktalen Spektrums nicht eindeutig bestimmen. Weder in Has-
ley u.a. (1986) noch in Argoul u.a. (1990) ist ein Hinweis darauf zu finden. Nach
unserer Version besteht zwischen ξ und der Intervallänge l eine Abhängigkeit nach
dem Potenzgesetz, und zwar mit dem Exponenten D0. Addieren sich l1 und l2 zu
Eins auf, ist diese Abhängigkeit linear und trivial (vgl. die folgende Lösung).
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Ein multifraktales Zufallsmaß

Unfortunately, those who expect the world to be
simple, hence manageable by simple mathematics,
will be disappointed.”

– B. Mandelbrot (1990)

Die nächste qualitative Erweiterung bei der Modellierung der Mul-
tifraktale besteht im Austausch der deterministischen Multiplikatoren
mi bzw. der Maßanteile µi gegen Zufallsvariablen Mi.34 Was ändert
sich dadurch? Erstens wird das multifraktale Maß zu einem Zufalls-
maß. Zweitens bedient man sich nun stochastischer Konvergenz, die
in der Kombinatorik der deterministischen Kaskade nicht zugänglich
war. Eine weitere Unterstützung bei der Beschreibung von Eigenschaf-
ten eines multifraktalen Zufallsmaßes erhält man von der Theorie der
großen Abweichungen, u.a. ist der Satz von Sanov (5.1.3) von Bedeu-
tung.

Ein stochastischer Multiplikator M repräsentiert eine Menge M =
(M0, M1, . . .) von Zufallsvariablen auf [0,1], die unabhängig, aber
nicht unbedingt identisch verteilt sind. Ähnlich wie bei der determi-
nistischen Kaskade wird das Intervall [0,1] sukzessiv in zwei Teilen
gleicher Länge aufgeteilt, wobei jedem Teilintervall auf der Teilung
J ([0,1/2) , [1/2,1]) ein Maß M ∈ M zugeordnet wird. Auf der Stufe n
des rekursiven Verfahrens kann das Maß ψn (t) eines Intervalls

B2−n (η) = J (η1, . . . ,ηn) =

[
n

∑
i=1

ηi2
−i,

n

∑
i=1

ηi2
−i +2−n

)
, ηi ∈ {0,1}

der Länge ∆t = 2−n als Produkt

ψn (t) = M1 (η)M2 (η) · · ·Mn (η) , t ∈ J (η1, . . . ,ηn) , (7.2.38)

η = (η1, . . . ,ηn)

der Zufallsmultiplikatoren entlang des Pfades η dargestellt werden.
Das Maß auf jeder Stufe wird nur im Mittel35 erhalten:

E [Mi,0 (η)+Mi,1 (η)] = 1. (7.2.39)

34 Everetsz und Mandelbrot (1992).
35 Eine andere Variante sieht eine exakte Erhaltung des Maßes vor: Mi (η) = Mi,0 (η)+

Mi,1 (η).
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Eine Folge von Zufallsmaßen, die durch eine Dichtefunktion (Radon-
Nikodym Ableitung) µn (dt) = ψn (t) dt, n ≥ 1 definiert ist, konver-
giert (schwach) zu einem Grenzwert µ∞, weil für jede beschränk-
te messbare stetige Funktion q auf J die Folge {∫J qdµn} ein L1-
beschränktes Martingal bezüglich der Folge von σ-Algebren Fn :=
σ{M (η1, . . . ,ηn) : ηi ∈ {0, 1}} ist.36

Die Problematik der Nichttrivialität des Maßes µ∞, der Existenz von
Momenten sowie der Berechnung der fraktalen Dimension des Trä-
gers ist in Mandelbrot (1974) und Kahane und Peyrière (1976) abge-
handelt. Der folgende Satz bietet weitere Erkenntnisse über die Eigen-
schaften des multifraktalen Zufallsmaßes, das durch eine stochastische
Binomialkaskade erzeugt wird. Diese Eigenschaften werden mittels ei-
ner „modifizierten“ kumulanterzeugenden Funktion

χc (h) = logc EMh +1

beschrieben.37 Für eine Binomialkaskade gilt c = 2.

Satz 7.2.1 (Kahane und Peyrière (1976)) Sei M ein Generator einer
stochastischen Binomialkaskade µ∞ und χc (h) = logc EMh +1. Es gilt:

i. (Nichttrivialität)
E [µ∞ ([0,1])] > 0 genau dann, wenn −D = χ′

c (1−) = cE [M logc M] <
0.

ii. (Existenz der Momente)
Sei h > 1. Dann hat Y = µ∞ ([0,1]) ein endliches Moment der Ordnung
h genau dann, wenn EMh < 1/c. Weiterhin gilt 0 < EMh < ∞ für
alle h > 0 genau dann, wenn M durch c essentiell beschränkt ist und�

(M = c) < 1/c.

iii. (Träger)
Nehmen wir an, dass E [M logc M] < ∞. Der Träger von µ∞ ist eine
Borel-Menge der Dimension

D = −cE [M logc M] = −χ′
c

(
1−
)
.

Calvet und Fisher (2002) verwenden an Stelle von −χc (h) eine Funkti-
on τ(q) = − logc EMh −1. Die Unabhängigkeit der Multiplikatoren auf

36 Für eine detaillierte Darstellung vgl. Holley und Waymire (1992), S. 823.
37 Vgl. auch Gilbert u.a. (1999).



174 7. Skalierung anschaulich: Fraktale und Multifraktale

unterschiedlichen Stufen der Kaskade impliziert E [µ(∆t)q] = [E(Mq)]k

mit ∆t = 2−k oder
E [µ(∆t)q] = (∆t)τ(q)+1 . (7.2.40)

Im nächsten Schritt wird das Konzept der Multifraktale von einem Zu-
fallsmaß auf einen stochastischen Prozess erweitert. Auf dieser Basis
hat B. Mandelbrot ein Modell vorgeschlagen, das „wilde Schwankun-
gen“ in den Aktienrenditen nachbilden soll.

7.3 Das Multifraktale Modell of Asset Returns

Das Multifraktale Modell of Asset Returns ist derzeit Mandelbrot’s letz-
tes Wort in seiner mehr als vierzigjährigen Forschung empirischer Ei-
genschaften der Wertpapierrenditen und geht auf eine Serie von Wor-
king Papers38 aus dem Jahr 1997 zurück. Im Jahr 2000 folgten wei-
tere Veröffentlichungen in Quantitative Finance39, zwei Jahre später
erschien ein Artikel von Calvet und Fisher in The Review of Economics
and Statistics.40 “A Multifractal Walk Down Wall Street”41 in Scienti-
fic American sowie ein jüngstes Buch “The (mis)Behavior of Markets:
A Fractal View of Risk, Ruin and Reward,”42 das aus einer gemeinsa-
men Arbeit mit Richard Hudson, Wissenschaftsredakteur beim “Wall
Street Journal,” hervorgegangen ist, geben eine populäre Darstellung
von Multifraktalen und verwandter Themen. Unsere Darstellung ist in
Anlehnung an Calvet und Fisher (2002).

Definition 7.3.1. Es seien T und Q Intervalle auf � derart, dass 0 ∈
T = [0,T ] und [0,1] ⊆ Q . Ein stochastischer Prozess {X (t) , t ∈ T } mit
stationären Zuwächsen heißt multifraktaler Prozess, falls die Momente
von X (t) folgender Relation genügen:

E |X (t) |q = c(q) tτ(q)+1 für alle t ∈ T , q ∈ Q , (7.3.1)

wobei c(q) und τ(q) reellwertige Funktion auf Q sind.

38 Calvet u.a. (1997), Fisher u.a. (1997) und Mandelbrot u.a. (1997).
39 Mandelbrot (2001a, 2001b, 2001c, 2001d).
40 Calvet und Fisher (2002).
41 Mandelbrot (1999a).
42 Mandelbrot und Hudson (2004).
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Die Funktion τ(q) heißt Skalierungsfunktion des multifraktalen Pro-
zesses und ist so konstruiert, dass sie den Einfluss der Zeit auf die
Momente q berücksichtigt. Am Beispiel der gebrochenen Brownschen
Bewegung (fBm) kann am einfachsten gezeigt werden, dass der mul-
tifraktale Prozess ein selbstähnlicher Prozess ist. Für die fBm gilt

X (t)
d
= tHX (1)

und folglich

E |X (t) |q d
= tHq

E |X (1) |q = c(q) tτ(q)+1 (7.3.2)

mit c(q) = E |X (1) |q und τ(q) = Hq−1. Im Allgemeinen ist die Skalie-
rungsfunktion nichtlinear und ihre konkave Form ist ein Merkmal von
Multifraktalität.

Das Multifraktale Modell of Asset Returns beschreibt einen Rendite-
prozess

X (t) = lnS (t)− lnS (0) (7.3.3)

eines Wertpapiers (einer Aktie, eines Indexes, einer Währung) als eine
gebrochene Brownsche Bewegung in multifraktaler Zeit.

Definition 7.3.2. Der Renditeprozess X (t) ist ein untergeordneter (sub-
ordinated) Prozess

X (t) ≡ BH [θ(t)] , (7.3.4)

wobei BH (t) eine gebrochene Brownsche Bewegung und θ(t) eine sto-
chastische Marktzeit ist. Weiterhin ist θ(t) ein multifraktaler Prozess mit
stetigen nichtfallenden Pfaden und stationären, von BH (t) unabhängigen
Zuwächsen.

Diese Konstruktion ermöglicht die gleichzeitige Modellierung von fat
tails durch θ(t) und long memory durch BH (t) und ist somit universal.

Die Skalierungsfunktion τ(q) im MMAR genügt folgender Relation:

τX (q) = τθ (Hq) . (7.3.5)

Durch die Gleichung (7.3.5) wird ein Zusammenhang zwischen bei-
den Skalierungsfunktionen – vom Renditeprozess und vom Marktzeit-
prozess – hergestellt. Dies impliziert, dass aus der geschätzten Skalie-
rungsfunktion des Renditeprozesses auf die Eigenschaften der Markt-
zeit θ(t) geschlossen werden kann.
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Calvet und Fisher (2002) betonen, dass die Langzeitabhängigkeiten
nicht notwendig durch die gebrochene Brownsche Bewegung model-
liert werden müssen. Für einen stochastischen Prozess Z mit statio-
nären Zuwächsen können die Abhängigkeiten in Potenzen von absolu-
ten Renditen zu Langzeitabhängigkeiten führen, falls die Kovarianz in
den Levels

δZ (t,q) = Cov (|Z (a,∆t) |q, |Z (a+ t,∆t) |q) (7.3.6)

bei t/∆t → ∞ ein hyperbolisches Verhalten in t aufweist.43 δZ (t,q) in
(7.3.6) ist für E |Z (a,∆t) |2q < ∞ wohldefiniert.

Zur Schätzung der Skalierungsfunktion aus empirischen Daten wird
gewöhnlich die Zustandsumme

Sq (T,∆t) ≡
N−1

∑
i=0

|X (i∆t +∆t)−X (i∆t) |q (7.3.7)

verwendet, wobei das Intervall [0,T ] in N ∈ � Intervalle der Länge
∆t aufgeteilt wird. Ist X (t) ein multifraktaler Prozess, dann sind die
Summanden identisch verteilt und aus der Gleichung (7.3.1) folgt

E [Sq (T,∆t)] = Nc(q) tτX (q)+1,

falls das q-te Moment existiert. Dies führt zu einer empirisch testbaren
Relation

lnE [Sq (T,∆t)] = τX (q) ln (∆t)+ lnc(q)+ lnT. (7.3.8)

Für ein Multifraktal erwartet man eine lineare Beziehung zwischen
lnE [Sq (T,∆t)] und ln(∆t) für unterschiedliche Werte von q, falls das
q-te Moment existiert. Oft wird diese Analyse auf einer doppelloga-
rithmischen Skala graphisch durchgeführt.

Schließlich kann der Schätzer der Skalierungsfunktion τX (q) zur Be-
rechnung des multifraktalen Spektrums f̂ (α) = minq [qα− τX (q)] mit-
tels Legendre Transformation verwendet werden.

Derzeit existieren nur wenige empirische Untersuchungen zur Mul-
tifraktalität in den Aktienkursen, um eine repräsentative Aussage be-
züglich dieses Konzeptes treffen zu können. Das Modell selbst ist re-
lativ jung und hat noch keine breite Akzeptanz gefunden. Calvet und

43 Vgl. auch Matteo u.a. (2005).
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Fisher (2002) finden Evidenz für ein multifraktales Verhalten von Mo-
menten in DM/USD-Wechselkursen. Die verwendeten Daten von Ol-
sen and Associates beinhalten die Handelsfrequenzen von ca. zwei
Stunden bis zu 180 Tagen über den Gesamtzeitraum von 23 Jahren.
Fillol (2003) berichtet über Anzeichen von Multifraktalität beim fran-
zösischen Aktienindex CAC40, Sun u.a. (2001) kommen zu ähnlichen
Ergebnissen beim Hang Seng Index.

Zusammenfassung

Die multifraktale Analyse ist ein mathematisches Framework zur Be-
schreibung und Simulation komplexer Systeme mit lokalen Singula-
ritäten und nichttrivialen Interaktionen zwischen unterschiedlichen
Skalen. Immer häufiger wird der Kapitalmarkt in der Literatur als
ein solches System bezeichnet. Die Erwartungen der Marktteilnehmer
können sich sehr schnell oder sehr langsam ändern, weil die langfristi-
gen preisrelevanten Informationen fast immer unvollständig sind. Dies
führt zu überhöhten Volatilitäten der Renditen bzw. zu andauernden
Abweichungen der Aktienkurse vom Fundamentalwert.

Ausgehend von diesen empirisch beobachteten Eigenschaften ist die
Anwendung der multifraktalen Analyse zur Modellierung und Simu-
lation der Aktienkursbewegungen gerechtfertigt und sinnvoll. Da die
Momente unterschiedlicher Ordnungen eines multifraktalen stochasti-
schen Prozesses auf eine nicht triviale Weise skalieren, liegt die Stärke
dieser Modellklasse an der Fähigkeit, die Nicht-Gaussschen Prozesse
nachbilden zu können.





8. Analyse der Ergebnisse

“Economists adjust their models until they both fit
the data and give “reasonable” results.”

– Leeper u.a. (1996), S. 5.

8.1 Skalierung: Modell oder Hypothese?

Es ist üblich, die Wissenschaft durch die zwei wichtigsten Bestand-
teile zu charakterisieren: a) empirische Beobachtung und b) Theorie.
Diese zwei Komponenten werden von Stevens (1951) in seiner De-
finition von Wissenschaft aufgeführt: “Science seeks to generate con-
firmable propositions by fitting a formal system of symbols (language,
mathematics, logic) to empirical observation.” (S. 22). Damit die Beob-
achtungen nicht zu einer Unmenge von “stylized facts” degenerieren,
werden Theorien formuliert. Die Theorien übernehmen zwei wichti-
ge Funktionen: a) sie ordnen empirische Beobachtungen und b) sie
geben Richtlinien für die zukünftige empirische Forschung vor. Eine
weitere Funktion der wissenschaftlichen Theorie ist nach Stevens die
Erzeugung von bestätigungsfähigen Aussagen.1 Sind die theoretischen
Aussagen mit den empirischen Beobachtungen konsistent, gewinnt die
Theorie an Erklärungskraft, andernfalls. . . Was passiert andernfalls?

Man könnte erwarten, dass durch Inkonsistenzen zwischen Theorie
und Empirie erstere geschwächt wird. Erzeugt die Empirie zu viele
Gegebenheiten, die im Widerspruch zu theoretischen Aussagen ste-
hen, muss die Theorie entweder überarbeitet oder aufgegeben wer-
den. Diese klassische Vorgehensweise nach Popper (vgl. Beispiel 8.1)

1 Orig. confirmable propositions.
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BEISPIEL 8.1
Nach Karl Popper brauchen Wissenschaftler keine Induktion, nur Falsifizierung. Die
Idee:

I. Eine Hypothese H besagt, dass unter Annahme A ein Effekt E beobachtet wird;
II. A ist wahr;

III. E ist nicht beobachtet worden;
IV. Also ist H falsch.

Ist E nicht beobachtet worden, dann ist H falsifiziert. Sonst ist H bekräftigt (corrobo-
rated).
Popper’s scientific methodology:

I. Stelle falsifizierbare Hypothesen auf;
II. Versuche durch mehrere Testversuche Hypothesen zu falsifizieren;

III. Behalte die Hypothese bei solange sie nicht falsifiziert ist;
IV. Verwerfe die Hypothese, wenn sie falsifiziert ist.

Popper (1949): „Durch die Falsifikation unserer Annahmen bekommen wir tatsäch-
lich Kontakt mit der „Wirklichkeit“. Die Widerlegung unserer Irrtümer ist die positive
Erfahrung, die wir aus der Wirklichkeit gewinnen.“

scheint in Bezug auf die empirische Kapitalmarktforschung und die
These vom informationseffizienten Kapitalmarkt (EMH) keine Anwen-
dung zu finden. Die EMH besagt kurzgefasst, dass alle preisrelevanten
Informationen von den Marktteilnehmern laufend berücksichtigt wer-
den, und zwar aus dem Gesichtspunkt eines rationalen Investors.

Eine Vielzahl von Ausnahmen von dieser Regel wurde empirisch fest-
gestellt mit einem Ergebnis: die Ausnahmen wurden als Anomalien
eingestuft und für nichtig erklärt, weil sie entweder von geringer Be-
deutung sind oder nicht systematisch vorkommen. Eine weiteres Ar-
gument ist: “. . . the alternative hypothesis is . . . unacceptable.” (Fama
(1998), S. 284). Mit anderen Worten, die EMH ist nach Fama nicht
falsifizierbar. Durch das Auffinden von immer neuen Ausnahmen kön-
nen sie in ihrer Gesamtheit noch nicht zu einer neuen Regel führen,
die eine bessere ökonomische Interpretation des Marktgeschehens als
die EMH geben könnte. Eine gängige Erklärung für dieses Phänomen
verweist auf eine zusammengesetzte Hypothese.

Was ist eine zusammengesetzte Hypothese? Nehmen wir einen logi-
schen Ausdruck A und B. Ist der Ausdruck wahr, folgt daraus notwen-
dig, dass A wahr ist und B wahr ist. Es ist eindeutig. Zum Ergebnis
falsch führen dagegen drei mögliche Kombinationen aus A und B, die
nach außen nicht unterscheidbar sind: a) A ist falsch, B ist irrelevant,
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b) B ist falsch, A ist irrelevant und c) A ist falsch und B ist falsch.
Da die EMH nur im Zusammenhang mit einem Asset Pricing Model
überprüft werden kann, lässt sich die Aussage, dass falsche Ergebnis-
se nicht durch die Hypothese, sondern durch das dazugehörige Modell
verursacht sind, kaum widerlegen. Dabei sollte zwischen Modellen und
Hypothesen unterschieden werden.

Modelle sind vereinfachte Abbildungen der Realität oder Projektionen
der Theorie auf eine ideale Welt. Man verwendet Modelle, um die
Theorie (oder ein Teil davon) zu veranschaulichen. “The whole point
in building an analytical model is to construct a representation that is
simpler than the real thing.” [Gordon 1991]. Modelle machen keine
Behauptungen und basieren auf Annahmen. Dies bringt zwei wich-
tige Implikationen mit sich. Erstens, Modelle können ausschließlich
durch das Vorhandensein interner Widersprüche wiederlegt werden.
Wissenschaftler können sich darauf beschränken, konsistente Modelle
zu bilden. “A valid argument is one that does not contain obvious errors
of logic. By analogy, a model that does not contain known or detectable
flaws and is internally consistent can be said to be valid.” [Oreskes u.a.
1994]. Die zweite Folgerung ergibt sich aus der ersten und besagt,
dass Modelle nicht getestet werden können. Das Testen der Modelle
ist einfach überflüssig, da der induktive Schritt schon bei der Formu-
lierung der Annahmen erfolgt. Die Schlussfolgerungen sind lediglich
Verfeinerungen dieser Annahmen und werden deduktiv hergeleitet. “If
the conclusion of an inference cannot be false given that all the premi-
ses are true, then the inference is logical/deductive. The conclusion does
not add any new empirical content to the premises.” [Suppe 1998]. Die
Annahmen können zutreffend sein oder nicht, führen aber höchstens
dazu, dass ein Modell als „korrekt“ oder „inkorrekt“ eingestuft wird,
anstatt Kategorien „richtig“ oder „falsch“ zu verwenden.2 Modelle wer-
den nicht getestet, sondern kalibriert: man verändert die unabhängi-
gen Variablen solange, bis ein voraus festgelegtes Gütekriterium an die
abhängigen Variablen seinen maximalen Wert erreicht.

Eine deduktive Natur der Modelle schmälert keinesfalls ihre Bedeu-
tung. Je nach Modell oder Darstellung können nicht nur unterschied-
liche Aspekte einer Theorie besser betont werden, sondern es än-
dert sich möglicherweise unser Verständnis der Wirklichkeit. Morgan
(2001) argumentiert, dass Modelle zum Verständnis der Wirklichkeit

2 Vgl. Dohmen (2002), S. 193.
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beitragen, indem sie eine story-telling-Funktion übernehmen (vgl. Bei-
spiel 3.1, S. 36). Eine Story ist keineswegs eindeutig. Es ist selbst ein
theoretisches Konzept, das mehr oder weniger plausibel ist. “Not at
least because the purpose of building a model determines its form, there
cannot exist a representative model in economics so that different cate-
gories of models might accentuate different aspects raised in theoretical
model accounts, rendering models mainly deductive, mainly metaphoric,
mainly instrumentalist etc.” [Dohmen 2002], S. 208.

Was erwartet man von einer Hypothese? “If an inference makes the
conclusion plausible or probable (but not necessarily true) given that all
premises are true, this is an inductive inference. The inference is am-
pliative in the sense that the conclusion adds some empirical content
which was not contained in the premises.” [Suppe 1998]. Dies ist ein
sehr interessanter Punkt. Eine Hypothese braucht realistische Annah-
men. Sie kann und muss getestet werden. Aber: beim Testen erwartet
man von einer Hypothese in erster Linie nicht die induktive Inferenz,
sondern die Möglichkeit, die Hypothese selbst falsifizieren zu können.
Diese Möglichkeit scheint sich, wenn überhaupt, aus dem oben zitier-
ten empirical content zu ergeben. Interne Widersprüche reichen nicht
mehr aus, um eine Hypothese zu wiederlegen. Ausnahmen in Form
sogenannter Anomalien sind zugelassen. Induktive Inferenz entsteht
lediglich als „Beiprodukt“ aus dem Teil der Hypothese, der noch nicht
falsifiziert ist. Von Bestätigung einer Hypothese kann eigentlich über-
haupt keine Rede sein: “Under most conditions, an hypothesis cannot
be proved true or valid. It remains on the table so long as it cannot be
rejected.” [Frankfurter und McGoun 2000]. Bei der Formulierung der
Hypothese müssen Aussagen über die möglichen empirischen Erkennt-
nisse getroffen werden, die zu ihrer Falsifizierung führen würden.

Welche Stellung nehmen dann die Skalierungs- oder die Selbstähn-
lichkeitseigenschaften der Aktienkursbewegungen in der obigen Klas-
sifikation ein? In erster Linie stellen sie zweifellos eine Story dar: all
charts look the same. Ausgehend davon hat B. Mandelbrot Modelle
entwickelt, die eine quantitative Darstellung dieser Beobachtung im
Lichte der fraktalen Geometrie bzw. multifraktaler Maße ermöglichen.
Man nimmt die empirisch beobachteten extremen Kursschwankungen
und die Langzeitabhängigkeiten als Ausgangspunkt für die Modellent-
wicklung und zeigt, wie gut sich die zu modellierenden stylized facts
in den Ergebnissen niederschlagen. Die Annahmen über die Selbst-
ähnlichkeit sind verfeinert, die Kennzahlen entwickelt, die statistische
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Anpassung ist im Vergleich zu den ähnlichen Modellklassen (GARCH,
FIGARCH) recht gut. Die Schlussfolgerung: „Die tatsächlichen Risiken
– sowohl nach oben als auch nach unten – sind wesentlich größer, als wir
annehmen.“3

Diese Aussage ist von deskriptiver Natur und führt lediglich auf die
Annahmen zurück, die den Modellen zu Grunde gelegt wurden. Wel-
che Handlungen soll ein rationaler Investor vornehmen, wenn er mit
diesen Erkenntnissen konfrontiert wird? Was sind die “reasonable re-
sults”? Mandelbrot gibt keine Antwort auf diese Frage. Er bleibt bei
Modellen. Die Aufstellung von Hypothesen überlässt er seinen „ambi-
tionierteren Kollegen.“

8.2 Die Skalenrisiken

In der vorliegenden Arbeit gehen wir auf die Beschreibung von ty-
pischen und untypischen Ereignissen aus dem Gesichtspunkt der In-
formationsverarbeitung auf dem Aktienmarkt ausführlich ein. Da die
großen Risiken gewöhnlich durch die untypischen Ereignisse verur-
sacht werden, ist diese Unterscheidung essentiell.

Die extremen Kursschwankungen, die in den letzten Jahren immer
häufiger beobachtet werden und zu verheerenden Folgen führen kön-
nen bzw. in der Vergangenheit auch geführt haben, sind zwar für das
Risiko- und Portfoliomanagement von großer Bedeutung, werden aber
unter der EMH als Anomalien eingestuft und statistisch als Ausreißer
behandelt. Dies impliziert, dass diese als Informationsquelle für die
Investoren nutzlos sind: man kann daraus nichts lernen und soll sie
bei den Investmententscheidungen vernachlässigen. Wie ist das zu be-
gründen?

Da die Aktienbewertung letztendlich auf die Ermittlung des Funda-
mentalwertes zurückgeführt wird, tritt ein Argument in den Vorder-
grund, dass sich der Fundamentalwert nicht so schnell ändern könnte,
um die sprunghaften Veränderungen des Aktienkurses hervorzurufen.
Die Sprünge können entweder durch eine ungleichmäßige Ankunft
der Informationen auf den Markt erfolgen (Offenlegung der Quar-
talsergebnisse, Ad hoc Mitteilungen etc.) oder durch eine Überreak-
tion der Marktteilnehmer. Beides sind Ergebnisse der Anpassung von

3 Mandelbrot (2005).
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Erwartungen über den Fundamentalwert und nicht der Veränderung
des Fundamentalwertes selbst. Im ersten Fall werden die Erwartun-
gen aus der Vergangenheit angepasst. Die großen Abweichungen, die
dabei ausgeglichen werden, deuten unter der EMH nicht auf eine in-
effiziente Informationsverarbeitung in der Vergangenheit hin, sondern
implizieren, dass der Aktienkurs bisher einen sehr untypischen Pfad
genommen hat. Im zweiten Fall werden die Erwartungen über die zu-
künftige Entwicklung gebildet. Die Überreaktionen der Marktteilneh-
mer gleichen sich aber im Mittel mit den Unterreaktionen aus und sind
damit unproblematisch. “If anomalies split randomly between underre-
action and overreaction, they are consistent with market efficiency.”4 Sie
gehören damit ebenfalls zu Anomalien, also zu den untypischen Ereig-
nissen, obwohl sie immer wieder zu beobachten sind.

Sollte die von der EMH postulierte Kontinuität des Informationsflusses
mit den empirisch beobachteten Renditesprüngen und Langzeitabhän-
gigkeiten in Übereinstimmung gebracht werden, dann bietet sich eine
Skalinghypothese an. Sie besagt, dass die preisrelevanten Informatio-
nen auf mehreren Zeitskalen ankommen, aber überwiegend auf wenigen
feinsten Skalen verarbeitet werden.

Die Überlagerung von Informationen aus unterschiedlichen Skalen
kann sowohl zu einer gegenseitigen Verstärkung als auch zu einer
Reduzierung von entsprechenden Auswirkungen führen. Können die
langfristigen Veränderungen des Fundamentalwertes auf einer grob-
körnigen Skala aus der Sicht von mehreren feineren Skalen antizipiert
werden, kommt es zu Langzeitabhängigkeiten. Stellt sich heraus, dass
diese Antizipation ungerechtfertigt war, erfolgt die Anpassung auf al-
len feineren Skalen: die Blase platzt. Im Falle eines Katastrophenereig-
nisses oder durch politische Risiken kann es ebenfalls zu einer zwangs-
läufigen Überlagerung von Informationen aus unterschiedlichen Ska-
len kommen. Daraus folgt, dass sowohl die typischen als auch die un-
typischen Ereignisse nur im Zusammenhang mit der entsprechenden
Zeitskala ausgewertet werden können.

Dies ist die Grundidee der vorliegenden Arbeit und ein Versuch, einen
induktiven Schritt in Richtung ökonomischer Erklärung von empirisch
beobachteten stylized facts zu machen. Die Abgrenzung zu den be-
reits existierenden Hypothesen in der Literatur wie Peters (1994) und
Dacorogna u.a. (2001) besteht darin, dass sich die Aufteilung der

4 Fama (1998), S. 284.
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Marktteilnehmer als langfristig bzw. kurzfristig orientierte Investoren
endogen ergibt. Dafür gibt es zwei plausible Gründe: die Skalenunab-
hängigkeit der preisrelevanten Informationen und die Knappheit der
zur Verfügung stehenden Ressourcen. Der Informationsfluss divergiert
und kann nicht mit einer hohen, aber konstanten Verarbeitungsrate
bewältigt werden. Von Zeit zu Zeit erfolgt eine sprunghafte Anpassung
an die neuen Verhältnisse, d.h. es ist untypisch, dass die Informatio-
nen aus einer langfristigen Komponente kontinuierlich in die Preise
eingehen.

Die Skalinghypothese in unserer Formulierung impliziert aus der Sicht
von Marktteilnehmern mit einem konstanten endlichen Investmentho-
rizont, dass die Ankunftsrate der Informationen auf der gewählten
Skala variabel ist. Die Verarbeitungsrate wird so festgelegt, dass sie
dem Erwartungswert der Ankunftsrate entspricht. Da letztere skale-
ninvariant ist, werden die Abweichungen zwischen den beiden Größen
exponentiell verstärkt.

Nehmen wir an, dass die längerfristigen Informationen, die erst aus
der Sicht von mehreren hundert Jahren von Relevanz sind, inner-
halb einer kurzen Zeit auf den Markt gelangen. Als Beispiel kann der
11. September 2001 betrachtet werden (vgl. Abb.8.1). Aufgrund einer
untypischen Skala sind die Investoren aus kurzfristiger Sicht einfach
überfordert, die Auswirkungen dieses Ereignisses abzuschätzen. Eine
Log-Transformation der Zeit von mehreren hundert Jahren auf wenige
Tage oder sogar Stunden entspricht einer Verstärkung von Risiken auf
der feinsten Skala. Dies führt zu extremen Renditeausschlägen, die aus
kurzfristiger Sicht nicht einmal als untypische Ereignisse eingestuft
werden können, weil man keine Grundlage für die Bestimmung von
Wahrscheinlichkeiten hat. Folglich kann eine fehlerfreie Verarbeitung
in diesem Fall nicht garantiert werden und die Modellrisiken gewinnen
an Bedeutung.

Heuristisch lässt sich die Idee einer explosionsartigen Risikoverstär-
kung mit Hilfe des Laplace-Integrals veranschaulichen. Sei

Iq (∆t) ∼
∫

(∆t)(V−Aq) ρ(A)dA (8.2.1)

die Gesamtmenge der zu verarbeitenden Informationen über das Zei-
tintervall ∆t, V und A entsprechend eine konstante Verarbeitungs-
rate und eine zufällige Ankunftsrate der Informationen. Mit q wird
ein Skalenparameter bezeichnet: die höheren Werte von q stehen
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Abb. 8.1. Der DAX-Index und seine Rendite am 11. September 2001.
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für eine feinere Skala, da ∆t � 1 ist. Solange die Verarbeitungsra-
te um ein Vielfaches höher als die Ankunftsrate ist, bleibt der Aus-
druck (V −Aq) groß und (∆t)(V−Aq) entsprechend klein. Die Informa-
tionsmenge wird im wesentlichen durch eine Dichtefunktion ρ(A)
bestimmt. Das ist der „Normalzustand.“ Probleme beginnen, wenn
(V −Aq) klein und (∆t)(V−Aq) entsprechend groß wird. Dann wird der
Beitrag von (∆t)(V−Aq) im Vergleich zu dem von ρ(A) sehr groß wer-
den und das Integral dominieren. Liegt die Ursache an der gestiegenen
Ankunftsrate auf derselben Skala, kann das Modell durch die Wahl
V = A + const kalibriert werden.5 Wie ist aber ein höherer Wert des
Parameters q zu interpretieren?

Es ist genau der Fall, in dem man von einer untypischen Skala spricht.
Kommt ein seltenes Ereignis vor, ändert sich die Skalenordnung. Der
kleinstmögliche Wert von q wird jetzt mit diesem Ereignis assoziiert.
Entsprechend „erhöht sich der Zähler“ so, dass qneu = qalt + ε ist und
aus den vorherigen Darstellungen folgt, dass sich die Ankunftsrate A
um den Faktor ∆ = ε/q erhöht. Als Gegenmaßnahme ist eine propor-
tionale Erhöhung von V auf V (1+∆) erforderlich. Aus Kostengründen
kann aber diese Lösung nicht immer dauerhaft tragbar sein und das
Problem lässt sich auf die Optimierung unter Nebenbedingungen zu-
rückführen, wobei ε eine unbekannte Größe bleibt und subjektiv fest-
gelegt werden muss.

Welche Möglichkeiten hat ein Investor, diese Art von Risiken, die wir
Skalenrisiken nennen, in den Griff zu bekommen? Es bieten sich meh-
rere Alternativen. Die historische Erfahrung zeigt, dass die Portfolio-
Versicherung durch die stufenweise gestalteten Stop-Loss-Orders nur
selten eine gute Lösung darstellt, da in turbulenten Zeiten die Li-
quiditätsrisiken sehr hoch sind. Alternativ bietet sich ein Kauf von
weit aus-dem-Geld liegenden Optionen an. Der Zeitwert einer Opti-
on ist zweifellos ein bedeutender Kostenfaktor, dafür bleiben die Risi-
ken überschaubar und beschränkt. Sucht man nach einem optimalen
Kosten/Folgen-Verhältnis,6 kann dieses durch die Anwendung von ei-
nem oder mehreren spezifischen Risikomaßen gefunden werden.7

Bisher eher von theoretischem Interesse ist das Verfahren von Begleit-
verteilungen (vgl. Abb. 8.2). Man sucht nach einer Skala, die den ex-

5 Nehmen wir an, die Verteilung von A hat einen kompakten Träger.
6 Wir verwenden diesen Ausdruck alternativ zum Rendite/Risiko-Verhältnis, wenn

es sich um extreme Risiken handelt.
7 Zur ausführlichen Darstellung vgl. z.B. Ortobelli u.a. (2004) und Referenzen dort.



188 8. Analyse der Ergebnisse

tremen Risiken am wenigsten ausgesetzt ist. Dabei werden durch ei-
ne nichtlineare Transformation sowohl die sehr großen als auch die
sehr kleinen (im absoluten Wert) Wahrscheinlichkeiten so reskaliert,
dass die resultierenden Werte gerade noch mit den herkömmlichen
Verfahren wie Entropie verarbeitet werden können. In dem auf der
Abb. 8.2 gezeigten Beispiel hat sich die Ungleichmäßigkeit der Maß-

aufteilung, gemessen an
(
∑q2

)1/2
, nach einer nichtlinearen Transfor-

mation von 0,0493 (100%, k=1) zu 0,0279 (56,59%, k=0,62) sowie
0,0167 (33,87%, k=0,32) und 0,0115 (23,33%, k=0,07) reduziert.

Ein wichtiges Ergebnis dieser Arbeit ist ein Beitrag zur Klärung einer
bisher offenen Frage, nämlich ob die Modelle auf Grundlage gebroche-
ner Brownschen Bewegung (fBm) notwendig zu Arbitragemöglichkei-
ten führen. Aus mathematischer Sicht gibt es zwei Möglichkeiten, für
diesen Prozess ein stochastisches Integral zu definieren: eine pfadwei-
se Definition und eine Definition durch die Wick-Kalküle. Da die qua-
dratische Variation der fBm im relevanten Bereich 1/2 < H < 1 Null
ist, spricht (im Unterschied zu einer gewöhnlichen Brownschen Bewe-
gung) nichts gegen die pfadweise Definition. Die letztere ermöglicht
aber Arbitragestrategien.8 Eine Definition durch die Wick-Kalküle lässt
zwar keine Arbitragemöglichkeiten zu, führt aber ihrerseits ökono-
misch zu unüberwindlichen Interpretationsschwierigkeiten. Dies führt
in der Literatur oft zur Schlussfolgerung, dass die gebrochene Brown-
sche Bewegung als Underlying Prozess für ein risikobehaftetes Wert-
papier keine gute Modellwahl ist.

Die aufgezeigten Arbitragestrategien sind selbstverständlich ein wich-
tiges ökonomisches Argument gegen die gebrochene Brownschen Be-
wegung als Underlying-Prozess für ein risikobehaftetes Wertpapier.
Speziell in Rogers (1997) liegt aber eine Modellschwäche durch An-
nahme eines risikolosen Zinses von Null vor. Anderseits kann man
die Arbitragefreiheit im Modell durch die Einführung eines minimalen
nicht-zufälligen Zeitintervalls zwischen zwei benachbarten Handels-
zeitpunkten wiedergewinnen [Cheridito 2001]. Dies deutet auf eine
starke Abhängigkeit der ökonomischen Implikationen von den Modell-
voraussetzungen hin.

Das Thema „Langzeitabhängigkeit“ ist im Finance sehr wichtig und
sehr kontrovers. Es ist bekannt, dass seinerzeit durch die Einschrän-
kung auf „reguläre“ Handelsstrategien eine arbitragefreie Modellie-

8 Rogers (1997), Salopek (1998), Shiryaev (1999a), Cheridito (2003, 2001).
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Abb. 8.2. Ein multifraktales Zufallsmaß (ganz oben) und Ergebnisse seiner Transfor-

mation mittels Begleitverteilungen qi (x) = pk
i (x)

[
∑n

i=1 pk
i (x)

]−1
mit k = 0,62, k = 0,32

und k = 0,07 (von oben nach unten).
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rung mit der gewöhnlichen Brownschen Bewegung ermöglicht wurde.
Ob eine ähnliche Vorgehensweise bei der gebrochenen Brownschen
Bewegung alternativ zu Cheriditos Vorschlag zielführend ist, bleibt
noch offen. Es besteht also ein weiterer Diskussionsbedarf über die
verwendeten Verfahren und über die ökonomische Bedeutung der er-
zielten Ergebnisse.

Damit schließen wir die Arbeit ab und hoffen, Anregungen zu wei-
teren Untersuchungen dieses spannenden Forschungsgebiets gegeben
zu haben.



Anhang





A. Hilfsmittel der Stochastik

“To use the tools of probability is not to say chance
governs global commerce and finance. Sure, after
the fact, with enough time and effort, we can piece
together a tolerable cause-and-effect story of why a
price moved the way it did. But who cares? It is to
late by then. Fortunes have been gained and lost.
Before the fact, in the real world of fast markets,
veiled motives, and uncertain outcomes, probabili-
ty is the only tool at our disposal.
First and foremost, random need not mean simple.
There is more to probability than coins and dice.”

– Mandelbrot und Hudson (2004), S. 30.

Motivation

Es besteht kein Zweifel daran, dass die mathematische Erfassung der
Finanzrisiken mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie sich in Theo-
rie und Praxis durchgesetzt hat. Paradoxerweise lässt sich in dieser
Umgebung das Wesen des Zufalls im Allgemeinen nicht umfassend be-
schreiben. Es ist beispielsweise keine definitive Aussage darüber mög-
lich, ob eine gegebene Zeichenkette a1a2 . . .an zufällig ist oder nicht.
Dies wäre ein Ausgangspunkt für die Komplexitätstheorie, einer sehr in-
teressanten Weiterentwicklung, die ihre Wurzeln in den Arbeiten von
A. N. Kolmogorov hat.1

Ein weiterer Punkt liegt in Verbindung zwischen Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik. Eigentlich weiß niemand genau, warum die em-
pirischen Frequenzen der Ereignisse eine gute Annäherung für die

1 Eine sehr detaillierte Darstellung dazu bieten Li und Vitanyi (1993).
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mathematischen Wahrscheinlichkeiten darstellen sollen. In den meis-
ten Fällen denkt man an das Gesetz der großen Zahlen bzw. an den
Zentralen Grenzwertsatz, ohne sich besonders viel Sorgen über deren
Gültigkeitsbereiche zu machen. Einige weitere Konzepte wie Entropie
beanspruchen für sich die Rolle, das Ganze anschaulich zu machen.

Doch wirklich spannend wird es, wenn die seltenen oder die extremen
Ereignisse ins Spiel kommen. Diese beiden Ereignistypen bezeichnen
wir vereinfacht mit dem Sammelbegriff extreme Ereignisse. Ökono-
misch gesehen stellen sie die größten Risiken dar, gleichzeitig wer-
den solche Ereignistypen meistens als untypisch eingestuft. Dies lässt
die Hoffnung auf Hilfe von Seiten geeigneter statistischen Verfahren
nicht all zu groß werden: Statistik spezialisiert sich vorzugsweise auf
Ereignissen, die immer wieder auftreten. Es sei denn, die extremen Er-
eignisse häufen sich, wie beispielsweise ein schwerer Autounfall nach
einem „Sechser“ im Lotto. Wie auch immer genießen die beiden Ex-
tremwertbereiche – Raum und Zeit – seit langem erhöhte Aufmerk-
samkeit und Interesse der Forscher unter anderem im Finance.

Die entsprechenden Verfahren nehmen eine Sonderstellung im Bereich
zwischen Maß- und Wahrscheinlichkeitstheorie ein. Die dazugehöri-
gen Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind merkwürdig: sie haben kei-
ne Dichten und heißen singulär. Die Maße können einen fraktalen
Träger bekommen, der weder eine „richtige“ Punktmenge noch eine
glatte Linie oder eine vollständig gefüllte Fläche ist. Die zeitlichen Ab-
hängigkeiten der Zufallsvariablen (in unserem Kontext sind das natür-
lich meistens Wertpapierrenditen) dürfen bis ins Unendliche reichen.
Deren Schicksal teilt unter Umständen das zweite Moment einer Ver-
teilung bzw. die Varianz: sie kann ebenfalls unendlich sein.

Ist eine solche Modellierung überhaupt ökonomisch sinnvoll? Sind Ar-
bitragestrategien in Präsenz des Langzeitgedächtnisses wirksam? Wel-
che Risikoprämie hat ein Investor zu verlangen, wenn die entsprechen-
de Renditeverteilung eine unendliche Varianz hat? Um den Antworten
näher zu kommen, versuchen wir zunächst darzustellen, wie solche
oder ähnliche Effekte mathematisch mit Mitteln der Maß- bzw. Wahr-
scheinlichkeitstheorie modelliert werden können.

Der folgende Abschnitt enthält einige Begriffe und Konzepte, die für
ein weiteres Verständnis der Vorgehensweise essentiell sind. Keines-
wegs erheben wir Anspruch auf eine umfassende Darstellung. Dies
würde sicherlich den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Manchmal las-
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sen wir Beweise und technische Bedingungen aus und verweisen auf
entsprechende Stellen in Lehrbüchern.

Die am häufigsten verwendeten Quellen sind Chung (1974), Williams
(1991), Gnedenko und Korolev (1996), Bening und Korolev (2002).
Sehr hilfreich fanden wir Petrov (1975), Cohn (1980), Kloeden und
Platen (1992), Borovskikh und Korolyuk (1997), Pollard (2002) sowie
Gärtner (2001). Feller I und II ist ein Muss.

A.1 Das (Wahrscheinlichkeits-) Maß

Die Axiome von Kolmogorov

Eine klassische Definition der Wahrscheinlichkeit nach Laplace geht
von einer Menge unterschiedlicher Ausgänge oder Elementarergeb-
nisse eines Zufallsexperimentes, die gleichwahrscheinlich sind, aus.
Dann werden diejenige Ergebnisse, die eine relevante Eigenschaft auf-
weisen, die sogenannten günstigen Ergebnisse, gezählt. Das Verhältnis
aus der Anzahl A der günstigen Ergebnisse und der Anzahl der mögli-
chen Ergebnisse heißt Wahrscheinlichkeit von A. Ungeachtet der wei-
ten Verbreitung und der intuitiven Klarheit, führt diese Sichtweise lei-
der zu technischen Schwierigkeiten bei der fortgeschrittenen mathe-
matischen Modellierung.

Der Ausgangspunkt der modernen Wahrscheinlichkeitstheorie nach
A. N. Kolmogorov (1933) ist axiomatischer Natur und besteht zunächst
aus einer nichtleeren Menge Ω aller möglichen Ergebnisse ω ∈ Ω eines
Zufallsexperimentes. Hinzu kommt eine Kollektion F von Teilmengen
oder Ereignissen A ⊆ Ω, wobei jedes Ereignis selbst eine Menge von
Ergebnissen darstellt. In einem trivialen Fall besteht ein Elementar-
Ereignis aus einem einzigen Ergebnis: A = {ω}. Wir sagen, dass das Er-
eignis A eingetreten ist, wenn das Ergebnis ω in A liegt. Es ist sinnvoll,
das Ereignissystem F so zu gestalten, dass es unter Komplementenbil-
dung und unter Vereinigung von endlichen oder abzählbaren Elemen-
ten abgeschlossen ist.

Definition A.1.1 (σ-Algebra). Ein Mengensystem F heißt σ-Algebra,
falls gilt:

(i) sowohl ein Gesamtraum Ω als auch eine leere Menge ∅ sind in F ;
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(ii) für jedes A aus F ist sein Komplement Ac = Ω\A ebenfalls in F ;

(iii) ist A1,A2, . . . eine abzählbare Sequenz der Mengen in F , dann sind
beide

∞⋃

i=1

Ai und
∞⋂

i=1

Ai in F .

Ein sicheres Ereignis ist hier durch den Gesamtraum Ω vertreten. Ein
zu Ω komplementäres Ereignis ∅ ist folglich ebenfalls ein Ereignis und
heißt unmögliches Ereignis. Damit ist {∅,Ω} eine σ-Algebra, die soge-
nannte triviale σ-Algebra.

Durch die σ-Algebra F wird das Fundament für weitere wichtige Be-
griffe wie Wahrscheinlichkeitsmaß und Wahrscheinlichkeit gelegt. Wir
definieren einen Wahrscheinlichkeitsraum als einen messbaren Raum,
in dem ein Maß bestimmte Anforderungen erfüllen muss: die „Axio-
me der Wahrscheinlichkeitstheorie“. Mengen stellen im Wahrschein-
lichkeitsraum unterschiedliche Arten von Ereignissen dar. Damit ent-
spricht die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines bestimmten Er-
eignisses genau dem Maß der entsprechenden Menge. Alle Schluss-
folgerungen der klassischen Theorie (nach Laplace) fließen in diese
Umgebung mit ein, wenn sie zutreffen. Man sieht lediglich von den
gleichwahrscheinlichen Elementarergebnissen ab, gewinnt aber dafür
ein stabiles Fundament: die Möglichkeit, auf die Maßtheorie zurück-
greifen, bleibt erhalten und wird immer wieder genutzt.

Definition A.1.2 (Maß).

(i) Ein Maß (ein endliches additives Maß) ist eine Funktion µ : F →
[0,∞] derart, dass µ(∅) = 0 und

µ

(
∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞

∑
i=1

µ (Ai) (σ-Additivität)

für jede abzählbare Sequenz von paarweise disjunkten2 Mengen
A1,A2, . . . ∈ F .

(ii) Das Paar (Ω,F ) heißt ein Messraum.

(iii) Ein Maßraum ist ein Tripel (Ω,F ,µ) mit einer σ-Algebra F und
einem Maß µ.

2 Zwei Mengen A und B sind genau dann disjunkt, wenn A∩B = ∅.
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Definition A.1.3 (Wahrscheinlichkeitsmaß).

(i) Ein Maß
�

ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß, falls
�

(Ω) = 1.

(ii) Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (Ω,F ,
�

) mit einer σ-
Algebra F und einem Wahrscheinlichkeitsmaß

�
.

Mit
�

(A) bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Ereignis
A unter dem gegebenen Wahrscheinlichkeitsmaß

�
eintritt. Wir sa-

gen, dass ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 1 oder fast sicher (
�

-f.s.)
auftritt, wenn

�
(A) = 1 für alle A ⊂ Ω \ N mit

�
(N) = 0, das heißt,

abgesehen von den Null-Mengen. Analog spricht man bei einem Maß
µ von einer Eigenschaft, die fast überall (f.ü.) gilt.

Unendlich ist nicht gleich unendlich. . .

Von besonderem Interesse in diesem Gerüst aus Mengen und Sequen-
zen ist die Idee abzählbarer Additivität. Um sie zu verstehen, greift
man gewöhnlich auf das Längenkonzept von Henry Lebesgue zurück.
In seiner Dissertation aus dem Jahre 1902 weist er jedem Intervall
(a,b) ⊂ � ein Maß µL zu, das genau der Länge (b−a) entspricht. Ein
solches Maß lässt sich auf viele, aber nicht auf alle Untermengen von

� anwenden.3 Ein Teil von Lebesgue-messbaren Mengen gehört zu ei-
ner Klasse B von Borel-Mengen, oder besser, Borel-Untermengen aus

� . Borel-Mengen haben sehr viel mit σ-Algebren gemeinsam. Es ist
bekannt, dass ein Durchschnitt beliebiger nichtleerer Mengen von σ-
Algebren eine σ-Algebra ist. Im Fokus steht dabei die feinste σ-Algebra,
die sich aus der Sammlung von Untermengen F einer Menge B erzeu-
gen lässt. Diese σ-Algebra ist eindeutig und heißt durch F erzeugte
σ-Algebra.

B = σ(F ) =
⋂

B⊇F
B ist σ-Algebra

B. (A.1.1)

Definition A.1.4 (Borel-Menge). Die feinste σ-Algebra B , die durch je-
de Vereinigung, Durchschnitt oder Komplement von semi-unendlichen In-
tervallen {x ∈ � ; −∞ < x ≤ 1} erzeugt ist, heißt Borel-σ-Algebra B ( � ).
Elemente aus B ( � ) heißen Borel-Mengen.

3 Die Problematik der Erweiterung des Längenkonzeptes auf alle Untermengen aus
� wird ausführlich in Pollard (2002), S. 4. ff. diskutiert.
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Man kann zeigen, dass B ( � ) alle Intervalle, alle offenen Mengen und
alle abgeschlossenen Mengen enthält. Zu solchen „guten Mengen“ ge-
hören zum Beispiel die natürlichen und rationalen Zahlen (letztere
lassen sich als Bruch aus zwei natürlichen Zahlen darstellen). Die „we-
niger guten“ sind die irrationalen und (als eine Obermenge davon) die
reellen Zahlen.

Georg Cantor (1845–1918) hat in zwei seiner Artikel (1895 und 1897)
namens „Beiträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre“ ge-
zeigt, dass die Mengen natürlicher und reeller Zahlen „nicht diesel-
be Anzahl der Elemente“ haben. Die reellen Zahlen lassen sich näm-
lich nicht „auflisten“; jeder Versuch dies zu tun würde daran scheitern,
dass sich immer eine reelle Zahl finden würde, die nicht in der Liste
sei. Folglich ist die Menge der reellen Zahlen überabzählbar. Auf der
Gegenseite stehen die natürlichen Zahlen, die sich „zählen lassen“.
Eine der berühmten merkwürdigen Mengen heißt Cantor-Menge. Sie
ist überabzählbar, Lebesgue-messbar mit µL (C) = 0 und sie ist keine
Borel-Menge.4

Es gibt Nullmengen, denen das Maß Null nicht zugeordnet werden
kann, weil sie einfach nicht messbar sind. Nach Lebesgue besitzt je-
de abzählbare Punktmenge das Maß Null, da jeder einzelne Punkt
einen „Null-Beitrag“ leistet. Nach Cantor gibt es einige überabzählba-
re Mengen, die ebenfalls Lebesgue-Null aber nicht Borel-Null sind. Sie
sind überhaupt keine Borel-Mengen! Damit belegt B ( � ) nicht durch-
gehend die reelle Achse und ist unvollständig.

Es sei (Ω,F ,µ) ein Maßraum. Betrachten wir die drei Relationen:

B ∈ F , µ(B) = 0 und A ⊂ B.

Folgt daraus A ∈ F , dann ist das Maß µ (oder der Maßraum (Ω,F ,µ))
vollständig. Die Untermenge A von Ω heißt µ-Nullmenge oder ein-
fach Nullmenge. Das Maß µ ist vollständig genau dann, wenn jede
µ-Nullmenge von Ω in F ist.5 Für A /∈ F ist dagegen das Maß µ unvoll-
ständig. Mit anderen Worten, für A ⊂ B und B gleich Borel-Lebesgue-
Null gilt µ(A) = 0 auch wenn A nicht Borel ist. Auch solche Mengen A
sind Lebesgue-Null. Eine Menge A ⊂ � ist Lebesgue-messbar, falls gilt

4 Georg Cantor hat seine Überraschung nach dieser Entdeckung in einem nicht we-
niger berühmten Satz erfasst: “I see it, but I don’t believe it!”

5 Cohn (1980), S. 35.
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A = B ∪ N mit B Borel und N Lebesgue-Null.6 Kurzgefasst: um Kon-
sistenz im Umgang mit überabzählbaren Mengen u.a. in Bezug auf
die Definition der Wahrscheinlichkeiten zu behalten, beschränkt man
sich im ersten Schritt auf Borel-Mengen. Danach werden die (restli-
chen) Nullmengen hinzugenommen, um das Mengensystem Lebesgue-
messbar zu machen. Dieses Vorgehen bezeichnet man als Vervollstän-
digung (Augmentation) eines Maßes.

Im Allgemeinen ist die Idee abzählbarer Additivität eher theoreti-
scher als praktischer Natur: eine strenge Annahme, dass eine Vereini-
gung unendlich vieler Ereignisse selbst ein Ereignis darstellt (und eine
Wahrscheinlichkeit besitzt), ist eine Abstraktion mit großen theoreti-
schen Nutzen. Wir behalten stets in Erinnerung, dass Wahrscheinlich-
keiten immer Ereignissen zugewiesen werden. Ergebnis eines Zufallsex-
perimentes kann ein Ereignis sein, muss aber nicht (vgl. Seite 195)! Im
ersten Fall bekommt es auch eine Wahrscheinlichkeit zugewiesen. Oft
kann die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses aus den entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten individueller Ergebnisse deduziert werden; doch
für alle Ereignisse gilt dies nicht. Auch die Wahrscheinlichkeit eines
individuellen Ergebnisses lässt sich nicht immer aus der eines Ereig-
nisses ableiten. Das kann bei technischen Beweisen sehr wichtig sein.

Gewöhnlich bringt die Beschränkung auf Borel-Mengen keine Nachtei-
le mit sich. Eigentlich „würde man keinen großen Fehler machen ausge-
hend davon, dass alle einem begegnenden Mengen Borel-Mengen sind.“7

Leider stellen gerade fraktale Mengen, die für uns im Weiteren be-
sonders interessant werden, eine Ausnahme dar. Ohne Augmentation
wäre es beispielsweise unmöglich, ein Maß auf einem fraktalen Träger
zu definieren.

Zufallsvariablen und Verteilungen

Unter Zufallsvariable versteht man eine Regel für die Zuweisung reel-
ler Zahlen zu Ergebnissen eines Zufallsexperimentes.

6 Cohn (1980), S. 22 stellt zwei berühmte Fragen:

(i) Ist jede Untermenge von � Lebesgue-messbar?
(ii) Ist jede Lebesgue-messbare Menge eine Borel-Menge?

Die Antwort lautet in beiden Fällen „Nein.“
7 Falconer (1993), S. 6.
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Definition A.1.5 (Zufallsvariable). Es sei (Ω,F ,
�

) ein Wahrschein-
lichkeitsraum. Eine Funktion X : Ω −→ � heißt Zufallsvariable, falls sie
F -messbar ist: für jede Borel-Menge B ∈ B ( � ) liegt das Urbild X−1 (B)
in F .

Durch die Zufallsvariable X wird jedem Ergebnis ω in Ω ein Wert X (ω)
zugewiesen. Eine Zufallsvariable X (ω) = 5 könnte zum Beispiel das
Ergebnis eines Zufallsexperimentes mit dem Ausgang „eine rote Kugel
wurde gezogen“ quantifizieren. Das Konzept einer Zufallsgröße wird
aus rein theoretischen Überlegungen eingeführt. Man ersetzt einen
natürlichen, aus allen möglichen Ergebnissen ω bestehenden Zufalls-
raum Ω durch einen erweiterten Raum � , in dem Ergebnisse reelle
Zahlen sind und legt fest, welche Teilmengen davon Ereignisse sind.
Die Einschränkung auf Borel-Mengen macht es möglich, einen Wahr-
scheinlichkeitsraum so zu konstruieren, dass sowohl die Ergebnismen-
ge der Menge B ( � ) entspricht als auch jede Untermenge von B ( � )
ein Ereignis darstellt. Die letzte Bedingung für das Urbild X−1 (B) ga-
rantiert, dass die Ergebnismenge ω, an die durch X ein Wert in B zu-
gewiesen wird, tatsächlich ein Ereignis ist. Im nächsten Schritt weist
man den Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeiten zu.

Definition A.1.6. Es sei (Ω,F ,
�

) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X
eine reellwertige Zufallsvariable. Durch PX wird auf B ( � ) ein Wahr-
scheinlichkeitsmaß definiert, für das gilt

PX [B] =
� (

X−1 (B)
)

=
�

({ω : X (ω) ∈ B}) ≡ �
(X ∈ B) für alle B ∈ B .

Das Maß PX wird Wahrscheinlichkeitsverteilung von X genannt und
gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Zufallsvariable X Werte in der
Borel-Menge B annimmt. Der Träger (Support) einer Verteilung ist die
kleinste abgeschlossene Menge B mit der Eigenschaft

�
(X ∈ B) = 1. Die

reellwertige Funktion FX : � −→ �

FX (x) ≡ F (x) ≡ PX
[
(−∞,x]

]
=

�
(X ≤ x)

heißt Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X oder einfach Vertei-
lung von X .

Jede Verteilungsfunktion ist nicht fallend, rechtsseitig-stetig und es
gilt:

lim
x→−∞

F (x) = 0, lim
x→∞

F (x) = 1.
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BEISPIEL A.1
Das gemäß (A.1.6) definierte Wahrscheinlichkeitsmaß heißt

(i) Binomialverteilung (n, p), falls

� (X = k) =

(
n
k

)
pk (1− p)n−k , k = 0,1, . . . ,n. (A.1.2)

(ii) Poissonverteilung (λ), falls für alle λ > 0

� (X = k) = e−λ λk

k!
, k = 0,1, . . . (A.1.3)

(iii) Normalverteilung N
(
µ,σ2

)
, falls für alle a < b

� (a < X < b) =
1

σ
√

2π

∫ b

a
e−

(x−µ)2

2σ2 dx. (A.1.4)

Damit haben wir für jedes B = (a,b] ∪ B :

� (
X ∈ (a,b]

)
= F (b)−F (a) ,

� ({a}
)

= F (a)−F (a−) , (A.1.5)

wobei die Differenz F (a)−F (a−) der Sprunghöhe in a entspricht. Die
Verteilungsfunktion einer stetigen Verteilung hat keinen Sprung in B.
Darum gilt für eine stetige Verteilung notwendigerweise

�
(X ∈ B) = 0

für jedes B ∈ B . Ist jede solche Menge auch Lebesgue-Null, heißt die
Verteilung absolutstetig und lässt sich in Integralform mit einer Dichte-
funktion f (u) ≥ 0 darstellen

�
(X ≤ x) =

∫ x

−∞
f (u)du.

Definition A.1.7 (Absolutstetigkeit, äquivalente Maße). Es seien µ
und ν Maße auf einem Messraum (Ω,F ). Das Maß ν heißt absolutstetig
zur Basis µ (in Zeichen: ν � µ), falls jede µ-Nullmenge auch ν-Nullmenge
ist:

A ∈ F , µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0.

Gilt zusätzlich µ � ν, dann heißen die Maße µ und ν äquivalent.

Bemerkung. Die Nullmengen zweier äquivalenter Maße stimmen exakt
überein.
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Satz A.1.1 (Radon-Nikodym, 1930) Sei (Ω,F ,
�

) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und � ein Maß auf (Ω,F ) mit � � �

. Dann existiert
eine nichtnegative messbare numerische Funktion f auf (Ω,F ) mit

� (A) =
∫

A
f d

�
für alle A ∈ F .

Die Funktion f ist
�

- f.ü. eindeutig bestimmt und kann reellwertig ge-
wählt werden.

Bemerkung. Die Funktion f im Satz A.1.1 heißt Radon-Nikodym-
Ableitung oder Dichte von � bezüglich

�
und wird mit d � /d

�
be-

zeichnet.

Beweis: Billingsley (1986), S. 376. �

Beweisidee. Sei (Ω,F ,
�

) ein Wahrscheinlichkeitsraum und f eine
nichtnegative messbare numerische Funktion. Für A ⊆ Ω setzen wir

�
A (ω) =

{
1, ω ∈ A,

0, ω ∈ Ω\A.

Die Funktion
�

A heißt Indikator-Funktion der Menge A. Sie ist genau
dann messbar, wenn A messbar ist, A ∈ F . Dann ist das durch

� (A) :=
∫

A
f d

�
, A ∈ F ,

auf (Ω,F ) definierte Maß � absolutstetig bezüglich
�

. Tatsächlich,
aus

�
(A) = 0 folgt

�
A f = 0

�
-f. ü. und hieraus

� (A) =

∫

Ω

�
A f d

�
= 0.

�

Es bietet sich folgende Rechenregel für die Radon-Nikodym-Ableitun-
gen an.

Satz A.1.2 Es seien
�

und � zwei Wahrscheinlichkeitsmaße auf (Ω,F )
mit � � �

. Dann gilt für alle messbaren numerischen Funktionen g auf
(Ω,F ) ∫

gd � =
∫

g
d �
d

� d
�

,

d.h., existiert eines der beiden Integrale, so existiert auch das andere, und
die beiden sind gleich.
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Beweisidee.8 Die Behauptung gilt für die Indikatorfunktionen g =�
A (A ∈ F ):

∫ �
A d � = � (A) =

∫

A

d �
d

� d
�

=

∫

A

�
A

d �
d

� d
�

.

Hiervon ausgehend überlegt man sich schrittweise, dass die Behaup-
tung auch im allgemeinen Fall gilt. �

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X auf (Ω,F ,
�

) existiert9

für
∫

Ω |X |d �
< ∞:

EX =
∫

Ω
Xd

�
=
∫ ∞

−∞
x dFX (x) . (A.1.6)

Gilt auch EX2 < ∞ und EY < ∞, dann existieren Varianz und Kovarianz:

VarX = σ2 = E

[
(X −EX)2

]
, (A.1.7)

Cov (X ,Y ) = E [(X −EX)(Y −EY )] . (A.1.8)

Ausgehend von der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses B
relativ zum Ereignis A

�
(B|A) =

�
(B∩A)/

�
(A) lässt sich der beding-

te Erwartungswert E [X |A] einer beliebigen integrierbaren Zufallsvari-
able definieren. Es bietet sich an, anstatt des Ereignisses A eine Sub-σ-
Algebra G ⊂ F zu verwenden. Dies hat einen technischen Vorteil, falls
G (abzählbar) unendlich viele Ereignisse einschließt. Dann setzen wir
Integrierbarkeit von X voraus, legen Y = E [X |G ] fest und verlangen,
dass Y G -messbar ist.

Definition A.1.8. Sei X eine Zufallsvariable und G eine Sub-σ-Algebra
von F . Dann heißt eine G -messbare Zufallsvariable Y = E [X |G ] beding-
ter Erwartungswert von X bezüglich G und es gilt

E [
�

CX ] = E [
�

C E [X |G ]] für alle C ∈ G . (A.1.9)

Bemerkung. Man kann zeigen, dass eine solche Zufallsvariable exis-
tiert und eindeutig ist. Außerdem gilt für G ⊂ F die „Tower-Property“
E
[
E [X |F ] |G

]
= E [X |G ], d.h. jedes Ereignis von G ist auch Ereignis

von F . Weiterhin ermöglicht die Eigenschaft

8 Gärtner (2001), S. 123.
9 Ist die Bedingung erfüllt, heißt die Zufallsvariable X integrierbar.
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∫

G
X d � =

∫

G
E [X |F ] d � für alle G ⊆ F

eine Maßtransformation für � � �
, da E [X |F ] G -messbar ist:

E � X =
∫

G
X d � =

∫

G
E [X |F ] d � =

∫

G
X

d �
d

� d
�

= E 

[

d �
d

� X

]
.

(A.1.10)

Man sagt, dass ein Maß auf einer Menge A ∈ F konzentriert ist, falls
µ(Ac) = 0 (und damit µ(B) = 0 für alle messbaren B ⊆ Ac ) gilt. Die
kleinste abgeschlossene Menge A mit µ( � n\A) = 0 ist der Träger von
µ. Wir sagen, dass µ ein Maß auf einer Menge A ist, wenn A den Träger
von µ enthält.10

Definition A.1.9. Eine singuläre Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine
kontinuierliche Verteilung, die vollständig auf dem Lebesgue-Maß Null
ist. Eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist eine singuläre Vertei-
lung, die höchstens abzählbar viele Werte annimmt.

Damit existiert eine endliche oder abzählbare Punktmenge B ∈ B
derart, dass

�
(X ∈ B) = 1. Die Verteilungsfunktion einer diskreten

Zufallsvariable X mit
�

(X = xi) = pi ist eine Treppenfunktion mit
Sprunghöhen pi: FX (x) = ∑i:xi<x pi.

Satz A.1.3 (Lebesgue) Jede Verteilungsfunktion F (x) ist auf eine ein-
deutige Weise als Summe aus drei Komponenten darstellbar:

F (x) = a1F1 (x)+a2F2 (x)+a3F3 (x) . (A.1.11)

Dabei sind

• a1,a2 und a3 nichtnegative Zahlen, die sich zu eins addieren; und

• F1 (x) ,F2 (x) und F3 (x) ist jeweils eine absolutstetige, eine diskrete und
eine singuläre Verteilungsfunktion.

Beweis: Petrov (1975). �

Bemerkung. Eine diskrete Verteilung kann aufgrund der vorherigen
Überlegungen als singulär gelten. So besteht eine Verteilung aus ei-
nem absolutstetigen und einem singulären Teil.

10 Falconer (1993), S. 12.
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A.2 Charakterisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Lp -Räume

Mit Lp(Ω,F , µ) = Lp (µ) oder einfach Lp bezeichnen wir einen Raum
aller p -fach (p ≥ 1) µ -integrierbaren reellwertigen Funktionen auf Ω.
Danach gehört eine reellwertige Funktion f genau dann zu Lp, wenn
sie F -messbar ist und

∫ | f |p dµ < ∞. Durch

‖ f‖p ≡
[∫

| f |p dµ

]1/p

(A.2.1)

ist eine Seminorm auf Lp definiert.11 Ein vollständiger, normierter
Raum heißt Banachraum. Nach dem Satz von Riesz-Fisher12 ist Lp

vollständig. Damit ist Lp (µ) ein Banachraum unter entsprechender
Norm.13 Von besonderem Interesse sind oft die sogenannten Hilber-
träume L2. Als zusätzliche Struktur lassen sie ein Skalarprodukt zu:

〈 f ,g〉 =

∫
f g dµ, 〈 f , f 〉 = ‖ f‖2, f , g ∈ L2.

Momente

Bezogen auf Zufallsvariablen interpretieren wir Lp als eine Auswahl
der Zufallsvariablen auf (Ω,F ,

�
) mit endlichem p-ten Moment. Ein

absolutes Moment der Zufallsvariable X ist definiert als

E |X |k =

∫ ∞

−∞
|x|k dF (x) , k = 1, 2, . . . . (A.2.2)

Für jedes k, für welches (A.2.2) endlich ist, hat X ein Moment der
Ordnung k oder ein k -tes Moment:

EX k =

∫ ∞

−∞
xk dF (x) . (A.2.7)

11 ‖ · ‖p ist im allgemeinen keine Norm: ‖ f‖p = 0 ist gleichbedeutend mit f = 0
µ -fast überall, woraus nicht unbedingt f ≡ 0 folgen muss. Für den Fall p =
∞ ist das wesentliche Supremum von f definiert durch esssupω∈Ω | f (ω) | :=
inf{c : | f | ≤ c µ -fast überall}.

12 Billingsley (1986), Theorem 19.1.
13 Elemente aus Lp sind eigentlich keine richtigen Funktionen, sondern eher Äquiva-

lenzklassen von Funktionen. In diesem Sinne lassen sich zwei Funktionen f und g
mit ‖ f −g‖p = 0 nicht unterscheiden und gelten als ein Element des Raumes.
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BEISPIEL A.2
Für Y = |X | und g(x) = x ergibt sich aus A.2.8 die Markov-Ungleichung

P
(
|X | ≥ ε

)
≤ E |X |

ε
für alle ε > 0, (A.2.3)

für Y = |X −EX | und g(x) = x2 folgt die Chebyshev-Ungleichung

P
(
|X −EX | ≥ ε

)
≤ VarX

ε2 für alle ε > 0 (A.2.4)

oder für Y = |X | und g(x) = xp

P
(
|X | ≥ ε

)
≤ 1

εp E |X |p für alle ε > 0. (A.2.5)

Außerdem gilt für g(x) = etx, t > 0

P(X ≥ ε) ≤ Eetx

etε für alle ε > 0. (A.2.6)

Ungleichungen

Sei g eine nichtnegative monoton wachsende Funktion auf � . Dann
gilt für alle Zufallsvariablen X und alle ε > 0 die verallgemeinerte
Chebyshev-Ungleichung:

� (|X | ≥ ε
)
≤ E [g(X)]

g(ε)
. (A.2.8)

Unter Berücksichtigung der Identität E [
�

A] =
�

(A) ist leicht zu sehen,
dass

E
[
g(X)

]
= E

[
g(X)

�
|X |≥ε

]
+E

[
g(X)

�
|X |≤ε

]

≥ E
[
g(X)

�
|X |≥ε

]
≥ g(ε)E

[ �
|X |≥ε

]
= g(ε)

� (|X | ≥ ε
)
. (A.2.9)

Daraus ergeben sich mehrere Spezialfälle (Beispiel A.2).

Für eine Zufallsvariable X mit endlichem Erwartungswert und eine
konvexe Funktion g besagt die Jensen-Ungleichung, dass

Eg(X) ≥ g(EX) . (A.2.10)

Für p, q ∈ [1,∞] und p−1 + q−1 = 1 heißen die Indizes p und q kon-
jugiert. Die Hölder-Ungleichung besagt, dass für konjugierte Indizes p
und q und Zufallsvariablen X ∈ Lp und Y ∈ Lq folgendes gilt:
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BEISPIEL A.3 Speziallfälle verallgemeinerter Durchschnitte

q (E |X |q)1/q Ergebnisse

−∞ min [x : X = x] degeneriert zum minimalen Wert

−1
1

1
X1

+ 1
X2

+ · · ·+ 1
Xn

Harmonisches Mittel

0

(
n

∏
i=1

Xi

)1/n

Geometrisches Mittel

1
1
n

n

∑
i=1

Xi Arithmetisches Mittel

2

√
1
n

n

∑
i=1

X2
i Quadratisches Mittel

+∞ max [x : X = x] degeneriert zum maximalen Wert

E
[
|XY |

]
≤
[
E |X |p

]1/p ·
[
E |Y |q

]1/q
,

1
p

+
1
q

= 1. (A.2.11)

Mit 1/p = 1/q = 1/2 wird daraus Ungleichung von Schwarz:

E |XY | ≤
√

EX2 ·EY 2. (A.2.12)

Für 0 < α < β setzen wir in (A.2.11) p = β/α, q = β/(β−α) ,
Y (ω) = 1 ein und ersetzen X durch |X |α. Das Ergebnis ist als Lyapunov-
Ungleichung bekannt14

[
E |X |α

]1/α
≤
[
E |X |β

]1/β
, 0 < α < β. (A.2.13)

Einige Spezialfälle der sogenannten verallgemeinerten Durchschnitte
oder q-Mittel aus (A.2.13) sind im Beispiel A.3 aufgeführt.15

Integraltransformationen

Definition A.2.1. Die charakteristische Funktion (c.F.) einer Zufalls-
variable X oder einer Verteilungsfunktion F (x) ist eine komplexwertige

14 Billingsley (1986), S. 81.
15 Zhang (1998), S. 137.



208 A. Hilfsmittel der Stochastik

Funktion
ψ(t) ≡ EeitX =

∫ ∞

−∞
eitxdF (x) . (A.2.14)

Existiert eine Dichtefunktion f (x) = F ′ (x), dann ist die c.F. bis auf das
Vorzeichen im Exponenten gerade gleich der Fourier-Transformierten
dieser Dichte

ψ(t) =
∫ ∞

−∞
eitx f (x)dx. (A.2.15)

Für eine diskrete Zufallsvariable gilt entsprechend ψ(t) = ∑∞
k=1 eitxk pk.

Die wichtigsten Eigenschaften charakteristischer Funktionen sind in
Kürze:16

1. Die c.F. einer Zufallsvariable existiert immer und bestimmt mittels
Umkehrformel eindeutig die Verteilungsfunktion:

F (a+h)−F (a) = lim
T→∞

1
2π

∫ T

−T

1− e−ith

it
e−ita ψ(t)dt (A.2.16)

(Integrierbarkeit vorausgesetzt). Zwei Verteilungsfunktionen mit
gleichen c.F. sind identisch.

2. Die c.F. einer transformierten Zufallsvariable Y = g(X) berechnet
sich als EeitY . Damit gilt insbesondere für eine affine Transforma-
tion Y = aX +b

ψY (t) = ψX (at)eibt (A.2.17)

3. Die c.F. einer Summe von n unabhängigen Zufallsvariablen Z =
X1 +X2 + · · ·+Xn ist gleich dem Produkt ihrer c.F.:

ψ(t) = EeitZ = Eeit(X1+X2+···+Xn),

= EeitX1
EeitX2 . . .EeitXn (Unabhängigkeit)

= ψ1 (t)ψ2 (t) . . .ψn (t) . (A.2.18)

Zum Vergleich: die Verteilungsfunktion einer Summe von unabhän-
gigen Zufallsvariablen X und Y ist gleich einer Faltung oder Kon-
volution der entsprechenden Verteilungsfunktionen:

FX+Y (x) =

∫ ∞

−∞
FX (x− z)dFY (z)

=
∫ ∞

−∞
FY (x− z)dFX (z) = FX (x) ∗FY (x) . (A.2.19)

16 Zur ausführlichen Darstellung siehe Petrov (1975).
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4. Existiert das Moment n-ter Ordnung, so ist die c.F. n-mal differen-
zierbar und

EX k =
1
ik

ψ(k) (t)

∣∣∣∣
t=0

für k ≤ n (A.2.20)

5. Eine Zufallsvariable und ihre Verteilung heißen symmetrisch, wenn
die Verteilungen von X und (−X) gleich sind. Die c.F. einer symme-
trischen Verteilung ist gleich ihrer komplex konjugierten Funktion;
damit ist sie reellwertig:

ψ(t) = EeitX = Ee−itX = ψ(−t) = ψ(t). (A.2.21)

Existieren Momente aller Ordnungen, bietet sich neben der c.F. die
momenterzeugende Funktion an. Sie ist definiert als

M (t) ≡ EetX =

∞∫

−∞

etX dF (x) = ψ(−it) . (A.2.25)

Aus der Entwicklung der Funktion e tX in die Taylor-Reihe

M (t) = EetX = E

[
1+

∞

∑
k=1

tk

k!
X k

]
= 1+

∞

∑
k=1

tk

k!
E

[
X k
]

(A.2.26)

ergeben sich Momente einer Verteilung. Konvergiert die obige Reihe,
dann gilt es für alle k ≥ 1:

E

[
X k
]

= M(k) (0) ≡ dkM (t)
dtk

∣∣∣
t=0

.

Für eine positive Zufallsvariable X fällt die Ähnlichkeit mit der Laplace-
Stiltjes Transformation auf:

L (s) :=
∫ ∞

−∞
e−sX dF (x) =

∫ ∞

0
e−sXdF (x) .

Die Taylor-Reihen-Entwicklung des Logarithmus der momenterzeu-
genden Funktion führt zu Kumulanten Ck von X bzw. zur kumulant-
erzeugenden Funktion

ϕ(t) ≡ ln M (t) =
∞

∑
k=1

tk

k!
Ck. (A.2.27)
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BEISPIEL A.4
Die charakteristische Funktion einer Standardnormalverteilung N(0,1) lässt sich
durch die Umschichtung der Terme im Exponenten berechnen

ψ(t) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−x2/2eitx dx

=
1√
2π

∞∫

−∞

e−(x−it)2/2 dxe−t2/2 = 1 · e−t2/2 = e−t2/2. (A.2.22)

Nach der Transformationsregel ergibt sich für N
(
µ,σ2

)
die charakteristische Funktion

ψ(t) = eitµ− t2σ2

2 . (A.2.23)

Die charakteristische Funktion einer Poissonverteilung

� (X = k) =
∞

∑
k=0

e−λ λk

k!
, k = 0,1, . . .

berechnet sich zu

ψ(t) =
∞

∑
k=0

eitke−λ λk

k!
= e−λ

∞

∑
k=0

(
λeit
)k

k!
= e−λeλit = eλ(eit−1). (A.2.24)

Weitere Beispiele:

Verteilung Dichte Bereich charakteristische Funktion

Gleichverteilung
1

b−a
a ≤ x ≤ b

1
b−a

eitb − eita

it

Exponentialverteilung λe−λx x ≥ 0
λ

λ− it

Gammaverteilung
λα xα−1

Γ(α)
e−λx x ≥ 0

(
λ

λ− it

)α

Cauchyverteilung
a

π
(
a2 + x2

) a > 0 e−a|t|

Die kumulanterzeugende Funktion ist immer eine konvexe Funktion
und hat die sehr bequeme Eigenschaft, dass Erwartungswert und Va-
rianz einer Verteilung gerade der ersten bzw. der zweiten Kumulanten
entsprechen:

ϕ′ (0) = C1 = EX , ϕ′′ (0) = C2 = EX2 − (EX)2 = VarX .
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BEISPIEL A.5 Chernoff-Schranke
Es seien die Xi Exp(1)-verteilt. Die momenterzeugende Funktion errechnet sich zu

M (t) =
∫ ∞

∞
e txe−xdx =

1
1− t

, 0 ≤ t < 1.

M (t) ist stetig und differenzierbar, deshalb suchen wir nach

t0 = arg max
0≤t<1

[
−at +nϕ(t)

]
= arg max

0≤t<1

[
−at −n ln (1− t)

]
= 1− n

a
für a > n.

Beim Einsetzen in (A.2.30) ergibt sich die Chernoff-Schranke

P(Sn ≥ a) ≤ en−a
(a

n

)n
für a > n.

Die Chernoff-Schranke

Mit Hilfe der oben definierten erzeugenden Funktionen lässt sich die
Chernoff-Schranke17 herleiten. Es seien X1, . . . ,Xn i.i.d. Zufallsvari-
ablen mit M (t) = EetX1 . Wir setzen Sn ≡ ∑n

i=1 Xi und interessieren uns
für die Wahrscheinlichkeit

�
(Sn ≥ na) mit a > 0 = const. Anwendung

der Chebyshev-Ungleichung (A.2.6) resultiert in
�

(Sn ≥ na) ≤ exp (−nat) Eexp (tSn) = exp (−nat) Mn (t) . (A.2.28)

Offensichtlich gilt in diesem Fall

Mn (t) = (M (t))n sowie ϕn (t) = nϕ(t)

für die moment- bzw. kumulanterzeugende Funktion der Partialsum-
me Sn. Weiterhin, wegen der Unabhängigkeit der Xi genügt ϕ(t) fol-
gender Identität:

ϕn (t) = lnEexp (tSn) = ln
n

∏
k=1

Eexp (tXk) =
n

∑
k=1

lnEexp (tXk) = nϕ(t).

(A.2.29)
Damit lässt sich (A.2.28) weiter vereinfachen zu

�
(Sn ≥ na) ≤ exp (−n(at −ϕ(t))) . (A.2.30)

Diese Ungleichung gilt für alle t, damit auch für ein solches t, das die
Schranke minimiert. Mit I (a) ≡ supt≥0 [at −ϕ(t)] kommen wir schließ-
lich zum Ergebnis

17 Chernoff (1952).
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�
(Sn ≥ na) ≤ exp (−nI (a)) . (A.2.31)

Formel (A.2.31) gibt eine exponentielle Schranke für die Summe von
i.i.d. Zufallsvariablen an und findet eine breite Anwendung in der
Theorie der großen Abweichungen (Kapitel 5).

Konvexe Dualität und Legendre-Fenchel Transformation

Zu den klassischen Ergebnissen nach Rockafellar (1970) zählt die Er-
kenntnis, dass eine konkave Funktion f (x) durch eine konjugierte oder
duale Funktion f ∗ (λ) dargestellt werden kann:

f (x) = min
λ

[λx− f ∗ (λ)] , (A.2.32)

die ihrerseits an die Originalfunktion gebunden ist

f ∗ (λ) = min
x

[λx− f (x)] . (A.2.33)

Entsprechend spiegelbildlich gilt diese Beziehung auch für konvexe
Funktionen:

f (x) = max
λ

[λx− f ∗ (λ)] , (A.2.34)

f ∗ (λ) = max
x

[λx− f (x)] . (A.2.35)

Auf diese Weise wird eine konkave bzw. eine konvexe Funktion als
parametrische Lösung eines Optimierungsproblems dargestellt.

Definition A.2.2. Sei f eine Funktion auf � . Die Legendre-Transfor-
mierte f ∗ von f ist definiert als

f ∗ (y) = sup
x∈ � n

[xy− f (x)] , y ∈ � . (A.2.36)

Die Legendre-Fenchel- oder einfach Legendre-Transformierte18 einer
Funktion f auf � ist eine andere Funktion f ∗ auf � . Ist die ursprüngli-

18 Zu detaillierter Darstellung siehe Rockafellar (1970), Roberts und Varberg (1973)
(eindimensionaler Fall), Ekeland und Temam (1976), Ellis (1985), Alekseev u.a.
(1987).
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f (x)

f ∗ (y)

y

x

s

t

t = g(s)

s = g−1 (t)

f (x)

f ∗ (y)

y

x

s

t

t = g(s)

s = g−1 (t)

BEISPIEL A.6 Geometrie konvexer Dualität (Quelle: Ellis (1985), S. 218).
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che Funktion f konvex und unter-halbstetig,19 dann gilt für die Rück-
transformation f ∗∗ = f ; die Legendre Transformation ist also inver-
tierbar.20 Unabhängig von der Form der Funktion f ist ihre Legendre-
Transformierte f ∗ eine konvexe Funktion. Eine Verallgemeinerung auf

� n ist möglich. Um eine graphische Darstellung der Legendre Trans-
formation (Beispiel A.6) zu verdeutlichen, bezeichnen wir mit g eine
stetige Funktion auf � derart, dass

g(0) = 0, lim
x→−∞

g(x) = −∞, lim
x→∞

g(x) = ∞. (A.2.37)

Dasselbe gelte auch für die inverse Funktion g−1. Wir definieren zu-
sätzlich

f (x) =

∫ x

0
g(s) ds für x ∈ � (A.2.38)

f ∗ (y) =
∫ y

0
g−1 (t) dt für y ∈ � . (A.2.39)

Satz A.2.1 (Ellis (1985), Theorem VI.4.1.) Es seien f und f ∗ Funk-
tionen nach (A.2.37), (A.2.38) und (A.2.39). Dann sind diese beiden
Funktionen streng konvex und genügen folgenden Eigenschaften:

i) xy ≤ f (x)+ f ∗ (y) für alle x und y in � (Fenchel-Ungleichung)

ii) xy = f (x)+ f ∗ (y) genau dann, wenn y = f ′ (x)

iii) ( f ∗)′ = ( f ′)−1

iv) f ∗ (y) = supx∈ � [xy− f (x)] für y ∈ �
v) f (x) = supy∈ � [xy− f ∗ (y)] für x ∈ � ,

wobei mit f ∗ die Legendre-Fenchel-Transformierte von f bezeichnet wird.

A.3 Grenzwertsätze

Wie lassen sich Wahrscheinlichkeiten, die bekanntlich axiomatischer
Natur sind, mit empirisch beobachteten relativen Häufigkeiten in Ein-
klang bringen?

19 Eine Funktion f heißt unter-halbstetig (lower semi-continuous) auf einer Menge M ⊂
� , falls für alle x ∈ M und alle Folgen {xn} ⊂ M mit xn → x gilt: liminfn→∞ f (xn) ≥
f (x). Mit anderen Worten, eine Funktion f (x) ist unter-halbstetig, wenn sie an
ihren Sprungstellen den unteren Wert als Funktionswert annimmt.

20 Rockafellar (1970), S. 104.
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Den ganzen Komplex von Fragestellungen, bei denen aus beobachte-
ten Ereignissen Rückschlüsse auf unbeobachtete (vornehmlich zukünf-
tige) Zustände gezogen werden, fasst man unter dem Begriff statisti-
sche Inferenz zusammen. Es ist eine empirische Tatsache, dass wir aus
der Erfahrung lernen können. Anderseits scheint nichts, was im Zu-
sammenhang mit der Zukunft liegt, sich logisch aus der Erfahrung der
Vergangenheit ableiten zu lassen. Die Brücke zwischen Wahrschein-
lichkeitstheorie und Statistik wird u.a. mittels sogenannter Grenzwert-
sätze hergestellt. Wir verwenden dieses Wort als Sammelbegriff für
mehrere Formulierungen, beginnend bei Bernoulli, dann Borel, Che-
byshev, Khinchin, Kolmogorov.

Im Grunde geht es darum, wie sich die geeignet normierte Summe
Sn = X1 + · · ·+ Xn von i.i.d. Zufallsvariablen Xk bezüglich Kennzahlen
wie Erwartungswert und/oder Varianz verhält. Was ist unter geeig-
neter Normierung zu verstehen? In allgemeiner Form lässt sich der
Normierungsfaktor als nα schreiben (mit n: Anzahl der Summanden,
α: positive Konstante).

Für α = 1 bekommen wir Gesetze der großen Zahlen jeweils in schwa-
cher (Chebyshev) oder starker (Kolmogorov) Form. Sie besagen, dass
bei steigender Anzahl der Summanden die Information über die ge-
naue Form der Wahrscheinlichkeitsverteilung verloren geht; das ein-
zige, was übrigbleibt, ist der Mittelwert. Die gemeinsame Idee beider
Versionen dieses Gesetzes besteht darin, dass der Stichprobenmittel-
wert nicht weit vom Mittelwert der Population liegen kann.

Satz A.3.1 (schwaches Gesetz der großen Zahlen) Seien X1,X2, . . .
i.i.d. Zufallsvariablen mit EX1 ≡ m, VarX1 ≡ σ2 und Sn = X1 + · · ·+ Xn.
Dann gilt

lim
n→∞

�
[∣∣∣∣

Sn

n
−m

∣∣∣∣> δ

]
= 0 (A.3.1)

für jedes δ > 0.

Mit steigendem Umfang der Stichprobe konvergiert deren Mittelwert
in Wahrscheinlichkeit gegen den Erwartungswert. Der Beweis erfolgt
durch Anwendung der Chebyshev-Ungleichung

�
[∣∣∣∣

Sn

n
−m

∣∣∣∣> δ

]
≤ 1

δ2 Var

(
Sn

n

)
=

σ2

nδ2 .
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In dieser schwachen Form stellt das Gesetz der großen Zahlen nur eine
sehr grobe Abschätzung dar. Im Jahre 1926 hat A. N. Kolmogorov ei-
ne strengere Form bewiesen. Danach ist die Existenz des Erwartungs-
wertes für eine fast sichere Konvergenz an Stelle der Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit notwendig und hinreichend.

Satz A.3.2 (starkes Gesetz der großen Zahlen)

1. Es seien X1,X2, . . . i.i.d. Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungs-
wert EX1 = m und Sn = X1 + · · ·+Xn. Dann gilt

� [
lim
n→∞

Sn

n
= m

]
= 1. (A.3.2)

2. Umgekehrung. Sind X1,X2 . . . i.i.d. derart, dass (A.3.2) für einige m∈
� hält, dann existiert der Erwartungswert EX1 und er ist gleich m.

Beweis: Bening und Korolev (2002), Theorem 1.6.2. �

Im Unterschied zu den Gesetzen der großen Zahlen operiert der zen-
trale Grenzwertsatz mit dem Normierungsfaktor n1/2 und wird in der
Literatur oft als Versuch interpretiert, die Frage nach der Konvergenz-
rate der Summe gegen den Mittelwert zu beantworten. Warum ist das
so wichtig? Die Konvergenzrate gibt an, wie genau die Approximation
des Erwartungswertes durch das arithmetische Mittel der i.i.d. Zufalls-
variablen ist. Die Idee hinter dem zentralen Grenzwertsatz ist sehr alt
und stammt von Laplace: die Summe einer großen Anzahl zufälliger
Einflüsse, von denen jeder im Vergleich zur Summe der übrigen klein
ist, folgt einem allgemeinen Gesetz, und dieses Gesetz ist die Normal-
verteilung.

Satz A.3.3 (Zentraler Grenzwertsatz) Es seien X1,X2, . . . i.i.d. Zu-
fallsvariablen mit EX1 = m und VarX1 = σ2 < ∞. Dann konvergiert
die Verteilung der normierten und skalierten Summe Sn = X1 + · · ·+ Xn

schwach gegen die Standardnormalverteilung N(0,1)

lim
n→∞

�
[

Sn −nm
σ
√

n
< x

]
= Φ(x) =

1√
2π

x∫

−∞

e−u2/2 du, x ∈ � . (A.3.3)

Die Idee hinter dem Satz ist, dass eine große Anzahl von i.i.d. Zufalls-
variablen in deren Zusammensetzung eine Standardnormalverteilung
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nachbildet und zwar unabhängig davon, wie die einzelnen Summan-
den verteilt sind. Insbesondere wird nicht verlangt, dass sie normal-
verteilt sind. Die Frage nach der Konvergenzrate scheint damit auch
beantwortet zu sein. Für endliche Varianz ergibt sich durch elementa-
re Umformung die Konvergenzrate zu n−1/2:

(
Sn −nm

σ
√

n

)
=

√
n

σ

(
Sn

n
−m

)
.

Eine hinreichende Bedingung für die Gültigkeit des zentralen Grenz-
wertsatzes ist in der Literatur21 als Lindeberg-Feller Bedingung bekannt.
Sie erfasst mathematisch die Anforderung nach der Geringfügigkeit
des Beitrages von jedem einzelnen Summanden relativ zur Summe.
Ist diese Bedingung verletzt, ergeben sich interessante Konsequen-
zen. Zu welcher Verteilung können beispielsweise normalisierte Sum-
men von i.i.d. Zufallsvariablen konvergieren unter der Annahme, dass
die Größenordnung der Summe allein von wenigen Summanden ent-
scheidend beeinflusst werden kann? Ist die Konvergenz gegeben, dann
kommt nur die Klasse stabiler Verteilungen in Frage.22

A.4 Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt geben wir eine kompakte Übersicht der wichtigs-
ten Eigenschaften stochastischer Prozesse. Insbesondere sind Martin-
gale bzw. Semimartingale als mathematische Grundlage für die Model-
lierung des Aktienkursverlaufs von Bedeutung. In dieser Arbeit wer-
den Prozesse betrachtet, die keine Semimartingale sind. Damit die
Wichtigkeit der Semimartingal-Eigenschaft deutlicher wird, gehen wir
auf die Eigenschaften der stochastischen Integrale näher ein.

Standardreferenzen sind Jacod und Shiryaev (1987), Karatzas und
Shreve (1988) und Protter (1990).23

21 Bening und Korolev (2002), S. 41 Theorem 1.6.8.
22 Vgl. Kapitel A.5.
23 Sehr hilfreich sind ebenfalls Borovskikh und Korolyuk (1997) sowie umfangreiche

Ressourcen auf der Homepage von Jan Kallsen www.stochastik.uni-freiburg.
de/homepages/kallsen/start.html
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Grundlagen

Definition A.4.1 (stochastischer Prozess). Ein stochastischer Prozess
ist eine Familie von Zufallsvariablen X (t) = X (t,ω) auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,F ,

�
).

Alternativ werden die Bezeichnungen {Xt , t ∈ T } oder Xt verwendet.
Der Parameter t hat gewöhnlich die Bedeutung Zeit und stammt aus
einer Parametermenge T . Diese Zeitindexmenge T kann diskret T :
= {0,1,2, . . .} oder kontinuierlich T = � + := [0,∞) gewählt werden;
dementsprechend wird auch der Prozess klassifiziert.

Stochastische Prozesse können auf unterschiedliche Weise interpre-
tiert werden. Betrachtet man den Prozess X (t,ω) als eine Zufallsfunk-
tion X auf dem Produktraum T ×Ω , dann handelt es sich um eine
ganze Familie von Zufallsvariablen.24

Für ein fixes ω ∈ Ω reduziert sich ein Prozess zu einer Zeitfunktion
oder einer Familie der Zeitfunktionen zusammen mit einem Wahr-
scheinlichkeitsmaß. Unter Xt stellt man sich dann den „Zustand“ oder
die „Position“ des Prozesses zum Zeitpunkt t vor. Desweiteren kann
X ( · ,ω) als eine Funktionsmenge auf T interpretiert werden, je eine
Funktion per ω . Jede Funktion t 7→ X (t,ω) heißt Pfad (sample path),
Trajektorie oder Realisierung des stochastischen Prozesses.

Bei der Modellierung der Unsicherheit auf dem Aktienmarkt ist ins-
besondere ein bestimmter Prozesstyp, der sogenannte càdlàg (continu
à droite, limité à gauche) oder RCLL (right continuos, left limit) Pro-
zess von Interesse. Wir bezeichnen mit X− := {Xt−} einen linksseitigen
Grenzwertprozess (X0− ≡ X0) und mit ∆X := {∆Xt} einen Sprungpro-
zess von X :

∆Xt := Xt −Xt−, t ≥ 0.

Definition A.4.2 (äquivalente Prozesse). Zwei stochastische Prozes-
se Xt und Yt auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,

�
) sind

äquivalent, falls
�

(Xt = Yt) = 1 für jedes t ≥ 0 gilt.

Äquivalente Prozesse heißen auch Modifikationen oder Versionen von-
einander. Sie müssen keine identischen Pfade haben.
24 Pollard (2002), S. 212.
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BEISPIEL A.7 Brownsche Bewegung
Sei T = � + eine stetige Zeitindexmenge auf (Ω,F , � ).

Definition A.4.3. Ein reellwertiger stochastischer Prozess {Wt , t ∈ T } mit W0 = 0
� - f. s. und

(i) stationären und unabhängigen Zuwächsen [Wt −Ws],
(ii) normalverteilten Zuwächsen [Wt −Ws] ∼ N(0,t − s),

(iii) � - f. s. stetigen Pfaden t 7→ B(ω,t) für alle ω ∈ Ω

heißt Brownsche Bewegung oder Wiener Prozess.

Bemerkung. Eigenschaft (iii) kann definiert oder bewiesen werden. Der erste Beweis
dafür, dass eine Brownsche Bewegung ein stetiger Prozess ist, wurde im Jahr 1923
von Norbert Wiener erbracht. Gewöhnlich wird dafür das Kolmogorov’sche Kontinui-
tätskriterium (Kloeden und Platen (1992), S. 39) verwendet.

Definition A.4.4 (ununterscheidbare Prozesse). Zwei Prozesse Xt

und Yt sind
�

-ununterscheidbar, falls X ( · ,ω) =Y ( · ,ω) für alle ω∈Ω \N
mit

�
(N)= 0. Das heißt, abgesehen von einer

�
-Nullmenge haben Xt und

Yt identische Pfade.

Zwei ununterscheidbare Prozesse sind äquivalent. Zwei RCLL-Versi-
onen sind ununterscheidbar. Manchmal ist der Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,F ,

�
) nicht gegeben, so dass man bei der Konstruktion eines

stochastischen Prozesses auf die endlich-dimensionalen Verteilungen
angewiesen ist.

Definition A.4.5 (endlich-dimensionale Verteilungen). Die gemein-
samen Verteilungen der Zufallsvektoren {Xt , t ∈ S} , wobei S über alle
endliche Untermengen von T variiert, nennt man endlich-dimensionale
Verteilungen des Prozesses.

Nach einem bekannten Satz von Kolmogorov25 ist ein stochasti-
scher Prozess unter bestimmten Konsistenzbedingungen durch ein
System seiner endlich-dimensionalen Verteilungen vollständig spezi-
fiziert. Dabei werden alle Modifikationen eines Prozesses durch das-
selbe System von endlich-dimensionalen Verteilungen charakterisiert.
Endlich-dimensionale Verteilungen eines Gaussschen Prozesses sind
mehrdimensionale Normalverteilungen. Ein stochastischer Prozess
{Xt , t ≥ 0}, dessen endlich-dimensionale Verteilungen ein endliches

25 Bening und Korolev (2002), Theorem 1.10.1, S. 63.
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BEISPIEL A.8 Poisson Prozess
Die Stärke eines Wiener Prozesses liegt bei der Modellierung zufälliger Bewegungen.
Ein Poisson Prozess eignet sich dagegen eher zur Modellierung zufälliger Beobach-
tungen Nt bis zum Zeitpunkt t. Gewöhnlich ist N ein Zählprozess: Beobachtungen
werden nur einmal pro Zeitpunkt registriert. Mit Ausnahme von Sprüngen der Höhe
eins ist N eine Konstante. Für s < t kann Nt −Ns als Anzahl der Beobachtungen im
Zeitintervall (s,t] interpretiert werden.

Definition A.4.6. Ein Poisson Prozess {Nt , t ≥ 0} ist durch folgende Eigenschaf-
ten definiert:

(i) λ(t) := ENt ist eine stetige Funktion für alle t ∈ � + und heißt Intensität von N;
(ii) Zuwächse [Nt −Ns] sind unabhängig für alle s < t und sind Poisson-verteilt:

� {Nt −Ns = n} = e−(λ(t)−λ(s)) (λ(t)−λ(s))n

n!
, n ≥ 0.

Ein homogener Poisson Prozess ist definiert durch seine Intensität λ(t) = λt (λ > 0).

zweites Moment EX2
t < ∞ für alle t ∈ T aufweisen, heißt Prozess zwei-

ter Ordnung (second order, L2). Zur Spezifikation eines solchen Prozes-
ses werden lediglich zwei Kennzahlen benötigt: der Erwartungswert
und die Autokovarianz.

mX (t) = EXt = E [X (t)] , σ2
X (t) = VarXt = RX (t, t) , (A.4.1)

RX (s, t) = Cov (Xs,Xt) = E

[
(Xs −mX (s))(Xt −mX (t))

]
. (A.4.2)

Definition A.4.7. Ein stochastischer Prozess {Xt , t ∈ T ∈ � } heißt Pro-
zess mit unabhängigen Zuwächsen, falls für alle n ≥ 1 und ti ∈ T , i =
0, . . . , n mit t0 < t1 < .. . < tn die Zufallsvariablen Xt0 , Xt1 −Xt0, . . . , Xtn −
Xtn−1 unabhängig sind.

Definition A.4.8. Ein Prozess mit unabhängigen Zuwächsen heißt ho-
mogen oder stationär, falls für alle s < t die Verteilung von X (t)−X (s)
ausschließlich von (t− s) abhängig ist. Für einen L2-Prozess ist dies äqui-
valent zu

mX (t) = m, RX (s, t) = RX (s+h, t +h)

für alle s, t,h ∈ � .

Durch die Festlegung γX (h) = RX (h,0) schreibt sich die Autokovari-
anzfunktion RX (s, t) = γX (s− t). Die Funktion γX (h) ist symmetrisch
bezüglich h und es gilt γX (0) = Var (Xt). Mittelwert und Varianz eines
stationären Prozesses sind konstant.
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Die Filtration

Definition A.4.9 (Filtration). Eine Filtration � = {Ft , t ∈ T } ist eine
Familie von Sub-σ-Algebren mit Fs ⊆ Ft für alle s < t. Eine Filtration �
erfüllt die üblichen Bedingungen, falls

(i) � rechtsseitig-stetig ist: Ft = Ft+ :=
⋂

s>t Fs;

(ii) F0 alle
�

-Nullmengen aus F enthält;

(iii) F∞ := F .

Eine solche verschachtelte Struktur eignet sich sehr gut dazu, einen
Informationsfluss abzubilden. Sie wird oft von einem stochastischen
Prozess, zum Beispiel einem Aktienkursprozess, erzeugt. Zur Filtrati-
on Ft gehören alle Vergangenheitswerte oder alle verfügbare Informa-
tionen bis zum Zeitpunkt t. Die Messbarkeit einer Funktion Xt auf Ω
bezüglich Ft bedeutet, dass der Funktionswert Xt in t bekannt ist.

Bei einer alternativen Betrachtung ist eine steigende Familie von Sub-
σ-Algebren gegeben. Man verlangt dagegen für einen stochastischen
Prozess {Xt , t ≥ 0} auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,

�
), für

jedes t ≥ 0 Ft -messbar zu sein. Ein solcher Prozess Xt heißt adaptiert
zur Familie {Ft , t ∈ T }. Dabei ist Xt zum jeden Zeitpunkt t eine Zu-
fallsvariable auf (Ω,F ).

Die durch eine gewöhnliche Brownsche Bewegung erzeugte natürli-
che oder kanonische Filtration F B

t := σ{Ws : s ≤ t} erscheint intuitiv ein
plausibles Modell für die in t verfügbare Information zu sein. Aus tech-
nischen Gründen wird aber eine Standard-Filtration � = {Ft , t ∈ T }
definiert, die die üblichen Bedingungen erfüllt.

Ein gefilterter Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , � ,
�

) heißt stochasti-
sche Basis.

Die Stoppzeit

Es ist relativ einfach, sich einen stochastischen Prozess als Funktion
zweier Variablen (ω, t) 7→ X (ω, t) , ω ∈ Ω, t ∈ T vorzustellen. Etwas
weniger intuitiv ist die Erkenntnis, dass der Zeitpunkt, zu dem ein
fixes ω realisiert wird, rein zufällig ist.
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BEISPIEL A.9 Chung (1974), S. 18.
Sei (Ω,F , � , � ) eine stochastische Basis, X ein RCLL-Prozess und B ∈ B ( � ) eine
Borel-Menge. Dann ist die Zufallsvariable

TB (ω) = inf {0 ≤ t < ∞ : X (ω,t) ∈ B} (A.4.3)

eine Stoppzeit, die auch als hitting time bezeichnet wird.

Definition A.4.10. Eine Zufallsvariable τ = τ(ω) ∈ T ∪{∞} auf der Ba-
sis (Ω,F , � ,

�
) heißt Stoppzeit, falls das Ereignis {ω : τ(ω) ≤ t} für

alle t ∈ T in Ft ist.

Der Grundgedanke dabei ist, dass allein aus der Beobachtung eines
fixen ω0 bestimmt werden kann, ob es sich dabei um die Vergangenheit
oder um die Zukunft handelt.

Es sei X ein � -adaptierter Prozess, τ eine Stoppzeit und X τ ein in τ
gestoppter Prozess. Dann gilt

{
X τ

t = Xt für t ≤ τ,
X τ

t = Xτ für t > τ
(A.4.4)

oder X τ
t = Xt∧τ = Xt1(t<τ) +Xτ1(t≥τ), wobei t ∧ τ := min{t,τ}. Mit an-

deren Worten, bei der Entscheidung, einen Prozess in τ zu stoppen,
darf ausschließlich die in Fτ enthaltene Information verwendet wer-
den.

Martingale und Semimartingale

Sei (Ω,F , � ,
�

) eine stochastische Basis.

Definition A.4.11 (Martingal). Ein reellwertiger stochastischer Prozess
{Mt , t ∈ T } heißt Martingal (bzw. Sub- oder Supermartingal), falls

(i) Mt � -adaptiert ist;

(ii) E |Mt | < ∞ für alle t ∈ T ;

(iii) E [Mt |Fs ] = Ms für alle s < t (Martingal)
E [Mt |Fs ] ≥ Ms (Submartingal)
E [Mt |Fs ] ≤ Ms (Supermartingal).
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BEISPIEL A.10
Es ist leicht zu sehen, dass die gewöhnliche Brownsche Bewegung ein stetiges L2-
Martingal ist. Aus Messbarkeit von Ws bezüglich Fs und Unabhängigkeit der Zuwäch-
se folgt für s ≤ t

E [Wt |Fs] = E [(Wt −Ws) |Fs]+E [Ws |Fs] = E [Wt −Ws]+E [Ws |Fs] = Ws.
(A.4.5)

BEISPIEL A.11 Waldsches Martingal (Hesse (2003), S. 304.)
Sei (Xn)n∈N

eine i.i.d. Folge mit momenterzeugender Funktion

M (t) = Eexp (tX1) < ∞

für ein t 6= 0 und Partialsummenfolge Sn = ∑n
i=1 Xi, n ∈ � . Die Folge der Zufalls-

variablen (Zn)n∈ � mit Zn = exp (tSn)/Mn (t) für alle n ∈ � bildet ein Martingal. Wir
prüfen

E [Zn] = E [exp (tX1) · · · · · exp (tXn)]/Mn (t)

= Eexp (tX1) · · · · ·Eexp (tXn)/ [Eexp (tX1)]
n = 1, ∀n ∈ �

und

E [Zn+1 |Z1, . . . ,Zn] = E

[
exp (tSn) · exp (tXn+1)/Mn+1 (t) |S1, . . . ,Sn

]

= exp (tSn)E [exp (tXn+1) |X1, . . . ,Xn]/Mn+1 (t) = exp (tSn)/Mn (t) , ∀n ∈ � .

BEISPIEL A.12
Sei X = {Xt , t ∈ T } ein Martingal (Submartingal) und f (x) eine konvexe (konvexe
und nichtfallende) Funktion mit E | f (Xt) | < ∞ für alle t ∈ T . Dann ist

{ f (Xt) , Ft , t ∈ T }

ein Submartingal.

Das Martingal ist ein mathematischer Ausdruck für ein faires Glück-
spiel. Der bedingte Erwartungswert des Gewinnes im nächsten Spiel
ist sein derzeitiger Wert. Die Martingaltheorie ist elegant und mäch-
tig; sie ist essentiell bei der Bewertung von Finanztiteln. Die Stärke der
Martingaltheorie wird durch folgende Erkenntnis besonders deutlich:
viele Gleichungen bzw. Ungleichungen erhalten ihre Gültigkeit, wenn
die Zeitvariablen durch die Stoppzeiten ersetzt werden.

Definition A.4.12 (Markov-Eigenschaft). Ein � -adaptierter Prozess X
heißt Markov Prozess bezüglich � , falls für alle s, t ≥ 0 und jede be-
schränkte messbare Funktion F gilt:

E [F (Xt+s) |Ft ] = E [F (Xt+s) |Xt ] (A.4.6)
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Mit Worten: eine Vorhersage der Zukunft auf Grundlage der Gegenwart
kann durch die zusätzliche Kenntnis der Vergangenheit nicht verbessert
werden.

Definition A.4.13 (lokales Martingal). Ein adaptierter Prozess M =
{Mt , Ft , t ∈ T } heißt lokales Martingal, falls eine steigende Sequenz von
Stoppzeiten (oder „lokalisierende Folge“) τn ↑ ∞ existiert, so dass der
gestoppte Prozess Mτn

= {Mt∧τn , Ft , t ∈ T } für jedes n ≥ 1 ein Martingal
ist.

Jedes Martingal ist ein lokales Martingal; es gibt aber lokale Martin-
gale, die keine Martingale sind.26

Definition A.4.14. Eine σ-Algebra P , die durch einen linksseitig-steti-
gen adaptierten Prozess erzeugt ist, heißt vorhersehbare σ-Algebra.
Ein P -messbarer Prozess ist vorhersehbar.

Die Vorhersehbarkeit ist eine Eigenschaft, die als Gegensatz zur Mar-
tingaleigenschaft interpretiert werden kann. Die Stetigkeit von links
impliziert, dass der Zustand jetzt schon unmittelbar zuvor mit Sicher-
heit bekannt war. Ein vorhersehbarer Prozess ist aber nicht notwen-
dig linksseitig-stetig; er muss lediglich von einer vorhersehbaren σ-
Algebra abhängen27.

Ein Prozess, der die Anzahl der Aktien in einer Handelsstrategie be-
schreibt, muss vorhersehbar sein, da die Entscheidung über die Port-
foliozusammensetzung vor einer möglichen Preisänderung getroffen
wird.

Definition A.4.15. Ein stochastischer Prozess A = {At , Ft , t ∈ T } heißt
steigender Prozess, falls A0 = 0 für alle ω ∈ Ω und die Trajektorie
At (ω) , t ∈ T eine nicht-negative steigende Funktion ist.

Ein stochastischer Prozess A = {At , Ft , t ∈ T } von beschränkter Varia-
tion ist durch Differenz zweier steigender Prozesse darstellbar:

At = A+
t −A−

t .

Der Variationsprozess für einen gegebenen Prozess A ist

Var (At) := A+
t +A−

t .

26 Zu den Integritätsbedingungen damit ein lokales Martingal ein „echtes“ Martingal
ist siehe Protter (1990).

27 Duffie (1988), S. 140.
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Satz A.4.1 (Doob–Meyer Zerlegung) Es sei X = {Xt , Ft , t ∈ � +} ein
RCLL Submartingal. Dann ist durch ein lokales Martingal M und einen
vorhersehbaren steigenden Prozess A = {At , Ft , t ∈ � +} mit A0 = 0 die
folgende Zerlegung gegeben:

X = M +A. (A.4.7)

Diese Zerlegung ist ein Standardsatz in Mathematical Finance und
wird hier nicht bewiesen. Sie ist eindeutig; die Prozesse auf der rech-
ten und linken Seite der Gleichung (A.4.7) sind ununterscheidbar.
Der Prozess At ist Ft−1 messbar. Beweis kann in Karatzas und Shre-
ve (1988) bzw. Protter (1990) gefunden werden.

Es sei M = {Mt , t ∈ � +} ein quadratisch integrierbares Martingal, d.h.
E sup t≥0 M2

t < ∞. Dann ist M2 =
{

M2
t , t ∈ � +

}
ein Submartingal. Folg-

lich existiert nach (A.4.7) ein vorhersehbarer steigender Prozess 〈M〉=
{〈Mt〉, t ∈ � +} derart, dass der kompensierte Prozess

m = M2 −〈M〉 (A.4.8)

ein lokales Martingal ist. Im allgemeinen gibt es für alle quadratisch
integrierbare Martingale M,N einen eindeutigen vorhersehbaren Pro-
zess 〈M,N〉 derart, dass

MN−〈M,N〉 (A.4.9)

ein lokales Martingal ist.

Definition A.4.16. Ein vorhersehbarer Prozess 〈M,N〉 in (A.4.9) bzw.
〈M〉 in (A.4.8) heißt quadratische Kovariation bzw. quadratische Va-
riation oder Kompensator.

Jedes lokale Martingal M, M0 = 0 lässt eine eindeutige Zerlegung
M = Mc + Md zu, wobei Mc ein stetiges und Md ein rein unstetiges
lokales Martingal ist. Im Vergleich mit (A.4.7) heißt X c := Mc stetiger
Martingalanteil von X .

Definition A.4.17. Ein Semimartingal {Xt , Ft , t ∈ � +} ist durch sei-
ne Zerlegung

X = M +A (A.4.10)

definiert. Dabei ist M ein lokales Martingal, A ein adaptierter Prozess
mit beschränkter Variation und A0 = 0 in t = 0. Der Prozess A kann auch
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BEISPIEL A.13
Die quadratische Variation einer Brownschen Bewegung W = {Wt , t ∈ � +} mit

EW 2
t = t ist 〈W 〉 = t. Daher ist

(
W 2

t − t
)

ein Martingal.

vorhersehbar gewählt werden. In diesem Fall heißt X Spezialsemimar-
tingal, die Zerlegung (A.4.10) heißt kanonische Zerlegung und sie ist
eindeutig.

Semimartingale bilden die breiteste Klasse stochastischer Prozesse, die
als gut-definierte Integrator-Prozesse zur Definition eines stochasti-
schen Integrals vernünftigerweise verwendet werden können.

Die Variation

Sei f eine Funktion auf A ⊆ � . Die Variation von f auf A ist definiert
als

V ( f ; A) := sup
n

∑
j=1

∣∣ f (x j)− f (x j−1)
∣∣ ,

wobei das Supremum über alle endliche Sequenzen x0 ≤ x1 ≤ ·· · ≤ xn

in A genommen wird. Ist V ( f ; A) endlich, dann hat f endliche Grenz-
werte links und rechts von jedem internen Punkt in A. Da die Anzahl
der Subintervalle n ebenfalls endlich ist, kann f höchstens endlich vie-
le unstetige Punkte haben. Oft genügt Stetigkeit von rechts völlig aus,
um zusammen mit der Bedingung V ( f ; A) < ∞ eine Funktion lokal be-
schränkter Variation definieren zu können. Das Vorgehen ist ähnlich,
wenn f durch einen stochastischen Prozess ersetzt wird.

Wir teilen ein gegebenes Zeitintervall [0,T ] in n Subintervalle

0 = t1 < t2 < · · · < tk < · · · < tn = T

auf und definieren

δ = max
k

(tk+1 − tk) → 0 mit n → ∞.

Mit Variation V (X) wird das Supremum

V (X) = sup
n−1

∑
k=1

|X (tk+1)−X (tk)| (A.4.11)
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über alle solche Partitionen bezeichnet. Ein Prozess Xt mit V (X) < ∞
heißt Prozess mit beschränkter Variation oder VF-Prozess (Variation Fi-
nite). Die Variation eines Wiener Prozesses Wt ist fast sicher unendlich.
Der Grenzwert

[W ]t = lim
δ→0

n−1

∑
k=1

(
Wtk+1 −Wtk

)2
in Wahrscheinlichkeit (A.4.12)

für einen Wiener Prozess ist dagegen endlich und heißt quadratische
Variation. Für einen VF-Prozess Yt ist die quadratische Variation wie
folgt definiert:

[Y ]t = ∑
s≤t

(Ys −Ys−)2 = ∑
s≤t

∆Y 2
s . (A.4.13)

Die Summe in (A.4.13) kann lediglich über alle Unstetigkeitspunk-
te berechnet werden. Dabei bezeichnet ∆Ys = Ys −Ys− = Y −Y− einen
Sprung in Y zum Zeitpunkt s.

Satz A.4.2 (i) Ist M ein lokales Martingal, dann existiert [M]t und ist
rechtsseitig-stetig. (ii) Ist M ein quadratisch integrierbares Martingal,
dann existiert der Grenzwert

lim
δ→0

∑ (Mt+1 −Mt)
2

in L1 und es gilt: EM2
t = E [M]t .

Beweis: Ethier und Kurtz (1986), Proposition 2.3.4. �

Dieser Satz weist also die Existenz der quadratischen Variation eines
Martingals nach und besagt, dass ihre Berechnung auf die des zweiten
Momentes zurückgeführt werden kann.

Für ein stetiges lokales Martingal X schreibt man gewöhnlich [X ] =
〈X〉. Ein klassisches Ergebnis stochastischer Analyse besagt, dass die
quadratische Variation eines Wiener Prozesses eine endliche und, we-
gen willkürlicher Partitionierung, eine pfadunabhängige Größe

〈W 〉t = t (A.4.14)

ist. Damit hat der Wiener Prozess eine unbeschränkte Variation, aber
eine beschränkte quadratische Variation. Dies lässt sich durch Faktori-
sierung der quadratischen Variation auch leicht zeigen.28 Aus (A.4.12)
folgt

28 Kloeden und Platen (1992), S. 74. Gewöhnlich wird eine dyadische Partitionierung
m = 2n unternommen.
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t ≤ limsup
n→∞

max
k≥0

∣∣Wtk+1 −Wtk
∣∣ ·

n−1

∑
k=1

∣∣Wtk+1 −Wtk
∣∣ , (A.4.15)

woraus wegen der Pfadstetigkeit

max
k≥0

∣∣Wtk+1 −Wtk
∣∣→ 0 fast sicher mit n → ∞

resultiert

n−1

∑
k=1

∣∣Wtk+1 −Wtk
∣∣→ ∞ fast sicher mit n → ∞.

Pfade eines Wiener Prozesses sind fast sicher unbeschränkter Variati-
on und fast überall nicht differenzierbar. Damit existiert auch keine
Ableitung dW/d t.

Für Semimartingale X ,Y ist die quadratische Kovariation definiert als

[X ,Y ]t := 〈X c,Y c〉+∑
s≤t

∆Xs∆Ys. (A.4.16)

Der zweite Term (die Summe) verschwindet, falls X und Y keine
simultanen Sprünge aufweisen. Im einzelnen, ist X oder Y stetig,
dann gilt: [X ,Y ] = 〈X c,Y c〉. Falls X oder Y ein VF-Prozess ist, dann
gilt: [X ,Y ] = 〈X c,Y c〉 = 0. Ferner kann gezeigt werden, dass XY =
X0Y0 +X−Y +Y−X − [X ,Y ] bzw. für lokal quadratisch integrierbare Mar-
tingale [X ,Y ] = 〈X ,Y 〉 gilt.

Stochastisches Integral

Es sei (Ω,F , � ,
�

) eine stochastische Basis, W = {Wt , t ≥ 0} ein Wie-
ner Prozess und H eine Prozessklasse von H = {Ht , t ∈ T} auf einem
endlichen Intervall [0,T ] mit

E

[∫ T

0
H2

t dt

]
< ∞. (A.4.17)

Auf (Ω,F , � ,
�

) gilt definitionsgemäß:

i. H ist Ft -adaptiert, d.h. Ht ist Ft -messbar für alle 0 ≤ t ≤ T , und

ii. die Abbildung (t,ω) 7→ H (t,ω) ist B × F -messbar, wobei B eine
Borel-σ-Algebra auf [0,T ] ist.
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In dieser Umgebung kann das Itô-Integral (I)
∫ T

0 H dW für jedes H ∈
H
(
[0,T ]

)
definiert werden.

Zunächst wird eine Annahme getroffen, dass H ein vorhersehbarer
und linksseitig-stetiger Prozess ist. Dies ermöglicht seine Darstellung
durch Elementarfunktionen:

H (t) =
n

∑
k=0

ξk
�

(τk,τk+1] (t) , (A.4.18)

wobei τ0 < τ1 < · · · eine Partition der {Ft}-Stoppzeiten und ξk eine
Fτk -messbare Zufallsvariable mit Eξ2

k < ∞ ist. Für alle solche H ’s ist
das Itô-Integral definiert als

(I)
∫ T

0
H dW :=

n

∑
k=0

ξk [W (τk+1 ∧ t)−W (τk ∧ t)] . (A.4.19)

Um die Einschränkung auf elementare Prozesse zu lockern, verwen-
den wir ohne Beweis die folgenden beiden Eigenschaften.29 Erstens,
für ein beliebiges H ∈ H

(
[0,T ]

)
existiert eine Folge {Hm : m ≥ 1} ele-

mentarer Prozesse Hm derart, dass

lim
m→∞

E

[∫ T

0

(
H
(
t
)
−Hm (t)

)2
dt

]
= 0. (A.4.20)

Die andere Eigenschaft heißt Itô-Isometrie und besagt, dass

E

[∫ T

0
H dW

]2

= E

[∫ T

0
H2

t dt

]
für alle H ∈ H

(
[0,T ]

)
ist. (A.4.21)

Unter Berücksichtigung von (A.4.20) und (A.4.21) ist das Itô-Integral
als Grenzwert

(I)
∫ T

0
H dW := lim

m→∞
(I)

∫ T

0
Hm dW in L2 (A.4.22)

definiert und es ist nicht von einer speziellen Folge {Hm} abhängig.

Einige Erweiterungen zu dieser Definition sind sinnvoll und möglich.
Die Bedingung (A.4.17) kann zu

∫ T

0
H2 dt < ∞ fast sicher (A.4.23)

29 Dudley und Norvaiša (1998), S. 8.
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abgeschwächt werden. Damit braucht (I)
∫ T

0 H dW nicht mehr qua-
dratisch integrierbar zu sein, sondern es wird zu einer beliebigen Ft -
messbaren Zufallsvariable. Insbesondere lässt sich ein allgemeines In-
tegral Ht dXt in Bezug auf ein Semimartingal Xt und einen lokal be-
schränkten vorhersehbaren Prozess Ht auf das Itô-Integral zurückfüh-
ren.30

Dies hat eine einfache Begründung: für einen RCLL Prozess Y (t) ist der
Prozess Y (t−) vorhersehbar und linksseitig-stetig. Mit der Festlegung

Y (t) =
n

∑
k=0

ξk
�

[τk,τk+1) (t) (A.4.24)

sieht man aus dem Vergleich von (A.4.18) und (A.4.24) eine Identität
H (t) ≡Y (t−). Folglich ist eine allgemeine Definition

(I)
∫ T

0
H dW :=

∫ T

0
Y (t−) dW (A.4.25)

des Itô-Integrals über einen RCLL Prozess Y (t) mit der über Elemen-
tarfunktionen (A.4.18) konsistent.

Satz A.4.3 (Itô-Formel) Sei X ein Semimartingal und F (x) eine zwei-
mal stetig differenzierbare Funktion, F ∈ � 2. Dann ist F (x) auch ein
Semimartingal derart, dass:

F (Xt)−F (X0) =
∫ t

0
F ′ (Xs−)dXs +

1
2

∫ t

0
F ′′ (Xs−)d〈X c〉s

+ ∑
0<s<t

[
F (Xs)−F (Xs−)−F ′ (Xs−)∆Xs

]
. (A.4.26)

Im stetigen Fall entfällt der ∑-Term und die Formel vereinfacht sich
wesentlich.

Satz A.4.4 Ist X in (A.4.3) ein stetiges Semimartingal, dann gilt:

F (Xt)−F (X0) =
∫ t

0
F ′ (Xs)dXs +

1
2

∫ t

0
F ′′ (Xs)d〈X〉s. (A.4.27)

30 Im Finance wird Xt gewöhnlich als Unsicherheitsquelle (Aktienkurs/Rendite) in-
terpretiert. Mit Ht bezeichnet man eine Anlagestrategie beschrieben durch die Ge-
wichte der einzelnen Wertpapiere im Portfolio.
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Einen Beweis der Itô-Formel sowie eine Erweiterung auf die endlich-
dimensionalen Semimartingale findet man in Protter (1990).

Sei X ein stetiges Semimartingal, X0 = 0. Dann ist nach Itô-Formel

E (X)t = exp

(
Xt −

1
2
〈X c〉t

)
(A.4.28)

ein Semimartingal. Es heißt stetiges stochastisches Exponential. Ein
wichtiger Spezialfall aus (A.4.28) ergibt sich für X = θW , wobei W =
{Wt , t ≥ 0} ein Wiener Prozess und θ eine Konstante ist. Der Prozess
E (θW ) heißt geometrische Brownsche Bewegung und bildet die Grund-
lage für die Modellierung des Aktienkursverlaufs. In diesem Zusam-
menhang ist der folgende Standardsatz im Finance von Bedeutung.

Satz A.4.5 (Girsanov) Für jeden stochastischen Prozess θt , t ∈ [0,T ],
T < ∞ derart, dass die Novikov-Bedingung

E

[
exp

(
1
2

∫ t

0
θ2

s ds

)]
< ∞ f.s. (A.4.29)

erfüllt ist, kann durch

ξt = exp

(
−
∫ t

0
θs dWs −

1
2

∫ t

0
θ2

s ds

)
(A.4.30)

ein Martingal ξθ
t definiert werden. In (A.4.30) ist Wt eine Standard

Brownsche Bewegung unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß
�

und folglich
ist Wt unter

�
ein Martingal. Da ξT streng positiv ist, wird durch

d �
d

� (θ) = ξθ
T

ein äquivalentes Martingalmaß � (θ) definiert. Unter � ist der Prozess

W θ
t = Wt +

∫ t

0
θs ds

ein Martingal.

A.5 Stabile Verteilungen

Stabile Verteilungen bilden eine breite Klasse der Wahrscheinlichkeits-
verteilungen mit vielen interessanten Eigenschaften. Sie wurden am
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Anfang des letzten Jahrhunderts von Paul Lévy bei der Erforschung
von Summen von unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen
eingeführt. Die Tatsache, dass es mit wenigen Ausnahmen keine ge-
schlossene Formeln für die Verteilungsfunktionen stabiler Verteilungen
(das ist eine Verteilungsklasse, nicht eine einzelne Verteilung!) existie-
ren, ist immer noch ein Stolperstein auf dem Weg zu ihrer breiten
Anwendung bei den Praktikern31.

Es scheint sich aber zu ändern. Außer „klassischen“ Lehrbüchern (Pe-
trov (1975), Zolotarev (1986), Samorodnitsky und Taqqu (1994))
und grundlegenden Einführungsartikeln (Mandelbrot (1963b), Fama
(1963a, 1963b)), sind inzwischen einige Literaturquellen zu finden,
in den sich die Autoren auch vertieft mit Anwendungen beschäftigen:
Janicki und Weron (1994), Mandelbrot (1997), Uchaikin und Zolo-
tarev (1999), Mittnik und Rachev (2000), Meerschaert und Scheffler
(2001) und Referenzen dort.

Jede stabile Verteilung lässt sich durch eine charakteristische Funktion
mit vier Parametern (Stabilität, Schiefe, Skalierung, und Lage) darstel-
len. Dies zeigt eine hohe Flexibilität der Verteilung, die gerade bei der
Modellierung solcher empirischen Phänomene wie fat tails und excess
kurtosis sehr hilfreich ist. Es ist bekannt, dass die Normalverteilung in
solchen Fällen nicht weiter hilft. Im Gegensatz dazu sind stabile Ver-
teilungen wegen ihrer nicht-Gausschen Natur für solche schwierigen
Fälle geradezu geschaffen.

Die Grundlage dafür bildet der sogenannte verallgemeinerte zentrale
Grenzwertsatz32. Er besagt, dass die geeignet normierte Summe von
unabhängigen, identisch verteilten (i.i.d.) Zufallsvariablen, die nicht
unbedingt eine endliche (im Unterschied zur Standardnormalvertei-
lung) Varianz haben, mit steigender Anzahl der Summanden nur ge-
gen eine stabile Verteilung konvergieren kann.

Definition A.5.1 (Lévy (1937)). Die Klasse stabiler Verteilungen be-
sitzt die folgende charakteristische Eigenschaft: Sind X1 und X2 i.i.d. Zu-
fallsvariablen, a1 und a2 beliebige positive Zahlen, dann existiert für jedes
Paar a1 und a2 eine positive Zahl a derart, dass a1X1 +a2X2 dieselbe Ver-
teilung haben wie aX1.

31 Es bleibt dabei oft übersehen, dass die Verteilungsfunktion einer gewöhnlichen
Standardnormalverteilung ebenfalls keine geschlossene Formel hat, lediglich Ta-
bellen und einige effiziente Algorithmen sind verfügbar.

32 Gnedenko und Kolmogorov (1954), Feller (1968), Gnedenko (1991).
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Im Jahre 1935 ergänzte Aleksandr Khinchin diesen Begriff, indem er
eine zusätzliche reelle Konstante d zum Ausdruck aX1 zugefügt hat, so
dass für d = 0 die Verteilung streng stabil heißt.

Definition A.5.2 (Samorodnitsky und Taqqu (1994)). Eine Zufalls-
variable X ist stabil oder hat eine stabile Verteilung F genau dann, wenn
für eine positive Zahl n ≥ 2 Konstanten cn ∈ � + und dn ∈ � existieren,
dass

X1 + · · ·+Xn
d
= cnX1 +dn. (A.5.1)

Mit anderen Worten, bei entsprechender Wahl der Konstanten cn und
dn konvergieren die Summen X1 + · · ·+Xn nur gegen ein stabiles Vertei-

lungsgesetz (das Symbol
d
= bezeichnet eine Konvergenz in Verteilung).

In einer Bemerkung gaben P. Lévy und A. J. Khinchin im Jahre 1936
eine endgültige Darstellungen stabiler Verteilungen durch den Loga-
rithmus der charakteristischen Funktion. Eine Funktion

ϕ(θ) = E eiθX =

∫
eiθX dF (x)

ist die charakteristische Funktion einer stabilen Verteilung genau
dann, wenn sie die folgende Darstellung zulässt:

ϕ(a1θ)ϕ(a2θ) = ϕ(cθ) , (A.5.2)

bzw. für n Summanden und dn 6= 0

ϕn (θ) = ϕ(cnθ)exp (idnθ) . (A.5.3)

Im Falle einer stabilen Verteilung lässt sich also zu jedem Paar positiver
Konstanten a1 und a2 ein anderes Paar c und d finden, so dass (A.5.2)
bzw. (A.5.3) gilt. In einer modernen Darstellung mit vier Parametern
gilt folgende

Definition A.5.3 (Samorodnitsky und Taqqu (1994)). Sei 0 < α ≤ 2.
Die charakteristische Funktion einer α-stabilen Zufallsvariable ist gege-
ben durch (θ ∈ � ):

log ϕ(θ) =




−σα|θ|α
{

1− iβsign (θ) tan
(πα

2

)}
+ iµθ, für α ∈ (0,1)∪ (1,2] ,

−σ|θ|
{

1+ iβ
(

2
π

)
sign (θ) ln |θ|

}
+ iµθ für α = 1,

(A.5.4)
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mit

sign (θ) =





1 für θ > 0,

0 für θ = 0,

−1 für θ < 0.

Durch den Stabilitätsindex (auch Tail-Index oder charakteristischer
Exponent) α wird die Form (shape and tails) der Verteilung bestimmt.
Es ist bekannt, dass der Normierungsfaktor cn in (A.5.1) genau n1/α

entspricht. Für α = 2 ergibt sich die Normalverteilung als Spezialfall;
für α < 2 ist die theoretische Varianz unendlich, bei α < 1 existiert auch
das erste Moment oder Erwartungswert nicht mehr. Im Allgemeinen
existiert das p-te Moment einer stabilen Verteilung genau dann, wenn
p kleiner α ist:

0 < p < α < 2 ⇒ E |X |p < ∞, Var (X) = ∞ (A.5.5)

0 < α ≤ p < 2 ⇒ E |X |p = ∞, Var (X) = ∞ (A.5.6)

1 < α < 2 ⇒ E |X | = µ, Var (X) = ∞ (A.5.7)

0 < α < 1 ⇒ E |X | = ∞, Var (X) = ∞. (A.5.8)

α ist der wichtigste der insgesamt vier Parameter, die eine stabile Ver-
teilung charakterisieren. Als nächstes sei β ∈ [−1,+1] betrachtet. Es
ist ein Schiefeparameter, eine Größe, die den Grad der Asymmetrie
der Verteilung angibt. Im Symmetriefall ist β = 0. Das Gegenteil, al-
so maximale Asymmetrie oder Schiefe, tritt bei β = −1 (links) bzw.
β = +1 (rechts) auf. Ungeachtet der Bezeichnung und einiger ähn-
licher Eigenschaften, entspricht β nicht einem klassischen Schiefepa-
rameter, den wir als das dritte Moment kennen. Dies hat eine ganz
triviale Erklärung: das dritte Moment ist für eine stabile Verteilung
wegen der Divergenz (A.5.5) – (A.5.8) nicht definiert. Eine stabile
Verteilung mit β = 1 hat einen streng positiven Träger und heißt Sub-
ordinator. Schließlich sind σ und µ entsprechend Skalierungs- und
Lageparameter. In der Literatur33 wird eine stabilverteilte Zufalls-
variable X gewöhnlich mit X ∼ Sα (σ,β,µ) abgekürzt und bezeichnet
die Verteilungsfunktion einer stabilen Verteilung mit den Parametern
α ∈ (0,2] , β ∈ [−1,+1] , σ ∈ � + und µ ∈ � . Einen Sonderfall stellt
β = µ = 0 dar. Dadurch wird die Symmetrisch-α-Stabile- oder einfach
SαS-Verteilung definiert. Ihre charakteristische Funktion hat eine ein-
fache Gestalt: ϕ(θ) = exp (−σα|θ|α).

33 Samorodnitsky und Taqqu (1994).
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Zu fundamentalen Eigenschaften stabiler Verteilungen gehört eine
relativ langsame (im Vergleich mit der Normalverteilung) Pareto-
ähnliche Konvergenz an den Tails, die als heavy tails-Eigenschaft be-
kannt ist: �

(X > x) ∼ cα (1+β)x−α (A.5.9)

oder in einer anderen Schreibweise34

lim
x→∞

xα �
(X > x) = Cα

1+β
2

σα, (A.5.10)

wobei Cα eine Konstante ist. Hier kommt eine wichtige Rolle des Para-
meters α zum Tragen: das α ist nämlich für das asymptotische Verhal-
ten der Verteilung an den Tails zuständig. Je kleiner α ist, desto schwe-
rer sind die Tails. Die Summe von zwei unabhängigen, α-stabilen Zu-
fallsvariablen ist ebenfalls α-stabil

Sα (σ1,β1,µ1)+Sα (σ2,β2,µ2)
d
= Sα (σ,β,µ) (A.5.11)

mit den Parametern

σα = σα
1 +σα

2 , β =
β1σα

1 +β2σα
2

σα
1 +σα

2
, µ = µ1 +µ2. (A.5.12)

Eine Rücktransformierte der charakteristischen Funktion (A.5.4) kann
im Allgemeinen nicht in analytischer Form angegeben werden. Expli-
zite Formeln sind lediglich für wenige spezielle Parameterwerte be-
kannt. Dazu zählen

• die Normalverteilung S2 (σ, 0, µ) = N
(
µ,2σ2

)

• die Cauchy-Verteilung S1 (σ, 0, µ)

f (x) =
σ

π
[
(x−µ)2 +σ2

]

• und die einseitige Lévy-Verteilung S1/2 (σ, 1,µ)

f (x) =

(
σ
2π

)1/2 1

(x−µ)3/2
exp

(
− σ

2(x−µ)

)
für x > µ,

34 Marinelli, Rachev, Roll und Göppl (1999), S. 4
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wenn die entsprechenden Verteilungsdichtefunktionen existieren. An-
sonsten bieten sich effiziente numerische Verfahren35 zur Berechnung
und graphischen Darstellung der Dichtefunktion einer stabilen Vertei-
lung an. Nolan (2001) verwendet diese Verfahren zur Berechnung des
Maximum-Likelihood Schätzers.36 Algorithmen zur Simulation stabi-
ler Verteilungen findet man z.B. in Mittnik und Rachev (2000) und
Weron (2001).

Schließlich lohnt sich in Bezug auf stabile Verteilungen ein Blick auf
die Normalverteilung. Obwohl die Normalverteilung auch zur Klasse
stabiler Verteilungen gehört, nimmt sie als Speziallfall eine besondere
Stellung ein: die Normalverteilung ist die einzige mit endlicher Vari-
anz. Genau das ist der historische Grund dafür, dass stabile Verteilun-
gen lange Zeit bei der Modellierung empirischer Phänomene als unat-
traktiv empfunden wurden. Dabei stellt das divergente zweite Moment
eigentlich kein echtes Problem dar: es ist lediglich eine theoretische
Größe, die in der Welt von stabilen Verteilungen als Maß der Varia-
bilität schlicht ungeeignet ist. Man verwendet anstatt n1/2 einen mo-
difizierten Normierungsfaktor n1/α, führt die notwendigen Anpassun-
gen bei der „Kovariabilität“ durch37 und bekommt eine Möglichkeit,
Sprünge beliebiger Höhe einwandfrei modellieren zu können. Proble-
matisch ist es, diese Sprünge in „ruhigen Zeiten“ wieder los zu werden!
Manchmal scheint die durch stabile Verteilungen erzeugte Irregulari-
tät zu extrem zu sein, um die tatsächlich stattgefundenen Ausschläge
nachzubilden.

Die Normalverteilung ist also zu regulär, der Rest der stabilen Klasse
ist zu extrem. Wäre eine Kompromisslösung möglich? Ja, es sind sogar
mehrere Möglichkeiten vorhanden, eine variierende Irregularität zu
modellieren. Nach dem Zerlegungssatz von Lebesgue (A.1.3) besteht
ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaß aus einem absolutstetigen und
einem singulären Teil. Eine Mischung dieser Anteile wird als Lévy Ver-
teilung bezeichnet und schließt die stabilen Verteilungen als eine Un-
terklasse mit ein. Das folgende Kapitel soll eine einführende Übersicht
über Lévy Verteilungen bzw. Lévy Prozesse geben.

35 Nolan (1997, 2002).
36 Siehe auch Mittnik, Rachev, Doganoglu und Chenyao (1999), Mittnik, Doganoglu

und Chenyao (1999).
37 Das „stabile Äquivalent“ der Kovarianz einer SαS-Zufallsvariable heißt „Kovariati-

on“ (covariation), siehe Mittnik und Rachev (2000) S. 334.
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A.6 Lévy Prozesse

Lévy Prozesse, d.h. Prozesse in stetiger Zeit mit stationären unabhän-
gigen Zuwächsen, sind nach Paul Lévy benannt. In den 30-er Jahren
des vorherigen Jahrhunderts38 hat er Zusammenhänge zwischen sol-
chen Prozessen und unbeschränkt (oder unendlich) teilbaren Vertei-
lungen beschrieben. Ebenso intensiv hat sich Paul Lévy mit den Vertei-
lungen selbst und deren Struktur beschäftigt (Lévy-Khinchin-Formel
bzw. Lévy-Itô-Zerlegung). Lévy Prozesse sind eine wichtige Klasse der
Markov-Prozesse und ein natürliches Beispiel für Semimartingale, für
die stochastische Kalküle gelten. Die inzwischen klassischen Referen-
zen sind Bertoin (1996) und Sato (1999). Ganz aktuell und gut lesbar
ist Appelbaum (2004). Viele unbeschränkt teilbare Verteilungen besit-
zen im Unterschied zur Normalverteilung heavy tails. Dies macht sie
für Anwendungen im Finance sehr interessant.39

Definition A.6.1 (Sato (1999), Def. 1.6). Ein � n-wertiger stochasti-
scher Prozess {Xt , t ≥ 0} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,

�
)

heißt Lévy Prozess, falls gilt:

(i) Xt hat unabhängige Zuwächse;

(ii) X0 = 0 fast sicher;

(iii) Xt hat stationäre Zuwächse;

(iv) der Prozess ist stochastisch stetig: für alle t ≥ 0 und ε > 0 gilt:

lim
s→t

� [|Xs −Xt | > ε
]
= 0.

(v) es existiert ein Ω0 ∈ F mit
�

(Ω0) = 1 derart, dass für jedes ω ∈ Ω0

die Pfade des Prozesses Xt (ω) RCLL als Funktion von t sind; Wird
diese Bedingung nicht verlangt, heißt X Lévy Prozess in Verteilung
(in law).

Definition A.6.2. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F (x) mit c.f. (cha-
rakteristischer Funktion) φ(t) heißt unbeschränkt teilbar, (infinitely

38 Lévy (1937).
39 Barndorff-Nielsen und Shephard (2000), Barndorff-Nielsen u.a. (2001), Overhaus

u.a. (2001), Boyarchenko und Levendorskĭi (2002) und dortige Referenzen.
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divisible, i.d.), falls für jede natürliche Zahl n ihre c.f. gleich der n-ten
Potenz einer anderen c.f.

φ(t) ≡ (φn (t))n

ist, die ihrerseits ebenfalls unbeschränkt teilbar heißt.

Bemerkung. Ist Xt ein Lévy Prozess in Verteilung, dann ist die Vertei-
lung von Xt für alle t ≥ 0 unbeschränkt teilbar. Dies ist eine Konsequenz
aus (i), (ii) und (iii) Def. A.6.1.

Die charakteristische Funktion der Zuwächse eines Lévy Prozesses

ϕt (u) := Eexp
[
iu(Xt+t0 −Xt0)

]

hat eine Halbgruppeneigenschaft

ϕt+t ′ (u) = ϕt (u)ϕt ′ (u)

und lässt eine natürliche Darstellung

ϕ(u) = exp
[
tΨ(u)

]
(A.6.1)

zu. Der Kumulant Ψ(u) in (A.6.1) kann durch die Lévy-Khinchin-Formel
dargestellt werden (der Einfachheit halber betrachten wir hier einen
eindimensionalen Fall):

Ψ(u) = iub− 1
2

u2σ2 +

∫

�
(
eiux −1− iuh(x)

)
Π (dx) . (A.6.2)

Hier bezeichnet Π ein Lévy-Maß auf � , das folgenden Bedingungen
genügt:

Π
(
{0}
)

= 0,
∫

|x|≤1
x2 Π(dx) < ∞ und

∫

|x|>1
Π (dx) < ∞. (A.6.3)

Weitere Parameter sind ein reellwertiger Lageparameter b und ei-
ne nichtnegative Zahl σ2 (Varianz der Gausschen Komponente). Die
hier getroffene Wahl für das Konvergenzkriterium ist nicht eindeutig
und steht in einem engen Zusammenhang mit der Abschneidefunktion
h(x). Diese Funktion wird so gewählt, dass sie für kleinere Argumen-
te linear ist und für größere Argumente gegen Null geht. Die Unter-
scheidung zwischen groß und klein ist dabei völlig willkürlich. Unter
Berücksichtigung der Abschätzung
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∣∣eiux −1− iux
�
|x|≤1

∣∣∼
{

O
(
|x|2
)

für x → 0,

O(1) für |x| → ∞

für ein gegebenes u ist zum Beispiel die Funktion h(x) = x
�
|x|≤1 eine

gebräuchliche Wahl. Für eine andere Regularisierung des Lévy-Maßes
muss auch h(x) entsprechend angepasst werden. Das gleiche gilt für
b. Durch das Tripel

(
b, σ2, Π(dx)

)
ist eine i.d. Verteilung eindeutig be-

stimmt.

Sei X ein Lévy Prozess derart, dass die c.f. von X1 Gleichung (A.6.2)
genügt. Dann beschreibt Π Sprünge von X . Betrachten wir ein offenes
Intervall A auf der reellen Achse ohne 0. Dann ist Π(A) endlich und
für jedes infinitesimal kleines Intervall [x,x+dx) hat die Anzahl der
Sprünge in diesem Intervall, die zu A gehören

η(x,A) = #{s ∈ [x,x+dx) |∆X = X (s)−X (s−) ∈ A} ,

den Erwartungswert Π(A)dx. Für disjunkte Intervalle [x1 +dx) und
[x2 +dx) sind die Zufallsvariablen η(x1,A) und η(x2,A) unabhängig.

Die Gleichung (A.6.2) hat folgende Darstellung in der Sprache von
Lévy Prozessen. Jeder Lévy Prozess40 kann als Summe aus vier unab-
hängigen Komponenten Ψ = Ψ(1) + Ψ(2) + Ψ(3) + Ψ(4) dargestellt wer-
den (Lévy-Itô-Zerlegung).

Ψ(1) (u) = iub (A.6.4)

entspricht einem deterministischen linearen Prozess (mit konstantem
Drift) und steht für den ersten Summand in (A.6.2).

Ψ(2) (u) ist die sogenannte Brownsche Komponente und entspricht ei-
ner skalierten Brownschen Bewegung σWt , wobei Wt eine Standard-
Brownsche Bewegung ist:

Ψ(2) = −1
2

u2σ2. (A.6.5)

Ψ(3) (u) kann als charakteristischer Exponent eines Sprungprozesses
interpretiert werden, dessen Sprünge im absoluten Wert größer Eins
sind. Dies entspricht einem zusammengesetzten Poisson Prozess mit
Lévy-Maß

�
|x|>1Π(dx):

40 Die Lévy-Khinchin-Formel deckt alle Lévy Prozesse ab.
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Ψ(3) (u) =

∫

�
(
eiux −1

) �
|x|>1Π(dx) . (A.6.6)

Schließlich steht Ψ(4) für ein rein unstetiges Martingal, dessen Sprün-
ge nie Eins erreichen:

Ψ(4) (u) =

∫

�
(
eiux −1− iux

�
|x|≤1

)
Π(dx) . (A.6.7)

Falls zusätzlich zu (A.6.3) eine weitere Integritätsbedingung
∫

� |x| �
|x|<1Π(dx) < ∞ (A.6.8)

erfüllt ist, kann (A.6.7) vereinfacht werden:

Ψ(4) (u) =iub′ +
∫

�
(
eiux −1

) �
|x|<1Π(dx) , (A.6.9)

b′ =
∫

� x
�
|x|<1Π(dx) . (A.6.10)

Dies ist wieder ein zusammengesetzter Poisson Prozess. Damit können
Ψ(3) und Ψ(4) zusammengefasst und (A.6.2) umgeschrieben werden:

Ψ(u) = iub0 −
1
2

u2σ2 +
∫

�
(
eiux −1

)
Π(dx) , (A.6.11)

wobei b0 = b− b′ unter Berücksichtigung von (A.6.2) bzw. (A.6.10)
festgelegt wird und heißt Drift von X . Nach der Darstellung (A.6.11)
sind unendlich viele Sprünge zulässig. Die einzige Bedingung ist, dass
diese Sprünge klein genug sind und bilden eine endliche Summe. Sind
die Bedingungen (A.6.3) und (A.6.8) erfüllt, kann ein Lévy Prozess
als Prozess mit exponential verteilten Wartezeiten zwischen aufeinan-
derfolgenden Sprüngen interpretiert werden. Die Sprunghöhen selbst
sind zufällig mit Π(dx)/

∫
� Π(dx) verteilt.

Durch unabhängige Zuwächse ist die Markov-Eigenschaft der Lévy
Prozesse sichergestellt, d.h., gegeben den Gegenwartswert sind Zu-
kunfts- und Vergangenheitswerte unabhängig. Ein Lévy Prozess ist nur
dann ein Martingal, wenn b = 0 und wenn Π(dx) symmetrisch ist und
der Integritätsbedingung (A.6.3) genügt und folglich E |Xt | < ∞ ist. Je-
der Lévy Prozess ist ein Semimartingal und lässt sich als Summe aus
einem Martingal und einem Prozess mit beschränkter Variation dar-
stellen. Dies macht die Anwendung der Theorie stochastischer Integra-
tion auf Lévy Prozesse unproblematisch. Haben die Pfade eines Lévy
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Prozesses auf jedem kompakten Zeitintervall fast sicher beschränkte
Variation, so ist dieser Lévy Prozess ein Prozess beschränkter Varia-
tion. Ein Lévy Prozess ist ein Prozess beschränkter Variation genau
dann, wenn σ2 = 0 und beide Bedingungen (A.6.3) und (A.6.8) erfüllt
sind.41

Subordination

Ein Subordinator ist ein Lévy Prozess mit Werten in � + und fast si-
cher steigenden Pfaden. Seine Eigenschaften ermöglichen die Inter-
pretation eines Subordinators als Zufallszeit. Subordination oder Un-
terordnung ist eine Transformation eines stochastischen Prozesses mit-
tels zufälliger Zeitänderung bedingt durch einen Subordinator, der
unabhängig vom ursprünglichen Prozess ist.42 Sei X ein beliebiger
Lévy Prozess und T ein Subordinator auf dem selben Wahrschein-
lichkeitsraum derart, dass X und T unabhängig sind. Wir definieren
einen neuen stochastischen Prozess Z = {Zt , t ≥ 0} als Zt = XTt so, dass
Zt (ω) = XTt(ω) (ω) für jedes ω∈Ω gilt. Dann ist Z ein Lévy Prozess.43 Da
sie nichtfallenden Pfade beschränkter Variation sind, genügt das Lévy-
Maß Π(dx) der Bedingung (A.6.8). Daher nimmt der charakteristische
Exponent eines Subordinators die folgende Form an:

Ψ(u) = iub+

∫

� +

(
eiux −1

)
Π(dx) . (A.6.12)

Die Laplace Transformation der Wahrscheinlichkeitsverteilung eines
Subordinators Z hat folgende Darstellung:

Eexp (−λZt) = exp (−tΦ(λ)) , (A.6.13)

wobei Φ : � + → � + Laplace Exponent von Z heißt. Weiterhin gilt:

Φ(λ) = Ψ(iλ) = b0λ+

∫

� +

(
1− eλx

)
Π(dx) . (A.6.14)

A.7 Spezialfunktionen

Für detaillierte Informationen zu Spezialfunktionen verweisen wir auf
Grandshteyn und Ryzhik (1980).

41 Bertoin (1996), S. 15.
42 Dieses Konzept geht auf Bochner (1955) zurück.
43 Sato (1999), Theorem 30.1
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Die Gamma und die Beta Funktionen

Die Gamma Funktion

Γ(x) ≡
∫ ∞

0
tx−1e−tdt, x > 0 (A.7.1)

und die folgende bekannte Identität Γ(x+1) = xΓ(x) erweitert n! =
Γ(n+1) auf nichtganze Zahlen. Aus der Formel

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin (πx)
für x nicht ganz

folgt Γ(1/2) =
√

π für x = 1/2. Mit x2 = t in (A.7.1) ergibt sich

Γ(m) = 2
∫ ∞

0
x2m−1e−x2

dx. (A.7.2)

Die Beta Funktion ist durch die Formel

B(x,y) ≡
∫ 1

0
tx−1 (1− t)y−1 dt. (A.7.3)

definiert und es gilt

B(x,y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y)

. (A.7.4)

Die Hypergeometrische Funktion

Die hypergeometrische Funktion F (a,b,c; x) ist als Lösung der Gaus-
schen hypergeometrischen Differentialgleichung

x(x−1)w′′ +[(a+b+1)x− c]w′ +abw = 0 (A.7.5)

definiert. Sie hat eine Reihen- und eine Integraldarstellung:

F (a,b,c; x) =
∞

∑
k=0

(a)k (b)k

(c)k

xk

k!
= 1+

ab
c

x+
a(a+1)b(b+1)

c(c+1)

x2

2!
+ . . . ,

(A.7.6)
mit (a)0 = 1, (a)k = a(a+1) . . . (a+ k) ,k ∈ � , |x| < 1 und c 6= 0, −1,
−2, −3, . . .

F (a,b,c; x) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c−b)

∫ 1

0
tb−1 (1− t)c−b−1 (1− tx)−a dt, c > b > 0.

(A.7.9)
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BEISPIEL A.14
In der Wahrscheinlichkeitstheorie kommt die hypergeometrische Funktion bei der Hy-
pergeometrischen Verteilung vor.
In einer Urne liegen N Kugeln; K ≤ N davon sind rot. Man zieht n ≤ K Kugeln oh-
ne Zurücklegen. Die Wahrscheinlichkeit, von diesen n Kugeln genau x ≤ n rote zu
erhalten, ist

pX (x) =

(
K
x

)(
N−K
n− x

)/(
N
n

)
. (A.7.7)

Die erzeugende Funktion

ψ(z) = EzX =
∞

∑
k=0

pkzk

für die Hypergeometrische Verteilung ist gegeben durch [Parzen 1967]

ψ(z) =

[(
N −K

n

)/(
N
n

)]
F (a,b,c; z) (A.7.8)

mit a = −n, b = −K, c = N −K −n+1.

Das Laplace Integral

Das Laplace Integral spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der
großen Abweichungen sowie auch allgemein dort, wo man den Wert
einer Funktion abschätzen will. Für eine reellwertige und analytische
Funktion ψ(x) definiert man das Laplace Integral von ψ(x) auf dem
Intervall [a,b] durch

∫ b

a
e−nψ(x)dx, n ∈ � +. (A.7.10)

Damit der Integrand (A.7.10) seinen größten Wert annimmt, muss ψ
sein Minimum erreichen unter der Annahme, dass es ein solches Mi-
nimum auf [a,b] gibt. Eine Approximation durch das Laplace Integral
erfolgt in zwei Schritten.

Zuerst ersetzt man die Funktion ψ durch die drei ersten Terme aus der
Taylor-Reihen-Entwicklung rund um das Minimum x0:

ψ(x) ≈ ψ(x0)+ψ′ (x0)(x− x0)+
1
2

ψ′′ (x0) (x− x0)
2 . (A.7.11)

Da x0 ein Minimum von ψ ist, gilt44 ψ′ (x0) = 0 und ψ′′ (x0) > 0. Als
nächstes verwendet man die Approximation (A.7.11) und ändert die

44 In einem allgemeinen Fall dürfte es natürlich vorkommen, dass ψ′′ (x0) = 0 ist.
Dann müssten mehr Terme in (A.7.11) berücksichtigt werden und das Verfahren
ändert sich geringfügig.
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Grenzwerte des Integrals so, dass nur eine ε-Umgebung um den Punkt
x0 abgedeckt wird:

∫ b

a
e−nψ(x)dx ≈ e−nψ(x0)

∫ x0+ε

x0−ε
e−n

ψ′′(x0)
2 (x−x0)

2
dx. (A.7.12)

Dieser Übergang verursacht lediglich exponentiell kleine Fehler. Im
zweiten Schritt erweitert man das ε-Intervall auf der rechten Seite von
(A.7.12) bis unendlich und stellt fest, dass der Approximationsfehler
im Vergleich mit dem Ursprungsintegral (A.7.10) immer noch expo-
nentiell klein ist!

∫ b

a
e−nψ(x)dx ≈ e−nψ(x0)

∫ ∞

−∞
e−n

ψ′′(x0)
2 (x−x0)

2
dx. (A.7.13)

Die rechte Seite von (A.7.13) ist insoweit wertvoll, da es sich dabei
bis auf eine multiplikative Konstante um eine Normalverteilungsdich-
te mit Erwartungswert x0 und Varianz 1

ψ′′(x0)
handelt. Ergebnis der In-

tegration von (A.7.13) ist45

∫ b

a
e−nψ(x)dx = e−nψ(x0)

{√
2π

nψ′′ (x0)
+O

(
1

n3/2

)}
. (A.7.14)

Diese Formel stellt eine Näherungslösung mittels quadratischer Appro-
ximation für (A.7.10) im Falle einer reellwertigen Funktion ψ dar. Sie
gilt auch bei einer Multiplikation der exponentiellen Funktion unter
dem Integral (A.7.10) mit einer sich langsam verändernden Funkti-
on ϕ(x). Dies verändert die rechte Seite von (A.7.14) nur um einen
konstanten Multiplikator:

∫ b

a
ϕ(x)e−nψ(x)dx = ϕ(x0)e−nψ(x0) {· · · } . (A.7.15)

Die Erklärung lässt sich auf die getroffenen Annahmen zurückfüh-
ren: im Vergleich zu e−nψ(x) ist ϕ(x) so träge, dass eine Taylor-Reihen-
Approximation allein mit dem konstanten Glied ϕ(x0) ausreicht, um
eine gute Näherung zu erhalten.

45 Jänich (2001), S. 378.
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Die Stirling Formel

Die Originalversion der Formel stammt von Abraham De Moivre
(“Miscellenea Analytica”, 1730):

lim
n→∞

n!√
2πe−nnn+1/2

= 1. (A.7.16)

Sie wurde später verfeinert, aber noch im selben Jahr von J. Stirling
in “Methodus Differentialis” publiziert. Approximativ gilt für große n

n! ∼
√

2πe−nnn+1/2, (A.7.17)

wobei mit f (x) ∼ g(x) gemeint ist, dass f (x)/g(x) → 1 mit x → ∞.
Die Formel lässt sich recht einfach aus der Gamma-Funktion mittels
Laplace-Methode herleiten. Aus der Definition der Gamma-Funktion

Γ(z) =

∫ ∞

0
tz−1e−tdt

und der Eigenschaft Γ(n+1) = n! resultiert

n! =
∫ ∞

0
tne−tdt =

∫ ∞

0
en log t−tdt. (A.7.18)

Um die Laplace-Methode anzuwenden, ändern wir die Integrationsva-
riable t zu v = t/n und bekommen

n! = nn+1
∫ ∞

0
e−nh(v)dv (A.7.19)

mit h(v) = v − lnv. Diese Hilfsfunktion h(v) hat ein einziges Mini-
mum in v = 1. Für große n ergibt sich dann durch die Taylor-Reihen-
Entwicklung um v = 1 und die Anwendung der Laplace-Regel (A.7.14)
auf (A.7.19)

e−n(v−log v) ∼ e
−n

(
1+ (v−1)2

2

)

(A.7.20)

und folglich

n! ∼ nn+1e−n
∫ ∞

−∞
e−

nu2
2 du =

√
2πne−nnn, (A.7.21)

was mit der Stirling Formel (A.7.17) übereinstimmt.
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Symbole O, o und ∼

Bei Untersuchung des Verhaltens einer Funktion f (x) für x → 0 oder
x → ∞ ist es oft hilfreich, die Größenordnung von f (x) mit der Größen-
ordnung einer bekannten einfachen Funktion g(x) zu vergleichen. In
solchen Fällen verwendet man in der Literatur gewöhnlich die folgen-
den Bezeichnungen46:

i. Wir schreiben

f (x) ∼ g(x) für lim
x→∞

f (x)/g(x) = 1

und sagen: „ f (x) ist asymptotisch gleich g(x).“

ii. Wir schreiben
f (x) = O(g(x))

und sagen: „ f (x) ist höchstens der Ordnung g(x)“, falls das Ver-
hältnis f (x)/g(x) für die relevanten Grenzwerte von x beschränkt
bleibt.

iii. Es gibt weiterhin das „o“-Symbol

f (x) = o(g(x))

mit Bedeutung: „ f (x) ist kleiner Ordnung als g(x)“, falls das Ver-
hältnis f (x)/g(x) für die relevanten Grenzwerte von x gegen Null
geht.

Die Symbole O, o und ∼ kennzeichnen verschiedene Stufen unserer
Kenntnis des asymptotischen Verhaltens einer Funktion:

∼ wir wissen am meisten

o wir wissen weniger

O wir wissen am wenigsten.

Diese Symbole werden oft ohne Bezug auf eine bestimmte Funktion
f (x) verwendet. Dabei kann O(x) für „eine beliebige Funktion der Grö-
ßenordnung höchstens x“ stehen; O(1) bezeichnet eine beschränkte
Funktion und man schreibt schließlich o(1) für eine „gegen Null ten-
dierende Funktion.“
46 Cramér (1945), S. 122.
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A.8 Konvergenzbegriffe in der Stochastik

Sei Xn, n ∈ � eine reellwertige Folge von Zufallsvariablen auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,

�
) und Fn die entsprechende Vertei-

lungsfunktion.

i. Xn konvergiert gegen X fast sicher,
�

-f.s., falls

� ({
ω ∈ Ω : lim

n→∞
|Xn (ω)−X (ω)| = 0

})
= 1.

Mit anderen Worten,

lim
n→∞

Xn (ω) = X (ω)

für alle ω ∈ Ω−N , wobei N ∈ F eine Nullmenge ist:
�

(N ) = 0.

ii. Xn konvergiert gegen X in L2, falls

lim
n→∞

E
(
|Xn −X |2

)
= 0.

iii. Xn konvergiert gegen X in Wahrscheinlichkeit, falls für alle ε > 0

lim
n→∞

� (|Xn −X | > ε
)

= 0.

iv. Xn konvergiert gegen X in Verteilung oder schwach, falls

lim
n→∞

FXn (x) → FX (x)

an allen Stetigkeitspunkten von FX .

Es gelten folgende Relationen zwischen Konvergenzarten:

fast sichere Konvergenz =⇒ Konv. in Wahrscheinlichkeit =⇒ Konv. in
Verteilung

L2-Konvergenz =⇒ Konv. in Wahrscheinlichkeit =⇒ Konv. in
Verteilung.

Konvergiert Xn gegen X in Wahrscheinlichkeit, dann können wir immer
eine Unterfolge finden, die zu X̃ fast sicher konvergiert mit

� (
X̃
)

=�
(X). Ist der Grenzwert von Xn eine Konstante, dann gilt47

Konvergenz in Verteilung =⇒ Konv. in Wahrscheinlichkeit.

47 Durrett (1991).
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