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Kapitel 1

Einleitung

Naturkonvektionsstromungen spielen in vielen Bereichen von Natur und Technik eine wichtige
Rolle. Bei der Untersuchung von Naturkonvektionsstromungen stehen die auftretenden Stro-
mungsmuster sowie der Warmetransport von den warmen zu den kalten Rédndern im Vorder-
grund. Geeignete dimensionslose Kennzahlen sowie Korrelationen zwischen diesen Kennzahlen
erlauben hierbei die Ubertragung von Ergebnissen auf dhnliche Aufgabenstellungen.

Wihrend Naturkonvektionsstromungen mit aufgepriagten Temperaturen an horizontalen oder
vertikalen Rdndern schon lange untersucht werden, begann die Untersuchung von intern be-
heizten Konvektionsstromungen erst spater. Erste Veroffentlichungen zu diesem Thema er-
schienen nach 1965 ([11], [50]). Danach wurden Naturkonvektionsstromungen mit internen
Wérmequellen in Zusammenhang mit der Kerntechnik, der Plattentektonik ([58] und [85])
bis hin zur Astrophysik [99] untersucht. Interne Wérmequellen treten auflerdem auch bei
der Fermentierung oder bei chemischen Reaktionen, bei denen die Reaktionsrate annédhernd
unabhéngig von der Temperatur ist, auf. In der Kerntechnik spielen intern beheizte Naturkon-
vektionsstromungen eine wichtige Rolle, weil dort mit Spaltprodukten versetzte Fliissigkeiten
(meist Kiihlmittel) auftreten [36]. Diese mehr oder minder homogen verteilten Spaltprodukte
erzeugen eine interne Beheizung der Fliissigkeit. Bei diesen Aufgabenstellungen sind vor al-
lem die Wéarmeabfuhr an den gekiihlten Bereichen, die auftretenden Stromungsmuster sowie
Korrelationen vorrangig.

Stromungen von elektrisch leitenden Fliissigkeiten unter dem Einfluss von Magnetfeldern wer-
den ebenfalls schon lange untersucht. Solche Fragen haben verstirkt Interesse gefunden, seit
Projekte zur Fusionstechnologie in Gang gesetzt wurden. Hier wird ionisiertes Plasma mit
Hilfe von starken Magnetfeldern stabil eingeschlossen [96]. Dabei miissen elektrisch leitende
Kiihlfliissigkeiten Bereiche mit starken Magnetfeldern durchqueren. Auch bei der Kristallziich-
tung von Halbleiterkristallen aus der Schmelze werden Magnetfelder zur Strémungskontrolle
eingesetzt. Werden diese Schmelzen induktiv beheizt, so liegen ebenfalls interne Warmequellen
vor. Damit ergibt sich die Aufgabe, Stromungen elektrisch leitender Fluide unter dem Einfluss
von Magnetfeldern zu untersuchen. Hierbei ist insbesondere der Einfluss der Magnetfelder auf
die Stromung und den Wéarmeiibergang im Vergleich mit der Situation ohne Magnetfeld von
Interesse.

Im Rahmen dieser Arbeit werden die beiden genannten Themenkreise verbunden. Daher wer-
den dreidimensionale Naturkonvektionsstromungen elektrisch leitender Fluide mit homogenen
internen Wérmequellen unter dem Einfluss von Magnetfeldern in Zylindern numerisch unter-
sucht. Die Prandtl-Zahlen liegen hierbei in einem fiir Fliissigmetalle typischen Bereich.

Die Berechnung von magnetohydrodynamischen Strémungen ist oft auf einfache Geometrien
wie kartesische oder Zylinderkoordinaten beschrankt, da nur fiir diese der Einsatz schnel-
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ler numerischer Methoden (z. B. Poisson-Loser) moglich ist. Mit diesen Methoden ergeben
sich erheblich kiirzere Rechenzeiten als beim Einsatz von kommerziellen Rechencodes mit
unstrukturierten Gittern fiir allgemeine Geometrien. Deshalb wird im Rahmen dieser Arbeit
ein speziell fiir Berechnungen in Zylindern konzipiertes Programm, welches die auftretenden
Poisson-Gleichungen mit einem solchen schnellen Verfahren 16st, entwickelt und validiert. Das
Programm basiert auf einem versetzten Rechengitter in Zylinderkoordinaten. Bei diesem Git-
ter werden die Flussgréfien auf den Kontrollvolumenoberflichen gespeichert. Hierdurch wer-
den die diskretisierten Erhaltungsétze fiir die elektrische Stromdichte und die Massenerhal-
tung exakt erfiillt. Zur rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung kommen Verfahren zweiter
Ordnung zum FEinsatz. Um die bei der Diskretisierung nach der Finite-Differenzen-Methode
entstehenden Singularitédten bei r = 0 zu vermeiden, wird dort die Finite-Volumen-Methode
angewendet. Das Rechenprogramm ist durch die Nachrechnung verschiedener Testrechnungen
ausreichend validiert.

Anschliefend werden Stromungsvorgéange ohne und mit Magnetfeldern in stehenden Zylindern
mit internen Wéarmequellen bei verschiedenen Rayleigh-Zahlen untersucht. Die Magnetfelder
wirken hierbei in horizontaler oder vertikaler Richtung. Die Warmeabfuhr erfolgt entweder
itber den Zylindermantel oder iiber die obere Stirnseite des Zylinders. Hierbei wird insbeson-
dere die Verdnderung der Stromung unter dem Einfluss der Magnetfelder sowie der Einfluss
der Magnetfelder auf den Warmeiibergang untersucht. Der Warmeiibergang wird durch zwei
geeignet definierte Nuflelt-Zahlen charakterisiert.



Kapitel 2
Grundgleichungen

2.1 Elektrodynamik

2.1.1 Elektrodynamische Gleichungen

Die elektrodynamischen Vorgénge in magnetohydrodynamischen Stromungen werden durch
die Maxwellschen Gleichungen beschrieben. Diese lauten

. 0B
E=——— 2.1
eV-E=pa, (2.2)
< . OE
\Y xB:;L(]JreE), (2.3)
V-B=0. (2.4)

Das Induktionsgesetz nach Gleichung (2.1) beschreibt den Einfluss von zeitlichen Anderun-
gen eines magnetischen Feldes B auf das elektrische Feld E. Die elektrische Ladungsdichte p,;
ergibt sich mit der Dielektrizitdtskonstanten e aus dem Gauflschen Hiillenflusssatz nach Glei-
chung (2.2). Die Ampere-Maxwellschen Gleichungen nach Gleichung (2.3) und (2.4) beschrei-
ben die Induktion divergenzfreier magnetischer Felder mit der magnetischen Permeabilitéat u
und der elektrischen Stromdichte J.

2.1.2 Ohmsches Gesetz

Das Ohmsche Gesetz beschreibt die Fahigkeit eines Materials, elektrische Ladungen unter
dem Einfluss eines elektrischen Feldes zu transportieren. Mit der elektrischen Leitfahigkeit o
ergibt sich das Ohmsche Gesetz zu

.
I
S
ey}

(2.5)
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Diese Gleichung gilt fiir einen sich auf dem Fluid mitbewegenden Beobachter. Es bedarf des-
halb einer Transformation vom Lagrange’schen auf das Eulersche Koordinatensystem. Fiir
einen mit der Geschwindigkeit ©" bewegten Leiter ergibt sich das Ohmsche Gesetz im Euler-
schen Koordinatensystem zu [89]

—

j=0(E+7x B). (2.6)

Unberiicksichtigt ist in dieser Gleichung der Strombeschleunigungsterm, welcher die Trag-
heit freier Ladungen beschreibt. Weiterhin unberiicksichtigt bleiben der Druck-Term und der
Seebeck-Effekt. Der Druck-Term beschreibt die Elektronendiffusion aufgrund von Druckgra-
dienten, der Seebeck-Effekt die Elektronendiffusion aufgrund von Temperaturgradienten.

2.2 Hydrodynamik

2.2.1 Kontinuititsgleichung

Aus der Massenbilanz erhélt man die Kontinuitéatsgleichung. In vektorieller Schreibweise lautet
diese in ihrer allgemeinen Form

ap .
— . pr— . 2-
5 + V- (pt) =0 (2.7)

Fiir den Fall der inkompressiblen Stromung (p = const.) vereinfacht sich Gleichung (2.7) zu

V.7 =0. (2.8)

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Zylinderkoordinaten lautet die Kontinuitéts-
gleichung

g(vz) = 0. (2.9)

YA U‘P) + az

2.2.2 TImpulsgleichung

Die Impulsbilanz liefert fiir die reibungsbehaftete Stromung elektrisch leitender Fluide unter
dem Einfluss von Magnetfeldern folgende nichtlineare Differentialgleichung

9(pv)

5 T AT V)T ==Vp+jxB+V(T)+p7, (2.10)

wobei fx B die durch die elektromagnetischen Einfliisse ausgetibte Lorentzkraft F}, beschreibt.
Der Term pg beriicksichtigt die Schwerkraft. Fiir ein inkompressibles newtonsches Fluid er-
gibt sich der Spannungstensor 7' in Abhéngigkeit der Geschwindigkeitsgradienten und der
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dynamischen Viskositiat 17 nach der Stokesschen Hypothese zu [2]

T =n V0. (2.11)

Die Behandlung des Auftriebsterms erfolgt durch die Boussinesq-Approximation. Bei der
Boussinesq-Approximation wird die Dichte in allen Termen aufler dem Auftriebsterm in der
Impulsgleichung als konstant angenommen. Im Auftriebsterm werden ausschliellich tempera-
turbedingte Dichteinderungen beriicksichtigt. Alle iibrigen Stoffwerte sind konstant. Fiir die
Dichte im Auftriebsterm ergibt sich somit 73]

p(T) = po (1= B(T —Ty)) (2.12)

mit dem isobaren thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten # und der Referenzdichte
po, welche auf die Referenztemperatur T bezogen ist.

Aus der Impulsbilanz ergibt sich mit dem Ansatz fiir den Spannungstensor nach Gleichung
(2.11) sowie der Boussinesq-Approximation im Auftriebsterm die Navier-Stokes-Gleichung fiir
ein inkompressibles Fluid mit Beriicksichtigung der Lorentzkraft zu

ov

po 57+ po(T- V)T = —Vp+ 7 x B+ 1A%+ py (1 - BT - To)>§7 (2.13)

bzw. in Komponentenschreibweise in Zylinderkoordinaten [104] in r-Richtung

ov, ov, v, Ov, v¢2 ov, dp
; bl _ P 3 — _ 2z B. — By,
p0< t+v r+r . v z) +(v¢ spv)+

or
0 (10 1 9%, 20v, 0%,
n [ru, | ) + - =+

+p0(1= BT = To)) g,

or \ror r2 op?  r2 0y 022
(2.14)
in p-Richtung
v, Ov, 0,0V, U U, dv,\  10p
po(@t T or + r Op * r T 0z ) r@go—'—(szr Bevr) +
0 (10 1 0%, 2 0v, %,
”[5 (;a o 1) g trrag * e | Tl AT =T)s,
(2.15)

und in z-Richtung
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avz+ 0vz+viavz+ % 7_@
Po\Car T ar r 0p "9, )T o

lg v, +i@+ (921)3
" ror " or r2 Jp? 022

+ (v, B, — Byv,) +

+po<1 _B(T_TO)>gz- (2.16)

2.2.3 Energiegleichung

Die Energiegleichung ergibt sich aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik nach einigen
Umformungen zu [44]

Hierbei stellt A die spezifische Enthalpie und Ay, die Warmeleitfahigkeit des Fluids dar. Im
Quellterm St werden die internen Warmequellen beriicksichtigt. Dissipationseffekte, wie sie
bei reibungsbehafteten Stromungen auftreten, spielen bei Naturkonvektionsstromungen nur
eine untergeordnete Rolle und werden deshalb vernachléssigt [29]. Unbedeutend ist ebenfalls
die durch die elektrischen Stréme hervorgerufene Joulesche Wérme (vgl. [5] und [63]), welche
ebenfalls vernachléssigt wird.

Fiir ein inkompressibles Medium mit der konstanten spezifischen Warmekapazitét c, berechnet
sich die spezifische Enthalpie in Abhéngigkeit der Temperatur 7" zu

h=c,T. (2.18)

Somit ergibt sich die Energiegleichung fiir ein inkompressibles Medium mit konstanter War-
mekapazitit c, zu

or 1
— +0-VI'=r AT +
ot Po Cp

. (2.19)

Die Beriicksichtigung der internen Wirmequellen erfolgt durch die Warmequelldichte ¢. Die
Temperaturleitzahl s errechnet sich zu

= WL (2.20)

Po Cp

In Zylinderkoordinaten lautet die Energiegleichung [104]

0T+ 8T+U¢GT+ or 82T+18T+182T+82T N 1
— 4+t~ — VU, =K| =+ ——— + — :
ot or r dp 0z or?2  ror  r2opr 02?2 pocpq

(2.21)
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2.3 Vereinfachte Modellgleichungen

Im Rahmen dieser Arbeit werden fliissige Metalle als Fluide vorausgesetzt. Diese besitzen
eine hohe elektrische Leitfahigkeit. Dadurch kénnen elektrostatische Ladungen vernachléssigt
werden. Es entféllt die Berechnung von Gleichung (2.2) und die Kraftwirkung des elektrischen
Feldes E kann in der Impulsgleichung vernachlissigt werden [17].

Die Vernachliissigung des Verschiebestromes (e dE/dt) nach Gleichung (2.3) ist aufgrund des
schnellen Ladungsaustausches ebenfalls moglich, wenn ausschliefSlich Fluide mit hoher elektri-
scher Leitfahigkeit vorausgesetzt werden. Der entstehende Fehler ist von der Gréfienordnung
(v/co)?[89]. Hierbei ist cq die Lichtgeschwindigkeit.

Setzt man ein zeitlich konstantes Magnetfeld voraus, so verschwindet in Gleichung (2.1) der
Term 0B/0t. Somit verschwindet die Rotation des elektrischen Feldes. Deshalb kann das
clektrische Feld E durch den Gradienten des skalaren elektrischen Potentials ® ersetzt werden

E=—-Vo. (2.22)

Dadurch ist Gleichung (2.1) identisch erfiillt. Im Allgemeinen ist die Annahme eines zeitlich
konstanten Magnetfeldes nur bei sehr kleinen magnetischen Reynoldszahlen R,, im Rahmen
der induktionslosen Approximation zuléssig (vgl. Kapitel 2.5).

2.4 Dimensionslose Gleichungen und Kennzahlen

Mittels der nachfolgend aufgefiihrten Maflstabsfaktoren lassen sich die Grundgleichungen in
eine dimensionslose Form iiberfithren

3
M, = up, mit v = | 2201 (2.23)
AwrL
2
My = 1 (2.24)
ALw
M, = vo’po (2.25)
A (2.26)
Vo
My = B, (2.27)
Mj = O'U()BO (228)

M.:p = CLU()B(). (229)
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Hierbei wird die dimensionslose Grofie ¢* aus der dimensionsbehafteten Grofie ¢ nach folgen-
der Beziehung abgeleitet

¢

o = M (2.30)

Es ergibt sich unter Beriicksichtigung der bereits getroffenen Annahmen und Voraussetzungen
der folgende Satz Gleichungen:

e Kontinuitatsgleichung

V-u=0 (2.31)
e Impulsgleichung
O (V)i = —Vp+ Ha |- (G x B) " AG+TE (2.32)
82& n N R(l,’W J a;w .
e Energiegleichung
aT 1 1
— 40 VI = —AT + —— (2.33)

ot v Ra;w Pr v Ra;w Pr

Ampere-Maxwellsche Gleichung

VxB=R,]J (2.34)

e Ohmsches Gesetz
j=-V®+i7xB (2.35)

e Ladungserhaltung
V-j=0 (2.36)

Bei diesen Gleichungen werden die dimensionsbehafteten Gréflen zu dimensionslosen Kenn-
zahlen zusammengefasst. Mittels dieser dimensionslosen Kennzahlen ist es moglich, Losungen
auf eine ganze Klasse physikalisch dhnlicher Probleme zu iibertragen [105]. Die fiir diese Ar-
beit wichtigen Kennzahlen sind zum einen die Hartmann-Zahl Ha, wobei Ha? das Verhéiltnis
von den elektrodynamischen Kréften zur Reibungskraft darstellt

Ha=a By /2. (2.37)
n

Hierbei ist a eine charakteristische Lange, By das angelegte Magnetfeld und 7 die dynamische
Viskositét. Die Hartmann-Zahl kann als Stérke des Magnetfeldes interpretiert werden.
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Das Verhiltnis des induzierten Magnetfeldes zum &dufleren angelegten Magnetfeld wird ge-
kennzeichnet durch die magnetische Reynoldszahl

R, = povoa. (2.38)

Die Stérke einer durch duflere Temperaturgradienten erzeugten Naturkonvektionsstromung
wird beschrieben durch die Rayleigh-Zahl

g Bad AT
B kv

Ra (2.39)

Die Rayleigh-Zahl wird gebildet mit der Gravitationsbeschleunigung g, dem thermischen Vo-
lumenausdehungskoeffizienten (3, der Temperaturleitfahigkeit x, der kinematischen Viskositét
v, der charakteristischen Lénge a sowie der charakteristischen Temperaturdifferenz AT

Wird die Konvektionsstromung durch homogen verteilte interne Warmequellen erzeugt, so
dient zur Beschreibung der Stirke der Konvektion die Rayleigh-Zahl fiir interne Beheizung

(2.40)

Anstelle der charakteristischen Temperaturdifferenz taucht hier die Warmequelldichte ¢ auf.
Beide Rayleigh-Zahlen reprasentieren das Verhéltnis der Auftriebskraft zur Reibungskraft.

Die Prandtl-Zahl Pr beschreibt das Verhéltnis der diffusiven Transportgeschwindigkeit des
Impulses zur diffusiven Transportgeschwindigkeit der Temperatur. Die Prandtl-Zahl, welche
eine Stoffkonstante darstellt, errechnet sich nach

v

Pr = 2.41
=t (241)

Gelegentlich wird auch die Grashof-Zahl Gr verwendet, die das Verhéltnis zwischen der
Rayleigh-Zahl und der Prandtl-Zahl beschreibt

_Ra

Gr = —.
" Pr

(2.42)

Fiir ein gegebenes Fluid ist die Grashof-Zahl ebenfalls ein Ma#8 fiir die Stéarke der Konvektion.
Der Interaktionsparameter, auch Stuart-Zahl genannt, wird gebildet aus

oa B2 a2 Pr
—_—_— CL

N =
p Vo Ra;w

(2.43)

und stellt das Verhéltnis zwischen den elektrodynamischen Kréften zu den Tragheitskriften
dar.

Als weitere Kennzahl dient die Nufelt-Zahl, welche das Verhéltnis von der insgesamt iibertra-
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genen Wiarmemenge () zur durch Warmeleitung iibertragenen Warmemenge Qv darstellt

_Q
Qi

Nu (2.44)

Bei Naturkonvektionsstromungen mit internen Warmequellen ist die Definition einer Nuflelt-
Zahl wie bei der durch duflere Temperaturgradienten erzeugten Naturkonvektionsstromung
unter Umstédnden nicht sinnvoll. Im stationdren Zustand liegt hier, unabhéngig davon, ob
Konvektion vorliegt oder ob es sich um reine Warmeleitung handelt, immer ein Gleichgewicht
zwischen der im Fluid erzeugten und der durch die Berandung abgefithrten Wérme vor. Somit
wiirde die nach Gleichung (2.44) definierte NuBelt-Zahl immer den Wert Nu = 1 annehmen.
In der Literatur werden deshalb bei Naturkonvektionsstromungen mit internen Wéarmequellen
verschiedene Nuflelt-Zahl Definitionen verwendet.

Fiir eine horizontale Fluidschicht der Dicke a mit homogen verteilten internen Wéarmequel-
len und isothermen Berandungen oben und unten wird in [50] und [10] die NuBelt-Zahl am
jeweiligen Rand mit der Warmestromdichte ), der Warmeleitfahigkeit Ay, der maximalen
Temperatur 7},,, in der Fluidschicht und der Wandtemperatur Ty, nach folgender Gleichung
berechnet

aQ

Nu = )
(Tmax - TW>/\WL

(2.45)

Dies hat zur Folge, dass bei kleiner werdendem 7,,,,, die Nuflelt-Zahl grofler wird. Somit stellt
Nu den Faktor der Absenkung der maximalen Temperatur in der Fluidschicht, verglichen mit
den Verhiltnissen ohne Konvektion d. h. bei reiner Warmeleitung, dar.

In [8] und [23] werden zwei Nuflelt-Zahlen Nu; und Nuy verwendet. Nuy stellt das Verhéltnis
zwischen der maximalen Temperatur im Falle der reinen Wérmeleitung 75,4, wr, und der bei
konvektivem Warmeiibergang auftretenden Maximaltemperatur 7},,, dar. Somit ergibt sich

Tmax,WL

NUI h Tmax

(2.46)

Nuy stellt das Verhéltnis der mittleren Temperatur im Falle der reinen Warmeleitung 7,11,
zu der bei Konvektion vorliegenden mittleren Temperatur 7,, dar. Somit ergibt sich Nuy zu

Towr  J TwrdV

Nup = =p—== [Tdv

(2.47)

Die Nuflelt-Zahl Definitionen Nu; und Nuy, werden im Rahmen dieser Arbeit ebenfalls an-
gewendet. Gegeniiber anderen Definitionen der Nuflelt-Zahl besteht hier der Vorteil, dass
die beiden NufBelt-Zahlen Nu; und Nwuy unabhéngig von der Geometrie des Rechengebietes
und den Randbedingungen angewendet werden konnen. Hierbei wird die maximal auftreten-
de Temperatur sowie die mittlere Temperatur bei stationdrer Warmeleitung entweder durch
Integration der Energiegleichung unter Beriicksichtigung der gewihlten Randbedingungen,
oder, wenn die Energiegleichung geschlossen nicht gelost werden kann, durch eine numerische
Berechnung ermittelt. Beide Nuflelt-Zahlen nehmen bei reiner Warmeleitung den Wert Eins
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an und geben bei Konvektionsstromungen den Einfluss des konvektiven Warmetransports im
Verhéltnis zur Warmeleitung an.

2.5 Induktionslose Approximation

Bei den hier durchgefiihrten Berechnungen wird vorausgesetzt, dass das induzierte Magnetfeld
gegeniiber dem #dufleren angelegten Magnetfeld sehr klein ist. In diesem Fall gilt R, << 1.
Somit kann das induzierte Magnetfeld vernachléssigt werden. Diese Vorgehensweise ist in
[43] fiir Fusionsanlagen néher beschrieben. Dies hat zur Folge, dass das Magnetfeld bei der
Berechnung vorgegeben werden kann und die Auswertung einer Gleichung zur Bestimmung
des Magnetfeldes nicht erforderlich ist.

Der dimensionslose Satz Gleichungen zur Berechnung von Naturkonvektionsstréomungen mit
homogenen internen Warmequellen unter Magnetfeldeinfluss lautet schlielich:

e Kontinuitatsgleichung
V-7=0 (2.48)
e Impulsgleichung
ov [ Pr -
WV = — Ha? ' x B AT+ Tk 2.49
T + (0 V) Vp+ Ha RGZW(] X B) + o~ 7+ (2.49)
e Energiegleichung
oT 1 1
— 4+ 0 V= —AT + ——— 2.50
ot ! vV RaiW Pr vV R(liw Pr ( )
o Ohmsches Gesetz
j=-Vo+ixB (2.51)
e Ladungserhaltung
V-j=0 (2.52)

Hierbei handelt es sich im dreidimensionalen Fall um neun skalare, partielle, nichtlineare
Differentialgleichungen. Da die Ladungserhaltung nach Gleichung (2.52) numerisch schwer zu
behandeln ist, wird sie durch die folgende Poissongleichung ersetzt

Ad =V - (7 x B). (2.53)
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Diese Gleichung erhélt man, wenn auf das Ohmsche Gesetz nach Gleichung (2.51) der Di-
vergenzoperator angewendet und die Ladungserhaltung nach Gleichung (2.52) beriicksichtigt
wird.

Im Rahmen der Programmvalidierung werden z. T. Systeme mit externer Beheizung und Kiih-
lung ohne interne Wiarmequellen berechnet. Die hierbei verwendeten Gleichungen entsprechen
den aufgefiihrten Gleichungen, wenn die Rayleigh-Zahl Ra; durch Ra ersetzt wird. Gleich-
zeitig entfillt der Quellterm in der Energiegleichung. Der Mafstabsfaktor fiir vg berechnet
sich dann zu M, = vy = /g BAT a, wiahrend der Mafistabsfaktor fiir die Temperatur nun
Mp = AT lautet.

Die bei der Herleitung der Differentialgleichungen getroffenen Annahmen und Voraussetzun-
gen wurden in diesem Kapitel bereits behandelt, werden an dieser Stelle aber noch mal zu-
sammengefasst:

e Das Fluid ist inkompressibel. Dichtednderungen werden nur im Auftriebsterm iiber die
Boussinesq-Approximation beriicksichtigt.

e Es handelt sich um ein Newtonsches Fluid. Der Spannungstensor ist proportional zum
Geschwindigkeitsgradienten.

e Dissipationseffekte sowie die durch die elektrischen Strome hervorgerufene Joulesche
Wiérme werden vernachléssigt.

e Das Fluid verfiigt iiber eine hohe elektrische Leitfidhigkeit. Elektrostatische Ladungen
und Verschiebestrome werden vernachléssigt.

e Das duflere Magnetfeld ist zeitlich konstant.

e Wegen R, << 1 ist das induzierte Magnetfeld im Vergleich zum angelegten Magnetfeld
sehr klein und wird deshalb vernachlissigt (induktionslose Approximation).

e Die Elektronendiffusion aufgrund von Druck- und Temperaturgradienten wird vernach-
léssigt.

e Die Trigheit der freien Ladungen sowie der Stromfluss freier Ladungstriger aufgrund
der Lorentzkraft wird vernachléssigt.

2.5.1 Elektrische Randbedingungen

Zur mathematischen Beschreibung der elektrischen Vorgénge sind aufler dem Ohmschen Ge-
setz und der Ladungserhaltung Randbedingungen fiir das elektrisches Potential ® und die
Stromdichte j erforderlich.

Grundsétzlich muss bei der Formulierung der elektrischen Randbedingungen beachtet werden,
dass die elektrischen Felder {iber das Fluidgebiet hinaus wirksam sind. Im Rahmen dieser Ar-
beit werden ausschliellich Kavitdaten mit elektrisch isolierten Wéanden betrachtet. Fiir diesen
Fall lassen sich Ansétze zur Bestimmung von Strom und elektrischem Potential an der Fluid-
Wand-Grenzflache formulieren und somit Wand- und Auflenfeldrechnungen vermeiden.

Bei elektrisch isolierten Wéanden dringt kein Strom in die Wand ein, somit verschwindet die
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Normalkomponente des Stromes an der Wand

7ty = 0. (2.54)

Aus dem Ohmschen Gesetz ergibt sich aufgrund von Gleichung (2.54) mit der Haftbedingung
eine homogene Neumann-Randbedingung fiir das elektrische Potential

0P

Wand

2.5.2 Hydrodynamische Rand- und Anfangsbedingungen

Zur mathematischen Beschreibung der Stromungsvorgénge sind aufler den Erhaltungsglei-
chungen fiir Masse, Impuls und Energie auch Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit v’
die Temperatur 7" und den Druck p erforderlich.

Bei den hier betrachteten Kavitéiten treten im Wesentlichen feste, stoffundurchléssige Wénde
auf. An diesen Réndern gilt deshalb die Haftbedingung

Tivana = 0. (2.56)

Der konvektive Fluss an der Wand nimmt somit den Wert Null an. Der diffusive Fluss ent-
spricht in diesem Falle der Wandschubspannung 7jy ... Bei den hier betrachteten laminaren
Stromungen ist die Wandschubspannung mit der zur Wand parallelen Geschwindigkeit vp
verkniipft

o ov,
TWand = _778_;) . (257)
Wand

An einer freien Oberfliche nehmen die Geschwindigkeit normal zur Oberfliche sowie die
Schubspannung den Wert Null an

— =

v-n

‘Oberfldche =0 (2.58)

und
o7
gvp — 0. (2.59)
Ober fliche
Wird die jeweilige Wand beheizt oder gekiihlt, so wird die Wandtemperatur entsprechend

vorgegeben

TWanag = const. (2.60)
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Bei adiabaten Winden erfolgt kein Warmetransport durch die Wand. Hieraus resultiert fiir
die Temperatur die homogene Neumann Randbedingung

aT
o — 0. (2.61)

Wand

Die entkoppelte Berechnung der Impuls- und Kontinuitédtsgleichung erfolgt durch das Frac-
tional-Step-Verfahren (vgl. Kapitel 3.5). Dieses Verfahren erfordert fiir Stromungen in ge-
schlossenen Behéltern eine Randbedingung fiir den Druck, welche spéter erlautert wird.

Sowohl die Energie- als auch die Impulsgleichung beinhaltet einen instationéren Term. Somit
sind fiir die Temperatur 7" wie auch fiir die Geschwindigkeit v Anfangsbedingungen erforder-
lich. Als Anfangsbedingung fiir die Geschwindigkeit dient oft v = 0. Die Rechnung wird somit
aus der Ruhe gestartet. Die Temperatur kann ebenfalls gleich Null gesetzt werden. Es konnen
jedoch auch Temperaturfelder, die z. B. die stationdre Warmeleitgleichung erfiillen, als An-
fangsbedingung fiir die Temperatur herangezogen werden. Liegen bereits Geschwindigkeits-
und Temperaturprofile aus dhnlichen Aufgabenstellungen vor, so kann es sinnvoll sein, die-
se als Anfangsbedingungen einzusetzen, da hierdurch die Rechenzeit verkiirzt werden kann.
Generell ist zu beachten, dass aufgrund von Verzweigungsvorgéngen, welche durch die Nicht-
linearitéat des konvektiven Terms der Impulsgleichung hervorgerufen werden, die Lésung von
der gewihlten Anfangsbedingung abhéngen kann [72].



Kapitel 3
Numerische Verfahren

3.1 Zeitliche Diskretisierung

Diskretisierung in der Zeit bedeutet, dass der kontinuierliche Verlauf der Transportgrofie ¢
nur an diskreten Stiitzstellen der Zeitkoordinate berechnet wird. Die hier auftretenden Glei-
chungen mit Zeitableitungen sind parabolisch. Dies bedeutet, dass Ereignisse, die zu einem
bestimmten Zeitpunkt eintreten, zeitlich weiter zuriick liegende Ereignisse nicht mehr beein-
flussen kénnen. Bei der zeitlichen Diskretisierung wird zwischen der expliziten und impliziten
Diskretisierung der allgemeinen Transportgleichung unterschieden. Bei der explizit diskreti-
sierten Transportgleichung werden die nicht zeitabhédngigen Terme der Transportgleichung mit
der Transportgréfie zum alten Zeitpunkt n gebildet. Dadurch erhélt man fiir jeden Rechen-
punkt eine explizite Gleichung, aus der die Transportgrofie zum neuen Zeitpunkt n + 1 direkt
berechnet werden kann. Bei der impliziten Diskretisierung der Transportgleichung werden alle
nicht zeitabhéngigen Terme aus den Werten der Transportgréfie zum neuen Zeitpunkt gebil-
det. Dadurch wird beriicksichtigt, dass sich die Transportgréofie zum neuen Zeitpunkt nicht
nur im Zellmittelpunkt der betrachteten Zelle verdndern kann, sondern auch in den Zellmittel-
punkten der die Zelle umgebenden Zellen [70]. Dies bedeutet, dass sich eine zum Zeitpunkt n
auftretende punktformige Storung zum Zeitpunkt n+1 bereits iiber das gesamte Rechengebiet
ausbreiten kann. Bei der expliziten Diskretisierung erfolgt die Ausbreitung der Stérung zum
Zeitpunkt n + 1 lediglich auf die benachbarten Gitterpunkte. Die implizite Diskretisierung
fithrt auf ein Gleichungssystem, aus dem die Transportgréfie zum neuen Zeitpunkt berechnet
werden kann und erfordert somit einen wesentlich gréf8eren Rechenaufwand zur Berechnung
der Transportgrofle ¢ im Vergleich zur expliziten Diskretisierung.

Aufgrund des geringeren Rechenaufwandes der expliziten Zeitschrittverfahren werden im Rah-
men dieser Arbeit zwei explizite Zeitschrittverfahren implementiert. Diese werden nachfolgend
erlautert.

3.1.1 Zeitschrittverfahren erster Ordnung

Zur Herleitung des Zeitschrittverfahrens erster Ordnung erfolgt die Diskretisierung der zeitli-
chen Ableitung der Transportgrofie ¢ in den Zellmittelpunkten mittels einer Taylorreihenent-
wicklung zum alten Zeitpunkt n um den Zeitpunkt n + 1

n 061" A2 [524]"
QZ§ —¢+1—At|:aj| +7|:W:| + ... (31)



22 Numerische Verfahren

Unter Vernachlassigung der Glieder zweiter und hoherer Ordnung folgt

{@rﬂ =Y (3.2)

ot At

Wird dieses Verfahren zur zeitlichen Diskretisierung der allgemeinen Transportgleichung

9¢

5 = /(@) (3.3)

angewendet und alle Terme aufler dem instationdren Term zum Zeitpunkt n berechnet, so
ergibt sich das explizite Zeitschrittverfahren erster Ordnung zu

¢ = ¢" + At f(g",1"). (3.4)

Das bedeutet, dass der Verlauf von ¢ durch einen stiickweise linearen Verlauf iiber der Zeit
angendhert wird. Durch den Abbruch der Taylorreihe nach dem ersten Glied wéchst der
(Abbruch-)Fehler der Approximation linear mit At an.

Zur Ermittlung der zeitlichen Ableitung der Transportgrofie nach Gleichung (3.4) miissen nur
die Werte fiir ¢ in allen Rechenpunkten zu den Zeitpunkten n und n + 1 gespeichert werden.
Aus diesem Grund stellt die Naherung nach Gleichung (3.4), die auch unter dem Namen
Euler-Vorwiarts-Verfahren bekannt ist, eine weit verbreitete Methode zur Diskretisierung des
instationdren Terms dar.

Fiir das Euler-Vorwérts-Verfahren existieren allerdings mehrere Kriterien, die die maximale
Zeitschrittweite At,,q, limitieren. Die Herleitung dieser Kriterien fiir das Euler-Vorwérts-
Verfahren in Kombination mit dem Zentrale-Differenzen-Verfahren zur raumlichen Diskreti-
sierung, angewandt auf die Konvektions-Diffusionsgleichung, findet sich in vielen Lehrbiichern
(vgl. [7] und [26]). Eine wichtige Beschrankung beziiglich der maximalen Zeitschrittweite er-
gibt sich durch das CFL-Kriterium nach Courant, Friedrichs und Levi in Zylinderkoordinaten
zZu

[l 1ol el

Ar ' rAp Az (3:5)

Atmaax,konv =

Gleichung (3.5) kann physikalisch so gedeutet werden, dass die Entfernung, die eine Stérung
durch Konvektion innerhalb eines Zeitintervalls zuriicklegen kann, geringer sein muss als der
kleinste Abstand zweier Gitterpunkte [41].

Auch fiir diffusiv transportierte Storungen existiert ein dhnliches Kriterium. Hierbei wird
die beim CFL-Kriterium verwendete Geschwindigkeit durch eine Diffusionsgeschwindigkeit
ersetzt. Die Diffusionsgeschwindigkeit ergibt sich fiir die Impulsgleichung zu

Pr
Raw '

(3.6)

Rp =
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Fiir die Energiegleichung ergibt sich

1
b= VPr Rayw

Mit der Diffusionsgeschwindigkeit ergibt sich das diffusive Kriterium in Zylinderkoordinaten
zu

(3.7)

-1
1 1 1 1 1

Atz diff < — | —S+ 55—+ -—| - 3.8

A= 0k Ar2+r2A<p2+Azz (38)

Sowohl das CFL-Kriterium nach Gleichung (3.5) als auch das diffusive Kriterium nach Glei-
chung (3.8) stellt eine starke Beschrénkung der maximalen Zeitschrittweite At,,,, dar. Wah-
rend die maximale Zeitschrittweite aufgrund des diffusiven Kriteriums bereits vor dem Start
der Rechnung bestimmt werden kann, muss das CFL-Kriterium wahrend der Rechnung stén-
dig iiberwacht, und, falls notwendig, die Zeitschrittweite reduziert werden.

3.1.2 Explizites 3-Zeitebenen-Verfahren

Der Abbruchfehler erster Ordnung in der Zeit erweist sich beim Euler-Vorwiérts-Verfahren
als nachteilig, da der Abbruchfehler den zeitlichen Diskretisierungsfehler charakterisiert und
das Verfahren somit nur von erster Ordnung genau ist. Es gibt mittlerweile sogar die Forde-
rung, fiir die zeitliche und ortliche Diskretisierung Verfahren von mindestens zweiter Ordnung
zu verwenden [55]. Deshalb wird neben dem Euler-Vorwirts-Verfahren noch ein explizites
3-Zeitebenen-Verfahren angewendet. Dieses Verfahren, auch Adams-Bashforth-Verfahren ge-
nannt, kann wie folgt dargestellt werden

[@] v _ et

o g o) = Jiass (3.9)

Hierfiir ist es erforderlich, dass f in Gleichung (3.9) zum Zeitpunkt n+ , d. h. t+ ! bekannt
ist. Um zu einem expliziten Verfahren zu gelangen, muss f fiir diesen Zeltpunkt extrapohert
werden. Diese Extrapolation erfolgt in der Form

nl_§n_1n—
et _2f 2f L (3.10)

Das Adams-Bashforth-Verfahren ergibt sich somit zu

n __ 4n §n_1n,
" = ¢ +At[2f 2f 1]. (3.11)

Ein Nachteil dieses Verfahrens gegeniiber dem Euler-Vorwiérts-Verfahren ist der zusétzliche
Speicherbedarf zur Speicherung der Transportgrofle des vorletzten Zeitschrittes und der er-
hohte Rechenaufwand.
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Eine Untersuchung der Eigenschaften dieses Verfahrens findet sich in [60] und [64]. Dort sind
auch die Stabilitdtskriterien dieses Verfahrens angegeben. Fiir das konvektive Limit ergibt
sich

Atz konv < % % %% % (3.12)
Das diffusive Limit ist
11 11 1 1
Aoz diff < Iy | B2 + ﬁAgpQ + N (3.13)

3.2 Ortliche Diskretisierung

3.2.1 Zentrale-Differenzen-Verfahren

Ein sehr weit verbreitetes Verfahren zur ortlichen Diskretisierung von Ableitungen ist das
Zentrale-Differenzen-Verfahren. Die Approximation der ersten Ableitung ergibt sich zu

9¢
or

_ ¢i+1 - (bifl

2
o), (3.14)

i

wéhrend fiir den Differenzenquotienten zur Approximation der zweiten Ableitung gilt

0%
or?

Giy1 — 20; + i
— T N L o(ar?). (3.15)

(2

Das Verfahren ist zweiter Ordnung genau und wird im Rahmen dieser Arbeit zur rdumlichen
Diskretisierung der konvektiven und der diffusiven Terme der Energie- und Impulsgleichung
fiir alle Koordinatenrichtungen sowie zur Diskretisierung der Kontinuitiatsgleichung genutzt.

Das Hauptproblem bei der rdumlichen Diskretisierung stellt der konvektive Term in der
Impuls- und Energiegleichung dar. Die Diskretisierung des konvektiven Terms erfolgt in Erhal-
tungsform (vgl. [74]). Die Erhaltungsform liefert gegeniiber der Konvektionsform Ergebnisse
mit hoherer Genauigkeit. Weiterhin wird sichergestellt, dass keine Quell- oder Senkenterme
fiir die Masse generiert werden. Dies ist bei der Konvektionsform auch dann méglich, wenn
numerische Verfahren eingesetzt werden, die die diskrete Kontinuitatsgleichung erfiillen [31].

Fiir den konvektiven Term der Impulsgleichung in r-Richtung nach Gleichung (2.14)

2
ov, v, 0v, U ov,

8r+r0g0 r+vzﬁz

(3.16)

Uy
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ergibt sich die Erhaltungsform zu

10(rvv,)  10(vv,)  vo  O(vvy)

r  or r o Op 7’+ 0z

(3.17)

Diese beiden Ausdriicke lassen sich ineinander iiberfithren, wenn die inkompressible Impuls-
gleichung nach Gleichung (2.8) erfiillt ist. Wendet man die Produktregel der Differentiation
auf die Erhaltungsform an, so kann dies leicht nachvollzogen werden. Bei den diskreten Glei-
chungen lésst sich die Erhaltungsform nicht mehr in die Konvektionsform {iberfiihren.

Das Zentrale-Differenzen-Verfahren, angewendet auf den konvektiven Term der Impulsglei-
chung in der r-Richtung in Erhaltungsform in Zylinderkoordinaten nach Gleichung (3.17),
ergibt bei einem versetzten Maschengitter

Ar Ar
10(rv,0) | (it 57) Vnrdy Gary — (1= 5) Unmg) Py 2
; 87“ | - T AT + O(AT ) (318)

(2

Die Grofien bei (i + 1) und (i — ) werden durch lineare Interpolation aus den benachbarten
Stiitzstellen ermittelt.

Das Verhiltnis von Konvektion und Diffusion wird beschrieben durch die Peclet-Zahl Pe.
Bildet man die Peclet-Zahl mit dem Gitterabstand als charakteristischer Lénge, so erhalt
man die Zell- oder Maschen-Peclet-Zahl fiir die r-Richtung

(3.19)

Hierbei ist I' der Diffusionskoeffizient. Analog existieren Peclet-Zahlen in ¢- und z-Richtung.
Bei der Impulsgleichung geht die Maschen-Peclet-Zahl in die Maschen-Reynolds-Zahl Rea,
iiber.

Das Zentrale-Differenzen-Verfahren liefert dann oszillationsfreie Losungen, wenn fiir die Maschen-
Peclet-Zahl gilt 78]

|Pe| < 2. (3.20)
Ist dieses Kriterium nicht erfiillt, so kann dies zur Instabilitét des Differenzenverfahrens fiihren,
da dann das Beschranktheitsprinzip des Differenzenschemas nicht mehr erfiillt ist.

Da bei den meisten im Rahmen dieser Arbeit durchgefithrten Berechnungen die Maschen-
Peclet-Zahl bei der gewéahlten Diskretisierung grofler ist, werden nachfolgend weitere Verfahren
beschrieben, bei denen diese Beschriankung nicht auftritt.

3.2.2 Upwind-Verfahren

Das Upwind-Verfahren stellt ein einfaches und stabiles Verfahren zur Diskretisierung des kon-
vektiven Terms dar [19]. Bei diesem Verfahren werden einseitige Differenzen nach folgendem
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Schema gebildet

09

5 (3.21)

B % + O(Ar) fir Rea, > 0
B W + O(Ar) fiir Rea, < 0.

i

Wendet man das Upwind-Verfahren auf die Impulsgleichung in Erhaltungsform in Zylinder-
koordinaten beim versetzten Gitter an, so ergibt sich

1 0(rv,.¢)
r  Or

riAr

iTAT) Vr(i41) Pty =Ti Ui G i
(r r)v,<+;>_§£+1> i %y O(Ar)  fiir Rea, < 0.

(3.22)

B {” R G e G LICESY + O(Ar) fir Rea, > 0

Das Upwind-Verfahren wird durch einen Abbruchfehler erster Ordnung charakterisiert. Da-
durch kann die Genauigkeit der Ergebnisse beeintrichtigt werden. Wird bei mehrdimensio-
nalen Rechnungen das Rechengitter schrig angestromt, so treten bei diesem Verfahren im
Konvektionsterm Diskretisierungsfehler in der Gréflenordnung des Diffusionsterms auf (nu-
merische Diffusion). Starke Gradienten werden abgeflacht und die Losung kann vollig ver-
schmieren [31].

Das Verfahren ist jedoch einfach zu implementieren und kann auch in Wandnihe einge-
setzt werden, da immer nur ein stromauf gelegener Punkt benotigt wird. Die beim Zentrale-
Differenzen-Verfahren vorliegende Beschrinkung in der Maschen-Reynolds-Zahl ist bei diesem
Verfahren nicht gegeben [82].

3.2.3 LECUSSO-Verfahren

Aufgrund der genannten Nachteile des Upwind-Verfahrens erster Ordnung wird ein weiteres
Verfahren angewendet. Das LECUSSO-Verfahren (Locally Exact Consistent Upwind Scheme
of Second Order) ist ein Upwind-Verfahren zweiter Ordnung (vgl. [32] und [33]). Wie beim
Upwind-Verfahren erster Ordnung gibt es keine Beschrankung der Maschen-Peclet-Zahl.

Beim LECUSSO-Verfahren werden die Ableitungen durch folgende einseitige Differenzen be-
rechnet

00 & % + Ai(—@ir1 + 3¢ — 31 — gbi_g)] fiir Rea, > 0

o (3.23)

! A % + Ai(Pim1 — 3 + 3dig1 — ¢z‘+2)] fiir Rea, < 0.

Hierbei liegen jeweils zwei Punkte stromaufwirts. Fiir ein versetztes Maschengitter, bei wel-
chem die Ableitungen an den Zwischenstellen i—i—% gebildet werden, ergibt sich der konvektive
Term der Impulsgleichung in Erhaltungsform in r-Richtung

Ar Ar
B (i + T)%,(z’+%’)¢(z’+g) —(ri = T>Uh(i—

r; A7

1 0(rv,¢)

r  Or

(3.24)
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Wie beim Zentrale-Differenzen-Verfahren wird v, an den Zwischenstellen durch lineare Inter-
polation ermittelt. Die Transportgrofie wird jedoch nach folgendem Schema errechnet

¢(i+§) - {

Git1 + Pim1 — 2(2%) fiir R(BAM-JF% >0
Giyo + @i — 2¢i4q) fir Rem,u% <0
)
)

P

)l
)l

NI NI= o= o~

i 1 + hi_g — 2¢;_ fiir Rep, ;.1 >0
D1y = (@i + fics = plOi G2 = 200 A (3.25)
2 (¢i + Pia i-1) (Qiv1 + Qi1 — 2¢;) fiir ReAr,i—% <0,
wobei sich der LECUSSO-Faktor \ errechnet aus
el gRey (@ s 1) - (e ) (3.26)
’i l p— . e . .
+3 ‘ReAr,ii%‘ (€|R AT,i:l:%‘ _ 1)2

Das LECUSSO-Verfahren wurde streng genommen fiir stationére Konvektions-Diffusionsglei-
chungen entwickelt. Es setzt eigentlich das Vorhandensein von physikalischer Diffusion voraus.
Im Falle verschwindender Diffusion wird Re — +oo und der Parameter A in Gleichung (3.26)
nimmt den Wert % an. Dies entspricht einer rein einseitigen Ndherung mit zwei Punkten strom-
aufwiirts [9]. Fiir A = 0 ergibt sich das Zentrale-Differenzen-Verfahren. Fiir A = £ ergibt sich
das QUICK-Verfahren (Quadratic Upsteam Interpolation for Convective Kinematics) nach
[54] und fiir A = § das Verfahren nach [3].

Das LECUSSO-Verfahren kann als Zentrale-Differenzen-Verfahren interpretiert werden, wel-
chem eine Diffusion h6herer Ordnung hinzugefiigt wird.

3.2.4 Hybride-Verfahren

Alle Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit werden mit hybriden Verfahren [91] durchge-
fithrt. Dort, wo der Betrag der Maschen-Peclet-Zahl den Wert 2 nicht {iberschreitet, wird das
Zentrale-Differenzen-Verfahren eingesetzt. Uberall dort, wo dies nicht der Fall ist, wird je nach
Programmeinstellung das Upwind-Verfahren erster Ordnung oder das LECUSSO-Verfahren
eingesetzt. Hybride-Verfahren erfordern deshalb die Abfrage der Maschen-Peclet-Zahl fiir je-
den Gitterpunkt, wodurch der Programmieraufwand vergroflert wird.

Bei allen in den folgenden Kapiteln beschriebenen Rechnungen wird das Zentrale-Differenzen-
Verfahren mit dem LECUSSO-Verfahren kombiniert. Der grofie Vorteil dieses Verfahrens be-
steht darin, dass das Gesamtverfahren von zweiter Ordnung genau ist und nur dort wo not-
wendig numerische Diffusion einbringt, um Oszillationen zu verhindern.

3.3 Rechengitter

Die ndherungsweise Berechnung der Losung der Gleichungen erfolgt auf einem versetzten
Rechengitter (engl. staggered grid) in Zylinderkoordinaten nach Abbildung 3.1. Ein solches
Gitter wurde erstmals in [38] fiir Rechnungen in kartesischen Koordinaten angewendet. Das
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Rechengitter ist gekennzeichnet durch dquidistante Stiitzstellen in r, ¢ und z-Richtung. Bei
dieser Form des versetzten Rechengitters werden die skalaren Groflen wie Druck, Tempe-
ratur und elektrisches Potential im Zentrum des jeweiligen Kontrollvolumens gespeichert.
Vektorkomponenten wie Geschwindigkeit, elektrische Stromdichte, Magnetfeld und Gravita-
tionsbeschleunigung stehen jeweils senkrecht auf der Berandung des Kontrollvolumens. Im
dreidimensionalen Fall werden somit vier verschiedene Kontrollvolumina benotigt. Neben dem
hier verwendeten Gitter existieren auch andere Arten von versetzten Rechengittern, welche
teilweise iiberlappende Kontrollvolumina erfordern (vgl. [87] und [81]).

Die Verwendung eines versetzten Rechengitters erfordert einen hoheren Aufwand als die Ver-
wendung eines reguliren Rechengitters, bei dem sowohl skalare als auch vektorielle Gréfen im
Zellmittelpunkt gespeichert werden. So miissen bei der Diskretisierung der Impulsgleichungen
bis zu acht Geschwindigkeiten aus benachbarten Stiitzstellen herangezogen werden. Auch die
Formulierung der Randbedingungen ist mit hoherem Aufwand verbunden. Die Verwendung
eines versetzten Gitters verhindert jedoch unphysikalische Oszillationen des Druckfeldes, wie
sie bei der Berechnung der Impulsgleichung fiir ein inkompressibles Fluid auf einem regulé-
ren Gitter auftreten kénnen. Ein mittels eines reguldren Gitters berechnetes, oszillierendes
Druckfeld erfiillt dann trotzdem die Impulsgleichungen, da stets Druckgradienten und keine
absoluten Driicke in den Impulsgleichungen auftreten [78].

Weiterhin liegen beim versetzten Rechengitter die Flussgrofien direkt an den Grenzen der
Kontrollflichen. Die Flussgrofien sind somit dort verfiighar, wo sie fiir die Bilanzierung beno-
tigt werden. Hierdurch werden die diskreten Erhaltungssitze fiir die elektrische Stromdichte
und die Massenerhaltung exakt erfiillt.

Die rdaumliche Diskretisierung erfolgt durch die Finite-Differenzen-Methode. Bei = 0 treten
jedoch Singularitdten auf. Deshalb ist die Anwendung der Finite-Differenzen-Methode dort
nicht moglich. Die Diskretisierung im Mittelpunkt erfolgt vielmehr, wie im folgenden Kapitel
beschrieben, durch die Finite-Volumen-Methode.

Das Rechengitter ist gekennzeichnet durch die folgenden Dimensionen

o O O
VAN VAN VAN
w6 =
IA IA IA
SRS Y

(3.27)

mit dem Radius R und der Zylinderhéhe H. Die Maschenweite in die jeweilige Raumrichtung
errechnet sich aus der Anzahl der Gitterpunkte n zu

Ar = ol :
7’Lr+5
2
Ap = il
Ny
H
Az = . (3.28)
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— Speicherort Vektorkomponente in r—Richtun
— Speicherort Vektorkomponente¢rn-Richtung
® Speicherort Skalar

Bild 3.1: Versetztes Rechengitter fiir Zylindergeometrie, zweidimensional dargestellt fiir die
Komponenten r und ¢.

Die Koordinaten der diskreten Stiitzstellen, auf denen die Speicherung der Werte fiir die
Variablen erfolgt, ergeben sich durch

Pk = ¢[(i — DA, (j = 1) Ap, (k- %)Az}

1 _ 1
Ur (i,j,k) — Ur [(Z - i)Arv (] - 1) Agp, (k - §)A21|

. o1 1
Vo ijk) = Uy [z Ar, (5 — 5) Ap, (k- §)Az]

Vs igk) = Uz [(z —1)Ar,(j—1) Ap, k Az].
(3.29)

Bei r = 0 fallen die Stiitzstellen 1), , ) zur Speicherung der skalaren Rechengréfien sowie der
Geschwindigkeitskomponenten v, (1 ;) fiir gleiches & zusammen und sind somit nicht von j
abhéngig. Tatsdchlich arbeitet das Rechenprogramm jeweils mit j Punkten. Dies bedeutet
zwar einen leicht erhohten Speicherbedarf, vereinfacht jedoch die Programmierung. Zur ein-
facheren Darstellung der Zusammenhénge bei r = 0 wird nachfolgend bei ¢ o, .y und v, (1 ;1)
auf den Index j verzichtet.
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3.4 Behandlung der Singularitit bei » = 0

Im Innern des Zylinders bei » = 0 kann die Finite-Differenzen-Methode aufgrund der auf-
tretenden Singularitdten in den Differentialgleichungen nicht angewendet werden. Gespei-
chert werden im Mittelpunkt sowohl skalare Transportgrofien wie die Temperatur sowie die
z-Komponente vektorieller Gréflen. Vektorielle Transportgroflen in r-Richtung werden zwar
nicht im Mittelpunkt gespeichert, doch auch hier treten bei der Berechnung der Differen-
zengleichungen fiir die nahe am Mittelpunkt liegenden Stiitzstellen Singularititen auf. Hier
fliefen bei der Auswertung der Differenzengleichungen Werte aus dem Mittelpunkt ein. Die
Gleichungen in Umfangsrichtung werden bei r = 0 nicht berechnet. Somit treten hier keine
Singularitéiten auf.

In [76] wird ein einfaches Mittelungsverfahren vorgeschlagen, mit dem die Singularitéten bei
r = 0 vermieden werden kénnen. Dieses Verfahren kann jedoch aufgrund der unterschiedlichen
Gittertopologie (anstelle der skalaren Groflen werden im Mittelpunkt vektorielle Gréfien in
radialer Richtung gespeichert) nicht angewendet werden.

Hier werden zur Vermeidung der Singularitdten die Differentialgleichungen im Innern nicht
durch die Finite-Differenzen-Methode, sondern durch die Finite-Volumen-Methode diskreti-
siert. Fine solche Darstellung fiir rein diffusive Gleichungen, wie die Poissongleichung, findet
sich in [95]. Dieses Verfahren kann zur Behandlung der Energiegleichung verwendet werden.
Fiir die Impulsgleichungen sind jedoch Ergédnzungen, die in diesem Kapitel erlautert werden,
erforderlich.

Zur Diskretisierung der Gleichungen nach der Finite-Volumen-Methode werden Kontrollvo-
lumina definiert und die Differenzialgleichungen anschliefend iiber diese Kontrollvolumina
integriert. In Abbildung 3.2 ist das Rechengitter im Innern dargestellt. Weiterhin ist das
Kontrollvolumen zur Auswertung der Energie- und Kontinuitétsgleichung sowie das Kontroll-
volumen zur Berechnung der Impulsgleichung in r-Richtung dargestellt.

Fiir die Energie- und Kontinuitatsgleichung wird ein zylinderférmiges Kontrollvolumen mit
dem Radius Ar/2 und der Hohe Az definiert. Ein solches Kontrollvolumen besitzt das Volu-
men

1
Vicy = ZA# TAz. (3.30)

Die Kontinuitétsgleichung wird nun iiber dieses Kontrollvolumen integriert. Mit dem Gauf3-
schen Integralsatz werden diese Volumenintegrale anschliefend in Oberflichenintegrale um-
gewandelt

1 1 S
L[ vaeaw=—1[ wai-o (3.31)
VKV Viv VKV Agv

Hierbei ist dA das mit dem auf dem Flichenelement senkrecht stehenden, vom Kontrollvolu-
men nach auflen zeigenden Einheitsvektor multiplizierte Fliachenelement dA. Die Oberfliche
des zylinderférmigen Kontrollvolumens wird nun unterteilt in die obere und untere Stirnflé-
che sowie in n, Segmente am Zylindermantel. Geht man von einer homogenen Verteilung
der Geschwindigkeit v auf den jeweiligen Kontrollvolumenoberflichen aus, so ldsst sich das
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® Speicherort Skalar
—> Speicherort r—-Komponente Vekto
—> Speicherorip—Komponente Vektor

Kontrollvolumen bei r=0 fiir die
Impulsgleichung in r-Richtung

Kontrollvolumen bei r=0 fiir
skalare Gleichungen

Bild 3.2: Rechengitter mit Kontrollvolumen fiir skalare Gleichungen und vektorielle Glei-
chungen in r-Richtung bei r = 0, zweidimensional dargestellt fiir die Komponenten r und

@.

Oberflidchenintegral als Summe iiber die einzelnen Kontrollvolumenoberflichen auffassen

1 . 1 J=ne
— dA B r - AT’ z — Uy _ AZ — O' 3.32
VKV Axv v VKV |: Z v ,(1,5,k) + |:U ,(1,k) v (Lk 1)i| ( )

j=1
Bei der Indizierung der Geschwindigkeiten v, und v, wird die in Gleichung (3.29) eingefiihrte
Definition angewendet. A, ist die Kontrollvolumenoberfliche am Umfang eines Kreissegmen-
tes. Diese berechnet sich zu

Ar T A
A, =12 (3.33)
L
Die Kontrollvolumenoberflache A, an der Stirnseite errechnet sich zu
Artm A
A, =20 T0F (3.34)
4
Die diskretisierte Kontinuitétsgleichung bei r = 0 ergibt sich somit zu
4 I Vs (Lk) — Vz,(1k—1)
(1 = 2 = 0. 3.35
Arn, Z UL+ Az (3.35)

J=1
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Es ist ersichtlich, dass alle in Gleichung (3.35) auftretenden Geschwindigkeiten an den jewei-
ligen Kontrollvolumenoberflachen vorliegen und somit keine Interpolation notwendig ist.

Die Herleitung des konvektiven und des diffusiven Terms der diskreten Energiegleichung bei
r = 0 erfolgt analog zur Vorgehensweise bei der Herleitung der Kontinuitédtsgleichung. Als
Kontrollvolumen dient wieder das zur Diskretisierung der Kontinuitétsgleichung verwendete
zylinderformige Kontrollvolumen. Die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes liefert fiir
den konvektiven Term

1 1 .
= | g.vrav=——| &TdA (3.36)
Vv Vv Viv Agv

Die Umwandlung des Oberflichenintegrals in Summen iiber die einzelnen Oberflichenab-
schnitte des Kontrollvolumens ergibt fiir den konvektiven Term die folgende Differenzenglei-
chung

B PR le
v VT‘(l,k) =~ Ar n, Zl T(1+%,j,k)vr,(1,j,k) +
J:

Tk 1y V= k+1) = T p— 1)Uz, h) 537

N : (3.37)
Hierbei werden die Temperaturen T(y ;1 ;) und T(y 4, 1) auf den Kontrollvolumenoberflichen
entweder durch das Zentrale-Differenzen-Verfahren, durch ein Upwind-Verfahren oder durch
das Hybrid-Verfahren aus den benachbarten Stiitzstellen berechnet. Die Temperaturen T(y ;. 1)
liegen auf der Zylinderachse und sind somit unabhéngig von . Daher wird hier der zweite
Index nicht geschrieben. Die Geschwindigkeit v auf den Kontrollvolumenoberflichen wird
ausschlieBlich an den Stiitzstellen benotigt. Eine Interpolation der Geschwindigkeiten ist somit
nicht notwendig. Der Differenzenquotient in z-Richtung unterscheidet sich nicht von einem
mittels der Finite-Differenzen-Methode diskretisierten Term. Die Ableitung in r-Richtung
kann interpretiert werden als die Mittelung von n,, zentralen Differenzen bei r = 0.

Die Anwendung des GauBschen Integralsatzes auf den diffusiven Term der Energiegleichung
ergibt

1 ]_ bnd
— AT dV = — VT dA, (3.38)

VKV Viv VKV Arv

wobei sich der Gradient der Temperatur V7' an der Oberfldche des Kontrollvolumens berech-
net durch

or 10T oT

Wie bei der Diskretisierung des konvektiven Terms wird das Oberflichenintegral im Weiteren
als Summe iiber die zuvor definierten Oberflachenabschnitte des Kontrollvolumens interpre-
tiert. Da der Gradient V7' mit dem Fldchennormalenvektor des jeweiligen Kontrollvolumen-
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oberflichenabschnittes multipliziert wird, wird auf den Segmenten am Zylindermantel nur der
Gradient in r-Richtung benétigt. Dieser ergibt sich zu

Tiojk) — Tm)

VT)r1ik) = 3.40
(VT 10) A (3.40)
An den Stirnseiten wird der Gradient V7' in z-Richtung benotigt
Takry)y — Tk
(V). oy = — D — 208, (3.41)

Az

Nach weiteren Umformungen ergibt sich der diffusive Term bei = 0 in diskreter Form zu

1\ T k+ry — 2 Taw + Ta k-1
AT }(l,k) A2 n, Z [T(Qu}k) - T(Lk)] + A2 . (3.42)
j=1

Auch bei der Differenzengleichung des diffusiven Terms nach Gleichung 3.42 handelt es sich
wieder um die Mittelung von n, zentralen Differenzen bei r = 0 sowie eines Differenzenquo-
tienten in z-Richtung, der einem durch die Finite-Differenzen-Methode diskretisiertem Term
gleicht.

Die Speicherung der r-Komponente der Geschwindigkeit erfolgt zwar nicht bei » = 0, je-
doch treten auch bei der Diskretisierung der Impulsgleichungen durch die Finite-Differenzen-
Methode an den Punkten v, ;x) Singularitdten auf. Aus diesem Grund erfolgt die Diskreti-
sierung der Impulsgleichung in r-Richtung hier ebenfalls durch die Finite-Volumen-Methode.

Zur Diskretisierung der r-Komponente der Impulsgleichung um r = 0 werden n,, Kontrollvolu-
men in Form von Kreissektoren definiert (vgl. Abbildung 3.2). Der Radius dieser Kreissektoren
ist Ar. Das Volumen eines solchen Kontrollvolumens berechnet sich somit zu

1
Vive = —Ar? TAz. (3.43)
n

©

Die Auswertung der Oberflichenintegrale erfolgt iiber fiinf Oberflichenabschnitte. Hierbei
handelt es sich um die zwei Stirnseiten, die beiden Seitenflichen des Segmentes und dem
Mantelstiick des Kontrollvolumens. Die Oberflaiche der Stirnseiten berechnet sich zu

A 2
A =""T (3.44)
Ny
Fiir die beiden Seitenflichen ergibt sich
A, = Ar Az. (3.45)

Schliellich berechnet sich die Oberfliche des Mantelstiickes zu

2w Ar Az

n

Ay (3.46)

@)
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Wird der konvektive Term der Impulsgleichung in r-Richtung iiber das zuvor definierte Kon-
trollvolumen integriert und das Volumenintegral mit dem Gaufischen Integralsatz in ein Ober-
flaichenintegral umgewandelt, so ergibt sich

1 . 1 L. vl
/ (v, - V)T dV = / v 0 dA — =, (3.47)
VK‘/,T VKV,T VK‘/)T AKV,’I‘

Hierbei stellt der letzte Term die so genannten Umverteilungsglieder dar. Diese setzen sich
aus den Zentrifugalkréiften sowie dem entsprechenden Spannungstensor zusammen. Da sie
auflerhalb der Ableitungen auftreten, miissen die Umverteilungsglieder als zusétzliche Quell-
terme berticksichtigt werden [87]. Wird das Oberflachenintegral nun wieder als Summe {iber
die zuvor definierten Oberfdchenabschnitte angenéhert, so ergibt sich

— 1 ~
(vr - V)T |(1,j,k) T Vevs [vﬁ(lﬁ:%k)vrv(l%vivk)AT +

|:/U7‘7(17]+%7k),U<p7(1+%7]7k) - vrv(lvj_%7k)v§07(1+%7]_17k)i| AL‘D —l_
[Ur,(l,j,k+é)”z,(1+%,j,k) - Ur,(l,j,k—é)vz,(lﬁ,j,k—l)}Az} -
271 2
A ;L(Uso,(l,j,m + Vg, 2.58) F Vg (1j-1k) + Vg (25-1)) | -

(3.48)

Nach dem Einsetzen der Gleichungen zur Berechnung des Volumens und der jeweiligen Ober-
flichen ergibt sich schliellich der konvektive Term der Impulsgleichung in r-Richtung zu

(v, - V)T

2
Lk Ap | U a Unda | T
Ar
n “ ~
Ar 7 | Uit Ve bk T Ung-5m Ve 0ttt | T

1. N
N [Ur,(l,j,k+;)vz,(1+;,j,k) - vr,(l,j,k—;)Uz,(l+§,j,k—1):|
2 11 2
Ar [Z(U%(LM) T Upi(2,3k) T Ve, (1,j-1k) T %(24—1@)} :
(3.49)

Hierbei wird o, auf den Kontrollvolumenoberflachen durch das Zentrale-Differenzen-Verfahren,
durch ein Upwind-Verfahren oder durch das Hybrid-Verfahren errechnet. Zur Berechnung der
Geschwindigkeiten v, ;1 ;) und v, 11 ;) aus einer zentralen Differenz wird die jewei-
lige Umfangsgeschwindigf{eit bei r =0 f)enbtigt. Da diese Geschwindigkeit bei » = 0 nicht
durch die Auswertung der Impuls- und Kontinuitétsgleichung berechnet wird, ist folgende
Interpolation zur Berechnung notwendig

1
U%(l,j,k‘) = 5 [U@,(Q,j,k) — U@7(2’j+n7¢7k)} . (350)
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Der diffusive Term der Impulsgleichung in r-Richtung wird, ausgehend vom Oberflicheninte-
gral, wieder iiber das zuvor definierte Kontrollvolumen hergeleitet

1 1 - 1
/ Av, dV = / Vo, dA — [—% + ﬁ] . (3.51)
VKVJ’ Viv,r VKVW AKv,r r 890 r

Wie beim konvektiven Term treten auch beim diffusiven Term Umverteilungsglieder des Span-
nungstensors auf. Diese werden durch den letzten Term in Gleichung (3.51) reprasentiert
(vgl. [87]). Der Gradient des Geschwindigkeitsvektors ergibt sich in Zylinderkoordinaten in
r-Richtung zu

ov, 10v, v, 8?)7“]' (3.52)

(Vo) = [87“’;8@ o 0z

Wird der Gradient an den Kontrollvolumenoberflachen wie beim diffusiven Term der Ener-
giegleichung diskretisiert, so ergibt sich

1

/UT’(2)J')k) B UT:(lvjvk)A
VKV,T‘

Ar

AUT -+

}(LJ’J@)

2 1V g4k) — Ur(gk)  Un(Litlk) ~ Un(Lik) A
Ar Agp Ay v

2

5 Ve bam ~ Yo dioii] Ae =

[0n,(1jet1) — 20n (1) + Un(1jh—1) | Az

2 Yy, (141,5k) ~ Yp,(14+1,5-1k) n 40, (1,5,k)

Ar Ay Ar

(3.53)

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (3.43) bis (3.46) ergibt sich fiir den diffusiven Term
der Impulsgleichung in r-Richtung der folgende Ausdruck

1
Avr (Lik) Ar2 {2 Ur,(2,j,k) — 6 vr,(l,j,k)‘| +
4
ApAL2 |Untatis) ~ 20r,(1,5k) F Ur,(1,-1k) | —
8
AphAr? |Voitsh) T Ve i-g0 | T
1
_AZQ {Ur,(l,j,k—&—l) - QUT,(l,j,k) + Ur,(l,j,k:—l):| . (354)

Zur Berechnung der Impulsgleichung in z-Richtung kommen wieder zylinderférmige Kon-
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trollvolumina wie zur Berechnung der Energie- und der Kontinuititsgleichung zum Einsatz.
Ahnlich wie bei der zuvor beschriebenen Herleitung des konvektiven Terms der Energieglei-
chung kann der konvektive Term der Impulsgleichung in 2z-Richtung hergeleitet werden. Fiir
diesen Term ergibt sich der folgende Ausdruck

. i i
(v V)T |y = Arn,, D Uk b b +
j=1

UZ’(17k+%)vz»(17k+%) B Uza(:[»k*%)vz»(Lk*l)

Az ’

(3.55)

wobei v, auf den Kontrollvolumenoberflichen durch das gewéhlte Differenzenschema berech-
net wird. Alle anderen Geschwindigkeiten werden durch zentrale Differenzen berechnet.

Der diffusive Term der Impulsgleichung in z-Richtung im Zentrum ergibt sich zu

J=ne
4

Av, (Lk) — Ap2 g Zl [Uz,(&j,k) - Uz,(l,k)} +
J:
Vz,(1,h4+1) — 20z (1) + Uz, (1,5—1)
. 3.56
A2 (3.56)

3.5 Fractional-Step-Verfahren

Die Transportgleichungen von Masse, Impuls und Energie stellen im allgemeinen Fall ein
nichtlineares gekoppeltes System von Differentialgleichungen dar. Im Rahmen dieser Arbeit
erfolgt die Losung dieses Differentialgleichungssystems mit dem Fractional-Step-Verfahren.
Hierbei handelt es sich um ein entkoppeltes Berechnungsverfahren, welches erstmals in [18]
angewendet wurde. Bei den entkoppelten Berechnungsverfahren werden die einzelnen Trans-
portgleichungen getrennt voneinander berechnet und auf iterativem Weg eine Kopplung der
Gleichungen erreicht.

Weiterhin liegt bei dem Gleichungssystem von Impuls- und Kontinuitdtsgleichung im Falle
der inkompressiblen Strémungen keine explizite Gleichung zur Berechnung des Druckfeldes
vor. Das Druckfeld ist jedoch indirekt iiber die Kontinuitétsgleichung festgelegt. Hieraus wird
eine Gleichung zur Korrektur des Druckfeldes abgeleitet.

Zur Herleitung des Fractional-Step-Verfahrens wird die Impulsgleichung in kontinuierlicher
Form folgendermaflen dargestellt

ov 1

Im Rest sind hierbei der konvektive und der diffusive Term sowie Lorentz- und Auftriebskraft
zusammengefasst.
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Wird die Impulsgleichung nach Gleichung (3.57) mit dem Euler-Vorwiérts-Verfahren zeitlich
explizit, der Druck jedoch implizit, d.h. zum Zeitpunkt n + 1 diskretisiert, so erhélt man

—n+l _ ~n 1
% = —;Vp"“ + Rest". (358)

Wird nun eine temporére Geschwindigkeit e, nach folgender Gleichung definiert

1
Tyemp = U1 + = AtVp" ! (3.59)
P

und in die diskretisierte Impulsgleichung nach Gleichung (3.58) eingesetzt, so féllt der Druck-
term heraus. Somit steht eine Bestimmungsgleichung fiir die temporéire Geschwindigkeit zur
Verfiigung

Uemp = U™ + At Rest™. (3.60)

Setzt man Gleichung (3.59) in die inkompressible Kontinuititsgleichung ein, die sowohl zum
Zeitpunkt n als auch n + 1 erfiillt sein muss, so erhélt man eine Poissongleichung zur Bestim-
mung des Druckes

Aptt = évatemp. (3.61)

Der Druck ist bei diesem Verfahren nicht mit der Dichte iiber eine Zustandsgleichung ver-
kniipft und somit nicht im thermodynamischen Sinne zu interpretieren. Bei inkompressiblen
Stromungen dient der Druck lediglich dazu, das Geschwindigkeitsfeld ¢"*! divergenzfrei zu
halten.

Als Randbedingung fiir die temporare Geschwindigkeit gilt die Haftbedingung. Fiir den Druck
wird eine homogene Neumann Randbedingung in der Form

hd 4 -0 (3.62)

angewendet [53],[80].

Das Fractional-Step-Verfahren ist in der Geschwindigkeit von erster Ordnung bei Anwendung
des Euler-Vorwiérts-Verfahrens zur zeitlichen Diskretisierung der Impulsgleichung. Wird fiir
die zeitliche Diskretisierung das Adams-Bashforth-Verfahren angewendet, so ist das Verfahren
in der Geschwindigkeit von zweiter Ordnung genau. Unabhéngig von der zeitlichen Diskre-
tisierung der Impulsgleichung ist das Verfahren von erster Ordnung genau fiir den Druck
[48]. Die Fehlerordnung des Verfahrens ist Gegenstand zahlreicher Veroffentlichungen [79],
[75], da nach wie vor Uneinigkeit herrscht. Neuere Veroffentlichungen zeigen jedoch, dass die
Fehlerordnung des Verfahrens beziiglich dem Druck bestenfalls von erster Ordnung ist [93].
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3.6 Losung der Poissongleichungen

Sowohl zur Berechnung des elektrischen Potentials als auch des Druckes muss jeweils eine
Poissongleichung in Zylinderkoordinaten gelost werden

10, 0¢ 1 0% 0%

Syt T ST ) 3.63
ror (r 37“) r2 0p? - 022 f(re,2) ( )
Die Diskretisierung der Poissongleichung fiihrt auf lineare Gleichungssysteme, welche fiir n
Unbekannte n? Matrixelemente erfordern. Da der Rechenaufwand bei direkten impliziten Lo-
sungsverfahren proportional n? wichst, sind ab einer gewissen Problemgréfie nur noch iterative
Algorithmen 6konomisch einsetzbar [35].

Das vorliegende Rechenprogramm verwendet zur Losung der Poissongleichungen einen schnel-
len Loser fiir Zylindergeometrien von Salinger [86]. Dieser Loser arbeitet nach dem Multigrid-
verfahren.

3.7 Losungsalgorithmus

Nachdem Rand- und Anfangsbedingungen fiir die Geschwindigkeit und die Temperatur gesetzt
sind, erfolgt die Berechnung der diskreten Gleichungen fiir jeden Zeitschritt. Als Anfangsbe-
dingungen eignen sich z.B. Daten einer dhnlichen Aufgabenstellung. Liegen solche Daten nicht
vor, kann auch aus dem Ruhezustand gestartet werden. Hierzu werden die Anfangsbedingun-
gen gleich Null gesetzt.

Auch die Berechnung stationédrer Aufgabenstellungen erfolgt, ausgehend von den Anfangsbe-
dingungen, durch Fortschreiten in der Zeit, bis eine stationére oder eingeschwungene Losung
in der gewiinschten Genauigkeit vorliegt. Diese Vorgehensweise, welche auch Time-Marching-
Verfahren genannt wird, hat sich in der numerischen Strémungsmechanik als zweckméfig er-
wiesen, da aufgrund der Nichtlinearitdt der Impulsgleichungen mehrere stationére Losungen
existieren kénnen, von denen jedoch nur eine physikalisch sinnvoll ist [73].

Ausgehend vom Zeitpunkt n erfolgt die Berechnung der Differenzengleichungen zum Zeit-
punkt n + 1 in der nachfolgend dargestellten Reihenfolge. Hierbei wird zur Darstellung der
Gleichungen aufgrund der besseren Ubersichtlichkeit meist eine kontinuierliche Schreibweise
verwendet.

1. Bestimmung des elektrischen Potentials nach Gleichung (2.53)

AP = V. (7" x B). (3.64)

2. Bestimmung der Stromdichte zum Zeitpunkt n+1 durch das Ohmsche Gesetz nach Glei-
chung (2.51)

i = Vet 4§ x B. (3.65)
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3. Losen der Energiegleichung zur Bestimmung der Temperatur. Abhéngig von der gewahl-
ten zeitlichen Diskretisierung erfolgt die Berechnung nach folgenden Gleichungen

(a) Euler-Verfahren
T =T 4+ At { — " VT" + _L A + ;] (3.66)
v Ra;w Pr v Ra;w Pr '
(b) Adams-Bashforth-Verfahren

3 1 1
T — Ty OA - VT 4 e AT 4 ——— | —
2 { ! VRany Pr VRany Pr
1

vV Ra;w Pr
! ] (3.67)
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4. Berechnung der temporéiren Geschwindigkeit

(a) Euler-Verfahren

P — —
Tomp = U™+ At[— (& V)F" + Ha?y | —— (5" x B) +
Ra;w
P —
AT 4 T”k} (3.68)
a;w

(b) Adams-Bashforth-Verfahren

3 P 5 S
iemp = "+ AL — (57 V5" + Ha?y | —— (G x B) +
2 RCL,‘W

Pr - 1
—n TEl — ZAt| — —sn—1 —n—1
RaiWAU + } 2A [ (U V)u" T +

Pr
RCLZ'W

Pr

Ha? "% B
a (j )+ Ramw

AT+ T"‘lﬁ]
(3.69)

-

Hierbei wird bei der Berechnung des Terms (5" x B ) die elektrische Stromdichte zum
Zeitpunkt n + 1 eingesetzt, da diese durch Gleichung (3.65) bereits berechnet wurde.

5. Losen einer Poissongleichung zur Bestimmung des Druckes

|
Ap"tt = Evvtemp. (3.70)
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6. Bestimmung der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt n + 1 mittels tempordrer Geschwin-
digkeit ¥em, und Druck aus Gleichung (3.70)

T = Gy — At V™ (3.71)

Hinweise und Erlauterungen zum Aufbau des Rechenprogrammes sowie der Implementierung
des Losungsalgorithmus finden sich im Anhang A.



Kapitel 4
Grundlagen der Magnetokonvektion

4.1 Magnetohydrodynamik

Die Magnetohydrodynamik beschreibt Strémungsvorgéinge elektrisch leitender Fluide unter
dem Einfluss von Magnetfeldern. Im bewegten Fluid werden elektrische Strome induziert, die
im Magnetfeld eine Lorentzkraft verursachen. Diese ist der Bewegungsrichtung des Fluids
meist entgegengerichtet. Somit liegt eine Kopplung zwischen dem Geschwindigkeitsfeld ¢ und
dem Magnetfeld B vor [62]. Begriindet wurde die Magnetohydrodynamik durch erste Ver-
offentlichungen von Hartmann [39] sowie Hartmann und Lazarus [40] im Jahre 1937. In den
folgenden Jahrzehnten erschienen immer mehr Veroffentlichungen zum Thema Magnetohydro-
dynamik. Bei diesen Verdffentlichungen handelt es sich iiberwiegend um analytische Studien
und experimentelle Untersuchungen. Erst seit Mitte der achtziger Jahre werden zunehmend
mehrdimensionale magnetohydrodynamische Strémungen numerisch berechnet.

Die Erklarung fiir das Stromungsverhalten unter dem Einfluss von Magnetfeldern basiert auf
der Vorstellung, dass die Stromungen, die beim Fehlen von Magnetfeldern vorliegen, durch die
Magnetfelder und der aufgrund der gemeinsamen Anwesenheit von Strémung und Magnetfeld
entstehenden elektrischen Strome geddmpft werden. Es muss in jedem Einzelfall gepriift wer-
den, ob diese Grundvorstellung korrekt ist oder ob die gefundene Losung von diesem Schema
abweicht. Haufig steht nicht der exakt ermittelte Wert fiir eine im Vergleich zur magnetfeld-
losen Situation gednderte Geschwindigkeit oder Warmeabfuhr im Vordergrund, sondern das
Verstéandnis fiir die auftretende Stréomungsform.

Ein wesentliches Merkmal magnetohydrodynamischer Stromungen ist das Auftreten von sehr
diinnen Grenzschichten. Diese Grenzschichten bilden sich dann aus, wenn das Magnetfeld so
stark ist, dass die Lorentzkrifte iiber den Einfluss der Trigheits- und der Reibungskrifte
dominieren. In rechteckigen Kanalquerschnitten bilden sich an den so genannten Hartmann-
wénden, welche normal zum Magnetfeld ausgerichtet sind, sehr diinne Grenzschichten, die
man als Hartmannschichten bezeichnet. Fiir die Dicke 0y dieser Grenzschichten gilt nach [68]

dg = O(Ha™). (4.1)

An den parallel zum Magnetfeld ausgerichteten Seitenwénden bilden sich die Seitenschichten
aus. Fiir die Grenzschichtdicke dg der Seitenschichten gilt der folgende Zusammenhang

og = O(Ha 1/?). (4.2)
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Die Seitenschichten sind somit dicker und weisen geringere Geschwindigkeitsgradienten als die
Hartmannschichten auf.

Die Untersuchung von Naturkonvektionsstromungen unter dem Einfluss von Magnetfeldern
in Zylindergeometrien unterscheidet sich insofern von entsprechenden Problemen in Recht-
ecksgeometrien, als hier die bei Rechteckgeometrien héufig auftretenden Hartmann- und Sei-
tenschichten weniger auftreten konnen oder ganz fehlen. Bei voll eingelaufenen Stromungen
in elektrisch isolierten zylindrischen Rohren skaliert die Dicke der Hartmannschicht mit der
Wandnormalkomponente des Magnetfeldes nach Gleichung 4.1. An den Stellen an denen die
Wandnormalkomponente verschwindet, bilden sich die sogenannten Robertsschichten aus. Fiir
die Dicke der Robertsschichten ergibt sich

og = O(Ha™??), (4.3)

wobei fiir die Ausdehnung der Robertsschichten in Magnetfeldrichtung O(Ha~'/?) gilt [83].

4.2 Konvektionsstromungen mit internen Wirmequel-
len

Erste Veroffentlichungen zu Naturkonvektionsstromungen mit internen Wéarmequellen erschie-
nen nach 1965 ([11], [50]). AnschlieBend wurden solche Strémungen in Zusammenhang mit der
Kerntechnik [10], der Plattentektonik ([58] und [85]) sowie der Astrophysik [99] untersucht. In
der Kerntechnik spielen intern beheizte Naturkonvektionsstréomungen eine wichtige Rolle, da
dort mit Spaltprodukten versetzte Fliissigkeiten auftreten. Diese mehr oder minder homogen
verteilten Spaltprodukte erzeugen eine interne Beheizung der Fliissigkeit.

Eine Ubersicht iiber den Kenntnisstand zu Naturkonvektionsstromungen mit internen Wir-
mequellen in unendlich ausgedehnten Schichten sowie kubischen und zylindrischen Behéltnis-
sen findet sich in [51]. Hierbei liegt der Schwerpunkt auf den Strémungsmustern und dem
Waérmeiibergang bei einer Variation der Rayleigh- und Prandtl-Zahl.

Systeme mit horizontalem Temperaturgradienten (z. B. seitlich beheizte und gekiihlte Kavi-
tat) ohne innere Wiarmequellen und ohne Magnetfelder haben in der Regel durch die Lage
von warmen und kalten Réndern eine strenge Vorgabe, wie die Warme transportiert werden
soll. Dies zeichnet Hauptstromungsrichtungen vor, in denen warmes Fluid von warmen Berei-
chen zu kalten Bereichen transportiert wird und umgekehrt, d.h. kaltes Fluid von einem oder
mehreren kalten Bereichen zu warmen Bereichen fliet. Beim Vorhandensein (homogener) in-
terner Warmequellen ist die Situation etwas anders. Wéarme wird iiberall erzeugt und kann
auch von manchen Stellen nicht optimal abgefithrt werden, d.h. der Zwang, die Stromung so
einzurichten, dass Wéarme von genau der warmen oder einer der warmen Stellen zur kalten
Stelle fliefen muss, ist weniger stark ausgepriagt. Das typische Beispiel ist die ebene, unend-
lich ausgedehnte horizontale Fliissigkeitsschicht mit homogener interner Beheizung, an der am
oberen und unteren Rand die gleiche Temperatur anliegt. Dieses System wurde, zum Teil im
Zusammenhang mit Sicherheitsuntersuchungen zur Kerntechnik [30], ausfiihrlich untersucht.

In Abhéngigkeit von einer geeignet definierten Rayleigh-Zahl Ra;y fiir interne Beheizung
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ergibt sich fiir den Wérmeiibergang nach oben die folgende Proportionalitdt der Nuflelt-Zahl

Nuoben ~ RaiW%7 (44)

wiahrend die Nuflelt-Zahl fiir den Warmeiibergang nach unten die folgende Proportionalitét
besitzt

Ntynten ~ Ragw?t. (4.5)

Damit geht fiir nicht zu kleine Rayleigh-Zahlen Ra; ein Grofiteil der produzierten Wérme
nach oben [10].

Bei zusétzlicher Préasenz von Magnetfeldern kénnen beim oben genannten ersten Fall mit
der externen Beheizung bei elektrisch leitenden Fluiden starke Behinderungen der Strémung
ohne Magnetfeld auftreten (vgl. [5]). Bei den intern beheizten Konfigurationen kann sich
der aufgewdrmte Teil des Fluids unter Umsténden besser einrichten (Fall der vorliegenden
Arbeit) und Wirme in beziiglich des vom Magnetfeld ausgehenden Widerstandes giinstigere
Richtungen abtransportieren.

Nachfolgend sind einige Veroffentlichungen zum Thema der Konvektionsstromungen mit in-
ternen Warmequellen aufgefiihrt. Hierbei werden im Wesentlichen Konvektionsstromungen in
rechteckigen Geometrien erwahnt, da nur sehr wenige Veroffentlichungen zu Konvektionsstro-
mungen mit internen Warmequellen in Zylindern existieren.

Zweidimensionale numerische Berechnungen von Konvektionsstromungen in quadratischen
Behéltern mit homogenen internen Wirmequellen werden in [57] durchgefiihrt. Berechnun-
gen werden hierbei fiir verschiedene Anstellwinkel durchgefiihrt. Der Schwerevektor verlauft
bezogen auf die Seitenwénde in einem Winkel zwischen 0° und 45°. Neben den auftreten-
den Stromungsmustern wird der Wérmeiibergang an den vier isothermen Wénden in Ab-
héangigkeit des Anstellwinkels untersucht. Neben stationdren Strémungen treten bei gréfleren
Rayleigh-Zahlen Ra = 5x10* und Ra = 10° zeitlich periodische Strémungen auf. Im Wesentli-
chen konnten in [57] die zuvor in [52] experimentell gefundenen Ergebnisse durch numerische
Berechnungen bestéitigt werden. In [1] werden ebenfalls Konvektionsstromungen in zweidi-
mensionalen quadratischen Rechengebieten numerisch untersucht. Hierbei liegt neben einer
Beheizung durch interne Warmequellen auch eine externe Beheizung vor.

In [8] werden zweidimensionale numerische Rechnungen fiir ein quadratisches Behéltnis mit
konstanten internen Wéarmequellen durchgefiihrt. Die Seitenwénde sind gekiihlt, die obere und
untere Wand ist adiabat. Das Fluid ist ein Fliissigmetall (Pb-17Li), fiir welches die Prandtl-
Zahl Pr = 0.0321 betrégt. Durchgefiihrt werden Rechnungen im Bereich Ra;y = 10*—10%. Bis
Rajw = 3 x 10° werden stationdre symmetrische Stromungen errechnet. Im Bereich 3 x 10° <
Ra;w < 10° tritt eine Gabelverzweigung mit einer rdumlicher Brechung der Symmetrie auf.
Periodische Stromungen ergeben sich fiir 108 < Ra; < 2x 10, der Ubergang zu instationérer
Stromung liegt bei 2 x 10° < Ra; < 3 x 106.

In [27] werden ebenfalls zweidimensionale numerische Rechnungen in einem quadratischen Be-
héltnis bei gleichzeitiger Anwesenheit eines externen Temperaturgradienten und homogenen
internen Warmequellen durchgefiihrt. Hierbei ist eine der beiden vertikalen Seitenwéinde be-
heizt, die andere gekiihlt. Die horizontalen Seitenwénde sind isotherm. Die Rayleigh-Zahl fiir
die interne Beheizung wird variiert im Bereich 10° < Ra;y < 10'°, withrend die Rayleigh-Zahl
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fiir die externe Beheizung Ra = 5 x 107 betriigt. Wird bei konstanter externer Beheizung die
Stérke der internen Beheizung erhoht, so entsteht im oberen Bereich der beheizten Wand eine
abwirts gerichtete Stromung. Bei geniigend starker interner Beheizung wird ein Teil der War-
me im oberen Bereich der beheizten Wand abgefiihrt. Nur im unteren Bereich der beheizten
Wand erfolgt ein Warmetransport in das Fluid.

Einen Uberblick iiber Konvektionsstromungen unter dem Einfluss von Magnetfeldern in ge-
schlossenen Behiltern und Kanélen gibt beispielsweise [67]. Ebenfalls gibt [22] in einem
ersten Teil einen Uberblick iiber intern beheizte Schichten und Behilter. Hierbei liegt der
Schwerpunkt auf Rechteckgeometrien. In einem zweiten Teil erfolgt eine Zusammenfassung
des Kenntnisstandes zu Konvektionsstromungen unter dem Einfluss von Magnetfeldern.

In [23] werden dreidimensionale magnetohydrodynamische Stromungen mit konstanten in-
ternen Wérmequellen in einem kubischen Behélter untersucht. Die Prandtl-Zahl betragt
Pr = 0.0321 (charakteristisch fiir Pb-17Li bei 573K). Die Rayleigh-Zahl liegt zwischen 10°
und 107, die Hartmann-Zahl zwischen 10? und 103. Jeweils zwei gegeniiberliegende vertikale
Wiinde sind isotherm, alle andern Wénde sind adiabat. Die elektrische Leitfahigkeit der Wan-
de variiert zwischen null und unendlich. Das Magnetfeld liegt orthogonal zum Schwerevektor.
Die Rechnungen werden mit dem kommerziellen Rechenprogramm CFX-4 [15] durchgefiihrt.
Zur Berechnung der magnetohydrodynamischen Stromungen sind allerdings wesentliche Er-
weiterungen notwendig [22].

In Zusammenhang mit der Kristallziichtung von Halbleiterkristallen mittels des Czochralski-
Verfahrens werden in [42] und [56] Konvektionsstromungen elektrisch leitender Fluide in ste-
henden Zylindern unter dem Einfluss eines Magnetfeldes in axialer Richtung untersucht. Hier-
bei handelt es sich um extern beheizte Systeme. Zur Kristallziichtung kommen ebenfalls ho-
rizontale Bridgman-Anordnungen zum Einsatz. In diesem Zusammenhang werden liegende
Zylinder mit einer beheizten und einer gekiihlten Stirnseite unter dem Einfluss von axialen
Magnetfeldern untersucht [6].

Veroffentlichungen zu Stromungen elektrisch leitender Fluide mit internen Wiarmequellen un-
ter dem Einfluss von Magnetfeldern in zylindrischen Geometrien sind nicht bekannt.



Kapitel 5
Ergebnisse

5.1 Programmvalidierung

Zunéchst wurden einfache Testrechnungen durchgefiihrt, welche nicht ausfiihrlich beschrieben
werden. Hierbei handelt es sich um laminare isotherme Rohrstromungen, bei denen die Ausbil-
dung des parabolischen Geschwindigkeitsprofiles sowie der Druckabfall iiberpriift wurden. Wie
in [34] beschrieben, wurde der diffusive Teil der Energiegleichung anhand von Wérmeleitpro-
blemen, fiir die geschlossene Losungen vorliegen, getestet. Der konvektive Warmetransport
wurde ebenfalls nach [34] mittels einer homogenen Kolbenstrémung untersucht. Bei allen
Testrechnungen wurden insbesondere die Ergebnisse bei » = 0 genau untersucht. Weiterhin
wurden zweidimensionale Konvektionsstromungen in kreisférmigen Geometrien mit dufleren
Temperaturgradienten nach [103] berechnet. Auch verschiedene in [65] dargestellte Ergebnisse
zur Konvektion in von unten beheizten stehenden Zylindern wurden berechnet.

In einem zweiten Schritt werden die nachfolgend detailliert beschriebenen Testrechnungen
durchgefiihrt. Hierbei werden Stromungsvorgéinge mit internen Wérmequellen sowie Stro-
mungen unter dem Einfluss von Magnetfeldern untersucht. Die Ergebnisse werden mit expe-
rimentellen und numerischen Literaturdaten verglichen.

5.1.1 Stehender Zylinder mit internen Wirmequellen

In [47] werden Stromungsvorgénge in einem stehenden Zylinder mit konstanten internen
Wairmequellen sowohl experimentell als auch numerisch untersucht. Der Zylinder besitzt ein
Hoéhen-Durchmesserverhéltnis von A = H/D = 1,315. Berechnungen werden fiir drei ver-
schiedene Grashof-Zahlen Griy = 2.78 x 103, 3.5 x 10° und 2.78 x 10° bei einer Prandtl-Zahl
von Pr = 0.7 durchgefiihrt. Die Grashof-Zahl fiir die interne Beheizung wird mit dem Durch-
messer D des Zylinders als charakteristische Lénge gebildet

In Abbildung 5.1 ist die Geometrie anhand einer Skizze dargestellt. Die beiden Stirnseiten
sowie der Zylindermantel sind isotherm bei 25°C. Aufgrund der internen Wirmequellen heizt
sich das Fluid auf. Dadurch entstehen Temperaturgradienten, die Dichteunterschiede bewir-
ken. Die maximale Temperatur und somit die geringste Dichte entsteht im Innern des Zylin-
ders. Dadurch stromt das Fluid dort aufwérts. An den Wénden kiihlt sich das Fluid ab und
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Bild 5.1: Stehender Zylinder mit homogenen internen Wérmequellen nach [47].

stromt abwérts. Wie in Abbildung 5.2 dargestellt, entsteht eine ringférmige Walze. Diese ist
bei den untersuchten Grashof-Zahlen stationér und rotationssymmetrisch.
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Bild 5.2: Temperaturprofil und Geschwindigkeitsvektoren in der rz-Ebene bei Gr; = 2.78 x
106,

Aufgrund der Rotationssymmetrie werden die Rechnungen in [47] auf einem zweidimensio-
nalen Rechengebiet in r-z-Richtung durchgefiihrt. Hierbei wird die Impulsgleichung in der
U-Q-Formulierung (vgl. [84] und [80]) mit der Finite-Differenzen-Methode teilimplizit gelost
[46]. Zur Diskretisierung der konvektiven Terme wird ein Upwind-Verfahren erster Ordnung
eingesetzt.

Die experimentellen Untersuchungen werden mit radioaktivem Tritiumgas durchgefiihrt. Durch
eine Verdnderung des Gasdruckes im Zylinder wird die Stérke der internen Wérmequellen va-
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riiert. Dadurch sind Untersuchungen fiir verschiedene Grashof-Zahlen moglich. Gemessen wird
die Temperatur an 5 verschiedenen Stellen mit einer Genauigkeit von £0.06/K. Wie in Ab-
bildung 5.1 dargestellt, befinden sich drei Mess-Stellen auf der Zylinderachse, zwei weitere in
der horizontalen Mittelebene.

26
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Bild 5.3: Temperaturverlauf in der horizontalen Mittelebene fiir Gryy = 2.78 x 10°.

In Abbildung 5.3 ist der Temperaturverlauf in der horizontalen Mittelebene fiir eine Grashof-
Zahl Gryy = 2.78 x 10 iiber den Radius dargestellt. Die errechneten Temperaturprofile stim-
men am Rand sehr gut mit den Daten aus [47] iberein. Im Innern des Zylinders werden jedoch
niedrigere Temperaturen errechnet. Wahrend in [47] ein nahezu konstantes Temperaturprofil
im Innern vorliegt, ergibt sich bei den eigenen Rechnungen ein Geschwindigkeitsprofil mit
einem Temperaturmaximum bei r = 4 cm. Im Vergleich zu den Messdaten liegen sowohl die
errechneten Temperaturen aus [47], als auch die eigenen Rechnungen etwas niedriger, stimmen
aber im Rahmen der Messgenauigkeit mit den Messdaten iiberein.

Die Abweichung der errechneten Temperaturen bei » = 0 von den Daten in [47] zeigt sich
ebenfalls in Abbildung 5.4. Die errechneten Temperaturen sind iiber die gesamte Hohe des
Zylinders niedriger als in [47]. Wie in Abbildung 5.3 weicht auch das errechnete Tempera-
turprofil entlang der Zylinderachse von den Messwerten ab. Jedoch liegen die errechneten
Temperaturen an allen Messpunkten innerhalb der Messtoleranz.

Rechnungen werden mit einer Auflésung von 16 Gitterpunkten in r-Richtung und 32 Punkten
in z-Richtung durchgefiihrt. Danach wird die Auflésung in r-Richtung auf 32 Gitterpunkte
und z-Richtung auf 64 Punkte erhoht. Die Abweichungen zwischen den beiden Rechenliufen
sind sehr gering, deshalb kann davon ausgegangen werden, dass bereits bei einer Auflésung
von 16 x 32 Punkten eine nahezu gitterunabhéngige Losung vorliegt.

Das Geschwindigkeitsprofil in der horizontalen Mittelebene nach Abbildung 5.5 zeigt in der
Néhe des Zylindermantels eine gute Ubereinstimmung mit den errechneten Daten aus [47].
Im Bereich r < 4 c¢m liegen die errechneten Geschwindigkeiten jedoch deutlich {iber den
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Bild 5.4: Temperaturverlauf bei r = 0 fiir Gryy = 2.78 x 10°.
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Bild 5.5: Geschwindigkeitsverteilung in der horizontalen Mittelebene fiir Gr = 2.78 x 106.
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Vergleichsdaten aus [47]. Zur Uberpriifung des Geschwindigkeitsprofils wurde deshalb die Er-
fiilllung der Kontinuitétsgleichung in der horizontalen Mittelebene gepriift. Die Bedingung

T 27
/ / vyrdrde =0 (5.2)
0 Jo

ist im Falle der eigenen Rechnung mit sehr guter Genauigkeit erfiillt. Die Daten aus [47]
lassen vermuten, dass die Kontinuitdt hier nicht erfiillt ist. Die im Vergleich mit [47] héheren
Stromungsgeschwindigkeiten aus der eigenen Rechnung erkldren die niedrigeren Temperaturen
im Innern des Zylinders. Durch die hohere Stromungsgeschwindigkeit ist die Verweildauer des
Fluids im Innern des Zylinders kiirzer und die durch die internen Wiarmequellen zugefiihrte
Energie und somit Temperatur bis zum Erreichen der oberen Berandung geringer.

Bei stationdren Konvektionsstromungen mit internen Wéarmequellen herrscht unter der Vor-

aussetzung, dass keine Senken vorhanden sind, ein Gleichgewicht zwischen der durch die
internen Warmequellen erzeugten und der iiber die Berandung abgefiihrten Wérme

/quV:/AQ dA (5.3)

mit

or

Wand

Wihrend bei einer Aufgabenstellung mit externer Beheizung nur die Ubereinstimmung der
zu- und der abgefithrten Warmemenge iiberpriift werden kann, ist hier die exakte Bestim-
mung der produzierten Warmemenge moglich. Die errechnete abgefithrte Warmemenge muss
entsprechend Gleichung 5.3 dieser Wéarmemenge entsprechen. Die Warmeabfuhr erfolgt bei
dieser Rechnung sowohl {iber den Zylindermantel als auch {iber die beiden Stirnseiten. Tabelle
5.1 zeigt die bei Gry = 2.78 x 10° durch die internen Wiarmequellen entstehende Wirme-
leistung sowie die iiber die Berandungen abgefiihrten Wéarmeleistungen. Der grofite Anteil
der Wirmeleistung (71%) wird iiber den Zylindermantel abgefiihrt. Uber die obere Stirnseite
werden 21% der Warmeleistung abgefiihrt, wihrend iiber die untere Stirnseite lediglich 8%
der Wirmeleistung abgefiihrt wird. Die Warmebilanz wird hierbei sehr prézise erfiillt, der
relative Fehler ist kleiner 6,4 x 1077,

Interne Zylinder- | Obere Untere
Warmequellen | mantel | Stirnseite | Stirnseite
0.78095 0.55061 0.16976 0.06058

Tabelle 5.1: Wirmebilanz fiir Gryy = 2.78 x 10, alle Angaben in W.
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5.1.2 Liegender Zylinder mit horizontalem Temperaturgradienten

In [88] werden Konvektionsstromungen in einem horizontalen Zylinder experimentell unter-
sucht. Der Durchmesser des Zylinders ist D = 0,02 m, die Lénge ist L = 0,1 m. Der Zylinder
ist mit Stickstoff gefiillt. Die Prandtl-Zahl betrigt Pr = 0.73. Durch Anderung des Gasdruckes
im Zylinder wird die Rayleigh-Zahl verdndert. Eine Stirnseite ist gekiihlt (7, = 300K), die
gegeniiberliegende Stirnseite ist beheizt (7}, = 362K ). Die Rayleigh-Zahl wird mit dem Radius
R als charakteristischer Léange sowie der Temperaturdifterenz T}, — T, gebildet. Der Zylinder-
mantel ist von einem evakuierten doppelwandigen Quarzglaszylinder umgeben. Da Quarzglas
eine 50-mal groBere Wirmeleitfihigkeit als Stickstoff besitzt, wird bei den Testrechnungen
eine perfekt wérmeleitende Wand vorausgesetzt (vgl. [90] und [13]).

Durch eine LDA-Messung wird die vertikale Geschwindigkeit entlang der Mittelachse sowie
die horizontale Geschwindigkeit in der vertikalen Mittelebene ermittelt. Diese Daten werden
mit den berechneten Daten verglichen. Die Rayleigh-Zahlen betragen hierbei Ra = 3580,
Ra = 8860 und Ra = 18700.

Abbildung 5.6 zeigt das vertikale Geschwindigkeitsprofil entlang der Mittelachse des Zylinders
in der Néhe der kalten Stirnseite. Wahrend die Lage des Geschwindigkeitsextremums der selbst
berechneten Ergebnisse mit den experimentellen Daten gut iibereinstimmt, liegt der Betrag
der maximalen Geschwindigkeit der berechneten Geschwindigkeitsprofile bei allen Rayleigh-
Zahlen etwas niedriger als bei den experimentellen Daten.

0,01 : : : : :

0,004

o

-0,01 _
@
E
-
-0,02 _
o Ra=3580
«—e Ra=3580 (exp.)
o Ra= 8860
-0,031- == Ra= 8860 (exp.) n
o Ra=18700
+— Ra= 18700 (exp.)
0 ‘ ! ‘ ! ‘ ! ‘ \ ‘
’%Z,lOOO 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010

z [m]

Bild 5.6: Vergleich der berechneten vertikalen Geschwindigkeitsprofile an der kalten Stirnseite
mit den experimentellen Daten aus [88], (§ = const.).

In Abbildung 5.7 ist die Geschwindigkeitsverteilung in axialer Richtung in der vertikalen
Mittelebene dargestellt. Bei der kleinsten Rayleigh-Zahl stimmen die numerischen Daten sehr
gut mit den experimentellen Daten iiberein. Bei den héheren Rayleigh-Zahlen ergibt sich
jedoch eine zunehmende Abweichung zwischen den experimentellen und den numerischen
Daten. Die maximale Abweichung liegt im Bereich von 10%.

Wiéhrend bei den Experimenten von einer Temperaturabhéngigkeit des thermischen Volumen-
ausdehnungskoeffizienten auszugehen ist, wird bei der Berechnung ein konstanter thermischer
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Bild 5.7: Vergleich der berechneten axialen Geschwindigkeitsprofile in der vertikalen Mittele-
bene mit den experimentellen Daten aus [88], (3 = const.).

Volumenausdehnungskoeffizient nach

2
T+ T,

5 (5.5)

vorausgesetzt (vgl. [90] und [13]). Die in [13] dargestellten numerischen Ergebnisse, welche
ebenfalls mit konstantem Volumenausdehnungskoeffizienten durchgefiihrt werden, zeigen Ab-
weichungen im Vergleich zu den experimentellen Daten in einer dhnlichen Grofenordnung und
stimmen sehr gut mit den hier durchgefithrten Berechnungen iiberein.

Die Abweichung des lokalen thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten im Vergleich zu
dem nach Gleichung 5.5 ermittelten Wert liegt im Bereich von £10%. Um die Temperatu-
rabhéngigkeit des thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten zu beriicksichtigen, werden
Berechnungen durchgefiihrt, bei denen der thermische Volumenausdehnungskoeffizient in Ab-
héngigkeit von der Temperatur nach

B(T) = - (5.6)

berechnet wird. Abbildung 5.8 zeigt fiir diesen Fall wie zuvor die vertikale Geschwindigkeit an
der kalten Stirnseite. Die berechneten Geschwindigkeitsprofile stimmen nun sehr viel besser
mit den experimentell ermittelten Daten iiberein. Auch das axiale Geschwindigkeitsprofil in
der vertikalen Mittelebene nach Abbildung 5.9 stimmt jetzt besser mit den experimentellen
Daten iiberein. Die maximale Abweichung betrigt ca. 5%.

Zur Uberpriifung der Gitterunabhingigkeit der Ergebnisse werden Berechnungen mit 128
Punkten in axialer Richtung durchgefiihrt und anschlieBend fiir die hochste Rayleigh-Zahl
die Auflosung in axialer Richtung verdoppelt. Diese Methode wird auch bei den weiteren
Testrechungen sowie bei den Rechnungen in den nachfolgenden Kapiteln zur Uberpriifung der
Gitterunabhéingigkeit der Ergebnisse angewandt. Wie aus den Abbildungen 5.8 und 5.9 zu
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Bild 5.8: Vergleich der berechneten vertikalen Geschwindigkeitsprofile an der kalten Stirnseite

mit den experimentellen Daten aus [88], (5 = 1/T.).

erkennen ist, liegt eine nahezu gitterunabhéngige Losung bereits bei einer Auflésung von 128
Punkten vor. Somit kann von einer im Rahmen der Unsicherheiten guten Ubereinstimmung
der berechneten Daten mit den experimentell ermittelten Geschwindigkeitsprofilen aus [88]
ausgegangen werden.
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Bild 5.9: Vergleich der berechneten axialen Geschwindigkeitsprofile in der vertikalen Mittele-

bene mit den experimentellen Daten aus [88], (5 = 1/T.).
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5.1.3 Magnetokonvektion in liegenden Zylindern

Im Folgenden wird der Einfluss von Magnetfeldern auf Naturkonvektionsstromungen in einem
liegenden Zylinder mit einer beheizten und einer gekiihlten Stirnseite untersucht und mit
numerischen Ergebnissen aus [12] verglichen. Solche Systeme ergeben sich beim horizontalen
Bridgman-Verfahren [59] zur Herstellung von Einkristallen.

vertikale Langsschnittebene

vertikale Querschnitteben g

N

Bild 5.10: Liegender Zylinder mit horizontalem Temperaturgradienten unter dem Einfluss der
Schwerkraft.

Die zylindrische Kavitdt nach Abbildung 5.10 hat ein Langen-Durchmesserverhéltnis A =
L/D = 4. Hierbei ist der Durchmesser D auf eins normiert. Aufgrund der stirnseitig herrschen-
den Temperaturdifferenz bilden sich horizontale Temperaturgradienten aus, die eine laminare
Konvektionsstromung erzeugen. Der Zylindermantel wird hierbei als adiabat angenommen.
Sowohl die Stirnseiten als auch der Zylindermantel sind elektrisch isoliert. Die Rechnungen
werden fiir Quecksilber mit einer Prandtl-Zahl Pr = 0.026 durchgefiihrt [20].

Zur Beschreibung der Richtung des Magnetfeldes wird ein in [12] festgelegtes kartesisches
Koordinatensystem verwendet, welches in Abbildung 5.10 dargestellt ist. Berechnungen liegen
vor fiir Stromungen ohne Magnetfeld sowie unter dem Einfluss von Magnetfeldern in z-, y- und
z-Richtung. Die Hartmann-Zahl wird jeweils zwischen Ha = 0 und Ha = 300 variiert. Bei den
Strémungen ohne Magnetfeld liegt die Grashof-Zahl bei Gr = 1,5 x 10°, bei den Strémungen
unter dem Einfluss von Magnetfeldern jeweils bei Gr = 5 x 10*. Die Grashof-Zahl ist mit dem
Durchmesser D als charakteristischer Lénge wie folgt definiert

_gﬁATD4

G
" L 12

(5.7)
Hierbei ist AT = T, — T, die Temperaturdifferenz zwischen der warmen Stirnseite bei z =
L = 4 und der kalten Stirnseite bei z = 0.

Die Rechnungen in [12] werden mittels eines Spektralverfahrens durchgefiihrt. Hierzu wird
der Zylinder in 5 Teilgebiete zerlegt, welche durch 9 x 9 x 27 Kollokationspunkte diskretisiert
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werden (vgl. [49] und [45]).

Neben den Rechnungen ohne Magnetfeld bei Gr = 1,5 x 10° sind die Rechnungen unter
dem Einfluss von Magnetfeldern in x-, y- und z-Richtung bei einer Hartmann-Zahl Ha =
150 sowie einer Grashof-Zahl Gr = 5 x 10* ausfiihrlich beschrieben. Deshalb werden fiir
die nachfolgenden Testrechnungen die Grashof-Zahl und die Hartmann-Zahl entsprechend
gewahlt.

5.1.3.1 Rechnungen ohne Magnetfeld

Bei den untersuchten Grashof-Zahlen Gr < 1.5 x 10° ergeben sich stationire Stromungen,
welche durch eine in horizontaler Richtung gestreckte Walze gekennzeichnet sind. An der
warmen Wand stromt das Fluid aufwirts, flieBt dann im oberen Teil des Zylinders in hori-
zontaler Richtung zur kalten Wand und kiihlt dort ab, um anschliefend im unteren Teil des
Zylinders zur warmen Wand zuriickzuflielen.

Bei einer Grashof-Zahl Gr = 1.5 x 10° entstehen in der horizontalen Lingsschnittebene,
dargestellt in Abbildung 5.13, Sekundéarwirbel innerhalb der groflen konvektiven Walze in
der Néhe der Stirnseiten. Wie in Abbildung 5.11 dargestellt, sind diese Sekundérwirbel bei
einer Grashof-Zahl Gr = 5 x 10* noch nicht sichtbar. Die Sekundérwirbel innerhalb der Walze
erzeugen die in der horizontalen Langsschnittebene auftretenden Wirbel, welche in Abbildung
5.14 fiir Gr = 1.5 x 10° dargestellt sind. Diese Wirbel sind, wie in Abbildung 5.12 gezeigt,
bereits bei Gr = 5 x 10* ausgebildet.

Weiterhin entstehen in der horizontalen Langsschnittebene nach Abbildung 5.11 fiir Gr =
5 x 10* und Abbildung 5.13 fiir Gr = 1.5 x 10° Sekundiirwirbel in der unteren Ecke an der
warmen und in der oberen Ecke an der kalten Wand.

Aufgrund der niedrigen Prandtl-Zahl und der damit verbundenen guten Warmeleitfahigkeit
des Fluids weisen die in den Abbildungen 5.11 und 5.13 dargestellten vertikalen Temperatur-
profile trotz der hohen Grashof-Zahlen nur méflige Verdnderungen gegeniiber der horizonta-
len Temperaturschichtung bei reiner Wirmeleitung auf. Bei Gr = 1.5 x 10° wird jedoch der
stiarkere Einfluss der Konvektion sichtbar. Hierbei nehmen die Isothermen in der vertikalen
Querschnittebene im Zentrum des Zylinders einen linearen Verlauf an.

Die in den Abbildungen 5.13 und 5.14 dargestellten Geschwindigkeitsvektoren und Tempera-
turverteilungen sowie die beschriebenen Eigenschaften der Stromung bei einer Grashof-Zahl
Gr = 1.5 x 10° zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Daten aus [12].

5.1.3.2 Magnetfeld in z-Richtung

Wird ein Magnetfeld B = (Bo,0,0) in z-Richtung, d. h. in horizontaler Richtung und senk-
recht zur Zylinderachse angelegt, so wird bei Ha = 150 und Gr = 5 x 10* die Strémung
im Vergleich zur Stromung ohne Magnetfeldeinfluss stark geddmpft und das Geschwindig-
keitsprofil verandert.

In Abbildung 5.15 ist das Geschwindigkeitsprofil in der horizontalen Léngsschnittebene durch
Vektorpfeile dargestellt. An der kalten Stirnseite stromt das Fluid in einem schmalen Bereich
abwirts, wihrend an der warmen Stirnseite die Stromung aufwéarts gerichtet ist.
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Bild 5.11: Geschwindigkeitsvektoren (a) und Temperaturverteilung (b) in der vertikalen
Lingsschnittebene fiir Gr = 5 x 10%.
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Bild 5.12: Geschwindigkeitsvektoren (a) und Temperaturverteilung (b) in der horizontalen
Lingsschnittebene fiir Gr = 5 x 10%.
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Bild 5.13: Geschwindigkeitsvektoren (a) und Temperaturverteilung (b) in der vertikalen
Lingsschnittebene fiir Gr = 1.5 x 10°.
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Bild 5.14: Geschwindigkeitsvektoren (a) und Temperaturverteilung (b) in der horizontalen
Lingsschnittebene fiir Gr = 1.5 x 10°.
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Abbildung 5.16 stellt das Geschwindigkeitsprofil in der vertikalen Querschnittebene bei z = 2
dar. Um das Geschwindigkeitsprofil besser zu visualisieren, ist gegeniiber der Abbildung 5.15
die Perspektive gedndert. In der oberen Hélfte des Querschnittes stromt das Fluid zur kalten,
in der unteren Hélfte zur warmen Stirnseite. Es ist zu erkennen, dass das Geschwindigkeitspro-
fil quer zur Stromungsrichtung konstante Stromungsgeschwindigkeiten aufweist. In vertikaler
Richtung ist das Geschwindigkeitsprofil in der Nidhe des Kerns linear, geht dann aber in
Wandnéhe in ein quadratisches Profil {iber.
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Bild 5.16: Horizontale Geschwindigkeitskomponente in der vertikalen Querschnittebene bei
z =2 fiir B=(B,,0,0).

Durch das Magnetfeld werden dort elektrische Strome induziert, wo eine achsparallele oder
vertikale Stromungsrichtung vorliegt. Horizontale Geschwindigkeitskomponenten induzieren
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elektrische Strome in vertikaler Richtung. Dadurch werden sowohl oberhalb als auch unter-
halb der horizontalen Mittelebene elektrische Stréme in Richtung der horizontalen Mittelebene
induziert. Diese induzierten Strome bewirken, dass im Bereich der horizontalen Langsschnitt-
ebene ein hohes elektrisches Potential entsteht. Das elektrische Potential ist in Abbildung
5.17 in der vertikalen Querschnittebene bei z = 0.5 dargestellt. Aufgrund des hohen elektri-
schen Potentials in der horizontalen Léngsachse schlieen sich die elektrischen Strome, wie
in Abbildung 5.18 dargestellt, in der vertikalen Querschnittebene. Wihrend im Kern iiberall
elektrische Strome in Richtung der horizontalen Langsachse flieen, treten am Zylindermantel
in einer diinnen Schicht starke, entgegengesetzt gerichtete Stréme auf. Dadurch ergeben sich
vier entgegengesetzt rotierende, kreisformige elektrische Strome.

Bild 5.17: Das elektrische Potential in der vertikalen Querschnittebene bei z = 0.5 fiir B =
(B:,0,0).

Die hierbei entstehenden Lorentzkréfte wirken im Innern der Stromung entgegen, wiahrend am
Rand die Lorentzkréfte in Stromungsrichtung wirken. Dadurch wird die Geschwindigkeit im
Kern stirker geddmpft als am Rand. In den vertikalen QQuerschnittebenen entsteht hierdurch
das in Abbildung 5.15 gezeigte Geschwindigkeitsprofil, welches in z-Richtung konstante Stro-
mungsgeschwindigkeiten aufweist. Gleichzeitig ist dieses Geschwindigkeitsprofil durch diinne
Grenzschichten gekennzeichnet.

Die errechneten Ergebnisse fiir das elektrische Potential, den elektrischen Strom und der Ge-
schwindigkeitsprofile in den dargestellten Abbildungen zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung
mit den Daten aus [12].

In [12] ist die maximale vertikale Geschwindigkeit vy 4, im horizontalen Léngsschnitt nach
Abbildung 5.15 sowie die maximale horizontale Geschwindigkeit v, 4, im vertikalen Quer-
schnitt nach Abbildung 5.16 bei z = 2 angegeben. Tabelle 5.2 zeigt einen Vergleich dieser
Geschwindigkeiten mit den Daten aus der eigenen Rechnung. Der Vergleich bestétigt die gute
Ubereinstimmung der eigenen Rechnung mit den Daten aus [12].



5.1 Programmvalidierung 59

S SRR P
ST L L L AL L g T
’/\’uiuuuiuu‘?‘“
N A A R R R L S AN
A o
A N A A N L
L A A B O T
R TR R R
B A I A O O T
O A R A N R N TRV
P B A R R T e e i
N T T T iV e |
B S T T T T T T s )
B S e i Rty
JE e N Y
x P T e R S s
e i fC M A o o w4 — — o= o e o O
I T T A AN S 5 O A R L e e
P F P F Tl P KL S M M T T T T T T T T o A A A AL T
o L L A T T S e A S S R
PR FARRARL A S s YL Tt PP A2 AAAAA RS
PELNL NN L A TR T B A O B S S R SR I P O
L T T T O A L R S )
A T e
WRNSRRAAANATNIT T T TP AT AA R AT S
NSNS T I I T P R R R AR ALY
k ﬂﬁﬁﬁﬁﬂﬁiTTTTTT???????h f
e S TANANTVTITTITT TR 7
AT K=
SIS RS PR PR
T T P R

Bild 5.18: Der elektrische Strom in der vertikalen Querschnittebene bei z = 0.5 fiir B =
(B:,0,0).

é - (Bm 0, 0) Vymaz | Vzmax
Literatur 0.1225 | 0.1617
Eigene Rechnung | 0.125 | 0.164
Abweichung 20% | 1.4 %

Tabelle 5.2: Vergleich der berechneten maximalen Geschwindigkeiten v, 4, im horizontalen
Langsschnitt und v, 4, im vertikalen Querschnitt bei z = 2 mit den Literaturdaten aus [12]

fir B = (B,,0,0), Ha = 150 und Gr = 5 x 10*.

5.1.3.3 Magnetfeld in y-Richtung

Unter dem Einfluss eines Magnetfeldes in y-Richtung, d. h. vertikal und senkrecht zur Zylinder-
achse, geht das ohne Einfluss eines Magnetfeldes S-férmige horizontale Geschwindigkeitsprofil
in der vertikalen Querschnittebene bei z = 2, wie in Abbildung 5.20 dargestellt, in ein lineares
Profil iiber. In horizontalen Schichten y = const. liegt ein konstantes Geschwindigkeitsprofil
mit sehr diinnen Wandgrenzschichten am Zylindermantel vor. Das in Abbildung 5.20 darge-
stellte Geschwindigkeitsprofil ist nahezu unabhéngig von der z-Koordinate. Dies wird ebenfalls
durch Abbildung 5.19 deutlich. Aufler in sehr diinnen Schichten in der N#he der Stirnseiten
tritt keine Vertikalstromung auf. Auch hier sind die Abbildungen 5.20 und 5.19 zur besseren
Visualisierung der Geschwindigkeitsprofile in verschiedenen Perspektiven dargestellt.

Die Ausbildung eines in vertikaler Richtung linearen Geschwindigkeitsprofils in der vertikalen
Querschnittebene wird in [28] durch eine zweidimensionale analytische Betrachtung bestétigt.

Durch das Magnetfeld in y-Richtung werden elektrische Strome dort induziert, wo horizontale
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Bild 5.19: Geschwindigkeitsvektoren in der horizontalen Léngsschnittebene fiir B

Bild 5.20: Geschwindigkeitsvektoren in der Querschnittebene bei z = 2 fiir B
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Geschwindigkeitskomponenten vorliegen. In der oberen Hélfte des Zylinders werden elektri-
sche Strome in positiver und in der unteren Hélfte in negativer x-Richtung induziert. Die
induzierten elektrischen Strome bewirken in den vertikalen Querschnittebenen ein elektrisches
Potential, wie in Abbildung 5.22 dargestellt. Das elektrische Potential wiederum bewirkt, dass
die induzierten elektrischen Strome sich schliellich in vertikalen Querschnittebenen kreisfor-
mig schliefen konnen. Bedingt durch das in Abbildung 5.20 dargestellte lineare Geschwindig-
keitsprofil in vertikaler Richtung steigen die elektrischen Strome mit zunehmendem Abstand
vom Mittelpunkt linear bis nahe an den Zylindermantel an.

Die starkste Dampfung iibt die durch die elektrischen Strome verursachte Lorentzkraft auf
die Stromung in der vertikalen Léngsschnittebene aus, da dort die Richtung des elektrischen
Stromes senkrecht zum Magnetfeld verlauft. Je weiter man sich von dieser Ebene entfernt,
desto mehr nimmt die horizontale Komponente des elektrischen Stromes ab. Hierdurch wird
die Lorentzkraft und damit die dimpfende Wirkung auf die Stromung geringer. Dies erklart
die Ausbildung eines in vertikaler Richtung linearen Geschwindigkeitsprofils.
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Bild 5.21: Der elektrische Strom in der vertikalen Querschnittebene bei z = 0.5 fiir B =
(0, B,,0).

Auch hier zeigen die in den Abbildungen 5.19 bis 5.22 dargestellten errechneten Daten eine
gute Ubereinstimmung mit den Daten aus [12]. Weiterhin zeigt auch ein quantitativer Ver-
gleich der maximalen Vertikal- und Horizontalgeschwindigkeiten in Tabelle 5.3 eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den Daten aus der Literatur.

An dieser Stelle werden weiterhin experimentelle Untersuchungen von Konvektionsstromun-
gen mit horizontalen Temperaturgradienten zur Programmvalidierung herangezogen. Neben
experimentellen Untersuchungen rein hydrodynamischer Stromungen in Rechteckgeometrien
(z. B. [92]) werden in [21] Konvektionsstromungen in einem Zylinder unter dem Einfluss eines
vertikalen Magnetfeldes experimentell untersucht. Es handelt sich hierbei um einen schlanken
Zylinder mit dem Radius R = 0,02 m und der Lénge L = 0,4 m. Das verwendete Fluid ist
Quecksilber. An den Stirnseiten befinden sich Kupferplatten. Eine Stirnseite ist beheizt, die
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Bild 5.22: Das elektrische Potential in der vertikalen QQuerschnittebene bei z = 0.5 fiir B =
(0, B,,0).

B=(0,B,,0) | tymas | Vemas
Literatur 0.0139 | 0.0086
Eigene Rechnung | 0.0143 | 0.0088
Abweichung 28 % | 23 %

Tabelle 5.3: Vergleich der berechneten maximalen Geschwindigkeiten vy .4, im horizontalen
Langsschnitt und v, 4, im vertikalen Querschnitt bei z = 2 mit den Literaturdaten aus [12]

fiir B = (0, B,,0), Ha = 150 und Gr = 5 x 10*,

gegeniiberliegende Stirnseite ist gekiihlt. Die Temperaturdifferenz zwischen der warmen und
der kalten Stirnseite betragt T, — T} = 14, 7K. Der Zylindermantel besteht aus Glas. Zur Ver-
meidung eines unerwiinschten Warmetransports iiber den Zylindermantel ist dieser thermisch
isoliert. Da die Warmeleitfahigkeit von Quecksilber sehr viel grofler ist als die Warmeleitfahig-
keit von Glas, wird bei den Berechnungen der Zylindermantel als adiabat angenommen. Die
Kupferplatten an den Stirnseiten sind mit einer diinnen Teflonschicht versehen, alle Berandun-
gen sind somit elektrisch isoliert. Am Zylindermantel befinden sich Temperaturmessstellen,
mit denen die Temperaturverteilung gemessen wird. Die Rayleigh-Zahl ist wie folgt definiert:

g B AT R

R
“ L kv

(5.8)

Durchgefiihrt werden Experimente mit rein hydrodynamischen Stromungen bei einer Rayleigh-
Zahl Ra = 22600. Bei dieser Rayleigh-Zahl ergibt sich im Experiment eine turbulente Stro-
mung. Deshalb wird auf die Nachrechnung dieser Ergebnisse verzichtet.

Die urspriinglich turbulente Stromung wird jedoch bereits bei Hartmann-Zahlen Ha > 10
aufgrund der ddmpfenden Wirkung des Magnetfeldes laminar.
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Berechnungen werden bei einer Hartmann-Zahl Ha = 53.3 durchgefiihrt. Fiir diesen Fall ist
in [21] die Temperaturverteilung am Zylindermantel in einem Winkel von 45° zur horizontalen
Mittelebene sowie die Temperaturverteilung am Zylindermantel in der vertikalen Mittelebene
angegeben. Einen Vergleich der experimentell ermittelten Temperatur am Zylindermantel ist
in Abbildung 5.23 dargestellt. Wahrend der Temperaturverlauf an der beheizten Stirnseite und
im Zentrum gut tibereinstimmt, ergeben sich im Bereich der gekiihlten Wand Abweichungen.
Auch bei der Temperaturverteilung am Zylindermantel in der vertikalen Mittelebene nach
Abbildung 5.24 ergeben sich Abweichungen zwischen den experimentellen und den numeri-
schen Daten. Fiir das Temperaturprofil am Zylindermantel ist in [21] eine analytische Losung
angegeben. Das analytische Temperaturprofil, welches ebenfalls in Abbildung 5.24 dargestellt
ist, zeigt jedoch eine etwas groflere maximale bzw. minimale Temperatur als das errechnete
Temperaturprofil und weicht damit fiir die hier behandelte Hartmann-Zahl erheblich von dem
gemessenen Profil ab.

8 ‘ ‘ ‘ ‘
T,=1/2(T,-T)

T-T, [K]
o

— numerische Daten
o experimentelle Daten|

L | L | L | L
B0 0,1 0,2 0,3 0,4
z [m]
Bild 5.23: Vergleich des berechneten Temperaturprofils am Zylindermantel in einem Winkel

von 45° zur horizontalen Mittelebene fiir Ra = 22600 und Ha = 53, 3 mit den experimentellen
Daten aus [21].

Eine Schwierigkeit besteht beziiglich der Auflésung der sehr diinnen Stromungsgrenzschichten
an den Stirnseiten. Trotz einer Auflosung von 256 Gitterpunkten in axialer Richtung kénnen
diese, bedingt durch die grofle Linge des Zylinder, nur unzureichend aufgelost werden. Eine
weitere Erhohung der Auflosung bzw. ein nichtdquidistantes Gitter mit einer feineren Auflo-
sung an den Stirnseiten konnte an dieser Stelle bessere Ergebnisse liefern.

5.1.3.4 Magnetfeld in z-Richtung

Unter dem Einfluss eines achsparallelen Magnetfeldes ist in der horizontalen Lingsschnittebe-
ne, wie in Abbildung 5.25 dargestellt, eine starke Abschwéchung der vertikalen Geschwindig-
keitskomponente durch die Lorentzkréfte im Kern zu beobachten. Im Bereich des Zylinder-
mantels (Seitenwiinde) treten die groBiten vertikalen Geschwindigkeiten auf. Geschwindigkeits-
iiberhohungen sind ebenfalls beim horizontalen Geschwindigkeitsprofil in den vertikalen Quer-
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Bild 5.24: Vergleich des berechneten Temperaturprofils am Zylindermantel in der vertikalen
Mittelebene fiir Ra = 22600 und Ha = 53,3 mit den experimentellen Daten aus [21].

schnitten z = const. zu beobachten. Abbildung 5.26 zeigt ein solches Geschwindigkeitsprofil
in der vertikalen Ebene z = 2. Im Gegensatz zum Geschwindigkeitsprofil in der horizonta-
len Langsschnittebene unter dem Einfluss des vertikalen Magnetfeldes nach Abbildung 5.19
treten beim hier betrachteten Fall in der gesamten horizontalen Mittelebene vertikale Ge-
schwindigkeitskomponenten auf. Um eine bessere Visualisierung des Geschwindigkeitsfeldes
zu ermoglichen, ist, wie in den beiden Kapiteln zuvor, bei der Abbildung 5.26 die Perspektive
gegeniiber der Abbildung 5.25 verandert.

||| |||||l|

Bild 5.25: Geschwindigkeitsvektoren in der horizontalen Léngsschnittebene fiir B = (0,0, B.,).

Wie eingangs erwiahnt, werden in der Nahe der Stirnseiten elektrische Strome induziert, da
dort grofie vertikale Geschwindigkeitskomponenten vorliegen. Durch die auftretenden Lorentz-
krifte, welche entgegengesetzt zur Stromungsrichtung wirken, wird das Fluid am Aufsteigen
an der warmen, bzw. Absteigen an der kalten Stirnseite gehemmt, wodurch auch an weiter
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Bild 5.26: Geschwindigkeitsvektoren in der Querschnittebene bei z = 2 fiir B = (0,0, B.).

von den Stirnseiten entfernten vertikalen Querschnittebenen das Fluid in vertikaler Richtung
stromt. Dadurch erklért sich das in z-Richtung lineare Geschwindigkeitsprofil nach Abbildung
5.25.

An der kalten Stirnseite bei z = 0 stromt das Fluid abwérts und induziert einen elektri-
schen Strom in negativer z-Richtung, wiahrend an der heiflen Stirnseite bei z = 4 durch das
aufsteigende Fluid ein elektrischer Strom in positiver xz-Richtung induziert wird. Aufgrund
der induzierten Strome ergibt sich in den jeweiligen vertikalen QQuerschnitten ein elektrisches
Potential, wie in Abbildung 5.28 fiir z = 0.5 dargestellt. Das Potential weist in z-Richtung
einen starken Gradienten auf. In FlieBrichtung der induzierten elektrischen Strome nimmt das
elektrische Potential zu.

Die SchlieBung der elektrischen Stréome erfolgt in der Nédhe der Stirnseiten im Wesentlichen
durch zwei iiberlagerte, gegenlaufig rotierende Walzen. Diese Walzen sind in Abbildung 5.27
in der vertikalen Ebene z = 0.5 dargestellt. Aus Abbildung 5.27 ist weiterhin zu ersehen,
dass im Zentrum, d.h. in der Ndhe der Zylinderachse, die grofiten elektrischen Stréme flieSen.
Dadurch lasst sich das Geschwindigkeitsprofil in der horizontalen Mittelebene mit der starken
Abschwéchung der vertikalen Geschwindigkeiten im Zentrum erkléren.

Die elektrischen Strome schlieflen sich in einem zweiten Pfad ebenfalls iiber die horizontale
Langsschnittebene. In Abbildung 5.29 ist der elektrische Strom in der horizontalen Léngs-
schnittebene sowie in drei vertikalen Querschnitten bei z = 1, 2 = 2 und z = 3 dargestellt. In
den vertikalen Querschnittebenen bei z = 1 und z = 3 zeigt sich ein dhnlicher Stromfluss wie
in Abbildung 5.27. In der Mitte des Zylinders bei z = 2 flielen die elektrischen Strome aus-
schliefflich in Achsrichtung. Dort werden keine elektrischen Strome induziert, da die vertikale
Geschwindigkeit v, = 0 ist. Das elektrische Potential ist in dieser Ebene konstant.

Auch hier ist in Tabelle 5.4 ein quantitativer Vergleich der maximalen vertikalen und horizon-
talen Geschwindigkeit angegeben. Dieser Vergleich zeigt, dass eine sehr gute Ubereinstimmung
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Bild 5.27: Der elektrische Strom in der vertikalen QQuerschnittebene bei z = 0.5 fiir B =
(0,0, B,).

Bild 5.28: Das elektrische Potential in der vertikalen QQuerschnittebene bei z = 0.5 fiir B =
(0,0, B,).
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Bild 5.29: Der elektrische Strom in der horizontalen Lingsschnittebene sowie in den vertikalen
Querschnittebenen bei z =1, 2z = 2 und z = 3 fiir B = (0,0, B,).

mit den in [12] angegebenen Daten vorliegt.

é = (07 0, BZ) Uy maz | Vzmaz
Literatur 0.078 | 0.3637
Eigene Rechnung | 0.079 | 0.3702
Abweichung 1.3% | 1.7%

Tabelle 5.4: Vergleich der berechneten maximalen Geschwindigkeiten vy ;,,4, im horizontalen
Langsschnitt und v, ., im vertikalen Querschnitt bei z = 2 mit den Literaturdaten aus [12]

fiir B = (0,0, B.), Ha = 150 und Gr = 5 x 10*.

5.1.4 Magnetokonvektion in stehenden Zylindern

In [97] und [98] werden durch vertikale Temperaturgradienten erzeugte konvektive Instabili-
taten in stehenden Zylindern numerisch untersucht. Der Zylindermantel ist hierbei in allen
Fallen adiabat.

In [97] werden ausschlieBlich hydrodynamische Vorgénge untersucht, wihrend in [98] der
Einfluss von vertikalen und horizontalen Magnetfeldern untersucht wird. Hydrodynamische
Rechnungen zu dieser Thematik finden sich z. B. auch in [14] und [69] sowie in [100]. Die dort
gefundenen kritischen Grashof-Zahlen zeigen gute Ubereinstimmung zu den in [97] berechne-
ten Werten. Im folgenden werden verschiedene Ergebnisse fiir hydrodynamische Stromungen
aus [97] sowie Stromungen unter dem Einfluss eines horizontalen Magnetfeldes aus [98] nach-
gerechnet und die Ergebnisse diskutiert. Bei allen Berechnungen betrdgt die Prandtl-Zahl
Pr=1.
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5.1.4.1 Hydrodynamische Rechnungen

Die in [97] untersuchten Zylinder weisen verschiedene Hohen-Durchmesserverhéltnisse A =
H/D auf. Insbesondere Zylinder mit Hohen-Durchmesserverhéltnissen A = 0.5 und A = 1
werden ausfiihrlich untersucht. Fiir diese Geometrien werden unter anderem Stabilitédtsdia-
gramme angegeben.

Konvektion setzt ein, wenn die Temperaturdifferenz zwischen der oberen und unteren Stirnsei-
te AT =Ty, — T, eine bestimmte kritische Temperaturdifferenz iiberschreitet. Diese kritische
Temperaturdifferenz wird in dimensionsloser Formulierung durch die mit dem Durchmesser
D und der Hohe H gebildete Grashof-Zahl

g 8 (T, - T.) D*

Gr =
" H v?

(5.9)

ausgedriickt. Abhéngig von der Grashof-Zahl und dem Hohen-Durchmesserverhéltnis A stellen
sich verschiedene Stromungsmuster ein. Die wichtigsten Stromungsmuster werden dargestellt
durch die Moden m = 0, m = 1 und m = 2. Mode m = 0 stellt eine rotationssymme-
trische Stromung mit im Kern aufwérts und am Mantel abwérts stromendem Fluid dar. In
Abbildung 5.30 ist Mode m = 0 im Zylinder mit A = 1 durch einen Isolinienplot der verti-
kalen Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene dargestellt. Hierbei kennzeichnen rote
Bereiche aufwérts und blaue Bereiche abwirts stromendes Fluid. Ebenfalls dargestellt sind
Vektorpfeile des Geschwindigkeitsfeldes in einer vertikalen Mittelebene. Die Grashof-Zahl be-
tragt hierbei Gr = 11000 und liegt somit etwas iiber der in [97] angegebenen kritischen
Grashof-Zahl Gr = 10752. Fiir Mode m = 0 gibt es eine weitere Losung, die sich aus einer
Spiegelung um die horizontale Mittelebene ergibt. Das Fluid stromt dann im Innern abwiérts
und am Mantel nach oben.
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Bild 5.30: Mode m = 0 bei Gr = 11000 und A = 1. Isolinienplot der vertikalen Geschwindig-
keit in der horizontalen Mittelebene (a) und Vektorplot in einer beliebigen vertikalen Mitte-
lebene (b).

Bei Mode m = 1 stromt das Fluid in einer durch eine vertikale Mittelebene (Trennebene)
getrennten Zylinderhélfte nach oben und bewegt sich in der gegeniiberliegenden Zylinderhélfte
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abwérts. Die Abbildung 5.31 zeigt den Mode m = 1 bei einer Grashof-Zahl von Gr = 5000.
Dargestellt ist, wie in Abbildung 5.30, ein Isolinienplot der vertikalen Geschwindigkeit in
der horizontalen Mittelebene sowie das Geschwindigkeitsfeld durch Vektorpfeile in einer zur
Trennebene senkrecht stehenden vertikalen Mittelebene. Die fiir diesen Mode fiir A = 1 in [97]
angegebene kritische Grashof-Zahl ist Gry,.;; = 3696. Mittels einer linearen Stabilitdtsanalyse
wird das Einsetzen der Konvektion im stehenden Zylinder fiir A = 1 in [69] mit Grg.;; = 3610
angegeben.

(a) (b)
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Bild 5.31: Mode m = 1 bei Gr = 5000 und A = 1. Isolinienplot der vertikalen Geschwindigkeit
in der horizontalen Mittelebene (a) und Vektorplot in der vertikalen Mittelebene senkrecht
zur Trennebene (b).

Bei Mode m = 2 steigt das Fluid in zwei diagonal gegeniiberliegenden Kreissektoren auf und
fillt in den beiden anderen Sektoren ab. Dieser Mode ist in Abbildung 5.32 fiir A = 1 bei
einer Grashof-Zahl Gr = 10000 dargestellt. In diesem Fall liegt die in [97] angegebene kritische
Grashof-Zahl bei Gry,..; = 8939. Fiir die Moden m = 1 und m = 2 ergeben sich unendlich
viele Losungen, die sich durch unterschiedliche Lagen der Trennebenen in Umfangsrichtung
unterscheiden.

Bei A = 1 ist nach [97] Mode m = 1 ein stabiler Mode. Mode m = 0 und Mode m = 2
sind instabile Moden. Um Mode m = 0 und Mode m = 2 berechnen zu kénnen, wird als
Anfangsbedingung die Temperaturverteilung so gewéhlt, dass der jeweilige Mode begiinstigt
wird. Erwartungsgeméf stellt sich fiir die Moden m = 0 und m = 2 jeweils keine statio-
nidre Losung ein. Diese beiden Moden verschwinden nach kurzer Zeit zugunsten von Mode
m = 1. Zur Berechnung der beiden instabilen Moden miissen deshalb fiir A = 1 zusétzliche
Symmetriebedingungen vorgegeben werden.

Fir A = 0.5 setzt nach [97] Konvektion mit dem rotationssymmetrischen Mode m = 0
bei Gr = 35854 ein. Erst bei Grashof-Zahlen Gr > 40000 wird Mode m = 0 durch Mode
m = 2 abgelost. Fiir Gr = 40000 sind in [97] numerische Daten fiir die maximal auftretende
vertikale Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene sowie die Nuflelt-Zahl am oberen
bzw. unteren Rand angegeben. Diese Daten werden mit den Daten aus eigenen Rechnungen
verglichen. Hierbei wird eine Auflésung von 32 x 16 x 63 Gitterpunkten in 7, ¢ und z-Richtung
gewahlt.
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Bild 5.32: Mode m = 2 bei Gr = 10000 und A = 1. Isolinienplot der vertikalen Geschwindig-
keit in der horizontalen Mittelebene (a) und Vektorplot in der vertikalen Mittelebene, welche
die Sektoren mit aufsteigendem Fluid halbiert (b).

Die errechnete maximale vertikale Geschwindigkeit in der Mittelebene und die Nuflelt-Zahl
sind in Tabelle 5.5 dargestellt. Diese Daten stimmen sehr gut mit den Daten aus [97] iiberein.

Winaz Nu
Literatur 0.3293 x 1073 | 1.0683
Eigene Rechnung | 0.3341 x 1073 | 1.0704
Abweichung 1.4 % 0.2 %

Tabelle 5.5: Vergleich der berechneten maximalen vertikalen Geschwindigkeit w;,q, in der
horizontalen Mittelebene sowie der Nufielt-Zahl mit den Literaturdaten aus [97] bei Ra =
4x10*, Pr=1und A =0.5.

5.1.4.2 Horizontales Magnetfeld

Unter der Wirkung eines horizontalen Magnetfeldes verschwindet der im rein hydrodynami-
schen Fall auftretende Mode m = 0. Dies ist dadurch zu erkléaren, dass unter dem Einfluss
eines horizontalen Magnetfeldes die im rein hydrodynamischen Fall vorhandene Invarianz in
Umfangsrichtung nicht mehr gegeben ist. Mode m = 0 wird in den neuen Mode m = 02 iiber-
fithrt, der durch zwei gegenldufig rotierende Walzen gekennzeichnet ist. Nach [98] liegt die
Rotationsachse der Walzen bei A = 0.5 parallel zum Magnetfeld. Dieser Mode wird als Mode
m = 02 bezeichnet. Bei A = 1 hingegen liegt die Rotationsachse der Walzen orthogonal zum
Magnetfeld. Der dort auftretenden Mode wird als Mode m = 02p bezeichnet. Die Umbildung
in Mode m = 02 beginnt bereits bei niedrigen Hartmann-Zahlen Ha > 5.

In Abbildung 5.33 ist fiir A = 0.5 die Umbildung von Mode m = 0 anhand von Isolinien der
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vertikalen Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene (a) sowie durch Vektorpfeile in
der vertikalen Mittelebene (b) dargestellt. Aus Abbildung (a) ist zu erkennen, dass sich der
Durchmesser des im Innern aufsteigenden Fluidkerns in Richtung des Magnetfeldes vergrofiert.
Die Geschwindigkeit des im Kern aufsteigenden Fluids ist hierbei deutlich grofler als die
Geschwindigkeit des am Zylindermantel abwérts stromenden Fluids (vgl. Abbildung 5.33 (b)).
Die Grashof-Zahl betréigt Gr = 40000, die Hartmann-Zahl betrigt Ha = 5. Bei einer Grashof-
Zahl Gr = 40000 liegt im rein hydrodynamischen Fall, wie im vorigen Kapitel gezeigt, Mode
m = 0 stabil vor.

(o) (b)
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Bild 5.33: Mode m = 02 bei Gr = 40000, Ha = 5 und A = 0.5. Isolinienplot der vertikalen
Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene (a) und Vektorplot der Geschwindigkeit in
der zum Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene (b).

Wird die Hartmann-Zahl auf Ha = 15 gesteigert, so ist, wie in Abbildung 5.34 zu erkennen,
der Mode m = 02 bereits voll ausgebildet. Die Rotationsachsen der beiden Walzen liegen,
wie in Abbildung (a) zu erkennen, parallel zum Magnetfeld. Abbildung (b), in welcher die
Stromung in der zum Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene dargestellt ist, zeigt, dass
diese Stromung iiber die gesamte Hohe des Zylinders ausgebildet ist.

Eine weitere Steigerung der Hartmann-Zahl auf Ha = 30 verédndert, wie in Abbildung 5.35
dargestellt, die Struktur der Stromung im Vergleich zu Ha = 15 kaum. Im Gegensatz zu den
Rechnungen bei Ha = 5 und Ha = 15, bei denen die Grashof-Zahl Gr = 40000 betragt, wird
bei Ha = 30 die Grashof-Zahl auf Gr = 46000 erhtht. Dies ist notwendig, da das Magnetfeld
eine stabilisierende Wirkung besitzt, welche das Einsetzen der Konvektion zu héheren Grashof-
Zahlen verschiebt. Bei allen Rechnungen wird als Anfangsbedingung eine hydrodynamische
Stromung mit Gr = 40000 und Mode m = 0 gewéhlt.

Durch das horizontale Magnetfeld werden im Wesentlichen horizontale, zum Magnetfeld ortho-
gonale elektrische Strome induziert, da das Fluid iiberwiegend in vertikaler Richtung stromt.
In Abbildung 5.36 sind die elektrischen Strome in der horizontalen und in der zum Magnetfeld
normalen vertikalen Mittelebene fiir Gr = 40000 und Ha = 15 dargestellt. Die elektrischen
Strome schliefen sich in horizontalen Ebenen iiber zwei Wirbel im Bereich mit aufwirts stro-
mendem Fluid sowie durch jeweils zwei Wirbel in den Bereichen mit abwérts flieBendem
Fluid. Weiterhin ist in Abbildung 5.36 das elektrische Potential in der horizontalen und in
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Bild 5.34: Mode m = 02 bei Gr = 40000, Ha = 15 und A = 0.5. Isolinienplot der vertikalen
Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene (a) und Vektorplot der Geschwindigkeit in
der zum Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene (b).

(b)
+rTTTRITT TIEAIrrr s
T T
i 1
T 1
T T
1 t
ArriTHIT TTfttres
rrrrrrrr Lt ol e B e e e A e e A e R o R G O ol O O N O A

B

P

Bild 5.35: Mode m = 02 bei Gr = 46000, Ha = 30 und A = 0.5. Isolinienplot der vertikalen
Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene (a) und Vektorplot der Geschwindigkeit in
der zum Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene (b).
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der vertikalen Mittelebene dargestellt. Das elektrische Potential besitzt Extremwerte an den
Trennflachen zwischen aufwirts und abwérts stromendem Fluid. Dort, wo das elektrische Po-
tential maximal ist, treffen die in horizontaler Richtung normal zum Magnetfeld nach auflen
flieBenden induzierten elektrische Stréme auf die im Bereich mit abwirts stromendem Fluid
induzierten, entgegengesetzt fliefenden elektrischen Strome aufeinander. Das elektrische Po-
tential lenkt die Richtung der elektrischen Strome in eine zum Magnetfeld parallele Richtung
um. Hierdurch erklédren sich die in den horizontalen Ebenen auftretenden Wirbelstréme. Der
elektrische Strom und das elektrische Potential nach Abbildung 5.36 stimmen mit den in [9§]
angegebenen Daten iiberein.

Bild 5.36: Mode m = 02 bei Gr = 40000, Ha = 15 und A = 0.5. Elektrischer Strom und
elektrisches Potential in der horizontalen Mittelebene und der zum Magnetfeld senkrechten
vertikalen Mittelebene.

Wird das Hohen-Durchmesserverhéltnis A = 1 gew#hlt, so wird bei den eigenen Rechnungen
der Mode m = 0 nicht in den Mode m = 02- iberfithrt. Aus Mode m = 0 entsteht unter
dem Einfluss des horizontalen Magnetfeldes zunichst der Mode m = 2. Auch Mode m = 2
ist instabil und wird durch Mode m = 11 und schliellich durch Mode m = 1, abgelést. Mode
m = 1 ist hierbei der in Abbildung 5.31 dargestellte Mode m = 1 mit einer senkrecht zum
Magnetfeld ausgerichteten Rotationsachse. Bei Mode m = 1) hingegen ist die Rotationsachse
parallel zum Magnetfeld ausgerichtet.

Im Gegensatz zu A = 0.5 ist bei A = 1 der Mode m = 0 ein instabiler Mode. Dies ist
vermutlich der Grund, weshalb das Auftreten von Mode m = 021 bei den eigenen Rechnungen
fiir A = 1 nicht beobachtet wird. Das Auftreten der Moden m = 2, m = 1 und m = 1 ist
jedoch in Ubereinstimmung mit den in [98] angegebenen Stabilitdtskarten.

5.1.5 Zusammenfassung der Validierung

Mit dem vorliegenden Rechenprogramm wurden verschiedene Strémungsvorgédnge berechnet
und mit experimentellen, numerischen und analytischen Daten aus unterschiedlichen Verof-
fentlichungen verglichen. Hierbei wurden sowohl qualitative Vergleiche der berechneten Stro-
mungen und Temperaturfelder als auch quantitative Vergleiche von Geschwindigkeiten, Tem-
peraturen und NufBelt-Zahlen vorgenommen.

Da keine Veroffentlichung zu magnetohydrodynamischen Stromungen in Zylindern mit inter-
nen Wirmequellen vorliegt, konnten solche Strémungen im Rahmen der Validierung nicht
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berechnet werden. Um sicherzustellen, dass das Rechenprogramm fiir solche Aufgabenstellun-
gen dennoch richtige Ergebnisse liefert, werden hydrodynamische Stromungen mit internen
Wiérmequellen in einem stehenden Zylinder berechnet. In einem weiteren Schritt wird zur
Validierung der Magnetohydrodynamik eine Konvektionsstromung in einem liegenden Zylin-
der mit einer beheizten und einer gekiihlten Stirnseite bei einer fiir Fliissigmetalle typischen
Prandtl-Zahl durchgefiihrt. Hierbei werden Berechnungen unter dem Einfluss von Magnetfel-
dern in verschiedenen Raumrichtungen durchgefiihrt. Ein weiteres Kapitel behandelt durch
vertikale Temperaturgradienten erzeugte konvektive Instabilitdten mit und ohne Magnetfel-
der. Hierbei wird das Entstehen von verschiedenen Strémungsmustern sowie die Auswirkungen
von Magnetfeldern auf diese Stromungsmuster untersucht. Alle Validierungsrechnungen haben
stationdren Charakter.

Die Ergebnisse der Testrechnungen zeigen, dass das Rechenprogramm sowohl fiir stehende
als auch liegende Zylinder (d. h. der Schwerkraftvektor verlduft in Achsrichtung und normal
zur Zylinderachse) mit verschiedenen Hohen-Durchmesserverhéltnissen, bei Prandtl-Zahlen
Pr < 1 und Hartmann-Zahlen im Bereich von Ha < 150 gute Ergebnisse liefert.

Es kann davon ausgegangen werden, dass das Rechenprogramm zur Berechnung der im Rah-
men dieser Arbeit behandelten Aufgabenstellungen ausreichend validiert und somit geeignet
ist.

Die in diesem Kapitel behandelten Aufgabenstellungen gehen zum Teil {iber die reine Vali-
dierung hinaus. Deshalb enthélt dieses Kapitel bereits erste Ergebnisse zu Stromungen, ins-
besondere mit externer Beheizung, in stehenden und liegenden Zylindern unter dem Einfluss
von Magnetfeldern.
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5.2 Stehender Zylinder mit gekiihltem Zylindermantel

Im folgenden werden durch konstante interne Warmequellen erzeugte Konvektionsstromun-
gen in einem stehenden Zylinder nach Abbildung 5.37 untersucht. Das Hohen-Durchmesser-
verhiltnis des Zylinders betragt A = H/D = 1. Die Stirnseiten sind adiabat, der Zylinder-
mantel ist isotherm. Alle Rechnungen werden bei einer Prandtl-Zahl Pr = 0.1 durchgefiihrt.
Berechnungen werden sowohl fiir den Fall rein hydrodynamischer Strémungen als auch unter
dem Einfluss eines konstanten vertikalen oder horizontalen Magnetfeldes bei verschiedenen
Rayleigh-Zahlen durchgefiihrt. Alle Berandungen werden als elektrisch nichtleitend angenom-
men.

vertikale Mittelebene adiabat

“\\\\ <

z=H i :
intérne Warmegquellen
g
= ! / isotherm

3 horizontale Mittelebent

z=0"' /0/'

adiabat

Bild 5.37: Stehender Zylinder mit internen Wérmequellen und gekiihltem Zylindermantel.

Als charakteristische Linge dient der Durchmesser D des Zylinders. Hierdurch ergibt sich die
Rayleigh-Zahl fiir die Beheizung durch interne Warmequellen zu

D5
Rany = 224 (5.10)

I{V)\WL ’

Als Kennzahlen fiir den Warmeiibergang dienen die beiden Nuflelt-Zahlen Nu; und Nuy (vgl.
Kapitel 2.4). Zur Definition dieser beiden NuBelt-Zahlen ist die maximale Temperatur T},q. wir
sowie die mittlere Temperatur 75, 1 bei reiner stationdrer Wérmeleitung erforderlich. Aus
der Integration der Energiegleichung ergibt sich mit den gewéahlten Randbedingungen und
D =1 das folgende, nur vom Radius r abhéngige Temperaturprofil

1 1
T =——r’+ —. 5.11
we(r) = -7+ 15 (5.11)
Aus diesem Temperaturprofil ergibt sich die maximale Temperatur bei r = 0 zu
T s, = — (5.12)
max, WL — ].6 .

Weiterhin ergibt sich die mittlere Temperatur zu

1

r=3 1

Tm WL — 8/ r TWL(T')dT = —. (513)
7 r=0 32
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Die Nuflelt-Zahl Nu,, welche das Verhéltnis zwischen der maximalen Temperatur im Falle
der reinen Wérmeleitung 7., wr und der bei konvektivem Wérmeiibergang auftretenden
Maximaltemperatur 7,,,, darstellt, berechnet sich somit zu

1 1
16 Tmax '

Nuy = (5.14)

Nuy stellt das Verhéltnis der mittleren Temperatur im Falle der reinen Warmeleitung 75, w1,
zu der bei Konvektion vorliegenden mittleren Temperatur 7, dar. Somit ergibt sich Nuy zu

1

1
Nup = — —. 5.15
2= T (5.15)

5.2.1 Hydrodynamische Konvektion

Im rein hydrodynamischen Fall erhdlt man bis zu einer bestimmten Rayleigh-Zahl Ra;y eine
rotationssymmetrische stationdre Stromung. Aufgrund der Aufheizung durch die internen
Wirmequellen ist die Stromung im Innern des Zylinders aufwérts gerichtet. Am isothermen
Zylindermantel kiihlt sich das Fluid wieder ab, wodurch dort eine abwérts gerichtete Stromung
entsteht.

Stationidre Losungen existieren fiir Ra;y < 107. Wird die Rayleigh-Zahl weiter erhoht, so
werden instationire Losungen errechnet. Bei Rayleigh-Zahlen Ra;y < 10* dominiert im We-
sentlichen die Wéarmeleitung, konvektiver Warmetransport ist nur von geringer Bedeutung.
Aus diesem Grund werden im folgenden die Ergebnisse fiir Ra; = 10* — 10% dargestellt.

In Abbildung 5.38 sind Geschwindigkeitsvektoren sowie die Temperaturverteilung in einer
vertikalen Mittelebene fiir Ra;;y = 10%, Ra; = 10° und Ra;y = 10° dargestellt. Fiir Ra;y =
10* ergibt sich ein nahezu horizontaler Temperaturgradient. Der Wirmetransport erfolgt fast
ausschliellich durch Warmeleitung, da es sich bei dem betrachteten Fluid mit Pr = 0.1
um einen sehr guten Wéarmeleiter handelt. Der ringformige Wirbel erstreckt sich iiber die
gesamte Hohe des Zylinders. Bei Ra,;yy = 10° ist der ringférmige Wirbel im oberen Bereich des
Zylinders stirker ausgebildet. Anhand der Isothermen lisst sich erkennen, dass bei Ra; = 10°
in der unteren Hélfte des Zylinders und in der Néhe des Zylindermantels im Wesentlichen noch
ein horizontaler Temperaturgradient vorliegt. Dies zeigt, dass dort ein Grofiteil der Warme
durch Warmeleitung abgefiithrt wird. Bei Ra;; = 10° ist der Wirbel stiirker ausgeprigt und
noch weiter in den oberen Bereich des Zylinders verlagert. Ein Teil des im oberen Bereich
an der Zylinderwand stark abgekiihlten Fluids stromt bereits im Bereich der horizontalen
Mittelebene wieder in den Kern. Hierdurch nehmen die Isothermen in diesem Bereich einen
wellenférmigen Verlauf an.

Einen weiteren Einblick in das Stromungsmuster gibt Abbildung 5.39. Dargestellt ist ein
Oberflachenplot der Trennoberflache zwischen aufwirts und abwérts stromendem Fluid fiir
Ra; = 10°. Auf der Trennoberfliche ist die vertikale Geschwindigkeit v, = 0. Innerhalb dieser
Oberfldche stromt das Fluid nach oben, aulerhalb nach unten. Im Bereich der horizontalen
Mittelebene hat der aufwérts gerichtete Fluidkern eine Einschniirung. Nach unten erweitert
sich der Fluidkern mit dem aufsteigenden Fluid kegelférmig, da kaltes Fluid radial nach innen
stromt.
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Bild 5.39: Oberflachenplot der Trennfldche zwischen aufwiérts und abwéarts stromendem Fluid
(v, = 0) fiir Ra;yr = 10% und Pr = 0.1.

Die beiden Nuflelt-Zahlen Nu; und Nus fiir diese Berechnungen sind in Tabelle 5.6 zusam-
mengefasst. Fiir Ra;;y = 10* und 10° ergibt sich Nu; < 1. Dies bedeutet, dass die maximal
auftretende Temperatur oberhalb der maximalen Temperatur bei reiner Wérmeleitung liegt.
Dieser Effekt entsteht, da sich aufgrund der Konvektion im oberen Bereich des Zylinders heifles
Fluid ansammelt und dort durch die interne Beheizung lokal hohe Temperaturen entstehen.
Wihrend bei Ra;y = 10* aufgrund der geringen Bedeutung der Konvektion die NuBelt-Zahl
Nuy = 1 betriigt, ergibt sich fiir Ra;yy = 10° Nuy > 1. Die mittlere Temperatur ist somit
kleiner als die mittlere Temperatur bei reiner Warmeleitung. Dies zeigt, dass Nu; besser die
thermischen Verhéltnisse beschreibt, Nu, dagegen besser als Maf fiir die Intensitdt der Kon-
vektion geeignet ist. In [8] werden in quadratischen Kavitdten mit internen Wérmequellen bei
isothermen Seitenwinden und geniigend kleinen Rayleigh-Zahlen ebenfalls Temperaturen iiber
denen der reinen Wirmeleitung berechnet. Wird die Rayleigh-Zahl auf Ra;y = 10° erhoht,
so liegt die maximale Temperatur deutlich unterhalb der maximalen Temperatur bei reiner
Wérmeleitung (Nu; > 1). Auch Nusy steigt in diesem Falle stark an, was auf den deutlich
intensivierten konvektiven Wéarmeiibergang hinweist.

Wihrend also bei einer gewissen Stérke der durch die internen Warmequellen erzeugten Kon-
vektionsstromung die maximal auftretende Temperatur oberhalb der Temperatur bei reiner
Wairmeleitung liegt, ist die mittlere Temperatur hierbei immer kleiner als die mittlere Tem-
peratur bei reiner Warmeleitung. Dies bedeutet, dass Bereiche mit hohen Temperaturen in
ihrer rdumlichen Ausdehnung sehr begrenzt sind.

Nu; | Nugy
Ra;y = 10* | 0.965 | 1.000
Ra;yw = 10° | 0.920 | 1.055
Ra;wy = 10° | 1.378 | 1.400

Tabelle 5.6: Vergleich der Nuflelt-Zahlen Nu; und Nus fiir den rein hydrodynamischen Fall
bei Ra;w = 10*, Ra; = 10° und Ra;y = 10°.
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5.2.2 Vertikales Magnetfeld

Unter dem Einfluss eines vertikalen Magnetfeldes (in Richtung der Zylinderachse) wird der
rotationssymmetrische Charakter der zuvor behandelten rein hydrodynamischen Strémung
nicht verdndert. Elektrische Strome werden dort induziert, wo horizontale Geschwindigkeits-
komponenten vorliegen. Dies bedeutet, dass, wie in Abbildung 5.40 fiir Ra;y = 10° und
Ha = 100 dargestellt, nahe der stirnseitigen Berandungen jeweils kreisformige elektrische
Strome induziert werden. Die elektrischen Strome nehmen mit zunehmendem Abstand vom
Zentrum zu, erreichen ein Maximum und werden dann wieder schwécher. In unmittelbarer
Néhe des Zylindermantels werden keine elektrischen Strome induziert, da dort die Radialkom-
ponente der Geschwindigkeit verschwindet. Der maximale elektrische Strom tritt dort auf, wo
die Radialgeschwindigkeit der Stromung am groiten ist. Hierbei ist die Drehrichtung der elek-
trischen Strome oben und unten gegenlédufig. In der horizontalen Mittelebene werden keine
Strome induziert. Da sich die induzierten Stréome in horizontalen Ebenen schlieflen, entstehen
keine elektrischen Potentialdifferenzen. Es herrscht also an jeder Stelle im Zylinder Potential-
gleichheit und die elektrischen Strome werden ausschliellich durch das induzierte elektrische
Feld 7 x B angetrieben. Dies hat zur Folge, dass die Hartmannschichten elektrisch inaktiv
sind.

A 2 = 0912
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Bild 5.40: Elektrischer Strom (schwarz) und Geschwindigkeitsvektoren (grau) fiir Ra;y = 10°
und Ha = 100 unter dem Einfluss eines vertikalen Magnetfeldes.

Die Stromung erfahrt durch die Lorentzkréfte eine starke Dampfung gegeniiber dem rein hy-
drodynamischen Fall. In Abbildung 5.41 ist zu erkennen, dass bei Ra;y = 10 und Ha = 100
im Vergleich zur rein hydrodynamischen Strémung nach Abbildung 5.38 das Wirbelzentrum
deutlich in Richtung der horizontalen Mittelebene gewandert ist. Der Wirbel erstreckt sich
jetzt iiber nahezu die gesamte Zylinderhdhe. Das Magnetfeld prigt der Stromung eine Sym-
metrie mit Bezug auf die horizontale Mittelebene auf. Dieser durch die Lorentzkréfte hervor-
gerufenen symmetrischen Eigenschaft ist jedoch immer noch die asymmetrische Konvektion
iiberlagert. Die Temperaturverteilung weist unter dem Einfluss des vertikalen Magnetfeldes im
Vergleich zur rein hydrodynamischen Stromung nach Abbildung 5.38 eine stérkere horizontale
Schichtung auf und dhnelt nun stirker der Temperaturverteilung bei reiner Warmeleitung,.

Ein Vergleich der vertikalen Geschwindigkeiten in der horizontalen Mittelebene bei Ra;yy =
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Bild 5.41: Isothermen und Geschwindigkeitsvektoren fiir Ra;y = 10, Ha = 100 bei vertika-
lem Magnetfeld.

10 in Abbildung 5.42 macht die starke Dampfung der Stromung unter dem Einfluss des
vertikalen Magnetfeldes deutlich. Das Geschwindigkeitsprofil, bei der rein hydrodynamischen
Stromung ein Grenzschichtprofil, wandelt sich bei steigender Hartmann-Zahl immer mehr in
ein blockformiges Profil. Dieses Blockprofil weist im Kern eine konstante Geschwindigkeit auf,
wiahrend am Zylindermantel nur ein schmaler Bereich eine abwiérts gerichtete Strémung auf-
weist. Die Grenzschichtdicke sowie der ringférmige Bereich, in dem eine abwérts gerichtete
Stromung vorliegt, werden mit zunehmender Hartmann-Zahl immer kleiner. Wéhrend im rein
hydrodynamischen Fall im Zentrum eine deutlich groflere Geschwindigkeit als am Zylinder-
mantel auftritt, ist unter dem Einfluss des vertikalen Magnetfeldes die am Zylindermantel
auftretende Geschwindigkeit groflier als die Geschwindigkeit im Zentrum.

Das zugehorige Temperaturprofil nach Abbildung 5.43 behélt den parabolischen Charakter
unabhingig von der Hartmann-Zahl bei. Bei Ha = 500 gleicht das Temperaturprofil nahezu
dem Profil bei reiner Warmeleitung. Dies unterstreicht die durch das vertikale Magnetfeld
verursachte starke Dampfung der Stromung.
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Bild 5.42: Vertikale Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene bei Ra; = 10% unter
dem Einfluss eines vertikalen Magnetfeldes.
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Bild 5.43: Temperaturverteilung in der horizontalen Mittelebene bei Ra;y = 10° unter dem
Einfluss eines vertikalen Magnetfeldes.

5.2.3 Horizontales Magnetfeld

Die Rechnungen mit horizontalem Magnetfeld stellen moglicherweise den interessantesten
und komplexesten Fall dar, weil im Vergleich mit den Féllen ohne Magnetfeld oder mit achs-
parallelem vertikalem Magnetfeld die Achsensymmetrie verloren geht. In diesem Abschnitt
werden zuerst die Auswirkungen des horizontalen Magnetfeldes auf die Stréomung beschrieben.
Danach erfolgt eine Analyse der Wérmeabfuhr und schliellich ein Vergleich mit dem vertikalen
Magnetfeld.

Wirkt ein Magnetfeld in horizontaler Richtung, so bleibt bei sehr kleinen Hartmann-Zahlen
Ha < 10 und Ra;yy = 10° die Struktur der rein hydrodynamischen Strémung erhalten. Wird
die Hartmann-Zahl weiter erhoht, so dehnt sich der Kern mit dem aufsteigendem Fluid in der
horizontalen Mittelebene normal zum Magnetfeld aus. In Abbildung 5.44 ist die Stromung in
der horizontalen Mittelebene durch Isolinien der vertikalen Geschwindigkeit fiir Ra;y = 10°
fiir verschiedenen Hartmann-Zahlen dargestellt. Bereiche mit aufwarts stromendem Fluid sind
rot, Bereiche mit abwiérts stromendem Fluid sind blau gekennzeichnet. An der Trennlinie
zwischen dem roten und dem blauen Bereich gilt v, = 0. Bei Ha = 10 ist der aufsteigende
Fluidkern noch nahezu kreisrund, wiahrend bei Ha = 15 bereits eine deutliche Ausdehnung
quer zum Magnetfeld zu erkennen ist. Wird die Hartmann-Zahl auf Ha = 20 erhcht, so weist
der aufsteigende Fluidkern einen rautenférmigen Querschnitt auf, da dieser sich nun auch in
Richtung des Magnetfeldes ausdehnt. Bei einer Hartmann-Zahl Ha = 30 dehnt sich der auf-
steigende Fluidkern noch weiter in Richtung des Magnetfeldes aus. Allerdings ist bei Ha = 30
der aufsteigende Fluidkern noch nicht bis an die Rénder ausgebildet. Auch ist der Charakter
der bei niedrigeren Hartmann-Zahlen vorliegenden Stromung mit senkrecht zum Magnetfeld
ausgedehntem Fluidkern noch sichtbar. Wird die Hartmann-Zahl weiter erhcht, so entste-
hen schliellich zwei gegenldufig rotierende Walzen. Die Rotationsachsen dieser Walzen sind
in Richtung des Magnetfeldes ausgerichtet. Das Fluid stromt jetzt entlang der parallel zum
Magnetfeld ausgerichteten vertikalen Mittelebene aufwirts. Abwérts stromendes Fluid befin-
det sich in von dieser Ebene weiter entfernt liegenden Bereichen in der Ndhe des isothermen
Zylindermantels. Die Rotationsachsen der Stromung verlaufen an der Trennlinie zwischen den
roten und den blauen Bereichen. Deutlich zu erkennen ist, dass bei Ha = 100 die Rotations-
achsen der beiden Walzen eine Kriimmung aufweisen, wihrend bei einer Hartmann-Zahl von
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Ha = 500 die Rotationsachsen annéhernd gerade verlaufen.

Isoflichenplots der Trennfliche zwischen aufsteigendem Fluid im Kern und absteigendem
Fluid nach Abbildung 5.45 verdeutlichen die Verdnderungen der Strémung durch das Ma-
gnetfeld. Bei Ha = 20 dehnt sich der Fluidkern im unteren Bereich in der zum Magnetfeld
parallelen vertikalen Mittelebene aus. Am Zylindermantel befindet sich jedoch immer noch ab-
steigendes Fluid. Die obere Hilfte des Fluidkerns erfihrt nur geringe Anderungen gegeniiber
dem rein hydrodynamischen Fall. Dort ist eine leichte Ausdehnung in der zum Magnetfeld
senkrechten vertikalen Mittelebene zu beobachten. Die Ausdehnungen des Fluidkerns oben
und unten erklidren den in Abbildung 5.44 dargestellten rautenférmigen Querschnitt des Fluid-
kerns in der horizontalen Mittelebene bei Ha = 20. Dieser entsteht durch eine Uberlagerung
der Verdanderungen des Fluidkerns in der oberen und unteren Hélfte des Zylinders. Wird die
Hartmann-Zahl auf Ha = 30 erhoht, so dehnt sich der Fluidkern im unteren Bereich erst-
mals bis an den Zylindermantel aus. Auch in der oberen Hélfte des Zylinders dehnt sich der
Fluidkern jetzt in der zum Magnetfeld parallelen Richtung aus. Eine weitere Erhohung der
Hartmann-Zahl auf Ha = 40 bewirkt eine weitere Ausdehnung des Fluidkerns in der zum Ma-
gnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene. Der Bereich, in dem am isothermen Zylindermantel
Fluid nach oben steigt, ist jetzt gegeniiber der Stromung bei Ha = 30 deutlich vergroflert.
Bei Ha = 100 ist dieser Bereich nahezu iiber die gesamte Zylinderhche ausgepragt. Ledig-
lich in einem kleinen Bereich an der oberen Stirnwand behélt die Trennfliche den Charakter
der rein isothermen Strémung bei. Bei noch hoheren Hartmann-Zahlen nimmt der Kern mit
dem aufsteigendem Fluid schliellich einen rechteckférmigen Charakter an. Im untersuchten
Parameterbereich Ra;y = 10° — 107 und Ha < 500 stellen jeweils sowohl die zum Magnetfeld
parallele, als auch die orthogonale vertikale Mittelebene Symmetrieebenen dar.

Abbildung 5.46 zeigt jeweils die Isothermen sowie Geschwindigkeitsvektoren fiir Ra;y = 10°
und Ha = 10, Ha = 20 und Ha = 30 sowohl in der zum Magnetfeld parallelen als auch in
der zum Magnetfeld orthogonalen vertikalen Mittelebene. Die Isothermen in diesen beiden
Ebenen besitzen in der unteren Hilfte des Zylinders im Wesentlichen einen horizontalen Tem-
peraturgradienten. Hier ist, wie im rein hydrodynamischen Fall, der Warmeiibergang iiber-
wiegend durch radiale Warmeleitung gepréagt. Oberhalb der horizontalen Mittelebene besitzt
das Temperaturfeld im Kern einen vertikalen Gradienten. In diesem Bereich ist konvektiver
Wiérmeiibergang dominierend.

Wihrend sich das Wirbelzentrum der Stromung in der zum Magnetfeld parallelen vertikalen
Ebene, nahezu unabhéngig von der Hartmann-Zahl, im oberen Bereich befindet, wandert das
Wirbelzentrum in der zum Magnetfeld orthogonalen vertikalen Mittelebene mit zunehmen-
der Hartmann-Zahl immer weiter nach unten. Bei Ha = 30 nimmt der Wirbel einen fast
rechteckigen Charakter an und ist {iber die gesamte Ebene verteilt.

Der Wirbel in der zum Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene entsteht, weil das auf-
steigende Fluid an der oberen Stirnseite wie im Fall der rein hydrodynamischen Stromung
radial nach aufien flieBit, sich in der Ndhe der oberen Stirnseite am Zylindermantel abkiihlt
und dadurch abwirts stromt. Sobald jedoch abwiérts gerichtete Geschwindigkeitskomponenten
auftreten, werden elektrische Strome induziert. Die hierbei auftretenden Lorentzkréfte sind
aufwarts gerichtet und dominieren bei hheren Hartmann-Zahlen gegeniiber den hydrodyna-
mischen Kréften. Dadurch gibt es im oberen Bereich des Zylinders auf der zum Magnetfeld
parallelen Mittelebene nur einen kleinen Bereich, in dem das Fluid abwiérts stromt. Wie im
Falle der rein hydrodynamischen Strémung besitzt die Stromung bei Ra;y = 10° bis Ha = 100
nahe an der oberen Berandung einen rotationssymmetrischen Charakter. Dies wird durch die
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Ho = 15 I
Ho = 30 |
Ha = 100 Ha = 500 l

Bild 5.44: Vertikale Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene fiir Ra = 10° und Ha =
10, 15,20, 30, 100 und 500 unter dem Einfluss eines horizontalen Magnetfeldes. Rote Bereiche
kennzeichnen aufsteigendes, blaue Bereiche absteigendes Fluid.
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Bild 5.45: Oberflichenplot der Trennfliche zwischen aufwérts und abwérts stromendem Fluid
(v, = 0) fiir Ra;r = 10% und Pr = 0.1. Ha = 20, 30,40, 100, 200 und 500.
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in Abbildung 5.45 in der N&he der oberen Stirnseite nahezu kreisrunde Trennfliche verdeut-
licht.

Wird die Hartmann-Zahl auf Ha = 100 erhoht, so verschwindet, wie in Abbildung 5.47 dar-
gestellt, der Wirbel in der zum Magnetfeld parallelen Ebene nahezu vollstdandig. Lediglich in
der Nahe der oberen Stirnseite strémt das Fluid in einer diinnen Schicht vom Zentrum in
Richtung des Zylindermantels. Am Zylindermantel stromt das Fluid jedoch iiber nahezu die
gesamte Zylinderhohe aufwérts. Eine weitere Erhchung der Hartmann-Zahl auf Ha = 200
fithrt, wie in Abbildung 5.47 gezeigt, dazu, dass die bei Ha = 100 in der zum Magnetfeld
parallelen Ebene am oberen Rand vorhandene, radial nach auflen gerichtete Stromung nun
vollsténdig unterdriickt wird. Wéhrend bei Ha = 100 in Abbildung 5.47 das Temperaturfeld
durch konvektiven Warmetransport noch deutlich von der Stromung beeinflusst wird, ist es
bei Ha = 200 in Abbildung 5.48 weit weniger von der Stromung beeinflusst. Das inzwischen
stark von der Wirmeleitung geprégte Temperaturfeld weist nun einen nahezu rotationssym-
metrischen Charakter auf.

Im rein hydrodynamischen Fall ergibt sich bei einer Rayleigh-Zahl Ra;yx = 107 eine insta-
tiondre Losung. Unter dem Einfluss eines horizontalen Magnetfeldes ergibt sich bei dieser
Rayleigh-Zahl bei einer Hartmann-Zahl Ha = 100 aufgrund der démpfenden Wirkung des
Magnetfeldes eine stationédre Losung. Abbildung 5.49 zeigt wie bei den vorherigen Abbildun-
gen sowohl das Geschwindigkeitsfeld als auch das Temperaturprofil fiir diese Stromung in zwei
vertikalen Mittelebenen. Wihrend bei Ra; = 10° in der parallel zum Magnetfeld ausgerich-
teten Ebene der Wirbel am oberen Rand nahezu vollstdndig unterdriickt ist, ist dieser bei
Ra;w = 107 deutlich sichtbar. Ein wesentlicher Unterschied zu den untersuchten Stromungen
bei Ra;yw = 10° ergibt sich dadurch, dass jetzt die Stromungsgeschwindigkeiten in der unteren
Halfte des Zylinders in der orthogonal zum Magnetfeld ausgerichteten Ebene im Vergleich zu
den Stromungsgeschwindigkeiten in der oberen Hélfte des Zylinder groflere Werte annehmen.
Weiterhin ist in dieser Ebene die Schichtdicke der am Zylindermantel abwérts gerichteten
Stromung diinner. Damit verbunden ist die Verschiebung des Wirbelzentrums nach unten
und auBen. Durch den aufgrund der vergleichsweise groen Stromungsgeschwindigkeiten ver-
stiarkten konvektiven Warmetransport in diesem Bereich bildet sich jeweils eine Strahne kalten
Fluids, welche in der Nihe der unteren Stirnseite in der zum Magnetfeld orthogonalen Ebene
radial nach innen stromt.

In Abbildung 5.50 sind die elektrischen Strome sowie das elektrische Potential fiir Ha = 10,
Ha = 20, Ha = 30 und Ha = 100 in der horizontalen Mittelebene dargestellt. Durch die
im Wesentlichen vertikalen Geschwindigkeitskomponenten werden in der horizontalen Mit-
telebene unter der Einwirkung eines horizontalen Magnetfeldes horizontale Strome normal
zum Magnetfeld induziert. Die elektrischen Stréme schlieflen sich in der horizontalen Mitte-
lebene durch zwei kreisformige Wirbel. Die Rotationsachsen dieser Wirbel liegen in der zum
Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene des Zylinders. Starke, der Stromungsrichtung
entgegengesetzt wirkende Lorentzkréifte wirken im Kern und am Zylindermantel in der zum
Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene. Somit wird das im Kern aufwérts stromende
Fluid und das im Bereich der zum Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene abwirts stro-
mende Fluid durch die Lorentzkréfte geddmpft. Das im Bereich der zum Magnetfeld normalen
vertikalen Ebene abwirts flieBende Fluid erfiahrt keine Dampfung durch die Lorentzkréfte, da
hier die Richtung der elektrischen Stréme parallel zum Magnetfeld verlauft. Wéhrend sich die
induzierten elektrischen Strome unter dem Einfluss eines vertikalen Magnetfeldes potentialfrei
schliefen, ergibt sich der Stromschluss unter der Einwirkung eines horizontalen Magnetfeldes
erst durch die Uberlagerung der induzierten elektrischen Stréme mit den durch die Potential-
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Bild 5.46: Temperaturverteilung und Geschwindigkeitsvektoren bei Ra;y

(oben), Ha = 20 (mitte) und Ha = 30 (unten).
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Bild 5.47: Temperaturverteilung und Geschwindigkeitsvektoren bei Ra;yr = 10° und Ha =
100.

Bild 5.48: Temperaturverteilung und Geschwindigkeitsvektoren bei Ra;yy = 10° und Ha =
200.
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Bild 5.49: Temperaturverteilung und Geschwindigkeitsvektoren bei Ra;yy = 107 und Ha =
100.

differenzen erzeugten elektrischen Stromen. Deshalb treten beim horizontalen Magnetfeld im
Vergleich zum vertikalen Magnetfeld weniger starke elektrische Stréme auf, wodurch die Stro-
mung unter dem Einfluss eines horizontalen Magnetfeldes eine geringere Déampfung erféhrt.

Mit zunehmender Hartmann-Zahl werden die elektrischen Strome in der zum Magnetfeld
parallelen vertikalen Mittelebene am Zylindermantel immer stérker. Dies ist dadurch bedingt,
dass sich der Kern mit dem aufsteigenden Fluid in der zum Magnetfeld parallelen Richtung
vergrofert. Dadurch werden die Schichten am Zylindermantel, in denen sich die elektrischen
Strome schliefen, immer diinner. Bei kleinen Hartmann-Zahlen iiberwiegen in diesen Schichten
die Auftriebskrifte. Bei grofferen Hartmann-Zahlen dominieren die Lorentzkrifte gegeniiber
den Auftriebskréaften. In diesem Fall stromt das Fluid in diesen Schichten, wie bereits erldutert,
aufwarts.

Bei Ha = 100 hat sich der aufwirts stromende Fluidkern in der zum Magnetfeld parallelen
Ebene bis an den Zylindermantel ausgedehnt (vgl. Abbildung 5.44). Im Kern des Zylinders
werden durch das aufwéarts stromende Fluid elektrische Strome induziert. Diese Strome erzeu-
gen ein elektrisches Potential, welches mit zunehmender Entfernung von der zum Magnetfeld
parallelen vertikalen Mittelebene in Richtung der elektrischen Strome immer stirker wird.
Dieses elektrische Potential bewirkt, dass sich die elektrischen Strome in horizontalen Ebenen
in der Grenzschicht am Zylindermantel schlieBen. Dort treten sehr hohe Stréme auf. Diese
Strome und die damit verbundenen starken Lorentzkréfte sind dafiir verantwortlich, dass in
diesen Bereichen trotz der Nédhe zum isothermen Zylindermantel aufwérts gerichtete Stro-
mungen auftreten. Die durch das abwirts flieBende Fluid induzierten elektrischen Strome
schlielen sich iiber vier weitere Wirbel in der Grenzschicht am Zylindermantel. Zur Verdeut-
lichung sind in Abbildung 5.51 das elektrische Potential und die elektrischen Stréme in der
vertikalen Mittelebene anhand einer Prinzipskizze dargestellt.

In Abbildung 5.52 ist das elektrische Potential in der zum Magnetfeld normalen vertikalen
Mittelebene dargestellt. Weiterhin sind die elektrischen Strome in drei horizontalen Ebenen
dargestellt. Die elektrischen Stréme schlieen sich im Wesentlichen in diesen horizontalen



89

5.2 Stehender Zylinder mit gekiihltem Zylindermantel

. -,_.

A W o | L T o1 . . “
=] 0 =] I'e] =3 = o Q B < a [Fe] [=] w0 o (=)

5 8 § 8 3 5 B B B & 5 8 8 =2 3 <

= o 4 4 ..|_.. =1 =1 o g T =] = = nw % =

Yaiiniiooerars

P ]

S
ey

D.00¢

—0.005%

in der horizontalen Mittele-

)

(b
= 10, 20, 30 und 100.

und elektrisches Potential

)

a

(

beim horizontalen Magnetfeld. Ha

£
o
—
+~
wn
—
=
Ne)
22
—
M__
g B
Mg
S
05
o=
eb}
Z £
[ G



90 Ergebnisse

negatives elektrisches Poter

positives elektrisches Potent

elektrischer Strom

induzierter elektrischer Stror

Bild 5.51: Schematische Darstellung der elektrischen Strome und des elektrischen Potentials
fiir Ra;w = 10° und Ha = 100 in der horizontalen Mittelebene.

Ebenen. Die grofiten Potentialgradienten treten in der unteren Hélfte des Zylinders auf, da
dort die grofiten vertikalen Geschwindigkeitskomponenten vorliegen. Hierdurch ergibt sich die
Tendenz, dass sich der Fluidkern im unteren Bereich stiarker in Richtung des Magnetfeldes
ausdehnt und auch dort das Fluid zuerst am kalten Zylindermantel aufwérts stromt.

Das Geschwindigkeitsprofil in der horizontalen Mittelebene ist in Abbildung 5.53 (a) fiir
Ra;y = 10% in der zum Magnetfeld parallelen Richtung dargestellt. Mit steigender Hartmann-
Zahl nimmt die Grenzschichtdicke der Hartmannschichten ab. Hier steht das Magnetfeld
senkrecht zur Wandtangente, der Zylindermantel hat an dieser Stelle den Charakter einer
Hartmannwand.

Die Abnahme der Grenzschichtdicke mit steigender Hartmann-Zahl ist beim in Abbildung 5.53
(b) dargestellten Geschwindigkeitsprofil normal zum horizontalen Magnetfeld bei steigenden
Hartmann-Zahlen nicht zu beobachten. Hier stellt man eine Zunahme der Grenzschichtdicke
fest. Obwohl an dieser Stelle der Wand die Wandtangente parallel zum Magnetfeld verlauft,
stellt sich nicht der von Rechteckkanilen bekannte Effekt der abnehmenden Grenzschicht-
dicke an der Seitenschicht ein. Weiterhin ist zu beobachten, dass beim Geschwindigkeitsprofil
normal zum Magnetfeld vergleichsweise grofle abwérts gerichtete Geschwindigkeiten auftre-
ten. Diese liegen sogar leicht iiber den im Kern auftretenden maximalen aufwérts gerichteten
Geschwindigkeiten. Bei Ha = 30 und Ha = 100 liegt die am Rand auftretende abwirts
gerichtete maximale Geschwindigkeit sogar iiber der beim rein hydrodynamischen Fall auf-
tretenden maximalen abwirts gerichteten Geschwindigkeit. Im rein hydrodynamischen Fall
tritt die maximale Geschwindigkeit im Zentrum auf, wahrend das am Zylindermantel abwirts
stromende Fluid eine wesentlich geringere Geschwindigkeit aufweist. Unter dem Einfluss des
horizontalen Magnetfeldes besitzt das am Zylindermantel abwérts stromende Fluid eine et-
was grofere Stromungsgeschwindigkeit als das im Innern aufwérts stromende Fluid. Dies l&sst
sich dadurch erklaren, dass sich das Stromungsprofil unter dem Einfluss des Magnetfeldes ver-
andert und das abwérts stromende Fluid nun nicht mehr iiber die gesamte Kreisringflache,
sondern nur noch iiber zwei Kreisabschnitte abwérts stromt. Wird die Hartmann-Zahl weiter
erhoht, so wird durch die ddmpfende Wirkung des Magnetfeldes die Geschwindigkeit geringer
als beim rein hydrodynamischen Fall. Bei Ha = 500 entspricht die maximale Geschwindigkeit
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Bild 5.52: Elektrisches Potential und elektrischer Strom bei Ra;y = 10” und Ha = 100 bei
horizontalem Magnetfeld.

des aufsteigenden Fluids im Zentrum der maximalen Geschwindigkeit des abwiérts stromenden
Fluids am Rand.

Ein Vergleich der maximalen vertikalen Geschwindigkeit unter dem Einfluss des vertikalen
und des horizontalen Magnetfeldes nach Abbildung 5.42 und 5.53 zeigt, dass bei gleicher
Hartmann-Zahl beim horizontalen Magnetfeld wesentlich grofiere Maximalgeschwindigkeiten
auftreten. Dies ist bedingt durch die, verglichen mit dem horizontalen Magnetfeld, stérkere
Dampfung eines vertikalen Magnetfeldes.
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Bild 5.53: Vertikale Geschwindigkeit v, in der horizontalen Mittelebene parallel (a) und nor-
mal (b) zum horizontalen Magnetfeld bei Ra; = 10°.

Abbildung 5.54 zeigt einen Vergleich der Temperatur entlang der Zylinderachse fiir Ra;yy =
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10% fiir das horizontale und das vertikale Magnetfeld bei verschiedenen Hartmann-Zahlen.
Aufgrund der ddmpfenden Wirkung des Magnetfeldes auf die Stromung wird mit steigenden
Hartmann-Zahlen der konvektive Warmeiibergang verschlechtert. Dies zeigt sich insbesondere
beim vertikalen Magnetfeld bei Ha = 500 an der geringen Temperaturdnderung iiber der
Hohe.

Ein horizontales Magnetfeld fithrt bei den untersuchten Hartmann-Zahlen Ha = 100 bis
Ha = 500 sowie im Falle des vertikalen Magnetfeldes bei Hartmann-Zahlen Ha = 100
und Ha = 200 aufgrund der vertikalen Konvektion im oberen Bereich des Zylinders bei
r = 0 zu Temperaturen, die iiberhalb der Maximaltemperatur bei reiner Warmeleitung
Tinazwr = 0.625 liegen. Dieser Effekt wird auch in [23] bei kubischen Behéltnissen mit kon-
stanten internen Warmequellen unter dem Einfluss eines vertikalen Magnetfeldes beobachtet
(Rasw = 10°, Ha = 100, Pr = 0.0321).

(a) (b)

0,07, ) T ) : ; ; 0,07,
— Ha=0 i
Ha=30, B
--- Ha=100, B
- Ha=200, B
0,06~ Ha = 500, Bx . ,."/ // 7 0,06+ _“/,——’/' 7
— Ha=0
~0,05- 4 +0,05- Ha=100,B
- --- Ha=200,B
o Ha = 500, B |
0,04 0,04/
2 | | | | | | | | | e | | | | | | | |
O’Od,o 0,2 0,4 0,6 0,8 1, O'Od,o 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0
z z

Bild 5.54: Temperaturverteilung auf der Zylinderachse (r = 0) unter dem Einfluss eines
horizontalen (a) und eines vertikalen (b) Magnetfeldes fiir Ra; = 10°.

In den Tabellen 5.7 und 5.8 sind die errechneten Nuflelt-Zahlen Nu; und Nusy bei verschiede-
nen Rayleigh-Zahlen Ra;y bei Ha = 100 sowohl fiir das vertikale als auch fiir das horizontale
Magnetfeld dargestellt. Ein Vergleich von Nwu; mit der in Abbildung 5.54 dargestellten Tem-
peraturverteilung auf der Zylinderachse zeigt, dass die jeweiligen Maximaltemperaturen bei
allen Rechnungen auf der Zylinderachse bei » = 0 am oberen Rand auftreten.

Beim rein hydrodynamischen Fall ist nach Tabelle 5.6 die Nuflelt-Zahl Nu; bei einer Rayleigh-
Zahl Ra;y = 10° am kleinsten. Folglich treten hier im Vergleich zur reinen Wirmeleitung die
hochsten Temperaturen auf. Bei steigender Rayleigh-Zahl wird Nu; grofler und die Maximal-
temperaturen sinken unter die Maximaltemperaturen bei reiner Warmeleitung. Unter dem
Einfluss eines vertikalen oder horizontalen Magnetfeldes bei Ha = 100 erhélt man die kleinste
NuBelt-Zahl Nu; jeweils bei Ra;i = 106, Dies bedeutet, dass das Auftreten der Maximaltem-
peraturen unter dem Einfluss des vertikalen und des horizontalen Magnetfeldes zu hoheren
Rayleigh-Zahlen verschoben wird.

Fiir das vertikale Magnetfeld ergeben sich fiir Ra;r = 10° bei steigender Hartmann-Zahl
nach Tabelle 5.9 Nufelt-Zahlen Nu; die immer néher bei 1, d.h. bei der reinen Wérmeleitung
liegen. Diese Tendenz ist beim horizontalen Magnetfeld nicht zu erkennen. Nach Tabelle 5.10
bleibt fiir Ra; = 10° bei steigenden Hartmann-Zahlen Nu; nahezu konstant.
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Nu; | Nug
Ra;y = 10° | 0.970 | 1.000
Ra;y = 10° | 0.896 | 1.087
Ra;w = 107 | 1.376 | 1.675

Tabelle 5.7: Vergleich der Nuflelt-Zahlen fiir den Fall des vertikalen Magnetfeldes in Abhén-
gigkeit der Rayleigh-Zahl fiir Ha = 100.

NUl NU2
Ragw = 10° | 0.957 | 1.009
Ragy = 10° | 0.935 | 1.109
Ra;w = 107 | 1.318 | 1.500

Tabelle 5.8: Vergleich der Nufelt-Zahlen fiir den Fall des horizontalen Magnetfeldes in Ab-
héangigkeit der Rayleigh-Zahl fiir Ha = 100.

Nu; | Nus
Ha =100 | 0.896 | 1.087
Ha =200 | 0.932 | 1.013
Ha =500 | 0.984 | 0.999

Tabelle 5.9: Vergleich der Nuflelt-Zahlen fiir den Fall des vertikalen Magnetfeldes in Abhén-
gigkeit der Hartmann-Zahl fiir Ra;y = 10°.

In Abbildung 5.55 sind die beiden Nuflelt-Zahlen Nu; und Nusy iiber der Hartmann-Zahl
fiir das horizontale Magnetfeld bei Ra;y = 10° dargestellt. Bereits geringe Hartmann-Zahlen
bewirken eine starke Abnahme von Nu; und Nuy. Wird die Hartmann-Zahl auf Ha ~ 60
erhoht, so wird Nu; < 1. Es treten hohere maximale Temperaturen als im Falle der reinen
Wirmeleitung auf. Bei steigenden Hartmann-Zahlen strebt Nuy; monoton gegen 1. Der Ein-
fluss der Konvektion auf die Stromung nimmt also immer weiter ab. Nu; hingegen ist auch bei
Ha = 500 noch deutlich kleiner als 1 und iiber einen weiten Bereich nahezu konstant. Dies
ist dadurch begriindet, dass bereits ein geringer konvektiver Einfluss ausreicht, um an der
oberen Stirnseite eine Temperaturiiberhéhung gegeniiber dem Fall der reinen Warmeleitung
zu verursachen. Diese Maximaltemperatur ist in weiten Bereichen unabhéngig von der Stérke
der Konvektion, wobei die Starke der Konvektion hier im Wesentlichen durch die Stéirke des
Magnetfeldes beeinflusst wird. Eine stérkere Konvektion bewirkt ebenfalls geringere minimale
Temperaturen an der unteren Stirnseite. Hierdurch lasst sich erkldren, dass Nusg, als Maf3 fiir
die mittlere Temperatur, immer weiter abfillt. Im Bereich 0 < Ha < 100 ergibt sich ein star-
ker Riickgang von Nuy mit steigender Hartmann-Zahl. Dies ist dadurch begriindet, dass sich
in diesem Bereich das kalte, aufwérts stromende Fluid immer stiarker an den Zylindermantel
anlegt. Bei Ha > 100 ist die Umschichtung der Strémung nahezu abgeschlossen. Jetzt wirkt
sich nur noch die starkere Dampfung des Magnetfeldes auf die Nuflelt-Zahl Nuy aus.
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Nuy | Nus
Ha =100 | 0.935 | 1.109
Ha =200 | 0.921 | 1.066
Ha =500 | 0.923 | 1.027

Tabelle 5.10: Vergleich der Nuflelt-Zahlen fiir den Fall des horizontalen Magnetfeldes in Ab-
hingigkeit der Hartmann-Zahl fiir Ra;y = 106.

ST
oo Nu,
=N ]
P4
:H
z
0.9 L | L | L | L | L
0 100 200 300 400 500

Ha

Bild 5.55: Nuflelt-Zahlen Nu; und Nusy als Funktion der Hartmann-Zahl beim horizontalen
Magnetfeld bei Ra;y = 106.
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5.3 Stehender Zylinder mit gekiihlter oberer Stirnseite

In diesem Kapitel werden durch homogene interne Wéarmequellen erzeugte Konvektionsstro-
mungen in einem oben gekiihlten, stehenden Zylinder nach Abbildung 5.56 untersucht. Es
werden rein hydrodynamische Stromungen als auch Stromungen unter dem Einfluss von ho-
rizontalen und vertikalen Magnetfeldern behandelt.

Eine solche Konfiguration ergibt sich beispielsweise beim hypothetischen Fall der Kristallziich-
tung aus einem durch homogene interne Warmequellen beheiztem Fluid nach dem Czochralski-
oder Tiegelziehverfahren [24]. Hier soll eine Galliumschmelze untersucht werden. Fiir Gallium
liegt die Prandtl-Zahl mit Pr = 0.02 [65] leicht hoher als z. B. bei einer Siliziumschmelze, fiir
welche Pr = 0.013 gilt [101].

Der Zylinder besitzt ein Hohen-Durchmesserverhéltnis von A = 1. Der Zylindermantel und
die untere Stirnseite sind adiabat. Durch die internen Warmequellen, welche homogen verteilt
sind, heizt sich das Fluid auf. Aufgrund der isothermen oberen Stirnseite ergibt sich eine in-
stabile Temperaturschichtung, welche ab einer bestimmten kritischen Rayleigh-Zahl Ra;w it
eine Konvektionsstréomung hervorruft.

Werden Berechnungen unter dem Einfluss von Magnetfeldern durchgefiihrt, so werden an allen
Réndern stets elektrisch isolierte Berandungen angenommen. An der oberen Stirnseite kann
eine feste Berandung, an welcher die Haftbedingung gilt, oder eine freie Oberfliche vorhanden
sein. Dadurch kann im ersten Schritt untersucht werden, welchen Einfluss die Randbedingung
an der oberen Stirnseite auf das Einsetzen der Konvektion hat.

vertikale Mittelebene isotherm
S S R
intérne Warmequellen
g
= 3 1/ adiabat
horizontale Mittelebent
z=0-"

adiabat

Bild 5.56: An der oberen Stirnseite gekiihlter stehender Zylinder mit internen Warmequellen.

Als charakteristische Grofle dient der Durchmesser D des Zylinders. Somit ergibt sich die
Rayleigh-Zahl Ra,y fiir die interne Beheizung zu

Bei reiner Warmeleitung ergibt sich mit den genannten thermischen Randbedingungen das
folgende, vom Hohen-Durchmesserverhéltnis A und z abhéngige, dimensionslose quadratische
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Temperaturprofil

T(z) = = (A% = 2%). (5.17)

Die maximale Temperatur 7},q, w1 ergibt sich bei reiner Warmeleitung an der unteren Stirn-
seite zu

1
Tma:v,WL = §A2 (518)

Fiir die mittlere Temperatur 7}, yy 1, ergibt sich

1 (7 1
Twr = ﬁ/ T(z)dz = §A2. (5.19)
0

Somit errechnet sich die Nuflelt-Zahl Nu, fiir dieses System zu

1 A2
Nus = = 2
U1 5T y (5 O)

max

wahrend fiir Nuy die folgende Beziehung gilt

1 A?
NUQ:—

— 5.21
3T (5.21)

5.3.1 Hydrodynamische Konvektion

Bei steigender interner Beheizung setzt ab einer bestimmten kritischen Rayleigh-Zahl fiir die
interne Beheizung Ra;w i eine Konvektionsstromung ein. Hierbei treten unterschiedliche
Stromungsmuster auf. Rotationssymmetrische Rechnungen entsprechen dem Mode m = 0.
Hierbei handelt es sich um eine Strémung mit im Kern aufwérts oder abwiérts stromendem
Fluid. Dreidimensionale Berechnungen zeigen das Auftreten eines Stromungsmusters, welches
durch eine horizontal verlaufende Rotationsachse gekennzeichnet ist. Diese Strémung wird als
Mode m = 1 bezeichnet.

5.3.1.1 Einfluss der Berandung am oberen Rand

Zur Bestimmung der kritischen Rayleigh-Zahl Ra;w .y fiir Mode m = 0 wird der Maxi-
malwert der vertikalen Geschwindigkeit v, in der horizontalen Mittelebene bei verschiedenen
Rayleigh-Zahlen berechnet und auf v, = 0 extrapoliert. Zur Gewéhrleistung einer rotations-
symmetrischen Stromung werden zweidimensionale Berechnungen in r und z—Koordinaten
durchgefiihrt. Der Einfluss der Randbedingung am oberen Rand ist in Abbildung 5.57 dar-
gestellt. Hier wird die maximale vertikale Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene
iiber der Rayleigh-Zahl Ra;y, fiir den Mode m = 0 mit im Kern aufwirts stromendem Fluid
dargestellt. Berechnungen werden fiir eine freie Oberfliche am oberen Rand und fiir eine feste
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Berandung, an der die Haftbedingung gilt, durchgefiihrt. Fiir einen Zylinder mit einer fe-
sten Berandung an der oberen Stirnseite ergibt sich die kritische Rayleigh-Zahl fiir den Mode
m =0 zu

Ragw erit ~ 19700. (5.22)

Wird am oberen Rand eine freie Oberfliache vorausgesetzt, so ergibt sich die kritische Rayleigh-
Zahl fiir diesen Mode zu

Raiw’km-t ~ 18200. (523)

Durch die freie Oberfliche ergibt sich somit im Vergleich zur festen Berandung nur eine
geringfiigig niedrigere Rayleigh-Zahl. Somit wirkt die feste Berandung nur leicht stabilisierend.
Alle weiteren Berechnungen werden deshalb mit einer festen Berandung am oberen Rand
durchgefiihrt.

0,1,
>N 0,05-
o feste Berandung
=——= freie Oberflache
““““ Locv e b
18000 20000 30000 40000 50000

Bild 5.57: Einfluss der Randbedingung an der oberen Stirnseite auf die kritische Rayleigh-Zahl
Ra;w iyt und die Entwicklung der maximalen vertikalen Geschwindigkeit in der horizontalen
Mittelebene fiir den Mode m = 0.

5.3.1.2 Rotationssymmetrische Stromung

Betrachtet man durch einen linearen vertikalen Temperaturgradienten hervorgerufene Ray-
leigh-Bénard-Instabilitéten (vgl. [16], [66]) in stehenden Zylindern, so ergeben sich fiir Mode
m = 0 zwei symmetrische Losungen mit Bezug auf die horizontale Mittelebene. Bedingt durch
die Symmetrie kann das Fluid im Kern entweder nach oben oder nach unten stromen. Diese
Symmetrie ist im hier untersuchten Fall nicht gegeben, da im Falle der reinen Warmeleitung
kein lineares Temperaturprofil vorliegt. Vielmehr ergibt sich ein quadratisches Temperatur-
profil nach Gleichung (5.17). Deshalb wird hier unterschieden zwischen dem Mode m = 0
mit im Kern nach oben stromendem Fluid und Mode m = 0_, bei welchem das Fluid im Kern
nach unten stromt.
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Werden instationédre Berechnungen aus der Ruhe bei iiberkritischen Rayleigh-Zahlen durch-
gefiihrt, so stellt sich der Mode m = 0_ ein. Eine solche Strémung ist in Abbildung 5.58 fiir
Ra;ww = 6 x 10* und Ra;r = 1.6 x 10° dargestellt. Bei Ra;iy = 6 x 10* weist das Tempe-
raturfeld, insbesondere im oberen Bereich, einen vertikalen Gradienten auf. Der Einfluss der
Konvektion ist hier gering. Durch das im Kern des Zylinders abwérts stromende Fluid bildet
sich an der unteren Stirnseite ein Staupunkt. Das Wirbelzentrum liegt sehr nahe an der unte-
ren Stirnseite. Wird die Rayleigh-Zahl auf Ra;;y = 1.6 x 10° erhoht, so ist der Wirbel stiirker
ausgepragt und der Einfluss der Konvektion auf das Temperaturprofil wird deutlich starker.
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Bild 5.58: Isothermen und Geschwindigkeitsvektoren fiir den Mode m = 0_ bei Ra;y = 6x10*
(oben) Ra;y = 1.6 x 10° (unten) und Pr = 0.02 in einer vertikalen Mittelebene.

Wird die Rayleigh-Zahl weiter erhoht, so wird Mode m = 0_ bei Rayleigh-Zahlen Ra;y >
2.4 x 105 durch Mode m = 0, abgelést. Mode m = 0, entsteht auch, wenn bei niedrigeren
Rayleigh-Zahlen die Anfangsbedingung so gewéhlt wird, dass Mode m = 0, begiinstigt wird.
In Abbildung 5.59 sind das Temperaturfeld sowie die Geschwindigkeitsvektoren fiir den Mode
m = 0, fiir Ragy = 6x10* und Ra;py = 1.6 x 10° dargestellt. Das Wirbelzentrum befindet sich
nun sehr nahe an der oberen Stirnseite. Verglichen mit dem Mode m = 0_ nach Abbildung
5.58 besitzt der Wirbel bei Mode m = 0 eine hohere Intensitét.

Bei einer auf Ra;y = 1.6 x 10* erhohten Rayleigh-Zahl ist der stirkere Einfluss der Konvektion
auf das Temperaturprofil zu erkennen. Unabhéngig von der Rayleigh-Zahl ist die Strémung
im Wesentlichen in der oberen Hélfte des Zylinders ausgeprigt. In der unteren Hilfte des
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Zylinders ist lediglich im Kern eine aufwiérts gerichtete Stromung mit erhhten Geschwindig-
keiten zu erkennen. Die bei Mode m = 0, auftretenden maximalen Geschwindigkeiten in der
horizontalen Mittelebene sind deutlich geringer als bei Mode m = 0_.
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Bild 5.59: Isothermen und Geschwindigkeitsvektoren fiir den Mode m = 0 bei Ra; = 6x10*
(oben) und Ra; = 1.6 x 10° (unten) und Pr = 0.02 in einer vertikalen Mittelebene.

5.3.1.3 Dreidimensionale Berechnungen

Zur Untersuchung von nicht rotationssymmetrischen Moden werden instationére dreidimen-
sionale Rechnungen durchgefiihrt. Hierbei wird eine Berechnung bei Ra;w = 4 x 10* aus der
Ruhe gestartet. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 liegt eine homogene Temperaturverteilung vor, welche
der Wandtemperatur an der oberen Stirnseite entspricht. Durch die internen Warmequellen
heizt sich das Fluid auf und es entsteht im oberen Bereich eine rotationssymmetrische Stro-
mung, bei welcher im Innern des Zylinders das Fluid abwérts und auflen am Zylindermantel
aufwarts stromt. Diese Stromung ist vergleichbar mit dem Mode m = 0_. Im weiteren Verlauf
der Rechnung verstérkt sich diese Stromung und das Wirbelzentrum wandert immer weiter
nach unten. Wie bei den rotationssymmetrischen Berechnungen liegt nun Mode m = 0_ vor.
Nach kurzer Zeit zerfallt Mode m = 0_ und die Stromung verliert ihren rotationssymmetri-
schen Charakter. Schliellich stellt sich Mode m = 1 als stabiler Mode ein. Bei Mode m = 1
stromt das Fluid in einer durch eine vertikale Mittelebene geteilten Hélfte des Zylinders auf-
wirts und stromt in der anderen Zylinderhélfte abwérts. Hierbei treten in der horizontalen
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Mittelebene deutlich grofiere vertikale Geschwindigkeiten als bei Mode m = 0_ auf. Auch die
Nuflelt-Zahlen Nu; und Nus steigen im Vergleich zu Mode m = 0_ deutlich an. Dies bedeutet
eine Absenkung der maximalen und der mittleren Temperaturen im Vergleich zur Stromung
mit Mode m = 0_ und es ergibt sich ein verbesserter Warmeiibergang.

Rechnungen, bei welchen als Anfangsbedingung die Losung fiir Ra;;y = 4 x 10* dient, zeigen,
dass bei einer schrittweise reduzierten Rayleigh-Zahl Ra;;; Mode m = 1 bis zu einer kritischen
Rayleigh-Zahl von

Ra'iW,k’m't ~ 7000 (524)

erhalten bleibt. Somit setzt im dreidimensionalen Fall Konvektion bei wesentlich niedrigeren
Rayleigh-Zahlen ein als im Falle der zuvor untersuchten rotationssymmetrischen Strémungen
mit Mode m = 0.

In Abbildung 5.60 ist das Temperaturprofil sowie das Geschwindigkeitsprofil fiir Mode m = 1
fiir Ra;w = 1 x 10%, Ra;w = 4 x 10* und Ra;;y = 8 x 10* in zwei vertikalen Mittelebenen, par-
allel und normal zur Rotationsachse der Stromung dargestellt. Bei Ra;; = 1 x 10* entsteht in
der zur Rotationsachse parallelen Ebene ein vertikaler Temperaturgradient wie bei der reinen
Wirmeleitung. Ein Einfluss der Konvektion auf das Temperaturprofil ist nur in der normal
zur Rotationsachse der Stromung verlaufenden vertikalen Mittelebene in der N&he der unte-
ren Stirnseite zu erkennen. In dieser Ebene erstreckt sich der Wirbel iiber die gesamte Hohe
des Zylinders. In der zur Rotationsachse parallelen Ebene gibt es eine Sekundérstrémung.
Hierbei stromt das Fluid im Bereich der oberen Stirnseite vom Kern nach auflen, danach
am Zylindermantel nach unten, um schliellich in der horizontalen Mittelebene in den Kern
zuriickzustromen.

Wird die Rayleigh-Zahl auf Ra;y = 4 x 10 erhoht, so zeigt sich der deutlich stiirkere Einfluss
der Konvektion auf das Temperaturprofil. In der normal zur Rotationsachse des Wirbels
verlaufenden Ebene entsteht in der unteren Hélfte des Zylinders ein Temperaturgradient in
horizontaler Richtung. In der oberen Hilfte des Zylinders ist der Wéarmeiibergang weniger
stark von der Konvektion geprégt, da dort groflere Temperaturgradienten auftreten, welche
fiir einen stdrkeren Warmetransport durch Warmeleitung verantwortlich sind.

Bei einer auf Ra;;y = 8 x 10* erhohten Rayleigh-Zahl ist die Konvektion noch stéirker aus-
gepragt. Dies macht sich durch den bis oberhalb der horizontalen Mittelebene ausgepréig-
ten horizontalen Temperaturgradienten bemerkbar. Im oberen Bereich ist der Warmeiiber-
gang wie zuvor durch Warmeleitung dominiert. Jetzt treten im Vergleich zur Strémung bei
Ra;w = 4 x 10* noch stirkere Temperaturgradienten an der oberen Stirnseite auf.

In Abbildung 5.61 ist das Temperaturfeld durch Isolinien und das Geschwindigkeitsfeld durch
Vektorpfeile in der zur Rotationsachse der Stromung normalen vertikalen Mittelebene fiir
Ra;yy = 4 x 10* dargestellt. Am Staupunkt an der oberen und der unteren Stirnseite bil-
det sich jeweils ein Sekundirwirbel aus. Die Sekundérstromung in der zur Rotationsachse
des Wirbels parallelen vertikalen Mittelebene ist fiir Ra;; = 4 x 10* in Abbildung 5.62 dar-
gestellt. In dieser Ebene treten vier Wirbel auf, durch welche jeweils warmes Fluid an der
unteren Stirnseite und kaltes Fluid an der oberen Stirnseite vom Kern zum Zylinderman-
tel flieft. Durch diese Sekundéarstréomung wird der starke Temperaturgradient an der oberen
Stirnseite abgeschwicht. Wihrend bei Ra;y = 4 x 10* die Strémung in der zur Rotationsachse
der Stromung normalen vertikalen Mittelebene ein Stromungsfeld aufweist, bei welchem die
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Bild 5.60: Temperaturverteilung und Geschwindigkeitsvektoren fiir Mode m = 1. Ra;yy =
1 x 10* (oben), Ra;y = 4 x 10* (mitte) und Ra;y = 8 x 10* (unten).
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Stromung iiberwiegend parallel zur jeweiligen Berandung verlduft, so neigt die Stromung bei
Ra;y = 8 x 10* dazu, diagonal von den Stirnseiten wegzustrémen. Dies ist in Abbildung 5.63
dargestellt. Auch die in dieser Ebene an den Staupunkten an der oberen und unteren Stirnseite
auftretenden Sekundiirwirbel sind nun verstiirkt. Abbildung 5.64 zeigt die bei Ra;y = 8 x 10*
in der zur Rotationsachse des Wirbels parallelen vertikalen Mittelebene auftretenden Wirbel,
welche nun einen stéirkeren Effekt auf das Temperaturprofil in dieser Ebene besitzen. Neben
den vier Sekundérwirbel ist zu erkennen, dass das Fluid im Bereich der Mittelachse jeweils
von den Stirnseiten in Richtung der horizontalen Mittelebene stromt. Durch diese Stréomung
wird das Temperaturprofil ebenfalls beeinflusst. Auch hier ist eine leichte Abschwichung des
vertikalen Temperaturgradienten zu erkennen.
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Bild 5.61: Temperaturverteilung und Geschwindigkeitsvektoren bei Ra;y = 4 x 10* fiir Mode
m = 1 in der zur Rotationsachse der Stromung normalen vertikalen Mittelebene.

Stationiire Losungen ergeben sich fiir Mode m = 1 bis Ra;r < 10x 10%. Bei groferen Rayleigh-
Zahlen ergibt sich eine zeitlich periodische Stréomung. Hierbei bleibt der Mode m = 1 im
untersuchten Parameterbereich erhalten. In Abbildung 5.65 ist fiir Ra; = 13 x 10* die ver-
tikale Geschwindigkeit v, bei r = 0.375 und z = 0.5 in der zur Rotationsachse der Stromung
normalen vertikalen Mittelebene sowie die Nuflelt-Zahl Nu, iiber der Zeit dargestellt. Wih-
rend die Schwankung bei der Geschwindigkeit etwa 10% betragt, ist die Schwankung bei der
Nufelt-Zahl um Groflenordungen kleiner.

In Abbildung 5.66 ist fiir Ra; = 13 x 10* und Pr = 0.02 die Geschwindigkeitsverteilung der
vertikalen Geschwindigkeit v, in der horizontalen Mittelebene fiir verschiedene dimensionslose
Zeiten t dargestellt. Hierbei kennzeichnen blaue Bereiche nach unten, rote Bereiche nach oben
stromendes Fluid. Die oberen drei Bilder (1), (3) und (5) zeigen die Stromung jeweils fir
drei dimensionslose Zeitpunkte, an denen die vertikale Geschwindigkeit, welche in Abbildung
5.65 dargestellt ist, ein Maximum annimmt. Die unteren drei Bilder (2), (4) und (6) stellen
analog die Stromung fiir dimensionslose Zeitpunkte, in denen die Strémungsgeschwindigkeit
ein Minimum aufweist, dar. Wie die Bilder zeigen, verédndert sich das Strémungsmuster jeweils
beim Auftreten der minimalen und maximalen Geschwindigkeit, zeigt aber ebenfalls einen
periodischen Charakter.
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Bild 5.62: Temperaturverteilung und Geschwindigkeitsvektoren bei Ra;p = 4 x 10* fiir Mode

m = 1 in der zur Rotationsachse der Stromung parallelen vertikalen Mittelebene.

I

o et g |
Ealn

A,

[ S

St

i

[
-

i e,

Fa

)

SN
: ::‘:;\&\\%i‘

S

I e S

i

i
R

e

)

4

***ﬁkébk\“;
SR

B S
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m = 1 in der zur Rotationsachse der Stromung normalen vertikalen Mittelebene.
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Bild 5.64: Temperaturverteilung und Geschwindigkeitsvektoren bei Ra;y = 8 x 10* fiir Mode
m = 1 in der zur Rotationsachse der Stromung parallelen vertikalen Mittelebene.
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Bild 5.65: Vertikale Geschwindigkeit v, bei r = 0.375 und z = 0.5 in der zur Rotationsachse
des Wirbels normalen vertikalen Mittelebene (oben) und Nuflelt-Zahl Nuy (unten) iiber der
Zeit bei Ra;y = 13 x 10* und Pr = 0.02.
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Im Gegensatz zu den stationiiren Stromungen bei Rayleigh-Zahlen Ra;y < 8x10%, bei welchen
die Trennfliche zwischen dem abwérts und dem aufwirts stromenden Fluid einer ebenen
Flache dhnelt, ist diese nun stark verzerrt und &ndert die Form periodisch mit der Zeit.
Die beiden in Abbildung 5.66 gezeigten Stromungsmuster besitzen einen unsymmetrischen
Charakter in Bezug auf eine parallel oder normal zur Achse des Wirbels ausgerichtete vertikale
Mittelebene.

Bild 5.66: Vertikale Geschwindigkeit v, in der horizontalen Mittelebene bei Ra;y = 13 x 10*
und Pr = 0.02 beim Auftreten der maximalen Geschwindigkeit in Abbildung 5.65 (Bilder
(1),(3) und (5)) sowie beim Auftreten der minimalen Geschwindigkeit (Bilder (2),(4) und
(6)). Rote Bereiche kennzeichnen nach oben stromendes Fluid, blaue Bereiche nach unten
stromendes Fluid.

Abbildung 5.67 zeigt die beiden Nuflelt-Zahlen Nu; und Nus, dargestellt fiir die drei Moden
m = 0., m = 0_ und m = 1 iiber der Rayleigh-Zahl Ra;;. Beide Nuflelt-Zahlen steigen
bei allen drei Moden iiber einen weiten Bereich linear mit der Rayleigh-Zahl an. Die grofiten
Werte fiir die NuBlelt-Zahlen treten bei Mode m = 1 auf. Somit ergibt sich bei Mode m =1
im Vergleich zur reinen Wérmeleitung die stiarkste Temperaturabsenkung. Da dieser Mode
einen physikalisch stabilen Mode darstellt, kann man davon ausgehen, dass in der Realitét die
Stromungsform mit der besten Warmeabfuhr angenommen wird. Bei Mode m = 1 ist nahe der
kritischen Rayleigh-Zahl Nu; < 1. Dies bedeutet, dass die maximal auftretende Temperatur
grofer ist als bei der reinen Warmeleitung. Da in diesem Bereich bereits Nuy > 1 ist, ist die
mittlere Temperatur jedoch geringer als die mittlere Temperatur bei reiner Wérmeleitung.
Bei den Moden m = 0,, m = 0_ nehmen die Nuflelt-Zahlen wesentlich weniger stark zu als
bei Mode m = 1. Bei den Moden m = 0, und m = 1 ergibt sich Nu; < Nuy. Bei Mode
m = 0y ist Nu; > Nus. Das Auftreten von Nuflelt-Zahlen Nu; < 1 ist bei der durch die
obere Stirnseite gekiihlten Anordnung weit geringer ausgeprégt als bei der im vorigen Kapitel
beschriebenen Anordnung mit gekiihltem Zylindermantel.
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Bild 5.67: Nuflelt-Zahlen Nu; und Nusy als Funktion iiber der Rayleigh-Zahl Ra;y, fiir die
Moden m =0y, m =0_ und m = 1.

Die Entwicklung der maximalen vertikalen Geschwindigkeit v, in der horizontalen Mittelebe-
ne ist in Abbildung 5.68 dargestellt. Fiir Mode m = 1 wird v, wesentlich grofier als bei den
beiden rotationssymmetrischen Moden. Dies erkléirt die in Abbildung 5.67 gezeigte stérkere
Zunahme der Nuflelt-Zahlen bei diesem Mode. Bei hoheren Rayleigh-Zahlen strebt die ver-
tikale Geschwindigkeit asymptotisch gegen einen Maximalwert. Bei Mode m = 0_ tritt eine
hohere vertikale Geschwindigkeit auf als bei Mode m = 0. Trotz der geringeren vertikalen
Geschwindigkeit sind, wie in Abbildung 5.67 gezeigt, die beiden Nuflelt-Zahlen fiir den Mode
m = 0, groBer. Dies wird durch Abbildung 5.58 verdeutlicht. Bei Mode m = 0_ ist das Fluid
im oberen Teil des Zylinders {iberwiegend in Ruhe. Die Warmeabfuhr erfolgt im Wesentlichen
durch Wéarmeleitung.

5.3.2 Horizontales Magnetfeld

Wirkt ein horizontales Magnetfeld (Ha = 50), so ist die Entstehung von zwei verschiede-
nen Moden moglich. Hierbei ist die Richtung des Magnetfeldes von Bedeutung. Wird bei
Ra;yw = 4 x 10* oder Ra; = 8 x 10* als Anfangsbedingung die rein hydrodynamische Losung
fiir den Mode m = 1 gesetzt und ein parallel zur Rotationsachse der Stromung wirkendes Ma-
gnetfeld angelegt, so bleibt Mode m = 1 erhalten. In Abbildung 5.69 ist hierbei die vertikale
Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene dargestellt, wobei rote Bereiche aufwirts
und blaue Bereiche abwirts stromendes Fluid kennzeichnen. Wirkt das Magnetfeld zu Be-
ginn der Rechnung jedoch normal zur Rotationsachse der Strémung, so wird Mode m = 1
durch Mode m = 02 abgelost. Das Fluid stromt nun, wie in Abbildung 5.70 dargestellt, im
Bereich der zum Magnetfeld parallelen vertikalen Mittelebene nach oben und stromt in zwei
Kreisabschnitten weiter auffen am Zylindermantel wieder abwiérts. Die Rotationsachsen der
beiden Wirbel liegen parallel zum Magnetfeld. Eine Sensitivitdtsanalyse zeigt jedoch, dass be-
reits Abweichungen des Magnetfeldes in der Gréflenordnung von 1° von der Normalenrichtung
dazu fiithren, dass Mode m = 1 entsteht.
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Bild 5.68: Maximale vertikale Geschwindigkeit v, in der horizontalen Mittelebene als Funktion
iiber der Rayleigh-Zahl Ra;y fiir die Moden m = 0,, m = 0_ und m = 1.

In Tabelle 5.11 findet sich ein Vergleich der beiden Nuflelt-Zahlen Nu; und Nus fiir den rein
hydrodynamischen Fall bei Mode m = 1 mit der magnetohydrodynamischen Strémung mit
horizontalem Magnetfeld fiir Mode m = 1 und Mode m = 02). Liegt Mode m = 1 vor,
so veriandert das Magnetfeld die im rein hydrodynamischen Fall vorliegenden Nuflelt-Zahlen
kaum. Nu; nimmt unter dem Einfluss des Magnetfeldes sogar einen leicht hoheren Wert an.
Dies bedeutet, dass die maximal auftretende Temperatur im Vergleich zum rein hydrodyna-
mischen Fall etwas niedriger liegt. Beim Mode m = 02| treten allerdings deutlich geringere
Nuflelt-Zahlen auf. Dieser Mode besitzt die Eigenschaft eines geringeren konvektiven Wir-
metransports, wodurch sowohl die mittlere Fluidtemperatur als auch die Maximaltemperatur
gegeniiber dem Mode m = 1 deutlich erhoht ist.

Nu1 NUQ
Mode m = 1, ohne Magnetfeld | 1.666 | 1.665
Mode m =1, Ha = 50 1.681 | 1.653
Mode m = 02, Ha = 50 1.424 | 1.402

Tabelle 5.11: Vergleich der errechneten Nuflelt-Zahlen Nwu; und Nus fiir den rein hydrody-
namischen Fall bei Ra;;r = 8 x 10* und Mode m = 1 mit den Moden m = 1 und m = 02
unter dem Einfluss eines horizontalen Magnetfeldes bei Ha = 50.

Abbildungen 5.71 und 5.72 zeigen die vertikale Geschwindigkeit sowie die Temperatur in der
horizontalen Mittelebene fiir die Stromung ohne Magnetfeld fiir den Mode m = 1 sowie fiir
Ha = 50 fiir die Moden m = 1 und m = 02, jeweils normal zur Rotationsachse der Strémung.
Bei der rein hydrodynamischen Strémung mit Mode m = 1 liegt, wie in Abbildung 5.71 ge-
zeigt, ein Geschwindigkeitsprofil mit einer diinnen Grenzschicht sowie einem nahezu linearen
Verlauf im Innern des Zylinders vor. Bei Ha = 50 und Mode m = 1 ist das Geschwindig-
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Bild 5.69: Isolinien der vertikalen Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene fiir den
Mode m = 1 bei Ra;yy = 4 x 10* (links) und Ra; = 8 x 10? (rechts) bei horizontalem Magnet-
feld, Ha = 50. Rote Bereiche kennzeichnen aufwarts stromendes, blaue Bereiche kennzeichnen
abwirts stromendes Fluid.

. B . B

Bild 5.70: Isolinien der vertikalen Geschwindigkeit in der horizontalen Mittelebene fiir den
Mode m = 02 bei Raw = 4 x 10* (links) und Raw = 8 x 10* (rechts) bei horizonta-
lem Magnetfeld, Ha = 50. Rote Bereiche kennzeichnen aufwérts stromendes, blaue Bereiche
kennzeichnen abwirts stromendes Fluid.
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keitsprofil im Vergleich zum rein hydrodynamischen Fall im Wesentlichen unverédndert. Die
maximale Geschwindigkeit ist nahezu gleich grof, allerdings ist das Geschwindigkeitsmaxi-
mum bzw. -minimum jetzt zur Mittelachse des Zylinders hin verschoben. Hierdurch wichst
die Grenzschichtdicke an. Auch der lineare Verlauf im Innern ist nun nicht mehr gegeben.
Der Vergleich der beiden Temperaturprofile in Abbildung 5.72 zeigt, dass diese nahezu iiber-
einstimmen. Dies erklart, warum die in Tabelle 5.11 gezeigten NufBlelt-Zahlen zwischen der
rein hydrodynamischen Stromung und der Strémung bei Ha = 50 bei Mode m = 1 nur sehr
geringfiigig differieren.

Das Geschwindigkeitsprofil fiir den Mode m = 02 und Ha = 50 besitzt dhnlich grofie maximale
Geschwindigkeiten wie sie auch beim Mode m = 1 auftreten. Hierbei sind die maximal auf-
tretenden Geschwindigkeiten des im Kern aufwirts und des am Mantel abwiérts stromenden
Fluids nahezu gleich. Auch das Temperaturprofil besitzt eine &hnliche Maximaltemperatur
wie bei dem zuvor beschriebenen Mode m = 1. Das kalte, abwérts stromende Fluid ist jedoch
deutlich wérmer als beim Mode m = 1. Hierdurch ergibt sich in diesem Querschnitt ein ho-
herer Mittelwert der Temperatur, wodurch sich die bei diesem Mode geringere Nuflelt-Zahl
Nuy erklart.

04 : : : ‘ : ‘

— ohne Magnetfeld, Modem =1
— Ha=50,Modem=1

— Ha=50, Modem =02

0,2

SN 0,0

-0,2

-04 | L | L | L | L |
-04 -0,2 0,0 0,2 0,4

Bild 5.71: Vertikale Geschwindigkeit v, in der horizontalen Mittelebene bei Ra;;y = 8 x 10*
fiir den rein hydrodynamischen Fall bei Mode m = 1 sowie bei Ha = 50 fiir die Moden m = 1
und m = 02 jeweils normal zur Rotationsachse der Stromung.

In Abbildung 5.73 sind die bei Mode m = 1 bei Ra;y = 8 x 10* und Ha = 50 auftre-
tenden elektrischen Strome sowie das elektrische Potential in der zum Magnetfeld normal
verlaufenden vertikalen Mittelebene und in der horizontalen Mittelebene dargestellt. Da die
Rotationsachse der Stromung parallel zum Magnetfeld verlduft, werden elektrische Strome
induziert, welche radial in Bezug auf diese Rotationsachse verlaufen. Hierdurch entsteht ein
elektrisches Potential, welches einen Gradienten in diese Richtung ausweist. Die elektrischen
Strome schlieflen sich in der horizontalen Mittelebene iiber diinne Schichten entlang des Zy-
lindermantels. Ebenfalls erfolgt ein Stromfluss {iber die vertikale Mittelebene.

Fir den Mode m = 02 sind die elektrischen Stréme sowie das elektrische Potential fiir
Ra;w = 8x10* und Ha = 50 in Abbildung 5.74 dargestellt. Bei diesem Mode schlieen sich die
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Bild 5.72: Temperatur in der horizontalen Mittelebene bei Ra;;y = 8 x 10* fiir den rein
hydrodynamischen Fall bei Mode m = 1 sowie bei Ha = 50 fiir die Moden m = 1 und
m = 02 jeweils normal zur Rotationsachse der Strémung.

Bild 5.73: Elektrischer Strom und elektrisches Potential in der vertikalen Mittelebene normal

zum Magnetfeld und in der horizontalen Mittelebene bei Ra; = 8 x 10*, Ha = 50 fiir den
Mode m = 1.
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elektrischen Strome in horizontalen Ebenen iiber vier Wirbel, wobei die grofiten elektrischen
Strome jeweils nahe am Zylindermantel in einem Winkel von 45° zum Magnetfeld auftreten.
Zusétzlich treten zwei kleinere Wirbel auf, durch welche sich die elektrischen Strome iiber die
Hartmannschichten schlieffen.

o\
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Bild 5.74: Elektrischer Strom (a) und elektrisches Potential (b) in der horizontalen Mittele-
bene bei Ra; = 8 x 10*, Ha = 50 fiir den Mode m = 02.

5.3.3 Vertikales Magnetfeld

Unter dem Einfluss eines vertikalen Magnetfeldes erfahrt die Stromung eine wesentlich stér-
kere Démpfung als durch das horizontale Magnetfeld. Bei Ra; = 4 x 10* und Ha = 50 wird
aufgrund der starken Dampfung, die das Magnetfeld auf die Stromung ausiibt, die Konvekti-
onsstromung unterdriickt. Dies bedeutet, dass die kritische Rayleigh-Zahl Ra;w jriz > 4 X 10%
ist. Bei Ra;y = 8 x 10* und Ha = 50 bleibt der im rein hydrodynamischen Fall bei die-
ser Rayleigh-Zahl auftretende Mode m = 1 erhalten. Tabelle 5.12 zeigt einen Vergleich der
hierbei auftretenden Nuflelt-Zahlen Nu; und Nus mit den Nuflelt-Zahlen im rein hydrody-
namischen Fall. Die starke Absenkung der Nuflelt-Zahlen unterstreicht die starke Dédmpfung
der Stromung durch ein vertikales Magnetfeld.

NU,1 NUQ
Mode m = 1, ohne Magnetfeld | 1.666 | 1.665
Mode m =1, Ha = 50 1.155 | 1.224

Tabelle 5.12: Vergleich der errechneten Nuflelt-Zahlen Nu; und Nuy bei Ra;yr = 8 x 10*
und Mode m = 1 fiir den rein hydrodynamischen Fall und unter dem Einfluss eines vertikalen
Magnetfeldes bei Ha = 50.

Die elektrischen Strome schlieflen sich hierbei, wie in Abbildung 5.75 dargestellt, im Wesent-
lichen iiber die zur Rotationsachse der Stromung parallele vertikale Mittelebene. Das hierbei
in dieser Ebene auftretende elektrische Potential ist in Abbildung 5.75 ebenfalls dargestellt.
Elektrische Strome werden unter dem Einfluss eines vertikalen Magnetfeldes dort induziert,
wo horizontale Geschwindigkeitskomponenten vorliegen. Diese treten in der Néhe der Stirn-
seiten auf. Die induzierten elektrischen Stréme flieen dann ebenfalls in horizontaler Richtung
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normal zur Stromungsrichtung. Die Flussrichtung ist in der oberen und unteren Hélfte des
Zylinders entgegengesetzt. Die Strome konnen sich hierdurch, wie in der Abbildung gezeigt,
durch einen Wirbel schlielen. Hierbei treten sehr starke elektrische Strome auf, welche die
starke Dampfung der Stromung hervorrufen. Die stiarksten Potentialunterschiede treten jeweils
an den Ecken der in Abbildung 5.75 dargestellten Ebene auf.
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Bild 5.75: Elektrisches Potential und elektrischer Strom in der zur Rotationsachse des Wirbels
parallelen vertikalen Mittelebene bei Ra;yr = 8 x 10* und Ha = 50 unter dem Einfluss eines
vertikalen Magnetfeldes.

Somit ist gezeigt, dass eine gezielte Beeinflussung einer durch interne Warmequellen erzeugten
Konvektionsstromung durch ein vertikales Magnetfeld moglich ist.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Rechenprogramm zur Berechnung von Konvektionsstro-
mungen von elektrisch leitenden Fluiden mit internen Warmequellen unter dem Finfluss
von Magnetfeldern in zylindrischen Geometrien entwickelt. Stromungen dieser Art treten bei
technischen Problemen in verschiedenen Geometrien mit elektrisch leitenden Fluiden, welche
hauptséchlich zur Warmeabfuhr verwendet werden, auf, wenn ein Magnetfeld vorhanden ist
und wenn aufgrund von radioaktiver Strahlung oder radioaktiven Bestandteilen im Fluid eine
interne Beheizung auftritt.

Das Rechenprogramm arbeitet auf einem versetzten Maschengitter in Zylinderkoordinaten.
Die Diskretisierung erfolgt durch die Finite-Differenzen-Methode. Zur Vermeidung von Singu-
laritdten im Innern des Zylinders erfolgt die Diskretisierung dort mittels der Finite-Volumen-
Methode. Zur Validierung des Programms wird eine Reihe von Testrechnungen durchgefiihrt.
Hierbei werden sowohl rein hydrodynamische Rechnungen mit und ohne interne Warmequel-
len, als auch Rechnungen mit aufgepriagten Temperaturdifferenzen unter dem Einfluss von
Magnetfeldern in verschiedenen Raumrichtungen durchgefiihrt und mit experimentellen, nu-
merischen und analytischen Daten verglichen.

Anschliefend wird ein stehender Zylinder mit internen Warmequellen bei rein hydrodynami-
schen Stromungen sowie bei Stromungen unter dem Einfluss von vertikalen und horizontalen
Magnetfeldern untersucht. Die Warmeabfuhr erfolgt an dem isothermen Zylindermantel. Ins-
besondere beim vertikalen Magnetfeld wird die Strémung stark gedampft. Dadurch wird der
konvektive Warmetransport stark behindert. Dies ist mit einem Anstieg der maximalen und
der mittleren Temperatur im Fluid verbunden. Die im rein hydrodynamischen Fall rotations-
symmetrische Stromung behélt unter dem Einfluss des vertikalen Magnetfeldes ihren rotati-
onssymmetrischen Charakter bei, wihrend beim horizontalen Magnetfeld ein Stromungsmu-
ster entsteht, welches durch zwei Walzen mit jeweils horizontalen parallel zum Magnetfeld ver-
laufenden Achsen gekennzeichnet ist. Hierbei treten teilweise Geschwindigkeitsiiberh6hungen
gegeniiber dem rein hydrodynamischen Fall auf. Bei dieser Anordnung treten in bestimmten
Parameterbereichen an der oberen Stirnseite hohere Temperaturen als bei der reinen Warme-
leitung auf. Unter dem Einfluss eines Magnetfeldes und der damit verbundenen ddmpfenden
Wirkung auf die Stromung wird dieser Effekt zu hoheren Rayleigh-Zahlen hin verschoben.

Danach erfolgt die Untersuchung eines stehenden Zylinders mit einer gekiihlten oberen Stirn-
seite. Bei dieser Anordnung ergibt sich eine instabile Temperaturschichtung, welche ober-
halb einer kritischen Rayleigh-Zahl eine Konvektionsstromung hervorruft. Im Gegensatz zu
der Anordnung, bei welcher die Wérmeabfuhr iiber den Zylindermantel erfolgt, tritt nun
als bevorzugte Stromungsform ein Wirbel mit einer horizontal verlaufenden Walze auf. Un-
ter dem Einfluss eines horizontalen Magnetfeldes ist die Entstehung von zwei verschiedenen
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Stromungsmustern moglich. Dient als Anfangsbedingung die rein hydrodynamische Losung
und das Magnetfeld wirkt parallel zur Rotationsachse des Wirbels, so bleibt die Struktur
der Stromung erhalten. Der Einfluss des Magnetfeldes auf die Stromung ist, gemessen an
der Anderung der NuBelt-Zahlen, gering. Wirkt ein horizontales Magnetfeld jedoch orthogo-
nal zur Rotationsachse der Stromung, so wird die urspriingliche Strémungsform durch einen
Doppelwirbel abgelost. Jetzt stromt das Fluid in der zum Magnetfeld parallelen vertikalen
Mittelebene aufwérts und stromt in zwei Kreisabschnitten wieder nach unten. Wihrend die
maximalen vertikalen Geschwindigkeiten bei beiden Moden eine dhnliche Groflenordnung auf-
weisen, sind bei der Stromung mit dem Doppelwirbel die Nufelt-Zahlen deutlich reduziert.
Somit ist sowohl die mittlere als auch die maximale Temperatur gegeniiber dem rein hydro-
dynamischen Fall deutlich erhéht. Eine wesentliche stéarkere Dampfung der Stromung wird
durch ein vertikales Magnetfeld erzielt. In diesem Fall bleibt der um eine horizontale Achse
rotierende Wirbel erhalten. Die starke Dampfung der Stromung durch das vertikale Magnet-
feld macht sich durch die starke Absenkung der Nuflelt-Zahlen sowie durch eine Erhohung der
kritischen Rayleigh-Zahl bemerkbar.

Das untersuchte Problem enthélt eine Reihe freier Parameter wie Intensitét der internen War-
mequellen, Starke und Richtung des Magnetfeldes, Prandtl-Zahl, Stromungs-, thermische und
elektrische Randbedingungen sowie Hohen-Durchmesserverhéltnis des Zylinders. Mdoglich ist
auch die Durchfithrung von Berechnungen in Geometrien mit kreisring- oder kreissektorfor-
migem Querschnitt. Es ist somit eine grofle Anzahl von Aufgabenstellungen denkbar, welche
mit dem vorliegenden Programmcode noch behandelt werden kénnen. Die vorliegende Ar-
beit untersucht einige exemplarische Beispiele, um einen Zugang zu diesem Problemkreis zu
erhalten.

Zur Vertiefung des Verstédndnisses von Konvektionsstromungen bei niedrigen Prandtl-Zahlen
mit und ohne interne Warmequellen unter dem FEinfluss von Magnetfeldern sind dariiber
hinaus die folgenden Erweiterungen im Rechenprogramm denkbar:

e Erweiterung zur Berechnung von elektrisch leitenden Berandungen (vgl. [22]).

e Erweiterung des Rechenprogramms zur Berechnung von Stromungen unter dem Einfluss
eines rotierenden Magnetfeldes oder eines drehenden Systems unter dem Einfluss eines
festen Magnetfeldes (vgl. [61] , [4]).

e Integration eines Turbulenzmodells, welches fiir die Berechnung turbulenter Konvekti-
onsstromungen bei niedrigen Prandtl-Zahlen geeignet ist (vgl. [102]).

e Einsatz eines nichtdquidistanten Rechengitters zur Auflésung diinner Hartmannschich-
ten insbesondere bei hoheren Hartmann-Zahlen.

e Zerlegung des Rechengebietes in mehrere Gebiete. Hierdurch ist eine parallele Berech-
nung auf Parallelrechnern moglich. Die einzelnen Gebiete konnen hierbei unterschiedlich
fein aufgelost werden, wodurch eine Ausdehnung des Parameterbereiches hin zu hoheren
Hartmann-Zahlen moglich ist.

Da das Rechenprogramm als Funktionenbibliothek aufgebaut ist, kann hierbei teilweise auf
bereits bestehende Programmteile zuriickgegriffen werden. Die vorgeschlagenen Erweiterungen
sind deshalb mit vertretbarem Aufwand umsetzbar.



Anhang A

Aufbau des Rechenprogramms

Das verwendete Rechenprogramm basiert auf der Programmiersprache C++. Die Unterpro-
gramme sind objektorientiert, das Hauptprogramm ist strukturiert aufgebaut. Der Programm-
code besteht aus einer Funktionenbibliothek fiir stromungsmechanische Problemstellungen.
Hierdurch wird die Berechnung der auftretenden Gleichungen sowie das Pre- und Postpro-
zessing ermoglicht. Die bereitgestellten Funktionen werden im Hauptprogramm entsprechend
der Aufgabenstellung zusammen mit den Sprachelementen der Programmiersprache C++ [94]
und [71] eingesetzt. Die Programmiersprache C++ erweist sich als sehr geeignet fiir Anwen-
dungen im Bereich der numerischen Stréomungsmechanik, da diese Sprache alle Eigenschaften
besitzt, die eine Programmiersprache auch hinsichtlich der Parallelisierung von Programmen
benotigt [37].

A.1 Preprozessing

Nach der Festlegung der Anzahl der Gitterpunkte in r, ¢ und 2-Richtung werden die fiir
die Berechnung erforderlichen Variablen definiert. Hierzu stehen verschiedene Datentypen zur
Verfiigung. Konstante Vektorfelder, die zum Programmstart definiert werden, werden durch
den Datentyp

c_field <name> ();

reprasentiert. Dieser Datentyp wird zur Definition des Magnetfeldes und des Schwerevektors
verwendet. Eine mittels c_field definierte Grofle ist iiber die gesamte Rechenzeit konstant,
kann jedoch auch nach jedem Zeitschritt mit neuen Werten belegt werden.

Skalare Variablen werden mit dem Datentyp
scalar <name> ();

behandelt. Dieser Datentyp eignet sich fiir die Temperatur, den Druck und das elektrische
Potential.

SchlieBlich steht fiir vektorielle Variablen wie Geschwindigkeit ¢ oder elektrischen Strom j der
Datentyp

v_field <name> ();
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zur Verfiigung. Auler den Feldern zur Speicherung der jeweiligen Grofien an den Rechenpunk-
ten enthalten diese Datentypen alle zur Berechnung benotigten Informationen wie Randbe-
dingungen und gewihlte ortliche und zeitliche Diskretisierung. Weiterhin sind je nach ge-
wiahlter zeitlicher Diskretisierung die Werte von ein oder zwei zuriickliegenden Zeitschritten
gespeichert. Ein solcher Datentyp wird in der objektorientierten Programmierung auch als
abstrakter Datentyp bezeichnet, da seine interne Struktur fiir seinen Benutzer unwesentlich
und unzugénglich ist [25].

Die Allokierung des erforderlichen Speicherplatzes erfolgt dynamisch, d. h. der benotigte Spei-
cherplatz wird wahrend der Laufzeit angefordert und bereitgestellt. Werden die Daten nicht
mehr benotigt, so werden diese aus dem Speicher geloscht. Hierdurch erreicht man einen sehr
effizienten Umgang mit den Systemresourcen. Das Konzept der dynamischen Speicherverwal-
tung stellt dariiber hinaus ein leistungsfahiges Konzept zur iibersichtlichen Programmierung
dar, weil die Mehrfachbelegung von Speicher durch verschiedene Programmteile vermieden
wird.

Neben den Datentypen stehen vielfiltige Funktionen zur Verfiigung, mit denen alle im Rahmen
des Preprozessing erforderlichen Daten erzeugt werden.

A.2 Numerische Lésung der Gleichungen

Alle zur Berechnung erforderlichen Funktionen befinden sich innerhalb einer mittels C+-+
erzeugten Schleife. Diese Schleife wird solange durchlaufen, bis ein Abbruchkriterium erfiillt,
bzw. die gewiinschte Anzahl von Zeitschritten abgearbeitet ist.

Zur Berechnung der Poissongleichung fiir das elektrische Potential nach Gleichung (2.22)
wird zur Berechnung der induzierten elektrischen Stréme zuerst der Term o X B in allen
drei Raumrichtungen ausgewertet. Das Ergebnis wird zwischengespeichert, da die Daten zur
Berechnung der Stromdichte nochmals benétigt werden

j.set_initial_r(V.cross_r(B));
j.set_initial_p(V.cross_p(B));
j.set_initial_z(V.cross_z(B));.

Anschlieflend wird die Poissongleichung fiir das elektrische Potential gelost
PHI.poisson(j.div_j(Q));.

Danach kann mittels des Ohmschen Gesetzes der elektrische Strom berechnet werden. Dies
wird mit den nachfolgend aufgefithrten Programmzeilen getrennt fiir jede Raumrichtung
durchgefiihrt

j.add_r(-PHI.grad_r());
j.add_p(-PHI.grad_p(O));
j.add_z(-PHI.grad_z());.

Die Integration der Energie- und Impulsgleichung erfolgt mit der Funktion integ, die sowohl
in der Klasse scalar als auch in v_field zur Verfiigung steht

T.integ(sqrt(1/(Ra_iW*Pr))*T.div_grad() - T.div(V) + sqrt(1/(Ra_iW * Pr)));



A.3 Postprozessing 117

V.integ_r(V.div_grad_r() - sqrt(Pr/Ra_iW) * V.div_r() +

Ha2 * sqrt(Pr/Ra_iW) * j.cross_r(B) + T.delta_r(g));
V.integ_p(V.div_grad_p() - sqrt(Pr/Ra_iW) * V.div_p() +

Ha2 * sqrt(Pr/Ra_iW) * j.cross_p(B) + T.delta_p(g));
V.integ_z(V.div_grad_z() - sqrt(Pr/Ra_iW) * V.div_z() +

Ha2 * sqrt(Pr/Ra_iW) * j.cross_z(B) + T.delta_z(g));.

Zur Berechnung des konvektiven Terms steht die Funktion div, fiir die Berechnung des dif-
fusiven Terms die Funktion div_grad zur Verfiigung. Die Berechnung der Impulsgleichung
erfolgt einzeln fiir jede Raumrichtung. Je nach Aufgabenstellung kénnen die Terme in den
Gleichungen modifiziert oder, wenn nicht benétigt, entfernt werden.

Zur Berechnung des Druckfeldes wird wieder eine Poissongleichung gelost. Hierfiir wird der-
selbe Programmteil genutzt, der zuvor fiir die Losung der Poissongleichung fiir das elektrische
Potential verwendet wurde

p.poisson(1/delta_t * V.div());.

Am Ende der Schleife miissen bei den Transportvariablen v und T die Daten, welche wihrend
der Berechnung auf die Felder fiir n + 1 gespeichert werden, auf das Feld, welches zuvor
die Daten zum Zeitpunkt n enthielt, umgespeichert werden. Somit stehen diese Daten zur
Berechnung des neuen Zeitschrittes wieder zur Verfiigung

T.umspeichern();
V.umspeichern(-delta_t*p.grad_r(),-delta_t*p.grad_p(),-delta_t*p.grad_z());.

A.3 Postprozessing

Die Funktionenbibliothek, représentiert durch die Klassen c_field, scalar und v_field,
stellt auch fiir das Postprozessing umfangreiche Funktionen zur Verfiigung. Es handelt sich
hierbei um Funktionen zur Ausgabe ein-, zwei- und dreidimensionaler Datensétze, welche an
beliebiger Stelle im Programm eingesetzt werden kénnen. Die Visualisierung der Daten erfolgt
mit dem Visualisierungsprogramm Data Explorer [77].
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Symbolverzeichnis

Lateinische Buchstaben:

Symbol

> 33 ghmwis@mgmmmlb&@ e o

<
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= ==
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Einheit! Bedeutung

m

N/(Am)
J/ /(kg K)

V/m

N/m?
m/s
m

charakteristische Lénge
Hohen-Durchmesserverhéltniss bei Zylindern
magnetische Induktion

spezifische Warmekapazitét
Lichtgeschwindigkeit

Durchmesser

elektrisches Feld

Lorentzkraft

Gravitationsbeschleunigung

Grashof-Zahl

Hohe

Enthalpie

Hartmann-Zahl

elektrische Stromdichte

Einheitsvektor der Gravitationsbeschleunigung
Lénge

MafBstabsfaktor

Anzahl der Gitterpunkte

Einheitsvektor normal zur Wand
Interaktionsparameter

Nufelt-Zahl

mit maximaler Temperatur gebildete Nuflelt-Zahl bei interner Beheizung
mit mittlerer Temperatur gebildete Nuflelt-Zahl bei interner Beheizung
Druck

Peclet-Zahl

Prandtl-Zahl

Wiérmequelldichte

Warmestromdichte

Zylinderkoordinaten

Radius

magnetische Reynolds-Zahl

Rayleigh-Zahl

Reynolds-Zahl

Quellterm

Zeit

Einheitsvektor tangential zur Wand
Temperatur

Spannungstensor

Geschwindigkeitsvektor

kartesische Koordinaten

!Die mit (*) gekennzeichneten Gréfen sind gleichungsabhiingig
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Griechische Buchstaben:

Symbol  Einheit Bedeutung

6] /K Isobarer thermischer Volumenausdehnungskoeffizient
r Ns/m®  Diffusionskoeffizient

) m Grenzschichtdicke

A - Inkrement

€ As/(Vm) Dielektrizititskonstante

K m?/s  Temperaturleitfihigkeit

KD (*) allgemeine Diffusivitét

A - LECUSSO-Faktor

AwL W/(mK) Warmeleitfahigkeit

o) (*) allgemeine physikalische Grofie
¢ \Y elektrisches Potential

v 1/s Stromfunktion

n Ns/m*>  dynamische Viskositit

I - magnetische Permeabilitét

v m?/s  kinematische Viskositét

P kg/m®  Dichte

Pel C/m®  elektrische Ladungsdichte

o A/(Vm) elektrische Leitfahigkeit

Q 1/s Wirbelstérke

Indizes:

Symbol  Bedeutung

diff diffusiv

H Grofle in der Hartmannschicht

i,j,k Zellindex in r, ¢ und z—Richtung

iW interne Warmequellen

konv konvektiv

krit kritische Grofie

m Mittelwert

max Maximalwert

min Minimalwert

T Radialkomponente einer vektoriellen Gréfie bei Zylinderkoordinaten
S Grofe in der Seitenschicht

WL Wiérmeleitung

zZ z—Komponente einer vektoriellen Grofe

% Umfangskomponente einer vektoriellen Gréfie bei Zylinderkoordinaten
0 Bezugsgrofie
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