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Einleitung

Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts galt die Physik als Leitwissenschaft, und ihre Erkenntnisse
inspirierten nach nicht allzu langer Zeit Schriftsteller dazu, sich mit dem neu gewonnenen Weltbild
in ihren Werken auseinanderzusetzen. Der bedeutenste Roman, für den dies gilt, ist vermutlich
Thomas Manns Der Zauberberg. In ihm finden sich lange Passagen, die sich sowohl mit der Relati-
vitätstheorie als auch der Quantenmechanik auseinandersetzen.

In den letzten Jahren ist die Physik, zumindest was das öffentliche Interesse an den Forschungsergeb-
nissen angelangt, immer stärker von der Biologie in den Hintergrund gedränkt worden. Insbesondere
die aktuellen Resultate aus der Genforschung finden eine große Resonanz in den Medien und wer-
den vermehrt in literarische Werke eingearbeitet. Am meisten (und heftigsten) wurde dabei wohl
über die beiden Romane Elementarteilchen und Die Möglichkeit einer Insel von Michel Houellebecq
diskutiert, deren pessimistische Darstellung der westlichen Gesellschaft und des wissenschaftlichen
Fortschritts geradezu zum Widerspruch herausfordert.

Im Gegensatz dazu tut sich die abstrakte Ideenwelt der Mathematik, wohl auch weil sie nie wirk-
lich im Mittelpunkt des öffentlichen Interesses stand, immer noch recht schwer, die Phantasie der
Literaten zu beflügeln. Umso erstaunlicher mutet es an, dass gerade der Poissonprozess in einem
der großen Romane des zwanzigsten Jahrhunderts, Thomas Pynchons Die Enden der Parabel, zu-
mindest Erwähnung findet.

Wir werden an dieser Stelle nicht den von vorne herein zum Scheitern verurteilten Versuch unterneh-
men, den Inhalt dieses Mammutwerkes auch nur umreißen zu wollen. Die Handlung setzt jedoch
kurz vor Ende des Zweiten Weltkriegs in London ein, das gerade schwer unter Angriffen durch
deutsche V2-Raketen zu leiden hat. Und während langsam die einzelnen Hauptakteure vorgestellt
werden, stößt man nach etwa neunzig Seiten auf folgende Stelle

[...] Sie hat’s beinahe begriffen, hat fast verstanden, was seine Poisson-Verteilung be-
deutet, aber sie kann den Zusammenhang nicht herstellen, kann ihre eigene, täglich
erkämpfte Ruhe nicht zu den nackten Zahlen in Beziehung setzen. [...]

und zwei Absätze später

[...] Tatsächlich verteilen sich die Raketen genauso über London, wie es die Poissonsche
Gleichung in den Lehrbüchern vorhersagt. Je mehr Daten eingehen, desto mehr steht
Roger wie ein Prophet da. [...]

Sogar noch eine der wichtigstens Eigenschaften eines stationären Poissonprozesses wird erwähnt:

[...] ”Jedes Quadrat hat die gleiche Chance, erneut getroffen zu werden. Die Einschläge
häufen sich nirgends. Die mittlere Dichte bleibt konstant.“ ... ”Aber was ist mit den
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Quadraten, die schon mehrere Treffer abbekommen haben? Ich meine-“

”Tut mir leid. [...] Es spielt nicht die geringste Rolle, wie viele schon auf einem bestimm-
ten Planquadrat niedergegangen sind, die Wahrscheinlichkeit ändert sich deshalb nicht.
Jeder Einschlag ist von allen anderen völlig unabhängig. [...]

Es würde zu weit führen, nun darauf einzugehen, welche zentralen Motive aus Pynchons Werk sich
in obiger Beschreibung wiederspiegeln. Es sollte nur nicht unerwähnt bleiben, dass der Poissonpro-
zess als ein Modell für zufällige räumliche Phänomene bis in die Weltliteratur vorgedrungen ist.

In den verschiedensten naturwissenschaftlichen Gebieten, unter anderem den Materialwissenschaf-
ten, der Biologie und Medizin aber auch der Geologie und den Forstwissenschaften, gibt es Pro-
blemstellungen, für deren systematische Lösung Modelle von zufälligen räumlichen Strukturen ein
probates Mittel darzustellen scheinen.

Eine zentrale Rolle nehmen dabei Poissonprozesse, sei es auf dem Rd oder komplexeren Räumen,
und von ihnen abgeleitete Boolesche Modelle ein. Neben der Brownschen Bewegung ist der Poisson-
prozess sicher einer der Grundpfeiler stochastischer Modellierung und insbesondere als gewöhnlicher
Punktprozess im Rd dementsprechend ausführlich analysiert worden.

Eventuell abgesehen von den Problemstellungen aus der Forstwissenschaft müssen für eine adäqua-
te mathematische Beschreibung der Phänomene in den gerade erwähnten Fachrichtungen nicht nur
zufällige Punktmuster im 2- oder 3-dimensionalen Raum sondern tatsächlich wesentlich kompli-
ziertere geometrische Gebilde modelliert werden. Aus diesem Grund sind selbstverständlich auch
Poissonprozesse wie auch immer gearteter konvexer Mengen interessante Studienobjekte.

Dank der vielfältigen Hilfsmittel aus der Konvex- und Integralgeometrie können an der Anwendung
Interessierte inzwischen bei stationären (Poisson-)Prozessen konvexer Körper und ihren Vereini-
gungsmengen, den stationären Booleschen Modellen mit konvexen Körnern, auf ein reichhaltiges
Reservoir an Formeln und Werkzeugen zurückgreifen. Die in den letzten Jahren begonnene Übert-
ragung dieser Resultate auf inhomogene Prozesse ist noch weit davon entfernt, abgeschlossen zu
sein, und die vorliegende Arbeit versucht nun, einen kleinen Teil dieser Lücken zu schließen.

Ihr Aufbau ist dabei wie folgt: Im ersten Kapitel werden grundlegende Definitionen und Sätze aus
der Konvex-, Integral- und Stochastischen Geometrie wiederholt, und im Anschluß daran leiten wir
in Kapitel 2 eine translative Integralformel für Hausdorff-Maße her, die wir im weiteren Verlauf an
einigen Stellen benötigen werden.

Schon bekannte Zusammenhänge zwischen verschiedenen geometrischen Größen eines stationären
Prozesses konvexer Partikel und zu diesem Prozess assoziierten Körpern werden wir in Kapitel 3
kurz zusammenfassen. Darüber hinaus soll ein kursorischer Überblick über eine Arbeit von Schnei-
der zu translationsregulären Ebenenprozessen gegeben werden. Hauptziel der vorliegenden Arbeit
ist es, die im dritten Kapitel dargestellten Resultate auf nicht-stationäre Prozesse konvexer Partikel
zu übertragen.

In Kapitel 4 wird deshalb zunächst für nicht-stationäre Prozesse eine Klasse von assoziierten Maßen
eingeführt. Ein einzelnes Maß aus dieser Menge lässt sich als Verteilung der äußeren Normalenein-
heitsvektoren der Partikel des Prozesses in einem festen Punkt im Raum interpretieren. Danach
wird in Analogie zu einem Ergebnis von Schneider für Ebenenprozesse gezeigt, dass bestimmte
Partikelprozesse genau dann stationär und isotrop sind, wenn diese Normalenmaße alle rotationsi-
navariant sind.
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Im fünften Kapitel analysieren wir verschiedene Schnittprozesse, die durch die Ränder der Par-
tikel eines Poissonprozesses induziert werden. Dabei werden wir Mittelwerte dieser Prozesse als
geometrische Funktionale von konvexen Körpern beschreiben, die wir mit Hilfe der in Kapitel 4
eingeführten Maße definieren können.

Abschließend werden in den letzten beiden Kapiteln die sowohl für translationsreguläre Ebenenpro-
zesse als auch nicht-stationäre Partikelprozesse vorliegenden Ergebnisse dadurch zusammengeführt,
dass entsprechende Resultate für Zylinderprozesse bewiesen werden.
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Kapitel 1

Grundlegende Definitionen und Sätze

Im folgenden Kapitel sollen die wichtigsten Definitionen und Sätze aus der Konvex-, Integral- und
Stochastischen Geometrie wiederholt werden, die wir im weiteren Verlauf immer wieder benötigen
werden. Die verwendeten Bezeichnungen orientieren sich an den Büchern von Schneider und Weil
über Integral- beziehungsweise Stochastische Geometrie ([33] beziehungsweise [34]) und dem Buch
von Schneider über konvexe Körper ([29]).

1.1 Grundlagen aus der Konvexen Geometrie

Im Folgenden bezeichne d ≥ 1 immer eine natürliche Zahl. Wie immer sollen N und Rd die natürli-
chen Zahlen beziehungsweise die Menge der d-Tupel aus reellen Zahlen darstellen. Hierbei werden
wir die Elemente von Rd sowohl als Tupel als auch als Spaltenvektoren schreiben, und sie sowohl mit
Punkten als auch mit Vektoren identifizieren. Desweiteren sei λd das d-dimensionale Lebesgue-Maß.

Ist E ein topologischer Raum, so bezeichne B(E) die von den offenen Mengen erzeugte Borel-σ-
Algebra. Für X ⊆ E wollen wir außerdem kurz Xc := E \X für das Komplement von X schreiben.
Es sei C die Menge aller kompakten Teilmengen des Rd, K bezeichne die Menge der konvexen
Körper, also jene kompakten Mengen, die zusätzlich noch konvex sind. Wir definieren außerdem
C′ := C\{∅} als Menge aller nichtleeren, kompakten Teilmengen des Rd und analog K′ := K\{∅}
als Menge aller nichtleeren konvexen Körper.

Für x = (x1, . . . , xd) und y = (y1, . . . , yd) aus Rd bezeichne

〈x, y〉 :=
d∑

i=1

xiyi

das Standardskalarprodukt und ‖·‖ die zugehörige Norm. Unter Bd verstehen wir die abgeschlossene
Einheitskugel, unter Sd−1 die Einheitssphäre im Rd. Das Volumen beziehungsweise die Oberfläche
der Einheitskugel im Rk, k ∈ N, bezeichnen wir mit κk beziehungsweise σk. Desweiteren setzen wir
κ0 = 1.

17



18 1 Grundlegende Definitionen und Sätze

Unter SOd verstehen wir die Menge aller linearen Abbildungen ϑ : Rd → Rd, welche das Skalar-
produkt und die Orientierung erhalten. Üblicherweise nennt man eine solche Abbildung eigentliche
Drehung. Wie wir aus der linearen Algebra wissen, ist die Gruppe (SOd, ◦) isomorph zur Gruppe
der orthogonalen (d, d)-Matrizen mit Determinante Eins (versehen mit der üblichen Matrixmul-
tiplikation). Letztere Gruppe können wir mit einer Teilmenge des Rd2

identifizieren. Bezüglich
der induzierten Topologie ist die Menge der orthogonalen (d, d)-Matrizen mit Determinante Eins
kompakt. Der Gruppenisomorphismus ermöglicht es uns, diese Topologie auf SOd zu übertragen.

Die Menge aller Bewegungen, das heißt aller orientierungstreuen, abstandserhaltenen affinen Ab-
bildungen, Gd des Rd kann man analog als eine Teilmenge des Rd(d+1) ansehen und ebenfalls mit
einer Topologie versehen. Als wichtigste Eigenschaften ergeben sich dabei:

Satz 1 SOd ist ein kompakter topologischer Raum mit abzählbarer Basis, Gd ist ein lokalkompakter
topologischer Raum mit abzählbarer Basis und die Operation von SOd beziehungsweise Gd auf Rd

ist stetig.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Sätzen 1.1.2 und 1.1.3 in [33]. �

ν bezeichne das eindeutig bestimmte invariante Maß auf SOd mit ν(SOd) = 1, wie es zum Beispiel
in Abschnitt 1.2 von [33] definiert wird.

Für eine Teilmenge A ⊆ Rd seien clA, int A und bdA der Abschluß, das Innere und der Rand von
A; analog sollen rel cl A, rel intA und rel bd A den relativen Abschluß, das relative Innere und den
relativen Rand von A bezeichnen. Die lineare, affine und konvexe Hülle von A kürzen wir mit [A],
aff A und conv A ab; dim A := dim aff A heißt Dimension von A.

Sind A und B zwei Teilmengen des Rd und α ∈ R, so verstehen wir unter der Minkowski-Summe
(kurz: Summe) von A und B die Menge

A + B := {a + b | a ∈ A, b ∈ B}

und unter der Skalierung von A um den Faktor α die Menge

αA := {αa | a ∈ A}.

Wir schreiben z + A statt {z}+ A. A + rBd wird auch Parallelmenge von A genannt.

Sind C1 und C2 zwei beliebige Elemente aus C′, so wird durch

d(C1, C2) := max
(

max
x1∈C1

( min
x2∈C2

‖x1 − x2‖), max
x2∈C2

( min
x1∈C1

‖x1 − x2‖)
)

= inf{ε > 0 | C1 ⊆ C2 + εBd, C2 ⊆ C1 + εBd}

der Hausdorff-Abstand von C1 und C2 definiert.

Setzt man zusätzlich d(∅, C) := d(C, ∅) := ∞ für C ∈ C′ und d(∅, ∅) := 0, so wird der Hausdorff-
Abstand nach Satz 3.1.2 aus dem Skript von Weil zur Konvexen Geometrie ([43]) zu einer Metrik
auf C und erzeugt die sogenannte Hausdorff-Topologie. Mit dieser sei C immer versehen, wenn von
topologischen Begriffen gesprochen und nichts anderes festgelegt wird. Auf C′, K und K′ benutzen
wir die durch C induzierte Spurtopologie. Der Raum K hat folgende Eigenschaften:
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Satz 2 Der Raum der konvexen Körper K, versehen mit der Hausdorff-Metrik, ist vollständig. Die
Menge der konvexen Polytope ist eine dichte Teilmenge von K.

Beweis: Der erste Teil der Aussage folgt mit Satz 14.4 aus dem Buch von Leichtweis ([20]), der
zweite ergibt sich mittels Theorem 1.8.13 aus [29]. �

Bemerkung: Eine wichtige Beweismethode wird durch Satz 2 ermöglicht: Es sei F ein relles Funk-
tional über K,

F : K 7→ R,

das stetig von K abhängt. Dann lassen sich Eigenschaften von F herleiten, indem man sie zunächst
für Polytope nachweist und danach durch Approximation auf beliebige konvexe Körper überträgt.

Als nächstes wollen wir eine der grundlegenden Formeln in der Konvexen Geometrie angeben, die
sogenannte lokale Steinerformel. Es sei K ∈ K ein konvexer Körper. Mit pK(x) wollen wir die
metrische Projektion eines Punktes x ∈ Rd auf den konvexen Körper K bezeichnen. pK(x) ist also
der eindeutig bestimmte Punkt in K, in dem das Minimum min

y∈K
‖x− y‖ angenommen wird. Mit

uK(x) :=
x− pK(x)
‖x− pK(x)‖

∈ Sd−1

soll für alle x ∈ Rd\K die Projektionsrichtung abgekürzt werden.

Beide Bezeichnungen brauchen wir, um für einen konvexen Körper K ∈ K′ seine lokale Parallel-
menge Mδ(K, η) zu definieren. Sei δ > 0 und η eine messbare Teilmenge von Rd × Sd−1, dann ist
Mδ(K, η) als

Mδ(K, η) := {x ∈ Rd | 0 < ‖x− pK(x)‖ < δ, (pK(x), uK(x)) ∈ η}

definiert. Da sowohl pK als auch uK auf Rd \K stetig sind, handelt es sich bei Mδ(K, η) um eine
Borelmenge.

Beispiel: Sind A ⊆ bd K und B ⊆ Sd−1 Borelmengen, so ist Mδ(K, A×B) die Menge aller Punkte
x ∈ (K + δ(int Bd)) \K, deren metrische Projektion in A und die zugehörige Projektionsrichtung
in B liegen.

µδ(K, η) := λd(Mδ(K, η)) nennen wir das lokale Parallelvolumen von K. Für festes δ und K ist
µδ(K, ·) ein Maß auf Rd × Sd−1. Es gilt:

Satz 3 Seien Kj, j ∈ N, und K Elemente in K mit Kj → K für j → ∞. Dann gilt: µδ(Kj , ·)
konvergiert schwach gegen µδ(K, ·) für j →∞.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich direkt aus Satz 4.1.1 in [29]. �

Bemerkung: Die Stetigkeit von Maßen beziehe sich hier und im Folgenden immer auf die schwache
Topologie.
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Ist P ein Polytop, so gilt für A ∈ B(Rd) und B ∈ B(Sd−1)

µδ(P,A×B) =
1
d

d−1∑
m=0

δd−m

(
d

m

)
Ξm(P,A×B), (∗)

wobei die positiven, endlichen Maße Ξ0(P, ·), . . . ,Ξd−1(P, ·) über Rd × Sd−1 durch(
d− 1

m

)
Ξm(P,A×B) :=

∑
F∈Fm(P )

λm(F ∩A) ωd−m−1(B ∩N(P, F ))

gegeben sind. ωk bezeichnet das normierte k-dimensionale sphärische Lebesgue-Maß, Fk(F ) die
Familie der k-dimensionalen Seiten von F und N(P, F ) den äußeren Normalenkegel von P in
F . Für eine Seite F von P ist N(P, F ) damit die Menge aller äußeren Normalenvektoren von
Stützhypereben an P in einem beliebigen Punkt x aus dem relativen Inneren von F . Eine Herleitung
findet sich in [29] auf Seite 200ff. Die Darstellung (∗) läßt sich von Polytopen auf ganz K übertragen,
und wir erhalten:

Satz 4 Es sei K ∈ K ein konvexer Körper. Dann existieren positive, endliche Maße Ξ0(K, ·), . . . ,
Ξd−1(K, ·) über Rd × Sd−1 derart, dass

µδ(K, ·) =
1
d

d−1∑
m=0

δd−m

(
d

m

)
Ξm(K, ·)

gilt.

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 4.2.1 in [29]. �

Die Maße Ξ0(K, ·), . . . ,Ξd−1(K, ·) über Rd × Sd−1 heißen Stützmaße und die Abbildung

K 7→ Ξj(K, ·)

ist schwach stetig für j = 0, . . . , d− 1.

Bemerkung: Nach Definition der schwachen Konvergenz – sie findet sich beispielsweise im Buch
von Kallenberg über Wahrscheinlichkeitstheorie ([15]) auf Seite 65 – bedeutet dies, dass für jede
beschränkte und stetige Funktion f : Rd × Sd−1 → R und k = 0, . . . , d− 1 gilt

Kj → K =⇒
∫

Rd×Sd−1

f(x, u) Ξk(Kj , dx× du) →
∫

Rd×Sd−1

f(x, u) Ξk(K, dx× du).

Diese Maße werden wir nun dazu benutzen, weitere Funktionen auf K zu definieren. Der Vollständig-
keit halber sei noch erwähnt, dass Ξj(∅, ·) = 0 für j = 0, . . . , d− 1 gilt.

Für j = 1, . . . , d− 1 und K ∈ K nennen wir Sj(K, ·) := Ξj(K, Rd× ·) das j-te Oberflächenmaß von
K. Die wichtigsten Eigenschaften werden in folgendem Satz zusammengefaßt:

Satz 5 Für alle j = 1, . . . , d− 1 und alle K ∈ K gilt:
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a) Sj(K, ·) ist translationsinvariant, also

Sj(K + x, ·) = Sj(K, ·)

für alle x ∈ Rd.

b) Sj(K, ·) ist rotationskovariant, das heißt

Sj(ϑK, ϑA) = Sj(K, A)

für alle A ∈ B(Sd−1) und ϑ ∈ SOd.

c) Sj(K, ·) ist homogen vom Grad j, sprich

Sj(αK, ·) = αjSj(K, ·)

für alle α > 0.

Beweis: Alle Eigenschaften ergeben sich aus Satz 3.5.3 in [43]. �

Das Maß Sd−1(K, ·) verdient darüber hinaus wegen des sogenannten Existenzsatzes von Minkowski
zusätzliche Beachtung. Bevor wir diesen aber zitieren, ergänzen wir erst noch weitere Eigenschaften
von Sd−1(K, ·).

Satz 6 Seien K, L volldimensionale konvexe Körper.

Sd−1(K, ·) = Sd−1(L, ·)

gilt genau dann, wenn K und L Translate voneinander sind.

Beweis: Die Behauptung entspricht Satz 3.5.5 in [43]. �

Wir nennen ein konvexen Körper K zentralsymmetrisch, wenn ein x ∈ Rd existiert mit

K − x = −(K − x).

Ein Maß µ auf Sd−1 heißt gerade, falls µ(A) = µ(−A) für alle Borelmengen A ⊆ Sd−1 gilt. Als
einfache Folgerung aus dem letzten Satz ergibt sich das nächste Korollar.

Korollar 1 Ein volldimensionaler konvexer Körper K ist genau dann zentralsymmetrisch, wenn
Sd−1(K, ·) ein gerades Maß ist.

Ein Maß µ auf Sd−1 heißt zentriert, falls ∫
Sd−1

u µ(du) = 0

gilt. Ist µ(Sd−1) < ∞, so nennen wir µ volldimensional, wenn kein Unterraum L ⊆ Rd existiert mit
dim L < d und µ(Sd−1 ∩ L) = µ(Sd−1).

Den Abschluß unserer Betrachtungen über Oberflächenmaße eines konvexen Körpers bildet der
folgende Satz, der eine Beziehung zwischen den volldimensionalen, endlichen und zentrierten Bo-
relmaßen auf Sd−1 und den Oberflächenmaßen konvexer Körper herstellt – der bereits erwähnte
Existenzsatz von Minkowski.
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Satz 7 Ist µ ein zentriertes, endliches und volldimensionales Borelmaß auf Sd−1, so existiert ein
(bis auf Translation) eindeutiger konvexer Körper K mit dimK = d und

Sd−1(K, ·) = µ(·).

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Satz 3.5.8 in [43]. �

Die Projektion des j-ten Stützmaßes, j = 0, . . . d − 1, auf seine erste Koordinate nennen wir j-tes
Krümmungsmaß. Dieses wird in der Regel mit Cj(K, ·) bezeichnet. Hervorzuheben ist hierbei das
(d − 1)-te Kümmungsmaß Cd−1(K, ·), da wir später an einigen Stellen die für volldimensionale
konvexe Körper K ∈ K geltende Beziehung

Cd−1(K, ·) = Hd−1(bdK ∩ ·)

ausnutzen wollen. Dabei bezeichnet Hd−1 das (d − 1)-dimensionale Hausdorff-Maß, von dem wir
erst im nächsten Kapitel eine genaue Definition angeben wollen.

Eine ebenso wichtige Rolle spielt im weiteren Verlauf allerdings eine Umnormierung von Cj , die
wie folgt definiert ist:

Φj(K, ·) :=
(

d

j

)
1

d κd−j
Cj(K, ·) =

(
d

j

)
1

d κd−j
Ξj(K, · × Sd−1).

Bei Φj(K, ·) sprechen wir allerdings ebenfalls vom j-ten Krümmungsmaß. Wenn später die inneren
Volumina konvexer Körper näher betrachtet werden, die eng mit den Krümmungsmaßen zusam-
menhängen, werden wir einen Grund dafür sehen, warum diese Umnormierung durchgeführt wird.

Aus der zuvor erwähnten Darstellung der Maße Ξj erhält man, dass das j-te Krümmungsmaß für
ein Polytop P die Form

Φj(P,A) =
∑

F∈Fj(P )

γ(F, P )λj(A ∩ F )

hat. Dabei bezeichnet γ(F, P ) den äußeren Winkel von P an der Seite F .

Es seien F⊥ der Orthogonalraum zum Richtungsraum von aff F und ω(F⊥) das sphärische Lebesgue-
Maß auf F⊥. Ist dim F⊥ = k, so handelt es sich bei ω(F⊥) um das Maß ωk im Raum F⊥. Der äußere
Winkel wird dann folgendermaßen definiert:

γ(F, P ) :=
ω(F⊥)(N(P, F ) ∩ Sd−1)

ω(F⊥)(F⊥ ∩ Sd−1)
.

Für volldimensionale Polytope setzt man in der Regel außerdem γ(P, P ) := 1. Die Darstellung der
Krümmungsmaße für ein Polytop P läßt sich leicht auf den Fall j = d übertragen, der sich bei einer
anderen Herleitung automatisch ergibt. Deshalb definieren wir noch ergänzend

Φd(K, ·) := λd(K ∩ ·).

Wie schon bei den Oberflächenmaßen wollen wir auch hier die wichtigsten Eigenschaften der
Krümmungsmaße in einem Satz zusammenfassen.

Satz 8 Für j = 0, . . . , d und K ∈ K gilt:
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a) Φj ist bewegungskovariant, das heißt für jede Bewegung g und jede Borelmenge A ⊆ Rd gilt

Φj(gK, gA) = Φj(K, A).

b) Φj ist homogen vom Grad j. Für alle α > 0 und jede Borelmenge A ⊆ Rd gilt also

Φj(αK,αA) = αjΦj(K, A).

c) Φj(K, ·) ist lokal erklärt. Für jede offene Menge A ⊆ Rd und alle L ∈ K mit

K ∩A = L ∩A

gilt also Φj(K, B) = Φj(L,B) für jede Borelmenge B ⊆ A.

d) Φj ist additiv. Sind K1 und K2 aus K mit K1 ∪K2 ∈ K, so gilt

Φj(K1 ∪K2, ·) + Φ(K1 ∩K2, ·) = Φj(K1, ·) + Φj(K2, ·).

Beweis: Alle Eigenschaften ergeben sich aus Satz 2.3.5 in [33]. �

Neben den maßwertigen Funktionen auf K, die wir bisher kennengelernt haben, benötigen wir im
weiteren Verlauf noch weitere, diesmal aber reellwertige Funktionale auf den konvexen Körpern,
die sogenannten inneren Volumina. Sie hängen eng mit den Krümmungsmaßen zusammen.

Das j-te innere Volumen Vj eines konvexen Körpers K ist für j = 0, . . . , d definiert als

Vj(K) := Φj(K, Rd).

Einige innere Volumina haben eine einfache geometrische Deutung: Vd(K) ist das Volumen von K,
Vd−1(K) entspricht der halben Oberfläche und V1(K) ist bis auf einen Faktor, der von der Dimension
d abhängt, die mittlere Breite von K. V0(K) ist gleich Eins für alle nichtleeren konvexen Körper
K und heißt auch Euler-Charakteristik von K.

Auch hier werden die wichtigsten Eigenschaften wieder in einem Satz zusammengestellt.

Satz 9 Für j = 0, . . . , d und K ∈ K gilt:

a) Vj hängt stetig von K ab.

b) Vj ist bewegungsinvariant, das heißt für alle K ∈ K und jede Bewegung g gilt Vj(gK) = Vj(K).

c) Vj ist positiv, sprich Vj(K) ≥ 0 für alle K ∈ K.

d) Vj ist monoton. Sind K1 und K2 konvexe Körper mit K1 ⊆ K2, so gilt Vj(K1) ≤ Vj(K2).

e) Vj ist additiv, das heißt Vj(K1 ∪K2) + Vj(K1 ∩K2) = Vj(K1) + Vj(K2) für alle K1,K2 ∈ K
mit K1 ∪K2 ∈ K.

f) Vj ist homogen vom Grad j, das heißt Vj(αK) = αjVj(K) für alle K ∈ K und alle α > 0.
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g) Vj ist dimensionsunabhängig. Ist dimK = k < d und V
(k)
j (K) das in der affinen Hülle von

K gebildete j-te innere Volumen von K, so gilt

V
(k)
j (K) = Vj(K)

für j = 0, . . . , k. Außerdem ist Vj(K) = 0 für j = k + 1, . . . , d.

Beweis: Abgesehen von (d) ergeben sich diese Eigenschaften alle aus der Definition von Vj als Ge-
samtmasse des Krümmungsmaßes Φj . (d) ergibt sich aus Satz 3.3.4 in [43]. Eigenschaft (g) ergibt
sich dabei aus der speziellen Normierung von Φj , was vielleicht verdeutlicht, warum diese durch-
geführt wird. �

Der Polarkörper K◦ eines konvexen Körpers K ∈ K ist definiert als die Menge

K◦ := {x ∈ Rd | 〈x, y〉 ≤ 1 für alle y ∈ K}.

Das Produkt der Volumina von K und K◦ läßt sich gemäß der Blaschke-Santaló-Ungleichung wie
folgt nach oben abschätzen:

Satz 10 Es sei K ∈ K. Dann gilt
Vd(K) Vd(K◦) ≤ κ2

d

mit Gleichheit genau dann, wenn K ein Ellipsoid ist.

Beweis: Eine Herleitung dieser Aussage findet sich auf Seite 419f in [29]. �

Wie wir zuvor gesehen haben, ist ein volldimensionaler konvexer Körper bis auf Translation durch
sein Oberflächenmaß festgelegt. Eine weitere Möglichkeit, einen konvexen Körper eindeutig zu cha-
rakterisieren, bietet seine sogenannte Stützfunktion. Ist K 6= ∅ ein konvexer Körper, so nennt man
die Funktion hK : Rd → R,

hK(x) := max
y∈K

〈x, y〉,

die Stützfunktion von K.

Später wird es nötig sein, konvexe Körper zu ”zentrieren“, und zu diesem Zweck benötigt man
ein ”Zentrum“, von dem man dann fordern kann, dass es im Ursprung liegt. Neben dem Umku-
gelmittelpunkt ist der sogenannte Steinerpunkt s(K) eines konvexen Körpers K ∈ K′ eine weitere
mögliche Wahl. Er ist definiert als

s(K) :=
1
κd

∫
Sd−1

hK(u) u ωd−1(du),

und hat unter anderem folgende Eigenschaften:

s(K + x) = s(K) + x

für alle x ∈ Rd und K ∈ K′ und s(K) ∈ rel intK für alle K ∈ K′. Beweise der hier aufgeführten
Eigenschaften finden sich auf Seite 42f in [29]. Die Tatsache, dass der Steinerpunkt eines volldi-
mensionalen Körpers K immer in dessen Inneren liegt, werden wir später an verschiedenen Stellen
ausnutzen. Im Folgenden bezeichne außerdem

K0 := {K ∈ K′ | s(K) = 0}
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die Menge aller konvexen Körper mit Steinerpunkt im Ursprung.

Wir nennen eine Funktion f : Rd → R positiv homogen (vom Grad 1), falls für alle α ≥ 0 gilt:
f(αx) = αf(x). Insbesondere ist eine postiv homogene Funktion eindeutig durch ihre Werte auf
Sd−1 festgelegt. Für eine Funktion f : Rd → R nennen wir die Menge

epi f := {(x, α) | x ∈ Rd, α ∈ R, f(x) ≤ α} ⊆ Rd × R

den Epigraphen von f . f heißt abgeschlossen beziehungsweise konvex, wenn epi f abgeschlossen
beziehungsweise konvex ist.

Die Stützfunktion eines konvexen Körpers ist stetig auf ganz Rd, und die gewünschte Charakteri-
sierungseigenschaft ergibt sich aus folgendem Satz:

Satz 11 Sei h : Rd → R eine positiv homogene und konvexe Funktion (damit ist h automatisch
abgeschlossen). Dann existiert genau ein konvexer Körper K mit

hK = h.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 2.3.2 in [43]. �

Bemerkung: Später werden wir auch oft h(K, x) statt hK(x) für K ∈ K und x ∈ Rd schreiben.

Sei f : Sd−1 → R eine Abbildung von der Einheitssphäre in die reellen Zahlen. Dann können wir f
homogen auf ganz Rd fortsetzen, in dem wir

f(x) :=
{
‖x‖f( x

‖x‖)
0

falls
x 6= 0
x = 0

für x ∈ Rd definieren. Eine Funktion f : Sd−1 → R heißt abgeschlossen beziehungsweise konvex,
falls ihre homogene Fortsetzung auf Rd abgeschlossen beziehungsweise konvex ist. Wie die Bezeich-
nung nahelegt, folgt aus der Definition bereits, dass die homogene Fortsetzung positiv homogen ist.

Sei nun K ∈ K und u ∈ Rd. Wir definieren mittels

v(K, u) :=
1
2

∫
Sd−1

|〈v, u〉|Sd−1(K, dv)

eine Funktion v(K, ·) auf Rd. Da |〈v, ·〉| für jeden (festen) Vektor v aus der Einheitssphäre eine
positiv homogene und konvexe Funktion ist, hat v(K, ·) als positive Kombination solcher Funktionen
ebenfalls diese Eigenschaften. Es existiert also ein eindeutig bestimmter konvexer Körper ΠK, für
den

hΠK(·) = v(K, ·).

gilt. Dieser Körper ΠK heißt Projektionenkörper von K. Die Bezeichnung ”Projektionenkörper“
wurde gewählt, da

v(K, u) = Vd−1(K|u⊥)
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für alle u ∈ Sd−1 und alle K ∈ K gilt. Der Funktionswert von v(K, ·) an der Stelle u ∈ Sd−1

entspricht also gerade dem Volumen der Projektion von K auf die Hyperebene u⊥.

Es sei µ ein endliches, positives Borelmaß auf Sd−1. Dann erfüllt die Funktion

h : Sd−1 → [0,∞)

u 7→
∫

Sd−1

|〈u, v〉|µ(du)

die Voraussetzungen von Satz 11; es existiert also ein konvexe Körper Z ∈ K mit Stützfunktion
h. Konvexe Körper, deren Stützfunktion von dieser Form ist, nennen wir auch Zonoide. Für ein
Zonoid Z ∈ K kann eine inverse Blaschke-Santaló-Ungleichung gezeigt werden. Es gilt:

Satz 12 Es sei Z ∈ K ein Zonoid. Dann gilt

Vd(Z) Vd(Z◦) ≥ 4d

d!

mit Gleichheit genau dann, wenn Z ein Parallelepiped ist.

Beweis: Die Ungleichung findet sich auf Seite 427 in [29]. �

Eine Zusammenstellung weiterer wichtiger Eigenschaften dieser bedeutenden Klasse konvexer Körper
findet sich in dem Übersichtsartikel von Goodey und Weil über Zonoide im ”Handbook of Con-
vex Geometry“ ([8]). Insbesondere benötigen wir später folgenden Zusammenhang zwischen den
inneren Volumina eines Zonoids Z und seinem erzeugenden Maß µ:

Satz 13 Es sei µ ein endliches positives Borelmaß auf Sd−1 und Z das Zonoid mit Stützfunktion

h : Sd−1 → [0,∞)

u 7→
∫

Sd−1

|〈u, v〉|µ(du).

Für j = 0, . . . , d gilt dann

Vj(Z) =
2j

j!

∫
Sd−1

. . .

∫
Sd−1

|det(u1, . . . , uj)|µ(du1) . . . µ(duj).

Dabei bezeichne |det(u1, . . . , uj)| das j-dimensionale Volumen des von u1, . . . , uj ∈ Sd−1 aufge-
spannten Parallelepipeds.

Beweis: Die Aussage entspricht Satz 2.5 aus [8]. �

1.2 Grundlagen aus der Integralgeometrie

In diesem Abschnitt wollen wir Formeln aus der Integralgeometrie zusammenstellen, die uns in
späteren Kapiteln die Arbeit mit den Krümmungsmaßen erleichtern werden. Dazu führen wir
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gleich zu Beginn die sogenannten gemischten Maße ein, die eine Verallgemeinerung der einfachen
Krümmungsmaße darstellen. Eine umfassende Darstellung mit weiteren integralgeometrischen For-
meln findet sich in den beiden Artikeln von Weil über gemischte Maße ([39] und [42]).

Von entscheidender Bedeutung ist in diesem Zusammenhang der folgende Satz:

Satz 14 Es seien j ∈ {0, . . . , d} und k ∈ {1, . . . , d} fest gewählt. Dann gibt es für alle konvexen
Körper K1, . . . ,Kk und alle m1, . . . ,mk ∈ {j, . . . , d} mit m1 + · · · + mk = (k − 1)d + j eindeutig
bestimmte Maße Φ(j)

m1,...,mk(K1, . . . ,Kk, ·) auf (Rd)k, sodass∫
Rd

. . .
∫

Rd

Φj(K1 ∩ (K2 + x2) ∩ · · · ∩ (Kk + xk), B1 ∩ (B2 + x2) ∩ · · · ∩ (Bk + xk))λd(dx2) . . . λd(dxk)

=
d∑

m1,...,mk=j

m1+···+mk=(k−1)d+j

Φ(j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk, B1 × · · · ×Bk)

für alle Borelmengen B1, . . . , Bk ⊆ Rd gilt.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.1 in [39]. �

Die Maße Φ(j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk, ·) heißen die j-ten gemischten Maße (manchmal auch: gemischte

Krümmungsmaße) der konvexen Körper K1, . . . ,Kk. Für den Fall k = 1 ergibt sich offensichtlich
Φ(j)

j (K, ·) = Φj(K, ·) für alle K ∈ K.

Analog zu den inneren Volumina definieren wir die sogenannten gemischten Funktionale

V (j)
m1,...,mk

(K1, . . . ,Kk) := Φ(j)
m1,...,mk

(K1, . . . ,Kk, Rd × · · · × Rd)

der konvexen Körper K1, . . . ,Kk als Gesamtmasse der gemischten Maße.

Wie zuvor können auch die gemischten Maße beziehungsweise Funktionale für Polytope P1, . . . , Pk

explizit angegeben werden. Dafür benötigen wir allerdings noch einige neue Bezeichnungen. Sei Fi

eine Seite von Pi für i = 1, . . . , k, und es gelte

k∑
i=1

dim Fi ≥ (k − 1)d.

Den gemeinsamen äußeren Winkel γ(F1, . . . , Fk;P1, . . . , Pk) definieren wir dann als

γ(F1, . . . , Fk;P1, . . . , Pk) :=
γ(F1 ∩ (F2 + x2) ∩ · · · ∩ (Fk + xk), P1 ∩ (P2 + x2) ∩ · · · ∩ (Pk + xk)),

wobei x1, . . . , xk ∈ Rd so gewählt werden, dass F1, (F2 + x2), . . . , (Fk + xk) relativ innere Punkte
gemeinsam haben. Der gemeinsame äußere Winkel hängt nicht von der Wahl der x2, . . . , xk ab.

Sei L ein linearer Unterraum des Rd. Für Unterräume L1, . . . , Lk mit

k∑
i=1

dim Li = m ≤ d
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wählen wir nun eine Orthonormalbasis in jedem Raum Li, i = 1, . . . , k, und bezeichnen mit
|det(L1, . . . , Lk)| das m-dimensionale Volumen des von diesen Vektoren aufgespannten Parallel-
epipeds.

Für eine beliebige Teilmenge A ⊆ Rd bezeichne L(A) den Richtungsraum der affinen Hülle von A.
Sind A1, . . . , Ak beliebige Teilmengen des Rd mit

k∑
i=1

dim L(Ai) ≤ d,

so definieren wir
|det(A1, . . . , Ak)| := |det(L(A1), . . . , L(Ak))|.

Für lineare Unterräume L1, . . . , Lk mit

k∑
i=1

dim Li ≥ (k − 1)d

definieren wir nun die Determinante [L1, . . . , Lk] als

[L1, . . . , Lk] := |det(L⊥1 , . . . , L⊥k )|.

[L1, . . . , Lk] hängt nur von den Unterräumen L1, . . . , Lk ab und nicht von der speziellen Wahl der
Orthonormalbasen, und es gilt folgende Rechenregel (siehe zum Beispiel Proposition 2.1 in [42]):

[L1, . . . , Lk] = [L1, . . . , Lk−1][L1 ∪ · · · ∪ Lk−1, Lk].

Eine analoge Rechenregel gilt auch für |det(·)|. Sind A1, . . . , Ak beliebige Teilmengen des Rd mit

k∑
i=1

dim L(Ai) ≥ (k − 1)d,

so definieren wir
[A1, . . . , Ak] := [L(A1), . . . , L(Ak)].

Seien j, k, m1, . . . ,mk wie in Satz 14 und P1, . . . , Pk Polytope. Dann gilt nach Formel (2) und
Theorem 3.1 aus [39]

Φ(j)
m1,...,mk(P1, . . . , Pk; ·) =∑

F1∈Fm1 (P1)

· · ·
∑

Fk∈Fmk
(Pk)

γ(F1, . . . , Fk;P1, . . . , Pk) [F1, . . . , Fk]λF1(·) . . . λFk
(·).

Für eine Seite F bezeichne dabei λF das auf F eingeschränkte Lebesgue-Maß. Später werden wir
außerdem für einen affinen Unteraum E mit λE das auf E eingeschränkte Lebesgue-Maß bezeichnen.
Die gemischten Funktionale ergeben sich damit als

V
(j)
m1,...,mk(P1, . . . , Pk) =∑

F1∈Fm1 (P1)

· · ·
∑

F1∈Fmk
(Pk)

γ(F1, . . . , Fk;P1, . . . , Pk) [F1, . . . , Fk]Vm1(F1) . . . Vmk
(Fk).

Die wichtigsten Eigenschaften der gemischten Maße wollen wir wieder in einem Satz zusammenfas-
sen.
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Satz 15 Seien j ∈ {0, . . . , d} und k ∈ {1, . . . , d}, K1, . . . ,Kk ∈ K und m1, . . . ,mk ∈ {j, . . . , d} mit
m1 + · · ·+ mk = (k − 1)d + j. Desweiteren seien B1, . . . , Bk ⊆ Rd Borelmengen. Dann gilt:

a) Es seien α > 0 und L ∈ K mit K1 ∪ L ∈ K. Dann gilt

Φ(j)
m1,...,mk

(αK1, . . . Kk;αB1 × · · · ×Bk) = αm1Φ(j)
m1,...,mk

(K1, . . . Kk;B1 × · · · ×Bk)

und

Φ(j)
m1,...,mk(K1 ∪ L,K2, . . . Kk;αB1 × · · · ×Bk)

= Φ(j)
m1,...,mk(K1, . . . Kk;B1 × · · · ×Bk) + Φ(j)

m1,...,mk(L,K2, . . . Kk;B1 × · · · ×Bk)

−Φ(j)
m1,...,mk(K1 ∩ L,K2, . . . Kk;B1 × · · · ×Bk).

b) Φ(j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk; ·) ist ein endliches Maß auf (Rd)k, dessen Träger in S1×· · ·×Sk liegt.

Es gilt Si = Ki, falls mi = d und Si = bdKi, falls mi < d ist, für i = 1, . . . , k.

c) Φ(j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk; ·) hängt stetig von (K1, . . . ,Kk) ab.

d) Für jede Permutation (i1, . . . , ik) von (1, . . . , k) gilt

Φ(j)
m1,...,mk

(K1, . . . ,Kk;B1 × . . . Bk) = Φ(j)
mi1

,...,mik
(Ki1 , . . . ,Kik ;Bi1 × . . . Bik)

e) Sind L1, . . . , Lk konvexe Körper mit Bi ⊆ intLi für i = 1, . . . , k, so gilt

Φ(j)
m1,...,mk

(K1 ∩ L1, . . . ,Kk ∩ Lk;B1 × . . . Bk) = Φ(j)
m1,...,mk

(K1, . . . ,Kk;B1 × . . . Bk)

Beweis: (a), (b) und (c) ergeben sich direkt aus Theorem 3.1 in [39], (d) folgt aus Korollar 3.2 in
[39] und (e) findet sich in der Dissertation von Fallert ([3]) in Satz 12. �

Der nächste Satz ergibt sich aus der definierenden Gleichung der gemischten Maße.

Satz 16 Seien j ∈ {0, . . . , d}, k ∈ {1, . . . , d} und K1, . . . ,Kk ∈ K. Weiter sei g : (Rd)k → [0,∞)
eine messbare Funktion. Dann gilt∫

Rd

. . .
∫

Rd

g(x1, x1 − x2, . . . , x1 − xk) Φj(K1 ∩ (K2 + x2) ∩ · · · ∩ (Kk + xk); dx1)λd(dx2) . . . λd(dxk)

=
d∑

m1,...,mk=j

m1+···+mk=(k−1)d+j

∫
(Rd)k

g(x1, . . . , xk) Φ(j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk; d(x1, . . . , xk))

Beweis: Die obige Gleichung entspricht Formel (17) aus [3]. �

In einem späteren Kapitel benötigen wir außerdem das folgende Resultat:

Satz 17 Seien j ∈ {0, . . . , d} und k ∈ {2, . . . , d}, K1, . . . ,Kk ∈ K und m1, . . . ,mk−1 ∈ {j, . . . , d}
mit m1 + · · ·+ mk−1 = (k − 2)d + j. Dann gilt

Φ(j)
m1,...,mk−1,d(K1, . . . ,Kk−1,Kk; ·) = Φ(j)

m1,...,mk−1
(K1, . . . ,Kk−1; ·) ⊗ λd(Kk ∩ ·).



30 1 Grundlegende Definitionen und Sätze

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 3.1 in [42]. �

Bevor wir auch diesen Teil über die Grundlagen aus der Integralgeometrie abschließen können,
soll noch ein letztes Resultat aus einem Artikel von Goodey und Weil über gemischte Maße ([9])
angeben werden.

Für einen Normalenvektor u ∈ Sd−1 bezeichne u− den abgeschlossen Halbraum im Rd mit äußerer
Normale u durch den Nullpunkt. β(u) sei eine Borelmenge im Rand u⊥ von u− mit λu⊥(β(u)) = 1.
Dann gilt:

Satz 18 Sei j ∈ {0, . . . , d}. Für K1, . . . ,Kd−j ∈ K und jede messbare Funktion

g : (Rd)d−j → [0,∞)

gilt ∫
(Rd)d−j

g(x1, . . . , xd−j) Φ(j)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kd−j ; d(x1, . . . , xd−j))

=
∫

Rd×Sd−1

. . .
∫

Rd×Sd−1

g(x1, . . . , xd−j) Φ(j)
d−1,...,d−1(u

−
1 , . . . , u−d−j ;β(u1), . . . , β(ud−j))×

Ξd−1(Kd−j , dxd−j × dud−j) . . .Ξd−1(K1, dx1 × du1).

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 1 in [9]. Dabei erlaubt es die lokale Erklärtheit der gemischten
Maße, ihre Definition auf beliebige abgeschlossen konvexe Mengen auszudehnen. �

1.3 Grundlagen aus der Stochastischen Geometrie

In diesem Abschnitt geht es darum, zufällige abgeschlossene Mengen zu definieren und allgemeine
Punktprozesse einzuführen. Die Grundlagen der Theorie zufälliger abgeschlossener Mengen wurden
zum ersten Mal umfassend im mittlerweile klassischen Buch von Matheron ([21]) dargestellt, wir
orientieren uns aber an der Darstellung im Buch von Schneider und Weil zur Stochastischen Geo-
metrie ([34]).

F := {F ⊆ Rd | F abgeschlossen} sei die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen des Rd, entspre-
chend bezeichne G die Mengen der offenen Teilmengen des Rd. Für eine beliebige Teilmenge A ⊆ Rd

des Rd sei
FA := {F ∈ F | F ∩A = ∅},
FA := {F ∈ F | F ∩A 6= ∅}.

Für k ∈ N und A1, . . . , Ak ⊆ Rd definieren wir außerdem

FA
A1,...,Ak

:= FA ∩ FA1 ∩ · · · ∩ FAk
.

Sollte der Fall k = 0 auftreten, so ist damit FA gemeint.
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Das System {FC
G1,...,Gk

| C ∈ C, G1, . . . , Gk ∈ G, k = 0, 1, 2, . . . } ist Basis einer Topologie auf F .
Diese Topologie bezeichnen wir als Topologie der abgeschlossenen Konvergenz. Ausgestattet mit
ihr ist F ein kompakter Hausdorff-Raum mit abzählbarer Basis. F ′ := F\{∅} wird durch die
induzierte Spurtopologie zu einem lokalkompakten Raum. Die zugehörige Borel-σ-Algebra B(F)
hat beispielsweise {FC | C ∈ C} als Erzeugendensystem. Beweise für diese Aussagen finden sich in
Kapitel 1 von [34].

Die Messbarkeit der üblichen Mengenoperation wird in den folgenden Kapiteln wichtig sein. Es gilt
nämlich:

Satz 19 Die Abbildungen

a) F × F → F , (F1, F2) 7→ F1 ∪ F2

b) F → F , F 7→ F ∗ := (−1) · F

c) [0,∞)×F → F , (α, F ) 7→ αF

d) Gd ×F → F , (g, F ) 7→ gF

e) F × F → F , (F1, F2) 7→ F1 ∩ F2

f) F → F , F 7→ bd F

g) C × F → F , (C,F ) 7→ C + F

sind messbar.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Korollar 1.1.3 und Satz 1.1.6 in [34]. �

Bemerkung: Für a), b), c), d) und g) gilt sogar, dass sie stetig sind.

Da F eine abzählbare Basis besitzt, ist Stetigkeit nach Satz 5.4 aus [26] äquivalent zur Folgenste-
tigkeit. In F gibt es hierfür zwei Kriterien.

Satz 20 Sei (Fj) eine Folge in F und F ∈ F . Dann sind äquivalent:

a) Fj → F für j →∞.

b) Es gilt:

b1) Aus G ∩ F 6= ∅, G ∈ G, folgt G ∩ Fj 6= ∅ für fast alle j ∈ N.

b2) Aus C ∩ F = ∅, C ∈ C, folgt C ∩ Fj = ∅ für fast alle j ∈ N.

c) Es gilt:

c1) Für jedes x ∈ F existieren für fast alle j ∈ N Punkte xj ∈ Fj mit xj → x für j →∞.

c2) Für jede Teilfolge (Fjk
) und jede konvergente Folge (xjk

), xjk
∈ Fjk

, folgt lim
k→∞

xjk
∈ F .
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Beweis: Die obige Äquivalenz gilt nach Satz 1.1.2 in [34]. �

Auf dem Raum C der kompakten Mengen und dem Teilraum K ⊆ C haben wir nun einerseits die
Spurtopologie von F und andererseits die Hausdorff-Topologie definiert. Beide hängen wie folgt
zusammen:

Satz 21 Auf C ist die Hausdorff-Topologie echt feiner als die Spurtopologie von F . Auf Teilmengen
von C der Form

{C ∈ C | C ⊆ D}, D ∈ C,

stimmen sie jedoch überein.

C ist eine Borelmenge in F . Die von B(F) induzierte Spur-σ-Algebra auf C stimmt mit der Borel-
σ-Algebra bezüglich der Hausdorff-Topologie überein. K ist eine abgeschlossene Teilmenge von F .

Beweis: Die Aussage entspricht Satz 1.2.1 in [34]. �

Unter einer zufälligen abgeschlossenen Menge Z verstehen wir nun eine messbare Abbildung

Z : Ω → F ,

wobei (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum sein soll.

Bemerkung: Im Buch von Schneider und Weil ([34]), an dem sich auch diese Übersicht orientiert,
nimmt die Darstellung der engen Verbindung von Konvex- und Integralgeometrie zur Theorie der
zufälligen abgeschlossenen Mengen eine zentrale Rolle ein. Mit anderen Bereichen dieser Theorie wie
zum Beispiel Grenzwertsätzen für Summen oder Vereinigungen zufälliger abgeschlossener Mengen
beschäftigt sich das Buch von Molchanov ([23]) und ist deshalb für die vorliegende Arbeit nicht von
entscheidender Bedeutung. Um kurz den Bogen zu den in der Einleitung erwähnten Anwendungen
zu schlagen, sei auch noch auf das stärker durch praktische Problemstellungen motivitierte Buch
von Torquato ([36]) verwiesen, in dem ein Schwerpunkt auf der Berechnung und dem Schätzen
physikalischer Eigenschaften verschiedenster ”Medien“ durch zufällige Mengen liegt.

Das Bildmaß PZ := Z ◦ P nennen wir die Verteilung von Z. Ist g ∈ Gd eine Bewegung und Z eine
zufällige abgeschlossene Menge, so sei

gZ : Ω → F
ω 7→ (gZ)(ω) := g(Z(ω))

die bewegte Menge gZ. Z heißt stationär, wenn Pt+Z = PZ für alle t ∈ Rd ist. Z heißt isotrop, falls
PϑZ = PZ für jede eigentliche Drehung ϑ ∈ SOd gilt.

Da es sich bei einer Realisierung einer zufälligen abgeschlossen Menge Z immer nur um eine einzelne
Menge F ∈ F handelt, führen wir Punktprozesse ein. Diese ermöglichen es uns nämlich, mit
abzählbaren Kollektionen abgeschlossener Mengen zu arbeiten. Für F ∈ F sei δF das Punkt- oder
Dirac-Maß in F . Ein Zählmaß η sei im Folgenden eine endliche oder abzählbar unendliche Summe
von Punktmaßen, also

η :=
k∑

i=1

δFi , k ∈ N0 ∪ {∞},
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mit Fi ∈ F für i = 1, . . . , k. Für k = 0 sei η ≡ 0 das Nullmaß. Ein Zählmaß heißt lokalendlich, falls
η(M) < ∞ für alle kompakten M ∈ B(F) gilt. Diese Definition überträgt sich analog auf beliebige
Maße.

Mit N wollen wir die Menge aller lokalendlichen Zählmaße bezeichnen. Unter Ne verstehen wir die
Teilmenge der einfachen lokalendlichen Zählmaße. Ne ist also definiert als

Ne := {η ∈ N | η({F}) ≤ 1 für alle F ∈ F}.

N sei die kleinste σ-Algebra auf N, für die alle Abbildungen

ΦA : N → R ∪ {∞}
η 7→ η(A),

A ∈ B(Rd), messbar sind.

Fle bezeichne die Menge aller lokalendlichen Teilmengen von F . Eine Teilmenge M von F heißt
lokalendlich, falls M ∩ C für jede kompakte Menge C ∈ B(F) nur aus endlich vielen Elementen
besteht. Mit η ist auch sein Träger

supp η := {F ∈ F | η({F}) ≥ 1}

lokalendlich.

Bemerkung: Den Träger supp Q eines beliebigen Maß Q auf einem topologischen Raum definieren
wir allgemeiner als die kleinste abgeschlossene Menge F mit der Eigenschaft Q(F c) = 0 (siehe zum
Beispiel Seite 9 in [15]).

Es gilt:

Satz 22 Es ist Ne ∈ N und Fle ⊆ B(F). Die Abbildung

i : N → F
η 7→ supp η

ist messbar. Es ist i(N) = Fle, und die Einschränkung ie : Ne → Fle auf Ne hat die Eigenschaft,
bijektiv zu sein. Ebenso wie ihre Inverse i−1

e ist die Abbildung ie ebenfalls messbar. Für die Spur-σ-
Algebren Ne von N auf Ne und B(F)le von B(F) auf Fle gilt Ne = i−1

e (B(F)le) und B(F)le = ie(Ne).

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.2 in [34]. �

Ist (Ω,A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so nennen wir eine messbare Abbildung

X : Ω → N

einen Punktprozess (abgeschlossener Mengen).

Bemerkung: Punktprozesse führen wir somit als zufällige Maße ein, deren Theorie ausführlich im
Buch von Kallenberg ([14]) behandelt wird.
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Das Bildmaß PX = X ◦P nennen wir Verteilung von X. Wir sprechen von einem Prozess kompakter
Partikel, falls das zufällige Maß X fast sicher auf C′ konzentriert ist. Ist X auf K′ konzentriert, so
heißt X ein Prozess konvexer Partikel oder kurz Partikelprozess. Noch spezieller nennen wir X
einen gewöhnlichen Punktprozess, wenn

PX [{
k∑

i=1

δ{xi} | xi ∈ Rd für i = 1, . . . , k, k ∈ N0 ∪ {∞}}] = 1

ist.

Bemerkung: Eine ausführliche Untersuchung gewöhnlicher Punktprozesse stellt zum Beispiel die
Monographie von König und Schmidt ([19]) dar.

Schließlich sprechen wir von einem einfachen Punktprozess X, wenn PX [Ne] = 1 gilt.

Für ein Zählmaß

η =
k∑

i=1

δFi ∈ N

und g ∈ Gd sei das Maß gη durch

gη :=
k∑

i=1

δgFi

gegeben. Ist X ein Punktprozess, so verstehen wir unter gX den Prozess

gX : Ω → N
ω 7→ (gY )(ω) := g(Y (ω)).

Wir nennen nun X stationär, falls PX = Pt+X für alle t ∈ Rd gilt, und isotrop, wenn PX = PϑX für
jede eigentlich Drehung ϑ ∈ SOd ist.

Da man ein einfaches Zählmaß η mit seinem Träger identifizieren kann, schreiben wir häufig auch
F ∈ η statt F ∈ supp η. Wie in der Stochastik üblich werden wir im Folgenden oft X statt X(ω)
schreiben, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, dass es um eine Realisierung von X geht.

Eine wichtige Möglichkeit, Informationen über einen Punktprozess X zu erhalten, bieten die soge-
nannten Momentenmaße. Es sei m ∈ N eine beliebige natürliche Zahl, dann verstehen wir unter
dem m-ten Momentenmaß Θ(m) beziehungsweise dem m-ten faktoriellen Momentenmaß Λ(m) die
auf Fm := F × · · · × F definierten Borelmaße

Θ(m)(B1 × · · · ×Bm) := EX(B1) . . . X(Bm)

Λ(m)(B1 × · · · ×Bm) := E(X ⊗ · · · ⊗X)((B1 × · · · ×Bm) ∩ Fm
6= )

= Θ(m)((B1 × · · · ×Bm) ∩ Fm
6= ),

wobei B1, . . . , Bm ∈ B(F) Borelmengen sein sollen und Fm
6= wie folgt definiert ist:

Fm
6= := {(F1, . . . , Fm) ∈ Fm | Fi 6= Fj , i 6= j}.
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Das erste Momentenmaß wird allgemein als Intensitätsmaß Θ := Θ(1) bezeichnet. Wir nennen
einen Punktprozess X schwach stationär beziehungsweise schwach isotrop, falls sein Intensitäts-
maß Θ translations- beziehungsweise rotationsinvariant (letzteres bedeutet invariant unter eigentli-
chen Drehungen) ist. Obwohl jede Realisierung eines Punktprozesses X ein lokalendliches Maß ist,
müssen sowohl Θ(m) als auch Λ(m) diese Eigenschaft nicht haben. Dabei ist Θ lokalendlich, falls
Θ(FC) < ∞ für alle C ∈ C gilt.

Jedes Intensitätsmaß Θ in dieser Arbeit sei als lokalendlich und vom Nullmaß verschieden voraus-
gesetzt.

Es sei Xm := X ⊗ · · ·⊗X, und Xm
6= der Prozess Xm eingeschränkt auf Fm

6= . Der Satz von Campbell
eröffnet die Möglichkeit, mit Hilfe der Momentenmaße wichtige Erwartungswerte zu berechnen.

Satz 23 Es seien m ∈ N, X ein einfacher Punktprozess auf F und f : Fm → [0,∞) eine messbare
Abbildung. Dann sind auch ∑

(F1,...,Fm)∈Xm

f(F1, . . . , Fm)

sowie ∑
(F1,...,Fm)∈Xm

6=

f(F1, . . . , Fm)

messbar, und es gilt

E
∑

(F1,...,Fm)∈Xm

f(F1, . . . , Fm) = E
∫
Fm

fdXm =
∫
Fm

fdΘ(m)

sowie
E

∑
(F1,...,Fm)∈Xm

6=

f(F1, . . . , Fm) = E
∫
Fm

fdXm
6= =

∫
Fm

fdΛ(m),

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 3.1.6 in [34]. �

Ist der Punktprozess X nicht notwendigerweise einfach, so können wir eventuell auftretende Viel-
fachheit berücksichtigen, indem wir

E
∑
F∈X

f(F )

durch
E

∑
F∈X

f(F )X({F})

ersetzen. In diesem Fall lässt sich für m = 1 der Satz von Campbell übertragen, und wir erhalten

E
∑
F∈X

f(F )X({F}) = E
∫
F

f(F )dX =
∫
F

fdΘ.

In der Regel ist die Verteilung eines Punktprozesses nicht durch sein Intensitätsmaß bestimmt. Das
wichtigste Beispiel für einen Punktprozess, der sogenannte Poissonprozess, bildet hiervon aber eine
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Ausnahme. Ein einfacher Punktprozess X heißt Poissonprozess, falls

P[X(M) = k] = e−Θ(M) Θ(M)k

k!
, k ∈ N0,

für alle M ∈ B(F) mit Θ(M) < ∞ gilt.

Man kann sich weiterhin fragen, zu welchen Maßen Θ auf B(F) ein Poissonprozess mit entspre-
chendem Intensitätsmaß exisitiert. Die Anwort darauf gibt der folgende Satz:

Satz 24 Zu jedem lokalendlichen Maß Θ auf F mit Θ({F}) = 0 für alle F ∈ F (in diesem Fall
heißt Θ atomfrei) gibt es genau einen Poissonprozess mit Intensitätsmaß Θ.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.2.2 in [34].

Folgendes Resultat werden wir in einem späteren Kapitel noch benötigen:

Satz 25 Sei X ein Poissonprozess auf F mit Intensitätsmaß Θ. Dann gilt für alle m ∈ N:

Λ(m) = Θm(:= Θ⊗ · · · ⊗Θ).

Beweis: Obige Gleichung gilt nach Satz 3.2.3 (c) in [34]. �

Bemerkung: Eine ausführliche Untersuchung der Poissonprozesse auf Rd findet sich im Buch von
Kingman ([18]).

Da wir nun den Begriff des Poissonprozesses kennen, können wir auch das wichtigste Beispiel
einer zufälligen abgeschlossenen Menge angeben, das sogenannte Boolesche Modell. Es ist das mit
Abstand am besten analysierte Modell zufälliger Mengen, was man zum Beispiel in den Büchern
von Molchanov ([22]), Mücklich und Ohser ([25]) oder Stoyan, Kendall und Mecke ([35]) sehen
kann.

Nach Satz 3.5.3 aus [34] ist die Vereinigungsmenge eines jeden Punktprozesses X in F ′

ZX :=
⋃

F∈X

F

eine zufällige abgeschlossene Menge. Wir nennen ZX ein Boolesches Modell, falls X ein Poisson-
prozess ist. Sollte X auf K′ konzentriert sein, so heißt ZX auch ein Boolesches Modell mit konvexen
Körnern. Eine ausführliche Analyse dieser Modelle findet sich in Kapitel 4.4 von [34].

Später werden wir Erwartungswerte für Boolesche Modelle berechnen wollen. Wie uns der nächste
Satz verrät, können wir dies mit Hilfe des Intensitätsmaßes des zu Grunde liegenden Poissonpro-
zesses tun, falls er auf konvexen Körpern konzentriert ist.

Satz 26 Es sei X ein Poissonprozess mit Intensitätsmaß

Θ(A) =
∫
K0

∫
Rd

1A(x + K) f(K, x) λd(dx)P0(dK), A ∈ B(K′),
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wobei die Abbildung f : K × Rd → [0,∞) messbar, f(K, ·) lokalintegrierbar für jedes K ∈ K und
P0 ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf K0 sein sollen. Weiter sei ZX das von X erzeugte Boolesche
Modell und K0 ∈ K ein beliebiger konvexer Körper. Für j = 0, . . . , d gilt dann

E Φj(ZX ∩K0, ·) =
∞∑

k=1

(−1)k−1

k!

∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd

. . .
∫

Rd

Φj(K0 ∩K1 + x1 ∩ · · · ∩Kk + xk, ·) f(K1, x1)×

. . . f(Kk, xk) λd(dx1) . . . λd(dxk) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Beweis: Dieser Satz ergibt sich, wenn man Theorem 1 aus [41] auf die Krümmungsmaße anwen-
det. In den Abschnitten 2.3 und 2.4 von [33] und Lemma 2.1 in [4] wird gezeigt, das letztere die
Voraussetzungen des Theorems erfüllen. �

Die Eigenschaften, die das Intensitätsmaß des Prozesses X in den Vorausetzungen des letzten
Satzes haben soll, werden uns im Laufe dieser Arbeit noch häufiger begegnen. Man kann sich nun
fragen, inwieweit diese Forderung eine Einschränkung darstellt. Nach Satz 35 in [3] besitzt das
Intensitätsmaß Θ eines jeden Prozesses konvexer Partikel X folgende Darstellung

Θ(A) =
∫
K0

ρ(K, {x ∈ Rd | x + K ∈ A}) P0(dK), A ∈ B(K′).

P0 ist dabei ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf K0, und die σ-endlichen Borelmaße ρ(K, ·) hängen
messbar von K ab. In den Voraussetzungen von Satz 26 fordert man also lediglich, dass die Maße
ρ(K, ·) für P0-fast alle K absolutstetig bezüglich des Lebesgue-Maßes sind. Man beachte, dass die
Darstellung von Θ nur eindeutig ist, wenn die ρ(K, ·) = ρ(·) nicht von K abhängen.

Bemerkung: Nach Satz 4.2.2 in [34] (er gilt analog, wenn der Umkugelmittelpunkt durch den Stei-
nerpunkt ersetzt wird) ist X genau dann stationär, wenn sein Intensitätsmaß Θ von der Form

Θ(A) = γ

∫
K0

∫
Rd

1A(x + K) λd(dx) P0(dK),A ∈ B(K′),

ist. Dabei ist P0 ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf K0 und γ > 0 eine Konstante. Sowohl γ als auch
P0 sind eindeutig bestimmt.

Für k ∈ {0, . . . , d} bezeichne Ed
k die Menge aller k-dimensionalen affinen Unterräume des Rd (im

Folgenden auch Menge der k-Ebenen genannt) und Ld
k die Menge der linearen, k-dimensionalen

Unterräume. Nun wollen wir auf Ed
k und Ld

k eine Topologie definieren. Zu diesem Zweck versehen
wir Ed

k und Ld
k mit den Finaltopologien bezüglich der Abbildungen

γk : Gd → Ed
k

g 7→ gL

beziehungsweise
βk : SOd → Ld

k,

ϑ 7→ ϑL,
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wobei L ∈ Ld
k ein fester Unterraum ist. Die Topologien sind von der konkreten Wahl des Unter-

raums L unabhängig. Wie man im ersten Kapitel von [34] nachlesen kann, stimmen diese beiden
Topologien mit der Spurtopologie der Topologie der abgeschlossen Konvergenz überein.

Hinweis: Die Topologien auf den Räumen SOd und Gd wurden im ersten Abschnitt dieses Kapitels
eingeführt.

Unter einem k-Ebenenprozess im Rd verstehen wir für k ∈ {0, . . . , d − 1} einen Punktprozess in
Ed

k , also einen Punktprozess in F ′ mit Θ(F ′ \ Ed
k ) = 0. Im Fall k = 1 sprechen wir von einem

Geradenprozess, im Fall k = d− 1 von einem Hyperebenenprozess.

Für einen Unterraum E ∈ Ed bezeichnet λE das Lebesgue-Maß auf E. Gilt dim E = 0, so sei
λE := δ{0} das Dirac-Maß an der Stelle 0. Später werden wir noch folgendes Resultat benötigen:

Satz 27 Sei Θ ein lokalendliches, translationsinvariantes Maß über Ed
k . Dann gibt es ein eindeutig

bestimmtes, endliches Maß Θ0 über Ld
k mit

Θ(A) =
∫
Ld

k

∫
L⊥

1A(x + L)λL⊥(dx)Θ0(dL)

für jede Borelmenge A ⊆ Ed
k .

Beweis: Die Behauptung entspricht gerade Satz 4.1.1 in [34]. �



Kapitel 2

Eine translative Integralformel für
Hausdorff-Maße

2.1 Motivation

In den folgenden Kapiteln wollen wir einen Poissonprozess X auf Rd untersuchen, dessen Inten-
sitätsmaß Θ die Form

Θ(A) =
∫
K0

∫
Rd

1A(x + K) f(K, x) λd(dx) P0(dK), A ∈ B(K′),

hat. Dabei sollen die Abbildung f : K × Rd → [0,∞) messbar, f(K, ·) lokalintegrierbar für festes
K ∈ K und P0 ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf K0 sein.

Ein Schwerpunkt liegt in diesem Zusammenhang auf der Analyse einer Klasse von zu X assoziierten
Maßen, die wie folgt eingeführt werden: Es sei B ∈ B(Rd) und j, k ∈ {1, . . . , d}. Wir definieren das
Borelmaß ν ′j,k auf Rd durch

ν ′j,k(B) := E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, B ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kk).

Nach Anwendung des Satzes von Campbell benötigen wir eine translative Integralformel für Krümmungs-
maße, wie wir sie im einführenden Abschnitt zur Integralgeometrie mittels der gemischten Maße
angegeben haben, um die Maße ν ′j,k weiter analysieren zu können.

Wie wir später sehen werden, ist neben den ν ′j,k noch eine weitere Klasse von Maßen interessant.
Es sei k ∈ {0, . . . , d} und B ∈ B(Rd). Dann ist durch νk mit

νk(B) := E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Hd−k(bdK1 ∩ · · · ∩ bdKk ∩B)

ebenfalls ein Borelmaß auf Rd gegeben. Nach dem Satz von Campbell lässt sich νk nun folgender-

39
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maßen schreiben:

νk(B) =
∫
K′

. . .
∫
K′
Hd−k(bdK1 ∩ · · · ∩ bdKk ∩B) Λ(m)(d(K1, . . . ,Kk))

=
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd

. . .
∫

Rd

Hd−k(bdK1 + x1 ∩ · · · ∩ bdKk + xk ∩B)×

f(K1, x1) . . . f(Kk, xk)λd(dx1) . . . λd(dxk) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Um mit den inneren Integralen bezüglich des Lebesgue-Maßes weiterarbeiten zu können, benötigen
wir nun translative Integralformeln für die Hausdorff-MaßeHd−k, die wir in diesem Kapitel herleiten
wollen. Das entsprechende Resultat stellt dabei eine Erweiterung von Theorem 3 aus dem Artikel
von Wieacker über eine translative Integralformel für Hausdorff-rektifizierbare Mengen ([45]) dar
und wird ganz ähnlich bewiesen.

2.2 Grundlegende Definitionen und Sätze aus der geometrischen
Maßtheorie

Das wichtigste Hilfsmittel beim Beweis der benötigten translativen Integralformel wird die soge-
nannte ”General Area-Coarea Formula“ von H. Federer sein. Um diese zu formulieren, benötigen
wir einige Begriffe aus der geometrischen Maßtheorie, die in diesem Abschnitt eingeführt werden
sollen. Bei den verwendeten Bezeichnungen orientieren wir uns dabei am klassischen Buch von Fe-
derer über geometrische Maßtheorie ([6]) und der deutlich zugänglicheren Einführung von Morgan
in dieses Thema ([22]).

Es sei S eine beliebige Teilmenge des Rd. Wir definieren den Durchmesser von S als

diam S := sup {‖x− y‖ | x, y ∈ S}.

Weiter sei 0 ≤ m ≤ d eine natürlich Zahl. Für eine beliebige Teilmenge A ⊆ Rd des Rd definieren
wir ihr m-dimensionales äußeres Hausdorff-Maß Hm(A) als

Hm(A) := lim
δ→0

inf
A⊆

S
Sj ,

diam Sj≤δ

∑
j

κm

(diam Sj

2

)m
.

Das Infimum wird dabei über alle abzählbaren Überdeckungen {Sj} von A gebildet, bei denen jedes
Sj einen Durchmesser von höchsten δ hat. Wie man auf Seite 8 in [22] nachlesen kann, hat Hm alle
Eigenschaften eines äußeren Maßes (siehe Seite 23 in [15] für eine Definition).

Wir definieren nun die Menge A(Hm) als

A(Hm) := {A ⊆ Rd | Hm(A ∩ E) +Hm(Ac ∩ E) = Hm(E) für alle E ⊆ Rd}.

Nach Theorem 2.1 in [15] ist A(Hm) eine σ-Algebra und (Rd,A(Hm), Hm) ein Maßraum. Eine
Menge B ∈ A(Hm) nennen wir Hm-messbare Menge. Auf Seite 8 in [22] kann man außerdem nach-
lesen, dass B(Rd) ⊆ A(Hm) gilt.
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Es seien m,n ∈ N, A ⊆ Rd eine beliebige Teilmenge des Rd und a ∈ A ein Punkt aus A. Für
1 ≤ m ≤ d definieren wir die obere und untere m-dimensionale Dichte Θ∗m(A, a) und Θm

∗ (A, a)
von A an der Stelle a als

Θ∗m(A, a) := lim sup
r→0

Hm(A ∩ (a + rBd))
κm rm

beziehungsweise

Θm
∗ (A, a) := lim inf

r→0

Hm(A ∩ (a + rBd))
κm rm

.

Falls die obere und untere Dichte von A an der Stelle a den gleichen Wert annehmen, so nennen
wir ihren gemeinsamen Wert die m-dimensionale Dichte Θm(A, a) von A an der Stelle a.

Weiter sei f : A → Rn eine Funktion. Wir sagen, dass f an der Stelle a den approximativen
Grenzwert (”approximate limit“) y besitzt, falls für alle ε > 0 die d-dimensionale Dichte der Menge

Rd \ {x ∈ A | ‖f(x)− y‖ < ε}

an der Stelle a den Wert 0 hat. Wir schreiben

y = ap lim
x→a

f(x).

Die Funktion f heißt approximativ stetig (”approximate continuous“) an der Stelle a, falls

f(a) = ap lim
x→a

f(x)

ist, und approximativ differenzierbar (”approximately differentiable“) an der Stelle a, falls eine
lineare Funktion L : Rd → Rn existiert, sodass

ap lim
x→a

f(x)− f(a)− L(x− a)
‖x− a‖

= 0

ist. Wir schreiben
L = apDf(a).

Ist f an der Stelle a approximativ differenzierbar, so definieren wir die approximative k-dimensionale
Jakobische von f an der Stelle a (”approximate Jacobian“), kurz ap Jkf(a), als das maxima-
le k-dimensionale Volumen des Bildes eines k-dimensionalen Einheitswüfels unter der Abbildung
apDf(a).

Es seien m,n ∈ N natürliche Zahlen. Eine Funktion f : Rm → Rn heißt Lipschitz-Funktion, falls es
eine Konstante L > 0 gibt, so dass

‖f(x)− f(y)‖ ≤ L ‖x− y‖

für alle x, y ∈ Rm gilt.

Wir nennen eine Teilmenge E ⊆ Rd des Rd im Folgenden (Hm,m)-rektifizierbar, falls Hm(E) < ∞
ist und Hm-fast ganz E in der Vereinigung der Bilder von höchstens abzählbar vielen Lipschitz-
Funktionen von Rm nach Rd liegt.
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Ist eine Menge (Hm,m)-rektifizierbar und Hm-messbar, so bezeichnen wir sie als m-dimensionale
rektifizierbare Menge.

Nun haben wir alle Begriffe und Schreibweisen zusammen, um die ”General Area-Coarea Formula“
angeben zu können:

Satz 28 Es seien k, l,m, n ∈ N natürliche Zahlen mit k ≥ l, W eine m-dimensionale rektifizierbare
Teilmenge des Rd, Z eine k-dimensionale rektifizierbare Teilmenge des Rl und f eine Lipschitz-
Funktion von W nach Z. Dann gilt∫

W

ap Jkf(x)Hm(dx) =
∫
Z

Hm−k(f−1({z}))Hk(dz).

Allgemeiner ist für jede Hm-integrierbare Funktion g auf W sogar die Gleichung∫
W

g(x) ap Jkf(x)Hm(dx) =
∫
Z

∫
f−1({z})

g(y)Hm−k(dy)Hk(dz).

gültig.

Beweis: Die Aussagen finden sich in Theorem 3.2.22 aus [6]. �

Es seien m ∈ N eine natürliche Zahl, a ∈ Rd und E ⊆ Rd. Wir definieren den Tangentenkegel von
E in a als

Tan(E, a) :=
{
αx | α ∈ [0,∞), x ∈

⋂
ε>0

cl{ x− a

‖x− a‖
| x ∈ E, 0 < ‖x− a‖ < ε}

}
.

Der approximative Kegel der Tangentenvektoren (”approximate tangent cone“) von E in a ist dann
durch

Tanm(E, a) :=
⋂

S⊆Rd,Θm(E\S,a)=0

Tan(S, a)

gegeben. Die Menge der approximativen Normalenvektoren (”approximate normal vectors“) von E
in a wird als

Norm(E, a) := {u ∈ Rd | 〈u, v〉 ≤ 0 für alle v ∈ Tanm(E, a)}
definiert. Rektifizierbare Mengen haben folgende Eigenschaften:

Satz 29 Es sei W eine m-dimensionale rektifizierbare Teilmenge des Rd. Für Hm-fast alle Punkte
a ∈ W gilt:

a) Θm(W,a) = 1 und

b) Tanm(E, a) ist ein m-dimensionaler Unterraum.

Falls f eine Lipschitz-Funktion von W nach Rn ist, so ist f Hm-fast überall approximativ differen-
zierbar.

Beweis: Die Behauptung entspricht Theorem 3.2.19 aus [6]. �
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2.3 Die translative Integralformel

Es seien 1 ≤ m < d eine natürliche Zahl, M0, . . . ,Mm ⊆ Rd und n0, . . . , nm ∈ N. Desweiteren defi-
nieren wir n := n0+· · ·+nm. Wie Wieacker in [45] sagen wir, dass die Paare (M0, n0), . . . , (Mm, nm)
Bedingung (I) genügen, falls folgende drei Voraussetzungen erfüllt sind:

a) Für i ∈ {1, . . . ,m} gilt:

i) 1 ≤ ni < d.
ii) Mi ist Hni-messbar und (Hni , ni)-rektifizierbar.

b) M0 × · · · ×Mm ist (Hn, n)-rektifizierbar und Hn-messbar.

c) Hnb(M0 × · · · ×Mm) = (Hn0bM0)⊗ · · · ⊗ (HnmbMm) .

Dabei bezeichnen wir für k ∈ N und B ⊆ Rd die Einschränkung von Hk auf B mit HkbB.

Im Beweis von Satz 31 werden wir auf folgendes Resultat zurückgreifen:

Satz 30 Es seien 1 ≤ m < d eine natürliche Zahl, M0, . . . ,Mm ⊆ Rd und n0, . . . , nm ∈ N.
Desweiteren definieren wir n := n0 + · · ·+ nm. Die Paare (M0, n0), . . . , (Md, nm) sollen Bedingung
(I) genügen, und es gelte n > md. Außerdem seien B ∈ B(Rd) und W ⊆ Rd ein ((m + 1)d − n)-
dimensionaler Würfel mit Hd(m+1)−n(A) = 1. Dann gilt

Hn−md(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm))

= β(d, n−md)
∫

SOd

∫
Rd

H0(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm) ∩ (ρW + xm+1))×

λd(dxm+1) ν(dρ)

für eine Konstante β(d, n−md), die nur von d und n−md abhängt.

Beweis: Die Behauptung entspricht Formel (3) in [45] (und ist eine Folgerung aus der Lemma 6.1
in [5]). �

Folgende translative Integralformel für Hausdorff-Maße werden wir im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit an verschiedenen Stellen benötigen:

Satz 31 Es seien 1 ≤ m < d eine natürliche Zahl, M0, . . . ,Mm ⊆ Rd und n0, . . . , nm ∈ N. Die
Paare (M0, n0), . . . , (Mm, nm) sollen Bedingung (I) genügen, und es gelte n ≥ md. Weiter seien
B ∈ B(Rd) und die Abbildung fi : Rd → [0,∞) für i = 1, . . . ,m messbar. Dann gilt∫

Rd

. . .
∫

Rd

Hn−md(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm))f1(x1) · · · fm(xm) λd(dx1) . . . λd(dxm)

=
∫

M0

. . .
∫

Mm

1B(t0) f1(t0 − t1) · · · fm(t0 − tm) |det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm))|×

Hnm(dtm) . . .Hn0(dt0).
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Erinnerung: Sind L1, . . . , Lk lineare Unterräume des Rd mit dim L1 + · · ·+ dim Lk = m und m ≤ d,
so wählen wir in jedem der Li eine Orthonormalbasis. |det(L1, . . . , Lk)| bezeichnet dann das m-
dimensionale Volumen des Parallelepipeds, dass von diesen m Vektoren aufgespannt wird.

Bemerkung: Die Messbarkeit der Abbildung

(t1, . . . , tm) 7→ |det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm))|

wird in [45] auf Seite 241 gezeigt. Die Abbildung

(x1, . . . , xm) 7→ Hn−md(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm))

ist nach Anwendung von Satz 30 messbar, da für n = md die Abbildung

(x1, . . . , xm) 7→ H0(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm)),

nach der Herleitung auf Seite 239 in [45] diese Eigenschaft hat.

Beweis: Sei zunächst n = md. Dann gilt:

g : M0 × · · · ×Mm → Rd × · · · × Rd

(x0, . . . , xm) 7→ (x0 − x1, . . . , x0 − xm)

ist Lipschitz-stetig (vergleiche Seite 239 in [45]). Weiter ist wegen (I) die Menge M0 × · · · × Mm

sowohl (Hn, n)-rektifizierbar als auch Hn-messbar. Damit hat aber die Menge g(M0 × · · · ×Mm)
diese Eigenschaften.

Außerdem ist

(t0, . . . , tm) ∈ g−1({(x1, . . . , xm)})

⇔ t0 − t1 = x1, . . . , t0 − tm = xm

⇔ M0 3 t0 = x1 + t1 ∈ M1 + x1, . . . ,M0 3 t0 = xm + tm ∈ Mm + xm.

Insbesondere gilt also

H0(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm)) =
∫

g−1({(x1,...,xm)})

1B(t0)H0(d(t0, . . . , tm)).

Hier bezeichnet H0 das nulldimensionale Hausdorff-Maß sowohl im Rd als auch im (Rd)m+1. Daraus
ergibt sich∫

Rd

. . .
∫

Rd

Hn−md(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm))f1(x1) · · · fm(xm) λd(dx1) . . . λd(dxm)

=
∫

Rd

. . .
∫

Rd

∫
g−1({(x1,...,xm)})

1B(t0) f1(t0 − t1) · · · fm(t0 − tm)H0(d(t0, . . . , tm))λd(dx1) . . . λd(dxm).
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Für i = 0, . . . ,m bezeichne Pi die Abbildung

Pi : M0 × · · · × Mm → Mi

(t0, . . . , tm) 7→ ti.

Nach Satz 28 und weil (M0, n0), . . . , (Md, nm) Bedingung (I) genügen, können wir wie folgt umfor-
men: ∫

Rd

· · ·
∫

Rd

∫
g−1({(x1,...,xm)})

1B(t0) f1(t0 − t1) · · · fm(t0 − tm)H0(d(t0, . . . , tm))λd(dx1) . . . λd(dxm)

=
∫

M0×···×Mm

1B(P0(t)) f1(P0(t)− P1(t)) · · · fm(P0(t)− Pm(t)) (ap Jn g)(t)Hn(dt)

=
∫

M0

. . .
∫

Mm

1B(t0) f1(t0 − t1) · · · fm(t0 − tm) |det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm))|×

Hnm(dtm) . . .Hn0(dt0).

Dabei folgt aus dem Beweis von Theorem 3 auf Seite 240f in [45], dass

(apJn g)(t) = |det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm))|

gilt.

Seien nun n > md, W ein ((m+1)d−n)-dimensionaler Würfel im Rd mit H(m+1)d−n(W ) = 1. Dann
ergibt sich aus Satz 30 für ein β = β(d, n − md) (erste Umformung) und dem schon bewiesenen
Fall n = md (zweite Umformung)∫

Rd

. . .
∫

Rd

Hn−md(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm))f1(x1) · · · fm(xm) λd(dx1) . . . λd(dxm)

=
∫

Rd

. . .
∫

Rd

β
∫

SOd

∫
Rd

H0(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm) ∩ t + ρW )f1(x1) · · · fm(xm)×

λd(dt) ν(dρ) λd(dx1) . . . λd(dxm)

= β
∫

SOd

∫
M0

. . .
∫

Mm

∫
ρW

1B(t0) f1(t0 − t1) · · · fm(t0 − tm)×

|det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm),Nor(m+1)d−n(ρW, tm+1))|Hnm(dtm)×

. . . Hn0(dt0)H(m+1)d−n(dtm+1) ν(dρ).

Ab jetzt bezeichne L := W⊥. Dann gilt wegen der bekannten Rechenregeln für die Stellgröße
|det(.)|:

β
∫

SOd

|det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm),Nor(m+1)d−n(ρW, tm+1))| ν(dρ)

= |det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm))|β
∫

SOd

|det(L⊥, ρL)| ν(dρ),
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und wir erhalten∫
Rd

. . .
∫

Rd

Hn−md(B ∩M0 ∩ (M1 + x1) ∩ · · · ∩ (Mm + xm))f1(x1) · · · fm(xm) λd(dx1) . . . λd(dxm)

=
∫

M0

. . .
∫

Mm

f1(t0 − t1) · · · fm(t0 − tm) |det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm))|×

Hnm(dtm) . . .Hn0(dt0) · β
∫

SOd

|det(L⊥, ρL)| ν(dρ)

=
∫

M0

. . .
∫

Mm

1B(t0) f1(t0 − t1) · · · fm(t0 − tm) |det(Norn0(M0, t0), . . . ,Nornm(Mm, tm))|×

Hnm(dtm) . . .Hn0(dt0).

Nach Formel (4) auf Seite 241 in [45] gilt nämlich

β

∫
SOd

[L⊥, ρL] ν(dρ) = 1,

und der Satz ist bewiesen. �

2.4 Zur Struktur des Randes eines konvexen Körpers

Da wir die soeben bewiesene Integralformel vor allem dann benötigen, wenn wir es mit den Rändern
konvexer Körper zu tun haben, wollen wir sie auch noch kurz für diese formulieren. Außerdem
brauchen wir in den kommenden Kapiteln noch einige Aussage über die Struktur des Randes eines
konvexen Körpers, die wir hier ebenfalls zusammenstellen wollen.

Es seien r ∈ {0, . . . , d − 1}, K ∈ K ein konvexer Körper mit inneren Punkten und x ein Punkt
auf dem Rand von K. N(K, x) bezeichne die Menge aller äußeren Normalenvektoren von Stützhy-
perbenen an K in x vereinigt mit dem Nullvektor. Wir nennen N(K, x) analog zu N(K, F ) den
Normalenkegel von K in x. x heißt ein r-singulären Punkt von K, wenn dim N(K, x) ≥ d− r ist.
Einen (d − 2)-singulären Punkt nennen wir auch singulär. Falls die Stützhyperebene an K in x
eindeutig ist, heißt x regulär. Die Menge aller regulären Randpunkte eines konvexen Körpers K
soll im Folgenden mit reg K bezeichnet werden, die aller singulären mit sing K. Es gilt:

Satz 32 Sei K ∈ K und r ∈ {0, . . . , d − 1}. Die Menge aller r-singulären Punkte von K kann
mit abzählbar vielen kompakten Mengen überdeckt werden, deren r-dimensionales Hausdorff-Maß
endlich ist.

Beweis: Die Behauptung entspricht Satz 2.2.4 in [29]. �
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Bemerkung: Hieraus folgt nun unter anderem, daß die Menge aller singulären Punkte eines konve-
xen Körpers K das (d− 1)-dimensionale Hausdorff-Maß Null hat.

Auf der Menge aller regulären Punkte von K definieren wir die Abbildung

σK : reg K → Sd−1

x 7→ σK(x),

wobei σK(x) der eindeutig bestimmte äußere Normaleneinheitsvektor an K im Punkt x ist. Es
sei u0 ∈ Sd−1 fest. Wir setzen σK zu einer Abbildung auf ganz bdK fort, indem wir für alle
x ∈ bd K \ reg K noch σK(x) := u0 setzen.

Gleich benötigen wir den folgenden Satz:

Satz 33 Sei K ein konvexer Körper und B ∈ B(Rd). Hat K innere Punkte, so gilt

Cd−1(K, B) = Hd−1(B ∩ bd K).

Beweis: Die Aussage folgt aus Theorem 4.2.5 in [29]. �

Bemerkung: Ist dim K = d−1, so gilt die obige Gleichung, falls auf der rechten Seite das Hausdorff-
Maß noch um den Faktor 2 ergänzt wird.

Satz 34 Es seien K ∈ K ein konvexer Körper mit inneren Punkten und f : Rd × Sd−1 → [0,∞)
eine nichtnegative, messbare Funktionen. Dann gilt∫

Rd×Sd−1

f(x, u) Ξd−1(K, dx× du) =
∫
Rd

f(x, σK(x))Cd−1(K, dx).

Beweis: Es sei η ∈ B(Rd × Sd−1). Aus Lemma 2.1 in der Arbeit von Weil über mittlere Formen
zufälliger Mengen ([40]) folgt∫

Rd×Sd−1

1η(x, u) Ξd−1(K, dx× du) =
∫

bd K

1η(x, σK(x))Hd−1(dx) =
∫
Rd

1η(x, σK(x))Cd−1(dx).

Die allgemeine Aussage folgt dann durch Approximation mit Elementarfunktionen und dem Satz
von der monotonen Konvergenz, und wir haben den Satz bewiesen. �

Es sei K ∈ K ein konvexer Körper und u ∈ Sd−1 ein Einheitsvektor. Wir nennen u einen regulären
Normalenvektor von K, falls dim F (K, u) = 0 gilt, und andernfalls singulär. Dabei bezeichnet
F (K, u) die Stützmenge an K mit äußerer Normalen u. Die Menge aller regulären normalen Vek-
toren von K wollen wir mit regnK bezeichnen.

Ein Vektor u ∈ Sd−1 ist genau dann ein singulärer Normalenvektor, wenn F (K, u) eine Strecke
enthält. Wir nennen einen konvexen Körper K strikt konvex, wenn sein Rand bd K keine Strecke
enthält, und relativ strikt konvex, wenn er in aff K strikt konvex ist. Weiter gilt:
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Satz 35 Die Menge aller singulären äußeren Normalenvektoren eines konvexen Körpers K ∈ K
hat das sphärische Lebesgue-Maß Null.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Theorem 2.2.9 in [29]. �

Auf der Menge der regulären Normalenvektoren definieren wir nun die Abbildung

τK : regnK → bd K

x 7→ τK(x),

wobei τK(x) der eindeutig bestimmte Randpunkt von K mit äußerer Normalen u ist. Es sei x0 ∈
bd K fest. Wir setzen τK zu einer Abbildung auf ganz Sd−1 fort, indem wir für alle u ∈ Sd−1\ regnK
noch τK(u) := x0 definieren.

Damit sind wir mit der Zusammenstellung wichtiger Eigenschaften des Randes eines konvexen
Körpers fertig und wenden uns nun der Formulierung von Satz 31 für die Ränder konvexer Körper
zu. Es seien m ∈ {1, . . . , d − 1} und K0, . . . ,Km ∈ K volldimensionale konvexe Körper, das heisst
dim Ki = d für i = 0, . . . ,m. Wir definieren

Mi := bd Ki und ni := d− 1

für i = 0, . . . ,m. Man überlegt sich leicht, dass für i = 0, . . . ,m gilt: Mi ist eine Borelmen-
ge und Mi ist (Hd−1, d − 1)-rektifizierbar. Aus Theorem 3.2.23 in [6] folgt dann, dass die Paare
(M0, n0), . . . , (Mm, nm) der Bedingung (I) genügen.

Bemerkung: Aus Theorem 1.4.1 in [48] ergibt sich außerdem, dass

bd K0 ∩ bd K1 + x1 ∩ · · · ∩ bd Kk + xk

für λkd-fast alle (x1, . . . , xk) ∈ (Rd)k eine (Hd−(k+1), d− (k + 1))-rektifizierbare Menge ist.

Es seien K ∈ K ein volldimensionaler konvexer Körper und x ∈ bd K. Eine Orthonormalbasis von
Nord−1(bdK, x) kann man in diesem Fall folgendermaßen bestimmen: Für Hd−1-fast alle x ∈ bd K
ist die äußere Normale σK(x) an K in x eindeutig bestimmt. Nach Definition der äußeren Normalen
gilt dann

〈y − x, σK(x)〉 ≤ 0

für alle y ∈ K. Also liegt σK(x) nach Definition in Nord−1(bdK, x). Nach Satz 29 gilt

dim Tand−1(bdK, x) = d− 1

für Hd−1-fast alle x ∈ bd K. Da Tand−1(bdK, x) in diesem Fall ein linearer Unterraum ist, ergibt
sich insgesamt für Hd−1-fast alle x ∈ bd K

dim Nord−1(bdK, x) = 1.

Damit ist σK(x) für Hd−1-fast alle x ∈ bd K eine Orthonormalbasis von Nord−1(bdK, x). Aus Satz
31 erhält man damit:
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Satz 36 Es seien k ∈ {1, . . . , d−1}, K0, . . . ,Kk ∈ K volldimensionale konvexe Körper, B ∈ B(Rd)
und die Abbildung fi : Rd → [0,∞) für i = 1, . . . , k messbar. Dann gilt∫

Rd

. . .
∫

Rd

Hd−(k+1)(B ∩ bd K0 ∩ bd K1 + x1 ∩ · · · ∩ bd Kk + xk)f1(x1) · · · fk(xk)×

λd(dx1) . . . λd(dxk)

=
∫

bd K0

. . .
∫

bd Kk

1B(t0)f1(t0 − t1) · · · fk(t0 − tk)|det(σK0(t0), . . . , σKk
(tk))|×

Hd−1(dtk) . . .Hd−1(dt0).





Kapitel 3

Konvexe Körper in der Stochastischen
Geometrie

Die Untersuchung, deren Ergebnisse in dieser Arbeit vorgestellt werden, begann mit dem Versuch,
verschiedene Resultate von Schneider für translationsreguläre Ebenenprozesse auf instationäre Par-
tikelprozesse zu übertragen. In diesem Kapitel soll deshalb zum einen die entsprechende Veröffent-
lichung von Schneider kurz zusammengefasst werden; zum anderen wird ein kurzer Überblick über
schon bekannte Ergebnisse für stationäre Prozesse konvexer Partikel und ihrer Booleschen Modelle
gegeben, die im Folgenden auf inhomogene Partikelprozesse ausgedehnt werden sollen.

Es sei daran erinnert, dass Θ als lokalendlich und vom Nullmaß verschieden vorausgesetzt ist.

3.1 Stationäre Partikelprozesse

Es hat sich in der Stochastischen Geometrie als sehr fruchtbar herausgestellt, stationären Parti-
kelprozessen verschiedene konvexer Körper zuzuordnen. Die Analyse ihrer geometrischen Eigen-
schaften lässt nämlich Rückschlüsse auf den zu Grunde liegenden Prozess zu. Die zwei wichtigsten
Vertreter dieser sogenannten assoziierten Körper wollen wir im Folgenden vorstellen, wobei sich die
nun aufgeführten und noch viele weitere Ergebnisse in Abschnitt 4.5 von [34] finden. Sie gehen im
wesentlichen auf Arbeiten von Wieacker ([45], [46] und [47]) zurück.

Es sei X ein stationärer Prozess konvexer Körper. Sein Intensitätsmaß hat dann die folgende Dar-
stellung:

Θ(A) = γ

∫
K0

∫
Rd

1A(x + K) λd(dx) P0(dK), A ∈ B(K′).

Üblicherweise heißt γ ∈ (0,∞) die Intensität von X und P0 Formverteilung. Sowohl γ als auch P0

sind durch Θ eindeutig bestimmt (siehe Satz 4.2.2 in [34]).

Unter einigen kleinen Zusatzforderungen an X, die technischer Natur sind und hier nicht erwähnt
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werden sollen, erfüllt das durch

Sd−1(X, A) := γ

∫
K0

Sd−1(K, A) P0(dK), A ∈ B(Sd−1),

definierte Borelmaß auf Sd−1 die Voraussetzungen des Existenzsatzes von Minkowski. Es existiert
also ein eindeutig bestimmter konvexer Körper B(X) ∈ K0 mit Oberflächenmaß Sd−1(X, ·). Er
wird in der Regel als Blaschke-Körper von X bezeichnet. Eine Herleitung dieser Aussagen findet
sich auf den Seiten 156 bis 158 in [34].

Eine kurze Rechnung (siehe Seite 156 in [34]) zeigt, dass außerdem für eine beliebige Borelmenge
B ∈ B(Rd) mit λd(B) = 1 folgende Gleichung erfüllt ist:

Sd−1(X, A) = E
∑
K∈X

Hd−1(B ∩ σ−1
K (A)), A ∈ B(Sd−1).

Man kann also (nach Normierung) das Oberflächenmaß von B(X) als Verteilung des Normalenvek-
tors in einem typischen Randpunkt von X interpretieren. Deswegen wird Sd−1(X, ·) auch oft als
mittleres Normalenmaß von X bezeichnet.

Bemerkung: Für Anwendungen ist es manchmal wichtig, das mittlere Normalenmaß Sd−1(X, ·) mit
Hilfe einzelner Realisierungen eines Prozesses zu schätzen. Der Artikel von Schneider über mittlere
Normalenmaße stationärer Prozesse ([30]) beschäftigt sich zum Beispiel mit der Frage, wie sich
dieses Maß durch Schnitte mit Unterräumen bestimmen lässt.

Den Projektionenkörper Π(X) := ΠB(X) des Blaschke-Körpers nennt man oft assoziiertes Zonoid
von X. Seine Stützfunktion ist durch

h(Π(X), u) =
1
2

∫
Sd−1

|〈u, v〉|Sd−1(B(X), dv), u ∈ Sd−1,

gegeben. Es ist
E

∑
K∈X

H0([0, u] ∩ bd K) = 2 · h(Π(X), u), u ∈ Sd−1.

Der Wert der Stützfunktion von Π(X) an der Stelle u ∈ Sd−1 entspricht also der mittleren Anzahl
von Punkten, in denen die Strecke mit Endpunkten 0 und u die Ränder der Partikel von X trifft.
Dies ist nichts anderes als die Intensität des stationären Punktprozesses, der durch den Schnitt der
Randflächen von X mit der Gerade [u] entsteht. Auf den Seiten 158 und 159 in [34] kann man einen
Beweis dieser Aussagen nachlesen.

Für den Rest des Abschnitts sei X als Poissonprozess vorausgesetzt.

Auch der Polarkörper Π(X)◦ des assoziierten Zonoids,

Π(X)◦ := {y ∈ Rd | 〈y, x〉 ≤ 1 für alle x ∈ Π(X)},

lässt sich mit der Geometrie von X in Zusammenhang bringen. Es bezeichne Z das von X erzeugte
Boolesche Modell. Wir definieren für jede Realisierung von Z die Menge

S0(Z) := {x ∈ Rd | [0, x] ∩ Z = ∅}
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als den von 0 aus sichtbaren Bereich außerhalb von Z und den bedingten Erwartungswert

V s(Z) := E(λd(S0(Z)) | 0 6∈ Z)

als das mittlere sichtbare Volumen von Z. Wir setzen hierbei voraus, dass P(0 6∈ Z) > 0 ist. Dann
gilt

V s(Z) = d!Vd(Π(X)◦),

das mittlere sichtbare Volumen ist also proportional zum Volumen des Polarkörpers von Π(X).

Unter der Schnittpunktdichte γd von X versteht man die mittlere Anzahl von Punkten in einer
Borelmenge B ∈ B(Rd) mit λd(B) = 1, die sich als Schnittpunkte der Ränder von je d verschiedenen
Körpern von X ergeben. Man kann nun nachrechnen, dass sich das Volumen von Π(X) wegen

Vd(Π(X)) =
1
d!

E
∑

(K1,...,Kd)∈Xd
6=

H0(B ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kd),

als Schnittpunktdichte γd von X interpretieren lässt. Aus der Ungleichung von Blaschke-Santaló
und ihrer Inversen (siehe Satz 10 beziehungsweise Satz 12) ergibt sich dann die Ungleichungskette

4d ≤ γd V s(Z) ≤ d!κ2
d.

Einen Beweis dieser Zusammenhänge findet man in [34] auf den Seiten 160 bis 165.

3.2 Translationsreguläre Ebenenprozesse

Die zuvor zusammengestellten Ergebnisse stellten jedoch nicht die erste Anwendung von Ergeb-
nissen der Konvexgeometrie auf räumliche Prozesse dar. Schon in [21] werden die geometrischen
Eigenschaften eines stationären Hyperebenenprozessen mittels eines assoziierten Zonoids (bei Ma-
theron noch ”Steinerkompaktum“) analysiert.

Bei den Resultaten, die in diesem Abschnitt zusammengestellt werden sollen, konzentrieren wir
uns aber auf eine Arbeit von Schneider über instationäre Poissonsche Hyperebenenprozesse und
die von ihnen induzierten Mosaike ([31]). Die wichtigsten Ergebnisse aus dem zweiten und dritten
Abschnitt dieser Untersuchung sollen im Folgenden wiederholt werden. Dabei geht es zum einen
um die Charakterisierung von Stationarität und Isotropie der Prozesse durch Invarianzeigenschaf-
ten von assoziierten Maßen und zum anderen um den Zusammenhang von Schnittdichten eines
Poissonschen Hyperebenenprozesses zu geometrischen Funktionalen von assoziierten Zonoiden.

Ein k-Ebenenprozess X heißt translationsregulär, falls sein Intensitätsmaß absolutstetig bezüglich
eines translationsinvarianten, lokalendlichen Maßes µ auf Ed

k ist. Es gilt also

Θ(A) =
∫
Ed

k

1A(E) η(E) µ(dE), A ∈ B(Ed
k ),



54 3 Konvexe Körper in der Stochastischen Geometrie

für eine nichtnegative, messbare und µ-integrierbare Funktion η auf Ed
k . Wendet man Satz 27 auf

µ an, so ergibt sich, dass sich das Intensitätsmaß Θ von X in der Form

Θ(A) =
∫
Ld

k

∫
L⊥

1A(L + x) η(L + x) λL⊥(dx) Φ(dL), A ∈ B(Ed
k ),

schreiben lässt, wobei Φ ein endliches Maß auf Ld
k bezeichnet. Falls η eine stetige Version besitzt,

heißt X translationsregulär mit stetiger Dichte.

Bemerkung: Die nun folgenden Ergebnisse (bis einschließlich Satz 37) und ihre Beweise finden sich
alle auf den Seiten 141 bis 143 in [31].

Für eine feste Menge A ∈ B(Ed
k ) betrachten wir nun das folgende Maß auf B(Rd):

B 7→ E
∑

E∈Ed
k

X({E}) 1A(E0) λE(B).

Dabei bezeichnet E0 den Richtungsraum einer affinen k-Ebene E.

Man kann nachrechnen (siehe Seite 141f in [31]), dass dieses Maß für jedes A ∈ B(Ed
k ) eine Dichte

bezüglich des Lebesgue-Maßes besitzt und eine Version dieser Dichte für A = Ld
k durch

γ(z) :=
∫
Ld

k

η(L + z) Φ(dL), z ∈ Rd,

gegeben ist. Die Funktion γ nennt man auch Intensitätsfunktion des Prozesses X. Anschaulich kann
man γ dabei folgendermaßen interpretieren: Je größer der Wert von γ in einem Bereich B ⊆ Rd ist,
desto mehr Ebenen von X gehen im Mittel durch B.

Desweiteren ordnen wir jedem Punkt z ∈ Rd ein Maß ϕ(z, ·) auf Ld
k zu, welches wir wie folgt

definieren:
ϕ(z,A) :=

∫
A

η(L + z) Φ(dL), A ∈ B(Ld
k).

Man nennt ϕ(z, ·) auch Richtungsmaß von X an der Stelle z, und für alle Punkte z ∈ Rd mit der
Eigenschaft 0 < ϕ(z,Ld

k) < ∞ kann man die Richtungsverteilung von X in z als

P0(z, ·) :=
1

ϕ(z,Ld
k)

ϕ(z, ·)

definieren. Für λd-fast alle z ∈ Rd ist ϕ(z, ·) eindeutig bestimmt, und hängt nicht von µ und η ab.
Weiterhin gilt, dass

E
∑

E∈Ed
k

X({E}) 1A(E0) λE(B) =
∫
B

ϕ(z,A) λd(dz)

für alle A ∈ B(Ed
k ) und B ∈ B(Rd) gilt. Ist X schwach stationär, so hängt ϕ(z, ·) nicht von z ab;

falls X außerdem schwach isotrop sein sollte, so ist ϕ(z, ·) = ϕ rotationsinvariant. Nach Theorem 1
aus [31] gilt aber auch folgende Umkehrung:
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Satz 37 Es seien k ∈ {1, . . . , d− 1} und X ein translationsregulärer k-Ebenenprozess mit stetiger
Dichte. Dann gilt: Ist ϕ(z, ·) rotationsinvariant für alle z ∈ Rd, so ist X schwach stationär und
schwach isotrop.

Beweisidee: Aus der Stetigkeit von η folgt die Stetigkeit von γ. Desweiteren ist das rotationsinvari-
ante Maß νk auf Ld

k abgesehen von Multiplikation mit einer Konstanten eindeutig bestimmt. Also
gilt ϕ(z, ·) = γ(z) νk(·) für alle z ∈ Rd. Daraus ergibt sich

ϕ(z, ·)
γ(z)

=
ϕ(y, ·)
γ(y)

für alle y, z ∈ Rd mit γ(z) > 0 und γ(y) > 0. Seien nun y, z ∈ Rd fest mit dieser Eigenschaft. Aus
der Definition von ϕ(z, ·), der Stetigkeit von η und supp νk = Ld

k folgt

η(L + z)
γ(z)

=
η(L + y))

γ(y)

für alle L ∈ Ld
k. Für jedes n ∈ N finden sich nun ein L ∈ Ld

k mit η(L+z) > 0 und ein yn ∈ (y+ 1
nBd)

mit L + z = L + yn. Daraus folgt γ(z) = γ(yn), und mit der Stetigkeit von γ ergibt sich γ(z) =
γ(y). Nun erhält man sofort, dass γ konstant auf ganz Rd ist. Die Behauptung erhält man durch
Einsetzen dieses Ergebnisses in die beiden abgesetzten Gleichungen und aus der Definition von Θ.
Der vollständige Beweis findet sich auf Seite 142 und 143 in [31]. �

Um zu zeigen, dass γ konstant ist, nutzt man die geometrische Struktur der linearen Unterräume
entscheidend aus. Deshalb lässt sich dieser Beweis auch nicht auf Prozesse konvexer Körper über-
tragen, für die wir im nächsten Kapitel ein analoges Resultat zeigen wollen.

Bemerkung: Alle Resultate, die in diesem Abschnitts noch erwähnt werden, finden sich einschließ-
lich ihrer Beweise auf den Seiten 145 bis 148 in [31].

Neben der Charakterisierung von Stationarität und Isotropie translationsregulärer k-Ebenenprozesse
durch assozierte Maße werden in [31] auch Poissonsche Hyperebenenprozesse und die von ihnen in-
duzierten Schnittprozesse untersucht.

Es sei X ein translationsregulärer Poissonscher Hyperebenenprozess mit Intensitätsmaß

Θ(A) =
∫
Ld

k

∫
L⊥

1A(L + x) η(L + x) λL⊥(dx) Φ(dL), A ∈ B(Ed
k ),

wobei η : Ed
d−1 → [0,∞) eine lokalintegrierbare Dichte und Φ ein endliches Maß auf Ld

k sein sollen.

Für k ∈ {1, . . . d} bezeichne Xk den Schnittprozess von X der Ordnung k. Er ist gegeben durch

Xk(E) :=
1
k!

∑
(H1,...,Hk)∈Xk

6=

fE(H1, . . . ,Hk),

wobei E ∈ B(Ed
d−k) sei und fE(H1, . . . ,Hk) := 1 für H1 ∩ · · · ∩Hk ∈ E gesetzt wird. Andernfalls ist

fE = 0.
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Bemerkung: Eine ausführliche Analyse des stationären Falls findet sich auf Seite 118ff in [34].

Xk ist ein einfacher (d − k)-Ebenenprozess. Man erhält ihn, indem man in jeder Realisierung von
X den Schnitt von je k Hyperebenen bildet, deren äußere Normalen linear unabhängig sind. Da
X ein Poissonprozess ist, gilt Λ(m) = Θm, und auf Seite 119 in [34] kann man nachlesen, dass das
Intensitätsmaß Θk von Xk durch

Θk(A) =
1
k!

∫
Ed

d−1

. . .

∫
Ed

d−1

fA(H1 ∩ · · · ∩Hk) Θ(dH1) . . .Θ(dHk), A ∈ B(Ed
d−k),

gegeben ist. Xk ist ebenfalls translationsregulär und seine Intensitätsfunktion γk ergibt sich nach
einigem Rechnen (siehe Seite 146f in [31]) für z ∈ Rd als

γk(z) =
1
k!

∫
Sd−1

. . .

∫
Sd−1

[u⊥1 , . . . , u⊥k ] ϕ̃z(du1) . . . ϕ̃z(duk).

Bei ϕ̃(z) handelt es sich um ein gerades Borelmaß auf Sd−1, welches eng mit Φ zusammenhängt.
Dabei geht ein, dass Φ durch

Φ̃(A) :=
1
2
Φ({H ∈ Ld

d−1 | H = u⊥ mit u ∈ A}), A ∈ B(Sd−1),

ein Borelmaß auf Sd−1 induziert. Die genaue Definition von ϕ̃(z) findet sich auf Seite 146 in [31].
Die Funktion

hz(x) :=
1
2

∫
Sd−1

|〈x, v〉|ϕ̃z(dv), x ∈ Rd,

ist für jedes z ∈ Rd Stützfunktion eines Zonoids Π(X, z), das wir lokales assoziiertes Zonoid von X
in z nennen. Für k = 1, . . . , d gilt nach der Formel für die inneren Volumina von Zonoiden

Vk(Π(X, z)) =
1
k!

∫
Sd−1

. . .

∫
Sd−1

[u⊥1 , . . . , u⊥k ] ϕ̃z(du1) . . . ϕ̃z(duk),

woraus sofort
γk(z) = Vk(Π(X, z))

folgt. Zusammen mit Satz 37 ergibt sich daraus:

Satz 38 Sei X ein translationsregulärer Poisson-Hyperebenenprozess in Rd. Sei k ∈ {2, . . . , d} und
Xk der Schnittprozess der Ordnung k. Desweiteren bezeichne γk seine Intensitätsfunktion. Dann
gilt

γk(z) ≤
(
d
k

)
κk

d−1

dk κd−k κk−1
d

γ(z)k (∗)

für fast alle z ∈ Rd.

Besitzt X eine stetige Dichte und gilt in (∗) Gleichheit für fast alle z ∈ Rd, so ist X stationär und
isotrop.

Beweis: Die Aussage entspricht Satz 2 in [31]. �
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3.3 Ausblick

Die in den letzten beiden Abschnitten zusammengefaßten Resultate sollen in den nächsten Kapiteln
verallgemeinert werden.

Zunächst werden wir für einen nicht-stationären Prozess konvexer Partikel X eine Klasse von Ma-
ßen definieren – sie werden im nächsten Kapitel als lokale mittlere Normalenmaße bezeichnet –,
deren Rotationsinvarianz ebenfalls gleichbedeutend mit der schwachen Stationarität und schwa-
chen Isotropie des zu Grunde liegenden Prozesses ist. Dieses Resultat stellt eine Übertragung des
entsprechenden Ergebnisses von Schneider für translationsreguläre k-Ebenenprozesse dar.

Danach betrachten wir den durch die Ränder von X induzierten Hyperflächenprozess, und benutzen
diesen, um für X zwei Arten von Schnittdichten zu definieren. Wie bei Schneider lassen sich diese
Dichten jeweils als Funktionale von zu X assoziierten Körpern interpretieren, und wir können diesen
Zusammenhang nutzen, um ebenfalls Ungleichungen für die Schnittdichten herzuleiten.

Die auftretenden Körper fallen bei Stationarität von X mit dem im ersten Abschnitt erwähnten
Blaschke-Körper beziehungsweise assoziierten Zonoid zusammen. Deshalb werden wir auch im in-
stationären Fall versuchen, Zusammenhänge zwischen diesen Klassen von konvexen Körpern und
geometrischen Eigenschaften von X zu finden.

Im siebten Kapitel werden wir dann zum Abschluss die in dieser Arbeit für instationäre Parti-
kelprozesse hergeleiteten Ergebnisse mit den Resultaten von Schneider zusammenzuführen, indem
wir Verallgemeinerungen der jeweiligen Sätze für Zylinder zeigen. Zu diesem Zweck benötigen wir
translative Integralformeln für Zylinder, die wir im vorletzten Kapitel herleiten werden. Darüber
hinaus werden wir letztere dazu benutzen, Quermaßdichten für Zylinderprozesse und die von ihnen
induzierten Booleschen Modelle zu berechnen.





Kapitel 4

Verallgemeinerte lokale mittlere
Normalenmaße

Als erstes werden wir die verallgemeinerten mittleren Normalenmaße einführen und ihre geometri-
sche Bedeutung veranschaulichen. Danach sollen mit ihrer Hilfe Invarianzeigenschaften von Prozes-
sen konvexer Partikel charakterisiert werden.

Es sei daran erinnert, dass Θ als lokalendlich und vom Nullmaß verschieden vorausgesetzt ist.

4.1 Definitionen und Bezeichnungen

Wir nennen einen Partikelprozess X translationsregulär, wenn sein Intensitätsmaß Θ von der Form

Θ(A) =
∫
K0

∫
Rd

1A(x + K)f(K, x) λd(dx) P0(dK), A ∈ B(K′),

ist. Dabei seien f : K×Rd → [0,∞) eine messbare Abbildung mit der Eigenschaft, dass f(K, ·) für
festes K ∈ K lokalintegrierbar ist, und P0 ein Wahrscheinlichkeitmaß auf K0. Die Abbildung f und
das Maß P0 sind nicht eindeutig durch Θ festgelegt.

X heißt translationsregulär mit stetiger Dichte, falls f(K, x) = f(x) für alle K ∈ K und x ∈ Rd

mit einer stetigen Funktion f : Rd → [0,∞) gilt. Da Θ 6≡ 0 vorausgesetzt ist, sind in diesem Fall
sowohl f als auch P0 eindeutig durch Θ bestimmt.

Einen translationsregulären Poissonprozess X mit stetiger Dichte kann man sich wie folgt vorstellen:
Zunächst werden im Rd Punkte gemäß eines instationären Poissonschen Punktprozesses Φ mit
Dichte f verteilt. Für jeden Punkt x ∈ Φ wird danach unabhängig von Φ und den anderen Punkten
ein zufälliger konvexer Körper Kx mit Verteilung P0 bestimmt. Der Partikelprozess

∑
x∈Φ δx+Kx

hat dann dieselbe Verteilung wie X.

Insbesondere sind schwach stationäre Partikelprozesse, also Prozesse mit f ≡ γ für ein festes
γ ∈ (0,∞), translationsregulär mit stetiger Dichte.
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Falls P0 auf volldimensionalen konvexen Körpern konzentriert ist, also

P0({K ∈ K | K besitzt innere Punkte}) = 1

gilt, so nennen wir X auf volldimensionalen Körpern konzentriert.

Es sei X ein translationsregulärer Partikelprozess. Für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Sd−1) und A ∈ B(K0)
definieren wir

µz(A,A) :=
∫
K0

1A(K)
∫
Rd

f(K, z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK).

Die folgende Rechnung verdeutlicht, wie wir µz interpretieren können: Es seien A ∈ B(K0), A ∈
B(Sd−1) und B ∈ B(Rd) Borelmengen, B sei außerdem beschränkt. Eine Möglichkeit, die ”Vertei-
lung“ der Normalenvektoren konvexer Körper aus der Menge A zu untersuchen, deren zugehörige
Randpunkte in B liegen, besteht im Betrachten des Erwartungswertes

E
∑
K∈X

1A(K − s(K))Hd−1(B ∩ σ−1
K (A)).

Die Messbarkeit der Abbildung
K 7→ Hd−1(B ∩ σ−1

K (A))

wird auf Seite 156f in [34] hergeleitet.

Bemerkung: Setzen wir A = K0 und A = Sd−1, so erhalten wir

E
∑
K∈X

1K0(K − s(K))Hd−1(B ∩ σ−1
K (A)) = 2 E

∑
K∈X

Φd−1(K, B).

Dieses Maß wurde bereits von Fallert in [3] beziehungsweise [4] untersucht, und später werden wir
auf einige seiner Ergebnisse zurückgreifen.

Mit Hilfe von Satz 34 überlegt man sich, dass für alle B ∈ B(Rd) und A ∈ B(Sd−1) gilt

Hd−1(B ∩ σ−1
K (A)) = Ξd−1(K, B ×A).

Es sei P0(A) > 0. Aus Proposition 4.10 in der Arbeit von Hug und Last über Stützmaße und
Kontaktverteilungen ([12]) ergibt sich dann mit Q0(·) := 1

P0(A)P0(· ∩ A) die Darstellung

E
∑

K∈X

1A(K − s(K))Hd−1(B ∩ σ−1
K (A))

=
∫

Rd

1B(z)
∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(K, z − x) Ξd−1(dx×A) P0(dK) λd(dz)

=
∫

Rd

1B(z) µz(A,A) λd(dz).

Falls P0(A) = 0 ist, gilt diese Gleichung offensichtlich auch.

Ist 0 < µz(Sd−1,A) < ∞, so könnte man das auf Gesamtmasse Eins normierte Maß

µz(Sd−1,A)−1 · µz(·,A)
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als die Verteilung der äußeren Normalenvektoren der konvexen Partikel des Prozesses X im Punkt
z interpretieren. Dabei werden jedoch nur konvexe Körper berücksichtigt, die zu A gehören.

Bemerkung: Es sei X außerdem ein Poissonprozess und Z das zugehörige Boolesche Modell. Wir
definieren p̄(z) := P(z ∈ Z), z ∈ Rd, als die Volumendichte von Z, und Ξ+

d−1 bezeichne die Fort-
setzung von Ξd−1 auf den erweiterten Konvexring (siehe Abschnitt 3 in [12]). Aus Theorem 4.11 in
[12] ergibt sich, dass das auf B(Rd) definierte Maß

E Ξ+
d−1(Z, · ×A)

für jedes A ∈ B(Sd−1) absolutstetig bezüglich λd ist, und eine Version der Dichte durch

z 7→ (1− p̄(z))µz(A,K0)

gegeben ist. Insbesondere können wir (1− p̄(z))µz(·,K0) damit als das mittlere Normalenmaß von
Z in z interpretieren.

Nun wollen wir einige wichtige Eigenschaften der µz in folgendem Satz zusammenfassen:

Satz 39 Es sei X ein translationsregulärer Partikelprozess. Für z ∈ Rd, A ∈ B(Sd−1) und A ∈
B(K0) sei

µz(A,A) =
∫
K0

1A(K)
∫
Rd

f(K, z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK).

Dann gilt: Die Mengenfunktion

B(Sd−1)× B(K0) → [0,∞), (A,A) 7→ µz(A,A)

lässt sich zu einem Maß auf B(Sd−1) ⊗ B(K0) fortsetzen. Das Maß µz ist für λd-fast alle z ∈ Rd

sowohl endlich als auch eindeutig durch das Intensitätsmaß Θ von X bestimmt.

Bemerkung: Wir nennen µz das verallgemeinerte lokale mittlere Normalenmaße des Prozesses X
an der Stelle z. Besitzt X eine stetige Dichte, so sind f und P0 eindeutig durch Θ bestimmt, und
damit auch µz für jedes z ∈ Rd.

Beweis: Die erste Aussage des Satzes ergibt sich sofort aus der Darstellung von µz als

µz(A,A) =
∫
K0

∫
Rd

1A×A(σK(x),K)f(K, z − x) Cd−1(K, dx) P0(dK).

Zuvor hatten wir außerdem folgende Gleichung hergeleitet:

E
∑

K∈X

1A(K − s(K))Hd−1(B ∩ σ−1
K (A)) (∗)

=
∫

Rd

1B(z)
∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(K, z − x) Ξd−1(dx×A) P0(dK) λd(dz)

=
∫

Rd

1B(z) µz(A,A) λd(dz).
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Nach Theorem 4.2 in [4] gilt

E
∑
K∈X

1K0(K − s(K))Hd−1(B ∩ σ−1
K (Sd−1)) = E

∑
K∈X

Cd−1(K, B) < ∞

für jede beschränkte Borelmenge B ∈ B(Rd). Wegen (∗) ist also µz(Sd−1,K0) < ∞ für λd-fast alle
z ∈ Rd. Nach dem Eindeutigkeitssatz für Maße (siehe zum Beispiel Satz 1.14 in [10]) ist für λd-fast
alle z ∈ Rd die Fortsetzung von µz auf B(Sd−1)× B(K0) damit eindeutig.

Da B(Sd−1)⊗B(K0) ein abzählbares, durchschnittsstabiles Erzeugendensystem besitzt, ist µz durch
(∗) für λd-fast alle z ∈ Rd eindeutig bestimmt, hängt also nicht von der konkreten Wahl von f und
P0 ab. �

Bemerkung: Wir schreiben auch µz(A×A) statt µz(A,A).

Später werden wir, ohne dies jedesmal explizit zu erwähnen, ausnutzen, dass das auf B(Rd)⊗B(K0)
definierte Maß

A 7→
∫
K0

∫
Rd

1A(x,K) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)

σ-endlich ist. Dies ist wegen folgender Überlegung richtig: Sei K(n)
0 := {K ∈ K0 | K ⊆ nBd}. Dann

gilt für die Mengen An := Rd ×K(n)
0 nämlich∫

K0

∫
Rd

1An(x,K) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK) = 2
∫
K0

1K(n)
0

(K) Vd−1(K) P0(dK)

≤ 2 Vd−1(nBd)

< ∞,

und An → Rd ×K0 für n →∞.

4.2 Charakterisierung der schwachen Isotropie und schwachen Sta-
tionarität

Es sei X ein translationsregulärer Prozess mit stetiger Dichte, der auf volldimensionalen Körpern
konzentriert ist. Das wichtigste Ergebnis dieses Abschnitts zeigt, dass X genau dann schwach
stationär und schwach isotrop ist, wenn die verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmaße µz

für alle z ∈ Rd rotationsinvariant sind. Es stellt eine Übertragung des entsprechenden Resultats
von Schneider für k-Ebenenprozesse (Theorem 1 in [31]) auf Prozesse konvexer Partikel dar.

Zunächst wollen wir aber die Rotationsinvarianz der Formverteilung P0 beziehungsweise die schwa-
che Stationarität von X durch Invarianzeigenschaften der µz charakterisieren. Die dabei auftre-
tetenden Bedingungen an die mittleren Normalenmaße sind allerdings wenig anschaulich. Jedoch
tauchen in beiden Beweisen jeweils Ideen auf, die bei der Herleitung des Hauptresultats wieder
aufgegriffen werden.
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Da wir sie in diesem Abschnitt an verschiedenen Stellen benötigen werden, wollen wir noch folgende
Abbildung einführen: Für eine Rotation ϑ ∈ SOd wollen wir die Abbildung

K 7→ ϑK

von K nach K ebenfalls mit ϑ bezeichnen.

Satz 40 Es sei X ein translationsregulärer Partikelprozess mit stetiger Dichte. Desweiteren sei
P0({K ∈ K0 | dim K ∈ {d− 1, d}}) = 1. Dann gilt: P0 ist genau dann rotationsinvariant, wenn für
alle z ∈ Rd, A ∈ B(K0) und ϑ ∈ SOd gilt

µz(Sd−1,A) =
∫
K0

1A(K)
∫
Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1) (ϑ ◦ P0)(dK). (1)

Bemerkung: Gleichung (1) besagt, dass sich die Projektionen µz(Sd−1, ·) der verallgemeinerten lo-
kalen mittleren Normalenmaße von X nicht ändern, wenn wir seine Formverteilung durch ϑ ◦ P0

ersetzen.

Beweis: Da im Fall d = 1 die Gruppe SOd aus einem Element, der Identität, besteht, gilt die
Behauptung offensichtlich. Sei also d ≥ 2.

Sei zunächt P0 rotationsinvariant. Dann gilt für alle z ∈ Rd und ϑ ∈ SOd

µz(Sd−1,A) =
∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)

=
∫
K0

1A(ϑK)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(ϑK, dx× Sd−1) P0(dK)

=
∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1) (ϑ ◦ P0)(dK).

Der Beweis der ”Gegenrichtung“ erfolgt in zwei Schritten. Zuerst zeigen wir, dass das Maß P0

absolutstetig bezüglich jedem der Maße ϑ ◦ P0, ϑ ∈ SOd, ist. Danach rechnen wir nach, dass die
entsprechenden Dichten P0-fast sicher den Wert eins haben.

Sei also nun (1) erfüllt. Für alle z ∈ Rd, A ∈ B(K0) und ϑ ∈ SOd gilt

µz(Sd−1,A) =
∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)

(1)
=

∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1) (ϑ ◦ P0)(dK)

Rotationskovarianz vonΞd−1=
∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − ϑx) Ξd−1(ϑ−1K, dx× Sd−1) (ϑ ◦ P0)(dK)

=
∫
K0

1ϑ−1A(K)
∫

Rd

f(z − ϑx) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK).
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Nach Voraussetzung ist T := {z ∈ Rd | f(z) > 0} nichtleer. Damit existiert ein r > 0 mit der
Eigenschaft, dass T ∩ rBd 6= ∅ ist. Wir setzen nun r(n) := r + n und betrachten ein beliebiges
x ∈ nBd. Dann gilt für alle t ∈ (T ∩ rBd): t + x ∈ r(n)Bd. Daraus folgt∫

r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) ≥
∫

x+(T∩rBd)

f(z − x) λd(dz) =
∫

T∩rBd

f(z) λd(dz) > 0.

Wir haben also gezeigt: Für alle n ∈ N existiert ein r(n) ∈ [0,∞) mit der Eigenschaft∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) > 0 (!)

für alle K ∈ K(n)
0 := {K ∈ K0 | dim K ∈ {d − 1, d},K ⊆ nBd}. Auf dieses Resultat werden wir

auch in anderen Beweisen zurückgreifen.

Da f 6≡ 0 und stetig sein soll, gilt für alle ϑ ∈ SOd und alle A ∈ B(K0)

P0(A) = 0 ⇐⇒ P0(ϑA) = 0.

Begründung: Existiert ein A ∈ B(K0) mit P0(A) > 0, aber P0(ϑA) = 0, so wählen wir ein n ∈ N
mit P0(A ∩K(n)

0 ) > 0 und r(n) wie in (!). Dann gilt∫
K0

1ϑA(K)
∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK) = 0,

weil P0(ϑA) = 0 ist, aber∫
K0

1A(K)
∫
Rd

∫
r(n)·Bd

f(z − ϑx) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK) > 0.

Wegen (1) müsste jedoch Gleichheit gelten. Die Umkehrung ergibt sich analog.

Also besitzt P0 für alle ϑ ∈ SOd eine Dichte bezüglich ϑ ◦ P0; das heisst, es existiert für jedes
ϑ ∈ SOd eine nichtnegative, messbare Funktion ηϑ : K0 → R mit∫

K0

g(K) P0(dK) =
∫
K0

g(K) ηϑ(K) (ϑ ◦ P0)(dK)

=
∫
K0

g(ϑK) ηϑ(ϑK) P0(dK)

für alle messbaren Abbildungen g : K → [0,∞).

Es sei nun ϑ ∈ SOd fest. Aus∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)

=
∫
K0

1ϑ−1A(K)
∫

Rd

f(z − ϑx) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)
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für alle z ∈ Rd und A ∈ B(K0) ergibt sich für alle A ∈ B(K0)∫
K0

1ϑ−1A(K)
∫

Rd

∫
r(n)Bd

f(z − ϑx) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)

(1)
=

∫
K0

1A(K)
∫

Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)

=
∫
K0

1A(ϑK)
∫

Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) Ξd−1(ϑK, dx× Sd−1) ηϑ(ϑK) P0(dK)

=
∫
K0

1ϑ−1A(K)
∫

Rd

∫
r(n)Bd

f(z − ϑx) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) ηϑ(ϑK) P0(dK).

Damit gilt für P0-fast alle K ∈ K(n)
0∫

Rd

∫
r(n)Bd

f(z − ϑx)λd(dz)Ξd−1(K, dx× Sd−1)

︸ ︷︷ ︸
>0

=
∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z−ϑx)λd(dz)Ξd−1(K, dx×Sd−1)ηϑ(ϑK),

also ηϑ(ϑK) = 1. Da dies für alle n ∈ N gilt, folgt ηϑ(ϑK) = 1 für P0-fast alle K ∈ K0. Daraus
ergibt sich für alle A ∈ B(K0)

P0(A) =
∫
K0

1A(K)P0(dK)

=
∫
K0

1A(ϑK) ηϑ(ϑK) P0(dK)

=
∫
K0

1ϑ−1A(K) P0(dK)

= P0(ϑ−1A).

Da ϑ ∈ SOd beliebig war, ist P0 rotationsinvariant, und wir haben den Satz bewiesen. �

Aus dem Beweis des letzten Satzes erhält man sofort das folgende Korollar:

Korollar 2 Es sei X ein translationsregulärer Partikelprozess mit stetiger Dichte. Desweiteren sei
P0({K ∈ K0 | dim K ∈ {d − 1, d}}) = 1 sowie f(z) > 0 für alle z ∈ Rd. Dann gilt: P0 ist genau
dann rotationsinvariant, wenn ein z0 ∈ Rd existiert, sodass für alle A ∈ B(K0) und ϑ ∈ SOd gilt

µz0(S
d−1,A) =

∫
K0

1A(K)
∫
Rd

f(z0 − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1) (ϑ ◦ P0)(dK).

Beweis: Wie im Beweis des letzten Satzes zeigt man, dass∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z0 − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)

=
∫
K0

1ϑ−1A(K)
∫

Rd

f(z0 − ϑx) Ξd−1(K, dx× Sd−1) P0(dK)
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für alle ϑ ∈ SOd und A ∈ B(K0) gilt und dass P0 für jedes ϑ ∈ SOd absolutstetig bezüglich ϑ ◦ P0

ist. Daraus ergibt sich ebenfalls wie im Beweis von Satz 40 die Gleichung∫
Rd

f(z0 − ϑx) Ξd−1(K, dx× Sd−1) =
∫
Rd

f(z0 − ϑx) Ξd−1(K, dx× Sd−1) ηϑ(ϑK)

für festes ϑ ∈ SOd und P0-fast alle K. Aus den Vorausetzungen resultiert∫
Rd

f(z0 − ϑx) Ξd−1(K, dx× Sd−1) > 0,

und wir erhalten ηϑ(ϑK) = 1 für P0-fast alle K ∈ K0. Die eigentliche Behauptung zeigt man nun
ebenfalls wie zuvor. �

Ganz ähnlich lässt sich auch die Stationarität von X charakterisieren.

Satz 41 Es seien d ≥ 2 und X ein translationsregulärer Partikelprozess mit stetiger Dichte. Weiter
existiere ein konvexer Körper K ∈ supp P0, der strikt konvex ist. Dann gilt: X ist genau dann
schwach stationär, wenn für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Sd−1), A ∈ B(K0) und ϑ ∈ SOd gilt∫

K0

1A(K)
∫
Rd

f(z − ϑx) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK) = µz(A,A). (2)

Bemerkungen:

a) Gleichung (2) besagt, dass sich das verallgemeinerte lokale mittlere Normalenmaß an der
Stelle z nicht ändert, wenn wir f um z ”in Richtung“ ϑ drehen.

b) Ist d = 1, so besteht SO1 nur aus der Identität, Gleichung (2) würde also von jedem Par-
tikelprozess erfüllt. Man könnte jedoch hoffen, die schwache Stationarität zum Beispiel zu
charakterisieren, indem man für alle z ∈ R, A ∈ B(S0) und A ∈ B(K0) fordert, dass∫

K0

1A(K)
∫
Rd

f(z + x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK) = µz(A,−A)

ist. Leider erfüllt jeder Prozess X, dessen Formverteilung P0 auf einer Strecke [−a, a], a ∈
(0,∞), konzentriert und dessen Dichte f von Periode 2a ist, diese Gleichung. Sie ist nämlich
gleichbedeutend mit

1A(−1) f(z + a) + 1A(1) f(z − a) = 1A(1) f(z + a) + 1A(−1) f(z − a)

und wegen der Voraussetzung an f für alle A ∈ B(S0) erfüllt.

Beweis: Ist der Prozess X schwach stationär, also sein Intensitätmaß von der Form

Θ(A) = γ

∫
K0

∫
Rd

1A(x + K) λd(dx) P0(dK), A ∈ B(Kd),
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mit eindeutig bestimmten γ > 0 und P0, so gilt

µz(A,A) = γ

∫
K0

1A(K) Sd−1(K, A) P0(dK)

für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Sd−1) und A ∈ B(K0). X erfüllt also Gleichung (2) für alle z ∈ Rd.

Es gelte (2). Wir müssen zeigen, dass f eine konstante Funktion ist. Die Beweisidee lässt sich
wie folgt zusammenfassen: Zunächst leiten wir aus (2) eine analoge Gleichung her, die allerdings
für jeden festen konvexen Körper in supp P0 gilt. Diese Gleichung können wir dann auf den nach
Voraussetzung vorhandenen strikt konvexen Körper anwenden und erhalten, dass f für ein r > 0
auf der Menge z + rSd−1 für jedes z ∈ Rd konstant ist. Daraus folgt, dass f konstant auf ganz Rd

ist.

Ausgeschrieben bedeutet (2) für alle z ∈ Rd, A ∈ B(K0), A ∈ Sd−1 und ϑ ∈ SOd∫
K0

1A(K)
∫

Rd×Sd−1

f(z − ϑx) 1A(u) Ξd−1(K, dx× du) P0(dK)

=
∫
K0

1A(K)
∫

Rd×Sd−1

f(z − x) 1A(u) Ξd−1(K, dx× du) P0(dK).

Mit den üblichen Approximationsargumenten aus der Maß- und Integrationstheorie folgt daraus
aber für alle messbaren Abbildungen g : Sd−1 → [0,∞), dass∫

K0

1A(K)
∫

Rd×Sd−1

f(z − ϑx) g(u) Ξd−1(K, dx× du) P0(dK)

=
∫
K0

1A(K)
∫

Rd×Sd−1

f(z − x) g(u) Ξd−1(K, dx× du) P0(dK)

ist. Nun sei g : Sd−1 → [0,∞) eine stetige (und damit auch beschränkte) Funktion. Da obige
Gleichung für alle A ∈ B(K0) gelten soll und die Abbildung

K 7→
∫

Rd×Sd−1

f(z − ϑx) g(u) Ξd−1(K, dx× du)

nach dem Portmanteau-Theorem (siehe zum Beispiel Satz 19.1 in [10]) stetig ist für beliebiges
ϑ ∈ SOd, gilt somit für alle K ∈ supp P0, z ∈ Rd und alle ϑ ∈ SOd∫

Rd

f(z − ϑx) g(u) Ξd−1(K, dx× du) =
∫
Rd

f(z − x) g(u) Ξd−1(K, dx× du).

Wenden wir Satz 34 auf beide Seiten der Gleichung an, so erhalten wir∫
Rd

f(z − ϑx) g(σK(x))Cd−1(K, dx) =
∫
Rd

f(z − x) g(σK(x))Cd−1(K, dx). (∗)

Ist nun K ∈ supp P0 strikt konvex, so besitzen keine zwei Punkte aus dem Rand dieselbe äußere
Normale. Für ein x ∈ reg K gilt deshalb

∀ ε > 0∃ δ > 0∀ y ∈ reg K : ‖σK(x)− σK(y)‖ < δ =⇒ ‖x− y‖ < ε. (∗∗)
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Erinnerung: Die Menge regK hat die Eigenschaft

Hd−1(bdK \ reg K) = 0.

Es seien z ∈ Rd und x0 ∈ reg K fest. Annahme: Es existiert ϑ ∈ SOd mit

f(z − ϑx0) > f(z − x0).

Da f stetig ist, gibt es ein ε > 0 mit f(z − ϑy) > f(z − y) für alle y ∈ Rd mit ‖y − x0‖ < ε. Wir
wählen nun δ > 0 wie in (∗∗) und definieren

g(u) := 1− 1
δ
‖u− σK(x0)‖

für alle u ∈ (σK(x0) + δBd) ∩ Sd−1 und g(u) := 0 sonst. g ist stetig und beschränkt.

Es sei S := (σK(x0) + δ(int Bd)) ∩ Sd−1. Dann gilt

f(z − ϑx) g(σK(x)) ≥ f(z − x) g(σK(x))

für alle x ∈ bd K und sogar

f(z − ϑx) g(σK(x)) > f(z − x) g(σK(x)) (∗ ∗ ∗)

für alle x ∈ reg K ∩ σ−1
K (S).

Da σK stetig auf reg K ist (siehe Seite 78 in [29]), existiert ein ε′ > 0 mit der Eigenschaft

σK(reg K ∩ (x0 + ε′Bd)) ⊆ S,

und Hd−1(bdK ∩ (x0 + ε′Bd)) = Hd−1(reg K ∩ (x0 + ε′Bd)) > 0. Also gilt Cd−1(K, σ−1
K (S)) =

Hd−1(bdK ∩ σ−1
K (S)) > 0. Kombiniert mit (∗ ∗ ∗) ergibt dies einen Widerspruch zu Gleichung (∗).

Somit f ist konstant auf z + ‖x0‖Sd−1. Wir erhalten daraus zunächst, dass f(z′ + 2‖x0‖u) =
f(z′) für alle u ∈ Sd−1 und z′ ∈ Rd erfüllt ist. Für z′, z′′ ∈ Rd mit ‖z′ − z′′‖ ≤ 2‖x0‖ gilt
(z′ + ‖x0‖Sd−1) ∩ (z′′ + ‖x0‖Sd−1) 6= ∅, also muss f(z′) = f(z′′) sein. Es folgt sofort, dass f
konstant auf Rd ist, und wir haben die Behauptung gezeigt. �

Aus dem letzten Satz ergibt sich folgendes Korollar für Poissonprozesse:

Korollar 3 Es seien d ≥ 2 und X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte.
Weiter existiere ein konvexer Körper K ∈ supp P0, der strikt konvex ist. Dann gilt: X ist genau
dann stationär, wenn für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Sd−1), A ∈ B(K0) und ϑ ∈ SOd gilt∫

K0

1A(K)
∫
Rd

f(z − ϑx) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK) = µz(A,A).

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 41 und der Tatsache, dass ein Poissonprozess eindeutig durch
sein Intensitätsmaß bestimmt ist. �
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Bemerkung: Es sei K ∈ K. Ein Randpunkt x ∈ bd K heißt Extremalpunkt von K, falls aus
x = αy + (1 − α)z mit α ∈ (0, 1) und y, z ∈ K immer x = y = z folgt. Der Punkt x liegt al-
so nicht im Inneren einer Strecke s ⊆ K. Die Menge aller Extremalpunkte von K bzeichnet man
auch mit ext K. Wie man sich anhand des Beweises einfach überlegt, gilt Satz 41 analog, falls ein
konvexer Körper K ∈ supp P0 mit reg K ∩ ext K 6= ∅ existiert.

Satz 42 Es seien d = 2 und X ein translationsregulärer Partikelprozess mit stetiger Dichte, der
auf volldimensionalen Körpern konzentriert ist. Dann gilt: X ist genau dann schwach stationär,
wenn für alle z ∈ R2, A ∈ B(S1), A ∈ B(K0) und ϑ ∈ SO2 gilt∫

K0

1A(K)
∫
R2

f(z − ϑx) Ξ1(K, dx×A) P0(dK) = µz(A,A).

Für Poissonprozesse ergibt sich daraus unmittelbar:

Korollar 4 Es seien d = 2 und X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte,
der auf volldimensionalen Körpern konzentriert ist. Dann gilt: X ist genau dann stationär, wenn
für alle z ∈ R2, A ∈ B(S1), A ∈ B(K0) und ϑ ∈ SO2 gilt∫

K0

1A(K)
∫
R2

f(z − ϑx) Ξ1(K, dx×A) P0(dK) = µz(A,A).

Beweis von Satz 42: Nach der letzten Bemerkung müssen wir uns nur noch um konvexe Körper
mit der folgenden Eigenschaft kümmern: Jedes x ∈ reg K liegt im relativen Inneren einer Strecke
s ⊆ bd K.

Es sei also x0 ∈ reg K und s ⊆ bd K die Strecke maximaler Länge mit x0 ∈ s. Weiter bezeichne
u0 ∈ Sd−1 die äußere Normale von K in x0. Wie man an ihrer Herleitung sieht, muss auch unter
den Voraussetzung dieses Satzes Gleichung (∗) aus dem Beweis von Satz 41 für alle ϑ ∈ SO2 und
stetigen Abbildungen g : S1 → [0,∞) gelten. Definiert man g ebenfalls wie in diesem Beweis (man
muss lediglich σK(x0) durch u0 ersetzen) und lässt δ gegen Null gehen, so ergibt sich aus (∗) und
der Wahl von s, dass ∫

s

f(z − x)H1(dx) =
∫
s

f(z − ϑx)H1(dx)

für alle ϑ ∈ SO2 und z ∈ R2 gelten muss.

Wir wissen, dass 0 ∈ intK ist. Sei r der (geometrische) Abstand von 0 zu s. Ohne Einschränkung
können wir annehmen, dass dieser Abstand in der Mitte von s realisiert wird. Wie wir gleich sehen
werden, ändert sich die folgende Argumentation andernfalls nur unwesentlich.

Nach Voraussetzung gilt für jedes z ∈ Rd∫
z+ϑ(−s)

f(x)Hd−1(dx) = c(z)

für alle ϑ ∈ SO2 und ein c(z) > 0. Damit gilt aber auch für alle z′ ∈ (z + 2rS1)∫
z′+ϑ(−s)

f(x)H1(dx) = c(z),
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da für jedes dieser z′ zwei Rotationen ϑ, ϑ′ ∈ SO2 mit

z + ϑ(−s) = z′ + ϑ′(−s)

existieren. Falls der Abstand von s zu 0 nicht in der Mitte von s realisiert wird, existiert offensicht-
lich ein r′ ∈ (0, r), sodass für alle z′ ∈ (z + 2r′S1) dieselbe Gleichung erfüllt ist.

Ist y ∈ (z + rB2), so gilt (y + 2rS1) ∩ (z + 2rS1) 6= ∅. Aus der eben durchgeführten Überlegung
folgt dann ∫

y+ϑ(−s)

f(x)H1(dx) = c(z).

Damit ergibt sich aber ∫
y+ϑ(−s)

f(x)H1(dx) = c(0).

für jedes ϑ ∈ SO2 und y ∈ Rd. Also gilt für jede Bewegungen g ∈ Gd∫
g(−s)

f(x)H1(dx) = c

für ein festes c > 0.

Es sei l die Länge von s. Aus der soeben nachgewiesenen Eigenschaft ergibt sich aber wegen

l∫
0

f(z + αu) dα = c

für alle z ∈ R2 und u ∈ S1, dass f für alle z ∈ R2 und jede Richtung u ∈ S1 die Gleichung

f(z) = f(z + lu)

erfüllt. Wie am Ende von Beweis 41 kann man nun zeigen, dass f konstant auf ganz R2 ist, und
der Satz ist bewiesen. �

Bemerkung: Der letzte Schritt im vorhergehenden Beweis ist eng verwandt mit einer klassischen
Fragestellung aus der Integralgeometrie. Im Jahre 1929 wies Dimitrie Pompeiu auf das folgende
Problem hin, dass in der Literatur inzwischen als Pompeiu-Problem (siehe [50] für eine Übersicht)
bekannt ist: Es sei D ⊆ Rd eine kompakte Menge und f : Rd → R eine stetige Funktion mit der
Eigenschaft ∫

g(D)

f(x) λd(dx) = 0

für alle g ∈ Gd. Für welche Mengen D folgt daraus, dass f identisch Null sein muss? Brown, Schrei-
ber und Taylor wiesen für d = 2 die Richtigkeit der Aussage für konvexe Mengen mit wenigstens
einer ”Ecke“ nach (siehe [1]). Es wird allgemein angenommen, dass diese Aussage auch für d ≥ 3
richtig ist. Andererseits wird zum Beispiel auf Seite 187 in [50] gezeigt, dass aus∫

g(rB2)

f(x) λd(dx) = 0
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für alle g ∈ G2 nicht f ≡ 0 folgt, falls r eine Nullstelle der Besselfunktion J1 (siehe Abschnitt 4
in [49] für eine Definition) ist. Auch diese Aussage lässt sich wieder auf Dimensionen größer gleich
drei übertragen.

Zum Abschluß soll nun eine Invarianzeigenschaft der verallgemeinerten lokalen mittleren Normal-
maße angegeben werden, die sowohl die schwache Stationarität als auch die schwache Isotropie
charakterisiert.

Satz 43 Es seien d ≥ 2 und X ein translationsregulärer Partikelprozesses mit stetiger Dichte.
Desweiteren sei P0({K ∈ K0 | dim K ∈ {d − 1, d}}) = 1, und es existiere ein konvexer Körper
K ∈ supp P0, der strikt konvex ist. Dann gilt: X ist genau dann schwach stationär und schwach
isotrop, wenn für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Sd−1), A ∈ B(K0) und ϑ ∈ SOd gilt

µz(ϑA, ϑA) = µz(A,A). (3)

Bermerkungen:

a) Es sei X ein schwach stationärer, translationsregulärer Partikelprozess mit stetiger Dichte,
der auf volldimensionalen konvexen Körpern konzentriert ist. Aus der Eindeutigkeit von f
und P0 ergibt sich, dass in diesem Fall die schwache Isotropie von X gleichbedeutend mit der
Rotationsinvarianz der Formverteilung P0 ist. Damit ergibt sich aus den Sätzen 40, 41 und
43

X erfüllt (1) und (2) ⇐⇒ X erfüllt (3).

Allerdings scheint ein direkter Beweis dieser Äquivalenz nicht möglich zu sein.

b) Falls d = 1 ist, besteht SO1 nur aus der Identität, also ist Gleichung (3) wieder trivialerweise
erfüllt. Es ist wiederum nicht offensichtlich, wie eine andere Charakterisierung der schwachen
Stationarität und schwachen Isotropie erfolgen könnte. Ein Prozess X, der auf einer Strecke
der Länge l konzentriert und dessen Dichte gerade periodisch von Länge l ist, erfüllt nämlich
für alle z ∈ R, A ∈ B(S0) und A ∈ B(K0) die Gleichung

µz(−A,−A) = µz(A,A).

Beweis: Ist X schwach stationär und schwach isotrop, so gilt f ≡ γ für ein eindeutig bestimmtes
γ > 0, und die ebenfalls eindeutig bestimmte Formverteilung P0 ist rotationsinvariant. Somit ist

µz(A,A) = γ

∫
K0

1A(K)Sd−1(K, A) P0(dK)

für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Sd−1) und A ∈ B(K0), und man rechnet leicht nach, dass (3) gilt.

Um die Umkehrung zu zeigen, werden wir folgendermaßen vorgehen: Es ist leicht einzusehen, dass
P0 wieder absolutstetig bezüglich jedes Maßes ϑ ◦ P0 ist. Dies und die Tatsache, dass ein Körper
aus dem Träger von P0 strikt konvex ist, nutzen wir aus, um zu zeigen, dass f für jedes z ∈ Rd

auf der Menge z + rSd−1 für ein von z unabhängiges r > 0 festgelegt ist, sobald wir f(z) kennen.
Daraus können wir dann wiederum folgern, dass f konstant zunächst auf z + rSd−1 und somit auf
ganz Rd ist. Daraus ergibt sich dann relativ schnell die Behauptung.
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Ausgeschrieben bedeutet (3)∫
K0

1ϑA(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× ϑA) P0(dK)

=
∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK)

Setzen wir zunächst A = Sd−1. Wie im Beweis von Satz 40 überlegt man sich, dass für alle ϑ ∈ SOd

und alle A ∈ B(K0)
P0(A) = 0 ⇐⇒ P0(ϑA) = 0

gilt, also für alle ϑ ∈ SOd eine Funktion ηϑ : K0 → K0 existiert mit∫
K0

g(K) P0(dK) =
∫
K0

g(K) ηϑ(K) (ϑ ◦ P0)(dK)

=
∫
K0

g(ϑK) ηϑ(ϑK) P0(dK)

für alle messbaren Abbildungen g : K0 → [0,∞).

Aus (3) erhält man∫
K0

1ϑA(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× ϑA) P0(dK)

(3)
=

∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK)

=
∫
K0

1A(ϑ−1K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(ϑ−1K, dx×A) ηϑ−1(ϑ−1K) P0(dK)

=
∫
K0

1ϑA(K)
∫

Rd

f(z − ϑ−1x) Ξd−1(K, dx× ϑA) ηϑ−1(ϑ−1K) P0(dK).

Damit gilt für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Sd−1), ϑ ∈ SOd und P0-fast alle K ∈ K0:∫
Rd

f(z − ϑ−1x) Ξd−1(K, dx×A) ηϑ−1(ϑ−1K) =
∫
Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A). (∗)

Definieren wir wie zuvor K(n)
0 := {K ∈ K0 | dim K ∈ {d − 1, d},K ⊆ nBd} wie zuvor, so existiert

nach (!) aus dem Beweis von Satz 40 für alle n ∈ N ein r(n) ∈ [0,∞), sodass sowohl∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z − ϑ−1x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) > 0

als auch ∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) > 0

für alle K ∈ K(n)
0 gilt.



4.2 Charakterisierung der schwachen Isotropie und schwachen Stationarität 73

Da (∗) für alle z ∈ Rd gilt, ergibt sich für alle n ∈ N und P0-fast alle K ∈ K(n)
0∫

Rd

∫
r(n)Bd

f(z − ϑ−1x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1) ηϑ−1(ϑ−1K)

=
∫

Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x)λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1),

was sich zu

ηϑ−1(ϑ−1K) =

> 0︷ ︸︸ ︷∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1)

∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z − ϑ−1x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1)

︸ ︷︷ ︸
> 0

.

umformen läßt.

Für festes z ∈ Rd und ϑ ∈ SOd sind sowohl die Abbildung

x 7→ f(z − x)

als auch
x 7→ f(z − ϑ−1x)

stetig, und für alle z ∈ r(n)Bd und x ∈ bd K mit K ∈ K(n)
0 gilt

f(z − x) ≤ max
y∈(r(n)+n)Bd

f(y) < ∞ und f(z − ϑ−1x) ≤ max
y∈(r(n)+n)Bd

f(y) < ∞.

Damit sind die Abbildungen

x 7→
∫

r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) und x 7→
∫

r(n)Bd

f(z − ϑ−1x) λd(dz)

nach Ü 4.6 in [10] für alle n ∈ N stetig. Daraus ergibt sich sofort die Stetigkeit der Abbildungen

K 7→
∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1)

und

K 7→
∫
Rd

∫
r(n)Bd

f(z − ϑ−1x) λd(dz) Ξd−1(K, dx× Sd−1)

auf K(n)
0 . Da dies für alle n ∈ N gilt, stimmt also ηϑ wegen obiger Gleichung für P0-fast alle K ∈ K0

mit einer stetigen Funktion überein; wir können also annehmen, dass eine Version von ηϑ eine
stetige Funktion auf K0 ist.
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Daraus folgt nun aber wie im Beweis von Satz 41, dass für alle z ∈ Rd, ϑ ∈ SOd, alle stetigen
g : Sd−1 → [0,∞) und alle K ∈ supp P0 gilt∫
Rd×Sd−1

f(z − ϑ−1x) g(u) Ξd−1(K, dx× du) ηϑ−1(ϑ−1K) =
∫

Rd×Sd−1

f(z − x) g(u) Ξd−1(K, dx× du).

Sei nun K ∈ supp P0 und K strikt konvex. Dann erhält man aus obiger Gleichung ebenfalls wie im
Beweis von Satz 41

f(z − ϑ−1x) ηϑ−1(ϑ−1K) = f(z − x)

für alle ϑ ∈ SOd und x ∈ reg K. Da f stetig ist und reg K dicht in bdK liegt, muss obige Gleichung
aber ebenfalls für alle x ∈ bd K gelten.

Sei nun ϑ ∈ SOd derart, dass ein u ∈ Sd−1 existiert mit ϑ−1u = u. Dann gibt es ein x ∈ bd K
mit x = αu für ein α ∈ (0,∞). Also ist ϑ−1x = x. Da f 6≡ 0 ist, finden wir ein z ∈ Rd, sodass
f(z − x) > 0 ist. Daraus ergibt sich aber

f(z − ϑ−1x) ηϑ−1(ϑ−1K) = f(z − x) ηϑ−1(ϑ−1K) = f(z − x);

also ist ηϑ−1(ϑ−1K) = 1.

Sei nun x ∈ bd K fest. Ist d ≥ 3, so gibt es für alle y ∈ ‖x‖Sd−1 ein ϑ ∈ SOd mit folgenden zwei
Eigenschaften:

i) ϑ−1y = x.

ii) Es gibt ein u ∈ Sd−1 mit ϑ−1u = u, also ist ηϑ−1(ϑ−1K) = 1.

Daraus folgt nun

f(z − y) = f(z − ϑ−1x) = f(z − ϑ−1x) ηϑ−1(ϑ−1K) = f(z − x).

Damit ist f konstant auf z + ‖x‖Sd−1. Für alle z′ ∈ Rd und alle Richtungen u ∈ S−1 ergibt sich
damit f(z′) = f(z′+‖x‖u−‖x‖u) = f(z′+2‖x‖u). Anders formuliert bedeutet dies für alle z ∈ Rd,
dass

f(z) = f(y) (+)

für alle y ∈ (z + 2‖x‖Sd−1) ist. Es seien nun z, z′ ∈ Rd mit ‖z − z′‖ ≤ ‖x‖. Dann gilt offensichtlich
(z +2‖x‖Sd−1)∩ (z′+2‖x‖Sd−1) 6= ∅, und aus (+) folgt f(z) = f(z′). Wie man sich leicht überlegt,
muss f damit konstant auf Rd sein.

Hat f diese Eigenschaft, so ergibt sich aus (∗) mit A = Sd−1 sofort ηϑ−1(ϑ−1K) = 1 für jedes
ϑ ∈ SOd und P0-fast alle K ∈ K0. Dies impliziert, wie im Beweis von Satz 40 gezeigt wurde,
die Rotationsinvarianz von P0. Damit ist X also schwach stationär und schwach isotrop, und die
Behauptung ist für d ≥ 3 bewiesen.

Sei also d = 2. Ist ein K ∈ supp P0 strikt konvex, so gilt wie schon zuvor

f(z − ϑ−1x) ηϑ−1(ϑ−1K) = f(z − x) (∗∗)

für alle ϑ ∈ SO2, z ∈ R2 und x ∈ bd K.
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Seien nun u ∈ S1 und z ∈ Rd fest. Es sei x = x(u), x′ = x′(u) ∈ bd K jeweils der Punkt aus dem
Rand von K, der auf der Halbgerade {αu | α ≥ 0} beziehungsweise {αu | α ≤ 0} liegt. Weiter
definieren wir S := {x(u)− x′(u) | u ∈ Sd−1}. Setzen wir z′ := z + (x′ − x), so gilt

z − x = z′ − x′.

Wenn wir ϑ als Drehung um 180 Grad wählen, ergibt sich aus Gleichung (∗∗), dass f(z + x) =
f(z′ + x′) ist. Damit ist f in Richtung u ∈ Sd−1 für alle z ∈ R2 periodisch mit Periodenlänge
‖(z + x)− (z′ + x′)‖ = 2‖x− x′‖.
Da u ∈ S1 beliebig war, ergibt sich sofort, dass f für alle z ∈ R2 auf der Menge z + 2S konstant
ist. Wie im Fall d ≥ 3 zeigt man, dass f konstant auf ganz R2 ist, und wie zuvor ergibt sich daraus
auch die schwache Isotropie, und wir haben den Satz bewiesen. �

Das letzte Resultat lässt sich auch etwas anders formulieren:

Korollar 5 Seien d ≥ 2 und X ein translationsregulärer Partikelprozess mit stetiger Dichte. Des-
weiteren sei P0({K ∈ K0 | dim K ∈ {d − 1, d}}) = 1, und es existiere ein konvexer Körper
K ∈ supp P0, der strikt konvex ist. Dann gilt: Sind die verallgemeinerten lokalen mittleren Norma-
lenmaße µz, z ∈ Rd, alle rotationsinvariant, so ist X schwach stationär und schwach isotrop.

Beweis: Nach Voraussetzung ist für alle z ∈ Rd und C ∈ B(Sd−1)⊗ B(K0) die Gleichung

µz(ϑC) = µz(C)

erfüllt. Sind A ∈ B(Sd−1) und A ∈ B(K0) beliebige Borelmengen, und setzen wir C = A × A, so
ergibt sich daraus natürlich

µz(ϑA, ϑA) = µz(ϑ(A×A)) = µz(A×A) = µz(A,A).

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 43 erfüllt, und es folgt die Behauptung. �

Für Poissonprozesse ergibt sich daraus:

Korollar 6 Seien d ≥ 2 und X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte. Des-
weiteren sei P0({K ∈ K0 | dim K ∈ {d − 1, d}}) = 1, und es existiere ein konvexer Körper
K ∈ supp P0, der strikt konvex ist. Weiter existiere ein konvexer Körper K ∈ supp P0, der strikt
konvex ist. Dann gilt: Sind die verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmaße µz, z ∈ Rd, alle
rotationsinvariant, so ist X stationär und isotrop.

Bemerkung: Offen ist noch die Frage, ob die Sätze 41 und 43 auch für Partikelprozesse gelten,
deren Formverteilung P0 keinen strikt konvexen Körper im Träger enthält. Dieser Fall lässt sich
mit den zuvor angewendeten Methoden auf den ersten Blick nicht behandeln. Ein Gegenbeispiel
konnte bisher aber auch nicht gefunden werden.

Beispiel: Es sei f : Rd → [0,∞) stetig, Wm := [−m,m] × · · · × [−m,m] × [− 1
m , 1

m ] ein Würfel, Q
ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf SOd und P(m)

0 das Bildmaß von Q unter der Abbildung

ϑ 7→ ϑWm.
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P(m)
0 ist dann auf der Menge Mm := {ϑWm | ϑ ∈ SOd} konzentriert.

Für m → ∞ haben wir nun Wm → [ed]⊥ in der Topologie der abgeschlossenen Konvergenz und
jedes Element aus Mm konvergiert damit bezüglich der Topologie der abgeschlossenen Konvergenz
gegen ein Element aus der Menge Ld

d−1.

Es sei nun A ∈ B(Sd−1) symmetrisch. Ist f gutartig genug (beispielsweise eine Schwartzfunktion),
so gilt für m →∞ ebenfalls∫

K0

1K0(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK) →

∫
Ld

d−1

1{[u]⊥|u∈A}(L) 2 ·
∫
L

f(z − x)Hd−1(dx) Φ(dL).

Dabei ist Φ das Bildmaß von Q unter der Abbildung ϑ 7→ ϑL0, wobei L0 ∈ Ld
d−1 ein fester

Unterraum ist.

Den letzten Ausdruck können wir als Richtungsmaß ϕ(z, ·) eines translationsregulären Hyperebe-
nenprozesses mit stetiger Dichte auffassen. Aus Bedingung (3) wird dann gerade die Forderung,
dass ϕ(z, ·) für alle z ∈ Rd rotationsinvariant ist. Und wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, ist
dieser Hyperebenenprozess nach Theorem 1 aus [31] somit schwach stationär und schwach isotrop.

Dieses Beispiel zeigt also, dass Satz 43 eine Übertragung des Ergebnisses von Schneider für k-
Ebenenprozesse auf Prozesse konvexer Partikel ist. Im letzten Kapitel dieser Arbeit werden wir
dann beide Resultate zu einem gemeinsamen Resultat für Zylinderprozesse vereinigen.

4.3 Stationäre Prozesse von Kugeln

Bei den Maßen µz(·,A), A ∈ B(K0), handelt es sich um Borelmaße auf Sd−1. Da wir uns in diesem
Kapitel für die Beziehung zwischen Invarianzen von µz und Eigenschaften des zu Grunde liegenden
Partikelprozesses interessieren, ist es nur natürlich zu fragen, für welche Prozesse die Maße µz

gerade dem sphärischen Lebesgue-Maß entsprechen. Dabei gilt:

Satz 44 Es seien d ≥ 2 und X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte. Des-
weiteren sei P0({K ∈ K0 | dim K ∈ {d−1, d}}) = 1 und K = −K für alle K ∈ supp P0 (X ist auf
zentralsymmetrischen Körpern konzentriert). Dann gilt: X ist genau dann ein stationärer Prozess
von Kugeln, wenn für alle z ∈ Rd, A ∈ B(K0), A ∈ B(Sd−1) und ϑ ∈ SOd gilt

µz(ϑA,A) = µz(A,A).

Beweis: Es seien X ein stationärer Prozess von Kugeln, z ∈ Rd, A ∈ B(K0), A ∈ B(Sd−1) und
ϑ ∈ SOd. Dann gilt

µz(A,A) = γ
∫
R

1A(rBd) Sd−1(rBd, A) P̃0(dr)

= γ
∫
R

1A(rBd) rd−1 ωd−1(A) P̃0(dr).
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Dabei bezeichnet P̃0(M) := P0({rBd | r ∈ M}), M ∈ B(R), die von P0 induzierte Verteilung auf
R. Da ωd−1(ϑA) = ωd−1(A) gilt, ist für X die Aussage des Satzes offensichtlich richtig.

Das Vorgehen bei der Rückrichtung ähnelt dem im Beweis des letzten Satzes. Zunächst überlegen
wir uns, dass obige Gleichung nur dann erfüllt sein kann, wenn das Oberflächenmaß eines jeden
Körpers in supp P0 absolutstetig bezüglich des sphärischen Lebesgue-Maßes ist. Dies erlaubt es
uns, die Voraussetzung des Satzes in einer anderen Form zu schreiben. Mittels dieser können wir
dann zeigen, dass die Funktionswerte von f auf der Menge z + Sd−1 festgelegt sind, sobald wir
einen dieser Werte kennen. Daraus folgern wir die Konstanz von f auf dem Rand eines konvexen
Körpers, den wir beliebig plazieren dürfen, und wir erhalten, dass f eine konstante Funktion sein
muss. Es ergibt sich daraus, dass jeder Körper im Träger von P0 eine Kugel ist.

Nach Voraussetzung gilt∫
K0

1A(K)
∫
Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK) =
∫
K0

1A(K)
∫
Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× ϑA) P0(dK)

für alle z ∈ Rd, A ∈ B(K0), A ∈ B(Sd−1) und ϑ ∈ SOd.

Daraus ergibt sich wie schon in den Beweisen zuvor für jede messbare Abbildung g : Sd−1 → [0,∞)∫
Rd

f(z − x) g(u) Ξd−1(K, dx× du) =
∫

Rd

f(z − x) g(ϑ−1u) Ξd−1(K, dx× du) (∗)

für alle z ∈ Rd und K ∈ supp P0.

Nun sei A ∈ B(Sd−1) abgeschlossen und ε > 0 beliebig. Wir definieren gε : Sd−1 → [0,∞) wie folgt:

gε(u) := 1

für alle u ∈ A,
gε(u) := 0

für alle u ∈ (A + εBd)c und

gε(u) := 1− 1
ε

inf
v∈A

‖u− v‖

für alle u ∈ (A + εBd) \A. Wie man sich leicht überlegt, ist gε eine stetige Funktion, und für ε → 0
konvergiert gε(u) → 1A(u) für alle u ∈ Sd−1. Aus Gleichung (∗) erhält man damit nach Anwendung
des Satzes von der dominierten Konvergenz, dass für jede abgeschlossene Menge A ⊆ Sd−1∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A) =
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× ϑA)

für alle z ∈ Rd und K ∈ supp P0 gilt.

Sei nun K ∈ supp P0 fest. Dann muss nach dem bekannten Eindeutigkeitssatz für Maße (siehe zum
Beispiel Lemma 1.17 in [15]) für alle z ∈ Rd und A ∈ B(Sd−1) gelten∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A) = c(z) ωd−1(A). (∗∗)
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Dabei ist

c(z) =
∫
Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1).

Nun wählen wir ein n ∈ N mit K ⊆ n · Bd und r(n) wie in (!) im Beweis von Satz 40. Analog zur
Herleitung von (∗∗) ergibt sich∫

Rd

∫
r(n)Bd

f(z − x) λd(dz) Ξd−1(K, dx×A) = c′ ωd−1(A)

für ein c′ > 0. Weiter gilt

α := min
x∈ bd K

∫
r(n)Bd

f(z − x)λd(dz) > 0,

und wir erhalten

α Sd−1(K, A) ≤ c(z) ωd−1(A)

für alle A ∈ B(Sd−1). Damit ist Sd−1(K, ·) absolutstetig bezüglich ωd−1, und es existiert eine
Funktion g(K, ·) auf Sd−1 mit der Eigenschaft, dass

Sd−1(K, A) =
∫

Sd−1

1A(u) g(K, u) ωd−1(du)

für alle A ∈ B(Sd−1) ist. Insbesondere muss damit dim K = d gelten.

Wie zuvor seien regnK beziehungsweise singn K die Menge aller regulären beziehungsweise die
Menge aller singulären äußeren Normalenvektoren von K. Weiter sei τK wie in Kapitel 2 die Ab-
bildung, die jeden regulären äußeren Normalenvektor u auf den eindeutig bestimmten Randpunkt
x von K mit äußerer Normale u abbildet.

Wir wissen, dass singnK das sphärische Lebesgue-Maß Null hat, woraus sich sofort

Sd−1(K, singnK) = 0

ergibt. Daraus folgt nun, dass für alle B ∈ B(Rd) und alle A ∈ B(Sd−1)

Ξd−1(K, B ×A) = Ξd−1(K, B × (regnK ∩A)) (∗ ∗ ∗)

gilt. Es ist nämlich
0 ≤ Ξd−1(K, B × (singnK ∩A))

≤ Ξd−1(K, Rd × (singnK ∩A))

= Sd−1(K, (singnK ∩A))

= 0.
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Seien nun B ⊆ bd K und A ⊆ regnK Borelmengen. Dann gilt

µδ(K, B ×A) := λd({x ∈ Rd | 0 < d(K, {x}) ≤ δ, pK(x) ∈ B, uK(x) ∈ A})

= λd({x ∈ Rd | 0 < d(K, {x}) ≤ δ, τK(uK(x)) ∈ B, uK(x) ∈ A})

= λd({x ∈ Rd | 0 < d(K, {x}) ≤ δ, uK(x) ∈ τ−1
K (B) ∩A})

= λd({x ∈ Rd | 0 < d(K, {x}) ≤ δ, pK(x) ∈ Rd, uK(x) ∈ τ−1
K (B) ∩A}).

Aus den jeweiligen Definitionen ergibt sich damit durch Koeffizientenvergleich

Ξd−1(K, B ×A) = Sd−1(K, τ−1
K (B) ∩A),

und zusammen mit (∗ ∗ ∗) folgt daraus, dass für alle B ∈ B(Rd) und A ∈ B(Sd−1)

Ξd−1(K, B ×A) = Sd−1(K, τ−1
K (B) ∩A)

erfüllt ist. Wie im Beweis von Satz 34 erhalten wir außerdem für alle messbaren Abbildungen
f : Rd → [0,∞), g : Sd−1 → [0,∞) die Darstellung∫

Rd×Sd−1

f(x) g(u) Ξd−1(K, dx× du) =
∫

Sd−1

f(τK(u)) g(u) Sd−1(K, du).

Deswegen gilt für B := bdK \ τK(Sd−1) auch

0 =
∫

Sd−1

1B(τK(u))Sd−1(K, du) =
∫

Rd−1

1B(x) Cd−1(K, dx) =
∫

bd K

1B(x)Hd−1(dx),

also Hd−1(B) = 0. Nun ergibt sich∫
Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A) =
∫

Sd−1

1A(u) f(z − τK(u))Sd−1(K, du)

=
∫

Sd−1

1A(u) f(z − τK(u)) g(K, u) ωd−1(du)

= c(z) ωd−1(A)

für alle A ∈ B(Sd−1). Daraus folgt aber, dass für alle z ∈ Rd und ωd−1-fast alle u ∈ Sd−1

f(z − τK(u)) g(K, u) = c(z) (∗ ∗ ∗∗)

ist. Da K zentralsymmetrisch ist, gilt für alle u ∈ Sd−1 sowohl

τK(u) = −τK(−u)

als auch
g(K, u) = g(K,−u).
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Seien u ∈ Sd−1 und z′ = z − 2τK(u). Dann gilt

c(z′) = f(z′ − τK(−u)) g(K,−u)

= f(z − 2τK(u)− τK(−u)) g(K, u)

= f(z − τK(u)) g(K, u)

= c(z).

Weil dies für ωd−1-fast alle u ∈ Sd−1 gilt, ist c für alle z ∈ Rd konstant auf z − 2 (bdK ∩Bc). Aus
der Stetigkeit von f folgt die Stetigkeit der Abbildung

c : Rd → [0,∞)

z 7→
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx× Sd−1)

mit Ü 4.6 in [10]. Damit muss c für alle z ∈ Rd auf ganz z − 2 bdK konstant sein, weil Bc dicht
in bdK liegt. Wie zuvor im Beweis von 41 oder 43 ergibt sich, dass c auf ganz Rd konstant ist. Da
für alle z ∈ Rd und ωd−1-fast alle u ∈ Sd−1 aber

f(z − τK(u)) g(K, u) = c

gilt, ist auch f konstant auf Rd und g(K, ·) konstant auf Sd−1. Also ist K eine Kugel.

Da dies für jeden konvexen Körper K ∈ supp P0 gelten muss, ist X ein stätionärer Prozess von
Kugeln, da X als Poissonprozess eindeutig durch sein Intensitätsmaß bestimmt ist. �

Bemerkungen:

a) Es sei K ∈ K ein konvexer Körper mit ausreichend regulärem Rand und m ∈ Sd−1 ein
beliebiger Einheitsvektor. Die Funktion

f : Rd → [0,∞), x 7→ e〈x,m〉

erfüllt Gleichung (∗ ∗ ∗∗) für alle z ∈ Rd und u ∈ Sd−1, wenn wir

c(z) := f(z)

für alle z ∈ Rd und
g(K, u) := e〈τK(u),m〉

für alle u ∈ Sd−1 setzen. Aus Gleichung (∗ ∗ ∗∗) folgt also im allgemeinen nicht, dass f und
g(K, ·) konstant sind. Allerdings ist das durch∫

Sd−1

1(·)(u) g(K, u) ωd−1(du)

definierte Maß kein Stützmaß eines konvexen Körpers. Der allgemeine Fall ist somit noch
offen, kann aber mit den verwendeten Techniken wohl nicht behandelt werden.

b) Der Beweis funktioniert immer noch, wenn lediglich ein K ∈ supp P0 zentralsymmetrisch ist.



Kapitel 5

Schnittdichten und assoziierte Körper

Nachdem wir im vorherigen Kapitel Stationarität und Isotropie einer großen Klasse inhomogener
Partikelprozesse mit Invarianzeigenschaften assoziierter Maße in Verbindung gebracht haben, sol-
len nun zwei verschiedene Arten von Schnittdichten in Verbindung mit Funktionalen assoziierter
Körper gebracht werden.

Es sei daran erinnert, dass Θ als lokalendlich und vom Nullmaß verschieden vorausgesetzt ist.

5.1 Schnittdichten inhomogener Partikelprozesse I

Spezialfälle der Resultate aus diesem Abschnitt finden sich bereits in in Kapitel 3 von [11].

Es seien X ein translationregulärer Poissonprozess, B ∈ B(Rd) und j, k ∈ {1, . . . , d}. Wir betrachten
nun das durch

ν ′j,k(B) := E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, B ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kk)

definierte Maß ν ′j,k auf Rd.

Damit die Definition des Maßes ν ′j,k überhaupt sinnvoll ist (und wir später den Satz von Campbell
anwenden können), müssen wir zunächst folgenden Satz beweisen:

Satz 45 Seien j, k ∈ {1, . . . , d} und B ∈ B(Rd). Dann ist die Abbildung

(K1, . . . ,Kk) 7→ Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, B ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kk)

von Kk nach R messbar.

Für den Beweis bietet es sich an, folgendes Ergebnis auszunutzen:

Satz 46 Seien X und T lokalkompakte Räume mit abzählbaren Basen. B(X) beziehungsweise B(T )
bezeichne jeweils die σ-Algebra der Borelmengen in X beziehungsweise T .

Ψ : T × B(X) → R

81
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sei eine Abbildung derart, dass Ψ(t, ·) für jedes t ∈ T ein Borelmaß ist. Außerdem sei für jede
stetige Funktion f : X → R mit kompakten Träger die Abbildung

t 7→
∫
X

f(x)Ψ(t, dx)

B(T )-messbar. Dann ist für jede nichtnegative, messbare Funktion g : T ×X → R die Abbildung

t 7→
∫
X

g(t, x)Ψ(t, dx)

messbar.

Beweis: Die Aussage entspricht Hilfssatz 7.2.2 in [33]. �

Beweis von Satz 45: Wir wollen den letzten Satz anwenden und setzen deshalb T := Kk := K×· · ·×K
und X := Rd; als Abbildung Ψ wählen wir

Φd−j : Kk × B(Rd) → R
(K1, . . . ,Kk, B) 7→ Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, B).

Ist f : Rd → R eine stetige Abbildung mit kompakten Träger, so folgt die Messbarkeit von

(K1, . . . ,Kk) 7→
∫
Rd

f(x) Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, dx),

weil sowohl (K1, . . . Kk) 7→ (K1 ∩ · · · ∩Kk) als auch K 7→ Φd−j(K, A), A ∈ B(Rd) beliebig, diese
Eigenschaft haben. Man beachte, dass Φd−j(K, ·) für jedes K ∈ K ein endliches Maß ist.

Kk und Rd sind beide lokalkompakt mit abzählbarer Basis, und Φd−j(K1 ∩ · · · ∩ Kk, ·) ist ein
Borelmaß für alle K1, . . . ,Kk ∈ K. Also ist nach Satz 46 die Abbildung

(K1, . . . ,Kk) 7→
∫
Rd

g(K1, . . . ,Kk, x) Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, dx)

messbar für alle nichtnegativen, messbaren Funktionen g : Kk × Rd → R. Da die Abbildungen

K 7→ bd K, K ∈ K,
(F, x) 7→ 1F (x), F ∈ F ,

x 7→ 1B(x), x ∈ Rd

für beliebige B ∈ B(Rd) alle messbar sind, können wir g wie folgt wählen:

g : Kk × Rd → R
(K1, . . . ,Kk, x) 7→ 1bd K1(x) · · · 1bd Kk

(x) 1B(x).

Somit ist die Abbildung

(K1, . . . ,Kk) 7→
∫

Rd

1bd K1(x) . . . 1bd Kk
(x) 1B(x) Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, dx)

= Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, B ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kk)

messbar, und wir haben den Satz bewiesen. �

Außerdem besitzen die Maße ν ′j,k noch folgende Eigenschaft:
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Satz 47 Die Maße ν ′j,k sind lokalendlich (und damit auch σ−endlich).

Beweis: Es sei r ∈ [0,∞) beliebig. Dann existiert nach Satz 32 in [3] eine Konstante cd−j,d, sodass

E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, rB
d ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kk)

≤ cd−j,d rd−j E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

1F
rBd

(K1 ∩ · · · ∩Kk)

≤ cd−j,d rd−j E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

1F
rBd

(K1) . . . 1F
rBd

(Kk)

= cd−j,d rd−j Θ(FrBd)k

< ∞

erfüllt ist. Die letzte Ungleichung gilt, da wir von dem Intensitätsmaß Θ immer vorausgesetzt haben,
dass es lokalendlich ist. �

Außerdem können wir zeigen, dass jedes der Maße ν ′j,k absolutstetig bezüglich des Lebesgue-Maßes
ist, und eine Version der Dichte angeben.

Satz 48 Es sei X ein translationsregulärer Poissonprozess. Dann besitzt ν ′j,k für alle j, k ∈ {1, . . . , d}
eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes, und eine Version dieser Dichte ist durch γ′j,k : Rd →
[0,∞) gegeben. Für z ∈ Rd definieren wir dabei

a)
γ′k,k(z) :=

∫
K0

. . .
∫
K0

∫
(Rd)k

f(K1, z − x1) · · · f(Kk, z − xk)×

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk)) P0(dK1) . . . P0(dKk),

falls j = k ist,

b) γ′j,k(z) := 0, falls j < k ist,

c) und

γ′j,k(z) :=
∫
K0

. . .
∫
K0

d−1∑
m1,...,mk=d−j,

m1+···+mk=kd−j

∫
(Rd)k

f(K1, z − x1) · · · f(Kk, z − xk)×

Φ(d−j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk)) P0(dK1) . . . P0(dKk),

falls j > k ist.
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Bemerkung: Wir nennen γ′k,k(z) die k-te Schnittdichte des Prozesses X im Punkt z ∈ Rd. Die
erste Schnittdichte wird später noch eine Sonderrolle spielen und bekommt deswegen eine weitere
Bezeichnung als

γ′(z) := γ′1,1(z).

Beweis: Nach dem Satz von Campbell gilt

ν ′j,k(B) = E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, B ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kk)

=
∫
K′

. . .
∫
K′

Φd−j(K1 ∩ · · · ∩Kk, B ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kk) Λ(m)(d(K1, . . . ,Kk)).

Da es sich bei X um einen Poissonprozess handelt, haben wir Λ(m) = Θm, und wir erhalten

ν ′j,k(B) =
∫
K0

. . .
∫
K0

×

∫
Rd

. . .
∫

Rd

Φd−j(K1 + x1 ∩ · · · ∩Kk + xk, B ∩ bd K1 + x1 ∩ · · · ∩ bd Kk + xk)×

f(K1, x1) λd(dx1) . . . f(Kk, xk) λd(dxk)×

 (∗)

P0(dK1) . . . P0(dKk).

In einer kleinen Nebenrechnung nehmen wir nun die inneren Integrale etwas genauer unter die
Lupe:

(∗) =
∫

Rd

. . .
∫

Rd

Φd−j(K1 ∩K2 − x1 + x2 ∩ · · · ∩Kk − x1 + xk, B − x1 ∩ bd K1 ∩ ×

bd K2 − x1 + x2 ∩ · · · ∩ bd Kk − x1 + xk) f(Kk, xk) λd(dxk) . . . f(K1, x1) λd(dx1)

=
∫

Rd

. . .
∫

Rd

Φd−j(K1 ∩K2 + x2 ∩ · · · ∩Kk + xk, B − x1 ∩ bd K1 ∩ bd K2 + x2 ∩ . . . ×

∩bd Kk + xk) f(Kk, x1 + xk) λd(dxk) . . . f(K2, x1 + x2) λd(dx2) f(K1, x1) λd(dx1)

=
∫

Rd

. . .
∫

Rd

∫
Rd

1B−x1(y)1bd K1(y)1bd K2(y − x2) · · · 1bd Kk
(y − xk)Φd−j(K1 ∩K2 + x2 ∩ . . . ×

∩Kk + xk, dy) f(Kk, x1 + xk) λd(dxk) . . . f(K2, x1 + x2) λd(dx2)f(K1, x1) λd(dx1).

Hier können wir nun Satz 16 anwenden und erhalten

(∗) =
∫

Rd

d∑
m1,...,mk=d−j,

m1+···+mk=kd−j

∫
(Rd)k

1B−x1(y) 1bd K1(y) 1bd K2(x2) · · · 1bd Kk
(xk) f(K2, y + x1 − x2)×

· · · f(Kk, y + x1 − xk) Φ(d−j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk, d(y, x2, . . . , xk)) f(K1, x1) λd(dx1)



5.1 Schnittdichten inhomogener Partikelprozesse I 85

Nach Änderung der Integrationsreihenfolge und der Variablentransformation y+x1  z ergibt sich∫
Rd

1B(y + x1)f(K2, y + x1 − x2) · · · f(Kk, y + x1 − xk)f(K1, x1) λd(dx1) =

∫
Rd

1B(z)f(K1, z − y) f(K2, z − x2) · · · f(Kk, z − xk)λd(dz).

Wir schreiben wieder x1 statt y und bekommen schließlich

ν ′j,k(B) =
∫

Rd

1B(z)
∫
K0

. . .
∫
K0

d∑
m1,...,mk=d−j,

m1+···+mk=kd−j

∫
(Rd)k

1bd K1(x1) · · · 1bd Kk
(xk) f(K1, z − x1)×

· · · f(Kk, z − xk) Φ(d−j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk))P0(dK1) . . . P0(dKk) λd(dz).

Unsere Schnittdichte γ′j,k(z) hat also die vorläufige Form

γ′j,k(z) =
∫
K0

. . .
∫
K0

d∑
m1,...,mk=d−j,

m1+···+mk=kd−j

∫
(Rd)k

1bd K1(x1) . . . 1bd Kk
(xk)f(K1, z − x1) . . . f(Kk, z − xk)

Φ(d−j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk)) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Da die Summe m1+· · ·+mk immer den Wert kd−j haben soll, gilt es nun drei Fälle zu unterscheiden.
Betrachten wir zunächst den Fall j = k, also m1 + · · ·+mk = k(d−1). Abgesehen von der Situation
m1 = · · · = mk = (d − 1), muß immer ein i ∈ {1, . . . , k} existieren mit mi = d. Da λd(bdK) = 0
für alle K ∈ K ist, hat γ′k,k(z) wegen Satz 17 die Form

γ′k,k(z) =
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
(Rd)k

f(K1, z − x1) . . . f(Kk, z − xk)×

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk)) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Sei jetzt j < k, also m1 + · · ·+ mk > k(d− 1). Dann muss immer ein i ∈ {1, . . . , k} existieren mit
mi = d. Da λd(bdK) = 0 für alle K ∈ K ist, gilt nach Satz 17 damit γ′j,k(z) = 0.

Abschließend gilt es noch den Fall j > k mit m1 + · · · + mk < k(d − 1) zu betrachten. Wie schon
zuvor sind alle Summanden Null, in denen eines der mi gleich d ist, und wir erhalten

γ′j,k(z) =
∫
K0

. . .
∫
K0

d−1∑
m1,...,mk=d−j,

m1+···+mk=kd−j

∫
(Rd)k

f(K1, z − x1) · · · f(Kk, z − xk)×

Φ(d−j)
m1,...,mk(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk)) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Damit ist der Satz bewiesen. �

Im Folgenden wollen wir uns nun auf den Fall j = k beschränken. Wie schon in [31] soll jetzt
für jedes z ∈ Rd ein konvexer Körper definiert werden, von dem ein Funktional in enger Verbin-
dung mit γ′k,k(z) steht. Aus diesem Grund kehren wir zu den verallgemeinerten lokalen mittleren
Normalenmaßen zurück und definieren für jeden Punkt z ∈ Rd ein Borel-Maß µz auf Sd−1 als

µz(A) := µz(A,K0) :=
∫
K0

∫
Rd

f(K, z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK), A ∈ B(Sd−1).
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Bemerkung: Nach Satz 39 ist µz für λd-fast alle z ∈ Rd sowohl endlich als auch eindeutig durch das
Intensitätsmaß von X bestimmt.

Ist µz endlich, volldimensional und gilt∫
K0

∫
Rd×Sd−1

uf(K, z − x) Ξd−1(K, dx× du) P0(dK) = 0,

so erfüllt µz alle Voraussetzungen des Existenzsatzes von Minkowski. In diesem Fall existiert ein
eindeutig bestimmter konvexer Körper B(X, z) ∈ K0 mit

Sd−1(B(X, z), ·) = µz(·).

Wir nennen B(X, z) den lokalen Blaschke-Körper von X im Punkt z ∈ Rd.

Bemerkung: Die Endlichkeit der Maße µz kann auf ganz Rd zum Beispiel durch folgende zusätzliche
Forderung an X sichergestellt werden:∫

K0

max
x∈K

f(K, z − x) Vj(K) P0(dK) < ∞

für alle z ∈ Rd und j = 0, . . . , d. Daraus ergibt sich insbesondere für jeden Punkt z ∈ Rd

µz(Sd−1) =
∫
K0

∫
Rd

f(K, z − x) Cd−1(K, dx) P0(dK)

≤ c
∫
K0

max
x∈K

f(K, z − x) Vd−1(K) P0(dK)

< ∞.

Diese zusätzliche Bedingung an X zu stellen, ist nicht ungewöhnlich. Zum Beispiel müssen die
Poissonprozesse, deren Boolesche Modelle in [9] untersucht werden, sie erfüllen.

Beispiel: Ist X ein stationärer Partikelprozess, gilt also f ≡ γ für ein γ > 0, so haben wir

µz(·) = γ

∫
K0

Sd−1(K, ·) P0(dK).

Offensichtlich hängt µz nicht von z ab und entspricht in diesem Fall dem mittleren Normalenmaß
Sd−1(X, ·) von X. Existiert der lokale Blaschke-Körper, so ist er unabhängig von z ∈ Rd. Er stimmt
dann mit dem Blasche-Körper B(X) des Prozesses X überein, den wir in Kapitel 3 kennengelernt
haben. Weitere Ausführungen finden sich auf Seite 156ff in [34].

Für jeden Punkt z ∈ Rd, an dem das Maß µz zentriert, endlich und volldimensional ist, können
wir einen Zusammenhang zwischen dem lokalen Blaschke-Körper B(X, z) und den Schnittdichten
γ′k,k(z), k = 1, . . . d, herstellen. Es gilt:
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Satz 49 Es sei X ein translationsregulärer Poissonprozess. Existiert der lokale Blaschke-Körper
B(X, z) an der Stelle z ∈ Rd, so gilt

V
(d−k)
d−1,...,d−1(B(X, z), . . . , B(X, z)) = γ′k,k(z)

für alle k = 1, . . . , d.

Bemerkung: Insbesondere gilt für derartige z somit

γ′(z) = Vd−1(B(X, z)).

Beweis: Es sei z ∈ Rd, und B(X, z) existiere. Aus Satz 18 folgt für k = 1, . . . , d:

V
(d−k)
d−1,...,d−1(B(X, z), . . . , B(X, z))

= Φ(d−k)
d−1,...,d−1(B(X, z), . . . , B(X, z), Rd × · · · × Rd)

=
∫

Rd×Sd−1

. . .
∫

Rd×Sd−1

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(u

−
1 , . . . , u−k , β(u1), . . . , β(uk)) Ξd−1(B(X, z), dxk × duk) . . . ×

Ξd−1(B(X, z), dx1 × du1)

=
∫

Sd−1

. . .
∫

Sd−1

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(u

−
1 , . . . , u−k , β(u1), . . . , β(uk))Sd−1(B(X, z), duk) . . . Sd−1(B(X, z), du1)

=
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd×Sd−1

. . .
∫

Rd×Sd−1

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(u

−
1 , . . . , u−k , β(u1), . . . , β(uk)) f(K1, z − x1)×

· · · f(Kk, z − xk) Ξd−1(Kk, dxk × duk) . . .Ξd−1(K1, dx1 × du1) P0(dKk) . . . P0(dK1)

=
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
(Rd)k

f(K1, z − x1) · · · f(Kk, z − xk) Φ(d−k)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk))×

P0(dKk) . . . P0(dK1).

Aus dem Vergleich der letzten Zeile mit der Definition von γ′k,k(z) erhalten wir

γ′k,k(z) = V
(d−k)
d−1,...,d−1(B(X, z), . . . , B(X, z))

für alle k ∈ {1, . . . , d}, und wir haben den Satz bewiesen. �

Dieser Zusammenhang soll nun dazu ausgenutzt werden, die k-ten Schnittdichten für k = 2, . . . , d
durch γ′(z) nach oben abzuschätzen.



88 5 Schnittdichten und assoziierte Körper

Satz 50 Es seien X ein translationsregulärer Poissonprozess und z ∈ Rd derart, dass B(X, z)
existiere. Dann gilt

γ′k,k(z) ≤ 2k d!
(d− k)!κd−k

κk
d−1

(
d
k

)
dkκk−1

d κd−k

κk
d−1

dk
γ′(z)k.

Für den Beweis dieses Satzes benötigen wir noch einige Vorbereitungen. Ist K ein konvexer Körper
mit dim K = d, so erfüllt das Maß

1
2
(Sd−1(K, ·) + Sd−1(−K, ·))

die Voraussetzungen des Existensatzes von Minkowski. Damit existiert ein konvexer Körper K̃ mit
der Eigenschaft

Sd−1(K̃, ·) =
1
2
(Sd−1(K, ·) + Sd−1(−K, ·)).

Da für alle A ∈ B(Sd−1) die Gleichung Sd−1(−K, A) = Sd−1(K,−A) erfüllt ist, handelt es sich bei
Sd−1(K̃, ·) um ein gerades Maß; K̃ ist also zentralsymmetrisch. Zwischen den gemischten Funktio-
nalen von K und K̃ besteht dabei folgende Beziehung:

Satz 51 Für einen volldimensionalen konvexen Körper K gilt

V
(d−k)
d−1,...,d−1(K, . . . ,K) ≤ 2k V

(d−k)
d−1,...,d−1(K̃, . . . , K̃).

Im Beweis soll der folgende Sachverhalt ausgenutzt werden:

Satz 52 Es seien j ∈ {0, . . . , d− 1} und K1, . . . ,Kd−j ∈ K zentralsymmetrisch. Dann gilt

V
(j)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kd−j)

= (1
2)d−j

∫
Sd−1

. . .
∫

Sd−1

|det(u1, . . . , ud−j)|Sd−1(K1, du1) . . . Sd−1(Kd−j , dud−j).

Beweis: Die Aussage findet sich auf Seite 183 in [42]. �

Beweis von Satz 51: Wir zeigen die Gültigkeit der Ungleichung zunächst für ein Polytop P und
übertragen dieses Ergebnis dann auf beliebige volldimensionale Körper K.

Sei also P ∈ K ein Polytop mit dim P = d. Wie wir aus dem ersten Kapitel wissen, hat das
gemischte Funktional V

(d−k)
d−1,...,d−1(P, . . . , P ) in diesem Fall die Form

V
(d−k)
d−1,...,d−1(P, . . . , P ) =

∑
F1∈Fd−1(P )

· · ·
∑

Fk∈Fd−1(P )

[F1, . . . , Fk]×

γ(F1, . . . , Fk;P, . . . , P ) λF1(F1) . . . λFk
(Fk).

Nutzen wir aus, daß der gemeinsame äußere Winkel γ(F1, . . . , Fk; P, . . . , P ) bei volldimensionalen
Körpern nach Definition immer einen Wert zwischen Null und Eins annimmt, so erhalten wir

V
(d−k)
d−1,...,d−1(P, . . . , P ) ≤

∑
F1∈Fd−1(P )

· · ·
∑

Fk∈Fd−1(P )

|det(u(F1), . . . , u(Fk))|λF1(F1) . . . λFk
(Fk). (∗)
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Dabei bezeichnet für k ∈ {1, . . . , d} und beliebige Einheitsvektoren v1, . . . , vk

|det(v1, . . . , vk)| := [v⊥1 , . . . , v⊥k ]

die Determinante von v⊥1 , . . . , v⊥k . Die rechte Seite der Ungleichung ändert sich nicht, falls wir∑
Fi∈Fd−1(P )

für ein i ∈ {1, . . . , k} durch ∑
Fi∈Fd−1(−P )

ersetzen. Eine Tatsache, die wir bald verwenden werden und mit (∗∗) bezeichnen wollen.

Für ein Polytop P hat das (d− 1)-Stützmaß die Form

Ξd−1(P, · × ·) =
∑

F∈Fd−1(P )

λF (·)⊗ δu(F )(·).

Folglich läßt sich Ungleichung (∗) auch in der Form

V
(d−k)
d−1,...,d−1(P, . . . , P ) ≤

∫
Sd−1

. . .
∫

Sd−1

|det(u1, . . . , uk)|

Ξd−1(P, Rd × du1) . . .Ξd−1(P, Rd × du1)

=
∫

Sd−1

. . .
∫

Sd−1

|det(u1, . . . , uk)|Sd−1(P, du1) . . . Sd−1(P, duk)

=
∫

Sd−1

. . .
∫

Sd−1

|det(u1, . . . , uk)|Sd−1(P̃ , du1) . . . Sd−1(P̃ , duk)

schreiben. Die letzte Gleichung ergibt sich aus (∗∗) und der Definition von P̃ . Mit Hilfe von Satz
52 erhalten wir nun

V
(d−k)
d−1,...,d−1(P, . . . , P ) ≤

∫
Sd−1

. . .
∫

Sd−1

|det(u1, . . . , uk)|Sd−1(P̃ , du1) . . . Sd−1(P̃ , duk)

= 2kV
(d−k)
d−1,...,d−1(P̃ , . . . , P̃ ).

Sowohl V
(d−k)
d−1,...,d−1(K, . . . ,K) als auch K̃ hängen für volldimensionale K stetig von K ab, also gilt

diese Ungleichung für beliebige volldimensionale konvexe Körper. �

Außerdem benötigen wir noch folgende Identität:

Satz 53 Sei j ∈ {0, . . . , d− 1} und K ∈ K zentralsymmetrisch. Dann gilt

V
(j)
d−1,...,d−1(K, . . . , K) =

d!
2d−j j!κj

Vd−j(ΠK).

ΠK bezeichnet den Projektionenkörper von K.
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Beweis: Die Aussage entspricht Korollar 4.3 in [39]. �

Nun haben wir alle Hilfsaussagen zusammengestellt, die wir für den Beweis von Satz 50 benötigen.

Beweis von Satz 50: Für einen beliebigen konvexen Körper K haben wir wegen Satz 51 und 53

V
(d−k)
d−1,...,d−1(K, . . . , K) ≤ d!

(d− k)!κd−k
Vk(ΠK̃).

Wie wir uns zuerst überlegen wollen, gilt außerdem

Vd−1(K) =
d

2 κd−1
V1(ΠK̃).

Es ist nämlich V1(ΠK) = V1(ΠK̃), da nach ihrer Definition die Stützfunktion von ΠK̃ durch

hΠK̃(u) = 1
2

∫
Sd−1

| < v, u > |Sd−1(K̃, dv)

= 1
2

(
1
2

∫
Sd−1

| < v, u > |Sd−1(K, dv) + 1
2

∫
Sd−1

| < v, u > |Sd−1(−K, dv)
)

= 1
2(hΠK(u) + hΠK(u))

= hΠK(u)

gegeben ist. Für V1(ΠK) gilt nun

V1(ΠK) = 1
d

∫
Sd−1

hΠK(u) ωd−1(du)

= 1
d

∫
Sd−1

1
2

∫
Sd−1

| < u, v > |Sd−1(K, dv) ωd−1(du)

= 1
d

∫
Sd−1

1
2

∫
Sd−1

| < u, v > |ωd−1(du) Sd−1(K, dv)

= κd−1

d

∫
Sd−1

1 Sd−1(K, dv)

= 2κd−1

d Vd−1(K),

womit der gewünschte Zusammenhang von Vd−1(K) und V1(ΠK̃) bewiesen wäre.

In [34] findet sich als Formel (7.28) für die inneren Volumina eines beliebigen konvexen Körpers K
außerdem folgende Ungleichung für k, j ∈ {1, . . . , d} und k > j:(κd−j(

d
j

) Vj(K)
)k
≥ kk−j

d

(κd−k(
d
k

) Vk(K)
)j

.

Für j = 1 und k > 1 folgt daraus

Vk(K) ≤
κk

d−1

(
d
k

)
dkκk−1

d κd−k

V1(K)k.
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Dies wollen wir nun auf die Schnittdichten anwenden und erhalten für k ∈ {2, . . . , d} die Abschätzung

γ′k,k(z) = V
(d−k)
d−1,...,d−1(B(X, z), . . . , B(X, z))

≤ d!
(d−k)!κd−k

Vk(ΠB̃(X, z))

≤ d!
(d−k)!κd−k

κk
d−1 (d

k)
dkκk−1

d κd−k
(V1(ΠB̃(X, z))k

= 2k d!
(d−k)!κd−k

κk
d−1 (d

k)
dkκk−1

d κd−k

κk
d−1

dk γ′(z)k.

�

Sollte B(X, z) zentralsymmetrisch sein, so ergibt sich für unsere Schnittdichten folgende Verschärfung:

Satz 54 Es sei X ein translationsregulärer Poissonprozess. Existiert B(X, z) und ist B(X, z) zen-
tralsymmetrisch für ein z ∈ Rd, so gilt

γ′k,k(z) ≤
(κk

d−1

(
d
k

)
dk κd−k

)2 k!
κk−1

d

(
γ′(z)

)k
.

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn B(X, z) eine Kugel ist.

Beweis: Ist B(X, z) zentralsymmetrisch, so steht uns nach Satz 53 die Gleichung

γ′k,k(z) = V
(d−k)
d−1,...,d−1(B(X, z), . . . , B(X, z)) =

d!
2k (d− k)!κd−k

Vk(ΠB(X, z))

zur Verfügung. Für unsere Schnittdichten ergibt sich damit analog zum letzten Beweis die Unglei-
chung

γ′k,k(z) ≤ d!
2k (d−k)! κd−k

κk
d−1 (d

k)
dk κk−1

d κd−k

(
V1(ΠB(X, z))

)k

= d!
2k (d−k)! κd−k

κk
d−1 (d

k)
dk κk−1

d κd−k

(
2 (d−1)! κd−1

d!

)k
(γ(z))k

=
(

κk
d−1 (d

k)
dk κd−k

)2
k!

κk−1
d

(
γ(z)

)k

für alle z ∈ Rd, für die B(X, z) zentralsymmetrisch ist.

In der Ungleichung (7.28) aus [34], die wir im letzten Beweis auf die inneren Volumina konvexer
Körper angewandt haben, gilt Gleichheit dann und nur dann, wenn es sich bei dem konvexen Körper
K um eine Kugel handelt. Ein Beweis dafür findet sich in [29] auf Seite 334f.

Somit gilt Gleichheit in der hergeleiteten Ungleichung genau dann, wenn ΠB(X, z) eine Kugel ist.

Es seien u ∈ Sd−1 und r ∈ (0,∞). Für jedes ϑ ∈ SOd ergeben sich aus der Rotationsinvarianz von
Sd−1(rBd, ·) = rd−1ωd−1(·) die Gleichungen

h(ΠrBd, u) = rd−1

∫
Sd−1

|〈u, v〉|ωd−1(dv) = rd−1

∫
Sd−1

|〈ϑu, v〉|ωd−1(dv) = h(ΠrBd, ϑu).
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Somit ist h(ΠrBd, ·) konstant auf Sd−1, der Projektionenkörper einer Kugel also wieder eine Kugel.
Andererseits ist die Abbildung

K 7→ ΠK

auf den zentralsymmetrischen Körpern injektiv (siehe Seite 129 im Buch von Gardner ([7]) über
geometrische Tomographie), und es folgt, dass Gleichheit genau dann vorliegt, wenn B(X, z) eine
Kugel ist. �

Zum Abschluss wollen wir zeigen, dass eine gröbere Abschätzung als Satz 50 für alle z ∈ Rd gilt.
Dafür benötigen wir folgende integralgeometrische Ungleichung:

Satz 55 Es seien k ∈ {1, . . . , d}, K1, . . . ,Kk ∈ K konvexe Körper und für i = 1, . . . , k die Abbil-
dungen fi : Rd → [0,∞) messbar. Dann gilt

∫
(Rd)k

f1(x1) . . . fk(xk) Φ(d−k)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk)) ≤ 2k

k∏
i=1

∫
Rd

fi(xi) Φd−1(Ki, dxi).

Beweis: Es seien A1, . . . , Ak ∈ B(Rd) beliebige Borelmengen und P1, . . . , Pk ∈ K Polytope. Aus der
speziellen Darstellung von Φ(d−k)

d−1,...,d−1 für Polytope ergibt sich

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(P1, . . . , Pk;A1 × · · · ×Ak) =

∑
F1∈Fd−1(P1)

· · ·
∑

Fk∈Fd−1(Pk)

[F1, . . . , Fk]×

γ(F1, . . . , Fk;P1, . . . , Pk) λF1(A1) . . . λFk
(Ak)

≤
∑

F1∈Fd−1(P1)

· · ·
∑

Fk∈Fd−1(Pk)

λF1(A1) . . . λFk
(Ak)

= 2k
k∏

i=1
Φd−1(Pi, Ai).

Da sowohl Φ(d−k)
d−1,...,d−1 als auch Φd−1 schwach stetig von den jeweiligen konvexen Körpern abhängt,

folgt durch Approximation mit Polytopen für beliebige K1, . . . ,Kk ∈ K und A1, . . . , Ak ∈ B(Rd)

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk;A1 × · · · ×Ak) ≤ 2k

k∏
i=1

Φd−1(Ki, Ai).

Es seien nun weiter m1, . . . ,mk ∈ N, K1, . . . ,Kk ∈ K beliebige konvexe Körper sowie αji ≥ 0 und
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Aji ∈ B(Rd) für jedes ji ∈ {1, . . . ,mi} und i = 1, . . . , k. Dann gilt

∫
(Rd)k

k∏
i=1

( mi∑
ji=1

αji 1Aji
(xi)

)
Φ(d−k)

d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk; d(x1, . . . , dk))

=
m1∑

j1=1
· · ·

mk∑
jk=1

αj1 . . . αjk

∫
(Rd)k

k∏
i=1

1Aji
(xi) Φ(d−k)

d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk; d(x1, . . . , dk))

≤ 2k
m1∑

j1=1
· · ·

mk∑
jk=1

αj1 . . . αjk

k∏
i=1

∫
Rd

1Aji
(xi) Φd−1(Ki, dxi)

= 2k
k∏

i=1

∫
Rd

mi∑
ji=1

αji1Aji
(xi) Φd−1(Ki, dxi).

Wir haben die Behauptung also für Elementarfunktionen gezeigt. Der allgemeine Fall folgt dann
mit Hilfe der üblichen Approximationsargumente aus der Maß- und Integrationstheorie, und wir
haben den Satz bewiesen. �

Angewendet auf unsere Schnittdichten liefert dies:

Satz 56 Es sei X ein translationsregulärer Poissonprozess. Dann gilt für alle z ∈ Rd und alle
k ∈ {1, . . . , d} die Ungleichung

γ′k,k(z) ≤ (2γ′(z))k.

Beweis: Sei k ∈ {1, . . . , d}. Für z ∈ Rd gilt

γ′k,k(z) =
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
(Rd)k

f(K1, z − x1) . . . f(Kk, z − xk)×

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk)) P0(dK1) . . . P0(dKk)

≤ 2k
k∏

i=1

∫
K0

∫
(Rd)k

f(Ki, z − xi) Φd−1(Ki; dxi) P0(dKi)

= (2γ(z))k.

�

Diese Abschätzung ist gröber als die Ungleichung aus Satz 50, da wir zeigen können:

Satz 57
d!

(d− k)!κd−k

κk
d−1

(
d
k

)
dk κk−1

d κd−k

κk
d−1

dk
≤ 1.

Beweis: Rufen wir uns den Beweis von Satz 51 in Erinnerung. Dort haben wir die Gleichung∑
F1∈Fd−1(P )

· · ·
∑

Fk∈Fd−1(P )

|det(u(F1), . . . , u(Fk))|λF1(F1) . . . λFk
(Fk) = 2k V

(d−k)
d−1,...,d−1(P̃ , . . . , P̃ )
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für volldimensionale Polytope P hergeleitet. Wir sehen nun, daß sich die linke Seite auch durch∑
F1∈Fd−1(P )

· · ·
∑

Fk∈Fd−1(P )

λF1(F1) . . . λFk
(Fk)

nach oben abschätzen läßt, da

0 ≤ |det(u(F1), . . . , u(Fk))| ≤ 1

immer erfüllt ist. Es gilt∑
F1∈Fd−1(P )

· · ·
∑

Fk∈Fd−1(P )

λF1(F1) . . . λFk
(Fk) =

( ∑
F1∈Fd−1(P )

λF1(F1)
)

. . .
( ∑

Fk∈Fd−1(P )

λFk
(Fk)

)
.

Vergleicht man nun ∑
F∈Fd−1(P )

λF (F ),

was nichts anderes als eine Formel für die Oberfläche von P ist, mit der Darstellung des (d− 1)-ten
inneren Volumens für Polytope, so ergibt sich∑

F∈Fd−1(P )

λF (F ) = 2Vd−1(P ),

da γ(F, P ) = 1
2 für alle F ∈ Fd−1(P ) ist.

Nutzen wir wiederum die Stetigkeit aller beteiligten Funktionale aus, so erhalten wir

V
(d−k)
d−1,...,d−1(K̃, . . . , K̃) ≤ Vd−1(K)k

für beliebige volldimensionale konvexe Körper K.

Dem Beweis von Satz 54 entnimmt man, dass für K = Bd−1 gilt

V
(d−k)
d−1,...,d−1(B

d−1, . . . , Bd−1) = d!
2k (d−k)! κd−k

κk
d−1 (d

k)
dk κk−1

d κd−k
V1(ΠBd−1)k

= d!
(d−k)! κd−k

κk
d−1 (d

k)
dk κk−1

d κd−k

κk
d−1

dk Vd−1(Bd−1)k.

Berücksichtigt man die Identität B̃d−1 = Bd−1, so folgt aus V
(d−k)
d−1,...,d−1(K̃, . . . , K̃) ≤ Vd−1(K)k die

Ungleichung
d!

(d− k)!κd−k

κk
d−1

(
d
k

)
dk κk−1

d κd−k

κk
d−1

dk
Vd−1(Bd−1)k ≤ Vd−1(Bd−1)k

und damit
d!

(d− k)!κd−k

κk
d−1

(
d
k

)
dk κk−1

d κd−k

κk
d−1

dk
≤ 1.

�

Schärfere Abschätzungen für die in diesem Abschnitt behandelten Schnittdichten liegen im Moment
nicht vor, da entsprechende Ungleichungen für die gemischten Maße beziehungsweise die gemisch-
ten Funktionale noch fehlen. Zwar ist bekannt, dass diese Abschätzungen existieren müssen; da
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aber die Extremalfälle vermutlich für (eventuell reguläre) Simplices eintreten, passen die gesuchten
Ungleichungen gut zu einer ganzen Reihe klassischer noch ungelöster Probleme aus der Konvex-
geometrie.

Ein Nachteil der Maße ν ′k,k besteht darin, dass sich ihre Dichten bezüglich des Lebesgue-Maßes nur
dann in einen Zusammenhang mit gemischten Funktionalen konvexer Körper bringen lassen, wenn
der lokale Blaschke-Körper existiert. Die Klasse der Partikelprozesse, für die dies auf ganz Rd gilt,
ist jedoch noch nicht genau charakterisiert. Bekannt ist lediglich, dass sie auch nicht-stationäre
Prozesse enthält. Im zweiten Kapitel von [11] findet sich ein entsprechendes Beispiel.

5.2 Schnittdichten inhomogener Partikelprozesse II

Es sei X ein translationsregulärer Poissonprozess. Für B ∈ B(Rd) und k ∈ {1, . . . , d} definieren wir
ein Maß νk durch

νk(B) = E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Hd−k(bdK1 ∩ · · · ∩ bd Kk ∩B).

Den Unterschied zwischen den Maßen ν ′j,k und νk erkennt man am besten im Fall j = k = d. Der
Schnitt von d verschiedenen Rändern konvexer Körper besteht im allgemeinen nur aus einzelnen
Punkten, und sowohl ν ′d,d als auch νd ”zählen“ die Anzahl dieser Schnittpunkte. Während νd aber
diese Punkte einfach zählt, gewichtet ν ′d,d einen Punkt mit dem gemeinsamen äußeren Winkel der
Körper K1, . . . Kd, in deren Schnitt er liegt.

Bemerkung: Wegen Hd−1(bdK ∩ ·) = Cd−1(K, ·) = 2Φd−1(K, ·) gilt ν1(·) = 2ν ′1,1(·).

Bevor wir den nächsten Satz formulieren, sei kurz daran erinnert, dass wir in Kapitel 2 eine Hd−k-
messbare und Hd−k-rektifizierbare Menge auch als (d − k)-dimensionale rektifizierbare Menge be-
zeichnet haben. Um mit den Maßen νk sinnvoll arbeiten zu können, benötigen wir folgende Aussage:

Satz 58 Seien k ∈ {1, . . . , d}, B ∈ B(Rd) und

M := {(K ′
1, . . . ,K

′
k) ∈ Kk|bd K ′

1∩· · ·∩ bd K ′
k ist eine (d− k)-dimensionale rektifizierbare Menge }.

Dann ist die Abbildung

(K1, . . . ,Kk) 7→ Hd−k(bdK1 ∩ · · · ∩ bd Kk ∩B) · 1M(K1, . . . ,Kk)

von Kk nach R messbar.

Beweis: M ist nach Korollar 2.1.4 aus [48] eine messbare Menge. Die Behauptung folgt dann aus
der Messbarkeit der Abbildungen K 7→ bd K, K ∈ K, und (F1, F2) 7→ F1 ∩ F2, F1, F2 ∈ F , (siehe
Satz 19) sowie Korollar 2.1.4 aus [48]. �

Bemerkung: Es seien M wie im letzten Satz und K1, . . . ,Kk ∈ K0 mit dim Ki = d für i = 1, . . . , k.
Aus Theorem 1.4.1 in [48] folgt, dass bd (x1+K1)∩· · ·∩ bd (xk +Kk) für λkd-fast alle (x1, . . . , xk) ∈
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Rkd nicht nur Hd−k-messbar sondern auch Hd−k-rektifizierbar ist. Aus dem Satz von Campbell
ergibt sich, weil X ein Poissonprozess ist,

E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

1Mc(K1, . . . ,Kk) =
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd

. . .
∫

Rd

1Mc(x1 + K1, . . . , xk + Kk)×

f(K1, x1) · · · f(Kk, xk) λd(dx1) . . . λd(dxk P0(dK)

= 0.

Somit ist bd (x1 + K1) ∩ · · · ∩ bd (xk + Kk) fast sicher für alle (K1, . . . ,Kk) ∈ Xk
6= eine (d − k)-

dimensionale rektifizierbare Menge.

Insbesondere gilt deshalb für B ∈ B(Rd) die Gleichung

νk(B) = E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Hd−k(bdK1 ∩ · · · ∩ bd Kk ∩B) 1M(K1, . . . ,Kk).

Wir zeigen nun:

Satz 59 Es seien k ∈ {1 . . . , d} und X ein translationsregulärer Poissonprozess, der auf volldi-
mensionalen Körpern konzentriert ist. Dann besitzt das Borelmaß νk eine Dichte bezüglich des
Lebesgue-Maßes, und eine Version dieser Dichte ist durch γk : Rd → [0,∞) gegeben. Dabei definie-
ren wir für z ∈ Rd

γk(z) :=
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd

. . .
∫

Rd

|det(σK1(x1), . . . , σKk
(xk))|f(K, z − x1) . . . ×

f(K, z − xk) Cd−1(K1, dx1) . . . Cd−1(Kk, dxk) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Bemerkung: Aus ν1(·) = 2ν ′1,1(·) folgt für λd-fast alle z ∈ Rd sofort γ1(z) = γ1,1(z). Man nennt γ1

beziehungsweise γ′1,1 in der Regel Oberflächen- beziehungsweise (d − 1)-te Quermaßdichte von X.
Für nicht-stationäre Partikelprozesse wurden sie von Fallert in [4] eingeführt. Weiterhin bezeichnet
man γd in der Regel als Schnittpunktdichte von X.

Beweis: Es sei B ∈ B(Rd). Wegen der an Satz 58 anschließenden Bemerkung können wir νk(B)
schreiben als

νk(B) = E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Hd−k(bdK1 ∩ · · · ∩ bdKk ∩B) 1M(K1, . . . ,Kk).
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Weil X ein Poissonprozess ist, ergibt sich aus Satz 58 und dem Satz von Campbell

νk(B) =
∫
K′

. . .
∫
K′
Hd−k(bdK1 ∩ · · · ∩ bd Kk ∩B) 1M(K1, . . . ,Kk) Λ(m)(d(K1, . . . ,Kk))

=
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd

. . .
∫

Rd

Hd−k(bdK1 + x1 ∩ · · · ∩ bd Kk + xk ∩B)×

1M(K1 + x1, . . . ,Kk + xk)f(K1, x1) · · · f(Kk, xk) λd(dx1) . . . λd(dxk)×

P0(dK1) . . . P0(dKk)

=
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd

. . .
∫

Rd

Hd−k(bdK1 + x1 ∩ · · · ∩ bd Kk + xk ∩B) f(K1, x1) · · · ×

f(Kk, xk) λd(dx1) . . . λd(dxk) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Wie wir gleich nachrechnen werden, gilt für die inneren Integrale

∫
Rd

. . .
∫

Rd

Hd−k(bdK1 + x1 ∩ · · · ∩ bd Kk + xk ∩B) f(K1, x1) · · · f(Kk, xk) λd(dx1) . . . λd(dxk)

=
∫

Rd

1B(z)
∫

bd K1

. . .
∫

bd Kk

|det(σK1(t1), . . . , σKk
(tk))|f(K1, z − t1) · · · f(Kk, z − tk)Hd−1(dt1)×

. . .Hd−1(dtk) λd(dz).

Nach Anwendung des Satzes von Fubini, Satz 36 und einer einfachen Koordinatentransformation
ergibt sich nämlich

∫
Rd

. . .
∫

Rd

Hd−k(bdK1 + x1 ∩ · · · ∩ bd Kk + xk ∩B) f(K1, x1) · · · f(Kk, xk) λd(dx1) . . . λd(dxk)

=
∫

Rd

. . .
∫

Rd

Hd−k(bdK1 ∩ bd K2 + x2 − x1 · · · ∩ bd Kk + xk − x1 ∩B − x1)×

f(K1, x1) · · · f(Kk, xk)λd(dx1) . . . λd(dxk)

=
∫

Rd

. . .
∫

Rd

Hd−k(bdK1 ∩ bd K2 + x2 · · · ∩ bd Kk + xk ∩B − x1)×

f(K1, x1) f(K2, x2 + x1) · · · f(Kk, xk + x1) λd(dxk) . . . λd(dx1)
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=
∫

Rd

∫
bd K1

. . .
∫

bd Kk

1B−x1(t1) f(K2, t1 − t2 + x1) · · · f(Kk, t1 − tk + x1)×

|det(σK1(t1), . . . , σKk
(tk))|Hd−1(dtk) . . .Hd−1(dt1) f(K1, x1) λd(dx1)

=
∫

Rd

1B(z)
∫

bd K1

. . .
∫

bd Kk

|det(σK1(t1), . . . , σKk
(tk))|f(K1, z − t1) · · · ×

f(Kk, z − tk)Hd−1(dtk) . . .Hd−1(dt1) λd(dz).

Durch erneute Anwendung des Satzes von Fubini ergibt sich dann, dass νk für alle k ∈ {1, . . . , d}
eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes besitzt, und eine Version dieser Dichte durch γk : Rd → R
gegeben ist. Für z ∈ Rd setzen wir dabei

γk(z) :=
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
bd K1

. . .
∫

bd Kk

|det(σK1(t1), . . . , σKk
(tk))|f(K, z − t1) · · · ×

f(K, z − tk)Hd−1(dtk) . . .Hd−1(dt1) P0(dK1) . . . P0(dKk)

=
∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd

. . .
∫

Rd

|det(σK1(x1), . . . , σKk
(xk))|f(K, z − x1) · · · ×

f(K, z − xk) Cd−1(K1, dx1) . . . Cd−1(Kk, dxk) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Hier geht ein, dass Cd−1(K, ·) = Hd−1(bdK ∩ ·) ist, und wir haben den Satz bewiesen. �

Für einen beliebigen Punkt z ∈ Rd definieren wir wie im letzten Abschnitt ein zu X gehörendes
Borelmaß µz durch

µz(A) := µz(A,K0) =
∫
K0

∫
Rd

f(K, z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(dK), A ∈ B(Sd−1).

Bemerkung: Wegen Satz 39 ist µz für λd-fast alle z ∈ Rd endlich und eindeutig durch das Inten-
sitätsmaß von X bestimmt.

Es habe das Maß µz diese beiden Eigenschaften. Wir wissen wegen Satz 34, dass wir es auch in der
Form

µz(A) =
∫
K0

∫
bd K

1A(σK(x)) f(K, z − x) Cd−1(K, dx) P0(dK)

schreiben können, und wir definieren in diesem Fall das lokale assoziierte Zonoid Π(X, z) von X in
z durch seine Stützfunktion

h(Π(X, z), u) :=
∫

Sd−1

|〈u, v〉|µz(dv).

Bemerkung: Für die Definition von Π(X, z) spielt nur der gerade Anteil von µz eine Rolle. Falls X
stationär ist, stimmt 1

2Π(X, z) für jedes z ∈ Rd mit dem assoziierten Zonoid von X überein.
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Es gilt:

Satz 60 Es seien k ∈ {1 . . . , d} und X ein translationsregulärer Poissonprozess, der auf volldi-
mensionalen Körpern konzentriert ist. Dann gilt für λd-fast alle z ∈ Rd

γk(z) =
k!
2k

Vk(Π(X, z)).

Beweis: Für j = 0, . . . , d und λd-fast alle z ∈ Rd gilt

Vj(Π(X, z))

= 2j

j!

∫
Sd−1

. . .
∫

Sd−1

|det(u1, . . . , uj)|µz(du1) . . . µz(duj)

= 2j

j!

∫
K0

. . .
∫
K0

∫
Rd

. . .
∫

Rd

|det(σK1(x1), . . . , σKk
(xk))|f(K, z − x1) . . . ×

f(K, z − xk) Cd−1(K1, dx1) . . . Cd−1(Kk, dxk) P0(dK1) . . . P0(dKk).

Dies entspricht der Definition von γk, die wir in Satz 59 angegeben haben. �

Wie schon im letzten Abschnitt lässt sich dieser Zusammenhang zwischen Schnittdichten und kon-
vexen Körpern nun wieder verwenden, um die k-Schnittdichten für k = 2, . . . , d durch γ := γ1 nach
oben abzuschätzen. Es gelten nämlich folgende Ungleichungen:

Satz 61 Es seien k ∈ {1 . . . , d} und X ein translationsregulärer Poissonprozess, der auf volldi-
mensionalen Körpern konzentriert ist.Dann gilt für λd-fast alle z ∈ Rd die Ungleichung

γk(z) ≤
k!κk

d−1

(
d
k

)
dkκk−1

d κd−k

γ1(z)k.

Gleichheit gilt genau dann, wenn Π(X, z) eine Kugel ist.

Bemerkung: Für einen stationären Poissonprozess konvexer Körper folgt die obige Ungleichung
schon aus Korollar 2 in [47].

Beweis: Nach Ungleichung (7.28) aus [34] gilt für alle K ∈ Kd und alle 1 < k ≤ d die Ungleichung(κd−1

d
V1(K)

)k
≥ κk−1

d

κd−k(
d
k

) Vk(K),

wobei Gleicheit genau dann gilt, wenn K eine Kugel ist. Angewendet auf die Schnittdichten erhalten
wir daraus für λd-fast alle z ∈ Rd die Abschätzung

γk(z) = k!
2k Vk(Π(X, z))

≤ k!
2k

κk
d−1(d

k)
dkκk−1

d κd−k
V1(Π(X, z))k

=
k!κk

d−1(d
k)

dkκk−1
d κd−k

γ1(z)k,
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und wir haben den Satz bewiesen. �

Beispiel: Es seien eine Funktion f durch

f : Rd → [0,∞)
(x1, . . . , xd) 7→ 1 + sin(2π(x1 + · · ·+ xd))

und ein konvexer Körper W durch

W := [−1
2
,
1
2
]d

gegeben. Weiter bezeichne ν das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmaß auf SOd.
Dann definieren wir ein Wahrscheinlichkeitsmaß P0 auf K0 durch

P0(A) := ν({ϑ ∈ SOd | ϑW ∈ A}), A ∈ B(K0).

Also ist P0 das Bildmaß von ν unter der Abbildung

SOd → K0

ϑ 7→ ϑW.

X bezeichne den Poissonprozess mit Intensitätsmaß

Θ(A) =
∫

SOd

∫
Rd

1A(x + ϑK) f(ϑ−1x) λd(dx) ν(dϑ), A ∈ B(K0).

Die Formverteilung von X ist dann durch P0 gegeben.

Für z ∈ Rd und A ∈ B(Sd−1) gilt

µz(A) =
∫

SOd

∫
Rd

1A(σϑW (x)) f(ϑ−1(z − x))Cd−1(ϑW, dx) ν(dϑ)

=
∫

SOd

∫
Rd

1A(ϑσW (x)) f(ϑ−1z − x) Cd−1(W,dx) ν(dϑ)

=
∫

SOd

d∑
i=1

(δei(ϑ
−1A) + δ−ei(ϑ

−1A)) ν(dϑ).

Die zweite Gleichung folgt aus der Rotationskovarianz von Cd−1(W, ·) und die dritte Gleichung
aus der Definition von f und W . {e1, . . . , ed} bezeichne dabei die Standardbasis des Rd. Aus der
Invarianz des Maßes ν erhalten wir

µz(A) = µz(%A)

für alle % ∈ SOd, A ∈ B(Sd−1) und z ∈ Rd. Da außerdem für alle z ∈ Rd−1 die Gleichung
µz(Sd−1) = 2d erfüllt ist, ergibt sich aus der Eindeutigkeit des sphärischen Lebesgue-Maßes, dass
µz = 2d ωd−1 für alle z ∈ Rd sein muss. Damit ist Π(X, z) für alle z ∈ Rd eine Kugel und X ein
nicht-stationärer Prozess, für den

γk(z) =
k!κk

d−1

(
d
k

)
dkκk−1

d κd−k

γ1(z)k

für alle k ∈ {1, . . . , d} auf ganz Rd gilt.

Bemerkungen:
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a) Man kann auch einen stationären, nicht-isotropen Prozess mit derselben Eigenschaft konstru-
ieren.

b) Für die verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmaße µz(A,A) von X mit A ∈ B(Sd−1)
und A ∈ B(K0) gilt

µz(A,A) =
∫

SOd

1A(ϑW )
d∑

i=1

(δei(ϑ
−1A) + δ−ei(ϑ

−1A)) ν(dϑ).

Aus der Invarianz von ν ergibt sich also ebenfalls

µz(%A, %A) = µz(A,A)

für alle % ∈ SOd. An diesem Beispiel sieht man somit, dass eine Verallgemeinerung von
Satz 43 auf beliebige translationsreguläre Partikelprozesse, die auf volldimensionalen Körpern
konzentriert sind, nicht möglich ist.

5.3 Schnitte mit affinen Unterräumen

Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben, steht das assoziierte Zonoid eines stationären Partikelprozesses
X in engem Zusammenhang mit verschiedenen geometrischen Größen. Der Wert seiner Stützfunk-
tion an der Stelle u ∈ Sd−1 läßt sich beispielsweise als Intensität des stationären Punktprozesses
interpretieren, der durch X auf der Geraden {αu | α ∈ R} induziert wird. Ein analoges Resultat
soll nun auch für nicht-stationäre Partikelprozesse gezeigt werden.

Es sei X ein translationsregulärer Partikelprozess, der auf volldimensionalen konvexen Körpern
konzentriert ist. Weiter seien 1 ≤ k ≤ d und z ∈ Rd. Weiter sei L ∈ Ld

k ein k-dimensionaler
linearer Unterraum des Rd. Wir interessieren uns nun für das mittlere (k−1)-te Hausdorff-Maß des
Schnittes der Ränder der Partikel von X mit z + L in einer beliebigen Borelmenge B ⊆ B(L + z).
Dazu betrachten wir das Maß

νL+z(B) := E
∑
K∈X

Hk−1(B ∩ (z + L) ∩ bd K), B ∈ B(L + z).

Bemerkungen:

a) Es sei K ∈ K0 mit dim K = d. Aus Theorem 1.4.1 in [48] folgt, dass (z + L) ∩ (x + bdK)
für λd-fast alle x ∈ Rd nicht nur Hk−1-messbar sondern auch Hk−1-rektifizierbar ist. Hat eine
Menge diese beiden Eigenschaften, so haben wir sie in Kapitel 2 auch (k − 1)-dimensionale
rektifizierbare Menge genannt. Definieren wir

M := {K ′ ∈ K | (z + L) ∩ bd K ′ ist eine (k − 1)-dimensionale rektifizierbare Menge},

so erhalten wir aus dem Satz von Campbell

E
∑

K∈X

1Mc(K) =
∫
K0

∫
Rd

1M(x + K) f(K, x) λd(dx) P0(dK)

= 0.
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Damit ist (z + L) ∩ bd K fast sicher für alle K ∈ X sowohl Hk−1-messbar als auch Hk−1-
rektifizierbar.

Insbesondere ist also

νL+z(B) = E
∑
K∈X

Hk−1(B ∩ (z + L) ∩ bd K) 1M(K).

b) Die Messbarkeit der Abbildung

K 7→ Hk−1(B ∩ (z + L) ∩ bd K) 1M(K)

von K nach R zeigt man mit Satz 19 und Korollar 2.1.4 aus [48].

Beispiel: Ist k = 1, so entspricht νL+z(B) gerade der mittleren Anzahl von Schnittpunkten der
Geraden z + L mit der Menge ⋃

K∈X

bd K,

die in B liegen. Ist X stationär und λL+z(B) = 1, so handelt es sich bei νL+z(B) um die Inten-
sität des stationären Punktprozesses, der entsteht, wenn wir die Geraden L + z mit obiger Menge
schneiden. Aufgrund der Stationarität ist sie unabängig von z.

Wir zeigen nun:

Satz 62 Es seien k ∈ {1, . . . , d − 1}, z ∈ Rd und X ein translationsregulärer Partikelprozess, der
auf volldimensionalen Körpern konzentriert ist. Weiter seien L ∈ Ld

k und {v1, . . . , vd−k} ⊆ Sd−1

eine Orthonormalbasis von L⊥. Dann ist νL+z absolutstetig bezüglich λL+z, dem Lebesgue-Maß auf
L + z, und eine Version der Dichte ist durch γL+z : L + z → [0,∞) gegeben. Dabei definieren wir
für y ∈ L + z

γL+z(y) :=
∫

Sd−1

|det(u, v1, . . . , vd−k)|µy(du).

Beweis: Aus dem Satz von Campbell folgt nach einem ähnlichen Zwischenschritt wie am Anfang
des Beweises von Satz 59

νL+z(B) =
∫
K0

∫
Rd

Hk−1(B ∩ (L + z) ∩ bd K + x)f(K, x) λd(dx) P0(dK). (∗)

Es seien zunächst B ∈ B(L + z) beschränkt und W ⊆ L ein Würfel mit B ⊆ intW + z. Dann gilt

Hk−1(B ∩ L + z ∩ bd K + x) = Hk−1(B ∩W + z ∩ bd K + x).

Auf das innere Integral in (∗) können wir Satz 31 anwenden. Mit m = 1, M0 = z + W , n0 = k,
M1 = bdK und n1 = d− 1 erhalten wir dann∫

Rd

Hk−1(B ∩ (z + W ) ∩ bd K + x)f(K, x) λd(dx)

=
∫

z+W

∫
bd K

1B(y) |det([σK(x)],W⊥)| f(K, y − x)Hd−1(dx)Hk(dy)

=
∫

z+L

1B(y)
∫

bd K

|det(σK(x), v1, . . . , vd−k)| f(K, y − x)Hd−1(dx) λL+z(dy).
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Nach Anwendung des Satzes von Fubini folgt mit der Definition von µy die Gleichung

νL+z(B) =
∫

z+L

1B(y)
∫

Sd−1

|det(u, v1, . . . , vd−k)|µy(du) λL+z(dy).

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz überträgt sich diese Gleichung auf beliebige Borel-
mengen, und wir haben den Satz bewiesen. �

Bemerkung: Es seien k = 1 und L := {su | s ∈ R} für ein u ∈ Sd−1. In diesem Fall ergibt sich für
λd−1-fast alle z ∈ [u⊥] und λ1-fast alle s ∈ R die Darstellung

γL+z(z + su) =
∫

Sd−1

|det(v, v1, . . . , vd−1)|µz+su(dv)

=
∫

Sd−1

|〈v, u〉|µz+su(dv)

= h(Π(X, z + su), u)

Dies ist eine Verallgemeinerung des entsprechenden Resultates aus Kapitel 3 für stationäre Parti-
kelprozesse.

5.4 Das mittlere sichtbare Volumen

Im dritten Kapitel haben wir gesehen, dass das mittlere sichtbare Volumen eines stationären
Poissonprozesses proportional zum Volumen des Polarkörpers des assoziierten Zonoids ist. Außer-
dem läßt sich das Produkt von mittlerem sichtbarem Volumen und Schnittpunktdichte durch die
Blaschke-Santaló-Ungleichung und ihre Inverse sowohl nach oben als auch nach unten abschätzen.
Diese Ergebnisse sollen im Folgenden ebenfalls auf nicht-stationäre Poissonprozesse übertragen wer-
den.

Es sei X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der auf volldimensionalen
konvexen Körpern konzentriert ist. Außerdem gelte im gesamten Abschnitt∫

K0

max
x∈(z−K)

f(x) Vj(K) P0(dK) < ∞

für alle z ∈ Rd und j = 0, . . . , d.

Bemerkung: In diesem Fall ist µz für jedes z ∈ Rd endlich und eindeutig durch das Intensitätsmaß
von X bestimmt.

Es sei Z := ZX das von X erzeugt Booleesche Modell und u ∈ Sd−1. Für z ∈ Rd definieren wir den
Abstand von z zu Z in Richtung u als

d[0,u](z, Z) := inf{t ≥ 0 | (z + [0, tu)] ∩ Z) 6= ∅},
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wobei wir inf ∅ := ∞ setzen. Dabei sei wie üblich

[0, u] := conv {0, u}

die Strecke zwischen 0 und u.

Liegt z 6∈ Z, so ist der von z aus sichtbare Bereich außerhalb von Z, kurz Sz(Z), eine sternförmige
Menge, und sein Volumen kann durch

Vd(Sz(Z)) =
1
d

∫
Sd−1

d[0,u](z, Z)d ωd−1(du)

berechnet werden. Die Definition einer sternförmigen Menge und die Formel für ihr Volumen finden
sich auf Seite 416f in [29]. Das mittlere, vom Punkt z ∈ Rd aus sichtbare Volumen außerhalb von
Z, kurz V̄s(Z, z), ist dann

V̄s(Z, z) = E(Vd(Sz(Z)) | z 6∈ Z)

= 1
d

∫
Sd−1

E(d[0,u](z, Z)d | z 6∈ Z) ωd−1(du).

Es gilt:

Satz 63 Es seien X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der auf volldi-
mensionalen Körpern konzentriert ist, Z das von ihm erzeugte Boolesche Modell und v ∈ Sd−1.
Weiter gelte ∫

K0

max
x∈(z−K)

f(x) Vj(K) P0(dK) < ∞

für alle z ∈ Rd und j = 0, . . . , d sowie für P0-fast alle K ∈ K0, dass sie keine zu [0, v] parallele
Strecke im Rand enthalten. Dann gilt

P(d[0,v](z, Z) ≤ t | z 6∈ Z)

= 1− exp{−
t∫
0

∫
K0

∫
{x∈ bd K|〈v,σK(x)〉<0}

f(z + sv − x) 〈v,−σK(x)〉Cd−1(K, dx) P0(dK) λ1(ds)}.

Weiter ist genau dann∫
K0

∫
{x∈ bd K|〈v,σK(x)〉<0}

f(z + sv − x) 〈v,−σK(x)〉Cd−1(K, dx) P0(dK) =
1
2
h(Π(X, z + sv), v),

wenn v senkrecht auf dem Schwerpunkt von µz+sv steht.

Beweis: Aus Bemerkung 3.1 in der Arbeit von Hug, Last und Weil über die verallgemeinerte Kon-
takverteilung inhomogener Boolescher Modelle ([13]) ergibt sich für die bedingte Verteilung von
d[0,v](z, Z) der Ausdruck

P(d[0,v](z, Z) ≤ t | z 6∈ Z) =

1− exp{
d−1∑
j=0

(
d−1

j

)
td−1−j

∫
K0

∫
Rd×Rd

f(z + ty + x) Θj,d−j(−K, [0, v]; dx× dy) P0(dK)}.
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Die dabei auftretenden relativen Stützmaße Θj,d−j werden sowohl von Kiderlen in Kapitel 2 sei-
ner Dissertation über Schnittmittelungen und äquivariante Endomorphismen ([16]) als auch von
Kiderlen und Weil in Abschnitt 5 von [17] behandelt.

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren, benötigen wir noch folgende Definition: Zwei Polytope L,M ∈
K sind in relativer allgemeiner Lage (siehe Seite 16 in [16] für eine allgemeine Definition dieses
Begriffs), wenn für alle u ∈ Sd−1 gilt

dim (L + M)(u) = dim L(u) + dim M(u).

Für K ∈ K bezeichnet dabei K(u) := K ∩ {x ∈ Rd | 〈x, u〉 = h(K, u)} die Stützmenge an K mit
äußerer Normalen u. Insbesondere sind also K ∈ K und [0, u] in allgemeiner Lage, wenn K keine
zu u paralle Strecke in seinem Rand hat.

Nach Formel (5.5) auf Seite 320 in [17] haben die relativen Stützmaße für Polytope L,M ∈ K in
relativer allgemeiner Lage folgende Form:(

d− 1
j

)
Θj,d−j(L,M ; ·) :=

∑
F∈Fj(L)

∑
G∈Fd−1−j(M)

[F,G]h(M,u(F + G, L + M))λF ⊗ λG.

Hier bezeichnet u(F + G, L + M) die äußere Normale der (d− 1)-Seite F + G des Polytops L + M .

Da die Maße Θj,d−j(L,M ; · × ·) schwach stetig von L und M abhängen, ergibt sich mittels Appro-
ximation durch Polytope für beliebiege konvexe Körper, dass

Θj,d−j(K, [0, v]; · × ·) ≡ 0 für j = 0, . . . , d− 3

ist. Für Polytope K gilt außerdem, dass h([0, v], u(F + [0, v],K + [0, v])) = 0 für alle F ∈ Fd−2(K)
ist, da u(F + [0, v],K + [0, v]) = v⊥ gilt. Also ist

Θd−2,2(K, [0, v]; · × ·) ≡ 0.

Auch dieses Ergebnis überträgt sich auf beliebige konvexe Körper K ∈ K. Damit erhalten wir

P(d[0,v](z, Z) ≤ t | z 6∈ Z)

= 1− exp{−
t∫
0

∫
K0

∫
bd (−K)× bd [0,v]

f(z + sy + x) Θd−1,1(−K, [0, v]; dx× dy) P0(dK) λ1(ds)}.

Aus h([0, v], ·) = max{〈v, ·〉, 0} folgt, dass der Gradient von h([0, v], ·) für x ∈ Rd durch

∇h([0, u], ·)(x) =
{

v, falls 〈x, v〉 > 0
0, falls 〈x, v〉 < 0

gegeben ist. Sollte 〈x, v〉 = 0 sein, so ist h([0, v], x) nicht definiert. Zusammen mit Formel (5.9) aus
[17] (siehe Lemma 2.5 in [16]) ergibt sich damit

P(d[0,v](z, Z) ≤ t | z 6∈ Z)

= 1− exp{−
t∫
0

∫
K0

∫
{x∈ bd K|〈u,σK(x)〉<0}

f(z + sv − x) 〈v,−σK(x)〉Cd−1(K, dx) P0(dK) λ1(ds)}
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Für ein beliebiges Borelmaß µ auf Sd−1 und festes v ∈ Sd−1 gilt

1
2

∫
Sd−1

|〈v, u〉|µ(du) =
∫

{u∈Sd−1|〈u,v〉<0}

〈v,−u〉µ(du) ⇐⇒
∫

Sd−1

〈v, u〉µ(du) = 0,

und wir haben den Satz bewiesen. �

Bevor wir nun versuchen, unsere Resulate für das mittlere sichtbare Volumen zu formulieren, müssen
wir zunächst einige abkürzende Schreibweisen einführen. Deshalb definieren wir für festes z0 ∈ Rd

und u ∈ Sd−1 die Abbildungen

Hz0,u(t) :=
t∫
0

∫
K0

∫
{x∈ bd K|〈u,σK(x)〉<0}

f(z0 + su− x) 〈u,−σK(x)〉Cd−1(K, dx) P0(dK) λ1(ds),

t ∈ [0,∞),

und

hz0,u(t) :=
∫
K0

∫
{x∈ bd K|〈u,σK(x)〉<0}

f(z0 + tu− x) 〈u,−σK(x)〉Cd−1(K, dx) P0(dK), t ∈ [0,∞).

Nach Satz 7.18 in [10] besitzt das durch die Verteilungsfunktion

t 7→ 1− e−Hz0,u(t), t ∈ [0,∞),

auf [0,∞) definierte Wahrscheinlichkeitsmaß eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes, die durch

t 7→ hz0,u(t) e−Hz0,u(t), t ∈ [0,∞),

gegeben ist. Damit ergibt sich aus Satz 63

E(d[0,u](z0, Z)d | z 6∈ Z) =

∞∫
0

td hz0,u(t) e−Hz0,u(t) λ1(dt).

Weiterhin gilt für alle u ∈ Sd−1 und alle t ≥ 0 sowohl

hz0,u(t) < h(Π(X, z + tu), u)

als auch
hz0,u(t) =

1
2
h(Π(X, z + tu), u) ⇐⇒

∫
Sd−1

v µz+tu(dv) ⊥ u.

Nun lässt sich folgender Zusammenhang zwischen dem mittleren sichtbaren Volumen und den
assoziierten Zonoiden herleiten:

Satz 64 Es seien X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der auf volldi-
mensionalen Körpern konzentriert ist, und Z das von X erzeugte Boolesche Modell. Weiter gelte∫

K0

max
x∈(z−K)

f(x) Vj(K) P0(dK) < ∞

für alle z ∈ Rd und j = 0, . . . , d sowie für ωd−1-fast alle u ∈ Sd−1, dass P0-fast alle K ∈ K0 keine
zu [0, u] parallele Strecke im Rand enthalten. Es seien z0 ∈ Rd und µz0 zentriert. Weiter seien
ωd−1-fast alle u ∈ Sd−1 die Bedingungen
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a) hz0,u(t) > 0 für λ1-fast alle t ≥ 0,

b) hz0,u ist stetig differenzierbar und

c) für j = 1, . . . , d existiere ein aj ∈ [0,∞), so dass für alle b ≥ aj das Integral

b∫
0

td−j
h′z0,u(t)

hz0,u(t)j+1
e−Hz0,u(t)λ1(dt) ≥ 0

ist,

erfüllt. Dann gilt

V̄s(Z, z0) ≥ 2d d!Vd(Π(X, z0)◦).

Bemerkungen:

a) Die zusätzliche Bedingung an P0 ist zum Beispiel dann erfüllt, wenn das Maß auf strikt
konvexen Körpern konzentriert ist.

b) Ist X stationär, so gilt für alle z0 ∈ Rd, u ∈ Sd−1 und t ∈ [0,∞) sowohl

Hz0,u(t) = 1− e−th(Π(X),u) als auch hz0,u(t) = h(Π(X), u).

Die Bedingungen a), b) und c) in Satz 64 sind also alle erfüllt. Wie man an der Herleitung auf
Seite 160f in [34] sieht, kann man in diesem Fall auf die Bedingung verzichten, dass P0-fast
alle K ∈ K0 keine zu [0, u] parallele Strecke im Rand enthalten.

c) Gleichheit gilt zum Beispiel dann, wenn Hz0,u linear für ωd−1-fast alle u ∈ Sd−1 ist. Dies ist
bei einem stationären Prozess der Fall.

d) Erinnerung: Es sei K ∈ K0 beliebig. Der Polarkörper K◦ von K ist definiert als

K◦ := {x ∈ Rd | 〈x, y〉 ≤ 1 für alle y ∈ K},

und es gilt

λd(K◦) =
1
d

∫
Sd−1

h(K, u)−d ωd−1(du).

Beweis: Da u ∈ Sd−1 zunächst fest ist, schreiben wir im Folgenden kurz H beziehungsweise h statt
Hz0,u und hz0,u. H ist invertierbar, da es nach Voraussetzung streng monoton wachsend ist. Damit
ergibt sich aus Abschnitt 10.7 in [37] über die Ableitung der Umkehrfunktion und Abschnitt 11.3
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in [37] über die partielle Integration

E(d[0,u](z, Z)d | z 6∈ Z) =
∞∫
0

td h(t) e−H(t) λ1(dt)

t=H−1(logs)
= lim

x→0

1∫
x

H−1(−logs)d h(H−1(−logs)) (H−1)′(−logs)︸ ︷︷ ︸
= 1

h(H−1(−logs))

λ1(ds)

= lim
x→0

1∫
x

H−1(−logs)dλ1(ds)

part. Int.
= lim

x→0
[sH−1(−logs)d]s=1

s=x︸ ︷︷ ︸
≥0

+ d lim
x→0

1∫
x

H−1(−logs)d−1(H−1)′(−logs) λ1(ds)

≥ d lim
x→0

1∫
x

H−1(−logs)d−1(H−1)′(−logs) λ1(ds).

Da aus Bedingung c) folgt, dass ein x0 ∈ (0, 1) mit der Eigenschaft

1∫
x

H−1(−logs)d−j (H−1)′(−logs)j−1 (H−1)′′(−logs) λ1(ds) ≥ 0

für alle x ≤ x0 und j = 1, . . . , d existiert, erhalten wir weiter

E(d[0,u](z, Z)d | z 6∈ Z) ≥ d lim
x→0

[sH−1(−logs)d−1 (H−1)′(−logs)]s=1
s=x

+ d(d− 1) lim
x→0

1∫
x

H−1(−logs)d−2 (H−1)′(−logs)2 λ1(ds)

+ d lim
x→0

1∫
x

H−1(−logs)d−1 (H−1)′′(−logs)2 λ1(ds)︸ ︷︷ ︸
≥0wegen c)

≥ d(d− 1) lim
x→0

1∫
x

H−1(−logs)k−2 (H−1)′(−logs)2 λ1(ds)

... (Wiederholung des letzten Schrittes)

≥ d! lim
x→0

1∫
x
(H−1)′(−logs)dλ1(ds).
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Wegen c) gilt außerdem

d! lim
x→0

1∫
x
(H−1)′(−logs)dλ1(ds) = d! lim

x→0
[s (H−1)′(−logs)d]s=1

s=x

+ d! d lim
x→0

1∫
x
(H−1)′(−logs)d−1(H−1)′′(−logs)λ1(ds)︸ ︷︷ ︸

≥0wegen c)

≥ d! (H−1)′(0)d

= d!( 1
h(0))

d

= d!( 2
h(Πz ,u))

d.

Für das sichtbare Volumen ergibt sich damit

V̄s(Z, z0) = 1
d

∫
Sd−1

E(d[0,u](z0, Z)d | z0 6∈ Z) ωd−1(du)

≥ 2d d! 1
d

∫
Sd−1

( 1
h(Πz0 ,u))

d ωd−1(du)

= 2d d!Vd(Π(X, z0)◦),

und wir haben den Satz bewiesen. �

Bemerkung: Lassen wir in Satz 64 die Bedingung weg, dass µz0 zentriert ist, so erhalten wir mit
denselben Methoden die Abschätzung V̄s(Z, z0) > d!Vd(Π(X, z0)◦).

Beispiel: Es sei X ein Poissonprozess mit P0 = δBd und f(x) = e‖x‖
2
, x ∈ Rd, wobei ‖ · ‖ die

euklidische Norm bezeichne. Weiter sei z0 = 0. Dann gilt sowohl∫
Sd−1

v µ0(dv) =
∫

Sd−1

v e‖v‖
2
ωd−1(dv) = 0

als auch für beliebiges u ∈ Sd−1 und t ∈ [0,∞) die Abschätzung

hu(t) =
∫

{v∈Sd−1|〈u,v〉>0}

e‖tu+v‖2 〈u, v〉ωd−1(dv) > 0,

und nach [10], 4.9 und Ü 4.6, ist hu stetig differenzierbar. Wegen

‖tu + v‖2 = t2‖u‖2 + 2t 〈u, v〉︸ ︷︷ ︸
>0

+‖v‖2 =
u,v∈Sd−1

t2 + 2t〈u, v〉+ 1

gilt für die Ableitung

h′u(t) =
∫

{v∈Sd−1|〈u,v〉>0}

(2t + 2〈u, v〉) e‖tu+v‖2 〈u, v〉ωd−1(dv) ≥ 0.
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Damit erfüllt X an der Stelle z0 = 0 die Vorausetzung des letzten Satzes, und das mittlere sichtbare
Volumen kann nach unten abgeschätzt werden.

Korollar 7 Es seien z0 ∈ Rd, X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der
auf volldimensionalen Körpern konzentriert ist, und Z das von X erzeugte Boolesche Modell. Sind
alle Vorausetzungen von Satz 64 erfüllt, so gilt

V̄s(Z, z0) γd(z0) ≥ d! 4d.

Beweis: Die Behauptung ergibt sich direkt aus der inversen Blaschke-Santaló-Ungleichung für Zo-
noide (siehe Satz 12), Satz 64 und den Ergebnissen für die Schnittdichten aus dem letzten Abschnitt.
Die Ungleichung besagt nämlich, dass für ein beliebiges Zonoid K ∈ K0 gilt

λd(K) λd(K◦) ≥ 4d

d!
.

In unserem Fall ergibt sich damit

V̄s(Z, z0) γd(z0) ≥ 2d d!Vd(Π(X, z0)◦)
d!
2d

Vd(Π(X, z0)) ≥ d! 4d,

und wir haben das Korollar bewiesen. �

In anderen Fällen ist eine Abschätzung des sichtbaren Volumens nach oben möglich:

Satz 65 Es seien z0 ∈ Rd, X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der auf
volldimensionalen Körpern konzentriert ist, und Z das von X erzeugte Boolesche Modell. Weiter
seien alle Vorausetzungen von Satz 64 erfüllt, wobei c) durch folgende Bedingung c*) ersetzt wird:
Für j = 1, . . . , d existiere ein aj ∈ [0,∞), so dass für alle b ≥ aj das Integral

b∫
0

td−j
h′z0,u(t)

hz0,u(t)j+1
e−Hz0,u(t)λ1(dt) ≤ 0

ist. Dann gilt
V̄s(Z, z0) ≤ 2d d!Vd(Π(X, z0)◦).

Beweis: Der Beweis verläuft analog zu dem von Satz 64. �

Bemerkung: Auch hier gilt Gleichheit beispielsweise dann, wenn Hz0,u linear für ωd−1-fast alle
u ∈ Sd−1 ist. Stationäre Poissonprozesse erfüllen diese Bedingung ebenso wie a), b) und c*).

Beispiel: Es sei X ein Poissonprozess mit P0 = δBd und f(x) = e−‖x‖
2
, x ∈ Rd, wobei ‖ · ‖ die

euklidische Norm bezeichne. Weiter sei z0 = 0. Dann gilt∫
Sd−1

u µ0(du) =
∫

Sd−1

u e−‖u‖
2
ωd−1(du) = 0,
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µ0 ist also zentriert. Desweiteren ist für beliebiges u ∈ Sd−1 und t ∈ [0,∞)

hu(t) =
∫

{v∈Sd−1|〈u,v〉>0}

e−‖tu+v‖2 〈u, v〉ωd−1(dv) > 0.

Nach [10], 4.9 und Ü 4.6, ist hu außerdem stetig differenzierbar. Wegen

‖tu + v‖2 = t2‖u‖2 + 2t 〈u, v〉︸ ︷︷ ︸
>0

+‖v‖2 =
u,v∈Sd−1

t2 + 2t〈u, v〉+ 1

gilt für die Ableitung

h′u(t) = −
∫

{v∈Sd−1|〈u,v〉>0}

(2t + 2〈u, v〉) e−‖tu+v‖2 〈u, v〉ωd−1(dv) ≤ 0.

Damit erfüllt X an der Stelle z0 = 0 die Vorausetzung des letzten Satzes, und das mittlere sichtbare
Volumen kann nach oben abgeschätzt werden.

Korollar 8 Es seien z0 ∈ Rd, X ein translationsregulärer Poissonprozess mit stetiger Dichte,
der auf volldimensionalen Körpern konzentriert ist, und Z das von X erzeugte Boolesche Modell.
Weiter seien alle Voraussetzungen von Satz 65 erfüllt. Dann gilt

V̄s(Z, z0) γd(z0) ≤ (d!κd)2.

Beweis: Die Aussage ergibt sich aus Satz 65, den Ergebnissen für die Schnittdichten aus dem
letzten Abschnitt und der Blaschke-Santaló-Ungleichung (siehe Satz 10). Sie besagt, dass für einen
beliebigen konvexen Körper K ∈ K0 gilt

λd(K) λd(K◦) ≤ κ2
d.

�

Bemerkung: Es sei X ein stationärer Poissonprozess und Z das von X erzeugte Boolesche Modell.
Aus den letzten beiden Korollaren erhalten wir dann die beiden Ungleichungen

d! 4d ≤ V̄s(Z, z0) γd(z0) ≤ (d!κd)2,

die wir schon in Kapitel 3 erwähnt hatten. Dabei hängen V̄s(Z, z0) und γd(z0) nicht von z0 ∈ Rd ab.
Die in diesem Abschnitt durchgeführten Untersuchungen verallgemeinern also die schon bekannten
Resulate für stationäre Poissonprozesse.

5.5 Eine Verallgemeinerung der Schnittdichten

Die Definition der Maße ν ′k,k und νk, k ∈ {1, . . . , d}, werden wir im Folgenden erweitern und sehen,
dass die veränderten Maße zu den verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmaßen in enger
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Beziehung stehen.

Messbarkeitsfragen behandelt man wie in den Abschnitten 2 und 3.

Es sei X ein translationsregulärer Poissonprozess, der auf volldimensionalen Körpern konzentriert
ist. Für B ∈ B(Rd), k ∈ {1, . . . , d} und A1, . . . ,Ak ∈ B(K0) definieren wir ein Maß νk(A1, . . . ,Ak, ·)
durch

νk(A1, . . . ,Ak, B) :=

E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

1A1(K1 − s(K1)) . . . 1Ak
(Kk − s(Kk))Hd−k(bdK1 ∩ · · · ∩ bdKk ∩B).

Bemerkung: Wählen wir speziell A1 = · · · = Ak = K0, so ergibt sich gerade das Maß νk aus Ab-
schnitt 3.

Analog zur Herleitung in Abschnitt 3 erhalten wir folgende Aussage:

Satz 66 Es seien k ∈ {1, . . . , d}, A1, . . . ,Ak ∈ B(K0) und X ein translationregulärer Poissonpro-
zess, der auf volldimensionalen Körpern konzentriert ist. Dann besitzt das Maß νk(A1, . . . ,Ak, ·)
eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes, und eine Version γk(A1, . . . ,Ak, ·) dieser Dichte ist für
z ∈ Rd durch

γk(A1, . . . ,Ak, z) =
∫
K0

1A1(K1) . . .
∫
K0

1Ak
(Kk)

∫
bd K1

. . .
∫

bd Kk

|det(σK1(t1), . . . , σKk
(tk))| ×

f(K1, z − t1) . . . f(Kk, z − tk)Hd−1(dtk) . . .Hd−1(dt1) P0(dK1) . . . P0(dKk)

=
∫
K0

1A1(K1) . . .
∫
K0

1Ak
(Kk)

∫
Rd

. . .
∫

Rd

|det(σK1(x1), . . . , σKk
(xk))| ×

f(K1, z − x1) . . . f(Kk, z − xk) Cd−1(K1, dx1) . . . Cd−1(Kk, dxk) P0(dK1)×

. . . P0(dKk)

gegeben.

Es seien A ∈ B(K0) und z ∈ Rd. Wir definieren

νk(A, ·) := νk(A, . . . ,A, ·),

γk(A, z) := γk(A, . . . ,A, z)

und ein Zonoid Π(X,A, z) durch seine Stützfunkion

h(Π(X,A, z), u) :=
∫

Sd−1

|〈u, v〉|µz(A, dv), u ∈ Sd−1,

falls µz endlich ist. Wie in Abschnitt 3 kann man nun folgenden Satz zeigen:
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Satz 67 Es seien k ∈ {1, . . . , d} und X ein translationregulärer Poissonprozess, der auf volldimen-
sionalen Körpern konzentriert ist. Dann gilt für alle A ∈ B(K0) und λd-fast alle z ∈ Rd

γk(A, z) =
k!
2k

Vk(Π(X,A, z))

und

γk(A, z) ≤
k!κk

d−1

(
d
k

)
dkκk−1

d κd−k

γ1(A, z)k.

Gleichheit gilt genau dann, wenn Π(X,A, z) eine Kugel ist.

Selbstverständlich können wir ebenfalls die Maße ν ′k,k verallgemeinern, indem wir für k ∈ {1, . . . , d}
und A1, . . . ,Ak ∈ B(K0) ein Maß ν ′k,k(A1, . . . ,Ak, ·) durch

ν ′k,k(A1, . . . ,Ak, B) :=

E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

1A1(K1 − s(K1)) . . . 1Ak
(Kk − s(Kk))Φd−k(K1 ∩ · · · ∩Kk; bdK1 ∩ · · · ∩ bdKk ∩B),

B ∈ B(Rd), definieren. Wie in Abschnitt 2 dieses Kapitels zeigt man:

Satz 68 Es seien k ∈ {1, . . . , d}, A1, . . . ,Ak ∈ B(K0) und X ein translationregulärer Poisson-
prozess, der auf volldimensionalen Körpern konzentriert ist. Dann besitzt ν ′k,k(A1, . . . ,Ak, ·) eine
Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes, und eine Version γ′k,k(A1, . . . ,Ak, ·) dieser Dichte ist für
z ∈ Rd durch

γ′k,k(A1, . . . ,Ak, z) =
∫
K0

1A1(K1) . . .
∫
K0

1Ak
(Kk)

∫
(Rd)k

f(K1, z − x1) . . . f(Kk, z − xk)×

Φ(d−k)
d−1,...,d−1(K1, . . . ,Kk, d(x1, . . . , xk)) P0(dK1) . . . P0(dKk).

gegeben.

Definieren wir für A ∈ B(K0) und z ∈ Rd

ν ′k,k(A, ·) := ν ′k,k(A, . . . ,A, B)

und
γ′k,k(A, z) := γk(A, . . . ,A, z),

so lässt sich auch in diesem Fall wieder ein Zusammenhang zwischen diesen Schnittdichten und
den gemischten Funktionalen eines konvexen Körpers herleiten. Erfüllt nämlich das Maß µz(A, ·)
für ein z ∈ Rd die Voraussetzungen des Existenzsatzes von Minkowski, so existiert ein eindeutig
bestimmter konvexer Körper B(X,A, z) ∈ K0 mit (d− 1)-tem Oberfächenmaß µz(A, ·).
Wie im zweiten Abschnitt dieses Kapitels beweist man:



114 5 Schnittdichten und assoziierte Körper

Satz 69 Es seien k ∈ {1, . . . , d}, A ∈ B(K0) und X ein translationregulärer Poissonprozess, der
auf volldimensionalen Körpern konzentriert ist. Dann gilt

γ′k,k(A, z) = V
(d−k)
d−1,...,d−1(B(X,A, z), . . . , B(X,A, z))

für alle z ∈ Rd, an denen B(X,A, z) existiert, und

γ′k,k(A, z) < (2γ′1,1(A, z))k

für alle z ∈ Rd.

Bemerkung: Die anderen Ungleichungen, die in Abschnitt 2 gezeigt werden, lassen sich ebenfalls
übertragen.

In den letzten beiden Kapiteln haben wir sowohl Theorem 1 als auch Formel (15) aus [31] auf Prozes-
se konvexer Partikel übertragen. In Theorem 2 aus [31] werden beide Aussagen zusammengeführt,
und man erhält die Aussage, dass alle Schnittdichten eines translationsreguläre Hyperebenenpois-
sonprozesses mit stetiger Dichte genau dann auf ganz Rd proportional zueinander sind, wenn der
Prozess stationär und isotrop ist.

Um ein entsprechendes Resultat für Poissonprozesse konvexer Partikel zu erhalten, müsste man
Satz 67 beziehungsweise 69 mit Satz 43 oder 44 aus dem letzten Kapitel verbinden können.

Mangels entsprechender Ungleichungen für die gemischten Funktionale konvexer Körper ist in Satz
69 noch keine Charakterisierung des Gleichheitsfalles möglich und damit auch keine Antwort auf
die Frage, für welche Klasse von Prozessen er vorliegt.

Die in Satz 67 auftretenden Schnittdichten γk(A, ·) hängen nur vom geraden Anteil der Maße
µz(·,A) ab. Deshalb ist Gleichheit für alle z ∈ Rd und A ∈ B(K0) in diesem Fall gleichbedeutend
damit, dass der gerade Anteil von µz(·,A) ein rotationsinvariantes Maß ist. Ob und welche Rück-
schlüsse dann auf den zu Grunde liegenden Prozess möglich sind, ist noch offen. Aber Satz 44 legt
die Vermutung nahe, dass Gleichheit nur für stationäre Prozesse von Kugeln gelten kann.



Kapitel 6

Quermaßdichten inhomogener
Zylinderprozesse

6.1 Motivation

Unser letztes Ziel ist es, die bisher hergeleiteten Resultate auf Zylinderprozesse zu übertragen
und so die Ergebnisse für Hyperebenenprozesse von Schneider aus [31] und für Prozesse konvexer
Partikel aus den letzten beiden Kapiteln zusammenzuführen. Erinnern wir uns deshalb zunächst
noch einmal an die Definition der Maße ν ′k,k, nämlich

ν ′k,k(·) := E
∑

(K1,...,Kk)∈Xk
6=

Φd−k(K1 ∩ · · · ∩Kk, · ∩ bd K1 ∩ · · · ∩ bd Kk).

Für Poissonprozesse konvexer Partikel X haben wir mittels des Satzes von Campbell und translati-
ver Integralformeln für die Maße Φd−j gezeigt, dass ν ′k,k eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes
besitzt, und eine Version dieser Dichte angegeben.

Die in dieser Arbeit bisher nur für konvexe Körper definierten Krümmungsmaße lassen sich, da sie
lokal erklärt sind, sehr einfach auf Zylinder übertragen (siehe Abschnitt 4.3 in [33]). Die von uns
benötigten translativen Integralformeln (Verallgemeinerungen der Ergebnisse aus dem Abschnitt
über Integralgeometrie im ersten Kapitel) finden sich in der Literatur allerdings noch nicht in
ausreichend allgemeiner Form.

Eine entsprechende Formel für den Spezialfall eines einzelnen Zylinders wird in einer Arbeit von
Schneider und Weil über translative und kinematische Integralformeln für Krümmungsmaße ([32])
gezeigt. Die Herleitung in diesem Kapitel folgt dem Beweis von Theorem 2 in [32].

Danach werden wir diese integralgeometrischen Formeln dazu benutzen, gemischte Quermaßdichten
für inhomogene Zylinderprozesse und die von ihnen abgeleiteten Booleschen Modelle zu berechnen.
Zum einen führen wir dadurch analoge Resultate von Fallert für nicht-stationäre Partikel- und
Ebenenprozesse aus [3] zusammen und verallgemeinern zum anderen Ergebnisse von Davy für
stationäre und isotrope Zylinderprozesse aus [2].

Der Übertragung unserer bisherigen Resultate auf Zylinderprozesse ist dann das letzte Kapitel
gewidmet.

115
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6.2 Definitionen

Zunächst sollen die Begriffe Zylinder und Zylinderprozess definiert werden; die Bezeichnungen und
Schreibweisen orientieren sich an einer Arbeit von Weil über Punktprozesse von Zylindern, Parti-
keln und Ebenen ([38]).

Es seien also d ≥ 2 eine natürliche Zahl und q ∈ {0, . . . , d − 1}. Im Zusammenhang mit den
q-Ebenenprozessen haben wir die folgenden Bezeichnungen eingeführt, die wir auch hier weiter
verwenden wollen: Ld

q bezeichne die Menge aller q-dimensionalen linearen Unterräume des Rd und
Ed

q die Klasse aller q-dimensionalen affinen Unterräume des Rd.

Unter einem Zylinder Z mit Basis K ∈ K und Richtungsraum L ∈ Ld
q verstehen wir nun die

Minkowski-Summe
Z = K + L,

wobei K ⊆ L⊥ sein soll. Mit Zd
q beziehungsweise Zd

q,0 soll im Folgenden die Menge aller Zylinder
mit q-dimensionalem Richtungsraum beziehungsweise die Menge aller Zylinder mit q-dimensionalem
Richtungsraum und Basis K ∈ Kmit Steinerpunkt s(K) = 0 bezeichnet werden. Wir versehen beide
Mengen mit der durch die Topologie der abgeschlossenen Konvergenz induzierten Spurtopologie.

Folgende Aussage werden wir später einmal benötigen:

Satz 70 Konvergieren (Ki+Li)i∈N ⊆ Zd
q,0 gegen K+L ∈ Zd

q,0 in der Topologie der abgeschlossenen
Konvergenz, so konvergiert Ki gegen K bezüglich der Hausdorff-Metrik und Li gegen L in der
Topologie der abgeschlossenen Konvergenz.

Beweis: Es sei (Ki + Li) ⊆ Zd
q,0 eine Folge von Zylindern mit Ki + Li → K + L ∈ Zd

q,0. Ld
q

ist kompakt und metrisierbar (nach Satz 10.13 in [26]), also existiert eine konvergente Teilfolge
(Lim) mit Grenzwert L′. Falls L′ 6= L ist, existiert ein u ∈ Sd−1, sodass αu ∈ L′ \ L liegt für alle
α ∈ R \ {0}. Es sei nun α 6= 0 fest. Dann existiert eine Folge (lim) mit lim ∈ Lim und lim → αu.
Da nach Voraussetzung 0 ∈ Kim für alle m ∈ N gilt, muss αu ∈ K + L ebenfalls erfüllt sein.
Insbesondere exitieren 0 6= k ∈ K und l ∈ L mit u = k + l. Weil die entsprechenden Darstellungen
wegen K ⊥ L eindeutig sind, ergibt sich daraus αu = αk + αl. Damit muss aber αk ∈ K für alle
α ∈ R gelten, was einen Widerspruch zur Kompaktheit von K darstellt. Also gilt L′ = L.

Annahme: (Kim) konvergiert nicht gegen K in der Haussdorff-Metrik. Dann sind zwei Situationen
möglich:

a) Es existieren ein ε > 0 und eine Folge (kin) mit kin ∈ Kin , d({kin},K) ≥ ε für alle n ∈ N und
(in) ⊆ (im). Ohne Einschränkung können wir annehmen, dass kin gegen ein k konvergiert.
Für alle u ∈ Sd−1 ∩ L existiert eine Folge (lin) mit lin ∈ Lin , n ∈ N, und lin → u. Daraus
folgt, dass 〈u, k〉 = limn→∞〈lin , kin〉 = 0 gilt. Also ist k ∈ L⊥. Da andererseits aber k ∈ K +L
ebenfalls gelten muss, folgt k ∈ K im Widerspruch zur Konstruktion von k.

b) Es existieren ein ε > 0 und ein k ∈ K mit d({k},Kin) ≥ ε für eine Teilfolge (in) ⊆ im. Dann
gibt es ebenfalls Folgen (kin), (lin) mit kin ∈ Kin , lin ∈ Lin , kin → k′ ∈ L⊥, lin → l′ ∈ L und
kin + lin → k. Aus k′ + l′ = k ⇔ l = k− k′ ∈ L⊥, folgt l′ = 0 und k = k′ im Widerspruch zur
Wahl von k.
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Damit konvergiert Kim in der Hausdorff-Metrik gegen K.

Es sei nun ε > 0 fest. Falls eine Teilfolge (ij) mit d(Kij ,K) ≥ ε, j ∈ N, existiert, können wir wegen
der Kompaktheit von Ld

q ohne Einschränkung annehmen, dass Lij gegen L konvergiert. Daraus folgt
aber, dass Kij gegen K in der Haussdorff-Metrik konvergiert, und wir erhalten einen Widerspruch
zur Wahl der Kij . Also konvergiert die Folge Ki in der Hausdorff-Metrik gegen K.

Annahme: Li konvergiert nicht gegen L in der Topologie der abgeschlossen Konvergenz. Dann sind
zwei Situationen möglich:

a) Es existieren ein ε > 0, ein l ∈ L und eine Teilfolge (Lim) mit (l+εBd)∩Lim = ∅. Da wir aber
ohne Einschränkung annehmen dürfen, dass die Folge (Lim) gegen L konvergiert, erhalten wir
sofort einen Widerspruch.

b) Es existiert eine Folge (lim) mit lim ∈ Lim , m ∈ N, und lim → l′ 6∈ L. Weil wieder ohne
Einschränkung (Lim) als gegen L konvergierend vorausgesetzt werden kann, erhalten wir
ebenfalls einen Widerspruch.

Also konvergiert Li gegen L in der Topologie der abgeschlossen Konvergenz. Die umgekehrte Rich-
tung der Äquivalenz gilt wegen Satz 19 g), und wir haben den Satz bewiesen. �

Es seien d ≥ 2 und q ∈ {0, . . . , d− 1}. Da Zd
q eine messbare Teilmenge von F ist, können wir einen

Punktprozess X auf Zd
q als einen Punktprozess auf F definieren, dessen Intensitätsmaß Θ auf dem

mit der Spur-σ-Algebra B(Zd
q ) versehenen Raum Zd

q konzentriert ist. Einen solchen Punktprozess
X nennen wir einen q-Zylinderprozess beziehungsweise einfach Zylinderprozess.

6.3 Eine translative Integralformel für Zylinder

Weil es sich bei einem Zylinder Z um eine abgeschlossene konvexe Menge handelt, lassen sich die
Krümmungsmaße Φ0(Z, ·), . . . ,Φd(Z, ·) auch für ihn definieren. Dabei geht man wie folgt vor: Es
sei B ∈ B(Rd) eine beschränkte Borelmenge und K ∈ K ein konvexer Körper mit B ⊆ intK. Für
j = 0, . . . , d setzen wir nun

Φj(Z,B) := Φj(Z ∩K, B).

Da die Krümmungsmaße lokal erklärt sind, ist diese Definition unabhängig von der konkreten
Wahl von K. Aus dem Maß-Fortsetzungssatz folgt, dass sich die so definierte Mengenfunktion zu
einem Maß auf B(Rd) fortsetzen lässt. Die Eindeutigkeit dieser Fortsetzung ergibt sich aus dem
Eindeutigkeitssatz für Maße.

Rekapitulieren wir zunächst die schon bekannten Ergebnisse aus [32]. Wir sagen, dass zwei polyedri-
sche Mengen K und K ′ in allgemeiner Lage sind, falls für alle k, m ∈ {0, . . . , d}, jede k-Seite F von
K und jede m-Seite F ′ von K ′ gilt, dass L(F )∩L(F ′) höchstens die Dimension max {0, k +m− d}
hat.

Es seien q ∈ {0, . . . , d− 1}, L ∈ Ld
q und K ∈ K mit der Eigenschaft K ⊆ L⊥. Weiter seien K ′ ∈ K

derart, dass K+L und K ′ in allgemeiner Lage sind, und B ∈ B(Rd), B′ ∈ B(L⊥) Borelmengen. Sind
K und K ′ Polytope, so definieren wir für k ∈ {0, . . . , d} und j ∈ {0, . . . , k} Maße Φ(j)

Lq ,k(K
′,K; ·)
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auf B(Rd)⊗ B(L⊥) durch

Φ(j)
Lq ,k(K

′,K;B ×B′) :=

∑
F ′∈Fk(K′)

∑
F∈Fd+j−k−q(K)

γ(F ′, F + Lq;K ′,K + Lq)[F ′, F + Lq]λF ′(B)λF (B′).

Man beachte, dass sich für q = 0 die schon bekannte Definition der gemischten Maße von K ′ und
K ergibt. Für q = d sowie j = 0 entspricht obige Definition der des k-ten Krümmungsmaßes von
K ′.

Die so eingeführten Maße lassen sich per Approximation auf beliebige konvexe Körper ausdehnen
(siehe Seite 74f in [32]), und es gilt:

Satz 71 Es seien q ∈ {0, . . . , d − 1}, L ∈ Ld
q und K ∈ K mit der Eigenschaft K ⊆ L⊥. Weiter

seien K ′ ∈ K und B ∈ B(Rd), B′ ∈ B(L⊥) Borelmengen. Dann gilt für j = 0, . . . , d die Formel∫
L⊥

Φj(K ′ ∩ (K + L + x), B ∩ (B′ + L + x))λd−q(dx) =

a)

Φj(K ′, B)Φd−q(K, B′) +
d−1∑

k=j+1

Φ(j)
L,k(K

′,K;B ×B′) + Φd(K ′, B)Φj−q(K, B′),

falls j ∈ {q, . . . , d} ist, und

b)

Φj(K ′, B)Φd−q(K, B′) +
d−j−q∑
k=j+1

Φ(j)
L,k(K

′,K;B ×B′),

falls j ∈ {0, . . . , q − 1} ist.

Beweis: Die Behauptung wird in [32] auf Seite 74f bewiesen. �

Später werden wir dieses Resultat in etwas anderer Form benötigen, die wir nun herleiten wollen.
Wir erhalten aus dem letzten Satz nämlich

Korollar 9 Es seien q ∈ {0, . . . , d}, L ∈ Ld
q und K0,K ∈ Kd mit K ⊆ L⊥. Dann gilt für alle

g : Rd → [0,∞) und h : L⊥ → [0,∞) messbar∫
L⊥

∫
Rd

g(x0) h((x0 − pL(x0))− x1) Φj(K0 ∩ (K + L + x); dx0) λL⊥(dx1) =

a)
d∑

k=j

∫
Rd×L⊥

g(x0) h(x1) Φ(j)
L,k(K0,K; d(x0, x1)),

falls j ∈ {q, . . . , d} ist, und
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b)
d+j−q∑
k=j

∫
Rd×L⊥

g(x0) h(x1) Φ(j)
L,k(K0,K; d(x0, x1)),

falls j ∈ {0, . . . , q − 1} ist.

Beweis: Nach dem letzten Satz gilt für alle Borelmengen B ∈ B(Rd), B′ ∈ B(L⊥) und alle j ∈
{q, . . . , d}: ∫

L⊥

∫
Rd

1B∩(B′+L+x1)(x0) Φj(K0 ∩ (K + L + x1); dx0) λL⊥(dx1)

=
d∑

k=j

∫
Rd×L⊥

1B×B′(x0, x1) Φ(j)
L,k(K0,K; d(x0, x1)).

Außerdem haben wir für alle x0 ∈ Rd und x1 ∈ L⊥ die Identität

1B∩(B′+L+x2)(x0) = 1B×B′(x0, (x0 − pL(x0))− x1).

Kombiniert man die letzten beiden Ausagen, so erhält man∫
L⊥

∫
Rd

1B×B′(x0, (x0 − pL(x0))− x1) Φj(K0 ∩ (K + L + x1); dx0) λL⊥(dx1)

=
d∑

k=j

∫
Rd×L⊥

1B×B′(x0, x1) Φ(j)
L,k(K0,K; d(x0, x1))

=
d∑

k=j

∫
Rd×L⊥

1B(x0) 1B′(x1) Φ(j)
L,k(K0,K; d(x0, x1)).

Wir haben die Behauptung also für Borelmengen gezeigt. Mit den üblichen Approximationsargu-
menten aus der Maß- und Integraltheorie ergibt sich daraus Teil a) der Behauptung. Ganz analog
geht man für j ∈ {0, . . . , q − 1} vor. �

Diese beiden Ergebnisse sollen nun auf mehr als einen Zylinder ausgedehnt werden. Dank des Sat-
zes von der monotonen Konvergenz genügt es dabei, die entsprechenden Aussagen für beschränk-
te Borelmengen zu zeigen. In diesem Fall können wir aber aufgrund der lokalen Erklärtheit der
Krümmungsmaße auf die schon bekannten Resultate für konvexe Körper zurückgreifen.

Satz 72 Es seien k ∈ N und j ∈ {0, . . . , d}. Weiter seien L1, . . . , Lk ∈ Ld mit dim Li = qi für
i = 1, . . . , k und K1, . . . ,Kk ∈ Kd mit K1 ⊆ L⊥1 , . . . ,Kk ⊆ L⊥k . Für Borelmengen B′

1, B1, . . . , Bk ∈
B(Rd) mit B′

1 ⊆ L1, B1 ⊆ L⊥1 , . . . , Bk ⊆ L⊥k gilt dann∫
L⊥

k

. . .
∫

L⊥
2

Φj((K1 + L1) ∩ (K2 + L2 + x2) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); (B1 ×B′
1) ∩ ×

(B2 + L2 + x2) ∩ . . . ∩ (Bk + Lk + xk))λL⊥
2
(dx2) . . . λL⊥

k
(dxk)

=
d∑

m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk;B1 × · · · ×Bk) λL1(B
′
1).
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Für m1, . . . ,mk ∈ {j, . . . , d} mit m1 + · · ·+ mk = (k − 1)d + j ist

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·)

ein endliches Borelmaß auf B(L⊥1 × · · · × L⊥k ). Es hängt schwach stetig von K1, . . . ,Kk ab und ist
für Polytope von der Form

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk;B1 × · · · ×Bk) =∑
F1∈Fm1−q1 (K1)

· · ·
∑

Fk∈Fmk−qk
(Kk)

γ(F1, . . . , Fk;K1 + L1, . . . ,Kk + Lk)×

[F1 + L1, . . . , Fk + Lk] λF1(B1) · · ·λFk
(Bk).

Bemerkung: Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, definieren wir

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·) :≡ 0,

falls mi < qi für ein i ∈ {1, . . . , k} gilt.

Beweis: Es seien (K(n)
1 ), . . . , (K(n)

k ) Folgen mit K
(n)
i → Ki für n →∞, K

(n)
i ⊆ L⊥i für n ∈ N und i =

1, . . . , k. Indem man zunächst zwischen beschränkten und unbeschränkten Mengen unterscheidet,
erhält man aus Theorem 3.1 (b) und Korollar 3.4 in [39], dass für jede abgeschlossene Menge
A ⊆ (Rd)k gilt

limsup
n→∞

Φ(j)
m1,...,mk

(K(n)
1 + L1, . . . ,K

(n)
k + Lk;A) ≤ Φ(j)

m1,...,mk
(K1 + L1, . . . ,Kk + Lk;A).

Nach dem Portmanteau-Theorem (siehe Satz 19.1 in [10]) hängt Φ(j)
m1,...,mk(K1 +L1, . . . ,Kk +Lk; ·)

also schwach stetig von K1, . . . ,Kk ab.

Es seien nun B1, . . . , Bk, B
′
1, . . . , B

′
k ∈ B(Rd) beschränkten Borelmengen mit B1 ⊆ L⊥1 , . . . , Bk ⊆ L⊥k

und B′
1 ⊆ L1, . . . , B

′
k ⊆ Lk und K1, . . . ,Kk ∈ K Polytope.

Wir definieren

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk;B1 × · · · ×Bk) :=∑
F1∈Fm1−q1 (K1)

· · ·
∑

Fk∈Fmk−qk
(Kk)

γ(F1, . . . , Fk;K1 + L1, . . . ,Kk + Lk)×

[F1 + L1, . . . , Fk + Lk] λF1(B1) · · ·λFk
(Bk).

Nach dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz für Maße lässt sich diese Mengenfunktion in ein-
deutiger Weise zu einem Maß auf B(L⊥1 × · · · × L⊥k ) fortsetzen.

Da die gemischten Maße lokal definiert sind, können wir L1, . . . , Lk durch Quader W1 ⊆ L1, . . . ,
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Wk ⊆ Lk mit dim Wi = qi und B′
i ⊆ intWi für i = 1, . . . , k ersetzen und erhalten

Φ(j)
m1,...,mk(K1 + L1, . . . ,Kk + Lk; (B1 ×B′

1)× · · · × (Bk ×B′
k))

=
∑

F1∈Fm1 (K1+W1)

· · ·
∑

Fk∈Fmk
(Kk+Wk)

γ(F1, . . . , Fk;K1 + W1, . . . ,Kk + Wk)×

[F1, . . . , Fk] λF1(B1 ×B′
1) · · ·λFk

(Bk ×B′
k)

=
∑

F1∈Fm1−q1 (K1)

· · ·
∑

Fk∈Fmk−qk
(Kk)

γ(F1, . . . , Fk;K1 + W1, . . . ,Kk + Wk)×

[F1 + L1, . . . , Fk + Lk] λF1(B1) · · ·λFk
(Bk)λW1(B

′
1) · · ·λWk

(B′
k)

=
∑

F1∈Fm1−q1 (K1)

· · ·
∑

Fk∈Fmk−qk
(Kk)

γ(F1, . . . , Fk;K1 + L1, . . . ,Kk + Lk)×

[F1 + L1, . . . , Fk + Lk] λF1(B1) · · ·λFk
(Bk)λL1(B

′
1) · · ·λLk

(B′
k).

Für beschränkten Borelmengen B′
1, . . . , B

′
k gilt damit

Φ(j)
m1,...,mk(K1 + L1, . . . ,Kk + Lk; (· ×B′

1)× · · · × (· ×B′
k)) (∗)

= Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·)λL1(B
′
1) · · ·λLk

(B′
k)

für ein eindeutig bestimmtes endliches Borelmaß

Φ(j)
m1,L1;m2,L2;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·)

auf B(L⊥1 ×· · ·×L⊥k ). Durch Approximation überträgt sich die Darstellung (∗) auf beliebige konvexe
Körper; für K1, . . . ,Kk ∈ K mit K1 ⊆ L⊥1 , . . . ,Kk ⊆ L⊥k existieren also endliche Maße

Φ(j)
m1;m2,L2;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·)

auf B(L⊥1 × · · · × L⊥k ), welche die Gleichung

Φ(j)
m1,...,mk(K1 + L1, . . . ,Kk + Lk; (· ×B′

1)× · · · × (· ×B′
k))

= Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·) λL1(B
′
1) · · ·λLk

(B′
k)

erfüllen. Da Φ(j)
m1,...,mk(K1 + L1, . . . ,Kk + Lk; ·) schwach stetig von K1, . . . ,Kk abhängt, gilt dies

auch für Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·).

Nun wollen wir noch die Integralformel beweisen. Es seien zunächst alle beteiligten Borelmengen
beschränkt und zusätzlich gelte λLi(B

′
i) = 1 für i = 2, . . . , k. Dann ergeben sich aus den entspre-

chenden translativen Integralformeln für konvexe Körper, indem wir zunächst wieder L1, . . . , Lk
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durch geeignete Würfel ersetzen, die Gleichungen∫
Rd

. . .
∫

Rd

Φj((K1 + L1) ∩ (K2 + L2 + x2) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); (B1 ×B′
1) ∩ ×

((B2 ×B′
2) + x2) ∩ . . . ∩ ((Bk ×B′

k) + xk))λd(dx2) . . . λd(dxk)

=
d∑

m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

Φ(j)
m1,...,mk(K1 + L1, . . . ,Kk + Lk; (B1 ×B′

1)× · · · × (Bk ×B′
k))

=
d∑

m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk;B1 × · · · ×Bk) λL1(B
′
1).

Auf Seite 75 in [32] findet sich folgende Gleichung:∫
Rd

Φj((K1 + x) ∩K2 + L2, (B1 + x) ∩ (B2 ×B′
2))λd(dx)

=
∫

L⊥
2

Φj(K1 ∩ (K2 + L2 + x), B1 ∩ (B2 + L2 + x))λd−q(dx).

Da alle Borelmengen als beschränkt vorausgesetzt sind, liefert ihre wiederholte Anwendung∫
Rd

. . .
∫

Rd

Φj((K1 + L1) ∩ (K2 + L2 + x2) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); (B1 ×B′
1) ∩ ×

((B2 ×B′
2) + x2) ∩ . . . ∩ ((Bk ×B′

k) + xk))λd(dx2) . . . λd(dxk)

=
∫

L⊥
k

. . .
∫

L⊥
2

Φj((K1 + L1) ∩ (K2 + L2 + x2) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); (B1 ×B′
1) ∩ ×

((B2 + L2 + x2) ∩ . . . ∩ ((Bk + Lk + xk))λL⊥
2
(dx2) . . . λL⊥

k
(dxk).

Führen wir zusammen, was wir bisher gezeigt haben, so erhalten wir für beschränkte Borelmengen∫
L⊥

k

. . .
∫

L⊥
2

Φj((K1 + L1) ∩ (K2 + L2 + x2) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); (B1 ×B′
1) ∩ ×

((B2 + L2 + x2) ∩ . . . ∩ ((Bk + Lk + xk))λL⊥
2
(dx2) . . . λL⊥

k
(dxk)

=
d∑

m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk;B1 × · · · ×Bk)λL1(B
′
1).
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Aus dem Satz von der monoton Konvergenz folgt die Behauptung für beliebige Borelmengen. �

Später werden wir den letzten Satz in folgender Version benötigen:

Korollar 10 Es seien k ∈ N und j ∈ {0, . . . , d}. Weiter seien L1, . . . , Lk ∈ Ld und K0,K1, . . . ,
Kk ∈ Kd mit K1 ⊆ L⊥1 , . . . ,Kk ⊆ L⊥k . Für beliebige messbare Abbildungen

g : Rd → [0,∞) und hi : L⊥i → [0,∞),

i = 1, . . . , k, gilt dann∫
L⊥

k

. . .
∫

L⊥
1

g(x0)h1((x0 − pL1(x0))− x1) . . . hk((x0 − pLk
(x0))− xk)×

Φj(K0 ∩ (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); dx0) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

k
(dxk)

=
d∑

m0,...,mk=j,

m0+···+mk=kd+j

∫
Rd×L⊥

1 ×···×L⊥
k

g(x0) h1(x1) . . . hk(xk)×

Φ(j)
m0,{0};m1,L1;...;mk,Lk

(K0, . . . ,Kk; d(x0, . . . , xk)).

Beweis: Diese Aussage beweist man genauso wie Korollar 9. �

Bemerkung: Im Folgenden schreiben wir immer

Φ(j)
m0;m1,L1;...;mk,Lk

(K0, . . . ,Kk; ·)

statt Φ(j)
m0,{0};m1,L1;...;mk,Lk

(K0, . . . ,Kk; ·).

Mit der Darstellung für Polytope kann man folgende einfache Rechenregeln und Eigenschaften der
gemischten Maße beweisen, die sich dank der schwachen Stetigkeit auf beliebige konvexe Körper
übertragen lassen:

a)

Φ(j)
m1,L1;...;mk−1,Lk−1;d,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·) = Φ(j)
m1,L1;...;mk−1,Lk−1

(K1, . . . ,Kk−1; ·)⊗ Φ(d)
d,Lk

(Kk, ·),

wobei Φ(d)
d,Lk

(Kk, ·) durch

Φ(d)
d,Lk

(K, ·) = λKk
(·)

gegeben ist, falls dim K = d− dim Lk ist. Andernfalls gilt Φ(d)
d,Lk

(K, ·) ≡ 0.

b)
Φ(j)

m1,L1;...;mk,Lk
(K1, . . . ,Kk; ·) = 0,

falls mi < qi ist für ein i ∈ {1, . . . , k}.
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c) Das Maß Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·) ist in der i-ten Komponente auf dem relativen Rand
von Ki konzentriert, wenn mi ∈ {0, . . . , d− 1} ist.

d) Die Maße Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·) sind symmetrisch, das heißt für jede Permutation
(i1, . . . , ik) von (1, . . . , k) gilt

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·) = Φ(j)
mi1

,Li1
;...;mik

,Lik
(Ki1 , . . . ,Kik ; ·).

Bemerkung: Die gemischten Maße konvexer Körper sind von Weil beziehungsweise Goodey und
Weil ausführlich in [39], [42] und [9] untersucht worden. Für die Ergebnisse aus diesen Arbeiten
müsste nun überprüft werden, ob und wie sie auf die gemischten Maße von Zylindern übertragen
werden können.

Im weiteren Verlauf wären an mindestens drei Stellen entsprechende Resultate nützlich, um die
dort präsentierten Ergebnisse abzurunden. Allerdings würde die (sehr technische) Herleitung der
benötigten Formeln diese Arbeit zu umfangreichen machen, weshalb wir (zumindest für den Mo-
ment) darauf verzichten.

6.4 Quermaßdichten für Zylinderprozesse

Neben der Berechnung von Dichten für die Maße ν ′k,k können wir die nun vorliegenden translati-
ven Integralformeln auch dazu verwenden, verschiedene Quermaßdichten für Zylinderprozesse zu
berechnen.

Es sei daran erinnert, dass Θ als lokalendlich und vom Nullmaß verschieden vorausgesetzt ist.

Ein Zylinderprozess X heißt translationsregulär, wenn sein Intensitätsmaß die Gestalt

Θ(A) =
∫
Zd

q,0

∫
L⊥

1A(K + L + x) f(K + L, x) λL⊥(dx) P0(d(K + L)), A ∈ B(Zd
q ),

für ein festes q ∈ {0, . . . , d− 1} hat. Dabei seien f : Zd
q,0 × Rd → [0,∞) eine messbare Abbildung,

f(K + L, ·) für jedes K + L ∈ Zd
q,0 lokalintegrierbar und P0 ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Zd

q,0.

Es gilt:

Satz 73 Es seien j ∈ {0, . . . , d}, q ∈ {0, . . . , d−1} und X ein translationsregulärer q-Zylinderprozess.
Dann besitzt das auf B(Rd) definierte Maß

B 7→ E
∑
Z∈X

Φj(Z,B)

eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes, und eine Version dieser Dichte ist gegeben durch

z 7→


0, falls j ∈ {0, . . . , q − 1},∫
Zd

q,0

∫
L⊥

f(K + L, (z − pL(z))− x) Φj−q(K, dx) P0(d(K + L)), falls j ∈ {q, . . . , d}.
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Bemerkungen:

a) Aufgrund der lokalen Definiertheit der Krümmungsmaße Φj läßt sich der Beweis von Satz 47
auf das Maß

B 7→ E
∑
Z∈X

Φj(Z,B)

übertragen. Es ist also lokal- und damit auch σ-endlich. Insbesondere ist damit auch die
Abbildung

z 7→
∫
Zd

q,0

∫
L⊥

f(K + L, (z − pL(z))− x) Φj−q(K, dx) P0(d(K + L))

für q ∈ {q, . . . , d} lokalintegrierbar.

b) Für q = 0 ist X ein Partikelprozess konvexer Körper. Nach Theorem 4.2 in [4] besitzt das
Maß

B 7→ E
∑
K∈X

Φj(K, B)

dann ein Dichte bezüglich λd, und eine Version dieser Dichte ist durch

z 7→
∫
K0

∫
Rd

f(K, z − x) Φj(K, dx) P0(dK)

gegeben. Ist andererseits P0 auf der Menge Ld
q konzentriert, X also ein q-Ebenenprozess, so

gilt nach Satz 46 aus [3] für das Maß

B 7→ E
∑
E∈X

Φj(E,B) :

Es ist absolutstetig bezüglich des Lebesgue-Maßes auf Rd, und eine Version der Dichte ist
durch

z 7→


0, falls j 6= q ist,∫
Ld

q

f(L, z − pL(z)) P0(dL), falls j = q ist,

gegeben. Der letzte Satz führt diese beiden Resultate somit zu einer einzigen Aussage für
Zylinderprozesse zusammen.

c) Ist X ein stationärer Zylinderprozess mit Intensität γ > 0, so erhalten wir für j = q

E
∑
E∈X

Φq(E,B) = γ λd(B).

Dies besagt auch Theorem 4.2 in [38]; der letzte Satz verallgemeinert also auch dieses Ergebnis.
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Beweis: Es sei zunächst B ∈ B(Rd) beschränkt und K0 ∈ Kd derart, dass B ⊆ intK0 ist. Aus dem
Satz von Campbell ergibt sich für E

∑
Z∈X

Φj(Z,B) dann

E
∑

Z∈X

Φj(Z,B) =
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

Φj(K + L + x;B) f(K + L, x) λL⊥(dx) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

Φj(K0 ∩K + L + x;B) f(L, x) λL⊥(dx) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

∫
Rd

1B(y) f(K + L, x) Φj(K0 ∩K + L + x; dy) λL⊥(dx)

︸ ︷︷ ︸
(∗)

P0(d(K + L)).

Aus Korollar 9 folgen für (∗), falls j ∈ {q, . . . , d} ist, die Gleichungen

(∗) =
∫

L⊥

∫
Rd

1B(y) f(K + L,−
(
(y − pL(y))− x

)
+ (y − pL(y)))×

Φj(K0 ∩K + L + x; dy) λL⊥(dx)

=
d∑

k=j

∫
Rd×L⊥

1B(y) f(K + L, (y − pL(y))− x) Φ(j)
L,k(K0,K, d(y, x))

B⊆ int K0=
∫

Rd

1B(z)
∫

L⊥
f(K + L, (z − pL(z))− x) Φj−q(K, dx) λd(dz).

Ist j ∈ {0, . . . , q − 1}, so erhält man

(∗) =
d+j−q∑
k=j

∫
Rd×L⊥

1B(y) f(K + L, (y − pL(y))− x) Φ(j)
L,k(K0,K, d(y, x))

B⊆ int K0= 0.

Einsetzen in die ursprüngliche Gleichung liefert die Behauptung für beschränkte Borelmengen.
Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz lässt sich die Aussage auf beliebige Borelmengen
übertragen, und wir haben den Satz bewiesen. �

Unser nächstes Ziel besteht darin, die Quermaßdichten eines Booleschen Modells von Zylindern zu
berechnen. Das wesentliche Hilfsmittel bei Berechnung dieser Quermaßdichten ist Satz 26. Die in
diesem Zusammenhang auszuwertenden Ausdrücke sind von der Form

E
∑

(Z1,...,Zk)∈Xk
6=

Φj(K0 ∩ Z1 ∩ · · · ∩ Zk;B),

wobei X der zu Grunde liegende translationsreguläre Poissonsche Zylinderprozess, B ∈ B(Rd) eine
beschränkte Borelmenge und K0 ∈ K ein konvexer Körper mit der Eigenschaft B ⊆ intK0 sind.
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Weil X ein Poissonprozess ist, ergibt sich aus dem Satz von Campbell

E
∑

(Z1,...,Zk)∈Xk
6=

Φj(Z1 ∩ · · · ∩ Zk;B)

= E
∑

(Z1,...,Zk)∈Xk
6=

Φj(K0 ∩ Z1 ∩ · · · ∩ Zk;B)

=
∫

Zd
q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

k

. . .
∫

L⊥
1

Φj(K0 ∩ (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk);B) f(K1 + L1, x1) . . . ×

f(Kk + Lk, xk) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

k
(dxk) P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kk + Lk)).

Betrachten wir zunächst die inneren Integrale. Wenden wir Korollar 10 auf sie an, so wird aus

∫
L⊥

k

. . .
∫

L⊥
1

Φj(K0 ∩ (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk);B) f(K1 + L1, x1) . . . ×

f(K − k + Lk, xk) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

k
(dxk)

zunächst ∫
L⊥

k

. . .
∫

L⊥
1

∫
Rd

1B(x0)f(K1 + L1,−((x0 − pLk
(x0))− x1) + (x0 − pLk

(x0)))×

. . . f(Kk + Lk,−((x0 − pLk
(x0))− xk) + (x0 − pLk

(x0)))×

Φj(K0 ∩ (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); dx0) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

k
(dxk)

und schließlich

d∑
m0,...,mk=j,

m0+···+mk=kd+j

∫
Rd×L⊥

1 ×···×L⊥
k

1B(x0)f(K1 + L1, (x0 − pLk
(x0))− x1)×

. . . f(Kk + Lk, (x0 − pLk
(x0))− xk) Φ(j)

m0;m1,L1;...;mk,Lk
(K0, . . . ,Kk; d(x0, . . . , xk)).

Da

Φ(j)
m0;m1,L1;...;mk,Lk

(K0, . . . ,Kk; ·)

in der ersten Komponente für 0 ≤ m0 < d auf bdK0 konzentriert ist, sind wegen B ⊆ intK0 in
obiger Summe nur die Summanden mit m0 = d von Null verschieden. Anwendung der Rechenregel
für m0 = d (siehe Bemerkung a) nach Korollar 10) und Einsetzen in die ursprüngliche Gleichung
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liefern

E
∑

(Z1,...,Zk)∈Xk
6=

Φj(K0 ∩ Z1 ∩ · · · ∩ Zk;B)

=
∫

Rd

1B(z)
d∑

m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

∫
Zd

q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1 ×···×L⊥
k

f(K1 + L1, (z − pLk
(z))− x1)×

· · · f(Kk + Lk, (z − pLk
(z))− xk) Φ(j)

m1,L1;...;mk,Lk
(K1, . . . ,Kk; d(x1, . . . , xk))×

P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kk + Lk))λd(dz)

für beschränkte Borelmengen B ∈ B(Rd). Aus dem Satzes von der monotonen Konvergenz erhalten
wir dann:

Satz 74 Es seien j ∈ {0, . . . , d}, q ∈ {0, . . . , d − 1} und X ein translationsregulärer Poissonscher
q-Zylinderprozess. Dann besitzt das auf B(Rd) definierte Maß

B 7→ E
∑

(Z1,...,Zk)∈Xk
6=

Φj(Z1 ∩ · · · ∩ Zk;B)

eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes, und eine Version dieser Dichte ist für z ∈ Rd gegeben
durch

z 7→
d∑

m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

∫
Zd

q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1 ×···×L⊥
k

f(K1 + L1, (z − pLk
(z))− x1)×

· · · f(Kk + Lk, (z − pLk
(z))− xk) Φ(j)

m1,L1;...;mk,Lk
(K1, . . . ,Kk; d(x1, . . . , xk))×

P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kk + Lk)).

Bemerkungen:

a) Wegen des obigen Satzes wollen wir folgende abkürzende Schreibweise einführen:

D
(j)
m1,...,mk(X, z1, . . . , zk) :=

∫
Zd

q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1 ×···×L⊥
k

f(K1 + L1, (z1 − pLk
(z))− x1)×

. . . f(Kk + Lk, (zk − pLk
(z))− xk) Φ(j)

m1,L1;...;mk,Lk
(K1, . . . ,Kk; d(x1, . . . , xk))×

P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kk + Lk)).



6.4 Quermaßdichten für Zylinderprozesse 129

Die Rechenregeln für die gemischten Maße Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(K1, . . . ,Kk; ·) (siehe Bemerkungen

nach Korollar 10) übertragen sich entsprechend auf D
(j)
m1,...,mk(X, z1, . . . , zk). Es gilt also

D(j)
m1,...,mk

(X, z1, . . . , zk) = 0,

falls mi < q ist für ein i ∈ {1, . . . , k}, und

D
(j)
m1;...;mk−1;d(X, z1, . . . , zk) = D(j)

m1;...;mk−1
(X, z1, . . . , zk)D

(d)
d (X, zk).

b) In Satz 39 aus [3] wird für einen Poissonprozess X konvexer Partikel gezeigt, dass die Maße

E
∑

(K1,...,Kk∈Xk
6=

Φ(j)
m1,...,mk

(K1, . . . ,Kk; ·)

absolutstetig bezüglich des Lebesgue-Maßes sind. Die Dichten heißen j-te gemischte Quer-
maßdichten von X. Es ist zu erwarten, dass für einen Poissonschen Zylinderprozess X und
die Maße

E
∑

(Z1,...,Zk∈Xk
6=

Φ(j)
m1,L1;...;mk,Lk

(Z1, . . . , Zk; ·)

ein analoges Resultat gilt, da sich die benötigten translativen Integralformeln für die Maße
Φ(j)

m1,L1;...;mk,Lk
(Z1, . . . , Zk; ·) durch eine Übertragung der Beweise von Theorem 3.1 und Ko-

rollar 3.5 aus [39] zeigen lassen sollten. Sie werden allerdings in dieser Arbeit nicht weiter
benötigt, weshalb wir darauf verzichten, sie herzuleiten. Es ist aber zu erwarten, dass eine
Version der jeweils auftretenden Dichten für z1, . . . , zk ∈ Rd durch

D(j)
m1,...,mk

(X, z1, . . . , zk)

gegeben ist.

c) Es sei B ∈ B(Rd) mit B ⊆ rBd für ein r ≥ 0. Nach Lemma 2.1 in [4] gilt

E
∑

(Z1,...,Zk)∈Xk
6=

Φj(Z1 ∩ · · · ∩ Zk;B) ≤ cj,d · r · (Θ(FrBd))k < ∞.

Dabei geht ein, dass X ein Poissonprozess mit lokalendlichem Intensitätsmaß ist. Die Kon-
stante cj,d hängt nur von j und d ab. Das Borelmaß

A 7→ E
∑

(Z1,...,Zk)∈Xk
6=

Φj(Z1 ∩ · · · ∩ Zk;A)

auf Rd ist also lokal- und σ-endlich. Insbesondere muss damit auch die Funktion

z 7→ D(j)
m1,...,mk

(X, z, . . . , z)

lokalintegrierbar sein.
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6.5 Quermaßdichten für Boolesche Modelle

Satz 74 wollen wir jetzt dazu benutzen, um Quermaßdichten für Boolesche Modelle herzuleiten.

Es sei nun X ein translationsregulärer Poissonscher Zylinderprozess, Z das zugehörige Boolesche
Modell, K0 ∈ Kd und B ∈ B(Rd) beschränkt mit B ⊆ intK0. Wegen Satz 26 gilt für j = 0, . . . , d
dann

E Φj(K0 ∩ Z,B)

=
∞∑

k=1

(−1)k−1

k!

∫
Zd

q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

k

. . .
∫

L⊥
1

∫
Rd

1B(x0) f(K1 + L1, x1) . . . f(Kk + Lk, xk)×

Φj(K0 ∩ (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); dx0) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

k
(dxk)×

P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kk + Lk)).

Mit Korollar 10 erhalten wir für die einzelnen Summanden∫
Zd

q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

k

. . .
∫

L⊥
1

∫
Rd

1B(x0) f(K1 + L1, x1) . . . f(Kk + Lk, xk)×

Φj(K0 ∩ (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kk + Lk + xk); dx0) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

k
(dxk)×

P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kk + Lk))

=
∫

Rd

1B(z)
d∑

m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

∫
Zd

q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1 ×···×L⊥
k

f(K1 + L1, (z − pLk
(z))− x1) . . . ×

f(Kk + Lk, (z − pLk
(z))− xk) Φ(j)

m1,L1;...;mk,Lk
(K1, . . . ,Kk; d(x1, . . . , xk))×

P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kk + Lk))λd(dz).

Mit den im letzten Abschnitt eingeführten Abkürzung kann man den ganzen Ausdruck umschreiben
zu

EΦj(Z ∩K0, B)

=
∫

Rd

1B(z)
( ∞∑

k=1

(−1)k−1

k!

d∑
m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

D
(j)
m1,...,mk(X, z, . . . , z)

)
λd(dz).

Man beachte, dass die Abbildungen

z 7→ D(j)
m1,...,mk

(X, z, . . . , z)
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lokalintegrierbar sind. Deswegen dürfen nach dem Satz von der dominierten Konvergenz Integration
und Summation vertauscht werden. Aus den Rechenregeln für gemischte Quermaßdichten erhält
man weiter für j ∈ {0, . . . , d− 1}:

EΦj(Z ∩K0, B)

=
∫

Rd

1B(z)×

( d−j∑
k=1

( d−1∑
m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

D
(j)
m1,...,mk(X, z, . . . , z)

)
·
( ∞∑

l=k

(−1)l−1

l!

(
l

l−k

)
(D(d)

d (X, z))l−k
))
×

λd(dz).

Insgesamt ergibt sich

EΦj(Z ∩K0, B)

=
∫

Rd

1B(z)e−D
(d)
d (X,z)

( d−j∑
k=1

(−1)k−1

k!

d−1∑
m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

D
(j)
m1,...,mk(X, z, . . . , z)

)
λd(dz).

Falls j = d ist, so erhält man ganz analog

EΦd(Z ∩K0, B) =
∫
Rd

1B(z) (1− e−D
(d)
d (X,z)) λd(dz).

Nach Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz folgt

Satz 75 Es seien j ∈ {0, . . . , d}, q ∈ {0, . . . , d − 1}, X ein translationsregulärer Poissonscher
q-Zylinderprozess und Z das von X induzierte Boolesche Modell. Dann besitzt das Maß

EΦj(Z,B), B ∈ B(Rd),

eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes, und eine Version Dj(Z, ·) dieser Dichte ist für z ∈ Rd

gegeben durch

a)

z 7→ e−D
(d)
d (X,z) ·

( d−j∑
k=1

(−1)k−1

k!

d−1∑
m1,...,mk=j,

m1+···+mk=(k−1)d+j

D(j)
m1,...,mk

(X, z, . . . , z)
)
,

falls j ∈ {0, . . . , d− 1} ist, und

b)

z 7→ 1− e−D
(d)
d (X,z),

falls j = d ist.
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Bemerkungen:

a) Die Herleitung orientiert sich an der Rechnung auf Seite 178f in [4].

b) Ist Z das Boolesche Modell eines stationären und isotropen Poissonschen Zylinderprozes-
ses, so lassen sich die in obigem Satz angegebenen Quermaßdichten noch weiter umformen.
Dazu benötigt man allerdings eine translative Integral- beziehungsweise Rotationsformel für
die gemischten Maße Φ(j)

m1,L1;...;mk,Lk
. Die Rotationsformel sollte sich analog zum Beweis von

Theorem 4.3 in [42] aus der Darstellung für Polytope herleiten lassen. Da wir sie im weiteren
Verlauf nicht benötigen, verzichten wir darauf, sie in dieser Arbeit zu beweisen.

Die entsprechenden Formeln für die Quermaßdichten finden sich jedoch (in anderer Notation)
in Abschnitt 7.5 (siehe insbesondere Theorem 7.7 und Seite 83f) der Dissertation von Davy
([2]). Der letzte Satz verallgemeinert also diese Ergebnisse.

c) Für q = 0 ist X ein Partikelprozess konvexer Körper. In diesem Fall entspricht die Aussage
des letzten Satzes gerade Theorem 4.6 in [4], das wir somit verallgemeinert haben.

Beispiel: Wählen wir d = 2, so ist q = 1 der einzig interessante Fall. Hier gilt

D2(Z, z) = 1− e−D
(2)
2 (X,z),

D1(Z, z) = e−D
(2)
2 (X,z) D

(1)
1 (X, z),

D0(Z, z) = e−D
(2)
2 (X,z) (−1

2D
(0)
1,1(X, z)).

Die weiter vereinfachten Formeln für das Boolesche Modell eines stationären und isotropen Pois-
sonschen Zylinderprozesses finden sich (in anderer Notation) in Tabelle 7.3 auf Seite 84 in [2].



Kapitel 7

Assoziierte Maße und Schnittdichten
inhomogener Zylinderprozesse

Es sei daran erinnert, dass Θ als lokalendlich und vom Nullmaß verschieden vorausgesetzt ist.

7.1 Assoziierte Maße

In diesem Abschnitt sollen Theorem 1 aus [31] und Satz 43 zu einem entsprechenden Resultat für
Zylinderprozesse zusammengeführt werden.

Es seien d ≥ 2 eine natürliche Zahl und q ∈ {0, . . . , d− 1}. Wir nennen einen q-Zylinderprozess X
translationregulär mit stetiger Dichte, falls sein Intensitätsmaß von der Form

Θ(A) =
∫
Zd

0

∫
L⊥

1A(K + L + x)f(L + x) λL⊥(dx) P0(d(K + L)), A ∈ B(Zd
q ),

ist. Dabei seien f : Ed
q → [0,∞) stetig und P0 ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Zd

q,0. In diesem Fall
sind f und P0 durch Θ nicht eindeutig bestimmt.

Existiert außerdem ein k ∈ {0, . . . , d− q} mit

P0({K + L | K + L ∈ Zd
q,0, dim K = k}) = 1,

so sagen wir, dass X auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert ist. Ist speziell k = d−q,
so nennen wir X auf volldimensionalen Zylindern konzentriert.

Es seien q ∈ {0, . . . , d−1}, k ∈ {0, . . . , d−q} und X ein translationsregulärer q-Zylinderprozess mit
stetiger Dichte, der auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert ist. Wir nehmen zunächst
an, dass k > 0 ist. Für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Zd

q,0) und A ∈ B(Sd−1) definieren wir wie im vierten
Kapitel

µz(A, A) :=
∫
Zd

q,0

1A(K + L)
∫

rel bd K

1A(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) P0(d(K + L)).

133
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Hierbei bezeichne σ̃K(x) die Hk−1-fast überall eindeutig bestimmt äußere Normale in x ∈ rel bdK
an K aus der Menge L(K) ∩ Sd−1. Es gilt:

Satz 76 Es seien q ∈ {0, . . . , d − 1}, k ∈ {1, . . . , d − q} und X ein translationsregulärer q-
Zylinderprozess mit stetiger Dichte, der auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert ist.
Weiter seien A ∈ B(Zd

q,0) und A ∈ B(Sd−1). Wir definieren

µz(A, A) :=
∫
Zd

q,0

1A(K + L)
∫

rel bd K

1A(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) P0(d(K + L)).

Dann gilt: Die Mengenfunktion

B(Zd
q,0)× B(Sd−1) → [0,∞), (A, A) 7→ µz(A, A)

lässt sich zu einem Maß auf B(Zd
q,0)× B(Sd−1) fortsetzen. Das Maß µz ist für λd-fast alle z ∈ Rd

sowohl endlich als auch eindeutig durch das Intensitätsmaß Θ von X bestimmt.

Bemerkung: Wir nennen µz das verallgemeinerte lokale mittlere Normalenmaß von X an der Stelle z.

Beweis: Es seien A ∈ B(Zd
q,0) und A ∈ B(Sd−1). Für jede beschränkte Borelmenge B ∈ B(Rd) gilt

E
∑

(K+L)∈X

1A(K + L− s(K))Hq+k−1(B ∩ (σ̃−1
K (A) + L))

=
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1A(K + L)Hq+k−1(B ∩ (σ̃−1
K+x(A) + L)) f(L + x) λL⊥(dx) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1A(K + L)Hk−1(B ∩ (σ̃−1
K+x(A))Hq(B ∩ L) f(L + x) λL⊥(dx) P0(d(K + L))

Die letzte Gleichung folgt wegen σ̃−1
K+x(A) ⊥ L aus Theorem 3.2.23 in [6]. Es ergibt sich weiter

=
∫

Zd
q,0

1A(K + L)
∫

L⊥

∫
rel bd K

1B−x(z) 1A(σ̃K(z))Hk−1(dz)
∫
L

1B(y) λL(dy) f(L + x) λL⊥(dx) ×

P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

1A(K + L)
∫

L⊥

∫
L

∫
rel bd K

1B(z + x + y) 1A(σ̃K(x)) f(L + x)Hk−1(dz)λL(dy) λL⊥(dx) ×

P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

1A(K + L)
∫

Rd

1B(z)
∫

rel bd K

1A(σ̃K(z))f(L + z − x)Hk−1(dx)λd(dz) P0(d(K + L))

=
∫

Rd

1B(z) µz(A, A)λd(dz).
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Damit ist µz(A, A) für λd-fast alle z ∈ Rd eindeutig durch Θ bestimmt.

Es sei B weiterhin eine beschränkte Borelmenge. Dann gilt außerdem

E
∑

(K+L)∈X

1Zd
q,0

(K + L− s(K))Hq+k−1(B ∩ (σ̃−1
K (Sd−1) + L))

= E
∑

(K+L)∈X

Hq+k−1(B ∩ (rel bd K + L))

= c E
∑

(K+L)∈X

Φq+k−1(K + L,B)

für eine Konstante c, die nur von d und q + k abhängt. Aus Theorem 4.2 in [4] folgt nun wieder,
dass µz(A, A) < ∞ für λd-alle z ∈ Rd gilt.

Die Behauptungen des Satzes ergeben sich nun wie im Beweis von Satz 39. �

Ein Prozess volldimensionaler konvexer Körper ergibt sich als Spezialfall, wenn q = 0 und k = d
ist. Dann ist µz(A, ·) für A ∈ B(Sd−1) von folgender Form:

µz(A, A) =
∫

Zk
0,0

1A(K + L)
∫

rel bd K

1A(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) P0(d(K + L))

=
∫
K0

1A(K)
∫

bd K

1A(σK(x)) f(z − x)Hd−1(dx) P0(d(K))

=
∫
K0

1A(K)
∫

Rd

f(z − x) Ξd−1(K, dx×A) P0(d(K)),

was gerade unserer Definition aus Abschnitt 4.1 entspricht.

Es sei nun noch k = 0, X also ein translationsregulärer q-Ebenprozess mit stetiger Dichte. Obige
Definition kann man nun folgendermaßen übertragen: Für z ∈ Rd definieren wir

µz(A) :=
∫
Ld

q

1A(L)f(z + L) P0(dL), A ∈ B(Ld
q).

µz entspricht dann gerade dem Richtungsmaß ϕ(z, ·) von X an der Stelle z ∈ Rd, das wir zu-
vor schon in Kapitel 3 im Abschnitt über die Arbeit von Schneider zu translationsregulären k-
Ebenenprozessen ([31]) betrachtet hatten. Auch in diesem Fall hängt µz für λd-fast alle z ∈ Rd

nicht von der konkreten Wahl von f und P0 ab.

Wir wollen nun folgende Verallgemeinerung von Satz 43 beweisen:

Satz 77 Es seien d ≥ 2, q ∈ {0, . . . , d − 1}, k ∈ {0, . . . , d − q} und X ein translationsregulärer
q-Zylinderprozess mit stetiger Dichte, der auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert
ist. Desweiteren existiere ein K + L ∈ supp P0 mit relativ strikt konvexer Basis K. Dann gilt:
X ist genau dann schwach stationär und schwach isotrop, wenn für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Zd

q,0),
A ∈ B(Sd−1) und ϑ ∈ SOd die Gleichung

µz(ϑA, ϑA) = µz(A, A) (∗)

erfüllt ist.
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Im Beweis werden wir auf folgendes Resultat zurückgreifen:

Satz 78 Es seien k ∈ {0, . . . , d}, K ∈ K0 und (Ki) ⊆ K0 eine Folge mit dim K = dim Ki = k für
i ∈ N und Ki → K. Für jede stetige Funktion h : Sd−1 × Rd → R gilt dann

lim
i→∞

∫
rel bd Ki

h(σ̃Ki(x), x)Hk−1(dx) =
∫

rel bd K

h(σ̃K(x), x)Hk−1(dx).

Beweis: Für k = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig, da in diesem Fall Ki = K = {0} für alle
i ∈ N gilt. Ist k = d, so folgt die Aussage aus Satz 34 und der Stetigkeit der Abbildung

K 7→ Ξd−1(K, ·).

Es sei also k ∈ {1, . . . , d − 1}. Gilt Ki ⊆ aff K für fast alle i ∈ N, so folgt die Aussage aus dem
Fall k = d. Andernfalls existiert wegen dim K = dim Ki = k für jedes i ∈ N ein ϑi ∈ SOd

mit ϑiKi ⊆ aff K. Es sei ϑi so gewählt, dass d(ϑiKi,K) minimal ist. Dann konvergiert ϑiKi

offensichtlich gegen K, und es gilt

lim
i→∞

∫
rel bd ϑiKi

h(σ̃ϑKi
(x), x)Hk−1(dx) =

∫
rel bd K

h(σ̃K(x), x)Hk−1(dx). (+)

Andererseits strebt auch d(ϑiKi,Ki) gegen Null, und es ist wegen der Stetigkeit von h anschaulich
klar, dass für jedes ε > 0 ein i0 ∈ N existiert, so dass

max
x∈ rel bd Ki

|h(σ̃Ki(x), x)− h(σ̃ϑiKi
(ϑix), ϑix)| ≤ ε

für alle i ≥ i0 gilt. Also existiert für alle ε > 0 auch ein i1 ∈ N mit∫
rel bd ϑiKi

h(σ̃ϑKi
(x), x)Hk−1(dx)− ε ≤

∫
rel bd Ki

h(σ̃Ki(x), x)Hk−1(dx)

≤
∫

rel bd ϑiKi

h(σ̃ϑKi
(x), x)Hk−1(dx) + ε

für alle i ≥ ii. Zusammen mit (+) folgt daraus die Behauptung. �

Beweis von Satz 77: Ist X schwach stationär und schwach isotrop, rechnet man leicht nach, dass
(∗) wie gefordert gilt. Folglich beweisen wir jetzt die andere Richtung der Äquivalenz.

Ist k = 0, so ergibt sich gerade die Aussage für translationsreguläre q-Ebenenprozesse aus [31]. Für
den Beweis können wir also annehmen, dass k ∈ {1, . . . , d− q} ist. Den Fall q = 0 behandelt man
wie Beweis von Satz 43. Es gelte also 1 ≤ q ≤ d− 1 und zunächst k ≥ 2.

Es sei z ∈ Rd fest. Wir überlegen uns zunächst, dass die Abbildung

K + L 7→
∫

rel bd K

g(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx)

von Zd
q,0 nach [0,∞) für stetige Funktionen g : Sd−1 → [0,∞) ebenfalls stetig ist.
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Es seien also K + L ∈ Zd
q,0 fest und (Ki + Li) eine Folge in Zd

q,0, die gegen K + L konvergiert.
Nach Satz 70 konvergiert dann Ki in der Hausdorff-Metrik gegen K und Li in der Topologie der
abgeschlossenen Konvergenz gegen L.

Annahme: Es existieren ein ε > 0, eine Teilfolge (in) und Punkte xin ∈ rel bdKin mit

|f(Lin + z − xin)− f(L + z − xin)| ≥ ε

für alle n ∈ N.

Ohne Einschränkung dürfen wir annehmen, dass xin gegen ein x ∈ K konvergiert. Dann konvergie-
ren aber sowohl Lin − xin als auch L − xin gegen L − x, und wir erhalten einen Widerspruch zur
Stetigkeit von f . Damit existiert aber für alle ε > 0 ein i0 ∈ N mit der Eigenschaft

max
x∈rel bd Ki

|f(Lin + z − x)− f(L + z − x)| < ε

für alle i ≥ i0. Daraus ergibt sich sofort für alle ε′ > 0 die Existenz eines i′0 ∈ N, sodass für alle
i ≥ i′0 die Abschätzung∫
rel bd Ki

g(σ̃Ki(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx)− ε′ ≤
∫

rel bd Ki

g(σ̃Ki(x)) f(Li + z − x)Hk−1(dx)

≤
∫

rel bd Ki

g(σ̃Ki(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) + ε′.

richtig ist. Da Ki in der Hausdorff-Metrik gegen K konvergiert, gilt für die stetigen Funktionen f
und g außerdem wegen des letzten Satzes

lim
i→∞

∫
rel bd Ki

g(σ̃Ki(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) =
∫

rel bd K

g(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx).

Damit ergibt sich für beliebiges ε′ > 0:∫
rel bd K

g(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx)− ε′ ≤ lim inf
i→∞

∫
rel bd Ki

g(σ̃Ki(x)) f(Li + z − x)×

Hk−1(dx)

≤ lim sup
i→∞

∫
rel bd Ki

g(σ̃Ki(x)) f(Li + z − x)×

Hk−1(dx)

≤
∫

rel bd K

g(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) + ε′,

und es folgt die Stetigkeit der untersuchten Abbildung.

Wie in den Beweisen von Satz 40 und 43 überlegt man sich mit A = Sd−1, dass wegen (∗) das
Maß P0 für jedes ϑ ∈ SOd absolutstetig bezüglich ϑ ◦ P0 sein muss und eine stetige Version der
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Dichte existiert. Ebenso überlegt man sich leicht, dass wegen (∗) aus K + L ∈ supp P0 sofort
ϑ(K + L) ∈ supp P0 für alle ϑ ∈ SOd folgt.

Nach Vorausetzung gilt für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Zd
q,0), A ∈ Sd−1 und ϑ ∈ SOd∫

Zd
q,0

1ϑA(K + L)
∫

rel bd K

1ϑA(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) P0(d(K + L))

(∗)
=

∫
Zd

q,0

1A(K + L)
∫

rel bd K

1A(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

1A(ϑ−1(K + L))
∫

rel bd (ϑ−1K)

1ϑ−1A(σ̃ϑK(x)) f(ϑ−1L + z − x)Hk−1(dx)×

ηϑ−1(ϑ−1(K + L)) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

1ϑA((K + L))
∫

rel bd K

1ϑA(σ̃K(x)) f(ϑ−1L + z − x)Hk−1(dx)×

ηϑ−1(ϑ−1(K + L)) P0(d(K + L)).

Dies ist gleichbedeutend mit∫
Zd

q,0

1A(K + L)
∫

rel bd K

1A(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) P0(d(K + L)) (∗∗)

=
∫

Zd
q,0

1A((K + L))
∫

rel bd K

1A(σ̃K(x)) f(ϑL + z − x)Hk−1(dx)×

ηϑ(ϑ(K + L)) P0(d(K + L)).

für alle z ∈ Rd, A ∈ B(Zd
q,0), A ∈ Sd−1 und ϑ ∈ SOd. Wie im Beweis von Satz 41 überlegt man sich,

dass deshalb für alle K+L ∈ supp P0, z ∈ Rd, ϑ ∈ SOd und stetigen Abbildungen g : Sd−1 → [0,∞)∫
rel bd K

g(σ̃K(x)) f(L + z − x)Hk−1(dx) =
∫

rel bd K

g(σ̃K(x)) f(ϑL + z − x)Hk−1(dx) ηϑ(ϑ(K + L)).

gilt.

Da ein K +L ∈ supp P0 mit relativ strikt konvexer Basis K existiert und dim K > 1 ist, zeigt man
zunächst mit derselben Argumentation wie im Beweis von Satz 43, dass für alle z ∈ Rd und L ∈ Ld

q

f(L + z) = f(L)

gilt. Man beachte hierbei, dass L senkrecht auf K steht, sich also jede eigentliche Drehung in L⊥

zu einer eigentlichen Drehung auf dem Rd fortsetzen lässt, die L auf sich selbst abbildet.
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Wählt man nun A = Sd−1 und A ∈ B(Zd
q,0) beliebig, so ergibt sich daraus∫

Zd
q,0

1A(K + L) f(L) Vk−1(K) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

1ϑ−1A(K + L) f(ϑL) ηϑ(ϑ(K + L))Vk−1(K) P0(d(K + L))

(∗∗)
=

∫
Zd

q,0

1ϑ−1A(K + L) f(L) Vk−1(K) P0(d(K + L)),

da Vk−1 rotationsinvariant ist. Somit gilt für P0-fast alle K + L ∈ Zd
q,0

f(ϑL) ηϑ(ϑ(K + L)) = f(L).

Sei A ∈ B(Zd
q ) und ϑ ∈ SOd. Aus

Θ(ϑA) =
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1ϑA(K + L + x)f(L + x) λL⊥(dx) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1A(ϑ−1(K + L + x))f(L) λL⊥(dx) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1A((K + L + ϑ−1x))f(ϑL)ηϑ(ϑ(K + L))λ(ϑL)⊥(dx) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1A((K + L + x))f(L) λL⊥(dx) P0(d(K + L))

= Θ(A)

erhält man Rotationsinvarianz, und analog zeigt man auch die Translationsinvarianz von Θ.

Sei nun k = 1 und ohne Einschränkung q = d − 1 (für q ∈ {1, . . . , d − 2} argumentiert man ganz
analog). Wie zuvor gibt es für alle ϑ ∈ SOd eine Abbildung ηϑ : Zd

d−1,0 → [0,∞) mit der Eigenschaft∫
Zd

q,0

1A(K + L)
∫

rel bd K

1A(σ̃K(x)) f(L + z − x)H0(dx) P0(d(K + L))

=
∫

Zd
q,0

1A(K + L)
∫

rel bd K

1A(σ̃K(x)) f(ϑL + z − x)H0(dx) ηϑ(ϑ(K + L))

P0(d(K + L)).

Daraus ergibt sich wieder für alle K+L ∈ supp P0, z ∈ Rd, stetigen g : Sd−1 → [0,∞) und ϑ ∈ SOd

die Gleichung∫
rel bd K

g(σ̃K(x)) f(L + z − x)H0(dx) =
∫

rel bd K

g(σ̃K(x)) f(ϑL + z − x) × (∗ ∗ ∗)

H0(dx) ηϑ(ϑ(K + L)).
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Es sei der Zylinder K + L ∈ supp P0. Bei K handelt es sich um eine zum Ursprung symmetrische
Strecke in L⊥. Es bezeichne l = l(K) := 1

2V1(K), und u = u(K) ∈ Sd−1 sei durch durch L⊥ = [u]
gegeben. Insbesondere gilt also K = [−lu, lu].

Weiter sei ϑ ∈ SOd derart, dass ϑL = L und ϑu = −u gelte. Aus Gleichung (∗ ∗ ∗) ergibt sich dann
mit g ≡ 1

f(z + L + lu) + f(z + L− lu) = ηϑ(ϑ(K + L)) (f(z + L + lu) + f(z + L− lu)),

also
ηϑ(ϑ(K + L)) = 1.

Dabei haben wir z so gewählt, dass f(z + L + lu) + f(z + L− lu) > 0 ist. Wählen in der gleichen
Situation statt g ≡ 1 eine stetige Abbildung g : Sd−1 → [0,∞) mit g(u) = 1 und g(−u) = 0, so
erhalten wir wegen ηϑ(ϑ(K + L)) = 1 dann

f(z + L + lu) = f(z + L− lu). (∗ ∗ ∗∗)

Damit ist f(L + ·) periodisch mit Periodenlänge 2l.

Kombiniert man (∗ ∗ ∗∗) mit (∗ ∗ ∗), so ergeben sich bei geeigneter Wahl von g – g stetig mit
g(u) = g(ϑu) = 1, g(−u) = g(−ϑu) = 0 – für ein beliebiges ϑ ∈ SOd und alle z ∈ Rd die
Gleichungen

ηϑ(ϑ(K + L)) f(z + 2lu + ϑ(L + lu)) = f(z + 2lu + (L + lu))

= f(z + L + lu)

= ηϑ(ϑ(K + L)) f(z + ϑ(L + lu)),

also
f(z + 2lu + ϑ(L + lu)) = f(z + ϑ(L + lu)) (+)

Für alle α ∈ [0, 2] existiert offensichtlich ein ϑ ∈ SOd mit 2lu + ϑL = αϑu + ϑL. Setzt man dieses
ϑ in (+) ein, so erhält man

f(z + l ϑu + αϑu + ϑL) = f(z + l ϑu + ϑL).

Wählen wir außerdem z′ = z + l ϑu und ersetzen K + L durch ϑ−1(K + L) ∈ supp P0, so ergibt
sich

f(z + αu + L) = f(z + L).

Da dies für alle α ∈ [0, 2] gilt, kann f nur von L abhängen. Wie zuvor zeigt man dann die
Translations- und Roationsinvarianz von Θ, und wir haben den Satz bewiesen. �

Bemerkung: Der vorliegende Satz stellt eine Verallgemeinerung sowohl von Theorem 1 aus [31] als
auch Satz 43 dar. Das Ergebnis von Schneider ergibt sich für k = 0, das in dieser Arbeit schon
gezeigte Resultat für Partikelprozesse konvexer Körper für q = 0 und k = d.

Ist k > 0, so können wir µz wie auch schon in Kapitel 4 als Borelmaß auf Zd
q,0 × Sd−1 auffassen.

Aus dem letzten Satz ergibt sich dann:
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Korollar 11 Es seien d ≥ 2, q ∈ {0, . . . , d}, k ∈ {0, . . . , d − q} und X ein translationsregulärer
q-Zylinderprozess mit stetiger Dichte, der auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert ist.
Desweiteren existiere ein K + L ∈ supp P0 mit relativ strikt konvexer Basis K. Dann gilt: X ist
genau dann schwach stationär und schwach isotrop, wenn für alle z ∈ Rd das auf B(Zd

q,0)⊗B(Rd)
definierte Maß µz rotationsinvariant ist.

7.2 Schnittdichten inhomogener Zylinderprozesse I

In Kapitel 5 haben wir Schnittprozesse untersucht, die durch die Ränder der Partikel eines inho-
mogenen Prozesse mit konvexen Körnern induziert wurden. Die dort erzielten Ergebnisse wollen
wir nun in den nächsten beiden Abschnitten auf Zylinderprozesse übertragen.

Es seien d ≥ 2, q ∈ {0, . . . , d − 1}, j ∈ {1, . . . , d} und X ein translationsregulärer Poissonscher
q-Zylinderprozess. Wir definieren ein Borelmaß ν ′j auf Rd für B ∈ B(Rd) durch

ν ′j(B) :=

E
∑

(K1+L1,...,Kj+Lj)∈Xj
6=

Φd−j((K1 + L1) ∩ · · · ∩ (Kj + Lj);B ∩ bd (K1 + L1) ∩ · · · ∩ bd (Kj + Lj)).

Das Maß ν ′j hat folgende Eigeschaft:

Satz 79 Es seien j ∈ {1, . . . , d}, q ∈ {0, . . . , d − 1} und X ein translationsregulärer Poissonscher
q-Zylinderprozess. Dann besitzt das Maß ν ′j eine Dichte bezüglich des Lebesgues-Maßes, und eine
Version dieser Dichte ist durch γ′j : Rd → [0,∞) gegeben. Für z ∈ Rd definieren wir dabei

γ′j(z) :=
∫

Zd
q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

1 ×···×L⊥
j

f(K1 + L1, (z − pL1(z))− x1) · · · f(Kj + Lj , (z − pLj (z))− x1)×

Φ(d−j)
d−1,L1;...;d−1,Lj

(K1, . . . ,Kj ; d(x1, . . . , dxj )) P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kj + Lj)).

Bemerkung: Die Messbarkeit der der Abbildung

(K1 +L1, . . . ,Kj +Lj) 7→ Φd−j((K1 +L1)∩ · · · ∩ (Kj +Lj);B ∩ bd (K1 +L1)∩ · · · ∩ bd (Kj +Lj))

kann man für festes B ∈ B(Rd) wie in Kapitel 5 mit Satz 46 zeigen.
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Beweis: Es sei B ∈ B(Rd). Nach dem Satz von Campbell gilt

E
∑

(K1+L1,...,Kj+Lj)∈Xj
6=

Φd−j((K1 + L1) ∩ · · · ∩ (Kj + Lj);B ∩ bd (K1 + L1) ∩ · · · ×

∩bd (Kj + Lj))

=
∫

Zd
q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

j

. . .
∫

L⊥
1

Φd−j((K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kj + Lj + xj);B ∩ bd (K1 + L1 + x1) ∩ ×

· · · ∩ bd (Kj + Lj + xj)) f(K1 + L1, x1) · · · f(Kj + Lj , xj) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj)×

P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kj + Lj)).

Wir nehmen zunächst an, dass B beschränkt ist, und wählen K0 ∈ K mit dim K0 = d und B ⊆
intK0. Für die inneren Integrale ergibt sich

∫
L⊥

j

. . .
∫

L⊥
1

Φd−j((K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kj + Lj + xj);B ∩ bd (K1 + L1 + x1) ∩ . . . ×

∩bd (Kj + Lj + xj)) f(K1 + L1, x1) · · · f(Kj + Lj , xj) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj)

=
∫

L⊥
j

. . .
∫

L⊥
1

Φd−j(K0 ∩ (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kj + Lj + xj);B ∩ bd (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ×

∩bd (Kj + Lj + xj)) f(K1 + L1, x1) . . . f(Kj + Lj , xj) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj)

=
∫

L⊥
j

. . .
∫

L⊥
1

∫
Rd

1B(x0) 1bd (K1+L1)(x0 − x1) . . . 1bd (Kj+Lj)(x0 − xj) Φd−j(K0 ∩ (K1 + L1 + x1)×

∩ · · · ∩ (Kj + Lj + xj); dx0) f(K1 + L1, x1) · · · f(Kj + Lj , xj) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj)

=
∫

L⊥
j

. . .
∫

L⊥
1

∫
Rd

1B(x0) 1rel bd K1((x0 − pL1(x0))− x1) . . . 1rel bd Kj
((x0 − pLj (x0))− xj)×

f(K1 + L1, (x0 − pL1(x0))− ((x0 − pL1(x0))− x1)) · · · ×

f(Kj + Lj , (x0 − pLj (x0))− ((x0 − pLj (x0))− xj))×

Φd−j(K0 ∩ (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ (Kj + Lj + xj); dx0) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj).
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Mit Korollar 10 läßt sich dies weiter umformen, und wir erhalten

· · · =
d∑

m0,...,mj=d−j,

m0+···+mj=jd+(d−j)

∫
Rd×L⊥

1 ×···×L⊥
j

1B(x0) 1rel bd K1(x1) . . . 1rel bd Kj
(xj)×

f(K1 + L1, (x0 − pL1(x0))− x1) · · · f(Kj + Lj , (x0 − pLj (x0))− xj)×

Φ(d−j)
m0;m1,L1;...;mj ,Lj

(K0,K1, . . . ,Kj ; d(x0, . . . , xj)).

Da B ⊆ intK0 ist, ergibt sich aus den Rechenregeln für die gemischten Maße, dass m0 = d sein
muss. Wie im Beweis von Satz 48 überlegt man sich, dass nur das gemischte Maß mit mi = d− 1
für i = 1, . . . , j einen Beitrag leistet, und insgesamt erhalten wir

=
∫

Rd

1B(z)
∫

L⊥
1 ×···×L⊥

j

f(K1 + L1, (z − pL1(z))− x1) · · · f(Kj + Lj , (z − pLj (z))− xj)×

Φ(d−j)
d−1,L1;...;d−1,Lj

(K1, . . . ,Kj ; d(x1, . . . , xj))λd(dz).

Setzt man dies in die durch den Satz von Campbell hergeleitete Darstellung ein, so ergibt sich aus
dem Satz von Fubini die Behauptung für beschränkte Borelmengen B ∈ B(Rd). Die eigentliche
Aussage erhalten wir dann mittels des Satzes von der monotonen Konvergenz. �

Bemerkung: Um analog zu Satz 49 die hier berechneten Schnittdichten in Verbindung mit Funk-
tionalen von zu X assozierten konvexen Körpern zu bringen, wäre eine Übertragung von Satz 18
auf die Maße Φ(d−j)

m1,L1;...;mj ,Lj
nötig; er war in Kapitel 5 das zentrale Hilfsmittel beim Beweis dieses

Zusammenhangs. Allerdings würde seine Herleitung die vorliegende Arbeit zu umfangreich machen,
weshalb wir an dieser Stelle darauf verzichten.

7.3 Schnittdichten inhomogener Zylinderprozesse II

Es seien X ein translationsregulärer Poissonscher Zylinderprozess, der auf volldimensionalen Zylin-
dern konzentriert ist, und j ∈ {1, . . . , d}. Wir wollen zeigen, dass die durch

νj(B) := E
∑

(K1+L1,...,Kj+Lj)∈Xj
6=

Hd−j(B ∩ bd (K1 + L1) ∩ · · · ∩ bd (Kj + Lj)), B ∈ B(Rd),

definierten Maße νj eine Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes besitzen.

Bemerkung: Um den Satz von Campbell anzuwenden und Messbarkeitsaussagen zeigen zu können,
muss man wie in Abschnitt 5.2 vorgehen. Satz 19 sowie Korollar 1.3.1 und 2.1.4 aus [48] kann man
analog anwenden.

Es gilt:
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Satz 80 Es seien j ∈ {1, . . . , d}, q ∈ {0, . . . , d−1} und X ein translationsregulärer Poissonscher q-
Zylinderprozess, der auf volldimensionalen Zylindern konzentriert ist. Dann besitzt das Maß νj eine
Dichte bezüglich des Lebesgue-Maßes, und eine Version dieser Dichte ist durch γj : Rd → [0,∞)
gegeben. Für z ∈ Rd definieren wir dabei

γj(z) :=
∫

Zd
q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
rel bd K1

. . .
∫

rel bd Kj

[
σK1+L1(x1), . . . , σKj+Lj (xj)

]
×

f(K1 + L1, (z − pL1(z))− x1) · · · f(Kj + Lj , (z − pLj (z))− xj)×

Hd−q−1(dxj) . . .Hd−q−1(dx1) P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(K1 + L1))

gegeben.

Bemerkung: Es seien L ∈ Ld
q und K ∈ K mit dim K = d− q und K ⊆ L⊥. Dann ist

σ̃K(x) = σK+L(x)

für Hd−q−1-fast alle x ∈ rel bdK.

Beweis: Es sei zunächst B ∈ B(Rd) beschränkt. Da X ein Poissonprozess ist ergibt sich nach einem
Zwischenschritt wie am Anfang des Beweises von Satz 59 mit dem Satz von Campbell

νj(B) =
∫
Zd

q

. . .
∫
Zd

q

Hd−j(B ∩ bd (K1 + L1) ∩ · · · ∩ bd (Kj + Lj))Θ(d(K1 + L1)) . . . ×

Θ(d(Kj + Lj))

=
∫

Zd
q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

j

. . .
∫

L⊥
1

Hd−j(B ∩ bd (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ bd (Kj + Lj + xj))×

f(K1 + L1, x1) · · · f(Kj + Lj , xj) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj)×

P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(Kj + Lj)).

Wir interessieren uns zunächst für die inneren Integrale. Bevor wir diese weiter umformen können,
benötigen wir allerdings folgende Vorüberlegung: Es seien L1, . . . , Lj ∈ Ld und K1, . . . ,Kd ∈ Kd mit
K1 ⊆ L⊥1 , . . . ,Kj ⊆ L⊥j . Für i = 1, . . . , j seien die Funktionen fi : L⊥i → Rd messbar. Außerdem
seien W1, . . . ,Wj ∈ Kd derart, dass W1 ⊆ L1, . . . ,Wj ⊆ Lj und

B ∩K1 + L1 + x1 = B ∩K1 + int W1 + x1 für alle x1 ∈ L⊥1

...

B ∩Kj + Lj + xj = B ∩Kj + int Wj + xj für alle xj ∈ L⊥j
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gilt. Man beachte, dass B als beschränkt vorausgesetzt ist. Dann ergibt sich nach Aufspaltung der
Integrationen über Rd in Integrationen über L und L⊥∫

Rd

. . .
∫

Rd

Hd−j(B ∩ bd (K1 + W1 + x1) ∩ · · · ∩ bd (Kj + Wj + xj))f1(x1 − pL1(x1)) · · · ×

fj(xj − pLj (xj))λd(dx1) . . . λd(dxj)

= λL1(W1) . . . λLj (Wj)×∫
L⊥

j

. . .
∫

L⊥
1

Hd−j(B ∩ bd (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ bd (Kj + Lj + xj)) f1(x1) · · · fj(xj)×

λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj).

Andererseits ist nach Satz 31 folgende Umformung möglich:∫
Rd

. . .
∫

Rd

Hd−j(B ∩ bd (K1 + W1 + x1) ∩ · · · ∩ bd (Kj + Wj + xj))f1(x1 − pL1(x1)) · · · ×

fj(xj − pLj (xj))λd(dx1) . . . λd(dxj)

=
∫

Rd

∫
Rd

. . .
∫

Rd

Hd−j(B − x1 ∩ bd (K1 + W1) ∩ bd (K2 + W2 + x2) ∩ · · · ∩ bd (Kj + Wj + xj))×

f2(x2 + x1 − pL2(x2 + x1)) · · · fj(xj + x1 − pLj (xj + x1))λd(dxj) . . . λd(dx2)×

f1(x1 − pL1(x1))λd(dx1)

=
∫

Rd

∫
bd K1+W1

. . .
∫

bd Kj+Wj

1B−x1(t1) f2(t1 − t2 + x1 − pL1(t1 − t2 + x1)) · · · ×

fj(t1 − tj + x1 − pLj (t1 − tj + x1))
[
σK1+W1(t1), . . . , σKj+Wj (tj)

]
Hd−1(dtj) . . . ×

Hd−1(dt1) f1(x1 − pL1(x1))λd(dx1)

= λL1(W1) . . . λLj (Wj)×∫
Rd

∫
rel bd K1

. . .
∫

rel bd Kj

1B−x1(t1) f2(t1 − t2 + x1 − pL1(t1 − t2 + x1)) · · · ×

fj(t1 − tj + x1 − pLj (t1 − tj + x1))
[
σK1+L1(t1), . . . , σKj+Lj (tj)

]
Hd−q1−1(dtj) . . . ×

Hd−qj−1(dt1) f1(x1 − pL1(x1))λd(dx1).

Setzt man die Ergebnisse beider Umformungen gleich, so erhalten wir nach der üblichen Transfor-



146 7 Assoziierte Maße und Schnittdichten inhomogener Zylinderprozesse

mation der Integrationsvariablen∫
L⊥

j

. . .
∫

L⊥
1

Hd−j(B ∩ bd (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ bd Kj + Lj + xj) f1(x1) . . . fj(xj)×

λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj)

=
∫

Rd

1B(z)
∫

rel bd K1

. . .
∫

rel bd Kj

f1((z − pL1(z))− x1) · · · fj((z − pLj (z))− xj)×

[
σK1+L1(x1), . . . , σKj+Lj (xj)

]
Hd−q1−1(dtj) . . .Hd−qj−1(dt1) λd(dx1).

Für die mittels des Satzes von Campbell gewonnene Darstellung des Maß νj ergibt sich damit

νj(B) =
∫

Zd
q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
L⊥

j

. . .
∫

L⊥
1

Hd−j(B ∩ bd (K1 + L1 + x1) ∩ · · · ∩ bd Kj + Lj + xj)×

f(K1 + L1, x1) · · · f(Kj + Lj , xj) λL⊥
1
(dx1) . . . λL⊥

j
(dxj) P0(d(K1 + L1)) . . . ×

P0(d(Kj + Lj))

=
∫

Rd

1B(z)
∫

Zd
q,0

. . .
∫

Zd
q,0

∫
rel bd K1

. . .
∫

rel bd Kj

[
σK1+L1(x1), . . . , σKj+Lj (xj)

]
×

f(K1 + L1, (z − pL1(z))− x1) · · · f(Kj + Lj , (z − pLj (z))− xj)Hd−q−1(dxj) . . . ×

Hd−q−1(dx1) P0(d(K1 + L1)) . . . P0(d(K1 + L1))λd(dz).

Diese Darstellung für beschränkte Borelmengen B ∈ B(Rd) überträgt sich durch den Satz von der
monotonen Konvergenz auf beliebige Borelmengen, und wir haben den Satz bewiesen. �

Für alle z ∈ Rd definieren wir mittels des verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmaßes für
A ∈ B(Sd−1) durch

µz(A) := µz(Zd
q,0, A)

=
∫

Zd
q,0

∫
rel bd K

1A(σK+L(x))f(K + L, (z − pL(z))− x)Hd−q−1(dx) P0(d(K + L))

ein zu X assoziertes Borelmaß auf der Einheitssphäre Sd−1. Es ist für λd-fast alle z ∈ Rd sowohl
eindeutig durch das Intensitätsmaß von X bestimmt als auch endlich. Wir können dieses Maß
somit dazu benutzen, für λd-fast alle z ∈ Rd ein zu X assoziiertes Zonoid Π(X, z) mittels seiner
Stützfunktion

h(Π(X, z), u) :=
∫

Sd−1

|〈u, v〉|µz(dv), u ∈ Sd−1,

zu definieren. Wie für Prozesse konvexer Partikel zeigt man:
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Satz 81 Es seien j ∈ {1, . . . , d}, q ∈ {0, . . . , d − 1} und X ein translationsregulärer Poissonscher
q-Zylinderprozess, der auf volldimensionalen Zylindern konzentriert ist. Dann gilt für λd-fast alle
z ∈ Rd sowohl

γj(z) =
j!
2j

Vj(Π(X, z))

als auch

γj(z) ≤
κj

d−1

(
d
j

)
d κj−1

d j!κd−j

γ1(z)j .

Gleichheit gilt hierbei genau dann, wenn Π(X, z) eine Kugel ist.

Bemerkungen:

a) Die Aussagen von Satz 59 und Satz 61 ergeben sich für q = 0.

b) Gleichung (15) und Theorem 2 aus [31] ergeben sich zunächst nicht für q = d−1, da wir einen
Poissonscher Zylinderprozess voraussetzen, der auf volldimensionalen Körpern konzentriert
ist. Die enge Beziehung zwischen dem letzten Satz und diesen Resultaten von Schneider ist
aber offensichtlich; zumal sich die Beweise der letzten beiden Sätze direkt auf den Fall, dass
Z ein Hyperebenenprozess ist, übertragen lassen.

Für Prozesse von q-Ebenen mit q < d−1 gibt es kein kanonisches Vorgehen, um ein assoziiertes
Zonoid zu definieren. Wohl auch aus diesem Grund beweist Schneider beide Ergebnisse nur
für Poissonsche Hyperebenenprozesse, und es ist nicht offensichtlich, wie sie zu einem Resultat
für Zylinderprozesse verallgemeinert werden könnten.
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