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Einleitung

Anfang des zwanzigsten Jahrhunderts galt die Physik als Leitwissenschaft, und ihre Erkenntnisse
inspirierten nach nicht allzu langer Zeit Schriftsteller dazu, sich mit dem neu gewonnenen Weltbild
in ihren Werken auseinanderzusetzen. Der bedeutenste Roman, fiir den dies gilt, ist vermutlich
Thomas Manns Der Zauberberg. In ihm finden sich lange Passagen, die sich sowohl mit der Relati-
vititstheorie als auch der Quantenmechanik auseinandersetzen.

In den letzten Jahren ist die Physik, zumindest was das 6ffentliche Interesse an den Forschungsergeb-
nissen angelangt, immer stérker von der Biologie in den Hintergrund gedrankt worden. Insbesondere
die aktuellen Resultate aus der Genforschung finden eine grofle Resonanz in den Medien und wer-
den vermehrt in literarische Werke eingearbeitet. Am meisten (und heftigsten) wurde dabei wohl
iiber die beiden Romane Elementarteilchen und Die Mdglichkeit einer Insel von Michel Houellebecq
diskutiert, deren pessimistische Darstellung der westlichen Gesellschaft und des wissenschaftlichen
Fortschritts geradezu zum Widerspruch herausfordert.

Im Gegensatz dazu tut sich die abstrakte Ideenwelt der Mathematik, wohl auch weil sie nie wirk-
lich im Mittelpunkt des offentlichen Interesses stand, immer noch recht schwer, die Phantasie der
Literaten zu befliigeln. Umso erstaunlicher mutet es an, dass gerade der Poissonprozess in einem
der grofien Romane des zwanzigsten Jahrhunderts, Thomas Pynchons Die Enden der Parabel, zu-
mindest Erwihnung findet.

Wir werden an dieser Stelle nicht den von vorne herein zum Scheitern verurteilten Versuch unterneh-
men, den Inhalt dieses Mammutwerkes auch nur umreilen zu wollen. Die Handlung setzt jedoch
kurz vor Ende des Zweiten Weltkriegs in London ein, das gerade schwer unter Angriffen durch
deutsche V2-Raketen zu leiden hat. Und wihrend langsam die einzelnen Hauptakteure vorgestellt
werden, stot man nach etwa neunzig Seiten auf folgende Stelle

[...] Sie hat’s beinahe begriffen, hat fast verstanden, was seine Poisson-Verteilung be-
deutet, aber sie kann den Zusammenhang nicht herstellen, kann ihre eigene, téglich
erkdmpfte Ruhe nicht zu den nackten Zahlen in Beziehung setzen. |...]

und zwei Absétze spéter

[...] Tatsdchlich verteilen sich die Raketen genauso iiber London, wie es die Poissonsche
Gleichung in den Lehrbiichern vorhersagt. Je mehr Daten eingehen, desto mehr steht
Roger wie ein Prophet da. |...]

Sogar noch eine der wichtigstens Eigenschaften eines stationédren Poissonprozesses wird erwahnt:

[...] ,Jedes Quadrat hat die gleiche Chance, erneut getroffen zu werden. Die Einschlige
hiufen sich nirgends. Die mittlere Dichte bleibt konstant.“ ... , Aber was ist mit den
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Quadraten, die schon mehrere Treffer abbekommen haben? Ich meine-“

,» Tut mir leid. [...] Es spielt nicht die geringste Rolle, wie viele schon auf einem bestimm-
ten Planquadrat niedergegangen sind, die Wahrscheinlichkeit &ndert sich deshalb nicht.
Jeder Einschlag ist von allen anderen véllig unabhéngig. |[...]

Es wiirde zu weit fithren, nun darauf einzugehen, welche zentralen Motive aus Pynchons Werk sich
in obiger Beschreibung wiederspiegeln. Es sollte nur nicht unerwéhnt bleiben, dass der Poissonpro-
zess als ein Modell fiir zuféllige rdumliche Phénomene bis in die Weltliteratur vorgedrungen ist.

In den verschiedensten naturwissenschaftlichen Gebieten, unter anderem den Materialwissenschaf-
ten, der Biologie und Medizin aber auch der Geologie und den Forstwissenschaften, gibt es Pro-
blemstellungen, fiir deren systematische Losung Modelle von zufilligen raumlichen Strukturen ein
probates Mittel darzustellen scheinen.

Eine zentrale Rolle nehmen dabei Poissonprozesse, sei es auf dem RY oder komplexeren Réumen,
und von ihnen abgeleitete Boolesche Modelle ein. Neben der Brownschen Bewegung ist der Poisson-
prozess sicher einer der Grundpfeiler stochastischer Modellierung und insbesondere als gewhnlicher
Punktprozess im R¢ dementsprechend ausfiihrlich analysiert worden.

Eventuell abgesehen von den Problemstellungen aus der Forstwissenschaft miissen fiir eine adidqua-
te mathematische Beschreibung der Phénomene in den gerade erwidhnten Fachrichtungen nicht nur
zufillige Punktmuster im 2- oder 3-dimensionalen Raum sondern tatséchlich wesentlich kompli-
ziertere geometrische Gebilde modelliert werden. Aus diesem Grund sind selbstverstédndlich auch
Poissonprozesse wie auch immer gearteter konvexer Mengen interessante Studienobjekte.

Dank der vielfaltigen Hilfsmittel aus der Konvex- und Integralgeometrie kénnen an der Anwendung
Interessierte inzwischen bei stationéren (Poisson-)Prozessen konvexer Korper und ihren Vereini-
gungsmengen, den stationdren Booleschen Modellen mit konvexen Kornern, auf ein reichhaltiges
Reservoir an Formeln und Werkzeugen zuriickgreifen. Die in den letzten Jahren begonnene Ubert-
ragung dieser Resultate auf inhomogene Prozesse ist noch weit davon entfernt, abgeschlossen zu
sein, und die vorliegende Arbeit versucht nun, einen kleinen Teil dieser Liicken zu schliefien.

Ihr Aufbau ist dabei wie folgt: Im ersten Kapitel werden grundlegende Definitionen und Sétze aus
der Konvex-, Integral- und Stochastischen Geometrie wiederholt, und im Anschlufl daran leiten wir
in Kapitel 2 eine translative Integralformel fiir Hausdorff-Mafle her, die wir im weiteren Verlauf an
einigen Stellen ben6tigen werden.

Schon bekannte Zusammenhinge zwischen verschiedenen geometrischen Grofien eines stationéren
Prozesses konvexer Partikel und zu diesem Prozess assoziierten Kérpern werden wir in Kapitel 3
kurz zusammenfassen. Dariiber hinaus soll ein kursorischer Uberblick iiber eine Arbeit von Schnei-
der zu translationsreguliren Ebenenprozessen gegeben werden. Hauptziel der vorliegenden Arbeit
ist es, die im dritten Kapitel dargestellten Resultate auf nicht-stationéire Prozesse konvexer Partikel
zu iibertragen.

In Kapitel 4 wird deshalb zun#chst fiir nicht-stationére Prozesse eine Klasse von assoziierten Mafien
eingefiihrt. Ein einzelnes Maf} aus dieser Menge lésst sich als Verteilung der d&ufleren Normalenein-
heitsvektoren der Partikel des Prozesses in einem festen Punkt im Raum interpretieren. Danach
wird in Analogie zu einem Ergebnis von Schneider fiir Ebenenprozesse gezeigt, dass bestimmte
Partikelprozesse genau dann stationér und isotrop sind, wenn diese Normalenmafle alle rotationsi-
navariant sind.
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Im fiinften Kapitel analysieren wir verschiedene Schnittprozesse, die durch die Rénder der Par-
tikel eines Poissonprozesses induziert werden. Dabei werden wir Mittelwerte dieser Prozesse als
geometrische Funktionale von konvexen Koérpern beschreiben, die wir mit Hilfe der in Kapitel 4
eingefithrten Mafle definieren kénnen.

Abschlieend werden in den letzten beiden Kapiteln die sowohl fiir translationsregulidre Ebenenpro-
zesse als auch nicht-stationdre Partikelprozesse vorliegenden Ergebnisse dadurch zusammengefiihrt,
dass entsprechende Resultate fiir Zylinderprozesse bewiesen werden.
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Kapitel 1

Grundlegende Definitionen und Sitze

Im folgenden Kapitel sollen die wichtigsten Definitionen und Séitze aus der Konvex-, Integral- und
Stochastischen Geometrie wiederholt werden, die wir im weiteren Verlauf immer wieder benttigen
werden. Die verwendeten Bezeichnungen orientieren sich an den Biichern von Schneider und Weil
iiber Integral- beziehungsweise Stochastische Geometrie ([33] beziehungsweise [34]) und dem Buch
von Schneider iiber konvexe Korper ([29]).

1.1 Grundlagen aus der Konvexen Geometrie

Im Folgenden bezeichne d > 1 immer eine natiirliche Zahl. Wie immer sollen N und R? die natiirli-
chen Zahlen beziehungsweise die Menge der d-Tupel aus reellen Zahlen darstellen. Hierbei werden
wir die Elemente von R sowohl als Tupel als auch als Spaltenvektoren schreiben, und sie sowohl mit
Punkten als auch mit Vektoren identifizieren. Desweiteren sei Ay das d-dimensionale Lebesgue-Ma$.

Ist E ein topologischer Raum, so bezeichne B(E) die von den offenen Mengen erzeugte Borel-o-
Algebra. Fiir X C E wollen wir auerdem kurz X¢:= E\ X fiir das Komplement von X schreiben.
Es sei C die Menge aller kompakten Teilmengen des R?, K bezeichne die Menge der konvexen
Korper, also jene kompakten Mengen, die zusétzlich noch konvex sind. Wir definieren aulerdem
C' := C\{0} als Menge aller nichtleeren, kompakten Teilmengen des R? und analog K’ := K\{(}
als Menge aller nichtleeren konvexen Korper.

Fiir # = (x1,...,2q9) und y = (y1,...,yq) aus R? bezeichne

d
() =) wiyi
i=1

das Standardskalarprodukt und ||-|| die zugehérige Norm. Unter B? verstehen wir die abgeschlossene
Einheitskugel, unter S%! die Einheitssphére im R%. Das Volumen beziehungsweise die Oberfliche
der Einheitskugel im R*, k € N, bezeichnen wir mit ), beziehungsweise oj. Desweiteren setzen wir
RQ = 1.

17



18 1 Grundlegende Definitionen und Sétze

Unter SO, verstehen wir die Menge aller linearen Abbildungen ¢ : R — R¢, welche das Skalar-
produkt und die Orientierung erhalten. Ublicherweise nennt man eine solche Abbildung eigentliche
Drehung. Wie wir aus der linearen Algebra wissen, ist die Gruppe (SOyq, o) isomorph zur Gruppe
der orthogonalen (d,d)-Matrizen mit Determinante Eins (versehen mit der iiblichen Matrixmul-
tiplikation). Letztere Gruppe kénnen wir mit einer Teilmenge des R? identifizieren. Beziiglich
der induzierten Topologie ist die Menge der orthogonalen (d, d)-Matrizen mit Determinante Eins
kompakt. Der Gruppenisomorphismus ermdglicht es uns, diese Topologie auf SOy zu iibertragen.

Die Menge aller Bewegungen, das heif3t aller orientierungstreuen, abstandserhaltenen affinen Ab-
bildungen, G4 des R% kann man analog als eine Teilmenge des R44t1) ansehen und ebenfalls mit
einer Topologie versehen. Als wichtigste Eigenschaften ergeben sich dabei:

Satz 1 SOy ist ein kompakter topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis, Gq ist ein lokalkompakter
topologischer Raum mit abzihlbarer Basis und die Operation von SOy beziehungsweise Gy auf R?
15t stetig.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Sétzen 1.1.2 und 1.1.3 in [33]. O

v bezeichne das eindeutig bestimmte invariante Mafl auf SOy mit v(SO4) = 1, wie es zum Beispiel
in Abschnitt 1.2 von [33] definiert wird.

Fiir eine Teilmenge A C R? seien cl A, int A und bd A der AbschluB, das Innere und der Rand von
A; analog sollen rel cl A, rel int A und rel bd A den relativen Abschluf, das relative Innere und den

relativen Rand von A bezeichnen. Die lineare, affine und konvexe Hiille von A kiirzen wir mit [A],
aff A und conv A ab; dim A := dim aff A heifit Dimension von A.

Sind A und B zwei Teilmengen des R? und a € R, so verstehen wir unter der Minkowski-Summe
(kurz: Summe) von A und B die Menge

A+B:={a+blac Abe B}
und unter der Skalierung von A um den Faktor « die Menge
aA:={aa|ac A}

Wir schreiben z + A statt {z} + A. A+ rB¢ wird auch Parallelmenge von A genannt.

Sind C; und Cs zwei beliebige Elemente aus C’, so wird durch

d(Cy,Cs) := max( max (min ||z; — 22|)), max ( min ||z — z2]|))

n
21€CT x2€C2 x2€Cy x1€C)
= infle>0]|Cy CCy+eB? Cy CCy +eBY}

der Hausdorff-Abstand von C1 und C5 definiert.

Setzt man zusétzlich d((,C) := d(C,0) := oo fiir C € €' und d(0,0) := 0, so wird der Hausdorfi-
Abstand nach Satz 3.1.2 aus dem Skript von Weil zur Konvexen Geometrie ([43]) zu einer Metrik
auf C und erzeugt die sogenannte Hausdorff-Topologie. Mit dieser sei C immer versehen, wenn von
topologischen Begriffen gesprochen und nichts anderes festgelegt wird. Auf ', K und K’ benutzen
wir die durch C induzierte Spurtopologie. Der Raum K hat folgende Eigenschaften:
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Satz 2 Der Raum der konvexen Korper K, versehen mit der Hausdorff-Metrik, ist vollstindig. Die
Menge der konvexen Polytope ist eine dichte Teilmenge von K.

Beweis: Der erste Teil der Aussage folgt mit Satz 14.4 aus dem Buch von Leichtweis ([20]), der
zweite ergibt sich mittels Theorem 1.8.13 aus [29]. O

Bemerkung: Eine wichtige Beweismethode wird durch Satz 2 ermoglicht: Es sei F' ein relles Funk-
tional iiber KC,
F:K—R,

das stetig von K abhéngt. Dann lassen sich Eigenschaften von F' herleiten, indem man sie zunéchst
fiir Polytope nachweist und danach durch Approximation auf beliebige konvexe Korper {ibertragt.

Als néchstes wollen wir eine der grundlegenden Formeln in der Konvexen Geometrie angeben, die
sogenannte lokale Steinerformel. Es sei K € K ein konvexer Korper. Mit px(x) wollen wir die
metrische Projektion eines Punktes z € R? auf den konvexen Kérper K bezeichnen. pg (z) ist also
der eindeutig bestimmte Punkt in K, in dem das Minimum ;Iél[l(l”.% — y|| angenommen wird. Mit

7= pk(@) i

k() = @)l

soll fiir alle € RN\ K die Projektionsrichtung abgekiirzt werden.

Beide Bezeichnungen brauchen wir, um fiir einen konvexen Kérper K € K’ seine lokale Parallel-
menge Ms(IK,n) zu definieren. Sei § > 0 und 7 eine messbare Teilmenge von R? x S9!, dann ist
Mﬁ(Ka 77) als

Ms(K, 1) = {x € R | 0 < ||lz — px (2)]| <, (px(2), uk(2)) € n}

definiert. Da sowohl pg als auch ug auf R?\ K stetig sind, handelt es sich bei Mj(K,n) um eine
Borelmenge.

Beispiel: Sind A C bd K und B C S%! Borelmengen, so ist Ms(K, A x B) die Menge aller Punkte
r € (K + §(int BY)) \ K, deren metrische Projektion in A und die zugehorige Projektionsrichtung
in B liegen.

wus(K,m) := Ag(Ms(K,n)) nennen wir das lokale Parallelvolumen von K. Fiir festes § und K ist
ps(K, ) ein MaB auf RY x S9!, Es gilt:

Satz 3 Seien K;, j € N, und K Elemente in K mit K; — K fir j — oo. Dann gilt: ps(Kj,-)
konvergiert schwach gegen ps(K,-) fir j — oo.

i

Beweis: Die Behauptung ergibt sich direkt aus Satz 4.1.1 in [29]. O

Bemerkung: Die Stetigkeit von Maflen beziehe sich hier und im Folgenden immer auf die schwache
Topologie.
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Ist P ein Polytop, so gilt fiir A € B(R%) und B € B(S9™1)

d—
ps(P,Ax B) = gz ( ):m(P,AxB), (%)
wobei die positiven, endlichen MaBe Zo(P,),...,Z4_1(P,-) iiber R? x S9! durch

d—1\_
<m ):m(P,AxB) = > An(FNA)wim1(BNN(P,F))
FeFn(P)

gegeben sind. wy bezeichnet das normierte k-dimensionale sphérische Lebesgue-MaB3, Fy(F') die
Familie der k-dimensionalen Seiten von F und N(P,F) den duBeren Normalenkegel von P in
F. Fiir eine Seite F' von P ist N(P,F) damit die Menge aller duBleren Normalenvektoren von
Stiitzhypereben an P in einem beliebigen Punkt x aus dem relativen Inneren von F'. Eine Herleitung
findet sich in [29] auf Seite 200ff. Die Darstellung (*) 148t sich von Polytopen auf ganz K iibertragen,
und wir erhalten:

Satz 4 Es sei K € K ein konvezer Korper. Dann existieren positive, endliche Mafle Zo(K,-),. ..,
Eg_1(K,-) iber R? x S9=1 derart, dass

K ;:; (0 )Emt

gilt.

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 4.2.1 in [29]. O
Die MaBe Zo(K,-),...,Zq_1(K,-) iiber R? x S9! heifen Stiitzmafe und die Abbildung

K — Ej(K, )

ist schwach stetig fiir j =0,...,d — 1.

Bemerkung: Nach Definition der schwachen Konvergenz — sie findet sich beispielsweise im Buch
von Kallenberg tiber Wahrscheinlichkeitstheorie ([15]) auf Seite 65 — bedeutet dies, dass fir jede
beschrinkte und stetige Funktion f:R? x S ' - Rund k=0,...,d — 1 gilt

Ki—- K = / flx,u) Ep(Kj, dr x du) — / flx,u) Zp (K, dr x du).

dx Sd—1 Rdx §d—1

Diese Mafle werden wir nun dazu benutzen, weitere Funktionen auf K zu definieren. Der Vollsténdig-
keit halber sei noch erwihnt, dass =;(0,-) =0 fiir j =0,...,d — 1 gilt.

Fir j=1,...,d—1und K € K nennen wir Sj(K,-) := Z;(K, R? x ) das j-te Oberflichenmaf von
K. Die wichtigsten Eigenschaften werden in folgendem Satz zusammengefafit:

Satz 5 Firalle j=1,...,d—1 und alle K € K gilt:
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a) S;(K,-) ist translationsinvariant, also
Si(K +x,-) = S;(K,-)
fiir alle x € R?.
b) S;(K,-) ist rotationskovariant, das heifst
S;(VK,VvA) = S;(K, A)
fiir alle A € B(S%1) und 9 € SO;.
c) S;(K,-) ist homogen vom Grad j, sprich
S;i(aK,-) = alS;(K,)
fir alle a > 0.

Beweis: Alle Eigenschaften ergeben sich aus Satz 3.5.3 in [43]. O

Das MaB3 Sy_1 (K, -) verdient dariiber hinaus wegen des sogenannten Existenzsatzes von Minkowski
zusitzliche Beachtung. Bevor wir diesen aber zitieren, ergénzen wir erst noch weitere Eigenschaften
von Sq_1(K, ).

Satz 6 Seien K, L volldimensionale konvexe Kdrper.
Sd—l(K7 ) = Sd—l(L7 )

gilt genau dann, wenn K und L Translate voneinander sind.

Beweis: Die Behauptung entspricht Satz 3.5.5 in [43]. O

Wir nennen ein konvexen Korper K zentralsymmetrisch, wenn ein z € R? existiert mit
K—-—z=—(K—uz).

Ein MaB g auf S9! heiit gerade, falls ju(A) = pu(—A) fiir alle Borelmengen A C S9! gilt. Als

einfache Folgerung aus dem letzten Satz ergibt sich das néichste Korollar.

Korollar 1 Fin volldimensionaler konvexer Kérper K ist genau dann zentralsymmetrisch, wenn
Sq—1(K,-) ein gerades Maf ist.

Ein MaB p auf S9! heifit zentriert, falls

/ up(du) =0

Sd—l

gilt. Ist 1£(S9~!) < oo, so nennen wir p volldimensional, wenn kein Unterraum L C RY existiert mit
dim L < d und p(StN L) = pu(Se1).

Den Abschlufl unserer Betrachtungen iiber Oberflichenmafle eines konvexen Korpers bildet der
folgende Satz, der eine Beziehung zwischen den volldimensionalen, endlichen und zentrierten Bo-
relmafen auf S ! und den OberflichenmafBlen konvexer Korper herstellt — der bereits erwihnte
Ezistenzsatz von Minkowski.
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Satz 7 Ist ju ein zentriertes, endliches und volldimensionales Borelmafi auf S*1, so existiert ein
(bis auf Translation) eindeutiger konvexer Korper K mit dim K = d und

Sa—1(K, ) = p(-).

Beweis: Die Behauptung ergibt sich aus Satz 3.5.8 in [43]. O

Die Projektion des j-ten Stiitzmafles, j = 0,...d — 1, auf seine erste Koordinate nennen wir j-tes
Krimmungsmafs. Dieses wird in der Regel mit C;(K,-) bezeichnet. Hervorzuheben ist hierbei das
(d — 1)-te Kiimmungsmafl Cy_1(K,-), da wir spiter an einigen Stellen die fiir volldimensionale
konvexe Korper K € K geltende Beziehung

Cy1(K,)=H"YbdK N>
ausnutzen wollen. Dabei bezeichnet H?~! das (d — 1)-dimensionale Hausdorff-MaB, von dem wir

erst im néchsten Kapitel eine genaue Definition angeben wollen.

Eine ebenso wichtige Rolle spielt im weiteren Verlauf allerdings eine Umnormierung von Cj, die
wie folgt definiert ist:

w01 = (1) i ot = () i s st,

J) dkd-j J) dKd—j

Bei ®; (K, -) sprechen wir allerdings ebenfalls vom j-ten Krimmungsmaf. Wenn spéter die inneren
Volumina konvexer Korper ndher betrachtet werden, die eng mit den Kriimmungsmaflen zusam-
menhéngen, werden wir einen Grund dafiir sehen, warum diese Umnormierung durchgefiihrt wird.

Aus der zuvor erwidhnten Darstellung der Mafle Z; erhélt man, dass das j-te Kriimmungsmaf fiir
ein Polytop P die Form
O;(P,A) = Y A(FP)XANF)
FeF;(P)
hat. Dabei bezeichnet v(F, P) den dufleren Winkel von P an der Seite F.

Es seien F- der Orthogonalraum zum Richtungsraum von aff F' und w(* ) das sphérische Lebesgue-
MasB auf F*. Ist dim F'- = k, so handelt es sich bei wF) um das MaB wy; im Raum F*. Der duflere
Winkel wird dann folgendermaflen definiert:

wED(N(P,F)n §41)
wFH)(FLngd-1)

V(F, P) =

Fiir volldimensionale Polytope setzt man in der Regel auflerdem (P, P) := 1. Die Darstellung der
Kriimmungsmafle fiir ein Polytop P 1483t sich leicht auf den Fall j = d iibertragen, der sich bei einer
anderen Herleitung automatisch ergibt. Deshalb definieren wir noch ergénzend

q)d(K, ) = )\d<K N )

Wie schon bei den Oberflichenmafien wollen wir auch hier die wichtigsten Eigenschaften der
Kriimmungsmafe in einem Satz zusammenfassen.

Satz 8 Firj=0,...,d und K € K gilt:
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a) ®; ist bewegungskovariant, das heifst fir jede Bewegung g und jede Borelmenge A C R? gilt

‘I)](gK,gA) = @](K,A)

b) ®; ist homogen vom Grad j. Fir alle o > 0 und jede Borelmenge A C R? gilt also

Pj(aK,ad) =l ®;(K, A).

¢) ®;(K,-) ist lokal erklirt. Fiir jede offene Menge A C R und alle L € K mit
KNA=LNA
gilt also ®;(K, B) = ®;(L, B) fiir jede Borelmenge B C A.

d) ®; ist additiv. Sind K; und Ko aus K mit K1 U Ky € K, so gilt
(I)j(Kl U Ko, ) + (I)(Kl N Ko, ) = q)j(Klv ) + q’j(K% )
Beweis: Alle Eigenschaften ergeben sich aus Satz 2.3.5 in [33]. O

Neben den mafiwertigen Funktionen auf K, die wir bisher kennengelernt haben, benttigen wir im
weiteren Verlauf noch weitere, diesmal aber reellwertige Funktionale auf den konvexen Koérpern,
die sogenannten inneren Volumina. Sie hdngen eng mit den Kriimmungsmaflen zusammen.

Das j-te innere Volumen V; eines konvexen Korpers K ist fiir j = 0, ..., d definiert als
Vi(K) := ®;(K,R%).

Einige innere Volumina haben eine einfache geometrische Deutung: V;(K) ist das Volumen von K,
Va—1(K) entspricht der halben Oberfliche und V; (K) ist bis auf einen Faktor, der von der Dimension
d abhingt, die mittlere Breite von K. Vj(K) ist gleich Eins fiir alle nichtleeren konvexen Korper
K und heif3t auch FEuler-Charakteristik von K.

Auch hier werden die wichtigsten Eigenschaften wieder in einem Satz zusammengestellt.
Satz 9 Firj=0,...,d und K € K gilt:

a) V; hingt stetig von K ab.

b) V; ist bewegungsinvariant, das heifit fir alle K € K und jede Bewegung g gilt V;(gK) = V;(K).
c) Vj ist positiv, sprich V;(K) >0 fir alle K € K.

d) Vj ist monoton. Sind K1 und Ky konveze Korper mit K1 C Ko, so gilt Vj(Kp) < V;(K>?).

e) Vj ist additiv, das heifft V(K1 U K») + V(K1 N Ky) = V(K1) + V;(K2) fir alle K1, Ko € K
mit K1 UKy € .

f) Vj ist homogen vom Grad j, das heifit V;(aK) = o/ V;(K) fiir alle K € K und alle o > 0.
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g) V; ist dimensionsunabhdngig. Ist dimK = k < d und Vj(k)(K) das in der affinen Hiille von
K gebildete j-te innere Volumen von K, so gilt

V(K = Vi(K)

fir j=0,...,k. Auflerdem ist V;(K) =0 fir j=k+1,...,d.

Beweis: Abgesehen von (d) ergeben sich diese Eigenschaften alle aus der Definition von V; als Ge-
samtmasse des KriimmungsmafBies ®;. (d) ergibt sich aus Satz 3.3.4 in [43]. Eigenschaft (g) ergibt
sich dabei aus der speziellen Normierung von ®;, was vielleicht verdeutlicht, warum diese durch-
gefiihrt wird. O

Der Polarkorper K° eines konvexen Korpers K € K ist definiert als die Menge
K°:={z eR?| (z,y) < 1fiir alley € K}.

Das Produkt der Volumina von K und K° 148t sich geméfl der Blaschke-Santald-Ungleichung wie
folgt nach oben abschéitzen:

Satz 10 FEs sei K € K. Dann gilt
Va(K) Va(K°) < 5}

mit Gleichheit genau dann, wenn K ein Ellipsoid ist.

Beweis: Eine Herleitung dieser Aussage findet sich auf Seite 419f in [29]. O

Wie wir zuvor gesehen haben, ist ein volldimensionaler konvexer Korper bis auf Translation durch
sein Oberflichenmaf festgelegt. Eine weitere Moglichkeit, einen konvexen Korper eindeutig zu cha-
rakterisieren, bietet seine sogenannte Stiitzfunktion. Ist K # () ein konvexer Kérper, so nennt man
die Funktion hg : R — R,

h =
(@) = max{a, ),

die Stitzfunktion von K.

Spéter wird es notig sein, konvexe Korper zu ,,zentrieren”, und zu diesem Zweck benétigt man
ein ,,Zentrum®, von dem man dann fordern kann, dass es im Ursprung liegt. Neben dem Umku-
gelmittelpunkt ist der sogenannte Steinerpunkt s(K) eines konvexen Korpers K € K’ eine weitere

mogliche Wahl. Er ist definiert als
1
s(K) = P hi(u) uwg—q(du),
dsdfl

und hat unter anderem folgende Eigenschaften:
s(K+x)=s(K)+x

fiir alle x € R und K € K’ und s(K) € rel int K fiir alle K € K. Beweise der hier aufgefiihrten
Eigenschaften finden sich auf Seite 42f in [29]. Die Tatsache, dass der Steinerpunkt eines volldi-
mensionalen Korpers K immer in dessen Inneren liegt, werden wir spéter an verschiedenen Stellen
ausnutzen. Im Folgenden bezeichne auflerdem

Ko = {K € K| s(K) = 0}
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die Menge aller konvexen Korper mit Steinerpunkt im Ursprung.

Wir nennen eine Funktion f : RY — R positiv homogen (vom Grad 1), falls fiir alle a > 0 gilt:
flaz) = af(x). Insbesondere ist eine postiv homogene Funktion eindeutig durch ihre Werte auf
S9=1 festgelegt. Fiir eine Funktion f : R? — R nennen wir die Menge

epifi={(z,0) |z e R, aecR, f(z)<a} CRYxR
den Epigraphen von f. f heifit abgeschlossen beziehungsweise konvex, wenn epi f abgeschlossen

beziehungsweise konvex ist.

Die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers ist stetig auf ganz R?, und die gewiinschte Charakteri-
sierungseigenschaft ergibt sich aus folgendem Satz:

Satz 11 Sei h: RY — R eine positiv homogene und konvewe Funktion (damit ist h automatisch
abgeschlossen). Dann existiert genau ein konvezer Korper K mit

hx = h.
Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 2.3.2 in [43]. O
Bemerkung: Spiter werden wir auch oft h(K,z) statt hx(z) fir K € K und 2 € R? schreiben.

Sei f: 891 — R eine Abbildung von der Einheitssphire in die reellen Zahlen. Dann koénnen wir f
homogen auf ganz R? fortsetzen, in dem wir

f(z) = { ”x”f()(ill) falls iig

fir z € R? definieren. Eine Funktion f : S9! — R heifit abgeschlossen bezichungsweise konvex,
falls ihre homogene Fortsetzung auf R? abgeschlossen beziehungsweise konvex ist. Wie die Bezeich-
nung nahelegt, folgt aus der Definition bereits, dass die homogene Fortsetzung positiv homogen ist.

Sei nun K € K und v € RY. Wir definieren mittels

o(K, ) ::% / (v, )| Sa_1 (K, dv)
Sd—1

eine Funktion v(K,-) auf R% Da |{v,-)| fiir jeden (festen) Vektor v aus der Einheitssphire eine
positiv homogene und konvexe Funktion ist, hat v( K, -) als positive Kombination solcher Funktionen
ebenfalls diese Eigenschaften. Es existiert also ein eindeutig bestimmter konvexer Korper 1K, fiir
den

huk(-) = v(K,-).

gilt. Dieser Korper IIK heifit Projektionenkorper von K. Die Bezeichnung ,,Projektionenkorper*
wurde gewéhlt, da
v(K,u) = Vy_(K|ub)
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fiir alle v € S9! und alle K € K gilt. Der Funktionswert von v(K,-) an der Stelle v € S¢!

entspricht also gerade dem Volumen der Projektion von K auf die Hyperebene u'.

Es sei p ein endliches, positives Borelma$l auf S?~!. Dann erfiillt die Funktion

h: S — [0, 00)
uw o= [ [, p(du)

die Voraussetzungen von Satz 11; es existiert also ein konvexe Koérper Z € K mit Stiitzfunktion
h. Konvexe Korper, deren Stiitzfunktion von dieser Form ist, nennen wir auch Zonoide. Fiir ein
Zonoid Z € K kann eine inverse Blaschke-Santal6-Ungleichung gezeigt werden. Es gilt:

Satz 12 Fs sei Z € K ein Zonoid. Dann gilt

4d
ValZ)Val2) 2 5

mit Gleichheit genau dann, wenn Z ein Parallelepiped ist.

Beweis: Die Ungleichung findet sich auf Seite 427 in [29]. O

FEine Zusammenstellung weiterer wichtiger Eigenschaften dieser bedeutenden Klasse konvexer Korper
findet sich in dem Ubersichtsartikel von Goodey und Weil iiber Zonoide im ,Handbook of Con-
vex Geometry“ ([8]). Insbesondere bendtigen wir spéter folgenden Zusammenhang zwischen den
inneren Volumina eines Zonoids Z und seinem erzeugenden Maf p:

Satz 13 FEs sei pu ein endliches positives Borelmaf auf S und Z das Zonoid mit Stiitzfunktion

h: S4-1 — [0, 00)

w e )] pdu).
Sd—l

Firj=0,...,d gilt dann

2J
Vj(Z):ﬁ / / |det(ui, ..., us)| p(duy) ... p(duyj).
‘Sdfl Sd—1

Dabei bezeichne |det(ui, ..., u;)| das j-dimensionale Volumen des von ui,...,u; € S41 aufge-
spannten Parallelepipeds.

Beweis: Die Aussage entspricht Satz 2.5 aus [8]. O

1.2 Grundlagen aus der Integralgeometrie

In diesem Abschnitt wollen wir Formeln aus der Integralgeometrie zusammenstellen, die uns in
spiteren Kapiteln die Arbeit mit den Kriimmungsmaflen erleichtern werden. Dazu fithren wir
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gleich zu Beginn die sogenannten gemischten Mafle ein, die eine Verallgemeinerung der einfachen
Kriimmungsmafe darstellen. Eine umfassende Darstellung mit weiteren integralgeometrischen For-
meln findet sich in den beiden Artikeln von Weil iiber gemischte MaBe ([39] und [42]).

Von entscheidender Bedeutung ist in diesem Zusammenhang der folgende Satz:

Satz 14 FEs seien j € {0,...,d} und k € {1,...,d} fest gewdhlt. Dann gibt es fiir alle konveren
Korper Ky, ..., Ky und alle my,...,my € {j,...,d} mit my +---+my = (k—1)d + j eindeutig
bestimmte Mafe @%)1,...,mk (K1,..., Ky, ") auf (RY*, sodass

f ...f<I>j(K1ﬂ(K2—i—xg)ﬂ---O(Kk+xk),Blﬂ(Bg+a:2)ﬂ~~-ﬁ(Bk—i—xk)))\d(dxg)...)\d(dxk)
Rd R4

= Z ) (I)%)l,...,mk(Kl,...,Kk7Bl x...ka)
MY seees mp=j

my+--Amp=(k—1)d+j

iir alle Borelmengen By, ..., B, C R? gilt.
fi g g

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.1 in [39]. O

Die Mafle @%)lmk (Ki,...,Kg,-) heiflen die j-ten gemischten Mafle (manchmal auch: gemischte
Kriitmmungsmafle) der konvexen Korper Ky, ..., Ki. Fiir den Fall £ = 1 ergibt sich offensichtlich

oY) (K, ) = @;(K, ) fiir alle K € K.

Analog zu den inneren Volumina definieren wir die sogenannten gemischten Funktionale

vy (K. K) = 9) (Ki,...,Kg, R x -« x RY)

mMl,y...,MMk mi,...,mg
der konvexen Koérper K1, ..., Kj als Gesamtmasse der gemischten Mafle.
Wie zuvor kénnen auch die gemischten Mafle beziehungsweise Funktionale fiir Polytope Py, ..., Py

explizit angegeben werden. Dafiir benotigen wir allerdings noch einige neue Bezeichnungen. Sei F;
eine Seite von P, fiir i = 1,...,k, und es gelte

k
> dimF; > (k- 1)d
=1
Den gemeinsamen duferen Winkel ~(F1, ..., Fy; Py, ..., P) definieren wir dann als

Y, Bl Py Py) =
Y N (Fy+x2) NN (Fp +xx), A N (Pa+x2) N---N (P + ),

wobei z1,. ..,z € R? so gewihlt werden, dass I, (Fy + 3),. .., (Fy + x3) relativ innere Punkte
gemeinsam haben. Der gemeinsame duflere Winkel héngt nicht von der Wahl der x», ...,z ab.
Sei L ein linearer Unterraum des R?. Fiir Unterrdume Ly, ..., L; mit

k

ZdimLi =m<d
=1
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wahlen wir nun eine Orthonormalbasis in jedem Raum L;, ¢ = 1,...,k, und bezeichnen mit
|det(Lq,...,Lg)| das m-dimensionale Volumen des von diesen Vektoren aufgespannten Parallel-
epipeds.

Fiir eine beliebige Teilmenge A C R? bezeichne L(A) den Richtungsraum der affinen Hiille von A.
Sind Ay,..., A beliebige Teilmengen des R? mit

k
> dim L(4;) < d,
=1
so definieren wir
|det(Aq,..., Ag)| = |[det(L(A1),...,L(Ax))|.

Fiir lineare Unterrdume L1, ..., L; mit
k
> dimL; > (k- 1)d
i=1

definieren wir nun die Determinante [L1, ..., L] als
[L1,...,Lg) == |det(L{,..., L{)|.

[L1,..., L] hingt nur von den Unterrdumen Ly, ..., L ab und nicht von der speziellen Wahl der
Orthonormalbasen, und es gilt folgende Rechenregel (siehe zum Beispiel Proposition 2.1 in [42]):

[Ll, e ,Lk] = [Ll, ce Lk_l][lq U---ULg_1, Lk].
Eine analoge Rechenregel gilt auch fiir |det(-)|. Sind A1, .., Aj beliebige Teilmengen des R? mit
k

> dim L(4;) > (k — 1)d,

i=1
so definieren wir

(AL, A = [L(A...., L(AQ)]

Seien j, k, mi,...,my wie in Satz 14 und Py, ..., P; Polytope. Dann gilt nach Formel (2) und

Theorem 3.1 aus [39]

-----

Z E "y(Fl,,Fk,Pl,,Pk)[Fl,,Fk])\Fl())\Fk()
F1€.7:m1 (Pl) Fkéfmk (Pk)

Fiir eine Seite F' bezeichne dabei A\ das auf F' eingeschriinkte Lebesgue-Mafl. Spéater werden wir
auBerdem fiir einen affinen Unteraum E mit A\g das auf E eingeschriankte Lebesgue-Maf} bezeichnen.
Die gemischten Funktionale ergeben sich damit als

VY i (Pr,. .. Py =

Z ’Y(Fl,...,Fk;Pl,...,Pk) [Fl,,Fk]le(Fl)mG(Fk)
F1€Fm, (P1) Fr€Fm;, (Pr)

Die wichtigsten Eigenschaften der gemischten Mafle wollen wir wieder in einem Satz zusammenfas-
sen.
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Satz 15 Seien j € {0,...,d} und k € {1,...,d}, K1,...,Kx € K und my,...,my € {j,...,d} mit
my + - +my = (k—1)d + j. Desweiteren seien By, ..., B, C R Borelmengen. Dann gilt:

a) Es seien a >0 und L € K mit K1 UL € K. Dann gilt

o) . (aKi,...KgaBy x - x By)=a™oW) | (Ky,...Ky; By x - x By)

mi,...,

und
o) o (K1UL,Ks, ... Ky aBy x - x By)
= Y (K1, KpByx - x Bp)+®9) (L, Ko, ... Ky By % - x By)
— o) (KiNL,Ky,... KBy % -+ x By).
b) @%)1,,_.7mk(K1, ooy Ky ) ist ein endliches Mafs auf (R)*, dessen Triger in Sy x - - x Sy, liegt.
Es gilt S; = K;, falls m; = d und S; = bd K;, falls m; < d ist, firi=1,...,k.
c) @%17,.,,mk(K1, ..., Kg;+) hangt stetig von (Kq, ..., Ky) ab.

d) Fir jede Permutation (iy,...,i;) von (1,... k) gilt

o) (Ki,...,Kp; By x ... By) = ®Y) (Kiy,...,Ki,; Bi, X ...B;,)

mi,...,Mk My ooy Moy,

e) Sind Li,..., Ly konvexe Korper mit B; Cint L; firi=1,...,k, so gilt

o) (KiNLy,...,KgN LBy x...By) =Y  (Ky,...,Ky;Bi x ...By)

Beweis: (a), (b) und (c) ergeben sich direkt aus Theorem 3.1 in [39], (d) folgt aus Korollar 3.2 in
[39] und (e) findet sich in der Dissertation von Fallert ([3]) in Satz 12. O

Der nichste Satz ergibt sich aus der definierenden Gleichung der gemischten Mafe.

Satz 16 Seien j € {0,...,d}, k € {1,...,d} und Ki,..., K} € K. Weiter sei g : (R)* — [0, 00)
etne messbare Funktion. Dann gilt

[ gz — 2o, oy — ) @5(Ky N (Ko +22) M-+ 0 (K + 2x); den) Ag(da) - . Aa(da)
R Rd

— 3 [ glar,. . 2) O (Kiy. . K d(z, . )

MY 5eeny mk:‘j ( d)k
myteAmp=(k—1)d+j

Beweis: Die obige Gleichung entspricht Formel (17) aus [3]. O

In einem spéteren Kapitel benotigen wir auflerdem das folgende Resultat:

Satz 17 Seien j € {0,...,d} und k € {2,...,d}, K1,..., K € K und my,...,mp_1 € {j,...,d}
mit my + -+ +mp_1 = (k—2)d+ j. Dann gilt

(4)
q)mlv-wmkfl’d

(K1,...,Kp_1,Kp;-) = ®9) (Ki,..., Kp_1;-) @ M(KpN>-).

mi,...,Mg—1



30 1 Grundlegende Definitionen und Sétze

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 3.1 in [42]. O

Bevor wir auch diesen Teil iiber die Grundlagen aus der Integralgeometrie abschliefen kénnen,
soll noch ein letztes Resultat aus einem Artikel von Goodey und Weil iiber gemischte Mafe ([9])
angeben werden.

Fiir einen Normalenvektor v € S9! bezeichne v~ den abgeschlossen Halbraum im R mit duBerer
Normale u durch den Nullpunkt. 3(u) sei eine Borelmenge im Rand u* von u™ mit A, (8(u)) = 1.
Dann gilt:

Satz 18 Seij € {0,...,d}. Fir Ki,...,Kq_j € K und jede messbare Funktion
g: (R - [0,00)
gilt

( d“)[:i .g(SL‘l,...,l‘d_]‘) @2@17'”@_1(}(1,...,Kd_j;d(xl,...,xd_j))
Rd)d—j

= [ e g wa) O (e B, Bluag))
RixSd=1  RdxSGd-1

Ed—l(Kd—jvdxd—j X dud_j) .. .Ed_l(Kl,dI‘l X dul).

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 1 in [9]. Dabei erlaubt es die lokale Erklartheit der gemischten
Mafle, ihre Definition auf beliebige abgeschlossen konvexe Mengen auszudehnen. O

1.3 Grundlagen aus der Stochastischen Geometrie

In diesem Abschnitt geht es darum, zufillige abgeschlossene Mengen zu definieren und allgemeine
Punktprozesse einzufiihren. Die Grundlagen der Theorie zufélliger abgeschlossener Mengen wurden
zum ersten Mal umfassend im mittlerweile klassischen Buch von Matheron ([21]) dargestellt, wir
orientieren uns aber an der Darstellung im Buch von Schneider und Weil zur Stochastischen Geo-
metrie ([34]).

F := {F C R?| F abgeschlossen} sei die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen des R¢, entspre-
chend bezeichne G die Mengen der offenen Teilmengen des RY. Fiir eine beliebige Teilmenge A C R?¢
des R? sei

FA={FeF|FnA=0}

Fa={FeF|FnA#0}.

Fiir k € Nund Ay,..., A, C R? definieren wir auBerdem

Fhoa, =FANFa, 00 Fa,.

-----

Sollte der Fall k = 0 auftreten, so ist damit F4 gemeint.
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Das System {Fgl,...,Gk | C € C,Gy,...,G € G,k =0,1,2,...} ist Basis einer Topologie auf F.
Diese Topologie bezeichnen wir als Topologie der abgeschlossenen Konvergenz. Ausgestattet mit
ihr ist F ein kompakter Hausdorfl-Raum mit abzihlbarer Basis. F' := F\{0} wird durch die
induzierte Spurtopologie zu einem lokalkompakten Raum. Die zugehorige Borel-o-Algebra B(F)
hat beispielsweise {F¢ | C € C} als Erzeugendensystem. Beweise fiir diese Aussagen finden sich in
Kapitel 1 von [34].

Die Messbarkeit der iiblichen Mengenoperation wird in den folgenden Kapiteln wichtig sein. Es gilt
namlich:

Satz 19 Die Abbildungen

0) FxF— F,(F,Fy) — FLUF,
b) F— F,F s F* = (~1)- F

¢) [0,00) x F = F,(a, F) — aF
d) Ggx F — F,(9,F) — gF

e) FxF — F,(F,F)— FINF,
f) F— F,FrsbdF

g) CxF—F,(C,F)—C+F

sind messbar.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Korollar 1.1.3 und Satz 1.1.6 in [34]. O
Bemerkung: Fiir a), b), ¢), d) und g) gilt sogar, dass sie stetig sind.

Da F eine abzihlbare Basis besitzt, ist Stetigkeit nach Satz 5.4 aus [26] &dquivalent zur Folgenste-
tigkeit. In F gibt es hierfiir zwei Kriterien.

Satz 20 Sei (Fj) eine Folge in F und F' € F. Dann sind dquivalent:

a) F; — F fir j — oo.
b) Es gilt:

b1) Aus GNF #0, G € G, folgt GNF; # 0 fir fast alle j € N.
b2) Aus CNF =10, C eC, folgt CN\F; =0 fir fast alle j € N.

¢) Es gilt:

cl) Fir jedes v € F existieren fir fast alle j € N Punkte x; € Fj mit x; — x fiir j — oo.

c2) Fir jede Teilfolge (F},) und jede konvergente Folge (x;,), xj, € Fj,, folgt klz'm xj, € F.
— 00
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Beweis: Die obige Aquivalenz gilt nach Satz 1.1.2 in [34]. O

Auf dem Raum C der kompakten Mengen und dem Teilraum K C C haben wir nun einerseits die
Spurtopologie von F und andererseits die Hausdorff-Topologie definiert. Beide hidngen wie folgt
zusammen:

Satz 21 Auf C ist die Hausdorff- Topologie echt feiner als die Spurtopologie von F. Auf Teilmengen
von C der Form
{CecCc|CCD},Dec,

stimmen sie jedoch tiberein.

C ist eine Borelmenge in F. Die von B(F) induzierte Spur-o-Algebra auf C stimmt mit der Borel-
o-Algebra beziiglich der Hausdorff-Topologie tiberein. K ist eine abgeschlossene Teilmenge von F.

Beweis: Die Aussage entspricht Satz 1.2.1 in [34]. O

Unter einer zufilligen abgeschlossenen Menge Z verstehen wir nun eine messbare Abbildung
Z:Q—F,

wobei (2, .4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum sein soll.

Bemerkung: Tm Buch von Schneider und Weil ([34]), an dem sich auch diese Ubersicht orientiert,
nimmt die Darstellung der engen Verbindung von Konvex- und Integralgeometrie zur Theorie der
zufilligen abgeschlossenen Mengen eine zentrale Rolle ein. Mit anderen Bereichen dieser Theorie wie
zum Beispiel Grenzwertsdtzen fiir Summen oder Vereinigungen zufélliger abgeschlossener Mengen
beschéftigt sich das Buch von Molchanov ([23]) und ist deshalb fiir die vorliegende Arbeit nicht von
entscheidender Bedeutung. Um kurz den Bogen zu den in der Einleitung erwéhnten Anwendungen
zu schlagen, sei auch noch auf das stdrker durch praktische Problemstellungen motivitierte Buch
von Torquato ([36]) verwiesen, in dem ein Schwerpunkt auf der Berechnung und dem Schétzen
physikalischer Eigenschaften verschiedenster ,Medien“ durch zufillige Mengen liegt.

Das Bildma$l Pz := Z o P nennen wir die Verteilung von Z. Ist g € G4 eine Bewegung und Z eine
zufillige abgeschlossene Menge, so sei

gZ: Q — F
w = (92)(w) = g(Z(w))

die bewegte Menge gZ. Z heift stationdr, wenn Py, 7 = P fiir alle t € R? ist. Z heiBt isotrop, falls
Pyz = Py fiir jede eigentliche Drehung ¢ € SO, gilt.

Da es sich bei einer Realisierung einer zufilligen abgeschlossen Menge Z immer nur um eine einzelne
Menge F € F handelt, fithren wir Punktprozesse ein. Diese ermdoglichen es uns némlich, mit
abzihlbaren Kollektionen abgeschlossener Mengen zu arbeiten. Fiir F' € F sei ép das Punkt- oder
Dirac-Maf} in F'. Ein Zdhlmaf n sei im Folgenden eine endliche oder abzahlbar unendliche Summe
von Punktmaflen, also

k
n:i= Zsz, k‘ENoU{OO},
=1
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mit F; € Ffiri=1,...,k Fiir k =0 sei n = 0 das Nullmaf$3. Ein Zahlmaf heifit lokalendlich, falls
n(M) < oo fiir alle kompakten M € B(F) gilt. Diese Definition iibertrigt sich analog auf beliebige
Mafe.

Mit N wollen wir die Menge aller lokalendlichen Z&dhlmafle bezeichnen. Unter N, verstehen wir die
Teilmenge der einfachen lokalendlichen Z&hlmafle. N, ist also definiert als

Ne:={n € N|n({F}) < lfiir alle F' € F}.
N sei die kleinste o-Algebra auf N, fiir die alle Abbildungen

by: N — RU{co}
n — n(A),

A € B(RY), messbar sind.

Fie bezeichne die Menge aller lokalendlichen Teilmengen von F. Eine Teilmenge M von F heifit
lokalendlich, falls M N C fiir jede kompakte Menge C' € B(F) nur aus endlich vielen Elementen
besteht. Mit n ist auch sein Trdiger

suppn = {F' € F [n({F}) > 1}

lokalendlich.

Bemerkung: Den Trager supp Q eines beliebigen Mafl Q auf einem topologischen Raum definieren
wir allgemeiner als die kleinste abgeschlossene Menge F' mit der Eigenschaft Q(F¢) = 0 (siehe zum
Beispiel Seite 9 in [15]).

Es gilt:

Satz 22 Es ist Ne € N und Fi. C B(F). Die Abbildung

i: N — F
N suppn

ist messbar. Es ist i(N) = F., und die Finschrinkung i, : No — Fi. auf N, hat die Eigenschaft,
bijektiv zu sein. Ebenso wie ihre Inverse i ! ist die Abbildung i. ebenfalls messbar. Fiir die Spur-o-
Algebren N, von N auf N und B(F)ie von B(F) auf Fie gilt No = i (B(F)ie) und B(F)ie = ie(Ne).

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.2 in [34]. O

Ist (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so nennen wir eine messbare Abbildung
X:Q—N

einen Punktprozess (abgeschlossener Mengen).

Bemerkung: Punktprozesse fiihren wir somit als zufillige Mafle ein, deren Theorie ausfiihrlich im
Buch von Kallenberg ([14]) behandelt wird.
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Das Bildmafl Px = X oP nennen wir Verteilung von X. Wir sprechen von einem Prozess kompakter
Partikel, falls das zufillige Mafl X fast sicher auf C’ konzentriert ist. Ist X auf K’ konzentriert, so
heifit X ein Prozess konvexer Partikel oder kurz Partikelprozess. Noch spezieller nennen wir X
einen gewdhnlichen Punktprozess, wenn

k
Px[{) 0wy | i € RUfiri =1,... k,k € NgU{oo}}] =1
=1

ist.

Bemerkung: Eine ausfiihrliche Untersuchung gewohnlicher Punktprozesse stellt zum Beispiel die
Monographie von Kénig und Schmidt ([19]) dar.

Schliefllich sprechen wir von einem einfachen Punktprozess X, wenn Px[N.] = 1 gilt.

Fiir ein Zdhlmaf
k
n = Z 4] F, € N
i=1
und g € G4 sei das Maf3 gn durch

k
g =Y dr,
=1

gegeben. Ist X ein Punktprozess, so verstehen wir unter g X den Prozess

gX: Q@ — N
w = (gY)(w) = g(Y(w)).

Wir nennen nun X stationdr, falls Px = Py, x fiir alle t € R gilt, und isotrop, wenn Px = Pyx fiir
jede eigentlich Drehung ¢ € SOy ist.

Da man ein einfaches Zéhlmafl 7 mit seinem Tréger identifizieren kann, schreiben wir hdufig auch
F € n statt F € suppn. Wie in der Stochastik {iblich werden wir im Folgenden oft X statt X (w)
schreiben, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, dass es um eine Realisierung von X geht.

Eine wichtige Moglichkeit, Informationen iiber einen Punktprozess X zu erhalten, bieten die soge-
nannten Momentenmafle. Es sei m € N eine beliebige natiirliche Zahl, dann verstehen wir unter
dem m-ten Momentenmaf O™ beziehungsweise dem m-ten faktoriellen Momentenmafs A die
auf F™ := F x --- x F definierten Borelmafle

O (By x --- x Bp) = EX(B;)...X(Bp)
AM(By x - X Bp) = E(X®--®X)((B1 X+ X Bp) N FL)
= G(m)((B1X-~><Bm)ﬂ.7-"$),

wobei B, ..., By, € B(F) Borelmengen sein sollen und 77" wie folgt definiert ist:

F = {(F,...,Fn) € F™ | F; # Fj,i # j}.
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Das erste Momentenmaf wird allgemein als Intensititsmafi © := ©() bezeichnet. Wir nennen
einen Punktprozess X schwach stationdr beziehungsweise schwach isotrop, falls sein Intensitéts-
mafl O translations- beziehungsweise rotationsinvariant (letzteres bedeutet invariant unter eigentli-
chen Drehungen) ist. Obwohl jede Realisierung eines Punktprozesses X ein lokalendliches Maf ist,
miissen sowohl ©(™) als auch A diese Eigenschaft nicht haben. Dabei ist © lokalendlich, falls
O(Fc) < o fiir alle C € C gilt.

Jedes Intensitdtsmafs © in dieser Arbeit sei als lokalendlich und vom Nullmafl verschieden voraus-
gesetzt.

Essei X" :=X®---® X, und X;” der Prozess X™ eingeschrénkt auf .7:;‘. Der Satz von Campbell
er6ffnet die Moglichkeit, mit Hilfe der Momentenmafle wichtige Erwartungswerte zu berechnen.

Satz 23 FEs seien m € N, X ein einfacher Punktprozess auf F und f : F™ — [0,00) eine messbare
Abbildung. Dann sind auch

> P F)

(Flw-:Fm)eXm

sowie

> f(F,... Fp)
(F17"'7F’"L)EX;n

messbar, und es gilt

E ) f(Fh"'?Fm):E/dem:/fd@(m)

(Fl,...,Fm)EXm Fm Fm
sowie
E > f(Fl,...,Fm):E/fdx;”: /fdA(m)
(F1,...y Fm)EX;" Fm Fm
Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 3.1.6 in [34]. O

Ist der Punktprozess X nicht notwendigerweise einfach, so konnen wir eventuell auftretende Viel-
fachheit beriicksichtigen, indem wir
E) f(F

FeX
durch
E Y f(F)X({F})

FeX

ersetzen. In diesem Fall lésst sich fiir m = 1 der Satz von Campbell iibertragen, und wir erhalten

E> fF)X{F}) = /f F)dX = /fd@

FeX

In der Regel ist die Verteilung eines Punktprozesses nicht durch sein Intensitéitsmafl bestimmt. Das
wichtigste Beispiel fiir einen Punktprozess, der sogenannte Poissonprozess, bildet hiervon aber eine



36 1 Grundlegende Definitionen und Sétze

Ausnahme. Ein einfacher Punktprozess X heifit Poissonprozess, falls

k
P[X (M) = k] = e—@<M>@(kJ"4), k € Ny,

fiir alle M € B(F) mit O(M) < oo gilt.

Man kann sich weiterhin fragen, zu welchen Maflen © auf B(F) ein Poissonprozess mit entspre-
chendem Intensitéitsmafl exisitiert. Die Anwort darauf gibt der folgende Satz:

Satz 24 Zu jedem lokalendlichen Mafi © auf F mit O({F'}) = 0 fir alle F' € F (in diesem Fall
heifit © atomfrei) gibt es genau einen Poissonprozess mit Intensititsmafi ©.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.2.2 in [34].

Folgendes Resultat werden wir in einem spéiteren Kapitel noch benétigen:

Satz 25 Sei X ein Poissonprozess auf F mit Intensititsmafs ©. Dann gilt fiir alle m € N:

A —em(=0®- - ®0).
Beweis: Obige Gleichung gilt nach Satz 3.2.3 (c) in [34]. O

Bemerkung: Eine ausfithrliche Untersuchung der Poissonprozesse auf R? findet sich im Buch von
Kingman ([18]).

Da wir nun den Begriff des Poissonprozesses kennen, kénnen wir auch das wichtigste Beispiel
einer zufilligen abgeschlossenen Menge angeben, das sogenannte Boolesche Modell. Es ist das mit
Abstand am besten analysierte Modell zufalliger Mengen, was man zum Beispiel in den Biichern
von Molchanov ([22]), Miicklich und Ohser ([25]) oder Stoyan, Kendall und Mecke ([35]) sehen
kann.

Nach Satz 3.5.3 aus [34] ist die Vereinigungsmenge eines jeden Punktprozesses X in F’

ZX::UF

FeX

eine zufillige abgeschlossene Menge. Wir nennen Zx ein Boolesches Modell, falls X ein Poisson-
prozess ist. Sollte X auf K’ konzentriert sein, so heifit Zx auch ein Boolesches Modell mit konvexen
Kornern. Eine ausfiihrliche Analyse dieser Modelle findet sich in Kapitel 4.4 von [34].

Spéter werden wir Erwartungswerte fiir Boolesche Modelle berechnen wollen. Wie uns der néchste
Satz verridt, konnen wir dies mit Hilfe des Intensitétsmafles des zu Grunde liegenden Poissonpro-
zesses tun, falls er auf konvexen Korpern konzentriert ist.

Satz 26 FEs sei X ein Poissonprozess mit Intensitdtsmajs

O(A) = //1A(:c +K) F(K, 2) A(dn)Po(dE), A € B(K),
Ko R4
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wobei die Abbildung f : KK x R? — [0,00) messbar, f(K,-) lokalintegrierbar fir jedes K € K und
Py ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Ko sein sollen. Weiter sei Zx das von X erzeugte Boolesche
Modell und Ky € K ein beliebiger konvezer Korper. Fir j =0,...,d gilt dann

O 1\k-1
E®;(Zx NKo,)) = > S [ [ [ [®(KoNKi+a1n---NKg+ap,-) f(Ki,1) %
k=1 Ko KoRd R

Beweis: Dieser Satz ergibt sich, wenn man Theorem 1 aus [41] auf die Kriimmungsmafle anwen-
det. In den Abschnitten 2.3 und 2.4 von [33] und Lemma 2.1 in [4] wird gezeigt, das letztere die
Voraussetzungen des Theorems erfiillen. O

Die Eigenschaften, die das Intensitdtsmafl des Prozesses X in den Vorausetzungen des letzten
Satzes haben soll, werden uns im Laufe dieser Arbeit noch hiufiger begegnen. Man kann sich nun
fragen, inwieweit diese Forderung eine Einschriankung darstellt. Nach Satz 35 in [3] besitzt das
Intensitatsmafl © eines jeden Prozesses konvexer Partikel X folgende Darstellung

O(A) = /p(K, (2 €RY| o+ K € AY)Po(dK), AcB(K)).
Ko

Py ist dabei ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Iy, und die o-endlichen Borelmafie p(K,-) hingen
messbar von K ab. In den Voraussetzungen von Satz 26 fordert man also lediglich, dass die Mafle
p(K, ) fiir Po-fast alle K absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafles sind. Man beachte, dass die
Darstellung von © nur eindeutig ist, wenn die p(K,-) = p(+) nicht von K abhéngen.

Bemerkung: Nach Satz 4.2.2 in [34] (er gilt analog, wenn der Umkugelmittelpunkt durch den Stei-
nerpunkt ersetzt wird) ist X genau dann stationir, wenn sein Intensititsmafl © von der Form

OA) =7 [ [ 1ata + K) hatdn) Bo(dE), A € B,
Ko R4
ist. Dabei ist Py ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Ky und v > 0 eine Konstante. Sowohl ~ als auch

Py sind eindeutig bestimmt.

Fiir k € {0,...,d} bezeichne ! die Menge aller k-dimensionalen affinen Unterriume des R? (im
Folgenden auch Menge der k-Ebenen genannt) und Ez die Menge der linearen, k-dimensionalen
Unterrdume. Nun wollen wir auf 5,? und E‘,ﬁ eine Topologie definieren. Zu diesem Zweck versehen
wir Eg und [,g mit den Finaltopologien beziiglich der Abbildungen

’yk:Gd—>Eg
g — gL

beziehungsweise

Bp: SO4 — LY,

¥ — JL,
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wobei L € Eﬁ ein fester Unterraum ist. Die Topologien sind von der konkreten Wahl des Unter-
raums L unabhéngig. Wie man im ersten Kapitel von [34] nachlesen kann, stimmen diese beiden
Topologien mit der Spurtopologie der Topologie der abgeschlossen Konvergenz iiberein.

Hinweis: Die Topologien auf den Rdumen SO; und G4 wurden im ersten Abschnitt dieses Kapitels
eingefiihrt.

Unter einem k-Ebenenprozess im R? verstehen wir fiir k € {0,...,d — 1} einen Punktprozess in
&2, also einen Punktprozess in F/ mit O(F \ &) = 0. Im Fall k = 1 sprechen wir von einem
Geradenprozess, im Fall k = d — 1 von einem Hyperebenenprozess.

Fiir einen Unterraum E € £ bezeichnet A\g das Lebesgue-Mafi auf E. Gilt dim E = 0, so sei
Ap = g0y das Dirac-Maf an der Stelle 0. Spéter werden wir noch folgendes Resultat bendtigen:

Satz 27 Sei O ein lokalendliches, translationsinvariantes Mafs iiber Sg. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes, endliches Mafl ©¢ iber Lg mit

O(A) = / / 1 a(@ + L)Aps (dz)Oo(dL)

ci Lt
Lo d
fiir jede Borelmenge A C &.

Beweis: Die Behauptung entspricht gerade Satz 4.1.1 in [34]. d



Kapitel 2

Eine translative Integralformel fiir
Hausdorftf-Mafle

2.1 Motivation

In den folgenden Kapiteln wollen wir einen Poissonprozess X auf R? untersuchen, dessen Inten-
sitdtsmafl © die Form

@(A)://IA(:chK)f(K,:n))\d(dx)}P’o(dK), A€ B(K),

Ko R4

hat. Dabei sollen die Abbildung f : K x RY — [0, 00) messbar, f(kK,-) lokalintegrierbar fiir festes
K € K und Py ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf /gy sein.

Ein Schwerpunkt liegt in diesem Zusammenhang auf der Analyse einer Klasse von zu X assoziierten
MaBen, die wie folgt eingefiihrt werden: Es sei B € B(R?) und 7,k € {1,...,d}. Wir definieren das
Borelmaf v}, auf R? durch

Vig(B):=E ) @qj(Kin---NKgBNbdKiN---Nbd Kp).

(Klv--ka)EXi

Nach Anwendung des Satzes von Campbell ben6tigen wir eine translative Integralformel fiir Kriimmungs-
mafle, wie wir sie im einfithrenden Abschnitt zur Integralgeometrie mittels der gemischten Mafle
angegeben haben, um die Mafe V;  Weiter analysieren zu konnen.

Wie wir spéter sehen werden, ist neben den 1/;. . noch eine weitere Klasse von Maflen interessant.
Es sei k € {0,...,d} und B € B(R%). Dann ist durch v, mit

v(B):=E Y  H"FbdKin---NbdK N B)
(K1,....Kp)eXh

ebenfalls ein Borelmaf auf R% gegeben. Nach dem Satz von Campbell lisst sich v, nun folgender-

39
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mafen schreiben:

w(B) = [...[H"FDOAKN---NbdK, N B) A (d(Ky, ..., K))
K’ K’

= [... [ [...[HTFDAK + 210 NbdKg + x4 N B)x
Ko KoRd R4

f(Kl, xl) e f(Kk,xk))\d(darl) NN )\d<dxk) Po(dK1> . Po(de)

Um mit den inneren Integralen beziiglich des Lebesgue-Mafles weiterarbeiten zu kénnen, benttigen
wir nun translative Integralformeln fiir die Hausdorff-Mafie H?~*, die wir in diesem Kapitel herleiten
wollen. Das entsprechende Resultat stellt dabei eine Erweiterung von Theorem 3 aus dem Artikel
von Wieacker iiber eine translative Integralformel fiir Hausdorff-rektifizierbare Mengen ([45]) dar
und wird ganz dhnlich bewiesen.

2.2 Grundlegende Definitionen und Sitze aus der geometrischen
Mafitheorie

Das wichtigste Hilfsmittel beim Beweis der bendtigten translativen Integralformel wird die soge-
nannte ,,General Area-Coarea Formula“ von H. Federer sein. Um diese zu formulieren, bendtigen
wir einige Begriffe aus der geometrischen Mafitheorie, die in diesem Abschnitt eingefiithrt werden
sollen. Bei den verwendeten Bezeichnungen orientieren wir uns dabei am klassischen Buch von Fe-
derer iiber geometrische Mafitheorie ([6]) und der deutlich zugénglicheren Einfithrung von Morgan
in dieses Thema ([22]).

Es sei S eine beliebige Teilmenge des R%. Wir definieren den Durchmesser von S als
diam S := sup{||z —y|| | z,y € S}.

Weiter sei 0 < m < d eine natiirlich Zahl. Fiir eine beliebige Teilmenge A C R4 des R? definieren
wir ihr m-dimensionales dufleres Hausdorff-Mafi H™(A) als
diam S ) m

H™(A) == (%I_I)I(l) Aclafsj ;/{m< 5

diam S; <6

Das Infimum wird dabei iiber alle abzihlbaren Uberdeckungen {S;} von A gebildet, bei denen jedes
S; einen Durchmesser von hochsten ¢ hat. Wie man auf Seite 8 in [22] nachlesen kann, hat H™ alle
Eigenschaften eines dufieren Mafles (siche Seite 23 in [15] fiir eine Definition).

Wir definieren nun die Menge A(H™) als
AH™) == {ACRY | H™(ANE) + H™(A°N E) = H™(E) fiir alle E C R%}.

Nach Theorem 2.1 in [15] ist A(H™) eine o-Algebra und (R?, A(H™), H™) ein Mafiraum. Eine
Menge B € A(H™) nennen wir H™-messbare Menge. Auf Seite 8 in [22] kann man auflerdem nach-
lesen, dass B(R?) C A(H™) gilt.
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Es seien m,n € N, A C R? eine beliebige Teilmenge des R? und a € A ein Punkt aus A. Fiir
1 < m < d definieren wir die obere und untere m-dimensionale Dichte ©*™(A,a) und O (A, a)
von A an der Stelle a als

m d
©*"M(A,a) ;= lim supH (AN (a+rB%)

r—0 Km T

beziehungsweise

m d
O (A,a) := lim ian (A0(atrB ))

r—0 K 1™

Falls die obere und untere Dichte von A an der Stelle a den gleichen Wert annehmen, so nennen
wir ihren gemeinsamen Wert die m-dimensionale Dichte ©™ (A, a) von A an der Stelle a.

Weiter sei f : A — R" eine Funktion. Wir sagen, dass f an der Stelle a den approximativen
Grenzwert (,approximate limit“) y besitzt, falls fiir alle € > 0 die d-dimensionale Dichte der Menge

R\ {z € A||f(z) -yl <€}
an der Stelle a den Wert 0 hat. Wir schreiben
y = ap lim f(x).
r—a
Die Funktion f heifit approzimativ stetig (,approximate continuous“) an der Stelle a, falls
f(a) = ap lim f(x)
r—a

ist, und approzimativ differenzierbar (,approximately differentiable“) an der Stelle a, falls eine
lineare Funktion L : R* — R" existiert, sodass

ap lim f(z) — f(a) — Lz — a) =

@—a lz = all

ist. Wir schreiben
L=apDf(a).

Ist f an der Stelle a approximativ differenzierbar, so definieren wir die approzimative k-dimensionale
Jakobische von f an der Stelle a (,approximate Jacobian®), kurz ap Jif(a), als das maxima-
le k-dimensionale Volumen des Bildes eines k-dimensionalen Einheitswiifels unter der Abbildung

ap Df(a).

Es seien m,n € N natiirliche Zahlen. Eine Funktion f : R™ — R"™ heiflt Lipschitz- Funktion, falls es
eine Konstante L > 0 gibt, so dass

1 () = fF)ll < Lz =yl

fir alle z,y € R™ gilt.

Wir nennen eine Teilmenge E C R? des R? im Folgenden (H™, m)-rektifizierbar, falls H™(E) < oo
ist und H™-fast ganz E in der Vereinigung der Bilder von hochstens abzéhlbar vielen Lipschitz-
Funktionen von R™ nach R? liegt.
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Ist eine Menge (H™, m)-rektifizierbar und H™-messbar, so bezeichnen wir sie als m-dimensionale
rektifizierbare Menge.

Nun haben wir alle Begriffe und Schreibweisen zusammen, um die ,,General Area-Coarea Formula“
angeben zu koénnen:

Satz 28 FEs seien k,l,m,n € N natirliche Zahlen mit k > I, W eine m-dimensionale rektifizierbare
Teilmenge des RY, Z eine k-dimensionale rektifizierbare Teilmenge des R und f eine Lipschitz-
Funktion von W nach Z. Dann gilt

/ ap Jof (2) H™(dzr) = / H R (1 ({2)) HE (d).
7

w

Allgemeiner ist fiir jede H™-integrierbare Funktion g auf W sogar die Gleichung

/ o) ap Ji f () H™ (dz) = / / o(y) ™ (dy) H (d2).
w Z f=1({z})
giiltig.

Beweis: Die Aussagen finden sich in Theorem 3.2.22 aus [6]. O

Es seien m € N eine natiirliche Zahl, a € R? und E C R%. Wir definieren den Tangentenkegel von
F in a als

Tan(E,a) := {az | a € [0,00),z € ﬂ c{

e>0

T—a
— |z e E,0< ||z —a| < .
Der approzimative Kegel der Tangentenvektoren (,approximate tangent cone“) von E in a ist dann
durch
Tan™(E,a) == ﬂ Tan(S, a)
SCR4,0@™ (E\S,a)=0

gegeben. Die Menge der approzimativen Normalenvektoren (,approximate normal vectors®) von E
in a wird als
Nor™(E, a) := {u € R | (u,v) < 0fiir allev € Tan™(E,a)}

definiert. Rektifizierbare Mengen haben folgende Eigenschaften:

Satz 29 FEs sei W eine m-dimensionale rektifizierbare Teilmenge des R%. Fiir H™-fast alle Punkte
a €W gilt:

a) O™ (W,a) =1 und
b) Tan™(E,a) ist ein m-dimensionaler Unterraum.

Falls f eine Lipschitz-Funktion von W nach R™ ist, so ist f H™-fast tiberall approrimativ differen-
zierbar.

Beweis: Die Behauptung entspricht Theorem 3.2.19 aus [6]. U
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2.3 Die translative Integralformel

Es seien 1 < m < d eine natiirliche Zahl, Mo, ..., M,, C R? und nq,...,n, € N. Desweiteren defi-
nieren wir n := ng+- - - +n,,. Wie Wieacker in [45] sagen wir, dass die Paare (Mg, ng), ..., (M, m)
Bedingung (1) geniigen, falls folgende drei Voraussetzungen erfiillt sind:

a) Firie {l,...,m} gilt:
i) 1<n; <d.
ii) M; ist H™-messbar und (H", n;)-rektifizierbar.
b) My x - -+ x My, ist (H", n)-rektifizierbar und H"-messbar.
c) H" (Mo x -+ X Mp,) = (H™|[My) @ --- @ (H" | My,) .
Dabei bezeichnen wir fiir k € N und B C R? die Einschriinkung von H* auf B mit H*| B.

Im Beweis von Satz 31 werden wir auf folgendes Resultat zuriickgreifen:

Satz 30 Es seien 1 < m < d eine natiirliche Zahl, My, ..., M, C R% und ng,...,nm, € N.
Desweiteren definieren wir n :=ng+ - - -+ ny,. Die Paare (Mg, ng), ..., (Mg, ny) sollen Bedingung
(I) geniigen, und es gelte n > md. Auferdem seien B € B(R?) und W C R? ein ((m + 1)d — n)-
dimensionaler Wiirfel mit HX™+t)="(A) = 1. Dann gilt

H ™ BN MyN (My+21) 0 -0 (M, + 2,3))

= Bld,n—md) [ [HYBNMyN(M+z1)0 0 ( My +2m) N (pW + i) ¥
SO4 R4
Ad(dzm1) v(dp)

fiir eine Konstante f(d,n —md), die nur von d und n —md abhdngt.

Beweis: Die Behauptung entspricht Formel (3) in [45] (und ist eine Folgerung aus der Lemma 6.1
in [5]). O

Folgende translative Integralformel fiir Hausdorff-Mafle werden wir im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit an verschiedenen Stellen benotigen:

Satz 31 Es seien 1 < m < d eine natirliche Zahl, My, ..., M,, C R* und ng,...,n, € N. Die
Paare (Mo, ng),...,(Mpm,nm) sollen Bedingung (I) geniigen, und es gelte n > md. Weiter seien
B € B(R?) und die Abbildung f; : R? — [0,00) firi=1,...,m messbar. Dann gilt

[ JHB A MO (My+21) 00 (M + 2n)) f1(21) -+ fon (@) Aa(dr) .. Aa(dm)
Rd Rl

= [ ... [ 1p(to) filto —t1) -+ fin(to — tm) |det(Nor™ (Mo, to), . . ., Nor™™ (M, t) )| X
Mo M,
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Erinnerung: Sind Ly, . .., L, lineare Unterrdume des R? mit dim Ly +- - -+ dim Ly, = m und m < d,
so wihlen wir in jedem der L; eine Orthonormalbasis. |det(Lq, ..., Lx)| bezeichnet dann das m-
dimensionale Volumen des Parallelepipeds, dass von diesen m Vektoren aufgespannt wird.

Bemerkung: Die Messbarkeit der Abbildung
(t1,...,tm) — |det(Nor™ (Mo, to), ..., Nor™™ (M, tm))]|
wird in [45] auf Seite 241 gezeigt. Die Abbildung
(21, Zm) — H"™(BAMyN (M, +x1) N -0 (Mo + 2))
ist nach Anwendung von Satz 30 messbar, da fiir n = md die Abbildung
(1, zm) = HO(BO My (M +x1) N -0 (Myy + 2)),

nach der Herleitung auf Seite 239 in [45] diese Eigenschaft hat.

Beweis: Sei zunéchst n = md. Dann gilt:

g: Myx---x M, — RY x ... x R4

(o, Tm) +— (xo—x1,...,T0 — Tm)

ist Lipschitz-stetig (vergleiche Seite 239 in [45]). Weiter ist wegen (I) die Menge My X - -+ X M,
sowohl (H", n)-rektifizierbar als auch H"™-messbar. Damit hat aber die Menge g(Mp X --- X My,)
diese Eigenschaften.

Auflerdem ist
(tos - tm) € g {(21,. .., 2m)})
&S to—ti1=21,...,t0 =ty = Ty,
& Mogstg=x1+t1 € My +2x1,...,My>tg=xpm +tm € My + 2.
Insbesondere gilt also
HO (BAMyN (My +x1) 00 (M, + 2)) = / 15(to) HO(d(to, - - - tm))-
g7 {(@1,mm)})

Hier bezeichnet H" das nulldimensionale Hausdorff-Maf sowohl im R? als auch im (R?)™*!, Daraus
ergibt sich

f - f anmd(B N My N (M1 + .1‘1) N---N (Mm + .Z‘m))fl(.%'l) cee fm(l‘m) )\d(dl‘l) ... /\d(d.%'m)
Rd  Rd

= f f f 1B(t0) fl(t() —tl)--~fm(t0 —tm) Ho(d(to,...,tm)) )\d(dxl).../\d(da:m).
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Fiir i =0,...,m bezeichne P; die Abbildung

P,L'2 M()X"-XMm — Ml
(t(),...,tm) — 1.

Nach Satz 28 und weil (Mg, ng), ..., (Mg, ny) Bedingung (I) geniigen, kénnen wir wie folgt umfor-
men:

[ f [ 15(to) fi(to — t1) - - fn(to — tm) HO(d(to, - s t)) Ma(da1) - . . Aa(dm)
RE R g H{(T15es®m)})

= 10 AR ~ Pil6) -+ fmn(Folt) = P(t)) (ap T g)(6) H" ()

= f - f 13(150) fl(t() — tl) ce fm<t0 — tm) ]det(Nor”O(Mg, to), - ,NOI‘nm(Mm, tm))|><
My My,

H™™ (dtyy,) ... H"™(dtg).
Dabei folgt aus dem Beweis von Theorem 3 auf Seite 240f in [45], dass
(ap Jp, g)(t) = |det(Nor™ (Mo, to), ..., Nor"™ (M, tm))|
gilt.

Seien nun n > md, W ein ((m+1)d—n)-dimensionaler Wiirfel im R? mit H(™+1D4=" (W) = 1. Dann
ergibt sich aus Satz 30 fiir ein 5 = [(d,n — md) (erste Umformung) und dem schon bewiesenen
Fall n = md (zweite Umformung)

f - f Hn_md(B N My N (Ml + .731) n---N (Mm + a:m))f1(:v1) ce fm(a;m) )\d(dxl) - /\d(d'fm)
Rd R4

= [...fB [ [H(BNMN (M +z1)0 N ( My + ) Nt + pW) fr(z1) -+ frn(Tm) ¥
R4 Rd  SOq R4

)\d(dt) l/(dp) )\d(dl‘l) ce /\d<d.%'m)

= 6 [ [... [ [1s(to) fi(to—t1) - fm(to — tm)X

SOq4 My My, pW
|det(Nor™ (Mp, to), - . ., Not™ (M, t), Nor V4= (oW, £ 1 )| H™ (dt ) %

- H(dto)H TV (At ) v(dp).

Ab jetzt bezeichne L := W+, Dann gilt wegen der bekannten Rechenregeln fiir die Stellgrofe
|det(.)]:

ﬁ f |det(Nor"O (M07 tO)a s ’Nor’"«m (Mm’ tm)v Nor(m+1)d_n(pW7 tm+1))| V(dp)
SOq

= |det(Nox™ (My, to), . .., Nox™ (M, tm))| 8 [ |det(L*, pL)| v(dp),
SOq4
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und wir erhalten

[ [H™(BNMyN (M +21) 00 (M + 2)) fr(@1) - fn(Tm) Aa(dz1) - . Aa(dam)
Rd Rd

= [ ... [ filto—t1) fin(to — tm) [det(Nor"™ (Mo, to), . . ., Nor™ ™ (M, t) )| X
Mo Mn

H Y (dtyy) ... H™ (dto) - ﬁsg |det(L+, pL)| v(dp)

= [ ... [ 1p(to) filto —t1) - fm(to — tm) |det(Nor™ (Mo, to), . .., Nor"™™ (Mp,, tp))| X
Mo My,

H ™ (dty,) ... H™ (dt).

Nach Formel (4) auf Seite 241 in [45] gilt ndmlich

8 / L+ pL) v(dp) = 1,

SOy

und der Satz ist bewiesen. O

2.4 Zur Struktur des Randes eines konvexen Korpers

Da wir die soeben bewiesene Integralformel vor allem dann benétigen, wenn wir es mit den Réndern
konvexer Korper zu tun haben, wollen wir sie auch noch kurz fiir diese formulieren. Auflerdem
brauchen wir in den kommenden Kapiteln noch einige Aussage iiber die Struktur des Randes eines
konvexen Korpers, die wir hier ebenfalls zusammenstellen wollen.

Es seien r € {0,...,d — 1}, K € K ein konvexer Koérper mit inneren Punkten und x ein Punkt
auf dem Rand von K. N(K,x) bezeichne die Menge aller &uleren Normalenvektoren von Stiitzhy-
perbenen an K in x vereinigt mit dem Nullvektor. Wir nennen N (K, z) analog zu N (K, F') den
Normalenkegel von K in x. x heifit ein r-singuliren Punkt von K, wenn dim N(K,x) > d — r ist.
Einen (d — 2)-singulédren Punkt nennen wir auch singuldr. Falls die Stiitzhyperebene an K in z
eindeutig ist, heiit x reguldr. Die Menge aller reguldren Randpunkte eines konvexen Korpers K
soll im Folgenden mit reg K bezeichnet werden, die aller singuldren mit sing K. Es gilt:

Satz 32 Sei K € K und r € {0,...,d — 1}. Die Menge aller r-singuldren Punkte von K kann
mit abzdhlbar vielen kompakten Mengen tberdeckt werden, deren r-dimensionales Hausdorff-Mafs
endlich ist.

Beweis: Die Behauptung entspricht Satz 2.2.4 in [29]. O
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Bemerkung: Hieraus folgt nun unter anderem, dafl die Menge aller singuldren Punkte eines konve-
xen Korpers K das (d — 1)-dimensionale Hausdorff-Mafi Null hat.

Auf der Menge aller reguldren Punkte von K definieren wir die Abbildung

ok : regk — §471
x  —og(zr),
wobei ok (x) der eindeutig bestimmte duBere Normaleneinheitsvektor an K im Punkt z ist. Es

sei ug € S9! fest. Wir setzen o zu einer Abbildung auf ganz bd K fort, indem wir fiir alle
x € bd K\ reg K noch o (x) := ug setzen.

Gleich bendtigen wir den folgenden Satz:

Satz 33 Sei K ein konvexer Korper und B € B(R?). Hat K innere Punkte, so gilt

Cy—1(K,B) = H" Y (BNbd K).
Beweis: Die Aussage folgt aus Theorem 4.2.5 in [29]. O

Bemerkung: Ist dim K = d—1, so gilt die obige Gleichung, falls auf der rechten Seite das Hausdorff-
Maf} noch um den Faktor 2 ergénzt wird.

Satz 34 Es seien K € K ein konvezer Korper mit inneren Punkten und f : R x S91 — [0, 00)
eine nichtnegative, messbare Funktionen. Dann gilt

flz,u) Zq_1 (K, dx x du) = /f(x,aK(x)) Ca—1(K,dx).
Rd x §d—1 R4

Beweis: Es sei n € B(R? x S71). Aus Lemma 2.1 in der Arbeit von Weil iiber mittlere Formen
zufélliger Mengen ([40]) folgt

Ly(z,u) Eq1 (K, dr x du) = / 1 (z, 05 (x)) HI (dx) = /ln(x,UK(x)) Cy—1(dz).
Rdx §d—1 bd K R

Die allgemeine Aussage folgt dann durch Approximation mit Elementarfunktionen und dem Satz
von der monotonen Konvergenz, und wir haben den Satz bewiesen. O

Es sei K € K ein konvexer Kérper und v € S9! ein Einheitsvektor. Wir nennen u einen reguldren
Normalenvektor von K, falls dim F'(K,u) = 0 gilt, und andernfalls singuldr. Dabei bezeichnet
F(K,u) die Stiitzmenge an K mit d&uBerer Normalen u. Die Menge aller reguléren normalen Vek-
toren von K wollen wir mit regn K bezeichnen.

Ein Vektor v € S9! ist genau dann ein singulirer Normalenvektor, wenn F(K,u) eine Strecke
enthélt. Wir nennen einen konvexen Korper K strikt konvezr, wenn sein Rand bd K keine Strecke
enthélt, und relativ strikt konvex, wenn er in aff K strikt konvex ist. Weiter gilt:
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Satz 35 Die Menge aller singuldren dufleren Normalenvektoren eines konveren Kirpers K € K
hat das sphdrische Lebesque-Maj$ Null.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Theorem 2.2.9 in [29]. O

Auf der Menge der reguldren Normalenvektoren definieren wir nun die Abbildung

T : regn K — bd K

x — T (),

wobei T (x) der eindeutig bestimmte Randpunkt von K mit duflerer Normalen u ist. Es sei zg €
bd K fest. Wir setzen 7 zu einer Abbildung auf ganz S?~! fort, indem wir fiir alle v € S4 1\ regn K
noch 7 (u) := xo definieren.

Damit sind wir mit der Zusammenstellung wichtiger Eigenschaften des Randes eines konvexen
Korpers fertig und wenden uns nun der Formulierung von Satz 31 fiir die Rander konvexer Koérper
zu. Es seien m € {1,...,d — 1} und Ky, ..., K,, € K volldimensionale konvexe Korper, das heisst
dim K; = d fiir i = 0,...,m. Wir definieren

M;:=bdK; und n;:=d-1

fir ¢« = 0,...,m. Man iiberlegt sich leicht, dass fiir i« = 0,...,m gilt: M; ist eine Borelmen-
ge und M; ist (H91,d — 1)-rektifizierbar. Aus Theorem 3.2.23 in [6] folgt dann, dass die Paare
(Mo, ng), ..., (My,ny) der Bedingung (I) geniigen.

Bemerkung: Aus Theorem 1.4.1 in [48] ergibt sich auBerdem, dass
bdKogNbd Ky +xz1N---N bd K, + x
fiir Apg-fast alle (x1,...,z;) € (RY)F eine (H4 D d — (k + 1))-rektifizierbare Menge ist.
Es seien K € K ein volldimensionaler konvexer Koérper und x € bd K. Eine Orthonormalbasis von
Nor?~!(bd K, z) kann man in diesem Fall folgendermaBen bestimmen: Fiir H%!-fast alle z € bd K

ist die &uBere Normale ok (x) an K in x eindeutig bestimmt. Nach Definition der dufieren Normalen
gilt dann

(y —z,0x(x)) <0

fiir alle y € K. Also liegt o () nach Definition in Nor?~!(bd K, z). Nach Satz 29 gilt
dim Tan? 1 (bd K, z) = d — 1

fiir 9 !-fast alle € bd K. Da Tan? !(bd K, z) in diesem Fall ein linearer Unterraum ist, ergibt
sich insgesamt fiir H% '-fast alle x € bd K

dim Nor® }(bd K, z) = 1.

Damit ist o () fiir H? !-fast alle z € bd K eine Orthonormalbasis von Nor?~!(bd K, x). Aus Satz
31 erhélt man damit:
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Satz 36 Esscienk € {1,...,d—1}, Ky, ..., Kj € K volldimensionale konvexe Kirper, B € B(Rd)
und die Abbildung f; : R* — [0,00) firi=1,...,k messbar. Dann gilt

[ [HEED(BAbdKyN bd Ky + 21N ---N bd Ky, + o) fi(21) - - fi(ar) X
Rd Rd

)\d(dxl) PN )\d(d:lj'k)
= [ ... [ 1g(to)filto—t1) -+ fulto — ti)|det(ok, (o), - - -, ok, (T))]| X
bd Ko bd Ky,

HIY(dty) . . HE Y (dto).






Kapitel 3

Konvexe Korper in der Stochastischen
Geometrie

Die Untersuchung, deren Ergebnisse in dieser Arbeit vorgestellt werden, begann mit dem Versuch,
verschiedene Resultate von Schneider fiir translationsreguléire Ebenenprozesse auf instationére Par-
tikelprozesse zu iibertragen. In diesem Kapitel soll deshalb zum einen die entsprechende Verdtffent-
lichung von Schneider kurz zusammengefasst werden; zum anderen wird ein kurzer Uberblick iiber
schon bekannte Ergebnisse fiir stationére Prozesse konvexer Partikel und ihrer Booleschen Modelle
gegeben, die im Folgenden auf inhomogene Partikelprozesse ausgedehnt werden sollen.

Es sei daran erinnert, dass © als lokalendlich und vom Nullmaf verschieden vorausgesetzt ist.

3.1 Stationire Partikelprozesse

Es hat sich in der Stochastischen Geometrie als sehr fruchtbar herausgestellt, stationéiren Parti-
kelprozessen verschiedene konvexer Korper zuzuordnen. Die Analyse ihrer geometrischen Eigen-
schaften ldsst ndmlich Riickschliisse auf den zu Grunde liegenden Prozess zu. Die zwei wichtigsten
Vertreter dieser sogenannten assoziierten Korper wollen wir im Folgenden vorstellen, wobei sich die
nun aufgefithrten und noch viele weitere Ergebnisse in Abschnitt 4.5 von [34] finden. Sie gehen im
wesentlichen auf Arbeiten von Wieacker ([45], [46] und [47]) zuriick.

Es sei X ein stationérer Prozess konvexer Korper. Sein Intensitéitsmafl hat dann die folgende Dar-
stellung:

OA) =~ [ [ 1a(z + K) Mg(da) Po(dK), A€ B(K).
/1

Ublicherweise heifit v € (0,00) die Intensitit von X und Py Formwerteilung. Sowohl ~ als auch Py
sind durch © eindeutig bestimmt (siehe Satz 4.2.2 in [34]).

Unter einigen kleinen Zusatzforderungen an X, die technischer Natur sind und hier nicht erwahnt

o1



52 3 Konvexe Koérper in der Stochastischen Geometrie

werden sollen, erfiillt das durch

S (X, A) =y [ Sea(k A RaK), AcBEY),
Ko
definierte BorelmaB auf S9! die Voraussetzungen des Existenzsatzes von Minkowslii. Es existiert
also ein eindeutig bestimmter konvexer Korper B(X) € Ky mit Oberflichenmafl S;—1(X,-). Er

wird in der Regel als Blaschke-Kdérper von X bezeichnet. Eine Herleitung dieser Aussagen findet
sich auf den Seiten 156 bis 158 in [34].

Eine kurze Rechnung (siehe Seite 156 in [34]) zeigt, dass auBerdem fiir eine beliebige Borelmenge
B € B(RY) mit \g(B) = 1 folgende Gleichung erfiillt ist:

Sq1(X,A)=E > H"Y(Bnog'(4), AeB(S™H.
KeX
Man kann also (nach Normierung) das Oberflichenmafl von B(X) als Verteilung des Normalenvek-
tors in einem typischen Randpunkt von X interpretieren. Deswegen wird Sy_1(X, ) auch oft als
mittleres Normalenmaf$ von X bezeichnet.

Bemerkung: Fiir Anwendungen ist es manchmal wichtig, das mittlere Normalenmafl Sy_1(X, -) mit
Hilfe einzelner Realisierungen eines Prozesses zu schétzen. Der Artikel von Schneider tiber mittlere
Normalenmafe stationdrer Prozesse ([30]) beschiftigt sich zum Beispiel mit der Frage, wie sich
dieses Mafl durch Schnitte mit Unterrdumen bestimmen lasst.

Den Projektionenkorper II(X) := IIB(X) des Blaschke-Kérpers nennt man oft assoziiertes Zonoid
von X. Seine Stiitzfunktion ist durch

h(II(X),u) = % / (1, v)| Sq_1(B(X),dv), wue S,
gd—1

gegeben. Es ist
E Y HO([0,u] N bdK) =2 h(II(X),u), ueS'"
KeX

Der Wert der Stiitzfunktion von IT1(X) an der Stelle u € S?~! entspricht also der mittleren Anzahl
von Punkten, in denen die Strecke mit Endpunkten 0 und u die Rinder der Partikel von X trifft.
Dies ist nichts anderes als die Intensitét des stationdren Punktprozesses, der durch den Schnitt der
Randfldchen von X mit der Gerade [u] entsteht. Auf den Seiten 158 und 159 in [34] kann man einen
Beweis dieser Aussagen nachlesen.

Fiir den Rest des Abschnitts sei X als Poissonprozess vorausgesetzt.

Auch der Polarkorper II(X)° des assoziierten Zonoids,
I(X)° :={y e R? | (y,z) < 1fiir allex € II(X)},

lésst sich mit der Geometrie von X in Zusammenhang bringen. Es bezeichne Z das von X erzeugte
Boolesche Modell. Wir definieren fiir jede Realisierung von Z die Menge

So(Z) :={x e R [0,2] N Z = 0}
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als den von 0 aus sichtbaren Bereich auflerhalb von Z und den bedingten Erwartungswert
Vi(Z) :==E(\i(S0(2)) | 0 ¢ Z)

als das mittlere sichtbare Volumen von Z. Wir setzen hierbei voraus, dass P(0 ¢ Z) > 0 ist. Dann
gilt
Vs(2) = dlVy(I1(X)°),

das mittlere sichtbare Volumen ist also proportional zum Volumen des Polarkérpers von II(X).

Unter der Schnittpunktdichte 4 von X versteht man die mittlere Anzahl von Punkten in einer
Borelmenge B € B(R?) mit A\y(B) = 1, die sich als Schnittpunkte der Riinder von je d verschiedenen
Koérpern von X ergeben. Man kann nun nachrechnen, dass sich das Volumen von II(X) wegen

1
Va(lI(X)) = > HYBNbdEiN---NbdKy),
T (K1, Kg)eXd

#
als Schnittpunktdichte v4 von X interpretieren lédsst. Aus der Ungleichung von Blaschke-Santald
und ihrer Inversen (siche Satz 10 beziehungsweise Satz 12) ergibt sich dann die Ungleichungskette

4% < 7 Vo (Z) < dIK2.

Einen Beweis dieser Zusammenhénge findet man in [34] auf den Seiten 160 bis 165.

3.2 Translationsregulire Ebenenprozesse

Die zuvor zusammengestellten Ergebnisse stellten jedoch nicht die erste Anwendung von Ergeb-
nissen der Konvexgeometrie auf rdumliche Prozesse dar. Schon in [21] werden die geometrischen
Eigenschaften eines stationdren Hyperebenenprozessen mittels eines assoziierten Zonoids (bei Ma-
theron noch ,,Steinerkompaktum®) analysiert.

Bei den Resultaten, die in diesem Abschnitt zusammengestellt werden sollen, konzentrieren wir
uns aber auf eine Arbeit von Schneider {iber instationire Poissonsche Hyperebenenprozesse und
die von ihnen induzierten Mosaike ([31]). Die wichtigsten Ergebnisse aus dem zweiten und dritten
Abschnitt dieser Untersuchung sollen im Folgenden wiederholt werden. Dabei geht es zum einen
um die Charakterisierung von Stationaritét und Isotropie der Prozesse durch Invarianzeigenschaf-
ten von assoziierten Maflen und zum anderen um den Zusammenhang von Schnittdichten eines
Poissonschen Hyperebenenprozesses zu geometrischen Funktionalen von assoziierten Zonoiden.

Ein k-Ebenenprozess X heif3t translationsrequlir, falls sein Intensitdtsmafl absolutstetig beziiglich
eines translationsinvarianten, lokalendlichen Mafles p auf 5,? ist. Es gilt also

() = / 1LA(E) 1(E) u(dE), A€ BED),

&t
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fiir eine nichtnegative, messbare und p-integrierbare Funktion n auf 5,‘3. Wendet man Satz 27 auf
1 an, so ergibt sich, dass sich das Intensitdtsmafi © von X in der Form

mAﬁi//LML+QML+@AHM@®MM,.Aemqh

d L
cir

schreiben ldsst, wobei ® ein endliches Mafl auf Ez bezeichnet. Falls n eine stetige Version besitzt,
heifit X translationsrequldr mit stetiger Dichte.

Bemerkung: Die nun folgenden Ergebnisse (bis einschlie8lich Satz 37) und ihre Beweise finden sich
alle auf den Seiten 141 bis 143 in [31].

Fiir eine feste Menge A € B(£2) betrachten wir nun das folgende Maf auf B(R9):

B—E Y X({E}) 1a(E°) Ag(B).
Eegg

Dabei bezeichnet E° den Richtungsraum einer affinen k-Ebene E.

Man kann nachrechnen (siehe Seite 141f in [31]), dass dieses Ma$ fiir jedes A € B(E{) eine Dichte
beziiglich des Lebesgue-Mafles besitzt und eine Version dieser Dichte fiir A4 = Lg durch

v(z) == /n(L +2)®(dL), ze€RY
i
gegeben ist. Die Funktion v nennt man auch Intensititsfunktion des Prozesses X. Anschaulich kann

man v dabei folgendermaBen interpretieren: Je grofer der Wert von v in einem Bereich B C R? ist,
desto mehr Ebenen von X gehen im Mittel durch B.

Desweiteren ordnen wir jedem Punkt z € R? ein MaB ¢(z,-) auf Cg zu, welches wir wie folgt
definieren:

¢@Ay:/mL+amﬂm A€ B(LY).
A

Man nennt (2, ) auch Richtungsmafi von X an der Stelle z, und fiir alle Punkte z € R? mit der
Eigenschaft 0 < ¢(z, £{) < co kann man die Richtungsverteilung von X in z als

1

Fole) = 00 20y

90(2:7 )

definieren. Fiir Ag-fast alle z € R? ist (2, -) eindeutig bestimmt, und hiingt nicht von p und 7 ab.
Weiterhin gilt, dass

ES X({E}) 14(E%) Ap(B) = / (2 A) Mald2)

Eegd B

fiir alle A € B(EY) und B € B(RY) gilt. Ist X schwach stationér, so hiingt ¢(z,-) nicht von z ab;
falls X auBlerdem schwach isotrop sein sollte, so ist ¢(z, ) = ¢ rotationsinvariant. Nach Theorem 1
aus [31] gilt aber auch folgende Umkehrung:
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Satz 37 Es seien k € {1,...,d— 1} und X ein translationsregulirer k-Ebenenprozess mit stetiger
Dichte. Dann gilt: Ist p(z,-) rotationsinvariant fir alle z € R?, so ist X schwach stationdr und
schwach isotrop.

Beweisidee: Aus der Stetigkeit von 7 folgt die Stetigkeit von . Desweiteren ist das rotationsinvari-
ante Maf} v auf Eg abgesehen von Multiplikation mit einer Konstanten eindeutig bestimmt. Also
gilt ©(z,-) = v(z) vk (-) fiir alle z € R%. Daraus ergibt sich

QO(Z, ) (p(% )

v(2) v(y)

fiir alle y, z € R? mit «(z) > 0 und v(y) > 0. Seien nun y, z € R? fest mit dieser Eigenschaft. Aus
der Definition von ¢(z, ), der Stetigkeit von 1 und supp vy = L‘,z folgt

n(L+2) _n(L+y))
7(2) 7(y)

fiir alle L € £{. Fiir jedes n € N finden sich nun ein L € £¢ mit n(L+2) > 0 und ein y,, € (y++B?)
mit L 4+ z = L 4 y,. Daraus folgt v(z) = 7(yn), und mit der Stetigkeit von v ergibt sich v(z) =
7(y). Nun erhilt man sofort, dass v konstant auf ganz RY ist. Die Behauptung erh#lt man durch
FEinsetzen dieses Ergebnisses in die beiden abgesetzten Gleichungen und aus der Definition von ©.
Der vollsténdige Beweis findet sich auf Seite 142 und 143 in [31]. O

Um zu zeigen, dass 7 konstant ist, nutzt man die geometrische Struktur der linearen Unterrdume
entscheidend aus. Deshalb lésst sich dieser Beweis auch nicht auf Prozesse konvexer Korper iiber-
tragen, fiir die wir im néchsten Kapitel ein analoges Resultat zeigen wollen.

Bemerkung: Alle Resultate, die in diesem Abschnitts noch erwidhnt werden, finden sich einschlief3-
lich ihrer Beweise auf den Seiten 145 bis 148 in [31].

Neben der Charakterisierung von Stationaritit und Isotropie translationsregulérer k-Ebenenprozesse
durch assozierte Mafie werden in [31] auch Poissonsche Hyperebenenprozesse und die von ihnen in-
duzierten Schnittprozesse untersucht.

Es sei X ein translationsreguléirer Poissonscher Hyperebenenprozess mit Intensitdtsmafl

@(A)://1A(L+x)n(L—i—:c))\LL(dx)@(dL), Ac BED,

d L
cir

wobei n: €2 | — [0,00) eine lokalintegrierbare Dichte und ® ein endliches Maf§ auf Ez sein sollen.

Fiir k € {1,...d} bezeichne X} den Schnittprozess von X der Ordnung k. Er ist gegeben durch

Xk(g) :% Z fg(Hlv"'aHk)a

(Hi,....Hy)eXE

wobei £ € B(€4_,) sei und fe(Hi,..., Hy) =1 fiir Hi NN Hy € £ gesetzt wird. Andernfalls ist
fe=0.
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Bemerkung: Eine ausfiihrliche Analyse des stationdren Falls findet sich auf Seite 118ff in [34].

X}, ist ein einfacher (d — k)-Ebenenprozess. Man erhilt ihn, indem man in jeder Realisierung von
X den Schnitt von je £ Hyperebenen bildet, deren duflere Normalen linear unabhéngig sind. Da
X ein Poissonprozess ist, gilt A = ©™, und auf Seite 119 in [34] kann man nachlesen, dass das
Intensitatsmafl ©; von X} durch

@k(A)zé / / fa(HLO -+~ Hy) O(dHy) ... O(dHy), A€ B(E] ),
e, &4,

gegeben ist. X ist ebenfalls translationsreguldr und seine Intensitétsfunktion ~; ergibt sich nach
einigem Rechnen (siehe Seite 146f in [31]) fiir 2 € RY als

Vi (z) k"/ /ul,..., | @2 (duy) ... ¢, (duyg).
—1

Bei ¢(z) handelt es sich um ein gerades Borelma8 auf S9! welches eng mit ® zusammenhingt.
Dabei geht ein, dass ® durch

B(A) = %(I)({H €Ll | H=u'mitucA}), AcB(S*Y),

ein BorelmaB auf S9! induziert. Die genaue Definition von ((z) findet sich auf Seite 146 in [31].
Die Funktion

1
=3 / |{(z, v)|p.(dv), e RY,

ist fiir jedes z € R? Stiitzfunktion eines Zonoids T1(X, z), das wir lokales assoziiertes Zonoid von X
in z nennen. Fir £ =1,...,d gilt nach der Formel fiir die inneren Volumina von Zonoiden

V(II(X, =) = o / / £ 8 (dur) ... @(du).

woraus sofort
Y(2) = Vi(II(X, 2))

folgt. Zusammen mit Satz 37 ergibt sich daraus:

Satz 38 Sei X ein translationsregulirer Poisson-Hyperebenenprozess in RY. Sei k € {2,...,d} und
X der Schnittprozess der Ordnung k. Desweiteren bezeichne i seine Intensitdtsfunktion. Dann
gilt
dy k
(k) -1 k
(z) € Lok (y)
d¥ Kq_ Ky

fiir fast alle z € RY.

Besitzt X eine stetige Dichte und gilt in (x) Gleichheit fiir fast alle z € RY, so ist X stationdr und
1sotrop.

Beweis: Die Aussage entspricht Satz 2 in [31]. O
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3.3 Ausblick

Die in den letzten beiden Abschnitten zusammengefafiten Resultate sollen in den néchsten Kapiteln
verallgemeinert werden.

Zunichst werden wir fiir einen nicht-stationdren Prozess konvexer Partikel X eine Klasse von Ma-
Ben definieren — sie werden im néchsten Kapitel als lokale mittlere Normalenmafle bezeichnet —,
deren Rotationsinvarianz ebenfalls gleichbedeutend mit der schwachen Stationaritit und schwa-
chen Isotropie des zu Grunde liegenden Prozesses ist. Dieses Resultat stellt eine Ubertragung des
entsprechenden Ergebnisses von Schneider fiir translationsreguléire k-Ebenenprozesse dar.

Danach betrachten wir den durch die Rénder von X induzierten Hyperflichenprozess, und benutzen
diesen, um fiir X zwei Arten von Schnittdichten zu definieren. Wie bei Schneider lassen sich diese
Dichten jeweils als Funktionale von zu X assoziierten Korpern interpretieren, und wir kénnen diesen
Zusammenhang nutzen, um ebenfalls Ungleichungen fiir die Schnittdichten herzuleiten.

Die auftretenden Korper fallen bei Stationaritdt von X mit dem im ersten Abschnitt erwdhnten
Blaschke-Korper beziehungsweise assoziierten Zonoid zusammen. Deshalb werden wir auch im in-
stationdren Fall versuchen, Zusammenhénge zwischen diesen Klassen von konvexen Korpern und
geometrischen Eigenschaften von X zu finden.

Im siebten Kapitel werden wir dann zum Abschluss die in dieser Arbeit fiir instationére Parti-
kelprozesse hergeleiteten Ergebnisse mit den Resultaten von Schneider zusammenzufithren, indem
wir Verallgemeinerungen der jeweiligen Sétze fiir Zylinder zeigen. Zu diesem Zweck benttigen wir
translative Integralformeln fiir Zylinder, die wir im vorletzten Kapitel herleiten werden. Dariiber
hinaus werden wir letztere dazu benutzen, Quermafldichten fiir Zylinderprozesse und die von ihnen
induzierten Booleschen Modelle zu berechnen.






Kapitel 4

Verallgemeinerte lokale mittlere
Normalenmaifle

Als erstes werden wir die verallgemeinerten mittleren Normalenmafle einfiihren und ihre geometri-
sche Bedeutung veranschaulichen. Danach sollen mit ihrer Hilfe Invarianzeigenschaften von Prozes-
sen konvexer Partikel charakterisiert werden.

Es sei daran erinnert, dass © als lokalendlich und vom Nullmaf verschieden vorausgesetzt ist.

4.1 Definitionen und Bezeichnungen

Wir nennen einen Partikelprozess X translationsreguldr, wenn sein Intensitdtsmafl © von der Form

O(A) = / / (x4 K) (K, 2) A(dz) Po(dK), A € BK'),
Ko R4

ist. Dabei seien f : K x RY — [0, 00) eine messbare Abbildung mit der Eigenschaft, dass f (K, -) fiir
festes K € K lokalintegrierbar ist, und Py ein Wahrscheinlichkeitmaf} auf Cy. Die Abbildung f und
das Maf3 Py sind nicht eindeutig durch © festgelegt.

X heiBt translationsregulir mit stetiger Dichte, falls f(K,z) = f(x) fiir alle K € K und z € R?
mit einer stetigen Funktion f : RY — [0,00) gilt. Da © # 0 vorausgesetzt ist, sind in diesem Fall
sowohl f als auch Py eindeutig durch © bestimmt.

Einen translationsregulidren Poissonprozess X mit stetiger Dichte kann man sich wie folgt vorstellen:
Zuniichst werden im RY Punkte gemifl eines instationdiren Poissonschen Punktprozesses ® mit
Dichte f verteilt. Fiir jeden Punkt z € ® wird danach unabhéngig von ¢ und den anderen Punkten
ein zufélliger konvexer Korper K, mit Verteilung Py bestimmt. Der Partikelprozess .4 02+ K,
hat dann dieselbe Verteilung wie X.

Insbesondere sind schwach stationdre Partikelprozesse, also Prozesse mit f = ~ fiir ein festes
v € (0,00), translationsregulédr mit stetiger Dichte.

59
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Falls Py auf volldimensionalen konvexen Korpern konzentriert ist, also
Po({K € K | K besitzt innere Punkte}) =1

gilt, so nennen wir X auf volldimensionalen Kdrpern konzentriert.

Es sei X ein translationsreguldrer Partikelprozess. Fiir alle z € R?, A € B(S4!) und A € B(K))
definieren wir

(A, A) ::/IA(K)/f(K,z—x)Ed1(K,d:):><A)IP>0(dK).
Ko

Die folgende Rechnung verdeutlicht, wie wir p, interpretieren kénnen: Es seien A € B(Ky), A €
B(S% 1) und B € B(RY) Borelmengen, B sei auBerdem beschrinkt. Eine Moglichkeit, die ,, Vertei-
lung“ der Normalenvektoren konvexer Korper aus der Menge A zu untersuchen, deren zugehorige
Randpunkte in B liegen, besteht im Betrachten des Erwartungswertes

E Y 1a(K — s(K))H (B oy (A)).
Kex

Die Messbarkeit der Abbildung
K — H™Y(Bnog(A)

wird auf Seite 156f in [34] hergeleitet.

Bemerkung: Setzen wir A = Ko und A = S9!, so erhalten wir

E ) 1k (K - s(K)H"H(BNoy'(A) =2E Y ®4.4(K,B).
KeX KeX

Dieses Mafl wurde bereits von Fallert in [3] beziehungsweise [4] untersucht, und spéter werden wir

auf einige seiner Ergebnisse zuriickgreifen.

Mit Hilfe von Satz 34 iiberlegt man sich, dass fiir alle B € B(R?) und A € B(S%!) gilt
HITYBNog (A) =24 1(K, B x A).

Es sei Pyp(A) > 0. Aus Proposition 4.10 in der Arbeit von Hug und Last {iber Stiitzmafle und
Kontaktverteilungen ([12]) ergibt sich dann mit Qq(-) := mﬂ”o(- N A) die Darstellung

E Y 14(K - s(K)) HE (B ok (4))
KeX

= le /cf LAK) [ f(K,z—2)Eq_1(dz x A)Po(dK) Aa(dz)
0 R4

= 10 sl A Nald).

Falls Py(A) = 0 ist, gilt diese Gleichung offensichtlich auch.

Ist 0 < p. (S9!, A) < 0o, so konnte man das auf Gesamtmasse Eins normierte Maf

MZ(Sdilv A)il . MZ(7 A)
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als die Verteilung der duleren Normalenvektoren der konvexen Partikel des Prozesses X im Punkt
z interpretieren. Dabei werden jedoch nur konvexe Korper beriicksichtigt, die zu A gehoren.

Bemerkung: Es sei X auflerdem ein Poissonprozess und Z das zugehorige Boolesche Modell. Wir
definieren p(z) := P(z € Z), z € R, als die Volumendichte von Z, und =] | bezeichne die Fort-
setzung von =41 auf den erweiterten Konvexring (siche Abschnitt 3 in [12]). Aus Theorem 4.11 in
[12] ergibt sich, dass das auf B(R?) definierte Maf

E=! (Z,- x A)
fiir jedes A € B(S?1) absolutstetig beziiglich Ay ist, und eine Version der Dichte durch
= (1= p(2)) p=(4, Ko)

gegeben ist. Insbesondere kénnen wir (1 — p(2)) p(+, Ko) damit als das mittlere Normalenmafl von
Z in z interpretieren.

Nun wollen wir einige wichtige Eigenschaften der p, in folgendem Satz zusammenfassen:

Satz 39 Es sei X ein translationsregulirer Partikelprozess. Fiir z € RY, A € B(S?¥™!) und A €
B(Ko) sei

1 (A, A) = /IA(K)/f(K,z = ) Za 1 (K, da x A)Po(dE).
Ko
Dann gilt: Die Mengenfunktion

B(S1) x B(Ko) — [0,00), (A, A) — u.(A, A)

lisst sich zu einem Maf$ auf B(ST™1) @ B(Kg) fortsetzen. Das Maf p, ist fiir Ag-fast alle z € R?
sowohl endlich als auch eindeutig durch das Intensititsmaff © von X bestimmt.

Bemerkung: Wir nennen u, das verallgemeinerte lokale mittlere Normalenmafle des Prozesses X
an der Stelle z. Besitzt X eine stetige Dichte, so sind f und Py eindeutig durch © bestimmt, und
damit auch p, fiir jedes z € R,

Beweis: Die erste Aussage des Satzes ergibt sich sofort aus der Darstellung von pu, als

(A, A) = / / aalor (@), K) (K, 2 — 1) Cy (K, dz) Po(dK).
Ko R4

Zuvor hatten wir auflerdem folgende Gleichung hergeleitet:

E 3 1a(K —s(K)H"THBNog!(4) (%)
KeX
= le flA ff ,2—x) Eqg_1(dz x A)Py(dK) A\g(dz)

= f 1B Mz A A) )\d(dz)
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Nach Theorem 4.2 in [4] gilt

E D) k(K = s(K)HH(BNo (ST7) =E > Cy1(K,B) < o0
KeX KeX

fiir jede beschrinkte Borelmenge B € B(R?). Wegen (*) ist also p.(S%1, Ko) < oo fiir A\g-fast alle
z € R%. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir MaBe (siche zum Beispiel Satz 1.14 in [10]) ist fiir Ag-fast
alle z € R? die Fortsetzung von y, auf B(S? 1) x B(Kg) damit eindeutig.

Da B(S? 1) ®@B(Ky) ein abzéhlbares, durchschnittsstabiles Erzeugendensystem besitzt, ist . durch
() fiir Ag-fast alle z € R? eindeutig bestimmt, hiingt also nicht von der konkreten Wahl von f und
Po ab. ]

Bemerkung: Wir schreiben auch u,(A x A) statt u.(A4, A).

Spiter werden wir, ohne dies jedesmal explizit zu erwihnen, ausnutzen, dass das auf B(R?) @ B(Ko)
definierte Maf3

A //1A(a:,K) 2y 1 (K, de x S V) Po(dK)
Ko R4
o-endlich ist. Dies ist wegen folgender Uberlegung richtig: Sei IC((]n) ={K € Ky | K € nB%}. Dann
gilt fiir die Mengen A,, :== R% x IC(()n) namlich

[ [ 14, (z, K)Zq_1(K,dz x ST Py(dK) = 2 [ 1Kén>(K) Vy_1(K) Po(dK)
Ko Rd Ko

< 2V4_1(nBY)

< 00,

und A, — R% x K fiir n — 0.

4.2 Charakterisierung der schwachen Isotropie und schwachen Sta-
tionaritat

Es sei X ein translationsregulérer Prozess mit stetiger Dichte, der auf volldimensionalen Koérpern
konzentriert ist. Das wichtigste Ergebnis dieses Abschnitts zeigt, dass X genau dann schwach
stationédr und schwach isotrop ist, wenn die verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmafle
fir alle z € R? rotationsinvariant sind. Es stellt eine Ubertragung des entsprechenden Resultats
von Schneider fiir k-Ebenenprozesse (Theorem 1 in [31]) auf Prozesse konvexer Partikel dar.

Zunichst wollen wir aber die Rotationsinvarianz der Formverteilung Py beziehungsweise die schwa-
che Stationaritdt von X durch Invarianzeigenschaften der p, charakterisieren. Die dabei auftre-
tetenden Bedingungen an die mittleren Normalenmafle sind allerdings wenig anschaulich. Jedoch
tauchen in beiden Beweisen jeweils Ideen auf, die bei der Herleitung des Hauptresultats wieder
aufgegriffen werden.
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Da wir sie in diesem Abschnitt an verschiedenen Stellen ben6tigen werden, wollen wir noch folgende
Abbildung einfiihren: Fiir eine Rotation ¥ € SO; wollen wir die Abbildung

K— 9K

von K nach K ebenfalls mit 9 bezeichnen.

Satz 40 FEs sei X ein translationsreguldrer Partikelprozess mit stetiger Dichte. Desweiteren sei
Po({K € Ko | dim K € {d—1,d}}) = 1. Dann gilt: Py ist genau dann rotationsinvariant, wenn fir
alle z € R, A € B(Kg) und 9 € SOy gilt

pa(S41, A) = / LA(K) / f(z = 2) Baa (K, dz x S (00 B)(dE). (1)
Ko R4

Bemerkung: Gleichung (1) besagt, dass sich die Projektionen s, (S, -) der verallgemeinerten lo-
kalen mittleren Normalenmafle von X nicht d&ndern, wenn wir seine Formverteilung durch ¢ o Py
ersetzen.

Beweis: Da im Fall d = 1 die Gruppe SO, aus einem Element, der Identitdt, besteht, gilt die
Behauptung offensichtlich. Sei also d > 2.

Sei zuniicht Py rotationsinvariant. Dann gilt fiir alle z € R% und ¢ € SOy

pe (S A) = k_:[ LA(K) [ f(z—2)Zq_1(K,dz x ST Py(dK)
0 R4

= ’Cf 1AWK) [ f(z —2)Eg_1(VK, dz x S41) Py(dK)
0 R4

= Kfu(K) [ f(z—2)Eg_1(K,dzx x S41) (9 o Py) (dK).
0 R4

Der Beweis der ,,Gegenrichtung” erfolgt in zwei Schritten. Zuerst zeigen wir, dass das Mafl Pg
absolutstetig beziiglich jedem der Mafle 1 o Py, ¥ € SOy, ist. Danach rechnen wir nach, dass die
entsprechenden Dichten Py-fast sicher den Wert eins haben.

Sei also nun (1) erfiillt. Fiir alle z € R%, A € B(Kp) und 9 € SOy gilt

(S A) = Kf 1A(K)Rfd f(z—2)Z4_1 (K, dx x S¥ 1) Py(dK)

—~

L) ;cf 1A(K) [ f(z =) Bg_1 (K, dz x 91 (0 o Py)(dK)

R4

Rotationskovarianz von Z4_1

= ,J LA(K) [ f(z — 92) Zq (071K, da x S4L) (0 0 o) (dK)
0 R4

= [ Ly 4(K) [ f(z—92)Zg_1(K,dz x S41) Py(dK).
Ko Rd
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Nach Voraussetzung ist 7' := {z € R? | f(z) > 0} nichtleer. Damit existiert ein » > 0 mit der
Eigenschaft, dass T N rB¢ # ) ist. Wir setzen nun r(n) := 7 + n und betrachten ein beliebiges
x € nBY. Dann gilt fiir alle t € (T NrBY): t + 2 € r(n)B%. Daraus folgt

/ f(z—x)Ag(dz) > / f(z —x) Ai(dz) / f(2) Aa(dz)
r(n)B? z+(TNrB®) TNrB
Wir haben also gezeigt: Fiir alle n € N existiert ein 7(n) € [0,00) mit der Eigenschaft
/ / f(z —2) Aa(dz) Eg_1 (K, dx x S471) > 0 Q)

r(n)B?

fiir alle K € ICén) ={K € Ko | dimK € {d—1,d}, K C nB?}. Auf dieses Resultat werden wir
auch in anderen Beweisen zuriickgreifen.

Da f # 0 und stetig sein soll, gilt fiir alle ¥ € SOy und alle A € B(Ky)
Py(A) =0 <= Py(vA)=0.

Begriindung: Existiert ein A € B(Ky) mit Py(A) > 0, aber Py(JA) = 0, so wihlen wir ein n € N
mit Pp(AN IC(()n)) > 0 und r(n) wie in (!). Dann gilt

Lya(K) f(z — ) Mg(dz) Eg_1 (K, dz x S Py(dK) = 0,
Jraw [ [

weil Pg(0.A) = 0 ist, aber

/1A(K)/ / (2 — 92) M(d2) Bg_r (K, dz x S Po(dK) > 0

Wegen (1) miisste jedoch Gleichheit gelten. Die Umkehrung ergibt sich analog.

Also besitzt Py fiir alle ¥ € SOy eine Dichte beziiglich 9 o Py; das heisst, es existiert fiir jedes
¥ € S0, eine nichtnegative, messbare Funktion ny : g — R mit

J o) Ro(E) = [ g(K) no(K) (9 0 Po)(dK)
- ng(z?K)mg(ﬁK)]Po(dK)

fiir alle messbaren Abbildungen g : K — [0, c0).
Es sei nun 9 € SO, fest. Aus

J 1K) [ Sz = ) Eaa (K do x S*1) Bo(dK)

= [ lya(K) [ f(z = 02) Eq1 (K, dz x S1) Py(dK)
Ko Rd
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fiir alle € R% und A € B(Ky) ergibt sich fiir alle A € B(Ky)

JlaK) [ [ f(z=92) Ma(dz) g1 (K, dx x S971) Py(dK)
Ko R4 r(n)B

- ICflA<K)f [ fz=2)Xa(dz) Eq_1 (K, da x S Po(dK)

R4 r(n)B

= [140K) [ [ f(z—2)Aa(dz) Zq_1 (9K, dx x ST ny(9K) Py(dK)
Ko Re r(n)B?

= [1y4(K) [ [ f(z—92)Mi(dz) Zq_1(K,dz x ST ny(9K) Py(dK).
Ko R4 r(n)B

Damit gilt fiir Po-fast alle K € K"

/ / F(2 = 92)ald2)Bg 1 (K, da x SO1) = / / Fe—02)al(d2) B 1 (K, dwx STV (9K,

R4 r(n)Bd R4 r(n)Bd

>0

also ny(VK) = 1. Da dies fiir alle n € N gilt, folgt nyg(JK) = 1 fiir Py-fast alle K € Ky. Daraus
ergibt sich fiir alle A € B(Ko)

Po(A) = ch La(K)Po(dK)

= Kf LA(OK) 9 (VK) Po(dK)

= ch Ly-14(K) Po(dK)

= Po(ﬁilA).

Da 9 € SOy beliebig war, ist Py rotationsinvariant, und wir haben den Satz bewiesen. O

Aus dem Beweis des letzten Satzes erhilt man sofort das folgende Korollar:

Korollar 2 FEs sei X ein translationsreguldrer Partikelprozess mit stetiger Dichte. Desweiteren sei
Po({K € Ko | dim K € {d —1,d}}) = 1 sowie f(z) > 0 fiir alle z € RL. Dann gilt: Py ist genau
dann rotationsinvariant, wenn ein zy € R¢ existiert, sodass fiir alle A € B(Ko) und 9 € SOy gilt

fhz (ST A) = / 1A(K)/f(z0 —2)Eg_1(K,dz x ST (0 0 P)(dK).
Ko Rd

Beweis: Wie im Beweis des letzten Satzes zeigt man, dass

J1AE) [ f(z0 = ) Zaa (K, do x S91Y Py (dK)
0 R4

= [ 1y14(K) [ f(z0 — 92) Eq_1(K,dx x ST Py(dK)
Ko Rd
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fiir alle ¥ € SO4 und A € B(Ky) gilt und dass Py fiir jedes 9 € SO, absolutstetig beziiglich ¥ o Py
ist. Daraus ergibt sich ebenfalls wie im Beweis von Satz 40 die Gleichung

/f(zo —9z) Eg_1 (K, dz x §971) = /f(zo —92) Eg_1 (K, dz x S971) ny(VK)
R4 Rd

fiir festes ¥ € SO, und Py-fast alle K. Aus den Vorausetzungen resultiert

/f(zo —92) Bg_1 (K, dz x ST1) >0,
R4

und wir erhalten ny(9K) = 1 fiir Pp-fast alle K € Ky. Die eigentliche Behauptung zeigt man nun
ebenfalls wie zuvor. g

Ganz dhnlich lasst sich auch die Stationaritidt von X charakterisieren.

Satz 41 FEs seiend > 2 und X ein translationsrequlirer Partikelprozess mit stetiger Dichte. Weiter
existiere ein konvexer Korper K € suppPy, der strikt konvex ist. Dann gilt: X ist genau dann
schwach stationdr, wenn fir alle z € R?, A € B(S4™1), A € B(Ko) und 9 € SOy gilt

/ 1A(K) / F(z = 02) Zgr (K de x A)Po(dK) = pa(A, A). (2)
Ko Rd

Bemerkungen:

a) Gleichung (2) besagt, dass sich das verallgemeinerte lokale mittlere Normalenmafl an der
Stelle z nicht dndert, wenn wir f um z ,,in Richtung® 9 drehen.

b) Ist d = 1, so besteht SO; nur aus der Identitét, Gleichung (2) wiirde also von jedem Par-
tikelprozess erfiillt. Man konnte jedoch hoffen, die schwache Stationaritdt zum Beispiel zu
charakterisieren, indem man fiir alle z € R, A € B(S°) und A € B(Kj) fordert, dass

/ L4(K) / F(z + 2) St (K, do x A)Po(dE) = jiz(A, —A)
Ko Rd

ist. Leider erfiillt jeder Prozess X, dessen Formverteilung Py auf einer Strecke [—a,a], a €
(0, 00), konzentriert und dessen Dichte f von Periode 2a ist, diese Gleichung. Sie ist ndmlich
gleichbedeutend mit

La(=1) f(z+a) +14(1) f(z —a) = 1a(1) f(z + a) + 1a(=1) f(z — a)

und wegen der Voraussetzung an f fiir alle A € B(S) erfiillt.

Beweis: Ist der Prozess X schwach stationér, also sein Intensitdtmafl von der Form

O(A) = ~ //1A(a:+K) Na(dz) Po(dK), A € B(KD),
Ko R4
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mit eindeutig bestimmten v > 0 und Py, so gilt

pe(AA) =7 [ 1K) Sia (K, ) Bo(d)
Ko
fiir alle z € R%, A € B(S? 1) und A € B(Kyp). X erfiillt also Gleichung (2) fiir alle z € R%.

Es gelte (2). Wir miissen zeigen, dass f eine konstante Funktion ist. Die Beweisidee ldsst sich
wie folgt zusammenfassen: Zunéchst leiten wir aus (2) eine analoge Gleichung her, die allerdings
fiir jeden festen konvexen Korper in supp Py gilt. Diese Gleichung kénnen wir dann auf den nach
Voraussetzung vorhandenen strikt konvexen Koérper anwenden und erhalten, dass f fiir ein r > 0
auf der Menge z + S9! fiir jedes z € R? konstant ist. Daraus folgt, dass f konstant auf ganz R?
ist.

Ausgeschrieben bedeutet (2) fiir alle z € R, A € B(Kg), A € S9! und 9 € SOy
J1a(K) [ fz—=92)1a(u) Z4_1 (K, dz x du) Py(dK)
Ko

R x §d—1

= [14K) [ flz—2)1a(u)Eg1(K,dz x du) Po(dK).
Ko Rd x §d—1

Mit den iiblichen Approximationsargumenten aus der Maf- und Integrationstheorie folgt daraus
aber fiir alle messbaren Abbildungen g : S9! — [0, 00), dass

JLAK) [ f(z = Va) glu) Zqor (K, de x du) Py(dE)
Ko Rdx §d—1

= [1AK) [ [f(z—2)g(u)Eg_1(K,dx x du)Po(dK)
Ko Rd x §d-1

ist. Nun sei g : S9! — [0,00) eine stetige (und damit auch beschriinkte) Funktion. Da obige
Gleichung fiir alle A € B(Ky) gelten soll und die Abbildung

K+ / flz=v2) g(u) Z2g_1(K,dx x du)
Rdx§d—1

nach dem Portmanteau-Theorem (siche zum Beispiel Satz 19.1 in [10]) stetig ist fiir beliebiges
¥ € SOy, gilt somit fiir alle K € supp Py, z € R? und alle ¥ € SOy

/f(z —dz) g(u) Zqg—1(K,dx x du) = /f(z —x)g(u) Zq_1(K,dz x du).
R4 Rd

Wenden wir Satz 34 auf beide Seiten der Gleichung an, so erhalten wir

/ F(2 — 92) g(ox () Car (K, d) = / £z — 2) glox (@) Car (K, dz). (%)
R4 Rd

Ist nun K € supp Py strikt konvex, so besitzen keine zwei Punkte aus dem Rand dieselbe duflere
Normale. Fiir ein = € reg K gilt deshalb

Ve>030>0Vy € regK : |ox(z) —orx(y)]| <) = |z —y| <e (%)
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Erinnerung: Die Menge reg K hat die Eigenschaft

HTYbd K \ regK) = 0.

Es seien z € R? und z € reg K fest. Annahme: Es existiert ¥ € SOy mit

f(z = Vzo) > f(z — o).
Da f stetig ist, gibt es ein € > 0 mit f(z — Jy) > f(z — y) fiir alle y € R mit ||y — zo|| < . Wir

wihlen nun ¢ > 0 wie in (x*) und definieren

g(u) =1~ <llu— okao)]

fiir alle u € (o (20) +0B%) N S4! und g(u) := 0 sonst. g ist stetig und beschrinkt.
Es sei S := (0x(x0) + 6(int BY)) N S4~1. Dann gilt
f(z=0z) g(ok(z)) = f(z — ) g(ok (x))

fiir alle z € bd K und sogar

f(z=02) g(or(x)) > f(z =) glox(z))  (x*%)

fiir alle 2 € reg K N ot (S).
Da ok stetig auf reg K ist (siehe Seite 78 in [29]), existiert ein ¢’ > 0 mit der Eigenschaft

ox(reg K N (zg + €BY)) C S,

und HH(bdK N (zo + ¢ BY)) = H¥H(reg K N (z9 + € BY)) > 0. Also gilt Cy_1 (K, 0. (9)) =
HIL(bd K N o' (S)) > 0. Kombiniert mit (* * *) ergibt dies einen Widerspruch zu Gleichung ().

Somit f ist konstant auf z 4 [|zo[/S~!. Wir erhalten daraus zunichst, dass f(z’ + 2||zolju) =
() fir alle w € S9! und 2/ € R erfiillt ist. Fiir 2/,2” € R? mit |2/ — 2| < 2||zol gilt
(2" + |lzol|ST1) N (2" + ||xo||S?Y) # 0, also muss f(2/) = f(z") sein. Es folgt sofort, dass f
konstant auf R? ist, und wir haben die Behauptung gezeigt. O

Aus dem letzten Satz ergibt sich folgendes Korollar fiir Poissonprozesse:

Korollar 3 FEs seien d > 2 und X ein translationsrequldrer Poissonprozess mit stetiger Dichte.
Weiter existiere ein konvexer Korper K € supp Py, der strikt konvex ist. Dann gilt: X ist genau
dann stationdr, wenn fiir alle z € RY, A € B(S?™1), A € B(Ko) und 9 € SOq gilt

[ 148) [ 1 = 00) B0 do x ) Po(dE) = po(A, A).
Ko R4

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 41 und der Tatsache, dass ein Poissonprozess eindeutig durch
sein Intensitdtsmafl bestimmt ist. ]
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Bemerkung: Es sei K € K. Ein Randpunkt x € bd K heifit Extremalpunkt von K, falls aus
r=ay+ (1 —a)zmt a € (0,1) und y,z € K immer z = y = z folgt. Der Punkt x liegt al-
so nicht im Inneren einer Strecke s C K. Die Menge aller Extremalpunkte von K bzeichnet man
auch mit ext K. Wie man sich anhand des Beweises einfach iiberlegt, gilt Satz 41 analog, falls ein
konvexer Korper K € supp Py mit reg K Next K # () existiert.

Satz 42 FEs seien d = 2 und X ein translationsreguldrer Partikelprozess mit stetiger Dichte, der
auf volldimensionalen Kérpern konzentriert ist. Dann gilt: X ist genau dann schwach stationdr,

wenn fiir alle z € R?, A € B(S1), A€ B(Ky) und ¥ € SOy gilt

/1A(K)/f(z — 92) B4 (K, dz x A)Po(dK) = 11,(A, A).
Ko R2

Fiir Poissonprozesse ergibt sich daraus unmittelbar:

Korollar 4 Es seien d = 2 und X ein translationsrequldrer Poissonprozess mit stetiger Dichte,
der auf volldimensionalen Korpern konzentriert ist. Dann gilt: X ist genau dann stationdr, wenn
fiir alle 2 € R?, A € B(S'), A € B(Ko) und 9 € SOy gilt

/IA(K)/f(z —vz) E1(K,dr x A)Po(dK) = n.(A, A).
Ko R2
Beweis von Satz 42: Nach der letzten Bemerkung miissen wir uns nur noch um konvexe Korper

mit der folgenden Eigenschaft kiimmern: Jedes z € reg K liegt im relativen Inneren einer Strecke

s C bd K.

Es sei also zg € reg K und s C bd K die Strecke maximaler Linge mit zg € s. Weiter bezeichne
up € S die duBere Normale von K in zg. Wie man an ihrer Herleitung sieht, muss auch unter
den Voraussetzung dieses Satzes Gleichung (x) aus dem Beweis von Satz 41 fiir alle ¥ € SO2 und
stetigen Abbildungen ¢ : S' — [0, 00) gelten. Definiert man g ebenfalls wie in diesem Beweis (man
muss lediglich o (o) durch ug ersetzen) und ldsst § gegen Null gehen, so ergibt sich aus () und
der Wahl von s, dass

/f(z—x)Hl(d:c):/f(z—z%:)Hl(da:)

fiir alle ¥ € SOy und z € R? gelten muss.

Wir wissen, dass 0 € int K ist. Sei r der (geometrische) Abstand von 0 zu s. Ohne Einschrinkung
konnen wir annehmen, dass dieser Abstand in der Mitte von s realisiert wird. Wie wir gleich sehen
werden, dndert sich die folgende Argumentation andernfalls nur unwesentlich.

Nach Voraussetzung gilt fiir jedes z € R?
| f@mt ) = oz
z+9(—s)
fiir alle ¥ € SO und ein ¢(z) > 0. Damit gilt aber auch fiir alle 2’ € (z + 2rS?1)

/ F(@) M (d) = e(2),

2/ +9(—s)
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da fiir jedes dieser 2z’ zwei Rotationen 9,19’ € SOy mit

z+9(=s) =2+ (—s)
existieren. Falls der Abstand von s zu 0 nicht in der Mitte von s realisiert wird, existiert offensicht-
lich ein 7/ € (0,7), sodass fiir alle 2’ € (z + 2r'S') dieselbe Gleichung erfiillt ist.

Ist y € (z +7B?), so gilt (y + 2rSY) N (2 + 2rS') # 0. Aus der eben durchgefiihrten Uberlegung
folgt dann

[ r@min) = ).
y+9(—s)
Damit ergibt sich aber
/ F(a) H (da) = e(0).
y+9(—s)

fiir jedes ¥ € SO, und y € R%. Also gilt fiir jede Bewegungen g € Gy

| st =
g(=s)
fiir ein festes ¢ > 0.

Es sei [ die Lange von s. Aus der soeben nachgewiesenen Eigenschaft ergibt sich aber wegen

l
/f(z—l—au)da—c
0

fir alle z € R? und u € S', dass f fiir alle z € R? und jede Richtung u € S' die Gleichung

f(2) = f(z + lu)

erfiillt. Wie am Ende von Beweis 41 kann man nun zeigen, dass f konstant auf ganz R? ist, und
der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung: Der letzte Schritt im vorhergehenden Beweis ist eng verwandt mit einer klassischen
Fragestellung aus der Integralgeometrie. Im Jahre 1929 wies Dimitrie Pompeiu auf das folgende
Problem hin, dass in der Literatur inzwischen als Pompeiu-Problem (siche [50] fiir eine Ubersicht)
bekannt ist: Es sei D C R? eine kompakte Menge und f : R? — R eine stetige Funktion mit der
Eigenschaft

/ f(x)Ag(dz) =0
9(D)

fiir alle g € G4. Fiir welche Mengen D folgt daraus, dass f identisch Null sein muss? Brown, Schrei-
ber und Taylor wiesen fiir d = 2 die Richtigkeit der Aussage fiir konvexe Mengen mit wenigstens
einer ,Ecke“ nach (siehe [1]). Es wird allgemein angenommen, dass diese Aussage auch fiir d > 3
richtig ist. Andererseits wird zum Beispiel auf Seite 187 in [50] gezeigt, dass aus

| 1@ atan) =0
)

g(rB2



4.2 Charakterisierung der schwachen Isotropie und schwachen Stationaritét 71

fiir alle ¢ € Gy nicht f = 0 folgt, falls r eine Nullstelle der Besselfunktion J; (siehe Abschnitt 4
in [49] fiir eine Definition) ist. Auch diese Aussage lidsst sich wieder auf Dimensionen grofier gleich
drei iibertragen.

Zum Abschluf soll nun eine Invarianzeigenschaft der verallgemeinerten lokalen mittleren Normal-
mafle angegeben werden, die sowohl die schwache Stationaritéit als auch die schwache Isotropie
charakterisiert.

Satz 43 FEs seien d > 2 und X ein translationsrequldrer Partikelprozesses mit stetiger Dichte.
Desweiteren sei Po({K € Ko | dimK € {d —1,d}}) = 1, und es existiere ein konvexer Korper
K € suppPy, der strikt konvex ist. Dann gilt: X ist genau dann schwach stationdr und schwach
isotrop, wenn fir alle z € R?, A € B(S4™1), A € B(Kg) und 9 € SOq gilt

pz (VA 9A) = (A, A). (3)
Bermerkungen.:

a) Es sei X ein schwach stationérer, translationsregulédrer Partikelprozess mit stetiger Dichte,
der auf volldimensionalen konvexen Korpern konzentriert ist. Aus der Eindeutigkeit von f
und Py ergibt sich, dass in diesem Fall die schwache Isotropie von X gleichbedeutend mit der
Rotationsinvarianz der Formverteilung Py ist. Damit ergibt sich aus den Sdtzen 40, 41 und
43

X erfiillt (1) und (2) = X erfiillt (3).

Allerdings scheint ein direkter Beweis dieser Aquivalenz nicht méglich zu sein.

b) Falls d = 1 ist, besteht SO; nur aus der Identitét, also ist Gleichung (3) wieder trivialerweise
erfiillt. Es ist wiederum nicht offensichtlich, wie eine andere Charakterisierung der schwachen
Stationaritdt und schwachen Isotropie erfolgen kénnte. Ein Prozess X, der auf einer Strecke
der Lange [ konzentriert und dessen Dichte gerade periodisch von Lénge [ ist, erfiillt ndmlich
fiir alle z € R, A € B(S%) und A € B(Kp) die Gleichung

pz(—A, _A) = /’LZ(A7 A).

Beweis: Ist X schwach stationdr und schwach isotrop, so gilt f = v fiir ein eindeutig bestimmtes
~v > 0, und die ebenfalls eindeutig bestimmte Formverteilung Py ist rotationsinvariant. Somit ist

e (A, A) = 4 / LA(K)Sa_1 (K, A) Po(dE)
Ko

fiir alle z € RY, A € B(S%1) und A € B(Kj), und man rechnet leicht nach, dass (3) gilt.

Um die Umkehrung zu zeigen, werden wir folgendermaflen vorgehen: Es ist leicht einzusehen, dass
Py wieder absolutstetig beziiglich jedes Mafles 9 o Py ist. Dies und die Tatsache, dass ein Korper
aus dem Triger von Py strikt konvex ist, nutzen wir aus, um zu zeigen, dass f fiir jedes z € R?
auf der Menge z + rS?~! fiir ein von z unabhiingiges > 0 festgelegt ist, sobald wir f(z) kennen.
Daraus konnen wir dann wiederum folgern, dass f konstant zunéchst auf z 4+ S9! und somit auf
ganz R? ist. Daraus ergibt sich dann relativ schnell die Behauptung.
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Ausgeschrieben bedeutet (3)

S 1A [ (= ) Saa (K, do x 04) Bo(dK)
0 R4

= [ 1a() [ 1o =) Zaa (K, do x A) Po(dR)
0 R4

Setzen wir zunichst A = S9!, Wie im Beweis von Satz 40 iiberlegt man sich, dass fiir alle ¢ € SOy
und alle A € B(Ky)
Py(A) =0 <= Py(¥A)=0

gilt, also fiir alle ¥ € SOy eine Funktion ny : Ko — Ky existiert mit

Kf g(K)Po(dK) = gg(K)W(K) (9 0 Po)(dK)
= iéf gOK) ny(VK) Po(dK)
fiir alle messbaren Abbildungen g : Ky — [0, 00).

Aus (3) erhilt man

,ef Lya(K) [ f(z —2)Eq1(K,dx x 9A) Py(dK)
0 R4

—
w
=

JVAGE) [ 7o =) Zaa (K, do x A) Po(dR)
0 R4

Kf 1AWTIK) [ f(z —2)Eqo1 (V1K do x A)ng—1 (971 K) Po(dK)

0 Rd

= ch Lya(K) [ f(z =97 2) Eg 1 (K, dx x 9A) ng-1 (07 K) P(dK).
0 Rd

Damit gilt fiir alle z € R?, A € B(S91), ¥ € SO4 und Po-fast alle K € Ky:

/f(z — 071 2) 2y (K, dx x A)ng-1(9'K) = /f(z —2)Zg_1(K,dx x A). (%)
R4 Rd

Definieren wir wie zuvor IC[()n) ={K € Ko | dim K € {d —1,d}, K C nB%} wie zuvor, so existiert
nach (!) aus dem Beweis von Satz 40 fiir alle n € N ein r(n) € [0, 00), sodass sowohl

/ / f(z =97 ) M(d2) Eg_1 (K, dz x ST71) > 0
R4 r(n)Bd

als auch

/ / f(z— ) M\g(dz) Eg_1 (K, dz x S41) >0

R4 r(n)Bd

fiir alle K € K gilt.
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a (x) fiir alle z € R gilt, ergibt sich fiir alle n € N und Po-fast alle K € IC(()n)

[ | flz=97 ) X\a(dz) Egq (K, dx x S 1) ng-1 (971K)
R4 r(n)B4

= [ | flz—2) a(d2) Eq_1 (K, dx x ST),
R4 r(n)Bd

was sich zu

/ / f(z — ) Mg(dz) Eg_1 (K, dz x §971)

n9—1( .
/ / flz =97 2) \g(d2) 241 (K, dx x Sdil)

>0
umformen 148t.

Fiir festes z € R? und ¥ € SO, sind sowohl die Abbildung
x— f(z—x)

als auch
z— f(z =9 ')

stetig, und fiir alle z € 7(n)B¢ und x € bd K mit K € IC(()n) gilt

z—x) < max < 0 und 2 -9 ) < max < 00.
f( ) ye(r(n)+n)Be f(y) f( ) ye(r(n)+n)Bd f(y>

Damit sind die Abbildungen
T / f(z—=x)Xi(dz) und x / f(z—09712) Ag(d2)
r(n)B? r(n)B?
nach U 4.6 in [10] fiir alle n € N stetig. Daraus ergibt sich sofort die Stetigkeit der Abbildungen
K e / / £z — 2) Ma(d2) Za (K, dz x 591
Re r(n)B¢

und
K H/ / flz =07 w) \a(dz) Ego1 (K, dz x S4)
R4 r(n)Bd
auf IC(()"). Da dies fiir alle n € N gilt, stimmt also 1y wegen obiger Gleichung fiir Py-fast alle K € Ky

mit einer stetigen Funktion {iberein; wir kénnen also annehmen, dass eine Version von 7y eine
stetige Funktion auf KCy ist.



74 4 Verallgemeinerte lokale mittlere NormalenmafBe

Daraus folgt nun aber wie im Beweis von Satz 41, dass fiir alle z € R%, 9 € SOy, alle stetigen
g: 8%t = [0,00) und alle K € suppP gilt

/ flz—=9712) g(u) Bg_1(K, dz x du) ng-1 (0 'K) = / f(z—=2)g(u)ZEg_1(K,dx x du).
R x Sd—1 Rdx gd—1

Sei nun K € supp Py und K strikt konvex. Dann erhélt man aus obiger Gleichung ebenfalls wie im
Beweis von Satz 41

flz =97 2) ny1 (V1K) = f(2 — x)

fiir alle ¥ € SOy und = € reg K. Da f stetig ist und reg K dicht in bd K liegt, muss obige Gleichung
aber ebenfalls fiir alle x € bd K gelten.

Sei nun ¥ € SOy derart, dass ein u € S% ! existiert mit 9~ 'u = u. Dann gibt es ein z € bd K
mit z = au fiir ein a € (0,00). Also ist 97tz = z. Da f # 0 ist, finden wir ein z € R?, sodass
f(z —x) > 0 ist. Daraus ergibt sich aber

flz =97 ) g1 (071 K) = f(z =)y (0'K) = f(z - 2);

also ist ny-1 (V1K) = 1.

Sei nun z € bd K fest. Ist d > 3, so gibt es fiir alle y € ||z|| S4~! ein ¥ € SO4 mit folgenden zwei
Eigenschaften:

i) 97y = .

ii) Es gibt ein v € S9! mit 9~ u = u, also ist ny-1 (V1K) = 1.

Daraus folgt nun

Fe—y) = flz=070) = f(z = 0 '0) g1 (97 'K) = f(z - 2).

Damit ist f konstant auf z + ||z 1. Fiir alle 2/ € R? und alle Richtungen u € S~! ergibt sich
damit f(2') = f(2'+||z||u— ||z||u) = f(z'+2|z||u). Anders formuliert bedeutet dies fiir alle z € R,
dass

fe) =1l (4

fiir alle y € (2 + 2||2[|S9!) ist. Es seien nun z, 2’ € R? mit ||z — 2’| < ||z||. Dann gilt offensichtlich
(z42||z)| SEH N (2 +2/|2]|S971) # 0, und aus (+) folgt f(z) = f(2'). Wie man sich leicht iiberlegt,
muss f damit konstant auf R? sein.

Hat f diese Eigenschaft, so ergibt sich aus (x) mit A = S%1 sofort ny-1 (9~ K) = 1 fiir jedes
¥ € S04 und Py-fast alle K € K. Dies impliziert, wie im Beweis von Satz 40 gezeigt wurde,
die Rotationsinvarianz von Py. Damit ist X also schwach stationédr und schwach isotrop, und die
Behauptung ist fiir d > 3 bewiesen.

Sei also d = 2. Ist ein K € supp Py strikt konvex, so gilt wie schon zuvor
flz =07 ) ng 1 (9 K) = f(z =) (%)

fiir alle ¥ € SOy, z € R? und = € bd K.
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Seien nun u € S' und z € R? fest. Es sei z = x(u), 2’ = 2/(u) € bd K jeweils der Punkt aus dem
Rand von K, der auf der Halbgerade {au | o > 0} beziehungsweise {au | o < 0} liegt. Weiter
definieren wir S := {x(u) — 2'(u) | u € S971}. Setzen wir 2’ := z + (2/ — z), so gilt

Z—IE:Z/—IEI.

Wenn wir ¢ als Drehung um 180 Grad wihlen, ergibt sich aus Gleichung (xx), dass f(z + z) =
f(2' 4+ 2') ist. Damit ist f in Richtung u € S ! fiir alle z € R? periodisch mit Periodenlinge
Iz +2) = (&' + )| = 2[l= — 2]

Da u € S! beliebig war, ergibt sich sofort, dass f fiir alle z € R? auf der Menge z 4+ 2S5 konstant
ist. Wie im Fall d > 3 zeigt man, dass f konstant auf ganz R? ist, und wie zuvor ergibt sich daraus
auch die schwache Isotropie, und wir haben den Satz bewiesen. O

Das letzte Resultat ldsst sich auch etwas anders formulieren:

Korollar 5 Seien d > 2 und X ein translationsrequldrer Partikelprozess mit stetiger Dichte. Des-
weiteren sei Po({K € Ko | dimK € {d — 1,d}}) = 1, und es existiere ein konvexer Kirper
K € suppPy, der strikt konvez ist. Dann gilt: Sind die verallgemeinerten lokalen mittleren Norma-
lenmafle 11, z € RY, alle rotationsinvariant, so ist X schwach stationdr und schwach isotrop.

Beweis: Nach Voraussetzung ist fiir alle z € R? und € € B(S9™!) ® B(Ko) die Gleichung
p=(9C) = p2(C)

erfiillt. Sind A € B(S?1) und A € B(Kp) beliebige Borelmengen, und setzen wir C = A x A, so
ergibt sich daraus natiirlich

pz(0A, 9A) = p2(9(A x A)) = p=(A x A) = p.(A, A).

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 43 erfiillt, und es folgt die Behauptung. g

Fiir Poissonprozesse ergibt sich daraus:

Korollar 6 Seien d > 2 und X ein translationsreguldrer Poissonprozess mit stetiger Dichte. Des-
weiteren sei Po({K € Ko | dimK € {d — 1,d}}) = 1, und es existiere ein konvexer Korper
K € supp Py, der strikt konvex ist. Weiter existiere ein konvexer Kéorper K € supp Py, der strikt
konvez ist. Dann gilt: Sind die verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmafe ., z € R?, alle
rotationsinvariant, so ist X stationdr und isotrop.

Bemerkung: Offen ist noch die Frage, ob die Sétze 41 und 43 auch fiir Partikelprozesse gelten,
deren Formverteilung Py keinen strikt konvexen Kérper im Tréger enthilt. Dieser Fall ldsst sich
mit den zuvor angewendeten Methoden auf den ersten Blick nicht behandeln. Ein Gegenbeispiel
konnte bisher aber auch nicht gefunden werden.

Beispiel: Es sei f : R — [0, 00) stetig, Wy, := [=m,m] X -+ x [-m,m] x [~ X, L] ein Wiirfel, Q

m’m

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf SO4z und IP’(()m) das Bildmafl von Q unter der Abbildung

Y — OW,,.
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Pém) ist dann auf der Menge M,,, := {9W,,, | ¥ € SO4} konzentriert.

Fiir m — oo haben wir nun W,, — [e4]" in der Topologie der abgeschlossenen Konvergenz und
jedes Element aus M,, konvergiert damit beziiglich der Topologie der abgeschlossenen Konvergenz
gegen ein Element aus der Menge Lg—l'

Es sei nun A € B(S%!) symmetrisch. Ist f gutartig genug (beispielsweise eine Schwartzfunktion),
so gilt fiir m — oo ebenfalls

S 1K) [ 7o = 2) Eaa (K, de x A) Po(dK) —
0 R4

&[ 1{[u]l|u€A}(L) 2 {f(z - l‘) Hd_l(dx) (I)(dL)

‘Cdfl

Dabei ist ® das Bildmal von Q unter der Abbildung ¢ — 9Ly, wobei Ly € L'g_l ein fester
Unterraum ist.

Den letzten Ausdruck kénnen wir als Richtungsmafl ¢(z,-) eines translationsregulidren Hyperebe-
nenprozesses mit stetiger Dichte auffassen. Aus Bedingung (3) wird dann gerade die Forderung,
dass ¢(z,-) fiir alle z € R? rotationsinvariant ist. Und wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, ist
dieser Hyperebenenprozess nach Theorem 1 aus [31] somit schwach stationér und schwach isotrop.

Dieses Beispiel zeigt also, dass Satz 43 eine Ubertragung des Ergebnisses von Schneider fiir k-
Ebenenprozesse auf Prozesse konvexer Partikel ist. Im letzten Kapitel dieser Arbeit werden wir
dann beide Resultate zu einem gemeinsamen Resultat fiir Zylinderprozesse vereinigen.

4.3 Stationire Prozesse von Kugeln

Bei den Mafen p (-, A), A € B(Ky), handelt es sich um BorelmaBe auf S4~!. Da wir uns in diesem
Kapitel fiir die Beziehung zwischen Invarianzen von p, und Eigenschaften des zu Grunde liegenden
Partikelprozesses interessieren, ist es nur natiirlich zu fragen, fiir welche Prozesse die Mafle u.
gerade dem sphérischen Lebesgue-Mafl entsprechen. Dabei gilt:

Satz 44 Fs seten d > 2 und X ein translationsregulirer Poissonprozess mit stetiger Dichte. Des-
weiteren sei Po({K € Ko | dim K € {d—1,d}}) =1 und K = —K fiir alle K € supp Py (X ist auf
zentralsymmetrischen Korpern konzentriert). Dann gilt: X ist genau dann ein stationdrer Prozess
von Kugeln, wenn fir alle z € R?, A € B(Ky), A € B(S4™Y) und 9 € SO4 gilt

pe (VA A) = p2(A, A).

Beweis: Es seien X ein stationsirer Prozess von Kugeln, z € R? A € B(Ky), A € B(S?!) und
¥ € SO4. Dann gilt )
pe(A,A) = 4 [14(rBY) Sq_1(rB?, A)Py(dr)
R

= 5 flA(rBd) rd—1 wi—1(A) I@’g(dr).
R
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Dabei bezeichnet Po(M) := Po({rB? | r € M}), M € B(R), die von Py induzierte Verteilung auf
R. Da wg—1(9A) = wg_1(A) gilt, ist fiir X die Aussage des Satzes offensichtlich richtig.

Das Vorgehen bei der Riickrichtung dhnelt dem im Beweis des letzten Satzes. Zunéchst iiberlegen
wir uns, dass obige Gleichung nur dann erfiillt sein kann, wenn das Oberflichenmaf} eines jeden
Korpers in supp Py absolutstetig beziiglich des sphérischen Lebesgue-Mafles ist. Dies erlaubt es
uns, die Voraussetzung des Satzes in einer anderen Form zu schreiben. Mittels dieser konnen wir
dann zeigen, dass die Funktionswerte von f auf der Menge z + S9! festgelegt sind, sobald wir
einen dieser Werte kennen. Daraus folgern wir die Konstanz von f auf dem Rand eines konvexen
Korpers, den wir beliebig plazieren diirfen, und wir erhalten, dass f eine konstante Funktion sein
muss. Es ergibt sich daraus, dass jeder Korper im Tréger von Py eine Kugel ist.

Nach Voraussetzung gilt

/1A(K)/f(z — 1) Eg_1 (K, dz x A)Py(dK) = /1A(K)/f(z — 1) Zg_1 (K, dz x 9A) Po(dK)
Rd R4

’Co ’CO

fiir alle z € R%, A € B(Ky), A € B(S%!) und 9 € SO,.

Daraus ergibt sich wie schon in den Beweisen zuvor fiir jede messbare Abbildung g : S4~! — [0, 00)

[ fz—2)g(u)Eg—1(K,dz x du) = [ f(z—z)g(¥ " u) Eq_1(K, dx x du) (%)
R4 Rd

fiir alle z € R% und K € supp P.
Nun sei A € B(S91) abgeschlossen und € > 0 beliebig. Wir definieren g, : S — [0, 00) wie folgt:

ge(u) :=1
fiir alle u € A,

ge(u) :=0
fiir alle u € (A + ¢B4)¢ und

1
=1—— inf||lu —
ge(u) - Inf|lu — v

fiir alle u € (A +eB?)\ A. Wie man sich leicht iiberlegt, ist g. eine stetige Funktion, und fiir ¢ — 0

konvergiert g.(u) — 14 (u) fiir alle u € S9~1. Aus Gleichung () erhilt man damit nach Anwendung
des Satzes von der dominierten Konvergenz, dass fiir jede abgeschlossene Menge A C S%~1

[ f(z=2)Eq1(K,dz x A) = [ f(z —2)Eg_1(K, dz x 9A)
R4 R4

fir alle z € R? und K € supp Py gilt.

Sei nun K € supp Py fest. Dann muss nach dem bekannten Eindeutigkeitssatz fiir Mafle (siehe zum
Beispiel Lemma 1.17 in [15]) fiir alle z € R? und A € B(S%"1) gelten

/f(z —2)Eg_1(K,dx x A) = c(z) wg—1(A4). (k)

Rd
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Dabei ist
c(z) = /f(z —2) Eg_1 (K, dz x ST71).
R4

Nun withlen wir ein n € N mit K C n- B? und r(n) wie in (!) im Beweis von Satz 40. Analog zur
Herleitung von (xx) ergibt sich

/ / flz —2) MNg(d2) Zg1(K,dx x A) =  wg_1(A)

R4 r(n)Bd

fiir ein ¢ > 0. Weiter gilt

o= min / f(z —x)Aa(dz) > 0,
r(n)Bd
und wir erhalten

aSq—1(K,A) < c(z)wi-1(4)

fir alle A € B(S9™!). Damit ist Sy;_;(kK,-) absolutstetig beziiglich wy_1, und es existiert eine
Funktion g(K,-) auf S~! mit der Eigenschaft, dass

Si1(K,A) = [ Lalu) g w) o (d)
Sd—1
fiir alle A € B(S?1) ist. Insbesondere muss damit dim K = d gelten.

Wie zuvor seien regn K beziehungsweise singn K die Menge aller reguldren beziehungsweise die
Menge aller singulédren dufleren Normalenvektoren von K. Weiter sei 7 wie in Kapitel 2 die Ab-
bildung, die jeden reguldren dufleren Normalenvektor uw auf den eindeutig bestimmten Randpunkt
x von K mit dulerer Normale u abbildet.

Wir wissen, dass singn K das sphérische Lebesgue-Mafl Null hat, woraus sich sofort
Sg—1(K,singn K) =0
ergibt. Daraus folgt nun, dass fiir alle B € B(R?) und alle A € B(S47!)
HEi—1(K,Bx A)=Z41(K,B x (regn K N A)) (s % %)

gilt. Es ist ndmlich
0 < E4-1(K,Bx (singn K NA))

IN

Zq-1(K,R? x (singn K N A))
= Si_1(K, (singn K N A))

= 0.
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Seien nun B C bd K und A C regn K Borelmengen. Dann gilt
pus(K,B x A) = MN({z € R"| 0 < d(K, {z}) <6, px(v) € B,ug(z) € A})
= M{zreRY|0<d(K,{z}) <0,k (uk(r)) € B,ug(x) € A})
= M({zeRY| 0 < d(K,{z}) <6, uk(z) € T (B) N A})
= M({z eRY| 0 < d(K,{z}) < 6,pr(r) € R: ug(z) € 7' (B) N A}).
Aus den jeweiligen Definitionen ergibt sich damit durch Koeffizientenvergleich
Eg-1(K,B x A) = Sq_1(K, 7" (B) N A),
und zusammen mit (% * *) folgt daraus, dass fiir alle B € B(R?) und A € B(S%1)
Eq-1(K, B x A) = Sy_1(K, 7 (B) N A)

erfiillt ist. Wie im Beweis von Satz 34 erhalten wir auflerdem fiir alle messbaren Abbildungen
f R —0,00), g: 81 — [0,00) die Darstellung

F(2) 9(u) g (K, dae x du) = / F(ric () g(u) Sa1 (K, du),
RdXSd71 Sd*l

Deswegen gilt fiir B := bd K \ 7x(S%!) auch

0= / L (i () Sy (K, dut) = / () Cyr (K, dz) = / () HO (d),

gd—1 Rd-1 bd K
also H%1(B) = 0. Nun ergibt sich

[ fz=2)E41(K,dex A) = [ 1a(u) f(z— 7K (uw)) Sa—1(K, du)
Rd Sd—1

— SdL La(u) f(z — 7 () (K, u) wg—1(du)

= c(2)wg—1(4)
fiir alle A € B(S?1). Daraus folgt aber, dass fiir alle z € R? und wy_-fast alle v € 41
fz=7r(u) g(K,u) = c(z)  (xxxx)
ist. Da K zentralsymmetrisch ist, gilt fiir alle v € 4! sowohl
i (u) = —Tr (—u)

als auch
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Seien u € S und 2 = z — 27k (u). Dann gilt
o) = f(Z'—71r(-u) g(K,—u)
= [z =2k (u) — Tk (-u)) (K, u)
= fz=7x(u) g(K,u)

= c(2).

Weil dies fiir wq_1-fast alle v € ST gilt, ist c fiir alle z € R? konstant auf z — 2 (bd K N B°). Aus
der Stetigkeit von f folgt die Stetigkeit der Abbildung

c: RY — [0, 00)
z = [ flz—2)Z41(K,dx x §471)
Rd

mit U 4.6 in [10]. Damit muss c fiir alle 2 € R? auf ganz z — 2bd K konstant sein, weil B¢ dicht
in bd K liegt. Wie zuvor im Beweis von 41 oder 43 ergibt sich, dass ¢ auf ganz R? konstant ist. Da
fiir alle z € R% und wy_;-fast alle v € S9! aber

[z =1k (u) g(K,u) = c
gilt, ist auch f konstant auf R? und g(kK, -) konstant auf S9!, Also ist K eine Kugel.

Da dies fiir jeden konvexen Korper K € supp Py gelten muss, ist X ein stdtiondrer Prozess von
Kugeln, da X als Poissonprozess eindeutig durch sein Intensitdtsmafl bestimmt ist. ([l

Bemerkungen:

a) Es sei K € K ein konvexer Korper mit ausreichend regulirem Rand und m € S9! ein
beliebiger Einheitsvektor. Die Funktion

fiRT—[0,00), zr @™
erfiillt Gleichung (¥ * ) fiir alle z € R? und u € S9!, wenn wir

c(2) := f(2)

fiir alle z € R% und
g(K,u) = elre@m)

fiir alle u € S9! setzen. Aus Gleichung (* * #x) folgt also im allgemeinen nicht, dass f und
g(K,-) konstant sind. Allerdings ist das durch

/ Ley(u) g(K, u) wg—1(du)
Sd—1

definierte Maf} kein Stiitzmafl eines konvexen Korpers. Der allgemeine Fall ist somit noch
offen, kann aber mit den verwendeten Techniken wohl nicht behandelt werden.

b) Der Beweis funktioniert immer noch, wenn lediglich ein K € supp Py zentralsymmetrisch ist.



Kapitel 5

Schnittdichten und assoziierte Korper

Nachdem wir im vorherigen Kapitel Stationaritdt und Isotropie einer grofien Klasse inhomogener
Partikelprozesse mit Invarianzeigenschaften assoziierter Mafle in Verbindung gebracht haben, sol-
len nun zwei verschiedene Arten von Schnittdichten in Verbindung mit Funktionalen assoziierter
Korper gebracht werden.

Es sei daran erinnert, dass © als lokalendlich und vom Nullmaf verschieden vorausgesetzt ist.

5.1 Schnittdichten inhomogener Partikelprozesse I

Spezialfiille der Resultate aus diesem Abschnitt finden sich bereits in in Kapitel 3 von [11].

Es seien X ein translationregulirer Poissonprozess, B € B(R?) und j, k € {1,...,d}. Wir betrachten
nun das durch

V. (B) :=E > e j(Kin---NKp, BNbdK N+ Nbd Ky)

(K1, K )eXE

definierte Maf3 y}’k auf RY.

Damit die Definition des Mafes Vj/-7 ;. iberhaupt sinnvoll ist (und wir spiter den Satz von Campbell
anwenden konnen), miissen wir zunéchst folgenden Satz beweisen:

Satz 45 Seien j,k € {1,...,d} und B € B(RY). Dann ist die Abbildung
(Kl,...,Kk) '—>(I)d,j(Klﬂ-"ﬂKk,BﬂbdK1ﬂ'”ﬂbde)
von KCF nach R messbar.

Fiir den Beweis bietet es sich an, folgendes Ergebnis auszunutzen:

Satz 46 Seien X und T lokalkompakte Riume mit abzihlbaren Basen. B(X) beziehungsweise B(T')
bezeichne jeweils die o-Algebra der Borelmengen in X beziehungsweise T .

U:TxB(X)—R

81
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sei eine Abbildung derart, dass V(t,-) fir jedes t € T ein Borelmaf ist. Auferdem sei fiir jede
stetige Funktion f: X — R mit kompakten Triger die Abbildung

Fis /f(x)\Il(t,dx)
X
B(T')-messbar. Dann ist fiir jede nichtnegative, messbare Funktion g : T x X — R die Abbildung

t— [ g(t,z)V(t,dx)
/

messbar.

Beweis: Die Aussage entspricht Hilfssatz 7.2.2 in [33]. O

Beweis von Satz 45: Wir wollen den letzten Satz anwenden und setzen deshalb T := KCF := ICx- - -xK
und X := R% als Abbildung ¥ wihlen wir

i KFx BRY — R
(Ki,...,Ky,B) +— (I)d,j(Klﬂ‘--ﬁKk,B).

Ist f:R? — R eine stetige Abbildung mit kompakten Triger, so folgt die Messbarkeit von

(K1, Kg) — /f(l") Py (K1 N---N Ky, dz),
R4

weil sowohl (K7,...Kg) — (K1 N---N Ky) als auch K — ®,4_;(K, A), A € B(R?) beliebig, diese
Eigenschaft haben. Man beachte, dass ®4—;(K, -) fiir jedes K € K ein endliches Ma8 ist.

KF und R? sind beide lokalkompakt mit abzihlbarer Basis, und Qq_j(KiN---NKy,-) ist ein
Borelmaf fiir alle K1,..., K € K. Also ist nach Satz 46 die Abbildung
(Kl, L. ,Kk) — /g(Kl, - ,Kk,x) (I)d—j(Kl Nn---N Kk,da:)
Rd
messbar fiir alle nichtnegativen, messbaren Funktionen g : K* x R — R. Da die Abbildungen

K — bdK, KeK,
(F,z) — 1p(x),F € F,
r +— lg(z),z € R?
fiir beliebige B € B(R?) alle messbar sind, konnen wir g wie folgt wihlen:
g: KFxR? - R
(Kl,...,Kk,a:) — lbdKl(:C)---lbde(aj‘) 13(1‘).
Somit ist die Abbildung

(Kl, N 7Kk) — f 1bdK1(x) e 1bde(x) 13(.%) q)d—j(Kl n--- ka,d.’E>
R4

=04 ;(KiN---NKp, BNbdK;N---NbdKy)
messbar, und wir haben den Satz bewiesen. ]

Aulerdem besitzen die Mafe V;‘,kz noch folgende Eigenschaft:
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Satz 47 Die Mafie v}, sind lokalendlich (und damit auch o—endlich,).

Beweis: Es sei r € [0,00) beliebig. Dann existiert nach Satz 32 in [3] eine Konstante c4—; 4, sodass

E S g j(K1N - NKg,rBiNbd Ky N---Nbd Ky)

(Kl,,..,Kk)eXi

Scd,j,drd’jE Z lfrBd(Klﬂ”'ka)

(K1, Ki)eXE

<cajar®IE > 1z

d
b rB
(Klvak)eX;é

(K1) 1r, (Kp)

= c4—jar? O(F,pa)F

< 00

erfiillt ist. Die letzte Ungleichung gilt, da wir von dem Intensitétsmafl © immer vorausgesetzt haben,
dass es lokalendlich ist. O

Auflerdem konnen wir zeigen, dass jedes der Mafle V;- i absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Maf3es
ist, und eine Version der Dichte angeben.

Satz 48 Fs sei X ein translationsrequldrer Poissonprozess. Dann besitzt V; g furallej ke {1,...,d}
eine Dichte beziiglich des Lebesque-Mafes, und eine Version dieser Dichte ist durch ’y;.k R4 —
[0,00) gegeben. Fiir z € R? definieren wir dabei

3
Nw(®) = [ [ F(Eynz—a)- f(K, 2 —ap) X

Ko Ko (Rd)k

<1>2‘f_1’f,),,,d,1(K1,-.-,Kk,d(:cl,...,xk))Po(dKl)...Po(de),
falls 7 =k ist,
b) Vi (2) =0, falls j <k ist,
¢) und
ip) =[] > | f(K,z—a1) - f(Kg, 2 — ) X

Ko Ko misemp=d—j, (Rd)k
mi+-+mp=kd—j

o) (K. Ky d(zy, ... 20) Po(dKY) ... Po(dKy),
falls j > k ist.
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Bemerkung: Wir nennen v, ,(z) die k-te Schnittdichte des Prozesses X im Punkt z € R9. Die
erste Schnittdichte wird spéter noch eine Sonderrolle spielen und bekommt deswegen eine weitere
Bezeichnung als

Beweis: Nach dem Satz von Campbell gilt

V(B = E Y @4 (Kin---NKyBNbdKN---Nbd Kp)

-]7
(K1, K )eXE

= [...[® ;(Kin---NKy, BNbdK;N---Nbd K;) A™(d(Kq, ..., K)).
K K

Da es sich bei X um einen Poissonprozess handelt, haben wir A = @™ ynd wir erhalten

vi(B) = [ [
Ko Ko

f...f(I)d,j(Kl+.CL‘1ﬂ"-ﬁKk—i-xk,BﬂbdKl—|—$1ﬂ'--ﬂbde+J}k)><
R4 Rd

(%)
(K, 21) Aa(dxy) - .. f(Kg, vx) Aa(dzy) X

Po(dK) ... Po(dKp).

In einer kleinen Nebenrechnung nehmen wir nun die inneren Integrale etwas genauer unter die
Lupe:

(*) = f...f(I)d_j(KlﬂKQ—l’l—l-ZL'Qﬂ"'ﬂKk—l‘l—{—l‘k,B—IL‘lﬂbdKlﬂ X
R4 R4

bdKy —xz1+xz9 N---N bd K — 21 —I—xk) f(Kk,:L‘k) )\d(dl‘k) R f(Kl,aZl) )\d(d.’L‘l)

= [ [P j(KiNKy+a2N-- NKp+ap,B—21NbdKiNbd Ky +x2N... X
R4 Rd

Nbd Ky, + z) (K, 21 + zx) Aa(dzk) . .. [ (K2, 21 + 22) Aa(dz2) f(K1, 21) Ada(dw)

= f f f 1B_$1(y)1bdK1(y)1bdK2(y—xg)---lbde(y—xk)Q)d_j(KlﬁKg—I—xgﬂ... X
Rd R4 Rd

N Ky, + 2k, dy) f(Kg, 21+ ) Aa(deg) ... f(K2, 21+ 22) Aa(dw2) f (K1, 21) Aa(d2r).

Hier konnen wir nun Satz 16 anwenden und erhalten

x = [ i I 1B—ey (W) Ibaky (¥) nd ko (22) - - Ipa iy (2) [ (K2, y + 1 — 22) X

Rd ™M1, mp=d—j, (Rd)k
my+-+mp=kd—j

T f(Kkvy +x1 — l'k;) ¢£7Cf;])7mk(K17 R 7Kk7 d(y7$27 ceey .’L'k)) f(Kl,fL'l) )\d(de,'l)
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Nach Anderung der Integrationsreihenfolge und der Variablentransformation y+x; ~ z ergibt sich

S 1B(y +x1) f(Ko,y + 21— x2) -+ [ (K, y + 21 — 2) f (K1, 21) Mg(dw1) =
Rd

[1p(2)f(K1,2z —y) f(Ka, 2 — 22) - - f(Kp, 2 — x1)Aa(d2).
Rd

Wir schreiben wieder x; statt ¥ und bekommen schliellich

vip(B) = [1g(2) [...[ Ed: I Toar: (1) - lba s, (zr) F(K1, 2 — 21) %
Rd

’CO IC() MY yeney mp=d—j, '(Rd)k
mq+--t+mp=kd—j

o f (K 2 = ) D Dy (K1 K d(@n, - 2p) JPo(dE) - Po(dEy) Ag(dz).
Unsere Schnittdichte ’y;’k(z) hat also die vorldufige Form

'y]’-yk(z) = [...] Ed: | Lhaw, (z1) .. lvak, (zp) f(Ki,z — z1) ... f(Kg, 2 — xk)

’CO ’CO LLLD EREE myp=d—j, ) (Rd)k
mq+-+mp=kd—j

q)ggl_,]),mk(Klv s aKkv d(flfl, s 71"16)) ]P)O(dKl) e ]P)O(de)

Da die Summe mi+- - -+my, immer den Wert kd—j haben soll, gilt es nun drei Fille zu unterscheiden.
Betrachten wir zunéichst den Fall j = k, also mq+---+my = k(d—1). Abgesehen von der Situation
myp =---=my = (d—1), muB immer ein i € {1,...,k} existieren mit m; = d. Da A\g(bd K) =0
fiir alle K € K ist, hat v} ;. (2) wegen Satz 17 die Form

’Y]::’k(Z) = ff f f(Kl,Z—Zﬂl)---f(Kk,Z—xk)x

Ko Ko (R2)E

oM (K. Ky d(@, .. 7)) Po(dKY) . Po(dEy).

Sei jetzt j < k, also mj + -+ + my > k(d — 1). Dann muss immer ein i € {1,...,k} existieren mit
m; = d. Da A\y(bd K) = 0 fiir alle K € K ist, gilt nach Satz 17 damit 7}, (z) = 0.

Abschliefend gilt es noch den Fall j > k mit my + -+ + my < k(d — 1) zu betrachten. Wie schon
zuvor sind alle Summanden Null, in denen eines der m; gleich d ist, und wir erhalten

d—1

'Y;',k(z) = ff > f f(Ky,z—x1) - f(Kg, 2z — xk) X

Ko Ko mM1s--mp=d—j, (Rd)k
mi+-t+mp=kd—j

o) (K. Ky d(zy, ... 25) Po(dKy) ... Po(dKy).
Damit ist der Satz bewiesen. O

Im Folgenden wollen wir uns nun auf den Fall j = k beschrinken. Wie schon in [31] soll jetzt
fir jedes z € R? ein konvexer Korper definiert werden, von dem ein Funktional in enger Verbin-
dung mit 7}, .(z) steht. Aus diesem Grund kehren wir zu den verallgemeinerten lokalen mittleren

NormalenmaBen zuriick und definieren fiir jeden Punkt z € R? ein Borel-MaB j, auf S?~1 als

wz(A) == p (A, Ko) := //f(K,z —2)Eg_1(K,dx x A)Py(dK), Ae B(S¥1).
Ko R4
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Bemerkung: Nach Satz 39 ist p. fiir A\g-fast alle z € R? sowohl endlich als auch eindeutig durch das
Intensitatsmafl von X bestimmt.

Ist p, endlich, volldimensional und gilt
/ / uf(K,z —x)Zg-1(K,dz x du) Py(dK) = 0,
Ko Rdx Sd—1

so erfiillt p, alle Voraussetzungen des Existenzsatzes von Minkowski. In diesem Fall existiert ein
eindeutig bestimmter konvexer Korper B(X, z) € Ky mit

Sd—l(B(X7 Z)’ ) = :U’Z(')'

Wir nennen B(X, z) den lokalen Blaschke-Korper von X im Punkt z € R%.

Bemerkung: Die Endlichkeit der MaBie u, kann auf ganz R¢ zum Beispiel durch folgende zusitzliche
Forderung an X sichergestellt werden:

glea}}{(f(K z—x) Vj(K)Py(dK) < oo
Ko

fir alle z € R und j = 0,...,d. Daraus ergibt sich insbesondere fiir jeden Punkt z € R¢

pa(S5Y) = [ ] SO, = ) CanaK, de) Bo(dK)
o R4

< o [ ma S =) Vaoa () BoldE)

< o0.

Diese zusétzliche Bedingung an X zu stellen, ist nicht ungewohnlich. Zum Beispiel miissen die
Poissonprozesse, deren Boolesche Modelle in [9] untersucht werden, sie erfiillen.

Beispiel: Ist X ein stationdrer Partikelprozess, gilt also f = « fiir ein v > 0, so haben wir

/Sd 1(K, ) Po(dK).

Offensichtlich héngt u, nicht von z ab und entspricht in diesem Fall dem mittleren Normalenmaf3
S4-1(X,-) von X. Existiert der lokale Blaschke-Korper, so ist er unabhingig von z € R%. Er stimmt
dann mit dem Blasche-Kérper B(X) des Prozesses X iiberein, den wir in Kapitel 3 kennengelernt
haben. Weitere Ausfithrungen finden sich auf Seite 156ff in [34].

Fiir jeden Punkt z € R%, an dem das Maf . zentriert, endlich und volldimensional ist, kénnen
wir einen Zusammenhang zwischen dem lokalen Blaschke-Korper B(X, z) und den Schnittdichten
Yir(2), k= 1,...d, herstellen. Es gilt:
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Satz 49 FEs sei X ein translationsregquldrer Poissonprozess. Existiert der lokale Blaschke-Kdrper

B(X,z) an der Stelle z € R%, so gilt
viER (B(X B(X,2)) =,
d—1,...,d—1( (X,2),...,B(X,2)) = Vk,k(z)
firallek=1,...,d.
Bemerkung: Insbesondere gilt fiir derartige z somit
7 (2) = Va_1(B(X, 2)).
Beweis: Es sei z € R%, und B(X, z) existiere. Aus Satz 18 folgt fiir k =1,...,d:

d—k
Vd(fl,..).,dfl(B(X’ z),..., B(X,2))

= oY | (B(X,2),...,B(X,2),R? x - x RY)

= f oY g B, Blur)) Bay (BX, 2), day, % dug) .

R x §d—1 Rdx §d—1

Ed_l(B(X, Z), dxy X dul)

= [ ... CIJd 17 a1 (ug sy Blu), . Blug)) Sa—1(B(X, 2), dug) - . . Sa—1(B(X, 2), duy)

Sd—1 Sd 1

= [ f f o f oY g, Bn), . Blur)) F(KL 2 — 2

Ko  KoRdxS§d—1  Rdxgd-1

. f(Kk, z — xk) Edfl(Kk, dmk X duk) . Edfl(Kl, dl’l X dul)Po(de) .. .PQ(dKl)

= [ f [ f(Kiz—a1) Kz —an) 950 (K Ky d(z, o) @

Ko Ko (R4)k

Po(dKy) . .. Po(dKy).

Aus dem Vergleich der letzten Zeile mit der Definition von v, ;(2) erhalten wir
d—k
Ten(2) = Vili a1 (B(X,2), - B(X, 2)

fiir alle k € {1,...,d}, und wir haben den Satz bewiesen.

Dieser Zusammenhang soll nun dazu ausgenutzt werden, die k-ten Schnittdichten fiir k = 2,. ..

durch 7/(z) nach oben abzuschétzen.
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Satz 50 Es seien X ein translationsrequlirer Poissonprozess und z € R?® derart, dass B(X,z)
existiere. Dann gilt

d! /ik d Klk
d—1 (k) d—1 7/(2)k

" (2) < 2k
’Yk,k( ) < (d— k) kg—k dkmf,_lfid—k d*

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir noch einige Vorbereitungen. Ist K ein konvexer Korper
mit dim K = d, so erfiillt das Maf3

5501 + Sa1(—K.2)

die Voraussetzungen des Existensatzes von Minkowski. Damit existiert ein konvexer Kérper K mit
der Eigenschaft

S (R,) = 581 (,) + Sa (K.,

Da fiir alle A € B(S%1) die Gleichung Sy—1(—K, A) = Sq-1(K, —A) erfiillt ist, handelt es sich bei
Sg—1(K,+) um ein gerades Maf}; K ist also zentralsymmetrisch. Zwischen den gemischten Funktio-
nalen von K und K besteht dabei folgende Beziehung:

Satz 51 Fliir einen volldimensionalen konveren Korper K gilt

d—k d—k ~ ~
Vd(_lv“)'vd_1<K’ e ’K) < 2k Vd(—l,..).,d—l(K7 e 7K)

Im Beweis soll der folgende Sachverhalt ausgenutzt werden:
Satz 52 Es seien j € {0,...,d —1} und K, ..., Kq_; € K zentralsymmetrisch. Dann gilt
Vd(i)l,...,dfl(Kh SRR Kd*j)

= (%)dij f f ]det(ul,...,ud,j)]Sd,l(Kl,dul)...Sd,l(Kd,j,dud,j).
gd—1  gd—1
Beweis: Die Aussage findet sich auf Seite 183 in [42]. O

Beweis von Satz 51: Wir zeigen die Giiltigkeit der Ungleichung zunéchst fiir ein Polytop P und
tibertragen dieses Ergebnis dann auf beliebige volldimensionale Korper K.

Sei also P € K ein Polytop mit dim P = d. Wie wir aus dem ersten Kapitel wissen, hat das
gemischte Funktional Vd(fzk) g—1(P, ..., P) in diesem Fall die Form

Vil D aa(P Py = S e S (R
FeFq_1(P) FreFq_1(P)

Y(F1,.. Fii P P)AR (F1) . g, (F).

Nutzen wir aus, dafl der gemeinsame duflere Winkel ~(F1, ..., Fy; P,..., P) bei volldimensionalen
Korpern nach Definition immer einen Wert zwischen Null und Eins annimmt, so erhalten wir

d—k
ViR ry < ST ST Jdet(u(R), - u(ED)) AR (B - AR (FR). ()

FieFq1(P) FreFq_1(P)
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Dabei bezeichnet fiir k € {1,...,d} und beliebige Einheitsvektoren vy, ..., vy

det(vy, ..., 0)] := [vf,. .., vf]
die Determinante von vi, ..., Ukl. Die rechte Seite der Ungleichung dndert sich nicht, falls wir
FieFq-1(P)
fiir ein ¢ € {1,...,k} durch
FieFq_1(—P)

ersetzen. Eine Tatsache, die wir bald verwenden werden und mit (%) bezeichnen wollen.

Fiir ein Polytop P hat das (d — 1)-Stiitzmaf} die Form

Eg—1(P,-x ) = Z AR () ® Gu(r)(+)-
FeFs_1(P)

Folglich 148t sich Ungleichung (%) auch in der Form

v pP) < [ (det(ua, ... up)]
e Sdfl Sd—l

Ed_l(P, Rd X dU1) .. .Ed_l(P, Rd X dul)

= f - f |det(u1, .. ,uk)\ Sdfl(P, dul) ce Sdfl(P, duk)
Sd—1 Sd—1

= f f |det(u1,...,uk)\Sd_l(]S,dul)...Sd_l(]S,duk)
Sd—1 Sd—1

schreiben. Die letzte Gleichung ergibt sich aus () und der Definition von P. Mit Hilfe von Satz
52 erhalten wir nun

d—k
Vit g i (P P)

IN

f f \det(ul,...,uk)\Sd,l(P,dul)...Sd,l(P,duk)
gd—1 gd—1

d—k .
= 2V (P D).

Sowohl Vd(f;k) g1 K, ..., K) als auch K h#ngen fiir volldimensionale K stetig von K ab, also gilt
diese Ungleichung fiir beliebige volldimensionale konvexe Korper. O

Auflerdem benttigen wir noch folgende Identitét:

Satz 53 Seij €{0,...,d— 1} und K € K zentralsymmetrisch. Dann gilt

d!

G
Vd]) d—l(K"”’K):Qde!ﬁj

“ Va—; (ILK).

IIK bezeichnet den Projektionenkdrper von K.
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Beweis: Die Aussage entspricht Korollar 4.3 in [39]. O
Nun haben wir alle Hilfsaussagen zusammengestellt, die wir fiir den Beweis von Satz 50 bendtigen.
Beweis von Satz 50: Fiir einen beliebigen konvexen Korper K haben wir wegen Satz 51 und 53

d—k d! -
Vd(fl,..).,dfl(Ka s >K) < mvk(ﬂf()

Wie wir uns zuerst iiberlegen wollen, gilt auflerdem

d VI(TIK).

Va-1(K) = 2Kgq—1

Es ist némlich Vi (IIK) = Vi (IIK), da nach ihrer Definition die Stiitzfunktion von IIK durch

hyp(w) = & | <v,u>[S_1(K,dv)
Sd—1

= 13 [ I<vou> S (K, dv)+ 3 [ | <vu>[Si1(—K,dv))
Sd—1 gd—1

= (hmure(w) + hrire (u)

= hng(u)
gegeben ist. Fiir V1 (IIK) gilt nun

VI(IIK) = é [ bk (u) wg—1 (du)
Sd—1

= L L <uw > [Sem (K, dv) wai (du)
Sd—l Sd—l

= 1 [ 1 [ |<uv> |we(du) Sai (K, dv)

Sd—1 Sd—1

= "2 [ 184(K,dv)
gd—1

= 2ﬂZ71‘QL71(}()7

womit der gewiinschte Zusammenhang von Vy_; (K) und V;(IIK) bewiesen wiire.

In [34] findet sich als Formel (7.28) fiir die inneren Volumina eines beliebigen konvexen Korpers K
auflerdem folgende Ungleichung fiir k,5 € {1,...,d} und k > j:

(& )" 2 1 (o)’

Fiir j =1 und k£ > 1 folgt daraus

< “7(1%)‘/1(]()1@_
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Dies wollen wir nun auf die Schnittdichten anwenden und erhalten fiir k € {2, ..., d} die Abschétzung

Yex(2) = VP L (B(X,2),... B(X,2))

IN

(d_kﬁlﬁvkz(né()(, z))

d

d! K1 (k) (Vl(HB(X, Z))k;

(d—k)'kg_g dklﬂg_ll’id_k

IN

d
— 9k d! "””1571 (k) ”571 ,y/(z)k:
(d—k)ka—k dkﬁsilﬁd,k dk ’

g

Sollte B(X, z) zentralsymmetrisch sein, so ergibt sich fiir unsere Schnittdichten folgende Verschérfung:

Satz 54 Es sei X ein translationsregulirer Poissonprozess. Existiert B(X, z) und ist B(X, z) zen-
tralsymmetrisch fir ein z € R?, so gilt

Rk d
%A@s(ﬁégfﬂ;mwaﬁ

Dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn B(X, z) eine Kugel ist.

Beweis: Ist B(X, z) zentralsymmetrisch, so steht uns nach Satz 53 die Gleichung

L(2) = VIO (B(X,2),. . B(X.2) = O
Vi, k = Vd-1,..,d-1 1)y ) _Qk(d_k)md_k

Vi(IIB(X, 2))

zur Verfiigung. Fiir unsere Schnittdichten ergibt sich damit analog zum letzten Beweis die Unglei-
chung

ko (d N
Ter(z) = (dfz!)!’fdfk dknd’;‘ll(,:d) X (Vl(HB(X’ Z)))

d! wh 1 (7) 2(d=1)! kg1 \" k
2 (d=k) Ra—k dF kh T hg g d! ) (v(2))

Wk (1) 2 k
() 5 6
fiir alle z € RY, fiir die B(X, z) zentralsymmetrisch ist.

In der Ungleichung (7.28) aus [34], die wir im letzten Beweis auf die inneren Volumina konvexer
Korper angewandt haben, gilt Gleichheit dann und nur dann, wenn es sich bei dem konvexen Korper
K um eine Kugel handelt. Ein Beweis dafiir findet sich in [29] auf Seite 334f.

Somit gilt Gleichheit in der hergeleiteten Ungleichung genau dann, wenn IIB(X, 2z) eine Kugel ist.

Es seien u € S9! und 7 € (0,00). Fiir jedes 9 € SOy ergeben sich aus der Rotationsinvarianz von
Sy 1(rB%, ) = r%lwy_1(-) die Gleichungen

h(Tr B2, ) = o1 / (1, 0} way (dv) = 141 / (9, )] wa_1 (dv) = h(TTr B 9u).
Sd—1 Sd—1
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Somit ist h(ITrB?, -) konstant auf S4~!, der Projektionenkérper einer Kugel also wieder eine Kugel.
Andererseits ist die Abbildung

K — IIK

auf den zentralsymmetrischen Koérpern injektiv (siehe Seite 129 im Buch von Gardner ([7]) iiber
geometrische Tomographie), und es folgt, dass Gleichheit genau dann vorliegt, wenn B(X, z) eine
Kugel ist. O

Zum Abschluss wollen wir zeigen, dass eine grobere Abschitzung als Satz 50 fiir alle z € R? gilt.
Dafiir benotigen wir folgende integralgeometrische Ungleichung:

Satz 55 Es seien k € {1,...,d}, K1,..., Ky € K konvexe Kérper und firi =1,...,k die Abbil-
dungen f; : R — [0, 00) messbar. Dann gilt

K
/ filz). . folz) @550 (K Ky d @, o) SQkH/fi(ﬂfi)‘I’d—l(Ki,dﬂﬁi)-

(Rd)k iled

Beweis: Es seien Ay, ..., A, € B(R?) beliebige Borelmengen und Py, ..., P, € K Polytope. Aus der

speziellen Darstellung von ‘I>£ld:1k_)” 41 fiir Polytope ergibt sich

(I)Eld,_llj)'.7d,1(Pla'--7Pk;AlX"'XAk) = Z Z [Fla"'7Fk]X
FeFqa1(P1)  Fr€Fq_1(Pr)

IN

>oo >0 AR(A) AR (Ar)

F1eFq_1(Pr) FreFq_1(Py)

k
= 2k H q)dfl(Pi,Ai).
=1

Da sowohl <I>£ld__1k.)” 4—1 als auch ®4 1 schwach stetig von den jeweiligen konvexen Kérpern abhéngt,

folgt durch Approximation mit Polytopen fiir beliebige K7,..., Kz € K und Ay, ..., Ay € B(R?)

k
(I)Eld_ill,c.)..,d—l(Kla oo 7K]€7 Al X X Ak) < 2k H (pd_l(Ki7 AZ)

=1

Es seien nun weiter myq,...,my € N, Ky,..., Kj € K beliebige konvexe Korper sowie o, > 0 und
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Aj, € B(R?) fiir jedes j; € {1,...,m;} und i = 1,..., k. Dann gilt

k m;
d d—k
{k L ( '21 aj; La;, (xi)) (I)El—l,.)..,d—l(Kl’ ooy Ky d(z1, -, dy))
(RAYk =1 gi=

mi mp k
= Z Z Qjyp - QG f HlAj

=1 =1 Rk =1

(i) 5 (K, Ky (o, di)

i mi mg k
<2 Z e Z Qi ve - Qg H f 1AJ1‘ (:L'Z) @d,l(Ki,dxi)
Ji=1 Jr=1 i=1Rd

k m;
= 2F H f Z ajilAji (xl) (I)dfl(Kzﬁdxi)-
i=1Rd ji=1

93

Wir haben die Behauptung also fiir Elementarfunktionen gezeigt. Der allgemeine Fall folgt dann
mit Hilfe der iiblichen Approximationsargumente aus der Maf}- und Integrationstheorie, und wir

haben den Satz bewiesen.

Angewendet auf unsere Schnittdichten liefert dies:

g

Satz 56 Es sei X ein translationsrequlirer Poissonprozess. Dann gilt fir alle z € R% und alle

ke {1,...,d} die Ungleichung
e (2) < (29 (2)".

Beweis: Sei k € {1,...,d}. Fiir z € R? gilt

YWer2) = [ [ f(EKuz—a1).. . f(Kg, 2 — 2p) X

Ko Ko (RI)k

0 K Ky d(ay, . 2p) Po(dK) - Po(dE,)

< PTT [ f(Kiy 2 — @) @q_1 (Ky; day) Po(dK;)
1=1KCq (Rd)k
= (29(2)".
Diese Abschitzung ist grober als die Ungleichung aus Satz 50, da wir zeigen kénnen:
Satz 57 . i
d! Fio1 () oy <1
(d—=k)! Ka—p dF kb gy, dF —
Beweis: Rufen wir uns den Beweis von Satz 51 in Erinnerung. Dort haben wir die Gleichung
d—k 5 5
S S (det(u(F), - u(F) AR (FY) . Am (Fe) = 28V (P P)

F16.7:d_1(P) FkE]'—d_l(P)
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fiir volldimensionale Polytope P hergeleitet. Wir sehen nun, daf} sich die linke Seite auch durch

Z Z )\Fl(Fl)...)\Fk(Fk;)

Fléfd_l(P) ery:d—l(P)
nach oben abschétzen li3t, da
0 < |det(u(F1),...,u(Fr)) <1

immer erfiillt ist. Es gilt

Y % )\Fl(Fl)...)\pk(Fk)=< 3y )\Fl(Fl))...< S )\Fk(Fk))_

FieFy_1(P) FreFq_1(P) FieFy_1(P) FreFq_1(P)

> An(F),

FeFq 1(P)

Vergleicht man nun

was nichts anderes als eine Formel fiir die Oberfléche von P ist, mit der Darstellung des (d — 1)-ten
inneren Volumens fiir Polytope, so ergibt sich

> Ap(F) =2V (P),
FeF, 1(P)
da y(F, P) = 1 fiir alle F € Fy_1(P) ist.

Nutzen wir wiederum die Stetigkeit aller beteiligten Funktionale aus, so erhalten wir
d—k = ~
Vd(—l,.‘).,d—l(K7 oK) < Vg (K)F

fiir beliebige volldimensionale konvexe Korper K.
Dem Beweis von Satz 54 entnimmt man, dass fir K = B%1 gilt
d

ok
Vd(gil.g.).7d—1(Bd_1’ o 7Bd—l) _ d! d—1 (k)_k Vl(HBd—l)k

2k (d—k)! Ka—k dk k5 kg

d
_ d! “571 (k) “]371 Vv (Bdfl)k
(d_k)! Kd—k dF K§71 Kd—k dr d—-1 ’

Beriicksichtigt man die Identitit B4~ = B4~ so folgt aus Vd(ffk) dil(f(, . K) < Vi (K)F die

Ungleichung

d! Kl (Z) Kl d—1\k d—1\k
@R ras Bty v 1B = V(B0

und damit

0

Schérfere Abschétzungen fiir die in diesem Abschnitt behandelten Schnittdichten liegen im Moment
nicht vor, da entsprechende Ungleichungen fiir die gemischten Mafle beziehungsweise die gemisch-
ten Funktionale noch fehlen. Zwar ist bekannt, dass diese Abschéitzungen existieren miissen; da



5.2 Schnittdichten inhomogener Partikelprozesse I1 95

aber die Extremalfille vermutlich fiir (eventuell regulére) Simplices eintreten, passen die gesuchten
Ungleichungen gut zu einer ganzen Reihe klassischer noch ungeltster Probleme aus der Konvex-
geometrie.

Ein Nachteil der Mafle u,’€7k besteht darin, dass sich ihre Dichten beziiglich des Lebesgue-Mafles nur
dann in einen Zusammenhang mit gemischten Funktionalen konvexer Kérper bringen lassen, wenn
der lokale Blaschke-Korper existiert. Die Klasse der Partikelprozesse, fiir die dies auf ganz R? gilt,
ist jedoch noch nicht genau charakterisiert. Bekannt ist lediglich, dass sie auch nicht-stationére
Prozesse enthilt. Im zweiten Kapitel von [11] findet sich ein entsprechendes Beispiel.

5.2 Schnittdichten inhomogener Partikelprozesse II

Es sei X ein translationsregulérer Poissonprozess. Fiir B € B(RY) und k € {1,...,d} definieren wir
ein Maf} v, durch

w(B)=E > H"*bdK n---NbdK;NB).
(K1, Ki)eXE

Den Unterschied zwischen den Maflen V]’-jk und v, erkennt man am besten im Fall j = k = d. Der
Schnitt von d verschiedenen Réndern konvexer Korper besteht im allgemeinen nur aus einzelnen
Punkten, und sowohl ¢/} ; als auch vg ,,zéhlen“ die Anzahl dieser Schnittpunkte. Wéhrend v4 aber
diese Punkte einfach Zéifllt, gewichtet v/, ; einen Punkt mit dem gemeinsamen #ufleren Winkel der
Korper K1, ... Ky, in deren Schnitt er liégt.

Bemerkung: Wegen He1{(bd K N-) = Cy_1(K,-) =284 1(K,-) gilt v1(-) = 21 1(0)-

Bevor wir den néchsten Satz formulieren, sei kurz daran erinnert, dass wir in Kapitel 2 eine H%*-
messbare und H%*-rektifizierbare Menge auch als (d — k)-dimensionale rektifizierbare Menge be-
zeichnet haben. Um mit den Maflen v sinnvoll arbeiten zu kénnen, benétigen wir folgende Aussage:

Satz 58 Seien k € {1,...,d}, B € B(RY) und
M= {(K],...,K}) € K¥|bd K|n---Nnbd K}, ist eine (d — k)-dimensionale rektifizierbare Menge }.
Dann ist die Abbildung
(K1,...,Kp) — HTFbd K N N bd Ky N B) - 1m(K, ..., K
von KF nach R messbar.

Beweis: M ist nach Korollar 2.1.4 aus [48] eine messbare Menge. Die Behauptung folgt dann aus
der Messbarkeit der Abbildungen K — bd K, K € K, und (Fy, F3) — F1 N Fy, Fy, Fy € F, (siehe
Satz 19) sowie Korollar 2.1.4 aus [48]. O

Bemerkung: Es seien M wie im letzten Satz und Ki,..., K € Kg mit dim K; =d firi=1,...,k.
Aus Theorem 1.4.1 in [48] folgt, dass bd (z1+ K1)N---N bd (2 + Kj) fir Agg-fast alle (z1,...,2x) €
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R*® nicht nur H? *-messbar sondern auch H% *-rektifizierbar ist. Aus dem Satz von Campbell
ergibt sich, weil X ein Poissonprozess ist,

E Z 1MC(K17-~7KI§) = f...ff...flMc(:L'l—l-Kl,...,:L‘k—}—Kk)X

(Kl,‘..,Kk)eXi Ko Ko Rd Rd

(K, @) - f(Kg, z) Aa(dzr) - . Adg(dag Po(dK)

Somit ist bd (z1 + K1) N --- N bd (zx + Kj) fast sicher fiir alle (K3,...,Ky) € Xi eine (d — k)-

dimensionale rektifizierbare Menge.

Insbesondere gilt deshalb fiir B € B(R?) die Gleichung

w(B)=E > H"MbdE n---Nbd KN B) Ipm(Ky, ..., Kp).

Wir zeigen nun:

Satz 59 Es seien k € {1 ...,d} und X ein translationsrequlirer Poissonprozess, der auf volldi-
mensionalen Korpern konzentriert ist. Dann besitzt das Borelmafl vy eine Dichte beziiglich des
Lebesgue-Mafes, und eine Version dieser Dichte ist durch i, : R? — [0,00) gegeben. Dabei definie-
ren wir fir z € RY

(z) = [ [ [ |det(ok, (1), 0k (p)|f(K, 2 —21) ... X
Ko Ko R4 Rd

f(K, Z — l'k) Cdfl(Kl, d.%'l) e Cdfl(Kkad-Tk) Po(dKl) .o .Po(de).

Bemerkung: Aus vi(-) = 2vq () folgt fiir \g-fast alle z € RY sofort v1(z) = 71.1(2). Man nennt ~;
beziehungsweise 7171 in der Regel Oberflichen- beziehungsweise (d — 1)-te Quermafidichte von X.
Fiir nicht-stationére Partikelprozesse wurden sie von Fallert in [4] eingefithrt. Weiterhin bezeichnet
man 4 in der Regel als Schnittpunktdichte von X.

Beweis: Es sei B € B(R?). Wegen der an Satz 58 anschlieBenden Bemerkung kénnen wir vy (B)
schreiben als

w(B)=E > H"FbAE N--NbdE, N B) 1u(Ky,. .., Ky).
(Kl,...,Kk)eXQ
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Weil X ein Poissonprozess ist, ergibt sich aus Satz 58 und dem Satz von Campbell

ve(B) = é...KfHd-’f(bdKlm---mbdemB)1M(K1,...,Kk)AW)(d(Kl,...,Kk))

= [... [ [...[HIT*bDIK + 210 Nbd Ky +z), N B) X
Ko Ko R4 R4
1M(K1—i—xl,...,Kk+.Z‘k)f(K1,x1)---f(Kk,$k) )\d(dasl).../\d(dxk)x
Po(dKy) ... Py(dKp)

= [...[[... ) H"*DbdK; +210--Nbd Ky + 2N B) f(K1,21) -+ X
Ko Ko R4 R4

f(Kk, z) Aa(dr) ... Aa(dzy) Po(dKy) .. . Po(dKk).
Wie wir gleich nachrechnen werden, gilt fiir die inneren Integrale

f f'Hd’k(bdK1+x1ﬂ---ﬁbde—i—:UkﬂB) f(Kl,xl)"'f(Kk,ZL‘k) )\d(dacl)...)\d(dxk)
R4 R4

= f 1B(z) f f ’det(UKl(tl),...,UKk<tk))‘f(K1,z—tl)-~-f(Kk,Z—tk)Hd71(dt1)X
R4 bd K3 bd K,
. Hdil(dtk) )\d(dz)

Nach Anwendung des Satzes von Fubini, Satz 36 und einer einfachen Koordinatentransformation
ergibt sich namlich

[ [ HE*bAd Ky + 210 Nbd Ky + 24, N B) f(K1,21) - f(Kg, %) Aa(dr1) . .. Aal(dzy,)
R4 R4

= f...fHd*k(bdKlﬂbng—i—a:g—xl---ﬂbde—i—mk—a:lﬂB—xl)x
Rd R
J(K1,21) - f(Ky, zp)Ag(dry) . .. Ag(day)

= [...[HT*bdKiNbdKy+z2---Nbd Ky + x5 N B —31)x
R  Rd

J(K1,21) f(K2, 20 +21) - -+ f(Kg, 2 + 21) Aa(dzg) . .. Ag(dxy)
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= [ [ o | g (ts) f(Ko,ti —ta+a1) - f(Kg,t1 =t +21) X
Rd bd K, bd Ky

|det(aK1 (tl), e 0Ky (tk))’HCFl(dtk) .. Hdil(dtl) f(Kl, xl) /\d(dacl)

= f 13(2’) f f ’det(o‘Kl(tl),...,O’Kk(tk)”f(Kl,Z—tl)'” X
R4 bd K3 bd K,
F(Kp, 2z — t) HEN(dty) . . HE Y (dt) Ag(dz).

Durch erneute Anwendung des Satzes von Fubini ergibt sich dann, dass v, fiir alle k € {1,...,d}
eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles besitzt, und eine Version dieser Dichte durch v, : R — R
gegeben ist. Fiir z € R? setzen wir dabei

Ye(z) == [ ... [ .. [ |det(ok,(t1),. . 0k, (tx))|f(K,z —t1)- - X

Ko Ko bd K3 bd K},

f(K, 2z —tp) HE N (dty) ... HO Y (dt) Po(dKY) . . . Po(dKy,)

= ff f...f‘det(o‘Kl(.iCl),...,O’Kk(:vk))‘f(K,Z—:L’l)--- X
Ko Ko R4 R4

f(K, Z — l‘k) Cd—l(Kb dxl) ce Cd_l(Kk,dl‘k) Po(dKl) .. Po(de)

Hier geht ein, dass Cy_1(K,-) = H%'(bd K N ") ist, und wir haben den Satz bewiesen. O

Fiir einen beliebigen Punkt z € R¢ definieren wir wie im letzten Abschnitt ein zu X gehdrendes
Borelmaf} u, durch

pz(A) = (A, Ko) = //f(K,z —2)Eg_1(K,dx x A)Py(dK), A e B(STY).
Ko R4

Bemerkung: Wegen Satz 39 ist p. fiir Ag-fast alle z € R? endlich und eindeutig durch das Inten-
sitdtsmafl von X bestimmt.

Es habe das Maf3 i, diese beiden Eigenschaften. Wir wissen wegen Satz 34, dass wir es auch in der
Form

s (4) = / / La(ok (2)) F(K, 7 — x) Cay (K, der) Po(dK)
Ko bd K

schreiben koénnen, und wir definieren in diesem Fall das lokale assoziierte Zonoid 11(X, z) von X in
z durch seine Stiitzfunktion

WX 2),0) = [ ) s ao)
Sd—l

Bemerkung: Fiir die Definition von II(X, z) spielt nur der gerade Anteil von p, eine Rolle. Falls X
stationdr ist, stimmt %H(X ,2) fiir jedes z € R? mit dem assoziierten Zonoid von X iiberein.
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Es gilt:
Satz 60 FEs seien k € {1 ...,d} und X ein translationsregulirer Poissonprozess, der auf volldi-
mensionalen Korpern konzentriert ist. Dann gilt fiir A\g-fast alle z € R?
k!
7k (2) = g Vi(IL(X, 2)).

Beweis: Fiir j =0, ..., d und \g-fast alle z € R? gilt
V;(I(X, 2))

= L [ [ |det(ua,. .. u)|pz(dus) .. pra(duy)
Sdfl Sd—l

= Z [ [ [ [ |det(ok, (1), .., 0k, ()| f(K, 2 —21) ... %
Ko Ko R4 R4

f(K, Z — xk) Cd—l(Kla dl‘l) ce Cd—l(Kka dl’k) Po(dKl) Ce Po(de)
Dies entspricht der Definition von 7, die wir in Satz 59 angegeben haben. U

Wie schon im letzten Abschnitt ldsst sich dieser Zusammenhang zwischen Schnittdichten und kon-
vexen Korpern nun wieder verwenden, um die k-Schnittdichten fiir K = 2,...,d durch v := 1 nach
oben abzuschétzen. Es gelten ndmlich folgende Ungleichungen:

Satz 61 Es seien k € {1 ...,d} und X ein translationsregulirer Poissonprozess, der auf volldi-
mensionalen Korpern konzentriert ist. Dann gilt fir A\g-fast alle z € R¢ die Ungleichung
k! “5—1(@ k
k(2) < —F7—— m(&)".

Gleichheit gilt genau dann, wenn I1(X, z) eine Kugel ist.

Bemerkung: Fiir einen stationédren Poissonprozess konvexer Korper folgt die obige Ungleichung
schon aus Korollar 2 in [47].

Beweis: Nach Ungleichung (7.28) aus [34] gilt fiir alle K € K¢ und alle 1 < k < d die Ungleichung

Kd— k _1Kd—

(Ftim) = Wb B (),
()

wobei Gleicheit genau dann gilt, wenn K eine Kugel ist. Angewendet auf die Schnittdichten erhalten

wir daraus fiir A\g-fast alle z € R? die Abschiitzung

w(z) = RVi(I(X,2))

k! “’371(@ Vl(H(X, z))k

2k dklis_llﬂd,k

IN
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und wir haben den Satz bewiesen. O

Beispiel: Es seien eine Funktion f durch

oo RE o 0,50)
(1,...,2q) +— 14+ sin(2m(z1+ -+ xq))
und ein konvexer Kérper W durch
11

- ,]d

272
gegeben. Weiter bezeichne v das eindeutig bestimmte invariante Wahrscheinlichkeitsmafl auf SO;.
Dann definieren wir ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 Py auf g durch

Po(A) :=v({9 € SOy | 9IW € A}), A€ B(Ky).
Also ist Py das Bildmafl von v unter der Abbildung

S04 — Ko
v = 9L

W=|

X bezeichne den Poissonprozess mit Intensitdtsmaf

O(A) = / /1A(:z: +9K) f(07 2) Ag(dx) v(dV), A € B(Kyp).
SOq4 R4
Die Formverteilung von X ist dann durch Py gegeben.

Fiir z € R? und A € B(S41) gilt

p(A) = [ [ La(ogw(x)) fF(O07 (2 — 2)) Ca1(IW, d) v(dV)
S04 R4

= [ [ la@ow(x)) f(0"z — z) Cgr(W. dz) v(dd)
SO4 R4

[ S (Bu (071 A) 4 b, (91 A)) ().
S0, i=1

Die zweite Gleichung folgt aus der Rotationskovarianz von Cy_1(W,-) und die dritte Gleichung
aus der Definition von f und W. {e1,...,eq} bezeichne dabei die Standardbasis des R?. Aus der
Invarianz des Mafles v erhalten wir
,Uz(A) = NZ(QA)

fir alle o € SO4, A € B(S%™!) und 2z € R% Da auBerdem fiir alle z € R?! die Gleichung
12 (S91) = 2d erfiillt ist, ergibt sich aus der Eindeutigkeit des sphirischen Lebesgue-Mafes, dass
pr = 2dwg_q fiir alle z € RY sein muss. Damit ist TI(X, 2) fiir alle z € R? eine Kugel und X ein
nicht-stationérer Prozess, fiir den

Bl ()

dk H(’;_ 1 Rd—k

m(2)"

Y (2) =

fiir alle k € {1,...,d} auf ganz R? gilt.

Bemerkungen:
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a) Man kann auch einen stationdren, nicht-isotropen Prozess mit derselben Eigenschaft konstru-
ieren.

b) Fiir die verallgemeinerten lokalen mittleren NormalenmafBe p.(A,.A) von X mit A € B(S91)
und A € B(Ky) gilt

d
pe(AA) = [ 1a@W) Y (6071 4) + 8 (07 4)) (@),
S04 =1

Aus der Invarianz von v ergibt sich also ebenfalls

12 (04, 0A) = (A, A)

fir alle p € SOy4. An diesem Beispiel sieht man somit, dass eine Verallgemeinerung von
Satz 43 auf beliebige translationsreguliare Partikelprozesse, die auf volldimensionalen Kérpern
konzentriert sind, nicht moglich ist.

5.3 Schnitte mit affinen Unterrdumen

Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben, steht das assoziierte Zonoid eines stationédren Partikelprozesses
X in engem Zusammenhang mit verschiedenen geometrischen Groflen. Der Wert seiner Stiitzfunk-
tion an der Stelle u € S%! liBt sich beispielsweise als Intensitit des stationiiren Punktprozesses
interpretieren, der durch X auf der Geraden {au | @ € R} induziert wird. Ein analoges Resultat
soll nun auch fiir nicht-stationére Partikelprozesse gezeigt werden.

Es sei X ein translationsregulérer Partikelprozess, der auf volldimensionalen konvexen Korpern
konzentriert ist. Weiter seien 1 < k < d und z € R% Weiter sei L € E% ein k-dimensionaler
linearer Unterraum des R?. Wir interessieren uns nun fiir das mittlere (k£ — 1)-te Hausdorff-Maf8 des
Schnittes der Rénder der Partikel von X mit z + L in einer beliebigen Borelmenge B C B(L + z).
Dazu betrachten wir das Maf}

viiz(B):=E > H"'Bn(z+L)NbdK), BeB(L+z).
KeX

Bemerkungen:

a) Es sei K € Kp mit dim K = d. Aus Theorem 1.4.1 in [48] folgt, dass (z + L) N (z + bd K)
fiir \g-fast alle z € R? nicht nur H*~!-messbar sondern auch H*~!-rektifizierbar ist. Hat eine
Menge diese beiden Eigenschaften, so haben wir sie in Kapitel 2 auch (k — 1)-dimensionale
rektifizierbare Menge genannt. Definieren wir

M :={K' € K| (z+ L)Nbd K'ist eine (k — 1)-dimensionale rektifizierbare Menge},
so erhalten wir aus dem Satz von Campbell

E S LK) = [ [ Lue+ K) f(K,2) Aa(de) Bo(dK)
KeX Ko R4

= 0.
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Damit ist (z + L) N bd K fast sicher fiir alle K € X sowohl H*~!-messbar als auch H*~-
rektifizierbar.

Insbesondere ist also

vi4:(B)=E > H" (BN (24 L) N bdK)1y(K).
KeX

b) Die Messbarkeit der Abbildung
K—H"" (BN (z+L)NbdK)1u(K)
von K nach R zeigt man mit Satz 19 und Korollar 2.1.4 aus [48].

Beispiel: Ist k = 1, so entspricht vy .(B) gerade der mittleren Anzahl von Schnittpunkten der
Geraden z + L mit der Menge
J bdk,

KeX
die in B liegen. Ist X stationéir und Ap4.(B) = 1, so handelt es sich bei vp4.(B) um die Inten-
sitédt des stationdren Punktprozesses, der entsteht, wenn wir die Geraden L + z mit obiger Menge
schneiden. Aufgrund der Stationaritit ist sie unab#ngig von z.

Wir zeigen nun:

Satz 62 Es seien k € {1,...,d—1}, z € R? und X ein translationsregulirer Partikelprozess, der
auf volldimensionalen Korpern konzentriert ist. Weiter seien L € Lg und {v1,...,vq-} C Sd—1
eine Orthonormalbasis von L. Dann ist vr, . absolutstetig beziiglich Ary., dem Lebesque-Maf auf
L + z, und eine Version der Dichte ist durch iy, : L+ z — [0,00) gegeben. Dabei definieren wir
firye L+ z
Yo+2(y) = |det(w,v1, ..., v4—)|py(du).
gd—1

Beweis: Aus dem Satz von Campbell folgt nach einem dhnlichen Zwischenschritt wie am Anfang
des Beweises von Satz 59

Viyz(B) = //Hkl(B N(L+2)N bdK +z)f(K,z) \g(dz)Po(dK). (%)
Ko R4
Es seien zuniichst B € B(L + z) beschrinkt und W C L ein Wiirfel mit B C int W + z. Dann gilt
HYBNL+:2NbdK+2)=H"YBNW+2n0bdK +z).

Auf das innere Integral in (%) kénnen wir Satz 31 anwenden. Mit m = 1, My = z + W, ng = k,
Mi = bd K und n; = d — 1 erhalten wir dann

[HYBN(z4+W)NbdK + ) f(K,z) \i(dz)
R4

= | [ 1pldet([ox ()], WH)| f(K,y — 2) H' (dz) Hi(dy)
z+W bd K

= f 15(y) f |det(o g (), v1,. .., va—p)| FIK,y — x) HO ™ (dx) Apy 2 (dy).
2+L bd K
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Nach Anwendung des Satzes von Fubini folgt mit der Definition von p, die Gleichung

vee(B) = [ 1a) [ ldettuson o) ) A (dy).
z+L Sd—l

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz iibertragt sich diese Gleichung auf beliebige Borel-
mengen, und wir haben den Satz bewiesen. ]

Bemerkung: Es seien k = 1 und L := {su | s € R} fiir ein v € S9!, In diesem Fall ergibt sich fiir
Ag_1-fast alle z € [ut] und A;-fast alle s € R die Darstellung

Yitz(z+su) = [ |det(v,v1,...,04-1)] fopsu(dV)
Sd—l
= f ‘<Ua u>‘ Mz—i—su(dv)
Gd—1

= h(II(X,z + su),u)

Dies ist eine Verallgemeinerung des entsprechenden Resultates aus Kapitel 3 fiir stationére Parti-
kelprozesse.

5.4 Das mittlere sichtbare Volumen

Im dritten Kapitel haben wir gesehen, dass das mittlere sichtbare Volumen eines stationéren
Poissonprozesses proportional zum Volumen des Polarkorpers des assoziierten Zonoids ist. Aufler-
dem 148t sich das Produkt von mittlerem sichtbarem Volumen und Schnittpunktdichte durch die
Blaschke-Santal6-Ungleichung und ihre Inverse sowohl nach oben als auch nach unten abschétzen.
Diese Ergebnisse sollen im Folgenden ebenfalls auf nicht-stationére Poissonprozesse iibertragen wer-
den.

Es sei X ein translationsreguldrer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der auf volldimensionalen
konvexen Korpern konzentriert ist. Aulerdem gelte im gesamten Abschnitt

(K)Po(dK
(@) V3 (K)Po(dK) < o0
Ko

fir alle z € R und j = 0,...,d.

Bemerkung: In diesem Fall ist p, fiir jedes z € R? endlich und eindeutig durch das Intensitéitsmafl
von X bestimmt.

Es sei Z := Zx das von X erzeugt Booleesche Modell und u € S~ 1. Fiir z € R¢ definieren wir den
Abstand von z zu Z in Richtung w als

o) (2, Z) := inf{t > 0] (z + [0,tu)] N Z) # 0},
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wobei wir inf () := oo setzen. Dabei sei wie iiblich
[0, u] := conv {0, u}
die Strecke zwischen 0 und .

Liegt z ¢ Z, so ist der von z aus sichtbare Bereich auflerhalb von Z, kurz S.(Z), eine sternférmige
Menge, und sein Volumen kann durch

d
gd—1

Va(S:(Z)) = / dio,u) (2, Z)* wy—1(du)

berechnet werden. Die Definition einer sternférmigen Menge und die Formel fiir ihr Volumen finden
sich auf Seite 416f in [29]. Das mittlere, vom Punkt 2 € RY aus sichtbare Volumen auBerhalb von
Z, kurz Vi(Z, z), ist dann

Vi(Z,z) = E(Va(S:(2)) |z ¢ 2)
— éde_’l E(d[oyu}(z,Z)d | 2 & Z) wq_1(du).
Es gilt:
Satz 63 Es seien X ein translationsrequldrer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der auf volldi-

mensionalen Korpern konzentriert ist, Z das von ihm erzeugte Boolesche Modell und v € S%~1.

Weiter gelte
/ max f(x)V;(K)Py(dK) < oo
z€(z—K)
Ko

fiir alle z € RY und j = 0,...,d sowie fiir Po-fast alle K € Ko, dass sie keine zu [0,v] parallele
Strecke im Rand enthalten. Dann gilt

P(d[o,v](zvz) <t | z g Z)

t
= l—exp{—[ [ / flz4 sv—z) (v, —og(x)) Cq—1 (K, dz) Po(dK) M1 (ds)}.
0 Ko {z€bd K|{v,0x (x))<0}

Weiter ist genau dann
1
f(z+sv—21)(v,—ok(z)) Ci_1(K,dx) Po(dK) = §h(H(X7 z + sv),v),
Ko {z€bd K|{v,0x(z))<0}

wenn v senkrecht auf dem Schwerpunkt von pi,4¢, steht.

Beweis: Aus Bemerkung 3.1 in der Arbeit von Hug, Last und Weil iiber die verallgemeinerte Kon-
takverteilung inhomogener Boolescher Modelle ([13]) ergibt sich fiir die bedingte Verteilung von
djo,v)(2, Z) der Ausdruck

IP>(d[0,v](‘zaz) <t | z ¢ Z) =

d—1 ,
1—exp{>] (dgl)td_l_J [ | fl+ty+2)0,4—;(—K,[0,v];dx x dy) Po(dK)}.
Jj=0 Ko Rdx R4
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Die dabei auftretenden relativen Stiitzmafle ©;4_; werden sowohl von Kiderlen in Kapitel 2 sei-
ner Dissertation iiber Schnittmittelungen und dquivariante Endomorphismen ([16]) als auch von
Kiderlen und Weil in Abschnitt 5 von [17] behandelt.

Bevor wir mit dem Beweis fortfahren, benttigen wir noch folgende Definition: Zwei Polytope L, M €
K sind in relativer allgemeiner Lage (siehe Seite 16 in [16] fiir eine allgemeine Definition dieses
Begriffs), wenn fiir alle v € S9! gilt

dim (L + M)(u) = dim L(u) + dim M (u).

Fiir K € K bezeichnet dabei K(u) := K N {z € R?| (x,u) = h(K,u)} die Stitzmenge an K mit
duferer Normalen u. Insbesondere sind also K € K und [0, u| in allgemeiner Lage, wenn K keine
zu u paralle Strecke in seinem Rand hat.

Nach Formel (5.5) auf Seite 320 in [17] haben die relativen Stiitzmafie fiir Polytope L, M € K in
relativer allgemeiner Lage folgende Form:

d—1
( . >®j,d_j(L,M;-) =y > [EGIMMu(F + G, L+ M)A\ ®Ag.
J FE]:J'(L) GE]:d_l_j(M)

Hier bezeichnet u(F + G, L+ M) die &ulere Normale der (d — 1)-Seite F' + G des Polytops L+ M.

Da die MaBe ©; 4—;(L, M;- x -) schwach stetig von L und M abhéngen, ergibt sich mittels Appro-
ximation durch Polytope fiir beliebiege konvexe Korper, dass

©ja—i(K,[0,v];- x-)=0 firj=0,...,d—3

ist. Fiir Polytope K gilt auBlerdem, dass h([0,v],u(F + [0,v], K + [0,v])) = 0 fiir alle F' € F4_9(K)
ist, da u(F + [0,v], K + [0,v]) = v gilt. Also ist

O4-22(K,[0,v];- x ) =0.
Auch dieses Ergebnis iibertrigt sich auf beliebige konvexe Korper K € K. Damit erhalten wir
P(di(2,2) <12 ¢ 2)
=1 —exp{—j J J f(z+sy+z)B4_11(—K, [0,v]; dz x dy) Po(dK) Ai(ds)}.
0 Ko bd (—K)x bd [0,]
Aus h([0,v],-) = max{(v,-),0} folgt, dass der Gradient von h([0,v], ) fiir 2 € R? durch

Vh([0,u], ) (z) = { 8: i:ﬁ: g:zi z 8

gegeben ist. Sollte (z,v) = 0 sein, so ist h(]0,v], z) nicht definiert. Zusammen mit Formel (5.9) aus
[17] (sieche Lemma 2.5 in [16]) ergibt sich damit

B(dg,(2,2) < t| 2 ¢ Z)

t
= l-exp{—[ [ i fz+sv—2)(v,—ok(x)) Cqg_1(K,dz) Po(dK) A\ (ds)}
0 Ko {z€ bd K|(u,0k (z))<0}
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Fiir ein beliebiges Borelma$ ;i auf S~ ! und festes v € S1 gilt

1
3 [l = [ wwud = [ e = o
Sd—1 {ueSe=1|{u,w)<0} Sd—1
und wir haben den Satz bewiesen. O

Bevor wir nun versuchen, unsere Resulate fiir das mittlere sichtbare Volumen zu formulieren, miissen
wir zunichst einige abkiirzende Schreibweisen einfithren. Deshalb definieren wir fiir festes zy € R?
und u € S%1 die Abbildungen

H,u(t) = j J i f(z0+ su—x) (u, —ox(x)) Cq_1 (K, dx) Po(dK) A1 (ds),
0 Ko {z€bd K|{u,0x (z))<0}
€ [0, 00),
und
hog u(t) = / / F(z0 + tu — 2) (u, —o i (@) Car (K, de) Po(dK), £ € [0, 00).

Ko {z€ bd K|(u,0x (x))<0}
Nach Satz 7.18 in [10] besitzt das durch die Verteilungsfunktion
ts1—e fou® ¢ e0,00),
auf [0, 00) definierte Wahrscheinlichkeitsmafl eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles, die durch
t i Ry a(t) e Hon® [0, 00),

gegeben ist. Damit ergibt sich aus Satz 63
o0
E(djo.u(20,2)" | 2 & Z) / 19 hsg (1) e 0B X, ().
0

Weiterhin gilt fiir alle v € S4! und alle ¢ > 0 sowohl
haou(t) < R(II(X, 2 + tu), uw)
als auch .
haou(t) = SRUILX, 2+ tu),u) - <= / oy (dv) Lu
gd—1

Nun lésst sich folgender Zusammenhang zwischen dem mittleren sichtbaren Volumen und den
assoziierten Zonoiden herleiten:

Satz 64 FEs seien X ein translationsrequldrer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der auf volldi-
mensionalen Korpern konzentriert ist, und Z das von X erzeugte Boolesche Modell. Weiter gelte

max f(x) V;(K)Py(dK) < oo
z€(2—K)
Ko
fiir alle z € R* und j = 0,...,d sowie fir wg_i-fast alle u € S¥ 1, dass Py-fast alle K € K keine
zu [0,u] parallele Strecke im Rand enthalten. Es seien zg € R und p., zentriert. Weiter seien
wa—1-fast alle w € ST die Bedingungen
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a) hsgu(t) > 0 fiir \-fast alle t > 0,
b) hay. ist stetig differenzierbar und

c) firj=1,...,d ezistiere ein aj € [0,00), so dass fir alle b > a; das Integral

b

SR (8

/ ’fdh@gl e~ or O (dt) 2 0
Z0,U

0

1st,

erfillt. Dann gilt
Vi(Z, 20) > 2% d' Vy(TI(X, 20)°).

Bemerkungen:

a) Die zusitzliche Bedingung an Py ist zum Beispiel dann erfiillt, wenn das Mafl auf strikt
konvexen Korpern konzentriert ist.

b) Ist X stationir, so gilt fiir alle zg € R, u € S9! und ¢ € [0, 00) sowohl
Hoyu(t) =1 — e MU als auch  hyy o (t) = R(I(X), u).
Die Bedingungen a), b) und c) in Satz 64 sind also alle erfiillt. Wie man an der Herleitung auf
Seite 160f in [34] sieht, kann man in diesem Fall auf die Bedingung verzichten, dass Py-fast

alle K € Ky keine zu [0, u] parallele Strecke im Rand enthalten.

c) Gleichheit gilt zum Beispiel dann, wenn H, ,, linear fiir wy_1-fast alle u € 591 ist. Dies ist
bei einem stationéren Prozess der Fall.

d) Erinnerung: Es sei K € Ky beliebig. Der Polarkérper K° von K ist definiert als
K°:={z eR?| (x,y) < 1fir alley € K},

und es gilt

)\d(Ko)zé / WK, u) " wyy (du).
Sd—1

Beweis: Da u € S9! zunéchst fest ist, schreiben wir im Folgenden kurz H beziehungsweise h statt
H,, ., und h,,,. H ist invertierbar, da es nach Voraussetzung streng monoton wachsend ist. Damit
ergibt sich aus Abschnitt 10.7 in [37] {iber die Ableitung der Umkehrfunktion und Abschnitt 11.3
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in [37] iiber die partielle Integration
E(dj,(2, 2)? | 2 € Z) = [t h(t) e H® X (dt)
0

=H 1(logs 1
08 i [ Y (<logs)t h(H Y (~logs)) (H~1Y(~logs) Ay (ds)
| ——

z—07,

_ 1
T h(H—1(—logs))

1
= lin%)fH_l(—logs)d)\l(ds)

part. tnt. lim (s H~" (—logs)"J3=;
>0
1
+d linbfH‘l(—logs)d_l(H_l)’(—logs) A1(ds)
1
> dlin%fHfl(—logs)dfl(Hfl)'(—logs) A1(ds).

Da aus Bedingung c) folgt, dass ein 2 € (0,1) mit der Eigenschaft

| B (logs)7 (H-1Y (—logs)i~! (H~1)"(~logs) Au(ds) = 0

xT

fir alle x < zg und j = 1,...,d existiert, erhalten wir weiter

Edou(=.2)" | ¢ 2) > dlim [s H(<logs)~! (1) (~logs) =}
1
+d(d—1) lirr%] [ H=(~logs)?2 (H~1)(~logs)? A1 (ds)

1
+d 1irr6fH_1(—10gs)d_1 (H=1)"(~logs)? A1 (ds)

>0wegen c)

v

d(d—1) ligr(l)jH1(—10g$)k2 (H=1)(~logs)? \1(ds)

(Wiederholung des letzten Schrittes)

v

1
d! lin%) J(HY (~logs)®Ai(ds).
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Wegen c¢) gilt auBerdem

d! lim }(H‘l)’(—logs)d)\l(ds) = d'lim[s (H™')"(~logs)¥5=]

T
=07, x—0

+dl'd lim fl(H_l)’(flogs)d_l(H_l)”(flogs))\l(ds)

z—07

-~

>0wegen c¢)
> dl(HY(0)!
= )’

— d!(ih(l'[i,u))d'

Fiir das sichtbare Volumen ergibt sich damit

ViZ2) = 3 [ E(dju(20,2)"| 20 & Z) wa—1(du)
gd—1

20dt g [ (m)dwd—l(du)

gd—1

v

= 2d d! Vd(H(Xa 20)0)7

und wir haben den Satz bewiesen. U

Bemerkung: Lassen wir in Satz 64 die Bedingung weg, dass p,, zentriert ist, so erhalten wir mit
denselben Methoden die Abschiitzung Vi(Z, z0) > d! Vy(TI(X, 20)°).

Beispiel: Es sei X ein Poissonprozess mit Py = dga und f(z) = el®l’, 2 € R%, wobei | - || die
euklidische Norm bezeichne. Weiter sei zg = 0. Dann gilt sowohl

/ v pp(dv) = / vellol® wg—1(dv) =0
Sd—1 Sd—1

als auch fiir beliebiges u € S?~1 und ¢ € [0, 00) die Abschiitzung

h(t) = / elltutoll* (4 0) wy_1 (dv) > 0,
{ve S9=1{(u,v)>0}
und nach [10], 4.9 und U 4.6, ist h,, stetig differenzierbar. Wegen
[tu + v||* = £2||u||® + 2tw+HvH2 i 2+ 2t(u,v) + 1
>0

gilt fiir die Ableitung

. (t) = / (2t + 2(u, v)) eI (4 v) wy_ (dv) > 0.

{ve S4=1|(u,v)>0}
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Damit erfiillt X an der Stelle zy = 0 die Vorausetzung des letzten Satzes, und das mittlere sichtbare
Volumen kann nach unten abgeschétzt werden.

Korollar 7 Es seien zg € RY, X ein translationsregulirer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der
auf volldimensionalen Korpern konzentriert ist, und Z das von X erzeugte Boolesche Modell. Sind
alle Vorausetzungen von Satz 64 erfillt, so gilt

Vi(Z, 20) va(z0) > d 4%

Beweis: Die Behauptung ergibt sich direkt aus der inversen Blaschke-Santal4-Ungleichung fiir Zo-
noide (siehe Satz 12), Satz 64 und den Ergebnissen fiir die Schnittdichten aus dem letzten Abschnitt.
Die Ungleichung besagt ndmlich, dass fiir ein beliebiges Zonoid K € Ky gilt

4d
M) M%) > T

In unserem Fall ergibt sich damit
— d!
Vi(Z, 20) va(20) > 2% d! Va(TI(X, 20)°) ga Va(lI(X, 2)) > d! 44,

und wir haben das Korollar bewiesen. O

In anderen Fillen ist eine Abschétzung des sichtbaren Volumens nach oben moglich:

Satz 65 Es seien 29 € R, X ein translationsregulirer Poissonprozess mit stetiger Dichte, der auf
volldimensionalen Kdrpern konzentriert ist, und Z das von X erzeugte Boolesche Modell. Weiter
seien alle Vorausetzungen von Satz 64 erfillt, wobei ¢) durch folgende Bedingung c*) ersetzt wird:
Firj=1,...,d existiere ein aj € [0,00), so dass fir alle b > a; das Integral

b

R (t

/ tdhéi e~o0u0) (df) < 0
20,U

ist. Dann gilt
Vi(Z, 29) < 2% d! Vy(TI( X, 29)°).

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 64. g

Bemerkung: Auch hier gilt Gleichheit beispielsweise dann, wenn H, , linear fiir wqg_;-fast alle
u € S91 ist. Stationire Poissonprozesse erfiillen diese Bedingung ebenso wie a), b) und c*).

Beispiel: Es sei X ein Poissonprozess mit Py = dga und f(z) = e 1eI° 2 € RY, wobei || - || die
euklidische Norm bezeichne. Weiter sei zg = 0. Dann gilt

/ u po(du) = / we P oy (du) =0,

Sd—1 Sd—1
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po ist also zentriert. Desweiteren ist fiir beliebiges u € S%~! und ¢ € [0, c0)
hy(t) = / e lltutoll® (u, v) wg—1(dv) > 0.
{ve S4=1|{u,w)>0}
Nach [10], 4.9 und U 4.6, ist h,, auBerdem stetig differenzierbar. Wegen

ltu + v||? = 2[jul|® + 2t (w,0) +|0||> = >4 2t{u,v) + 1
—— u,peSd—1

>0

gilt fiir die Ableitung
B (t) = — / (2t + 2(u, v)) e 11 (4 v) wy_y (dv) < 0.
{ve Sa=1|{u,w)>0}

Damit erfiillt X an der Stelle zg = 0 die Vorausetzung des letzten Satzes, und das mittlere sichtbare
Volumen kann nach oben abgeschétzt werden.

Korollar 8 Es seien zg € R?, X ein translationsrequlirer Poissonprozess mit stetiger Dichte,
der auf volldimensionalen Kdorpern konzentriert ist, und Z das von X erzeugte Boolesche Modell.
Weiter seien alle Voraussetzungen von Satz 65 erfillt. Dann gilt

‘_/S(Z, Z()) ’Yd(ZO) S (d' /id)Q.

Beweis: Die Aussage ergibt sich aus Satz 65, den Ergebnissen fiir die Schnittdichten aus dem
letzten Abschnitt und der Blaschke-Santalé-Ungleichung (siehe Satz 10). Sie besagt, dass fiir einen
beliebigen konvexen Korper K € Ky gilt

Ma(K) Ag(K°) < K2

g

Bemerkung: Es sei X ein stationédrer Poissonprozess und Z das von X erzeugte Boolesche Modell.
Aus den letzten beiden Korollaren erhalten wir dann die beiden Ungleichungen

d'4¢ < Vi (Z, 20) va(z0) < (d! kq)?,

die wir schon in Kapitel 3 erwihnt hatten. Dabei hingen Vi (Z, z9) und v4(2o) nicht von zg € R? ab.
Die in diesem Abschnitt durchgefiihrten Untersuchungen verallgemeinern also die schon bekannten
Resulate fiir stationdre Poissonprozesse.

5.5 Eine Verallgemeinerung der Schnittdichten

Die Definition der MaBle v, , und vy, k € {1,...,d}, werden wir im Folgenden erweitern und sehen,
dass die verdnderten Mafle zu den verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmafen in enger
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Beziehung stehen.
Messbarkeitsfragen behandelt man wie in den Abschnitten 2 und 3.

Es sei X ein translationsreguldrer Poissonprozess, der auf volldimensionalen Korpern konzentriert
ist. Fiir B € B(RY), k € {1,...,d} und Ay,..., A, € B(Ko) definieren wir ein MaB vy (A1, ..., A, )
durch

Vk(Ala'-'aA/mB) =

E 3 T, (K — s(Ky)) .. 14, (K — s(Kg)) HEF(bdKy N -+ - N bdKy N B).

(Klz--ka)EXi

Bemerkung: Wahlen wir speziell A1 = -+ = A, = Ky, so ergibt sich gerade das Mafl v, aus Ab-
schnitt 3.

Analog zur Herleitung in Abschnitt 3 erhalten wir folgende Aussage:

Satz 66 FEs secien k € {1,...,d}, Ai,..., Ax € B(Ky) und X ein translationregulirer Poissonpro-
zess, der auf volldimensionalen Kéorpern konzentriert ist. Dann besitzt das Mafl vi(Ay, ..., Ag,*)
eine Dichte beziiglich des Lebesque-Mafles, und eine Version v (A1, ..., Ak, ) dieser Dichte ist fir
z € R durch

’}/k»(.Al,...,.Ak,Z) = f 1A1(K1)... f 1Ak(Kk’) f f |det(0K1(t1),...,O‘Kk(tk))’X
’CO ’CO bdKl bde

f(Ky, 2 —t1) ... f(Kg, 2 — i) HE N (dtg) . .. HAN(dty) Po(dKY) .. . Po(dKy)

= flAl(Kl)---flAk(Kk)f---f|det(UK1<m1)7---aUKk(-rk»’X
Ko Ko Rd  Rd

f(Ky,z = m1) .o f(Kg, 2 — ag) Caaa (K, dwy) - . Gy (K, dag) Po(dKy ) X

.. Po(dK},)
gegeben.
Es seien A € B(Kp) und z € R? Wir definieren
(A ) = e(A, .. A, ),
(A, 2) = 7(A, ... A, 2)

und ein Zonoid II(X, A, z) durch seine Stiitzfunkion

B(II(X, A, 2),u) = / (o) (A, d),  we S,
S’d—l

falls p, endlich ist. Wie in Abschnitt 3 kann man nun folgenden Satz zeigen:
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Satz 67 Es scienk € {1,...,d} und X ein translationregulirer Poissonprozess, der auf volldimen-
sionalen Korpern konzentriert ist. Dann gilt fiir alle A € B(Kg) und \g-fast alle z € R?

WA 2) = BVII(X, A, 2)

und

klkk d
%(A,Z)ﬁ Lk kd_ll(k) ’Yl(sz)k‘
d Rg Rd—k

Gleichheit gilt genau dann, wenn I1(X, A, z) eine Kugel ist.

Selbstverstindlich kénnen wir ebenfalls die Mafle 1/,’67 i verallgemeinern, indem wir fiir k € {1,...,d}
und Ay, ..., Ay € B(Ko) ein MaB v ; (Ai,..., Ay, ) durch

Vllv,k(Alv ceey Ak, B) =

E Z 1A1(K1—S(Kl))...lAk(Kk—S(Kk))éd_k(Klﬂ---ﬁKk;bdKlﬂ-'-ﬁbdeﬂB),
(K1, K )eXE

B € B(RY), definieren. Wie in Abschnitt 2 dieses Kapitels zeigt man:

Satz 68 FEs seien k € {1,...,d}, Aj,..., Ar € B(Ky) und X ein translationregulirer Poisson-
prozess, der auf volldimensionalen Korpern konzentriert ist. Dann besitzt u,g7k(A1, ooy Ak, o) eine
Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafes, und eine Version 7 . (A1,..., Ax,-) dieser Dichte ist fir

2 € R durch

Yor(AL AR 2) = [l (K)o [ 14 (Ke) [ f(Ky 2 —21) . f(Ke 2 — ) X
Ko Ko (Rd)k

o (K. Ky d(@, .. 2) Po(dKY) . Po(dKy).
gegeben.

Definieren wir fiir A € B(Kg) und z € R?

und

’yllf,k("éh Z) = 7k’(-’47 s 7-’47 Z),

so lasst sich auch in diesem Fall wieder ein Zusammenhang zwischen diesen Schnittdichten und
den gemischten Funktionalen eines konvexen Korpers herleiten. Erfiillt ndmlich das Maf p (A, -)
fiir ein 2z € RY die Voraussetzungen des Existenzsatzes von Minkowski, so existiert ein eindeutig
bestimmter konvexer Kérper B(X, A, z) € Ko mit (d — 1)-tem Oberfachenmaf p,(\A, ).

Wie im zweiten Abschnitt dieses Kapitels beweist man:
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Satz 69 Es seien k € {1,...,d}, A € B(Ky) und X ein translationregulirer Poissonprozess, der
auf volldimensionalen Korpern konzentriert ist. Dann gilt

d—k
Vllﬁzk(A’ Z) = Vd(—l,..).,d—l(B(Xﬂ 'Aa 2)7 RN B(X7 A? Z))
fiir alle z € RY, an denen B(X, A, z) existiert, und
Ter(A4,2) < (2711(A, 2))*

fiir alle z € RY.

Bemerkung: Die anderen Ungleichungen, die in Abschnitt 2 gezeigt werden, lassen sich ebenfalls
tibertragen.

In den letzten beiden Kapiteln haben wir sowohl Theorem 1 als auch Formel (15) aus [31] auf Prozes-
se konvexer Partikel iibertragen. In Theorem 2 aus [31] werden beide Aussagen zusammengefiihrt,
und man erhélt die Aussage, dass alle Schnittdichten eines translationsreguldre Hyperebenenpois-
sonprozesses mit stetiger Dichte genau dann auf ganz R? proportional zueinander sind, wenn der
Prozess stationér und isotrop ist.

Um ein entsprechendes Resultat fiir Poissonprozesse konvexer Partikel zu erhalten, miisste man
Satz 67 beziehungsweise 69 mit Satz 43 oder 44 aus dem letzten Kapitel verbinden kénnen.

Mangels entsprechender Ungleichungen fiir die gemischten Funktionale konvexer Korper ist in Satz
69 noch keine Charakterisierung des Gleichheitsfalles méglich und damit auch keine Antwort auf
die Frage, fiir welche Klasse von Prozessen er vorliegt.

Die in Satz 67 auftretenden Schnittdichten ~x(A,-) hingen nur vom geraden Anteil der Mafe
(-, A) ab. Deshalb ist Gleichheit fiir alle z € R% und A € B(Kp) in diesem Fall gleichbedeutend
damit, dass der gerade Anteil von ,(+,.A) ein rotationsinvariantes Maf} ist. Ob und welche Riick-
schliisse dann auf den zu Grunde liegenden Prozess moglich sind, ist noch offen. Aber Satz 44 legt
die Vermutung nahe, dass Gleichheit nur fiir stationédre Prozesse von Kugeln gelten kann.



Kapitel 6

Quermafidichten inhomogener
Zylinderprozesse

6.1 Motivation

Unser letztes Ziel ist es, die bisher hergeleiteten Resultate auf Zylinderprozesse zu iibertragen
und so die Ergebnisse fiir Hyperebenenprozesse von Schneider aus [31] und fiir Prozesse konvexer
Partikel aus den letzten beiden Kapiteln zusammenzufiihren. Erinnern wir uns deshalb zunéchst
noch einmal an die Definition der Mafe V,'C’k, némlich

Vir() =E > g p(KiN--- N Kg,-Nbd Ky N---Nbd Kp).

(1(17--~7K1c)€)(§E
Fiir Poissonprozesse konvexer Partikel X haben wir mittels des Satzes von Campbell und translati-
ver Integralformeln fiir die Mafle ®,_; gezeigt, dass 1//,’47/,C eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles
besitzt, und eine Version dieser Dichte angegeben.

Die in dieser Arbeit bisher nur fiir konvexe Korper definierten Kriimmungsmafe lassen sich, da sie
lokal erkldrt sind, sehr einfach auf Zylinder tibertragen (siehe Abschnitt 4.3 in [33]). Die von uns
benotigten translativen Integralformeln (Verallgemeinerungen der Ergebnisse aus dem Abschnitt
iiber Integralgeometrie im ersten Kapitel) finden sich in der Literatur allerdings noch nicht in
ausreichend allgemeiner Form.

Eine entsprechende Formel fiir den Spezialfall eines einzelnen Zylinders wird in einer Arbeit von
Schneider und Weil iiber translative und kinematische Integralformeln fiir KritmmungsmafSe ([32])
gezeigt. Die Herleitung in diesem Kapitel folgt dem Beweis von Theorem 2 in [32].

Danach werden wir diese integralgeometrischen Formeln dazu benutzen, gemischte Quermafidichten
fiir inhomogene Zylinderprozesse und die von ihnen abgeleiteten Booleschen Modelle zu berechnen.
Zum einen fithren wir dadurch analoge Resultate von Fallert fiir nicht-stationdre Partikel- und
Ebenenprozesse aus [3] zusammen und verallgemeinern zum anderen Ergebnisse von Davy fiir
stationéire und isotrope Zylinderprozesse aus [2].

Der Ubertragung unserer bisherigen Resultate auf Zylinderprozesse ist dann das letzte Kapitel
gewidmet.

115
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6.2 Definitionen

Zunéchst sollen die Begriffe Zylinder und Zylinderprozess definiert werden; die Bezeichnungen und
Schreibweisen orientieren sich an einer Arbeit von Weil iiber Punktprozesse von Zylindern, Parti-
keln und Ebenen ([38]).

Es seien also d > 2 eine natiirliche Zahl und ¢ € {0,...,d — 1}. Im Zusammenhang mit den
g-Ebenenprozessen haben wir die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt, die wir auch hier weiter
verwenden wollen: L’Z bezeichne die Menge aller ¢g-dimensionalen linearen Unterriume des R? und
Eg die Klasse aller g-dimensionalen affinen Unterriume des RY.

Unter einem Zylinder Z mit Basis K € K und Richtungsraum L € Eg verstehen wir nun die
Minkowski-Summe

Z=K+1L,

wobei K C Lt sein soll. Mit Zg beziehungsweise Z;{D soll im Folgenden die Menge aller Zylinder
mit g-dimensionalem Richtungsraum beziehungsweise die Menge aller Zylinder mit g-dimensionalem
Richtungsraum und Basis K € K mit Steinerpunkt s(K) = 0 bezeichnet werden. Wir versehen beide
Mengen mit der durch die Topologie der abgeschlossenen Konvergenz induzierten Spurtopologie.

Folgende Aussage werden wir spéter einmal bendtigen:

Satz 70 Konvergieren (K;+L;)ien C Z(‘I{O gegen K+L € Zg,o in der Topologie der abgeschlossenen
Konvergenz, so konvergiert K; gegen K beziiglich der Hausdorff-Metrik und L; gegen L in der
Topologie der abgeschlossenen Konvergenz.

Beweis: Es sei (K; + L;) C Z;{O eine Folge von Zylindern mit K; + L;, — K + L € Z;{O. 53
ist kompakt und metrisierbar (nach Satz 10.13 in [26]), also existiert eine konvergente Teilfolge
(L;, ) mit Grenzwert L'. Falls L' # L ist, existiert ein u € S%1, sodass au € L'\ L liegt fiir alle
a € R\ {0}. Es sei nun a # 0 fest. Dann existiert eine Folge (I;,,) mit l;, € L;,, und [;,, — au.
Da nach Voraussetzung 0 € K;,  fiir alle m € N gilt, muss au € K + L ebenfalls erfiillt sein.
Insbesondere exitieren 0 # k € K und [ € L mit u = k + [. Weil die entsprechenden Darstellungen
wegen K | L eindeutig sind, ergibt sich daraus au = ak + al. Damit muss aber ak € K fiir alle
a € R gelten, was einen Widerspruch zur Kompaktheit von K darstellt. Also gilt L' = L.

Annahme: (K, ) konvergiert nicht gegen K in der Haussdorff-Metrik. Dann sind zwei Situationen
moglich:

a) Es existieren ein € > 0 und eine Folge (k;,) mit k;, € K; , d({k;, }, K) > € fir alle n € N und
(in) C (im). Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass k;, gegen ein k konvergiert.
Fiir alle v € S9! N L existiert eine Folge (I;, ) mit l;, € L;,, n € N, und l;, — u. Daraus
folgt, dass (u, k) = lim, .o (l;, , ki, ) = 0 gilt. Also ist k € L*. Da andererseits aber k € K + L
ebenfalls gelten muss, folgt k¥ € K im Widerspruch zur Konstruktion von k.

b) Es existieren ein € > 0 und ein k¥ € K mit d({k}, K;,) > € fiir eine Teilfolge (iy) C iy,. Dann
gibt es ebenfalls Folgen (k;,), (I;,) mit k;, € K;,, l;, € Li,, ki, — k' € L+, l;, —1I' € L und
ki 41, =k Ausk/+1'=kel=k—k € L, folgt I’ =0 und k = k¥’ im Widerspruch zur
Wahl von &.
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Damit konvergiert K; in der Hausdorff-Metrik gegen K.

Es sei nun € > 0 fest. Falls eine Teilfolge (i;) mit d(K;;, K) > ¢, j € N, existiert, kénnen wir wegen
der Kompaktheit von Eg ohne Einschréinkung annehmen, dass L;; gegen L konvergiert. Daraus folgt
aber, dass K;; gegen K in der Haussdorff-Metrik konvergiert, und wir erhalten einen Widerspruch
zur Wahl der K;;. Also konvergiert die Folge K; in der Hausdorff-Metrik gegen K.

Annahme: L; konvergiert nicht gegen L in der Topologie der abgeschlossen Konvergenz. Dann sind
zwel Situationen moglich:

a) Es existieren ein € > 0, ein I € L und eine Teilfolge (L;,,) mit (I+eB%)NL;, = (). Da wir aber
ohne Einschrinkung annehmen diirfen, dass die Folge (L;, ) gegen L konvergiert, erhalten wir
sofort einen Widerspruch.

b) Es existiert eine Folge (I; ) mit I; € L; , m € N, und l;,, — I’ ¢ L. Weil wieder ohne
Einschrankung (L;, ) als gegen L konvergierend vorausgesetzt werden kann, erhalten wir
ebenfalls einen Widerspruch.

Also konvergiert L; gegen L in der Topologie der abgeschlossen Konvergenz. Die umgekehrte Rich-
tung der Aquivalenz gilt wegen Satz 19 g), und wir haben den Satz bewiesen. O

Es seien d > 2 und ¢ € {0,...,d—1}. Da Z;l eine messbare Teilmenge von F ist, konnen wir einen
Punktprozess X auf Zg als einen Punktprozess auf F definieren, dessen Intensititsmafl © auf dem

mit der Spur-o-Algebra B(Zg) versehenen Raum Zg konzentriert ist. Einen solchen Punktprozess
X nennen wir einen g-Zylinderprozess beziehungsweise einfach Zylinderprozess.

6.3 Eine translative Integralformel fiir Zylinder

WEeil es sich bei einem Zylinder Z um eine abgeschlossene konvexe Menge handelt, lassen sich die
Kriitmmungsmafie ®¢(Z,-),...,®4(Z, ) auch fiir ihn definieren. Dabei geht man wie folgt vor: Es
sei B € B(RY) eine beschrinkte Borelmenge und K € K ein konvexer Kérper mit B C int K. Fiir
7 =0,...,d setzen wir nun

®;(Z,B) := ®;(ZN K, B).

Da die Kriimmungsmaifle lokal erklédrt sind, ist diese Definition unabhéngig von der konkreten
Wahl von K. Aus dem Maf-Fortsetzungssatz folgt, dass sich die so definierte Mengenfunktion zu
einem MaB auf B(R?) fortsetzen lisst. Die Eindeutigkeit dieser Fortsetzung ergibt sich aus dem
FEindeutigkeitssatz fiir Mafle.

Rekapitulieren wir zunéchst die schon bekannten Ergebnisse aus [32]. Wir sagen, dass zwei polyedri-
sche Mengen K und K’ in allgemeiner Lage sind, falls fiir alle k,m € {0, ..., d}, jede k-Seite F von
K und jede m-Seite F’ von K’ gilt, dass L(F)N L(F’) hochstens die Dimension max {0, k +m — d}
hat.

Es seien ¢ € {0,...,d—1}, L € Eg und K € K mit der Eigenschaft K C L. Weiter seien K/ € K
derart, dass K + L und K’ in allgemeiner Lage sind, und B € B(R?), B’ € B(L"*) Borelmengen. Sind
K und K’ Polytope, so definieren wir fiir k¥ € {0,...,d} und j € {0,...,k} MaBe @(szk(K’,K; )
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auf B(RY) @ B(L') durch
oY) (K KB x B) =

S (F',F + Ly K' K + Ly)[F', F + Ly)Am (B)Ar(B).
F’G]:k(K’) Fefd+j—k—q(K)

Man beachte, dass sich fiir ¢ = 0 die schon bekannte Definition der gemischten Mafie von K’ und
K ergibt. Fiir ¢ = d sowie j = 0 entspricht obige Definition der des k-ten Kriimmungsmafles von
K.

Die so eingefiihrten Mafle lassen sich per Approximation auf beliebige konvexe Korper ausdehnen
(siehe Seite 74f in [32]), und es gilt:

Satz 71 Es seien ¢ € {0,...,d -1}, L € Efll und K € K mit der Eigenschaft K C L. Weiter
seien K' € K und B € B(RY), B' € B(L') Borelmengen. Dann gilt fir 7 =0,...,d die Formel

/cpj(K' A(K +L+2),B0(B + L+ 1) A_y(da) =

L+

d—1
®;(K',B)®a_q(K,B) + > @) (K',K;B x B') + ®a(K', B)®;_4(K, B'),
k=j+1
falls j € {q,...,d} ist, und
b)
d—j—q
©;(K', B)y_o(K,B) + > @) (K' K;B x B,

k=j+1

falls j € {0,...,q — 1} ist.

Beweis: Die Behauptung wird in [32] auf Seite 74f bewiesen. O

Spéter werden wir dieses Resultat in etwas anderer Form benétigen, die wir nun herleiten wollen.
Wir erhalten aus dem letzten Satz ndmlich

Korollar 9 Es seien g € {0,...,d}, L € Eg und Ko, K € K¢ mit K C L*. Dann gilt fiir alle
g:R?—[0,00) und h: L+ — [0, 00) messbar

[ [ otan) b = putan)) 1) @00 0 (B + Lo+ ) dao) Ay (don) =
L+ R4

d

3 / g(w0) h(wy) O (Ko, K d(z, 21)),
k=de><LL

falls j € {q,...,d} ist, und
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)
d+j—q )
> | olwo) he) @ (Ko, K d(o, 1)),
k=j Rex L

falls 5 €4{0,...,q—1} ist.

Beweis: Nach dem letzten Satz gilt fiir alle Borelmengen B € B(R%), B’ € B(L*) und alle j €
{q,...,d}:

f f 1Bﬂ(B/+L+$1)(x0) (I)j(Koﬁ(K—i-L-f—.%'l);dxo) )\Ll<dx1)
L+ Rd

d ,
= > [ 1pxp(zo,21) ‘D(Lj,)k(Ko,K; d(zo,x1)).
k=j Rdx L+

AuBerdem haben wir fiir alle zp € R und z; € L+ die Identitiit

1Bn(B/+Lta2)(T0) = 1Bx B (%0, (T0 — pL(20)) — 1)
Kombiniert man die letzten beiden Ausagen, so erhilt man

I J 1exp/(wo, (w0 — pr(20)) — 21) ®;(Ko N (K + L + @1); dzo) A (dar)
L1 Rd

d .
= > [ lpxp(wo,x1) @Y (Ko, K;d(xo, 21))
k=j Rdx L+

d .
= Z f 13(.1‘0) 13/(%1) @%}L(K@,K;d(xo,xl)).
k=j Ridx L+
Wir haben die Behauptung also fiir Borelmengen gezeigt. Mit den iiblichen Approximationsargu-
menten aus der Maf- und Integraltheorie ergibt sich daraus Teil a) der Behauptung. Ganz analog
geht man fur j € {0,...,¢ — 1} vor. O

Diese beiden Ergebnisse sollen nun auf mehr als einen Zylinder ausgedehnt werden. Dank des Sat-
zes von der monotonen Konvergenz geniigt es dabei, die entsprechenden Aussagen fiir beschréink-
te Borelmengen zu zeigen. In diesem Fall konnen wir aber aufgrund der lokalen Erkléirtheit der
Kriimmungsmafle auf die schon bekannten Resultate fiir konvexe Kérper zuriickgreifen.

Satz 72 Es seien k € N und j € {0,...,d}. Weiter seien Ly,...,Ly € L% mit dim L; = ¢; fiir
i=1,....kund K1,...,K; € K¢ mit K; C Lf,...,Kk - L,ﬁ. Fiir Borelmengen B, Bi,...,By €
B(R?Y) mit By C Ly, By C L{,..., By C Li gilt dann
f f (I)j((Kl—I—Ll)ﬂ(K2+L2+x2)ﬂ-nﬂ(Kk—l-Lk—l-xk);(BlXB&) n x

LL

1
Lk

(BQ—FLQ—I-.CCQ) Nn...N (Bk+Lk-+.’L'k)))\L2L(d.'L'2)...)\L¢(dxk)

d .
= ) o) o (K. Ky Bux oo x By) AL, (BY).

mi,...,MmE=J,

mi+--+mp=(k—1)d+j
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Firmy,...,mg € {j,...,d} mit mi +---+my = (k—1)d+ j ist

©)) )
(I)'rﬁb1,L1;...;mk7Lk (K17 ooy K )

ein endliches Borelmaf§ auf B(LlL X e X Lé) Es hdngt schwach stetig von K1, ..., Ky ab und ist

fiir Polytope von der Form

@%iyLl;,_.;mkij(Kl, .. Ky; By x -+ x By) =

> Y(Fu, .o Fyy Ky + Ly, oo Ky + L) X
FIE]'—ml—ql(Kl) FkEfnlk—qk(Kk)

[Fy+ L, ..., Fy + Li] Ap, (B1) -+ Ap (Bi).

Bemerkung: Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, definieren wir

o)

ma,La;..;mp, Ly

(Ky,...,Kg;+) :=0,

falls m; < ¢; fur eini € {1,...,k} gilt.

Beweis: Es seien (K{n)), ey (K,En)) Folgen mit K™ K; fir n — oo, K™ ¢ Li firn € Nund i =

(2 7
1,...,k. Indem man zunéchst zwischen beschréinkten und unbeschrinkten Mengen unterscheidet,

erhélt man aus Theorem 3.1 (b) und Korollar 3.4 in [39], dass fiir jede abgeschlossene Menge
A C (RE gilt

(K" 4Ly, K™ 4 L A) < ®9)  (Ky + Ly, .., K + Ly A).

limsup @%)1 M1, mp

n—oo

yeeey M

Nach dem Portmanteau-Theorem (siehe Satz 19.1 in [10]) héngt @%)17% (Ki+Ly,...,Kp+Lg;-)
also schwach stetig von K, ..., K} ab.

Esseiennun By, ..., By, B},..., B € B(R?) beschrinkten Borelmengen mit By C LIL, ...,BL C Lé
und B} C Ly,...,B; C L und K;, ..., K} € K Polytope.

Wir definieren

o0

ma,La;..;mp, Lk

(Kl,...,Kk;Bl X-"XBk) =

> Y(F1, .o Fiy K+ Ly, .o K+ L) ¥
F1E.'Fm17q1(K1) FkEfmquk(Kk)

[Fl +Ly,..., F+ Lk] >\F1(B1) .- )‘Fk(Bk)

Nach dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz fiir Mafle ldsst sich diese Mengenfunktion in ein-
deutiger Weise zu einem Maf auf B(Li x --- x Li") fortsetzen.

Da die gemischten Mafle lokal definiert sind, kénnen wir Lq,..., L; durch Quader Wi C Lq,...,
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Wy € Ly mit dimW; = ¢; und B C int W, fir i = 1,..., k ersetzen und erhalten

) oo (K1 + L K+ Ly (B x BY) - x (By x BY)

_ > O V(P ..o By K+ Wh, o K + W) X

Fle]—‘ml(K1+W1) erfmk(Kk-FWk)
[F1, .o Fy] AR (Br x By) -+ Mg (Be % By,)

— Z Z ’y(Fl,...,Fk;Kl+W1,...,K]€+Wk)><
FIEle—ql (Kl) F]@E]:mk—qk(Kk)

_ 3 > Y, B K+ Ly, .o Ky + L) ¥
F1€Fm —q (K1)  Fr€Fmy —q; (Ki)

[F1+ Ly, Fi + L] Ay (B1) -+ Ap (Br) AL, (By) - - - AL, (By,)-

Fiir beschréinkten Borelmengen By, ..., B, gilt damit

P o (K1 Ly Kb L (- B) o x (< BY) - (+)

= o0 (K1, Ky )ALy (BY) -+ A, (By)

ma,La;..;mp, L

fiir ein eindeutig bestimmtes endliches Borelmafl

ma,Liymea,Laj...;my, Ly,

121

auf B(L{ x---x Lé) Durch Approximation iibertréigt sich die Darstellung () auf beliebige konvexe

Kérper; fiir K1,..., Kx € K mit K1 € L, ..., Ky C Lﬁ existieren also endliche Mafle
(4) :
cI)mumz,Lz;--.;Mk,Lk (K1, Ki;)

auf B(L{ x -+ x L{), welche die Gleichung

O (K1 + L, K+ Liy (- x BY) % - x (- x By))

= oV (K1, .-y K ) Ay (BY) -+ Az, (By)

ma,La;..;mp, L

erfiillen. Da @%Z,_..,mk(Kl + Ly,..., Ky + Lg;-) schwach stetig von Kji,..., K} abhingt, gilt dies

auch fir <I>(j )

ma,La;..;mp, Ly

(Kla e 7Kk; )

Nun wollen wir noch die Integralformel beweisen. Es seien zunéichst alle beteiligten Borelmengen
beschrénkt und zusétzlich gelte Az, (B]) = 1 fiir ¢ = 2,..., k. Dann ergeben sich aus den entspre-

chenden translativen Integralformeln fiir konvexe Korper, indem wir zunéichst wieder Ly, ...

7Lk
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durch geeignete Wiirfel ersetzen, die Gleichungen

f...f(I)j((Kl—|—L1)ﬂ(K2+L2+ZE2)ﬂ'--ﬂ(Kk—l-Lk—I—l'k);(BlXBD n x
Rd Rd

((Bg X Bé) + CCQ) Nn...N ((Bk X B]/C) + l‘k)) )\d(d$2) ... )\d(dﬁk)

d .
= > ) (K14 Ly, ..., K+ Li; (By x B}) x -+ x (Bg x B}))

mi,...,mE=j,

mi+-+mi=(k—1)d+j

d .
= > O e (K1 K By x By) AL, (B)).

mi,...,mE=7,

mi+--+mp=(k—1)d+j
Auf Seite 75 in [32] findet sich folgende Gleichung;:
f ij((Kl + .T) N Ko + Lo, (Bl + l’) N (BQ X Bé)) )\d(dac)
Rd
= [ Q;(KiN(Ky+ Ly+z),B1N(Ba+ Ly + x)) Ag—q(dz).
Ly
Da alle Borelmengen als beschriankt vorausgesetzt sind, liefert ihre wiederholte Anwendung

f...f<I>j((K1—|—L1)ﬂ(K2—I—Lg—l—xg)ﬁ'--ﬂ(Kk—l—Lk—I—ack);(BlXB{) n x
Rd Rd

((Bg x Bé) +ax2)N ... N ((Bg X Bl,c) + x)) Aa(dza) ... Ng(dxy)

= f f <I>j((K1—|—L1)ﬁ(Kg+L2+x2)ﬂ---ﬂ(Kk—i—Lk—l—a:k);(Bl X Bi)ﬂ X
Ly Ly
((Ba+ La+x2)N ... N ((Bx + L + xx)) )\LQL(dl’g) R /\Lﬁ(dxk)'
Fithren wir zusammen, was wir bisher gezeigt haben, so erhalten wir fiir beschréinkte Borelmengen
f f @j((Kl—I-Ll)ﬂ(Kg—I—LQ—i-:Ug)ﬁ'-‘ﬂ(Kk—l-Lk—l-l‘k);(Bl X Bi)ﬂ X
LL

1
Lk

((BQ—I—LQ—i-:L‘Q) Nn...N ((Bk+Lk+xk)) )\LQL(dfCQ))\Lt(dxk)

d .
— 3 o) o (K. Ky By oo x By, (BY).

mi,...,mg=Jj,

m1+---+mk:(k71)d+j
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Aus dem Satz von der monoton Konvergenz folgt die Behauptung fiir beliebige Borelmengen. [

Spéter werden wir den letzten Satz in folgender Version benétigen:

Korollar 10 Es seien k € N und j € {0,...,d}. Weiter seien Ly,..., Ly € £ und Ko, K1, ...,
K, € K¢ mit K| C Li,...,K;, C Lé-. Fiir beliebige messbare Abbildungen

g:RT = [0,00) und h;:Li — [0,00),
i=1,...,k, gilt dann

I [ g(zo)hi((zo — pr,y (w0)) — 1) - .- ha((w0 — pr, (20)) — 21) ¥

€L L
Lk Ll

(I)j(Kg N (Kl + I —|—x1) n---N (Kk + Ly, —i—xk);daco) /\L%(dxl) . )‘Lkl(dxw

d
- 2. J g(xo) hi(z1) ... hi(xg) x
moy.eymp=j,  RIXLE XX L

mo—+---+mr=kd+j

o)

mo,{0};m1,L1;...;mp, Ly

(Ko, - -, Kg; d(wo, - . ., 71)).-
Beweis: Diese Aussage beweist man genauso wie Korollar 9. ]

Bemerkung: Im Folgenden schreiben wir immer

o)

mo;ma,Lis...;mp, Ly

(K()u" . 7Kk7)

statt ®V)

mo,{O};mhLu.-.;mk,Lk(KO’ - Ky )

Mit der Darstellung fiir Polytope kann man folgende einfache Rechenregeln und Eigenschaften der
gemischten Mafle beweisen, die sich dank der schwachen Stetigkeit auf beliebige konvexe Korper
iibertragen lassen:

a)

o) (K1,..., Kp;) = ®Y)

ma,La;..smp_1,Lk_1;d,Lg ma,Las..smp—1,Lk—1

d
(K17 ey Kk*l; ) ® q)((i,}lk (Kkv ‘)7

wobei @&?)Lk(Kk, -) durch
d
o), (K,) = A, ()
gegeben ist, falls dim K = d — dim Ly, ist. Andernfalls gilt @&ﬁk (K, )=0.

b)
o) (K1,...,Kg;-) =0,

mi,La;..;mp, Ly

falls m; < ¢; ist fur eini € {1,...,k}.
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c) Das Maf§ @g)l Loy Lk(Kh ..., Kg;+) ist in der i-ten Komponente auf dem relativen Rand
von K; konzentriert, wenn m; € {0,...,d — 1} ist.

d) Die Mafle @%)1 Luoimn Lk(Kh ..., Kj;+) sind symmetrisch, das heifit fiir jede Permutation

(i1,...,1) von (1,..., k) gilt
ol (K1, Kp; ) = dY)

ma,La;..;mp, Ly My Liy5e.may L

(Kiyy oo, Ky ).

ik
Bemerkung: Die gemischten Mafle konvexer Korper sind von Weil beziehungsweise Goodey und
Weil ausfiihrlich in [39], [42] und [9] untersucht worden. Fiir die Ergebnisse aus diesen Arbeiten

miisste nun iiberpriift werden, ob und wie sie auf die gemischten Mafle von Zylindern iibertragen
werden konnen.

Im weiteren Verlauf wiren an mindestens drei Stellen entsprechende Resultate niitzlich, um die
dort présentierten Ergebnisse abzurunden. Allerdings wiirde die (sehr technische) Herleitung der
bendtigten Formeln diese Arbeit zu umfangreichen machen, weshalb wir (zumindest fiir den Mo-
ment) darauf verzichten.

6.4 Quermalldichten fiir Zylinderprozesse

Neben der Berechnung von Dichten fiir die Mafle I/]/c’k konnen wir die nun vorliegenden translati-
ven Integralformeln auch dazu verwenden, verschiedene Quermafldichten fiir Zylinderprozesse zu
berechnen.

Es sei daran erinnert, dass © als lokalendlich und vom Nullmaf verschieden vorausgesetzt ist.

Ein Zylinderprozess X heif$t translationsreguldr, wenn sein Intensitdtsmafl die Gestalt
O(A) = / / La(K +L+2) f(K+L,x) A1 (dz) Po(d(K + L)), A€ B(29),
zd Lt
fiir ein festes ¢ € {0,...,d — 1} hat. Dabei seien f : Z;l,o x R? — [0, 00) eine messbare Abbildung,
f(K 4+ L,-) fir jedes K + L € Z;l,o lokalintegrierbar und Py ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf Z;{O.
Es gilt:

Satz 73 Esseienj € {0,...,d}, q € {0,...,d—1} und X ein translationsregulirer q-Zylinderprozess.
Dann besitzt das auf B(R?) definierte Mafs

B—E )Y ®(2B)
zeX

eine Dichte beziiglich des Lebesque-Mafles, und eine Version dieser Dichte ist gegeben durch

0, fallsj € {0,...,q— 1},

f f f(K+ L, (Z —pL(Z)) - JZ‘) (bj—q(K7 d:L') PO(d(K+L))7 fallsj € {Qv <. 7d}'
Zdo Lt
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Bemerkungen:

a)

Aufgrund der lokalen Definiertheit der Kriimmungsmafle ®; 148t sich der Beweis von Satz 47
auf das Maf3

B—EY (% B)
zeX

iibertragen. Es ist also lokal- und damit auch o-endlich. Insbesondere ist damit auch die
Abbildung

Z - / / F(K+ L, (2 —pr(z) — ) ®j_q(K,dzx) Po(d(K + L))
Zd, L+

fir ¢ € {q,...,d} lokalintegrierbar.

Fiir ¢ = 0 ist X ein Partikelprozess konvexer Korper. Nach Theorem 4.2 in [4] besitzt das
Ma83

B—E > @K, B)
KeX

dann ein Dichte beziiglich Ay, und eine Version dieser Dichte ist durch
Z //f(K,z — ) ®;(K,dx) Po(dK)
Ko R4

gegeben. Ist andererseits Py auf der Menge [,g konzentriert, X also ein ¢-Ebenenprozess, so
gilt nach Satz 46 aus [3] fiir das Mafl

B—EY &;(E,B):
FEeX

Es ist absolutstetig beziiglich des Lebesgue-MaBes auf R%, und eine Version der Dichte ist
durch
0, falls j # qist,

J f(L,z = pr(2)) Po(dL), fallsj = qist,
£

gegeben. Der letzte Satz fithrt diese beiden Resultate somit zu einer einzigen Aussage fiir
Zylinderprozesse zusammen.

Ist X ein stationérer Zylinderprozess mit Intensitdt v > 0, so erhalten wir fiir j = ¢

B S (5. B) =y ().
FeX

Dies besagt auch Theorem 4.2 in [38]; der letzte Satz verallgemeinert also auch dieses Ergebnis.
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Beweis: Es sei zunsichst B € B(RY) beschrinkt und Ko € K¢ derart, dass B C int Ky ist. Aus dem

Satz von Campbell ergibt sich fiir E ) ®;(Z, B) dann
zeX

E Y ®i(ZB) = [ [®(K+L+xB)f(K+L,x)\.(dz)Po(d(K + L))
zeX g:]i’o Lt

= [ [ ®;(KoNK +L+a;B) f(Lx) A (dn) Po(d(K + L)
Zg’OLJ—

= f //1B(y) f(K—i—L,a:) @j(Ko NK+ L+ ux; dy) )\Ll(dl') Pg(d(K+L))
zd

2,071 Rd

()

Aus Korollar 9 folgen fiir (x), falls j € {q,...,d} ist, die Gleichungen

() = [ [1sw) fF(K+L,—((y—pry) —z) + (y —pL(y))) x

L+ R4

O;(KoNK + L+ x;dy) A1 (dx)

- ki S 1s) FK + LGy - pr(y) — 2) 874 (Ko, K. d(y, 2))
=JRdx L+

BC int Ko R?ClB(Z) L{ FK + L, (2 = pr(2)) — @) ®j—g(K, dx) Aa(d2).

Ist j € {0,...,q — 1}, so erhilt man

dHi-a ()
) = kz S 1s(y) (K + L, (y — pr(y) — x) @3 (Ko, K, d(y, z))
=J RiexLt‘
BCint Ko 0.

Finsetzen in die urspriingliche Gleichung liefert die Behauptung fiir beschrankte Borelmengen.
Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz lisst sich die Aussage auf beliebige Borelmengen
tibertragen, und wir haben den Satz bewiesen. O

Unser nichstes Ziel besteht darin, die Quermafldichten eines Booleschen Modells von Zylindern zu
berechnen. Das wesentliche Hilfsmittel bei Berechnung dieser Quermafldichten ist Satz 26. Die in
diesem Zusammenhang auszuwertenden Ausdriicke sind von der Form

E ) ®(KoNZiN--NZyB),

(Z1,., 2 )€ XL

wobei X der zu Grunde liegende translationsregulire Poissonsche Zylinderprozess, B € B(R?) eine
beschriankte Borelmenge und Ky € K ein konvexer Korper mit der Eigenschaft B C int Ky sind.



6.4 Quermafdichten fiir Zylinderprozesse 127

Weil X ein Poissonprozess ist, ergibt sich aus dem Satz von Campbell

E z (I)j(Zlﬂ”-ﬁZk;B)

(Z1,,21)€XE

= E Z @j(KoﬂZlﬂ"'ﬂZk;B)

k
(le--»Zk)EX?g

= f f f...fq)j(Koﬂ(Kl—l—Ll—i—xl)ﬂ--'ﬂ(Kk—{—Lk—l-xk);B)f(Kl—I—Ll,ltl)... X
zd zd L+ L{
q,0 q,0 'k 1
f(Kk+Lk733k))\L1L(dx1)---/\Lﬁ(dxk)mb(d(Kl"‘Ll))---PO(d(Kk‘f'Lk))-

Betrachten wir zunéichst die inneren Integrale. Wenden wir Korollar 10 auf sie an, so wird aus

f...fq)j(Kgﬂ(Kl—|—L1—|—x1)ﬁ“-ﬂ(Kk—l-Lk—l-xk);B)f(Kl—|—L1,$1)... X

L+ Lt
f(K —k+ Ly, .Tk) )\Lf_ (dl‘l) e )‘Li (dmk)
zunéchst

[ [ ] 1B(zo) f(E1 + L1, —((w0 — pr, (w0)) — 1) + (v0 — pr, (20))) X
Lt  Li R

o f(Kgk + Lg, —((wo — pry (z0)) — k) + (20 — L, (20))) X

CI)j(Ko N (K1 + L +LL’1) N---N (K + L —l—xk);da:o) )‘Lf(dwl) . ..)\Lkl(dxk)

und schlieflich

Zd: / 1p(xo) f(K1 + L1, (xo — pL, (70)) — 21) X

. AT L. s T L
mo,...,me=7, RéX Ly XX Ly

mo+---+mi=kd+j

- f(Kk + Ly, (xo — PL, (CCQ)) — xk) (I)giz);ml,Ll;‘..;mk,Lk (K(), oo Ky d(xo, e l‘k))

e

mo;m1,L1;...;mp, Ly,

(K()a'- . 7Kk7)

in der ersten Komponente fiir 0 < mg < d auf bd Ky konzentriert ist, sind wegen B C int Ky in
obiger Summe nur die Summanden mit mg = d von Null verschieden. Anwendung der Rechenregel
fiir mop = d (siehe Bemerkung a) nach Korollar 10) und Einsetzen in die urspriingliche Gleichung
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liefern

E Z <I>j(K0ﬂZlﬂ~--ﬂZk;B)

(21, 71) X
d
= J1s(2) 2. S | f(K1+ L1, (2 —pr,(2) — x1) ¥
Re M1,y ML =7, Z,io Z;l’o Lix-xLi

my+-+mp=(k—1)d+j

o f(B+ Ly, (2 = pr(2) —ap) @) (K. K d(a, . 2)
Po(d(K1 + L)) ... Po(d(Ky, + L)) Aa(dz)

fiir beschriinkte Borelmengen B € B(R?). Aus dem Satzes von der monotonen Konvergenz erhalten
wir dann:

Satz 74 FEs seien j € {0,...,d}, ¢ € {0,...,d — 1} und X ein translationsregulirer Poissonscher
q-Zylinderprozess. Dann besitzt das auf B(R?) definierte Mafs

B—E Z ®;(ZyN---NZ;B)

k
(Zly-n:Zk)EX#

eine Dichte beziiglich des Lebesque-Mafes, und eine Version dieser Dichte ist fir z € R% gegeben
durch

d
z - 2 [ [ fE 4Ly, (2= pr(2) — 1) %
mi,...,mE=j, Zdo  BloLixexLy

mi+--+mp=(k—1)d+j

o f(Kp 4 L (2= pr (2) —ap) @) (K Ky d(a o) X
Po(d(Ky + Ly)) ... Po(d(Ky + Lg)).
Bemerkungen:
a) Wegen des obigen Satzes wollen wir folgende abkiirzende Schreibweise einfiihren:
D%37,,,7mk (X, 21,...,2K) =

f f f f(Kl—i—Ll,(Zl—ka(Z))—:L‘l)X

d d 1 1
quo Z%O Ly XX Ly

o F(B + L, (2 — pr, (2)) — a) @Y

ma,La;..;mp, Ly

(Klv'” 7Kk;d(m17” . ,.’Ek)) X
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Die Rechenregeln fiir die gemischten Mafle o\ (Ky,...,Kg;-) (siehe Bemerkungen

ma,La;..;mp, Ly

nach Korollar 10) ibertragen sich entsprechend auf D%h...,mk (X, z1,...,2). Es gilt also

DY) (X, 21,...,2,) =0,

LB PR

falls m; < ¢ ist fir ein ¢ € {1,...,k}, und

DY (X, z1,...,25) = DY) (X, 21, ., 2) DYV (X, ).

mi;..smg_1;d M1 iMp_1
In Satz 39 aus [3] wird fiir einen Poissonprozess X konvexer Partikel gezeigt, dass die Mafle

E > ol (K. Ky

(Kl,...,KkeXi

absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafles sind. Die Dichten heiflen j-te gemischte Quer-
mafldichten von X. Es ist zu erwarten, dass fiir einen Poissonschen Zylinderprozess X und
die Mafle
) :
E Z (I)m1,L1;...;mk,Lk(Zlﬂ"'7Zk7’)
(Zl,..A,ZkEX;’Z
ein analoges Resultat gilt, da sich die benétigten translativen Integralformeln fiir die Mafle

(I)%)leIL--?mk’Lk(Zl’ ..y Zy;+) durch eine Ubertragung der Beweise von Theorem 3.1 und Ko-

rollar 3.5 aus [39] zeigen lassen sollten. Sie werden allerdings in dieser Arbeit nicht weiter
benétigt, weshalb wir darauf verzichten, sie herzuleiten. Es ist aber zu erwarten, dass eine
Version der jeweils auftretenden Dichten fiir 21, ..., 2z; € R% durch

D7("Zb)1»7mk (X, 1y ,Zk)

gegeben ist.

Es sei B € B(RY) mit B C rB? fiir ein r > 0. Nach Lemma 2.1 in [4] gilt

E Z q)j(Zlﬂ“-ﬂZk;B) SCde-’I“(@(]:rBd))k < Q.

Dabei geht ein, dass X ein Poissonprozess mit lokalendlichem Intensitdtsmafl ist. Die Kon-
stante c¢; 4 héngt nur von j und d ab. Das Borelmafl

A—E Z ;(Z1N---NZy; A)
(Zl,...,Zk)GXi
auf R? ist also lokal- und o-endlich. Insbesondere muss damit auch die Funktion

Z Dv(%ﬁ,---,mk (X,z,...,2)

lokalintegrierbar sein.
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6.5 Quermafldichten fiir Boolesche Modelle

Satz 74 wollen wir jetzt dazu benutzen, um Quermafdichten fiir Boolesche Modelle herzuleiten.

Es sei nun X ein translationsregulédrer Poissonscher Zylinderprozess, Z das zugehorige Boolesche
Modell, Ky € K% und B € B(R?Y) beschriinkt mit B C int K. Wegen Satz 26 gilt fiir j = 0,...,d
dann

E(I)j(Ko NnZ, B)

= § /A f f ff f1B(x0)f(K1+L1,$1)...f(Kk+Lk,:L‘k)><

k=1 zdy 2l Lt LiR?
(I)j(Ko N (K1 + L1+ I‘l) N---N (Kk + L + xk);dmo) )‘Lf-(dml) e )\Lé (dmk) X

Po(d(Ky + Ly)) ... Po(d(Ky + Lg)).
Mit Korollar 10 erhalten wir fiir die einzelnen Summanden

f f ff f1B(x0)f(K1+L1,x1)...f(Kk+Lk,xk)><
zd, Zi L LT R4

(I)j(KQ N (Kl + L —}—xl) N---N (Kk + Ly, —i—xk);dl‘o) )\L%(dxl) . )\Lt(dxk) X

Po(d(fﬁ + Ll)) .. .Po(d(Kk + Lk))

d
= le(Z) Z f f f f(K1+L1,(Z—ka(Z))—-%'1)--- X
Re M, Mg =], Zdo  ZgoLixexLi

mi+-+mi=(k—1)d+j

FEw+ Lis (2= pr (2) —2p) @) | Ky, Ky d(a, o) %

Po(d(Kl + Ll)) e Po(d(Kk + Lk)) )\d(dz).

Mit den im letzten Abschnitt eingefiihrten Abkiirzung kann man den ganzen Ausdruck umschreiben

zu
EQJ(Z N Ky, B)

d

00 k-1 .
_ fdlB(z)<kzl( Ly 5 Dg{7__.7mk(x,z,...,z)) Aa(dz).
R =

mi,...,ME=7,

m1+~~~+mk:(k—1)d+j

Man beachte, dass die Abbildungen

2 DW) (X,z,...,2)

mi,...,MMg
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lokalintegrierbar sind. Deswegen diirfen nach dem Satz von der dominierten Konvergenz Integration
und Summation vertauscht werden. Aus den Rechenregeln fiir gemischte Quermafidichten erhélt
man weiter fiir j € {0,...,d — 1}:

ECI)]‘(Z N Ky, B)

R4
d—j d—1 . 0 -1 d _
(Z( = DR (X7 ,2)) - (5 EH () (D (X, 20)1 ) ) x
k=1 =) =k
mi~+-+mr=(k—1)d+j
Aa(dz).
Insgesamt ergibt sich
E(I)j(ZﬁKo,B)
(d) d=J . k-1 d—1 .
= Jlp(z)e P08 (3 1( v )y D). (X, 2, 2)) Aald2).
R =

mi,...,mg=Jj,

m1+~--+mk:(k—1)d+j

Falls j = d ist, so erhélt man ganz analog

Ed,(Z N Koy, B) = / 15(2) (1 — e~ Pd" 52y A y(d2).
R4

Nach Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz folgt

Satz 75 FEs seien j € {0,...,d}, ¢ € {0,...,d — 1}, X ein translationsregulirer Poissonscher
q-Zylinderprozess und Z das von X induzierte Boolesche Modell. Dann besitzt das Mafs

E®;(Z,B), B e BRY,

eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mapfes, und eine Version D;j(Z,-) dieser Dichte ist fir z € R?
gegeben durch

a)

d

—J k—1 d—1
—p(x, (=1)
2+ e Ya (X,2) . ( T
k

> DY) o (X.z...,2),
mi,...,mg=7,

T)’L1+~“+mk=(k—l)d+j

—_

falls j € {0,...,d— 1} ist, und
b)

d
21— e Di >(X’Z),

falls j = d ist.
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Bemerkungen:

a) Die Herleitung orientiert sich an der Rechnung auf Seite 178f in [4].

b) Ist Z das Boolesche Modell eines stationidren und isotropen Poissonschen Zylinderprozes-
ses, so lassen sich die in obigem Satz angegebenen Quermafidichten noch weiter umformen.
Dazu benétigt man allerdings eine translative Integral- beziehungsweise Rotationsformel fiir

die gemischten Mafe @%)1 Lussmp Ly D€ Rotationsformel sollte sich analog zum Beweis von

Theorem 4.3 in [42] aus der Darstellung fiir Polytope herleiten lassen. Da wir sie im weiteren

Verlauf nicht benotigen, verzichten wir darauf, sie in dieser Arbeit zu beweisen.

Die entsprechenden Formeln fiir die Quermafidichten finden sich jedoch (in anderer Notation)
in Abschnitt 7.5 (siehe insbesondere Theorem 7.7 und Seite 83f) der Dissertation von Davy
([2]). Der letzte Satz verallgemeinert also diese Ergebnisse.

c) Fiir ¢ = 0 ist X ein Partikelprozess konvexer Korper. In diesem Fall entspricht die Aussage
des letzten Satzes gerade Theorem 4.6 in [4], das wir somit verallgemeinert haben.

Beispiel: Wahlen wir d = 2, so ist ¢ = 1 der einzig interessante Fall. Hier gilt
Dy(Z,z) = 1-— e_DEQ)(Xaz)’
Di(Z,2) = e P2 pWix o),

Do(Z,z) = e DX (1D (x,2)).

Die weiter vereinfachten Formeln fiir das Boolesche Modell eines stationéiren und isotropen Pois-
sonschen Zylinderprozesses finden sich (in anderer Notation) in Tabelle 7.3 auf Seite 84 in [2].



Kapitel 7

Assoziierte Mafle und Schnittdichten
inhomogener Zylinderprozesse

Es sei daran erinnert, dass © als lokalendlich und vom Nullmaf verschieden vorausgesetzt ist.

7.1 Assoziierte Mafle

In diesem Abschnitt sollen Theorem 1 aus [31] und Satz 43 zu einem entsprechenden Resultat fiir
Zylinderprozesse zusammengefithrt werden.

Es seien d > 2 eine natiirliche Zahl und ¢ € {0,...,d — 1}. Wir nennen einen g¢-Zylinderprozess X
translationregulér mit stetiger Dichte, falls sein Intensitdtsmafl von der Form

O(A) = / / LA(K + L+2)f(L+ ) Aps(de) Po(d(K + L)), A€ B(ZY),
zd Lt
ist. Dabei seien f : (‘:g — [0, 00) stetig und Py ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf Zg,o- In diesem Fall
sind f und Py durch © nicht eindeutig bestimmt.
Existiert auerdem ein k € {0,...,d — ¢} mit
Po{K+L|K+Le€Zy, dmK =k}) =1,
so sagen wir, dass X auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert ist. Ist speziell k = d—gq,
so nennen wir X auf volldimensionalen Zylindern konzentriert.

Esseien g € {0,...,d—1}, k € {0,...,d—q} und X ein translationsregulérer ¢-Zylinderprozess mit
stetiger Dichte, der auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert ist. Wir nehmen zunéchst
an, dass k > 0 ist. Fiir alle z € RY, A € B(Zg}o) und A € B(S%1) definieren wir wie im vierten
Kapitel

12 (A, A) ::/1A(K+L) / 1a(6(2)) F(L + 2 — 2) HE (da) Po(d(K + L)).

2570 rel bd K

133
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Hierbei bezeichne 6 () die H*~!-fast iiberall eindeutig bestimmt duBere Normale in 2 € rel bd K
an K aus der Menge L(K) N S97L. Es gilt:

Satz 76 Es seien ¢ € {0,...,d — 1}, k € {1,...,d — q} und X ein translationsregulirer q-
Zylinderprozess mit stetiger Dichte, der auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert ist.
Weiter seien A € B(Zg,o) und A € B(S*1). Wir definieren

(A, A) = / 1Lu(K + L) / 1A(5x(2)) F(L + = — 2) HE=(da) Po(d(K + L),
Zg,o rel bd K
Dann gilt: Die Mengenfunktion
B(Zg0) x B(S*™1) = [0,00), (A, 4) = p1:(A, A)

lisst sich zu einem Maf auf B(Z(‘io) x B(S4Y) fortsetzen. Das Maf ., ist fir Ag-fast alle z € R?
sowohl endlich als auch eindeutig durch das Intensitdtsmafs © von X bestimmit.

Bemerkung: Wir nennen p, das verallgemeinerte lokale mittlere Normalenmafl von X an der Stelle z.

Beweis: Es seien A € B(Zg}o) und A € B(S?1). Fiir jede beschriinkte Borelmenge B € B(R?) gilt

E Y 14K+ L-s(K)HY(Bn (65 (A) + L))
(K+L)eX

= [ J 14K + D) HIHB N (65, (A) + L)) f(L + 2) Ay (da) Po(d(K + L))
fo, Lt

— [ J1a(K + D) H BN (63 (A)YHAB N L) f(L + ) Aps (de) Po(d(K + L))
zdo Lt

Die letzte Gleichung folgt wegen " +2(A) L L aus Theorem 3.2.23 in [6]. Es ergibt sich weiter

= LKD) [ LG TaEr () HE ) [ 16() () S5+ ) Ay (d)
ZZ,O L+ rel bd K

Po(d(K + L))

= [ 1K +L) [ [ [ 1sz+z+y)1aGk (@) f(L+2)H (d2)AL(dy) A (da) x

zd, LL Lrel bd K

Po(d(K + L))

= [ 1K +L) [1p(z) [ 1a(Gx())f(L+ 2z —2)H " (de)Aa(dz) Po(d(K + L))

zd, Rd rel bd K

= f 1B Nz .A A)/\d(dz)
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Damit ist p.(A, A) fiir A\g-fast alle z € R? eindeutig durch © bestimmt.

Es sei B weiterhin eine beschréinkte Borelmenge. Dann gilt auflerdem

E Y 1z (K+L—s(K)HTY(BN (G (ST + 1))
(K+L)ex  »°

= E Y HTYBN(rel bd K + L))
(K+L)eX

= cE Y P 1(K+L,B)
(K+L)eX

fiir eine Konstante ¢, die nur von d und ¢ + k abhéngt. Aus Theorem 4.2 in [4] folgt nun wieder,
dass p1-(A, A) < oo fiir A\g-alle z € R? gilt.

Die Behauptungen des Satzes ergeben sich nun wie im Beweis von Satz 39. U

Ein Prozess volldimensionaler konvexer Korper ergibt sich als Spezialfall, wenn ¢ = 0 und k = d
ist. Dann ist (A, ) fiir A € B(S?1) von folgender Form:

pa(AA) = [ La(E+L) [ 1a(x(x)) f(L+ 2 —2)H" (de) Po(d(K + L))
Zéc,o rel bd K

= [1a(K) [ lalok(2)) f(z —x) H* (da) Po(d(K))
Ko bd K

- Kf LA(K) [ f(z =) Bg1 (K, dx x A)Po(d(K)),
0 Rd

was gerade unserer Definition aus Abschnitt 4.1 entspricht.

Es sei nun noch k£ = 0, X also ein translationsregulérer ¢-Ebenprozess mit stetiger Dichte. Obige
Definition kann man nun folgendermaBen iibertragen: Fiir z € R? definieren wir

pe(A) = [ 1AL+ D) Po(dL), A€ BE]).
Lg

p. entspricht dann gerade dem Richtungsma8 ¢(z,-) von X an der Stelle z € RY, das wir zu-
vor schon in Kapitel 3 im Abschnitt iiber die Arbeit von Schneider zu translationsregulidren k-
Ebenenprozessen ([31]) betrachtet hatten. Auch in diesem Fall hingt yu, fiir \g-fast alle z € R?
nicht von der konkreten Wahl von f und Py ab.

Wir wollen nun folgende Verallgemeinerung von Satz 43 beweisen:

Satz 77 Es seien d > 2, ¢ € {0,...,d =1}, k € {0,...,d — q} und X ein translationsreguldrer
q-Zylinderprozess mit stetiger Dichte, der auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert
ist. Desweiteren existiere ein K + L € suppPy mit relativ strikt konvexer Basis K. Dann gilt:

X st genau dann schwach stationdr und schwach isotrop, wenn fir alle z € R%, A € B(Zg’o),
A€ B(S¥1) und 9 € SOy die Gleichung

erfillt ist.



136 7 Assoziierte Mafle und Schnittdichten inhomogener Zylinderprozesse

Im Beweis werden wir auf folgendes Resultat zuriickgreifen:

Satz 78 Es seien k € {0,...,d}, K € Ky und (K;) C Ky eine Folge mit dim K = dim K; = k fiir
i € N und K; — K. Fiir jede stetige Funktion h : S*1 x RY — R gilt dann

lim / WG, (), 2) HE (da) = / WG (), ) H 1 (dz).

rel bd K; rel bd K

Beweis: Fiir k = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig, da in diesem Fall K; = K = {0} fiir alle
1 € N gilt. Ist k = d, so folgt die Aussage aus Satz 34 und der Stetigkeit der Abbildung

K Eg1(K,).

Es sei also k € {1,...,d — 1}. Gilt K; C aff K fiir fast alle i € N, so folgt die Aussage aus dem
Fall £ = d. Andernfalls existiert wegen dim K = dim K; = k fiir jedes ¢ € N ein 9¥; € SOy
mit ¥;K; C aff K. Es sei ¥; so gewihlt, dass d(¢;K;, K) minimal ist. Dann konvergiert 9; K;
offensichtlich gegen K, und es gilt

[ G @M ) = [ Gkl R ). ()

rel bd¥; K; rel bd K

Andererseits strebt auch d(9; K;, K;) gegen Null, und es ist wegen der Stetigkeit von h anschaulich
klar, dass fiir jedes € > 0 ein iy € N existiert, so dass

ve g%)éKi‘h(UKi (x>v .’L‘) - h(aﬂiKi (1911‘), 191'7})’ <e

fiir alle 4 > i gilt. Also existiert fiir alle € > 0 auch ein ¢; € N mit

hGor, (@) ) HE () — ¢ < [ h(Gw,(e), @) HE - (da)
rel bd ¥; K; rel bd K;

< [ W6y, (), ) H* Y (dw) + €
rel bdﬁlKl

fiir alle ¢ > 4;. Zusammen mit (4) folgt daraus die Behauptung. g

Beweis von Satz 77: Ist X schwach stationdr und schwach isotrop, rechnet man leicht nach, dass
(x) wie gefordert gilt. Folglich beweisen wir jetzt die andere Richtung der Aquivalenz.

Ist k = 0, so ergibt sich gerade die Aussage fiir translationsregulére g-Ebenenprozesse aus [31]. Fiir
den Beweis kénnen wir also annehmen, dass k € {1,...,d — ¢} ist. Den Fall ¢ = 0 behandelt man
wie Beweis von Satz 43. Es gelte also 1 < ¢ < d — 1 und zunéchst k > 2.

Es sei z € R? fest. Wir iiberlegen uns zuniichst, dass die Abbildung

K+ Lo / 965 ()) F(L + 2 — 2) H* 1 (da)
rel bd K

von Zio nach [0, o) fiir stetige Funktionen g : S~! — [0, 00) ebenfalls stetig ist.
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Es seien also K + L € Z;{O fest und (K; + L;) eine Folge in Z(’io, die gegen K + L konvergiert.
Nach Satz 70 konvergiert dann K; in der Hausdorff-Metrik gegen K und L; in der Topologie der

abgeschlossenen Konvergenz gegen L.

Annahme: Es existieren ein € > 0, eine Teilfolge (i) und Punkte z;, € rel bd K;, mit
|f(Liy, + 2 —wi,) = f(L+2z—wi,)| > €

fiir alle n € N.

Ohne Einschrénkung diirfen wir annehmen, dass x;, gegen ein x € K konvergiert. Dann konvergie-
ren aber sowohl L; — x;, als auch L —x;, gegen L — x, und wir erhalten einen Widerspruch zur

n

Stetigkeit von f. Damit existiert aber fiir alle ¢ > 0 ein ig € N mit der Eigenschaft

L. — ) — f(L —
semax |f(Li, +2—2) = f(L+z-x)[<e

fir alle ¢ > 79. Daraus ergibt sich sofort fiir alle ¢ > 0 die Existenz eines i, € N, sodass fiir alle
i > ijy die Abschitzung

96k @) f(L+z—a)H N do) - < [ g(6k,(2)) f(Li + 2 — 2) HFH(do)
rel bd K; rel bd K;

< [ 96k, () f(L+2z—2)H " (dz) + €.
rel bd K;

richtig ist. Da K; in der Hausdorff-Metrik gegen K konvergiert, gilt fiir die stetigen Funktionen f
und g auflerdem wegen des letzten Satzes

1— 00

rel bd K; rel bd K

[ g @) ALz M ) = [ g(Eu(@) HL 2 a) o),

Damit ergibt sich fiir beliebiges € > 0:

[ g@x@) f(L+z—a)H(de) —¢ < lminf [ g, (@) f(Li+2 — ) x

rel bd K 7 rel bd K;
HF1(dx)
< limsup [ g(ok,(x)) f(Li +2z—z) X

1—00  rel bd K

HF 1 (dx)

< [ 96k(@) f(L+z—a)H " (d) + €,
rel bd K

und es folgt die Stetigkeit der untersuchten Abbildung.

Wie in den Beweisen von Satz 40 und 43 iiberlegt man sich mit A = S9!, dass wegen (*) das
Mafl Py fiir jedes ¥ € SO4 absolutstetig beziiglich ¢ o Py sein muss und eine stetige Version der



138 7 Assoziierte Mafle und Schnittdichten inhomogener Zylinderprozesse

Dichte existiert. Ebenso iiberlegt man sich leicht, dass wegen (%) aus K + L € suppPy sofort
YK + L) € supp Py fiir alle ¥ € SO, folgt.

Nach Vorausetzung gilt fiir alle z € R?, A € B(ngo), A e 841 und ¥ € SOy

[ Wwa(K+L) [ 19a(6k(x)) f(L+2z—z)H"(dz) Po(d(K + L))

Zg,o rel bd K

= [ 1K +L) [ 146k (@) f(L+2z—2) K (de) Po(d(K + L))

Z;i’o rel bd K

= [ LNEALD) [ Lya(eer(@) WL+ 2 — @) HE(da) x
rel bd (¥—1K)

-1 (071 (K + L)) Po(d(K + L))

= [ Lal(E+ L) [ Loalr(@) f07 L+ 2 — x) M= (dr) x

Zg,o rel bd K

ng—1 (0K + L)) Po(d(K + L)).
Dies ist gleichbedeutend mit

[ 1AK+L) [ 14(6k(2)) f(L+2z—x)H1(d2) Po(d(K + L)) (%)
Z;l,o rel bd K

= [ 1A(K+L) [ 14(6k(x))fIL+2—z)H1(dx) x
Zio rel bd K

n9(V(K + L)) Po(d(K + L)).

fir alle z € R4, A € B(Zg’o), A € 841 und ¥ € SO4. Wie im Beweis von Satz 41 iiberlegt man sich,
dass deshalb fiir alle K+ L € suppPg, z € R?% 9 € SOq und stetigen Abbildungen g : S9! — [0, 00)

| s stz —a) ) = [ g(En(@) FOL 2 - 2) M o) o0 + L)
rel bd K rel bd K

gilt.

Da ein K 4+ L € supp Py mit relativ strikt konvexer Basis K existiert und dim K > 1 ist, zeigt man
zunichst mit derselben Argumentation wie im Beweis von Satz 43, dass fiir alle z € R% und L € £f1l

f(L+2) = f(L)

gilt. Man beachte hierbei, dass L senkrecht auf K steht, sich also jede eigentliche Drehung in L+
zu einer eigentlichen Drehung auf dem R? fortsetzen lisst, die L auf sich selbst abbildet.
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Wihlt man nun A = S9! und A € B(Z;{O) beliebig, so ergibt sich daraus
J La(K + L) f(L) Vi1 (K) Po(d(K + L))

d
Zq,O

= [ Lyaa(E+ L) f(OL) ny(I(K + L)) Vi1 (K) Po(d(K + L))

d
Zq,O

[ lgaa(K 4 L) (L) Vi (K) Bo(d(K + L)),
Zzd,
da Vj_1 rotationsinvariant ist. Somit gilt fiir Pp-fast alle K + L € Z(io
FWOL)ny(V(K + L)) = f(L).
Sei A € B(Zg) und ¥ € SO4. Aus

OWA) = [ [ lya(K+L+2)f(L+2z) A1 (de)Po(d(K + L))
Zg,o Lt

= [ [ 1a@W (K + L +x))f(L) Ay (dz) Po(d(K + L))
zd, Lt

= [ J1a((K+L+9"2)f(9L)ns(I(K + L)) Ay (dz) Po(d(K + L))
Z;l,o Lt

= | J1a((K +L+2))f(L)Ap(dz) Po(d(K + L))
zd, Lt
= 6(A)

erhidlt man Rotationsinvarianz, und analog zeigt man auch die Translationsinvarianz von ©.

Sei nun k& = 1 und ohne Einschrinkung ¢ = d — 1 (fiir ¢ € {1,...,d — 2} argumentiert man ganz
analog). Wie zuvor gibt es fiir alle 9 € SO, eine Abbildung 7y : ngl o — [0,00) mit der Eigenschaft

[ 1aK+L) [ 1a40k(x) f(L+2z—x)HO(dx)Po(d(K + L))
Z;l’o rel bd K

= [ 1aK+L) [ 1a6k(x)) fIL+ 2 —2)HO(dz) ny(I(K + L))

Z:;i,o rel bd K

Po(d(K + L)).

Daraus ergibt sich wieder fiir alle K+ L € supp Py, z € R?, stetigen g : S~ — [0,00) und ¢ € SOy
die Gleichung

J gGr@) fL+z-2)Hde) = [ gx(@)fWL+z—a) x  (xx%)
rel bd K rel bd K

HO(dz) g (I(K + L)).
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Es sei der Zylinder K + L € suppPy. Bei K handelt es sich um eine zum Ursprung symmetrische

Strecke in L*. Es bezeichne | = {(K) := 1Vi(K), und u = u(K) € S9! sei durch durch L+ = [u]

gegeben. Insbesondere gilt also K = [—lu, lu].
Weiter sei ¢ € SOy derart, dass 9L = L und Yu = —u gelte. Aus Gleichung (***) ergibt sich dann
mit g=1
fz+L+lu)+ f(z+L—1lu)=ny(V(K +L))(f(z+ L+1u)+ f(z+ L —lu)),
also
ny(V(K + L)) = 1.

Dabei haben wir z so gewahlt, dass f(z + L + lu) + f(z + L — lu) > 0 ist. Wahlen in der gleichen
Situation statt g = 1 eine stetige Abbildung g : S9! — [0,00) mit g(u) = 1 und g(—u) = 0, so
erhalten wir wegen 7ny(9(K + L)) = 1 dann

fz+L+1u)= f(z+ L —lu). (3 % %)

Damit ist f(L + -) periodisch mit Periodenlénge 21.

Kombiniert man (* * %) mit (* * %), so ergeben sich bei geeigneter Wahl von g — g stetig mit
g(u) = g(Wu) = 1, g(—u) = g(—Iu) = 0 — fiir ein beliebiges ¥ € SO4 und alle z € R? die
Gleichungen

(VK + L)) f(z+2u+ 9L +1u) = f(z+2lu+ (L+Iu))
= flz+L+lu)

= (WK + L)) f(z+ (L +lu)),

also
fz4+2u+ 9L+ 1) = fz+ 9L+ lu)) (+)

Fiir alle a € [0, 2] existiert offensichtlich ein ¥ € SO4 mit 2lu + YL = adu + ¥L. Setzt man dieses
¥ in (+) ein, so erhdlt man

F(z+ 10u+ adu+9L) = f(z + 19u + IL).

Wihlen wir auBerdem 2’ = z + [9u und ersetzen K + L durch 9~'(K + L) € supp Py, so ergibt
sich
f(z+oau+L)= f(z+L).

Da dies fiir alle a € [0,2] gilt, kann f nur von L abhingen. Wie zuvor zeigt man dann die
Translations- und Roationsinvarianz von ©, und wir haben den Satz bewiesen. O

Bemerkung: Der vorliegende Satz stellt eine Verallgemeinerung sowohl von Theorem 1 aus [31] als
auch Satz 43 dar. Das Ergebnis von Schneider ergibt sich fiir k¥ = 0, das in dieser Arbeit schon
gezeigte Resultat fiir Partikelprozesse konvexer Koérper fiir ¢ = 0 und k£ = d.

Ist £ > 0, so kénnen wir p, wie auch schon in Kapitel 4 als Borelmafl auf Z;l,o x S41 auffassen.
Aus dem letzten Satz ergibt sich dann:
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Korollar 11 Es seien d > 2, ¢ € {0,...,d}, k € {0,...,d — q} und X ein translationsregulirer
q-Zylinderprozess mit stetiger Dichte, der auf Zylindern mit k-dimensionaler Basis konzentriert ist.
Desweiteren existiere ein K + L € supp Py mit relativ strikt konvexer Basis K. Dann gilt: X st
genau dann schwach stationdr und schwach isotrop, wenn fiir alle z € R? das auf B(Z;{O) ® B(RY)
definierte Maf u, rotationsinvariant ist.

7.2 Schnittdichten inhomogener Zylinderprozesse I

In Kapitel 5 haben wir Schnittprozesse untersucht, die durch die Rénder der Partikel eines inho-
mogenen Prozesse mit konvexen Koérnern induziert wurden. Die dort erzielten Ergebnisse wollen
wir nun in den néchsten beiden Abschnitten auf Zylinderprozesse iibertragen.

Es seien d > 2, ¢ € {0,...,d — 1}, j € {1,...,d} und X ein translationsregulidrer Poissonscher
g-Zylinderprozess. Wir definieren ein Borelmaf} v} auf RY fiir B € B(R?) durch

vi(B) ==

E E @d_j((Kl—FLl)ﬂ"'ﬂ(KJ‘-|—Lj);Bﬂ bd(K1+L1)ﬁ"'ﬂbd(Kj‘FLj)).

(K1+L1,...,Kj+Lj)eX;

Das Maf V; hat folgende Eigeschaft:

Satz 79 Es seien j € {1,...,d}, ¢ € {0,...,d — 1} und X ein translationsregulirer Poissonscher
q-Zylinderprozess. Dann besitzt das Maf V],- eine Dichte beziiglich des Lebesques-MajSes, und eine

Version dieser Dichte ist durch fyj/» :R? — [0,00) gegeben. Fiir z € R? definieren wir dabei

vz = [ .. [ [ fUE+ Ly (2= pr,(2) — @) fEG + Ly, (2 = pr, (2) — a1) %

d d 7L L
Zq,o quo Ly ><~~~ij

o
O )i, (K1 Kgpd(an, o)) Po(d(Ky + L)) - Po(d(K; + Lj)).

Bemerkung: Die Messbarkeit der der Abbildung
(K1+L1,...,Kj+Lj) — (I)d_j((Kl—l—Ll)ﬁ-'~ﬂ(Kj+L]’);Bﬂ bd(Kl—l-Ll)ﬂ"'ﬂ bd(Kj—f-Lj))

kann man fiir festes B € B(R?) wie in Kapitel 5 mit Satz 46 zeigen.
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Beweis: Es sei B € B(RY). Nach dem Satz von Campbell gilt

E > .q)d_j((Kl—|—L1)ﬂ"'ﬂ(Kj—|—Lj);Bﬂbd(Kl-FLl)ﬂ---X

([(14’[11,...,I(j+l/j)€)(;£

Nbd (Kj + Lj))

= f f f...f(I)d,j((Kl—i—Ll—l-xl)ﬁ“-ﬂ(Kj—i-Lj—l—xj);Bﬁ bd(Kl—‘rLl—i-.%'l)ﬂX
zd,  zZdoL: L

q,0 ~j

---MN bd (Kj —{—Lj +xj)) f(Kl + L1,$1) .- f(K] + Lj,SCj) )‘Lf-(dxl) .. )‘Lj-(dzj) X

Wir nehmen zunéchst an, dass B beschriankt ist, und wihlen Ky € K mit dim Ko = d und B C
int K. Fiir die inneren Integrale ergibt sich

J oo @i (Kr+Li4+az)N---N(Kj+Lj+x;); BN bd (K1 + L1 +x1)N... X
L+  L{
7 1

ﬂbd(Kj—l-Lj—I—l’j))f(Kl—I—Ll,l‘l)"-f(Kj+Lj,l’j)/\Lf_(d$1)...)\Lj_(dxj)

= f...f(I)d,j(Koﬂ(Kl—l-Ll+x1)ﬂ~--ﬂ(Kj+Lj+xj);Bﬁ bd(Kl—i-Ll—i-:Cl)ﬂ--- X
L+ L{
j i

Nbd (K]' + L; —I—l'j)) f(Ky+ Ly, xq) . f(KJ + Lj,IL’j) /\Lf-(dfﬂl) .. )\L]J_(dxj)

= f f le(l‘o) 1bd(K1+L1)(x0*$1) 1bd(Kj+Lj)($O*xj)q)d—j(Kom(Kl‘FLlerl)X
I+ L+ Rd
J 1

n---N (Kj + Lj + xj);d(]}()) f(Kl + Ll,{L'l) s f(K] + Lj,l‘j) /\Lli(dxl) - )\Lf(dm'j)
= [ ... [ [ 1B(z0) Lt var, (w0 — pr, (20)) — 21) - .. Leel b &, ((¥0 — pL, (20)) — 75) X

L+ LiRd

f(E1 + L, (z0 — pry (20)) — ((zo — pry (20)) — 1)) -+ X

f(Kj + Lj, (o — pr,(20)) — ((x0 — pr,(20)) — 7)) X

Cq—j (Ko N (K + Ly +21) N O (K + Ly + )i dxo) Ay (dan) - Ap s (day)-



7.3 Schnittdichtendichten inhomogener Zylinderprozesse I1 143

Mit Korollar 10 148t sich dies weiter umformen, und wir erhalten

d
c= > J 15(20) Lrel bd K1 (%1) - - - Lrel ba K, () X
mo,...,ijdfj, RdXLlLX"'XLf

mo+-+m;=jd+(d—j)
J(K1 + Ly, (w0 — pr, (w0)) — 1) - (K + Ly, (o — pr,(20)) — 75) X

a9 (Ko, K1,..., Kj;d(zo, ..., x;)).

mo;ma,La;...;myg,Lj

Da B C int Ky ist, ergibt sich aus den Rechenregeln fiir die gemischten Mafle, dass my = d sein
muss. Wie im Beweis von Satz 48 iiberlegt man sich, dass nur das gemischte Mafl mit m; =d — 1
fiirt = 1,..., 7 einen Beitrag leistet, und insgesamt erhalten wir

= [1g(2) [ f(E+ L, (2 —pr(2) —21) - f(KG + Lj, (2 = pr; (2)) — 25)

d 1
R L{ ><~--><Lj-

o
@2_1{;1;”,@_17% (K1, ..., Kj;d(ar,. .., 2;)) Aa(dz).

Setzt man dies in die durch den Satz von Campbell hergeleitete Darstellung ein, so ergibt sich aus
dem Satz von Fubini die Behauptung fiir beschriinkte Borelmengen B € B(R?). Die eigentliche
Aussage erhalten wir dann mittels des Satzes von der monotonen Konvergenz. O

Bemerkung: Um analog zu Satz 49 die hier berechneten Schnittdichten in Verbindung mit Funk-
tionalen von zu X assozierten konvexen Korpern zu bringen, wire eine Ubertragung von Satz 18
auf die Mafle @g;g;m;mh L notig; er war in Kapitel 5 das zentrale Hilfsmittel beim Beweis dieses
Zusammenhangs. Allerdings wiirde seine Herleitung die vorliegende Arbeit zu umfangreich machen,

weshalb wir an dieser Stelle darauf verzichten.

7.3 Schnittdichten inhomogener Zylinderprozesse 11

Es seien X ein translationsregulirer Poissonscher Zylinderprozess, der auf volldimensionalen Zylin-
dern konzentriert ist, und j € {1,...,d}. Wir wollen zeigen, dass die durch

vj(B) :=E > HI(BN bd (Ky + L) N---N bd(K; + L;)), B e B(RY),

(K1+L1,---7Kj+Lj)€Xi

definierten Mafle v; eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles besitzen.

Bemerkung: Um den Satz von Campbell anzuwenden und Messbarkeitsaussagen zeigen zu kénnen,
muss man wie in Abschnitt 5.2 vorgehen. Satz 19 sowie Korollar 1.3.1 und 2.1.4 aus [48] kann man
analog anwenden.

Es gilt:
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Satz 80 Es seienj € {1,...,d}, g € {0,...,d—1} und X ein translationsrequlirer Poissonscher q-
Zylinderprozess, der auf volldimensionalen Zylindern konzentriert ist. Dann besitzt das Mafi v; eine
Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafes, und eine Version dieser Dichte ist durch y; : R? — [0, 00)
gegeben. Fiir z € R definieren wir dabei

fyj(z) = f f f f [JKH_Ll(xl),...,UKj+Lj(a}j)]X

Z;lo Z;iorel bd Ky rel bd K

S(EL+ Ly, (2 = pr, (2) — 1) -+ f(Kj + Ly, (2 — pr,; (2)) — 35) %

HI=0= Y (day) .. HE0 (day) Po(d(Ky + L)) - Po(d(Kq + L)
gegeben.

Bemerkung: Es seien L € Eg und K € K mit dmK =d — q und K C L+. Dann ist

ok () = ok yr()

fiir H9 9 !_fast alle z € rel bd K.

Beweis: Es sei zunichst B € B(R?) beschriinkt. Da X ein Poissonprozess ist ergibt sich nach einem
Zwischenschritt wie am Anfang des Beweises von Satz 59 mit dem Satz von Campbell

Vj(B) = f...fHd_j(Bﬂ bd(Kl—i-Ll)ﬁ-”ﬂ bd(Kj—l-Lj))@(d(Kl—i-Ll))... X
z§

O(d(K; + Lj))

= [ ... [ [ JHTIBNbA(K + Ly +x1) NN bd (K + Lj + x5)) %

d d €L 1
250 Zgoly L3

JEy+ Lysan) - f(KG + Ly, x) A (dan) - Ap s (dag)

]P’()(d(Kl + Ll)) . ]P’()(d(KJ + LJ))
Wir interessieren uns zunéchst fiir die inneren Integrale. Bevor wir diese weiter umformen kénnen,
benétigen wir allerdings folgende Voriiberlegung: Es seien L1, ..., L; € L4und K1, ..., Kq € K% mit
K, C Lll, LK C Lj-. Fir ¢ = 1,...,7 seien die Funktionen f; : LiL — R messbar. AuBerdem

seien Wy,...,W; € K4 derart, dass Wy C Ly, .. ., W; C Lj und

BN K+ Ly +x = BNK; + int Wy + 2 fiir allex; € Li

BNKj+ Lj+xz; =BNK;+ intW; + ; fiir allez; GLJ-L
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gilt. Man beachte, dass B als beschriankt vorausgesetzt ist. Dann ergibt sich nach Aufspaltung der
Integrationen iiber R¢ in Integrationen iiber L und L+

f...fHdij(Bﬂ bd(Kl—i-Wl—l-J)l)ﬂ"'ﬂ bd(Kj—l—Wj—i—J}j))fl(aj‘l—le(l‘l))"- X
R4 Rd

fi(@j —pr;(x5)) Aa(dzr) . . . Aa(dz;)

= )\L1 (Wl) e )\Lj (W]) X

f fHdij(Bﬂ bd(K1+L1+x1)ﬂ---ﬂbd(Kj—I—Lj+xj))f1(x1)---fj(xj)><

Ly Lf
Andererseits ist nach Satz 31 folgende Umformung mdoglich:

f‘..fHd_j(Bﬁ bd (K1 + Wi+ x1)N---N bd (K; + W + ) fi(z1 — pr, (x1)) -+ ¥
R4 R4

fi(xj —pr,(z5)) Aa(dzy) . .. Ag(dxj)

= f f fHdij(B—wlﬂ bd(K1+W1)ﬂbd(K2+W2+l’2)ﬂ“-ﬂ bd(Kj+Wj+iL‘j))X
Rd R4 R4
fo(wa + 1 = pry(xa + 1)) - - fi(2j + 21 — pr, (x5 + 1)) Aa(dzj) . . Na(dw2) ¥

fi(z1 — pr, (21)) Aa(dr)

=/ I o ] 1 (t) fo(h —te+ 21 —pr, (b1 —t2 +21)) - ¥
R4 bd K1+W1 bd Kj+Wj

fj(tl —tj + 21 —pL, (t1 —t; + xl)) [0K1+W1 (tl), e OK+ W (tj)] Hdil(dtj) Lo X
HE(dty) fi(zy — pr, (21)) Aa(day)
= )\L1 (Wl) ce )\L]- (Wj) X

1l f f 1p—g, (t1) fo(t1 —ta +x1 —pr,(t1 —ta + 1)) -+ X
R4 rel bd K1 rel bd K;

fj(tl —tit+ a1 —pLj(t1 —t; + x1)) [O'KH-Ll(tl)a . 7UKj+Lj(tj)] Hd_ql_l(dtj) oo X

HEGN(dty) fi(z1 — pr, (z1)) Aa(dzr).

Setzt man die Ergebnisse beider Umformungen gleich, so erhalten wir nach der {iblichen Transfor-
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mation der Integrationsvariablen

f...fHdij(Bﬁ bd(Kl—l-Ll—{—.Tl)ﬂ"'ﬂbdKj—I—Lj—i-ltj)fl(.l‘l)...fj(l'j)X

Ly Lf

:RfdlB(z) i I (2 =pr,(2) —@1) - fi((z = pr,(2) — 25) %

rel bd K1 rel bd Kj

[UK1+L1 (xl), o OKG 4L, (ZL‘])] Hd_ql_l(dtj) . Hd_Qj_l(dtl) )\d(dxl).

Fiir die mittels des Satzes von Campbell gewonnene Darstellung des Maf v; ergibt sich damit

I/j(B) = f f f...fHdij(Bﬂ bd(Kl—&-Ll—i-xl)ﬂ.--ﬁbdKj+Lj—|—wj)><
zd,  ZloLfy LY

f(Kl + Llyl’l) .. f(Kj —I—Lj,l'j) )\Lf_(dl‘l) . ..)\Lj_(divj)Po(d(Kl + Ll)) o X

Po(d(K; + Lj))

= ]Rfd 13(2’) f f f f [UKl"l‘Ll(wl)?'"70Kj+Lj<mj>] X

Z;l,o Zg,o rel bd K3 rel bd K;

FUK1 + L, (2 = pry (2)) — @1) - f(Kj + Ly, (2 = pr; (2)) — 2;) K97 (daj) ...
HI=9 1 (day) Po(d(Ky + L1)) ... Po(d(Ky + L1)) Mg(dz).

Diese Darstellung fiir beschréinkte Borelmengen B € B(R?) iibertriigt sich durch den Satz von der
monotonen Konvergenz auf beliebige Borelmengen, und wir haben den Satz bewiesen. g

Fiir alle z € R? definieren wir mittels des verallgemeinerten lokalen mittleren Normalenmafes fiir
A € B(S41) durch

p=(A) = p(Zd,, A)

= [ [ laloxsr(@)f(K+L,(z — pr(z)) — x) HP9H(dz) Po(d(K + L))
Zg,o rel bd K

ein zu X assoziertes BorelmaB auf der Einheitssphiire S?1. Es ist fiir Ag-fast alle z € R? sowohl
eindeutig durch das Intensitdtsmafl von X bestimmt als auch endlich. Wir kénnen dieses Maf
somit dazu benutzen, fiir Ag-fast alle z € R? ein zu X assoziiertes Zonoid II(X, z) mittels seiner
Stiitzfunktion

h(I(X, 2),u) := / |(w, 0)| gz (dv), u € ST1,
Sd—l

zu definieren. Wie fiir Prozesse konvexer Partikel zeigt man:
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Satz 81 Es seien j € {1,...,d}, ¢ € {0,...,d — 1} und X ein translationsregulirer Poissonscher
q-Zylinderprozess, der auf volldimensionalen Zylindern konzentriert ist. Dann gilt fiir Ag-fast alle

2 € R sowohl
4!
=5

7 d
kg1 (5) ;
7i(2) < #%(2)]-
dry  jlka—;j

(%) V;(II(X, 2))

als auch

Gleichheit gilt hierbei genau dann, wenn I1(X, z) eine Kugel ist.
Bemerkungen:

a) Die Aussagen von Satz 59 und Satz 61 ergeben sich fiir ¢ = 0.

b) Gleichung (15) und Theorem 2 aus [31] ergeben sich zunéchst nicht fiir ¢ = d— 1, da wir einen
Poissonscher Zylinderprozess voraussetzen, der auf volldimensionalen Korpern konzentriert
ist. Die enge Beziehung zwischen dem letzten Satz und diesen Resultaten von Schneider ist
aber offensichtlich; zumal sich die Beweise der letzten beiden Sitze direkt auf den Fall, dass
Z ein Hyperebenenprozess ist, iibertragen lassen.

Fiir Prozesse von ¢-Ebenen mit ¢ < d—1 gibt es kein kanonisches Vorgehen, um ein assoziiertes
Zonoid zu definieren. Wohl auch aus diesem Grund beweist Schneider beide Ergebnisse nur
fiir Poissonsche Hyperebenenprozesse, und es ist nicht offensichtlich, wie sie zu einem Resultat
fiir Zylinderprozesse verallgemeinert werden konnten.
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