Algorithmenentwurf fiir symmetrische
Messungen auf Quantenrechnern

Zur Erlangung des akademischen Grades eines

Doktors der Naturwissenschaften

der Fakultat fiir Informatik
der Universitat Fridericiana zu Karlsruhe (TH)

genehmigte

Dissertation
von
Thomas Decker

aus Bruchsal

Tag der miindlichen Priifung: 17. Juli 2006
Erster Gutachter: Prof. Dr. Roland Vollmar
Zweiter Gutachter: Prof. Dr. Gernot Alber






Dank

An erster Stelle mochte ich mich bei Herrn Professor Dr. Thomas Beth bedanken, ohne
dessen Unterstiitzung die vorliegende Arbeit nicht moglich gewesen wire. Er hat mein
Interesse fiir die Quanteninformatik geweckt, und dariiber hinaus verdanke ich ihm auch
die algebraische Sicht auf dieses Gebiet. Leider hat er die Fertigstellung der Arbeit nicht
mehr erlebt. Herrn Professor Dr. Roland Vollmar danke ich herzlich fiir die Fortsetzung
der Betreuung der Arbeit. Herrn Professor Dr. Gernot Alber danke ich fiir die Ubernahme
des Korreferats. Meinen Kollegen am Institut fiir Algorithmen und Kognitive Systeme
danke ich fiir die offene und freundschaftliche Arbeitsatmosphére, die gute Zusammen-
arbeit sowie der Hilfsbereitschaft bei Fragen aller Art. Insbesondere mdochte ich Herrn
Dr. Dominik Janzing fiir eine Vielzahl von interessanten und fruchtbaren Diskussionen
danken, die wesentlich zum Gelingen der Arbeit beigetragen haben.






Inhaltsverzeichnis




iv INHALTSVERZEICHNIS

4 _Durchfiihrune symmetrischer POVMS 61

L1 Durchfilbrung eines POVMY . . . . . ..o 62
IéLLA_]_]_sm]Lz]_mg der Svmmetrid . . . . . .. 64

W3  Cruppenerzengte POVMY . . . . o . o 67
W4 Beispield . . . . . . 68

W43  Zyklisches POVM . . . . . .. oo 79
K44 Heisenberg=Weyl-POVM . . . ... ... ... ... ... ... .. 81
W5  Experimentelle Durchfiihrund . . . . . . . . . . .. ... ... 86
W51  Quantenoptische Grundlaged . . . . . . . . oo 86
W52 Optische Implementiernne von POVMA . . . . . . . . . . ... .. &9

5.2 Messime mit minimaler Stérund . . . . . .. ... 100
5.3 Aunsnutzime der Svmmetrid . .. ... 101
.......................... 103

5.5 Beispield . . . . . . 104
551 Zyklische POVMA . . . . ... ... ... ... 104
15.5.2  Heisenberg=Weyl-POVMd . . . . . ... ... ... 108

5.6  Experimentelle Durchfiihrund . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 111
5.6.1  Messung der Polarisation . . . . . . . . oo 112

l6__Ausblicd 119
|JA_Notationen und Symbold 121

IB_Beweise und Konstruktionen 123

IB.1_Ergiinzung mehrerer irreduzibler Darstellungen . . . . . . . . . . .. . .. 123
[B.2_Einbettung der Fourier-Transformatiod . . . . . . . ... ... ... ... 125
[B.3_POVMs mit Heisenberg-Weyl-Symmetrid . . . . . ... ... ... .. .. 126

ILiteraturverzeichnid 131
IE. Veroffentlicl | 141
IStichwortverzeichnid 143




Einleitung

In der Quanteninformatik wird untersucht, wie Information mit Quantensystemen ge-
speichert, iibertragen und algorithmisch verarbeitet werden kann. Dabei unterscheidet
sich das Auslesen der Information bei Quantensystemen grundsétzlich von dem bei klas-
sischen Systemen: Jede Messung eines klassischen Systems kann theoretisch so durch-
gefiihrt werden, dafl sdmtliche im System vorhandene Information erhalten bleibt und
somit eine weitere Messung durchgefiihrt werden kann, falls vorhergehende Messungen
nicht die gewiinschte Information ergeben haben. Es existiert daher im Prinzip eine ma-
ximale Messung, die gleichzeitig alle Groflen eines Systems prdzise bestimmt. Dies ist
bei Quantensystemen nicht der Fall, denn es gibt physikalische Grofien wie beispielsweise
der Ort und der Impuls eines Teilchens, deren gemeinsame, genaue Bestimmung nach
der Heisenbergschen Unschérferelation nicht méglich ist. Dies zeigt, dafi die Information,
die iiber ein Quantensystem erhalten werden kann, von den durchgefithrten Messungen
abhéngt, womit unmittelbar die Fragen folgen, welche Messungen fiir eine gegebene Auf-
gabe optimal sind und wie diese durchgefiihrt werden konnen.

Die bedeutendste Problemstellung bei der Optimierung von Messungen ist die Zu-
standsunterscheidung; diese spielt nicht nur bei der Ubertragung und Speicherung von
Information eine zentrale Rolle, sondern auch bei Quantenalgorithmen, denn das Resultat
eines solchen Algorithmus ergibt sich durch die Messung eines Zustands, der die Losung
eines Problems beschreibt. In vielen Fillen ist hierbei die Aufgabe, Zusténde einer Men-
ge zu unterscheiden, die unter der Operation einer Symmetriegruppe invariant ist. In
der vorliegenden Arbeit wird deshalb untersucht, wie diese Symmetrie genutzt werden
kann, um die Suche nach optimalen Messungen zu vereinfachen. Bei einigen Optima-
litdtskriterien folgt hierbei, dafl es optimale Messungen gibt, welche dieselbe Symmetrie
wie die zu unterscheidenden Zustédnde aufweisen. Damit kann die Optimierung durch die
Beschrinkung auf solche Messungen in zahlreichen Féllen sehr stark vereinfacht werden.

Die Tatsache, dafl die optimale Unterscheidung von symmetrischen Zustandsmengen
mit symmetrischen Messungen moglich ist, hat nicht nur fiir die Bestimmung der opti-
malen Messungen eine grofie Bedeutung, sondern auch fiir die daran anschlieSende Frage,
wie diese effizient durchgefiihrt werden kénnen. Hierbei wird fiir die Durchfithrung ange-
nommen, dafl ein Quantenrechner zur Verfiigung steht; dieser bietet neben bestimmten
Grundoperationen auf den Zustdnden auch von-Neumann-Messungen, denn diese stel-
len eine Klasse gut untersuchter Messungen dar, fiir die zum Teil auch physikalische
Realisierungen bekannt sind. Eine beliebige Messung kann unter diesen Voraussetzung-
en implementiert werden, indem der zu messende Zustand durch geeignete Operatio-
nen an eine von-Neumann-Messung angepafit wird. Diese Reduktion auf von-Neumann-
Messungen ist zwar prinzipiell immer moglich, jedoch kann der Aufwand schon bei Mes-
sungen von einfachen Systemen beliebig grofl sein. Zur Losung dieses Problems werden
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in der vorliegenden Arbeit darstellungstheoretische Verfahren der algorithmischen Sig-
nalverarbeitung herangezogen, mit denen beispielsweise auch effiziente Schaltkreise fiir
Fourier-Transformationen konstruiert werden konnen. Durch die Erweiterung dieser Ver-
fahren konnen allgemeine Entwurfsprinzipien abgeleitet werden, die zeigen, daf es fiir ei-
ne symmetrische Messung immer eine Durchfithrung gibt, welche explizit die Symmetrie
nutzt. Gleichzeitig wird neben dieser Existenzaussage auch ein konstruktives Verfahren
entwickelt, mit dem anhand einiger Beispiele demonstriert werden kann, dafl die Entwurfs-
prinzipien nicht nur ein theoretisches Resultat darstellen, sondern auch die Konstruktion
effizienter Implementierungen fiir konkrete Messungen erméglichen.

Einordnung und Hauptbeitrige der Arbeit

In der vorliegenden Arbeit werden bekannte Existenzaussagen fiir optimale symmetrische
Messungen verallgemeinert und symmetriebasierte Konstruktionsprinzipien fiir Mef3ver-
fahren entworfen. Dariiber hinaus werden durch die Untersuchungen der Struktur sym-
metrischer Messungen auch Beitrége fiir die Grundlagen der Quanteninformatik geleistet.
Die Darstellung der Resultate folgt den Arbeiten [D.JB04, [D.JROS, D06, DecOd].

Der Hauptbeitrag dieser Arbeit im Bereich optimaler Messungen ist Satz B.24] der
die Anwendung bekannter Existenzaussagen (Davies-Theoreme, siehe Satz und B23)
auf eine grofere Klasse von Problemen zuldfit. Durch diese Verallgemeinerung kann in
Abschnitt bei einem Beispiel numerisch bewiesen werden, dafl eine bestimmte Mes-
sung optimal ist. Die urspriinglichen Aussagen sind bei diesem Beispiel nicht anwendbar,
und die Optimalitdt der Messung wurde bisher nur vermutet.

In der Literatur waren keine Entwurfsprinzipien fiir Meflverfahren zu finden, welche
auf der Symmetrie einer Messung beruhen; nur einige einfache Beispiele von Messung-
en wurden untersucht und zum Teil auch experimentell durchgefiihrt. Hauptresultat der
vorliegenden Arbeit ist ein allgemeines Konstruktionsprinzip fiir symmetriebasierte Mef3-
algorithmen. Die Ergebnisse sind in Satz und Satz zusammengefafit und werden
dabei so formuliert, das sie unmittelbar auf eine vorgegebene Messung angewandt wer-
den konnen. Die Niitzlichkeit der Entwurfsprinzipien wird in den Abschnitten EE4 und
durch die Konstruktion effizienter Durchfithrungsverfahren fiir einige Familien von Mes-
sungen nachgewiesen.

Gliederung der Arbeit

Das erste Kapitel umfafit die grundlegenden Definitionen und Notationen des Standard-
modells der Quantenrechner. Neben den Modellierungen der Zustdnde und der zeitlichen
Zustandsentwicklung beinhaltet das erste Kapitel auch das Quantenschaltkreismodell so-
wie die Beschreibung verallgemeinerter Messungen.

Im zweiten Kapitel werden die Eigenschaften von Darstellungen endlicher Gruppen
zusammengefafit, die fiir die folgenden Untersuchungen notwendig sind. Es wird gezeigt,
wie Darstellungen zu Symmetriebegriffen fiir Zustdnde, Messungen und Matrizen fiihren.
Da sich die Matrizen mit Symmetrie als wichtiges Hilfsmittel herausstellen, werden diese
mit darstellungstheoretischen Methoden untersucht.

Im dritten Kapitel werden fiir symmetrische Zusténde Eigenschaften optimaler Mes-
sungen betrachtet, wobei verschiedene Optimalitéatskriterien herangezogen werden. Dabei
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wird fiir ein Kriterium die Existenz optimaler Messungen nachgewiesen, die eine bestimm-
te Symmetrie haben. Diese Existenzaussage wird genutzt, um fiir zwei Beispiele anhand
numerischer Rechnungen die Eigenschaften optimaler Messungen zu analysieren.

Im vierten Kapitel wird gezeigt, wie aus der Symmetrie einer Messung ein Ent-
wurfsprinzip fiir Mealgorithmen auf Quantenrechnern folgt. Anhand einiger Beispiele
wird gezeigt, dafl die angegebenen Prinzipien durch Ausnutzung der Symmetrie zu effizi-
enten Mefverfahren fithren konnen.

Im fiinften Kapitel wird das Entwurfsprinzip des vierten Kapitels auf Verfahren
fiir Messungen erweitert, die eine minimale Stérung des Systemzustands bewirken. Mit
Beispielen wird auch hier demonstriert, daff durch Nutzung der Symmetrie effiziente Mef3-
verfahren konstruiert werden kénnen.

Im sechsten Kapitel werden einige Probleme diskutiert, fiir die moglicherweise mit
den in der vorliegenden Arbeit dargestellten Verfahren neue Losungsanséitze gewonnen
werden kdnnen.



EINLEITUNG



Kapitel 1

Modellierung von Quantenrechnern

Im ersten Kapitel wird die in der Quanteninformatik vorherrschende Modellierung von
Quantenrechnern zusammenfassend dargestellt, da Quantenrechner in den folgenden Un-
tersuchungen als grundlegendes Hilfsmittel fiir die Durchfithrung von Messungen dienen.
Ein Quantenrechner ist in diesem Modell ein Quantensystem, das durch einen endlich-
dimensionalen Vektorraum beschrieben werden kann und fiir das geeignete Grundope-
rationen zur Verfiigung stehen. Neben den Systemzustdnden und deren zeitlichen Ent-
wicklung, die durch das Quantenschaltkreismodell veranschaulicht wird, umfalt dieses
Kapitel auch die Modellierung der Messungen.

1.1 Bra-Ket-Notation der Quantenmechanik

Viele Rechnungen mit Vektoren, Matrizen (in der Quanteninformatik auch als Opera-
toren bezeichnet), Skalarprodukten und orthogonalen Projektionen kénnen durch die
Bra-Ket-Notation der Quantenmechanik vereinfacht werden. Diese Notation (siehe z. B.
Abschnitt 1.1.1 in [And05]) basiert auf der Auftrennung des Standard-Skalarprodukts

vy d—1
<(I)|\I[> = ((I)O’...,(I)dfl) = (I)]\I]J
Uy, ) i
in die beiden Matrizen
Uy
<(I)| = (507 ce ,Edfl) und ‘\I]> =
Vi

Definition 1.1 (Bras und Kets) Fin Vektor ® € H eines komplexen Vektorraums
H wird als |®) geschrieben und als Ket bezeichnet; der transponierte und elementweise
konjugierte Vektor wird als (®| geschrieben und Bra genannt.

Die Rechenregeln fiir Matrizen gelten auch fiir Bras und Kets: Neben den Additionen
|®) + | W) und (P|+ (V]| sowie der Multiplikation von (®| oder |®) mit a € C ist auch die
Multiplikation von Bras mit Kets moglich. Hierbei wird durch die Bildung des Produkts
(P||¥) := (P|¥) von (®| und |V) das Skalarprodukt erhalten. Durch die Vertauschung

bt
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von (®| und |¥) in diesem Produkt wird eine Matrix [¥)(®| € C?*? erhalten. Mit solchen
Matrizen konnen beliebige Matrizen aufgebaut werden: Es sei dazu |®y), ..., |[P4_1) eine
Orthonormalbasis (ONB) von C? und A € C%*¢ eine Matrix. Dann kann A als

-1 d—1 /d—1 d—1
A=) (Al)) (@] = ( O‘j,k|q)k>> (®;] =D ol Pi)(Py] mit a;, € C
=0 0

J Jj=0 \k= J,k=0

geschrieben werden. In dieser Darstellung ist A die lineare Kombination von Matrizen
|®y,) (P;], die alle den Rang eins haben. Fiir hermitesche Matrizen kann diese Zerlegung
durch die Wahl einer orthonormalen Eigenvektorbasis vereinfacht werden; hierbei werden
von den Matrizen |®y)(®;| nur die Elemente |®;)(®P;| benstigt.

Definition 1.2 (Hermitesche Matrix) Sei A € C™*" eine Matriz. Dann ist die trans-
ponierte und elementweise komplex konjugierte Matriz

—T

AT =4
die zu A adjungierte Matriz. Fine Matriz A = AT heifit hermitesch.

Eine hermitesche Matrix A ist insbesondere eine normale Matrix, d. h. es gilt die
Gleichung ATA = AAT. Damit garantiert der Spektralsatz (siche Satz 1 in §2 und Satz 2
in §4, Kap. VIII in [Lor96]) die Existenz einer orthonormalen Eigenvektorbasis:

Satz 1.3 (Spektralsatz fiir hermitesche Matrizen) Es sei A € C¥*? eine hermite-
sche Matrixz. Dann kann A geschrieben werden als

s—1
A= 20,)(®)
=0

mit den Eigenwerten \; € R und den Matrizen |®;)(®;|, die zu den Vektoren |®;) einer
ONB von FEigenvektoren gebildet werden. Diese Zerlegung wird als Spektralzerlegung von
A bezeichnet.

Gilt in der Spektralzerlegung von A fiir alle j die Gleichung A\; = 0 oder \; = 1,
so folgt aufgrund der Orthogonalitéit der |®;), daB A und A? gleich sind. Damit ist A
eine orthogonale Projektion auf den von den Eigenvektoren aufgespannten Raum (siehe
Abschnitt 1.1.6 in [Aud05]).

Lemma 1.4 (Orthogonale Projektion) Die orthogonale Projektion I1 € C™? quf den
von der ONB |®q), ..., |®, 1) € C? aufgespannten Unterraum von C?¢ ist

s—1

=) |®;)(d;| € C™.

=0
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1.2 Systemzustinde

Die Modellierung der Zustédnde von endlich-dimensionalen Quantensystemen beruht auf
Dichtematrizen und Zustandsvektoren. Fiir zweidimensionale Quantensysteme besteht
daneben zusétzlich die Moglichkeit, einen Zustand anschaulich in der Bloch-Kugel darzu-
stellen. Werden mehrere solche zweidimensionalen Systeme zusammen betrachtet, so ist
es aber nicht immer moglich, deren gemeinsamen Zustand durch die zugehorigen Bloch-
Kugeln vollstandig zu erfassen, denn es ist eine grundlegende Eigenschaft von Quanten-
systemen, dafl sich der Zustand eines Systems nicht immer allein durch die Zustdnde
der Teilsysteme beschreiben 148t. Dies fiihrt bei der Modellierung zusammengesetzter
Quantensysteme zu dem Begriff der Verschréankung.

1.2.1 Einzelsysteme

Die Zusténde von Quantensystemen werden durch Dichteoperatoren auf Hilbert-Raumen
beschrieben, deren Dimension durch die physikalischen Eigenschaften festgelegt ist. In
der Quanteninformatik werden hauptséchlich endlich-dimensionale Systeme untersucht,

womit die Zustdnde durch Dichtematrizen (siehe z. B. Abschnitt 4.1.3 in [Aud05]) be-
schrieben werden konnen:

Definition 1.5 (Dichtematrix) Der Zustand eines d-dimensionalen Quantensystems
wird durch eine Dichtematriz p € C¥™9 beschrieben, die eine hermitesche, semipositive
Matriz mit Spur tr(p) = 1 ist.

Da eine Dichtematrix p hermitesch und damit auch normal ist, kann sie nach Satz
als p = >, A\j|®;)(®;| geschrieben werden. Aufgrund der Semipositivitit und der Spur-
normierung tr(p) = 1 ist fiir normierte |®;) diese Summe eine Konvexkombination, d. h.
es gelten A; > 0 und }; A; = 1. Dies kann als eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(j) auf
den Zustdnden p; := |®;)(®P;| gedeutet werden, womit die Dichtematrix den Systemzu-
stand beschreibt, falls die Zustidnde p; jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p(j) auftreten
(siehe z. B. Abschnitt 4.1.2 in [Aud05]).

Definition 1.6 (Ensemble) Fin Ensemble ist eine Familie po, . .., pm—1 von Zustinden
eines Systems mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten p(7). Ein gemaf$ p(j) gewdhlter
Zustand wird durch die Dichtematriz p = Z?;ol p(j)p; beschrieben und Mischung der p;
genannt.

Eine besondere Art von Ensemble liegt vor, falls es nur einen Zustand umfaft, der
selbst keine Mischung ist (siehe z. B. Abschnitt 4.1.1 in [Aud03]):

Definition 1.7 (Reiner Zustand, Zustandsvektor) Ein Zustand p € C¢ ist rein,
falls er als p = |®)Y(®| mit einem normierten |®) € C? geschrieben werden kann. Der
Vektor |®) wird Zustandsvektor genannt.

Die Resultate einiger Rechnungen mit Dichtematrizen konnen auch durch die ein-
fachere Rechnung mit Zustandsvektoren erhalten werden. So kann zum Beispiel die Kon-
jugation p +— UpUT eines Zustands p mit der unitidren Matrix U auch auf den Vektoren
|®;) der Spektralzerlegung p = Z;;é Aj|®;)(®;| untersucht werden. Hierbei entspricht
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die Konjugation der Multiplikation |®;) +— U|®;). Das Resultat der Konjugation wird
durch die Linearitdt der Multiplikation erhalten:

UpUt =U (Sz_i Aj@j)@ﬂ) Ut = Sz_i)\j (U)@;)) (U]@;)).

Der Zustandsvektor eines reinen Zustands ist nicht eindeutig, denn die Zustandsvektoren
|®) und e®|®) entsprechen fiir alle @« € R demselben Zustand |®)(®|. Der Faktor e
wird globale Phase genannt, da alle Komponenten von |®) mit ihm multipliziert werden.
Diese Phasenfaktoren konnen in vielen Féllen bei der Beschreibung eines Zustands mit
Vektoren vernachlissigt werden, da diese beim Ubergang auf Dichtematrizen verloren
gehen und daher physikalisch keine Bedeutung haben.

1.2.2 Qubits und die Bloch-Kugel

Die einfachsten nichttrivialen Quantensysteme werden durch zweidimensionale Vektor-
rdume beschrieben. Sie sind die Grundbausteine von Quantenrechnern wie es die Bits fiir
Rechner sind.

Definition 1.8 (Qubit) Fin Qubit ist ein zweidimensionales Quantensystem. Die Vek-
toren der Standardbasis werden als |0) := (1,0)T und |1) := (0,1)T bezeichnet.

Bei d-dimensionalen Systemen werden analog zu den Qubits die Vektoren der Stan-
dardbasis als [7) := (0,...,0,1,0,...,0) mit der Eins in der Komponente j geschrieben.
Die Zustdnde von Qubits kénnen in der Bloch-Kugel veranschaulicht werden. Grundlage
sind hierfiir die Pauli-Matrizen (siehe z. B. Abschnitt 3.1 in [Aud05]), die zusammen mit
der Einheitsmatrix beziiglich des Spurskalarprodukts eine Orthogonalbasis des R-linearen
Raums der hermiteschen Matrizen der Grofle 2 x 2 bilden.

Definition 1.9 (Pauli-Matrizen) Die Pauli-Matrizen sind die Matrizen

{01 (0 =i G (10
Oy = 10 ) Oy = i 0 und 0, = 0 -1 /-

Jeder Zustand p € C?**? eines Qubits kann aufgrund der Normierung tr(p) = 1
beziiglich der Basis {Is, 0,,0,,0.} als

1
p= 5([2 + zo, + yo, + 20,)

mit (z,y,z)T € R?® geschrieben werden (sieche Abschnitt 3.1 in [Aud05]). Der Vektor
(z,y,2)T wird Bloch-Vektor genannt und legt den Zustand eindeutig fest. Die Bloch-
Vektoren kénnen mit den Punkten der Einheitskugel 2% + y? + 22 < 1 im R? identifiziert
werden, die unter dieser Zuordnung Bloch-Kugel genannt wird.

Definition 1.10 (Bloch-Vektor) Einem Zustand p € C*** wird der Bloch-Vektor
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)

() !é%\# (i
W

(
(
Abbildung 1.1: Die Bloch-Kugel mit den Zustdnden aus Bsp. [LTIl Die zugehorigen Zu-

standsvektoren sind zur Vereinfachung der Notation ohne Normierung angegeben. (Ab-
bildung aus [D.JB04] entnommen.)

zugeordnet. Umgekehrt entspricht der Bloch-Vektor (x,y,2)T € R® mit 2* +y?> + 22 < 1

dem Zustand
]- 1"—2 .T—'ly 2% 92
§<:c+iy 1—,2)6([j ’

Orthogonale Zustinde werden in der Bloch-Kugel auf Punkte abgebildet, die um den
Mittelpunkt gespiegelt sind (siehe Abschnitt 3.2 in [Aud05]).

Beispiel 1.11 (Bloch-Vektoren) Die zu den Zustandsvektoren

1 0 1/ 1 J \/I 1
o) \1) Val+1) Vol &
gehorenden Bloch-Vektoren sind in Abb. L1 dargestellt.

Mit der Darstellung von Zusténden in der Bloch-Kugel lassen sich die reinen Zusténde
einfach charakterisieren (siche Abschnitte 3.2 und 4.4 in [And05)]):

Lemma 1.12 (Reine Zusténde in der Bloch-Kugel) Die reinen Zustinde eines
Qubits entsprechen genau den Punkten auf der Oberfliche der Bloch-Kugel.

1.2.3 Zusammengesetzte Systeme

Es seien unabhéngige Quantensysteme mit den zugehorigen Vektorrdumen Hy, ..., H, 1
und den Zusténden py, . . ., p,_1 gegeben. Das Gesamtsystem, das aus diesen Systemen be-
steht, wird durch das Tensorprodukt beschrieben (siehe z. B. Abschnitt 2.2.8 in [NCO0]).

Lemma 1.13 (Zusammengesetztes System) Der Raum des zusammengesetzten Sys-
tems ist Ho® ...® H,_1. Der Zustand des Gesamtsystems unmittelbar nach der Zusam-
mensetzung wird durch die Dichtematriz po ® ... & p,_1 beschrieben.
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Die grundlegenden Komponenten eines Rechners sind die Bits, die zu Registern zu-
sammengefalt werden. Analog werden bei Quantenrechnern die Quantenregister erhalten
(sieche Abschnitt 12.1 in [Aud05]):

Definition 1.14 (Quantenregister) Ein Quantenregister ist ein Quantensystem, das
aus mehreren Qubits besteht. Die 2™ Basisvektoren eines Registers mit n Qubits konnen
bindr als |xg ... Tp_1) == |20) ® ... ® |xn_1) mit x; € {0,1} geschrieben werden.

Der Zustand des Gesamtsystems, der unmittelbar nach der Zusammensetzung der
Teilsysteme vorliegt, kann nach Lemma alleine durch die Zusténde py, ..., pn_1 der
Teilsysteme beschrieben werden. Ist hingegen ein beliebiger Zustand auf dem Gesamtsys-
tem gegeben, so muf dieser nicht ein Zustand sein, der durch das Zusammenfiigen der
Teilsysteme entsteht (siche Abschnitt 7.2.1 in [Aud05]):

Definition 1.15 (Verschrinkung reiner Zustéinde bipartiter Systeme) FEin reiner
Zustand |®)(®| mit |P) € Ho®@H; eines Systems, das aus den durch Hy und H; beschrie-
benen Teilsystemen besteht, ist unverschrdnkt, falls er als |®) = |®o) @ |P1) mit |Pg) € Ho
und |®1) € Hy geschrieben werden kann. Die anderen Zustinde sind verschrinkt.

Die Definition von Verschrinkung kann auf Systeme, die aus mehr als zwei Teilsyste-
men bestehen, und gemischte Zusténde verallgemeinert werden (siche z. B. [Bru(2] oder
Kap. 8 in [Aud05]).

1.3 Zeitliche Entwicklung

Die zeitliche Entwicklung des Zustands eines Quantensystems wird durch die Schrodinger-
Gleichung beschrieben. Diese zeitliche Entwicklung gilt nur fiir abgeschlossene Systeme,
also nicht fiir Systeme, die in Wechselwirkung mit anderen Quantensystemen stehen (siehe
z. B. Abschnitt 2.1.2 in [Aud05]).

Definition 1.16 (Schrédinger-Gleichung) Es sei |®(t)) der Zustandsvektor zur Zeit
t. Dann gilt mit dem zeitabhingigen Hamilton-Operator H(t) die Schridinger-Gleichung

. d
th— (1)) = H(1)|2(2)),
wobei 2wh das Plancksche Wirkungsquantum ist.

Die Schrédinger-Gleichung ist eine lineare Differentialgleichung, die fiir einen zeit-
unabhéngigen Hamilton-Operator H(t) = H durch Exponentiation gelost werden kann
(siehe z. B. Abschnitt 2.2.2 in [NCO0)]):

Lemma 1.17 (Zeitentwicklung) Liegt fiir ein System mit Hamilton-Operator H zur
Zeit t = 0 der durch |®(0)) beschriebene Zustand vor, so liegt zum Zeitpunkt t der durch
|B()) = U;|®(0)) beschriebene Zustand mit U, := e~ /" yor.

Aufgrund der Hermitezitat des Hamilton-Operators ist U; eine unitiare Matrix, wo-
mit die Zeitentwicklung durch unitdre Transformationen beschrieben wird (siehe z. B.
Abschnitt 2.1.2 in [Aud05]). Die Zustinde zu aufeinander folgenden Zeitpunkten kénnen
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demnach durch eine Folge Uy, ..., U,, 1 unitirer Transformationen erfafit werden: Zum
Zeitpunkt t; liegt der durch |®(¢;)) = U;_1|®(¢;_1)) beschriebene Zustand vor. Im Stan-
dardmodell der Quanteninformatik wird angenommen, dafl der Hamilton-Operator und
damit auch die zeitliche Entwicklung eines Systems beeinfluft werden kénnen, beispiels-
weise durch Anlegen eines dufleren Felds. Damit wird eine bestimmte Menge unitérer
Transformationen festgelegt, die unmittelbar durchfithrbar sind. Eine Grundfrage ist,
welche Operationen notwendig sind, um beliebige Transformation zusammensetzen zu
kénnen (siehe z. B. Abschnitt 4.5 in [NCO0]):

Definition 1.18 (Universelle Operationen) Eine Menge von unitiren Tranforma-
tionen ist universell auf n > 1 Qubits, falls iber dieser Menge jede Matriz aus U(2")
in ein endliches Produkt faktorisiert werden kann, wobei U(d) die Menge der unitiren
(d x d)-Matrizen bezeichnet.

Ein weiterer Universalitdtsbegriff ist die approximative Universalitit (siehe z. B. Ab-
schnitt 8.2 in [KSV02]). Eine Menge von Transformationen, die nach Def. universell
ist, wird durch die Ein-Qubit-Operationen und die CNOT-Operationen gebildet (con-
trolled not, siehe Abschnitt 4.5.2 in [NCO0]). Die Grundidee ist hierbei, dal die beiden
Arten von Operationen auf hochstens zwei Qubits eines Registers angewandt werden,
denn bei einigen moglichen Realisierungen von Quantenrechnern, beispielsweise bei lo-
nenfallen, sind solche Operationen experimentell durchfithrbar (siehe z. B. Abschnitt 7.6
in [NCO0]). Die Operationen auf dem gesamten Register konnen durch das Tensorprodukt
bestimmt werden:

Lemma 1.19 (Operationen auf zusammengesetzten Systemen) Werden auf den
Teilsystemen jeweils die Operationen U; durchgefiihrt, so beschreibt Uy ® ... ® U,_1 die
Operation auf dem Gesamtsystem.

Alle Operationen der Form Uy®. ..®U,,_1 kénnen durch die Hintereinanderausfiithrung
von Ein-Qubit-Operationen erhalten werden:

Definition 1.20 (Ein-Qubit-Operation) Eine Ein-Qubit-Operation auf dem Qubit j,
j€A{0,...,n— 1}, eines Registers mit n Qubits wird durch

I QU ® IP*

fir k mit j +k = n — 1 sowie einer unitiren Matrix U € U(2) beschrieben. Hierbei
bezeichnet [SM das Tensorprodukt Iy ® ... ® Iy mit £ Komponenten I5.

Da die Ein-Qubit-Operationen keine Wechselwirkung zwischen den verschiedenen
Qubits bewirken, werden beispielsweise noch die CNOT-Operationen benétigt, um ei-
ne universelle Menge zu erhalten:

Definition 1.21 (CNOT-Operation) Die fiir j # k durch
20) & .. ® Tact) = [20) .. ® |51) ® |1 B ) © [o101) @ .. & [0)

festgelegte Operation, wober & die bindre XOR-Verkniipfung bezeichnet, ist die von Qubit
k gesteuerte CNOT-Operation auf dem Qubit j.
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Die Abbildung eines beliebigen Zustands durch eine CNOT-Operation wird durch die
lineare Fortsetzung der Abbildung aus Def. [[Z1] erhalten. Die CNOT-Operation fiithrt auf
dem j-ten Qubit die unitéare Transformation o, genau dann durch, falls sich das steuernde
k-te Qubit im Zustand |1)(1] befindet.

Die Universalitit der Ein-Qubit- und CNOT-Operationen kann konstruktiv gezeigt
werden. Dabei wird auch eine Schranke fiir die Anzahl benétigter Ein-Qubit- und CNOT-
Operationen erhalten (siehe [VMS04] und auch [BBCT95, [Cyb01]).

Lemma 1.22 (Zerlegung unitidrer Matrizen) Es sei U € U(2") eine unitdre Trans-
formation auf n Qubits. Dann kann U in ein Produkt von O(4™) Ein-Qubit-und CNOT-
Operationen zerlegt werden.

Die Zerlegungsverfahren fiir beliebige unitédre Transformationen sind aufgrund der in
der Registergrofie exponentiellen Anzahl von Ein-Qubit-und CNOT-Operationen nur fiir
Quantenregister mit sehr wenigen Qubits brauchbar. Werden spezielle Operationen be-
trachtet, so konnen durch andere Verfahren einfachere Zerlegungen gefunden werden. Von
besonderem Interesse sind hierbei die Operationen, die mit einer polynomial beschrankten
Anzahl von Ein-Qubit- und CNOT-Operationen durchgefiihrt werden kénnen (siehe z. B.
Def. 1.8 und 1.11 in [R6t01]).

Definition 1.23 (Effizient durchfiihrbare Transformationen) Fine Familie von
unitaren Transformationen Usn, wobei Usn auf einem Register mit n Qubits operiert,
ist effizient durchfiihrbar, falls Uy in ein Produkt von m(n) FEin-Qubit- und CNOT-
Operationen zerlegt werden kann, wobei m(n) polynomial in n beschrdinkt ist. Die Zer-
legung von Usn mufl hierbei uniform sein, d. h. die Zerlegung kann mit polynomialem
Aufwand gefunden werden.

Ein Beispiel fiir eine effizient durchfiihrbare Familie ist durch die diskreten Fourier-
Transformationen (DFT, siehe z. B. Abschnitt 1.2 in [Bef84]) gegeben.

Definition 1.24 (DFT) Die DFT der Grofse n ist durch

1 ik\n—1 nxn
F, = \/; (w%k)j7k:o e C™

festgelegt. Hierbei bezeichnet w, = e*™/™ eine n-te Einheitswurzel.

Es sind Verfahren bekannt, welche die DFT Fy in O(k?) Ein-Qubit- und CNOT-
Operationen zerlegen (siche z. B. Satz 3.1 in [R6t01] oder Abschnitt 5.1 in [NCOO]).
Damit sind die DFTs Fyr auf Quantenrechnern effizient durchfiithrbar.

1.4 Quantenschaltkreise

Mit Schaltkreisen kann die Berechnung Boolescher Funktionen durch die Verkniipfung
von UND-, ODER- und NICHT-Gattern erreicht werden. An diese Schaltkreise lehnt
sich das Quantenschaltkreismodell an, das eine fiir Quantenregister geeignete Notation
unitérer Transformationen darstellt. Die unitdren Transformationen, die auf dem Register
des Quantenrechners operieren, werden hierbei als Gatter bezeichnet.
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o — — — — — —

U Uy : U2 Unn—1

Tpn—1 — — — — - -

Abbildung 1.2: Quantenschaltkreis auf n Qubits mit den Gattern Uy, ..., U, 1.

Definition 1.25 (Schaltkreis) Fin Quantenschaltkreis, welcher der Durchfiihrung der
unitaren Transformation Uy, _1Up,_o ... U Uy auf einem Register von n Qubits entspricht,
besteht aus den von links nach rechts angeordneten Gattern Uy, ..., U,,_1. Hierbei werden
benachbarte Gatter durch n tbereinander liegende Leitungen verbunden.

In Abb. ist ein Quantenschaltkreis fiir n Qubits und m unitére Transformationen
U; skizziert. Es werden zusétzlich zu den Verbindungen zwischen den Gattern noch je-
weils n Leitungen an die Gatter Uy und U,,_; als Ein- bzw. Ausgénge angebracht. Ferner
wird festgelegt, dal die oberste Leitung der ersten Tensorkomponente von |xg...Z;,_1)
entspricht, d. h. die oberste Leitung entspricht dem zu |zo) gehérenden Qubit. Das Quan-
tenschaltkreismodell beschreibt unitéare Transformationen besonders anschaulich, falls fiir

spezielle Transformationen eigene Gattersymbole verwendet werden (siehe z. B. Abschnit-
te 4.2 und 4.3 in [NCO0]).

Definition 1.26 (Quantengatter) Fin Gatter, das der Transformation Ag®...® A,
auf n Qubits mit den (2™ x 2™)-Matrizen A; fir no+ ...+ n,_1 = n entspricht, wird wie
in Abb. [L3a) dargestellt. Das Gatter Iy entspricht k durchgezogenen Leitungen.

Ein Gatter, das durch die Permutation |xo ... 2Tn—1) = |Tx(0) - - - Ta(n-1)) von N Qubits
festgelegt ist, wird wie in Abb. [[.3b) dargestellt. Hierbei wird die w(j)-te Leitung auf der
linken Seite mit der j-ten Leitung auf der rechten Seite verbunden.

Unitire Transformationen Ay, ..., A,y € U(2), die auf den Qubits jo, ..., Jp—1 ge-
nau fir die durch |vy,) = ... = |xg,_,) = |1) beschriebenen Basiszustinde durchgefiihrt
werden, sind in Abb. [L3c) dargestellt. Hierbei sind alle ky und j, verschieden.

Die Symbole fiir die Ein-Qubit- und CNOT-Operationen aus Def. und [C2T] sind
in Abb. [[3d) und [[3e) dargestellt. Die Gatter aus Abb. [[3b) und [[3k) konnen effizient
durchgefiihrt werden (siehe Satz 1.20 in [R6t01] und Kor. 7.6 in [BBCT95]).

1.5 Messungen

Neben der unitiren Zeitentwicklung von Quantensystemen, welche durch die Schrodinger-
Gleichung festgelegt ist, existiert eine weitere Art von Zeitentwicklung, die durch Mef$3-
gerdte verursacht wird und sich grundsétzlich von der unitidren Zeitentwicklung unter-
scheidet. Die Mefigerite werden dabei durch die Wahrscheinlichkeiten der moglichen Mef3-
resultate und die bei der Messung auftretenden Zustandsédnderung modelliert.
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Ap-1 | X — Ap-1 [ Jp : {} J
e ky

a) b) c) d) €)

Abbildung 1.3: Symbole fiir die Transformationen aus Def. 28 Das Gatter A; in a) hat

jeweils n; Ein- und Ausgénge. Die Symbole e geben die Qubits an, welche die Gatter

steuern, falls die unitéren Operationen wie in Def. [[21] in der Standardbasis dargestellt

werden. Das Gatter @ entspricht o,.

1.5.1 Wahrscheinlichkeiten und Zustandsinderung

Werden Messungen mit einer endlichen Anzahl moglicher Resultate betrachtet, so kénnen
die Resultate durchnumeriert und mit ihrem Index identifiziert werden, d. h. die Resultate
der Messung sind die Indizes. Jedem Resultat werden Operatoren zugeordnet, die das
Verhalten des Mefigerits beschreiben (siehe z. B. Abschnitt 4.2 in [Bar9§]).

Definition 1.27 (Messungen und Kraus-Operatoren) Jedem mdglichen Resultat
j €10,...,n— 1} einer Messung eines d-dimensionalen Systems wird eine Operatoren-
Familie A € C>® mit k € {0,...,n; — 1} 2ugeordnet. Dabei miissen sich die n semi-

positiven Operatoren
n;—1

Hj = Z A;kAj,k
k=0

zu Iq aufsummaieren. Die Operatoren Ajj werden Kraus-Operatoren genannt.

Die einem Mefresultat zugeordneten Operatoren legen die Wahrscheinlichkeiten des
Resultats und den Zustand nach der Messung fest:

Definition 1.28 (Resultat einer Messung) Bei der Messung eines Systems im Zu-
stand p tritt das Resultat j mit der Wahrscheinlichkeit tr(pll;) auf. Der Zustand nach
der Messung ist

n;j—1
1 J
— N A pAlL 1.1
tr(pHJ) kzzo Jik 7,k ( )

Tritt das Resultat j auf, so ist nach Gl. (1)) der Zustand nach der Messung eine
Mischung von Zustédnden, die zu demselben Wert j und zu verschiedenen k gehéren. Dies
kann als Messung mit den Resultaten (j, k) gedeutet werden, wobei die Komponente k
eines Resultats unbekannt ist, weil beispielsweise das Mefigerdt zwar intern das Resultat
(7, k) ermittelt, aber nur j ausgibt (sieche Abschnitt IT in [Bar((]).
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1.5.2 POVMs

Ist der Zustand nach einer Messung nicht von Bedeutung, beispielsweise wenn die Mes-
sung am Ende eines Experiments durchgefiihrt wird, und werden daher nur die Wahr-
scheinlichkeiten der Resultate betrachtet, so kann zur Vereinfachung die Sicht auf die
Operatoren I1; einer Messung beschridnkt werden (siehe z. B. Abschnitt 13.4 in [Aud05]):

Definition 1.29 (POVM) Fin positiv-operatorwertiges Mafs (POVM, positive operator-
valued measure) besteht aus einer Familie I, . .. IL,_1 von semipositiven Operatoren 11;
mit Y1 I = 1.

Eine Definition fiir unendlich viele Resultate ist beispielsweise in Def. 1.1, Kap. 3
in [Dav76] zu finden. Auch fiir endlich-dimensionale Quantensysteme kénnen POVMs
unendlich viele mégliche Resultate haben (siehe z. B. [DLPS02]).

Die Kraus-Operatoren einer Messung sind durch die POVM-Operatoren II; nicht ein-
deutig festgelegt. Somit ist der Zustand nach der Messung eines POV Ms ohne zusétzliche
Annahmen nicht definiert, d. h. es gibt viele mogliche Meflgeréite mit verschiedenen Kraus-
Operatoren, die einem bestimmten POVM entsprechen. Ein mogliches dieser Meflgeréte
ordnet jedem Resultat j den einzelnen Operator A;( := \/ITJ zu, wobei \/TT] die eindeu-
tige semipositive Wurzel (siehe Th. 2.2.1 in [Mur90]) von II; ist.

Vor einer Messung kann geméf einer Wahrscheinlichkeitsverteilung zwischen verschie-
denen Mefigerdten gewihlt werden. Diese Wahl entspricht der Konvexkombination der
zugehorigen POV Ms, falls die Entscheidung, welches Mefigerét genutzt wurde, abgespei-
chert wird. Eine besondere Eigenschaft der POV Ms ist die Abgeschlossenheit unter dieser
Operation, d. h. die Konvexkombination von POVMs ist wieder ein POVM. Diese Ab-
geschlossenheit kann beispielsweise bei der Optimierung von Messungen genutzt werden
(siehe z. B. Kap. Bl).

Definition 1.30 (Konvexkombination von POVMs) FEs seien P und P zwei POVMs
eines Systems mit den Operatoren g, ... 11,,_1 sowie Iy, ... 1I,_1. Dann bilden fiir
A € [0,1] die Operatoren

M, ..., ML_q, (1 =M, ..., (1= NI,
ein POVM, das als Konvezkombination AP + (1 — \)P von P und P definiert wird.

Wie bei reinen Zustédnden p = |®)(®|, die durch Zustandsvektoren |®) reprasentiert
werden, kann bei POVMs mit Operatoren II; = |¥;)(¥;| vom Rang eins jeder Operator
durch einen Vektor |¥;) beschrieben werden, der im Gegensatz zu einem Zustandsvek-

tor nicht normiert sein mufl. Die Wahrscheinlichkeit des Resultats j bei Vorliegen des
Zustands p = |®)(P| kann dabei durch tr(pll;) = [(¥;|®)|* berechnet werden.

1.5.3 Orthogonale Messungen

Eine wichtige Teilmenge von POV Ms bilden die orthogonalen Messungen. Diese werden
auch als projektive Messungen oder von-Neumann-Messungen bezeichnet (siehe z. B.
Abschnitt 2.2.6 in [NCO0]).

Definition 1.31 (Orthogonale Messung) Fine orthogonale Messung ist ein POVM,
dessen Operatoren H? = II; und IL;1I, = 0 fiir j # k erfiillen.
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Die Zustandsentwicklung bei einer orthogonalen Messung mit Resultat j wird durch
die Projektionsformel

p— I1; pll;

1
tr(pll;)
festgelegt (siehe z. B. Abschnitte 4.1.2 in [Aud05]). Hierbei wird also dem Resultat j der
Operator A;( = \/I_TJ = II,; zugeordnet.

Eine orthogonale Messung kann nicht nur durch die Menge der orthogonalen Pro-
jektoren, sondern auch mit einer Observablen beschrieben werden (siehe Abschnitt 2.1.2
in [Aud05)). Hierbei werden die II; aus Def. [[31] als Projektoren der Spektralzerlegung
nach Satz eines hermiteschen Operators erhalten, der Observable genannt wird; die
moglichen Resultate der Messung sind die Eigenwerte dieses Operators.

Die Operatoren II; einer orthogonalen Messung sind Projektoren auf zueinander or-
thogonale Teilrdaume. Daher entspricht jeder Operator nach Lemma [[4] einer bestimmten
Menge von Vektoren einer ONB des gesamten Raums. Projiziert jeder Operator auf einen
eindimensionalen Raum, so kann die Messung allein durch die zugehorige ONB beschrie-
ben werden:

Definition 1.32 (Messung in einer ONB) Die Messung in einer ONB mit den Vek-
toren |V;) umfafit die Operatoren 11; := |U,;)(¥;].

Ein Spezialfall einer Messung in einer ONB ist die Messung in der Standardbasis
{]0),...|d — 1)}. Jede Messung beziiglich einer ONB kann durch die entsprechende Ba-
siswechselmatrix auf die Messung in der Standardbasis zuriickgefiihrt werden. In der
Quanteninformatik wird in vielen Féllen angenommen, dafi Messungen nur in der Stan-
dardbasis durchgefiihrt werden koénnen.



Kapitel 2

Matrizen, Ensembles und POV Ms

mit Symmetrie

Hauptgegenstand der vorliegenden Arbeit sind symmetrische Ensembles und POVMs;
im allgemeinen wird ein Objekt als symmetrisch bezeichnet, falls es unter der Operation
einer Symmetriegruppe invariant ist. Da bei Ensembles und POVMs Darstellungen end-
licher Gruppen diese Operationen vermitteln, werden in diesem Kapitel zunéchst einige
grundlegenden Definitionen und Hilfssétze der Darstellungstheorie bereitgestellt. Neben
der Symmetrie von Ensembles und POVMs wird auch ein Symmetriebegriff fiir Matrizen
definiert, denn es stellt sich bei den folgenden Untersuchungen heraus, dafl sich mit die-
sem viele Problemstellungen sehr kompakt formulieren lassen. Der Symmetriebegrift fiir
Matrizen fiithrt dariiber hinaus auch zu dem in Kap. Bl und @ diskutierten Kernproblem,
bei dem Matrizen konstruiert werden miissen, die eine bestimmte Symmetrie haben. Ist
diese Konstruktion moglich, so konnen symmetriebasierte Zerlegungsverfahren genutzt
werden, um diese Matrizen in Produkte einfacher Matrizen zu zerlegen. Diese Zerlegung-
en konnen als Ausgangspunkt fiir effiziente Durchfithrungen von Messungen dienen. In
diesem Kapitel wird mit Hilfe des Schurschen Lemmas gezeigt, dafl diese Konstruktion
immer moglich ist und daher die symmetriebasierten Zerlegungsmethoden bei beliebigen
Messungen als Hilfsmittel zur Verfiigung stehen.

2.1 Darstellungen endlicher Gruppen

Eine Matrixdarstellung, im folgenden zur Vereinfachung auch Darstellung genannt, ordnet
jedem Element einer Gruppe eine Matrix zu (siehe z. B. Abschnitt 1.1 in [Ser77]). Die
wichtigste Eigenschaft ist hierbei, dafl diese Zuordnung die Gruppenstruktur erhélt.

Definition 2.1 (Darstellung, Grad) Fs sei G eine endliche Gruppe. Eine Darstellung
von G ist ein Gruppen-Homomorphismus o : G — GL(C, d), wobei GL(C, d) die Gruppe
der invertierbaren Matrizen in C? bezeichnet. Der Grad deg(o) von o ist d.

Werden Zustandsvektoren oder die Vektoren |¥) von POVM-Operatoren |¥)(¥| vom
Rang eins betrachtet, so soll bei der Multiplikation mit den Matrizen o(g) die Lénge
der Vektoren erhalten bleiben. Deshalb werden in der Quanteninformatik hauptséchlich
unitire Darstellungen untersucht (siehe z. B. Abschnitt 1.11.1 in [FS92]).

17
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Definition 2.2 (Unitidre Darstellung) Fine Darstellung o der Gruppe G ist unitdr,
falls alle o(g), g € G, unitire Matrizen sind.

Die wichtigsten Darstellungen einer Gruppe sind die irreduziblen Darstellungen (siehe
z. B. Abschnitt 1.4 in [Ser77]):

Definition 2.3 (Irreduzible Darstellung) Fine Darstellung o : G — U(d) ist irredu-
zibel, falls fiir jeden Vektorraum H < C¢ mit o(9)H C 'H, g € G, entweder H = {0} oder
H = C? gilt.

Die Bedeutung der irreduziblen Darstellungen folgt aus der Tatsache, dafl alle Dar-
stellungen einer Gruppe durch die direkte Summe irreduzibler Darstellungen aufgebaut
werden konnen. Damit wird die Untersuchung aller Darstellungen einer Gruppe im we-
sentlichen auf die Identifizierung der irreduziblen Darstellungen reduziert.

Lemma 2.4 (Zerlegung in irreduzible Darstellungen) Fs sei 0 : G — U(d) eine
Darstellung. Dann existiert eine Matriz U € U(d) mit

UoU' = ko @ ... D Fp_1, (2.1)

wober die k; irreduzibel und unitir sind.

Beweis: Gema dem Beweis von Prop. 2, Kap. 15 in [Ter99] sei W ein invarianter Unter-
raum von o und W+ das dazu orthogonale Komplement. Dieses ist auch unter o invariant.
Wird fiir W und W+ jeweils eine orthonormale Basis gewiihlt, ist die Basiswechselmatrix,
welche ¢ in die Komponenten beziiglich beider Rdume zerlegt, unitédr. Durch rekursives
Vorgehen wird eine Zerlegung in die irreduziblen x; erhalten. Die Darstellungen ; sind
unitér, da das Produkt unitdrer Matrizen unitér ist. O

Neben den irreduziblen Darstellungen ist auch die regulére Darstellung einer Gruppe
(siehe z. B. §9, Kap. 2 in [CR62]) von Bedeutung.

Definition 2.5 (Regulire Darstellung) Es sei G eine Gruppe mit der festgelegten
Reihenfolge qo, ..., gn_1 der Elemente. Jedes Element h € G permutiert durch Links-
multiplikation die Elemente von G, d. h. es existiert m(h) € S, mit hg; = grn) ;) und
m(g)m(h) = m(gh). Dann ist die Darstellung o.eg : G — U(n) mit

die regulire Darstellung von G.

Eine Anderung der Reihenfolge der Elemente von G entspricht einer Konjugation der
Matrizen oyes(g) mit einer Permutationsmatrix, welche die Basis des Vektorraums, auf
dem o, operiert, passend umordnet. Deshalb fiihrt die Umordnung der Gruppenelemen-
te nicht zu einer wesentlichen Anderung der reguliren Darstellung. Allgemein konnen
Darstellungen, die bis auf einen Basiswechsel gleich sind, miteinander identifiziert wer-
den (siche z. B. Abschnitt 1.1 in [Ser77]). Bei unitéiren Darstellungen kann die Aquivalenz
auch mit unitdren Basiswechsel definiert werden:
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Lemma 2.6 (Aquivalenz von unitidren Darstellungen) Zwei unitire Darstellungen
o,7 : G — U(d) sind genau dann dquivalent, falls es eine Matriz W € U(d) gibt, die
o(g) = Wr(g)WT fiir alle g € G erfiillt.

Beweis: Es ist nur die Existenz von W zu zeigen. Nach Prop. 1, Kap. 15 in [Ter99] und
Lemma P existieren U, V € U(d) mit UoUT = ko®. . . DKy und VIV = Ko®. . . BR,_1,
wobei alle r; und #; irreduzibel und unitér sind. Nach Kor. 1, Abschnitt 2.3 in [Ser77]
gilt m = n und es kann durch Permutation der x; angenommen, dafl x; zu k; dquivalent
ist. Nach Lemma 33.1 in [Dor71] gibt es unitére U; mit k; = Uj/%jU]T fiir alle j. Damit
gilt o(g) = Wr(g)WT fiir die unitdre Matrix W := U (Uy® ... U,_1)V. O

Eine endliche Gruppe hat nur endlich viele indquivalente irreduzible Darstellungen
(siehe z. B. §2.5 in [Ser77]), wobei die Aquivalenzklassen mit Vertretern identifiziert wer-
den. Es kann hierbei zu jeder Darstellung einer Gruppe eine dquivalente, unitére Darstel-
lung gefunden werden (siehe z. B. Prop. 1, Kapitel 15 in [Ter99]).

Beispiel 2.7 (Irreduzible Darstellungen) Die Gruppe Cs := (r : r® = 1) hat genau
die drei irreduziblen Darstellungen kg, k1, ke : Cy — CY1, die durch

ro(r?) = (1), m(r) = (@) wnd ma(r) = (W)
fiir j € {0,1,2} definiert sind, wobei ws := €*™/3 eine dritte Einheitswurzel ist.

Die Zerlegung einer Darstellung nach Lemma [Z4] kann insbesondere auf die regulére
Darstellung einer Gruppe angewandt werden (siche Def. 2.11 in [R6t01]):

Definition 2.8 (Allgemeine Fourier-Transformation einer Gruppe) Fine Matriz,
welche oy fiir eine Gruppe G wie in Gl (Z) zerlegt, wobei dquivalente Komponenten
kj in der Zerlegung gleich sind, wird allgemeine Fourier-Transformation von G genannt.

Fiir zyklische Gruppen fallen die DFT und die allgemeine Fourier-Transformation
zusammen (siche z. B. Abschnitt I1.5 in [Bef84]):

Beispiel 2.9 (DFT) Ist C,, := (r : ™ = 1) eine zyklische Gruppe mit n Elementen,
so sind bei der Anordnung r°,rt, ..., vt der Gruppenelemente die allgemeine Fourier-
Transformation und die DFT aus Def. gleich.

Die regulére Darstellung einer Gruppe G wird durch die allgemeine Fourier-Transfor-
mation in eine direkte Summe der irreduziblen Darstellungen x; von G zerlegt, wobei «;
in dieser Zerlegung deg(x;) mal auftritt (siehe z. B. Kor. 1, Abschnitt 2.4 in [Ser77]). All-
gemeiner ist die Anzahl des Auftretens einer irreduziblen Komponente von der Zerlegung
einer Darstellung unabhingig (siehe Kor. 1 in §2.3 in [Ser77]); dies fiihrt zu dem Begriff
der Multiplizitat (multiplicity, siehe z. B. Abschnitt 2.3 in [FS92]):

Definition 2.10 (Multiplizitit) Es sei o : G — U(d) eine Darstellung der endlichen
Gruppe G und U € U(d) eine Matriz, welche o in die direkte Summe

z—1

UoU" = @ Um, ® k) = (Ko @ ... Do) ... @ (Ksm1 © ... D Ka1) (2.2)

J=0

der verschiedenen irreduziblen Darstellungen r; zerlegt, d. h. rk; tritt m;-mal in UoU?
auf. Dann heifit m; die Multiplizitit von k; in o.
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2.2 Projektive Darstellungen

In der Modellierung der Zustédnde eines Quantensystems sind nach Abschnitt [L2ZT] die
globalen Phasen €', a € R, der Zustandsvektoren ¢'®|®) irrelevant. Deshalb werden im
Rahmen einiger Untersuchungen projektive Darstellungen betrachtet; so wird beispiels-
weise bei gleichzeitigen Messungen des Ortes und des Impulses eines Partikels durch eine
projektive Darstellung die Heisenberg-Weyl-Gruppe erhalten, welche die Verschiebungen
im Orts- und Impulsraum umfait (siehe Abschnitt 3.4 in [Dav76]). Projektive Darstel-
lungen sind eine Verallgemeinerung von Darstellungen, wobei die Homomorphieforderung
abgeschwicht wird (siehe z. B. §25 in [Dor71]):

Definition 2.11 (Unitire projektive Darstellung) Fine unitire projektive Darstel-
lung ist eine Abbildung o : G — U(d) mit

a(g)a(h) = vgno(gh)

fir vgn € C und |y,n| = 1. Die Abbildung (g, h) — ~ygn wird Faktorenmenge (factor set)
genannt.

Einige Aussagen iiber Darstellungen kénnen nicht unmittelbar auf projektive Darstel-
lungen iibertragen werden: Beispielsweise mufl die direkte Summe von projektiven Dar-
stellungen nicht wieder eine sein. Diese und andere Probleme (siche z. B. Abschnitt 3.10
in [Ste94]) konnen umgangen werden, indem projektive Darstellungen in nicht-projektive
tiberfithrt werden (siehe Th. 11.17 in [Isa76]):

Lemma 2.12 (Erweiterung projektiver Darstellungen) Fiir jede endliche Gruppe
G gibt es eine endliche Gruppe G mit einem surjektiven Homomorphismus : G — G, so
dafs Kern(m) C Z(G) fiir das Zentrum Z(G) von G gilt und fiir jede projektive Darstellung

o G — GL(C,d) eine Darstellung ¢ : G — GL(C,d) zusammen mit einer Funktion
¢ : G — C ezistiert, die 6(g) = ¢(g)o(w(g)) fir g € G erfillen.

Die Gruppe G von Lemma wird aufgrund Kern(r) C Z(G) als zentrale Erweite-
rung von G bezeichnet (siehe Def. 11.8 in [[sa76]). Das Lemma besagt, dafl die von dem
Bild der projektiven Darstellung erzeugte Gruppe (¢,0(g) : ¢ € G) endlich ist, falls die
Faktoren ¢, € C geeignet gewdhlt werden. Die Matrizen dieser Gruppe unterscheiden
sich von den urspriinglichen Matrizen o(g) nur um diese Phasenfaktoren. Deshalb kann
bei vielen Untersuchungen ohne wesentliche Einschrinkungen durch diese Konstruktion
angenommen werden, daf§ eine nicht-projektive Darstellung vorliegt.

2.3 Symmetrische Ensembles und POV Ms

Die Symmetrie von Ensembles oder POVMs wird durch die Operation einer Symme-
triegruppe auf den zugehorigen Dichtematrizen bzw. POVM-Operatoren definiert: Sind
diese Operatoren unter der Gruppenoperation invariant, so ist das Ensemble bzw. POVM
symmetrisch.

Definition 2.13 (Symmetrie von Ensembles und POVMs) Es sei 0 : G — U(d)
eine unitire Darstellung der endlichen Gruppe G. Ferner seien X, ..., X,—1 € C™? die



2.3. SYMMETRISCHE ENSEMBLES UND POVMS 21

Operatoren eines Ensembles bzw. POVMs. Dann ist fir eine Permutationsdarstellung
m: G — S, auf den Indizes der X; das Ensemble bzw. POVM (G, o, m)-symmetrisch,
falls die Gleichung

o(9)X;0(9)" = Xa(g)5)

fiir alle 5 und g € G gilt. Fir Ensembles wird dariber hinaus angenommen, daf$ die
Wahrscheinlichkeiten p(j) der Zustinde auf jeder Bahn von m konstant sind.

In manchen Féllen wird die Symmetrie eines Ensembles oder POVMs mit einer pro-
jektiven Darstellung anstatt einer nicht-projektiven Darstellung definiert. Der Vorteil ist
hierbei, dafl die zugehorige Symmetriegruppe weniger Elemente umfafit. Da nach Lem-
ma eine mit einer projektiven Darstellungen definierte Symmetrie durch eine Sym-
metrie mit nicht-projektiver Darstellung ersetzt werden kann, umfafit Def. auch diese
verallgemeinerte Symmetrie.

Beispiel 2.14 (Symmetrisches POVM) Das POVM mit den Operatoren

1711 1 1 w§ 1 1 ws
H0—§<1 1)’1_[1._5((,()3 1) und H2—§<w§ 1

ist symmetrisch bzgl. der Darstellung o @ Cs — U(2),77 — diag(1,w?), der Symmetrie-
gruppe Cs := (r : > = 1), wobei wy := e>™/3 ecine dritte Einheitswurzel bezeichnet. Die
zugehorige Permutationsdarstellung m : Cy — Sy ist durch w(r)(0) = 1,7(r)(1) = 2 und
7(r)(2) = 0 festgelegt.

Eine besondere Eigenschaft des symmetrischen POVMs aus Bsp. 214 ist, dafl ausge-
hend von Il jeder Operator bei Anwendung der Gruppenelemente auftritt. Dies kann bei
beliebigen Darstellungen durch Konstruktion erhalten werden:

Definition 2.15 (Gruppenerzeugtes POVM) Fs sei G eine endliche Gruppe mit der
Anordnung go, - ..,gn—1 der Elemente und o : G — U(d) eine unitire Darstellung vom
Grad d. Bilden die n Operatoren

I1; := o(g;)llo(g;)’" (2.3)

fiir einen geeigneten Operator 11 ein POVM, so wird dieses als ein von G erzeugtes POVM
mat dem initialen Operator 11 bezeichnet.

Wird die Reihenfolge der Gruppenelemente bei der Betrachtung eines gruppenerzeug-
ten POVMs nicht benétigt, so konnen die Operatoren als II, geschrieben werden. Ein
gruppenerzeugtes POVM hat eine Symmetrie, die unmittelbar angegeben werden kann.

Lemma 2.16 (Symmetrie eines gruppenerzeugten POVMSs) FEs sei P ein gruppen-
erzeugtes POVM mit dem initialen Operator 11 und der Darstellung o der Symmetriegrup-
pe G. Die Anordnung der Gruppenelemente sei g, ..., gn_1. Dann hat P die Symmetrie
(G,o,m) mit m aus Def. [Z3, d. h. ™ entspricht der reguliren Darstellung von G.

Bewers: Es folgt mit 7 wie in Def. die Gleichung

o(hLo(h)" = a(h)o(g)To(g;) o (h)" = o (grm) o (gri)T = gy, -



22 KAPITEL 2. MATRIZEN, ENSEMBLES UND POVMS MIT SYMMETRIE

Fiir eine gegebene Darstellung mufl nicht jeder initiale Operator zu einem POVM
fithren. Beispielsweise folgt fiir die Darstellung o aus Bsp. 214 kein POVM fiir den Ope-
rator I = |0)(0|. Ist die Darstellung o jedoch irreduzibel, so kann fiir jeden semipositiven
Operator II, der geeignet normiert ist, ein POVM erhalten werden. Dies gilt aufgrund

der Gleichung
o(h) (ZU(Q)HU(Q)T> = (Z a(g)Ha(g)T> a(h),

9eG geqG

die zusammen mit dem Schurschen Lemma (siche Lemma in Abschnitt ) zeigt,
daf > II, = al; mit einem o € R gilt. Mit der Spurnormierung tr(Il) = d/|G| wird
aufgrund a = 1 immer ein POVM erhalten. Eine dhnliche Konstruktion ist moglich, falls
nicht von einem Operator, sondern von einem POVM ausgegangen wird:

Lemma 2.17 (Symmetrisierung eines POVMs) Es sei P ein POVM auf einem d-
dimensionalen System. Ferner sei o : G — U(d) eine unitire Darstellung der endlichen
Gruppe G. Dann bilden die Operatoren

1
3g T @U

I (9o (g)t mit g€ G und T, € P (2.4)

ein (G, o, m)-symmetrisches POVM mit der durch ©w(h)(j,g) := (j,hg) definierten Dar-
stellung m. Dieses POVM wird als P¢ geschrieben, falls die Darstellung o festgelegt ist.

Beweis: Es gilt

S, = g Yl (Z m) o) = g Lolainlo) = 1.

Die Darstellungseigenschaft von 7 folgt aus der Homomorphie von o. O

Bei der Gruppenerzeugung und der Symmetrisierung eines POVMs ist es von Bedeu-
tung, daf} die Operatoren von Gl. (Z3)) und (Z3) nicht in einer Menge zusammengefafit
werden, denn durch die Symmetrisierung kénnen identische Operatoren entstehen. Die
Summe der Operatoren ist aber nur dann die Identitdtsmatrix, falls mehrfach auftretende
Operatoren nicht entfernt werden.

2.4 Matrizen mit Symmetrie

Die Operationen auf einem Quantensystem entsprechen nach Lemma [L T unitéren Trans-
formationen, die in Ein-Qubit- und CNOT-Operationen zerlegt werden koénnen (siehe
Lemma [[C22)). Hierbei werden jedoch bei Quantenregistern fiir die allgemeinen Zerle-
gungsverfahren nach Lemma in der Anzahl der Qubits exponentiell viele dieser Ope-
rationen benotigt. Eine Moglichkeit, diesen exponentiellen Aufwand zu umgehen, bieten
die symmetriebasierten Zerlegungsverfahren, denn mit diesen kénnen fiir einige Matrizen
deutlich bessere Zerlegungen gefunden werden. Die symmetriebasierten Verfahren kénnen
fiir Matrizen angewandt werden, die eine Symmetrie haben; diese wird durch zwei Dar-
stellungen der Symmetriegruppe definiert (siehe Def. 2.1 in [R6t01]):
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Definition 2.18 (Symmetrie einer Matrix) FEs seien sowohl o : G — U(m) als auch
7 : G — U(n) Darstellungen der endlichen Gruppe G. Die Matrix M € C™" hat die
Symmetrie (G, 0,T), falls o(g)M = Mt(g) fir alle g € G gilt. Kurznotation: cM = M.

Eine Matrix mit Symmetrie mufl keine quadratische Matrix sein, womit die Darstel-
lungen der Symmetrie verschiedene Grade haben konnen.

Beispiel 2.19 (Matrix mit Symmetrie) Fir j € {0, 1,2} gilt die Gleichung

001\’/1 1 1 1 RS
100 1 wi|=|(1 i (Ow)’
010 1 ws 1 ws 3

wobei ws := e*™/3 eine dritte Binheitswurzel ist. Damit ist die (3 x 2)-Matriz in der Mitte
(C3, 0, 7)-symmetrisch, wobei Cy = (r : v3 = 1) die zyklische Gruppe der Ordnung drei
i1st. Die Darstellungen o und T sind festgelegt durch

0 01
1 0
o(r):==( 1 0 0 und 7(r) = . (2.5)
010 <0 “’3>

Die Symmetrie einer Matrix hat die Symmetrie der adjungierten Matrix zur Folge:

Lemma 2.20 (Symmetrie der adjungierten Matrix) Es sei M eine (G, 0, T)-sym-
metrische Matriz, wobei o und T unitire Darstellungen seien. Dann hat M die Symmet-

rie (G, 1,0).
Beweis: Es gilt
T(g)M' = (M7(g)")! = (Mr(g7"))" = (a(g7")M)" = (o(9)'M)" = Mo(g)
fiir alle g € G. O

Die Matrizen mit einer vorgegebenen Symmetrie bilden einen Vektorraum, welcher
als Raum der Verkettungsmatrizen oder einfacher als Verkettungsraum bezeichnet wird
(intertwining space, siche z. B. Def. 2.3 in [R6t01]).

Definition 2.21 (Verkettungsraum) FEs seien o : G — U(m) und 7 : G — U(n) zwei
Darstellungen der endlichen Gruppe G. Dann ist

Int(o,7) :={M € C"™" : oM = Mt}
der Verkettungsraum von o und 7.

Das wichtigste Hilfsmittel zur Untersuchung der Struktur von Matrizen in einem Ver-
kettungsraum ist das Schursche Lemma (siehe Satz 27.3 in [CR62)):

Lemma 2.22 (Schursches Lemma) Es seien 0 : G — U(m) und 7 : G — U(n)
irreduzible Darstellungen. Ferner sev M € C™ " eine Matriz, die cM = Mt erfiillt.
Sind o und T indquivalent, so gilt M = 0. Sind o und 7 gleich, so ist M ein C-skalares
Vielfaches der Einheitsmatriz.
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Das Schursche Lemma kann auf reduzible Darstellungen erweitert und damit auf
Int(o, 7) fiir beliebige ¢ und 7 angewandt werden, indem die Darstellungen nach Lem-
ma [Z4 in ihre irreduziblen Komponenten zerlegt werden. Durch die Anwendung von
Lemma fiir jedes Paar von irreduziblen Komponenten kann die Struktur des Verket-
tungsraums ermittelt werden (siehe Satz 1.48 in [P1s98]):

Lemma 2.23 (Struktur des Verkettungsraums) FEs seien 0 : G — U(m) sowie
7: G — U(n) zwei Darstellungen mit den Zerleqgungen

z—1 z—1
o= @ (Im, ® kj)  und T = @ (I, ® K;) (2.6)
j=0 Jj=0

in die 1rreduziblen Darstellungen k;, die paarweise indquivalent sind. Dann gilt
Int(a, 7‘) = (Cmoxno & Ideg(f-m)) D...D (@mqunzﬂ & Ideg(nzfl)) .

Fiir m; = 0 oder n; = 0 werden in der direkten Summe n;deg(x;) Nullspalten bzw.
m;deg(k;) Nullzeilen an der entsprechenden Stelle eingefigt.

Die Zerlegung des Verkettungsraums nach Lemma zeigt, dal jede Matrix A von
Int(o, 7) die Form

A= (AO ® Lieg(f-m)) ®©...P (Azfl & [deg(nzfl))

mit geeigneten Matrizen A; € C™*" hat. Durch geeignete Permutationsmatrizen P;
kann hierbei jeweils die Umordnung

Pi(A; ® Laeg(u;)) Pl = Laeg(n;) ® Aj = A; ® ... ® A;

der Reihenfolge der Tensorkomponenten erhalten werden (siehe Lemma 1.22 in [R6t01]).
Damit sind fiir Darstellungen mit geringen Multiplizitédten m; und n; die Matrizen in
Int(o, 7) strukturiert und diinn besetzt.

Beispiel 2.24 (Verkettungsraum) Fir die beiden Darstellungen o = ko ® k1 @ ko und
T = Ko ® k1 mit den irreduziblen Darstellungen k; der Gruppe Cs aus Bsp. [2.] folgt der
Verkettungsraum

a
Int(o, 1) = 0 ca,feC
0

o O

Fiir 0 = 7 sind die Matrizen in Int(o, 7) quadratisch, womit Int(o,7) auch hermite-
sche Matrizen enthélt. Aufgrund der einfachen Struktur des Verkettungsraums kann die
Dimension des enthaltenen Raums hermitescher Matrizen unmittelbar abgelesen werden.

Lemma 2.25 (Dimension des hermiteschen Verkettungsraums) Fs sei o eine
Darstellung, die wie in Def. [Z10 zerlegt sei. Dann ist die Dimension des R-linearen
Unterraums hermitescher Matrizen in Int(o, o) durch Z]Z;é m? gegeben.
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2.5 Symmetriebasierte Zerlegungsverfahren

Das Ziel symmetriebasierter Zerlegungsverfahren ist die Faktorisierung von Matrizen mit
Symmetrie in ein Produkt strukturierter und diinn besetzter Matrizen. Diese Verfahren
reduzieren hierbei die Matrixzerlegung im wesentlichen auf die Zerlegung von Darstel-
lungen: Es sei hierzu M eine Matrix mit der Symmetrie (G, o, 7) gegeben; zerlegen die
Matrizen A und B die Darstellungen o bzw. 7 in die direkten Summen

z—1 z—1
Ac Al = EB (Imj ® /{j) und BrBf = EB (fnj ® Kj)
j=0 Jj=0

der irreduziblen Darstellungen x;, so folgt die Symmetrie

J=0 J=0

der Matrix AMB'. Nach Lemma ist AM BT eine strukturierte Matrix, die fiir Dar-
stellungen mit geringen Multiplizitdten in ¢ und 7 diinn besetzt ist. Konnen dariiber
hinaus die Matrizen A und B als Produkt strukturierter und diinn besetzter Matrizen
geschrieben werden, so gilt dies ebenfalls fiir die Matrix

M = A" (AMB"B,

womit die gewiinschte Zerlegung von M gefunden ist. In der Quanteninformatik kénnen
fiir die weitere Zerlegung von M in Ein-Qubit- und CNOT-Gatter beispielsweise die Ver-
fahren aus [BBC™95, [Cyb0T], VMS04] genutzt werden. Zusammen mit bekannten Imple-
mentierungsverfahren diskreter Fourier-Transformationen fithren damit die symmetrieba-
sierten Verfahren fiir einige unitéire Transformationen zu effizienten Quantenschaltkreisen
(siehe z. B. Abschnitt 4.1.3 in [R6t0T]).

Die zentralen Probleme bei den symmetriebasierten Verfahren sind das Auffinden einer
Matrixsymmetrie sowie die Konstruktion der Matrizen A und B. Hat eine Matrix eine
Symmetrie, so kann diese fiir einige Symmetrieklassen algorithmisch gefunden werden
(sieche Kap. 3 bis 5 in [Egn97]). In den folgenden Untersuchungen werden diese Algorith-
men nicht benotigt, denn die Symmetrie von POVMs und Zusténden fithrt unmittelbar
zu einer Matrixsymmetrie. Die Zerlegungsmatrizen A und B konnen mit Algorithmus 4.1
aus [Ps02] fiir auflésbare Gruppen konstruiert werden. Dieser Algorithmus steht im Pro-
grammpaket ARFEP des Computeralgebrasystems GAP 3 zur Verfiigung (siehe [ST97])
und gibt die Zerlegungsmatrizen der Darstellungen in geeigneter Faktorisierung aus:

Beispiel 2.26 (Zerlegung einer Darstellung) Fir die durch

Oreg(T) =

o O = O
o = O O
_— o O O
o OO -
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gegebene requlire Darstellung der Gruppe Cy := (r : v* = 1) findet der Algorithmus die
Zerlegungsmatriz

1000 1000 1000
o001 010 0 0010
Fi=109010 |E®L)| o1 o |B2R)| o1

010 0 000 i 000 1

die als Produkt strukturierter und diinn besetzter Matrizen ausgegeben wird.

Die Grundlage des Algorithmus bilden Induktionen von Darstellungen (siche z. B.
Abschnitt 1.1 in [P1s98]).

Definition 2.27 (Induktion einer Darstellung) Fs sei H eine Untergruppe der end-
lichen Gruppe G vom Index m mit der TransversalenT = (tg,...,tm_1), die als geordnete
Liste der Vertreter ty, ..., t,_1 der Rechtsnebenklassen H\G definiert wird. Dann ist fir
eine Darstellung o von H durch

oltogty!) -+ l(togtniy) .
12 &)g) = 5 : mit 5(g) = { Oa(g) - §€Z H
G(tmorglty?) o G(tmorgtit)) deg(o)

die Induktion von o auf G beziiglich der Transversalen T' definiert, wobei Ogeg(s) die quad-
ratische Nullmatriz der Grife deg(o) bezeichnet.

Liegt eine monomiale Darstellung o vor, d. h. die Matrizen haben in jeder Zeile und
Spalte genau ein nicht verschwindendes Element (siehe z. B. §43, Kap. VII in [CR62)]),
so kann durch Permutation der Elemente der zugrunde liegenden Vektorraumbasis eine
Zerlegung oo @ ... @ 0;_; von o erhalten werden, wobei alle o; transitiv sind. Jede dieser
Darstellungen kann als Induktion geschrieben werden (siehe Th. 3.15 und 3.16 in [Piis02] ):

Lemma 2.28 (Monomiale Darstellungen als Induktion) Es sei o : G — U(d) eine
transitive, monomiale Darstellung. Dann gibt es eine Untergruppe H mit einer Transver-
salen T und einer Darstellung 7 vom Grad eins, so daf$ 0 zu 7 Tr G dquivalent ist.

Die Formulierung einer monomialen Darstellungen als Induktion ist die Grundla-
ge eines rekursiven Zerlegungsverfahrens, denn unter geeigneten Voraussetzungen ist es
moglich, von der Zerlegungsmatrix einer Darstellung o von H auf die Zerlegungsmatrix
der Induktion ¢ Tr G zu schliefen. Einen Zusammenhang zwischen irreduziblen Darstel-
lungen einer Gruppe und deren Untergruppen stellt hierbei eine Variante des Theorems
von Clifford her (siehe z. B. Th. 3.31 in [Pis02]):

Satz 2.29 (Clifford-Theorem) FEs sei N ein Normalteiler von G mit Primzahlindex
p und T eine Transversale mit den Elementen t°, ... t?P~1. Ferner sei o eine irreduzible
Darstellung von N. Dann gibt es zwei Fllle:

1. Die Darstellungen o’ : g — o(t/gt™7) sind fiir alle j 2u o dquivalent. Dann kann
o zu @ erweitert werden, d. h. @ ist eine Darstellung von G, die auf N mit o
iibereinstimmt. Die p indquivalenten und irreduziblen Darstellungen @@ := \;a, wo-
bei \;(t*) = wl¥ eine Darstellung von G /N ist, sind alle miglichen Erweiterungen
von o. Die Darstellungen o 17 G und a° @ ... P~ sind dquivalent.
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G
H N

HNN
Abbildung 2.1: Die Gruppen und deren Anordnung in Lemma P30

2. Die Darstellungen o’ sind fiir alle j nicht zu o dquivalent. Dann ist o 17 G irredu-
zibel und die Einschrinkung von o 11 G auf N ist zu 0° @ ... ® Pt dquivalent.

Um dieses Theorem anzuwenden, wird ein Normalteiler von Primzahlindex benétigt,
der bei auflgsbaren Gruppen immer existiert (siche Satz 6, Abschnitt 5.4 in [Bos96]). Wer-
den der Normalteiler N und die Gruppe H aus Lemma betrachtet, so gilt entweder
H < N oder H £ N.

Im Fall H < N <G kann der Induktionsschritt o Tr G in die beiden Schritte

(0 TTI N) TT2 G

zerlegt werden, wobei T} sowie Ty = (t°,... tP71) geeignete Transversalen sind (siehe
Th. 3.2 in [Pis02]). Hierbei kann die Zerlegungsmatrix von (o 11y N) 17, G ausgehend
von der Zerlegungsmatrix A von o T, N konstruiert werden: Bei Konjugation mit [, ® A
wird jede Komponente &(#/gt~*) der Induktion mit A konjugiert, also in irreduzible Kom-
ponenten zerlegt. Da ferner (7 ®7y) Tr G iiber eine Permutation zu (1y Tr G)® (12 T+ G)
dquivalent ist (sieche Th. 3.3 in [Piis02]), kann durch diese Permutation die gesamte In-
duktion auch auf den einzelnen irreduziblen Komponenten betrachtet werden. Fiir die
irreduziblen Darstellungen aus dem zweiten Fall des Clifford-Theorems fiihrt die Indukti-
on direkt zu irreduziblen Darstellungen, so dafl hierfiir keine weiteren Zerlegungsschritte
notwendig sind. Die anderen Darstellungen konnen in einer Darstellung 7 zusammenge-
fafit werden, welche die Erweiterung 7 hat. Durch die Konjugation der Induktion 7 Tr G
mit der Matrix 7(¢°) & ... ® 7(t*~!) werden die Komponenten der Induktion alle gleich
(sieche Th. 3.11 in [Pus02]), womit die Darstellung (1y 17, G) ® T folgt. Die Induktion
1x T, G kann durch die DFT-Matrix F,, zerlegt werden. Insgesamt folgt die Zerlegung
von (0 Ty, N) Tr, G in irreduzible Komponenten.

Im zweiten Fall H £ N < G wird die Zerlegung der Induktion von H nach G durch
die Zerlegung einer Induktion von H N N nach N erhalten. Hierzu wird wie in Abb. Tl
der obere Weg von H nach N iiber G durch den unteren Weg iiber H N N ersetzt (siehe
Kor. 3.10 in [Pis02]):

Lemma 2.30 (Wechsel der Untergruppe) Es seien H < G und N <G mit HN = G
gegeben. Ferner seien o eine Darstellung von H und T eine Transversale von (HNN)\N.
Dann ist T auch eine Transversale von H\G und es gilt

(c1rG)I N=(c | (HNN))Ir N,

wobei T | K die Einschrinkung einer Darstellung T auf die Untergruppe K bezeichnet.
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Das Lemma kann mit dem Mackey-Theorem (siehe Th. 3.8 in [P1is02]) bewiesen wer-
den. Das Lemma zeigt, dal o T+ G eine Erweiterung von (o | (H N N)) T N ist. Damit
kann bei dem rekursiven Verfahren die Gruppe G der untersuchten Darstellung auf N
reduziert werden, falls die Zerlegungsmatrix der Erweiterung aus der Zerlegungsmatrix
Avon (o | (HNN)) T+ N gewonnen werden kann. Den Zusammenhang zwischen diesen
Matrizen stellt hierbei aufgrund N < G wieder das Clifford-Theorem her: Durch A wird
o Tr G in Komponenten 7; zerlegt, die so angeordnet und konjugiert werden koénnen, dafl
7; | N entweder in p; @ ... @ p; fiir ein erweiterbares p1; zerfallt oder in ,u? ©...0u; !
fiir ein nicht erweiterbares p;. Fiir die erweiterbaren p; folgt nach dem Clifford-Theorem,
daB 7; in die indquivalenten und irreduziblen Darstellungen ﬁf zerfillt. Fir die nicht er-
weiterbaren p; zerfallt 7; in die direkte Summe mehrerer Kopien der Induktion p; 17 G.
In beiden Fillen konnen die zugehorigen Zerlegungsmatrizen der 7; berechnet werden
(siehe Th. 3.37 und 3.38 in [Pus02]).

Die wesentlichen Bestandteile des rekursiven Zerlegungsalgorithmus aus [Ptis02] sind
die Konstruktion der Zerlegungsmatrizen fiir die Féille H < N I G und H £ N < G.
Daneben treten noch weitere Fille auf, beispielsweise Induktionen ¢ T G mit abelschem
G oder Darstellungen, die zu einem &dufleren Tensorprodukt #dquivalent sind (siehe den
vierten und fiinften Fall in Algorithmus 4.1 in [Pis02]). In allen Fillen kénnen rekursiv
Zerlegungsmatrizen konstruiert werden, die ein Produkt strukturierter und diinn besetz-
ter Matrizen sind.

2.6 Unitire Erginzung von Matrizen mit Symmetrie

Das Hauptproblem in Kapitel Bl und Bl ist die Ergénzung einer Matrix mit orthonormalen
Spalten und der Symmetrie (G, 0, 7) zu einer unitdren Matrix M, indem der Matrix M
geeignete Spalten hinzugefiigt werden. Bei dieser Ergénzung soll die Symmetrie von M
moglichst gut erhalten bleiben, damit symmetriebasierte Zerlegungsverfahren angewandt
werden kénnen. Im folgenden wird gezeigt, daB die Matrix M immer so konstruiert wer-
den kann, dafl sie die Symmetrie (G, 0,7 @ 7) mit einer geeigneten Darstellung 7 von
G hat, womit die Symmetrie von M vollstandig erhalten bleibt. Die dabei angewandte
Ergdnzungsmethode nutzt aus, daf die Darstellungen o und 7 der Symmetrie (G, o, T)
nicht beliebig sein konnen. Die Einschrinkungen an die beiden Darstellungen folgen un-
mittelbar aus dem Rang der Matrix (siehe Th. 5 in [D.JR0O5]):

Satz 2.31 (Majorisierung der Multiplizitdten) Es seien fiir m > n die beiden Dar-
stellungen o : G — U(m) und 7 : G — U(n) der endlichen Gruppe G gegeben. Ferner
sei M € C™" eine Matriz mit der Symmetrie (G,o,7). Gilt Rang(M) = n, so folgt
m; > n; fir die Multiplizitdten m; und n; der irreduziblen Darstellungen k; in o bzw. 7.

Beweis: Nach Lemma [Z7] existieren unitare Matrizen A und B, welche o und 7 in die
direkten Summen

z—1 z—1

Ac Al = EB(Imj ® k;) und BrB' = @(Inj ® Kj) (2.7)

j=0 7=0
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zerlegen. Es folgt die durch

(éé([mj ® m) (AMB") = (AMB") (

J=0

z—1

(I, @ m) (2.8)

=0
definierte Symmetrie der Matrix AM B. Mit Lemma folgt

z—1

AMB' = (M} @ Licg(v,))

J=0

fir M; € C™*", wobei auch Matrizen der Grofle m; x 0 betrachtet werden. Die Multi-
plikation von M mit den unitiren Matrizen A und B' dndert den Rang nicht. Es folgen
daher die beiden Gleichungen

z—1 z—1
n = Rang(AMB') = Z deg(x;)Rang(M;) und n = Z deg(rj)n; .
=0 =0

Da Rang(M;) < n; gilt, mufl Rang(M;) = n; fiir alle j gelten. Da M, eine Matrix der
GroBe m; x n; ist, mufl die Ungleichung m; > n; gelten, damit diese Rangbedingungen
erfiillt werden koénnen. O

Satz 23T kann insbesondere angewandt werden, wenn der Rang der Matrix durch die
Orthonormalitéit der Spalten garantiert wird:

Korollar 2.32 (Majorisierung durch orthonormale Spalten) Fir m > n seien
o, T und M wie in Satz [ZZN. Hat M orthonormale Spalten, so folgt m; > n; fir die
Multiplizitéten m; und n; der irreduziblen Darstellungen k; in o bzw. T.

Im Beweis von Satz E3T wird genutzt, daf sich der Rang einer Matrix bei der Mul-
tiplikation mit unitdren Matrizen nicht dndert. Damit Kor. gilt, mufl bei diesen
Multiplikationen auch die Orthonormalitdt der Spalten erhalten bleiben:

Lemma 2.33 (Erhaltung der Spaltenorthonormalitit) Es sei M € C™ " eine
Matriz mit orthonormalen Spalten. Dann hat auch AM B orthonormale Spalten fiir alle

AelU(m) und B € U(n).

Beweis: Da M orthonormale Spalten hat, gilt MTM = I, fiir die Gram-Matrix der Spal-
ten (siehe z. B. §3.3 in [Koe8H]). Es folgt

(AMB) (AMB) = BBMTATAMB = B'I,B = I,

fiir die Gram-Matrix der Spalten von AM B. Damit sind auch die Spalten von AM B
orthonormal. O

Die Ergédnzung der Matrix M mit orthonormalen Spalten zu einer unitdren Matrix
ist immer mdglich, falls keine Symmetrie gefordert wird, indem geeignete orthonormale
Spalten hinzugefiigt werden. Werden diese Spalten zu der Matrix N zusammengefaflt,
entspricht diese Ergénzung der Zusammensetzung von M und N:
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Definition 2.34 (Zusammensetzung von Matrizen) FEs seien die beiden Matrizen
M = (|®))...|Pn)) € C>*™ und N := (|¥y)...|¥,)) € C>" mit den Spalten |®;) € C?
bzw. |U;) € C¢ gegeben. Dann bezeichnet

(M|N) := (|®1) ... |®,)|Py) ... |L,)) € Cmn
die Zusammensetzung von M und N.

Soll bei der Ergéinzung von M zu der unitéren Matrix M eine Symmetrie erhalten wer-
den, so unterliegt diese Symmetrie aufgrund der Unitaritét einer starken Einschriankung,
die unmittelbar aus Lemma 2.8 folgt:

Lemma 2.35 (Unitidre Matrizen mit Symmetrie) Fs sei M € U(d) eine unitire
Matriz mit der Symmetrie cM = MT. Dann sind o und T dquivalent, d. h. jede irreduzible
Darstellung hat in o und 7 dieselbe Multiplizitdt.

Gemeinsam geben Kor. und Lemma den Weg vor, wie eine Matrix mit Sym-
metrie und orthonormalen Spalten zu einer unitédren Matrix ergénzt werden kann, deren
Symmetrie ebenfalls eine Ergénzung ist: Nach Kor. folgt m; > n; in den Zerlegungen
von Gl. (Z0) fiir eine Matrix M mit oM = M7 und orthonormalen Spalten. Soll diese
Matrix zu einer unitdren Matrix ergdnzt werden, deren Symmetrie ebenfalls eine Erwei-
terung ist, so mufl nach Lemma 33 die Gleichung m; = n; gelten. Damit ist festgelegt,
wie die Symmetrie erweitert werden muf, falls dies moglich ist: Jede Darstellung, fiir die
m; > n; gilt, mufl bei dieser Erweiterung m; — n; mal zusétzlich aufgenommen werden.
Die gemeinsame Ergédnzung von M und der Symmetrie 148t sich einfach durchfiihren, falls
nacheinander die Multiplizitdten aller irreduziblen Darstellungen von o und 7 angeglichen
werden, wiahrend die Matrix M entsprechend ergénzt wird:

Lemma 2.36 (Erginzung einer irreduziblen Darstellung) Es sei M eine Matrix
mat orthonormalen Spalten und der Symmetrie

(c® (L ®@K)M=M(To (I, ®K)), (2.9)

wober k irreduzibel ist und in o sowie T jeweils die Multiplizitit null hat. Dann existiert
eine Matriz N, so daf$ die Zusammensetzung M = (M|N) orthonormale Spalten und die
Symmetrie

(0@ (In @ K))M = M(t & (I, ® K)) (2.10)

hat, wobei die Darstellung auf der rechten Seite im Vergleich zu Gl (Z9) um m — n
Komponenten k ergdnzt wird.

Beweis: Da M orthonormale Spalten hat und die Multiplizitdt von x in ¢ sowie 7 null
ist, folgt nach Kor. Z32 dafi m > n gilt. Daher kann I,, ® x auf der rechten Seite von
Gl. (29) durch Hinzufiigen von n — m Komponenten k zu I,, ® k ergénzt werden. Die
Matrix M hat nach Lemma die Zerlegung M = My @ (A ® I;) mit einer geeigneten
Matrix M, wobei d := deg(x) den Grad von k bezeichnet und A € C™*" gilt. Es kann
hierbei auch der Fall n = 0 auftreten, womit My@® A durch Hinzufiigen von md Nullzeilen
aus My erhalten wird. Die Matrix M soll zu einer Matrix M im Verkettungsraum der
Darstellungen von Gl. (2I0) ergéinzt werden. So eine Ergénzung hat nach Lemma
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eine Zerlegung M = M, @ (B ® I,), wobei B € €™ gilt. Da A orthonormale (oder
im Fall n = 0 gar keine) Spalten hat und B eine quadratische Matrix ist, kann A durch
Ergénzen m — n orthonormaler Spalten zu B erweitert werden. Diese orthonormalen
Spalten kénnen in der Matrix C' € C™* (™" zusammengefait werden. Das Lemma, folgt
mit der Matrix C' ® Iz, die um so viele Nullzeilen ergénzt wird, wie My Zeilen hat. [

Die Ergénzung ist nicht eindeutig, denn die hinzugefiigten Spalten konnen jeweils mit
einem Phasenfaktor multipliziert werden, ohne dafl die Orthogonalitét verloren geht.

Beispiel 2.37 (Ergidnzung einer Darstellung) Nach Bsp. hat die Matrix

M = € 2 (2.11)

o O =
o = O

die Symmetrie (Cs, ko © k1 D Kz, ko © k1) mit den k; aus Bsp. [2.] Bei dieser Symmetrie
kann die rechte Darstellung einmal um ko ergdnzt werden, womit die erginzte Matriz M
die Form

1
M=1|0 € U(3)
0

o = O
Q o o

haben muf$ fir ein a € C mit |of = 1.

Das Lemma kann mehrmals angewandt werden, um in den Zerlegungen (Z6) von o
und 7 nacheinander alle Multiplizitdten n; auf m; zu erhéhen.

Korollar 2.38 (Ergéinzung mehrerer irreduzibler Darstellungen) FEs sei M eine
Matriz mit orthonormalen Spalten und der durch

<Z€9(Imj ® @) M=M (é}(lnj ® nj)> (2.12)

J=0 J=0

definierten Symmetrie. Dann egistiert eine Matriz N, so daff M = (M|N) unitdr ist und
die Symmetrie

(é(]mj & Kj)) M = M <®(Inj & /{j) D é(lmj—nj & Kj)) (213)

j=0 Jj=0 J=0

hat. Dies bedeutet, daff neben M auch die Symmetrie auf der rechten Seite von Gl. (Z12)
erginzt werden kann.

Beweis: Siehe Anhang [B.1 O

Da nach Lemma die Multiplikation einer Matrix mit unitdren Matrizen nicht die
Orthonormalitdt der Spalten beeinflult, kann das Korollar auch fiir beliebige Darstel-
lungen, welche die Symmetrie definieren, angewandt werden:
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Satz 2.39 (Unitidre Erginzung mit Symmetrie) Es sei M eine Matriz mit ortho-
normalen Spalten und der Symmetrie (G, o, 7). Ferner seien A und B Matrizen, welche
wie in Gl ([27]) die Darstellungen o und 7 in direkte Summen irreduzibler Komponenten
zerlegen. Dann existiert eine Matrix N, so dafs

M := AYAMB'|N)(B @ B) = (M|A'NDB)

fiir alle unitiren B passender Grife eine unitire Matriz mit der Symmetrie (G,o,7DT)

1st, wobei T die durch
z—1
7.= Bt (@(Imjnj ® f@j)) B (2.14)

J=0

definierte Darstellung ist.

Beweis: Es gilt Gl. (Z8) mit A und B aus dem Satz. Nach Kor. 238 existiert eine Matrix
N, so dafl

(Ac AN (AMB'|N) = (AMB'|N) (BTBT @ é([mj_nj ® /{j)>

J=0

folgt. Mit der Darstellung 7 aus Gl. (214) fiir eine beliebige unitére Matrix B kann diese
Gleichung als

(AcAN(AMB'|N) = (AMB!N)(B@® B)(r & 7)(B @ B)}

geschrieben werden. Die Matrix M wird durch die Umstellung der Matrizen dieser Glei-
chung erhalten. 0

Die Matrix M, die nach Satz .39 konstruiert wird, ist nicht eindeutig bestimmt, denn
die Matrix N kann beliebig gewéhlt werden, sofern die resultierende Matrix unitér ist und
die Struktur des Verkettungsraums hat. Diese Wahl stellt bei der Konstruktion von A
einen Freiheitsgrad dar, der als Grundlage von Optimierungen gesehen werden kann. Ein
weiterer Freiheitsgrad besteht in der Wahl der unitiren Matrix B, die beliebig gewiihlt
werden kann.

Beispiel 2.40 (Unitire Ergidnzung) Die Fintrdage von M mit der Symmetrie (Cs, o, T)
aus Bsp. [Z19 werden durch v/3 dividiert, wm orthonormale Spalten zu erhalten. Mit den
Zerlequngsmatrizen A := F3 sowie B := Iy folgt die durch

(K,Q D r1 D /ig)(FgM) = (FgM)(lio D /{1)
festgelegte Symmetrie der Matriz AM BT = F3M, welche die Matriz aus GI. (Z11) ist.
Damit folgt dieselbe Erginzung

c ®3><1

=
I
o
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wie in Bsp. [2.37] mit |a| = 1. Nach der Riicktransformation erhdlt man fir die Matriz
B = (1) € U(1) die unitiren Erginzungen

1 1 «
- . 1
M := AY(FsM|N)(B & B) = Fi(F;M|N) = \/; 1 w? aws

2
1 ws ows

von M. Diese Erginzungen haben die Symmetrie (Cs, 0, ko ® k1 S ko) mit o aus Gl. (Z3).
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Kapitel 3

Optimale symmetrische POV Ms

Bei den beiden bekanntesten Quantenalgorithmen, dem Shorschen Faktorisierungsalgo-
rithmus und dem Suchalgorithmus von Grover (sieche Abschnitte 5.3 und 6.1 in [NCO0]),
werden am Ende die Ausgaben durch Zusténde reprisentiert, die durch eine Messung in
der Standardbasis voneinander unterschieden werden kénnen. Dahingegen gibt es aber
auch Probleme, bei denen bisher nur die schwéichere Aussage bekannt ist, dafl eine effi-
ziente Losung aus der Unterscheidung von Zustédnden eines bestimmten, symmetrischen
Ensembles folgt. Eine wichtige Klasse solcher Probleme bilden die Probleme der verbor-
genen Untergruppen (siehe Abschnitt BT3). Zur Losung dieser Probleme miissen daher
noch Messungen gefunden werden, mit denen das Auslesen der Resultate mdoglich ist.

Die Zustandsunterscheidung ist nicht nur bei den algorithmischen Problemen von Be-
deutung, sondern auch bei der Kommunikation, denn hierbei benétigt ein Empfanger Mes-
sungen, um die ihm zugesandte Information zu ermitteln. Die Unterscheidung nichtortho-
gonaler Zustinde muf} in Betracht gezogen werden, denn solche Zusténde kénnen wéhrend
einer Ubertragung durch Stérungen entstehen. Dariiber hinaus werden nichtorthogonale
Zusténde in der Quantenkryptographie eingesetzt, um Ubertragungen gegen Abhéren zu
sichern. Eine Symmetrie kann hierbei als Ausgangspunkt dienen, um auf der Sender- und
Empfangerseite sowie bei der Sicherheitsanalyse Vereinfachungen zu erhalten.

Werden zur Unterscheidung der Zusténde eines gegebenen Ensembles optimale Mes-
sungen gesucht, so stehen verschiedene Kriterien zur Verfiigung, um die Giite eines
POVMs zu bewerten. Die Untersuchungen in diesem Kapitel konzentrieren sich auf die
Bayes-Kosten und die Transinformation, da sich diese als wichtigste Kriterien heraus-
stellen. Den Bayes-Kosten und der Transinformation ist gemein, daf} fiir symmetrische
Ensembles optimale POVMs existieren, die ebenfalls symmetrisch sind. Damit kann die
Optimierung auf diese speziellen POVMs beschrinkt werden, womit insbesondere die
zu der Transinformation gehoérenden nicht-linearen Optimierungsprobleme in manchen
Féllen stark vereinfacht werden konnen.

3.1 Optimale Detektion

Bei der Ubertragung nicht-quantenmechanischer Signale stehen einem Empfinger meh-
rere gut untersuchte Optimalitédtskriterien wie z. B. das Bayes-, Maximum-a-posteriori-
oder Neyman-Pearson-Kriterium zur Verfiigung (siehe Abschnitt 4.1 in [K1096]), um zu
entscheiden, welches Signal eine Quelle gesendet hat. Diese Kriterien konnen auf die De-

35
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J Pj
Quelle Kanal POVM ——k

Abbildung 3.1: Ubertragungsmodell zur Definition der Bayes-Kosten. Das Signal j wird
geméB der Verteilung p(j) in den Kanal gegeben, p; ist die zugehorige Ausgabe. Bei der
Messung wird das Resultat & mit der Wahrscheinlichkeit tr(p;II;) erhalten, womit die
Bayes-Kosten nach Def. Bl festgelegt werden.

tektion von Quantenzustdnden iibertragen werden; hierbei sind hauptséchlich die Bayes-
Kosten von Interesse, da diese der Suche nach Messungen, welche bei der Detektion die
minimale Fehlerwahrscheinlichkeit erreichen, als Grundlage dienen.

3.1.1 Die Bayes-Kosten

Das Bayes-Verfahren der statistischen Entscheidungstheorie 148t sich einfach auf die De-
tektion von Quantenzusténden iibertragen, falls es im Rahmen von Signaliibertragungen
formuliert wird (siehe Kapitel II in [Hel76]): Eine Quelle wihlt wie in Abb. Bl eine Nach-
richt j € {0,...,m — 1} mit der Wahrscheinlichkeit p(j) aus und iibergibt diese an einen
Kanal. Dieser gibt den Zustand p; aus, der beim Empfénger durch ein POVM mit den
Operatoren I, gemessen wird. Dem Mefiresultat & wird die Hypothese zugeordnet, daf3
die Quelle das Signal k ausgegeben hat. Fiir diese Hypothese werden bei tatsdchlich ge-
sendeten Signal j die Kosten C}, j berechnet, womit sich durch Mittelung fiir ein Ensemble
und ein POVM die Bayes-Kosten festlegen lassen (siche Abschnitt IV.1 in [Hel76]).

Definition 3.1 (Bayes-Kosten) Es seien p; die Zustinde eines Ensembles mit den
Wahrscheinlichkeiten p(j). Ferner seien Il die Operatoren eines POVMs. Dann sind die
Bayes-Kosten des Ensembles und des POVMs gegeben durch

m—1

Z p(4)Ch,jtr(p;IL) .

7,k=0

Bei der Definition der Bayes-Kosten wird angenommen, dafl die Anzahl der Zusténde
und die der POVM-Operatoren gleich ist. Dies stellt keine Einschrankung dar, denn eine
dem POVM folgende Entscheidungsstufe kann in das POVM aufgenommen werden. Die
Bayes-Kosten konnen mit dem Risiko-Operator

m—1 m—1
Wi, = Zp(j)Ck,jpj als C =tr (Z Wka>
j=0 k=0

geschrieben werden (siche Abschnitt IV.1 in [Hel76]). Das Ziel der Optimierung des
POVMs ist die Minimierung der Bayes-Kosten fiir ein gegebenes Ensemble und eine
gegebene Kostenmatrix (Cj ;)i ;. Ein Kriterium fiir die Optimalitét eines POVMs kann
mit Hilfe des Risiko-Operators kompakt dargestellt werden (siehe [YKLTH, [Hel760]):

Lemma 3.2 (Helstrom-Bedingungen) Die Bayes-Kosten werden fiir ein POVM mi-
nimiert, falls

fiir alle 5 gilt. Hierbei wird Y := Zj IL;W; definiert, und die Ungleichung W; — T > 0
bedeutet, daf$ W; — Y semipositiv ist.



3.1. OPTIMALE DETEKTION 37

Mit Hilfe der Helstrom-Bedingungen 143t sich die Optimalitét eines POVMs durch
Einsetzen in Gl. (BJ]) nachweisen. Die Bedingungen kénnen durch Dualitdtsargumente
erhalten werden, da die Suche nach einem optimalen POVM ein lineares Optimierungs-
problem ist (siehe [YKLT7H]). Die optimale Messung kann nur fiir einige einfache Probleme
ohne explizite Losung des Optimierungsproblems angegeben werden; es werden hierbei
symmetrische Ensembles oder einfache Kostenmatrizen zu Grunde gelegt. Eine Losung
des Optimierungsproblems ist beispielsweise bei beliebigen Bayes-Kosten fiir Ensembles
bekannt, die aus zwei Elementen bestehen (sieche Abschnitt IV.2 in [Hel76]). Weitere Aus-
sagen iiber optimale POVMs sind bekannt, falls die Kostenmatrix so gewéhlt wird, dafl
die Bayes-Kosten der Detektionsfehlerwahrscheinlichkeit entsprechen.

3.1.2 Die Detektionsfehlerwahrscheinlichkeit

Die Detektionsfehlerwahrscheinlichkeit (DFW) bei dem Modell von Abb. Bl gibt an,
mit welcher Wahrscheinlichkeit der Empfanger eine falsche Entscheidung trifft, d. h. das
POVM des Empféangers ergibt nicht das Resultat j, falls bei der Quelle diese Nachricht
ausgewdhlt wurde.

Definition 3.3 (DFW) Die DFW eines POVMs mit den Operatoren 11, fir ein En-
semble mit den Zustinden p; und Wahrscheinlichkeiten p(j) ist durch

-1

Z 1 =0, )p()p(kli) =1 =) _p()p(ili)

J:k=0 J

3

I
=)

festgelegt, wobei p(k|j) := tr(p;Ily) gilt und oy ; das Kronecker-Symbol bezeichnet.

Die DFW kann mit der Kostenmatrix (1 — ¢y ;)i ; als Spezialfall der Bayes-Kosten aus
Def. Blerhalten werden. Zur Vereinfachung kann der Optimierung auch die Kostenmatrix
(=0 j)k,; zugrunde gelegt werden (siehe z. B. [BKMH97]), denn dies entspricht lediglich
einer konstanten Verschiebung der Kosten fiir alle moglichen Messungen. Der Vorteil
dieser Kostenmatrix ist, dafl bei dieser alle Terme auflerhalb der Diagonalen verschwinden
und damit viele Rechnungen vereinfacht werden. Aufgrund der einfachen Struktur dieser
Kostenmatrix kénnen fiir einige symmetrische Ensembles optimale POVMs ohne explizite
Losung des Problems aus Lemma angegeben werden. Grundlage ist hierbei das als
PGM (pretty good measurement) bezeichnete POVM, das auch square-root measurement
genannt wird (siehe z. B. [HW94! [EF0T]):

Definition 3.4 (PGM) Es seien p; == |®;)(®;| mit den Wahrscheinlichkeiten p(j) die
Zustinde eines Ensembles mit der zugehomgen Dichtematriz p := E p(J)pj. Dann ist
die PGM das POVM mit den Operatoren 11; := |W;)(¥;|, die durch

) == /p(j)p?|®;)

festgelegt sind und wobei die Inverse auf dem von den Vektoren |®;) aufgespannten Raum
gebildet wird.

Erzeugen die Vektoren |®;) nicht den gesamten Raum, so definiert auch die PGM
nur ein POVM auf diesem Teilraum. Durch die Ergénzung mit geeigneten Operatoren
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auf dem orthogonalen Komplement kann ein POVM auf dem gesamten Raum erhalten
werden. Da die ergénzten Operatoren orthogonal zu allen Zustdnden sind und daher die
zugehorigen Resultate nie auftreten, ist die Wahl dieser Operatoren fiir die Bayes-Kosten
einer Messung unerheblich. Durch Nachrechnen der Helstrom-Bedingungen kann gezeigt
werden, dafl die PGM fiir einige Ensembles mit einer bestimmten Klasse von Symmetrie
eine optimale Messung ist (siche [EEQT] und [BKMH97]).

Satz 3.5 (Optimalitit der PGM) Es seien o(g)|®)(®|o(9)t, g € G, gleichverteilte
Zustinde fir eine Darstellung o der endlichen Gruppe G. Dann umfafit die PGM die
Operatoren o(g)|W){(V|o(g)" fir ein geeignetes |¥) und minimiert die DFW.

Fiir gemischte Zustiande, die eine allgemeinere Symmetrie haben, sind nur schwéchere
Aussagen bekannt (siehe [EMV04]):

Satz 3.6 (Optimale Messung) Es sei ein Ensemble mit den gleichverteilten Zustinden
a(g)pjo(9)', g € G und j € {0,...,m—1}, fir eine Darstellung o der Gruppe G gegeben.
Dann gibt es ein POVM mit den Operatoren o(g)l;0(g)", g € G und j € {0,...,m—1},
das die DFW minimiert.

Die auf gemischte Zusténde verallgemeinerte PGM (siche [EMV04]) muf bei den
symmetrischen Ensembles aus Satz B8 nicht optimal sein, d. h. die Aussage von Satz
kann nicht direkt verallgemeinert werden. Das Auffinden des optimalen POVMs kann
aber dennoch durch Ausnutzung der Symmetrie vereinfacht werden (siehe [EMV04]).

3.1.3 Verborgene Untergruppen

Bei der Analyse vieler Quantenalgorithmen, z. B. dem Deutsch-Jozsa-Algorithmus (siehe
Abschnitt 1.4.4 in [NCO0]) oder dem Algorithmus von Shor, hat sich herausgestellt, da8
sie im wesentlichen dasselbe Problem l6sen. In einer gruppentheoretischen Formulierung

entspricht dieses der Suche nach einer verborgenen Untergruppe (hidden subgroup, siehe
z. B. Abschnitt 5.1 in [R6t01]):

Definition 3.7 (Verborgene Untergruppe) Es sei f: G — M eine Funktion auf der
endlichen Gruppe G in eine endliche Menge M. Gibt es eine Untergruppe H von G, so
daf$ f(x) = f(y) genau fir xtH = yH gilt, so heifst H verborgene Untergruppe.

Das Ziel ist das effiziente Auffinden der unbekannten Untergruppe H, falls nur Auswer-
tungen von f zugelassen sind. Beispielsweise kann die Faktorisierung von Zahlen auf die
Suche von verborgenen Untergruppen reduziert werden: Soll N > 1 faktorisiert werden, so
wird versucht, eine Losung von 22 = 1 mod N zu bestimmen, denn diese Kongruenz hat
zur Folge, dal N das Produkt (z — 1)(x + 1) teilt. Damit wird fiir nicht-verschwindende
(x —1) mod N und (z+ 1) mod N ein Faktor von N gefunden. Eine Losung dieser Kon-
gruenz kann in vielen Fillen durch die Bestimmung der Ordnung eines zufillig gewahlten
Elements erhalten werden: Hat x modulo N die Ordnung r, d. h. es gilt 2" = 1 mod N
und r ist minimal mit dieser Eigenschaft, so ergeben fiir gerade r die Zahlen

ggT (2> —1,N) und ggT(z"/*>+1,N)
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in ausreichend vielen Féllen einen Faktor von N, um ein effizientes Faktorisierungsverfah-
ren zu erhalten, falls die Ermittlung der Ordnung selbst effizient ist (sieche Abschnitt 5.3.2
in [NC0O0]). Diese Bestimmung kann mit der Funktion

f(a) := 2" mod N

als Suche nach einer verborgenen Untergruppe formuliert werden; die verborgene Unter-
gruppe ist hierbei die von r erzeugte zyklische Gruppe.

Die verborgenen Untergruppen von abelschen Gruppen kénnen mit Quantenalgo-
rithmen effizient gefunden werden (sieche Abschnitt 3.5 in [Lom04] und Abschnitt 5.4.3
in [NCO0]). Dariiber hinaus sind nur fiir wenige nicht-abelsche Gruppen effiziente Ver-
fahren bekannt, beispielsweise fiir bestimmte Kranzprodukte (siche [RB9S]). Prinzipiell
besteht aber die Moglichkeit, dal sich verborgene Untergruppen beliebiger Gruppen ef-
fizient mit Quantenalgorithmen bestimmen lassen (siehe [EHK99]). Hierbei wird ange-
nommen, dafl sowohl die Elemente von G als auch die von M mit O(log|G|) vielen Qubits
reprasentiert werden konnen. Ferner steht f als Quantengatter zur Verfiigung, das eine
unitire Transformation Uy mit

Us:lg) ®10) — |g) ®|f(9))

implementiert. Durch Uberlagerung aller |g) wird der durch

1 1
@ZIQ ® |0) — @ZIQ ®|f(9))

9eG geq

beschriebene Zustandsiibergang erhalten (siehe [BCv05]). Durch anschliefende Messung
der zweiten Komponenten wird ein Nebenklassenzustand erhalten:

Definition 3.8 (Nebenklassenzustand) Fs seien H < G und g € G. Dann ist
lgH){gH| ein Nebenklassenzustand fiir

1
lgH) := HZ lgh) .

heH

In [EHK99] wird nachgewiesen, daf im Prinzip polynomial viele Auswertungen von f
geniigen, um verborgene Untergruppen zu identifizieren. Grundlegende Beobachtung ist
hierfiir, dafl Tensorprodukte von O(log(|G|)) vielen Nebenklassenzustanden verschiede-
ner Untergruppen einen exponentiell kleinen Skalarproduktbetrag haben, d. h. sie sind
fast orthogonal. Damit ist es moglich, durch eine Unterscheidung dieser Zustédnde die
verborgene Untergruppe zu identifizieren. Unbekannt ist dabei, wie die Unterscheidung
der Zustédnde realisiert werden kann und wie die bei der Messung erhaltene Informati-
on effizient zur Losung fiihrt. Bei den Diedergruppen kann beispielsweise mit Hilfe der
Helstrom-Bedingungen (siehe LemmaB.2) tiber dieses Resultat hinaus gezeigt werden, dafl
die PGM aus Def. B4l die optimale Messung zur Unterscheidung der Zusténde ist (sie-
he [BCv(H]). Ungelost ist hierbei jedoch die effiziente Durchfithrung dieses POVMs, denn
das in [BCv05] vorgeschlagene Verfahren zur Messung beruht auf der Losung spezieller In-
stanzen eines Problems, das NP-vollstindig ist (subset sum problem, siche Abschnitt A3.2
in [GJ79]). Damit fithrt dieser Vorschlag nicht unmittelbar zu einem effizienten Verfahren
zur Bestimmung verborgener Untergruppen von Diedergruppen.
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3.2 Die Transinformation eines POV Ms

Bei dem Kommunikationsmodell von Abb. Blgibt der Ubertragungskanal die Zusténde Pj
aus, wahrend die zugehorigen Eingaben j nicht quantenmechanisch beschrieben werden.
Dieses Modell trifft beispielsweise zu, falls bei der Kommunikation kohérente Zustdnde
(siche Def. E30) genutzt werden und diese bei der Ubertragung durch eine Faser so
stark abgeschwécht werden, daf§ eine quantenmechanische Beschreibung notwendig wird
(siehe z. B. [TFMS04]). In der Quantenkryptographie werden hingegen solche Kanile mit
der Absicht genutzt, dafl Messungen eines Angreifers der Kommunikation die Zustdnde
p; storen und daher detektiert werden konnen. Um die Leistungsfiahigkeit eines solchen
Kanals fiir die Kommunikation zu bewerten, wird die Transinformation als grundlegendes
Maf herangezogen (mutual information, siehe z. B. [CT9T]).

Definition 3.9 (Transinformation) Es sei P ein POVM mit den n Operatoren 11,
und S ein Ensemble mit den m Zustinden p;, die jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p(j)
auftreten. Ferner bezeichne

p(g, k) == p()p(klj) mit  p(klj) = tr(p;1Lx)

die gemeinsame Verteilung der Zustinde und der Resultate. Dann ist

m—1n—1 n—1 m—1 —1
I(S,P) := H(p(j, k) = p H (Z p(j; k)) = > H®() (3.2)

J=0 k=0 k=0 j=0 §=0
mit H(u) := ulogy u die Transinformation von S und P.

Die Transinformation gibt an, wieviel Information durch den Kanal iibertragen werden
kann, falls die Signale j gemé&f der Verteilung p(j) in den Kanal eingegeben werden und
die Zusténde p;, die den Kanal verlassen, mit dem POVM P gemessen werden. Liegt das
Ensemble der Kanalausgabe fest, so kann die maximal erhéltliche Information durch die
Holevo-Schranke (siehe Abschnitt 12.1.1 in [NCO(]) abgeschitzt werden:

Lemma 3.10 (Holevo-Schranke) Fs sei P ein POVM und S ein Ensemble mit den
Zustanden p;, die jeweils mit Wahrscheinlichkeit p(j) auftreten. Dann gilt

I(S,P)<x mit x:=8 (ZP(j)Pj) - ip(j)3<0j)a

wobei S(p) == —tr(ploga(p)) die Von-Neumann-Entropie des Zustands p bezeichnet.

Die Gleichheit der Holevo-Schranke kann genau bei den Ensembles erhalten werden,
deren Dichtematrizen kommutieren (siehe [Hol73]). Fiir alle anderen Ensembles muf die
maximal erreichbare Information (accessible information, siehe [HIST96]) durch Optimie-
rung der POVMs bestimmt werden:

Definition 3.11 (Erreichbare Information) Fir ein gegebenes Ensemble S ist die
erreichbare Information das Maximum von (S, P) fir alle POVMs P.
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Die erreichbare Information und die zugehorigen optimalen POV Ms sind nur fiir einige
einfache Ensembles bekannt (siehe [SB.JT99, [Dav78, [BYHI7]). Beispielsweise kann fiir die
Drillinge gezeigt werden, daf3 die erreichbare Information deutlich unterhalb von y liegt:

Beispiel 3.12 (Drillinge) Die Drillinge sind die Zustinde |®;)(®;| fir

oa)i= (o ) e=5 ( gz ) w3 (5 ).

die jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/3 vorliegen.

Bei den Drillingen folgt log,(3) — 1 ~ 0,585 bit als erreichbare Information (sie-
he [SB.J799]), wohingegen y = 1 bit gilt. Die Nutzung des Kanals kann verbessert wer-
den, indem neben den POVMs auch die Verteilung p(j) optimiert wird: Bei den Drillingen
ist eine optimale Verteilung beispielsweise gegeben, wenn zwei der Drillinge jeweils mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 auftreten und der dritte Zustand weggelassen wird, womit

2i36>+H<2+¢§

u&m:1+H< 7

) ~ (0.645 bit

erreicht werden mit einem geeignet konstruierten POVM (siehe [Sho04, [BYH97]). Die er-
reichbare Information gibt die pro Kanalnutzung {ibertragbare Information nur dann an,
falls die Kanalnutzungen voneinander unabhéngig sind. Wird bei den Eingaben hingegen
eine geeignete Codierung genutzt, so kann die pro Kanalnutzung iibertragene Information
erhoht werden (siehe [HJIST96]): Es werden hierzu n Nutzungen des Kanals zu Blocken
gebiindelt, d. h. es wird der Kanal betrachtet, der bei Eingabe des Blocks (jo, ..., jn_1)
den Zustand py®. ..® p,_1 ausgibt. Durch Optimierung der POVMs und der Wahrschein-
lichkeiten zum Senden der Blocke wird die Kapazitiat des Kanals erreicht (siehe [Hol98]):

Definition 3.13 (Kanalkapazitit) Die C,,-Kapazitit eines Kanals ist
Cn = Supp,PI(Spa P) s

wobei SP das Ensemble bezeichnet, das durch die Verteilung p der Eingabeblocke der Linge
n festgelegt wird, und P die POVMs auf den Ausgabeblicken. Die Kapazitit eines Kanals
ist C' = lim,_.,C, /n.

Bei der Optimierung von I(.S, P) werden alle POVMs fiir die Zustédnde py ®...® pp_1
untersucht, d. h. die POVM-Operatoren miissen nicht die Tensorzerlegung der Zustidnde
haben. Dies ermdglicht, daf§ durch die Codierung die Information C,, /n > C} pro Nutzung
des Kanals erreicht wird. Liegt dieser Fall vor, so ist der Kanal superadditiv (siehe [Hol98)]).

Beispiel 3.14 (Superadditiver Kanal) Es seien zwei Zustinde |a){a| und |b){(b| mit
k= (a|b) € R gegeben. Die Kapazitit Cy ist durch

1 —+v1— k2

Ci=1+H(p)+H(l—p) mit p:= 5

gegeben (siehe [SKIHYY]). Werden die vier durch
@) ©|a) @ |a), |a) @ |b) @[b), |b) @ |b) ©[a) und [b) ® |a) @ |b)

gegebenen Zustinde mit Gleichverteilung betrachtet, so kann im Bereich 0,74 < k < 1
mit der PGM die Superadditivitit Cs > 3C, nachgewiesen werden (siehe [SKIH97)).
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Die Superadditivitit zeigt, dafl prinzipiell die Moglichkeit besteht, dafl bei einer Ka-
nalnutzung die Kapazitédt C'; ibertroffen wird. Durch eine Variante des Kanalcodierungs-

theorems (siehe [Shadf]) kann sogar gezeigt werden, daBl die Holevo-Schranke erreicht
werden kann (siehe [HJST96, [Hol98]):

Satz 3.15 (Kanalcodierungstheorem) Es gilt C' = max,Y.

Der Beweis des Kanalcodierungstheorems beruht auf der Mittelung zufillig gewéhlter
Codes (siehe [HIST96]) und bietet daher nur eine Existenzaussage, aber keine Konstrukti-
onsverfahren fiir geeignete Codes. Ebenso wie Konstruktionen fehlerkorrigierender Codes
gesucht werden (siehe z. B. [MS83]), miissen brauchbare Codierungsschemata konstruiert
werden. Dabei stellt sich insbesondere die Frage, wie die iibertragenen Codeworter ge-
messen werden. Die im Beweis des Kanalcodierungstheorems genutzte PGM ist nédmlich
nur asymptotisch optimal (siehe [H.IST96]), d. h. mit dieser Messung wird die Holevo-
Schranke im Grenzfall erreicht. Ist hingegen eine Codierung mit einer endlichen Lénge
gegeben, so mufl die PGM nicht die erreichbare Information liefern. Dies ist beispiels-
weise bei den Drillingen der Fall, bei denen mit der PGM nur 1/3 bit erhalten wird,
wohingegen die erreichbare Information ca. 0,585 bit betrigt. Dies zeigt, daf} es fiir die
Kommunikation nach dem Modell von Abb. Bl ein grundlegendes Problem ist, POVMs
zu bestimmen, die beziiglich der Transinformation optimal sind.

3.3 Eigenschaften der Transinformation

Ein optimales POVM kann durch Ausnutzung elementarer Eigenschaften der Transin-
formation in ein anderes umgewandelt werden, das ebenfalls optimal ist und zusétzliche
Eigenschaften hat; beispielsweise konnen POVMs konstruiert werden, die aus einer be-
schrankten Anzahl von Operatoren bestehen. Diese Konstruktionen ermoglichen es, bei
der Suche nach optimalen POVMs den Suchraum erheblich einzuschrianken.

Die wichtigste Eigenschaft der Transinformation, die fiir diese Konstruktionen genutzt
wird, ist ihre Konvexitéat: Mit der Notation von Def. ist bei gegebener Verteilung p(7)
die Transinformation in der bedingten Wahrscheinlichkeit p(k|j) eine konvexe Funktion
(siche Th. 2.7.4 in [CT9T]). Werden also mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten po(k|j)
und p;(k|j) die gemeinsamen Verteilungen

po(J, k) := p(i)po(klj) und  pi(j, k) := p(j)p1(k]7)

gebildet, so ist fiir A € [0,1] die nach Gl. (B2) definierte Transinformation fiir die ge-
meinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung

Apo(J, k) + (L= N)p1(4, k)

hochstens so grofi wie die Konvexkombination Ay + (1 — A)I; der jeweils zu py(j, k)
und pq(j, k) gehorenden Transinformationen Iy und I;. Diese Konvexitdt tibertrégt sich
auf POVMs, wobei die Konvexkombination zweier POVMs der zufélligen Wahl zwischen
zwei MeBgerdaten mit denselben Resultatsmengen entspricht, wobei nicht gespeichert wird,
welches Mef3gerat genutzt wurde.
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Lemma 3.16 (Konvexitét der Transinformation) Es seien S ein Ensemble und P
sowie P POVMs mit den Operatoren I1; bzw. 11  fiir j € {0,...,n — 1}. Fir das POVM
Q) mit den Operatoren AIL; + (1 — NI, fir A € [0, 1] gilt die Ungleichung

1(S,Q) < MI(S, P) + (1 — \)I(S, P).

Die Gleichheit gilt genau dann, wenn

-1

Pl k) Y Bl k) =p(5, k) p_ p(l,k) (3-3)

3
3

Il
o
Il
o

fiir alle j und k ist, wobei p(k|€) := tr(peIly,) und p(L, k) == p(£)p(k|l) gelten.

Die Gleichheitsbedingung in Lemma B0 ist genau fiir die POVMs erfiillt, bei denen
die beiden Vektoren

(p(0,k),...,p(m —1,k)) und (p(0,k),...,p(m —1,k)), (3.4)

die durch II; bzw. II fiir das gegebene Ensemble definiert werden, bis auf einen konstan-
ten Faktor gleich sind:

(0, &), ..., p(m — 1,k)) = dp(5(0, k), ..., p(m — 1, k) (3.5)

mit ¢, dr > 0 und ¢, + dj, > 0 fiir jedes k. Dies entspricht bei der Konvexkombination
M+ (1— )\)flk zwei Operatoren I1; und ﬁk, die fiir alle Zustande des Ensembles bis auf
einen konstanten Faktor dieselben Wahrscheinlichkeiten liefern, d. h. beide POVMs sind
fiir das gegebene Ensemble bis auf einen skalaren Faktor gleich.

Die Konvexkombination von POVMs in Lemma weicht von der Definition von
AP + (1 — A)P nach Def. ab, denn die Operatoren beider POVMs werden nicht
vereinigt, sondern elementweise addiert. Die Konvexkombination AP + (1 — A\)P kann
mit dieser elementweisen Addition durch folgende Konstruktion erhalten werden: Die
POVMs P und P werden von links bzw. rechts her mit Nulloperatoren ergénzt, so daB
M + (1 — )\)flk immer den Nulloperator Il = 0 bzw. f[k = 0 umfafit. Dies entspricht
der Auswahl zwischen POV Ms, die disjunkte Mengen von Resultaten haben. Bei solchen
POVMs folgt

m—1 m—1
> ptk)=0 oder > p(t.k)=0
£=0 £=0

fiir alle k, d. h. es gilt ¢, = 0 oder dj, = 0 in Gl. (B). Dies bedeutet, dafl die Information,
die durch die Konvexkombination zweier POVMs erhalten wird, die Konvexkombination
der entsprechenden Informationen ist:

Lemma 3.17 (Konvexitéit der Transinformation) Es sei S ein Ensemble. Ferner
seien P und P zwei POVMs. Dann gilt fiir alle X € [0,1] die Gleichung

I(S,A\P + (1 = A\)P) = XI(S, P) + (1 — N)I(S, P).
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In Lemma B8 folgt bei der Konvexkombination AT, 4+ (1 — A\)II, von Operatoren
die Gleichheit insbesondere dann, falls sich II, und f[k nur um skalare Vielfache un-
terscheiden: Die Wahrscheinlichkeitsvektoren (B4) sind fiir alle Ensembles bis auf einen
konstanten Faktor gleich und nicht nur fiir das gegebene Ensemble. Diese Gleichheit wird
auch erhalten, falls Operatoren eines POVMs, die bis auf skalare Faktoren gleich sind,
zusammengefafit werden (sieche Lemma 2 [Dav78]):

Lemma 3.18 (Aufspaltung von Operatoren) FEs bezeichne S ein Ensemble und P
ein POVM mit den Operatoren I1;. Ferner sei P das POVM, das entsteht, wenn ein 11,
aus P entfernt wird und durch A\l1; sowie (1 — N)II; ersetzt wird fir X € [0,1]. Dann gilt
I(S,P)=I(S,P).

Neben der Konvexkombination von POVMs und der Zusammenfassung von POVM-
Operatoren kann eine weitere Vereinfachung der Suche nach optimalen POVMs durch
das Umformen von Z;:()l II; = I; erhalten werden: Diese Summe geht durch Umnormie-
ren der II; in eine konvexe Zerlegung der Matrix I, tiber (siehe [Day7§]). Damit kénnen
fiir POVMs Argumente fiir konvexe Mengen, beispielsweise Carathéodorys Theorem (sie-
he [Grii67] und [AIf71]), angewandt werden.

Definition 3.19 (POVM als Konvexkombination) Es sei P ein POVM mit den
Operatoren 11, wobei kein I1; dem Nulloperator gleiche. Dann kann I1; = \;I1; mit

und T :

. S—
A d T (i)

geschrieben werden. Die Identitit ist damit die Konvexkombination Z?;& NI = 1.

Das letzte Lemma, das fiir die Untersuchungen in Abschnitt B benotigt wird, ist eine
Erweiterung von Def. LT fiir symmetrische Ensembles: Liegt bei einem symmetrischen
Ensemble ein optimales POVM vor, so kann dieses nach Def. EZT17 zu einem symmetri-
schen POVM erweitert werden. Hierbei bleibt die Transinformation und damit auch die
Optimalitit erhalten (siehe [Dav78]).

Lemma 3.20 (Symmetrisierung eines POVMs) Es sei S ein symmetrisches Ensem-
ble mit der Symmetriegruppe G und P ein POVM. Dann gilt I1(S, P) = I(S, PY).

Beweis: Werden alle Operatoren von P jeweils mit o(g) konjugiert, so wird das POVM
o(g)Po(g)" mit den Operatoren o(g)Iyo(g)! erhalten, bei dem die Wahrscheinlichkeiten

tr(p; (0(9) ko (9)") = tr((0(9)p;0 (9)TTk) = tr(pa(g-1)) k)

auftreten. Da dies nur einer Umordnung der Zustdnde p; entspricht, gilt die Gleichung
I(S,P) =1(S,0(9)Po(g)"). Da das POVM P¢ die konvexe Kombination

1
P¢ = Z Ao ()Mo (g)T mit A, = el
= le
ist, folgt die Aussage mit Lemma BT1 O

Das Lemma besagt, daB fiir ein symmetrisches Ensemble immer ein optimales sym-
metrisches POVM existiert. Da hierbei fiir jeden Operator von P die gesamte Bahn unter
der Gruppe gebildet wird, kann P sehr viele Operatoren umfassen. Durch die Ausnut-
zung der Konvexitdt der Menge der POVMs kann eine Schranke fiir die Anzahl dieser
Bahnen abgeleitet werden.
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3.4 Konvexitit und optimale Messungen

Die bedeutendsten Hilfsmittel zur Optimierung von POVMs bzgl. der Transinformati-
on fiir ein gegebenes Ensemble sind die beiden Theoreme von Davies (siehe [Dav78]):
Das erste Theorem ermoglicht eine Beschrinkung der Anzahl der Operatoren, die in
Abhéngigkeit von der Dimension des Hilbert-Raums fiir ein optimales POVM benétigt
werden. Das zweite Theorem kann fiir symmetrische Ensembles mit irreduzibler Darstel-
lung der Symmetriegruppe angewandt werden und garantiert die Existenz eines optimalen
POVMs, das bzgl. der Symmetrie genau eine Bahn umfafit. Mit diesen beiden Theoremen
kann die Suche nach optimalen POVMs in einigen Féllen sehr stark vereinfacht werden
(siehe z.B. [SBJ799]). In diesem Abschnitt werden die Beweise beider Theoreme zusam-
menfassend dargestellt, wobei gleichzeitig das zweite Theorem auf reduzible Darstellungen
verallgemeinert wird.

Die Beweise der Davies-Theoreme beruhen im wesentlichen auf dem folgenden Lemma
(siehe [Dav7]]), das eine Zerlegung von Konvexkombinationen der Einheitsmatrix in an-
dere Konvexkombinationen ermoglicht. Die Menge dieser Konvexkombinationen ist selbst
konvex und das Lemma gibt eine obere Schranke fiir die Anzahl der Operatoren eines
Randpunktes dieser Menge. Ein Beweis des Lemmas, der auf Carathéodorys Theorem
beruht, kann im Anhang von [Dec05] gefunden werden.

Lemma 3.21 (Zerlegung in Konvexkombinationen) Es sei E;.:é NI = 14 eine
Konvezkombination mit tr(Il}) = d. Ferner seien alle 11} Elemente des affinen Raums
I+ K, wobei K ein R-linearer Teilraum des Raums der hermiteschen Matrizen sei, der

die Dimension r habe. Dann kann die Konvexrkombination umgeschrieben werden in

n—1 n—1 n—1
Z )\]H; = Z M (Z l/chH;ﬁ) mit Z l/ngl_[;€ = Id s
j=0 J k=0 k=0

wobet i, vj > 0 und

n—1
E = E vir =1 sowie E WiVik = Ak
J k=0 J

tir alle j gelten. Ferner sind fir alle 7 hochstens r + 1 Elemente v;;, ungleich null.
J9g J 7, g
Aus diesem Lemma folgen unmittelbar beide Theoreme von Davies:

Satz 3.22 (Erstes Theorem von Davies) FEs sei S ein Ensemble mit Zustinden eines
d-dimensionalen Raums. Dann existiert ein optimales POVM mit n Operatoren vom Rang
eins, wobei d < n < d? gilt.

Beweis (siche [Dav7§]): Es seien Iy, ..., II,_; die Operatoren eines optimalen POVMs.
Es kann angenommen werden, daf§ alle Operatoren vom Rang eins sind (siche [Dav78]).
Mit der Normierung von Def. folgt die Konvexkombination Z;:S NI = Iy Mit
Lemma B2T] ist das POVM eine Konvexkombination von POVMs mit jeweils hochstens
d? Operatoren, da K die Dimensior] 2 — 1 hat. Lemma BEI7und zeigen zusammen,
dal mindestens eines dieser POV Ms ebenfalls optimal ist. O

I Der Raum K ist der gesamte Raum der hermiteschen Matrizen bis auf die Spurnormierung. Diese
Normierung verringert die Dimension d? um eins, d. h. es gilt » = d?> — 1 in Lemma BZ11
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Auch das zweite Theorem von Davies (Th. 4 in [Dav78]) folgt aus Lemma B2t

Satz 3.23 (Zweites Theorem von Davies) Es sei S ein symmetrisches Ensemble mit
irreduzibler Darstellung o der Symmetriegruppe G. Dann existiert ein optimales POVM
mit Operatoren vom Rang eins, das eine einzelne Bahn unter der Operation von G ist.

Beweis (siehe [Dav78]): Es sei P ein optimales POVM mit den Operatoren II; vom Rang
eins. Ferner bezeichne O; die Bahn mit den Operatoren

%dg)maw

fiir g € G. Es folgt nach Def. die Konvexkombination

TL;
= Z )‘jOj mit )‘j = tr<d J>
J

wie in Def. BT fiir das symmetrisierte POVM P¢, das nach Lemma B20 ebenfalls optimal

ist. Es bezeichne
11,
Z by G‘tr o(9)Tlo(g)!

die Summe der Operatoren der Bahn von II;. Da P% ein POVM ist, gilt die Gleichung
> ;AiDj = I, d. h. die Identitédtsmatrix ist eine Konvexkombination der Matrizen D;.
Mit der Irreduzibilitét von o und mit der Symmetrie oD; = Djo folgt D; = ol fiir
alle j, denn die Matrizen D); sind nach Lemma Elemente des Verkettungsraums
Int(o,0) = Cly. Da die Matrizen D; dariiber hinaus die Spur d haben, liegen sie im
Teilraum Iy + {0} von Int(c, o), d. h. es gilt D; = I;. Nach Lemma BZT] gibt es eine
Konvexkombination von /; mit einem einzigen D;. Mit Lemma B.I7 und folgt, daf3
eine einzelne Bahn fiir eine optimale Messung geniigt. O

Der Beweis des zweiten Satzes kann auf reduzible Darstellungen o verallgemeinert
werden: Die Matrizen D; sind Elemente des Verkettungsraums Int(o, o), der nach Lem-
ma 223 die Dimension r := > = ém hat. Die Spurnormierung tr(D;) = d reduziert
diese Dimension um eins. Dann folgt mit Lemma BZ2T dal hochstens r Bahnen benétigt
werden, um die Identitdt zu kombinieren:

Satz 3.24 (Anzahl der Bahnen bei optimalen POVMSs) Es sei S ein symmetrisches
Ensemble mit o wie in GI. (Z4). Dann gibt es ein optimales POVM mit Operatoren vom
Rang eins, das die Vereinigung von hochstens Zj;é m? Bahnen ist.

Die Anwendung von Satz B.24] ist auch moglich, falls die Symmetrie auf eine Unter-
gruppe eingeschriankt wird, denn die Symmetriegruppe mufl nicht transitiv auf dem En-
semble und dem POVM operieren. Durch diese Einschrénkung wird die Schranke jedoch
schwécher: Die Anzahl der verschiedenen irreduziblen Darstellungen einer Untergruppe
kann nicht grofler als die der ganzen Gruppe sein und damit werden die Multiplizitédten
beim Ubergang auf die Untergruppe nicht kleiner. Als Grenzfalll kann der Satz auf eine

2Da jede Bahn unter dieser Symmetrie jeweils nur ein Element umfaBt, kénnen die Wahrscheinlich-
keiten der Zustédnde wie in Satz beliebig sein.
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Darstellung der trivialen Gruppe G := {e} angewandt werden: Dabei wird die Multipli-
zitét d der einzigen irreduziblen Darstellung e — (1) € U(1) erhalten, womit Satz
die obere Schranke d? ergibt. Demnach wird das erste Theorem von Davies als Spezialfall
von Satz erhalten. Eine weitere Moglichkeit, die Schranke von Satz zu erhalten,
besteht in der Charakterisierung der Randpunkte der konvexen Menge der POV Ms, die
eine gegebene Symmetrie haben (siehe [CDOA]).

3.5 Optimale Messungen reeller Zustandsmengen

Sind alle Eintrédge der Dichtematrizen eines Ensembles reell, so kann beim ersten Theo-
rem von Davies eine kleinere obere Schranke fiir die Anzahl der Operatoren erhalten
werden, die ein optimales POVM benétigt (siehe [SB.J799]). Sind dariiber hinaus bei ei-
nem symmetrischen Ensemble auch die Matrizen der zugehorigen Darstellung reell, so
kann die Forderung der Irreduzibilitdt im zweiten Theorem von Davies abgeschwécht
werden. Sowohl die Verkleinerung der Schranke als auch die Abschwéchung der Irredu-
zibilitdt konnen auf Satz B24 {ibertragen werden. Dafiir werden zunéchst die in den
Abschnitten 1] und EZ4] zusammengefaten Definitionen und Eigenschaften von Darstel-
lungen und Matrizen auf den reellen Fall iibertragen. Bei den folgenden Untersuchungen
kann der Eigenschaft eines Zustands, nur reelle Eintrdge zu haben, nicht unmittelbar
eine physikalische Systemeigenschaft zugeordnet werden, denn die Eintrége der Dichte-
matrizen sind von der gewéhlten Basis des Hilbert-Raums abhéngig. Dahingegen konnte
es durchaus eine physikalische Bedeutung haben, falls fiir einen Zustand eine Basis exis-
tiert, beziiglich deren die Dichtematrix nur reelle Eintriage umfafit.

3.5.1 Verkettungsraum reeller Darstellungen

Reelle Darstellungen sind Darstellungen, bei denen einer Gruppe nur Matrizen zugeord-
net werden, deren Eintrdge alle reell sind. Es werden im folgenden nur unitéire reelle
Darstellungen betrachtet, d. h. es gilt o(g) € O(d) fiir alle g € G, wobei O(d) die Gruppe
der orthogonalen Matrizen der Grofie d x d bezeichnet (siehe §3.5 in Kap. I von [Hei90]).
Fiir die Definition der Aquivalenz von reellen Darstellungen werden ebenfalls nur reelle
Matrizen fiir die Konjugation einer Darstellung zugelassen:

Lemma 3.25 (Reelle Aquivalenz) Zwei reelle Darstellungen o und T vom Grad d sind
reell dquivalent, falls eine Matriz A € R4 mit Ao(g)A~ = 7(g) fiir alle g € G existiert.

Die Irreduzibilitéit einer reellen Darstellung wird nur iiber reellen Radumen definiert
(siche Def. 10.2 in [CR62]), womit die Forderungen bei reeller Irreduzibilitiat schwécher
sind als diejenigen bei komplexer Irreduzibilitéit, d. h. eine reell irreduzible Darstellung
muf3 nicht iiber den komplexen Zahlen irreduzibel sein.

Definition 3.26 (Reelle Irreduzibilitit) Eine Darstellung o : G — O(d) ist reell
irreduzibel, falls fir H < R mit o(g)H C H, g € G, entweder die Gleichung H = {0}
oder H =R¢ folgt.

Wie im komplexen Fall kann jede Darstellung durch einen Basiswechsel in irreduzible
Komponenten zerlegt werden.
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Lemma 3.27 (Zerlegung in irreduzible Komponenten) Fs sei o : G — O(d) eine
Darstellung. Dann existiert ein A € O(d) mit

AcA' = ko @ ... ® Kp1,

wobei alle k; orthogonal und reell irreduzibel sind.

Beweis: Der Satz von Maschke (siche Th. 10.8 in [CR62]) garantiert, daf ¢ in irreduzible
Komponenten zerlegt werden kann. Die Zerlegung kann wie im Beweis von Lemma 24
gefunden werden. Die orthonormalen Basen fiihren hierbei zu orthogonalen Matrizen, da
alle Vektoren reell sind. O

Bei komplexen Darstellungen kann geméfi Lemma EZ8 die Aquivalenz von Darstellung-
en nicht nur iiber invertierbare, sondern auch iiber unitire Matrizen definiert werden. Eine
ahnliche Aussage folgt auch mit orthogonalen Matrizen bei reellen Darstellungen:

Lemma 3.28 (Aquivalenz mit orthogonalem Basiswechsel) Es scien o und 7 zwei
unitdre reelle Darstellungen vom Grad d derselben Gruppe. Die Darstellungen o und T
sind genau dann reell dquivalent, falls ein A € O(d) mit Ac Al = 1 existiert.

Beweis: Es seien o und 7 reell dquivalent. Dann kénnen o und 7 nach Lemma B.27 in
gleich lange direkte Summen reell irreduzibler Darstellungen x; bzw. &; zerlegt werden,
wobei r; = K; gilt. Dies folgt, da reell irreduzible Darstellungen, die reell indquivalent
sind, iiber den komplexen Zahlen auch in nicht dquivalente Darstellungen zerfallen (siehe
§13.2 in [Ser77]). Durch Lemma 33.1 in [Dor71] folgt, daf die Aquivalenz durch orthogo-
nale Matrizen erreicht werden kann. O

Das Schursche Lemma kann auch fiir reelle Darstellungen betrachtet werden (siehe
Beweis von Prop. 4 von §2.2 in [Ser77]).

Lemma 3.29 (Reelles Schur-Lemma) Es seien 0 : G — O(m) und 7 : G — O(n)
zwer reell irreduzible Darstellungen und M € R™™ mit oM = M. Dann gilt M = 0,
falls o und T nicht reell dquivalent sind. Sind o und T gleich und hat M einen reellen
Eigenwert X, so ist M ein reelles Vielfaches der Identitdt.

Beweis: Der Fall indquivalenter Darstellungen kann wie bei komplexen Darstellungen
gezeigt werden (siehe z. B. Prop. 4 in §2.2 in [Ser77]). Bei gleichen Darstellungen mufl
im Gegensatz zum komplexen Fall die Existenz eines reellen Eigenwerts von M gefordert
werden, denn diese Existenz wird im reellen Fall nicht durch den Fundamentalsatz der
Algebra gesichert. Es wird die Matrix M’ := M — A, gebildet, fiir die cM' = Mo gilt.
Der Kern ker(M’) von M’ ist aufgrund

M'(cker(M")) = (M'o)ker(M') = (6 M"ker(M') = o(M'ker(M')) =0

ein reeller und invarianter Raum unter der Operation von o. Da o reell irreduzibel ist
und da ker(M) # 0 wegen dem zu A\ gehorenden Eigenvektor gilt, folgt M = AI,,,. O

Die Forderung nach einem reellen Eigenwert kann beim reellen Schurschen Lemma
nicht weggelassen werden, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 3.30 (Reelles Schursches Lemma) Die durch

%(__;g f)e@(z)

definierte Darstellung der Gruppe C3 := (r : r3 = 1) ist reell irreduzibel. Fiir alle a,b € R

haben die Matrizen
< ° 2 ) € R (3.6)

die Symmetrie (Cs, k, k). Die Eigenwerte dieser Matrizen sind a £ bi, so daf$ genau bei
reellen Eigenwerten die Vielfachen der Einheitsmatriz erhalten werden.

K(r) :=

Fiir die Untersuchung symmetrischer Ensembles und POVMs sind reelle, hermitesche
Matrizen von Interesse. Die Hermitezitéit garantiert durch den Spektralsatz (siche Satz 1
in §1, Kap. IIT von [Lor96]) die Existenz des reellen Eigenwerts, der fiir die Anwendung
des Schurschen Lemmas benétigt wird.

Korollar 3.31 (Schursches Lemma fiir reelle, hermitesche Matrizen) Es seien die
beiden irreduziblen Darstellungen o, 7 : G — O(m) von G gegeben. Ferner sei M € R™*™
hermitesch mit der Symmetrie (G,o,7). Dann gilt M = 0 fir reell indquivalente o und
T sowie M = A\I,,, mit X\ € R fiir gleiche Darstellungen o und 7.

Mit dem Schurschen Lemma fiir reelle Darstellungen kann wie im komplexen Fall die
Struktur des reellen Verkettungsraums zweier Darstellungen bestimmt werden. Hierbei
kann fiir Matrizen mit einer Symmetrie, die durch zwei indquivalente Darstellungen o
und 7 festgelegt ist, ebenfalls gefolgert werden, dafl die Matrix die Nullmatrix ist. Im
Fall gleicher Darstellungen werden jedoch nur viel schwichere Aussagen erhalten, da
reelle quadratische Matrizen keine reellen Eigenwerte haben miissen und daher das reelle
Schursche Lemma nicht immer angewandt werden kann.

Lemma 3.32 (Strukur des reellen Verkettungsraums) Fs seien 0 : G — O(m)
und 7 : G — O(n) zwei reelle Darstellungen mit den Zerlegungen

z—1 z—1
o= @ (I, ® ;) und T = @ (I, ® K;) (3.7)
=0 =0

i reell indquivalente und reell irreduzible Komponenten k. Dann bilden die reellen Ma-
trizen mit der Symmetrie cM = Mt einen R-linearen Raum, der in

Rﬁ’LQXfLQ @ . @ Rmz_lxﬁz_l

liegt, wobei m; := d;m; und nj == djn; mit d; = deg(k;) definiert werden. Fiir m; =0
und nj; = 0 werden n;d; Nullspalten bzw. m;d; Nullzeilen eingefiigt.

Eine Schranke fiir die Dimension der hermiteschen Matrizen in dem Verkettungsraum
Int(o, o) kann einfach angegeben werden, falls als Basis aller hermiteschen Matrizen die
verallgemeinerten Pauli-Matrizen genutzt werden:
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Lemma 3.33 (Verallgemeinerte Pauli-Matrizen) Die d*> Matrizen
B = |k)CKl, - Xie = [+ [OK] und - Yie = i[k){f] —ile) (K],

k > (, der Gréfie d x d sind eine Basis des R-linearen Raums der hermiteschen Matrizen.
Beziiglich des Spurskalarprodukts (A|B) := tr(A'B) sind diese Matrizen orthogonal.

Durch die Einschrankung des Verkettungsraums auf reelle Matrizen und reell irredu-
zible Darstellungen sinken im Vergleich zum komplexen Fall sowohl die Multiplizitdten
m; als auch die reelle Dimension des Verkettungsraums, denn die reellen, hermiteschen
Matrizen liegen in einem Teilraum aller hermiteschen Matrizen, der ohne Linearkombi-
nationen mit den Matrizen Y}, aus Lemma gebildet wird:

Lemma 3.34 (Dimension des reellen Verkettungsraums) Es sei 0 : G — O(n)
eine reelle Darstellung von G, die wie in Gl. (3_]) zerlegt sei und wobei die r; reell irre-
duzibel und reell indquivalent seien. Dann bilden die reellen und hermiteschen Matrizen
im Verkettungsraum Int(o, o) einen reellen Vektorraum der hichstens die Dimension

z—1

o mj(m; —1)
D myt = —
7=0

mit d; := deg(r;) hat.
Beweis: Eine hermitesche Matrix M € Int(o, o) kann nach Lemma als

z—1
M = @Mj mit  M; € Int(l; ® kj, L;n; @ k) < Cdimg xdjm;
j=0

geschrieben werden, wobei alle M; hermitesch sind und d; := deg(k;) gilt. Damit geniigt
es, eine hermitesche Matrix M € Int(/,, ® k, I, ® k) fiir eine irreduzible Darstellung
des Grades d := deg(k) zu betrachten. Die Matrix M kann in m? Teilmatrizen M; der
Grofle d x d zerlegt werden, d.h. es gilt

Moo ... Myas
M=
Mivo - Mi141

Die Matrizen M; ; sind hermitesch, womit nach Kor. B31 die Gleichungen M, ; = «;1; fiir
a; € R folgen. Da M;; = M,I’j gilt, verbleiben m(m — 1)/2 Matrizen M, oberhalb der

Diagonalen, die frei gewihlt werden konnen. Fiir jede dieser Matrizen kann eine R-lineare
Basis mit den Matrizen Xj, , aus Def. gefunden werden, die d? Elemente umfafit. [

Wie Bsp. zeigt, kann die Schranke von Lemma in einigen Féllen verbes-
sert werden, denn bei diesem Beispiel kénnen von allen moglichen (2 x 2)-Matrizen nur
die Matrizen (B.0)) die entsprechende Symmetrie haben. Dies zeigt, dafi die Symmetrie
einer Matrix mit reell irreduziblen Darstellungen auch dann die Menge der Matrizen ein-
schrinken kann, falls diese keine reellen Eigenwerte haben. Die Struktur der moglichen
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Matrizen kann in einigen Féllen durch den Ubergang zu den komplexen Darstellungen
gefunden werden: Die Darstellung « von Bsp. B30 wird durch

1/1 4
. - : T _
A= 2<1 —’i) in AkA' = ke D Ky

mit den x; von Bsp. L1 zerlegt. Damit folgt fiir eine Matrix M mit der Symmetrie
(Cs, k, k) nach Lemma die Zerlegung AMAT = diag(a, ) mit o, 3 € C; durch
Riicktransformation wird

(5 5) s (L SAY)

erhalten. Diese Gleichung zeigt, dal M die in Gl. (B:6]) gegebene Form haben mufl. Diese
iiber das reelle Schursche Lemma hinausgehende Struktur kann zur Verbesserung der
Schranke aus Lemma B34 genutzt werden.

Beispiel 3.35 (Matrix mit reeller Symmetrie) FEs sei k die irreduzible Darstellung
von Bsp. [Z30. Eine reelle hermitesche Matriz M von Int(k @ k, k @ k) hat die Form

0
«

=2 L oL
|

O%\QQ

SO

-
g
mit o, 3,7,6 € R. Der R-lineare Raum aller reellen hermiteschen Matrizen M mit der
Symmetrie (k & k)M = M(k & k) hat demnach vier Dimensionen.

3.5.2 Optimale Messungen fiir reelle Ensembles

Grundlage der Anpassung von SatzB.24und beider Davies-Theoreme auf reelle Ensembles
ist eine Konstruktion, mit der aus einem POVM ein reelles POVMs konstruiert werden
kann, so daf} die Transinformation erhalten bleibt:

Lemma 3.36 (Realteil eines POVMs) Es sei S ein reelles Ensemble und P ein POVM
mit den Operatoren 11;. Ferner bezeichne R(P) die Familie der Operatoren R(IL;), die

durch eintragsweise Bildung des Realteils aus 11; hervorgehen. Dann ist auch R(P) ein
POVM, und es gilt I(S, P) = I1(S,R(P)).

Beweis: Siehe Beweis von Th. 1 in [SB.T99)]. O

Bei der Konstruktion der Operatoren R(IL;) bleibt der Rang der Operatoren nicht
notwendigerweise erhalten; insbesondere miissen die $(II;) nicht vom Rang eins sein,
auch wenn es die II; sind. Dies kann mit dem Spektralsatz und Lemma 2 in [Dav7§]
behoben werden, denn diese lassen es zu, dafl jeder Operator R(II) in Operatoren des
Ranges eins zerlegt wird.

Lemma 3.37 (Optimale reelle POVMs) Es sei S ein reelles Ensemble. Dann existiert
ein optimales POVM, das nur reelle Operatoren vom Rang eins umfafst.
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Beweis: Siehe Beweis von Th. 1 in [SB.799). O

Mit einem optimalen POVM P, das reelle Operatoren vom Rang eins hat, kann diesel-
be Konstruktion wie beim erstem Davies-Theorem durchgefiihrt werden, um eine obere
Schranke fiir die Anzahl der POVM-Operatoren zu erhalten. Hierbei wird aber eine nied-
rigere obere Schranke erreicht, denn die Operatoren von P liegen in dem Teilraum der
hermiteschen Matrizen, der ohne lineare Kombinationen mit den imaginéren Matrizen Y}, ,
aus Lemma gebildet wird. Damit kann die Schranke von Satz um die Anzahl
dieser Basismatrizen verringert werden (siehe [SB.JT99]).

Satz 3.38 (Erstes reelles Davies-Theorem) Es sei S ein reelles Ensemble. Dann
existiert ein optimales POVM mit n reellen Operatoren vom Rang eins, wobei

d(d+1)

d<n<
SN 5

Neben dieser Anpassung des ersten Theorems von Davies lifit sich auch das zwei-
te Davies-Theorem anpassen, wobei die Irreduzibilitidt der Darstellung zu einer reellen
Irreduzibilitét abgeschwéicht werden kann (siehe [SB.JT99)).

Satz 3.39 (Zweites reelles Davies-Theorem) Es sei S ein reelles Ensemble mit einer
reell irreduziblen Darstellung der Symmetriegruppe G. Dann gibt es ein optimales POVM
mat reellen Operatoren vom Rang eins, das eine einzelne Bahn unter G ist.

Ist die Darstellung der Symmetriegruppe auch nicht reell irreduzibel, so kann eine
reelle Version des allgemeineren Satzes B.24] genutzt werden:

Satz 3.40 (Anzahl Bahnen bei reellen Ensembles) Es sei S ein reelles Ensemble,
das bzgl. der reellen Darstellung o symmetrisch sei. Hierbei sei o wie in Gl ([5_1) zerlegt,
wobei die Darstellungen k; reell irreduzibel und reell indquivalent seien. Dann existiert
ein optimales POVM mait Operatoren vom Rang eins, das hdchstens

z—1

o my(my —1)
Som, a7 =)
7=0

Bahnen unter der Operation von G umfafit, wobei d; := deg(k;) gilt.

Beweis: Es sei P ein optimales POVM. Mit Lemma B37 kann angenommen werden,
daf8 P nur reelle Operatoren vom Rang eins hat. Im Vergleich zum Beweis zu Satz B2
sind alle D; reell. Damit kénnen die reellen Verkettungsrdume betrachtet werden. Deren
Dimension ist in Lemma B34 festgelegt. O

Kann Satz B0 statt Satz fiir ein Ensemble angewandt werden, folgen fiir die Op-
timierung von POVMs zwei Vereinfachungen: Einerseits kann die Suche auf POVMs mit
weniger Bahnen beschriankt werden und andererseits konnen die Bahnen aufgrund der
Einschrankung auf reelle Werte einfacher parametrisiert werden. Die Ursache der redu-
zierten Anzahl von Bahnen ist, dafl eine reell irreduzible Darstellung iiber den komplexen

Zahlen nicht irreduzibel sein muf}, sondern in bis zu zwei Komponenten zerfallen kann
(siehe §13.2 in [Ser'?T]).
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3.6 Beispiele fiir optimale POV Ms

Einfache Beispiele symmetrischer Zusténde, bei denen Satz genutzt werden kann,
um die Suche nach optimalen Messungen zu vereinfachen, stellen die angehobenen Dril-
linge (lifted trines, siehe [ShoO1l, Sho04]) und auch die Doppeldrillinge (double trines,
sieche [PWITl Woo05]) dar. Fiir diese Ensembles kénnen mit Satz dhnlich wie bei
der Analyse von [Sho(Tl Sho04] durch numerische Untersuchungen optimale symmetri-
sche POVMs bestimmt werden. Es stellt sich dabei heraus, dafl bei den angehobenen
Drillingen eine einzelne Bahn von Operatoren nicht geniigen muf}, um die erreichbare In-
formation zu erhalten. Bei den Doppeldrillingen kann hingegen numerisch gezeigt werden,
daB die nur eine Bahn umfassende PGM aus Def. B4 optimal ist.

3.6.1 Angehobene Drillinge

Die angehobenen Drillinge werden ausgehend von den Drillingen aus Bsp. erhalten,
indem diese entlang einer dritten Dimension angehoben werden (siehe [Sho(1l, Sho04]):

Definition 3.41 (Angehobene Drillinge) Fiir o € [0, 1] legen die Zustandsvektoren
Va NG Va
Vi—-a |, —3\/1—04 und —ég\/l—a
0 2\/1—0[ —7\/1—0[

ein Ensemble angehobener Drillinge fest. Jeder Zustand tritt hierbei mit der Wahrschein-
lichkeit 1/3 auf.

[Soi-

Die Symmetriegruppe der angehobenen Drillinge wird von der 120°-Drehung

(2 0 0
Ri=5|0 -1 V3 | €0(3)
0 —/3 -1

erzeugt, womit diese Gruppe zu Cs := (r : > = 1) isomorph ist. Die zugehérige Darstel-
lung o(r?) := R/ von Cjs enthilt die beiden reell irreduziblen Darstellungen xg und 1,
welche durch

ko(r) == (1) und  ry(r) == % ( __\}g f )

festgelegt sind, jeweils einmal. Da diese nicht zueinander reell dquivalent sind, werden
nach Satz B0 hochstens zwei Bahnen Oy und O; mit den Operatoren

o, RIIGR™, R*TIyR™2 bzw. II,, RI,R~' R’II,R?

vom Rang eins benoétigt, um ein optimales POVM zu erreichen. Mit der Normierung
tr(Ilp) = tr(II;) = 1 kann das POVM als Konvexkombination P = AOy + (1 — \)O,
geschrieben werden; umgekehrt ist aber solch eine Konvexkombination nur fiir geeignete
A, [Ty und IT; ein POVM. Mit der Anwendung von Lemma B.T7 auf die einzelnen Bahnen
wird die Transinformation

(S, P) = MI(S,00) + (1 — N)I(S,01)
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erhalten, womit folgt, dal die Transinformation der Konvexkombination zweier Bahnen
die Konvexkombination der entsprechenden Informationen ist. Dabei kénnen 1(S, Op) und
I(S, Oy), die hier fiir einzelne Bahnen und nicht fiir POVMs definiert sind, negative Werte
annehmen und sind daher nur formale Transinformationen; die Konvexkombination der
formalen Transinformationen zweier Bahnen ist hingegen immer positiv und entspricht
der Transinformation des POVMs.

Zur Suche optimaler POVMs werden die Operatoren der Bahnen parametrisiert: Fiir
einen Operator I := |¥(a,b))(V(a,b)| wird die Parametrisierung

cos(a)
|W(a,b)) := | sin(a)cos(b) (3.8)
sin(a)sin(b)
genutzt, womit die Bahnsumme
3cos*(a) 0 0
I+ RIR™' + RTIR? = 0 3 — 2 cos*(a) 0
0 0 2 — 3cos?(a)

folgt. Fiir zwei Bahnen Og und O; mit den Parametern (a,b) und (c,d) ist deshalb die
Konvexkombination AOg 4+ (1 — A)O; genau dann ein POVM, d. h. die Summe aller
Operatoren ist I3, wenn

Acos?(a) + (1 — N)cos*(c) = (3.9)
gilt. Falls ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Ungleichung cos?(a) < cos®(c) ange-
nommen wird, bedeutet diese Forderung, da8 1/3 € [cos?(a), cos®(c)] gilt, womit durch

cos*(a) €[0,1/3] und cos*(c) € [1/3,1]

alle moglichen Werte von a und ¢ festgelegt sind. Zur Vereinfachung der Optimierung
kann die Transinformation I(a,b) auch nur fiir Bahnen mit a = arccosy/z fiir x € [0, 1]
und b € [0, 27/3] betrachtet werdenfl. Dies geniigt fiir das Auffinden optimaler POVMs,
denn fiir gegebenes cos(a) mit cos?(a) = x und gegebenes b gibt es nur vier mogliche
Vektoren |¥(a,b)) aus Gl. (BF), die denselben Wert = haben: Diese Vektoren sind durch

cos(a) = £v/x und sin(a) = £V1 —x

festgelegt. Zur Vereinfachung werden diese vier moglichen Kombinationen mit +-+, +—,
—+ und —— bezeichnet. Der Fall —— fiihrt zu derselben Information wie ++, denn der
entsprechende Vektor |W(a, b)) unterscheidet sich nur durch die globale Phase —1 vom
Vektor des Falls ++. Die Wahrscheinlichkeiten der beiden Messungen und die Informatio-
nen sind deshalb fiir beide Fille gleich. Analog folgt, dafl die Félle +— und —+ dieselbe
Information zur Folge haben. Fiir +— trigt der Vektor (B8) im Vergleich zum Fall ++
in den letzten beiden Komponenten ein Minuszeichen. Dieselben Wahrscheinlichkeiten
und damit auch dieselbe Information wie fiir den Fall ++ koénnen erhalten werden, falls
b durch b+ 7 ersetzt wird, denn dabei erhalten sin(a)cos(b) und sin(a)sin(b) jeweils den

3Der Wert von b kann durch die Drehsymmetrie eingeschriinkt werden.
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Abbildung 3.2: Die Transinformation I(a,b) mit a = arccos\/z fiir die angehobenen
Drillinge mit o = 1/20. Die Information einer Bahn kann negativ sein. Wie Abb. B3 aber
zeigt, fithrt die Konvexkombination der Information zweier Punkte auf verschiedenen
Seiten von x = 1/3 immer zu einer nichtnegativen Information. (Abbildung aus [Dec05]
ibernommen.)

Phasenfaktor —1. Dies zeigt, daf} die Suche nach optimalen Messungen auf die Parame-
ter (arccosy/x,b) mit x € [0,1] und b € [0,27/3] eingeschrankt werden kann, ohne die
Optimalitédt der so durchsuchten POVMs zu verlieren.

Fiir leicht angehobene Drillinge, d. h. « ist nahe null, kann numerisch gezeigt werden,
dafl mindestens zwei Bahnen von POVM-Operatoren fiir eine optimale Messung notwen-
dig sind (siehe [ShoO1l [Sho04]). Damit ist eine direkte Verallgemeinerung des zweiten
Davies-Theorems auf reduzible Darstellungen nicht moglich: Es gibt Ensembles, fiir die
kein POVM optimal ist, das nur aus einer einzigen Bahn besteht. Dariiber hinaus wird
durch dieses Beispiel gezeigt, dafl die obere Schranke von Satz B0 erreicht werden kann.
Fiir die folgende, zu [Sho(1l, Sho(4] dhnliche Analyse dieser Eigenschaften fiir das Bei-
spiel mit a := 1/20 ist in Abb. und die von z und b abhingige Information
I(arccosy/x, b) dargestellt. Die Bedingung von Gl. (BH) zum Erhalten eines POVMs be-
deutet hierbei, daf die zu den Parametern (a, b) und (c, d) der beiden Bahnen gehérenden
Punkte auf verschiedenen Seiten der Ebene x = 1/3 liegen. Aus den Abbildungen folgt,
daf eine einzelne Bahn nicht ausreicht, um ein optimales POVM zu erhalten: Ein POVM,
das nur aus einer Bahn besteht, entspricht einem Punkt auf der Ebene x = 1/3, und die
Information, die fiir einen Punkt auf dieser Ebene erhalten werden kann, ist nach Abb. B4
maximal 0,8456 bit. Diese Information wird fiir ein POVM erhalten, dessen Parameter
(a,b) = (v,b) durch

V= arccos\/l/i?) und b~ 0,1377

festgelegt sind. Mit Abb. folgt wie in [Sho0Tl, Sho04], da mit zwei Bahnen mehr
Information erhalten werden kann: Eine Bahn entspricht einem Punkt mit z = 0 und die
andere einem Punkt mit b = 0 auf der anderen Seite der Ebene z = 1/3. Numerische
Berechnungen zeigen, dafl ein moéglicher optimaler Punkt fiir x = 0 mit den Parametern

(a,b) = (w/2,7/2) gefunden wird; die zugehorige Bahn fiithrt zu der Transinformation
0, 15996 bit. Der andere optimale Punkt kann mit den Parametern (arccos+/0,3831,0)
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I(a,b)

0 02 04 XO,6 0,8 1

Abbildung 3.3: Draufsicht von Abb. auf die z-I-Ebene. Diese Darstellung zeigt fiir
jedes z das Maximum von I(a, b), wobei a = arccosy/z gilt und b die Variable ist, fiir die
das Maximum gesucht wird. Nach [Sho(T], Sho04] ist dieses Maximum als Funktion von
x im Bereich [0, 0,3831] konvex. (Abbildung aus [Dec05] iibernommen.)

0.8
0.6-

I(v.b) 0.4—:

0.2-

0 ‘02 04 06 08 1
b

Abbildung 3.4: Die gestrichelte Funktion ist I(v,b) fiir den Wert v := arccosy/1/3. Diese
Funktion hat an der Stelle b ~ 0,1377 ein globales Maximum, denn die andere Funk-
tion ist die Ableitung —(d/db)I(v,b)/2 und verschwindet an dieser Stelle. Alle iibrigen

Werte von (v, b) kénnen durch die Symmetrie ermittelt werden. (Abbildung aus [Dec05]
iibernommen.)
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erreicht werden; die zugehorige Bahn ergibt 0,9499 bit. Die Konvexkombination beider
Informationen ist 0, 8472 bit. Dies ist mehr Transinformation als die 0, 8456 bit, die durch
ein POVM, das nur eine Bahn umfafit, erhalten werden kann. Damit miissen optimale
symmetrische POVMs fiir die angehobenen Drillinge mit @ = 1/20 mindestens zwei
Bahnen umfassen.

3.6.2 Doppeldrillinge

Die Doppeldrillinge gehen aus den Drillingen von Bsp. hervor, indem durch das Ten-
sorprodukt die Zusténde auf vier Dimensionen erweitert werden (siehe [PW9Tl, [Woo05]):

Definition 3.42 (Doppeldrillinge) Die Doppeldrillinge sind die Zustinde |®’;)(®| fiir
%) == |P;) ® |®;) mit den Drillingen |®;)(®;| aus Bsp. [I14. Jeder Zustand tritt mit
der Wahrscheinlichkeit 1/3 auf.

Die Doppeldrillinge entsprechen den Zustandsvektoren

1
| 3 [ 3
I\ . N T
3 3

w

|P6) =

o O O
w

zweier Qubitsﬂ. Die Anwendung des unitéiren Basiswechsels

1 0 0 1
1 1 0 0 -1
Vi=yalor 1 o
01 —1 0
fiihrt zu den Zustandsvektoren
1 1 1
1|1 1| —1/2 \F —1/2
2| o | \[5 Vi | g v
0 0 0

Wird die letzte Komponente weggelassenﬁ, so ergeben sich die angehobenen Drillinge
aus Def. B4Il mit dem Parameter a := 1/2; im Unterschied zu den Drillingen aus Ab-
schnitt B:6.1] sind diese stark angehoben. Wie in [Sho(Tl, Sho04] angedeutet wird, fiihrt
dieser Unterschied dazu, daB fiir die Doppeldrillinge ein optimales POVM existiert, das
nur eine Bahn umfafit. Durch eine Anpassung der Analyse aus Abschnitt B.6.1] kann
dariiber hinaus auch numerisch gezeigt werden, daf die in [PW9T] untersuchte PGM fiir
die Doppeldrillinge sogar eine optimale Messung ist.

Die Analyse aus Abschnitt B.61] fiir die schwach angehobenen Drillinge kann auf die

4Im Vergleich zur Symmetrie der angehobenen Drillinge aus Abschnitt BE6.11haben die Doppeldrillinge
die zusétzliche Symmetrieoperation, die beide Qubits vertauscht. Da durch diese zusétzliche Symmetrie
keine Vereinfachungen folgen, wird sie bei der Untersuchung der Doppeldrillinge nicht betrachtet.

Ein optimales POVM auf den vier Dimensionen kann auf ein POVM, das auf den ersten drei Kom-
ponenten operiert, projiziert werden. Diese Projektion dndert nicht die Transinformation.
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Abbildung 3.5: Die Transinformation I(a, b) mit a = arccosy/z fiir die Doppeldrillinge; die
horizontale Ebene entspricht der Information 1,369 bit. Es wird vermutet, dafl diese In-

formation die erreichbare Information ist (siehe [PW9Tl,[Woo05]). (Abbildung aus [Dec(5]

entnommen. )

NNNNN
/| Y

Abbildung 3.6: Draufsicht von Abb. auf die z-I-Ebene mit zusétzlicher Tangente bei
x = 1/3. Diese Darstellung zeigt das Maximum von I(a,b) mit a = arccosy/z fiir jedes x,
wobei das Maximum iiber b gebildet wird. (Abbildung aus [Dec05] entnommen.)
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Doppeldrillinge iibertragen werden, indem bei den Rechnungen der Wert o = 1/20 durch
a = 1/2 ersetzt wird. Damit folgen Abb. und B0, in denen die Transinformation
I(arccosy/z, b) in Abhingigkeit von = und b dargestellt wird. Ein optimales POVM kann
wie bei den leicht angehobenen Drillingen nach Satz B40 durch die Konvexkombination
von hochstens zwei Bahnen erhalten werden. Aus Abb. BEJund B folgt, daf eine einzelne
Bahn, die einem Punkt mit x = 1/3 entspricht, optimal ist. Der Grund hierfiir ist, dafl
in Abb. jede Verbindungsgerade zweier Bildpunkte der Funktion auf verschiedenen
Seiten von z = 1/3 an dieser Stelle nicht iiber dem Maximum fiir x = 1/3 liegt. Dies
kann dariiber hinaus durch die negativ definite Hesse-Matrix

81—27v2v 0
—7,221 0
161n(2) ~ ) - : 2
< 0 6(2+\/§)7>~< 0 _4’041) mit v : ln<2(3+2\/§)>

31n(2)

von [(arccos\/x,b) an der Stelle (z,b) = (1/3,0) gezeigt werden, denn diese hat zur
Folge, dafl die Information an diesem Punkt lokal konkav ist. Eine optimale Messung
kann gefunden werden, indem die von der Variablen b abhéngige Funktion I(v,b) an der
Stelle v := arccos\/m betrachtet wird: Diese Funktion hat bei b := 0 ein Extremum,
weshalb durch (a,b) = (v,0) ein optimales POVM mit drei Operatoren festgelegt wird.
Dieses fiihrt zur erreichbaren Information

~ 2V2y-9In(2)
1, 0) = =510y

~ 1,369 bit .

Derselbe Wert wurde auch in [PW9T] fiir die PGM der Doppeldrillinge gefunden, wobei
die Optimalitédt nur vermutet wurde (siehe auch [Woo05]). Durch die Ausnutzung von
Satz konnte damit die Giiltigkeit dieser Vermutung unterstiitzt werden.
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Kapitel 4

Durchfithrung symmetrischer
POVMs

Bei vielen Quantensystemen stellen die orthogonalen Messungen die Klasse der am besten
untersuchten Messungen dar. In der Quanteninformationstheorie und bei Quantenalgo-
rithmen koénnen aber auch die allgemeineren POVMs von Interesse sein: Beispielsweise
sind nach den Untersuchungen von Kap. Bl optimale Messungen nur in wenigen, speziel-
len Fillen orthogonal. Dies fithrt unmittelbar zu der Frage, wie ein POVM mit moglichst
geringem Aufwand auf eine orthogonale Messung reduziert werden kann. Dabei soll an-
genommen werden, dafl diese Reduktion auf einem Quantenrechner durchgefiihrt wird.
Dieses Vorgehen bietet zwei grofle Vorteile: Einerseits sind die zur Verfiigung stehenden
Grundoperationen und direkt durchfiihrbaren Messungen klar spezifiziert und von Ei-
genschaften spezieller physikalischer Systeme unabhéngig. Andererseits bietet der Quan-
tenrechner mit dem Quantenschaltkreismodell einen moglichen Ausgangspunkt fiir eine
Komplexitatstheorie von Messungen.

Es kann nicht erwartet werden, daf§ fiir alle POVMs effiziente Reduktionsverfah-
ren existieren, denn schon eine effiziente Durchfithrung aller orthogonalen Messungen
wiirde effiziente Algorithmen fiir PSPACE-vollstdndige Probleme zur Folge haben (sie-
he z. B. [W.JDB03]). Es ist daher sinnvoll, die Untersuchungen auf Messungen zu be-
schrinken, die eine zusétzliche Struktur haben, welche als Grundlage der Konstruktion
effizienter Reduktionsalgorithmen dienen kann. Die Untersuchungen in Kap. Bl zeigen,
dafl die symmetrischen POVMs eine interessante Klasse solcher Messungen sind. In die-
sem Kapitel wird daher der Frage nachgegangen, wie die Symmetrie von POVMs genutzt
werden kann, um diese effizient auf einem Quantenrechner durchzufithren. Es zeigt sich
hierbei, dafl die Symmetrie zu einem allgemeinen Entwurfsprinzip fiihrt, das fiir einige
symmetrische POVMs effiziente Reduktionsalgorithmen liefert. Die Untersuchungen be-
schranken sich hierbei zunéchst auf die Wahrscheinlichkeiten der Messungen, d. h. durch
die orthogonalen Messungen werden dieselben Wahrscheinlichkeiten wie bei der POVM-
Messung erhalten. Die Reduktion auf orthogonale Messungen unter Beriicksichtigung der
Zustandsidnderung wird im fiinften Kapitel diskutiert.

61
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4.1 Durchfiihrung eines POV Ms

Sollen bei der Reduktion eines POVMs auf orthogonale Messungen nur die Wahrschein-
lichkeiten der Resultate reproduziert werden, so geniigt es, wenn Operatoren vom Rang
eins betrachtet werden. Liegt ndmlich bei der Messung des POVMs P mit den Operato-
ren II; = >, II; ;, der Zustand p vor, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit des Resultats j
die Gleichung

tr(pll;) = Y tr(pll;) -
k

Demnach kénnen die Wahrscheinlichkeiten auch dann erhalten werden, wenn das POVM,
das die Operatoren 11, ;, umfat, gemessen wird und die Resultate (j, k) zu j zusammen-
gefafit werden. Dasselbe Linearitdtsargument zeigt, daf§ die Wahrscheinlichkeiten fiir alle
Zusténde korrekt reproduziert werden, falls dies fiir alle reinen Zustédnde der Fall ist.
Bei der Suche nach einer Reduktion des POVMs mit II; = |U,;)(V;| geniigt daher der
Nachweis, daf8 bei den Zustdnden p = |®)(®| die Wahrscheinlichkeiten

tr(pll;) = [{T;|®)* (4.1)

fiir die Resultate j erhalten werden. Diese folgen beispielsweise bei der Messung in der
Standardbasis, falls der Zustand |®)(®| in den durch

n—1

> (@) (4.2)

Jj=0

beschriebenen Zustand transformiert wird. Dieser Zustand kann aber nur erhalten wer-
den, wenn angenommen wird, dafl das zu messende d-dimensionale System Teil eines
n-dimensionalen Systems ist. Dies bedeutet, daf alle Zustinde und POVM-Operatoren
auferhalb der ersten d Dimensionen verschwinden und diese Zusatzdimensionen bei |®)
und |U) daher weggelassen werden. Fiir die Bildung des in Gl. (2)) beschriebenen Zu-
stands ist es notwendig, diesen Unterraum zu verlassen, indem eine geeignete unitére
Transformation auf dem gesamten Raum durchgefiihrt wird. Werden die n — d Dimen-
sionen auflerhalb des Raums bei der Beschreibung wieder hinzugenommen, so wird der
Zustand durch p @ 0,,_4 beschrieben, wobei 0,,_4 die quadratische Nullmatrix der Grofe
n — d bezeichnet. Entsprechend wird der Zustandsvektor |®) um n — d Nullen erweitert.
In dem erweiterten Raum konnen die Forderungen an die notwendige Transformation
beschrieben werden:

Definition 4.1 (Durchfiihrung eines POVMSs) Es sei auf einem d-dimensionalen
System ein POVM mit den n Operatoren 11 = |W;)(W;| gegeben. Das POVM wird mit
der Matriz M € U(n) durchgefihrt, falls

M*( 2) ):2_3<%|<1>>|j> (4.3)

0,,—
n—d =0

fiir alle |®) gilt. Hierbei bezeichnet |®) € C¢ den Zustandsvektor des zu messenden Sys-
tems und 0,,_4 den Nullvektor der Ldnge n — d.
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Durch Gl. (E3) wird die Matrix M nicht vollstéindig festgelegt, denn durch die Null-
komponenten des Vektors sind nur die ersten d Spalten von MT relevant. Diese Freiheit
bei der Wahl von M kann genutzt werden, um den Aufwand der Durchfithrung zu ver-
ringern. Durch das Naimark-Theorem wird hierbei garantiert, dafl eine geeignete Matrix
M immer existiert (siche Abschnitt 9-6 in [Per3]):

Lemma 4.2 (Naimark-Theorem) Fir jedes POVM P existiert eine unitire Matrix
M, die P nach Def. [[1 durchfihrt.

Fiir das Naimark-Theorem gibt es einen konstruktiven Beweis: Es werden hierzu die
Vektoren |¥;) des POVMs in der Matrix

M= [0 (] = ([W0)... W, 1)) € € (4.4)

zusammengefafit. Die Vektoren |¥;) sind nicht eindeutig, denn jeder dieser Vektoren
kann mit einer beliebigen Phase multipliziert werden. Nach Gl. (EJl) haben aber diese
Phasen keinen Einflufl auf die Wahrscheinlichkeiten der Messung und kénnen daher be-
liebig gew#hlt werden. Die Zeilen von M sind aufgrund der zugehorenden Gram-Matrix
MM = Z?;ol |W;)(¥;| = I orthonormal. Damit kann M zu einer unitdren Matrix

n—1

M:;(ggyﬂam> (4.5)

ergdnzt werden, indem passende orthonormale Zeilen angehidngt werden. Diese Zeilen
werden in Gl. ([EH) zur Vereinfachung der Notation als Spaltenvektoren |0;) € C"~¢ ge-
schrieben. Alternativ ist auch die Erweiterung von M um orthonormale Spalten moglich;
werden diese zu der Matrix N zusammengefafit, so folgt mit der Notation aus Def. 234
die Zusammensetzung MT = (M| N). Die so konstruierte Matrix M erfiillt die Forderung
von Def. L1l und fiihrt deshalb das POVM durch.

Beispiel 4.3 (Durchfithrung eines POVM) Fiir das POVM mit den zu

1) 5(L) o= ()

gehorenden Operatoren I1; = |W;)(V;| folgt nach Gl. {Z-4) die Matriz

/111 9%3
M._\/;<1w3 wg)eC ,

wobei w3 1= e eine dritte Finheitswurzel ist. Eine mdgliche unitire Erginzung dieser
Matriz ist die DFT-Matrix

M = \/7 1 ws w3 cU3),
2

1 ws

2mi/3
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wobei nach Gl. [{f-]) die drei Vektoren

©0) = %(1), 10,) = %(wg) und |0s) = %(wg)

mit jeweils einer Komponente betrachtet werden. Das POVM kann demnach durch F3T
aus Def. auf die Messung in der Standardbasis reduziert werden.

Das zu messende System kann durch Hinzunahme eines Hilfssystems der Dimension
k in ein n-dimensionales eingebettet werden, falls dk = n gilt, d. h. die Dimension des
Systems teilt die Anzahl der POVM-Operatoren. Ist das Hilfssystem mit |0) initialisiert,
so folgt die nach Def. EET] notwendige Initialisierung

ole = (7 )

des Systems, wobei Og,—1y den Nullvektor der Lange d(k—1) = n—d bezeichnet. Diese An-
kopplung eines Hilfssystems kann fiir beliebige POVMs genutzt werden, denn ein POVM
kann immer durch Nulloperatoren erweitert werden, womit das POVM nicht wesentlich
verandert wird. Eine andere Moglichkeit, die zusétzlichen Dimensionen zu erhalten, wird
in Abschnitt fiir quantenoptische Systeme diskutiert.

4.2 Ausnutzung der Symmetrie

Fiir die Operatoren eines POVMs mit der Symmetrie (G, o, ) gilt nach Def. die
Gleichung o (g)ILo(g)! = I(y)(). Bei der Zerlegung von Operatoren II; hoheren Ranges
in mehrere vom Rang eins bleibt diese Symmetrie im wesentlichen erhalten, falls 7 keine
Operatoren auf sich selbst abbildet:

Lemma 4.4 (Zerlegung und Symmetrie eines POVMSs) FEs sei P ein POVM mit
den Operatoren I1; und der Symmetrie (G, o, ), wobei w(g)(j) # j fir alle j gilt. Dann
gibt es ein POVM mit den Operatoren 11, := |W; ;) (U, x|, die sich zu

n;—1

=) |00 (T,
k=0

aufsummieren, und der Symmetrie (G, o, 7) mit 7(g)(j, k) = (7(9)(j), k).

Beweis: Unter der Operation von 7 zerfallen die Operatoren von P in Bahnen. Fiir jede
Bahn wird ein Vertreter II; gewéhlt und geméf Satz [L3 in

I, = ZHM mit  IL, := [ ) (U,
k

zerlegt. Durch die Symmetrie werden die anderen Operatoren Iy (;) := o(g)IL; ;0 (g)" der
Bahnen erhalten. Da 7(g)(j) # w(h)(j) fiir g # h gilt, sind diese Operatoren wohldefiniert.
Die Gleichung des Lemmas folgt mit

o)y = 0(9) .0 (g)".
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Durch Lemma B4 kann auch bei vielen symmetrischen POVMs angenommen werden,
daf} alle Operatoren vom Rang eins sind und daher die Form II; = |¥;)(,| haben. Wird
die Operation von o auf den zugehérigen |¥;) betrachtet, so folgt

a(9)IV;) = 0(9,7)¥r(e)4)) (4.6)

mit passenden Phasenfaktoren ¢(g, j), die beim Ubergang von |¥;) zu I1; wieder wegfal-
len. Die Phasenfaktoren werden mit Gl. (8) durch beidseitige Bildung des Skalarpro-
dukts mit dem Vektor |W.(4);)) bestimmt:

Definition 4.5 (Phasenfaktoren bei POVMSs) Es sei P ein POVM mit den Opera-
toren I1; = |W;)(U,| und der Symmetrie (G, o, ). Dann gilt

(Vr)|o(9)¥;)
(Vo)) | Yr(9) )

a(9)|¥;) = (9, ) Vrig)i)) mit &(g,7) =

Fiir Nullvektoren wird ¢(g,7) := 1 gesetzt.
Da o eine Darstellung ist, konnen fiir die ¢(g, j) Rechenregeln abgeleitet werden:

Lemma 4.6 (Verkniipfung der Phasenfaktoren) Fiir die Phasenfaktoren ¢(g,j) aus
Def. -] gilt die Gleichung

o9, w(h)(4))d(h, j) = d(gh, J) -

Beweis: Ist einer der betreffenden Vektoren null, so miissen aufgrund der Unitaritdt von
o alle Vektoren null sein, womit alle Phasenfaktoren eins sind. Sind alle Vektoren ungleich
null, so sind es auch alle betrachteten Skalarprodukte. Fiir eine komplexe Zahl a = 3/~
vom Betrag eins gilt o = 7/(3. Damit kann ¢(h, 7) als
. <\I[7rh'|\1[7rh'> <\I[7rh'|\1[7rh'>
o(h, j) = (W) Frh)G)) _ (gh) () * 7(gh)(5)

oMYV (o (h) Y5 W)

geschrieben werden, denn |V, 4)¢;)) und |V (g (;)) haben dieselbe Lénge. Es folgt

‘ o W@ o (@ Ym)  (Yaen() [ Yrno)
h h.j) = — .
AT INT) = a0 o () )~ (@9 [Tnioinc)

Durch Anwendung von 3/y =7/ fiir |3| = || folgt die Gleichung des Lemmas. O

Bei der Bildung des Produkts

o(g)M =Y a(9)¥) (il = (a(g)|Wo) ... o(g)[Wn 1))
j
wird nach Def. EEJ die Spalte |¥;) auf ¢(g, j)|Wx(g)(;)) abgebildet, d. h. die Spalten von M
werden permutiert und gleichzeitig mit einer Phase multipliziert. Diese Abbildung kann
fiir g € G auch durch das Produkt Mo, (g) mit einer Matrix op,on(g) beschrieben wer-
den, die bis auf Multiplikation der Eintrdge mit Phasenfaktoren eine Permutationsmatrix
ist. Diese Matrix hat also in jeder Spalte und Zeile genau ein nicht verschwindendes Ele-
ment, womit oy,0,(g) eine monomiale Matrix ist (siehe z. B. §43, Kap. VII in [CR62]).
Mit o und o0, kann eine Symmetrie von M definiert werden:
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Lemma 4.7 (Monomiale Darstellung und Symmetrie) Es sei P ein POVM mit
den Operatoren 11; = |V;)(V;| und der Symmetrie (G,o, ). Dann hat M die Symmetrie
(G, 0, 0mon) mit der durch

i
L

Tmon(9) 1= ) ¢(9,5)Im(9)(4)) (|

<.
Il
o

definierten unitdren Darstellung oyen. Diese Darstellung ist monomial, d. h. alle onen(g)
sind monomiale Matrizen.

Beweis: Die Unitaritdt von oy, kann durch direktes Nachrechnen gezeigt werden. Die
Homomorphie von oy, folgt mit der Verkniipfungsregel aus Lemma Die Symmetrie
(G, 0, Omon) von M wird durch die Gleichung

n—1 n—1 t
() Momen(9)" = o(g) (Z|‘I’j><jl> (Zﬂ%i)\ﬂ@(i))(ﬂ)

_ Z W) ((9) ()

gezeigt, denn die Summe in der letzten Zeile entspricht Gl. (EZ4)) bis auf eine Permutation
der Summationsreihenfolge. O

Die Matrix M und deren Symmetrie werden durch die POVM-Operatoren nicht ein-
deutig festgelegt, denn jede Spalte von M kann mit einem beliebigen Phasenfaktor mul-
tipliziert werden. Diese Multiplikationen entsprechen der Bildung des Produkts MA,
wobei A eine diagonale Phasenmatrix ist. Durch den Ubergang von M zu MA wird die
Aquivalenzklasse von Oy,on Nicht verlassen:

Lemma 4.8 (Wechsel der Phasenfaktoren) Es sei M € C¥" eine Matriz mit der
Symmetrie (G, o, 7). Dann hat fir A € U(n) die Matriz MA die Symmetrie (G, o, ATTA).

Beweis: Die Gleichung oM = M7 kann zu oM = MAATT umgeformt werden, womit
die Aussage des Lemmas durch Multiplikation mit A folgt. O

Die Freiheit bei der Wahl der Phasenfaktoren kann genutzt werden, um die Darstel-
lung oyon S0 zu wihlen, dafl sie moglichst einfach in irreduzible Komponenten zerlegt
werden kann. Dies ist von Nutzen, falls die Konstruktion von M wie in Abschnitt 20
symmetriebasiert durchgefiihrt werden soll. Grundlage ist hierfiir die durch Lemma
gegebene Symmetrie o,onMT = MTo von MT. Da M orthonormale Spalten hat, kann
Satz angewandt werden, um ein M zu konstruieren, das ebenfalls eine Symmetrie
hat:

Satz 4.9 (Durchfithrung symmetrischer POVMs) Es sei P ein POVM mit den
Operatoren 11; = |V,;)(V,| und der Symmetrie (G,o, 7). Ferner seien A € U(d) und
B € U(n) Zerlegungsmatrizen der Darstellungen o bzw. 0oy, d. h. es gilt

z—1 z—1

AO’AT = @(Imk & /‘ij) und BamonBT - @(‘[nk & /{]) .

j=0 7=0
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Dann ezistiert eine Darstellung &, so daff Ao At ®6 und Bomen BT bis auf die Reihenfolge
der irreduziblen Komponenten gleich sind. Ferner existiert eine Matriz N € C**(=9 5o

dafs
M .= B{(BMTAIN)(A® A) = (MT|BINA)

das POVM fiir alle A € U(n —d) auf die Messung in der Standardbasis reduziert und die
Symmetrie openMT = MT (0 ® AGAT) hat.

Aus dem in Abschnitt diskutierten Beweis von Satz folgt unmittelbar ein
symmetriebasiertes Konstruktionsverfahren fiir M:

e Bestimme eine Symmetrie (G, o0, 7) von P

Finde Zerlegungsmatrizen A und B fiir ¢ bzw. o0

Konstruiere & so, dal Ac A" @ & und Bomen BT bis auf die Reihenfolge der irredu-
ziblen Komponenten gleich sind

e Finde eine Matrix N so, dal (BMTAT|N) eine unitiire Erginzung von BMTAT mit
der Symmetrie (G, Bope, BY, AcAT @ &) ist

e Bilde M':= BY{(BM'AN|N)(A® A) = (Mt|BfNA) mit einem unitiren A

Dieses Verfahren entspricht weitgehend dem in Abschnitt B2 diskutierten Zerlegungs-
verfahren fiir Matrizen mit Symmetrie; ist das POVM eine orthogonale Messung, so sind
beide Verfahren gleich. Der Hauptunterschied fiir nicht-orthogonale Messungen ist, dafl
die Matrix im Verkettungsraum der zerlegten Darstellungen nicht direkt in einen Schalt-
kreis iibersetzt werden kann, sondern zuerst unitéar ergdnzt werden mufl. Der Vorteil des
Verfahrens im Vergleich zur direkten Ergiinzung von M ist, daB sowohl B als auch A® A
fiir einige Darstellungen als Produkt diinn besetzter und strukturierter Matrizen erhalten
werden konnen (siehe Abschnitt ). Dariiber hinaus kann in manchen Féllen die Matrix
(BMTAT|N) aufgrund ihrer Struktur so konstruiert werden, daf diese in einen einfachen
Schaltkreis {ibersetzt werden kann.

4.3 Gruppenerzeugte POVMs

Bei gruppenerzeugten POVMs werden nach Def. alle Operatoren ausgehend vom
initialen Operator II = |¥)(¥| durch die Operation der Gruppe erhalten. Hierbei kénnen
die Vektoren |¥,) der Operatoren I, = |V )(V,| gemé&B

[Wy) = 0o(g)|¥) (4.7)
definiert werden. Mit dieser Wahl ist die monomiale Darstellung aus Lemma .7 festgelegt:

Lemma 4.10 (Gruppenerzeugtes POVM) Es sei P ein gruppenerzeugtes POVM
mit dem initialen Operator 11 und der Darstellung o der Gruppe G, wobei go, ..., Gn_1
die Anordnung der Gruppenelemente sei. Werden den Operatoren die Vektoren |V,) aus
Gl. ) zugeordnet, so hat M aus Gl. {-4) die Symmetrie (G, 0, 0men), WobEL Omon der
requldren Darstellung von G entspricht.
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Beweis: Es seien g, ..., g,_1 die Elemente von G in einer festen Reihenfolge. Zur Ver-
einfachung der Notation sei ferner |¥;) := |V, ). Es gilt damit

o(h)[¥;) = o(h)o(g;)|¥) = o (grm)|¥) = [Wami))
mit der Darstellung 7 von Def. EZ3. Nach Def. folgen die Phasenfaktoren

o(h. j) = x| )5) _ (Vainplothe;) V) _
’ (Vi) YrmG)) Yy Yrm) o))

Damit ist omon(g) = D=, [7(h) (7)) (4| nach Def. die reguldre Darstellung von G. [

Die regulédre Darstellung einer Gruppe wird nach Def. EZ8 durch die allgemeine Fourier-
Transformation in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegt. Mit der Notation von Satz
entspricht diese daher der Matrix B. Da bei einigen Gruppen effiziente Schaltkreise fiir die
Fourier-Transformation bekannt sind (siehe z. B. [Bea97, IMRR04] oder Kap. 3 in [R6t01]),
ist in diesen Féllen bei der Zerlegung

Mt = BY(BMTAT|IN)(A & A)

das Teilproblem, wie BT effizient implementiert werden kann, gelost.

4.4 Beispiele

In diesem Abschnitt werden mit dem durch Satz bereitgestellten Verfahren unitére
Transformationen fiir einige Beispiele symmetrischer POVMs konstruiert: Fiir Qubits
werden zwei POVMs untersucht, die Platonischen Korpern in der Bloch-Kugel entspre-
chen. Fiir ein dreidimensionales System wird das Computeralgebrasystem GAP genutzt,
um die Durchfithrung eines POVMs zu vereinfachen. Dariiber hinaus werden fiir héher-
dimensionale Systeme zwei Familien von POVMs betrachtet: Die erste Familie hat eine
zyklische Symmetrie, die zweite die Heisenberg-Weyl-Symmetrie. Bei beiden Familien
werden effiziente Schaltkreise zur Durchfithrung der Messungen erhalten. Zur Vereinfa-
chung der Notation bei den Untersuchungen beider Familien werden zunéchst die Schiebe-
und Phasenmatrizen definiert:

Definition 4.11 (Schiebe- und Phasenmatrix) Die Matrizen X4 und Z; sind fiir
d-dimensionale Systeme durch

d—1 d-1

X, = |(7 4+ 1) mod d)(j| und Z4 :ngl|]><]|
j=0 Jj=0
2mi/d

definiert, wobei wy == e eine d-te Finheitswurzel ist. Die Matriz X, ist die zyklische
Schiebematriz, und die Matriz Zy ist die Phasenmatrix.
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Abbildung 4.1: Das Tetraeder mit zwei Kanten, die zur z-Achse orthogonal sind.
Durch diese Anordnung entsprechen die Ecken den Zustandsvektoren (). (Abbildung
aus [D.JB04] @ibernommen.)

4.4.1 Platonische Korper

Der Zustand eines Qubits entspricht in der Bloch-Kugel einem Punkt, der eine Richtung
im Raum festlegt. Werden geeignete Richtungen prépariert, iibertragen und gemessen, so
ist es moglich, dafl zwischen Sender und Empfanger ein gemeinsames raumliches Bezugs-
system hergestellt wird (siehe z. B. [PS02b] [PS02a])). Da fiir den Empfianger das Problem
symmetrisch ist, d. h. vor der Ubertragung der Zustéinde gibt es fiir ihn keine ausgezeich-
neten Richtungen, ist es sinnvoll, dal er Messungen nutzt, die beziiglich aller Drehungen
im dreidimensionalen Raum der Bloch-Kugel symmetrisch sind. Steht dem Empfinger
zur Messung ein Quantenrechner zur Verfiigung, so sind nur Messungen mit endlich vie-
len verschiedenen Resultaten moglich, womit eine Approximation der drehsymmetrischen
Messung erreicht werden kann. Zur Vereinfachung der Mefiverfahren kann auch bei die-
sen Messungen eine Symmetrie gefordert werden; hierbei stehen neben den zyklischen
Gruppen und den Diedergruppen die Symmetriegruppen der Platonischen Koérper (siehe
Abschnitt 1.8 in [Ste94]) zur Verfiigung. Es gibt fiinf Platonische Korper: das Tetraeder,
den Wiirfel, das Okta-, Dodeka- und Tkosaeder. Allen ist gemein, dafl sie eine Drehsym-
metrie haben, beziiglich derer sie in Bahnen zerfallen, wobei alle Bahnen eines Korpers
gleich viele Elemente umfassen. Das Tetraeder, der Wiirfel und das Oktaeder zerfallen
hierbei in zwei Bahnen, das Dodeka- und Ikosaeder hingegen in vier. Unter Nutzung
dieser Symmetrie wird fiir jeweils einen Vertreter dieser Félle, das Tetra- und das Do-
dekaeder, ein Schaltkreis zur Durchfithrung des POVMs konstruiert, dessen Operatoren
den Ecken des Platonischen Korpers in der Bloch-Kugel entsprechen. Die Schaltkreise zur
Durchfithrung der POVMs, die zu den anderen Platonischen Koérpern gehéren, kénnen
in [DJB04] gefunden werden.

Das Tetraeder

Das Tetraeder ist der Platonische Koérper mit vier Ecken, vier Fldchen sowie sechs Kanten.
Es kann so skaliert und gedreht werden, daf die Ecken auf der Oberfldche der Bloch-Kugel
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liegen und zu den Zustandsvektoren

(g)(—aﬁ)<§)w(—ﬁa) (48)

mit den beiden Werten

w
+
w

und 3=

gehoren. In Abb. Bl entsprechen dem ersten und zweiten Vektorenpaar aus Zeile (E8)
die Ecken 1 und 2 bzw. 3 und 4. Werden zu den vier Zustandsvektoren die Operatoren
gebildet, so folgt deren Summe

(%)(@’BH ( _&5 ) (& —0) + ( fl ) (8, —ai) + ( _%Z ) (B,ai) =21,

die zeigt, da8 die Vektoren |¥;) bis auf einen skalaren Faktor ein POVM definieren:

Definition 4.12 (Tetraeder-POVM) Das Tetraeder-POVM auf einem Qubit umfaft
die vier durch

w0 (3) 0=(5) ma=(2) (1)

festgelegten Operatoren 11; Y(U,| fir

3+2\/§ nd e /3

Eine unitidre Transformation, die das POVM durchfiihrt, wird nach Abschnitt ET]
durch die Ergénzung der Matrix

_ - A2 T S e g B 2x4
M=y rwul= (G 5 b ) ec
j=0

aus Gl. (E2) gefunden, die beim Tetraeder-POVM eine Symmetrie hat, da das Tetraeder
von Abb. 1] unter der 180°-Drehung um die z-Achse invariant ist. Bei dieser Drehung
wird jeder Vektor |V,) mit diag(1, —1) multipliziert, womit die Symmetrie oM = Moyon
mit den beiden durch

0100

1 0 1 000

o(r) = ( 0 1 ) und  Oyen(r) = 000 1
0010

definierten Darstellungen der Gruppe Cy = (r : 72 = 1) folgt. Zur Konstruktion der
Ergdnzung von M werden nach dem Verfahren von Abschnitt sowohl ¢ als auch
Omon 1N irreduzible Komponenten zerlegt. Da dies bei o schon der Fall ist, kann mit der
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Abbildung 4.2: Ein Schaltkreis fiir das Tetraeder-POVM. Die beiden Gatter C' und D
werden in Gl. (EI0) definiert. (Schaltkreis aus [D.JB04] iibernommen.)

Notation von Satz die Zerlegungsmatrix A := I, gewéhlt werden. Die Darstellung
Omon Wird hingegen durch B := I, ® F, zerlegt, da hierbei die Fourier-Transformation
F, auf die durch r — o, gegebene regulire Darstellung von Cy angewandt wird (siehe

Bsp. 29). Es folgt

AMB —\/5(0 30 € Int(o,0 ®0),

da Boyon BT = 0 @ o gilt. Wird die Darstellung o durch die Darstellung 6 := o zu 0 ® o
erginzt, so kann gleichzeitig AM BT um zwei orthogonale Zeilen zu

a 0 8 0 100 0

_— 068 0 o | (0001

W =12 50 —a 0 |=|oo1o|CeReD) (49
0 a 0 —pi 0100

mit der Symmetrie (o ® o)W = W (o @ o) erweitert werden, wobei

C = % —ﬁd) und D::((l) —02) (4.10)
genutzt werden. Fiir A := I, folgt nach Abschnitt die Erginzung
a a B f
M= (Ate AWB = g _ﬁﬁ f‘; __‘;‘j (4.11)
a —a —fi fi

von M, womit die Matrix A so gewihlt wird, daB A @ A = I, gilt. Die Zerlegungen
von Gl. (EE9) und (ETT)) kénnen unmittelbar in einen Schaltkreis iibersetzt werden: Die
(4 x 4)-Permutationsmatrix aus Gl. (E9) entspricht einem CNOT-Gatter auf dem ersten
Qubit, das durch das zweite Qubit gesteuert wird; die Diagonalmatrix Is & D wird durch
eine vom ersten Qubit gesteuerte Operation erhalten.

Satz 4.13 (Aufwand des Tetraeder-POVMSs) Das Tetraeder-POVM wird mit dem
Schaltkreis von Abb. [{.3 durchgefiihrt. Dieser kann in finf Ein-Qubit- und drei CNOT-
Gatter zerlegt werden.

Beweis: Die gesteuerte Operation D in Abb. kann durch drei Ein-Qubit- und zwei
CNOT-Gatter ersetzt werden (siche Lemmata 5.2 und 5.4 in [BBCT95]). O
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Abbildung 4.3: Das Dodekaeder mit zwei zu der z-Achse orthogonalen Flichen. Durch
diese Anordnung entsprechen die Ecken den Zustandsvektoren (EIZ). (Abbildung
aus [D.JB04] iibernommen.)

Die Konstruktion, die zu dem Schaltkreis in Abb. fithrt, nutzt nur die zyklische
Symmetriegruppe Cy, wohingegen die Gruppe aller Drehungen des Tetraeders zur alter-
nierenden Gruppe

Ay = ((012), (013))

isomorph ist, welche die zwolf Permutationen von vier Elementen mit positivem Signum
umfaBt (siche Abschnitt 5.4.1 in [ES92]). Der Vorteil der Einschrankung auf die Unter-
gruppe Cj ist, daf hierbei die Darstellung o,,,, allein durch I, ® F; zerlegt werden kann,
withrend Int(c ® 0,0 @ ¢) schon ein einfach implementierbares W enthélt.

Das Dodekaeder

Das Dodekaeder hat 20 Ecken, zwolf Flachen und 30 Kanten. Liegt es in der Bloch-Kugel
mit einer geeigneten Grofle und Anordnung, entsprechen die Ecken den Zustandsvektoren

“ b ¥ 5y e
(Bwé)’(—mg‘)’(swg) und <—’wa—;) fir j€{0,....,4}, (412
un

2mi/5 oine fiinfte Einheitswurzel ist und die Werte

\/ 75+30V5, = \/———\/75+30f
\/ \/5—30\f 5—\/———\/5—3of

genutzt werden (siehe Abschmtt 9 in [D.JB0O4]). In Abb. B3 entsprechen dem ersten Typ
von Vektoren (EIZ) die Punkte 1-5, den anderen jeweils die Punkte 6-10, 11-15 und
16-20. Werden zu den Zustandsvektoren die Operatoren gebildet, so zeigt deren Summe

i(ﬁi;) &, fws?) +Z< ) (6,5ws7) =101,

j=

wobei w5 1= e

sowie
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daf die Vektoren durch Multiplikation mit dem Faktor 1/1/10 zu einem POVM fiihren:

Definition 4.14 (Dodekaeder-POVM) Das Dodekaeder-POVM auf einem Qubit be-
steht aus den zwanzig Operatoren I1; j, := |V; ) (U, x|, die durch

—( @ e P e (7 IR
|Wj0) = ( ng ) AW51) = ( —aw! ) |Vj2) = ( ! ) und |V;3) = ( — ! )

definiert werden mit den Werten

@ 5B g L s 0
a=—, fi=—,7:=— sowie 0§:=—.
V10 0 10 V10
Nach Def. B wird das POVM durch eine unitére Ergéinzung M € (20) von
v o - o« g ... g |y ... v |9 4} . 4}
T\ B Pws ... Bwil—a ... —awil|d ... dwi|—y —yws ... —ywi

aus Gl. () durchgefiihrt. Wie beim Tetraeder-POVM folgt aus der Symmetrie des Pla-
tonischen Korpers eine Symmetrie von M: Das Dodekaeder in Abb. ist invariant unter
der 72°-Drehung um die z-Achse; bei den Zustandsvektoren entspricht diese Drehung der
Multiplikation mit diag(1,ws) € U(2). Die dadurch entstehende Symmetrie oM = Mo yon
von M wird hierbei mit den durch

000¢O0T1

Lo o1o0| [Lo000

o(r):= und  open(r) = @ 01000
0 ws 0010 00100
0001 000T1O0

festgelegten Darstellungen der Gruppe Cjs := (r : r° = 1) beschrieben. Zur Konstruktion
von M werden geméafl Abschnitt die Darstellungen ¢ und o,,,, zunédchst in irreduzible
Komponenten zerlegt. Da o bereits zerlegt ist, kann mit der Notation von Satz die
Matrix A := I, gewahlt werden. Fiir o,,,, folgt hingegen B := I, ® F5, da o, viermal
die reguldre Darstellung von C; enthélt und diese jeweils durch Fj zerlegt werden (siehe
Bsp. E9). Durch Iy ® F5 wird oo, in

LOIk=Kk®OKkOKDKk mit Ki=ko DKL DKy DKy D Ky (4.13)
transformiert, wobei die fiinf irreduziblen Darstellungen x; von Cj durch x;(r¥) := (wZ")
festgelegt sind. Bezeichnet 6 := ko @ k3 @ ky D k D Kk @ Kk die Darstellung, die durch
Streichung der ersten beiden Komponenten von Iy ® k aus Gl. (E13) hervorgeht, so gilt
0® 6 = Bowon BT, womit die nach Abschnitt notwendige Ergénzung von o gefunden
ist. Gleichzeitig kann

o O
o O
o O
o
o, O
o O
o O
o O
o O
o O

AMBT=\/S<O‘ 0

o O
N———

zu der unitaren Matrix

W :=Q(C®I;) € U(20)
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mit der Symmetrie (I; ® k)W = W (I, ® k) erweitert werden, wobei

a B v 0

o g —a & —v
C:=5 V5 —a g | UM (4.14)

o v - -«

gilt und @ € U(20) eine beliebige Permutationsmatrix ist, welche fiir x € {0,...,4} die
Zeilen x,x + 5,z + 10 und z + 15 miteinander vertauscht sowie die Zeilen 0 und 6 auf die
Zeilen 0 bzw. 1 abbildet. Die Matrix C' geht aus der Matrix

(g _ﬁa ’g _57)6@“4

durch eine unitére Ergéinzung hervor. Die Erginzung M von M ‘wird nach Satz durch
die Basistransformation M = (A" @ A)W B erhalten, wobei A € U(18) eine beliebige
unitdre Matrix ist. Durch die Wahl A := I3 kann hierbei A @& A = Iy erhalten werden:

Satz 4.15 (Durchfithrung des Dodekaeder-POVMs) Das Dodekaeder-POVM kann
mit der unitdren Transformation

M:=(At@ AWB = Q(C ® F3) (4.15)

durchgefiihrt werden, wobei C' in Gl. {{.13) definiert ist und Q) die erste Zeile von C' ® Fy
festhdlt und die siebte auf die zweite abbildet.

Zur Durchfithrung des Dodekaeder-POVMs auf einem Qubit-Register mufl die Ma-
trix M € U (20) zu einer unitdren (32 x 32)-Matrix Msy erweitert werden. Hierzu kann
beispielsweise F5 von Gl. ([EIH) durch die Matrix (Fs @ I3) € U(8) ersetzt werden, falls
gleichzeitig @) durch eine Permutationsmatrix @3z € U(32) ersetzt wird, die

Q32]00000) = |00000) und Q35]01001) = |00001) (4.16)

in der Qubitnotation erfiillt. Eine einfach implementierbare Matrix, welche diese Bedin-
gungen erfiillt, ist durch das CNOT auf dem zweiten Qubit gegeben, das vom letzten
gesteuert wird. Die resultierende Matrix My fithrt das um zwdlf Nulloperatoren erwei-
terte Dodekaeder-POVM durch. Da die zusétzlichen Resultate nie auftreten, veréndert
diese Erweiterung das POVM nicht wesentlich.

Korollar 4.16 (Dodekaeder-POVM auf Qubit-Register) Das Dodekaeder-POVM
kann auf einem Qubit-Register mit der Matriz

N, = (CT ® (Fg @ 13>> ol

auf die Messung in der Standardbasis reduziert werden. Hierbei sind C' und Q)3 durch

Gl ([f-I4) bzw. [{{10) festgelegt.



4.4. BEISPIELE 75

0) BXy H XoF, T
0 P E p H —o
10)

0) Flel,

|®) —e

Abbildung 4.4: Ein Schaltkreis zur Implementierung des Dodekaeder-POVMs. Die Ma-
trizen D und E werden in Gl. (IM) definiert. Das Symbol o bedeutet, dafi auf der
Steuerleitung vor und nach dem Gatter eine o,-Operation ausgefiithrt wird. (Schaltkreis
aus [D.JB04] iibernommen.)

Die Zuordnung der POVM-Operatoren |V, ;) (¥, ;| und der Resultate bei der Messung
in der Standardbasis sind in der folgenden Tabelle zusammengefafit:

[Woo) | 00000 [Wo1) [ 01000  |Woso) | 10000 [Tgs) | 11000
) 100001 |¥y,) | 01001  |Wy,) | 10001  |¥y3) | 11001
) 100010 |Wy,) | 01010 [Wyp) | 10010 |Wys) | 11010
[W30) | 00011 [W3,) | 01011 |[Ug,) | 10011 [Ws3) | 11011
) 100100 |Wy,) | 01100  [Wyy) | 10100 |Wys) [ 11100

Der zu MJ, gehorende Schaltkreis ist in Abb. B4 dargestellt. Die Matrix C1, die auf
den oberen beiden Qubits operiert, wird hierbei als Produkt

C'=(L®(—0.) (I, ® D)R (I, ® E)

geschrieben, wobei die Matrizen

= ( U U ) und E = ( v- N ) (4.17)
Uy U_ Vg —U_

1 3++5 1 V5 —1

d = -+
5 o und vy = F 5 STE

genutzt werden. Ferner ist die Matrix R das Produkt

fiir die Werte

1 0 -1 0 V2 0 0 0
110 v2 0 0 1 0 1 0 1
=4/ = — 4.1
i 2l 1 0 1 o0 2 0 0 V2 0 (4.18)
0 0 0 V2 0 -1 0 1

In Abb. I entsprechen die beiden Matrizen dieses Produkts den zwei Operationen auf
dem ersten Qubit, die vom zweiten gesteuert werden. Die eingebettete Fourier-Transfor-
mation F5® I3 kann wie in Anhang in einen Schaltkreis iiberfithrt werden, womit der
Aufwand des Dodekaeder-POVMs abgeschétzt werden kann:
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Satz 4.17 (Aufwand des Dodekaeder-POVMs) Das Dodekaeder-POVM kann mit
dem Schaltkreis von Abb. durchgefiihrt werden. Dieser kann in 54 Ein-Qubit- und 38
CNOT-Gatter zerlegt werden.

Beweis: Nach Satz B3 werden fiir F}j @ I3 hochstens 44 Ein-Qubit- und 32 CNOT-Gatter
benotigt. Wird der negierte Eingang von XsF3 durch zwei o,-Gatter in einen normalen
Eingang tiberfiihrt, so kénnen nach Lemma 5.4 in [BBCT95] die gesteuerten Operationen
XoF, und Fy X5 jeweils durch zwei Ein-Qubit- und zwei CNOT-Gatter ersetzt werden.
Das Gatter —o, kann nach Lemma 5.5 in [BBCT95] durch zwei Ein-Qubit- und ein
CNOT-Gatter ersetzt werden. 0

Die volle Symmetriegruppe des Dodekaeders ist zu der alternierenden Gruppe As;
isomorph, welche die sechzig Permutationen von fiinf Elementen mit positivem Signum
umfafit (sieche Kapitel 21 in [Ter99]). Wie bei dem Tetraeder-POVM bildet eine zykli-
sche Gruppe die Grundlage der Konstruktion des Schaltkreises. Wie Satz ET1 zeigt,
reicht schon diese zyklische Untergruppe aus, um einen einfachen Schaltkreis fiir das
Dodekaeder-POVM zu erhalten, denn im Vergleich dazu benétigt z. B. das in [VMS04]
dargestellte Verfahren zur Konstruktion von Schaltkreisen fiir beliebige Transformationen
bei fiinf Qubits bis zu 3228 Ein-Qubit- und 4156 CNOT-Gatter.

4.4.2 POVM zu einer alternierenden Gruppe

Anhand eines POVMs auf einem dreidimensionalen System kann untersucht werden, wie
die im Paket AREP des Computeralgebrasystems GAP (siehe [ST97]) implementier-
ten symmetriebasierten Zerlegungsverfahren fiir Darstellungen die Durchfithrung eines
POVMs vereinfachen. Als Symmetriegruppe wird hierbei die alternierende Gruppe

Ay = ((012),(013))

mit der durch

-1 0
0 -1
0 0

0
o((012)):=1 1 0 und o((013)) :=
0

—_ o O

definierten Darstellung o : Ay — U(3) zugrunde gelegt. Da o irreduzibel ist, fiithrt jeder
initiale Operator mit einer geeigneten Normierung zu einem POVM (siehe Abschnitt 2Z3):

Definition 4.18 (Alternierendes POVM) Es sei |¥) := («a, 3,v) € €3 ein Vektor
mit (V|V) = 1/4. Dann definieren die 2wilf Operatoren 11, := o(g)|W)(¥|o(g)" mit
g € Ay ein POVM. Zur Vereinfachung wird dieses als alternierendes POVM bezeichnet.

Fiir das alternierende POVM folgt mit der Anordnung

J gj J g J 9gj

0 id 1 (123) S (132)
1 (01)(23) 5 (021) 9 (031)
2 (02)(13) 6 (032) 10 (012)
3 (03)(12) 7 (013) 11 (023)
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der Gruppenelemente nach Gl. (E2) die Matrix

@ a —a —a f B -6 =01 v -y =
M=|p8 -8 8 -8 v —y v — a —a a —a |eC>>2,
Y Yy vy v o —a —a o B = = [

Nach Lemma hat M die Symmetrie cM = Moy, mit der reguldren Darstellung
Omon VOn Ay. Ahnlich wie bei AREP kann zur Vereinfachung [d, 7] mit 7 € Sy fiir die

(d x d)-Permutationsmatrix geschrieben werden, welche an den Positionen (7, 7(j)) die

Einsen hat. Werden dariiber hinaus wie bei GAP die Zykel geméf (0 1)(1 2) = (0 2 1)
verkniipft, so gilt die Rechenregel [d,7|[d, 7] = [d,n7]. Fiir das alternierende POVM
folgen mit dieser Notation

Tmon((012))=13,(012)]®[4,(012)] und o0mm((013))=[3,(021)]®[4,(013)].
Mit AREP wird fiir oy, die Zerlegungsmatrix
B = (F3 @ 1y)[12, m) (I3 ® F> ® F5)[12,m] € U(12)
berechnet, wobei die beiden Permutationen
T =(147)(28511)(69) und m =(0114396)(1872105)
genutzt werden. Mit der Permutation 7 := (1395 4)(26 7 10 8) kann B auch als
B = (F3 @ Iy)[12, m][12, m) (Fy ® Fy ® I3)[12, o] [12, m] € U(12) (4.19)

geschrieben werden; hierbei wird die Reihenfolge der Komponenten in I3 ® F, ® F, um-
gekehrt, womit bei den weiteren Konstruktionen Vereinfachungen erhalten werden. Die
Darstellung o0, zerfillt durch B in die direkte Summe

BamonBT =Ko DK DR D K3 D K3 D K3
der irreduziblen Darstellungen ;. Fiir die eindimensionalen kg, x1 und sy gelten

k;((012)) := (ng) sowie k;((013)) := (wg),

wobei ws := e2™/3 eine dritte Einheitswurzel ist. Ferner wird durch
010 0 0 1
k3((012):=| 0 0 1 und k3((013):= -1 0 O
1 00 0 -1 0

die einzige hoherdimensionale irreduzible Darstellung von A, festgelegt. Diese ist aber
aufgrund der durch AREP berechneten Matrix B nicht die Darstellung o, sondern nur
zu dieser dquivalent. Zur Angleichung beider Darstellungen wird mit AREP die Matrix
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0) — P F -

o1 TCB l —

@) 4 A —H F 3, 73] H [3, 74

Abbildung 4.5: Schaltkreisschema zur Durchfithrung des alternierenden POVMs auf ei-
nem dreidimensionalen System durch Ankopplung zweier Qubits. Es werden hierbei die
Permutationen 73 := (0 2 1) und 74 := (0 12) genutzt. Die Symbole o kennzeichnen einen
Steuereingang, auf dem vor und nach dem Gatter o,-Operationen ausgefiihrt werden.

bestimmt, fiir die Ac AT = kg gilt. Es folgt nun die Matrix

0002 0 0 2y 0 0 26 0 0
AMB'=[ 000 0 22« 0 0 2y 0 0 23 0 e 3x12
000 0 0 22 0 0 2y 0 0 28

im Verkettungsraum Int(ks, ko @ k1 D ko D k3 © k3 © k3). Wird Ac AT durch
5’2253@53@/430@/@1@52

bis auf die Reihenfolge der Komponenten zu der Darstellung Bome, BT erginzt, so gibt
es im damit folgenden Verkettungsraum

Int(ks @ K3 D k3 @ Ko D K1 D Ka, Ko D K1 D ke D Ky D K3 D Ks3)

Matrizen C' ® I3 mit
0 7,0 7,1 7.2

O 0 70 71 M2 c O4x4 (4.20)
0 Y0 721 722

1 0 0 0
Hierbei werden die zu kg, k1 und ks gehérenden Komponenten zu eins gesetzt, womit
nicht alle Elemente in diesem Verkettungsraum erreicht werden, aber dennoch genug, um
gemafl Satz eine unitire Erginzung von M zu konstruieren: Die Matrix AM BT legt
durch
Y00 :=2a, o1 :=2y und 72:=20

die erste Zeile von C' fest. Die anderen Eintrége konnen beliebig gewéhlt werden unter
der Bedingung, dafl C' unitér ist. Geméfl Abschnitt wird nach Festlegung von C' durch
Mt := BY(C' ® I)(A® A) fiir alle A € U(9) eine Matrix erhalten, die das alternierende
POVM auf die Messung in der Standardbasis reduziert. Wird hierbei A := I3;® A gewéhlt,
so folgt A@® A = I, ® A. Zusammen mit der Zerlegung von B aus Gl. (ET) folgt eine
Matrix zur Durchfithrung des alternierenden POV Ms:

Satz 4.19 (Durchfithrung des alternierenden POVMSs) Das alternierende POVM
kann durch

MY = [12, 7 ') (Ff ® Ff @ I3)[12, 705 'y |(FY @ 1) (CT @ 1) (1 ® A)
mit W = C ® I fiir C' aus Gl. £-20) auf die Standardbasismessung reduziert werden.
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Da die Matrix M auf einem zwolfdimensionalen System operiert, ist eine Ubersetzung
in einen Schaltkreis nicht unmittelbar moglich. Werden zur Verallgemeinerung von Quan-
tenschaltkreisen statt Qubits auch hoherdimensionale Systeme zugelassen, so folgt das
Schaltkreisschema von Abb. Hierbei wird die Permutation [12, 7] 'm,] weggelassen,
denn diese kann durch eine Uminterpretation der Mefiresultate ersetzt werden. Die Per-
mutation [12, 7, ‘75 !] wird hingegen durch die gesteuerten Permutations- und CNOT-
Gatter in der Mitte des Schaltkreises implementiert. Mit den in [VMS04] beschriebenen
Verfahren kann CT in héchstens zehn Ein-Qubit- und vier CNOT-Gatter zerlegt werden.

4.4.3 Zyklisches POVM

Symmetrien mit zyklischer Gruppe treten bei Systemen auf, die eine periodische Zeit-
entwicklung haben, d. h. es gilt |®;,4,) = |®;) fiir den Zustand |®;) zur Zeit ¢ und der
Periodenlange ty. Eine solche Zeitentwicklung liegt vor, falls die Eigenwerte des Hamilton-
Operators H rationale Vielfache eines Wertes A € R sind; nach dem Spektralsatz kann
durch einen Basiswechsel angenommen werden, dafl bei einem d-dimensionalen System

der Hamilton-Operator
H = \diag <@,...,1ﬂ>
q0 dd—1
fir A # 0 und p;, ¢; € Z mit ggT(p;, ¢;) = 1 vorliegt. Die Periodenlénge ist in diesem Fall

kgV(qo; - - -+ qa-1)

3 .
Ist z. B. wie beim harmonischen Ostzillator die Differenz zwischen benachbarten Eigenwer-
ten konstant, so folgen bei geeigneter Wahl von A und der Diskretisierung der Periode in
n Abschnitte die durch |®;) := o (r7)|®q) festgelegten Zustinde mit dem Anfangszustand
| Do) (Pg| und der Darstellung

o(r) := diag(1,wy,w?, ..., w1 c U(d)

n

t:= 27

der zyklischen Gruppe C, := (r : r™ = 1). Die Schétzung, welcher dieser Zustéinde
vorliegt, ist beispielsweise von Interesse, falls das System als Uhr dient und durch eine
Messung die Zeit bestimmt werden soll (siehe [JB03]); damit verwandt ist die Ramsey-
Spektroskopie, bei der t bekannt ist, aber nicht die Eigenwerte des Hamilton-Operators
(siehe z. B. [HMP*97]). Nach den Untersuchungen in Kap. Blfolgt, daf fiir einige Kriterien
optimale Messungen existieren, welche dieselbe Symmetrie haben. Umfafit das optimale
POVM hierbei genau eine Bahn von Operatoren II; = |U;)(V;|, so kann durch eine
Drehung, die mit der Symmetrieoperation kommutiert, angenommen werden, dafl der
initiale Vektor |¥y) := (1,...,1)/y/n vorliegt. Durch die Symmetrie werden alle anderen
Operatoren des POVMs erhalten:

Definition 4.20 (Zyklisches POVM) FEs sei n > d. Das zyklische POVM auf einem

d-dimensionalen System besteht aus den Operatoren I1; := |WU;)(U,| mit den Vektoren
1
W
1 2j d g
|U,) = - Wn eC® fir je{0,...,n—1}.

wﬁld—l)j



80 KAPITEL 4. DURCHFUHRUNG SYMMETRISCHER POVMS

Der Ausgangspunkt der Konstruktion einer unitdren Matrix zur Durchfiihrung des
POVNMs ist die Matrix M aus Gl. (4], die durch

1 1 1 . 1
n—1 2 n—1
. 111 wy wy e w;, N
M:Z|q]j><]|:\/; : : : : € Cc™
=0 R (o NN R TR

n

festgelegt ist und aus den ersten d Zeilen von F, € U(n) aus Def. [C2Z besteht. Die
Matrix M € C%™ hat die durch M = Moy, definierte Symmetrie, wobei o0, nach
Lemma EET0 die regulire Darstellung von C), ist. Fiir die bei M genutzte Anordnung
rO rt, ... r" ! der Elemente von C, ist diese durch o, (7) := X, festgelegt, wobei X,
die zyklische Schiebematrix von Def. ETTlist. Geméaf SatzEEd werden fiir die Konstruktion
von M beide Darstellungen in irreduzible Komponenten zerlegt. Da o schon die direkte
Summe irreduzibler Darstellungen ist, kann A := I; gesetzt werden. Die Darstellung
Omon Wird hingegen wie in Beispiel durch die Fourier-Matrix B := F,, in irreduzible
Komponenten zerlegt, denn es gilt F,, X,,F! = Z,. Die Matrix im Verkettungsraum der
zerlegten Darstellungen ist damit die Diagonalmatrix

AMB' = I;MF! = diag(1,1,...,1) € C¥>".

Nach Satz B9 wird zur Konstruktion einer unitdren Ergdnzung von M die Darstellung o
durch & so ergénzt, dafl dabei F, amonFn entsteht. Dazu werden die in ¢ und F, amonF,i
enthaltenen irreduziblen Darstellungen

:Cy — UL, 78— (W),

miteinander verglichen: Die Darstellung o und F, 00, F)l sind die direkte Summen der
k; fir j € {0,1,...,d—1} bzw. j € {0,1,...,n — 1}, womit

O:=KqgD...PKp1

gesetzt wird. Da jede irreduzible Darstellung ~; die Dimension eins hat und fiir j # ¢ zu
k¢ indquivalent ist, folgt nach Lemma der Verkettungsraum

Int(lio D...OPKRp_1,k0D...D /{n—l) = {dlag(Ao, ey )\n—l) : )‘j € (C} - crx,

Die Matrix AM BT legt hierbei die ersten d Eintrige zu A; = 1 fest. Eine einfache unitére
Ergéinzung von AM BT in diesem Verkettungsraum wird durch W := I, erhalten. Damit
zeigt das Beispiel der zyklischen POVMs, dafl eine starke Vereinfachung der unitéren
Ergénzung erhalten werden kann, falls diese im Verkettungsraum der zerlegten Dar-
stellungen durchgefiihrt wird. Nach Abschnitt 4 wird die Erweiterung von M durch
M := (At@ A)W B fiir eine unitire Matrix A € U(n —d) erhalten. Hierbei kann A = I,,_4
gewiihlt werden, womit A @ A = I,, folgt:

Satz 4.21 (Durchfithrung des zyklischen POVMs) Das zyklische POVM mit n
Operatoren auf einem d-dimensionalen System kann mit

M'=B'Wi(A® A) = FiI,1, = F!

auf die Messung in der Standardbasis reduziert werden.
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Werden zyklische POVMs auf einem Qubit-Register mit n = 2*, k& > 1, Operatoren
untersucht, so kann Fj, direkt in einen Schaltkreis iibersetzt werden. Mit den bekannten
Verfahren zur effizienten Implementierung der DFT (siehe Satz 3.1 in [R6t01]) folgt, daB
das zyklische POVM ebenfalls effizient durchgefiihrt werden kann:

Korollar 4.22 (Aufwand des zyklischen POVM) Das 2% Operatoren umfassen-
de zyklische POVM auf einem Qubit-Register kann mit O(k*) Ein-Qubit- und CNOT-
Gattern durchgefiihrt werden.

4.4.4 Heisenberg-Weyl-POVM

In der Physik sind der Ort und der Impuls die wichtigsten Gréflen, die fiir ein Teilchen
untersucht werden. POVMs zur Messung dieser Groflen kénnen bestimmt werden, indem
von geeigneten Symmetrieforderungen ausgegangen wird, welche die wesentlichen Eigen-
schaften der Messungen erfassen: Beispielsweise soll bei der Messung des Ortes eines Teil-
chens das Resultat unter Verschiebungen und Drehungen kovariant sein, d. h. wird das
gesamte Bezugssystem verschoben oder gedreht, so werden entsprechend transformier-
te Resultate erhalten. Dariiber hinaus wird gefordert, dafl Resultate einer Ortsmessung
invariant unter Impulsinderungen sind. Ahnliche Kovarianz- und Invarianzforderungen
werden auch an Messungen des Impulses gestellt. Die dabei genutzten Symmetrieopera-
tionen bilden eine Untergruppe der Galilei-Gruppe (sieche Abschnitt I11.1 in [BGLI5]).

Wird die Suche von Orts- und Impulsmessungen auf projektive Messungen beschrénkt,
so ist durch die Kovarianz- und Invarianzforderungen nur eine Messung moglich (siehe
Abschnitt I11.2.2 in [BGLIA)]): Fiir die Wellenfunktionen ¢ (z) € £?(R) im Raum £?(R)
der quadratintegrablen Funktionen eines Teilchens in einer Dimension wird diese Mes-
sung beispielsweise durch die Spektralschar der Impuls- und Ortsoperatoren P bzw. Q
beschrieben, die durch

(P0)(a) 1= ~i-co(a) wnd (Qv)(x) = w(a)

definiert sind (siehe z. B. Abschnitt 3.1 in [Dav76]). Werden hingegen POVMs bei der
Suche zugelassen, so konnen viele verschiedene Messungen des Ortes und des Impulses
gefunden werden (siehe Abschnitt I11.2.3 in [BGL95]). Allen moglichen Messungen ist
jedoch gemein, dafl sie der Heisenbergschen Unschérferelation unterliegen: Der Ort und
der Impuls eines Teilchens konnen durch eine Messung nicht gemeinsam prézise bestimmt
werden. Die approximative Bestimmung beider GroBen ist moglich (siehe Abschnitt 3.4
in [Dav70]): Fiir eine normierte Wellenfunktion ¢ € £2(R), die als Vektor |¢)) geschrieben
werden kann und jeweils einen verschwindenden Erwartungswert fiir den Impuls- und
Ortsoperator hat, wird die Operatoren-Familie

1
Ms,t = %Us,th/}) <¢|U§t
gebildet, wobei Uy ,|1)) der Funktion

(Us)) () i= e (x — 1)
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entspricht. Es folgt die Gleichung

/ M, dsdt =1,
s,t

welche zeigt, dafl die M, ein POVM bilden (siche Beweis von Th. 4.1 in Abschnitt 3.4
von [Dav76]). Hierbei gibt tr(pMs ;) die Wahrscheinlichkeitsdichte der Resultate bei Vor-
liegen des Zustands p an. Dieses POVM vermittelt eine gemeinsame Messung des Orts
und des Impulses eines Teilchens, indem s und ¢ als Ort bzw. Impuls interpretiert werden.
Beide Groflen zusammen bilden einen Punkt (s,¢) im Phasenraum R x R. Daher wird
eine gemeinsame Messung von Ort und Impuls auch als Phasenraummessung bezeichnet.

Fiir die Implementierung dieser Messungen mit Hilfe eines Quantenrechners wer-
den diese Messungen auf endlich viele Resultate und endlich-dimensionale Systeme be-
schrankt. Dies entspricht dem Diskretisieren der Orts- und Impulskoordinaten des Pha-
senraums, wobei diese zyklisch aufeinander folgen; die zyklischen Impulswerte entsprechen
dem Kristallimpuls in der Festkorperphysik (siehe [Zim72]). Das Teilchen kann sich damit
nur an d verschiedenen Orten aufhalten und die Impulse kénnen analog nur d verschie-
dene Werte annehmen. Die Verschiebung geht bei dieser Diskretisierung in die zyklische
Verschiebung X; und der Impulsverschiebung in die Phasenmatrix Z; iiber. Das POVM
ist bzgl. Xy und Z,; invariant, also auch bzgl. der von diesen Matrizen erzeugten Gruppe:

Definition 4.23 (Heisenberg-Weyl-Gruppe) Die Heisenberg- Weyl-Gruppe zu einem
d-dimensionalen System wird von den Elementen X4 und Z; erzeugt.

Die Heisenberg-Weyl-Gruppe ist endlich und umfafit die d® Elemente w¢Z5X$ mit
a,b,c €{0,...,d—1} und der d-ten Einheitswurzel w; := ¢*™/?. Da G eine Matrixgruppe
ist, kann als Darstellung o : G — U(d) mit o(g) = g betrachtet werden:

Lemma 4.24 (Irreduzibilitiat der Darstellung) Die durch o(g) = g gegebene Dar-
stellung der Heisenberg- Weyl-Gruppe st irreduzibel.

Beweis: Der zu o gehorende Charakter (siehe Def. 13.3 in [JLOT]) ist durch

dwi, b=c=0

X(WiZiX§) = tr(wiZiX§) = witr(Z4X§) = { 0.  sonst

festgelegt. Da fiir das durch

(xIx) = é > x(g)xlg™)

geG

definierte Innenprodukt (siche Prop. 14.5 in [JLOI]) dieses Charakters mit sich selbst
die Gleichung (x|x) = 1 gilt, folgt, dal o eine irreduzible Darstellung von G ist (siehe
Def. 14.3 in [ILO1]). O

Da o irreduzibel ist, folgt fiir jeden initialen Operator IT mit tr(IT) = 1/d* ein grup-
penerzeugtes POVM, das d® Operatoren umfafit. Hierbei entsteht jedoch jeder Operator d
mal, denn bei der Konjugation von IT mit g = w3Z5X§ fallen die Phasenfaktoren w? weg.
Werden die Operatoren mit a # 0 gestrichen, so verbleibt ein POVM mit d? Operatoren,
falls die Spur von II zu tr(II) = 1/d abgeéndert wird:
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Definition 4.25 (Heisenberg-Weyl-POVM) Das Heisenberg-Weyl-POVM enthilt fiir
ein d-dimensionales Quantensystem und den initialen Operator 11 = |W)(V| mit der Spur
tr(JU)(V]) = 1/d die durch W g1 = |Vjaik) (Y ark| definierten Operatoren fiir

W jars) == ZEX5|0)
mit i,k € {0,...,d—1}.

Da das POVM d? Resultate hat, mufl zur Durchfithrung die Dimension d des ge-
messenen Systems zu d? erweitert werden; dies wird durch die Hinzunahme eines d-
dimensionalen Hilfssystems erreicht, denn ist dieses mit dem Zustand |0)(0| initialisiert,
so sind die beiden Zustandsvektoren |0) ® |®) und |®) @ 0z2_4 gleich. Grundlage der
Konstruktion einer unitdren Matrix zur Durchfithrung des POVMs ist die Matrix M aus

Gl. @3Z). Der initiale Vektor |¥) = (v, ..., vq_1)? fiihrt hierbei zu

d—1 d—1
M = Y ZpXylW(jd+kl =Y ZiX0) ((j| ® (k)
J,k=0 J,k=0
Vo Vo e Vo Vd—1 .- Vd—1 A U1
U1 V1Wy . vlwffl v9 ... vowg’l R 2 S Uij’l
= Y
Vd—1 vd,le_l oo Vg—1Wqg Vg—2 ... Vg—oWqg ... Vg ... VoWq

wobei |jd + k) = |j) ® |k) genutzt wird. Die Symmetrie cM = Moy, von Lemma ET
wird mit den Erzeugern X; und Z; von G durch die Gleichungen

ZaM = M(I; ® Xg) und XM = M(Xy® Z))

beschrieben. Daher ist die Darstellung open @ Gg — U(d?) durch open(Zg) = 11 @ Xq4
und open(Xg) = Xg ® Zjl definiert. Als erster Schritt der Zerlegung von oy,,, wird die
Komponente Xy von open(Xg) mit der Fourier-Matrix F; aus Def. [[24] diagonalisiert.
Die Symmetrie von M kann damit in

ZaM = M(F; @ F) (I, @ Zg)(Fl ® Fy) und XM = M(F; ® FN)(Z) ® Xg)(F) @ F)
umgeformt werden. Die Matrizen I; ® Z; und ZOTl ® X, konnen als direkte Summen
(Id®Zd) :Zd@Zd@@Zd und (Z;@Xd) :Xd@wgile@...@ded

geschrieben werden. Bis auf die Phasenfaktoren wg entspricht die zugehorige Darstellung
damit der direkten Summe von d Kopien der irreduziblen Darstellung o. Diese Faktoren
konnen durch eine geeignete Konjugation entfernt werden: Aufgrund ZdXdel = wyXy
gelten mit

Z=LeZ ez, 0 2le Z, e CTX

die Gleichungen Z(I;® X4)ZT = (Z) @ Xy) und Z(I,® Z4) 2 = (1;® Zg). Damit werden

ZaM = M(F;@ FN)Z (1,0 Z,) 2N (Fi@ Fy) und XyM = M(F;@ FN)Z(1,0X,2) 21 (Fi @ Fy)
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a) T Fo =

o - zy H £ F

Abbildung 4.6: Schema zur Durchfithrung des Heisenberg-Weyl-POVMs auf einem d-
dimensionalen System. Der initiale Operator legt iber Gl. (E22) den Zustandsvektor |a)
des Hilfssystems fest. Das gesteuerte Z'-Gatter bedeutet, daB fiir den Zustand |5)(j| des
oberen Systems die Operation Z;j auf dem unteren durchgefiihrt wird.

erhalten, wobei I; ® X, die Faktoren wg nicht mehr enthilt. Diese Gleichungen zeigen,
daB mit der Notation von Satz die Zerlegung

BownBl =0 ®...®0 mit B:=Z(Fl o F)

gilt. Die Darstellung Boyon BT enthilt d irreduzible Komponenten o; ferner gilt A := I,
da o eine irreduzible Darstellung ist. Es folgt, daf§ die Matrix

AMBY = Vd (v, ..., v41)Fl @ I € CXF (4.21)
ein Element des Verkettungsraums
Int(a, [d &® O') = {(Oéo, cey Oédfl) X [d L Oy € C} Q (DdXd2

ist. Die Ergénzung der Darstellung o zu I; ® o gelingt durch Hinzunahme von d — 1
Komponenten o. Der resultierende Verkettungsraum ist nach Lemma durch

Int(l;, @ 0,1;®0)={C®I;: CeC™} et

bestimmt. Die Matrix AM BT € C™% legt die erste Zeile von C fest, falls die ergéinzte
unitdre Matrix als C' ® I; geschrieben wird. Diese Zeile ist nach Gl. (2ZI]) durch

(a] :== Vd (vy, ..., v4_1) F] (4.22)

gegeben. Die anderen Zeilen von C' kénnen beliebig unter der Forderung, dafl C' unitér
ist, gewahlt werden. Eine mogliche unitére Transformation M fiir die Durchfithrung des
Heisenberg-Weyl-POVMs ist durch

M= (A"® A)(C®I1;)B=(CoI,)Z (F] F)) (4.23)

definiert. In dieser Gleichung wird A=1TIp, gesetzt, denn dies fithrt zu der Matrix
ADA=1;®1p_ 4= 1p.

Satz 4.26 (Durchfiihrung des Heisenberg-Weyl-POVMs) Das Heisenberg- Weyl-
POVM mit dem initialen Operator I = |¥)(¥| kann nach Ankopplung eines mit |0)(0|
inatialisierten Systems durch M' aus GI. #-23) auf die orthogonale Messung in der Stan-
dardbasis reduziert werden.
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Abbildung 4.7: Schaltkreis fiir das Heisenberg-Weyl-POVM. Der Zustandsvektor |a) des
Hilfssystems wird durch Gl. (EE22) festgelegt. (Schaltkreis aus [D.JR05] iibernommen.)

In der Zerlegung von M aus Gl. ([EZ3) ist nur die Matrix C' von dem initialen Operator
IT des POVMs abhéingig. Dies kann genutzt werden, um einen einzigen Schaltkreis fiir alle
moglichen II = |W) (V| zu konstruieren, wobei der initiale Operator II des durchgefiihrten
POVMs durch den Zustand des Hilfssystems festgelegt wird: Grundlage ist hierfiir die
Gleichung

M1(|0) ® |©)) = (Fa® F)Z(C @ 1) (|0) © |©)) = (Fa® F})Z(|) © | ).

Damit wird das POVM auch dann durchgefiihrt, falls (F; @ F1)Z auf dem mit |a) ® |®)
initialisierten System durchgefiihrt wird.

Satz 4.27 (Durchfiihrungsschema fiir Heisenberg-Weyl-POVM) Das Heisenberg-
Weyl-POVM mit initialem Operator II = |V)(V| kann durch das Schema in Abb. [0
durchgefiihrt werden, falls das Hilfssystem mit dem durch |a) = /dF,|W) beschriebenen
Zustand initialisiert ist, wobei |U) aus |¥) durch elementweise Konjugation hervorgeht.

Das Schema von Abb. L8 kann fiir ein Register mit & Qubits in einen Schaltkreis
iibersetzt werden. Zur Bestimmung des Aufwands werden die Fourier-Transformationen
und das gesteuerte Gatter Z; in Ein-Qubit- und CNOT-Gatter zerlegt. Hierbei wird
ausgenutzt, dafl Z; als Tensorprodukt

1 0 1 0 1 0
Zd—<0 wj/2>®(0 wj/4)®...®<o wd)EU(d) (4.24)

mit & Ein-Qubit-Operationen geschrieben werden kann. Zusammen mit den bekannten
Zerlegungsverfahren der DFT-Matrizen fiihrt dies zu einem effizienten Verfahren zur
Durchfithrung des POV Ms:

Korollar 4.28 (Aufwand des Heisenberg-Weyl-POVMs) Das Heisenberg- Weyl-
POVM auf einem Register mit k Qubits kann mit dem Schaltkreis von Abb. [[.7] durch-
gefiihrt werden, falls das Hilfssystem mit |«) aus Gl. ({-23) initialisiert ist. Der Schaltkreis
kann in O(k?) Ein-Qubit- und CNOT-Gatter zerlegt werden.
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Beweis: Nach Satz 3.1 in [RSt01] kénnen die Matrizen Fy und F fiir d = 2* jeweils mit
O(k?) vielen Ein-Qubit- und CNOT-Gattern durchgefiihrt werden. Ferner kann jede der
k gesteuerten 7, J_Operationen in Abb. B wie in Gl. [E24)) zerlegt werden; jede Qubit-
Transformation erhilt hierbei zusitzlich eine Steuerleitung. Nach Kor. 5.3 in [BBCT95]
kann jede dieser gesteuerten Operationen in vier Ein-Qubit- und zwei CNOT-Gatter
zerlegt werden. O

Wie Kor. zeigt, kann die Durchfithrung des Heisenberg-Weyl-POVMs mit po-
lynomialem Aufwand auf die Pridparation eines Zustands reduziert werden. Da sich |¥)
des initialen Operators IT = |¥)(¥| nach Gl. (EZZ) nur um eine Fourier-Transformation
von |a) unterscheidet, folgt ein effizientes Verfahren fiir das POVM, falls der Zustand
Vd| W) (| effizient pripariert werden kann. In Abschnitt 6.4 von [DJROA fithrt dies fiir
die durch

1
W) := \/i(l, a0, adP7E g2 g2 042722 o DT e (4.25)
K

mit der Normierung £ = 2d(1 + |a|?> + |a|* + ... + |a|*2) beschriebene Familie von
Heisenberg-Weyl-POVMs zu effizienten Verfahren. Der Vektor | V) ist fiir geeignete a € C
im Orts- und Impulsbereich ausreichend lokalisiert, so daf§ eine brauchbare Phasenraum-
messung der Zustédnde erhalten werden kann.

4.5 Experimentelle Durchfiithrung

Es sind mehrere Experimente zur Messung von POV Ms vorgeschlagen und zum Teil auch
durchgefiihrt worden. Einige dieser Vorschldge beruhen auf Ionen oder Rydberg-Atomen
(siehe [RRS02, [FAABSOT]), die meisten Vorschlédge und durchgefiihrten Experimente nut-
zen hingegen quantenoptische Systeme. Der Grund hierfiir ist, daf sich kleine optische
Systeme im Vergleich zu anderen Quantensystemen gut beherrschen lassen. Im folgenden
werden neben quantenoptischen Grundlagen auch einige Vorschlige und experimentelle
Daten zusammenfassend dargestellt.

4.5.1 Quantenoptische Grundlagen

In der Quantenoptik wird die quantenmechanische Beschreibung bestimmter elektroma-
gnetischer Felder untersucht; Ausgangspunkt sind hierbei die Maxwellschen Gleichungen
(siehe z. B. Abschnitt 18-1 in [FL.S89a]). Die Eigenschaften der Losungen unter den Rand-
bedingungen der Quantenoptik kénnen anhand vereinfachter Modelle diskutiert werden.
Beispielsweise konnen die Untersuchungen von eindimensionalen Gebieten mit elektrisch
perfekt leitenden Beschriankungen ausgehen. In dieser Situation gibt es Losungen der
Maxwellschen Gleichungen, die durch

E.(z,1) = Vie(]q@)Sin(kZ) (4.26)
fiir das elektrische Feld und
[Lo€ 2w?
By(z,1) = (%) o i(t)cos(k2) (4.27)
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fiir das magnetische Feld mit geeigneten €, 110, V,w und k beschrieben werden (siehe
Abschnitt 2.1 in [GKO5]). Hierbei bezeichnen x und y die Koordinatenachsen, die der
Schwingungsrichtung des elektrischen bzw. magnetischen Feldes entsprechen. Die zum
elektrischen Feld gehérende Richtung legt die Polarisation des Feldes fest. Ferner be-
zeichnet ¢(t) einen zeitabhingigen Phasenfaktor und p(t) := ¢(¢) dessen Ableitung. Es
folgt die Hamilton-Funktion

H(t) = (001 +Palt)?),

die zeigt, dafl das Feld formal mit einem harmonischen Oszillator identifiziert werden
kann, der durch den Ort ¢(t) und den Impuls p(t) beschrieben wird (siehe Kap. 5
in [Hun79) und Abschnitt 21-4 in [FLS89H]). Fiir den Ubergang zu einer quantenme-
chanischen Beschreibung des harmonischen Oszillators und des Feldes werden p und ¢
durch hermitesche Operatoren p und ¢ ersetzt (siehe z. B. Abschnitt 1.2.3 in [GR94]),
welche die Kommutatorrelation [p, §] = —ihlI erfiillen, wobei I die Identitéitsabbildung be-
zeichnet und A := h/27 mit dem Planckschen Wirkungsquantum h gebildet wird. Durch
die Ersetzung von p und ¢ durch p bzw. ¢ folgt der Hamilton-Operator
3 Lo 252

H:= é(p +wq).

Eine andere Darstellung von H, die zur Vereinfachung vieler Rechnungen fiihrt, wird mit
dem Vernichtungs- und dem Erzeugungsoperator erhalten (siche Abschnitt 2.1 in [GK05]):

Definition 4.29 (Vernichtungs- und Erzeugungsoperator) Die Operatoren

1 1
~ — A~ - A ,\T — A e
a: \/—Zhw(wq—l—zp) und a': \/—2hw(wq ip)

heifsen Vernichtungs- bzw. Erzeugungsoperator.

Mit @ und &' kann der Hamilton-Operator zu

X 1 1
H:hwGM+§):m%ﬁ+§)

umgeschrieben werden, wobei 7 := a'a der Anzahloperator ist. Seine Eigenzustinde |n)
mit den Eigenwerten n € N werden als Anzahl- oder Fock-Zusténde bezeichnet (siehe
Abschnitt 4.2.1 in [BR04]). Ist |n)(n| der Zustand eines Systems, so hat es aufgrund der
Eigenwertgleichung H|n) = E,|n) die Energie

1
E, = hv <n+§) :hwnJr%.

Wird fw /2 als Grundenergie des Systems betrachtet, so kann £, in n Quanten, die jeweils
die Energie hw haben und Photonen genannt werden, aufgeteilt werden. Die Bezeichnung
der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren folgt aus den Gleichungen

Halln) = (B, + hw)alln) und  Haln) = (B, — hw)a|n),
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die so interpretiert werden kénnen, dafi a' und @ ein Photon der Energie hw erzeugen
bzw. vernichten (siehe Abschnitt 2.1 in [GK05]). Demnach kann ihre Wirkung auf den
Vektoren |n) durch

al0) =0, aln)=+nln—1) und a'|ln) =vn+1|n+1)

beschrieben werden. Eine besondere Linearkombination der Eigenvektoren |n) sind die
kohérenten Zusténde (siche Abschnitt 3.1 in [GKO05]):

Definition 4.30 (Kohirenter Zustand) Fiir jedes a € C wird der zugehorige kohdren-
te Zustand |a){c| definiert durch

) = e Ho 3 2y
Q) =€ —n) .
nzom

Der kohérente Zustand |a)(«| erfiillt die Eigenwertgleichung ala) = a|a). Ausge-
hend vom Grundzustand |0)(0| kann der kohérente Zustand |«) (| durch Anwendung des
Verschiebeoperators (displacement operator, sieche Abschnitt 3.2 in [GKO05])

D(a) := e~ (4.28)

erhalten werden, d. h. es gilt |o) = D()|0). Kohirente Zustiinde werden als klas-
sische Zustdnde angesehen, da sie beispielsweise nicht gequetscht sind (squeezed, siehe
Abschnitt 7.1 in [GK05)]). Eine einfache Definition der Quetschung folgt mit den Quadra-
turoperatoren (siche Abschnitt 21.1 in [MW95]):

Definition 4.31 (Quadraturoperatoren) Die beiden Operatoren
QB =Pl + e Pa und Pﬁ = ! BHT/2)gf 4 omiBT/2) g
sind die Quadraturoperatoren zum Winkel (3.

Die Quadraturoperatoren erfiillen die Kommutatorrelation [Qﬁ, 155] = 2¢1, womit die
Unschérferelation

(AQs)*)(AFs)%) 2 1 (4.29)
folgt. Hierbei bezeichnet (X) := tr(pX) den Erwartungswert des Operators X fiir den
Zustand p des Systems und

(AX)?) = (X?) — (X)”

die zugehorige Varianz. Die Quetschung eines Zustands liegt vor, falls die Quadratur-
operatoren bestimmte Varianzen haben (siche Abschnitt 21.1 in [MW95]):

Definition 4.32 (Gequetschtes Feld) Ein Feld ist gequetscht, falls ein Winkel 3 exis-
tiert, so daff {((AQp)*) <1 gilt.

Durch Quetschung wird die Varianz einer der beiden Quadraturoperatoren verklei-
nert, wahrend gleichzeitig die Varianz der anderen gemé&fl der Unschérferelation ver-
groBert wird. Fiir kohérente Zustinde gilt die Gleichung ((AQ3)%) = ((APj)?) = 1,
womit diese nicht gequetscht sind (siehe Abschnitt 21.1 in [MW95]). Da Quetschung nur
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bei Zustdnden auftritt, die als nicht-klassisch angesehen werden, ist der experimentelle
Nachweis von besonderem Interesse. Hierzu werden Aufbauten genutzt, die aus optischen
Elementen wie beispielsweise Strahlteiler oder Phasenelemente bestehen. Auch bei die-
sen Elementen stellen die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die Grundlage einer
einfachen Beschreibung dar (siche Abschnitt 5.1.2 in [BR04]):

Definition 4.33 (Strahlteiler) Es seien ag, a1 und as,as die Vernichtungsoperatoren
der Ein- bzw. Ausgdnge eines Strahlteilers. Dann gilt

()= (2 ) ()

fiir den Reflexionskoeffizienten € € [0, 1] und den Transmissionskoeffizienten 1 — €.

Eine allgemeinere Modellierung von Strahlteilern kann in Abschnitt 12.12 von [MW95]
gefunden werden. Fiir e = 1/2 liegt der balancierte Strahlteiler vor, dessen Transforma-
tionsmatrix die DFT-Matrix F, aus Def. ist. Die Koeffizienten eines Strahlteilers
konnen ebenfalls durch sein Teilungsverhéltnis p : ¢ mit p, g € N angegeben werden, das
dem Reflexionskoeffizienten €2 = p/(p—+q) entspricht. Neben Strahlteilern sind auch Pha-
senelemente (phase shifter, siehe Abschnitt 3.2 in [Cal01]) wichtige optische Elemente.
Diese konnen ebenfalls mit dem Erzeugungs- und Vernichtungsoperator einfach beschrie-
ben werden:

Definition 4.34 (Phasenelement) Fin Phasenelement fir ¢ € [0,2x] entspricht der
Transformation A ‘
b:=UaU" mit U :=e ",

wobei a und b die Vernichtungsoperatoren des Fin- bzw. Ausgangs sind.

Die Messungen, die in der Quantenoptik von Bedeutung sind, werden durch Detek-
toren erhalten, die im idealen Fall ein Signal ausgeben, falls nicht das durch |0) be-
schriebene Feld anliegt. Das zugehorige POVM umfafit die Operatoren Iy := |0)(0|
und IT; := 377, [7)(j]- Kann innerhalb eines festgelegten Zeitintervalls auch die Anzahl
der Detektionen bestimmt werden, wird die orthogonale Messung mit den Operatoren
II; := [5){j], j € N, durchgefiihrt (siche Abschnitt 3.2 in [Cal01]). Ein experimentelles
Problem sind hierbei irrtiimliche Detektionen nicht vorhandener Photonen (dark counts).

4.5.2 Optische Implementierung von POV Ms

Nach dem Naimark-Theorem kann jedes POVM durch eine unitidre Transformation auf
eine orthogonale Messung reduziert werden. In der Quantenoptik werden unitére Trans-
formationen beispielsweise durch Strahlteiler und Phasenelemente erhalten; prinzipiell
konnen mit diesen Elementen durch den in [RZBB94] beschriebenen Aufbau alle unitéren
Transformationen U € U(n) und damit auch alle POVMs implementiert werden. Dieser in
Abb. skizzierte Aufbau hat jeweils n Ein- und Ausgénge, weshalb der Aufbau auch als
2n-Port bezeichnet wird (siche z. B. Abschnitt 3 in [BHS01])). Die durchzufithrende unitére
Transformation bzw. Messung legt die Phasenelemente und die Teilungsverhéltnisse der
Strahlteiler fest. Die nach Def. L1l notwendigen n — d zusétzlichen Dimensionen fiir die
Durchfiithrung eines POVMs werden hierbei durch unbenutzte Eingénge erhalten; jedem
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Abbildung 4.8: Quantenoptische Implementierung beliebiger unitérer Transformationen
mit einem 2n-Port nach [RZBB94]. Die horizontalen und diagonalen Linien entsprechen
Strahlteilern bzw. Phasenelementen.

der n POVM-Operatoren wird ein Detektor an einem Ausgang zugewiesen. Da jedem
Ein- und Ausgang eine Dimension des zugehérigen Hilbert-Raums entspricht, kénnen
die Schaltkreise aus den Abschnitten und 24 mit einem 2n-Port nicht effizient
durchgefiihrt werden. Dahingegen sind fiir POVMs mit wenigen Operatoren Experimen-
te vorgeschlagen und auch durchgefiihrt worden. Ziel dieser Experimente ist der Nachweis,
dafl die Unterscheidung von Zusténden mittels POVMs besser méglich ist als mit ortho-
gonalen Messungen.

Fehlerfreie Unterscheidung von Zustinden

Ist von einem System nur bekannt, dafl es sich im Zustand |«)(«| oder |3)(f| mit nicht
orthogonalen |a) und |3) befindet, so gibt es keine Messung, die eine fehlerfreie Entschei-
dung, welcher Zustand vorliegt, garantiert: Entweder besteht die Mdéglichkeit, dafl eine
fehlerhafte Entscheidung getroffen wird oder dafl die Messung nicht ausreichend Infor-
mationen zur Entscheidung liefert. Die zweite Moglichkeit 148t es zu, daf nie eine falsche
Entscheidung getroffen wird (unambiguous state discrimination, siehe z. B. [Che9§]):

Definition 4.35 (Fehlerfreie Unterscheidung) Das POVM mit den Operatoren Il,
und Iy, ... 11,1 unterscheidet die Zustinde p,...,pn—1 fehlerfrei, falls tr(pipIl;) = 0
fir j # k mit j,k €{0,...,n—1} gilt.

Wird bei dem Resultat j das Vorliegen von p; angenommen, so tritt nie eine falsche
Entscheidung auf. Da das Resultat ? jedoch keine Zuordnung ermoglicht, kann nicht
bei jeder Messung eine Entscheidung getroffen werden. Fiir zwei verschiedene Zusténde

po = |a){a| und p; := |B) (0| eines Qubits ist eine fehlerfreie Unterscheidung mit einem
POVM méglich; dabei werden fiir reelles («|3) die Operatoren
1 1
My i= ————— (I — , 1 = ——— (L2 — d I :=05L—-1,—1I
0 1+ <Oé|ﬁ>( 2 |/8><ﬁ|) 1 1+ <Oé‘ﬁ>( 2 |a)(a|) un ? 2 0 1

genutzt (siehe z. B. Abschnitt 11T in [Bra99]). Die Wahrscheinlichkeit des Resultats ? ist
hierbei |(|3)]?, d. h. bei orthogonalen |a) und |3) ist immer eine korrekte Entscheidung
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Abbildung 4.9: Aufbau a) nach [Bra99] und b) nach [HMGT96| zur fehlerfreien Unterschei-
dung zweier nicht-orthogonaler Zustédnde. Der Strahlteiler mit Transmissionskoeffizienten
t entspricht der polarisationsabhingigen Dampfung in der Faser. D, modelliert die Ab-
sorption in der Faser, Dy und D; entsprechen den fehlerfreien Detektionen der beiden
moglichen Zustanden.

moglich und je kleiner der Winkel zwischen beiden Zustandsvektoren ist, desto haufiger
tritt das Ergebnis 7 auf (siehe Abschnitt ITT.A in [Che(0]).

Die quantenoptische Durchfithrung der fehlerfreien Unterscheidung zweier Zusténde
mit («|B) = cos(f) fiir § € [0,27] wird in [Bra99] vorgeschlagen: Der in Abb. EGh)
dargestellte Aufbau besteht aus einem polarisierenden Strahlteiler (PBS, polarizing be-
am splitter), der eingehende Photonen mit zueinander orthogonalen Polarisationen in
verschiedene Richtungen weiterleitet (siche Abschnitt IT in [BML97]). Daneben wird ein
Element R genutzt, das den Polarisierungswinkel um 90° dreht, sowie Strahlteiler Tj und
Ty, welche die Transmissionskoeffizienten 1 — tan(f/2)? bzw. 1/2 haben. Die Detektoren
Dy, Dy und D werden den Operatoren Iy, II; und Il zugeordnet.

Das erste durchgefiihrte Experiment zur fehlerfreien Zustandsunterscheidung wird
in [HMGT96] beschrieben. Eine Vereinfachung der Implementierung wird durch eine Faser
erhalten, die Photonen einer bestimmten Polarisation sehr stark dampft, wihrend dazu
orthogonal polarisierte nur sehr schwach gedampft werden. Der Aufbau ist schematisch
in Abb. £E9b) dargestellt, wobei die Dampfung der Faser durch einen Strahlteiler mit
geeignetem Teilungsverhéltnis und einen Detektor modelliert wird (siehe [HMGT96]).
Am Ende der Faser werden die Photonen durch einen Strahlteiler auf zwei Detektoren
geleitet, die den Operatoren Il und II; entsprechen. Ein Nachteil dieses Experiments
ist, dafl das Resultat 7 nicht durch Detektoren gemessen werden kann. Damit kann im
Experiment nicht festgestellt werden, ob ein Photon in der Faser absorbiert wird oder ob
beispielsweise ein Detektor versagt hat. Bei der Durchfithrung des Experiments konnte
nach [HMGT96] bei (a|F) = 1/2 weniger als zwei Prozent Fehler erhalten werden. Das
Experiment von [HMGT96] wird in [CCBROI] verbessert, indem alle drei MeBresultate
0, 1 und ? durch Detektoren registriert werden. Die experimentell erhaltenen Resultate
reichen bis auf ein Prozent an die theoretisch mégliche Schranke heran.

Neben der Polarisierung kénnen auch die moglichen Pfade der Photonen als Quan-
tensysteme genutzt werden; jeder mogliche Pfad wird hierbei als Mode bezeichnet (siehe
Abschnitt 2.1.5 in [BR04]). Ein experimenteller Vorschlag mit einem 6-Port zur fehler-
freien Unterscheidung zweier Zustidnde eines Qubits, das zwei Moden entspricht, wird in
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Abbildung 4.10: Experimenteller Aufbau nach [Ren(4] zur Messung der Drillinge.

[BHSOT] vorgeschlagen. Dieser Experimentvorschlag wird in [MSB04] erweitert, wobei drei
Zusténde eines dreidimensionalen Systems mit Hilfe eines 8-Ports fehlerfrei unterschie-
den werden. Im Experiment werden in ca. 82 Prozent der Messungen Resultate erhalten,
die eine Entscheidung fiir einen der drei moéglichen Zustédnde zulassen. Der theoretisch
mogliche Anteil dieser Messungen ist 83,3 Prozent; bei diesen Resultaten werden im
Experiment in 1,7 Prozent der Félle falsche Entscheidungen getroffen.

Zyklisches POVM mit drei Operatoren

Die Drillinge |®;)(®,| aus Bsp. haben eine zyklische Symmetrie der Ordnung drei
und konnen daher nach Satz B und BAQ beziiglich der Detektionsfehlerwahrscheinlich-
keit und der Transinformation durch ein POVM optimal unterschieden werden, welches
drei Operatoren mit derselben zyklischen Symmetrie umfaflt (siche auch [I'EMS04]). In
[Ren04] wird ein experimenteller Aufbau vorgeschlagen, um dieses POVM zu messen.
Der in Abb. ET0 dargestellte Aufbau besteht aus einem polarisierenden Strahlteiler, drei
Detektoren und zwei Strahlteilern mit den Teilungsverhéltnissen 1 : 1 sowie 2 : 1.

Das erste Experiment zur Durchfiihrung des POVMs wird in J[CKCT01] beschrieben.
Hierbei konnten ca. 0,491 bit der theoretisch méglichen 0, 585 bit erhalten werden. Damit
gelang der erste experimentelle Nachweis, dafl POVMs mehr Information iiber Zustinde
liefern konnen als orthogonale Messungen, denn diese kénnen hochstens 0, 459 bit ergeben.

In [TEMS04] werden fiir dasselbe POVM experimentelle Daten fiir zwei verschiedene
Versuchsaufbauten angegeben, beide sind in Abb. ILTT] dargestellt. Eine Implementierung
beruht auf der Polarisation der Photonen, die andere auf den Moden. Beide Aufbauten
nutzen neben drei Detektoren polarisierende Strahlteiler und Phasenelemente mit geeig-
neten Phasen Fy, P, und P,. Fiir die Polarisation und Moden konnten im Experiment ca.
0,560 bit bzw. 0,557 bit erhalten werden. Die beiden verschiedenen Implementierungsar-
ten konnen kombiniert werden, um eine Messung der Doppeldrillinge aus Abschnitt
durchzufiihren.

Optimale Messung der Doppeldrillinge

Wie in [PW9T] und Abschnitt diskutiert wird, kann durch die gemeinsame Messung
der Doppeldrillinge |®) := |®;) ® |®;) aus Abschnitt mehr Information erhalten
werden als durch die Einzelmessung der Zustande |®;)(®;|. In [ETMS03, TEMS04] wird
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Abbildung 4.11: Experimentelle Aufbauten nach [TEMS04] zur Messung des POVMs mit
drei Operatoren und zyklischer Symmetrie: a) Implementierung mit Polarisation sowie
b) Implementierung mit Moden. Hierbei bezeichnen My und M; die beiden Moden, die
dem Eingangssignal entsprechen.

untersucht, ob dies auch experimentell bestétigt werden kann. Hierzu wird das in [PW9T]
diskutierte POVM, das die Operatoren II; := |W;)(¥;]| fiir

[Wo) = a|Ppy) +b|P]) +D]DY),
|Uy) = b|Dy) +a|P)) + b|P,) und
|Wy) = b|Dy) +0|D)) + a|P))

mit den Werten
a 4+ V2 sowie b 2- V2
= W = —
3v3 3v/3

umfafit, experimentell durchgefiihrt. Die Experimente von [F'TMS03] zeigen, dafi durch
die gemeinsame Messung der Doppeldrillinge ca. 0, 656 bit Information pro Qubit erhalten
werden kann; nach Abschnitt ist 0,6845 bit optimal. Die experimentell erhaltene
Information liegt damit sogar oberhalb der C}-Kapazitét (siehe Def. BZI3)) von 0, 6454 bit
der Zusténde (siehe Abschnitt B2).

Das Tetraeder-POVM

In Abschnitt 6.2 von [Ren04] wird fiir das Tetraeder-POVM aus Def. eine optische
Implementierung vorgeschlagen, wobei die Qubits der Polarisation entsprechen. Der Auf-
bau ist in Abb. dargestellt und wurde mit dem Verfahren aus [RZBB94] konstruiert.
Er besteht aus einem polarisierenden Strahlteiler, vier Strahlteilern und vier Detektoren,
die jeweils einem der Resultate zugeordnet werden. Andere optische Aufbauten fiir das
Tetraeder-POVM werden in [REK04, [EMGEKO5] vorgeschlagen.

Das Tetraeder-POVM ist beziiglich der Transinformation optimal zur Unterscheidung
von Zustdnden mit derselben Symmetrie (siche Prop. 8 in [Day78]). In [CKCT01] wird
ein Experiment beschrieben, bei dem gezeigt wird, daf§ mit dem Tetraeder-POVM mehr
Information als mit jeder orthogonalen Messung erhalten werden kann: Es werden mit
dem Tetraeder-POVM ca. 0, 363 bit erhalten, wohingegen eine orthogonale Messung theo-
retisch hochstens 0, 311 bit ergeben kann.
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Abbildung 4.12: Aufbau von Abschnitt 6.2 in [Ren(4] zur Messung des Tetraeder-POVMs.
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Abbildung 4.13: Experimenteller Aufbau nach [SB.JT99, IMFAT01] fiir die Zustinde mit
der zyklischen Symmetrie.

Unterscheidung von Zustinden mit zyklischer Symmetrie

Liegen die n Zusténde |®;)(®P;| mit den Zustandsvektoren

1 1

fir j € {0,...,n — 1} vor, wobei w, = €>™/™ eine n-te Einheitswurzel ist, so existiert

nach Satz ein bzgl. der Transinformation optimales POVM mit Operatoren vom
Rang eins und derselben Symmetrie. Fiir grole n ist die quantenoptische Durchfiihrung
problematisch, denn es werden n Detektoren zur Durchfithrung dieses POVMs benétigt.
Nach Satz existiert auch ein optimales POVM, das nur drei Operatoren vom Rang
eins umfafit. Diese POVMs werden fiir n > 2 in [SB.JT99] bestimmt; im Gegensatz zu den
Zustéanden muf ein optimales POVM nicht symmetrisch sein und es kénnen auch verschie-
dene Normierungen der Operatoren erhalten werden. In [SBJT99] wird ein Experiment
mit der Polarisation von Photonen vorgeschlagen, um diese POVMs zu implementieren.
Der Aufbau dieses Vorschlags ist in Abb. wiedergegeben. Er besteht aus drei po-
larisierenden Strahlteilern, drei Detektoren und zwei Elementen, welche die Polarisation
um Ry := v und Ry := 7/8 fiir ein geeignetes v € R drehen. In [MFATOI] werden fiir
n = 3,5, 7 experimentelle Daten fiir die erhaltene Information angegeben: Fiir n = 3 und
n = 5 kann mit den POVMs mehr Information erhalten werden als es theoretisch mit
orthogonalen Messungen moglich ist. Bei n = 7 kann die theoretische Schranke orthogo-
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Abbildung 4.14: a) Homodyne Detektion nach [MW95]. Die Phase 6 des Referenzstrahls
kann eingestellt werden. Der Strahlteiler hat den Reflexionskoeffizienten €. b) Balancierte
homodyne Detektion nach [BGLI5] mit einem Strahlteiler des Teilungsverhéltnisses 1 : 1.
¢) Aufbau zur Phasenraummessung nach Abb. 7.7 in [BGL95].

naler Messungen aufgrund experimenteller Fehler jedoch nicht mehr durch das POVM
iibertroffen werden.

4.5.3 Phasenraummessung mit homodyner Detektion

Die Kommutatorrelation [Qg, pﬁ] = 2¢[ der Quadraturoperatoren Qﬁ und f’g zeigt, dafl
diese wie der Orts- und der Impulsoperator eines Teilchens zueinander kanonisch konju-
gierte Operatoren sind. Deshalb kann auch fiir sie eine Phasenraummessung, d. h. eine
gemeinsame Messung beider Operatoren unter Einhaltung der Unschérferelation, definiert
werden. Experimentell kann diese Messung mit Verfahren durchgefiihrt werden, welche
die homodyne oder balancierte homodyne Detektion nutzen.

Homodyne Detektion

Die homodyne Detektion ist ein Verfahren zur Messung der Quadraturoperatoren von
elektromagnetischen Feldern; insbesondere kann mit homodyner Detektion experimentell
festgestellt werden, ob ein Feld gequetscht ist (siehe [SHYT85 [Man82]). Das Verfahren
nutzt den in Abb. EET4h) dargestellten Aufbau, bei dem das zu messende Feld, welches
durch den Vernichtungsoperator a beschrieben wird, auf einen Strahlteiler mit dem Trans-
missionskoeffizienten 1 — e trifft (sieche Abschnitt 21.6 in [MWO95]). Das Feld wird durch
den Strahlteiler mit einem starken, nicht quantenmechanisch beschriebenen Referenzfeld
gleicher Frequenz iiberlagert, dessen Phase 6 gesteuert werden kann. Der Strahlteiler ist
fast perfekt durchléssig, d. h. 1 — € ist nahe eins, so dafl ein Feld mit dem Vernichtungs-
operator a+ vl auf den Detektor trifft, wobei v = |v[e? die Amplitude des Referenzfeldes
ist. Wird die Anzahl der Signale des Detektors D in einem bestimmten Zeitintervall
registriert, konnen die Erwartungswerte

(h) =n((a" + o) (a+ol)) und (a(h — 1)) =n*((a' +7I)* @+ vl)?)

experimentell ermittelt werden, wobei n eine Konstante ist, die von der Linge des Zeit-
intervalls und den Eigenschaften des Detektors abhdngt. Damit ist es moglich, die Grofie
(n(n — 1)) — (A)? = ((An)?) — (R) zu bestimmen (siehe Abschnitt 21.6 in [MW95]). Fiir
grofies |v|, d. h. es liegt ein starkes Referenzfeld vor, kann diese GroBe durch

oo [ PR (AQe)?2 ), fir 6 — B =0
(AR = () ~ { 2] (APZ)? Y, fiir 0 — 8 =7/2
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approximiert werden (siehe [MWO95, [Man82]), wobei die Doppelpunkte den Normalord-
nungsoperator bezeichnen (siehe Abschnitt 3.7 in [GK05]). Liegt ein gequetschtes Feld
vor, d. h. es gibt einen Winkel 3 mit

(: (AQp)* 1) = ((AQp)*) — 1 <0,

so kann bei einem Experiment die Quetschung durch ((An)?) — (i) < 0 registriert werden,
falls 6 geeignet eingestellt wird. Die Messung der Quadraturamplituden selbst durch die
homodyne Detektion wird in Abschnitt VIL.3.6 in [BGL95] diskutiert.

Balancierte homodyne Detektion

Ein weiteres Verfahren zur Messung der Quadraturoperatoren von Feldern ist die balan-
cierte homodyne Detektion (siehe z. B. Abschnitt 7.3 in [GK05]). Der zugehorige Aufbau
in Abb. ET4b) zeigt, dafl wie bei der homodynen Detektion das zu messende Feld durch
einen Strahlteiler mit einem Referenzstrahl iiberlagert wird. Im Gegensatz zur homo-
dynen Detektion hat dieser Strahlteiler den Transmissionskoeffizienten ¢ = 1/2 und es
werden an beiden Ausgidngen Detektoren angebracht. Gehoren zu den Ausgéngen die
Vernichtungsoperatoren ¢ und d mit

a

')

e\ \ﬁ 1 i
d) Va2\i1
so werden durch die Zihler die Erwartungswerte (¢'¢) und (d'd) gemessen. Durch Bildung

der Differenz der Zahlresultate kann fiir ein starkes Referenzstrahl mit Amplitude |v| der
Erwartungswert

(fea) = (c'¢) — (d'd) = [v[{Qr/2—6)

bestimmt werden, wobei 6 die Phase des Referenzstrahls bezeichnet (siche Abschnitt 7.3
in [GKO05]). Durch verschiedene Einstellungen dieser Phase kénnen alle Quadraturope-
ratoren und deren Varianzen gemessen werden. Da bei Vorhandensein einer Quetschung
die Ungleichung ((Af.g)?) < |v]? fiir eine geeignete Phase 0 gilt, kann die Quetschung
experimentell detektiert werden (siehe z. B. [SHYT85]). Die exakte Messung der Qua-
draturoperatoren wird nur im Grenzfall eines unendlich starken Referenzfeldes erhalten.
Liegen nur endlich starke Felder vor, so konnen auch in diesem Fall die gemessenen Ope-
ratoren angegeben werden (siehe [I'S04]).

Phasenraummessung

Mit der homodynen oder balancierten homodynen Detektion ist es durch Einstellung
der Phase 3 des Referenzfeldes méoglich, die Quadraturoperatoren Qg und ﬁﬁ ZU messen.
Mit einem zusétzlichen Referenzfeld, das wie in Abb. EET4k) durch einen Strahlteiler mit
dem zu messenden Feld iiberlagert wird, ist es moglich, beide Quadraturoperatoren unter
Einhaltung der Unschérferelation (-29) gemeinsam zu messen. Im einfachsten Fall hat der
Strahlteiler das Teilungsverhéltnis 1 : 1 und es wird der Zustand |0)(0| als Referenzstrahl
mit dem zu messenden Feld iiberlagert. Damit umfafit nach [LP93] das gemessene POVM
die Operatoren
I, = |a){o|] mit a:=qg+ipeC,
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wobei ¢ und p den Resultaten der Phasenraummessung entsprechen. Damit ist eine Mes-
sung der durch

Q(a) = Tir(pla){al) o € T,

definierten Q-Funktion (siehe z. B. Abschnitt 12.2.1 in [Sch01]) des Zustandes p moglich.
Die Q-Funktion ist beispielsweise von Bedeutung, falls Erwartungswerte von bestimmten
Produkten der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren berechnet werden (siche Ab-
schnitt 12.3 in [SchO1]).

Wird statt |0)(0| der durch die Wellenfunktion ¢ beschriebene reine Zustand als Refe-
renzfeld genutzt und hat der Strahlteiler den Transmissionskoeffizienten 1 — e = cos?(6),
so wird das POVM mit den Operatoren

I, == —D(a) ) (€| D(a)’

3|

gemessen (siche Abschnitt VIL.3.7 in [BGL9H]), wobei D(a) den Verschiebeoperator aus
Gl. (E2]) bezeichnet und |€)(¢| den durch die Funktion

&)= tar}(e) v <_ta§/(e))

definierten Operator vom Rang eins, wobei 1) die komplexe Konjugation von 1/ bezeichnet.
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Kapitel 5

Durchfiihrung mit minimaler
Storung

Wird eine Messung nicht am Ende eines Experiments durchgefiihrt, so ist neben dem
Resultat auch der dabei entstehende Zustand des gemessenen Systems von Interesse.
Dies ist beispielsweise bei mehrstufigen Mefiprozessen der Fall, bei denen Messungen in
Abhéngigkeit vorher erhaltener Resultate gewéhlt werden, um so schrittweise mehr Infor-
mation iiber ein System zu gewinnen (siehe z. B. [PW9T]). Dabei ist es zweckmifig, dafl
die durch eine Messung verursachte Storung des Zustands fiir die dabei ermittelte Infor-
mation minimal ist. Weitere Fille, bei denen die Stérung von Bedeutung ist, finden sich
auch in der Kryptographie: Hier kann zum Beispiel ein Angreifer eines Schliisselaustauschs
durch schwach stérende Messungen versuchen, unbemerkt Informationen zu erhalten (sie-
he z. B. Abschnitt VLE in [GRTZ02]).

Fiir die minimal storende Messung ist die im vorherigen Kapitel untersuchte Durch-
fithrung nicht geeignet, denn bei dieser wird der Zustand nach der Messung allein durch
das Mefiresultat einer orthogonalen Messung festgelegt und ist daher vom urspriinglichen
Zustand unabhéngig. Die Grundidee zur Losung dieses Problems ist, dafl nicht das System
selbst gemessen wird, sondern nur ein Hilfssystem, das vor der Messung in Wechselwir-
kung mit dem zu messenden System steht. In diesem Kapitel wird untersucht, wie dies
mit Hilfe eines Quantenrechners erreicht wird. Es werden hierbei wie in Kap. @ unitire
Transformationen und Schaltkreise konstruiert, die das POVM auf eine orthogonale Mes-
sung reduzieren. Es stellt sich heraus, daf auch bei dieser Reduktion die Symmetrie eines
POVMs als Grundlage der Konstruktion effizienter Mefverfahren genutzt werden kann.

5.1 Storung einer Messung

Bei quantenmechanischen Systemen, deren Zustand nicht bekannt ist, kann prinzipiell
nicht verhindert werden, dafl Messungen diesen verdndern. Der durchschnittliche Unter-
schied zwischen dem Zustand vor und nach einer Messung wird mit der als Stoérung be-
zeichneten Grofle erfafit (disturbance, siche z. B. Abschnitt 4.3 in [Bar08]). Ausgangspunkt
fir die Definition der Storung ist die Giite (fidelity, siehe Abschnitt 9.2.2 in [NCO0]):

Definition 5.1 (Giite von Zusténden) Die Giite zweier Zustinde p und p eines Sys-

99
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tems st
F(p, p) = tr\/p'/2pp'/2.

Die Giite von Zusténden ist symmetrisch, d. h. es gilt F(p,p) = F(p, p). Ferner ist
sie durch 0 < F(p,p) < 1 beschrénkt, wobei F(p,p) = 1 fiir gleiche und F(p,p) = 0
fiir orthogonale Zustédnde auftritt, d. h. p und p haben orthogonale Trager, womit auch
tr(pp) = 0 gilt. Diese und weitere Eigenschaften der Giite zeigen, daf sie als Ahnlichkeits-
maf fiir Zustdnde genutzt werden kann (siche Abschnitt 9.2.2 in [NCO(]). Zur Definition
der Storung einer Messung wird angenommen, dafl vor der Messung ein unbekannter
Zustand p = |®)(P| vorliegt, der gemif der Gleichverteilung gewahlt wird. Nach einer
Messung mit dem Resultat j liegt geméfl Def. der Zustand

n;j—1
1 J
I T
pli= A pAL (5.1)
T tr(plly) g I gk

vor, wobei die A;j die zu der Messung gehérenden Kraus-Operatoren aus Def. [L27 sind.
Die Storung wird durch die Mittelung der Giite von p und p); mit den zugehérigen Wahr-
scheinlichkeiten erhalten (sieche Gl. (4.8) in [Bar98]):

Definition 5.2 (Storung einer Messung) Fs sei p = |D)(P| ein reiner Zustand und
P der Zustand aus Gl. (21) nach der Messung mit Resultat j. Fir das normierte, unitdr
invariante Maf$ Q¢ des Zustandraums ist

n—1

1— / Qe Y tr(pTl)(F(p), )

5=0
die Storung der Messung.

Die Untersuchung der Storung einer Messung fithrt zu der Problematik, welche Be-
ziehung zwischen der Information, die durch eine Messung {iber ein System gewonnen
werden kann, und der dadurch notwendig verursachten Stérung besteht (information-
disturbance trade-off, siehe [FP96, [Bar(0)]). Diese Betrachtungen sind beispielsweise in
der Quantenkryptographie von grofier Bedeutung.

5.2 Messung mit minimaler Stoérung

Die Nichteindeutigkeit der Zerlegung von POVM-Operatoren in Kraus-Operatoren hat
zur Folge, dal jedem POVM verschiedene Mefigerite entsprechen, die den Zustand auch
bei demselben Resultat auf unterschiedliche Art verdndern. Ist ein POVM gegeben, so
kann unter den zugehorigen Mefigerdten unmittelbar eines spezifiziert werden, das nach
Def. eine minimale Storung zur Folge hat (siche Th. 4.2 in [Bar98§)]):

Lemma 5.3 (Kraus-Operatoren einer minimal stéorenden POVM-Messung) FEs
sei ein POVM mit den Operatoren I1; gegeben. Ein diesem POVM entsprechendes Mefs-
gerdat stort den Zustand nach Def. [ minimal, falls bei Resultat j der Zustand gemdf

P oy VIOV (5.2)

abgebildet wird.
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Die Zustandsabbildung von Gl. (B2) bedeutet, daf jedem POVM-Operator II; der
einzelne Kraus-Operator A;q = \/I_TJ zugeordnet wird. Diese Abbildung kann auf ei-
nem Quantenrechner durch eine unitire Transformation und eine Messung in der Stan-
dardbasis erreicht werden (siehe Abschnitt 2.2.8 in [NCO0]): Hat das POVM hierbei n
Operatoren, so wird das zu messende System um ein n-dimensionales Hilfssystem mit
dem initialen Zustand |0)(0| erweitert. Anschlieend wird eine geeignete unitére Trans-
formation M auf dem Gesamtsystem durchgefiihrt, so daB eine orthogonale Messung des
Hilfssystems zu der Messung des POVMs fithrt. Das dabei notwendige M wird hierbei
durch die Operatoren des POVMs festgelegt:

Definition 5.4 (Minimal stérende Durchfiihrung) Das POVM mit den Operatoren
II; wird durch M € U(dn) minimal stérend durchgefiihrt, falls

n—

M([0) & [@) = |j) @ /1I,|®) . (5.3)

=0
Die Forderung aus Gl. (53) legt M nur auf dem d-dimensionalen Teilraum
H = {|0) ® |®) : |®) € CV} (5.4)

von C" ® C? fest. Die Abbildung auf dem orthogonalen Komplement kann beliebig sein,
denn durch die Initialisierung |0)(0| des Hilfssystems ist der Zustand, auf den M ange-
wandt wird, immer zu dem Komplement orthogonal. Die Abbildung aus Def. B4 von H
in den gesamten Raum wird durch die Matrix

n—1 \% HO
M= "|j)® I = : c ¢dnxd (5.5)
beschrieben, falls die d(n—1) Nullen der Elemente von H weggelassen werden. Die unitére

Matrix M aus Gl. (3)) geht aus M hervor, indem d(n — 1) orthogonale Spalten ergénzt
werden. Da die Operatoren II; ein POVM bilden, gilt

VI, n—1
MM = (ﬂm) : :ZHj:[d (5.6)

Hn—l

fiir die Gram-Matrix der Spalten von M. Diese Gleichung zeigt, dafl M orthogonale
Spalten hat und daB deshalb die unitire Ergéinzung von M zu M immer moglich ist,
d. h. jedes POVM kann mit minimaler Stérung nach Def. B4 durchgefiihrt werden (siehe
Abschnitt 2.2.8 in [NC(0]). Die Nichteindeutigkeit von M kann genutzt werden, um den
Aufwand der Durchfithrung eines POVMs zu minimieren.

5.3 Ausnutzung der Symmetrie

Nach Def. gehoren zu einem (G, o, 7)-symmetrischen POVM mit den Operatoren 11,
die beiden Darstellungen o : G — U(d) und 7 : G — S, so daB o(g)IL;o(g)" = L))
gilt. Die Matrix M aus Gl (&) besteht jedoch aus den Wurzeln der II;, so daf die
Symmetrie dieser Wurzeln untersucht werden mufi:
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Lemma 5.5 (Symmetrie der Wurzeln) Es sei P ein POVM mit den Operatoren 11;
und der Symmetrie (G, o, 7). Dann gilt

o(9)vV10(9)" = /T ) (5.7)
d. h. die Wurzeln /11, haben dieselbe Symmetrie wie die Operatoren 11;.

Beweis: Es mufl gezeigt werden, dafl fiir semipositive Matrizen B und C' sowie einer
unitdren Matrix A aus der Gleichung ABA! = C auch die Gleichung AvBAf = /C
folgt. Da die Matrizen AV BA! und v/C beide semipositiv und Wurzeln von C' sind, folgt
dies aber aus der Eindeutigkeit der semipositiven Wurzel (siehe Th. 2.2.1 in [Mur90]). O

Nach Lemma B3 fithrt die Konjugation der Operatoren /II; mit der Matrix o(g) zu
einer Permutation der Komponenten von M:

(1@ 0(9)) (Z e m) o0 =3 1) @ VT 5:9)

Damit durch diese Konjugation eine Symmetrie von M definiert wird, mufl die Permuta-
tion der Komponenten 4/II; durch den Austausch von I,, der linken Seite von Gl. (&8
mit einer geeigneten Permutationsmatrix aufgehoben werden:

Definition 5.6 (Matrixform einer Permutationsdarstellung) Fir die Permutati-
onsdarstellung © : G — S, wird die Darstellung o, : G — U(n) mit

definiert, die jedem Gruppenelement eine Permutationsmatriz zuordnet.

Mit den Darstellungen ¢ und o, ® o, wobei o, ® o durch (o, ® 0)(g) := 0.(9) ® o(g)
definiert ist, kann eine Symmetrie von M definiert werden:

Satz 5.7 (Symmetrie der Messung) FEs sei P ein POVM mit der Symmetrie (G, o, 7).
Dann hat die in Gl (1) definierte Matriz M die Symmetrie (G,o0, ® 0,0).

Beweis: Es gilt fiir alle g € G die Gleichung

n—1 n—1
(ox(9) @ o(9)) (Z 7) @ \/Hj> a(g)t = Y oxl9)li) @ ol9)V/Io(g)!
=0 =0
n—1
= D 17(9)() ® VI p).
=0
Die letzte Zeile entspricht Gl. (BH) bis auf eine Umordnung der Summanden. U

Da die Matrix M nach Gl. () orthonormale Spalten hat, kann Satz angewandt
werden. Es folgt, dal es eine unitdare Ergénzung M von M gibt, die eine Symmetrie hat.



5.4. GRUPPENERZEUGTE POVMS 103

Satz 5.8 (Minimal stérende Messung eines symmetrischen POVMs) Es sei P
ein POVM mit der Symmetrie (G,o,m). Ferner seien A und B Matrizen, welche die
Darstellungen o, ® o bzw. o gemdf

z—1 z—1

Alor ® 0)A" = P (Im, ® 5;) und BoB' = P (I, ® k;)

J=0 Jj=0

in direkte Summen irreduzibler Komponenten k; zerlegen, wobei alle k; indquivalent seien.
Dann ezistiert eine Matriz N € C™*=1) 5o daf

M = AYAMB'|N)(B @ B) = (M|A'NB)

das POVM fiir alle B e U(d(n — 1)) mit minimaler Stérung durchfiihrt. Hierbei hat die
Matriz M die Symmetrie

z—1
(0, @ 0)M = M(oc ® B6BY) mit &:= B (@([mjnj ® /@-)) B.

J=0

Der Beweis von Satz fithrt &hnlich wie in Abschnitt zu einem Entwurfsprinzip
fiir unitdre Transformationen zur Durchfiihrung von Messungen mit minimaler Storung:

e Bestimme eine Symmetrie (G, o, 7) des POVMs

Finde Zerlegungsmatrizen A und B fiir 0, ® o bzw. o

Konstruiere & so, dal A(c @ o,)A" und BoB' @ & bis auf die Reihenfolge der
Komponenten gleich sind

Finde N so, daB (AM BT|N) unitér ist und im Verkettungsraum von A(c @ o, ) AT
und BoB' @ & liegt

Bilde M := AY(AMB'|N)(B @ B) = (M|A'N B) mit beliechigem unitéiren B

5.4 Gruppenerzeugte POV Ms

Bei der Durchfithrung von gruppenerzeugten POVMs nach Kap. @l kann die Fourier-
Transformation der Symmetriegruppe genutzt werden, um die dort auftretende regulére
Darstellung oy, der Symmetrie (G, 0, 0yon) von M in irreduzible Komponenten zu zerle-
gen (siehe Abschnitt E3)). Dadurch wird die Zerlegung einer der Darstellungen vollstandig
auf die Fourier-Transformation reduziert. Bei der minimal stérenden Durchfiihrung grup-
penerzeugter POVMs liegt ebenfalls die regulére Darstellung vor:

Lemma 5.9 (Permutation bei gruppenerzeugten POVMs) Es sei P ein gruppen-
erzeugtes POVM mit der Darstellung o der Gruppe G, wobei gg, . . ., gn—1 die Anordnung
der Elemente sei. Dann hat M aus GI. (Z3) die Symmetrie (G, 0, ® 0,0), wobei o, die
requldre Darstellung von G ist.
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Beweis: Es sei g, ..., g,_1 die Anordnung der Gruppenelemente. Mit den initialen Ope-
rator 11 wird IL; := o(g;)[Io(g;)" definiert. Es folgt

o (I (h)! = Ty
mit der Darstellung 7 aus Def. P20l O

Im Vergleich zur Durchfiithrung aus Kap. ll mit dem Naimark-Theorem gestaltet sich
die Zerlegung der Darstellungen bei der Messung von gruppenerzeugten POVMs mit mi-
nimaler Storung schwieriger, denn im Gegensatz zu oo, aus Abschnitt kann o, nicht
immer alleine durch die Fourier-Matrix der Symmetriegruppe zerlegt werden, obwohl bei-
de Darstellungen identisch sind; der Grund hierfiir ist, dal die reguldre Darstellung o,
nur als Komponente des Tensorprodukts o, ® o auftritt. Auch wenn sowohl o, als auch
o durch Konjugation mit C' bzw. D in die direkten Summen

z—1 z—1
@(Imj ® k;) und EB(I"J ® K;)
=0 =0

irreduzibler Darstellungen &; zerlegt werden, fiihrt die Konjugation von o, ® 0 mit C® D
nicht notwendigerweise zu einer Zerlegung von o, ® ¢ in irreduzible Komponenten. Der
Grund hierfiir ist, dafl Tensorprodukte x; ® s, irreduzibler Darstellungen nicht irreduzibel
sein miissen. Das Auffinden der Zerlegung von x; ® k, in irreduzible Komponenten wird
fiir lineare und speziell-lineare Gruppen als Clebsch-Gordan-Problem bezeichnet; die Zer-
legung in irreduzible Komponenten wird hierbei durch die Littlewood-Richardson-Regel
erhalten (siehe §25.3 in [FH9T]).

Fiir die Durchfiithrung gruppenerzeugter POVMs mit minimaler Stérung ist demnach
durch die Fourier-Transformation nur ein erster Schritt der Zerlegung von o, ® o in
irreduzible Komponenten gegeben: Die Zerlegung von o, ® o wird auf die Zerlegung
der Darstellungen o und k; ® k¢ reduziert. Die weiteren Schritte sind die Zerlegung der
Darstellungen x; ® k, in irreduzible Komponenten und die anschlieSfende Sortierung der
irreduziblen Darstellungen.

5.5 DBeispiele

Das in Abschnitt entwickelte Entwurfsprinzip kann sowohl bei POVMs mit zyklischer
Symmetrie als auch bei POVMs mit Heisenberg-Weyl-Symmetrie angewandt werden, um
effiziente, minimal storende Durchfiihrungen zu erhalten. Im Vergleich zu den Mefalgo-
rithmen aus Abschnitt EE4 werden jedoch durch die zusétzliche Forderung der minimalen
Storung kompliziertere Schaltkreise erhalten: Es werden groflere Hilfssysteme benotigt
und demnach auch mehr Ein-Qubit- und CNOT-Operationen.

5.5.1 Zyklische POV Ms

Die zyklischen POVMs aus Def. kénnen geméf den Diskussionen von Abschnitt
zur Ermittlung zeitlicher Information genutzt werden, indem die Zustdnde von Syste-
men mit periodischer Zeitentwicklung geschéitzt werden. Diese Zustédnde entsprechen bei
Qubits unter geeigneten Voraussetzungen Punkten auf der Bloch-Kugel, die im gleichen
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Abstand auf dem Aquator liegen. Solche Zusténde treten dariiber hinaus auch bei der
Phasenschitzung (phase estimation, siehe [CEMMO98]) auf, bei der ein System im Zustand
|®) (P| vorliegt, wobei |®) Eigenvektor einer unitéren Transformation U mit unbekanntem
Eigenwert w ist. Bei der Phasenschiitzung soll w ermittelt werden, wofiir gesteuerte U7-
Gatter zur Verfiigung stehen. Die Zustéinde mit der zyklischen Symmetrie folgen durch
Anwendung der gesteuerten U7-Gatter, denn dadurch wird die Zustandsentwicklung

300+ e o) = /20 + iy e o

bei entsprechender Initialisierung des steuernden Qubits erhalten. Die Bestimmung des
vorliegenden Zustands des Qubits mittels einer geeigneten Messung entspricht beispiels-
weise bei geeignetem U dem Faktorisierungsalgorithmus von Shor (siehe [CENMMO9S]).
Zum Entwurf eines Verfahrens, das die zylischen POVMs auf einem Qubit mit mini-
maler Storung mifit, werden die Gruppe C,, := (r : v = 1) und deren unitéire Darstellung

o:C, — U(2) mit o(r?) = R fiir
1 0
Fn = < 0 w, )

eine n-te Einheitswurzel ist. Die Bahn des Vektors

1/1 )
5(1)60

besteht aus n Vektoren, die zu den POVM-Operatoren

1/1 0 11 10 1/1 wi
H]"—ﬁ(o %)(1 1)(0 wnj)_ﬁ(wfl 1) (5.9)

mit j € {0,...,n — 1} fithren. Geméafi Abschnitt werden die Quadratwurzeln

— 1 1 w,?
;= %(wﬁl 1)

gebildet, welche nach Gl. (BH) die Matrix

betrachtet, wobei w,, := e2™/"

>_A

n—

M = |] ® / e@ZnXQ

<.
I
=)

mit der durch (X, ® R,)M = MR, definierten Symmetrie zur Folge haben. Hierbei ist
o.(r?) := XJ die reguliire Darstellung von C,,, und die Symmetrie von M folgt wegen

(X, ® R,)MR], = (X,®R,) (Z\j ®\F>RT

n—1
= Z|]+1 Jmodn) ® v/ILj11)modn = M.
7=0
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Da das zyklische POVM ein gruppenerzeugtes POVM ist, werden die beiden Darstel-
lungen o, und o gemifl Abschnitt B4 getrennt zerlegt, denn dadurch kann fiir o, die
Fourier-Transformation genutzt werden. Die anschliefende Zerlegung der Darstellungen
kj ® kg in irreduzible Darstellungen ist hierbei trivial, denn die zyklische Gruppe hat nur
irreduzible Darstellungen vom Grad eins und somit ist das Tensorprodukt x; ® r, irredu-
zibler Darstellungen wieder irreduzibel (siehe Lemma 2.25 in [CB93]). Es wird zunéchst
die Darstellung o, (r7) = X7 zerlegt: Mit der Fourier-Transformation wird X,, zu der
Phasenmatrix Z, diagonalisiert, d. h. es gilt F, X, Fl = Z, fiir F,, aus Def. Die
Symmetrie von M kann daher als Symmetrie

(Zn@Rn>((Fn®[2>M) = ((Fn®[2)M)Rn (5-1(])

von (F, ® I;) M geschrieben werden. Hierbei sind schon alle Darstellungen der Symmetrie
in irreduzible Komponenten zerlegt; diese werden in einem weiteren Schritt zu Z,, ® I,
umsortiert, so dafl gleiche Darstellungen direkt aufeinander folgen. Dies kann mit X5,
erreicht werden, denn es gilt Z, ® R, = X;rn(Zn ® I5) Xo,. Durch Einsetzung in Gl. (B10)
wird

(Zn @ L) (Xon(Fy @ I,)M) = (Xon(Fy ® I)M) R, (5.11)

erhalten. Dies zeigt, dafl mit der Notation von Satz fiir 0, ® o die Zerlegungsmatrix
A = Xy, (F, ® I) genutzt werden kann; zusitzlich wird B := I, gesetzt, denn die
Darstellung o ist bereits eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen. Es folgt deshalb
die Matrixsymmetrie (Z, ® I)(AMB") = (AM B")R,, mit

1
AMB' = X,,(F, @ L)M = \[5 € 2,

O OO = =
O = =IO O

00
Diese Matrix wird nach dem Entwurfsprinzip von Abschnitt mittels einer Matrix N
zu (AM BY|N) € U(2n) erweitert, wobei

(Zn @ L)(AMB'|N) = (AMB'|N)(I, ® Z,)

die gewiinschte Symmetrie festlegtﬂ. Hierbei kann N so gewiihlt werden, dafi (AM BT|N)
als Produkt (I, ® F3)KT mit der Permutationsmatrix K € U(2n) geschrieben werden
kann, die durch

K[2j) =15) und  K[2j+1) = [n+j)

mit j € {0,...,n — 1} definiert ist.

1Zur Vereinfachung der Permutationen der Darstellungen wird das Implementierungsschema von
Satz leicht abgeéndert, indem eine andere Anordnung der irreduziblen Darstellungen auf der rechten
Seite betrachtet wird.
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10) = Ry — —
—n/2
0) Hm?H  HF
10) : Ff
FQ" F2Tn
0) sl o N
|®) Fy — Ry, M

Abbildung 5.1: Schaltkreis fiir die Durchfiihrung des zyklischen POVMs mit n = 2* Ope-
ratoren auf einem Qubit. Der Schaltkreis hat k+1 Qubits; auf der rechten Seite werden die
oberen k£ Qubits in der Standardbasis gemessen. (Schaltkreis aus [JD06] iibernommen.)

Satz 5.10 (Durchfiithrung des zyklischen POVMSs) Das zyklische POVM auf einem
Qubit mit n Operatoren kann mit

M := AfAMBIIN)(B@® B) = (Fi ® L)X} (I, ® F,)KT € U(2n)
minimal stérend durchgefiihrt werden. Mit B := I,_o folgt hierbei B ® B = I,.

Eine effiziente Implementierung von M mit Ein-Qubit- und CNOT-Operationen kann
fiir n = 2%, k > 1, gefunden werden. Das gemessene Qubit wird hierbei um ein Quanten-
register erweitert, das aus k Qubits besteht. Die unitdre Matrix K entspricht damit der
zyklischen Verschiebung

‘l’ol’l . Ik,1$k> — |.I‘k33‘01‘1 c. l’k,1>

von Qubits. Um die Matrix XJ in Ein-Qubit- und CNOT-Gatter zu zerlegen, werden die
Gleichungen X;rn = anZgann und

n

Zi, = Ry"@ Ry’ ® ... @ Ryt
genutzt. Der Schaltkreis, welcher der unitédren Transformation

M= (Fl@ L)F (Ry" ® Ry* @ ... @ Ry ) Fo(l, @ Fy)K'

n

entspricht, ist in Abb. Bl gezeigt.

Korollar 5.11 (Aufwand des zyklischen POVMs) FEs sei k > 1. Dann kann das
zyklische POVM auf einem Qubit mit den n = 2F Operatoren aus GI. (&3) mit dem

Schaltkreis von Abb. [l minimal storend durchgefiihrt werden. Dieser Schaltkreis kann
in O(k?) Ein-Qubit- und CNOT-Operationen zerlegt werden.

Beweis: Die F, und Fy, konnen jeweils in O(k?) Ein-Qubit- und CNOT-Gatter zerlegt
werden (siehe Satz 3.1 in [R6t01]). Die zyklische Verschiebung der Qubits kann durch
O(k) Ein-Qubit- und CNOT-Gatter ersetzt werden (sieche Satz 1.20 in [R6t01]). O
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5.5.2 Heisenberg-Weyl-POV Ms

Das Implementierungsschema von Abb. 8 148t es zu, dafl mit den Heisenberg-Weyl-
POVMs aus Def. 229 Phasenraummessungen durchgefiihrt werden. So kénnen beispiels-
weise der Ort und der Impuls eines Teilchens gleichzeitig gemessen werden. Sollen zur
Verfolgung seiner Bewegung mehrere dieser Messungen aufeinander folgen, so ist es zweck-
méaBig, dafl jede Messung das System minimal stort. Zur Konstruktion eines geeigneten
MeBverfahrens sei d > 2 die Dimension des Systems und G = (X, Z,) wie in Ab-
schnitt 47 die Heisenberg-Weyl-Gruppe, die von Xy und Z,; erzeugt wird. Fiir einen
semipositiven Operator IT mit tr(IT) = 1/d wird das POVM mit den d* Operatoren

ZEXOMX 7 Z7F fir jk=0,...,d—1

gebildet; im Gegensatz zu Abschnitt EEZ.4] kann II ein initialer Operator von beliebigem
Rang sein. Die Darstellung o der Gruppe ist durch die Identitédtsabbildung gegeben, d. h.
es gelten o(Xy) = Xy und o(Zy) = Z4. Die Matrix M von Gl. (B2H) ist durch

d—1
M=>"|jd+k)® Z§X)VIX, Z;F e € (5.12)
4,k=0

festgelegt. Die Symmetrie (0, ® )M = Mo von M wird durch
([d®Xd®Zd)MIMZd und (Xd®[d®Xd)M:MXd

vollstdndig beschrieben, da X, und Z; die Erzeuger der Symmetriegruppe sind. Geméfl
Satz wird die Darstellung o, ® o auf der linken Seite in eine direkte Summe von
irreduziblen Darstellungen zerlegt, wobei zunéchst die zyklischen Verschiebungen X, der
ersten und zweiten Tensorkomponente mit der Fourier-Transformation Fj; diagonalisiert
werden. Dadurch entstehen die Gleichungen

(4R Zg@ Zg) (Fy @ Fy@ 1) M) = ((Fy® Fa 1) M) Zy
und

(Zag@ 1@ Xg) (Fyg@ Fu@ 1) M) = ((Fy® Fy@ 1) M) X,.
Die Matrizen auf der linken Seite konnen als

@1 -1
(14® Za® Za) = P wi™ 2y wnd (2,0 I ® Xg) = P )™ X,
i=0 Pard

geschrieben werden, wobei jdivd den Ganzzahlanteil von j/d bezeichnet. Folglich wird
die Darstellung in eine direkte Summe von Darstellungen zerlegt, die jeweils bis auf
Phasenfaktoren die Darstellung o sind. Diese Phasenfaktoren werden durch Konjugation
mit geeigneten Matrizen beseitigt; zur Notationsvereinfachung werden dazu die Matrizen

d2—1 d2—1

Xmod = @XémOdd und Zdiv — @ ngin

j=0 Jj=0
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definiert. Die Matrizen X,,,q und Zg;, enthalten an den passenden Stellen diejenigen
Potenzen von X, und Z,, die benotigt werden, um die Phasenfaktoren in I; ® Z; ® Zy
bzw. Z; ® I; ® X4 zu entfernen. Grundlage hierfiir sind die Kommutatorrelationen

ZNXaZy=wi' Xy und  XgZ,X) = w;'Zy,

welche die Gleichungen

d?—1 d?—-1
jmodd
Ximod @ Wi 2 | X o = @ Za
sowie

d?—1 d?—1
Z(J;lv <@ w] dde ) Zdiv = Xd

=0

zur Folge haben. Mit diesen kann
XmodZd1V (1g® Zq® Zyg) Zdlemod =4 ®1;® Zy)

und
XmodZdW (Za® 11 ® Xg) Zdemod = (L ®1;®Xg)

geschrieben werden, wobei keine Phasenfaktoren mehr vorhanden sind. Folglich kénnen
(I © 14 ® Za) Xmoa Zs, (Fa ® Fa ® Ig) M) = Xomoa ZLy, (Fa ® Fy @ 12) M) Z,
und
(Ia ® L4 ® Xa) XumoaZlsy (Fa® Fy® Is) M) = Xpnoa ZLs, (Fa ® Fy @ 1) M) X,
erhalten werden. Diese beiden Gleichungen legen zusammen die durch
(I;1;®0) (AMBY) = (AMB")o (5.13)

definierte Symmetrie von AM BT = Xmode;.w(Fd ® Fy® 13)M fest. Mit der Notation von
Satz folgen die Matrizen

A= Xpoa Zh (Fy® Fy @ I;) und B := I, (5.14)

weil o schon eine irreduzible Darstellung ist (sieche Lemma E24). Die Matrix AM BT ist
ein Element des Verkettungsraums Int(/; ® I; ® o, o), womit sie nach Lemma fiir ein
geeignetes |®g) € C¥ die Zerlegung

AMB' = |®y) © I, € C¥*4
hat. Im Anhang wird gezeigt, daf3

d—1
B0} = (F} @ 1 (z|q ol @ X )(mz@ﬂwm) 65.15)

J,k=0
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) { : :

| Do) X; —  Za

Abbildung 5.2: Schaltkreisschema fiir das POVM mit Heisenberg-Weyl-Symmetrie auf
einem d-dimensionalen System. Der Basiszustand |7)(j| einer Steuerleitung bewirkt die
Durchfiihrung der j-ten Potenz der gesteuerten Operation. Auf der rechten Seite des
Schaltkreises werden die beiden oberen Systeme in der Standardbasis gemessen (Abbil-
dung aus [ID06] {ibernommen).

gilt, wobei \/ﬁm den Eintrag von V/II in der j-ten Zeile und k-ten Spalte bezeichnet.
Die Darstellung ¢ auf der rechten Seite von Gl. (BEI3) wird nach dem Entwurfsprinzip
von Abschnitt zu der direkten Summe, die aus d?> Kopien von o besteht, erweitert; da
alle Darstellungen hierbei gleich sind, ist keine Sortierung der irreduziblen Komponenten
notwendig. Die Matrix (AM BT|N) des resultierenden Verkettungsraums mufl nach Lem-
ma die Zerlegung C ® I; mit C' € U(d*) haben, wobei die erste Spalte von C' der
Vektor |®@g) ist. Um beliebige, orthogonale Spalten |®;) von C' zu erhalten, wird {|®¢) }

zu einer ONB {|®), |®1), ..., |Pp2_1)} von CF erginzt. Damit wird die unitéire Matrix
d?—1

M := A(AMB'IN)(B® B) = AT(C ® I;) = Al (Z 12,)(j| @ Id> (5.16)
=0

gewonnen. Durch B:= Ig(n—1) kann B @ B = 12 erhalten werden.

Satz 5.12 (Durchfiihrung des Heisenberg-Weyl-POVMs) Das Heisenberg- Weyl-
POVM kann mit der Matriz M aus GI. (Z18) minimal stérend durchgefihrt werden.

Es wird im folgenden analog zu Abschnitt EEZ4 untersucht, wie ein POVM durch
eine vom initialen Operator II unabhéngige Tranformation auf eine Zustandspraparation
reduziert werden kann. Grundlage ist hierzu die Gleichung

d2—1

M(10) ® |¥)) = AT (Z @) (] ® Id) (10) @ |¥)) = Al(|2o) & |¥)),

J=0

die zeigt, daf die Implementierung von C' ® I; in Gl. (E210) ausgelassen werden kann,
falls das Hilfssystem mit |®o) von Gl. (I3 initialisiert wird. Insgesamt mufl daher nur
die unitidre Matrix

d—1
(Fl ® F} @ Ip) Zaw X oo (Fi @ 1 ® 1) (Z ) (g @ X' @ Id>

q=0

nach der Initialisierung des Hilfssystems mit dem Zustandsvektor

) = Vd S VL) © k) € © (5.17)

3,k=0

durchgefiihrt werden.
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Satz 5.13 (Schema fiir Heisenberg-Weyl-POVMSs) Das Heisenberg- Weyl-POVM
kann mit dem Schema aus Abb. [ durchgefiihrt werden, falls das Hilfssystem im Zustand

|7)(v| ist, wobei |7y) in Gl. [517) definiert wird.

Das Schema besteht nur aus Fourier-Transformationen, zyklischen Schiebematrizen
und Phasenmatrizen, die zum Teil Steuerleitungen haben. Wird angenommen, dafl die-
se Operationen effizient auf d-dimensionalen Systemen durchgefiihrt werden kénnen, so
folgt aus einer effizienten Priparation des Zustands |y) ein effizientes Verfahren zur
Durchfiithrung des zugehorigen POVMs mit minimaler Stérung. Bei Qubit-Registern ist
diese Annahme gerechtfertigt, denn alle Gatter konnen geeignet zerlegt werden:

Korollar 5.14 (Aufwand des Heisenberg-Weyl-POVMSs) Es sei d := 28 mit k > 1.
Dann kann der Schaltkreis aus Abb. 22 fiir das Heisenberg-Weyl-POVM in O(k?) Ein-
Qubit- und CNOT-Gatter zerlegt werden.

Beweis: Die gesteuerten X;-Operationen konnen durch Konjugation mit Fj in gesteuerte
Zg4-Operationen umgewandelt werden. Da Fy in O(k?) Ein-Qubit- und CNOT-Gatter
zerlegt werden kann (siehe Satz 3.1 in [R6t01]), miissen nur noch die gesteuerten Z4-
und Zjl-Gatter untersucht werden. Jedes dieser Gatter kann wie in Abb. 7 in k einfach
gesteuerte Zg—Gatter zerlegt werden. Nach Gl. (224]) kann jedes Z é-Gatter in k& Ein-Qubit-
Gatter zerlegt werden, die jeweils einfach gesteuert sind. Insgesamt entstehen fiir jedes
gesteuerte Z4-Gatter O(k?) einfach gesteuerte Ein-Qubit-Gatter, die jeweils in vier Ein-
Qubit- und zwei CNOT-Gatter zerlegt werden konnen (siche Kor. 5.3 in [BBCT95]). O

Durch Ersetzung aller Gatter mit geeigneten Operatoren kann das Schaltkreisschema
von Abb. B2 auf unendlich-dimensionale Systeme erweitert werden (siehe [ID06]). Damit
wird ein Mefverfahren gewonnen, um beispielsweise gleichzeitig den Ort und den Impuls
eines Teilchens mit minimaler Stérung zu messen. Weitere, dhnliche Verfahren werden
in [ASFLO5, BCMO91l Ste92] vorgeschlagen. Den Verfahren ist gemein, dafi die Initiali-
sierung zweier Hilfssysteme die gemessenen POVMs festlegt. Dabei entspricht der Rang
der POVM-Operatoren dem Verschrinkungsgrad der Hilfssysteme (siehe Abschnitt
und [JDO6L [ASET.05]). Im Schema von Abb. tritt diese Eigenschaft ebenfalls auf, wie
anhand der Grenzfille gesehen werden kann: Bei dem initialen Operator II = |a)(«|/d
vom Rang eins mit |a) € C¢ und (a|a) = 1 folgt der Vektor |y) = |a) @ |@), der unver-
schrankten Hilfssystemen entspricht. Wird hingegen das triviale Heisenberg-Weyl-POVM
gemessen, d. h. alle Operatoren sind die Identitdtsmatrix I; und haben daher vollen Rang,
so gilt [y) = >, [j) @ [j), womit beide Hilfssysteme maximal verschrénkt sind.

5.6 Experimentelle Durchfiihrung

Wie bei der Durchfithrung von POVMs in Kap. H, die auf dem Naimark-Theorem beruht,
sind auch quantenoptische Experimente fiir die minimal stérende Messung vorgeschlagen
und in einigen Féllen durchgefiihrt worden. Im Vergleich zu der Durchfithrung nach dem
Naimark-Theorem gibt es aber weniger Vorschldge und experimentelle Daten, denn durch
die zusétzlichen Forderungen an den Zustand nach der Messung sind kompliziertere Ver-
suchsaufbauten notwendig.
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Abbildung 5.3: Aufbau nach [REK04] zur Polarisationsmessung mit dem Tetraeder-
POVM. Die vier Strahlteiler vor den Detektoren haben alle das Teilungsverhaltnis 1 : 1.

5.6.1 Messung der Polarisation

Durch lineare optische Elemente konnen minimal stérende Messungen der Polarisation
durchgefiihrt werden. Als Hilfssysteme, die nach Abschnitt mit dem zu messenden
System wechselwirken miissen, werden die Moden der zu messenden Photonen genutzt.

Das Tetraeder-POVM

In [REK04] wird fiir das Tetraeder-POVM aus Def. der in Abb. dargestell-
te Aufbau vorgeschlagen. Er besteht aus sieben Strahlteilern mit geeigneten Teilungs-
verhéltnissen sowie vier Detektoren. Zusétzlich werden drei optische Elemente benotigt,
welche die unitdren Transformationen o,, o, und o, auf dem Polarisationszustand im-
plementieren. Wiirde durch die Detektoren ein Photon so detektiert, dafl es dabei nicht
zerstort wird und dariiber hinaus seine Polarisierung erhalten bleibt, so fiithrte der Aufbau
die Messung des Tetraeder-POVMs minimal stérend durch (siehe [REK04]). Hierbei ist
jedoch nicht bekannt, wie diese Detektionen im Experiment erreicht werden koénnen.

Verkettete Durchfithrung von POV Ms

Die Reduktion der Polarisationsmessung auf die Modenmessung wie beim Tetraeder-
POVM ist auch bei beliebigen POVMs moglich. In [AP0O5] wird hierfiir ein Aufbau vor-
geschlagen, der diese Reduktion bei beliebigen Kraus-Zerlegungen 11, = A}Aj c C**2
ermoglicht, womit auch minimal stérende Messungen durchgefiihrt werden kénnen. Der
Aufbau besteht bei n Operatoren aus n — 1 hintereinander geschalteten Modulen, wobei
jedes Modul so konstruiert wird, dafl es einem POVM mit zwei Operatoren entspricht.
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Abbildung 5.4: Modul von [AP0O5] zur Messung der Polarisation mit einem POVM, das
die Kraus-Operatoren Ay = VoDoUy und A; = Vi DUy hat. Die Winkel &,(, ¢ und 6
werden iiber Gl. (BI8) durch Dy und D; bestimmt.

Grundlage der Konstruktion eines Moduls zur Messung des POVMs mit den beiden
Operatoren Il und II; ist die Singuldrwertzerlegung A; = V;D;U; der zugehorigen Kraus-
Operatoren, wobei U; sowie V; unitér sind und D; eine diagonale Matrix ist (siehe Th. 1
in [EE0T]). Der Operator Iy wird durch U, diagonalisiert, womit

UolloUl = DiDy und Uyl Ul = I, — UyllyUy = DI Dy

mit Diagonalmatrizen Dy sowie D; resultieren. Diese Gleichungen zeigen, dafi die Kraus-
Operatoren die Zerlegungen Ay = VDU, und A; = V1 D1U, mit geeigneten V; haben,
wobei also Uy = U; gilt. Die Diagonalmatrizen Dy und D; koénnen als

Dy = ( 6"038(9) COS@) ) und Dy = < eigsgl(e) Sino( 5 ) (5.18)

mit geeigneten Winkeln &, ¢, ¢ und 6 geschrieben werden, wodurch das POVM dem Modul
von Abb. BXflentspricht, d. h. wird ohne Stérung der Polarisation gemessen, durch welchen
Ausgang das Photon das Modul verlaft, so liegen die Zusténde

1 1
— — _AppAl bzw. ———— A pAl
tr(pll) 70 tr(plly) M

mit den Wahrscheinlichkeiten tr(plly) bzw. tr(plly) vor (siehe [AP0H]).
Die Messung von POVMs mit drei Operatoren wird durch die Verkettung zweier
Module erreicht (siehe [AP05]). Wird Iy durch U, diagonalisiert, so gelten

UpIlyUl = DIDy  und  Uy(IIy + 1)U = I, — UpTlUd = DIDy

mit geeigneten Diagonalmatrizen Dy und D;. Der Kraus-Operator A, kann hierbei wie
im Fall von zwei POVM-Operatoren als Ay = VyDyU, geschrieben werden. Ist D; inver-
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tierbalﬁ, so bilden die beiden Operatoren
11, := (D)) UL UID' und I, := (D}) "' UpILUI D!
ein POVM mit den zugehorigen Kraus-Operatoren
A= AUIDTY und Ay = AUIDTY. (5.19)

Mit zwei Modulen kann demnach das POVM durchgefiihrt werden, falls das erste Modul
die beiden Kraus-Operatoren VDU, sowie DU, implementiert und das zweite diejenigen
aus Gl. (219): Die Hintereinanderausfiihrung beider Module ergibt némlich die beiden
urspriinglichen Kraus-Operatoren

AlU(J]fDl—lDlUO = A1 und AQU(;[Dl_lDlUO = A2 .

In &hnlicher Weise konnen durch Verkettung mehrerer Module auch POVMs mit mehr
als drei Operatoren gemessen werden (siehe [AP(H]). Da fiir eine Messung mit n Opera-
toren n — 1 Module benétigt werden, konnen beispielsweise die zyklischen POVMs aus
Abschnitt B5T mit der Verkettung der Module nicht effizient durchgefiihrt werden.

In [APO6] wird der Aufbau so erweitert, dafl die Polarisation zweier Photonen ge-
messen werden kann. Da dies nach [Cal(2] allein mit linearen Elementen nicht moglich
ist, wird bei diesem Aufbau durch Verschriankung die Polarisation zweier Photonen auf
die Mode und die Polarisation eines Photons iibertragen. Nach dieser Ubertragung sind
lineare Elemente ausreichend, um beliebige POVMs zu messen.

5.6.2 Messung mittels homodyner Detektion

Die in Abschnitt diskutierte homodyne Detektion kann genutzt werden, um mini-
mal storende Messungen durchzufiihren. Dies ist beispielsweise in der Quantenkrypto-
graphie von Interesse, falls kohédrente Zusténde bei einem Schliisselaustausch iibertragen
werden (siehe z. B. [Ral00a]). Hierbei stellt sich unter geeigneten Voraussetzungen her-
aus, dafl die auf homodyner Detektion basierende Teleportation ein Verfahren ist, das

bei einem gewiinschten Informationsgewinn eine Messung mit minimaler Stérung zuléafit
(siehe [Ral00b]).

Teleportation

Die Grundaufgabe bei der Teleportation ist die Ubertragung des Zustands eines Sys-
tems auf ein anderes System. Dabei wird angenommen, dafl beide Systeme rdumlich von-
einander getrennt sind und dafl verschrinkte Systeme sowie Kommunikation mit nicht-
quantenmechanischen Systemen zur Verfiigung stehen. Die Teleportation kann mit dem
in Abb. B.5h) dargestellten Aufbau erreicht werden (siehe [FSBT98|). Es wird dabei der
verschriankte Zustand |g)(g| mit

) = V1-¢> q"[n)®n)

2Falls D; nicht invertierbar ist, so gelten ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die Gleichungen
Uoll U} = |0)(0] und UpIl,UJ = 3]0)(0] mit geeigneten o, B € R aufgrund der Positivitit von UpIL;Up.
Damit kénnen II; und IT; zu einem Operator zusammengefafit werden, da sie sich nur um einen skalaren
Faktor unterscheiden.
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QQQ @QO
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@) (@] ———]) By Ll DA
) DB) . |®)(®] D(fB)[—

a) b)

Abbildung 5.5: a) Aufbau zur Teleportation nach [HIKE(0(]. b) Strahlteilerschema
nach [HIKFOI] mit f := 1 — ¢. Der untere Strahlteiler hat den Reflexionskoeffizienten
\/1 — ¢? und den Transmissionskoeffizienten q.

prapariert, wobei |n) ® |n) dem Zustand entspricht, bei dem jede der beiden Moden je-
weils genau n Photonen enthélt. Der Parameter ¢ gibt hierbei den Verschrankungsgrad
an (sieche Abschnitt 5.2.5 in [WM95]); bei ¢ = 1 ldge eine vollstindige Verschrinkung vor,
die aber nicht auftreten kann, da der zugehorige Zustand unendlich viel Energie hétte.
Die erste Tensorkomponente des Zustands |¢)(g| wird durch einen Strahlteiler des Tei-
lungsverhéltnisses 1 : 1 mit dem zu iibertragenden Zustand |®)(®| iiberlagert. An den
Ausgéngen dieses Strahlteilers werden mit homodyner Detektion die Quadraturopera-
toren QO bzw. P, gemessen, wobei die Resultate ¢ und p zu § := g + ip € C zusammen-
gefafit werden. Liegt dieses Resultat vor, so wird der Zustand der anderen Tensorkompo-
nente des verschréankten Zustands durch

() - \/1‘qzq|n ) (nlD(—5)|®)

beschrieben (siehe [HIKEQOO]). Im Grenzfall ¢ — 1 resultiert der durch D(—03)|®) be-
schriebene Zustand, der bis auf den Verschiebeoperator ﬁ(—ﬁ) der urspriingliche Zu-
stand |®)(®| ist. Durch Anwendung von D(8) wird deshalb eine fehlerfreie Teleportation
erreicht, womit 3 keine Information iiber |®)(®| enthalten kann. Da der Fall ¢ = 1 aber
nicht moglich ist, kann diese perfekte Rekonstruktion nicht erhalten werdenfl. Die Unter-
suchung des Falls ¢ < 1 kann durch den Operator

,/1_‘]22(1"19 B3)|n)(n|D(—B) (5.20)

vereinfacht werden, mit dem der Zustand nach der Teleportation durch |®'(3)) = T/(3)|®)
beschrieben wird (siehe [HIKFE0()]), falls dle Messung das Resultat [ ergibt; dieser Fall tritt
hierbei mit der Wahrscheinlichkeit p(3) := (®|7(3)!T(3)|®) auf. Durch die Darstellung

1—(] qa_ 2
=== g /d2ae =B ) (o

dieses Operators (siehe [HIKFQO0]) wird deutlich, daf er fiir ¢ nahe null, d. h. es liegt sehr
wenig Verschrankung vor, ungefahr der Operator |3)(3] ist. Damit wird im Grenzfall, bei

3Im Gegensatz dazu ist die Teleportation endlich-dimensionaler Systeme perfekt maoglich, d. h. der
iibertragene Zustand nach der Teleportation ist der urspriingliche Zustand (siehe [BBCT93]).



116 KAPITEL 5. DURCHFUHRUNG MIT MINIMALER STORUNG

dem keine Verschriinkung vorliegt, aufgrund von p(8) & |(3|®)|* die Q-Funktion (siehe
Abschnitt 3.7 in [GK05]) gemessen. Bei dem Resultat [ liegt hierbei der Zustand |3) (5|
nach der Messung vor. Dies zeigt, da3 der Verschrinkungsgrad wie in Abschnitt
festlegt, welche Information iiber den Zustand gewonnen wird und wie stark er bei der
Messung gestort wird.

Die Teleportation wurde experimentell durchgefiihrt, wobei zwischen dem urspriing-
lichen und dem teleportierten Zustand die Giite

F (120l 7(5)|2)(@|T(3)) " ~ 0,58

erhalten wurde (siehe [ESBT9§]). Ein experimentelles Problem stellt die Praparation
der verschriankten Zusténde |¢)(q| dar. Diese kann aber durch das Strahlteilerschema
umgangen werden, falls nur die bei der Teleportation auftretende Zustandsabbildung
relevant ist und nicht die Ubertragung des Zustands selbst.

Strahlteilerschema

Das Strahlteilerschema folgt aus der Untersuchung, wie die Teleportation einen kohéarent-
en Zustand |a)(af in Abhéngigkeit des gemessenen Resultats § iibertrégt. Mit dem Ope-
rator 7'(3) aus Gl. (B2Z0) wird der Zustand nach der Teleportation durch

A 1—q% (1 _,2yla=8?% (. oB-aB
T(B)la) =/ ——e 1727075  ga + (1 - g)) (5.21)

beschrieben (siehe [HIKFQOI]). Dieser entspricht bis auf einen Phasenfaktor und die Ver-
schiebung um (1 — ¢)3 dem kohérenten Zustand, der wie in Abb. B8b) durch einen
Strahlteiler um den Faktor ¢ abgeschwécht wird (siehe Abschnitt 5.1.5 in [BR0O4]) und
dessen Quadraturoperatoren Qg sowie Py mit dem Verfahren aus Abschnitt gemes-
sen werden. Durch diese Messung wird fiir den nicht-reflektierten Teil der durch

1— 2 a— 2 aB—-&
|®) == O DE G “Jqa)

™

beschriebene Zustand erhalten (siehe [HIKE(I]). Die zusitzliche Phase und die Verschie-
bung um (1 —¢)F von T'(5)|a) aus Gl. (2Zl) konnen durch eine Verschiebung nach dem
Strahlteiler erhalten werden: Grundlage ist hierfiir die Verkniipfungsregel

aB—ap

D(a)D(8) = ¢ =" D(a + )
zweier Verschiebeoperatoren (sieche Abschnitt 11.3.1 in [MW95]), mit der
D((1 = q)8)|®) = T(F)la)

folgt. Dies zeigt, dafl durch den Strahlteiler, die Messung und die Verschiebung lA)((l —q)p)
derselbe Zustand wie bei der Teleportation erhalten wird. Die Aquivalenz beider Verfah-
ren gilt auch fiir beliebige Zusténde, da sich jeder Zustand als Uberlagerung kohérenter
Zustande schreiben 148t (siehe Abschnitt 3.5 in [GK05]). Der Vorteil des Strahlteilersche-
mas im Vergleich zur Teleportation ist, daf§ keine verschriankten Zustédnde, sondern nur
lineare Elemente und homodyne Detektion benotigt werden.
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Minimale Storung bei gemessener Information

Ein Experiment mit dem Strahlteilerschema wird in [ASFL0O5] beschrieben. Hierbei wird
untersucht, wie stark ein Zustand gestort werden muf}, um eine bestimmte Information
iiber diesen zu erhalten. Als Mafl der erhaltenen Information und der Storung wird die
Giite (siehe Def. Bl genutzt: Fiir die Stérung wird die Giite F' := F(p, p')* zwischen
dem urspriinglichen Zustand p = |®)(®| und dem Zustand

pl=T(5)|@)(@|T"(5)

nach der Messung untersucht. Fiir die bei der Messung gewonnene Information iiber den
Zustand wird die Giite G := F(p, p)? zwischen p und dem Zustand p betrachtet, der
durch Kenntnis der a-priori-Verteilung von p und den Mefresultaten préapariert werden
kann (siehe [ASEL05]). Zwischen beiden Grofien besteht die Ungleichung

G

= 1-G-/1-G)(1-2G)’

(5.22)

DO | —

die angibt, welche Giite F' bei der Messung hochstens erhalten werden kann, falls eine
bestimmte Information G iiber p erhalten werden soll (siehe [ASEL0OS)]).

Im Experiment von [ASETL05] wurde der in Abb. BHb) dargestellte Aufbau genutzt.
Der Zustand nach der Verschiebung D((1 — ¢)5) wurde zur Bestimmung von F durch
homodyne Detektion gemessen. Im Experiment konnte bei gegebener Giite G die nach der
Ungleichung (£22) maximal mogliche Giite F' nahezu erreicht werden, falls die Effizienz
der Detektion beriicksichtigt wird.

Neben der minimal stérenden Messung durch die Teleportation bzw. das Strahltei-
lerschema sind noch weitere Vorschldge bekannt, um minimal storende Messungen zu
implementieren. Beispielsweise werden in [Ste92, [BCM91] Hamilton-Operatoren angege-
ben, welche eine gemeinsame Messung des Ortes und des Impulses durch zwei Hilfssyste-
me zulassen. Dariiber hinaus wird ein quantenoptischer Aufbau mit einem nicht-linearen
optischen Element vorgeschlagen, um die Quadraturoperatoren zu messen.
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Kapitel 6

Ausblick

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zeigen deutlich, dal Symmetrien sowohl bei der
Optimierung als auch bei der Durchfithrung von Messungen in zahlreichen Féllen starke
Vereinfachungen zur Folge haben. Dariiber hinaus besteht zusétzlich die Moglichkeit,
da die im Rahmen der Untersuchungen entwickelten Techniken und neu gewonnenen
Einsichten zu erfolgreichen Losungsansétzen fiir einige bisher ungeloste Probleme der
Quanteninformationstheorie fiihren:

e In [PWOTl Woo05] wird die Frage diskutiert, ob Zusténde, die in ein Tensorpro-
dukt |Dg)(Pg| @ |Pq)(Py| zerfallen, auch immer durch POVMs mit Operatoren
derselben Tensorzerlegung bzgl. der Transinformation optimal gemessen werden
konnen. Bei den Doppeldrillingen ist dies der Fall, falls die in Abschnitt nume-
risch bestimmte Transinformation maximal ist (sieche [Woo053]). Ebenso gilt dies fiir
Zustande |@;)(P;| ® | @) (Py| zweier unkorrelierter Systeme, d. h. die Wahrschein-
lichkeit, daf8 |®;)(®;| auftritt, ist von |®j)(Px| unabhingig und umgekehrt (siehe
Th. 2 in [SKTH9]]). Bilden wie bei den Doppeldrillingen symmetrische Zustéinde die
Grundlage der Untersuchungen, so kénnen durch das Tensorprodukt Darstellungen
entstehen, die nicht irreduzibel sind. Deshalb bietet Satz neue Vereinfachungen
fir die in [PW9Tl, Woo05] behandelte Frage.

e Bei der Zustandstomographie soll ein unbekannter Zustand ermittelt werden, wobei
viele Kopien des Zustands zur Verfiigung stehen und fiir jede Kopie eine andere
Messung moglich ist. Werden zur Vereinfachung die Messungen unabhéngig von
den vorher erhaltenen Resultaten gewihlt, so ist der Fehler bei dieser Messung
minimal, falls Mutually Unbiased Bases (MUBs) verwendet werden (siehe [WER9]).
Fiir ein d-dimensionales System sind dies Orthonormalbasen B; := {|¥; )} mit der

zusétzlichen Eigenschaft
1
(W6l Ty [* =

fir alle £ und £’ sowie j # j'. Fir d := 2 sind beispielsweise B, := {|0),|1)},

) ()R]

drei MUBs. Bei Primzahlpotenzen d := p™ sind Konstruktionen fiir d + 1 MUBs
bekannt (siehe z. B. [GHW04]). Fiir die anderen Dimensionen ist nur bekannt,
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daB die maximale Anzahl von MUBs jeweils zwischen drei und d + 1 liegt (sie-
he [BBRV(2]). Moglicherweise kénnen durch Symmetrieannahmen weitere Kon-
struktionen fiir MUBs gefunden werden.

e Neben MUBs kénnen bei der Zustandstomographie auch SIC-POVMs (Symmetric
Informationally Complete POVMs, siehe z. B. [RBKSC04]) genutzt werden. Fiir ein
d-dimensionales System besteht ein SIC-POVM aus d* Operatoren

1
=~ |W5) (0]

mit den zusétzlichen Forderungen

1 .
(T1T;) =1 und  [(;|04)]* = 11 W JFE

Bei d := 2 gibt es beispielsweise ein SIC-POVM mit den Operatoren

1 1 1 1
SIONO], S Z N0\ Zs, S X ) (VX wnd - 2 ]0) (V]X, 2,

1 3+43
) = g(emm 3_\/g>

und den Matrizen X, sowie Z, aus Def. LTIl Das POVM ist damit ein spezielles
Heisenberg-Weyl-POVM. Es wird vermutet, daf fiir beliebige endliche Dimension-
en Operatoren |V)(¥| existieren, die mit der Heisenberg-Weyl-Gruppe zu einem
SIC-POVM fiihren (siehe z. B. [RBKSC04, [App05], [Gra04]). Falls Konstruktionen
fiir SIC-POVMs gefunden werden, schliefft sich unmittelbar die Frage an, ob sich
diese mit den in Abschnitt B2 und bereitgestellten Methoden auch effizient
durchfiihren lassen.

fiir den Vektor

Neben diesen Fragestellungen der Quanteninformationstheorie bieten sich als Aus-
gangspunkt weiterfithrender Untersuchungen unmittelbar die Probleme der verborgenen
Untergruppen an. Hierfiir bieten die in der vorliegenden Arbeit entworfenen symmetrie-
basierten Verfahren moglicherweise einen neuen Weg, um effiziente Quantenalgorithmen
zu konstruieren.



Anhang A

Notationen und Symbole

@), (@], |7)
I, I

Xd7 Zd

tr(A)

H, Hj, Aj,k
Ozy Oy, O
P, Q
(M)
D(a)

) (e

o, T
Int(o, 7)
T, On
Omon; Oreg
deg(a)

R, Kj

Mengen und Gruppen

komplexe, natiirliche, reelle Zahlen

invertierbare (d x d)-Matrizen tiber C

orthogonale, unitdre Gruppe

POVM, Ensemble (siche Def. und Def. [[H))
zyklische Gruppe mit n Elementen, n-te Einheitswurzel
symmetrische Gruppe auf n Elementen

Vektoren, Operatoren und Matrizen

Ket, Bra (sieche Def. [T]) und j-ter Vektor der Standardbasis
[dentitatsmatrix der Grofle d x d, Identitédtsoperator
DFT-Matrix (siehe Def. [C24])

Schiebe- und Phasenmatrix (sieche Def. EETT])
Dichtematrix (siehe Def. [H)

Spur von A

POVM-, Kraus-Operator (sieche Def. und Def. [C27)
Pauli-Matrizen (siehe Def. [CO)

Impulsoperator, Ortsoperator

Zusammensetzung von Matrizen (Def. 2Z34)
Verschiebeoperator (siehe Gl. ([E2]))

kohédrenter Zustand (siche Def. EL30)

Darstellungen

Darstellungen (siehe Def. EZTI)

Verkettungsraum von o und 7 (siehe Def. EZ21)
Permutationsdarstellung, Matrixform von 7 (siehe Def. b.0)
monomiale, reguldre Darstellung (siehe Def. 2H)

Grad von o (siehe Def. EZTI)

irreduzible Darstellungen (sieche Def. Z3)
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Anhang B

Beweise und Konstruktionen

B.1 Erginzung mehrerer irreduzibler Darstellungen
In Lemma wird eine Matrix M mit orthonormalen Spalten und der Symmetrie
(c®(Un@K)M=M(T® (I, ®K)) (B.1)

um (m — n)deg(r) Spalten erweitert. Gleichzeitig wird die Darstellung auf der rechten
Seite von Gl. (BJl) um m — n irreduzible Komponenten  ergénzt. Durch mehrfache
Anwendung des Lemmas konnen alle irreduziblen Darstellungen der Symmetrie einer
Matrix nacheinander angeglichen werden, wihrend die Matrix jeweils um orthonormale
Spalten ergéanzt wird. Damit hierbei Lemma P36 direkt angewandt werden kann, miissen
die irreduziblen Komponenten der Darstellungen umgeordnet werden:

Lemma B.1 (Permutation von Darstellungen) Es sei 09 @ ... @ 0,-1 die direkte
Summe von p Darstellungen einer Gruppe G und ™ € S, sei eine Permutation der zu-
gehorigen Indizes 0, ..., p — 1. Dann existiert eine Permutationsmatriz U, welche durch
die Konjugation

U(Uo@...@ap_l)UT :Uﬂ(o) @---@gw(p—l) (B2)

die Komponenten der direkten Summe gemdf m umpermutiert.
Beweis: Fiir d := deg(op) + ... + deg(o,_1) sei

U070 NN U07p_1
Up,1,0 c. Upfl,pfl

die Matrix mit den Blocken Uj; j, der GroBe dr(;) x di, wobei d; := deg(o;) der Grad von o;

ist. Gilt Uj zjy := I, fir j € {0,...,p — 1} und sind alle anderen Blocke Nullmatrizen
passender Grofle, so ist U eine Matrix, die Gl. (B.2) erfiillt. O

Durch Anwendung einer geeigneten Permutationsmatrix kann gezeigt werden, daf} die
Darstellung, die in Lemma ergdnzt wird, nicht als letzte Komponente der direkten
Summe auftreten muf.
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Lemma B.2 (Ergidnzung mit Permutation) FEs sei M eine Matriz mit orthonormalen
Spalten und der Symmetrie

(00 ® (L @K) Doy )M =M(ro® (I, ®K) D 11), (B.3)

wobei Kk irreduzibel ist und in o B o1 sowie To T jeweils die Multiplizitit null hat. Dann
existiert eine Matriz N, so daf die Zusammensetzung M = (M|N) orthonormale Spalten
und die Symmetrie

(0@ ([n®K) Do) M =M@ (I,0k) &1 & (Inn @ K))

hat, wobei die Darstellung auf der rechten Seite im Vergleich zu Gl. (B:3) um m —n
Komponenten k ergdnzt wird.

Beweis: Nach Lemma [BJl gibt es Permutationsmatrizen U und V/, fiir die
Ulog @01 ® (I @ k)UTM=MV(rg®n & (I, ®rk)VT

gilt. Da k in 09 ® 01 und 79 @ 7y jeweils die Multiplizitédt null hat, kann nach Lemma
die Matrix UTMV um p := (m — n)deg(x) orthonormale Spalten zu M’ := (UTMV|N)
ergénzt werden, welche die Symmetrie

(oo®01® ([, k)M =M (10®7® ([, QK) B (Inn ®K))
hat. Da VT & I, die rechte Darstellung
BT DU RK)D Inn®K) zu 0B (L, QK) DT & (Ipn ®K)
permutiert, folgt die Aussage des Lemmas fiir die Matrix N aufgrund
M=UM (V'@ 1I,) = (M|N).
]

Dieses Lemma kann mehrmals angewandt werden, um wie in Kor. alle Multipli-
zitéten n; auf m; zu erhéhen.

Beweis von Kor. [Z238: Die Darstellungen kg, k1, ..., k.,_1 werden nacheinander ergéinzt.
Bei der Ergénzung von my — n, Darstellungen x, wird von der Symmetrie aus Gl. (B3)
mit der schon ergidnzten Matrix M ausgegangen, wobei

-1 z—1
00 =P U, @ 1) wmd o1 = P (L, @ 1))
§=0 J=t+1

auf der linken Seite sowie

/—1 z—1 -1
To 1= @([nj ®@K;) und 7= @ (In; ® K5) © G (Limj—n; @ K;)
=0 j=0+1 3=0
auf der rechten Seite stehen. Dabei ist die direkte Summe von j = 0 bis 7 = —1 die leere

Summe. Weiterhin werden k := ky, m := my, und n := n, definiert. Da k in 0y @ 07 und in
To 71 jeweils die Multiplizitat null hat, kann Lemma angewandt werden, um my —ny
Komponenten ky zu ergénzen. O
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AN AN AN o A,

ki A

Abbildung B.1: Schaltkreis fiir Fy @ I3 auf drei Qubits. Das Symbol o bedeutet, daf§ auf
der steuernden Leitung vor und nach dem Gatter die Operation o, ausgefiihrt wird.

N
N
N
L/
D

B.2 Einbettung der Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt wird ein Schaltkreis zur Durchfiihrung der Fourier-Transformation
Fy5 auf drei Qubits konstruiert; hierbei wird die Einbettung F5® I3 der DFT-Matrix in den
achtdimensionalen Raum zugrunde gelegt, wie sie in Abschnitt LZT]zur Durchfiihrung des
Dodekaeder-POVMs genutzt wird. Grundlage einer moglichen Zerlegung in Ein-Qubit-
und CNOT-Gatter ist die Gleichung

Fsd I3 = PT(I4 D(Fo R Fy))M(Iy® (Fy® Fy))P (B.4)
mit den durch
a b 1
1 1
1 1
R 1
M = b oo e und P := 1
d e 1
1 - 1

e - f 1

definierten Matrizen fir a := /1/5, b := /4/5, ¢ := —a,

V545
20 '

Die mit - gekennzeichneten Eintrédge von M und P sind null. Die Zerlegung von F5 @ I3
wird durch das Rader-Verfahren (siehe Abschnitt 4.2 in [CB93]) nahe gelegt und folgt,
indem Gl. (B4) als Ansatz betrachtet wird und unter den 40320 Permutationsmatrizen
P € U(8) diejenige gewihlt wird, die in einen einfachen Schaltkreis iibersetzt werden
kann und dariiber hinaus ein méglichst einfaches M zur Folge hat. Ein Schaltkreis, der
dem Produkt aus Gl. (B4) fiir das gefundene P entspricht, ist in Abb. [B] dargestellt,
wobei die beiden gesteuerten Gatter

a b d e
A1I:<bc) und A222<€f)

der Matrix M entsprechen. Die Fourier-Transformationen I, @ (Fy ® Fy) werden mit den
Fy-Gattern durchgefiihrt, die Permutationen P und P! jeweils mit den drei gesteuerten
o.-Gatter am Anfang bzw. Ende. Eine obere Schranke des Aufwands folgt, indem alle
Transformationen in Ein-Qubit- und CNOT-Gatter zerlegt werden:

d:=(vV10-50)g, e:=+V40g und f:= —d mit g :=1
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Satz B.3 (Aufwand der eingebetteten Transformation) Die Fourier-Transformati-
on Fy5 @& I3 kann mit 44 Ein-Qubit- und 32 CNOT-Gattern auf einem Drei-Qubit-Register
durchgefiihrt werden.

Beweis: Die o-Eingénge von A; in Abb. [BIlkonnen insgesamt durch vier o, in e-Eingéinge
tiberfithrt werden. Damit umfafit der Schaltkreis jeweils vier o,, CNOT, einfach gesteuerte
F, und doppelt gesteuerte Gatter. Die F» kénnen nach Lemma 5.5 in [BBCT95] jeweils
durch zwei Ein-Qubit- und ein CNOT-Gatter ersetzt werden. Ferner kann jede doppelt
gesteuerte Operation nach Kor. 6.2 von [BBCT95] in acht Ein-Qubit- und sechs CNOT-
Gatter zerlegt werden. O

Der fiir Fy @ I3 gefundene Schaltkreis legt nahe, dafl durch die Reduktion von Fj
auf Fy ® Fy der Aufwand von F5 @ I3 im Vergleich zu einer Zerlegung, die fiir beliebige
Transformationen genutzt werden kann, verringert wird. In [VMS04] wird beispielsweise
eine Methode angegeben, mit der ein beliebiges Drei-Qubit-Gatter in bis zu 72 Ein-Qubit-
und 64 CNOT-Gatter zerlegt wird.

B.3 POVMs mit Heisenberg-Weyl-Symmetrie

In Abschnitt 5.2 wird die minimal stérende Durchfithrung des Heisenberg-Weyl-POVMs
aus Def. untersucht. Dabei wird gemé8 Satz B8 fur M aus Gl. (BI2) die Matrix

AMB' = XpoaZL (Fa @ Fy @ I)M € Int(I; @ I; ® 0,0)

erhalten, wobei A und B Zerlegungsmatrizen der Darstellungen o, ®c bzw. o sind, welche
zusammen die Symmetrie (o, ® 0)M = Mo festlegen. Im folgenden wird gezeigt, daf
AM BT = |®y) ® I; mit dem durch Gl. (E15) definierten Vektor |®q) gilt. Hierzu wird

d—1
Vﬁi:: EE:)Q;AV G(DdXd
=0

mit passenden Diagonalmatrizen A; € C%*? geschrieben, womit Gl. (E12) in

d—1
M = > |jd+k)® ZyXIVIX, Z;*
7,k=0
d—1 d—1
= Y |jd+k) o ZiX) (Z XﬁAL;) X, zk
4,k=0 =0
d—1

= ljd + k) ® ZEXY(XIA X7 Z;"
4,k £=0
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umgeformt werden kann. Ferner werden die Gleichungen

d—1
M = Y |jd+k) @ ZEXUXIAX)Z*
7,k,4=0
d—1
= Y ljd+k) @ ZEX 2N (XIAX )
4,k £=0
d—1
= Y whlid+ k) ® XUX3AX7)
7,k,4=0

erhalten, weil XdZJI = dengd gilt und X C]éAgX;j eine Diagonalmatrix ist. Im néchsten
Schritt wird M mit der Fourier-Transformation

[d®Fd®[d—\/72 wy'|pd + q){pd +r| @ Iy

p,q,r=0
multipliziert, so dafl die Matrix
M = [d X Fd ® [d)M
d—1
([ wi' lpd + q)(pd +r| @ fd> < > wiljd+k)® Xﬁ(XéﬁzXJj)>
p,q,7r=0 7,k,4=0

VA pd+ ) ® X7 meaaXi?)

p,q=0

resultiert. Die anschliefende Multiplikation mit

Fd®[d®[d_\/7 wWFjd 4 0) (kd + €| ® I,
7, kz 0
hat die Summe
d—1 '
My = (Fy® I, @ I)My = Y wifljd +0) @ X7 (X5A_ymoaaX ")
4,k =0

zur Folge. Es wird nun zuerst die Phasenmatrix thv und danach die zyklische Schiebe-
matrix X,,,q angewandt. Dies entspricht der Multiplikation mit

d—1
XmodZhy = Y, Ipd+q)(pd+q| @ X3 2,7,
p,qg=0
die zu der Matrix

d—1
M = XuoaZjp Mo = > W) |jd +0) ® 2,7 (XEA_ymmoaaX ;)
k=0
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filhrt. Da Y7 XJDX ;7 = tr(D)I, fiir eine diagonale Matrix D € € gilt, kann

M; = Z wj(kH ljd+0) @ Z;) (XEA _pmoaaX ;")
7,k =0

= Z wfikwgf\jd +/0)® ZdingAmeoddXdik
j k=0
d—1

= Y B+ O ® XE(Z7 A emead) X
jk(*O

— Zw ljd + 0) @ tr(Z;7 A _pmoda) L
7,£=0

= > (W) Z7 A pmoad)ljd +€) @ Iy = |Bo) @ Iy
§,0=0

geschrieben werden, womit sich der Vektor

|(I)O> = Z tI‘(wgde_jA—émodd)Ud + E)

7,4=0

ergibt. Mit der Fourier-Transformation

Fo®l;= \/7 wil|lpd + ) {qd + |

p,q,r=0

wird anschlieffend der Vektor

(Fa ® 1a)|®o) = \/7 Z wf M (Z7 A moad)lpd + 1)

p,q,r=0

erhalten. Der Koeffizient von |pd + r) kann zu

\/72w(1’+7’ qtr Z qA—rmodd \/7 <<Z w(p+r qZ ) A—rmodd)

umgeformt werden; es folgt

d—1 d— d-1 /d-1
wéerr)qZ;q _ Z (p+r)q (Z w; JQ|J j|> _ Z (prJrT 7) ) V|
q=0 q=0 j=0 J=0 \g¢g=0

= d|(p+ r)modd){(p+ r)modd|

und daher gilt

(Fy® 1,)|®o) = Vd Z Alptnmodd) gy

—rmodd
p,r=0
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wobei D) der k-te Eintrag in der Diagonalmatrix D ist. Mit [pd + 1) = |p) ® |r) ist dies
die Summe

(Fu® I)|®g) = Vd Z (p|VII|(p + r) mod d)|p) @ |r), (B.5)

p,r=0

da
d—1

VII = ZXﬁAg Z |(u+ ¢) mod d) (u|A,

£,u=0

- i |(u 4 €) mod d) (u| AY|5) (5]

Zuj—O

- Z AP |(u+ €) mod d) (ulj) (| = ZA“ (G + €) mod d) (jl

£,u,j=0 £,7=0

Demnach ist A®Tmedd) qor Eintrag von v/II zu |p)((p + r) mod d|. Das bedeutet, daf

—rmodd

{pl \/ﬁ| (p+r)modd) = Alp+r)modd)

—rmodd

Die Anwendung der Operation Ef}l;é lg)(q| ® X7 auf (F; ® I4)|®o) von Gl. (BX) fithrt zu

[Po) = @<Z_:IQ><QI®X§> z_:<p\\/ﬁ\(p+'f’)m0dd>|p>®\r>

VA IVl + ) modd) ) @ [(p + ) mod d).

p,r=0

Dies zeigt |Py) = \/_Z]k o VI &|§) ®|k), wobei v/11,; der Eintrag von /II in der j-ten
Zeile und k-ten Spalte ist. Hierbei ist |®() ein normierter Zustandsvektor, denn es gilt

d—1
(@lop) = d S VITI? = dte(VIIVIL) = dtr(IT) =

3,k=0

aufgrund tr(II) = 1/d. Bei dieser Umformung wird die Gleichung

d—1
tr((aje)jn(armem) = tr (Z aj,uau,k>
= i
d—1
- Z gy, = Z a5 Uj,, = Z |aj,t/|2

7,v=0 7,v=0 7,v=0

fiir eine hermitesche Matrix mit den Eintrégen a;j genutzt. Insgesamt folgt die Gleichung

(ZIQ><q|®X§> (Fy ® Iq)|®0) = dZ\/_JkU ® |k),

7,k=0

die unmittelbar zu Gl. (13 fihrt.
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