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Einleitung

Eine zentrale Fragestellung der Informatik beschéftigt sich mit der effizienten Reali-
sierung von Algorithmen auf Rechnern unter Verwendung einer gegebenen Menge von
Grundoperationen. Im Kontext der Informationsverarbeitung mit Quantenrechnern un-
tersucht diese Arbeit effiziente Methoden zur Erzeugung unitérer Transformationen.
Nach den Gesetzen der Quantenmechanik bilden dabei die unitéiren Transformationen
die durchfithrbaren Operationen und zugleich eine Beschreibungssprache fiir Algorith-
men auf einem Quantenrechner. Die Menge der zu realisierenden Transformationen ist
bei einem Quantenrechner kontinuierlich und nicht wie bei einem klassischen Rechner
diskret. Aus diesem Grund bilden Methoden der Lie-Theorie zur Strukturanalyse von
kontinuierlichen Gruppen eine wesentliche Grundlage fiir diese Arbeit.

In Abhéngigkeit von einer gegebenen Menge von Grundoperationen werden unter
anderem besonders kurze (in der Tiefe der Zerlegung) oder besonders zeiteffiziente Zer-
legungen von unitdren Transformationen in Grundoperationen untersucht. Diese Zer-
legungen sind fiir Quantenrechner wesentlich beim Entwurf von effizienten Algorith-
men sowie bei der experimentellen Umsetzung. Bei einer kontinuierlichen Menge von
Grundoperationen fiihren effiziente Implementierungen zu kontrolltheoretischen Frage-
stellungen. Eine optimale Implementierung entspricht dann einem kiirzesten Weg in der
unitdaren Gruppe.

Ausgehend von niedrigdimensionalen Beispielen werden Methoden zur Lie-theoretisch
motivierten Strukturanalyse der zugrundeliegenden Dynamiken entwickelt. Hierbei zielt
die Strukturanalyse nicht nur darauf ab, effiziente Zerlegungen zu finden, sondern es gilt
insbesondere auch, die unitdren Transformationen mit hoher Implementierungskomple-
xitdt zu identifizieren sowie Eigenschaften zu untersuchen, die diese Transformationen
kennzeichnen. Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zu einem besseren Versténdnis
der zugrundeliegenden Lie-theoretischen Struktur der Komplexitat unitarer Transforma-
tionen und legt damit einen Grundstein fiir die Losung hochdimensionaler Kontrollpro-
bleme in der Quanteninformatik.

In Kapitel 1 wird das mathematische Modell eingefiihrt, das dieser Arbeit zugrunde
liegt. Zusétzlich werden die mit dem Modell verbundenen Fragestellungen diskutiert und
exemplarisch am Beispiel der Quantenschaltkreise motiviert. Die kontrolltheoretische
Natur der behandelten Fragestellungen wird durch eine Reduktion auf Kontrollproble-
me in Lie-Gruppen aufgezeigt. Darauf aufbauend wird eine systematische Theorie ent-
wickelt, die die Frage beantwortet, unter welchen Bedingungen eine Zerlegung unitérer
Transformationen in Produkte von Elementen aus Einparameter-Gruppen (bzw. aus
Einparameter-Halbgruppen) endlicher oder gleichméflig beschrinkter Anzahl moglich
ist. Hierfiir werden bekannte Ergebnisse verfeinert und ergénzt.

In Fortsetzung des Ansatzes aus dem voherigen Kapitel werden in Kapitel 2 Ein-
Qubit-Syteme behandelt. Ein-Qubit-Systeme sind in Anlehnung an das klassische Bit die
kleinsten vorkommenden Systeme und bilden im allgemeinen die Grundbausteine von



FEinleitung

Quantenrechnern. Wir beginnen mit einer Beschreibung der Geometrie der unitédren
Transformationen auf Ein-Qubit-Systemen, wobei wir damit insbesondere eine Samm-
lung von Analysewerkzeugen bereitstellen. Anschliefend diskutieren wir ausgewéhlte
Ansiitze zur Erzeugung von unitdrer Transformationen auf Ein-Qubit-Systemen. Fiir
konkrete Beispiele bestimmen wir die minimale Anzahl von Elementen, die notwendig
ist, jede unitidre Transformation auf Ein-Qubit-Systemen in Produkte von Elementen
aus Einparameter-Gruppen zu zerlegen.

Das Kapitel 3 beschéftigt sich mit diskreten Mengen von Grundoperationen. In die-
sem Fall kénnen beliebige unitdre Transformationen bestenfalls approximiert werden.
Wir untersuchen die Approximierbarkeit aller unitdren Transformationen beziiglich ei-
ner gegebenen Menge von Grundoperationen und geben einen ausfiihrlicheren und ver-
feinerten Beweis fiir ein aus der Literatur bekanntes Kriterium zur Approximierbarkeit
an. Ist die Approximierbarkeit einer diskreten Menge von Grundoperationen gesichert,
stellt sich die Frage nach einer (in der Tiefe der Zerlegung) effizienten Approximation al-
ler speziell unitdren Transformationen. Wir zeigen, daf} die effiziente Approximierbarkeit
fiir spezielle Mengen von Grundoperationen gefolgert werden kann, und wir erweitern
damit ein in der Literatur bekanntes Ergebnis fiir die speziell unitdre Gruppe auf eine
allgemeine Klasse von Lie-Gruppen.

In Kapitel 4 werden Kontrollsysteme auf zwei oder mehreren Quantenbits betrach-
tet, wobei die Kontrollsysteme durch die Schrodingergleichung eine Zeitentwicklung er-
fahren. Zusétzlich wird angenommen, dafl unitdre Transformationen, die nur auf ein-
zelnen Quantenbits operieren, eine vernachléssighare Zeitkomplexitdt besitzen. Bereits
die effiziente Ereugung unitédrer Transformationen auf Zwei-Qubit-Systemen ist von
besonderem Interesse, da die Anwendung dieser Transformationen auf Quantensyste-
men mit mehreren Quantenbits die Erzeugung beliebiger unitiarer Transformationen
erméglicht. Unter den gegebenen Annahmen werden Kriterien zur Charakterisierung
und zur Bestimmung der Zeitkomplexitéit einer optimalen Kontrolle fiir die Erzeugung
beliebiger unitérer Transformationen entwickelt. In diese Untersuchungen gehen die Lie-
theoretischen Methoden wesentlich ein. Im Fall von Zwei-Qubit-Systemen werden ver-
schiedene Ansétze, die unter Benutzung unterschiedlichen Methoden von verschiedenen
Autoren entwickelt wurden, auf Lie-theoretische Weise vereinheitlicht, und dabei konnen
durch eine Unterscheidung nach infinitesimaler und globaler Zeitoptimalitdt in dem glo-
balen Kontrollproblem weitere Freiheitsgrade identifiziert werden, die sich nicht in dem
infinitesimalen Kontrollproblem widerspiegeln. Die zugrundeliegende Struktur der Kon-
trollprobleme kann Lie-theoretisch durch die Struktur eines symmetrischen Raumes be-
schrieben werden. In Kontrollsystemen mit mehr als zwei Quantenbits ist die Struktur
des symmetrischen Raumes nur noch in einem sehr eingeschriankten Sinn vorhanden.
Diese eingeschrankte Struktur eines symmetrischen Raumes kann aber dennoch in Ver-
allgemeinerung eines in der Literatur bekannten Ansatzes von einer geraden auf eine
allgemeine Anzahl von Quantenbits fiir die Bestimmung von unteren Schranken fiir
die Zeitkomplexitit verwendet werden. Zusétzlich kann dargelegt werden, dafl die ver-
wendeten Aspekte der symmetrischen Réume auch spezielle Verschrankungsmafle zur
Charakterisierung von Quantenzustédnden kennzeichnen.

Motiviert aus dem vorherigen Kapitel werden in Kapitel 5 Methoden zur Analyse
von Nebenklassen von allgemeinen unitédren Transformation beziiglich der Untergruppe
der auf einzelnen Quantenbits operierenden Transformationen entwickelt. Insbesondere



wird fiir die Nebenklassen die de-Rham-Kohomologie fiir den Fall von Quantensystemen
mit zwei und drei Quantenbits bestimmt. Dabei werden insbesondere Aspekte der Lie-
Theorie verwendet, die im Anhang systematisch eingefiihrt werden. In Kapitel 6 geben
wir einen Uberblick iiber die Ergebnisse der Arbeit und einen Ausblick.
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1. Modelle, KomplexitatsmaBe und
Grundoperationen

1.1. Zeitentwicklung und Zustandsiibergang

Wir betrachten im folgenden endlichdimensionale und reine Quantensysteme, deren
Quantenzustinde durch Vektoren aus einem endlichdimensionalen komplexen Vektor-
raum mit Skalarprodukt (Hilbertraum) beschrieben werden (vgl. [Mes61, S. 245] und
[Sak94, S. 11]). Falls ein Quantensystem sich zum Zeitpunkt ¢y, im Zustand |«) befin-
det, bezeichnen wir dies mit dem Zustand-Zeit-Tupel |«, to). Die Zeitentwicklung eines
reinen Quantenzustandes wird durch den Zeitentwicklungsoperator U(t1,t9) (t1 > to)
beschrieben (vgl. [Mes61, S. 310] und [Sak94, S. 69]): |/, t1) = U(t1,t0)|a, to). Der Zeit-
entwicklungsoperator gentigt fiir to > t; > t; den Gleichungen (siehe [Mes61, S. 311]
und [Sak94, S. 70]):

Z/{(tl,tl) = Id, (11&)
U(tz,to) - U(tg,tl)u(tl,to), (11b)
(U (L1, 1) Uty to) = 1d. (1.1c)

Ein Operator wird durch die Operation ()T transponiert und komplex konjugiert. Auf-
grund von Gleichung (1.1c) bezeichnen wir den Zeitentwicklungsoperator U(ty,ty) als
unitir (vgl. Anhang A.3). Durch die Schrodinger-Gleichung des Zeitentwicklungsopera-
tors U(t, 1) (siehe [Mes61, S. 311] und [Sak94, S. 72])

Cu(t, o) = (~HOU(, o) (1.2
ist die Zeitentwicklung eines Quantensystems unter Zuhilfenahme eines im allgemeinem
zeitabhédngigen Hamilton-Operators H(t) festgelegt. Der Hamilton-Operator H(t) wird
als hermitesch (H(t) = (H(t))") vorausgesetzt (vgl. [Mes61, S. 312] und [Sak94, S. 71])
und wir verwenden die Konvention & = 1, die auch in Gleichung (1.2) gilt.

Quantenzustinde |«o) und |o/) bezeichnen wir im folgenden als dquivalent (~~), falls
/) = c|la) (0 # ¢ € C) gilt. Wir erweitern diesen Aquivalenzbegriff auf Zustand-
Zeit-Tupel: Verschiedene Zustand-Zeit-Tupel |o,t) und |/, ') betrachten wir als dqui-
valent (~), falls |o/) ~ |a) gilt. Wir definieren eine Aquivalenzrelation (=) auf Zeitent-
wicklungsoperatoren: Die Zeitentwicklungsoperatoren U (tq,t;) und U(t4,t3) sind aqui-
valent, falls die Zustand-Zeit-Tupel (U(t2,t1)|a, t1)) und (U (L4, t3)|c, t3)) fir alle Quan-
tenzusténde |a) dquivalent sind.

Definition 1.1 (Zustandsiibergangsoperator). Eine Aquivalenzklasse von Zeitentwick-
lungsoperatoren (bzgl. =) wird als Zustandsiibergangsoperator bezeichnet.



1. Modelle, Komplexitidtsmafie und Grundoperationen

Im Gegensatz zu [Gra0l, S. 12] sprechen wir von einer kontinuierlichen Zeitentwicklung
und einem diskretem Zustandsiibergang. Der Zustandsiibergangsoperator wird durch
einen unitdren Operator beschrieben. Da der Quantenzustand eines reinen QQuanten-
systems nur bis auf ein globale Phase bestimmt ist (vgl. [Mes61, S. 296] und [Sak94,
S. 11]), kénnen wir den Zustandsiibergangsoperator als Element der speziell unitéren
Gruppe (sieche Anhang A.3) wéhlen. Wir definieren auf der unitdren Gruppe und der
speziell unitdren Gruppe eine Operatornormtopologie (siche Anhang A.3).

Definition 1.2 (Implementierung). Wird aus der Aquivalenzklasse eines Zustandsiiber-
gangsoperators U ein Zeitentwicklungsoperator U(t,ty) ausgewéhlt, so daBl die Bedin-
gungen |o') ~ Ula) und |o/,t1) = (U(t1, to)|a, to)) erfiillt sind, so wird der Zeitentwick-
lungsoperator U(ty,ty) als Implementierung des Zustandsiibergangsoperators U mit der
Implementierungszeit 7 = (t; — to) bezeichnet.

Da die unitdre Gruppe nicht kommutativ ist, schrinken wir die Bedeutung des Sym-
bols [] fir Elemente V; aus der unitédren Gruppe auf die folgende Bedeutung ein

(e,f €Z):
f
f [IVvi)v. firf>e
fiv-{ (1L7) |

: j=e+1
e Id fir f <e.

Falls f = oo, beschreibt das Symbol [] ein Element aus dem Abschlu8 konvergenter
Produkte.

Definition 1.3 (Zerlegung). Eine Zerlegung eines Zustandsiibergangsoperators U in
Zustandsiibergangsoperatoren {V;} ist durch die Gleichung U = H;;l Vi (f e NU{o0})
gegeben. Wir sprechen von f Zerlegungsschritten (f € N) oder von unendlich vielen
Zerlegungsschritten (f = o0).

Die zuléssigen Zustandsiibergangsoperatoren {V;} fiir eine Zerlegung werden aus einer
Untermenge U, der unitédren Gruppe gewihlt, und wir verwenden in Abhéngigkeit von
U,u die Anzahl der Zerlegungsschritte als KomplexitatsmaRl y, , := f fiir eine Zerle-
gung. Wir betrachten auch den Fall einer Zerlegung und anschliefender Implementierung
aller Zerlegungsschritte mit den jeweiligen Implementierungszeiten 7; (i € {1,...,&u,,,})-
In diesem Fall sprechen wir von einer Zerlegung mit der Implementierungszeit

Alle drei Fille (Implementierung, Zerlegung und der Zerlegung mit anschliefender Im-
plementierung der Zerlegungsschritte) betrachten wir als Kontrollalgorithmen. Dabei
unterscheiden wir die beiden Komplexitidtsmafle Implementierungszeit 7 und Anzahl
der Zerlegungsschritte &y, .

Bemerkung. In dieser Arbeit bezeichnen wir einen Quantenrechner als einen Rechner,
dessen Zustandsmenge die Menge der reinen Quantenzustdnde aus einem endlichdi-
mensionalen komplexen Vektorraum ist und dessen Transformationen die unitére (oder
speziell unitiare) Gruppe bilden.
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1.2. Quantengatter, Quantenschaltkreise und
Universalitat

Sei im folgenden ein endlichdimensionales Quantensystem H mit dim H = d gegeben.

Definition 1.4 (Quantengatter). Ein Quantengatter U ist ein unitdrer Operator, der
auf einem k-dimensionalen (k < d) komplexen Vektorraum operiert.

Andere Definitionen des Quantengatters sind in [Gru99, S. 81|, [Gra0l, S. 32] und
[R6t01, S. 9] zu finden. Wir beschiftigen uns nun mit der Frage, wie eine Operation des
Quantengatters U auf dem Quantensystem H definiert werden kann. Zuerst definieren
wir eine Tensorproduktstruktur H = )., H; auf H, wobei H; ® H; das Tensorprodukt
(siehe z. B. [Bou74, Kap. 11, §3.1, Def. 1]) der Vektorrdume H; und H; bezeichnet. Dabei
besteht H; ® H; aus allen formalen Z-linearen Kombinationen von Paaren z ® y =
(z,y) € H; x H;, so daB fur alle z, x1, 20 € H;, y,y1,y2 € H; und A € C die Gleichungen
(T1+22)@y=(21®Y)+(120Y), 2@ (Y1 +42) = (2@ y1) + (2 @ y2) und (A\z) @y =
r ® (Ay) gelten. Wir erhalten, da H; ® H; ein (komplexer) Vektorraum der Dimension
dim(H;) - dim(H;) ist. Und die Elemente z; ® y; bilden fiir ¢ € {1,...,dim(H,;)} und
je{l,...,dim(H;)} eine Basis von ‘H; ® H;, falls die Elemente x; eine Basis von H;
und die Elemente y; eine Basis von H; bilden.

Definition 1.5 (Tensorproduktstruktur). Eine Tensorproduktstruktur definiert auf ei-
nem endlichdimensionalen Quantensystem H eine Tensorzerlegung

H= @ Hi=HMi®...®H,

in die Quantensysteme H;, wobei [1, ..., n] eine (geordnete) Sequenz bezeichnet.

Im folgenden verwenden wir oft Quantensysteme H, die eine Tensorproduktstruktur
H = @, C? besitzen. Wir folgen Schumacher und Wootters [Sch95, S. 2747] und
bezeichnen in diesem Fall eine einzelne Tensorkomponente C? als Qubit (Quantenbit).
Gegeben eine (geordnete) Sequenz I := [iy,... 4], sei J = [ig,...,4,,] (1 <} <

. < lm < |I|) eine (geordnete) Teilsequenz von I. Wir benutzen die Notation J C 1,
falls J eine (geordnete) Teilsequenz der (geordneten) Sequenz [ ist. Weiterhin bedeutet
die Notation J C {1,...,n}, daf J eine (geordnete) Teilsequenz einer Permutation von
[1,...,n]ist. Zusdtzlich bendtigen wir die Delta-Funktion 6, , mit dem Wert 1 falls z = y
und dem Wert 0 sonst. Nun sind wir in der Lage, eine Operation des Quantengatters U
auf dem Quantensystem H festzulegen:

Definition 1.6 (Einbettung). Sei U ein Quantengatter, das auf einem k-dimensionalen
(k < d) komplexen Vektorraum H mit Tensorproduktstruktur H = ®?:1 'H; operiert,
und sei J C {1,...,n} eine (geordnete) Teilsequenz, so da8 [],.; dimH; = k gilt. Wir
bezeichnen U[J] als eine Einbettung des Quantengatters U in das Quantensystem H.
Dabei operiert U auf dem Quantensystem ). ; H;. Wir geben U[J] explizit als unitéren
Operator auf ‘H an:

Wir bezeichnen die Koordinaten von U[J] mit v, w € {0,...,d—1} und die Koordinaten
von U mit a,b € {0,...,k—1}. Fernersei I :=[1,...,nJund J = [ji,...,j15). Furi € I

jeJ
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durchlaufen die Zahlen a;,b; € NU{0} die Werte 0 bis (dim H; —1). Weiterhin definieren

n

wir die Hilfswerte p; := [[5_,,; dimHy (i € I; p, = 1) und ¢ := ‘I}LH dimH;, (I €
{1,...,|J]}; g = 1). Falls eine Belegung der a; und b; existiert, so dai >, , aip; = v,
Y e bipi = w, Zle{l ) @@ = a und Zle{l b = b gilt, dann erhalten wir

(U)o = Uaps sonst erhalten wir i), = (5Uw

VW v,Ww

Bemerkung. Bei einer Einbettung werden Tensorkomponenten ausgewéhlt, auf denen
das Quantengatter operieren kann. Dabei spezifiziert die Einbettung die Operation des
Quantengatters auf dem Gesamtsystem, wobei die Operation von der Wahl des Quan-
tengatters und der Tensorkomponenten abhéngt.

Weiterhin erlauben wir auch, dafi mehrere Quantengatter U; und U, gleichzeitig auf
dem Quantensystem H operieren, falls die (geordneten) Sequenzen J; und J; keine ge-
meinsamen Elemente besitzen. Die gemeinsame Einbettung von U; und U, ist dann
durch das Produkt (U;[J1]) (Us[J2]) gegeben. Vergleichbare Methoden zur Angabe einer
Einbettung eines Quantengatters sind in [R6t01, S. 9] und [KSV02, S. 58] zu finden.
Dabei ist in [R6t01] (fiir Qubitsysteme) die Einbettung mittels einer Permutation der
Tensorkomponenten definiert. In Ref. [KSV02, S. 58] wird (fiir Qubitsysteme) die Einbet-
tung unter Benutzung einer Darstellung des Quantengatters in einer Tensorpoduktbasis
definiert.

Definition 1.7 (Quantenschaltkreise). Eine Zerlegung (Def. 1.3) eines Zustandsiiber-
gangsoperators U = [[ V;[J;] in Produkte von Einbettungen V;[J;] (Def. 1.6) der Quan-
tengatter V; (Def. 1.4) bezeichnen wir als Quantenschaltkreis.

Zwei aufeinanderfolgende Einbettungen V;[J;] und Vi 1[J;y1] der Quantengatter V;
und V;y; lassen sich zu einer Einbettung zusammenziehen und werden als dquivalent
bezeichnet, falls die (geordneten) Sequenzen J; und J;;; keine gemeinsamen Elemente
besitzen. In diesem Fall wird eine Zerlegung mit m Zerlegungsschritten in eine Zerlegung
mit m — 1 Zerlegungsschritten iiberfithrt. Die minimale Anzahl von Zerlegungsschritten
eines dquivalenten Schaltkreises bezeichnen wir als die Tiefe des Schaltkreises. Wir be-
zeichnen die Tiefe eines Schaltkreises mit =y, . Die Anzahl x der Quantengatter eines
Schaltkreises bezeichnen wir als die Grofle des Schaltkreises. Bzgl. der Tiefe und Grofie
eines Schaltkreises verweisen wir zusétzlich auf [Gru99, S. 83], [Gra01, S. 32|, [R6t01,
S. 10} und [KSV02, S. 60].

Nun sind wir in der Lage, Grundoperationen fiir Quantenschaltkreise anzugeben: Als
Grundoperationen wéhlen wir eine Teilmenge der Menge der Quantengatter. Wir ver-
feinern das Komplexititsmafl der Anzahl x der Gatter eines Quantenschaltkreises, in-
dem wir die Menge der zu zdhlenden Quantengatter einschrinken und die Anzahl kg
der Quantengatter aus einer Teilmenge G der Grundoperationen zéhlen. Dabei konnen
gleichzeitig unterschiedliche Komplexitétsmafle kg, bzgl. verschiedenen Teilmengen G;
betrachtet werden.

Ausgangspunkt fiir die Einfithrung von Quantenschaltkreisen waren die Arbeiten von
Toffoli und Fredkin [Tof80; Tof81; FT82] (vgl. auch [Ben73]) zur Analyse von klassi-
schen reversiblen Schaltkreisen. Bei klassisch reversiblen Schaltkreisen zeichnet sich das
Toffoli-Gatter T'(z,y, 2z) := (z,y,z + xy mod 2) (x,y,z € GF(2)) als universelles Ele-
ment aus ([Tof80, Thm. 5.3]): Jedes klassisch reversibles Gatter kann unter ausschlieli-
cher Verwendung des Toffoli-Gatters, von Konstanten und ggf. unter Verwendung einer
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Einbettung in einen gréferen Schaltkreis realisiert werden. Da unitére Operatoren rever-
sibel sind, lassen sich klassisch reversible Gatter formal als unitdre Operatoren angeben,
die nur auf der Standardbasis des komplexen Vektorraums operieren. Diese unitéire Ope-
ratoren fithrte Feynman [Fey85; Fey86] als Beispiele fir Quantengattern ein. Zusétzlich
zu den Quantenversionen der klassisch reversiblen Gatter sind nun aber alle unitére
Operatoren als Quantengatter denkbar (vgl. Def. 1.4).

Definition 1.8 (Universalitét). Eine Mengen von Grundoperationen ist universell, falls
sich jede unitdre Operation durch Quantenschaltkreise unter ausschlieflicher Verwen-
dung der Grundoperationen darstellen 1483t.

Falls wir Quantensysteme mit H = @);_, C* betrachten, sprechen wir von der Univer-
salitit fiir Qubitsysteme. Mit Ay (U) := Id,@x_1)y @ U (vgl. [R6t01, S. 129]) bezeichnen
wir die von k£ Qubits kontrollierte Operation ([BBC*95, S. 3458]) des Quantengatters
U € U(n). Aus ersten Quantenschaltkreisen [DS94; CW95; SW95a; SD96] wurde eine
systematische Theorie [BBCT95] (siehe auch [Cyb01]) zur Entwicklung von Quanten-
schaltkreisen mit einer geringen Anzahl x von Gattern:

Faktum 1.9 ([BBC"95]). Das Quantengatter A;(oy) ist zusammen mit allen auf einem
Qubit operierenden Quantengatter (fiir Qubitsysteme) universell.

Wir erhalten insbesondere, dafl die Menge der auf zwei Qubits operierenden Quan-
tengatter (fiir Qubitsysteme) universell ist (vgl. auch die Ergebnisse zur approximativen
Universalitdt in Abschnitt 3.1). Knill [Kni95] (siehe auch [AS03]) verbesserte fiir unitére
Operatoren U € U(2") eine obere Schranke (aus [BBC95]) fiir x in Abhéngigkeit von n.
Die folgende obere Schranke stimmt (fiir Qubitsysteme) asymptotisch mit der unteren
Schranke k(U) > [(4" — 3n — 1)/4] aus [SMB04] iiberein.

Faktum 1.10 ([VMS04]). Fiir Qubitsysteme gilt: (U) € O(4") (U € U(2")).

Weitere Ergebnisse fiir Schaltkreise sind fiir zwei Qubits in den Arbeiten [SK03; BMO03;
SBMO04; VD04; VW04; SS03; ZVSW03; ZVSWO04b; ZVSW04a; SM05] zu finden. Mehr
als zwei Qubits wurden in [BM04; MVBS04] untersucht. In der Arbeit [DBE95] wurde
die Frage nach den nicht universellen Quantengattern gestellt:

Faktum 1.11 ([BB02b], vgl. auch [BDD"02]). Gegeben sei ein d-dimensionaler komple-
xer Vektorraum H mit Tensorproduktstruktur H = @’_, H; (dimH; = k; n > 2). Eine
diskrete Menge M von auf zwei Tensorkomponenten operierenden Quantengattern ist
zusammen mit allen auf einer Tensorkomponente operierenden Quantengattern genau
dann universell, falls M ein auf zwei Tensorkomponenten operierendes Quantengatter
V enthélt, das weder in seine Tensorkomponenten zerfillt (V # Vi @ Vo; Vi, Vo € U(k))
noch eine Komposition (V' # (V; ® V5) P) eines in seine Tensorkomponenten zerfallenden
Quantengatters mit einer (unitdren) Permutation P der Tensorkomponenten ist.

1.3. Kontrollsysteme auf Lie-Gruppen

In den Arbeiten [RSD195; RR96; Ll0o96; Wea0Oa] (siehe auch [SH98, Anhang A]) wur-
de festgestellt, dal in der Quanteninformatik und bei Kontrollsystemen (vgl. [Jur97;
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Sas99; HM94; Isi95; BK00]) auf Lie-Gruppen entsprechende Begriffsbildungen existie-
ren. In der Quanteninformatik wird von der Universalitéit gesprochen, und dies entspricht
der Kontrollierbarkeit fiir Kontrollsysteme auf Lie-Gruppen. Dabei behandelt schon die
zentrale Arbeit von Jurdjevic und Sussmann [JS72] fiir die Quanteninformatik wesent-
liche Fragestellungen in einer kontrolltheoretischen Sprache. Wir fithren das Konzept
eines rechtsinvarianten Kontrollsystems auf einer Lie-Gruppe G mit der zugehotrigen
Lie-Algebra g ein:

X(t) = Xo—l—zm:vj(t)Xj, (1.3)

d
dt"
Gleichung (1.3) definiert ein rechtsinvariantes Kontrollsystem X := (X, X1,...,X,,)
auf einer Lie-Gruppe G, wobei t € R, X (t), Xo, X; € g, z(t) € G und v;(¢) Elemente
einer Klasse von zuldssigen Kontrollfunktionen sind. Zuléssige Kontrollfunktionen sind
Funktionen mit Werten aus einer festgelegten Teilmenge des R™ (vgl. [JS72, S. 315]).
Wir sprechen von ,,Bang-Bang“-Kontrollfunktionen, falls die Kontrollfunktionen stiick-
weise konstante Funktionen v;(¢) sind, wobei ¢ > 0 und v;(t) die Werte —1 oder +1 hat
([JS72, S. 315]). Allgemeiner kénnen ,,Bang-Bang“-Kontrollfunktionen auch als mefibare
Funktionen gewéhlt werden, deren Wertebereich aus dem Rand eines kompakten Gebie-
tes besteht ([Jur97, S. 136]). Der Name , Driftterm* wird fiir X, verwendet, da dieser
die Richtung beschreibt, in die sich das Kontrollsystem ohne Kontrolle entwickelt. Falls
der Driftterm verschwindet, wird das Kontrollsystem homogen genannt. Der Ausdruck
,rechtsinvariant® besagt, dafl fiir ' < ¢” jede Losung von Gleichung (1.3) bzgl. den
Randbedingungen z(t') = ¢’ € G und z(t") = ¢” € G gleichzeitig fiir alle g € G eine
Losung von Gleichung (1.3) bzgl. den Randbedingungen x(t') = ¢'g und z(t") = ¢"g
ist. Beziiglich eines Kontrollsystems X wird ein Element ¢” einer Lie-Gruppe G als von
¢ € G aus erreichbar bezeichnet, falls die Gleichung (1.3) fiir ¢/ < ¢” eine Losung bzgl.
den Randbedingungen z(#') = ¢’ und z(¢”) = ¢” hat. In Entsprechung zu dem Kon-
zept der Universalitit wird ein Kontrollsystem als , kontrollierbar“ definiert, falls jedes
Element der Lie-Gruppe von jedem anderen Element aus erreichbar ist.
Die Schrédinger-Gleichung (vgl. Gleichung (1.2)) pafit in das Konzept der Kontroll-
systeme auf Lie-Gruppen:

) = (X)) (1.3b)

H(t) = Ho+ivj(t)Hj, (1.4a)
d _
ZU) = (SHE)UE). (1.4b)

Dabei bezeichnet U(t) einen unitdren Operator, v;(t) die Kontrollfunktionen und H(t)
den zeitabhéngigen Hamilton-Operator mit dem freien (oder Drift-) Hamilton-Operator
Hy und den Kontroll-Hamilton-Operatoren (diese werden auch rf-Hamilton-Operatoren
genannt) H;. Die kontrolltheoretischen Arbeiten [BS80; HTC83] haben die Anwendbar-
keit von kontrolltheoretischen Methoden in der Quantenmechanik hervorgehoben.

Es bezeichne ((X7,...,X,,)) die von der Menge {X7, ..., X,,} erzeugte Lie-Algebra
und (g1, ..., gm) die von der Menge {g1,...,gm} erzeugte Lie-Gruppe.
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Faktum 1.12 ([JS72, Theorem 7.1]). Eine notwendige Bedingung fiir die Kontrollier-
barkeit eines Kontrollsystems X ist, dafl die Lie-Gruppe G zusammenhéngend ist und
daB ((Xo, X1,..., X)) = g gilt. Falls die Lie-Gruppe G zusétzlich kompakt oder das
Kontrollsystem homogen ist, so ist die Bedingung sogar hinreichend.

Faktum 1.12 basiert auf der Arbeit von Chow [Cho39]. Dabei kann der wesentliche
Inhalt von Faktum 1.12 durch die , Lie-Algebra-Rang-Bedingung* ausgedriickt werden:
Ein Kontrollsystem X auf einer zusammenhéngenden und kompakten Lie-Gruppe G
ist genau dann kontrollierbar, wenn der Rang der von { Xy, X,..., X}, } erzeugten Lie-
Algebra gleich dem Rang der Lie-Algebra g ist.

Einen Uberblick und eine Vereinheitlichung verschiedenster Ansétze fiir einfach iiber-
priifbare Bedingungen zur Kontrollierbarkeit (insbesondere in ausgewihlten und kon-
kreten Kontrollsystemen) gibt die Arbeit [Alt02].

1.4. Einparameter-Gruppen

Wir bezeichnen das Bild einer Lie-Gruppe G unter einem Lie-Homomorphismus von Gy
in die Lie-Gruppe G als virtuelle Lie-Untergruppe von G, (siehe [OV93, S. 38], [HHLS9,
S. 373] und [Bou89b, Kap. ITI, §6.2]). Eine virtuelle Lie-Untergruppe ist nicht notwen-
digerweise eine Lie-Untergruppe der Lie-Gruppe G (vgl. [OV93, S. 14] und [Bou89b,
Kap. 111, §6.2, Prop. 2]). Als wichtigen Spezialfall betrachten wir Einparameter-Gruppen:
diese entstehen als das Bild der Lie-Gruppe R unter einem Lie-Homomorphismus (vgl.
[OV93, S. 44] und [Bou89b, S. 306]). Den Lie-Homomorphismus einer Einparameter-
Gruppe bezeichnen wir oft auch als Einparameter-Gruppe. Ist X ein Element aus der
Lie-Algebra g von G, so kénnen wir X eine Einparameter-Gruppe t — exp(tX) (¢t € R)
zuordnen. Eine Einparameter-Gruppe t — exp(tX) gilt als kompakt, falls die Menge
{exp(tX)|t € R} eine endliche Uberdeckung mit Mengen der Form {exp(tX)|r <t <
ro} (11,72 € R) besitzt (vgl. z. B. [Bou89a, Kap. I, §9.1, Axiom C"]).

Theorem 1.13 (vgl. [JS72, Lemma 6.2]). Sei G eine reelle, endlichdimensionale und
zusammenhédngende Lie-Gruppe. Wird die zugehorige Lie-Algebra g von der Menge
{X;|1 < j < m} (X; € g) erzeugt, so kann jedes Element der Lie-Gruppe G als
ein endliches Produkt von k£ Elementen der Form exp(t;X;,) (t; € R; j; € {1,...,m};
1 <4 < k) dargestellt werden.

Beweis. Sei M die Gruppe endlicher Produkte von Elementen der Form exp(t;X,).
Da M wegzusammenhéngend ist, ist M auch eine virtuelle Lie-Untergruppe von G
([Yam50; Got69], siche auch [OV93, Thm. 2.4, S. 39], [HHLS9, Thm. V.1.1] und [Bou89b,
Kap. 111, §8, Ubungsaufgabe 4]). Aus den Voraussetzungen fiir G folgt (siche [Bou89b,
Kap. III, §1.1, Kor. zu Prop. 2|, vgl. auch [Bou89a, Kap. I, §11.7]), dafi die Topologie
von M eine abzahlbare Basis besitzt, d. h., es gibt eine abzéhlbare Menge T' von offenen
Teilmengen von M, so daBl jede offene Teilmenge von M eine Vereinigung von Mengen
aus T ist ([Bou89a, Kap. 1, §1.4, Def. 6]). Damit folgt insbesondere ([Bou89b, Kap. III,
§6.4, Kor. 2 zu Prop. 10]), daf a genau dann in der Lie-Algebra [(M) (vgl. z. B. [Bou89b,
S. 306]) von M liegt, falls exp(ta) fiir alle t € R in G liegt. Alle X; (1 < j < m) sind
damit Elemente von [(M). Da die Elemente X; die Lie-Algebra g erzeugen, gilt g C (M)
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(und insbesondere g = [(M)). Mit Hilfe von [Bou89b, Kap. III, §6.4, Kor. 2 zu Prop. 1]
folgern wir, dafl G eine virtuelle Lie-Untergruppe von M ist. Damit gilt M = G als
Mengen und als Lie-Gruppen ([Bou89b, Kap. I1I, §6.2, Kor. 3 zu Prop. 13]). [

Bemerkung. Unter Verweis auf [Yamb50] wurde im Beweis in [JS72] irrtiimlicherweise
direkt aus der Tatsache, dafi M wegzusammenhéingend ist, gefolgert, dafl M eine Lie-
Untergruppe ist.

Nach Lowenthal [Low71] bezeichnen wir eine Lie-Gruppe G von einer Menge von
Einparameter-Gruppen t — exp(tX;) (t € R; X; € g; 1 < j < m) als gleichméBig
endlich erzeugt, falls ein £ € N existiert, so dafl sich jedes Element der Lie-Gruppe G
als ein Produkt von maximal k& Elementen der Form exp(t;X},) (t; € R; j; € {1,...,m})
darstellen 148t. Hierbei handelt es sich um eine endliche Zerlegung im Sinne von Def. 1.3.
Das kleinstmogliche k ist eine obere Schranke fiir die Anzahl der Schritte &y, der
Zerlegung. Falls die Lie-Gruppe G von einer Menge von Einparameter-Gruppen t +—
exp(tX;) (t € R; X; € g; 1 < j < m) gleichméaBig endlich erzeugt wird, bezeichnen wir
das kleinstmdgliche k als die Ordnung ord = ord(G, { X;|1 < j < m}) von G und der
Menge der Xj;. Falls kein endliches k existiert, legen wir die Ordnung als unendlich fest
(ord = o00). Allgemein gilt (siche z. B. [Sil86, S. 329]): ord > dim(G).

Das Konzept der gleichméfligen endlichen Erzeugung ist eng verwandt mit dem Kon-
zept der Kontrollierbarkeit in einer beschrankten Anzahl von Schritten ([Kre74; Sus79;
Sus83; Sus85; Vak98], vgl. auch [CS83; Sil85b; Sil85a; Sil86; D’A02]).

Aufbauend auf Teilergebnissen aus [Low71; Sil85b; Sil91a] zeigte D’Alessandro:

Faktum 1.14 ([D’A02, Thm. 2]). Sei G eine endlichdimensionale, zusammenhéngende,
reelle und kompakte Lie-Gruppe. Wird die zugehorige Lie-Algebra g von der Menge
M :={X;| X, €g,1<j<m} erzeugt, so wird G von den zugehtrigen Einparameter-
Gruppen gleichméfig endlich erzeugt.

1.5. Einparameter-Halbgruppen

Wir sprechen von einer Einparameter-Halbgruppe, falls wir den Parameter ¢ einer Ein-
parameter-Gruppe auf positive (t > 0) Werte einschranken. Die Entsprechung von Theo-
rem 1.13 ist fiir Einparameter-Halbgruppen falsch:

Beispiel 1.1. Wir fithren die Lie-Gruppe

SL(2,R) = { (‘CL Z)

und deren Lie-Algebra
sl(2,R) — { (O‘ b >
v -«

ein. Die Lie-Algebra s[(2, R) wird von den Elementen X; = () §) und Xy = (99) erzeugt
(vgl. [Bou05, S. 70]). Aber das Element (’(1) _?) der Lie-Gruppe SL(2,R) liegt nicht in
der von den Einparameter-Halbgruppen (vgl. [Bou05, S. 75])

a,b,c,deR;ad—bc:l}

a,ﬁmGR}

exp(t1 X,) = ((1) tll) (1>0) und  exp(tsXs) — <t2 1) (ts > 0)

12
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erzeugten Halbgruppe.

Wir werden nun untersuchen, welche mit Abschnitt 1.4 vergleichbare Aussagen noch
fiir Einparameter-Halbgruppen gelten. Wir bezeichnen das Innere int(D) einer Teilmen-
ge D C G einer Lie-Gruppe G als die Vereinigung aller (in G) offenen Teilmengen von
D (vgl. [Bou89a, Kap. I, §1.6]). Mit Hilfe von [SJ72, Thm. 3.1] zeigte Hirschorn (vgl.
auch die Bemerkung in [JS72, S. 321]):

Faktum 1.15 ([Hir73, Prop. 5], [HHL89, S. 377]). Ist G eine endlichdimensionale Lie-
Gruppe und wird die zugehorige Lie-Algebra g von einer Teilmenge s C g erzeugt
(g = ((s))), dann ist das Innere int(D) von D := (exp(s)) nicht leer (int(D) # 0).

Fiir zusammenhéngende und kompakte Lie-Gruppen gilt weiterhin:

Faktum 1.16 ([HHL89, Prop. V.0.18]). Sei G eine zusammenhéngende und kompakte
Lie-Gruppe. Ist S C G eine Halbgruppe mit int(S) # 0, so gilt S = G.

Aus Faktum 1.15 und Faktum 1.16 erhalten wir direkt folgende (eingeschréinkte) Ent-
sprechung zu Theorem 1.13:

Theorem 1.17 (vgl. auch [D’A02, Thm. 3]). Sei G eine reelle, endlichdimensionale,
zusammenhédngende und kompakte Lie-Gruppe. Wird die zugehorige Lie-Algebra g von
der Menge { X;|1 < j <m} (X € g) erzeugt, so kann jedes Element der Lie-Gruppe G
als ein endliches Produkt von k Elementen der Form exp(¢;X;,) (t; > 0; j; € {1,...,m};
1 <i < k) dargestellt werden.

Weaver [Wea0Ob] zeigte im Spezialfall der unitdren Gruppe: Die Menge der Paare von
Einparameter-Halbgruppen, mit deren Hilfe nicht alle Elemente der unitdren Gruppe
als endliches oder unendliches Produkt darstellen werden konnen, ist vom Mafl null in
der Menge aller Paare von Einparameter-Halbgruppen.

Analog zu Einparameter-Gruppen bezeichnen wir eine Lie-Gruppe G von einer Men-
ge von Einparameter-Halbgruppen ¢t — exp(tX;) (t > 0; X; € g; 1 < j < m)
als gleichméflig endlich erzeugt, falls ein £ € N existiert, so daf§ sich jedes Element
der Lie-Gruppe G als ein Produkt von maximal k£ Elementen der Form exp(t;X},)
(t; > 0; j; € {1,...,m}) darstellen 1&8t. Falls die Lie-Gruppe G von einer Menge von
Einparameter-Halbgruppen ¢ — exp(tX;) (t > 0; X; € g; 1 < j < m) gleichmifig
endlich erzeugt wird, bezeichnen wir das kleinstmdogliche & als die (positive) Ordnung
ordy = ordy(G,{Xj;|1 < j < m}) von G und der Menge der X,. Falls kein endliches
k existiert, legen wir die Ordnung als unendlich fest (ord, = oo). Wir bendtigen das
folgende Ergebnis von Krener [Kre74, Thm. 1], und fiir Beweise beziechen wir uns auf
[Sus85, S. 521}, [Jak02, Thm. 3.10] und [AS04, Thm. 8.1].

Faktum 1.18 (Beweis von [Kre74, Thm. 1], vgl. auch [HHL89, Lemma IV.5.17]). Sei
G eine reelle und endlichdimensionale Lie-Gruppe, wobei die zugehorige Lie-Algebra g
(dim(g) = n) von der Menge M = {X;|X; € g, 1 < j < m} erzeugt wird. Ferner
bezeichne M’ die Menge der Produkte von n Elementen der Form exp(¢,X;,) (t; > 0;
Ji € {l,...,m}; 1 <4 < n)mit Y t; < t. Es gibt eine offene Umgebung U der
Identitét in G, so daB fiir jedes t > 0 gilt: int(M' NU) # (.

Wir erhalten folgende Verallgemeinerung von Faktum 1.14:

13
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Theorem 1.19 (vgl. [D’A02, Thm. 4]). Sei G eine reelle, endlichdimensionale, zusam-
menhéngende und kompakte Lie-Gruppe. Wird die zugehorige Lie-Algebra g von der
Menge M = {X;| X, € g,1 < j < m} erzeugt, so wird G von den zugehorigen
Einparameter-Halbgruppen gleichméflig endlich erzeugt.

Beweis. Sein = dim(g) und bezeichne M’ die Menge der Produkte von n Elementen der
Form exp(t;X;,) (t; > 0; j; € {1,...,m}; 1 <i<n)mit ) ., ¢ <t Es gibt eine offene
Umgebung U der Identitdt in G, so daB fiir jedes ¢ > 0 gilt: M” := int(M'NU) # 0
(Faktum 1.18). Wir erhalten:
G=|Jam"
GeG

Da G kompakt ist, existiert eine endliche Zerlegung ([Bou89a, S. 84]):

G=|JaM" (Gieq) (1.5)

=1

Nach Theorem 1.17 konnen alle G; als endliches Produkt dargestellt werden und wir
erhalten aufgrund von Gleichung (1.5), dafi G gleichméBig endlich erzeugt wird. ]

In [D’A02, Thm. 4] findet sich ein #hnliches Ergebnis, aber wir zeigen hier Theo-
rem 1.19 auf systematischere und andere Weise unter Benutzung von Faktum 1.18.
Zustétzlich haben wir fiir Theorem 1.17 einen unabhéngigen Beweis angegeben, der auf
Faktum 1.15 und Faktum 1.16 beruht. In den Formulierungen fordern wir weiter expli-
zit, daf die zugehorigen Lie-Gruppen endlichdimensional sind. Im Gegensatz zu [D’A02]
benétigen wir nicht die Voraussetzung, dafl die Erzeuger X; linear unabhéngig sind.

14



2. Kontrolle von Ein-Qubit-Systemen

2.1. Geometrie der Ein-Qubit-Operationen

Wir berichten in diesem Abschnitt iiber die Geometrie der Ein-Qubit-Operationen. Ins-
besondere erinnern wir an die Eigenschaften der Gruppen SU(2) und SO(3). Fiir die
folgende Beschreibung haben wir die Referenzen [Gol50; May60; Pio66; Rob68; BouT7lc;
Kle79; Gra80; SW86; Alt05; Alt89; CGR9; BIM90; Shu02; Shu93; Kle93; Rao96; Cox98;
DKO00; Mal00; PHGO1; Cap02; Ver03; BS05] konsultiert. Diese Referenzen dienten als
Uberblick und Leitfaden zur Orginalliteratur, und wir verweisen auf diese Referenzen
fiir eine ausfiihrlichere Darstellung.

2.1.1. Rotationen und die Gruppe SO(3)

Wir bezeichnen die Menge der Rotationen als die Menge der Transformationen, die
den Abstand zu einem vorgegeben Punkt (z.B. den Ursprung) des Raumes fix lassen.
Im folgenden sei der vorgegebene Punkt der Ursprung und der Abstand eines Punktes
r = (21,79, 23)7 € R® zum Ursprung ist |z| = /2% + 23 + 23. Wir beginnen mit der
Charakterisierung der Rotationen in einem dreidimensionalen reellen Vektorraum:

Theorem 2.1 ([Eul76a, §4-§12]). Alle Rotationen in einem dreidimensionalen reellen
Vektorraum, die den Ursprung fix lassen, konnen durch Matrizen

A B C
M=|D E F
G H I

mit reellen Eintrigen darstellen werden, so da M7 M = Id gilt.

Beweis. Wir folgen [Eul76a] und betrachten fiir die Transformation y = Mz mit x =
(71,29, 23)" € R3und y = (y1,y9,y3)" € R? die folgende Spezialfille: Fall 1: x5 = 23 = 0
und z; # 0; Fall 2: 21 = 23 = 0 und 29 # 0; Fall 3: 1 = x5 = 0 und z3 # 0; Fall 4:
21 =0, x5 # 0 und z3 # 0; Fall 5: 1 # 0, x5 = 0 und z3 # 0; Fall 6: x; # 0, x5 # 0 und
xg = 0. Da |z| = |y| gilt, erhalten wir in den ersten drei Féllen die folgenden Gleichungen:
1. A2+ D?>+G?*=1;2. B>+ E*+ H*=1;3. C? + F> + I? = 1. Im 6. Fall erhalten wir
die Gleichung z3 + 23 = (A*+ D*+ G*)2? + (B> + E* + H*) 23+ 2(AB+ DE+ GH)z 125
und es folgt AB + DFE + GH = 0. Entsprechend erhalten wir im 5. Fall die Gleichung
BC + EF + HI = 0 und im 4. Fall die Gleichung AC'+ DF 4+ GI = 0. Womit wir die
Bedingung M7 M = 1d gezeigt haben. O

Euler [Eul71, §5-§8] zeigte, dal aus der Bedingung M M = 1d die Bedingung M M7T =
Id folgt. Dies kann algebraisch (und auf dhnliche Weise wie Euler) mit Hilfe einer kur-
zen Rechnung (z. B. mit dem Computeralgebrasystem Magma [BCP97]) nachvollzogen

15



2. Kontrolle von Ein-Qubit-Systemen

werden. Aus einer kurzen Rechnung mit Magma folgt aus der Bedingung MTM = Id,
daf die Determinante det(M) von M entweder gleich +1 oder —1 ist. Wir betrachten
im folgenden nur noch den Fall det(M) = +1, d. h. der Gruppe der sogenannten eigent-
lichen Rotationen, die wir mit dem Symbol SO(3) (vgl. z. B. [Ros02, S. 30] oder [SW86,
Abschnitt 1.2]) bezeichnen:
SO(3) = {M € M3(R)| M"M =Id und det M =1} .
Wir suchen nun nach einer allgemeinen Parametrisierung der Gruppe SO(3):

Theorem 2.2 ([Eul71, §9-§11]). Eine allgemeine Parametrisierung eines Elementes

A B C
M=|D E F
G H I

der SO(3) kann auf folgende Weise gewéhlt werden:
A=cos(,B = —sin(cosn,C = —sin(sinn,
D =sin(cosf, E = sinnsin @ + cos  cosncosf, F = —cosnsinf + cos  sinncos b,
G =sin(sinf, H = —sinncos + cos ( cosnsin € und [ = cosn cos 6 + cos ( sinnsin b.

Bemerkung. Im Gegensatz zu Referenz [Eul71] wahlen wir eine Parametrisierung mit
det(M) = 1. Der Beweis benutzt Ideen aus [Eul71].

Beweis. Wir wihlen A = cos(. Aus den Gleichungen A? + D? + G* = 1 und A? +
B? + C? = 1 folgt D* + G* = B? + C? = (sin()* Deshalb kénnen wir die folgen-
den Parametrisierungen benutzen: B = —sin(cosn, C' = —sin(sinn, D = sin(cosf
und G = sin(sinf. Wir kénnen nun die Gleichungen cos(a) = (1 — #?)/(1 + t*) und
sin(a) = 2t/(1 + ¢?) mit ¢ = tan(a/2) benutzen (vgl. z. B. [Kun01]) und die Kosinusse
und Sinusse entsprechend ersetzen. Wir berechnen mit Magma fiir das von den Gleichun-
gen fiir A,B,C,D und G sowie von den zu M7 M = Id gehérenden Gleichungen erzeugte
Ideal die zugehorige Grobnerbasis (siehe z. B. [BW93]). Danach berechnen wir fiir die
Unbekannten E, F'; H und I die Normalformen. Mit Hilfe des Computeralgebrasystems
Maple [Map05] und der Gleichung tan(a/2) = sina/(1 4 cos«) erhalten wir aus den
Normalformen die Parametrisierungen fiir die Unbekannten £, F', H und I. O]

Die Gruppe SO(3) enthilt insbesondere die Rotationen, die entgegen dem Uhrzeiger-
sinn um die reellen Winkel a, # bzw. v um die Koordinatenachsen eines dreidimensio-
nalen reellen Vektorraums drehen (vgl. [Euld5, Anhang, Kapitel IV], Theorem 2.2 und
[SW86, S. 7]):

1 0 0
Ri(a) = [0 cosa —sina |,
0 sina cosw
cos@ 0 sing
Ro(f) = 0 1 0 und
—sing 0 cospf
cosy —siny 0
Rs(y) = | siny cosy O

0 0 1
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2.1. Geometrie der Ein-Qubit-Operationen

Ahnlich wie in [Eul45, Anhang, Kapitel IV] bilden wir das Produkt Ry (8)Rs(¢)Ry(—n)
und wir erhalten die Matrix aus Theorem 2.2. Damit ist gezeigt, dal eine allgemeines
Element aus SO(3) mit einer Rotation um die x-Achse, einer Rotation um die y-Achse
und einer weiteren Rotation um die z-Achse darstellbar ist. Diese Art von Schlufifol-
gerung ist implizit in Referenz [Eul71] enthalten (vgl. z.B. [Rob68]). Aber dhnliche
Parametrisierungen waren schon frither iiblich (siehe z. B. [Eul45, Anhang, Kapitel IV]).
Die Referenzen [CG89; Shu93; PHGO1; Ver03] verweisen beziiglich dieser Art von Zer-
legungen auf Referenz [Eul62]. Allgemein erhalten wir:

Theorem 2.3 (Euler-Winkel, siehe z. B. [Shu93, S. 454-455]). Die Gruppe SO(3) kann
mit Hilfe von drei Rotationen R,,(c;) um drei orthogonale Rotationsachsen n; € R3
parametrisiert werden, d. h.

SO(?)) = Rnl <a1>Rn2 (O@)Rm (043),
falls ny # ng und ny # ng gilt.
Mit Hilfe von geometrischen Argumenten zeigte Euler:

Faktum 2.4 (siche z.B. [Eul76a, §24-§26]). Jede Rotation lafit eine Achse fix, so daf
der Abstand eines Punktes zu der Achse vor und nach der Rotation gleich ist. Diese
Achse wird als Rotationsachse bezeichnet.

In der Arbeit [Eul76b] entwickelte Euler die allgemeine Transformationsformel fiir eine
Rotation, die durch Rotationsachse und Rotationswinkel festgelegt ist. Dabei benutzte
er sphéarische Trigometrie (siehe z. B. [Zei96, S. 769-775]).

Faktum 2.5 ([Eul76b, §4-§14]). Sei ¢ der Rotationswinkel und sei die Rotationsachse
durch den Nullpunkt und die Koordinaten

r = (ry,r9,73)" € R® mit r; = cosa, 7y = cos 3 und 73 = cosy
festgelegt. Dann wird ein Punkt

T = (21,79, 23)" € R® mit 21 = cos(, 25 = cosn und x5 = cosf
durch die Rotation auf den Punkt

y = (y1,92,9y3)" € R® mit y; = cos¢’, yo = cosn’ und y3 = cos &’
abgebildet, d. h. y = Mz mit

A B C
M=|D E FJ,
G H I

wobei die Eintréage der Matrix durch die Gleichungen
A = (cosa)? + (sina)?cos ¢, B = cosacos (1 — cos ¢) — cosysin ¢,
C' = cosacosy(1 — cos @) + cos Bsin g, D = cos acos (1 — cos ¢) + cos~y sin @,
E = (cos 3)* + (sin 3)* cos ¢, F' = cos Bcosy(1 — cos ¢p) — cos asin ¢,
G = cosacosy(1 — cos ¢) — cos Bsin ¢, H = cos [ cosy(1 — cos ¢) + cos asin ¢
und I = (cosv)? + (sinvy)? cos ¢
gegeben sind.
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2. Kontrolle von Ein-Qubit-Systemen

Diese Formel wird heute oft in der folgenden Form dargestellt (vgl. [Ra0o96, S. 288-289]
oder [Alt05, S. 74-75]):

M = exp(¢S) = Id + (sin ¢)S + (1 — cos ¢)S?,

wobei
O —T3 T9
S = T3 0 —T
—T9 1 0

2.1.2. Die Gruppen SU(2) und SO(3)

Wir kéonnen die Menge der Ein-Qubit-Operationen als die speziell unitire Gruppe der
Dimension zwei (siche z. B. [SW86, S. 12]) wihlen (vgl. Abschnitt 1.1):

sue) ={ (5 )

Nach Euler [Eul71, §33] (vgl. [Jac84a, S. 606], [DKO00, S. 12] und [Alt05, S. 133]) erhalten
wir eine Abbildung von der Gruppe SU(2) in die Gruppe SO(3). Wir verwenden die
Konvention aus Referenz [DKO00, S. 12] und geben das Bild der Abbildung an:

a,b € C mit |a]® + |b]* = 1} : (2.1)

a2 — b2 2S(ab*)  2R(ab?)
N=| 2S(ab) R(a®>+0*) —S(a® —1?)
—2R(ab) S(a® +0*)  RN(a® —b?)
(I% + a% — b% — b% 2(—a1b2 + agbl) 2(&151 + agbg)
= 2(a1b2 + agbl) a% — a% + b% — bg 2(—@1&2 + blbg) s
2(—&1[)1 + a2b2) 2(@1@2 + blbg) CL% — CL% - b% + bg

wobei wir die Notation aus Gleichung (2.1) sowie die Gleichungen a = a1 + asi und b =
by + byt verwenden. (Dabei bezeichnet & (bzw. ) den Realteil (bzw. den Imaginérteil)
des Arguments.) Heute werden die komplexen Parameter a und b oft als Cayley-Klein-
Parameter bezeichnet (siehe z. B. [Shu93, S. 470], [Ra096, S. 31] oder [Alt05, S. 131]). In
der Orginalkonvention von Referenz [Eul71, §33] wurde anstatt N die Matrix N7 und
in Referenz [Alt05, S. 133] wurde die Matrix PN P mit

0
P=10
1

o = O

1
0
0

verwendet. Es ist leicht zu iiberpriifen, dafl die Matrix NV reell und orthogonal ist. Weiter
gilt det(N) = 1 und es folgt, da N € SO(3). Zusétzlich gilt genau dann N = Id, wenn
das Urbild aus der Menge {Id, —Id} C SU(2) ist. Allgemein berechnen wir nun das Urbild
der Abbildung beziiglich der Parametrisierung der Gruppe SO(3) aus Theorem 2.2. Wir
benutzen die Notation ¢; = tan((/2) = sin(/(1+-cos(), ty = tan(n/2) = sinn/(1+cosn)
und t3 = tan(f/2) = sinf/(1+cos#). Und wir erhalten mit Hilfe einer kurzen Rechnung
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2.1. Geometrie der Ein-Qubit-Operationen

in Magma die beiden folgenden Losungen fiir die Urbilder:

1= :FtQt\E}/C_l—F 1, (2.2a)

ay = iti/_;’, (2.2D)
ti(ty + t3)

by = + 230 2.2¢

1 \/E ( )

by = phltts = 1) (2.2d)

wobei d = (3 +1)(t3+1)(t3+1). Damit haben wir auf rein algebraische Weise folgendes
Theorem gezeigt:

Theorem 2.6 (siche z. B. [OV93, S. 25]). Es existiert ein 2-1-Abbildung von der Gruppe
SU(2) auf die Gruppe SO(3).

Aufgrund von Gleichung (2.1) erhalten wir a} + a3 + b + b3 = 1, und wir kénnen
sowohl die Gruppe SU(2) als auch die Gruppe SO(3) als Elemente der Einheitssphére
in einem vierdimensionalen reellen Vektorraum auffassen. Dabei werden fiir die Gruppe
SO(3) gegeniiberliegende Punkte der Einheitssphére identifiziert (vgl. Gleichung (2.2),
siehe auch [DKOO, S. 8]).

2.1.3. Rodrigues’ Formel

Unter Benutzung von sphérischer Trigometrie zeigte Rodrigues:

Faktum 2.7 ([Rod40, S. 408]). Seien zwei Rotationen R bzw. R’ durch die Rotations-
achsen

r = (ry,r9,73)" € R® mit 7, = cosa, ro = cos 3 und r3 = cosvy
bzw.
v = (v}, rh, )" € R® mit 7} = cosa’, 7, = cos ' und 73 = cosy’

sowie den Rotationswinkel ¢ bzw. ¢’ spezifiziert. Die Rotation R” = RR’ wird nun durch
ihre Rotationsachse

" 3 : no__ " _ 1 _ "
v = (' rl ry)T € R® mit 7] = cosa”, ry = cos 37 und r3 = cosy

und ihren Rotationswinkel ¢” spezifiziert. Wir erhalten:

/! / /

COS o= = €08 7 €08 - — sin 3 sin 5(7“17“’1 + rory 4 1r31y)
sin %ﬂr'l’ = sin g cos %/7“1 + sin (g/ cos (gr’l + sin g sin %/(7“27"3 )
sin %ﬂrg’ = sin g cos %/7“2 + sin %/ cos %r; + sin g sin %/(7“37"1 rTYy)
sin ¢—”rg = sin g cos %/7“3 + sin %/ cos (grg + sin g sin %/(7"17"2 ror!)

19



2. Kontrolle von Ein-Qubit-Systemen

. . . . /! . /" . 11 . 7
Wir bezeichnen die Parameter cos% und sin %r = (sin %7y, sin %7’2, sin %Tg)T nach

[Alt05, S. 160] als Euler-Rodrigues-Parameter. Ferner merken wir an, dafl diese Parame-
ter sich als Hamiltonsche Quaternionen [Ham44] auffassen lassen kénnen (siehe [Cay45]
oder [Alt05, Kap. 12]). Wir verweisen weiter darauf, dafl die Formeln aus Theorem 2.7
auch schon Gaul bekannt waren, siche [Gau0Ob].

2.2. Diskussion ausgewdhlter Ansaitze

In diesem Abschnitt diskutieren wir exemplarisch Ansétze aus der Literatur zur Erzeu-
gung von unitdren Transformationen auf Ein-Qubit-Systemen.

In der Kernresonanz [EBW97] wird iiblicherweise davon ausgegangen, daf§ (minde-
stens) die Grundoperationen exp(—ity0,) und exp(—itaoy) (t1,t2 > 0) zur Verfiigung
stehen, d. h., daf es zwei Kontrollfunktionen im zugehorigen Kontrollsystem (siehe Ab-
schnitt 1.3) gibt. In Anlehnung an Theorem 2.3 kann damit jede Ein-Qubit-Operation
ausgefithrt werden (vgl. [GCI7, S. 353], [LKCT02, S. 234] oder [VCO04, S. 1044]). Wei-
terhin wird die Rodrigues’ Formel (Abschnitt 2.1.3) zur Analyse von Kernresonanz-
Techniken in sogenannten zusammengesetzten Pulsen verwendet (siehe [CLES85], vgl.
auch [Lev86, S. 76-77], [EBW97, S. 135] und [Lev96, S. 1405]). Fiir einen Uberblick zu
Kernresonanz-Techniken fiir zusammengesetzte Pulse verweisen wir auf [Lev86; Lev96).

Die Arbeiten [SWS93; WMS94] diskutieren Kontrollsysteme auf der Lie-Gruppe SO(3)
mit zwei Kontrollfunktionen und finden in einem Kontrollsystem, dafl einem Kontroll-
system auf der Lie-Gruppe SU(2) sehr dhnlich ist, die optimalen Kontrollen bzgl. eines
speziell gewéhlten Optimalitdtsmafl. Dabei verwenden die Autoren eine in diesem Fall
anwendbare Technik, den Driftterm mit Hilfe einer Transformation des Kontrollsystems
zu entfernen.

Vergleichbar zu den Arbeiten [SWS93; WMS94] wird in den Referenzen [DD00; DDO01;
D’A01] ein Kontrollsystem auf der Lie-Gruppe SU(2) mit zwei Kontrollfunktionen be-
trachtet. Dabei wird ein Optimalitdtsmafl verwendet, das dhnlich zu einem Energie-
ma$ ist. In den Referenzen [DD00; DD01; D’A01] wird dieses optimale Kontrollproblem
gelost: Die Autoren erhalten aus der Kernresonanz bekannte Losungen als Losungen
dieses Kontrollproblems. (Ein dhnliches Kontrollproblem wird in Referenz [AD04] be-
trachtet.) Das Optimalitdtsma8l Zeit wird in den Referenzen [BMO06; BC05; BMO05] im
Fall von zwei Kontrollfunktionen behandelt, wobei die zwei Kontrollfunktionen Drehun-
gen konstanter Geschwindigkeit um zwei nicht-orthogonalen Rotationsachsen steuern.
Die Autoren ermitteln die zeitoptimalen Losungen des Kontrollproblems und zeigen,
daB alle zeitoptimalen Losungen nur eine endliche Anzahl von Schritten (siehe z. B. Ab-
schnitt 1.4) benotigen. Wir weisen auch noch auf die Arbeit [CHKOO06] hin, in der ein
spezielles Kontrollproblem analysiert wird, das auf einem Ein-Qubit-System die zeitop-
timale Uberfithrung von Zustéinden behandelt.

In Referenz [ZW06] werden Kontrollsysteme mit einer Kontrollfunktion auf einem
Ein-Qubit-System untersucht. Im Kontext von Zwei-Qubit-Systemen mit fester Wechsel-
wirkung zwischen den Qubits wurden in Referenz [ZW06] Kontrollmethoden entwickelt,
um beliebige Transformationen auf den zugehorigen Ein-Qubit-Systemen zeiteffizient
durchzufiihren.

Ramakrishna et. al. [ROST00; RFRO00; Ram01la; Ram01b; ROFR01] zerlegen in Ver-
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2.3. Zerlegen in Einparameter-Gruppen auf Ein-Qubit-Systemen

allgemeinerung von Theorem 2.3 Ein-Qubit-Operationen in Produkte von Exponential-
funktionen

exp (i(a(t)o, + B(t)oy, +d(t)o.)) =
cos(v/A(t)) - Idg + \/_t

wobei A(t) = (a(t))? + (B(t))* + (§ (t))2 und ¢ € R. Dabei betrachten sie insbesondere
den Fall exp(i - do,)exp(i- eo,)exp(i- fo.) (d,e, f € R) und

sin(\/AD) - (a(t)o, + Bt)o, +3(t)a.), (2.3)

Hexp S(y)oy + R(woa)) = [ | (io* ng) (v € C).

Pl Yk

2.3. Zerlegen in Einparameter-Gruppen auf
Ein-Qubit-Systemen

In diesem Abschnitt betrachten wir ausgehend von Abschnitt 1.4 Einparameter-Gruppen
auf Ein-Qubit-Systemen. Dabei basiert dieser Abschnitt teilweise auf den Abschnitten 4
aus den Referenzen [BGJT03; BGJT05]. Zur Erzeugung von unitdren Transformationen
seien m Einparameter-Gruppen

{t — exp(—iHjt),t — exp(—iHat), ..., t — exp(—iH,t)}

gegeben, die durch die unterschiedlichen Hamilton-Operatoren H; induziert werden. Da-
bei ist es unser Ziel, jede unitire Transformation U als ein Produkt von Elementen der
gegebenen Einparameter-Gruppen darzustellen:

/
U= Hexp(—injtpj), wobei H,, € {Hy,Hy,...,Hy,} und ¢,, € R.

j=1

Wir betrachten die Anzahl der Zerlegungsschritte &y, = f (vgl. Seite 6) als Komple-
xitdtsmaf. Dieses Komplexitiatsmafl wurde in Referenz [Low71] als ,,order of generation
bezeichnet. In einem physikalischem System entspricht f — 1 der Anzahl der Umschalt-
vorginge zwischen unterschiedlichen Hamilton-Operatoren.

Wir diskutieren kurz die Bedingungen, damit die gegebene Menge von Hamilton-
Operatoren jede unitiare Transformation erzeugen kann. Falls die Menge der Hamilton-
Operatoren eine Unteralgebra der Lie-Algebra der unitdren Transformationen erzeugt,
deren Dimension gleich der Dimensionen der Lie-Algebra der unitdren Transformationen
ist, so folgt aufgrund der Lie-Algebra-Rang-Bedingung (siche Faktum 1.12), daf jede
unitdre Transformation erzeugt werden kann. Theorem 1.13 zeigt zusétzlich, daf3 die
Anzahl der Zerlegungsschritte endlich ist. Da wir hier den Fall einer kompakten und
zusammenhédngenden Lie-Gruppe betrachten, wird nach Faktum 1.14 die Menge der
unitidren Transformationen gleichméfig endlich erzeugt (vgl. Abschnitt 1.4).

Die Anzahl der Zerlegungsschritte hiangt stark von den gegebenen Einparameter-
Gruppen ab. Wir bestimmen nun Schranken fiir die Anzahl der Zerlegungsschritte im
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2. Kontrolle von Ein-Qubit-Systemen

Fall von bis zu drei Hamilton-Operatoren aus der Lie-Algebra su(2) der unitidren Trans-
formationen auf Ein-Qubit-Systemen. Wir beschreiben die Hamilton-Operatoren als in-
finitesimale Rotationen der Bloch-Sphére. Die Bloch-Sphére (vgl. z.B. [NCO00, S. 15])
ist dabei eine geometrische Beschreibung von (normierten) Zustéanden eines Qubits in
der Einheitssphére im dreidimensionalen reellen Raum. Der Nordpol der Bloch-Sphére
entspricht dem Zustand |0) und der Siidpol dem Zustand |1). Ein allgemeiner Zustand
| W) = cos(60/2) |0) + e sin(6/2) |1) (normiert und ohne globale Phase) wird durch einen
(normierten) Vektor in der Bloch-Sphére dargestellt, der mit der z-Achse den Winkel
0 einschlieft und dessen Projektion in die x-y Ebene mit der xz-Achse den Winkel ¢
einschlieft. Wir verwenden dabei ein linkshéndiges Koordinatensystem, bei dem die
z-Achse vom Mittelpunkt der Bloch-Sphére auf den Nordpol der Bloch-Sphére zeigt.
Dabei konnen wir die Anwendung der Hamilton-Operatoren durch die stereographische
Projektion (siehe z. B. [Ber87a, 4.3.8]) der Bloch-Sphére auf die komplexe Zahlenebene
abbilden. Das Bild der Bloch-Sphére entspricht dabei der Einpunktkompaktifizierung
C = CU{oo} der komplexen Zahlen. Es ist bekannt, daf8 die Rotationen der Sphére im
dreidimensionalen reellen Raum den Mébius-Transformationen (vgl. Referenz [Gau00al,
Referenz [Forb1, Kapitel 1], Referenz [Sch79], Referenz [Ber87b, Abschnitt 18.10.2], Re-
ferenz [Cox98, Abschnitt 14.6] und Referenz [SW86, Abschnitt 1.3]) der folgenden Form
entsprechen ([Sch79, Abschnitt 12.b)):

az — c*
Z —

-, wobei aa” + cc” = 1.

cz—a
Der Orbit einer solchen M&bius-Transformation bildet in der komplexen Zahlenebene
einen apollonischen Kreis (vgl. Referenz [Cox89, Abschnitt 6.6] oder Referenz [0gi90,
Kapitel 2]).

Wir betrachten nun den Fall von zwei Hamilton-Operatoren und folgen Ideen von
Referenz [Low71|. Da die Hamilton-Operatoren mit infinitesimalen Rotationen in der
Bloch-Sphére identifiziert werden, nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
an, dal eine Rotationsachse in der z-Achse liegt und dafl die andere Rotationsach-
se in der z-z-Ebene liegt. Die Orbits der beiden Hamilton-Operatoren entsprechen in
der komplexen Zahlenebene Systemen von apollonischen Kreisen. Wir verfolgen die ab-
wechselnde Anwendung der beiden Hamilton-Operatoren auf dem Zustandsraum. Da-
bei starten wir im Nullpunkt der komplexen Zahlenebene, wobei dies dem Siidpol der
Bloch-Sphire und damit dem Zustand |1) entspricht. Beim Ubergang von einem Kreis
zum néchsten tangentialen Kreis verwenden wir einen Raffke-artigen Algorithmus (vgl.
[CLR90, Kap. 17]), um die ganze komplexe Zahlenebene abzudecken. Die tangentialen
Kreise werden auf folgende Weise berechnet ([Sch79, S. 5-8]): Die Kreise C; (i € {1,2})
werden mit der Gleichung

Ci=Az22"+Biz+Ciz*+D; =0
beschrieben, wobei A;, D; € R, B;,C; € C und B; = C?. Ferner sei A; = |C;] =

A;D; — B;C;. Im System C = \{C; + A2Cy von Kreisen, wobei A\, Ay reell und nicht beide
null sind, sind zwei Kreise tangential, falls

<A1D2 —|— A2D1 - BlcQ - BgCl)/Q =V AlAQ
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Abbildung 2.1.: Wie im Text beschrieben, zeigt die Abbildung tangentiale Kreise, die
zur abwechselnden Anwendung von zwei Hamilton-Operatoren gehoren.
Dabei ist ein weiterer Schritt notwendig und hinreichend, um die gan-
ze komplexe Zahlenebene abzudecken. Zur besseren Orientierung ha-
ben wir einen apollonischen Kreis mit unendlichem Radius als Li-
nie eingezeichnet. Der Winkel zwischen den Rotationsachsen betragt
(2-7/4+7/5)/3. In diesem Fall erhalten wir, daf§ die Anzahl der Zer-
legungsschritte kleiner gleich 6 ist.

gilt.

Abbildung 2.1 zeigt tangentiale Kreise in der komplexen Zahlenebene, die der abwech-
selnden Anwendung der Hamilton-Operatoren entspricht. Dabei ist ein weiterer Schritt
des Raffke-artigen Algorithmus notwendig und hinreichend, die ganze komplexe Zahle-
nebene abzudecken. Mit einer Analyse von dhnlichen Abbildungen wie Abbildung 2.1
ist es moglich, die minimale Anzahl von Schritten zu bestimmen, die jeden Punkt der
Bloch-Sphére in den Siidpol der Bloch-Sphére transformiert, d. h. jeden Punkt der kom-
plexen Zahlenebene in den Ursprung der komplexen Zahlenebene abbildet. Wir erhalten
eine Schranke fiir die Anzahl der Zerlegungsschritten fiir eine unitdre Transformation
in einem KEin-Qubit-System, wenn wir die vorherige Zahl um eins erhchen. Dies gilt,
da jeder Punkt der Bloch-Sphére (und jeder Punkt der komplexen Zahlenebene) als
Rechts-Nebenklasse von Rotationen der Bloch-Sphére aufgefafit werden kann. Um die
Rotationen in einer Nebenklasse zu unterscheiden, ist dieser zusétzliche Schritt im all-
gemeinem notwendig.

In der Referenz [Low71] (und in den Referenzen [Sil91a; Sil91b; D’A00; D’A03; D’A04;
ZW05]) wurden &hnliche Abbildung wie Abbildung 2.1 analysiert. Fiir den Fall der
Euler-Zerlegung (&hnlich der Euler-Winkel, sieche Theorem 2.3) verweisen wir auch auf
die Referenz [Dav73].
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Faktum 2.8 ([LowT71]). Sei a der Winkel zwischen zwei Rotationen der Bloch-Sphére
und f die Anzahl der Zerlegungsschritte.
l.a=7/2 = f=3 (Euler-Zerlegung),

2.VEk>2: n/(k+1)<a<n/k = f=k+2

Abbildung 2.2.: Ahnlich zu Abbildung 2.1 entsprechen tangentiale Kreise der Anwen-
dung von drei Hamilton-Operatoren. Der Zustandsraum wird mittels
der stereographischen Projektion in der komplexen Zahlenebene darge-
stellt. Dabei ist kein weiterer Schritt notwendig um, die ganze komple-
xe Zahlenebene abzudecken. Zur besseren Orientierung haben wir zwei
apollonische Kreise mit unendlichen Radien als zwei Linien eingezeich-
net. Die Winkel zwischen den Rotationsachsen betragen (2-7/4+7/5)/3,
/5, und 7/6. Obwohl alle Winkel kleiner oder gleich den Winkeln aus
Abbildung 2.1 sind, erhalten wir eine kleinere Schranke von 5 Zerle-
gungsschritten.

Wir erweitern unsere Analyse von zwei auf drei Hamilton-Operatoren. Da wir nun
einen dritten Hamilton-Operator haben, miissen wir auch die zusétzliche Rotation der
Bloch-Sphére und das zugehorige System von apollonischen Kreisen mit einbeziehen.
Die drei Rotationsachsen konnen mittels der eingeschlofenen Winkel aq, ay und ag
charakterisiert werden. Wir erhalten ein giiltiges Tripel von Winkel, falls

az € min{m — (a1 + o), |a; — ao|},7/2].

Wie im Fall von zwei Hamilton-Operatoren ist es wichtig, die minimale Anzahl von
Schritten zu bestimmen, um jeden Punkt der komplexen Zahlenebene in den Ursprung
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der komplexen Zahlenebene abzubilden. Abbildung 2.2 zeigt tangentialen Kreise, die
der abwechselnden Anwendung von drei Hamilton-Operatoren entspricht. Wie in Abbil-
dung 2.2 angemerkt wurde, erhalten wir mit dieser Analyse eine bessere Schranke fiir
die Anzahl der Zerlegungsschritte, obwohl die eingeschloflenen Winkel nicht grofier als
in Abbildung 2.1 sind.
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3. Approximation von Quantenschaltkreisen

3.1. Einfithrung

Deutsch [Deu89] fithrte den Begriff der approximativen Universalitét ein. Verallgemei-
nerungen, die die Benutzung von Hilfssystemen erlauben, sind in [Shi03; Aha03; Jea04;
Jea05] zu finden.

Definition 3.1 (approximative Universalitdt). Eine Menge von speziell unitéiren Grund-
operationen ist approximativ universell, falls sie dicht (vgl. [Bou89a, S. 25]) in der speziell
unitdaren Gruppe ist.

Bemerkung. Hierbei weichen wir (unwesentlich) von unserer Notation fiir Quantenschalt-
kreise (siche Def. 1.7) ab: In Def. 3.1 erzeugen wir (approximativ) alle speziell unitére
Transformationen. Im Gegensatz dazu werden unitire Transformationen durch Quan-
tenschaltkreise nur bis auf einen skalaren Faktor erzeugt.

Wenn wir eine Halbgruppe S betrachten, die dicht in einer Lie-Gruppe G ist und ein
nicht leeres Inneres int(S) (vgl. [Bou89a, S. 23]) besitzt, sind wir in einer besonderen
Situation:

Faktum 3.2 ([HHL89, Lemma V.4.29] oder [HN93, Lemma 3.7]). Sei S C G eine
Halbgruppe in einer Lie-Gruppe G. Ist S dicht in G und gilt int(S) # 0, so folgt S = G.

Verschiedene Spezialfille von Faktum 3.2 sind in den Arbeiten [JS72, Lemma 6.3],
[Wea00b] und [BB02b, Lemma 4.1] zu finden. In diesem Kapitel betrachten wir (im
folgenden) nur noch diskrete Mengen von Grundoperationen, insbesondere besitzen diese
Mengen ein leeres Inneres. Diese Mengen konnen aber nicht universell, sondern nur
approximativ universell sein, da die Menge der unitdren Operatoren iiberabzihlbar ist.

Faktum 3.3 (Kroneckers Approximationstheorem (siche [Apo90, S. 149] oder [HW60,
S. 375-376])). Sei f € R, ~ irrational und € > 0 beliebig, so existieren h € Z und k € N
mit k > 0, so daB |ky — h — (| <e.

Unter Verwendung von Faktum 3.3 zeigte [Deu89], daB das (auf drei Qubits operie-
rende) Quantengatter Ay(U,) (o irrational) mit

U, = (Z cos(ar/2) Sin(om/Z))

sin(ar/2) icos(am/2)

approximativ universell (fiir Qubitsysteme) ist. Die gleiche Technik wurde in [SW95b;
Bar95] verwendet, um (fiir Qubitsysteme) die approximative Universalitit einiger auf
zwei Qubits operierenden Quantengatter zu zeigen. Daraus folgt, dafl die Menge der
auf zwei Qubits operierenden Quantengatter (fiir Qubitsysteme) approximativ univer-
sell ist. Aufbauend auf [Deu89] zeigte auch DiVincenzo [DiV95], dafi die Menge der
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3. Approximation von Quantenschaltkreisen

auf zwei Qubits operierenden Quantengatter (fiir Qubitsysteme) approximativ univer-
sell ist. Entsprechend bewiesen [DBE95; L1095 (vgl. auch [WeaO0b]), dafi die Menge
der (fiir Qubitsysteme) nicht approximativ universellen und auf mehr als zwei Qubits
operierenden Quantengatter vom Maf3 null ist.

Ausgehend von der Arbeit von Shor [Sho96] erlebte die Idee, eine diskrete Menge
von Quantengattern als Grundoperationen zu benutzen (wie es von Deutsch [Deu89] ur-
spriinglich vorgeschlagen wurde), eine neues und verstérktes Interesse. Dabei ist dieses
Interesse hauptséchlich auf die Erfindung des fehlertoleranten Quantenrechnens (siehe
z.B. [Zei00] oder [NCO00, Kap. 10]) zuriickzufithren: Fiir das fehlertolerante Quanten-
rechnen ist es wichtig, von einer diskreten Menge von Grundoperationen auszugehen.
Eine grofle Anzahl von approximativ universellen Mengen von Quantengattern wurde
vorgeschlagen [Sho96; KLZ96; Kit97; BMP*99]. In einigen Fillen wurde die diskrete
Menge von Quantengattern durch die Moglichkeit ergénzt, ein Quantensystem in einem
ausgezeichneten Zustand zu préaparieren [KLZ98a; KLZ98b; BK05]. Wir verwenden die

Quantengatter
(1 1 s (1 0
"= (1 —1) und 0. = (0 exp (mﬁ))

und geben drei (fiir Qubitsysteme) approximativ universelle Mengen von Grundopera-
tionen an:

G = {H, 0.3, A2(ax)} ([Sho96], vel. auch [Kit97; BMP*99]),
Go = {H. M. h)} ([KioT),
Gy = {H, aj,Al(az)} ([BMP*+99)).

3.2. Analyse der approximativen Universalitat

Es bezeichne 7 eine (komplex) lineare Darstellung einer Untergruppe R einer Lie-Gruppe
G und env 7(R) die von der Darstellung 7 erzeugte (assoziative) Algebra zu R. Wir iden-
tifizieren die Gruppe R mit ihrer von G induzierten (linearen) Standarddarstellung und
env R mit der von der Standarddarstellung erzeugten Algebra zu R. Die Standarddar-
stellung induziert eine Abbildung in die Algebra M,,(C) der Matrizen der entsprechenden
Dimension. Die Operation conj der Gruppe R auf der Algebra M,,(C) per Konjugation
ist folgendermaBen definiert (g € R, M € M,,(C)): conj(g)M := gMg~'. Die Operation
conj der Gruppe R ist isomorph zu der Darstellung ¢ : g — g ® (¢~ )T fiir g € R (vgl.
[Neu69, S. 954] oder [Gra81, S. 25]). Falls R eine Untergruppe einer unitdren Gruppe
ist, gilt insbesondere, dal ¢ isomorph zu der Darstellung g — g ® ¢* (g € G) ist.

Fiir eine halbeinfache Lie-Gruppe G fithren wir die Abbildungen ®; von G in die
Nebenklassen G/G; bzgl. der normalen Lie-Untergruppen G; ein. Wir bezeichnen mit R
den topologischen Abschlufl von R in G ([Bou89a, Kap. I, §1.6, Def. 11]). Nach diesen
Vorbereitungen sind wir nun in der Lage, eine Methode zur algorithmischen Analyse der
approximativen Universalitdat einer endlich erzeugten Untergruppe einer halbeinfachen
und kompakten Lie-Gruppe anzugeben. Diese Methode ist von einem Ergebnis [Jea05,
Thm. 2.11] (vgl. auch [Jea04]) fiir algebraische Gruppen (vgl. z. B. [TY05]) motiviert.
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Theorem 3.4 (vgl. [Jea05, Thm. 2.11]). Sei G eine endlichdimensionale reelle Lie-
Gruppe, die halbeinfach und kompakt ist. Ferner bezeichne I' eine endlich erzeugte
Untergruppe von G. Die Gruppe I' ist genau dann dicht in G, wenn &;(I") fiir alle
zusammenhingenden echten normalen Lie-Untergruppen G; (G; # G) eine unendliche
Gruppe ist und env ¢(I") = env ¢(G) gilt.

Beweis. Zuerst zeigen wir, daB env¢(I') = env¢(I') gilt: Da env ¢(I') ein endlicher
Vektorraum iiber den reellen oder komplexen Zahlen ist, ist env ¢(I') abgeschlossen
([Bou87, Kap. I, §2.3, Kor. 1 zu Prop. 2]). Damit folgt ¢(I') C env ¢(I') und env ¢(I') C
env ¢(T). Ferner gilt I' C T und env ¢(I") C env ¢(T).

Sei nun I" dicht in G. Nehmen wir an, da§ ®;(T") fiir ein i eine endliche Gruppe ist, so
ist I'/G; nicht dicht in der Gruppe G/G; und somit ist I" nicht dicht in G. Es folgt, daf
®,(T) fiir alle 4 unendlich ist. Da T' = G, gilt auch env ¢(G) = env ¢(I') = env ¢(T').

Seien nun alle ®;(I") unendliche Gruppen und es gelte env ¢(I') = env ¢(G). Aus
der Abgeschlossenheit von I' folgt, da8 I' eine Lie-Untergruppe von G ist ([Bou89b,
Kap. III, §8.2, Thm. 2]). Da die Zusammenhangskomponente ('), der Identitiit von
' abgeschlossen ist ([Bou89a, Kap. III, §2.2, Prop. 7)), ist sie eine zusammenhingen-
de Lie-Untergruppe von I' ([Bou89b, Kap. III, §8.2, Thm. 2]) und damit auch eine
zusammenhiingende Lie-Untergruppe von G ([Bou89b, Kap. III, §1.4]). Da ('), eine
zusammenhiingende Lie-Untergruppe von G ist, ist (I'), eine virtuelle Lie-Untergruppe
(siehe z. B. Seite 11) von G ([Bou89b, Kap. III, §6.2, Beispiel 1]).

Die Lie-Algebra von I ist invariant unter der adjungierten Darstellung Ad(T") von I'
([Bou89b, Kap. III, §3.12, Def. 8]). Mit Hilfe von env ¢(I') = env ¢(G) 2 ¢(G) erhalten
wir, daf8 die Lie-Algebra von I' invariant unter Ad(G) ist. Nach dem drittem Funda-
mentaltheorem von Lie (siche z. B. [Var84, §2.8]) sind die Lie-Algebren von I' und (I'),
gleich, und wir erhalten, daf auch die Lie-Algebra von (T'), invariant unter Ad(G) ist. Da
(T'), eine virtuelle Lie-Untergruppe von G ist, folgt, daB (I'), normal in G ist ([Bou89b,
Kap. 111, §6.6, Prop. 14]). Damit folgt, daB (T'), eine der Untergruppen G; oder gleich
G ist.

Nehmen wir nun an, daf (I'), eine der Untergruppen G; ist. Dann erhalten wir, dafl
[ unendlich viele Zusammenhangskomponenten besitzt (®;(T) ist unendlich). Aber T
ist eine abgeschlossene Untergruppe der kompakten Lie-Gruppe G und somit auch eine
kompakte Gruppe ([Bou89a, Kap. I, §9.3, Prop. 3]) und insbesondere eine (kompakte)
Lie-Gruppe (siehe z. B. [Che99, Kap. IV, §XV, Kor. zu Prop. 2]). Kompakte Lie-Gruppen
besitzen eine treue lineare Darstellung (siche [Che99, Kap. VI, §XII, Thm. 2] oder [OV90,
Kap. 5, §2.4, Thm. 10]). Lie-Gruppen mit treuen linearen Darstellungen werden als linea-
re Lie-Gruppen bezeichnet. Kompakte lineare Lie-Gruppen sind algebraische Gruppen
(siehe [Cheb5, Kap. VI, §5.2, Prop. 2] oder [OV90, Kap. 3, §4.4, Thm. 5]) und besitzen
damit aber nur endlich viele Zusammenhangskomponenten. Ein Beweis fiir die letzte
Aussage kann in [Mosh7, Anhang] gefunden werden. In der Referenz [BT65, §14] wird
auf [Whi57] verwiesen. Zusammenfassend erhalten wir, da (T'), keine der Untergruppen
G, ist und damit gleich G ist. Insbesondere gilt I' = G. O

Bemerkung. In der Referenz [Jea05] fehlte beim entsprechenden Beweis fiir algebraische

Gruppen ([TYO05]) die Argumentation iiber die Anzahl der Zusammenhangskomponen-
ten und insbesondere wurde dort auch nicht darauf verwiesen, dafl algebraische Gruppen
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nur endliche viele Zusammenhangkomponenten besitzen. In [Jea05, S. 13] wurde darauf
hingewiesen, dafl Theorem 3.4 auch durch die Benutzung der Ergebnisse von [Jea05,
Thm. 2.11] fiir algebraische Gruppen ([TY05]) folgt: Fiir Untergruppen kompakter Lie-
Gruppen ist der in [Jea05] verwendete Zariski-Abschlul ([TY05, Kap. 11, §2]) dquivalent
(sieche Lemma 3.5) zu dem hier verwendeten Abschlul in der Operatornorm-Topologie
(vgl. Seite 91).

Lemma 3.5. Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und I' eine Untergruppe von G. Der
Zariski-Anschlu3 T” von I' ist gleich dem Abschluff I' von I'" in der Operatornorm-
Topologie.

Beweis. Wir merken an, da8 I' C T'* gilt (vgl. [Eis95, S. 32-33, S. 54-55]). Da I ei-
ne abgeschlossene Untergruppe ([Bou89a, Kap. III, §2.1, Prop. 1]) einer kompakten
Lie-Gruppe ist, ist I' kompakt und damit eine algebraische Gruppe (siche Beweis von
Theorem 3.4). Insbesondere ist ' Zariski-abgeschlossen. Da aber I'* die minimale Menge
ist, die Zariski-abgeschlossen ist und I' enthélt, erhalten wir I' = I'%. ]

Theorem 3.4 kann dazu verwendet werden, die approximative Universalitit einer end-
lich erzeugten Untergruppe der speziell unitdren Gruppe SU(n) (n € N) zu entscheiden
(vgl. [Jea04, Thm. 8] und [Jea05, Thm. 2.4]). In diesem Fall ist SU(n) einfach, und
die Identitat und SU(n) selbst sind die einzigen zusammenhéngenden normalen Unter-
gruppen von SU(n). Das Testen der Endlichkeit von Matrixgruppen in Theorem 3.4
kann ausgehend von [BBR93]| effizient (fiir Matrixgruppen iiber Zahlkorpern) getestet
werden (siehe auch [Bab92; Bea97; RTB99; Iva01]). Eine Implementierung steht z. B. in
MAaGMA [BCP97] zur Verfiigung. Das Testen der Bedingung env ¢(I') = env ¢(G) von
Theorem 3.4 kann zu Effizienzproblemen fithren, da durch die Verwendung der Abbil-
dung ¢ die Dimension der verwendeten linearen Darstellung quadriert wird.

In der Arbeit [FKLO03] wurde ein hinreichendes Kriterium dafiir angegeben, ob fiir eine
abgeschlossene Untergruppe H einer zusammenhéngenden und kompakten Lie-Gruppe
G die Bedingung H = G gilt. Dieses Kriterium basiert auf einer Schranke fiir einen soge-
nannten Durchmesser fiir den homogenen Raum G/H (sieche [FKLO3]). Der Durchmesser
kann in konkreten Féllen berechnet werden, und falls die Schranke unterschritten wird,
gilt H = G. Ein weiteres hinreichendes Kriterium, ob eine Untergruppe in einer unitéiren
Gruppe dicht ist, wurde in [Kit97] angegeben und in [Aha99, Lemma 20] (siche auch
[ABO99]) und [KSV02, S. 75, Problem 8.11] bewiesen:

Faktum 3.6 ([Kit97]). Sei H die Untergruppe der unitéren Gruppe U(n) (n > 3), die
einen gegebenen Vektor fix 1a83t. Ferner sei G € U(n) nicht aus der Untergruppe H. Die
von H und G erzeugte Untergruppe ist dicht in U(n).

3.3. Nicht-Konstruktive Approximation

3.3.1. Der allgemeine Fall

Sei G eine endlichdimensionale, zusammenhéngende und kompakte reelle Lie-Gruppe.
Ferner sei S C G eine endliche Teilmenge von G. Wir bezeichnen mit I' = (SU S™!) die
von S und S~! endlich erzeugte Untergruppe von G und mit W,,(SUS™!) die Worte der
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Linge n € NU{0} in der Erzeugermenge SUS™!. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
wihlen wir S so, daB SNS™! = {s € S| s* =1d} gilt. In [HRCO02| (siche auch [Har01])

wurde der Begriff der effizienten Universalitat eingefiihrt:

Definition 3.7 ([HRCO02, Theorem 1]). Sei S eine endliche Teilmenge einer endlichdi-
mensionalen, zusammenhéngenden und kompakten Lie-Gruppe G und gelte I' = (S U
S~1). Die Menge S wird als effizient universell in G bezeichnet, falls eine Konstante
C > 0 existiert, so dafl fiir alle Elemente G € G und fiir alle ¢ > 0 eine Konstante
n > Clog(1/¢) (n € N) sowie ein Wort w € W,,(SUS™!) der Linge n existieren, die die
Bedingung |w — G| < € erfiillen.

Es ist klar, daf die approximative Universalitit (Def. 3.1) von T' = (S U S™!) eine
notwendige Bedingung fiir die effiziente Universalitat (Def. 3.7) einer Menge S ist. Wir
folgen nun [HRCO02| und fiihren einige Begriffe ein, um spéter eine hinreichende Bedin-
gung fiir die effiziente Universalitit anzugeben. In [HRC02] wurde der Fall der speziell
unitdren Gruppe betrachtet. Im Gegensatz dazu prisentieren wir die Begriffe gleich all-
gemein fiir Lie-Gruppen, die endlichdimensional, zusammenhéngend und kompakt sind.

Wir fiithren nun das Haarsche Maf (siehe z. B. [DKO00, S. 182], [BD85, S. 40|, [Kna02,
S. 531], [Gaa73, Abschnitt V.2], [HN91, Abschnitt I11.4], [Ros02, Kapitel 5], [Che99,
Abschnitt VII]) zur Integration auf einer Lie-Gruppe ein.

Definition 3.8 (|[Gaa73, S. 241]). Ein links invariantes Ma8 ; auf einer lokal kompakten
topologischen Gruppe G besitzt folgende Eigenschaften:

1. w(GE) = p(FE) fur jede meBbare Teilmenge £ C G und jedes Element G € G,
2. 0 < p(K) < oo fiir jede kompakte Teilmenge K C G,
3. 0 < u(K) fiir jede kompakte Teilmenge K C G mit int(K) # 0.

Wir bezeichnen ein solches Maf§ als Haarsches MaSf3.

Jede endlichdimensionale Lie-Gruppe, die komplex oder reell ist, ist lokal kompakt
([Bou89b, Kap. III, §1.1, Prop. 2(iii)]) und eine topologische Gruppe ([Bou89b, Kap. III,
§1.1, Prop. 1]). Somit existiert ein links invariantes Maf insbesondere auf einer endlich-
dimensionalen, zusammenhédngenden und kompakten rellen Lie-Gruppe G. Im Fall, dafl
G kompakt ist, gilt insbesondere, dafi (G) endlich ist ([Gaa73, S. 247]) und wir nor-
mieren p so, daB u(G) = 1 gilt ([Gaa73, S. 243]). Fiir das Haarsche Maf} benutzen wir
zusétzlich die Integralnotation p(E) = [, dG mit E C G.

Nun sind wir in der Lage, den Raum L?(G) der quadrat-integrierbaren Funktion
auf einer endlichdimensionalen komplexen oder reellen Lie-Gruppe G einzufithren. Wir
verweisen auf [Gaa73, S. 272] (siche auch [Wal90, S. 337] und [Jau68, S. 16-17 und
S. 24]).

Definition 3.9. Sei G eine endlichdimensionale komplexe oder reelle Lie-Gruppe. Der
Raum L?*(G) ist definiert als

L*(G):={f:G — B| f meBbar bzgl. dem Haarschen Maf und || f|, < oo},
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wobei B =RU{oo} oder B = C. Weiter gilt, da L?(G) zusammen mit dem Skalarpro-
dukt

(f.9) = /G f9dG  mit f.g € IX(C)

und der Norm

1£]le = ,//G|f|2 16 = /Gf*f G =/, f) it f € L¥G)

ein Hilbertraum ist.

Ausgehend von der Norm || ||; auf L?(G) definieren wir fiir Operatoren M auf L*(G)
eine Operatornorm ([Gaa73, S. 58]):

M
Ml = sup W0 s,

ozrerz@ Ifll2 rere@if=

Die Lie-Gruppe G operiert auf L?*(G) mittels der links reguliiren Darstellung
G- f(G2) = f((G1)"'G3) mit G1,Gz € G und f € L*(G)

(siehe z. B. [Gaa73, S. 191], [Vin89, S. 10] oder [Kna02, S. 556-557]). Die links regulére
Darstellung induziert einen Operator auf L*(G), den wir mit G : L*(G) — L*(G)
bezeichnen:

Gf(Gy) =G - f(Gy) mit G,Gy € G und f € L*(G). (3.1)

Fiir eine endliche Teilmenge A C G fiithren wir den Hecke-Operator 7 (A) (siche z. B.
[LPSS6, S. S153], [Col89, S. 83], [Sar90, S. 51], [Lub94, S. 119] oder [HRCO02, S. 4447])

ein: )
T4 =LY A
’A‘ AeA
Insbesondere definieren wir die Operatoren

T, =T,(SUS™) =T(W,(SuUS™)),

mit n € N (vgl. [LPS86, S. S156] oder [HRCO02, S. 4447]). Ferner sei T' = T7. Wir erhalten
T, = T". Zusétzlich benotigen wir den Operator P (vgl. [Lub94, S. 119] oder [HRCO02,
S. 4447)):

PF(H) = /Gf(GH) qG — /Gf(G) 4G mit f € I2(G) wnd H,G € G.

Der Operator P projiziert auf die konstanten Funktionen aus L?*(G), und es folgt, daf
Bild(1 - P) = L§(G) = {f € L*(G) | [, f dG = 0}. Weiterhin gilt TP = P = PT, und
fiir fo € L3(G) erhalten wir

Tfo=T |z fo=T1—P)fo=(T—P)fo.

Lemma 3.10. Der Operator T ist selbstadjungiert, und es gilt || 77||op = (||7||op)™ fiir
n € N.

32



3.3. Nicht-Konstruktive Approximation

Beweis. Sei A = S U S™! die zu dem Operator T' gehorende Erzeugermenge. Wir ver-
wenden die Notationen fi, fo € L?*(G) und G € G:

Z/f1 16)f2(G) dG

AGA
T [ s f2AGdG|A|A;/f1 (A7) dC

AcA

:/fo(ng) dG = (f1,T f2).

(Tfr, fo) = /(Tfl)*f2 dG =

T Al

Die dritte Gleichung folgt, da dG invariant unter der Lie-Gruppe G ist, und die vierte
Gleichung folgt, da A = A~! gilt. Wir erhalten, dafl der Operator T selbstadjungiert
ist, weil er beschrénkt ist. Die Gleichung || 7"||op = (|T]|op)"™ folgt nun mit Hilfe von
[Gaa73, Lemma 5, S. 46] und der Tatsache, dal L?*(G) ein Hilbertraum ist. O

Definition 3.11 (siche z.B. [Col89, S. 84] oder [Lub94, S. 119]). Wir definieren das
Ma A= A(SUS™) = T(SUS™) |12(6)llop-

Damit sind wir nun in der Lage, den Unterschied zwischen den Operatoren 1" und P
zu quantifizieren:

Lemma 3.12 (vgl. [Lub94, S. 119-120]). Es gilt: A(SUS™) = |[IT(SUS™) — P|lop-
Beweis. Da (1 — P) die Identitit auf LZ(G) ist, erhalten wir

1T [z3collop = (T = P) |30y llop < [I(T" = P)lop-
Ferner gilt || f]|2 > |[(1 — P)f||2 und es folgt

T—-P T(1—-P
H(T N P)Hop _ sup H( )fHQ _ - || ( )f“2
ozrerz@c)  |Ifll 0£fEL2(G) 11l
T(1-P Tf
o ORI i
0£f€L2(G) ||(1 - P)f||2 0#£f'€LE(G) ||f ||2

Unter Benutzung von Lemma 3.10 und Lemma 3.12 erhalten wir:
Lemma 3.13. Fiir n € N gilt: A" = |[|T" — P||op.

Die Aussage von Lemma 3.13 motiviert unseren bisher gewéhlten Ansatz: Das Mafl A
quantifiziert den Unterschied zwischen dem Operator 7™ und dem Integraloperator P.
Dabei kann T™ als Entsprechung fiir die Verteilung der Worte W,, der Léange n aufgefaf3t
werden. Damit beschreibt A" die Konvergenzgeschwindigkeit der Gruppe I' = (SUS™1)
an die Gleichverteilung in der Lie-Gruppe G.

Theorem 3.14. Sei G eine endlichdimensionale, zusammenhéngende und kompakte
reelle Lie-Gruppe. Ferner sei S C G eine endliche Teilmenge von G. Fiir jede endlich
erzeugte Untergruppe I' = (SUS™!) gilt: Aus A(SUS™!) < 1 folgt, daB die Untergruppe
I effizient universell in G ist.
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3. Approximation von Quantenschaltkreisen

Bemerkung. In [HRC02, Thm. 1] wurde der Spezialfall der speziell unitiren Gruppe
betrachtet. Der Beweis von Theorem 3.14 folgt im wesentlichen der Arbeit [HRCO02].

Beweis. Seien G, Gy € G. Wir fiihren die Funktion n € L*(G) ein:

1 fiir |G —1d| <¢€/2,
n(G) = {

0 sonst.

Es gilt n?(G) = n(G) und wir erhalten

(Unlls)? = / 7(G) dG = / 0(G) dG = (Pn)(Go)

- \/ (PG [ a6 = [ [ (P2 dG = |Pal.

Im folgenden benédtigen wir das Ma V' = V(e/2) = ||Pnlla = (||n]|2)? einer offenen
Kugel vom Radius § um die Identitét Id. Es gilt die Abschétzung V' > k(e/2)? fiir V,
wobei k eine von € unabhéngige Konstante ist und d die Dimension von G ist. Sei U € G
ein beliebiges Element aus G, das approximiert werden soll. Aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung und der Ungleichung || X f|l2 < || X |lop ||f]|2 fiir einen Operator X auf L*(G)

und f € L*(G) folgt

|(n, T"Un) — V?| = |(n, T"Un) — (n, PUn)| = |(n, (I" — P)Un)]
< lnll (" = POl < (nlla? 7" = P)lap = V - A",

Der Operator U wurde in Gleichung (3.1) definiert. Wir wéhlen nun ein n € N, so dafl
die Bedingung

dlog(e/2) log(2/k)

log(1/A) " Tog(1/A)
erfiillt ist, d. h., es existiert eine Konstante C' mit n > C'log(e/2). Nach Voraussetzung
gilt A < 1 und es folgen die Gleichungen log(1/A) > 0 und A" < k(e/2)¢ < V. Damit
ergibt sich: |(n, T"Un) — V2| < V2. Wir erhalten

1 1 o ny
[ O mrmrem | X aer6)) d6 = @) > o
wEW, (SUS—T)

d.h., es existieren ein G € G und ein Wort w € W,,(S U S™1), so daf die Bedingungen
n(G) > 0 und n(wU'G) > 0 gelten. Damit folgt, da die Gleichungen |G — Id| < €/2
und [wU'G — Id| < €/2 erfiillt sind. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir
lw—Ul| <e. O

3.3.2. Der halbeinfache Fall

Wir schranken uns nun auf kompakte reelle Lie-Gruppen G ein, die endlichdimensional,
zusammenhéingend und halbeinfach sind. In [HRCO02, Lemma 2] wurde unter Verwen-
dung von Ergebnissen aus [LPS86; LPS87] (siche auch [Col89; Sar90; Lub94; GJS99])
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3.4. Konstruktive Approximation

eine dreielementige Teilmenge S € SU(2) mit A(S U S™!) < 1 angegeben. Nach Theo-
rem 3.14 ist diese Menge effizient universell in SU(2). In [HRCO02, Prop. 5] wurden auch
Teilmengen S € SU(n) fiir n > 2 angegeben, die die Bedingung A(SUS™!) < 1 erfiillen.
Weiterhin wurde in [HRC02, S. 4451] (siehe auch [FLWO02, S. 195-196]) die Vermutung
geduBert, daf}, falls ' = (SUS™!) dicht in der Lie-Gruppe G ist, die Teilmenge S effizient
universell in G ist. In [NC00, Abschnitt. 4.5.4] wurde unter Benutzung eines Zéhlargu-
ments gezeigt, dafl alle Quantenzustinde auf n Quantenbits durch unitédre Operationen
nur mit (2" log(1/¢)/log(n)) Operationen bis auf eine Genauigkeit von e approximiert
werden koénnen. Andere Argumente wurden in [KRO1, Thm. 1] benutzt, um auf der
Gruppe SO(3) eine untere Schranke von €(y/log(1/€)) Operationen zur Approximation
eines beliebigen Gruppenelements aus SO(3) mit der Genauigkeit € zu beweisen.

3.4. Konstruktive Approximation

Wir diskutieren nun konstruktive Ergebnisse zur Approximation von unitiaren Transfor-
mationen. Kitaev [Kit97] und Solovay schlugen unabhéngig voneinander einen effizienten
Algorithmus vor:

Faktum 3.15 (siehe z.B. [DN06]). Sei S eine endliche Teilmenge der SU(n) und I" =
(SUS1) eine endlich erzeugte dichte Untergruppe der SU(n). Es existieren Konstanten
c1,c2 > 0 und ein Algorithmus, der in Abhédngigkeit von der Genauigkeit € fiir jedes
zu approximierende Element U € SU(n) ein Wort w € W,,(S U S™1) der Linge n €
O(log®(1/€)) in der Laufzeit O(log®(1/¢)) findet, so daB jw — U| < € gilt.

Bemerkung. In [DN06] werden die Konstanten als ¢; & 3.97 sowie ¢ &~ 2.71 angegeben.
Unter gewissen Annahmen (siche [KSV02, S. 78]), kénnen die Konstanten als ¢; > 3
und ¢, = 3 gewahlt werden. Es ist unbekannt, ob eine Wahl ¢; = ¢; = 1 mdglich ist.

Der Algorithmus von Faktum 3.15 wird auch in den Referenzen [NC00; Har01; KSV02;
DNO06] behandelt, und ein weiterer Algorithmus zur konstruktiven Approximation, der
aber nur fiir eine spezielle dichte Teilmenge der SU(n) geeignet ist, wird in [KSV02,
Abschnitt 13.7] vorgestellt. Dabei gibt [DN06] einen Uberblick iiber den Algorithmus
von Faktum 3.15 und beschreibt seine Entstehungsgeschichte. In einem ersten Schritt
des Algorithmus von Faktum 3.15 mufl eine Startapproximation gefunden werden, die
einer festen Genauigkeit geniigt. Diese Startapproximation wird spéter sukzessiv ver-
feinert. Harrow [Har01, Abschnitt 2.5] implementierte den Teilalgorithmus zur Bestim-
mung einer Startapproximation mit Hilfe von Heuristiken. In [KSV02, S. 76] wird darauf
hingewiesen, dafl der Schritt zur Bestimmung der Startapproximation nicht konstruktiv
ist und potentiell beliebig lange dauern konnte, womit der vorgeschlagene Algorithmus
von Faktum 3.15 kein Algorithmus im engeren Sinne wére. In Referenz [DNO06, S. 85]
wird vorgeschlagen, Startapproximationen zu allen Elementen der SU(n) vorzuberech-
nen, d. h., ein sogenanntes Startnetz vorzuberechnen.
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4. Simulation von unitaren Operationen

In diesem Kapitel folgen wir [ZGBO04].

4.1. Das Modell

Wir betrachten ein System von n Qubits, wobei n € N endlich ist. Dieses System wird
mit einem n-fachen Tensorprodukt C? ® --- ® C? von n zwei-dimensionalen komplexen
Vektorrdaumen modelliert. Die einzelnen Tensorkomponenten entsprechen dabei einzel-
nen Qubits. Die Zeitentwicklung ist durch die Schrodinger-Gleichung fiir den Zeitent-
wicklungsoperator gegeben, vgl. Gleichung (1.2):

Cu) = (U,

wobei t die Zeit, U(t) die Zeitentwicklung, und H den zeitunabhéngigen Hamilton-
Operator bezeichnen. Aufgrund der Irrelevanz der globalen Phase in der Quantenmecha-
nik beschrianken wir uns fiir Zeitentwicklungsoperatoren auf die speziell unitéire Gruppe
SU(2™).

Zusitzlich zur Moglichkeit, das System unter dem Zeitentwicklungsoperator U(t) =
exp(—iHt) evolvieren zu lassen, ist in unserem Modell die Anwendung von lokalen
unitdren Transformationen vorgesehen. Eine unitére Transformation wird als lokal be-
trachtet, falls sie keine Interaktion zwischen verschiedenen Qubits zur Folge hat, d.h.,
falls sich die unitdre Transformation als n-faches Tensorprodukt U; ® --- ® U, von
unitiren Transformationen U; € SU(2) mit ¢ € {1,...,n} schreiben 1aft. Die Zeit zur
Ausfithrung von lokalen unitdren Transformationen ist vernachléssigbar und wird als
null angenommen. Damit haben wir die vorhandenen Ressourcen des Kontrollsystems
angegeben.

Aus mathematischen Griinden beschrinken wir uns auf Systeme, deren Hamilton-
Operator ohne Verwendung von lokalen Termen dargestellt werden kann. Aus diesem
Grund folgt im Fall der Simulation von Hamilton-Operatoren aus der Simulierbar-
keit, da3 der Hamilton-Operator ohne lokale Terme dargestellt werden kann. Um einen
Hamilton-Operator von lokalen Termen zu befreien, werden oft Approximationsmetho-
den verwendet, siche z.B. [BCL02, S. 3] oder [MVLO02, S. 288]. Wir benutzen keine
Approximationsmethoden. Zusétzlich scheinen lokale Terme in Hamilton-Operatoren
verantwortlich fiir Probleme mit unendlichen Programmen, d.h. mit unendlich vielen
Schritten m = oo (siehe z. B. Definition 4.1), zu sein. In [HNOO03] (sieche auch [DHKO04])
werden im Fall von Hamilton-Operatoren mit lokalen Termen die Voraussetzungen ana-
lysiert, unter denen unendliche Programme notwendig fiir die zeit-optimale Kontrolle
sind. Unabhéngig davon erlauben wir aus technischen Griinden alle Arten von Program-
men, auch unendliche. Wir verwenden die verfiigharen Ressourcen auf drei verschiedene
Arten:
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4. Simulation von unitidren Operationen

Zuerst betrachten wir die Simulation einer unitiaren Transformation mit Hilfe der Zeit-
entwicklung und lokalen unitiren Transformationen (siehe Definition 4.1). Der englische
Begriff , gate simulation® wurde in [BCLT02, S. 3] eingefiihrt. Die folgende Definition
ist eine Spezialisierung der Definitionen 1.2 und 1.3.

Definition 4.1 (Simulation von unitdren Transformationen). Ein n-Qubit-System mit

einem Hamilton-Operator H und der Moglichkeit, lokale unitéare Transformationen aus-

zufithren, simuliert eine unitidre Transformation U in der Zeit 0 < t € R, falls lokale
m

unitére Transformationen Uy und U; sowie Zeiten 0 < t; € R mit ¢ = ijl tj, j €N,
1 <j<m,und m € NU{0, 00} existieren, so daf

U= |]]Ujexp(—iHt;)| Us.

J=1

Bemerkung. Da die unitire Gruppe nicht kommutativ ist, ist die Bedeutung des Symbols
[] fiir Elemente der unitéren Gruppe folgendermafien definiert (vgl. Seite 6):

f
(H Vj)ve fir f > e,

f
H Vii= jmetl
= Id fir f <e,
wobei e, f € Z und mit Id wird die Identitdt der unitdren Gruppe bezeichnet. Falls f
unendlich ist, bezeichnet das Symbol [ ] ein Element aus dem Abschlufl der konvergenten
Produkte.

Als zweites fithren wir ein Konzept von infinitesimaler Simulation von unitédren Trans-
formationen ein. Eine zu erzeugende unitéire Transformation U wird als Punkt auf einer
Einparameter-Gruppe exp(—iH't’) betrachtet. Bei einer infinitesimalen Simulation eines
Hamilton-Operators H' wird davon ausgegangen, dafl das Kontrollsystem die zugehorige
Einparameter-Gruppe fiir infinitesimale Zeiten ¢ simuliert, d. h., dafl die Ableitungen der
Einparameter-Gruppe und der Simulation fiir infinitesimale Zeiten iibereinstimmen. Wir
betonen, dafl die infinitesimale Simulation eines Hamilton-Operators in Definition 4.2
unabhéngig von der unitdren Transformation U definiert wird.

Definition 4.2 (Infinitesimale Simulation eines Hamilton-Operators). Ein n-Qubit-
System mit einem Hamilton-Operator H und der Mdglichkeit, lokale unitéare Transfor-
mationen auszufithren, simuliert einen Hamilton-Operator H’ infinitesimal in der Zeit
0 <t € R, falls lokale unitire Transformationen Uy und U; sowie Zeiten 0 < ¢; € R mit
t=>""1t,7 €N 1<j<m,und m € NU{0, 00} existieren, so daf [}, U; gleich
der Identitét in der unitédren Gruppe ist und die folgende Gleichung erfiillt ist (¢ € R):

. d T/ R d
tlfli% [% exp(—it'H )] = 1tl,1ir(1) (dt’ { UO}> . (4.1)

t'>0 t'>0
Bemerkung. Die Bedingung H;nzo U; = Id sorgt dafiir, dafl das von den unitdren Trans-
formationen Uy und U; sowie den Zeiten t; spezifizierte Programm fiir ¢ — 0 nahe der

H Uj exp(—it'Htj)
j=1

38



4.1. Das Modell

Identitédt operiert. Weiter bezeichnet t = Z;n:1 t; den Faktor um den sich die Imple-
mentierungszeit der rechten Seite der Gleichung (4.1) von der Implementierungszeit der
linken Seite der Gleichung (4.1) unterscheidet. Dabei werden nur sehr kleine Implemen-
tierungszeiten betrachtet (¢ — 0).

In den Referenzen [WJB02; JWB02; WRJB02b; WRJB02a; Woc03] wurde die in-
finitesimale Simulation eines Hamilton-Operators in erster Ndherung auf eine globale
Simulation aller unitirer Transformationen erweitert. Ahnliche Methoden wurden in
[BCL*02] verwendet, um die Zeitentwicklung des zu kontrollierenden Systems exakt mit
Simulation eines Hamilton-Operators nachzubilden. Nachfolgend wurde in [BCL*02] an-
gemerkt, dafl es nur infinitesimal moglich ist, die Zeitentwicklung des zu kontrollierenden
Systems exakt nachzubilden, da die Kontrollméglichkeiten nicht kontinuierlich sind. Wir
betrachten in diesem Kapitel keine solchen Approximationen.

Obwohl Definition 4.2 die wesentliche Bedeutung der infinitesimalen Simulation eines
Hamilton-Operators beschreibt, ist diese Beschreibung reichlich unpraktisch. Deshalb
geben wir nun eine dquivalente Bedingung an, die iiblicherweise als Definition verwendet
wird [WJB02; JWB02; WRJB02b; WRJB02a; Che03].

Lemma 4.3. Ein n-Qubit-System mit einem Hamilton-Operator H und der Moglich-
keit, lokale unitdre Transformationen auszufiihren, simuliert einen Hamilton-Operator
H’ infinitesimal in der Zeit 0 < t € R, falls lokale unitidre Transformationen U und U;
sowie Zeiten 0 < t; € Rmit ¢t = 77" ¢;, 7 € N, 1 < j < m, und m € NU {0, 00}
existieren, so dafl die folgende Gleichung erfiillt ist:

Zt VL HV). (4.2)

Beweis. Die notwendige Bedingung: Die linke Seite der Gleichung (4.1) ist gleich —iH’
und die rechte Seite der Gleichung (4.1) ist gleich

lim [@ ({Hexp —it' (W, HW,; M)t }}W[))] : (4.3)

t'>0

wobel

Un fir j =m
Wi=\w. .U £ .
iU; fir 0 < g <m.

Wir bilden die Ableitung, berechnen den Grenzwert und setzen das Ergebnis von Glei-
chung (4.3) mit —iH’ gleich. Dann benutzen wir die Gleichungen V; := W, und
Wy = [[}2, U; = 1d und erhalten die Gleichung (4.2).

Die hinreichende Bedingung: Wir setzen die Gleichung (4.2) in die Gleichung (4.1) ein
und erhalten die hinreichende Bedingung. O

Als drittes fithren wir eine Version von infinitesimaler Simulation unitarer Transfor-
mationen ein, die explizit von der unitdren Transformation U abhéngt.

Definition 4.4 (Infinitesimale Simulation unitérer Transformationen). Ein n-Qubit-
System mit einem Hamilton-Operator H und der Mdoglichkeit, lokale unitére Transfor-
mationen auszufiihren, simuliert eine unitére Transformation U infinitesimal in der Zeit
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4. Simulation von unitidren Operationen

0 <t € R, falls ein Hamilton-Operator H' und lokale Transformationen U; und U,
existieren, so da die Gleichung U = Uj exp(—iH')U, erfiillt ist und das System den
Hamilton-Operator H' infinitesimal in der Zeit ¢ simuliert.

Bemerkung. Tatséchlich benutzen wir Definition 4.4 nicht explizit. Aber wir geben die-
se Definition an, um zu betonen, daf§ die Definition 4.2 unabhéngig von der unitéiren
Transformation U ist und dafl die Definition 4.2 nicht verschiedene Zerlegungen der
unitdren Transformation U beriicksichtigt, die potenziell zu unterschiedlichen Hamilton-
Operatoren H' fithren konnen. Die Existenz verschiedener Hamilton-Opertoren H' wird
in Abschnitt 4.4 betrachtet.

Bemerkung. Im Gegensatz zu unserer bisheriger Konvention in diesem Kapitel verwen-
den wir im folgenden die Exponentialfunktion exp(it H) ohne Minuszeichen. Wir nehmen
an, dafl H das Minuszeichen enthélt und dafl ¢ weiterhin positiv (¢ > 0) ist.

Bevor wird fortfahren, diskutieren wir unser Modell. Verschrinkung beschreibt wesent-
liche nicht-lokale Eigenschaften von Quantenzustdnden und unitéarer Transformationen.
Da die Verschrankung invariant unter lokalen unitdren Transformationen ist [NCO00],
scheint es plausibel, die Zeit zur Erzeugung von lokaler unitédrer Transformationen zu
vernachléssigen. Diese Vorgehensweise wird durch die allgemeine Annahme unterstiitzt,
daB die Erzeugung von Zwei-Qubit-Transformationen als bedeutend schwerer betrachtet
wird als die Erzeugung von Ein-Qubit-Transformationen [HHO02]. Zusétzlich wird die An-
wendung von lokalen unitdren Transformationen in einer vernachléssigharen Zeit in der
Kernresonanz gewohnlich als gute Approximation angesehen, da lokale und nicht-lokale
Transformationen auf verschiedenen Zeitskalen operieren [HW68; EBW97; KBGO1].

4.2. Lie-theoretische Grundlagen

In diesem Abschnitt fithren wir Lie-theoretischen Begriffe und Methoden ein, die wir
spater verwenden werden. Dabei wird die besondere Bedeutung der Lie-Theorie fiir die
betrachteten Problemstellungen hervorgehoben. Zusétzlich ist der Text dadurch ein-
facher zu lesen und ist in sich abgeschlossen. Dieser Abschnitt kann als Referenz be-
trachtet werden. Dieser Abschnitt wurde teilweise von der Darstellung in den Referen-
zen [KBGO1; KGO01; ZVSWO03]| inspiriert

4.2.1. Grundlegende Konzepte

In diesem Kapitel konnen wir Lie-Gruppen als lineare Matrix-Gruppen auffassen, d. h.
als abgeschlossene Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe. Wir verweisen bzgl.
der (elementaren) Lie-Theorie und der verwendeten Notation auf Anhang A. Im folgen-
den sei G eine Lie-Gruppe und g die zugehorige Lie-Algebra.

Definition 4.5 (Orthogonale symmetrische Lie-Algebra, siehe Referenz [HelO1, S. 213]
und Referenz [KN96, S. 225-226 und S. 246]). Ein Paar (g, ) ist eine orthogonale sym-
metrische Lie-Algebra, falls gilt

(i) g ist eine reelle Lie-Algebra,
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4.2. Lie-theoretische Grundlagen

(ii) @ ist ein involutiver Automorphismus von g

(iii) und die zusammenhéngende Lie-Gruppe der von ady() erzeugten linearen Trans-
formationen von g ist kompakt, wobei £ die Menge der Fixpunkte von 6 in der
Lie-Gruppe g bezeichnet.

Bemerkung. Fin Automorphismus der Lie-Algebra g respektiert die Lie-Klammer, d. h.,
fiir alle Elemente g und h von g gilt 6([g, h]) = [0(g),0(h)]. Ein involutiver Automor-
phismus ist zusétzlich selbstinvers. Seien € und p die Eigenrdume zu den Eigenwerten
+1 bzw. —1 von 6 in der Lie-Algebra g. Wir fiithren die kanonische Zerlegung g = € + p
der Lie-Algebra g ein. Die Bedingung (ii) der Definition 4.5 ist dquivalent zu

(e, €] C & [E,p] Cp, [p,p] C ¢t (siche [KN9G6, S. 226-227)). (4.4)

In der Referenz [KBGO1] wurde diese Zerlegung als Cartan-Zerlegung bezeichnet. Falls
Gleichung (4.4) gilt, kénnen wir 0 auf folgende Weise definieren

0(k) = k fur alle k € € und 0(p) = —p fiir alle p € p. (4.5)

Falls g eine Lie-Algebra einer kompakten Lie-Gruppe G ist, dann gilt zusétzlich, dafi die
Bedingung (iii) der Definition 4.5 immer giiltig ist.

Im folgenden nehmen wir an, daf§ g halbeinfach ist und da8 (g, 6) eine orthogonale
symmetrische Lie-Algebra ist. Dabei ist g halbeinfach, falls die Killing-Form von g ist
nicht entartet ist. Als Beispiel fiir eine halbeinfache Lie-Algebra geben wir die Lie-
Algebra su(2") zur Lie-Gruppe SU(2") an. Wir wéhlen eine kanonische Zerlegung g =
t + p, die die Gleichung (4.4) erfiillt, sowie eine abelsche Unteralgebra a von p aus.
Wir bezeichnen die von £ bzw. a erzeugten Untergruppen von G mit K = exp(€) bzw.
A = exp(a). Wir erhalten eine Zerlegung G = K A K der Lie-Gruppe G:

Faktum 4.6 (K A K-Zerlegung der Lie-Gruppe G [Hel01, Ch. V, Thm. 6.7]). Mit der
oben eingefithrten Notation kénnen wir die Lie-Gruppe G zur Lie-Algebra g wie folgt
zerlegen:

G=KAK.

Ahnlich wie die adjungierte Darstellung adg der Lie-Algebra g auf sich selbst konnen
wir die adjungierte Darstellung Ady der Lie-Gruppe G auf der Lie-Algebra g definieren.
Fiir jedes Element G € G fiihren wir die Abbildung ¢¢(G) : H — G 'HG mit der
Signatur G — G ein. Die Abbildung Ady(G) hat die Signatur g — g und ist als die
Ableitung von ¢¢(G) definiert. Fiir Matrix-Darstellungen konnen wir Ady(G) als die
Abbildung g — G~'gG angeben. Wir benutzen die Abkiirzung Adg(K) := [J ;o Adg(K)
und erhalten folgende Verbindung zwischen dem Unterraum p und seiner abelschen
Unteralgebra a:

Faktum 4.7 ([Hel01, Ch. V, Lemma 6.3 (iii)]). Die folgende Gleichung gilt:

p = (Adg(K))(a).
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4.2.2. Die Weyl-Gruppe und die infinitesimale Konvexitat

Wir fithren die Notationen
Ck(a) :={K € K| (Ady(K))(a) = a fiir alle a € a}

bzw.

Ni(a) := {K € K[ (Adg(K))(a) C a}

fiir den Zentralisator Ck(a) bzw. fiir den Normalisator Nk (a) von a in K ein.

Definition 4.8 (Weyl-Gruppe, siehe [Hel01, S. 284] oder [Kna02, S. 381]). Die Weyl-
Gruppe beziiglich der abelschen Unteralgebra a ist die Faktorgruppe Nk (a)/Cxk(a). Wir
bezeichnen diese Gruppe mit W(G, A), wobei A = exp(a).

Die Weyl-Gruppe W(G, A) ist endlich (sieche Faktum 4.10). Um die Weyl-Gruppe
explizit zu bestimmen, fithren wir das Konzept der eingeschrankten Wurzeln ein.

Definition 4.9 (Eingeschrankte Wurzeln, siche z. B. [Kna02, S. 370]). Sei A ein lineares
Funktional auf a. Der lineare Unterraum g* ist definiert durch die Gleichung

g* = {g € glla, 9] = AMa)g fiir alle a € a}.

Ein lineares Funktional A wird als eingeschrankte Wurzel von g beziiglich a bezeichnet,
falls g* # {0} gilt und falls A nicht identisch gleich null auf a ist. Wir bezeichnen mit
A, die Menge der eingeschrinkten Wurzeln von g beziiglich a.

Bemerkung. In Referenz [Kna02, S. 370] sind die eingeschrankten Wurzeln beziiglich ia
definiert. Aber wir kénnen die eingeschréinkten Wurzeln auch beziiglich a definieren.

Da g halbeinfach ist, wissen wir, daf§ die Killing-Form B, eingeschrénkt auf a x a
nicht entartet ist. Deshalb sind eingeschrankte Wurzeln A identisch mit der Abbildung
a — By(ay,a), wobei ay € a eindeutig definiert ist. Wir definieren die Killing-Form auch
fir eingeschrankte Wurzeln: Bg(\, 1) := Bg(ay, a,,). Fiir A € A4 ist die Spiegelung sy ()
einer eingeschrinkten Wurzel p € A, an der Hyperebene {a € a|A(a) = 0} durch die

Gleichung
By(p, A)
sa(p) == p— 2=
A1) By(\A)
gegeben. Wir folgen Referenz [HelO1, S. 286] und definieren die Spiegelung s, auch fiir
Elemente von a. Die Spiegelung sy(a) von a € a an der Hyperebene {a € a| A(a) = 0}

ist durch die Gleichung

sy(a) =a—2 Bala. a1)

—Bg(aA, a/\>a,\. (46)

definiert.
Mit dieser Vorbereitung konnen wir die Weyl-Gruppe beziiglich a auf folgende Weise
berechnen:

Faktum 4.10 ([Kna02, S. 383]). Die Weyl-Gruppe beziiglich a ist endlich und wird von
den Spiegelungen s, mit A € A, erzeugt.
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Wir erinnern daran, dafl W(G, A) eine Teilmenge von K ist und da8 W(G, A) mittels
der adjungierten Darstellung Ady(K) (K € K) auf a operiert.

Definition 4.11 (Weyl-Orbit, siehe z. B. [Kos73, S. 422]). Der Weyl-Orbit W(a) von
a € a ist als die Menge {(Adg(W))(a)|W € W(G,A)} definiert. Unter Benutzung von
Faktum 4.7 erhalten wir, da§ der Weyl-Orbit WW(p) von p € p gleich W(p) := W(a) ist.
Dabei bezeichnet a ein Element aus (Ady(K))(p) N a.

Um zu verstehen, da8 die Definition von W(p) fiir p € p unabhéngig von a ist und
damit wohldefiniert ist, charakterisieren wir Weyl-Orbits etwas genauer.

Faktum 4.12 ([Kna02, Lemma 7.38]). Fiir a,a’ € a und K € K gelte die Gleichung
(Ady(K))(a) = o'. Dann existiert ein Element K’ € Nk(a), so daf (Adg(K"))(a) = o
gilt.

Nun erhalten wir aus Faktum 4.12, daf zwei Elemente a und a’ des Weyl-Orbits W(p)
von p € p konjugiert beziiglich eines Elementes der Weyl-Gruppe sind. Dies beweist,
dafl die Definition 4.11 von W(p) unabhéngig von a ist. Zusétzlich erhalten wir, daf
der Weyl-Orbit W(p) identisch mit der Menge a N (Ady(K))(p) ist. Wir bezeichnen die
konvexe Hiille des Weyl-Orbits W(p) mit ¢(p). Wir geben nun die infinitesimale Version
von Kostants Konvexitédtstheorem an.

Faktum 4.13 (Kostants Konvexitidtstheorem (infinitesimale Version), siehe [KosT73,
Thm. 8.2] oder [Hec80, Thm. 1]). Sei I" die orthogonale Projektion von p auf a beziiglich
der Killing-Form. Fiir jedes Element p € p erhalten wir

P ((Adg(K))(p)) = e(p).

Bemerkung. Die wesentliche Bedeutung der infinitesimalen Version von Kostants Kon-
vexitdtstheorem (Faktum 4.13) ist, daf8 die Projektion von (Adg4(K))(p) auf a beziiglich
der Killing-Form eine konvexe Menge ist und dafl deren Extremalpunkte durch den
Weyl-Orbit W(p) gegeben sind.

Um Weyl-Orbits néher zu charakterisieren, fithren wir weitere Konzepte ein. Der Un-
terraum a kann in zusammenhéngende Komponenten, die sogenannten Weyl-Kammern,
aufgeteilt werden.

Definition 4.14 (Weyl-Kammern [Hel01, S. 287]). Sei A eine eingeschrinkte Wurzel
von g beziiglich a. Die Hyperebenen {a € a| A(a) = 0} teilen a in endlich viele und zu-
sammenhingende Komponenten ein. Dabei werden die Komponenten ohne ihre Trenn-
hyperebenen als Weyl-Kammern bezeichnet. Der Abschlufl einer Weyl-Kammer enthéalt
die Trennhyperebenen und wird als abgeschlossene Weyl-Kammer bezeichnet.

Die Weyl-Gruppe operiert auf den Weyl-Kammern:

Faktum 4.15 ([Hel01, Thm. 2.12, Ch. VII]). Die Weyl-Gruppe permutiert die Weyl-
Kammern.
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4. Simulation von unitidren Operationen

Wir wihlen eine beliebige, aber unverdnderliche Ordnung auf den eingeschréankten
Waurzeln von g beziiglich a. Aus diesem Grund kénnen wir die eingeschrankten Wurzeln
in positive und negative (eingeschrinkte) Wurzeln einteilen, wobei positiv und negativ
beziiglich der gewédhlten Ordnung definiert ist. Eine eingeschrinkte Wurzel wird als
(eingeschrénkte) Fundamentalwurzel bezeichnet, falls sie positiv ist und nicht als eine
Summe von zwei positiven (eingeschriankten) Wurzeln geschrieben werden kann [Sam99,
S. 59]. Sei {ax} C A, die Menge der eingeschrinkten Fundamentalwurzeln. Da die
Killing-Form eingeschréankt auf axa nicht entartet ist, kénnen wir fiir jede eingeschréankte
Wurzel A ein Element a) € a definieren, so dafl By(ay,a) = A(a) fiir alle a € a gilt.
Die Menge {a € a| Bg(aq,,a) > 0 fir alle oy} ist eine Weyl-Kammer und wird als
fundamentale Weyl-Kammer bezeichnet [Sam99, S. 61].

Faktum 4.16 (angepafit von [Sam99, Prop. I, Sec. 2.11]). Seien A bzw. p eingeschrinkte
Wurzeln beziiglich der Elemente ay bzw. a, der abgeschlossenen fundamentalen Weyl-
Kammer. Das Element a, liegt genau dann in der konvexen Hiille der Weyl-Kammer
W(ay) von ay, wenn A(a) > p(a) fir alle Elemente a der fundamentalen Weyl-Kammer
gilt. Die Bedingung A(a) > p(a) ist dquivalent zu Bg(ay, a) > By(a,, a).

4.2.3. Der Zwei-Qubit-Fall

Wir betrachten nun den Fall G = SU(4). Fiir die explizite Rechnung verwenden wir
eine Matrix-Darstellung fiir die reelle halbeinfache Lie-Algebra su(4) der Lie-Gruppe G.

Seien
(0 1 (0 —i do — 1 0
Op = 1 o) Oy i= i 0 und o, := 0 —1

die Pauli-Matrizen und sei
(10
gg - — 0 1

die Identitdtsmatrix. Wir benutzen die Notation oy = o0,, 03 = 0,, und 03 = 0, und
definieren

7 ) 7
X1 = z090® 01, X 1= =00 ® 09, X3 := 500 ® o3,

2 2
Xy 1= 501 ® 00, X5 1= 503 ® 09, X := 03 ® 0y,
2 2 2
X7i=-01®01,Xg:= -0 ® 09, Xg := -03 X 03,
2 2 2
Xy = 501 ® 09, X11 := 501 ® 03, X1 := 502 ® o1,
X3 := 502 ® 03, X14 := 503 ® o1, X15 := 503 & o3.

Die Standarddarstellung (oder definierende Darstellung) der Lie-Algebra su(4) ist auf
folgende Weise gegeben:

g :=su(4) = spang{ Xy, ..., X15}.
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4.2. Lie-theoretische Grundlagen

Dabei bezeichnet spang den reellen Aufspann. Wir definieren die Vektorrdume
b= spang{Xi,..., X}, p :=spang{X7,..., X15} und a := spang{X7,..., Xo}.

Nun koénnen wir einfach iiberpriifen, dafl £ und p die Kommutatorrealationen in Glei-
chung (4.4) erfiillen. Da die Lie-Gruppe SU(4) kompakt ist, erhalten wir, da8 das Paar
(g,0) eine orthogonale symmetrische Lie-Algebra ist, wobei # durch Gleichung (4.5)
gegeben ist. Der Unterraum a ist eine abelsche Unteralgebra von p. Die Menge der ein-
geschriankten Wurzeln beziiglich a kann als die Eigenwerte von adg(c1 X7 + c2Xs + ¢3Xo)
bestimmt werden:

{zi(ca — c3), £i(ca + ¢3), Li(er — ¢3),xi(c1 + ¢3), £i(er + co), £i(er — o)}, (4.7)

Wir verwenden Gleichung (4.6) zur Bestimmung einer Erzeugermenge der Weyl-Gruppe
(beziiglich a) als eine Menge von Matrizen

1 00 1 0 0 0 0 1
0O01),{0 0 —=1],10 1 0},
010 0 -1 0 1 00
0 0 -1 0 -1 0 010
o 1 0o])],[-1 0 O}),[1 0 O , (4.8)
-1 0 0 0 0 1 0 0 1
die auf den Vektoren
1 0 0
0 =X, [1] £Xs, und [0 | = X (4.9)
0 0 1

operieren.
Mit der Notation aus Gleichung (4.9) geben wir die Killing-Form eingeschréinkt auf
a x a auf folgende Weise an:

-8 0 0
Bg(a,b)’axu:: a0 -8 0 |b.
0 0 =8

Die Elemente ay € a beziiglich der eingeschrankten Wurzeln A in Gleichung (4.7) kénnen
wir nun als Elemente a) € a angeben, so da8 By(ay,a) = A(a) fiir alle a € a gilt:

. [0 (0N . [ 1 . (1 . (1 (1
+ + + + + +
el O R e N R I -
o \-1) °\1) °\-1/ °\1/ °\o/ °\o

Wir haben die Basis aus Gleichung (4.9) fiir die Darstellung der Elemente a, verwen-
det. Um unsere Ergebnisse im Kontext von Referenz [BCL*T02] zu préisentieren, wéhlen
wir die Ordnung auf den eingeschrankten Wurzeln so, dal die Wurzeln aus der Glei-
chung (4.7) mit positivem Vorzeichen als positiv gelten. Damit erhalten wir fiir ein
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4. Simulation von unitidren Operationen

Element d = dy X7 + dy X + d3 Xy der fundamentalen Weyl-Kammer die folgenden Glei-
chungen:

{dg—d3>0,d2+d3>O,d1—d3>0,d1+d3>O,d1+d2>0,d1—d2>0}. (410)

Dabei setzen wir (R,>) mit (iR, >) gleich, indem wir fiir alle Elemente 1,75 € R
folgende Notation verwenden: irq > iry < ry > ro.

4.3. Simulation von Hamilton-Operatoren auf
Zwei-Qubit-Systemen

4.3.1. Lie-theoretischer Zugang

Ausgehend von Definition 4.2 betrachten wir nun die infinitesimale Simulation von
Hamilton-Operatoren in Zwei-Qubit-Systemen. Wir betonen, dafl im Zwei-Qubit-Fall
die lokalen unitédren Transformationen durch die Elemente aus K = exp(€) gegeben sind.
Wir verwenden nun die Notation aus Abschnitt 4.2, insbesondere aus Abschnitt 4.2.3.
Da wir nur Hamilton-Operatoren ohne lokale Terme betrachten (siche Abschnitt 4.1),
kénnen wir fiir alle nicht-lokale Hamilton-Operatoren H und H' annehmen, dafl iH € p
und iH' € p gilt. Dabei bezeichnet p den Untervektorraum der Lie-Algebra g, der in
Abschnitt 4.2 eingefiithrt wurde. Deshalb kénnen wir mit Hilfe von Faktum 4.7 alle nicht-
lokale Hamilton-Operatoren H' unter Verwendung eines Elements o’ € a und einer loka-
len unitédren Transformation L’ auf folgende Weise darstellen: H' = (Adg((L)™1)) ().

Theorem 4.17. Wir nehmen an, da} H und H’ nicht-lokale Hamilton-Operatoren auf
einem Zwei-Qubit-System sind. Sei a’ ein Element von a mit der Eigenschaft, dafl o' =
(Ady(L"))(H'") fiir eine lokale unitire Transformation L' gilt.

Ein Zwei-Qubit-System mit Hamilton-Operator H und der Moglichkeit, lokale unitéare
Transformationen auszufiihren, simuliert einen Hamilton-Operator genau dann infinite-
simal in der Zeit 0 < t € R, wenn der Hamilton-Operator (a'/t) im konvexen Abschlufl
des Weyl-Orbits W(H) von H liegt. Die Bedingung ist unabhéngig von der Wahl des
Elementes a'.

Bemerkung. Tatséchlich ist Theorem 4.17 eine infinitesimale Variante von Faktum 4.25
(sieche unten und in Referenz [KBGO1]). Um die Verbindung zwischen Theorem 4.18
und den Ergebnissen aus Referenz [KBGO01] zu verdeutlichen, geben wir hier nun einen
Beweis der infinitesimalen Version an. Dabei verwenden wir Argumente aus den Refe-

renzen [KBGO1; BCL*02].

Beweis. Wir nehmen an, daf3
th" (Adg(K"))(H) (4.11)

eine infinitesimale Simulation von H' in der Zeit t ist. Dabei ist K’ eine lokale unitére
Transformation, H, H' € p, ¢/ > 0und > " ¢/ = 1.
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Aufgrund von Faktum 4.7 existieren Elemente a und o' in a, so dafl fiir geeignet
gewihlte lokale unitére Transformationen L und L’ die Gleichungen a = (Ady(L))(H)
und o = (Ady(L'))(H’) gelten. Wir betonen, dafl lokale unitére Transformationen keine
Zeit bendtigen. Deshalb ist die Existenz der Simulation aus Gleichung (4.11) dquivalent
zur Existenz der Simulation ¢ "% ¢}(Adg(K7]))(a) von a’ durch a in der Zeit ¢, wobei K
eine lokale unitire Transformation bezeichnet, ¢; > 0 und )" ¢/ = 1. Wir bezeichnen
mit I' bzw. I die orthogonalen Projektionen (beziiglich der Killing-Form) von p auf a
bzw. at. Wir kénnen nun die Simulation auf folgende Weise angeben:

'S0 [P (M) @) + T (Mgl @) ] =

Dies ist dquivalent zu
£y ti<(Adg(Ki))(a)> ~d, (4.12)
i=1

wobei K; geeignet gewéhlte lokale unitédre Transformationen sind, ¢; > 0 und >"1" ¢; =
1. Die letzte Aquivalenz ist notwendig, da wir die Projektion I mit Hilfe von Faktum 4.13
als konvexe Kombination schreiben kénnen. Und die Aquivalenz ist hinreichend, da der
Term > ¢/I"((Adg(K7))(a)) gleich null sein mus.

Aus der Bemerkung nach Faktum 4.13 wissen wir, dafl die Projektion von (Ady(K))(p)
auf a beziiglich der Killing-Form eine konvexe Menge ist. Folglich konnen wir Glei-
chung (4.12) in die Gleichung

P ((Adg(K)(@)) = (/1)

umformen, wobei wir eine geeignet gewahlte lokale unitéire Transformation K’ benttigen.
Mit Faktum 4.13 erhalten wir, daf§ (a’/t) im konvexen Abschlufl des Weyl-Orbits W(a)
von a liegt. Da a = (Ady(L))(H), konnen wir a im letzten Satz durch H ersetzen. Damit
haben wir das Theorem bis auf die Unabhéangigkeit von der Wahl von a’ bewiesen.
Nehmen wir an, wir wiirden a’ durch ein Element a” € a ersetzen, so dal a” =
(Adg(L"))(H') fur eine geeignet gewéhlte lokale unitére Transformation L” gilt. Auf-
grund von Faktum 4.12 existiert ein Element W € W(G, A) mit o’ = (Ady,(W™1))(d).
Da die Operation eines Elementes der Weyl-Gruppe den Weyl-Orbit W(H) invariant
1laBt, gilt W(H) = (Adg(W))(W(H)). Es ist offensichtlich, dafl der konvexe Abschlufl
des Weyl-Orbits W(H) auch unverdndert bleibt. Deshalb ist das Element o’ genau dann
in dem konvexen Abschlu8 des Weyl-Orbits W(H ), wenn dies fiir a” gilt. O

Fir ¢’ € a wurde in Referenz [BCL*02] bewiesen, daf die Menge der Hamilton-
Operatoren (a’/t), die in der Zeit eins simuliert werden koénnen, konvex ist. Wir beto-
nen, dal die Extremalpunkte dieser Menge durch den Weyl-Orbit W(H) gegeben sind.
Und dieser Weyl-Orbit kann unter Benutzung von Gleichung (4.8) berechnet werden.
In Referenz [BCLT02] wurden die Extremalpunkte angegeben und ihre Extremalitét
wurde auf andere Weise bewiesen. Ausgehend von Referenz [BCLT02] geben wir nun
eine Version von Theorem 4.17 an, die eine einfacher zu iiberpriifende Bedingung fiir die
infinitesimale Simulation von Hamilton-Operatoren im Zwei-Qubit-Fall ist.
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Theorem 4.18 ([BCL102, S. 11]). Seien H und H’ nicht-lokale Hamilton-Operatoren
auf einem Zwei-Qubit-System. Seien a und a’ Elemente der abgeschlossenen funda-
mentalen Weyl-Kammer, so daf§ fiir geeignet gewéhlte lokale unitédre Transformatio-
nen L und L' die Gleichungen a = a; X7 + a2 Xs + a3 X9 = (Ady(L))(H) und o' =
a) X7 + ayXs + a5 Xo = (Adg(L'))(H') gelten.

Ein Zwei-Qubit-System mit Hamilton-Operator H und der Moglichkeit, lokale unitére
Transformationen auszufiihren, simuliert einen Hamilton-Operator genau dann infinite-
simal in der Zeit 0 <t € R, wenn die folgenden Gleichungen gelten:

a; > ay/t, (4.13a)
ar + ag + az > (a) + a, + ay) /t, (4.13b)
ay +az —az > (a} + ay, — ay) /t. (4.13c)

Bemerkung. Da wir die Elemente a und o' als Elemente der abgeschlossenen funda-
mentalen Weyl-Kammer wahlen, sind sie (fast) eindeutige Elemente aus a. Falls a oder
a’ auf dem Rand der fundamentalen Weyl-Kammer liegen, sind sie Elemente der ab-
geschlossenen fundamentalen Weyl-Kammer, aber keine Elemente der fundamentalen
Weyl-Kammmer. Einzig in diesem Fall sind die Elemente a oder a’ moglicherweise nicht
eindeutig und koénnen als Elemente auf verschiedenen Trennhyperebenen der fundamen-
talen Weyl-Kammer gewéhlt werden.

Beweis. Da die Weyl-Gruppe die Weyl-Kammern (Faktum 4.15) permutiert, konnen wir
a und a' als Elemente der abgeschlossenen fundamentalen Weyl-Kammer wahlen. Aus
Gleichung (4.10) folgt, dafl ein Element d = dy X7+ds Xs+d3 X9 genau dann in der funda-
mentalen Weyl-Kammer liegt, wenn die Ungleichungen ds —d3 > 0, do+ds > 0, dy —d3 >
0,d; +ds >0, d +dy >0 und d; — dy > 0 erfiillt sind. Durch Anwendung von Theo-
rem 4.17 und Faktum 4.16 erhalten wir, daf§ aydy +asda+azds > (a)dy+ahde+a%ds) [t fiir
alle Elemente d = d; X7+ dy Xg + d3 Xy der fundamentalen Weyl-Kammer gilt. Mit Hilfe
des Computeralgebrasystems QEPCAD [CH91; QEPO03] eliminieren wir die Quantoren
aus der letzten Bedingung und wir erhalten die Bedingungen aus Gleichung (4.13). O

4.3.2. Majorisierung

In diesem Abschnitt fithren wir zur spateren Verwendung Konzepte aus der Theorie der
Majorisierung ein. Die Darstellung ist knapp, und wir verweisen fiir eine ausfiihrlichere
Behandlung auf die Referenzen [NV01; MO79; AU82; And89; And89b; Bha97].

Wir bezeichnen eine Permutation eines Elementes = (x1,...,2;)7 € RF mit ot =
(x%,...,xt)T, falls a:zl > xﬁ firi<jund 1 <1457 <k.

Definition 4.19 (Majorisierung [Bha97, S. 28]). Ein Vektor z € R* wird von dem
Vektor y € R¥ majorisiert, falls

1 1
fo gZy} firallel <1<k
i=1 i=1
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und

gilt. Die Notation z < y besagt, dal z von y majorisiert wird.

Wir verwenden im folgenden das Konzept der s-Majorisierung aus Referenz [BCL*02].
Fiir ein Element z = (21,22, 73)7 € R? fithren wir die Notation 2 = (|z1], |2a|, |z3])T
ein, und wir definieren die s-geordnete Version z's von z, indem wir die Komponenten
festlegen: a1 := &1, 2 = 2 und zi = sgn(w12923)%L. Das Vorzeichen von zizoxs

wird mit sgn(xjzex3) bezeichnet.

Definition 4.20 ([BCL*02, S. 11]). Ein Vektor z € R?® wird von y € R? s-majorisiert,
falls

lS LS

$1 §y1>
J’S S S S S S
Tt ayt a3 Syt Yt s

und

s bs s Ls ls s
A N P T o

gilt. Die Notation x <, y besagt, dal  von y s-majorisiert wird.

Wir betonen, dafl ein Element einer Lie-Unteralgebra a genau dann s-geordnet ist,
wenn dieses Element in der abgeschlossenen fundamentalen Weyl-Kammer liegt. Die
Bedingungen dafiir sind in Gleichung (4.10) angegeben, auer dafl die Relation < durch
die Relation < ersetzt werden muf. Damit erhalten wir eine geometrische Motivation
fiir den Begriff der s-geordneten Vektoren. Zusétzlich sind die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fiir die infinitesimale Simulation von Hamilton-Operatoren in
Gleichung (4.13) dquivalent zur Definition der s-Majorisierung.

Korollar 4.21 ([BCL*02, S. 11]). Wir nehmen an, da§ H und H’ nicht-lokale Hamilton-
Operatoren auf einem Zwei-Qubit-System sind. Seien a und & Elemente der abge-
schlossenen fundamentalen Weyl-Kammer, so daf fiir geeignet gewéhlte lokale unitére
Transformationen L und L’ die Gleichungen a = a1 X7 + a2 Xs + agXg = (Adg(L))(H)
und ¢ = @/ X7 + abXs + a5 X9 = (Adg(L'))(H') gelten. Wir verwenden die Notation
a = (ay,az,a3)” und @ = (a}, ay, ay)”.

Ein Zwei-Qubit-System mit Hamilton-Operator H und der Moglichkeit, lokale unitére
Transformationen auszufiihren, simuliert einen Hamilton-Operator genau dann infinite-
simal in der Zeit 0 < t € R, wenn die folgenden Gleichungen gelten:

—f —
a < ta.
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4.3.3. Spektraler Ansatz zur infinitesimalen Simulation von
Hamilton-Operatoren

In diesem Abschnitt beweisen wir eine dhnliche Bedingung wie in Korollar 4.21 basie-
rend auf einer spektralen Bedingung fiir die Hamilton-Operatoren. Dabei basiert diese
spektrale Bedingung auf Referenz [VC02b, S. 9-10]. Es ist interessant, die spektrale
Bedingung mit der s-Majorisierungsbedingung zu vergleichen.

Wir verwenden die Notation zur Majorisierung aus Abschnitt 4.3.2 zur Charakterisie-
rung des Spektrums der Hamilton-Operatoren. Wir bezeichnen den Vektor der Eigen-
werte einer k X k-dimensionalen hermiteschen Matrix A mit

spec(A) = (spec(A)y, ..., spec(A))T,

wobei die Eigenwerte mit der entsprechenden Vielfachheit vorkommen. Zusétzlich neh-
men wir an, dafl spec(A); > spec(A); fir i < j und 1 < ¢,5 < k gilt. Aufgrund eines
Theorems von Uhlmann [Uhl71] steht die Majorisierung der Spektren zweier Matrizen
in Verbindung mit der konvexen Kombination unitérer Orbits.

Faktum 4.22 (Uhlmann (siehe z.B. [Uhl71, Satz 3] oder [AU82, Thm. 2-2.])). Fiir
hermitesche Matrizen A und B ist die Bedingung spec(A) < spec(B) dquivalent dazu,
daf unitdre Matrizen U; und Zahlen ¢; > 0 mit ) . ¢; = 1 existieren, so daf8 die Gleichung

A=Y qU ' BU;

gilt.

Wir zitieren ein weiteres Faktum, das das Konzept der Majorisierung mit der konvexen
Hiille von permutierten Versionen eines Vektors verbindet.

Faktum 4.23 (Rado (siche z.B. [Rad52] oder [MOT79, Prop. 4.C.1.})). Ein Vektor x
wird von einem Vektor y genau dann majorisiert, wenn z in der konvexen Hiille aller
Permutationen (der Komponenten) von y liegt.

Die spektrale Version von Theorem 4.18 lautet:

Theorem 4.24 ([VC02b, S. 9-10]). Seien H und H’ nicht-lokale Hamilton-Operatoren,
die auf einem Zwei-Qubit-System operieren. Ferner seien a und a’ Elemente aus a, wobei
fiir geeignet gewéhlte lokale unitdre Transformationen L und L' die Gleichungen a =
CL1X7 + CLQXg + a3X9 = (Adg(L>)(H> und @' = a’1X7 + a’2X8 + CLng = (Adg(L/))(H/)
gelten.

Ein Zwei-Qubit-System mit Hamilton-Operator H und der Moglichkeit, lokale unitére
Transformationen auszufiihren, simuliert einen Hamilton-Operator genau dann infinite-
simal in der Zeit 0 <t € R, wenn

spec(a’) < tspec(a).

Bemerkung. Die Notwendigkeit der Bedingung wurde in [WJB02] bewiesen. Im Beweis
folgen wir [VCO02b].
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4.4. Simulation von unitdren Transformationen auf Zwei-Qubit-Systemen

Beweis. Aufgrund von Faktum 4.7 konnen wir die Elemente a und @’ wie angegeben
wiéhlen. Die Notwendigkeit folgt aus Faktum 4.22. Wir beweisen nun, daf§ die Bedingung
hinreichend ist. Mit Faktum 4.23 erhalten wir

spec(d’/t) = Z qx Prspec(a),
k

wobei Py, eine Permutation, g, > 0, und ), g, = 1 ist. Da a und &’ Elemente aus a sind,
kommutieren sie. Es folgt, dafl eine Basis existiert, so dafl die Elemente a und a’ gemein-
sam diagonal sind. In dieser Basis entsprechen die Permutationen P, Permutationen der
Diagonalemente von a. Deshalb gilt

(d'/t) = aUy 'aUy
k

fiir geeignet gewahlte unitédre Transformationen Uy, die das Spektrum von a permu-
tieren. Wir betonen, dafl die Transformationen Uy nicht notwendigerweise lokal sind.
Aber wir beweisen nun, daf§ sich alle Permutationen des Spektrums von a durch lo-
kale unitdare Transformationen durchfiithren lassen. Durch Konjugation mit den lokalen
unitiren Transformationen ((og —io1)/v/2) ® (o0 —io1)/V2), (00 +i03)/V2) & ((00 +
i03)/V/2) bzw. ((oo+io1)/v/2)@((09—ic1)/+/2) werden die Eigenwerte auf folgende Weise
permutiert: (1,2,3,4) — (2,1,3,4), (1,2,3,4) — (1,3,2,4) bzw. (1,2,3,4) — (1,2,4,3).
Da sich alle Permutationen auf vierelementigen Vektoren aus diesen Permutationen er-
zeugen lassen, folgt, dafl die Bedingung hinreichend ist. O

Wir merken an, dafl die lokalen unitdaren Transformationen zur Permutation des Spek-
trums von Elementen aus a in [VC02b] angegeben wurden. Dabei wurde die zweite
Transformation falsch angegeben.

4.4. Simulation von unitaren Transformationen auf
Zwei-Qubit-Systemen

Ausgehend von Definition 4.1 betrachten wir nun die Simulation von unitidren Trans-
formationen. Diese Simulation betrachten wir als eine globale Version der infinitesi-
malen Simulation von Hamilton-Operatoren. Wir geben ein Theorem von Khaneja et
al. [KBGO1] an. Wir verweisen auch auf die Referenzen [YKO05; Swo06].

Faktum 4.25 ([KBGO1, Thm. 10]). Sei H ein nicht-lokaler Hamilton-Operator, der auf
einem Zwei-Qubit-System operiert.

Ein Zwei-Qubit-System mit Hamilton-Operator H und der Moglichkeit, lokale unitére
Transformationen auszufithren, simuliert eine unitére Transformation U genau dann in
der Zeit 0 <t € R, wenn die unitére Transformation U wie folgt zerlegt werden kann

U= L1 exp(tW)Lg, (414)

wobel L; und Lo lokale unitidre Transformationen sind und W ein Element aus der
konvexen Hiille des Weyl-Orbits W(H) von H ist.
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4. Simulation von unitidren Operationen

Bemerkung. Gleichung (4.14) entspricht der Gleichung
L'ULy = exp(tW). (4.15)

Dies bedeutet, dafl die unitdre Transformation U genau dann in der Zeit ¢ simuliert
werden kann, wenn es eine unitidre Transformation U’ gibt, die lokal dquivalent zu U
ist und die als U’ = exp(tW) dargestellt werden kann. Aber die Wahl der Elemente L
und Ly unterliegt gewissen Einschrankungen. Da exp(tW) ein Element von A = exp(a)
ist, erhalten wir, da auch L;'UL;" ein Element von A seien muf. Es gibt verschiedene
unitare Transformationen U’, die die Bedingungen erfiillen. Das Auftreten verschiedener
unitarer Transformationen U’ ist eine Konsequenz der Nicht-Eindeutigkeit der K A K-
Zerlegung aus Faktum 4.6. Diese Nicht-Eindeutigkeit wird im folgenden untersucht.
Wir betonen, dafl die unitére Transformation U moglicherweise nicht als U = exp(tW)
beziiglich der gleichen (oder kiirzeren) Zeit ¢ aus Gleichung (4.15) dargestellt werden
kann.

Wir prisentieren nun die Ergebnisse zur Simulation unitérer Transformationen auf
eine vergleichbare Weise wie die infinitesimale Simulation von Hamilton-Operatoren in
Abschnitt 4.3.2. Aufgrund der Bemerkung nach Faktum 4.25 kénnen wir eine lokale
unitdre Transformation U genau dann in der Zeit ¢ simulieren, wenn eine lokale unitére
Transformation U’, die lokal dquivalent zu U ist, als U’ = exp(tW) bexziiglich eines
Elements W des Weyl-Orbits des System-Hamilton-Operators dargestellt werden kann.
Wir bezeichnen im folgenden mit K; fiir ¢ € {1,...,8} geeignet gewihlte Elemente
der lokal unitdren Transformationen K = exp(£). Zusétzlich seien A und A’ passende
Elemente aus A = exp(a). Nach Faktum 4.6 kénnen wir eine unitare Transformation U
bzw. eine lokal dquivalente Transformation U’ auf folgende Weise zerlegen: U = K1 AK,
bzw. U' = K3A'K,. Um alle unitidren Transformationen U’ zu charakterisieren, die lokal
aquivalent zu U sind, miissen wir alle Elemente A’ charakterisieren, fiir die Kz A'Kg = A
gilt. Das heifit, wir bestimmen alle Elemente A’ mit A’ = (K;'AK7)Kg. Das folgende
Lemma l6st diese Aufgabe.

Lemma 4.26. Fiir ein festes Element A € A und ein beliebiges Element der Form
A'=(K'AK)K' € A mit K, K’ € K konnen wir das Element K aus der Weyl-Gruppe
und das Element K’ aus der Menge K N A wiéhlen.

Entsprechend zu 0 aus der Definition 4.5 der orthogonalen symmetrischen Lie-Algebra
(g,0), existiert eine globale Version O, die auf der Lie-Gruppe G operiert (siehe z.B.
[Loo69a, Thm. 2.3 in Kap. IV] oder [Kna02, Thm. 6.31.]). Wir definieren © als O(K") =
K" fir K" € K und ©(P) = P! fiir P € P = exp(p). Wir verwenden die Abbildung
O*: G — G* :== ©(G™1) mit der Signatur G — G. Das Symbol ()* wird hier verwendet,
damit keine Verwechslung mit dem Symbol ()* fiir die komplexe Konjugation moglich ist.
Wir erhalten (G1G2)* = G5G fiir G1,Gy € G, P* = P fiir P € P und (K")* = (K")!
fir K" € K (siehe [Bor98, S. 81]). Die Abbildung ¢: G/K — P wird als die Abbildung
GK — ¢(GK) = (GK)(GK)* = GG* definiert. Diese Abbildung wurde in [Bor98,
S. 81-82] und in [Kna02, Beweis von Thm. 6.31.] untersucht. Referenz [Bor98] beweist,
daB ¢ einen Isomorphismus von G/K auf P induziert.

Beweis von Lemma 4.26. Wir verwenden die Abbildung ¢ und erhalten die Gleichungen
H(KTTAK)K') = K 'A’K und ¢(A’) = (A')%. Da A’ = (K~'AK)K’ als Bedingung
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4.4. Simulation von unitdren Transformationen auf Zwei-Qubit-Systemen

in Lemma 4.26 angegeben wurde, folgt K 1A?K = (A’)%. Aufgrund von Faktum 4.12
kénnen wir K als ein Element der Weyl-Gruppe wihlen. Deshalb ist K 'AK € A und
wir haben K’ € KN A bewiesen. O

Wir charakterisieren nun die Elemente aus K N A.

Lemma 4.27. Die Menge KNA besteht aus den Elementen exp(z;m X7+ zom Xg+231Xy),
wobei z; € Z (j € {1,2,3}), und die Symbole X7, X5, X9 wurden auf Seite 44 definiert .

Beweis. Zuerst zeigen wir, dafl die Elemente exp(z1m X7+ zom Xg+23mX) eine Teilmenge
von KN A bilden. Da exp(z17X7 4+ 20w Xg + 23w X)) fiir z; € Z Elemente von A sind und
A eine abelsche Gruppe ist, erhalten wir, daf3

eXp(ZﬂTX7 + ZQ?TXg + Zg?TXg)
=exp(z17X7) exp(zom X3) exp(z3mXo)

:(iUl X 0'1)21 (iO’Q X 02)22(?:03 X O'3)Z3.

Dies beweist, dafl die Elemente exp(z17 X7 + z9mXg + 23mXg) eine Teilmenge von K N
A bilden. Nun zeigen wir, daB K N A eine Teilmenge von der Menge der Elemente
exp(z1m X7 + 2omXg + 237 Xy) ist. Wir machen den Ansatz exp(ar X7 + agXg + a9 Xg) =
exp(a1 X1 + ae Xo + a3 X3 + a4 X4 + a5 X5 + agXg), wobei a; € Rund i € {1,...,9}. Wir
erhalten fiir a7, ag und ag die Bedingungen

(a7 — ag — ag) /7 € Z, (a7 + as — ag) /7 € Z,
(a7+ag+@9)/7r € Z, (CL7 — a8+a9)/7r e 7.

Damit folgt, daB a;/m € Z fiir i € {7,8,9}. O

Nach dieser Vorarbeit geben wir eine zu Faktum 4.25 dquivalente Bedingung an, die
die Form einer Majorisierung hat.

Korollar 4.28 (siche [VHC02, Lemma] oder [HVC02, Result 1]). Sei H ein nicht-lokaler
Hamilton-Operator, der auf einem Zwei-Qubit-System operiert. Wir wollen eine unitére
Transformation U simulieren. Seien a und o’ Elemente aus a, wobei a = a; X7 + a2 X5 +
as Xy = (Ady(K1))(H), d = a} X7 + a5 Xs + a5 X, und fiir geeignet gewéhlte lokale
unitdre Transformationen K, Ky, K3 € K gilt U = Kjexp(a')K3. Wir verwenden die
Notation @ = (ay, as,a3)’ und @ = (a}, ah, ay)?.

Ein Zwei-Qubit-System mit Hamilton-Operator H und der Moglichkeit, lokale unitére
Transformationen auszufithren, simuliert eine unitére Transformation U genau dann
in der Zeit 0 < t € R, wenn die folgende Gleichung mindestens fiir eine Wahl von
7= (z1,22,23)" € Z? erfiillt ist:

a + 77 <, td.

Beweis. Nach Faktum 4.7 bzw. Faktum 4.6 kénnen wir a bzw. o’ wie angegeben wéhlen.
Aufgrund der Faktum 4.25 folgenden Bemerkung ist es notwendig und hinreichend,
alle unitidre Transformationen U’ zu betrachten, die lokal dquivalent zu U sind. Mit
Faktum 4.6 konnen wir die lokal dquivalenten Transformationen U’ als eine Zerlegung
U = K[A'K] darstellen, wobei A" € A und K7, K}, lokale unitidre Transformationen
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4. Simulation von unitidren Operationen

sind. Die verschiedenen Moglichkeiten fiir A’ in dieser Zerlegung sind nach Lemma 4.26
durch A" = exp [(Ady(K))(a’)] K’ gegeben, wobei K ein Element der Weyl-Gruppe ist,
K'e KNA, und K’ = exp(k’). Mit der Charakterisierung von KN A nach Lemma 4.27
erhalten wir, dafl K N A links invariant unter der Operation der Weyl-Gruppe ist. Da
A abelsch ist und K N A links invariant unter der Operation der Weyl-Gruppe ist,
kénnen wir A" als A" = exp [(Ady(K))(a’) + k'] = exp [(Adg(K))(a’ + k”)] angegeben,
wobei fiir ein geeignet gewihltes Element K” € KN A die Gleichung K" = exp(k”)
erfillt ist. Mit Faktum 4.25 folgt, daB8 A" = exp [(Ad4(K))(a’ + k)] = exp(tW). Dabei
liegt W in der konvexen Hiille des Weyl-Orbits W(a) von a. Wenn wir die Gleichung
exp [(Adg(K))(a' + k)] = exp(tW) in einer Basis betrachten, in der (Ady(K))(a’ + ")
und tW gleichzeitig diagonal sind, erhalten wir mit der Periodizitdt der Exponential-
funktion, daff (Ad4(K))(a’'+k")+ M = tW, wobei M = diag(2mi);, 2midg, 2mids, 2miAy)
und Aq, Ay, A3, Ay € Z. Da (Ady(K))(a’ + k") und tW Elemente von a sind, folgt M € a.
Wir kénnen M als M = 2wz X7 + 2m25Xg + 2123 X9 = 2k mit 21 = (A + \g) € Z,
20 = (M+N3) €EZ, z3 = (Ma+X3) € Z, K1 = exp(ky) und K; € KNA darstellen. Deshalb
erhalten wir (Ady(K))(a'+k")+2k; = (Adg(K))(a'+k"+2ks) = (Adg(K))(a'+k;3) = tW,
wobel K; = exp(k;), K; € KN A und ¢ € {1,2,3}. Mit Korollar 4.21 kénnen wir den
Beweis beenden. [

Um Korollar 4.28 zu verbessern, geben wir Schranken fiir die Koeffizienten a;, as und
asz eines Elementes a1 X7 + a3 Xg + a3 X9 € a an. Unter Benutzung von Lemma 4.26 und
Lemma 4.27 erhalten wir, daf8 die Koeffizienten a; (i € {1,2,3}) periodisch mit Peri-
ode 7 sind. (Diese Periodizitét wurde auch in [KC01, Appendix B| und in [ZVSWO03,
S. 7] untersucht.) Aufgrund der m-Periodizitdt konnen wir die Koeffizienten a; auf das
Intervall [—7, 7] beschrénken. Diese Wahl ist kompatibel mit den Konventionen aus
Abschnitt 4.2.3. Wir schrinken die Elemente auf Elemente der abgeschlossenen fun-
damentalen Weyl-Kammer ein, um die Symmetrie der Weyl-Gruppe zu brechen. Mit
Gleichung (4.10) oder mit der s-Ordnung von Abschnitt 4.3.2 erhalten wir, dal a; > 0,

as >0, ap > as und as > as. Diese Uberlegungen fithren zu folgendem Korollar:

Korollar 4.29 (siche [VHCO02, Thm. 1] oder [HVC02, Result 2]). Sei H ein nicht-lokaler
Hamilton-Operator, der auf einem Zwei-Qubit-System operiert. Wir wollen eine unitére
Transformation U simulieren. Seien a und o’ Elemente aus a, wobei a = a1 X7 + asXg +
as Xy = (Ady(Kh))(H), ' = a1 X7 + a4 Xs + a5 Xy, und fiir geeignet gewéhlte lokale
unitdre Transformationen K, Ky, K3 € K gilt U = Kyexp(a')K3. Wir verwenden die
Notation @ = (a1, as, a3)” und @ = (a}, b, ay)”. Zusitzlich wihlen wir die Elemente a;,
ag, ag, ay, a5 und ay so, daf sie in dem Intervall [—7, 7] liegen.

Ein Zwei-Qubit-System mit Hamilton-Operator H und der Moglichkeit, lokale unitére
Transformationen auszufithren, simuliert eine unitédre Transformation U genau dann
in der Zeit 0 < t € R, wenn die folgende Gleichung mindestens fiir eine Wahl von

Z = (z1,22,23)" € {(0,0,0)T,(-1,0,0)T} erfiillt ist:
a + 77 <, td.

Bemerkung. Im Beweis folgen wir den Referenzen [VHC02; HVC02].
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Beweis. Aufgrund von Korollar 4.28 ist es hinreichend, die folgende Gleichung fiir alle
7 € 73 zu zeigen:

a +7(0,0,00" <, @ 47z, d+n(-1,0,0" <,d +rz

Zuerst betrachten wir den Fall, dafl |z;| > 1 fir ein i € {1,2,3}. Da a, < /2, ist die
maximale Komponente (@' + 7rz) der s-geordneten Version von d’ + 72 grofler gleich
21 — /2 = 3w /2. Wir iiberpriifen die Bedingungen von Definition 4.20 und erhalten
a +m(0,0,00" <, a + 7z
Als zweites betrachten wir den Fall, daf |z;| < 1 fiir alle i € {1,2,3}. Mit einfachen,
aber aufwendigen Berechnungen kann iiberpriift werden, da8 @ + 7(0,0,0)" <, @ + 77
fiir

5 € {<_17 _17 0)T7 (_]‘7 07 _1)T7 (07 _]-7 _]-)T7 (07 _17 ]-)T7 (07 07 O>T7 <_17 07 ]-)T}
und daB @ + m(—1,0,0)" <, @ + 77 fiir
Z S {(_17 _17 _1)T’ (_1’ _1’ ]')Tv <_17 07 O>T7 (07 _17 0)T7 (07 Oa _1)T7 (07 07 1>T}

gilt. In allen anderen Fillen erhalten wir fiir 2 € {—1,0, 1}3, dafl sowohl @+ (0,0, 0)”
d + 7 als auch @ + 7(—1,0,0)" <, @ + 7 erfiillt ist. O

4.5. Untere Schranken fiir die Zeitkomplexitat in
n-Qubit-Systemen

In Zwei-Qubit-Systemen benutzten wir eine spezielle Zerlegung g = €+p der Lie-Algebra,
die zu einer Zerlegung G = K AK der Lie-Gruppe fiihrt, wobei K = exp() die Menge
der lokal unitdren Transformationen ist. Mit diesem Ansatz kann auch die optimale
Simulation von Faktum 4.25 bewiesen werden. Im allgemeinen n-Qubit-Fall kénnen wir
eine Zerlegung g = ¢ + p der entsprechenden Lie-Algebra verwenden, wobei K = exp(#)
alle lokal unitéren Transformationen enthélt. Obwohl K im allgemeinem nicht gleich der
Menge der lokal unitéren Transformationen ist, kénnen wir trotzdem unseren Ansatz aus
dem Zwei-Qubit-Fall verallgemeinern, um untere Schranken fiir die Zeitkomplexitat zu
beweisen. Untere Schranken wurden in Referenz [CHNO3] betrachtet, und wir verfeinern
und verallgemeinern nun den Ansatz von [CHNO3]. Insbesondere betrachten wir den
Ansatz von [CHNO3] in einem erweiterten Kontext.

4.5.1. Magische Basis (fiir Zwei-Qubit-Systeme)

Wir beginnen, indem wir uns die Bell-Basis sowie die magische Basis ins Gedéchtnis
rufen. Die Bell-Basis (siche [BMR92; BBC"93]) ist eine Vektorraumbasis fiir reine Zwei-
Qubit-Zustéinde:

|@7) =

(|00> +), [@7) = (|00> 11)),

%I
%I

BT = (|01>+|10>) ) = (|01> [10)) .

%I
%I
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4. Simulation von unitidren Operationen

Wenn wir spezielle skalare Faktoren in die Bell-Basis einfiigen, erhalten wir die magische
Basis, die in Referenz [BDSWO96] eingefithrt wurde und von Hill und Wootters [HW97]
ihren Namen hat:

ler) = 19T),  le2) :=1i[®7), es) :=i[TT), [eg) = [UT).

Die magische Basis steht in enger Verbindung zur minimalen Ensembleverschriankung
(engl. entanglement of formation) (siche Referenz [BDSW96] und auch die verwandten
Arbeiten in den Referenzen [BBPS96; PRI7]). Wir vernachléssigen hier diese Verbin-
dung, verweisen aber auf Abschnitt 4.7.

Die magische Basis hat zwei wichtige Eigenschaften. Erstens sind lokal unitére Trans-
formationen in der magischen Basis reell und orthogonal (siche [HW97, S. 5023] und
[Mak03, Thm. 1]). Zweitens sind die Elemente von A = exp(a) (fiir die Notation, siehe
z.B. Abschnitt 4.2.3) diagonal in der magischen Basis (vgl. [KCO01, S. 3] oder [HVCO02,
S. 2]). Der Basiswechsel von der Standardbasis {]|00),|01),|10),|11)} in die magische
Basis ist durch Q! gegeben, wobei

1 0 O 1

1 0 7+ 1 0
Q=—= |, : _

V210 @ 1 0

10 0 —i

Fiir Elemente U € SU(4) beschreibt die Abbildung U — Q~'UQ (siehe [Mak03]) den
Isomorphismus zwischen SU(2) ® SU(2) und SO(4), siche z. B. [Gil94, S. 52].

4.5.2. Darstellungstheorie

Es ist nicht offensichtlich, wie sich die magische Basis auf eine hohere Anzahl von Qubits
verallgemeinert und welche Eigenschaften erhalten bleiben. Ausgehend von den Eigen-
schaften der magischen Basis fiir Zwei-Qubit-Systeme suchen wir Basiswechsel von den
lokal unitéren Transformationen (SU(2))®" in die orthogonale Gruppe, falls dies moglich
ist. Fiir die Suche verwenden wir Darstellungstheorie.

Definition 4.30 (Darstellungen von Lie-Gruppen (siehe z. B. [DK00, S. 210])). Eine
komplexe Darstellung einer Lie-Gruppe G in einem endlichdimensionalen und komplexen
Vektorraum V¢ ist ein kontinuierlicher Homomorphismus 7: G — GL(V¢) von der
Gruppe G auf die Gruppe GL(V¢) der invertierbaren und linearen Transformationen,
die auf V¢ operieren.

Eine Darstellung 7 in einem endlichdimensionalen und komplexen Vektorraum V¢
wird als irreduzibel bezeichnet, falls kein Unterraum Ug mit Ug # 0 und Ue # V¢
existiert, so daf der Unterraum 7(G)-invariant ist, d. h., die Gleichung 7(G)U¢ C Ug gilt
(siche z. B. [DK00, S. 210]). Wir benétigen ein wichtiges Ergebnis iiber Tensorpodukte
irreduzibler Darstellungen.

Faktum 4.31 ([BDS85, Prop. 4.14 in Kap. II]). Ist 7 eine irreduzible komplexe Dar-
stellung von G; in dem komplexen Vektorraum V¢ und 75 eine irreduzible komplexe
Darstellung von Gs in dem komplexen Vektorraum W, so ist 7y ® 75 eine irreduzible
komplexe Darstellung von G; x Gg in dem komplexen Vektorraum Ve ®@ We. Ferner
sind alle irreduziblen Darstellungen von G; x Gy ein Tensorprodukt dieser Form.
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Im weiteren verwenden wir bilineare Formen B: V¢ X Ve — C, die C-linear in beiden
Argumenten sind, um irreduzible komplexe Darstellungen zu charakterisieren. Seien v,
und v, beliebige Vektoren aus V¢. Eine bilineare Form wird als symmetrisch bezeichnet,
falls B(vy,v9) = B(vg,v1), und als schiefsymmetrisch, falls B(vy,vy) = —B(vg,v1) gilt.
Eine bilineare Form ist 7(G)-invariant, falls B(vy,ve) = B(7(G)vq, 7(G)vs) fiir alle G € G
gilt.

Definition 4.32 (vgl. [BD85; DKO00]). Sei 7 eine irreduzible komplexe Darstellung von
G in dem Vektorraum V. Die Darstellung 7 wird als

e reell bezeichnet, falls V¢ eine bilineare Form zulafit, die nicht verschwindet, nicht
entartet, 7(G)-invariant und symmetrisch ist,

e komplex bezeichnet, falls V¢ keine bilineare Form zuléfit, die nicht verschwindet,
nicht entartet und 7(G)-invariant ist,

e quaternionisch bezeichnet, falls V¢ eine bilineare Form zuléafit, die nicht verschwin-
det, nicht entartet, 7(G)-invariant und schiefsymmetrisch ist.

Wir fithren die Abbildung x,: G — C, G +— Tr(7(G)) ein, wobei x, den Charakter der
Darstellung 7 bezeichnet. Wir verwenden den Charakter, um eine irreduzible komplexe
Darstellung als reell, komplex oder quaternionisch zu charakterisieren.

Faktum 4.33 ([DKO00, Thm. 4.8.1]). Bezeichne 7 eine irreduzible komplexe Darstellung
von G in dem Vektorraum V¢. Der Charakter x, ist genau dann reell-wertig, wenn
eine komplexe bilineare Form B auf V¢ existiert, die nicht verschwindet und 7(G)-
invariant ist. Diese bilineare Form ist automatisch nicht entartet und bis auf einen
nicht verschwindenden skalaren Faktor eindeutig bestimmt. Insbesondere gilt, daf§ die
bilineare Form B entweder symmetrisch oder schiefsymmetrisch ist.

Mit Hilfe von Faktum 4.33 kénnen wir nun entscheiden, ob eine Darstellung komplex
ist. Um die Klassifikation (reell, komplex oder quaternionisch) der irreduziblen kom-
plexen Darstellungen zu vervollstdndigen, geben wir ein weiteres Faktum an, welches
uns ermoglicht, den Typ einer Darstellung anzugeben. Dafiir mufl nur ein normalisiertes
Integral auf einer kompakten Lie-Gruppe G berechnet werden.

Faktum 4.34 (siche [DKO00, Prop. 4.8.7] und [BD85, Prop. 6.8 in Kap. II]). Sei 7 eine
irreduzible komplexe Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe G in dem Vektorraum
V¢ mit dem Charakter y,. Wir erhalten

1 & T ist reell,
/XT(Gz)dG =4¢0 & 7 ist komplex,
—1 <& 71 ist quaternionisch.

Darstellungen kénnen mit Untergruppen der Gruppe GL(V¢) identifiziert werden, so
konnen wir Definition 4.32 auf Untergruppen von GL(V¢) erweitern. Wir bezeichnen
die allgemeine lineare Gruppe auf einem komplexen Vektorraum der Dimension k& mit
GL(k,C). Nun konnen wir die Untergruppen von GL(k,C) charakterisieren, die kon-
jugiert zu Untergruppen der orthogonalen Gruppe (wie aufgrund von Abschnitt 4.5.1
motiviert) oder der symplektischen Gruppe sind.
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4. Simulation von unitidren Operationen

Faktum 4.35 (angepaft von [Sam99, Thm. H in Kap. 3]). Eine kompakte Untergruppe
der allgemeinen linearen Gruppe GL(k, C) ist genau dann zu einer Untergruppe der or-
thogonalen Gruppe konjugiert, wenn sie reell ist. Entsprechend ist eine kompakte Unter-
gruppe der GL(2k,C) genau dann zu einer Untergruppe der (unitdren) symplektischen
Gruppe konjugiert, wenn sie quaternionisch ist.

Bemerkung. Tatsdchlich gibt Referenz [Sam99] einen Algorithmus zur Berechnung des
Basiswechsels fiir die bilineare Form aus Definition 4.32 an. Fiir die Notation Sp(k)
verweisen wir auf Abschnitt 4.5.4 und Referenz [Che99].

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir nun die lokal unitdren Transformationen
(SU(2))®"™. Wir verwenden die Standarddarstellung der SU(2):

o (a+ih o ctidd
“\—c+i-d a—i-b)’

wobei a,b,c,d € R und a® + b*> + ¢* + d> = 1. Um das Integral aus Faktum 4.34 zu
berechnen, fithren wir die reellen Parameter 0 < ¢ < 27, 0 < ¢y <7 und 0 < ¢y < 7
wie folgt ein:

Wir erhalten

[y - ( [uesue)

2r ™ ow n

_ O/O/(J/g(gb,%%)d%d%m = (-1)",

wobei

E(, b1, ) = [ cos(6)2(1 — cos(ibr)? — cos(iz)?
+ cos(th)? cos(th)?) — 2] sin(4by) sin(¥is)”.

Womit das folgende Theorem bewiesen ist.

Theorem 4.36. Die lokal unitdren Transformationen auf einer geraden Anzahl von
Qubits sind konjugiert zu einer Untergruppe der orthogonalen Gruppe. Die lokal unitédren
Transformationen auf einer ungeraden Anzahl von Qubits sind konjugiert zu einer Un-
tergruppe der (unitir) symplektischen Gruppe.

Bemerkung. Ahnliche Ergebnisse wurden mit anderen Methoden in Referenz [BB04]
gezeigt. Theorem 4.36 kann auch unter Zuhilfenahme von [BDNB04, Thm. 5| bewiesen
werden.
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4.5. Untere Schranken fiir die Zeitkomplexitét in n-Qubit-Systemen

4.5.3. Thompsons Theorem und die Majorisierung

Wir folgen Referenz [CHNO3] und présentieren ein Theorem von Thompson [Tho86] und
eine Bedingung fiir die Majorisierung des Spektrums einer Summe von zwei hermiteschen
Matrizen. Beide Ergebnisse werden im folgenden verwendet.

Faktum 4.37 ([Tho86]). Seien A und B hermitesche Matrizen. Dann existieren unitére
Matrizen U; und Us, so daf

exp(iA) exp(iB) = exp(iU; ' AU, + iUy ' BU,).

Dieses Ergebnisses basiert teilweise auf einer Vermutung von Horn [Hor62]. Diese
Vermutung wurde kiirzlich bewiesen (vgl. [Lid82; DST98; Kly98; KT99; Knu00; Ful00]).
Per Induktion erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 4.38. Seien A; hermitesche Matrizen. Dann existieren unitdre Matrizen Uj,

so daf3
Hexp iA;) —exp( ZU TA; U)

7j=1

Wir geben nun Schranken fiir das Spektrum einer Summe von zwei hermiteschen
Matrizen an. Referenz [MOT9] schreibt dieses Ergebnis Ky Fan [Fan49] zu. Wir be-
zeichnen den Vektor der Eigenwerte einer k x k-dimensionalen hermiteschen Matrix A
(einschlieBlich der Vielfachheiten) mit spec(A) = (spec(A)y, ..., spec(A);)T. Zusitzlich
nehmen wir an, dafl spec(A); > spec(A); falls i < j (1 <14,j < k).

Faktum 4.39 ([MO79, Thm. 9.G.1.]). Seien A und B hermitesche Matrizen. Dann
erhalten wir die folgenden Gleichungen:

spec(A + B) < spec(A) + spec(B).

4.5.4. Untere Schranken

In diesem Abschnitt leiten wir untere Schranken fiir die minimale Zeit zur Simulation
unitdrer Transformationen her (siehe Definition 4.1). Wir beginnen mit einer Diskussion
der (unitdr) symplektischen Gruppe. Wir folgen Referenz [Che99, S. 22] und fiihren die

bilineare Form
k

Bsy, (T, 9) = Z<x1y1+k — TitkYi) (4.16)

=1

ein. Dabei gilt & = (21,...,29)7 € C* und ¥ = (y1,...,ya)" € C*. Es bezeichne J,

die Matrix
(O I

wobel [, die k x k-dimensionale Identitdtsmatrix und 0 die & x k-dimensionale Null-
matrix ist.
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4. Simulation von unitidren Operationen

Definition 4.40 (siehe z. B. [Che99, Prop. 1 auf S. 22]). Die Untergruppe der unitiren
Gruppe U(2k) der Dimension 2k, die aus Matrizen M besteht, die die bilineare Form
aus Gleichung (4.16) invariant 1&8t, d. h., die die Gleichung

M*J.M = J, (4.17)
erfiillt, wird als (unitér) symplektische Gruppe Sp(k) bezeichnet.

Die Gruppe Sp(k) operiert auch auf einem k-dimensionalen Modul iiber den Qua-
ternionen H und 148t das symplektische (Skalar-)Produkt invariant [Che99, S. 16-24].
Alle Elemente aus Sp(k) haben Determinante eins, siehe z. B. [Che99, S. 203]. Wenn
wir Sp(k) als Mannigfaltigkeit auffassen, ist ihre reelle Dimension gleich 2k? + k [Che99,
S. 23].

Nach Theorem 4.36 sind lokal unitédre Transformationen auf einer ungeraden Anzahl
von Qubits konjugiert zu einer Untergruppe der (unitdren) symplektischen Gruppe. Wir
benutzen die Gleichung (J,)~! = —J, und zeigen, da die Bedingung in Gleichung (4.17)
dquivalent zu

M~ = J,M"(J) ™ (4.18)

ist. Wir wissen, dafl die lokalen unitdren Transformationen auf einer ungeraden An-
zahl von Qubits die Bedingung aus Gleichung (4.18) in einer geeignet gewihlten Basis
erfilllen. Aber wir konnen diese Bedingung auch in der Standarddarstellung der SU(2)®"
(n ungerade) angeben. Wir verwenden die Identifikation 2k = 2". Bezeichne J/, die Ma-

trix o
0o 1\ . ..
J = (_1 0) = (ioy)®

q_(atib c+id
- \—c+id a—1ib)’

mit a, b, ¢,d € R die Standarddarstellung der SU(2). Wir benutzen die Abkiirzung
G]’: (aj—i-ibj Cj—i‘idj)’

—Cj + ld] aj — Zb]

und sei

wobei aj, bj, Gy, dj € R. Es gllt

-1
0 N\,+(0 1\
(o)er(fg) ¢

J (é} GJ) (J) = (é Gj>_ : (4.19)

Dabei gilt Gleichung (4.19) offensichtlich fiir ungerades und fiir gerades n. Deshalb
schrinken wir n nicht linger darauf ein, ungerade zu sein. Es gilt (J!)™! = (J))T =
(—=1)™J), und wir erhalten

und wir erhalten, dafl

(0 2 (&0) - »
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4.5. Untere Schranken fiir die Zeitkomplexitét in n-Qubit-Systemen

Sei H ein 2"-dimensionaler komplexer Vektorraum, auf dem die Gruppe SU(2") ope-
riert. Wir fiihren die bilineare Form By(z,y) := 27 J y auf dem Hilbertraum H ein. Es
gilt

Br(y,z) =y" Joo = (=1)"2" Ty = (=1)"By(z,y).

Damit wurde bewiesen, dafl By (z,y) symmetrisch ist, falls n gerade ist, und schiefsym-
metrisch ist, falls n ungerade ist. Aus Gleichung (4.20) folgt, daB8 By (z, y) links invariant
unter der Operation von SU(2)®™ ist. Folglich haben wir die bilineare Form By (x,y) als
die bilineare Form aus Definition 4.32 identifiziert, wobei V¢ = 'H ist.

Dies motiviert die folgende Definition der Tilde-Abbildung. Dabei bildet die Tilde-
Abbildung lokal unitére Transformationen auf deren Inverses ab.

Definition 4.41. Wir fithren die Tilde-Abbildung W ein:
SU(2") — SU(2")
NU—U=vU)=JU" )"

Es ist ausgehend von [J/UT(J))~"Y[JLUT(J)) 7Y = Iy und det[(J!)1UT /] = det(U)
offensichtlich, dafl die Tilde-Abbildung die Gruppe SU(2") in sich selbst abbildet.

Bemerkung. Die Tilde-Abbildung ist eine Verallgemeinerung der Abbildung

U (Uy)®nUT(0y)®n

aus Referenz [CHNO3, S. 5] fiir gerades n. Die beiden Abbildungen stimmen fiir gerades
n iiberein. Wir verweisen auch auf die Diskussion in Abschnitt 4.7.

Wir geben nun ein wichtiges Lemma zur Charakterisierung der Tilde-Abbildung an.

Lemma 4.42. Bezeichnen V und W lokal unitiare Transformationen und bezeichne U
eine beliebige unitdare Transformation. Die folgenden Gleichung gelten:

1. V=v-1,
2. W =W,
3. VUWY(VUW) = VUUV~L.
Beweis. Die erste und zweite Behauptung folgen aus Gleichung (4.19). Wir beweisen nun

die dritte Behauptung: VUWU(VUW) = VUWWUV = VUWW 'OV~ = VUUV .
O

Dies beweist, daB lokal unitire Transformationen das Spektrum von UU invariant las-
sen. Wir geben nun untere Schranken fiir die Simulationszeit unitédrer Transformationen
an. Wir verwenden die Notation arg, wobei arg [exp(im)] = m und arg [(z1,...,z;)"] =

(axgla], .., argle])T.
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4. Simulation von unitidren Operationen

Theorem 4.43. Sei H ein nicht-lokaler Hamilton-Operator, der auf einem n-Qubit-
System operiert. Wir wollen eine unitére Transformation U simulieren.

Ein n-Qubit-System mit Hamilton-Operator H und der Mdoglichkeit, lokal unitére
Transformationen auszufithren, simuliert eine unitidre Transformation U nur dann in
der Zeit 0 < t € R, wenn die folgende Gleichung mindestens fiir eine Wahl von 7 € Z*"
gilt:

arg [spec(UU)] + 217 < 2t spec(H)

Bemerkung. Dieses Theorem verallgemeinert Ergebnisse aus Referenz [CHNO03, Thm. 5
und Cor. 7]. Im Beweis benutzen wir Ideen aus [CHNO03].

Beweis. Wir nehmen an, daf8 U = [[[;_, W; exp(it; H)]W, eine Simulation von U ist.
Dabei bezeichnet W; lokal unitére Transformationen, ¢; > 0 und Z;”:l t; = t. Seien

v o— Wi fiir j = m,
! ‘/j+1Wj fir 0 S ] < m.

und H; = V;H Vj_l (1 < j < m). Wir erhalten, da§ die Simulation von U in der Form
U = [[T%, exp(it; H;)|Vy dargestellt werden kann, wobei spec(H;) = spec(H) fiir alle
1<j<m.

Wir verwenden Korollar 4.38, um geeignete Hamilton-Operatoren H} und H} mit
spec(H}) = spec(H}) = spec(H) und j € {1,...,m} anzugeben, so dafl

Hexp(ithj) 4 (H exp(ithj)> = exp [Z it;(Hj + HY)| . (4.21)
j=1 j=1 J=1
Aus der Gleichung V, = Vs ! und der Gleichung (4.21) folgt
spec(UU) = spec {exp [ith(H]’- + H) } .
j=1
Faktum 4.39 vervollstéandigt den Beweis:
arg [spec(UU)} + 2mZ = spec [Z t;(H; + H})| < 2tspec(H).
j=1

[

4.5.5. Involutive Automorphismen

Wir heben nun eine Verbindung zwischen der Tilde-Abbildung aus Definition 4.41 und
involutiven Automorphismen der Lie-Algebra su(2") hervor.

Die Tilde-Abbildung ist &hnlich zur ()*-Abbildung, die in dem Beweis von Lemma 4.26
in Abschnitt 4.4 verwendet wurde. Fiir n ungerade, ist K dquivalent zu Sp(2"~!), und
fiir n gerade, ist K dquivalent zu SO(2"). In beiden Féllen spielt die Abbildung U — U U
eine vergleichbare Rolle wie die Abbildung ¢ aus Abschnitt 4.4.
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4.6. Verwandte Arbeiten

Basierend auf [HelO1, S. 451-452] geben wir alle symmetrische Réume SU(2")/K und
die zugehorigen involutiven Automorphismen der Lie-Algebra su(2") an. Wir miissen
drei Falle (AI, AIl, und AIII) unterscheiden. Im Fall AT betrachten wir die Lie-Algebra
g = su(k) und den involutiven Automorphismus 0a1(g) = ¢* und wir erhalten den
Riemannschen symmetrischen Raum SU(k)/SO(k).

Die Lie-Algebra g = su(2k) und der involutive Automorphismus 0a11(g) = Jrg*(Jx) ™
gehoren zum Typ AllL. Dieser Typ entspricht dem Riemannschen symmetrischen Raum
SU(2k)/Sp(k).

Obwohl wir den Typ AIII nicht verwenden, geben wir ihn der Vollstédndigkeit hal-
ber trotzdem an: Die Lie-Algebra ist g = su(p + ¢), und der entsprechende involutive
Automorphismus ist Oan(g) = I, 491, Wir verwenden die Notation

A <_Ip Op,q) 7

P Ogp 1

wobei [, die p x p-dimensionale Identitdtsmatrix und 0, , die p x g-dimensionale Null-
matrix bezeichnet. Damit erhalten wir den Riemannschen symmetrischen Raum SU(p+
q)/S(U(p) x U(q)). Die Gruppe S(U(p) x U(q)) ist durch die Menge der Matrizen

( g1 Op,q)
Oq,p g2

gegeben, wobei g; € U(p), g2 € U(q) und det(g;) det(g2) = 1.

4.6. Verwandte Arbeiten

Wir dokumentieren nun Verbindungen zu den vielfdltigen anderen Arbeiten. Verschiede-
ne Aspekte der infinitesimalen Simulation von Hamilton-Operatoren (vgl. Abschnitt 4.3)
wurden in den folgenden Referenzen untersucht: [VLK99; JK99; LCYY00; DVC*01;
SMO01; DNBT02; WJB02; JWB02; BCL*02; Leu02; VC02b; VC02a; WRJB02b; MVL02;
NBD*02; WRJB02a; Woc03; Che03; CLV04; HNOO03; Rot04; RWO06; Woc06]. Eini-
ge Referenzen betrachten Modelle, die im Gegensatz zu unserem Modell zusétzliche
Ressourcen erlauben: vorhandene Verschrankung [VC02a|, zusétzliche klassische Kom-
munikation [VC02b], Messungen auf den Quantensysteme [BCL102] oder Hilfssyste-
me [BCL102; VC02b].

Fiir Zwei-Qubit-Systeme wurde die Simulation von unitdren Transformationen (siehe
Abschnitt 4.4) in den Referenzen [Kha00; D’A00; KBGO1; VHC02; HVC02; BDD'02;
ZVSWO03; HNOO03; YK05; MCB05; ZW05; DHH'06; Swo06] analysiert. In [KGO01] wur-
den Lie-Gruppen-Zerlegungen fiir eine Theorie der Simulation von unitdren Transfor-
mationen auf n-Qubit-Systemen verwendet. Im allgemeinem fithren diese Zerlegungen
nicht zu optimalen Simulationen. Im Fall von Drei-Qubit-Systemen gab es Fortschritte
bei der Simulation von unitidren Transformationen. Wir verweisen auf Referenz [KGB02].
Beziiglich unterer Schranken haben wir den Ansatz von Referenz [CHNO3| verallgemei-
nert (sieche Abschnitt 4.5). Numerische Optimierungsmethoden wurden in [SHSKGO5]
verwendet, um effiziente Simulationen von unitédren Transformationen zu finden.

Verbindungen zwischen der Zeitkomplexitat von Simulationen im Sinne dieses Kapitels
und der Komplexitdt von Quantenschaltkeisen (siehe Abschnitt 1.2) wurden in den

Arbeiten [JBO1; WJB02; Nie06; NDGD06b; NDGDO06a] diskutiert.
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4. Simulation von unitidren Operationen

4.7. Diskussion einer Verbindung zur Beschreibung der
Verschrankung

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Verbindung zwischen dem Ansatz zu den unte-
ren Schranken fiir die Zeitkomplexitit der Simulation unitérer Transformationen und der
Concurrence (engl. concurrence) [HW97; Woo98a; Wo098b; Woo01] sowie deren Verall-
gemeinerungen [CKWO00; Uhl00; WC01; AF01; RBC*01; AVD01; BDH"02; JTFST03;
FMI03; LBZWO03; TFJ03; Ger03; VDDO03; JSST03; BB04]. Die Concurrence C' eines
reinen Zwei-Qubit-Zustandes |1)) € C* wurde in Referenz [Woo098a] durch die Gleichung

C(lv)) = [(wld))|

definiert, wobei [¢) = (0, ® 0,)(|¥))*. Dabei bezeichnet (1h]t)y) das Skalarprodukt
zweier Vektoren [i) und |t¢9) eines komplexen Hilbertraumes V. Fiir einen linearen
Operator p auf V¢ definieren wir die (hermitesche) Adjungierte p' mit Hilfe der Bedin-
gung, da (11 |pTha) = (a|prpy) fiir alle [11), [12) € Ve gilt (vel. [Gaa73, S. 91]). Ein
linearer Operator p auf V¢ gilt als positiv, falls er hermitesch ist, d.h. p = pf, und das
Skalarprodukt (1|pw)) der Vektoren [¢)) und p|v) fiir jeden Vektor [¢)) groBer gleich null
ist (vgl. [Gaa73, S. 129]). Ein Dichteoperator (oder eine Dichtematrix) ist ein positiver
(linearer) Operator p, dessen Spur gleich eins ist (Trp = 1). Wir verweisen bzgl. dieser
Definition auf [Mes61, S. 334]. Insbesondere bezeichnet py, = |1) (1| den Dichteoperator,
der dem Zustand [¢)) zugeordnet ist. Fiir jede Menge von Zustdnden v; und Wahrschein-
lichkeiten p; mit 0 < p; < 1 und ), p; = 1 ist Y. pipy, ein Dichteoperator (siehe z. B.
[Mes61, S. 331-332)).

Es bezeichnen Aj, Ay, A3 und A\, die (positiven) Quadratwurzeln der Eigenwerte der
Matrix pp, wobei p = (0, ® 0,)p* (0, ® 0,). Wir nehmen an, daB Ay > Ay > A3 >
Ay. Die Referenzen [HW97; Wo098a| zeigen, dafl die Concurrence C' einer Zwei-Qubit-
Dichtematrix p durch die folgende Gleichung gegeben ist:

O(p) = maX{O, )\1 — )\2 — )\3 — )\4} (422)

Uhlmann [Uhl00] betrachtete Verallgemeinerungen der Concurrence. Wir folgen seiner
Vorgehensweise und fithren einige Notationen ein. Wir bezeichnen eine Abbildung J auf
einem komplexen Vektorraum V¢ als antilinear, falls die Gleichung (b |1)1) + be|1h2)) =
(b1)*9(|¢1)) + (b2)*O(|1p2)) fiir alle by,by € C und alle [¢1), [1)2) € V¢ gilt. Fiir einen
antilinearen Operator ¥ definieren wir die (hermitesche) Adjungierte 97 mit Hilfe der
Bedingung, daf (¢ |9Ts) = (1he|dehy) fiir alle b)), [12) € Ve gilt. Falls ein antilinearer
Operator ¥ die Bedingung 97 = 9! erfiillt, nennen wir ihn antiunitér. Ist die Abbildung
Y antiunitdr und gilt die Bedingung 9! = ¥, dann erhalten wir, da8 92 identisch zur
Identitédtsabbildung ist, und wir nennen ¥ eine Konjugation. Eine Schief-Konjugation
ist ein antiunitirer Operator ¥, der die Bedingung 9~! = —1 erfiillt. Wir nehmen im
folgenden an, daf3 1 eine Konjugation ist. Nun definierte Uhlmann eine verallgemeinerte
Tilde-Abbildung mit Hilfe ihrer Operation auf reinen Zusténden |) := 9(|))) und ihrer
Operation auf Dichtematrizen p 1= 9pd~—! = Ipd. Zusitzlich verallgemeinerte er das
Konzept der Concurrence auf mehr als Zwei-Qubit-Systeme fiir reine Zustédnde

Co(lv)) := [(¥l)]
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4.7. Diskussion einer Verbindung zur Beschreibung der Verschriankung

und fiir gemischte Zustdnde

Cy(p) := min Z’<¢j|¢~5j>\,

wobei das Minimum {iber alle Zerlegungen p = >.[¢;)(¢;| von p in nicht normali-
sierte reine Zusténde |¢;) betrachtet wird. Uhlmann [Uhl00] zeigte dies in Analogie zu
Gleichung (4.22). Die verallgemeinerte Concurrence ist nun durch die Gleichung

Cy(p) = max {O, A — Z/\J}

j>1

gegeben, wobei \; Quadratwurzeln von Eigenwerten der Matrix pp bezeichnen und \; >
Die Referenzen [JTFST03; TFJ03; JSSTO03] betrachten die Abbildung auf Dichtema-

trizen:
b 5= (0,)50"(0,)°". (4.23)
Entsprechend wurde die Abbildung

iH — iH = (—io,)*"(iH)* (—ic,)*") " (4.24)

in Referenz [BB04] fiir Elemente iH der Lie-Algebra su(2") eingefiihrt. Die Abbildung
aus Gleichung (4.24) kann auf Hamilton-Operatoren H angewendet werden:

H = (~io,)*"(H)* ((—ig,)*") " = (0,)*"(H)*(0,)*"

Dies beweist, dafl sowohl die Gleichung (4.23) als auch die Gleichung (4.24) durch die
Konjugation 9, mit

d1([¥)) = o, (14)"

induziert wird. In diesem Fall erhalten wir die Concurrence Cy,. Die zugehorige Tilde-
Abbildung ist durch ihre Operation auf reinen Zusténden [¢)) = 94 |¢)) und ihrer Operati-
on auf Dichtematrizen p = 9, p; ~* = 9, pt; definiert. Ein Ergebnis aus Referenz [VWO00,
Prop. 8] (siche auch [RBC*01]) bezeichnet die Konjugation ©J; als den (bis auf die Pha-
se) eindeutigen Operator, der auf dem komplexen Vektorraum (C?)®" operiert und der
invariant unter einem Basiswechsel durch lokal unitire Transformationen U ist, wobei
ein Faktor, der gleich der Determinante det(U) ist, unberiicksichtigt bleibt. Weiterhin
gibt die Referenz [VWO00] an, daB eine antilineare Abbildung nur fiir n-Qubit-Systeme
existiert und nicht fiir allgemeine Systeme, die nicht aus Qubits bestehen.

Nach dieser Exkursion in die Theorie der Concurrence-artigen Verschrénkungsma-
Be geben wir nun eine Verbindung zwischen diesen Verschriankungsmaflen und unte-
ren Schranken fiir die Zeitkomplexitdt der Simulation unitérer Transformationen an.
Die Tilde-Abbildung aus Definition 4.41 kann nun im Kontext von Concurrence-artigen
Verschrinkungsmaflen betrachtet werden. Da HT = H* fiir alle hermitesche Operatoren
gilt, folgt

V(U) = J,(exp(iH))" ()" = exp(iJ;, H*(J;) ™),
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4. Simulation von unitidren Operationen

wobei iJ! H*(J!)~! bis auf ein Minuszeichen #quivalent zu der rechten Seite von Glei-
chung (4.24) ist. Wir betonen, daf}; wenn wir die unteren Schranken aus Abschnitt 4.5
betrachten, wir eigentlich in der Situation von Referenz [Uhl00] mit ¥ = ¢, sind.

Sowohl fiir die unteren Schranken fiir die Zeitkomplexitdt zur Simulation von unitéren
Operatoren als auch fiir die Berechnung der Concurrence ist der wesentliche Punkt, dafl
das Spektrum von UU und pp invariant unter lokal unitiren Transformationen ist. Dies
hebt die Verbindung zwischen Verschrénkungsmaflen und unteren Schranken fiir die
Zeitkomplexitéat zur Simulation von unitédren Operatoren hervor.
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5. Nicht-lokale Struktur unitarer
Transformationen

5.1. Einfiihrung

In Kapitel 4 wurde die Simulation unitéarer Transformationen behandelt. Dabei basiert
ein wesentlicher Teil der Ergebnisse auf der kanonischen Zerlegung g = £+p (vgl. die Be-
merkung nach der Def. 4.5). Die kanonische Zerlegung entspricht dabei einem symmetri-
schen Raum (vgl. Abschnitt 4.5.5). Die Struktur der symmetrischen Rdume ermoglichte
im Zwei-Qubit-Fall eine zeitoptimale Simulation von unitdren Transformationen (vgl.
Abschnitt 4.4) und im allgemeinem n-Qubit-Fall (n > 2) immer noch die Bestimmung
unterer Schranken fiir die Zeitkomplexitiat bei der Simulation unitérer Transformatio-
nen (vgl. Abschnitt 4.5). Fiir G = SU(2") und H = SU(2)®" (n > 2) ist G/H kein

symmetrischer Raum. Wir erhalten die Struktur eines homogenen Raumes:

Definition 5.1 (Homogener Raum (siche z.B. [Arv03, Kapitel 4])). Sei G eine Lie-
Gruppe und H eine Lie-Untergruppe von G. Der homogene Raum G/H ist die Menge
der (Links-)Nebenklassen G/H = {GH: G € G}.

Die Lie-Gruppe G operiert per (Links-)Multiplikation transitiv auf G/H ([BouT74,
Kap. I, §5.5, Prop. 5]), d. h., fiir je zwei Elemente x,y € G/H existiert ein Element G € G
mit x = G - y. Ein homogener Raum ist insbesondere eine analytische Mannigfaltigkeit
im Sinne von Definition A.1 (siche [Bou89b, Kap. III, §1.6, Prop. 11]). Falls G eine
kompakte Lie-Gruppe ist (z.B. G = SU(2")) und H eine Lie-Untergruppe von G ist
(z.B. H = SU(2)®"), so ist der homogene Raum G/H reduktiv (vgl. [Arv03, S. 71]),
und wir erhalten die Vektorraum-Zerlegung g = h 4+ m der Lie-Algebra g von G mit den
Eigenschaften [h, h] C b und [h, m] C m. Hierbei bezeichnet b die Lie-Algebra von H. Es
ist dabei wichtig, daf§ z. B. fir G = SU(2") und H = SU(2)®" (n > 2) die Eigenschaft
[m, m] C b aus der Definition der kanonischen Zerlegung (vgl. die Bemerkung nach der
Def. 4.5) nicht gilt.

Die Lie-Untergruppe H = SU(2)®" der Lie-Gruppe G = SU(2") wurde in Kapitel 4 als
lokal unitare Transformationen bezeichnet. Diese Definition dient uns in diesem Kapitel
als motivierendes Beispiel fiir den allgemeinen Fall:

Definition 5.2 (Lokal unitdre Transformationen). Wir bezeichnen als lokal unitére
Transformationen eine beliebige, aber festgelegte Lie-Untergruppe H der Lie-Gruppe
G = SU(d).

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, falls der komplexe Hilbertraum H = C? eine
Tensorproduktstruktur H = H; ®...®H,, (siehe Def. 1.5) bzgl. der Quantensysteme H;
besitzt. Dann konnen wir die lokal unitdren Transformationen z. B. als die Lie-Gruppe

H = SU(dim(H;)) ® ... ® SU(dim(H,,)) wéhlen.
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5. Nicht-lokale Struktur unitarer Transformationen

Ausgehend von der Wahl der lokal unitdren Transformationen kénnen wir den ho-
mogenen Raum G/H als den Raum der Aquivalenzklassen der nicht-lokalen unitéiren
Transformationen wéhlen. Diese Definition ist vergleichbar mit dem Ansatz aus Refe-
renz [DCO2].

Das Thema dieses Kapitels ist die Analyse der nicht-lokalen Struktur der unitiren
Transformationen. Wir verwenden Methoden der Topologie und der Differentialgeome-
trie um die nicht-lokalen Transformationen zu charakterisieren. Hierbei nimmt die Ent-
wicklung von Methoden zur Analyse der nicht-lokalen Struktur einen grofien Raum ein.
Dies dient als Grundstein fiir eine anschliefende Anwendung der Analysemethoden, die
im Rahmen dieser Arbeit teilweise nur exemplarisch erfolgt.

5.2. Differentialformen und der de-Rham-Komplex

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Einfithrung in die Analysis auf Mannigfal-
tigkeiten, wobei wir uns am Ende auf reelle Mannigfaltigkeiten einschrinken. Fiir eine
ausfiihrlichere Darstellung verweisen wir auf die Referenzen [Bou71b; Bou7la; J&n01;
GHVT72; Spi99a; Nak90; KNO1; AI95; MT97; Fra04].

Eine Mannigfaltigkeit M besitzt an jedem Punkt = einen Tangentialraum T, (M) (vgl.
Definition A.3). Wir bezeichnen den Tangentialraum T(M) der Mannigfaltigkeit M als
die Menge der Tangentialrdume T, (M) aller Punkte z € M (siehe [BouT7la, S. 9, §8.1.1]).
Sei U eine Teilmenge von M und seien u!,...,u" Abbildungen von U nach K. Wir
bezeichnen u = (u', ..., u") als ein System von Koordinaten von M in U, falls (U, u, K")
eine Karte von M ist (vgl. Abschnitt A.1 und [Bou71b, S. 37, §5.1.10]). Hierbei werden
die Abbildungen u!, ... u" oft auch als Koordinatenfunktionen bezeichnent (siche z. B.
[Nak90, S. 133]). Sei im folgenden f eine Funktion von M nach K und = € U ein Punkt
mit den Koordinaten u(z) = (u'(z),...,u"(z)) = (z', ..., z").

Die partielle Ableitung 9/0u’ (i € {1,...,n}) von einer Funktion f an einem Punkt
x € U ist als die Ableitung der Funktion g;: K — K, z — f(z!,... 21 2z, 2 .. 2")
am Punkt z’ definiert, falls diese Ableitung existiert (vgl. z. B. [Bou71b, S. 15, §1.6]).
Wenn ¢ eine glatte Abbildung von der Mannigfaltigkeit N in die Mannigfaltigkeit M
ist, so definieren wir fiir z € N die Abbildung

o1 (f,2) = (6f)(w) = (f 0 ) (x)
und fiir v € T(N) entsprechend die Abbildung
Gr: V= v =v0¢ e T(M). (5.1)

In den Referenzen [GHV72, S. 88], [Spi99a, S. 80], [Nak90, S. 148] und [AI95, S. 8-9]
kann eine ausfiihrlichere Einfithrung der Abbildung ¢, gefunden werden.
Das Differential df einer Funktion f ist eine Abbildung von T(M) nach K. In U
erhalten wir folgende Definition (vgl. [Jdn01, S. 58]):
(df)(9/0u’) = Of Jou’. (5.2)
Insbesondere gilt fiir die Koordinatenfunktionen u?, daf
(@) (o/ond) = ot foud =g =4 LT
u w!) = ou'/ou! =9 =
J 0 fiir ¢ #£ j.
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5.2. Differentialformen und der de-Rham-Komplex

Wir erhalten die folgende Darstellung des Differentials (vgl. [JanO1, S. 58], [Bou71b,
S. 43-44, §5.5.8] und [Wal90, S. 81-83]):

df =) = du
i=1

Dabei ist gradf = (9f/0u',...,0f/0u™) der Gradient von f ([Wal90, S. 82]). Nun
kénnen wir bzgl. der Karte (U, u, K") eine Basis (0/du’,...,0/0u™) des Tangentialrau-
mes T(M) von M (vgl. [Bou7lb, S. 43, §5.5.8] und [Bou7la, S. 10, §8.1.5]) sowie eine
Basis (du',...,du") des Dualraumes T*(M) der Linearformen von T(M) nach K (vgl.
[Bou71b, S. 43, §5.5.8]) angeben. Fiir die Definition des Dualraumes T*(M) des Tan-
gentialraumes T(M) verweisen wir auch auf Referenz [Bou71b, S. 42, §5.5.6 und S. 81,
§7.7.3] und Referenz [Bou7la, S. 10, §8.2.2]. Wir merken an, daf§

d(f-g)=(df)-g+ f(dg) (5.3)

gilt ([BouT71lb, S. 43, §5.5.6]).

Eine Differentialform w € QP(M) = AIWP(T(M),K) (p € {1,...,dim(M)}) ist eine
p-lineare, alternierende und glatte Abbildung von T(M)*? = T(M) x --- x T(M) nach
K (vgl. [Bou71b, §7.8-9], [BouT71a, §8.3] und [J&n01, Kap. 3]). In Hinblick auf die Anwen-
dungen schréanken wir uns auf glatte, d. h. unendlich oft differenzierbare, Abbildungen
ein (vgl. [Spi99a, S. 207], [Jan01, S. 2 und S. 55-57] und [Nak90, S. 160]). Eine Abbil-
dung w gilt als alternierend, falls w(vy,...,v,) =0 (v; € T(M), i € {1,...,p}) unter
der Vorraussetzung gilt, daff es zwei Indizes ¢, j mit v; = v; gibt (vgl. [Bou74, Kap. 3,
§4.9] und [J&n01, S. 49-50]). Im Fall von p = 0 definieren wir w € Q°(M) als eine glatte
Funktion von M nach K (vgl. [Jan01, S. 56]). Weiter gilt Q'(M) = T*(M). Sei ¢ eine
glatte Abbildung von einer Mannigfaltigkeit N in eine Mannigfaltigkeit M, w € QF (M)
und vy,...,v, € T(N). Wir fithren die Abbildung ¢*: w +— ¢*w € QP(N) ein (siche
Gleichung (5.1) und z. B. Referenz [Bou7la, S. 12, §8.3.1]):

(p*w) (v, ..., vp) = wW(Psv1, . .., Psy). (5.4)

Wir definieren das dufiere Produkt (vgl. [Bou74, Kap. 3, §7]) von w € QP(M) und
W' € QM) (vgl. [BouTlb, S. 82-83, §7.8.2-3] und [Jan01, S. 133-134]):

@A) V1 1) = D En W(Un()s- - Vn() & (Vn(piys - Vn(pra)s
TEZp q

wobei v; € T(M) (i € {1,...,p+q}), Zpq = {7 € Spigl 7(1) < ... < 7(p) und 7(p +
1) <...<m(p+q)} eine Teilmenge der Permutationen S,, der Menge {1,...,p + ¢}
(vgl. [Bou74, Kap. 1, §4.1, Bsp.]) und e, = [[,_;(n(i) — 7(j))/(i — j) das Signum der
Permutation 7 ist (siehe z. B. [Bos96, S. 221]). Fiir K = R oder K = C gilt (siehe z. B.
[Jin01, S. 133-134)):

1
(WAW) (V1. .., Vpyq) = o gl Z Ex W(Un(1)s -+ > Vn(p) W (Vn(pt1)s - - 5 Vn(pta))-
C T TESp4q
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5. Nicht-lokale Struktur unitarer Transformationen

Beziiglich einer Karte (U, u, K") erhalten wir nun fiir eine Differentialform die Darstel-
lung (vgl. [BouTla, S. 13, §8.3.3])

w = Z Jirsiy du AL A dur, (5.5)

11 <...<ip

wobei f;, ., Funktionen von U nach Kund 7; € {1,...,n} sind. Wir fithren die Notation
QM) = &,>0(M) ein und definieren auf Q(M) die duBere Ableitung d von w aus
Gleichung (5.5) bzgl. einer Karte (U, u, K™) von M durch die Formel (siehe z. B. [BouT71a,
S. 13-14, §8.3.6] oder [Jan01, S. 139))

dw= > dfiy.q Adu AL Adu, (5.6)

11<...<ip
Wir schrianken uns nun auf K = R, d. h., auf reelle Mannigfaltigkeiten ein.

Faktum 5.3 (Aufiere Ableitung (siche z. B. [Jan01, S. 138-139] oder [Spi99a, S. 212])).
Sei M eine reelle und endlichdimensionale Mannigfaltigkeit, so existiert genau eine Weise
um eine Sequenz von linearen Abbildungen

0 —— QM) — QM) —— O}(M) —— ...

einzufithren, so dafl die folgenden drei Bedingung erfiillt sind:

1. Fiir f € Q% M) ist df das Differential der Funktion f (siehe z. B. Gleichung (5.2)).
2. dod=0
3. Fiir w e Q?(M) und ' € QI(M) gilt d(w AW') = (dw) Aw' + (—=1)P w A (dw').

Bemerkung. Ein Beweis der Eindeutgkeit kann auch in [Bou80, §2.10, Prop. 13] gefunden
werden.

Faktum 5.3 definiert den de-Rham-Komplex ([Bou80, §2.10]), der ein Komplex im
Sinne von [Bou80, §2] ist, d.h., dod = 0 und d erhoht den Grad von z. B. QP(M)
nach QPT1(M). Zusitzlich zeigt Faktum 5.3, daB die Definition aus Gleichung (5.6)
eindeutig ist. Wir verwenden die Bezeichnungen d, = d|gr(asy und definieren fiir eine
lineare Abbildung [: Ly — Ly den Kern Ker(l) = {x € L;| {(x) = 0} und das Bild
Im(l) = I(Ly).

Definition 5.4 (De-Rham-Kohomologie (siche z.B. [Jdn01, S. 195-196])). Sei M ei-
ne reelle und endlichdimensionale Mannigfaltigkeit. Wir definieren die p-te de-Rham-
Kohomologie-Gruppe

’ _ Ker(d,) _ Ker(d|oran)
H (Q(M),d) - Im(dp—l) - Im(d‘ﬂp—l(M))

und den de-Rham-Kohomologie-Ring

HY(Q(M),d) = HP(Q(M),d).
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5.3. Integralinvarianten und invariante Differentialformen

Bemerkung. Es wurde von Poincaré ([Poi95]) und E. Cartan ([Car28; Car29; Car37])
vermutet und von de Rham ([Rha29; Rha31]) bewiesen, daf die de-Rham-Kohomologie-
Gruppen &quivalent zu gewissen topologischen Invarianten sind. Diese topologischen
Invarianten werden heute durch das Konzept der singuldren Homologie mit reellen Ko-
effizienten behandelt. Die Vektorraumdimensionen der de-Rham-Kohomologie-Gruppen
werden oft als Bettischen Zahlen bezeichnet. Fiir eine Diskussion der singulédren Homo-

logie und ihrer Verbindung zu der de-Rham-Komologie verweisen wir auf die Referenzen
[Nak90, Kap. 6] und [Fra04, Kap. 13].

5.3. Integralinvarianten und invariante
Differentialformen

Sei M eine n-dimensionale (reelle) Mannigfaltigkeit und (B, ) ein orientiertes und pa-
rametrisiertes p-Gebiet, das durch eine Orientierung (siche z. B. [Fra04, S. 83-84]) eines
Gebietes B C RP und eine differenzierbare Abbildung ¢: B — M gegeben ist. Fiir
w € QP(M) ist es nun moglich das Integral [, ¢*w von w bzgl. des p-Gebietes (B, 1)
zu definieren. Wir verweisen diesbeziiglich z. B. auf [Fra04, S. 95-97]. Die Referenzen
[Carb8, S. 25-26] und [Wei23, S. 363-364] bauen auf so einem allgemeinem Intergal-
begriff auf und definieren eine Integralinvariante als ein Integral einer Differentialform
w bzgl. ¥(B), dessen Wert sich durch (eine festgelegte Art von) Transformationen von
1 (B) nicht &ndert. Motiviert von dieser Definition werden wir nun Ref. [Abr67, §15] (sie-
he auch [Whi64, Kap. X]) folgen und eine eingeschriankte Variante der Integralinvariante
definieren, die nur iiber kompakten Gebieten definiert ist.

Ein lokaler Flul ¢ — F,(t) von v € T(M) ist bzgl. einer Karte (U, u,R™) der Man-
nigfaltigkeit M die Losung der Differentialgleichungen ou®(F,(t))/0t = v'(F,(t)), wobei
v =v'9/0u’ und F,(0) =z € U C M. Genauer gibt es ein € > 0 und eine Umgebung
V C U von z, so dal F,(t) fir —e < ¢t < € die Losung der Differentialgleichungen ist
(siehe [Fra04, S. 30-33] und [Nak90, S. 150-151]).

Wir benétigen zusétzlich den Begriff einer Mannigfaltigkeit N mit Rand ([AMRSS,
S. 478] und [Fra04, S. 105-106], vgl. auch [Bou7la, S. 46, §11.1.1-2]). Dabei ist N eine
p-dimensionale Mannigfaltigkeit und fiir jede Karte (U, u, RP) ist das Bild w(U) C R? in
einem Halbraum {z| ¢(z) < k} bzgl. einem Funktional ¢: R? — R und einer Konstante
k € R enthalten. Nun kann das Integral [, ¢*w einer Differentialform w € QP(M)
bzgl. einer kompakten und orientierten p-dimensionalen Untermannigfaltigkeit N der n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M definiert werden. Dabei kann N einen Rand haben.
Fiir die formale Definition von [, ¢*w verweisen wir auf [Fra04, S. 108-109].

Definition 5.5 (Integralinvariante (motiviert durch [Abr67, S. 103])). Sei N eine be-
liebige kompakte, orientierte und p-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand ei-
ner n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M und ¢ eine glatte Abbildung von N nach
M. Eine Integralinvariante ist ein Integral || n @*w einer Differentialform w € QP(M),
das invariant unter (einer festgelegten Art von) Transformationen ist. Insbesondere be-

zeichnen wir [ n @*w als eine Integralinvariante bzgl. eines Elementes v € T(M), falls
[y 0w = [ (F,(t)¢)*w fiir alle ¢ gilt, fiir die F,(t) definiert ist.

Zusétzlich fiihren wir noch den Begriff der invarianten Differentialform ein:
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5. Nicht-lokale Struktur unitarer Transformationen

Definition 5.6 (Invariante Differentialform (vgl. [Abr67, S. 103])). Eine Differential-
form ist invariant, wenn sie invariant unter (einer festgelegten Art von) Transforma-
tionen ist. Insbesondere bezeichenen wir eine Differentialform als invariant bzgl. eines
Elementes v € T(M), falls w = (F,(t))*w fiir alle ¢ gilt, fiir die F,(¢) definiert ist.

Fir v,vy,...,u,-1 € T(M) definieren wir das innere Produkt i(v)(w) von v und
w € QP(M) (siehe [Bou7la, S. 12, §8.3.2], [Bou71b, S. 83, §7.8.4] und [Bou74, Kap. III,
§11.9)):

w(v, U1, .., Up1) fir p >0

5.7
0 firp=0 (5:7)

(i(v) (W) (v, -, vp1) = {
Zusétzlich bendtigen wir noch die Lie-Ableitung 0(v)(w), die fiir w € QP(M) und v €
T(M) auf folgende Weise definiert ist (siche [BouT7la, S. 15, §8.4.7] und [Fra04, S. 135]):

O(v)(w) = d(i(v)w) + i(v)(dw). (5.8)

Aufgrund des folgenden Faktums kénnen wir von einer weiteren Betrachtung von Inte-
gralinvarianten absehen und uns nur noch mit invarianten Differentialformen beschéfti-
gen.

Faktum 5.7 (siche [Abr67, Prop. 15.2 und Thm. 15.3]). Sei M eine n-dimensionale
(reelle) Mannigfaltigkeit, w € QP (M) eine Differentialform und v € T(M). Die folgenden
Bedingungen sind dquivalent:

1. Die Differentialform w ist invariant unter v.
2. (v)(w) = 0.

3. Fiir alle kompakten, orientierten und p-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten N
vom M mit Rand und alle glatten Abbildungen ¢ von N nach M ist [ N @'w eine
Integralinvariante.

Bemerkung. Der Begriff der Integralinvariante wurde urspriinglich von Poincaré ([Poi90])
eingefiihrt. Wir verweisen auf die Referenzen [Car58; Whi64; Abr67].

5.4. De-Rham-Kohomologie homogener Raume

In diesem Abschnitt stellen wir Methoden vor, die die Grundlage zur Berechnung der de-
Rham-Kohomologie homogener Rdume bilden. Diese Methoden wurden hauptséchlich in
den Referenzen [Car29; CEA4S; Wei79; Kos50b; Carb50b; Car50a; Kosb0a; Cheb52b; Bor53|
entwickelt. Wir verweisen weiter auf die Artikel [Car36b; Car37; CE48; Sam52; Borb5;
Cheb2a; Dynb7; And62; Roz67; Ras69; Che72; Tam04] sowie die Biicher [Col50; Spi99b;
GHV72; GHV73; GHV76; Dup78; Gui80; DFN85; DFN90; Oni94; GS99; Dup03] fiir eine
Einfiihrung oder einen Uberblick iiber die bekannte Theorie. Wir werden im folgenden
fiir die Berechnung der de-Rham-Kohomologie wichtige Ergebnisse wiedergeben. Dabei
ist insbesondere der Ansatz aus den Referenzen [Kos50a; Roz67; Ras69] von besonderer
Bedeutung.
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5.4. De-Rham-Kohomologie homogener Rdume

Sei nun M eine n-dimensionale (reelle) Mannigfaltigkeit und bezeichne 7 im folgenden
eine Transformation der Mannigfaltigkeit M durch die Operation 7¢: (G, x) — Gz (G €
G,z € M) der kompakten und zusammenhéngenden Lie-Gruppe G auf M (siehe z. B.
[Bou05, Kap. IX, §6.5] oder [GHV73, S. 109-110]). Wir bezeichnen mit Q(M)% C Q(M)
die unter 7 invarianten Differentialformen. Da G kompakt und zusammenhéngend ist,
ist die Bedingung, dal #(g)w = 0 fiir alle g € g gilt, dquivalent dazu, dal w invariant
unter G ist (siehe [Bou05, Kap. IX, §6.5] und [GHV73, Kap. III, §4, Prop. VI], vegl.
auch Faktum 5.7). Nach einem Ergebnis von E. Cartan ([Car29]) konnen wir uns bei
der Betrachtung der de-Rham-Kohomologie von M auf invariante Differentialformen
einschranken:

Faktum 5.8 (siehe z. B. [Bou05, Kap. IX, §6.5, Thm. 2]). H*(2(M)%,d) = H*(Q(M),d)

Im Fall von M = G gilt, daf8 die invarianten Differentialformen Q(G)¢ vom Grad p
isomorph zu den p-linearen und alternierenden Abbildungen Alt?(g,R) von g*? = g X
-+ - x g nach R sind (siehe [Bou89b, Kap. III, §6.13, Prop. 50] oder [GHV73, Kap. IV, §2,
Prop. I1]). Wir kénnen nun die Operatoren d, i(a) und 0(a) (a € g) auch auf Alt(g,R) =
®p>0Alt?(g,R) definieren. Diese Operatoren entsprechen den Operatoren d, i(v) und
O(v) (v € T(M)) auf Q(M) (sieche Gleichungen 5.6, 5.7 und 5.8). Wir erhalten fiir
9,91, 911 € g und w € Alt?(g,R) (siehe z.B. [Bou05, Kap. IX, §6.5], vgl. auch
[BouTla, S. 18, §8.5.7]):

(dw)(gla v 7gp+1) = Z(_1>i+jw([giagj]agla o 9i—1, 95415 - - - 7gj7179j+17 <. 7gp+1>

- (5.9)
(e(g)w>(gla s 7gp) = - Zw(gla <oy Gi—1, [gagi]agi+17 ce. 7gp) (510>
((g)w) (g1, gp—1) = w(g, 915, Gp1) (5.11)

Weiter bezeichnen wir mit Alt(g, R)A4(%) die Elemente w € Alt(g, R), die invariant unter
der adjungierten Darstellung Ad(G) von G auf g sind, d.h., 6(¢g)(w) = 0 gilt fir alle
g € g. Es ergibt sich folgende Konsequenz von Faktum 5.8:

Faktum 5.9 (siehe z. B. [Bou05, Kap. IX, §6.5, Kor. 1 zu Thm. 2]). Die beiden Vek-
torrdume H*(Q(G),d) und Alt(g, R)A4%) sind isomorph.

Die Menge Sym”(g,R) der p-linearen und symmetrischen Abbildungen von g*? =
g X - -+ x g nach R wird im folgenden eine besondere Bedeutung spielen. Eine Abbildung
s(g1,...,9p) mit g1,..., 9, € g gilt dabei als symmetrisch, falls fiir alle Permutationen
m € S, der Menge {1,...,p} die Gleichung s(gx(1); - -, Gxp) = s(91,---,9p) gilt (vgl.
[Bou74, Kap. III, §6.3]). Wir benutzen die Schreibweise Sym(g,R) = @,>05ym”(g, R)
und fithren die Teilmenge Sym(g, R)A4%  Sym(g,R) der unter der Operation der
adjungierten Darstellung Ad(G) invarianten Elemente ein. Bezeichne e, = [[,_;(m(i) —
7(7))/(i — j) das Signum einer Permutation 7 (siehe z. B. [Bos96, S. 221]).

Definition 5.10 (Cartan-Abbildung ([Wei79, S. 435-436], [Dyn57, S. 306], [GHVT76,
Kap. VI, §2, Prop. IV] oder [Oni94, Kap. 3, §10.10])). Die Cartan-Abbildung

c: Sym”(g,R) — Alt* (g, R)
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ist durch die Gleichung

(1 (p— 1)
2w-1(2p — 1)

Z Ex 3(971'(1)7 [gﬂ'(2)7 grr(3)]7 SR [gw(2p72)7 gTr(prl)])

TES2p_1

s(g1s---,9p)

(5.12)
gegeben, wobei gi,..., 921 € g.

Eine wichtige Eigenschaft der Cartan-Abbildung ist im folgenden Faktum enthalten:

Faktum 5.11 ([Car50a, S. 58-60], [GHV76, Kap. VI, §4, Thm. II], [Onio4, Kap. 3, §10.7]
oder [Ras69, S. 61-62]). Die Cartan-Abbildung bildet die Erzeuger von Sym(g, R)*4()
bijektiv auf die Erzeuger von Alt(g, R)A4®) ab.

Damit sind wird nun in der Lage die de-Rham-Kohomologie von G mit Hilfe von
Faktum 5.9 und Faktum 5.11 zu berechnen. Wir identifizieren im folgenden oft die
Menge Sym”(g, R) der p-linearen und symmetrischen Abbildungen von g*? = gx---x g
nach R mit den Polynomen vom Grad p iiber den linearen Abbildungen von g nach R
(siehe [Bou81, Kap. IV, §5.11]).

Bemerkung. Im Fall von G = SU(d) sind die Erzeuger von Sym(g, R)A4(®) durch die Ko-
effizienten des charakteristischen Polynoms eines allgemeinen Elementes von g gegeben
(siehe z.B. [Oni%4, S. 186-187]). Im Fall von G = SU(2) erhalten wir fiir x1, x2, 23 € R

die Darstellung ‘
su(2) 2 iL =i <x1 f’m xl_;i“) .
Die Algebra Sym(su(2), R)A4U2) wird von dem Element x? + 22 + 22 erzeugt, da
22+ 0z — (23 + 25 + 73)

das charakteristische Polynom von L in der Variable z ist. Hierbei entsprechen die x;
den linearen (und symmetrischen) Abbildungen

g€ g z;(9)

und 22 + 23 + 22 der 2-linearen und symmetrischen Abbildung

(91, 92) € 8% — 21(91) - 21(g2) + w2(g1) - 22(g2) + 3(91) - w3(g2).-

Wir betrachten nun den Fall M = G/H, wobei wir als Transformationen die Opera-
tion der (kompakten) Lie-Gruppe G per Linksmultiplikation auf G/H annehmen. Diese
Operation ist transitiv (siehe Abschnitt 5.1). Wir erinnern an die Zerlegung g = h + m
der Lie-Algebra (sieche Abschnitt 5.1). Nach [Bou89b, Kap. III, §1.8, Kor. 1 zu Prop. 17]
(vgl. auch [Car29, S. 187]) kénnen Q(G/H)¢ und

A(g,h) = {w € Alt(g,R)] i(h)(w) = 0 und 6(h)(w) = 0 fur alle h € b}
identifiziert werden und es ergibt sich bei entsprechender Wahl von d:

Faktum 5.12 (siehe z. B. [Bou05, Kap. IX, §6.5, Kor. 2 zu Thm. 2]). H*(Q2(G/H),d) =
H*(Q(G/H)®,d) = H*(A(g, b),d)
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Im folgenden spielt die Algebra Sym(g, R)A4%) (bzw. Sym(h, R)A4H)) der multili-
nearen und symmetrischen Abbildungen von g (bzw. von h) nach R, die invariant un-
ter adjungierten Darstellung Ad(G) (bzw. Ad(H)) sind, eine besondere Rolle. Die Al-
gebra Sym(g, R)A4® (bzw. Sym(h, R)*4™)) sei von den Elementen g; (bzw. h;) mit
ie{l,...,a} (bzw. j € {1,...,5}) erzeugt, wobei die Erzeuger algebraisch unabhéngig
sind. (Wir merken an, daf8 die Erzeuger der Algebra Sym(h, R)*4™) durch Terme der
Form Tr(p?) dargestellt werden kinnen, falls wir die Lie-Algebra g mit den Dichtematri-
zen (siehe Seite 64) identifizieren und p eine reduzierte Dichtematrix (siehe z. B. [BZ06,
§9.1]) bezeichnet.) Wir betrachten nun die Einschrinkung von Sym(g, R)A4) auf Ele-
mente von Sym(h,R), dabei bezeichne g; das Bild von g; unter dieser Einschrankung.
Nun koénnen wir die Abbildungen g; als Polynome f; in den Abbildungen h; darstellen
(siehe z.B. [Roz67, S. 313-314]). Dabei identifizieren wir die Abbildungen h; mit for-
malen Variabeln eines Polynomrings P = R[hy, ..., hg| iiber R. Dies ist moglich, da die
Abbildungen h; algebraisch unabhéngig gewéhlt wurden. Falls R ein (kommutativer)
Ring ist, bezeichnen wir eine Untergruppe I (bzgl. der Addition) als ein Ideal, falls fiir
alle r € R und alle f € I die Bedingung r - f € I erfiillt ist ([Bou74, Kap. III, §8.6]).
Im folgenden verwenden wir R zur Bezeichnung eines allgemeinen Polynomringes und
P = R[hy,...,hg] zur Bezeichnung des speziellen (reellen) Polynomringes mit den Va-
riabeln h; (j € {1,...,3}). Weiterhin verwenden wir die Symbole f und f; gleichzeitig
als Bezeichner fiir Elemente von R und P = Rfhy,..., hg], wobei die entsprechende
Bedeutung aus dem Kontext ersichtlich ist.

Faktum 5.13 ([Car50a, S. 69]). Die Struktur von H*(Q2(G/H),d) ist eindeutig durch
das von den Polynomen f; € P = R[hy, ..., hg]) erzeugten Ideal festgelegt.

Im folgenden identifizieren wir das von den f; erzeugte Ideal I mit dem von den f;
erzeugten R-Modul My, d.h., jedes Element von M; kann nun in der Form ), r; - f; mit
r; € R dargestellt werden. Fiir die weitere Argumentation benotigen wir den Begriff der
Syzygie (vgl. [Hil90]):

Definition 5.14 (Syzygien (vgl. [Vas98, S. 12, Def. 1.2.1] und [BW93, S. 136])). Sei
R ein Ring und M ein Modul, der von der Menge {fj,...,f;} C M erzeugt wird. Die
Syzygien der f; sind die Tupel s = (sy,...,s;) € R}, so daf die Gleichung Zi:l s;-f;=0
gilt. Der von den Syzygien erzeugte Modul Syz(fy, ..., f;) wird als der Syzygien-Modul
von M bezeichnet.

Fiir a,b € {1,...,1} mit a # b fithren wir die spezielle Syzygie s = (s;,...,s;) € R!
mit
f, firi=a
s; =4 —f, firi=>b (5.13)
0 firi#aundi#b

ein. Wir erhalten die Gleichung () - f, + (—f£,) - f, = 0. Wir bezeichnen eine Syzygie, die
die Form aus Gleichung (5.13) hat, und jede R-Linearkombination derartiger Syzygien
als trivial (vgl. [Roz67, S. 278]). Mit dem Symbol Alt({zi, ...,z }; g, R) bezeichnen wir
die von den Elementen zi,...,z, € Alt(g, R) erzeugte Unteralgebra von Alt(g, R).
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Faktum 5.15 ([Roz67, S. 277-279]). Sei ¢ die Cartan-Abbildung (Gleichung (5.12)).
Wir identifizieren Sym(h, R)AY™ mit dem Polynomring P = R[hy,...,hg]. Seien die
fi,...,f, Erzeuger des Ideals I und die si,...,s; mit s, = (S41,.-.,8.1) € P' Re-
prasentanten fiir die Menge der nicht trivialen Syzygien aus Syz(fi,...,f;). Es folgt,
daBB H*(A(g, b),d) dquivalent zu einem H* ist, so dafi die folgende Bedingung erfiillt ist:

H* D P/I® Alt ({Zsaﬂwc(gj): a€ {1,...,k}} ;g,]R)

Nach Faktum 5.13 wissen wir, daf3 die Kohomologie nicht von den Erzeugern f; des
Ideals I abhéngt. Das folgende Faktum macht die Wirkung von méglichen Transforma-
tionen auf den Erzeugern explizit.

Faktum 5.16 ([Ras69, S. 86-87]). Seien die fy, ..., f; die Erzeuger des Ideals I iiber dem
Polynomring P = R[hy, ..., hs]. Wenn f,, = 30" p; - f,, mit p; € P = R[hy,...,hg]

in dem von den f,,...,f, | erzeugten Ideal liegt, konnen wir bei der Berechnung

der Kohomologie H*(A(g, h),d) das Polynom f,, in den Erzeugern des Ideals I durch
£ = fu, — Zf;ll pi - f,, ersetzen, und wir erhalten unter der Cartan-Abbildung ¢ (Glei-
chung (5.12)) zusétzlich die Identitéit

v—1 v—1
. <gw B g> )~ S el
i=1 =1

Spéiter werden wir Falle betrachten, in denen die Anzahl der nicht verschwindenden
f; kleiner gleich der Anzahl der h; ist. In diesen Fallen hilft das folgende Faktum.

Faktum 5.17 ([Ras69, S. 86-87]). Seien die fy, ..., f; die Erzeuger des Ideals I iiber dem
Polynomring P = R[hy,...,hg] und bezeichnet die Menge {f,,,...,f,, } die Elemente,
fir die f,, = 0 gilt. Ist die Anzahl der nicht verschwindenden f; kleiner gleich der Anzahl
B der h;, dann erhalten wir:

H*(A(g,h),d) = P/T® Alt ({c(gpy ), - - > c(gn)} 58, R)

5.5. Zwei-Qubit-Fall

Wir betrachten nun den Fall G/H = SU(4)/(SU(2) ® SU(2)). Unter Benutzung der
Notation oy = Id, 01 = 0., 02 = 0y, und 03 = 0, definieren wir (vgl. Abschnitt 4.2.3)

By =100 ® 01, By := 10y ® 09, B3 := 10y ® 03, By := 101 ® 09, Bs :== 101 ® 071,
BG = iO’l & g9, B7 = iO'l & Ug,Bg = Z‘O‘Q & O'(),Bg = iUg & o1, BlO = 7:0-2 & 09,
By =10y ® 03, B1g 1= 103 ® 0¢, B13 := 103 ® 01, B1y := 103 ® 09, Bi5 := 103 ® 03.

Ein allgemeines Element g € g = su(4) parametrisieren wir nun durch g = 2;5:1 x;Bj,

wobel z1,...,x15 die Variabeln des Polynomrings R[zq,...,z15] sind. Die Variabeln
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x1,...,T4,Ts, T1o entsprechen bzgl. der Zerlegung g = h + m (siche Abschnitt 5.1) Ab-
bildungen von h nach R. Die anderen Variabeln entsprechen Abbildungen von m nach
R. Wir folgen Abschnitt 5.4 und erhalten die Polynome (vgl. Bemerkung auf Seite 74)

2 2 2
h1:£134+1178+£131
und
2 2 2
hy = 27 + 25 + 5

als Erzeuger von Sym(h, R)A4H  Entsprechen ergeben sich aus dem charakteristischen
Polynom von ¢g/i die Polynome
1= —2 Z l'?,

g2 = 8(—$1$4ZE5 — L1X8T9 — T1X12L13 — L2X4Te — L2XgL10 — L2X12L14 — L3TyX7

—X3T8T11 — T3T12%15 + T5T10T15 — T5L11T14 — TeXL9T15 + TeL11T13 + T7L9T14 — 3775L'105U13)

und

4 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
= (E xz)_'_ 2(z $2+x 3+x1x6+x15’77+5€15’710+$1$11+x15’3’14+1’15’;15+5’721’3

+a5a} + 1‘2% + 952% + 952%1 + 23 I13 + 952%5 + m3x5 + x3956 + x3x9 + x3x10 + $3$13
+:1:3x14 + :c4x8 + :c41:9 + x4x10 + 22 SL’H + :c4x12 + x4:c13 + a:4a:14 + x4a:15 + x5x6 + x5x7
+$5:1:8 + 335:1:9 + :)35x12 + :B5x13 + $6x7 + 356:1:8 + 336:1:10 + xﬁxlz + $6:v14 + 5’37% + x7$11
+azat, + 957%5 + fsmlz + 9581"13 + x8x14 + x8x15 + 959%0 + xgxn + z5at, + $91‘13
+5’7105’711 + 55'1055'12 + 5"109514 + 9‘5115512 + 37115’715 + 5’7133714 + x13$15 + x14x15) - 2(55 x4
+931x5 + xlxg + xlxg + xlxlg + a2 :v13 + x2x4 + x2x6 + x2x8 + :EQxlO + x2x12 + 9323714
+x3x4 + x3x7 + x3x8 + x3x11 + 23 x12 + 953%5 + I4$5 + $41’6 + x4x7 + 2 $10 + ﬂch%
+a? 91:14 + x5x15 + xﬁxg + xﬁxll + x6x13 + x63315 + x7x9 + x7x10 + x7x13 + 22 91:14 + x8x9
+x8x10 + xsxu + z9$14 + 9399515 + $10$13 + $10$15 + $11$13 + $11$14 + 3512%3 + ‘”12‘”%4
+1’12$15) + 8(2124710715 + T1T6T11T12 + T1T7T8T14 + ToTaT11213 + ToT5T8T15
FToT7T9T12 + T3T4T9T14 + T3T5T10T12 + T3TeXgT13 + T5TeT9T10 + TsT6L13T14
FT52709T11 + T5T7T13T15 + TL7T10T11 + TeL7L14%15 + L9T10T13%14 + T9T11T13T15
+210211014%15) — S(X1T2T5%6 + T1T2T9T10 + T122T13%14 + T1T3T587 + T1T3T9T11
+2123%13T15 + 104011214 + T1T6X8T15 + T1L7T10T12 + T2T3TeL7 + T2X3T10211
FToT3T14T15 + T2TyT9T15 + T2XL5X11X12 + LaX7X8T13 + T3T4T10T13 + T3T5T8T14
TT3TT9T12 + T4T5T8T9 + TyT5L12%13 + T4TeTT10 + TaTeT12T14 + T4T7T8T11

+24 27012015 + TyToT12%13 + TeL10T12T14 + T8T11212%15)

als Erzeuger von Sym(g, R)A4®) Nun kénnen wir die Polynome g; als Polynome f; €
P = R[hy,...,hg] in den Variabeln h; darstellen. Wir erhalten f; = —2(h; + hy), f, =0
und f3 = (h; —hy)?. Die einzige Syzygie, die nicht trivial ist, entsteht durch die Tatsache,
daB fy = 0 ist. Es bezeichne I das von den f; (i € {1,2,3}) erzeugte Ideal (siche Fak-
tum 5.13), ¢ die Cartan-Abbildung (siche Gleichung (5.12)) und Alt({z,...,z,};g,R)
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die von den Elementen zj,...,z, € Alt(g,R) erzeugte Unteralgebra von Alt(g,R). Da
in dem betrachteten Fall die Anzahl der f; mit f; # 0 kleiner gleich der Anzahl 3 der h;
ist, folgt aus Faktum 5.15 und Faktum 5.17:

Theorem 5.18. Der de-Rham-Kohomologie-Ring von SU(4)/(SU(2) ® SU(2)) ist dqui-
valent zu P/I ® Alt({c(g2)};9,R), wobei P = R[hy, ... hg].

Bemerkung. Die topologische Herangehensweise zeichnet die symmetrische Invariante g
sowie ihre antisymmetrische Entsprechung c(gy) aus.

5.6. Drei-Qubit-Fall
Wir betrachten nun den Fall G/H = SU(8)/(SU(2) ® SU(2) ® SU(2)). Sei
Bj6tksats = 105 Q 01 Q 0

mit (0,0,0) # (i,7,k) € {0,1,2,3}3 eine Basis von g. Ein allgemeines Element g € g =
su(8) parametrisieren wir durch g = Zgil x;B;. Die Variabeln

T1, ..., Tay Tg, T12, T1es T3z, Tag € R[Ty, ..., T3]

entsprechen bzgl. der Zerlegung g = h + m Abbildungen von h nach R. Die anderen
Variabeln entsprechen Abbildungen von m nach R. Die Polynome h; = 2%¢ + x3, + 2%,
hy = 22 + 2 + 22, und hy = 22 + 22 + 22 erzeugen Sym(h, R)*4H  Wir erhalten die
folgenden Polynome (f; € P = Rhy,..., hg]):

fy = —4(hy + hy + h3), f, =0, f3 = 6h? + 4h;hy + 6h3 + 4h;hs + 4hohs + 6h3,
f, =0, f5 = 4(—10hyhghs — h — h3 — h} + hihy + hyh3 + h3hs + h3hs + hihj + hoh3),
fo = 0, f; = h} + h3 + h3 + 6(h7h3 + hih3 + h3h3)
+4(=h$hy — hihy — hthg 4+ hThohs + hyh3hs — hihs + hyhyh3 — hih3 — hyh3)

Zur Berechnung der f; haben wir die Polynome g; nicht explizit bestimmt. Zusétzlich
zu den Syzygien, die aufgrund der Gleichungen f, = 0, f; = 0 und f; = 0 entstehen,
erhalten wir die folgende nichtriviale Syzygie:

(—8hyhyhs) - f; 4+ ((h3 +h3 4+ h3)/2 — hihy — hihs — hohg) - f5+ (hy +hy +h3) /2 f5 — f; = 0

Aufgrund von Faktum 5.16 kénnen wir f; durch f; = (—8h;hghs) - f; + ((h? +hZ+h3)/2—
hihy — hihg — hohg) - f3 + (hy + hy 4+ h3)/2 - f5 — f7 = 0 ersetzen. Die Anzahl der nicht
verschwindenden Elemente von {fi, ..., fs, f;} ist kleiner gleich der Anzahl 3 der h; und
wir erhalten mit Faktum 5.15 und Faktum 5.17:

Theorem 5.19. Der de-Rham-Kohomologie-Ring von SU(8)/(SU(2) ® SU(2) ® SU(2))
ist dquivalent zu

P/1@ Alt ({r, c(g2), c(g4), c(g6)}; 8, R) ,

wobei r := (—8hihshs) - ¢(g1) + ((h% + h% + h:%))/Q — hyhy — hyhs — hohs) - e(gs) + (hy +
hy +h3)/2 - ¢(gs) — c(gr) und P = R[hy, ... hg.
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Die topologische Herangehensweise zeichnet die antisymmetrischen Elemente 7, ¢(gz),
c(g4) und ¢(gg) sowie ihre symmetrischen Entsprechungen aus. Die berechneten Invari-
anten von Lie-Algebra-Elementen lassen sich auch als spezielle Invarianten von Quan-
tenzustdnden und Dichtematrizen (siehe Seite 64) auffassen, die dem in der Literatur
oft betrachteten Ansatz der Berechnung von Invarianten bzgl. der Operation mit lo-
kal unitdren Transformationen entsprechen (siehe z.B. [SM95; SM96; GRB98; LP9S;
CLPS99; LPS99; CS00; Sud01; BLO1; Bry02; MWO02; BB02a; Gra02; LT03; BLTO03;
BLTV04; Wal05; KW06; LT06]). Dabei werden Methoden der klassischen Invarianten-
theorie ([Stu93; PV94; Olv99; DKO02]) verwendet.

Wir haben die (mathematische) Struktur der homogenen Réume durch die Berech-
nung der de-Rham-Kohomologie-Ring genauer charakterisiert. Ein Verstindnis der Be-
deutung der de-Rham-Kohomologie fiir die Struktur der Verschrinkung ([BZ06], vgl.
auch Abschnitt 4.7) sowie insbesondere fiir die effiziente Erzeugung von unitéren Trans-
formationen bedarf weiterer Untersuchungen.
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6. Leitfaden und Ausblick

In diesem Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die Ergebnisse dieser Arbeit und
einen Ausblick. Das Thema der Arbeit ist die Erzeugung unitédrer Transformation, wo-
bei die unitdren Transformationen die durchfithrbaren Operationen sind und zugleich
eine Beschreibungssprache fiir Algorithmen auf Quantenrechnern bilden. Wir betrach-
ten in dieser Arbeit verschiedene Aspekte und Szenarien der Erzeugung unitérer Trans-
formationen. Dabei basieren die unterschiedlichen Aspekte teilweise auf verschiedenen
Mengen von Grundoperationen. Wir verwenden durchgehend Lie-theoretische Metho-
den, und diese zeigen sich als ein geeignetes Werkzeug zur Beschreibung, Analyse und
Losung der zugrundeliegenden Fragestellungen.

Abschnitt 1.1 dient als Grundlage fiir die gesamte Arbeit: Es werden verschiedene
Moglichkeiten zur Realisierung von Algorithmen auf Quantenrechnern vorgestellt. Die
verwendete formale und mathematische Modellierung erlaubt es, auftretende Szenarien
in einer einheitlichen Sprache zu formulieren. Bei der Modellbildung wird zwischen der
Beschreibung von Algorithmen und deren Erzeugung unterschieden. Einerseits sprechen
wir von Zustandsiibergangsoperatoren (Definition 1.1), die Aquivalenzklassen unitéirer
Transformationen und damit Algorithmen auf Quantenrechnern beschreiben, und an-
dererseits sprechen wir von Implementierung (Definition 1.2) und Zerlegung (Definiti-
on 1.3), die verschiedene Moglichkeiten zur Erzeugung unitérer Transformationen bilden.
Dies spiegelt die Tatsache wider, dafl in der Literatur sowohl kontinuierliche als auch
diskrete Modelle vorkommen. Teilweise werden diese unterschiedlichen Modelle in der
Literatur nebeneinander oder sogar gleichzeitig verwendet. Deshalb betrachten wir auch
den Fall der Zerlegung mit anschlieender Implementierung der Zerlegungsschritte.

Als ein Beispiel fiir ein diskretes Modell diskutieren wir in Abschnitt 1.2 Quanten-
schaltkreise. Quantengatter (Definition 1.4) sind unitére Transformationen, die auf ei-
nem Teilsystem des Quantensystems operieren. Sie bilden die Grundbausteine fiir Quan-
tenschaltkreise. Die Wirkung der Quantengatter ist gegeben durch die Einbettung (De-
finition 1.6) der Quantengatter bzgl. der auf dem Quantensystem gewéhlten Tensor-
produktstruktur (Definition 1.5). Wir definieren die Einbettung allgemein (und nicht
nur fiir Qubitsysteme) durch die explizite Angabe der Wirkung der Transformation auf
dem Gesamtsystem. Dies ermoglicht uns eine explizite und allgemeine Definition von
Quantenschaltkreisen (Definition 1.7) unter Benutzung der Begriffe Zerlegung und Ein-
bettung. In Abschnitt 1.3 fithren wir Kontrollsysteme als ein Beispiel fiir ein kontinuier-
liches Modell ein. Insbesondere heben wir die Verbindungen zwischen der Universalitét
von Quantenschaltkreisen und der Kontrollierbarkeit von Kontrollsystemen hervor.

In den Abschnitten 1.4 und 1.5 behandeln wir Systeme von Einparameter-Gruppen
und Einparameter-Halbgruppen in Bezug auf die Frage, unter welchen Bedingungen jede
unitiare Transformation in ein Produkt mit einer endlichen und gleichméfig beschréink-
ten Anzahl von Faktoren zerlegt werden kann. Dabei sind die Faktoren Elemente der
Einparameter-Gruppen bzw. Einparameter-Halbgruppen. Wir korrigieren einen Beweis
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aus der Literatur (siehe Theorem 1.13) fiir die Tatsache, daf} jedes Element einer reellen,
endlichdimensionalen und zusammenhéngenden Lie-Gruppe als ein endliches Produkt
von Elementen einer Menge von Einparameter-Gruppen dargestellt werden kann, falls
die Lie-Algebra der Lie-Gruppe durch die infinitesimalen Erzeuger der Einparameter-
Gruppen erzeugt wird. Unter der zusétzlichen Bedingung, dafl die betrachtete Lie-
Gruppe kompakt ist, zeigen wir (siehe Theorem 1.17) dies auch fiir Einparameter-
Halbgruppen. A priori wére es moglich, dafl zwar jedes Element einer Lie-Gruppe als
endliches Produkt darstellbar wére, dafl es aber unabhéngig vom gewihlten Element
keine gemeinsame und endliche obere Schranke fiir die Anzahl der Faktoren giabe. Wir
zeigen allgemein fiir Einparameter-Halbgruppen (siehe Theorem 1.19), daf es fiir reelle,
endlichdimensionale, zusammenhéingende und kompakte Lie-Gruppen eine gemeinsa-
me und endliche obere Schranke fiir die Anzahl der Faktoren gibt. Fiir Zerlegungen
von unitdren oder speziell unitdren Transformationen in Einparameter-Gruppen bzw.
Einparameter-Halbgruppen erhalten wir inshesondere, dafl eine Zerlegung mit einer end-
lichen und gleichméBig beschrinkten Anzahl der Faktoren moglich ist. Damit miissen
wir in diesem Szenario keine unendlichen oder unbeschrankten Produkte zur Erzeugung
von Algorithmen in Quantenrechnern betrachten.

Einen Uberblick iiber die Geometrie der Ein-Qubit-Operationen geben wir in Ab-
schnitt 2.1. Theorem 2.1 enthélt einen algebraischen Beweis fiir die Darstellung von
Rotationen als orthogonale Transformationen. Dieser Beweis ist durch die Arbeit von
Euler motiviert. Weiter beweisen wir in Theorem 2.2 die Parametrisierung von Rota-
tionen durch Angabe von drei Winkelparametern. Der Beweis erfolgt auf algebraische
Weise und basiert auf Ideen von Euler. Die Existenz der 2-1-Abbildung von der Grup-
pe SU(2) auf die Gruppe SO(3) haben wir in Theorem 2.6 auf rein algebraische Weise
gezeigt. Aufbauend auf der Beschreibung der Geometrie der Ein-Qubit-Operationen dis-
kutieren wir in Abschnitt 2.2 ausgewéhlte Ansétze aus der Literatur zur Erzeugung von
Ein-Qubit-Operationen.

In Abschnitt 2.3 entwickeln wir ein Werkzeug zur Bestimmung einer oberen Schranke
fiir die Anzahl der Faktoren bei der Zerlegung von speziell unitdren Transformationen
auf Ein-Qubitsystemen in Einparameter-Gruppen. Dieses Werkzeug basiert auf einem
Raffke-artigen Algorithmus, der schrittweise alle erreichbaren unitaren Transformationen
abdeckt. Diese Methode wird durch zwei Beispiele von zwei bzw. drei Einparameter-
Gruppen vorgefiihrt.

In Kapitel 3 behandeln wir die Approximation von Quantenschaltkreisen. Eine erste
Frage ist zu entscheiden (siche Abschnitt 3.2), ob eine endlich erzeugte Untergruppe der
speziell unitdren Gruppe jede speziell unitiare Transformation approximieren kann. Wir
vervollsténdigen einen Beweis aus der Literatur (sieche Theorem 3.4), daf fiir eine end-
lichdimensionale, reelle, halbeinfache und kompakte Lie-Gruppe eine endlich erzeugte
Untergruppe genau dann dicht ist (d.h. jedes Element der Lie-Gruppe approximieren
kann), falls die Nebenklassen der Untergruppe bzgl. jeder echten normalen und zusam-
menhédngenden Lie-Untergruppe der Lie-Gruppe unendlich viele Elemente enthélt und
die Gruppenalgebren der Lie-Gruppe und der Untergruppe bzgl. einer speziellen Dar-
stellung gleich sind. Die Bedingungen kénnen mit Computeralgebrasystemen getestet
werden, wobei aber teilweise Effizienzprobleme auftreten kénnen.

Wir verallgemeinern in Abschnitt 3.3 eine aus der Literatur bekannte Bedingung fiir
die effiziente (nicht-konstruktive) Approximation durch eine endlich erzeugte Untergrup-
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pe von der speziell unitdren Gruppe auf jede endlichdimensionale, zusammenhéngende
und kompakte reelle Lie-Gruppe. Dabei muf3 die gewéhlte endlich erzeugte Untergruppe
eine spezielle spektrale Bedingung erfiillen (siche Theorem 3.14). In diesem Zusam-
menhang bezeichnen wir eine Approximation als effizient, falls die Approximation in
ein Produkt der Erzeuger der Untergruppe eine logarithmisch in der Genauigkeit der
Approximation beschrinkte Anzahl von Faktoren besitzt. Unter den genannten Voraus-
setzungen garantiert dies die Moglichkeit einer in der Genauigkeit der Approximation
effizienten Approximation jeder unitdren Transformation und damit auch von jedem
Algorithmus auf einem Quantenrechner. Die aus der Literatur bekannte effiziente und
konstruktive Approximation wird in Abschnitt 3.4 behandelt. Dabei wird darauf hinge-
wiesen, dafl es zur Zeit nicht geklért ist, ob der (vorberechenbare) Schritt zur Erzeugung
einer Startapproximation fiir die konstruktive Approximation eine endliche Komplexitét
besitzt.

Die Simulation von unitédren Transformationen und Hamilton-Operatoren wird in Ka-
pitel 4 behandelt. Bei der Simulation wird die Zeitentwicklung eines Hamilton-Operators
ergdnzt durch lokale unitdre Operationen, wobei die lokalen unitdren Operationen in
einer vernachléssigbaren Zeit angewendet werden konnen. Wir charakterisieren optima-
le und effiziente Moglichkeiten zur Erzeugung von unitdren Transformationen. In Ab-
schnitt 4.1 geben wir mathematische Definitionen fiir die globale (siche Definition 4.1)
und infinitesimale (siehe Definition 4.2) Simulation an, die die teilweise in der Literatur
verwendeten verbalen Definitionen und deren Motivation formalisieren. Dabei unter-
scheidet sich die infinitesimale Simulation von der globalen Simulation dadurch, dafl
die infinitesimale Simulation nur in einer Umgebung der Identitét der speziell unitédren
Gruppe definiert ist. Weiter beweisen wir (siehe Lemma 4.3), da8 eine in der Litera-
tur eingefiihrte Bedingung aquivalent zu unserer Definition der infinitesimalen Simu-
lation ist. Die erwdhnten Definitionen dienen einer exakten und expliziten Modellie-
rung der zugrundeliegenden Fragestellungen. Eine Zusammenstellung der benotigten
Lie-theoretischen Hilfsmittel ist in Abschnitt 4.2 zu finden.

In den Abschnitten 4.3 und 4.4 entwickeln wir eine einheitliche Theorie zur zeitopti-
malen Simulation von unitdren Transformationen und Hamilton-Operatoren auf Zwei-
Qubit-Systemen. Wir merken hierbei an, dal die Menge der unitidren Transformationen
schon im Fall von zwei Qubits universell ist, d.h., daf§ alle unitdren Transformatio-
nen unter Verwendung der unitédren Transformationen auf zwei Qubits erzeugt werden
kénnen. Aus diesem Grund sind selbst Zwei-Qubit-Systeme von besonderem Interes-
se. Wir vereinheitlichen verschiedene aus der Literatur bekannte Ergebnisse mit Lie-
theoretischen Methoden. Wir bestimmen in Theorem 4.17 ein konvexes Gebiet, so dafl
es fiir eine Simulation eines Hamilton-Operators in einer gewihlten Zeit ¢ notwendig
und hinreichend ist, dafl das 1/¢-fache des Hamilton-Operators in dem konvexen Gebiet
enthalten ist. Unter Benutzung von Theorem 4.17 kénnen wir einen Lie-theoretischen
Beweis fiir das aus der Literatur bekannte Theorem 4.18 geben, wobei Theorem 4.18
eine einfachere notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Simulierbarkeit eines
Hamilton-Operators enthélt. Die Nicht-Eindeutigkeit einer Lie-Gruppen-Zerlegung be-
handeln wir in den Lemmata 4.26 und 4.27 und insbesondere machen wir die Form der
Nicht-Eindeutigkeit explizit. Diese Ergebnisse werden in einem Lie-thoeretischen Beweis
(siche Korollar 4.28) fiir ein aus der Literatur bekanntes Ergebnis verwendet, in dem
einfach iiberpriifbare Bedingungen fiir die Simulation einer unitaren Transformation in
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einer gewahlten Zeit genannt werden. Die Ergebnisse fiir Zwei-Qubit-Systeme basieren
auf der speziellen Struktur eines symmetrischen Raumes, die in den Nebenklassen der
speziell unitdren Transformationen bzgl. der lokalen Operationen vorhanden ist.

Daran anschlieffend (siehe Abschnitt 4.5) betrachten wir die Simulation von unitéren
Transformationen auf Quantensystemen mit mehr als zwei Qubits. Im Gegensatz zu
Zwei-Qubit-Systemen ist es in diesem Fall (bisher) nicht moglich, notwendige und hin-
reichende Bedingungen fiir eine zeitoptimale Simulation anzugeben. Die spezielle Struk-
tur des symmetrischen Raumes ist in diesem Fall fiir die Nebenklassen der speziell
unitidren Transformationen bzgl. der lokalen Operationen nicht mehr gegeben. Trotzdem
konnen wir in Theorem 4.43 untere Schranken fiir die Zeitkomplexitéit bei der Simula-
tion unitiarer Transformationen beweisen. Diese Schranken basieren auf der Tatsache,
daf} bzgl. einer Menge, die die lokalen Operationen enthélt, die Struktur des symme-
trischen Raumes der Nebenklassen weiterhin gegeben ist. In Theorem 4.36 konnen wir
diese Menge fiir den Fall einer geraden und einer ungeraden Anzahl von Qubits be-
stimmen. Ferner konnen wir die den Simulationsergebnissen zugrundeliegende Struktur
der symmetrischen Rédume auch in speziellen VerschrankungsmaBen identifizieren (siche
Abschnitt 4.7).

Motiviert von den Ergebnissen zur Simulation analysieren wir die Struktur der Neben-
klassen bzgl. den lokalen Operationen in Kapitel 5 genauer. Hierbei nimmt die Entwick-
lung der Analysemethoden einen groflen Raum ein. In Abschnitt 5.1 fithren wir einige
Grundbegriffe in Bezug auf die Nebenklassen ein. Die Grundlage fiir unsere Analyse
bildet die de-Rham-Kohomologie. Die de-Rham-Kohomologie ist durch alternierende
Invarianten der Nebenklassen gegeben und beschreibt topologische Eigenschaften. Wir
definieren die de-Rham-Kohomologie formal in Abschnitt 5.2 unter Benutzung der Theo-
rie der Differentialformen, wobei wir die benotigten Aspekte der Theorie systematisch
einfithren. Die Methoden zur Berechnung der de-Rham-Kohomologie der Nebenklassen
stellen wir in Abschnitt 5.4 zusammen. Dabei liegt unser Augenmerk auf der explizi-
ten Berechnung mit Hilfe von Computeralgebrasystemen. Wir fithren die Rechnungen
exemplarisch fiir den Fall von Zwei-Qubit-Systemen (siche Abschnitt 5.5) und Drei-
Qubit-Systemen (siehe Abschnitt 5.6) aus. Schon im Fall von drei Qubits, fiir den die
Struktur des symmetrischen Raumes nicht mehr gegeben ist, spiegelt sich die komplexere
Struktur der Nebenklassen in den Invarianten wider.

In Zukunft konnen insbesondere zwei Aspkte fiir die effiziente (oder optimale) Erzeu-
gung von unitidren Transformationen eine besondere Rolle spielen. In erster Linie ist die
detaillierte Bestimmung der Struktur der verbundenen Kontrollprobleme von Bedeu-
tung. Wir haben in dieser Arbeit aufgezeigt, dafi dabei die Struktur der Nebenklassen
der unitdren Transformationen bzgl. der lokalen Operationen ein wichtiges Beispiel ist.
Verbindungen zur Beschreibung und Analyse der Verschrankung von Quantensystemen
ergeben sich dadurch, dafl die Nebenklassen nicht-lokale Eigenschaften von unitéren
Transformationen erfassen. Durch die Beziehung zwischen Zustéinden und Transforma-
tionen spiegeln sich die nicht-lokalen Eigenschaften der Transformationen auch in den
nicht-lokalen Eigenschaften der Zustdnde wider. Und mit der Nicht-Lokalitdt behandeln
wir eine zentrale Fragestellung der Quantenmechanik und der Quanteninformatik. Fiir
die Strukturanalyse benotigen wir weitere und effizientere Werkzeuge. Dabei miissen wir
lernen, mit der kombinatorischen Explosion umzugehen, die bei den expliziten Rechnun-
gen auftritt und in der Hochdimensionalitdt der Kontrollprobleme begriindet ist.
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In zweiter Linie miissen wir (besser) verstehen, auf welche Weise die Struktureigen-
schaften wie z. B. Invarianten dafiir genutzt werden kénnen, die betrachteten Kontroll-
probleme zu losen. Hierbei treten die Kontrollprobleme oft in der Form von Differen-
tialgleichungen auf. Die Losbarkeit von (Systemen von) Differentialgleichungen mittels
algebraischen Methoden bildet dabei eine Hauptforschungsrichtung und die grundlegen-
de Motivation fiir die Lie-Theorie.
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A. Lie-Theorie

In diesem Anhang werden einige Grundbegriffe aus der Lie-Theorie behandelt. Weiter-
gehende Konzepte und Ergebnisse aus der Lie-Theorie werden bei Bedarf im Haupt-
teil dieser Arbeit eingefiihrt oder aus der umfangreichen Literatur zitiert. Als Referenz
dienen uns teilweise die Arbeiten [Bou89b; Bou02; Bou05; OV90; Oni93; OV94]. Wir
verweisen auch auf die Arbeiten [Che99; Che51; Cheb5; KN91; KN96; Loo69a; Loo69b;
Jac79; Var84; Wol84; BD&85; Sam99; HN91; Gil94; Bor98; DKO00; Hel01; Kna02; Ros02;
EOMO02a; Arv03; TY05]. Wir betonen, da§ wir in dieser Arbeit nur reelle und komplexe
Lie-Gruppen und Lie-Algebren verwenden, die zugleich endlichdimensional sind.

A.1. Analytische Mannigfaltigkeiten

Wir folgen Referenz [Bou71b| und fiithren den Begriff der analytischen Mannigfaltigkeit
ein. Sei im folgenden M eine Menge. Ein Banach-Raum ist ein Vektorraum iiber ei-
nem (Schief-)Kérper K (mit einer nicht diskret-wertigen Betragsfunktion), der mit einer
Norm versehen ist, so dafl jede Cauchy-Folge bzgl. der Norm einen Grenzwert besitzt
(vgl. [Bou87, Kap. I, §1.4, Def. 2] oder [Wal90, S. 15]). Eine Karte von M ist ein Tripel
c= (U, ¢, E), wobei U eine Teilmenge von M, E ein Banach-Raum und ¢ eine bijektive
Abbildung von U auf eine offene Umgebung von E ist. Wir bezeichnen U als den De-
finitionsbereich der Karte c¢. Zwei Karten ¢ = (U, ¢, F) und ¢ = (U’, ¢, E') der Menge
M sind kompatibel, falls

L. o(UNU) (bzw. ¢'(UNU’)) offen in E (bzw. E') ist und

2. die Abbildung ¢ o ¢! (bzw. ¢ 0 ¢ ') von ¢'(U N U') nach ¢(U N U’) (bzw. von
»(UNU') nach ¢'(UNU’)) K-analytisch ist.

Dabei bezeichnen wir eine Abbildung f von einer offenen Teilmenge U eines Banach-
Raumes E' in einen Banach-Raum F' als K-analytisch in U, falls fiir jeden Punkt a € U
eine konvergente Potenzreihe mit Grenzwert f, : E — F existiert, so daf f(a + z) =
fa(2) fiir alle Elemente z aus einer Umgebung der Null von E gilt. Ein Atlas einer Menge
M ist eine Menge von Karten von M, so daf jede Karte zu jeder Karte kompatibel ist
und dafl M die Vereinigung der Definitionsbereiche aller Karten ist.

Definition A.1 (Analytische Mannigfaltigkeit (siche [Bou71b, S. 35])). Eine analytische
K-Mannigfaltigkeit ist eine Menge M versehen mit einer Aquivalenzklasse von Atlanten.
Dabei sind zwei Atlanten A und B der Menge M #quivalent, falls A U B auch ein Atlas
von M ist.

Ein Atlas A wird als ein Atlas einer analytischen Mannigfaltigkeit M bezeichnet, falls
A in der Aquivalenzklasse von Atlanten von M liegt. Weiter bezeichnen wir eine Karte
eines Atlanten einer analytischen Mannigfaltigkeit M als Karte von M. Eine (reine)
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analytische K-Mannigfaltigkeit M hat die Dimension n < oo, falls alle in Karten von
M vorkommende Banachraume gleich K" sind. In dieser Arbeit verwenden wir nur reell
(K = R) und komplex (K = C) analytische Mannigfaltigkeiten endlicher Dimension.
Falls M und N analytische K-Mannigfaltigkeiten sind, dann ist M x N auch eine (ein-
deutige) analytische K-Mannigfaltigkeit ([Bou71b, S. 44]). Wir bezeichnen nun eine Ab-
bildung f von einer K-Mannigfaltigkeit M in eine K-Mannigfaltigkeit /N als analytisch,
falls sie stetig ist und falls fiir jede Karte (V, 4, F') von N und fiir jede Karte (U, ¢, E)
von M die Abbildung ¢ o f o ! von der offenen Teilmenge ¢({x € U| f(z) € V}) des
Banach-Raumes £ in den Banach-Raum F' analytisch ist (vgl. [Bou71b, S. 38-39] und
[Jan01, S. 3-5]).

Jede analytische K-Mannigfaltigkeit M ist insbesondere ein topologischer Raum (sie-
he [Bou71b, S. 36, §5.1.6]). Ferner ist auch jede Teilmenge N C M ein topologischer
Unterraum (siche [Bou89a, Kap. I, §3.1]) von M. Ein Homdomorphismus von einem
topologischen Raum N auf einen topologischen Raum M ist eine bijektive Abbildung
von N auf M, die die offenen Teilmengen von N auf die offenen Teilmengen von M
abbildet (siehe [Bou89a, Kap. I, §1.1, Def. 3]). Wir erhalten folgende Definition einer
Untermannigfaltigkeit:

Definition A.2 (Untermannigfaltigkeit ([Bou71b, S. 47-48, §5.8]). Sei N ein topologi-
scher Unterraum der analytischen Mannigfaltigkeit M und f die (kanonische) injektive
Abbildung von N nach M. Falls fiir jedes Element x € N eine offene Umgebung V C N
von z und eine Karte (U, ¢, E') von M mit f(V) C U existiert, so dafi ¢o f ein Homdomor-
phismus von V' auf den Schnitt von ¢(U) mit einem Untervektorraum von E ist, wobei
der Untervektorraum abgeschlossen ist und ein topologisches Komplement besitzt, so
bezeichnen wir N als eine Untermannigfaltigkeit von M.

Ein topologisches Komplement zu einem Unterverktorraum ist ein komplementéarer
Vektorraum, der abgeschlossen ist (vgl. [Bou87, Kap. I, §1.3, Remark]). Jeder abge-
schlossene Untervektorraum eines Banach-Raumes mit endlicher Kodimension besitzt
ein topologisches Komplement (siehe [Bou87, Kap. I, §2.3, Prop. 3], vgl. auch [Bou71b,
S. 46]) und jeder endlicher Vektorraum iiber den reellen oder komplexen Zahlen ist
abgeschlossen ([Bou87, Kap. I, §2.3, Kor. 1 zu Prop. 2]).

Wir fithren den Begriff des Tangentialraumes einer analytischen Mannigfaltigkeit ein.
Sei M eine analytische Mannigfaltigkeit und z € M. Wir betrachten die Tupel (c, h),
wobei ¢ = (U, ¢, E) eine Karte von M und h ein Element von FE ist. Zwei solche Tupel
(c,h) und (¢, h') sind dquivalent, falls die Ableitung von ¢’ o ¢t am Punkt ¢(z) das
Element h € E auf das Element i’ € E’ abbildet. Dabei ist ¢/ 0 ¢! in einer Umgebung
von ¢(z) definiert.

Definition A.3 (Tangentialraum ([Bou71lb, S. 41, §5.5.1])). Ein Tangentialvektor an
einem Punkt z einer analytischen Mannigfaltigkeit M ist eine Aquivalenzklasse von
Tupeln der Form (¢, h), wobei ¢ = (U, ¢, E') eine Karte von M und h ein Element von F
ist. Der Tangentialraum T, (M) an einem Punkt x einer analytischen Mannigfaltigkeit
M ist die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt x der Mannigfaltigkeit M.
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A.2. Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Definition A.4 (Lie-Gruppe ([Bou89b, Kap. III, §1.1, Def. 1])). Eine Lie-Gruppe G
iiber dem (Schief-)Korper K ist eine analytische K-Mannigfaltigkeit mit einer Gruppen-
struktur, so dafi die Abbildung (G, H) — G H~! von der analytischen K-Mannigfaltigkeit
G x G in die analytische K-Mannigfaltigkeit G analytisch ist.

Wir bezeichnen eine Lie-Gruppe als reell (bzw. komplex), falls K = R (bzw. K = C)
ist. Wir benotigen auch den Begriff der Lie-Untergruppe:

Definition A.5 (Lie-Untergruppe (siche [Bou89b, Kap. III, §1.3, Def. 3])). Sei G eine
Lie-Gruppe. Eine Teilmenge H von G wird als Lie-Untergruppe von G bezeichnet, falls
H sowohl eine Untergruppe von G als auch eine Untermannigfaltigkeit von G ist.

Eine Lie-Gruppe G gilt als auflosbar (siehe [EOMO02e]), wenn die zugehérige Gruppe
G auflosbar ist ([Bou74, Kap. I, §6.4, Def. 8]), d.h., es existiert ein n € NU{0}, so
da G™ = {Id}, wobei G:=G und G"*V:={GHG'H': G,H € GM™} gilt. Eine
zusammenhéngende Lie-Gruppe G gilt als halbeinfach, falls sie keine nichtrivialen Un-
tergruppen enthilt, die zusammenhéngend, normal in G und auflésbar sind ([EOM02d]).
Zusétzlich bezeichnen wir eine zusammenhéngende Lie-Gruppe als einfach, falls sie keine

nichtrivialen Untergruppen (# G) enthélt, die normal in G und zusammenhéngend sind
([EOMO02d]). Wir fiithren nun den Begriff der Lie-Algebra ein:

Definition A.6 (Lie-Algebra ([Bou89b, Kap. I, §1.2, Def. 1])). Eine Algebra g tiber
einem (Schief-)Korper K ist eine Lie-Algebra iiber K, falls ihre Multiplikation (x,y) —
[z, y] fiir alle x,y, z € g die folgenden Eigenschaften hat:

1. [z,z] =0 und
2. [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [x,y]] = 0 (Jacobi-Identitét)

Der Tangentialraum T.(M) an der Identitéit e der Lie-Gruppe G ist (bei geeigneter
Wahl der Lie-Multiplikation auf T, (M) (siehe [Bou89b, Kap. III, §3])) eine Lie-Algebra
([Bou89b, Kap. III, §3.7, Prop. 24]) und wird als die Lie-Algebra g der Lie-Gruppe
G bezeichnet ([Bou89b, Kap. III, §3.7, Def. 6]). In dieser Arbeit bezeichnen wir eine
Lie-Gruppe z. B. mit G und die zugehorige Lie-Algebra mit g.

Die Abbildung adg4(g) ([Bou89b, Kap. I, §1.2, Def. 2]) von der Lie-Algebra g nach g
wird als die Abbildung h +— [g, h] definiert, wobei h, g € g. Wir definieren die adjungierte
Darstellung ([Bou89b, Kap. I, §3.1, Def. 1]) der Lie-Algebra g mit Hilfe dieser Notation:
g — adg(g). Bezeichne ady(h) die Menge {ady(h): h € h} beziiglich eines Unterraumes b
der Lie-Algebra g. Wir fithren nun auf der Lie-Algebra g eine symmetrische Bilinearform,
die sogenannte Killing-Form By(g, h):=Try(ady(g) o adg(h)) ein ([Bou89b, Kap. I, §3.6,
Def. 4]).

Wir bezeichnen eine Unteralgebra h einer Lie-Algebra g genau dann als Ideal, falls
die Gleichung [b, g]:={[h,g]: h € b,g € g} C b gilt (vgl. [Bou89b, Kap. I, §1.3] oder
[Jac79, S. 23]). Seien im folgenden alle Lie-Algebren bzgl. einem Korper K definiert.
Eine Unteralgebra b einer Lie-Algebra nennen wir auflosbar, falls ein n € NU{0} exi-

stiert, so daB D"(h) = {0}, wobei D°(h):=h und D"'(h):=[D"(h), D"(h)] gilt (siche
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[EOMO02c] oder [Jac79, S. 24]). Wir erhalten, dafi die Summe zweier auflosbarer Ideale
wieder ein auflosbares Ideal ist (siehe [Jac79, S. 24]). Wir schrinken uns nun auf den
Fall von endlichdimensionalen Lie-Algebren ein. Eine Lie-Algebra gilt als halbeinfach,
falls sie keine auflosbare Ideale  # {0} besitzt (siehe [EOMO02b] oder [Jac79, S. 24]).
Wir fithren den Begriff des (auflosbaren) Radikals tad(g) einer Lie-Algebra g als das ma-
ximale auflosbare Ideal von g ein (siche [EOMO02{], [Jac79, S. 24] oder [Bou89b, Kap. I,
§5.2, Def. 2]). Die Definition einer halbeinfachen Lie-Algebra g ist also dquivalent dazu,
daf vad(g) = {0} gilt (vgl. [Jac79, S. 24]). Sei nun im folgenden K ein Korper der Cha-
rakteristik 0 (siche z.B. [Bou74, Kap. I, §9, Ubungsaufgabe 4]), d.h., K besitzt einen
Unterkorper, der isomorph zu Q ist. Dies ist insbesondere der Fall, wenn z.B. K = R
oder K = C gilt.

Faktum A.7 ([Bou89b, Kap. I, §6.1, Def. 1 und Thm. 1]). Sei g eine endlichdimensionale
Lie-Algebra iiber einem Korper K der Charakteristik 0. Die folgenden Bedingungen sind
dquivalent:

1. g ist halbeinfach

2. das einzige kommutative Ideal von g ist {0}

3. rad(g) = {0}

4. die Killing-Form B von g ist nicht entartet
(d.-h. {g € g| Byg(g,h) =0 fiir alle h € g} = {0} (siehe z. B. [TYO05, S. 234]))

Eine Lie-Algebra g wird genau dann als einfach bezeichnet, falls {0} und g die einzigen
Ideale von g sind und g zusétzlich nicht kommutativ ist ([Bou89b, Kap. I, §6.2, Def. 2]).
Es gilt, dafl jede einfache Lie-Algebra auch halbeinfach ist (siehe [Jac79, S. 24-25] und
[Bous9b, Kap. I, §6.2]).

Sei nun im folgenden K = R oder K = C. Fiir eine reelle oder komplexe Lie-Gruppe,
die endlichdimensional ist, definieren wir das Radikal Rad(G) von G als die grofite zu-
sammenhénge Lie-Gruppe, die zugleich normal in G und auflésbar ist ([Bou89b, Kap. 111,
§9.7, Def. 1]). Diese Definition ist wohldefiniert, und die Lie-Algebra von Rad(G) ist das
Radikal tad(g) der Lie-Algebra g von G (siche [Bou89b, Kap. III, §9.7, Def. 1] und [OV93,
Thm. 5.11, S. 57]). Eine reelle oder komplexe Lie-Gruppe, die zusammenhédngend und
endlichdimensional ist, ist genau dann halbeinfach, falls Rad(G) = {Id} oder dquivalent,
falls die Lie-Algebra von G halbeinfach ist (vgl. [Bou89b, Kap. III, §9.7-8] oder [OV93,
S. 57]).

A.3. Beispiele

Wir geben nun einige Beispiele von Lie-Gruppen und ihren Lie-Algebren an (vgl. z. B.
[Kna02, S. 1-5]). Dabei ist die Lie-Multiplikation jeweils durch den Lie-Kommutator
(z,y) — [z,y] = 2y — yx gegeben. Die allgemeine (komplex) lineare Gruppe GL(n,C)
ist die Lie-Gruppe der invertierbaren komplexen nxmn-Matrizen. Die zugehorige Lie-
Algebra gl(n, C) ist die Menge der komplexen nxn-Matrizen. Entsprechend ist die reell
lineare Gruppe GL(n,R) die Lie-Gruppe der invertierbaren reellen nxn-Matrizen und
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die zugehorige Lie-Algebra gl(n,R) die Menge der reellen nxn-Matrizen. Die speziell
linearen Gruppen

SL(n,K) = {G € GL(n,K)| det(G)=1}
haben als Lie-Algebren

sl(n,K) = {z € gl(n,K)| Tr(x)=0}.

Wir bezeichnen die Lie-Gruppe SL(n,C) als die (eigentliche) speziell lineare Gruppe.
Die (verallgemeinerte) Rotationsgruppe

SO(n) = {G € GL(n,R)| GG"=1 und det(G)=1}
hat die Lie-Algebra
so(n) = {z € gl(n,R)| x + 27 =0}.

Wir bezeichnen mit G die transponierte und komplex konjugierte Matrix einer Matrix
G. Die unitdare Gruppe

U(n) = {G € GL(n,C)| GG'=1}
und die speziell unitéare Gruppe
SU(n) = {G € U(n)| det(G)=1}
spielen in dieser Arbeit eine besondere Rolle. Die entsprechenden Lie-Algebren sind
u(n) = {z € gl(n,C)| = 4 z'=0}
und
su(n) = {z € u(n)| Tr(x)=0}.

Die Lie-Gruppe SU(n) ist kompakt, einfach und halbeinfach (vgl. [Bou02, Kap. IX,
§3.4]). Wir definieren auf der unitdren Gruppe und der speziell unitdren Gruppe die
Topologie [Bou89a, S. 17], die von der folgenden Operatornorm induziert wird (vgl.
z.B. [Gaa73, S. 58]): Bezeichne |[||a)|| := /{a|a) die euklidische Norm des Zustandes
|a) und

AT——Lo ]
|or)5£0 |||04>||

die Operatornorm des unitidren Operators U (vgl. auch [KSV02, S. 71]).
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