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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Literatur

[CH. HAkEN, H.C. WOLF:

Atom und Quantenphysik - Eine Einfiihrung in die experimentellen und theoretischen Grundlagen
(Springer-Verlag Berlin 1983 ff.)

[H. HAKEN, H.C. WOLF:

Molekiilphysik und Quantenchemie - Eine Einfithrung in die experimentellen und theoretischen Grund-
lagen (Springer-Verlag Berlin 1992 ff.)

[ K.H. HELLWEGE:
Einfiihrung in die Physik der Atome (Heidelberger Taschenbiicher, Springer-Verlag 1974)

[K.H. HELLWEGE:
Einfiihrung in die Physik der Molekeln (Heidelberger Taschenbiicher, Springer-Verlag 1974)

[Qd. DRAKE:
Handbook of Atomic, Molecular and Optical Physics (Spinger-Verlag 2006)

1.2 Bekannte atomare Daten

A.1 Bestandteile:

aX

Isotope werden folgendermaflen bezeichnet:

12 13
6 C 6 C

Ein Molekiilion bezeichnen wir beispielsweise mit:

14ng+
7N2

Atome werden charakterisiert durch:

Protonen und N Neutronen im Atomkern
A= N + Z als Massenzahl des Atoms
[Kernladung gx = +7 - e
Elektronen in der Hiille (Orbitale)
Die Ladung eines Elektron entspricht gerade der Elementarladung;:

qe:_]-'e

Dessen Masse betrigt in etwa 1/2000 der Masse des Protons:

1
Me ™ 1836 "7




A.2 Grofe:

A.2.1 GroBe des Atoms (unscharf) (1A =0,1nm)
Wir betrachten drei experimentelle Gréfien:

a.) Kovolumen (Eigenvolumen) b
Die Van-der-Waals-Gleichung fiir ein reales Gas der Stoffmenge 1 mol lautet:

(p+%)~(V—b):R-T

dm 4

b.) Freie Weglinge [ (aus Messungen der Viskositit 1)

c.) Rontgen-Gitterkonstante
Dichte in Fliissigkeiten

Atomare und molekulare Radien in 10=1%m =1 A:

Element Aus ;b Aus ,n“ Aus Rontgen-Gitterkonstante

He 1,33 0,01 1,76
Ne 1,19 1,13 1,59
Ar 1,47 1,48 1,91
Kr 1,58 1,61 2,01
Xe 1,72 1,77 2,20
H, 1,30 1,11
N, 1,57 1,61
0, 1,47 1,51

A.2.2 Elektronenradius

Nach experimentellen Erkenntnissen wird ein Elektron als ,,punktformig® angesehen. Nichts desto
trotz kann man ihm einen klassischen Elektronenradius r. zuordnen, welcher sich folgendermafien
berechnet: Das Elektron habe nach Einstein die Ruheenergie Wjy. Wenn man dieses als geladene
metallische Kugel ansieht, so ist dessen potentielle Energie nach Coulomb durch Wp,; gegeben. Nun
nehmen wir an, dafl diese potentielle Energie gerade der Ruheenergie entspricht. Durch Gleichsetzen
kénnen wir nach r. auflosen:

Wo = Mg - €2

!
o2 Wo = Wpot
Wpot =
dmegre
€2 9
Te=——"—>(=a"- ap)
4megMegC

e = 2,817940285(31) - 10~ m

A.2.3 Kernradius
Nach dem Tropfchenmodell kann man folgende Formel aufstellen:

1
rg =19 A3

Typisch sind Kernradien in folgenden Gréflenordnungen:
ro=(1,2;...;1,5)-10" % m

Experimentell zugénglich sind diese mit dem Rutherford-Streuexperiment.



[Historisch: a-Teilchen mit einer Energie von 7,7 MeV auf 79Au
[Blesser:

a.) Elektronen e: Wy, > 1 GeV

b.) Neutronen n: Wy, > 20 MeV

a.) Prinzip der Rutherford-Streuung:

Historisch ist folgendes wichtig:

[Tdst flir Atommodelle
[Riitherford (1903-1911)

[—Geiger und Marsden (1911 relativ)
[Chadwick (1924 absolut; 2)

N Metall-Folie
\ (Au, Z = 79)

\,

9 \:\\ 1 a-Quelle
/1 —_ *

~/ Pb-Kollimator

ZnS-Film+Mikroskop
Als o-Quelle diente Radon-Gas (Z = 86) mit Wiin, maez = 7,7MeV. a-Teilchen sind 4He? mit ¢ = +2e
und my = 7300m.. Kommen wir zu den experimentellen Daten:

0 15° 60° | 150°
An | 132000 | 477 | 33

Fiir ¥ = 180° gibt es eine Riickstreuung bei zentralem Sto8.

i

N——
T'min

1 (2e)-(Z-e

Whin = pot = WCoul = Aneo ( )’I" ( )

Es ergibt sich folgender minimaler Abstand:

Ze?
27T60 ka

T'min =

Das Ergebnis ist 7 (79Au) < 7ppin = 3 - 107 m.

b.) Quantitativ

Wir rechnen so, als ab es sich um Punktladungen bzw. Punktmassen handeln wiirde. Unter Verwendung
der Zentralkraft und der Drehimpulserhaltung kénnen wir die nichtrelativistische Einfachstreuung am
festen Kern berechnen.



¥ sei der Streuwinkel und b der Streuparameter. Es ergibt sich eine Hyperbelbahn mit dem Kern in
duBeren Brennpunkt. Der Kern sei stationér:

|ﬁ1| = |I72| =1mv
Ap*zpz—ﬁl:/ﬁdt

+oo JF%("T*T”
(Y = dt
Ap=2-muv-sin 5) = |F|cos pdt = F(r)-coscp~@~d<p (1)

t=—00

[N

p=—35(r—7)

Da es sich um eine Zentralkraft handelt, ist natiirlich Drehimpuls-Erhaltung gegeben. Der Drehimpuls
einer Punktmasse ergibt sich aus:

d
L:mrz-w:mr2-—(p—

& =mv-b

Damit erhalten wir fiir die Differentiale, unter Verwendung des Ergebnisses aus der Impulserhaltung:

dae _
dp wv-b
_ 27e?
 dmegr?

Dies ist nun genau das, was wir bei Berechnung des Integrals benétigen. Aus (1) folgt:

3 (m—1)
) 27¢e? Ze? Lip— Ze? ™ —1
2 5 Y\ _ . s(r—9) Cw o
2mv® - b - sin <2> = Treg / cospdyp = e [sin @]—%(wfﬂ) = 27r502 sm( 5 ) =
—5(m=19)

9 4 2 4
cot <2) = ZW;O . m21; b= Z7Te€20 «Whin - b (nicht-relativistische Ableitung)

1
Wyes = me? = moc? + Wiy, mit Wiin = moc® | ——— — 1 (relativistisch)



Wir betrachten nun die b-Abhéngigkeit des Ablenkwinkels:

¢.) Zidhlraten:

Wir wollen den Streuparameter b eliminieren:

A, a-Strahl

no

—»

¥ = 180° ./
Wirkungsquerschnitt

N
<—d (typischerweise 3-107"m, v Kerne pro Volumeneinheit)

Nur Ai ergibt ¥ > 9.

(03

nzﬁoig'd~Aa-0’ ﬁdwa

no o Aa o Vv

noy N g (22 N e (T
o Vv 47T€0ka 2

Experiment von Geiger und Marsden:

CdkE3-100"m
|:$ —=5.9.1028 Goldagome
L Z1="79
C MW, = 7,7MeV = 1,23 - 10712 ]

Damit erhalten wir dann:

=7-107° = 70 ppm

T>450
no

Um die Zéhlrate Z(1}) zu bestimmen, ist die Detektorfliche AAp einzuarbeiten, womit sich ergibt:

(

9) = o - |~=

d
d?d

n>y
no

AAp
T dA




dA . dd ) (Y v
W 27rp - sind - rD@ = 2777“]23 sind = 471'7"% sin (2) cos (2)
N Ze2  \? cot (¥ AA
Z('ﬁ):nodﬂ—< ¢ ) C02(219) : 2 . 19D 9

\%4 4reoWhin sin (5) 4mry, sin (5) cos (5)

d.) Rutherford-Streuformel:
Damit erhélt man dan schluBendlich die Rutherford-Streuformel (1911):

- N d. (Ze2)? 2
£(0) = n(2)v (6)4 -AADN(Z,ieZﬂ
(87e0)” - W2, -2 -sin (%) W, sin (3)
A
2(0)
2(180°)
f f »
0 90 180 9[°]

Der Fall ¥ = 0 wird von dieser Formel nicht beriicksichtigt.

e.) Korrekturen zu Zg(9):

[Tnklastische Beitrige

[Sdlange die Rutherford-Streuung gilt, ist der Kern kleiner als der minimale Abstand.
Es soll aber auch eine endliche Ausdehnung des Kern beriicksichtigt werden (punktformig: Beugung).

A.3 Ladung:

Die Tonenladung ergibt sich aus:
Qmor =w - F (1833)

w ist die Tonenwertigkeit (Elektrolyse). Fiir die Faradaykonstante gilt:

C
F = N4 -e=96485,3415(39) ol
m

Die Josephson- und Feinstrukturkonstante ist gegeben durch:

2

2e e
KJ—FundOZ—MOCOﬁ

Auflerdem ist der Wert fiir die Elementarladung;:

e=1,602176462(63) - 10712 C

Milikan (1909/1910): geladene Tropfchen im Schwebekondensator



A.4 Masse:

[Mittlere Masse:

- N,

mx

Diese kann man durch chemische Methoden bestimmen.

[ Wahre Masse; Isotopie
Zur Bestimmung verwendet man ein Massenspektrometer (E-, H-Felder).

Mizg =12 &

mol

M
m(120) = N;ZC = 12m,
5 1
N4 =6,02214199(47) - 10 —
mol
1 Mg g
—lu=— =1 13)-1 k

my = 1lu= 15— ,66053873(13) - 10" kg

Die Atommassenkonstante betragt:
My - ¢ = 931,494 013 (37) MeV
AuBlerdem werden folgende Konstanten sehr oft benttigt, weshalb sie hier aufgefiihrt sind:

C il =9,10938188(72) - 103 kg (Elektronmasse)
Cml, = 1,67262158(13) - 10727 kg (Protonmasse)
Cml, = 1,67492716(1 3) - 10727 kg (Neutronmasse)

A.5 Periodensystem
D.J. Mendelejew (Mérz 1869) und Lothar Meyer (Dezember 1869) haben hierzu einen historisch wichtigen
Beitrag geliefert. Sie stellten die ,,periodischen* Abhéngigkeiten der Grofien
[Atomvolumina
[ Sdhmelztemperatur
[CAlisdehnungskoeflfizient
[Kbmpressibilitat

von Z fest.






Kapitel 2

Frithe Atommodelle

2.1 Thomsonsches Atommodell (1898)

Es handelt sich um ein statistisches Atommodell, das man auch als ,,plum-pudding-Modell“ bezeichnet. Die
Elektronen fiihren Schwingungen um die Gleichgewichtslage mit v(r) aus. Das Modell wurde durch das Expe-
riment der Rutherford-Streuung falsifiziert.

2.2 Rutherfordsches Atommodell (1903-1913)

Wir haben hier ein dynamisches Atommodell.
Wges = Wkin + Wpot

Wi = bma? = C = O e By = (P
= —mev” — =— ir =
A= 9 dmeqr 8mwegr Z ©
Hier ist es so, dafl das Elektron um den Kern kreist. Dabei halten sich die Zentrifugalkraft Fz und die Cou-

lombkraft ﬁc gerade die Waage.

W = —13,6¢V fiir r = 0,53 A

Dieses Atom wire elektrodynamisch instabil. Das beschleunigte Elektron wiirde aufgrund dieser Beschleuni-
gung Energie abstrahlen, wobei der Radius dessen Bahn dann immer kleiner werden wiirde; das Atom wiirde

&



also innerhalb eines sehr kleinen Zeitraumes (10712 s) kollabieren. Dieses Modell fiihrt zu einem kontinuierlichen
Spektrum.

2.3 Bohrsches Atommodell und Erweiterungen

2.3.1 Experimentelle Grundlagen
Quantisierung

a.) Optische Serienspektren des H-Atoms

Folgende Begrifflichkeiten sind sehr wichtig, um die Vorginge im Atom zu verstehen.

[CAlbsorption/Emission
[Fraunhofer-Linien

Wenn man das Spektrum der Sonne betrachtet, so wird man feststellen, daf einige Linien im Spek-
trum fehlen. Sie werden mit Buchstaben und Zahlen bezeichnet. Offensichtlich kann das Licht der
Sonne von verschiedenen Stoffen absorbiert werden, womit sich auf deren Zusammensetzung schlie-
Ben 148t.

[Bhlmer-Serie (1885)
Sie liegt im optischen Bereich; deshalb wurde sie auch so friih entdeckt.
[Wellenzahlen 7 = %O; Runge
[Rlydberg-Formel (1890)
Mit dieser Beziehung kann man Spektrallinien beschreiben.
[Rilitzsches Kombinationsprinzip (1908)
Dies wurde formuliert, nachdem man eine Reihe von Spektralserien beobachtet hatte.

»Neue Serien konnen durch Kombination aus den schon bekannten Serien gewonnen werden.*

[Wellenzahlen v, Terme T,

Die Spektrallinien werden in Form von Wellenzahlen angegeben; die zugehorigen Energien bezeichnet
man als Terme.

b.) Elektronenstof, Franck-Hertz-Versuch (1914)

Dieses Experiment ist wichtig, um nachzuweisen, dafl die Bindungsenergien und nicht das Licht selbst
quantisiert sind. Das Standardexperiment wird mit Quecksilber Hg durchgefiihrt. Man beweist, dafl die
wohldefinierte Energiedifferenz zwischen den beiden eingezeichneten Zustdnden auch durch Anregung
von Elektronen mit unterschiedlicher kinetischer Energie gefunden werden kann.

6"P1 — IA
Hg W A =253, 7nm
6'So >
0 Ua
Kathode ! Anode
B _| Hg-Dampf, p &~ 1 mbar
+ T
Gitter @£
N
| | | |
Uletter |UA| = |UG| - |UB‘ UBrems



I Resonanzpotential 4,9 eV

-

I
0 5 10 15 U [V]
4,9 eV

Wie grof} sind die K-, A-Austrittsarbeiten und der Riickstof37

2.3.2 Serienspektren des H-Atoms

Die Wellenzahlen von Spektrallinien des Wasserstoffatoms lassen sich als Differenz von zwei Termen T, und
T, berechnen. Man nennt diese Beziehung Rydberg-Formel mit der Rydberg-Zahl Rp.

1 1 1
pzizisz_Tn:RH — —— ] |firn>m
P . mZ  n2

p— ROO
=T m

m

Ry

Die Rydberg-Konstante fiir einen unendlich schweren Kern lautet:

1
Roo = 1,097 373156 8549(83) - 107 o

Die sogenannten Terme berechnen sich nach folgender Beziehung:

W Wl

T, = ———
" he he



m=2>5 m=4 m=23 m=2 m=1

Energien Pfund Brackett Paschen Balmer Lyman
W [eV] (1924) (1922) (1908) (1885) (1906)
~ 0 Infrarot Infrarot Infrarot Visuell Ultraviolett

n=06 vV I ’
=

n =3 %rvv T 10000

+— 20000

YYVVY

n=2 + 30000

5 T 40000

T+ 50000

T 60000

T 70000

10 + + 80000

T 90000

+ 100000

nel YYVYVVY 110000

—13,6eV  Grundzustand Terme 7T,
1
cm

2.3.3 Bohrsches Atommodell (1913)

Eigentlich handelt es sich hier um das Rutherford-Modell, wobei aber eine Bedingung fiir stationére Bahnen
(W,,) aufgestellt wurde:

|hv =W, — W |

Wir haben wieder das Kriftegleichgewicht zwischen Zentrifugal- und Coulombkraft:
2 2

Fy; = F¢ :>mev— :mew2r= 6—
r 4degr?

Daraus 1483t sich dann auf die Geschwindigkeit und Energien schlieffen:

e

VATegmer

v =



82

Wges = Wkin + Wpot = -

8megr

a.) Quantenbedingung:

[Direhimpuls
Dieser sei gequantelt:

L, =nh= ni
2

Wir berechnen die Wirkung:

2

%p~dq:j<1{(m7“w)~Td<p:/Ld<p=2ﬂ'L:nh
0

L =m.r’w=nh

Fiir den Bohrschen Radius a¢ gilt dann:

2
o &oh 2
Ty =N - 5 =N - ag
TMee

6o = 0,5201772083(19) - 10~ m |

Fiir die Geschwindigkeiten folgt daraus:

62

- 26()]7, .

S|

Un

AuBlerdem gilt fiir die jeweiligen Energien:

4
Mee 1 1
V=g 2= M B

Man bezeichnet die Energiegrofie he - Ro &~ 13,6€V als 1 Rydberg (1 Ry).

[Allternativer Formalismus: Materiewellenlénge (de Broglie-Wellenléinge, 1924)
Mittels Materiewellen lassen sich Beugungseffekte beispielsweise von Elektronen erkléren.

A:

h
muv

h
p

Wir stellen uns damit vor, dafl das Elektron eine ,,stehende Welle“ ldngs der Bahn beschreibt, damit
das Atom stabil ist:

2 h,250 2 .
= n“aq (siehe oben)

TMee?



b.) Mitbewegung des Kerns/Isotopie-Verschiebung

Fiir genauere Rechnungen mufl die Mitbewegung des Kerns beriicksichtigt werden.

R sei die Rydberg-Konstante; R, die Rydberg-Zahl. Allgemein gilt dann:

R. — ROO o mg
w_l—i—:f;_m;{—i—me e

Bei Deuterium haben wir beispielsweise A(H,) = 6563 A und A\(*H) = 6561 A. Achtung! Bei schweren
Atomen muB der Isotopie-Verschiebungseffekt (Kernvolumeneffekt) berticksichtigt werden.

Wir betrachten damit das ganze als Zweikorperproblem:

T =T¢+TK

Fiir die reduzierte Masse gilt nun:

Me - M 1 1\!
sl )
Me + Mg Me mg

Damit ergibt sich fiir den Drehimpuls:

Lges = mewrg + mKwr%( = uwrQ =nh

Es gibt ein Kréftegleichgewicht zwischen Coulombkraft und Zentripetalkraft:

62

Mew?r, = — = MEWTK
dmegr
Damit erhalten wir:
2 e’
pwr = ———
dmegr
N€4 MK
Ry =

= p— . 1e's)
8eich®  mpy + me

c.) Wasserstoffidhnliche Spektren

¢

Wir betrachten im folgenden sogenannte ,stripped atoms*:

R 1 1
A (Z=1)+ . — 0 2
X , LI
d v 14 e (n2 m2)

Fiir Alkali-Atome gilt:

s<1
1 1
V=R |5 — —5 | mit ngg =n+ p (scharfe, prinzipale, diffuse, fundamentale .S)
nlg  mig d
f

Es handelt sich hierbei um Korrekturen, die merklich kleiner als Fins sind.



[Pbsitronium

7<1077s

[Miionium

+

le" s

\

m,, ~ 206, 8m,

[Mesonen-Atome

tZe (Z — 1) Elektronen

1
T~ —
m

[Donatoren in Halbleitern
Dies sind beispielsweise P, As, Sb in Si, Ge (n-dotiert). Im Halbleiter ist die Elektronenbewegung
erleichtert; man kann die Ladungstriager relativ gut verschieben. Diese Verschiebungspolarisation
fiihrt zu dem hohen Wert fiir ¢,.

Me — M™, €9 — €0&p

Si Ge
m* 0,2 0,1-m,
e 11,7 15,8

Bei mit P dotiertem Si erhélt man einen Bohrschen Radius ag = 17 A und eine Bindungsenergie
Wp = 0,039 bis 0,049¢eV.

[CEkzitonen in Halbleitern: schwach gebundene Elektron-Loch-Paare (CuzO, PbS)

2.3.4 Bohr-Sommerfeld-Modell

In der Balmer-Serie treten Dubletts auf, insbesondere bei den Alkalimetallen. Dies fithrte auf die Fein-
strukturformel von Arnold Sommerfeld:

2

m m Ze
Wes:Win VVo:*-2 —rp? —
9 kin + Woot 2T+2TS0 dmegr

pr = mr



%prdr =n.h

n, ist die sogenannte radiale Quantenzahl.
Py = mr2¢
% Py dp = nyh

n, nennt man azimuthale Quantenzahl (Nebenquantenzahl k). Die Hauptquantenzahl berechnet sich
aus der Summe der beiden:

’n:nr—i—n@:nr—i—k

2
W, = —he- Roo - 2o
n

Diese ist n-fach bahnentartet. Fiir die groflen und kleinen Halbachsen a und b gilt:

_ % 2
an—Z
k
bn,k:an'*
n
Bohr: Bohr-Sommerfeld:
k=2
k=3 k=3
n=2
k=2
n=2 —
k=2 E—9
k=1
k=1 k=1
n=1 n=1
@k'zl
k=1

Fiir optische Ubergénge gilt die Auswahlregel Ak = +1. AuBerdem lassen sich die Geschwindigkeiten
(relativistische Korrektur) der Elektronen angegeben:

a-Z
n

Vp = c

« ist die Sommerfeldsche Feinstruktur-Konstante, die man experimentell sehr genau bestimmen kann:

e? o - ¢ - €2

4= dreghc 2h

=7,297352533 (27) - 1072

a~! =137,035999 76(50)




Fiir kleine n und grofle Z ergeben sich Ellipsenbahnen, fiir die der Flachensatz gilt. Die relativistische
Beriicksichtigung der Periheldrehung der Bahnen ergibt dann folgende Sommerfeldsche Feinstruktur-
Formel:

R Z? 272 3
W et LT 2 (08 )]
(1+me) "

2R 2R
Thr=— +—2

’ 2 272 le%
a? 14+ ———=———0
\/ T [n—k+\/k2—o¢2Z2]2

e.) Kritik/Schwichen des Bohr-Sommerfeldschen Atommodells

[Alome sind keine Scheiben.

[Fiir die Aufspaltung der Spektrallinien eines Einelektronenatoms im Magnetfeld ist die Theorie
falsch.

[Dle Intensititen sind nicht berechenbar (Korrespondenzprinzip fiir n — oo)
[B#i Mehrelektronenproblemen (beispielsweise He) scheitert die Theorie.

[E3} handelt sich um die Kombination klassischer Gesetze und Gesetzen aus der Quantenmechanik
mit inneren Widerspriichen.






Kapitel 3

Schrodinger-(zleichung und
Wasserstoffatom

3.1 Wellencharakter von Teilchen

Die de-Broglie-Hypothese (1924) besagt, daf es ein Dualismus (Komplementaritéit) Welle — Teilchen gibt.
Licht

Materieteilchen

v ist im folgenden die Geschwindigkeit des
Teilchens.
h

pm:m.vzf

A

Fiir den Impuls und dessen Wellenldnge gilt

nun:
h
Pm = MU = X
h
Co = /\0 % A= —
mu
Epnoton = hv = mc? Fiir die Phasengeschwindigkeit der Welle gilt:
hv  h
PPhoton = TC = — = — h m02 02
© A BNV T T

cp-v=c’mitc, >cund v <c

Die Wellenzahl (!) k ist definiert durch:

3.1.1 Teilchen-Interferenzexperimente (1923-1927)

Aus der Elektronen- (Davisson, Kunsman, Germer), Neutronen- und Atombeugung ist A direkt mefibar.
v, ¢, sind (nur) Rechengrofien.



3.1.2 Heisenbergsche Quantenmechanik (1925)

Wir betrachten die Heisenbergsche Unschérferelation:

h
Ap, - Ax > — | oder dhnlich...
2T

Dies ist unvermeidbar, wenn zur Beschreibung Wellen- und Teilcheneigenschaften erforderlich sind.

3.1.3 Schrodingersche Wellenmechanik (1926)

Hier haben wir die Wellengleichung des Materie-Wellenfeldes. Das Atom ist ein System stehender
Materiewellen. (sieche Theorie D (Quantenmechanik I), Teil: ,, Wellenmechanik“) Fiir mechanische und
elektromagnetische Wellen gilt allgemein die Wellengleichung:

1 ..
CP

Die Wellenfunktion ¥ = ¥(x,y, z,t) ist in der Regel komplex. Deren konjugiert komplexe bezeichnen wir
mit U*. Stationdre Zustdnde werden dann angegeben durch:

U =U(z,y,z)-exp(—iwt) = ¥(z,y, z) - exp (—;E,J)

3.1.4 Statistische Deutung (Max Born 1926)
[ Whahrscheinlichkeitsdichte

U2 = O* @
[ Alifenthaltswahrscheinlichkeit in dr = dz - dy - dz
U - dr

[Nbrmierung (1 Teilchen)

+o0 +00 400

+oo
///\I/*\I'drz///\lf*\lf-dxdydz:l

—00 —00 —O0

[—Otthonormierte Eigenfunktionen zu verschiedenen Energieeigenwerten F,,, E,,

[ w8 =0

Fiir die Erwartungswerte (Mittelwerte bei vielfacher Messung) folgt:

F(7) = /// U F (7)) dr = (F(7))

Beispielsweise gilt:

?zmz///qf*f\pdr
r={r) = [[[wrvar

Aber wir haben:

=0 [[[veyeomeyana



3.1.5 Ubersetzungsschema

Physikalische Grofle \ Differential-Operatoren (,,Orts“-darstellung der Operatoren)
h h=
12 —grad = -V
i i
ho RO
Pa, Pz idr’ i0z
2 2 2
P mu h
£l -7 _T A
o +V(r) 5 +V(r) 5 +V(r)
=L L h
L=7xp 7+ n grad
L ho
idp
h o
W esy T T A,
ges: T i 0t

3.1.6 Stationire Zustinde des Wasserstoffatoms

U = U(x,y,z)exp (—;Et)

Fiir die Gesamtenergie gilt:

Whin + Wpot = Wges

m o  Zé? p?
—v° — =—+V()=W,
2 v dmegr 2m + Vi) ges

Nun wenden wir das Ubersetzungsschema an:

h? h 0
h2

Die zeitfreie (zeitunabhéngige) Schrodingergleichung lautet:

h2
—5 AV (V(r) — B)¥ =0

3.2 Zeitfreie Schrodingergleichung des Einelektronenatoms
Wir miissen die Schwerpunktbewegung und die Relativbewegung betrachten.
—e

me

+Ze
Mg
Jedoch stellen wir uns vor, dafl der Schwerpunkt festgehalten wird und betrachten nur die Relativbewegung;
wir machen also eine Transformation ins Schwerpunktsystem. Damit gehen wir zur reduzierten Masse in diesem
System {iiber:
Me
14 2

mg

Me H—

= u

&



Ze?
dmegr

V() = V() =
Aufgrund der Kugelsymmetrie fithren wir Polarkoordinaten r, 9, ¢ ein:

z

=3

hQ
— AT+ (V(r) - E)T =0

2

10 50V 1 1 0 .oV 1 92U 2u Ze?

S () S =S (sind e )+ e |+ R E)U=
r2 Or (T 87“) + r2 Linﬁ oY <5m19819> + sin® ¥ 8@2} + B2 \ dmegr + 0

Da wir keine gemischten Differentialquotienten haben, machen wir folgenden Separationsansatz:

[¥(r,0,9) = f(r) - g(¥) - h(p)

Die erhaltene Losung soll eindeutig und normierbar sein (siehe Kalvins, Luchner, Vonach, Physik IV).

2
NV = B
2p

Ze?
dmegr

10 (,0¥ 1 1 0 (. 0¥ 1 0% 2u [ Ze?
SRy P LA I Y CRY: fechulh IR ) o E)U=
r2 Or (r 87‘) + r2 Linﬂ ov <sm 819) + sin? ¢ 5@2} + h? \ dmegr + 0

Wir nehmen an, die Wellenfunktion 148t sich beschreiben durch:

V(r) =

[9(r,9,9) = R(r) - Y (9,¢) |

Wir werden sehen, dafl wir als Y (9, ¢) die sogenannten Kugelflichenfunktionen erhalten.

0 OR 1 0 oY 1 0%Y 2ur? [ Ze?
Y. = (2= — [ siny— E Y =
or (r 87") +R[sin19319 (Smﬂaﬁ) +sin219 5‘@2] e (47r50r+ )R 0
10 (,0R +2w“2 Ze? cB) L[ L O (oY 4L 9*Y
Ror \" or R2  \dmegr Y [sinvas "M a0 sin? 9 02

1 8( 8Y> 1 0%y

R (R gL Y =
sno 90 V%5 ) T g o TOY =0

Dies ist unabhéngig von E.

0 ( ,0R 2ur? [ Ze?
Iy P Rl E|-R—-C-R=
or <T 87‘) + 2 \dmegr * R=C-R=0

1 0 )4 1 9%Y
9 [ ng?t gar Y =
sin ¥ 0V <bm v oY ) sin 9 Op? +c 0




Wir machen folgende Substitution:

’Y(ﬂ, v) =Yi(cos¥, p) = Yi(u,p) mit cos?¥ = u und du = — sin dv

Dann wird man diese Winkelfunktion los und erhélt:

E (1_ )8Y1 1 9%y
ou ou 17u282

An dieser Stelle machen wir wieder einen Produktansatz:
V1= Yi(u,9) = f(u) - 9(p)|

U 2
o) e |0 =) 20+ g 28D e s gl =0

Wir formen dies nochmals um:

(1—“2>'f(1w§$[(1—u)af§l)} +C- (1—u2):_i.329(@) —m2

+C-"1=0

Damit folgt die Differentialgleichung

mit den Losungen

L9(p) = A-exp (img) |

Jetzt wird es interessant. Physikalisch sinnvoll und eindeutig ist:
9(e) = g(p + 2m)
Die Funktion g soll also 27-periodisch sein.

A - exp (imyp) = Aexp (imy) - exp (i2mm)
—_———

1

Also haben wir folgende Forderung:

m=0,+1,£2,...

Daher erhalten wir die Quantenzahl m aus der Eindeutigkeitsforderung. Des weiteren haben wir:

S o] -

Als Losung erhalten wir eine Funktion mit zwei Indizes, die man als Legendresche Funktion bezeichnet:
fuw) = P (u)
[Tkgendresche Funktion:

oyt AP (m)

Ijl‘m‘(u) = (1 - Julm]

[TEkgendresche Polynome:

-]

2t ]! du!

Fi(u) =



Die physikalische Bedingung ist, da3 f(u) stetig bei v = +1 ist.
u = cos? = %1, d.h. 9 = 0° und ¥ = 180°
C=l(l+1)mit1=0,1,2,...
Die Quantenzahl [ ist eine positive, ganze Zahl.
Im| <l=m=0,£1,£2,...,+l
Beispielsweise gilt:

LCIFE0,m=0

CIF1,m=0,+£1

CI3F2 m=0, £1, +2

(20 4+ 1) Werte von m

Yi(u,9) = Y (9, 0) = Avm - B (cos 9) exp (imep)

Die Normierung der Kugelflichenfunktionen wird gefordert:

—+1 27
//Yfi,m(w WY1, ., (u, ) dpdu = Sy - G

-10

Damit erhalten wir die normierten Kugelflichenfunktionen:

Yim (¥, ) = \/26;_r L 8 J_r :Z:;iﬂlml(cos ) exp (imp)

2ur? [ Ze?
d<r2dR>+ il (€+E)-R—l(l+1)-R:0

dr dr h2  \dmeqr

d [/ ,dR 2ur? ( Ze? 11+ 1)h?
< (22 - E)-R=0
dr <T dr ) h?2  \dmeogr 2ur? +

2 2dR 2 [ Z&¢ I+ D2

@ cdi | 2 _ E) - R=
dr2R rdr = h? <47r507° 212 + ) k=0

Der Radialanteil enthélt das Zentrifugalpotential.

Veﬁ = VCoul + Vi

-,

L? I(1+1)h?
W'rot — Pa— =V = g
2ur 212
_ Zue? _Z
9_47r50h2r_a0 "
e -E 2k (4mep)?
~ heR,-Z2 o Z2%-et

R(r) = Ri(o)

d®Ry 2@+ (2 I(1+1)

de> o do 0

0 0? _S)RIZO

Die physikalische Forderung ist, da Ry (o) sowohl normierbar als auch eindeutig sind.



Tilm Ri(0) =0

o000

I:H]%Rl(g) sei endlich.
gl—>

Wir erhalten somit die asymptotischen Losungen fiir o — oo:

d2Rg°
do?

— &R =0; RY?° = Aexp (—\/E- Q)

Fiir o — 0 haben wir:

d?RY  2dR?  I(1+1)

RY=0
de? o do 2

RY = By - ¢ + Byp ()

Ri(0) = RY - R - R{(o)

R} (o) = ZCiQi mit Cy # 0

=0

Daraus folgt dann:

2 VE- (i+1+1- )

Cir1 = (i+1) (i+20+2)

Ist Konvergenz gewéhrleistet? Fiir i — oo haben wir:
1

Ci+1 ~ 2C; - \/E Z

Damit folgt:

lim RY(e) # 0

o—00
Wir stellen also die Forderung Cj,,., # 0; Cj,...+1 = 0.

1
imae +1+1——==0
VE

1 72

Aus der Normierbarkeit folgt die Quantisierung. R{ (o) sind die sogenannten Laguerreschen Polynome:

G - Z-r T ap\ 3 T
R, (r) = rt. C;-r*-exp (— ) mit /Ri’l(r)r2 dr = (%) /Ri,l(g)QQ do=1
i=0 0 o

ap-n

3.3 Diskussion der Wellenfunktionen, Quantenzahlen, Energiewer-
te

[ Tnton = Rua(r) - Yim (9, 9) |

Die Integration iiber die differentielle radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte Ri’ ,(r)r? muB natiirlich 1
ergeben:

oo

/Ri,l(r) cr?dr =1

0



™

/ / (0, 0) Y (0, @) sind diddy =1

Y=0 p=

Zur Berechnung verwenden wir wieder folgende Substitution:

-1
cosV = u; —sind dv = du; — / du
u=+1

co m 2T

/ / / W;,Lm‘l/n’,l/,'m’TQ drsind dﬁd@ = 5nn’6ll’5mm/
0 0 O

Im folgenden ist n die Hauptquantenzahl, [ die Drehimpulsquantenzahl und m die Richtungsquantenzahl:

»ochale n l Orbital m 20+ 1 m Energie-
Entartung
K 1 0 1s 0 1 1 (1)
L 2 0 2s 0 1 1/4 4
1 2p 0, £1 3 1/4 4
M 3 0 3s 0 1 1/9 9
1 3p 0, +£1 3 1/9 9
2 3d 0, £1, 5 1/9 9
N 4 0 4s 0 1 1/16 16
1 4p 0, %1 3 1/16 16
2 4d 0, £1, £2 5 1/16 16
3 4f 0, £1, +£2, +3 7 1/16 16
n—1
n>l+1 0,1,...,n—1 0, +1, ... 1/n? > @+1)

Fiir den Drehimpuls gilt:

(L% = 1(1+ 1)R?

<Lz> =mh

Es gilt nun:

[V (. 9,9) = Rua(r) - Yim (9, 9) |

Die Quantenzahlen nehmen folgende Werte an:
k1,23, ...
730 1,2, ...,n—1
Cml=0, +1, ..., £

Die Ry, ;(r) sind reell und besitzen n — (I + 1) Nullstellen:

3
Z\?2 Z
R10—2( ) exp (_7“)
ag ag




3
4 Z \2 Zr Zr Zr
Ray = 2. [ 22) .22 125, _ar
31 3‘f <3a0> 3ag [ GaJ eXp( 3a0>

" W2 [ ZN\® [Zr\? . Zr
_V2 (2N (4N (A
3,2 3\/5 3ag 3ag P 3ag

Wir erstellen auflerdem eine Tabelle fiir die Kugelflichenfunktionen Y; ,, (¢, ¢):

m ‘lZO ‘ =1 ‘l:? ‘l:3
L 3 5 2 \/T ,
A 1 o8 — 3 —1 — . _ .
0 Var \/;Cosﬁ \/;(3“’5 0 -1) Tor (5cos® ¥ — 3cos )
+1 \/?sinﬁe (Lip) \/ﬁcosﬁsinﬁe (+ip) 2(5005219—1) sin 9 exp (iy)
oy Xp @ S Xp 2 64r XP )

15 105
+2 \/ ==— sin” ¥ exp (£i2¢) \/ 55— cosd sin? 9 exp (£i2¢)
32 32m

[35 . 3 .
+3 61 on Y exp (£i3y)

Zeichen wir die ersten sechs Kugelflichenfunktionen auf:

02 0.6
04
0.1
0.2

\

01 02040608 1 12 1.4




—0.15-0.1-0.059 " 0.05 0.1 0.15

l=1m==+l1 1=2,m==+0

=2, m==+1 =2, m=+2

Des weiteren schauen wir uns einige Radialfunktionen néher an:



Radialanteil der Wellenfunktion Differentielle radiale Aufenthaltswahr-

R, (7) scheinlichkeit r*R2 (r)
51 1s 5 1s
4 4+
3 3]
2 .
1] ]
r r
0 574 6 8 10 O 57 & 6 8 10

A
51 1z (2,0)(2,1)
agp
4+ 2s  2p
3_
2_
1
7"‘ 7"
12 14 O 2 4 6 8 10 12 14
an aop
(7) (7)
A .
0 (2) (3.0)(3.1)(3.2) 5 (2) (5.0)(5.1)(3,2)
a
0.57 2% 35 3p  3d P 35 3p 3d
0.4
0.3
0.2
0.1
.
01 5 e 18 O 5 10 15 20 25
%o (%0
o (7) (Z)

Abschliefend schauen wir uns noch alle Wellenfunktionen bzw. deren differentielle radiale Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit jeweils in einem einzigen Schaubild an:



7\ 3127
()
1
0.8
(1,0)  (2,0)(2,1)  (3,0)(3,1)(3,2)
y 0.6-
1s 2s  2p 3s 3p 3d
0.4+
0.2+
0 5 10 15 20 25>
(%)
A

0.6
(1,0)  (2,0)(2,1) (3,0)(3,1)(3,2)
1s 2s  2p 3s 3p 3d
0.4-
0.2

3.3.1 Unterschiede zum Bohrschen Atommodell
[Keine scharfen Werte (r, 1, ¢), sondern Verteilungen

[CQuantenbedingungen, Quantenzahlen aus physikalischer Forderung

¥ ist damit eindeutig und normierbar.
[Wohldefinierte Paritit der Wellenfunktion (—1)!

Wir &ndert sich eine Funktion f(z), wenn ich = durch —x ersetze?

Wy (=7) = +Wy(); Yu(=7) = —Wu(F)



(7‘,’19,()0) = (7"71-_797410—"_7[-)

Yl,m(ﬂ' —J,0+ 7T) = (_l)lYl,m(ﬂa </7)

[ Gbkrade Paritét fir [ =0, 2, 4, ...
[Uhgerade Paritét firl =1, 3, 5, ...

Dies ist wichtig fiir die Auswahlregeln bei optischen Ubergéngen. Damit haben wir eine geéinderte Quan-
tisierung von Betrag und Richtung des Drehimpulses (siehe Kapitel 3). Auch gilt:

| L =0 mit [1—(r = 0)|> #0







Kapitel 4

Magnetisches Moment, Drehimpulse
und Termaufspaltungen beim
Einelektronenatom

4.1 Bahndrehimpuls und magnetisches Moment

A1 Klassisches Bild

Es handelt sich um eine Rechtsschraube:

—

T
A
L
v\U
prd
Hry
Uy = —e-v-7r?

Fiir den Drehimpuls gilt:

L=mer? w=me? 21w

€ -

ﬁL:

B 2me

Die Verkniipfung zwischen den Betrédgen des Drehimpulses L und des magnetischen Momentes i, fiihrt
auf das gyromagnetisches Verhéltnis:

_ || _ ¢
|L| 2Mme

Gelegentlich wird auch ein negatives v angegeben. Es bestehe ein dufleres Magnetfeld mit der Fluf3-
dichte B, [B] = 1T £ 10kG:

C W, = —ji,-B=—|i.|-|B| cost¥ = —p,.-B.
= A
B = B.é,




[Drehmoment:

M =i, x B; |M| = |ji.| - |B| - sinv

[Piizession des Kreisels:

Das Elektron in der Bahn stellt gewissermaflen einen Kreisel dar. Wenn nun ein Drehmoment M

wirkt, wie verhélt sich dann dieser Kreisel?

Diese Frequenz heifit Larmor-Frequenz; sie ist ¥-unabhéingig!

A2 Bahndrehimpuls und Richtungsquantelung

Aus der Schrodinger-Gleichung ergibt sich Uy, ;o (r,9,0) mit n =1,2,3, ... und [ =0, 1, 2, ...

und m =0, +1, +2, ..., £l
(L) =m-h

(L =1-(1+1)R?

Der Erwartungswert des Betrages ist kein ganzes Vielfaches von h:

(IL]) = VI(I+ 1)h

In der Quantenmechanik ist neben dem Betrag nur eine Komponente mefibar.

Beispiele:

[s-Elektron: n=1,1=0
Daraus ergibt sich (|L|) = 0. Ein s-Elektron besitzt daher keinen Bahndrehimpuls.
[ plElektron: I =1

(IL]) = V121 = V2h

Fiir die Winkel gilt allgemein:

m

cost, = ————
(l+1)

In unserem Falle folgt dann fiir m = 1: ¥; = 45°.



+z
| 14
\\\\\\ ﬂ \/577,
X 0

[CdJdElektron: | = 2
=6h

V1 = 35°, ¥y = 66°

() =23

>t

+2h

+1h

—1h

—2h

Dies ist tiberanschaulich!

4.1.1 Magnetisches Bahnmoment, Bohrsches Magneton

(o)) = s (L) = =1+ Dh = VI + Dps

- 2me 2me
e e
(Br..) = _2me (L) = _2me “mh = —mjip

Das heif3t also, daf§ i, nie parallel zu B wird.

_eh
U = e

Durch Einsetzen haben wir folgende Zahlenwerte:

J
ps =9,27400899(37) - 10724 T

5 eV

n = 5, 788381749 (43) - 10~° —

4.1.2 AuBeres Magnetfeld /Normaler Zeeman-Effekt

(Winagn) = —(pr..) - Bz = +mys B

Betrachten wir beispielsweise den Fall [ = 1:



w
m = +1
AW
m = 0 gz /jL:
m=—1
»
0 B,
Es gibt dann eine Aufspaltung AW = up - B.
AW = hy = hw
Jadz; €
=— -B= -B = armor
w h 2M wr
v GHz
— =13,996
B )

Es handelt sich um magnetische Dipol-Ubergiinge (Am = +£1) mit Radiofrequenz-/Mikrowellen-Spektroskopie.

4.1.3 Optische Spektroskopie/Zeeman-Effekt
Zeeman analysierte um 1896 kleine Aufspaltungen der Spektrallinien (Gitter, Fabry-Perot)
A
w
0 m

7hc-Roo y M4

+1
4 0
Y 1
Am=—-1 Am=0 Am=+1 Auswahlregel

n:2,l: \ \

0 B (B # 0; const.)

upB wsB v

0] 140 +
(ohne Feld)

vy —

Bilanz:

Der Zeeman-Effekt beruht auf Richtungsquantelung. Es gibt 2/ + 1 Einstellmoglichkeiten von /i, zu B s i ist
nie ,genau“parallel zu B. Aber das Aufspaltungsbild ist falsch fiir das Wasserstoffatom, denn dort werden
mehr Linien beobachtet. Man spricht dann man anomalen Zeeman-Effekt.



4.1.4 Anomales magnetisches Mo

Das folgende Gesamtkonzept wurde von S.A.G

ment

oudsmit, G.E.Uhlenbeck (1925) vorgeschlagen. Es handelt sich

um die Vorstellung, daf§ Elektronen einen Elektronen-Spin (Eigendrehimpuls) besitzen.

B.1 Experimentelle Evidenz

a.) Stern-Gerlach-Experiment (1921-22)
Der Versuch wurde urspriinglich zum Nachweis der Richtungsquantelung geplant. Zur Verwendung
kommt ein Ag-Atomstrahl, welcher mittels eines Ofens erzeugt wird, und ein Vakuum, das besser als
10~% mbar ist. Die Atome sollen ohne Stoff mit Luftteilchen zum Detektor gelangen; die mittlere freie
Weglinge muf3 dazu also grof3 sein. Silber war das Element der Wahl, da man den photographischen

Effekt bei der Detektion nutzen kon
B,
F, =|d|- 8872; - cos ¥

Klassisch wiirden sich also beliebige

0B,

F,=—
mipp 02

Dies ist aber nicht so. Es gibt 3 my-

nte.

Werte von 0 bis 180° ergeben; jeder Winkel kdme vor.

Werte fiir [ = 1 und keine Aufspaltung fiir [ = 0. Aus den im

Experiment gefundenen zwei Orientierungsmoglichkeiten folgt:

1
(23—|—1)=2=>s=§

Details:

Es kommt zu einer Verschmierung wegen der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung.

1

A

>
z

Polschuhform

_—
-

W-Heizfaden

Hot-Wire-Detektor i
(Diode) i
|

Kollektor mit
Eintrittsschlitz

P

magnetische
Aquipotentiallinien

berechenbarer Magnetfeld-Gradient




b.) Richardson-Einstein-de-Haas-Experiment (Gyromagnetischer Effekt)

=
q

Quarzfaden
]
5
(el
(el
(el
[l
[
[l
Eisenstab
M eman N A
R L E 6108 = 0 9,
Istap -wo N -L g mo

B.2 Spin S des Elektrons

a.) Quantisierung

Wir bezeichnen s = % als Spinquantenzahl. Analog zum Bahndrehimpuls gilt:

[ Bétrag

(5] = /s(s+ 1)h|= ﬁh

2

[—Richtungsquantisierung

Es gibt 2s + 1 = 2 Einstellungen.
A

+z
C
N\
\
\,
\,
N\,
\
\
AN
/
7/
/
7/
7/
/
/
7/
C

Om = 54, 74°

b.) Anomalie des magnetischen Spin-Moments (experimentell)

(17is]) = 2v/s(s + Dpn | = V3

‘ <Msz> = —2msps ‘: Flyus




Mit dem Skalenfaktor g;, den man g-Faktor nennt (hier nur Abkiirzung) haben wir folgende Beziehung:

PR

=

Dies gilt sowohl fiir (|J]) als auch fiir (J,) (Operator-Gleichung). Fiir den g-Faktor gilt:
[gl=1 fir J= E, Bahnmagnetismus
[gJ=2 fir J=25 , Spinmagnetismus

1928 wurde die Dirac-Gleichung erstellt, welche die Quantenmechanik relativistisch beschreibt. Wenn man
dies im Rahmen der Dirac-Gleichung behandelt, ergibt diese zwanglos den Spin und das magnetische Moment
als Nebenprodukt.

4.1.5 Quantenelektrodynamik

(,,photon-dressed e™*)
[ EXperiment:

gs = 2,0023193043737(82) £4-10"'2

[ Qliantenelektrodynamik:

e a?
=214+ ——-|—=
oo=2 (g ] )

4.1.6 Elektronen-Spin-Resonanz (ESR)
Es gilt s = %

W zeeman = gs,uBmsBz
A

WZeeman
me = +§

|
AW = gsitpBo = hvy, = hoLarmor
(Amg = £1)

vy GHz
— x~ 28,0 — hselfeld L B
Be 8,0 T (Wechselfeld | B,)

4.2 Feinstruktur

4.2.1 Spin-Bahn-Kopplung
a.) Klassisch

—

Wyrs = —fis, - BL, = +2msusBr = g - B



+v-e
2r
Fiir Bohrsche Bahnen ergeben sich dann folgende Zahlenwerte:

Bl AV AN
n=1 12,51T 11,68 L 503A
n=2 0,391T 0,366-- 0,16A

Experimentell hat man fiir die a-Linie der Balmer-Serie (n = 3 — n = 2) folgende Werte ermittelt:

Br = po -

Ai, = 6563 A
AX=0,14A
Auflerdem gilt fiir die L,S-Abhéngigkeit:
ﬁs = *ZILL*BS;
h 2
B Wig = LO?) . /LJ; I3

. e L s h
Bp=ppy———

L=Ho 2r 2mmer?

Daraus folgt dann:

Wis =M -S
1
A”<r3>

Die ist bei Vielelektronenproblemen brauchbar! Ein korrekteres Bild ergibt sich durch Beriicksichtigung

der relativistischen Effekte.

[Enelektronenatom
Wis = (€0)) (L-9)

[ Allgemein, aus Vielelektronensystemen
Wis = (L-S)

A ist die Spin-Bahn-Kopplungskonstante. Wir erhalten folgende experimentelle Werte:
Experimentelle Werte 3Li 11Na 19K 37Rb  55Cs

A-RZT 1]
— 0,23 11,46 38,4 158,4 369,5
he |cm

Relativistischer Effekt:

Das Elektron, welches mit ¥ = % durch ein radiales E-Feld auf der Bahn gehalten wird, ,sieht“ das
Magnetfeld:

ﬁ = &0 (E X ’l_f)

- S L/ N . oa 7
B = ppeg (EXU) —g(Exv) mltE—E(r);
Mit der Thomas-Korrektur (1926) gilt:

1., = 1 s = 1 E(r) 1 oL L =
W:_iuSB:_i(_Qfs)cj ” 'me( Xﬁ) mlt'f‘xp:L
e E(r) 1 1dV(r) _3
£r) = 2m2c2 r  2m2c2 r dr "

Cdr o

Wir erhalten somit fiir die Wasserstoff-Funktionen (ohne relativistische Korrekturen):

1 .o - T
(HLS - —WS- (p x VV(r)) mit VV (r) : >

2 mec? _ (Za)*
T (RS TRSY




4.3 Gesamtdrehimpuls J
Es gilt:

J=L+8§

Infolge der L« §—Wechselwirkung ist nur der Gesamtdrehimpuls stationér.

(1) = Vi + D

(J.) =mjhmit m;=j,j—1,..., —j
Hierbei handelt es sich um 2j + 1 Werte fiir m;. Aus J, = L, + S, folgt:

mj:ml+m5:ml:t§

1

Dies ist experimentell iiber den Zeeman-Effekt bestéitigt. Da | immer ganzzahlig ist, ist j bei Einelektronena-

tomen halbzahlig. Beispielsweise gelte [ = 1 und s = %, woraus dann j = %, % folgt.

a.) Vektorgeriist-Modell

Hier werden klassische Vektoren mit quantenmechanischen Betrigen als Léngen verwendet:

4 Einstellungen

1
)75 g /s
. 3

(171) = 5-n

J I b1

mp =197

2 Einstellungen

Nie parallel oder antiparallel!

L-S-Kopplung — Prézession
b.) Spin-Bahn-Aufspaltung: Feinstruktur

Wis=ML-S



Daraus ergibt sich dann:

ELS:)\<E~§>

L1 .
S5 (-1 5
2
M2 3
Ers=— i+ =1(l+1)—~
2 4
Beispielsweise gilt fiir [ =1 und j = %:
AR2 (15 3 A\R? A\R?
B=(T2-0)=5-"7%
Fir/=1und j = % erhalten wir:
ARZ (3 3 AR? A\R?
By == <4‘2‘4) =25 =D
Damit resultiert fiir die Energiedifferenz durch Subtraktion:
MRZ . A\h?
AE = TN 101 +1) = j2(j2 +1)] = (20 + 1)7
Der Schwerpunkt sei unveréndert.
.3
i A J=3 (4-fach)
i
2
£y, : A
=1 3 A2 Energetisch tiefer
=P 2 beim H-Atom
AR?
1
: : Jj= 5 (2-fach)

4.3.1 Bilanz fiir Wasserstoffatom

n, la my, (8), ms, .jv mj;r—n, la j, m;
Kl 18%
l:l.f:l?s%, Zp%, Qp%
M 38%, Qp%, 3p%, 3d%, 3dg



4.4 Gesamt-Magnetisches Moment

4.4.1 Landéscher g-Faktor

fiy; = _QJM?Bj

Diese Formel wurde urspriinglich empirisch aus Spektren abgeleitet.

(i) = 9:vV3i(G + Dps; (o) = —gsmjpis

Das Vektorgeriistmodell beschreibt folgendes:

A = 1 + f2

Es sei nun:
ﬁlzfl.j./%g
s = =i T by 7
o = —=|iis| -cosa- — = ——|S| - cosa - —
2 |/ h ||
iR K 7 |§|
py=——7-'J:- |14+ —=cosa
h ]

IL]? = [T + S = 2|J]- 15| - cos

|71 + 152 — |LP

CoOSx =

2|7 -S|
TP |72 + |82 — |LJ?
S=—"E T 1+ ~
S 217]2
gJ:1+](j+1)+8‘(s.—|—1)—l(l+1)
2j(j +1)

4.4.2 Anomaler Zeeman-Effekt

<Wmagn> - EZeeman - _<,uz>Bz - +ngj/f’fBBz
JG+D) +s(s+1)=1(1+1)
2j(j +1)

gJ:]-+

Beispielsweise gilt:
C130,s=14%,j=1
Daraus ergibt sich dann g, = 2.

CIF+1,s=1% =2

3 5 1 3 5
3.541.3 1.9 53
gs=1+22_22 =1+ =3
2-53 7 L3
Ij}l,.s:%,]:%
1 3 1 3 1
1.341.3_ 1.9 ~1 I3
g =1+ 2222 =1+ =|3
2:3°3 2 L3



C1F2,s=1j=2
5 7 1 3 7
2. 14+2.2-2.3 z 6
— 2 2 2 2 _ 2
gr=1+ 5 5.7 =l+t35 =3
2 2 2
C1F2,s=1%,j=3
3.5 1 3 3
2.242.2-2.3 -3 14
gr =1+ 2222 =1+ =|:
2-5-3 7 LD
Fiir [ > 0 gilt also:
CjkEl+5=g,>1
CjkEl-1=g<1

Es werden Am; =0, +1-Ubergiinge gefunden.
[Sthr viel reichhaltigeres Aufspaltungsbild
[Aluch Am; = 0-Ubergiinge sind aufgespalten

Gilt (Wrs) > (Wzeeman), spricht man vom anomalen Zeeman-Effekt:

4.4.3 Anomaler Zeeman-Effekt

A
E ,

T3
+_

2 1

n=210=1/ -3 _z

) ; j== 5
. 2 3
= ¥ x 2

I \ +=
L 1 1
T 2 22552 £ zr 2

A v 41

v
nzl,l:O,s:} j:l v Y Y 1
2 2 By 2
> -1 0 +1
B, B
(mit L-S-Kopplung)
(mit L-S-Kopplung) Am; =
v n
»
v

(ohne L-S-Kopplung)

(ohne L-S-Kopplung)

4.4.4 Paschen-Back-Effekt
Falls die Kopplung zwischen Lund S aufbricht, kommt es zum Paschen-Beck-Effekt.
Esp.

> Eps

Erp.



[Zdeman-Effekt:
n, L, o, (s), s, j, my
[PAschen-Back-Effekt:
n, 1, my, (s), ms, f, ms

() = Gpne) + s,z = = (mu + 2my) o |

Die Auswahlregeln sind Am; = 0, +1 und Am, = 0. Es entstehen dann stark vereinfachte Spektren mit nur
noch 3 Linien.

4.5 Hyperfeinstruktur

1
AT 0,1 —
cm

Als Hinweis sei hier angegeben, dafl in Molekiilen und Festkorpern auch noch ,,Superhyperfein-Wecheselwir-
kung® (mit Nachbar-Atomkernen) méglich ist.

a.) Kernspin I:

Dies ist irrefithrend, da es sich um einen Kern-Gesamt-Drehimpuls handelt. Manchmal ist I = 0. Des
weiteren kann dieser ganz- oder halbzahlig sein und ist auflerdem isotopenabhingig.

-

(1) =+/I(I+1)h

(1) = Myhwmit My =+1,1-1, ..., 1

Schauen wir uns einige Beispiele an:

Proton Neutron Deuterium 3He 33V

I 1 1 1 0 6

Néheres dazu erfahren wir durch das erweiterte Schalenmodell der Kernphysik.

b.) Kernmagnetisches Moment

Fiir das Kern-Magneton gilt:

Me eh
. MB —
my 2m,,

Hr = = MUN

J
e = 5,05078317(20) - 10~%7 T

pr = 3,152451238 (24) - 1078 %

AuBerdem gilt fiir den Kern-g-Faktor:

‘</"L12> :—’_gI'MI'MK‘

g; kann sowohl positiv als auch negativ sein.
gp & +5,5857

gn ~ —3,8261

Vorsicht ist hier geboten, denn als tabelliertes Kernmoment wird oft die maximal mégliche z-Komponente
wr =g; - I - p, angegeben.



4.5.1 Hyperfein-Wechselwirkung
Analog zur Spin-Bahn-Wechselwirkung gilt:

Wi =Wyr =AL-J

Fiir s-Elektronen gilt A ~ |¥(r = 0)|? (Fermi-Kontakt-Wechselwirkung).
H(1s) Na(3s) K(4s) Rb(5s) Cs(6s)

BHF’I:ﬁ 16,7T 40T 55T 125 T 210T

4.5.2 Gesamt-Drehimpuls

F=T+J

(|F]) = /F(F + 1)h

‘<Fz>:MphmitMF:F,F—1,...,—F

Fiir das Vektorgeriistmodell gilt wieder:
CA=I+J,1+J-1,..,I—-Jfirl>J
CA=J+1,J+1-1,...,J—-1firJ>1

Beispielsweise gilt fiir den Grundzustand des Wasserstoffs 1 H:

1 1
nzl;]:s:g,lp:?F:l,O
A R
My =4 2" 2
F=1 Mp =0
1S,
2~
N Mp = -1
me, My
1 1
\ - ==
F=0 Mp =0 22
I
0 B,
1 +1
27 2
Vgr = 1420,4MHZ
Agr = 21 cm (Weltraum!)
Fiir Deuterium ?H (oder auch 2D) gilt:
.3 5 3
I—_n‘|:27l:1’Id:152p%7]:§aF:§7 57%
_ _ _ C_ 1 _3 1
I__ﬂ|—2,l—1,.[d—1,2p%,]—§, =372

Es handelt sich um die isotopenabhéngige Hyperfeinstruktur.



4.6 Mehrelektronenprobleme und Systematik des Atombaus

4.6.1 Pauliprinzip und Schalenmodell des Atoms
Ta Meist einwertig

VIIa Aggressives Gas

VIIIa Edelgas, d.h. inertes Gas

Diese Betrachtungen fithren auf das Schalenmodell.

[Bohrsches Aufbauprinzip:

Diese sehr wichtige Regel sei an dieser Stelle angefiihrt:

Die Natur richtet sich nach dem Energiesatz und nicht nach Quantenzahlen!

[Phulisches AusschlieBungsprinzip (1925):

In einem Atom diirfen keine 2 Elektronen im selben Quantenzustand existieren.

Man nennt dieses auch Pauli-Prinzip oder Pauli-Verbot und im Englischen exclusion principle. Es ist ein
Erfahrungssatz, welcher generell fiir Fermionen gilt. Schalenstruktur fiir Quantenzustand nach:

mﬁ l7 j’ mj)_Sa’tZ
(&, I, my, ms)-Quantenzahlen-Satz
Daraus folgt dann:

= Zu jeder Hauptquantenzahl n existieren 2 - n? mogliche Energiezustinde.

= Die energetische Reihenfolge folgt aus dem Experiment!
,Innere* Schalen; Periodensystem, Bindung?

4.6.2 Elektronenzahl stabiler Ionen
Nach W.Kossel (1916):

Xe o
)
50 /
Pd
(4d)
Y
2 Kr t
=] #}
= 30
< Ni_f11444(30)
€2 H,}
< % "
E AI‘ J(' !
N K
10 Ne
Herl
10
OTTTT T T T T T T T T [T T T T T T T T T i [T T T T T I T T T T TTT

HL B N FNaAl P Cl K Sc VMnCoCuGaAs BrRb Y Nb(TgRhAG In Sb I Cs La
HeBe C O NeMgSi S Ar CaTi Cr Fe Ni Zn Ge Se Kr Sr Zr MoRuPd Cd Sn Te Xe Ba

Kernladungszahl Z



4.6.3 Schalenaufbau der Atome

Der Schalenaufbau ist abhéngig davon, welche Quantenzahlen benutzt werden:

Schale Quantenzahlen Elektronenzahl | Konfiguration
L] j m;
K 0|42 +3 2 2 1s?
L 0] 3 +3 2 2s?
1|4 +3 2 257 p?
3| £33 |4 8 2s%p©
M 0|3 +3 2 3s?
1|4 +3 2 3s?p?
31 +4, % 4 3s?p®
23| +3 % 4 3s?ptd?
2| £3, £3, 6 18 3s*pd
2.-n?

Unterschale

Min

Mrv

My



Schale

Quantenzahlen

Elektronenzahl

Konfiguration

—_
o
jes)
H_

N[

1s2

[N}
o
)
H_
N[=

H
= &
SN

|
—_
H_
N [—=

252

w
o
s}
H_
N|=

H
= &
&

1
—_
H_

N|=

[\)
+
[\V]
H_
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1

1
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N
H_
N|=

18

352

3s2p

6d10

0,1

10

100

1000

H B Ne

2y
/.
1 d

™~

1

5 10 15

P Ca Mn Zn

4p
43

3d

1s

20 25 30 35

Br

= o| k| |-

o[ [ele |-

“| [l |-

m||"U|Q-



4.7 Kopplungen bei Mehrelektronenatomen

a.) Nomenklatur:

([ ]
([ ]
e
[ ]
° ®

Klassische Groflen/Operatoren L s J

Einzel-Elektronen (Quantenzahlen) | l;  s;=13  Jj;
m, Mg, mj,

Gesamt-Atom (Quantenzahlen) L S J
My, Ms M,

J und M sind als einzige streng (scharf) quantisiert, ansonsten kann L-S-, mittlere oder j-j-Kopplung
auftreten.

b.) Wechselwirkungen:

oS, ;
al p? Ze?
Ho ; <2n112 - 47T€07“i> Eninamns,...nny | Kinetische Energie+Kernanziehung
1 N IN 62 !/
mb(e— 5 Vi G itige Abstofl
+Hcoulo b(e—e) +2 ;; pr—— zl:zk: k egenseltige stofung
N
TH(i5) + Z E(ri)li - 5 Z Ey,s, Spin-Bahn-Kopplung fiir Elektron i
i=1 i
N N
+7‘l(*_,~k) + Z .. Klein, werden wie relativistische
i=1 k=1
N IN
+H(z;-5) + Z Z e Effekte vorerst vernachldssigt
i=1 k=1

c.) Kopplungstypen:

[T1S-Kopplung (Russel-Saunders-Kopplung):




Dies gilt fiir leichte Atome (noch gut fiir 3d-Tonen).
-y
S=>"5
i

L. §—Kopplung =J=L+5

[Mittlere Kopplung (intermediate coupling):

‘/’L'k‘ ~ Elisi

Dies ist beispielsweise anwendbar auf Selten-Erd-Elemente. Nur J und M ; sind ,scharfe” Quanten-

zahlen (schwierigste Situation).
[71j-Kopplung;:

Dieser Kopplungstyp existiert bei schwersten Atomen wie beispielsweise Hg und Pb (auch in Ker-

nen).

-

Gi=li+55J=> 7
i

Betrachten wir beispielsweise den angeregten Zustand von Pb (Grundzustand: [Xe]4f'45d06s%p?).

1 . 3 1
o Op7d m=6L=Lsi=g5 ji=g5 5
1 5 3
7’7/2:7’12:273225 j2:§7§
jl 3 1
J=j1+7
5 _ _
2 J=4,3,2,1 | J=3,2 J=j1+jo, j1+jo—1,...
% J=3,210]J=21 Es existieren 12 Werte von J; (M wie iiblich).

4.8 Russel-Saunders/(LS)-Kopplung

4.8.1 Vektorgeriistmodell
a) |L= Zl:

N N

L:Zli,Zli—l,...,|ll—lg—...—lN|20beil12122132...

i=1 i=1

i.) Beispiel 1:
Beispielsweise gilt fiir zwei Elektronen mit I; = 1 und Iy = 2:

L=3;2;1
<|z|>:mh; V2 3h; V1-2h
(L)Y = Mphmit M, =L, L—1,..., —L

ii.) Beispiel 2:

, J1 — je fiir 51 > jo

Betrachten wir auflerdem drei infiquivalente Elektronen (ny # ng # ng): Aus ly =lo =l3 =1

folgt dann L = 3; 2; 1; 0.

@&



b) |§=)"5

%

S:ZSZ', Si—l,...,zo

i=1 i=1

S ist ganzzahlig fiir eine gerade Elektronenzahl und halbzahlig fiir eine ungerade Elektronenzahl.
Beispielsweise folgt aus s; = so = %, daf S die Werte 1 und 0 annehmen kann. Damit gilt aulerdem:

S=1 S=0

Mg =+41,0,—-1 | Mg=0

Betrachten wir nun den Fall s1 = s5 = s3 = %

. Daraus folgt dann:

S=3 S=1
Mg==43,+3 | Mg==3
) [F=i+3
(71 =TT n
(J.y=Mjhmit My =J,J—-1,...,—J
L>S|J=L+S,L+S—1,...,L—5S | 25+1 Werte
L<S|J=S+L,S+L—-1,...,8—L | 2L +1 Werte
Allgemein ist J =L+ S, L+S—1, ..., |L—S| > 0. Fiir das 2-Elektronen-Beispiel slzszzémit
l1 =1 und Iy = 2 gilt:
g L 3 2 1 J-Werte
1 4,3,2 | 3,21 | 2,1,0 | Je3fir S =1
%Fa,3,2 | °Ds,2,1 | *Pa1,0
0 3 2 1 Je1lfiir S=0
1p, 1D, 1p,

Insgesamt haben wir 12 Zustédnde wie bei der j-j-Kopplung.

4.8.2 Termsymbole der Russel-Saunders-Terme

Formal werden Terme folgendermaflen gekennzeichnet:

25+1 «
wL J

L (0123|455 ]6]|7

J|S|P|D|F|c|H|I|K

Der Wert 2S5 + 1, welcher sich oben links am Symbol befindet, bezeichnet man als Multiplizitat. Es
handelt sich dabei um die Anzahl der .J-Werte eines Multipletts.

&



25+1=1

3
5

7

Singulett

Triplett
Quintett

Septett

25+1=2

4
6

8

Dublett

Quartett
Sextett

Oktett

Beispielsweise nennt man 3F3 ,, Triplett-F-3¢.

4.8.3 Multiplett-Aufspaltung
Hrs = AL- S
lﬁS:%#LMJ+1y—uL+1y—ﬂS+1ﬂ

A
AES:§#UAL+D—JAJ<+m:AWuB

Beispielsweise gilt:

3
L = 3, S = 5
y 4FQ/Q
L=25=1
X °D3 9 \i2
2
3
3)\h Y 4F
A0 A 7/2
] : 3Dz 7
A2
2N1> 2
Y 3D, )\ Y 4F5/2
2 \R2
2
Y 4F3/2

Der durch die L-S-Kopplung bewirkte Abstand ist klein im Vergleich zu sonstigen Termabsténden.

[ Thndésche Intervall-Regel von Multipletts:

Das Verhiltnis der Abstéinde ergibt sich aus dem Verhiltnis der jeweils grofleren Gesamtdrehimpuls-
Quantenzahlen.

[Rleguléire Multiplettlage (A > 0):
Dies ist der Fall bei weniger als halbgefiillten Schalen:

PY(N < 8); (N < 5); EY(N < 7)

[\erkehrte Multiplettlage (A < 0):

Dies liegt bei mehr als halbgefiillten Schalen vor wie beispielsweise 2p®, 3d” (=Locher in gefiillter
Schale, +e).

4.8.4 Magnetisches Moment, Landéscher g-Faktor

Wie zuvor gilt:

(i) = gsvV/I(J + Dpp und (u,.) = =g, Mypp

Es existieren (2J 4+ 1) M ;-Werte.

J(J+1)+S(5+1)— L(L+1)

=1
gr=1+ 2J(J +1)




4.8.5 LS-Kopplung und Pauli-Prinzip

a.) Indquivalente Elektronen (bisher!):

Es gibt keine zusétzlichen Einschrinkungen. Beispielsweise gelte fiir zwei Elektronen:

Elektron [nq, 1
ny #ng, by =l =1
Elektron [Ins, Is

Es ist jede Kombination aus L =2, 1, 0 und S = 1, 0 moglich.

28 +1=3,1

3 3 3
D321 °P2i10 °S1

D, Py Sy

Aquivalente Elektronen

Wir haben die Quantenzahlen n, [, m; und m;. Betrachten wir zum Beispiel:
ézC 1s%2s2p?

Es gilt ny = ny =2 und [ =I5 = 1. Jetzt ist das Pauli-Prinzip zu beachten!

my | my, | ms, | ms, | ML Mg
+1 | 41| +5 | -3 | +2] O
0 | £5 | +3 | +1 | 0 0, +1
—1 | £ | £2] 0 0 0, +1
0 [0 | +3| -3 0 0
-1 | £5 | 5 | -1 0 0, +1
1| -1|4+:|-3]-2]0
5x 9x 1x
Dy | 2Pa,1.0 | 'S0

Vergleiche mit a.)! Nur ein Teil der Kombinationen sind zuléssig!



Elektron | ,Loch“ | Mit Pauli-Prinzip vertréglich
ns? 1S,
np' np® 2P3/27 1/2 Grundzustand?
np? np* 1S0; %P2, 1,05 Do
np3 483/2; 2P3/2A,1/2; 2Ds/2,3/2
nd nd? ’D
nd? nd® 1S: 1D; 1G; 3P; 3F
nd3 nd” 2P; 2D; 2F; 2G; 2H; 4P; 4F
nd* nd® 1S, 1D; 'F; 1G; 'T; 3P; 2D; 3F; 3G; 3H; °D
nd® 28: 2P; 2D; 2F; 2G; 2H; °I; *P; “D; *F; 4G; 6S

4.8.6 Hundsche Regeln

Diese wurden empirisch aus spektroskopischen Daten vieler Atome gefunden. Der Grundzustand
als energetisch tiefster Zustand hat folgende wichtige Charakteristiken:

[Flntscheidend fiir alle Anregungsprozesse
[Blestimmt magnetisches Verhalten auch fiir Ionen im Festkorper

Es gibt insgesamt vier Regeln:

[ 0IRegel:

Voll aufgefiillte s, p, d, f-Unterschalen liefern stets L = 0 und S = 0 (und damit auch
J=0).

Fiir ns?, np®, nd'®, nf'4 gilt L =0, S =0 und J = 0.
[TIRegel:

In einer unabgeschlossenen s, p, d, f-Unterschale liegen die Terme mit maximalem S (d.h.
hochster Multiplizitdt) am tiefsten.

[ 2]Regel:

Von den Termen mit maximalem S liegen die Terme mit maximalem (damit vertriglichem)

L am tiefsten.

[ 3IRegel:

Ist die s, p, d, f-Unterschale weniger als halbgefiillt, bildet der Term mit J = |L — S| den
Grundzustand, ist sie mehr als halbgefiillt, der Term mit J = L + S.

|L — S| fir weniger als halbgefiillte Schale

J Gr —
L+ S fiir mehr als halbgefiillte Schale

Der Grundzustand ist:

25+1 ¢



a.) Beispiele:
Wir bezeichnen nun mg = +% als T und m, = f% als |.

1.) |6C: 1s?2s%p?

G
Voll besetzt = L, S, J =0

252 | 11

p2 ms TT MS:1 Sma:czl 25+1:3

=1 my +10 | My, =1 Loz =1 ,,P“
In der Schale befinden sich weniger als 3 Elektronen. Damit gilt:

Jer=L—-5=0
Damit erhalten wir folgendes Termsymbol fiir den Grundzustand:

3P0

2.) |oF : 1s?2s?p°

p5 ms TTTll MS:% Smax:% 28 +1=2

I=1|m | 4101410 | My =1 | Lypes = 1 P«

Da die Schale mehr als halbgefiillt ist, erhalten wir Jg, = L+ S = % und als Termsymbol des
Grundzustandes:

P32

3.) Eisenreihe

Fe 3d64s2
Fe2t 346
Fe3t 3d°

Die Schale 4s? ist vollstéindig gefiillt und hat deshalb keine EinfluB. Damit werden in der Regel diese
Elektronen am leichtesten abgegeben.

a.) 3d° (Fe3t)

mo| 11111 | Ms=

[\J[e)]

_ 5
Smaz‘ )

=2 |my | 42410 -1 -2 | My =0 | Lype =0 | ,S¢
Die Schale ist halbgefiillt, deshalb ist L = 0, womit folgt:

%S5/2

b.) 3d° (Fe, Fe®T)

l=2|my | +24+10—-1-242 | M =2 | Lyyge =2 | ,D“
Da die Schale mehr als halbgefiillt ist, erhalten wir Jg, = L + S = 4, womit schlieflich gilt:

5D4



4.9 Heliumatom; Singulett- und Triplett-System

He 1s? ist das einfachste Beispiel fiir ein Mehrelektronen-Atom.

Grundzustand 1s2 118,

Angeregte Zustiande 1s2s 218, 238,
1s2p 2P, 25P2. 1,0
1s3s 31S, 338,
1s3p 3P, 33Pa. 1.0
1s3d 3D, 33D3 2.1

Singulett-System  Triplett-System

Historisch Parahelium Orthohelium

Es finden keine optischen Uberginge zwischen Parahelium und Orthohelium statt.

Ein wichtiges Detail ist folgendes:

[FEkster angeregter Zustand:

1 1s2s
2*So i
1s2s AFE
AFE =0,8¢eV
[Zkwveiter angeregter Zustand:
L 1s2p
2P i AE

25P21.0

AESP = U, 25eV

t T

AF bezeichnet man als Austauschaufspaltung. Ein inneratomarer Austausch ist immer ferroma-
gnetisch!. Eine Parallel-Stellung ist energetisch giinstiger (Hund).

a.) Austausch-Integral, -Aufspaltung
1
So

I
vl

(1s2s) 2AFE a7
381
e2
H="Ho+ HCoul(e—e) =Ho +
471'8()’/“12

E=E, n, +AE



T12
1

+2e T2
1

U, o(1,2) = G

[\Ills(rl)\l’Qs(TQ) + \1113(7“2)\1/25(7"1)] ’ Xg%Zulett

1 in
Wy (1,2) = —= [Wra(r1) Waa(ra) — Ura(r2) Was(r1)] - X himer

V2

A-Es:0 = AEWC’oulomb + AElAuszSausch

2
AE://\IJ* ‘ Udrdm
47T€07“12
1 2

1 e?
AFEcoulomb = 5//d7—1d7—2 [qus(rl)qjgs(qb) + qj%s(,'b)‘ljgs(rl)]
1 2

AESZI = AE‘C'oulomb - AEAustausch

47T507‘12
1 2
AE r = *//dTlde U1s(r1)Pos(ra) Uqs(r2) Wos(r1)+
2 47T507°12
1 2
2
+W15(re) Uas(r1) \Ijls(rl)\PQS(T2):|
47T€0T12
Korrelationseffekte im Grundzustand
—e
—e 182
’ . A
@ (a12) optimiert
\/ Einelektronen-Funktion
f —>»
—T 0 —+7T Q12

Das Mehrelektronenatom ist nicht analytisch l6sbar. Damit wird numerisch mit dem sogenannten

Optimierungsverfahren gearbeitet.
= Quantenchemie/, Theoretische* Physik



EleV] 'Sy '’y 'Dy  'Fs 381 *Po,1,2°D123°Faz3.4
0 -+ *EZ
== == =t
41 4 4F 4 4= 4 4? 4
3T 3 3 3 3 3
2+ 2 %l
-5 T  1s2s 1s2p 2 5P
1s2s
710 —+
_15 1
—20 T
—24,6+ 1 ——
152
Singulett- Triplett-Zustande
,Parahelium* ,,Orthohelium*
FE
Al L
VI [em 1 1 1 1 3 3 3 3
04 0 So Py Dy, 'F3 S1 “Po,2 “Di23 "Fa34
ez @ @ %
9 g 8 6 9 %___ 8 (===
21,008 T T+ 6 6s5f 8 = T 7 6t
6s6d 6 6s6d
7 . S
—47 6s7s 6 6s7s
40000 6s6p
6 |
6686p
60000
_8_
—10 4-80000
~10,4F84178
6 ——
6s2
Hg : [Xe] 4f115d'06s?







Kapitel 5

Strahlungsprozesse

Grundzustand des Atoms (z.B. Hundsche Regeln)

Anregungen

P

Umorientierung der Drehimpulse
in unabgeschlossenen Schalen

= Optische Spektren
= Elektronenstof3

Aufbrechen von abgeschlossenen
Schalen

= Rontgenspektren
= Auger-Elektronen-Emission

5.1 Optische Ubergiinge

Wir betrachten zum Beispiel das Alkali-Termsystem (Vergleich 1s (H), 2s (Li), 3s (Na)). Die Bahn-(I)-
Entartung ist nur bei reinem Coulomb—Potentia.l. existent. ns ist gegeniiber np abgesenkt, da die geringste
Abschirmung des Kernpotentials vorliegt. Die Ubergéinge/Auswahlregeln sind:

Einelektronen-Anregungen Mehrelektronen-Anregungen
Einquanten- Mehrquanten- Grundzustand, z.B. von Li:
Anregungen 1s°2s 281/2
AVAVAVE = i hv Angeregte Zustinde sind:
A | | 18
n 0 7\ Die Ionisationsgrenze liegt bei

hier behandelt

AVAVAVE I B 7R RN

(R 2 2 2
A 1s°2s +— 15"2p — 15"2p3s
AVAVAV e o hv

2-Elektronen-Anregung — 1snp3s

Laserspektroskopie | Dyieg ist mehr als die Tonisations-

hoher Leistung energle.

Mehrelektronen- Anregungen finden mit geringer Wahrscheinlichkeit statt; weisen infolgedessen auch
geringe Intensitit auf. Dies gilt beispielsweise fiir die,gestrichene* Folge bei Erdalkali-Atomen. Dazu

betrachten wir Ca:

[Ar]4s? : 3dnp, 3dnd



Die Auswahlregeln sind:

Einfallende
Lichtwelle

Absorbierende Atome

*| Ausfallende

-

a

. Lichtwelle

Im Mittel isotrop Vorzugsrichtung

Die Vorzugsrichtung ist aufpriigbar (beispielsweise B , E) Der wichtigste Beitrag liefert die ,,elektrische

Dipolstrahlung*.
A €
hl/u,e - hwu,e - AE(},e
a

Die Absorptionsstérke ist abhéngig von der Polarisationsrichtung des Lichts. Es liegt dieselbe Charakte-
ristik wie beim elektrischen Dipol vor. Aus den quantenmechanischen Ergebnissen erhalten wir:

=== =

1 K-

2
€E-///\112F\11ad7‘
| —

muf} endlich und

reell sein!

Die Ubergangswahrscheinlichkeit berechnet sich nun nach:

4o
Wae (t) = WIE (wae)

/// U% exp (1EE) Pel - €EgWodr ’ -t

5.2 Elektrische/Magnetische Dipolstrahlung und elektrische Qua-

drupolstrahlung
Wir wollen uns hier sofort die Resultate ohne Herleitung betrachten:
Typ (KPh) Paritét Auswahlregeln
AJ AM;

Elektrische Dipolstrahlung (E1) u/-1 0, +£1 0, +1

Nicht 0 +— 0 | Elektrischer Dipol ||, L B
Magnetische Dipolstrahlung (M1) g/+1 0, £1 0, £1

Nicht 0 — 0 | Magnetischer Dipol ||, L B
Elektrische Quadrupolstrahlung (E2) | g/+1 0, £1, £2 0, £1, £2

Nicht 0 — 0

Typische Intensitidtsverhiltnisse sind:

El: (M1, E2)~1:(107* —107%)

Die Winkelabhingigkeit der Intensitét relativ zur Vorzugsachse betragt (é, Elektrisches Kristallfeld):



o

(E1) (M1) (E2)

Beispiele:

a.) Einelektronenatome:

Aj=+1,0 (streng)

‘ Al=%1, As=0 ‘ (unscharf)

H: 2s ist metastabil (Lamb).

b.) Mehrelektronenatome:

1.) Russel-Saunders-Kopplung

‘AJ:il,OundnichtJ:Or—n]:O

\AL:ﬂ,OundAS:o

AS = 0 nennt man das Interkombinationsverbot.
He: 2'Sy, 23S, sind metastabil.

2.) j-j-Kopplung

‘AJ:il,OundnichtJ:Or—n]:O

Hg: 63Pg, 63P, sind metastabil.

I (6°Py — 6'Sp, A = 253,7nm)
I1(6'P; — 6'Sp, A = 185nm)

=1:40

Der Resonanz-Ubergang ist wichtig fiir Leuchtstoff-Lampen.
d.) Hyperfeinstruktur:

‘AF::tl,OauBerOHO

|AJ =1, 0 aufier 0 < 0 und AT =0

Da die Hyperfeinwechselwirkung schwach ist, gilt die letzte Regel auch noch fast streng.
e.) Paritiit, Laportsche Auswahlregel: Wasserstofforbitale: (—1)%
O.Laporte hat diese Regel 1924 empirisch entdeckt. E1-Strahlung verlduft unter Paritatswechsel.

N
Ungerade Paritat — Ungerade Paritat < Z l; = Gerade Paritét — Gerade Paritiéit

i=1
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5.3 Atome in duBleren Feldern

a.) Magnetfeld

Homogen Inhomogen

Zeeman-Effekt (anomal/normal)  Stern-Gerlach-Experiment

Paschen-Back-Effekt Rabi-Experiment

Bei groflen Feldern sind die Spins entkoppelt, so dafl der Paschen-Back-Effekt entsteht. Bei kleinen Feldern
unterscheidet man zwischen linearem/quadratischem Zeeman-Effekt. Beim quadratischen Zeeman-Effekt
wird das Vektorgeriist unter Einflufl des dufleren Magnetfelds deformiert:

Wmagn =~y B - Amagn * 32 = - (,uJ,z + /’[/z,mduz) B
Wir notieren uns die Auswahlregeln:

[Zbkeman-Effekt:

0 7
AMjy =
+1 o
Solche Ubergéinge mit AM; = 0 bezeichnet man als 7-Ubergiinge, die mit AM; = +1 als o-
Ubergénge.
[Phschen-Back-Effekt:
0 T
AMp =
+1 o)

AMg =0 (,,strahlungslos®)
Insgesamt beobachtet man eine Isotropie der Strahlung.

[zl Parallel zum Magnetfeld (linear) polarisiert

[al Senkrecht zum Magnetfeld polarisiert
Diese sind als einzige Komponenten in Feldrichtung beobachtbar (zirkular polarisiert).

°0

AM; = +1
AM; =0

‘0
(2)77 uvoryesLre[og

—_
(B
p—

:

Polarisation E(t)
Or

—
dq

—

Polarisation F'(t)

AL
0

(2)7 uoryesLIe[Oq

Oe




b.) Atome in elektrischen Feldern (Stark-Effekt)
Statisches homogenes elektrisches Feld (Stark-Effekt) ,Kristallfeld* (inhomogen, statisch)
L AC“Stark-Effekt (E-Feld intensiver Laserbiindel)

i.) Linearer Starkeffekt
Aufspaltung ~ E
Energetisch ungiinstig ist die antiparallele Stellung und energetisch giinstig die parallele Stellung:

Wy =—pu-E (+Verschiebung ~ E?)

Dies gilt nur fiir das H-Atom!

1
n=2 P TVE_—"T""53
251/2
2p1/2
Do 1T E m =+
bahnentartet | »
| B
0

Pel,z = —€ /// \11371,02’\11271,0 dr = —3&0 75 0

Wir rechnen dies explizit nach. Dazu schreiben wir die Wellenfunktionen in folgender Form:
V_ =cos Vs —sinfV¥s ;0 und ¥y =sin ¥y + cos B¥sz 10

Mit den Beziehungen

// |¥_|?dr =1 und ///\I'i\II+dT=0

ergibt sich dann:

Pel,z = —€ /// \I/+Z\I/+ dr = —e /// \IIQ’()Z\IJQ’O dr - SiI’IQﬁ — 60052,8/// \11251702\1/2’1’0 dr =

= —e2sinﬁcosﬁ/// Ws02Ws1,0d7m = 3ag
—_———
sin(20)

Das Dipolmoment und die energetische Absenkung wird maximal fiir § = 45°.

= ‘ <pel,z>+ = +e - 3ag ‘

ii.) Nichtlinearer (quadratischer) Starkeffekt
Verschiebung/Aufspaltung ~ E?

Dind,z = anE

« ist hierbei die elektrische Polarisierbarkeit, die beschreibt, wie gut Ladungen verschiebbar sind.
Dies gilt fiir alle anderen Atome aufler dem H-Atom.

s = [[ [ o ar —o




Fiir starke elektrische Felder erhalten wir folgenden Effekt:

/ m=4+—=
/
i ’ AE ~ E? = Ebenfalls aufgespalten
2p3 /2 e ) B ig
)
e m = :|:—
////
bis +=8kV —
I|I| I|I|__ < 12kV
N TN
— T
N — +
v f ‘ Kathode Anode \\
- .
‘ Kanalstrahlen Kathodenstrahlen /

Lichtemission

Nach J. Stark (1913)



Beispiele (quadratischer Stark-Effekt) fiir Aufspaltung/Verschiebung

J halbzahlig

\ J ganzzahlig

%S1 /2
E=0 E#0
//
//
//
//
“Ds /2 L
E=0 E#0

(J + %) Komponenten

M=+-
M=+
2

3
M=+=
2
M=x+-

(J + 1) Komponenten

) M = +2
/
. //
3P2 //
N
N h M =+1
\
\
\
‘ M=0
E=0 E#0

Bei halbzahligem Drehimpuls sind die Energieni-
veaus mindestens zweifach entartet (Kramers-Du-

bletts).

Zeitumkehr-Invarianz

Kramers

Wigner

M = 0 ist einfach!

Die Auswahlregeln sind:

AM; =0, +1

Dies ist analog zum Magnetfeld, aber M j-Komponenten sind nicht aufgespalten.



5.4 Absorption, Emission und thermisches Gleichgewicht

Durchgelassener

Anteil (hv,)

— o« - ————»
Einfallende
elektromagnetische
Welle (hv,)

Emission (Fluoreszenz)
(in der Regel isotrop)

AN " Spontane Emission

hy <—— ((Resonanz)-Fluoreszenz)

Absorption = VAVAVAVAVAVAV.

Y
m
hv, nm

——— N hynm

NAVAVAVAVAVAV. o
VAVAVAVAVAVAV. o
VAVAVAVAVAVAV. o
hV nm A J m hy
nm

Erzwungene Emission
(induzierte/stimulierte)

Wir betrachten die Beitragt jetzt im einzelnen:

a.) Ubergangswahrscheinlichkeit und mittlere Lebensdauer

Es ist hierbei nur eine statistische Aussage mdoglich.
n Ny, (t)

h/I/’II/"L

m
Die Ubergangsrate fiir viele Atome berechnet sich nun nach:
AnN{™ (¢

T() — Anm Nn (t)

Wir 16sen nach der Ubergangswahrscheinlichkeit auf:

4, —_ Lanm
"N, dt

Nach Auswahlregeln (E1)
A, Scharf Unscharf
Grofl  Erlaubt

Klein Verboten
Null Verboten




1
2

7 ist die sogenannte Abklingzeit und steht fiir die mittlere Lebensdauer des Atoms im n-ten Zustand.
Fiir erlaubte Ubergiinge liegt 7 in der Gréfienordnung 1077 s bis 1078s. Fiir verbotene (metastabile)
Ubergénge kann 7 bis 1s grof} sein.

Wir erinnern uns hierbei an die Begriffe , Kohérenzléinge“ und ,, Kohérenzzeit*.

A
I(Vnm)

Anregungs-Lichtblitz
Elektronenpuls

0 t

(m)
I(vpm) = hvpm - L - <_dM:it(t)> = hVpm - L+ Appm - N (0) - exp (—t>

-
L ist durch die Eigenschaften des Spektrometers festgelegt:

L=A. -9,

A, sei die Eintrittsspaltfliche und 2, der genutzte Raumwinkel.

Natiirliche Linienbreite:

Klassisch gilt:

E(t)

(I(t) = Ej exp (—I't)) /J

(I(t) = Ej exp (—TI't))

" beschreibt die Linienbreite bei halber Intensitéit. Mit der mittleren Lebensdauer (Abklingkonstante) 7
gilt:

wo w
Lorentz-Profil

1
I'=-
-

@



Man bezeichnet nun folgendes als natiirliche Linienbreite:

1
Awl/g = 27TAV1/2 =I'=-
T

Es gilt die Unschérfe-Relation:

AE-At>h

AT -7 = A (minimal)
hAl/l/2 -T=h

“

?7n

y

Grundzustand

(11 =00)

Damit kann nun eine Fiille von Beziehungen hergeleitet werden:

1
L) Awyje > =

2.) Avyp >

) -
Jie

b

3.) AUy >
) Vi/2 e

1
-

A2 A2 1
4.) |A = —|Av| > — . —
)| /\1/2| c‘ V|_27rc T

Beispielsweise ergibt sich fiir A = 500

1

I' = Aw;p = 10° = = 100 MHz
S

_ 4 1

AV =5,3-107" —

cm

A
AXyjp=1,3-107° d-2 —4.
1/2 ,3-107° nm un AN

nm, 7, = 1078s und 7,,, = 71 = oc:

107

Betrachten wir nun ein System, das aus mehreren Niveaus besteht:

n E’ﬂ
h’VTLTTI,
m FE,,
hl/n]
Ey
2 Ey

c.) Fluoreszenz und Resonanzfluoreszenz

hl/nm = En - Em
Rlpm = ATy + 1)
1 1
hAVym = h ( + )
Tn Tm
1

ist hierbei nur fiir den Grundzustand ver-
nachléssigbar.




Fluoreszenz
43 |4
AVAVAVAVAVAVAV . o
"N 35— 3 Y
NNNNNN— ANANNNNN—>
AVAVAVAVAVAVAVL, B! " 9 Y
AVAVAVAVAVAVAV &
AVAVAVAVAVAVAV &
AVAVAVAVAVAVAV &
AVAVAVAVAVAVAV . o
AVAVAVAVAVAVAV . S 1 r v
hVe hVnm
Resonanz-Fluoreszenz
2 1 ) Re-Emission der gleichen
hvoy AVAVAVE & ) - Baoa] Jant el
AN Frequenz (in der Regel isotrop!)
1 1 hva (Mosbauer-Effekt)
Anregung/Absorption Abregung durch Emission von Lichtquanten
Sowohl der Energie- als auch der Impulssatz miissen
erfiillt werden!
h h
Photonenimpuls p = 3= w (klein)
c
Thermische Atombewegungen

d.) Zweiniveau-System und Hohlraum-Strahlung: Absorption, spontane und erzwungene Emission, Einstein-

Koeffizienten
T
A
[ ® o [ (an) (Bnm) Nn L
n Y T En,
° ° AVAVAVE &
° . ® hv 1A EAVAVAY =
°
e . o | VA [V
e ,’\/\/\/—> \ Ny,
/// ° m T E’m,
- Hohlraum Ay spontane Emission
Atome Hohlraumstrahlung

Temperatur T'

Es bestehe ein thermisches Gleichgewicht. A, sei die spontane Emission, B,,, die Absorption in [V{,“zg]

und B,,,, die erzwungene Emission infolge einer Lichtwelle.

AW (v
wloom) = S,

Fiir das stationdre Gleichgewicht gilt:

| (A + Bum - (Vi) - Now = By - (V) - Non |

Hier ist die Boltzmann-Statistik fiir Besetzungszahlen der atomaren Niveaus im thermischen Gleich-
gewicht von Nutzen:

Ny hew (i) (~Eame)
No fmexp (—’i—%) "~ fm P kT




fn sel die Entartung (Vielfachheit), also f,, = 2J + 1. Wir notieren uns das Plancksche Strahlungsgesetz

(Eigenschwingungsdichte):

82, hVnm
U(Vnm) = C3 : ho
exp (ﬁ) -1
Nn anu(ﬂnm) fn hl/nm
= =-—exp|—
Nm Anm + Bnmu('&nm) fm kBT

Man vergleiche die beiden folgenden Beziehungen:

Anm
By,
u(l/’n,m) — f - nm -~
Jdm . 2mn Lnm —
o Bam XP (Jr kBT) 1
8rhvd,, 1
U(Vnm) = 3 . o
exp (ﬁ) -1
~——— —
n,

n, sei die Besetzungszahl (Bose-Einstein).

i.) Wahrscheinlichkeit fiir Absorption und stimulierte Emission

[fn - Bun = fn - B

ii.) Spontane Emission und Absorption oder stimulierte Emission

3 B 8rhvd,,  fm
N c? fn

Hierbei handelt es sich um das Kirchhoffsche Gesetz. Dieses besagt also, dafl das Verhéltnis von

an

Absorptions- und Emissionsvermogen eines Korpers konstant ist.

ili.) Wahrscheinlichkeit von induzierter und spontaner Emission

Bnm : U(Vnm) _ 03 — )\3
Ao S Wam) = g um)

Spontane Ubergiinge gewinnen mit v. Dies ist gut fiir den MASER aber schlecht fiir den Réntgen-

Laser.
iv.) Emissions- und Absorptionswahrscheinlichkeit insgesamt:

Emissions-Wahrscheinlichkeit ~— Apnp + B - u(Vnm) fﬂ ny, + 1
Absorptions-Wahrscheinlichkeit Bin - w(Vim)  fa n,

5.5 Doppler- und Druckverbreiterung

Die natiirliche Linienbreite ist definiert durch:

1
r=-
=

Mit 7 = 10~%s erhalten wir AUy jy = 5-107% i
Linienbreiten beobachtet! (Und oft auch genutzt!)

bei 7 = 20000 -1 (A = 500 nm). Es werden jedoch viel grofere

a.) Druck-Verbreiterung:
Diese tritt in allen druckabhingigen Phénomenen auf.

[—Stoflverbreiterung:
Bei Stofizeiten < 7 ist dies der Fall (Verkiirzung der Lebensdauer).



[ Phssagen:
Phasenstorung; zweites Atom fliegt wihrend der Emission vorbei

[Pkeudo-Molekiile:
Kurzzeitige Wechselwirkung

Die auftretenden Effekte konnen durch Druckverringerung reduziert werden.

b.) Doppler-Verbreiterung:

Damit dieser Effekt einen beobachtbaren Einflufl hat, sollte zumindest eine thermische Geschwindigkeits-
verteilung vorliegen. Wir betrachten dazu den longitudinalen Doppler-Effekt: Fiir |v,| < ¢ gilt:

szo(lztv—x)
c

Das Plus-Zeichen steht fiir die Annéiherung des Teilchens auf den Beobachter zu und das Minus-Zeichen
fiir die Entfernung des Teilchens vom Beobachter. Wir 16sen nach v, auf:

VvV — 1)
Ve =R C-
Vo

Wir nehmen eine Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung an:

dN(vy) mu?2
dv, P ( %5T

me* (v—1p\°
I(v) = Ipexp l_QkBT( - 0>‘|

Dies ist ein Gauf3-Profil.

_ T [K] 1 8k
_ 7 _
Avyjp =7,16-10"" - 15 - (=] =15 - (In(2))= - 2

Fiir ein H-Atom bei 300 K und A = 500 nm erhalten wir beispielsweise einen Wert von Avy /5 = 0,25 %!

5.6 Anwendungen und neue Entwicklungen

a.) LASER
Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation

Das Prinzip ist aus der Optik bekannt:
Anregung: Blitzlampe, Gasentladung

Optischer
Resonator
(Perot Fabry)

\

100% 98% Reflexion

Laser-Material

beispielsweise Rubin-Stab
oder He-Ne-Gasgemisch

Wir betrachten einen 3-Niveau-Laser:



3
AXAAKAR vielfach hss
) strahlungslos yyy | VWA
WWA\ag
hl/13 hl/gl h,l/21 W
WWag AAVAVAVe o NN\ Wi\ae
W\ ag W\ e
N> AAVAVAYe o
1 —e . Y !, =vwrvwr==hV21
Pumpprozess Besetzungsumkehr Induzierte Emission (hva;)
(bestenfalls 1-3 (2 mehr als 1) Im Laser-Resonator
Gleichbesetzung) yaufgeschauckelt*

Niveau 2 sei metastabil (beispielsweise durch Interkombinationsverbot).

i.) He-Ne-Gaslaser
ii.) Nd-YAG- oder Nd-Glas-Laser (Yttrium-Aluminium-Granat)
iii.) Rubin-Laser (AlyO3: Cr3T)

i.) Helium-Neon-Laser

I ﬁBmwster 793 I

I I Gaslaser
\V \V He:Ne =~ (5-10):1
_|_

Kontinuierlich (Continuum Wave)

Ve -
Gasentladung
A
E [eV]
Tonisationsgrenze
247 6 -1 A
20,61eV StoBe 20,66V -
213, ’ L
20 93g, > _19,78eV 4p Laser-Linien:
19,86 eV
1 ’ 18,70 eV
metastabil Y 3p 3391,2nm
18 632,8nm
1152,3 nm
0+ 1's, ' 2s
He Ne

[ Plumpprozef}: StoBe in Gasentladung; He metastabile Niveaus
[Tiversion: Inelastische He-Ne-Stofle
[3ImefBbare Ne-Laserlinien

Betrachten wir im folgenden Festkorperlaser mit Ubergangsmetallionen Nd3+, Cr37 als aktive Zentren.

ii.) Nd-Glas- oder Nd-YAG-LASER

Glas Kristall

Ungeordnet | Wohlgeordnete Nahumgebung




Primér werden einzelne Effekte genutzt (Spin-Bahn-Aufspaltung).
E[1]A
hc

"Fy o
*Fr/0

|
15

cm

12000 -

22 e~

"F3)0

7 0,5ms

m—Niveau—Laser“ 1064 nm Laserlinie

4J15/2> 4115/2

Trlus y

“Ji12) Tiige
1J9/2) o2

2000 T
O —_

(
(4J13/2) 4113/2
(
(

iii.) Rubin-Laser: a-AlyO3: Cr3* (0,05%); Einkristall Maiman (1960)

A
E 1
— {1000 —}
3% 913 he cm
.
30 2541 Symmetriegruppe
[Dlominierender 4
Kristallfeld-Einflug ~ ( T) @@_7 N F 7y
s
[Plumpen in breite (2G) }jFQ B
-Y-B4 20 F
U-Y-Bénder (Hg) (4F) v . 2 Ry
[Sthnelle, (QG) 32F, Ry
strahlungslose op R
3 " : 3 —4ms Ry
Ubergénge in | 14448 1
metastabile Ry, 10 Ry 692 nm om
Ni R 694nm 1
Ry.Niveaus 1 14419 L
[Rlote Laserlinie cm
1
[, 3-Niveau-Laser* (4F) -0 Ao (Dublett 0,38 —)
cm
freie Tonen Kristallfeld (= kubisch) Kurzname
b.) Pompage optique
E A 3
/ 1 T3
A +§ 1
A 3 75
[QOptisches Pumpen X )
[Elektronenspin-
Polarisation M
[Hiyperfeinstruktur = v| |y Y _|_1
Kernspinpolarisation 2
[Dloppelresonanz / Yy v 1
(Opt.+RF) 2
_—>
Anregung B, + o

Am = +1 Am = —1

¢.) Dopplerfreie Spektroskopie (2 Photonen-Spektroskopie, 2 Quanten-Ubergiinge)

v
Vpoppler = V0 (1 + z)
&



N
s

Andere Auswahlregel (gleiche Paritit)

L A n
hvg hig (1 + U_"‘)
c/ R
A
\
hug hvo (1 - ”—””)
c/ L
m

d.) Atome in starken Feldern

Bedeutende Untersuchungen wurden in den Jahren 1980 bis 1990 durchgefiihrt. Das Prinzip wird bei-
spielsweise im Titan-Saphir-Laser (800 nm) verwendet.

W
10" — 10" —;, > 10fs
cm

. _, \Y
En, ~ FEi4=5,1-10° —
m

n X hv
E E E
Wi +—+ 4 A
A " A — ATT 7
A A 1 A
A A \ A
I A > JAA g+ A
A N, AA A
A AA 1 A
A AA A A
A AA A A
A AA A A
G G A G
Above Threshold . . High-order Harmonie
== Multiple Ionisation = .
Tonisation Generation

e.) Atomfallen, Atominterferenz, Bose-Einstein-Kondensation, ,, Atomlaser

[Kiihlen, Fallen (Nobelpreis 1997)

[—Sfleven Chu (Stanford)
[Claude Cohen-Tannoudji (ENS/CF Paris)
[Bill Phillips (NIST, Boulder)
[Bhose-Einstein-Kondensation (1995)
[Etic Cornall
[ Chrl Wieman, Rb (JILA, Boulder)
[Rhndall Hulet, Li (Rice, Houston)
[Wblfgang Ketterle, Na (MIT)
[—Gerhard Rempe (Mlynek); Konstanz
[Tdd Haensch; Miinchen
[ Wolfgang Ertmer; Hannover




[—Abkiihlen, Abbremsen (Alkali-Atome)

Beschleunigen, Bremsen, Stoppen durch Impulsiibertrag mit Laserfeld

Isotrope Reemission

\ T / Viaser & VRes

hVLase'r Q
Av & 0,5—1<¢
/ l \ v 1 Absorption
107 (Absorption + Emission)
h s
=—=hk
P=X
Impuls+Energiesatz
[Einfangen

Die Dopplerverschiebung variiert beim Bremsen (Resonanzbedingung variieren).

[Zkeman-Slowing (ortsabhiingiges Magnetfeld)
[ (hirp-Slowing (Laserfrequenz synchron variiert)

5.6.1 ,,Optische Melasse“

Betrachten wir 3 Paare von Laserbiindeln (v,):

\ / Atome
v
[ ]
A
I >
I/L UT@S

Viaser = Vres — AV‘r

Bewegte Atome werden immer gebremst. Fiir unbewegte Atome sind die Krifte ausbalanciert. Daraus
folgt dann ein geddmpfte Bewegung (viskoses Medium).

3
%@2 = SKT =T~ 1mK ... 100 4K (,Doppler-Limit*)

Atome gehen durch Diffusionsbewegung verloren.

1.) Fallen:
In diesen lassen sich 10'° Atome einige Sekunden lang einfangen (bei 7' < 1mK).
[MOT (magneto-optic trap): Inhomogenes Magnetfeld
Atome = Lokales Minimum der Zeeman-Verschiebung
[Ebkussierte, verstimmte Laserbiindel, AC-Stark-Verschiebung
[Glverstimmte, zirkular-polarisierte Laserlichtbiindel und schwaches magnetisches Quadrupolfeld
(rdumlich antisymmetrisch)
2.) Sub-Doppler-Kiihlen 7' > 1 uK (Photon-Riicksto-Limit)

Durch ,freie Expansion“, ,, Verdampfen“ werden die schnellsten Atome entfernt. Dies fithrt dann
anschlieflend zur Bose-Einstein-Kondensation bei T' < 100nK (~ 0,1mm Ausdehnung der
Wellenfunktion). (,Springbrunnen, , Atomlaser®, (g!), ,,Atominterferenz*)

5.7 Rontgenstrahlung

Fiir Rontgenstrahlung sind folgende Werte von Wellenldnge und Energie charakteristisch:

]1nm>A>o,01nm und 1keV < E = hv < 100keV




5.7.1 Bremsstrahlspektrum

Fiir die Atomphysik eigentlich ,uninteressant®, da nicht elementspezifisch

a.) Rontgenrshre (Wilhelm Conrad Rontgen (1901)):

9 Beim ,inversen lichtelektrischen Effekt“ erzeugen
Korpuskeln mit einheitlicher Geschwindigkeit Wel-
lenstrahlung.
Kathode p < 107°mbar
Vakuumrohre
Zg > dg_A
Ri [Klathode:
ontgen- Haardnadelkathode/indirekt geheizt/Wehnelt-
strahlen .
Zylinder
[Alnode:
Gekiihlte Anode (Antikathode) bei I =
S 100mA, Uy = 100kV nur 0,1-1% Rontgenaus-
Up beute
o+

b.) Réntgen-Spektrometer:

Betrachten wir das Prinzip der Rontgen-Beugung (Max von Laue 1912; Bragg):

Detektor i i % Quelle
| |
Einkristall
Zum Beispiel:

d (LiF) = 0,4026 nm

Blenden

(oder: Energie-Messung/Photoeffekt
Die Bragg-Bedingung lautet:

2dsind = nA

Beispielsweise folgt fiir 5° <9 < 80° und n = 1:

0,03nm < A <0,6nm

c.) Bremsstrahlungsspektrum:




,Beschleunigte Ladung strahlt.“ Es entsteht ein kontinuierliches Rontgenspektrum:

Grenz-Wellenlénge A,in, Unabhéngig von Anodenmaterial
Energieaustausch — 1 Quant
Grenz-Frequenzyg Whin,et = eUp = hiyg

c
Amin + Ug = — = const.
e

o 1240 nm
min ™ U [V}

Das Duane-Huntsche Verschiebungsgesetz (1916) lautet:

Vo = %UO ~ 2,418 - 108 Hy - —20

10kV
A . A
do Spektrale Intensitéit der Strahlung d¢
dx dv
d
- d—f ~ Konst. - (vg — v)
4 20kV 40kV
)\min
T S T : e
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 0 5 10
A [10719 m] v [10'® He|

(Hinweis: IPE (inverse Photo-Emission) von Oberflichen +— Details der Kante analysiert; polarisiert bei
Amin)

Ist Uy groBer als die atomspezifische Schwelle, so wird die Elektronenhiille ionisiert. Wir erhalten zusétz-
lich ein Linien-Spektrum und charakteristische Réntgenstrahlung.



5.8 Charakteristische Strahlung und Absorptionskanten

5.8.1 Absorption und Emission von Rontgenstrahlung
(Ein-Loch-Zustéinde)

A . ) ) My 32D5/2
E [keV] Optische Ubergénge My 32D3/2 5
3°pP
M 2 i
0 3°P1/2
< My 32g
10— L Lt L }MI e
; 11 221:)3/2
20— LP3P4 Ln 2 22P1/2
27519
L
30—
(K5)
40— K
Kﬁz TLoch ~ 10713 s!
50— K,
Ko,
K,

60— | |

70—

YVYY 2
K 1°S

80— Kossel (1914) e

Es entstehen einfache Spektren.

[Kontinuum

’ e = Wkanie + Whin

[Tinien, Feinstruktur

| hvi, = |Ex| - |EvL]|

a.) Feinstruktur:

Elektronen (Locher) befinden sich nahe am Kern; wir haben daher Spin-Bahn-Kopplung vorliegen.

1dv
A~ <> grof
r
Die Kernladung ist wenig abgeschirmt. Beispielsweise gilt fiir die L-Schale von U:
AF (Pl/g/Pg/Q) ~ 2keV

Wir erhalten n, [, j und m; als Quantenzahlensatz.

Reguldre Dubletts Abschirmungsdubletts
Lyr/Lm L1/Ln
Mir/Min M;/Mp

Der Abstand wichst mit Z. Der Abstand ist unabhéngig von Z.
(Spin-Bahn-Dubletts)

b.) Auswahlregeln:
Fiir die elektrische Dipolstrahlung gilt:

Damit fehlt eine K ,-Linie!



c.)

Abschirmung, Moseleysches Gesetz (Einteilchen-Loch-Uberginge):

(Z —0)?

1
E(M = (=)hcRo —

Zegf =2 —0
o ist hierbei die Abschirmkonstante.
ox~1, 0,9

Die Abschirmung wird nur durch Elektronen auf gleicher oder weiter aufien liegender Schale hervorgeru-
fen.

= Kanten (K, L, M)
3
= huy, ~ thROO(Z —1)?
Dies wurde von Moseley im Jahre 1913 festgestellt.

Rontgen-Fluoreszenz

Dies gilt analog zur optische Spektroskopie.

(E)
A
0 N
Ey M
|EL| = EY, L  Nicht resonant:
Daraus resultiert eine zerstérungsfreie Mate-
rialanalyse (Elementnachweis). Zum Beispiel:
[Blragg-Reflexion
K Ky [Ehergieproportionaler
Kg Halbleiterdetektor (Si)
K(Y
|Ex| = B} YY vv Yy K
E =-F

\J
BB
o h
Dann: Loch in L-Schale
Die Alternative ist:
Auger-Effekt (Pierre Auger):

Bei der Auger-Elektronen-Emission wird die Energie zur Ionisation benutzt. Beispielsweise gilt:

Vg

\ka — EY — 2E} (= 2E; — Ex) \

Dabei handelt es sich um eine feste Energie. Es existieren zwei Locher in der L-Schale, die iiber Rontgen-
oder Auger-Emission gefiillt werden kénnen.

Dieser Fall ist moglich wegen der Uberlappung von K- und L-Elektronen-Wellenfunktionen. (Réntgen-
strahlen kommen aber leichter aus dem Targetmaterial heraus.)



5.9 Compton-Effekt

Dieser Effekt wurde 1922 erstmals von Arthur Holley Compton beobachtet. Arthur Compton stellte damals
fest, dal Rontgenstrahlen an quasifreien Elektronen gestreut wurden. Damit dnderte sich die Frequenz bzw.

Wellenlénge der verwendeten Strahlung.
hv'

@ /
c - 7\

\Z

muv

vV <vbzw. N >\

0<d<m

Es findet ein elastischer Stof3 statt; die Rontgenquanten werden aber inelastisch gestreut. Mittels des Energie-
erhaltungssatzes folgt:

mo 62

1= (%)

AuBlerdem muf} auf jeden Fall der Impulserhaltungssatz erfiillt sein:

hv +moc® = b +mc® = b/ +

1.) Parallele Komponente:

hv  h' ,
— = —cosv + mv' cosp
c c

2.) Senkrechte Komponente:

/
v .
0= —sind +mv'sing
c

Daraus ergibt sich dann folgende Anderung der Frequenz bzw. Wellenliinge des gestreuten Photons:

h
Av=v—v' = ——v-V (1 - cos?)
My €

Ad=X—X=\c(1—cos?)]

Ac nennt man die Compton-Wellenldnge:

h
Ao = =2,4263 1072 m

Me,y C
A
400 +
1w/ w=90°) -
200 + ;
€ hv' (9 = 180°
' 100 Atomphysik| v 80%)
v v - .
| F / Kern- und Teilchenphysik (,,v“-Strahlen)
[keV} 40 :: Eé (00)
20 + 7, Rontgen /-
TStrahlen
10 — >
20 50 100 200 400 1000 hv [keV]



Kapitel 6

Molekiile

Gase (geringe Dichte): meist keine Atome!
[FHdelgase:
He, Ne, Ar, Kr, Xe

[Molekulare Gase: (reale Gase)
Hg, Ng, Og, C027 NaCl, NHg

Man unterscheidet zwischen zwei- und mehratomigen Molekiilen (molekulare Fliissigkeiten).

[Hbmonuklear:

‘ To ‘
A A

Hy (0,75A), Ny (1,10A), O5 (1,21 4), Cly (1,99A), I, (2,66 A)
[ He&teronuklear:

' To .
A B
CO (1,13 A), NO (1,15A), HCI (1,27 A)

[Mkhratomig:
CO, (1,15A) H,0

ro ro 104, 5°

0,96 A

NH3 (Ammoniak) CH4 (1,10 A) (Methan) CeHg (Benzol)
H
1,08 A
H H
1,01 A 1,39A

H
1,39A
H

Bekannte Eigenschaften von Molekiilen sind:

[Masse:

Mgo; Mi3clég, M12¢16g, TM12c17g

[Vblumen, Radius:




[ VAn der Waals-Gleichung

[Mittlere freie Weglinge

[ Dichte in molekularen Fliissigkeiten
[Elektronen-Beugung = Individuelle Abstédnde

\C’
/
\

C—=C

1,207 A

/

\ 1,284 ...1,338A

/

/ \ 1,377 ... 1,543 A

Nach dem Gleichverteilungssatz konnen wir die Freiheitsgrade berechnen nach f = fiqns + frot- Damit er-
gibt sich dann die molare Wérmekapazitit zu Cy = f- %. Die Schallgeschwindigkeit kann dann folgendermafien
angegeben werden:

Vg = E-Bmitfi—&—if—i—Q
TV o Cv f

k nennt man den Adiabaten- oder auch Isotropen-Exponent.
[ 1,66

1,40 f=5
1,33 f=6
Aber: CO9
. ' . k~1,30 T > Trr (Schwingungsbeitrag)
A
Vs [ 2] (1,4)
i 268
(1,3) 258
I I I | >
10 1000 v [kHz]

Des weiteren ist das elektrische Dipolmoment p; wichtig:

Er — 1= Xel = Xel (W7T> = Xdiel + Xpar

Man unterscheidet zwischen Orientierungs- und Verschiebungs-Polarisation bzw. zwischen permanenten
und induzierten elektrischen Dipolmomenten.



Pet/€ - To
KCI | 0,82
HCIL | 0,17
CO | 0,02
CO; | O

Fir Hy (fl) bei 300K gilt &, = 81 (fiir w — 0) und nyy, = 1, 333. Betrachten wir auflerdem den Dia- und

Paramagnetismus.

My — 1= Xm = Xdia T Xvan Uleck + Xpara (T)

Beispielsweise gilt:

NO

O,

2TI-Grundzustand

AFE (2]._.[3/2 — 21_.[1/2) ~ 120 i

cm

3%-Grundzustand

Uberwiegend diamagnetisch, y # f(T)

6.1 Molekiilbindung

A.) Tonische, konstante und van der Waals-Bindung;:




Bindungstyp Tonisch Kovalent van der Waals
Heteropolar Homoopolar
Tonen-Molekiile Atom-Molekiile van der Waals-
Molekiile
Beispiel NaCl, CsBr CO, NO H,, No Hgs, HgAr
Allgemein AWHBW= A #£B | Homonuklear AA AA
Insbesondere ein- | Symmetrisches
wertig: ATB~ Element-Molekiil
Heteronuklear AB AB
Unsymmetrische
Atom-Molekiile
Dielektrisches stark polar Pap £ 0 Pan =0 unpolar
Verhalten
Da+p- # 0 polar unpolar
Dissoziation aus | Ionen Neutrale Atome Neutrale Atome
Grundzustand
Charakteristiken fest, fliissig, wéss- | gasformig und fliissig sehr schwach ge-
rige Losung: bunden
weitgehend in To- | gleicher Struktur
nen dissoziiert
Bindungs- Elektrostatische Platzwechsel (Aus- Multipolkrifte
Mechanismus Anziehung  zwi- | tausch) von Elektro- (elektrische Dipol-

schen Ionen

nenpaaren

Dipol-; elektrische
Dipol-Quadrupol-
Krifte, wie ver-
fliissigtes Edelgas)

a.) Potentialkurven:

Fiir eine Ionenbindung beispielsweise von Na™ ... Cl™ gilt r, ~ 2,51 A, ra+ + rg- = 2,78 A (r, >

Tkovalent ) .



Abstoflung bei Durchdringung
der Ladungswolken

Ionenabstand
0 i | i i i i —»
1 A 10 r[A]
14+
(Born-Potential)
9L
Coulomb-Anziehung der Tonen

_31
4

5L ~ D, (Dissoziationsenergie Dy +p-)

v
re (Potential-Minimum (= Gleichgewichtsabstand r)

Molekul __ Kerne FElektronen Molekul
Wes = Wi ™ + Wi + Wt

W%glek“l rithrt von der Coulomb-Wechselwirkung (Kern-Kern, Kern-Elektron, Elektron-Elektron)

her. Mit der sogenannten Born-Oppenheimer-/Adiabatischen Ndherung folgt:

Molekul K l
W Molekul _ yy7Kerne 4 yyel (., )

ges ges

WeL st die ,potentielle Energie® fiir die Kernbewegung.

Molekul l
W oo demtt = Wkin, trans T Wkin, rot T Wm'br + Wgees (TAB)

ges

Whin, trans beschreibt die Schwerpunktbewegung (Dopplereffekt).

Empirische Ansétze fiir Potentialkurven:

a.) Ionisch:
P(r) [eV]
5 10 r[A]
O i Il Il Il i Il Il Il Il Il »
1 (Erweitertes Born-Mayer-Potential)
_5 -
B .
e (n =9, 10) Born-Potential
W2 L 02
Wgeés (r) = —7( 47r20re + 4 [exp <;> Born-Mayer-Potential
d

B exp (_r) — — Erweitertes Born-Mayer-Potential

0 r




b.) Kovalent:

P(r)[eV] A
5 -+
(HCY)
0 I I I I
0 1 2 3 5 r[A]
Das Morse-Potential lautet:
“ 2
el
Wges(r) =D |:1 — €Xp <_7“ — 7’0>:|
c.) Van-der-Waals-Bindung:
A
P(r)[eV]
3 —+
(Heo)
2 —+
1 —+
0 —— |
0 r[A]
. cbpb r che
=S ()2

Zwei bis vier Parameter folgenden aus dem Experiment.

6.2 HJ- und Hy-Molekiil

a.) Hj-Molekiil-Ton; Bindende und antibindende Elektronen

e

Ty

Pa 0 Db

WEZ(TAB) _ Wel 4 Wges

kin pot

Whin = 5 —



€2 1 1 1
Woot = — [ — = — 4+ —
pot 4dmeg ( Ta Th + rab>

1.) Anziehung zwischen Elektron und beiden Protonen

2.) Gegenseitige Abstofung der Protonen

- 2 1 1 1
He VP [(—— - = —
2m, dreg Te To Tab

/\PBH\IIO dr
0By =0—F——— =0Enin =0

/ \Ifa\Ifo dr

Es handelt sich um das Ritzsche Variationsverfahren, um den Grundzustand (=Minimum der Ener-
gie) zu finden. Einen Ansatz fiir ¥y erhalten wir die Linearkombination von H-Atomorbitalen. LCAO-
MO mit wohldefinierter Symmetrie (Paritéit) zu ,,O.

\Ilgerade = ‘I’g = Ng [‘I]a(ls> + \I/b(ls)] Og 1s

\I/ungerade =V, =N, [\Ija(ls) - \Pb(ls)] ou 1s

[z}, grof:

U, (1s) = N - exp (—“‘) - B, =—13,6eV = 1Ry

a b
\I/b(ls):N-eXp<—:’);Eb:—13,66V:lRy:Ea:Eo
0
mb%re:
/V\ v,
a 0 b
/3\ ° v,
a W
E o —E 4 e2 _A:tB
g/e = FOT preoray 1E£S

[Uberlapp-Integral:

S = /\I/a(ls)\llb(ls) dr = f(rap)

[—Qoulomb-Integral:

2 2 2 2
R A
4meq Tp 4dmeg Ta

A= A(Tab) =



[Rlesonanz-Integral:

2 v, v 2 v,
B = B(ra) = < / o=t gr = < / ° 0 4r
dmeg Ta dmeg b

Die Normierungsfaktoren lauten:
1

1
No=ars T Vanoe)

E— EO [eV]
+8 +
+6 Vo
it o, 1s
1ol (antibonding)
ag
0 —t—= >
i W 10 7qp
_ v,
—4 og1s
(bonding)

= ¢ Kein Bahndrehimpuls parallel zur Molekiilachse
Zylindersymmetrie um Bindungsachse

= x Bindungslockernd (héhere Energie)

Man kann folgende Optimierung (,,a-Variation®) fiir kleine 7, durchfiihren:

U(o4ls) = N, [exp (_am) —+ exp (_O””bﬂ
Qo aon

« ist die sogenannte Abschirmkonstante (effektive Kernladung).

Cal=1 fiir rgp — 00
[Cal=2 fiir 74 — 0

a(rqp) ergibt sich aus der Variationsrechnung. Analog gilt:
Angeregte Zustinde
Minimum vorhanden Kein Minimum

Gebundener Zustand Instabil

b.) Hy-Molekiil

Das Pauli-Prinzip muf hierbei natiirlich beriicksichtigt werden!
e

P 0 Py

Wel(rab) = Wkeiln(]') + Wkez‘ln(Q) + Whot



W~ e2 1 1 1 1 n 1 + 1
POt 4meg Tal Tl  Th2 Ta2 Ti12  Tab

Elektronen sind ununterscheidbar!

i.) LCAO-MO-Niherung:
Die qualitativen Ergebnisse sind sehr einfach!

*1s ﬁ

u

ag

o4 1s

S=0 S=1
[—Qrundzustand:
(0,18 (11) 'S5
[Alngeregter Zustand:
(0g18) (o31s) - (11)° =7
Aber ,ionenartige® Beitrige werden iiberschétzt. MO-Grundzustand:
U ((041s)?) = N2 [Wy(1s) + Wy(1s)]; - [Pa(ls) + Up(1s)], =

= N7 [Wa(1) - Ua(2) + Wp(1) - Wp(2) + Vo (1) - Uy(2) 4+ Wp(1) - To(2)]

ii.) Heitler-London (VB)-Verfahren:
[—Shmmetrisch:

WS - Ns [\I/a(l) . \Ijb(2) + \I/a(Q) . q’b(l)] X (Tl)a

,Austauschentartung®
[ Alntisymmetrisch:

Uy = No [Wo(l) - Wp(2) — W, (2) - Uy(1)] X (11)s

Analog gilt fiir H:

e? n C+1
4TeQT ab 1+ S

Eq(ray) = 2E + (Grundzustand)

e? . Cc-1
dregrey  1-—8

Ea ('rab) = 2E‘() +

[Uberlapp-Integral S (rqp)

5:/7@AU~%@%@A%'%uﬂmdw=[/WADWWOMﬁr=f@w)

[—Qoulomb-Integral C(rq,) (ohne i—Termc)

1
7\1:2 )-UE(2)dr d —2/7\1/22@1
47r60 [/ _ 5(2) d7my dry - 5(2) d7

[Alustausch-Integral I(r,;) (ohne %—Term)

1
2) - Wy (2) - Uy(1)dry dry — 2V/S [ — - W, (2) - U,(2)d
=[] v ) ) w) dndn - 275 [ L ow,@) ne)an]
,Interferenz“ der Atomorbitale; I ist negativ fiir 0,3 < %’ < 30. Die Normierungskonstanten
lauten:

N, = CN !
T2+ 8) Y J2(1=08)



W“l(r)

Hp

re = 0,742 A

4eV +0,013eV

Experimentelle Daten

—4,722e¢V £0,013eV

re [A] | W(re) [eV]

MO, a-Variation 0,73 -3,70
VB, a=1,00 0,80 -3,14
VB, a=1,17 0,74 -3,76

UV=1-Yyg+C- -V, | 0,75 -4,00

a=1,19¢=0,26

Volle Variation Experimentelle Daten

Die Bilanz ist nun, dafi VB unterschiitzt und MO {iberschiitzt wurde (Ionenterme).

6.3 Elektronen-Termsymbole

M\ //

Bei zweiatomigen Molekiilen haben wir keine Zentralkraft (nur Zylindersymmetrie). Des weiteren ist der
Drehimpuls nicht konstant und M L 2.

L, = const.

(L.) = mih = +Ah

Die Energie ist unabhingig vom Drehsinn.

<|X|>:Ah




Atom my 0 | £1 | £2 | £3

Molekiil A= |my| 0 1 2 3

Symbol o T ) ®

Entartung 1x | 2x | 2x | 2X

+Spin oc=mg=+F | 2x | 4x | 4x | 4x
i=0+3

Dies ist dhnlich dem Starkeffekt bei Atomen.

Dies gilt wie beim Paschen-Back-Effekt!

a.) Elektronischer Gesamtdrehimpuls, Termsymbole

<|K\> =Ah|mit A >0

Es handelt sich um die Komponente des Gesamtdrehimpulses in Richtung der Symmetrieachse (keine
Vektoraddition notig, das heifit aus A = 1 und Ag = 2 folgt dann A =1, 3).

A 0O 1 2 3 4

¥ I A @& T

Der Spin S ergibt sich wie beim Atom; fiir die axiale Komponente gilt ¥ = S, S —1, ..., —S. Die
entsprechenden Termsymbole lauten dann:
25+1 25415+, —
A@), (. 9) 2y
Durch +, — wird die Symmetrie zur Ebene durch die Molekiilachse beschrieben. Fiir den Gesamt-

Elektronen-Drehimpuls in Richtung der Symmetrieachse ergibt sich also:
Q=K+3

<|ﬁ\> = Ol Q=|A+3

Beispielsweise gilt 31’[2, 1,0-

b.) Grundzustidnde zweiatomiger Molekiile

MO-Orbitale
+ Energetische Reihenfolge:

Pauliprinzip

w25 mu2p o0g2p W 2p o 2p

*
og1s o e

wls 0428 o

2% 2% 2% 2% 4x 2% 4x 2%

Dies ist bis ,Ney“ erklirbar. Immer 'Y, aufler Hy: 2%,; Hei: 2%,; Ba, Og: 3%,. (Eximere: Nur im
angeregten Zustand gebunden; Eximer-Laser)



c¢.) Auswahlregeln
AA =0, +1
AS=0
AQ=0,41 Yo Yol Toll, s A
Sto st T St b s
ORI S|
g u g g, usu

6.3.1 Mehratomige Molekiile, sp-, sp?-, sp>-Hybride

Symmetrie des Molekiile < Uberlappung der Atomorbitale
Dies ist fiir die MO-Bindungsstérke wesentlich. Unter Hybridisierung versteht man eine Mischung der Ato-
morbitale der einzelnen Atome. Dies kostet atomare Energie, liefert aber Bindungsenergie.

6.4 Molekiil-Spektren

W [eV] 5 1
v [Hz] A 1M A cm
4 7 1107 m
|1 [Strebiune L * Kern-Antegungen
Lot 10k— Rontgen- +1A I i
| 1k+ | strahlung (X) | Lom
L0161 + 106+ XUV 4 A T K]
|10+ AL VUV 4+ UV T q0° e Elektronische Anregung
1+ it 4 Sichtbar T
1014+ NIR 1pm T l
4 1034 41 1 1000 ° _Kern-Bewegungen
4 ] RT Schwingung
1T+ T T IR T 100 . (Phononen)
1| 1mt L 1 mm 110 Rotation
1 14 Mikro- 41 1em 11 I i
4 wellen °
—+ T T1dm T ESR (Elektronenspin-Orientierung)
1 G 1 u__ 1 (UHF) -+ ]_ m -+
: 1073 5:1(11;)1_ : T 1lm *NMR (Kernspin-Orientierung)
T (HF) 1 A
1-+ € 1— =1,43883 K
1M 1km cm '
A
\/

1
2,42 - 10" Hz £ 1eV £ 80657 — £ 1,24 um
cm

Spektroskopische Techniken:

[Mikrowellen-Spektrometer

[FIR-Fourier-Spektrometer



6.5 Rotationsspektrum
a.) Starrer Rotator:

i.) Klassische Behandlung:
w

5

Te

mo
- —@
S

mq

1
Wrot = 51&

2 2 2
I =mqyri + mar; = pr;

J =13 = urs

1

1 p
21

Wrot =

AuBlerdem gilt ja:
(J?) = J(J + 1D)h% (J.) = Mh

ii.) Ergebnis der quantenmechanischen Behandlung:

h2
Wi = 37J(J +1) = heBJ(J +1)

Die Energieniveaus sind (2J + 1)-fach entartet.

W

F
T = e

=BJ(J+1)

[Blotationskonstante:

B o h  h
~ 2hel  8m2el  8micur?

[Direhimpuls-Quantenzahl .J:

J=0,1,2,...

[QOrientierungs-Quantenzahl M:

M=J J—1,...,—J

Es handelt sich um (2J + 1) Werte.
[Eligenfunktionen U, = Yy ar(9, ¢):

Dies gilt analog zu den Y;,,(9,¢), welche aus der Schrodingergleichung folgen. Die Paritét

berechnet sich dann mit (—1)7.

J=0,2,4,... (gerade)

J=1,3,5,... (ungerade)



Molekiilachse

Fy
30 B J=5
10B
20 B \ J=4
8B
12B — J=3
6B
6B J=2
4B i
2B pr—
0 {oB T—0
2B
! >
02B 4B 0B v

1
BHCI =~ 10, 6 —
cm

kT 1
— ~ 200 — (300K
he cm ( )

Man betrachte die Auswahlregeln fiir die elektrische Dipol-Strahlung, also p.; # 0 (beispielsweise
HCl, CO) und AJ = +1.

AM =0  (w-Polarisation)
AJ ==+1
AM ==+1 (o-Polarisation)

Die Nomenklatur fiir Spektren sei folgendermaflen:
AJ=J —-J"=+1
1 J'

Absorption Emission

J”

(7=2B(J+1)]

Der Linienabstand ergibt sich dann zu A = 2B. Damit erhalten wir:

h
T‘ =
¢ 8m2cuB




Beispielsweise folgt mit B = 10,59 -, I =2,65-10*"kgm?, 1 = 1,63 - 10727 kg fiir HCI ein Wert
von 1, = 1,275 A.

iii.) Besetzungszahlen:

n_ @I+ (_ heBJ(J + 1))
kgT

no - 1
= kT
N = — LB
JZ:OnJ 1o heB

N kT

Das Maximum liegt bei:

. [kgT
T = 2hcB

L 1 1
W =heBJ (J+1) = SkuT = JheB

n, _ heB(2J +1) ox ( heBJ(J + 1))
kBT

N =

b.) Nicht-starrer Rotator

i.) Klassisch: Dehnung; harmonisches Kraftgesetz

A
P(r) = Weey(r)

I »

Te r
J2

k —Te) = 2 = —

(r—re¢) = pwr e

1

Wes:Win Wo:
‘ b+ Voot = 5027 13

J? J4
W €s N o5 T 5 o6
g 2ur  2kpr§

7 — 1o fiir Schwingungsgrundzustand

ii.) Quantenmechanisch:

FJ:% — BJ(J+1) = DJ%(J + 1)




[Rlotationskonstante:

h? h

By = =
O 2hely  8wlcurd

[Rlotations-Dehnungs-Konstante (Dy < By):

R ?
T 2hckp2rl  Amckp2rd

Dq

[Sbektrum (AJ =1):

Uyp1y0 = 2Bo(J +1) —4Do(J + 1)3

c.) Detaillierte Analyse

i.) Isotopie-Effekt:

Dieser ist gut mefibar bei zweiatomigen Molekiilen. Die Isotopenverhéltnisse sind somit bestimmbar!

120160 13cl80

By - ¢ [GHz] | 57,6 52,4

Do-ckHz] | 1836 | 1514

1
= M, B ~ — (rg &~ const.)
mi + mo n
1
DN72
W

Daraus ergibt sich dann eine stérkere Abhéngigkeit.
ii.) Stark-Effekt

A
FylJ=3 M =0, £1, +2, +3

M=0
J=1
J—0 M =+1
M=0

Dieser tritt analog zu Atomen auf. Die Auswahlregeln betragen AJ = 1, AM = +1; 0. Die Grofle
von J ist aus der Niveauzahl ablesbar!

ili.) Kernspin-Rotation-Kopplung:

F=J+T
<|13\>:\/F(F+1)hmitF:J+I,J+I—1,...,J—I(>O)
Mp=+F, F—1,...,—F

Die Auswahlregeln betragen AF =0, +£1; AJ = +1.



iv.) Ortho- und Para-Wasserstoff Ha:

Die Gesamtzahl von Fermionen mufl antimetrisch sein! Mit zwel s = %—Elektronen und zwei
Protonen mit I, = I, = % (d.h. Fermionen) folgt dann:

090912;
Isym =1 Triplett (T7) Tyne; = 0 Singulett (1))
Rotationszustand antimetrisch Rotationszustand symmetrisch
Joym =1, 3,5, ... Janti =0, 2,4, ...
3-faches Gewicht 1-faches Gewicht
3x (2J+1) 1x (2J+1)
,Ortho-Wasserstoff ¢ ,Para-Wasserstoff ¢
Tiefster zuléssiger Rotationszustand J =1 | Keine J =0 — J = 1-Anregung!
1 A
121,6 — = 175K
cm

Ohne Katalysatoren dauert die Ortho-Para-Umwandlung Monate bis Jahre. Die ist wichtig fiir die
Lagerfihigkeit von fliissigem Hy bei tiefen Temperaturen (Einflul auf die molare Wirmekapazitit).

d.) Mehratomige Molekiile

i.) Kreisel, allgemein: Haupttriagheitsmoment 14, Ip, Ic

14; Ip = Ic (symmetrischer Kreisel) Iy # Ip # Io (asymmetrischer Kreisel)
14 = Ip = Ic (Kugelkreisel) I4+— 0; Ig = I (Lineares Molekiil)

(bisher behandelt)

W _£+£+£
ot o1, | 2Ig 210

Daraus ergibt sich dann:

£Z+¥LCP+jﬂ
2I, 20 \"B T C

ii.) Quantenmechanisches Ergebnis:
Betrachten wir beispielsweise das Molekiil CH3F.

A

I Symmetrieachse
|
|
|

Kh J(J +1)h

[Qesamtdrehimpuls J:

Qﬂ>:MﬂJ+DMJ:QL2V”




[ Direhimpulskomponente K:
Um ausgezeichnete (Figuren)Achse

<|X\>:Kh;K:0, H1, .., 4

K sei die Figurenachse und M ein dufleres (beispielsweise elektrisches) Feld. Damit folgt
dann:

J% — K?h?

(72 +73) — J0T+ )2 = K252

2
Wik =——
J K on

RO,
J(T+1) + LIAQIB]K

Die Rotationskonstanten berechnen sich dann nach:

K2 K2
B = A =
2hclp’ 2hcl 4

Frx=BJ(J+1)+ (A- B)K?

Aufler K = 0 sind alle Terme zweifach entartet. Die Auswahlregeln fiir elektrische Dipol-
strahlung lauten dann:

1.) per # 0 (bei symmetrischem Kreisel || Figurenachse)

2.) Fir K =0 gilt AJ = +1; AK = 0 und fiir K # 0 erhalten wir AJ =0, £1 und AK = 0.

‘ﬁ(J-&-l)—J =2B(J +1) ‘

Das Spektrum sieht wie bisher aus! Betrachten wir folgendes Spezialfille:
[Kugelkreisel (CHy, SFg, ...):
Es gibt kein Rotations-Absorptions-Spektrum, da p.; = 0 ist.
[Lineares Molekiil:
Es geht 14 — 0 fiir A — oo. Daraus folgt dann K = 0 und aulerdem C\, von zweiato-
migen Gasen!

Fiir den nicht-starren Kreisel gilt:

Dg41,5)— (k) = 2B(J +1) = 2Dk (J + 1)K* — 4D s (J + 1)°

Dies erlaubt die Unterscheidung vom linearen Molekiil im Spektrum!

6.6 Rotations-Schwingungsspektren

Man vergleiche das CO-Rotationsspektrum mit dem CO-Rotations-Schwingungsspektrum.

a.) Harmonischer Oszillator

Klassisch gilt:

2

p- |k 2
Wm’br = Wkin + Wpot = ﬂ + 5 (7“ - Te)

Mittels einer quantenmechanischen Betrachtung erhalten wir:

1 k
Wivr = hwq - (U + ) mit wy = —

2 1%
Es sind also mit der Schwingungsquantenzahl v = 0, 1, 2, ... nur diskrete Energien moglich. Die Aus-
wahlregeln fiir die elektrische Dipol-Strahlung betragen:

1) DPel 7& 0



i) Av=2v"—v"=+1
Dadurch lassen sich die ,,Obertone“ nicht erkléren!

Die Wellenfunktionen lauten ¥,, wobei v die Anzahl der Knoten und v 4+ 1 die Anzahl der Extrema
sind. |¥,|? mit v > 1 hat Extremalwerte bei klassischen Umkehrpunkten. AuBerhalb der klassischen
Umkehrpunkte gilt |¥]? # 0.

_inbr_ 1 _h(do_ wo
¢= " ”’e(”%) %= e T e

| Pot1)-0) = 0

b.) Anharmonischer Oszillator

Bei den tatsichlichen Potentialkurven handelt es sich nicht um einfache Parabeln. Es liegt folglich ein
anharmonischer Oszillator vor.

[Hacher fiir grofe (r —r.)

[ Abnahme der Schwingungsquanten

[Diissoziationsenergie endlich

[Klonvergenz-Grenze
Wir fithren eine Ndherungsentwicklung mit den Anharmonizititskonstanten z., y. durch. Hierbei
gilt:

zl: 0,4% - 2,2%

[ < 2. < 1 (experimentell)

1 1\° 1\°
Wainr (v) = hwo (v + 5 | = zehwo (v 4 5 ) +yehwo (v+5 )+

W:G(U):Oe(v+)—xeae(v+) +yeae(v+2) +

he 2 2

Fiir die elektrische Dipolstrahlung gilt dann:

\ Av = +1, £2, £3, ... \ (Oberténe)

(Pyps1 > 1)y > Te

Dies ist wichtig fiir die Trigheitsmomente!
(1) = (ur®)

(D1 > (I)y > I

Bu—i—l < Bv < Be

Fiir CO gilt mit G; — Gp = 2143 L.:

N .
(1) =3,4-107°
No 300 K

Dies fithrt zu einer Absorption aus dem Schwingungsgrundzustand!

c.) Rotations-Schwingungs-Spektrum des zweiatomigen polaren Molekiils

=T, J) - T(",J")

=G0+ FQ0,J)-GW") - F@®",J")




[Rlotations, konstanten*

1
Bv:Be—a(v+2>+...

[Rotations-Dehnungs-Konstanten

1
DU:DE+5<U+2>+

70, % o0 (14 5) ~ e (043 ) ) + g+ 1)~ DL+ 1 -

2

aJ(J+1) <u + ;) — BT+ 1)) <v + ;)

Die Auswahlregeln sind folgende:

i) pe #0

ii.)

iii.)

Av=1v" —v" =0, +1, +2, +3
Gilt Av = 0, so haben wir ein reines Rotationsspektrum vorliegen (VI.2.A). Die Ubergiinge Av =
+2, 43 rithren von der Anharmonizitit her und besitzen eine geringe Intensitét.

AJ=+1; AM =0 (m), £1 (o)
Betrachten wir die Rotationszweige:

[Pl Zweig: (niederenergetisch)
J=J"'=-1

R} Zweig: (hoherenergetisch)
J = J" =41

Der Q-Zweig (mit AJ = 0) existiert nur bei mehratomigen Molekiilen. Wegen o (v' —v”) > 0
riicken die P-Zweig-Linien mit wachsendem J auseinander und die R-Zweig-Linien konvergieren zur
,Kante* (mit Umkehr).

Mehratomige Molekiile:

Normalschwingungen sind Eigenschwingungen, die im harmonischen Grenzfall streng entkop-
pelt sind. Wie viele solcher Schwingungen gibt es bei N Atomen?

3V Freiheitsgrade (z;, yi, 2i)

[31Translation, Schwerpunkt

[—31(2) Rotation (lineares Molekiil)

Es ergeben sich somit ‘ f=3N-6(5 ‘ Normalschwingungen. Beispielsweise gilt fiir COa:

f=33-5=4

Dies entspricht also:
[CTValenz-Streck-Schwingung (IR inaktiv)
[2IKnick/Biege-Schwingungen (IR aktiv)
[MValenz-Streck-Schwingung (IR aktiv)

Welche Art von Schwingungen liegen vor?

[—Alnschaulich bei einfachen Molekiilen
[Skmmetriebetrachtungen/Gruppentheorie bei komplizierten Molekiilen



NH,

Sogenannte Inversionsschwingungen treten beispielsweise bei NH3, BF3 (symmetrischer Kreisel)
auf. Die Inversionsaufspaltung ist abhingig vom Schwingungsniveau. Es handelt sich um einen
quantenmechanischen Tunneleffekt (symmetrischer/antisymmetrischer Zustand).

[ Tnlversionsschwingung 0, 8 é /24 GHz,

[Pdtentialbarriere 2000 ﬁ

[Sdhwingung in Potentialtdlern 950 i

[Rbtationsfrequenz > Inversionsfrequenz

6.7 Raman-Spektren

Auch fir unpolare Molekiile sind Rotation und Schwingung spektroskopierbar! Dies ist moglich mit dem

sogenannten Raman-Streuprozess (C.V. Raman, Nobelpreis 1930).
Gaszelle

Ves; (monochromatisch) ﬁ

B

VStreu

a.) Klassisches Bild:

ﬁel =0
Pina = c0a(t)E(t) £ 0 (E = E2sin(west))
Die Polarisierbarkeit muf sich zeitlich éndern bei Schwingung/Rotation!

i.) Schwingungs-Raman-Effekt

da

aa0+<) (r—ro)+...=ap+
T=T0o

do ( ) . ;
— r—r 1N Wik
dr dr - 0/maz b

a1

Der Ausdruck oy mufl # 0 sein!

L _ o EYsin (wegt) + a1 B2 sin (wegt) sin (Wyiprt)

€0

p _ EO . 1 EO

% = aoE, sin (weyt) + ial o [€0S (Wez — Waibr) t — €08 (Wez + Waipr) T

Molekiile mit Inversionszentrum (zum Beispiel COs, Ns)



e

| >
0 o r

[Rhman-aktiv (IR-inaktiv)

[1H-aktiv (Raman-inaktiv)

-— -—

ii.) Rotations-Raman-Effekt

Nur bei anisotroper Polarisierbarkeit:

A

Bnow \NANANN 7. .

VYV ./ :

Beispielsweise rotiere ein zweiatomiges Molekiil in der a-z-Ebene (]|, L zur Molekiilachse).
E| = E;cosp E| =E;singp

p
;H = aHE” = a”Ew COS @
0

pL .
— =o,F| =aFE;sinp
€0

Pa =P COsp+pyLsing =eoF — [ cos2g0+ozlsin2¢} =
1
= §€0E0 [(aH + ou_) + (a” — aJ_) (1 — 2sin? <p)] Mmit ¢ = Wyot - t; By = E° cos (wegt)

Mit der Rayleigh-Streuung ergibt sich dann:

Pz Eg Eg
== (aH + O{J_) - cos (West) + (aH — ou_) < [0S (Wez + 2wWrot) T+ €OS (Wer — 2Wrot) ]
0

Es handelt sich um einen doppelten Frequenzabstand, da (oz” -« l) nach Ag = 180° gleich ist.
Bei allen zweiatomigen Molekiilen gilt:

() —ar) #0

Der Ausdruck ist bei Kugelkreiseln (beispielsweise CHy) gleich Null.
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yvirtuelle® Niveaus ——————————- R s =Tt

hvey > 2eV

J =0

A A A !
Y Y J":
Av=1 Av=1Av=1 Av=0 Av=0 Av=0

AJ=42 AJ=0AJ=-2 AJ=+42 AJ=0AJ =42 Konvention

S- Q- O- S- S- Zweig

O~ N

Ver = Vyibr DRayleigh = Uey UStreu
Wir behandeln schlieflend noch die Auswahlregeln:

i.) Polarisierbarkeiten = Siehe klassisches Bild
ii.) Paritéit bleibt erhalten
iii.) Rayleigh-Streuung

Ustr = Uez; Av =0, AJ =0

iv.) Rotations-Raman-Spektrum (lineares Molekiil) Av =0

Dstr = Veg &+ 2B, (2J + B)

Vstr < Veg Ustr > Veg

Stokes-Linien Antistokes-Linien
AJ =42 AJ=(=)2(=J0-J")

»S-ZweigH »S-Zweigh

v.) Rotations-Schwingungs-Raman-Spektrum

Av =351, 52, +3

Es handelt sich bei () ganz iiberwiegend um Stokes-Linien, da v = 0 thermisch kaum besetzt ist!

@



AJ -2 0 +2

3 “ “ [44
Zwelg R O R Q R S

vi.) Symmetrischer Kreisel, Rotations-Raman-Spektrum

_ _ o+ e
AK =0 K=0 AJ=%2 S-Zweig

K#0 AJ=0,51, 52 auch R-Zweig

6.8 Banden-Spektren der Molekiile

Rotations-,Schwingungs- und elektronische Anregung

"‘17: T/ . T/l — Tel o Tell + G/('Ul) . G”(U”) + F/(U,7 Jl) . F//(U,/,JN)

T! — T” liegt in Bereich 1eV bis 10eV. Um die Aufspaltung messen zu konnen, ist die hichste spektrale
Auflésung erforderlich!

a.) Franch-Condon-Prinzip: James Franck 1925 klassisch und Edward U. Condon 1926 quantenmechanisch

Man betrachtet die Kerne als schwer und trége. Damit ist die__Anderung der Lage und Geschwindigkeit
bei einer Schwingung ~ 107 '3 s sehr klein. Ein elektronischer Ubergang dauert etwa 1010,

[Dhmit sind nur ,,senkrechte“ Ubergiinge in Normal-Koordinaten-Darstellung maglich.
[Begiinstigt: v # 0 (Umkehrpunkte) und v = 0 (,Mitte*)

b.) Auswahlregeln (elektrische Dipolstrahlung):

i.) Paritiitswechsel + «— —; (g < u)
ii.) [AS =0 (AA = +1)]
y
>

i) Av = (0,£1,+2,...) und Franck-Condon-Prinzip!

v

AJ=J —J"= -1, 0, +1 (auBer 0 — 0) [P-, Q-, R-Zweig]

Mobglich ist:

>
B,:)/ z ;)I//
[Khnte bei 7y

[inkensiver Banden-Kopf
[ Hlauschattiert®, ,rotschattiert* (P-Zweig fiir B’ > B"), (R-Zweig fiir B’ < B")
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