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Einleitung

Motivation

Im Jahre 2001 wurde an der Universitdt Karlsruhe der Sonderforschungsbereich 588
"Humanoide Roboter — Lernende und kooperierende multimodale Roboter’ ins Leben
gerufen. Ziel des Projektes ist die Entwicklung eines anthropomorphen Roboters, der
seinen Arbeitsraum mit dem Menschen teilt. Wahrend der ersten Projektphase vom
Juli 2001 bis zum Juni 2004 wurden verschieden mechatronische Einzelkomponenten,
wie ein Roboterarm mit sieben Freiheitsgraden, oder aber eine fiinffingrige fluidgetrie-
bene Roboterhand entwickelt. Die Aufgabe der im Juli 2004 gestarteten zweiten Phase
besteht darin, die bisherigen Einzelkomponenten kontinuierlich weiterzuentwickeln und
zu einem funktionierenden Gesamtsystem zusammenzufiigen.

Die Modellierung und Simulation der verschiedenen mechanischen und mechatroni-
schen Systeme ist einer der Schwerpunkte des Sonderforschungsbereichs. Die Einsatz-
gebiete fiir die Simulation sind dabei sehr vielfiltig und erfordern teils stark problems-
pezifische Modelle. Fiir die Entwicklung einer Regelung der fluidgetriebenen Roboter-
hand wurden neben dem Starrkérpermodell auch Modelle fiir die Hydraulik und die
Aktuatorik mit hohem Detailgrad bendtigt. Um das Gesamtsystem bestehend aus zwei
Armen mit zwei Handen in einem zeitlich vertretbaren Rahmen zu simulieren, sind da-
gegen reduzierte Modelle gefragt, welche die wesentlichsten Effekte abbilden konnen.

Thema der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist durch Problemstellungen motiviert, die im Rahmen der
Arbeiten am Sonderforschungsbereich 588 entstanden sind. Sie gliedert sich in zwei
grole Themenbereiche. Den ersten Schwerpunkt bilden computergestiitzte Modellie-
rungsmethoden fiir Starrkorpersysteme in Verbindung mit geeigneten numerischen
Losungsverfahren, den zweiten die Modellierung von reibungsbehaftetem Kontakt, wie
er typischerweise bei Greifvorgéngen einer Roboterhand auftritt.

Die effiziente computergestiitzte Modellierung und Simulation von Starrkérpersystemen
ist ein immer noch aktuelles Forschungsgebiet. Entscheidend fiir die Effizienz eines
Modells ist zum einen eine geeignete Wahl der beschreibenden Koordinaten, zum
anderen eine passende Wahl des numerischen Verfahrens zur Losung der entstande-
nen Modellgleichungen. Bei der Modellierung von Starrkérpersystemen unterschei-
det man Formulierungen in Minimalkoordinaten von Formulierungen in iiberzéhligen
Koordinaten. Erstere fithren auf gewohnliche linear-implizite Differentialgleichungen
zweiter Ordnung. Thr Vorteil liegt in der Einfachheit der zugehorigen numerischen

I
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Integrationsalgorithmen. Nachteilig ist, daf§ bei grofien Systemen die resultierenden
Bewegungsgleichungen haufig linglich und damit zeitintensiv bei der Auswertung sind.
Die Bewegungsgleichungen kleiner Systeme lassen sich sehr effizient mit Hilfe von sym-
bolischen bzw. alphanumerischen Ansétzen generieren. Von Vorteil dabei ist, dafl Terme
systematisch vereinfacht werden kénnen. Des weiteren besteht die Moglichkeit unwich-
tige Terme zu eliminieren. Im Verlaufe der Arbeit wird ein neuartiger Algorithmus zur
automatischen Elimination kleiner Terme vorgestellt, mit dessen Hilfe sich der Auswer-
teaufwand deutlich reduzieren lé8t. Eine grofie Rolle bei der Effizienz dieser Ansétze
spielt dabei die zunehmende Leistungsfahigkeit von Computeralgebraumgebungen in-
nerhalb derer die Generierung durchgefiihrt werden.

Fiir groflere, insbesondere baumstrukturierte Systeme bieten sich sogenannte rekursi-
ve Methoden zur Generierung der Bewegungsgleichungen an. Dies geschieht in aller
Regel rein numerisch. Durch Ausnutzen der Systemstruktur ist es dabei moglich, Al-
gorithmen anzugeben, deren Auswerteaufwand nur linear mit der Anzahl der Korper
zunimmt. Man bezeichnet diese daher auch als O(n)-Mehrkorperformalismen. Unter-
suchungen haben gezeigt, dafl die O(n)-Mehrkorperformalismen bei Starrkérperketten
i.a. ab etwa fiinf Korpern den herkémmlichen Methoden zur Generierung der Bewe-
gungsgleichungen iiberlegen sind.

Die Beschreibung von Mehrkorpersystemen in iiberzédhligen Koordinaten resultiert in
aller Regel in differential-algebraischen Gleichungen von Index-3. Nachteilig bei dieser
Vorgehensweise ist unter anderem, daf} sich die numerische Integration der resultieren-
den Gleichungen im Vergleich zur Integration von linear-impliziten Bewegungsgleichun-
gen wesentlich komplizierter gestaltet. AuBlerdem werden mehr Zustandsvariablen und
damit auch mehr Gleichungen benétigt. Von Vorteil ist dagegen, dafl sich die einzel-
nen Gleichungen i.a. aus nur wenigen Termen zusammensetzen und damit im Vergleich
einen geringen Auswerteaufwand bendtigen. Des weiteren wichst der Generierungs-
aufwand fiir beliebige, insbesondere auch nicht-baumstrukturierte Systeme nur linear
mit der Anzahl der Korper und auch nur linear mit der Anzahl der der Gelenke. Bei
spezieller Wahl der Koordinaten ist es aulerdem moglich eine diinnbesetzte konstan-
te Massenmatrix zu erhalten. Ein weiterer Vorteil ist die einfache Programmierbarkeit
und hohe Flexibilitét solcher Modellierungsverfahren. Gelenkbindungen lassen sich bei-
spielsweise ohne weiteres hinzufiigen oder entfernen, insbesondere auch wéhrend einer
Simulation.

Die Entscheidung welcher Ansatz zur Generierung der Bewegungsgleichungen fiir ein
bestimmtes Problem am besten geeignet ist, ist sehr schwierig zu beantworten. Im
allgemeinen ist es sinnvoll, eine Kombination der verschiedenen Methoden zu verwen-
den. Um die verschiedenen Ansitze miteinander koppeln zu konnen, ist es wichtig eine
gemeinsame Grunddarstellung zu finden. Dies ist ein Ziel der vorliegenden Arbeit.
Der zweite grofie Schwerpunkt der Arbeit ist die Modellierung von reibungsbehaftetem
Kontakt, wie er bei Greifvorgéngen einer Roboterhand auftritt. Ein typisches Szenario
ist das Greifen eines Wiirfels mit zwei Fingern, dem sogenannten Pinzettengriff. Ent-
scheidend dabei ist, dal aufgrund des flichenhaften Kontakts ein Reibmoment um die
Flachennormale entstehen kann.

Die Modellierung von Normalkontakten ohne Reibung ist ein altbekanntes Problem
der Mechanik. Wegweisend waren dabei die Arbeiten von Bousennige und Hertz, die in
der Hertzschen Theorie miindeten. Ausgangspunkt fiir die Theorie ist der starre Stem-
pel, der reibungsfrei in einen elastischen Halbraum geprefit wird. Im Laufe der Jahre
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entstanden verschiedene Erweiterungen zur Hertzschen Theorie, wie beispielsweise auf
nichtlineare viskoelastische Materialien.

Eine Grundannahme der Hertzschen Theorie ist die Reibungsfreiheit beim Kontaktauf-
bau. Fiir die Beschreibung von Reibungseffekten stehen verschiedene klassische Punkt-
kontaktmodelle zur Verfiigung. Sie griinden auf der Beobachtung, dafl die Reibkraft
bei translatorischer Bewegung nicht von der Kontaktfliche abhéingt. Wie das Beispiel
der Bohrreibung zeigt, gilt dies im Falle allgemeiner Bewegung nicht mehr. Zur Simu-
lation von Reibung unter allgemeinen Bewegungen werden héufig entweder Kombina-
tionen aus mehreren Punktkontaktmodellen verwendet, oder aber aufwendige Finite-
Elemente-Simulationen durchgefiihrt. Ziel in dieser Arbeit ist es ein einfaches Modell
fiir den reibungsbehafteten flichenhaften Kontakt zu entwickeln. Die Grundannahme
besteht dabei zum einen darin von einer Starrheit der Kontaktzone auszugehen, und
zum anderen in jedem Punkt lokal Punktreibung anzunehmen. Als Resultat entsteht
ein Modell, das die grundlegenden Effekte der flichenhaften Reibung korrekt abbildet,
und dabei nicht wesentlich mehr Aufwand als die herkommlichen Punktkontaktmodelle
benotigt.

Neben den klassischen Modellen fiir Punktreibung gibt es auch sogenannte dynami-
sche Reibmodelle. Dabei werden zusétzliche Zustandsvariablen eingefithrt, um den
Ubergang von Gleiten zu Haften und umgekehrt kontinuierlich abbilden zu koénnen.
Wie sich im Verlaufe der vorliegenden Arbeit zeigen wird, 148t sich die Idee auch auf
den flachenhaften Kontakt iibertragen. Das entstehende flichenhafte elastoplastische
Reibmodell kann genutzt werden, um das sogenannte Softfingerproblem zu losen. Dabei
handelt es sich um den Kontakt zwischen einem starren Objekt und einer elastischen
Fingerspitze. Auf der Basis dieses Modells wird der sogenannte Pinzettengriff, d.h. der
Griff eines starren Objektes durch zwei Finger simuliert.

Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in fiinf Kapitel. In Kapitel 1 wird eine spezielle
Beschreibungsart fiir Starrkorperbewegungen eingefiihrt. Sie bildet die Grundlage fiir
die nachfolgenden Kapitel. Die gewéhlte Darstellung ist eng mit der sogenannten Lie-
Algebra Formulierung der Mehrkérperdynamik verwandt, die auf der Darstellung von
Bewegungen in homogenen Koordinaten griindet. Am Ende dieses Kapitels wird kurz
auf den momentanen Geschwindigkeitspol, die momentane Schraubachse und den mo-
mentanen Beschleunigungspol einer Bewegung eingegangen. Ersterer spielt spéter bei
der Entwicklung des flichenhaften Reibmodells eine wichtige Rolle.

Die Kapitel 2 und 3 beschéftigen sich mit verschiedenen Ansétzen zur Generierung von
Bewegungsgleichungen fiir Starrkorpersysteme. Ziel ist es, die verschiedenen Methoden
zur Erzeugung von Mehrkorpergleichungen aus einer einzelnen gemeinsamen Grund-
darstellung heraus zu entwickeln. In Kapitel 2 steht die Beschreibung der Bewegung
in Minimalkoordinaten im Vordergrund. Ausgehend vom Prinzip von Jourdain werden
zunédchst die Bewegungsgleichungen fiir einen einzelnen Starrkérper hergeleitet. Im An-
schlufl daran wird gezeigt, wie sich die Systemstruktur mit Hilfe der aus der Graphen-
theorie stammenden Inzidenzmatrix beschreiben ld8t. Fiir baumstrukturierte Systeme
wird die sogenannte Wegematrix definiert. Auf der Basis dieser Definitionen wird auf
der Grundlage des Prinzips von Jourdain ein Algorithmus zur Generierung der Bewe-
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gungsgleichungen in den Gelenkwinkelkoordinaten entwickelt. Der vorgestellte Ansatz
eignet sich besonders fiir die Erzeugung der Gleichungen in symbolischer bzw. alpha-
numerischer Form. Um die Effizienz der entstehenden Modelle zu steigern, wird ein
neuartiger Reduktionsalgorithmus présentiert, mit dessen Hilfe der Auswerteaufwand
der Gleichungen drastisch reduziert werden kann. Nachteil bei dieser Vorgehensweise
ist, daf} die Massenmatrix numerisch invertiert werden mufl. Der Aufwand fiir diese
Inversion wéchst dabei i.a. kubisch mit der Anzahl der Kérper. Man spricht deshalb in
diesem Zusammenhang auch von O(n?)-Mehrkorperalgorithmen.

Bei baumstrukturierten Systemen besteht die Moglichkeit, die Inversion der Massenma-
trix durch rekursive Algorithmen anstelle mit O(n?) Operationen mit O(n) Operationen
durchzufiithren. Im Verlaufe des Kapitels 2 wird gezeigt, wie die O(n) Algorithmen in
natiirlicher Weise aus der urspriinglichen O(n?) Formulierung hervorgehen. Die wesent-
liche Idee ist dabei, von der Eigenschaft der Wegematrix Gebrauch zu machen, daf} sie
bei reguldrer Numerierung eine obere Dreiecksgestalt annimmt. In diesem Zusammen-
hang wird auch ein Algorithmus vorgestellt, der aus einer allgemeinen Numerierung
stets eine regulire erzeugt. Den AbschluB dieses Kapitels bildet ein kurzer Uberblick
iiber verschiedene numerische Verfahren zur Integration von Bewegungsgleichungen in
Form von linear-impliziten Differentialgleichungen 2. Ordnung. Dies geschieht vor dem
Hintergrund der Erkenntnis, dafl nur die richtige Kombination von Generierungsalgo-
rithmus und numerischem Verfahren eine effiziente Simulation erméglicht.

Kapitel 3 beinhaltet die Beschreibung von Starrkorpersystemen mit iiberzéhligen Koor-
dinaten, den sogenannten kartesischen Koordinaten. Sie bestehen aus insgesamt zwolf
Koordinaten, den drei raumfesten Koordinaten des Ursprungs eines korperfesten Koor-
dinatensystems, sowie den neun Richtungskosinus der zugehorigen Basistransformati-
onsmatrix. Nur sechs der Koordinaten sind unabhéngig, da die Starrkérpebedingungen
sechs Bindungsgleichungen erzeugen. Durch Einfiihrung von Lagrange Parametern las-
sen sich aus dem Prinzip von Jourdain Bewegungsgleichungen fiir den starren Ein-
zelkorper in Form von differential-algebraischen Gleichungen vom Index 3 ableiten.
Aus diesem Grund beginnt das dritte Kapitel mit einem kurzen Uberblick iiber die
Theorie differential-algebraischer Gleichungen und verschiedenen Ansétzen, diese nu-
merisch zu 16sen.

Die spezielle Struktur der Starrkorperbedingungen in kartesischen Koordinaten 1a8t die
analytische Bestimmung einer Kernprojektion zu, aus der sich eine Mischformulierung
fiir Starrkorper entwickeln 1a8t, die auf Geschwindigkeitsebene sechs, auf Lageebene
jedoch zwolf Koordinaten besitzt. Auf der Basis der Bewegungsgleichungen des starren
Einzelkorpers werden mit Hilfe des Prinzips von Jourdain die Bewegungsgleichungen fiir
ein allgemeines Mehrkorpersystem hergeleitet. Dabei konnen iiberzéihlige Nebenbedin-
gungen auftreten, die zu singuldren Problemstellungen fithren. Am Ende des Kapitels
3 wird gezeigt, wie unter Verwendung des Prinzips von Gaufl diese Probleme gelost
werden kénnen.

Das abschlieffende Kapitel 4 beschéftigt sich mit Kontaktproblemen, wie sie beim Grei-
fen eines Objektes entstehen. Zu Beginn wird auf die Theorie des Hertzschen Kontakts
eingegangen. Im Anschlufl daran werden verschiedene Reibmodelle betrachtet und ein
neues dynamisches Reibmodell fiir ebenen Kontakt mit starrer Kontaktzone vorge-
stellt. Dabei wird davon ausgegangen, dafl in jedem Punkt lokal Reibung herrscht.
Mit Hilfe des Momentanpols lassen sich in diesem Fall die resultierenden Reibkréifte
und -momente bestimmen. Insbesondere wird auf die Modellierung der Reibung bei
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einer Druckverteilung entsprechend der Hertzschen Pressung eingegangen. Im weiteren
Verlauf wird die Problematik des Greifens diskutiert. Dabei wird insbesondere auf die
sogenannte Griffanalyse eingegangen. Anschliefend werden verschiedene Modelle fiir
den sogenannten Softfingerkontakt betrachtet und ein neues dynamisches Softfinger-
kontaktmodell vorgestellt. Das Kapitel endet mit der Simulation eines Pinzettengriffs.
Dabei wird ein starres Objekt durch zwei Finger mit deformierbaren Fingerspitzen
gegriffen und bewegt.






Kapitel 1

Grundlagen der Kinematik

In diesem ersten Kapitel werden die Grundlagen zur Beschreibung von Starrkorper-
bewegungen gelegt. Die gewéhlte Darstellung ist eng an die sogenannte Lie-Algebra-
Formulierung der Mehrkorperdynamik angelehnt. Ausgangspunkt bilden dabei die so-
genannten homogenen Koordinaten und deren zugeordneten Koordinatentransforma-
tionsmatrizen.

1.1 Koordinatensysteme
Die Lage eines Punktes P relativ zu einem Punkt K wird durch den Relativvektor
—
Fpx = PK (1.1)

beschrieben. Um die Position und Orientierung eines Starrkorpers im Raum eindeu-
tig festzulegen zu konnen, benotigt man die Lage dreier nicht kollinearer, korperfester
Punkte im Raum. Aquivalent dazu ist die Angabe der Lage eines einzelnen kérperfesten
Punktes K in Kombination mit einer korperfesten Basis [€} , €, , €3], die zusammenge-
faBt das korperfeste Koordinatensystem KS = {[e,, €, , €.], K} bilden.

1.1.1 Koordinatendarstellung

Das Koordinatensystem
KSz = {[gi,xa gi,ya gi,z]a KZ} (12)

setzt sich aus der Basis unabhéngiger Vektoren B; = [€;,, €, , € .] und dem Ursprung
K; zusammen. Als Koordinaten eines Punktes P bzgl. des Koordinatensystems KS;
bezeichnet man das 3-Tupel
. _—
Cix - KZP
i - - B
Tip=| €y IKGP |,
. —
€iz " KZP

(1.3)

wobel

. ey
rip = KZP

(1.4)
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ist und @-b das Standardskalarprodukt der Vektoren @ und b darstellt. Analog definiert
man die Koordinaten eines Vektors a als

(1.5)

S

I

D

&
ST STESY]

Bei einem Wechsel des Koordinatensystems von KS; nach KS; transformieren sich die
Koordinatendarstellungen geméf

Tl = rz:j + AY r? und a' = AY o/, (1.6)

wobei die Basistransformationsmatrix A% € R**® von B; nach B; durch

Ciax Cja Ciax Ciy Cix Cje
g > = . = g =
AY = Ciy - Cjx Ciy Cjy Ciy-Cjz (1.7)
ei7z : ej7l‘ 6i7Z : ej7y ei Z ' 6j7z

gegeben ist.

1.1.2 Richtungskosinusmatrix

Im Folgenden beschrinken wir uns auf kartesische! Koordinatensysteme mit rechtssei-
tigen Basen, d.h. auf Basen B = [é,, €}, €;] fiir die €, x €, = €, gilt. Die Transforma-
tionsmatrix beim Ubergang von einem rechtsseitigen zu einem zweiten rechtsseitigen
kartesischen Koordinatensystem wird als Richtungskosinusmatrix bezeichnet.

Definition der Richtungskosinusmatrizen

Richtungskosinusmatrizen beschreiben allgemein orientierungserhaltende Transforma-
tionen orthonormaler Basen im Vektorraum VR(R?) [26, S.10ff], d.h. sie besitzen die
Eigenschaften

A" = A" und det A = 1. (1.8)

Die Orthogonalitit A~' = AT hat zur Folge, dafi die Abstinde zwischen beliebi-
gen Punkten in beiden Koordinatensystemen stets gleich sind. Die zweite Bedingung
det A = 1 erhélt die Orientierung und verhindert Spiegelungen. Richtungskosinusma-
trizen beschreiben somit ausschliefSlich Drehungen. Dies hat insbesondere zur Folge,
dafl A einen Eigenwert A[A]| = 1 und zwei Eigenwerte mit |A\[A]| = 1 besitzt (vgl. [113,
S.13f], [15, S.4ff]). Der zu A[A] = 1 gehorige normierte Eigenvektor d € R? entspricht
dabei der Koordinatendarstellung eines Vektors J: den wir als Drehachsenvektor der
Basistransformation bezeichnen wollen.

'Die Basis [€;,€,,€.] eines kartesischen Koordinatensystems besteht aus paarweise orthogonalen
Einheitsvektoren, d.h. es gilt &, - €, = dy, fiir u,v € {x,y, z}.
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Drehachse und Drehwinkel

Mit Hilfe des Drehachsenvektors d 148t sich die Richtungskosinusmatrix darstellen als
([63, S.18],[89, S.26])

A(a,d) =T +sin(a)d + (1 — cos(a)) d . (1.9)

Dabei ist o der zu d zugeordnete Drehwinkel, und d die aus der Koordinatendarstellung
d gebildete schiefsymmetrische! Matrix

N 0 —ds dy
d=| ds 0 —d |. (1.10)
~dy dy 0

Durch Einsetzen der Beziehung d =dd"-Tin Gleichung 1.9 lassen sich Bestimmungs-
gleichungen fiir den Sinus und Kosinus des Drehwinkels «, sowie fiir den normierten
Drehachsenvektor d der Richtungskosinusmatrix A ableiten

cos(a) = % (SpurA — 1) und sin(a)d = %(A — AT). (1.11)
1.1.3 Parametrisierungen der Richtungskosinusmatrix

Aus der Orthogonalitit AAT =T der Richtungskosinusmatrix A = (a;;) € R**® folgt,
daBl von den neun Richtungskosinus a;; (¢, = 1...3) nur drei unabhéngig sind. Das
bedeutet, daf die Richtungskosinusmatrix (lokal) durch drei Parameter beschrieben
werden kann.

Beschreibung durch drei Parameter

Eine solche minimale Parametrisierung ist beispielsweise durch den sogenannten Rodri-
gues-Vektor

b = tan(a/2)d

gegeben [15, S.148|

A=(I-b" I+0). (Caley-Formel)
Mit Hilfe von Beziehung 1.9 und unter Verwendung von tan(a/2) = lr:cfle) ergibt sich

nach kurzer Rechnung die Beziehung (vgl. [89, S.26])

2b+b?) . . A-AT
————, mit b= ————.
1+ |b]l 1+ SpurA

Es ist zu beachten, dafl bei Drehungen um « = (2k+ 1)m, k € Z die Spur den Wert —1
annimmt und der Rodrigues-Vektor b singulédr wird.

Weitere Beispiele fiir minimale Parametrisierungen der Richtungskosinusmatrix bilden
die Euler- und Kardan-Winkel (vgl. [113, S. 19ff],[89, S. 31]). Hierbei werden jeweils

LA schiefsymmetrisch < AT = —A
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drei aufeinander folgende Drehungen betrachtet. Die Darstellung der Richtungskosi-
nusmatrix in Euler-Winkeln (¢, 99, 13) ist gegeben durch

c3 —S3 0 1 0 0 C1 —81 0
A(1,1ha,03) = s3 ¢z 0 0 co —s9 s ¢ 0
0 0 1 0 S92 Cy 0 0 1

C1C3 — 51C253 —851C3 — C1C283 5253
= €183 + S1CaC3  —S183 + C1C2C3  —SacC3 |,
5152 C152 Co

mit ¢; = cos(v;), s; = sin(v;) fiir ¢ € {1,2,3}. Entsprechend nimmt die Parametrisie-
rung bzgl. Kardan-Winkeln (¢4, ¢o, ¢3) die Form

c3 —s3 0 co 0 s 1 0 0
A(dr,¢a,03) = | s3 ¢ 0 0 1 0 0 ¢ —s
O 0 1 _32 O CQ O 81 Cl
CoC3 —C1S53 + S152C3 5153 + C159C3
= CoS53 C1C3 + S1S52S3 —S81C3 + 15283
—S2 S1Co C1Co

an, wobei ¢; = cos(¢;), s; = sin(¢;) fiir i € {1,2,3}.

Schwierigkeit bei dieser Art von Beschreibung bereitet die Tatsache, daf§ das inverse
Problem der Bestimmung der Winkel aus den Elementen der Richtungskosinusmatrix
i.a. keine eindeutige Losung liefert. Im Falle von Euler-Winkeln erhélt man bei 15 = 0
bzw. 1y = m (d.h. s = 0) nur Informationen iiber die Summen v, + 13 bzw. die
Differenz 1, — /5. Die Winkel ¢); und 13 sind jedoch nicht eindeutig bestimmt. Analog
verhilt es sich bei Kardan-Winkeln fiir ¢ = 7/2 bzw. ¢ = 37 (d.h. ¢, = 0).

Es zeigt sich, daf§ die Beschreibung der Richtungskosinusmatrix durch drei Parameter
prinzipiell Probleme hinsichtlich Eindeutigkeit oder Stetigkeit mit sich bringt. Um dies
zu umgehen werden haufig iiberzéhlige Parametersétze verwendet.

Uberzihlige Parameter

Ein Beispiel fiir eine solche Parametrisierung ist die Darstellung der Richtungskosinus-
matrix entsprechend der Gleichung 1.9 mittels der Drehachse d und des Drehwinkels
a, bei der die Nebenbedingung ||d|| = 1 zu beriicksichtigen ist.

Eine andere Moglichkeit zur Beschreibung bilden die neun Richtungskosinus a;; (i, 7 =
1...3), wie wir sie im Kapitel 3 verwenden werden. Schwierigkeiten bereitet dabeti,
daB die Nebenbedingungen in der Form AA” = I und det A = 1 nicht unabhiingig
sind. Es zeigt sich jedoch, dafl sich sechs unabhingige Gleichungen finden lassen, die
zumindest lokal mit den Nebenbedingungen iibereinstimmen, was fiir die Anwendungen
im Kapitel 3 ausreichend ist.

Einen weiteren Vertreter iiberzéhliger Parametrisierung, der in der Literatur weit ver-
breitet ist, stellen die vier Euler-Parameter q = sin(«/2)d und ¢y = cos(a/2) dar.
Der Vektor [qo, q] bildet eine Einheitsquaternion, weshalb die Euler-Parameter hiufig
auch nur als Quaternionen bezeichnet werden ([113, S.23ff], [41, S.335ff], [63, S.18],
[89, S.26]). Fiir die zugehorige Parametrisierung der Richtungskosinusmatrix 148t sich
zeigen, daf3

A(QO: q) =1 + QQOEI + Qqu7
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1 .1
@ = Z(SpurAvL 1)=1—|q* und gog = Z(A —AT)

gilt.
Zusammenfassung
Parameter der Drehmatrix A Bedingungen /Bemerkungen
3 Rodrigues-Parameter b |b|| singulér bei o = (2k + 1)m, k € Z.
3 Euler-Winkel (11, 19, 13) Mehrdeutigkeit bei ¢y = k7, k € Z.
3 Kardan-Winkel (¢1, ¢9, ¢3) Mehrdeutigkeit bei ¢ = (1/2 + k)m, k € Z.
4 Drehparameter (d, «) |d]| =1
4 Euler-Parameter (qo, q) @+ al’=1
: . AAT =1 : N
9 Richtungskosinus a;; dot A — 1 } (nicht unabhéngig)

1.2 Bewegung von Koordinatensystemen

Die Erweiterung der Koordinatendarstellung um eine Kennziffer zur Unterscheidung
von Punkten und Vektoren fiithrt auf die sogenannten homogenen Koordinaten. Mit
ihrer Hilfe lassen sich Bewegungen von Koordinatensystemen relativ zueinander in
einer sehr kompakten Form darstellen.

1.2.1 Homogene Koordinaten

Die homogenen Koordinaten eines Punktes P beziiglich des Koordinatensystems KS;
sind definiert als (vgl. [96, S.90-96], [63, S.27f])

h(P) = "EP } e R’ (1.12a)
und die eines Vektors @ als

h'(@) = ‘(‘) } cR*. (1.12b)
Aus der Definition 1.12 148t sich fiir den Relativvektor 7pg = P—Cj die Beziehung

Wi(irg) = h(Q)—hi(P) (1.13a)
und fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren @ und b die Darstellung

a-b = hi(@"h(b) (1.13b)

ableiten.

Die homogenen Koordinaten stellen eine Untermenge des R* dar. GroBer Vorteil der
Darstellung in homogenen Koordinaten ist die Tatsache, daf sich die Transformation
bei einem Koordinatensystemwechsel von KS; = {B;, K;} nach KS; = {B;, K;} fiir
Punkte und Vektoren einheitlich darstellen 1483t

h'(P) = HY h’(P) bzw. h'(d) = HY h'(d). (1.14a)
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Die zugehorige Koordinatentransformationsmatrix ist dabei von der Form

3 o ij i
HY = Hp(AY, 7)) = { AO "'129 } € R, (1.14D)

Die Matrix HY setzt sich zusammen aus der Richtungskosinusmatrix A% fiir den Basis-
Wechsql von Bj = [€j 4, €y, €] nach B; = [€; ., €i,, € .] und der Koordinatendarstel-
lung r;; des Ursprungs Kj; bzgl. KS;. Thre Spaltenvektoren entsprechen den homogenen
Koordinaten der Basisvektoren €., €j, und €., sowie denen des Ursprungs K; bzgl.
KS;, d.h.

7
€j-

0

Z‘.
J?y

0

ij _ e;’,x
H [O

e

rlij 1 . (1.14¢)

H% kann somit als Darstellung des Koordinatensystems KS; bzgl. KS; in homogenen
Koordinaten aufgefaf3t werden.

Die Hintereinanderausfithrung zweier Transformationen erfiillt nach Definition offen-
sichtlich

HY = H* °HY. (1.14d)
Insbesondere folgt durch Setzen von i = k die Identitéat

H" =1¢ R"™. (1.14e)

Beispiel 1.1 Als Beispiel fiir die Anwendung homogener Koordinaten wollen wir zwei
Korper betrachten, die iiber ein Drehgelenk (Drehachse d, Drehwinkel ¢) miteinander
verbunden sind.

d

Auf jedem der Korper sei ein korperfestes Koordinatensystem KS; (i = 1,2) gegeben.
Sei P, ein Punkt des Korpers 2, dann gilt fiir seine Koordinatendarstellung bzgl. KS;

T%PQ(‘P) = [T%D — A"%(p) T%D] + A% (p) TSPQ,
wobel D ein fester Punkt der Drehachse darstellt und

A(p) =) AL (0) (I +sin(p) d? + (1 — cos()) (&2)2>

gilt. Aus der obigen Darstellung 148t sich die zugehérige Transformationsmatrix H2(¢)
direkt als

H™ () — { Alf)(w) Tip — Af(s@) 3D ]

ablesen.
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Beispiel 1.2 Als zweites Beispiel wird die Kinematik eines Schubgelenks betrachtet,
wobei d die Schubachse und ¢ den Schubparameter bezeichne.

d
qd

,4

Fiir einen bzgl. Korper 2 festen Punkt P, gilt
Tip, = Tip, +Top, — AP 1o, + AP 1S, = [rip — AP rl, +q-d' |+ A5y,

wobei Dy und D, jeweils korperfeste Punkte der Schubachse darstellen. Fiir die Trans-
formationsmatrix ergibt sich daraus

12 1 12,.2 1
A Tlpl—A 7'2P2+Q'd

12 _

1.2.2 Geschwindigkeit von Koordinatensystemen

Wie bereits erwihnt, kann die homogene Transformationsmatrix H” aufgrund der
Beziehung 1.14c als homogenen Koordinatendarstellung des Koordinatensystems KS;
bzgl. KS; aufgefafit werden. Ziel dieses Abschnittes ist es, eine vergleichbare Beschrei-
bung der relativen Geschwindigkeit von KS; bzgl. KS; zu finden.

Zeitableitung homogener Koordinaten

Mit Hilfe der homogenen Koordinaten 148t sich die Geschwindigkeit eines Punktes bzw.
die zeitliche Ableitung eines Vektors ebenfalls einheitlich darstellen. Sei u wahlweise
ein Punkt oder ein Vektor, so liefert die Differentiation der Beziehung 1.14a

R (u) = HY B (u) + HY B (u) = HY (hj (u) + (H7) ™" HY b (u)) .

Der auftretende Tangentialoperator (H%) ™" H% nimmt die Form (vgl. [63, S.32f])

iy = gylpp _ | ATy [ [ AT ] [ ATAY AV
(Def.) J)gj ’Ugj 4x4
- [ o o |°R (1.15)

an, wobei V7§, durch

j Uf 6
Vi=|"i|eR (1.16)

ij
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definiert wird. Die Ableitung der homogenen Koordinaten ist somit darstellbar als

0

R (u) = HY (hj () + o (V) B (u)) . (1.17)
Der Operator 73, ist linear im Argument

THP(sz) + THP(Vij) = THP(‘/zj + V?c]) (1.18&)
und transformiert sich in der Menge der homogenen Koordinaten durch

HY Ty, (V) B = Ty, (Vi) — T (V). (1.18b)

Relativgeschwindigkeit von Koordinatensystemen

Im Vektorraum VR(R®) definiert man den Relativgeschwindigkeitsvektor von KS, bzgl.
KS, durch!

o i T 6
Vy=| v | =| 27 | € VR(R®). (1.19)

i

Die erste Komponente %Fij beschreibt die Geschwindigkeit des Ursprungs K in KS;,
die zweite den Winkelgeschwindigkeitsvektor o;; von KS; relativ zu KS;. Wie leicht zu
erkennen ist, stimmt das durch die Beziehung 1.15 bzw. 1.16 definierte 6-Tupel ng

mit der Koordinatendarstellung von ‘Z-j bzgl. KS; iiberein.
Zwischen verschiedenen Relativgeschwindigkeitsvektoren vermitteln die folgenden Be-
ziehungen. Aus

w]z - wija

. d d & B . . . B

Vi = ari]’ = —Erﬂ = —arﬂ — Wy X Tji = —Vji — Ty X Wji
und . 4 .

. dz . dz . . dz . dk . . . . . . .

Vij = Erij = E (Tik +’/‘kj) = %Tz’k + Erkj —+ Wi X Tkj = Uik +Ukj +7"jk X Wik
folgt

Vi = V(i) Vi (1.20a)
und

Vi = V() Vi + Vig = V() (Vi — Vi), (1.20b)
mit? =

v =| L7 (1.21)

0 I
1di =

—a = di €ix+ dé €iy + dé €;,» bezeichnet die Ableitung des Vektors @ = a; €z + a; €y + ai €iz
ngl_'KS1 = {[gz,x ) gi,,yv gi,z]v K1} .
2] bezeichnet den Einheitstensor [ @ = @, Va € VR(R?). Analog ist 0 definiert durch 0@ = 0, Va €
VR(R?).
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Der lineare Operator 7 ist dabei durch
Fd=7xa, fir alle @ € VR(R?) (1.22)

definiert. Es handelt sich um einen Tensor zweiter Stufe, dessen Koordinatendarstellung
mit der schiefsymmetrischen Matrix aus Definition 1.10 iibereinstimmt

0 —T3 T2 aq (&1 aq
ra= r3 0 -n as = 9 X as =7r X a.
—T9 (&1 0 as T3 as

Fiir den Transfomationsoperator V(7) folgt aus der Beziehung 1.20a, dafl

V) = V(=7) (1.23)

gilt.

Geschwindigkeit eines Punktes

Unter Verwendung des Vektors ‘7;‘]‘ ist die Geschwindigkeit eines Punktes P in KS; (vgl.
Abbildung 1.1) als

di & d O
T = Py e i X T (1.19) T+ [I, —rjp} v, (1.24a)

dt dt
darstellbar. Ist insbesondere P = P; ein bzgl. KS; fester Punkt, d.h. gilt %Fj P = 0, s0
folgt

di -

i, = [f, —fjpj] V. (1.24b)

db - 4 - — - =

%Tip = Erjp + vij +wz-j X ij

KS; L
F P A Vij

U; j A

Wij X Tjp K KS;

Abbildung 1.1: Geschwindigkeiten Z—ZT_’;’F und %7“}- p des Punktes P bzgl. der zwei sich
zueinander bewegenden Koordinatensysteme KS; und KS;.
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Eigenschaften der Koordinatendarstellung ng

Die Eigenschaften 1.20 nehmen in Koordinatendarstellung die Form
V;z = —HV(HU) sz (1.25a)
und
V9 = Hy(HF) (V- Vi) =Hy (B VE + Vi,
= V5, —Hy(H") V], (1.25b)

an, wobei die zugehorige Transformationsmatrix durch

[ 4 L)[3 ][4 5 e omm
gegeben ist. Fiir die Hintereinanderausfithrung zweier solcher Transformationen folgt

Hy (HY) Hy (H*) = Hy, (H™). (1.26D)
Insbesondere 148t sich durch Setzen von j = k die Identitat

Hy (HFF) = 1676 (1.26¢)
ableiten.

Beispiel 1.3 Im Beispiel 1.1 (Seite 6) wurden zwei Korper betrachtet, die tiber ein
Drehgelenk miteinander verbunden sind. Fiir die zugehorige Transformationsmatrix

ergab sich dabei d
12 _ 1D 2D

wobei Al%(p) = A'2(0) (T+sin(p) d? + (1~ cos()) (d)°) und A% (g) = (A(p))”
gilt. Es folgt

HY (o) H(,) — {A”(@ TSD—A”(@T%D} {A”(so) _A12(¢)T§D:|

0 1 0 0
~ [A%)A%) —Aﬂ(@A”(so)r%D]: [w _wxr;D]
0 0 0 0 '

Aufgrund der Definitionen 1.15 und 1.16 nimmt der Relativgeschwindigkeitsvektor von
KSs bzgl. KS; damit die Form
[ 72, x d
V%2 =@ |: 2Dd2 :|

an. Der entsprechende Vektor V%l € R® kann aus einer analogen Betrachtung von
H?! (), oder aber aus der Beziehung 1.25a bestimmt werden

(1.25a) i A2 Fl A2 s1r2 X d?
v "=V —HyHY)VE = —{ 0 A2 i fdeZ
_ | ¢ AP, dP + pr, AR d? _ ¢ (rip + 1) x d'
- oA 2 - pd

I ri, xd!
]
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Beispiel 1.4 Im Beispiel 1.2 (Seite 7) wurden zwei Korper betrachtet, die tiber ein
Schubgelenk miteinander verbunden sind. Die Transformationsmatrix lautet in diesem
Fall

A2 gl — Al12p2 + qdl
12\ _ 1D, 2D,
H™(q) { 0 ) .
Es folgt
22 — A rip, — Allrip, —qd’ 0 ¢d' _ 10 gd’
0 1 0 O 0o 0 |

Fiir die Relativgeschwindigkeitsvektoren der Koordinatensysteme ergibt sich damit

2

[ d [ d
V?QZq[O] und V%1:_Q{O]

1.2.3 Beschleunigung

Bei der Darstellung der Beschleunigungen gehen wir analog wie im vorherigen Ab-
schnitt 1.2.2 iiber die Geschwindigkeiten vor. Auch hier ist unser Ziel die Beschreibung
der Beschleunigung zweier Koordinatensysteme relativ zueinander.

Beschleunigungsvektor eines Koordinatensystems

Die zeitliche Ableitung des Relativgeschwindigkeitsvektors I_/;j in KS;

o i dt — d2? -
Aij = [ 62” } = EV@' = jff = Cflti Y| € VR(R®)
v Ewi]’ Ewij

entspricht dem Beschleunigungsvektor des Koordinatensystems KS; relativ zu KS;. Die
erste Komponente beschreibt die Beschleunigung des Koordinatenursprungs K in KS;,
die zweite entspricht der Winkelbeschleunigung des Koordinatensystems KS; relativ zu
KS;.

Fiir die spétere Beschreibung der Dynamik ist jedoch die Grofie ffij nur bedingt geeig-
net. Wir definieren daher zusitzlich?

dt (Erw>
@i

ey
! {%’} dt "

S

€ VR(RY). (1.27)

Die Groflen 17,-]- und inj unterscheiden sich nur in der ersten Komponente. Wéahrend
d;; der Beschleunigung %ﬁj des Ursprungs K; bzgl. KS; entspricht, bezeichnet 1O7Z-j =

fl—i Z—Zﬁ-j) die Anderung des Geschwindigkeitsvektors Uy = %Fii bzgl. KS;. Sie lafit sich

daher nicht mehr der Beschleunigung eines korperfesten Punktes zuordnen.

o T o .
iwij = d—wij wohldefiniert.

o
17, -
Vij ist wegen @;; = T
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Zwischen den sechsdimensionalen Vektoren ffij und XZ-J- vermittelt die Beziehung

Ay =Vij+ Qi Vi = { Y Xy } wobei Q;; = | Y ’ (1.28)
Qi 0 @i
Fiir die Koordinatendarstellungen von ffij und Vij ergibt sich insbesondere
P X i o j < j

Relative Beschleunigung eines Punktes

Die Beschleunigung eines Punktes P erhélt man aus der Differentiation der Beziehung
1.24a. Es gilt:

42’ d? di . =S T
dtznp = dtQ s (dt’r'jp) wl]rjp]v [I _TjP:|Aij

d2j ~ d] . = ~
= dt27"]p+ [wij, — (dtr]p) Wij r]p] Vi [[ —rjp]

=1

T]p+|:

Fiir einen bzgl. KS; festen Punkt P; (d.h. EZ Tip, = — () vereinfacht sich die Beziehung
Zu

42

ST, = [I:,—fjpj] A+ [0, ~7p, | Vi (1.30a)
= [I:, —Tjp, ] ‘72']' + Wi []:, —fjpj] Vi (1.30b)
und in Koordinatenschreibweise zu
P 2V AT L i, |AT VL 4+ @l AY (0,7, | ATV (1.31a)
A, MEY (L V4 G [T, -7, | VL (1.31b)

Die Definition 1.27 des Vektors ‘723- € VR(R®) scheint aus mechanischer Sicht etwas
seltsam. Der Vorteil liegt in der Symmetrie der Terme 1.30b bzw. 1.31b, welcher die
Beschleunigung eines korperfesten Punkts beschreibt. Dies wirkt sich insbesondere bei
der Formulierung der Bewegungsgleichungen fiir Starrkorper (vgl. Abschnitt 2.1.1, Seite
19f) vorteilhaft aus.

Der Operator THV(VM)
Durch Differentiation der Beziehungen 1.20a in KS; ergibt sich

o 7 F o o . N 5 &= -
Vij = i y=—| L (Vji+jS><Vji>— Yol |,
dt g I 0 0
[: ~4. S ~‘2' N‘Z' - - —
= = 2 TE (Ve | Vi) = =) (Vi T (V) Vi)
0 I 0 wji
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wobei der linearen Operator! durch

T (V) = Y-1(7 d.. . | Wiy Uy
o (Vig) = Vo) g V() + Q= | 50 - (1.32)
v)

definiert ist. Analog folgt aus der Beziehung 1.20b
Vig = V(7y) (‘Zk — Vi + Tt (Vi) (Vir — ‘7jk)> :

Der Operator 7y, wird bei der Formulierung des Prinzips von Jourdain fiir einen
starren Einzelkorper von entscheidender Bedeutung sein. Aulerdem besteht ein enger
Zusammenhang mit der Transformationsmatrix Hy(H"), denn in Koordinaten bzgl.
KS; dargestellt ergibt sich
‘ 1 d g ol v

T (V9 = (Hy(H)) " —( HY ) _ | Y Y| ¢ ROX6 1.33
Das bedeutet, dafl 73, (Vij) dem Tangentialoperator von Hy(H¥) entspricht. Des wei-
teren ist 73, linear im Argument

Tr, (V) + T0, (Vi) = T, (VL + V1), (1.34a)
und transformiert sich bei einem Koordinatenwechsel von KS;, nach KS; wie
Hy (HY) T, (V) Ho () = T, (Vi) = Trey (V) (1.34b)

1.2.4 Zusammenhang mit Lie-Algebra

Die hier angefiihrte Darstellung ist eng mit der in der Literatur unter dem Namen Lie-
Algebra-Formulierungen der Mehrkorperdynamik bekannten Darstellung verwandt. Die
Namensgebung beruht auf einer besonderen Eigenschaft homogener Transformations-
matrizen im Rahmen der Theorie der Matrizen-Gruppen.

Die Menge der homogenen Transformationsmatrizen

SE(3)={H|H=Hp(A,r), mit » € R*, A € R, ATA =1, det A = 1}

bildet zusammen mit dem Matrix-Matrix Produkt eine Gruppe. Die Menge der zuge-
ordneten Tangentialmatrizen

se(3) ={7()|7T(t) = Ty, (V) = H-Y(t)H(t), mit H € SE(3)}
stellt die zugehorige Lie-Algebra dar. Analoges gilt auch fiir die Menge der Transfro-
mationsmatrizen

SEy(3) ={Hy|Hy, = Hy(H), mit H € SE(3)}
mit der zugeordneten Lie-Algebra

sey(3) = {Tm, | Ty, = T, (V) = Hy' Hy, mit Hy, € SEy(3)}.

Eine ausfiihrlichere Darstellung des Zusammenhangs ist im Anhang B auf Seite 182
zu finden. Fiir weitergehende Informationen zu diesem Thema sei auflerdem auf die
Biicher [6], [63] und [101], sowie auf die Artikel [71] und [91] verwiesen.

In den letzten Jahren ist eine Vielzahl an Arbeiten entstanden, die sich mit der Lie-
Algebra Darstellung im Rahmen von Mehrkorpersystemen beschéftigen. Zu diesen
zéhlen unter anderem [14, 49, 50, 56, 59, 71, 76, 79, 80, 91, 95, 102].

Man beachte V=1(7) = V(7).
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1.3 Der momentane Bewegungszustand

Im vorangegangenen Abschnitt wurden Bewegungen zweier Koordinatensysteme relativ
zueinander betrachtet. An dieser Stelle wird nun der relative Bewegungszustand zweier
Starrkorper untersuchen.

1.3.1 Momentane Geschwindigkeitsverteilung

Seien KS; und KS; auf den Starrkérpern ¢ bzw. j befindliche, feste Koordinatensysteme.
Ist weiter P; ein auf Kérper j fester Punkt, so besitzt er nach Gleichung 1.24b bzgl.
Korper 7 die Geschwindigkeit

d' . . .
Eripj :vij—l—wij X Tip;- (135)
Geschwindigkeitsfeld

Die Beziehung 1.35 definiert auf dem Korper j ein Geschwindigkeitsfeld. Es setzt sich
aus zwei Komponenten zusammen, aus dem homogenen Translationsfeld fi(P;) = j;

und einem durch &;; und K; erzeugten Wirbelfeld f;(PJ) = Wij X Tjp;.

S S S S ////%jt\ /////z»a\
APV A AV A ////a\\\ // - ]
APV A A A ////4\\\ /////9\
oSS S b \ /////a\
+ Kyvon ) ] =

oSS S Q\\k//// K(//a\
VAV AV VA AV N~ b 4
oSS S \\\e/;// N\\\\ﬁ//
S S S S S~ - AL

Abbildung 1.2: Geschwindigkeitsfeld als Kombination eines homogenen Translations-
und eines Wirbelfeldes.

In Abbildung 1.2 ist der ebene Fall dargestellt. Wie man sieht, entsteht durch die Addi-
tion der Felder ein bzgl. KS; fester Punkt S, dessen Geschwindigkeit in KS; momentan
verschwindet. Im Réaumlichen gilt dies im allgemeinen nicht mehr. Hier wird eine Ge-
rade parallel zu &;; erzeugt, deren Punkte alle die gleiche Geschwindigkeit besitzen.

Momentane Schraubbewegung

Um die Existenz dieser Gerade nachzuweisen, betrachten wir einen P; bzgl. KS; festen
Punkt. Nach Gleichung 1.35 gilt

d H
—Tip; = Uij +Wij X Tjp; = H@U [UZ] + W5 X rjpj} + H% [UU + Wi X ijj]

dt

Bij - Ui Gij X Ui
. J ) — — — 1] 1]
= {_, = ]wij—i-wijxlrjpj——],
wij-wij

Wij * Wi

(1.36)
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wobei 1_[H bzw. HL die Projektionsoperatoren in &;;-Richtung bzw. orthogonal zu
wi; sind (Vgl Anhang A.2; Seite 180). Wie man 81eht smd die Geschwindigkeit in

&ij-Richtung fiir alle auf Kérper j festen Punkte glelch ww Nur der orthogonale

Wij + Wij
Wii X U

Anteil Jy; x |Tp, — u] hangt vom Punkt P; selbst ab. Er verschwindet fiir alle
Wij - Wij

Punkte der Geraden

. . Gy X U
= {S korperfest |7jg = 7 d;; + H VT € ]R}
Wij - Gij

Daraus folgt, dafl der Korper j relativ zu Korper ¢ momentan eine Schraubbewegung
vollfithrt, wobei s die momentane Schraubachse, &;; die momentane Winkelgeschwin-
digkeit und

Wij + Wij

die momentane Steigung der Bewegung darstellt.

1.3.2 Momentane Beschleunigungsverteilung

Analog zur Betrachtung der momentanen Geschwindigkeitsverteilung kann auch bei
der Untersuchung der momentanen Beschleunigungsverteilung der Relativbewegung
vorgegangen werden. Aus der Differentiation der Beziehung 1.35 ergibt sich (vgl. auch
Gleichung 1.30Db)

d?'

dt27”lp Qjj + Q5 X Tip; -+ Wij X (wij X T‘jpj) (137)
9 — — — — — — —
= Uy —l—wij X Vij -+ Qg X ijj +wij X (wij X ijj>.
Beschleunigungsfeld

Die Beschleunigungsverteilung der Relativbewegung 148t sich wiederum anhand eines
Vektorfeldes beschreiben. Es setzt sich aus dem homogenen Translationsfeld f;(P;) =

10717 + djj X Uy, dem Wirbelfeld f;( Pj) = dj; x 7jp, und dem skalierten Orthogonalpro-
jektionsfeld f_;,(P]) = I3 TP, = Wij X (Wi X Tjp,) zusammen.

In Abbildung 1.3 ist der ebene Fall dargestellt. Man sieht, wie aus der Addition der
drei Felder ein Punkt entsteht, dessen Beschleunigung verschwindet.

W N
ooy N s \\
l/ TN\ SNSONN N S
VAV AV AV AV AT i Nty ////7 -~
A A AT TTVK‘&\‘ _’_9_,4<K.ﬁee:/ //’B*
Vs 72727 7 7 7 b\'\\,]/’/i /7///‘]\\\\ // \\_,
A Q\\&//;/// ;’/;;T;;\; {{\Q\\
VoSS Ne~——_ NS ——
VA A AR A AN /// ///+\\\ N\\\\\

Abbildung 1.3: Beschleunigungsfeld als Kombination dreier Felder.
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Momentaner Beschleunigungspol

Im Abschnitt 1.3.1 wurde die Schraubachse s iiber das Verschwinden der orthogonal zur
&i;j-Richtung liegenden Geschwindigkeitsanteile charakterisiert. Im Falle der Untersu-
chung von Beschleunigungen gehen wir analog vor. Hier suchen wir diejenigen Punkte

B, fiir die der Beschleunigungsvektor ‘C%F} p verschwindet. Entsprechend Gleichung 1.37
mufl ein solcher Punkt B die Beziehung

Gy + [dy + @3] Tp =0
erfiillen.

Satz 1.5 Der Operator o;; + J)ZQJ ist nur im Falle &;; X @ = 0 nicht invertierbar.

Beweis: Im Falle &;; = 0 ist der Operator nicht invertierbar, da [ai; + J)ZZJ] Q=

O_Zij X O?w = 6 gllt

Ist u_)'ij 7é 6, dann gllt fiir alle L (IJ}j, daB [O~[Zj -+ (I)ZQJ] U= O_Zij X U — ||u7,]||2 U 7é 6 falls

@ # 0. Weiter gilt [ +Cu22]} Wij = @;; X Jij. Das bedeutet, daff nur im Falle a;; x &;; # 0

die Aussage [@;; +@;;] 1 # 0 fiir alle @ # 0 gilt, und somit [&;; + @7;] invertierbar ist.
[ |

Im Fall &;; x @;; # 0 existiert demnach auf Kérper j ein eindeutiger Punkt B definiert
durch

Fip = —|dy + o] a,

dessen Beschleunigung relativ zu Korper ¢ verschwindet.

Im Fall &;; x &@; = 0 besitzt der Operator d;; + @;; einen Rangabfall um Eins, wobei
wi; den zugehorigen Operatorkern aufspannt. Dies folgt direkt aus dem obigen Beweis.
In diesem Fall existiert somit i.a. kein Punkt, fiir den die Beschleunigung verschwindet.
Es existiert jedoch eine Gerade parallel zu &j;; auf der die Beschleunigungen bzgl. KS;
minimal sind. Den Aufpunkt B* dieser Geraden erhélt man mit Hilfe der Pseudo-
Inversen (vgl. [82, S.20ff]). B* ist gegeben durch

Fipe = —[dy; + 05" a@y,
wobei [d;; +@;;]* die Pseudo-Inverse des Operators d;; + @7; bezeichnet. Im Fall &;; x
ay # 0 ist [y + @3]" = [ay; + @77 und der Punkt B* stimmt mit dem momentanen
Beschleunigungspol B iiberein.
Allgemein 148t sich aus der Definition von B* die Beziehung

. -9
21 Wij * Qij Wij " Vij .= -
d—?’_” L= _,] _,] Wi; = _,] _,] Wij fiir ||Oéij X u)in =0
dt2 B Wij * Wij Wij * Wij

sonst

ableiten.
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1.3.3 Ebene Bewegungen, momentaner Geschwindigkeitspol

Bei ebenen Bewegungen verschwindet die Bewegung in o;;-Richtung, da stets &;; || &y;,
U;; L &y und @;; L &;; gilt. Die Bewegungen spielen sich ausschliefllich in Ebenen
senkrecht zu ;; ab.

Die Schraubachse s wird wegen o = 0 zu einer reinen Drehachse und schrumpft bei der
Projektion entlang ¢J;; zu einem einzelnen Punkt M, dem sogenannten momentanen
Geschwindigkeitspol. Dieser ist durch die Beziehung

— o wzj X Uz]
riM = S 35
Wij * Wij

eindeutig bestimmt. Die Geschwindigkeit eines beliebigen, kdrperfesten Punktes P; 1463t
sich in diesem Fall durch

Tip; = Wij X TMP;

darstellen.

Abbildung 1.4: Momentaner Geschwindigkeitspol M einer ebenen Bewegung.

Bei den Beschleunigungen verhélt es sich dhnlich. Hier haben wir es mit dem Fall

—

{@;; xd;; = 0 und y;-@;; = 0} zu tun. Aus der Geraden der minimalen Beschleunigung
u‘;‘ij-ﬁij =

wird durch Projektion der eindeutige Beschleunigungspol B* (7;;3* == Wij = 6)

Wij Wij

gegeben durch
Fipe = —[a; + @) di;.

Weiter 1a8t sich zeigen, daB fiir einen beliebigen auf Korper j festen Punkt P;
rip, = Gy + OL)pep, = Qi X Tpep, — | &iyl| - Ppep,

gilt.
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Kapitel 2

Starrkorpersysteme in
Gelenkkoordinaten

Das vorliegende Kapitel beschéftigt sich mit der Beschreibung von Starrkérpersystemen
in Gelenkkoordinaten. Die resultierenden Bewegungsgleichungen sind linear-implizite
Differentialgleichungen 2. Ordnung. Neben alphanumerischen Ansétzen mit passendem
Reduktionsalgorithmus, wird auch auf sogenannte O(n?), O(n?) und O(n)-Mehrkérper-
formalismen eingegangen.

2.1 Der einzelne Starrkorper

Beginnen werden wir dieses Kapitel mit der Herleitung der Bewegungsgleichungen fiir
einen starren Einzelkorper. Grundlage bilden dabei die, im vorherigen Kapitel defi-
nierten, Geschwindigkeiten 17;]- € VR(R®) der Bewegung des Koordinatensystems KS;
relativ zu KS;.

2.1.1 Das Prinzip von Jourdain fiir einen starren Einzelko6rper

Ein Starrkorper zeichnet sich dadurch aus, dafl zwei kérperfeste Punkte stets denselben
Abstand zueinander halten. Die Punkte konnen sich nicht relativ zueinander bewegen.
Insbesondere sind korperfeste Koordinaten korperfester Punkte zeitinvariant.

Kinematik eines korperfesten Punktes

Durch KSy und KS;, seien ein raumfestes Referenzkoordinatensystem, sowie ein auf dem
Korper k festes Koordinatensystem gegeben. Weiter sei Py ein beliebiger korperfester
Punkt. Es gilt!?3

Top, = Tok + Tkp, (2.1a)

—
-

Fop, = 7ok + @Gok X Thp, = [1—7 —fkpk] Vor (2.1b)

IMit 7 = ‘é—if wird die Ableitung im Inertialsystem KSq bezeichnet.

2Mit I wird der Einheitstensor I @ = @ bezeichnet.
3% ist definiert durch @@ = @ x @ (vgl. Definition 1.22, Seite 9).

19
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20
(vgl. Beziehung 1.24b, Abbildung 2.1), wobei
(2.2)

Vor = | -
die in Gleichung 1.19 (Seite 8) definierte Geschwindigkeit des Koordinatensystems
KSi relativ zu KSq darstellt. Vg, werden wir im Folgenden auch kurz als (absolute)

Starrkorpergeschwindigkeit des Korpers k bezeichnen.

Top, = Vok + Wok X Tkp,

Abbildung 2.1: Absolute Geschwindigkeit ?Opk eines korperfesten Punktes P

Das Prinzip von Jourdain
Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Bewegungsgleichungen ist das Prinzip von Jour-

dain. Die virtuelle Leistung eines Einzelkorpers 148t sich darstellen als

0= 5W +/ 67’70}’1@ : {f— p?éopk} dv.
Py

Nach dem Prinzip von Jourdain ist die virtuelle Leistung 6W der inneren Krifte des

(2.3)

Starrkorpers gleich Null, d.h. es gilt
(2.4)

0= 57‘70Pk'{f—f7’%opk} av.
Py

Unter Verwendung der Beziechungen 1.24b (Seite 9) und 1.30b (Seite 12) lassen sich die

Variation der Geschwindigkeit und die Beschleunigung des korperfesten Punktes Py in

der Form
(1'213) |:f, —fkpk] (5‘7{)]{ (25&)

57,
und

1.30b = N 9 B 3 B N

Ew [I, —Tkpk] Vo + o [I, _TkPk} Vo (2.5b)

T 0P
darstellen, wobei Vok = %‘7014 (vgl. Definition 1.27, Seite 11) die korperfeste Ableitung
des Starrkérpergeschwindigkeitsvektors bezeichnet. Das Einsetzen dieser Beziehungen
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in den Ausdruck 2.4 fiir die virtuelle Leistung fiithrt auf

o=/ Sop, - {f—pﬁopk} dv
3
= 5‘7()k'/Pk [f:; ]{f‘ﬂ [[j, _fk:Pk} ‘%Ok_pC‘NJOk [I:, —fkpk] %k}dv

—

_ ST f
= { /Pk[FkPkX]F

av

_</ ~I —kak ) pdV) ‘?Ok
P | Trp, —(Tkp,)
. Wok - —COKTRP dV) Ve 5. 2.6
</];k { Trkp,Wok  —TkP,WokT kP, ]p o (26)
Das erste Integral
Fye = / P (2.7)
P | Tkp, X f

definiert das sogenannte verallgemeinerte Moment Fy, des Korpers k bzgl. des korper-
festen Ursprungs Kj. Allgemein bezeichnet Fjo das verallgemeinerte Moment des
Korpers k ausgewertet im Punkt () bezeichnet. Es ist gegeben durch

ﬁkQ = / . f - dV:/ - f R
P, | Top X f p. | (Fox +7kp,) X f

1.21 - —

I

—

dV = Fy

~ U

ka

Insbesondere folgt daraus die Transformationsvorschrift fiir einen Koordinatenwechsel
von KS; nach KS;

Akt 0 (1.26a)
ko ¢ (1.26 T pytky gt
Fy, = [,;.&Aké Akﬁ}Fkﬁ ="Hy (H7) Fy,.

Der verallgemeinerte Tréagheitstensor wird mittels

My :/
Py

definiert, wobei Sy den Massenschwerpunkt bezeichnet und quk = J_];Sk - m(fkgk)2

den Tragheitstensor des Korpers k beziiglich K} darstellt. Zu beachten ist, dafl die
Koordinatendarstellung bzgl. KSy

—
—

I =Ter, | pav = (2.9)

2

m- 1 —mfkgk ]

Tep, —(Tkp,) m s, Tk

~k
ME ml —m Tks,
kk m ¥ Jk
Sy kk
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zeitinvariant ist. Bei einem Wechsel des Bezugspunktes von K}, zum Punkt @) gilt

M m- I —meSk] [ I 5] [ m- I —mfksk] [f fk@]
kQ — . 3 - ~ 3 ~ = z 3
mrqs, JkQ —TrQ 1 mres, Jkk 0 1
1.21 5 S o
U291 (7 0) My V(7o) (2.10)

Das letzte Integral in der Darstellung 2.6 beinhaltet die geschwindigkeitsquadratischen
Anteile. Es gilt!

—m Wox, >§ Tok — M Wog X (QOk X stk)) ]

—Wok X Jk Gop — M Trs, X (Wox X Vok)

UOk Wok P, | Tkp, —(Tkpk)Q ka
ok X Vok — ok X (Thp, X Jok)
= — - S S - - " - S S - pdV
p, L Wok X (TkPk X UOk) + Vo X (w()k X TkPk) — Wog X (rkPk X (TkPk X w()k))

_ ok X Uok — Wok X (Tep, X Wok)
== S - S _ 5 S - pdV
p. | TkP, X (Dox X Vor) — Tkp, X (Wor % (?"kP,c X Wok))

- (/ Wok —WokT kP, pdV) Ve
- R 0k -
P, L TkP,Wok -7 kPkw(Jk'f’ kP,

Insgesamt 148t sich somit das Prinzip von Jourdain 2.6 fiir einen starren Einzelkorper
in der Form

T, X (Vor) M Vor =

0=—6Vo - {Mkk Vor — Frr — THVT(V%) Mkk‘?{)k} (2.11)

darstellen.

2.1.2 Bewegungsgleichungen fiir den Einzelkorper

Bei den Komponenten des Vektors 5‘7% handelt es sich um sechs unabhéngigen Varia-
tionen. Aus dem Prinzip von Jourdain 2.11 folgt damit

Mkk ‘70k = ﬁkk + THVT(VOk) Mkk%ku

bzw. komponentenweise

T -

k — ~ ~ — - 5
%vok - [ Fy. ] N ok Vok ml — —mTys, [ Vok ]
dk = - — > - s - Y
a* - w
i WOk Tkk 0 Wok mrnrs, Jkk Ok

wobei Fj, = Il e fdV der Gesamtkraft und Tjy = Il p Thpy X fdV dem Gesamtmoment
beziiglich des Koordinatenursprungs K entspricht.

[ ml —mfksk

M TS, Tk

-, —
—

1Bei den Umformungen ist insbesondere @ x (b x ¢) + & x (@ x b) + b x (€x @) = 0 zu beachten.
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In korperfesten Koordinaten bzgl. KS; (vgl. Darstellung 1.29, Seite 12) nehmen die
Bewegungsgleichungen die Form

k
MliszOk = Fik + THVT(ng) Mllzkvgk

bzw.

~k  k
{ mkI —MmTyg, } [ v%k }
~ k .
mrys, Jik Woy

k ~k  ~k 17T ~k k
_l F;k }+{w0k v%k} [ mkI —mrksk]{v%}
= ~ ~ k
T, 0 wy mTis, Jik “Wor

k k k k k k
_ { Fkk ] B { rr;wo,c ﬁvog +mw9€k X (kakx Tkség) 1
T, wey X Jpwey, +mrig X (W X vgy,)

an. Die zugehorige Massenmatrix MF, ist in diesem Fall konstant.
Fiir den Sonderfall, dafi das korperfeste Koordinatensystem KS im Schwerpunkt Sy des
Korpers k liegt, vereinfachen sich die obigen Gleichungen zu

-k k k k
{ mvo,?C } B { stk } _ [ Tw()k?vo,z }
k . — .
Jhs, Wor Ty, wor X Jis, Wor

Vervollstandigt werden die Bewegungsgleichungen des starren Einzelkorpers durch die
kinematischen Differentialgleichungen

H* = H" T5,,(Viy)
bzw.
70, = A% vk, und A% = A%F Gk
mit der zugehorigen Nebenbedingung
(A%)T A% — T,
Die kinematische Differentialgleichung in der obigen Form folgt direkt aus der Defini-

tion 1.15 des Tangentialoperators 73, (Seite 7).

2.1.3 Kinetische Energie und verallgemeinerte Impulse

Die kinetische Energie des starren Einzelkorpers wird durch

1 I . (t2ab) 15 2 -
Eyin = 5/ Top, " Top,pdV =~ = §Vok « My Vo (2.12)
Py

beschrieben. Da Ej;, bei nichtverschwindenden Geschwindigkeiten nur positive Werte
annehmen kann, folgt die positive Definitheit des verallgemeinerten Tragheitstensors

M.
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Der verallgemeinerte Impuls des Kérpers k& ausgewertet im Punkt () ist durch

/ ’l.:)()p,C 1% dVv
Py,

Fka X FOPI@ ,OdV
Py

Lig = (2.13)

definiert. Fiir die Auswertung im Ursprung K des korperfesten Koordinatensystems

KSy ergibt sich

Lyg, = My Vor. (2.14)

Weiter gilt

~u

) / Pop, pdV ) )

~y Sl

(FQk + kak) X Fopk pdV _ka

Py
Auf der Basis dieser Beziehung kann Prinzip von Jourdain 2.11 in Form von

1.20a

0=—6Vok - {Ekk - THVT(VOk) Lk — ﬁkk} (2 —Vio - {Eko - ﬁko} (2.16)
geschrieben werden, da M bzgl. KS;, zeitinvariant ist (d.h. %Mkk =0 ) und damit

d° - d° L=
e = (VT(Tko) ka)

= VIR )dOE +d0vT(* L
= TkOE kk E Tko) kk
k

N7 T IR
= VT(TkO) <£ Ly + Qxo Lig + |:V T(?”ko) —VT(TkO):| ka)

Ly =

= VI (#0) (L = T Vo) L)
) B dk = 5 = 9 . -
=" V(7o) < |:EMkk:| Vo + My Vor — Tr, (Vor) M V()k:)

= V(o) (Lo — T (Vo) Lio)

gilt. Die Bewegungsgleichungen fiir den starren Einzelkorper lassen sich folglich durch

-

Lio = Fyo bzw. Ly = Fyp + THVT(M;@IE%) L

darstellen.
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2.2 Systemstruktur von Mehrkorpersystemen

Wie der Name schon sagt, setzt sich ein Mehrkorpersystem aus mehreren Korpern
zusammen. In diesem Abschnitt werden daher Systeme aus Starrkorpern betrachtet,
die durch Gelenke untereinander verbunden sind. Dazu ist es nétig, die Informationen
iiber die Systemstruktur, d.h. die Informationen dariiber, welche Korper {iber welche
Gelenke miteinander verbunden sind, mathematisch zu beschreiben. Dies fiihrt zur
graphentheoretischen Beschreibungen, wie sie in der Arbeit von Wittenburg [113] zu
finden ist.

2.2.1 Inzidenzmatrix

Da jedem Gelenk genau zwei Korper zugeordnet werden konnen, lassen sich zwei dis-
krete Funktionen ¢+ und i~ definieren:

i"(j) = Nummer des ersten Kérpers von Gelenk j,

i~ (j) = Nummer des zweiten Korpers von Gelenk j.

Sie enthalten die vollstéindige Information iiber die Systemstruktur. Zusétzlich weisen
sie jedem Gelenk j eine Richtung von i* () nach i~ (j) zu. Man sagt i* und i~ definieren
einen gerichteten Graph.

Die sogenannte Inzidenzmatrix

= 0...Anzahl der Korper — 1

ki = Oki+(j) — Oki—(j) » Mit { j = 1...Anzahl der Gelenke (2.17)

verkniipft die Nummern der Koérper mit denen der Gelenke. Offensichtlich besitzt die
Inzidenzmatrix S* in jeder Spalte genau zwei Eintréige, ist also stets diinn besetzt.

2.2.2 Baumstrukturierte Systeme

Ein spezieller Typ von Systemstruktur ist die Baumstruktur. Sie zeichnet sich dadurch
aus, dafl das System keine Schleifen besitzt und zusammenhéngend ist, d.h. nicht in
unabhéngige Teilsysteme zerfillt.

nicht-baumstrukturiert baumstrukturiert

Dies hat unter anderem zur Folge, daf3
n = Anzahl der Gelenke = Anzahl der Korper — 1

gilt. Weiter besitzt ein baumstrukturiertes System mindestens zwei Endkorper, d.h.
Korper die mit dem System nur durch ein einzelnes Gelenk verbunden sind. Einen
dieser Korper verwendet man als Ausgangspunkt und zeichnen ihn besonders aus,
indem man ihm die Nummer 0 zuweist und ihn als Wurzel bezeichnet.
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Inzidenzmatrizen

Die Inzidenzmatrix S* baumstrukturierter Systeme 148t sich darstellen als

SO
* (n+1)xn
S _[S ]GR ,

mit der Inzidenzmatrix S° der Wurzel

Sy = i) —dos-(, (1 =1...n) (2.18a)
und der Inzidenzmatrix S des Baumes

Skj = 5k,i+(j) — 5k,i—(j) s (k?,j =1.. n) (218b)

Zu Bemerken ist, daB S° nur ein einzelnes von Null verschiedenes Element besitzt. Dies
liegt daran, dafl die Wurzel einen Endkorper darstellt.

Auf der Basis der obigen Darstellung 2.18 lassen sich die Submatrizen S und S° sehr
einfach bestimmen. Die Vorgehensweise ist in Algorithmus 2.1 zusammengefaflt.

Algorithmus 2.1 : Bestimmung der Inzidenzmatrizen S und S°.
Eingabe: T und i~

for j =1tondo
if i*(j) # 0 then S;+(;; =1 else SY; =1 end if
if i=(j) # 0 then S;-(;); = —1 else S}, = —1 end if
end for

Wegematrix

Die Inzidenzmatrix des Baumes S ist eng verwandt mit der sogenannten Wegematrix.
Diese ist durch

1 , falls das Gelenk j auf dem Weg von Koérper 0 zu Korper k
liegt und das Gelenk j zu Korper 0 hingerichtet ist

Tjr =< —1 , falls das Gelenk j auf dem Weg von Kérper 0 zu Kérper £ (2.19)
liegt und das Gelenk j von Korper 0 weggerichtet ist
0 , sonst

definiert. Fiir baumstrukturierte Systeme 18t sich zeigen [113, S.88], daB’
TS=ST=1I, sowie (S'T)" =—1, (2.20)
gilt.

Die Definition 2.19 ist fiir eine algorithmische Bestimmung der Wegematrix T aus 7"
und i~ nicht geeignet. Stattdessen wird T i.a. iiber die Beziehung T = S~! bestimmt.

1Essei]lnz[l | ]TE]R”.
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2.2.3 Regulidre Numerierung

Bei baumstrukturierten Systemen ist es sinnvoll, die Numerierung der Koérper und Ge-
lenke der Systemstruktur anzupassen. Nach [113, S.89-90] ist eine regulére Numerierung
durch folgende zwei Eigenschaften gekennzeichnet:

e Auf jedem vom Korper 0 ausgehenden Ast des Baumes ist die Folge der Kérper-
nummern monoton steigend.

e Die Gelenke werden so numeriert, dafl stets i~ (j) = j gilt.
Diese Art von Numerierung hat weitreichende Folgen. Es gilt unter anderem
i) <.

Damit sind die Inzidenz- und Wegematrix jeweils obere Dreiecksmatrizen mit —1 auf
den Diagonalen. Genauer gilt

Skj = Okit() = Ok (2.21a)
St = (oir() oy, =11 0 -+ 0] (2.21D)
T, = { —(1) S(i(;lssk j liegt auf dem Weg von Koérper 0 zu Korper k. (2.21¢)

Beispiel 2.1 Die Numerierung

stellt eine reguldre Numerierung des abgebildeten Systems dar. Die zugehorigen Inzi-
denzmatrizen S und S, sowie die Wegematrix T sind damit von der Form

-1 1 1 0 -1 -1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 -1

0 _ — —
S°=[1 00 0],8= 1 | md T= 1 0
~1 ~1

Wie leicht nachzupriifen sind die Beziehungen TS = ST =T und ST = — 17 erfiillt.
O

Iterative Bestimmung von T

Eine weitere zentrale Eigenschaft bei regulédrer Numerierung ist die iterative Berechen-
barkeit der Wegematrix T. Da (I + S) nilpotent' vom Grad n ist, 148t sich unter
Verwendung der Neumannschen Reihe? zeigen, daf3

—_

T=S'=—(I-(I+8) '=— i(l gy 0 S (I+8)

=0

T
o

!Eine quadratische Matrix A heifit nilpotent vom Grade n, wenn A”~! £ 0 und A™ = 0 gilt.

2Neumannsche Reihendarstellung der Inversen: (I — A)~! = S A“.
=0
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gilt. Des weiteren besitzt (I4S)s; = i +(;) in jeder Zeile genau ein von Null verschie-
denes Element. Daraus folgt

n—1
Tyj = — Z(Skﬁ‘(a‘) ’
/=0

wobei it(4) = j und it'(j) = it o - 0it(j) = it (it (---iT(it(j))---)) die f-malige
Hintereinanderausfithrung von it bezeichnet. Zusammenfassend erhélt man schlielich
den Algorithmus 2.2 zur Bestimmung der Wegematrix T.

Algorithmus 2.2 : Iterative Bestimmung von T bei reguldrer Numerierung.
Eingabe: ¢t

for j =1ton do
k=j
while k£ # 0 do
k=it(k)
end while
end for

Der Algorithmus benétigt genauso viele Schritte, wie T von Null verschiedene Ein-
trige besitzt, also maximal @ Schritte. Wird T dagegen aus der Inversion von S
gewonnen, so bendtigt man gewshnlich n?® Operationen.

Algorithmus zur Bestimmung einer reguldren Numerierung

Wie wir gesehen haben, bringt eine reguldre Numerierung verschiedene Vorteile mit
sich. Es zeigt sich, dafl sich im Falle baumstrukturierter Systeme jede beliebige Nume-
rierung stets in eine regulére Numerierung iiberfiithren 1a8t. Der auf Seite 29 angegebene
Algorithmus 2.3 bewerkstelligt dies. Er arbeitet sich dabei, beginnend an der Wurzel,
im Baum aufwérts und generiert eine neue Numerierung fiir Gelenke und Koérper. Von
besonderer Bedeutung ist dabei der Vektor Sa okt n) 1,_;. Er beschreibt die Men-
ge der wurzelnahen Korper. Dies 148t sich direkt aus der Beziehung 2.20 ableiten.

Das Ergebnis des Algorithmus wird letztlich in Form zweier Permutationsvektoren

dargestellt

TrGelenke(.jalt) - jneu (] =1... n) und WGelenke(kalt + 1) - kneu (k =0... TL)

In einem abschlieBenden Schritt werden i, i~ und S neu generiert, so dal die Bedin-
gung i~ (j) = j erfiillt ist.
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Algorithmus 2.3 : Erzeugen einer reguldren Numerierung.
// Eingabe: i, i~
// Bestimmung von S durch den Algorithmus 2.1.
// Tausch der Koérper- und Gelenknumerierung.
k=0, Pgelenk = I"", Porper = I"*"
while £+ 1 <n do

u= S%;CJrl...n,kJrl...n) L
=0
fori=1ton—k do // Anderung Gelenknumerierung
if u(7) # 0 then
l=1+1

Pceenk = Paetenk IL(k + 1,k + 1) // Permutationsmatrix® Gelenke
S=SII(k+1,k+1)
end if
end for
for i=1tol do // Anderung Kérpernumerierung

u= S(k+1...n7k+1)
j =1; while u; =0 do j = j + 1 end while

Pxesrper = IL(k + i, k + j) Pxerper // Permutationsmatrix! Kérper
S=1II(k+i,k+j)S
end for
k=k+1
end while .
T Gelenk = P Gelenk [ 12 - n } // Permutationsvektor fiir die Gelenke
0
drper — P tati ktor fiir die K&
T Korp PL,. . (12 - m }T // Permutationsvektor fiir die Korper
// Umsortierung von i+ = (i*(j))j=1..n, ©~ = (7 (j))j=1..n. Neubestimmung von S.
ut = PGelenk i+ und u” = PGelenk i

for j =1 ton do
plus = Tsper (W () + 1), minus = wsper (W (5) + 1)
if plus < minus then
iT(j) = plus und i~ (j) = minus
else
it (j) = minus und i~ (j) = plus
end if
if Sjj > (0 then
if i"(j) > 0 then
Sit(ji = 1
end if
end if
end for

'Die Permutationsmatrix II(4,5) ist definiert durch: II(i, j);; = I1(i,5)j = 1, IL(é, 7). = 1 fiir
(k#iVk+#j)und II(i, ) = 0 sonst. Bei rechts- bzw. linksseitiger Multiplikation mit einer Matrix
bewirkt II(4, j) einen Austausch der i-ten und j-ten Spalte bzw. Zeile.
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Beispiel 2.2 Gegeben sei die allgemeine Numerierung

i1 [ v
it =143 3 0 0
1 11 2 3
Der Algorithmus 2.3 liefert fiir den Permutationsvektor der Gelenke und der Korper
gatt i i v kAt 01 2 3 4
mew | = | . . und new | = ,
] v il il i k 02314

was letztlich auf die reguldre Numerierung

neu

J i
T =101 1 2 0
7~ 1 2 3 4
fiihrt.
O

2.2.4 Beispiel eines Roboters mit 18 Freiheitsgraden

Die Abbildung zeigt die schematische Darstellung eines Roboterarms inklusive Greifer.

Abbildung 2.2: Roboter inklusive Greifer mit 18 Freiheitsgraden

Eine regulédre Numerierung des Systems ist gegeben durch:

Gelenk j || i | ii | il |iv | v |vi|vil |viil |ix | x | xi | xii | xiii | xiv
Korper it 0| 1|2 |3 4|53 |7 [3]9]3|11] 3 |13
Korperi™ |1 2|3 |45 ]6| 7| 8 [9]10]11|12] 13| 14

Gelenktyp || S|K|K |D|D|D|D|D |D|D|D|D|D|D

Die Gelenktypen sind dabei durch S fiir Kugelgelenk, K fiir Kardangelenk und D fiir
Drehgelenk abgekiirzt worden. Die zugehorigen Inzidenzmatrizen nehmen die Form

s=( 1 0 0 O 0 O 0 0O 0 0O 0 0 0 0)
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und

an. Fir die Wegematrix ergibt sich
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1
-1 -1
-1
-1 -1
T= -1
-1 -1
-1
-1 -1
-1
-1 -1
-1

2.3 Kinematik baumstrukturierter Systeme

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Beschreibung fiir die Kinematik baumstrukturierter
Systeme in Gelenkkoordinaten zu entwickeln. Diese dient spéter als Ausgangspunkt fiir
die Herleitung der Bewegungsgleichungen.

2.3.1 Gelenktransformations— und Gelenkmatrix

Um die Kinematik des Systems beschreiben zu kénnen, benttigt man eine Beschreibung
fiir die Kinematik eines einzelnen Gelenks. Ein Gelenk ist dadurch charakterisiert, dafl
es die relative Bewegung zweier Korper zueinander einschriankt. Das bedeutet, die
relative Bewegungsfreiheit wird durch die Gelenkkinematik bestimmt.

Gelenktransformationsmatrix

Die Gelenktransformationsmatrix H' ()7 () (q;) beschreibt die Kinematik des Gelenkes
J in den m; Gelenkkoordinaten q; € R™ . Sie verkniipft die Transformationsmatrizen



32 KAPITEL 2. STARRKORPERSYSTEME IN GELENKKOORDINATEN

H") und HY% @, die die Lagen und Orientierungen der Korpern it (j) und i~ (5)
relativ zum raumfesten Referenzsystems KSy festlegen, iiber

HO0) — F0G) it ()i (')(qj) (2,22)

miteinander. Fiir die zugehorigen Starrkorpergeschwindigkeiten Vé;(]j und V'
ergibt sich nach Definition 1.15 (Seite 7) die Beziehung

OZ+(J

i (115) £yi= 70i~ (j
THP(V (J(z)) Hi )0 |{qo% ()
)i G)q,
B2) ()0 o6 {0 G) ) 4 00 g,) T ) o
8qj
(1.15) i~ (it Ty (i 3Hi+(j)i*(j)(q,) .
= HOO (q])THP<VOz+()))H (4)i (J)(q)_|_ H ) (])(qj) 5 21 g,
j
(2.23)
Gelenkmatrix

Auf der Basis der Definition 1.15 li8t sich eine eindeutige Matrix G;(q;) € R%*"
bestimmen, fiir die

Tn(G(q))d,) = |H D70 (q,)

& (2:24)

OH U0 (q;,)
an

gilt. Die Matrix G,(q;) bezeichnet man als Gelenkmatrix. Aus der Darstellung 2.23
folgt
Vi = Hy(HT DT D) VD Gi(ay) 4 (2.25)

0:=(5) 0:t (5

und damit insbesondere (vgl. Beziehung 1.25b, Seite 10)

Gjla)) a5 = Vi) - (2.26)

Das bedeutet G;(q;) g, entspricht der Koordinatendarstellung des Starrkorpergeschwin-
digkeitsvektors Vi+(;);-(;) des Kérpers i~ (j) relativ zu i*(j).

Gelenkmatrizen fiir Standardgelenke

Wir wollen im Folgenden die Transformations- und Gelenkmatrizen einiger Standard-
gelenke angeben!.

Drehgelenk: Sei AT (q) = A" (0) A(q,d’) (vgl. Beispiel 1.3, Seite 10).

H" () — {Am(Q) T, — AT (Q)'f‘ﬁ—p] )

1 d
rioxd i
6 - [T o o

!Die Ausdriicke der Form A (a, d) sind iiber die Darstellung 1.9 (Seite 3) der Richtungskosinusma-
trix als A(a,d) = I+ sin(e) d + (1 — cos(«)) d” definiert.
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Schubgelenk: (vgl. Beispiel 1.4, Seite 11)

ol

ae g — | AT Thp, — AT, +ged”
(@) = 0 : L

o - [4]

Schraubengelenk: Sei A*"# (¢) = A% (0) A(q,d" ) und s die Schraubensteigung.

H | AT (g) T::ID_+ — AT (i, +q- sd’”
(q) = i i
0 1
G — i o, xd +sd
J di—

Kardangelenk: Sei A7 (go, q1) = A(ga, db ) A7 (0,0) A(qy,d} ) und D der Schnitt-
punkt der Achsen.

it - [ AT (g q1) T, — AT (g, ) T 1
0 1
G, — Tip X . r, x d,
’ d d,

Ebenes Gelenk ohne Drehung:

ihin AT qd gedy AT e
Y ) = | A 0d e

it Dit i—Di
0

dy dj
o = [T %]

Kugelgelenk: Sei A7 (g3, 2, q1) = A7 (0,0) A(gs, ds ) A(qz, dy ) A(qy,d} ) und D
der Mittelpunkt des Gelenks.
e AitiT Y At i
H (g1, 4o 05) — { (q(;,,qQ,ql) D <1Q37Q27Q1)7'Z b ]

i~ I i i i

G, - Ti-p X di ri_pxdy, ri_,xd;
i~ i~ i~
d; d, d;

(s
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Ebenes Gelenk mit Drehung: Sei A" (q;) = A7 (0) A(q, d? ).

[ At it i i i
Hi+i_<QI7Q2uQS> = AT () T +D1++A (g )<q2d2 + s d rz'—Di—)]

0 1
G, - di x (q2 di + g_gdf{ - r::Di,> d di
d;

2.3.2 Gelenkkinematik und Starrkoérpergeschwindigkeiten

Fait man die Starrkérpergeschwindigkeiten Vlgk € R aller Kérper zu einem einzelnen
Vektor!

V= (Vi) , €Red (2.27)
zusammen, so folgt aus der Darstellung 2.18 der Inzidenzmatrizen S° und S

: i~ (j i~ ()it () yit U
Gj(q;)q; = Voﬁﬁ) —Hy(H" Y (]))VOz’&(;)

= (Oki-(jy — Onir()) Hy(HTOF) Vi
=0

= —SUHy(HTO)VE =S Hy(HOF) v (2.28)
k=1

Dabei ist Vi, = V), (t) € R® der zeitabhingige Vektor der Starrkorpergeschwindigkeit
der Wurzel. Er legt die Bewegung von Korper 0 fest.

Transformations-Inzidenz- und -Wegematrix

Definiert man die sogenannten Transformationsinzidenzmatrizen durch

S = (SijVT(Hr(’“)j)> e RID (2.29a)

jk=1l..n
und
s" = (50 HI(H 00 )) e RLXT, (2.29b)

- 1,j=1..n

so laBt sich Beziehung 2.28 in matrizieller Form als

8"V, -8V =Gg (2.30)

Mit A € RS werden ( m) Matrizen gekennzeichnet, deren Elemente (u x v)-Matrizen sind,
dh. (A),; eR" (i=1...n,j=1...m).
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schreiben, wobei G = Diag(G;=1..») € Rg;{ und q = (q;),_, , € R}, den Vektor

m; X1
der Gelenkkoordinaten bildet. Weiter definiert man die sogenannte Transformations-
wegematrix entsprechend durch

T — (7 1/ (H9)) eRpn. (2.31)
J,k=1..n

Analog zu den Beziehungen 2.20 gilt der folgende Satz 2.3.
Satz 2.3 Fiir baumstrukturierte Systeme gilt

TS=ST=1 und ST = — (K, (H"))

1,k=1..m °

Beweis: Aus den Beziehungen 2.20 (Seite 26) ST = I und SOT = — 1, folgt
ST = > Sy (H") T m (HO)
=1

(1.26b) 2.20)

Z Si Tiy, My (HM) = 86 My (HY) = 65, Hy (H™)

=1

(1'2:6C) 5]kI c ]R,GXG,
(§0 I) " — Z S?l HVT(Hi_ (l)O) Ek HVT(Hki_(l)>
=1
1.26b - 2.20
( = ) ZS% Tvlk HVT(HkO) (: ) _HVT(HkO) c RGXG )
=1
[ |
Kopplungsmatrizen

Aufgrund des Satzes 2.3 folgt durch Linksmultiplikation von Gleichung 2.30 mit T7
die Beziehung

V--T'G4g-T’8" VY, (2.32)

welche die Starrkorpergeschwindigkeiten mit den Geschwindigkeiten der Gelenkkoor-
dinaten verkniipft.
Man definiert die sogenannten Kopplungsmatrizen als
A =TG- (TuHeEY )G  eREy, (2.332)
J=1..n
und
AO —_ _IT §OT _ (HV(HkO>)

c Ry . (2.33b)

k=1..n

Da T eine obere Dreiecksmatrix mit —1 auf der Diagonalen ist und Hy(HF (%)) =
Hy (HF) = 16%6 gilt, ist A eine untere Block-Dreiecksmatrix mit G; auf der Diagona-
len.

Mit Hilfe der so definierten Kopplungsmatrizen kann nun der Vektor der Starrkorper-
geschwindigkeiten als

V=Aq+A" V(1) (2.34)

dargestellt werden.
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2.4 Bewegungsgleichungen in Gelenkkoordinaten

Die Beziehung 2.34 verkniipft die Starrkorpergeschwindigkeiten V' mit den Ableitun-
gen der Gelenkvariablen q. Mit Hilfe des Jourdainschen Prinzips kénnen nun die Bewe-
gungsgleichungen allgemeiner baumstrukturierter Systeme starrer Korper in Gelenk-
koordinaten hergeleitet werden.

2.4.1 Das Prinzip von Jourdain

Die virtuelle Leistung des Gesamtsystems ist gegeben durch

. i -k
0= oW + oV {Fh — My Vi + T (Vi) MEFVE L (2.35)
k=1

Weiter lassen sich aus der Gleichung 2.34 die Beziehungen

V. = Aq+A°V(1), (2.36a)
oV Adq, (2.36D)
Vo= AG+Agq+A" V() + A" V(1) (2.36¢)

ableiten. Unter Verwendung der obigen Gleichungen 2.35 und 2.36, und unter Beriick-
sichtigung des Prinzips von Jourdain ergibt sich

. n -k
0 = dWe+ ) V- {Fﬁk — M Vo + T, (Vi) M’ékV’Sk}
k=1

— We+6V-{E-MV +U}
= oo —da- {ATMAG+ATM[AG+A" Vi (1) + A Vi) - AT[E+ U]}
(2.37)

Dabei stellt §Wg die gesamte virtuelle Leistung der Gelenke dar. Des weiteren setzt
sich der Vektor

k 1
F= (Fkk)kzl...n € Rg
aus den verallgemeinerten Momenten zusammen, wihrend die Matrix

M = Diag(Mj;)i=1.. € Rgg
aus den konstanten Starrkérpermassenmatrizen MF, besteht, und die Gréfie U iiber

U=UV)= (T, (Vi) M Vi) o, € RS (2.38)

definiert ist.
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2.4.2 Bewegungsgleichungen

Im Falle idealer Gelenke verschwindet die virtuelle Leistung 6W¢ und die Variatio-
nen dq sind unabhéngig. Aus dem Prinzip von Jourdain 2.37 gibt sich damit fiir die
Bewegungsgleichungen in den Gelenkkoordinaten

ATMAG=AT[F+U] - A™M[Ag+A" V(1) + A V(). (2.39)

Die Darstellung 2.39 eignet sich besonders fiir die symbolische und alphanumerische
Generierung der Bewegungsgleichungen, da hier i.a. die Moglichkeit zur symbolischen
Differentiation gegeben ist. Eine Darstellung der Bewegungsgleichungen, welche ohne

die Ableitungen A und AO auskommt, ist auf Seite 41 (Gleichung 2.43) angegeben.

Beispiel 2.4 Um die Strukturen der in Darstellung 2.39 auftretenden Matrizen zu
verdeutlichen, betrachten wir als Anwendungsbeispiel ein aus zwei identischen Korpern
bestehendes freies Doppelpendel mit orthogonalen Achsen.

0.2

9, -,
L/2 12

t_’ él,x

L/2 v

(PZ L/2 ¢

mz'Jz

Zur Beschreibung der Systemstruktur wird die reguldre Numerierung

J i
_l’_

_ O =

i 1
i 2
verwendet, wodurch die Inzidenz- und Wegematrix obere Dreiecksgestalt annehmen

0 -1 1 -1 -1
S'=1[1 0},8_{0 _JundT_{O _1].

Die Kinematik des Pendels wird durch die Transformationsmatrizen H!® und H?' fest-
gelegt. Sie sind von der Form (¢; = cos(y;), s; = sin(yp;) j = 1,2)

10 0 0 o 0 s —Ls
0 ¢ —s1 Zs 0 1 0 0

10 _ 1 1 35 21 _

H (1) = 0 s1 a —=%c  H (p2) = —s2 0 o —£(1+¢)
00 0 1 0 0 0 1
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Mit der Beziehung 2.24 erhélt man fiir die zugehorigen Gelenkmatrizen die Ausdriicke

Gy

O O = OO

und Gg =

1
Nl

o= O OO

Die durch Beziehung 2.31 definierte Transformationswegematrix T nimmt in diesem

Fall die Form

(!
I

an. Fiir die Kopplungsmatrix A ergibt sich damit

_IG><6

06><6

o3 S 4 OO O~ OO

»
N

O»—‘OOOMINOOOOOO

c R

2x2

6x1 -

€ R

2x2
6x6

Offensichtlich sind die Eigenschaften der reguldren Numerierung erfiillt. Die Trans-
formationswegematrix T und die Kopplungsmatrix A sind obere bzw. untere Block-

Dreiecksmatrizen mit —I®*% bzw. mit den Gelenkmatrizen auf den Diagonalen.

Wir wollen uns im Folgenden auf den Fall einer raumfesten Wurzel (d.h. V' (¢)

=0

)
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beschréanken. Die Starrkorpergeschwindigkeiten V sind durch

0
Y1y
0
P1
0

0

—pa L
¢1 52+ )

0

1 Co

©2

951 59

2x1
S R6><1

gegeben, und die Bewegungsgleichungen 2.39 nehmen die Gestalt

ATMAG=A"F+AT[U-MAq], q= [

an. Verwendet man

ml

und wirken nur Gewichtskrafte auf das Pendel

so ergibt sich schliellich

{ A1+ Q2+ ))mL+ (Lo +1)s3 0 ] { b1 }
2 .
ety || 6
_ [ s Bre) ], [ seéesnmlP 2t e) tall - J.)
mgL —% G2 so(mL*(2+ co) +4co(Jy— J.)) |

0

0
—s1mg
—cpmg

2x1
S ]R6><17

©1
P2

€ R

39

2x2
6Xx6
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Alphanumerische Generierung der Bewegungsgleichungen

In der Literatur sind verschiedene Ansétze zur computergestiitzten, symbolischen bzw.
alphanumerischen Generierung der Bewegungsgleichungen zu finden. Vorteil dieser Vor-
gehensweise ist die Moglichkeit der Vereinfachung von Termen. Nachteilig ist der oft
grofle Mehraufwand bei der Generierung der Gleichungen, der gerade bei grofien Sy-
stemen oft rasant ansteigt. Die zunehmende Leistungsfahigkeit von Computeralgebra-
umgebungen wie MAPLE, MATHEMETICA oder die SYMBOLIC TOOLBOX von MATLAB
macht diesen Ansatz jedoch immer interessanter.

Beispiele fiir diese Vorgehensweise sind die Arbeiten von Kwatny und Blankenship
[56], Lot und Lio [59], McPhee und Shi [64], Salecker [87], Weber [111], Weber und
Wittenburg [112], Wolz [114] und Barthels [9], sowie die Programmpakete AUTOLEV
[68], NEWEUL [88], SYMKIN/MOBILE [51], DYNAFLEX und SYMOFROS [65, 66].

Realisierung der alphanumerischen Generierung

Innerhalb der Computeralgebra Umgebung MAPLE wurde ein Programm entwickelt,
das auf der Basis der Gleichung 2.39 Bewegungsgleichungen in Gelenkkoordinaten ge-
neriert. Mit Hilfe einer implementierten Export-Funktion lassen sich die Gleichungen
nach MATLAB {ibertragen und als linear-implizite Differentialgleichung in Zustands-
form

H ATOMAHa:

durch die vorhandenen Standardloser (vgl. Shampine und Reichelt [93]) numerisch
16sen.

vy
AT[F+U] - A'M[Ag+A" V(1) + A Voo (t)] ]

2.4.3 Reduktionsalgorithmus

Neben der symbolischen Vereinfachung von Termen, bieten alphanumerische Ansétze
auch die Moglichkeit zur systematischen Elimination von Termen mit geringem Ein-
flufl. Im Folgenden wird ein Verfahren zur Reduktion des Auswerteaufwandes der Bewe-
gungsgleichungen vorgestellt. Dabei werden Ausdriicke mit geringem Einflufl eliminiert.
Dies geschieht auf der Basis vergleichbarer Terme, was hat zur Folge, dal das Modell
zwar leicht verdndert wird, die grundlegenden Eigenschaften jedoch erhalten bleiben,
wéhrend sich die zugehorigen Modellgleichungen drastisch verkiirzen.

Ein analoges Verfahren fiir den Roberson-Wittenburg-Algorithmus ist in Keppler und
Seemann [52| bzw. in Keppler et al. [53] zu finden.

Umformulierung der Bewegungsgleichungen

Fiir die Entwicklung des Reduktionsalgorithmus wird eine ableitungsfreie Gestalt der
Bewegungsgleichungen 2.39 benotigt, genauer explizite Darstellungen der Ableitungen
der Kopplungsmatrizen A und A°.

Die zeitliche Ableitung der Kopplungsmatrix A 148t sich, wegen ST = I (vgl. Satz

2.3) und somit IT =77 ST T als

AP _i'g_1TG = —17 (STA + g) (2.40)
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schreiben. Unter Verwendung der Definition 1.33 und der Linearitét 1.34a von 7y,
(Seite 13) ergibt sich

AT 2 Lo, () T (V)
YEY ([T (V) — T (V)] Hu(H),
V0 (T (VE) Hu(H)), | = — Diag(Tr(V5,) A”
=  -Dj (V)A’ (241)
2 D (Aq+A" Vi) A" "EY Dy (A) A’ Dy (A V) A"

Die Blockdiagonalmatrix DTHV<Q) € Ry ist dabei definiert als
Dy, (a) = Diag(Tr(ax))- (2.42)

Zu beachten ist, daf}, wegen der Linearitdt von 75, auch QTHV linear im Argument
ist. Weiter folgt aus der Definition 2.38 des Ausdrucks U, daf

u = (THVT<V’5k) Mll:k ng) = DTH (V)TMX

k=1.n ~ —Tn,\—
= Dg (Aq+A°V3)™ [Ag+A°Vy]
2 [Dy (AQ" 4Dy (AVE)| M [Aq+ A"V
=  Dp(A9'MAg
+Dy, (AQ)"MA°V§, + Dz, (A°V) ' MAg
+ QTHV(AO V80)TM AO Vgo

gilt. Durch Einsetzen der obigen Beziehungen in die Gleichungen 2.39 erhilt man
schlieBlich

A'MAG=A"( MT'[S'A+G|a+Dy (A9 MAG
+ D7, (A@)"M+MDy, (A4)| A Vi, + Dy, (A V) MAG

_I_

| —

Dy, (A’ V()" M +MDy, (A° Vgo)] AV,
_ MAO Vgo
+E ) (2.43)

als neue Darstellung fiir die Bewegungsgleichungen in Gelenkkoordinaten.

Zusammenfassen vergleichbarer Terme

Die verschiedenen Ausdriicke in den Bewegungsgleichungen 2.43 lassen sich zu soge-
nannten vergleichbaren Termen zusammenfassen. Damit ist gemeint, dafl die einzelnen
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Terme jeweils nach den unabhéngigen Grofien q, q, Vgo(t), Vi,(t) und F sortiert
werden. Die Bewegungsgleichungen sind dabei in der Form

. : : T (2) - T
RYq = ((_1TR,(€1)(_1>IC:1 T (Vgo RJ(CQ)Q>]€:1 T (Vgo R‘I(cg)V80>

- k=1..n
+ROV, + ROE (2.44)
darstellbar, wobei
RO = A'MA
a'R’q = (A'MT"|S'A+G|q+A"D, (Aq)'MAG)
T . I . .
Vi RP4 = (A" |Dg, (Aq)'M+MDy, (AQ)| A"V,

+ AD;, (A"V)"MAG )

Vi'ROVE, = (A" Dy, (A°VE)'M+MDy, (A"Vi,)| AV,

R® = —ATMA’
R(5) _ AT
(k=1...n) gilt.

Die so definierten Matrizen R(©), R,(Cl), R,(f), R,(:’), R® und R® (k = 1...n) hiingen
ausschliefilich von den Gelenkkoordinaten q ab, genauer ausschliefllich von den Ge-
lenktransformationsmatrizen H' 0" ()(q;). Zu bemerken ist noch, daf die Matrizen
R,(:) und R,(:’) (k= 1...n) aufgrund der Symmetrie der zugehorigen Terme nicht ein-
deutig sind. Die Eindeutigkeit erhilt man erst, wenn man zusétzlich fordert, dafl sie
eine obere Dreiecksgestalt besitzen.

Reduktionsidee

Um die Grundidee der Reduktion zu verdeutlichen, wollen wir uns im Folgenden
zunéchst auf rein drehgelenkgekoppelte Systeme beschranken.

Im Falle von Drehgelenken hiingen die Gelenkmatrizen H' () () (i) ausschlieflich
von den Sinus und Kosinus der Drehwinkel ¢; ab (Abschnitt 2.3.1, Seite 32). Fiir
die Matrizen R©, R{", R” R R® und R® hat dies zur Folge, daB jeder ihrer
Eintrége als

#Terme
ap + Z a; H cos(¢y) H sin(g,) (2.45)
=1 ueC; vES;

mit passenden Koeffizienten a; und passenden Indexmengen C; und S; dargestellt wer-
den kann.
Um den EinfluB eines einzelnen Terms a;+ [[,c¢ , cos(¢u) [[,cs., sin(e,) auf das Gesam-

la;x]
max;>1 |ag|

Grundidee der Reduktion besteht nun darin, Terme deren Einfluf} eine gewisse Schranke
unterschreiten, d.h. Terme fiir die

tergebnis des Ausdrucks 2.45 abzuschétzen, wird die Grofe herangezogen. Die

|a¢*|

<C., mit i*>1

max ||
>1
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gilt, aus dem Ausdruck 2.45 zu eliminieren. C, ist dabei eine geeignet zu wéhlende
Schranke. Der Term aq sollte bei der Maximum-Bildung stets unberiicksichtigt bleiben,
da er nur eine Nullpunkt-Verschiebung bewirkt und kaum Auswerteaufwand benétigt.

Beispiel 2.5 Gegeben sei folgender zu reduzierender Ausdruck

u=10"% + 1-107°-cos(ip3) - sin®(¢1) - cos®(i5)
— 3-107° - sin(ip3) - cos®(gs3) - cos®(¢ps) - sin(ys)
— 7-107* -sin*(¢1) - cos(g1) - sin(ipa) - sin(p3)
+ 3-1077-cos(ip1) - sin®(yy)
— 5-107%-sin(ip1) - cos(p2) - cos? ().

Offensichtlich gilt

max |a;| = 1077,
I>1

Bei einer Wahl von C, = 1072 reduziert sich der Ausdruck zu
ul™ = 1078 4+ 1-107%- cos(ps) - sin®(¢y) - cos®(ys)

— 3-107° - sin(ip3) - cos®(g3) - cos®(ips) - sin(ys)
— 7-107* - sin®*(¢1) - cos(g1) - sin(ipa) - sin(ip3)

Der maximale Fehler betrigt 3.5- 107",

N~ N
-0.5f — exakter Wert |

—— abs. Fehler
-1 : : : 1 ‘ * ! . | Zeit
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1—>
1000 % J
0%
_ 04 .
1000 % — rel. Fehler
1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 Zeit
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1—>

Abbildung 2.3: Exakter Wert, absoluter Fehler und relativer Fehler der obigen Reduk-
tion, wobei ¢, = k- 2wt (k= 1...5) angenommen wurde.

Fiir den Fall ¢ = k-27t (k= 1...5) sind in Abbildung 2.3 der exakte Wert u, der

absolute Fehler u — u("*? sowie der relative Fehler %M in Prozent dargestellt. Wie

deutlich zu sehen ist, &ndert die Reduktion den Wert von w nur unmerklich, so dafl der
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Verlauf und damit die globalen Eigenschaften des Terms u im wesentlichen unveréndert
bleiben. Es ist aber auch zu sehen, dafl der relative Fehler an einzelnen Stellen sehr grofl
werden kann. Dies ist gerade dann der Fall, wenn u gegen Null geht und der absolute
Fehler u — u("® zwar klein, aber von Null verschieden ist. Kann davon ausgegangen
werden, dafl sich die Parameter ¢, ausschliellich in der Néhe eines solchen Punktes
bewegen, so ist das hier vorgestellte Reduktionsverfahren nicht geeignet. Stattdessen
sollte auf eine Linearisierung zur Reduktion des Aufwandes zuriickgegriffen werden.
O

Allgemein kann man sagen, dafl das hier vorgestellte Reduktionsverfahren ein Ge-
genstiick zur Linearisierung bildet. Wahrend die Linearisierung nur auf Probleme ange-
wandt werden kann, die sich in einem kleinen Gebiet um den Punkt der Linearisierung
abspielen, ist das Reduktionsverfahren i.a. nur fiir Systeme geeignet, bei denen die
Winkel iiber grofie Bereiche variieren.

Elimination auf der Basis vergleichbarer Terme

Die vorgestellte Reduktion wird elementweise fiir jede der Matrizen R, R,(:), R,(f),

RS’), R® und R® (k = 1...n) durchgefiihrt. Wir bezeichnen unsere Vorgehensweise
deshalb auch als Elimination auf der Basis vergleichbarer Terme.

Beispiel 2.6 Gegeben seien die Bewegungsgleichungen

[ 0 ] _ [ ‘ 10 ' 2 - sin(qy) + 0.01 - sin(qy) - cos(qz) 1 { q1
0 2 -sin(q1) + 0.01 - sin(q ) - cos(go) 3 Go
(61 do ] { 1.1 = 0.7 - cos(q) +8.01 - cos(qy) - sin(qq) O'(())O1 ] [ (q]; ]
' (@1 ¢ ] [ i) = eosta) Oé)05 o) inla sin}ﬂb) } [ g; ]
+|: L cos(ga) +2-sin(q1) — 0.01 - sin(g,) - cos?(g2) ] { Q1(1) ]
0 2 + sin(q;) — 0.002 - cos®(g) Qa(1)

Unter Verwendung der Schranke C. = 1072 ergibt sich durch die elementweise Anwen-
dung des Reduktionsalgorithmuses

o] = Loty 5™ [

(¢ do ] 1.1 = 0.7-cos(q1) + 0.01 - cos(qq) - sin(qz) 0 G
no 0 0.001 | | ¢

[ G2 ] [ sin(q1) 6 cos(qa) 1 ] l ¢ ]

sin(gqz) 2
Rl [P N

Wiihrend fiir die Auswertung des Originalsystems 37 Multiplikationen und 23 Additio-
nen (60 Elementaroperationen) benétigt werden, geniigen beim reduzierten System 22
Multiplikationen und 15 Additionen (37 Elementaroperationen). Die Symmetrieeigen-
schaften der Matrizen bleiben insbesondere erhalten.

+

O
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Da ausschliefSlich auf der Basis vergleichbarer Terme eliminiert wird, verédndern sich die
Werte der Eintréage der jeweiligen Matrizen nur geringfiigig. Die Grundeigenschaften der
Matrizen werden dadurch i.a. nicht verdndert, was zur Folge hat, dafl das Gesamtsystem
seine wesentlichen Eigenschaften ebenfalls beibehilt. Dies ist die grofie Stérke der hier
vorgestellten Reduktionsmethode.

Verallgemeinerung auf beliebige beschrinkte Transformationsmatrizen

Grundlage fiir den vorgestellten Reduktions-Algorithmus ist die Beschrianktheit der
Sinus und Kosinus der Gelenkwinkel. Offensichtlich 148t sich der Algorithmus auf be-
liebige Systeme mit beschrankten Gelenktransformationsmatrizen anwenden.

Bei Schubgelenken mit beschrankter Ausfahrlange h; € [ly, 1] ist die Gelenkkoordinate
beispielsweise als

L =1

hj =lo + - (1 —sin(1;))
darstellbar. Das Einsetzen dieses Ausdrucks in die jeweiligen Elemente fiihrt wiederum
auf einen Ausdruck der Form 2.45.

Iterative Anpassung der Schranke C,

Die Wahl einer optimalen Schranke C, kann sich durchaus schwierig gestalten. Sie héngt
i.a. stark vom zugrundeliegenden System ab. Die in [52] dargestellten Untersuchungen
zeigen jedoch, da8 C. = 1072 in aller Regel recht gute Ergebnisse liefert.

Um den Einflufl der Schranke C, auf das Ergebnis besser abschéitzen zu kénnen, be-

K la]—||ated

trachten wir als Maf} fiir den Gesamtfehler den Ausdruc , wobei a und

(red

lall
a"? die jeweiligen Koeffizientenvektoren sind. Man kann nun iterativ vorgehen. Dazu
definiert man eine Fehlergrenze ¢ und verdoppelt C. so lange, bis

lall — [la®]]

< €
verletzt ist.

Implementierung

Das zuvor skizzierte Reduktions-Verfahren wurde innerhalb der Computeralgebraum-
gebung MAPLE realisiert. Dabei wird davon ausgegangen, dafl die zu reduzierenden
Ausdriicke stets in der Form 2.45 darstellbar sind. Der Algorithmus durchlauft insge-
samt vier Schritte.

Im ersten Schritt wird der Ausdruck in die Form 2.45 gebracht. Im zweiten wird mit
Hilfe von MAPLE-spezifischen Routinen der Koeffizientenvektor a = (a;);=1._, sowie
der Vektor b = ([[,cc, cos(wu) [Tes, sin(py))i=1..x gebildet. Auf der Basis der zuvor
geschilderten Reduktionsidee wird anschlieBend a"*? generiert, indem alle nicht rele-
vanten Amplituden zu Null gesetzt werden. Der abschlielende vierte Schritt liefert den
gewiinschten Ausdruck a("® - b.
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Im AnschluB an die elementweise Reduktion wird die MAPLE-Routine
codegen [optimize] (vgl. [69]) fiir eine optimale Auswertung der resultierenden Bewe-
gungsgleichung angewandt. codegen [optimize] nutzt dabei Standard-Code-Optimie-
rungs-Algorithmen wie ‘common subexpression elimination’ und "constant folding’ (vgl.
[70]). Aufgrund der hohen Leistungsfiahigkeit bietet sich die Anwendung dieser Routine
selbst dann an, wenn keine Reduktion durchgefiihrt wird.

Die alphanumerische Generierung der Bewegungsgleichungen in der Form von 2.44, so-
wie die Reduktion und die Code-Optimierung sind duflerst zeitintensive Operationen.
Dieser Vorgang muf} jedoch nur einmal als Teil der Modellierung durchgefiihrt werden.
Die bisherigen Untersuchungen zeigen, dafl die hier vorgestellte Methode bei Ketten mit
bis zu sieben Korpern von einem handelsiiblichen PC in einer noch akzeptablen Zeit zu
bewiltigen ist. Die numerische Integration wird dagegen aufgrund des geringeren Auf-
wandes enorm beschleunigt. Der MAPLE-Implementierung wurden Exportfunktionen
nach C; MATLAB und SIMULINK beigefiigt, wodurch man in der Lage ist herkommliche
MATLAB-Routinen [93] bzw. Integratoren der NAG-C Bibliothek [60] zu verwenden.
Dies erhoht die Flexibilitdt des vorgestellten alphanumerischen Ansatzes enorm. Ab
der Version 10 (16 Mai 2005) ist der Export nach C und MATLAB standardméaBig in
MAPLE implementiert.

Effizienzuntersuchungen am Beispiel von rdumlichen Mehrfachpendeln

Die hier vorgestellte Methode fiithrt auf die gleichen Bewegungsgleichungen wie

der Algorithmus von Roberson und Wittenburg. Damit lassen sich die Ergebnis-
se aus [52, 53| direkt iibertragen. Die Effizienz des hier vorge-
stellten Verfahrens wird in [52] anhand rdumlicher Mehrfachpendel “Lliﬁrpero
ausfithrlich diskutiert. Ohne auf die speziellen Details einzuge-

hen, werden wir hier einige der wesentlichsten Resultate wiederge- \

ben.

Als Testbeispiel fiir die Effizienzuntersuchungen dient ein n-fach Pen-

del aus identischen Kérpern (Léinge ¢ = 20 [cm], my, = 2 - 1072 [kg],

(J)is = 10~ [kg - m2], (Jn)sy = 10 [kg - m?] (i # j)) mit paarweise

7o(t) ]

wo(t)

orthogonalen Achsen, deren Wurzel mit vorgegebenen Vi), =

bewegt wird.

In Tabelle 2.1 sind die Ergebnisse der Untersuchung dargestellt.
Dabei wird der Aufwand zur Auswertung der Bewegungsgleichun-
gen anhand der Anzahl an benétigten Elementaroperationen K

(Additionen und Multiplikationen) fiir verschiedene Reduktions-

stufen miteinander verglichen. Wie deutlich zu sehen ist,

bewirkt schon die Verwendung der MAPLE-Routine
codegen[optimize] alleine eine drastische Reduktion des Aufwandes. Es zeigt sich
aber auch, dafl durch Verwendung des Reduktionsverfahrens noch einmal bis zu 50%
weniger Elementaroperationen benotigt werden.

Ein weiteres interessantes Resultat ergibt sich aus dem Vergleich von eliminierten Ele-
mentaroperationen und eliminierten Termen. Die Tabelle 2.2 zeigt, dafi beim Beispiel
des rdumlichen Mehrfachpendels mit orthogonalen Achsen relativ gesehen weniger Ter-
me als Elementaroperationen eliminiert werden. Dies 148t den Schlufl zu, dafl Terme
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d.o.f. | Originalsystem Verwendung von codegen[optimize]

n ohne Reduktion C. = 1072 C.=10""

1 61 (100%) 47 (77%) 45 (74%) 45 (74%)
2 538 (100%) 306 (57%) 302 (56%) 211 (39%)
3 3292 (100%) 1240 (38%) 1134 (34%) 771 (23%)
4 16434 (100%) 5001 (30%) 3689 (22%) 2500 (15%)
5 71728 (100%) 18553 (26%) 11537 (16%) 8027 (11%)
6 284575 (100%) 64396 (23%) 32593 (12%) 22437 ( 8%)
7 1052643 (100%) 213382 (20%) 94951 ( 9%) 62869 ( 6%)

Tabelle 2.1: Vergleich des Auswerteaufwandes anhand der benétigten Elementaropera-
tionen (flops).

mit kleinen Amplituden im Mittel einen grofleren Auswerteaufwand benétigen.

d.o.f. | Reduktion mit C. = 1072 Reduktion mit C. = 107!
n flops Terme ‘ flops Terme
1 74% 2% 74% 2%
2 56% 88% 39% 50%
3 34% 2% 23% 42%
4 22% 64% 15% 39%
5) 16% 58% 11% 37%
6 11% 52% 8% 34%
7 9% 50% 6% 31%

Tabelle 2.2: Anzahl an Elementaroperationen (flops) des reduzierten Systems relativ
zum System in seiner urspriinglichen Form.

Wie bereits zuvor erwihnt, ist die Wahl der Schranke nicht unproblematisch. Die in
[52, 53] gemachten Untersuchungen haben jedoch gezeigt, dafi eine Schrankenwahl von
C. = 1072 fiir die meisten Problemstellungen brauchbare Ergebnisse liefert.

Auswirkung der Reduktion auf die Losung

Die Auswirkungen der Reduktion auf den zeitlichen Verlauf der Losung héngt stark
von der Sensitivitdt der zugrundeliegenden Problemstellung gegeniiber Stérungen ab.
Obwohl das Reduktionsverfahren das urspriingliche Modell nur geringfiigig verdndert,
konnen die erzeugten Modellfehler gerade bei instabilen Systemen zu grofien Fehlern
fithren. Bei stabilen Systemen wird der Einflufl dagegen eher gering sein.

Im allgemeinen ist man weniger am exakten Zeitverlauf, sondern eher an den prinzi-
piellen Eigenschaften der Losung interessiert. Da die Elimination auf der Basis ver-
gleichbarer Terme geschieht, bleiben eben diese Eigenschaften (bei geeigneter Wahl der
Schranke C.) erhalten.
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Beispiel 2.7 In Abbildung 2.4 sind die Simulationsergebnisse des geddmpften 5-fach
Pendels mit orthogonalen Achsen (Anfangswerte: (0) = [7/4,0,0,0,—7/4], ¢(0) =
0,0,0,0,0], Dimpfung: M, = —0.001 [f::f} -k, k =1...5) bei verschiedenen Reduk-
tionsstufen dargestellt, das unter Einflul der Gewichtskréfte zu schwingen beginnt.
Die Modellgleichungen wurden dabei mit Hilfe der MATLAB-Integrationsroutine ode45
gelost. Fiir Schranken bis zu C. < 107! liegt der Fehler in den Gelenkwinkeln unter
1%. Bei einer weiteren VergroBerung von C. nehmen die Fehler deutlich zu. Im Fall
C. = 2-107! liegt der maximale relative Fehler etwa bei 25%. Trotzdem scheint es so,
daB das Verhalten zumindest qualitativ noch richtig abgebildet wird (vgl. Abbildung
2.4, unten rechts).

45° codegen[optimize]
0°
_45° 1 1 1 1 ]
-2
. 45° C =10
0°
E
1 % _450 1 1 1 1 ]
< -1
g 45 C =10
©
o

45° Winkel ¢35
0° WJ
-45°

45° Winkel 5

Gelenkwinkel bei CE:O

0 1 2 3 4 5s]
Zeit

Gelenkwinkel bei C_=2 mo™t

Abbildung 2.4: Beispielrechnung fiir geddmpftes 5-fach Pendel. (Oben rechts:) Zeitlicher
Verlauf der Gelenkwinkel bei verschiedenen Reduktionsstufen. (Unten rechts:) Vergleich
einzelner Winkel bei verschiedenen Reduktionsstufen.

O
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Abschlielende Bemerkungen

Das hier vorgestellte Verfahren modifiziert das zugrundeliegende Modell derart, daf} sei-
ne grundlegenden Eigenschaften moglichst erhalten bleiben, wihrend sich der Auswer-
teaufwand deutlich reduziert. Wie wir in Beispiel 2.5 gesehen haben, kann die Reduk-
tion jedoch prinzipiell auch dazu fithren, dafl der relative Fehler in einzelnen Punkten
grofy wird. Das Reduktionsverfahren ist daher nicht fiir Untersuchungen von stationdren
Zustéanden geeignet. Hier sollte auf die Linearisierung zuriickgegriffen werden.

Die Linearisierung und das Reduktionsverfahren konnen als komplementéire Ansétze
zur Aufwandsreduktion angesehen werden. Wihrend sich ersteres fiir die Untersuchung
kleiner Bewegungen eignet, ist das hier vorgestellte Reduktionsverfahren fiir die An-
wendung auf Systeme mit groflen Bewegungen ausgelegt.

Aufgrund des hohen Aufwandes zur Erzeugung der reduzierten Bewegungsgleichun-
gen ist es nur bedingt sinnvoll groflere Systeme auf diese Art zu behandeln. Ein An-
wendungsbereich des Reduktionsverfahren ist jedoch bei der Generierung effizienter
Subsystemmodelle fiir modulare Simulationen gegeben.

2.5 Regulidre Numerierung und
rekursive Algorithmen

Mit Hilfe des Algorithmus 2.3 (Seite 29) 148t sich aus jeder allgemeinen eine regulire
Numerierung von Korpern und Gelenken erzeugen. Wie schon bemerkt, nimmt die
Wegematrix bei reguldrer Numerierung eine obere Dreiecksgestalt an. Dies ist der
Schliissel, der im Folgenden genutzt wird, um effiziente rekursive Verfahren zur Ge-
nerierung und Auswertung der Bewegungsgleichungen herzuleiten. Gerade bei der rein
numerischen Generierung der Bewegungsgleichungen bringen diese eine enorme Zeiter-
sparnis mit sich.

Es sei bemerkt, daf die in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse mit denen von Jain
[46] oder auch Rodriguez et al. [84] vergleichbar sind.

2.5.1 Reguldre Numerierung

Ein reguldren Numerierung hat einen groflen Einflul auf die Gestalt der Transfor-
mationsinzidenzmatrizen und der —~wegematrix. Insbesondere lassen sich in diesem Fall
Produkte der Form Tb und T7b sehr effizient rekursiv berechnen.

Regulédre Numerierung

Verwendet man eine reguldre Numerierung fiir die Kennzeichnung der Kérper und
Gelenke, so vereinfachen sich viele der zur Generierung der Bewegungsgleichungen
benotigten Ausdriicke. Die Matrizen S und T werden zu oberen Block-Dreiecksmatrizen
mit —I € R%*% auf den Diagonalen. Insbesondere ergibt sich nach Definition 2.29 und
den Beziehungen 2.21 (Seite 27), da8

=T+ (G ED) (2.46a)
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und wegen Vg+(j)j =Gj(qj)q; (j=1...n) auch
T ' oy
8" = (“0u ()Tl G lay) ay) Hy (H79) ) (2.46b)

Jk=1l.n

gilt. Fiir die Transformationswegematrix folgt auBerdem®

(T7). = —Hy(H/*)  falls ein £ € {0,1,...,n — 1} mit k =i7"(j) existiert.
ik 0 sonst.

Rekursive Bestimmung von Produkten der Form ¢ = Tb und ¢ = T?b.

Zur weitreichendsten Eigenschaft reguldrer Numerierungen kommen wir nun. Produkte
der Form ¢ = T b lassen sich als

¢c=Tb=-b+(T+Db=-b+(I+8)Th=-b+(I+S)c (247a)

schreiben. Aufgrund der speziellen Gestalt der Matrix S ist die Matrix I+ S eine obere
Block-Dreiecksmatrix mit 0 € R%*® auf der Diagonalen, was eine Riickwirtselimination
erlaubt. Um dies zu verdeutlichen, wird die Beziehung 2.47a elementweise dargestellt

co=—by+ Z Swep fird=n,n—1,...1. (2.47b)
k=41
Man sieht, da8 fiir die Bestimmung von ¢, bei festem ¢, nur die aus den Schritten
¢ =n bis { = {y + 1 bestimmten Groéfen ¢, benotigt werden. Die Vektor ¢ kann also
durch 2.47b vollstindig rekursiv bestimmt werden.
Die Matrix I+ S besitzt nur (n— 1) von 0°%¢ verschiedene Blicke. Es ist daher sinnvoll
sie als diinnbesetzte Matrix zu behandeln. Man definiert

ij=l..n

Die Index-Funktionen col€ und row€& werden iiber den Algorithmus 2.4 bestimmt.

Algorithmus 2.4 : Definition von col€ und rowé&.
k=0
fori=n—-1to1do

for j=ntoi+1do
if i =i"(j) then
k=k+1
row&lk] =i
col€[k] =7
end if
end for
end for

Dabei ist row& so definiert, dafl row&[k] eine monoton fallende Folge bildet, und daf

£ 1 falls i =row&[k] und j = col&€[k], mit k=1...n—1
Y1 0 sonst

IMit it" wird die f-malige Hintereinanderausfithrung it o ... 04" der Abbildung i* bezeichnet.
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gilt.
Auf der Basis von Beziehung 2.47b und den Definitionen von col€ und row& 148t sich
das Produkt ¢ = T b nun sehr effizient rekursiv bestimmen.

Algorithmus 2.5 : Rekursiver O(n)-Algorithmus fiir die Bestimmung von ¢ = T b.

(=1
fori:=ntoldo
¢, = _bi
while row&[l(| =i do
Jj = col&[{]
C,=¢ + HVT(Hji) C;
(=0+1
end while
end for

Die iibliche Auswertung des Produkts T b benotigt @ Matrix®*®-Vektor® Multi-
plikationen und noch einmal genauso viele Vektor®-Vektor® Additionen. Im Vergleich
dazu kommt der Algorithmus 2.5 mit (n — 1) Matrix®*%-Vektor® Multiplikationen und

(n — 1) VektorS-Vektor® Additionen aus.
Produkte der Form ¢ = T7b lassen sich vollig analog behandeln. Dazu werden analoge
Definitionen von row&” und col€" benstigt. Es zeigt sich, daf

rowE' k] =it (k+1), k=1...n—1
und
colST:[Z n]

gilt. Da auBerdem die erste Zeile von €7 ausschlieBlich aus Nullen besteht, und in allen
anderen Zeilen nur ein von Null verschiedenes Element existiert, vereinfacht sich der
Algorithmus 2.5 zu:

Algorithmus 2.6 : Rekursiver O(n)-Algorithmus fiir die Bestimmung von ¢ = T”b.
¢, =—b
for ) =2 ton do
¢, =-b,+ HV(Hji+(j))§i+(
end for

7)

Der Algorithmus 2.6 benétigt wie zuvor genau (n — 1) Matrix®*%-Vektor® Multiplika-
tionen, sowie (n — 1) Vektor®-Vektor® Additionen.

Beispiel 2.8 Aus der reguléren Numerierung

J | |1 il il oiv
01 1 2

0
folgt
! é é (1) ko] 123
E=1+S= 00 und | row&lk] | =2 1 1|,
0 colE[k] | 4 3 2
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sowie
(1) ; . 123
ET=1+8"= 100 und | rowETk] | =2 3 4
T
0100 colE" [K] 11 2
Fiir das Produkt ¢ = Tb = —b + (I + S)c ergibt sich somit die Vorschrift der
Riickwéartselimination
¢ = —by
Cy = _h3
c, = —b,+H/(H?)c,
¢ = _b1+HVT(H31)§3+HVT(H21)92'

¢, = —b

c, = —by+Hy(H")c,
c; = —by+ Hv(Hgl) €
¢, = —b,+Hy(H?)c,.

2.5.2 Rekursive Auswertung der Bewegungsgleichung

Auf der Grundlage der Algorithmen 2.5 und 2.6 wird im Folgenden ein Verfahren zur
rekursiven Auswertung der Bewegungsgleichungen entwickelt.

Unter Verwendung der Beziehungen 2.40 und 2.41 lassen sich die Bewegungsgleichungen
2.39 in der Form

ATMAG (2.49)
= AT[E+U-M(-T7[8'Aq+Gd| - Dy (V) AV, (1) + A"V (1)) |

= = [ p—/ =

darstellen, wobei

(2.38)
U = (THVT(yk) MZkyk)kzl...n
v 2 A g+ AV,
und
- T (2.46b : it (7
S = (_5ki+(j)THv(Gj(qJ)qJ)HV(H] +(])))jk:1 n

gilt.
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Rekursive Bestimmung von Produkten mit den Kopplungsmatrizen

Wesentlich fiir die Auswertung der Bewegungsgleichung 2.49 sind Produkte der Form
Aa, AT a und A°a. Diese lassen sich wiederum sehr effizient rekursiv bestimmen.

Zum einen ergibt sich fiir Produkte der Form b = A’a (2.230) (HV(HJO))j:L“n a die
Rekursionsvorschrift
b, = Hy(H)a und b; = Hy(H )b, ;. fir j=2...n. (2.50a)

Zum anderen konnen Produkte unter Beteiligung der Kopplungsmatrix A auf Produkte
mit der Transformations-Wegematrix T zuriickgefithrt werden. Es gilt daher

Aa=-T'Ga=-T"b, mitb= (Gja,) (2.50D)

j=1l..n

bzw.

"Ta=-G'Ta=-(G/b;)._, , mitb=Ta, (2.50c)
j=1l..n

wobei zur Bestimmung der Terme T?b bzw. T a die rekursiven Algorithmen 2.5 bzw.
2.6 verwendet werden.

Rekursive Auswertung der rechten Seite der Bewegungsgleichung

Aus den Beziehungen 2.50 148t sich nun der auf der Seite 54 abgedruckte O(n)-
Algorithmus 2.8 fiir die Auswertung der rechten Seite der Bewegungsgleichungen 2.49

£ = AT[F 4+ UM (~T7[8"A 4+ Gd| ~ Dy (V) A'VE(1) + A"V (1)) |
(2.51)
ableiten.
Der Algorithmus 2.8 benttigt 396-n+18-> m;—180 Multiplikationen und 384-n+18-
Y- m; — 192 Additionen. Beriicksichtigt man, dafi die Matrizen Hy(H) und 73, (V)
jeweils neun Nullen besitzen, so bleiben 315 -n 4 18 - >~ m; — 135 Multiplikationen
und 330-n+18-) m; — 162 Additionen. In Spezialfillen reduziert sich der Aufwand
noch weiter.

Rekursiver Algorithmus zur Bestimmung von Produkten der Form ATM Aa

Auf der Basis der Darstellungen 2.50 kann auch ein O(n)-Verfahren angegeben werden,
um Produkte der Form f*) = ATM A a zu berechnen.

Algorithmus 2.7 : O(n)-Algorithmus fiir die Bestimmung von f*) = ATM A a.
Berechne u = (G ag)k=1..n-
Bestimme v = T7u durch Algorithmus 2.6.
Bestimme w = T (Mij V;)j=1..n durch Algorithmus 2.5.

Berechne das Ergebnis f*) = (GTW;)iz1..n-

Diese Vorgehensweise bendtigt maximal 2n Matrix®*®-Vektor® Multiplikationen und
2(n — 1) Vektor®-Vektor® Additionen.
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Algorithmus 2.8 : Rekursiver O(n)-Algorithmus fiir die Auswertung der rechten Seite
) der Bewegungsgleichungen.
1.) Bestimmung von V.= A g + AV (t) =v! + v

X% =Gy gl

vi = Hy(H') V(1)

V), =v; +vi

for j =2 tondo
le' = Gj Qj + HV(H]ZJr(])) X}ﬂj)
ij = H};(Hﬂ;m) X?+(j)
Xj =y, + v
end for

2.) Bestimmung von u' = A° Vgo(t):
-0
u; = Hy(H") Vio(t)
for j =2tondo
uj = Hy(H"0)ul.
end for
3.) Bestimmung von u* = AO Vi (t) = _DTHV(V')V23
for j =1tondo
end for

()

4.) Bestimmung von u?® = Ag = -

H
S
—~
0]
S
1<
4
@
Q
Nl

uj = Gy gl
for j =2 tondo '
E;’ = _THV(G]' gj) Hv(H]Z+(J)> Xz‘l“'(j) + Gj gj + HV(Hjﬁ(J)) E?+(
end for
5.) Bestimmung von b=F + U — M[gl +u®+ gg] :
for j =1tondo

b, =F; + T, " (V,;) M, V, — MY, (u} + u} + uf)
end for
6.) Bestimmung des Endergebnisses f (R) — AT b:
(=1
for i =nto 1 do
fR) _ _p
while row€&[l(] =i do
Jj = col&[]
(o ®
L‘ - L + HVT(HN) £j
end while
end for

for j (:)1 ton do( :
R) T ¢(R
£;7=-Gj
end for
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2.5.3 Semi-rekursive Formulierung

Bei der Integration der Bewegungsgleichungen ist man haufig nicht am Produkt
ATM A q, sondern an der Massenmatrix M = ATM A selbst interessiert. Ziel dieses
Abschnittes ist es daher einen Algorithmus zur direkten Bestimmung von M anzuge-
ben.

Rekursiver Algorithmus zur Bestimmung der Kopplungsmatrix A

Bevor wir uns der Massenmatrix M zuwenden, betrachten wir zunéchst die Kopp-
lungsmatrix A. Diese 1d8t sich wiederum iiber den Algorithmus 2.6 bestimmen, indem
dieser auf die Spaltenmatrizen der Kopplungsmatrix (Ajk>j:1...n = —T"Ge, ange-
wandt wird. Nutzt man zusitzlich aus, dafl wegen i*(j) < j und Ge;, = (04Gy)
fiir festes k£ die Beziehungen

i=1...n

Ay=G, und Ay =0, fiwj=1...k—1 (2.52)

gelten, so fiithrt dies letztlich auf den nachfolgenden Algorithmus 2.9.

Algorithmus 2.9 : Rekursiver Algorithmus der Kopplungsmatrix A
for k=1tondo
A = Gy // Diagonaleintrige
for j=k+1tondo
if i*(j) > k then  // von Null verschiedene Nebendiagonaleintrige
Ajk = HV(HJﬁ(J))Aﬁ(j)k
end if
end for
end for

Der Aufwand zur Generierung der Matrix ist minimal, da fiir die Diagonaleintréige nur
eine einfache Zuweisung und fiir die von Null verschiedenen Nebendiagonaleintrige
jeweils nur eine Matrix®*6-Matrix®*™i-Multiplikation ben&tigt wird. Maximal werden
damit 18- (n —1)- > m; Multiplikationen und 15- (n —1)- > m; Additionen bend&tigt.
Beachtet man, da8 ) m; der Anzahl der Koordinaten entspricht, und damit zwischen
n und 6 - n liegen muf, so ist klar, dafl der Aufwand mit O(n?) wichst.

Rekursiver Algorithmus zur Bestimmung der Massenmatrix

Mit Hilfe der Algorithmus 2.9 zur Bestimmung der Kopplungsmatrix A 148t sich auch
die Massenmatrix M = A"M A sehr effizient bestimmen. Der Algorithmus 2.10 nutzt
dazu die Symmetrie von M, die Diagonalgestalt von M und die Eigenschaft aus, daf3
A,;; nur dann von Null verschieden ist, wenn 7;; = —1 gilt.
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Algorithmus 2.10 : Rekursiver Algorithmus zur Bestimmung der Massenmatrix M
Bestimmung der Kopplungsmatrix A mit Hilfe des Algorithmus 2.9.
for i =1 ton do
for j=1to¢do
for k=17 ton do
if Ty - Tj, = 1 then // Nur die von Null verschiedenen Terme.

— Omz XMy

M, = M;; + Aj; M Ay
end if
end for
Mji = Mg
end for
end for

Fiir den Algorithmus werden insgesamt maximal (39 - n + 3) - > m; Multiplikationen
und (33 - n+ 3) - > m; Additionen benétigt. Es handelt sich also, wie schon bei der
Bestimmung der Kopplungsmatrix A, hierbei wiederum um einen O(n?)-Algorithmus.
Der Algorithmus 2.10 kann auch fiir eine effiziente alphanumerische Generierung der
Massenmatrix genutzt werden.

Semi-rekursive Generierung der Bewegungsgleichungen

Auf der Basis des O(n?)-Algorithmus 2.10 und des O(n)-Algorithmus 2.8 lassen die
Massenmatrix und die rechte Seite der Bewegungsgleichungen auf sehr effiziente Wei-
se numerisch generieren. Die Bestimmung der Bewegungsgleichungen in dieser Form
ist eng verwandt mit der sogenannten semi-rekursiven Mehrkoérperformulierung (vgl.
Cuadrado und Dopico [21], de Jalén et al. [23] und Rodriguez et al. [85]).

Insgesamt ist zu sagen, dafl diese Vorgehensweise insbesondere dann von Interesse ist,
wenn das numerische Verfahren zur Losung der Bewegungsgleichungen auf die Losung
linear-impliziter Differentialgleichungen abgestimmt ist (vgl. Abschnitt 2.6, Seite 641f).

2.5.4 Block-UDL-Zerlegung der Massenmatrix

Fiir die klassischen Verfahren zur Integration von Bewegungsgleichungen ist es notig die
Gleichung M q = Q nach den Beschleunigungen q aufzulésen. Eine Moglichkeit dies
zu tun besteht darin die Massenmatrix M € R}*%, = numerisch zu invertieren! und
mit Q zu multiplizieren. Der Aufwand fiir diese sogenannte direkte Methode wéchst
dabei mit O(n?). Eine weitere Moglichkeit bieten iterative Verfahren, wie beispielsweise
das konjugierte Gradientenverfahren. Diese benétigen nur O(¢-n?) Operationen, wobei

¢ der Anzahl an Iterationsschritten entspricht.
Ziel dieses Abschnittes ist es eine Block-UDL-Zerlegung (upper diagonal lower) der

'Fiir die numerische Inversion bietet sich das Cholesky-Verfahren an, da die Massenmatrix sym-
metrisch und positiv definit ist.



2.5. REGULARE NUMERIERUNG UND REKURSIVE ALGORITHMEN o7

Massenmatrix zu bestimmen, d.h. eine Zerlegung der Form

%
%

*

>

% e
[

*

x

(U, D und L quadratische Block-Matrizen), so dal die Inversion von M mittels einer
Riickwirts—/Vorwérts—Elimination! durchgefiihrt werden kann.

Blockdarstellung der Massenmatrix

Aufgrund der speziellen Gestalt von S und T folgt fiir die Submatrizen

S® = ()14 € ReZs und AW = (A)1 k1 € ngiﬁw (2.53a)
und die Subvektoren

s = (§)1..,k—1,k € ]ng;é und a® = (A>k,1...k—1 = Réiﬁ;’ (2.53b)
daB

g — g g+ — { S(()k) §(f+11) } (k=1...n—1) (2.54a)
und

}, (k=1...n—1) (2.54b)

AWTgm @3 | ACTDIS0D ATt _ g
AR 0 et
_ _g'rs—_gr—| —G" o
—_— = = —_— O _GZ )
woraus sich direkt
a™’ = A-DT 50 (2.55)
ergibt. Definiert man nun MO = (M>1...n71,1‘..n717 so laBit sich die Massenmatrix

M = AT M A mit Hilfe der obigen Beziehungen blockweise darstellen als

M - _A(n—l)T a(n)T“M(nl) 0 ‘|{A(n—1) 0 ]

- 0 G, 0 M ||a™ GT
(2.55) | A(n_l)T <M(n_1) + s M §(n)T> Al Q(n)TMZ n (2.56)
GT M" @™ GTM" G,

'Die Gleichung UDLg=Q 1483t sich darstellen als Ua = Q und DL g = a. Die Beschleuni-
it1
gungen ergeben sich aus der Riickwérts-Elimination a; = U, HQi - U;,; a; ) und der Vorwérts—
i—1 j=n
Elimination §; = L;;! (D—l a;— 3 L qj).
j=1

i
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Zerlegung der Massenmatrix

Grundlage fiir die Zerlegung der Massenmatrix bildet der folgende Satz.

X

Satz 2.9 Se: l v7 ;{ ] eine symmetrische Matriz, und Z invertierbar. Dann gilt

X Y] [1IYZ'][X-YZ'YT 0 I 0
Y' zZ |0 1 0 Z||z'Y" 1|

Beweis : Die Behauptung ergibt sich durch Ausmultiplizieren der Zerlegung.

|
Die Anwendung dieses Satzes auf die Massenmatrix in Form von Gleichung 2.56 fiihrt
unter Verwendung der Beziehung 2.55 auf

_[1 a™'K,D,
M = 0 I }
I 0 D,'
1 0
D, K a™ 1
(1 T ][ A DT ye-DAG-D g I 0
"o 1 || o  Dpp|™MaIf 257
mit
m" ) = M"Y s (M- K,D,K?)s! € Rj "
D, = (GIM!'G,) " € R™>™
K, = M'G, € R®>m
und
" = Dang(”) c Rinxnz:’rllj )

Iterative Zerlegung der Massenmatrix

Voraussetzung fiir die Durchfiihrbarkeit der Zerlegung 2.57 ist zum einen die Symmetrie
der Massenmatrix M = AT M A, zum anderen die Invertierbarkeit von (Gg My Gn).
Beides 148t sich direkt aus der Blockdiagonalgestalt, der Symmetrie und der Positiv-
Definitheit der Matrix M ableiten. Der nachfolgende Satz besagt nun, dafl die neu
entstandene Matrix m™~Y € Rg 5" die gleichen Eigenschaften besitzt.

Satz 2.10 Die Matriv m™Y € Ry ;"' besitzt Blockdiagonalgestalt, ist symme-
trisch und positiv definit.

Beweis: Da s = S)min = (5k,i+(n)HyT(Hm+(”))) gilt, ist

k=1..n—1

sz = <5i,i+(n)5i+(n):j HvT(H"ﬁ("))ZHv(H”ﬁ(”)))

ij=1..n—1
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mit z = M? — K, D, 'K? ein Update des i"(n)-ten Diagonalelements der Diago-
nalmatrix m™ =Y. z ist offensichtlich symmetrisch. z ist auch positiv semidefinit, da
GlzG, = 0, M" positiv definit und (G})TzGt = (GHTM"G:L > 0 fiir alle G 1 G,
gilt. Damit ist m = M(”_l) +5M g §(”) als Summe einer symmetrisch positiv de-
finiten und einer symmetrisch positiv semidefiniten Matrix wiederum symmetrisch und
positiv definit.

|
Aufgrund des Satzes 2.10 1a8t sich M"Y = A("_l)Tm(”_l)A(”_l) erneut zerlegen
und es folgt

1 0] r [ A0 me2402 o |
M=o 1 |° 0 D, ’
0 | I 0 D,
mit
n—2 n—1 n n—1 T n)T
m( )= (m( ))1 n—2,1..n 2+S( ) [(m( )>n 1,n—1 K1 D1 Ky §()
1
D,y = |G, (@), Gu
K” = (m(n_l))n—ln—l Gn—l
und

l(n—l) — DnilKgilg(nfl).

Wiederholtes Durchfiihren der Zerlegung fithrt schliefflich auf die gesuchte Block-UDL-
Darstellung der Massenmatrix

M=(1+L)"D ' (I+L), (2.58)
mit D = Diag(Dy=1..) € Ry%, o L€ RL,, und L= (Ly), ., € R, . wobei

) _ NP (5 —
M7 = Mj; (j=1...n)
K, = MG,

D, = (GIM"G,)

-1

und
Lii kg = Dsz’i? (A>k,1...k—1 (2.59)
M’f(k’—l) _ Mf(k) + 5j (k) HVT(Hlm‘Jr(k;)) [Mz(k) — K, D, KZ Hy (Hkﬁ(k))

K., = M"* VG,
—1

D, = [G;}F—lM*(k VG- 1]

fir k=n...2und j = 1...n gilt. Aus Beziehung 2.59 folgt insbesondere

(2.33a)

Ly; = DKL (1 — 6i) Ay, ~DyKjy (1-d) (T7),, Gy, (kj=1...n)

und damit

L = DK"[A — Diag(A,)] %2’ DK'[A - G]

(2. 33a

-DK'I+T"]G. (2.60)
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Die praktische Realisierung der Zerlegung ist in Algorithmus 2.11 zusammengefaf}t.

Algorithmus 2.11 : Iterative Zerlegung der Massenmatrix in (I + L)"D (I + L).

1.) Bestimmung der Blockdiagonalmatrizen M* und D und K:
M =ML firj=1...n
K, =M:G,
D, = (GT'K,)!
for k =n to 2 do
M+ ) = Mz‘*+(k) + HVT<Hki+(k)) [ME _ KkaKﬂ HV(Hkﬁ(k))
K1 = M;_ Gy,
Dy = (G Kj)™
end for
2.) Bestimmung von A durch Algorithmus 2.9.
3.) Bestimmung von L:
for k=1ton do
for j=k+1tondo
if Tj,; = —1 then
L, =D;KjA;
end if
end for
end for
4.) Endergebnis:

M= (1+L)"D(I+L)

Auflésen nach den Beschleunigungen durch Riickwirts—/Vorwérts—Elimination

Mit Hilfe der Darstellung 2.58 kann das Auflésen der Bewegungsgleichungen nach den
Beschleunigungen g mittels einer Riickwirts—/Vorwirts-Elimination durchgefiihrt wer-

den, d.h. die Gleichung 2.49 (I +L)"D (I + L)g= £® wird durch

p=f"-L"

und g=Dp—-Lg

he]

bzw. durch

p, = £~ > ALK, Dp (k=n...1)
j=k+1

k—1
q, = Dk[gk—KZZIAkjgj] (k=1...n)
“

gelost. Wie man leicht sieht, ist eine explizite Berechnung von L hier nicht notig. Es
geniigt die ersten beiden Schritte des Algorithmus 2.11 durchzufiihren.
Da der Aufwand zur Bestimmung von A durch Algorithmus 2.9 mit O(n?) wichst, gilt
gleiches auch fiir die Bestimmung der Beschleunigungen ¢ mittels der
Riickwirts—/Vorwérts—Elimination. B
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2.5.5 Inversion der Massenmatrix

Im vorherigen Abschnitt wurden die Beschleunigungen durch eine Block-UDL-Dar-
stellung der Massenmatrix mit anschliefender Riickwérts-/Vorwérts-Elimination be-
stimmt. Ziel dieses Abschnittes ist es ein Verfahren zur direkten Inversion der Massen-
matrix M anzugeben.

Darstellung fiir (I + L)~!

Mit Hilfe der vorher entwickelten Block-UDL-Darstellung (Gleichung 2.58) 14t sich
die Inverse der Massenmatrix als

M'=1I+L)'DI+L)" (2.61)

schreiben. Unser Ziel ist es nun eine geeignete Darstellung fiir (I + L)™' zu finden, so
daB die Beschleunigungen durch einen O(n)-Algorithmus bestimmt werden kénnen.

Satz 2.11 Die Inverse von I+ L st darstellbar als

I+L)'=I+DK’[I- (I+T7)GDK'] ' 1+T")G (2.62)

Beweis : Zum einen existiert [1 — (1 + IT) QQKT} 71, dal— (1 + IT) GDKY eine
untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen und somit invertierbar ist. Sei
z=[1-(I+ IT) QQKT] ~' dann gilt weiter

(1+L) (I1+DK" [1- (1+T") GDK'] "' (1

(I
+DK” (-1

| e

~
=0 nach Definition von z

wodurch die Behauptung bewiesen ist.

Produkte der Form a = (I + L) 'b.

Aufgrund der Darstellung 2.62 lassen sich nun Produkte der Form a = (I + L)"'b
darstellen als

a = (I+L)"'b
2 (1+DK'[1- (1+T")GDK'] "' (1+T")G)b
~ (I+DK"[1- (1+T")GDK"] 'S 7’8" (1+T")G)b
- (I+DK"[s"- (S"+I)GDK"] "' (S"+1)G)b
= (I+DK"[-1+1+8" - (8" +1)GDK'] ' (8" +1)G)b
- (I+DK"[-I+(1+8") (I-GDK")] "' (1+8")G)b

I
o
_I_
|
=

~
Iz
S

o

=
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u=(1+8")[I-GDK")u-Gb]. (2.64)
Die Matrizen (I — GDK") und G sind Blockdiagonalmatrizen, die Matrix (I+ S”)
eine untere Block-Dreiecksmatrix mit Nullen auf den Diagonalen (vgl. Definition 2.48
der Matrix £, Seite 50). Analog zur Bestimmung von Produkten der Form T7b (vgl.
Seite 50) ergibt sich der folgende Algorithmus.

Algorithmus 2.12 : Rekursiver O(n)-Algorithmus fiir a = (I+ L)™' b.
u =0
for j =2ton do
Ny

u; = Hy(H? (J)) [(I - Gi-ﬂ-(j)Di""(j)sz&-(j)) Wit () — G+ ) bi*(j)]
end for
for j =1ton do

a; = hj + DjK?Hj
end for

Produkte der Form b = D (I + L)~ Tf.
Fiir Produkte der Form b = D (I + L)~7f ergibt sich

(2.62)

b “ D (I+G"@+T)[1-KDG' (1+T)]'KD)f

I
)

Aus dieser Darstellung 148t sich der folgende Algorithmus 2.13 ableiten.

'Da (I+T) und damit auch KD GT (I4+T) nilpotent vom Grade n ist, kann die Inverse von
I-KD QT (I+T) durch die zugehorige Neumannsche Reihe dargestellt werden.
2Man beachte: A(BA)'=A(BA)---(BA)=(AB)A---BA = (AB)‘A.
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Algorithmus 2.13 : Rekursiver O(n)-Algorithmus fir b=D (I+ L) T f.
=1
v, =0
forto=n—-1to1do
v,=0
while row&[l| =i do
J = col&|(]
v, = v, + HJ(H) [(T- K; D; GJT) v; — K;D; ij}
(=0+1
end while
end for
for . =1ton do
b, =D; (iz + GzTXz)
end for

Auflésen nach den Beschleunigungen

Mit Hilfe der Algorithmen 2.11 (nur erster Schritt zur Bestimmung von D und K),
2.12 und 2.13, sowie dem Algorithmus 2.8 (zur Bestimmung von f(R)) lassen sich die
Bewegungsgleichungen in expliziter Form (vgl. Abschnitt 2.5.3, Seite 56ff)

q=(I+L)'DA+L)" W

auf sehr effiziente Weise numerisch bestimmen. Die Anzahl an Operationen, die nétig
sind um Beschleunigungen zu bestimmen, wéchst dabei nur linear. Es handelt sich
hierbei somit um einen O(n)-Algorithmus. Dies ist insbesondere dann wichtig, wenn
der numerische Integrator auf Basis der Zustandsform arbeitet (vgl. Abschnitt 2.6.1).
Der Ausdruck £®) kann mit Hilfe des O(n)-Algorithmus 2.8 effizient rekursiv berechnet
werden. Eine andere Moglichkeit besteht in der Verwendung der Kombination aus
alphanumerischen Generierung und des im Abschnitt 2.4.3 (Seite 40) préisentierten
Reduktionsalgorithmus.

Rekursive O(n)-Verfahren

Vergleichbare Ergebnisse fiir Starrkorperketten sind in Jain [46], und fiir allgemeine
baumstrukturierte Systeme in Rodriguez et al. [84] zu finden. In Jain [46] wird au-
Berdem gezeigt, dal diese Darstellung gemeinsame Grundlage nahezu aller klassischen
rekursiven O(n)-Verfahren [2, 8, 16, 32, 83, 86, 108] bildet. Neuere Arbeiten zu diesem
Thema sind [3, 19, 20, 33, 42, 72].
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2.6 Numerische Verfahren zur Integration
von Bewegungsgleichungen

Neben der Wahl der des Algorithmus zur Generierung der Bewegungsgleichungen ist die
Wahl eines passenden numerischen Integrationsverfahrens von entscheidender Bedeu-
tung fiir die Effizienz der Simulation. Zum Abschluf dieses Kapitels wollen wir daher
kurz auf die numerische Integration linear-impliziter Anfangswertprobleme 2. Ordnung

M(q,t)q = F(q,q,t) , q(to) = qo, q(te) = vo (2.65)

eingehen. Mehr Details zu numerischen Integrationsverfahren sind in den Biichern [24,
38, 39, 100] zu finden.

2.6.1 Numerische Integration der Zustandsform

Die klassische Vorgehensweise Bewegungsgleichungen der Form 2.65 numerisch zu in-
tegrieren, ist diese in Zustandsform

[3} - [M_l(q,t;lF(v,q, t)

zu iiberfithren und spezielle Verfahren fiir gewohnliche Anfangswertprobleme 1. Ordnung
anzuwenden. Von Vorteil dabei ist die grofle Anzahl an frei verfiigharen Losungs-
algorithmen. Weiter besteht die Moglichkeit Runge-Kutta-Nystrom Verfahren fiir An-
fangswertprobleme 2. Ordnung auf ¢ = M~!(q, t) F(q, q, t) anzuwenden. Dies bringt je-
doch nur dann Vorteile, wenn die rechte Seite nicht von den Geschwindigkeiten abhéngt,
d.h. wenn g = M~!(q,t) F(q,t) gilt (vgl. [100, S. 72]).

Beide Vorgehensweisen benotigen ein explizites Auflosen der Bewegungsgleichungen
nach den Beschleunigungen. In diesen Féllen bieten sich rekursive O(n)-Modellier-
ungsalgorithmen an.

2.6.2 Numerische Integration
linear-impliziter Differentialgleichungen

Neben dem Weg iiber die Zustandsform, besteht auch die Moglichkeit die Bewegungs-
gleichungen 2.65 als linear-implizite! Differentialgleichungen 1. Ordnung

o mtan || 4] e

numerisch zu integrieren, und dabei auf ein explizites Auflésen nach den Beschleu-
nigungen zu verzichten. Besonders bei der Verwendung von impliziten numerischen
Verfahren, welche haufig bei steifen Systemen Anwendung finden, ist eine Inversion
der Massenmatrix i.a. nicht notig (vgl. [92, 93]).

! Als linear-implizite Differentialgleichungen 1.Ordnung bezeichnet man Differentialgleichungssy-
steme, die allgemein von der Form A(q,t)q = Q(q,t) sind.
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Beispiel 2.12 Wendet man ein BDF-Verfahren! auf das explizite Anfangswertproblem

q| v
v ] [ M Yq,t)F(v,q,t)
an, so ergibt sich die Vorschrift (n =1,2,...)

bn =tn—1+ Ata
adn - ) dn—j o Vn _
" [ vi ] +2 l Vi } A [ M~ (i, £) F(¥r, . 1) } -
]:

Fiir festes n erhilt man ein nichtlineares Gleichungssystem in q,, und v,,. Zur Losung
verwenden wir das Newton-Verfahren

k+1 k m k k
qn - qn _ -1 R qn—] _ Vn
{Vfﬁ“ } { vE } = (Z @ { vh } Al { M~ qf, tn) F(VE, o 1) D ’

wobei die zugehorige Jacobi-Matrix durch

(%)) I —Atl ]

—At (61\8/[;1 F+M! g—g) (VE qf t,) ol — At (1\/1_1 g—lj)(vﬁ,qﬁ, tn)

Jj =

gegeben ist.
Wendet man ein BDF-Verfahren auf das linear-implizite Anfangswertproblem

{(I) M(((]l,t) } { (vl] - [F(v?fq,t) ]

an, so ergibt sich analog Verfahrensvorschrift (n =1,2,...)

ty = tn_1 + At

LR [ E S0 1) B PR

Jj=1

verwendet werden. Die Anwendung des Newton-Verfahrens fiithrt in diesem Fall auf

kb1 k m k k

q, o q, _ _ 11 I 0 . n—j — Vi

EOEEIEE (V) i | S BN ]
J

mit

Jp =

CYQI —Atl
(ao%_lzlv_At g%) (Vqlzvq’rivtn) (QOM_ At g_l\j)(vqulfri7tn)

Offensichtlich ben6tigt diese Vorgehensweise keine Inversion der Massenmatrix M und

auch keine Ableitung der Form ‘9154:.

O

'Die BDF-Verfahren (vgl. [24, S.376ff], [90, S.465f], [100, S.333ff]) bilden eine Klasse von impliziten
Integrationsverfahren fiir explizite Anfangswertprobleme 1. Ordnung x = f(x,t¢). Die Grundidee ist
dabei, die linke Seite der Differentialgleichung mit Hilfe von Riickwartsdifferenzen zu approximieren.
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Das Beispiel 2.12 zeigt, dafl in beiden Fillen Gleichungssysteme der Form J; Axy = fj
zu losen sind, unabhéngig davon ob M invertiert wird oder nicht. Man kann sich also
bei impliziten Verfahren meist den Aufwand der direkten Inversion sparen. Selbst wenn
die Massenmatrix konstant ist, kann sich diese Vorgehensweise lohnen.

Anstelle des Newton-Verfahrens wird hdufig das vereinfachte Newton-Verfahren mit
konstanter Jacobi-Matrix verwendet. Um sicherzustellen, daf§ das Verfahren konver-
giert, kommen spezielle Monitoring-Strategien fiir das Update der Jacobi-Matrix zur
Anwendung (vgl. [4], [30, S.17f & 84f], [109, S.149-159)).

Die hier vorgestellte Vorgehensweise zur Integration in linear-impliziter Form 148t sich
besonders gut mit symbolischen bzw. alphanumerischen Ansétzen verbinden, da die
notwendigen Differentiationen meist innerhalb der verwendeten Computeralgebraum-
gebung symbolisch durchgefiihrt werden kénnen. Zusétzlich besteht die Moglichkeit auf
den Reduktionsalgorithmus aus Abschnitt 2.4.3 zuriickzugreifen. Bei nicht-symbolischer
Modellierung bieten sich fiir die Auswertung rekursive Verfahren an (Algorithmen 2.6,
2.5 2.10, Seiten 51, 51 und 56), um den Aufwand klein zu halten.

Ein alternativer Konstruktionsansatz fiir Integrationsverfahren linear-impliziter Bewe-
gungsgleichungen verwendet eine Darstellung in Form von differential-algebraisches
System. Auf diese Moglichkeit werden wir spéter in Abschnitt 3.1.3 ab Seite 85 einge-
hen.

2.6.3 Numerische Integration
impliziter Differentialgleichungen

Neben dem Weg iiber die linear-implizite Gestalt gibt auch einige Ansétze zur nume-
rischen Integration impliziter Differentialgleichungen der Form

f(x,x,t) =0.

Um diese auf die Bewegungsgleichungen 2.65 anzuwenden, verwendet man die Darstel-
lung

= {2 } - {3]  fEx ) = [M(q,t)?f:;‘(v,q,t) -

sowie

d .. I 0
8—Xf(x,x,t) = [ 0 M(q,?) }
und

0 0 -1

—f(x,x,t) = ) .
ox ( ) |: 81\%((?’t) A g_l;(va% t) _g_s‘(‘hqa t)

Die Groflen —g—z(v,q, t) und —g—lj(v,q, t) entsprechen dabei der lokalen Steifigkeits-
und Dampfungsmatrix. Innerhalb der MATLAB Umgebung existiert seit der Version 7
(2. Juni 2004) eine entsprechende Integrationsroutine namens ode15i (vgl. [92]).
Auch hier bieten sich fiir die Auswertung von f(x, x,t) die rekursiven Algorithmen 2.5,
2.6 und 2.7 (Seite 51 — 53) an. Eine Vorgehensweise dieser Art ist in [85] zu finden.
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2.7 Simulationsbeispiele

Zum Abschluf3 dieses Kapitels wollen wir uns einigen Anwendungen im Bereich der
Robotik zuwenden. Im Rahmen des SFB 588 "Humanoide Roboter” wurde ein anthro-
pomorphes Greifersystem entwickelt, das sich aus einem Leichtbauarm mit sieben und
einer fluidgetriebenen Leichtbauhand mit elf Freiheitsgraden zusammensetzt.

2.7.1 Leichtbauhand

In Abbildung 2.5 ist die fluidgetriebene Roboterhand dargestellt. Die anthropomorphe
Hand besitzt fiinf Finger, wobei der Daumen drei und die iibrigen Finger jeweils zwei
Freiheitsgrade aufweisen. Die Hand ist {iber ein Kardangelenk, das dem Handgelenk
entspricht, mit dem Arm verbunden. Das zugehorige Starrkorpermodell ist in Abbil-
dung 2.5 dargestellt. Dabei markieren die Kugeln die Lagen der Kérperschwerpunkte,
die diinnen Vektoren stellen korperfeste Vektoren dar, und die dicken Vektoren ent-
sprechen den Achsen der Drehgelenke.

Abbildung 2.5: Fluidgetriebene Roboterhand und zugehoriges Starrkérpermodell.

Fluidaktormodell

Eine Besonderheit dieser Roboterhand ist ihr hydraulischer Antrieb. In den Finger-
gelenken sind dazu spezielle Fluidaktoren angebracht [10, 75], die durch Druckbeauf-
schlagung ein Antriebsmoment um die Drehachse erzeugen. Das resultierende Moment
148t sich im Bereich ¢ € (0°,85°) modellieren als

7d

2 /d
Ma(p,9,p) = —(az - @* + agp® + arp + ag) — Dap + {T (5 + 6) —Cy 90} "D,

wobei ¢ den Gelenkwinkel und p den relative Aktordruck darstellen. Die Gréflen d
und e entsprechen dem Durchmesser und der Exzentrizitidt des Aktors (vgl. Abbildung
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: ‘ ; : . .
0.8

\ Gummi
0.7}

Gelenkanschlag Stoff / Gelenkanschlag ' F

Moment in [Nm]

6 1 b 2I0 3I0 4I0 5I0 6‘0 7‘0 :SIO 9;)
Winkel in [°]
Abbildung 2.6: Fluidaktormodell. (Links:) Vergleich zwischen Messwerten und Modell.
(Rechts:) Funktionsskizze des Fluidaktors und FE-Berechnung der Spannungsvertei-
lung im Aktormaterial.

2.6). Die iibrigen Parameter a; (i = 1...4) beschreiben das Verhalten des Aktors unter
Normaldruck. Auflerdem treten bei 0° und 90° Gelenkanschlége auf, welche durch

_CF'(@—10)5—DF'(90—1°)¢ ,fir p < 1°
Mea(p, p) = 0 , fir 1° < p < 85°
Cp-(p—85°)° + Dp-(p—85°) ¢ , fiir 85° < ¢

modelliert wurden.

Durch Addition der Momente M4(¢, ¢, p) und Mg(p, @) erhélt man das resultierende
Antriebsmoment des Fluidaktors. In Abbildung 2.6 (links) ist ein Vergleich zwischen
Modell und Messung bei Driicken von 0 bis 6 [bar] dargestellt. Wie man sieht, bildet
das Modell das reale Verhalten hinlénglich gut ab.

Simulation der anthropomorphen Roboterhand inklusive Handgelenk

Zur Simulation des Systems mit dreizehn Freiheitsgraden, bestehend aus Hand und
Handgelenk, wurden die Bewegungsgleichungen fiir die Gelenkwinkel symbolisch gene-
riert und mit Hilfe des im Abschnitt 2.4.3 (Seite 40) vorgestellten Reduktionsalgorith-
mus iiberarbeitet. Wéhrend das urspriingliche System 46379 Additionen und 254122
Multiplikationen zur Auswertung der Bewegungsgleichungen benotigt, bleiben nach der
Reduktion mit C, = 1072 nur 32557 (70%) Additionen und 99830 (40%) Multiplikatio-
nen iibrig. Die resultierenden Gleichungen wurden in MATLAB exportiert und mittels
odelbs integriert.

In Abbildung 2.7 ist das Ergebnis einer solchen MATLAB-Simulation dargestellt (vgl.
[9]). Dabei wurde eine einfache PD-Regelung fiir das Handgelenk verwendet, wéhrend
fiir die Fluidaktoren die zugehorigen Aktordriicke direkt vorgegeben wurden.
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Abbildung 2.7: MATLAB-Simulation der fluidgetriebenen Roboterhand. (Oben:) Stel-
lungen der Hand zu unterschiedlichen Zeiten. (Unten:) Zeitlicher Verlauf der Stell-
grofien, der Gelenkwinkel, der Gelenkwinkelgeschwindigkeiten und -beschleunigungen.



70 KAPITEL 2. STARRKORPERSYSTEME IN GELENKKOORDINATEN

2.7.2 Simulation des Roboterarms inklusive Roboterhand

Im Rahmen des SFB 588 wurde neben der fluidgetriebenen Hand auch ein anthropo-
morpher Roboterarm mit sieben Freiheitsgraden entwickelt. Auch fiir diesen wurde
symbolisch ein Starrkérpermodell generiert,
und anschlieend mit Hilfe des Algorithmus
aus Abschnitt 2.4.3 (Seite 40) reduziert.

Die Problemstellung im Rahmen des SFB 588
umfasste zwei Typen von Echtzeitszenarien.
Die Aufgabe des ersten Szenarios besteht dar-
in mit Hilfe der Hand spezielle Signale zu
iibermitteln, wihrend im zweiten leichte Ob-
jekte mit grofler Vorsicht zu manipulieren sind.
Da in diesen Féallen davon ausgegangen werden
kann, dafl der Einflufl der Hand und des gegrif-
fenen Objektes auf den Arm sehr gering ist,
1aBt sich das Arm-Hand-Systems am Hand-
gelenk auftrennen und mittels einer einseiti-
gen Kopplung wieder verbinden. Anders aus-
gedriickt besteht die Kopplung darin die Be-
wegung des Armes als Fiithrungbewegung der
Basis der Hand zu verwenden.

Als Simulationsumgebung wurde die MATLAB/SIMULINK-Toolbox Real-Time-Work-
shop ausgewéhlt. Die symbolischen Modelle der Hand und des Armes wurden dazu im
Anschlufl an die Generierung in MAPLE
mit Hilfe der Exportfunktion nach Si-
MULINK exportiert und entsprechend mit-
einander gekoppelt (vgl. Abbildung 2.8).
Hier zeigte sich einer der groflen Vorteile
des verwendeten Ansatzes zur Trennung
von Modellierung und Simulation. In wei-
teren Schritten wurden Modelle fiir das
Hydraulik-System und die Fingergelen-
kregelung implementiert, sowie eine spe-
zielle MCA2-Schnittstelle fiir die Ankopp-
lung der iibergeordneten Handsteuerung
geschaffen.

Fiir die Real-Time-Simulation wurden insgesamt vier Rechnern miteinander vernetzt.
Ein Rechner wurde fiir die Koordination der Simulation verwendet. An ihm war der
fiir die Integration der Bewegungsgleichungen zustédndig Real-Time-PC, der PC fiir die
Handsteuerung und der PC fiir die Graphikausgabe angeschlossen.

Als Fazit aus der Simulation ergab sich, dal durch die Reduktion der Bewegungsglei-
chungen das System ohne Schwierigkeiten echtzeitfiahig ist.

Roboterarm

Graphikausgabe der Simulation
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Simulationsumgebung

Echtzeit Ausgabe
Steuerun :
g Betriebssystem IstWinkel fur
Hand-Regelung Arm & Hand
Sollwinkel fiir &
die Hand | Aktordruck |Gelenkwinkel
T C-Code
Hand- & Armdynamik g Export
Sollwinkel fiir Gelenkwinkel —| Bewegungsgleichungen
den Arm

[ SimulinkModell_HandArm *

| Hand: Driicke

Aktoren Hand {1 Hand: Winkel

| Arm: Winkel

ext Krafte Ausgabe
Dynamik der Hand

-: {{Hand: Winkel

Eingabe e Arm: Winkel
:*A 3D Ausgabe

Regelung + Aktoren Arm Dynamik des Armes

Ready 77| [ lode4
Simulink-Schaltbild des Hand-Arm-Systems mit einseitiger Kopplung.

Abbildung 2.8: Simulation des Hand-Arm-Systems im Rahmen des Sonderforschungs-
bereichs 588 'Humanoide Roboter’.
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Kapitel 3

Starrkorpersysteme in
absoluten Koordinaten

Im vorherigen Kapitel 2 wurden Starrkorpersysteme mit Hilfe von Gelenkkoordinaten
beschrieben. Ausgangspunkt waren dabei die homogenen Transformationseigenschaf-
ten der einzelnen Gelenke, genauer die entsprechenden Transformationsmatrizen fiir
den Ubergang von einem Koérper zum néichsten. In diesem Abschnitt wird von der Be-
schreibung der Lage und Orientierung der einzelnen Korper durch kartesische Koordi-
naten ausgegangen. Grundlage hierbei sind Transformationsmatrizen fiir den Ubergang
vom korperfesten zum raumfesten Referenzkoordinatensystem. Die resultierenden Be-
wegungsgleichungen nehmen dabei die Form differential-algebraischer Gleichungen an.

3.1 Grundlagen
differential-algebraischer Gleichungen

Da sich die Theorie differential-algebraischer Gleichungen von der gewodhnlicher Dif-
ferentialgleichungen teilweise deutlich unterscheidet, werden zunéchst einige grund-
sitzliche Eigenschaften differential-algebraischer Systeme angesprochen. Ausfiihrlichere
Darstellungen der Theorie sind in Hairer und Wanner [39], Eich [30], Eich-Soellner und
Fiihrer [31], von Schwerin [109] oder Stremel und Weiner [100] zu finden.

3.1.1 Differential-algebraische Gleichungen
Als Einstieg in die Theorie differential-algebraischer Gleichungen werden zunéchst
linear-implizite Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet.
Linear-implizite Differentialgleichungen
Gegeben sei die linear-implizite Differentialgleichung
A q=F(q,t) (3.1)

mit konstanter Matrix A € R™™". Ist A regulér, so entsteht durch Multiplikation der
Gleichung mit der Inversen A~! die explizite gewohnliche Differentialgleichung

q=A""F(q,t).
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Ist A dagegen singulér, so lafit sich die Gleichung 3.1 mit Hilfe der Singuldrwert-
zerlegung!

A—U{Dlag("l"""’m) O]V, op>0(k=1...m)

0 0
n

lI 0}[1’1}:[Diag(l/al,...,l/am) o}UTF(V{H,t) (3.2)

00 v 0 I

iberfithren, wobei q = V[ : ] ,u€ R™und v e R"™ gilt.

Differential-algebraische Gleichung

Bei der Darstellung 3.2 handelt es sich um ein differential-algebraisches Gleichungs-
system der Form

u = f(u,v,i) (3.3a)
0 = g(u,v,t) (3.3b)

fiir die m differentiellen Variablen w; (i = 1...m) und die n—m algebraischen Variablen
v, (i=1...n—m).

Existenz und Eindeutigkeit

In Falle gewohnlicher Differentialgleichungen geniigt die Stetigkeit der rechten Seite
fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Bei differential-algebraischen Systemen
ist der Sachverhalt komplizierter. Grundvoraussetzung dabei ist zumindest, dafl die
Anfangswerte (ug, vo, to) den algebraischen Gleichungen 0 = g(uy, vo, to) geniigen. Eine
lokale Aussage iiber Existenz und Eindeutigkeit macht der folgende Satz 3.1.

Satz 3.1 Sei f stetig und g einmal stetig differenzierbar in einer Umgebung der An-
fangswerte (uo, vo, to). Die differential-algebraische Gleichung 3.3 besitzt lokal eine ein-
deutige Losung, wenn det g—%(uo, Vo, to) # 0 gilt.

Beweis : Nach dem Satz tiber implizite Funktionen (vgl. [110, S.114]) ist die algebrai-
sche Gleichung 0 = g(u,v,t) in einer Umgebung der Anfangswerte (ug, vo,to) lokal
eindeutig nach v = h(u,t) auflésbar, wenn det g—%(uo,vo,to) # 0 gilt. Einsetzen der
Beziehung fiihrt auf eine gewohnliche Differentialgleichung tt = f(u, h(u, t),t) mit ste-
tiger rechter Seite. Diese ist lokal eindeutig 16sbar.

|
Anfangswerte, die 0 = g(uy, vo,tp) und gleichzeitig det g—%(uo,vo,to) =% ( erfiillen,
bezeichnet man als konsistent.
Fiir allgemeinere Aussagen sei auf Eich-Soellner und Fiihrer [31], Hairer und Wanner
[39], sowie Stremel und Weiner [100] verwiesen. Aussagen, die sich rein auf mechanische
Systeme bezichen, sind u.a. auch in von Schwerin [109] zu finden.

'Die Singuliirwertzerlegung einer quadratischen Matrix ist gegeben durch A = UXV € R™*" mit
¥ = Diag(c;) (0; >0 fiiri=1...n), UTU =T und VIV =1 (vgl. [90, S.360ff]).
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Index und Indexreduktion

Eng verwandt mit Satz 3.1 ist die sogenannte Indexreduktion. Im Folgenden wird davon
ausgegangen, dafl f und g geniigend oft stetig differenzierbar sind. Differenziert man
die differential-algebraischen Gleichungen 3.3 nach der Zeit t, so ergibt sich

i = Ef(u,v,t)
_ (08 ., 0g . 0g
0 = (av(u,v,t)) v + 8u(u,v,zf)u—l— T (u,v,t).

Unter Verwendung von Beziehung 3.3a folgt daraus das linear-implizite Differential-
gleichungssystem

u = f(u,v,i) (3.4a)

0 0 0
(a—f(u, v, t)) v = _a_i(“’ v, t)f(u, v, 1) — 8—f(u, v, t). (3.4b)
Ist g—%(u, v, t) regulér, so erhilt man durch Multiplikation mit (g—\g,(u, v, 1)) ~ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen in u und v

w o= flw (3.5a)
v = (g—‘g’(u,v,t)) {—g—i(u,v,t)f(u,v,t)—z—f(u,v,t) : (3.5b)

Besitzt %(u, v, t) dagegen nicht vollen Rang, so wird das linear-implizite Differential-
gleichungssystem 3.4 erneut in die differential-algebraische Gleichung der Grundform
3.3 iiberfithrt und differenziert. Diese iterative Vorgehensweise bezeichnet man als In-
dexreduktion.

Die Anzahl an Indexreduktionen, die nétig ist um letztlich eine gewohnliche Dif-
ferentialgleichung in allen Variablen zu erhalten, nennt man (differentieller) Index.
Gewohnliche Differentialgleichungen haben beispielsweise den Index null.

Es sei bemerkt, dal die Probleme 3.4 und 3.5 fiir konsistente Anfangswerte zwar diesel-
be Losung besitzen, sich aber in der Anfilligkeit gegeniiber Storungen unterscheiden.
Dieser Sachverhalt fiihrt auf die Definition des sogenannten Storungsindex (vgl. [39,
S.459f], [100, S.370f]).

Storungsindex
Das differential-algebraische System 3.3 148t sich allgemein als
darstellen. Das zugehorige gestorte Problem sei gegeben durch

F(p,p,t) = &(1).
Der Storungsindex ist definiert als die kleinste natiirliche Zahl m € Ny, fiir die bei
entsprechend kleinen Storungen d(¢) die Abschétzung
dm=1§(t)
dt(m=1)

OSTStcnd t=1

Ip(t) —p(t)]| < C (y|f>(0) ~p(O)]l + max [8(r)] +---+ max

gilt.
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Beispiel 3.2 Um den Zusammenhang von Storungen und Index besser zu verdeutli-
chen, betrachten wir das Index-3 Problem

T—A=0,2x—g(t)=0

mit den konsistenten Anfangswerten x(0) = ¢(0), #(0) = ¢(0). Das Problem besitzt die
eindeutige Losung

Wird die algebraische Gleichung des Systems mit 6,(t) gestort

~

T=A=0, &—g(t)=0d,(t),

so geht die Losung iiber in

[(0), 1), A)] = [0(8) + 8,(0) 5(0) + 0,(6),5(6) + 0, (0)]

Fiir den Fehler in der Losung ergibt sich damit

d2

B(t) —w(t) = 0,(t) , 2(t) —i(t) = %@(t) und A\() — A(t) = e

0g(t)-
Offensichtlich geht die Stérung d,(¢) der algebraischen Gleichung mit der zweiten Ablei-
tung in die Losung ein. Nach Definition besitzt das Problem damit den Storungsindex

drei.
|

Zwischen dem (differentiellen) Index und dem Stérungsindex existiert die allgemeine
Beziehung (vgl. [100, S.371])

(differentieller) Index < Stérungsindex < (differentieller) Index + 1.

Storungen gehen somit mindestens mit der ((differentieller) Index — 1)—ten Ableitung
in die Losung ein. Insbesondere werden bei gewohnlichen Differentialgleichungen Stoér-
ungen einmal integriert.

Singular gestorte Probleme

Eine mit differential-algebraischen Systemen eng verwandte Problemklasse sind die
sogenannten singulédr gestorten Probleme

u = f(u,v,t) (3.6a)
ev = g(u,v,t). (3.6b)

Im Grenziibergang ¢ — 0 gehen diese in die differential-algebraische Gleichungen 3.3
iiber. Ein Beispiel fiir ein singulér gestortes Problem ist das sogenannte Halbfreiheits-
gradmodell (vgl. Seite 137), das im Rahmen der Kontaktmodellierung Verwendung
findet.
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Beispiel 3.3 Gegeben sei die Bewegungsgleichung in Zustandsform

T=w it x(tg) = o
em 0= F(v,z,t) ’ v(ty) =wvo

Fiir €,,, — 0 gehen die Gleichungen in das Index-1 Problem

T = v
0 = F(v,z,t)

tiber. Die Anfangswerte x(to) und v(ty) miissen nun 0 = F'(v(to), z(to), to) erfiillen, und
sind deshalb nicht mehr unabhéngig voneinander wihlbar. Ist 0 = F'(v, z,t) lokal nach
der Geschwindigkeit v = f(z,t) auflosbar (d.h. 0 = F(f(x,t),z,t)), so spricht man von
einem Halbfreiheitsgradsystem. Das Einsetzen dieser Beziehung liefert schliellich

T = f(x,t), x(to) = xo und v(t) = f(z(t),1).

Ist F insbesondere linear, d.h. F(v,7) = —dv—cz,sogilt & = —§rund v(t) = —5 x(t).

O

3.1.2 Mechanische Problemstellungen

Ein Anwendungsgebiet fiir differential-algebraische Gleichungen ist die Beschreibung
von Bewegungen mechanischer Systeme unter Zwangsbedingungen.

Holonome Bindung

Die Bewegungen eines freien Systems lassen sich bekanntlich durch zugehérige Bewe-
gungsgleichungen in Form von

M(q,t)§ =F(q,q,t)

beschreiben. Wird die Bewegung durch eine einzelne holonome Bedingung der Form
0=g(a,t)

eingeschrankt, so tritt zusétzlich eine Zwangskraft ¥, auf, d.h.
M(q,t)q = F(q,q,t) + Fz(t) mit Fz(t) so, dal 0 = g(q, ) gilt.

Um das System in Hinblick auf die Einhaltung der Nebenbedingung nur geringst
moglich zu veréndern (vgl. Prinzip von Gauf}, Abschnitt 3.4.1, Seite 107f), muf} die
Zwangskraft Fz(t) zu jedem Zeitpunkt ¢ orthogonal auf der Menge der zuléssigen Be-
wegungen

Fi=14]0=yg(q,t)}

stehen.
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Fi=1a|0=g(q,t)}

Dies entspricht der Aussage des Prinzips von d’Alembert, dafi Zwangsbedingungen
keinerlei virtuelle Arbeit leisten, d.h.

Aus der Variation der Nebenbedingung folgt auflerdem

dg(q, t dg(q, )\ "
0:5g(q,t>:%5q:(%> .

T
Damit ist die Wirkrichtung von F; bis auf das Vorzeichen durch (%g’t)) eindeutig

festgelegt. Fithrt man eine zusétzliche skalare Unbekannte A ein, die die Stérke der
Zwangskraft festlegt, so 1483t sich F; formal als

schreiben. Es folgt, dafl der Bewegungszustand durch den erweiterten Zustandsvektor
[q”, g, A\]" eindeutig festgelegt ist. Die Bewegungsgleichungen nehmen dabei die Form
einer differential-algebraischen Gleichung vom Index-3

M(a.t)q = F<q,q,t>—<—ag§fl’t>> 2

= g(aq,t)

all.

Indexreduktion

Faft man sdmtliche holonomen Bindungen zu g(q,t) = 0 zusammen, so ergibt sich

. . ) 0
M(q,t)§ = F(q,q,t) +G'(q,t) A , mit G(q,t)Za—qg(q,t)
= g(q,t).

Das resultierende differential-algebraische System in q, q und A wird als Deskriptorform
oder auch als Formulierung auf Lageebene bezeichnet.
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Existiert (GM™'GT)~! so hat das System den Index drei. Dies ist insbesondere dann
der Fall, wenn M = M(q,t) und G = G(q,t) vollen Rang besitzen. Letztere Figen-
schaft wird auch als Griibler-Bedingung bezeichnet.

Durch Indexreduktion erhédlt man das Index-2 System (Formulierung auf Geschwindig-
keitsebene)

M(q,t)§ = F(q,q,t)+G'(q,t) A
d 0

— t) =G t) ¢ — t

dtg(q, ) (a, )q+atg(q, ),

das Index-1 System (Formulierung auf Beschleunigungsebene)

M(q,t)q = F(q,q,t)+G'(q, ) A
0 = Laatn—canit(ZLawnar22a@n)ar-L aq

- dtQ g q7 - q7 q aq qa q 8t q7 q at2 g qv
= G(q,t)q+~v= (G M’lGT) A+GM 'F(q,q,t) +v

bzw.
M(q,t)4 = F(d4,q,t) +G'(a, ) A (3.7a)
A = —(GM'G')(GM'F(q.q,t) +7) (3.7b)
und schlielich das Index-0 System

M(q,t)§ = F(4,q,t)+G'(q,t) A

& L ) : .
= —58at) =Glat)d+5=(GM'G") A+ a(q 4\ 1)

bzw.

M(q,t)§ = F(q,q.t) + G'(q.t) A
A= —(GM'G")a(q,q, A1)

in Form einer gewohnlichen Differentialgleichung.

Storungen der rechten Seite

Wie schon im Abschnitt 3.1.1 (Seite 75) erwéhnt, besitzen die durch Indexredukti-
on entstandenen Systeme fiir entsprechende Anfangswerte die gleiche Losung wie das
urspriingliche Problem. Sie unterscheiden sich jedoch in ihrem Verhalten gegeniiber
Storungen.

Wir betrachten das gestorte Problem

M(da t) él - F(éla él? t) - GT((L t)x) - 51%

)

Mit Hilfe der Indexreduktion ergibt sich

A~ A ~ ~ A~ A~ . A A 2
A=—(GM'G")! (G M 'F(q,q,t) +5 + GM ', (t) — %52@)) :
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mit 4 = (% q-+ 2‘9G> q-+ at2 g(q, t). Einsetzen in die Bewegungsgleichung liefert

M(a,t)d— F(q.q.1) + G"(GM G (GMF(q.4.1) +9)
d2

dt? a0

= (14 GTENTIEN) TGN 8,(1) - GT(GNTIGT)

woraus sich fiir ¢ € [0, tenq) und fiir kleine Storungen d;(¢) und d5(t)

2
HGTA(t)—GTA(t)H < |6 + ddfj(@) ,fiir feste 71,7 € [0, 1]
: . ' d*d;
i) -aw| < o [ 1o o | i )] o
. d*8
law a0l < ¢ [[ 1amierc [[ S22

ableiten 1a8t. ¢1, co, C7 und Cy sind dabei geeignete positive Konstanten.

Die obigen Beziehungen zeigen, dafl Stérungen in der Nebenbedingung mit der zweiten
Ableitung in die Zwangskriifte GT A eingehen. Dies ist insbesondere bei kleinen, je-
doch hochfrequenten Stérungen problematisch, wie sie bei der numerischen Integration
héufig entstehen.

Nichtholonome Zwangsbedingungen

Als nichtholonome Zwangsbedingungen bezeichnet man alle Bedingungen, die sich nicht
in Form von holonomen Zwangsbedingungen, d.h. nicht in der Form g(q,t) = 0 dar-
stellen lassen. In der Mechanik treten (i.a.) zwei Arten nichtholonomer Zwangsbedin-
gungen auf (vgl. [74, S.7f & S.33ff]), Ungleichungsbedingungen und solche die sich nur
in differentieller, nicht integrierbarer Form

G(q,t)dq+ gi(q,t)dt =0 (Pfaff’sche Form)

schreiben lassen.

Zu den Ungleichungsbedingungen gehoren die einseitigen Bindungen. Sie treten bei-
spielsweise bei Kontaktproblemen auf, und werden héufig mit Hilfe von sogenannten
LC P-Problemen (linear complementarity problems) behandelt.

Wie erwihnt sind nichtholonome Bedingungsgleichungen in der Pfaffschen Form nicht
integrierbar, d.h. nicht in der Form g(q, t) = 0 darstellbar. Trotzdem lassen sie sich mit
Hilfe des Prinzips von Jourdain in die Bewegungsgleichungen einarbeiten, was letztlich
auf differential-algebraische Gleichungen vom Index-2

M(q,t)§ = F(q,q,t) — G'(q,t) A
0 = G(q,t)q+giq,t)

fihrt.
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3.1.3 Numerische Verfahren fiir
differential-algebraische Anfangswertprobleme

Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick iber numerische Verfahren zur Losung von
differential-algebraischen Anfangswertproblemen gegeben. Ausfiihrlichere Darstellun-
gen des Sachverhaltes sind in Hairer und Wanner [39] oder Stremel und Weiner [100]
zu finden.

Konstruktion von Index-1 Verfahren

Zunichst soll die Konstruktion numerischer Verfahren zur Losung von Index-1 An-
fangswertproblemen der Form

u = f(u,v,t)

0 = g(uv,t)’ u(tp) und v(to) konsistente Anfangswerte

erortert werden. Man unterscheidet zwei grundséatzliche Vorgehensweisen, die direkte
und die indirekte.

Bei der direkten Vorgehensweise wird die algebraische Gleichung 0 = g(u, v,t) nume-
risch nach der algebraischen Variablen v = G(u,t) aufgelost, in die Differentialglei-
chung u = f(u, G(u,t),t) eingesetzt und mit Hilfe von herkdmmlichen numerischen
Verfahren zur Losung von Anfangswertproblemen integriert. Die resultierenden Ver-
fahren bezeichnet man als projizierende Index-1 Verfahren.

Der indirekte Weg geht vom singular gestorten Problem

u = f(u,v,t) :
v = gluv.t) u(ty), v(to) konsistente Anfangswerte,

aus. Durch Anwenden eines Verfahrens fiir gewthnliche Anfangswertprobleme und an-
schlieBendem Ubergang des Storparameter € zu Null erhilt man insgesamt ein soge-
nanntes e-embedded Index-1 Verfahren. In vielen Féallen fithren die beiden Wege zu ein
und demselben Verfahren.

Beispiel 3.4 Ausgangspunkt fiir dieses Beispiel sei das implizite Euler-Verfahren.
Direkter Weg: Seien t,,, At,, u, und v, gegeben. Durch direktes Anwenden des impli-
ziten Euler-Verfahrens erhélt man das nichtlineare Gleichungssystem

tos1 = tn+ Aty
U1 — 1w, = At f(u,i1, Vi, ths)
0 = g(un+17 Vi1, tn+1)
in den Unbekannten ¢, 1, u,41 und v, .

Indirekter Weg: Seien wiederum t,, At,, u, und v, gegeben. Die Anwendung des
impliziten Euler-Verfahrens auf das singulér gestorte Problem fiihrt auf

tnyr = tn+ Atn
Up+1 — Uy = Atn f<un+17 Vn+t1, tn+1>
8(Vn—&-l - Vn) - Atn g(un—i-la Vn+1, tn—i—l) .

Der Grenziibergang € — 0 liefert letztlich das gleiche Verfahren, wie schon im direkten
Fall.

O
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In MATLAB sind verschiedene Verfahren zur Integration von Index-1 Problemen stan-
dardméBig implementiert.

Konvergenz von Index-1 Verfahren

Aussagen iiber das Konvergenzverhalten fiir Index-1 Verfahren sind in [100, S.385ff]
bzw. in [39, S.373ff] zu finden. Bei den e-embedded Methoden auf Basis von Runge-
Kutta Verfahren ist die Eigenschaft steif-genau' von entscheidender Bedeutung, da
dabei die Konvergenzordnung des Verfahrens erhalten bleibt. In diesem Fall stimmen
die so erzeugten e-embedded Methoden mit den zugehorigen projizierenden Verfahren
iberein. Fiir lineare Mehrschritt-Verfahren existieren dhnliche Aussagen. Insbesondere
kann gezeigt werden, dafl BDF-Verfahren ihre Konvergenzordnung erhalten.

Drift - Stabilisierungstechniken

Wie im Abschnitt 3.1.2 (Seite 78) gezeigt wurde, lassen sich Systeme mit hherem Index
mittels Indexreduktion auf Index-1 Probleme zuriickfithren. Die Losung bleibt dabei
zwar erhalten, die Storungsanfilligkeit nimmt jedoch ab. Durch die Differentiation der
Nebenbedingungen gehen aber auch Informationen verloren, die bei einer numerischen
Integration zum sogenannten Drift-Effekt fithren.

Beispiel 3.5 Wir betrachten im Folgenden ein Pendel mit Lange 1[m] und Masse
1 [kg]. Die Bewegung des Pendels 148t sich anhand der kartesischen Koordinaten (z,y)
der Pendelspitze beschreiben. Dies fiihrt auf das Index-3 Problem

F=2x\,ijj=—g+2y\, 0=2"+¢y* -1
Durch Indexreduktion erhélt man
F=2x\, ij=—g+2y\, 0=22i+2yij+24%+ 27>

Konsistente Anfangswerte sind beispielsweise durch z(ty) = 0, y(to) = —1, (to) = 1
und y(tp) = 0 gegeben.
Analytisch fithren beide Problemformulierungen auf die gleiche Losung. Bei der nume-
rischen Integration zeigt sich jedoch, daf die Lingenkonstanz 22 + y* — 1 = 0 im Fall
des Index-1 Problems nicht mehr gewéhrleistet ist (vgl. Abbildung 3.1).

OJ

Um den Drift-Effekt der numerischen Losung zu korrigieren, wurden verschiedene Sta-
bilisierungstechniken entwickelt. Insbesondere im Rahmen von mechanischen Index-3
Problemen ist eine Vielzahl solcher Methoden bekannt (vgl. z.B. [104]). Zu den be-
kanntesten zdhlen die Koordinaten-Projektion, die damit verwandte massen-othogonale
Projektion (vgl. [109, S.211f]), die GGL Index-2 Formulierung (vgl. [39, S.465], [100,
S.406]), sowie verschiedene Penalty-Methoden, wie die Baumgarte-Stabilisierung, die
Park-Stabilisierung oder auch die sogenannte "augmented Lagrange’-Formulierung [22,
S.168f].

!Die Stabilitéitsfunktion eines steif-genauen Runge-Kutta Verfahrens erfiillt Ro(0c0) = 0 (vgl. [100,
S.384]). Das implizite Euler-Verfahren besitzt die Stabilitdtsfunktion Ro(z) = 1% und ist damit
steif-genau.




3.1. GRUNDLAGEN DIFFERENTIAL-ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN 83

Plot der numerischen Lésung Fehler in der Nebenbedingung X+ y2 -1=0

= 6 1 0 20 40 60 80 100
Zeit
Abbildung 3.1: Drlfteffekt beim Pendel. Die linke Abbildung zeigt die Pendelstellung

zu verschiedenen Zeiten, die rechte den zugehorigen Léangenfehler.

Koordinaten-Projektion

Die Grundidee der Koordinaten-Projektion (vgl. [30], [31], [109]) ist den Fehler in den
Nebenbedingungen nach einem Integrationsschritt bestmoglich zu korrigieren.

Wir betrachten zunéchst das Index-3 Problem in Form der Bewegungsgleichung auf
Lageebene

q = v
M(q,t)v = F(v,q,t)+G'(q,t) A
0 = gl(q,t).

Mittels zweifacher Indexreduktion erhidlt man die zugehorige Formulierung auf Be-
schleunigungsebene

q = v
M(q,t)v = F(v,q,t)+G'(q, ) A
0 = G(q,t)v+(v,q,t).

Aus der numerischen Integration dieser Index-1 Gleichungen resultiert die Ndhrung
[ q. T ]T an die Losung zum Zeitpunkt ¢;. Aufgrund von Approximationsfehlern
erfiillt diese die Nebenbedingung i.a. nicht exakt.

Die Koordinaten-Projektion [ qz;omj-) V%;,mj.) }T der Nahrung auf die Nebenbedingun-

gen auf Lage- und Geschwindigkeitsebene ist definiert durch das Minimierungsproblem
H [ q(PTOJ) }
pTOj

Aufgrund der Nichtlinearitét 148t sich die zugehorige Losung i.a. nur mit Hilfe iterativer
numerischer Verfahren (vgl. [30, S.96f]) 16sen.

(3.8)

- \H 7)),
2 g(qatl) :O VoV
G(q,t1) v+ 2g(q,t;) =
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Einen vereinfachten Ansatz stellt die zweistufige Version der Koordinaten-Projektion
dar. Dabei wird zunéchst auf Lageebene

roi) — q = 1min -q 3.9a
Hq(p J.) qu g(q’t)zoﬂq QHQ ( )
und anschlieBend auf Geschwindigkeitsebene

Hv(pmj-) - VH2 = min v =¥, (3.9b)

G(q(proj.) 7t) v+ %g(q(proj.) 7t):0

projiziert. Im Vergleich zum Problem 3.8 reduziert sich der Losungsaufwand deutlich,
da insbesondere v(P"%) durch einen einzelnen Schritt berechnet werden kann. Man
erhélt die Iterationsvorschrift auf Lageebene

q = q (3.10a)
¢ = q-G'(d" 1) [g(d".t) - G(d" 1) (¢ — @) ], (3.10b)
Hg(qurlv t)H < tol = A(proj.) = qurl (310(})

und die einmalige Korrektur auf der Geschwindigkeitsebene

_ 0 _
Viroj) = V— G (dproj): t) [@g(%mj.)at) + G(A(proj), t) V}, (3.10d)

wobei GT = GT(GTG)™! die Pseudo-Inverse (vgl. Anhang A.1, Seite 179ff) von G
bezeichnet. Es sei bemerkt, dafl die beiden Formulierungen 3.8 und 3.9 nicht dquivalent
sind.

Beispiel 3.6 Im Beispiel 3.5 (Seite 82) wurde der Drift-Effekt bei der Simulation eines
Pendels betrachtet (vgl. Abbildung 3.1). Die Ergebnisse einer entsprechenden Simulati-
on unter Verwendung der zweistufigen Koordinaten-Projektion (Schranke
tol = 107°) ist in Abbildung 3.2 dargestellt.

Plot der numerischen Lésung Fehler in den Nebenbedingungen vor der Projektion
2,2 a_ Fehler auf Geschwindigkeitsebene
Xty 1=0 —— Fehler auf Lageebene

> 0Or

Q1 0 1 0 20 40 60 80 100
X Zeit
Abbildung 3.2: Koordinaten-Projektion fiir das Pendel aus Beispiel 3.5 (Seite 82). Das
rechte Bild zeigt den Fehler in den Nebenbedingungen direkt vor der Projektion (Pro-

jektionsschranke tol = 1077).

Wie deutlich zu sehen ist, werden die Drift-Effekte entsprechend korrigiert, und die
Lénge des Pendels bleibt erhalten.
OJ



3.1. GRUNDLAGEN DIFFERENTIAL-ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN 85

Die massen-orthogonale Projektion

Die massen-orthogonale Projektion stellt eine Modifikation der Koordinaten-Projektion
dar. Dabei wird anstelle der Euklid-Norm || - ||, die kinetische Norm || - ||, verwendet.
Fiir das zweistufige Problem ergibt sich ein zur Vorschrift 3.10 entsprechendes iterati-
ves Projektionsverfahren, indem man G* durch M~2G{;, = M !GT(GM!GT)~!
ersetzt. Dies ist insbesondere deshalb interessant, da die Transponierte dieser Matrix
(GM'GT)"'G M bei der Losung der Bewegungsgleichungen in Index-1 Form als
Nebenprodukt sowieso bestimmt wird (vgl. Gleichung 3.7, Seite 79, bzw. Gleichung
3.28, Seite 96).

Verfahren fiir Probleme mit hoherem Index

Wie schon erwéhnt, gehen Stérungen mit zunehmendem Index mit immer hoheren Ab-
leitungen in die Losung ein. Dies hat zur Folge, dafi die numerische Losung solcher
Probleme sich oft sehr schwierig gestaltet, da die zwangslaufig entstehenden numeri-
schen Fehler zwar klein, jedoch in aller Regel sehr hochfrequent sind.

In der Literatur (vgl. [39, S.481-529]) sind einige Verfahren fiir die direkte Anwendung
auf Index-2 Systeme zu finden, und es existieren auch einige wenige Index-3 Ansétze.
Ein Problem ist dabei, da} die Konvergenzordnung der Verfahren i.a. verloren geht.
Man spricht in diesem Zusammenhang von Ordnungsreduktion [100, S.398-402]. Wen-
det man beispielsweise das implizite Euler-Verfahren direkt auf ein Index-3 Problem
an, so divergiert das zugehorige Newton-Verfahren bereits nach nur einem Integrati-
onsschritt.

Verfahren zur Integration linear-impliziter Gleichungen

Im Abschnitt 2.6 wurde die Integration von Bewegungsgleichungen in linear-impliziter
Form M(q,t)q = F(q,q,t) betrachtet und einige Verfahren angesprochen, die auf
eine explizite Inversion der Massenmatrix verzichten kénnen. In Hairer und Wanner
[39, S.446f] wird noch eine andere Moglichkeit zur Konstruktion solcher Verfahren
beschrieben.

Mit Hilfe der Transformation

q = v
vV = a (3.11)
0 = M(q7 t) a-— F(Vv q, t)

lassen sich aus den e-embedded Index-1 Verfahren zur Integration der linear-impliziten
Bewegungsgleichung ableiten, die keine explizite Inversion der Massenmatrix benotigen.
Die zugehorigen Konvergenzaussagen konnen direkt ibernommen werden, d.h. steif-
genaue Verfahren eignen sich wiederum besonders gut. Als Schlufifolgerung daraus 148t
sich ziehen, dafl bei steifen Systemen eine solche Vorgehensweise durchaus sinnvoll sein
kann.
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3.2 Kartesische Koordinaten

Als kartesische Koordinaten eines Starrkorpers bezeichnet man die Koordinaten ei-
nes korperfesten kartesischen Koordinatensystems, genauer den Vektor bestehend aus
den neun Richtungskosinus der Basistransformationsmatrix und den drei Koordina-
ten des korperfesten Ursprungs bzgl. eines gegebenen Inertialsystems. Die kartesischen
Koordinaten sind ein Sonderfall der natiirlichen Koordinaten (vgl. de Jalén und Bayo
[22], von Schwerin [109]). Sie besitzen unter anderem den Vorteil, auf gut konditionierte
Starrkérpernebenbedingungen zu fiithren.

3.2.1 Der einzelne Starrkorper

Ausgangspunkt fiir die Beschreibung von Mehrkorpersystemen ist der einzelne Starr-
korper. Seine Lage und Orientierung im Raum ist durch die Lage und Orientierung
eines einzelnen korperfesten Koordinatensystems eindeutig bestimmt.

Definition der kartesischen Koordinaten eines Starrkorpers

Gegeben sei ein raumfestes kartesisches Koordinatensystem KSy, sowie ein korperfestes
ebenfalls kartesisches Koordinatensystem KSy, = {[€).4, €y, €k 2], Ki }. Die Koordinaten
eines korperfesten Punktes P, bzgl. des raumfesten Systems KSg lassen sich als

Tng = o +A0k7'gpk = [ (Tipk)lI (TZPk)QI ('P’;ipk)sl I }Qk

darstellen, wobei

€l
ey y . 0k 0 0 0
I
O
die sogenannten kartesischen Koordinaten des Starrkorpers bzgl. KSy bilden, und die
zugehorige Transformationsmatrix Cx(u) € R**'? {iber

Cpe(u) = [ B*(w); I3 | BF(u)y I3 | ¥ (u)3 I3 | AF(u), 133 ] (3.14)

definiert ist. Dabei sind h”*(u) die homogenen Koordinaten (vgl. Definition 1.12, Seite
5) von u, wobei u wahlweise ein Punkt oder aber ein Vektor darstellt.
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Der Vektor q; € R' besteht aus den Koordinatendarstellungen der drei Basisvekto-
ren von By = €k, €y, €k2] sowie der Koordinatendarstellung des Ursprungs Ky, des
korperfesten Koordinatensystems KS; bzgl. KSy. Die kartesischen Koordinaten lassen
sich damit als vektorielle Darstellung der homogenen Transformationsmatrix

0k _ A 7"]5 _ (Qk)z (%)5 (Qk>8 (%)11 170
H'“—{ 0 1’“}— (@)s (@ (@)o | (e | — B (@)
0 0 0 1

interpretieren.

Bei der Verwendung kartesischer Koordinaten q ist zu beachten, dafl diese nicht un-
abhéngig voneinander sind. Aufgrund der Starrkérperannahme miissen sie die Bezie-
hung AT A0k — 1 (vgl. Beziehungen 1.8, Seite 2) erfiillen.

Prinzip von Jourdain

Ein Vorteil der kartesischen Koordinaten ist, daf die Transformationsmatrix C,x(FP%)
nur von den homogenen Koordinaten des Punktes P, bzgl. des korperfesten Koordina-
tensystems abhéngt, und damit zeitinvariant ist. Es folgt

Tng = Cpe(Pr) ax
7"813,@ = Chk(Pk)Qk
670p, = Cpre(P) 0k
70p, = Cpe(Py) -

Einsetzen dieser Beziehungen in den Ausdruck fiir die virtuelle Leistung
51 = 570, {/ (70— il ] dV}
Py,
fithrt auf
SV = 6y { [ 1€ £~ pChu (PGP @] dv} .
Py

Nach dem Prinzip von Jourdain verschwindet die virtuelle Leistung der inneren Kréfte
und man erhélt eine Beziehung der Form
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Massenmatrix

Die Massenmatrix des Systems ist durch

M, = /pczk(Pk)Chk(Pk)dV
Py,

(""llzpk)l(”"llzpk)ll ("'gpkh(rllzpk)ll (T]Isz)fi(rI’:Pk)lI (""IIsz)II
k k k k k k k
_ / P (Tk:Pk)l(rkPk)?I (T’épkh(r’;ipkm (TZP)3(7°1]:Pk>2I (""ilzpk)ﬂ av
P (Tk:Pk) (rkPk) I (Tk:Pk)2(rkPk)3I (rkP)?)(rkPk)i’»I (""kpk)iil
(rip )1l (rip, )21 (rip,)sl ‘ 1
[ (Tg)nT (Tl (Tl | mrighl
B (Tiw)nl (T2l (Jg)asT | m(rfg)ol
B Jial  (Tiw)sl (Jkk)331 m(rig)sl
(TkS)lI m(""lizs)ﬂ m(""ﬁs)SI ‘ m1
_ Jik )ij J ‘ (rhs); c R12x12 (3.16)
Tks ‘ m1

gegeben, wobei rf¢ die Koordinatendarstellung des Kérperschwerpunktes S bzgl. KS;,
darstellt, und

Jk:k = JII:S -m (fﬁ5)2

der Koordinatenmatrix des Tragheitstensors des Korpers £ bzgl. KS; entspricht. Wie
leicht zu sehen ist, ist die so definierte Massenmatrix M, zeitinvariant.

Generalisierte Krifte

Die generalisierten Kriéfte sind iiber das Integral

ar
- P fodv = kP )2 dV € R2, .
Qk /Pk ( k) f Py (T'QPJ,Z%ZS fo < <3 17)

bestimmt. Eine Einzelkraft F , die im Punkt P, angreift, wird geht iiber

(”']ﬁP)IFZ

k

(F) _ T o_ | (rgp)F

V= Gy F = | (3.18)
FO
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in das System ein. Ein Einzelmoment f, das auf den Korper wirkt, bewirkt dagegen

0 -T¥I Tr1I O

7y
T 1 6272 0 —eg’z Tk——l Tgk:[ 0 —leI 0
T 2| el e, 0 o| -1 11 0 0 |H
0 0 0 0O 0 00
[ eg,y(eg,z)T - eg,z(eg,y)T
— % 62 2(62‘ x)T - eg‘,x<eg,z)T TO. (319)
e%a}(eg,y)T - eg,y(eg,x)T
L 0

In de Jal6n und Bayo [22, S.145-146] wird eine andere Art der Bestimmung von Q;T)
vorgeschlagen. Die hier vorgestellte Darstellung 3.19 scheint jedoch wesentlich robuster
zu sein und 148t sich auBlerdem ohne Fallunterscheidung realisieren.

Starrkorpernebenbedingungen

Aus dem Prinzip von Jourdain in Form von Gleichung 3.15 kénnen noch keine Be-
wegungsgleichungen generieren werden. Zuerst mufl die Starrkorperannahme in Form
von

I=(AMTA% = [, |el,|el. ] [el.|el,]|el.]

eingearbeitet werden. Aus der Beziehung lassen sich folgende sechs unabhingigen Ne-
benbedingungen ableiten

o T L - | %q}f Cik(_‘kx>chk(_’k,1)qk_% |
(e e — = = —
%< ’S’I)T ’5@ . % %qg Czk( ky)ch’“( ky) ar — %
i(ek,y) ek,y 2 1T ~T /= . 1
Eeg,yiieg,z qai C:;Ck(ﬁk 2)Crr(€hy) A
e..) e, . -
(eé’ )Telé’ qg C?Zﬂ( 5w ) Cpt (€, 2)
L @ v oo . -
qif’ Cik(ek y)Chk( kx) Ak ]
Eine Differentiation dieser Bedingungen nach der Zeit liefert
@)’ 0 0 0]
0 (egy)T 0 0
: 0 0 (e?)" o|.
0=B(ax)a. = 0 ()T ()7 0| % (3.21)
(er.)" 0 (ef,)" 0O
| (ep,)" (e2)" 0 0
[ q% C£k<_’k,m)chk (gk,x 1
q’,kr Cz;k (€ky) Chr(€hy)
_ qg Czk(_’k,z)chk(_’k z) qk
Qi [Chr(€,2) Cre(Ehy) + Cpi(Ey) e (Er)] |
af. [Cri(€ha) Cpr(h2) + Cpi(r2) Crr (Ehr)]
A [Chr (Ey) Crr (E) + Ch(Eha) Cpie (Ey)] |
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wobei B(qy) = %(qk) € R%'? die zugehorige Jacobi-Matrix darstellt. Nochmaliges
Ableiten fithrt letztlich zur Bedingung auf Beschleunigungsebene

0 = B(qx) ar + B(qx) Q-

Bewegungsgleichungen fiir den starren Einzelkorper

Die Variation der Starrkorperbedingungen 3.20 ist durch

0 = 0b(qx) = B(ax) 04
gegeben. Fiir das Prinzip von Jourdain 3.15 folgt

0 = 0qx - {Qr — Miax}
= 6dr - {Qr — MiGy + B (ai) B, } - (3.22)

Durch Einfiihren der Lagrange-Multiplikatoren 3, € R® kann der Vektor Qi — M, §x +
BT (qi) B, zeilenweise zu Null gesetzt werden, und man erhélt die differential-algebrai-
sche Gleichung

Midar = Qr— B (ax) B, (3.23a)
0 — blq) (3.23b)

in q, und B, vom Index drei. Der Term BT (q.) 3, 148t sich als Zwangskraft inter-
pretieren, welche dafiir sorgt, dafl die Starrkérperbedingungen b(qy) = 0 eingehalten
werden.

Bewegungsgleichungen in Form gewo6hnlicher Differentialgleichungen

Nach Abschnitt 3.1.2 (Seite 78) lafit sich das Problem 3.23 mittels Indexreduktion in
eine gewohnliche Differentialgleichung fiir q, iiberfithren. Es gilt

0= C?_;b(%) = B(ax) dx + B(ax) ar = B(ay) M (Qr — B (ax) By +B(ay) 4,

woraus
B = [Bla My BT (@) (Blan) M;' Q1 + Blaw &)
und letztlich
My = Qi — B (ax) | B(ax) M, "B (ay)| - (Blar) M Qe + Baw) ax) (3.24)
folgt.
Weiter kann durch einfaches Nachrechnen gezeigt werden, daf3 die auftretende Matrix

B(aqx) M, 'B”(qx) unter der Annahme b(q) = 0 ausschlieflich von M} ' abhingt,
genauer daf3
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B(qx) M "B (qx) = (3.25)
(M), 0 0 0 (M), (M), ]
0 (Mpl)y, O (M), 0 (M) 1y

0 0 P )33 (M), (M), 0

0 (M) (M )y (M)t (M )y (MG )y, (M)
(Mlzl)l?) 01 ( l; )31 (Mlzl)Ql Ml; )11+1(Ml; )33 1(Ml; )23 1
(M), (M), 0 (M), (M )y (M) (M), ]

gilt. Insbesondere ist B(qx) M, 'B”(q;) und damit auch die zugehdrige Inverse zei-
tinvariant. Das bedeutet, da bei einer numerischen Simulation [B(qy) M; 'B”(qy,)] -
nur einmal berechnet werden mu8f.

Wiéhlt man als Ursprung des korperfesten Koordinatensystems den Schwerpunkt, und
ist die zugehorige Basis entlang den Haupttriagheitsachsen ausgerichtet, so gilt

Mlzl — Diag(}l I, J% I, Jig I, % I) und es folgt

_ -1 :
[B(ax) M, "B (qr)] = Diag (Jh J2, s, Jﬁ];g’ J{ﬁg’ J{fi) :

Beispiel 3.7 Es wird im Folgenden ein starrer Wiirfel mit Kantenlénge 2a betrach-
tet, der am Eckpunkt Py (7}p = [a,a,a]") iiber ein Feder-Dampfer-Element mit der
Umgebung verbunden ist.

Aus Darstellung 3.24 ergibt sich die Bewegungsgleichung in Form einer expliziten
gewoOhnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung

i = M Qi — M B () [Bla) M B (a0)] (Blaw) M Qi+ Blaw )

wobei M, ! = Diag(m6 L -5 1 -5, 1, % I) gilt, und die generalisierte Kraft durch

a2 ' ma? ) ma2
0 a- F°
Qi = Cpi(Ky)m g’ + Cpu(By) Frop = + 0"
mgo F%D

gegeben ist. Die Kraft, die durch das Feder-Dampfer-Element erzeugt wird, ist von der
Form

0o _ 0 0
Frpp=c-rpp +d-Tpp,

wobei

0 0 0

Tpop, = Tor, — Tor, = Chk(Pk) qr — ”"8P0 = [al,al,al,I]q; — [a,a, G]T

und
", = Cre(P) dx = [aLal,al 1] ¢

gilt. Das Beispiel verdeutlicht, wie unkompliziert die Modellierung von Kraftelementen
bei dieser Art der Darstellung ist.
Die Abbildung 3.3 (Seite 92) zeigt das Ergebnis einer Simulation (m = 1[kg], a =

0.1 m], 7 = = |20 ) e =35 [X], d = 35 |X2] qu(0) = [1,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0]",

qx(0) = 0) auf der Basis der Bewegungsgleichungen 3.24. Je nach Steifigkeit und auf-
tretenden Kréften ist eine schwache bis mittlere Drift von den Starrkorperbedingungen
zu erkennen. Der Fehler in den Starrkérperbedingungen liegt dabei ohne Korrektur in
einer Gréfienordnung von 1073, O
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Abbildung 3.3: Simulation eines starren Wiirfels, der iiber ein Feder-Dampfer Element
mit der Umgebung verbunden ist. (Oben:) Bewegung des Wiirfels. (Unten:) Zeitlicher
Verlauf der Koordinaten und der Fehler in den Starrkérperbedingungen.
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3.2.2 Systeme gelenkgekoppelter Starrkorper

Nachdem wir den einzelnen Starrkorper betrachtet haben, werden wir uns nun einem
System aus n gelenkig verbundenen Starrkérpern zuwenden. Ausgangspunkt bildet
die Index-3 Formulierung der Bewegungsgleichungen des starren Einzelkorpers geméif
Gleichung 3.23

Mqr = Qr— BT (ay) g
0 — bl k} firk=1...n.

Es wird davon ausgegangen, daf} es sich bei den Gelenken um ideale Gelenke handelt.
Diese lassen sich mittels (i.a.) holonomer Zwangsbedingungen

hi(q.t)=0(j =1...m)

beschrieben. Insgesamt erhilt man damit zur Beschreibung der Bewegung des Starr-
korpersystem die differential-algebraische Gleichungen

Mg = (Qur=t.n— (B (@) By),ey , — > _H(a.t) (3.26a)
0 = blag) ,k=1...n i=1 (3.26Db)
0 = hj(q,t),j=1...m, (3.26¢)

wobei g = (ax)k=1..n € Ri5%;, M = Diag(My=1_,) € R75,, und Hy(q, 1) = 52hy(q, ).
Bei nicht idealen Gelenken, wie z.B. bei Gelenken mit Spiel, treten hiufig nichtho-
lonome Zwangsbedingungen in Form von einseitigen Bindungen auf. Thre Behand-
lung wird meist auf sogenannte LCP-Probleme (linear complementarity problems)
zuriickgefiihrt, auf die wir hier nicht nédher eingehen wollen. Wir beschréanken uns im
Folgenden auf ideale Gelenke.

An der Darstellung 3.26 148t sich einer der grofien Vorteile der Modellierung in {iber-
zéhligen Koordinaten erkennen. Der Aufwand zur Generierung der Bewegungsgleichun-
gen wichst hier fiir beliebige Systeme nur linear mit der Anzahl der Starrkérper und
auch nur linear mit der Anzahl der Gelenke. Dies ist insbesondere fiir grole Systeme
ein erheblicher Vorteil gegeniiber der im Kapitel 2 vorgestellten Beschreibung in Ge-
lenkkoordinaten. Ein weiterer Vorteil der Darstellung ist, dafl die Struktur des Systems
ausschliellich durch die Bindungsgleichungen beschrieben wird. Gelenke konnen damit,
durch Anpassung der Nebenbedingungen, ohne grofien Aufwand wéahrend einer Simu-
lation zugefiigt, entfernt oder aber verdndert werden. Diese hohe Flexibilitéit machen
sich viele der kommerziellen Mehrkorper-Programmpakete zunutze.

Gelenkbindungen

Im Buch von Haug [41, S.347-382] sind fiir die géngigsten Gelenke entsprechende un-
abhéngige Gelenkbedingungen angegeben. Die Definitionen basieren auf vier Grund-
typen geometrischer Zwangsbedingungen (vgl. Tabelle 3.1).
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Gelenktyp Nebenbedingungen Bemerkungen
h(q) =0
Starre ®°(P,,Pj)) =0 P = P, = P; gemeinsamer Punkt.

Verbindung (€ ,,€;,) =0 Korperfeste Basis B; = [€} 4, €iy, €;,.] stimmt
®°(€;,,€;,) =0 mit der korperfesten Basis B; = [€] , €4, €) -]
®°(€; ,,€;,) =0 fiiberein.

Kugelgelenk (P, P;) = P = P, = P; ist Gelenkmittelpunkt.

Kardangelenk  ®°(P;, P;)) =0 P = P, = P; ist ein Gelenkpunkt.

®(a@;,d;) =0 @ und a@; sind die orthogonalen Drehachsen.

Drehgelenk ®°(P, Pj)) =0 Gelenkpunkt P = P, = P,

P (4, 6) 0 @ ist die Drehachse.
(0,d) =0  Die Vektoren @ und ¥ sind korperfest auf
Korper ¢ und orthogonal zur Achse a.
Drehschub- ®(7,@) =0  Drehschubachse @
gelenk ®4(v,d) =0  Die Vektoren @ und o sind kérperfest auf
Korper 7 und orthogonal zur Achse a.
&% (i, P, P;) =0 Die Punkte P und P; liegen auf der Achse
®®(, P, P;) = 0 und sind kérperfest auf Korper i bzw. j.
Schubgelenk ¢4 (i,d) =0  Drehschubachse @
¢ (7,@) =0  Die Vektoren @ und ¥ sind kérperfest auf
Korper ¢ und orthogonal zur Achse a.
®%(@, P;, Pj) =0 Punkte P, und P; liegen auf der Drehachse
®%(¢, P, P;) = 0 und sind korperfest auf Korper i bzw. j.
QU (i, W) =0 o kérperfest auf Korper .

Tabelle 3.1: Zwangsbedingungen einiger Standardgelenke (vgl. Haug [41, S.347-382]).

Unter Verwendung kartesischen Koordinaten qj lassen die vier Grundtypen durch

o (a;,a;) =

(de(divIDth) =

(I)S(Pi’Pj) =

®°(d;, d;)

(P, Py l) =

a; - a;
qiTCZi(ai)Chj(aj)%

—

- P, P;

CT ( ) [ChZ(P) - Ch](P )q]]
KoP, — Ko P,
Chi(Pi)q@' - Chj(Pj)qj
a;, — a;

Chi((ii)qi - Chj(aj)%'
|5

id7j

[ai C(P) — aj Cyy (P))] [Cpi(P)ai — Ci(Py)ay] — 2
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beschreiben, wobei a@; bzw. @; und P; bzw. P; jeweils korperfest auf Kérper ¢ bzw.
j sind. Bemerkenswert ist, dafl die Matrizen Cpi(a;), Cpi(F), Cpi(d;) und Cpi(FP))
zeitinvariant sind.

Die Jacobi-Matrizen zu den Grundtypen sind durch

Jél(qiqu) = <5kiQ?C£j(aj)Chi(ai)+ 5qung£i(5i)Chf(5j) )

k=1l..n

&(ana) = (0 {al [Ch(@)Cp(P) + Ch(P)Cpu(@)] - af C (P)Chi(@)}
0 aiCp(@)Cu(P) )

Jp = (51%‘ Chi(u;) — 0; Cpi (uj>>k:1...n fir u = d oder u = P

und
T(anapt) = (0 [2a/ CE(R) = a;Ch(P)] C(P)

+ 81 [2a] C} (P) — aiCH(P)] Cu(P) )

k=1...n

gegeben. Aus den Darstellungen ist zu erkennen, daf J3 € R3Z0 zeitinvariant ist,

withrend J%(q;,q;) € R3%S, J%(q;,q;) € RS, und J§(q;,q;,¢) € Ry%y linear von
den Koordinaten q; und q; abhéngen. So wie sich die Gelenkbindungen aus den ein-
zelnen Grundtypen kombinieren lassen, konnen auch die Jacobi-Matrizen H aus den
Jacobi-Matrizen der Grundtypen zusammengesetzt werden.

3.2.3 Index-1 Bewegungsgleichungen von Starrkorpersystemen
Fiir die numerische Behandlung ist es sinnvoll, die Bewegungsgleichungen 3.26 in die
zugehorige Index-1 Form zu iiberfiihren.

Index-1 Formulierung

Mittels Indexreduktion ergibt sich aus der Darstellung 3.26

M gT(c_l,t)Hé_‘l}_{ Q(d,q.1) ]
G(q,t) 0 A | A(gat) | (3.27)
wobei Q = (Qr)r=1...n,
[ Bla) 1 8]
G(q,t) = s B(an) A= ﬁ,: i
I H,(a,1) | |
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B(a1) 4

B(dq.) 4n
1.q.1) = oH OH
2420 ( l(qt)Q‘i‘Z l(qt)>q+ 5z hi(q,1)

99

8Hm( 7t) . 8Hm( 7t) . a2
( af q+2—52 )g—k%hm(g,t)

gilt.
Aufl6sen nach den Beschleunigungen

G 0
schleunigungen q, welche unabhéngig von den Zwangskréiften sind.
Wir wollen im Folgenden auf die im Satz 2. 9 (Seite 58) beschriebene Zerlegung zuriick-

T
Aus der Inversion der Matrix [M G } erhilt man explizite Gleichungen fiir die Be-

greifen. Die Anwendung des Satzes auf liefert letztlich

GT1\71

M G'|_[I 0] M 0 M
G 0 | |G'M'I 0 -GM!'GT || 0 I

=
Q

Existiert die Inverse (GM'G”*)~!, so folgt

8] e 1[N e [ ]

und damit (vgl. [5])

IZ

[ g ] B |:M1 _MflgT(nglgT)—lngl MflGT(nglGT -1 g
TA o G 1 .

Fiir die Bestimmung der Beschleunigungen anhand der Beziehung 3.28 werden die
Inversen M~ und (G M QT)_l benotigt. Letztere existiert offensichtlich genau dann,

T

wenn die Matrix {12;[ % ] invertierbar ist, bzw. wenn G vollen Rang besitzt. Die Matrix

(GM'G”) ist, wie auch M, symmetrisch. Sie ist jedoch hiufig voll besetzt, und die
beiden Matrizen lassen sich i.a. nur numerisch invertieren.

In von Schwerin [109, S.159-176], sowie in Eich [30, S.85-88] bzw. Eich-Soellner und
Fiihrer [31, S.43-45] werden verschiedene Verfahren zur Losung des Gleichungssystems
3.27 miteinander verglichen. Dabei zeigt sich, dafl das relative Verhéltnis der Anzahl
an Bindungsgleichungen n, zur Anzahl an Koordinaten ny ausschlaggebend ist. Im
Falle ;‘—;{ < % sind Bildraum-Methoden sinnvoll, im umgekehrten Fall :—;{ > % sollten
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Nullraum-Methoden verwendet werden. Ist wie in unserem Fall die Massenmatrix M
konstant, so verschiebt sich die Grenze zum Wert 22 = 0.69 hin (vgl. [109, S.175]).
Genauer laft sich fiir die Modellierung in kartesischen Koordinaten zeigen, dafl 2 =
W gilt, wobei dof den Gesamtfreiheitsgrad des Systems und n die Anzahl an
Korpern bezeichnet. Daraus folgt, dafl; wenn der Gesamtfreiheitsgrad kleiner als 3.72(=
12 - 0.69) mal der Anzahl der Korper n ist, die Nullraum-Methode, im umgekehrten
Fall die Bildraum-Methode zu verwenden ist.

Es sei noch bemerkt, daf§ die Verwendung der Bildraum-Methode im Zusammenhang
mit der massen-orthogonalen Projektion (vgl. Abschnitt 3.1.3, Seite 83) von Vorteil
sein kann, da beide eine Berechnung der Matrix M'G*(G M 'G”)~! verwenden.

3.2.4 Beispiel: Roboterarm mit sieben Freiheitsgraden

Zum Abschlufl dieses Abschnittes wird das Beispiel eines Roboterarms mit sieben Frei-
heitsgraden (vgl. Abschnitt 2.7.2, Seite 70) betrachtet. Der Arm setzt sich dabei aus
insgesamt vier Koérpern zusammen, die iiber Dreh- und Kardangelenke miteinander
verbunden sind.

Abbildung 3.4: Roboterarm mit sieben Freiheitsgraden.

Wir wollen im Folgenden die Bewegungsgleichungen in der Form 3.27

M QT(g,t)Hg] :[ Q@ a.1) 1

G(q,t) 0 A —v(4.q.t)

fiir die 48 Koordinaten q € R* und die 41 Lagrange-Multiplikatoren A € R* herleiten.
Die Massenmatrix M besteht aus den konstanten Massenmatrizen der einzelnen Korper

M,

M3
M,
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Der Vektor g(q,t) setzt sich aus den Starrkoérpernebenbedingungen b(q) und den Ge-
lenkenbedingungen h(q,?) zusammen. Es gilt

ob(q)
b(a) o B(q
E@f) = [h(g,t)] wd GO ey | = | H(.

Der Vektor der Starrkorperbedingungen und die zugehorige Jacobi-Matrix sind dabei
gegeben durch

b(q1) @ B(q)
b(qz) ! B(az)
b(q) = d B = =
blg) b(as) | Blo) = dq B(qs)
b(as) B(a)
Der Vektor der Gelenkbedingungen h(q,?) ist von der Form
[ Cro(Q1) qo(t) = Cpr (P1) an
qap (1) 020(171) Cp (Cin) q: Drehgelenk
qq (t) Cpo(th) Cpa(din) i
0’5(22) Q- Ch2gp2) E2 } Kardangelenk 1
h(q,t) = q; C, 1 (d21) Cpz(da2) a2 .
C’i(g?’) %~ Ch3£P3) s } Kardangelenk 2
a; Cj2(ds2) Cps(dss) as
C’;f’(%l) s — Cpi(F1) } Kardangelenk 3
L a3C,s(das) Cpa(dag) as
oh(q,t)
Fiir die zugehorige Jacobi-Matrix H(q,?) = Pa gilt
H(a,?) =
i —Cyu(PY) 0 0 0
(t) Cjo(t1)Chi(di1) 0 0 0
qq (t) C;Tlt)(vl)chl(d 1) 0 0 0
Cu@) . —Culm) 0 0
qQTC;Cz (da2)Cp(dar) q{czl(dQI)ChQ(d22) 0 0
0 Col@s) Gy 0
0 q3TC£3 (dgg)ChQ (d32) qQTC (d Q)Chd (dgg) 0
0 0 Cps(Q4) —Cpa(Py)
I 0 0 A} CL(d1a)Cps (dis) o} CLy(das) Ci (daa)
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Der Term ~(q, q,t) ist damit durch

2 45 CL, (dz2) Chs (dia ) dis
0

2 CLy (i) Cpa(daa ) s

gegeben. Die generalisierte Kraft Q setzt sich aus dem Gewichtskraftanteil

; :
Q . G 0
QY = QEG) , mit QY = 0 (k=1...4)
QY g
und dem Anteil
) -
1
"
-I I I O O O o (1)
3
QW — 0 -I -I I I 0 O )
= 0 0 0 -I -I I I )
0 0 0 0 0 —-I -I 5
(1)
6
"
mit
0 -7T¥I T51 O
1 TFT 0 —7FTI 0
(0 3 1 k— .. dF
Q 2| —TF1 TFI 0 o | wmd T =15 dj,
0 0 0 0

der durch die Antriebsmomente erzeugt wird zusammen.
Da wir an den Zwangskriften nicht explizit interessiert sind, wird zur Integration die
Darstellung (vgl. Beziehung 3.28, Seite 96)

g = M'-M'G"(G'M'G)'GM '] Q(q,q,1)
~-M'GT(G"™M 'G) (4, q. 1)

verwendet. In Abbildung 3.5 ist das Ergebnis einer exemplarischen Simulation des
Roboterarms dargestellt. Die obere Abbildung zeigt die Bewegung des Armes bei kon-
stantem Antriebsmoment im ersten Drehgelenk. Darunter ist der zeitliche Verlauf der
Koordinaten q& R* und der Geschwindigkeiten qe R* dargestellt.
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Abbildung 3.5: Simulationsergebnisse fiir den Roboterarm mit sieben Freiheitsgraden.
(Oben:) Lage und Orientierung der korperfesten Koordinatensysteme und der Drehach-
sen zu verschiedenen Zeiten. (Unten:) Zeitlicher Verlauf der kartesischen Koordinaten
und ihrer entsprechenden Geschwindigkeiten.
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3.3 Mischformulierung

Im vorherigen Abschnitt wurden Bewegungsgleichungen fiir Starrkorperketten auf der
Grundlage der kartesischen Koordinaten hergeleitet. Ziel dieses Abschnittes ist es, eine
Formulierung fiir die Bewegungsgleichungen zu finden, die auf Lageebene kartesische
Koordinaten q; und auf Geschwindigkeitsebene Starrkérpergeschwindigkeiten V’gk ver-
wendet. Diese Formulierung wird im Folgenden als Mischformulierung bezeichnen. Sie
basiert im wesentlichen auf einer geeigneten Geschwindigkeitsprojektion beziiglich des
Kerns der Starrkorpernebenbedingungen.

3.3.1 Bewegungsgleichungen fiir den starren Einzelkorper

Im Abschnitt 2.1.2 (Seite 22) wurden die Bewegungsgleichungen fiir den starren Ein-
zelkorper in korperfesten Koordinaten bzgl. KS, hergeleitet

k
My Vo, = Fip + THVT(VISIC) M}, Vi (3.29)

Kinematische Differentialgleichungen

Den Zusammenhang zwischen den Starrkorpergeschwindigkeiten (vgl. Definition 2.2,
Seite 20)

k ng 6
0k

und den kartesischen Koordinaten (vgl. Definition 3.13, Seite 86)

0
ek,:c
ey 12 0k 0 0 0
_ Y : _
k,z

0
Tok

stellen die kinematischen Differentialgleichungen

her. Diese lassen sich aus der Definition 1.15 fiir 7., (Seite 7) ableiten und in der Form

ar = Ku(ax) Vi (3.30a)
mit
0 _eg,z eg,y
07 ei,z 0 _62@ 12x6
Kg(ax) = —e) e, 0 eR (3.30b)
07

darstellen.
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Bewegungsgleichungen fiir den einzelnen Starrkorper

Die Bewegungsgleichung 3.29 zusammen mit den kinematischen Differentialgleichungen
3.30a bilden ein System von 18 gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung, das
die Bewegung des Starrkorpers vollstandig beschreibt

a = Ks(a) Vi, (3.31a)
MV = Fly+ T (Vi) M Ve (3.31Db)

Sind die Anfangswerte von qg(to) konsistent, so erfiillt die Losung die Starrkorper-
bedingungen zu allen Zeiten, d.h. es gilt

b(qi(ty)) =0 = b(qg(t)) = 0 fiir alle ¢ > .

Bei der numerischen Integration treten jedoch unvermeidbare Fehler auf, die dazu
fithren, dafl die Losung zu driften beginnt (vgl. Seite 82). Es ist daher sinnvoll von
Zeit zu Zeit eine Koordinaten-Projektion durchzufiihren.

Koordinaten-Projektion fiir kinematische Differentialgleichungen

Ziel im Folgenden ist es eine Koordinaten-Projektion fiir die kartesischen Koordinaten
qi; zu formulieren. Die Vorgehensweise entspricht der aus Abschnitt 3.1.3 (Seite 83).

Sei q,(:p ) die aus der Zeitintegration erhaltene Nihrungslosung. Gesucht werden die-

jenigen Koordinaten q,(f roj) , die das Minimierungsproblem

(proj) (appr)|| . H (appr)
— = min —
b(pyoo [P~ T

o — o

2

erfiillen. Durch Anwendung des Newton-Verfahrens und Verwendung der Pseudo-Inversen
ergibt sich die Iterations-Vorschrift

p’ = q’iappr)

p'*! = p’~B*(p")[b(p") - B(p') (p' )| fiir i =0,1,2,. .
. = p', mit ||b(p")|| < tol
zur Bestimmung der Nahrungslosung qy des Minimierungsproblems. Die Pseudo-Inverse
der Matrix B = B(p) ist dabei durch Bt = BT (BB?)~! (vgl. Anhang A.1) gegeben.

Ahnlich wie bei der Matrix B M, 'B (vgl. Seite 91) 1Bt sich auch hier zeigen, da die
Matrix B BT unabhingig von qy, ist. Es gilt

BB’ =
.0 T _,0 0o T,0 0 T_,0 7
ek,a: ek,.’c 0 0 0 ek,.’c ek,z ek,x ek’,y
07,0 07,0 07,0
0  ey€y O €k.y k. 0 €k.y Ch.a
07T_,0 07T_,0 0T_,0
0 0 ek,z ek,z ek,z ek,y ek,z ek,$ 0
0T_,0 07T_,0 0T_,0 07T_,0 07,0 0T_,0
0 ek,z ek,y ek,y ek,z €Lz ek,z + ek,y ek’,y ek,y ek,z ek,z ek,m
07T_,0 0 T,0 0 T,0 0 T,0 07T_,0 07T_,0
ek,z ek,:r: 0 ek,x ek,z ek,x ek:,y ek,:r ek:,r + ek,z ek,z ek,z ek,y
0T_,0 0oT_,0 0T_,0 0T_,0 0 T,0 0T_,0
L ek,y ek,$ ek:,w ek,y 0 ek,w ek,z ek,y ek,z ek,z €L + ek,y ek:,y i
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Unter Verwendung von b(qy) = 0 folgt daraus

I O I O
T + T
BB —[0 211 und B"™ =B [0 %I}

Damit nimmt die iterative Koordinaten-Projektion fiir den kartesischen Koordinaten-
vektor q; die Form

p’ = g (3.32a)

i+1 0 T 7 I 0 7 7 i 0 .

Pt = p =B § iy | (P)~BE) (- ")) firi =0,1,2,... (3.32D)
2

a = p", mit |[b(p")| < tol (3.320)

all.

Darstellung als Kernprojektion

Mit Hilfe der Gleichung 3.30a 148t sich ein direkter Zusammenhang zwischen den Be-
wegungsgleichungen fiir den einzelnen Starrkoérper in Minimalkoordinaten (vgl. Seite
19) und der zugehorigen Darstellung in kartesischen Koordinaten herleiten.

Zwischen den Starrkorpergeschwindigkeiten V’gk und den kartesischen Koordinaten q
vermitteln die kinematischen Differentialgleichungen in Form von Gleichung 3.30a

ar = Ks(ar) Vi

Die Beziehung stellt eine Geschwindigkeitstransformation dar. Die zugehorige Matrix
Kg(qyx) ist eine rechtsseitige Kernprojektion der Jacobi-Matrix B(qy), d.h. es gilt

B(qk) KB(qk) =0. (3.33)
Da Kg(qx) linear in qy ist, folgt aus der Beziehung 3.30a
éqr = Ksg(qr) 5V’5k
ar = Ks(ar)Vy +Kp (Qk) Voo = Kg(aw) Vi, +Ks (KB(Qk> VOk) Vo

Das Prinzip von Jourdain bzgl. kartesischer Koordinaten in Form von Gleichung 3.22
(Seite 90) 148t sich damit als

0 = 64i- {Qr — My +B"(qx) B}
= 0V, {Ks" (a) Qr
—Kg" (qx) My, (KB(%) Vo + Ko (Ka(ay) Vi) ng)
"‘\I{BT(QI«) BT(CIk)/ B}
—0 (GL 3.33)
= 0V {Ks"(ar) Qx
~Kp" (qr) M Kn (ar) Vi, — K" (@) My Kp (Kp(an) Vi) Vi)

schreiben. Das Einsetzen der Geschwindigkeitstransformation 3.30a bewirkt offensicht-
lich die Elimination der Zwangskréfte. Dies ist immer dann der Fall, wenn Geschwin-
digkeitstransformationen auf dem Kern der Zwangsbedingungen beruhen.
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Ein Vergleich mit der im Abschnitt 2.1.1 (Seite 19) hergeleiteten Darstellung 2.11 des
Prinzips von Jourdain

-k
0= 5V§k : {MszOk - F'zik - THVT(VISk) Mikvgk}

zeigt, dafl
My, = Kg'(ar) M Kg(ar) (3.34a)
Fiy = Kg'(a)Qx (3.34D)
und
T, (Vi) M Vi = —Kg " (qe) My Kg (Kg(ai) Vi) Vi (3.34c)

gilt. Dabei ist die durch die Beziehung 2.9 (Seite 21) definierte Massenmatrix M¥,
zeitinvariant, und insbesondere auch unabhéngig von qy.

Da die Matrix der Kernprojektion i.a. nicht eindeutig ist, entstehen je nach Darstellung
unterschiedliche Projektionen. Die hier vorgestellte besitzt den Vorteil, dafi die neu
entstandene Massenmatrix wiederum unabhéngig von den kartesischen Koordinaten

qg ist.

3.3.2 Systeme gelenkgekoppelter Starrkorper

Bei der Generierung von Bewegungsgleichungen fiir gelenkgekoppelte Starrkorpersys-
teme gehen wir analog zu Abschnitt 3.2.2 (Seite 93) vor.

Bewegungsgleichungen aus dem Prinzip von Jourdain

Gegeben sei ein System aus n Starrkorpern. Die kartesischen Koordinaten qg, sowie
die Starrkoérpergeschwindigkeiten V’Sk der einzelnen Korper, werden zu den Vektoren
q und V zusammengefafit.

In Abschnitt 2.4.1 (Seite 36) wurde gezeigt, daB die Bezichung 2.37

0=oWe-oV-{MV-U-F}

gilt. Dabei ist M = Diag(MF,) die zeitinvariante Massenmatrix in Blockdiagonal-
gestalt, U = (Tp," (Vi) Mikvgk)kzl , und F = (F%)k=1..n der verallgemeinerte
Momentenvektor. Der Term 0W¢ beschreibt die virtuelle Leistung der Gelenke. Bei
reibungsfreien idealen Gelenken verschwindet diese.

Wie schon im Abschnitt 3.2.2 gehen wir auch hier davon aus, dafl sich die Gelenke
durch holonome Zwangsbedingungen h;(q,t) = 0 (j = 1...m) beschreiben lassen.
Da wir auf Lageebene wiederum kartesische Koordinaten verwenden, lassen sich die
Formulierungen fiir die Bindungsgleichungen aus Abschnitt 3.2.2 direkt iibernehmen.
Dies gilt insbesondere fiir die Definitionen der Standardgelenktypen aus Tabelle 3.1
(Seite 94).

Wir werden nun die holonomen Zwangsbedingungen h;(q,?) = 0 in das Prinzip von
Jourdain einarbeiten. Aus der Beziehung 3.30a folgt

sar, = Kg(aw) sV
ar = Kg(aw) Vi, + Ke(Ks(ar) Vi) Vi
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Die Variation der holonomen Zwangsbedingung 0 = hj(q,t) (j =1...m) ergibt
0 = 6h;(q,t) = Hj(g, t) 0q = H/(q, )DKB( ) OV, mit DKB( ) = Diag(Kg(qx)).

Damit 1a8t sich das Prinzip von Jourdain durch Einfiithren der Lagrange-Multiplikatoren
e als

0=oWe —dV-{MV - F - U+ Dy (a) (ZHJT(W “a‘) J

schreiben, woraus sich bei verschwindendem §Wg letztlich die gesuchten Bewegungs-
gleichungen

MYV +Dg, (@ H (q,t)p =F+U (3.35)

n

mit H( (q,t) = ZHT q,t) p; ergeben.

J

Formulierung als differential-algebraisches Index-1 System

Unter Verwendung der Beziehungen 3.34 folgt
U= (T, (Vi) M{* Vi), = — (K" (an) My K (Ks(ar) Vi) Vi),
und

woraus sich letztlich das differential-algebraische System vom Index 3

q = Dgg(qV (3.36a)
MV = F+U-Dg,. (q)H" (q.t)p (3.36b)
0 = h(q,t) (3.36¢)

ergibt. Durch Indexreduktion, d.h. durch zweimalige Differentiation der Zwangsbedin-
gungen

0= h(a,t) = (hy(d ))j-1.m

nach der Zeit ¢

0 = h(g,t)

0 = H(q.t)a+ %h(g, t) = H(q,?) Dkg(a) V. + %h(g, t)

0 = H(q,t)q+ (%ﬁ’”g)gﬁz%y g—;h(g,t) =H(q,t)q+~v(4,9,1)
— H(q,t)Dky(a) V + H(q,t) [Ks(Ks(ax) Vi) Vi, +7(Dxgy(a) V., 1)
— H(q,t) Dk (@) V. + (V. g, 1)

erhélt man die zugehorigen Index-1 Bewegungsgleichungen auf Beschleunigungsebene



106 KAPITEL 3. STARRKORPERSYSTEME IN ABSOLUTEN KOORDINATEN

I 0 0 q
0 M Dg,. (@H' (q,t) | | V
0 H(q,t) Dkg(q) 0 7
DKB (ﬂ)z
= DKB ( )Q(V q; ) (THVT(V§k> Mllzvgk)kzln )
_1*(27 a9 t)

bzw. durch Elimination der Lagrange-Multiplikatoren p die Bewegungsgleichungen in
Form von

g = Dk, V (3.37a)

B

V — |1-Dx, H' (HDk, M'D,"H') "' HDy, | M (Dk,"Q + U)
+Di, "H” (H Dy, M"'Dg,"H”) ' 4. (3.37h)

Vorteile der Mischformulierung

Der vorgestellte Ansatz besitzt verschiedene Vorteile. Zum einen haben die Zustandsva-
riablen q und V eine direkte physikalische Bedeutung. Erstere beschreiben die Lage und
Orientierung eines jeden Korpers im Raum, letztere die jeweils zugehorigen absoluten
Geschwindigkeiten. Auflerdem werden, aufgrund der Elimination der Starrkorperbe-
dingungen, anstelle der urspriinglich vierundzwanzig nur noch achtzehn Zustandsva-
riablen pro Korper benotigt. Dies macht sich insbesondere bei der Inversion der Matrix
(E Dk, M_lDKBTET) bemerkbar. Ein weiterer zu erwéahnender Vorteil ist die einfa-
che Modellierung fiir Gelenke, Krafte und Momente, die aus dem kartesischen Ansatz
direkt iibernommen werden kann.

Zusammenhang zwischen Gelenk- und kartesischen Koordinaten

Die hier prasentierte Mischformulierung ist eng den im Kapitel 2 vorgestellten Anséitzen
zur Beschreibung der Starrkorpersysteme in Gelenkkoordinaten verwandt. Wéhrend die
Beschreibung in Gelenkkoordiaten auf der relativen Bewegung der Korper zueinander
basiert, basiert die Mischformulierung im Unterschied dazu auf der entsprechenden
absoluten Bewegung.

Die kartesischen Koordinaten lassen sich als vektorielle Darstellung der homogenen
Transformationsmatrix

A0k | ok EQkil E%§4 EQk§7 Eqkilo
0k _ Tok | _ dr)2 (k)5 (Ak)s | (Ak)11 | gyok

H _[ 0 1 ]_ k)3 (ke (ar)o | (ar = H"(aqx)
0 0 0 ‘ 1

=)
o

interpretieren. Zwischen den Gelenkkoordinaten ¢ und den kartesischen Koordinaten
q eines Mehrkorpersystems vermitteln die Gleichungen

0 = H" O(quq ) BV 0(p) - HOi‘(j)(qi_(.)) (3.38a)
4N . i it
0 — HV (Hz+(J)l (J)((P])) [G]((Pj) (P] — VU’L () ] =+ VOZ-l(—j (338b>

Aufgrund dieser Beziehungen ist es nun moglich die verschiedenen Ansétze sehr einfach
miteinander zu kombinieren.
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3.4 Redundante Bindungsgleichungen

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir uns mit redundanten Bindungsgleichungen
beschéftigen. Dazu betrachten wir die Index-1 Formulierung einer Bewegungsgleichung

2 8][4 o (S0 e

G O A ot? dt

unter der Nebenbedingung g(q,t) = 0.

Treten redundante Bindungen auf, so besitzt die Jacobi-Matrix G = a%—(:‘) nicht mehr
M g7

vollen Rang und die Massenmatrix [G o } wird singuldr. Die Bewegungsgleichung
3.39 ist im eigentlichen Sinne nicht mehr eindeutig 16sbar. Abhilfe schafft hier die
Anwendung des Prinzips von GauB} (vgl. [48, 54, 57, 81, 105, 106, 107]).

3.4.1 Das Prinzip von Gauf3

Die Beschleunigung des freien Systems ist gegeben durch Ma; = Q. Das Prinzip
von Gauf} besagt nun, dafl die Beschleunigung des durch G q = —~ eingeschrédnkten
Systems das quadratische Minimierungsproblem (vgl. [48, 54])

. 2 . . 2 N . T
la—aslg,, = guin_lle—asl,, = min (a—a;) Ma-ay) (3.40)

16st. Die Norm |||, wird als kinetische! Norm bezeichnet. Das Minimierungsproblem
3.40 kann unter Verwendung von M = L’L, D=GL ' und z = L (a — a;) in

2 . 2
lzelly =, min., iz,

umschreiben werden. Die zugehorige Losung 1a8t sich mit Hilfe der Pseudo-Inversen
als (vgl. [82, S.20ff])

z.=L(q—a;) = —D" (v + Gay)
darstellen, woraus zusammen mit a; = M~'Q letztlich
G=M'Q-L 'D'(v+DL Q) (3.41)

folgt.

Mit DT wird die Pseudo-Inverse von D bezeichnet (vgl. Anhang A.1, Seite 179). Sie
148t sich fiir beliebige rechteckige, insbesondere auch singuldre Matrizen eindeutig be-
stimmen. Sind die Nebenbedingungen unabhingig, d.h. G und somit D besitzen vollen
Rang, so ist die Pseudo-Inverse gegeben durch

D+ — DT(D DT)fl — LfTGT<G MilGT)il,

und man erhélt wieder die urspriingliche Form 3.28 der Losung.

Das hier beschriebene Ergebnis unterscheidet sich von den Ergebnissen aus [5, 48, 73]
durch die Verwendung der Matrix L anstelle von M2, Vorteil dabei ist, da L iiber
eine Cholesky-Zerlegung (vgl. z.B. [90, S.42], [25, S.19]) i.a. wesentlich einfacher zu
berechnen ist.

'Da die Massenmatrix M stets positiv definit ist, ist durch [lal,, = vaTMa fiir alle a € R"
eine Norm definiert. Sie wird als kinetische Norm bezeichnet.
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3.4.2 Redundante Nebenbedingungen

Aus dem Prinzip von Gaufl haben wir eine Bestimmungsgleichung fiir die Beschleu-
nigungen unter der Nebenbedingung G a = —~ erhalten. Im Folgenden wollen wir
klaren, welche Auswirkung redundante Bindungen auf die Zwangskréfte haben.
Ausgangspunkt bildet das quadratische Minimierungsproblem

. 2
.. _ 2 L O q .
HqH%Ekm + HM 1GT)\HEM = H{ 0 L } { M-1GT\ ] = min, (3.42a)
2
unter der linearen Nebenbedingung
MGt al_19Q (3.42D)
G O A — | :

: L o q
Das obige Problem kann, unter Verwendung von z = [ 0 L } [ M-1GTA } und

D=GL} in

. . I 1 L-TQ
|z]|, = min, unter der Nebenbedingung [ D o 12 = [ . }

umgeformt werden. Die entsprechende Losung dieses Minimierungsproblems lautet
.. + _T
L o q | I I L7'Q
ZZlo L||M!'G™ | |D o v

_l’_
Fiir die Pseudo-Inverse []g (I)} 148t sich durch Nachpriifen der Penrose-Axiome (vgl.
Anhang A.1) zeigen, daB

I 1]° [I-D*D D*
Do| | D'D*" -D*

gilt. Wegen M = LT L folgt letztlich

] -[Mns e

Die Gleichung 3.43 ist eine Verallgemeinerung der Beziehung 3.28 (Seite 96), welche
auch redundante Bindungen einschliefit. Sie beinhaltet insbesondere die aus dem Prin-
zip von Gauf} resultierende Beziehung 3.41.

Zusammenfassend ldt sich sagen, dafi die Bewegung infolge redundanter Bindungen
gerade mit derjenigen Losung der Index-1 Bewegungsgleichung 3.42b iibereinstimmt,
fir die das Quadratmittel bzgl. der Ej;,-Norm \/||q||2Ekm + ||M_1GT)\||?EM aus Be-

schleunigung § und Zwangsbeschleunigung M~'G” X\ minimal ist.
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3.4.3 Beispiel: Sphirisches Viergelenk

Als Beispiel eines Systems mit redundanten Nebenbedingungen betrachten wir das
sphérische Viergelenk. Es besteht aus drei Starrkérpern und vier Drehgelenken.
Beschreibt man die Lagen der Korper iiber kartesische Koordinaten, so werden ins-
gesamt sechsunddreiflig Koordinaten bendétigt. Die
zugehorigen Starrkdrperbedingungen liefern achtzehn
Nebenbedingungen. Durch die Bindungsgleichungen
der vier Drehgelenke entstehen weitere zwanzig
Zwangsbedingungen. Die zugehorige Jacobi-Matrix G
besitzt damit die Dimension 38 x 36.

Ein sphérisches Viergelenk zeichnet sich dadurch aus,
daB alle Gelenkpunkte auf der Kugeloberflache liegen
und die Achsen aller Gelenke zum Kugelmittelpunkt
hin ausgerichtet sind. In diesem Fall weist G einen
Rangabfall um Eins auf 35 auf. Das Gesamtsystem
besitzt einen Freiheitsgrad (#Freiheitsgrade = 6 - #Korper — Rang(G) = 36 — 35 = 1)
und ist beweglich.

Die Abbildung 3.6 zeigt das Ergebnis einer numerischen Simulation auf der Basis der
Darstellung 3.41. Dabei bewegt sich das Viergelenk rein unter dem Einflufl der Schwer-
kraft.

Die benotigte Pseudo-Inverse DT (vgl. Darstellung 3.41) wurde iiber die entsprechende
Singulidrwertzerlegung D = VIX U (X = Diag(oy,...,035,036), 03¢ = 0) bestimmt
(vgl. Anhang Seite 180, Beziehung A.2)

D" = VXtU’?, mit ¥ = Diag(1/oy,...,1/035,0).

Die bei der Simulation unvermeidlichen Rundungsfehler kénnen dazu fiithren, dafl der
kleinste Singuldrwert o3g von Null verschieden ist. Dies hat zur Folge, dal G vollen
Rang besitzt und das System erstarrt. Um dieses Problem zu umgehen wird eine ab-
geschnittene Singuldrwertzerlegung verwendet, d.h. die Pseudo-Inverse der Matrix 3
wird ersetzt durch

3t = Diag(1/01,...,1/0,,0,...,0), wobei o} < tol fiir k > m gilt.

Dieses Verfahren findet unter anderem auch im Rahmen der Theorie schlecht gestellter
Probleme als lineare Regularisierungsmethode [82, S.67] Verwendung.
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t=0 t=0.5 t=1

Koordinaten

Geschwindigkeiten

Zeit

Abbildung 3.6: Simulation des sphérischen Viergelenks unter Wirkung der Schwerkraft.
(Oben:) Stellung des Viergelenks zu verschiedenen Zeiten. (Unten:) Zeitlicher Verlauf
der kartesischen Koordinaten mit den entsprechenden Geschwindigkeiten.



Kapitel 4

Kontakt und Greifen

In den vorangegangenen Kapiteln wurden verschiedene Verfahren zur Generierung von
Bewegungsgleichungen fiir Starrkérpersysteme diskutiert. Ziel dieses letzten Kapitels
ist es, den reibungsbehafteten Kontakt zwischen Kérpern zu untersuchen.

Die Untersuchung des Kontakts zweier Korper ist ein alt bekanntes Problem der Me-
chanik. Prefit man beispielsweise zwei Kugeln oder, wie beim Brinell-Hérte-Test, eine
Kugel und eine Platte aufeinander, so bildet sich eine gewolbte Kontaktfliche aus. Die-
se hingt im wesentlichen von der aufgebrachten Kraft, der Geometrie der Kérper und
den verwendeten Materialien ab.

elastische Fingerspitzen

starres
Objekt

Kontaktfliche

Kontakt zweier Kugeln Pinzettengriff eines starren Wiirfels

Zu Beginn dieses Kapitels wollen wir uns zunéchst mit dem reibungsfreien Kontakt
zweier Korper beschéftigen. Im Fall linear-elastischen Materialverhaltens fiithrt dies zur
Theorie der Hertzschen Pressung. Im Anschlufl daran wenden wir uns dem reibungsbe-
hafteten Kontakt zu. Wir interessieren uns dabei insbesondere fiir das Problem eines
Greifers mit elastischen Fingerkuppen, der ein starres Objekt greift. Ziel ist es, ein
dynamisches Modell fiir diese Art von Kontakt zu entwickeln.

4.1 Elastischer Kontakt ohne Reibung

Die Theorie des elastischen Kontakts beschéftigt sich unter anderem mit folgenden Fra-
gestellungen: Welche Form nehmen die Kérper beim Kontakt ein? Wie veréndert sich
Form und Gré8le der Kontaktfliche unter zunehmender Last? Welche Krifte herrschen

111
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an der Kontaktfliche? Wie sehen die Spannungen und Dehnungen in den jeweiligen
Korpern aus?

Wir wollen im Folgenden annehmen, dafl die in Kontakt stehenden Koérperoberflachen
stetig und glatt sind. Das hat zur Folge, dafl die Lastverteilung iiber der Kontaktfliche
ebenfalls stetig und glatt ist, und somit zum Rand hin stetig gegen Null geht [47,
S.107-108]. Diese Beobachtung geht zuriick auf die Arbeit von Boussinesq aus dem
Jahre 1885.

4.1.1 Der elastische Halbraum unter Flidchenlast

Das einfachste, noch analytisch handhabbare Kontaktproblem ist das Eindringen eines
starren Korpers in einen elastischen Halbraum (vgl. [61, S.69-147], [47, S.44-83], 35,
S.88ff]). Es bildet die Grundlage fiir die im Abschnitt 4.1.3 (126) erorterte Hertzsche
Kontakttheorie zweier allgemeiner Korper.

Stempel auf elastischer Halbebene

Ein starrer Korper, Stempel genannt, wird entlang der negativen z-Achse und mit einer
Kraft Fiy in den elastischen Halbraum z < 0 geprefit (vgl. Abbildung 4.1). Seine Form
sei durch

z=[f(z,y)
beschrieben, wobei
—o0. Yoo=0 Yoo =0 of
f(()?()) - 07 81_(070) - 07 ay(OaO) - 07 ax(may) >0 und 8y(x>y) >0

fiir alle (x,y) € R* gilt. Als Kontaktbereich Q bezeichnet man die Projektion der
Beriihrflache von Stempel und Halbraum auf die xy-Ebene.

f(z,y)

Abbildung 4.1: Ein starrer Stempel, der mit einer Kraft Fy in einen elastischen Halb-
raum gepreft wird, bewirkt eine charakteristische Verformung des Halbraumes.

Auflerhalb des Kontaktbereichs € ist die Oberfliche des Halbraumes frei von Span-

nungen. Innerhalb der Kontaktzone (2 unterliegt das elastische Material dagegen einer
Druckbelastung p(z,y), die integriert der Normalkraft

Fy = //p(gc,y) dz dy (4.1)
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entspricht. Insgesamt ergibt sich fiir die Normalspannungen o, an der Oberfliche

—p(x,y)  fir (z,y) € Q
o:(w,y) = { pO ! fiir (aj,z) c R*\Q - (4.2)

Wird die Reibung beim Kontakt vernachléssigt, so treten keine Tangentialspannungen
auf, d.h. es gilt

Too(2,y) = Tya(z,y) = 0 fir alle (x,y) € R?.

Fiir die Verschiebungen u, in z-Richtung folgt aufgrund der Stempelgeometrie

f(@,y) = u.(0,0) — u.(z,y) fir (z,y) € Q (4.3a)
und

f(a,y) > u(0,0) = u.(z,y) fir (z,y) € R*\Q (4.3b)
Die Verschiebung im tiefsten Punkt

d = u,(0,0) (4.4)

wird als Eindringtiefe des Stempels bezeichnet.

Linear-elastisches Material

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dafl das Material des Halbraums linear-elastisch

ist. Die konstitutiven Gleichungen sind in diesem Fall durch das Hookesche Gesetz
Eeij =3vo]) + (1 - 2v)oy; (4.5a)

gegeben, wobei F der Elastizitdtsmodul, v die Querkontraktionszahl und

O',L»lj? = Uij — on * O§2 + 733 . 5ij (45b>

der Spannungsdeviator ist.

Unter Verwendung der konstitutiven Gleichungen 4.5 148t sich zeigen (vgl. [61, S.261—

265], [99]), daB die Verschiebung in z-Richtung der sogenannten Shtaerman-Integral-

gleichung [94]

s (z, _ 1= //\/x— fny — de dn (4.6)

geniigt. Fiir die Eindringtiefe und die Formfunktion des Stempels innerhalb des Kon-
taktgebiets folgt daraus

p(&,m) dE dn (4.7)

und

f(xvy) = UZ(O,O)—UZ(J?,Z/>

a6 1—1? 1 B 1
IR // (w TE Vet n)2> pi&mdidn (49)
fir (z,y) € Q.

(4.8)
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Losung des Kontaktproblems

Die Integralgleichung 4.9 verkniipft die Stempelgeometrie z = f(z,y) mit der Druck-
verteilung p(x,y). Sie bildet den Schliissel zur Losung des Kontaktproblems. Man un-
terscheidet zwei Losungsansétze:

1. direktes Problem: Gegeben ist die Stempelgeometrie z = f(z,y) und gesucht
wird die herrschende Druckverteilung p(z,y) in der Kontaktzone (.

2. inverses Problem: Gegeben ist die Druckverteilung p(x, y) innerhalb der Kontakt-
zone 2 und zu bestimmen ist die zugehorige Stempelgeometrie z = f(x,y).

Wihrend der direkte Weg auf das Losen einer Integralgleichung fiithrt, besteht die
Losung des inversen Problems einfach nur darin das zugehorige Integral auszuwerten.

Beispiel 4.1 Im kreisférmigen Kontaktbereich Q = {(x,y)|z* + y* < a% } sei die
radiale Druckverteilung

gegeben. Einsetzen in die Integralgleichung 4.9 liefert als zugehorige Formfunktion des
Stempels den Ausdruck

1—v2r2
— firr <ag.

f(r) = po

FE (037¢

0 (077 7“.

Abbildung 4.2: Verschiebung u,(r) und Stempellage 6 — f(r) bei einer Druckverteilung

p(r) = po- /1 —12/a%.

In Abbildung 4.2 ist die zugehorige Verschiebung wu,(r) zusammen der Stempellage
d — f(r) dargestellt.
0

Verschiedene Autoren haben sich intensiv mit der Losung des Kontaktproblems des
starren Stempels, der in einen elastischen Halbraum gepreft wird, auseinandergesetzt.
Wir wollen im Folgenden auf zwei Ergebnisse genauer eingehen, auf die sogenannte
elliptische Druckverteilung und den sphérischen Stempel.
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Elliptische Druckverteilung
In [98] bzw. [61, S.117-121] wird von einer elliptischen Druckverteilung

x A
p(z,y) = po <1 - = y—) , (n>1) (4.10)
ausgegangen. Die Kontaktzone € ist eine Ellipse mit Halbachsen a und b
2
Y
Q= {:Uy ‘——I—bz_l}.

Fiir die Verschiebung ergibt sich durch radiale Integration aus Beziehung 4.6 die Dar-
stellung

zccoscp+ysm<p 2 n
-5 p e

1 — V2 (2n _ 1)] / < a2 cos? @ | sin®p

FE 4”(71 — 1)'2 cos?p sin
0 a2 + b2

uz(z,y) = po dp.

Sei O.B.d.A. a > b, so definiert e = /1 — Z—z die Exzentrizitdt der Kontaktzone €2, und
es folgt

2 b?
Fy = e Ky (4.11a)
1—v* (2n—1)!
b = po E o2 1)P bK(e) (4.11b)
22 2
flz,y) = 6—u.(z,y) = R, + 3, fir (z,y) € €, (4.11c)
M B L 1 (1) (K0~ Ble)
—v —e?)- (K(e) — E(e
i = 5 —(0,0) = =7 = (4.11d)
1 *f 1 — 122 E(e) — (1 —¢e*)K(e)
7 = a0 =g > . (4.11e)
Die Ausdriicke
™/2 /2

K(e) = / de —— und E(e) = / \/1— €2 sin* ¢ dyp (4.12)

1 —e2? sin
0 ¥ 0

stellen die vollstdndigen elliptischen Integrale erster, respektive zweiter Art dar (vgl.
[45, S.43ff], [103, S.103ff]).

Rotationssymmetrische Druckverteilung

Im Fall rotationssymmetrischer Druckverteilungen (vgl. [61, S.120]) ist ax = a = b,
e =0, K(0) = E(0) = § und Ry = Ry = R. Aus der Bezichung 4.11d bzw. 4.11e
(e — 0) folgt

1 E  2(n—1)12 agx

L (2n)! "R
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und damit letztlich

1 E 22"(n — 1)1 ag r? —atn
. . L 41
p(r) T 1—12 (2n)! R ( a%) (4.132)
E 22 Hl(n—1)1 a
Fv — i LK 4.13b
N 1—12  (2n+1)! R (4.13b)
2
5 = % : %K (4.13¢)
2 n k1 2k
_ax (=)t (n—=1D1Q2k)! [ r
=1

Die zugehérigen Formfunktionen fiir den Druck und den Stempel sind in Abbildung
4.3 dargestellt.

Fromfunktion der Druckverteilung Formfunktion des Stempels

6 0:5 1 -1 -0.5 0

r/aK r/aK .
—1i4n
Abbildung 4.3: Rotationssymmetrische Druckverteilung p(r) = po < — %) © und
K

passende Formfunktionen des Stempels fiir n = 1,2, 3, 4.

Sphirischer Stempel

Beim Stempel in Gestalt einer Kugel mit Radius R ist die Formfunktion durch

fruga(r) = R (1= VI=1?/F?) | r<R

gegeben. Eine Entwicklung fiir kleine r fithrt auf
2k

Franalt) = B0 (1)
k=1

Da die Integralgleichung 4.9 linear in f und p ist,
ist die Superposition von Losungen moglich, d.h.

sphérischer Stempel

fi=1(p1), fo=1(p2) = fi+ fo=1(p1)+I(p2) = L(p1+ p2).

Die Gesamtlosung fiir den sphérischen Stempel kann damit aus den Losungen fiir die
einzelnen Reihenglieder superponiert werden.

Vor diesem Hintergrund wurden in Steuermann [97] rotationssymmetrische Profile der
Form f(r) oc r*", n > 1 untersucht. Basierend auf den in [97] dargestellten Ergebnissen
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148t sich durch entsprechende Umformungen zeigen, dafl (n > 1)!

,,,271
f(r) = C'RQn (4.14a)
E 2n-1 1)2 2 [Pl — k= Ly 2k
ISR R SR GRS S PR R (it L PR
1-v2 R L(n+3) ag | Tln—k) ay
E 2 nI'(n+1) a3t
Fo — ¢ L2 . 4.14
N ‘102 F(n+3) R™ (14c)
T(n+1) a3
5= coymintl ag (4.14d)

T(n+1) R

gilt.
In Abbildung 4.4 sind die Stempelgeometrien sowie die zugehorigen Druckverteilungen
der ersten vier Reihenglieder dargestellt.

Formfunktion des Stempels Fromfunktion der Druckverteilung
o . . . .
— n=1
— n=2 ‘
n=3 | 17 4 \
n=4 / \
L I L L L 7 0 1 n - L
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
r/R r/aK

Abbildung 4.4: Formfunktionen der ersten vier Reihenglieder mit zugehoriger Druck-
verteilung fiir den sphérischen Stempel.

Die durch Superposition der obigen Losungen ergeben sich fiir die Kugel die Nahrungen

- n B 1 ,',.2k
f&fﬁel)(r;n) = RZ(—l)k ' ( ,i) T

k=1
- E r? - 3 L\ g2t
k=1
Dk + 1) ’ir(k—e—g)r_ﬂ
1“(71—|—%)2 — L(k—10) a2
E - LN\ 2 kl(k+1) aFt
F(appr) — ‘R -1 k—1 2 e UK
N (n) 1_ 12 ;( ) k) rx F(k—f-%) R2k
- = (3 D(k+1) a2
¢ pp)(n) — RZ(_l)k 1(126)\/;“]{:_'_1) RIQ(/C'
k=1 2

In Abbildung 4.5 sind die entsprechenden Druckverteilungen fiir n = 1,2,3,4 dar-
gestellt (vgl. [99]). Es zeigt sich, daB bei Werten um ax/R = 1/2 zumindest Terme
zweiter Ordnung mit beriicksichtigt werden miissen.

IMit T'(t) wird die Gammafunktion bezeichnet.
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1 | | T T T T
-% 1 "
o “ ' n=1
)
§ n=2
o 1/2r . n=3
g. n=4
£
k)
n
0 1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 —> /R
aK/R=1/4 aK/R=1/2 aK/R=3/4
3/2 3/2
= 1 =1
1/2 1/2
0 0
-1 -05 0 0.5 1 -1 =05 0 0.5 1
r/aK r/aK r/aK

Abbildung 4.5: Néhrungen (n = 1,2, 3,4) fiir den Sphérischer Stempel bei verschiede-
nen Verhéltnissen ax /R.

Allgemein gilt, daf§ mit einem zunehmendem Verhéltnis von ax /R immer héhere Ord-
nungen eine Rolle spielen. Das bedeutet auch, daf§ die Druckverteilung in den Randbe-
reichen immer stérker zunimmt, bis sie im Grenzfall n — oo gegen Unendlich strebt.
Der gleiche Effekt auch beim ebenen Stempel zu beobachten.

Der ebene Stempel

1

nl(nd1) sy o L ebener Stempel

I'(n+ 2)
Aus Gleichung 4.14c¢ 148t sich damit

ﬁ(l—y2) R2n FN

Cn>>1 ~
(n>1) 2 E a3t n

Fiir grofle n geht

ableiten. FEinsetzen dieser Beziehung in Gleichung 4.14a liefert im Grenziibergang
n — oo das Formprofil eines kreisférmigen ebenen Stempels mit ax = R

VT (1 —1v?) r2n 0o [0 firr<R
oo gm0 = sk

f(n>>1) (T) ~

Fiir die Eindringtiefe § und die Druckverteilung p(r) ergibt sich fiir n — oo damit?

7w (1—-1v?%) Fy oo 7w (1—1v?) Fy
(DT TE ek — T2 R

'Der Ausdruck sFi(a,b,c,z) bezeichnet die (Gaufi’sche) hypergeometrische Funktion. Es gilt

n—1
oF1(1,1 — n,3/2 — n,t?) = 3 F(k(z)l) I{,ﬁ’fg};”i tk— Aus der Identitit oF1(a,b,b,2) = (1 — z)~
k=0

folgt oF1(1,1 —n,3/2 —n,t?) "= 1/(1 —?).
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sowie

FN r2 r2
Pins1) (1) = LT wll—g coFi(1,1—n,3 —”ag)
Fn 1

n—oo

B pOO(T):27TR2 / _ﬁ
R2

Es sei bemerkt, dafl dies ist nicht die klassische Herleitung fiir den ebenen Stempel
darstellt (vgl. [35, S.93f]).

p(r) T

0

Abbildung 4.6: Druckverteilung p.. () = po \/ﬁ fiir ebenen Stempel.

4.1.2 Viskoelastisches Materialverhalten

Nachdem zuvor verschiedene Stempelgeometrien untersucht wurden, soll nun auf den
Einflufl von nichtlinear-viskoelastischem Materialverhalten auf den Kontakt eingegan-
gen werden.

Viskoelastisches Verhalten bei einachsigen Spannungszustinden

Fiir den einachsigen Spannungszustand lassen sich die konstitutive Gleichungen linear-
viskoelastischer Materialien in Form von

e(t) = / Kg(t—r1) 825_7) dr = %U(t) + / kgp(t—T7)o(T)dr (4.15)

—0o0

t

darstellen. Dabei bezeichnet man Kg(t) als Kriechfunktion, fiir die

1 _ dKg(t)

Kg(0) = ok Kg(oo) =0 und kg(t) = -

gilt.

Poynting-Thomson Material

Eines der bekanntesten Modelle fiir linear-viskoelastisches Verhalten bei einachsigem
Spannungszustand ist das sogenannte Poynting-Thomson Modell (vgl. [11, S.151ff], [47,
S.184ft], [37, S.3001f])
E EE
6+ —0= (B4 E)é+ ——¢, (4.16)
n n
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das auch unter dem Namen ’'standard linear solid” bekannt ist. Das mechanische Ana-
logon dieses Modells ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Es besteht aus zwei Federn und
einem Dampfer, mit dessen Hilfe das viskose Verhalten des Materials abbildet wird.

N

R

Abbildung 4.7: Mechanisches Analogon zum Poynting-Thomson Modell bzw. zum Mo-
dell des sogenannten ’standard linear solid’.

Ist o(t) eine gegebene Funktion der Zeit, so 148t sich die Losung €(t) der Gleichung
4.16 als

By By 1 t E _E1 By
- (t—to) . 1 - (t—7)
e(t) = e EitE) e(ty) + / (a )+ —o(T ) e nEiTE) dt
(t) (to) A (1) 7 (1)

__ BBy 1
(t—to)
= e nB1t+E) e(ty) — o(t
( ( 0) o Ey ( 0))

1 E% /t S 2 By )
+ o(t) + ——m— o(T)e 1(B1tE) dr
E1 + EQ ( ) n(El + EQ)Q to ( )

schreiben. Der erste Term verschwindet, wenn entweder ¢y = —oo, oder das System bei
to im Gleichgewicht ist, d.h. (ty) = ma(to) gilt. Aus der Beziehung ergibt sich als
zugehorige Kriechfunktion

1 FE __BiBy
Kg(t) = E T [1 + —L. <1 —e n<<E1+E2>t)} )

Kelvin-Voigt-Koérper und Maxwell-Korper

Das Poynting-Thomson Modell beinhaltet als Spezialfille unter anderem die Modelle
fiir den Kelvin-Voigt- und den Maxwell-Korper [37, S.302ff] (vgl. Abbildung 4.8).
Setzt man die erste Feder des mechanischen Ersatzmodells starr, d.h. E; — oo, so
erhalt man das Kelvin-Voigt-Modell

1 [t 1
g(t) = 6—%(t—to) 5(750) + _/ 0(7_) e—%(t—f) dr und KE(t) — E . (1 _ e—%t) ‘
1

to 2

Entfernt man dagegen die zweite Feder, d.h. E5 — 0, so entsteht das Modell eines
Maxwell-Korpers

e(t) =e(to) + Eil (o(t) —o(to)) + %/t o(t)dr und Kg(t) = Eil (1 + % : t) :

das sich durch konstantes Kriechen (d.h. kg(t) = %‘im = %) auszeichnet.
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A
cCe— — G G<—|—W\'—:D—I—>G

T n
L] E,
Kelvin-Voigt-Korper Maxwell-Korper

Abbildung 4.8: Die mechanische Analogien des Kelvin-Voigt- und Maxwell-Korpers.

Die konstitutive Gleichung nach Rabotnov

Die konstitutiven Gleichungen von Rabotnov (1948) (vgl. [36, S.236])

t
2 9ol (r)
g r# lgij(t) = / KE(t — ’7') 8]7‘ dT

t

= KE(O)Ug(t)ﬂL/k‘E(t—T)az-?(T)dT, (4.17a)
' = Ve, 0<p<l (4.17b)

beschreiben inkompressible (g1 + €99 + £33 = 0) viskoelastische Materialien mit ex-
ponentiellem Kaltverformungeffekt und quasistatischem Kriechverhalten fiir den all-
gemeinen dreidimensionalen Spannungszustand. Dabei bezeichnet o” den Spannungs-
deviator (vgl. Definition 4.5b), u den Verfestigungsexponent und Kg(t) wiederum die
Kriechfunktion.

Im Falle 4 = 1 und Kg = 0 gehen die konstitutiven Gleichungen von Rabotnov in
das Hookesche Gesetz 4.5 (Seite 113) fiir linear-elastische inkompressible Materialien
(Poisson-Zahl v = ) iiber.

Es sei noch erwéhnt, daf eine alternative Darstellung der Rabotnov-Gleichungen 4.17
existiert. Diese verwendet anstelle der Kriechfunktion Kg(t) eine sogenannte Relaxa-
tionsfunktion (vgl. [36, S.230-235]).

Shtaerman-Beziehung fiir Rabotnov-Materialien

In [55] und [7] wird gezeigt, daB unter Verwendung der konstitutiven Gleichungen
nach Rabotnov die Shtaerman-Beziehung 4.6 (Seite 113) fiir die Verschiebung u, der
Halbraumoberfldche in

! (4.18a)

Ec(p) - -ut(z,y,t) = wz,yt)+E / kgt —1)w(z,y,7)dr (4.18b)
B p(zon,t) d§ dn .

vt = //ﬂa) [(x =€)+ (y—m)?]' 2 s

tibergeht. Dabei ist E der Elastizitdtsmodul und ¢(u) eine Materialkonstante, die nur
vom Exponenten p abhéngt. Im linearen Fall = 1 gilt insbesondere

s
C(Iu‘:]‘)zl_yg'
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Kriechverhalten bei Kontakt mit homogener Formfunktion

Im Folgenden werden wir uns auf Stempelgeometrien beschréinken, deren Formfunktion
f eine homogene Funktion des Grades d ist. Das bedeutet, die Formfunktion erfiillt

fz, Ay) =X f(x,y), fiir alle (z,y) € R? und alle A > 0. (4.19)

Ziel dieses Abschnittes soll sein, auf der Basis der Shtaerman-Integralgleichung 4.18
die Eindringtiefe § mit der Anpresskraft Fy zu verkniipfen.

Wie schon im Abschnitt 4.1.1 auf Seite 114 beschrieben gibt es zwei Ansétze zur Losung
der Shtaerman-Integralgleichung 4.18. Wir werden hier den vermeintlich einfacheren in-
direkten Weg wéhlen, und zu gegebener Druckverteilung p die zugehérige Formfunktion
des Stempels f bestimmen.

Sei ax der dquivalente Radius des Kontaktbereichs €,, definiert durch

Y )

Fiir die Druckverteilung p,, in €,, gelte

Pac(ax - u,ax - v) = ag? - py(u,v) fiir (u,v) € Q, (4.21)

wobei p; die Druckverteilung und €2; die Kontaktzone fiir den Fall ax = 1 beschreiben.
Fiir die Kontaktzone folgt daraus

Quge = {(ar - u,a - v) | (u,0) € i} (4.22)
Beispiel 4.2 Die rotationssymmetrische Druckverteilung p,,. () = i : Elﬂ gL 1 — ;’TQ
K

mit kreisformiger Kontaktzone Q,, = {(z,y)|z? + y* < a%} erfiillt die Bedingungen
4.21 und 4.22 mit 0 = 1. ]

Die Eigenschaft 4.21 besagt, dafi aus der Druckverteilung p; alle anderen Druckver-
teilungen p,,. durch p., (z,y) = ax? - pi(x/ak,y/ax) bestimmt werden kénnen. Aus
mathematischer Sicht bilden die Durckverteilungen p,, eine beziiglich ax einparamet-
rige Funktionenfamilie im R?. Dies hat insbesondere zur Folge, daB eine Anderung des
Druckes direkt einer Anderung des #quivalenten Radius ax zugeordnet werden kann
und damit

Pas(x -, ag -0, 1) = pa, (ax(t) - u,ax(t) -v) = ag’(t) - p1(u,v)
fir (u,v) € ; gilt.
Die Verwendung der Beziehungen 4.21 und 4.22 liefert fiir die Shaeterman-Integral-
gleichung 4.18

Way (g (t) - u,ap(t

418C // paK(g 77) dg d77
[(ar(t) - u—&)?+ (ar(t) v —mn)'"2

//Ql [(ax(t paK(a g) a, ag(t) - B) aj dodp

cu—ag(t) - a)?+ (ag(t) -v—ax(t) - ﬁ)ﬂl_%

SO pi(a, B) dadp
//Ql ot o T

(4.18¢) e

(v—
ag " (t) - wy(u,v) fir (u,v) € O (4.23)
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und

Ec(p) - ufg, (ax(t) - u, ax(t) - v)

agc (0 (t) - u,ax(t) -v)+ E / kp(t —7) wa, (ax(T) - u,ax (1) - v) dr

—00

(4.18b)

t

U2 0ty wy (u,0) + B / k(t — 7) a4 (7) - wi (u, ) dr
O+p O+p
= ag"(t)+ E / kp(t —71)a “(7)dr | - wi(u,v) (4.24a)

B0+ [ ket - D () dr | Bel) -ty (uw) (1200)

Sei A = ax(—00), so folgt aus der Kontaktbedingung 4.3 (Seite 113) zwischen Halbraum
und Stempel fiir die Stempelgeometrie

(4.3)

A -u, A-v) =" uun(0,0) —usa (A u, A w)
FE N (12(0,0) s (0, )
WAL flu, ). (4.25a)

Nach Definition 4.19 ist f damit offensichtlich eine homogene Funktion vom Grade

0
d=1+—. (4.25b)
i
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung gilt nun, dafl wenn die Formfunktion f des
Stempels eine homogene Funktion vom Grade d ist, daB dann die Druckverteilung
auch der Beziehung 4.21
Pag (ar - U ap - v) = aK(d Vg (u,v) fir (u,v) € Oy (4.26)
geniigen muf.
Wir wollen uns nun wieder dem eigentlichen Ziel, der Verkniipfung von Normalkraft

und Eindringtiefe, zuwenden. Durch Integration der Druckverteilung p,,. iiber das Kon-
taktgebiet €2,, ergibt sich fiir die Normalkraft

Fyop(t) = // Punc (€, m) e dy 2 //K Pue (axc (1) - 0, age (1) - B) dov dB

GK

G OF // pi(u,v) dudo = ai’(t) - P (427)
951

Unter Verwendung der Definition 4.4 (Seite 113) der Eindringtiefe 6, (t) = t..q, (0,0)
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folgt aus den Beziehungen 4.25b und 4.27

t

Ee(p)- ot (t) "2 |afrr () + E / ki(t—7) af () dr | - wi(0,0)
0,0 /
o 2O N 0 8 [ ket ) FE ) ar
Fﬁ:u-(d—l) .
und damit der gesuchte Zusammenhang
4 t
_pa _pa
o (t)=C" F]f,;*a“}‘((d*” (t)+ FE / kg(t—T) F]fﬁ;Kd Y(r)dr|, (4.28)

—0oQ
wobel die Konstanten C' durch

oo mion //Qlawgddﬁ

ped
Ec(p) - FJ\21,+1” 7T (// (. B) dacdB )2+u-(d—1)
1951

gegeben ist.

Beispiel 4.3 Im Sonderfall rein elastischen Materialverhaltens (d.h. kg = 0) nehmen
die konstitutiven Gleichungen nach Rabotnov die Form

2 1

51—‘”_1&7’ - EU ( ), = V/Ei€ij, mit 0 <p <1

an. Die Shaeterman-Integralgleichung fiir die Verschiebungen u, der Halbraumober-
fliche lautet in diesem Fall

o [ G

woraus sich fiir die Normalkraft Fy und den Kontaktradius ax in Abhéngigkeit der
Eindringtiefe ¢ die Ausdriicke

2+p(d—1)
d

5 i
Fy=|—= d ag = ———
N (C) und ag FN;l'C%

ergeben. O

Beispiel 4.4 Im Beispiel 4.1 (Seite 114) wurde der rotationssymmetrische Stempel

T'2

f(r):ﬁ

betrachtet. Offensichtlich ist der Graph f der Stempeloberfliche eine homogene Funk-
tion des Grades d = 2, und der Kontaktbereich Q(ax) = {(z,y)|2? + v* < da% }
beschreibt einen Kreis mit Radius ag.
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Im linear-elastischen Fall (1 = 1) nimmt die Druckverteilung bekanntlich die Form

2 E

K
Pag (1) =

7l—12 R

an. Durch Integration erhélt man

72

2
ax

(

31—12 1

4

2
) 3
9

was schliellich auf die Integralbeziehung

t

it)=C- [Fﬁ(t) + E/

— 00

fithrt.

2

kp(t—71)F3(T) dr}

Bei Verwendung der Kriechfunktion des Poynting-Thomson Modells (Seite 119), d.h.

bei Verwendung von kg(t) = kg(0) - !, mit kg(0) = %, a = n(g%ﬂz) und
E = E; + E5 ergibt sich
) 2 1 ) 2 t 2
ity = C- {gFN3(t) Fn(t)+ Ekg(0) F3(t) —a-E/ kg(t —7) F3(T) drl
2 1 . 2
= C- {5FN3<t> FN(t)—l—EkE(O)F]{}(t)} —a-0(t)
und damit
. Ey Es C 2 . E? ]
o(t) + o(t) = | =Fn(t) + Fn(t)] .
) n (B + E») () F]%,(t) 3 v n (B + E») vt
. I‘\‘\‘ \\ II’ ll':
Sn " AN e II? x
o 0 o S 7 IEs)
c Wy A VAR ] Q
2 Wb ’ l’t \ ©
@ 05} NN Ve, 9 15
S \ % n £
o \\ /’ " °
g 1 N \ | LIEJ
E’- \\\\, i @
1.5 e — — ]
T 0 0025 005 0075 0.1
i 50 ] Zeittin [s]
‘= 40}
3 30 t=0.025[s] | | == n =50
T 20t —t=0.05[s] -=--n=100
< ol ——t=0.075[s] | | n = 200
S ——t=0.1[s] —n =512
a o ‘ ‘ ‘
-3 -2 - 0 1 2 3

rel. Abstand r/R

Abbildung 4.9: Poynting-Thomson Modell mit £y = E, = 25000 [Pa], v = 1/2, R =
0.02[m], Fy = 10[N], 6(0) = 0 [m] und 7 in [Pa - s] .

In Abbildung 4.9 ist ein Beispiel fiir das Kriechverhalten bei konstanter Normalkraft Fi
dargestellt. Sie zeigt den zeitlichen Verlauf der Verschiebung u,(r), der Druckverteilung

p(r) und der Eindringtiefe ¢.

O



126 KAPITEL 4. KONTAKT UND GREIFEN

Zusammenhang mit Ahnlichkeitstransformationen

Die hier vorgestellten Ergebnisse sind eng verwandt mit den in den 80-ger Jahren ent-
standenen Untersuchungen zum Verhalten des Hertzschen Kontakts unter Ahnlichkeits-
transformationen (vgl. [12], [13], [34]). Die Grundidee ist dabei, die Losungen eines Kon-
taktproblems aus einem anderen abzuleiten, indem man den dreidimensionalen Raum
entlang gewissen Achsen dehnt. Voraussetzung dieser Theorie ist, neben der Homoge-
nitdt der Formfunktion des Stempels, die Darstellung der konstitutiven Gleichungen in
der Form oy = E(¢;;) mit E(X¢;;) = M E(e;;).

4.1.3 Hertzsches Kontaktmodell

Einen klassischen Ansatz zur Losung des Kontaktproblems zweier Korper bildet die
Hertzsche Theorie. Sie basiert auf der, im Abschnitt 4.1.1 dargestellten Theorie des
Kontakts zwischen starrem Stempel und elastischem Halbraum.

Darstellung der Deformation

Es wird im Folgenden angenommen, dafl der Kontakt mit einem einzelnen Beriihrpunkt
beginnt. In diesem Punkt wird ein kartesisches Koordinatensystem definiert, dessen
z-Achse parallel zur Kontaktnormale ausgerichtet ist. Die Oberflachen der Kérper im
undeformierten Zustand seien iiber z = —f*(z,y) und 2 = — f~(x, y) parametrisierbar.
Mit + bzw. — werden dabei Groflen gekennzeichnet, die zu dem Korper gehoren, dessen
Oberflache im Beriihrpunkt die z-Achse als duflere Normale bzw. als innere Normale
besitzt. fT ist damit positiv und f~ negativ im Kontaktbereich €. Der Abstand der
undeformierten Oberflichen wird durch

flxy) = fT(z,y) + f(2,9)
beschrieben. Fiir die Verschiebungen v} und u; in z-Richtung gilt

ul(x,y) +u; (z,y) =06 — fle,y)  fir (z,y) € Q,
ul (z,y) +u; (z,y) >0 — f(z,y)  fir (z,y) € R\Q,

wobei mit § die Eindringtiefe bezeichnet sei, die anhand der Abstandsénderung der
Massenschwerpunkte definiert ist.

Annahmen der Hertzschen Theorie

Die Hertzsche Theorie macht verschiedene Annahmen fiir den Kontakt zweier Korper.
Die erste Annahme betrifft die Form der Korper. Sie besagt, dafl die Graphen der
Oberflichen f und f~ im Kontaktbereich Q darstellbar sind als f*(x,y) = A*z? +
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B*y*+C*zy+0O((z,y)?), wodurch die Abstandsfunktion (bei entsprechender Drehung
des Koordinatensystems) die Form
2 %

fz,y) = 2% +op, T 0wy fir (,y) €0

besitzt. Die Parameter R, und Rs lassen sich aus den Hauptkriimmungen R}, Ry, Ry
und R, der jeweiligen Oberflichen ermitteln. Es gilt (0.B.d.A. Ry > Ry)

LR SRS RS SV B
R, R, Rf Rf Ry Ry’

11\ /1 1)’ (L ?
R, Ry)  \Rf RS R Ry
1 1 1 1
+2 COS(QO[) o5F T ot —_— = — | .
R Ry ) \Ry R,
Der Winkel « ist dabei der Winkel zwischen den zwei Hauptkriimmungsrichtungen zu
R{ und R;.
Die zweite Annahme der Hertzschen Theorie besagt, dal die Kontaktzone €2 klein im

Vergleich zu den Ausmaflen des Korpers und klein im Vergleich zu den Kriitmmungs-
radien Ry und Rs ist. In diesem Fall kann der Abstand f approximiert werden durch

22 y?
x,y) = — + — fir (z,y) € (.
f@y) =5+ 55, fir (@y)

Es folgt, dal Linien konstanten Abstandes und somit auch der Rand des Kontakt-
gebietes €2 Ellipsen sind. Weiter kann dann davon ausgegangen werden, dafl die Ver-
schiebungen klein sind und die Kriimmungen nur unwesentlichen Einflul haben. Dies
zusammen mit der dritten und letzten Annahme der Reibungsfreiheit des Kontakts
ermoglicht, dafl jeder Korper als linear-elastischer Halbraum unter einer elliptischen
Fldachenlast modelliert werden kann. Das bedeutet wiederum, dafl die Ergebnisse des
Abschnittes 4.1.1 verwendet werden konnen.

Hertzscher Kontakt zweier allgemeiner Korper

Im allgemeinen Fall zweier nicht rotationssymmetrischer
Korper nimmt die Abstandsfunktion die Gestalt b

72 y2 Q

f(fE’y):Q—Rl 2R,

an. Aus den Beziehungen 4.11 (Seite 115) fiir den elastischen Halbraum unter ellipti-
schen Druckverteilungen folgt (vgl. [47, S.95-97))

5) = 1 . 2B 5%
00) = {(,y)| L=+ 4= <1 Po(0) F2e)FE(e) mRE
20 T 5 9,
Cmit  a2(6) = — @ R s

(1—e2)3 F2(e)

P0)=(1-e)iZd R.g

p(@.yi0) = po0y/1— g — s

N
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und
Fa(0) = 5 B e RE 6

vobek R = VLT, ;= L g
e (ig(lgfﬂvquzIQQ}[K@)E@H)Ug
GRS

Ry () ~K(
Ry K(e) — E(e)

bestimmen. Der entsprechende Zusammenhang zwischen g—; und e ist in Abbildung
4.10 dargestellt.

1

0.81 b

0.6 ]

0.4 b

Exzentrizitat

0.2 n

‘ ‘ | | R,/R,
1 2 5 10 15 20 —>

0

Abbildung 4.10: Abhéngigkeit der Exzentrizitit e vom Verhéltnis der

Kriimmungsradien %.
2

Hertzscher Kontakt zweier rotationssymmetrischer Korper

Im rotationssymmetrischen Fall ist £ = 2+ 4+ 7=, ¢ = 0, und wegen F;(0) = F»(0) =1
folgt, daBl

7“2

fr) = 55 (4.29a)
ax(8) = VR0 (4.29D)
Q) = {(z,y) 2> +y* <a;(6) =R-6} (4.29¢)
p(r;9) = ig VR-6—1r? firr<R-J (4.29d)
Fy(8) = %E#Réai (4.29)

gilt.
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Das Ergebnis eines Vergleichs zwischen allgemeinem und rotationssymmetrischen Hertz-
schem Kontakt ist in Abbildung 4.11 dargestellt. Dazu werden die Verhéltnisse

p(allgm.) (5) B 1

fp - ?“osm o
Py (0)

F(allgm.)((s) s Rl %
- 5 o (1)
FN F](\;Otsym')((S) 2 ( ) )
f - a(allgm.)<5> B 1 .7:12(6) (&)i
‘ a%omym')(é) (1—e2)2 Fale) \ Ry
fo= BO) g ey ZEE) (&)
agotsym.) (5) f2 <€> R2

in Abhéngigkeit vom R;/Rs betrachtet.

— 1 R/R))
-t (RIR)
——f (R/R)
- - £, (R/R)

-
==
-
I
—
_———
-
- -
-
- -
-
- -
-
-
-
-
-
-

R1/R2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 —>

Abbildung 4.11: Vergleich zwischen allgemeinem und rotationssymmetrischen Hertz-
schen Kontakt.

Es zeigt sich, dafl sich bei kleinen Verhéltnissen der Kriimmungsradien R;/Rsy, bzw.
bei kleinen Exzentrizititen e = /1 — a?/b% = /1 — f2/f2 sowohl die Normalkraft Fy
als auch der Maximaldruck py nur wenig verdandern.

4.1.4 Erweiterungen der Hertzschen Theorie

Zum Abschlufl des Kapitels zum elastischen Kontakt ohne Reibung sollen noch einige
Erweiterungen der Hertzschen Theorie ertrtert werden.

Reibungsbehafteter Kontaktaufbau

Beriicksichtigt man beim Kontaktaufbau trockene Reibung zwischen den Koérpern, so
entstehen innerhalb des Kontaktbereichs Haft- und Gleitzonen.

In Johnson [47, S.119ff] wird der rotationssymmetrische Fall untersucht. Es zeigt sich,
dafl der Kontaktbereich Q(ax) = {(z,y) | 2* + y* < a%} durch den Kreis mit Radius
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ag in den inneren Haftbereich und den dufleren Gleitbereich eingeteilt werden kann,
wobei ag durch [47, S.123]

(1—2v7)(2+2v7) (1—2vt)(2+2vH)
ax ax + ag 3 a? E- - E+
—In(——) ="K -2, 8= —
as g — ag MH ay Eu_ + Ey+

(g Haftreibungskoeffizient) bestimmt ist.
Bei verschwindendem Haftreibungskoeffizient, d.h. % — 00 ist ag = 0, und im gesam-

ten Kontaktbereich €2 herrscht Gleiten. Ist dagegen ;% = 0, so folgt ag = ax und man
erhélt die klassische Hertzsche Theorie mit der Spannungsfreiheit in tangentialer Rich-
tung. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn die beiden Korper identisch (v = v~
Et = E7), oder aber inkompressibel (v* = v~ = 1/2) sind.

4 : . .
Plu,, T

3_ m

) ! . a_/a
0 1/4 1/2 3/4 1 —»

Abbildung 4.12: Hertzscher Kontakt mit Reibung

In Abbildung 4.12 ist der Zusammenhang von (/uy und ag/ax dargestellt. Es zeigt
sich, daB fiir u% < % die Abschitzung Z—i < 1% gilt.

Beispiel 4.5 Bei Gummi (E ~ 0.05[GPa],v ~ 0.49) auf Glas (F ~ 70[GPa],v ~
0.25) bzw. auf Stahl (£ ~ 200 [GPa],v ~ 0.3) ist # ~ 0.078 und der Haftreibungsko-
effizient liegt im Bereich von puy ~ 0.5...4. Daraus folgt u% < 0.15 und schlielich
as 5 0.01% ak. Der Reibungseffekt beim Kontaktautbau kann somit vernachlissigt
werden.

0

Adhasion

Bei gummiartigen Materialien tritt wiahrend des Kontakts hdufig Adhésion auf. In
Johnson [47, S.125ff] wird fiir den rotationssymmetrischen Hertzschen Kontakt ge-
zeigt, dafl bei Adhésion ein endlicher Kontaktradius auch dann existiert, wenn die
Kontaktkraft verschwindet.

Fiir die Kontaktkraft Fy 1d3t sich zeigen, daf3

F(Hertz) (Hertz) ’ 3 R

2
F - (ad) ertz 4 2 a
(—N—1> =4 N F](\,H ) = 2 pr 9K yng F](Vd):—?)ﬂ'R")/
N N
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gilt, wobei F J(\;l Y der effektiven Ablosekraft entspricht, und v die Adhésionsenergie
pro Einheitsfliche der beteiligten Korper ist. Der Kraftverlauf ist in Abbildung 4.13
schematisch dargestellt.

CLKT Hertz+Adhésion

=
- -
-
-
-
——
-
-
-

1
’l
: 1
F](\;ld) 0 —> [ N
Abbildung 4.13: Kraftgesetz Fy(ax) mit und ohne Adhésion.

Die Kontaktradien bei Fiy = 0 und Fy = F\'? (vgl. Abbildung 4.13: Punkt A bzw.

i 1
Punkt B) sind durch ax (Fy = 0) = (97;352 7) * bzw. ag(Fy = Fjg;ld)) = 4% (925/2 7) ’

3
0.63 ax (Fn = 0) gegeben.
Aus den Untersuchungen von [47, S.125ff] ergeben sich fiir die zugehorige Druckvertei-
lung p(r) und Eindringtiefe § die Beziehungen

) 2ax E* . r2 . T R? 2]
r) = - —(1-
b TR a E*a%fy — )

af
a? AT ag 2
5y = K .

R ( B 7)

Q

N =

Beispiel 4.6 Fiir Gummi auf Glas (Gummi: £ = 50 [kPa], v = 049, Glas : E =
73[GPa], v = 0.22) ist v = 3 |:meVi| = 0.048 [2;] (vgl. [78, S.84]) und damit FU ~

AQ
—0.45 [%} - R. Vergleicht man die Adhésionskraft mit der Gewichtskraft der Gummi-
Kugel (Dichte o = 1.210% [£5]) mit Radius R, so folgt

m3

Fe 1 1
v SmRy 9% 19105 m L
mg 4/37R30g 4og R? R?

Bei einem Radius R von einem Zentimeter entspricht F' ](\? ) etwa 9% der Gewichtskraft.
Betrachtet man die zugehorigen Kontaktradien, so ergibt sich bei verschwindender
Normalkraft ein Restradius von ax(Fy = 0) = 1.3 [mm] (13% R) und ein Abloseradius
von ag(Fy = F¢?) = 0.8 [mm] (8% R).

OJ
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Hertzsche Theorie bei viskoelastische Materialien

Die Ergebnisse des Abschnittes 4.1.2 fiir viskoelastischen Kontakt (Seite 119ff) zwischen
Stempel und Halbraum lassen sich zumindest fiir den linear-elastischen Fall (1 = 1)
direkt auf die Hertzsche Theorie iibertragen.

Da die Spannungen am Rand fiir beide Koérper iibereinstimmen, folgt fiir die zu-
gehorigen Dehnungen

2 1 t

ga;;(t) = ﬁ‘%‘[;(t) + /_OO kit —T) 05(7') dr
und

2 1, !

gafj(t) = Faij(t)+/_ kg(t—1) 05(7’) dr.

ggij@) = [i + i_} oy (t) + / k=) + kgt = 7] oD(r)dr

— io‘?(t) + / ky(t—7) 05(7’) dr.

Unter Verwendung der Hertzschen Annahme, dafl die Abstandsfunktion durch
22 y?
f(x,y) = R, + R,

gegeben ist, und damit eine homogene Funktion vom Grade d = 2 darstellt, folgt aus
den Untersuchungen der Kapitel 4.1.2 und 4.1.3

o) = ——tp—- 25 52
Q(0) = {(fc,y) (5)+b2()<1} F)F(e) wRE
cmit { a?(0) = —L 2D R
(5) . \/1 (1—e2)2 72 ,
Pl o) = o~ #w 12(5) = (1 - )29 - R,s
und 2 .
3 1 : 2 2
5 = (39— - |[Ro+E [Ee-nR@ar|,
Ré E* .

mit R, = /R Ry. Die Exzentrizitit e = 4/1 — E 1483t sich wiederum iiber die Bezie-

hung &1 = 22 PO KOy 1. Abbildung 4.10, Seite 128
ung gt = e mey Pestimmen (vg ildung eite 128).

Fiir den rotationssymmetrischen Fall folgt daraus

7,.2

fr) = R
Q) = {(I,y)\x2+y2§R-5}

p(r;d9) = 2% VR-0—1r? firr<R-§
T

5(t) = (ZR;EJ Fale) | Fa) + B / Kilt — 7) Fi(r) dr

—0o0
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4.2 Kontakt mit Reibung

Nach dem wir uns im vorherigen Abschnitt mit dem reinen Normalkontakt elastischer
Korper beschéftigt haben, gehen wir nun auf die Modellierung des Reibkontakts star-
rer Korper ein. Ziel dieses Abschnittes ist es zum einen eine Beschreibung fiir den
reibungsbehafteten flachenhaften Kontakt zweier Starrkorper zu finden, zum anderen
ein dynamisches Reibmodell fiir eben diese Kontaktform zu entwickeln.

4.2.1 Punktkontakt mit Reibung

Im Folgenden wird auf die klassische Theorie fiir Reibkontakt zwischen zwei makro-
skopischen Starrkoérpern eingegangen, die sich rein translatorisch zueinander bewegen.
Die wesentliche Erkenntnis in diesem Zusammenhang ist, daf§ die Reibkraft von Grofie
und Form der Kontaktfliche unabhéngig ist. Man spricht daher auch von Punktkon-
taktreibung.

Kontaktkinematik

Gegeben seien zwei Starrkorper k* und &, die sich innerhalb eines ebenen Kontaktbe-
reichs ) beriihren. Die relative Bewegung der beiden Korper zueinander sei dabei eine
rein translatorische. Weiter sei auf jedem Koérper jeweils ein korperfestes Koordinaten-
system KSp+ und KS,- gegeben. Zusétzlich wird ein auf Korper k£~ festes Koordina-
tensystem KSy definiert, dessen x-Achse parallel zum Bewegungsraum ausgerichtet ist,
und dessen z-Achse entgegen der dufieren Kontaktnormalen des Korper £~ weist (vgl.
Abbildung 4.14).

F

N

Korper k£~

Abbildung 4.14: Ebener eindimensionaler Reibkontakt. Mit Fy wird die Normalkraft,
mit Fr die dullere Kraft in tangentialer Richtung und mit Ry die wirkende Reibkraft
bezeichnet.

Unter Verwendung der Starrkorpergeschwindigkeiten V’g,; und VS,L 1aBt sich die Re-
lativgeschwindigkeit der beiden Korper durch

Av = (vF,, ), = (AW [[ 1 0]V —[A"* o] V’g,;])l (4.30)

darstellen.
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Modelle fiir die Reibkraft

Ublicherweise bauen die herkémmlichen Modelle zur Beschreibung der Reibkraft Ry
auf drei Basismodellen auf (vgl. Abbildung 4.15), dem Haftreibungsmodell

—Fr | falls |Av| =0 und |Fr| < pg F,
H _ T T HIN
Rr(Av) = { 0 . sonst , (4.31a)
dem Coulombschen Modell fiir trockene Gleitreibung
— 2% i Fy , falls |[Av| # 0
“Rp(Av) = { qo pouFy - falls [Aw] 7 (4.31b)
0 , sonst

und dem geschwindigkeitsproportionalen Modell fiir viskose Reibung
VRr(Av) = —py Fy Av. (4.31c)

Mit Fy wird dabei die im Kontakt wirkende Normalkraft und mit Fr die am Korper
tangential angreifende Kraft bezeichnet.

e By B
by Fy
berFy
»Av »Av » Av
_—
Haft-Reibung Coulomb-Reibung viskose Reibung
R, Ry Ry
»Av »Av » Av
-] N\ /\ Haft- + Coulomb-
Haft + Coulomb Haft- + Coulomb-R. + viskose Reibung
Reibung + Stribeck-Effekt + Stribeck-Effekt

N A F

»

» Av » Av » Av

Kamppp Modell Regularisiertes Regularisiertes
+ Stribeck-Effekt Modell (stetig) Modell (stetig-diff'bar)

Abbildung 4.15: Stribeck-Kurven zu verschiedenen Reibmodellen.

Der Gleitreibungskoeffizient pi; ist in weiten Bereichen geschwindigkeitsunabhéngig.
Fiir sehr grofie Geschwindigkeiten (Av 2 10 [m/s]) nimmt pe; jedoch mit wachsendem
Av ab (vgl. [27, S.363]). Bei sehr kleinen Geschwindigkeiten (Av < 0.1 [mm/s]) zeigen
Experimente, daf§ sich der Gleitreibungskoeffizient dem Haftreibungskoeffizient néhert.
Diesen Effekt nennt man Stribeck-Effekt. Er wird tiblicherweise durch (vgl. Abb. 4.15)

. a2
SRp(Av) = 1+%e % | CRp(Av) (4.31d)
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(tar = pei(Av = 1[em/s])) modelliert. Die Konstante vg bezeichnet man dabei als
Stribeckgeschwindigkeit.

Durch geeignete Kombination der einzelnen Reibmodelle entstehen hoherwertige Mo-
delle (vgl. Abbildung 4.15), wie zum Beispiel das Modell zur Beschreibung von allge-
meiner trockener Reibung

RF == HRF(AU) -+ SRF(AU),
oder aber das fiir geschmierte Reibung

Rr = "Rp(Av) + *Rp(Av) + YRp(Av).

Regularisierte Reibmodelle

Bei numerischen Simulationen verschwindet, aufgrund von unvermeidbaren Rechenfeh-
lern, die Relativgeschwindigkeit Av i.a. nie. Das bedeutet wiederum, dafl kein Haften
auftreten kann. Zur Losung dieses Problems wurden diverse Ansétze entwickelt.

Eine Moglichkeit bietet das Modell von Karnopp (vgl. Abbildung 4.15). Hier wird die
Haftbedingung Av = 0 auf einen Bereich mit nicht verschwindende Geschwindigkeiten
erweitert. Eine andere Moglichkeit das Problem in den Griff zu bekommen besteht
darin, es zu regularisieren, d.h.

ARRL(Av) = [tanh(a Av) — 1] - *Rp(Av) (4.32)

bzw. AR p(Av)+°Rp(Av) durch tanh(a Av)-*Rp(Av) zu ersetzen (vgl. Abbildung 4.15).
Vorteil der Regularisierung ist, dal keine Fallunterscheidungen notig sind und damit
auch keine Unstetigkeiten auftreten. Ein Nachteil dabei ist jedoch, dafl kein wirkliches
Haften mehr existiert und im Haftbereich stets Drift moglich ist.

4.2.2 Dynamisches Reibmodell

Eine weitere Moglichkeit Reibung zu regularisieren, bieten sogenannte dynamische
Modelle. Dabei werden zusétzliche Variablen eingefiihrt, die einen kontinuierlichen
Ubergang von Haften und Gleiten erméglichen.

Elastische Ankopplung der Kontaktzone

Grundidee des folgenden dynamischen Reibmodells ist, die reibende Grenzschicht vom
jeweiligen Korper abzutrennen und durch ein Feder-Dampfer-Element wieder anzukop-

peln.
|

I

Bei der Auswahl der Feder- und Dampferkonstante bieten sich zwei unterschiedliche
Modellierungsansétze an. Im Falle einer diinnen Grenzschicht kann man die Massen-
tragheitseffekte héufig vernachlédssigen und die Konstanten entsprechend der Mate-
rialeigenschaften der Grenzschicht wéhlen. Die zweite Moglichkeit besteht darin die
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Feder- und Dampferkonstante so zu setzen, dafl sie deutlich oberhalb der Materialei-
genschaften der beteiligten Korper liegen. In diesem Fall ist das elastische Ankoppeln
eine besondere Art der Regularisierung des Reibproblems.

Singulir gestortes Problem

Gegeben sei ein Korper, der sich iiber eine starre Ebene bewegt und dessen Kontaktzone
elastisch mit dem Restkorper verbunden ist.

IFN K

Abbildung 4.16: Durch elastisches Ankoppeln der Kontaktzone entstandenes dynami-
sches Reibmodell.

Die Bewegung der jeweiligen Massenschwerpunkte 148t sich als

(m—em)ise = Fr+Fy

Em (TSJ:—'—/{) - _FH_’_RF)
mit

FH = K+ Co R
darstellen. Da die Masse der Grenzschicht im Vergleich zur Masse des Gesamtkorpers
als verschwindend klein angenommen werden kann (m > ¢,,) folgt
mis, = Fr+cak+ck
em (Fse +K) = —c1h—cok+ Rp.

Der Wert der Reibkraft Rp héngt i.a. von der Relativgeschwindigkeit Au ab, mit der
sich die Kontaktzone {iber die Ebene bewegt. Sie ist durch

Au="7g, + Kk —vg, = Av+ kK

gegeben, wobei vg, die Geschwindigkeit der Ebene bezeichnet.
Wiéhrend der Gleitphase ist Au # 0 und die Reibkraft Ry setzt sich aus dem Stribeck-
schen und dem viskosen Reibmodell zusammen (Definitionen 4.31¢ und 4.31d)

SHRp(AU) = “Rp(Au) + VRp(Au)

_(@y? Au
= — |pai + (e — par)e Vs FNM_HVFNAU-

Es gilt damit

Em (Fop + i) = —cok — 1 ki +5TVRp(Au).
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Beim Haften der Grenzschicht verschwindet dagegen die Relativgeschwindigkeit Au
und die Reibkraft Rp mufl innerhalb des Reibkegels liegen |Rp| < pg Fy. Da fiir
kleine Kontaktzonenmassen der Term &, (7's, + i) vernachlissigt werden kann, ergibt
sich daraus die Haftbedingung

k=—Av und |F,| < pgFy.
Durch Einfithrung des Schaltparameters

0 fiir Av+k=0und |F,| < uy Fy (Haften)

a=a(bu, Fy) = { 1 sonst (Gleiten)

lassen sich Haft- und Gleitfall zu den Modellgleichungen

mrsy, = Fr+cork+ck (4.33a)
k= —(1—a) - Av+a-u, (4.33b)

em (Fse +0:) = (1 —a)- e, (s — AV)
+a- (—cok —c1v, + STVRp(Av + k) (4.33c)

vereinen. Verwendet man die Identitit £ = v, fiir a = 1 so kann die Gleichung 4.33c
in

Em [V +7se — (1 —a) - Fp.| =a- (—co k—c1 v+ “TVRp(Av + vn)) (4.33d)

umgeformt werden. Da ¢, in aller Regel sehr klein ist, handelt es sich bei dem obigen
Modell 4.33 um ein singulér gestortes Problem (vgl. Abschnitt 3.1.1, Seite 76).

Halbfreiheitsgradmodell

Im Grenziibergang ¢, — 0 folgt aus Gleichung 4.33c

1
a-v, = —a (@ k— —5VRp(Av + n)) .
C1 C1
Einsetzen dieser Beziehung in die Gleichung 4.33b fiihrt auf das sogenannte Halbfrei-
heitsgradmodell
F. = ck+ak (4.34a)

k= —(l—a)-Av— a <co k— STVRp(Av + /i)) (4.34b)

C1

Die Schwierigkeit bei diesem Modell besteht darin, dafi durch den Grenziibergang
em — 0 die untere Gleichung eine impliziten Differentialgleichung fiir x darstellt.

IFN K

>
Fy }S

Abbildung 4.17: Kontakt mittels Halbfreiheitsgradmodell.
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Regularisierung des Schaltparameters

Im Hinblick auf eine numerische Simulation ist es sinnvoll das Halbfreiheitsgradmodell
4.34 7zu regularisieren. Neben der Regularisierung der Reibkraft “*VRp(Au) durch

_(aw)?

SYVRp(Au) = — | e + (g — per) e "5 | Fy tanh(y - Au) — py Fy Au

(v geeignet), sollte auch die Schaltvariable o regularisiert werden. Eine mégliche Re-
gularisierung ist beispielsweise durch

alAu, F) = a, + ap — oy - ap (4.35)
gegeben, wobel a, = 54 (|Au|, Aumaz ), p = So(|Fkl, g Fy) und
0 fiir ’5‘ S gma:c
|€1 - gnlax .
a\SySmazx) = PO I f max 1.01 - mazx
Sa (&, Emaz) 001 £ ir Emae < [§] < £
1 sonst

gilt.
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Abbildung 4.18: Regularisierung des Schaltparameters a.

Diese Darstellung der Schaltvariable o beinhaltet zwei Arten von Regularisierungen.
Zum einen entsteht fiir Ay, # 0 ein Bereich, der auch fiir nichtverschwindende Rela-
tivgeschwindigkeiten Au Haften ermdoglicht. Zum zweiten werden die Sprungfunktionen
fiir die Geschwindigkeiten und Kréfte innerhalb von einem Prozent der Schranken linear
gegléttet.

Linearisierung der Halbfreiheitsgradmodells um stationire Lésungen

Wie bereits erwdhnt beinhaltet das Halbfreiheitsgradmodell 4.34 eine implizite Diffe-
rentialgleichung fiir die innere Variable k. Um den Problemen die implizite Differenti-
algleichungen mit sich bringen, aus dem Weg zu gehen, werden wir im Folgenden zu
einem linearisierten Halbfreiheitsgradmodell {ibergehen. Die Fille Gleiten und Haften
werden dabei wiederum getrennt betrachtet.

Da wihrend des Haftens offensichtlich # = —Awv gelten muf, ist in diesem Fall eine
Linearisierung tiberfliissig. In der Gleitphase (a = 1) ergibt sich bei konstanter Rela-
tivgeschwindigkeit Av # 0 die stationédre Losung des Halbfreiheitsgradsystems

1
ks =0 und kg = C—S+VRF(AU).
0
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Die Linearisierung des Halbfreiheitsgradmodells um diese stationdre Losung fithrt auf

0 = Cl':‘%}—s—i_VRF(AU—i‘l'ﬁ)—FCO'Ii
~ o fs— TVRp(Av 4 ig) + co - ks
8S+VRF(AU) . .
_ ¢ ol Tk — o]
8AU, Au=Av+kg
8S+VRF(AU) B
OAv ’

+co - [k — Kg] + (01

= cok—"TVRp(AV) + (cl —

woraus sich

: TVRp(Av) Gk
K = ) TSIV D A
el — % SHVRE(Av)
_A'u2
_ pv |Av| Fy + (par + e — i) - e 5 Fy . Av 1_L
N SHVRE(Av)

1 |Av| + py |Av| Fy — 2 [ — p) - e 3 %FN

— —v(jAv)- A (1 B $F?AUQ

ergibt. Unter Verwendung des Schaltparameters o erhélt man schliellich das lineari-
sierte Halbfreiheitsgradmodell

F. = ck+ck (4.36a)

. Co R
= —Av-|(l—a |[1-v(A Av))e——— 4.36b
o = o (1-a [L- w80 il ). (4.361)
bei dem die urspriinglich implizite Differentialgleichung 4.34b durch die explizite Glei-
chung 4.36b ausgetauscht wurde.

Elastoplastisches Reibmodell

Das linearisierte Halbfreiheitsgradmodell ist eng mit den sogenannten dynamischen
Reibmodellen verwandt. Dynamischen Reibmodelle zeichnen sich dadurch aus, daf
eine zusitzliche Zustandsvariable x eingefiihrt wird um die Reibkraft zu beschreiben.
Modellgleichungen dieser Art nehmen typischerweise die Form

Rr = ck+cik+c VRF(AU) (4.37a)
. Co R
= A |(1—-03—— 4.
K v ( 6] SRp(AU)) (4.37Db)

an. Fir f = 1, ¢; = ¢o = 0 ergibt sich das Modell von Dahl, fir § = 1, ¢;(Av) =
_|A'u\

cre 1, cg =1 das sogenannte LuGre Modell [18] und schlieBlich fiir

) 1 fiir sign(x) = sign(Av) und ko < |&|
— — Ky — 2
B(’fa Av) _ (|:‘i| fﬂ) (3 R2 — K1 |f€|) fiir Sign(/f) _ Sign(Av) und Ky < ‘H| < kg,
(K2 — 1)
0 sonst

und ¢y = 1 das sogenannte elastoplastische Modell von Dupont et al. [28, 29].
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Beispiel 4.7 In Abbildung 4.19 ist der Zeitverlauf eines gleitenden Klotzes dargestellt
(#(0) = 0[m], v(0) = 4[m/s], m = 1[kg], Fx = 10N}, Fr = 0[N], pyy = 1, i = 1/3,
co = 50 [N/m], ¢; = 1 [Ns/m]).

4 T T T
Gleiten Haften X

3r Vi
—
2r i
1r i
0
_1 | | 1 1
0 1 ) 4 5
Zeit [s]
t=0s Gleiten| t=0.5s Gleiten | t=1s Gleiten
t=1.5s Haften| t=2s Haften | t=2.5s Haften
—_— P —_—
t=3s Haften | t=3.5s Haften| t=4s Haften
e ] P

Abbildung 4.19: Simulation des Ubergangs von Gleiten zu Haften mit Hilfe des elasto-
plastischen Kontaktmodells.

Zu Beginn nimmt die Gleitgeschwindigkeit aufgrund der Coulombschen Reibung linear
ab, bis sie vollig verschwindet und Haften eintritt. Wahrend der Haftphase zeigt sich
das typische viskoelastische Verhalten des Modells. Der obere Block oszilliert gedampft
um die haftende Kontaktzone. ]
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Die speziellen Eigenschaften des elastoplastischen Modells 4.37 werden in [28] eingehend
diskutiert. Im Haftfall gilt 3 = 1 und damit # = —Aw. Fiir die Reibkraft folgt daraus

t
RF:—CO/ Avdr — c; Av,

to

was das typische viskoelastisches Verhalten wéhrend der Haftphase erklart. Des wei-
teren sind die Modellgleichungen 4.37 so angelegt, dal die Reibkraft Ry fiir kon-

stante Geschwindigkeiten Av # 0 mit exp<—| SE’J(AAUL)‘ t> gegen den stationdren Wert

STVRr = "Rp(Av) + YRp(Av) strebt. Ist die Steifigkeit ¢ groB genug, so liefert das
Modell auch fiir leicht verdnderliche Geschwindigkeiten brauchbare FErgebnisse. Es zeigt
sich dabei aber auch, daf§ die Abklingrate wihrend der Gleitphase direkt mit der Stei-
figkeit in der Haftphase gekoppelt ist. Dies bringt hiufig eine Versteifung der resul-
tierenden Differentialgleichungen mit sich, die bei numerischen Simulationen zu un-
erwiinschten Nebeneffekten fiihrt.

Erweiterung des elastoplastischen Reibmodells

Eine Trennung der beiden Effekte ist durch einfiihren eines zusétzlichen Parameters
vy > 0 zu erreichen

Rr = ck+ck+c VRF(AU) (4.38a)

ko= —(1=08-1—w)) - Av+ 3 v- SRA(UAU) o K- (4.38b)

Bei diesem erweiterten elastoplastischen Modell klingt nun & wéahrend der Gleitphase

mit exp( ‘Z‘;zco(mv‘ t) ab.

Wie leicht zu sehen ist, entspricht das elastoplastische Modell im wesentlichen dem li-
nearisierten Halbfreiheitsgradmodell 4.36, mit 5 = « und unter der Annahme v(|Av|) =
1. Es sei noch bemerkt, dafl bei Dupont et al. [28, 29] keine Herleitung des elastopla-
stischen Modells zu finden ist. Das Modell wird rein empirisch eingefiihrt.

4.2.3 Ebener flichenhafter Kontakt mit starrer Kontaktzone

Im vorherigen Abschnitt 4.2.1 wurde Reibung ausschliellich fiir translatorische Bewe-
gungen betrachtet. Wir wollen uns nun mit Reibung bei allgemeiner ebener Bewegung
beschiftigen. Die Grundannahmen fiir die folgende Darstellung sind:

1. Die Kontaktzone ist starr.

2. Reibung wirkt lokal in jedem Punkt der Kontaktzone.

Kontaktkinematik

Gegeben seien zwei starre Korper £+ und k7, die sich innerhalb der ebenen Kontaktzone
) beriihren. Weiter sei jeweils ein korperfestes Koordinatensystem KSy+ = {By+, K+ }
und KSy- = {By-, K;-} gegeben. Wir definieren ein zusétzliches, bzgl. k= korperfestes
Koordinatensystem KSy = {Bg, Ki}, dessen z-Achsen entgegen der duBeren Kontakt-
normalen 77;,- des Korpers k~ weist.
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Innerhalb des Kontaktgebietes €2 herrsche die Druckverteilung p(€, ), die tiblicherweise
in den Koordinaten

rip=[¢& n (] (4.39)

bzgl. KS; gegeben ist. Die Integration der Druckverteilung iiber das Kontaktgebiet
liefert die Normal— bzw. Kontaktkraft

FNz/Qp(S,n)dMn-

Q

Abbildung 4.20: Kinematik des ebenen Kontakts

Da die Kontaktzone als starr vorausgesetzt wird, 148t sich unter Verwendung der
Starrkorpergeschwindigkeiten V,_ und V’g,; die Geschwindigkeit eines in der Kon-
taktzone €2 befindlichen und bzgl. Korper £~ festen Punktes P in der Form

Akwrkﬂo = vk+k + wk+k X 7“]1213 = [L rkP] Vk+ka (4.40)
mit
vk 1.25b) (1.25a)
[ wl’?k = Vi "2 9, (H) V3 + Vi, =" —Hy(H* VL + VE
kt+k

CED i (H ) VES 4 Hy, (HM ) VE .+ VE
——

=0

= Hy(H) (V’g,;_ My (HF k*)vw). (4.41)
darstellen. Der Vektor V£+ i setzt sich aus sechs Komponenten zusammen. Die ersten
beiden (vf,,); und (v%,,)s beschreiben die Relativgeschwindigkeiten in tangentialer
Richtung, die dritte ('v’,j+ .)3 die in Normalenrichtung. Die Komponenten vier und fiinf,
(whsp)1 und (wfs, )2, sind withrend des Kontakts nur dann von Null verschieden, wenn
Rollen auftritt. Der letzte Eintrag des Vektors (wﬁ+ .)3 beschreibt die Winkelgeschwin-
digkeit fiir die relative Drehung der Kérper um die Kontaktnormale.

Da Rollen ausgeschlossen werden soll, sind wéihrend des Kontakts nur drei Kompo-
nenten von V., ungleich Null. Diese drei GroBen werden zum Vektor der Relativge-

schwindigkeiten

(v';i+k)1
Av=| (vE.,), (4.42)
<wZ+k)3

zusammengefafit.
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Reibkraft und Reibmoment wihrend der Gleitphase

Wir wollen uns zunéchst der Gleitphase zuwenden. Neben der Starrheit Kontaktzone
ist die zweite Grundannahme des hier zu entwickelnden Modells, dafl in jedem Punkt
der Kontaktzone lokal Coulombsche Reibung herrscht, d.h. daf3

-k

K
d°Rf, = — e —Tiﬂp dFn = = e p(rip) dQ2 (4.43)
||'rk+PH H k+P||

gilt.

Abbildung 4.21: Lokale Coulombsche Reibung.

Durch Integration der lokalen Kréfte iiber 2 ergibt sich daraus fiir die Reibkraft

R} = / / d°R}y = —pcy / / Hr’“”’ (rkp) dQ (4.44a)
k+P

und das Reibmoment

CRE, = / / o x d°RE = gy / / Thp X ip p(rh L) dO (4.44b)

H"“kP”

bzgl. KSy.. Einsetzen der Bezichungen (4.39 — 4.42) zeigt, daf die Komponenten (“R%)s,
(°R%,); und (°R%,), verschwinden. Die iibrigen drei Komponenten werden zum soge-
nannten Reibvektor fiir die flichenhafte Coulombsche Reibung

(“RE),
“h(Av) = ((21};2))2 (4.45)
M) 3
Av; —nAv
Av;+§Av§ p(é )dfd
N

// 5Av2 —nAv; + (€2 +n?) Avs
—pat Fn
Avg + &£ Avg)? + (Avy — n Avs)?

zusammengefaflt.
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Formulierung der Coulombschen Reibung mit Hilfe des Momentanpols

Die Integrale der Darstellung 4.45 héngen von den drei Komponenten des Relativge-
schwindigkeitsvektors Av ab. Da wir davon ausgehen, dafl die Kontaktzone starr ist,
lassen sich die Geschwindigkeiten auch iiber den momentanen Geschwindigkeitspol be-
schreiben. Dies bringt den Vorteil mit sich, daf§ die entsprechenden Integrale nur noch
von zwei statt von drei Variablen abhéngen.

Der momentane Geschwindigkeitspol Py (vgl. Abbildung 4.22) ist gegeben durch

S A’UQ
M k k A
- Wit X Uty Avf3 (4.46)
e B I O S B e :
0 btk - Ytk 0

Die Geschwindigkeit eines Punktes P der Kontaktzone ist gegeben durch

a k k
A k+P = wk:+k X rMP = wkﬂc X (Typ — Trar)-

Abbildung 4.22: Kontaktkinematik mittels momentanen Geschwindigkeitspol Py;.

Mit Hilfe des Momentanpols 1&8t sich das Coulombsche Reibgesetz fiir flichenhaften
Kontakt als

Av- 1.1(5M777M)
Gh(Av) = ———> g Fy L&) |, (4.47a)

|Avs| ag - I3(Ear )

it
7 \/f fM 77—TIM>2 Fy
L&, nu) = // \/5 P o d¢ dn (4.47¢)
B 1§ (€— £M)+77(n nv) p&:n)

L&) = // GK\/g e ) Fy dé dn (4.47d)

darstellen, wobei

o
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den dquivalente Radius (vgl. Definition 4.20, Seite 122) der Kontaktzone 2 bezeichnet.
Vorteil der Darstellung 4.47 ist, daf die Integrale I, I5 und I3 zum einen dimensionslos
sind, zum anderen nur noch von den zwei Koordinaten des momentanen Geschwindig-
keitspols £y, und 7y, abhédngen. Diese Eigenschaft beruht allein auf der Geschwindig-
keitsunabhéngigkeit der Coulombschen Reibung. Verwendet man z.B. Stribeck-Reibung
so gilt dies nicht mehr.

Stribeck-Reibung im Mittel

Anstelle der Stribeck-Reibung im lokalen bietet es sich an, eine Stribeck-Reibung im
Mittel zu verwenden, d.h.

_ 2 (A
Stk (Av) = [1 4 EEZHE <—L2”)>] ek (Av) (4.48a)
Hai Vs
mit der Stribeckgeschwindigkeit vg und der mittleren Geschwindigkeit
Em
(A / L = 0] [(€ )+ | mar | om0t
0
(4.48b)

Die Groflen sp und s; entsprechen dem Flachenschwerpunkt sowie dem ersten Flachen-

moment
— [+ e Mo ey (aaso

wJf];

bzgl. der normierten Druckverteilung -£ 7o~ Es sei bemerkt, dafl im Fall rein translatori-
scher Bewegungen die Stribeck- Relbung im Mittel mit der Stribeck-Reibung im Lokalen
iibereinstimmt.

Viskose Reibung
Auch die viskose Reibung 148t sich mittels lokaler viskoser Reibung beschreiben
d"Ry = —py 7 p dFN = — iy (Vg + Wiy X 75p) p(riip) dO.

Durch Integration ergeben sich die resultierenden Reibkréfte und -momente

VRY = / / d"R% und VRE, = / / r¥, x d"RE.
Q Q

Bei einer analogen Vorgehensweise, wie im Fall der Coulombschen Reibung erhélt man
schlieBllich den Reibvektor fiir die viskose Reibung

"th(Av) = <“//R§); = —Avs puy Fy fhf (5 » pF_N@ dé dn
( RM)3 ff[f (§_€M)+77(’I7—77M)] p(lf_;\?)dgdn

' (4.49)
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Haften

Nach der Gleitphase wollen wir uns nun mit dem Fall des Haften auseinandersetz-
ten. Grundvoraussetzung fiir Haften ist offensichtlich das Verschwinden der Relativge-
schwindigkeit Aw.

Betrachtet man den Ubergang vom Haften ins Gleiten bzw. vom Gleiten zum Haf-
ten, so 1aft sich dieser dadurch eindeutig charakterisieren, dafl zu diesem Zeitpunkt
die relativen Geschwindigkeiten Av zwar verschwinden, trotzdem jedoch ein momen-
taner Geschwindigkeitspol P existiert!. Das bedeutet wiederum, Haften zeichnet sich
dadurch aus, dafl kein momentaner Geschwindigkeitspol existiert.

Ausgehend von der Menge aller méglichen Geschwindigkeitspole 75, = [£ar,mar, 07
148t sich die Haftgrenze durch

I (v mar)
On = { + pup Fy Lo (Enrsma) ‘ (&nromu) € R? }
ag - [3(€Ma77M)

eindeutig beschreiben. Die Haftgrenze Gy ist eine geschlossene Fldche im Vektorraum
der Reibvektoren ¥, € R? (vgl. Abbildung 4.23), die insbesondere spiegelsymmetrisch
zur xy-Ebene z = 0 ist (vgl. Abbildung 4.23). Sie berandet den Haftbereich By, der
durch 0 € By und Gy = 0By eindeutig beschreiben wird. Haften 148t sich damit iiber
die Bedingung

Av =0 und % € By (4.50)

charakterisieren, wobei Av der Relativgeschwindigkeitsvektor und % den zugehorigen
Reibvektor darstellt.

Reibvektor:

Abbildung 4.23: Haftgrenze fiir die rechteckige Kontaktzone mit homogener Druckver-
teilung (vgl. Seite 149).

'Die Lage TZ u des Momentanpols ist unabhéngig von der Norm der Relativgeschwindigkeiten Av
(vgl. Definitionen 4.46 und 4.42). Damit existiert der Momentanpol auch noch im Grenzfall ||Av|| — 0.
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Die Definition 4.50 der Haftbedingung basiert auf der Priifung ob der aktuelle Reib-
vektor Ht% Element des Haftbereichs By ist. Fiir numerische Simulationen ist dies un-
praktikabel. Wir werden daher im Folgenden eine Darstellung der Bedingung “t% € By
herleiten, die analog wie im eindimensionalen Fall ‘HRF} < py Fy in einer skalaren Un-
gleichung resultiert.

Aufgrund der Abgeschlossenheit der Haftgrenze ist eine Parametrisierung von Gy mit
Hilfe von Kugelkoordinaten mdoglich

pr(9,0) sin(0) cos(¢)
Gn = {MH Fy pu(¢,0) sin(6) sin(¢) ‘(cb, 0) € (—m, 7] x [Oaﬂ]}-
ag - pH(¢7 )COS(Q)

Dabei ist der Haftradius durch

pi1($(Ear,mar). 0(Ens, man)) = T2 (Earsmns) + BEnrsman) + To(Earsmr) (4:51a)

gegeben, und fiir den Azimut— bzw. Polarwinkel gilt

IQ(€M7 77M)
| et 4.51b
P&, m) = 2arctan (h(fM,nM) + VIR, man) + fﬂfww)) o

und
I3(Enr, nar)
0(&ar,mar) = arccos ( : (4.51c)
Mit Hilfe des so definierten Haftradius py 148t sich nun durch
¢ﬂ+ﬁ + -
(4.52a)

PH (tha Qt) 7
mit
I3

¢ = 2 arct L d 6, =
= arctan | —— un arccos
: t+ B+ e Vi (B +8)+ 82

ein MaB fiir den Abstand der aktuellen Reibkonfiguration % zur Haftreibgrenze Gy
definieren. Die Funktion gg ist in jeder Richtung streng monoton wachsend und es gilt

) (4.52D)

wy Fy innerhalb des Haftbereichs
wr Fy  auf der Haftgrenze
wr Fy  auflerhalb der Haftgrenze

gu ("th)

Vol A

Auf der Basis der Definition 4.52 kann Haften somit durch
Av =0 und gy (Ht]f%) < pug Fy (4.53)

eindeutig charakterisieren. Diese Definition steht in volliger Analogie zu den Haftbe-
dingungen Av = 0 und |Rp| < py Fy des eindimensionalen Falls (vgl. Definition 4.31a,
Seite 134).
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4.2.4 Beispiele fiir flaichenhaften Kontakt

Die Bestimmung des Reibvektors und das Priifen der Haftbedingung ist im allgemeinen
Fall sehr aufwendig. Wir werden uns daher auf einige Sonderfélle beschréanken.

Translatorische Bewegung

Bei rein translatorischer Bewegung ((wf,,)s = (v} ,)s = 0, § = 7) gilt wihrend der
Gleitphase

i, k ) (CRk )1 |(|:kk+k)2
tr((Vis)1, (Vgeg)2,0) = (CRF) = —pug Fn
(°RY,),

||Uk+k||

ff k+k 2 n(vk+k)1 p 577 df d77

[E|

Ist die Druckverteilung symmetrisch beziiglich des Koordinatensystems KSy, d.h.
p(—=¢&,m) = p(&,n) und p(&, —n) = p(&,n), so verschwindet das Reibmoment (CR§4)37
und man erhélt analog wie im eindimensionalen Fall des Abschnittes 4.2.1

k

CRk —HGITT H FN

ol

Der Haftradius pg(p,7) ist in diesem Fall konstant Eins, und aus Beziehung 4.53
ergeben sich die bekannten Haftbedingungen

vier =0 und gy () = [|"Re[| = ["Rr| < pu Fi.

Bohrreibung

Im Fall einer rein rotatorischen Bewegung ((vf,,)1 = (vf,,)2 =0, 6 = 0) ist

(CRITV)1 (wk )3 V€242 p(&,n)
(0,0, (wi)s) = | (“Rp), :_MGZFNW / / o= | Ta
ktk

(“Ri), el | e

Ist die Druckverteilung wiederum symmetrisch beziiglich KSg, so verschwinden die
Anteile der Reibkraft und es bleibt das reine Bohrreibmoment

21 ax(p)

k
CR]]“W = —pa Fn Dtk / / p(r cos(p),r sin(p)) r?dr dep.
il |

Der Haftradius pg (¢, 0) ist konstant I3(0,0), woraus letztlich die Haftbedingungen
(JJZ+k =0 und HHR H = }HRM‘ < [3 0 0) /LHCLKFN

folgen.
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Homogene Druckverteilung iiber einem rechteckigen Kontaktgebiet

Gegeben sei die homogene Druckverteilung p(§,n) = F—N iiber dem symmetrischen

rechteckigen Kontaktgebiet
Q= {(5777” _65/2 §§§€§/27 _&7/2 Sﬁﬁgn/z}

Es folgt
1 x=le [2—Enr  \Y=ln /20
i ’ — [ 2 2 2] ( 2 2)} ’
18, 7e) 20, VYV SRR G ) | NP W
1 x=le [2—Enr Y=Ly /2-N1
L&) = [ Va2 + 2+ ln(y+vx2+y>} ! :
77 x=—Le [2—Epn ly=—Ly /2—n 01
sign + sign
Is(&pr,mm) = 6 { - x? 4 y? (1+ gn(@ )6 & (y))
3 2
+§—4 [5 arcsinh(%) — arctanh( xgy——kgﬂ) ]
3 2 a=le |2—Err  (y=Ln/2—7
+y— [5 arcsinh(z) — arctanh % ]} ) " ! " ,
24 Yy ety x=—Le [2—En ly=—Ly /2—101
sowie 2
+
v, = |Aul? (5%4 + 1y + %) :

Die Abbildung 4.24 zeigt die Haftgrenze Gy, sowie den Haftradius py fiir ein Seiten-
verhéltnis von 2:1.

1.8

1.6

1.4

1.2

¢ 100 I T I \ T I I T
20 40 60 g0 100 120 140 160

Abbildung 4.24: Haftgrenze Gy und Haftradius pg (¢, 0) fiir eine homogener Druckver-
teilung iiber einem rechteckigen Kontaktbereich.

Beispiel 4.8 Es wird ein starren Korper mit der rechteckigen Grundfliche L x 2L
betrachtet, der mit der Kraft Fjy auf eine mit der Winkelgeschwindigkeit w, rotierende
starre Scheibe gepreBt wird (vgl. Abbildung 4.25).

Offensichtlich fallt der momentane Geschwindigkeitspol M mit dem Drehpunkt der
Scheibe zusammen. Im Fall €3, = 0 und 7, = L ergibt sich aus den Darstellungen 4.48
und 4.47 fiir den zugehorigen Stribeckschen Reibvektor der Ausdruck

Sk
» (CRp), 17 L% w2 08652
th(wo) = | ( RF)2 = — [uei+ (i — pica) - exp 12 2 ] Fn 0
(RE)), Us 0.2903 L
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Vergleicht man das Ergebnis mit dem Modell der Punktreibung so zeigt sich, daf sich
die Reibkraft ‘SR | die auf den rechteckigen Korper wirkt, um etwa 13.48% verringert.
Das resultierende Reibmoment |(5Rk )3 + L (SRk )1| das auf die rotierende Scheibe
wirkt, nimmt dagegen um 15.55% zu.

/’— ~‘\\m‘" IIIII FRE./(uGIFN)
e N - Fellug By
0 Mv — IFRV(MGI FN)
- A . .7 — Mg ALug FY
~ P
o o : 2 2
1L . - Su* =L
— /2 0 /2 © —-atan(§,, /)
B S
o —
....... =L
-1 ‘
-L -L/2 0 - O im

Abbildung 4.25: Reibung eines Quaders, der mit einer homogenen Druckverteilung auf
eine rotierende Scheibe geprefit wird.

Im linken oberen Schaubild der Abbildung 4.25 ist der Verlauf der Reibkrifte und
Reibmomente in Abhéngigkeit des Winkels ¢ = arctan(&y,/na) bei konstantem Ab-
stand &2, + n3, = L? dargestellt. Es zeigt sich insbesondere, daf§ das Reibmoment bei
¢ = +90° minimal wird, wihrend der Betrag der Reibkraft anndhernd konstant bleibt.
Im linken unteren Schaubild wird die &-Position des Quaders variiert, wihrend die
n-Position konstant (ny, = L) gehalten wird. Auflerdem wechselt die Reibkraft in 7-
Richtung bei &), = 0 das Vorzeichen.

OJ

Rotationssymmetrische Druckverteilungen

Ist die Druckverteilung in Polarkoordinaten gegeben, so ist es sinnvoll die Integralaus-
driicke der flichenhaften Coulombreibung 4.47 (Seite 144) in

Li(rag, ont) = // \/T—T sin(p) +ras sinfear)  pe) g

242 =211y cos(o — pu) Fy

27 R(cp

TCOS —7" COS r,
L(ry, om) = // \/7"2 v Coslpur) ol ('D)Tdrdgo

—QTTMCOS((p or) In

(s, o) = // rt vy cos(g — ¢u) p(r’w)rdrdgo
ax \/r2+1r2, — 2171y cos(p —on)  En

umzuschreiben, wobei £y = 7y, cos(pyy) und 1y = rpy sin(eyy) gilt.
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Fiir eine rotationssymmetrische Druckverteilung p(r, ¢) = p(r) ist R(¢) = ak, und es
ergibt sich

ak
L(rar, onr) = Z—Zzl/E (i) ]}(—:[)rdr (4.54a)
0 .
L(rar, on) = —%4/E (i) ]}%)rdr (4.54D)
. >} (r)
L(ra) = 4% / [E (i) 41 T%;M K (%N Z;—Nrdr. (4.54c)
0

Mit K und E werden dabei die elliptischen Integrale erster bzw. zweiter Art (vgl.
Definition 4.12, Seite 115) bezeichnet.

4.2.5 Flachenhafte Reibung bei Hertzscher Druckverteilung

Im Folgenden soll das Beispiel der rotationssymmetrischen Druckverteilung der Hertz-
schen Pressung (vgl. Beziehungen 4.29, Seite 128)

() 3FN 72
r) = - —
b 2ma3 a’

,reQ={r|0<r<ag}

betrachtet werden.

Gleitphase

Aus der Darstellung 4.47 und den Beziehungen 4.54 folgt fiir den Coulombschen Reib-
vektor

o (CRiF)l AUg [1 (rMy SOM)
th(Av) = (CRF)2 Z—W#GlFN Iy (o, oar)
Rk, : o Ts(r)
Av Cnk
Ay [ BRG] Vagiag| Re(ru)
= B | S8R (ry)| | = | S22 |RE(w)| |, (4.559)
B A1 B I o
M\T"M m‘ RM(TM)|

mit

AV? 4+ Av2
ra = A T = e

|AU3|

In Abbildung 4.26 ist der Verlauf der Reibkraft und des Reibmoments in Abhéngigkeit
vom Verhéltnis des Abstandes des Momentanpols zum Kontaktradius ry;/ayx darge-
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stellt. Die Kurve 148t sich abschnittsweise durch

°Ri(rur))|
2PV M) 2 2
e \/11(7“M790M)+12(7”M790M)
3
—0.294 (—K) 41178 (—f;) fir 7y < ax
~ 4 2
~0.020 (—K) — 0.096 (TK) F1 fiir ax < ry
und
“Ri(ru)]
M\ M
At
e Py ak | 3( M)|
4 2
37 | 0.375 (%) — (%) +1 fir ry < ag
z 1_6 a 3 a L3
0.040 (ﬁ) +0.335 (75) fir ap < Tas
approximieren.
‘ 1
k /
“Ri(rar)|/ (e Fx)
{08
{06
{0.4
Ck
{ RM(TM)‘/(NGZ Fyag) lo.2
0
0 0.5 . 1 . 05 0
M ] K
ag M

Abbildung 4.26: Abhéngigkeit der Reibkraft und des Reibmoments vom momentanen
Geschwindigkeitspol.

Fiir den Reibvektor der Stribeck-Reibung ergibt sich durch Auswerten der Integrale
aus Definition 4.48 (Seite 145)

— Av? + Av2 + 242 Av2
St’f%(Av): 1+MH 'uGleXp(— 1 2 T 5 Uk 3

)} “%h(Av).  (4.55D)

Hai U%
Analog nimmt die viskose Reibung nach Beziehung 4.49 (Seite 145) die Form
Avl
Vt%(A’U) = — Uy FN AUQ (455(3)
203, Avy

all.
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Haften

Da die Druckverteilung rotationssymmetrisch ist, ist die Haftreibgrenze G unabhéngig
vom Azimutwinkel ¢ und damit eine Rotationsfliche um die z-Achse. In Abbildung 4.27
ist der Schnitt durch Haftreibgrenze Gy fiir die Hertzsche Druckverteilung dargestellt.
Die entstandene Grenzkurve 148t sich in diesem besonderen Fall noch analytisch ange-

ben
2
o 296 "R, | L 7R} | . |"Ri| 1\’
9m2 \ per Fiv ag par By 4 par By
Beim Darstellung des Haftradius py = pg(0) gelingt dies nicht mehr. Er 148t sich
jedoch fiir 0 € [—m, ) durch

P = \/]%(TM,QOM) + ]QQ(TJVI>§0M) + ]:’?(TM>
~ 1.20 - |cos(0)|” — 3.83 - |cos(0)|" + 4.64 - |cos(0)|® — 2.42 - |cos(0)[* + 1,

approximieren, wobei (vgl. Definition 4.51c des Polarwinkels, Seite 147)

cos(f) = I3(rar) _ "R/ |
- 2 2 2 -
VI (rasoan) + I3 (rags our) + I3 (ra) V%%WHR *+ MRS, |
gilt.
Haftgrenze
06|
Rl 4
tar By ax
-0.6¢
' : |°R}(rar)|
-1 -0.5 0 0.5 1 —> tien Fy
Haftradius

: : : cos(f)
-1 -0.5 0 0.5 1—>

Abbildung 4.27: (Oben:) Haftgrenze Gy. (Unten:) Haftradius py () aufgetragen tiber
dem Kosinus des Polarwinkels 6.
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Eine Umformen der Haftbedingung 4.53

gy VPR PRAE L PR R
pH o pr ax Fy

9H

fithrt schlieflich zu folgender Approximation an die Haftbedingung

2

H—R<120 | —3.83. ‘ 14.64- | 242 ﬁ +1
ag pig Fn ™ ' HR ’
(4.56)

wobei R = \/a% ‘HRI}V + }HRIXAQ.

4.2.6 Dynamische Reibmodelle fiir flichenhaften Kontakt

Im Abschnitt 4.2.2 (Seite 139) wurden dynamische Reibmodelle fiir Punktkontakt vor-
gestellt. Entsprechende Modelle lassen sich auch fiir den flichenhaften Kontakt her-
leiten. Grundidee dabei ist das Abtrennen und Wiederankoppeln der Kontaktzone €2
iiber ein ebenes Gelenk mit geeigneten Feder-Dampfer-Elementen.

Abbildung 4.28: Modell fiir den dynamischen Reibkontakt.

Die zugehorigen Feder- und Démpferkonstanten werden, wie im eindimensionalen Fall
(vgl. Seite 135), anhand einer der folgenden zwei Modellierungsansétze bestimmt.
Im Falle einer diinnen Grenzschicht kann man die Massentragheitseffekte haufig ver-
nachlassigen und die Konstanten entsprechend der Materialeigenschaften der Grenz-
schicht wahlen. Die zweite Moglichkeit besteht darin, die Feder- und Dampferkonstante
so zu setzen, daf} sie deutlich oberhalb der Materialeigenschaften der beteiligten Koérper
liegen. In diesem Fall ist das elastische Ankoppeln eine besondere Art der Regularisie-
rung des Reibproblems.

Kontaktkinematik

Neben den bereits in Abschnitt 4.2.3 (vgl. Abbildung 4.20) definierten Koordinaten-
systemen KS;, KS,+ und KS,- wird ein weiteres, bzgl. der Kontaktschicht €2 festes
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Koordinatensystem KSq = {Kgq, Bq} benotigt (vgl. Abbildung 4.28). Der Koordina-
tenursprung Ko sei dabei so gewéhlt, dal er im Augenblick der Entstehung des Kon-
takts mit dem Ursprung Kj von KS, iibereinstimmt. Die Transformationsmatrix der
homogenen Koordinaten von KSq nach KS;

cos(kz) —sin(ks) 0 Ky

HY% (1) — A% (k3) | P8 (K1, ko) _ | sin(ks)  cos(ks) 0| Ky
o | 1 0 0 1]0

0 0 0|1

ist durch die drei Koordinaten k = (k1, g, k3)7 des ebenen Gelenkes beschreibbar (vgl.
Abbildung 4.29).

Abbildung 4.29: Kontaktkinematik und dynamische Variablen k.

Nach der Definition der Starrkoérpergeschwindigkeiten 1.16 (Seite 7) ergibt sich fiir die
Geschwindigkeit Vi der Kontaktzone € relativ zu KSy

VE, = [cos(ks) k1 + sin(ks) kg, — sin(ks) fg 4 cos(ks3) k2,0, 0,0, fs]”.

Mit Hilfe dieses Ausdrucks und der Starrkérpergeschwindigkeiten V'g,;_ und V'gk__ der
beiden Korper kann die Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes P, der Kontaktzone
relativ zu KS,+ dargestellt werden als

Qkt - Q
A rk+Pg_vk+Q+wk+erQPg [I, I’.QPQ:| Vk+§27
wobel
vk | (1250) Qk k
Vk+Q = Q = HV(H )(Vk+k VQk)
Wito

= (HY) (Hy(HP )V — 1 (HP )V - Vi)
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gilt. Analog zur den Definitionen 4.42 (Seite 142) und 4.45 (Seite 143) definiert man
den Vektor der Relativgeschwindigkeiten als

Q
("’gm) 1
Au=| (vikg), (4.57)
Wita)s
und den zugehorigen Reibvektor durch
Q (rp),
(RM ) 3
Der Vektor der Relativgeschwindigkeiten 148t sich mit Hilfe des in Definition 4.42 (Seite
142) definierten Vektors Av darstellen als

o [too0o000 oo
A0 10000 | VRS 01—k | (A% A k). (458)
000001 00 1

N J/

Halbfreiheitsgradmodell

Ausgangspunkt fiir das Halbfreiheitsgradmodell ist der Ausdruck 2.35 (Seite 36) fiir
die virtuelle Leistung des Gesamtsystems. Dieser 148t sich in der Form

. - Q
oW = _5V(g)29 : (Mgg VOQ - TH\,}T(V(?Q) Mgﬂ Vg)lﬂ - FgQ)

darSteHen’ wobel Mgﬂ - [ (S; JQ:| und JQ = | Jazy Jayy O ist.
0 0 JQ@Z

Aus der Beziehung

(1.25b) .
Vin = Hy(H™) (Vi - Vi) = Hy(H™) Vi, + Wk,

100000]"
mit W= [{010000| U folgt
000001
oW + 0Ty, = —0k- (W [ Mg Voo — T (Vi) Mo Vi | - W' Fiy)

— k- (WT M2, W i + 9(VE, Vi k) — WT FgQ) .
Da die Variation 6k unabhéngig ergibt sich fiir die Bewegungsgleichungen bzgl. k
W MEGW &+ 9(VE, Vi, k) — W F2, = 0.

Das verallgemeinerte Moment, das auf die Kontaktzone wirkt, setzt sich zusammen
aus dem Anteil des Feder-Déampfer-Elements und dem verallgemeinerten Reibmoment
(vgl. Abbildungen 4.28 und 4.29), d.h.

WIF3, = Dk - Kk +t3.
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Die zugehorigen Matrizen D und K sind dabei positiv definit. Dies ist damit zu be-
griinden, daB die dissipierte Leistung &7 D & und die gespeicherte Energie %I{TKK,
stets positive Groflen sind.

Fiir kleine Massen mgq und kleine Auslenkungen & kann der Term 9(V§,, ng,lfc)
vernachlassigt werden, und man erhilt das singulédr gestorte Problem

M.k +Dk+ Kk —th =0, (4.59)
mit M. = WT M$, W = Diag([mq, mq, Ja...]), und im Grenzfall mq — 0 schlieBlich
Di+Kk—t}=0. (4.60)

Da Awu von k und & abhéngt (vgl. Definition 4.58) handelt es sich hierbei um eine
implizite Differentialgleichung erster Ordnung.

Fiir eine vollsténdige Beschreibung des Problems benétigen wir einen geeigneten Aus-
druck fiir den Reibvektor #%. Dazu betrachten wir das Reibverhalten genauer. Die
Bedingungen fiir Haften bzw. Gleiten lauten

k=A"Av und gyu(Dk+Kk)<pgFy

bzw.
k#A%Av und Dk + Kk = (Au).

Durch Einfiithren des Schaltparameters

0 in der Haftphase
o =
1 sonst

lassen sich die Bedingungen zusammenfassen zu

k= (1-a) - A%Av+a-v, (4.61a)
0 = a (Dv, + Kk —"t}(Au)). (4.61Db)

Unter der Annahme, dafl die Dampfungsmatrix D invertierbar ist, folgt

v, RN S (K k — t}(Au))

und schlieflich

k=(1—-a) - A%Av—a D 'Kk —t}(Au)).
Da nach Beziehung 4.58

Au=1U [AQ’“ Av — n]
gilt, ist das resultierende Halbfreiheitsgradmodell

t? = Di+Kk (4.62a)
o= (1-a) A% Av—a D [Kr -3 (U[A%Av—&])],  (4620)

wie schon im eindimensionalen Fall (vgl. Seite 137), eine implizite Differentialgleichung
in K.
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Regularisierung der Schaltvariablen

Analog zum eindimensionalen Fall (vgl. Seite 138) ist es im Hinblick auf eine numerische
Simulation sinnvoll, die Schaltvariable iiber

Q= 0y +ap — Q- Qp,

mit o, = 50(||U [A%Av — ]

 Alpar), ap = So(gg(D Kk + KK), pg Fy) und

0 fﬂr |§| S fmaar
- gmax .
Sa(gagmaz) - (‘)é}’JT fU.I' gmaa: < |§| < 101 : gmax
1 sonst

zu regularisieren (vgl. Abbildung 4.18, Seite 138).

Verallgemeinerung des elastoplastischen Modells

Im Abschnitt 4.2.2 (Seite 139) wurde das von Dupont et al. [28, 29] entwickelte ela-
stoplastische Modell fiir translatorische Bewegungen vorgestellt. Es wurde auflerdem
gezeigt, wie das Modell aus dem linearisierten Halbfreiheitsgradmodell abgeleitet wer-
den kann. Man koénnte hier zwar ganz analog vorgehen, da die Linearisierung jedoch
sehr schnell recht kompliziert wird, verzichten wir darauf. Statt dessen gehen wir analog
zu Dupont et al. [28, 29] vor und weisen nur die Eigenschaften des Modells nach.

Die Grundeigenschaft dieses Modells ist, dafl sie bei konstanter Relativgeschwindigkeit
exponentiell gegen die stationédre Losung des Halbfreiheitsgradmodells strebt. Die di-
rekte Ubertragung der elastoplastischen Modellgleichungen 4.37 (Seite 139) fithrt auf

t2 = Di+Kk (4.63a)
Qk
k= A% Av— B(dy,s) HSlggI?AﬂAkZUJ)H U 'Kk, (4.63b)
mit dem Schaltparameter
1 fir s> 0und 1 < dy (Gleitphase)
Bldy,s) = (dn — 0'993255:;01 — 2dn) fiir s > 0 und 0.99 < dy <1 (Ubergang)
| 0 sonst (Haftphase)
und

ga(K k)
(ten + (pa — par) exp(—v2, [vg)) Fy

s=k-Av, dg =

Die Grofle dy ist Maf fiir den Abstand zur Haftgrenze und der Parameter s enthélt
Informationen iiber die Orientierung von k relativ zu Aw. Ist s kleiner Null, so zeigt x
entgegen der Relativgeschwindigkeit Aw, die Federn entspannen sich und es herrscht
Haften.
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S<( (Haften) S>(0

Die Eigenschaften des Modells entsprechen denen des eindimensionalen Falls. Wihrend

des Haftens ist 8 = 0 und es gilt £ = A Awv. Fiir den Reibvektor und die Reibkraft
bedeutet das

= Dk -Kr=-DA%Av - K (/AQkAvdt).

Dies entspricht einem viskoelastischen Verhalten wéhrend der Haftphase.

Bewegen sich die in Kontakt befindlichen Koérper &+ und &~ mit konstanter Geschwin-
digkeit zueinander, so ist Av # 0 ebenfalls konstant und wir befinden uns nach kurzer

o . . . . UA%RA o
Zeit in der Gleitphase mit g = 1. Da die Matrix |]St|g(UAﬂk1|L)||U_1K stets positiv

definit ist, geht die Ableitung & asymptotisch gegen Null und es folgt

U A% Av||
[5t2(U A2 Av))||
UA%Av 5.0
HUAQkAUH ” tR(
= St UA%Av) - Kk —0

= 2" Kk -5 (U A% Aw).

AR Ay — U'Kk—0

UAQkA’U)H -Kkrk—0

Wir haben damit gezeigt, daf§ im Falle einer konstanten Relativgeschwindigkeit der
Reibvektor des Systems %} gegen den der Stribeck-Reibung “¢%(Aw) strebt. Ist die Ab-

|U A% || U-1K
||t (U A2k Aw)||
grof} genug, so ist das Modell auch fiir langsam verénderliche Geschwindigkeiten noch
giiltig.

klingrate grofl genug, d.h. sind die Realteile der Eigenwerte von

Analog wie im eindimensionalen Fall (vgl. Modellgleichungen 4.38, Seite 141) ist es
auch hier sinnvoll die Abklingrate von der Steifigkeit wihrend des Haftens zu trennen.
Das entsprechende Modell lautet

th = -Dik—-Kk (4.64a)
|U A% Av||
|5t2(U A2 Av)||

k= I-8-T-UyU)AYAv -3 U 'yyKk, (4.64D)

wobei v eine reelle, positiv definite 3 x 3-Matrix darstellt. Vorzugsweise sollte vq
Diagonalgestalt besitzen.
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Beispiel eines Korpers mit kreisformiger Kontaktzone

Wir wollen nun das verallgemeinerte elastoplastische Modell nutzen, um die Bewegung
eines, auf einer Platte gleitenden Koérpers zu simulieren.

Der Korper wird mit einer Kraft Fy auf einen starren Halbraum geprefit. Im Kon-
taktbereich entspreche die Form des Korpers einer Halbkugel. KS; sei ein bzgl. des
Halbraums festes Koordinatensystem, und KSs liege im Schwerpunkt des Starrkorpers.

Da wir Rollen ausschliefen wollen, 148t sich die Lage des Korpers 2 durch drei Koor-
dinaten [z, y, ], mit

0 1

0
H? — {AOQ T2 } sin(p)  cos(p) (1]
0

beschreiben. Fiir die Starrkérpergeschwindigkeit folgt daraus
Vi, = [cos(p) & + sin(e) g, —sin(e) & + cos(y) §,0,0,0, 4]
Die Bewegungsgleichungen fiir den Korper 2 lauten damit

M3, V§2 — T, (V) M3, Vi, = F, + F + R,

F, 0 1 00
A?| F, 0 0 10
= M T o [Tl o onolte
A% | M, 0 —h 0 0
i M, | ] | 0] | 0 0 1
Aus dieser Darstellung lassen sich aus den Bewegungsgleichungen die Reaktionskréfte
M, | [ Jowe @ — Jays P cos(p) —sin(p) 0 —h -3,
M, = Joye @4 Jow @ | 4+ | sin(p) cos(p) 0 h - t%x
F, i 0 ] 0 0 1 —Fy
und die Bewegungsgleichungen fiir z, y und ¢
me F, cos(p) —sin(p) 0 R
maj | = | B, |+ | sim(p) cos(p) 0[],
J2,zz 90 | B Mz 0 0 1 t%,z
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ablesen. Dabei ist my die Masse und Jo der zugehorige Triagheitstensor des Korpers 2
bzgl. des Schwerpunktes.

Fiir die Bestimmung des Reibvektors 5} benétigen wir die Kenntnis der Kinematik der
Kontaktzone 2. Sie wird beschrieben durch

cos(k3) —sin(ksz) 0| Ky
sin(kg) cos(ky) 0| ke
0 0 110
0 0 0] 1

H% (k) = und H*? =

Fiir die relative Gleitgeschwindigkeit Awu folgt daraus

i’—/.ﬁl—i‘/ﬁz‘(@—l‘ig)
Au = Y — ko — k1 (@ — Ka)
» — K3

Der Reibvektor # wird bestimmt durch das verallgemeinerte elastoplastische Modell
4.63, wobei fiir die Bestimmung von gy(K &) von einer Hertzschen Druckverteilung
(vgl. Abschnitt 4.2.5, Seite 151) ausgegangen wird.
In den Abbildungen 4.30 und 4.31 ist das Ergebnis einer beispielhaften Simulation
dargestellt.

t=4s

t=16s

t=28s

/A

Abbildung 4.30: Simulation des elastoplastischen Modells.

Zu Beginn haftet das System. Es wirkt nur die konstante Tangentialkraft F, = 0.49 [N],
die unterhalb der Haftgrenze puy Fry = 1[N] liegt. Sie reicht nicht aus, um den Korper
in Bewegung zu setzen. Erst das Aufbringen eines zusétzlichen dufleren Moments bei
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10F : = X
| —y
5 | =2
0 ;
g — | = } | | 1
Haften: Gleiten 1 Gleiten 2 ‘ Haften dx/dt
: : — dy/dt
: : : — do/dt
0.5F : : : 1
0 1 | | 1 | | | | |
1 L T T T T T T T T T ] F
X
— F
: y
: : : I Mz
0.5 z —
Y 1 I | 1 1 | | 1 1 Zeit t
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 —»

Abbildung 4.31: Zeitlicher Verlauf der simulierten Groflen.

t = 5[s] bewirkt das LosreiBen des Kontakts und den Ubergang ins Gleiten. Im Zeit-
punkt ¢ = 15 [s] verschwindet das duBere Moment wieder (Ubergang von Gleiten 1 nach
Gleiten 2). Da die Tangentialkraft £, = 0.49 [N] auch knapp unterhalb der Gleitgrenze
pai Fxy = 0.5[N] liegt, nehmen die Translationsgeschwindigkeit # und die Rotations-
geschwindigkeit gb des Korpers kontinuierlich ab, bis der Kérper bei ¢ = 44 [s] vollends
stoppt und wieder Haften eintritt.

4.3 Greifen

Nachdem wir uns ausgiebig mit Kontaktproblemen beschéftigt haben wollen wir nun
die Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte nutzen, um das Problem des Greifens
eines starren Objektes durch einen Greifer genauer zu untersuchen.

KS,

t,

Korper 2

Greifer Korper 1

Abbildung 4.32: Greifen eines Objektes.

Begonnen wird dabei mit der sogenannten Griffanalyse.
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4.3.1 Griffanalyse

Bei der Griffanalyse wird gepriift, ob das gegriffene Objekt aus dem Griff gleitet oder
nicht. Das gegriffene Objekt wird dabei als starr angenommen. Die zugehorigen Bewe-
gungsgleichungen in den Starrkérpergeschwindigkeiten V%Q des Objekts lauten

22
2 2
M22 V02 - F22'

Griffanalyse

Bei einem geschlossenen Griff kann der gesamte Greifer als einzelner Starrkérper an-
genommen werden, der sich mit der Geschwindigkeit V(ln(t) bewegt. Nach Beziehung
1.25b (Seite 10) ist die relative Geschwindigkeit gegeben durch

V%2 - V(2)2 - HV(HQI) V(ln(t)-

Da sich das Objekt relativ zum Greifer nicht bewegen soll, folgt H?' = konst, V3, = 0,
. 9 .1 i
Vi, = Hy(H?Y) Vi, (1), Vo = Hy(H*) Vi, (t) und damit

-1
F§2 - Mg2 HV(HM) V01(t)- (4-65)

Die Aufgabe der Griffanalyse besteht somit darin zu priifen, ob die Beziehung 4.65
erfiillt ist. Im Sonderfall eines stillstehenden, bzw. eines sich gleichférmig bewegenden
Greifers (d.h. Vél (t) = 0) ergibt sich daraus das statische Krifte- und Momenten-
gleichgewicht in Form von F3, = 0.

Kontaktkrifte

Das verallgemeinerte Moment F'5, setzt sich aus den verallgemeinerten Momenten der
Oberflichenspannungen F** und denen der Volumenkriifte FV

A dA [ fyav
F2:FA_|_FV:|: ffA :|+|: |4 :|
- f”'%PXf,%di frgpr%/dv
zusammen. Bei den Volumenanteilen beriicksichtigen wir ausschlieflich die Gewichts-
kraft, d.h.

| AP 0 ([ mg’
T | 735,AY AY 0 |

Der Anteil der verallgemeinerten Oberflichenmomente teilt sich auf in Kontakt- und
Reibanteile, d.h. in F4 = FX + R.

Wir wollen uns im Folgenden auf Punkt- und ebene Fliachenkontakte beschrénken. Man
definiert ein in der Kontaktzone liegendes Koordinatensystem KSx = {[u, 0, 7], Kk},
wobei 77 der duflere Normalenvektor darstellt und @ und ¢ die Tangentialebene der
Kontaktfliche aufspannen. Die zugehorige Kontaktkraft 148t sich damit als

0 R
0 Ri
A% 0 _F, 0
F*= 72 A A?KM M, | T o ) (4.66)
K u
M, 0
0 || Ruw |
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darstellen. Im Falle reinen Punktkontaktes oder aber bei geeigneter Wahl von Ky
gilt M, = M, = 0. In diesem Fall bezeichnet man den Koordinatenursprung Ky als
Angriffspunkt der Kontaktkraft F,.

Formschliissiges Greifen

Man spricht von formgeschlossenem Griff, wenn keine Reibkréifte notig sind (d.h. R =
0) um das Objekt zu greifen.

F

< S L

Abbildung 4.33: Formschliissiges Greifen. (Links:) Ohne Reibung. (Rechts:) Mit Rei-
bung.

Im diesem Falle folgt aus der Beziehung 4.65

0
0
m A2K: 0 —Fr,n " ni.
1= O K2
i 0

-1 ‘A-QO 0 m 0
= M E Vi) + | 0 g || | = bvho, A7)

Im allgemeinen ist man daran interessiert, diejenige Konfiguration zu finden, fiir die

die Kontaktkréifte minimal sind. Aus mathematischer Sicht 148t sich dies in Form eines
quadratischen Optimierungsproblems mit linearer Nebenbedingung

| Frp|| = min unter B Fy,, =b(V},(t), A*)

beschreiben, wobei

FKln
. m n%{& e n%(m 6xm
Fgn= : ceR"™ B=| , 2 2 2 €R
7 T2K1 X 'I’I,Kl C TQKm X ’I’LKm
Km,n

gilt. Offensichtlich ist das Problem i.a. nur dann l6sbar, wenn der Rang der Matrix B
grofer gleich 6 ist. Insbesondere mufli m > 6 gelten. Eine Losung kann in diesem Fall
mit Hilfe der Pseudo-Inversen (vgl. Anhang A.1) von B dargestellt werden

Fi,=B"b.
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Griffanalyse mit Reibung

Berticksichtigt man zusétzlich Reibeffekte beim Kontakt, so nimmt die Problemkom-
plexitét deutlich zu. Aus der Beziehung 4.65 folgt

C Rps
RF,vi
- A 0 —Fr,m
b(Vi (1), A*) = Zl [ P2 A2 A2K: SK =BFg,+Br"tp, (4.67a)
- 0
L RM,ni ]
wobel ftp, = [Rpu,, Rews Rap,)t und Pt = (Mt ... Ht}, |7 gilt. Die Anteile aus
der Reibung haben das Haftreibgesetz in Form der Ungleichung

zu erfiillen. Bei Punktkontakten la8t sich das Haftreibgesetz als Ry, = 0 und (Rp.,)*+
(Rpw;)? < ujF I%Zn darstellen. Im Fall des in Abschnitt 4.2.3 beschriebenen flichenhaften
ebenen Kontakts ist die Haftbedingung durch die Beziehung 4.53 festgelegt.

Fordert man nun wie zuvor, daf die Kontaktkraft minimal wird (d.h. |[|[Fg || = min),
so ergibt sich insgesamt ein quadratisches Optimierungsproblem mit linearer Glei-
chungsnebenbedingung und nichtlinearer Ungleichungsbedingung. Das Problem besitzt
i.a. keine eindeutige Losung, da die Reibanteile R, Rr., und Ry, nicht in die Ziel-
funktion eingehen. Um dies zu umgehen, geht man héufig zu einer Zielfunktion der
Form

|Fwnl® +c-||Ma|* =min, 0<e<1 (4.67¢)

tiber. Die Losungen des Optimierungsproblems 4.67(a—c) werden dadurch eindeutig.
Besitzt es keine Losung, so kann das Objekt so nicht gehalten werden.

Fiir verschiedene Sonderfélle der Haftbedingung wurde gezeigt [17, 40, 58], daf} sich das
Problem in Form eines LMI-Problems (linear matriz inequality problem) darstellen 1a8t.
Dieses besitzt insbesondere nur eindeutige Losungen. Des weiteren existieren effiziente
numerische Verfahren zur Behandlung von LMI-Problemstellungen.

4.3.2 Softfingerkontakt

Bei der Griffanalyse geht es formal nur darum zu priifen, ob ein Objekt gegriffen ist
oder nicht. Wir wollen uns im Folgenden mit der Dynamik des gesamten Greifvorgangs
beschéftigen.

Um die Dynamik untersuchen zu konnen, benotigt man Modelle fiir den Kontakt zwi-
schen Greifer und Objekt. Wir wollen uns im Folgenden mit dem sogenannten Softfin-
germodell beschéftigen.

Softfingerkontakt zwischen Greifer und Objekt

Beim Softfingerkontakt geht man davon aus, dafl neben dem zu greifenden Objekt
auch die Finger des Greifers starr sind. Nur die halbkugelférmigen Fingerkuppen sind
deformierbar. Die Fingerkuppen werden dabei aus verschiedenen Materialien gefertigt.
Ublich sind Gummi und Silikon.
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Finger (starr)

Fingerkuppe (deformierbar)

Objekt (starr)

Abbildung 4.34: Softfingerkontakt

Empirische Modelle

In Xydas und Kao [115] [116] werden experimentelle Ergebnisse fiir verschiedene Mate-
rialien prasentiert. Ausgehend von den MeBdaten wird ein empirisches Kontaktmodell
angegeben.

Zum einen hingt der Kontaktradius ax von der aufgebrachten Normalkraft Fy {iber
das sogenannte Power-Law

W

ag =c-Fy7, mit 0 <~ <

ab. Der Exponent v ist dabei eine Materialkonstante, die fiir Gummi im Bereich von
v = 0.32...0.25 und fiir Silikon bei v ~ 0.25 liegt. Auch der menschliche Finger
wurde vermessen. Er fithrt auf v = 0.17...0.11. Die Konstante ¢ hingt dagegen von
der Geometrie, genauer vom Radius der Fingerkuppe ab. In [116] werden Messungen
mit verschiedenen Kugelradien durchgefiihrt. Die erhaltenen Ergebnisse lassen sich aus
dem Power-Law und Ahnlichkeitsiiberlegungen ableiten.

Von verschiedenen Autoren wurden auch Messungen zur Druckverteilung in der Kon-
taktzone gemacht. Diese sind jedoch bei kleinen Kréften oft stark fehlerbehaftet. In
[117] wird deshalb ein anderer Weg beschritten. Hier wurden die Messungen einer Fin-
gerkuppe aus Neopren mit den Ergebnissen einer FE-Analyse verglichen. Es zeigte sich,
daf die Berechnungen fiir die Eindringtiefe und den Kontaktradius in Abhéngigkeit der
Normalkraft sehr gut mit den Messungen iibereinstimmen. Aus den FE-Daten wurde
zusétzlich die Druckverteilung in der Kontaktzone bestimmt. Dies fiihrte zum empiri-
schen Modell fiir die Druckverteilung von Xydas und Kao [116]

0= g st ([ ) 1sese e

Fiir o = 2 ergibt sich die Formel fiir die Druckverteilung der Hertzschen Pressung (vgl.
Abschnitt 4.1.3, Seite 128). Dies entspricht anndhernd dem Wert o = 1.8, der sich fiir
das in [116] untersuchte Neopren ergab.

In Abbildung 4.35 sind die Ergebnisse einer analogen Analyse fiir Gummi mit FEMLAB
3.0 dargestellt. Ahnliche Druckverteilungen sind auch in [62] zu finden.
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Abbildung 4.35: FE-Analyse des Softfingerkontakts mit FEMLAB. (Links:) Vernetzung.
(Rechts:) Farbverlauf durch von Mises Vergleichsspannung, Linien konstanter Verschie-
bungen in axialer Richtung.

Hertzsche Pressung

Das empirische Power-Law 148t sich iiber die Hertzsche Pressung mit nichtlinearem
Materialverhalten erkldren. Nach Beispiel 4.3 (Seite 124) gelten bei Vernachldssigung
des Kriechverhaltens fiir Rabotnov-Materialien (Definition 4.17, Seite 121) die Bezie-
hungen

1

5~ FY und ag ~ F, mit y = —————
v und ag N, mit 3T pld—1)

In [116] wird argumentiert, dafl der Verfestigungsexponent p unter Druck grofier gleich
1 ist, und damit v = ﬁ (u > 1, d = 2) gilt. Eine andere mogliche Erklarung des
Effektes ist, dal bei grofien Verformungen die héheren Ordnungen der Formfunktion
der Kugel (vgl. Seite 116) eine stirkere Rolle spielen, d.h. v = 25 (d > 2, = 1). Dies
wiirde auch die Verdnderung der Druckverteilung erkléren.

Winklerbettung

Ein weiterer Ansatz zur Modellierung des Softfingerkontakts ist in [43, 44, 77] zu finden.
Grundidee dabei ist, das elastische Verhalten der Halbkugel durch eine Winklerbettung
mit linearen Federn c - 6(r) zu beschreiben. Um die Inkompressibilitdt von Gummi

= O

Abbildung 4.36: Softfingermodell auf Basis einer Winklerbettung
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nachzubilden, wird das Modell weiter modifiziert. Insgesamt ergibt sich (vgl. [77])

g = \/RQ—(R—éK)Q

plr,y) = c-(1—g(z,y)) glx,y), mit g(z,y) = R — b —sin(by)

cos(y)\/ R? — 22 — y?

Fy = / p(x,y) d dy.
Q

Wie in [47] erwéhnt, bildet die Modellierung mittels Winklerbettung den Zusammen-
hang von Kontaktradius und Eindringtiefe nicht korrekt ab. Des weiteren ist die Be-
stimmung der Kontaktkréifte und -momente nur noch numerisch moglich.

4.3.3 Elastoplastisches Softfingermodell

AbschlieBend soll im Folgenden aus den Modellen fiir den Hertzschen Kontakt und der
flichenhafte Reibung ein neues Softfingerkontaktmodell abgeleitet werden.

Kontaktkinematik

Im Gegensatz zu den bisherigen Modellen ist das Koordinatensystem KSj nicht mehr
korperfest auf Korper £~. Durch Abrollen kann es seine Lage dndern. Dies beeinflufit
u.a. auch Lage und Geschwindigkeit der Kontaktzone.

Abbildung 4.37: Kinematik fiir das Softfingerkontaktmodell.

Die Lage von KSy relativ zu KS;- wird beschrieben durch die Transformationsmatrix

- ARTR T
Hkk: k=k_ |
S

Die zugehérige Richtungskosinusmatrix A* ¥ ist iiber die Beziehungen

nf=e, n* =A"*nF d1n" undd L n*
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bestimmt. Wegen

- ok k_ K ok ok ke
sin()d =n" xn nk und cos(y)) =n”® -n =n]
0
folgt aus der Darstellung 1.9 (Seite 3), daB!?
2
k= 5 nk
“r (L9) - nt xn
APE =T T (mh o xnk) + (1 —nt k) - -
[n#™ < n¥|
T S T T o
(nF—e.) 14+nk™ 14nk™ z g
1+nk™ 14nk™ Y nk
ok ke k™ 2
nk n nk
gilt.
Der Ursprung K, erfiillt -y = 7-p + (71 - Tpg) 11, woraus
R Kk ke
Tk = Tipt (' -Tpy)n
ok N e Kt P Kokt okt
= Tppt(n' crpig i AT rE ) AT
ok e Ry T Kt [
= Tpp+t AT T (0T @nt g -y — AT rl g

— AF
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(4.69a)

—kt et
knk:

(4.69b)

folgt. Dabei bezeichnet 77 den Normalenvektor der Kontaktfliche bzgl. Kérper &, der
Punkt P den bzgl. Kérper kT festen Mittelpunkt der Halbkugel und @ einen beliebigen
bzgl. Korper kT festen Punkt der Kontaktfliche (vgl. Abbildung 4.37). Insbesondere

gilt n*" = konst, ri_, = konst und rﬂQ = konst.

Neben der Lage der Kontaktzone () verdndert sich auch ihre Geschwindigkeit, mit
der sie iiber den Korper k™ bewegt. Dies hat zur Folge, dal im Ausdruck fiir die
Relativgeschwindigkeit der Kontaktzone in Gleichung 4.41 (Seite 142) respektive in

Gleichung 4.58 (Seite 156) der Term

k
ko _ | Vg
Vi = [wk }
k—k

zu beriicksichtigen ist. Durch Differentiation des Ausdrucks 4.69b ergibt sich

k Kk~ ok~
V-, = AT Tpyg
Kk~ (ARTRY (R o ok [k Kt Krh— ok~
= A <A (" @n® )rig —rip — AT T T g
S Sy S ARk ke
+A (" @n" )[-riy- — A Tk*P])
N N o Y R T ot e k-
= A ( — Wi AT (0T @nT )[rhg — i — AT Tp

+Ak‘k+ (nk+ ® nk+) Ak+k_ [_'vijr

IMan beachte, da wegen ||7i|| = 1 die Beziehung (n* )2 + (n

—_—~—

2(n*~ x n*) bezeichnet die aus n

k

Y

P

~k= ok
k= T Wikt Tk*P])‘

)2+ (nF7)? =1 gilt.

)
(4.70a)

~xnF gebildete schiefsymmetrische Matrix (vgl. Definition 1.10).



170 KAPITEL 4. KONTAKT UND GREIFEN

Die Winkelgeschwindigkeit w?_, erhilt man aus der Beziehung OF-, = AFT ARTE B
gilt!

Sk kT
ok y R _1 ny,
Ty + 14+nk™ 0 14nk™
k kk— . k= nk o .pk kk— nk— -k~
Wiy — = A n — = =A 1 0 - IM
k—k x 1nk 1+nk
1+nk™ 14+nk™ 14+nk™
o
n
0 -1 e
14-nf%
_ kk— nk ~ k= E=kt Kkt
= _
Ty o nk 0
14+nk™ 1+nk™

k —
Aus den Beziehungen 4.70 erhilt man V}_, = [Z’ff’“} in Abhingigkeit von Vi, =
k—k

s
Wi

.
{v’”’“ ], d.h. es gilt

(4.70)

Vi—k Vﬁ k(Vk+k ): V’Z—k(V'Ski HV(Hk k+)V0k+)

Fiir die reibungsrelevanten Geschwindigkeiten folgt schliellich

(Hv (" )(VISE——HV(Hk CIWVhe ) + Vi),
av 2| (H(a (V’;,;,—HV(H Wh) + Vi)
2
(Hv (VIS;; — Hy(HF*)V Ok+) )6
und 1 0 ke cos(ks) —sin(kz) 0 K1
T2 0 1 —r < sin(ks) cos(kg) O | Av— | A )
00 1 0 0 1 K3

Normalkraft und Druckverteilung

Auf der Basis der Hertzschen Theorie werden wir im Folgenden Ausdriicke fiir die Nor-
malkraft, den Kontaktradius und die Druckverteilung in Abhéngigkeit von der Ein-
dringtiefe bestimmen. Letztere a8t sich aus der Darstellung 4.69b fiir r§_ , ablesen

§=R-nt". [r’,in — ARk (4.71)

R bezeichnet dabei den Radius der Halbkugel.

Da wir von einem Softfingerkontakt ausgehen, hat der Kérper £~ innerhalb der Kon-
taktzone die Form einer Halbkugel. Die zugehorige Formfunktion ist in zweiter Nahrung
gegeben durch f(r) = %. Wir gehen weiter davon aus, daf es sich bei der Fingerkuppe
um inkompressibles linear-viskoelastisches Poynting-Thomson-Material handelt, d.h.
es gilt

1
d:2, M:17 E:El—f—EQ, V:§, kE(O):

IMan beachte, da8 wegen ||7i| = 1 die Bezichung n* - n* =0 gilt.
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Die Druckverteilung in der Kontaktzone erfiillt

3FN 7"2 .
= _— <r< .
p(r) T 1 SRS mit 0 <r <+vV2RJ

Nach Beispiel 4.4 (Seite 124) ergibt sich in diesem Fall fiir den Zusammenhang von
Eindringtiefe und Normalkraft die Beziehung

Er B _ ¢ .[2‘ N (4.72)

- SFn(t
Fi(t) 3 o

Reibmodell

Die Formfunktion der Druckverteilung entspricht der Hertzschen Pressung. Damit las-
sen sich die Ergebnisse des Abschnittes 4.2.5 (Seite 151) {ibernehmen. Nur die Ge-
schwindigkeit Awv ist durch Awu zu ersetzen. Fiir den Coulombschen Reibvektor ergibt
sich

) Aug |Rr(rar)l
(4 55 ) \/ Au1+Au2 | (TM)| \/Au%+Au§ o Py
. a A R
Uidw) T2 | TRl el | = cpafy | e NERE
|

Aug [Rar(ra)l
|[Aug| pai Fy

mit
Au? + Au3
Mo = AW ax = V2RO,
R (ra)| —0294 ()" +178 (22) Hr ras < ax
TV 4 2 ’
tar Fiv —0.020 (—K> —0.096 (W) +1 firaxg <rm
4 2
[Ras(ra)| sr [oam (me) () +1 fwr e
~ —ag 3 '
1 Fiy 16 0.040 <—§> +0.335 (a—;) fiir ax < ra
Fiir den Stribeck-Reibungsvektor und die viskose Reibung ergibt sich auflerdem
- Au? + Au3 + 2 af Auj
St%(Au) _ {1+M exp (_ dl u22 5 Uk u3)} Ct%(Au)
Hai Ug
bzw.
Au1
15 (Au) = —py Fy Aug
2a%-Aug

Des weiteren lé8t sich die Haftgrenze analog zur Darstellung 4.56 (Seite 154) approxi-
mieren durch
Ve

H
R (9.
CLK,U«HFN

mit "R = \Jak |Rel* + [Rugl

HRM
HR

H RM
HR

HRM
HR

HRM
HR

—3.83- +4.64 - —2.42.
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Zur Modellierung der Reibkraft verwenden wir die Verallgemeinerung des elastoplasti-
schen Reibmodells (vgl. Seite 158)

2 “ZY Do Ke+ " (Aw)
it U A% Av||
(4.63b) ok o v 1
= A A —« Hst%(UAQkA’v)H U Kk.

Elasto-plastisches Softfingermodell

Das Gesamtmodell fiir den elasto-plastisches Softfingerkontakt setzt somit sich zu-
sammen aus dem Hertzschen Kontaktmodell in normalen Richtung, und dem elasto-
plastischen Modell fiir flichenhafte Reibung in tangentialer Richtung.

Kontakt-

elastizitat -« Kelvin-Voigt-Korper

Starre Kontaktzone

Q(F,) A

/ Ebener Reibkontakt

~ RS
! HMM“ ¢p ( F\) Druckverteilung aus

Hertz'scher Pressung

Abbildung 4.38: Elasto-plastisches Softfingermodell

4.3.4 Beispiel Pinzettengriff

Man spricht von einem Pinzetten- oder auch Prézisionsgriff, wenn ein Objekt mit Zeige-
finger und Daumen gegriffen wird. Wir wollen das im vorherigen Abschnitt entwickelte
Softfingerkontaktmodell nutzen um einen solchen Griff dynamisch zu simulieren.

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir folgendes einfaches Szenario. Ein Wiirfel mit
Kantenldnge 4 cm soll von einer ebenen Unterlage mit dem Pinzettengriff angehoben,
und anschliefend wieder fallengelassen werden.
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Der Wiirfel wird dabei mit Hilfe von kartesischen Koordinaten beschrieben (vgl. Bei-
spiel 3.7, Seite 91). Beim Kontakt zwischen Wiirfel und Unterlage wird angenommen,
daf dies ausschliellich iiber die Wiirfelecken geschieht. Dies entspricht in guter Ndhrung
der Hertzschen Theorie fiir einen ebenen rechteckigen Stempel (Seite 118). Der Kon-
takt selbst wird in Normalenrichtung mittels Feder-Dampfer-Elemente und in tangen-
tialer Richtung mittel eines regularisierten Reibmodells (Seite 134ff) realisiert. Dabei
wird insbesondere beriicksichtigt, dafl in Normalenrichtung ausschliefSlich Druckkréfte
iibertragen werden kénnen.

Die Fingerspitzen werden in der Simulation rein kinematisch gefiithrt. Zur Modellierung
der Softfingerkontakte werden entsprechend der Darstellung des vorherigen Abschnit-
tes 4.3.3 jeweils drei zusétzliche Koordinaten ; und k3 eingefiithrt. Um diese Darstel-
lung verwenden zu kénnen, miissen aus den kartesischen Koordinaten des Wiirfels die
entsprechenden relativen Starrkorpergeschwindigkeiten zu bestimmen werden. Dazu
nutzen wir die Beziehungen 3.38 von Seite 106.

Softfingerkontakt mit
verallg. elastoplastischem Modell

Kontakt in den Ecken Uber
Feder-Dampfer-Element und
regularisiertes Reibmodell

Abbildung 4.39: Simulationsmodell des Pinzettengriffs.

In der Abbildung 4.40 sind die Ergebnisse einer solchen Simulation dargestellt. Die
Kontaktkréifte werden dabei so gewéhlt, dafl Hafen herrscht. Anhand des zeitlichen
Verlaufs der Groflen k; . und kg, kann man deutlich das elastoplastische Verhalten
wéahrend der Haftphase erkennen.

Als Fazit aus der Simulation l&8t sich ziehen, dafl die hier vorgestellte Modellierung
des Softfingerkontaktes sehr effizient ist, und nicht wesentlich mehr Aufwand benotigt
als das klassische elastoplastische Modell fiir reinen Punktkontakt.
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Abbildung 4.40: Simulation des Greifvorgangs in MATLAB. (Oben:) Zeitlicher Ablauf
der Bewegung. (Unten:) Hohe des Wiirfelschwerpunkts iiber der Zeit. Werte fiir die
inneren Variablen der beiden Softfingerkontakte x; und K.



Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit mit dem Titel ”Zur Modellierung und Simulation von Mehr-
korpersystemen unter Beriicksichtigung von Greifkontakt bei Robotern” gliedert sich
grob in zwei Teile. Der ersten Teil beschéftigt sich mit verschiedenen Aspekten zur Ge-
nerierung der Bewegungsgleichungen von Mehrkorpersystemen. Im zweiten Teil steht
die Modellierung des Kontakts im Vordergrund, wie er typischerweise beim Greifen
eines Objektes durch eine Roboterhand auftritt.

Zu Beginn der Arbeit wird eine spezielle Darstellung zur Beschreibung von Starrkorper-
bewegungen vorgestellt, die als eine gemeinsame Basis fiir anschlieBende Diskussion
teils bekannter Ansétze zur Generierung von Bewegungsgleichungen von Mehrkorper-
systemen dient. Die wesentlichen Begriffe dabei sind die homogenen Transformations-
matrizen und die Starrkorpergeschwindigkeiten.

Aufbauend auf den Darstellungen des Kapitels 1 werden im zweiten Kapitel verschie-
dene Ansitze zur Generierung von Bewegungsgleichungen fiir Starrkorpersysteme in
Gelenkkoordinaten vorgestellt und diskutiert. Alphanumerische Ansétze eignen sich
besonders fiir kleine Systeme, da die entstehenden Bewegungsgleichungen mit zuneh-
mender Anzahl an Koérpern schnell ldnglich werden. Um den Auswerteaufwand fiir
die Bewegungsgleichungen bei dieser Art von Generierung moglichst klein zu halten
wird ein neuartiger Reduktionsalgorithmus préasentiert, der auf der Basis vergleichba-
rer Terme kleine Terme aus den Bewegungsgleichungen automatisch eliminiert. Dieser
Reduktionsalgorithmus kann als komplementére Methode zur Linearisierung angesehen
werden. Wéahrend die Linearisierung ausschliefSlich fiir kleine Bewegungen geeignet ist,
ist das entwickelte Reduktionsverfahren fiir die Anwendung bei groflen Bewegungen
ausgelegt.

Alphanumerische Ansétze haben den Nachteil, dal die resultierenden Bewegungsglei-
chungen i.a. linear-implizite Differentialgleichungen 2.Ordnung darstellen. Da die mei-
sten numerischen Integrationsverfahren fiir explizite Differentialgleichungen 1.0Ordnung
konzipiert sind, miissen die Bewegungsgleichungen zuerst in Zustandsform gebracht
werden, was eine Inversion der Massenmatrix mit sich bringt. Es gibt nun zwei prin-
zipielle Moglichkeiten. Entweder werden speziell angepafite Integrationsmethoden ver-
wendet, bei denen eine explizite Inversion der Massenmatrix nicht von No6ten ist, oder
aber die Bewegungsgleichungen sind auf irgendeine Weise numerisch nach den Beschleu-
nigungen aufzulosen.

Ublicherweise benétigt die Auflosung nach den Beschleunigungen mit Hilfe von nume-
rischen Verfahren O(n3) Operationen, wobei n die Anzahl an Kérper bezeichnet. Im
Falle baumstrukturierter Systeme ist es moglich Verfahren zu entwickeln, die nur O(n?)
bzw. O(n) Operationen benétigen. Im Laufe der Arbeit wird gezeigt, dafl die speziellen
Eigenschaften der Wegematrix die Grundlage fiir alle diese Verfahren bildet. Die erste
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Eigenschatft ist die Tatsache, dafl sie Wegematrix der Inversen der Inzidenzmatrix ent-
spricht. Die zweite Eigenschaft ist, dafl bei reguldrer Numerierung sowohl die Wege-
als auch die Inzidenzmatrix eine obere Dreiecksmatrix bildet.

Die Modellierung von Starrkorpersystemen in kartesischen Koordinaten ist Schwer-
punkt des dritten Kapitels. Die resultierenden Bewegungsgleichungen nehmen dabei die
Form von differential-algebraischen Gleichungen vom Index-3. Am Beginn des Kapitels
steht daher ein kurzer Uberblick iiber die Theorie und die numerischen Losungsverfahren
zu differential-algebraischen Gleichungen. Die Verwendung kartesischen Koordinaten
bringt verschiedene Vorteile mit sich. Zum Beispiel wichst der Generierungsaufwand
fiir die Bewegungsgleichungen nur linear mit der Anzahl der Korper und auch line-
ar mit der Anzahl der Gelenke. Bei kartesischen Koordinaten besteht auflerdem die
Moglichkeit, den Kern der Starrkorpernebenbedingungen in analytischer Form anzuge-
ben. Dies wird im Verlaufe des Kapitels ausgenutzt um eine Mischformulierung herzu-
leiten, die auf Lageebene die kartesischen Koordinaten, und auf Geschwindigkeitsebene
die absoluten Starrkorpergeschwindigkeiten verwendet.

Die Mischformulierung ist eng mit der Beschreibung des Systems in Gelenkkoordinaten
aus dem Kapitel 2 verwandt. Dies ist daran zu sehen, daf3 die kartesischen Koordinaten
eines Korpers der vektoriellen Darstellung der Transformationsmatrix vom korperfesten
Koordinatensystem zum raumfesten Referenzkoordinatensystem entspricht. Die Ge-
lenkkoordinaten legen dagegen die relativen homogenen Transformationsmatrizen beim
Ubergang zwischen zwei Korpern fest. Im Zuge dieser Arbeit wurden Gleichungen an-
gegeben, mit deren Hilfe sich die verschiedenen Ansétze, seien es Ansédtze in Gelenk-
koordinaten oder aber in der Mischformulierung, miteinander koppeln lassen.

Das abschliefende Kapitel 4 ist der Modellierung des sogenannten Softfingerkontakts
gewidmet. Unter einem Softfingerkontakt versteht man den Kontakt, der entsteht, wenn
eine elastische Fingerspitze ein starres Objekt beriihrt. Das Kapitel beginnt mit einer
Diskussion der Theorie des starren Stempels, der in einem elastischen Halbraum ein-
dringt. Dies bildet die Grundlage fiir die Hertzsche Theorie, mit deren Hilfe es moglich
die Normalkraft, die Druckverteilung und die zugehorige Eindringtiefe eines Kontakts
in eindeutiger Weise miteinander zu verkniipfen. Sie basiert wesentlich auf der Annah-
me der Reibungsfreiheit beim Kontaktaufbau.

Da beim Greifen eines Objektes die Reibung i.a. eine sehr grofie Rolle spielt, wird im
weiteren Verlauf des Kapitels drei reibungsbehafteter Kontakt untersucht. Ausgangs-
punkt bilden dabei neben den die verschiedenen klassischen Punktkontaktmodelle die
sogenannte dynamische Reibmodelle. Der wichtigste Vertreter der dynamischen Model-
le ist das sogenannte elastoplastische Modell. Ein dazu eng verwandtes Modell ist das
Halbfreiheitsgradmodell, welches dadurch entsteht, dal die Kontaktzone zunéchst ab-
getrennt und anschliefend wieder iiber ein Feder-Dampfer-Element angekoppelt wird.
Die beschreibenden Gleichungen sind implizite Differentialgleichungen. Um den Pro-
blemen, die implizite Differentialgleichungen mit sich bringen, aus dem Weg zu gehen,
wird eine Linearisierung um d stationédre Losungen verwendet. Es zeigt sich, dafl das
entstehende linearisierte Halbfreiheitsgradmodell das elastoplastische Modell als Son-
derfall beinhaltet.

Beim sogenannten Prézisionsgriff wird ein Objekt durch zwei Finger gehalten. We-
sentlich dabei ist, dafl neben der Reibkraft auch ein Reibmoment zu beobachten ist.
Dieses entsteht @hnlich wie bei der reinen Bohrreibung, durch die endliche Ausdeh-
nung der Kontaktflache. Fiir die Simulation ist es daher notwendig ein entsprechendes
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Modell fiir flichenhafte Reibung zu entwickeln. In der vorliegenden Arbeit wird ein
solches flichenhaftes Reibmodell vorgestellt, das auf den Annahmen beruht, daf§ die
Kontaktfliche starr und in ihrer jedem Punkte lokal Punktreibung herrscht. Neben
dem allgemeinen Modell wird auch ein fiir praktische Zwecke approximiertes Modell
vorgestellt, das von einer Hertzschen Druckverteilung ausgeht. Im Anschlufl an diese
Darstellung wird das elastoplastische Modell fiir den punktférmigen Kontakt auf den
des flichenhaften Kontakts erweitert. Auch hier wird zunéchst auf das entsprechende
Halbfreiheitsgradmodell eingegangen. Der grofie Vorteil dieses neuen Modells ist, daf3
es, obwohl es nur 3/2 Freiheitsgrade besitzt, alle wesentlichen Effekte der flichenhaften
Reibung abbildet.

Das Kapitel vier schlieit mit der dynamischen Simulation des Prézisionsgriffs auf der
Basis eines neuen Softfingermodells. Der Softfinger-Kontakt wird dabei in Normalen-
richtung mittels der viskoelastischen Erweiterung des Hertzschen Kontakts, und in tan-
gentialer Richtung mit dem zuvor dargestellten flichenhaften elastoplastischen Modell
beschrieben.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

A.1 Pseudo-Inverse

Das effiziente Losen linearer Gleichungssysteme gehort zu den zentralen Aufgabenstel-
lungen der numerischen Mathematik. Haufig treten iiber- oder aber unterbestimmte
lineare Gleichungssysteme auf. Sie besitzen i.a. keine bzw. keine eindeutige Losung im
klassischen Sinne. Abhilfe schafft hier ein Ubergang zum zugeordneten quadratischen
Minimierungsproblem.

Quadratisches Minimierungsproblem / Normalen-Gleichung

Gegeben sei A € R™™ und b € R™. Der Vektor x* heifit Minimum-Norm-Losung
oder auch Pseudonormallésung des Minimierungsproblems ||A x — b|| = min, wenn

T = mi it £ = Ay —Db||=min |[Ax—b
x| = min [}, mit £ ={y|[|Ay—b] = min |Ax—b||}

gilt [82, S.20-24]. Der Vektor x* ist auBerdem Losung der Normalengleichung
ATAxT — A'b =0.

Pseudo-Inverse
Die Minimum-Norm-Losung x* von A x — b = 0 l&8t sich darstellen als
x" =A"b,

wobei AT als verallgemeinerte Inverse, Moore-Penrose-Inverse oder auch als Pseudo-
Inverse von A bezeichnet wird. Die Matrix A™ ist durch die Eigenschaften (Penrose-
Axiome)

AATA=A ATAAT=A" (ATA)T=AA"und AANH =ATA
eindeutig bestimmt. Besitzt A € R™*" vollen Rang, so gilt

AT(AAT)™! firm <n (Ax=Db ist unterbestimmt)
At = A! fiir m =n
(AT A)~'AT fiir m >n (Ax = b ist iiberbestimmt)

179
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Numerische Bestimmung der Pseudo-Inversen

Die Minimum-Norm-Loésung 148t sich auf verschiedene Arten gewinnen. Wie bei der
Losung linearer Gleichungssysteme unterscheidet man direkte von iterativen Losungs-
ansétzen. Iterative Methoden erzeugen eine Folge von Nahrungslosungen, die gegen
x T konvergiert. Bei den direkten Methoden erhélt man (bei rundungsfehlerfreier Rech-
nung) dagegen nach einer endlichen Anzahl an Schritten die exakte Losung. Zu den
direkten Methoden zihlt beispielsweise das cg-Verfahren (vgl. [1, S.135ff], [67, S.1201t]).
Im Folgenden skizzieren wir ein direktes Verfahrens, das auf der Q) R-Zerlegung [25,
S.85ff] bzw. Singuldrwertzerlegungen der Matrix A [25, S.149]beruht.

Sei m = n, dann ist die Singuldrwertzerlegung von A gegeben durch

A=V'2U, (A1)

mit ¥ = Diag(oi—1.,), V € R”", VIV = Tund U € R™", UU? = I. Die Sin-
guldrwerte o; (i = 1...n) von A seien dabei der Grofie nach geordnet (o; > 0;41).
Sei weiter ny der Rang der Matrix A, so gilt 0,,41 = Opyy2 = -+ = 0, = 0 und die
Pseudo-Inverse ist darstellbar als

AT =V XEXTUT, mit ¥ = Diag(1/01,...,1/0,,,0,...,0). (A.2)

Ist m < n so ist es sinnvoll zuerst eine QQR-Zerlegung der Matrix A7 durchzufiihren.

Aus der Darstellung AT = Q{ R } ,mit Q € R™", QT = Q! und R € R™™ obere

0
Dreiecksmatrix folgt A = [ R” 0 ]Q”. Durch setzten von z = Q' x und wegen
|z|| = HQTXH = ||x|| ergibt sich x™ = Qz™, mit

|z*]| zl;neigHzH, mit £={z|||[[ R” 0]z—b|[[=min|[[R" 0]u-Db|}.

ucR™

Nach Definition der Pseudo-Inversen gilt damit
xt=Q[ (RT)* 0 ]b,

wobei (RT)* wiederum iiber die Singuldrwertzerlegung quadratischer Matrizen be-
stimmt werden kann. Eine analoge Vorgehensweise kann auch bei m > n verwendet
werden. Anstelle von AT wird dabei A QR-zerlegt.

A.2 Projektionsoperatoren im R’
Der Tilde-Operator a eines Vektors @ ist definiert durch
ab=axb, Vbe R,
Mit seiner Hilfe lassen sich Projektionen im R? sehr einfach darstellen.

Definition A.1 Wir unterscheiden zwei Typen von Projektionen im R>:
die Parallelprojektion Hg beziiglich v

(o
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und die Orthogonalprojektion 11 beziiglich v

<L
5

H§3 o
U

{R3—>R3

ﬁHHv%ﬁ::ﬁ— U
v

<L

Eine kompaktere Schreibweise der Parallelprojektion HLL, die haufig in der Literatur zu

finden ist, verwendet das dyadische Produkt:

vOY_ Ve U umd Ik =1 -1l

m=="""- _— -
N VO o i |

Unter Beriicksichtigung von 4% = —[(@ - @)I — 4 ® u] gilt auch

HH:[—HU% und Hi:—%z— % .
’ v v gl



Anhang B

Lie-Gruppe und Lie-Algebra

Die Begriffe Lie-Gruppe und Lie-Algebra sind Begriffe aus der Theorie der Matrix-
Gruppen.

B.1 Matrizen-Gruppen

Eine Gruppe ist eine Menge G auf der ein Produkt A, B € G — A-B € G mit speziellen
Eigenschaften erklart ist (vgl. [101, S.27])

(Gl) A-(B-C)=(A-B)-C firalle A,B,C €g.
(G2) Esexistiert ein [ € Gmit [-A=A-1=A firalle A €g.
(G3) Fiir alle A € G existiert ein A1 € Gmit A- A1 =A"1-A=1.

Die Gruppeneigenschaften sind elementare Voraussetzung fiir die Losbarkeit von Glei-
chungssystemen der Form A- X = B (A, B, X € G).

Matrizen-Gruppen

Matrizen-Gruppen i.a. sind Mengen von rechteckigen Matrizen mit dem iiblichen Ma-
trizenprodukt. Die grofite Matrix-Gruppe bildet die Menge der invertierbaren Matrizen

GL(n) ={M € R"" |M ist invertierbar}.

Weitere wichtige Gruppen bilden die orthogonalen Matrizen
O(n) ={A ¢ R”" |AAT =1, det(A) = 1},

die Drehmatrizen bzw. Richtungskosinusmatrizen im R**?
SO(3) = {A ¢ R¥*® |AAT =1, det(A) = 1},

sowie die Menge der homogenen Transformationsmatrizen

SE(?)):{H: {?T ’1’] ‘AeSO(Zﬂ), beR3}.
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Lie-Gruppen und Lie-Algebra

Im Folgenden stehen die Effekte der Zeitabhangigkeit der Transformationsmatrizen im
Vordergrund. Die Gruppe

GL(3) = {M(t) € R*® | M(t) ist invertierbar, Vt € R},

ist bzgl. der Zeit t eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Insbesondere sind das Pro-
dukt zweier Matrizen, sowie die Inversion einer Matrix stetig differenzierbare Opera-
tionen. Eine Matrix-Gruppe, die gleichzeitig eine Mannigfaltigkeit darstellt, nennt man
(Matrix-)Lie-Gruppe (vgl. [101, S.559]).

Man definiert zu einem Element M(t) € GL(3) den zugehorigen Tangentialoperator
durch Tys = M(t)M~1(¢). Die Menge der Tangentialoperatoren hat damit die Gestalt

gl(3) = {Tm(t) € R¥3 | 3M(t) € GL(3) : Tam(t) = M(H)ML(1)}.
Auf dieser Menge ist durch den Kommutator
[T, Tnz] = T Tz — Tve T

eine sogenannte Lie-Klammer gegeben. Lie-Klammern sind definiert durch (vgl. [101,

S.167])

(LA1) [X,Y]=-[Y, X] (antisymmetrisch),
(LA2) [X,aY +b0Z] =a[X,Y]+b[X, Z] (distributiv),
(LA3) [X,[Y,Z]]+[Y,[ X, Z]| + [Z,[X.,Y]] =0 (Jacobi Identitét).

Die Menge der Tangentialoperatoren zusammen mit der Lie-Klammer definieren eine
sogenannte Lie-Algebra.

Eine Verkniipfung zwischen Lie-Gruppe und Lie-Algebra stellt die Exponentialabbil-
dung dar.

Satz B.1 Fir jedes Element Ty der Lie-Algebra gl(3) und jedes t € R ist die Expo-
nentialmatriz

th T

=

explt Tm) = Z
k=0

ein Element der Lie-Gruppe GL(3).

Fiir die Matrix-Exponentialfunktion gilt (o, 3 € R, A, B € R**?)

exp[aA] exp[B] = exp|aA + (B] falls [A,B] = 0.

B.2 SO(3) und so0(3)

Die Menge der Drehmatrizen

SO3) = {A(t) e R** | A(t)AT(t) =1, det(A(t)) =1, Vt € R}
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bildet ebenfalls eine Lie-Gruppe. Sei A(t) € SO(3), so ist der zugehorige Tangential-
operator gegeben durch

Ta=AA' = AAT =@,

wobei w den zugehorigen Winkelgeschwindigkeitsvektor darstellt. Damit ist die Lie-
Algebra von SO(3) bzgl. des Kommutators gegeben durch

s0(3) = {@|w € R?}.

Die Menge so(3) ist selbst keine Gruppe, da sie bzgl. der Multiplikation nicht abge-
schlossen ist. Fiir die Exponentialmatrix eines Elementes @ € so(3) folgt

exp[t @] = I + sin(||w]| t)H:—H + (1 — cos(||w]| t)) (ﬁ) € SO(3).

Umgekehrt ist aus Beziehung 1.9 (Seite 3) bekannt, da8 fiir jedes A € SO(3) darstellbar
ist als

A(d,a) =I+sin(a)d + (1 — cos(a))gi2 = explad].

Trotz vermeintlicher Ahnlichkeiten sind w und ad grundsétzlich verschiedene Gréfen.
Die Elemente von so(3) beschreiben infinitesimale Drehungen, wihrend ad endliche
Drehungen darstellen. Es gilt die Beziehung

w = ad + sin(a)d + (1 — cos())d x d.

B.3 Lie-Gruppe SE(3)

In der Theorie der Lie-Gruppen fiir Matrizen werden Matrix-Gruppen betrachtet, die
eine gewisse Differenzierbarkeit besitzen.

Lie-Gruppe SFE(3) und Lie-Algebra se(3)

Die Menge der homogenen Transformationsmatrizen

SE@) = {H() = { A B 1 A1) € SO(3), bi(r) € R* ¥t € R}

stellt bzgl. der Standardmatrixmultiplikation eine Lie-Gruppe dar (vgl. Anhang B, Seite
182). Thre Elemente beschreiben Stellungen von Koordinatensystemen im Raum. Die
Menge der zugeordneten Tangentialoperatoren se(3) = {H(t)H '(¢)|H(t) € SE(3)}
bildet die zugehorige Lie-Algebra. Nach Gleichung 1.15 besitzt diese die Form

36(3):{[3; SHGJESO(B)undvER‘?}.

Die Elemente von se(3) entsprechen momentanen Bewegungszustéinden.
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Basis von se(3)

Die Lie-Algebra se(3) besitzt eine Basis {£,..., £}, wobei

[0 0 0 1 0000 0000

0 = 0000 0, — 0001 0 — 0000
000O0]" 0000]" 000 1]
| 00 00 0000 0000
[0 0 00 0010 0 -1 00

0 = 00 -1 0 0 — 0000 0 — 1 000
01 00" -1 0 0 0"~ 0 00O
|00 00 0000 0 000

Ihre Elemente lassen sich somit eindeutig durch die Summe

6
Ta=) &t
=1

w

darstellen. Man verwendet daher anstelle von 7y = o7 8 ] hédufig die dquivalente

6-dimensionale Darstellung £ = [ Z } .

Darstellungssatz
Mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion exp[A] = Y L A* und der Logarithmusab-
k=0
bildung log[A] = — >~ +(I— A)* lassen sich Elemente von SE(3) und se(3) ineinander
k=1

iiberfithren. Es gilt!
Tn € se(3) = exp[Tut] € SE(3) Vt € R

und?
H e SE(3) = %log[H] € se(3) Vi € R\{0}.

Insbesondere 148t sich zeigen [95, Seite 322], dafl

: - 1cos(wlt) & (4 _ sin(lwln)) o?
exp[[ o o } f = [ explwt] vt + ( Tl Tl + (t ool ) ||w||2> v ]

or 1
3 2] [ (B0 w)

T] wei’(?’)

Da exp[@]T = exp|® exp|—w| = exp[w] ™!, d.h. exp[w] € SO(3).
AESO(3)

2Da log[A]T = log[AT] =" log[A~1] = —log[A], d.h. log[A] € s0(3).
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und fiir die Basiselemente £;

explub;] = [ OIT ulei } = Hy(ue;)

A(U, 62‘) 0

firi=1,2,3 und e; = (9;5)j=1..3
explubiis] = [ o7 1 } = Hp;(u)

gilt.

B.4 Klassifizierung von Kinematiken

Kinematiken lassen sich speziellen Untergruppen von SE(3) zuordnen. Eine Unter-
gruppe zeichnet sich dadurch aus, dafl sie bzgl. der Multiplikation abgeschlossen ist

HA,HBEU = HAHBEUCSE(S).

Da in se(3) eine Basis existiert, ist es sinnvoll, die Typen von Untergruppen anhand
ihrer Darstellung in se(3) zu untersuchen.

Mit Hilfe der Baker-Cambpell-Hausdorff Formel und des Lemma 1 von Miiller und
Maifler [71, Seite 317] 148t sich zeigen, daf} sich die Matrix C gegeben durch

exp|C] = exp[A] exp[B], A,B € se(3)

aus Linearkombinationen von A, B, [A,B], [A,[A,B]], [B,[A,B]], [A,[A,[A,B]]],
B, [A,[A,B]]], [A,[B,[A,B]]] und [B, B, [A, B]]] zusammensetzt. Ist nun die Subal-
gebra u von se(3) abgeschlossen bzgl. der Lie-Klammer, d.h.

A Beu = [A,B]=AB—-BA € u C se(3),
so gilt dies damit auch fiir die durch die Exponentialabbildung entstehende Untergrup-
pe

U = {exp[A]| A € u}

von SE(3).
Die Tabelle B.1 stellt die Verkniipfungstabelle fiir die Lie-Klammer [¢;, £;] beziiglich
der Menge der Basiselemente {£1,..., £} dar.

.61 2 3 4 5 6 i
1 |0 0 0 0 & 4
2 0O 0 0 -6 0 ¢
il 3 o 0 0 £ -4 0
4 0 4 -6 0 € -4
5 s 0 € -4y 0 ¥4,
6 £2 —El 0 £5 —54 0

Tabelle B.1: Verkniipfungstabelle fiir die Lie-Klammer [¢;, ¢;].

In Tabelle B.2 sind die Subalgebren von se(3) mit den zugehorigen Untergruppen von
SE(3) aufgefiihrt.
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’ DOF ‘ Basis der Subalgebra ‘ Darstellung der Subgruppe ‘ Reuleaux Paar

1 {6} Hy(x,0,0) Translationsfldche
{€,} Hp(9) Rotationsfliche
{€ + pl,} Hy(x,0,0)Hp(px) helikoide Fléche
2 {€s, 05} H7(0,y, 2) Ebene
{€,,0,} Hy(x,0,0)Hp;(0) Zylindermantel
3 {€1, 85,25} Hy(z,vy,2) -
{€y, 25,24} H1(0,y, 2)Hpi(¢) Ebene
{€y, €5, 05} Hp(¢)Hp2(0)Hps(¥) Kugeloberflache
{1 + ply, £y, L3} Hy(z,y,2)Hpi(px) -
4 {€1,£5,€5,£4} Hy(x,y,2)Hpi(¢) -

Tabelle B.2: Untergruppen von SE(3) klassifiziert durch Subalgebren von se(3).

Reuleaux-Fliachen

In der letzten Spalte der Tabelle B.2 sind die zugehorigen Reuleaux Flachen dargestellt.
Franz Reuleaux untersuchte Ende des 19. Jahrhunderts Paare von Fléachen, welche re-
lativ zueinander bewegt werden kénnen und dabei stets Kontakt halten. Er fand alle
6 Flachenpaare (vgl. Abbildung B.1), und identifizierte damit die elementaren mecha-
nischen Gelenke: Schubgelenk, Drehgelenk, Schraube, Drehschubgelenk, Kugelgelenk
und ebenes Gelenk [91, Seite 8 f].

oy e
-
[ 3

Abbildung B.1: Reuleaux-Flichenpaare

Die Reuleaux-Flachenpaare besitzen auch in anderen Gebieten eine wichtige Bedeutung
[91, Seite 10|, wie beispielsweise bei der Untersuchung von Griffen. Man spricht von
einem formgeschlossenen Griff, wenn ein Objekt ohne Reibung stabil gegriffen werden
kann. Es gibt nun Objekte, die prinzipiell nicht formgeschlossen greitbar sind. Wie
sich herausstellt sind dies gerade die Objekte, die eine Reuleaux-Fliche als Oberfliche
besitzen.
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B.5 Aktuelle Arbeiten

Auf der Basis Lie-Gruppen Theorie entstanden in den vergangenen Jahren im Be-
reich Mehrkorperdynamik eine Vielzahl an unterschiedlichsten Arbeiten. So ist bei
Kwatny und Blankenship [56] ein Algorithmus zur symbolischen Generierung der Be-
wegungsgleichungen von Starrkorperketten zu finden. Ploen [79] stellt eine koordina-
tenfreie Darstellung der Mehrkorperdynamik vor, die verwendet wird, um einen O(n)-
Mehrkorperalgorithmus zu entwickeln. Eine komplett eigenstdndige Formulierung der
Kinematik und Dynamik von Mehrkoérpersystemen beschreiben Miiller und Maifer [71].
In Kecskeméthy [49] und [50] werden verschiedene Parametrisierungen der Richtungs-
kosinusmatrix und ihre zugehorigen kinematischen Differentialgleichungen mit Hilfe
der Lie-Gruppen Theorie untersucht.

Die Lie-Gruppen Darstellung hat im Rahmen der Mehrkorperdynamik nur wenige
grundsétzlich neue Ergebnisse geliefert. Sie ermdoglicht jedoch neue Blickrichtungen
auf altbekannte Probleme und fiihrt zu tieferen Einblicken in deren Struktur.
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