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IV

Kurzfassung

Stereosehen ermöglicht die räumliche Erfassung einer Umgebung. Diese Fähigkeit ist beispielswei-
se für eine Verkehrsraumwahrnehmung in modernen Fahrerassistenzsystemen von großer Bedeutung.
Grundvoraussetzung für Stereosehen ist eine präzise Kamerakalibrierung, d. h. eine exakte Bestim-
mung von Parametern wie z. B. Brennweiten oder relativer Orientierung zwischen den Kameras.

Die Kalibrierung einer Stereokamera erfolgt herkömmlich anhand bekannter Referenzobjekte. Aller-
dings ist ein solches Verfahren mit einem hohen Zeit- und Kostenaufwand für die Montage und die
Wartung von Stereosystemen verbunden. Gerade für einen breiten Einsatz in Fahrzeugen ist deshalb
eine Selbstkalibrierung erforderlich, welche die Kameraparameter automatisch aus beliebigen Bildse-
quenzen bestimmt und über die Lebensdauer des Systems kontinuierlich nachführt.

Diese Arbeit untersucht die Bedeutung der einzelnen Kameraparameter für die Tiefenrekonstruktion
und liefert eine theoretisch fundierte Beschreibung der gesamten Verarbeitungskette einer stereosko-
pischen Selbstkalibrierung. Unterschiedliche geometrische Bedingungsgleichungen werden einheitlich
in einem Gauß-Helmert-Modell formuliert, welches eine Kalibrierung mit hoher Genauigkeit erlaubt.
Die Bestimmung der Kameraparameter erfolgt mit einem robusten, rekursiven Schätzverfahren ba-
sierend auf einem Iterativen Erweiterten Kalman-Filter. Es konnte gezeigt werden, dass eine Kombi-
nation verschiedener Bedingungsgleichungen die Zuverlässigkeit der Parameterschätzung bei den in
der Praxis zu erwartenden Fehlereinflüssen erhöht. Die Leistungsfähigkeit der kontinuierlichen Selbst-
kalibrierung wird an mehreren realen Anwendungsbeispielen mit starren und aktiven Stereosystemen
demonstriert.

Schlagworte: Selbstkalibrierung – Stereosehen – rekursive Zustandsschätzung

Abstract

Stereo vision allows three-dimensional perception of the environment. This capability is of vital im-
portance for many applications, e.g. for advanced driver assistance systems. Precise camera calibration,
i.e. an accurate determination of parameters such as focal lengths or relative orientation between the
cameras, is a basic requirement for stereo vision.

Cameras are usually calibrated offline with known reference objects. However, offline calibration is a
complex and time-consuming operation. To reduce costs in the production line and in maintenance, a
self-calibration method is desired which determines camera parameters automatically from arbitrary
image sequences and sustains the reliability of camera parameters during the life cycle of the sensor.

This thesis evaluates the importance of individual camera parameters for three-dimensional recon-
struction and provides a comprehensive description of all processing stages for stereo self-calibration.
Different geometric constraints are formulated in a Gauß-Helmert type model allowing camera calibra-
tion with high accuracy. A robust iterative estimation method based on an Iterated Extended Kalman
Filter is used to determine the camera parameters continuously. It is found that a suitable combination
of different constraints improves the reliability of stereo self-calibration in practical application. The
performance of the proposed method is demonstrated on several real imagery examples with static and
active stereo systems.

Keywords: Self-calibration – stereo vision – recursive state estimation
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1 Einleitung

Stereoskopisches Sehen oder auch Stereopsis1 bezeichnet die Fähigkeit, eine Sze-
ne mit Hilfe eines binokularen Systems dreidimensional zu erfassen. Stereopsis
ist für die menschliche Wahrnehmung von großer Bedeutung, kommt aber auch in
technischen Anwendungen immer häufiger zum Einsatz. Dies hat vielerlei Gründe:
Stereokameras sind passive Sensoren, die unmittelbar Tiefeninformation zu fast al-
len Bildpunkten liefern können. Sie verbinden 3D-Messungen mit dem reichen In-
formationsgehalt von Videodatenströmen, der für viele moderne Objektdetektions-
und Klassifikationsaufgaben unverzichtbar ist. Dazu erfordern sie keinen speziel-
len Abgleich von Textur- und Tiefendaten, wie er beispielsweise bei einer Kom-
bination von Laserscannern und Videokameras erforderlich wäre. Zusätzlich ist
durch die Leistungsfähigkeit heutiger Digitalrechner eine Realisierung von Ste-
reosensoren mit hohen Taktraten kostengünstig möglich.

Die genannten Vorteile spiegeln sich auch in der breiten Masse von Anwendungs-
beispielen wider, in denen stereoskopisches Sehen eingesetzt wird. Eine umfassen-
de Übersicht der verschiedenen Einsatzgebiete würde sicherlich über den Rahmen
dieses Einführungskapitels hinausgehen, und so seien hier nur einige Arbeiten ex-
emplarisch angeführt, die z.T. am Institut für Mess- und Regelungstechnik der
Universität Karlsruhe durchgeführt wurden:

• Fahrerassistenzsysteme bieten vielfältige Funktionen, die einen menschli-
chen Fahrer bei der Führung eines Automobils im Straßenverkehr unterstüt-
zen sollen. Für einige dieser Aufgaben wie z. B. eine automatische Notbrem-
sung oder den aktiven Schutz von Fußgängern ist eine genaue und verlässli-
che Objektdetektion unumgänglich. Hierzu bieten sich gerade in innerstäd-
tischen Bereichen oder ähnlich komplexen Umgebungen Stereokameras an,
da diese verschiedenartige Merkmale wie z. B. räumliche Entfernung, Be-
wegungsinformation und Bildtextur gleichzeitig erfassen können [Dang u.
Hoffmann 2005; Dang u. a. 2004; Bachmann u. Dang 2006]. Bild 1.1 zeigt
ein Beispiel einer stereobasierten Objektdetektion, bei der Objekthypothe-
sen durch eine Segmentierung von Bereichen konsistenter 3D-Bewegung
generiert wurden.

1Von griechisch stereós: starr, hart, fest und ópsis: das Sehen.
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Bild 1.1: Beispiel einer Stereobildauswertung: Objekterkennung im Straßenver-
kehr. Aus Tiefeninformationen (hier dargestellt als farblich kodierte Stereodis-
parität) und 2D-Verschiebung von Bildpunkten in aufeinanderfolgenden Bildern
können Objekte ohne a priori Information über ihre Form, Farbe, etc. detektiert
werden.

• Auch in autonomen Fahrzeugen, die sich führerlos durch unbekanntes Ter-
rain bewegen, spielt die stereoskopische Hinderniserkennung und Bahn-
planung eine bedeutende Rolle. Beispiel hierfür ist die Grand Challenge,
ein 2004 und 2005 abgehaltenes autonomes Autorennen durch die Mojave-
Wüste [Dang u. a. 2006b]. In Bild 1.2 ist ein Beispiel eines befahrbaren Pfa-
des dargestellt, der aufgrund von stereoskopisch detektierten Hindernissen
sowie einer texturbasierten Fahrbahnklassifikation automatisch ausgewählt
wurde.

• Aus Stereobildsequenzen lassen sich texturierte 3D-Modelle von Objekten
generieren. Anwendung finden solche Modelle im Multimediabereich und in
der Dokumentation von Bauwerken. Bild 1.3 zeigt ein aus einem einzigen
Stereobildpaar erstelltes Szenenmodell [Ihouaoui 2005].

Grundsätzlich ist für eine 3D-Rekonstruktion aus Stereobildern die genaue Kennt-
nis der einzelnen Kameraparameter wie äußere Orientierung der Kameras zuein-
ander, Brennweiten, etc. unbedingt erforderlich. Herkömmlich erfolgt diese Ka-



3

Bild 1.2: Beispiel einer Stereobildauswertung: Hinderniserkennung und Pfadpla-
nung. Dargestellt ist eine auf Stereoskopie und Textur basierte Bilddatenauswer-
tung für die Grand Challenge 2005, einem autonomen Autorennen über ca. 130
Meilen durch die Mojave-Wüste.

librierung in einem aufwändigen Verfahren etwa nach [Tsai 1987] oder [Zhang
2000]. Dabei werden aus mehreren Ansichten eines bekanntes Referenzobjektes
mit einem nichtlinearen Optimierungsverfahren die Parameter des Kamerasystems
bestimmt (Bild 1.4). Die Nachteile dieser Kalibrierungsmethoden liegen auf der
Hand: Die Verfahren sind numerisch komplex und erfordern zudem einen hohen
praktischen Aufwand, da bekannte Referenzmuster von verschiedenen Positionen
aus erfasst werden müssen. Außerdem kann eine solche Kalibrierung nicht im lau-
fenden Betrieb der Kameras erfolgen, sondern muss statt dessen offline im An-
schluss an die Montage des Stereosensors durchgeführt werden. Damit verbunden
entsteht auch ein hoher Wartungsaufwand, vor allem wenn sich die Kamerapara-
meter durch äußere Einflüsse wie etwa große Temperaturschwankungen oder me-
chanische Beanspruchungen verändern können. Gerade im Fahrzeugbereich sind
solche Störeinflüsse zu erwarten und erfordern deshalb eine regelmäßige Überprü-
fung und Korrektur der Kamerakalibrierung.

Aus den genannten Schwierigkeiten heraus ergibt sich die Forderung nach einer
Selbstkalibrierung für Stereokameras. Hier werden die intrinsischen und extrinsi-
schen Parameter der Kameras (vgl. Kap. 2) allein durch die Betrachtung beliebiger



4 1. EINLEITUNG

Bild 1.3: Beispiel einer Stereobildauswertung: Generierung von texturierten 3D
Modellen.

starrer Szenen ermittelt. Bekannte Referenzobjekte oder sonstiges Wissen über
die Beschaffenheit der betrachteten Szene sind dabei nicht erforderlich. Grund-
lage für eine Selbstkalibrierung von Stereokameras sind lediglich geometrische
Bedingungsgleichungen zwischen korrespondierenden Bildpunkten in zeitgleich
aufgenommenem Bildern der linken und rechten Kamera (räumliche Korrespon-
denzen) sowie korrespondierende Punkte in zeitlich aufeinanderfolgenden Bildern
einer einzelnen Kamera (zeitliche Korrespondenzen).

Mögliches Ziel einer Stereoselbstkalibrierung ist zum einen, die aufwändige offli-
ne-Kalibrierung zu ersetzen und damit Zeit und Kosten in der Produktion einzuspa-
ren. Zum anderen kann die Selbstkalibrierung dazu dienen, langsame Veränderun-
gen in den Kameraparametern über längere Zeiträume zu erfassen, auszugleichen
und damit den erforderlichen Wartungsaufwand eines Stereosensors auf ein Mi-
nimum zu beschränken. Es ist deshalb anzunehmen, dass die Selbstkalibrierung
eine wichtige Voraussetzung für die breite Markteinführung von Stereokameras
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Bild 1.4: Beispiel einer Offline-Kamerakalibrierung: In dieser aufwändigen Pro-
zedur müssen mehrere Bilder eines Referenzobjektes (häufig ein ebenes Schach-
brettmuster) aus unterschiedlichen Ansichten aufgenommen werden.

darstellt. Ein erfolgreiches Kalibrierverfahren sollte folgenden Anforderungen ge-
nügen:

• Es sollte alle relevanten Kameraparameter mit ausreichender Genauigkeit
bestimmen können. Die Relevanz sowie die Toleranzgrenzen einzelner Pa-
rameter sollten dabei an ihrem Einfluss auf die Qualität einer resultieren-
den 3D-Rekonstruktion festgemacht werden. Gleichsam ist eine Angabe zur
verbleibenden Unsicherheit der aktuellen Schätzwerte für weitere Verarbei-
tungsschritte wünschenswert.

• Die Selbstkalibrierung sollte zur schritthaltenden, kontinuierlichen Verar-
beitung der Eingangsdaten fähig sein. Hierzu bieten sich rekursive Schätz-
verfahren an, die Daten verarbeiten, sobald sie zur Verfügung stehen. Sie
erlauben damit eine Integration aller vorhandenen Information ohne die Not-
wendigkeit, lange Bildverbände zu speichern.

• Aufgrund der zu erwartenden Qualität der verwendeten Punktkorresponden-
zen, welche z. B. bedingt durch Verdeckungen oder periodische Strukturen
im Bild vereinzelt große Messfehler aufweisen können, ist die Robustheit
eines Selbstkalibrierungsverfahrens von großer Bedeutung. Um eine zuver-
lässige Stereokalibrierung zu gewährleisten, sollten deshalb robuste Schätz-
verfahren bei der Bestimmung der Kameraparameter zum Einsatz kommen.
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Die vorliegende Arbeit liefert eine konsistente Beschreibung der gesamten Ver-
arbeitungskette einer kontinuierlichen Stereoselbstkalibrierung. Zunächst werden
Einflüsse von Fehlern in der Kamerakalibrierung auf die 3D-Rekonstruktion ana-
lytisch untersucht. Basierend auf dieser Analyse können wichtige Parameter iden-
tifiziert werden, welche von einem Stereokalibrierungsverfahren sinnvollerweise
bestimmt werden müssen. Anschließend werden verschiedene geometrische Be-
dingungsgleichungen für die kontinuierliche Selbstkalibrierung untersucht und in
einem Gauß-Helmert-Modell einheitlich formuliert. Die Arbeit entwickelt rekur-
sive Optimierungsverfahren und schlägt Maßnahmen vor, wie eine robuste Schät-
zung erreicht werden kann. Experimentell wurden die beschriebenen Verfahren an
mehreren Beispielen aus dem Bereich der mobilen Wahrnehmung getestet. Dabei
wurden sowohl synthetische Bilder als auch Innen- und Außenraumsequenzen ver-
wendet. Die Verfahren erlauben die Kalibrierung eines statischen Stereosystems
sowie die Nachführung der Parameter einer aktiven Kameraplattform, welche im
Rahmen dieser Arbeit zur Umfeldwahrnehmung in kognitiven Automobilen ent-
wickelt wurde. Die Arbeit bietet damit einen Beitrag zur Theorie der Selbstkali-
brierung und beschreibt ein für Stereokameras anwendbares Verfahren, dessen Im-
plementierung und experimentelle Validierung im Anwendungsfeld „Fahrzeug“.

1.1 Einordnung der Arbeit

Die ersten Arbeiten zur Selbstkalibrierung von Kameras stammen aus dem Gebiet
der Photogrammetrie. Die Photogrammetrie beschäftigt sich mit der Vermessung
von Szenen aus mehreren Bildern und wird grundsätzlich in Luftbildphotogram-
metrie und Nahbereichsphotogrammetrie unterteilt. Erstere wird in der Geodäsie
eingesetzt, um aus den Daten flugzeuggetragener Kameras eine 3D-Repräsentation
des betrachteten Geländes in Form von digitalen Höhenmodellen zu gewinnen
(siehe z. B. [Hirschmüller u. a. 2005]). Dagegen befasst sich die Nahbereichspho-
togrammetrie mit der 3D-Vermessung von Objekten im Abstandsbereich von ei-
nigen Zentimetern bis zu ca. hundert Metern. Anwendungsfelder liegen dabei im
Bereich der industriellen Messtechnik und der Architektur — als Beispiele seien
hier die Dokumentation denkmalgeschützter Bauwerke oder sogar die vollständige
Rekonstruktion zerstörter Monumente wie des Großen Buddhas von Bamiyan in
Afghanistan [Grün u. a. 2004] genannt.

Eine in der Photogrammetrie verbreitete Methode zur 3D-Rekonstruktion bei unsi-
cheren Kameraparametern ist der sog. Bündelausgleich [Schmid 1958; Granshaw
1980; Kraus 1986; Triggs u. a. 2000]. Allgemein handelt es sich beim Bündelaus-
gleich um ein Optimierungsverfahren, bei dem gleichzeitig sowohl Kamerapara-
meter als auch 3D-Strukturparameter (d. h. Lage der beobachteten Objektpunkte)
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bestimmt werden. Optimierungskriterium ist dabei der geometrische Abstand zwi-
schen gemessenen und erwarteten Bildkoordinaten eines betrachteten Objektes.
Der Begriff „Bündel“ bezieht sich hier auf die Menge aller Lichtstrahlen zwischen
dem optischen Zentrum der Kamera und den erfassten 3D-Objektpunkten. Nach-
teilig beim klassischen Bündelausgleich ist zum einen der hohe Rechenaufwand,
der sich durch den hochdimensionalen Parameterraum ergibt, und zum anderen
die Notwendigkeit eines hinreichend genauen Startpunktes für die nichtlineare
Optimierung. Schließlich stellt der Bündelausgleich hohe Anforderungen an die
Genauigkeit der verwendeten Eingangsdaten und erfordert deshalb eine präzise
Lokalisation von Punktkorrespondenzen in den Kamerabildern.

Im Bereich des Maschinensehens (engl. computer vision) wurde in den letzten
fünfzehn Jahren die Selbstkalibrierung von Mono- und Stereokameras vielfältig
behandelt und stellt noch immer ein spannendes und wachsendes Forschungsge-
biet dar. Während in vielen Anwendungen der Photogrammetrie initiale Schätz-
werte für die Parameter der verwendeten Kameras durch Datenblätter oder zusätz-
liche (z. B. inertiale) Sensorik gegeben sind, erfordern die meisten Verfahren im
Bereich computer vision keinerlei a priori Information über die Kamerakalibrie-
rung. Die Selbstkalibrierung wird hier gewöhnlich als mehrstufiger Prozess zur
Gewinnung einer 3D-Rekonstruktion der Szene aufgefasst: Zunächst werden Fun-
damentalmatrizen [Zhang 1998; Torr u. Murray 1997] bzw. Trifokaltensoren (z. B.
[Torr u. Zisserman 1997]) bestimmt, welche die projektive Geometrie zwischen
Bildpaaren bzw. Bildtripeln definieren. Ausgehend von diesen Beschreibungen
lässt sich eine projektive Rekonstruktion der betrachteten Szene berechnen, d. h.
die erhaltene Szenenrekonstruktion ist eindeutig bis auf eine beliebige projektive
Transformation [Faugeras 1992]. Um daraus eine eindeutige euklidische Rekon-
struktion zu erhalten, wurden verschiedene Verfahren vorgeschlagen: [Maybank u.
Faugeras 1992; Faugeras u. a. 1992; Luong u. Faugeras 1997a] verwenden die so
genannten Kruppa-Gleichungen, um die intrinsischen Parameter der Kameras aus
der Epipolargeometrie zweier Bilder zu extrahieren und anschließend eine metri-
sche Szenenrepräsentation zu erhalten. Allerdings sind die Kruppa-Gleichungen
nichtlinear und liefern — wie in [Sturm 2000] gezeigt — in einigen Fällen unbe-
friedigende Ergebnisse. Eine weitere direkte Methode zur Bestimmung einer me-
trischen Kalibrierung aus mehreren Bildern unter Verwendung der absoluten Qua-
drik wurde von [Triggs 1997] vorgeschlagen. Alternativ wurde in [Pollefeys 1999]
ein „geschichtetes“ (engl. stratified) Selbstkalibrierungsverfahren vorgestellt, das
in einem Zwischenschritt aus dem projektiven Modell eine affine Rekonstrukti-
on berechnet und diese anschließend in eine metrische Rekonstruktion überführt.
Diese Methode wurde in [Zisserman u. a. 1995; Horaud u. a. 2000] auf die Selbst-
kalibrierung eines Stereokamerasystems erweitert.

Prinzipiell erlauben die im letzten Abschnitt genannten mehrstufigen Methoden ei-
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ne Selbstkalibrierung ohne jegliches Vorwissen über die Kameras (ausgenommen
einiger in der Praxis zumeist unbedeutender Annahmen bzgl. der intrinsischen Pa-
rameter wie z. B. rechteckige Pixel). Allerdings ist die dabei erreichbare Genau-
igkeit der Kameraparameter häufig ungenügend, weshalb der klassische Bündel-
ausgleich oftmals als nachgeschalteter Optimierungsschritt zur Verbesserung der
Kalibrierung eingesetzt wird. Andere nichtlineare Methoden zur Verfeinerung ei-
ner initialen Kalibrierung eines Stereosystems werden in [Zhang u. a. 1996; Luong
u. Faugeras 1997b] vorgeschlagen: Hier werden zunächst die Fundamentalmatri-
zen zwischen Bildpaaren einer Stereosequenz euklidisch parametrisiert, d. h. in
Abhängigkeit der intrinsischen und extrinsischen Kameraparameter sowie der Be-
wegung des Stereosystems angegeben. Anschließend werden Kameraparameter
bestimmt, welche die Epipolarbedingung (s. Kap. 4.2) zwischen Paaren gleich-
zeitig aufgenommener Bilder zweier Kameras und zeitlich aufeinanderfolgender
Bilder einer Kamera optimal erfüllen. Ein wichtiger Aspekt der Arbeiten [Zhang
u. a. 1996; Luong u. Faugeras 1997b] ist dabei, dass die nichtlineare Optimierung
der Kameraparameter rekursiv durch ein erweitertes Kalman-Filter erfolgt. Da ein
solches Verfahren in der Theorie unendlich lange Bildverbände schritthaltend ver-
arbeiten kann, wird für diese Klasse von Verfahren in der vorliegenden Arbeit die
Bezeichnung kontinuierliche Selbstkalibrierung verwendet.

Eine konsequente Erweiterung der im letzten Abschnitt beschriebenen kontinuier-
lichen Selbstkalibrierung ist die Verwendung der Trilinearitäten ([Shashua 1995],
s. auch Kap. 4.3). Diese erfassen die Geometrie eines Bildtripels und können ma-
thematisch elegant mit Hilfe des Trifokaltensors formuliert werden. Die Trilineari-
täten stellen eine hinreichende Bedingung für die Korrespondenz dreier Bildpunk-
te dar [Torr 1995]. Wie in [Zisserman u. Maybank 1994] gezeigt, liegt hier ein
Hauptvorteil des Trifokaltensors gegenüber den drei Fundamentalmatrizen eines
Bildtripels: Im in der Praxis häufig auftretenden Fall, dass ein betrachteter Ob-
jektpunkt X in einer Ebene mit den drei optischen Zentren der Kameras liegt,
liefern die drei Epipolarbedingungen lediglich eine notwendige Beziehung für die
Korrespondenz seiner Bildpunkte. Dagegen ist der Trifokaltensor von diesem Son-
derfall nicht beeinflusst. Zur Selbstkalibrierung einer monokularen Kamera wurde
in [Abraham 2000] ein euklidisch parametrisierter Trifokaltensor eingesetzt, um
Startwerte für einen nachgeschalteten Bündelausgleich zu bestimmen. Der Ein-
satz der trilinearen Bedingungen für eine kontinuierliche Selbstkalibrierung von
Stereokameras ist jedoch weitgehend unerforscht und wird im Rahmen dieser Ar-
beit untersucht.

Ein wichtiges Anwendungsfeld der kontinuierlichen Selbstkalibrierung ist das ak-
tive Sehen. Dabei werden in Anlehnung an das menschliche Sehsystem Kamera-
parameter wie z. B. die Blickrichtung oder die Brennweite gezielt variiert, um eine
bestmögliche Erfassung der wichtigen Objekte zu gewährleisten. Aktives Sehen
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erlaubt zwar eine flexible Wahrnehmung, erfordert aber gleichzeitig eine ständige
Anpassung der Kamerakalibrierung. In [McLauchlan u. Murray 1996] wird ein Va-
riable State Dimension Filter (VSDF) verwendet, um Kameraparameter aus reinen
Drehbewegungen einer monokularen Kamera zu bestimmen. Beim VSDF handelt
es sich um eine effiziente Implementierung eines erweiterten Kalman-Filters, bei
dem der Zustandsvektor allerdings konstant sein muss, d. h. kein zeitlich dynami-
sches Verhalten aufweisen darf. [Bjorkman u. Eklundh 2002] stellt eine Selbstka-
librierung eines aktiven Stereosystems vor, welche die Gierwinkel beider Kame-
ras in Echtzeit bestimmen kann. Der entworfene Algorithmus nutzt ausschließlich
Punktkorrespondenzen zwischen linkem und rechtem Kamerabild, zeitliche Korre-
spondenzen zwischen aufeinanderfolgenden Bildern werden nicht berücksichtigt.
Eine modifizierte Version dieses Verfahrens mit verbesserter Merkmalsextraktion
wurde von [Pettersson u. Petersson 2005] realisiert. Allerdings haben beide Ver-
fahren den Nachteil, dass nur eine kleine Untermenge der Kameraparameter —
die beiden Gierwinkel — bestimmt werden können und somit ein idealer Aufbau
mit parallelen Rotationsachsen der Kameras vorausgesetzt werden muss. Eine Er-
weiterung auf zusätzliche Parameter lieferte nach [Pettersson u. Petersson 2005]
in der Praxis keine befriedigenden Ergebnisse.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit kontinuierlichen Selbstkalibrierungsver-
fahren für Stereokameras. Sie liefert ein theoretisch fundiertes Rahmenwerk zur
rekursiven, automatischen Bestimmung von Kameraparametern aus beliebigen
Bildsequenzen, indem verschiedene geometrische Bedingungsgleichungen vergli-
chen und kombiniert werden können. Die erarbeiteten Lösungsansätze sind in-
spiriert von monokularen structure from motion Ansätzen [Azarbayejani u. Pent-
land 1995; Soatto u. Perona 1998a,b], bei denen aus 2D-Verschiebungsvektoren
zwischen markanten Punkten einer Bildsequenz eine 3D-Rekonstruktion einer be-
trachteten starren Szene gewonnen wird.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert:

• Kapitel 2 fasst die in dieser Arbeit verwendeten mathematischen und physi-
kalischen Grundlagen der Bildentstehung zusammen. Als Modell wird dabei
eine ideale Lochkamera zugrunde gelegt. In der Realität auftretende Abwei-
chung von diesem Modell können über eine Berücksichtigung der Linsen-
verzeichnung erfasst werden. Aufbauend auf der Kameramodellierung wer-
den Verfahren zur 3D-Rekonstruktion aus Stereobildern beschrieben und die
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Empfindlichkeit der Rekonstruktion gegenüber Fehlern in der Kamerakali-
brierung untersucht. Die Bedeutung der dargestellten praktisch orientierten
Empfindlichkeitsanalyse liegt darin, dass sie zum einen zulässige Toleranzen
in den Kameraparametern quantifiziert und zum anderen eine Identifizierung
der wichtigen Parameter für eine Selbstkalibrierung von Stereoparametern
erlaubt.

• Eingangsdaten für jede Kamerakalibrierung sind Korrespondenzen zwi-
schen Bildmerkmalen. Die Bestimmung solcher Korrespondenzen besteht
aus mehreren Schritten: einer Detektion von markanten Punkten wie z.B.
Ecken im Bild, einer Bestimmung von korrespondierenden Merkmalspunk-
ten in verschiedenen Bildern (engl. matching) und einer nachgeschaltete
Analyse der Zuverlässigkeit der gefundenen Punktkorrespondenzen. Hier-
zu werden in Kapitel 3 verschiedene Ansätze vorgestellt und verglichen.

• Die Stereoselbstkalibrierung beruht auf der Auswertung geometrischer Be-
dingungsgleichungen zwischen korrespondierenden Bildpunkten. In Kapitel
4 werden verschiedene für die kontinuierliche Selbstkalibrierung in Frage
kommenden Beziehungen dargestellt und vergleichend bewertet: Zwischen
Bildpaaren wird dabei die Epipolarbedingung verwendet. Korrespondieren-
de Punkte in drei Bildern erfüllen die trilinearen Bedingungen. In länge-
ren Bildverbänden kann eine Bestimmung der Kameraparameter über einen
Bündelausgleich erfolgen. Für die Anwendung der kontinuierliche Selbst-
kalibrierung in der Praxis ist dabei jedoch zu beachten, dass die hohe nu-
merische Komplexität des Bündelausgleichs und der damit verbundene Re-
chenaufwand reduziert werden müssen. Dies geschieht in dieser Arbeit über
einen Bündelausgleich mit reduzierter Repräsentation der Struktur, d. h. es
wird eine minimale Beschreibung der betrachteten 3D-Punkte mit nur ei-
nem freien Parameter pro Objektpunkt verwendet. Die drei beschriebenen
geometrischen Bedingungen werden einheitlich in einem Gauß-Helmert-
Modell formuliert, sodass die Minimierung eines physikalisch relevanten
geometrischen Fehlers und damit eine höhere Genauigkeit der Kalibrierung
sichergestellt ist.

• Die in Kapitel 4 dargestellten Optimierungskriterien müssen durch ein re-
kursives Verfahren minimiert werden, um eine kontinuierliche Selbstkali-
brierung zu gewährleisten. Dazu wird in Kapitel 5 ein Iteratives Erweiter-
tes Kalman-Filter für Gauß-Helmert-Modelle vorgestellt. Eine wichtige An-
forderung an den verwendeten Optimierungsalgorithmus ist die Robustheit
gegenüber vereinzelten großen Messfehlern (Ausreißern) in den Eingangs-
daten, die bei der Selbstkalibrierung häufig durch periodische Texturen in
der betrachteten Szene oder auch durch Verdeckungen entstehen. Deshalb
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wird in dieser Arbeit eine robuste Innovationsstufe der verwendeten Filter
durch χ2-Tests auf den Residuen der Schätzung und random sampling unter-
sucht. Außerdem erlauben die eingesetzten Filter eine statistische Analyse
der Beobachtbarkeit der Kameraparameter bei verschiedenen Bewegungsse-
quenzen und einen informationstheoretischen Vergleich der verschiedenen
Bedingungsgleichungen.

• Die entworfenen Algorithmen zur Selbstkalibrierung von Stereokameras
wurden in verschiedenen Szenarien erprobt und bewertet. Kapitel 6 zeigt
Beispiele aus dem Automobilbereich und dem Bereich des aktiven Sehens.

• Kapitel 7 fasst die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und gibt
einen Ausblick auf mögliche weitere Aufgabenstellungen.
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2 Kameramodellierung und
3D-Rekonstruktion aus
Stereobildern

Grundlegend für jede Form der Kamerakalibrierung ist stets die Definition eines
geeigneten mathematischen Modells der Bildentstehung. Dazu wird in diesem Ka-
pitel zunächst der Abbildungsprozess einer monokularen Kamera basierend auf
einem einfachen Lochkameramodell beschrieben. In der Realität auftretende Ab-
weichungen von der idealen Lochkamera können durch Berücksichtigung einer
Linsenverzeichnung erfasst und korrigiert werden. Die vorgestellten Modelle las-
sen sich auch auf Stereokamerasysteme erweitern, wobei für eine geeignete Da-
tumsfestlegung, d. h. eine an die praktische Anwendung angepasste Wahl eines
globalen Koordinatensystems, besondere Sorgfalt aufgewendet werden muss. Ne-
ben der Modellbildung leistet das Kapitel auch eine kurze Einführung der in dieser
Arbeit verwendeten Notation.

Weiterer Inhalt dieses Kapitels ist ein kurzer Abriss der Tiefenrekonstruktion aus
Stereobildern. Zum einen ist die 3D-Rekonstruktion wichtigste Aufgabe von Ste-
reokameras. Zum anderen erlaubt die Analyse der Stereorekonstruktion eine quan-
titative Aussage darüber, inwieweit einzelne Kameraparameter für eine Selbstka-
librierung von Bedeutung sind.

2.1 Modell einer monokularen Kamera

Eine Kamera bildet einen Punkt der dreidimensionalen Welt auf eine zweidi-
mensionale Bildebene ab. Die Grundstruktur des Projektionsmodells einer Kame-
ra ist in Bild 2.1 skizziert. Es besteht aus der sog. perspektivischen Projektion
(Kap. 2.1.1), welche auf einem idealen Lochkameramodell basiert, und einer Lin-
senverzeichnung (Kap. 2.1.2), mit der in der Realität auftretende Abweichungen
vom idealen Abbildungsmodell berücksichtigt werden können.



2.1. MODELL EINER MONOKULAREN KAMERA 13

Bild 2.1: Struktur des Kameramodells.

2.1.1 Perspektivische Projektion

Wichtige Hilfsmittel zur mathematischen Beschreibung der perspektivischen Pro-
jektion aus Bild 2.1 sind die homogenen bzw. verallgemeinerten Koordinaten. Ho-
mogene Koordinaten eines Punktes im n-dimensionalen euklidischen Raum sind
durch einen Spaltenvektor mit n+1 Elementen gegeben. Wird beispielsweise ein
3D-Punkt X = (X,Y,Z)T betrachtet, so ist seine allgemeine Darstellung in ho-
mogenen Koordinaten ein 4D-Vektor der Form X = (µX, µY, µZ, µ)T, wobei µ
einen beliebigen von Null verschiedenen Skalar bezeichnet.1 An diesem einfachen
Beispiel lassen sich direkt zwei wichtige Eigenschaften homogener Koordinaten
veranschaulichen: Zum einen erhalten wir die ursprünglichen euklidischen Koor-
dinaten eines Punktes, indem wir die ersten n Elemente des homogenen Koordi-
natenvektors durch das (n+1)-te Element dividieren:

X = [X1, . . . , Xn, Xn+1]T → X =
[
X1

Xn+1
, . . . ,

Xn

Xn+1

]T

. (2.1)

Zum anderen sind zwei beliebige Punkte X und Y in homogenen Koordinaten ge-
nau dann identisch, wenn sie durch Skalierung ineinander überführt werden kön-
nen. In der vorliegenden Arbeit wird für diese Identität die Schreibweise „∼“ ver-
wendet und wie folgt definiert:

X ∼ Y ⇐⇒ ∃µ ∈ R\{0} : X = µY . (2.2)

Hauptvorteil der homogenen Koordinaten ist, dass sie eine kompakte Matrixdar-
stellung von Koordinatentransformationen und perspektivischen Abbildungen er-
lauben. Betrachten wir dazu zunächst die 3D-Transformation von Welt- in Kame-
rakoordinaten aus Bild 2.2: Der Ursprung des Kamerakoordinatensystems ist de-
finiert durch die Position der infinitesimal kleinen Lochblende. Jeder Lichtstrahl,

1Um homogene von euklidischen Koordinatenvektoren zu unterscheiden, wird in dieser Arbeit eine
serifenlose Schrift für homogene Koordinaten (X,Y, . . .) verwendet. Eine Serifenschrift zeigt dement-
sprechend einen Vektor in euklidischen Koordinaten an (X,Y, . . .). Im Allgemeinen ist aber schon aus
dem jeweiligen Kontext klar ersichtlich, ob eine Größe in euklidischen oder in homogenen Koordinaten
betrachtet werden muss.
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Bild 2.2: Abbildung eines Objektpunktes in die normalisierte Bildebene. Die Frei-
heitsgrade der durch (R,T) gegebenen Koordinatentransformation von Welt- in
Kamerakoordinaten werden als extrinsische Kameraparameter bezeichnet.

der von der Lochkamera erfasst wird, muss dieses sog. optische Zentrum C pas-
sieren. Die ZC-Achse des Kamerakoordinatensystems wird allgemein als optische
Achse bezeichnet und entspricht der Lotgeraden zur Bildebene durch das optische
Zentrum. Nehmen wir an, dass der Übergang von Welt- in Kamerakoordinaten
durch eine 3×3-Rotationsmatrix R und einen 3×1-Translationsvektor T gemäß

XC = RXW + T (2.3)

gegeben ist, so lässt sich bei Verwendung von homogenen Koordinaten diese
Transformation in einer einzigen Matrix zusammenfassen:

XC =
[
R T
0 1

]
XW . (2.4)

Die kompakte Form von Gl. (2.4) hat sich besonders in der Robotik und in der
Computergrafik zur Verkettung von Koordinatentransformationen als äußerst nütz-
lich erwiesen und ist deshalb weit verbreitet. Die Parameter der Koordinatentrans-
formation (R,T) von Welt- in Kamerakoordinaten sind für das Abbildungsmodell
von großer Bedeutung und werden als extrinsische Parameter bezeichnet. Mög-
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liche Parametrierungsformen der Rotationsmatrix R werden in Anhang A.1 be-
schrieben.

Auch das ideale Lochkameramodell lässt sich in homogenen Koordinaten elegant
formulieren. Der von einem Objektpunkt XC (in Kamerakoordinaten) ausgehende
Lichtstrahl durch das optische Zentrum C trifft die normalisierte Bildebene (vgl.
Bild 2.2) in den sog. normalisierten Koordinaten

xN = XC/ZC

yN = YC/ZC . (2.5)

In dieser Arbeit werden Objektkoordinaten im Raum mit Großbuchstaben und ent-
sprechende Bildkoordinaten mit Kleinbuchstaben bezeichnet. Die Abbildung (2.5)
ist in verallgemeinerten Koordinaten als einfache Matrixmultiplikation darstellbar:

xN ∼



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


XC . (2.6)

Im Anschluss an eine Projektion mit dem idealen Lochkameramodell (2.6) müs-
sen die normalisierten Bildkoordinaten in Pixelkoordinaten überführt werden. In
homogenen Koordinaten geschieht dies über eine affine Transformation der Form
(s. Bild 2.3):

xC = KxN , (2.7)

wobei K durch eine obere Dreiecksmatrix2 gegeben ist,

K =



f β cx
0 αf cy
0 0 1


 . (2.8)

Die Parameter der Matrix K werden häufig als innere Orientierung bzw. intrinsi-
sche Parameter der Kamera bezeichnet. Im einzelnen sind dies:

• die Brennweite f , gemessen in Pixeln,

• das Seitenverhältnis α zwischen der vertikalen und horizontalen Seitenlänge
eines Pixels,

2Dreiecksmatrizen haben die für die Praxis der Kamerakalibrierung wichtige Eigenschaft, dass sie
bezüglich der Multiplikation eine Gruppe bilden: Sind K1,K2 Dreiecksmatrizen, dann ergeben auch
K1 ·K2 und K−1

1 Dreiecksmatrizen.
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Bild 2.3: Intrinsische Kameraparameter. (xN , yN )T bezeichnen normalisierte Ko-
ordinaten, (xC , yC)T Bildkoordinaten in Pixeln.

• der Bildhauptpunkt c = (cx, cy)T, also die Koordinaten des Schnittpunktes
der optischen Achse mit der Bildebene der Kamera, sowie

• der Parameter β (engl. skew), der den Winkel zwischen x- und y-Achse der
Bildebene quantifiziert (bei rechteckigen Pixeln gilt β = 0; dies ist bei fast
allen modernen CCD- und CMOS-Kameras gegeben).

Fasst man nun die Gleichungen (2.4), (2.6) und (2.7) zusammen, so erhält man
das projektive Kameramodell für die Abbildung eines 3D-Punktes XW auf die
Bildposition xC :

xC =



uC
vC
wC


 ∼ K [R,T] XW = PXW . (2.9)

Die 3×4-Matrix P wird allgemein als Projektionsmatrix bezeichnet und beinhaltet
sowohl extrinsische als auch intrinsische Kameraparameter. Tab. 2.1 fasst einige
wichtige Eigenschaften der Projektionsmatrix zusammen. Eine detailliertere Be-
schreibung des projektiven Kameramodells und dessen Grundlagen finden sich in
[Hartley u. Zisserman 2002; Faugeras u. a. 2001].

Wir werden in den nachfolgenden Kapiteln an vielen Stellen die euklidischen Ko-
ordinaten eines projizierten Bildpunkts benötigen. Dazu definieren wir die abkür-
zende Schreibweise

xC = π(XW ) =
[
uC/wC
vC/wC

]
(2.10)
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Die Projektionsmatrix P hat die allgemeine Form P = K [R,T] = [M,m].

Notation: Spalten einer Matrix werden mit Kleinbuchstaben und tiefgestell-
tem Index referenziert, Zeilen mit Großbuchstaben und hochgestelltem In-
dex. Bsp.:

P = [p1,p2,p3,p4] =




P1

P2

P3




Optisches Zentrum: Die Position des optischen Zentrums der Kamera ist
durch C=−RTT gegeben. Insbesondere berechnet sich die Projektionsma-
trix bei bekanntem C aus

P = KR [I,−C] .

Außerdem lässt sich bei gegebener Matrix P das optische Zentrum gemäß
C=−M−1m rekonstruieren.

Bildhauptpunkt: Bei gegebener Matrix P lässt sich der Bildhauptpunkt c
als Produkt der Untermatrix M und der letzten Zeile von M berechnen:
c = M (M3)T.

Spalten von P: Der Spaltenvektor p1 kann als Fluchtpunkt derX-Achse des
Weltkoordinatensystems interpretiert werden (zur Begründung veranschauli-
che man sich, dass p1 das Abbild eines homogenen Vektors [1,0,0,0]T ist).
Analog sind p2 und p3 die Fluchtpunkte der Y - und Z-Achse; p4 ist das
Bild des Ursprungs des Weltkoordinatensystems.

Zeilen von P: Der Zeilenvektor P1 definiert die y-Achsen-Ebene durch das
optische Zentrum C und die Bildgerade x= 0 (Begründung: Gilt für einen
gegebenen Punkt X die Beziehung P1X = 0, so wird X auf die y-Achse des
Bildkoordinatensystems abgebildet). Entsprechend repräsentiert P2 die Ebe-
ne durch C und die x-Achse mit y= 0. P3 ist die so genannte Hauptebene
der Kamera, also die zur Bildebene parallele Fläche durch C.

Tabelle 2.1: Eigenschaften der Projektionsmatrix P.
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für die Berechnung der Bildposition eines Raumpunktes XW nach Gln. (2.9) und
(2.1).

Die Inversion von Gl. (2.10) wird ebenfalls häufig benötigt und durch die Funktion
Π−1 ausgedrückt. Allerdings ist die Umkehrung der Projektion nicht eindeutig
möglich. Es lässt sich leicht zeigen, dass die Menge aller möglichen Raumpunkte
zu einer Bildposition xC durch die Gerade gxC mit

gxC : XW = C + µRTK−1xC , µ ∈ R. (2.11)

gegeben ist. Erst wenn Zusatzinformation eingebracht wird, ist eine eindeutige
Rekonstruktion von XW möglich. Nehmen wir beispielsweise an, dass die Ent-
fernung ZW eines Raumpunktes bekannt ist, so kann XW als Schnittpunkt der
Gerade gxC und der Ebene [0, 0, 1] XW = ZW bestimmt werden. Damit ergibt
sich für die 3D-Rekonstruktion eines Bildpunktes xC bei gegebener Tiefe ZW

XW = Π−1 (xC , ZW ) = C + µWRTK−1xC , (2.12)

wobei µW entsprechend der Schnittbedingung einer Geraden mit einer Ebene aus

µW =
ZW − [0,0,1] C

[0,0,1] RTK−1xC
(2.13)

berechnet werden kann.

2.1.2 Linsenverzeichnung

Im Allgemeinen beschreibt das bisher dargestellte perspektivische Modell den rea-
len Abbildungsprozess nur näherungsweise. Gerade bei Kameras mit kostengüns-
tigen Objektiven ist häufig zu beobachten, dass geradlinige Strukturen im Raum
keine geradlinigen Bildstrukturen erzeugen (s. Bild 2.4). In solchen Fällen ist ein
einfaches Lochkameramodell nicht mehr ausreichend, und es muss zusätzlich die
sog. Linsenverzeichnung (engl. lens distortion) berücksichtigt werden.

In praktischen Untersuchungen zeigte sich, dass die Linsenverzeichnung für die
meisten Optiken in radial-symmetrische sowie radial-asymmetrische und tangen-
tiale Anteile separiert werden kann (s. z. B. [Luhmann 2003; Heikkila u. Silven
1997]). Dazu wird angenommen, dass sich die verzeichneten, realen Bildkoordi-
naten (xD, yD)T aus den idealen Koordinaten (xC , yC)T des Lochkameramodells
gemäß folgender Gleichung ergeben:

[
xD
yD

]
=
[
xC
yC

]
+ ∆xr + ∆xt . (2.14)
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Bild 2.4: Beispiel für Linsenverzeichnung: a) Originalbild ohne Korrektur der Ver-
zeichnung (z. B. besonders deutlich an der Brettunterkante), b) entzerrtes Kamera-
bild.

∆xr bezeichnet den radial-symmetrischen Anteil, welcher durch Brechungsände-
rungen an den Linsen des Objektivs entsteht. Dieser Effekt wird üblicherweise in
Form einer Reihenentwicklung ausgedrückt (vgl. [Brown 1971]),

∆xr =
[
(xC−cx)

(
κ1r

2 + κ2r
4 + . . .

)
(yC−cy)

(
κ1r

2 + κ2r
4 + . . .

)
]
, (2.15)

wobei r den Abstand des betrachteten Bildpunktes zum Bildhauptpunkt spezifi-
ziert:

r2 = (xC−cx)2 + (yC−cy)2
. (2.16)

κ1 und κ2 bezeichnen die Koeffizienten der radialen Verzeichnung. Weitere radial-
symmetrische Anteile höherer Ordnung müssen in der Praxis zumeist nicht be-
rücksichtigt werden.

Die radial-asymmetrische und tangentiale Verzeichnung tritt auf, wenn die Linsen
eines Objektives nicht kollinear angebracht sind. Dieser Effekt wurde von [Brown
1971] untersucht und kann in der praktischen Anwendung zumeist mit zwei Para-
metern τ1 und τ2 hinreichend genau beschrieben werden:

∆xt =


2 τ1 (xC−cx) (yC−cy) + τ2

(
r2 + 2 (xC−cx)2

)

τ1

(
r2 + 2 (yC−cy)2

)
+ 2 τ2 (xC−cx) (yC−cy)


 . (2.17)

In der Praxis können Gln. (2.15) und (2.17) verwendet werden, um eine Entzer-
rung des Bildes vorzunehmen (Bild 2.4). Dadurch kann in den nachfolgenden Ver-
arbeitungsschritten (wie z. B. einer Stereorekonstruktion) mit dem idealen Loch-
kameramodell gearbeitet werden, wodurch zumeist eine starke Vereinfachung der
verwendeten Algorithmen möglich ist.
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Effekte der Linsenverzeichnung werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht
berücksichtigt. Zwar sind die entwickelten Verfahren prinzipiell auch zur Bestim-
mung der Koeffizienten κ1, κ2, τ1 und τ2 einsetzbar, entsprechende Untersuchun-
gen wurden aber noch nicht durchgeführt.

2.2 Modell eines Stereokamerasystems

Ein Stereosystem besteht aus zwei nicht notwendigerweise baugleichen Kameras,
die mit den in Kap. 2.1 dargestellten Modellen beschrieben werden können. Um
die unterschiedlichen Parametersätze der Kameras zu trennen, werden die Indi-
zes „L“ und „R“ verwendet. Z. B. werden die intrinsischen Parameter der linken
bzw. rechten Kamera entsprechend Gl. (2.8) mit

KL =



fL βL cL,x
0 αLfL cL,y
0 0 1


 und KR =



fR βR cR,x
0 αRfR cR,y
0 0 1


 (2.18)

bezeichnet.

Von praktischer Relevanz für die extrinsische Modellierung der Stereokameras ist
die Datumsfestlegung, also die Wahl eines geeigneten Weltkoordinatensystems. In
dieser Arbeit werden zwei unterschiedliche Modellformen verwendet:

1. Häufig wird das Weltkoordinatensystem so gewählt, dass es mit einem der
beiden Kamerakoordinatensysteme übereinstimmt (Bild 2.5a). In dieser Ar-
beit wird ohne Beschränkung der Allgemeinheit dazu die rechte Stereoka-
mera gewählt, d. h. wir definieren die extrinsischen Parameter RR=I,TR=
0,RL=RC ,TL=TC und erhalten damit die Projektionsmatrizen

PR = KR [I,0] , (2.19)
PL = KL [RC ,TC ] = KL RC [I,−CL] , (2.20)

wobei CL = −RT
CTC die Position des optischen Zentrums der linke Ka-

mera angibt. Entsprechend Kap. 2.1.1 sind mit diesen Gleichungen auch die
Abbildungen xL =πL(X) und xR =πR(X) eines Raumpunktes in eukli-
dischen Koordinaten definiert.

Die Rotationsmatrix R hat neun Elemente aber nur drei Freiheitsgrade, da
Rotationsmatrizen stets die Bedingung RTR = I erfüllen (s. Anhang A.1).
Um eine minimale Parametrisierung einer Rotation zu erhalten, kommen in
dieser Arbeit Rotationsvektoren und Repräsentationen als Nick-, Gier- und
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Wankwinkel zum Einsatz. Eine genaue Beschreibung dieser Darstellungsfor-
men ist in Anhang A.1 zu finden.

Wichtiger Designparameter eines Stereosystems ist die Basisbreite b= |T|,
welche den Abstand zwischen den optischen Zentren beider Kameras be-
zeichnet. Die richtige Wahl von b ist ein Kompromiss zwischen zwei wi-
dersprüchlichen Anforderungen: Wie in Kap. 2.4 gezeigt wird, bewirkt eine
große Basisbreite eine höhere Tiefenauflösung. Andererseits erschwert ein
großer Abstand zwischen den Kameras die Suche nach korrespondierenden
Punkten in Stereobildern (Kap. 2.3), da sich dann perspektivische Effekte
stärker auswirken können und Verdeckungen häufiger auftreten. Vor allem
im Nahbereich ist bei großen Basisbreiten zumeist kein Stereosehen mög-
lich.

2. Die im vorherigen Abschnitt beschriebene Standardform des Stereokame-
ramodells hat den Vorteil einer einfachen Handhabbarkeit, da die extrin-
sischen Parameter lediglich für eine der beiden Kameras benötigt werden.
Allerdings ist es bei aktiven Kameras häufig zweckmäßiger, eine andere Da-
tumsfestlegung zu treffen: In Bild 2.5b liegt das Weltkoordinatensystem in
der Mitte der Basislinie. Seine Orientierung ist so gewählt, dass die XW -
Achse des globalen Koordinatensystems parallel zur Stereobasis liegt und
die YW -Achse senkrecht zur Blickrichtung der rechten Kamera steht. Dies
ist sinnvoll, da viele aktive Sehsysteme — orientiert an biologischen Vor-
bildern — die Fähigkeit besitzen, beide Stereokameras unabhängig vonein-
ander zu drehen [Bjorkman u. Eklundh 2002; Gehrig u. a. 2003; Dang u. a.
2006a]. Die Rotationsachsen liegen dabei zumeist nahe der optischen Zen-
tren der Kameras, sodass die Lage der Basislinie auch bei Bewegung einer
Kamera näherungsweise konstant bleibt. Detailliertere Ausführungen zum
Design und zur Selbstkalibrierung einer aktiven Kamera werden in Kap. 6.2
dargestellt.

Aus Bild 2.5b lassen sich direkt die Projektionsmatrizen PR und PL beider
Kameras ablesen:

PR = KRRR [I,−CR] , (2.21)
PL = KLRL [I,−CL] , (2.22)

wobei die Positionen CR und CL der Kameras allein durch die Basisbreite b
bestimmt sind. Die Orientierungen werden zweckmäßig in Gier-, Nick- und
Wankwinkeln (Anhang A.1) angegeben:

RR = R(ΨR, 0,ΘR) , CR = [b/2, 0, 0]T (2.23)

RL = R(ΨL,ΦL,ΘL) , CL = [−b/2, 0, 0]T . (2.24)
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Bild 2.5: Extrinsische Modellierung von Stereokameras: a) Modellierung für ein
starres Stereosystem, d. h. das Weltkoordinatensystem stimmt mit dem Koordina-
tensystem einer Kamera überein, b) Modellierung für ein aktives Stereosystem,
d. h. das Weltkoordinatensystem ist mit der starren Basislinie verbunden.

Der Nickwinkel ΦR der rechten Kamera verschwindet, da die Orientierung
des Weltkoordinatensystems an die Blickrichtung der rechten Kamera ge-
bunden ist.

Insgesamt weist ein Stereokameramodell ohne Linsenverzeichnung zehn intrinsi-
sche und sechs extrinsische Parameter auf. Um die praktische Bedeutung dieser
Parameter zu analysieren, muss zunächst die Hauptaufgabe eines Stereosystems,
also die 3D-Rekonstruktion, genauer beschrieben werden.

2.3 3D-Rekonstruktion aus Stereobildern

Zur Gewinnung von Tiefeninformation aus einem Stereobildpaar müssen prinzipi-
ell zwei Problemstellungen gelöst werden [Faugeras 1995]:

1. Das Korrespondenzproblem: Wie lassen sich in Stereobildern Paare von kor-
respondierenden Bildpunkten (xL,xR) bestimmen, die dem gleichen Ob-
jektpunkt entsprechen?

2. Das Rekonstruktionsproblem: Wie kann aus einem gegebenen Korrespon-
denzpaar (xL,xR) die Entfernung bzw. die Position des zugehörigen Ob-
jektpunktes X bestimmt werden?

Das Korrespondenzproblem wird durch die sog. Epipolargeometrie einer Stereo-
kamera erheblich vereinfacht. Aus Bild 2.6a ist ersichtlich, dass jeder Bildpunkt
xL mit den beiden optischen Zentren CL und CR eine Ebene aufspannt, die so-
wohl den Objektpunkt X als auch den zugehörigen Punkt xR im zweiten Bild
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Bild 2.6: a) Epipolargeometrie einer Stereokamera. b) Draufsicht einer rektifizier-
ten Stereoanordnung.

enthält. Die Schnittgeraden dieser Ebene mit den Bildebenen werden Epipolarli-
nien genannt. Alle Epipolarlinien einer Kamera treffen sich im Epipol, der dem
Bild des optischen Zentrums der jeweils anderen Kamera entspricht. Mit Hilfe der
Epipolargeometrie lässt sich eine notwendige Bedingung für die Korrespondenz
zweier Bildpunkte angeben:

Sind xL und xR Abbildungen des selben Raumpunktes, dann liegt xR
auf der Halbgeraden, welche durch die von xL bestimmte Epipolarli-
nie und den Epipol im gleichen Bild gegeben ist. Eine entsprechende
Aussage gilt für die Lage des Bildpunkts xL.

Diese Epipolarbedingung ist gleichbedeutend mit der Forderung, dass sich die
beiden durch xR und xL definierten Lichtstrahlen in einem Objektpunkt vor den
Kameras schneiden. Sie vereinfacht die Korrespondenzanalyse signifikant, indem
sie den Suchraum für korrespondierende Punkte auf nur eine Dimension — die
Epipolarlinie — beschränkt.

Ein Sonderfall der Epipolargeometrie liegt vor, wenn

• beide Kameras identische intrinsische Parameter aufweisen (insbesonde-
re gelte für die Bildhauptpunkte cL = cR =: c und für die Brennweiten
fL=fR=:f ),

• die Bildebenen der Kameras komplanar sind und
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• die XC-Achsen beider Kamerakoordinatensysteme parallel zur Basislinie
liegen.

Man spricht dann von einem rektifzierten Stereosystem (Bild 2.6b). Zwar ist diese
Anordnung mechanisch kaum umsetzbar, allerdings können bei bekannten intrin-
sischen und extrinsischen Kameraparametern reale Stereobilder durch eine geeig-
nete Vorverarbeitung in ideale, rektifizierte Bilder transformiert werden [Pollefeys
u. a. 1999; Fusiello u. a. 2000]. Wichtigste Eigenschaft von rektifzierten Stereoan-
ordnungen ist, dass korrespondierende Bildpunkte stets in der gleichen Bildzeile
liegen.

Zur Lösung des Korrespondenzproblems bei rektifizierten Stereosystemen existie-
ren in der Literatur viele unterschiedliche Ansätze, auf die an dieser Stelle nicht
im Detail eingegangen werden soll. Stattdessen sei auf den exzellenten Übersichts-
artikel [Scharstein u. Szeliski 2002] und die „Middlebury Stereo Vision Page“3

verwiesen, auf der die wichtigsten aktuellen Stereomatchingverfahren verglichen
werden. Für die in dieser Arbeit dargestellten Tiefenbilder aus Stereo wurde ein
Algorithmus basierend auf den in [Dang u. a. 2002; Hirschmüller u. a. 2002; Dang
u. Hoffmann 2005] beschriebenen Verfahren verwendet.

Im Falle rektifizierter Kameras kann das Rekonstruktionsproblem leicht gelöst
werden. Aus Bild 2.6b ergibt sich durch Anwendung des Strahlensatzes:

Z

f
=

b

xL − xR ⇐⇒ Z =
bf

d
. (2.25)

Die Größe d = xL−xR wird als Disparität bezeichnet und ist invers proportional
zur Entfernung eines betrachteten Objektpunktes. Die gesuchte 3D-Position X ist
mit Gln. (2.25) und (2.12) direkt berechenbar.

Auch für den Fall nicht-rektifizierter Stereokameras kann bei bekannten Kame-
raparametern ein entsprechendes Triangulationsverfahren angegeben werden. Im
Besonderen wurde von [Hartley u. Sturm 1997] ein iterativer Algorithmus vor-
geschlagen, welcher die 3D-Position eines Objektpunktes aus fehlerbehafteten
Punktkorrespondenzen (x̂L, x̂R) bestimmt. Die optimale Position X̂ ist dabei die-
jenige, deren Projektionen in die Bildebenen minimalen Abstand zu den gegebe-
nen Koordinaten (x̂L, x̂R) aufweisen.

3Im Internet unter http://www.middlebury.edu/stereo.

http://www.middlebury.edu/stereo
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2.4 Einfluss von Kalibrierungsfehlern auf die 3D-
Rekonstruktion

Ziel dieses Unterkapitels ist es, Auswirkungen von Fehlern in der Kamerakali-
brierung auf eine stereoskopische 3D-Rekonstruktion zu untersuchen und damit
die Bedeutung der individuellen Kameraparameter für die Stereoselbstkalibrierung
zu bewerten. Dies ist kein einfaches Unterfangen, da eine exakte Analyse nicht
nur das Rekonstruktionsproblem, sondern auch die Auswirkungen von fehlerbe-
hafteten Kameraparametern auf eine Stereokorrespondenzanalyse berücksichti-
gen muss. Wie im vorangehenden Kapitel gezeigt, beschränken Stereoalgorith-
men den Suchraum für korrespondierende Bildpunkte gewöhnlich auf Epipolarli-
nien, welche durch die intrinsischen und extrinsischen Kameraparameter gegeben
sind. Ist die Genauigkeit der Kamerakalibrierung dabei nicht ausreichend, liegen
korrespondierende Punkte nicht im verwendeten Suchbereich, und ein Matching-
Verfahren wird zwangsläufig scheitern.

Eine genaue stochastisch motivierte Analyse, inwieweit eine Kamerakalibrierung
die Genauigkeit der Stereorekonstruktion beeinflusst, wird in [Kanatani 1996] vor-
gestellt. In dieser Arbeit wird ein zweistufiges Verfahren zur 3D-Rekonstruktion
vorgestellt: Zunächst wird jedes gefundene Punktepaar optimal korrigiert, d. h. die
Bildpunkte werden minimal verschoben, sodass sie die Epipolarbedingung erfül-
len und sich damit ihre Lichtstrahlen in einem Punkt im Raum treffen. Anschlie-
ßend werden die korrigierten Positionen zur Triangulation verwendet. Durch jede
dieser beiden Stufen werden die Unsicherheiten der Kameraparameter propagiert,
um die Empfindlichkeit der Tiefenrekonstruktion gegenüber Fehlern in der Ka-
merakalibrierung zu bewerten. Allerdings sind die so erhaltenen Ausdrücke sehr
komplex und verschließen sich einer direkten, anschaulichen Deutung. Weitere
Arbeiten zur Empfindlichkeit der Stereopsis gegenüber Ungenauigkeiten in der
Kamerakalibrierung werden in [Xiong u. Matthies 1997; Das u. Ahuja 1995] vor-
gestellt, allerdings mit einschränkenden Annahmen wie exakt parallelen optischen
Achsen der Kameras oder Kalibrierungsfehlern, die sich allein in einer vertika-
len Verschiebung der Bildebene äußern. Hier wird deshalb ein anderen Ansatz
verfolgt, um die Auswirkungen von Kalibrierungsfehlern auf eine Korrespondenz-
analyse entlang der Epipolarlinien zu untersuchen. In ähnlicher Form wurde in
[Bansal u. a. 2005] eine Analyse der zulässigen Toleranzen einiger Kamerapara-
meter vorgestellt.

Für die Empfindlichkeitsanalyse wird eine rektifizierte Stereoanordnung gemäß
Kap. 2.3 angenommen, welche sich z. B. mit Hilfe der von [Fusiello u. a. 2000]
vorgeschlagenen Transformationsmethode erzeugen lässt. Insbesondere seien nach
einer idealen Rektifizierung die Bildhauptpunkte und Brennweiten im linken und
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rechten Bild identisch und durch die Größen c = (cx, cy)T bzw. f gegeben. Aus
einer bekannten Disparität d= xL−xR zwischen zwei korrespondierenden Bild-
punkten xL und xR kann nach Gln. (2.25) und (2.12) die 3D-Position des betrach-
teten Objektpunktes rekonstruiert werden:



X
Y
Z


 =

b

d



xR−cx
yR−cy
f


+



b/2
0
0


 =

b

d



xL−cx
yL−cy
f


−



b/2
0
0


 . (2.26)

Werden alle Größen in normalisierten Koordinaten xN = K−1x angegeben, so
erhält man aus Gl. (2.26)



X
Y
Z


 =

b

dN



xR,N
yR,N

1


+



b/2
0
0


 =

b

dN



xL,N
yL,N

1


−



b/2
0
0


 . (2.27)

Dabei bezeichnet dN =d/f die normalisierte Disparität zwischen den Bildkoordi-
naten xR,N und xL,N .

Abweichungen von den wahren Kameraparametern beeinflussen die Qualität der
Rektifizierung. Dies bedeutet, dass Bildkoordinaten x̂L, x̂R einer nicht-ideal rek-
tifizierten Stereoanordnung von den erwarteten Koordinaten xL,xR bei einer feh-
lerfreien Rektifizierung abweichen:

x̂L = xL + ∆xL , x̂R = xR + ∆xR . (2.28)

Die Abweichungen ∆xL und ∆xR sind dabei abhängig von den fehlerhaften Ka-
meraparametern und den wahren Bildpositionen. Daraus ergeben sich zwei wich-
tige Konsequenzen für die praktische Auswertung von Stereobildern:

1. Vertikale Ausrichtungsfehler ∆y: Aufgrund von Kalibrierungsfehlern kann
es vorkommen, dass auch in rektifizierten Stereobildern korrespondieren-
de Bildpunkte nicht länger in der selben Bildzeile und damit außerhalb des
Suchbereichs der Korrespondenzanalyse liegen. Um ein Scheitern der Ste-
reoauswertung zu verhindern, sollte deshalb der vertikale Ausrichtungsfeh-
ler ∆y= ŷL − ŷR in der Praxis kleiner als ein Pixel sein.

2. Disparitätsfehler ∆d: Horizontale Fehler in den Bildkoordinaten resultieren
in einer fehlerhaften Stereodisparität d̂= x̂L − x̂R=d+ ∆d. Aus Gl. (2.26)
und (2.27) ergibt sich damit für die Tiefenrekonstruktion eine Abweichung
∆Z von der wahren Entfernung Z gemäß

∆Z =
∂Z

∂d
∆d =

Z2

bf
∆d =

Z2

b
∆dN . (2.29)
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Bei gegebenen Disparitätsfehlern ∆d bzw. ∆dN in normalisierten Bildko-
ordinaten nimmt also die Ungenauigkeit der Positionsschätzung quadratisch
mit der Entfernung zu.

Bei der weiteren Empfindlichkeitsanalyse wird nun die Annahme getroffen, dass
Fehler in den einzelnen Kameraparametern unabhängig voneinander sind. Damit
vereinfacht sich die Untersuchung, da sich Fehlereinflüsse superponieren lassen
und jeder Parameter individuell betrachtet werden darf. Exemplarisch betrachten
wir zunächst die Auswirkungen eines fehlerhaften Gierwinkels ∆ΨL der linken
Kamera auf die rektifizierten Stereobilder. Nach Gl. (2.22) gilt für die resultieren-
den normalisierten Koordinaten des linken Bildes
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 , (2.30)

wobei

∆ΩL =




cos ∆ΨL 0 sin ∆ΨL

0 1 0
−sin ∆ΨL 0 cos ∆ΨL


 (2.31)

eine durch die Störung ∆ΨL induzierte Rotation um die Y -Achse darstellt. Be-
schränken wir uns zudem auf eine Approximation erster Ordnung, so folgt für
den Einfluss des Gierwinkelfehlers auf die Bildpositionen der rektifizierten linken
Kamera

∆xL,N ≈ ∂xN
∂ΨL

∣∣∣∣
ΨL=0

∆ΨL (2.32)

bzw. in Pixelkoordinaten

∆xL ≈ ∂x
∂xN

∂xN
∂ΨL

∣∣∣∣
ΨL=0

∆ΨL . (2.33)

Zur Berechnung dieser Beziehung wird in Gl. (2.30) die 3D-Position mit Hilfe von
Gl. (2.27) eliminiert. Anschließend erhält man unter Verwendung von Gl. (2.1) die
gesuchte Abweichung in euklidischen Koordinaten

∆xL,N ≈
(

1 + x2
L,N

xL,NyL,N

)
∆ΨL . (2.34)

Nahe des Bildhauptpunktes führt also eine kleine Abweichung im Gierwinkel in
grober Näherung zu einem vernachlässigbaren Fehler senkrecht zur Epipolarlinie,
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kann aber in einem signifikanten Disparitätsfehler ∆dN = (1+x2
L,N )∆ΨL (in

normalisierten Koordinaten) resultieren. Mit Gl. (2.29) erhalten wir für den Fehler
der Tiefenrekonstruktion

∆Z =
Z2

b
(1+x2

L,N ) ∆ΨL , (2.35)

Wie leicht gezeigt werden kann, führt ein Fehler im Gierwinkel der rechten Ka-
mera formal zum gleichen Ergebnis.

Fehler in den intrinsischen Kameraparametern lassen sich in ähnlicher Wei-
se behandeln. Betrachten wir z. B. die Auswirkungen einer Störung ∆cL =
[∆cL,x,∆cL,y]T der Koordinaten des Bildhauptpunktes der linken Kamera. Die
resultierenden Bildkoordinaten sind dann durch
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gegeben. Mit Gl. (2.26) erhalten wir daraus die Abweichung

∆xL = ∆cL . (2.37)

In Tab. 2.2 sind die linearen Empfindlichkeiten der vertikalen Ausrichtungsfeh-
ler, Disparitätsfehler und Entfernungsunsicherheiten gegenüber Störungen der ver-
schiedenen intrinsischen und extrinsischen Kameraparameter zusammengefasst.
Die angeführten Ergebnisse gelten dabei gleichermaßen für die linke wie für die
rechte Kamera. Es fällt auf, dass eine Verschiebung ∆cL des Bildhauptpunkts zu-
mindest für kleine Blickwinkel als eine Superposition von Gier- und Nickwinkel-
fehlern betrachtet werden kann. Anschaulich bedeutet dies, dass eine fehlerhafte
Position des Bildhauptpunktes teilweise durch Anpassung von Gier- und Nick-
winkel kompensiert werden kann. Daraus lässt sich ableiten, dass ein Algorith-
mus zur Selbstkalibrierung von Stereokameras auf eine Schätzung der Bildhaupt-
punkte verzichten kann, ohne dabei gravierende Einbußen in der Genauigkeit der
3D-Rekonstruktion hinnehmen zu müssen. Diese Aussage wird auch durch die ex-
perimentellen Ergebnisse in [Zhang u. a. 1996] unterstützt. Eine weitere wichtige
Beobachtung ist, dass die Auswirkungen der meisten Parameterunsicherheiten auf
die Entfernungsmessung linear mit dem Abstand zum Bildhauptpunkt zunehmen.
Anders formuliert können also Objekte, die nahe an den Zentren der rektifizierten
Bilder liegen, zumeist genauer lokalisiert werden als Objekte an den Bildrändern.

Aus der in diesem Kapitel dargestellten Empfindlichkeitsanalyse lässt sich erken-
nen, dass ein Algorithmus zur Selbstkalibrierung von Stereokameras sinnvoller-
weise zumindest die Brennweiten fL, fR beider Kameras sowie fünf Parameter
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Tabelle 2.2: Lineare Empfindlichkeit der Stereorekonstruktion bezüglich Fehlern
in der Kamerakalibrierung.

der extrinsischen Orientierung bestimmen sollte. Der sechste Freiheitsgrad der äu-
ßeren Orientierung (sinnvollerweise die Basisbreite b) wird als konstant angenom-
men, da jede Selbstkalibrierung die Kameraparameter nur bis auf einen skalaren
Faktor bestimmen kann. Indem wir b als bekannt voraussetzen, definieren wir also
den unbeobachtbaren Maßstab unseres Weltkoordinatensystems. Die Koordinaten
der Bildhauptpunkte cL, cR werden nicht bestimmt, da sie nur einen geringen Ein-
fluss auf die 3D-Rekonstruktion haben.
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3 Merkmalsextraktion

Grundlegend für eine Selbstkalibrierung ist die zuverlässige Bestimmung von
korrespondierenden Punkten in Bildfolgen. Dabei müssen zwei Kategorien von
Punktkorrespondenzen unterschieden werden: zeitliche Korrespondenzen zwi-
schen aufeinander folgenden Bildern einer Kamera und räumliche Korresponden-
zen zwischen rechter und linker Kamera der Stereoanordnung.

Bei einer stereoskopischen Selbstkalibrierung ergeben sich dabei im Besonderen
folgende Schwierigkeiten für die Merkmalsextraktion:

• Die Korrespondenzsuche ist zumeist eine sehr rechenaufwändige Operation.
Um einen praktischen Einsatz einer Selbstkalibrierung zu ermöglichen, sind
deshalb geeignete Vereinfachungen und besondere Sorgfalt bei der Imple-
mentierung notwendig.

• Große Abstände zwischen den optischen Zentren zweier Kameras oder star-
ke Verdrehungen der Kameras gegeneinander, wie sie beispielsweise bei
einem aktiven Stereosystem auftreten können, induzieren u.U. große Ver-
schiebungen zwischen korrespondierenden Bildpunkten. Außerdem können
entsprechende Bildregionen in beiden Kamerabildern signifikante perspek-
tivische Verzerrungen aufweisen. In solchen Fällen sind gradientenbasierte
Matchingverfahren (vgl. Kap. 3.1) oftmals ungeeignet.

• Bei der Verfolgung eines Punktes in Bildsequenzen kommt es fast zwangs-
läufig zu einer Akkumulation von Positionsfehlern. Werden z. B. in einer Se-
quenz stets korrespondierende Bildblöcke in aufeinanderfolgenden Bildern
gesucht, so wächst die Positionsunsicherheit in grober Näherung mit

√
k,

wobei k die Anzahl der betrachteten Bilder angibt, in denen der verfolgte
Punkt zugeordnet werden konnte.

Um diesen Anforderungen zu genügen, werden in der vorliegenden Arbeit merk-
malsbasierte Verfahren verwendet, bei denen zunächst markante Bildregionen de-
tektiert und anschließend einander zugeordnet werden. Kapitel 3.1 liefert eine all-
gemeine Übersicht zu dieser Klasse von Ansätzen. Im Anschluss werden exem-
plarisch zwei in dieser Arbeit verwendete Methoden detailliert beschrieben: Zum
einen ein Blockmatching-Ansatz, bei dem markante Regionen mit ähnlichen Grau-
wertintensitäten gesucht werden (Kap. 3.2). Zum anderen ein auf SIFT-Merkmalen
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(engl. Scale Invariant Feature Transform, [Lowe 2004]) aufbauendes Verfahren,
das auch bei großen Basisbreiten und starken Verdrehungen der Kameras zuver-
lässige Ergebnisse liefern kann.

3.1 Generelle Struktur einer merkmalsbasierten
Korrespondenzsuche

Allgemeine Kategorisierungen von Verfahren zur Bestimmung von 2D-
Verschiebungen in Kamerabildern werden beispielsweise in [Stiller u. Konrad
1999; Stiller u. a. 2004; Horn 2006] präsentiert. In der vorliegenden Arbeit liegt
allerdings der Schwerpunkt auf merkmalsbasierten Ansätzen zur Korrespondenz-
analyse. Für diese Methoden soll im Folgenden ein allgemeines Schema vorgestellt
werden.

Die Korrespondenzanalyse lässt sich prinzipiell in Verfahren mit kontinuierlichem
und diskretem Suchraum unterteilen. Die ortskontinuierlichen Ansätze sind im All-
gemeinen gradientenbasiert, d. h. sie beruhen auf einer Taylorapproximation des
Grauwertbildes im Sinne der sog. motion constraint equation1 [Horn u. Schunk
1981]. Eine umfassende Übersicht und ein Vergleich solcher Ansätze ist beispiels-
weise in [Barron u. a. 1994] zu finden. Großer Vorteil der gradientenbasierten Ver-
fahren ist, dass sie einen vergleichsweise geringen Rechenaufwand erfordern und
auch bei hohen Bildraten in Echtzeit angewendet werden können. Zudem sind die
gewonnenen Korrespondenzen aufgrund des kontinuierlichen Parameterraumes
subpixelgenau. Nachteilig ist, dass die motion constraint equation nur bei klei-
nen Bildverschiebungen angewendet werden kann. Auch durch den Einsatz von
Multiskalen-Ansätzen bzw. Bildpyramiden lässt sich dieses Problem nur bedingt
umgehen. Ein bekanntes Beispiel der gradientenbasierten Verschiebungsschätzung
für monokulare Sequenzen ist der KLT-Tracker (Kanade-Lucas-Tomasi, [Lucas u.
Kanade 1981; Tomasi u. Kanade 1991; Shi u. Tomasi 1994]), der bei hohen Bildra-
ten sehr gute Ergebnisse liefert.

Bei ortsdiskreten Verfahren werden Korrespondenzen nur zwischen begrenzten
Mengen diskreter Bildpositionen gesucht. Mögliche Positionen können dabei z. B.
durch alle ganzzahligen Pixelkoordinaten in einem rechteckigen Suchbereich ge-
geben sein. Eine stärkere Unterabtastung des Suchraums kann erreicht werden, in-
dem die Korrespondenzsuche auf markante Bildstrukturen wie z. B. Ecken im Bild
beschränkt wird. Die Verwendung von Ecken hat außerdem zur Folge, dass homo-
gene Bildregionen, bei denen das Korrespondenzproblem nicht eindeutig gelöst

1In der Literatur wird diese Beziehung oftmals auch als Kontinuitätsgleichung für den optischen
Fluss oder brightness change constraint equation (vgl. [Jähne 1999, 1997]) bezeichnet.
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Bild 3.1: Akkumulation von Korrespondenzfehlern über Bildverbände: Werden
zur Verfolgung eines Objektpunktes stets korrespondierende Blöcke in aufeinan-
derfolgenden Bildern einer Sequenz gesucht, so wächst der Lokalisierungsfehler
näherungsweise mit

√
k, wobei k die Anzahl der betrachteten Bilder angibt. Wer-

den dagegen z. B. Eckpunkte detektiert und verfolgt, so nimmt die Lokalisierungs-
unsicherheit langsamer zu.

werden kann (sog. Blendenproblem, [Jähne 1997]), prinzipbedingt ausgeschlossen
werden. Außerdem kann mit merkmalsbasierten Verfahren die Akkumulation von
Positionsfehlern über längere Bildsequenzen verringert werden (s. Bild 3.1).

Ein allgemeines Schema von diskreten Suchverfahren ist in Bild 3.2 dargestellt.
Es besteht generell aus den folgenden Verarbeitungsschritten:

1. Detektion markanter Bildregionen. Ein idealer Detektor sollte invariant
gegenüber perspektivischen Transformationen der betrachteten Region und
gegenüber Beleuchtungsänderungen sein. Während letzteres leicht erreicht
werden kann, ist die Formulierung eines perspektivisch invarianten De-
tektors schwierig. Statt dessen wird in der Literatur häufig angenommen,
dass sich die Transformation eines lokalen Bildbereichs hinreichend genau
durch eine affine Abbildung beschreiben lässt. Eine Vielzahl von Detekto-
ren wurde vorgestellt, die unempfindlich gegenüber unterschiedlichen affi-
nen Transformation sind: Merkmalsoperatoren wie beispielsweise [Shi u.
Tomasi 1994; Harris u. Stephens 1988] bewerten die Verteilung von Gra-
dienten in einer Bildregion und sind weitgehend verschiebungs- und rota-
tionsinvariant. Skalierungsinvarianz kann erreicht werden, indem für jede
Region eine charakteristische Größe bestimmt wird. Dies geschieht z. B.
über einen Laplace-Operator [Lindeberg 1998] oder einen Difference-of-
Gaussians-Operator (DoG) [Lowe 2004]. Wichtig ist, dass markante Re-
gionen nicht unbedingt nur durch eckenähnliche Strukturen gegeben sein
müssen. [Matas u. a. 2002] bestimmen beispielsweise Maximally Stable Ex-
tremal Regions (MSER), zusammenhängende Bereiche mit ähnlichem Grau-
wert, die mit Hilfe einer speziellen Wasserscheidensegmentierung gefunden
werden.
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Bild 3.2: Generelle Struktur einer merkmalsbasierten Korrespondenzanalyse.
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2. Normalisierung ausgewählter Bildregionen. Für eine erfolgreiche Zuord-
nung von Regionen ist oftmals eine Normalisierung des extrahierten Bildbe-
reichs notwendig. Diese kann die Anpassung der Skalierung (also der Größe
der Bildregion), die Ausrichtung an einer dominanten Orientierung sowie
die Kompensation unterschiedlicher Beleuchtungen umfassen.

3. Extraktion lokaler Deskriptoren. Die einfachste Beschreibungsmöglich-
keit einer Bildregion ist der Vektor der Grauwertintensitäten, der beispiels-
weise beim Blockmatching verwendet wird. Weit verbreitet sind außerdem
verteilungsbasierte Deskriptoren: [Lazebnik u. a. 2003] charakterisiert ei-
ne Region über das Histogramm der Grauwerte im betrachteten Bereich.
Andere Verfahren beziehen sich auf eine Verteilung der Gradienten [Lowe
2004] oder der Kantenpunkte [Belongie u. a. 2002] innerhalb der Bildregi-
on. Wichtig ist dabei auch die Diskretisierung bei der Berechnung der His-
togramme: [Lowe 2004] verwendet kartesische Gitter, während beim shape
context matching [Belongie u. a. 2002] eine Quantisierung in Polarkoordina-
ten vorgenommen wird. Weitere Ansätze verwenden eine Frequenzanalyse
der Bildregion basierend auf Gabor-Filtern oder Wavelets (z. B. [Stollnitz
u. a. 1995; Moosmann u. a. 2006]). Eine detaillierte Zusammenfassung wei-
terer Deskriptoren ist in [Mikolajczyk u. a. 2005] zu finden.

4. Zuordnung und Genauigkeitsabschätzung. Die Zuordnung einzelner
Merkmale erfolgt über die Minimierung eines Distanzmaßes, z. B. eines
einfachen quadratischen Abstands zwischen den Deskriptoren oder einer
Mahalanobis-Distanz, bei der die einzelnen Elemente der Beschreibungs-
vektoren über eine Kovarianzmatrix relativ zueinander gewichtet werden.
Gerade für messtechnische Anwendungen ist eine Angabe zur Lokalisa-
tionsgenauigkeit der gefundenen Korrespondenzen wichtig. Für einfache
Blockmatchingverfahren sind entsprechende Verfahren in der Literatur be-
schrieben, welche individuell für jede Zuordnung eine Abschätzung der Ge-
nauigkeit liefern (z. B. [Stiller u. a. 2004]). Bei komplexeren Verfahren mit
verteilungsbasierten Deskriptoren ist eine exakte Analyse noch zu leisten.

Einen ausgezeichneten Überblick verschiedener merkmalsbasierter Verfahren ge-
ben [Mikolajczyk u. Schmid 2005; Mikolajczyk u. a. 2005]. Die Autoren untersu-
chen dabei die Registrierung von Bildern, welche von Kameras mit großen Basis-
breiten aufgenommen wurden. Sie berichten, dass der SIFT-Ansatz in den durch-
geführten Experimenten die besten Ergebnisse liefert.

Zu beachten ist außerdem, dass nicht alle Schritte des obigen generellen Ansatzes
von jedem Verfahren verwendet werden. Beispielsweise besteht beim herkömmli-
chen Blockmatching der Suchraum oftmals nicht aus markanten Punkten, sondern
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aus allen Pixeln innerhalb einer bestimmten Region. Eine Skalierung der Regionen
kann hier durch adaptive Fenstergrößen erreicht werden, eine Normalisierung der
Orientierung wird im Allgemeinen nicht berücksichtigt. Auch beim shape context
matching wird auf eine Regionennormalisierung verzichtet.

Im Folgenden werden exemplarisch zwei in dieser Arbeit verwendete diskrete
Verfahren genauer beschrieben: Ein regionenbasiertes Verfahren, bei dem Korre-
spondenzen zwischen Ecken im Bild durch einen direkten Vergleich von Bildblö-
cken bestimmt werden (Kap. 3.2), und ein verteilungsbasierter Ansatz mit SIFT-
Deskriptoren (Kap. 3.3).

3.2 Regionenbasierte Korrespondenzanalyse

Als erstes in dieser Arbeit verwendetes Verfahren wird ein Ansatz vorgestellt, der
eckenähnliche Strukturen im Bild als markante Bildregionen detektiert. Im Prinzip
folgt die regionenbasierte Korrespondenzanalyse dem Schema aus Bild 3.2, aller-
dings wird aus Gründen der Rechenzeit hier auf eine Anpassung von Orientierung
und Größe der betrachteten Bildbereiche verzichtet. Außerdem wird der einfachste
Deskriptor verwendet: der Vektor der Grauwertintensitäten innerhalb eines rechte-
ckigen Blocks. Um trotz dieser Vereinfachungen verlässliche Ergebnisse zu erhal-
ten, wird in diesem Unterkapitel besonderes Augenmerk auf eine nachgeschaltete
Validierung von Zuordnungen gelegt.

Detektion markanter Bildregionen.
Im Bereich Maschinensehen wurde bereits eine Vielzahl unterschiedlicher Ecken-
detektoren vorgeschlagen. Prinzipiell können diese in drei Kategorien unterteilt
werden: konturbasierte, intensitätsbasierte und parametrische Verfahren [Schmid
u. a. 2000]. Konturbasierte Verfahren extrahieren Umrisse und detektieren Stellen
mit maximaler Krümmung bzw. Schnittpunkte von Konturen. Intensitätsbasierte
Ansätze berechnen die Position von markanten Punkten direkt aus Grauwerten
bzw. deren Ableitungen. Modellgestützte Verfahren passen ein Modell der zu fin-
denden Ecke den vorliegenden Grauwerten an. In der Praxis sind die intensitäts-
basierten Methoden am weitesten verbreitet, da sie nur einen vergleichsweise ge-
ringen Rechenaufwand und keine einschränkenden Annahmen über die erwarteten
Strukturen erfordern.

In [Duchow 2003] wurden Vertreter der Klasse der intensitätsbasierten Ansätze
implementiert und vergleichend untersucht: Ein verbreiteter nichtlinearer Ansatz
ist der SUSAN-Eckendetektor (Smallest Univalue Segment Assimilating Nucleus,
[Smith u. Brady 1997]): Hier werden in einer kreisförmigen Umgebung jedes
Pixels (nucleus) diejenigen Pixel gezählt, die einen ähnlichen Grauwert wie der
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nucleus aufweisen. Nimmt diese Anzahl eine lokales Minimum an und liegt zu-
dem unter einem gegebenen Schwellwert, so ist eine Ecke gefunden.

Außerdem wurden zwei weitere Verfahren untersucht, welche Ecken anhand von
Grauwertgradienten detektieren. Dies geschieht durch Auswertung des Struktur-
tensors [Jähne 1997] M an der Stelle x0:

M(x0) =
∫
w(x− x0)



(
∂g
∂x

)2
∂g
∂x

∂g
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

(
∂g
∂y

)2


 dx , (3.1)

wobei g(x) Grauwertintensitäten an der Bildposition x = [x,y]T bezeichnen und
w(x − x0) eine um x0 zentrierte Fensterfunktion definiert. Die Matrix M(x0)
beschreibt die Textur in einer lokalen Nachbarschaft: Hat M(x0) den Rang Null,
also zwei verschwindende Eigenwerte, so liegt eine homogene Bildregion vor. Ein
Rang von Eins weist auf eine Bildkante hin. Hat M(x0) vollen Rang mit zwei
großen Eigenwerten, so wurde eine eckenähnliche Struktur gefunden.

Beim ersten gradientenbasiertem Verfahren handelt es sich um den Plessy- oder
auch Harris-Eckendetektor [Harris u. Stephens 1988]. Dieser bestimmt diejenigen
Punkte, für welche das Maß

MC(x) = det M(x) − 0.04 tr2 (M(x)) (3.2)

ein lokales Maximum annimmt und gleichzeitig einen Schwellwert überschreitet.

Der Shi-Eckendetektor [Shi u. Tomasi 1994] verwendet die Eigenwerte
λ1, λ2, λ1 ≤ λ2, der Matrix M direkt. Er detektiert markante Punkte, für welche
der kleinere Eigenwert λ1 ein lokales Maximum erreicht und gleichzeitig einen
gegebenen Schwellwert übersteigt.

Fasst man die Erkenntnisse aus [Duchow 2003] zusammen, so kommt man zu
folgenden Ergebnissen:

• Der SUSAN-Detektor ist invariant gegenüber Rotation und kann Ecken ge-
nau lokalisieren. Die beiden Gradientenverfahren sind ebenfalls weitgehend
unempfindlich gegenüber Rotationen, weisen aber systematische Lokalisie-
rungsfehler auf. Andererseits sind der Harris- und Shi-Detektor weitaus
weniger anfällig gegenüber Rauschen auf den Bilddaten als der SUSAN-
Eckendetektor, der in solchen Fällen deutliche Detektionsunsicherheiten
aufweist (Bild 3.3).

• Es besteht ein fundamentaler Konflikt zwischen der Empfindlichkeit gegen-
über Rauschen und dem systematischen Lokalisierungsfehler (s. auch [Ro-
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Bild 3.3: Empfindlichkeit verschiedener Eckendetektoren gegenüber Rauschen:
a) SUSAN ohne Rauschen b) SUSAN mit additivem Gauß’schen Rauschen c) Har-
ris ohne Rauschen b) Harris mit additivem Gauß’schen Rauschen.

binson u. Milanfar 2004]): Während eine Glättung der Bilder Fehldetek-
tionen unterdrücken kann, vermindert sie gleichzeitig die Lokalisierungsge-
nauigkeit der Eckendetektion.

• In Experimenten zeigte sich, dass besonders die Rauschempfindlichkeit ne-
gative Auswirkungen auf die Verfolgung von Ecken in Bildfolgen hat. Sie
bewirkt, dass viele Merkmale in einzelnen Bildern einer Sequenz nicht de-
tektiert werden können. Eine Merkmalsverfolgung über längere Bildverbän-
de wird damit unmöglich. Durch die Lokalisierungsungenauigkeit entsteht
dagegen lediglich ein systematischer Fehler, der für ein gegebenes Merkmal
innerhalb einer Bildsequenz näherungsweise als konstant betrachtet werden
kann. Aus diesem Grund sind die gradientenbasierten Eckendetektoren dem
SUSAN-Detektor vorzuziehen.

• Der Shi- und Harris-Eckendetektor liefern ähnliche Ergebnisse. Das Verfah-
ren nach [Harris u. Stephens 1988] hat aber leichte Vorteile, da es im Allge-
meinen an Bildkanten weniger Fehldetektionen aufweist als der Ansatz von
[Shi u. Tomasi 1994].
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Aus den oben angeführten Gründen wird die Verwendung eines subpixelgenauen
Harris-Eckendetektors zur Extraktion markanter Bildregionen vorgeschlagen.

Zuordnung.
Nachdem im vorangehenden Abschnitt markante Bildregionen detektiert wur-
den, müssen diese nun einander zugeordnet werden. Dazu wird ein einfaches
Blockmatching-Verfahren verwendet: Jede detektierte Ecke wird als Mittelpunkt
eines markanten Bildblocks der Größe B (in dieser Arbeit typischerweise 15×15
Pixel) aufgefasst. Um korrespondierende Ecken zu finden, wird zu jedem Block
g1 im ersten Bild der ähnlichste Block g2 im zweiten Bild gesucht. Zur Bewertung
der Ähnlichkeit bzw. Unterschiedlichkeit zweier Bildblöcke wurden in der Litera-
tur verschiedene Distanzmaße vorgeschlagen [Aschwanden u. Guggenbühl 1992].
Für Stereokameras, bei denen in unterschiedlichen Bildern teilweise verschiedene
Beleuchtungssituationen auftreten können, eignen sich besonders mittelwertberei-
nigte Abstandsmaße wie der sog. ZSSD (Zero-mean Sum of Squared Distances):

ZSSD(g1, g2) =
∑

x∈B
[(g1 (x)− ḡ1)− (g2 (x)− ḡ2)]2 . (3.3)

g1(x) und g2(x) bezeichnen dabei Grauwerte an der Position x. ḡ1 und ḡ2 geben
die mittleren Grauwertintensitäten in den Bildblöcken an.

Mit Hilfe eines Suchverfahrens wird jeder Ecke im ersten Bild diejenige Ecke im
zweiten Bild zugeordnet, für welche der ZSSD minimal wird. Um dabei Rechen-
zeit zu sparen, werden ausschließlich Paarungen von Merkmalen berücksichtigt,
die innerhalb eines gegeben maximalen Suchbereichs liegen.

Genauigkeitsabschätzung.
Bei messtechnischen Anwendungen ist für jeden Messwert stets eine zugehöri-
ge Messunsicherheit anzugeben. Für die Korrespondenzanalyse mittels Blockmat-
ching wird beispielsweise in [Stiller u. a. 2004] eine Methode zur Berechnung
der Kovarianzmatrix der 2D-Verschiebung angegeben. In diesem Ansatz wird die
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer gegeben Zuordnung (x1,x2) abgeschätzt, in-
dem für alle Bildpositionen einer ausreichend großen Umgebung von x2 die Di-
stanzmaße des Blockmatchings berechnet werden. Beim herkömmlichen Block-
matching werden ohnehin die Ähnlichkeitsmaße aller Pixelpositionen im festge-
legten Suchbereich bestimmt, sodass der erforderliche Mehraufwand für eine Ge-
nauigkeitsabschätzung gering ist. Da bei dem in dieser Arbeit verwendeten merk-
malsbasierten Verfahren Ähnlichkeiten aber nur an vereinzelten Bildpositionen be-
rechnet werden, ist der beschriebene Ansatz hier nicht zweckmäßig.

Um dennoch eine Messunsicherheit für die Positionen der gefundenen Kor-
respondenzen angeben zu können, wird hier ein gradientenbasiertes Verfahren
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Bild 3.4: Unsicherheit der Korrespondenzsuche zwischen linkem und rechten Ste-
reobild. Zur besseren Sichtbarkeit sind die dargestellten 95%-Konfidenzellipsen
zehnfach vergrößert.

verwendet. Mit einer solche Methode kann ohne große Schwierigkeiten die
Genauigkeit der Verschiebungsschätzung bestimmt werden (vgl. Anhang A.2).
Bild 3.4 veranschaulicht die berechneten Kovarianzmatrizen in Form von 95%-
Konfidenzellipsen an einem Beispiel aus dem Straßenverkehr. Aus Gründen der
Sichtbarkeit wurden die dargestellten Ellipsen um den Faktor zehn vergrößert.

Validierung verfolgter Merkmale.

Gerade bei der Verfolgung eines Merkmals über lange Bildverbände ist die Vali-
dierung der Zuordnungen wichtig: Durch einzelne Fehlzuordnungen oder eine feh-
lerhafte Merkmalsextraktion kann es beispielsweise vorkommen, dass eine detek-
tierte Region im ersten Bild der Sequenz und der zugeordnete Bereich im aktuel-
len Bild nicht mehr dem gleichen 3D-Objektpunkt entsprechen. Weitere Artefakte
entstehen, wenn eine detektierte Ecke im Bild keinem realen markanten 3D-Punkt
entspricht: Man betrachte z. B. eine Bildregion, in der sich zwei hintereinander
liegende Äste eines Baumes kreuzen. Die Verschiebung dieses Kreuzungspunktes
entspricht nicht der tatsächlichen Bewegung der Kamera und ist deshalb nicht für
eine Selbstkalibrierung geeignet. Da solche Fehler die Qualität einer Selbstkali-
brierung stark beeinflussen können, sollten sie schon während der Merkmalsex-
traktion eliminiert werden.

In [Shi u. Tomasi 1994] wird ein Verfahren zur Validierung von Korrespondenzen
zwischen einer Region g0 im ersten Bild und einer Region gk im aktuellen k-
ten Kamerabild der Sequenz vorgeschlagen. Es wird vereinfachend angenommen,
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dass sich bei einer gültigen Korrespondenz beide Bereiche über eine affine 2D-
Transformation A zur Deckung bringen lassen, d. h. die Beziehung

gk(A x) = g0(x) (3.4)

sollte für alle Punkte x der betrachteten Region erfüllt sein.

Als Freiheitsgrade der affinen Transformation werden dabei nur eine Rotation und
eine Skalierung der Bildregion in x- und y-Richtung zugelassen. Die aus den vor-
angehenden Verarbeitungsschritten bekannte Verschiebung der Bildbereiche wird
als bekannt und fehlerfrei angenommen. [Shi u. Tomasi 1994] berichten, dass die
Hinzunahme von weiteren Freiheitsgraden in der Praxis häufig zu unbefriedigen-
den Ergebnissen führt. Die affine Transformation lässt sich damit durch eine 2×2-
Matrix beschreiben.

Um die Transformationsparameter zu bestimmen, muss der quadratische Fehler

D2 =
∑

x∈B
w(x) (gk(A x)− g0(x))2 (3.5)

minimiert werden, wobei durch w(x) eine Gewichtsfunktion gegeben ist. In un-
seren Beispielen wurde w(x) = 1/B gesetzt. B = |B| bezeichnet die Anzahl der
Pixel in der Region B. Der quadratische FehlerD2 ist ein Maß für die Unterschied-
lichkeit (engl. dissimilarity) der beiden Bereiche g0 und gk.

Die Minimierung von Gl. (3.5) erfolgt mit einem iterativen Kleinste-Quadrate-
Verfahren. Eine gegebene Zuordnung wird akzeptiert, wenn der Optimierungsal-
gorithmus innerhalb einer vorgegebenen Anzahl von Iterationen konvergiert und
die dabei bestimmte quadratische Unterschiedlichkeit D2 einen Schwellwert nicht
überschreitet. Experimentell zeigte sich, dass ein maximale Anzahl von 20 Ite-
rationen und eine maximale durchschnittliche Unterschiedlichkeit von D = 18
Grauwertstufen pro Pixel gute Ergebnisse liefert.

Bild 3.5 zeigt die in dieser Arbeit implementierte Struktur der Merkmalsvalidie-
rung. Im rechten Kamerabild der Sequenz wird jede gefundene Korrespondenz
über den Test nach Gl. (3.5) mit einem Referenzblock g0 verglichen. Die Gene-
rierung von Referenzblöcken folgt einem heuristischen Schema und lässt sich am
besten durch ein Beispiel illustrieren: Nehmen wir an, das eine markante Bildregi-
on im ersten rechten Bild einer Sequenz detektiert wird. Diese Bildregion wird als
erster Referenzblock g0 gespeichert und anschließend zur Validierung von neuen
Positionen verwendet. Allerdings ist aufgrund von Beleuchtungsänderungen etc.
nicht zu erwarten, dass eine Validierung über beliebig lange Bildverbände erfolg-
reich sein kann. Aus diesem Grund wird das gefundene Bildmerkmal im fünf-
ten Schritt als temporäre Referenzregion gtemp gespeichert. Nach weiteren fünf
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Bild 3.5: Struktur der Merkmalsextraktion und Validierung: Korrespondenzen
werden durch einen Vergleich von rechteckigen Bildblöcken bestimmt. Anschlie-
ßend werden gefundene Zuordnungen mit Hilfe des Tests nach Gl. (3.5) validiert.

Bildern wird der bisherige Referenzblock g0 durch gtemp ersetzt und gleichzei-
tig die aktuelle Bildregion als neues temporäres Muster gtemp festgehalten. Dieser
Vorgang wird so lange wiederholt, bis das entsprechende Merkmal verloren wird.
Theoretisch ist diese Vorgehensweise auch für die linken Bilder der Sequenz mög-
lich. Aus Effizienzgründen erfolgt die Validierung hier allerdings nur mit jeweils
direkten Vorgängern.

In unterschiedlichen synthetischen und realen Testsequenzen liefert der beschrie-
bene Algorithmus gute Ergebnisse, sofern die 2D-Verschiebungen zwischen auf-
einanderfolgenden Bildern nicht zu groß sind (bei Fahrten mit dem Versuchsträger
des Instituts für Mess- und Regelungstechnik war dies bei einer Bildrate von 25Hz
gegeben) und die Epipolarlinien in beiden Stereobildern in grober Näherung ho-
rizontal ausgerichtet sind. Bild 3.6 zeigt verfolgte Merkmale am Beispiel einer
Verkehrsszene aus dem Innenstadtbereich (entnommen aus [Duchow 2003]).
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Bild 3.6: Merkmalsverfolgung in einer realen Bildsequenz aus dem Innenstadtbe-
reich.

3.3 Verteilungsbasierte Korrespondenzanalyse

Die skalierungsinvariante Merkmalstransformation (engl. Scale Invariant Feature
Transform, SIFT) ist eine von [Lowe 1999, 2004] eingeführte Methode zur Extrak-
tion lokaler Merkmalsvektoren, welche in guter Näherung invariant sind gegen-
über Beleuchtungsänderungen, Rauschen auf den Bilddaten sowie Rotationen und
Skalierungen der betrachteten Bildregion. SIFT-Merkmale wurden ursprünglich
zur Objekterkennung aus Bilddaten entwickelt. Die Arbeit von [Mikolajczyk u.
Schmid 2005] zeigt, dass sich SIFT-Merkmale auch hervorragend für die Bestim-
mung von korrespondierenden Bildpunkten zwischen mehreren Kameras eignen.
In den folgenden Abschnitten wird das Prinzip der SIFT-Merkmale kurz erläutert.

Detektion markanter Bildregionen.
Grundlegend für SIFT-Merkmale ist die Bestimmung eines charakteristischen
Maßstabs für jede markante Bildregion (engl. automatic scale selection), mit Hil-
fe dessen eine Skalierungsinvarianz erreicht werden kann. Dazu wird die Skalen-
raumfunktion (engl. scale space function) L eingeführt [Lindeberg 1998]:

L(x, s) = H(x, s) ∗∗ g(x) =
1

2πs2
e−‖x‖

2/(2s2) ∗∗ g(x) . (3.6)

Gl. (3.6) beschreibt die Faltung der Grauwerte g(x) mit einem Gauß-Filterkern
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H , dessen Standardabweichung durch den Maßstab bzw. die Skale s gegeben ist.
[Lindeberg 1998] verdeutlicht, dass eine normalisierte Ableitung s ∂L/∂s der Ska-
lenraumfunktion über verschiedene Skalen s zumeist genau ein lokales Maximum
annimmt. Die Position dieses Maximums kann dabei als charakteristischer Maß-
stab der vorliegenden Textur interpretiert werden. Lindeberg zeigt weiter, dass die
vorgeschlagene normalisierte Ableitung mit Hilfe des Laplace-Operators berech-
net werden kann:

s
∂L

∂s
= s2∇2L . (3.7)

[Lowe 1999] schlägt vor, den Laplace-Operator in Gl. (3.7) durch einen Difference
of Gaussians-Operator (DoG) zu approximieren:

s
∂L

∂s
≈ s

L(x, ks)− L(x, s)
ks− s

=
1

k−1
[H(x, ks)−H(x, s)] ∗∗ g(x) := D(x, s) . (3.8)

Gl. (3.8) kann für verschiedene Skalen s effizient berechnet werden, indem das
gegebene Bild mehrmals hintereinander mit einer Gauß-Maske gefiltert wird, und
anschließend die Zwischenergebnisse voneinander subtrahiert werden.

Zur Detektion markanter Bildregionen müssen nun lokale Extrema von Gl. (3.8)
bestimmt werden. Dazu wird D an jeder Stelle (x, s) mit seinen sechsundzwanzig
direkten Nachbarn verglichen: acht Nachbarn auf der gleichen Skale und jeweils
neun Nachbarn auf der nächsthöheren bzw. -niederen berechneten Skale. Um eine
subpixelgenaue Position zu bestimmen, wird die Umgebung jedes gefundenen Ex-
tremums durch ein Paraboloid angenähert und dessen Extremalstelle (x0, s0) als
Position und Skale des extrahierten Merkmals verwendet. In einem Nachbearbei-
tungsschritt wird der Ansatz von [Harris u. Stephens 1988], Gl. (3.2), verwendet,
um Fehldetektionen an Bildkanten und in Bereichen mit schwachem Kontrast zu
unterdrücken.

Normalisierung ausgewählter Bildregionen.

Aus der oben angeführten Merkmalsdetektion ist die charakteristische Skale s0 ei-
ner markanten Bildregion bekannt. Für eine Normalisierung muss damit nur noch
die Orientierung des gewählten Bildbereichs bestimmt werden. Um dies zu errei-
chen, werden in einer kreisförmigen Umgebung U des Punktes x0 im geglätte-
ten Bild L(x, s0) =H(x, s0) ∗∗ g(x) Grauwertgradienten berechnet. Die Beträge
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m(x) und Orientierungen θ(x) der Gradienten sind dabei durch

m(x) =
∥∥∥∥
(
L(x+1, y, s0)− L(x−1, y, s0)
L(x, y+1, s0)− L(x, y−1, s0)

)∥∥∥∥ und (3.9)

θ(x) = arctan
(
L(x, y+1, s0)− L(x, y−1, s0)
L(x+1, y, s0)− L(x−1, y, s0)

)
(3.10)

gegeben.

Das Maximum θ0 des Orientierungshistogramms aus θ(x),x ∈ U , definiert die
dominante Orientierung der Bildregion. Wichtig dabei ist, dass bei Vorliegen von
mehreren ausgeprägten lokalen Maxima des Histogramms evtl. auch mehr als ei-
ne dominante Orientierung abgeleitet werden kann. Jede akzeptierte Orientierung
erzeugt dann ein neues Merkmal mit gleicher Position (x0, s0) aber unterschiedli-
cher Orientierung θ0.

Extraktion lokaler Deskriptoren.
Die im vorangehenden Verarbeitungsschritt bestimmten Gradienten werden auch
zur Generierung von Deskriptoren verwendet. Zunächst wird die durch (x0, s0)
festgelegte Bildregion in 4×4 gleichgroße quadratische Elemente unterteilt. Für
jedes dieser Elemente wird anschließend das Histogramm der normalisierten, d. h.
auf die dominante Orientierung des Merkmals bezogenen Gradientenrichtungen
berechnet, wobei jeder Eintrag des Histogramms mit einer Gauß-Funktion der
Standardabweichung 1,5s0,

w(x) =
1

2π(1,5s0)2
e−‖x−x0‖2/(1,5s0)2

(3.11)

gewichtet wird. Gewöhnlich werden die Orientierungen in acht Stufen quantisiert,
sodass der gesamte Deskriptor aus 4×4×8=128 Elementen besteht. Um eine be-
leuchtungsunabhängige Beschreibung zu erhalten, werden zudem alle extrahierten
Merkmalsvektoren auf die gleiche Länge normiert.

Zuordnung.
Bei der Korrespondenzsuche wird jedem Deskriptor y1 im ersten Bild derjeni-
ge Beschreibungsvektor y2 im zweiten Bild zugeordnet, für den die euklidische
Distanz ‖y1−y2‖ minimal wird. Zur Validierung von Korrespondenzen hat sich
dabei die Überprüfung einer Eindeutigkeitsbedingung als zweckmäßig erwiesen:
Der Vektor y3 bezeichne das Merkmal im zweiten Bild, für den der euklidische
Abstand zu den y1 zweitkleinsten Wert erreicht. Eine Zuordnung wird genau dann
akzeptiert, wenn das Verhältnis

r =
‖y1−y2‖
‖y1−y3‖ (3.12)
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Bild 3.7: Verfolgung von SIFT-Merkmalen. Außer den dargestellten sechs Bildern
wurden keine weiteren Ansichten verwendet. Auch bei großen Kamerabewegun-
gen ist eine zuverlässige Extraktion von korrespondierenden Bildpunkten möglich.

einen Schwellwert rmax nicht übersteigt. In der Praxis liefert rmax = 0,5 gute
Ergebnisse.

Bild 3.7 zeigt ein Beispiel der Verfolgung von SIFT-Merkmalen in sechs Bildern.
Auch bei großen Bildverschiebungen und Beleuchtungsänderungen liefert das Ver-
fahren sehr gute Ergebnisse.

3.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zwei Verfahren zur Bestimmung von korrespondieren-
den Bildmerkmalen vorgestellt:

• Die beschriebene regionenbasierte Korrespondenzanalyse zur Verfolgung
eckenähnlicher Strukturen erfordert einen vergleichsweise geringen Re-
chenaufwand. Die verwendeten Deskriptoren bestehen aus Grauwertin-
tensitäten innerhalb einer rechteckigen Bildregion und sind damit weder
rotations- noch skalierungsinvariant. Der Ansatz ist deshalb für Sequenzen
mit hohen Bildraten und näherungsweise parallel ausgerichteten Stereoka-
meras geeignet. Durch eine Genauigkeitsanalyse und eine Validierung nach
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[Shi u. Tomasi 1994] wird die Zuverlässigkeit der Merkmalsverfolgung in-
nerhalb der Sequenz überprüft.

• Die verteilungsbasierte Korrespondenzanalyse verwendet die von [Lowe
1999] vorgeschlagenen SIFT-Deskriptoren. Im Gegensatz zum ersten An-
satz sind diese rotations- und skalierungsinvariant. Die Deskriptoren kön-
nen deshalb auch bei niederen Bildraten und beliebigen Stereoanordnungen
verwendet werden. Nachteilig ist aber der hohe Rechenaufwand des Verfah-
rens.
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4 Bedingungsgleichungen für die
Selbstkalibrierung

Schwerpunkt dieses Kapitels ist die Entwicklung und der Vergleich verschiedener
Optimierungskriterien für eine kontinuierliche Selbstkalibrierung von Stereoka-
meras. Die Kriterien beruhen dabei stets auf gemessenen Punktkorrespondenzen in
Stereobildfolgen, welche idealerweise verschiedenen geometrischen Bedingungs-
gleichungen genügen. Folgende Bedingungsgleichungen werden verwendet:

• die Epipolarbedingung zwischen korrespondierenden Merkmalen in zwei
Bildern,

• die Trilinearitäten zwischen drei Kamerabildern sowie

• die Kollinearitätsgleichungen des Bündelausgleichsverfahrens.

Die angegebenen Bedingungsgleichungen sind nicht unabhängig voneinander.
Zum Beispiel kann die Epipolarbedingung als Untermenge der trilinearen Bedin-
gungen und der Kollinearitätsgleichung betrachtet werden. Dennoch hat auch die
Epipolarbedingungen in der praktischen Anwendung Vorteile, vor allem da sie im
Gegensatz zu den beiden anderen Beziehungsgleichungen keine Annahmen über
die Bewegung des Stereosystems erfordert.

Die Grundlagen der hier dargestellten geometrischen Bedingungen sind nicht
neu und wurden in der photogrammetrischen Literatur z. T. bereits Anfang des
20. Jahrhunderts beschrieben. Dennoch zeichnet sich die hier dargestellte Heran-
gehensweise in mehreren Punkten aus:

• Die Beziehungen zwischen fehlerbehafteten Beobachtungen und Kamera-
parametern werden einheitlich in einem Gauß-Helmert-Modell erfasst. Dies
erlaubt die Minimierung von physikalisch relevanten Fehlern in der Bildebe-
ne und somit eine höhere Genauigkeit als bei Verwendung von algebraischen
Fehlermaßen (z. B. [Ressl 2003]).

• Die einheitliche Formulierung der verschiedenen Optimierungskriterien er-
möglicht eine einfache Kombination von verschiedenen Bedingungsglei-
chungen. Wie sich später zeigen wird, ermöglicht gerade die gleichzeitige
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Verwendung unterschiedlicher Kriterien in der Praxis eine zuverlässigere
Selbstkalibrierung.

• Die Epipolarbedingung wurde bereits in [Zhang u. a. 1996; Luong u. Fau-
geras 1997b] für eine Selbstkalibrierung von Stereokameras eingesetzt. Al-
lerdings wurden dabei degenerierte Konstellationen der Kameras außer acht
gelassen, die in der Praxis zu Problemen führen können. Diese Schwierig-
keiten lassen sich durch Verwendung der Trilinearitäten elegant umgehen.
Nach Kenntnis des Autors wurden die hier beschriebenen metrisch para-
metrisierten Trilinearitäten noch nicht in einer kontinuierlichen stereosko-
pischen Selbstkalibrierung verwendet. In [Abraham 2000] wurden metrisch
parametrisierte trilineare Bedingungen lediglich zur Gewinnung von initia-
len Schätzwerten für die Bewegung einer monokularen Kamera eingesetzt.

• Eine weitere Besonderheit dieser Arbeit ist die Verwendung eines rekursi-
ven Bündelausgleichs mit einer kompakten Repräsentation der beobachteten
3D-Struktur.

Im Folgenden wird zunächst das verwendete Gauß-Helmert-Modell vorgestellt
(Kap. 4.1), das die Grundlage für alle verwendeten Optimierungskriterien bildet.
Anschließend werden die einzelnen geometrischen Bedingungsgleichungen detail-
liert beschrieben und vergleichend untersucht.

4.1 Das allgemeine Beobachtungsmodell

Bei der Selbstkalibrierung müssen zwei Kategorien von unbekannten Größen be-
achtet werden: zum einen die idealen, fehlerfreien Beobachtungen x, welche auf-
grund des verwendeten Modells erwartet werden, zum anderen der Vektor z der
Systemparameter, der die gesuchten inneren und äußeren Kameraparameter, die
Bewegung der Stereokameras, etc. umfasst. Zwischen diesen unbekannten Grö-
ßen gilt im Allgemeinen ein impliziter funktionaler Zusammenhang der Form

h (x, z) = 0 , (4.1)

wobei h durch die in den nachfolgenden Unterkapiteln beschriebenen geometri-
schen Bedingungsgleichungen gegeben ist.

Neben dem impliziten Beobachtungsmodell können auch den Systemparametern
inhärente Zwangsbedingungen auferlegt werden. Im statischen Fall zeitlich kon-
stanter, aber unbekannter Systemzustände z, auf den wir uns zunächst beschrän-
ken, lässt sich eine solche Bedingung durch

g (z) = 0 , (4.2)
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ausdrücken. Dabei ist eine Zwangsbedingung wie beispielsweise zTz = 1 zumeist
nur dann notwendig, wenn das System mit mehr als der minimalen Anzahl von
Parametern beschrieben wird. Bei einer Systemdarstellung mit der geringst mög-
lichen Anzahl an Freiheitsgraden kann auf Gl. (4.2) verzichtet werden.

In der praktischen Anwendung sind zumeist nur störungsbehaftete Messungen x̂
der wahren Beobachtungen x direkt zugänglich. Die zufälligen Fehler e der Beob-
achtungen können häufig als additives Gauß’sches Rauschen mit Mittelwert 0 und
Kovarianzmatrix Σee modelliert werden1, d. h.

x̂ = x + e ; e ∼ N(0,Σee) . (4.3)

Durch Gln. (4.1), (4.2) und (4.3) ist ein sog. Gauß-Helmert-Modell gegeben [Hel-
mert 1872]. Das in der Messtechnik häufiger verwendete Gauß-Markoff-Modell
[Gauss 1809; Markoff 1912] kann als ein Spezialfall der allgemeinen impliziten
Formulierung betrachtet werden. Dabei lässt sich der Zusammenhang (4.1) in eine
explizite Beobachtungsgleichung umformen:

x = ϕ (z) . (4.4)

Eine solche Vereinfachung ist aber bei den in dieser Arbeit verwendeten funktio-
nalen Zusammenhängen nicht möglich.

Mit dem gegebenen Modell (4.1)–(4.3) und den aufgenommenen Messungen x̂
müssen nun optimale Parameter ẑ der Stereokamera berechnet werden. Dabei mi-
nimieren im statischen Fall die gesuchten Kameraparameter ẑ die Gütefunktion

J = (x− x̂)T Σ−1
ee (x− x̂) (4.5)

unter den Nebenbedingungen

h (x, ẑ) = 0 und
g (ẑ) = 0 . (4.6)

Die mit der inversen Kovarianzmatrix gewichtete quadratische Distanz in Gl. (4.5)
wird auch als Mahalanobisnorm bezeichnet. Hierfür wird im Folgenden die abkür-
zende Schreibweise

J = ‖x− x̂‖2Σee
(4.7)

1In der Literatur wird die Kovarianzmatrix Σee häufig als Produkt einer positiv-definiten sym-
metrischen Kofaktorenmatrix Qee und eines skalaren Varianzfaktors σ2

ee dargestellt (z. B. [Niemeier
2002]), wobei letzterer in einem abschließenden Schritt der Ausgleichsrechnung bestimmt wird. Da in
dieser Arbeit ein kontinuierliches Schätzverfahren verwendet wird, in welchem die Berechnung eines
über den gesamten Bilddatenstrom gültigen Varianzfaktors nur begrenzt sinnvoll erscheint, wird eine
solche Zerlegung hier nicht verwendet.
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verwendet.

Bisher wurde lediglich der statische Fall zeitlich konstanter Systemparameter be-
trachtet. Wenden wir uns jetzt einem zeitdiskreten dynamischen System zu, bei
dem sich die zeitliche Entwicklung der Zustände als Markoffprozess beschreiben
lassen:

zk+1 = f (zk) + nk ; nk ∼ N (0,Σzz,k) . (4.8)

Die additive Störung nk wird dabei als mittelwertfreie Gauß’sche Zufallsvaria-
ble mit Kovarianz Σzz,k modelliert. Sie wird häufig auch als Systemrauschen be-
zeichnet. Mit Gl. (4.8) wird vereinfachend angenommen, dass das System ein Ge-
dächtnis der Länge Eins hat. Der aktuelle Zustand ist also nur vom jeweils letzten
Zeitschritt k−1, nicht aber von früheren Zuständen abhängig.

Gln. (4.1)–(4.3) lassen sich direkt auf den dynamischen Fall übertragen, wobei
sie hier nicht mehr für die gesamte Bildsequenz, sondern individuell für alle Zeit-
schritte k = 1 . . .K formuliert werden, d. h. für die Größen ẑk, x̂k und xk. Das
quadratische Gütekriterium lautet nun

J = ‖ẑ0 − z0‖2Σzz,0
+

K∑

k=1

‖xk − x̂k‖2Σee,k
+ ‖ẑk − f (ẑk−1)‖2Σzz,k

(4.9)

mit der als bekannt vorausgesetzten Wahrscheinlichkeitsdichte N (z0,Σzz,0) des
Anfangszustandes ẑk und den Nebenbedingungen

h (xk, ẑk) = 0 und
g (ẑk) = 0 (4.10)

für alle k ∈ {1 . . .K}.
Die in diesem Unterkapitel angegebene implizite Modellierung liegt allen nach-
folgenden Bedingungsgleichungen zugrunde. Außerdem werden in den nächsten
Abschnitten folgende Bezeichnungen verwendet:

• Die erfassten Beobachtungen x̂ setzen sich aus korrespondierenden Punkten
in Stereosequenzen zusammen. Die Bilder eines verfolgten Objektpunktes
Xi, i ∈ {1 . . . N}, im k-ten Zeitschritt werden dabei mit x̂iR,k=xiR,k+eiR,k
und x̂iL,k=xiL,k+eiL,k bezeichnet, wobei die IndizesR und L die rechte und
linke Kamera repräsentieren. Die Kovarianzmatrizen der Messungen seien
durch Σi

RR,k und Σi
LL,k gegeben.
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• Die extrinsischen und intrinsischen Parameter der Stereokamera werden in
einem Vektor zC =

[
zT

extr, z
T
intr

]T
zusammengefasst. Die vorliegende Ar-

beit betrachtet als intrinsische Parameter lediglich die Brennweiten der lin-
ken und rechten Kamera: zintr = [fL, fR]T. Die extrinsischen Parameter
sind je nach Wahl des globalen Koordinatensystems entsprechend Kap. 2.2
durch die Orientierung und Verschiebung [ωC,X , ωC,Y , ωC,Z , TC,Y , TC,Z ]T

bzw. die Orientierungen [ΨR,ΘR,ΨL,ΦL,ΘL]T gegeben. Die Darstel-
lungsform der extrinsischen Parameter spielt aber für die weiteren Be-
trachtungen in diesem Kapitel keine Rolle. Die 3D-Bewegung der Kame-
ra ist durch einen Rotationsvektor (vgl. A.1) und eine Translation gegeben:
zM = [ωT

M ,T
T
M ]T.

4.2 Die Epipolarbedingung

Eine geometrische Beziehung zwischen korrespondierenden Bildpunkten zweier
Kameras ist durch die bereits in Kap. 2.3 vorgestellte Epipolarbedingung gegeben.
Anschaulich besagt diese Bedingung (s. Bild 4.1), dass die beiden durch xL und
xR definierten Lichtstrahlen nicht windschief sein dürfen, sondern sich in einem
gemeinsamen Objektpunkt schneiden müssen. Dies impliziert, dass sowohl die op-
tischen Zentren CL and CR beider Kameras als auch die Bildpunkte xL und xR
in derselben Ebene liegen müssen. Diese Bedingung — z.T. auch als Komplana-
ritätsbedingung bzw. coplanarity constraint condition bezeichnet — wurde schon
früh im Bereich der Photogrammetrie verwendet (siehe z. B. [von Sanden 1908]
und [Doyle 1966]). Die Arbeit von [Longuet-Higgins 1981] machte die Epipolar-
bedingung im Fachgebiet computer vision bekannt. Im Fall kalibrierter Kameras
lässt sich die Komplanaritätsbedingung zwischen normalisierten Bildkoordinaten
mit Hilfe der so genannten essentiellen Matrix E beschreiben. Zwischen realen Pi-
xelkoordinaten ist die mathematische Formulierung der Komplanaritätsbedingung
mit Hilfe der Fundamentalmatrix F möglich ([Luong 1992; Luong u. Faugeras
1996]).

Um die Fundamentalmatrix für das Stereokameramodell (2.21),(2.22) mathema-
tisch herzuleiten, betrachten wir die beiden Lichtstrahlen, welche die Bildebenen
in xL und xR schneiden. Für beliebige 3D-Punkte ML und MR auf diesen Strah-
len gilt nach Gl. (2.9)

xL ∼ KLRL (ML−CL) (4.11)
xR ∼ KRRR (MR−CR) . (4.12)
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Bild 4.1: Epipolarbedingung: Die Lichtstrahlen beider Bildpunkte xL und xR
müssen in einer Ebene liegen. x̂L und x̂R bezeichnen fehlerbehaftete Messungen
der idealen Koordinaten xL und xR.

Fordern wir weiterhin, dass sich beide Strahlen in einem gemeinsamen Punkt tref-
fen, d. h. ML=MR=X, so muss gelten

RT
LK−1

L xL ∼ RT
RK−1

R xR + CR−CL . (4.13)

Die linke Seite der projektiven Gleichung (4.13) ist also eine Linearkombination
der beiden Vektoren RT

RK−1
R xR und CR−CL. Daraus folgt, dass RT

LK−1
L xL

orthogonal zum Kreuzprodukt dieser beiden Vektoren sein muss, und wir erhalten

xT
L K−TL RL

[
(CR−CL)×RT

RK−1
R xR

]
= 0 . (4.14)

Das Kreuzprodukt lässt sich kompakter als Matrizenmultiplikation darstellen,
wenn wir den Operator [a]× für die Abbildung eines Vektors a auf eine anti-
symmetrische Matrix einführen:

[a]× =



aX
aY
aZ



×

=




0 −aZ aY
aZ 0 −aX
−aY aX 0


 . (4.15)

Unter Verwendung dieser Schreibweise gilt a×b = [a]× b. Somit kann Gl. (4.14)
durch

xT
L F xR

!= 0 (4.16)

ausdrückt werden, wobei die Fundamentalmatrix F durch

F = K−TL RL [CR−CL]×RT
RK−1

R (4.17)
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gegeben ist. Analog ergibt sich für das alternative Stereokameramodell nach
Gln. (2.19),(2.20) eine Fundamentalmatrix der Form

F = K−TL RC

[
RT
CTC

]
×K−1

R . (4.18)

Die Epipolarbedingung (4.16) liefert also für jedes Punktepaar (xL,xR) eine Be-
dingungsgleichung. Sie stellt aber nur eine notwendige Bedingung für die Kor-
respondenz zweier Punkte dar: Zwar müssen korrespondierende Bildpunkte stets
in einer Epipolarebene liegen, umgekehrt entsprechen aber nicht alle Punktepaa-
re, die der Komplanaritätsbedingung genügen, dem gleichen Objektpunkt. Geo-
metrisch bedeutet dies, dass die Epipolarbedingung lediglich Komponenten von
Zuordnungsfehlern bestraft, die senkrecht zur Epipolarlinie liegen. Fehlerkompo-
nenten entlang der Epipolarlinien werden demgegenüber ignoriert.

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Gl. (4.16) ist, dass sie lediglich eine Bezie-
hung zwischen Bildkoordinaten und Kameraparametern herstellt. Die Epipolarbe-
dingung erfordert also keinerlei Kenntnis über die 3D-Position der betrachteten
Objektpunkte und entkoppelt damit die Aufgabe der Kamerakalibrierung von der
Bestimmung der 3D-Struktur einer Szene. Wie in den nachfolgenden Kapiteln ge-
zeigt wird, vereinfacht dies eine praktische Selbstkalibrierung signifikant.

Aufgabe der Selbstkalibrierung ist nun, diejenigen Kameraparameter zC zu be-
stimmen, die eine minimale Korrektur der gemessenen Punktkorrespondenzen
x̂iR,k, x̂

i
L,k erfordern, um die Epipolarbedingung zu erfüllen (s. Bild 4.1). Im stati-

schen Fall gemäß Kap. 4.1 entspricht dies der Minimierung einer Kostenfunktion

K∑

k=1

N∑

i=1

∥∥x̂iR,k − xiR,k
∥∥2

Σi
RR,k

+
∥∥x̂iL,k − xiL,k

∥∥2

Σi
LL,k

(4.19)

unter den Nebenbedingungen

(
xiL,k

)T
F(zC) xiR,k = 0 . (4.20)

Die Fundamentalmatrix F(zC) wird dabei gemäß Gl. (4.17) bzw. (4.18) aus den
Kameraparametern berechnet. Eine Erweiterung auf den dynamischen Fall (4.9)
ist ohne weiteres möglich.

Schließlich ist zu bemerken, dass die Epipolarbedingung natürlich nicht nur zwi-
schen rechtem und linkem Bild einer Stereokamera gültig ist. So schlägt z. B.
[Zhang 1997b] vor, die Komplanaritätsbedingung sowohl zwischen Paaren von
zeitgleich aufgenommenen als auch zeitlich aufeinander folgenden Bildern einer
Stereosequenz einzufordern. Betrachten wir dazu Bild 4.2a. Für alle Paarungen der
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Bild 4.2: a) Prinzipiell kann zwischen jeder Paarung von Bildern in einer Sequenz
eine Epipolarbedingung aufgestellt werden: zwischen Kameras C1 und C2 über
die Fundamentalmatrix F12, zwischen C2 und C3 über F23, etc.. Außerdem ist
im gezeigten Beispiel der Objektpunkt X eindeutig durch den Schnittpunkt der
drei Epipolarebenen bestimmbar. b) Der degenerierte Fall eines Objektpunktes
in der Ebene der optischen Zentren: Sind der Objektpunkt X und die Kame-
razentren C1,C2,C3 koplanar, so fallen die Epipolarebenen zusammen. Unter
alleiniger Verwendung der Epipolarbedingungen ist dann keine eindeutige 3D-
Rekonstruktion von X mehr möglich.

dargestellten Kameras kann eine Epipolarbedingung angegeben werden: Die Fun-
damentalmatrix F12 beschreibt die Epipolargeometrie der Kameras C1 und C2,
F23 entspricht den Kameras C2 und C3, etc.. Anschaulich zeigt Bild 4.2a, dass
die dargestellten Epipolarebenen den Objektpunkt X eindeutig bestimmen. Dies
bedeutet, dass die Epipolargeometrie im gezeigten Beispiel drei linear unabhängi-
ge Bedingungsgleichungen für die Korrespondenz dreier Bildpunkte liefern kann.

Allerdings führt die Verwendung unterschiedlicher Komplanaritätsbedingungen
zwischen verschiedenen Bildern einer Sequenz nicht immer zu brauchbaren Er-
gebnissen. In Bild 4.2b ist ein in der Praxis häufig auftretender Fall skizziert, bei
dem der betrachtete Objektpunkt in einer Ebene mit den optischen Zentren der



4.3. DIE TRILINEARITÄTEN 55

Kameras liegt. Hier fallen sämtliche Epipolarebenen zusammen, sodass die Er-
füllung aller Epipolarbedingungen lediglich eine notwendige Bedingung für die
Korrespondenz dreier Bildpunkte darstellt. Die Formulierung einer hinreichenden
Bedingung, d. h. die eindeutige 3D-Rekonstruktion der Objektpunkte, ist hier bei
alleiniger Verwendung der Epipolargeometrie nicht möglich. Der in Bild 4.2b ge-
zeigte degenerierte Fall ist in der Literatur als deficiency of the epipolar transfer
[Zisserman u. Maybank 1994] bekannt und kann umgangen werden, wenn statt
der Epipolargeometrie zwischen zwei Kameraaufnahmen beispielsweise die tri-
linearen Bedingungen zwischen Bildtripeln verwendet werden. Diese werden im
nächsten Kapitel behandelt.

4.3 Die Trilinearitäten

Die trilinearen Bedingungen [Shashua 1995] stellen eine Beziehung zwischen kor-
respondierenden Punkten in drei Bildern dar. Wie auch die Epipolarbedingung im
vorangehenden Kapitel entkoppeln die Trilinearitäten die Kamerakalibrierung von
der Schätzung der 3D-Struktur der betrachteten Szene, da sie die Koordinaten des
betrachteten Raumpunktes nicht explizit berücksichtigen. In diesem Unterkapi-
tel wird außerdem verdeutlicht, dass die trilinearen Bedingungen im Gegensatz
zur Menge der Epipolarbedingungen zwischen drei Bildern auch dann eine hin-
reichende Bedingung für die Korrespondenz von Bildpunkten liefern, wenn der
betrachtete Objektpunkt und die Brennpunkte der Kameras in derselben Ebene
liegen. Die Trilinearitäten lassen sich kompakt und mathematisch elegant mit Hil-
fe des Trifokaltensors T [Hartley 1995; Shashua 1995] aufstellen. Im Folgenden
werden zunächst die in der Literatur gebräuchlichen Formeln des Trifokaltensors
und der trilinearen Bedingungen ohne Beweis zusammengefasst. Eine anschauli-
che Begründung wird im Anschluss geliefert. Weiterführende Details zum Thema
sind in [Hartley u. Zisserman 2002; Förstner 2000; Ressl 2003] zu finden.

Gegeben sei ein Stereosystem, dessen Bewegung im Raum durch eine Rotations-
matrix RM,k=Rot (ωM,k) und einen Translationsvektor TM,k beschrieben wer-
den kann. Die Bewegung eines Objektpunktes Xi

k der starren Szene genüge der
Bedingung

Xi
k+1 = RM,kXi

k + TM,k . (4.21)

Die Projektionsmatrizen der rechten und linken Kamera zum Zeitpunkt k und der
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rechten Kamera im Zeitschritt k+1 sind also durch

P′ := PR,k = KRRR [I,−CR] (4.22)
P′′ := PL,k = KLRL [I,−CL] (4.23)
P′′′ := PR,k+1 = KRRR [RM,k,TM,k −CR] (4.24)

gegeben. Um eine übersichtlichere Darstellung zu erhalten, verwenden wir im Fol-
genden die Bezeichnungen P′,P′′,P′′′ und x′,x′′,x′′′ für die Projektionsmatri-
zen und Bildkoordinaten der rechten und linken Kamera im Zeitschritt k und der
rechten Kamera zum nächsten Zeitpunkt k+1.

Der Trifokaltensor T ist ein 3×3×3-Tensor, dessen Elemente sich allgemein aus
den Matrizen P′,P′′,P′′′ gemäß

Tqrl = (−1)l+1 det



¬P′l

P′′q

P′′′r


 , l,q,r ∈ {1, 2, 3} (4.25)

berechnen lassen (z. B. [Hartley u. Zisserman 2002, S. 415]). ¬P′l bezeichnet da-
bei die Matrix, die sich aus P′ ohne die l-te Zeile ergibt. P′′q und P′′′r repräsen-
tieren die q-te bzw. r-te Zeile der Matrizen P′′ und P′′′. Mit Hilfe von T können
einfache Bedingungsgleichungen für die Korrespondenz dreier Bildpunkte ange-
geben werden:

hTqr(x′, x′′, x′′′,T) =
3∑

l=1

x′l
(

x′′qx′′′r T33
l − x′′′r Tq3l − x′′qT3r

l + Tqrl
)

= 0 ∀ q,r ∈ {1,2,3} . (4.26)

Gl. (4.26) ist sowohl bzgl. der Tensorkoeffizienten als auch der Pixelkoordinaten
linear.

Der Trifokaltensor besteht aus 27 Elementen, besitzt aber selbst bei einer projekti-
ven Kameramodellierung nur 18 Freiheitsgrade [Torr u. Zisserman 1997]. In die-
ser Arbeit wird der Trifokaltensor entsprechend Gln. (4.22 – 4.26) in Abhängigkeit
von Kameraparametern und metrischen Bewegungsgrößen ausgedrückt:

T = T (zC,k, zM,k) . (4.27)

Durch eine solche metrische Parametrisierung geht zwar die Linearität der Bedin-
gungsgleichungen (4.26) verloren, doch zeigen die Experimente in [Torr u. Zisser-
man 1997; Abraham 2000], dass die Einbeziehung von nichtlinearen Restriktionen
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zwischen den Tensorkoeffizienten die erreichbare Qualität der Kamerakalibrierung
deutlich erhöhen kann.

Weiter ist zu bemerken, dass Gl. (4.26) eigentlich neun Bedingungen für die mög-
lichen Belegungen q,r ∈ {1,2,3} liefert. Allerdings zeigt [Förstner 2000], dass die
Trilinearitäten bei einer minimalen metrischen Parametrisierung nur drei unabhän-
gige Bedingungsgleichungen für die Geometrie des Bildtripels liefern können. Die
Auswahl geeigneter Gleichungen für korrespondierende Bildpunkte in drei Bildern
ist dabei keine triviale Aufgabe. Um hier eine fundierte Aussage treffen zu kön-
nen, ist es notwendig, ein anschauliches Verständnis der trilinearen Bedingungen
zu entwickeln.

In Anlehnung an [Faugeras u. Mourrain 1995] betrachten wir dazu nochmals die
Projektionsgleichung eines 3D-Punktes X und verwenden dabei folgende Notation

x′ ∼ P′ · X =




P′1

P′2

P′3


 · X , (4.28)

wobei die Vektoren P′1,P′2 und P′3 die einzelnen Zeilen der Projektionsmatrix
bezeichnen. In euklidischer Darstellung liefert (4.28) zwei Gleichungen für die
Bildkoordinaten x′ = [x,y]T, die man entsprechend Gl. (2.1) durch Eliminierung
des beliebigen skalaren Faktors erhält:

[
x′

y′

]
=
[
P′1X/P′3X
P′2X/P′3X

]
⇔

[
x′P′3X−P′1X
y′P′3X−P′2X

]
= 0

⇔
[
x′P′3 −P′1

y′P′3 −P′2

]
X =:

[
A1

B1

]
X = 0 . (4.29)

Gl. (4.29) erlaubt eine einfache und anschauliche geometrische Deutung (vgl.
Bild 4.3):

• Die obere Zeile der Gl. (4.29) wird von allen Raumpunkten X erfüllt, welche
auf eine gegebene Bildgerade x′= konstant abgebildet werden. Der Vektor
A1 = x′P′3−P′1 definiert also eine Ebene, welche sowohl das optische
Zentrum der Kamera als auch die durch x′ = konstant gegebene Gerade
enthält. Für x′ = 0 ergibt sich dabei entsprechend Tab. 2.1 die y-Achsen-
Ebene durch das optische Zentrum.

• Analog entspricht der Vektor B1 =y′P′3−P′2 der Ebene durch das optische
Zentrum und die Bildgerade y′=konstant.
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Bild 4.3: Anschauliche Deutung der Projektionsgleichung (4.29). Der Vektor
A1 =x′P′3−P′1 definiert die Ebene durch den Kamerabrennpunkt und die Bild-
gerade x′= konstant, B1 = y′P′3−P′2 die Ebene durch den Brennpunkt und die
Gerade y′=konstant.

Diese anschauliche Deutung lässt sich auch zu einer geometrisch motivierten Her-
leitung der Trilinearitäten verwenden. Hierfür werden analog zu Gl. (4.28) die
Projektionsmatrizen

P′′ =




P′′1

P′′2

P′′3


 , P′′′ =




P′′′1

P′′′2

P′′′3


 (4.30)

definiert. Damit alle drei Punkte x′,x′′,x′′′ Bilder des gleichen Raumpunktes X
sein können, muss entsprechend Gl. (4.29) gelten:




x′P′3 −P′1

y′P′3 −P′2

x′′P′′3 −P′′1

y′′P′′3 −P′′2

x′′′P′′′3 −P′′′1

y′′′P′′′3 −P′′′2




X =:




A1

B1

A2

B2

A3

B3




X =: D · X != 0 . (4.31)

Diese homogene Gleichung besitzt genau dann nicht-triviale Lösungen, wenn die
Spalten der Matrix D linear abhängig sind, d. h. alle 4×4-Unterdeterminanten von
D verschwinden (z. B. [Zurmühl 1964]). Betrachten wir beispielsweise die Unter-
determinante aus allen Vektoren, welche den ersten beiden Kameras zugeordnet
sind:

det (A1,B1,A2,B2) != 0 . (4.32)
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Geometrisch besagt diese Bedingung, dass sich die vier Ebenen A1, B1, A2 und
B2 in einem gemeinsamen Punkt schneiden müssen. Dabei ist die Schnittgerade
der beiden Ebenen A1 und B1 der Lichtstrahl, der die Bildebene in x′ trifft. Durch
A2 und B2 ist entsprechend der Projektionsstrahl durch x′′ gegeben. Anschaulich
folgt daraus sofort, dass die Bedingung (4.32) gleichbedeutend mit der Epipolarbe-
dingung (4.16) ist. Mathematisch wird diese Äquivalenz in [Faugeras u. Mourrain
1995] hergeleitet.

Da bei einer metrischen Parametrisierung nur maximal drei der aus Gl. (4.31)
ableitbaren Bedingungen linear unabhängig sind, stellt sich nun die Frage, wel-
che Gleichungen für die stereoskopische Selbstkalibrierung sinnvollerweise aus-
zuwählen sind. Ein genereller Ansatz für drei Bilder eines Stereosystems, der im
Übrigen auch von [Hartley 1997] zur Herleitung der trilinearen Bedingungen ver-
wendet wurde, ist im Folgenden dargestellt:

1. Bei einem Stereosystem muss zwischen x′ und x′′ — also dem rechten und
linken Kamerabild — die Epipolarbedingung erfüllt sein:

det(A1,B1,A2,B2) != 0 . (4.33)

2. Der aus den Stereobildpunkten x′ und x′′ rekonstruierbare 3D-Punkt soll auf
x′′′ abgebildet werden. Dabei wird der 3D-Punkt bei der gegebenen Stereo-
anordnung sinnvollerweise aus dem Schnittpunkt der Ebenen A1,B1,A2

gewonnen. Damit der so rekonstruierte Raumpunkt auf die Bildkoordinaten
x′′′ abgebildet wird, muss er sowohl in der Ebene A3 als auch in der Ebene
B3 liegen. Wir erhalten die beiden trilinearen Bedingungen:

det (A1,B1,A2,A3) != 0 , det (A1,B1,A2,B3) != 0 . (4.34)

Wie sich durch Nachrechnen zeigen lässt, entsprechen diese Bedingungen
den Trilinearitäten nach Gl. (4.26) für (q,r) = (1,1) und (q,r) = (1,2).

Die ausgewählten trilinearen Bedingungen sind in Bild 4.4 veranschaulicht. Über
die Trilinearitäten ist der Transfer von zwei gegebenen Punkten x′,x′′ in das dritte
Bild nur dann nicht eindeutig möglich, wenn der zugehörige Raumpunkt auf der
Basislinie der ersten beiden Kameras liegt. Ein weiterer degenerierter Fall wie bei
den Epipolarbedingungen aus dem vorangehenden Kapitel tritt nicht auf. Da bei
der praktischen Anwendung von Stereokameras ein beobachteter Punkt niemals
auf der Basislinie der beiden Kamera liegt, können die angegeben Bedingungs-
gleichungen somit ohne Einschränkungen verwendet werden.
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Bild 4.4: Geometrische Interpretation der trilinearen Bedingungen gemäß
Gl. (4.34): Die Schnittmenge der beiden Ebenen A1 und B1 ist der Lichtstrahl
durch x′. Dieser Lichtstrahl schneidet die Ebene A2 (also die Ebene durch den
Brennpunkt C′′ und die Bildgerade x′′ = konstant) im betrachteten 3D-Punkt X.
Die beiden trilinearen Bedingungen (4.34) erzwingen, dass der rekonstruierte Ob-
jektpunkt sowohl in der Ebene A3 als auch B3 liegen muss. Er muss also auf die
Koordinaten x′′′ der dritten Kamera abgebildet werden.

Mit den gewählten Bedingungsgleichungen (4.33) und (4.34) besteht die Aufgabe
der stereoskopischen Selbstkalibrierung entsprechend Kap. 4.1 also in der Mini-
mierung der Kostenfunktion

K∑

k=1

N∑

i=1

∥∥x̂iR,k−xiR,k
∥∥2

Σi
R,k

+
∥∥x̂iL,k−xiL,k

∥∥2

Σi
L,k

+
∥∥x̂iR,k+1−xiR,k+1

∥∥2

Σi
R,k+1

(4.35)

über die Kamera- und Bewegungsparameter (zC,k,zM,k), wobei gleichzeitig die
Nebenbedingungen



hT11

(
xiR,k,x

i
L,k,x

i
R,k+1,T

)

hT12

(
xiR,k,x

i
L,k,x

i
R,k+1,T

)

(xiL,k)T F xiR,k


 = 0 (4.36)

für alle gegeben Punkttripel mit i∈{1 . . . N}, k∈{1 . . .K}, erfüllt sein müssen.
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In Gl. (4.36) sind der Trifokaltensor und die Fundamentalmatrix als Funktionen
der Zustandsgrößen zu verstehen: T=T(zC,k,zM,k),F=F(zC,k,zM,k).

4.4 Der Bündelausgleich

Ein weit verbreiteter Ansatz zur Kalibrierung von Kameras und zur 3D-
Rekonstruktion aus Bildverbänden ist der Bündelausgleich (siehe z. B. [Schmid
1958; Kraus 1986; Granshaw 1980; Triggs u. a. 2000]). Grundlage des Bündelaus-
gleichs ist die Kollinearitätsgleichung (engl. collinearity condition, z. B. [Thomp-
son 1966, S. 469]), welche besagt, dass ein betrachteter 3D-Objektpunkt, sein
zugehöriger Bildpunkt und der Brennpunkt der Kamera auf einer gemeinsamen
Gerade liegen müssen. Diese einfache Bedingung entspricht der Projektionsglei-
chung (2.10) und ist für verfolgte Punkte Xi in Stereosequenzen allgemein durch

xiR,k
!= πR

(
Xi
k

)
sowie (4.37)

xiL,k
!= πL

(
Xi
k

)
(4.38)

gegeben, wobei die Abbildungen πR und πL als Funktionen der intrinsischen und
extrinsischen Kameraparameter zC zu verstehen sind. Zielsetzung des Bündelaus-
gleichs ist es nun, durch gleichzeitige Variation der 3D-Koordinaten Xi

k und der
Kameraparameter zC eine möglichst gute Übereinstimmung zwischen erwarteten
und gemessenen Bildpunkten zu erreichen. Geometrisch kann dies als Optimie-
rung eines Bündels von Projektionsstrahlen interpretiert werden, welches durch
die betrachteten Punkte Xi

k und den Brennpunkt der jeweiligen Kameras definiert
ist.

Durch die explizite Verwendung von Xi
k liegt hier im Gegensatz zu den beiden

zuvor dargestellten Bedingungsgleichungen keine Entkopplung von Kamerapa-
rametern und betrachteter 3D-Struktur mehr vor. Deshalb müssen beim Bündel-
ausgleichsverfahren nicht nur Kamerakalibrierung und Bewegung in der Szene
bestimmt werden, sondern es ist zusätzlich die Schätzung der drei Raumkoordi-
naten jedes betrachteten Punktes notwendig. Durch den hochdimensionalen Para-
meterraum wird die Optimierungsaufgabe sehr aufwändig. Der Bündelausgleich
erfordert zudem eine gute Anfangsschätzung der verwendeten Parameter, um dem
Problem lokaler Minima zu entgehen. Schließlich wird das Bündelausgleichsver-
fahren zumeist in einem Batch-Ansatz gelöst, bei dem alle erfassten Messda-
ten gespeichert und erst am Ende der Messperiode gleichzeitig verarbeitet wer-
den. Für eine schritthaltende Selbstkalibrierung ist jedoch eine rekursive Verarbei-
tung zweckmäßiger, da hier aufgenommene Information direkt eingebracht wer-
den kann und eine Speicherung langer Bildverbände nicht notwendig ist.
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Ein wesentlicher Vorteil des Bündelausgleichs ist außerdem, dass er Informati-
on von verfolgten Bildpunkten über beliebig lange Sequenzen integrieren kann,
während die beiden vorangehenden Bedingungsgleichungen lediglich Punktkorre-
spondenzen zwischen zwei oder drei Bildern berücksichtigen können. Dies wird
vor allem dann deutlich, wenn man beispielsweise das Dilemma der praktischen
Anwendung der trilinearen Bedingungen betrachtet: Einerseits ist der Informa-
tionsgehalt der Trilinearitäten im Allgemeinen höher, wenn Verschiebungen im
Bild und damit die effektiven Basislängen zwischen den Kameras größer sind.
Anderseits ist bei großen Kamerabewegungen die Suche nach korrespondierenden
Punkten ungleich schwieriger und ungenauer als bei kleinen Verschiebungen. Aus
diesem Grund schlagen z. B. [Hartley u. Zisserman 2002] vor, Korrespondenzen
bei hohen Bildraten zu bestimmen und zu addieren. Die trilinearen Bedingungen
werden dann erst auf die akkumulierten Verschiebungen zwischen z. B. dem ersten
und fünften Bild einer Sequenz berechnet. Ein solches Verfahren ist bei einem re-
kursiven Bündelausgleich nicht notwendig. Hier kann 2D-Bewegungsinformation
aus Bildern mit hoher Taktrate ohne zeitliche Verzögerung direkt verwendet und
sinnvoll über den gesamten Bildverband integriert werden.

In Bezug auf die Anwendung der schritthaltenden Kalibrierung ist es zunächst
wichtig, der hohen Dimensionalität des Parametervektors aus Kameraparametern,
Kamerabewegung und 3D-Koordinaten Xi

k der betrachten Punkte zu begegnen.
Dazu wird in Anlehnung an structure from motion Ansätze [Azarbayejani u. Pent-
land 1995; Soatto u. Perona 1998a,b] eine reduzierte Repräsentation der in der
Szene vorliegenden 3D-Struktur verwendet: Mit Hilfe der inversen Projektions-
gleichung (2.12) kann jeder 3D-Punkt in seine Bildkoordinaten xiR,k und seine
Tiefe ρik zerlegt werden:

Xi
k = Π−1

R

(
xiR,k, ρ

i
k

)
. (4.39)

Während die Bildposition xiR,k eines Objektpunktes Xi
k eine aus dem Bildverband

direkt messbare Größe darstellt, muss die Tiefe ρik aus mehreren korrespondie-
renden Bildpunkten geschätzt werden. Gl. (4.39) zerlegt also jede 3D-Position in
zwei Koordinaten in der Bildebene mit geringer Unsicherheit und eine 3D-Größe
mit hoher Unsicherheit. In der Praxis ergibt sich dadurch die wesentliche Verein-
fachung, dass für jeden verfolgten Punkt nur seine Entfernungskomponente ge-
schätzt werden muss, während seine Bildkoordinaten lediglich als fehlerbehaftete
Beobachtungen behandelt werden können. Man erreicht also eine Reduktion des
zu schätzenden Zustandsparameters, da für jeden Punkt anstatt dreier Weltkoordi-
naten nur eine freie Tiefenkomponente bestimmt werden muss.

Mit Hilfe der inversen Projektionsgleichung und dem starren Bewegungsmodell
der Kamera lässt sich die 3D-Position eines Punktes im Zeitschritt k+1 vorhersa-
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gen:

Xi
k+1 = RM,k Xi

k + TM,k

= RM,k Π−1
R

(
xiR,k, ρ

i
k

)
+ TM,k . (4.40)

Gemessene Größen in der Bildsequenz sind Koordinaten korrespondierender
Punkte im nächsten rechten Bild der Sequenz sowie im aktuellen linken Kame-
rabild. Für ideale Beobachtungen ergeben sich gemäß Gln. (4.39) und (4.40) die
beiden Kollinearitätsgleichungen:

xiR,k+1
!= πR

(
RM,k Π−1

R

(
xiR,k, ρ

i
k

)
+ TM,k

)
(4.41)

xiL,k
!= πL

(
Π−1
R

(
xiR,k

))
. (4.42)

Fassen wir diese Beziehungen für einen Bildverband im allgemeinen Beobach-
tungsmodell von Kap. 4.1 zusammen, so erhalten wir

argmin
(zC ,zM ,ρ1,...,ρN )

K∑

k=1

N∑

i=1

‖x̂iR,k − xiR,k‖2Σi
RR,k

+ ‖x̂iL,k − xiL,k‖2Σi
LL,k

(4.43)

unter den Nebenbedingungen

xiR,k+1 − πR

(
RM,k Π−1

R

(
xiR,k, ρ

i
k

)
+ TM,k

)

xiL,k − πL
(
Π−1
R

(
xiR,k

))

 = 0 , (4.44)

für alle i ∈ {1 . . . N}, k ∈ {1 . . .K−1}.
Damit sind die drei in dieser Arbeit verwendeten Bedingungsgleichungen vor-
gestellt. Zum Abschluss dieses Kapitels werden deren wichtigste Eigenschaften
nochmals kurz zusammengefasst und vergleichend bewertet.

4.5 Gegenüberstellung der Verfahren

Vergleichen wir die Eigenschaften der dargestellten Bedingungsgleichungen, so
ergeben sich zusammenfassend folgende wichtige Punkte:

• Die Epipolarbedingung zwischen rechtem und linkem Stereobild verwen-
det ausschließlich räumliche Punktkorrespondenzen, während die Trilinea-
ritäten sowohl räumliche als auch zeitliche Korrespondenzen zwischen auf-
einander folgenden Bildern einer Kamera in Beziehung setzt. Der Bündel-
ausgleich verbindet Projektionen eines Objektpunktes über den gesamten
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Bildverband und erfordert damit eine zuverlässige Punktverfolgung in der
Stereosequenz. Dies hat zur Folge, dass der Rechenaufwand für die Ein-
gangsdaten des Bündelausgleichsverfahrens am höchsten ist.

• Die Epipolarbedingung liefert lediglich eine eindimensionale Einschrän-
kung der Lage korrespondierender Bildpunkte. Sie berücksichtigt aus-
schließlich Abweichungen senkrecht zu den Epipolarlinien; Zuordnungsfeh-
ler entlang der Epipolarlinien werden dagegen vernachlässigt. Demgegen-
über beziehen sowohl die Kollinearitätsgleichungen des Bündelausgleichs
als auch die Trilinearitäten alle Komponenten des zweidimensionalen Kor-
respondenzfehlers mit ein.

• Sowohl die trilinearen Bedingungen als auch der Bündelausgleich erfordern,
dass sich die Dynamik aller betrachteten Objektpunkte mit dem gleichen
starren Bewegungsmodell beschreiben lässt. In der Praxis hat dies zur Folge,
dass eine Selbstkalibrierung unabhängig bewegte Objekte in der Szene er-
kennen muss. Dies wird in dieser Arbeit durch ein robustes Schätzverfahren
(Kap. 5) erreicht. Die Epipolarbedingung zwischen Stereobildern verwen-
den dagegen keine zeitlichen Punktkorrespondenzen und benötigt deshalb
keine einschränkenden Annahmen über die Starrheit der Szene.

• Die Epipolarbedingung und die Trilinearitäten entkoppeln die Schätzung der
Kameraparameter von der Bestimmung der 3D-Struktur der betrachteten
Szene. Daraus ergibt sich eine geringere Dimension des zu optimierenden
Zustandsvektors als beim Bündelausgleich, bei dem neben den Kamerapa-
rametern für jeden verfolgten Punkt zusätzlich die Tiefenkomponente ge-
schätzt werden muss. Der Bündelausgleich ist deshalb numerisch aufwändi-
ger und schwieriger als die beiden anderen Ansätze.

• Aufgrund der Ausnutzung aller gegebenen Information und der inhärenten
Akkumulation der effektiven Basislänge ermöglicht der Bündelausgleich die
höchste Genauigkeit der Selbstkalibrierung. Dies wird auch durch die Expe-
rimente in Kap. 5 demonstriert.

Zweifelsohne ist eine hohe Genauigkeit wichtigste Anforderung einer stereosko-
pischen Selbstkalibrierung, sodass im Allgemeinen die Bedingungsgleichungen
des Bündelausgleichs zu bevorzugen sind. Aber gerade aufgrund des Fehlens ei-
ner Starrheitsannahme weist die Epipolarbedingung in der Praxis wichtige Vorteile
auf, da keine unabhängig bewegten Objekte in der Szene identifiziert werden müs-
sen. Im Allgemeinen kann damit eine stabilere, wenn auch ungenauere rekursive
Selbstkalibrierung erreicht werden. Aus diesen Gründen bietet sich für die prak-
tische Anwendung eine Kombination mehrerer Bedingungsgleichungen an. Dies
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ist durch die einheitliche Formulierung im Gauß-Helmert-Modell ohne weiteres
möglich. Bevor diese Kombination und experimentelle Untersuchungen genauer
beschrieben werden, stellt das nächste Kapitel rekursive Verfahren zur Optimie-
rung der allgemeinen Kostenfunktion nach Kap. 4.1 vor.
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5 Rekursive Selbstkalibrierung
von Stereokameras

Nachdem im letzten Kapitel verschiedene Bedingungsgleichungen für die stereo-
skopische Selbstkalibrierung vorgestellt wurden, zeigt Kap. 5, wie für diese Kri-
terien optimale Kameraparameter bestimmt werden können. Eine kurze Übersicht
verbreiteter rekursiver Schätzverfahren ist in Anhang A.4 zu finden. In dieser Ar-
beit wird ein Iteratives Erweitertes Kalman-Filter (IEKF) verwendet.1

Von besonderer Bedeutung für die schritthaltende Selbstkalibrierung ist, dass der
Zusammenhang zwischen Kameraparametern und Beobachtungen durch eine im-
plizite Funktion gegeben ist und deshalb sinnvollerweise durch ein Gauß-Helmert-
Modell beschrieben wird. Da das Kalman-Filter in seiner ursprünglichen Formu-
lierung nur für (explizite) Gauß-Markoff-Modelle verwendet werden kann, wurde
im Rahmen dieser Arbeit ein spezielles IEKF für nichtlineare implizite Fehlermo-
delle entworfen: Ausgangspunkt hierfür bildet die Parameterschätzung im linearen
Gauß-Helmert-Modell nach der Methode der kleinsten Quadrate (Kap. 5.1). Auf
dieser Grundlage lässt sich ein rekursives Schätzverfahren für implizite Beobach-
tungsmodelle entwickeln (Kap. 5.2.2 und 5.2.3).

Da in der Praxis häufig grobe Zuordnungsfehler bei der Merkmalsextraktion un-
vermeidbar sind, ist die Robustheit des verwendeten Parameterschätzverfahrens
von großer Bedeutung. Dazu wird in Kap. 5.2.4 ein robuster Innovationsschritt
des Kalman-Filters auf Basis eines random sampling-Verfahrens vorgeschlagen.
Mit den entwickelten Methoden lässt sich ein Algorithmus zur stereoskopischen
Selbstkalibrierung praktisch realisieren, dessen Funktionsfähigkeit zunächst an
Hand von simulierten Daten überprüft wird (Kap. 5.2.4). Schließlich wird in
Kap. 5.3 ein Verfahren zur stochastischen Beobachtbarkeitsanalyse vorgestellt. Mit
diesem kann die Leistungsfähigkeit der Selbstkalibrierung bei unterschiedlichen
Bewegungssequenzen analysiert werden. Außerdem ist ein Vergleich sowie eine
Bewertung der verschiedenen geometrischen Bedingungsgleichungen möglich.

1Bei der Entwicklung der hier dargestellten Selbstkalibrierung wurde neben dem IEKF auch ein
Unscented Kalman Filter (Anhang A.4) für einen rekursiven Bündelausgleich untersucht. Allerdings
konnte dadurch keine signifikante Verbesserung erzielt werden, sodass auf eine detaillierte Beschrei-
bung des Unscented Kalman Filters hier verzichtet wird.
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5.1 Parameterschätzung im linearen Gauß-
Helmert-Modell

In diesem Abschnitt wird die Parameterschätzung im linearen Gauß-Helmert-
Modell nach der Methode der kleinsten Quadrate beschrieben. Dabei zeigt sich,
dass das lineare Gauß-Helmert-Modell in ein entsprechendes Gauß-Markoff-
Modell transformierbar ist, welches identische Schätzwerte liefert. Diese Trans-
formation ist für die Anwendung des Iterativen Erweiterten Kalman-Filters in den
nachfolgenden Unterkapiteln von großer Bedeutung und wird deshalb ausführlich
behandelt.

Im Gauß-Markoff-Modell ist der Zusammenhang zwischen einer fehlerbehafteten
Beobachtung x̂, einem unbekannten Parametervektor z und einem zufälligen Feh-
ler e durch

x̂ = Hz + e , E{e}=0 , Cov{e}=Σee. (5.1)

gegeben. Für dieses Modell berechnet sich der optimale Schätzwert ẑ des gesuch-
ten Parametervektors nach der Methode der kleinsten Quadrate gemäß

ẑ =
(
HTΣ−1

ee H
)−1

HTΣ−1
ee x̂. (5.2)

Im Gauß-Markoff-Modell ist dieser Schätzwert gleichzeitig sowohl die beste li-
neare erwartungstreue Schätzung als auch — bei gaußverteilten Messfehlern e —
das Ergebnis der Maximum-Likelihood-Methode (s. z. B. [Koch 1987, S. 188]).

Im linearen Gauß-Helmert-Modell (vgl. auch Kap. 4.1) mit normalverteiltem
Messrauschen gilt dagegen für die fehlerbehaftete Beobachtung

x̂ = x + e , e ∼ N(0,Σee) , (5.3)

wobei für die ideale Messung x gleichzeitig eine Nebenbedingung der allgemeinen
Form

h (x, z) = Az + Bx + y = 0 (5.4)

erfüllt sein muss.

Um für dieses implizite Modell eine optimale Schätzung im Sinne der kleinsten
Fehlerquadrate zu bestimmen, wird das Verfahren von Lagrange angewendet: Der
optimale Schätzwert ẑ ist durch eine Extremalstelle der Hilfsfunktion

J = (x̂−x)T Σ−1
ee (x̂−x)− 2ηT (Az + Bx + y) (5.5)



68 5. REKURSIVE SELBSTKALIBRIERUNG VON STEREOKAMERAS

gegeben. Damit die partiellen Ableitungen von J nach der idealen Beobachtung
x, dem Lagrangeschen Multiplikator η und dem Parametervektor z verschwinden,
muss gelten:

∂J

∂x
= −2Σ−1

ee (x̂−x)− 2BTη = 0

⇐⇒ x = x̂ + ΣeeBTη (5.6)
∂J

∂z
= −2ATη = 0

⇐⇒ ATη = 0 (5.7)
∂J

∂η
= −2 (Az + Bx + y) = 0

⇐⇒ Az + Bx + y = 0 . (5.8)

Setzt man Gl. (5.6) in die Nebenbedingung (5.8) ein, so erhält man

Az + BΣeeBTη = −y −Bx̂ . (5.9)

Mit den Hilfsvariablen

Σẽẽ := BΣeeBT und ˆ̃x := −y −Bx̂ (5.10)

ergibt sich aus Gln. (5.7) und (5.9) das lineare Gleichungssystem

[
Σẽẽ A
AT 0

] [
η
z

]
=
[
ˆ̃x
0

]
. (5.11)

In dieser Arbeit wird angenommen, dass die linke quadratische Matrix aus
Gl. (5.11) regulär ist und das Gleichungssystem deshalb eindeutig gelöst werden
kann.2 Zur Bestimmung der gesuchten Parameter wird durch Gauß’sche Elimina-

2Dies kann leicht mit Hilfe der Determinante einer Blockmatrix überprüft werden. Allgemein gilt
(z. B. [Koch 1987, S. 45]):

det

»
M1 M2

M3 M4

–
= det M1 · det(M4 −M3M−1

1 M2).

Damit ergibt sich für die Determinante der linken Matrix in Gl. (5.11):

−det Σẽẽ · det(ATΣ−1
ẽẽ A).

Diese Determinante ist von Null verschieden, wenn Σẽẽ regulär ist (d. h. Σee regulär ist und B
Höchstrang hat) und außerdem die Matrix A vollen Rang besitzt. Diese Voraussetzungen sind in der
betrachteten Anwendung erfüllt.
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tion eine obere Dreiecksmatrix erzeugt:

[
I 0

−ATΣ−1
ẽẽ I

] [
Σẽẽ A
AT 0

] [
η
z

]
=
[

I 0
−ATΣ−1

ẽẽ I

] [
ˆ̃x
0

]

⇐⇒
[
Σẽẽ A
0 −ATΣ−1

ẽẽ A

] [
η
z

]
=
[ ˆ̃x
−ATΣ−1

ẽẽ
ˆ̃x

]
. (5.12)

Daraus ergibt sich für den optimalen Schätzwert im Sinne der kleinsten Fehlerqua-
drate

ẑ =
[
ATΣ−1

ẽẽ A
]−1

ATΣ−1
ẽẽ

ˆ̃x . (5.13)

Zusätzlich lässt sich aus Gln. (5.6), (5.12) und (5.13) eine Schätzung x̌ für den
idealen Beobachtungsvektor angeben:

x̌ = x̂ + ΣeeBTΣ−1
ẽẽ

(
ˆ̃x−Aẑ

)
. (5.14)

In [Koch 1987] wird gezeigt, dass diese Lösung des Optimierungsproblems für ein
lineares Gauß-Helmert-Modell (dort auch als gemischtes Modell mit normalver-
teiltem Fehler bezeichnet) gleichzeitig auch die beste erwartungstreue Schätzung
und die Maximum-Likelihood-Schätzung darstellt.

Vergleicht man nun das Schätzergebnis (5.13) für das Gauß-Helmert-Modell und
das Ergebnis (5.2) des Gauß-Markoff-Modells, so stellt man fest, dass beide
Modelle zu einem Schätzer mit identischer Struktur führen. Tatsächlich zeigt
ein Koeffizientenvergleich, dass der im linearen Gauß-Helmert-Modell ermittel-
te Schätzwert auch durch eine Kleinste-Quadrate-Schätzung im transformierten
Gauß-Markoff-Modell

ˆ̃x = H̃z + ẽ , ẽ ∼ N(0,Σẽẽ) (5.15)

berechnet werden kann, wobei die Transformation durch

ˆ̃x := −y −Bx̂ (5.16a)
H̃ := A (5.16b)
ẽ := Be (5.16c)

Σẽẽ := BΣeeBT (5.16d)

gegeben ist. Die Transformationsvorschrift (5.16) wird in den folgenden Kapiteln
zur Entwicklung eines Kalman-Filters für implizite Beobachtungsmodelle verwen-
det.
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5.2 Das Iterative Erweiterte Kalman-Filter (IEKF)

5.2.1 Kalman-Filter für lineare Gauß-Markoff-Modelle

Das Kalman-Filter ist ein rekursiver Algorithmus zur optimalen Schätzung der
Parameter eines dynamischen Systems aus einer Folge von fehlerbehafteten Mes-
sungen. Benannt wurde das Filter nach Rudolph E. Kalman, der es 1960 für zeit-
diskrete Systeme vorstellte [Kalman 1960a] und später mit Richard Bucy für zeit-
kontinuierliche Systeme erweiterte [Kalman u. Bucy 1961]. Obschon das Filter
erst durch die Arbeiten von Kalman bekannt wurde, existierten bereits vorher ähn-
liche Algorithmen [Simon 2006]: Der dänische Astronom Thorvald Nicolai Thie-
le entwickelte 1880 einen rekursiven Kleinste-Quadrate-Schätzer für skalare Zu-
stände, der ebenfalls die Varianz des geschätzten Parameters bestimmt. Außerdem
beschrieb Peter Swerling 1959 einen ähnlichen Ansatz zur Bestimmung von Satel-
litenumlaufbahnen. Das vorliegende Unterkapitel fasst zunächst die Formeln des
Kalman-Filters für lineare Gauß-Markoff-Modelle zusammen. Detailliertere Be-
schreibungen des Kalman-Filters sind in den hervorragenden Lehrbüchern [Simon
2006; Maybeck 1982; Gelb 1994] zu finden.

Das Kalman-Filter wurde ursprünglich für lineare Gauß-Markoff-Modelle entwi-
ckelt. Der Systemzustandsvektor zk gehorche der linearen Differenzengleichung:

zk = Fk−1zk−1 + Gk−1uk−1 + wk−1 , (5.17)

wobei Fk−1 die Transitionsmatrix, Gk−1 die Eingangsmatrix, uk−1 eine bekannte
Stellgröße und wk−1 das Systemrauschen bezeichnen. Das Beobachtungsmodell
sei durch den linearen Zusammenhang

x̂x = Hkzk + ek (5.18)

gegeben. Hk ist die Beobachtungsmatrix, x̂x gibt die im k-ten Zeitschritt erfasste
Messung an, und ek repräsentiert den zufälligen Messfehler. Die Rauschgrößen
wk und ek sollten mittelwertfrei und unkorreliert sein. Ihre Kovarianz sei durch
Σww,k und Σee,k gegeben:

wk ∼ N(0,Σww,k) (5.19)
ek ∼ N(0,Σee,k) (5.20)

E
{
wiwT

j

}
= 0 , E

{
eieT

j

}
= 0 , E

{
wieT

i

}
= 0 , i,j ∈ N , i 6= j . (5.21)

Dabei ist zu bemerken, dass das Kalman-Filter auch für korrelierte Rauschsignale
formuliert werden kann [Simon 2006]. Die Forderungen (5.21) können also teil-
weise umgangen werden. Außerdem ist es möglich, die Annahme gaußverteilter
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Störgrößen abzuschwächen: Liegt keine Gaußverteilung vor, so ist das Kalman-
Filter dennoch das beste lineare erwartungstreue Filter minimaler Varianz [May-
beck 1982, S. 231ff].

Das Kalman-Filter hat prinzipiell eine regelkreisähnliche Struktur (Bild 5.1) und
besteht aus einer alternierenden Abfolge von Prädiktions- und Innovationsschrit-
ten:

• Im Prädiktionsschritt werden der erwartete Systemzustand im nächsten
Zeitschritt ẑ−k (auch als a priori Schätzung bezeichnet) sowie dessen Ko-
varianzmatrix P−k aus der bisherigen besten Schätzung ẑ+

k−1 berechnet:

ẑ−k = Fk−1ẑ+
k−1 + Gk−1uk−1 (5.22)

P−k = Fk−1P+
k FT

k−1 + Σww . (5.23)

• Im Innovationsschritt wird der prädizierte Systemzustand ẑ−k mit Hilfe der
aktuellen Messung x̂k korrigiert. Neben der a posteriori Schätzung ẑ+

k wird
gleichzeitig auch die Kovarianzmatrix P+

k der verbesserten Zustandschät-
zung bestimmt:

Kk = P−k HT
k

[
HkP−k HT

k + Σee

]−1
(5.24)

ẑ+
k = ẑ−k + Kk

[
x̂k −Hkẑ−k

]
(5.25)

P+
k = [I−KkHk] P−k [I−KkHk]T + KkΣeeKT

k (5.26)
= [I−KkHk] P−k . (5.27)

Die beiden Ausdrücke (5.26) und (5.27) sind mathematisch äquivalent. Al-
lerdings ist Gl. (5.26) — die so genannte Joseph form der Innovation [May-
beck 1982, S. 237] — numerisch stabiler und wird deshalb trotz ihres höhe-
ren Rechenaufwandes häufig angewendet.

5.2.2 EKF für Gauß-Helmert-Modelle

Mit Hilfe der im letzten Unterkapitel angegeben Formeln kann nun ein Erweitertes
Kalman-Filter (EKF) für nichtlineare Gauß-Helmert-Modelle (s. Kap. 4) abgelei-
tet werden. Ursprünglich ist das EKF eine Weiterentwicklung des Kalman-Filters
für nichtlineare Systeme (s. z. B. [Simon 2006; Krebs 1999; Jazwinski 1970]).
Die Dynamik des zugrunde liegenden zeitdiskreten Systems wird dabei durch eine
nichtlineare Funktion f beschrieben:

zk = f (zk−1,uk−1,wk−1) , (5.28)
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Bild 5.1: Prinzip des Kalman-Filters. Das Kalman-Filter besteht aus einem Prädik-
tionsschritt, in welchem der erwartete Zustand im nächsten Zeitschritt berechnet
wird, und einem Innovationsschritt, in dem der prädizierte Zustand mit der aufge-
nommenen Messung korrigiert wird.

wobei zk den Systemzustand, uk eine bekannte Steuergröße und wk Systemrau-
schen bezeichnen. Die Messgleichung besitzt die generelle Form

x̂k = ϕ (zk, ek) . (5.29)

und ist i. Allg. ebenfalls nichtlinear. Für den Messfehler ek und das Systemrau-
schen wk gelten wie im linearen Fall die Annahmen (5.19)–(5.21).

Das explizite Beobachtungsmodell nach Gl. (5.29) ist aber für die in Kap. 4 darge-
stellten Bedingungsgleichungen der Selbstkalibrierung nicht anwendbar. Vielmehr
gilt hier das implizite Beobachtungsmodell

x̂k = xk + ek (5.30)

mit einer nichtlinearen Bedingungsgleichung der Form

h (xk, zk) = 0 . (5.31)

Die Systemgleichung (5.28) sowie die getroffenen Annahmen über die Störungen
w(k) und e(k) bleiben aber unverändert erhalten. Im Folgenden werden nun die
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Prädiktions- und Innovationsgleichungen eines EKF für das System (5.28), (5.30),
(5.31) angeben.

Prädiktionsschritt des EKF für Gauß-Helmert-Modelle. Die Prädiktion des
EKF für Gauß-Helmert-Modelle ist unbeeinflusst vom verwendeten Beobach-
tungsmodell und deshalb mit der Prädiktion beim herkömmlichen EKF identisch.
Entsprechend den Ausführungen in [Simon 2006] wird dazu zunächst die System-
gleichung linearisiert. Eine Taylorapproximation erster Ordnung der Funktion f
um den bisher bekannten Systemzustand ẑ+

k−1 ergibt

zk = f
(
ẑ+
k−1,uk−1,0

)
+ Fz ·

(
zk−1 − ẑ+

k−1

)
+ Fw ·wk−1 , (5.32)

wobei Fz und Fw die Jacobi-Matrizen (s. A.3) der Funktion f nach den Parame-
tern z und w bezeichnen:

Fz :=
∂f
∂z

∣∣∣∣
ẑ+
k−1,uk−1,0

, Fw :=
∂f
∂w

∣∣∣∣
ẑ+
k−1,uk−1,0

. (5.33)

Gl. (5.32) kann weiter vereinfacht werden zu

zk = Fzzk−1 + ũk−1 + w̃k−1 . (5.34)

Dabei repräsentiert ũk−1 eine bekannte, virtuelle Stellgröße,

ũk−1 = f
(
ẑ+
k−1,uk−1,0

)− Fzẑ+
k−1 , (5.35)

und w̃k−1 Systemrauschen mit

w̃k−1 ∼ N
(
0,Fw Σww FT

w

)
. (5.36)

Mit Gl. (5.34), (5.35) und (5.36) wurde die nichtlineare Systemdynamik durch
eine lineare Approximation ersetzt, welche der Standardform des Kalman-Filters
entspricht. Analog zu Gln. (5.22) und (5.23) ergeben sich damit die Prädiktions-
gleichungen des EKF:

ẑ−k = f
(
ẑ+
k−1,uk−1,0

)
(5.37)

P−k = Fz P+
k−1 FT

z + Fw Σww FT
w . (5.38)

Innovationsschritt des EKF für Gauß-Helmert-Modelle. Für das implizite Be-
obachtungsmodell nach Gln. (5.30) und (5.31) ist ein herkömmliches EKF nicht
direkt anwendbar. Allerdings wurde in Kap. 5.1 gezeigt, dass zu einem linearen
Gauß-Helmert-Modell i. Allg. ein entsprechendes lineares Gauß-Markoff-Modell
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existiert, welches identische Schätzergebnisse im Sinne des besten linearen erwar-
tungstreuen Schätzers, der Methode der kleinsten Quadrate und der Maximum-
Likelihood-Schätzung liefert. Ein möglicher Lösungsansatz ist also, die Bedin-
gungsgleichung (5.31) durch eine Taylorentwicklung erster Ordnung zu approxi-
mieren und damit ein lineares Gauß-Helmert-Modell nach Gln. (5.3) und (5.4)
zu erhalten. Dies kann dann entsprechend der in Kap. 5.1 angegebenen Transfor-
mationsvorschrift in ein lineares Gauß-Markoff-Modell umgewandelt werden, für
welches die Standardgleichungen des Kalman-Filters anwendbar sind.

Nehmen wir zunächst an, dass x̌k und žk die momentan vorhandenen besten
Schätzwerte für die fehlerfreie Messung xk und den fehlerfreien Systemzustand
zk bezeichnen. Zu Beginn eines Innovationsschrittes sind diese durch die tatsäch-
lich erfasste Messung und den prädizierten Zustand gegeben,

x̌k = x̂k , žk = ẑ−k . (5.39)

Linearisiert man die Bedingungsgleichung (5.31) um den Arbeitspunkt (x̌k, žk),
so erhält man die Beziehung

h (xk, zk) ≈ h (x̌k, žk) + Hz · (zk − žk) + Hx · (xk − x̌k)
= [h (x̌k, žk)−Hzžk −Hxx̌k] + Hzzk + Hxxk . (5.40)

Analog zum Prädiktionsschritt bezeichnen auch hier

Hz :=
∂h
∂z

∣∣∣∣
x̌k,žk

, Hx :=
∂h
∂x

∣∣∣∣
x̌k,žk

(5.41)

die Ableitungen der nichtlinearen Funktion h.

Durch Gl. (5.40) ist die Bedingungsgleichung eines lineares Gauß-Helmert-
Modells gegeben. Diese kann mittels Gl. (5.16) in ein entsprechendes Gauß-
Markoff-Modell transformiert werden, das identische Schätzergebnisse liefert.
Man erhält das linearisierte Modell

ˆ̃xk = H̃kzk + ẽk , (5.42)

wobei

ˆ̃xk = −h (x̌k, žk) + Hz žk −Hx · (x̂k − x̌k) , (5.43)
H̃k = Hz , (5.44)
ẽk ∼ N

(
0,HxΣeeHT

x

)
. (5.45)
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Für Gl. (5.42) ist die Innovationsvorschrift des Standard-Kalman-Filters aus
Kap. 5.2.1 anwendbar. Entsprechend Gln. (5.24)–(5.26) ergibt sich:

Kk = P−k HT
z

[
HzP−k HT

z + HxΣeeHT
x

]−1
(5.46)

ẑ+
k = ẑ−k + Kk

[
ˆ̃xk −Hzẑ−k

]

= ẑ−k −Kk

[
h
(
x̂k, ẑ−k

)−Hzẑ−k + Hx ·(x̂k−x̂k) + Hzẑ−k
]

= ẑ−k −Kkh
(
x̂k, ẑ−k

)
(5.47)

P+
k = [I−KkHz] P−k . (5.48)

Gln. (5.37)–(5.38) und (5.46)–(5.48) definieren das EKF für nichtlineare Gauß-
Helmert-Modelle.

Es ist zu beachten, dass eine Parameterschätzung im linearen Gauß-Helmert-
Modell nicht nur einen verbesserten Systemzustand sondern auch eine korrigierte
Beobachtung liefert. Mit Hilfe von Gl. (5.14) und der a posteriori Schätzung ẑ+

k

aus Gl. (5.47) erhält man

x̌+
k = x̂k −ΣeeHT

x

[
HxΣeeHT

x

]−1 [
h
(
x̂k, ẑ+

k

)
+ Hz

(
ẑ+
k −ẑ−k

)]
. (5.49)

5.2.3 IEKF für Gauß-Helmert-Modelle

Das Iterative Erweiterte Kalman-Filter3 (IEKF) ist ein verbreiteter Ansatz, um den
durch die Taylorapproximation des EKF entstehenden Fehler zu verringern. Bei
diesem Verfahren wird versucht, durch wiederholte Linearisierung um einen ver-
besserten Arbeitspunkt eine genauere Schätzung des Zustandsvektors zu erhalten:
So wird z. B. im Innovationsschritt des IEKF aus der Linearisierung um einen
Arbeitspunkt žk,0 = ẑ−k eine verbesserte Schätzung žk,1 des Zustandsvektors be-
stimmt. žk,1 wiederum kann als Ausgangspunkt für eine erneute Taylorapproxi-
mation dienen und führt damit zu einem verbesserten Schätzwert žk,2. Dieser Vor-
gang kann solange wiederholt werden, bis die Distanz zwischen zwei aufeinan-
der folgenden Zustandsschätzungen unter eine vordefinierte Schwelle fällt. Häufig
zeigt sich aber in der Praxis, dass der Großteil der erzielbaren Verbesserung be-
reits nach einer zusätzlichen Linearisierung erreicht wird [Krebs 1999]. In vielen
Anwendungen ist es also ausreichend, nur eine oder zwei zusätzliche Iterationen
durchzuführen.

Die zusätzlichen Linearisierungen des IEKF können sowohl in Bezug auf das Sys-
temmodell als auch auf das Messmodell angewendet werden [Jazwinski 1970].

3Das IEKF wurde von [Denham u. Pines 1966] vorgestellt und analysiert, geht aber auf Arbeiten
von J.V. Breakwell bei der Lockheed Missiles and Space Company zurück.
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Da bei der kontinuierlichen Selbstkalibrierung die Nichtlinearität der Systemglei-
chung nur eine untergeordnete Rolle spielt (tatsächlich tritt eine nichtlineare Sys-
temgleichung in dieser Arbeit nur bei der Kollinearitätsgleichung auf), ist an dieser
Stelle eine Beschränkung auf die iterierte Linearisierung des Messmodells ausrei-
chend. Diese wird im Folgenden für das nichtlineare Gauß-Helmert-Modell her-
geleitet.

Zunächst wird angenommen, dass die Taylorentwicklung des Messmodells um den
Arbeitspunkt

x̌k,0 = x̂k , žk,0 = ẑ+
k (5.50)

durchgeführt wird. Die Jacobi-Matrizen der Bedingungsgleichung (5.31) sind
dann durch

Hz,l :=
∂h
∂z

∣∣∣∣
x̌k,l,žk,l

, Hx,l :=
∂h
∂x

∣∣∣∣
x̌k,l,žk,l

(5.51)

gegeben, wobei die Variable l= 0 . . . L die Anzahl der durchlaufenen Iterationen
angibt. Analog zu Gl. (5.40) erhalten wir

h (xk, zk) ≈ [h (x̌k,l, žk,l)−Hz,l žk,l −Hx,l x̌k,l] + Hz,l zk + Hx,l xk .

(5.52)

Damit ist ein lineares Gauß-Helmert-Modell gegeben, das gemäß der Transforma-
tionsvorschrift (5.16) in ein korrespondierendes Gauß-Markoff-Modell überführt
werden kann. Insbesondere ergibt sich für die virtuelle Messgröße

ˆ̃xk,l = −h (x̌k,l, žk,l) + Hz,l žk,l + Hx,l x̌k,l −Hx,lx̂

= −h (x̌k,l, žk,i)−Hx,l · (x̂−x̌k,l) + Hz,l žk,l . (5.53)

Wie im vorangehenden Kapitel können nun die Innovationsgleichungen des IEKF
angegeben werden. Die resultierenden Gleichungen ähneln dem EKF. Lediglich
bei der Berechnung des Residuums zwischen erfasster und erwarteter Messung
ergibt sich eine etwas komplexere Form:

Kk,l = P−k HT
z,l

[
Hz,lP−k HT

z,l + Hx,lΣeeHT
x,l

]−1
(5.54)

žk,l+1 = ẑ−k + Kk,l

[
ˆ̃xk,l −Hz,lẑ−k

]

= ẑ−k −Kk,l

[
h (x̌k,l, žk,l) + Hx,l ·(x̂−x̌k,l)−Hz,l žk,l + Hz,lẑ−k

]

= ẑ−k −Kk,l

[
h (x̌k,l, žk,l) + Hx,l ·(x̂−x̌k,l) + Hz,l ·

(
ẑ−k −žk,l

)]

(5.55)
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Die Bestimmung der Kovarianzmatrix des geschätzten Zustandes žk,l+1 erfolgt
analog zu Gl. (5.48) und muss nur einmalig — nach der letzten Linearisierung
— durchgeführt werden.

Wichtig für die Verbesserung des Arbeitspunktes der Taylorentwicklung ist au-
ßerdem die Berechnung der korrigierten Messung x̌k,l+1. Für diese gilt nach
Gl. (5.14):

x̌k,l+1 = x̂k −ΣeeHT
x,l

[
Hx,lΣeeHT

x,l

]−1 ·
[h (x̌k,l, žk,l) + Hx,l ·(x̂−x̌k,l) + Hz,l ·(žk,l+1−žk,l)] . (5.56)

Mit den in diesem Unterkapitel angegebenen Gleichungen ist das IEKF für impli-
zite Beobachtungsmodelle vollständig beschrieben. Tab. 5.1 beinhaltet eine kom-
pakte Zusammenfassung der in Kap. 5.2.2 und 5.2.3 gewonnenen Ergebnisse.

Das vorgestellte IEKF für nichtlineare Gauß-Helmert-Modelle ist eng ver-
wandt mit der im Bereich computer vision häufig eingesetzten Minimierung des
Sampson-Fehlers [Sampson 1982]. Außerdem wurde in [Soatto u. a. 1996] ein
EKF für implizite Messgleichungen vorgestellt, allerdings mit einer anderen Her-
leitung als der hier angeführten und ohne Bezug auf die exakte Lösung des li-
nearen Gauß-Helmert-Modells mit der Methode von Lagrange. Beide Verfahren
unterscheiden sich von dem in Tab. 5.1 dargestellten IEKF, da die verwendeten
Bedingungsgleichungen nur um die erfasste Messung x̂k linearisiert werden. Eine
Korrektur der Messung nach Gl. (5.56) und anschließende erneute Linearisierung
zur Verbesserung der Genauigkeit werden von beiden Varianten nicht vorgenom-
men.

5.2.4 Robuste Innovation

Ein wichtiger Aspekt der Parameterschätzung ist die Robustheit. Gerade bei der
stereoskopischen Selbstkalibrierung treten häufig vereinzelte große Messfehler
auf: Beispielsweise können periodische Muster im Bild große Fehler in den extra-
hierten Punktkorrespondenzen erzeugen. Eine weitere wichtige Fehlerquelle sind
Verletzungen des zugrunde liegenden Systemmodells. Diese entstehen im Falle
der Selbstkalibrierung vor allem dann, wenn unabhängig bewegte Objekte in einer
Szene vorliegen. Ein einzelnes Dynamikmodell nach Gl. (4.21) ist dann nicht mehr
ausreichend, um die Bewegung aller betrachteten Objektpunkte zu beschreiben.

Vereinzelte Fehler mit ausgeprägten Amplituden, die nach dem verwendeten sto-
chastischen Fehlermodell nur äußerst selten bzw. nicht auftreten können, bezeich-
nen wir im Folgenden als Ausreißer (engl. outlier). Bei der Parameterschätzung be-
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IEKF für nichtlineare Gauß-Helmert-Modelle.

Modell:

zk = f (zk−1,uk−1,wk−1) , wk∼N(0,Σww) .
x̂k = xk + ek , h (xk, ek) = 0 , eK∼N(0,Σee) .

E{wiwT
j } = E{eieT

j} = 0 , E{eiwT
i } = 0 , i,j ∈ N , i 6= j .

1. Anfangszustand:

ẑ+
0 = z0 , P+

0 = P0 , k = 1 .

2. Prädiktion:

Fz = ∂f/∂z |ẑ+
k−1,uk−1,0

, Fw = ∂f/∂w |ẑ+
k−1,uk−1,0

.

ẑ−k = f
(
ẑ+
k−1,uk−1,0

)
.

P−k = Fz P+
k−1 FT

k,z + Fw Σww FT
k,w .

3. Innovation:

x̌k,0 = x̂k , žk,0 = ẑ+
k .

Für l = 0 . . . L−1 :

Hz,l = ∂h/∂z |x̌k,l,žk,l , Hx,l = ∂h/∂x |x̌k,l,žk,l .
Kk,l = P−k HT

z,l

[
Hz,lP−k HT

z,l + Hx,lΣeeHT
x,l

]−1
.

rk,l = h (x̌k,l, žk,l) + Hx,l ·(x̂−x̌k,l) + Hz,l ·
(
ẑ−k −žk,l

)
.

žk,l+1 = ẑ−k −Kk,l rk,l .

x̌k,l+1 = x̂k −ΣeeHT
x,l

[
Hx,lΣeeHT

x,l

]−1
rk,l .

ẑ+
k = žk,L .

P+
k = [I−Kk,L−1Hz,L−1] P−k .

4. Setze k := k+1. Gehe zu Schritt 2.

Tabelle 5.1: Zusammenfassung des IEKF für nichtlineare Gauß-Helmert-Modelle.
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dingen Ausreißer ein großes Residuum und haben deshalb im Sinne des Kleinsten-
Quadrate-Fehlerkriteriums einen großen Einfluss auf das Schätzergebnis. Um die-
sem Problem entgegenzuwirken, wurden verschiedene robuste Schätzverfahren
entwickelt.

Die beiden verbreitetsten Kategorien von robusten Schätzern sind M-Estimatoren
und random sampling bzw. Monte-Carlo-Verfahren. M-Estimatoren [Huber 1981]
bestimmen einen optimalen Parametervektor ẑ, der für eine Menge von gegebenen
Messungen x̂1, . . . , x̂N anstatt der Quadratsumme der Residuen die Summe

N∑

i=1

%
(
x̂i, z

)
(5.57)

minimiert. Die konvexe Funktion % — bzw. deren Ableitung, die sog. Einfluss-
funktion ψ — wird dabei so gewählt, dass der Einfluss jeder Messung nach oben
beschränkt wird. In der Theorie haben dadurch auch Beobachtungen mit un-
endlich großem Residuum nur begrenzte Auswirkungen auf das Schätzergebnis
(während sie beim herkömmlichen Kleinsten-Quadrate-Schätzer alle übrigen Mes-
sungen „überstimmen“ würden). Unterschiedliche Einflussfunktionen finden sich
beispielsweise in [Zhang 1997a]. M-Estimatoren werden als iterierte gewichtete
Kleinste-Quadrate-Schätzer implementiert.

Eine Schwäche des M-Estimators ist, dass er im ersten Iterationsschritt eine An-
fangsschätzung aus allen gegebenen Messwerten berechnet. Diese initiale Parame-
terbestimmung kann bei einem hohen Ausreißeranteil zu einem suboptimalen Er-
gebnis führen. Um diesem Problem entgegenzuwirken, werden bei Monte-Carlo-
Verfahren zufällige, nicht notwendigerweise disjunkte Untermengen der vorhan-
denen Messdaten gebildet. Aus jeder dieser Untermengen wird anschließend ein
optimaler Parametervektor bestimmt, wobei durch eine ausreichende Anzahl an
zufälligen Untermengen mit hoher Wahrscheinlichkeit erreicht wird, dass zumin-
dest ein gezogener Messdatensatz keinen Ausreißer enthält. Zur Identifikation des
„besten“ Datensatzes aus allen gezogenen Untermengen wurden in der Litera-
tur unterschiedliche Kriterien vorgeschlagen: Gebräuchlich ist beispielsweise das
RANSAC-Verfahren (Random Sampling Consensus, [Fischler u. Bolles 1981])
oder das LMedS-Verfahren (Least Median of Squares, [Rousseeuw 1987], s.u.).
Abschließend werden bei random sampling-Verfahren detektierte Ausreißer aus
den Messdaten entfernt und alle verbleibenden Beobachtungen für eine (gewich-
tete) kleinste Quadrate Schätzung verwendet. Vorteil der Monte-Carlo-Methoden
gegenüber den M-Estimatoren ist, dass sie auch bei höheren Ausreißeranteilen
noch gute Ergebnisse liefern können. Nachteilig ist der zumeist höhere Rechen-
aufwand.
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Im Bereich der rekursiven Schätzverfahren wurde in [Dang u. a. 2002] ein ro-
bustes IEKF zur Verfolgung von Fahrzeugen in Stereobildfolgen vorgestellt.
Ausreißer entstehen hier durch grobe Fehler in der Disparitäts- und 2D-
Verschiebungsschätzung. Außerdem stellen Merkmalspunkte, die nicht zum ver-
folgten Fahrzeug gehören, eine Verletzung des zugrunde liegenden Modells dar
und erzeugen damit systematische Abweichungen. Die robuste Bewegungsschät-
zung ist somit eng mit einer Objektsegmentierung verknüpft. Das vorgeschlage-
ne robuste IEKF führt zunächst eine Innovation mit allen gegebenen Messungen
durch und analysiert anschließend die resultierenden Residuen aller Teilmessun-
gen. Der Ausgleichsfehler des Kalman-Filters ist näherungsweise durch eine be-
kannte χ2-Wahscheinlichkeitsverteilung gegeben, sodass inkonsistente Messwerte
über einen Signifikanztest detektiert und entfernt werden können. Schließlich wird
basierend auf den verbleibenden validierten Messungen erneut ein Innovations-
schritt durchgeführt. Eine wichtige Eigenschaft des vorgestellten Verfahrens ist,
dass auch ältere Residuen eines verfolgten Objektpunktes bei der Detektion von
Ausreißern mitberücksichtigt werden können und damit eine zuverlässigere Be-
stimmung von nicht zum Fahrzeug gehörenden Bildpunkten möglich ist. In jüngs-
ter Vergangenheit wurde in [Schön u. a. 2006] ein theoretisch fundiertes Verfahren
zur Analyse der statistischen Eigenschaften einer Folge von Residuen auf Basis
des CuSum-Algorithmus (cumulative sum) vorgestellt, dass wahrscheinlich eben-
falls zur Detektion von Ausreißern geeignet ist.

Ein weiteres robustes IEKF wurde in [Dang u. Hoffmann 2004] vorgestellt. Die-
ser Ansatz basiert auf einem LMedS-Algorithmus und hat gegenüber [Dang u. a.
2002] und [Schön u. a. 2006] den Vorteil, dass höhere Anteile von Ausreißern tole-
riert werden können. Dadurch lässt sich insbesondere während der Initialisierungs-
phase des Filters eine deutliche Leistungssteigerung erreichen. Grundlage für die
Detektion von Ausreißern bei dem vorgeschlagenen Verfahren bildet ein Signifi-
kanztest der Verteilung der Residuen, welcher zunächst erläutert werden soll.

Gegeben sei entsprechend dem Gauß-Helmert-Modell ein Vektor von Messungen
x̂k = xk + ek und eine Bedingungsgleichung h(xk, zk) = 0. Die verwendeten
Bedingungsgleichungen sollen durch eine Kombination von verschiedenen Epipo-
larbedingungen (Kap. 4.2), trilinearen Bedingungen (Kap. 4.3) und Kollinearitäts-
gleichungen (Kap. 4.4) gegeben sein, welche jeweils mit hi(xik, zk), i= 1 . . . N,
bezeichnet werden. Weiterhin wird angenommen, dass keine Bedingungsglei-
chung hi die gleichen Punktkorrespondenzen verwendet, sodass alle x̂ik = xik+eik
disjunkten Mengen von Bildpunkten entsprechen. Außerdem seien alle Messfehler
eik normalverteilt mit N

(
0,Σi

ee

)
, und es gelte E

{
eike

j
k

}
=0 ∀i 6= j. Damit erhält
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man:

x̂k =




x̂1
k
...

x̂Nk


 = xk + ek =




x1
k
...

xNk


+




e1
k
...

eNk


 , (5.58)

h(xk, zk) =




h1(x1
k, zk)
...

hN (xNk , zk)


 = 0 . (5.59)

Das Residuum des EKF für Gauß-Helmert-Modelle berechnet sich analog zu
Gl. (5.47) gemäß

rk = ˆ̃xk −Hzẑk = h(x̂k, ẑk) . (5.60)

Für eine einzelne Bedingungsgleichung hi gilt demnach

rik = ˆ̃x
i

k −Hi
zẑk = hi(x̂ik, ẑk) . (5.61)

Liegt die Unsicherheit des geschätzten Zustandsvektors ẑk in Form der Kovari-
anzmatrix Pk vor, so lässt sich auch die Kovarianz Σi

rr des Residuums rik bestim-
men. Sind die Messung und der geschätzte Zustandsvektor unkorreliert, so gilt:
Σi

rr =Hi
zPk(Hi

z)T + Hi
xΣi

ee(Hi
x)T. Die Mahalanobisdistanz

δi = (rik)T(Σi
rr)−1rik

= hi(x̂ik, ẑk)T [Hi
zPk(Hi

z)T+Hi
xΣi

ee(Hi
x)T]−1

hi(x̂ik, ẑk) (5.62)

ist also χ2-verteilt mit qi-Freiheitsgraden, wobei qi die Dimension des Vektors hi

bezeichnet.

Diese Aussage kann leicht mit einem Standard-χ2-Test (z. B. [Kiencke u. Kron-
müller 1995]) überprüft werden. Bei einem Signifikanzniveau α und einer entspre-
chenden Irrtumswahrscheinlichkeit 1 − α wird angenommen, dass ein Ausreißer
vorliegt, wenn gilt:

δi > δmax , (5.63)

wobei δmax aus der Bedingung

P
(
χ2
qi ≤ δmax

)
= α (5.64)

bestimmt wird (χ2
qi bezeichne eine χ2-Verteilung mit qi-Freiheitsgraden). Ist bei-

spielsweise qi=4 und wird außerdem ein Signifikanzniveau von α=1% gewählt,
so ergibt sich ein Schwellwert δ2

max =13.28.
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Zur Plausibilisierung des χ2-Signifikanztests (5.62)–(5.64) wurden einige Annah-
men getroffen, die in der Realität nur in grober Näherung erfüllt sind: Die Mahala-
nobisnorm des Residuenvektors kann eigentlich nur dann als χ2-verteilt angenom-
men werden, wenn sich das Filter in einem eingeschwungenen Zustand befindet
[Gelb 1994, S. 317ff]. Außerdem sind die erfassten Messungen x̂k und die mo-
mentan vorhandene beste Zustandsschätzung ẑk i. Allg. nicht unkorreliert.4 Trotz-
dem belegen die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten Experimente, dass der
χ2-Test gut geeignet ist, um Ausreißer in den vorhandenen Daten zu identifizieren.

Mit Hilfe des Signifikanztests (5.63) kann eine robuste Innovation des IEKF rea-
lisiert werden. Tab. 5.2 fasst den in dieser Arbeit entworfenen Algorithmus auf
Basis eines LMedS-Schätzers [Rousseeuw 1987] zusammen: Vor dem eigentli-
chen Innovationsschritt werden zunächst Untermengen Sj , j= 1 . . .Γ, aller gege-
benen Bedingungsgleichungen zufällig ausgewählt. Für jede dieser Untermengen
wird ein eigener Korrekturschritt nach Gln. (5.46)–(5.48) durchgeführt und eine
entsprechende Zustandsschätzung ẑk,j ,Pk,j berechnet. Anschließend wird nach
dem least median of squares-Kriterium die optimale Untermenge identifiziert, für
welche der Median der normierten Residuenbeträge (5.62) aller gegebenen Bedin-
gungsgleichungen minimal wird. Anhand der somit bestimmten besten Zustands-
schätzung können nach Gl. (5.63) Ausreißer identifiziert und eliminiert werden.
Abschließend wird mit den verbleibenden Bedingungsgleichungen der eigentliche
Innovationsschritt des IEKF nach Tab. 5.1 durchgeführt.

Wichtige Designparameter bei einem random sampling-Verfahren sind die Anzahl
Γ der gezogenen Untermengen Sj , j = 1 . . .Γ, und die Mächtigkeit γ der einzel-
nen Untermengen. Dabei ist die Anzahl der Elemente γ in den Untermengen ein
Kompromiss zwischen der tolerierbaren Quote von Ausreißern und dem erwarte-
ten Messrauschen gültiger Beobachtungen: Einerseits sollte γ möglichst klein sein,
um die Wahrscheinlichkeit zu erhöhen, dass zumindest eine der gezogenen Unter-
mengen möglichst keinen Ausreißer enthält. Andererseits sollte aber γ auch groß
genug gewählt werden, um bei Eingangsdaten mit erwartetem Messrauschen eine
zuverlässige Bestimmung des Zustandsvektors zu ermöglichen. In [Torr u. Murray
1997] werden Richtwerte für diese Parameter abgeleitet. In der vorliegenden Ar-
beit zeigte sich in praktischen Experimenten mit realen Bilddaten (Kap. 6), dass
eine Wahl von Γ = 20 und einer Mächtigkeit γ = 12 gute Ergebnisse liefert (wo-
bei aus Gründen der Beobachtbarkeit mindestens acht der gewählten Bedingungs-
gleichungen durch Kollinearitätsgleichungen oder trilineare Bedingungen gegeben
sein müssen).

4Tatsächlich führt eine Korrelation zwischen ẑk und x̂k dazu, dass der Betrag des Residuenvektors
als Realisierung einer χ2-Verteilung mit weniger als q Freiheitsgraden betrachtet werden muss, wobei
q die Dimension des Residuenvektors bezeichnet. Dies wird beispielsweise bei Modellgüte-Tests von
kleinste Quadrate Schätzverfahren explizit berücksichtigt (z. B. [Niemeier 2002; Stiller 2006]).
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Robustes IEKF durch random sampling im Innovationsschritt:

1. Random sampling: Aus der Menge der Begingungsgleichungen hi
werden Γ Untermengen Sj , j= 1 . . .Γ, mit jeweils γ Elementen zu-
fällig gezogen.

2. Innovation auf Untermengen: Für jede Untermenge Sj wird ge-
mäß Gln. (5.46)–(5.48) eine Innovation des EKF durchgeführt, wel-
che ausschließlich auf den Elementen von Sj beruht. Ergebnisse die-
ser Berechnungen sind Γ mögliche Kandidaten der Zustandsvektoren
ẑk,j sowie deren Kovarianzmatrizen Pk,j .

3. Berechnung der Mahalanobisdistanzen: Für die möglichen Kandi-
daten ẑk,j werden die Mahalanobisdistanzen δij aller gegebenen Re-
siduen gemäß Gl. (5.62) berechnet:

δij=hi(x̂ik, ẑk,j)
T [Hi

zPk,j(Hi
z)T+Hi

xΣi
ee(Hi

x)T]−1
hi(x̂ik, ẑk,j).

4. Bestimmung der besten Untermenge: Die beste Untermenge ist
durch denjenigen Index j∗ gegeben, für den der Median aller ent-
sprechenden Mahalanobisdistanzen δij∗ minimal wird:

j∗ = argmin
j=1...Γ

{
median
i=1...N

δij

}
.

5. Signifikanztest zur Eliminierung von Ausreißern: Alle Bedin-
gungsgleichungen hi und deren Beobachtungen x̂i, für welche die
Bedingung

δij∗ ≤ δmax

nicht erfüllt ist, werden eliminiert. Der Schwellwert δmax wird dabei
entsprechend Gl. (5.64) berechnet.

6. Robuste Innovation: Anhand der verbleibenden Messdaten wird die
a posteriori Zustandsschätzung ẑ+

k des IEKF und deren Kovarianz-
matrix gemäß der Innovationsvorschrift aus Tab. 5.1 berechnet.

Tabelle 5.2: Robuste Innovation des IEKF für Gauß-Helmert-Modelle.
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Bild 5.2: Gesamtstruktur der schritthaltenden stereoskopischen Selbstkalibrie-
rung. Das robuste IEKF kombiniert die verschiedenen Bedingungsgleichungen aus
Kap. 4.

5.2.5 Stereoskopische Selbstkalibrierung mit robustem IEKF

Das bisher beschriebene robuste IEKF für Gauß-Helmert-Modelle kann nun für die
kontinuierliche Selbstkalibrierung von Stereokameras verwendet werden. Bild 5.2
zeigt die Gesamtstruktur des vorgeschlagenen Algorithmus. Es verbleibt lediglich,
das allgemeine Beobachtungsmodell, den verwendeten Zustandsvektor sowie das
Systemmodell anzugeben.

Wie schon in Kap. 5.2.4 angedeutet wurde, können die verschiedenen Kategorien
von Bedingungsgleichungen für korrespondierende Bildpunkte elegant in einem
robusten IEKF kombiniert werden. Dazu werden folgende Annahmen getroffen:

• Im aktuellen Zeitschritt k konnten NB,k Punkte eines starren Objekts (im
Allgemeinen bestehend aus allen unbewegten Elementen einer Szene) ver-
folgt werden. Für diese gelten die Bedingungsgleichungen (4.44) des rekur-
siven Bündelausgleichs, welche im Folgenden mit der Funktion hB bezeich-
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net werden:

hB(zk, x̌iR,k, x̌
i
R,k+∆x̂iL,k, x̌

i
R,k+∆x̂iR,k) = 0, i ∈ SB := [1 . . .NB,k] .

(5.65)

zk bezeichnet den noch zu definierenden Zustandsvektor. x̌iR,k = x̌iR,k−1 +
∆x̌iR,k−1 ist die mit Hilfe von Gl. (5.56) korrigierte Bildposition eines ver-
folgten Punktes im k-ten rechten Bild der Stereokamera. ∆x̂iL,k und ∆x̂iR,k
geben die gemessenen Bildverschiebungen zwischen aktuellem rechten und
linken Kamerabild bzw. aktuellem und nächstem rechten Kamerabild an.

• Weiter seien NT,k Tripel von korrespondierenden Bildpunkten für die trili-
nearen Bedingungen (4.36) durch die Funktion hT mit

hT (zk, x̂iR,k, x̂
i
R,k+∆x̂iL,k, x̂

i
R,k+∆x̂iR,k) = 0, i ∈ ST := [1 . . .NT,k] ,

(5.66)

gegeben. Die Messungen (x̂iR,k,∆x̂iL,k,∆x̂iR,k) bezeichnen die Koordina-
ten eines extrahierten Merkmalspunktes im rechten Bild sowie die zugeord-
neten räumlichen und zeitlichen 2D-Verschiebungen.

• Außerdem seien NE,k korrespondierende Punktpaare in Stereobildern ex-
trahiert worden. Für diese gelten die mit hE abgekürzten Epipolarbedin-
gungen (4.20)

hE(zk, x̂iR,k, x̂
i
R,k+∆x̂iL,k) = 0, i ∈ SE := [1 . . .NE,k] . (5.67)

Der Messvektor (x̂iR,k,∆x̂iL,k) besteht hier allein aus räumlichen Merk-
malskorrespondenzen.

Gln. (5.65)–(5.67) können durch „Aufeinanderstapeln“ wie in Gln. (5.58)–(5.59)
zu einem gemeinsamen Beobachtungsvektor und einer gemeinsamen Bedingungs-
gleichung zusammengefasst werden. Es ist aber zu bemerken, dass die Anzahl
der verwendeten Bedingungsgleichungen im Verlauf der Messung nicht unbedingt
konstant ist. Statt dessen sind die Größen NB,k,NT,k und NE,k von der Anzahl
der gefundenen Korrespondenzen im jeweiligen Zeitschritt abhängig.

Der zu bestimmende Zustandsvektor besteht aus NB,k +13 Elementen und um-
fasst die intrinsischen und extrinsischen Kameraparameter des Stereosystems, die
3D-Bewegung des betrachteten Objekts sowie die Entfernung aller im Bündelaus-
gleich verfolgten Objektpunkte:

z =
[
ρ1, . . . , ρNB,k , zT

M , z
T
extr, z

T
intr

]T
. (5.68)
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Die in dieser Arbeit berücksichtigten intrinsischen Kameraparameter beschränken
sich auf die beiden Brennweiten zintr =[fL, fR]T. Außerdem werden die mit zextr

bezeichneten fünf Parameter der äußeren Orientierung bestimmt. Je nach Wahl des
globalen Koordinatensystems gemäß Kap. 2.2 ist zextr durch

zextr = [ωC,X , ωC,Y , ωC,Z , TC,Y , TC,Z ]T (5.69)

bzw.

zextr = [ΨR,ΘR,ΨL,ΦL,ΘL]T (5.70)

gegeben. Darüber hinaus stellt die jeweilige Datumsfestlegung aber keinen prin-
zipiellen Unterschied für die rekursive Selbstkalibrierung dar und muss deshalb
nicht gesondert behandelt werden.

zM beschreibt die relative Bewegung der betrachteten Objektpunkte relativ
zur Stereokamera entsprechend dem einfachen Modell konstanter Geschwindig-
keit (4.21). zM umfasst also drei rotatorische und drei translatorische Freiheits-
grade:

zM = [ωM ,TM ]T = [ωM,X , ωM,Y , ωM,Z , TM,X , TM,Y , TM,Z ]T . (5.71)

Schließlich muss für jeden Objektpunkt, der im Rahmen eines rekursiven Bündel-
ausgleichs (Kap. 4.4) verfolgt wird, eine Entfernung ρi, i = 1 . . .NB,k, geschätzt
werden.

Alle verwendeten Zustandsgrößen werden als zeitlich variabel betrachtet. Für die
Objektbewegung und die Kameraparameter wird dabei folgendes einfache Modell
angenommen:




zM
zextr

zintr



k

=




zM
zextr

zintr



k−1

+ Gk−1uk−1 + wk−1 . (5.72)

Man geht also davon aus, dass sich die Größen zM , zextr und zintr nur durch Stell-
signale uk−1 oder durch das Systemrauschen wk−1 verändern können. Beispiele für
Stellsignale sind z. B. Lenkwinkel, die bei einer Anwendung in Fahrzeugen Ein-
fluss auf die Objektbewegung haben können, oder Motorstellgrößen bei einem ak-
tiven Stereosystem, welche die Blickrichtungen der einzelnen Kameras verändern.
In den Beispielen dieses Kapitels sei zunächst Gk = 0. Eine Berücksichtigung
von Steuersignalen (wie z. B. bei den Experimenten mit einer aktiven Kamera in
Kap. 6) ist aber ohne weiteres möglich.

Die Entfernungen ρi gehorchen dem Bewegungsmodell (4.21). Es gilt

ρik = [0,0,1]
[
Rot (ωM,k−1) Xi

k−1 + TM,k−1

]
, (5.73)
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Bild 5.3: Beispiel synthetischer Daten zur Evaluierung der stereoskopischen
Selbstkalibibrierung.

wobei die 3D-Position des betrachteten Objektpunktes mit Hilfe der inversen Pro-
jektionsgleichung (2.12) berechnet werden kann:

Xi
k−1 = Π−1

(
x̃iR,k−1, ρ

i
k−1

)
. (5.74)

Damit sind alle notwendigen Modelle für die Implementierung einer kontinuierli-
chen Selbstkalibrierung von Stereokameras gegeben.

Um die Designparamter des robusten IEKF sinnvoll zu wählen und die Leistungs-
fähigkeit der rekursiven Selbstkalibrierung quantitativ zu bewerten, wurde der Al-
gorithmus zunächst in einer Simulationsumgebung getestet. Dazu wurden synthe-
tische Bilder einer 3D-Punktwolke generiert, die sich relativ zu den Stereokameras
entsprechend einem vorgegebenen Dynamikmodell bewegt (Bild 5.3). Den berech-
neten Bildkoordinaten wurde mittelwertfreies Gauß’sches Rauschen additiv über-
lagert, um die Empfindlichkeit der Kamerakalibrierung gegenüber Fehlern in der
Korrespondenzanalyse zu untersuchen. Außerdem können in der Simulation Aus-
reißer erzeugt werden, die große Korrespondenzfehler (in den angeführten Bei-
spielen von 15 oder mehr Pixel) aufweisen.

Ein typisches Beispiel der stereoskopischen Selbstkalibrierung ist in Bild 5.4 ge-
zeigt. Die simulierte Punktwolke bestand hier aus 40 Punkten. Die Bildkoordinaten
wurden mit mittelwertfreien Gauß’schem Rauschen der Standardabweichung 0,4
Pixel additiv gestört. Ausreißer wurden in diesem Beispiel nicht generiert. Der in-
itiale Zustandsvektor des IEKF wurde so gewählt, dass er um ca. zwei Grad von
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Bild 5.4: Beispiel des Verlaufs geschätzter Kameraparameter bei simulierten Ein-
gangsdaten mit additivem Gauß’schen Rauschen.

der wahren Kameraorientierung und um 0,5cm von den wahren Translationskom-
ponenten TC,Y und TC,Z abwich. Solche Toleranzgrenzen sind in der Produktion
und Montage von Stereokameras ohne größere Schwierigkeiten einzuhalten. Au-
ßerdem betrug die Differenz zwischen den initial gewählten und wahren Brenn-
weiten 100 Pixel. Im dargestellten Beispiel wurden ausschließlich Kollinearitäts-
bedingungen (Kap. 4.4) verwendet. Es zeigt sich, dass das Filter gegen die wahren
Werte konvergiert. Außerdem wurde im gezeigten Beispiel aus Bild 5.4 eine Ände-
rung der Brennweite simuliert: Dazu wurde zwischen dem 90. und 110. Stereobild
der Sequenz die wahre Brennweite der linken Kamera schrittweise von 600 auf
570 Pixel reduziert. Diese Veränderung ist deutlich im Verlauf der geschätzten
Brennweiten zu erkennen.

Zwar deuten die geschätzten Kameraparameter auf eine zuverlässige Selbstkali-
brierung hin, für die Praxis ist aber weniger die Genauigkeit der einzelnen Pa-
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rameter als vielmehr die erzielbare Präzision der Stereorekonstruktion ausschlag-
gebend. Aus diesem Grund wird mit dem von Hartley vorgeschlagenenen Trian-
gulationsverfahren [Hartley u. Sturm 1997] aus den idealen Bildkoordinaten der
Simulation und den bestimmten Kameraparametern eine Schätzung X̂i der 3D-
Koordinaten aller betrachteten Objektpunkte Xi berechnet. Somit kann ein relati-
ver 3D-Rekonstruktionsfehler

εirel =
‖X̂i −Xi‖
‖Xi‖ (5.75)

berechnet werden. Der aus allen gegebenen Objektpunkten resultierende mittlere
relative 3D-Rekonstruktionsfehler ε̄rel ist ein sinnvolles Maß zur Bewertung der
Selbstkalibrierung.

Bild 5.5 zeigt die mittleren relativen Rekonstruktionsfehler für verschiedene Si-
mulationsszenarien. Aus diesen Experimentreihen lassen sich folgende Ergebnisse
ableiten:

• Empfindlichkeit gegenüber Rauschen und Vergleich der Bedingungs-
gleichungen: Bild 5.5a zeigt die mittleren relativen Rekonstruktionsfeh-
ler aus 50 Simulationsdurchläufen für verschiedene Rauschamplituden von
σ=0 bis σ=1 Pixel. Die generierten Punktwolken bestanden aus 40 Punk-
ten, die Sequenzen umfassten 50 Stereobilder. Es wurden drei Versionen der
rekursiven Selbstkalibrierung untersucht, welche entweder (1) ausschließ-
lich Epipolarbedingungen, (2) ausschließlich trilineare Bedingungen oder
(3) ausschließlich Kollinearitätsgleichungen im impliziten Beobachtungs-
modell verwenden. Der Bündelausgleich mit reduziertem Zustandsvektor
nach Kap. 4.4 erfordert zwar den höchsten Rechenaufwand, liefert aber mit
Abstand die besten Rekonstruktionsergebnisse. Auch bei Messrauschen mit
einer Standardabweichung von einem Pixel liegt der mittlere relative Rekon-
struktionsfehler noch immer unter drei Prozent. Verglichen mit der Epipol-
arbedingung zwischen zwei Kamerabildern ermöglicht der Bündelausgleich
einen um ca. eine Größenordnung geringeren Rekonstruktionsfehler. Den-
noch hat die Epipolarbedingung wie schon in Kap. 4.5 angegeben in der
Praxis auch Vorteile: Da keine starre Bewegung der beobachteten Objekt-
punkte vorausgesetzt werden muss, ist die Epipolarbedingung nach Kap. 4.2
unempfindlich gegenüber unabhängigen Objekten in der Szene. Aus die-
sem Grund wird bei den Experimenten mit realen Bilddaten in Kap. 6.2 ein
implizites Beobachtungsmodell verwendet, dass sowohl Kollinearitäts- als
auch Epipolarbedingungen beinhaltet. Dadurch kann ein stabileres Verhal-
ten des IEKF erreicht werden.
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Bild 5.5: Ergebnisse der stereoskopischen Selbstkalibrierung bei simulierten Ein-
gangsdaten: a. Genauigkeit der 3D-Rekonstruktion bei verschiedenen Rauscham-
plituden. b. Leistungssteigerung durch wiederholte Linearisierungen im IEKF. c.
Empfindlichkeit der Selbstkalibrierung gegenüber Ausreißern.

• Leistungssteigerung durch wiederholte Linearisierungen: Bild 5.5b
zeigt die Auswirkungen der wiederholten Linearisierungen im Innovations-
schritt des IEKF. Die dargestellten Ergebnisse wurden aus 50 Simulationen
gemittelt. Die Grafik gibt die mittleren Rekonstruktionsfehler nach l Itera-
tionen bezogen auf ε̄rel ,0 an, wobei ε̄rel ,0 den auf der Anfangsschätzung ba-
sierenden initialen Rekonstruktionsfehler bezeichnet. Es wird deutlich, dass
bereits eine zusätzliche Linearisierung (l=2) eine signifikante Reduzierung
des Fehlers um ca. 80% bewirken kann. Ab dem dritten Iterationsschritt
wird keine nennenswerte Verbesserung mehr erreicht, sodass in dieser Ar-
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beit ein IEKF mit zwei zusätzlichen Linearisierungen im Innovationsschritt
verwendet wird.

• Robustheit gegenüber Ausreißern: Der Verlauf des mittleren relativen Re-
konstruktionsfehlers bei verschiedenen Anteilen von Ausreißern wird in
Bild 5.5c dargestellt. Wiederum wurden Sequenzen mit 50 Stereobildern
und 40 Objektpunkten verwendet. Für die verschiedenen Ausreißerantei-
le wurden jeweils 30 unabhängige Simulationen berechnet. Der Messfeh-
ler eines einzelnen Ausreißers betrug 15 Pixel, inlier wurden mit additivem
Gauß’schen Rauschen der Standardabweichung 0,5 Pixel behaftet. Das vor-
gestellte IEKF liefert auch bei einem Ausreißeranteil von 32% noch einen
mittleren Rekonstruktionsfehler von unter 10% und zeigt damit sehr gute Er-
gebnisse. Würde keine robuste Innovation verwendet, läge der mittlere Re-
konstruktionsfehler in der Simulation bereits bei 4% Ausreißern über 15%.
Ab einem Ausreißeranteil von 12% wäre keine sinnvolle Rekonstruktion
mehr möglich.

5.3 Stochastische Analyse der Beobachtbarkeit

Ein wichtiger Aspekt der Selbstkalibrierung sind kritische Bewegungen (engl. cri-
tical motions, [Sturm 2002; Pollefeys u. Gool 2000; Sturm 1997; Kahl u. a. 2000]):
Allgemein können verschiedene kritische Bewegungssequenzen oder bestimmte
Konfigurationen von Merkmalspunkten angegeben werden, für welche die gege-
benen Beobachtungen durch eine Mannigfaltigkeit von Kameraparametern erklärt
werden können. Ohne weitere Information ist das Problem der Selbstkalibrierung
dann nicht mehr eindeutig lösbar. Eine detaillierte Einteilung von kritischen Be-
wegungen für verschiedene Arten der Selbstkalibrierung ist in [Sturm 2002] zu
finden.

Allerdings ist die Übertragung des Wissens um kritische Bewegungen in die Pra-
xis nicht unproblematisch. Zum einen existiert keine quantitative Aussage darüber,
inwieweit eine gegebene Bewegungssequenz kritisch ist (bzw. „wie weit“ eine ge-
gebene Bewegung von einer kritischen Bewegung entfernt ist). Zum anderen wird
das Problem der Mehrdeutigkeit durch eine Beschränkung auf eine geringere Zahl
von Kameraparametern (z. B. Vernachlässigung der Bestimmung des Bildhaupt-
punkts) und die Verwendung von zusätzlichen Zwangsbedingungen wie z. B. Be-
wegungsmodellen abgeschwächt. Schließlich wird bei der Bewertung von kriti-
schen Bewegungen der Einfluss von Messfehlern auf die Selbstkalibrierung nicht
beachtet. Insbesondere wird nicht untersucht, wie empfindlich die Selbstkalibrie-
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rung gegenüber verschiedenen Störungen in unterschiedlichen Bildpositionen rea-
giert.

In der Regelungstechnik ist für die Parameteridentifikation das Konzept der Beob-
achtbarkeit von fundamentaler Bedeutung (z. B. [Kalman 1960b; Maybeck 1982;
Föllinger 1994]). Beispielsweise wird ein zeitdiskretes System als vollständig be-
obachtbar bezeichnet, wenn man bei bekannten Stellgrößen uk und gegebenen
Messungen x̂k des Ausgangs in endlich vielen Zeitpunkten den Anfangszustand
z0 des Systems eindeutig bestimmen kann. Die Beobachtbarkeit ist in erster Linie
eine Eigenschaft der Zustandsraumdarstellung eines Systems. Es kann also durch-
aus vorkommen, dass zwei gültige Beschreibungsformen des gleichen Systems
unterschiedliche Eignung für eine Parameteridentifikation aufweisen.

Allerdings liefern die in der Regelungstechnik gängigen Kriterien zur Überprüfung
der Beobachtbarkeit nur eine binäre Aussage über die Beobachtbarkeit des Zu-
standsvektors oder seiner Komponenten. Für die praktische Anwendung ist aber
vielmehr ein quantitatives Maß der Beobachtbarkeit wünschenswert. Beispiels-
weise könnte so untersucht werden, welcher Grad von Beobachtbarkeit einzelner
Zustandskomponenten bei bestimmten Eingangsdaten vorliegt bzw. welche Kor-
relationen zwischen den einzelnen Parametern auftreten.5

Ein in der Praxis nützlicher Ansatz zur quantitativen Bewertung der Beobacht-
barkeit wird in [Ham u. Brown 1983] vorgestellt. Die Beobachtbarkeit von Line-
arkombinationen einzelner Zustandskomponenten wird hier lokal analysiert, in-
dem die Eigenschaften der Kovarianzmatrix des Zustandsvektors betrachtet wer-
den. Das vorgeschlagene Verfahren ist hervorragend für die Verwendung in einem
Kalman-Filter geeignet. Es stellt ein Hilfsmittel für das Filterdesign dar und er-
laubt die Untersuchung verschiedener Parametrisierungen des Systems sowie den
Vergleich verschiedener Bewegungssequenzen und Bedingungsgleichungen. Ham
bezeichnet dieses Verfahren als stochastic approach to determine the degree of
observability. Wir werden im Folgenden der Einfachkeit halber die Bezeichnung
stochastische Beobachtbarkeitsanalyse verwenden. Dieser Ansatz soll nun genau-
er beschrieben und erweitert werden.

5.3.1 Hauptkomponentenanalyse der Zustandskovarianzma-
trix

Um die verbleibende Unsicherheit bei einer rekursiven Zustandsschätzung genau-
er zu untersuchen, definieren wir den Schätzfehler ez,k = zk− ẑk als Differenz

5Die Nützlichkeit einer numerischen Quantifizierung der Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit wur-
de auch schon in Kalmans wegweisendem Artikel [Kalman 1960b] erkannt. Ein entsprechendes Maß
wurde dort aber noch nicht entwickelt.
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zwischen wahrem und geschätztem a posteriori Zustandsvektor (auf die exak-
te Notation des a posteriori Zustandes wird in diesem Unterkapitel aus Gründen
der Lesbarkeit verzichtet). Sind die Anforderungen (5.19)–(5.21) erfüllt, so ist das
Kalman-Filter erwartungstreu, E{ez,k}=0, und die a posteriori Kovarianzmatrix
Pk=Cov{ez,k}=Cov{ẑk} des Systemzustandes nach Gl. (5.48) bekannt.

Betrachtet werde nun eine beliebige Linearkombination w der einzelnen Kompo-
nenten des Zustandsfehlers ez,k,

w =
q∑

m=1

vmez,k,m = vTez,k , (5.76)

wobei v = [v1 . . . vq]T den Vektor der Gewichtungskoeffizienten und q die Di-
mension des Zustandsvektors bezeichnet. Es ist leicht zu zeigen, dass die Varianz
dieser Linearkombination durch

σ2
W =

q∑
m=1

q∑
n=1

vmvnPk,mn = vTPkv . (5.77)

gegeben ist. Anschaulich kann die Varianz von w als Unsicherheit der Zustands-
schätzung in Richtung v interpretiert werden (w entspricht einer Projektion des
Zustandsfehlers auf den Vektor v. Daraus folgt, dass σ2

W die Varianz des System-
zustands entlang der Richtung v angibt).

Unter Berücksichtigung dieser Interpretation lassen sich diejenigen Richtungen
v ermitteln, für welche die Unsicherheit der Zustandsschätzung extremal wird.
Dies bedeutet, dass die Maxima und Minima von σ2

W unter der Nebenbedingung
vTv = 1 bestimmt werden müssen. Ein solches Optimierungsproblem wird nach
der Methode von Lagrange gelöst, bei der die Extremstellen einer Lagrange’schen
Kostenfunktion

vTPkvT + λ
(
1− vTv

)
= 0 . (5.78)

berechnet werden müssen. Gl. (5.78) führt auf ein Eigenwertproblem, d. h. die
gesuchten v müssen die Bedingung

(Pk − λI) v = 0 (5.79)

erfüllen und sind damit durch die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix Pk gegeben.

Multiplizieren wir außerdem Gl. (5.79) von links mit vT

vT (Pk − λI) v = vTPkv − λvTv = 0 , (5.80)
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und berücksichtigen gleichzeitig, dass vTPkv = σ2
W und vTv = 1 gelten soll, so

ergibt sich die einfache Beziehung

σ2
W = λ . (5.81)

Die Unsicherheit des Zustandsfehlers in Richtung eines Eigenvektors v ist also
durch den zugehörigen Eigenwert λ gegeben.

Zusammenfassend zeigen also die Ergebnisse (5.79) und (5.81), dass der Eigen-
vektor vmin zum kleinsten Eigenwert λmin der Kovarianzmatrix Pk die Richtung
der geringsten Unsicherheit im Raum des Zustandsfehlers angibt. In der von [Ham
u. Brown 1983] verwendeten Begrifflichkeit entspricht also vmin der Richtung
im Zustandsraum, welche aus den gegebenen Messdaten am besten beobachtbar
ist. Analog gibt der Eigenvektor vmax zum größten Eigenwert λmax von Pk die
Richtung an, in welcher der Informationsgewinn aus den verwendeten Messdaten
minimal ist.

Um aussagekräftige Ergebnisse zu erhalten ist es notwendig, die a posteriori Ko-
varianzmatrix Pk geeignet zu normalisieren. Im Allgemeinen hat Pk folgende
Struktur:

Pk =




σ2
k,1 ρk,12σk,1σk,2 . . .

ρk,12σk,1σk,2 σ2
k,2 . . .

...
...

. . .
σ2
k,q


 , (5.82)

wobei σk,m die Standardabweichung der m-ten Zustandskomponente und ρk,mn
den Korrelationskoeffizienten zwischen dem m-ten und n-ten Element des Zu-
standsvektors angibt. Eine sinnvolle Normalisierung sollte Pk dimensionslos ma-
chen und die Unsicherheit σ2

k,m auf eine entsprechende initiale Unsicherheit σ2
0,m

beziehen. [Ham u. Brown 1983] schlagen deshalb folgende Normalisierung vor:

P̃k =




σ2
k,1

σ2
0,1

ρk,12
σk,1σk,2
σ0,1σ0,2

. . .

ρk,12
σk,1σk,2
σ0,1σ0,2

σ2
k,2

σ2
0,2

. . .

...
...

. . .
σ2
k,q

σ2
0,q




= diag (1/σ0,1, . . . , 1/σ0,q) Pk diag (1/σ0,1, . . . , 1/σ0,q) . (5.83)

Die Konstanten σ2
0,m bezeichnen dabei die Diagonalelemente der initialen Kova-

rianzmatrix P0 des Kalman-Filters. In der Normierung nach Gl. (5.83) bleiben
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die Korrelationskoeffizienten ρ0,mn von P0 unberücksichtigt. Sollen diese in die
Analyse einbezogen werden, muss das Verfahren nach Ham leicht modifiziert wer-
den. Es bietet sich an, eine lineare Transformation des Zustandsvektors einzufüh-
ren, welche die initiale Kovarianzmatrix P0 in eine Einheitsmatrix überführt. Dies
kann über eine whitening transformation (s. z. B. [Fukunaga 1990, S. 28ff]) er-
reicht werden: Dazu wird P0 zunächst mit Hilfe einer Eigenwertzerlegung in

P0 = SDST (5.84)

aufgespalten, wobei S eine orthonormale Matrix aus den Eigenvektoren von P0

bezeichnet. D = diag(λ1, . . . ,λq) ist eine diagonale Matrix aus den entsprechen-
den Eigenwerten. Die gesuchte lineare Transformation ist dann durch

z̃k = D−1/2STzk = Λzk (5.85)

bzw.

P̃k =
[
D−1/2ST

]
Pk

[
D−1/2ST

]T
= ΛPkΛT (5.86)

mit D−
1
2 =diag(λ−1/2

1 , . . . ,λ
−1/2
q ) gegeben. Es lässt sich leicht zeigen, dass auf-

grund der Orthonormalität von S durch diese Transformation eine Dekorrelation
und gleichmäßige Gewichtung der einzelnen Zustandsfehler erreicht wird, d. h.
E
{

(Λz0)(Λz0)T
}

= ΛP0ΛT = I. Mit den Normalisierungen (5.83) bzw. (5.86)
und den Gln. (5.79) und (5.81) kann eine sinnvolle stochastische Beobachtbar-
keitsanalyse durchgeführt werden.

5.3.2 Anwendungsbeispiele der stochastischen Beobachtbar-
keitsanalyse

Die im vorangehenden Unterkapitel beschriebene stochastische Beobachtbarkeits-
analyse eignet sich besonders zur experimentellen Untersuchung der Selbstkali-
brierung in Bezug auf

• verschiedene Bewegungssequenzen und relative Anordnungen von Objekt-
punkten im Raum,

• unterschiedliche Parametrisierungen des Zustandsvektors sowie

• die Verwendung verschiedener Messgleichungen.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurden unterschiedliche Auswertungen durchgeführt,
von denen an dieser Stelle exemplarisch zwei Beispiele detailliert vorgestellt wer-
den.

Im ersten Beispiel werden zwei Kategorien von Bewegungssequenzen miteinan-
der verglichen. Bild 5.6 zeigt die Ergebnisse der Hauptkomponentenanalyse bei
einer rein translatorischen und einer allgemeinen Bewegung bestehend aus Trans-
lation und Rotation der Objektpunkte relativ zu den Kameras. Die dargestellten Er-
gebnisse wurden mit Hilfe der in Kap. 5.2.5 beschriebenen Simulationsumgebung
erzeugt. Das robuste IEKF verwendete hier ausschließlich die Kollinearitätsglei-
chungen des rekursiven Bündelausgleichs und die Zustandsraumdarstellung nach
Gl. (5.69). Die Bilddaten wurden mit additivem, mittelwertfreiem Gauß’schen
Rauschen der Standardabweichung 0.5 Pixel behaftet. Die Anfangsschätzung ẑ0

und die initiale Kovarianzmatrix P0 wurden in beiden Simulationen identisch ge-
wählt.

Im Idealfall sollten bei einem Schätzproblem alle Eigenwerte näherungsweise glei-
che Größe aufweisen, sodass alle Richtungen im Zustandsraum ähnlich gut beob-
achtbar sind. Dies ist aber bei dem in Bild 5.6 nicht der Fall. Stattdessen ergibt
die Hauptkomponentenanalyse in beiden Fällen einen ausgeprägten größten Ei-
genwert bei 0.8825 bzw. 0.9057. Die zugehörigen Eigenvektoren weisen beide in
Richtung der Z-Komponente des Translationsvektors TC zwischen den Stereoka-
meras6. Wir können in diesem Beispiel also erkennen, dass die stereoskopische
Selbstkalibrierung die Unsicherheit des extrinsischen Parameters TC,Z nur um ca.
10% verringern konnte. Anschaulich ist diese schlechte Beobachtbarkeit des Pa-
rameters TC,Z leicht nachvollziehbar: Eine geringe Verschiebung einer Kamera
in Richtung ihrer optischen Achse bewirkt eine verhältnismäßig kleine Änderung
des aufgenommenen Bildes und hat damit nur einen sehr geringen Effekt auf die
3D-Rekonstruktion.

Weiter ist aber in Bild 5.6 auffällig, dass bei der rein translatorischen Bewegung
eine zweite Linearkombination des Zustandsvektors überdurchschnittlich schlecht
beobachtbar ist. Da diese Richtung hauptsächlich und zu gleichen Teilen durch die
beiden Brennweiten fL und fR bestimmt wird, sind die Schätzfehler der Brenn-
weiten hochgradig korreliert. Die Unsicherheit des absoluten Betrages der beiden
Parameter fL und fR konnte also nur um ca. 70% reduziert werden. Das Verhältnis
der Brennweiten konnte dagegen sehr zuverlässig bestimmt werden. Dieser Effekt
ist auch in Bild 5.4 deutlich erkennbar, wo die Schätzungen der beiden Größen fL

6Man beachte, dass in Bild 5.6 aus Gründen der Übersichtlichkeit lediglich die letzten 13 Kom-
ponenten des Eigenvektors dargestellt wurden. Diese Komponenten entsprechen den gesuchten Ka-
meraparametern. Die verbleibenden 40 Komponenten entsprechen der Unsicherheit der Tiefenrekon-
struktion jedes Objektpunktes. Für die weitere Analyse in diesem Unterkapitel sind diese nicht von
Bedeutung.
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Bild 5.6: Beobachtbarkeit der Kameraparameter bei Sequenzen mit 50 Stereobil-
dern. Links: Rein translatorische Bewegung. Es sind zwei schlecht beobachtbare
Richtungen zu erkennen: Zum einen die Translationskomponente TC,Z zwischen
den Kameras in Blickrichtung, zum anderen der absolute Betrag beider Brennwei-
ten. Rechts: Allgemeine Bewegung aus Rotation und Translation. Lediglich die
Verschiebung der Kameras ist schlecht bestimmbar.
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und fR nahezu parallel verlaufen.

Im zweiten Beispiel wird der Informationsgewinn durch die verschiedenen Be-
dingungsgleichungen aus Kap. 4 untersucht. Hier wurde bewusst die extrinsische
Parametrisierung in Nick-, Gier- und Wankwinkel nach Gl. (5.70) gewählt. Ei-
ne entsprechende Analyse für eine Zustandsvektor nach Gl. (5.69) ist aber ana-
log möglich. Bild 5.7 zeigt die Ergebnisse der Beobachtbarkeitsanalyse für Si-
mulationsdurchläufe, bei denen jeweils ausschließlich die Kollinearitätgleichung,
die Trilinearitäten bzw. die Epipolarbedingung im impliziten Beobachtungsmodell
verwendet wurde. Wie erwartet ist die Überlegenheit des rekursiven Bündelaus-
gleichs deutlich sichtbar. Es zeigt sich lediglich eine hohe Korrelation der Gierwin-
kel ΨR und ΨL beider Kameras. Dies ist unter Berücksichtigung der Ergebnisse
aus Tab. 2.2 auch verständlich, da sich Gierwinkelfehler der rechten und linken
Kamera zumindest teilweise gegenseitig kompensieren können. Die hohe Korrela-
tion zwischen den Gierwinkeln ist bei allen geometrischen Bedingungen in annä-
hernd gleichem Maße erkennbar. Allerdings tritt bei den trilinearen Bedingungen
zusätzlich eine schlechte Beobachtbarkeit der Brennweiten fL und fR auf, die bei
der Epipolarbedingung noch deutlicher bemerkbar ist. Diese Erkenntnisse der sto-
chastischen Beobachtbarkeitsanalyse werden durch die Simulationsergebnisse aus
Kap. 5.2.5 und die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten realen Experimenten
(Kap. 6) bestätigt.

5.4 Zusammenfassung

Das vorliegende Kapitel beschreibt ein Verfahren zur rekursiven Selbstkalibrie-
rung von Stereokameras. Dazu wurde ein IEKF für nichtlineare Gauß-Helmert-
Modelle vorgestellt, das sowohl den optimalen Systemzustand als auch korrigierte
Beobachtungen berechnet. Da Messdaten für eine Selbstkalibrierung in der Rea-
lität häufig signifikante Fehlzuordnungen (Ausreißer) enthalten, ist die Robust-
heit des verwendeten Schätzverfahrens von großer Bedeutung. In dieser Arbeit
wird deshalb eine robuste Innovation des IEKF auf Basis eines random sampling-
Verfahrens mit LMedS-Kriterium vorgeschlagen.

In der Simulation zeigt das beschriebene Verfahren sehr gute Ergebnisse. Anhand
von synthetischen Bilddaten wird die Robustheit gegenüber Ausreißern bestätigt
und die Nützlichkeit der wiederholten Linearisierungen des IEKF demonstriert.

Außerdem wurde ein Verfahren zur stochastischen Beobachtbarkeitsanalyse nach
[Ham u. Brown 1983] vorgestellt. Dieser Ansatz ist besonders für die Verwendung
in einem Kalman-Filter hervorragend geeignet und stellt ein nützliches Hilfsmittel
für das Filterdesign dar. Obwohl die beschriebene Beobachtbarkeitsanalyse streng



5.4. ZUSAMMENFASSUNG 99

Bild 5.7: Vergleich verschiedener Bedingungsgleichungen.
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genommen nur in linearen Systemen gültig ist, zeigen die gewonnenen Ergebnisse
gute Übereinstimmung mit der Praxis und ermöglichen eine genaue Analyse des
Filterverhaltens. Es verbleibt nun, im folgenden Kapitel die Leistungsfähigkeit des
IEKF für Gauß-Helmert-Modelle an realen Daten zu überprüfen.
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6 Experimentelle Ergebnisse

Dieses Kapitel demonstriert die Leistungsfähigkeit der Selbstkalibrierung in der
Praxis anhand zweier Anwendungsbeispiele: Zunächst wird in Kap. 6.1 die Selbst-
kalibrierung eines starren Stereokamerasystems für den Bereich Fahrerassistenz
vorgestellt. Mit Hilfe der in dieser Arbeit entworfenen Algorithmen werden ge-
naue Schätzwerte für Brennweiten und äußere Orientierungen der Kameras aus
einer beliebigen Stereosequenz bestimmt. Zur Stabilisierung der Parameterschät-
zung werden als Eingangsdaten neben Bildfolgen auch im Versuchsfahrzeug zu-
gängliche Odometriedaten verwendet.

Kap. 6.2 beschreibt die Selbstkalibrierung eines aktiven Sehsystems mit indivi-
duell drehbaren Kameras. Die Bestimmung der Kameraparameter beruht hier al-
lein auf erfassten Bilddaten. Sie kann damit sowohl auf einer mobilen Plattform
im Innenraumbereich als auch im Versuchsfahrzeug im Straßenverkehr eingesetzt
werden.

6.1 Selbstkalibrierung von Stereokameras in Fahr-
zeugen

6.1.1 Versuchsaufbau

Zunächst soll mit Hilfe der bisher vorgestellten Verfahren die Selbstkalibrierung
des in Bild 6.1 gezeigten Stereokamerasystems realisiert werden. Die Stereokame-
ra im Versuchsträger des Instituts für Mess- und Regelungstechnik hat eine Basis-
breite von 30 cm und besteht aus zwei Digitalkameras mit einem Öffnungswinkel
von ca. 50◦. Mit diesem Sensor ist eine Tiefenerfassung im Bereich zwischen fünf
und vierzig Metern möglich.

Aufgabe der Selbstkalibrierung ist die Bestimmung der Brennweiten jeder Ka-
mera und der fünf extrinsischen Parameter des Stereosystems. Als Parametrisie-
rungsform wurde das Stereokameramodell nach Gln. (2.19) und (2.20) gewählt.
Bei dem hier verwendeten starren Stereosystem mit näherungsweise parallel aus-
gerichteten Kameras wurden korrespondierende Bildpunkte mit dem in Kap. 3.2
beschriebenen intensitätsbasierten Verfahren automatisch extrahiert. Als Bedin-
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Bild 6.1: Das starre Stereokamerasystem im Versuchsfahrzeug des Instituts für
Mess- und Regelungstechnik.

gungsgleichungen für die stereoskopische Selbstkalibrierung wurden zunächst le-
diglich die Kollinearitätsgleichungen aus Kap. 4.4 verwendet.

Neben Stereobildfolgen wurden hier auch Daten der Fahrzeugodometrie verwen-
det: Das Versuchsfahrzeug verfügt über ein Anti-Blockier-System (ABS), dessen
Sensoren die Drehrate der Fahrzeughinterachse bestimmen. Diese Daten werden
von einem Mikrocontroller erfasst und an einen Auswerterechner im Fahrzeug
übertragen [Böhringer 2002]. Der Selbstkalibrierung stehen damit Geschwindig-
keitsmessungen in der Einheit km/h zur Verfügung. Andere Messdaten wie z. B.
Lenkwinkel konnten im Versuchsträger nicht aufgenommen werden.

Die Odometriedaten dienen als unterstützende Messungen für die Selbstkalibrie-
rung. Sie können die Robustheit der Selbstkalibrierung erhöhen, da durch eine
genauere Kenntnis der Eigenbewegung eine zuverlässigere Identifikation und Eli-
minierung von Ausreißern in den Punktkorrespondenzen möglich ist. Zudem wird
mit zusätzlichen absoluten Messungen wie Geschwindigkeiten oder Abständen im
Raum auch der sechste Freiheitsgrad der äußeren Orientierung — die Basisbreite
der Kameras — theoretisch beobachtbar. Dies wurde hier aber aufgrund der ho-
hen Unsicherheit der gegebenen Geschwindigkeitsmessungen nicht experimentell
untersucht.

Um die gegebene Geschwindigkeitsmessung v̂k in die Selbstkalibrierung nach
Kap. 5 zu integrieren, muss zunächst der Zusammenhang zwischen v̂k und den Pa-
rametern RM,k,TM,k der Kamerabewegung (s. Kap. 4.3) modelliert werden. Da-
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Bild 6.2: Im Versuchsträger des Instituts für Mess- und Regelungstechnik kann
die Geschwindigkeit der Hinterachse über Raddrehzahlgeber gemessen werden
[Böhringer 2002]. Nimmt man an, dass sich das Fahrzeug auf einer Kreisbahn
bewegt, so entspricht der Betrag des Geschwindigkeitsvektors der Stereokamera
dem Betrag der Geschwindigkeit der Hinterachse, d. h. ‖−RMTM‖ = ‖V‖ =
v∆t, wobei ∆t die Zeitdifferenz zwischen zwei aufeinander folgenden Bildern
bezeichnet.

zu wird vereinfachend angenommen, dass sich das Fahrzeug auf einer Kreisbahn
mit großem Radius bewegt und die an der Hinterachse gemessene Geschwindig-
keit v̂k damit dem Betrag des Geschwindigkeitsvektors der Stereokamera ungefähr
entspricht (vgl. Bild 6.2). Diese Annahme ist für die meisten Fahrmanöver im Stra-
ßenverkehr in guter Näherung erfüllt.

Nach dem einfachen Modell (4.21) wird die Bewegung eines 3D-Punktes X zwi-
schen zwei Bildern durch

Xk+1 = RM,k Xk + TM,k (6.1)

beschrieben. Entsprechend Tab. 2.1 ergibt sich damit die Translation zwischen auf-
einander folgenden Positionen des Stereokamerasystems zu den Zeitpunkten k und
k+1 aus

TFzg ,k = −RT
M,k TM,k , (6.2)

wobei der Verschiebungsvektor TFzg ,k im Koordinatensystem der ersten Kame-
raposition angegeben ist. Mit Gl. (6.2) gilt zwischen dem gemessenen Geschwin-
digkeitsbetrag v̂k und den Bewegungsparametern der Kamera die Beziehung

v̂k = vk + eV,k

=
1

∆t
‖TFzg ,k‖+ eV,k =

1
∆t
‖RT

M,kTM,k‖+ eV,k
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=
1

∆t
‖TM,k‖+ eV,k . (6.3)

∆t bezeichnet dabei die Zeitspanne zwischen zwei Bildern und eV,k ∼N(0, σ2
V )

den als weißes Gauß’sches Rauschen modellierten Fehler der Geschwindigkeits-
messung.

Mit Hilfe von Gl. (6.3) können die Odometriedaten leicht in das in Kap. 5.2 be-
schriebene IEKF integriert werden. Dazu wird dem impliziten Messmodell aus
Gl. (5.59) lediglich eine weitere Zeile hinzugefügt:

h
([

xk
vk

]
, zk

)
=

[
...

1
∆t‖TM,k‖ − vk

]
= 0 . (6.4)

Alle weiteren Elemente von h bleiben unverändert. Somit kann eine odometrisch
gestützte stereoskopische Selbstkalibrierung im Fahrzeug realisiert werden.

6.1.2 Ergebnisse

Als repräsentatives Beispiel der Selbstkalibrierung werden hier Ergebnisse einer
Sequenz mit 500 Stereobildern gezeigt. Die Bilder wurden mit einer Taktrate von
25 Hz aufgenommen. Das Fahrzeug fuhr zunächst geradeaus und bog dann nach
rechts in eine kreuzende Straße ab.

Um Referenzdaten für die Ergebnisse der Selbstkalibrierung zu erhalten, wurden
die Kameras vor Beginn der Messungen zunächst mit einem Offline-Verfahren
kalibriert. Dazu wurde Bouguets hervorragende Matlab-Toolbox1 verwendet. Die
Offline-Kalibrierung lieferte für die Stereokamera folgende Referenzdaten:

[fL,ref ; fR,ref ] = [826; 825] pixel, [TCY,ref ;TCZ,ref ] = [2,98;−5,7] mm
ωC,ref = [−0,040; 1,34; 0,05]◦ . (6.5)

Die Selbstkalibrierung wurde dagegen mit folgenden Startwerten initialisiert:

[fL,0; fR,0] = [795; 820] pixel, [TCY,0;TCZ,0] = [0; 0] mm
ωC,0 = [0; 0; 0]◦ . (6.6)

Wie wir später sehen werden, war mit dieser initialen Parameterwahl keine sinn-
volle Stereorekonstruktion möglich. Erst mit den von der kontinuierlichen Selbst-
kalibrierung bestimmten Parametern wurde eine zuverlässige Tiefenmessung mög-
lich. Bild 6.3 stellt die geschätzten Kameraparameter dar.

1http://www.vision.caltech.edu/bouguetj/calib_doc

http://www.vision.caltech.edu/bouguetj/calib_doc
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Bild 6.3: Ergebnisse der Selbstkalibrierung bei einer Stereosequenz mit 500 Bil-
dern. Dargestellt sind die Schätzungen der Eigenbewegung [TM,k,ωM,k] des Ka-
merasystems (oben rechts), der Brennweiten [fL,k, fR,k] der Kameras (rechts),
sowie der extrinsischen Parameter [ωC,k,TC,k] des Stereosensors.

Die Stereoselbstkalibrierung zeigt gute Ergebnisse. Die geschätzten Bewegungs-
parameter der Kamera spiegeln die Abfolge von Geradeausfahrt und Rechtsab-
biegen wider. Die Anfangsfehler der intrinsischen Parameter wurden innerhalb
weniger Bilder korrigiert. Die geschätzten Brennweiten wurden ebenfalls schnell
verbessert, auch wenn die vom Kalman-Filter bestimmten Unsicherheiten der Pa-
rameter fL und fR deutlich langsamer abnehmen als die der äußeren Orientierung.
Um eine aussagekräftige und praktisch relevante Bewertung der Ergebnisse zu er-
möglichen, wurden die geschätzten Kameraparameter für eine 3D-Rekonstruktion
verwendet. Wie in Kap. 2.3 dargestellt, besteht das herkömmliche Verfahren zur
Tiefenschätzung aus einer Rektifizierung der Stereobilder und der anschließenden
Suche nach korrespondierenden Punkten entlang der rektifizierten Epipolarlinien.



106 6. EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE

Bild 6.4: Stereorekonstruktion mit den Ergebnissen der Selbstkalibrierung. Ver-
schiedene Parametersätze (Initialschätzung der Kameraparameter vor der Selbst-
kalibrierung, Ergebnis der Selbstkalibrierung, Referenzkalibrierung mit Bou-
guets Toolbox) wurden zur Rektifizierung verwendet. Anschließend wurde ein
Stereomatching-Verfahren basierend auf dynamischer Programmierung verwen-
det. Die berechneten Disparitätsbilder zeigen die für dieses Optimierungsverfahren
typische Zeilenstruktur der Zuordnungsfehler.

Zu beachten ist dabei, dass die Rektifizierung von den bestimmten Kamerapara-
metern abhängig ist: Ist die ermittelte Kalibrierung fehlerhaft, so liegen korrespon-
dierende Punkte in den rektifizierten Bildern nicht mehr in der gleichen Bildzeile
(vgl. Kap. 2.4) und eine anschließende Korrespondenzsuche wird in vielen Fällen
scheitern.

Bild 6.4 zeigt die Ergebnisse der Stereorekonstruktion für verschiedene Parame-
tersätze (die initialen Kameraparameter vor Beginn der Schätzung, das Ergeb-
nis der Selbstkalibrierung nach 500 Bildern und die Referenzwerte der Offline-
Kalibrierung). Um die Vergleichbarkeit der Resultate zu gewährleisten, wurde
in den drei Beispielen jeweils der gleiche Stereoalgorithmus aus der OpenCV-
Bibliothek2 verwendet. Es ist klar zu erkennen, dass mit der initialen Schätzung
nach Gl. (6.6) keine zuverlässige Stereorekonstruktion möglich ist. Nur die Person
im Vordergrund kann erkannt werden, der Hintergrund der Szene verschwindet
vollständig. Die Ergebnisse der stereoskopischen Selbstkalibrierung nach 500 Bil-
dern erlauben eine deutlich bessere Rekonstruktion und sind mit den Resultaten
der Offline-Kalibrierung vergleichbar.

2http://sourceforge.net/projects/opencvlibrary

http://sourceforge.net/projects/opencvlibrary
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6.2 Selbstkalibrierung eines aktiven Stereosystems

6.2.1 Die aktive Kameraplattform

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der stereoskopischen Selbstkalibrierung ist das
aktive Sehen. Aktive Stereokameras wurden bereits im Automobilbereich [Dick-
manns 2002; Gehrig 2005] und in der Robotik verwendet [Bjorkman u. Eklundh
2002; Murray u. a. 1992]. In Anlehnung an das menschliche Sehsystem besteht
ein aktives Kamerasystem zumeist aus zwei Videosensoren, welche sich mit Hil-
fe entsprechender Aktuatorik auf die momentan wichtigen Elemente einer Szene
ausrichten können. Ein solches System bietet viele Vorteile: Beispielsweise kann
eine aktive Kameraplattform in einem Fahrzeug den Sichtbereich auf nahezu 180◦

erweitern und ist deshalb besonders für die Erfassung von komplexen innerstäd-
tischen Kreuzungsbereichen geeignet. Andere Fähigkeiten von aktiven Sehsyste-
men wie z. B. die glatte Verfolgung von bewegten Objekten oder das sakkadische
Sehen wurden in [Gregor u. a. 2002] untersucht. Im Rahmen dieser Arbeit wurde
eine Kameraplattform entwickelt [Dang u. Hoffmann 2006], welche die angeführ-
ten Vorteile eines aktiven Sehsystems für autonom agierende Fahrzeuge nutzbar
machen soll.

In der Literatur werden unterschiedliche Bauformen von aktiven Stereokameras
vorgestellt. Zum einen können die Kameras auf einer gemeinsamen Plattform starr
montiert werden, welche um eine zentrale Achse drehbar ist. Die relative Orien-
tierung und Verschiebung beider Kameras bleibt dann stets konstant. In [Gehrig
2005] wurde darauf hingewiesen, dass diese Bauform in Fahrzeugen ungünstig
ist, da die Kameras dann mindestens eine Entfernung von einer halben Basisbreite
zur Windschutzscheibe einhalten müssen. Alternativ können die Kameras indivi-
duell drehbar montiert werden. In diesem Fall sind die zu bewegende Masse und
die Gesamtgröße der Kameraplattform deutlich kleiner als bei einem starren Ste-
reosystem. Da sich aber die relative Position und Orientierung der Kameras bei
jeder Bewegung ändern, wird dieser Vorteil zum Preis einer hochgenauen und ro-
busten mechanischen Aufhängung oder einer Selbstkalibrierung der Stereokamera
erkauft. Außerdem ist zu bemerken, dass die effektive Basisbreite eines aktiven
Stereosystems dieser Bauform mit dem Kosinus der horizontalen Blickrichtung
abnimmt. Dies stellt aber kein schwerwiegendes Problem dar, da in den meisten
Anwendungen (z. B. bei der Erfassung eines Kreuzungsbereichs) die erforderliche
Tiefenauflösung in seitlicher Richtung deutlich geringer ist als nach vorne.

Bild 6.5 zeigt den aktiven Videosensor im Versuchsträger des Instituts für Mess-
und Regelungstechnik. Um eine kleine Baugröße und schnelles sakkadisches Se-
hen zu ermöglichen, werden alle verwendeten Kameras unabhängig bewegt. Aus
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Bild 6.5: a. Die aktive Kameraplattform im Versuchsfahrzeug des Instituts für
Mess- und Regelungstechnik. Die Plattform besteht aus zwei Stereokameras mit
einem horizontalen Sichtbereich von jeweils 46◦ und einer Telekamera. Die bei-
den Stereokameras können unabhängig voneinander um ihre Hochachse gedreht
werden, während die Telekamera sowohl Gier- und Nickbewegungen (über einen
drehbaren Spiegel) ausführen kann. b. Schematische Ansicht der aktiven Kamera-
plattform (C1, C2: Stereokameras, C3: Telekamera, M: Spiegel).

Kostengründen wurden zudem so weit als möglich Standardkomponenten einge-
setzt. Die Drehung der einzelnen Kameras erfolgt über Schrittmotoren. Mit diesen
kann eine einfache Steuerung der Motorpositionen durchgeführt werden. Die Um-
setzung eines geschlossenen Regelkreises ist nicht erforderlich.

Die Telekamera im Zentrum der Plattform wird für monokulares Sehen verwendet
und soll vor allem der Erkennung von Objekten in größerer Entfernung dienen.
Da der Öffnungswinkel der Telekamera nur ca. 18◦ beträgt, muss sie Nickbewe-
gungen des Fahrzeugs kompensieren können. Die Orientierung der Kamera kann
deshalb sowohl in horizontaler als auch in vertikaler Richtung verändert werden.
In [Dickmanns 2002] wird vorgeschlagen, die vertikale Blickrichtung mit Hilfe
eines kleinen Spiegels zu variieren, um so die zu bewegende Masse möglichst ge-
ring zu halten. Dieses Konzept wurde auch hier übernommen. Außerdem wurde
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Bild 6.6: Beispiel eines Stereobildpaares der Innenraumsequenz. Punktkorrespon-
denzen wurden mit Hilfe von SIFT-Merkmalen extrahiert und sind im Bild mit
„×“ markiert. Die Sequenz bestand aus 305 Bildpaaren. Nach 195 Bildern wurden
beide Kameras um ca. 20◦ nach rechts geschwenkt.

auf dem Spiegel ein Beschleunigungssensor angebracht, der die Bildstabilisierung
unterstützt. Da sich jede der verwendeten Kameras unabhängig bewegen kann,
stellt die vorgestellte Kameraplattform eine hervorragende Testumgebung für die
kontinuierliche Selbstkalibrierung dar.

6.2.2 Ergebnisse

Die kontinuierliche Selbstkalibrierung wurde mit unterschiedlichen Bildsequen-
zen der im letzten Unterkapitel beschriebenen aktiven Kamera getestet. Stellver-
tretend werden hier zwei Beispiele aus dem Innen- und Außenraumbereich vor-
gestellt. Effekte der Linsenverzeichnung wurden in beiden Fällen vor Beginn der
Selbstkalibrierung eliminiert.

Die erste Sequenz wurde von einer mobilen Plattform (einem Handwagen) auf-
genommen, welcher in einer Laborumgebung bewegt wurde (Bild 6.6). Zur Be-
stimmung einer Referenzkalibrierung wurde wieder Bouguets Offline-Verfahren
verwendet. Die rekursive Selbstkalibrierung wurde mit initialen Kameraparame-
tern gestartet, welche gegenüber den Referenzwerten einen Fehler von ca. 3◦ in
den Kameraorientierungen und ca. 10% in den Brennweiten aufwiesen. Die ge-
samte Sequenz umfasste 305 Stereobilder. Nach 195 Bildern wurde eine Rotation
beider Kameras um ca. 20◦ nach rechts durchgeführt.

Die Selbstkalibrierung beruht in diesem Beispiel sowohl auf Bedingungsgleichun-
gen des rekursiven Bündelausgleichs als auch auf Epipolarbedingungen, wobei
maximal fünfzig Objektpunkte zeitlich verfolgt und nicht mehr als zwanzig wei-
tere Korrespondenzpaare für die Epipolarbedingung verwendet werden. Durch die
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Bild 6.7: Geschätzte Eigenbewegung (TM,k,ωM,k), extrinsische Kameraparame-
ter (ωR,ωL) und Brennweiten (fR, fL) für die Innenraumsequenz aus Bild 6.6.
Die Drehbewegung der Kameras wird zuverlässig erkannt.

Verwendung dieser geometrischen Beziehungen konnte eine hohe Genauigkeit und
Robustheit der Selbstkalibrierung erreicht werden. Auf die zusätzliche Nutzung
der trilinearen wurde verzichtet. Die Bestimmung von korrespondierenden Punk-
ten basierte in diesem Experiment auf SIFT-Merkmalen (Kap. 3.3). Bild 6.7 zeigt
die Ergebnisse der kontinuierlichen Selbstkalibrierung.

Um die Leistungsfähigkeit der schritthaltenden Selbstkalibrierung in diesem Bei-
spiel zu bewerten, wurden die 3D-Positionen der in Bild 6.6 dargestellten Bild-
merkmale rekonstruiert. Mit Hilfe des Triangulationsverfahrens nach [Hartley
u. Sturm 1997], den Referenzdaten der als fehlerfrei angenommenen Offline-
Kalibrierung und den Ergebnissen des IEKF nach 100 Bildern konnte ein mittler-
er relativer Rekonstruktionsfehler ε̄ref nach Gl. (5.75) berechnet werden. Tab. 6.1
fasst die entsprechenden Ergebnisse zusammen: Die für die Selbstkalibrierung ver-
wendeten Startwerte lieferten nur für 63 der 91 extrahierten Punktpaare gültige
3D-Positionen vor den Kameras. Die 63 rekonstruierten Objektpunkte wiesen da-
bei aber einen großen relativen Positionsfehler von ca. 50% auf. Nach 100 Bildern
konnten alle Merkmale zuverlässig erkannt werden und der verbleibende Rekon-
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Bild 6.8: 3D-Rekonstruktion der Bildmerkmale aus Bild 6.6: ’.’ markiert die mit
den Kameraparametern aus Bouguets Offline-Kalibrierung rekonstruierten 3D-
Positionen. ’+’ zeigt die Rekonstruktionsergebnisse mit den Kameraparametern,
die von der Selbstkalibrierung nach 100 Bildern ermittelt wurden.

struktionsfehler gegenüber der Referenzkalibrierung lag unter 3%.

Anz. gültiger rel. Rekonstruktions-
Rekonstruktionen fehler

Referenzkalibrierung 91 von 91 —

Anfangsschätzung 63 von 91 49.46%

Selbstkalibrierung 91 von 91 2.36%

Tabelle 6.1: Vergleich der 3D-Rekonstruktionsergebnisse.

Die zweite Beispielsequenz wurde mit der aktiven Kameraplattform im Versuchs-
fahrzeug aufgenommen. Bild 6.9 zeigt zwei Stereobildpaare und mit Hilfe der
verteilungsbasierten Korrespondenzanalyse (s. Kap. 3.3) automatisch extrahierte
Punktkorrespondenzen. In diesem Experiment wurden ebenfalls maximal fünf-
zig Punkte im rekursiven Bündelausgleich verfolgt und maximal zwanzig weitere
Stereokorrespondenzen für die Epipolarbedingung nach Kap. 4.2 verwendet. Das
Fahrzeug fuhr zunächst geradeaus und bog nach ca. vierzig Bildern links ab. Diese
Bewegung spiegelt sich deutlich in den geschätzten Parametern TM,k und ωM,k

wieder (Bild 6.10). Die Kameras wurden zweimal gedreht: Vor Beginn der Kur-
venfahrt zuerst um 15◦ nach links (Bild 38) und anschließend um −15◦ nach En-



112 6. EXPERIMENTELLE ERGEBNISSE

Bild 6.9: Zweites und drittes Bildpaar der Stereosequenz. Die automatisch extra-
hierten Merkmale sind ebenfalls dargestellt: +: verfolgtes Bildmerkmal, ♦: räum-
liche Punktkorrespondenz für Epipolarbedingung, ∗: ungültige Zuordnung. Die
prädizierten Positionen verfolgter Merkmale sind durch ihre 3σ-Kovarianzellipsen
angezeigt.

de des Abbbiegemanövers (Bild 168). Beide Änderungen der Blickrichtung sind
deutlich in den geschätzten Kameraparametern zu erkennen.

Bild 6.11 zeigt die Ergebnisse der Stereorekonstruktion mit Rektifizierung nach
Kap. 2.3. Zur Bestimmung der Disparität kam der in [Hirschmüller u. a. 2002]
vorgeschlagene Algorithmus zum Einsatz. In den Ergebnissen der obersten Reihe
wurden wieder die Startwerte der Selbstkalibrierung zur Rektifizierung verwen-
det. Eine Offline-Kalibrierung wurde in diesem Experiment nicht durchgeführt,
und die vom Benutzer vorgegebenen initialen Kameraparameter waren für eine
Stereorekonstruktion nicht ausreichend. Nach ca. dreißig Bildern hatte das IEKF
einen eingeschwungenen Zustand erreicht, und die ermittelten Kameraparameter
erlaubten die Berechnung eines dichten Disparitätsfeldes. Auch nach den beiden
Drehungen der Kameras (Bild 38 und 168) konnten die Kameraparameter zuver-
lässig bestimmt werden und ermöglichten eine Stereorekonstruktion der betrach-
teten Szene.

Ein weiteres Beispiel aus dem Straßenverkehr ist in Bild 6.12 dargestellt. Die Ab-
bildung zeigt die mit Hilfe der Selbstkalibrierung berechneten Disparitätswerte.
Wieder wurde das beschriebene Kalibrierverfahren mit einer initialen Schätzung
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Bild 6.10: Geschätzte Eigenbewegung (TM ,ωM ), extrinsische Kameraparameter
(ωR,ωL) und Brennweiten (fR, fL) für die Innenraumsequenz aus Bild 6.9. Die
Kameras wurden zweimal gedreht: um ca. 15◦ nach links vor Beginn der Links-
kurve (Bild 38) und nach Ende des Abbiegemanövers um 15◦ nach rechts (Bild
162).

der Kameraparameter gestartet, die keine sinnvolle Stereorekonstruktion ermög-
lichte. Im Laufe der Bildsequenz konnte diese Anfangsschätzung deutlich verbes-
sert werden. Außerdem veranschaulicht Bild 6.12, dass mit der vorgeschlagenen
Stereoselbstkalibrierung auch bei mehreren unabhängig bewegten Objekten in der
Szene (hier vorausfahrende und entgegenkommende Fahrzeuge im Kreuzungsbe-
reich) eine zuverlässige Tiefenrekonstruktion erreicht werden kann.

Insgesamt zeigen die in Kap. 6 dargestellten Ergebnisse zum einen, dass mit Hilfe
des vorgeschlagenen rekursiven Verfahrens eine Kalibrierung von Stereokameras
bei vernünftigen Startwerten (z. B. aus Datenblättern oder Konstruktionsplänen)
möglich ist. Zum anderen erlaubt das robuste IEKF eine Nachführung von Ka-
meraparametern und kann damit zur Kompensation von Drifteffekten (z. B. durch
mechanische oder thermische Einflüsse im Fahrzeug) und zur Selbstkalibrierung
eines aktiven Stereosystems eingesetzt werden.
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Bild 6.11: Stereorekonstruktion mit den Ergebnissen der Selbstkalibrierung aus
Bild 6.10: a: Anfangsschätzung der Parameter im Bild 0. Man beachte, dass die
Startwerte vom Benutzer manuell vorgegeben wurden. Aus diesem Grund war in
Bild 0 auch noch keine 3D-Rekonstruktion möglich. b: Stereorekonstruktion nach
Bild 30. c: Stereorekonstruktion nach erster Kameradrehung (Bild 40). d: Stereo-
rekonstruktion nach zweiter Kameradrehung (Bild 180).
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Bild 6.12: Stereorekonstruktion mit den Ergebnissen der Selbstkalibrierung bei
einer Straßenverkehrsszene mit unabhängig bewegten Objekten: a: Anfangsschät-
zung der Parameter (Bild 0). b,c,d: Stereorekonstruktion nach Bild 15, 180 und
270.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit liefert eine vollständige Beschreibung der Verarbeitungs-
kette einer kontinuierlichen Selbstkalibrierung von Stereokameras. Basierend auf
dem Modell einer rektifizierten Stereokamera wird zunächst die Empfindlichkeit
der 3D-Rekonstruktion gegenüber Unsicherheiten in der Kamerakalibrierung un-
tersucht. Diese Analyse ermöglicht eine Identifikation wichtiger Kameraparameter
für die Selbstkalibrierung und eine quantitative Abschätzung zulässiger Fehlerto-
leranzen.

Außerdem wurde eine allgemeine Einteilung gebräuchlicher Verfahren zur
merkmalsbasierten Korrespondenzanalyse in Stereobildfolgen vorgestellt. Für
die Selbstkalibrierung bieten sich dabei besonders zwei Ansätze an: ein
Blockmatching-Verfahren und eine verteilungsbasierte Merkmalsextraktion auf
Basis von SIFT-Deskriptoren. Die Bestimmung von SIFT-Deskriptoren ist zwar
aufwändiger, liefert aber besonders bei großen Basisbreiten oder starken Verdre-
hungen der Kameras zueinander deutlich bessere Ergebnisse. Wichtig für die nach-
folgenden Verarbeitungsschritte ist eine Validierung und eine Abschätzung der
Messunsicherheit für extrahierte Punktkorrespondenzen. Entsprechende Metho-
den wurden in Kap. 3 aufgezeigt.

In dieser Arbeit werden drei geometrische Bedingungsgleichungen für die konti-
nuierliche Selbstkalibrierung analysiert: die Epipolarbedingung zwischen Stereo-
bildern, die Trilinearitäten zwischen Bildtripeln und eine rekursive Form des Bün-
delausgleichs mit reduzierter Strukturrepräsentation. In Bezug auf die erreichbare
Genauigkeit ist der Bündelausgleich den beiden anderen geometrischen Beziehun-
gen deutlich überlegen. Insbesondere eröffnet sich durch die Schätzung der Struk-
turparameter die Möglichkeit, Messungen über den gesamten Bildverband zu inte-
grieren. Somit wird im Bündelausgleich inhärent eine große effektive Basisbreite
zwischen den Kameras erreicht und eine genauere Bestimmung der Kamerakali-
brierung ermöglicht.

Die Trilinearitäten stellen eine hinreichende Bedingung für die Korrespondenz
dreier Bildpunkte dar. Da sie aber die Kamerakalibrierung von der Schätzung der
3D-Struktur der Szene entkoppeln, ermöglichen sie keine direkte Akkumulation
von Verschiebungsinformation. Die erreichbare Genauigkeit ist deshalb geringer
als beim Bündelausgleich. Ähnliches gilt bei der Epipolarbedingung zwischen Ste-
reobildern: Diese ist nur eine notwendige Bedingung für die Korrespondenz zwei-
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er Bildpunkte und liefert dementsprechend den geringsten Informationsbeitrag für
die Selbstkalibrierung.

Allerdings hat die in dieser Arbeit verwendete Form der Epipolarbedingung auch
Vorteile in der praktischen Anwendung: Zum einen erfordert sie nur einen ver-
gleichsweise geringen Rechenaufwand für Merkmalsextraktion und Parameter-
schätzung. Zum anderen benötigt sie keine Starrheitsannahme der betrachteten
Szene. Während bei den Trilinearitäten und beim Bündelausgleich vorausgesetzt
werden muss, dass sich alle betrachteten Objektpunkte starr zueinander bewegen,
verwendet die Epipolarbedingung lediglich räumliche Punktkorrespondenzen zwi-
schen linkem und rechtem Stereobild. Eine Eliminierung von unabhängig beweg-
ten Objekten in der Szene ist deshalb nicht erforderlich. Aus diesem Grund ist es
z. B. sinnvoll, eine Kombination von Bündelausgleich und Epipolarbedingung für
verschiedene Messungen zu verwenden und damit eine zuverlässigere Selbstkali-
brierung zu ermöglichen.

Alle drei geometrischen Bedingungen wurden in einem Gauß-Helmert-Modell for-
muliert. Durch die einheitliche Modellierung wird erreicht, dass sich die verschie-
denen Bedingungsgleichungen leicht in einem Schätzverfahren kombinieren las-
sen. Außerdem erlaubt das Gauß-Helmert-Modell die Minimierung eines physika-
lisch relevanten Fehlers, nämlich der Distanz zwischen idealen und gemessenen
Punktkoordinaten im Bild. Im Vergleich zu einem rein algebraischen Fehlerkrite-
rium ist so eine deutliche höhere Genauigkeit der Selbstkalibrierung möglich.

Zur kontinuierlichen Selbstkalibrierung wurde in dieser Arbeit ein Iteratives Er-
weitertes Kalman-Filter (IEKF) für nichtlineare Gauß-Helmert-Modelle entwor-
fen. Das IEKF berechnet sowohl eine Schätzung des gesuchten Systemzustands
als auch eine Korrektur der verwendeten Messung, welche als Ausgangspunkt für
eine erneute Linearisierung des Beobachtungsmodells und eine anschließende Ver-
besserung der Zustandsschätzung verwendet werden kann. Experimente in dieser
Arbeit zeigen, dass bereits durch eine einzige zusätzliche Linearisierung im Inno-
vationsschritt des Kalman-Filters eine signifikante Verbesserung erreicht werden
kann.

Wichtig für die praktische Anwendung der Selbstkalibrierung ist die Robustheit
der Schätzung gegenüber vereinzelten großen Messfehlern oder Verletzungen des
zugrunde liegenden Modells. Erstere können beispielsweise auftreten, wenn durch
periodische Strukturen im Bild fehlerhafte Punktkorrespondenzen extrahiert wer-
den. Letztere entstehen z. B. bei unabhängig bewegten Objekten in der Szene. Um
eine robuste Schätzung zu erreichen, wurde in dieser Arbeit ein random samp-
ling Verfahren im Innovationsschritt des Kalman-Filters verwendet. Mit Hilfe ei-
nes Least Median of Squares (LMedS) Schätzers können inkonsistente Messdaten
erkannt und eliminiert werden.
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Weiterhin wurde in dieser Arbeit ein Verfahren zur stochastischen Beobachtbar-
keitsanalyse umgesetzt. Diese Methodik stellt ein hervorragendes Werkzeug für
das Filterdesign dar. Sie erlaubt beispielsweise die genaue Untersuchung von ver-
schiedenen Parametrisierungen des Zustandsvektors, einen Vergleich der unter-
schiedlichen Beobachtungsbedingungen oder eine Bewertung unterschiedlicher
Konstellationen der beobachteten Objektpunkte.

Die beschriebenen Verfahren wurden zur Selbstkalibrierung eines statischen Ste-
reosensors im Versuchsfahrzeug des Instituts für Mess- und Regelungstechnik ver-
wendet und zeigen dort gute Ergebnisse. Außerdem wurde im Rahmen dieser Ar-
beit ein aktives Stereosystem mit unabhängig voneinander drehbaren Kameras auf-
gebaut. Für einen solchen Sensor ist eine kontinuierliche Selbstkalibrierung un-
erlässlich. Experimente im Straßenverkehr zeigen, dass der beschriebene Ansatz
auch für diese Aufgabe erfolgreich eingesetzt werden kann.

Obschon das vorgestellte Verfahren zur stereoskopischen Selbstkalibrierung in
vielen Experimenten bereits gute Ergebnisse liefert, sind noch einige Verbesse-
rungen vorstellbar:

• Damit die Selbstkalibrierung in Zukunft eine aufwändige Offline-
Kalibrierung ersetzen kann, müssen neben den in dieser Arbeit bestimm-
ten Kameraparametern auch die Parameter der Linsenverzeichnung ermittelt
werden. Prinzipiell ist dies mit den in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren
und entsprechenden Kameramodellen möglich. Untersuchungen hierzu wur-
den aber noch nicht durchgeführt.

• Die Implementierung der rekursiven Zustandsschätzung könnte verbessert
werden, indem wie bei klassischen Verfahren des Bündelausgleichs die spär-
liche Besetzung der involvierten Jacobi- und Kovarianzmatrizen explizit be-
rücksichtigt wird, um numerisch effizientere Gleichungen für die Zustands-
schätzung zu erhalten. Dies hätte wahrscheinlich eine Verbesserung der Re-
chenzeit und der numerischen Stabilität des Schätzverfahrens zur Folge.

• Der weitaus größte Anteil der erforderlichen Rechenzeit für die Selbstkali-
brierung muss für die Merkmalsextraktion aufgewendet werden. Um den-
noch eine Berechnung von z. B. SIFT-Merkmalen mit hohen Taktraten zu
ermöglichen, könnte wie in [Sinha u. a. 2006] moderne Grafikkartenhardwa-
re (engl. Graphical Processing Units, GPUs) verwendet werden. Alternativ
wird von [Grabner u. a. 2006] vorgeschlagen, SIFT-Deskriptoren näherungs-
weise mit Hilfe von Integralhistogrammen (s. [Porikli 2005]) zu bestimmen.
Dieser Ansatz erlaubt eine signifikante Reduzierung des erforderlichen Re-
chenaufwandes. Eine genauere Untersuchung der Leistungsfähigkeit dieses
Verfahrens in der Praxis steht aber noch aus.
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• Das beschriebene Verfahren sollte weiter in unterschiedlichen Verkehrs-
szenarien getestet werden, wobei für eine kontinuierliche Anwendung im
Fahrzeug auch die Einflüsse verschiedener Witterungsbedingungen be-
rücksichtigt werden sollten. Vielversprechend ist auch, die kontinuierliche
Selbstkalibrierung mit anderen Fahrerassistenzfunktionen zu kombinieren
und so beispielsweise bei der Merkmalsextraktion Synergieeffekte auszu-
nutzen. Insbesondere wurde im Rahmen dieser Arbeit deutlich, dass die kon-
tinuierliche Selbstkalibrierung eng mit der bewegungsbasierten Erkennung
von Objekten im Straßenverkehr verknüpft ist.
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A Anhang

A.1 Darstellung von Rotationen

Rotationsmatrizen:

Eine Rotationsmatrix R beschreibt eine Drehung im euklidischen Raum. Die hier
aufgeführten Beziehungen werden beispielhaft für Drehungen in R3 angegeben,
obwohl prinzipiell eine Verallgemeinerung für Rn, n ≥ 2, möglich ist.

Im dreidimensionalen Raum sind Rotationsmatrizen durch 3×3-Matrizen

R = [r1, r2, r3] (A.1)

gegeben. Mit Hilfe einer Rotationsmatrix kann die Drehung eines beliebigen Vek-
tors X über eine einfache Multiplikation erfolgen: Y = RX. Rotationsmatrizen
sind orthogonal und haben stets die Determinante +1:

rT
1r2 = rT

2r3 = rT
1r3 = 0 (A.2)

‖r1‖ = ‖r2‖ = ‖r3‖ = 1 (A.3)
det R = 1 . (A.4)

Eine Rotationsmatrix in R3 besitzt demnach drei Freiheitsgrade. In dieser Arbeit
werden Rotationsvektoren ω = (ωX , ωY , ωZ)T und Euler- bzw. Gier-, Nick- und
Wankwinkel (Ψ,Φ,Θ)T zur Repräsentation von Rotationen verwendet.

Rotationsvektoren:

Rotationsvektoren spezifizieren Achse und Winkel einer Drehung in kompakter
Form. Zerlegt man ω in seinen Betrag θ = ‖ω‖ und seine Richtung n = ω/‖ω‖,
so gibt n die Drehachse und θ den Drehwinkel der Rotation an.

Um einen Rotationsvektor ω in eine Rotationsmatrix R zu überführen, kann die
Rodriguesformel (z. B. [Hartley u. Zisserman 2002, S. 585]) verwendet werden:

R = Rot (ω) = I + sin θ [n]× + (1− cos θ) [n]2× . (A.5)
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Der Operator [n]× bezeichnet dabei die Abbildung des Vektors n auf eine anti-
symmetrische Matrix:

[n]× =



nX
nY
nZ



×

=




0 −nZ nY
nZ 0 −nX
−nY nX 0


 . (A.6)

Durch die einfache Form der Gl. (A.5) sind Rotationsvektoren leicht handhabbar.

Gier-, Nick- und Wankwinkel:
Bei einer Darstellung in Euler- bzw. Gier-, Nick- und Wankwinkeln (engl. yaw-
pitch-roll) werden Rotationen als Verkettung von Drehungen um die Achsen des
verwendeten Koordinatensystems dargestellt. Der Gierwinkel bezeichnet dabei die
Drehung um die Hochachse (in dieser Arbeit um die Y -Achse des Koordinaten-
systems). Nick- und Wankwinkel geben Drehungen um die X- und Z-Achse an.

In der vorliegenden Arbeit wird die Reihenfolge der Verkettung wie folgt festge-
legt:

R = Rot (Ψ,Φ,Θ) = RZ(Θ) · RX(Φ) · RY (Ψ) , (A.7)

wobei

RX(Φ) =




1 0 0
0 cos Φ − sin Φ
0 sin Φ cos Φ


 , RY (Ψ) =




cos Ψ 0 sin Ψ
0 1 0

− sin Ψ 0 cos Ψ


 ,

RZ(Θ) =




cos Θ − sin Θ 0
sin Θ cos Θ 0

0 0 1


 . (A.8)

Für das Modell aktiver Kameras Gln. (2.21)–(2.24) hat diese Wahl den Vorteil,
dass eine Rotation Rot (Ψ,0,Θ) die optische Achse (also die Z-Achse des ge-
drehten Koordinatensystems) stets in der X-Z-Ebene des ursprünglichen Koor-
dinatensystems belässt (Bild 2.5b). Ein Nachteil von Eulerwinkeln gegenüber ei-
ner Darstellung mit Rotationsvektoren ist der sog. gimbal lock (s. z. B. [Grassia
1998]), d. h. auch bei einer Beschränkung auf den Winkelbereich zwischen 0 und
2π ist die Umwandlung von Rotationsmatrizen in Eulerwinkel nicht in allen Fällen
eindeutig.

Hilfreiche Formeln:

• Inverse einer Rotationsmatrix:

R−1 = RT (A.9)
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• Bestimmung einer zulässigen Rotationsmatrix R mit den Eigenschaften
Gln. (A.2)–(A.4) aus einer fehlerbehafteten Schätzung R̂ der Rotationsma-
trix: Diese Aufgabe entspricht dem orthogonalen Prokrustes Problem [Go-
lub u. Loan 1996, S. 601] und wird durch

R = UVT (A.10)

gelöst, wobei U und V aus der Singulärwertzerlegung R̂ = UDVT be-
stimmt werden. Zusätzlich muss die Bedingung det R = +1 überprüft wer-
den.

• Bestimmung der Rotationsachse n aus R: Die Rotationsachse n ist der Ei-
genvektor der Matrix R zum Eigenwert λ=1:

Rn = n . (A.11)

• Bestimmung des Rotationswinkels θ aus R und n (s. [Hartley u. Zisserman
2002, S. 584f]):

tan θ =
nT(R32−R23, R13−R31, R21−R12)T

tr(R)− 1
. (A.12)

A.2 Genauigkeitsabschätzung der Korrespondenz-
analyse

Zur Abschätzung der Messunsicherheit bei der in Kapitel 3.2 dargestellten merk-
malsbasierten Verschiebungsmessung, wird hier ein gradientenbasierter Ansatz
(s. z. B. [Förstner 1993]) gewählt. Dazu nehmen wir an, dass g1 und g2 zwei
um den Vektor ∆x verschobene, korrespondierende Bildfunktionen beschreiben.
Nach Bereinigung um die Mittelwerte ḡ1 und ḡ2 gilt:

g1(x)−ḡ1 = g2(x + ∆x)−ḡ2 + e(x) , (A.13)

wobei der zufällige Intensitätsfehler e als mittelwertfrei und normalverteilt mit
Standardabweichung σ angenommen wird, e ∼ N

(
0,σ2

)
. Durch Linearisierung

von Gl. (A.13) um den Arbeitspunkt x erhält man

[g1(x)−ḡ1]− [g2(x)−ḡ2] ≈ ∇g2(x) ·∆x + e(x) . (A.14)

Wird nun eine Bildregion B={x1 . . .xB} betrachtet, so ist durch eine Ausgleichs-
rechnung die Bestimmung von ∆x aus Gl. (A.14) möglich. Unter der Annahme,
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dass die auftretenden Messfehler in B unkorreliert sind, ergibt die Methode der
kleinsten Fehlerquadrate die optimale 2D-Verschiebung ∆x̂ und deren Kovarianz
(z. B. [Förstner 1993; Niemeier 2002]):

∆x̂ =
(
HTH

)−1
HTy , (A.15)

Σx̂x̂ = σ2
(
HTH

)−1
, (A.16)

wobei die Designmatrix H und der Beobachtungsvektor y durch:

H =




∂g2(x1)
∂x

∂g2(x1)
∂y

...
...

∂g2(xN )
∂x

∂g2(xB)
∂y


 , y =




(g1(x1)−ḡ1)−(g2(x1)−ḡ2)
...

(g1(xB)−ḡ1)−(g2(xB)−ḡ2)




(A.17)

gegeben sind. 1

Da die Zuordnung extrahierter Merkmale bereits im vorangehenden Schritt be-
stimmt wurde, sollte ∆x̂ = 0 gelten. Wir beschränken uns daher auf die Berech-
nung der Kovarianz nach Gl. (A.16). Für diese ist lediglich noch die Größe σ2

zu bestimmen, welche mit Hilfe der empirischen Varianz ŝ2 abgeschätzt werden
kann:

σ2 ≈ ŝ2 =
1

B − 2

B∑

i=1

(
g1 (xi)− g2 (xi)

)2
. (A.18)

Mit Gln. (A.16) und (A.18) ist die Angabe einer Lokalisierungsunsicherheit für
alle gefundenen Korrespondenzen möglich. Da für die Berechnung der Kovarian-
zen Zwischenergebnisse der Eckendetektion aus Gl. (3.1) wiederverwertet werden
können, ist der Mehraufwand der Unsicherheitsabschätzung gering. Ein Beispiel
der beschriebenen Genauigkeitsuntersuchung bei einer typischen Verkehrsszene
ist in Bild 3.4 auf Seite 39 zu finden.

1In [Haußecker u. Spies 1999] wird gezeigt, dass der herkömmliche Kleinste-Quadrate-Ansatz ent-
sprechend Gl. (A.16) dem sog. Total Least Squares (TLS)-Schätzverfahren bei hohem Messrauschen
und kleinen Verschiebungen unterlegen ist. Zielstellung dieses Abschnitts ist jedoch lediglich eine Ab-
schätzung der Lokalisierungsunsicherheit und nicht eine gradientenbasierten Verschiebungsschätzung
im eigentlichen Sinne. Somit scheint die Verwendung von Gl. (A.16) an dieser Stelle gerechtfertigt.



124 A. ANHANG

A.3 Differentiation von Funktionen mehrerer Ver-
änderlicher

Der Großteil der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren zur Selbstkalibrierung ba-
siert auf linearen Schätzalgorithmen. Da jedoch die Projektions- und Bewegungs-
gleichungen des betrachteten Kamerasystems zumeist nichtlinearer Natur sind, ist
in vielen Fällen eine Linearisierung erforderlich. Die lineare Approximation einer
Vektorfunktion mehrerer Veränderlicher erfolgt mit Hilfe der Jacobi-Matrix: Sei
f : RM → RN eine im Punkt x0 ∈ RM differenzierbare Vektorfunktion, so ist
die Jacobi-Matrix Fx0 an der Position x0 gegeben durch:

Fx0 =
∂f
∂x

∣∣∣∣
x0

=




∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xM

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xM

...
...

...
...

∂fN
∂x1

∂fN
∂x2

. . . ∂fN
∂xM




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x0

. (A.19)

Die i-te Zeile der Jacobi-Matrix entspricht dabei dem Gradienten der entsprechen-
den Komponentenfunktion fi. Die j-te Spalte ist der Tangentenvektor an die Kurve
f(x0 +λej), wobei ej den j-ten Einheitsvektor bezeichnet. Mit der Jacobi-Matrix
ist eine Taylor-Approximation erster Ordnung der Funktion f um einen Arbeits-
punkt x0 gegeben,

f(x) ≈ f(x0) + Fx0 (x− x0) . (A.20)

Die sorgfältige Implementierung von Jacobi-Matrizen ist ein wichtiger und
u.U. aufwändiger Bestandteil der Umsetzung von Optimierungsverfahren im
Rechner. Aus diesem Grund werden im Folgenden wichtige Regeln der Vektor-
und Matrizendifferentialrechnung zusammengefasst.

Kettenregel. Seien f : RM → RN und g : RN → RK zwei differenzierbare
Funktionen, so gilt:

∂g (f (x))
∂x

=
∂g
∂f
· ∂f
∂x

. (A.21)

Produktregel.

∂g(x) f(x)
∂x

=
∂g
∂x

f(x) + g(x)
∂f
∂x

. (A.22)

Differentiation von Matrizen. In der vorliegenden Arbeit müssen zur Implemen-
tierung der Schätzalgorithmen oftmals Matrizen differenziert werden, beispiels-
weise wird die Ableitung einer Rotationsmatrix R nach ihren drei Freiheitsgraden
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Ψ,Φ und Θ benötigt. Zwar wird in der Matrizenalgebra eine solche Ableitung
allgemein als Tensor vierter Ordnung eingeführt, für die praktische Anwendung
erscheint es jedoch zweckmäßiger, den vec-Operator zu verwenden und die Ablei-
tung auch in diesem Fall als Jacobi-Matrix zu repräsentieren.

Der vec-Operator wird wie folgt definiert: Sei A = [a1 a2 . . .aq] eine p×q-Matrix.
Dann erzeugt der vec-Operator aus A einen Spaltenvektor der Länge pq durch
„Stapeln“ der Spalten von A:

vec (A) =




a1

a2

...
aq


 . (A.23)

Damit wird die Jacobi-Matrix einer n×m-Matrix A in Abhängigkeit einer p×q-
Matrix B formal als

∂ vec (A)
∂ vec (B)

=




∂A11
∂ vec(B)
∂A21

∂ vec(B)

...
∂Anm
∂ vec(B)




=




∂A11
∂B11

∂A11
∂B21

. . . ∂A11
∂Bpq

∂A21
∂B11

∂A21
∂B21

. . . ∂A21
∂Bpq

...
∂Anm
∂B11

∂Anm
∂B21

. . . ∂Anm∂Bpq




(A.24)

definiert. Im Besonderen gilt: ∂ vec (A) /∂ vec (A) = Inm×nm.

Differentiation von Produkten von Matrizen. Die numerische Differentiation
des Produktes zweier Matrizen A und B nach den einzelnen Elementen der Ma-
trizen erscheint zunächst als triviale Aufgabe: Da das Matrizenprodukt AB linear
in den Elementen von A und B ist, kann eine exakte Berechnung der Ableitung
über einen finiten Differenzenquotienten erfolgen. Bei hochdimensionalen Opti-
mierungsproblemen ist eine solche Vorgehensweise aber u. U. sehr aufwändig, und
es empfiehlt sich deshalb eine algebraische Bestimmung der Jacobi-Matrix.

Als formales Hilfsmittel zur Berechnung der Ableitung bietet sich dabei das
Kronecker-Produkt an. Das Kronecker-Produkt zweier beliebiger Matrizen A und
B ist definiert als

A⊗B =




A11B A12B . . . A1mB
A21B A22B . . . A2mB

...
...

...
...

An1B An2B . . . AnmB


 . (A.25)

Dabei gilt folgende wichtige Identität:

vec (AXB) =
(
BT ⊗A

)
vec (X) , (A.26)
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woraus direkt folgt

vec (AB) = (I⊗A) vec (B) =
(
BT ⊗ I

)
vec (A) . (A.27)

Um die Nützlichkeit des Kronecker-Produktes zu veranschaulichen, betrachten wir
folgendes einfaches Beispiel: Gegeben seien drei Matrizen A,B und R(x), wobei
R(x) von einem Vektor x abhängig sein soll (R könnte also beispielsweise ei-
ne Rotationsmatrix mit den Freiheitsgraden x repräsentieren). Unter Verwendung
der angegebenen Identität (A.26) lässt sich die Ableitung des Matrizenproduktes
AR(x)B nach dem Vektor x einfach berechnen:

∂ vec (AR(x)B)
∂x

=
∂ vec (ARB)
∂ vec (R)

· ∂ vec (R)
∂x

=
(
BT ⊗A

) · ∂ vec (R)
∂ vec (R)

· ∂ vec (R)
∂x

=
(
BT ⊗A

) · ∂ vec (R)
∂x

.

Weitere wichtige Formeln zur Vektor- und Matrizendifferentialrechnung sind in
Tabelle A.1 zusammengefasst.

A.4 Verfahren zur rekursiven Zustandsschätzung

Allgemein ist eine Unterteilung der Parameterschätzverfahren nach den verschie-
denen Kriterien der Optimalität möglich, welche sie zur Bestimmung einer „bes-
ten“ Schätzung verwenden. Die wichtigsten Kategorien dabei sind:

• Beste erwartungstreue Schätzung: Die beste erwartungstreue Schätzung ẑ
einer unbekannten Größe z erfüllt zwei Forderungen: Die Schätzung ist
biasfrei (d. h. E{ẑ−z} = 0) und liefert einen Schätzfehler mit minimaler
Varianz (d. h. die Spur der Kovarianzmatrix tr[Cov{ẑ−z}] ist minimal).

• Methode der kleinsten Quadrate: Hier wird der Zustandsparameter ẑ be-
stimmt, für welchen die Quadratsumme der Abweichung zwischen der Mes-
sung x̂ und der erwarteten Beobachtung h(ẑ) minimal wird. Die zu mini-
mierende Quadratsumme ist durch [x̂−h(ẑ)]TΣ−1[x̂−h(ẑ)] gegeben, wobei
Σ eine geeignete Gewichtsmatrix bezeichnet.
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Lineare Formen:

∂ aTx
∂ x

=
∂ xTa
∂ x

= aT

∂ Ax
∂ x

= A

Quadratische Formen:

∂xTAx
∂x

= xT(AT + A)

∂aTXb
∂ vec (X)

= vec
(
abT)T

= bT ⊗ aT

Sonstige wichtige Beziehungen:

∂Y−1

∂x
= −Y−1 ∂Y

∂x
Y−1

∂aTX−1b
∂X

= −X−TabTX−T

∂ det(X)
∂ vec (X)

= vec
(
det(X)X−T

)T

Tabelle A.1: Formeln zur Matrizen- und Vektordifferentialrechnung.

• Maximum Likelihood Schätzung: Die Maximum Likelihood Methode geht
davon aus, dass die Likelihood p (x|z), also die Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion der Beobachtungen x bei gegebenem Zustand z, bekannt ist. Op-
timaler Zustandsvektor ist hier derjenige, für welchen die Likelihood einer
gegebenen Messung x̂ maximal wird.

• Maximum a posteriori Schätzung: Ist vor einer Schätzung Information über
den gesuchten Zustandsvektor in Form einer a priori Wahrscheinlichkeits-
dichte p (z) gegeben, so kann mit Hilfe der Likelihood und dem Satz von
Bayes die a posteriori Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p (z|x) berechnet
werden:

p (z|x) = c p (x|z) p (z) . (A.28)
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c bezeichnet dabei eine Normierungskonstante, die
∫
p (z|x) dz = 1 sicher-

stellt. Das Maximum dieser Wahrscheinlichkeitsdichte bei einer gegebenen
Messung x̂ definiert den Maximum a posteriori Schätzwert.

Für die kontinuierliche Selbstkalibrierung in dieser Arbeit sind besonders rekursi-
ve Schätzverfahren interessant. In [Fox u. a. 2003; Thrun u. a. 2005] wird gezeigt,
dass eine allgemeine Form eines rekursiven Schätzers für zeitdiskrete Systeme
durch das Bayes-Filter gegeben ist. Das Bayes-Filter ist ein Maximum a posterio-
ri Schätzverfahren und maximiert

p (zk|x̂k, . . . , x̂1) = c p (x̂k|zk) p (zk|x̂k−1, . . . , x̂1) (A.29)

für gegebene Beobachtungen x̂1 . . . x̂k. Dabei wurde angenommen, dass das be-
trachteten System die Markoff-Eigenschaft erfüllt und der aktuelle Zustand zk so-
mit alle relevante Information für den Zeitpunkt k enthält. Insbesondere folgt aus
dieser Annahme, dass zk nur von seinem direkten Vorgänger zk−1 abhängig ist.
Außerdem ist eine Beobachtung xk lediglich durch den aktuellen Zustand zk be-
stimmt: p (x̂k|zk, x̂k−1, . . . , x̂1)=p (x̂k|zk). Wendet man das Theorem der totalen
Wahrscheinlichkeit an, so ergibt sich die rekursive Beziehung

p (zk|x̂k, . . . , x̂1) = c p (x̂k|zk)
∫
p (zk|zk−1) p (zk−1|x̂k−1, . . . , x̂1) dzk−1 .

(A.30)

Das Bayes-Filter kann z. B. für orts- und zeitdiskrete Zustände zk direkt angewen-
det werden. Gebräuchlicher sind allerdings folgende Spezialisierungen des allge-
meinen Ansatzes:

• Kalman-Filter: Kalman-Filter können als Spezialfall eines Bayes-Filters
betrachtet werden, bei dem das betrachtete System linear ist und die
Likelihood-Funktionen als unimodal und gaußverteilt angenommen werden
können. Sie lassen sich also vollständig durch zwei Größen — Erwartungs-
wert und Kovarianz — beschreiben. Sind alle diese Voraussetzungen erfüllt,
so liefert das Kalman-Filter optimale Schätzergebnisse im Sinne aller oben
angegebenen Kriterien. Liegt keine Gaußverteilung vor, so ist das Kalman-
Filter noch immer das beste lineare erwartungstreue Filter minimaler Vari-
anz.

• Erweitertes Kalman-Filter: Ist das betrachtete System nichtlinear, d. h. weist
es insbesondere ein nichtlineares Beobachtungsmodell auf, so wird beim Er-
weiterten Kalman-Filter eine Taylorapproximation vorgenommen. Für das
resultierende linearisierte System kann analog zum Kalman-Filter ein re-
kursives Schätzverfahren angegeben werden.
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• Unscented Kalman Filter: Das Unscented Kalman Filter kann ebenfalls für
nichtlineare Systeme eingesetzt werden. Allerdings wird hier keine Tay-
lorapproximation sondern eine Unscented Transform [Julier u. Uhlmann
1997] verwendet, bei der eine zu linearisierende Funktion an charakteris-
tischen Punkten ausgewertet wird. Unscented Kalman Filter können bei ei-
nigen nichtlinearen Problemen höhere Genauigkeit als Erweiterte Kalman-
Filter erreichen. Bei Experimenten im Rahmen der vorliegenden Arbeit
brachte das Unscented Kalman Filter aber keine signifikante Verbesserung
für die kontinuierliche Selbstkalibrierung gegenüber einem Iterativen Erwei-
terten Kalman-Filter. Da das Unscented Kalman Filter außerdem einen hö-
heren Rechenaufwand erfordert, wurde es hier nicht weiter beschrieben.

• Multihypothesen-Kalman-Filter: Bei Multihypothesen-Kalman-Filtern wer-
den die Likelihoods als Gauß’sche Mischverteilungen, also als gewichtete
Summen von gaußverteilten Zufallsvariablen, modelliert. Für die Praxis er-
gibt sich daraus der wichtige Vorteil, dass auch multimodale Wahrschein-
lichkeitsdichten behandelt werden können.

• Partikelfilter: Bei Partikelfiltern werden die Likelihoods durch eine Menge
von Partikeln repräsentiert. Partikelfilter eignen sich damit theoretisch für
beliebige Verteilungsdichtefunktionen, erfordern aber einen deutlich höhe-
ren Rechenaufwand als parametrische Ansätze.
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