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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine Formulierung fiir strukturdynamische Probleme
mit reibungsbehafteten Kontakten auf der Grundlage von Mafdifferenzialeinschlieffun-
gen angegeben. Diese Vorgehensweise bietet die Mdoglichkeit, die Dynamik von Syste-
men mit verteilten Parametern nach einer bewusst sehr grob durchgefiihrten rdumlichen
Diskretisierung konsistent in die Theorie der nicht-glatten Mechanik von Systemen mit
endlichem Freiheitsgrad einzubetten. Ziel der Vorgehensweise ist es, Modellreduktions-
verfahren in der Strukturdynamik auch bei einseitigen Bindungen anzuwenden. Die bei
Systemen mit verteilten Parametern oftmals physikalisch unrealistischen Geschwindig-
keitsspriinge aufgrund stofsartiger Kontakte treten bei rdumlich grob diskretisierten
Strukturen als Naherungsfehler auf, die bei vielen Anwendungen toleriert werden kon-
nen. Dazu ist es aber erforderlich, dass das nicht-glatte Ersatzsystem immer noch den
Grundprinzipien der Mechanik gehorcht. Diese miissen bei einseitigen Bindungen und
endlichem Freiheitsgrad in eine entsprechend erweiterte, an das Prinzip von FOURIER
angelehnte Axiomatik iiberfithrt werden.

Der Ubergang auf beliebige, rdumlich diskretisierte mechanische Systeme unter Ein-
arbeitung der idealen Kontaktmodelle gelingt zwanglos unter Zuhilfenahme mathema-
tischer Strukturen, die die nicht-glatte Analysis zur Verfiigung stellt. In der vorliegen-
den Arbeit wird, den neueren Arbeiten von ROCKAFELLAR folgend, auf die Begriffe
des Subgradienten schlechthin und des reguléren bzw. des Tangentialkegels schlechthin
(entsprechendes gilt fiir die Normalkegel) zuriickgegriffen.

Die nicht-glatte Bewegung wird als Mafsdifferenzialeinschlieffung formuliert. Bei
nicht-glatter Bewegung haben die angegebenen Einschlieffungen an den Stellen mit
Geschwindigkeitsspriingen den Charakter eines eigenstiandigen Bewegungsgesetzes und
gehen somit nicht unmittelbar aus den Prinzipien fiir die glatte Bewegung hervor. Es
handelt sich dann vielmehr um nicht-glatte konstitutive Gleichungen in Form von Stof-
gesetzen. In der vorliegenden Arbeit wird das aus der Starrkérpermechanik stammende
Stofsgesetz in Anlehnung an den NEwWTONschen Stofs als Mafsdifferenzialeinschlieffung
formuliert.

Anhand verschiedener Beispiele, darunter auch ein Modell eines im Gravitations-
feld rotierenden Balkens mit Delamination und klappernder Delaminationfuge, kann
demonstriert werden, dass insbesondere bei vorhandenen Starrkérpermoden eine moda-
le Modellreduktionsmethode im Allgemeinen nur in Verbindung mit den vorgestellten,
nicht-glatten Integrationsmethoden moglich ist. Die Vorgehensweise der modalen Re-
duktion wird um eine quasi-statische Modellreduktionstechnik erweitert, sodass eine
erhebliche Reduktion bei hinreichend genauer globaler Bewegung ermoglicht wird.
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Bezeichnungen und Schreibweisen

Matrizen

Matrizen der Dimension n x m werden vorwiegend mit Grofbuchstaben bezeich-
net, fett geschrieben und manchmal mit einer Dimensionsangabe indiziert: M =
M, s € R™™  Mit (M)w wird der Eintrag von M in der i-ten Zeile und j-ten

Spalte bezeichnet.
T
. L2 . . .
Spaltenmatrizen R™*! 3 x = ) werden vorwiegend mit Kleinbuchstaben

xn
bezeichnet.

Einheitsmatrix: I =diag((1...1)7).
Transposition: (MT),; = (M), 4,j=1...n.

Ungleichungen mit Spaltenmatrizen sind eintragsweise zu verstehen:

XxX=(r129 ... 2,) T >y =(1Ys...0) &z, >y i=1,...,n

Orthogonalitit: x 1 y & xTy = 0.

Komplementaritiat: 0 < x L y > 0:& x>0,y > 0,xTy = 0. Wegen der Unglei-
chungen ist kein Eintrag negativ. Somit folgt aus der Orthogonalitét eintragsweise
z;y; = 0.

Tildeoperator: Einer Spaltenmatrix a = (ajaza3)T € R? wird eindeutig eine schief-
symmetrische Matrix a € R3*? zugeordnet iiber

0 —as3 as
5 — (a)N = CL3 0 _al
—Qa9 aq 0

Vektoren und Tensoren

Vektoren: Physikalische Grofsen im Anschauungsraum, die vektoriellen Charakter ha-
ben (also unter Anderem der Parallelogrammregel, einer skalaren Multiplikation
und einem Skalarprodukt gentigen), werden mit einem Pfeil gekennzeichnet: 7.



Ursprung: Vektoren sind in dieser Arbeit immer beziiglich des gleichen Ursprungs zu
verstehen, sodass Punkte im Raum mit ihren Ortsvektoren identifiziert werden
kénnen.

Bezugssysteme, Koordinatensysteme, Basen sind hier synonyme Begriffe, da sich
immer auf den gleichen Ursprung bezogen wird. Drei linear unabhéngige Basis-
vektoren bl, bg, b3 bilden dann ein Bezugssystem, das mit B : bl, bg, bg oder einfach
nur mit B bezeichnet wird.

Orthonormierte Basisvektoren: Eine Basis B : 51, 52, 53 wird orthonormal genannt,
falls

G5y L=
8= 0= { 515

gilt. In dieser Arbeit werden orthonormale Basen verwendet, solange nichts an-
deres erwahnt wird.

Koordinaten: Ein Vektor ¢ kann in verschiedenen Basen etwa A : @i, ds, d3 und
B : by, by, by dargestellt werden:

3
E a;a; = E bib;.
i=1 i=1

Die Spaltenmatrix der Koordinaten a; eines Vektors ¢ beziiglich einer Basis A
wird mit (v) , bezeichnet:

w

(0), = (a1az2a3)T.

Umgekehrt wird den drei Eintridgen einer Koordinatenmatrix a = (ay as a3)7 iiber
eine Linearkombination der Basisvektoren einer Basis A : @i, ds, a3 ein Vektor
zugeordnet, der durch

—

(), =) i,

i=1

definiert ist.

—

Skalarprodukt, Kreuzprodukt: Es seien Vektoren a, b, ¢ sowie ihre jeweiligen Ko-
ordinatenmatrizen a := (@)4 = (aj aza3)7T,b:= ..., c:= ... beziiglich einer Basis
A 1 dy, ds, dz gegeben.

Gilt fiir das Skalarprodukt R > a = a- Z;, dh. auch v =b- a, genau dann ist auch

a=a'b=bTa.

Gilt fiir das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) ¢ = @ x b, d.h. auch @ = —b x @,
genau dann ist auch

¢ =ab = —ba.
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Mit anderen Worten: Die Matrizen a und b sind die K_pordinatenmatrizen be-
ziiglich des Bezugssystems A der Tensoren a x (-) bzw. b x (-).

Der Tildeoperator erweist sich somit als niitzlich fiir die Auswertung des Kreuz-
produkts in Koordinatendarstellung.

Koordinaten beziiglich eines Inertialsystems: Ein Vektor ¢ kann immer mit ei-
ner bestimmten Koordinatendarstellung identifiziert werden, d.h. mit der Spal-
tenmatrix seiner Koordinaten beziiglich einer bestimmten Basis. In dieser Arbeit
soll die Vereinbarung gelten, dass ein Vektor ¢ durch

mit den Koordinaten beziiglich eines ganz bestimmten kartesischen, orthonor-
mierten Inertialsystems identifiziert werden kann. Das Inertialsystem kann im
jeweiligen Zusammenhang genauer spezifiziert werden, falls dies fiir eindeutige
Bezeichnungen erforderlich ist.

Das Skalarprodukt und das Kreuzprodukt lassen sich dann analog iber Matrizen
berechnen. In einem bestimmten Inertialsystem seien @ = (a,aya,)T und b =

(by by b,)T gegeben:

by

i-b = a'b=(azaya,) | b,

b.
. B 0 —a, ay b,
axb = a’b= 0 —a, by
schiefsymm. 0 b,

Relative Ableitung nach der Zeit: Sind ein zeitabhéngiges Bezugssystem und ein
zeitabhéngiger Vektor A : @ (t), dx(t), das(t) bzw. v(t) = v (t)d: (t) + ve(t)da(t) +
v3(t)ds(t) gegeben, so ist die relative Ableitung beziiglich A durch

: dUt(t) - (%)A = b1 (1)@ () + ba(1)s () + b3(1)as (¢)

definiert. Sie entspricht also der {iblichen Ableitung nach der Zeit, wenn man
unterstellt, dass alle Basisvektoren a@; konstant sind.






Kapitel 1

Einleitung

1.1 Thema der Arbeit

In dieser Arbeit wird der Begriff Strukturdynamik im Zusammenhang mit mechani-
schen Systemen mit verteilten Parametern verwendet, die bereits auf eine geeignet
erscheinende Weise rdumlich diskretisiert wurden — sei es beispielsweise durch Ersatz-
modelle auf Basis vieler Starrkorper und diskreter, z.B. elastischer oder dissipativer
Elemente, durch Reihenentwicklung der beschreibenden Funktionale (Verfahren von
R1TZ, Finite-Elemente-Methode) oder Kombinationen davon. Es liegt also ein mathe-
matisches Modell mit endlichem Freiheitsgrad vor und man spricht in diesem Zusam-
menhang dann von einem System mit konzentrierten Parametern. Das Gegenstiick zur
strukturdynamischen Vorgehensweise konnten Verfahren bilden, welche die Systeme
mit verteilten Parametern weitestmoglich mittels partieller Differenzialgleichungen be-
schreiben. Die Ubergéinge sind natiirlich fliekend und es sind Uberschneidungen zu
erwarten, da spétestens bei der numerischen Losung bei beiden Betrachtungsweisen
diskrete Systeme vorliegen.

Wiéhrend bei Systemen mit verteilten Parametern die Randbedingungen auf zu-
sammenhingenden Gebieten formuliert werden, muss beim Ubergang zum diskreten
Ersatzmodell hingegen eine konsistente Diskretisierung der Randbedingungen erfol-
gen. Dies fithrt dazu, dass zum rédumlich diskreten Ersatzmodell ebenfalls diskrete
Nebenbedingungen hinzutreten. Man spricht auch von zweiseitigen (bilateralen) oder
einseitigen (unilateralen) Bindungen, falls die Nebenbedingungen mittels Gleichungen
(9 = 0) formuliert werden konnen bzw. falls zur Formulierung Ungleichungen (g > 0)
unumganglich sind. Es iiberrascht nicht, dass Probleme mit Kontakten und trockener
Reibung zu mathematischen Modellen mit einseitigen Bindungen fiihren, schlieflich
lassen sich Gebiets- und Kontaktkrafteinschrénkungen bequem durch Ungleichungen
ausdriicken.

Das Ergebnis der grobsten strukturdynamischen Diskretisierung ist die Idealvorstel-
lung des Starrkorpers. Sie ist unrealistisch, dennoch kénnen mit ihr sehr viele technische
mechanische Systeme ausreichend genau modelliert werden, denn die unrealistischen
Konsequenzen der Starrkorperhypothese sind sehr oft vernachldassigbar. Ebenso ver-
halt es sich mit der Hypothese einer idealen Bindung. Bei Starrkérpern ist sie ebenfalls
unrealistisch, denn letztlich ist eine Bindung ja die mathematische Modellvorstellung
einer realen technischen Vorkehrung, z.B. eines Gelenks, die aus realen Materialien
hergestellt ist und damit keineswegs aus Starrkorpern besteht. Ahnliche Uberlegungen
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lassen sich auch auf zunehmend feiner diskretisierte Strukturen iibertragen. In gewisser
Weise scheint bei ihnen stets der Makel der Starrkérperhypothese durch, natiirlich mit
immer schwécherer Auswirkung.

Es wird in dieser Arbeit nirgends um die Frage gehen, ob die sukzessive Verfeinerung
der strukturdynamischen Diskretisierung wirklich beliebig nahe an die richtige Losung
des eigentlichen, kontinuierlichen Problems fiihrt. Hier wird schlicht der Glaube daran —
gestiitzt durch ingenieurméfige Erfahrung — vorausgesetzt. Dass Zweifel grundsétzlich
angebracht sind, zeigt die Tatsache, dass das kontinuumsmechanische Problem eines
linear-elastischen Festkorpers mit einseitigen Randbedingungen und Volumenkriften
und trockener Reibung zumindest bis 1997 ungel6st war und es vermutlich immer noch
ist. Es ist noch unbewiesen, dass es iiberhaupt eine Losung der partiellen Differenzial-
gleichungen gibt, die das Problem beschreiben [48].

Kurzum: Man verwendet Starrkorpermodelle, diskretisierte Strukturmodelle und
ideale Bindungen nicht, weil sie vollends realistisch sind, sondern weil sie in vielen
Féllen nicht so unrealistisch erscheinen, als dass sich der Mehraufwand fiir eine genauere
Modellierung lohnt. Das heifst aber im Umkehrschluss, dass das Festhalten an den
Idealvorstellungen, etwa Starrkorper oder ideale starre Bindung, nicht um jeden Preis
geschehen sollte. Denn der Zweck der Idealvorstellung ist die einfache Berechenbarkeit.
Gerade bei mehreren einseitigen Bindungen und Systemen mit Stofereignissen und
Reibung sind langst Beispiele dafiir bekannt, dass bereits bei recht einfachen Systemen
Inkonsistenzen auftreten konnen, siehe Beispiel 1.1. Die Probleme treten nur aufgrund
der Starrkérperhypothese oder eben aufgrund einer groben Diskretisierung auf. Solche
Probleme sind also rechentechnischer Natur und keine grundséatzlichen Phanomene der
Mechanik. Dennoch kénnen solche Phénomene auf Systemzustédnde hinweisen, die in
praktischer Hinsicht auch beim realen System problematisch sind.

A 1 Qo
B
Fq A 1
‘ O O
2 B
Fy O O
a) b)
q
.
N
€1 9 % A
a2 F,
€2 < <« 1 2 «—
OGO
/4
c) d)

Abbildung 1.1: Zu den Schwierigkeiten bei grober Diskretisierung aus Beispiel 1.1.
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Beispiel 1.1 a) Die Intuition triigt, dass man einseitige Bindungen analog zu zwei-
seitigen behandeln kann, indem man die Bindungen jeweils als zweiseitig annimmt, so-
lange die zugehorige Zwangskraft der Bindung entspricht, sich also in einem gewissen
zuléssigen Bereich befindet. Abbildung 1.1a zeigt eine Scheibe, die in einem durch die
Linien A und B begrenzten, keilformigen Bereich festgehalten wird und mit einer einge-
prigten Kraft F belastet wird. Wenn die Scheibe beide Geraden beriihrt (sprich: beide
Bindungen aktiv sind), dann mag es intuitiv richtig erscheinen, dass man zunéchst
beide Bindungen als zweiseitige Bindung annimmt, die in diesem Fall erforderlichen
Zwangskrafte vorhersagt und dann diejenige Bindung entfernt, fiir die eine Zugkraft
vorgesehen wurde. Es erscheint ja plausibel, dass die Flanken des Keils nur Druckkréfte
iibertragen konnen, deren Wirkungslinien Senkrechte zu den Begrenzungslinien A und
B bilden.

Diese Annahme fiihrt zu Widerspriichen. Die skizzierte Anordnung zeigt einen Fall,
bei dem das Krafteck (mit Schraffur unterlegt) nur so geschlossen werden kann, dass
beide Bindungskrifte F4 und Fg an der Scheibe Zugkrafte sind. Die Gerade F' liegt
parallel zu F. GemiR der Strategie, ,ziehende* Bindungen zu ignorieren, miissten beide
Bindungen entfernt werden. Dies héatte offensichtlich zur Folge, dass die Scheibe von
F in den von der Linie B abgetrennten Bereich hinein gezogen und daher die Bindung
verletzt wiirde, was ein Widerspruch wéare. Das Wesen des Problems wurde bereits
von DELASSUS erkannt [19]. Offensichtlicher Ausweg: Man darf nur solche ,ziehende*
Bindungen entfernen, deren Fehlen nicht schadet. Hier hdtte man also Bindung A ent-
fernen diirfen, die Scheibe bliebe trotzdem im zuldssigen Bereich. Es handelt sich dabei
offensichtlich um ein kombinatorisches Problem. Bei m gleichzeitig aktiven Bindungen
sind schlimmstenfalls 2™ Félle zu iiberpriifen, was bei vielen aktiven Bindungen schnell
sehr aufwiandig wird. Noch bleiben Fragen offen: Gibt es immer eine und auch nur eine
konsistene Losung dieses Problems? Es bleibt anzumerken, dass die Schwierigkeit nur
aus der Hypothese der starren Bindung bzw. des Starrkérpers hervorgeht, also letzt-
lich aus einer zu groben Diskretisierung. Es widerspricht dem Prinzip des elastischen
Kontinuums, dass sich die Zustidnde an den beiden nicht unmittelbar benachbarten
Kontaktpunkten unmittelbar beeinflussen kénnen. Die Information iiber den Zustand
kann sich nur mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten.

b) Weitere Schwierigkeiten treten bei Stokproblemen mit mehreren aktiven Bindungen
auf. Abbildung 1.1b zeigt zwei horizontal reibungsfrei bewegliche Wagen jeweils der
Masse 1 (in diesem Beispiel wird nur mit den dimensionslosen Mafzahlen der Grofen
gerechnet). Folgende Annahmen werden getroffen: Wagen 1 befindet sich am linken
Anschlag A und relativ zu Wagen 2 in Ruhe, d.h. es gilt ¢; = 0, wihrend Wagen 2 sich
auf den rechten Anschlag B mit konstanter Geschwindigkeit ¢, = —1 hinzu bewegt. Es
findet ein plastischer Stof bei B statt, wenn ¢o = 0 gilt, d.h. unmittelbar nach dem
Stok hat Wagen 2 die Geschwindigkeit "¢, = 0. Nimmt man an, dass der Kontakt bei
A nicht adhésiv ist, dann erwartet man, dass sich der Wagen 1 unmittelbar nach dem
Stok mit der Geschwindigkeit *¢; = 1 weiter bewegt. Aufstellen der Impulsgleichungen
fiir den Stofszeitraum nach der Methodik, wie sie in den Grundlagenvorlesungen zur
Technischen Mechanik fiir den Einfachstof — dort in korrekter Weise — gelehrt werden,
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liefert
Yo — T = — gt A,
Y = gt A+ s,
+C]1 - Oa
+C]2 - Oa

wobei A4/ p die in den Kontakten A bzw. B iibertragenen Impulse bezeichnen. Hierbei
wurde die Annahme des plastischen Stofles falschlicherweise auch auf Kontakt A iiber-
tragen, ndmlich dass unmittelbar nach dem Stof keine Relativgeschwindigkeit in den
Kontaktstellen auftritt. Diese Unterstellung fiihrt zu einem negativen Impuls A4 = —1,
der auf vorwiegende Zugkrifte im Kontakt A wéihrend des Stofes zuriickgefithrt wer-
den muss. Widerspruch! Man hétte also wissen miissen, dass bei dieser Konstellation
der Geschwindigkeiten unmittelbar vor dem Stof bei A gar keine Impulse iibertra-
gen werden konnen. Die kinematische Hypothese *¢; = 0 hétte durch eine kinetische
Hypothese Ay = 0 ersetzt werden miissen, was schlieflich zusammen mit den rest-
lichen Gleichungen *¢; = 1 ergeben hétte. Die Schwierigkeit besteht also darin, zu
entscheiden, welche Hypothese gelten soll. Hatte sich Wagen 2 anfangs mit geschlosse-
nem Kontakt A nach links in einen Anschlag bewegt, so wire die Hypothese A4 = 0
falsch gewesen. Auch bei diesem Beispiel findet man die Schwierigkeiten in der groben
Diskretisierung begriindet. Das Ereignis des Stofses bei B kann in vollends realistischen
Kontinuumsmodellen nicht unmittelbar eine Auswirkung auf den Zustand bei A haben.

c) Dieses Beispiel zeigt, dass die Modellbildung aufgrund einer zu groben Diskretisie-
rung bei einseitigen Bindungen zu unlésbaren Problemen fithren kann. Abbildung 1.1c
zeigt einen Wagen, der gleichzeitig an zwei Anschlidge A und B stoft, wobei ein Stofs
plastisch und einer elastisch, d.h. Relativgeschwindigkeit im Kontakt nach dem Stof
ist das Negative der Relativgeschwindigkeit vor dem Stofs, erfolgen soll. Offensichtlich
hat dieses Problem beim Starrkorper keine Losung.

d) Abschliefend noch ein Beispiel fiir Reibungsprobleme: Abbildung 1.1d zeigt zwei
Quader 1 und 2, die horizontal gleiten oder jeweils haften kénnen und horizontal mit
der Kraft F} bzw. F; belastet sind. Von folgenden Annahmen wird ausgegangen: Ein
Quader gleitet, wenn der Betrag der resultierenden Kraft den Wert 1 iibersteigt. Wenn
ein Quader gleitet, dann wirkt eine konstante Kraft mit dem Wert 1 entgegen der
Gleitrichtung. Die Quader sind zunéchst in Ruhe und beriihren sich bei A. Es wirken
die Krifte F} = % und Fy = 2. Jeder Quader kann einen von 3 Zustédnden L, R oder
H einnehmen: Gleiten nach links, nach rechts oder Haften. Damit sind insgesamt 32
Zustande auf Konsistenz zu priifen und es ist darauf zu achten, dass die Quader bei A
nicht ineinander eindringen. Bei m Reibkontakten sind 3™ Fille zu priifen. Im vorlie-
genden Fall ist nur der Zustand L,L fiir Quader 1 bzw Quader 2 moglich. Beispielsweise
ist der Zustand H,H inkonsistent, weil fiir Haften bei 2 im Kontakt A mindestens eine
Kraft mit Wert -1 auf 2 {ibertragen werden muss und der Quader 1 somit zusétzlich zu
F5 noch die Gegenkraft mit Wert 1 zu ertragen hat, womit der Betrag der Resultieren-
den auf Quader 1 den Wert 1 iibersteigt. Der Zustand H,L fiihrt zu Eindringen bei A.
Auch in diesem Fall ist die Notwendigkeit der kombinatorischen Priifung moglicher
Zustéinde nur auf eine zu grobe Diskretisierung zuriickzufiihren. Im Kontinuum kon-
nen sich die Zustdnde an nicht infinitesimal benachbarten Punkten nicht unmittelbar
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beeinflussen.

Bei den angefiihrten Beispielen sind die Schwierigkeiten offensichtlich und sie scheinen
mit wenigen zusétzlichen Mafnahmen vermeidbar. Das Ziel bei rechnergestiitzen Me-
thoden fiir komplexere Strukturen ist es daher, diese Hilfsmafnahmen als allgemein
giiltige Algorithmen zu formulieren. U

Die vorliegende Arbeit ist in die gidngige Erweiterung von Systemen starrer Koérper
auf Systeme elastischer Korper einzuordnen. Letztere werden in der Mehrkdérperdyna-
mik iiblicherweise als raumlich diskretisierte Strukturen behandelt, die meistens aus ei-
ner abgebrochenen Reihenentwicklung hervorgehen, eine Vorgehensweise, die in diesem
Zusammenhang auch Modellreduktion genannt wird. Meist wird so grob wie moglich
diskretisiert, um den Rechenaufwand klein zu halten. Schwierigkeiten entstehen da-
bei, Bindungen konsistent zu diskretisieren, etwa Gelenkbindungen oder auch einseitige
Bindungen aufgrund von flaichenhaften Kontaktkonstellationen, d.h. die Undurchdring-
lichkeitsbedingungen des flachigen Kontakts miissen fiir die elastischen Mehrkorpersy-
steme in den generalisierten Koordinaten ausgedriickt werden, entsprechendes gilt fiir
die Formulierung flichenhafter Reibung.

1.2 Ziele und Aufbau der Arbeit

Systeme starrer Kérper mit einseitigen Bindungen wurden in der Vergangenheit in ab-
strakter Form als sogenannte Mafidifferenzialeinschlieffung modelliert. Es liegt nahe,
dies auch bei rdumlich diskretisierten Systemen zu tun, was in dieser Arbeit erfolgt, vgl.
Kapitel 3, und dabei eine Reihe von Mdoglichkeiten bietet, Prinzipien der nicht-glatten
Mechanik zu formulieren und zu ergénzen. Zu Beginn in Kapitel 2 werden die grund-
legenden Modellierungstechniken fiir CouLOMBsche Reibung und Normalbindungen
am Massenpunkt untersucht und mittels elementarer Variationsungleichungen darge-
stellt. Die vorgestellten Methoden bilden die Grundlage der formalen Uberlegungen in
Kapitel 3.

Numerische Losungsmethoden fiir Mafdifferenzialeinschliefsungen werden in Kapi-
tel 4 behandelt. Dabei werden ereignisgesteuerte Methoden in Verbindung mit klassi-
schen Losern fiir Differenziell-Algebraische Gleichungen (DAE) sowie Zeitschrittverfah-
ren auf Basis von numerischen Losern fiir Variationsungleichungen und Komplementa-
ritdtsproblemen angesprochen. Da speziell bei modal diskretisierten raumlichen Struk-
turen hochfrequente Moden zu erwarten sind, wird ein Zeitschrittverfahren fiir diesen
Zweck ausgebaut, das fiir steife Systeme geeignet erscheint. In dieser Arbeit stehen
diese Verfahren im Vordergrund. Das soll niemals bedeuten, dass solche Verfahren ge-
nerell anderen tiberlegen sind. Im Gegenteil: Anhand von Beispielen wird demonstriert,
welche Probleme und Inkonsistenzen auftreten kénnen. Daneben werden Losungsme-
thoden auf Basis geeigneter Regularisierungen diskutiert, allerdings wesentlich knapper,
vorwiegend mit dem Ziel, auf die vielen formalen Ahnlichkeiten hinzuweisen.

Kapitel 5 schlieft die Arbeit mit Anwendungsbeispielen ab.



10 Kapitel 1. Einleitung

1.3 Vergleich mit anderen Arbeiten

Klassischerweise werden mechanische Probleme, die nicht ohne Ungleichungen mathe-
matisch modelliert werden koénnen, in das Gebiet der nichi-glatten Mechanik einge-
ordnet. Einen &uferst umfangreichen Literaturiiberblick, zumindest fiir Systeme mit
endlichem Freiheitsgrad, mit iiber tausend Quellenangaben und theoretischer Zusam-
menfassung gibt BROGLIATO [12]|. Jeder Versuch einer umfassenden Klassifizierung
der Arbeiten muss scheitern. Versucht man es trotzdem, so diirften mindestens drei
Stromungen erkennbar werden:

1. Formulierung der Grundprobleme der Kontinuumsmechanik mittels partieller
Differenzialgleichungen und Ungleichungen sowie der zugeordneten Variationsaufgabe
mittels variationeller Ungleichungen auf Basis empirischer, konstitutiver Gleichungen
(z.B. geometrisch lineare Elastizitdtstheorie, PRANDL-REUSS Fliefsgesetze), [22, 60, 49].
Im Vordergrund stehen die Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen vor-
wiegend statischer Probleme. Bei statischen Problemen sind bei geometrisch einfachen
Berandungen oft noch geschlossene Losungen moglich, ansonsten kommen hauptsach-
lich Finite-Elemente-Methoden zum Einsatz. Anwendungen finden sich beispielsweise
in der Kontaktmechanik fiir Kontinua und der Plastizitétstheorie.

2. Die weitestgehend analytische Untersuchung von ,einfachen — damit ist nicht die
tatséchliche Berechnung sondern vielmehr die Topologie des Systems gemeint — mecha-
nischen Systemen mit endlichem Freiheitsgrad, vgl. beispielsweise |6, 30, 102|. Es ist
dabei das Ziel, geschlossene Losungen oder wenigstens geschlossene Naherungslosungen
zu erhalten, sowie ein qualitatives Verstindnis fiir den mechanischen Effekt und den
Einfluss verschiedener typischer Parameter zu gewinnen. Wichtiges Anwendungsgebiet
ist die Schwingungslehre (vibro-impact systems). Typische Rechenmethoden sind Mul-
tiskalenverfahren beziiglich der Zeit, Harmonische Balance, Mittelungsverfahren.

3. Systematische mathematische Modellbildung fiir komplexe Systeme mit ,ein-
fachen®, empirisch begriindeten Kontakt- und Stofsgesetzen [71, 34, 96|, z.B. Cou-
LOMBsche Reibung und Entwicklung nicht-glatter konstitutiver Gleichungen. Ziel ist
die rechnergestiitzte Behandlung der Probleme mit nicht-stetigem Geschwindigkeitsver-
lauf und daher vorwiegend die Beantwortung der Frage, welche mathematische Struk-
tur das mechanische Problem aufwirft und wie numerische Verfahren dafiir konstruiert
werden konnen. Es zeigte sich in den genannten Arbeiten, dass das Problem als Mafdif-
ferenzialeinschliefsung formuliert werden kann. Typische Anwendung ist die Simulation
von Mehrkorpersystemen mit Reibung und Stofsen.

Die vorliegende Arbeit gehort in das dritte Themengebiet und hélt sich dabei un-
verkennbar nahe an die grundlegenden Arbeiten von MOREAU, z.B. [73, 72, 71, 70],
und STEWART [96]. Ergénzend treten die konsistente Erweiterung der Formulierung
auf den flichenhaften Reibkontakt, die Formulierung einer einseitigen Restitutionsfor-
mulierung mittels einer Mafdifferenzialeinschlieffung sowie deren Deutung als optimale
Néherung an das klassische Stofgesetz von NEWTON hinzu.

Aus Sicht der Theorie der mechanischen Prinzipien fiir Systeme mit endlichem Frei-
heitsgrad wird die Niitzlichkeit der mathematischen Strukturen aus der nicht-glatten
Analysis erkennbar. Thre Theorie hat sich unabhéngig von der Anwendung fiir die Me-
chanik soweit entwickelt, dass sie eine Reihe wichtiger Aussagen fiir die nicht-glatte
Mechanik fast ohne weiteres Zutun liefert. In der vorliegenden Arbeit wurde zu die-
sem Zweck das umfassende Buch von ROCKAFELLAR und WETS [88] zur nicht-glatten
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Analysis verwendet und es konnten dadurch wesentliche Erkenntnisse von GLOCKER
[39] reproduziert werden. Dies geschieht aber nicht mehr auf Basis des CLARKE-
Subgradienten (generalized subgradient), sondern, dem Aufbau von [88| folgend, auf
Basis des allgemeineren Subgradienten schlechthin. Die Unterschiede in der Vorge-
hensweise treten erst dann wesentlich hervor, wenn es um sogenannte nicht-requldire
Gebietseinschriankungen geht. Die Ergebnisse sind im Wesen die gleichen, doch die
Verwendung des Subgradienten schlechthin ldsst die mechanische Interpretierbarkeit
der Formulierung elementarer erscheinen, denn sie vermeidet die fiir die Anwendung
abstrakte Definition des Normalkegels als Polarkegel des Tangentialkegels, die so keine
geometrische Deutung zulésst.

Die vorliegende Arbeit liefert keinen Beitrag zum besseren Verstédndnis von Kon-
taktproblemen aus kontinuumsmechanischer Sicht oder aus Sicht der Festkorperphysik,
z.B. in Form von Stof-, lokalen Dissipationsgesetzen bzw. von mikroskopisch begriinde-
ten Reibkraftgesetzen, die aus Materialparametern abgeleitet sind. Sie hat dieses Defizit
mit den meisten Arbeiten auf diesem Gebiet gemeinsam, z.B. [38, 84, 36, 98, 97, 100, 63].
Die Aussagekraft hinsichtlich lokaler Effekte im Kontaktgebiet kann nur so gut sein wie
das zu Grunde liegende Strukturmodell. Vor allem die Abbildung lokaler Dissipations-
effekte bei nahezu elastischen — also sehr fein diskretisierten — Systemen ist schwierig,
wenn die Dissipation physikalisch in lokalen plastischen Verformungen begriindet liegt,
diese aber im Strukturmodell unberiicksichtigt bleiben. Offensichtlich werden die Defi-
zite, wenn es um die Behandlung des reibungsfreien Stofses mit genau einer einseitigen
Bindung geht. Die Vorgehensweise in dieser und in den genannten Arbeiten liefert in
diesem Fall exakt (bzw. je nach Schrittweite mit beliebig kleinen Abweichungen) die-
selben Ergebnisse wie sie auch aus den elementaren Stofshypothesen nach NEWTON
oder POISSON hervorgehen, die in den Grundlagen der Technischen Mechanik vermit-
telt werden, z.B. [92, 43|, und schon ldngst auf reibungsfreie Einzelstofe in komplexen
Starrkorpersystemen {ibertragen wurden, z.B. [109]. Die Kritik, die man an den ele-
mentaren Hypothesen zum Einfachstofs anbringt, ist somit auf die vorliegende Arbeit
und die oben genannten Arbeiten iibertragbar.

Sieht man von stoflartigen Bewegungen ab, so entstehen auch bei Problemen mit
Reibung Schwierigkeiten, vgl. Beispiel 1.1. Ebene Starrkérpermechanismen mit Rei-
bungsproblemen und zugeordneten kombinatorischen Losungsansétzen wurden in der
Technischen Mechanik friihzeitig schon von LOTSTEDT [63, 62| diskutiert. Ahnliche
Ansiitze wurden spiter von GLOCKER [38] verwendet und um Uberlegungen zum Stof
erweitert. Die kombinatorischen Probleme wurden in den genannten Arbeiten auf so-
genannte Lineare Komplementarititsprobleme zuriickgefiithrt, deren Gebrauch in der
statischen Kontaktmechanik schon bekannt war, vgl. [16, 17, 56]. Die genannten An-
satze konnen im Wesen als spezielle Losungsvarianten der allgemeinen Formulierungen
von MOREAU angesehen werden.

Die verwendete Vorgehensweise auf Basis von Mafdifferenzialeinschliefsungen kann
keine Aussagen iiber die Verformungen derjenigen materiellen Strukturen machen, die
mathematisch idealisiert durch Bindungen dargestellt sind. Dies ist offensichtlich, da
ja die Bindungen als ideal starr angenommen werden. Verbergen sich hinter solchen
Verformungen wissenswerte Informationen, dann muss auf eine verbesserte Modellbil-
dung ausgewichen werden. Typischerweise werden zu diesem Zweck physikalisch be-
griindete Kontaktkraftgesetze als konstitutive Gleichungen eingefiihrt. Dabei kommen
Ersatzmodelle zum Einsatz, welche die aus der HERTZschen Flachenpressung resultie-
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o

a) b)

Abbildung 1.2: Kontakt mit lokalen Nachgiebigkeits- und Dissipationsmodellen: a) Nor-
malrichtung. b) Tangentialrichtung fiir Reibung.

rende Kontaktkraft iiber geeignete Kraftgesetze abbilden oder iiber parallel verlaufende
Finite-Elemente Berechnung (Kosimulation) zur Verfiigung stellen, z.B. [49, 42, 53, 93].
Liegt ein solches Kraftgesetz vor, dann ist die weitere Modellbildung vergleichsweise
einfach, da dann Kontaktkrifte als eingepriagte Krafte behandelt werden kénnen.

Viele Arbeiten, z.B. [21, 66|, unterstellen schlicht eine gewisse Nachgiebigkeit an der
materiellen Kontaktstelle und setzen mit freien Parametern Kontaktkraftgesetze an, die
als Modell einer im Allgemeinen nicht-linearen Feder interpretiert werden kénnen. Lo-
kale Dissipation wird analog mit einem Dampfermodell angesetzt, vgl. Abbildung 1.2a.
Reibung in tangentialer Richtung wird mit &hnlichen Ansétzen modelliert, Abbildung
1.2b. Durch Betrachtung einer tangentialen Nachgiebigkeit, auch mit viskoser Dissi-
pation, wird die tangential wirkende Haftkraft zur eingepriagten Kraft, die sofort aus
dem Zustand des tangentialen Feder-Dampferelements hervorgeht. Wird eine gewis-
se hochstmogliche Haftkraft iiberschritten, dann kann das Feder-Dampferelement frei
gleiten. Die formale Ahnlichkeit der Formulierung mit FlieRgesetzen der Plastizitéits-
theorie, vgl. beispielsweise [22], lassen Analogietiberlegungen zu, worauf z.B. in [104, 95]
hingewiesen wird.

Es bleibt bei diesen Methoden die Schwierigkeit, die freien Parameter zur Beschrei-
bung des Kontaktkraftgesetzes sinnvoll festzulegen. Sind z.B. ausgepragte Randschichtn
aber mit dennoch vernachlédssigbaren Massentragheiten bei den Kontaktpartnern vor-
handen, dann konnen die Parameter iiber statische Messungen angepasst werden, wie
beispielsweise in [4]. Uber Schwierigkeiten bei der Anpassung der Parameter an dy-
namische Messungen berichtet [75|: Parameter, die eine bestimmte Messung in der
Simulation reproduzieren, erweisen sich oftmals als v6llig ungeeignet fiir die Simula-
tion mit anderer Anregung aber ansonsten unverdndertem Modell. Die Deutung der
angepassten Parameter als Materialkonstanten ist daher haufig fragwiirdig.

Dennoch kann es sinnvoll sein, ein Modell mit lokaler Nachgiebigkeit zu verwenden,
das nicht vollstéandig physikalisch begriindbar ist. Ein Vorteil solcher Ansétze ist es,
dass die Informationen iiber Zusténde im Kontakt (z.B. Krifte) aus lokalen kinemati-
schen Grofen (z.B. Federdehnung, Démpfergeschwindigkeit) gewonnen werden konnen.
Es umgeht somit die in Beispiel 1.1 angedeuteten Schwierigkeiten, die nur bei ideal
starren Bindungen und grober Diskretisierung auftreten. In dieser Hinsicht erscheinen
lokale Nachgiebigkeiten genauso sinnvoll wie die Vorgehensweise mittels numerischer
Losung von Mafkdifferenzialeinschlieffungen in dieser Arbeit und dhnlichen Arbeiten.
Man muss natiirlich ebenso hoffen, dass die Ungenauigkeiten der Kontaktmodellierung
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vernachléssighare Auswirkung auf die Gesamtbewegung des Systems oder zumindest
auf die interessierenden Kenngrofen der Gesamtbewegung hat. Die Vorgehensweise,
lokale Kontaktgesetze mit nur qualitativ begriindeten Nachgiebigkeiten bzw. viskosen
Eigenschaften auszustatten, wird haufig als Regularisierung bezeichnet. Es steht dabei
eher das Ziel im Vordergrund, die idealen einseitigen Bindungen, also nicht-glatte oder
gar unstetige Merkmale, moglichst glatt anzundhern, als tatsédchlich lokales Verhalten
physikalisch korrekt abzubilden |26, 85, 104].

Regularisierungen konnen zu sogenannten steifen Differenzialgleichungen fiihren
[40], die vergleichsweise zeitaufwéndiger numerischer Losungsverfahren bediirfen, was
hier bei mechanischen Systemen tatséichlich auf sehr steif bzw. sehr zdh modellier-
te Feder-Dampfer Elemente zuriickzufiihren ist. Dies ist ein oft geduferter Einwand
gegen Regularisierungstechniken in der Dynamik [84, 83|. Es héngt von den zur Ver-
fiigung stehenden Rechnerressourcen ab, ob dieser Einwand relevant ist. Hinsichtlich
Genauigkeit lasst sich wohl keine pauschale Aussage treffen aufer der, dass die Mo-
dellbildung fiir die Vorhersage lokaler Gréften bei jeglicher Vorgehensweise mangelhaft
erscheint. Will man héchstens iiber gemittelte Kenngrofen (z.B. Schwerpunktbewe-
gung) Bescheid wissen, so berichten Anwender jeglicher Methode tiber Erfolge. Aller-
dings lassen sich fiir Starrkorpersysteme Konfigurationen konstruieren, fiir die mittels
Regularisierung bzw. lokaler Kontaktkraftgesetze qualitativ realitdtsndhere Losungen
gefunden werden, z.B. |66, 97, 42|. Typischerweise sind dies Félle, bei denen aufgrund
der Idealvorstellung von starren Bindungen mehrere einseitige Kontakte beteiligt sind
und daher Mehrdeutigkeiten moglich erscheinen. Schon eine beliebig kleine Nachgie-
bigkeit konnte die Situation entschérfen und manche Kontakte nicht mehr am Problem
teilnehmen lassen. Vor allem bei Stofsvorgdngen mit Mehrfachkontakten erdffnet die
getrennte Anpassung der Feder- und Dampfermodellparameter einen weitaus grofseren
Raum von Moglichkeiten als iibliche Stofthypothesen, die simulierte Bewegung an die
tatsachlich beobachtete anzupassen.
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Kapitel 2

Dynamik des Massenpunkts mit
einseitiger Bindung und Reibung

Um die mathematischen Methoden zur Beschreibung der grundlegenden mechanischen
Phé&nomene im Zusammenhang mit einseitigen Kontakten und Reibung anschaulich zu
machen, gentligt die Untersuchung der Dynamik des Massenpunkts vollig. Das Wesen
der Methodik besteht darin, die gesuchte Losung x eines Problems iiber eine Menge
von Ungleichungen, den sogenannten Variationsungleichungen, zu beschreiben, z.B.
xy < 0 fiir alle (Variationen) y > 0, und davon auf die Losung zu schliefien, hier im
Beispiel alle x < 0.

Die Dynamik des Massenpunkts kann man natiirlich vollstandig mit intuitiven Me-
thoden behandeln. Fiir ein einfaches System stehen sie der im Folgenden verwendeten
Vorgehensweise mittels Variationsungleichungen hinsichtlich Aufwand und Schreibar-
beit in nichts nach oder sind ihr sogar iiberlegen. Es geht in diesem Kapitel in erster
Linie darum, eine Vorgehensweise zu begriinden, die fiir fast beliebig komplizierte Sys-
teme ausgebaut werden kann.

2.1 Das Prinzip von FOURIER

Die Erweiterung des Prinzips der virtuellen Arbeit von Johann BERNOULLI auf einsei-
tige Bindungen wird FOURIER zugeschrieben, vgl. [41, 59|. Urspriinglich fiir die Statik
formuliert, kann sie fiir die Dynamik eines Massenpunkts als Variationsungleichung im
Sinne D’ ALEMBERTS in der LAGRANGEschen Fassung gemaélfs

<FZ - m%> 67 <0 (2.1)

angegeben werden, vgl. auch [81]. Dabei stellt F. die resultierende eingepragte Kraft
dar. Die virtuelle Verschiebung 07 muss ,mit der Bindung

g(F) > 0 (2.2)

kinematisch vertraglich sein. Vereinbarungsgeméfs bedeutet diese Sprechweise, dass
die zur urspriinglichen Position # virtuell verschobene Position 7* = 7+ 07 geradlinig
zu erreichen ist, ohne dabei in einer beliebig kleinen Umgebung um 7 das durch die
Bindung (2.2) vorgeschriebene Gebiet zu verlassen. Die virtuell verschobene Position
ist in Abbildung 2.1 skizziert und ihr zuléssiger Bereich grau unterlegt.
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Aquivalenz zur Darstellung

mit

mr—F, = Ayn,
g(r) = 0,
)\N Z 07

)\Ng(fj =0

i = V()

n=— g(T
Vg ()]

ist leicht zu deuten, wenn man sich die

S O s W
N N N N

(2.7)

plausibel macht. Diese Form erlaubt eine Deutung im Sinne LAGRANGEs, NEWTONs
und HAMELSs [41], wonach F’; = Ay eine Kraft ist, deren einziges Merkmal die Bindung
(2.4) ist, d.h. das verhinderte Eindringen, und somit als Zwangskraft oder Reaktions-
kraft zu deuten ist. Beziehung (2.7) definiert den geméf |7| = 1 normierten Gradien-
tenvektor zur Bindungsgleichung, der daher in Richtung zunehmender Funktionswerte
von ¢(T) zeigt.

Zum Nachweis der Gleichwertigkeit der Darstellungen wird zunéchst mit
F =mr— F ein Residuum eingefiihrt. Es ist als Kraft zu deuten, die zu den
eingepriagten Kraften hinzu kommt, um das Gleichgewichtsprinzip in der
Dynamik  zu erfiillen. ~ Ausgehend von (2.1) folgt demnach
F. - 67 > 0. Fiir den Fall, dass der Massenpunkt ungebunden und also
g > 0 ist, muss daraus schon F. =0 folgen, denn andernfalls miisste le-
diglich ein 07 gewahlt werden, das entgegen F, zeigt, um die geforderte
Ungleichung zu verletzen. Eine solche virtuelle Verschiebung gibt es, weil
sie zu keiner Bindung vertrédglich sein muss. Gilt nun ¢ = 0 so wird die
Vertriglichkeit mit dieser Bindung nur sichergestellt durch 67 = dan + dir
mit da > 0 und verbleibendem Tangentialanteil é7r = 67 — dari, sodass
orp -1 = 0 gilt. Die Richtung des Gradientenvektors 77 legt die mit der
Bindung vertrdgliche Variation und dadurch o > 0 fest. Sicherlich ist das
eingefiihrte Residuum gemaﬁ F = Nn+)\T mit n )\T = 0 zerlegbar, sodass
das Prinzip von FOURIER F Or = daAN + 07 - )\T >0 Verlangt und damit
wegen der Beliebigkeit der virtuellen Verschiebung zunéchst Ar =0 folgt.
Andernfalls wiirde wiederum eine tangentiale Verschiebung 077 entgegen
Xr die Ungleichung insbesondere fiir 0av = 0 verletzen. Damit muss immer
noch daly > 0 gelten, womit man wegen da > 0 schlielich Ay > 0 erhalt.
Aus dem Gesagten folgen die Beziehungen (2.3-2.6), beide Bindungsfille
g =0, g > 0 zusammenfassend.

Sie sind ebenfalls hinreichend fiir das Prinzip von FOURIER, wie man nach
einer skalaren Multiplikation von (2.3) mit einer zuléssigen virtuellen Ver-
schiebung 07" = dan + o7 mit da > 0 sieht.

Aufgrund der Normierung (2.7) kann der Skalar Ay > 0 sofort als Betrag der Zwangs-
kraft aufgefasst werden. Die Beziehungen (2.4-2.6) driicken eine Unterscheidung soge-
nannter komplementdrer Falle aus, die auch symbolisch mit 0 < g(7) LAy > 0 bezeich-
net wird. Eine Komplementaritdt von Ay (Kraft) und g (Abstand) liegt insofern vor,
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Abbildung 2.1: Zum Prinzip von FOURIER fiir einen Massenpunkt.

als aufgrund (2.6) nur jeweils eine Grofe echt grofer null sein kann. Diese Konsequenz
ist natiirlich hochst erwiinscht, driickt sie doch gerade die Beobachtung aus, dass eine
nicht verschwindende Kontaktkraft nur dann vorhanden sein kann, wenn der Kontakt
geschlossen ist.

Ein naturwissenschaftliches Axiom als abstrakter Ausdruck angesammelter Erfah-
rung kann nicht bewiesen, allenfalls durch widerspriichliche Konsequenzen widerlegt
werden. Die nachgewiesene Gleichwertigkeit der Darstellungen darf nicht als Beweis des
Prinzips von FOURIER missverstanden werden. Die NEWTONschen Axiome beschreiben
stets den freien Massenpunkt. Dass eine Bindung eine Kraft ausiibt und somit wieder
die NEWTONsche Axiomatik greift, ist eine Deutung, wenn auch eine sehr nahelie-
gende. Die Gleichwertigkeit ist dennoch niitzlich. Die Beziehungen (2.3-2.6) konnten
mittels Kriftemessung experimentell direkt nachgewiesen werden, dahingegen scheint
kein Experiment denkbar, das die Beziehungen (2.1-2.2) des Prinzips von FOURIER
unmittelbar nahe legt.

Beispiel 2.1 Die Frage, welche Kraft erforderlich ist, um eine Bindung zu erzwingen,
lasst sich ohne Erfahrung und daraus gefolgertem, weiteren Axiom nicht beantworten.

Ein Massenpunkt der Masse m werde durch eine masselose Stange der Lange r
auf einer Kreisbahn gehalten. In einem kartesischen xz-y-Inertialsystem lauten nach
NEWTON die Bewegungsgleichungen:

n(5)=(%):

wobei Z,, Z, die noch unbekannten Zwangskraftkoordinaten sind, um die Bindung
z? + y* = r? zu erzwingen. Damit hat man 4 unbekannte Zeitfunktionen .y, Z,, Z,
aber letztlich nur 3 skalare Gleichungen, es fehlt also noch ein weiteres Gesetz. Die
NEWTONschen Gesetze reichen nicht aus.

Intuitiv kommt die Erfahrung dadurch zum Ausdruck, dass man eine Kraft S in
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Richtung der Stange durch

() = ()

2

(2.8)
0 = 22 +9y°>—7r

einfiihrt, sodass die letztlich 3 skalaren Gleichungen (2.8), eine Kombination aus diffe-
renziellen und algebraischen Gleichungen, das System beschreiben kénnen.

Die Intuition wird genau durch das Prinzip von FOURIER bestétigt, das auch bei
zweiseitigen Bindungen funktioniert: Auf Geschwindigkeitsebene lautet die Bindungs-
gleichung nach Differenziation z& + yy = 0, woran sich auch die virtuellen Verschie-
bungen dz, dy halten miissen, denn sie sollen ja ,kinematisch vertrdglich sein, d.h. es
muss réx + ydy = 0 gelten. Die virtuelle Verschiebung 67 ist daher

oF = ( L )5;13,
Y

wobei ohne Einschréinkung y # 0 gilt, andernfalls hitte man die virtuelle Verschiebung
dx eliminieren miissen. Das Prinzip von FOURIER fordert hier —mi# - 67 < 0, und dies
ist mit

S0 ()

sogar als Gleichung erfiillt. Umgekehrt wire jede Abweichung von der vermuteten
Zwangskraftrichtung im Widerspruch zum Prinzip von FOURIER, das fiir beliebige

ox
H((5) () (o remsi

verlangt. Es kann ndamlich immer ein dx gefunden werden, sodass die rechte Seite dieser
Gleichung positiv ist, was dem Prinzip widerspricht. 0

Besteht man also darauf, die NEWTONschen Grundgesetze beibehalten zu wollen und
das Erfiillen einer Bindung durch Kréfte F; zu erzwingen, so muss insgesamt

mi = F,+ Fy, (2.9)
Fy-6F > 0, (2.10)
g(® > 0 (2.11)

fiir alle vertrdglichen Variationen 07" verlangt werden. Die Zwangskraft Fy tritt in
dieser Darstellung als sogenannte Schlupfvariable der Ungleichung (2.1) des Prinzips
von FOURIER auf, die damit in (2.10) iibergeht. Die Beziehung (2.10) legt es nahe, die
Zwangskrifte bei einseitigen Bindungen durch die Eigenschaft zu beschreiben, dass sie
keine negative virtuelle Arbeit verrichten.

Das Prinzip von FOURIER kann auch bei mehr als einer Bindung beibehalten wer-
den, worauf zumindest fiir die Statik schon in [41] hingewiesen wurde. Sind beispiels-
weise zwel Bindungen g;(7) > 0 und g¢»(7) > 0 vorhanden, vgl. Abbildung 2.2, so ist
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Abbildung 2.2: Zum Prinzip von FOURIER fiir zwei Bindungen.

das Gleichgewichtsprinzip entsprechend zu erweitern:

—

mi— F. = Ayl + Anafla, (2.12)

g1(7) >0, g2(7) > 0, (2.13)

Any >0, Ang > 0, (2.14)

An191(7) = 0, An2G2(r) =0 (2.15)

mit 77; Vi), i =1,2. (2.16)

[V g:(7)

Aus diesen Beziehungen folgt nach Multiplikation von (2.12) mit einer zuléssigen vir-
tuellen Verschiebung mit derselben Schlussweise wie vorher die Variationsungleichung
(2.1) nach FOURIER, nun selbstverstiandlich mit den Gebietseinschriankungen geméf
(2.13). Dabei wird stillschweigend eine Voraussetzung getroffen, die fiir die Aquivalenz
ebenso wesentlich ist. Sind namlich beide Bindungen aktiv, d.h. es gilt g; = 0, go = 0,
so sollen die Gradienten 7; aller Bindungen in den fiir die Variation 7 zugénglichen Be-
reich zeigen oder zumindest nicht aus dem Bereich hinaus weisen, also muss 7; - 67 > 0
gelten, 1 = 1, 2. Diese Vereinbarung stellt fiir die resultierende Bindung

9(r) = min(g(r), g2(7)) > 0 (2.17)

sicher, dass durch die gleichzeitig geltenden Forderungen ¢g; = 0 und ¢go = 0 eine
ausgebuchtete Ecke des zuldssigen Bereiches erzeugt wird, vgl. Abbildung 2.3. Mit
anderen Worten bedeutet dies, dass Bewegungen tangential zu einer Bindung an einer
Ecke tatséchlich anstoffen kénnen.

Beispiel 2.2 In der Tat sind Begrenzungen denkbar, die dieser Anforderung nicht ge-
niigen. Wie in Abbildung 2.4 skizziert, kann bei eingebuchteten Ecken zu jeder Zwangs-
kraft F, eine virtuelle Verschiebung §7° gefunden werden, die eine Komponente enthélt,
die entgegen F, zeigt, sodass also in diesem Fall F. - 0r <0 richtig ist. Infolge des
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g(7) = min(g(7), g2(7)) >0 /,
/

Abbildung 2.3: Resultierende Bindung bei Mehrfachbindung.

Abbildung 2.4: Nicht tangential requlire Gebietsbegrenzung.

Gleichgewichtsprinzips (2.12-2.15) liegt ndmlich die Zwangskraft F. im von den Gra-
dienten aufgespannten Raum {F|F = Ay 71 + Anofia, Ay; > 0} 3 F,. Schlieflich folgt,
dass die Forderung (ﬁe — mF) - 07 < 0 des Prinzips von FOURIER (2.1) nicht gelten

kann. Das Gleichgewichtsprinzip kann genau an derartigen Ecken nicht als dquivalente
Variationsungleichung formuliert werden. Dort kann im Ubrigen der Gebietsrand nicht-
tangential durchstofsen werden, ohne das Gebiet zu verlassen; eine Eigenschaft, die den
in der Literatur gebréuchlichen Namen Wiedereintrittsecke (re-entrant corner) erklért.
Der Sonderfall einer Wiedereintrittsecke ist fiir die vorliegende Arbeit nicht von Bedeu-
tung und wird daher im Weiteren ausgeschlossen. Diese Beschriankung auf sogenannte
tangential requlire Gebiete (tangentially regular) diirfte fiir die meisten anwendungs-
bezogenen Problemstellungen unbedeutend sein. Eine ausfiihrliche Behandlung dieses
Sonderfalls ist z.B. in [65] zu finden. O
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2.2 Das Prinzip von FOURIER auf anderen kinemati-
schen Ebenen

Alternativ kann das FOURIERsche Prinzip mit Hilfe virtueller Geschwindigkeiten bzw.
virtueller Beschleunigungen ausgedriickt werden. Die Darstellungen konnen bei der
Umsetzung in numerische Verfahren von Vorteil sein. In den Kapiteln 3 und 4 wird bei
der Verallgemeinerung der Formulierung auf die wesentlichen Inhalte dieser Formulie-
rung zuriickgegriffen werden.

2.2.1 Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten

Bei zweiseitigen Bindungen wird diese Darstellung oft das Prinzip von JOURDAIN ge-
nannt. Formal ist die Darstellung identisch mit (2.1), d.h.

(FZ - m%) 67 < 0, (2.18)
wobei immer noch (2.2), also

g(r) = 0, (2.19)

vorauszusetzen ist. Dabei ist 6v die virtuelle Geschwindigkeit bei festgehaltenem Ort,
d.h. 67 = 0, und ebenfalls wieder beliebig aber ,vertriglich mit den Bindungen* zu
wahlen. Diese Sprechweise bedeutet, dass die virtuelle Geschwindigkeit lokal nicht aus
dem zuldssigen Gebiet hinaus weist, also 6v - 77 > 0 gilt, falls sich der Massenpunkt am
Gebietsrand befindet. Andernfalls ist 6v beliebig wéhlbar.

Oft wird anstatt der Gebietseinschrankung (2.19) die Bindung tiber die Forderung
einer nicht-negativen Entfernungsgeschwindigkeit gemafs

g((t)) = Vg(i(t)) - 7(t) = 0 (220)

auf Geschwindigkeitsebene angegeben, die aber nur gelten darf, falls g(7(¢)) = 0 gilt.
Mit der Normierung (2.7) des Gradienten kann gleichwertig auch

it-7(t) > 0 falls g(7(t)) = 0 (2.21)

verlangt werden.
Unter der Voraussetzung, dass die Bindung (2.19) zu Beginn der Bewegung erfiillt
ist, erscheint die Aquivalenz von (2.19) und (2.21) plausibel, vgl. Bemerkung 2.3.

2.2.2 Prinzip der virtuellen Beschleunigungen

In analoger Weise wie das Prinzip von JOURDAIN auf Geschwindigkeitsebene, liefert
das Prinzip der virtuellen Beschleunigungen

(FQ - m%) 6@ < 0, (2.22)
-7 () +a-r(t) > 0 falls g(7(t) = 0, g(7(t)) =0 (2.23)

eine Variationsformulierung auf Beschleunigungsebene. Die Vertraglichkeit der virtuel-
len Beschleunigungen dad mit der Bindung ist fiir den Fall g(7(¢)) = 0 und ¢(r(t)) =0
gesichert, falls der Massenpunkt virtuell in den zuléssigen Bereich beschleunigt wird,
also 0a - m > 0 gilt. Andernfalls ist da beliebig wihlbar.
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Bemerkung 2.3 1.) Aufgrund der stillschweigend vorausgesetzten zweifa-
chen Differenzierbarkeit der vorkommenden Zeitfunktionen reicht es aus, in
(2.23) nur fir den Fall ¢g(7(t)) = 0, ¢(7(¢t)) = 0 nicht-negative Beschleuni-
gungen §(7(t)) zu fordern. Mit ¢(r(t)) < 0 gélte wegen der stetigen Dif-
ferenzierbarkeit auch in einer Umgebung [t — &,t 4+ ¢] 5 7 mit ¢ > 0 die
Beziehung ¢(7(7)) < 0 und somit g(r(t+¢)) = :+€ g(7(1))d 7 < 0, was eine
Verletzung der Nebenbedingung auf Lageebene bedeutete. Fiir ¢(7(t)) > 0
kénnte in analoger Weise unmittelbar auf ¢g(7(¢ 4+ €)) > 0 geschlossen wer-
den, sodass keine weitere Anforderung an §(7(t¢)) bestiinde, um die Bindung
zu erfiillen.

2.) Der exakte Beweis der Aquivalenz von (2.19), (2.21) und (2.23) fiir alle
Zeiten t, in der Literatur manchmal auch als Viabilitdtslemma (Viability
Lemma) bezeichnet, ist z.B. in [71, 101] zu finden. Es ist dabei unter an-
derem vorauszusetzen, dass die Bindung (2.19) zu Beginn der Bewegung
etwa bei t = t, erfiillt ist, also eine sogenannte konsistente Anfangsbedin-
gung vorliegt. Der Nachweis der Aquivalenz beruht im Wesentlichen auf der
gleichen Argumentation wie in Ziffer 1 dieser Bemerkungen.

2.3 CourLoMBsche Reibung

Ein Korper, der auf einer Unterlage ruht, dabei normal und tangential zu dieser belastet
wird, kann innerhalb gewisser Grenzen beliebige Tangentialkrafte ertragen, ohne in
Bewegung zu geraten. Gleitet der Korper hingegen, so kann die Bewegung empirisch
gedeutet werden, indem eine aufgrund der Reibung wirkende tangentiale Kraft Fr
unterstellt wird, die entgegen der Richtung der tangentialen Gleitgeschwindigkeit v
wirkt und dem Betrag nach proportional zur Normalbelastung Fy > 0 angenommen
wird. Die Proportionalitdtskonstante p ist dann eine makroskopische und empirische
Grolse, die zwar anhand mikroskopischer Modelle qualitativ erklért werden kann, aber
zumindest im Zusammenhang mit dem COULOMBschen Reibgesetz nicht unmittelbar
aus solchen abgeleitet wird. Zusammengefasst bedeutet dies fiir den Massenpunkt

’17T :6 = |ﬁT| < /LFN,
(2.24)

ir#0 = Fr= —MFNE—T,

|07
wobei die haufig getroffene Annahme tibernommen wurde, dass pFy der maximal er-
tragbare Betrag der Haftkraft ist. Hier werden also keine unterschiedlichen Koeffizien-
ten fiir Haften und Gleiten verwendet. Es ist aber moglich, eine stetige Abhéngigkeit
w(|vr]) des Gleitreibungskoeffizienten vom Betrag der Tangentialgeschwindigkeit anzu-
nehmen, um so Effekte spezieller empirischer Gleitreibungsmodelle besser abzubilden,
z.B. Kennlinien nach STRIBECK, vgl. [18]. Ein solcher Zusammenhang ldsst sich immer
durch eine Zerlegung Frr = Fr, + Fg(|vr|) formulieren. Dabei ist Fr, eine Tangential-
kraft, die durch (2.24) fiir konstanten Koeffizienten p = u(|0|) erklért ist. Der stetige
Anteil F(|vr|) ist dann fiir die Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Tangentialkraft beim
Gleiten verantwortlich und wirkt daher wie eine eingepragte Kraft, schlieklich liegt ein

Kraftgesetz vor. Die Zerlegung muss natiirlich so gewihlt werden, dass Fg(|0]) = 0
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gilt, damit im Haftfall die Tangentialkraft einzig durch (2.24) erklart wird. Der Term
1Fy kann aber ohne Einschrankung implizit von 7, 77', 7 und der Zeit abhangen, z.B.
wenn die Normalkraft in irgend einer Form vom Systemzustand oder als Zwangskraft
von der Beschleunigung abhéngt.

Es ist offensichtlich, dass Reibung ohne Weiteres in die bisherige Formulierung des
FOURIERschen bzw. des Gleichgewichtsprinzips aufgenommen werden kann, indem im
Falle von Gleiten die Reibkraft zur eingepragten Kraft gezdahlt wird und im Falle des
Haftens eine zweiseitige Bindung angenommen wird, die solange gilt, wie die zugehdrige
Zwangskraft die maximal ertragbare Haftkraft nicht {iberschreitet. Die Beriicksichti-
gung der Gleitreibungskraft als eingepriagte Kraft setzt allerdings die Kenntnis der
Normalbelastung Fi voraus. Andernfalls ist die Darstellung als Variationsungleichung
geméf (2.1) zwar formal moglich, allerdings erscheint die dann unbekannte Grofe Fiy
explizit und wird durch diese Formulierung nicht eliminiert.

In der Literatur ist daneben héufig ein weiterer Ansatz zu finden. Das Problem der
CouLoMBschen Reibung wird als Variationsungleichung ausgedriickt, ohne die Fallun-
terscheidung mitzufiihren, welche die tangentiale Wirkung der Reibung in eingeprigte
Kraft bzw. zusétzliche Bindung in tangentialer Richtung unterteilt. Diese Darstellung
kann bei allgemeineren theoretischen Uberlegungen von Vorteil sein, vgl. Kapitel 3.

Die Reibkraft wird als Losung einer Menge von Ungleichungen beschrieben: Die
Darstellung (2.24) der CoOuLOMBschen Reibung ist fiir den gegebenen Term pFy dqui-
valent zur Variationsungleichung

—

Fp - (07 — Ur) + pFy (|07] = |or]) = 0, (2.25)

die fiir alle Geschwindigkeitsvektoren ¢ in der Tangentialebene zu gelten hat.
Kennzeichnet ein Einheitsvektor iy die Wirkrichtung der Normalkraft auf den Mas-
senpunkt, dann erhélt man die Tangentialprojektion v eines Vektors v iiber

Up = U— (in-0)fy (2.26)
= T7 (2.27)
mit T = [ —fiy®iiy. (2.28)

Dabei ist I der Identititstensor und somit 7' der Projektionstensor in die Tangential-
ebene zu 7iy.
Die Gleichwertigkeit der Darstellungen wird im Folgenden gezeigt:

Zunéchst wird von (2.25) auf (2.24) geschlossen.
Die Beziehung (2.25) liefert nach Umformung in die Darstellung

Br - 054 pFy|s] — (FT T MFN|77T|> > 0 (2.29)
die beiden Zwischenergebnisse

0 und (2.30
0, (2.31)

ﬁT . UT + ,UFN|77T|

<
Fr - @ 4 pFy|z] >



24

Kapitel 2. Dynamik des Massenpunkts

die unmittelbar aus der Beliebigkeit von ¢} hervor gehen. Aus (2.31) folgt
mit der Darstellung v} = ver fiir eine beliebige Tangentialgeschwindigkeit,
ausgedriickt durch einen beliebigen tangentialen Einheitsvektor é7 und be-
liebigen Skalar v > 0,

Fr-ér+uFy > 0. (2.32)

Dies schliefst aber auch den Fall ein, dass é7 und Fr entgegengesetzt parallel
sind, woraus dann die Grenze

Frl < pky (2.33)

fiir die Tangentialkraft hervorgeht. Aus dieser Ungleichung folgt unmittel-
bar nach beidseitiger Multiplikation von |vp| > 0

|Frllor| < uFylorl. (2.34)
Da allgemein fiir ein Skalarprodukt zweier Vektoren @ - b = |a|[b| cos(£a, b)
wegen cos(Zd,b) € [—1,1] die Abschéatzung —|a||b| < a - b < |d]|b| gilt, folgt
daraus

Fr-0p + pFylor| > 0, (2.35)

sodass insgesamt mit (2.30) letztlich nur

gelten kann. Nimmt man an, dass fiir den Fall @ # 0 die tangentiale
Reibkraft gemaéfs

Fro= (R i) 4 R 237

|07
dargestellt wird, wobei ohne Einschrankung Ry-Or =0 verlangt werden
kann, da etwaige Anteile in Richtung von ¢r in R; beriicksichtigt sind,
so ist fiir die Folgerung des zweiten Falls aus (2.24) nur noch R; = 0 und
Ry = 0 zu zeigen. Ersteres wird sofort ersichtlich, wenn man (2.37) in (2.36)
einsetzt. Da zudem mit (2.33) auch |Fr|? = (uFy)2+|Ra|? < (uFy)? gelten
muss, kann nur Ry, =10 moglich sein. Ist hingegen @r = 0, so gilt immer
noch (2.33), womit der Schluss von der Variationsungleichung (2.25) auf die
klassische Darstellung (2.24) vollzogen ist.

Umgekehrt folgt aus (2.24) die Formulierung (2.25). Multipliziert man in
der zweiten Implikation aus (2.24) die Gleichung skalar mit o7, so folgt
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Abbildung 2.5: Zur Variationsformulierung mit Reibung.

Es ist also nur noch zu zeigen, dass fiir jede Tangentialgeschwindigkeit v’}

die Abschétzung

Fr-@if + pFylo;| > 0

gilt. Diese Beziehung ist aber anhand Abbildung 2.5 ersichtlich. Die Tan-
gentialkraft Fr zeigt beim Gleiten immer entgegen der Richtung der Tan-
gentialgeschwindigkeit @y # 0. Das mit einer beliebigen Geschwindigkeit U
gebildete Skalarprodukt ﬁT - v entspricht dem Betrag nach dem Inhalt der
schraffierten Fléche und ist somit immer kleiner als der Inhalt 07| Fy| der
grau unterlegten Fliche. Dieser Zusammenhang ist aber genau die Aussage
der Beziehung (2.39). Die Differenz von (2.39) und (2.38) liefert schliefslich

die Variationsungleichung (2.25).

Damit ist insgesamt die Aquivalenz von (2.24) und (2.25) gezeigt.
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D Flache=|v7||uFn|

Fliche—|Fy - 7]

Wird die CouLoMBsche Kraft Fr formal wie eine eingepréigte Kraft behandelt, so
erweitert sie das Prinzip von FOURIER gemaéls

<Fﬁe + Fr— mF) -0 < 0, or kinematisch vertraglich,

—

Fr - (07 — Up) + uEn (|07 — |Ur]) > 0, fur alle vy,
g(r) = 0.

(2.40)

(2.41)
(2.42)

Eine gleichwertige Darstellung im NEWTONschen Sinne kann analog zu (2.3-2.6) ge-
funden werden:

mr—F. = Ayii+ Fr,
g(r) = 0,
Av = 0,
Ang(r) = 0,

—

Fr - (07 = Ur) + pFy (|07] — |Ur])

v

0 fiir alle v,
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wobei (2.47) fiir eine von Variationsungleichungen befreite Variante durch (2.24) ersetzt
werden kann und somit weitere Fallunterscheidungen nétig sind.

Abschliefend ist wiederholt darauf hinzuweisen, dass bisher die Normalbelastung
Fy im Reibkontakt als bekannt vorausgesetzt wurde. Nach Einfiihrung der Zwangskraft
Fy = Ay fiir die einseitige Bindung kann man erfahrungsgemaéfs mit der Normierung
(2.7) sofort Fyy = Ay unterstellen, wenn die Reibung einzig auf die Bindung zuriickzu-
fiithren ist.

2.4 Regularisierung der Variationsungleichungen

Ersetzt man in der Variationsungleichung (2.25) voriibergehend die Funktionen pFy|- |
durch eine beliebige differenzierbare Funktion f(-), so erhédlt man den Ausdruck

F(@5) > f(Wr) + (=Fr) - (0} — Or) fiir alle 7. (2.48)

Da f differenzierbar angenommen wurde, erscheint es plausibel, dass fiir beliebig nahe
bei U7 liegende U die Variationsungleichung (2.48) durch den Gradienten von f, also
—ﬁT -V f, erfiillt sein muss. Wird namlich das >-Zeichen durch = ersetzt, dann
entspricht (2.48) gerade der Linearisierung von f in der Ndhe von ¢7. Ein Ansatz zur
Berechnung der Reibkraft ist daher das Annéhern der nicht differenzierbaren Funktion
wFn| - | durch eine differenzierbare Funktion, deren Gradient dann n&herungsweise die
Reibkraft liefert. Diese Vorgehensweise nennt man auch Regularisierung der Reibkraft,
vgl. [55].

Beispiel 2.4 In diesem Zusammenhang ist eine differenzierbare Nédherung f(-) an die
Betragsfunktion | - |, also eine Regularisierung derselben, gesucht. Fiir 7 € R? liefert
die Vorschrift
. alv?; falls |0] < -
fa(v) ::{ | | 1 ‘ ‘ 2

|U] — 4o; sonst

das Gewiinschte. Fiir Regularisierungsparameter 0 < o — 400 ist f, (V) fir jedes U
beliebig nahe an |9]. Die Gradienten 2a4’ bzw. |%‘ sowie die Funktionswerte der beiden

Fille sind am Ubergang bei |#] = 5= identisch.
Eine nahezu offensichtliche Alternative zur Regularisierung der Betragsfunktion fiir
a — oo liefert die Vorschrift

fal¥) = (1 * é) @ oD

mit Gradient ((v - 17)%(571))17. O

Die Vorgehensweise gemaf einer Regularisierung lasst sich mittelbar auch beim Prin-
zip von FOURIER anwenden. Der Vergleich von (2.1) mit (2.3) erkldrt die normale
Zwangskraft F; := Ay7i zur Losung der Variationsungleichung

—Fy - (7 — 7) < 0fiir alle mit der Bindung vertriglichen 7*, (2.49)
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wobei die Vertréglichkeit der Variation 7* = 7+ 67 mit der Bindung ¢(7) > 0 wie in
(2.1) definiert ist. Mit der zunéchst hypothetischen Funktion ¥ geméf der Vorschrift

U () = { 0;  g(r) =0 (2.50)

+00; sonst

wird wegen ¢(7) > 0 an der Aussage von (2.49) durch Addition von ¥(7) = 0 und
0 < U(*) < 400 zur linken bzw. rechten Seite nichts verdndert:

U(F) — Fy - (7 — 7) < U(7) fiir alle mit der Bindung vertriglichen 7*.  (2.51)

Damit erhdlt man die gleiche formale Gestalt wie zuvor bei (2.25). Fande man eine
differenzierbare Regularisierung f der Funktion W, so wire nach dem gleichen Argu-
mentationsmuster wie bei (2.48) die Kraft tiber den Gradienten der Regularisierung
gemafs —Fy=V f(7) erklart. Eine Moglichkeit der Regularisierung wird im folgenden
Beispiel diskutiert.

Beispiel 2.5 Fiir die Regularisierung f von W bietet sich eine Funktion an, die ver-
schwindet, solange g(7) > 0 zutrifft und andernfalls sehr rasch grof wird, schliefslich
muss die Regularisierung in diesem Fall den Funktionswert +oo représentieren. Da die
Regularisierung differenzierbar sein muss, kann die Funktion nicht sprunghaft auf einen
sehr grofsen Wert steigen. Eine Moglichkeit wéare die Vorschrift

fQ(F):{O; 9(M =0

2 (g(); sonst

Wird mit ¢ ein echter Abstand zu einer Referenzebene gemessen, d.h. ¢(7) = 7+ (7"—7}),

wobei 7 ein Einheitsnormalenvektor der Referenzebene und 7 der Ortsvektor zu einem

beliebigen Punkt darauf ist, so ist F; = =V fo(7) = — Vg|y min(g(7),0) und daher
—

—

|Fiy| = —amin(g(7), 0). Die Regularisierung erzeugt also die gleiche Reaktionskraft wie
eine lineare Feder mit der Federsteifigkeit a, die auf das Eindringen min(g(7),0) < 0
reagiert.

Hier zeigt sich eine enge Verkniipfung mit einer vollig anders begriindeten Metho-
de. Wenn man meint, dass eine physikalische Modellvorstellung sinnvoll ist und derart
vorliegt, dass sie einer Verletzung der Nebenbedingung eine definierte Kontaktkraft
zuweist, dann ist die Kontaktkraft keine Zwangskraft mehr. Dann liegt ihr némlich
ein Kraftgesetz etwa der Form Fy = F(g(7)) zugrunde. Fiir den obigen Fall der li-
nearen Feder bedeutet dies, dass ein endlicher Regularisierungsparameter o < +o00
einen physikalischen Sinn hétte, ldge denn ein lineares Kontaktkraftgesetz zugrunde.
Im urspriinglichen Sinn der Regularisierung erwartet man aber, dass erst der Grenzfall
a — 400 den richtigen Wert liefert, ndmlich die Losung der Variationsungleichung. [

Zusammenfassung und Schlussbemerkungen

1. Es wurden die grundlegenden mechanischen Phénomene im Zusammenhang mit
einseitigem Normalkontakt und Reibung fiir die Dynamik des Massenpunktes
beschrieben. Axiomatischer Ausgangspunkt war die Variationsungleichung des
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Prinzips von FOURIER, das durch Einfithren einer Zwangskraft, die keine nega-
tive virtuelle Arbeit verrichten darf, im Sinne des NEWTONschen Grundgesetzes
gedeutet wurde. Dabei lag die Vorstellung einer idealen Bindung zu Grunde, d.h.
es kann zu keiner Verletzung der Nebenbedingung kommen, es sei denn im Zusam-
menhang mit Ndherungsmethoden. Das Phédnomen der COULOMBschen Reibung
wurde wie iiblich auf eine einfache Kraftwirkung zuriickgefiihrt.

. Zur Beschreibung der Kontaktkréfte, sei es der gedeuteten Zwangskrafte oder

der unterstellten Reibkrifte, wurde die Methodik der Variationsungleichungen
verwendet. Alternative Beschreibungsmoglichkeiten mittels Fallunterscheidung
in komplementéaren Formulierungen sowie Regularisierungsansiatze wurden an-
gedeutet. Besonders im Zusammenhang mit der Regularisierung wird die formale
Verwandschaft der Kontaktkréafte mit Potenzialkriften deutlich, schlieflich ge-
hen die regularisierten Kontaktkréafte aus dem Gradienten einer regularisierten
Funktion hervor. In diesem Zusammenhang wurde von anderen Autoren der Be-
griff Superpotenzial vorgeschlagen [82, 78|, aus dem wenigstens mittelbar durch
Gradientenbildung die Kontaktkraft hervorgeht.

. Die Erweiterung der Theorie auf mehrere einseitige Nebenbedingungen auf Ba-

sis der bisher vorgestellten, sich an der Anschauung orientierenden Herleitungen
wird mit zunehmender Anzahl von Nebenbedingungen immer schwieriger. Eine
umfassende Formalisierung des Vorgehens wird auch im Hinblick auf eine grokere
Klasse von Problemstellungen als die Massenpunktmechanik noétig sein. Dies ist
hauptséchlich Gegenstand des Kapitels 3.

. Bisher wurde stillschweigend die zweifache Differenzierbarkeit der Ortsvektor-

funktion 7 unterstellt. Damit sind im Besonderen Spriinge in den Geschwindig-
keiten 7" zunéchst ausgeschlossen. Solche Spriinge sind natiirlich in Verbindung
mit einer idealen einseitigen Bindung ein wesentliches Element der Modellvorstel-
lung in der nicht-glatten Mechanik. Provisorisch konnen sie in diesem Stadium
der Modellbildung noch beriicksichtigt werden, indem die Bewegung des Mas-
senpunkts ohne Bindung modelliert wird, solange die einseitige Bindung nicht
beansprucht wird. Tritt eine Bindung ein, dann wird die Bewegung gestoppt
und unmittelbar danach mit neuen Anfangsbedingungen gestartet, sodass eine
weitere Verletzung der Bindung unmittelbar nach Neubeginn der Bewegung aus-
geschlossen werden kann. Die Losung dieser Aufgabe ist nicht eindeutig, denn
die bisherige Axiomatik des Prinzips von FOURIER liefert keine Beschreibung
der nicht-glatten Ubergénge. Die zu diesem Zweck benétigte Information miis-
sen sogenannte Stofigesetze liefern. Dabei wird sich die Frage stellen, in welchen
Grenzen diese im Zusammenhang mit idealen einseitigen Bindungen realitéts-
nah formuliert werden kénnen. Die Formalisierung dieser Aufgaben bei mehreren
Bindungen ist nicht ohne Weiteres moglich, vgl. ebenfalls Kapitel 3.
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Probleme der Strukturdynamik
formuliert mittels
Malfsdifferenzialeinschliefsungen

Am Ende dieses Kapitels werden Formulierungen vorliegen, welche die Bewegung ei-
nes strukturdynamischen Systems mittels sogenannter Differenzialeinschlieffungen (DI,
engl. Differential Inclusions) bzw. Mafidifferenzialeinschlieffungen (MDI, engl. Measure
Differential Inclusions) beschreiben. Bis dahin wird groftenteils analog zu [71] vorge-
gangen, erweitert um Uberlegungen, wie flichenhafte (nicht notwendigerweise ebene)
Kontaktsituationen konsistent in die Theorie iibernommen werden konnen. Eine DI
ist, grob skizziert, eine Charakterisierung einer Funktion iiber die Zugehorigkeit ihrer
Ableitung zu einer zeitabhéngigen Menge in der Form q € C(t). Dies schliefst ge-
wohnliche Differenzialgleichungen ¢ = f(¢) ein, indem man einfach die Einschliefung
q € {f(t)} fordert. Kann Differenzierbarkeit nicht erwartet werden, z.B. bei Unste-
tigkeitsstellen, dann muss mit erweiterten Konzepten gearbeitet werden. Als niitzlich
hat sich die Formulierung von Inklusionen fiir Mafkdichtefunktionen der Differenzialma-
e der nichtdifferenzierbaren Funktionen erwiesen. Solche mathematischen Strukturen
werden als MDI bezeichnet, vgl. [31, 69, 57, 71].

Die Formulierungen dieses Kapitels basieren auf den Grundlagen der nicht-glatten
(auch: variationellen) Analysis und der Maftheorie, die im Anhang A bzw. C zusam-
mengefasst sind und hier vorausgesetzt werden. Die Schreibweise hélt sich dabei an [90]
und ist damit sehr suggestiv. Vor allem der ebendort verfolgte Ansatz der Einbettung
der gewohnlichen Differenziation in das nicht-glatte Konzept tduscht eine unkompli-
zierte Erweiterung vor. Dass dem nicht so ist, kann die im Anhang gegebene Zusam-
menfassung nur andeuten. Dem Anwender in der Mechanik bietet sich schlielich eine
gut entwickelte Theorie an, die sich bequem ausnutzen lédsst, wie in dhnlicher Weise
auch schon in z.B. |39, 65] geschehen.

3.1 Differenzierbare Geschwindigkeitsverlaufe in Teil-
zustanden des Systems

Zunachst werden nur solche Bewegungen betrachtet, bei denen fiir jeden materiellen
Punkt P einer Struktur die zeitliche Entwicklung seines Ortsvektors i zweifach dif-
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ferenzierbar ist, also eine beziiglich eines Inertialsystems [ absolute Beschleunigung
= dﬁt(t) existiert. Ein wesentlicher Gesichtspunkt nicht-glatter Systeme ist zwar ge-
nau das Nichtvorhandensein dieser Beschleunigungen im Allgemeinen, aber es zeigte
sich schon in vielen Arbeiten, dass die Formulierung fiir stetige Geschwindigkeitsverlau-
fe unter realistischen Bedingungen leicht auf Systeme mit Geschwindigkeitsspriingen
erweiterbar ist. Hierbei muss aber nicht gelten, dass 7 zweifach stetig differenzierbar ist.
Spriinge in den Beschleunigungen, die aus sich &ndernden Bindungszusténden aufgrund
Reibung hervorgehen, sind zugelassen. Manche Autoren bezeichnen auch Bewegungen
mit Beschleunigungsspriingen als glatt (engl. smooth motion), solange Spriinge in den
Geschwindigkeiten ausgeschlossen sind, vgl. z.B. [71].

Hinsichtlich der Anwendung in der Mechanik liefert dieser Abschnitt die auf allge-
meine mechanische Systeme ausgerichtete Formalisierung der Uberlegungen zur COU-

LOoMBschen Reibung und zum Normalkontakt beim Massenpunkt aus Kapitel 2.

3.1.1 Variationsungleichung fiir Strukturen mit einseitigen Bin-
dungen

Ausgangspunkt der Uberlegung ist die Ungleichung
/ (df/dv+dﬁ/dV—dm/dV%) 6TdV <0, (3.1)
K

welche die axiomatische Grundlage fiir die Erweiterung des Prinzips von FOURIER
liefern soll, vgl. (2.1). Dabei werden fiir einen Kérper K Dichtefunktionen zum Maf
av angenommen: Die vektorwertigen Dichten df / dV und d fT/ dV der eingepragten
Krifte f bzw. der noch genauer zu spezifizierenden Krifte fT, die auf die Reibung
zuriickzufithren sind, daneben die Massendichte dm/dV, die im Innern des Korpers
iblicherweise mit p bezeichnet wird. Dichten freier Momente werden nicht betrachtet,
es wird angenommen, dass der Spannungstensor symmetrisch ist, und dass Momente
nur als resultierende Kraftewirkung bei entsprechenden kinematischen Verschiebungs-
hypothesen auftreten, z.B. beim Starrkorper, Balkentheorie nach TIMOSHENKO. Alle
Grofsen sind in Abhéngigkeit vom jeweiligen materiellen Punkt P und gegebenenfalls
von der Zeit erklirt, d.h. #(P,t), df/dV (P,t) usw. Die Integration soll zuniichst sym-
bolisch so zu verstehen sein, dass sie sich additiv iiber alle Koérper erstreckt, sollten
mehrere beteiligt sein. Ferner soll das Mak dV und die zugehdrigen Dichtefunktionen
am Rand der Korper so messen, als lagen Oberflachenintegrale vor. Die Massendichte
wird daher am Rand verschwinden, die Kraftdichten sind dort als zu Oberflichenkréfte
gehorig zu deuten.

Eine Schwierigkeit tritt bei der genauen Beschreibung der Variationen §9(P,t) auf.
Im Allgemeinen sind sie fiir kontinuierliche Korper ein kontinuierliches Feld und werden
als Elemente eines bestimmten Funktionenraums erkldrt und in manchen Zusammen-
hangen auch Testfunktionen genannt. Mit Blick auf eine Diskretisierung des Problems
im frithen Stadium wird unterstellt, dass die Variation lokal fiir jeden einzelnen Punkt P
erkliart werden kann und entsprechend die Bewegung 7( P, ¢) immer in einem zuléssigen
Gebiet C'(P,t) liegt, das nur lokal von einem festen materiellen Punkt P abhéngt und
nicht von einem ganzen Verschiebungsfeld (P, t) — 7. Somit ist C'(P,t) lediglich eine
zeitabhingige Menge, aber kein Funktionenraum, mit der die Bindungen der Struktur
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ausgedriickt werden. Ublicherweise werden die zugehorigen Variationen nur verbal er-
klart, indem man fordert, dass sie mit ,den Bindungen vertriaglich* sein sollen. Dies
driickt eine Vorstellung aus, die sich in abstrakter Weise in der Definition des sogenann-
ten Tangentialkegels wiederfindet, vgl. A.36 (auf Definitionen, Beispiele, Sitze usw. des
Anhangs wird durch die blofe Angabe der entsprechenden Nummerierung verwiesen).
Zusammengefasst bedeutet dies, dass die Forderung (3.1) unter Beriicksichtigung von

r(P,t) € C(P,t), (3.2)
SU(Pt) € Tepy (3.3)
fiir alle materiellen Punkte P zu gelten hat, wobei T der Tangentialkegel schlechthin

an eine Menge C' nach A.36 ist.
Eine rdumliche Diskretisierung der Struktur ist gegeben, wenn eine Vorschrift

f(P, t) = r(Pq(t),t), (3.4)
7?(P, t) = U(P,q(t),v(t),t), (3.5)
m(P,t) = a(P,q(t),v(t),v(t),t) (3.6)

unterstellt wird, mit der die Bewegungen, Geschwindigkeiten bzw. Beschleunigungen
fiir jeden Punkt P angenéhert durch die Angabe von endlich vielen (generalisierten)
Koordinaten und Geschwindigkeiten q : ¢ — (g1, . . ., ¢,) bzw. v = q dargestellt werden.

Fasst man (3.4-3.6) als Transformation der generalisierten Koordinaten auf lokale
Koordinaten bei P auf und damit als eine Transformation von derselben Gestalt wie in
A.56, dann erlaubt A.56iii, mit den dort formulierten Voraussetzungen, die Darstellung
von (3.1-3.3) beziiglich der generalisierten Koordinaten:

/ (dffav + dfr/dv — dm/av ) - (%ﬁ?”f)av) dV < 0,Y6v € Teq, (3.7)
K

a(t) € C(t) := {q € R*| 7(P,q,t) € C(P,t)VP} . (3.8)

Es bedeutet fiir die Anwendung nur eine geringfiigige Einschrankung, wenn die Bin-
dungsmenge C'(P,t) aus (3.2) iiber Niveaumengen der Form

C(P,t) = {f g(P.t,7(P,t)) > 0YP € I, C bnd K} (3.9)

beschrieben wird, wobei g eine beziiglich 7 differenzierbare Funktion ist. Die Bindung
muss nicht fiir alle materiellen Punkte gefordert werden, sondern nur fiir Bereiche T,
die erfahrungsgeméf auf den Réandern der Korper liegen, vgl. A.7, und als zeitunab-
hangig angenommen werden. Das >-Zeichen kann auch bei einer Menge von Punkten
P durch ein =-Zeichen ersetzt werden, falls dort zweiseitige Bindungen zwischen ma-
teriellen Punkten ausgedriickt werden sollen.

Fiir die Darstellung mit diskreten Koordinaten kann (3.9) bei der rechnerischen
Auswertung im Allgemeinen nicht fiir alle materiellen Punkte erfiillt werden. Deshalb
wird (3.8) durch eine Darstellung ersetzt, die als Mittelung der punktweise geforderten
Beziehung (3.9) zu deuten ist:

Q(t> € 03(t> = {q € Rn‘ gz(cb t) > O, L= 17 s 7m} mit (31())
gi(q,t) = / hig(P,t,7(P,q,t))dl, i=1,...,m. (3.11)
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Die Gewichtsfunktionen h; : P +— h;(P) € R, sind sinnvollerweise linear unabhén-
gig zu wahlen und diirfen nicht negativwertig sein, damit die Mittelung den Sinn der
Ungleichung nicht entstellt. Normiert gemaéfs

/ hidl = 1 (3.12)
e

stellt (3.11) einen gewichteten Mittelwert der diskretisierten Niveaufunktion auf dem
Kontaktrand I'. dar. Der Zweck der Mittelung ist die beliebig genaue Ann&herung an
die urspriingliche Darstellung (3.8) fiir m — oo. Es bleibt unbewiesen, ob Konvergenz
in dieser Hinsicht tatsédchlich gewéahrleistet ist.

Beispiel 3.1 Ein wichtiger Fall einer einseitiger Bindung ist die Undurchdringlich-
keitsbedingung (Impenetrabilitdtsbedingung) der Oberflichen beim Kontakt zweier
Festkorper K7 und Ks. Die Teile der jeweiligen Oberflichen, die sich beriihren kon-
nen, werden mit I'., C bnd Ky bzw. I'., C bnd K5 bezeichnet und als zeitlich konstant
angenommen. Einem materiellen Punkt P an der Oberflache I';, wird der néchstlie-
gende materielle Punkt cp(P) (closest point) auf I'., durch

cp(P,t) := arg min (|F(P,t) — (P, t)])

PQEFCQ
zugeordnet. Der néchstliegende Punkt auf dem zweiten Korper ist also derjenige, der
den geringsten Abstand zu P hat.
Bezeichnet 7i( P, t) einen geméf |7i( P, t)| = 1 normierten und nach aufen weisenden

Normalenvektor fiir Punkte auf der Oberflache, so wird Unduchdringlichkeit durch die
Forderung

g(P,t,7(P,t)) :== (r(cp(P),t) — F(P,t)) - (P, t) > 0

fiir alle materiellen Punkte P € I';, definiert. D.h., die Projektion des Vektors von
P zum néchstliegenden Punkt auf dem zweiten Korper auf den Normalenvektor ist
nicht-negativ. Die so definierte Begrenzungsfunktion g wird auch Spaltfunktion (gap
function) genannt.

Fiir den Kontakt zweier Kérper wird damit die Bindungsmenge aus (3.9) zu

C(P,t) = {f g(P.t,7(P,t)) > 0YP € I, } .

Die rechnerische Umsetzung der Kontaktpunktfindung ist sehr aufwindig. Es stellt
besonders bei elastischen Korpern alleine die systematische numerische Berechnung
der Spaltfunktion schon ein abgegrenztes Forschungsgebiet dar, siehe z.B. [45]. In der
vorliegenden Arbeit wird dieses Thema nicht weiter allgemein verfolgt. 0

Es kann gezeigt werden, vgl. Bemerkung 2.3, dass die Zugehorigkeit q(t) € Cs(t) fiir
alle Zeiten t € [ty, t1] sichergestellt ist, falls

Q(t0> € Cg(to) und (313)
v(t) € Cy(q(t),t) (fast immer) (3.14)
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gilt, mit
Cola(t),) = {veR|IL (alt), v +an,(a(t), ) > 0 € Ax,(alt), 1)},
(3.15)
Gi(alt), v(t)t) = I, (@), v+ ax, (at),?), (3.16)
An,(q(t),t) = {i=1,....,m|g(q(t),t) <0}. (3.17)

Somit ist Ay, die Indexmenge der auf Lageebene aktiven Bindungen. Entsprechend
werden die Indexmengen

Any(q(t), v(t),t) = {i e An(q(t), )] gi(a(t), v(t), 1) <0}, (3.18)
-AN1 (Q(t>7 V(t)a t) = {'l S ANQ (q(t)v t>| fji(q(t)v V(t)v V(t)a t) S O} (3'19>

der auf Geschwindigkeits- bzw. Beschleunigungsebene aktiven Bindungen erklart.

Interpretation: Anstatt eine Zugehorigkeit beziiglich der generalisierten Koordina-
ten (sprich: auf Lageebene) zu fordern, wird eine Zugehorigkeit beziiglich der gene-
ralisierten Geschwindigkeiten erklért (sprich: auf Geschwindigkeitsebene). Geméfs der
Sprechweise bei zweiseitigen Bindungen — algebraische Nebenbedingungen mit Index 3
(Lageebene) bzw. Index 2 (Geschwindigkeitsebene), Index 1 (Beschleunigungsebene)—
werden die Mengen und Indexmengen mit der jeweils entsprechenden Zahl gekennzeich-
net. Beziehung (3.13) stellt konsistente Anfangsbedingungen sicher, sodass es ausreicht,
wenn durch (3.14) die Geschwindigkeiten wieder in den zuldssigen Bereich geschickt
werden, wenn das System die Rénder beriihrt.

Entsprechend kann die Zugehorigkeit auf Beschleunigungsebene durch die Forde-
rungen

q(te) € Cs(to), (3.20)
v(to) € Cs(to), (3.21)
v(t) € Ci(q(t),v(t),t) (fast immer) (3.22)

sichergestellt werden, wobei

Ci(a(t),v(t),t) = (3.23)
{a e R I, (at), a+ by, (a(t), v(t),t) > 0Vi € Ay, (a(t), v(6),6)},

G(a(0), v, ¥(0).0) = T (al) )% + b a(e) v(2), 1), (3:21)
b@(t), v(0).0) = (I lalt), ) V) + - (av (a0 0) (329

zu gelten hat. Der Nachweis der Gleichwertigkeit der Zugehorigkeiten auf unterschied-
lichen kinematischen Ebenen beruht, wie in Bemerkung 2.3 angedeutet, auf einem
Stetigkeitsargument beziiglich einer Integration. Daher erscheint es plausibel, dass die
Zugehorigkeit (3.10) auf Lageebene auch dann sichergestellt ist, wenn die entsprechen-
den Beziehungen auf Geschwindigkeits- bzw. Beschleunigungsebene lediglich ,fast im-
mer” gelten, d.h. immer bis auf abzdhlbar unendlich viele Stellen (mit Worten der
Mafstheorie: dt-fast-immer).
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Kiinftig wird meistens auf das Mitfithren der Argumentliste zugunsten der besseren
Lesbarkeit verzichtet.

In dieser Arbeit wird angenommen, dass nur geméf (3.4) diskretisiert wird und
die Geschwindigkeiten bzw. Beschleunigungen direkt durch Differenziation gewonnen
werden, sodass die Beziehungen

P = AP (3.26)

. or or

o Ty 2

T aqv+ % (3.27)

- or d [or d [or

P o S (X By (e 2

: 8qv+dt(8q)v+dt<8t) (3.28)
ZZ#QE,V,t)

diejenigen in (3.4-3.6) ersetzen. Die Ungleichung in (3.7) geht dadurch in

or\T [ OF
sy / (_> (_> dV} vt
x \0q dq 1

svT /K (%Z)T(df/d\/—p@) dV] + (3.29)

2

i or\T -
ovT — | dfr/dVdVv| <0
Jk \0q 3

iiber. Kiirzt man die Integrale durch

M := [...]1 (Massenmatriz, positiv definit), (3.30)
f = [...]2 (Spaltenmatrix der generalisierten eingeprigten Krifte),  (3.31)
fr = |[...]s (Spaltenmatrix der generalisierten Reibkrdfte) (3.32)

ab, dann gelangt man zu folgender Darstellung der vollstandigen Variationsungleichung

(3.7):

Prinzip 3.2 Allgemeines Prinzip von FOURIER:

Es gelte
VT (f+fr — Mv) <0, Yov € T,

fiir einen der drei Falle:
l.a=1:T, =T (V).
q < 03 ﬁjrt:to,
v € 02 ﬁirt:to,
v € 01 furt Z to.
2. a=2:T,="Tc,(v).

q < Cgﬁjrt:to,
v € (Cyfiurt>t.
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3. a=3:T,=Tcg(q).
q < 03 fl.il"tzto.

Die Darstellungen der Tangentialkegel T,, (o = 1,2, 3) sind unter bestimmten Bedin-
gungen an die Begrenzungsfunktionen g; aus (3.11) mittels deren Gradienten moglich,
vgl. A.56, wobei hier speziell die Formulierung A.57 greift. Sind diese Bedingungen
erfiillt, dann stellt

Toy(@) = {ueR"[IJ[u>0,Vie Ay} (3.33)

den Tangentialkegel zu C5 dar. Im Wesentlichen verbirgt sich hinter den abstrakten
Bedingungen die exakte Fassung dessen, was man als ,yverniinftige® Wahl der Begren-
zungsfunktionen bezeichnen diirfte, z.B. dass ihre Gradienten nicht verschwinden sol-
len, vgl. Beispiel A.61. Weitere Schwierigkeiten kénnen auftreten, wenn differenzierbare
aber nicht stetig differenzierbare Begrenzungsfunktionen — beispielsweise der Bauart
sin(z™!) — ins Spiel kommen, vgl. [90]. Auch eine solche Komplikation diirfte in der
Anwendung vermeidbar sein.

Die Schwierigkeiten werden umgangen, wenn man Zugehorigkeiten zu sogenannten
polyedrischen Mengen fordert, vgl. A.58, d.h. wenn der Bewegungsraum durch mehrere,
sich schneidende Ebenen begrenzt wird. Solche Zugehorigkeiten werden beim Prinzip
3.2 auf Geschwindigkeits- bzw. auf Beschleunigungsebene verlangt. Gemaéfs A.58 findet
man

Te,(v) = {ueRJIfu>0,Vie Ay}, (3.34)
Te,(v) = {ueR"JILu>0, Vi Ay, }.

Die Tangentialkegel sind zunehmend immer weiteren Einschrénkungen unterworfen,
dementsprechend gilt die Ordnung

Tey (V) D Toy(v) D Teg(q)- (3.36)

In dieser Arbeit werden im Weiteren nur noch die Formulierungen des Prinzips 3.2 auf
Geschwindigkeits- bzw. auf Beschleunigungsebene behandelt.

Generalisierte Reibkrafte

Der Term dvTfr aus (3.29) bzw. (3.32) ist noch genauer zu bestimmen. Es fehlt bisher
ein Gesetz fiir die generalisierten Reibkriifte. Ausgangspunkt sollen die Uberlegungen
zur trockenen Reibung nach COULOMB in Abschnitt 2.3 sein. Die Modellvorstellungen
zur Reibung in dieser Arbeit gehen nicht iiber Entsprechendes zu dem hinaus, was in
Abschnitt 2.3 fiir den Massenpunkt erkléart wird.

Erfahrungsgemals sieht man Reibung als Effekt in der gemeinsamen Tangentialebene
zweier sich beriihrender Korper, sodass die in Beispiel 3.1 beschriebene Anordnung
betrachtet wird. Die Reibkréfte wirken nur an der Oberfliche, die Integrale werden zu
Oberflachenintegralen mit entsprechenden vektoriellen Kraftdichten d f} /dr.

Der Einfachheit halber wird fiir einen materiellen Punkt P € I, ein lokales, ortho-
normiertes Koordinatensystem A(P) : 7i(P),1(P), to(P) eingefiihrt, d.h. die Vektoren
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{1 und #, spannen die Tangentialebene bei P auf. Ihre Wahl ist natiirlich nicht eindeu-
tig, jede um 7(P) gedrehte Anordnung der tangentialen Vektoren ist genauso zuléssig.

Die Relativgeschwindigkeit
p aq ot

eines Punktes P bezeichnet die Differenz seiner Absolutgeschwindigkeit zur Absolut-
geschwindigkeit seines néchstliegenden Punktes auf dem zweiten Korper, hier bereits
nach einer rdumlichen Diskretisierung. Es seien

(3.37)

Ga(Poa, v, 1) im (@ 87")

aqV+E

cp(P)

vr(P,q,v,t) = (f-GalP a,v,t), to Ga(P,q,v,1)", (3.38)
rT(Pa q, t) = ({1 ’ F(Pa q, t)a {2 ' F(Pa q, t)>T7 (339>
dAp/dl = (ﬂ - dfy/dT, T df}/df)T (3.40)

die Matrizen der Koordinaten der entsprechenden vektoriellen Funktionen in tangen-
tialer Richtung.

Das CouLOMBsche Gesetz (2.24) fiir den Massenpunkt muss entsprechend fiir ma-
terielle Punkte P € I';, geméaf

(3.41)

vp£0 = dAp/dl = —pdFy/d0——

vl
definiert werden. Die Kraftdichtefunktion am Punkt P in tangentialer Richtung bezieht
sich dabei auf Korper K;. Wegen , Actio=Reactio” ist am Punkt cp(P) € bnd K, die

entsprechend negative Dichtefunktion anzusetzen. Damit entsteht die Berechnungsvor-
schrift

T
0 0
SVTEp = oV / Sl dAr/dTdT| (3.42)
ey aq P aq cp(P) 3
die schlieflich fr = [...]3 unter Beachtung von (3.41) als entsprechendes Integral er-

klart.
Die rechnerische Auswertung kann (3.41) nur in einer gemittelten Weise fiir alle
Punkte P € I';, beriicksichtigen. Ein mdoglicher Ansatz ist die Zerlegung des potenzi-

ellen Kontaktbereichs I'., = (J I'; in s disjunkte Teile I';, sodass der Term
i=1

ZJTiATi = fT
i=1
das Integral in (3.42) mit

1 8rT
JrA\r = —— —_—
T; 2\NT; fri dl /1;1 < aq

_ O
p  0Oq

T
) dl' Mg, (3.43)
cp(P)
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anndhert. Der Ausdruck Az, / [, dI' kann als Mittelwert der Kraftdichte, also als mitt-
lerer Randspannungsvektor (genauer: seine Koordinaten in tangentialer Richtung be-
ziiglich des Koordinatensystems A) im Bereich I'; gedeutet werden. Mit (3.43) ist

vr, = Jpv +arg (3.44)

als mittlere Tangentialgeschwindigkeit in I'; und ay, als entsprechender Mittelwert fiir
den beziiglich A dargestellten tangentialen Anteil des Vektors

or or
ot)|p ot
aus (3.37) zu deuten.
Das Gesetz (3.41) fiir die Reibkraft geht in diskreter Fassung in

cp(P)

vy, =0 = HATZH < ILLFNi

(3.45)

7

v, 7£ 0 = )\Ti = _,UFNZ'

iber, wobei Fl, eine gegebene Normalbelastung darstellt, die ebenfalls als Mittelwert
fiir die Dichtefunktion dFy /dI" in I'; aufzufassen ist.

In Abschnitt 2.3 wurde gezeigt, dass das Reibgesetz gleichwertig als Variationsun-
gleichung formuliert werden kann, vgl. (2.25). Wie sich zeigen wird, erlaubt eine solche
Darstellung den Zugang zu einer Reihe weiterer gleichwertiger Darstellungen, die un-
mittelbar aus den Grundlagen der nicht-glatten Analysis hervorgehen. Fiir die bessere
Lesbarkeit werden dazu die Abkiirzungen

D; = {XeR*)|A| < pFy,}, (3.46)
op, () = pFx | (3.47)

eingefithrt. Es sind D; die Mengen der zuldssigen Tangentialkrifte (in Koordinaten
beziiglich A). Sie sind jeweils konvex, vgl. A.28. Die konvexe Funktion op,, vgl. A.32,
ist die sogenannte Supportfunktion zu D;, vgl. A.87. Wie schon bei den Betrachtungen
zum Massenpunkt im Zusammenhang mit der Variationsungleichung (2.25) angemerkt,
konnen die Terme pFly, implizit von den generalisierten Koordinaten bzw. Geschwin-
digkeiten und der Zeit abhangen.

Definition 3.3 Eine Kraft gehorcht dem CoULOMBschen Reibgesetz fiir,
wenn sie, dargestellt in Koordinaten beziiglich eines lokalen, tangentialen
Koordinatesystems, eine der folgenden gleichwertigen Beziehungen erfiillt:

) (345),
ii) UDi(u) > OD; (VTi) + <_)‘T¢)T(u - VTi) Vu € R2a
111) _)\Ti € aO'DZ. (VTi> = 8\11731 (VTi)7
iV) )‘Ti S aaDi(_VTi) = a\I]Bi(_VTi)7
V) —Vvr;, € a\PDz(ATz) = NDi()‘Ti)>
W) g, = arg min, (VEAr £ ¥, (Ar)
T

vil) Ap = arg Amgi& (vl Ar) mit Nebenbedingung || Az < pFl,.
T
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Der Nachweis der Gleichwertigkeiten ist nicht sehr anschaulich und rein formal. Er ver-
wendet jedoch wviele typische Argumente, die auch an anderer Stelle fiir die Anwendung
in der Mechanik niitzlich sind:

ii) ist die zum Reibgesetz i) gleichwertige Variationsungleichung, wie schon
fiir (2.25) gezeigt.

ii)<>iii), denn ii) ist nach A.85 gerade die Bedingung zur Zugehérigkeit zum
Subdifferenzial fiir konvexe Funktionen, die Identitat der Supportfunktion
mit der LEGENDRE-FENCHEL Konjugierten der Indikatorfunktion sichert
A.8T.

ii)<iv), denn falls vy, # 0 ist die Supportfunktion stetig differenzierbar
und nach A.74 der Subgradient identisch mit dem Gradienten, der die ge-
forderte Eigenschaft hat. Fiir v, = 0 vereinfacht sich die Beziehung in ii)
zur Beziehung op. (u) > (—Ar,)TuVu € R?, die somit auch fiir alle —u € R?
gelten muss. Wegen op,(u) = op,(—u) ist damit auch in diesem Fall iv)
gezeigt. Hier ist zu beachten, dass der Ausdruck 0f(—y) den Subgradienten
von f, ausgewertet an der Stelle —y, bezeichnet und nicht den Subgradien-
ten der Funktion g(x) := f(—x) geméf der Kettenregel A.81.

iv)<v) ist genau die Inversionseigenschaft A.91 der LEGENDRE-FENCHEL
Transformation. Die Identitat des Subdifferenzials des Indikators einer Men-
ge mit dem Normalkegel einer Menge liefert A.79.

v)<vi)evii), denn v) ist nach A.94 die notwendige und aufgrund der Kon-
vexitdt auch hinreichende verallgemeinerte Optimierungsbedingung zu vi).
Die Nebenbedingungen der Optimierung werden in vii) ausdriicklich ange-
geben.

Die Darstellungen des Reibgesetzes in Definition 3.3 lassen sich anschaulich interpre-
tieren.

Beispiel 3.4 Es wird angenommen, dass ein linienférmiger Reibkontakt vorliegt, d.h.
die Tangentialgeschwindigkeit hat in jeder Lage eine durch die Lage des Systems ki-
nematisch eindeutig festgelegte Richtung. Abbildung 3.1a zeigt den Grafen der Sup-
portfunktion. Sie ist iiberall differenzierbar, nur nicht bei null. Die Ableitung ist in
Abbildung 3.1c dargestellt, bei null wird die Ableitungsfunktion mengenwertig und
darf alle Werte im Intervall [—uFy, pFy| annehmen. Diese Erweiterung der Idee der
Ableitung leistet der Subgradient. Er ist Bestandteil eines formalen Konzepts der nicht-
glatten Analysis, das den Ableitungs- bzw. Gradientenbegriff fiir Funktionen erweitert,
die nicht {iberall gewohnlich differenzierbar sind, vgl. A.71 bzw. A.73. Ein wesentliches
Merkmal dieses Konzepts ist die Erweiterung des Gradienten auf Mengen, weshalb im
Allgemeinen Zugehorigkeiten (z € M) formuliert werden und daher viele passende
Konstruktionen fiir die Anwendung in der Mechanik vorliegen.

Wahrend Abbildung c) die fiir eine gegebene Geschwindigkeit vy erlaubten Kréfte A
darstellt — dies entspricht der Darstellung iii) bzw. iv) in Definition 3.3 —, zeigt Ab-
bildung d) die Umkehrung (d.h. Spiegelung des Schaubilds an der Hauptdiagonalen).
Dies entspricht der Darstellung v). Wenn Abbildung a), grob skizziert, die ,Stamm-
funktion* von Abbildung c¢) zeigt, welche Stammfunktion hat dann Abbildung d) ?
Die Antwort gibt die LEGENDRE-FENCHEL-Transformation. Sie liefert, im Allgemei-
nen nur bei konvexen Funktionen und unter gewissen Stetigkeitsvoraussetzungen, die
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Stammfunktion, hier in Abbildung b), der Umkehrung. Dazu ist der Funktionenbegriff
auszudehnen. Hier wird beispielsweise die sogenannte Indikatorfunktion einer Menge,
vgl. A.15, als Stammfunktion verwendet. Sie verschwindet fiir Elemente innerhalb der
Menge, andernfalls ist sie +00. Sie idealisiert die Vorstellung eines Potenzialtopfs mit
yunendlich® hohen Wanden. Dass solche zunédchst aus der Anschauung heraus konstru-
ierten Objekte Platz in einer abgeschlossenen Theorie finden, ist der hohe Nutzen der
nicht-glatten Analysis.

Die Darstellung iv) mit Hilfe des Normalkegels ist in Abbildung 3.2 skizziert. Grob
umrissen ist der Normalkegel zu einer Menge an einem Punkt dieser Menge die Men-
ge aller auswértigen Normalenvektoren zu diesem Punkt. Erweiterungen fiir nicht-
differenzierbare Berandungen, also fiir Ecken, liefert die nicht-glatte Analysis, vgl. A.43
bzw. A.44. Hier im Beispiel wird die Menge aller zuléssigen Reibkréfte betrachtet und
als sogenannte Reibscheibe dargestellt: Ein Kreis in der Tangentialebene mit dem Ra-
dius pF'y, entsprechend der maximalen Reib- bzw. Haftkraft. Die Menge hat also eine
glatte Berandung, der Normalkegel ist am Rand, d.h ||[Ar|| = pFx > 0, der radiale
Strahl aAr, o > 0. Das ist aber genau eine Eigenschaft, die zur Formulierung des
Reibgesetzes niitzlich ist: Beim Gleiten soll die Tangentialgeschwindigkeit vy in die
Gegenrichtung der Kraft Ar zeigen, also —vy € Np(Ar) gelten. Ist die Tangentialkraft
dem Betrag nach kleiner als pFly, also wenn Ar echt im Innern der Reibscheibe liegt,
dann kann nur Haften der Fall sein und es muss —vy € {0} gelten. Nach A.47 gilt fur
eine solche Kraft tatséchlich Np(Ar) = {0}.

Anhand der Abbildung 3.2 ldsst sich auch erkennen, dass die Reibkraft nach folgender
Anweisung konstruiert werden kann: Bei gegebener Geschwindigkeit v wihle man Ap
so, dass die Projektion in Geschwindigkeitsrichtung dem Betrag nach maximal aber
nicht grofer als pFy wird. Damit muss Ay parallel zu vy liegen. Sie wird entgegen
vy zeigen, wenn die Projektion mdoglichst klein, d.h. negativ, ausfillt, die Dissipation
daher maximal wird. Dies ist aber genau die Minimierungsforderung von vii). Da die
Indikatorfunktion auferhalb der Reibscheibe den Wert +oc annimmt, findet die formal
unbeschriankte Optimierungsaufgabe vi) dort kein Minimum und ist daher gleichwertig
zu vii). Diese Darstellung wird auch als Prinzip der mazimalen Dissipation bezeichnet.

0

Das Reibgesetz lasst sich auch auf Beschleunigungsebene angeben. Dabei liegt die
Modellvorstellung zu Grunde, dass nicht gleitende Kontakte mit vy, = 0 dennoch nicht
haften, wenn die tangentiale Relativbeschleunigung nicht verschwindet. Der Kontakt
befindet sich in tangentialer Richtung sozusagen gerade im Ansatz zur Bewegung:

i) v, =0
VTi =0 = ”)‘Tz” < MFNi7

. v,
T;
ii) vi, #0:
V.
= A = —u Py
T;

Fir den Fall vy, = 0 gelten somit alle Darstellungen aus Definition 3.3 analog, wenn
vy, durch vy, ersetzt wird.
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+00o Wp(Ap o +00
p(vr) '+ Up(Ar)s
O'B = \I}D
*
op =¥p 1 I
Ur | | T
N 4 ’ " L >
LEGENDRE-FENCHEL —
Transformation 'LLFN MFN

i—)\T € dop(vr) i —vp € OVp(\r)

—U
)\T bzw. — )\T/ A

pFy ———

—vr bzw. vr A
> <> >
mengenwertige
Umkehrfunktion

—pEN

c) d)
Abbildung 3.1: Interpretation der Formulierungen des COULOMBschen Reibgesetzes.

3.1.2 Formulierung des raumlich diskreten Problems als Zwangs-
kraftbeziehung

Bisher wurden mit dem Prinzip 3.2 und der Definition 3.3 der Reibkraft lediglich axio-
matisch die Beziehungen festgelegt, die das mechanische Problem beschreiben. Es konn-
ten zu diesem Zweck beliebig realitatsferne Formulierungen aufgestellt werden. Dass
die Darstellung als Variationsungleichung tatséchlich sinnvoll, zeigt besser eine gleich-
wertige Formulierung, die sich mit Hilfe von Zwangskraften deuten lasst.

Ausgangspunkt ist die Formulierung des Prinzips 3.2 auf Geschwindigkeitsebene.
Die folgenden Uberlegungen lassen sich leicht in analoger Weise entsprechend auf Be-
schleunigungsebene iibertragen, darauf wird nur noch bei Bedarf eingegangen. Die bis-
herigen Uberlegungen zur COULOMBschen Reibung fiir den flichenhaften Kontakt er-
geben zusammengefasst:

Prinzip 3.5 Allgemeines Prinzip von FOURIER auf Geschwindigkeitsebe-
ne:

Es lautet

VT (f+fr — Mv) <0, Yov € T, (v)
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Abbildung 3.2: Interpretation des COULOMBschen Reibgesetzes als Prinzip der maxi-
malen Dissipation.

mit

fr = ) JrAg,

—Ar, € aJDi (VTi ) )

v, = Jpv+ag.

Die Formulierung auf Geschwindigkeitsebene setzt natiirlich immer konsistente An-
fangsbedingungen

q < Cgﬁjrt:to,
v € (Osy)firt=t

voraus, die kiinftig stillschweigend als erfiillt gelten sollen.

Elementare Aussagen der nicht-glatten Analysis zeigen die Gleichwertigkeit des
Prinzips 3.5 zu folgender Gleichgewichtsbeziehung:

Prinzip 3.6 Gleichgewichtsprinzip bei einseitigen Bindungen:
Es lautet

Mv =f+fy+fr
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mit

fv = D Inw,

Z‘E.AN3
_)‘Ni € 8\IJR+(vNi),
vy, = JLV+ay,
(3.49)
und
fr = > Jnn,
=1
_ATi c 80Di(vTi),
vy, = J}iv—i—aTi.
(3.50)

Der Nachweis der Gleichwertigkeit der Prinzipien beruht im Wesentlichen auf der Po-
laritét, vgl. A.51, von Normal- und Tangentialkegel bei (tangential) reguldren Mengen:

Setzt man ein Residuum fy := —f — fr + Mv an, so wird die Varia-
tionsungleichung in Prinzip 3.5 zu —0vTfy < 0 Vév € T, (v). Diese
Form ist nach A.52 gleichwertig zu —fy € Ng,(v) = Ng,(v), wobei die
Identitdat des reguldren Normalkegels N mit dem Normalkegel schlecht-
hin per Definition A.45 wegen der Konvexitat und somit Regularitit von
Cs gilt, vgl. A.55. Die Menge (5 ist nach A.59 konvex, weil sie poly-
edrisch ist. Mittels der Indikatorfunktion lasst sich geméf A.80 die Zu-
gehorigkeit zum Normalkegel subdifferenziell mit —fy € 0V, (v) schrei-
ben. Die Menge C5 kann auch durch den Schnitt Cy = ﬂie As Cy, mit
Cy, i={veR"J NV Fan, > 0} erklirt werden. Die Indikatorfunktion ist
dann offenbar Ve, = >, 4. Ve, = D4, Y, (JN,v +ay,), denn sie ist
dann und nur dann null, wenn alle Summanden verschwinden, d.h., wenn
alle Bindungen auf Geschwindigkeitsebene erfiillt sind. Es wird natiirlich
stillschweigend vorausgesetzt, dass die Geschwindigkeitsbindungen C5, alle
erfiillt werden konnen, d.h. Co, NCy; # 0 fiir jede Paarung i, j. Mit anderen
Worten: Damit sind alle Voraussetzungen fiir die Summenregel A.83 erfiillt
und demgeméf gilt OWe, = 3 .., Ve, =>4 IN,OVg, (I v+ ay,).
Die vorige Identitét gilt geméf A.81ii. Die dort geforderten Voraussetzung-
en V1 und V2 sind erfiillt: V1, weil die Menge R* konvex und damit ihre
Indikatorfunktion konvex ist, vgl. A.77; V2, weil die beziiglich der Ketten-
regel innere Funktion identisch mit ihrer Linearisierung ist. Damit ist die
Aquivalenz gezeigt.

Die entscheidende Voraussetzung fiir den Nachweis, ndmlich diejenige der tangentialen
Regularitiat der Menge der Bindungen (5, ist bereits wegen der gegebenen polyedri-
schen Darstellung von Cs erfiillt. Diese wiederum beruht letztlich auf der Annahme,
dass die urspriingliche Bindung auf Lageebene Cj in (3.10) mittels einer Reihe von Be-
grenzungsfunktionen g;(q,t) > 0 moglich ist. Dadurch ist bereits die Regularitét von
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C5 gewahrleistet, zumindest dann, wenn man geméaft A.57 yerniinftige“ Begrenzungs-
funktionen unterstellt. Die tangentiale Regularitat war die Eigenschaft, die bereits fiir
die Probleme des Massenpunkts in Kapitel 2 erforderlich war, um die Variationsunglei-
chung (2.1) in die Gleichgewichtsdarstellung (2.12-2.15) zu tberfithren. Es erscheint
nun auch plausibel, dass nicht-regulire Mengen wie in Beispiel 2.2 nicht durch diffe-
renzierbare Begrenzungsfunktionen beschrieben werden kénnen.

Auch fiir die Formulierung der Bindungszwangskrifte fy gibt es eine Reihe gleich-
wertiger Darstellungen, die sich im Nachweis der Aquivalenz bereits andeuteten:

Bemerkung 3.7 Die folgenden Darstellungen sind gleichwertig zur For-
mulierung (3.49) der Zwangskraft im Gleichgewichtsprinzip 3.6:

i) _fN € NC2 (V) - ZieANs NR+ (VNi)’
11) fN = ZiEAz\zs JNi/\Ni7 wobel
0< )\NZ., 0< UN; )\NiUNi = 0,
UN, = J}VZV + ap;; 1€ 'ANB'

Damit wird erkennbar, dass zusammen mit den Darstellungen der generalisierten Reib-
krafte aus Definition 3.3 eine kaum {iberschaubare Menge an Kombinationsmdoglichkei-
ten der unterschiedlichen Formulierungen der generaliserten Kontaktkrafte fy und fr
in generalisierter Normal- bzw. Tangentialrichtung vorliegt. Letzlich sind alle Darstel-
lungen gleichwertig. Es wird sich bei der numerischen Behandlung des Problems zeigen,
dass sich bestimmte Kombinationen niitzlich hervortun, s. Kapitel 4.

3.1.3 Vollstandige, reibkraftfreie Variationsungleichung

Traditionellerweise zeichnen sich Variationsformulierungen in der glatten Mechanik
durch die Eigenschaft aus, dass sie die Bindungskrifte eliminieren. Ubertragen auf
die in dieser Arbeit diskutierten Probleme bedeutet dies, dass eine Variationsunglei-
chung zu suchen ist, die alle generalisierten Kontaktkéfte, also auch die generalisierten
Reibkrifte fr, eliminiert. Es ist zu bemerken, dass die Elimination der Reibkréfte unab-
hangig davon erfolgt, ob Gleiten vorliegt und die Reibung eine eingepragte Kraft liefert
oder ob Haften vorliegt, die Haftkraft somit zur Zwangskraft wird. Die mathematische
Struktur der nicht-glatten Analysis erlaubt in dieser Hinsicht eine vereinheitlichte Form.
Dass dies moglich ist, ist nicht vollig iiberraschend. Bereits in [22] wurde ein analoges
Vorgehen anhand linear-elastischer Korper mit gegebenen Reibkréaften bei komplizier-
teren, kontinuumsmechanischen Problemen angewandt. Fiir den in der vorliegenden
Arbeit behandelten einfacheren Sonderfall eines Systems mit endlichem Freiheitsgrad
steht daher nicht so sehr das Ziel im Vordergrund, sondern vielmehr der Weg dorthin,
insofern, als geklart werden muss, wie das erahnte Ergebnis mittels der zur Verfiigung
stehenden mathematischen Strukturen erreicht wird. In der vorliegenden Arbeit wird
dazu das Subdifferenzial bzw. die Subableitung schlechthin geméf [90] verwendet und
kommt damit zu analogen Ergebnissen wie in [39]. Dort beruht die Argumentation auf
dem sogenannten verallgemeinerten Subgradienten [89], der in die in [90] behandelte
Theorie eingebettet ist.
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Zunichst werden die verallgemeinerten Kontaktkrafte subdifferenziell angegeben:

—fr € Z JTiaO'Di (J}ZV + aTZ.) = aFT(V), wobei (351)

i=1

Fr(v) := ZO’Di (JLv+ag). (3.52)
i=1
Dies gilt aufgrund der Kettenregel A.81 fiir Subdifferenziale bei konvexen Funktionen.
Die Supportfunktion, im Wesentlichen eine Betragsfunktion, ist konvex, woraus ferner
ihre Regularitét folgt und damit die Anwendung der Summenregel A.83 ermoglicht
wird. Analoges gilt fiir die Zwangskraft:

—fy € AVe,(v). (3.53)

Dies folgt unmittelbar aus der Normalkegelbedingung in Bemerkung 3.7i und der gemafs
A.80 gleichwertigen Darstellung iiber das Subdifferenzial des Indikators.

Schlieflich kann die gesamte Kontaktkraft iiber erneute Anwendung der Summen-
regel subdifferenziell geméafs

—fynp =y —fp € aFNT(V), wobei (354)
FNT(V) = ‘I]CQ (V) + FT(V) (355)

dargestellt werden. Die Summenregel A.83 kann angewandt werden, weil die Summan-
den, insbesondere die Indikatorfunktion der konvexen Menge Cs, vgl. A.77, konvexe
und somit reguldre Funktionen sind.

Aus dem Gleichgewichtsprinzip 3.6 folgt damit

f—Mv=—fypr € aFNT(V). (356)

Dies kann geméfs der elementaren Beziehung A.75 der nicht-glatten Analysis gleichwer-
tig durch

VT (f — Mv) < d Fyr(v)(0v) Vov € R” (3.57)

ausgedriickt werden. Dabei durfte nach A.78 der Subgradient schlechthin (0) statt des
reguldren (é) verwendet werden, weil Fyp als Summe konvexer Funktionen ebenfalls
eine konvexe und somit reguldre Funktion ist, vgl. A.76 bzw. A.85.

Der Ausdruck d f(x)(y) bezeichnet die sogenannte untere Subableitung der Funk-
tion f an der Stelle x in Richtung y, vgl. A.68. Die Subableitung erweitert den Begriff
der Richtungsableitung auf nicht-glatte Funktionen. Bei differenzierbaren Funktionen
ist die Subableitung d f(x)(y) im Wesentlichen identisch mit der Richtungsableitung
(Vf(x)y-

Die Variationsungleichung (3.57) ist zunéchst ohne Einschrdnkung an die Varia-
tionen ov zu erfiillen. Mit A.70 gilt aber auch

VT (f —Mv) <dFp(v)(0v) Yov € T, (v), (3.58)

sodass die Variationen wie gewohnt aus dem Tangentialkegel entnommen sind.

An dieser Stelle bleibt noch zu bemerken, dass diese Formulierungen nur dann
niitzlich sind, wenn die Normalkraft Fly, in der Supportfunktion (3.47) vorgegeben ist.
Andernfalls gilt auch hier, dass die formale Herleitung zwar immer noch gilt, implizit
taucht dann aber in (3.58) die unbekannte Normalkraft auf, womit dann die Darstellung
als Variationsungleichung nicht mehr die vollstindige Elimination der Unbekannten
ermoglicht.
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3.1.4 Rekonstruktion der Normalkrafte

Falls die Normalkraft Fy, in der Supportfunktion (3.47) zur Berechnung der genera-
lisierten Reibkraft nicht explizit vorgegeben ist, so ist sie erfahrungsgeméafl in einer
bestimmten Weise von der generalisierten Normalkraft fy und letztlich von den Ay,
abhéangig.

Die Art der Abhéngigkeit zeigt sich im Vergleich der virtuellen Arbeiten mit (3.11):

VT Y vy, = / > hi(P))\NiévT(ag(P’t’F(P’q’t)))TdP. (3.59)

0
’iE.ANS Pe iE.ANs q

Die Gewichtsfunktionen h; diirfen somit als Ansatzfunktion fiir eine unbekannte Rand-
kraft am Kontaktrand I'. aufgefasst werden. Ein solcher Ansatz liefert zumindest das
gleiche Ergebnis fiir die virtuelle Arbeit. Damit kann auf I,

Fx,(P)= > hi(P)Ay, (3.60)

iE.AN3

angenommen werden. Die rdumlich diskretisierte Normalbelastung erweist sich daher
als linear in den Ay,. Dies hat letztlich zur Folge, dass in diesem Fall die Menge
OFN7(V) = N¢,(v) + OFp(v) in (3.56) zum Kegel wird, da jede positive Streckung
af € 0Fyr(v), a > 0, erfiillt, falls f € OFyr(v) gilt. Dies wird deutlich, wenn alle zur
Einschliefung f € 0Fy7(v) erforderlichen Ay, ebenfalls mit o > 0 skaliert werden.

Wird z.B. angenommen, dass die Gebiete I'; C I'., an denen die Gewichtsfunk-
tionen h; nicht verschwinden, disjunkt sind und eine Partitionierung von I'. bilden.
Entsprechend normiert nach (3.12) kann dann Fly, = Ay, als Durchschnittswert der
Normalbelastung im entsprechenden Gebiet angenommen werden.

3.1.5 Polyedrische Naherung des Reibgesetzes

Die Darstellungen des Reibgesetzes als Optimierungsproblem in Definition 3.3 vi) und
vii) lassen eine anschauliche Néherungsdarstellung zu, die bei der numerischen Auswer-
tung und bei manchen theoretischen Fragestellungen niitzlich sein kann. Hierbei wird
die Reibscheibe, also das Gebiet des Optimierungsproblems, durch ein Polygon ange-
néahert, vgl. beispielsweise [56]. Das Polygon wird wie folgt konstruiert, vgl. Abbildung
3.3.

In der lokalen Tangentialebene, aufgespannt durch die Vektoren &;(P), t(P), wird
der Einheits-Reibscheibe ein regelméfiges Polygon einbeschrieben. Dabei spannen die
Einheitsvektoren €7, ..., ¢é, das Polygon so auf, dass zu jedem Vektor é ein Vektor
€, = —&, existiert. Beziiglich des lokalen Koordinatensystems A(P) : 7i(P), t1(P), t3(P)
bezeichnen die Spaltenmatrizen e, = (t_i < E, 1o ex)T die Koordinaten von €, beziiglich
der Tangentialrichtungen.

Die Reibkraft setzt sich somit, nicht notwendigerweise eindeutig, geméf

k=1

zusammen, wobei auf das Mitfiihren des Index i bei Ay, verzichtet wurde. Die Uberle-
gung iibertragt sich entsprechend auf alle Reibkontakte. Die iiberzéhligen Koordinaten
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Abbildung 3.3: Polyedrische Néherung der Reibscheibe.

O der Reibkraft miissen noch die Nebenbedingungen
Br = 0, (3.62)

pEN =Y B > 0 (3.63)
k=1

erfiillen, damit die angenéherte Reibkraft innerhalb des Polygons liegt.
Das der Definition 3.3 vii) entsprechende Optimierungsproblem mit polyedrischer
Néherung lautet

(Bry...,0,) =arg min (v'Jr +al) Z Nk€r (3.64)
m —1

mit den Nebenbedingungen

me >0, pFy =Y nk > 0. (3.65)
k=1

Mit den Abkiirzungen

B = [e;...e] (3.66)
R">1 := (11...1)7, (3.67)
B = (B...0)T (3.68)
geht die Optimierungsaufgabe in das lineare und konvexe Problem
B = arg mian (vTJr + al) Bn, (3.69)
YIS
0 < nm, (3.70)
0 < pkFy—1Tn (3.71)

iiber. Aufgrund der Konvexitét ist das Optimierungsproblem gleichwertig zu den loka-
len Optimierungskriterien, den KARUSH-KUHN-TUCKER Bedingungen

0<Fy —178; L 2 >0, (3.73)
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vgl. A.94. Die Bedingungen kénnen auch sofort aus z.B. [15, 33| als lokale Optimie-
rungsbedingungen zum hier vorliegenden linearen Problem entnommen werden. Hierbei
wurden die Indizes fiir die rdumlich diskretisierten Reibkontakte ¢ = 1,2,...,s wieder
mitgefiihrt.

In Abschnitt 3.1.4 wurde gezeigt, dass sich die mittlere Normalbelastung Fy;, linear
aus den Ay, rekonstruieren lésst, falls die Fly, nicht vorgegeben sind. In diesem Fall
kann eine Darstellung

gefunden werden, die Beziehung (3.73) entsprechend ersetzt. Dabei gilt
fN = Z JNi)\Ni = JN)\N, (375)
iE.AN3
AN = (/\Ni; 1€ .ANB)T (376)

gemaft Bemerkung 3.7.
Bildet man die Matrizen

Jp = [InBy ... J1.B, ], (3.77)
Ap = (B]...84)7, (3.78)
]3.1|-21T1
ap = s (379)
BlaTs
an;
ay = : , (3.80)
mitiGAN3
1
1,
E = ' , (3.81)
1,
[ i
po= | | (3.82)
B3
z = (z21...2))7 (3.83)

und vergleicht die generalisierte Reibkraft f in Prinzip 3.6, so erkennt man, dass in
polyedrischer Darstellung

fr=> JBiB; =JpAp (3.84)

i=1
gilt. Prinzip 3.6 ldsst sich damit in polyedrischer Naherung der Reibscheibe gemaéfs

Mv =f+JyAy +JpAp, (3.85)

OSJ}VV—FaNJ_)\N 2 0, (386)

0<JiLv+Ez+ap LAp>0; 0<puAy—EAp Lz>0 (3.87)
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darstellen. Zur Beurteilung des Néherungsfehlers wird nochmals Abbildung 3.3 heran-
gezogen. Das exakte Reibgesetz nach Definition 3.3 vii in Form eines Optimierungs-
problems definiert Ay als denjenigen Vektor, dessen Projektion auf die gegebene Tan-
gentialgeschwindigkeit vy moglichst klein ist und innerhalb der Reibscheibe liegt. Bei
polyedrischer Naherung zeigt also Ap immer in eine Ecke des Polygons und somit im
Allgemeinen nicht direkt entgegen vy. Jedoch kann die Abweichung von der exakten
Stellung beliebig klein gemacht werden, indem die Anzahl der Ecken des Polygons ent-
sprechend grofs gemacht wird. Dies fiihrt aber offensichtlich zu einer groffen Anzahl von
Schlupfvariablen in z.

3.2 Erweiterung auf unstetige Geschwindigkeitsver-
laufe

Die Modellvorstellung zur Bewegung eines Systems mit konzentrierten Parametern,
d.h. nach erfolgter raumlicher Diskretisierung, beinhaltet Spriinge in den generalisier-
ten Geschwindigkeiten v. Fiir mechanische Systeme wird {iblicherweise angenommen
[70, 96|, dass v von beschriankter Variation ist, vgl. C.3. Dies bedeutet, grob skizziert,
dass die Geschwindigkeiten fast {iberall stetig differenzierbar verlaufen, mit Ausnahme
an abzahlbar unendlich vielen Stellen, an denen — neben den schon in Abschnitt 3.1
zugelassenen Spriingen in den generalisierten Beschleunigungen — ein endlicher Sprung
auftreten kann. Die Geschwindigkeit besitzt nach C.5 ein Differenzialmak dv, das wie-
derum nach C.9 eine Dichtefunktion dv/dr zu einem positiven Maf dr hat.

An stetigen Stellen kann die Dichtefunktion dv/dt beziiglich eines JORDAN-Mafses
dt formuliert werden und ist identisch mit der Beschleunigung v, die ja aufgrund der
Stetigkeit existiert.

Beziehung (3.56) kann somit bei Stetigkeit der Geschwindigkeiten auch durch

fdt/dt — Mdv/dt € OFyr(v) (3.88)

dargestellt werden, wobei die Dichtefunktion dt/dt in trivialer Weise identisch 1 ist. Da
die rechte Seite der EinschlieRung nach den Uberlegungen in Abschnitt 3.1.4 ein Kegel
ist, kann gemafs C.10 die vorige Beziehung fiir beliebige positive Mafke dr angegeben
werden, ohne die Aussage zu verédndern:

fdt/dr — Mdv/dr € OFnp(v). (3.89)
Da es offenbar auf das Maf nicht ankommt, schreibt man abkiirzend fiir (3.89) auch
fdt — Mdv € aFNT(V) (390)

und nennt diese Struktur Mafdifferenzialeinschlieffung.

Das Verhalten des Systems an Unstetigkeitsstellen geht nicht aus den bisherigen
Formulierungen hervor. Es bedarf weiterer Gesetze, die in diesem Zusammenhang Stof-
gesetze genannt werden. Es zeigt sich, dass die Formulierung grofstenteils iibernommen
werden kann, wenn man analog zur Bindungsmenge C5 eine weitestgehend gleichwertige
Menge iiber

Cew = {veRILv+eIlu+ (1+e)ay, >0Vie Ay, } (3.91)
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definiert, wobei € = (£1,...,&,,)T und u € R” mit 0 < ¢; < 1 gegebene Parameter sind.
Sie werden spéter als Stofszahlen eines verallgemeinerten Stofgesetzes nach NEWTON
gedeutet.

Aus Bemerkung 3.7 (S. 43) geht hervor, dass fiir den stetigen Teil der Bewegung
mit v = Tv = ~v die Identitat

—fy € Ng,(v) = NCE’_V(—FV) = EN/CE’_V(JFV) (3.92)

gilt. Dies erkennt man anhand Bemerkung 3.7ii. Fiir v = Tv = ~v wird die Aus-
sage der zweiten Ungleichung in 3.7ii nicht verdndert, wenn man sie mit 1 4+¢; > 0
multipliziert.

Ersetzt man also die rechte Seite in (3.90) geméfs

fdt —Mdv € Nc,__ ( V) + 0Fr(tv), (3.93)

so hat man offensichtlich fiir den stetigen Teil der Bewegung gegeniiber (3.90) nichts
verandert. Fiir Unstetigkeitsstellen hingegen hat man ein neues Bewegungsgesetz kon-
stituiert, das hinsichtlich seiner Konsequenzen noch genauer zu deuten ist.

3.2.1 Verhalten bei Unstetigkeitsstellen

Angenommen, die Geschwindigkeit habe zum Zeitpunkt t; eine Unstetigkeit, dann
bemafst das Differenzialmaf dv die Menge {to} mit dv({to}) = dv/dr(to)dr({to}) =
tv — ~v, das JORDAN-Mak dt liefert dt({to}) = dt/d7(to)dT({to}) = 0, vgl. C.5 bzw.
C.2.

Multipliziert man (3.89) an der Stelle to mit d7({to}) > 0, ein solches Mafs muss
gemaft C.9 existieren, dann dndert sich die Aussage wegen der Kegeleigenschaft der
rechten Seite nicht, vgl. C.10 und man erhélt mit (3.93) die Einschliefung

~M(*v—"v)e N (Tv)+0Fr(Tv). (3.94)

Die Deutung wird einfacher anhand der gleichwertigen Darstellung

M(*v—"v) = > JyAy+ Y Iz Az mit (3.95)

iE.ANB 7
)\Ni Z O, Vi = J}-\TZ +V + 61.]}-\71 v+ (1 + 5i)aNi Z O,
)‘Nivi = O, 1€ ANB,

Ar, = arg Ami§2 (*vI.Ar) mit Nebenbedingung [|[Ar|| < pAy,,
T€ '
+VTi = J,}Z +V -+ ar;,

die aus den Darstellungen in Bemerkung 3.7ii bzw. Definition 3.3vii hervorgeht.

Die gesuchte Geschwindigkeit *v unmittelbar nach der Unstetigkeitsstelle muss all
diese Bedingungen erfiillen. Die Ay, und Az, sind als gebietsweise gemittelte Impulse in
Normal- bzw. Tangentialrichtung zu deuten, die wiahrend der Unstetigkeit iibertragen
werden. Wenn in Normalenrichtung ein echt positiver Impuls {ibertragen wird, dann ist
dies nur moéglich, wenn im Mittel die am Kontakt iibertragene Kraft positiv war. In die-
sem Fall wird die zweite Ungleichung zur Gleichung JT, *v+ay, = —¢; (J§. v +ay, ).
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Sie kann wie folgt gedeutet werden: Wenn ein Kontakt im Mittel in Normalenrichtung
belastet wird, dann ist die gemittelte Entfernungsgeschwindigkeit unmittelbar nach der
Unstetigkeit das e;-fache der Aufprallgeschwindigkeit.

In tangentialer Richtung wird das p-fache des Impulses in Normalenrichtung iiber-
tragen, wenn der Kontakt im rdumlichen Mittel nach dem Stofs gleitet. Der Impuls ist
entgegengesetzt parallel zur gebietsweise gemittelten Gleitgeschwindigkeit nach dem
Stok. Haftet der Kontakt, dann wird nur die Stérke des Impulses gemék der Nebenbe-
dingung des Optimierungsproblems eingeschrankt.

Die Ausdriicke ay, bzw. ay,, die nur bei expliziter Zeitabhéngigkeit der Begren-
zungsfunktionen auftauchen, vgl. (3.16), werden als stetig vorausgesetzt, sodass immer
tar, = Tar, usw. angenommen werden darf.

3.2.2 Stofs mit polyedrischer Naherung der Reibscheibe und

Darstellung als lineares Komplementaritatsproblem
Wie sich zeigen wird, lisst die polyedrische Niherung der Reibscheibe geméf den Uber-
legungen in Abschnitt 3.1.5 eine Diskussion des Verhaltens bei Unstetigkeitsstellen mit
Hilfe eines Komplementaritiatsproblems zu, vgl. Anhang B. Das Stofgesetz (3.95) geht
iiber in

M*tv = M~ v+ JInyAn _'_JP)\P,
0 <JJ "v + Diag(e)J}, v + (I+ Diag(e))ay L Ay >0,
0<JL*v+Ez+ap Ll Ap>0; 0< puAy—EAp Lz>0.

(3.96)
Elementare Umformungen liefern die Darstellung
M -Jy -Jp O Tv -M v 0
JL, 0 0O O AN Diag(e)JY, ~v + (I + Diag(e)) ay S1
L0 0 E|| A |7 -
P P ap S9
0 p —ET 0 zZ 0 S3
(3.97)
)\N S1
0<| Ap | L | s2 | >0
VA S3

Damit liegt das Verhalten an der Unstetigkeitsstelle als gemischtes Lineares Komple-
mentaritatsproblem MLCP vor. In der bekannten Literatur liegen lediglich Beweise
vor, dass MLCP von dieser Form sicher dann eine Losung besitzen, wenn M symme-
trisch und positiv definit ist, was bei der Massenmatrix erfiillt ist, weiterhin wenn mit
An > 0 auch pAy > 0 sichergestellt ist, was nach den Uberlegungen zu (3.74) zutrifft,
und schlieflich wenn die Parameter € sowie ap und ay verschwinden [2]. Diese Bedin-
gungen sind erfiillt, wenn die Begrenzungsfunktionen nicht explizit zeitabhédngig sind
und plastische Stofe modelliert werden. Allerdings zeigen numerische Untersuchungen
von mechanischen Systemen, dass das MLCP praktisch immer eine Losung hat, auch
wenn dies nicht streng nachgewiesen werden kann.
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3.2.3 Reibungsfreier Stoff und Zusammenhang mit NEWTON-
schem Stofsgesetz

Unter Vernachlissigung aller tangentialer Wirkungen aufgrund der Reibung geht (3.95)
in das Stofgesetz

M*v =M v+ JInAn, (3.98)
0 <J} *v+ Diag(e)J, v LAy >0

tiber. Es werden also die Matrizen geméfs (3.75) entsprechend definiert. Dabei bedeutet
es keine Einschrénkung, wenn die Massenmatrix M als Einheitsmatrix angenommen
wird. Nach einer CHOLESKI-Zerlegung [54] der positiv definiten Massenmatrix M =
QQT in das entsprechende Quadrat einer positiv definiten, also reguldren Matrix Q
und Koordinatentransformation geméfs

M*z=0Q (QT +z)
——

="tv

kann namlich immer eine solche Darstellung angegeben werden. Ferner wird nur der
Fall ay, = 0, d.h. es gibt keine explizit zeitabhéngigen Begrenzungen, behandelt

Wiirde man das NEWTONsche Stofgesetz ohne Weiteres auf Mehrfachkontakte
tibertragen, wie z.B. in [79, 58, 75], so miisste lediglich

+V = _V‘l—JNAN, (399)
Ji v = —Diag(e)J} v (3.100)

verlangt werden. Dass diese Forderungen nicht immer sinnvoll erfiillt werden kénnen
oder sogar tiberhaupt keine Losung haben, wurde schon in den Beispielen 1.1 b) und
c) gezeigt. Es kann hochstens eine optimale Losung fiir die Forderungen

JrV = 7V+JN)\N—|—I'1, (3101)
JL v = —Diag(e)J} v+ry (3.102)

im Sinne eines in geeigneter Weise minimalen Residuums r = (r] r])T erwartet werden,

wobei sinnvollerweise nur nicht-negative Impulse Ay > 0 zuléssig sind. Dass die Vorge-
hensweise in den oben zitierten Literaturstellen dennoch erfolgreich angewandt werden
konnte, lasst sich wohl dadurch erklaren, dass es sich bei den untersuchten Problemen
immer um raumlich sehr fein diskretisierte Strukturen handelte. Die mathematische
Unlosbarkeit des Stofsproblems, die an sich nicht physikalisch motiviert ist, wurde so
vermieden. Theoretisch ausschliefen lasst sie sich nicht und wird mit immer gréberer
raumlicher Diskretisierung zunehmend wahrscheinlicher.
Gesucht ist also

+ 1
X = ( M ) = argmin - (Ay — b)’ (3.103)
AN y 2N —
—p2

unter der polyedrischen Nebenbedingung

BTy := Ay > 0. (3.104)
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Dabei ist die Quadrierung einer Spaltenmatrix v gemif v2 := vTv zu verstehen, und
es gelten die Abkiirzungen

A = {_} _gN}, (3.105)
BT .= [0 f}, (3.106)
b = (Diag(;)‘!’mv). (3.107)

Dadurch wird (3.103) zu einem quadratischen, konvexen und beschrinkten Optimie-
rungsproblem. Die gleichwertigen lokalen Optimierungsbedingungen (KARUSH-KUHN-
TUCKER Bedingungen), vgl. A.94, lauten

Ax—b—Bz=0, (3.108)
0<zl1Bx>0. (3.109)

Auswerten der Matrizenoperationen und elementare Umformungen liefern daraus sofort
das eingangs aufgestellte Stokgesetz (3.98). Eine Deutung des Stofsgesetzes in Norma-
lenrichtung in (3.95) ist somit ebenfalls klar: Die Beziehungen konnen als die dem
idealen NEWTONschen Stofsgesetz am néchsten liegenden Losungen aufgefasst werden.

Bei Bewegungen geméfs (3.94), allerdings unter Abwesenheit von Reibung, d.h.
Fr = 0, kann daher der Ubergang an Unstetigkeitsstellen auf ein Optimierungspro-
blem zuriickgefiihrt werden. Das wird nochmals deutlich, wenn in (3.94) der Normal-
kegel subdifferenziell iiber die Indikatorfunktion dargestellt wird, sodass

~M(Fv - "v)€d¥o _ (Tv) (3.110)
gilt. Diese Beziehung ist aber genau die lokale Optimierungsbedingung A.94 fiir das
Problem

veR”?

*v = arg min (\I]Cs,_v(v) + %(V — v)TM(v — V)> : (3.111)

Damit zeichnet sich die Geschwindigkeit *v unmittelbar nach der Unstetigkeitsstelle
als diejenige aus, die beziiglich der Norm || - ||p := +/(+)TM(-) am néchsten bei ~v und
gleichzeitig in C¢ - liegt.

3.2.4 Verallgemeinerung eines Gesetzes von FREMOND zum rei-
bungsfreien Stof}

In den folgenden Abschnitten wird auf die Behandlung von explizit zeitabhdngigen
Begrenzungen ebenfalls verzichtet, es gilt also ay, = 0. Die analogen Ausfithrungen
ohne diesen Verzicht sind méglich, erfordern aber eine etwas aufwéndigere Formulierung
und liefern keine zusétzliche Erkenntnis.

Eine weitere Moglichkeit, reibungsfreie Bewegung auch bei Unstetigkeiten zu be-
schreiben, ist durch die Einschliefung

fdt+ [ Y InAp, | dr —Mdv € Ne,(1v) (3.112)

’iE.ANS
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mit
Ap, = —m I (Tv+ V) (3.113)

gegeben, wobei dr := sign||dv| gilt. Diese Einschliefung kann mit (3.75) und den
gegebenen Parametern m := Diag(m; > 0, i € Ay,) abkiirzend auch durch

JymJL (v + “v)dr + Mdv = fdt + IyAy, (3.114)
0<JIL*vLAy>0

formuliert werden.

Fiir den stetigen Teil der Bewegung gilt *v = ~v und weil die Bindungen auch auf
Geschwindigkeitsebene gelten miissen, vgl. Bemerkung 2.3, gilt dariiber hinaus auch
JL, v =0, sodass im stetigen Teil der Bewegung die Einschliefung (3.112) wieder mit
der urspriinglichen Einschlieftung (3.90) identisch ist, mit Ausnahme natiirlich der dort
noch beriicksichtigten Reibung.

Analog zu den Uberlegungen in Abschnitt 3.2.1 geht die EinschlieRung an einer
Unstetigkeitsstelle t = ¢y in

(M—I—JNmJ]TV) +V: (M—JNmJ}V) _V—I—JNAN, mit (3115)
M _M

0 S J}V +V 1 )\N Z 0
iiber. Dies stellt ein MLCP dar, das nach Elimination von *v als LCP
0<JIM ™M v+JIJTM JyAy LAy >0 (3.116)

formuliert werden kann. Die Matrix M ist invertierbar, weil die Massenmatrix M und
der Summand JymJy positiv definit sind.
Das MLCP und das LCP haben eine Losung, da (3.115) auch subdifferenziell geméfs

[EE— 1 —_~
0ed (\IICQ(JFV) — VM v + 5 *vTM +V) (3.117)

geschrieben werden kann. Das sind nach A.94 wieder lokale Optimierungsbedingungen,
somit zeichnet sich Tv als Minimierer der konvexen Funktion 1 TvTM *v — *vTM ~v
unter der Nebenbedingung J%, Tv > 0 aus. Aufgrund der Konvexitit hat das Optimie-
rungsproblem eine Losung.

Beispiel 3.8 Fiir einen Einfachstofs reduziert sich das betrachtete Stofsgesetz zu einem
Stofigesetz nach FREMOND |[35]:

Ein Massenpunkt der Masse m stoft gegen eine starre Wand mit der Geschwindig-
keit “v < 0. Das Stofsgesetz verlangt

(m+my)tv = (m—mq) v+ Ay mit 0 < To,0 < Ay, Tody = 0, bzw. nach

Umformung
0< to="m g 4 Ay LAy > 0.
Fiir grofte Massen m > my ist s v < 0, daher ist ein Impuls Ay >0 erforder-

lich, um 0 < "o zu erfiillen. Aufgrund der Komplementaritiat muss aber streng v =0
gelten, d.h. bei groken Massen ist der Stof plastisch.

Fiir kleine Massen m < m; kann sofort tv = s ~v > 0 gefolgert werden. Das
Eindringen wird allein durch den lokalen Impuls (3.113) verhindert, der als mittlere
Wirkung einer stets der Geschwindigkeit wéhrend der Beriihrungsphase entgegenwir-
kenden Kraft gedeutet werden kann. Es ist kein zusétzlicher Impuls Ay erforderlich.

O
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3.2.5 Zur Dissipativitat der Stofigesetze

Das durch die Mafdifferenzialeinschliefung (3.93) bzw. (3.112) definierte Verhalten bei
Unstetigkeitsstellen folgt nicht unmittelbar aus einem Naturgesetz. Es stellt lediglich
eine Idealisierung dar, von der man annimmt, dass die zur Verfiigung stehenden Pa-
rameter eine Anpassung an reales Verhalten erlauben. Ein wesentlicher Gesichtspunkt
bei der Beurteilung der Realitédtsnahe der Modellbildung ist die Dissipativitat. An Un-
stetigkeitsstellen darf das autonome System sinnvollerweise keine Energie gewinnen.

Betrachtet wird die Anderung an kinetischer Energie, die es als nicht positiv abzu-
schétzen gilt. Als Maf fiir die Energie dient T' = %VTMV. Von explizit zeitabhéngigen
Begrenzungen wird abgesehen, da diese dem System in physikalisch realistischer Weise
Energie zufiihren konnten, wie z.B. ein Anschlag mit eingepréigter Bewegung, der auf
einen ruhenden Massenpunkt trifft.

Reibungsfreier Stofs

Es gelte (3.98) und damit auch
20T —"T) = (*v+ v)IM(Tv— "v)
= ("v+ vV)TInAn
= TVIINAN+ VIINAN
= AN(I— Diag(e))J} "v <0. (3.118)
Die letzte Gleichung folgt direkt aus der Komplementaritét in (3.98). Die Abschitzung

gilt, weil nach Voraussetzung keine Aufprallgeschwindigkeit in J}, ~v < 0 unmittelbar
vor dem Stofs positiv ist, ferner gilt Ay > 0 aufgrund der Komplementaritét.

Verallgemeinerung des Stofses nach FREMOND

Es gelte (3.115), woraus
20T —"T) = ("v+ v)TM(Tv— "v)
= (+V+ _V)T (JN)\N—JNmJ]TV(+V+ _V))

= VIINAN 4 VIINAN —(Tv+ V) TIymIL (v + Tv)

J/

Vv ~"~
=0

<0 <0

(3.119)

folgt. Der erste Term der Gleichung verschwindet aufgrund der Komplementaritét. Die
erste Abschétzung gilt wegen der nicht positiven Aufprallgeschwindigkeiten. Die zweite
Abschétzung gilt, weil JymJ], positiv definit ist.

Reibstofs

Die dissipative Abschitzung zum Reibstof ist im Allgemeinen nicht moglich. Das hier
verwendete Vorgehen gelingt nur fiir den plastischen Stof mit € = 0 und der polyedri-
schen Naherung der Reibscheibe gemifs (3.96).

Zunéchst stellt man die Identitat

1
VIM(Tv— v)=TT—- T+ 5( tv— Tv)TM(Tv— Tv) (3.120)

. J/
-~

>0
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fest. Die Abschitzung gilt, weil die Massenmatrix positiv definit ist, und daher folgt

TT—"T < "™VWM(tv— "v)
= VIINAN+ TVTIpAp
= —zT]EIOT)\p
= —zTpuTAy <0. (3.121)

Dabei folgt das Verschwinden des ersten Terms in der ersten Gleichung aus der ersten
Komplementaritétsbedingung in (3.96), die anschliefenden beiden Gleichungen folgen
aus der zweiten bzw. dritten Komplementaritit. Die Abschidtzung zum Schluss gilt,
weil der Term pTAy die stets positiven Normalbelastungen darstellt, vgl. (3.74), und
z > 0 aufgrund der dritten Komplementaritat gilt.

Es lasst sich somit zeigen, dass sich die vorgestellten Makdifferenzialeinschliefungen
bei den reibungsfreien Varianten an den Unstetigkeitsstellen dissipativ verhalten. Mit
Reibung kann dies nur fiir den plastischen Stof sicher erwartet werden. Fiir Probleme
mit rdumlichen, elastischen Strukturen, die iiber alle drei Raumparameter beschrieben
werden, ist das plastische Stofiverhalten sicherlich das einzig verniinftige. Elastische
Korper treten realistischerweise immer eine endliche Zeit lang in Kontakt, sodass diese
Stofsannahme keine starke Einschriankung darstellt.

Der allgemeine Nachweis der Dissipativitéit bei teilelastischem Stofsverhalten mit
Reibung ist nicht moglich, vgl. [97]. Der Versuch eines solchen Nachweises in [38] fiir
ein Stofgesetz angelehnt an das von POISSON ist fehlerhaft, wie in [2| gezeigt wurde.

Zusammenfassung und Schlussbemerkungen

1. Die Uberlegungen aus Kapitel 2 angewandt auf einen Massenpunkt wurden konsi-
stent auf Systeme mit einem beliebigen endlichen Freiheitsgrad auf den Grundla-
gen der nicht-glatten Analysis {ibertragen. Als mechanisches Prinzip fiir Systeme
mit einseitigen Bindungen und Reibung wurde das Prinzip von FOURIER in all-
gemeiner Form dargestellt. Flachenhafte Kontaktsituationen kénnen im Rahmen
der rdumlichen Diskretisierung konsistent raumlich diskretisiert werden. Das Ge-
biet der einseitigen Begrenzung wurde durch eine Niveaumenge bestehend aus
einer endlichen Zahl von Begrenzungsfunktionen angenéhert.

2. Es wurde eine Darstellung mittels Mafdifferenzialeinschliefsungen angegeben, die
den stetigen Teil der Bewegung geméf dem Prinzip von FOURIER beschreibt. Die
Einschliefung erlaubt ebenfalls die Formulierung mehrerer Varianten des Verhal-
tens bei Unstetigkeitsstellen. Eine Variante wurde als optimale Naherung an das
klassische Stofsgesetz nach NEWTON gedeutet. Ein Stofsgesetz nach FREMOND
konnte als Komplementaritatsproblem dargestellt werden.

3. In der vorliegenden Arbeit beruht der Nachweis der Gleichwertigkeit der Varia-
tionsungleichung des Prinzips 3.5 zur Gleichgewichtsbeziehung des Prinzips 3.6
auf der Beziehung zwischen Normal- und Tangentialkegel geméfs Satz A.51. In
vielen Arbeiten, vgl. beispielsweise [98, 12, 39| wird eine entsprechende Beziehung
schlicht als Definition des Normalkegels verwendet. Formal ist dies vollig korrekt.
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Allerdings geht dadurch die geometrische Deutung des Normalkegels durch die
in der vorliegenden Arbeit verwendete Definition A.43 verloren und damit auch
die Vorstellung eines tatséchlichen ,Senkrecht-Stehens der Zwangskrifte.

. Die systematische Berechnung der Massenmatrix M und der Matrix der gene-

ralisierten eingepragten Krafte f aus (3.30-3.31) fiir Systeme starrer aber auch
angendhert fiir elastischer Korper ist eine der wichtigsten Aufgabenstellungen der
Mehrkorperdynamik und wird in dieser Arbeit nicht weiter allgemein behandelt.
Systematische Darstellungen bzw. Zusammenfassungen verschiedener Verfahren
sind z.B. in [94, 109, 53] zu finden. Es ist bisher zu erkennen, dass die Bereitstel-
lung der Matrizen M und f innerhalb der Variationsprinzipien eine Aufgabe ist,
die getrennt von der Berechnung der generalisierten Reibkréifte fr angegangen
werden kann.

. Es wurde schon einleitend in Kapitel 2 erwéhnt, dass zundchst unterschiedliche

Ansétze zur Losung des Problems mit verteilten Parametern bei der theoretischen
Analyse sehr dhnlich zueinander sind (letztlich versuchen ja alle Ansétze, dasselbe
Problem zu l6sen). Bei den in der vorliegenden Arbeit nur am Rande behandelten
FE-Methoden, fiir die es bei der Behandlung von Kontaktproblemen eine Reihe
verschiedener Auspragungen gibt, steht eigentlich immer die schwache Formu-
lierung des Kréftegleichgewichts und damit, mit geeigneten Testfunktionen, die
Formulierung der virtuellen Arbeit der Kontaktkrifte als Ausgangspunkt fest
[60, 23]. Der entsprechende Ankniipfungspunkt zu den von Kontaktproblemen
von Systemen mit konzentrierten Parametern stammenden Formulierungen der
vorliegenden Arbeit ist daher die Variationsungleichung in Prinzip 3.5 mit den
virtuellen Arbeiten (Leistungen) dvTfy und dvTf; der generalisierten Normal-

bzw Reibkrafte.

. Wie bereits in den abschlieffenden Bemerkungen zu Kapitel 2 auf S.28 ange-

deutet, wird in Definition 3.3 nochmals die Motivation fiir eine gebréuchliche
Sprechweise erkennbar: Da die Kraft Ar einer verallgemeinerten Gradientenbil-
dung entstammt, némlich dem Subgradienten einer Stammfunktion op beziiglich
der Geschwindigkeit vy, wird op auch als (hier konvexes) Superpotenzial bezeich-
net bzw. Ar als Superpotenzialkraft.
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Kapitel 4

Zur numerischen Behandlung von
MafsdifferenzialeinschliefSungen

In der vorliegenden Arbeit werden im wesentlichen zwei Verfahren zur Losung der
Mafdifferenzialeinschliefungen diskutiert. Zunéchst die an MOREAU |[71]| angelehnte
Methode, welche die Einschliefungen in einem Zeitschrittverfahren durch Approxima-
tion der Dichtefunktionen tiber Differenzenquotienten annahert.

Anschliefend wird die intuitiv naheliegende ereignisgesteuerte Methode diskutiert.
Dabei wird der stetige Teil der Bewegung {iber Differenziell-Algebraische Gleichun-
gen mittels zweiseitiger Bindungen beschrieben. Ereignisse kennzeichnen zu erwartende
Unstetigkeiten bzw. Anderungen des Bindungszustands. Uber konsistente Ubergangs-
bedingungen sind die neuen Anfangsbedingungen fiir die anschlieffende, nun wieder
stetige Bewegung zu finden.

Zum Abschluss wird noch knapp auf den formalen Zusammenhang mit Regulari-
sierungsmethoden bzw. Methoden mit lokalen Kontaktkraftgesetzen eingegangen.

4.1 Implizites Zeitschrittverfahren

Ausgangspunkt fir die zeitliche Diskretisierung ist die Darstellung (3.89) der Mafsdif-
ferenzialeinschliefsung, allerdings mit der rechten Seite von (3.93):

fdt/dr —Mdv/dr € Nc, _ ( v)+ OFr (V). (4.1)

Im stetigen Teil der Bewegung kénnen die Dichtefunktionen beziiglich des JORDAN-
Mafes dt angegeben werden, sodass die Dichtefunktionen geméaft C.8 als Beschleuni-
gungen aufgefasst werden konnen und mittels der Approximation
ktly _ ky,

h
angeniihert werden. Dabei ist A > 0 die Zeitschrittweite und eine Grofe *a die zeitdis-
krete Niherung an den Funktionswert x(*¢) mit ¥t = kh, k = 0,1,2,.... Mit Tv ~ Ffly
und ~v ~ *v wird (4.1) durch

KLfR — "2 M (k+1v . kv) c NCE o <k+lv> + aFT(kJer) (43)

dv /dt ~ (4.2)

angendhert, wobei “'f und “2M die Auswertung der im Allgemeinen von q, v und ¢
abhéngigen Matrix der generalisierten Kréfte bzw. der Massenmatrix zum Zeitpunkt
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kt ist. Die unbestimmten Ausdriicke x; bzw. ko konnen je nach Verfahrenstyp zu k
oder k + 1 gewdhlt werden. Ferner wurde auf dem Weg zu (4.3) die linke Seite mit
dem Skalar h > 0 multipliziert, die Einschliefsung bewahrt geméaf C.10 ihre Giiltigkeit
aufgrund der Kegeleigenschaft — fiir ihren Nachweis vgl. Abschnitt 3.1.4 — der rechten
Seite.

Es ist zu erkennen, dass fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten h > 0 die Ein-
schliefung (4.3) beliebig genau die Einschliekung der unstetigen Ubergangsbedingungen
(3.94) annéhert, da "'fh — 0 fir h \, 0 gilt. Man darf also von diesem Zeitschritt-
verfahren erwarten, dass es auch das Verhalten an Unstetigkeitsstellen beliebig genau
approximiert.

Es kommt hier eine teilimplizite Variante mit der Approximation

k+1o K
V= 7qh q ~ k+1V (4‘4)

und ferner mit k1 = k + 1 und k9 = k zum Einsatz, die gemaf
FELEp — kM ("“Hv — kv) € Nc kv(’”lv) + OFp (" v) (4.5)
bzw. mit polyedrischer Néherung der Reibscheibe geméfs Abschnitt 3.1.5

kMk;—l—lV — kMkV—i- k+1f+ kJN k;+1)\N 4 kJP k+1)\P,
0 < *JNTF+ly 4 Diag(e) *Jn *v + (I + Diag(e)) Fay L *'Ay >0,
0< kJPk+1V+ kEk+1Z+ kap L k—l—lAP > 07
0 < uk-{—l)\N_ k;ETk;—f—l)\P L k+1z > 0
(4.6)

in [3] vorgestellt wurde. Dabei werden entsprechend der Beziehung (3.75) in

kJNI[,JNZ, ZGAN:))(kQ)} (47)

nur die zum Zeitpunkt *¢ auf Lageebene aktiven Bindungen beriicksichtigt.

Dieses Verfahren entspricht im Falle gewohnlicher Differenzialgleichungen — d.h.
rechte Seite der Einschliefung ist die Menge {0} und die Massenmatrix M ist konstant —
dem impliziten EULER-Verfahren. Die Auswertung der Kraft erfolgt schlieflich mit den
noch unbekannten Werten des Zeitschritts k£ + 1. Das implizite EULER-Verfahren hat
die Eigenschaft der sogenannten A-Stabilitdt und weist die Konvergenzordnung 1 auf,
vgl. [40]. Damit ist das Verfahren unbedingt stabil, was fiir die Praxis bedeutet, dass
die numerische Losung selbst steifer Systeme bei grofen Schrittweiten nicht unbegrenzt
anwachst, wenn dies die strenge Losung nicht tut. Eine Konvergenzordnung p weist in
Konsequenz, grob gesprochen, darauf hin, dass die Abweichung der strengen Losung
von der numerischen Approximation an einer Stelle ¥t = kh ein Term der Ordnung
o(h?) darstellt. Fiir p = 1 gilt daher grob, dass eine Halbierung der Zeitschrittweite zur
Halbierung des zeitlichen Diskretisierungsfehlers fiihrt.

Der Term *F'f wird fiir f(q, v, t) durch eine TAYLOR-Reihe erster Ordnung unter
Elimination der Lagen **1q gemif (4.4) zu

EHE R R G 4 EGy (MY — By) + hEG, (4.8)
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angendhert, wobei die quadratischen JACOBI-Matrizen gemaéfs

of

Gy, = — 4.9

q aq? ( )
of

= — 4.1

GV av7 ( O)
of

= — 4.11

G ot (4.11)

definiert sind.

Der hochgestellte Index £ bei den JACOBI-Matrizen bedeutet, dass diese Ausdriicke
bei t = ¥t ausgewertet werden sollen.

Ersetzt man **1f in (4.6) durch (4.8), so erhiilt man nach Umsortieren analog zu
(3.97) ein MLCP, wobei alle nicht indizierten GroRen zum Zeitpunkt *¢ gelten sollen:

M —Jy -Jp 0 kily ~MP*v — hf 0
JV. 0 0 0 AN n Diag(e)J}, *v + (I 4 Diag(e))ay| _ | s1
JL 0 0 E FI\p ap so |’
0 pu -ET 0 g, 0 Ss
(4.12)
k+1)‘N Sq
0 S k+1AP 1 So 2 0
k+1Z S3
mit
M = M- h’Gq— hGy, (4.13)
f = f—G,*v+hG,. (4.14)

Die Zustdnde im néchsten Zeitschritt k£ + 1 erweisen sich damit als Losung des MLCP
(4.12). Die neuen Lagen werden mit den Losungen des MLCP aus (4.4) berechnet:

Ml =*q+ h v, (4.15)

Fiir hinreichend kleine Zeitschrittweiten i > 0 ist M positiv definit, weil die Massen-
matrix positiv definit ist. In diesem Fall kann wieder wie in Abschnitt 3.2.2 fiir ap = 0,
ay = 0 und € = 0 streng gezeigt werden, dass eine Losung des MLCP existiert, falls
M zudem symmetrisch ist. In den anderen Fallen erscheint es physikalisch plausibel,
dass eine Losung gefunden wird, aber ihre Existenz ist im strengen mathematischen
Sinne bisher noch nicht allgemein bewiesen.

In vielen Fillen entstammt die generalisierte Kraft einem konvexen bzw. streng kon-

-

vexen Potenzial U(q) € R, sodass f = — (g—g) gilt. Aufgrund der Konvexitét (strengen

Konvexitdt) muss die Matrix (—Gq);; = 82_25{1 - eine positiv semidefinite (bzw. positiv
10q;

definite) HESSE-Matrix der Potenzialfunktion sein, die wegen der Vertauschbarkeit der
partiellen Ableitungen zudem symmetrisch ist. Entsprechendes gilt fiir geschwindig-
keitsproportionale Kréfte, die einer Dissipationsfunktion entstammen und in analoger
Weise auf eine positiv semidefinite sowie symmetrische Matrix —G,, schliefsen lassen. In
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solchen Fillen ist M fiir alle Zeitschrittweiten i > 0 positiv definit und symmetrisch,
und eine Losung des MLCP muss zumindest fiir ap = 0, ay = 0 und € = 0 existieren.

Man darf von dieser Vorgehensweise erwarten, dass insbesondere solche Systeme
angegangen werden konnen, die im elastischen Sinne sehr steif sind, bei denen also
kleine Anderungen in den Verschiebungen q zu sehr grofen Anderungen im elastischen
Potenzial U(q) fithren (entsprechendes gilt stillschweigend immer auch fiir geschwindig-
keitsabhéngige Dissipationsfunktionen). In der Praxis wird man auch erwarten diirfen,
dass nicht alle Beitrige zur generalisierten Kraft f =: f; 4 f,; zu einer Versteifung
des Systems fiihren, sodass nur die steifen Anteile f; im vorgestellten Sinne implizit
behandelt werden miissen und der Rest f/n\s rein explizit behandelt werden kann.

Setzt man von nun an voraus, dass M positiv definit und damit invertierbar ist,
dann kann das MLCP (4.12) durch Elimination von

kly — M <M EvhE + I M Ay + Jp k+1>\P) (4.16)
in der Gleichungsbedingung des MLCP in das LCP

0<Ax+b1x>0 (4.17)
mit

[ JTM 1y JIMJp 0

A = | JIMJy JIMJp, E |, (4.18)
| I —ET 0
k+1)\N
X = MIxp |, (4.19)
k—i—lz

JTM! (M by 4 h?) + Diag(e)JL, *v + (I + Diag(e)) ay
b = IPM! (M + 1f) + ITap (4.20)
0

tiberfithrt werden. Mit einer Losung x des LCP(A, b) — fiir numerische (M)LCP-Loser
vgl. Anhang B — werden tiber (4.16) und (4.15) die Geschwindigkeiten bzw. Lagen des
nachsten Zeitschritts k£ + 1 berechnet.

4.1.1 Variante: Nichtlineares Komplementaritatsproblem bei ex-
akter Reibscheibe

Als Konsequenz der polyedrischen Néherung der Reibscheibe lédsst sich das Problem
der Berechnung der Grofen des néchsten Zeitschritts auf ein lineares (M)CP zurtick-
fiihren. Fiir lineare Komplementaritéatsprobleme ist die Existenz- und Losungstheorie
weit ausgebaut. Diesen Vorteil bezahlt man mit dem Nachteil, dass eine gute Approxi-
mation der Reibscheibe ein Polygon mit sehr vielen Ecken und dementsprechend vielen
Unbekannten in Ap erfordert. Dies fiihrt zu sehr groffen Systemen in den Komplemen-
taritdtsproblemen (4.12) bzw. (4.17).
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Unter Verzicht auf eine lineare Formulierung des Komplementaritétsproblems kann
eine alternative Darstellung angegeben werden. Ausgangspunkt der Uberlegung ist die
Darstellung der Reibscheibe aus (3.46) in der gleichwertigen Form

D; = {XeR)|A|? < (uFn,)* =} (4.21)

Die tangentiale Wirkung aufgrund der Reibung wird geméf (3.49) dargestellt. Fiir die
nicht-glatte Bewegung, zeitdiskret entwickelt nach (4.5), gilt daher

EM (Mly — by) = BLER 4+ Z In F 0, + Z I, Mg (4.22)
i€AN, i=1
mit
0< "y, L IL("'v+e )+ (1+e)ay, >0, (4.23)
- kJerTi S a\IJDz( k+1)‘Ti) = NDi( k+1)\Ti)7 (4'24>
bly, = Jl. My 4+ oag, (4.25)

wobei der Parameter o; = (xi("”l)\ ~) der Reibscheibe in einer aus der Modellierung
hervorgehenden Weise von **!'Apn abhiingt. Die Form der tangentialen Wirkung ist
eine gleichwertige Darstellung geméaf Definition 3.3vi.

Am Ende dieses Abschnitts wird gezeigt, dass die Einschliefung (4.24) gleichwertig
zur folgenden komplementiren Darstellung ist:

Es gibt ein *™z, e R :
—OZZ‘( k+1AN) k+1VT. = k+1ZZ‘ k+1ATi, (426)

0< Flz L a2("An) — || ¥\ A |2 > 0. (4.27)

Ersetzt man also (4.24) durch (4.22-4.27), so liegt insgesamt fiir jeden Zeitschritt ein
nicht-lineares, gemischtes Komplementaritatsproblem (NMCP) mit den Gleichungsbe-
dingungen (4.22, 4.26) und den Komplementaritaten (4.23, 4.27) vor. Es ist zu be-
merken, dass die Terme in den Komplementaritaten differenzierbare Funktionen sind,
sodass entsprechende JACOBI-Matrizen fiir numerische Losungsverfahren gewonnen
werden konnen. Beziehung (4.26) kann im Allgemeinen nicht nach *Ar aufgeldst
werden, da **1z; verschwinden kann. Eine entsprechende Fallunterscheidung ist an
dieser Stelle nicht sinnvoll, da bei sehr vielen Kontaktstellen, etwa m Stiick, jede Kom-
binationsméglichkeit verschwindender **'z; gepriift werden miisste, womit wieder ein
kombinatorisches Problem mit 2™ Fallunterscheidungen vorlage.

Die HilfsgroRe **+!z; kann als Betrag der mittleren Gleitgeschwindigkeit interpretiert
werden, falls der Kontakt belastet ist, d.h. o; > 0 gilt.

Es steht noch der Nachweis der Gleichwertigkeit aus. Dazu wird die Reib-
scheibe durch D, = {\ € R?|||A||* < a?} beschrieben. Damit ist der Nor-
malkegel (vgl. Beispiel 3.4) durch

R™, falls  [|A]=a=0 (i);
Np,(A) =4 {0}, Al < (id); (4.28)
{BA[l 8> 0}, [Al=a>0 (i)
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gegeben. Zu zeigen ist

(iv): =v € Np_(A) &

(v): JzeR:

—av = zZ sowie

0<zla®—|Al*>0.

Dazu wird fiir jeden der Félle (i-iii) in (4.28) die Gleichwertigkeit von (iv)
und (v) gezeigt.

(i): d.h. (iv): v € R™ Dies wird erreicht, indem fiir (v) ein beliebiges z > 0
gewihlt wird. Da o = 0 gilt, folgt A = 0 und daher ist die Gleichung in (v)
immer erfiillt, woraus im Riickschluss (iv) folgt.

(ii): d.h. (iv): —v = 0. Wahle z = 0. Umgekehrt gilt o # 0, falls (v) erfiillt
ist, und ferner aufgrund der Komplementaritdt z = 0 und damit v = 0.
(iii): d.h. (iv): 36 < 0 : —v = [A. Wihle z = g Da o # 0 ist die
Umkehrung klar, schlieflich muss die Gleichungsbedingung in (v) zutreffen.

4.1.2 Variante: Darstellung ohne Komplementaritaten

Gemaéfs A.97 kann eine Normalkegeleinschliekung gleichwertig als implizite Gleichungs-
bedingung mit Hilfe des Proximalpunkts, vgl. A.95, ausgedriickt werden.
Zu diesem Zweck wird die Komplementaritét (4.23) geméf A.58 bzw. A.60 mit

(vt "v) 4+ (1 +&)ay, (4.29)

k+1 — qT
UN; ‘= JN

gleichwertig durch

_k+1)\ E@lIJM(kHUN) NR+(I€+1UNZ) Q:9>1
<~

k-l—lvNi c a\IIﬁ+(—k+1)\N) A.88 OUg ( k-i-l/\ ) Ng ( k;—l—l/\N)

(

; (

k+vNEN ( kﬂ/\Nz) A7 (

k+1)\Ni o pI‘OXR+ (kJrl)\ ﬁkJrl ) -0 (

dargestellt. Dabei ist § > 0 ein beliebiger Skalar. Die Gleichungsbeziehung (
ersetzt die Komplementaritét (4.23).

Die tangentialen Wirkungen aufgrund der Reibung kénnen in analoger Weise dar-

gestellt werden. Einschliefsung (4.24) kann mittels der Proximalpunktdarstellung nach

A.97 sofort durch die Gleichung

"IN, — proxp, ("' A — 85 vy) =0 (4.34)

ersetzt werden. Schliefslich reduziert sich in der zeitdiskreten Darstellung die Aufgabe
in einem Zeitschritt auf das Losen des nicht-linearen Gleichungssystems

kM (k+1v o kv . kJrlfh Z Iy kJrl/\ Z JTi kJrlATi = 0, (435)
ZE.ANS =1
"\, — proxg, (", — 8% oy,) = 0, (4.36)

"IN, — proxp, ("'An = 8 vy) = 0 (4.37)
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mit
oy, = IV 4 v) + (1 +&)an,, (4.38)
kJerTZ. = J,}Z k+1V -+ ar;, (439)
g — kg4 Bty (4.40)

Der Skalar g > 0 kann beliebig gewahlt werden, vgl. A.97.

4.2 Ereignisgesteuerte Verfahren

Ereignisgesteuerte Verfahren zur Losung der Makdifferenzialeinschliefung griinden auf
der Idee, dass der stetige Teil der Bewegung mittels eines Systems gewohnlicher Dif-
ferenzialgleichungen unter Beriicksichtigung weiterer algebraischer Nebenbedingungen
beschrieben werden kann. Zu bestimmten definierten Zustdnden, den FEreignissen oder
Schaltbedingungen, kann sich der Bindungszustand &ndern. Der neue Bindungszustand
und die zugehorigen neuen Anfangsbedingungen fiir die anschlieffende stetige Phase der
Bewegung miissen konsistent geméft den Mafdifferenzialeinschlieftungen berechnet wer-
den. Dies bedeutet, dass jede neue Phase der Bewegung mit der Entscheidung (manch-
mal auch Schaltentscheidung genannt) beginnen muss, welcher Bindungszustand tat-
sachlich fiir die kommende Phase erforderlich (d.h. konsistent) ist.

Eine Integrationsphase beginne zum Zeitpunkt ¢ = t;. Zu Beginn wird stets die
Indexmenge der auf Beschleunigungsebene aktiven Kontakte bestimmt. Dazu werden
alle auf Geschwindigkeitsebene geschlossenen Normalkontakte aus (3.18) betrachtet,

A (t) = {i € An,(t)] g: < 0} (4.41)
sowie alle tangential haftenden Kontakte

ATQ(t) = {Z = {17 SR S}| ||VT1|| = O} (442)
mit

v, = Jpv+ag. (4.43)
Kontakte aus Ay, die bereits im Offnen begriffen sind, d.h. fiir die g; > 0 gilt, stellen
keine Bindung auf Geschwindigkeitsebene dar.

Gemif den Uberlegungen zu (3.48) setzt ein haftender Kontakt mit |[vy| = 0
gerade zum Gleiten an, wenn die Relativbeschleunigung v, # 0 nicht verschwindet.
Die Menge der auf Beschleunigungsebene tatsédchlich aktiven Kontakte wird daher aus
der Losung des folgenden Problems bestimmt, wobei hier sofort von der polyedrischen
Néaherung der Reibscheibe ausgegangen wird:

M™v=Ff+R+JIy) Ay +JIp T Ap,

0<JL"Vv+by L "Ay>0,

0<JL*"V+E'z2+bp LAp>0; 0<pu"Ay—ET"Ap L *z>0.
(4.44)
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Dabei gelten die Abkiirzungen

JN Jr)\N = Z JNi Jr)\NZ., (445)

i€ AN, (to)

3.77

Jp D[ 3B i€ An(t) ], (4.46)

:
bp 2 Bibr 1 (4.47)

i€ Ar,(to)
R*Ay = > g (—HJU\N bt ) . (4.49)
iéE.AT2 (tO) HVTZ

Beziehung (4.49) stellt die generalisierte Gleitreibungskraft der nicht haftenden Kon-
takte gemif (3.48ii) dar, die nach den Uberlegungen in Abschnitt 3.1.4 in dieser Weise
von TAy abhéngen muss. Die Beziehungen (4.44) stellen ein MLCP fiir die unbekann-
ten Anfangsbeschleunigungen *v sowie fir die mittleren Anfangskontaktkrafte *Ay
und tAp dar. Die Schlupfvariablen aus Tz mit *2z; > 0 zeigen gerade im Ansatz zum
Gleiten begriffene Kontakte an.

Damit kénnen die in der nun folgenden Phase der stetigen Bewegung auf Beschleu-
nigungsebene aktiven Kontakte identifiziert werden: Zunéachst erhédlt man die Normal-
bindungen

An,(to) = An,(to) \ {i|0 < I}, "V + by}, (4.50)

wobei diejenigen Kontakte nicht mehr beriicksichtigt werden, die in den zuléssigen
Bereich hinein beschleunigt werden. Solche Kontakte halten keine Bindung aufrecht.

In tangentialer Richtung verbleiben nur diejenigen Kontakte als haftend, die nach
Losung des MLCP keine Relativbeschleunigung aufweisen:

ATl (to) = AT2 (to) \ {Z| JrZZ' > O} (451)
Damit stehen die beschreibenden Beziehungen des stetigen Teils der Bewegung fest:
Mv = f+(R+Jy)Av+IrAr, (4.52)
JN)\N = Z JNi+)‘N¢7 (453)
Z'G.ANI (to)
JTAT = Z JTiATm (454)
’iE.ATl (to)
RA\y = JIr, (—uJ*ANﬂ) . (4.55)
1€ AT (to

Dazu kommen die algebraischen Nebenbedingungen

J}V\.’—l-b]\/ = 0, (456)
J;V—l—bT = 0, (457)
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welche die aktiven Bindungen (geschlossene Normalkontakte bzw. haftende Tangenti-

albindungen) auf Beschleunigungsebene aufrecht erhalten. Somit ist durch Losen des

MLCP (4.44) die Schaltentscheidung {iber die in der anstehenden Integrationsphase

beteiligten Bindungen bei gegebenen Anfangslagen und -geschwindigkeiten getroffen.
Eine Zusammenfassung der Beziehungen (4.52-4.57) liefert

M —R+Jy) —Jr \% f
T, 0 0 av | = —by | (4.58)
JT 0 0 A7 —br

~ T

Allgemein formuliert, liegt mit (4.52—4.57) ein System sogenannter differenziell-algebraischer
Gleichungen (DAE) vor, fiir die eine Reihe von numerischen Losungsverfahren vorlie-
gen, vgl. [5, 25, 40].

Im Folgenden wird kurz darauf eingegangen, wie das vorliegende DAE-Problem auf
eine gewohnliche Differenzialgleichung zuriickgefithrt werden kann, vgl. [24]. Formales
Auflsen von (4.58) nach x liefert die generalisierten Beschleunigungen v = v(q, v, ),
die gewohnlichen numerischen Differenzialgleichungslosern fiir Systeme der Gestalt

v (3) =500 = (g ) (459)

zur Verfligung gestellt werden. Die Bindungen werden durch (4.56-4.57) nur auf Be-
schleunigungsebene erfiillt, es handelt sich damit um ein sogenanntes Index-1-Problem.
Aufgrund numerischer Fehler werden die Bindungen auf Lage- bzw. Geschwindig-
keitsebene verletzt, sodass es ratsam sein kann, gelegentlich die generalisierten Lagen
und Geschwindigkeiten mit minimalem Aufwand unter der Nebenbedingung zu kor-
rigieren, dass die Bindungen auf allen kinematischen Ebenen einzuhalten sind, vgl.
[24].

4.2.1 Anmerkung zur Losbarkeit der Differenziell-Algebraischen
Gleichungen

Gleichung (4.58) kann im Allgemeinen nicht nach den gesuchten Beschleunigungen und
Zwangskraften aufgelost werden, da A im Allgemeinen nicht invertierbar ist. Fiir den
reibungsfreien Fall (d.h. R = 0, Ay = 0) nimmt (4.58) die Gestalt

2 31(3)-(4)

=:A

an. Da die Massenmatrix M positiv definit ist, kann man zeigen, dass A invertierbar ist,
wenn J vollen Rang hat, vgl. [112]. Die mechanische Interpretation ist klar: Die Spalten
von J werden durch die Gradienten der aktiven Begrenzungsfunktionen gebildet. Sind
diese iiberzihlig und daher nicht mehr linear unabhéngig, dann tritt Rangabfall auf und
die Bindungskréfte konnen nicht mehr eindeutig den Bindungen zugeordnet werden. Es
ist aber nicht ausgeschlossen, dass auch bei Rangabfall Losungen zu (4.60) existieren.
Diese kénnen zwar nicht mehr {iber Inversenbildung von A bestimmt werden, doch kann
eine Losung iiber eine Pseudoinverse ermittelt werden. In der Simulationsumgebung
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MATLAB ist die Losung linearer Gleichungssysteme iiber die /-Pseudoinverse sogar
numerisch weniger aufwéndig [1]. Es bleibt noch zu kléren, wie beliebige Lésungen von
(4.60) zu deuten sind.

Man erkennt, dass (4.60) die lokalen Optimierungsbedingungen zu

1
v = in —|ly — M'f||? 4.61
v = argmin Sy [ (4.61)

unter der Nebenbedingung
J7y+b=0 (4.62)

sind, vgl. A.94. Aufgrund der Konvexitidt des Optimierungsproblems ist die Losung
der lokalen Optimierungsbedingungen sowohl notwendig wie auch hinreichend fiir die
Existenz des Optimums. Da die Zielfunktion des Problems streng konvex ist, lésst sich
das Optimum sogar eindeutig bestimmen. Das heifst fiir das mechanische Problem, dass
jede Losung von (4.60) eindeutig in den Beschleunigungen v ist.

Linear abhéngige Bindungen entstehen aufgrund bewusster oder unbewusster Mehr-
deutigkeiten in der Modellierung und lassen sich oft nicht vollstindig ausschliefsen.
Zumindest fiir den reibungsfreien Fall verhindern sie nicht die Eindeutigkeit der Bewe-
gung.

Im allgemeinen Fall mit Reibung gibt es auch Konstellationen, bei denen (4.58) kei-
ne Losung besitzt. Numerische Differenzialgleichungsloser mit Schrittweitensteuerung
nahern sich diesen Punkten mit zunehmend kleineren Schrittweiten, weil Komponen-
ten in der Losung sehr schnell anwachsen. Solche Schwierigkeiten treten auf, wenn die
Normalbindungen auf Beschleunigungsebene bei vorhandener Gleitreibung nicht mit
endlichen Zwangskraften aufrecht erhalten werden kénnen und sind ebenfalls ein Hin-
weis auf einen bewussten oder unbewussten Modellierungsfehler, der im Zusammen-
hang mit zu grober rdumlicher Diskretisierung steht (Starrkorper). In der Mechanik
ist dieses Problem eng mit dem Namen PAINLEVE verkniipft [80], und immer wie-
der Gegenstand der Diskussion. Die im Abschnitt 4.1 diskutierten Zeitschrittverfahren
iibergehen dieses Problem, indem sie in jedem Teil der Bewegung mit Unstetigkeiten
in den Geschwindigkeiten reagieren konnen und so typischerweise zu einem unsteti-
gen, abrupten Abbremsen der Gleitbewegung fithren. Fiir weitere Bemerkungen zum
Problem von PAINLEVE siehe beispielsweise [41, 97].

4.3 Definition der Ereignisse

Wiéhrend der Integration der stetigen Bewegung ist simultan zu iiberpriifen, ob Zustén-
de eintreten, die den Giiltigkeitsbereich der Gleichungen (4.52-4.57) verletzen konnen.
Diese Ereignisse beenden die Integrationsphase zum Zeitpunkt ¢:

Definition 4.1 FEreignisse, bei denen die stetige Integrationsphase unter-
brochen wird.

Kinematische Ereignisse:

i) Es treten Normalbindungen hinzu: Ay, (to) # An, (t1).

ii) Gleitende Kontakte halten an: Ap (t9) # A, (t1).
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Kinetische Ereignisse:
iii) Eine mittlere Normalkraft erfdhrt einen Nulldurchgang von oben:
)\Ni = 0, 1€ AN1 (to)

iv) Die mittlere tangentiale Haftkraft tiberschreitet die maximal ertragbare
Haftkraft: ||Ar|| — pf AN =0, i € Ap (to).

Die fiir die kinetischen Ereignisse erforderlichen Gréfsen Ay und Az, werden zu jedem
Zeitpunkt der stetigen Integrationsphase aus der Losung der Gleichung (4.58) gewon-
nen.

Jedes Ereignis erfordert einen Abbruch der aktuellen Integrationsphase und einen
Neustart der anschliefenden Phase mit dem MLCP (4.44), mit dessen Hilfe die neuen,
auf Beschleunigungsebene aktiven Bindungen wie oben beschrieben ermittelt werden.
Die Ereignisse ii)-iv) bewirken keine Anderung in den Anfangsbedingungen fiir die
generalisierten Lagen und Geschwindigkeiten q bzw. v. Bei diesen Ereignissen ii)-iv)
geniigt also die Neubestimmung der Indexmengen Ay, und A7z, aus (4.50) bzw. (4.50)
fiir eine neue Integrationsphase der Beziehungen (4.52-4.57) zur stetigen Bewegung.

Lediglich Ereignis i) erfordert die Bestimmung neuer Anfangsbedingungen, denn es
kann ein Stofs aufgrund einer hinzutretenden Normalbindung stattfinden. Vor Beginn
der néchsten Integrationsphase mit dem MLCP (4.44) ist daher zunéchst die neue An-
fangsbedingung *v beziiglich der generalisierten Geschwindigkeit tiber das Stoligesetz
MLCP (3.97) aus Abschnitt 3.2.2 zu berechnen. Die generalisierten Lagen q tiberdau-
ern das Stofereignis unverandert. Das Sto-MLCP (3.97) ist mit allen zum Zeitpunkt
t; auf Geschwindigkeitsebene aktiven Bindungen in Ay, (1) bzw. Arp, (t1) auszufithren.

Beispiel 4.2 Die Bestimmung konsistenter Anfangsbedingungen zu Beginn einer In-
tegrationsphase iiber das MLCP (4.44) entscheidet iiber die fiir die kommende Inte-
grationsphase benotigten Bindungen.

be

!

a) b)

Abbildung 4.1: Entscheidung iiber aktive Bindungen mit Hilfe eines Komplementari-
tatsproblems.

a) Ein Massenpunkt startet mit verschwindender Anfangsgeschwindigkeit von ei-
nem Anschlag (zulédssiger Bereich g(q) = ¢ > 0) bei ¢ = 0, siehe Abbildung 4.1a.
Dabei wird der Massenpunkt durch eine Kraft f > 0 belastet. Intuitiv ist bei diesem
einfachen Beispiel klar, dass auf Beschleunigungsebene die Bindung nicht aktiv ist, da
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der Massenpunkt zu Beginn der Bewegung in den zuléssigen Bereich beschleunigt wird.
Das Problem kann also zundchst so behandelt werden, als ldge keine Bindung vor.
Analytisch wird dies durch das MLCP (4.44) bestétigt, das im reibungsfreien Fall

im vorliegenden Beispiel in

m+q:f+)\Na
0< TGLAN>0

tibergeht. Elimination von *¢ liefert das LCP
1 1
0< —Av+—f LAy >0, (4.63)
m m

das offensichtlich die Losung Ay = 0 hat, was *§ = % > (0 nach sich zieht. Die Theorie,
vgl. B.2, bestéatigt die Existenz einer eindeutigen Losung, da % > 0 gilt und - somit
eine positiv definite Matrix ist.

b) In analoger Weise kann nun auch gekldart werden, wie das in der Einleitung
in Beispiel 1.1a (S. 6) angefithrte Problem entschieden wird. In der dort und auch
in Abbildung 4.1b skizzierten Anordnung kann der eingekeilte Massenpunkt nur von
zwei Zugkréften gehalten werden, falls zweiseitige Bindungen angenommen werden,
was ja in der stetigen Integrationsphase immer getan wird. Wiirde nun ohne MLCP
(4.44) zu Beginn der kommenden Integrationsphase gearbeitet, wiren beide unter Zug
stehenden Bindungen aus der Liste der aktiven Kontakte zu entfernen und es kiime zu
einer Verletzung der Gebietseinschrankung.

Das MLCP (4.44) fur das vorliegende reibungsfreie Problem lautet

m 0 ta\ f sin (3 n 0 sina AN,
0 m T ) —cos 3 1 —cosa AN, )
. N PN N N .

1
m

J/
-~ -~ -~

=M +q =f =Jn =:AN

0 0 sina \' /[ g AN, 0
(0)§(1—cosoz)(+cjg)J_<)\N2 = 0/

Dabei stellt JT, 7q > 0 die Gebietseinschrankung auf Beschleunigungsebene dar. Eli-
mination von *q liefert das LCP

0 <JIM JyAy +IJLVM7'f L Ay > 0.

Fiir 0 < a > /2 hat Jy vollen Rang und damit ist JL,M~'Jy positiv definit, das
LCP und somit auch das MLCP haben jeweils genau eine Losung. U

4.3.1 Anmerkungen zur numerischen Bestimmung der Ereig-
nisse

Bis auf das Ereignis ii) in Definition 4.1 sind alle Ereignisse echte Nullstellen im Sinne ei-
nes Durchgangs einer jeweilig zu kontrollierenden Funktion vom Positiven ins Negative
(bzw. umgekehrt) und kénnen mit numerischen Nullstellensuchverfahren (z.B. Inter-
vallhalbierung) zuverldssig gefunden werden. In der Simulationsumgebung MATLAB
kénnen numerische Integrationsverfahren direkt mit der sogenannten ewvent-location
Prozedur verkniipft werden, um so bequem den Integrationsprozess anzuhalten [1].



4.3. Definition der Ereignisse 69

Ereignis ii) hingegen wird iiber eine Berithrnullstelle (doppelte Nullstelle) definiert.
Gesucht wird der Zeitpunkt, zu dem eine mittlere Tangentialgeschwindigkeit dem Be-
trag nach verschwindet, also ||vr,|| = 0 gilt. Solche Nullstellen kénnen von numerischen
Verfahren nicht gefunden werden, da die Null niemals exakt getroffen wird. Abhilfe
schafft z.B. eine Toleranzgrenze tol > 0 fiir Werte, die als nahezu null interpretiert
werden sollen.

Dazu wird die mittlere Relativgeschwindigkeit

vr, = ( Z;Z > (4.64)

beziiglich des lokalen tangentialen Koordinatensystems analog zu (3 38) dargestellt
sodass vy, und vy, ihre Koordinaten beziiglich der Richtungsvektoren {1 bzw. t5 sind.

Willkiirlich wird eine Richtung gewahlt, hier 1, und der Zeitpunkt ¢; bestimmt, zu
dem ein Nulldurchgang gemafs

vy, — tol = 0 (4.65)
oder

v, +tol = 0 (4.66)

eintritt. Die Symbole L und £ bezeichnen einen Nulldurchgang vom Positiven ins
Negative bzw. umgekehrt. Die Integration wird aber erst unterbrochen, nachdem fest-
gestellt wurde, dass die andere Koordinate vy, (t1) klein genug ist, sodass insgesamt
v, = (v, v2,)T als haftend interpretiert werden kann, z.B. falls ||uy, (t1)|| < tol.

Ist dies nicht der Fall, so wird die Integration fortgesetzt, allerdings nun unter
Beobachtung der Nulldurchgénge

Vs, — tol = 0 (4.67)
oder
vg, + tol Lo (4.68)

der anderen Richtung, hier also entsprechend 2.
Dadurch wird sichergestellt, dass die Integration erst dann vollstéandig unterbrochen
wird, falls notwendigerweise

—tol oy +tol
< vp = : < .

( —tol ) =V ( Uy, ) - ( +tol ) (4.69)
gilt. Die Vektoren der Relativgeschwindigkeit, die als haftend interpretiert werden, lie-
gen demnach in einem Quadrat der Kantenldange 2tol. Wird die entsprechende Bindung
in der anschliefsenden Integrationsphase als haftend aufrecht erhalten, dann tragt der

nicht verschwindende Geschwindigkeitsvektor zur Drift in den tangentialen Bindungen
bei, die gegebenenfalls durch Projektionsverfahren korrigiert werden muss.
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4.4 Anmerkung zu Regularisierungs- und Penaltyver-
fahren

Der Vollstandigkeit halber werden an dieser Stelle noch die formalen Zusammenhén-
ge zwischen den bisher vorgestellten Verfahren und den Ansétzen zur Losung iiber
Regularisierungs- und Penaltyverfahren aufgezeigt. Ziel wird es sein, die nicht-glatten
Einschliefungen iiber Subdifferenzialrelationen durch gewohnlich differenzierbare Dar-
stellungen anzunédhern, wie dies schon in Abschnitt 2.4 fiir den Massenpunkt angedeutet
wurde.

Ausgangspunkt der Uberlegung ist Prinzip 3.6. Die Bewegungsgleichungen lauten

MYV =f+ Y Ixdy + > JInAg (4.70)
i€AN, i=1
mit
_)\Ni € a\I/R+(UNZ.), (471)
vy, = Jyv+ay, (4.72)
_)\Ti € aO'DZ.(VTZ.), (473)
op, (1) = w{Axn[ -, (4.74)
vy, = J}iv—kaTi. (475)

Wie in den Beispielen 2.5 und 2.4 werden die Indikator- bzw. Supportfunktionen in
den Einschliefungen (4.71) bzw. (4.73) durch differenzierbare Funktionen angenéhert.
Aufgrund A.74 kann bei differenzierbaren Funktionen der Subgradient durch den ge-
wohnlichen Gradienten dargestellt werden, womit letztlich dann gewohnliche Differen-
zialgleichungen vorliegen.

Die Indikatorfunktion in (4.71) wird durch

0; vy, > 0

5 (vn,)?; sonst (4.76)

\/I}R+7a(vNi) = {

regularisiert (Regularisierungsparameter & — 00), womit man nach Gradientenbildung
das regularisierte Kraftgesetz

—Ay;, = amin(vy;,,0) (4.77)

erhéalt.
In tangentialer Richtung wird die Supportfunktion analog zum Vorgehen in Beispiel
2.4 durch

1\ ! (141
Opa(vr) = W AN (1 + E) (v}ivTi)Q(Ha) (4.78)
angendhert, sodass daraus nach Gradientenbildung
1(1_
_ATi = I’l’;r)\N (V;ZVT,L) 2 (a 1) \&s (479)

hervorgeht.
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Regularisierung bedeutet, dass man mit o« — oo eine beliebig genaue glatte Appro-
ximation der nicht-glatten Funktionen erzeugt. In der Praxis wird man sich mit einer
sehr grofen Zahl o < oo begniigen miissen, sodass man die Kraftwirkung (4.77) in
Normalenrichtung als die Kraft eines linear viskosen Dampfers deuten kann, der nur
bei Eindringen in die Bindung eine Kraft entgegen und proportional (Proportionali-
tatskonstante «) der Eindringgeschwindigkeit erzeugt.

Fiir endliche Regularisierungsparameter o < oo werden somit die mittleren Kon-
taktkrifte in Normal- und Tangentialrichtung mit Hilfe von (4.77) bzw. (4.79) durch
Kontaktkraftgesetze dargestellt, die nur vom aktuellen Systemzustand, also von den
generalisierten Lagen und Geschwindigkeiten und der Zeit abhédngen. Es liegt nahe,
weitere Kontaktkraftgesetze zu entwickeln, die eher physikalisch motiviert sind, als
dass sie zur Regularisierung der subdifferenziellen Einschliefungen (4.71) bzw. (4.73)
dienen.

4.4.1 Kontaktkraftmodelle mit lokaler Nachgiebigkeit in Nor-
malenrichtung
Lokale Nachgiebigkeit bedeutet, dass eine Verletzung der mittleren Abstandsbedingung

g; > 0 aus (3.10) zugelassen werden soll. Die Kontaktkraft geht aus einem Kraftgesetz
als Funktion der Verletzung hervor, z.B. geméfs

—An, = H(—g;) min(0, —(=H(—gi)cig:)" + di i), (4.80)
wobel
1, >0
H(z):= { 0. sonst (4.81)

die HEAVISIDE-Sprungfunktion darstellt. Durch die Wahl eines Exponenten x > 1
mit entsprechendem Parameter ¢; > 0 kann ein vereinfachtes Kontaktkraftgesetz nach
HERTZ berticksichtigt werden [49].

Beispiel 4.3 Dem Kraftgesetz (4.80) liegt schon eine Reihe vereinfachender Annah-
men zugrunde, die hier fiir den Fall k = 1, d.h. linear elastische Kontaktkraft, ange-
deutet werden sollen.

N q
N
d N
I N m
| AN AN f
— . |e—= — —
|/
/_

Abbildung 4.2: Modell eines Kraftgesetzes mit lokaler Nachgiebigkeit.
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Lokale Nachgiebigkeiten gehen aus einem einfachen Randschichtmodell hervor, das
in Abbildung 4.2 skizziert ist. Die Randschicht wird als Feder-Dampfer-System (Paral-
lelschaltung, hier linear visko-elastisch) angenommen. Es ist unmittelbar klar, dass die
Randschicht damit eine eigene Dynamik aufweist, z.B. hier in der inneren Variablen
s(t), wenn kein Kontakt herrscht. Ein Massenpunkt (Masse m) hat keinen Kontakt mit
der Randschicht, falls ¢ + s > 0 gilt. Man erhélt durch Freischnitt des Feder-Dampfer-
Systems das Kontaktkraftgesetz —Ay = cs+ds. Damit im Falle eines offenen Kontakts
Ay = 0 gilt, muss die Randschicht in diesem Fall die Differenzialgleichung cs + ds = 0
erfiillen. Das dynamische Verhalten des Gesamtsystems wird somit durch

my = f + A N
q = v,
P —v, fallsq4+s<0UND Ay >0
a —%s, sonst
mit
— <
Ay = —cs—d{ 162, falls g+ s <0 UND Ay >0
—3S, sonst
als gewohnliche Differenzialgleichung erster Ordnung beschrieben, allerdings mit auf-
grund der Schaltbedingung unstetiger rechter Seite, was bei der Wahl numerischer
Losungsverfahren zu beriicksichtigen ist.
In der vereinfachten Darstellung (4.80) wird die Dynamik der Randschicht vernach-

lassigt, was bei typischerweise sehr groffen Steifigkeiten der Randschicht zuléssig ist,
vgl. [105]. OJ

In allgemeiner Betrachtung fiihrt die Regularisierung des Normalkontakts mit innerer
Variablen bei Reibungsfreiheit auf Systeme der Art

Mv = f+ iJMANi,

q = v,
. _ [ =g fallsgi+s<0UND Ay, >0
5= —g—isi, sonst
(4.82)
mit
_ —gi,  falls g +5 <0 UND Ay, >0
AN, = —¢is; — d; { _%S“ sonst ) (4.83)

Die Regularisierung (4.79) in tangentialer Richtung kann ebenfalls durch ein Reib-
kraftgesetz mit tangentialer Nachgiebigkeit ersetzt werden. Dabei kommen Reihen-
schaltungen von Feder-Dampfer-Systemen mit Reibelementen in Betracht, wie in Ab-
bildung 1.2 (S. 12) bereits angedeutet. In der vorliegenden Arbeit wird darauf nicht
niher eingegangen und z.B. auf [95, 53| verwiesen. Auch dort fithren die Formulie-
rungen auf gewohnliche Differenzialgleichungen mit inneren Variablen und unstetigen
rechten Seiten.



4.4. Anmerkung zu Regularisierungs- und Penaltyverfahren 73

4.4.2 Gemischte Formulierung mit lokaler Nachgiebigkeit und
subdifferenzieller Darstellung der Reibkraft

Ein wesentlicher Nutzen der Regularisierungs- und Penaltyverfahren liegt in der Uber-
fiihrung von Zwangskréften hin zu eingeprigten Kréaften. Die Darstellungen der Nor-
malkrifte tiber die verschiedenen Vorgehensweisen geméf (4.77) bzw. (4.80) haben
gemeinsam, dass mit ihnen jeweils Kraftgesetze der Gestalt

)\Ni = fNi (V7 q, t) (484)
bzw. in Matrixform
f/N = (...,fNZ.,...)T (485)

vorliegen, die explizit nur von den generalisierten Geschwindigkeiten, Lagen und der
Zeit abhéngen.

Betrachtet man unter diesem Gesichtspunkt erneut die Gleichgewichtsformulierung
aus Prinzip 3.6, so gilt nun

MY =f+fo+ Y Infv(v,q.t)+r, (4.86)

’iE.ANS

(. J

=:f/

wobei hier bereits beriicksichtigt ist, dass sich ein Teil der tangentialen Kontakte im
Gleitzustand befindet, die so entsprechend dem Reibgesetz (3.48) auf Beschleunigungs-
ebene eine generalisierte Gleitkraft

—VT
g 4.87
Ve (4.87)

fG = Z JTil'l’;rf/N(Vaqa t)
i§Z./4T2

bewirken. Es miissen daher lediglich noch die Kréfte der im Mittel haftenden Kontakte
auf Beschleunigungsebene geméfs (3.48ii) erkliart werden:

fro= > JpAg, (4.88)
iE.AT2
_)‘Ti € aO'DZ. (VTZ.), (489)
d
Vi, = (JT.v+ag) = JL.v + by, (4.90)

Da die Kontaktkrafte in Normalenrichtung nach der Regularisierung sowie die Kréfte
der im Mittel gleitenden Kontakte wie eingeprigte Kréifte behandelt werden koénnen,
werden sie zur Matrix f’ hinzu gezdhlt, die kiinftig alle eingeprigten Kréfte sammelt.
Damit ist auch die Supportfunktion

op,(-) = wmif'n(v,q. 0| (4.91)

nur durch eingepragte Krafte parametrisiert. Kiirzt man analog zum Vorgehen bei der
Herleitung von (3.52) durch ein Superpotenzial

Fp(v) = Y op, (JLVv+br) (4.92)

Z'E.AT2
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ab, das hier auf Beschleunigungsebene gilt, so wird letztlich die Bewegung durch

f'—Mv € 0Fp(v) (4.93)
beschrieben. Diese Beziehung erweist sich in der Darstellung
1
0 € 0 (F}(V) — VT + QVTMV) (4.94)
als die lokale Optimierungsbedingung geméfs A.93 des Problems
1
Vv = arg min (F}(y) -yt + —yTMy) . (4.95)
yeR”? 2

Die Zielfunktion ist streng konvex, da die Massenmatrix M positiv definit und das
Superpotenzial F. zumindest konvex ist. Eine Summe konvexer Funktionen ist streng
konvex, wenn mindestens ein Summand streng konvex ist.

Aufgrund der Konvexitét sind die lokalen Optimierungsbedingungen (4.94) gleich-
wertig zum Optimierungsproblem (4.95), das ebenfalls aufgrund der strengen Konvexi-
tat eine eindeutige Losung hat. Das bedeutet, dass dadurch die generalisierte Beschleu-
ningung zu jeder Zeit als Losung des Optimierungsproblems (4.95) eindeutig vorliegt.

Zusammenfassung und Schlussbemerkungen

1. Es wurden Losungsverfahren fiir die in Kapitel 3 hergeleiteten Mafkdifferenzialein-
schliefsungen vorgestellt. Es wurde gezeigt, dass die Formulierungen fiir flachen-
hafte Kontaktsituationen in ein implizites Zeitschrittverfahren iiberfithrt werden
konnen, das auch die Behandlung von steifen Problemen erlaubt. Mittels eines
alternativen, ereignisgesteuerten Verfahrens konnen die Einschliefungen gelost
werden, indem die Zeitpunkte moglicher Zustandswechsel bestimmt werden und
mit entsprechenden Ubergangsbedingungen die stetigen Phasen der Bewegung
mittels gewohnlicher Differenzialgleichungsléser behandelt werden. Abschliefsend
wurden die formalen Zusammenhinge zu Regularisierungsverfahren gezeigt. Sol-
che Verfahren fithren in der Regel auf Differenzialgleichungen mit unstetigen rech-
ten Seiten.

2. Das verwendete Zeitschrittverfahren erfordert keine explizite Bestimmung der
Schaltzeitpunkte. Die Bindungen werden an den durch die Schrittweite gegebe-
nen Zeiten auf Geschwindigkeitsebene erfiillt. Eine bis zu diesem Zeitpunkt be-
reits vorhandene Verletzung der Nebenbedingung bleibt bestehen. Bei zunehmend
kleineren Schrittweiten kann eine potenzielle Verletzung theoretisch beliebig klein
gemacht werden. In der Praxis konnen allerdings die Schrittweiten nicht beliebig
klein gewahlt werden, da sich bei immer kleineren Schrittweiten Rundungsfehler
zunehmend storend auswirken. Im Allgemeinen kann nicht ausgeschlossen wer-
den, dass zwischen zwei aufeinander folgenden Zeitpunkten *¢ und **'t zur Zeit
t* mit ¥t < t* < ¥t = h+ ¥t eine Begrenzungsfunktion gemif g, (q(t*),t*) < 0
negativ wird, obwohl sie dies an den beiden aufeinander folgenden Kontrollzeit-
punkten *# und ¥+t nicht war. Diese Verletzung der Nebenbedingung wird nicht
erkannt. Die Schrittweite muss also so klein gefordert werden, dass die Ande-
rungen der Begrenzungsfunktionen hinreichend genau aufgelost werden. In der
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Praxis wird die Schrittweite in den seltensten Fillen aber durch diese Forderung
begrenzt sondern vielmehr durch die vergleichsweise geringe Konvergenzordnung
des Verfahrens, sodass zur genauen Auflésung der Dynamik eine weitaus geringe-
re Schrittweite erforderlich sein diirfte, als dies die Auflésung der Begrenzungs-
funktionen erfordert. Zum prinzipiellen Problem einer zu groben Auflésung der
Kontrollzeitpunkte bei gleichzeitig davon unabhéngigen Schrittweiten der nume-
rischen Integration vgl. z.B. [103].

3. Die Konvergenz von Zeitschrittverfahren im Zusammenhang mit unstetigen Ge-
schwindigkeitsverldufen wurde in [69, 96] behandelt. Im Gegensatz zu gewohn-
lichen (stetigen) Differenzialgleichungen werden bei Makdifferenzialeinschliefun-
gen Unstetigkeiten in den Geschwindigkeiten im Sinne von Funktionen mit be-
schrankter Variation zugelassen, vgl. C.3. Die diskutierten Zeitschrittverfahren
konnen somit zu jedem Zeitpunkt Geschwindigkeitsspriinge erzeugen, falls dies
zur Erfiillung der Einschlieffungen erforderlich ist. Im Allgemeinen ist auch dann
mit Unstetigkeiten in den Geschwindigkeiten zu rechnen, wenn keine Stéfe auf-
treten, also auch dann, wenn keine neuen Bindungen hinzutreten. Die Verfahren
kénnen damit auch solche Problemstellen umgehen, bei denen ereignisgesteuerte
Verfahren in Singularitdten geraten, wie z.B. beim Problem von PAINLEVE, vgl.
Abschnitt 4.2.1.

4. Die numerische Effizienz eines Verfahrens wird mafsgeblich durch seine Konver-
genzordnung bestimmt. Das verwendete Zeitschrittverfahren hat lediglich eine
Konvergenzordnung von 1 und erfordert daher sehr kleine Schrittweiten. Aller-
dings wurde in [51] gezeigt, dass explizite Verfahren in der N#he von Unstetig-
keiten der rechten Seite generell nur eine Konvergenzordnung von 1 aufweisen.
Wird also alternativ zu den Zeitschrittverfahren ein auf Regularisierung basie-
rendes Verfahren verwendet, dann ist bei sehr vielen Kontaktstellen zu erwarten,
dass die Losung des regularisierten Problems mittels expliziten Verfahren ebenso
aufwindig wie bei Zeitschrittverfahren ist.

Implizite Verfahren kénnen bei unstetiger rechter Seite zu Problemen fiihren,
falls die Unstetigkeit nicht sinnvoll ausgeglittet werden kann (und damit kei-
ne Unstetigkeit mehr wire), worauf z.B. in [68] hingewiesen wird. Ublicherweise
wird dieser Schwierigkeit wieder mit ereignisgesteuerten Methoden begegnet. Die
Integration wird bei einer Unstetigkeitsstelle unterbrochen und nach der Unste-
tigkeit erneut gestartet. In den einzelnen Integrationsphasen sieht der Loser von
der Unstetigkeit nichts. Nachteilig dabei ist, dass zum einen die Bestimmung der
Ereignisse sehr zeitaufwéndig sein kann, wenn sehr viele potenziellen Unstetig-
keiten (z.B. sehr viele Kontaktstellen) vorhanden sind. Dariiber hinaus arbeiten
implizite Mehrschrittverfahren in den ersten Schritten nach dem Start als ex-
plizite Verfahren mit niedriger Konvergenzordnung, bis alle Anfangswerte fiir
implizite Mehrschrittverfahren vorliegen [40]. Das bedeutet, dass bei Systemen,
die stindig im Zustandswechsel begriffen sind, die Effizienzgewinne gegeniiber
dem vorgestellten Zeitschrittverfahren gering ausfallen, wenn iiberhaupt welche
vorhanden sind.

5. Die mittels der Optimierungsaufgabe (4.95) gewonnene Beschleunigung kann in
einer gewohnlichen numerischen Integrationsroutine geméf (4.59) verwendet wer-
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den. Aufgrund des in jedem Zeitschritt zu 16senden Optimierungsproblems resul-
tieren wieder gewohnliche Differenzialgleichungen mit unstetigen rechten Seiten,
was wiederum bei der Wahl der Integrationsverfahren zu beachten ist, vgl. Ziffer
4 dieser Schlussbemerkungen.
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Kapitel 5

Anwendungsbeispiele

5.1 Elementare Starrkorpersysteme

Es wird sich zeigen, dass die in den Kaptieln 3 und 4 vorgestellten Verfahren prinzipiell
auch fiir Starrkérpersysteme mit Punktkontakt geeignet sind. Allerdings kénnen auf-
grund der Idealvorstellung einer perfekt starren Bindung insbesondere beim Starrkor-
per Inkonsistenzen auftreten, die nicht das intuitiv erwartete Ergebnis reproduzieren.
Anhand spezieller Anordnungen werden grundsétzliche Moglichkeiten diskutiert, wie
solchen Inkonsitenzen mit gezielten Erweiterungen der Modellbildung begegnet werden
kann.

5.1.1 Mehrfachstofie am Beispiel aneinandergereihter Massen-
punkte

Ein klassisches Beispiel fiir Mehrfachstofse ist der Stofs einer Kugel auf zwei oder meh-
rere einander bertihrende Kugeln in einer Anordnung wie z.B. in Abbildung 5.1. Solche
Anordnungen sind in der Literatur bereits ausgiebig diskutiert, z.B. [13, 42, 50]. Hier
wird nur knapp darauf eingegangen, welche Inkonsistenzen bei der Behandlung solcher
Probleme mit den vorgestellten Methoden auftreten konnen.

Modell
Die Modellparameter fiir die Mafdifferenzialeinschliefung (3.93) sind:
Massenmatrix
ma 0 0
M = 0 my O ; (5.1)
0 0 ms

generalisierte Lagen

a=(q192¢)7, (5.2)

die iber

“alt) = “ato) + | v (53

to
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Abbildung 5.1: Mehrfachstofse bei Massenpunkten.

aus den generalisierten Geschwindigkeiten v mit dem Maf dv hervorgehen. Die Un-
durchdringlichkeitsbedingungen sind hier offenbar

—1\T7T
g@=@-—qa-r=| 1 q-r > 0, (5.4)

(5.5)
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sodass
Ayn, = {i=1,...,m|g; <0} (5.6)
die Indizes der auf Lageebene aktiven Bindungen enthalt und

Cs = {qeRn|gi(q) Zo>i:1’2}>
Cy = {veR"g(v,q) >0,i€c Ay,}

hier den zuldssigen Bewegungsraum geméfs (3.10) auf Lage- bzw. Geschwindigkeitsebe-
ne darstellen.

Zu Beginn der Bewegung ist mit g; > 0 der erste Kontakt offen, der zweite (g = 0)
geschlossen und die Anfangsgeschwindigkeit mit ~v(0) = (vy, 0 0) gegeben. In diesem
Beispiel ist nur der Geschwindigkeitssprung von Interesse, der beim Starrkorpermodell
eintritt, wenn beide Bindungen aktiv werden, also wenn ¢g; = ¢go = 0 gilt. Hier zeigt
sich, ob das abstrakte Gesetz, das den Ubergang beschreibt, realititsnahe Ergebnisse
liefert. Als realitdtsnah diirfte eine Losung eingestuft werden, bei der unmittelbar nach
dem Stoft die Masse 1 in Kontakt mit Masse 2 bleibt und beide jeweils ruhen und
sich Masse 3 mit der urspriinglichen Geschwindigkeit von Masse 1 weiter bewegt. Fin
solches Bewegungsmuster erhélt man in sehr guter Naherung, wenn man den Kontakt
mit lokalen Nachgiebigkeiten (ohne Dampfung) geméf (4.82) modelliert.

Das Stofigesetz (3.96), das im hier vorliegenden Fall ohne Reibung und ohne ex-
plizite Zeitabhéngigkeit im Sinne NEWTONs geméfs (3.98) interpretiert werden kann,
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Abbildung 5.2: (Beispiel 5.1) Geschwindigkeiten nach Stofs, Stofszahlen ¢; = 1.

kann solche Losungen prinzipiell nicht liefern. Schreibt man namlich die zu erfiillende
Komplemetaritéitsbedingung in (3.98) zeilenweise, d.h.

0<IN(Tv4e"v) LA >0, (5.9)

so erkennt man, dass ein Offnen (J N, Tv > 0) eines bereits vor dem Stof geschlossenen
Kontakts (J JTVZ ~v = 0) nur moglich ist, wenn kein Impuls tibertragen wird, also A; = 0
gilt. Das bedeutet, dass bereits geschlossene Kontakte nur durch dufere Wirkungen
geoffnet werden konnen, nicht aber durch am selben Kontakt {ibertragene impulsive
Kontaktkrifte.

Beispiel 5.1 Parameter: m; = my = mz = lkg, vo, = 17

Abbildung 5.2 zeigt den Geschwindigkeitsverlauf iiber den Stofzeitpunkt hinweg
fiir Stofszahlen €, = 5 = 0. Die Massen 2 und 3 trennen sich nicht, wie theoretisch
vom Stofgesetz gefordert, sondern bewegen sich jeweils mit der Geschwindigkeit vy =
vz = %Uol- Damit der Impuls erhalten bleibt — diese Grofe wird durch das Stofgesetz
konsistent behandelt — bewegt sich Masse 1 mit der Geschwindigkeit v; = —%Uol-

Bei einem plastischen Stofs (¢; = e9 = 1) bewegen sich nach dem Stofs alle Massen
mit der gleichen Geschwindigkeit vy = vy = v3 = %Uol, vgl. Abbildung 5.3. OJ
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e=0

0.8 _

0.2 ]

Geschwindigkeit/ (m/s)

-0.21 .

04 L L ! L ! ! L ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

t/s

Abbildung 5.3: (Beispiel 5.1) Geschwindigkeiten nach Stofs, Stofszahlen ¢; = 0.

Eine Moglichkeit, das Trennen bestehender Bindungen beim Stof zu gestatten, lie-
fert grundsétzlich ein Stofgesetz in Anlehnung an POISSON [38]. Der Stofs, der immer
noch zu einem einzigen Zeitpunkt stattfindet, wird gedanklich in eine Kompressions-
phase und eine Restitutionsphase aufgeteilt.

Kompressionsphase: Diese wird als plastischer NEWTONscher Stof (¢ = 0)
angenommen, vgl. (3.94) :

—M(vkg — "v) € Ne, (V). (5.10)
Dies ist die Einschliefung (3.94) fiir den Sonderfall, dass keine Reibung herrscht und
e = 0 gilt. Die gleichwertige Komplementaritatsformulierung ist nach (3.98):
MVK :M_V—FJNANK, (511)
0 S J}VVK 1 )‘NK 2 0.
Nach Losung dieses MLCP liegen die generalisierten Geschwindigkeiten vy am Ende
der Kompressionsphase sowie die an den Kontakten iibertragenen Impulse Ay, vor.
Restitutionsphase: Der Idee von POISSON folgend wird in dieser Phase angenom-
men, dass jeweils ein bestimmter Bruchteil 0 < e; < 1 der in der Kompressionsphase

iibertragenen Impulse wieder dafiir sorgt, dass die Kontakte moglicherweise geoffnet
werden:

~M(*v — vg) + Iy Diagler, ..., em) AN, € No(Tv). (5.12)
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Die Kegeleinschliefung stellt sicher, dass die generalisierten Geschwindigkeiten nach
dem Stofs tatsdchlich kinematisch zuléssig bleiben und die Bindungen nicht verletzen,
dass also *v € Cy gilt. Falls namlich die generalisierten Geschwindigkeiten nicht auf
dem Rand von C} liegen, sondern im Inneren, dann ist Ng, = {0}. Die Komplementa-
ritdtsformulierung mit der Normalkegeldarstellung A.58 liefert dann das MLCP

M v =Mvg + Iy (Diag(er, . . -, €m) AN, + At), (5.13)
0<JL*vLiA >0,

dessen Losungen *v und A, die gesuchten Geschwindigkeiten nach dem Stof darstellen
bzw. die zusétzlichen Impulse, die erforderlich sind, um ein Eindringen zu verhindern.

Allerdings ldsst das PO1SSONsche Stofsgesetz nur unter bestimmten Umstédnden ein
Trennen bestehender Bindungen zu. Es lésst sich zeigen, dass fiir paarweise gleiche
Bruchteile der iibertragenen Impulse e = e; = ... = ¢, das POISSONsche Stolsgesetz
mit dem NEWTONschen Stofgesetz bei e = ... = g, = e identisch ist, vgl. [2].
Argumentiert man, dass das Verhalten im Kontakt durch eine vorher festgelegte Zahl
e; bzw. €1 im Sinne eines Materialparameters bestimmt wird, unabhéngig vom Zustand
des Kontakts, und man unterstellt aus Symmetriegriinden fiir jeden Kontakt denselben
Parameter e;, dann liefert auch das PO1SSONsche Stofigesetz nicht das erhoffte Trennen
der bestehenden zweiten Bindung im Beispiel 5.1.

Beispiel 5.2 Es gelten dieselben Parameter wie in Beispiel 5.1.

Betrachtet werden hier die Relativgeschwindigkeiten Tv, — tv; und tws — Toy in
den Kontakten 1 bzw. 2 in Abhéngigkeit von den jeweiligen Impulsbruchteilen e; und
9. Sie sind in den Abbildungen 5.4 bzw. 5.5 als Schaubilder dargestellt.

Man erkennt, dass es keine Kombination der Bruchteile e; und e, gibt, die das
Stofergebnis zur Folge hatten, dass die Massen 1 und 2 unmittelbar nach dem Stofs in
Ruhe sind und Masse 3 sich mit vz = v, fortbewegt. In diesem Fall miisste Tv3— o, =
vy, gelten, was offensichtlich nie eintritt. 0

Die Schlussfolgerung an dieser Stelle kann somit nur sein, dass keines der oben ange-
gebenen Stofigesetze in der Lage ist, auch nur elementare Stofsprozesse fiir alle Fille
korrekt wiederzugeben. Eine Ursache dafiir ist in der Grundannahme zu suchen, dass
bei einem Mehrfachstof alle Kontakte zum gleichen Zeitpunkt den berechneten Impuls
iibertragen, was sofort aus der Starrkorperannahme hervorgeht. Gerade beim Mehrfach-
stofs scheint es plausibel, dass es eine gewisse zeitliche Auflosung der Impulsspitzen in
den einzelnen Kontakten gibt. Eine solche Auflésung kann letztlich durch kein Starrkor-
permodell abgebildet werden. Diese Schwachstelle kann durch eine Betrachtung einer
Stofksequenz abgemildert werden, wozu im Folgenden ein Verfahren vorgestellt wird.

5.1.2 Algorithmus fiir ein Stofigesetz mit zwei Zeitskalen

Die Grundidee eines sequenziellen Stofses ist einfach. Tritt auf der gewdhnlichen Zeit-
skala mindestens eine neue Bindung hinzu, wird beziiglich einer schnellen Zeitskala
eine plausible Stofsabfolge entschieden. Die schnelle Zeit wird als ,unendlich schnell”
betrachtet, d.h. alle impulsiven Kréafte wirken in einem unendlich kurzen Intervall, aber
dennoch in einer gewissen Reihenfolge.
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Abbildung 5.4: (Beispiel 5.2) Relativgeschwindigkeit Tv,— Tv; bei Stof nach POISSON.

In das Zeitschrittverfahren aus Kapitel 4 wird vor der Losung der zeitdiskreten
Einschlieftung (4.5) im k-ten Zeitschritt zunéchst eine plausible Reihenfolge der Sto-
e bestimmt. Das Verfahren wird hier nur fiir reibungsfreie Probleme formuliert. Die
formale Verallgemeinerung ist problemlos.

Dazu wird die Indexmenge
Aseq(v,q,t) = {i € An|on,(v,q,t) = I v +an, < —tol <0} (5.14)

eingefiihrt, welche nur die Kontakte sammelt, die tatséchlich stofsen, sich also mit end-
licher Geschwindigkeit annéhern. Aus numerischen Griinden kann es zweckméfig sein,
eine kleine Toleranz tol < 1 zuzulassen, da andernfalls auch tatsédchlich bestehende
Bindungen, fiir die theoretisch vy, (v, q,t) = 0 gilt, aufgrund von Rundungsfehlern in
A, aufgenommen werden konnten.

Schema 5.3 Algorithmisches Vorgehen zur Komplementaritatsformulierung
eines sequenziellen Stofigesetzes:

1. Zeitschritt schnelle Zeitskala: [ = 1,
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Abbildung 5.5: (Beispiel 5.2) Relativgeschwindigkeit Tv3— Tv; bei Stof nach POISSON.

Zeitschritt gewohnliche Zeitskala k:

u = v,

M = M.

2. Iteration iiber [: Lose Stofsproblem lediglich mit den stoftenden Kon-
takten:

Ml+1u — Mlu+ ZJH_lA
0 < 'Jy""u 4 Diag(e) Iy 'u + (I + Diag(e)) lay L A > 0.

Das bedeutet, dass bereits geschlossene Kontakte mit g; = 0 aber
vy, > —tol nicht am Stofs beteiligt sind. Genau hier findet eine Ent-
scheidung iiber die Reihenfolge der Stofse statt. Auf der schnellen Zeit-
skala finden die néchsten Stofse bei gleich bleibender Lage und Zeit nun
mit den Kontakten statt, die nach Losung des MCP eindringen:

i) Falls Ageg("u, *q, ) # 0 UND 1 < gy
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I = [N 0 € Ageg(FMu, B, Fr)]
I — 1+ 1, weitere Iteration: gehe zu 2.)
ii) sonst:
Abbruch der Iteration tiber [, gehe zu 3.).

3. v = lu, weiter auf langsamer Zeitskala mit (4.5) und Zeitschritt
k — k+ 1 wie in Abschnitt 4.1.

Es ist theoretisch moglich, dass die Iteration in 2.) niemals abbrechen kann, vgl. Bei-
spiel 5.5. Daher wird die Anzahl der Iterationen durch einen willkiirlichen Parameter
lmae nach oben begrenzt. Dieses Stofigesetz hat heuristischen Charakter, nachpriifbar
realitdtsnahe Losungen diirfen ohnehin nur fiir einfache Systeme erwartet werden. Da
aber das Offnen von bestehenden Bindungen eine elementare Beobachtung bei Stof-
vorgdngen ist, sollte wenigstens ein nicht-glattes konstitutives Gesetz zur Verfiigung
stehen, das naherungsweise solche Situationen beschreibt.

Beispiel 5.4 Es gelten dieselben Parameter wie in Beispiel 5.1. Im vorliegenden Bei-
spiel wird nun aber das Stofigesetz gemafs Schema 5.3 verwendet.

Abbildung 5.6 zeigt die Geschwindigkeiten nach dem Stofs bei Stofzahl ¢; = 1 fiir
beide Kontakte. Masse 2 bleibt immer in Ruhe, Masse 3 bewegt sich nach dem Stof
als einzige der Massen weiter mit vs = vy,.

Abbildung 5.7 zeigt die Geschwindigkeiten nach dem Stofs bei Stofzahl ¢, = 0.5
fiir beide Kontakte. Man erkennt deutlich eine Verteilung der Geschwindigkeiten, die
letztlich zu einem allméhlichen Auseinanderdriften der Massen fiihrt, s. Abbildung 5.8.

OJ

Beispiel 5.5 Die in Abbildung 5.9 skizzierte Anordnung lasst keine endliche Stofsse-
quenz zu. Die dicht anliegenden Scheiben koénnen sich aufgrund des inneren bzw. du-
Reren Fiihrungsrings nur auf einer Kreisbahn bewegen. Die zentral anstofsende Scheibe
mit der Geschwindigkeit 7 16st eine Stofssequenz aus, die ohne Abbruch im Kreis lauft.

O

5.1.3 Validierung des Stofsgesetzes

In [13] wurden Messungen zu Mehrfachstofen durchgefiihrt. Dabei wurden aneinan-
dergereihte Kugeln in einer Anordnung untersucht, wie sie in Abbildung 5.1 dargestellt
ist. Es standen vier unterschiedliche Kugeltypen A, B, C, D zur Verfiigung, die sich
in Masse und wechselseitiger Stoffzahl unterschieden, vgl. Tabelle 5.1, S. 86. Die Stofs-
zahlen wurden experimentell anhand eines Einfachstofes zweier Kugeln bestimmt. In
einer weiteren experimentellen Anordnung wurden die Kugeln bifilar aneinandergereiht
aufgehdngt, sodass eine Kugel jeweils ein mathematisches Pendel darstellt. Die Kugeln
waren so angeordnet, dass sich in der Ruhelage alle benachbarten Kugeln bertiihrten
und zudem alle Faden vertikal ausgerichtet waren. Fiir das Mehrfachstofsexperiment
wurde der ersten Kugel durch entsprechendes Auslenken des ersten Pendels Anfangs-
geschwindigkeiten zwischen v, = 0.5m/s bis vy, = 2m/s erteilt. Durch eine Messung
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Abbildung 5.6: (Beispiel 5.4) Geschwindigkeiten nach Stofs, v, = 0, Stofszahlen ¢; = 1.

mit Hilfe einer Hochgeschwindigkeitskamera wurden die Schwerpunktsgeschwindigkei-
ten der Kugeln unmittelbar nach dem Stofs bestimmt.

In mehreren Experimenten wurden hinsichtlich Anzahl und Kugeltyp unterschied-
liche Kombinationen untersucht. In der vorliegenden Arbeit wurden alle in [13] verdf-
fentlichen Ergebnisse mit dem Stofgesetz aus Schema 5.3 rechnerisch iiberpriift und es
ist festzuhalten, dass alle Ergebnisse der Experimente die theoretischen Vorhersagen
gut bestétigen, vgl. Abbildungen 5.10— 5.13.
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Abbildung 5.7: (Beispiel 5.4) Geschwindigkeiten nach Stofs, Stofszahlen ; = 0.5.

Kugeltyp | Masse/ kg | A B C D
A | 0.045 0.97 0.53 0.31 0.94
B | 0.053 0.36 0.28 0.38
C ] 0.053 0.27 0.3
D | 0.166 symim. 0.85

Tabelle 5.1: Massen und wechselseitige Stofszahlen fiir unterschiedliche Kugeltypen aus
Experiment, Quelle [13].
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e=0.5

Abbildung 5.8: (Beispiel 5.4) Lagen, Stoftzahlen ¢; = 0.5

Abbildung 5.9: (Beispiel 5.5) Ein System mit nach Schema 5.3 nicht abbrechender
Stofsfolge.
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Abbildung 5.10: (Abschnitt 5.1.3) Geschwindigkeiten nach Stof, Messergebnisse (Quel-
le [13]) streuen zwischen +-Zeichen.
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Abbildung 5.11: (Abschnitt 5.1.3) Geschwindigkeiten nach Stof, Messergebnisse (Quel-
le [13]) streuen zwischen +-Zeichen.
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Abbildung 5.12: (Abschnitt 5.1.3) Geschwindigkeiten nach Stof, Messergebnisse (Quel-
le [13]) streuen zwischen +-Zeichen.
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Abbildung 5.13: (Abschnitt 5.1.3) Geschwindigkeiten nach Stof, Messergebnisse (Quel-
le [13]) streuen zwischen +-Zeichen.
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Abbildung 5.14: Eingekeilte Scheibe.

5.1.4 Eingekeilte Scheibe

Die in Kapitel 3 vorgestellte Formulierung basiert auf der Annahme einer ideal starren
Bindung. Selbst bei nicht stofartigen Bewegungen fiihrt diese Idealvorstellung zu of-
fensichtlichen Inkonsistenzen. Eine wesentliche Inkonsistenz ist, dass die Losungen fiir
die Mafdifferenzialeinschliefstungen im Allgemeinen nicht eindeutig sind. Das bedeutet,
dass das reale mechanische Verhalten durch weitere Einfliisse bestimmt wird, die in der
idealen Modellbildung prinzipiell nicht beriicksichtigt werden konnen. Ein klassisches
Beispiel in diesem Zusammenhang ist das Problem der eingekeilten Scheibe, das z.B. in
der Partikeldynamik als Benchmarkproblem dient, vgl. [66]. Hier im Beispiel liegt eine
Anordnung wie in Abbildung 5.14 skizziert vor. Die Scheibe beriihrt beide Schenkel
des Keils, es sind somit zunéchst beide Bindungen aktiv. An beiden Kontakten liegt je-
weils derselbe Reibkoeffizient 1 vor. Die Scheibe wird mit einer dufseren Kraft belastet,
die beziiglich des angegebenen 1-2-Koordinatensystems die Koordinatenmatrix f, hat.
Dariiber hinaus wirkt auf die Scheibe ein dufseres Moment M in positiver Drehrichtung.

Es ist offensichtlich, dass fiir den Haftfall keine eindeutige Zwangskraftbelastung
angegeben werden kann, da vier unbekannte Zwangskrifte (pro Kontaktstelle eine
Normal- und eine Tangentialkraft), jedoch nur drei Gleichgewichtsbedingungen vor-
liegen. Dieser offensichtliche Fall der Nicht-Eindeutigkeit ist jedoch nicht weiter von
Interesse. Vielmehr steht die Frage im Vordergrund, ob eindeutig entschieden werden
kann, ob eine ruhende Scheibe einer gegebenen Belastung standhélt, oder ob haftende
Kontakte losbrechen. Im letzteren Fall sind nicht verschwindende Beschleunigungen
notwendig, um das dynamische Kraftegleichgewicht, dann bei gleitenden Kontakten,
zu erfiillen.

Dieses Problem wurde in [66] diskutiert und anhand zahlreicher Fallunterscheidun-
gen analytisch geklart. Hier werden nur die wesentlichen Resultate wiedergegeben: Es
wurde der Fall

f, = —f(COSﬁSiHﬁ)T,f>O,
g = a2

untersucht, also eine beziiglich der dufseren Krifte symmetrische Anordnung, bei der
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die Scheibe von der dufseren Kraft zentrisch in den Keil gedriickt wird. Mit

b= (r—a)2

wurde gezeigt, dass nur fiir vergleichsweise spitze Keile, also geméf Abbildung 5.14 fiir
stumpfe Winkel ¢ mit

1
tan ¢ > — (5.15)
i

und grofke Momente mit

1

M| >My =rf———
|M] 0 chos¢(1+u2)

(5.16)
immer sowohl Losungen existieren, bei denen das System in Ruhe bleibt, wie auch Lo-
sungen, bei denen die Scheibe in Rotation versetzt wird, also Gleiten in den Kontakten
vorliegt.

Jede andere Keilwinkelkonfiguration mit tan ¢ < i léasst eine eindeutige Entschei-
dung zu, ob Haften vorliegen muss (mit nicht eindeutigen Zwangskriften) oder ob
Gleiten eintritt.

Es bleibt an dieser Stelle zu untersuchen, welche Entscheidung diesbeziiglich die in
Kapitel 4 vorgestellten Methoden treffen.

Modell

Die Modellparameter fiir die Mafkdifferenzialeinschliefung (3.93) sind:
Massenmatrix

m 0 0
M = 0 m O , (5.17)
0 0 Jg

generalisierte Lagen

a=(q192¢)7, (5.18)
generalisierte Kréfte
f=(—fcosB3, —fsing, M)T. (5.19)
Die Undurchdringlichkeitsbedingungen sind hier
0\ T
gpl@=g@-r=(1]a-r =0 (5.20)
0
——
J}\,l
sin «v T
g2(q) = qrsina — ggcosae —r = | —cosa q-r > 0 (5.21)
0
—_——
JT

Ng
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Das lokale, tangentiale Koordinatensystem bilden die Vektoren &, = d@;,t, = ds fiir
Kontakt 1 bzw. t; = cosad; + sinaﬁg,fg = as. Tangentiales Haften wird beziiglich
dieser Systeme auf Geschwindigkeitsebene durch
1 0\"
vy, = 0 0] v=o, (5.22)
—r 0

M
JT1

cosa 0 '
vy, = sima 0 | v=0 (5.23)
r 0

erzwungen. Uber diese Beziehungen kénnen entsprechend die Matrizen Jr, ermittelt
werden. Man beachte, dass die Reibkraft bei diesem ebenen Problem stets dieselbe
Richtung hat also ein linienférmiger Reibkontakt vorliegt (da die aus Tangential- und
Normalkraft resultierende Kontaktkraft stets in einer Ebene liegt, spricht man auch von
zweidimensionalen Kontaktproblemen). Die polyedrische Néherung der Reibscheibe aus
Abschnitt 3.1.5 ist in diesem Fall exakt, da die Reibscheibe zum Intervall [—pAn, Ay, ]
zusammenfillt. Geméfs (3.61) wird dann die Reibscheibe fiir den i-ten Kontakt jeweils
alleine aus den Vektoren mit den Koordinatenmatrizen

e, = (1, 0)7, (5.24)

e, = (-1, 0)7 (5.25)

7

aufgespannt. Damit liegen alle Parameter fiir eine numerische Simulation vor.

Numerische Untersuchungen des Losbrechverhaltens der ruhenden Scheibe mit den
Losungsmethoden aus Kapitel 4, die mit einem Moment |M| > M, geméf (5.16) be-
lastet wird, ergaben ein einfaches Ergebnis: Es konnte keine Parameterkombination
gefunden werden, bei der die Scheibe in Bewegung versetzt wird. Dieses Verhalten ist
alleine durch den verwendeten Losungsalgorithmus fiir die anfallenden Komplementa-
ritidtsprobleme bedingt. Dabei wurde lediglich das Ubergangsverhalten von Haften ins
potenzielle Gleiten untersucht, was bei einer verschwindenden Zeitschrittweite moglich
ist. Bei endlichen Schrittweiten héngt das Losbrechverhalten schlimmstenfalls sogar
von der Schrittweite ab und lésst sich somit nicht sicher vorhersagen.

Lokale Nachgiebigkeit

Wie sich zeigen wird, kann die Situation stérender Mehrdeutigkeiten der Losungen ent-
scharft werden, wenn lokale Nachgiebigkeiten in Normalenrichtung zugelassen werden.
Dies entspricht dem Vorgehen geméf den Regularisierungsanséitzen aus Abschnitt 4.4.

Das Problem der Nicht-Eindeutigkeit des Beschleunigungszustandes bei der einge-
keilten Scheibe lasst sich auf die idealisierte Starrheit der Normalbindung zurtickfiithren.
Fiihrt man nédmlich eine Regularisierung wie in Abschnitt 4.4.2 ein, bei der lediglich
die Kontaktkraft in Normalenrichtung regularisiert wird, die tangentiale Wirkung aber
nach wie vor nicht-glatt formuliert wird, also nach einem der Gesetze in Definition 3.3,
dann ist die Eindeutigkeit sofort wieder gesichert. Dies wurde aus der Eindeutigkeit
der Losung des gleichwertigen Optimierungsproblems (4.95) gefolgert.
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Dartiber hinaus ermdglicht die Formulierung mittels lokaler Nachgiebigkeit ein Be-
wegungsverhalten, das durch ideale starre Bindungen in keiner Weise abgebildet werden
kann. Dies wird im Folgenden kurz diskutiert.

Unterstellt man, dass die Scheibe gleitet und beide Bindungen aktiv sind, so kon-
nen die Bewegungsgleichungen anhand des Freischnitts in Abbildung 5.14b ermittelt
werden. Dort wurde eine Drehbewegung in positive Richtung angenommen.

Die Kontaktkraft in Normalenrichtung wird geméf des vereinfachten Ansatzes (4.80)
berechnet. Hier im Beispiel linear-elastisch und ohne Démpfung, sodass bei Kontakt

An, = —c(q@—r), (5.26)
An, = —cCo(qrsina — ggcosa — ) 5.27
gilt. Unter Beriicksichtigung der Gleitreibungskrafte und unter der Voraussetzung, dass

der Kontakt bestehen bleibt, erhdlt man mit den Kontaktsteifigkeiten ¢ = ¢; = ¢y die
Bewegungsgleichung

M + Kq = f+£., (5.28)
wobei
esina (1 4+ p cosa) —c(sinacos (a) + p+ p cos*a) 0
K = csina (—cosa+ psina) —c(—1—cosa+ psinacosa) 0
—rcp sin (a) rep (—1 4 cos ) 0
(5.29)

gilt und f. verbleibende konstante Anteile enthélt. Das aus (5.28) hervorgehende ho-
mogene System fiithrt zum Eigenwertproblem

(Ms*+K)q =0, (5.30)

das neben dem Eigenwert sy = 0, der von der ungefesselten Starrkérperdrehung — also
der Nullspalte in K — stammt, noch zwei weitere Figenwerte der Gestalt

$n = @Hlap(na) + Vb a) (531)

besitzt, wobei w? := < aus einer typischen, hohen Schwingkreisfrequenz der Regula-

risierung hervorgeht. Die dimensionslose Diskriminantenfunktion b(u, ) — sie ist fiir
beide Eigenwerte identisch — hdngt nur von der Reibzahl und vom Keilwinkel ab und
ist damit unabhingig von der Wahl der Regularisierungssteifigkeit. Uber Stabilitét des
linearen Modells entscheidet der Realteil PRe(s). Ist er positiv, dann sind aufklingende
Schwingungen zu erwarten. Ein positiver bzw. ein negativer Realteil fiir einen Eigen-
wert s = 4v/s2 liegen vor, sobald der Imaginirteil Jm(s?) nicht verschwindet. Damit
gibt die Nullniveaulinie der Diskriminantenfunktion die Stabilitdtsgrenze an, vgl. Ab-
bildung 5.15.

Ein typischer Verlauf der Real- bzw. Imaginérteile der Eigenwerte ist in Abbildung
5.16 dargestellt. Das Verhalten der Eigenwerte bei zunehmender Reibzahl entspricht
einer Charakteristik, die auch unter dem Namen Modenkopplung bekannt ist, vgl. [46]:
Sobald Instabilitdat auftritt, ein Realteil also positiv wird, sind die Imaginérteile der
Eigenwerte dem Betrag nach identisch.
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Abbildung 5.15: Stabilitdtsgrenze gegeben durch den impliziten Grafen b(u, «) = 0 der
Diskriminantenfunktion in (5.31).

Die Modellierung des Instabilitdtsphénomens erfolgt beim vorliegenden Beispiel in
sehr vereinfachender Weise am linearen Modell. Tritt eine Instabilitit auf, so ist zu
erwarten, dass sich bei aufklingenden Schwingungen der Kontakt wieder 16st, sodass
die duftere Kraft f, die Scheibe wieder zuriick in den Keil driicken kann. Dies wird im
folgenden Beispiel untersucht.

Beispiel 5.6 Es gelten folgende Modellparameter fiir alle Simulationen:

Masse der Scheibe m = 1kg, Radius der Scheibe r = 0.1m, Tragheitsmoment
Js = %mr2, Keilwinkel a = 7, Kraftwinkel 3 = §, Regularisierungsparameter (fiir die
Simulation wurde eine schwache Dampfung gewéhlt) ¢ = ¢; = ¢ = 105%, dy = doy =
0.5%9, Erdbeschleunigung g = 9.81%7. Das Antriebsmoment M < 0 wurde so gewihlt,
dass sich die Scheibe permanent dreht.

Fiir den angegebenen Keilwinkel erhélt man eine kritische Reibzahl von exakt p = 1.
Abbildung 5.17 zeigt das Verhalten des nicht-linearen Systems bei einseitigem Kontakt.
Dabei liegt eine beziiglich des linearen Modells zu stabilem Verhalten fithrende Reibzahl
i = 0.95 bei unterschiedlicher Belastung f = mg in a) bzw. f = 10mg in b) vor. Man
erkennt, dass anfangliche Schwingungen, die auf die kiinstliche Elastizitat aufgrund
der Regularisierung zuriickzufiihren sind, bei schwacher Dampfung abklingen und sich
beziiglich der translatorischen Auslenkungen ein stationarer Zustand einstellt. Eine
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Abbildung 5.16: Verlauf der Real- bzw. Imaginérteile der Eigenwerte fiir o = 7 /4.

Vergrofserung der Kraft fithrt zu einer entsprechend groferen Ruheauslenkung.

Das tiberkritische Verhalten fiir eine Reibzahl p = 1.05 zeigt Abbildung 5.18. Es ist
zu erkennen, dass das bei bestehendem Kontakt instabile Verhalten zu einem Aufklin-
gen der Schwingung fiihrt. Die Schwingweiten werden aber so grofs, dass der Kontakt
sich 16st (g2 > 0) und die Anpresskraft den Kontakt wieder schliefst. Letztlich zeigt
zumindest die numerische Simulation, dass sich im nicht-linearen Gesamtsystem ein
stabiler Grenzzyklus einstellt, vgl. Abbildung 5.19, wobei sich die Kontakte andauernd
Offnen und schliefien.

Es féllt auf, dass eine Vergroferung der Anpresskraft zu einer Vergroferung der
Schwingweite fiihrt. Diese Charakteristik ist beim zugrunde liegenden, linearen Er-
satzsystem verstiandlich, da es ja zu instabilem Verhalten fiihrt und somit anfachend
wirkt.

Absolut betrachtet zeigen die Verlaufe der nicht-linearen Systeme mit stabilem bzw.
instabilem linearen Ersatzsystem im Vergleich zum Scheibenradius nur kleine Unter-
schiede. Allerdings erfordert die numerische Simulation des iiberkritischen Systems be-
dingt durch das hiufige Offnen und Schlieken der Kontakte einen erheblich gréferen
Rechenaufwand. Das Verhéltnis der Simulationszeiten betrégt etwa 10. U
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x10™ =1 mg, u=0.95 x10° =10 mg, pn=0.95
0 T T T T 0 T T T
—q, q,
05
£ £
> >
2 E
< £
o) 2
2 2
2 2
-1 Av
2 . . . . . . . . . 15 L I . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 08 1 12 1.4 16 1.8 2 0 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2 14 1.6 18
t's ts

Abbildung 5.17: (Beispiel 5.6) Verlauf der Vertikalauslenkung bei unterkritischer Reib-
zahl 1 = 0.95 und bei Anpresskréften 1mg (Abbildung a) und 10mg (Abbildung b).
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Abbildung 5.18: (Beispiel 5.6) Verlauf der Vertikalauslenkung bei tiberkritischer Reib-
zahl ;1 = 1.05 und bei Anpresskréften 1mg (Abbildung a) und 10mg (Abbildung b).
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Abbildung 5.19: (Beispiel 5.6) Phasenportriat und Orbit bei tiberkritischer Reibzahl
w=1.05.
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5.2 Elementare Systeme mit verteilten Parametern

5.2.1 Wippender Balken

2, w(x,t) E, G, I,p, A As=A/ks

. L

Abbildung 5.20: Ungefesselter elastischer Balken mit einseitiger Begrenzung.

Betrachtet wird ein ungefesselter, schlanker, elastischer Balken, wie in Abbildung 5.20
skizziert, der sich in der Ebene unter kleinen Verschiebungen nur vertikal bewegen
kann. Die Bewegung wird durch einen starren, horizontalen Anschlag wie skizziert ein-
geschrankt. Die Parameter des Balkens sind: Léange L, Flachenmoment I, E-Modul
E, Schubmodul G, Querschnittsfliche A, effektive Querschnittsflache fiir Querschub
Ag (Querschubzahl rg), Massendichte p. Die Querschubzahl wird geméfs der in [110]
gegebenen Definition verwendet und entspricht damit dem Kehrwert des in [43] ent-
sprechend verwendeten Schubkorrekturfaktors.

Der starre Anschlag erstreckt sich ab der Stelle A von x = a bis zur Stelle B
bei x = b. Die horizontale Verschiebung des Balkens an der Stelle z wird durch w(x, )
angegeben. Der Balken wird hier mittels finiter TIMOSHENKO Balkenelemente raumlich
diskretisiert, worauf nicht ndher eingegangen wird. Es wird dazu auf z.B. [47] verwiesen.
Entscheidend an dieser Stelle ist lediglich, dass nach der rdumlichen Diskretisierung ein
Verformungsansatz

w(z,t) = ZNi(x)qi(t) = NT(z)q(t) (5.32)
mit
N = (N,...,N,)T, (5.33)

a = (¢, q)" (5.34)

vorliegt. Ein entsprechender Ansatz liegt analog fiir die Querschnittsverdrehung vor,
die bei der Balkentheorie nach TIMOSHENKO als kinematisch von der Verschiebung w
entkoppelte Verformungsgrofse auftritt. Die generalisierten Koordinaten q beinhalten
die Knotenverschiebungen und -verdrehungen. Je nach Polynomgrad p der Elementan-
satzfunktion (ag+ajz+. ..+ a,a?) fiir jeweils eine Verformungsgrofe besitzt ein finites
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Balkenelement p + 1 Knoten. Nach der kinematischen Assemblierung der einzelnen
Elemente folgt

/ (<o + ') -7 aV = 57 (~Md ~ Dg ~ Kq +£,). (5.35)

womit die entsprechenden Terme der Integrale (3.29) des Prinzips 3.5 feststehen. Dabei
ist f' = f!, 4+ fi, + f. eine entsprechende Kraftdichte: Im vorliegenden Beispiel wirken
innere elastische bzw. dissipative Krafte mit

/ fl6rdV = —6q"Kq, (5.36)
/ f-0rdV = —6q"Dq. (5.37)

Wie in der Strukturdynamik tiblich, wird die Dédmpfung iiber eine superponierte Damp-
fungsmatrix

D = a1M+O[2K (538>

mittels der Parameter «; und ay abgeschétzt — eine Annahme, die auch als Bequem-
lichkeitshypothese, vgl. |28, 87|, oder RAYLEIGH-Dampfung, vgl.[8|, bezeichnet wird.
Dabei stellt der erste Summand in (5.38) die Einfliisse duferer dissipativer Kréfte dar.
Der zweite Summand dient zur Beriicksichtigung der Materialddmpfung, vgl. Anhang
D.

Als dufsere Kraft verbleibt hier im Beispiel die Gewichtskraft im Schwerefeld (Erd-
beschleunigung ¢) mit

L
/fz SOrdV = 5qT/ —N(z)pAg dz =: 6q"f,. (5.39)
0

Mit den Lésungen vy, Q7 des Matrizeneigenwertproblems
(-¥M+K)v; = 0 (5.40)
kann (5.35) beziiglich der geméfs

q = Vy, (5.41)
V = [vi,..., V] (5.42)

transformierten generalisierten Koordinaten y angegeben werden. Falls n’ = n gilt, so
hat man die Zahl der generalisierten Koordinaten nicht veréndert, sondern lediglich auf
eine gleichwertige Darstellung umgestellt. Haufig reduziert man die Anzahl n’ < n der
generalisierten Koordinaten mit der Begriindung, dass hochfrequente Schwingungsmo-
den nur schwach angeregt werden und diese oft vernachléssigt werden konnen. Dann
stellt die Transformation natiirlich eine weitere Naherung dar, die auch modale Reduk-
tion genannt wird.

Mit massenormalisierten Eigenvektoren v;, d.h. nach einer stets moglichen Normie-
rung gemafs

viMv; =1, (5.43)
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geht (5.35) in

/ (—m'“ﬂr f’) oFdV =0dyT | -1y - D'y — K'y + VTf, (5.44)

=:f',
iiber, wobei

K' = Diag(Q?,...,0%), (5.45)
D' = al+aK (5.46)

gilt. Die quadratischen Matrizen in (5.44) haben nun alle Diagonalgestalt.

Nicht-glatte Modellbildung

Es wird hier nur die reibungsfreie Bewegung untersucht. Die Gebietseinschrankung
gemafs (3.9) fordert im vorliegenden Beispiel

w(z,t) >0, Vt,x € [a, b]. (5.47)

Die raumliche Diskretisierung der Gebietseinschrankung durch Mittelung nach (3.11)
liefert mit dem Verschiebungsansatz (5.32)

gila,t) = / bhi(x)NT(x)d:pq (5.48)
= Jlaq (5.49)

womit
In, = [ hi(z)N(z) dz (5.50)

definiert ist. Dabei sind die h; Gewichtsfunktionen der Mittelwertbildung, vgl. (3.11).
Nach Prinzip 3.5 ist mit

fv = —Mq—Dq—-Kq+f, (5.51)
der glatte Teil der Bewegung durch

oqTfy > 0V dq € T, (4) (5.52)
beschrieben. Mit Bemerkung 3.7ii gilt

b
fy = / > hi(x)Ay, | N(z) da (5.53)
a ’iE.ANS

mit

0 S )‘Nm 0 S UN; )‘NiUNi = 0, (554)
VN, = J}-qu, 1€ ANg' (555)
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Vergleicht man (5.53) mit Variationsausdriicken fiir dufere Krifte, z.B. (5.39), dann
darf man den Term

Fx(z) = | Y hi(z)A, (5.56)

Z‘E.AN3

als Zwangskraftstreckenlast fiir die Undurchdringlichkeitsbedingung deuten. Dies stellt
einen Spezialfall fiir die allgemeine Beziehung in Abschnitt 3.1.4 dar.

Lasst man als Gewichtsfunktionen DIRAC-Delta Funktionen zu, dann fordert man
damit, dass die Undurchdringlichkeitsbedingung nur an diskreten Stellen z; erfiillt sein
muss, womit man schlieflich

9i(q,t) = NT(zi)q (5.57)

erhélt (bei mit FE-Methoden diskretisierten Strukturen wird die Undurchdringlich-
keitsbedingung oft nur an den Knoten selbst gefordert). Man kann theoretisch beliebig
viele solcher Bedingungen fordern. Es ist aber klar, dass {iberzéhlige Bedingungen vor-
handen sein miissen, wenn die Anzahl der Bedingungen die Anzahl der generalisierten
Koordinaten iibersteigt. Der grofe Vorteil der in Kapitel 4 vorgestellten Berechnungs-
methoden ist, dass sie bei iiberzdhligen Bindungen nicht abbrechen. Es wurde dariiber
hinaus gezeigt, dass im reibungsfreien Fall die sich einstellende Bewegung auch bei
tiberzéhligen Bindungen eindeutig ist, sodass im Modellbildungsprozess nicht darauf
geachtet werden muss, an welchen Stellen sinnvollerweise Undurchdringlichkeitsbedin-
gungen formuliert werden.

Das folgende Beispiel dient in erster Linie zur Demonstration, dass die Technik
der modalen Modellreduktion bei einseitigen Bindungen nur in Kombination mit den
in Kapitel 4 vorgestellten Methoden fiir eine erhebliche Reduktion eingesetzt werden
kann.

Beispiel 5.7 Modellparameter fiir numerische Simulation (es werden hier nur die Zah-
lenwerte der Groken angegeben, die aus der Verwendung von den SI-Einheiten m, kg, s
hervorgehen): £ = 210 - 10°, G = 81 - 10°, p = 7500, A = 0.02%, kg = 1.2 (Rechteck-
querschnitt), I = 0.01*/12, L =1, g = 9.81, a = 0.4, b = 0.6, a; = 0.01, ap = 1074,
plastischer Stof.

Die verwendeten Modellparameter fiir Dadmpfung sind in diesem und auch in den
folgenden Beispielen nicht unmittelbar physikalisch motiviert. Sie sollen lediglich ein
schwaches Abklingen der hochfrequenten Anteile ermoglichen. Die Annahme eines pla-
stischen Stofses folgt aus der Modellvorstellung einer endlichen Kontaktzeit, die beim
verteilten linear-elastischen System mit drei rdumlichen Parametern immer gilt, beim
hier vorliegenden einparametrigen Kontinuum als gute Naherung gelten kann.

Der Balken wurde in 40 Elemente mit kubischer Interpolation unterteilt. Die An-
fangsbedingungen wurden so gewéhlt, dass der Balken in Ruhe und gerade ist und
ferner die beiden Starrkérpermoden so eingestellt sind, dass der Balken bei A aufliegt
und bei B einen vertikalen Abstand zur Unterlage von 0.01 hat, vgl Abbildung 5.21.

Abbildung 5.22 zeigt zunéchst, dass bei 10 verwendeten Eigenmoden von einer guten
Konvergenz der Losungsverfahren und der modalen Naherung ausgegangen werden
kann. Zumindest ist gegeniiber einer Nadherung mit Freiheitsgrad 15 praktisch kein
Unterschied in der makroskopischen Bewegung zu sehen.
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Abbildung 5.21: (Beispiel 5.7) Anfangslage des wippenden Balkens.

Zum Vergleich zeigt Abbildung 5.23 bei 3 beibehaltenen Eigenmoden ein gew6hnli-
ches Integrationsverfahren, das Bindungen lediglich 16st, wenn Zugkréfte anliegen. Es
stellt sich praktisch keine Wippbewegung ein, wie der vergroferte Ausschnitt in Abbild-
ung 5.23b zeigt. Diese Simulation wurde mit nur zwei diskreten Auflagepunkten bei A
und B durchgefiihrt, da das System insgesamt nur den Freiheitsgrad 3 besitzt und die
gewohnlichen Integratoren abbrechen, wenn die Zahl der Bindungen dem Freiheitsgrad
entspricht.

Abbildung 5.24 zeigt den Vorteil der in Kapitel 4 vorgestellten Verfahren. Schon bei
nur drei beibehaltenen Eigenmoden (Abbildung a) stellt sich zumindest qualitativ eine
gute Approximation der exakten Bewegung ein. Es ist also im vorliegenden Beispiel
entscheidend, dass sich Bindungen nahe bei A unmittelbar dann l6sen konnen, wenn
der Balken in der Nahe von B auftrifft. Es sind sehr viele Moden erforderlich, um diesen
Wellenausbreitungseffekt bei gewohnlichen Integratoren aufzulsen. 0

Offenbar zeigt die Technik der modalen Modellreduktion tendenziell die gewiinschte
Wirkung: Bei zunehmender Modenzahl wird praktisch Konvergenz beobachtet. Der
modalen Modellreduktion haftet aber immer noch ein entscheidender Nachteil an. Ver-
formungen, die auf lokale Belastungen zuriickzufiihren sind, lassen sich nur unter Ver-
wendung sehr vieler Moden ausreichend genau abbilden. Insbesondere rein statische
Belastungen werden so nicht exakt erfasst. Bei zweiseitig gekoppelten Strukturen be-
hilft man sich oft damit, dass man die Basis V fiir die Koordinatentransformation
nach (5.41) zur Modellreduktion um statische Einheitsverformungen erweitert, vgl.
z.B. |37]. Sie erhdlt man, wenn man die Struktur an allen Koppelstellen aufser einer
fest einspannt. An der noch freien Koppelstelle belastet man die Struktur mit einer
Einheitslast. Die so gewonnene Verformung wird als zusétzlicher Anteil in die Trans-
formationsbasis aufgenommen. Entsprechend verfahrt man mit allen Koppelstellen. Die
Eigenmoden werden nur noch von der fest eingespannten Struktur extrahiert, sodass
letztlich wieder eine vollsténdige Basis vorliegt. Tatséichliche Reduktion ist also erst ge-
wahrleistet, wenn nicht samtliche Eigenmoden der eingespannten Struktur verwendet
werden.

5.2.2 Quasi-statische Modellreduktion

Bei einseitigen Kopplungen erweist sich die im vorigen Abschnitt knapp skizzierte Mo-
dellreduktionsmethode als unpraktikabel. Die Koppelstellen kénnen im Verlauf der Be-
wegung wechseln, sodass eine Entscheidung iiber die verwendeten statischen Moden im
Vorfeld nicht moglich ist.
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Konvergenz der modalen Naherung

0.1 y T
\
\
\ 10 FHG A
\ ——-10FHG B
0.08F | :
\_\ ———15FHGA
S RS 15 FHG B
0.06 i
£
S 0.04 i
3
C
Io
3
<C
0.02 :
0
-0.02 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

t/s

Abbildung 5.22: (Beispiel 5.7) Verlauf der Auslenkungen an den Stellen A bzw. B bei
10 bzw 15 beibehaltenen Eigenmoden.

An dieser Stelle wird deshalb eine Methode eingefiihrt, die zumindest fiir das hier
diskutierte Beispiel diese Schwierigkeit umgeht. Das Wesen dieser Vorgehensweise liegt
darin, dass in der Praxis unter Umstdnden davon ausgegangen werden kann, dass hoch-
frequente Eigenmoden keine Eigendynamik besitzen, d.h. eine auf eine hochfrequente
Mode wirkende generalisierte Kraft fiihrt sofort zu einer quasi-statischen Veranderung
der modalen Koordinate, d.h. Tragheitseffekte werden vernachléssigt.

Formal lasst sich diese Vorgehensweise anhand (5.44) begriinden. Transformiert man
zundchst ein rdumlich hinreichend fein diskretisiertes System auf modale Koordinaten,
ohne den Freiheitsgrad zu reduzieren, d.h. es gilt n’ = n in (5.41), dann nehmen die
Matrizen in (5.44), hier ohne Dissipation, die Gestalt

- ! /L I 0 yl Kll 0 yi f/al
—Iy—Ky—i—fa——{O Iz}(%)_{ 0 K’ y2 - 1 (5.58)

entsprechend der Partitionierung
K, = Diag(Q2,...,Q%), (5.59)
K's = Diag(Q2,.,...,02) (5.60)

an. Das Wesentliche der Modellreduktion besteht nun darin, dass typischerweise die
Terme Q2 ,;,...,Q2 > 1 ab einer willkiirlich aber zweckméfkig gewihlten Modenan-
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zahl m sehr grof sind, sodass die Beschleunigungen ys bei tieffrequenter Anregung
vernachléssigt werden konnen, also Iy ~ 0 gesetzt werden darf.
Beriicksichtigt man die s einseitigen Abstandsbedingungen (5.49) in der Gestalt,
dass
JL, Vy
Jy = : >0 (5.61)
JLVy

gilt, dann wird mit entsprechender Partitionierung

J — (j;) (5.62)

der glatte Teil der Bewegung durch das System

I 0 Vi K7 0 Y1 Ji f’m)
.. + , = A+ . ,
[0 0}(W> [ 0 Kz}<W) (b) (fm

(5.63)
beschrieben. Die Gleichung kann nach
y: = K5 (IA+£,) (5.64)

aufgelost werden, da ohne Einschrankung angenommen werden darf, dass die hohen
Frequenzen von null verschieden sind, sodass die Diagonalmatrix K’y invertierbar ist.
Schliefslich erhilt man nach Elimination von y, die Beziehungen

ar + Khqr = Jid + 1, (5.65)
0<JTy, +JIK ' I A+ ITK 0 LA>0 (5.66)

zur Beschreibung der glatten Bewegung. Damit erhélt man ein System der Gestalt

(5.67)
0<J7q+CAx+al A>0,

wobei Dissipation nur in den beibehaltenen generalisierten Koordinaten beriicksich-
tigt ist. Die generalisierten Zwangskréfte A tauchen nun direkt in den kinematischen
Komplementaritdatsbedingungen auf, da die Dynamik der hochfrequenten Moden ver-
nachléssigt wurde und somit Kréfte unmittelbar quasi-statisch auf die Verschiebungen
wirken konnen.

Auf dieses System wird ein implizites Schema mit Zeitschrittweite h zur zeitlichen
Diskretisierung analog zu dem in Abschnitt 4.1 vorgestellten Verfahren angewandt. Die
vorliegenden Differenzialquotienten werden durch die Differenzenquotienten

k1. k

g = Sy (5.68)
k1o, k

g = — Y= ¥ (5.69)

h
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angendhert. Damit wird (5.67) zeitlich diskretisiert, wobei geméf dem impliziten Sche-
ma die Ausdriicke auf der rechten Seite der Gleichung, mit Ausnahmen der explizit nur
von der Zeit abhingigen Kréfte, zu den Zeitpunkten k + 1 ausgewertet werden:

kHly — by = D v — 2K ¥y — hK kq_'_ JEFL 4+ hkf,
(5.70)
0 < h2JThHly + hITRq + CHFHIN + hFa L FIX > 0.

Dabei wurden die Terme h*TX durch *T!X\’ ersetzt. Somit kénnen auch Geschwin-
digkeitsspriinge **'v — ¥v bei Unstetigkeitsstellen fiir h \, 0 zugelassen werden, da
insgesamt endliche Krifte '\’ zu erwarten sind. Fiir jeden Zeitschritt ist also das
MLCP (5.70) nach **'v und ¥\ zu 16sen.

Beispiel 5.8 Es gelten dieselben Parameter wie in Beispiel 5.7.

Abbildung 5.25a zeigt die Simulation mit quasi-statischer Modellreduktion bei drei
beibehaltenen Moden im Vergleich zur als hinreichend genau angenommenen Simu-
lation aus Beispiel 5.7 mit modaler Reduktion bei 15 Moden. Gegeniiber der reinen
modalen Reduktion in Abbildung 5.24a kann eine leichte Verbesserung der Konvergenz
beobachtet werden.

Bei einer Simulation mit quasi-statischer Modellreduktion bei nur vier beibehal-
tenen Moden liegen fast deckungsgleiche Verldaufe vor, vgl. Abbildung 5.25b und c.
Damit liefert die quasi-statische Modellreduktion mit Freiheitsgrad 4 im vorliegenden
Beispiel eine hohere Genauigkeit, als die rein modale Reduktion mit Freiheitsgrad 6,

vgl. Abbildung 5.24b. 0J
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Abbildung 5.23: (Beispiel 5.7) Verlauf der Auslenkungen an den Stellen A bzw. B bei 3
beibehaltenen Eigenmoden und unter Verwendung gewohnlicher Integrationsverfahren.



5.2. Elementare Systeme mit verteilten Parametern

Vergleich mit konsistenten Ubergangsbedingungen
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Abbildung 5.24: (Beispiel 5.7) Verlauf der Auslenkungen an den Stellen A bzw. B bei
3 bzw. 6 beibehaltenen Eigenmoden und unter Verwendung der Verfahren aus Kapitel

4.
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Vergleich mit quasi-statischer Modellreduktion
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Abbildung 5.25: (Beispiel 5.8) Verlauf der Auslenkungen an den Stellen A bzw. B
bei 3 bzw. 4 beibehaltenen Eigenmoden und unter Verwendung der quasi-statischen
Modellreduktion.
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5.3 Rotierende Welle mit Delamination

5.3.1 Modellbildung des glatten Systems

h
2
2 3 1 =1 % ______ =2 _. . _. 1 =4 A
J A A o a_»Q
B 7\(7 ----- =3 - - h
1V %(a—h) L
2
T 3 A
1B p— )
a)
L B 2B 3 L,

b) c)
Abbildung 5.26: Rotor mit Delamination.

Abbildung 5.26 zeigt das Modell eines rechteckigen Balkens mit durchgehender De-
lamination. Der Balken der Gesamtlange L, Hohe a und Breite b ist in vier Teilberei-
che aufgeteilt, die jeweils als EULER-BERNOULLI Balken geometrisch linear modelliert
werden (Lénge L;, E-Modul E;, Flachentrigheitsmomente I;, und I, bzgl. 51 bzw.
by Richtung, Querschnittsflache A;, ldngenspezifische Masse v; = pA;). Die Lage der
Delaminationsfuge ist durch den Abstand h von der Kante parametrisiert.

Gegeben sind ein Inertialsystem A al, do, ds und ein mitrotierendes Bezugssystem
B : bl, bg, bg, das sich um die Achse d3 = b3 mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit (2
dreht, vgl. Abbildung 5.26b. Somit gilt fiir die Koordinatentransformationsmatrix, mit
deren Hilfe die Koordinaten eines Vektors ¢ beziiglich der verschiedenen Bezugssysteme
gemélfs

()4 = T*B(%)p, (5.71)
(¥)p = TPAD) 4, (5.72)
(TAB)T = T84 (5.73)

angegeben werden [94| (zur Schreibweise vgl. Anmerkungen auf S. 2), die Darstellung

cos(Qt) —sin(2t) 0
TBA = [ sin(Qt) cos(Q) 0 |. (5.74)
0 0 0
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Ein Punkt auf der Mittellinie des i-ten Balkens an der Stelle 0 < x < L; hat beziiglich
des mitrotierenden Systems in unverformter Lage die Koordinaten

Zo, 0

Xz(x) = Lo, + 0 ) (575)
Zog €T
=X,

vgl. Abbildung 5.26¢. Die Verschiebung dieses Punktes ist

UlZ(ZL')

w(x) = | ug(x) |. (5.76)
ng(l')

Die Auswertung der Integrale (3.29) des Prinzips 3.5 erfordert hier die Betrachtung des
Terms

—pi+ 1) - 67 dV, (5.77)
[ (o 7)

wobei p die iibliche Massendichte beziiglich des Volumenintegrals und f’ eine entspre-
chende Kraftdichte sind. Beim hier verwendeten Balkenmodell wird die Masse iiblicher-
weise als konzentriert entlang der Mittellinie angenommen, sodass nur der Term fiir
die Beschleunigung der Punkte auf der jeweiligen Mittellinie des i-ten Balkens relevant
ist. Dargestellt in Koordinaten beziiglich B erhélt man dafiir:

2

. d
(7)) = TBA@ (TAB(XZ‘ + Uz)) (5.78)
wobei
B 0\~ ' 0 -1 0
Q = 0 =TPATP = 1 0 0 |, (5.80)
Q 0 0 0

1
Q= Q0=-0[ 0 (5.81)

gilt. Damit liefert die Auswertung des Trégheitsterms in (5.77) den Ausdruck
4 1
/ (—;ﬁ) OFdV = Z/ —pLiou] (u + 200, + Q% (x; + ui)> de  (5.82)
i=1 70

_ / —duT (N [i] + Ng[a] + N, [0] — N7 [x]) d€, (5.83)

wobei bei dieser, mit jeweils x = L;£, 0 < £ < 1, teilweise entdimensionierter Darstel-
lung Ausdriicke der Form wu;(€) strenggenommen stets als u;(L;£) zu lesen sind. Dabei
gelten in (5.83) die Abkiirzungen

Nul] := Diag(v;L;I3)(+),
Diag(21;L:Q)(-),
Diag(v:LiQ%) ("),
= —Nk.[]

[.
[.
[.
[.

]
]
]
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fiir die Operatormatrizen in Blockdiagonalform sowie die Matrizen

XXX
XXX

XXX = (5.88)
XXX3

XXXy

fir xxx = u, du, x. Fiir die Variation in Koordinaten beziiglich des mitrotierenden
Systems B gilt

Die Kraftdichte der eingepragten Kréfte
f'=Fo Joat 1y (5.90)

ist als Summe mehrerer Bestandteile aufzufassen, hier elastische Kréfte, die einem
Potenzial U entstammen, sodass

/f;l L 6FdV = —0U (5.91)

gilt, dufsere Dampfungskrifte
(fho)p = —da, ()5 = —da, (; + Q(u; +x7)), (5.92)

die proportional (Faktor d,, > 0) zur Absolutgeschwindigkeit sind, ihr aber entgegen
wirken, sowie Gravitationskréfte (Erdbeschleunigung g)

fi = pd. (5.93)

Der Ansatz (5.92) dient zur moglichst einfachen linearen Modellierung duferer visko-
ser Dampfungseinfliisse. In der Rotordynamik steht haufig nicht so sehr die genaue
Abbildung des physikalischen Dissipationseffekts der dufseren Démpfung im Vorder-
grund, sondern vielmehr die Méglichkeit, in einer heuristischen Weise bei erzwungenen
Schwingungen Einschwingvorgénge abklingen zu lassen. Bei iiberkritischen Drehzah-
len konnen tibliche Dampfungsansétze geméf (5.38) zur Destabilisierung fiihren, vgl.
Abschnitt 5.3.4.

Fiir das linear-elastische Balkenmodell sind die Potenziale der jeweiligen Verschie-
bungsrichtungen entkoppelt und haben nach Variation bzw. Produktintegration die
Gestalt

L L
1
Biegung: (5/ §E1uix de = / Elduzuy, dz (5.94)
0 0
L
= / Elduugye, do + Ry, (5.95)
0
Lq L
Langsverformung: 5/ §EAUZ de = / EAbu,u, dz (5.96)
0 0

L
0
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vgl. [87], wobei hier der tiefgestellte Index eine partielle Ableitung nach der Léngskoor-
dinate = bedeutet. Setzt man voraus, dass die Ansatzfunktionen u(x) Vergleichsfunk-
tionen sind, also sowohl geometrische wie auch dynamische Randbedingungen erfiillen,
dann verschwinden beim hier vorliegenden selbst-adjungierten Problem nach Produk-
tintegration der variierten Potenziale beim Gesamtsystem die Randterme der Art Ry
bzw. Ry, sodass fiir die betrachtete Balkenstruktur

1
/ floFdV = —6U = — / SuTNg [u] d¢ (5.98)

0
gilt. Dabei ist die Operatormatrix in Blockdiagonalform durch

NKelH = Diag (Nl, ce ,N4) (), (599)

4 4 2
N, = Diag (E[l 0* FEl, 0 EA@_)

T ogt b ogi L og (5.100)

gegeben.
Entsprechend erhélt man die virtuellen Arbeiten der restlichen Beitrége:

/ Jua - 07AV = /0 ou” (—=Np,[a] = Np[u] + Ny, [x] + N, [f,]) d&. (5.101)

Dabei gelten die blockdiagonalen Operatormatrizen

Np,l] = Diag(dy, Lils)(-), (5.102)
Np[] := Diag(dy,LiQ)(-), (5.103)
Npul] = —Np[], (5.104)
Np,[[] = Diag(Lils), (5.105)
sowie die generalisierte Gewichtskraft
viTP4(g)a
_ VQTBA(J)A
s = | Lroagg), |- (5.106)
V4TBA(§)A

dargestellt in Koordinaten beziiglich des mitrotierenden Systems B. Zusammengefasst
erhdlt man damit den Ausdruck fiir den Term (5.77) der Variationsungleichung des
Prinzips 3.5 :

—pr+ f1) - 6FdV = (5.107)
[ (o 1)

_ /0 ST (ANl + (N + N, [i] + (N, + N, + Np) [u]) dé

T / SuT (N [ + NG [ + N, [£,,]) dE.

Die rédumliche Diskretisierung des Variationsausdrucks (5.107) erfolgt {iber einen An-
satz

u(é, 1)~ Y Un(€)gn(t), (5.108)
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sodass
q:=(q---q)7 (5.109)
die generalisierten Koordinaten sammelt. Damit gilt auch
a6, ) ~ Y Un(&)da(t), (5.110)
k=1
() ~ Y Ua(€)da(t), (5.111)
k=1
Ju(é,t) = > U,(£)dgn(t). (5.112)
k=1

Den Ansatz (5.108) kann man mit entsprechend definierter Matrizenfunktion U(¢)
durch

u(¢, 1) = Ut()q(?) (5.113)
abgekiirzt darstellen.

Als Ansatzfunktionen U,, werden spéter zeitfreie Vergleichsfunktionen gewéhlt, da-

mit die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von (5.98) erfiillt ist. Zunéchst kann man damit

die rdumlich diskretisierte Fassung des Variationsausdrucks bestimmen. Samtliche dar-
in vorkommenden Operatoren sind linear, sodass der Ansatz zum Variationsausdruck

/<_pﬁ+ f') LSFdV = (5.114)

69" (M4 — (G'+ D, +Dj)q — (Ko + K, +P')q+f. + 1y, + 1)

fiihrt, wobei die Matrizen mit den Eintrégen (M),;, . .., (f;); aus folgenden Rechnungen
hervorgehen:

(M);; = [ UNu[U,] d¢, (5.115)
0
1

(G = UTNG[U,] dé, (5.116)
0
1

(Da)ij - UJNDG[U]] df, (5117)
01

(Ker)ij = / U Nk, [Uj] d¢, (5.118)
0
1
0
1
0
1

(f); = UIN;. [x] d¢, (5.121)
1

(f'a.); = UN, [x] dé, (5.122)
0
1

(fy); = UINk [f,,] d¢. (5.123)
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Materialddmpfung wird &hnlich zu (5.38) durch den Ansatz
Din = OéQKel (5124)

beriicksichtigt, vgl. auch Anhang D. Man spricht hier im Zusammenhang mit rotieren-
den Bezugssystemen auch von innerer Dampfung, vgl. [107], die sich — im Gegensatz
zur duferen Dampfung — nicht als schief-symmetrischer Anteil bei der in den genera-
lisierten Verschiebungen linearen Kréaften, sondern nur als symmetrische und positiv-
semidefinite Matrix bei den in den generalisierten Geschwindigkeiten linearen Kréften
bemerkbar macht. Im Vergleich mit (5.38) entféllt bei (5.124) mit oy = 0 das Vielfache
der Massenmatrix, das iiblicherweise zur Beriicksichtigung duferer Dampfungseinfliis-
se dient. Aufere Dampfung wird beim vorliegenden rotierenden System schon durch
(5.92) in der Modellbildung in angemessener Weise berticksichtigt.

Aufgrund der Darstellungen (5.80) und (5.81) kann aus den mit einem Hochkomma
versehenen Matrizen die Winkelgeschwindigkeit ) herausgezogen werden, sodass es
alternative Darstellungen der Form

G = QG, (5.125)
K. = —-QK,, (5.126)
P = QP, (5.127)
', = O, (5.128)
£, = Qf; (5.129)

gibt, wobei nun die Matrizen auf der rechten Seite nicht mehr von €2 abhidngen. Die Ma-
trizen M, D, erweisen sich damit als positiv-definit und symmetrisch, K. und K, zu-
mindest als positiv-semidefinit und symmetrisch, letztere entstammt ja einem konvexen
elastischen Potenzial. Aufgrund (5.80) sind die Matrizen G und P schiefsymmetrisch.

Berechnung der Eigenfunktionen des nicht-rotierenden Systems

Als Ansatzfunktionen in (5.108) werden Eigenfunktionen des nicht-rotierenden Systems
verwendet. Diese kénnen noch semi-analytisch gewonnen werden und sind fiir das Pro-
blem des rotierenden Systems Vergleichsfunktionen, da sie alle Rand- und Ubergangs-
bedingungen erfiillen.

Fiir das homogene Randwertproblem der Struktur bestehend aus EULER-BERNOULLI
Balken sind die Feldgleichungen klar [108|. Fiir den i-ten Balken gilt

ElL,

Villi, T —77 Uligeee = 0, (5.130)
E,,
Villgi,, + L—jz’dzi&& = 0, (5.131)
EA;
Vil — ?u&'& = 0. (5132)

Nach einem Ansatz der Form u(¢,t) = eV~ 1'U(€) erhélt man die zeitfreie allgemeine
Losung fiir die Feldgleichungen (j = 1,2, i =1,2,3,4)

U](g) = Cjil sin Kﬂf + Cjig COS Kﬂg + le'g sinh Kﬂg + le'4 COSh Kﬂf (5133)
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fiir die Querverschiebungen uq; und us;, sowie

Usi(§) = czinsin K3;§ + c3i cos K3:§ (5.134)
fiir die Langsverschiebungen us;. Dabei gilt
v Liw?\
K; = | —t— =1,2 1
J ( EI]Z > ) )~ (5 35)
yiL2w?\
K = " . 5.136
’ ( EA, > (5.136)

Die insgesamt 40 Koeffizienten c;; miissen so bestimmt werden, dass sie den Rand-
und Ubergangsbedingungen der gekoppelten Balken geniigen, denen auch die zeitfreien
Losungen entsprechen miissen.

Hier wird ein beidseitig gelenkig gelagerter, delaminierter Balken betrachtet mit
den geometrischen Randbedingungen

Un(€=0) = 0, (5.137)
U(E=1) = 0, (5.138)
J=123. (5.139)

Die dynamischen Randbedingungen

Uje(§=0) = 0, (5.140)
Ujae (€ =1) = 0, (5.141)
J=12 (5.142)

driicken verschwindende Biegemomente aufgrund der gelenkigen Lagerung aus. Ferner
ist an den Ubergangsstellen der Balkenabschnitte die Kompatibilitit der Verschiebun-
gen als geometrische Ubergangsbedingung zu beriicksichtigen sowie die Gleichgewichte
der Schnittkréfte und -momente. Als wesentlich hat sich die Kopplung

Up(€ =0) = Us(é=1)+ %UHE (€=1), (5.143)
Ug(€=0) = Ugp(E=1)— %UHE (€=1), (5.144)
Up(€=1) = Usy( =0) + %UME (€ =0), (5.145)
U(€ = 1) = Usl6=0)— 5 Vi, (€ =0 (5.146)

der Querschnittsverdrehung mit den Langsverformungen erwiesen. Eine Vernachlassi-
gung dieser Kopplung fiihrt zu einer erheblichen Unterschatzung der Eigenfrequenzen,
worauf bereits in [106] hingewiesen wird. Die restlichen geometrischen Ubergangsbe-
dingungen sind elementar. Sie driicken die Stetigkeit der Querverschiebungen und des
Biegewinkels (beim verwendeten EULER-BERNOULLI Balken entspricht er der ersten
Ableitung der Querverschiebungen) an den Ubergéingen aus. Sie werden hier nicht im
einzelnen angegeben. Die dynamischen Ubergangsbedingungen findet man zweckmi-
kigerweise durch Anwendung des Prinzips von HAMILTON. Es wird diesbeziiglich auf
[108] verwiesen, dort sind simtliche Rand- und Ubergangsbedingungen angegeben.
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Insgesamt erhélt man dadurch 40 lineare Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffi-
zienten cj;, die in einer Spaltenmatrix ¢ gesammelt werden, sodass fiir ein Gleichungs-
system der Gestalt

A(w)c =0 (5.147)

nicht-triviale Losungen zu suchen sind. Bedingung fiir solche Losungen ist das Ver-
schwinden der Determinate von A (w). Die Nullstellen wy der transzendenten Gleichung

det A(w) =0 (5.148)

sind die Eigenkreisfrequenzen des nicht-rotierenden Systems. Die k-te Figenfunktion
erhélt man aus einer beliebigen nicht-trivialen Losung c; des Systems

Die Matrix A(wy) ist per Definition nicht mehr invertierbar, denn wy ist ja gerade
ein Eigenwert, bei dem die Determinante der Matrix verschwindet. Numerisch werden
daher die gesuchten Losungen tiber den Nullraum (Kern) der Matrix A (wy) gewonnen,
vgl. |9], dessen Erzeugung z.B. in der Simulationsumgebung MATLAB iiber den Befehl
null implementiert ist.

5.3.2 Nicht-glatte Modellbildung

Die Gebietseinschrankung geméf (3.9) fordert im vorliegenden Beispiel
u12(£7t) - u13(£7t) >0, Vtag € [07 1]7 (5150)

d.h. die Verschiebungen in 1-Richtungen sind eingeschrankt: die Beriihrlinien der Bal-
ken 2 und 3 des delaminierten Bereichs diirfen sich nicht durchdringen. Mit den geméfs
(5.88) gesammelten Verschiebungen

u = (U1, U1, Ugy, Ui, -« -, Ugg)T (5.151)
kann (5.150) unter Verwendung der Abkiirzung (5.113) mittels

VLUT(&)q(t) > 0, v, & € [0,1] (5.152)
ausgedriickt werden, wobei eine geeignete Matrix

Vy = (0,0,...,1,0...,0,—1,...,0)7 (5.153)

die beteiligten Verschiebungen bereitstellt.
Die rdumliche Diskretisierung der Gebietseinschrénkung durch Mittelung nach (3.11)
liefert mit dem Verschiebungsansatz (5.113)

glat) = /0 R VLUT(E) déq (5.154)
. Ja (5.155)

womit die Jy, definiert sind. Dabei sind h; wiederum Gewichtsfunktionen der Mittel-
wertbildung, vgl. (3.11).
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Wird Reibung zwischen den aneinandergrenzenden Oberflichen im delaminierten
Bereich beriicksichtigt, dann ist das Integral aus (3.43) zu berechnen. Im vorliegenden
Beispiel bildet das globale Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren in 2 und 3
Richtung bei angenommenen kleinen Verschiebungen ebenfalls das lokale, tangentiale
Koordinatensystem mit den Tangentenvektoren ¢; bzw. 5, vgl. (3.38), sodass beziiglich
dieser Vektoren die Spaltenmatrix

vr(€,t) = (Uga(€,t) — u23(&, 1), Us2(§, ) — uss(€,1))T (5.156)

die Koordinaten der tangentialen Relativgeschwindigkeit beinhaltet. Diese Beziehung
kann mit dem Verschiebungsansatz (5.113) durch

vr(&t) = ViUT(§)q (5.157)

ausgedriickt werden, wobei wiederum

0,0,...,1,0...,0,—1,...,0 \"
Vy = (o,o,...,1,0...,0,—1,...,0) (5.158)

die entsprechenden Differenzen der Absolutgeschwindigkeiten bereitstellt. Nach Unter-
teilung der angrenzenden Oberflachen in gleich lange Teilbereiche der Lange A& geht
das Integral aus (3.43) in

1 iAE
JrAn = — U(&)VrbLy d€ A, (5.159)
bAE J(i—1)ac
iiber. Daher gilt
LQ A&
Jr, = U()Vr dé€. (5.160)

' AE Ji—1)ac

Damit sind alle Matrizen fiir die nicht-glatte Modellierung berechenbar.

5.3.3 Nicht-rotierender Balken

Das Schwingungsverhalten des nicht-rotierenden Balkens mit Delamination wurde in
der Literatur bereits ausgiebig diskutiert. Insbesondere im Bereich der Mechanik von
Verbundwerkstoffen ist der delaminierte Balken das Referenzbeispiel fiir durch den
vorherrschenden Schiadigungstyp der Delamination beeintriachtige Strukturen [111].
Das grundsétzliche Problem der freien Schwingungen in der Ebene (im vorliegenden
Beispiel die 1-3-Ebene) wurde bereits in [86] diskutiert, dort allerdings ohne Berticksich-
tigung der korrekten Ubergangsbedingungen (5.143-5.146), sodass die Eigenfrequenzen
unterschatzt wurden. Freie Schwingungen bedeutet in diesem Zusammenhang, dass der
mogliche Kontakt der angrenzenden Balken im delaminierten Bereich nicht beriicksich-
tigt wurde. In [106] wurde das Problem mittels EULER-BERNOULLI-Balken analytisch
untersucht und vor allem der erwéhnte Einfluss der korrekten Kopplung von Biegung
und Lingsverformung im Ubergangsbereich diskutiert. Erst durch diese Kopplung kann
das typische, auch im Experiment (z.B. bei [74]) beobachtete Verhalten reproduziert
werden, dass eine beziiglich der 1-Richtung mittige Delamination kaum Einfluss auf
die ersten beiden Eigenfrequenzen hat, falls das Verhéltnis der Delaminationslangen
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Ly = L3 zur Balkenlidnge L unter 60% liegt (im Falle eines beidseitig gelenkig gelager-
ten Balkens). In |74] wurde auch versucht, den Einfluss des Kontakts mittels linearer
Ersatzmodelle zu beriicksichtigen, indem im Kontaktbereich Annahmen iiber den Ver-
lauf einer interlaminaren Kontaktkraftverteilung getroffen wurden. Dabei wurde aber
stets davon ausgegangen, dass im Kontakt auch Zugkréfte iibertragen werden, womit
eine lineare Modellbildung méglich war.

Der erwiahnte geringe Einfluss der Delaminationslénge auf die niederen Eigenfre-
quenzen der Struktur legt nahe, dass Schadensidentifikationsverfahren basierend auf
modalen Daten bei tieffrequenter Anregung schwierig anzuwenden sind. In [20]| wird
daher mit sehr hochfrequenter Anregung mittels Ultraschall-Spektroskopie gearbeitet,
um modale Daten und letztlich Auskunft iiber eine vorliegende Schédigung zu gewin-
nen. Modellgestiitzte Identifikationsverfahren arbeiten vorwiegend auf der Basis linea-
rer Modelle und passen die Modellparameter so an, dass aus dem Modell gefolgerte
modale Grofen beziiglich den gemessenen modalen Grofen optimiert werden, z.B. [61].

In [75] wird ein Verfahren vorgeschlagen, dass insbesondere das nicht-lineare Ver-
halten aufgrund des Kontakts in Betracht zieht. Zum einen wird das Vorhandensein
einer Schidigung identifiziert, wenn bei harmonischer Anregung der Struktur nicht-
harmonische Anteile im Antwortspektrum beobachtet werden. Sie werden auf das Klap-
pern der Delaminationsfuge zuriickgefiihrt. Die Identifikation der Schadigungsparame-
ter (Lage Ly, h, Delaminationslédnge Ly = L3) erfolgt tiber eine Minimierung des Residu-
ums der absoluten Differenz von gemessener und simulierter Bewegung. Die benétigten
Berechnungen sind sehr zeitaufwindig, da jeder Punkt im Parameterraum eine Simula-
tion bis zum eingeschwungenen Zustand erfordert. Die Berechnungen wurden anhand
eines FE-Modells mit Knoten-zu-Knoten Kontakt durchgefiihrt, wobei stofsartige Kon-
takte wie auch in [58, 79| mittels eines Restitutionsgesetzes behandelt wurden, was
aufgrund der in allen zitierten Arbeiten verwendeten, sehr feinen rdumlichen Diskre-
tisierung ohne grofere Schwierigkeiten moglich erscheint. Dauerhafter Kontakt wurde
mittels eines Penalty-Verfahrens modelliert.

Die in der vorliegenden Arbeit verwendete Methode kann die Berechnung des einge-
schwungenen Zustands erheblich beschleunigen, da mit den konsistenten Ubergangsbe-
dingungen eine Verwendung von Modellreduktionsmethoden auch bei einseitigen Bin-
dungen ermoglicht wird.

Im Folgenden Beispiel wird das lineare Modell des nicht-rotierenden Balkens vali-
diert.

Beispiel 5.9 Zahlenwerte der Modellparameter (SI-Einheiten kg —m —s): Abmessun-
gen: L =1,L; = L/2— Ly/2, a = 0.01, b = 2a, h = a/2, Dichte p = 7500, E-Modul
E =210-10°.

Zunéchst wird das lineare Modell anhand modaler Daten validiert, die mit einer
FE-Rechnung unter Verwendung von Volumenelementen verglichen werden.

Die Abbildungen 5.27 und 5.28 zeigen die ersten zehn Eigenfrequenzen der freien
Schwingungen in der 1-3-Ebene bei verschiedenen Delaminationsléngen L, = L3 =
0.1...0.6. Es ist zu erkennen, dass wie erwartet die ersten beiden Eigenfrequenzen
bei zunehmender Delaminationslénge kaum absinken. Bei der Betrachtung der Eigen-
formen ist zu bemerken, vgl. Abbildungen 5.29-5.30, dass insbesondere bei kurzen
Delaminationsldngen (hier Ly = 0.2) und mittiger Delamination die Moden, bei denen
eine sichtbare Durchdringung der angrenzenden Oberflichen der Balken im delaminier-
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ten Bereich eintritt, vergleichsweise hochfrequent sind. Aufgrund der hohen Symmetrie
haben hier diese Moden keinen Anteil in den ungeschiadigten Bereichen, da sich die
Biegemomente des oberen und des unteren Balkens an den Ubergangsstellen aufheben.
Solche Moden sind mit Kréaften, die im ungeschédigten Bereich angreifen, theoretisch
tiberhaupt nicht, aufgrund immer auftretender Antimetrien in der Praxis nur sehr
schwer anregbar. O
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Abbildung 5.27: (Beispiel 5.9) Vergleich der ersten Eigenfrequenzen analytisch-FEM.
Delaminationslangen 0.1m und 0.2m.
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Abbildung 5.28: (Beispiel 5.9) Vergleich der ersten Eigenfrequenzen analytisch-FEM.
Delaminationslangen 0.4m und 0.6m.
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Abbildung 5.29: (Beispiel 5.9) Eigenformen 1 bis 6 der freien Schwingungen in der 1-
3-Ebene, Delaminationslange 0.2m, mittige Delamination. Die unterbrochenen Linien
zeigen den Verlauf der Oberflaichenkontur im delaminierten Bereich.
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Abbildung 5.30: (Beispiel 5.9) Eigenformen 7 bis 11 der freien Schwingungen in der 1-
3-Ebene, Delaminationslénge 0.2m, mittige Delamination. Die unterbrochenen Linien
zeigen den Verlauf der Oberflachenkontur im delaminierten Bereich
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Abbildung 5.31: (Beispiel 5.10) Eigenformen 1 bis 5 der freien Schwingungen in der
1-3-Ebene, Delaminationslénge 0.6m, aufermittige Delamination. Die unterbrochenen
Linien zeigen den Verlauf der Oberflachenkontur im delaminierten Bereich.

Die Moglichkeit der modalen Modellreduktion wird im folgenden Beispiel untersucht.
Dazu wird ein Modell mit aufermittiger Delamination gewéahlt.

Beispiel 5.10 Modellparameter (SI-Einheiten kg—m—s): Abmessungen: L = 1, Ly =
06, L = L/2 — Ly/2,a = 0.01,b = 2a, h = 3/4a, Dichte p = 7500, E-Modul
E = 210 - 10°, dukere Déampfung d,, = 0.5 nach Beziehung (5.92) in allen Balken
1 =1,...,4, harmonische Kraftanregung in der Mitte des Balkens 1 mit Amplitude 10
und Frequenz f = 22.8 (entspricht erster Eigenfrequenz). Aufgrund der vernachléssig-
bar kleinen Relativgeschwindigkeiten der angrenzenden Oberflichen im delaminierten
Bereich konnen Reibungseinfliisse vernachléssigt werden, worauf auch in [91] hingewie-
sen wird.

Die Abbildungen 5.31-5.32 zeigen zunéchst die Eigenformen der verwendeten Mo-
denbasis. Die Delamination liegt nun beziiglich der Querrichtung (1-Richtung) aufer-
mittig, sodass jede Schwingungsform zu einer Durchdringung im delaminierten Bereich
fiihrt.

Die Konvergenz wird rechnerisch plausibel gemacht. Dazu wird die Simulation fiir
einen hinreichend langen Zeitraum durchgefiihrt, bis sich ein periodischer Grenzzykel
eingestellt hat. Wie Abbildungen 5.33-5.35 zeigen, kann bei einer Modenzahl von 10
praktisch von Konvergenz ausgegangen werden. Die Grafen zeigen den zeitlichen Ver-
lauf der Delaminationsoffnung in der Mitte der Balken 2 und 3 bei einer verwendeten
Modenzahl zwischen 10 und 8.

Abbildung 5.36 zeigt das Phasenportréit des zeitlichen Verlaufs der Bewegung an
einer Stelle am Ende des Balkens 1 bei fiir praktische Konvergenz hinreichender Moden-
zahl 11. Ein Vergleich mit dem Portrét bei Modenzahl 8 in Abbildung 5.37a zeigt einen
fast identischen Verlauf bis auf den in der Vergréfserung in Abbildung b erkennbaren
Geschwindigkeitssprung. Er ist unrealistisch und ist nur auf die fiir diese Konfiguration
nicht ausreichend umfangreiche Modenbasis zuriickzufithren. Dennoch kann es zweck-
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Abbildung 5.32: (Beispiel 5.10) Eigenformen 5 bis 11 der freien Schwingungen in der
1-3-Ebene, Delaminationslédnge 0.6m, aufermittige Delamination. Die unterbrochenen
Linien zeigen den Verlauf der Oberflachenkontur im delaminierten Bereich.

makig sein, solche Inkonsistenzen zugunsten einer effizienten Simulation bei wenigen
Freiheitsgraden zu tolerieren. Offenbar ist die Ndherung an den restlichen Stellen recht
genau.

An solchen Sprungstellen kann es bei gew6hnlichen numerischen Integrationsme-
thoden geschehen, dass die Verfahren entweder abbrechen, weil {iberbestimmte Glei-
chungen vorliegen (zu viele Kontaktstellen) oder dass sie inkonsistente Zugimpulse
berechnen. Die in Kapitel 4 vorgestellten Methoden gewéhrleisten hingegen einen kon-
sistenten Ubergang. O
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Abbildung 5.33: (Beispiel 5.10) Zur Konvergenz der modalen Néherung mit 10 und 11
modalen Koordinaten (Abbildung a, vergroferter Ausschnitt in Abbildung b), Vergleich
des Verlaufs der Delaminationsoffnung in der Mitte der Balken 2 und 3.
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Abbildung 5.34: (Beispiel 5.10) Zur Konvergenz der modalen Naherung mit 9 und 11
modalen Koordinaten (Abbildung a, vergroferter Ausschnitt in Abbildung b).
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Abbildung 5.35: (Beispiel 5.10) Zur Konvergenz der modalen Naherung mit 8 und 11
modalen Koordinaten (Abbildung a, vergroferter Ausschnitt in Abbildung b).
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Phasenportrat fur Stelle im ungeschadigten Bereich
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Abbildung 5.36: (Beispiel 5.10) Phasenportrat des zeitlichen Verlaufs an einer Stelle
im ungeschidigten Bereich des Balkens (Ende des Balkens 1)
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Abbildung 5.37: (Beispiel 5.10) Phasenportrét des zeitlichen Verlaufs an einer Stelle im
ungeschédigten Bereich des Balkens (Ende des Balkens 1) bei 8 verwendeten Moden.
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5.3.4 Rotierender Balken

Bei den vorangegangenen Beispielen stammt die Schwingungsanregung von zu diesem
Zweck an einem bestimmten Ort angreifenden &ufseren Kraften, wie sie z.B. mit einem
elektro-dynamischen Shaker erzeugt werden kénnen, vgl. [75]. Beim rotierenden Balken
im Schwerefeld ist von Interesse, ob prinzipiell die in mitrotierenden Koordinatensy-
stemen umlaufende Gewichtskraft als harmonischer Anregungsmechanismus in Frage
kommt. Anhand ausgewéhlter Geometrien wird iiberpriift, ob es grundsétzlich mog-
lich ist, Schwingungsformen anzuregen, bei denen das Klappern der Delaminationsfuge
deutlich ausgepragt ist. Dann bestiinde zumindest die Méglichkeit, auf Identifikations-
verfahren fiir den Delaminationsschaden wie in [75] zuriickzugreifen, die auf dem ausge-
priagten nicht-linearen Charakter der Schwingungsantwort auf harmonische Anregung
basieren.

Im mitrotierenden System gibt es allerdings zentrifugale Tragheitswirkungen (5.128),
die unter Umstédnden die Delaminationsfuge im Betrieb hinreichend stark klaffen las-
sen konnen, sodass es fraglich ist, ob es unter der zusétzlichen harmonischen Anregung
(5.123) zu einer praktisch relevanten Beriihrung der angrenzenden Oberflachen der
Balken 2 und 3 kommt.

Die Frage kann bereits anhand des linearen Modells geklart werden. Die stationére
Auslenkung wird iiber die Losung qg.; der Gleichgewichtsbedingung

(Kel - Q2KC) Qstat = Qch (5161)
—_—
:5Kstat(Q)

der Ruhelage bestimmt, wobei dufsere Dampfung zu diesem Zweck vernachléssigt wer-
den kann. Mit der Abstandsfunktion (5.152) kann die Fugenéffnung ¢(§) an einer (di-
mensionslosen) Stelle 0 < £ < 1 {iber

gstat(g) = V]K[UT(g)qstat (5162)

bestimmt werden. Im vorliegenden Fall werden zur Diskretisierung der Funktionale
(5.115-5.123) Eigenfunktionen des zugrunde liegenden, selbst-adjungierten Problems
des nicht-rotierenden Balkens verwendet, sodass letztlich Ky, eine Diagonalmatrix
ist. Die Eigenfunktionen sind im vorliegenden Beispiel hinsichtlich der Schwingungs-
richtung entkoppelt. Insgesamt bedeutet dies, dass die Matrix Ky in (5.161) singulér
wird, wenn die Dreheigenkreisfrequenz 2 der Eigenkreisfrequenz einer Biegeeigenform
entspricht. Dies erkennt man an den Operatoren (5.84,5.86) und der Identitdt (5.81).
Somit ergeben also auch beim delaminierten Rotor die Eigenkreisfrequenzen der Bie-
gung die kritischen Dreheigenkreisfrequenzen.

Die komplexen Amplituden qg,, der Schwingungen bei harmonischer Gravitations-
anregung werden iiber die Frequenzgangrechnung (hier j = /—1)
(G M + (= (%G + jQUDyy + Do) + Ko + (1Q)°K, — jQP) qgyne’™ =

N J/

Kdyn(.]ﬂ)
(fuos + jfsn) €@t (5.163)

ermittelt, wobei die konstanten Matrizen f.., und f;, aus der Identitét

foos cos Ut + £, sin QU = £, (¢) (5.164)
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hervorgehen. Aus dem Aufbau der Transformationsmatrix (5.74) ist nach Koeffizien-
tenvergleich ersichtlich, dass sie eine solche Zerlegung der generalisierten harmonischen
Gravitationsanregung f;, () aus (5.106) zulésst.

Analog zu (5.162) werden die reellen Schwingungsamplituden bei Gravitationsan-
regung iiber

9gayn(§) = [[VEUT(§)day |l (5.165)

ermittelt, wobei hier bereits der Absolutbetrag der komplexen Amplitude erscheint.
Somit liegt an einer Stelle ¢ potenzielles Klappern vor, wenn

gstat(g) - gdyn(g) <0 (5166)

gilt.

Die Frequenzgangmatrix K, (j€2) in (5.163) kann im Allgemeinen bei bestimmten
Drehkreisfrequenzen (2 singuldr sein und es liegt dann Resonanz vor. Bei Rotorsys-
temen entspricht der Parameter der Anregungskreisfrequenz 2 dem in den Matrizen
OG, OP, Q%K. vorkommenden Systemparameter der Drehkreisfrequenz, sodass diese
Resonanzstellen nur fiir den Anregungstyp der gleichfrequent umlaufenden Last gel-
ten, wie er eben beziiglich eines mitrotierenden Bezugssystems typisch bei raumfesten
Gewichtskréften ist. Dies legt fiir diese Erscheinung die Bezeichnung Gravitationsreso-
nanz nahe.

Es bleibt noch anzumerken, dass das Figenschwingungsverhalten des linearen Sy-
stems fiir eine feste Drehkreisfrequenz {2 anhand des Eigenwertproblems

(PM+A(QG+D;,, +D,) + Ky — QK. +QP)g=0 (5.167)

hinsichtlich Stabilitéit beurteilt werden kann. Liegt ein Eigenwert A mit positivem Real-
teil Re(\) > 0 vor, dann fithren kleine Stérungen der Ruhelage zu aufklingenden Eigen-
schwingungen. Sprachlich etwas ungenau wird kiinftig dann gesagt, dass das System
in diesem Fall instabil ist. Die von der Modellierung der (schwachen) dufseren Dampf-
ungseinflisse in (5.92) stammenden Matrizen D, und P kénnen fiir eine qualitative
Diskussion der Stabilitdt zundchst vernachlassigt werden.

Aus der elementaren Theorie fiir Matrizeneigenwertprobleme, z.B. [76], ist be-
kannt, dass das vorliegende System ohne &dufkere Dampfung bei indefiniter Matrix
K. = Ko — 2K, instabil und notwendigerweise nur durch das Vorhandensein der
schief-symmetrischen Matrix QG stabilisiert werden kann, wenn die Bedingung

det Kstat >0 (5168)

erfiillt ist. Mit anderen Worten: Obwohl K. nach Voraussetzung positiv-definit ist,
ist es Kyt bei hinreichend grofser Drehkreisfrequenz nicht mehr, da (—K.) negativ-
semidefinit ist. Aufgrund der Diagonalgestalt von K, vgl. (5.161), ist die zur Stabili-
sierung notwendige Determinantenbedingung (5.168) gleichwertig zur Forderung, dass
die Anzahl der Biegeeigenkreisfrequenzen, die niedriger als die Dreheigenkreisfrequenz
Q) sind, gerade ist. Die Dreheigenkreisfrequenz darf also notwendigerweise nur eine ge-
rade Anzahl von kritischen Dreheigenkreisfrequenzen iiberschreiten, damit das System
durch gyroskopische Wirkungen stabilisiert werden kann. Die Determinantenbedingung
ist lediglich notwendig aber nicht hinreichend fiir Stabilitét.
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Innere Strukturdampfung D;, # 0 fiihrt bei abwesender duflerer Dampfung und
indefiniter Matrix K, stets zur Destabilisierung. Das ist die Aussage des Satzes von
THOMPSON und TAIT, vgl. ebenfalls [76]. Aus diesem Grund eignet sich Struktur-
ddampfung nicht, um Einschwingvorgéinge in Rotorsystemen bei tiberkritischem Betrieb
abklingen zu lassen. Dies wird nur, wenn {iberhaupt, durch dufere Dampfung erreicht.

In der vorliegenden Arbeit wird keine umfangreiche Stabilitdtsanalyse am nicht-
linearen System durchgefiihrt. Numerische Simulationen ergaben stets aufklingende
Losungen, wenn das zugrunde liegende lineare System wie eben beschrieben instabil
war, sodass fiir die Anwendung davon ausgegangen wird, dass instabile lineare Grund-
systeme hinreichend fiir instabiles Verhalten sind.

Beispiel 5.11 Intakter Rotor mit quadratischem Querschnitt a = b, weder innere
noch aufsere Dampfung.

Aufgrund der Symmetrie der Biegesteifigkeiten EI; = FEl, fillt die jeweils k-te
Biegeeigenkreisfrequenz wy der beiden Richtungen 1 und 2 zusammen. Fiir sie gilt

wp = (km)?, /%, k = 1,2,.... Der Instabilitidtsbereich entartet zu den abzahlbar-

unendlich vielen Stellen Q = wy, [52].
Die Welle wird als ausgewuchtet angenommen, sodass keine statischen Auslenkung-
en vorliegen. O

Bei zunehmender Delaminationsléinge vermindern sich lediglich die Biegekreisfrequen-
zen fiir die Biegung in der 1-3-Ebene. Diejenigen fiir die Biegung in der 2-3-Ebene
hangen nicht von der Delaminationslange ab. Ordnet man alle Biegeeigenkreisfrequen-
zen wy und die Drehkreisfrequenz 2 gemaf w; < ... < w, < Q@ < w,y1 < ..., 80
lasst sich in Einklang mit dem Determinantenkriterium (5.168) lediglich Instabilitét
sicher vorhersagen, falls r eine ungerade Zahl ist. Andernfalls muss auf eine numerische
Eigenwertanalyse zuriickgegriffen werden, um Aussagen iiber Stabilitdt zu gewinnen.

Beispiel 5.12 Modellparameter (SI-Einheiten kg—m—s): Abmessungen: L = 1, Ly =
0.1, L; = L/2 — Ly/2,a = 0.01, b = a, h = 3/4a, Dichte p = 7500, E-Modul £ =
210 - 10%, dukere Dampfung d,, = 1, harmonische Gravitationsanregung, reibungsfrei.

Abbildung 5.38 zeigt den jeweils grofiten Realteil aller Eigenwerte. Auf der Abszisse
sind die biegekritischen Drehzahlen, also die Eigenfrequenzen zur Biegung des nicht-
rotierenden Systems abgesetzt gekennzeichnet. Die Instabilitédtsbereiche beschrinken
sich auf die bei schwacher dufserer Dampfung sicher zu erwartenden zwischenkritischen
Bereiche, sodass aufterhalb zumindest im gezeigten Drehzahlbereich eine gyroskopische
Stabilisierung moglich ist. Noch grofsere Drehzahlen sind wohl bei den vorliegenden
Rotorabmessungen in der Praxis unrealistisch (226 Hz=13560 min™1').

Trotz der vergleichsweise grofen Delaminationslénge von 10cm erscheint der Rotor
nach aufsen weit iiber die ersten beiden kritischen Bereiche hinaus nahezu ausgewuch-
tet, zumindest wenn man eine Stelle im intakten Bereich betrachtet. Abbildung 5.39
zeigt dies anhand der statischen Auslenkungen jeweils in der Mitte der Balken 1 bis 3
aufgrund der Fliehkraftwirkung.

Abbildung 5.40 zeigt die Zwangsschwingungsamplituden bei Gravitationsanregung
des linearen Modells (ohne Kontakt, daher auch die Bezeichnung freie Zwangsschwing-
ungen) an denselben Stellen. Trotz der vergleichsweise schwachen dufseren Dampfung
sind die Gravitationsresonanzerscheinungen nur gering ausgeprégt (hier bei ca. 18 Hz
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und 160 Hz). Sie reichen nicht aus, vgl. Abbildung 5.41, um die statische Auslenkung
zu iiberwinden und somit ein Klappern der Delaminationsfuge in Drehzahlbereichen
zu ermoglichen, bei denen sich das zugrunde liegende lineare System stabil verhalt. [
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Abbildung 5.38: (Beispiel 5.12) Grokter Realteil aller Eigenwerte bis zur 6. biegekriti-
schen Drehzahl.
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Abbildung 5.39: (Beispiel 5.12) Statische Auslenkungen an Stellen auf dem Rotor.

200

Drehfrequenz/ Hz (1., 5., 6. kritische Drehzahl markiert)

Abbildung 5.40: (Beispiel 5.12) Schwingungsamplituden bei Gravitationsanregung an

Stellen auf dem Rotor.
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Abbildung 5.41: (Beispiel 5.12) Differenz der statischen Auslenkung und Zwangs-
schwingungsamplitude nach Beziehung (5.166) in der Mitte der Balken 2 und 3.
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Maximaler Realteil aller Eigenwerte
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Abbildung 5.42: (Beispiel 5.13) Grokter Realteil aller Eigenwerte bis zur 4. biegekriti-
schen Drehzahl.

Beispiel 5.13 Modellparameter (SI-Einheiten kg—m—s): Abmessungen: L = 1, Ly =
0.6, Ly = L/2 — Ly/2,a = 0.01, b = a, h = 3/4a, Dichte p = 7500, E-Modul £ =
210 - 10%, dukere Dampfung d,, = 1, harmonische Gravitationsanregung, reibungsfrei.

Eine analoge Analyse bei einer Delaminationslange von 60 c¢m zeigt ein dhnliches
Ergebnis. Es erscheint praktisch nicht mdoglich, das Klappern der Delaminationsfuge
anzuregen.

Abbildung 5.42 zeigt zundchst die Stabilitdtsbereiche anhand der maximalen Re-
alteile. Es zeigt sich, dass das lineare Grundsystem bereits im ersten iiberkritischen
Bereich ab ca. 38 Hz nicht mehr gyroskopisch stabilisierbar ist, es schlieklich ab der
dritten biegekritischen Drehzahl (43.1 Hz) bei keiner Drehzahl mehr sein wird.

Abbildung 5.43 zeigt die Differenz der statischen Auslenkung und der Zwangs-
schwingungsamplitude bei Gravitationsanregung in der Mitte der Balken 2 und 3. Der
Einfluss einer Gravitationsresonanzstelle ist schwach erkennbar. Im Drehzahlbereich,
bei dem ein stabiles lineares Grundsystem vorliegt, lasst sich auch bei einer hier vorlie-
genden Delaminationslange, die 60% der Rotorlinge entspricht, praktisch kein Klap-
pern anregen. 0

Wie die Beispiele 5.12 und 5.13 nahe legen, kann man beim rotierenden Balken mit
Delamination im Allgemeinen nicht damit rechnen, dass die harmonische Gravitations-
anregung zu einem ausgepragten Klappern der Delaminationsfuge fiihrt. Dennoch gibt
es spezielle geometrische Konfigurationen, bei denen dieser Effekt eintritt, wie das fol-
gende Beispiel zeigt. Der dabei untersuchte Balken wurde in [75] als nicht-rotierender
Balken untersucht.
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Uberschneidung der freien Schwingungen mit statischer Auslenkung, Mitte Balken 2 und 3
T T T

Auslenkung (Durchdringungen bei negativen Werten)/ m

Drehfrequenz/ Hz (kritische Drehzahlen markiert)

Abbildung 5.43: (Beispiel 5.13) Differenz der statischen Auslenkung und Zwangs-
schwingungsamplitude nach Beziehung (5.166) in der Mitte der Balken 2 und 3.

Beispiel 5.14 Modellparameter (SI-Einheiten kg—m—s): Abmessungen: L = 3, Ly =
0.1, Ly = L/2 — Ly/2, a = 0.045, b = 0.04, h = 4/5a, Dichte p = 2800, E-Modul
E =69-10° (Aluminium), dufere Dampfung d,, = 1, innere Didmpfung mit ay = 1077,
harmonische Gravitationsanregung, reibungsfrei.

Abbildung 5.44 zeigt zunidchst die Stabilitdtsbereiche anhand der maximalen Re-
alteile. Es zeigt sich, dass das lineare Grundsystem bereits im ersten iiberkritischen
Bereich ab einer Drehfrequenz von etwa 16.5 Hz nicht mehr gyroskopisch stabilisier-
bar ist.

Die statischen Auslenkungen der neutralen Fasern der Balken 1, 2 und 3 in Abbild-
ung 5.45 zeigen zumindest im ungeschadigten Bereich in der Mitte des ersten Balkens im
unterkritischen Betrieb kaum einen Einfluss der Delamination. Die Auslenkung bleibt
bezogen auf die Gesamtlinge des Rotors im Promillebereich.

Abbildung 5.46 zeigt ausgepragte Gravitationsresonanzen bei etwa 5.4 Hz und 13.5
Hz. Wie ein Vergleich mit Abbildung 5.47 zeigt, ist jedoch im vorliegenden Beispiel
nur die erste, unterkritische Gravitationsresonanz stark genug, um ein Klappern der
Delaminationsfuge anzuregen.

Abbildung 5.48 zeigt den Verlauf der Offnung der Delaminationsfuge im einge-
schwungenen Zustand bei einer Drehfrequenz von 5.5 Hz in der Néhe der ersten Gra-
vitationsresonanz. Abbildung 5.48a geht aus einer modalen Ndherung mit 15 bzw. 16
beibehaltenen Eigenmoden hervor. Konvergenz erscheint plausibel, wie die Vergrofse-
rung in 5.48b zeigt.

Die Auswirkung einer weiteren Reduktion der Modenzahl zeigt Abbildung 5.49
(Offnung der Delaminationsfuge in a) bzw. entsprechende Geschwindigkeit in b)). Es
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ist zu erkennen, dass selbst eine drastische Reduktion mit nur 6 beibehaltenen Moden
zu akzeptablen Ergebnissen fiihrt, wenn man in Kauf nimmt, dass an der betrachteten
Stelle sich die Fuge nicht vollstdndig schlieftt. Offenbar reicht die Modenbasis nicht
aus, ein Schliefsen abzubilden, da bereits an einer anderen Stelle in der Fuge Kontakt
besteht. Dieses Verhalten ist physikalisch unrealistisch, dennoch sind die Auswirkungen
dieser Inskonistenz auf die globale Bewegung gering.

Diese Schlussfolgerung gestattet auch eine Diskussion der Abbildung 5.50. Die Ab-
bildungen zeigen das Phasenportréit eines Punktes auf der neutralen Faser nahe am
Ende des Balkens 1. Dabei sind die Ergebnisse einer modalen Naherung mit 6 bzw. 16
beibehaltenen Moden abgebildet. Unterschiede sind erst in der Vergrofserung in Abbild-
ung 5.50b deutlich zu erkennen. Dort erkennt man auch einen Geschwindigkeitssprung,
der beim urspriinglich vorliegenden System mit verteilten Parametern physikalisch un-
realistisch ist. Ferner ist erkennbar, dass selbst bei 16 beibehaltenen Eigenmoden ein
solcher Sprung auftritt, in diesem Fall allerdings wesentlich geringer ausgeprégt er-
scheint.

Wie schon in Beispiel 5.10 angemerkt wurde, kann es an solchen Sprungstellen bei
gewohnlichen numerischen Integrationsmethoden geschehen, dass die Verfahren ent-
weder abbrechen, weil {iberbestimmte Gleichungen vorliegen (zu viele Kontaktstellen)
oder dass sie inkonsistente Zugimpulse berechnen. Die in Kapitel 4 vorgestellten Me-
thoden gewihrleisten hingegen einen konsistenten Ubergang.

In der Praxis wird beim rotierenden Balken mit Delamination somit die Schwie-
rigkeit bestehen, dass das nicht-lineare Antwortverhalten auf die harmonische Gravi-
tationsanregung an den meisten Stellen nur sehr schwach ausgepragt ist. Dies erkennt
man z.B. daran, dass das Phasenportrit in Abbildung 5.50 offenbar kaum von einer bei
einem linearen System zu erwartenden Ellipsenform abweicht. Die Anregung von Gravi-
tationsresonanzstellen mit einem stéarker ausgepriagten Klappern der Delaminationsfuge
ist im vorliegenden Beispiel in der Praxis nicht moéglich. Die dazu notwendigerweise er-
forderlichen Drehzahlen fiihren zu instabilem Verhalten des linearen Grundsystems.

OJ
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Maximaler Realteil aller Eigenwerte

5.3. Rotierende Welle mit Delamination

Drehfrequenz/ Hz
Statische Auslenkung in 1-Richtung

-0.015

w /Bunyus|sny

(s/1) /4

Abbildung 5.44: (Beispiel 5.14) Grokter Realteil aller Eigenwerte bis zur 3. biegekriti-

schen Drehzahl.

Drehfrequenz/ Hz

Abbildung 5.45: (Beispiel 5.14) Statische Auslenkungen an Stellen auf dem Rotor.
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Amplituden der freien Schwingungen in 1-Richtung bei Gravitationsanregung
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Abbildung 5.47: (Beispiel 5.14) Differenz der statischen Auslenkung und Zwangs-
schwingungsamplitude nach Beziehung (5.166) in der Mitte der Balken 2 und 3.
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X 10'3 Konvergenz der modalen Néherung
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Abbildung 5.48: (Beispiel 5.14) Zur Konvergenz der modalen Néherung bei 15 bzw. 16
beibehaltenen Eigenmoden. Die Abbildungen zeigt die Offnung der Delaminationsfuge
in der Mitte der Balken 2 und 3, wobei Abbildung b) einen vergréferten Ausschnitt
zeigt.
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X 10'3 Konvergenz der modalen N&herung
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Abbildung 5.49: (Beispiel 5.14) Zur Konvergenz der modalen Ndherung bei 6 bzw.
16 beibehaltenen Eigenmoden. Abbildung a) zeigt die Offnung der Delaminationsfuge
in der Mitte der Balken 2 und 3. Abbildung b) zeigt die entsprechenden Offnungsge-
schwindigkeiten.
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Die modale Reduktion in Verbindung mit den in Kapitel 4 vorgestellten Integrations-
methoden erweist sich auch beim rotierenden Balken als anwendbare Methode. Wie
das abschlielkende Beispiel zeigt, kann sie im Vergleich zu reinen Penalty- oder Regu-
larisierungsverfahren, vgl. Abschnitt 4.4, zu einem erkennbaren Zeitgewinn fiihren.

Beispiel 5.15 Es gelten die gleichen Modellparameter wie in Beispiel 5.14. Fiir die Be-
urteilung des Rechenaufwands kommt im vorliegenden Beispiel ein Regularisierungsver-
fahren mit dem vereinfachten Kontaktmodell ohne innere Dynamik geméfs (4.80) zum
Einsatz. Die verwendeten Regularisierungsparameter sind ¢; = 10® und d; = 4 - 10%.

Um zu aussagekraftigen Vergleichsergebnissen zu gelangen, wurden die Regularisie-
rungsparameter so gewahlt, dass eine leichte Verletzung der Bindungen eintritt. Abbild-
ung 5.51 zeigt den Verlauf der Offnung der Delaminationsfuge in der Mitte der Balken
2 und 3. Fiir eine exaktere Erfiillung der einseitigen Bindungen werden noch grofere
Regularisierungsparameter notwendig sein, die wiederum einen noch groferen Rechen-
aufwand nach sich ziehen. Dennoch lésst sich anhand der Abbildung erkennen, dass die
globale Bewegung durch diese Wahl der Regularisierungsparameter ausreichend genau
abgebildet wird.

Im vorliegenden Beispiel kommt neben dem Regularisierungsverfahren ein ereig-
nisgesteuertes Verfahren zum Einsatz. Beide wurden in MATLAB implementiert. Das
ereignisgesteuerte Verfahren benotigt im vorliegenden Beispiel die geringsten Rechen-
zeiten, wenn fiir den glatten Teil der Bewegung ein explizites Integrationsverfahren
verwendet wird (im vorliegenden Fall das in MATLAB implementierte RUNGE-KUTTA-
Verfahren ode45). Hingegen liefert das Regularisierungsverfahren die schnellsten Re-
chenzeiten, wenn ein implizites Verfahren fiir steife Differenzialgleichungen angewandt
wird (im vorliegenden Fall das in MATLAB implementierte Verfahren ode15s). Die
Toleranzen wurden fiir beide Verfahren gleich eigestellt (107°), sodass ein direkter
Vergleich moglich ist. Dieser ldsst auf einen deutlichen Rechenzeitvorteil fiir ereignis-
gesteuerte Verfahren in Kombination mit konsistent ermittelten Ubergéingen schliefen.
Abbildung 5.52 zeigt die Rechenzeiten der beiden Verfahren in Abhéngigkeit von der
Anzahl der beibehaltenen Moden bezogen auf die Rechenzeit des ereignisgesteuerten
Verfahren bei 6 beibehaltenen Moden. 0J
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Phasenportrat fur Stelle im ungeschadigten Bereich (Ende Balken 1)
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Abbildung 5.50: (Beispiel 5.14) Zur Konvergenz der modalen Naherung bei 6 bzw. 16
beibehaltenen Eigenmoden. Abbildung a) zeigt das Phasenportrit der Bewegung eines
Punktes auf der neutralen Faser am Ende des Balkens 1 (Vergoferung in b)).
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x10° Vergleich Penalty - ideale Bindung (16 FHG)

Penalty
—-—-— ideale Bindung B

Auslenkung/ m
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Abbildung 5.51: (Beispiel 5.15) Vergleich des ereignisgesteuerten Verfahrens mit Regu-
larisierungsverfahren. Die Abbildung zeigt den Verlauf der Offnung der Delaminations-
fuge in der Mitte der Balken 2 und 3.
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Abbildung 5.52: (Beispiel 5.15) Vergleich des ereignisgesteuerten Verfahrens mit Re-
gularisierungsverfahren: Die Abbildung zeigt die Rechenzeiten der beiden Verfahren in
Abhéngigkeit von der Anzahl der beibehaltenen Moden bezogen auf die Rechenzeit des
ereignisgesteuerten Verfahren bei 6 beibehaltenen Moden. .
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Formulierung fiir strukturdynamische Probleme
mit reibungsbehafteten Kontakten auf der Grundlage von Mafdifferenzialeinschlieffun-
gen angegeben. Diese Vorgehensweise bietet die Mdoglichkeit, die Dynamik von Syste-
men mit verteilten Parametern nach einer bewusst sehr grob durchgefiihrten raumlichen
Diskretisierung konsistent in die Theorie der nicht-glatten Mechanik von Systemen mit
endlichem Freiheitsgrad einzubetten. Ziel der Vorgehensweise ist es, Modellreduktions-
verfahren in der Strukturdynamik auch bei einseitigen Bindungen anzuwenden. Die bei
Systemen mit verteilten Parametern oftmals physikalisch unrealistischen Geschwindig-
keitsspriinge aufgrund stofartiger Kontakte treten bei rdumlich grob diskretisierten
Strukturen als Naherungsfehler auf, die bei vielen Anwendungen toleriert werden kon-
nen. Dazu ist es aber erforderlich, dass das nicht-glatte Ersatzsystem immer noch den
Grundprinzipien der Mechanik gehorcht. Diese miissen bei einseitigen Bindungen und
endlichem Freiheitsgrad in eine entsprechend erweiterte Axiomatik tiberfiihrt werden.

Dazu wurde zunéchst anhand der Dynamik des Massenpunkts die ideale Modellvor-
stellung von Normalkontakt und Reibung in Form einer idealen Undurchdringlichkeit
bzw. der CoULOMBschen Reibung begriindet. Als Grundlage einer Verallgemeinerung
der Formulierung fiir Systeme mit beliebiger Anzahl an Kontakten und generalisierten
Koordinaten wurde die Dynamik des Massenpunkts anhand verschiedener Varianten
von Variationungleichungen formuliert, deren wesentliche Aussagen als eine Verallge-
meinerung des Prinzips von FOURIER aufgefasst werden konnen.

Der Ubergang auf beliebige, rdumlich diskretisierte mechanische Systeme unter Ein-
arbeitung der idealen Kontaktmodelle gelingt zwanglos unter Zuhilfenahme mathema-
tischer Strukturen, die die nicht-glatte Analysis zur Verfiigung stellt. In der vorliegen-
den Arbeit wird, den neueren Arbeiten von ROCKAFELLAR folgend, auf die Begriffe
des Subgradienten schlechthin und des reguléren bzw. des Tangentialkegels schlechthin
(entsprechendes gilt fiir die Normalkegel) zuriickgegriffen. Dies vermeidet auch die De-
finition des Normalkegels als Polarkegel des Tangentialkegels, die fiir die Anwendung
wenig anschaulich ist.

Somit konnte das Prinzip von FOURIER in einer allgemeinen Fassung und dariiber
hinaus auf verschiedenen kinematischen Ebenen formuliert werden. Das Prinzip von
FOURIER stellt eine Variationsungleichung dar, wobei die Variationen iiber die Zuge-
horigkeit zum Tangentialkegel einer Menge definiert sind, die entsprechend der kine-
matischen Ebene der Formulierung aus der Gebietseinschrénkung hervorgeht. Uber die
iblichen Beziehungen der nicht-glatten Analysis zwischen Tangential- und Normalkegel
konnte ferner eine gleichwertige Darstellung im Sinne einer dynamischen Kriftegleich-
gewichtsbeziehung angegeben werden. Die Formulierung mechanischer Prinzipien fiir
nicht-glatte Systeme schloss mit einer Variationsungleichung fiir den Sonderfall einer
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vorgegebenen Normalkraft beim Reibkontakt ab.

Die nicht-glatte Bewegung wurde als Mafdifferenzialeinschlieffung formuliert. Sie
ist bei glatter Bewegung gleichwertig zu den im Vorfeld angegebenen mechanischen
Prinzipien. Bei nicht-glatter Bewegung haben die angegebenen Einschlieffungen an den
Stellen mit Geschwindigkeitsspriingen den Charakter eines eigenstandigen Bewegungs-
gesetzes und gehen somit nicht unmittelbar aus den Prinzipien fiir die glatte Bewegung
hervor. Es handelt sich dann vielmehr um nicht-glatte konstitutive Gleichungen in Form
von Stofsgesetzen. In der vorliegenden Arbeit wurde das aus der Starrkorpermechanik
stammende Stofsgesetz in Anlehnung an den NEWTONschen Stof als Mafdifferenzi-
aleinschliefung formuliert. Dabei wurde der tatsédchliche Zusammenhang zum echten
Stofgesetz nach NEWTON aufgezeigt, indem die Makdifferenzialeinschlieffung an Unste-
tigkeitsstellen als optimale Naherung an den NEWTONschen Stof bei Mehrfachstoken
identifiziert wurde. Die Formulierung von Stofsgesetzen wurde mit der Verallgemeine-
rung eines Stokgesetzes nach FREMOND auf Mehrfachstoke abgeschlossen.

Zur numerischen Behandlung der Mafdifferenzialeinschlieffungen wurden ein impli-
zites Zeitschrittverfahren und ein ereignisgesteuertes Verfahren beschrieben bei denen
ein Zeitschritt bzw. der Ubergang an Unstetigkeitsstellen mittels eines linearen Komple-
mentaritatsproblems (bei polyedrischer Naherung der Reibscheibe) formuliert wurde.
Insbesondere wurde eine Variante vorgestellt, die es beim Zeitschrittverfahren erlaubt,
das Komplementaritatsproblem ohne Naherung der Reibscheibe mit nur einer zusatzli-
chen Schlupfvariable pro diskretem Reibkontakt zu formulieren. Diese Ausfithrung des
Verfahrens fiihrt allerdings auf gemischte, nicht-lineare Komplementaritatsprobleme.
Abschliekend wurde diskutiert, wie die nicht-glatten numerischen Verfahren in Regu-
larisierungsmethoden tibergehen.

Die oben erwihnten Stofsgesetze konnen schon bei elementaren Starrkorpersystemen
zu unrealistischen Ergebnissen fithren. Dies wurde anhand des Beispiels eines Mehrfach-
stofses aneinandergereihter Kugeln demonstriert. Es wurde ein Verfahren vorgestellt,
wie das Zeitschrittverfahren durch eine Mehrskalenmethode geeignet modifiziert wer-
den kann, um diese Inkonsistenz zu vermeiden. Die Modifikation entspricht einer all-
gemeinen algorithmischen Umsetzung einer Stoftsequenz und wurde als Einschliefsung
formuliert. Simulationsergebnisse unter Beriicksichtigung dieser Modifikation wurden
mit bekannten Messergebnissen aus der Literatur verglichen und es zeigte sich eine sehr
gute Ubereinstimmung.

Die eingekeilte starre Scheibe ist ein bekanntes Beispiel dafiir, dass die Idealvor-
stellung einer perfekt starren Bindung in Verbindung mit CoOULOMBscher Reibung zu
mehrdeutigen Losungen fiihren kann. In der vorliegenden Arbeit wurde allgemein ge-
zeigt, dass lokale Nachgiebigkeit in den Normalkontakten ausreicht, um Eindeutigkeit
wieder herzustellen. Die nicht-glatte Formulierung der COULOMBschen Reibung kann
beibehalten werden und braucht nicht durch einen Regularisierungsansatz ersetzt wer-
den. Am Beispiel der eingekeilten Scheibe wurde ferner demonstriert, dass der Ansatz
einer lokalen Nachgiebigkeit zu einem Instabilitdtsphdnomen fiihren kann, das sich un-
ter Umstdnden nachteilig auf die Rechenzeit auswirkt.

Als weiteres elementares Beispiel wurde der elastische freie Balken in der Ebe-
ne diskutiert, der durch einen linienhaften, einseitigen Anschlag in seiner Bewegung
eingeschriankt wurde. Anhand des Beispiels konnte demonstriert werden, dass insbe-
sondere bei vorhandenen Starrkérpermoden eine modale Modellreduktionsmethode nur
in Verbindung mit den vorgestellten, nicht-glatten Integrationsmethoden mdoglich ist.
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Die Vorgehensweise der modalen Reduktion wurde um eine quasi-statische Modellre-
duktionstechnik erweitert und mit dem bereits vorgestellten Zeitschrittverfahren ver-
kniipft, sodass eine erhebliche Reduktion bei hinreichend genauer globaler Bewegung
ermoglicht wurde.

Abschlieend wurde das Beispiel des rotierenden Balkens mit Delamination dis-
kutiert. Im Vordergrund stand die Fragestellung, ob es prinzipiell méglich ist, durch
Gravitationsanregung das Klappern der Delaminationsfuge anzuregen und somit das
System prinzipiell fiir Identifikationsverfahren zugénglich zu machen, die auf diesem
stark nicht-linearen Effekt basieren. Es zeigte sich, dass dies bei speziellen geometri-
schen Konfigurationen zwar moglich ist, doch bei realitdtsnahen Abmessungen und
Drehzahlen iiberwiegt der Einfluss der zentrifugalen Wirkungen, welche die Delamin-
ationsfuge tendenziell 6ffnen, gegeniiber den Resonanzphdnomenen der Gravitationsan-
regung, sodass dieser Effekt zur Schadensidentifikation im Betrieb wohl nicht in Frage
kommt. Dennoch konnte anhand der Konfigurationen, bei denen das Klappern der Fuge
prinzipiell angeregt werden konnte, gezeigt werden, dass modale Reduktionstechniken
mit Erfolg in Verbindung mit den vorgestellten nicht-glatten Integrationsverfahren an-
wendbar sind. Im Vergleich mit Regularisierungsverfahren konnte etwa eine Halbierung
der Rechenzeit festgestellt werden.
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Anhang A

Grundbegriffe der nicht-glatten
Analysis

Die Literatur zur nicht-glatten Analysis, z.B. [90, 14, 88, 64|, weist keinen einheitli-
chen axiomatischen Aufbau auf. Definitionen und dquivalente Aussagen sind in dieser
Hinsicht austauschbar. Im Folgenden wird vorwiegend ROCKAFELLAR und WETS [90]
zitiert und um wenige Beispiele erweitert. Es handelt sich um eine verkiirzte Dar-
stellung insofern, als nur diejenigen Begriffe und Aussagen der nicht-glatten Analysis
wiedergegeben werden, die fiir die vorliegende Arbeit benétigt und iiblicherweise nicht
Inhalt der mathematischen Ausbildung ingenieurwissenschaftlicher Studiengéinge sind.
Ferner wird versucht, die Begriffsbildung moglichst einfach zu halten und auf einige
in [90] verwendeten Begriffe zu verzichten (z.B. (engl.) horizon subgradient, horizon
limits, geometrical derivability). Dies kann nur erreicht werden, indem im Folgenden
einige Voraussetzungen schérfer formuliert werden, als es mit Hilfe der vermiedenen
Begriffe moglich gewesen wiére. Fiir die vorliegende Arbeit ist die Darstellung dennoch
allgemein genug. Beweise sind nicht aufgefithrt, wenn sie sinngeméaf in [90]| zu finden
sind.

A.1 Effektiver Definitionsbereich, Supremum, Infimum
und Grenzwerte von Funktionen

Der Zahlenraum der nicht-glatten Analysis ist gemif R = R U {—o0, +00} erweitert.

Definition A.1 f:R" > C — R:
Effektiver Definitionsbereich (effective domain) dom f := {x € R"|f(x) < oo}.
Es gelte die Vereinbarung, dass alle in dieser Arbeit vorkommenden Funktionen einen

nicht-leeren effektiven Definitionsbereich haben, solche Funktionen werden (engl.) pro-
per genannt.

Definition A.2 M C R:
s € R ist obere Schranke zu M <= s >z Vx € M,
s € R ist untere Schranke zu M & s < x ¥z € M.
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Definition A.3 MCR,S:{36@\3295%56]\/[},[:{SEESSQEVQEEM}:
R > s =sup M ist Supremum zu M <= s < x Vr € S,
R > s = inf M ist Infimum zu M &= s > o Vo € 1.

Das Supremum einer Menge ist also ihre kleinste obere Schranke, das Infimum dement-
sprechend die grofite untere Schranke. Beide kénnen jeweils auch aufserhalb der Menge
liegen, was sie somit vom Mazimum bzw. Minimum unterscheidet, die nicht existieren
miissen.

Die Definitionen lassen sich sinnvollerweise auf Funktionen und Grenzwerte erwei-
tern:

Definition A.4 f:R" D> C — R, B(y,s) = {x € R"|e > ||x — y||}:
info f = 1122]‘()() =inf{f(x)|x € C},
supg f := sup f(x) := sup{f(x)|x € C'},

xeC

limsup f(x) := [1:1{% (supB(yye) f) (Limes Superior),

X—)y

liLIlj;lff(X) = ll\r_‘l(l) (inf p(ye) f) (Limes Inferior).
A.2 Offene und abgeschlossene Mengen, abgeschlos-
sene Hiille, Epigraf, Halbstetigkeit
Definition A.5 C C R", B(y,¢) = {x € R"| e > |[|x —y|}:
C offen = Vx € Cde > 0: B(y,e) C C.

Jedes Element einer offenen Menge hat eine Umgebung, deren Elemente ebenfalls in
der Menge liegen. Der Rand der Menge gehort demnach nicht zur Menge.

Definition A.6 ¢ C A C R™
C' abgeschlossen in A = A\ C offen.

Die Abgeschlossenheit einer Menge wird iiber die Offenheit ihres Komplements defi-
niert. Abgeschlossenheit ist somit im Allgemeinen nicht das Gegenteil von Offenheit.
Eine offene Menge kann zur Abgeschlossenheit um einen Rand ergénzt werden:

Definition A.7 C C R", B(y,¢) = {x € R"| e > |[|[x —y||}:
Abgeschlossene Hiille (closure) von C: clC := {x € R"| B(x,¢) N C # (Ve > 0},

Inneres (interior) von C' intC':={x € R"|3e>0: B(x,¢e) C C},
Rand (boundary) von C": bnd C :=clC'\ int C.

Die abgeschlossene Hiille einer Menge C' C R" ist, wie man zeigen kann, abgeschlossen
in R”.
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Beispiel A.8 C' = (0,1) ist offen. Fiir jedes Element 0 < z < 1 gibt es ein Element
yeCmit £ <y <52
clC' = [0,1] ist abgeschlossen in R, da clC'\ R = (—00,0) U (1, 00) offen ist. O

Einer reellwertigen Funktion kann eine Menge zugeordnet werden, die als Epigraf von
f bezeichnet wird und geometrisch als die Menge der Punkte auf oder oberhalb des
Grafen der Funktion zu deuten ist:

Definition A.9 f:R* > C — R:
Epigraf von f:epi f = {(x,y) € R* x Rly > f(x)}.

In der nicht-glatten Analysis ist neben der Stetigkeit einer Funktion auch eine schwéche-
re Eigenschaft niitzlich. So konnen Funktionen unter-halbstetig (lower semicontinuous,
Isc) bzw. ober-halbstetig (upper semicontinuous, usc) sein:

Definition A.10 f:R" D> C — R:
[ lsc & liminf f(x) = f(y),
X—)y

f usc < limsup f(x) = f(y).

x—y
Den Zusammenhang mit Stetigkeit zeigt

Bemerkung A.11 f:R*" D> C — R:

f stetig < f Isc und usc.
Unstetige Funktionen kénnen demnach noch halbstetig sein:

0; 2<0

Beispiel A.12 f(z) = { Lz 0

liminf f(z) = lim (inf f(x)) = lim(0) = 0 = f(0). Somit ist f Isc.

z—0 eN0 \ e>|z|

z—0 € e>|z|

limsup f(z) = liin sup f(x)) = li\r%((]) = 1 # f(0). Somit ist f nicht usc und
insgesamt unstetig. 0

Die Halbstetigkeit hat auch eine mengentheoretische Bedeutung;:

Satz A.13 f:R*" D C — R:
epi f ist abgeschlossen in R” x R < f Isc.

Manche Literatur nutzt diese Aussage zur Definition der unteren Halbstetigkeit.
Ausgehend vom Epigrafen lasst sich ein weiterer Konvergenzbegriff fiir Funktionen-
folgen definieren:

Definition A.14 f,:R" D> C — R, k € N:
e-limy o fr = f & klim epi fr = epi f.
Der Grenzwert ist also im epigrafischen Sinne diejenige Funktion, deren Epigraf die

Grenzmenge der Folge der Epigrafen der einzelnen Glieder der Funktionenfolge dar-
stellt.
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A.3 Indikatorfunktion, Abstand zu Mengen, Konver-
genz von Mengenfolgen

Die Zugehorigkeit zu einer Menge wird in der nicht-glatten Analysis mit Hilfe der
Indikatorfunktion ausgedriickt:

Definition A.15 C C R" 3 x:
0, xedC

Indikatorfunktion: ¥o(x) = { too; x ¢ C

Der Begriff der Konvergenz von Folgen reeller Zahlen kann auf Mengenfolgen erweitert
werden. Dazu ist zundchst der Begriff des Abstandes eines Elementes von einer Menge
genauer zu klaren:

Definition A.16 x € C C R™:
inf —y|; C#
;ECHX yll; 0

do(x) = inf {Ve(y)+x -y} = { o c—0"

yeR?

Der Abstand von einer Menge wird also als kleinste untere Schranke aller elementweise
gewonnenen Absténde erklért. Bei der zweiten Gleichung zeigt sich, dass die Indikator-
funktion ein niitzliches Mittel zur Gebietseinschrankung bei Minimierungsproblemen
ist. Ein Minimum einer additiv um eine Indikatorfunktion erweiterten Zielfunktion ist
zumindest nicht dort zu suchen, wo die Indikatorfunktion 400 als Funktionswert liefert.

Beispiel A.17 Verschwindende Abstédnde sind notwendig aber im Allgemeinen nicht
hinreichend fiir die Zugehorigkeit zu einer Menge. Mit zB. C = [0,1)

Grenzwerte von Mengen (Grenzmengen) sind als Mengen von Elementen aufzufassen,
deren Absténde gewisse Nullfolgen bilden:

Definition A.18 C* ¢ R*"Vk € N:

Innere Grenzmenge (inner limit): lim inf C}, := {x € R”| limsup dg, (x) = O},

k—o0 k—o0

Auperer Grenzmenge (outer limit): lim sup Cj, := {X € R"| lilgn inf de, (x) = 0}.
k—o0 —00

Mengenfolge {C}} konvergiert gegen C"

{Cy} = C & lilgn inf Cy = limsup Cy, = C.

k—o0

Die Namensgebung erweist sich als schliissig:

Bemerkung A.19 C, C R" 3 xVk € N:
lilgn inf Cy(x) C limsup C(x).

k—o0
Die innere Grenzmenge liegt also immer in der dufteren Grenzmenge, womit auf Men-
genfolgen die Eigenschaft einer Zahlenfolge {a;} entsprechend iibertragbar ist, dass
liminf a; < limsup a; gilt [44].

k—o0 k—o0
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Beispiel A.20 Sei eine Mengenfolge Cj, = (0,1+ (—1)*) gegeben. Fiir ungerade k
ist Cx = (0,0) leer, ansonsten Cj = (0,1). Fiir die leere Menge gilt nach Definition
A.16 der Abstandsfunktion dy = 400, sodass es keine zu null konvergierende, klein-
ste obere Schranke gibt, womit li;?i i£f Cr = 0 feststeht. Die grofite untere Schranke

der Abstandsfunktionen verschwindet fiir alle Elemente aus [0, 1] und nur fir diese.
Man beachte, dass auch die Intervallgrenzen 0 bzw. 1 eingeschlossen sind. Somit ist
lim sup Cy, = [0, 1] sogar abgeschlossen. O

k—o00

Die Abgeschlossenheit der Grenzmengen trifft immer zu:

Satz A.21 C, C R"Vk € N:

lim sup C% und lilgn inf C}, sind abgeschlossen in R".
k—o0 o0

Beispiel A.22 Der Mengenkonvergenzbegriff leistet also nicht, dass z.B. C}, = (O, 1—- %)
gegen das offene Intervall (0, 1) konvergiert, sondern (0,1 — +) — [0, 1]. Selbst Folgen,
deren Glieder jeweils dieselbe konstante Menge sind, konvergieren daher im Allgemei-
nen nicht zu eben dieser Menge, was (0,1) — [0, 1] zeigt. O

A.4 Mengenwertige Abbildungen

Definition A.23 Eine Zuordnung S eines Elements einer Menge X zu
einem Element der Potenzmenge (Menge aller Teilmengen) einer Menge
Y wird mengenwertige Abbildung (set-valued mapping) oder Multifunktion
(multifunction) genannt und mit dem Symbol = wie folgt bezeichnet:

S: XY, X232 S(x)CY.

Auch fiir mengenwertige Abbildungen sind Grenzmengen definiert:

Definition A.24 S : R" = R":

innere Grenzmenge: liminf S(x) := ) lilgn inf S(xy),
X—y {xk}_)y — 00

duflere Grenzmenge: limsup S(x) := |J limsup S(xy).
Xy {xp}oy koo

Die Vereinigungen bzw. Schnitte sind fiir alle gegen y strebenden Folgen {x} zu ver-
stehen. Die Grenzmengen fiir mengenwertige Abbildungen lassen sich dquivalent iiber
Punktfolgen beschreiben:

Satz A.25 S:R" = R"; {x;}, {ux} C R™ Folgen:

liminf S(x) = {u € R"|V{xx} —» y Hw} —u:u; € S(xx)},
x—y

limsup S(x) = {u € R"| H{xx} »y Hw} —u:up € S(xi)}
X—)y

Damit ist eine zu Bemerkung A.19 analoge Eigenschaft nachweisbar:
Bemerkung A.26 S:R" = R™
lim inf S(x) C lim sup S(x).

X=Yy X—y
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A.5 Mengenalgebra

Definition A.27 A/ BCR", A e R, x € R™

Summe, Differenz: A+ B:={yc€R"Jac A,be B:y=a+b},
Verschiebung: A+x:=A+{x},
Streckung: M :={y eR"Jac A:y = )a}.

Summen und Differenzen von Mengen in diesem Sinne entsprechen im Allgemeinen
nicht der Vereinigung (A U B) bzw. der Differenzmenge (A \ B).

A.6 Konvexitat von Mengen und Funktionen

Konvexitat ist die Eigenschaft einer Menge, bei der sich alle Elemente innerhalb der
Menge paarweise geradlinig verbinden lassen:

Definition A.28 C C R™
C konver = Vx,y € C:ax+ (1 —a)y € CVa € (0,1).

Beispiele fiir konvexe Mengen sind in trivialer Weise die leere Menge, Mengen, die nur
aus einem Element bestehen, die reellen Zahlen R, der Raum R”, R := {x € R"|x >
0}, R" :={x € R"|x < 0}.

Satz A.29 Essind R” D A, B konvex, A € R.

Dann sind folgende Mengen ebenfalls konvex:

i) AN B,

ii) A+ B,

iii) A\A.
Vereinigungen konvexer Mengen sind im Allgemeinen nicht konvex. Ein Beispiel hierfiir
ist mit den konvexen Mengen A = {0} und B = {1} die Menge C' = AU B. Nicht jedes
Element auf der Verbindungslinie liegt in C, z.B. 0.5 ¢ C.

Nicht-konvexe Mengen konnen konvexifiziert werden. Dazu ist der Schnitt aller
konvexen Mengen zu nehmen, die C' enthalten:

Definition A.30 C C R™:

Konveze Hiille (convex hull) von C: conC := () D mit R™ D D konvex.
D>C

Nach Satz A.29 ist der Schnitt konvexer Mengen konvex. Die konvexe Hiille von C' ist
insofern die ,kleinste konvexe Menge, die C' enthélt, als sie per Definition die einzige
Menge ist, die in allen konvexen Mengen liegt, deren Teilmenge sie ist. Man nennt

p
eine Linearkombination »_ A\;x; genau dann eine Konverkombination, wenn speziell
i=0

p
> Ai =1 gilt. Wie sich zeigen ldsst, besteht die konvexe Hiille einer Menge C' aus allen
i=0

Elementen, die aus einer Konvexkombination von Elementen aus C' hervorgehen:
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Satz A.31 C C R™:
p p

conC = {XGR”|E|/\Z-ZO,XZ' eC :x=)> \x;, Z)\izl,NBpZO}.
i=0 i=0

Der Begriff der Konvexitét ist auch fiir reellwertige Funktionen erklart:

Definition A.32 R" O C konvex, f: 0 — R, x — f(x):
[ konvezr = Vx,y € C: flax+ (1 —a))y) < af(x)+ (1 —a)f(y).
Streng konvere Funktionen erfiillen die vorige Ungleichung streng, also mit

< an Stelle von <.

Konvexe Funktionen haben demnach die Eigenschaft, dass die Verbindungslinie zwi-
schen zwei beliebigen Punkten des Grafen immer oberhalb des Grafen liegt. Zwischen
der Konvexitidt von Mengen und Funktionen besteht daher folgender Zusammenhang:

Satz A.33 f:R"DC — R x+— f(x):
f konvex < epi f konvex.

Manche Literatur benutzt diese Aussage zur Definition einer konvexen Funktion.

Beispiel A.34 Die Indikatorfunktion ¥4 einer Menge C' C R" ist genau dann konvex,
aber nicht streng konvex, wenn C' konvex ist. 0

A.7 Kegel, Tangential- und Normalkegel, Regularitat

Definition A.35 () # K C R™
K Kegel .= Vx e K: ) Ax € KVA > 0.
Ein konvexer Kegel K ist spitz (pointed) < K N —K = {0}.

Kegel sind demnach Mengen K, die invariant unter positiver Streckung sind, d.h. es
gilt K = AK fiir beliebige A > 0.

Die Idee einer Tangentialmenge oder einer Variation zu einem Element x € C' C R"
soll im Folgenden genauer gefasst werden. Mit x € C' und den konvergenten Folgen
R™ D {vx} — v, R D {tx} \, 0 verbirgt sich hinter der Forderung vt; + x € C fiir
k — oo die Vorstellung, dass das Ergebnis einer beliebig kleinen Verschiebung von x
in Richtung v noch in C liegt:

Definition A.36 x € C' C R™

Tangentialkegel (schlechthin, auch Kontingent-Tangentialkegel oder Boulingant-
Kegel) an C' bei x:

Te(x) == {V e R 3H{tx} N O0FH{ve} —v:ivy € i(C’ - X)}

In der Tat kann man zeigen, dass die so definierte Menge T(x) einen Kegel darstellt
und daher der Name berechtigt ist. Im Riickblick auf Satz A.25 ist folgender Zusam-
menhang erkennbar:
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Bemerkung A.37

1
To(x) = liril\s(?p g(C’ - X)

1
= limsup —(C —Yy).
t\O,yTX

Die Schreibweise y-5x bedeutet, dass y innerhalb der Menge C' gegen x strebt. Die
zweite Gleichung folgt aus Satz A.25 aufgrund der Existenz der Folge {x;} mit x; =
x € (), fiir die offensichtlich {Xk}TX gilt. Die vorige Bemerkung liefert die Anregung
zur

Definition A.38 x € C C R™

Reguldrer Tangentialkegel an C' bei x:

T T 1

Te(0) = Jiminf }(C ~y)
Auch fiir die so definierte Menge lésst sich zeigen, dass sie tatséchlich ein Kegel ist.
Satz A.25 liefert eine entsprechende Beschreibung {iber Folgen:

Bemerkung A.39 x € C' C R™
T\C(x) = {V € R V{tr} \ OV{xp}mxHvi} = v:v, € i(C — xk)}

Aus Bemerkung A.26 folgt, dass der reguldre Tangentialkegel stets im Kontingent-
Tangentialkegel enthalten ist:

Bemerkung A.40 C C R™:
To(x) C To(x).

Die Darstellungen der Tangentialkegel in Bemerkung A.37 bzw. Definition A.38 erlau-
ben eine anschauliche Deutung:

Beispiel A.41 Die Grenzmengen der Ausdriicke 1(C' —y) denke man sich fiir ¢ — 0,
d.h. % — 00, als ,unendlich“-fache Vergroferung der bei y zentrierten Menge C'. So er-
héalt man den Kontingent-Tangentialkegel T¢-(x) nach Definition A.24 als Vereinigung
aller Vergroferungen bei y = x. In Abbildung A.1 ist der Kontingent-Tangentialkegel
an einer nicht-glatten Ecke einer Menge C' bei x dargestellt. Die nicht-glatte Ecke wird
in unendlich-facher Vergrofserung zu einem Keil mit geraden Begrenzungslinien. Es
erscheint bei dieser Betrachtung plausibel, dass das Element u nicht zum Kontingent-
Tangentialkegel gehort, was sich auch streng zeigen lasst. Andernfalls miisste es ndmlich
geméik Definition A.36 konvergente Folgen {v;} — u und {tx} — 0 mit vyt +x € C
fiir alle £ geben. Da x aber bereits auf dem Rand von C' und dazu vy, fiir hinreichend
groftes k beliebig nahe an u liegt, endet die Verschiebung von x um vt fiir ein hin-
reichend grofies k zwingend auferhalb von C, mége t; # 0 noch so klein sein. Es kann
daher keine solche nach u strebende Folge geben, also liegt u nicht in T(x). Der regu-
lare Tangentialkegel an C' bei x ist in Abbildung A.2 dargestellt. Nach den Definitionen

A.38 und A.24 ist der Schnitt aller Grenzmengen gewisser Mengenfolgen i(C —Xy) 72U
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Abbildung A.1: Kontingent-Tangentialkegel an nicht-glatter Ecke bei x.

betrachten. Anschaulich ausgedriickt: Unendlich-fache Vergroferungen an glatten Stel-
len beliebig nahe bei der nicht-glatten Ecke x ergeben durch Geraden (den Tangenten)
begrenzte Halbraume. Als Schnitt solcher Halbrdume an Elementen, die sich beliebig
nahe bei x links bzw. rechts davon befinden, verbleibt der eingezeichnete Keil.

Es gibt Mengen mit Ecken, bei denen der regulire mit dem Kontingent-Tangentialke-
gel zusammentfillt. Dies ist in Abbildung A.3 dargestellt. Die Identitdt des reguldren
Tangentialkegels mit dem Kontingent-Tangentialkegel an bestimmten Elementen einer
Menge weist sie als reguldr (auch tangential-regulir) an diesen Elementen aus. Darauf
wird in Satz A.53 genauer eingegangen. Anhand der skizzierten Mengen ist zu erkennen,
dass die beiden Tangentialkegelausfithrungen bei solchen nicht-glatten Ecken identisch
sind, die eine Ausbuchtung darstellen, siehe Abbildung A.3. Bei eingebuchteten Ecken
wie in den Abbildungen A.1 und A.2 trifft diese Identitét nicht zu.

Die Tangentialkegel bei x sind in den Abbildungen jeweils verschoben um x darge-
stellt, sodass sie affin-tangential erscheinen. In Wahrheit — es handelt sich schliefslich
um Kegel — ist in ihnen die Null enthalten. Sie liegt jeweils an der Ecke des Kegels. [

Elemente eines regulédren oder Kontingent-Tangentialkegels bei x € C' nennt man tan-
gential an C bei x im requldren Sinne bzw. tangential schlechthin. Liegt ein Element
nicht auf dem Rand der Menge, sondern in ihrem Innern, so ist dort der ganze Raum
tangential zu ihr:

Bemerkung A.42 x € C C R™
x €intC = To(x) = Te(x) = R™

A.8 Normalkegel

Mit der Erweiterung des Tangentenbegriffs in der nicht-glatten Analysis geht eine Ver-
allgemeinerung des Normalenbegriffs einher.
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K

Teo(x) +x

Abbildung A.2: Regulédrer Tangentialkegel an nicht-glatter Ecke bei x.

Definition A.43 x € C C R™
Reguldrer Normalkegel: NC(X) ={veR"vi(y —x) <oy —x|)Vy € C}.

Das Symbol o(|ly — x||) bezeichnet im Zusammenhang mit der Menge C' einen Term
mit der Eigenschaft, dass w — 0 fir y—=x und y # x strebt. Der regulire
Normalkegel an einer Menge C' bei x enthélt damit alle Elemente, die hinreichend
nahe bei x keinen Anteil in Richtung eines beliebigen Elementes von C' haben. Auch
fiir den reguldren Normalkegel ldsst sich zeigen, dass die Menge tatséchlich ein Kegel

ist. In der mathematischen Literatur wird ein weiterer Normalkegeltyp verwendet:

Definition A.44 x € C' C R™
Normalkegel (schlechthin): N (x) = limsup Ne(y).
yax
Mit Hilfe der beiden Normalkegeltypen werden reguldre (tangential-reguldre) abge-
schlossene Mengen, beschrieben:

Definition A.45 x € C' C R", C abgeschlossen:

C' (tangential) reguldr (auch reguldr im Sinne von CLARKE) bei x :&
Nc(X) = Nc(X).

Eine Menge C' wird regular genannt, wenn sie fiir alle x € C' regulér ist.

Abgeschlossenheit der Menge C' ist hier Voraussetzung fiir Regularitédt. In [90] wird
nur lokale Abgeschlossenheit gefordert. In der vorliegenden Arbeit ist aber die stérkere
Forderung immer erfiillt und stellt daher keine Einschrankung dar.

Beispiel A.46 In Abbildung A.4 ist eine bei x nicht-reguldre Menge dargestellt. Der
reguldre Normalkegel bei x schrumpft auf die einzig aus der Null bestehende Menge
zusammen. Anschaulich ist klar, dass bei eingebuchteten Ecken die Null das einzi-
ge Element ist, das zu jedem Element x* € C' keinen Anteil in ebendessen Richtung
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Abbildung A.3: Beispiel fiir identische reguldre und Kontingent-Tangentialkegel an
nicht-glatter Ecke bei x.

x* — x hat. Der Normalkegel schlechthin besteht aus den zwei von der Null ausgehen-
den Strahlen. Sie sind im Sinne der Definition A.44 des Normalkegels angesichts der
Definition A.24 die dufseren Grenzmengen der mengenwertigen Abbildung Ne(xy) fiir
Folgeglieder x;—x. An glatten Stellen x; auf dem Rand ist der regulire Normalke-
gel ein nach aufen weisender, senkrecht zur Berandung stehender Strahl, der von der
Null ausgeht. Fiir Folgen, die nicht iiber den Rand nach x verlaufen, gilt No(x;) = 0.
Schlieflich fiihrt die nach Definition A.24 geforderte Vereinigung der Grenzmengen nur
zu den beiden eingezeichneten Strahlen.

Abbildung A.5 zeigt eine bei x reguldre Menge. Der regulédre Normalkegel ist mit
dem Normalkegel schlechthin identisch. U

Im Innern einer Menge kann nur die Null normal sein:

Bemerkung A.47 x € C C R™
x € int C' = Ng(x) = No(x) = 0.

A.8.1 Dualraum

Die Winkelbeziehungen in der Theorie der Normalkegel ist im vorigen Abschnitt bereits
in vereinfachter Weise mittels des Standardskalarprodukts der Matrizenrechnung — also
Operationen der Form xTy € R — dargestellt. Im Allgemeinen werden Skalarprodukte
als Dualitdtspaarungen in der Theorie der Dualrdume behandelt, siehe z.B. [10, 32].
Der Vollstéandigkeit halber wird an dieser Stelle kurz darauf eingegangen, nur um an-
schliefend wieder den Ubergang zur vereinfachten Darstellung korrekt einzufiihren.

Definition A.48 V Vektorraum iiber R:
Dualraum V* :={¢: V — R| ¢(az + By) = ag(z) + Bo(y) Vo, B ER, z,y € V'}.
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I

— Ng(x)+x

{0} = Ne(x)

Abbildung A.4: Normalkegel an einer bei x nicht-regulédren Menge.

Der Dualraum ist also die Menge aller linearen Abbildungen von V' auf die reellen
Zahlen und man kann zeigen, dass er selbst ein Vektorraum {iber R ist. Anstatt ¢ oder
¢(z) wird héufig (¢, -) bzw. (¢, z) geschrieben.

Solange nichts anderes vereinbart wird, reicht es fiir die vorliegende Arbeit aus,
alle vorkommenden endlich dimensionalen Vektorrdume als den R" aufzufassen, was
spétestens nach einer Koordinatendarstellung x = (ay ... a,)7 € R” eines Elements
V 5 x =" o beziiglich einer Basis {vy,...,v,} C V als plausibel erscheint.
Dies erspart die exakte Buchfithrung bei Mengendefinitionen und erleichtert das Kon-
zept des Dualraums. Elemente ¢ des Dualraums kénnen eindeutig Zeilenmatrizen ¢T
aus R™" zugeordnet werden. Dualitéitspaarungen (¢, z) konnen sofort als das iibliche
Matrizenskalarprodukt ¢pTx aufgefasst werden.

Beispiel A.49 In der Mechanik werden Geschwindigkeiten (bzw. Verschiebungen)
7 € V und Krifte (F,-) € V* hiufig als Elemente verschiedener, aber zueinander
dualer Rdume verstanden, wobei V' gelegentlich der Anschauungsraum genannt wird.
Die Lineare Abbildung (F,#) wird als Leistung (bzw. Arbeit) definiert. Ein Element
F eV wird iiber (F,#) = F - ¢ mit (F,.) € V* identifiziert, womit man zum anschau-
lichen vektoriellen Kraftbegriff gelangt. 0

A.9 Polarkegel, Beziehungen zwischen Normal- und
Tangentialkegel

Normalen und Tangenten spielen auch in der nicht-glatten Analysis die Rolle polarer
Paarungen.

Definition A.50 R"” D K Kegel:
Polarkegel zu K: K* :=={v € R"|vTx < 0Vx € K}.
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X

&\\\\\\\\\\\\X\\\\;/C

N Ne(x) +x = Neo(x) +x

Abbildung A.5: Normalkegel an einer bei x reguldren Menge.

Der Polarkegel zu K besteht also aus allen Elementen, die keinen Anteil in positiver
Richtung zu Elementen aus K haben.

Satz A.51 xe C C R™

Ne(x) = To(x)*.

Te(x) = Ne(x)*, falls C' abgeschlossen.
Es gilt also im Allgemeinen nicht, dass die jeweils reguldren Normal- und Tangential-

kegel polar zueinander sind.
Die erste Polaritatseigenschaft des vorigen Satzes bedeutet elementweise:

Bemerkung A.52 C' C R™

u e No(x) < uTw < 0Vw € To(x).
Die rechte Seite der Aquivalenz in Bemerkung A.52 nennt man Variationsungleichung
oder auch variationelle Ungleichung.

Die vollstandige Polaritat aller Varianten der Normal- und Tangentialkegel erweist

sich als ein Kriterium fiir Regularitét:

Satz A.53 x € C' C R", C abgeschlossen:

Die folgenden Aussagen sind dquvivalent:

i) C reguléir bei x, d.h No(x) = No(x).

i) To(x) = Te(x).

111) Tc(X) = Nc(X)*.

iV) Nc(X) = Tc(X)*.
Manche Literatur benutzt Aussage ii) des vorigen Satzes zur Definition der (tangen-

tialen) Regularitét.
Die jeweils reguldaren Kegelvarianten sind konvex:
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Satz A.54 x € C C R™:

Ne(x) und Te(x) sind konvex.
Konvexitét der Grundmenge vereinfacht die Darstellung der Kegel:

Satz A.55 x € C' C R", (' konvex und abgeschlossen:
Ne(x) = Ne(x) = {u € R uT(y — x) < 0Vy € C}.
Te(x) =Te(x) =c{veR"IA > 0:x+ Av € C}.
C ist somit auch reguléar.
Die Beschreibung von Mengen iiber die Zugehorigkeit des Abbildes zu einer bestimmten

anderen Menge ist bei vielen Anwendungen ein niitzliches Mittel. Die zugehorigen Kegel
lassen sich wie folgt beschreiben.

Satz A.56 R™ D D abgeschlossen, F(-) = (fi(-),..., fm(:))T : R — R™
stetig differenzierbar, x € C' = {x € R"| F(x) € D}:

i)

No(x) 5 {VTF(x)A € R"| A € Np(F(x)) },

To(x) C {ve R VF(x)v € Tp(F(x))}.

ii) Falls fiir A € Np (F(x)) aus VTF(x)A = 0 schon A = 0 folgt, dann gilt
sicherlich

Ne(x) C{VTF(x)XA € R"| X € Np(F(x))},

To(x) O {v e R*| VF(x)v € fD(F(x))}.

iii) Falls zusétzlich zur Voraussetzung in ii) D regulér bei F'(x) ist, dann
gilt

Ne(x) = Ne(x) = {VTF(x)A € R"| A € Np (F(x))},

Te(x) = Te(x) = {v € R"| VF(x)v € Tp(F(x))}.

Somit ist C' ebenfalls regulér.
Die Matrix VF(x) bezeichnet die Jacobimatrix. Ihre Eintréige sind gemaf (VF(x)),; =
f(ngx_) erklért. Die Transponierte der Jacobimatrix wird mit VTF(x) bezeichnet.
‘Die Bedingungen in ii) des Satzes A.56 nennt man (engl.) constraint qualification.
Hinreichend fiir ihre Erfiillung ist offensichtlich, dass die Gradientenmatrix VF(x)

vollen Rang hat. Es gibt aber wesentlich schwéchere Bedingungen dafiir, z.B.:

Bemerkung A.57 Bedingung ii) des Satzes A.56 ist speziell fiir
D={(y1,...,yn)TER"|y; >0fallsi=1,...,r; y; =0fallsi=r+1,...,m}
gleichwertig zur Forderung, dass

Vfi(x) fur i = r 4+ 1,...,m linear unabhéngig sind und es zudem ein Ele-
ment v € R" gibt, sodass

Vfi(x)v>0firallei=1,...,r mit f;(x) =0 und
Vix)v=0firallei=r+1,...,m gilt.
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Fiir polyedrische Mengen vereinfachen sich die Darstellungen der Kegel:

Satz A.58 Ac R beR", xe C CR™

Falls C' polyedrisch ist, also falls es Matrizen A,b gibt, sodass
C= {X ceR"A™x+b € RT} ist, dann gilt:

No(x) = Neo(x) = {AA € R"[A € Nan (ATx + b)},
To(x) = To(x) = {v € R"| ATv € Ty (ATx + b)}.

Fiir polyedrische Mengen gilt also sofort die Darstellung iii) aus Satz A.56. Die Vor-
aussetzungen aus ii) und iii) brauchen nicht verlangt werden.

Bemerkung A.59 Polyedrische Mengen sind konvex.

Gilt namlich A™; +b > 0 und A™xy; + b > 0, dann folgt fiir jeden Punkt der
Verbindungslinie x = ax; + (1 —a)xs mit 0 < a < 1, dass ATx+b = aATx; +b+ (1 —
a) (ATxy) > 0 wird. Dies sieht man sofort, wenn man die Identitit b = ab+ (1 —a)b
verwendet.

Die Kegel fiir den sogenannten positiven Orthanten RT* des R™ werden wie folgt
berechnet:

Bemerkung A.60 x = (21,...,2,)T € R
) Nap(x) = Nep(x) = {A € R?| ATx = 0},
ii) T (%) = Tiep (%) = {(v1, .., 0m)T ER™ |2, =0 = v; > 0¥i = 1,...,m}.

Wegen A < 0 und x > 0 ist die Bedingung ATx = 0 in i) der vorigen Bemerkung
gleichwertig zu den eintragsweisen Forderungen x;\; = 0. Solche Beziehungen werden
auch als Komplementarititsbedingungen bezeichnet, da nie beide Eintrage x; bzw. \;
zugleich von null verschieden sein konnen.

Beispiel A.61 Die Voraussetzungen zu Satz A.56 in ii) und iii) sind berechtigt. Fiir
die regulére Menge C' = {0} = {x € R|z € {0}} erhélt man die Kegel T-(0) = {0} und
Nc(0) = R, die wegen der erfiillten Voraussetzungen in ii) und iii) des Satzes A.56 mit
den eben dort beschriebenen Kegeln iibereinstimmen.

Alternativ lisst sich C' zum Beispiel iiber C' = {x € R| F(z) = z*> € R_} beschrei-
ben. Mit VF(0) = 2z|,—¢ = 0 liefern die Formeln in iii) — freilich unter Missachtung
der Voraussetzungen — félschlicherweise N¢(0) = {0} und T(0) = R. In der Tat ist
die Voraussetzung in ii) nicht erfiillt. O

Ergénzend wird noch die Summenregel fiir Normalkegel zu Schnittmengen angegeben,
die indirekt aus Satz A.56 folgt.

Bemerkung A.62 xc C'=C1N...NC,, C; CR™ abgeschlossen:
i) Neo(x) D Ney(x)+ ...+ Ne, (x).

ii) Falls aus y; € N¢,(x) und y; + ...+ y.,, = 0 schon y; = 0 folgt:
Neo(x) C Ney (x) + ...+ Ne,, (x).

iii) Falls zusétzlich zur Voraussetzung in ii) alle C; bei x regulér sind (womit
auch C dort regulér ist):

Nc(X) = Ng¢, (X) +...+ Ncm(X).
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Die jeweils reguldren Ausfiithrungen der Normal- bzw. Tangentialkegel sind im Allge-
meinen nicht konvex. Abhilfe verschafft zunéchst ein naheliegendes Mittel, namlich die
Kegel um die Konvexe Hiille zu erweitern:

Definition A.63 x € C C R™
konvezifizierter Normalkegel (auch CLARKE-Normalkegel): No(x) := clcon No(x),
konvezifizierter Tangentialkegel: Tc(x) := clcon To(x).

Die konvexifizierten Ausfiithrungen erlauben eine Erweiterung der Polaritétsbeziehun-
gen:

Satz A.64 x € C' C R", C abgeschlossen:
Ne(x) = To(x)*, To(x) = No(x)7,
Tc(X) = Nc(X)*, Nc(X) = Tc(X)*.

Zu beachten ist, dass die Polaritéitsbeziehungen nur die regulédren Kegel verkniipfen.

A.10 Erweiterte Differenzierbarkeit: Richtungsablei-
tung, Epi-Ableitung
Der iibliche strukturelle Zusammenhang, verschiedene Ableitungsbegriffe ausgehend
von Richtungsableitungen durch die Anwendung entsprechend verschiedener Grenz-
wertbegriffe anhand des Differenzenquotienten zu definieren, lasst sich auf die nicht-
glatte Analysis iibertragen.
Zunichst wird der klassische Ableitungsbegriff wiederholt:

Definition A.65 f:R" —» R, x,w € R™

[ differenzierbar bei x :<= Iv € R" : f(w) = f(x) +VvT(W—x)+o(|w—x]).

Zur o(-)-Notation vgl. Definition A.43.
Wenn das so definierte Element v existiert, dann ist es eindeutig und wird iiblicherweise

mit v = VTf(x) bezeichnet und Gradient genannt. Der Gradient V f einer skalaren
Funktion f ist als Zeilenmatrix aufzufassen, vgl. Anmerkung nach Satz A.56.

Definition A.66 f:R" — R, x,w € R, 0 47 eR:
Differenzenquotient: A, f(x)(w) := ftrw)—f(x)

-
Den klassischen Zusammenhang zwischen Differenzenquotient und Gradient liefert

Bemerkung A.67 f:R" — R differenzierbar, x, w € R”, 0 # 7 € R:
lin% A, f(x)(w) =V f(x)w.
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Dieser Grenzwert wird auch als Richtungsableitung von f in Richtung w bezeichnet.
Die rechte Seite der Gleichung in Bemerkung A.67 ist als Projektion der Richtung auf
den Gradienten zu deuten.

Offensichtlich besteht eine Vielzahl von Moglichkeiten, den Differenzenquotienten
mit entsprechenden Grenzwertbegriffen zu kombinieren, um dadurch — Existenz des
Grenzwerts vorausgesetzt — einen Richtungsableitungsbegriff iiber den zugehérigen Dif-
ferenzialquotienten zu definieren. Es muss bei angewandten Problemstellungen von Fall
zu Fall entschieden werden, welche Begriffe zur Beschreibung der Sachverhalte am ge-
eignetsten sind.

Definition A.68 f:R* - R, x,w e R*, 0 £ 7 € R:
i) Einseitige Richtungsableitung:

/ . 15
f (X7 W) T 71_1{‘1(1) ATf(X)(W)7

ii) Untere Subableitung (lower subderivative) auch untere Epi-Ableitung (lower
epi-derivative ):

ASG(w) = limint A f(x)(w).

In der nicht-glatten Analysis nimmt die Subableitung eine hervorragende Stellung ein,
da tiber sie Verbindungen zu den bereits bekannten Strukturen des Normal- bzw. Tan-
gentialkegels aufgebaut werden kénnen.

Satz A.69 f:R" — R, f(x) < co:

epid f(x)(-) = Tepip (%, f(%))).
Fiir ein festes Element x ist also der Epigraf zur Subableitung d f(x)(-) der Tangen-

tialkegel schlechthin an den Epigrafen zu f bei (x, f(x)). Bei der Funktion d f(x)(-)
ist x als Parameter aufzufassen, der Funktionswert bei der unabhéngigen Variablen w

ist d f(x)(w).
Die Subableitung der Indikatorfunktion liefert die Indikatorfunktion des Tangenti-
alkegels:

Satz A.70 C C R" > x:
dWe(x)() = V00 ()

A.11 Subgradient und Subdifferenzial

Eine mengenwertige Erweiterung des Gradientenbegriffes auf nicht-glatte Funktionen
liefert die Theorie der Subgradienten.

Definition A.71 f:R" — R, f(x) < oc:

Regulires Subdifferenzial:

0f(x) = {v € R"f(y) = f(x) +vT(y = x) +o(|ly - x|)) vy € R"}.

v € R" reguldrer Subgradient zu f bei x & v € 3f(x).



172 Anhang A. Grundbegriffe der nicht-glatten Analysis

Die Deutung des Subdifferenzials gelingt iiber die Gleichung f(x) + vT(y — x) einer
linear-affinen Abbildung mit dem bestimmten Wertepaar (x, f(x)) € R" x R. Das Sub-
differenzial enthéalt alle Parameter v, mit denen diejenigen linear-affinen Abbildungen
definiert werden, die zumindest in einer Umgebung von (x, f(x)) — zur o(-) Notati-
on vgl. Anmerkungen nach Definition A.43 — nicht oberhalb der Funktionswerte von
f liegen. Im Raum R"™ x R entspricht dann (v, —1) dem Normalenvektor geméfs der
Normalenformdarstellung einer Ebene durch den Punkt (x, f(x)):

Satz A.72 f:R" — R, f(x) < oo:
O (x) = {v € RY|(v, ~1) € Nepis(x, f(x)) }.

Dieser Zusammenhang motiviert zur Definition weiterer Ausfithrungen eines Subdiffe-
renzials:

Definition A.73 f:R" — R, f(x) < cc:
(allgemeines) Subdifferenzial: Of (x) = {v € R"|(v, —1) € Nepi ¢(x, f(x))},
CLARKE-Subdifferenzial: 0f (x) = {v € R"|(v, —1) € Nepi s(x, f(x))}.

Jeder Vorstellung eines Normalkegels (hier derjenige schlechthin bzw. von CLARKE,

vgl. Definitionen A.44 bzw. A.63) wird somit ein Subdifferenzialbegriff zugeordnet.
Bei Differenzierbarkeit wird die Verbindung zum Gradienten ersichtlich. Das Sub-

differenzial — eine Menge — besteht dann nur aus einem Element, dem Gradienten:

Satz A.74 f:R" — R differenzierbar:
) Of(x) = (VTGO
ii) falls f zusétzlich stetig-differenzierbar ist: 9f(x) = {VTf(x)}.
Einen Zusammenhang mit der Subableitung zeigt
Satz A.75 f:R" — R, f(x) < oc:
0f(x) = {v e R"[vTy < d f(x)(y)vy € R"}.
Die Regularititseigenschaft von Mengen kann auf Funktionen {ibertragen werden.
Definition A.76 f:R" — R:
f (subdifferenziell) reguldr bei x :< f(x) < oo und epi f regulér.

Fiir die Indikatorfunktion W gilt folgendes:

Bemerkung A.77 x € C C R™

U reguldr bei x bzw. konvex < (' regular bei x bzw. konvex.

Bei Regularitit verschwinden die Unterschiede zwischen den Subdifferenzialdarstel-
lungen:

Satz A.78 f:R" - R, f Isc., f(x) < oo:
f regulir bei x & Jf(x) = df(x) = If(x).
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Ein Beispiel zeigt, wie das Subdifferenzialkalkiil auch ausgefallene, nicht differenzier-
bare Funktionen handlich machen kann.

Beispiel A.79 Die Indikatorfunktion W (x), vgl. Definition A.15, fiir eine Menge C' C
R"™ 5 x besitzt ein Subdifferenzial:

OV (x) = Ne(x).

Ein Vergleich mit der Definition A.71 des Subdifferenzials zeigt nédmlich, dass diese
im Falle der Indikatorfunktion in die Definition A.43 des Normalkegels iibergeht, da
f(x) =¥(x) =0 fiir x € C gilt. O

Die analoge Aussage ldsst sich fiir alle Subdifferenziale zeigen:

Bemerkung A.80

i) 0Ve(x) = Ne(x),
i) OUe(x) = No(x),
iii) 0V (x) = No(x).

A.11.1 Summen- und Kettenregel

Unter bestimmten — allerdings starken — Voraussetzungen kénnen die von der Differen-
zialrechnung bekannten Regeln auf Subdifferenziale verallgemeinert werden.

Satz A.81 f(x) = g(F(x)), mit ¢ : R™ — R, f(x) < oo und lIsc., F :
R™ — R™ stetig differenzierbar:

i) x € dom f: §f(x) D VTF(x)dg(F(x));

ii) es sei Fj;, die Linearisierung von F' und es gelte zusétzlich (V1): g konvex
und (V2): dom g N Fji, (R™) # 0

0f(x) = 0f(x) = VTF(x)9g(F(x)) = VTF(x)dg(F(x)).

Bemerkung A.82 f(x) = g(F(x)), mit g : R™ — R, g(x) < oo und lsc.,
F:R" — R™, stetig differenzierbar, rang(V F(x)) = m:

i) 0f(x) = VTF(x)dg(F(x)),
0f(x) = VTF(x)dg(F(x)).

ii) g regulér bei F'(x) < f reguldr bei x.

Die erhoffte Analogie der Kettenregel tritt also erst bei ii) des Satzes A.81 ein. Wah-
rend V2 keine wesentliche Einschrankung darstellt — das Bild der Linearisierung von F'
kann bei Anwendungen wohl ohne Einschrankung wenigstens teilweise dort vermutet
werden, wo die angekettete Funktion g einen endlichen Wert liefert — so ist V1 doch
ein erhebliches Hindernis auf dem Weg zur intuitiven Anwendung des Subdifferenzial-
begriffs. Wenigstens zeigt die Bemerkung, dass Anwendungen unter der schwécheren
Einschrankung (ohne Konvexitidt und damit Regularitét zu fordern) moglich sind, dass
die Jacobi Matrix keinen Rangabfall aufweist. In [90] werden die Voraussetzungen V1
und V2 etwas schwéacher formuliert, dafiir wird allerdings unter anderem der Begriff des
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(engl.) horizon subgradient 0% f benotigt, auf dessen Einfiihrung hier verzichtet wer-
den soll. Das Ergebnis der Anwendung des Gradienten von F' auf das mengenwertige
Subdifferenzial ist als Bild eben dieser Menge zu verstehen.

Bemerkenswert bei der Summenregel ist, dass immerhin Regularitdt der Summan-
denfunktionen erforderlich ist, um die Analogie zur gew6hnlichen Differenzialrechnung
herzustellen.

Satz A.83 f= fi+...+ fpn mit fi : R* - R, x € dom f, f; regulér (und
somit auch f) und dom f; Ndom f; # 0, 4,5 =1, ...,m:
OF(x) = DFi(%) + ...+ Ofm(x)

Aufgrund der Regularitét gilt die Identitét in Satz A.83 auch fiir die jeweils reguléren
Subdifferenziale 9. Die analog zur Kettenregel ebenfalls formulierbare Teilmengenrela-
tion (D anstatt =) unter schwécheren Voraussetzungen wird nicht mehr aufgefiihrt, da
fiir Anwendungen in der vorliegenden Arbeit die Identitédt im Vordergrund steht.

Die Streckung erfordert nur wenige Einschrénkungen:

Bemerkung A.84 f:R" — R, f(x) < 00, A > 0:
0f(Ax) = A f (x),
If (Ax) = \Of (x).
Fiir das reguldre Subdifferenzial geht dieser Zusammenhang unmittelbar aus der De-

finition A.71 hervor. Multiplikation mit einer negativen Zahl hingegen &ndert das Un-
gleichheitszeichen, daher sind im Allgemeinen nur positive Streckungen moglich.

A.12 Konvexitat bei Subdifferenzial, LEGENDRE - FEN-
CHEL-Transformation

Bei konvexen Funktionen vereinfachen sich die Subdifferenzialdarstellungen erheblich.

Satz A.85 f:R" — R konvex, x € dom f:

i) f regulér,

i) 0f (x) = 0f (x) = 0f (x) = {v € R"[f(y) > f(x) + VT(y —x)Vy € R"}.
Einer zunéchst beliebigen Funktion wird ihre (im Sinne LEGENDRE-FENCHELS) kon-
jugierte Funktion zugeordnet:

Definition A.86 f:R" — R :

Konjugierte von f:

f*RT =R,y f*(y) = sup {y™x — f(x)}.

xeR™
Beispiel A.87 Konjugierte der Indikatorfunktion einer Menge C' C R".
Die Suche nach dem Supremum in der Definitionsgleichung der Konjungierten kann
bei Indikatorfunktionen auf C' beschrankt werden, da das Supremum (kleinste obere
Schranke) nicht auferhalb von C' liegen kann, schliefslich gélte dort — f(x) = —oo:

Ve(y) = Sup {y™} =t oc(y).
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Die Funktion ¢ wird auch Supportfunktion der Menge C' genannt.
Fiir die abgeschlossene Kugel (Radius o > 0) B(0, o) = {x € R"|a > ||x]|} gilt

E(O,a)(y) = OéHy”a

da das Supremum von yTx angenommen wird, wenn x parallel zu y # 0 liegt und

die maximale Liange o hat, d.h. x = Oz”z—” gilt, woraus xTy = a% und damit die
Behauptung folgen. Fiir y = 0 ist das Supremum in trivialer Weise die Null. O

Indikatorfunktionen von Kegeln gehen durch Konjugation in die Indikatorfunktion des
Polarkegels iiber:

Bemerkung A.88 R" D K Kegel:
U = U,

Die Bedeutung der Konjugierten wird bei der folgenden Eigenschaft ersichtlich, die auch
als LEGENDRE-FENCHEL-Transformation fiir konvexe Funktionen bezeichnet wird:

Satz A.89 f:R" — R, konvex und Isc.:
i) f* konvex und lsc.,
i) f* = () = 1.

Jede konvexe, Isc. Funktion ist also die Konjugierte genau einer Funktion, d.h. ana-
log zur z.B. LAPLACE- oder FOURIER-Transformation lassen sich Korrespondenzen
f(x) «— f*(y) zu Funktionen im Bildbereich entwickeln, hier einige der elementaren:

Bemerkung A.90 f:R" — R, konvex und Isc., a € R:

f(x) —xTw «—— f*(y+w),
fx)+a «— fy)—a

1
af(x) «—— ozf*(ay); nur fiir a > 0.

Die LEGENDRE-FENCHEL-Transformation ist — im Gegensatz zur LAPLACE- oder FOU-
RIER-Transformation — keine lineare Operation.

Die Bedeutung der LEGENDRE-FENCHEL-Transformation fiir die Anwendung in
der vorliegendem Arbeit zeigt sich in der folgenden Inversionseigenschaft:

Satz A.91 f:R" — R, konvex und Isc.:
Folgende Aussagen sind dquivalent:
i) yeaflx),
i) x € 0f*(y),
i) £(x) + f*(y) = y7x.
Damit hat die LEGENDRE-FENCHEL-Transformation auf Ebene der Subdifferenziale

die gleiche Figenschaft wie die klassische LEGENDRE-Transformation bei gewthnlich
differenzierbaren Funktionen.
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Beispiel A.92 Gilt fiir eine streng konvexe und differenzierbare Funktion f, hier nur
reellwertig, y = d f(z)/dx =: f/(x), und wird unterstellt, dass die Umkehrung f'~!(y)
immer existiert, so liefert die klassische LEGENDRE-Transformation diejenige Funktion
f*, fir die x = ' (y) = d f*(y)/ dy gilt, ndmlich f*(y) = ' (y)y — F(f"(y))
Eine Anwendung: Eine Federkraft y(z) = cx hat offensichtlich bei einer Auslenkung
z das Potenzial f(z) = ¢/22?, welche Stammfunktion hat die Auslenkung?
2

Die Lsung ist f'(r) = cx = f~}(y) = ¥ und damit f*(y) = Ly — ¢/2(4)? = %,
Die Ableitung von f* liefert offensichtlich die Umkehrung x(y) der Federkraftfunktion

y(z) = cz. O

A.13 Optimierungsprobleme
Konvexe Funktionen spielen auch bei Optimierungsaufgaben eine wichtige Rolle:

Satz A.93 (Verallgemeinerte Regel von FERMAT) f : R” — R konvex:
f hat bei x ein Minimum, d.h.

X = arg min f(x) = argxleann f(x) & 0f(x) > 0.

Das Minimum wird angenommen und ist daher mit dem entsprechenden Infimum iden-
tisch.

Ist f nicht konvex, dann ist die Zugehorigkeit der Null zum Subdifferenzial we-
nigstens noch notwendig fiir ein lokales Minimum. Satz A.93 ist somit die Verallge-
meinerung der lokalen Optimierungsbedingung fiir differenzierbare Funktionen, bei der
notwendigerweise VT f(x) = 0 gefordert wird.

Satz A.93 erlaubt die Formulierung von beschrinkten Optimierungsaufgaben, in-
dem die Menge, in der das Optimum zu suchen ist, durch die Indikatorfunktion einge-
schrankt wird:

Bemerkung A.94 f:R" — R konvex, C C R” konvex:

f hat bei x unter der Einschrinkung x € C ein Minimum, d.h.
X = arg)i{relgf(x) & 0f(x) + Ne(x) 2 0.

D.h. bei differenzierbarer Funktion f:

X = arg ;relgf(x) & —VTf(x) € Ne(x).

Dies folgt sofort aus der Beziehung 0 (f(x) + V¢ (x)) = 0f(x) + 0V (x), die mit Satz
A.83 aufgrund der Konvexitdt — und somit Regularitit — von We und f gilt. Die
Indikatorfunktion ist konvex, weil C' konvex ist, Bemerkung A.77. Subdifferenziale von
Indikatorfunktionen liefert Bemerkung A.80.

Mit den Darstellungen des Normalkegels aus Satz A.56 lassen sich somit bekannte
Aussagen der Theorie zur konvexen Optimierung unter Nebenbedingungen reproduzie-
ren, wie z.B. der Satz von KARUSH, KUHN und TUCKER, vgl. [15, 33].

Eine Anwendung der Optimierungstheorie findet sich in folgender
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Definition A.95 z € R" D C > x, C konvex:
x ist Prozimalpunkt (engl. proximal point) in C' zu z:
_ : : 1 2

X = prox(z) & arg;relg {3lz—yl°}.

Der Proximalpunkt ist also das Element in C', das am néchsten bei z liegt.
Die Darstellung des Problems als beschréankte Optimierung in C' mittels der Indi-

katorfunktion liefert unmittelbar geméf Bemerkung A.94 die folgende Aussage:

Bemerkung A.96 z ¢ R" D C' 3 x, (' konvex:

Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

i) x = proxc(s)

.. . 1 2

i) arg inf {3llz =yl + Pe(y)},

iii) z — x € OV (x) = Neo(x).
Wiéhlt man z := x+ay, wobei a > 0 beliebig sein kann, dann wird die Gleichwertigkeit
der Versionen i) und iii) der Bemerkung A.96 zur folgenden Aussage ersichtlich, wenn
man fiir den Kegel N¢ beachtet, dass mit y € N¢(x) auch fiir jede positive Streckung
ay € Ne(x) gilt:

Bemerkung A.97 y € R" D C' > x, C konvex, a > 0:

y € No(x) & x — proxq(x + ay) = 0.

Damit kann eine Normalkegeleinschliefung bei konvexen Mengen gleichwertig als im-
plizite Gleichungsbedingung formuliert werden.
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Anhang B

Das Komplementaritatsproblem

Viele Formulierungen mechanischer Probleme der vorliegenden Arbeit fithren auf eine
in der mathematischen Literatur, z.B. [17, 77, 27|, ausgiebig behandelte algebraische
Struktur, das sogenannte Komplementarititsproblem CP (engl. Complementarity Pro-

blem).

Definition B.1 Gemischtes (engl. mixed) Komplementaritatsproblem MCP.
F :R™Yt™ — R By R — R™:

Die Menge MCP(F},F;) bezeichnet die Menge aller Losungen x; € R”,
Xo € R™ der Bedingungen

Fi(x1,%9) = 0,
0§F2(X1,X2)J_X2 2 0.

Sind keine Gleichungsbedingungen vorhanden, d.h. es liegt mit n = 0 keine Funktion
Fy vor, dann sind nur noch die Komplementaritidtsbedingungen vorhanden und man
spricht bei nicht-linearer Funktion F» von einem nicht-linearen Komplementarititspro-
blem und bezeichnet die Losungsmenge entsprechend mit NCP(F3).

Falls die Funktionen linear-affin sind, d.h es gibt entsprechend dimensionierte Ma-
trizen, sodass

Fi(x1,%x1) = Anxy;+ Ajexs + by,
Fy(x1,x1) = Aux;+ Axpxs+ b

gilt, dann spricht man von einem gemischten Linearen Komplementarititsproblem MLCP
mit Losungsmenge MLCP(A;;,b;) bzw. analog von einem Linearen Komplementari-
tatsproblem mit Losungsmenge LCP(Aqy, by) beim Wegfall der Gleichungsbedingung-
en.

Vom gemischten zum reinen Komplementaritatsproblem kann man, falls dies mog-
lich ist, durch Auflosen der Gleichung Fi(xi,x;) = 0 nach x; und entsprechende Eli-
mination in den Komplementaritatsbedingungen gelangen.

Zur Existenz und Eindeutigkeit der Losungen gibt es insbesondere fiir das LCP eine
Reihe von Aussagen. Eine der wichtigsten ist

Bemerkung B.2 Ist A positiv definit, dann hat das LCP(A,b) fiir alle b
eine eindeutige Losung.

179
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Es gibt eine Reihe numerischer Losungsverfahren fiir Komplementaritéitsprobleme.
Erwéhnt werden sollen hier der LEMKE-Algorithmus, ein dem Simplexalgorithmus ver-
wandtes Pivotverfahren, vgl. [67], und ein auf sukzessiver Linearisierung basierendes
Iterationsverfahren PATH von FERRIS et. al. [29], das in der vorliegenden Arbeit vor-
wiegend verwendet wird.
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Anhang C

Grundlagen der Malstheorie

Die intuitiven Vorstellungen iiber die Funktionen, mit deren Hilfe Vorginge in der
Mechanik von Systemen mit endlichem Freiheitsgrad beschrieben werden, miissen in
ein mathematisches Konzept eingebunden werden. Im Zusammenhang mit Funktionen,
die Sprungstellen aufweisen, hat sich die Einbettung in das Konzept der Maftheorie
bewéhrt, was auch die Ausfiihrungen in den Kapitel 3 und 4 belegen. Im Folgenden
werden die Grundlagen der Maktheorie vorwiegend aus [70] und ferner aus [11, 99|
knapp und letztlich unvollstandig interpretiert, aber doch soweit, dass erkennbar wird,
dass sie insgesamt das abstrakte Gegenstiick zur mechanischen Vorstellung bilden.

C.1 BOREL-Malt auf Teilmengen der reellen Zahlen

Ein Maff m: R D C — R" : C — m(C) stellt, grob skizziert, eine Zuordnung einer
Menge zu einer Zahl bzw. zu einem Zahlentupel dar.

Beispiel C.1 C' C R.
JORDAN Maf p fiir reelle Intervalle C' = [a, b):

u(C) :=b— a.
DIRAC Mals 4:
1, falls 0 € C
0(C) = { 0, sonst ' -

Mittels eines Mafies lassen sich also Teilmengen allgemein messbar machen oder schlicht
messen bzw. ihnen ein Mafl zuordnen. Das sehr abstrakte Konzept der Maftheorie
lasst Gegenbeispiele dafiir zu, dass allen Teilmengen der reellen Zahlen Mafe zugewie-
sen werden kénnen [7|. Im Allgemeinen sind Mafke nicht einfach auf der Menge aller
Teilmengen (d.h. auf der Potenzmenge) der reellen Zahlen definierbar. Die in dieser Hin-
sicht zuldssige Ansammlung von Teilmengen der reellen Zahlen nennt man o-Algebra
von R, bzw. mit zusétzlichen Bedingungen BOREL-0-Algebra und ihre Elemente daher
BOREL-Mengen. Auf die genauen Definitionen wird verzichtet. Stattdessen werden die
Konsequenzen fiir ein auf einer BOREL-0-Algebra definiertes Mafs m aufgefiihrt, das
man BOREL-Mafl nennt:

1. Leere Mengen werden mit null bewertet: m(0)) = 0.
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2. Es sei {C;} eine abzéhlbare Ansammlung von paarweise disjunkten BOREL-
Mengen, d.h. C; N C; = 0 fiir i # j. Die Vereinigung der Mengen wird mit
der Summe der einzelnen Mafte bewertet:

m(UCi) = 3 m(Cy).

3. Entsprechendes gilt fiir Differenzmengen. Falls A C C' ist, dann gilt m(C'\ A) =
m(C) —m(A).

Es ist bemerkenswert, dass dadurch messbare Mengen C' mit nur einem einzigen Ele-
ment ¢ € C' nicht ausgeschlossen sind, sieche das DIRAC-Maf, und man schreibt dann
auch m(t) anstatt m({t}). BOREL-Mafe leisten also vieles, was zwar intuitiv wiin-
schenswert erscheint, aber offenbar in der Realitdt der abstrakten mathematischen
Begriffsbildung tiberhaupt nicht unmittelbar ersichtlich ist. Im Folgenden werden nur
noch BOREL-Mafse betrachtet.

C.2 Zusammenhang mit Integration

Die gewohnliche Integration lisst sich in die Maftheorie einbetten. Gegeben seien eine
stetige, reellwertige Funktion f, ein Intervall [a,b] C R, beliebige Stiitzstellen ¢; mit
a =ty <ty <...<ty=>bund damit halboffene Intervalle I; := [t;, ;1) und beliebige
Zwischenpunkte t7 € I;.

Unter bestimmten Bedingungen an ein Maf m kann man zeigen, dass der Grenzwert

i 3 aym(r)+ fOmi) = [ = [

N—oo 4

existiert — bemerkenswerterweise unabhéngig von der Wahl der Stiitzstellen und Zwi-
schenpunkte.

Beispiel C.2 RIEMANN-Integral.
Unter bestimmten Stetigkeitsanforderungen an eine Funktion f wird mit dem JOR-
DAN-Mak p das Integral

N—-1
/ = Jm S g
a, i=0

wegen (l;) = tiy1 — t; zum Grenzwert der RIEMANN-Summe Z?:OI fE)(tivr — )
und somit zum RIEMANN-Integral. Bezeichnet man das JORDAN-Mals suggestiv mit
dt := p, so erhdlt man das Integral fab fdt. Man beachte, dass d hier keinen Operator
darstellt, sondern nur der Bezeichnung dient. 0

Oft wird neben dem JORDAN-Mafs auch das LEBESQUE-Mafs verwendet, das fiir allge-
meinere Mengen definiert werden kann. In der vorliegenden Arbeit werden nur reelle
Intervalle von R gemessen, sodass man davon ausgehen kann, dass beide Begriffe sy-
nonym verwendbar sind.
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C.3 Differenzialmafie fir Funktionen mit beschrank-
ter Variation

Angesichts der engen Verbindung der Mafstheorie mit der Integration stellt sich die
Frage, unter welchen Umstidnden Funktionen Ergebnis einer Integration sind. Mit an-
deren Worten: Wann gibt es zu einer Funktion v ein entsprechendes Maf m, sodass v(t)
das Integral von m ist? Ein entscheidender Begriff ist in diesem Zusammenhang der-
jenige der Variation einer Funktion. Sie ist, grob umrissen, die Summe aller absoluten
Differenzen beliebig nahe benachbarter Funktionswerte. Entsprechend gilt:

Definition C.3 v: R — Rt — v(t):
v ist von beschrankter Variation im Intervall [a, b] 1<
Valla) U := SUD > llv(t:) —v(tip)ll < oo,

P:{to,...,tN},NENmita:t0<t1,...,<tN:b.

Beispiel C.4 Fiir eine reellwertige Funktion f ist die Kurve v(t) = (f(t),t)T die Pa-
rametrisierung des Grafen. Die Variation varj,y v stellt somit ein Mak fiir die ,Lénge*
der Kurve dar, wenn man davon ausgeht, dass an Sprungstellen von f ein vertikaler
Strich durchgezogen wird. Bei stetigem f ist die endliche Variation var, s v tatsachlich
die sogenannte Rektifizierung der Kurve v. 0

Damit kann die eingangs gestellte Frage beantwortet werden. Es lésst sich namlich
folgender Zusammenhang zeigen:

Bemerkung C.5 Falls v von beschrankter Variation ist, dann gibt es ein
Maf, hier suggestiv mit dv bezeichnet, sodass

Jiagy v = Tv(b) = ~v(a) mit
+ — T - T

v(ty) == th\rg v(t) bzw. ~v(ty) == th/ng) v(t)
gilt.

Ein solches Mafs wird auch Differenzialmafl genannt. Ein Differenzialmals einer Funk-
tion bemalfst damit ein Intervall mit dem Zuwachs der Funktion auf ihm.

Bemerkung C.6 Es sind demnach auch Intervalle messbar, die aus einem
einzigen Element bestehen: f{t} dv =dv({t}) = To(t) — ~v(t).

Bei Sprungstellen der Funktion erhélt man aus diesem Integral offensichtlich die nicht
verschwindende Differenz der einseitigen Grenzwerte. Im Rahmen der Maftheorie kon-
nen also auch unstetige Funktionen Ergebnis einer Integration sein.

Die Annahme beschrénkter Variation ist fiir viele Anwendungen keine wesentliche
Einschrankung;:

Bemerkung C.7 v von beschrénkter Variation auf [a, b]:

v ist fast tiberall stetig, d.h. bis auf eine Menge von abzidhlbar unendlich
vielen Stellen.
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Damit ist eine Funktion mit beschrankter Variation in der Mechanik die Kandidatin zur
modellhaften Beschreibung des Geschwindigkeitsverlaufs bei Problemen mit Stofsen.

Es bleibt noch die Frage zu kliaren, wie die Differenzialmafbeziehungen fiir stetige
Funktionen aussehen.

Bemerkung C.8 Es sei v absolut stetig, z.B. Lipschitz-stetig.

Dann gibt es zu einem JORDAN-Mak dt eine absolut stetige sogenannte
Dichtefunktion — hier suggestiv mit dv/dt bezeichnet, sodass

/ dv/dt dt = v(b) — v(a)
[a,b]

gilt.

Die Dichtefunktion dv/dt stimmt an hochstens abzéhlbar unendlich vielen
Stellen nicht mit der gewohnlichen Ableitung ¢ iiberein.

Hier und im Folgenden dient das Symbol / bei der Dichtefunktion nur der
Bezeichnung und stellt keinen Operator dar, d.h. die Dichtefunktion ist
nicht unmittelbar der Quotient aus den Mafsen an einzelnen Stellen.

Etwas unprézise wird dieser Sachverhalt durch die Schreibweise dv = dv/dt dt wieder-
gegeben — unprézise deshalb, weil die Funktion dv/dt(I) im Gegensatz zu den Mafen,
die ja auf Intervallen definiert sind, fiir Intervalle I nicht erklért ist. Im Rahmen der
gewohnlichen Integralrechnung ist dieser Zusammenhang offensichtlich der Hauptsatz
der Integral- und Differenzialrechnung, was die suggestive Schreibweise motiviert.

Man kann zeigen, dass fiir R"-wertige Make der Raum R™ die sogenannte Radon-
Nikodym-FEigenschaft hat. Auf diese wird nicht im Detail eingegangen, sondern nur eine
Konsequenz erwéhnt, die in gewisser Weise eine Verallgemeinerung der Bemerkung C.8
darstellt.

Bemerkung C.9 Sei v : R — R" eine Funktion beschrankter Variation,
womit auch ein Differenzialmals dv sicher existiert.

Dann gibt es ein positives, d.h. R, -wertiges Mafs dr und eine Dichtefunktion
dv/dr : R — R™ mit der Eigenschaft

/[ dojdrdr = “uft) — “v(a)

denn zumindest die Wahl d7(-) = ||dv(+)|| ist immer mdglich. In diesem Fall
gilt fast immer ||dv/d7(t)| = 1.

Da nach Bemerkung C.5 fiir v ein Differenzialmafs dv mit f[a,b} dv = Tou(b) — “v(a)
existiert, wird analog zur Bemerkung C.8 die Aussage in Bemerkung C.9 mit dv =
dv/dr dt symbolisiert. Die Sprechweise ,fast immer* oder auch ,,m-fast-immer* im Zu-
sammenhang mit einem Maf m bedeutet, dass eine Eigenschaft immer gilt bis auf
Stellen, die insgesamt eine sogenannte m-Nullmenge E bilden, d.h. eine Menge E
mit m(F) = 0. Bei Dichtefunktionen, etwa dv/dr, bedeutet dies, dass sie auf dr-
Nullmengen abgeéndert werden kénnen, ohne dadurch den Integralwert f[a’b] dv/dr dr
zu verandern.
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Eine niitzliche Interpretation der Bemerkungen C.8 und C.9 fiir die Anwendung
erscheint plausibel: Es gibt somit auch fiir Funktionen mit Sprungstellen eine Dichte-
funktion, d.h. der Sprung im Integrationsergebnis muss nicht durch schwer begreifliche
Unendlichkeitsstellen in der zu integrierenden Funktion erklart werden. Es gibt eben
ein Maf, hier dr, welches das Intervall, das nur aus der Sprungstelle selbst besteht, mit
einem nicht verschwindenden, positiven Wert bemaft.

Fiir die Anwendung in der vorliegenden Arbeit hat das bisher Gesagte mittelbar
eine wichtige Konsequenz.

Bemerkung C.10 K mengenwertige Funktion, sodass R" O K(t) Kegel
fiir alle t € R, v : R — R™ von beschrankter Variation mit Differenzialmafs

dv mit zwei Dichtefunktionen dv/du, dv/dv zu verschiedenen, positiven
Mafken dp, dv:

dv/du(t) € K(t) = dv/dv(t) € K(t), fast immer.

Zeichnet sich also eine Funktion, hier v, dadurch aus, dass eine Dichtefunktion ihres
Differenzialmafies immer in einem durchaus auch von ¢ € R abhéngigen Kegel liegt, so
ist damit die Funktion schon erklart. Dies gilt unabhéngig davon, beziiglich welchen
Mafses die Dichtefunktion formuliert ist. Der Beweis beruht im Wesentlichen auf der
Formalisierung der Argumentation, dass eine Dichtefunktion nur aus einer positiven
Streckung der anderen hervorgehen kann und somit ebenfalls im Kegel liegen muss.
Die Streckung dv/dv = dv/du - du/dv liegt daher ebenfalls im Kegel, wenn schon
dv/dp darin liegt, wobei dy = dp/dv dv gilt. Die Existenz der positiven Dichtefunktion
du/dv erscheint zwar plausibel, sicher ist sie allerdings erst aufgrund des Satzes von
Radon-Nikodym, auf den hier nicht genauer eingegangen wird.
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Anhang D

Einfaches Modell fur
Materialdampfung

In diesem Abschnitt gilt die EINSTEINsche Summationskonvention, dass iiber in einem
Term doppelt vorkommende Indizes zu summieren ist. Beispielsweise ist somit der

Ausdruck

b acik,j
“Wity
Ll

als Mehrfachsumme
acik, j
Z Z Z aibj Oxy,
i J k

aufzufassen, wobei die Bereiche der Summationsindizes aus dem Zusammenhang her-
vorgehen (z.B. i = 1,2, 3 fiir 3 Raumrichtungen & = 1,..., N fiir N Ansatzfunktionen).

D.1 Ausgewahlte Grundlagen der linearen Elastizi-
tatstheorie

Die Grundlagen werden nur soweit wiedergegeben, wie sie fiir die plausible Erklarung
des iiblichen Ansatzes fiir Materialddmpfung

D = oK, (D.1)

(,Dampfung proportional zur elastischen Steifigkeit”) erforderlich sind.
Es ist ein Koordinatensystem A : @y, do, d3 gegeben. Es sind diesbeziiglich

Ul'(l'l,.l’z,l’g,t); L= 1, 2,3

die Koordinaten des Verschiebungsvektors eines materiellen Punktes mit den materi-
ellen Koordinaten x; beziiglich A und ferner

1 /0u; Ou;
&‘j(l'l,fL'Q,l'?,,t) = 5 (&c' + 83,’]) (D.2)
_] KA
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die Koordinaten des linearen Dehnungstensors. Damit liefert die allgemeine konstitutive
Gleichung fiir linear-elastische Materialien

oij = Eijucn (D.3)
die Koordinaten des Spannungstensors beziiglich A, wobei
Eviij = Eijii = i = Ejur = Eijik (D.4)

die Koordinaten des Elastizitatstensors mit den entsprechenden Symmetrieeigenschaf-
ten darstellen.
Ist ein elastisches Potenzial eines Korpers K ist durch

1 1
U = —/gijEijkﬁkldV:—/ al-jsijdV (D5)
2 K 2 K

gegeben, so kann die virtuelle Arbeit der (reversiblen) elastischen Krifte (Kraftdichte
f7,) auch iiber die Variation des Potenzials geméfs

/Kle ordV = —oU = _/I;gijEijklégkl d‘/, (DG)

wobei fiir diese Darstellung die Symmetrieeigenschaften des Elastizitatstensors benctigt
werden.

In der vorliegenden Arbeit wird die rdaumliche Diskretisierung stets iiber gemischte
Ansétze der Form

wi(21, T2, T3, t) = Nig(x1, 22, 23) qi(t); E=1,...,N (D.7)

durchgefiihrt, wobei die V;;, Ansatzfunktionen sind. Der Ansatz ist hier fiir die lineare
Theorie schon als linear in den generalisierten Koordinaten ¢; angenommen. Diese Ver-
einfachung liegt bei komplizierten nicht-linearen, aus speziellen Kinematikannahmen
hervorgehenden Verschiebungshypothesen (z.B. in der Balken- oder Schalentheorie)
gegebenenfalls erst nach einer Linearisierung vor.

Der Diskretisierungsansatz fithrt mit (D.2) auf die rdumliche Diskretisierung der
Tensorkoordinaten

1 (ONg  ONjj

b§i = = D.8

<1 2 ( 895]- + 895@ @ ( )
und mit der Abkiirzung

1 (ONy  ONj

Hiji (21, 29, 23) 1= 3 ( oz, + ax]i > (D.9)
auf die Darstellungen

€ij = Hiijka (D.l())

(581']' = Hijk5q1<;> (Dll)

oij = EijunHrngn (D.12)

und schlieflich mit (D.6) auf

ou = 5%/ HijnEijra Hipm AV . (D.13)
K
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Daraus gehen die Eintrdge der elastischen Steifigkeitsmatrix K,; als entsprechendes
Integral

(Ket)w = /Hz‘anijleklde (D.14)
K

hervor.

D.1.1 Dampfungshypothese

/

Die Grundannahme besteht darin, dass die Spannungen oj;, die im Material durch

Dissipation hervorgerufen werden, geméf

0
UZ{]- = @Eijklgkl,ta ()t = a
proportional (Proportionalitdtskonstante «) zu den Dehnungsgeschwindigkeiten sind.
Damit wird die Vorstellung modelliert, dass die dissipativen und elastischen Mechanis-
men zueinander parallel wirken. Entsprechend gilt

(D.15)

/fZ‘CWdV = —/agz‘j,tEijkl5€kde, (D.16)
K K

fiir die virtuelle Arbeit der dissipativen inneren Kréfte (Kraftdichte ft’l) Vergleicht man
(D.16) mit (D.6) und verfahrt analog zu (D.7 — D.11), allerdings nun mit

Eijt — Hijkdk, (D'17)

so ist zu erkennen, dass flir die rdumlich diskrete Fassung

/fZ‘CWdV = —5%04/ Hij Eijig Higpm AV G, (D.18)
K \K .
:(KEZ)mn
= —¢, (D), dm (D.19)

der virtuellen Arbeit der inneren dissipativen Kréfte dieselben Integrale wie fiir die
Steifigkeitsmatrix K., auszuwerten sind. Aus dem Vergleich der virtuellen Arbeit der
dissipativen Kréfte geht damit die Dampfungsmatrix geméf (D.1) hervor.
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