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Kurzfassung

Fiir die vorliegende Arbeit werden Verfahren und Methoden kombiniert, um eine Analyse der dreidi-
mensionalen Plattenkinematik Ruméniens auf Basis der geschétzten Geschwindigkeiten der Stationen
eines GPS-Uberwachungsnetzes durchzufiihren.

Aus den Daten der unregelmiflig verteilten GPS-Stationen wird ein dreidimensionales Geschwindig-
keitsfeld abgeleitet. Verschiedene Approximationsverfahren werden hierfiir verglichen und die Mul-
tilevel B-Spline Approximation ausfiihrlich vorgestellt. Mit diesem Verfahren wird die notwendige
analytische Beschreibung eines kontinuierlichen Koérpers erhalten, um die Theorien der Kontinuums-
mechanik anwenden zu kénnen. Mit deren Hilfe kénnen Verformungen eines Korpers, wie Dehnungen
und Stauchungen, beschrieben werden. Durch die Implementierung des Varianzfortpflanzungsgesetzes
werden Genauigkeitsmafle fiir das Geschwindigkeitsfeld und die Ergebnisse der Strainanalyse erhalten,
die deren qualitative Beurteilung ermoglichen.

Durch die Anwendung der Algorithmen auf die Daten des Uberwachungsnetzes kénnen Bereiche signifi-
kanter Bewegung detektiert werden. Die dreidimensionalen Bewegungen werden beziiglich bestehender
geologischer und geodynamischer Modelle fiir das Untersuchungsgebiet analysiert. Auflerdem werden
die Deformationen der tektonischen Einheiten untersucht.

Dariiber hinaus wird die Moglichkeit diskutiert, die Varianzfortpflanzung dadurch zu vereinfachen,
dass nur Kovarianzmatrizen mit besetzter Hauptdiagonale verwendet werden.

Abstract

In the presented work methods are combined for analysing the three dimensional plate kinematics in
Romania. Basis for the analysis are the estimated station velocities of the GPS network.

A three dimensional velocity field is estimated from the data of GPS network, whose stations are
scattered located. Therefore different approximation methods are compared. The Multilevel B-Spline
Approximation is presented in detail. Using these methods achieves the neccessary analytical des-
cription of a continuum to apply the theory of continuum mechanics. These methods describe the
deformation of an object, e. g. extension and compression. Implementation of error propagation allows
to process standard deviations for the velocity field and the strain parameter.

The algorithms are applied to the data of the GPS network. Areas of significant dislocation can be
detected. The three dimensional plate kinematics are compared with geological and geodynamical
models of Romania. Furthermore the deformations of the tectonic units are analysed.

Beyond that, a possibility to simplify the error propagation will be discussed.
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1. Einleitung

1.1 Motivation und Einfiihrung

¢

Das Ziel dieser, im Rahmen des Teilprojekts B1: ,Dreidimensionale Plattenkinematik in Rumdnien*
des Sonderforschungsbereiches 461 ,Starkbeben - von geowissenschaftlichen Grundlagen zu Ingenieur-
mafnahmen® angefertigten Arbeit ist es, Aussagen {iber die dreidimensionale Bewegung und Verfor-
mung der tektonischen Einheiten in Ruménien zu treffen. Im Kontext der bisherigen Ergebnisse und
der gesteckten Ziele im Sonderforschungsbereich 461 wurden drei Schwerpunkte definiert:

i. Realisierung des Ubergangs von diskreten Punkten zu kontinuierlichen Flichen
ii. Durchfithrung von Strainanalysen auf Basis dieser Fléchen

iii. Anwendung des Varianzfortpflanzungsgesetzes auf den Kontinuumsiibergang und die Strainana-
lyse

Ausgangspunkt der Untersuchungen sind die approximierten Bewegungsraten der Stationen eines GPS-
Uberwachungsnetzes. Diese Bestimmung von Punktverschiebungen wird in der Geodiisie als Defor-
mationsanalyse oder im geodynamischen Kontext auch als Bestimmung rezenter Krustenbewegungen
bezeichnet. Am Abschnitt 1.2 dieses einleitenden Kapitels finden sich einige allgemeine Bemerkungen
zur Deformationsanalyse.

Da die berechneten Geschwindigkeiten fiir die Punkte eines Uberwachungsnetzes aufgrund der speziel-
len Anforderungen an die Ortlichkeit einer GPS-Station nicht in einem regelmiBigen Raster vorliegen,
muss mittels eines geeigneten Approximationsverfahrens der Ubergang zum Kontinuum vollzogen wer-
den. In Kapitel 2 werden die theoretischen Grundlagen dazu aufgearbeitet. Nach einer Einfithrung in
die Scattered Data Approximation wird auf die Methodik der Freiformfiichen eingegangen und im
Speziellen das Verfahren der Multilevel B-Spline Approximation diskutiert.

Die Strainanalyse, d. h. die Berechnung von Deformationsmafien, basiert auf den Modellen der Kon-
tinuumsmechanik, deren theoretische Grundlagen sowie praktische Umsetzung auf Basis der approxi-
mierten Kontinuumsflichen in Abschnitt 3 prisentiert werden.

Das dritte zentrale Element dieser Arbeit ist neben der Kombination von B-Spline Approximation
und Strainanalyse die vollstéindige Varianzfortpflanzung mit vollbesetzter Kovarianzmatrix. In Kapi-
tel 4 wird nach der Aufbereitung der Grundlagen die Durchfiihrung der Varianzfortpflanzung beim
Kontinuumsiibergang und der Ableitung der Deformationsmafle erortert.

Im Abschnitt 5 wird die Anwendung der Algorithmen und Verfahren auf das GPS-Netz in Ruménien
vorgestellt. Einer Einfiihrung in das tektonische Szenario des Untersuchungsgebietes folgt ein Abschnitt
itber das GPS-Uberwachungsnetz, in dem neben einigen allgemeinen Angaben zur Netzkonfiguration
und Datenprozessierung auch auf aufgetretene Probleme hingewiesen wird. Daran schlielen sich die
Abschnitte zur Analyse der Plattenbewegung und -verformung an. Das Ergebnis der Multilevel B-
Spline Approximation, das dreidimensionale Geschwindigkeitsfeld der Oberflache, wird hinsichtlich der
geodynamischen und tektonischen Modelle analysiert. Die abgeleiteten Verformungen werden anschlie-
Bend vorgestellt. Da diese Straingréfien fiir jeden beliebigen Punkt innerhalb der Approximationsfliche
bestimmbar sind, werden sie sowohl fiir ein gleichméfiiges Gitter ermittelt, was eine Beurteilung der
ganzen Region ermdoglicht, als auch fiir Punkte, die den annihernden Verlauf der Hauptverwerfungen
im Untersuchungsgebiet beschreiben, um Deformationen an den Grenzen der tektonischen Einheiten
zu erhalten.



2 1. Einleitung

Im Kapitel 6 wird diskutiert, inwieweit die Varianzfortpflanzung bei der Multilevel B-Spline Ap-
proximation vereinfacht werden kann, indem nur Kovarianzmatrizen mit besetzter Hauptdiagonale
berechnet werden.

Den Abschluss der Arbeit bilden eine Beurteilung der verwendeten Verfahren in Abschnitt 7 und die
Zusammenfassung in Kapitel 8.

1.2 Deformationsanalyse zur Bestimmung rezenter Krustenbewegungen

Die Uberwachung rezenter Plattenkinematik in regionaler oder globaler Gréfienordnung erfordert
den Einsatz geodatischer Raumverfahren. In der Regel kommen dabei GPS-Messungen zum Ein-
satz [KLOTZ ET AL. 1995], [KANIUTH ET AL. 2001], [BECKER ET AL. 2001], die entweder epochal
in Messkampagnen oder mit permanenten GPS-Stationen kontinuierlich durchgefiihrt werden. Die
Daten der Permanentstationen kénnen einer Zeitreihenanalyse unterzogen werden, um das langzeiti-
ge Bewegungsverhalten besser als durch epochale Betrachtung zu erfassen, indem periodische Effekte
detektiert werden [MAUTZ U. PETROVIC 2005], [NUCKELT U. KNOPFLER 2007].

In der geodétischen Deformationsanalyse werden vier Modelle, wie in Abbildung 1.1 dargestellt, unter-
schieden [HEUNECKE 1995], [WELscH 1999]. Dabei lassen sich die Inhalte und Aufgaben der Modelle

Deformationsmodelle
Beschreibende Modelle Ursache-Wirkungs-Modelle
Kongruenz- Kinematische Statische Dynamische
Modelle Modelle Modelle Modelle

Abb. 1.1: Hierarchie der Modelle zur geodétischen Deformationsanalyse, nach [WELSCH 1999] S. 507

bei Uberwachungsmessungen wie folgt zusammenstellen:

i. Kongruenzmodell: rein geometrischer Vergleich des Zustands eines Objektes zu einem Zeitpunkt
mit demjenigen Zustand zu einem anderen Zeitpunkt.

ii. Kinematisches Modell: Zeitabhéngige Beschreibung des Verhaltens der Objektpunkte. Aus den
Messungen zu bestimmten Zeitpunkten wird auf die Objektbewegung und ihre Parameter ge-
schlossen.

iii. Statisches Modell: Beschreibung des funktionalen Zusammenhangs zwischen Beanspruchung des
Messobjektes und seiner Reaktion. Zum Zeitpunkt der Messungen muss sich das Objekt hinrei-
chend in Ruhe befinden, da die Zeitkomponente im Modell unberiicksichtigt bleibt.

iv. Dynamisches Modell: Betrachtung von Objektreaktionen als Funktion der Zeit und der Beanspru-
chung.

Zur Analyse rezenter Krustenbewegungen auf Basis epochaler GPS-Messungen werden in der Re-
gel kinematische Modelle benutzt, um die Geschwindigkeiten von Einzelpunkten oder Punktgrup-
pen zu bestimmen [KANIUTH ET AL. 2001], so auch im Sonderforschungsbereich 461 [DINTER 2002],
[SCHMITT ET AL. 2004].



2. Kontinuumsiibergang

Geoditische Messungen finden ausnahmslos punktweise statt bzw. die Ergebnisse liegen fiir diskrete
Punkte vor. Ob tachymetrische Beobachtungen, GNSS-Positionsbestimmungen, Laser-Scanning oder
SAR-Interferometrie, allen Verfahren ist gemein, dass die Mess- bzw. Auswerteergebnisse punktuel-
len Charakter besitzen. Durch vielfdltige Approximationstechniken kann eine analytische Beschrei-
bung der Punktwolke abgeleitet werden. In geoditischen Anwendungen sind bereits diverse Tech-
niken zur Flachenapproximation eingesetzt worden, z. B. Modellierung von Deformationsmessun-
gen mit Hilfe von Bézier-Splines [WALDER 2005] oder NURBS (non uniform rational B-Splines)
[GRIMM-PITZINGER U. RUDIG 2005], Erstellung eines digitalen Hohenmodells mit Dreiecks-Bézier-
Fléchen [HAHNLE U. GRAFAREND 2002] oder Bestimmung eines Geschwindigkeitsfeldes ebenfalls auf
Basis von Dreiecks-Bézier-Fléchen [ABELE 2001].

FEin priméres Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung eines kontinuierlichen Geschwindigkeitsfeldes. Da-
tenbasis sind die Ergebnisse einer Deformationsanalyse. Dabei handelt es sich um Bewegungsraten fiir
n ungleichmifig verteilte Punkte P(X,Y"), gegeben durch

UNord(va)
v; = 0(X,Y) i=1,...,n  mit U= vost(X,Y)
UHoch(Xu Y)

In der Geodisie ist die Kollokation mit empirisch bestimmter Korrelationsfunktion ein weit ver-
breitetes Verfahren fiir die Berechnung eines Geschwindigkeitsfeldes [STRAUB 1996], [PETER 2001],
[DREWES U. HEIDBACH 2004|, [LEGRAND ET AL. 2006]. Allerdings wird bei der Kollokation keine
Approximationsfliche analytisch beschrieben. Stattdessen werden Funktionswerte fiir wiederum dis-
krete Punkte in Abhéngigkeit von den Punkten P berechnet [MORITZ 1973], [PEROVIC 2005].

Fiir den Ubergang von diskreten Punkten zu einem Kontinuum erscheinen zunichst die bereits erwihn-
ten Techniken mit Bézier-, B-Spline- oder NURBS-Flichen am zweckmé&fBigsten. Jedoch muss dem
Umstand der ungleichméfliigen Anordnung der Datenpunkte Rechnung getragen werden.

In diesem Kapitel werden Techniken und Algorithmen vorgestellt, um eine Fliache zu erzeugen, die sich
an diskrete, unregelméflig angeordnete Punkte annéihert. Nach einer kurzen Einfiihrung in die Appro-
ximation ungleichméfiger verteilter Daten in Abschnitt 2.1 vermittelt das Kapitel 2.2 einen Einblick
in die Geometrische Modellierung mit Freiformflichen. Dieses Kapitel soll den Leser in ausgewéhlte
Modellierungstechniken des Computer Aided Geometric Design (CAGD) einfiithren. Fiir das bessere
Versténdnis der Algorithmen der Multilevel B-Spline Approxmation, mit der das gesteckte Ziel ,,Reali-
sierung des Kontinuumsiibergangs* erreicht werden soll, miissen einige Grundlagen wiederholt werden.
Der Schwerpunkt in den Abschnitten 2.2.1 bis 2.2.3 wird als Vorbereitung auf die Multilevel B-Spline
Approxmation dabei auf B-Splines gelegt. Zusétzlich werden die oben erwdhnten Dreiecks-Bézier-
und NURBS-Fliachen kurz betrachtet, um deren Einsetzbarkeit fiir die Approximation ungleichméfig
verteilter Daten zu diskutieren.

Das Kernstiick dieses Kapitels 2 bildet Abschnitt 2.3, in dem die Multilevel B-Spline Approxmation
ausfiihrlich vorgestellt wird.

Die einfithrenden Abschnitte 2.1 und 2.2 kénnen nur einen sehr reduzierten Einblick in die vielfalti-
ge Welt des CAGD geben, in dem einige wesentlich Grundlagen #uflerst kompakt aufbereitet und
Literaturhinweise fiir vertiefende Studien angegeben werden.

Die Multilevel B-Spline Approximation soll angewendet werden, um das kontinuierliche Geschwindig-
keitsfeld fiir das Untersuchungsgebiet zu generieren, weshalb diese Algorithmen ausfiihrlich aufbereitet
und diskutiert werden. Fiir die in Kapitel 4.2 beschriebene Anwendung des Varianzfortpflanzungsge-
setzes auf die Multilevel B-Spline Approximation ist eine detaillierte Beschreibung des Verfahrens
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notwendig, ebenso im Hinblick auf die Strainanalyse, deren Basis das kontinuierliche Geschwindig-
keitsfeld ist.

2.1 Einfithrung in die Scattered Data Approximation

Die Rekonstruktion einer unbekannten Funktion aus gegebenen unregelméflig verteilten Daten (scatte-
red data) ist ein seit vielen Jahren bearbeitetes, stets aktuelles und schnell wachsendes Forschungsge-
biet in der Mathematik und Informatik. Dieser einfithrende Abschnitt beinhaltet einen kurzen Abriss
der wichtigsten Entwicklungen in der Scattered Data Approximation. Fiir eine sehr gute und umfassen-
de Einfiihrung in dieses Thema wird auf [HOSCHEK U. LASSER 1992], [FRANKE U. NIELSON 1991]
und [WENDLAND 2005] verwiesen.

Zu den ersten bekannten Algorithmen gehort die Shepard Methode [SHEPARD 1968]. Es wird da-
bei eine CY-stetige Interpolationsfunktion'als gewichtetes Mittel der Daten erzeugt, wobei die Ge-
wichtung umgekehrt proportional zum Punktabstand erfolgt. Die Methode hat den Nachteil der
globalen Wirksamkeit aller Punkte. Wird ein Punkt hinzugefiigt, entfernt oder veréndert, erfordert
dies eine Neuberechnung aller Gewichte. Durch Einfiihren einer modifizierten quadratischen Shepard
Methode konnten diese Defizite minimiert und eine C'-stetige Interpolationsfliiche erhalten werden
[FRANKE U. NIELSON 1980].

FEin weiteres, sehr populéres Verfahren der Scattered Data Interpolation ist die Bestimmung einer Inter-
polationsfunktion als Linearkombination radialsymmetrischer Basisfunktionen. Fiir die Bestimmung
der unbekannten Koeffizienten der Basisfunktionen ist ein lineares Gleichungssystem zu losen. Als
Basisfunktion werden dabei héufig Hardy 's Multiquadriken eingesetzt [HOSCHEK U. LASSER 1992].
Umfangreiche Untersuchungen zu verschiedenen radialen Basisfunktionen kénnen in [FRANKE 1982],
[FRANKE U. NIELSON 1980] und [BUHMANN 2000] nachgelesen werden.

Bei Thin Plate Splines werden die Interpolationsfunktionen durch Minimierung des Kriimmungsinte-
grals {iber der Flidche bestimmt. Beispielsweise konnen Thin Plate Splines auch aus radialen Basisfunk-
tionen abgeleitet werden [DUCHON 1975]. Diese Technik wird oft in der digitalen Bildbearbeitung, wie
z. B. Image Warping und Morphing, eingesetzt [LEE ET AL. 1994], [LEE ET AL. 19964].

Einen anderen Losungansatz zur Scattered Data Interpolation bietet die Finite Element Methode. Hier-
bei muss in einem ersten Arbeitsgang die Triangulierung der Datenpunkte erfolgen. Im zweiten Schritt
wird mit der Finiten Element Methode eine Dreiecksfléche aufgebaut [HOSCHEK U. LASSER 1992]. Ei-
ne stiickweise lineare Approximation iiber den Dreiecken fithrt nur auf eine C°-stetige Fliche. Bei der
gingigen C'-stetigen Methode wird der Clough-Tocher Dreiecks-Interpolant verwendet.

Einen weiteren Ansatz zur Interpolation ungleichméflig verteilter Daten bietet die Zweistufige bzw.
Mehrstufige Methode (two-stage method bzw. multistage method), bei der zunéchst ein Scattered
Data Interpolant iiber einem gleichméfigen Gitter abgetastet und neu interpoliert oder approximiert
wird. Anschlieflend wird auf Basis des Gitters eine Tensorproduktfliche erzeugt [SCHUMAKER 1976].
Ausgehend von dieser Idee sind verschiedene Techniken entwickelt worden, denen jedoch gemein ist,
dass eine Regularisierung auf Gitterpunkte erfolgt.

Scattered Data Approximation mit Hilfe von B-Spline-Techniken sind z. B. 1992 vorgestellt worden
[HSu ET AL. 1992], [WELCH U. WITKIN 1992]. Dabei werden Pseudoinversen einer Matrix, welche
die Werte der B-Spline-Funktionen enthélt, berechnet, um den Approximationsfehler zu minimieren.
Die Kombination dieses Verfahrens mit der Methode der Hierarchischen B-Spline-Fléichen fiihrt zur
Methode der Multilevel B-Spline Approzimation, welche im Abschnitt 2.3 ausfiihrlich vorgestellt wer-
den soll.

1 Cm_Stetigkeit einer Funktion mit n = 0,1,2, ... besagt, dass die Funktion n-mal stetig differenzierbar ist.
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2.2 Freiformflachen

Mit Freiformfldchen ist es in der Computergrafik moglich, auf einfache Weise komplexe Formen dar-
zustellen. Nahezu alle Verfahren des CAGD beruhen auf B-Spline- und Bézier-Techniken. Jedoch
wurden diese Verfahren konzipiert, um neue Objekte zu konstruieren und nicht fiir die Approximation
vorgegebener Punkte, im Gegensatz zu den Scattered Data Verfahren.

Das Verfahren der Multilevel B-Spline Approximation basiert auf den Methoden der Freiformflichen,
speziell der Tensorprodukt-B-Spline-Fldchen und deren Adaption in Form von Hierarchischen B-
Spline-Fliachen. Es ist somit ein Verfahren, was Methoden der Scattered Data Approximation und
Freiformfléachen in sich vereinigt.

Dieses Kapitel ist in zwei Themenbereiche unterteilt. In den Abschnitten 2.2.1 bis 2.2.3 werden ei-
nige ausgewihlte Grundlagen zu den Freiformflichen wiederholt, die zum besseren Verstéindnis der
Algorithmen der Scattered Data Approximation mit Multilevel B-Splines in Abschnitt 2.3 notwendig
sind. Es werden die B-Spline-Techniken, Tensorproduktflichen und Hierarchischen B-Spline-Flichen
vorgestellt.

Der zweite Themenbereich wird in den Teilabschnitten 2.2.4 und 2.2.5 behandelt. Die Methoden der
NURBS- und Dreiecks-Bézier-Fliachen werden darin kurz angesprochen, weil sie bereits zur Bearbei-
tung geodétischer Aufgabenstellungen eingesetzt wurden. Dabei soll diskutiert werden, unter welchen
Umsténden diese Techniken geeignet sind, ungleichméBig verteilte Daten zu approximieren.

Es konnen in diesem Kapitel nur sehr kurze Beschreibungen und Anmerkungen erfolgen. Fiir ma-
thematische Herleitungen und detaillierte Erlduterungen sei auf die Fachliteratur verwiesen. Um-
fangreiche Ausfiihrungen zu B-Splines, Tensorprodukt- und Dreiecks-Bézier-Flichen finden sich in
[HOSCHEK U. LASSER 1992], [FARIN 1997], [PRAUTZSCH ET AL. 2002], [GREINER 2006] und auch
[BERKHAHN 2005]. Das Thema NURBS wird in [FARIN 1994] und [P1EGL U. TILLER 1997] ausfiihr-
lich behandelt.

2.2.1 B-Spline-Technik

Beézier- und B-Spline-Darstellungen sind zwei leicht zu verwechselnde Verfahren zur Kurven- und
Fldchenbeschreibung, die auf dhnlichen Techniken beruhen. Der wichtigste Unterschied sind die ver-
schiedenen Basisfunktionen. In diesem Abschnitt werden die B(asis)-Spline-Funktionen als Basisfunk-
tionen der B-Spline-Verfahren sowie die Grundlagen der B-Spline-Technik vorgestellt.

Aufgrund der Verwandschaft von Bezier- und B-Spline-Verfahren wird auf eine explizite Beschreibung
der Bezier-Techniken und deren Basisfunktionen verzichtet. Ein Vergleich beider Verfahren wird es
jedoch ermoglichen, die Vorteile der B-Splines zu unterstreichen.

Neben den B(asis)-Spline-Funktionen existieren eine Vielzahl weiterer Basisfunktionen, auf die je-
doch nicht detailliert eingegangen werden soll, da sie heutzutage in der Computergrafik nicht mehr
gebrauchlich sind und fast nur noch Bézier- und B-Spline-Techniken zum Einsatz kommen. Umfang-
reiche Beschreibungen dieser anderen Basisfunktionen, z. B. Monome oder Lagrange-Polynome, finden
sich in [HOSCHEK U. LASSER 1992] und [AUMANN U. SPITZMULLER 1993].

Die Basisfunktionen der Bézier-Verfahren sind die Bernstein-Polynome, die als spezielle B-Splines
aufgefasst werden konnen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung dieser Funktionen sei auf [FARIN 1997]
und [PRAUTZSCH ET AL. 2002] verwiesen.

B-Splines wurden erstmals vorgestellt in [SCHOENBERG U. GREVILLE 1967]. Die B-Spline-Techniken
verallgemeinern die Bézier-Techniken. B-Splines selbst sind zwar élter als die Bézier-Techniken, viele
B-Spline-Verfahren wurden jedoch spéiter oder gleichzeitig entdeckt wie die entsprechenden Bézier-
Verfahren. Sehr detaillierte Beschreibungen sind in [Cox 1972], [DE BoOr 1978], [DE BOOR 1993]
sowie [PRAUTZSCH ET AL. 2002] und [HOSCHEK U. LASSER 1992] zu finden.



6 2. Kontinuumsiibergang

2.2.1.1 Definition

Eine Spline-Kurve s(u) ist als Affinkombination von Kontrollpunkten c; durch

m—n—2

s(u)= Y ¢N/'(u) (2.1)

=0
definiert. Dabei bezeichnen N;* die Basis-Spline-Funktionen vom Grad n. Diesen Basisfunktionen liegen
die geordneten Parameterwerte

ag < ap <az <...<am

zugrunde, die auch als Triger bzw. Knoten bezeichnet werden. Dabei ist m die Anzahl der Kon-
trollpunkte c; des Splines. Die Knoten bilden den Triger- bzw. Knotenvektor. Die Definition der
Basis-Spline-Funktionen N;* erfolgt mit den Rekursionsformeln

1 a; <u<aq
0 o T X i+1
Ni'(u) = { 0 sonst (2:2)
und
NP (u) = o 7INT 7 u) + (1= o NI (). (2.3)
Dabei ist
n—1 U — a;
n—l 7 Tt 2.4
“i Aitn — 0 (24)

der lokale Parameter beziiglich des Trégers von Ni"_l. In Abbildung 2.1 sind B-Spline-Funktionen
verschiedenen Grades und deren Triger dargestellt.

l— 0— 1
0 1
Ny Ny
— > ; >
ap ap ap ai az

Abb. 2.1: B-Spline-Funktionen vom Grad 0, 1 und 2, [PRAUTZSCH ET AL. 2002] S. 60

2.2.1.2 Eigenschaften

B-Spline-Funktionen haben die folgenden Eigenschaften:

i. NJ*(u) ist stiickweise polynomial vom Grad n,

ii. supp N/'(u) = [ai, Gitn+1] (support, auf deutsch: Tréiger),
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iii. Positivitdt: N/*(u) > 0 fiir u € (a4, Gitnt1),
iv. N*(u) =0 fiir v aulerhalb [a;, a;yni1),

(2

v. Partition der 1:

m
ZN'Z’L(U) =1 fiir u € [an, am+1) )
1=0

vi. Stetigkeit: NJ*(u) ist C"-stetig fiir alle u, d. h., die Funktion ist n-mal stetig differenzierbar,

vii. Ableitung einer B-Spline-Funktion:

0 n
_Nn u) = 7]\[”71 u) - —
ou " () Uign — U () Uigng1 — Witl

n _
Nﬁrll (u).

Die N]'(u) bilden die Basis fiir den Raum aller Splines vom Grad n mit den Knoten a;. Sind die
Knoten dquidistant, d. h. beispielsweise a; = i, vereinfacht sich die Rekursionsformel (2.3) zu
uU—1

NI'(u) = NIHu) +

(2 n_l 3

TN —u,
N ). (2.5)

n—1

B-Splines mit dquidistanten Knoten werden als uniforme B-Splines bezeichnet. Dementsprechend hei-
Ben B-Splines iiber einem Tragervektor mit nicht-dquidistantem Intervall nicht-uniforme B-Splines
[HOSCHEK U. LASSER 1992]. Desweiteren konnen die Trégervektoren auch mehrfache Knoten enthal-

ag = ap Qs as

Abb. 2.2: B-Spline-Funktionen mit mehrfachen Knoten, [PRAUTZSCH ET AL. 2002] S. 63

ten. Dann gilt fiir die B-Spline-Funktionen N/*(u) die Konvention

N; Tt
Nf7t= "1 falls  ai = a; (2.6)
Qjtr — Q4
In Abbildung 2.2 ist die Auswirkung von mehrfachen Knoten auf verschiedene B-Spline-Funktionen
dargestellt.

2.2.1.3 Erzeugung von B-Spline-Kurven

Um eine Spline-Kurve s(u) auszuwerten, kann der de Boor-Algorithmus [DE BOOR 1972] eingesetzt
werden, bei dem die gesuchten Funktionswerte mittels iterierter linearer Interpolation berechnet
werden. Der &quivalente Algorithmus zur Auswertung von Bézier-Kurven wird als de Casteljau-
Algorithmus bezeichnet [PRAUTZSCH ET AL. 2002].
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Ausgegangen wird von der Affinkombination entsprechend Definition (2.1)
s(u) =Y N/ (u).
i

Die B-Spline-Funktionen vom Grad n sind dabei iiber einer Knotensequenz (a;) definiert. Mit u €
[an, ant1) gilt fiir s(u)

s(u) =Y cINJ(u). (2.7)
=0

Die wiederholte Anwendung der B-Spline-Rekursion und Zusammenfassung der Terme fiihrt zu

n
s(u) = Y efN!TH(u)
i=1
(2.8)
n
= SNl =t
i=n
wobei die ¢ gebildet werden durch die Affinkombination
=(1-a)/}+ac! mit a=afT=—""" (2.9)

Aitn+1—r — @4

Wegen a € [0,1] und u € [an, an+1) sind die Affinkombinationen konvex. Beim de Boor-Algorithmus
werden die Punkte ¢} in einem Dreiecksschema angeordnet:

0
N
NI
Cy Cy G5
0o 1 .2 n

Es wird dabei gemifl Gleichung (2.9) in horizontaler Richtung jeweils mit dem entsprechenden « und
in schriager Richtung mit (1 — «) multipliziert. Aus dem de Boor-Algorithmus folgt, dass der Spline

Abb. 2.3: Konvexkombination des de Boor-Algorithmus fiir n = 3, [PRAUTZSCH ET AL. 2002] S. 65
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s(u) iiber seinem Knotenintervall eine konvexe Affinkombination seiner Koeffizienten c; ist, weshalb
die Punkte c; als Kontroll- bzw. de Boor-Punkte bezeichnet werden. Der Spline liegt in der konvexen
Hiille der Kontrollpunkte. In Abbildung 2.3 ist die geometrische Bedeutung des de Boor-Algorithmus
illustriert. Es wird dabei verdeutlicht, wie durch Unterteilung aus dem Polygon der Kontrollpunkte
¢! der Punkt s(u) = ¢ auf der Spline-Kurve erhalten wird.

Fiir weiterfithrende Studien zu den B-Spline-Techniken, z. B. weiteren Unterteilungsverfahren, Einfii-
gen von Knoten oder Graderhohung sei auf die Fachliteratur, wie z. B. [PRAUTZSCH ET AL. 2002]
und [DE BOOR 1978], verwiesen.

2.2.1.4 Unterschied zu Bézier-Techniken

Neben den B-Spline-Techniken sind Bézier-Techniken ebenfalls in der Computergrafik weit verbrei-
tet, wenn Approximations- und Interpolationsaufgaben zu losen sind. In diesem Abschnitt sollen die
wichtigsten Eigenschaften bezogen auf B-Spline-Kurven und Bézier-Kurven kurz gegeniibergestellt
werden.

Stiickweise polynomiale Kurven haben sowohl eine Bézier- als auch eine B-Spline-Darstellung. Bei-
de Darstellungen haben gleiche oder dhnliche geometrische Eigenschaften, wie z. B. die ,konvexe
Hiillen“-Eigenschaft [HOSCHEK U. LASSER 1992]. Die elementarsten Unterschiede sind in Tabelle 2.1
zusammengefasst.

Tab. 2.1: Unterschiede zwischen Spline-Kurven und Bézier-Kurven
Bézier-Kurve

e Bézier-Kurven sind polynomial auf Basis der Bernstein-Polynome

+ Kontrollpolygon vermittelt Eindruck vom méglichen Kurvenverlauf

+ Verschiebung der Kontrollpunkte &ndert den Verlauf der Kurve

— Kontrollpunkte haben globalen Einfluss auf den Kurvenverlauf

— Anzahl der Kontrollpunkte ist fest gekoppelt an den Grad der Bézier-Kurve

B-Spline-Kurve
e B-Spline-Kurven sind stiickweise polynomial
+ B-Spline-Basisfunktionen sind lokal definiert
+ Kontrollpolygon vermittelt Eindruck vom moglichen Kurvenverlauf
+ Verschiebung eines Kontrollpunktes hat nur lokalen Einfluss auf den Kurvenverlauf
+ Einfligen zuséatzlicher Kontrollpunkte ohne Erhohung des Polynomgrades moglich
+ Glattheit des Ubergangs benachbarter Segmente ist beeinflussbar

Der Vorteil der Bézier-Technik liegt in der ,nahen®“ Korrespondenz von Kurve und Kontrollpolygon und
der einfachen Berechenbarkeit der Kurve. Allerdings sind mehr Kontrollpunkte zur Kurvenbeschrei-
bung notwendig als bei der B-Spline-Technik. Auflerdem lassen sich Splines in B-Spline-Darstellung
leichter modifizieren, weil Differenzierbarkeit garantiert ist [HOSCHEK U. LASSER 1992].

2.2.2 Tensorprodukt-Flachen

Tensorproduktflichen im Allgemeinen sind Abbildungen eines rechteckigen (u,v)-Parameterraumes
in den dreidimensionalen euklidischen Raum. Auf Grund der jeweiligen Basisfunktionen kénnen di-
verse Tensorproduktflichen generiert werden. Fiir das Geometrische Modellieren sind vor allem die
Bézier- und B-Spline-Fliachen sowie auch Coons-Flachen von Bedeutung. Hingegen werden Hermite-
und Lagrange-Darstellungen nicht oder nur in sehr geringem Umfang eingesetzt [BERKHAHN 2005].
Die Methodik der Tensorproduktflichen soll im Folgenden vorgestellt werden.
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FEine Tensorproduktfléiche lidsst sich als Ort einer Kurve auffassen, die sich durch den Raum bewegt
und dabei ihre Form &ndert. Somit wird eine Spline-Fliche s(u,v) aus einer Spline-Kurve s(u) durch
Einfithrung eines zweiten Parameters v, eines zweiten Trégervektors und eines Kontroll-Gitters c;;
generiert. Gleichung (2.1) wird somit erweitert zu

N—-1M-1

s(u,v) = Z cij N;" (u)N"(v) (2.10)
i=0 j=0

mit dem u-Knotenvektor {ag < a1 < -+ < any,} und dem v-Knotenvektor {by < by < -+ < bprim}-
Abbildung 2.4 verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Parametergebiet (Trigervektoren u und
v), Kontroll-Netz (hier bezeichnet mit b;;) und der resultierenden Tensorproduktfliche. Grundlage

bo2

0,0 3,0

b3o

Abb. 2.4: Parametergebiet, Kontrollnetz und resultierende Fliche, [GREINER 2006] S. 82

einer funktionalen Tensorproduktfliche in Bézier- oder B-Spline-Représentation ist ein reguléres (x, y)-
Gitter der Kontrollpunkte, nur die z-Koordinaten der Kontrollpunkte werden variiert (siche Abb. 2.4).
Ausgewertet werden Tensorproduktfiichen durch zweimaliges Anwenden des de Casteljau-Algorithmus
(Bézier-Fliche) bzw. des de Boor-Algorithmus (B-Spline-Fléche)

N-1 [M-1
s(w,v) = > [ Y ey N () | N (u). (2.11)
i=0 \ j=0

In Analogie zu Abschnitt 2.2.1.4 werden in Tabelle 2.2 die Eigenschaften der Bézier- und Spline-Fliche
gegeniibergestellt. Dabei sind die Eigenschaften der Kurven aus Tabelle 2.1 sowie die geometrische
Eigenschaft der ,,konvexen Hiille“ direkt auf die Flichen iibertragbar.

Tab. 2.2: Eigenschaften der Spline-Flichen und Bézier-Flachen

Bézier-Fliche
e Interpolation der vier Eckpunkte des Kontrollnetzes
e Rénder sind Bézier-Kurven
e die Fliche beriihrt das Bézier-Netz tangential in den Eckpunkten
e Affine Invarianz
e globale Wirkung der Kontrollpunkte
Spline-Fliche
e Endpunktinterpolation nur dann, wenn n- bzw. m-fache Knoten am Anfang und Ende
des Tragervektors
e Rinder sind Spline-Kurven
e Affine Invarianz
e lokale Kontrolle: Ein Kontrollpunkte beeinflusst nur einen Teil der Fléiche

Kann eine einzige Bézier-Flache ein vorgegebenes Flichenstiick nicht gut genug approximieren, emp-
fiehlt es sich, mehrere Bézier-Fliachenstiicke (patches) zu benutzen, die mit gewissen Anschlussbedin-
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gungen aneinander angeschlossen werden miissen. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Anschlussbe-
dingungen (C*-Stetigkeiten) findet sich in [HOSCHEK U. LASSER 1992] sowie die Realisierung von
Flichenkonstruktionen mit C*-Ubergangen in [PRAUTZSCH ET AL. 2002].

Fiir eine Spline-Fléche ist die Unterteilung in Segmente nicht notwendig, da sie analog zu den Spline-
Kurven per Definition aus Segmenten zusammengesetzt ist.

Fiir die Approximation ungleichméflig verteilter Punkte mit einer Bézier- oder auch Spline-Fliche
sind zusitzliche Uberlegungen notwendig. Eine Moglichkeit ist die Projektion der Punkte auf eine
Hilfsebene, deren Parameternetz bekannt ist [HOSCHEK U. LASSER 1992]. Dieser Ansatz wird auch bei
der Scattered Data Approximation mit Multilevel B-Splines verwendet und in Abschnitt 2.3 vorgestellt.

2.2.3 Hierarchische B-Spline Flachen

Die Methodik der hierarchischen B-Splines wurde entwickelt, um lokale Besonderheiten innerhalb einer
B-Spline-Flache, die bei fester Knotenwahl nicht approximiert werden kénnen, exakt wiedergeben zu
konnen. Die bessere Approximation wird durch ein feineres Kontrollgitter erreicht. Es wird deshalb
eine Overlayfliche definiert, die die lokal zu verfeinernde Fliche in einem vorgegebenen Parameter-
bereich ersetzt [FORSEY U. BARTELS 1988]. Hierzu wird in diesem Parameterbereich das Kontroll-
punktgitter der Ausgangsfliche durch zusétzliche Kontrollpunkte verfeinert, sieche Abbildung 2.5. Um

dos dig o7 dss dag dss des d7a
b Ol OZ6 O3 O4s Og6 Oge

)5, 015 Ozs, O35 045, O:
Us3|” (das] |Oss
f+ O Ods Ogs Ods Osa Oes

o
5
S
=
o
3

o o o o

B, O13 O2fz, O3z O43 Og3 Ogg
doz dip dp dap [t 52 de2 dz,

p Oz O Oz Of2 Ogp Og

Ofi Ozt, O31 O4p, Og1 O
doy dyy Ay [ty [ty dsy [ d7y
o O10 O O30 O4o Oso O

o

o

doo dio dao dso dao dso deo doo

Abb. 2.5: Kontrollpunktgitter und Gitter der Overlayfliche

die Overlayfliche in die Ausgangsfliche einpassen zu konnen, wird die Offsetreferenzierung benutzt
[FORSEY U. BARTELS 1995].

Auf der Ausgangsfliache gilt Gleichung (2.10)

N M U € [Up, UN+1]
d(u,v) =Y > d; N (w)Nj*(v) mit

i=0 j=0 V€ [Um, UM +1]

fiir die Berechnung eines Punktes. Innerhalb der Parameter u,, e, v, und v, wird die Ausgangsfléiche
mit der Overlayfliche verfeinert. Diese ist {iber den Offsetvektoren o;; durch

N M i i U € [tn, Uy 4]

o(,7) = » Y 0y N/(@)Nj*(v) mit (2.12)
i=0 j=0 ¥ € [Um, Vypiq]

definiert. Der Zusammenhang der Parameter v und v der Ausgangsfliche sowie @ und o der Over-

layfléche ist durch

(u — ) (ue — ua)

U= Ug +

— und (2.13)
UN+1 — Un
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V=g + i — (2.14)
gegeben. Somit gilt fiir die gesamte Fléche
c(u,v) =d(u,v) + o(a, v). (2.15)

Die Einfiihrung der Offsetflichen auf Basis von Offsetvektoren stellt eine einfache Methode zur lokalen
Verfeinerung von B-Spline-Flichen dar [BERKHAHN 2005]. Eine B-Spline-Fliche kann auch durch
mehrere sich iiberschneidende Overlayflichen verfeinert werden. Fiir eine derartige B-Spline-Fliche
gilt somit

c(u,v) =d(u,v) + Z oy (u,v), (2.16)

wobei H + 1 die Anzahl der Offsetflichen angibt. Fiir detailliertere Ausfithrungen zu hierarchischen
B-Spline- und Bézier-Fléchen sei auf [FORSEY U. BARTELS 1988] und [FORSEY U. BARTELS 1995]
verwiesen. Die Grundidee dieses Verfahren ist in modifizierter Form in die Algorithmen der Multilevel
B-Spline Approximation (im Abschnitt 2.3) eingeflossen.

2.2.4 NURBS-Flachen

Eine Non Uniform Rational B-Spline (NURBS)-Fliche ist als bivariate vektorwertige stiickweise ra-
tionale Funktion definiert [PIEGL U. TILLER 1997]

M

N 3/1 (2.17)
> > wig NJ'(u)N"(v)

Hierbei bilden die c;; das Kontrollnetz, w;; sind die Gewichte der Kontrollpunkte und N;*(u) bzw.
N Jm(v) bezeichnen die nicht-rationalen B-Spline-Funktionen nach Gleichung (2.3) iiber den Tréger-
vektoren

U = {0,...,0,up+1, -y Up—p—1,1,...,1} und
~—— ——
n+1 n+1

VvV = {0,...,0,vm+1,...,Us_m_l,l,...,l}.
~—— ~——
m+1 m+1

Durch die Einfiihrung einer stiickweise rationalen Basisfunktion

Ry j(u,v) = ' (2.18)

kann Gleichung (2.17) umformuliert werden zu

N M
S(u,v) => Y ey Rij(u,v). (2.19)

i=0 j=0

Die Eigenschaften der NURBS-Fliichen kénnen wie folgt zusammengefasst werden [P1EGL 1991]:
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i. Generalisierung: wenn alle Gewichte auf 1 gesetzt sind, dann ist
B"(u,v) falls U=V ={0,0,...,0,1,1,...,1}
Ri,j (u7 U) = )
N (u,v)  sonst
ii. Es gelten die Eigenschaften der B-Spline-Funktionen aus Kapitel 2.2.1.2, z. B. Positivitdt oder
Partition der Eins, denn es sind die selben Funktionen,

iii. Bézier- und (nicht-rationale) B-Spline-Flichen sind Spezialfille,

iv. Lokale Approximation: die Verdnderung eines Kontrollpunktes oder dessen Gewichts beeinflusst
die Fliche nur in (n + 1) bzw. (m + 1) Segmenten,

v. konvexe Hiille,
vi. affine Invarianz,

vii. ein Punkt mit Gewicht gleich Null hat keinen Einfluss auf den Verlauf der Flache.

NURBS-Fldchen konnen unter Verwendung homogener Koordinaten dargestellt und wie integra-
le Splines berechnet werden. Beschreibungen des Auswertealgorithmus sowie der Beeinflussung des
Kurven- und Fldchenverlaufs durch Manipulation der Gewichte w finden sich in [PIEGL 1991] und
[PIEGL U. TILLER 1997].

Im CAGD avancierten die NURBS-Techniken in den letzten Jahren zum géngigsten Verfahren hinsicht-
lich Design und Konstruktion von Formen und Objekten. Scattered Data Approximation mit NURBS
ist moglich, wenn eine Kurve oder Fliche eine grofie Punktwolke beschreiben soll [SCHMALZLE 2001],
[GRIMM-PITZINGER U. RupIG 2005]. Bei einer Punktwolke aus Laser Scanner Daten liegen in der
Regel mindestens mehrere Tausend Messpunkte vor, z. B. iiber 20.000 Punkte fiir eine Staumau-
er in [GRIMM-PITZINGER U. RupIG 2005]. Hier kénnen die sehr dicht und regelmiflig angeordneten
Messpunkte sofort als Kontrollnetz fungieren, aus dem die NURBS-Flédche abgeleitet wird.

In einem anderen Ansatz wird aus dem Gros der Messpunkte durch Vorverarbeitungsalgorithmen ein
Datensatz erzeugt, der anschliefend durch eine NURBS-Fliche dargestellt wird [SCHMALZLE 2001].
Die Approximation der Scattered Data erfolgt dabei also nicht mit den NURBS-Techniken selbst.

Deshalb ist ein Einsatz von NURBS-Fliachen zur Bearbeitung der Aufgabenstellung dieser Arbeit nicht
moglich, wenngleich die NURBS-Techniken Moglichkeiten fiir Weiterentwicklungen der Approximati-
onstechniken ertffnen.

2.2.5 Dreiecks-Bézier-Flachen

Tensorprodukt- und NURBS-Fléchen sind iiber einem viereckigen Parametergebiet definiert. Dem
gegeniiber ist das Parametergebiet der Dreiecks-Bézier-Flachen dreieckig, was eine grofiere topologische
Flexibilitét ermoglicht [GREINER 2006].

Fiir die Parameter von Dreiecks-Bézier-Flachen werden homogene Koordinaten benutzt. Ein beliebiger
Punkt p innerhalb des Dreiecks A(R, S,T') in Abbildung 2.6 ergibt sich als Affinkombination

p=pR+cS+7T, pto+7=1 (2.20)

Die Koeffizienten p, ¢ und 7 werden als baryzentrische Koordinaten bezeichnet. Sie werden fiir p
beziiglich des Dreiecks A(R, S,T) berechnet mit

d(p,S,T) dR,p,T) d(R, S, p)
_ _dxp, 1) _ “%.5,p) 2.21
P=4R.s, T "7 dR,S,T) '~ dR,S,T) (2:21)
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wobei

8
8

R, S, T,
d(R,S,T)=det | R, S, T, |. (2.22)
11 1

R o T :p S
Abb. 2.6: Teilungsverhéltnisse und baryzentrische Koordinaten, [GREINER 2006] S. 97

Baryzentrische Koordinaten sind invariant unter affinen Transformationen. Die wverallgemeinerten
Bernstein-Polynome vom Grad n

n!
i gk
s (2.23)

B’Zk‘(p7 g, T) = Z"j'

mit
i+j+k=mn, 4,75,k>0, ptro+7=1, p,o7>0

sind definiert als Basisfunktionen fiir die Bézier-Fliche [HOSCHEK U. LASSER 1992]. Die Parameter-
darstellung s(p, o, 7) einer Dreiecks-Bézier-Fliache (patch) vom Grad n iiber dem Dreieck A(R, S, T)
mit den Kontrollpunkten c;;;, hat die Gestalt

S<p7 077) = Z CljkB:;k:(pv g, T)' (224)
i+j+k=n

Analog zu den Tensorprodukt-Bézier-Flachen wird der de Casteljau-Algorithmus in einer adaptierten
Form zur Bestimmung eines Fldchenpunktes benutzt [HOSCHEK U. LASSER 1992]. Ebenfalls analog
zu den Tensorprodukt-Bézier-Flichen miissen auch fiir die Dreicks-Bézier-Flichen Ubergangs- und
Anschlussbedingungen formuliert werden, um einen stetigen Verlauf einer aus mehreren Dreiecks-
Patches zusammengesetzten Fléache zu gewéhrleisten. Zudem muss die Segmentierung in Dreiecks-
Bézier-Flachen auf geeignete Weise erfolgen. Unterschiedliche Konfigurationen des Dreiecks-Bézier-
Netzes resultieren in unterschiedlichen Bézier-Flichen [ABELE 2001]. Aus diesen Griinden scheidet
auch dieses Verfahren zur Losung des im Rahmen dieser Arbeit gestellten Approximationsproblems
aus.

Fiir detaillierte Beschreibungen der Ubergangsbedingungen, des de Casteljau-Algorithmus und wei-
teren Algorithmen zu Dreiecks-Bézier-Fléchen sei wiederum auf [HOSCHEK U. LASSER 1992] und
[PRAUTZSCH ET AL. 2002] sowie [GREINER 2006] verwiesen.
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2.3 Scattered Data Approximation mit Multilevel B-Splines

In den vorherigen Abschnitten des Kapitels sind einige Grundlagen zur Scattered Data Approxi-
mation und zu Freiformflichen wiederholt worden. In diesem Abschnitt wird nun ein Algorithmus
beschrieben, der Prinzipien der Scattered Data Approximation mit den Methoden der hierarchi-
schen Tensorprodukt-B-Spline-Flachen vereinigt. Das Verfahren wurde zunéchst in den 1990er Jah-
ren fiir spezifische Anwendungen in der Bildverarbeitung, beispielsweise das Image Morphing, ent-
wickelt [LEE ET AL. 1995], [LEE ET AL. 1996B] und fiir allgemeine Aufgaben der Scattered Data
Approximation modifiziert [LEE ET AL. 1997]. Zudem konnte es mehrfach erfolgreich adaptiert wer-
den [HJELLE 2001], [WEIs U. LEwis 2001], [BICEGO ET AL. 2003].

2.3.1 B-Spline Approximation

In einem rechteckigen Gebiet Q = {(x,y)| 0 <z <m,0 <y < n} seien die Punkte P = {(z¢, Ye, 2¢) }
ungleichméflig verteilt. Es wird eine Approximationsfunktion f dieser Daten als eine gleichméfige
bikubische B-Spline Funktion iiber einem Kontrollgitter ® definiert, welches das Gebiet €2 {iberlagert
(siehe Abb. 2.7). Das Kontrollgitter ist ein Set von (m + 3) x (n + 3) Punkten. ¢;; bezeichnet den

y

n+1 ®

n (p0n (?nn

Q
1
Q )

0 00 moO «
-1

-1 0 1 m m+1

Abb. 2.7: Konfiguration des Kontrollgitters

ij-ten Kontrollpunkt des Rasters an der Stelle (4, j) fir i = —1,0,...,m+1und j = —1,0,...,n+ 1.
Die Approximationsfunktion f ist beziiglich der Kontrollpunkte definiert als

3 3
flz,y) = Z Z Nl?(s)ng(t)¢(i+k)(j+l) (2.25)

mit

~
I
 _
<y
—
[
— =

z = |z,

= y— |yl

~ » .
|
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wobei die Gitterkoordinaten (z,y) durch die Transformationen

Mz’ -3 szn

r = ————— - X - (M, —3)—————— und 2.26
Xmax - szn ( ’ )Xmaa: - szn ( )
My -3 szn
= ——— Y- (M, —3)——mM. 2.27
Y Ymam - szn ( Y )Ymax - szn ( )

aus den ,realen“ Koordinaten (X,Y’) erhalten werden. Mit M, = m+3 und M, = n+3 wird dabei die
Anzahl der Gitter- bzw. Kontrollpunkte in z- und y-Richtung entsprechend Abbildung 2.7 angeben.
Die kubischen B-Spline-Funktionen N, ,‘3 und N, 13 sind definiert als

Ni(t) = (1—1)°/6,

Nt) = (3t —6t> +4)/6,

N3(t) = (=3t>+3t> +3t+1)/6,
N3t) = t3/6

mit 0 < ¢ < 1. Diese Funktionen dienen zur Gewichtung des Einflusses der Kontrollpunkte auf f(z,y)
entsprechend ihres Abstandes zu (z,y). Mit dieser Formulierung reduziert sich die Ableitung der
Funktion f(x,y), welche die Datenpunkte P bestméglich approximiert, auf die Berechnung der Kon-
trollpunkte des Rasters ®.

Zur Bestimmung des Kontrollgitters ® wird zunéchst ein Datenpunkt (z.,y., z.) betrachtet. Gem#f
Gleichung (2.25) bezieht sich der Funktionswert f(x.,y.) auf die 16 benachbarten Kontrollpunkte.
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann 1 < z.,y. < 2 angenommen werden. Dann bestimmen
die Kontrollpunkte ¢y; fiir k,l = 0,1,2,3 die Funktionswerte f in (z.,y.). Damit die Funktion f in
(z¢,ye) die Werte z. annimmt, miissen die Kontrollpunkte ¢y,

3 3
2 = Z Zwkﬂﬁm (2.28)

k=0 1=0
erfiillen, wobei wy, = NP (s)N2(¢) und s = 2. — 1,¢t = y. — 1.
Viele Werte fiir ¢y, erfiillen Gleichung (2.28), deshalb wird im Sinne der Methode der kleinsten Qua-
drate
3

> ¢4 =min (2.29)

01=0

NE

T

minimiert, d. h. die Abweichung von f iiber dem Gebiet 2 soll null sein. Die Losung wird geliefert
durch den Einsatz von Pseudoinversen [HSU ET AL. 1992]

Wkl Ze
3 3 :
D a=0 2_b=0 wgb

In dieser Losung erhalten die Kontrollpunkte in der Ndhe von (z.,y.) groflere Werte, weil sie auf
grofiere wy; bezogen sind. Die resultierende Funktion f hat den Wert z. an der Stelle (z.,y.) und
klingt langsam ab.

brl =

(2.30)

Nun werden alle Datenpunkte betrachtet. Fiir jeden Datenpunkt kann mit Gleichung (2.30) in seiner
Nachbarschaft ein Satz von 4 x 4 Kontrollpunkten erzeugt werden. Fiir entsprechend dicht benachbarte
Datenpunkte werden sich diese Nachbarschaften iiberlagern. Durch die unterschiedlichen Werte der
Datenpunkte erhalten die koinzidierenden Kontrollpunkte verschiedene Werte. Die multiplen Wertzu-
weisungen eines Kontrollpunktes werden gelost, in dem nur Datenpunkte in seiner 4 x 4-Nachbarschaft
einbezogen werden.
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) )
p2 p3.
pl ) P27 g |p4
pl
. o5
(a) Uberlappende Kontrollpunkte (b) Datensatz der Nachbarschaft

Abb. 2.8: Lagebeziehungen zwischen Daten- und Kontrollpunkten

Mit P;; wird ein Satz von Datenpunkten bezeichnet, die einen Kontrollpunkt beeinflussen
P ={(xc,yer2e) |1 =2 <ae <i+2,j -2 <y < j+2}. (2.31)

Fiir jeden Punkt (z.,y., zc) in P;; ergibt Gleichung (2.30) jeweils einen Wert fiir ¢,

o= Zgzouggzo Wiy 232

mit
we = wp = NP(s)NP(t), (2.33)
ko= (i+1)— |z, (2.34)
= U+1)—lwl, (2.35)
s = ze— |z, (2.36)
t = Ye— |Ye) (2.37)

Fiir den Vergleich der unterschiedlichen Werte wird ¢;; herangezogen, um den Fehler

e(pis) = > _(wetij — wede)” (2.38)

c

zu minimieren. Der Term (w.¢;; — we¢e) ist die Differenz zwischen tatséchlichem und erwartetem
Einfluss von ¢;; auf die Funktion f an der Stelle (z,y.). Er ist somit der Approximationsfehler
aufgrund von ¢;; unter der Annahme, dass die Werte der anderen Kontrollpunkte um (z, ¥, 2¢)
herum ebenfalls unter Hinzunahme dieses Datenpunktes berechnet wurden. Die Differentiation von
e(¢ij) nach ¢;; ergibt

_ Zc wz ¢C
Dew?

Nur fiir die umgebenden Datenpunkte P;; beeinflusst ein Kontrollpunkt ¢;; die Funktion f. Besteht
P;j aus mehreren Punkten, wird eine kleinste-Quadrate-Losung geméf Gleichung (2.39) ermittelt.
Fiir nur einen Punkt in Pj; wird die Approximation nach Gleichung (2.30) durchgefiihrt. Enthélt P;;
keine Datenpunkte bedeutet dies, dass der Kontrollpunkt keinen Einfluss auf f(x.,y.) in irgendeinem
Punkt (zc,yc,2:) in P hat. Das impliziert, dass ¢;; einen beliebigen Wert zugewiesen bekommen
kann, beispielsweise null oder einen Durchschnittswert aller z., ohne den Approximationsfehler zu
beeinflussen.

®ij (2.39)

Dieser beschriebene Ansatz wurde in [LEE ET AL. 1997] im B-Spline Approximation (BA)-Algorith-
mus folgendermafien formuliert:
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BA-Algorithmus
Input: ungleichméfig verteilte Punkte P = {(x., yc, 2c) }
Output: Kontrollgitter ® = {¢;;}
for all 4,5 do let §;; = 0 und w;; =0
for jeden Punkt (x.,yc, 2¢) in P do
leti=|z]—1und j=|y|—1
let s =2, — |z.] und t = y. — |y.]
berechne wy; und 20 S w2,
for k,1 =0,1,2,3 do
berechne ¢x; mit Gleichung (2.30)
w%lgbkl 27U O (i1 k) (j+1) hinzufiigen
Wi 20 Wik (j41) hinzufligen
end
end
for all 7,5 do
if wi; # 0 then
berechne ¢;; = 0;;/wij
else let ¢;; =0
end

Um das Kontrollgitter zu bestimmen, ist es nun nicht erforderlich, die zugehorigen Datenpunkte eines
Kontrollpunktes zu identifizieren. Da jeder Datenpunkt alle Kontrollpunkte in seiner 4 x 4 Nachbar-
schaft beeinflusst, gehort er ausschliefSlich zu den entsprechenden Datensétzen dieser Kontrollpunkte.
Daher ist eine Aufaddierung von Zidhler und Nenner der Gleichung (2.39) fiir jeden Kontrollpunkt
sehr effektiv. Der Wert fiir einen Kontrollpunkt entspricht dann dem Quotient der Summen, wenn der
Nenner ungleich null ist. Der Nenner nimmt nur dann den Wert null an, wenn ein Kontrollpunkt nicht
in der 4 x 4-Umgebung eines Datenpunktes liegt.

Dadurch, dass die Kontrollpunktwerte lokal bestimmt werden, wird der Approximationsfehler so mi-
nimiert, dass die Funktion f die Ausgangsdaten richtig wiedergibt. Die Dichte des Kontrollgitters ®
beeinflusst die Gestalt der Approximationsfunktion f. Die Funktion besitzt C?-Stetigkeit, denn sie ist
eine auf dem Kontrollgitter generierte bikubische B-Spline-Fliche.

</%W>>
— |

(a) gegebene Punkte

Abb. 2.9: B-Spline Approximationen mit verschiedenen Kontrollgittern, [LEE ET AL. 1997] S. 232

In Abbildung 2.9 sind Ergebnisse dargestellt, die [LEE ET AL. 1997] fiir verschieden dichte Gitter mit
dem BA-Algorithmus aus einem Testdatensatz erhalten haben.
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2.3.2 Multilevel B-Spline Approximation

Die B-Spline Approximation fithrt zu einem Kompromiss zwischen hoher Genauigkeit und glattem
Verlauf der Approximationsfliche. Der Approximationsalgorithmus mit Multilevel B-Splines umgeht
diesen Kompromiss und ermoglicht sowohl einen glatten Flachenverlauf als auch eine bestmogliche
Annéherung an die Datenpunkte. Dieser Algorithmus nutzt hierarchische Kontrollgitter zur Generie-
rung einer Reihe von Funktionen f, deren Summe sich der Approximationsfunktion annéhert.

Bei dieser Erweiterung des B-Spline Approximation-Algorithmus werden hierarchische Kontrollgitter
eingefiihrt mit der Annahme, dass der Abstand zweier Gitterpunkte mit jeder Hierarchiestufe halbiert
wird. Wenn @, ein (m + 3) x (n + 3) Kontrollgitter ist, besitzt das néchstdichtere Gitter ®y1 (2m +
3) x (2n+ 3) Kontrollpunkte, wobei der ij-te Kontrollpunkt in ®; mit dem (2i, 2j)-ten Kontrollpunkt
in @y iibereinstimmt.

Zunéchst wird der BA-Algorithmus angewendet, um das grobste Kontrollgitter &g zu bestimmen. Die
resultierende Funktion fy ermdoglicht eine erste Anndherung, jedoch unter Umstédnden mit starken
Diskrepanzen fiir die Werte der Datenpunkte. Insbesondere liefert fy die Abweichung

A1Zc = Zc — fO(xm yc) (240)

fiir jeden Punkt (z,y., z.) in P. Das néchst dichtere Gitter wird nun benutzt, um die Funktion f; zu
bestimmen, welche die Differenz

Py = (e, ye, A 2c) (2.41)
approximiert. Die Summe fy + f1 fiihrt dann zu einer geringeren Abweichung

A’z = ze — fo(Te,ye) — f1(Te, Ye) (2.42)
fiir jeden Punkt in P. Letztendlich wird die Funktion f; vom Kontrollgitter ®; abgeleitet, um

Py = (e, yes Az) (2.43)

7ZU approximieren mit

k—1

Akzc = Zc— Z filwe,ye) = Ak_lzc — fr—1(we, ye), (2.44)
=0

AOZC = Zz. (2.45)

Der Prozess beginnt beim grébsten Raster ®¢ und wird schrittweise fortgesetzt bis zum dichtesten
Gitter ®5. Die endgiiltige Approximationsfunktion f ist die Summe der einzelnen Funktionen f

h
F=>fu (2.46)
k=0

Dieser schrittweise Prozess wird im Multilevel B-Spline Approximation (MBA)-Algorithmus realisiert:

MBA-Algorithmus
Input: ungleichméfig verteilte Punkte P = {(x., yc, 2c) }
Output: hierarchische Kontrollgitter ®g, ®1,..., Py
let k=0
while & < h do
let P, = {(xc,yc,Akzc)}
berechne ®; von P, mit dem BA-Algorithmus
berechne AFtlz, = Ak, — Jr(xe, ye) fir jeden Datenpunkt
let k=k+1
end
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Auch die mit dem MBA-Algorithmus ermittelte Funktion f ist C?-stetig, da sie eine Summe von C?-
stetigen Funktionen ist. Der Verlauf der Funktion ist glatter und genauer als derjenige der Funktion
aus dem BA-Algorithmus.

Die Dichte des grobsten Kontrollgitters ®¢ bestimmt den Einfluss der Datenpunkte auf die Appro-
ximationsfunktion f. GroBere Absténde fithren zu einer stirkeren Uberlagerung der Einfliisse der
Datenpunkte und somit zu einem glatteren Verlauf. Die Genauigkeit, mit der f die Datenpunkte
approximiert, hdngt von der Dichte des feinsten Gitters ®; ab. Ist @, hinldnglich dichter als die
Verteilung der Datenpunkte, kann f die Daten fehlerfrei approximieren.

///%ﬁﬂ i
\\/

(a) gegebene Punkte

X
X R KICR:

(¢) mo =no = 16, mj, = np, = 64

Abb. 2.10: Beispiele fiir Multilevel B-Spline Approximationen mit verschiedenen grobsten und feinsten
Kontrollgittern, [LEE ET AL. 1997] S. 233

Abbildung 2.10 zeigt einige Beipiele fiir die Anwendung des MBA-Algorithmus auf den selben Daten-
satz wie in Abbildung 2.9. Fiir die Grofle eines Kontrollgitters Wy, gilt (my+3) X (ng+3). In Abbildung
2.10 (b) mit mg = ng = 1, my, = nj, = 64 ist ein sehr glatter Verlauf der Fliche mit Interpolation der
Datenpunkte zu sehen. Abbildung 2.10 (c) verdeutlicht den Effekt, wenn Wy mit mg = ng = 16 gewiihlt
wird. Der Approximationfehler, der durch ein zu grobes Gitter ¥, mit my = n;, = 8 verursacht wird,
ist in Abbildung 2.10 (d) dargestellt.

Die Berechnung von f erfordert die Bestimmung von fj in jeder Hierarchiestufe k. Durch Einfiihren der
B-Spline Verfeinerung [LEE ET AL. 1997] wird der MBA-Algorithmus zusétzlich optimiert und f nur
noch durch eine B-Spline-Funktion gebildet. Die B-Spline Verfeinerung wird in jeder Hierarchiestufe
durchgefiihrt.

F(®) bezeichnet die B-Spline-Funktion eines Kontrollgitters ® und |®| die Grofie von ®. Mit der B-
Spline Verfeinerung kénnen die Kontrollgitter ®f, vom grobsten Gitter ®( abgeleitet werden, sodass
F(®() = fo und |®y| = |®;]. Dann kann die Summe von fp und f; ausgedriickt werden durch das
Kontrollgitter ¥y, welches durch Addition aller entsprechenden Kontrollpunktpaare in ®( und @,
entsteht, also

FW)=g1=fo+fi mit U=+ e (2.47)

Die Summe der Funktionen f; bis zur Hierarchiestufe & ist

k
g =Y _fi (2.48)
=0

Da gi_1 durch das Kontrollgitter U;_; dargestellt wird, gilt
(Wh—1] = [Pr—1]- (2.49)
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In gleicher Weise wie bei der Berechnung von W; kann auch W _; verfeinert werden, um %-1 zZu
erhalten und wiederum zu ®; zu addieren. Dadurch wird ¥y erhalten mit F(Uy) = g und |¥y| =
| Dy | sowie ¥y, = W), + ®p. Mit go = fo und ¥y = Py kénnen die Kontrollgitter Wy, schrittweise
berechnet werden, um dann letztendlich ¥, zu erhalten und die endgiiltigen Approximationsfunktion
zu bestimmen f = gp.

Ein (m + 3) x (n + 3) Kontrollgitter ® wird jeweils zu einem (2m + 3) x (2n + 3) Kontrollgitter ®’
verfeinert, dessen Punktabstand halb so grofl wie bei ® ist. Sind ¢;; und (bgj die 7j-ten Kontrollpunkte
in @ bzw. ', dann koinzidieren die Positionen von ¢y, 5; in ® und ¢;; in ®. Die Werte fiir die Punkte
in ® konnen aus ® abgeleitet werden, sie werden berechnet mit

Poinj = 6i4 [Pi—1,j—1 + Pim1j41 + Dit1,j—1 + Dit1,j+1
+6(Pi—1,5 + ij—1 + Gij+1 + Git1,5) + 36045] (2.50)
Phigjp1 = 1_16 [Pi—1,j + im1,j41 + it1, + Pit1,j41 + 6(dij + Pijj+1)] (2.51)
Priv12 = 1i6 (Gij—1 + Bij+1 + Piv1j-1 + Git1j41 + 6(dij + Piv15)], (2.52)
Prit12j41 = i [@ij + Pijr1 + Pir1j + Div1+1] - (2.53)

In Abbildung 2.11 ist veranschaulicht, wie ein Punkt ¢;; gemif der Gleichungen (2.50) bis (2.53) aus
dem groberen Gitter @ abgeleitet wird.

® ®
@ @
© © © © © ©
3
tH
@ @ © @ @ ©
© © ©
(a) Koinzidenz in z und y (b) Koinzidenz in x
® ®
@ @
© © © ©
[
Ea
&0 ® ®
© ©
(¢) Koinzidenz in y (d) keine Koinzidenz

Abb. 2.11: Lagebeziehungen zwischen den Gitterpunkten bei der B-Spline Verfeinerung (grobes Git-
ter: schwarz, feines Gitter: rot, betrachteter Beispielpunkt des feinen Gitters: griin, dazu
korrespondierende Punkte des groben Gitters: blau)
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Um das Kontrollgitter ¥;, aus den Punkten P zu generieren, brauchen nicht mehr alle Elemente von
Oy, Wy, U, und Py fiir alle k& gespeichert werden. Wenn die B-Spline Approximation und die Verfeine-
rung fiir jede Hierarchiestufe zusammen angewandt werden, kann W;, aus der schrittweisen Berechnung
der hierarchischen Kontrollgitter (vom grobsten zum feinsten) abgeleitet werden. Beim Durchlauf ist
nur eine Variable fiir die Daten und Kontrollgitter notwendig, um die Berechnung durchzufiihren und
Zwischenergebnisse zu erzeugen. Die B-Spline Verfeinerung ist im modifizierten MBA-Algorithmus
implementiert, dabei bezeichnet P — F(®) die aktualisierten Datenpunkte {(zc,ye, AF1z.)} mit
P = {(xayc,Akzc)} und fk = F((I))

Modifizierter MBA-Algorithmus

Input: ungleichméBig verteilte Punkte P = {(z., y¢, 2¢) }

Output: Kontrollgitter ¥

® ist das grobste Raster

let ¥/ =0

while & ist grober als das dichteste Kontrollgitter do
berechne ® von P mit dem BA-Algorithmus
berechne P = P — F(®)
berechne ¥ = ¥’ + @
® ist das néchst dichtere Kontrollgitter
verfeinere ¥ zu ¥ mit F(V’') = F(¥) und |V'| = ||

end

Fin Schema des mit der B-Spline Verfeinerung modifizierten MBA-Algorithmus ist in Abb. 2.12 dar-
gestellt.

Kontrollgitter- stufenweises
Hierarchie Kontroligitter
, = Wy
l verfeinern
Wo
o, &, = W,
l verfeinem
W
o, - = v,
l verfeinem
W,
(0% =+, = W,

l berechnen

Approximations-
Funkfion f

Abb. 2.12: Berechnung der Approximationsfunktion mit dem MBA-Algorithmus
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2.3.3 Multilevel B-Spline Interpolation

Mit dem MBA-Algorithmus wird eine Approximationsfunktion f generiert, die sich an die Datenpunkte
P annéhert, jedoch nicht zwangslaufig durch diese verlduft. Durch Wiederaufruf der Funktion fj fiir
die Hierarchiestufen k& > 0 werden die Restfehler A*z, fiir jeden Datenpunkt approximiert. Mit einer
hinreichenden Bedingung fiir das Kontrollgitter ®; kann f; derart generiert werden, dass alle Restfehler
beseitigt werden konnen.

Es sind p1 = (x1,y1,21) und p2 = (x2,y2,22) zwei Punkte in Pg. Ohne Einschriankung der Allge-
meingiiltigkeit kann angenommen werden, dass ®; den gleichen horizontalen und vertikalen Abstand
zwischen zwei Kontrollpunkten besitzt. Der Abstand zwischen p; und ps wird definiert als

o2 (21121 - 12D 259

wobei s den Abstand der Kontrollpunkte angibt. Der Abstand entspricht der maximalen Anzahl
von horizontalen und vertikalen Gitterlinien in ®; zwischen p; und po nach der Projektion auf die
Flache Q. Dadurch werden die Interpolationseigenschaften beziiglich der Dichte des Kontrollgitters
und der Datenverteilung festgelegt. Der kleinste Abstand zweier Punkte in P, wird der Variablen d

p2 p2

pl pl

(a) Interpolation (b) Approximation
Abb. 2.13: Beispiele fiir eine Interpolations- und Approximationssituation

zugewiesen. Ist d > 4, liegt kein Kontrollpunkt in der 4 x 4 Nachbarschaft von zwei Datenpunkten.
In diesem Fall handelt es sich dann um eine reine Interpolation, da jeder Kontrollpunkt jeweils nur
von einem einzigen Datenpunkt abhéngt. Fiir d < 4 ist mindestens ein Kontrollpunkt abhingig von
zwei Datenpunkten. In diesem Fall miissen die Einfliisse der beiden Punkte iiberlagert werden, um den
Wert dieses Kontrollpunktes zu ermitteln. Das fiihrt dazu, dass die Funktion f; diese Datenpunkte
nur noch approximiert.

Um diese Interpolationsbedingung zu berticksichtigen, muss das dichteste Kontrollgitter ®; so fein
sein, dass d > 4 erfiillt ist. Es ist moglich, dass durch ein Paar von Datenpunkten ein sehr dichtes
Kontrollgitter erfordert wird, obwohl alle anderen Punkte weiter auseinander liegen. Das fithrt dazu,
dass Kontrollpunkte angelegt werden, die nicht in der 4 x 4 Nachbarschaft eines Datenpunktes liegen.
Deshalb ist der Algorithmus derart modifiziert, dass nur noch Kontrollpunkte einer Hierarchiestufe
innerhalb der Nachbarschaftsumgebung gespeichert werden und somit die Funktion f auch nur aus
diesen Kontrollpunkten generiert wird. Somit wird das Kontrollgitter besser als Satz von erforderlichen
Punkten wiedergegeben als durch ein Gitter mit allen Punkten.

In der Hierarchiestufe k konnen die Werte der notwendigen Kontrollpunkte im Gitter @ durch einen
modifizierten BA-Algorithmus effektiv berechnet werden. Die Variablen d;; und w;; werden als Vek-
tor belegt, anstelle einer zweidimensionalen Matrix. Fiir einen Datenpunkt wird dann sein jeweiliger
Finfluss auf die benachbarten Kontrollpunkte zusammen mit deren Indizes gespeichert. Die Vekto-
ren werden anschliefend nach den Indizes sortiert und zusammengefasst, um mit Gleichung (2.39)
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die betreffenden (d. h. beeinflussten) Kontrollpunkte zu berechnen. Unberiicksichtigte Kontrollpunkte
bekommen Null zugewiesen.

Modifizierter BA-Algorithmus
Input: ungleichméBig verteilte Punkte P = {(z., y¢, 2¢)}
Output: Satz von Kontrollpunkten {¢;;}
let r =0
for jeden Punkt (x.,yc, z¢) in P do
setze 4, j, 8, t,wk, . o w2, wie im BA-Algorithmus
for k,1=0,1,2,3 do
berechne ¢g; mit Gleichung (2.30)
speichere w; ¢y und Index (i + k,j +1) in 6,
speichere w?, und Index (i + k,j + 1) in w,
letr=r+1
end
end
sortiere 0, und w, nach den Indizes
for jeden Index (i,7) in w, do
setze r1,79 so, dass der Index(w,) = (i,7) fir m <r <ry
berechne ¢;; = > 72 6,/ 32, wr
end

Die Anordnung der Kontrollgitterpunkte in einem Vektor der Linge (m + 3) x (n + 3) statt einer
[(m+3), (n+3)]-Matrix ldsst sich entsprechend auf weitere Dimensionen erweitern. Die Linge Vektors
fiir ein Kontrollgitter ® im R kann allgemein formuliert werden als

(mg + 3) X (m1 + 3) X oo X (md_1 + 3) (255)

Diese Struktur der Speicherung erlaubt eine weitere Erweiterung. BA- und MBA-Algorithmus gelten
in der bisher vorgestellten Form fiir den allgemeinen Fall, dass nur eine Gréfle z zu approximie-
ren ist, sie gelten somit fiir einen eindimensionalen Wertebereich IR'. Indem eine weitere Schleife
in die Algorithmen eingefiigt wird, kann der Wertebereich verallgemeinert mit IR™ definiert werden
[WEIS U. LEwIs 2001]. Fiir die Liange des Vektors der Kontrollpunkte gilt somit

(mo + 3) X (m1 + 3) X oo X (md_1 + 3) X 7. (2.56)

Die Form der Speicherung und Struktur der Algorithmen erméglichen eine grofle Flexibilitéit dieses
Verfahrens, da es im Prinzip keine Limitierungen fiir den Definitions- und den Wertebereich der zu
approximierenden Punkte gibt.

2.3.4 Beurteilung des Approximationsverfahrens

Die Multilevel B-Spline Approximation ist ein sehr geeignetes Verfahren, die Daten ungleichméfig
verteilter Punkte durch eine Fliche zu approximieren. Aus diesem Grund ist dieses Verfahren aus-
gewdhlt worden, um aus den Bewegungen der GPS-Stationen im ruménischen Untersuchungsgebiet
ein kontinuierliches Geschwindigkeitsfeld zu generieren.

Die Vorteile dieses Verfahrens sollen im Folgenden nochmal zusammengefasst werden:

i. Die Approximationsfliche ist C?-stetig, was einen glatten Verlauf gewihrleistet.

ii. Das erste, initialisierende Kontrollgitter entspricht einer mittleren Flache durch alle Punkte, wo-
durch ausgeschlossen ist, dass es Bereiche ohne Wertzuweisung geben kann.
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iii. Durch Verfeinerung der Kontrollgitter schmiegt sich die Approximationsfliche den Datenpunkte
immer besser an; eine lokal bestanpassendste Flache wird erzeugt.

iv. Durch hinreichend feine Kontrollgitter wird eine Interpolationsfliche erzeugt.

v. In den Approximationsalgorithmus kann durch den Anwender eingegriffen werden, entweder durch
Vorgabe einer Abbruchbedingung, beispielsweise in Form einer maximalen Differenz zwischen
Original- und Approximationswert, oder Festlegung der Anzahl der Verfeinerungen der Kontroll-
gitter.

vi. Die Datenpunkte konnen im R definiert werden, es gibt keine Beschrankung der Dimension.

vii. Der Wertebereich ist ebenfalls im IR™ definiert, was bedeutet, dass mehrere Groflen simultan
approximiert werden koénnen.

Finige dieser Eigenschaften kénnen bei Verwendung anderer Techniken nur durch Mehraufwand er-
reicht werden. Beispielsweise kann bei Bézier-Techniken die globale Wirkung der Kontrollpolygone
bzw. -netze auf die Bézier-Fldche nur durch Segmentierung in kleine Patches umgangen werden, die
aber wiederum nur durch zusitzliche Ubergangsbedingungen zusammengefiigt werden kénnen.

Einige Eigenschaften der Multilevel B-Spline Approximation sind essentielle Bedingungen im Hinblick
auf die weiteren Aufgaben, die Durchfiihrung der Strainanaylse und Anwendung des Varianzfortpflan-
zungsgesetzes. Die Anwendung der Theorie der Kontinuumsmechanik erfordert eine hinreichend oft
differenzierbare Beschreibung des deformierbaren Korpers, was durch die C2-Stetigkeit gewihrleistet
ist. Zudem ist die Differentiation der Approximationsfliche unproblematisch. Wie die Theorie der
Kontinuumsmechanik auf Basis einer B-Spline-Fliche umgesetzt werden kann, wird in Abschnitt 3.2
detailliert behandelt.

Bei der Varianzfortpflanzung ist eine mogliche Korrelation zwischen den verschiedenen zu approximie-
renden Groflen zu beriicksichtigen. Durch die Moglichkeit, simultan mehrere Gréflen approximieren
zu koénnen, wird auch die Varianzfortpflanzung vereinfacht. Die fiir das allgemeine Varianzfortpflan-
zungsgesetz notwendigen Funktionalmatrizen konnen wihrend des Approximationsalgorithmus direkt
aufgestellt werden. In Abschnitt 4 wird dies ausfiihrlich vorgestellt.

Die Multilevel B-Spline Approximation konnte zur Generierung eines Geschwindigkeitsfeldes bereits
erfolgreich eingesetzt werden [NUCKELT 2006]. Ein Vergleich mit der Kollokation ergab dabei, dass
regionale Besonderheiten durch die Multilevel B-Spline Approximation besser behandelt werden. Aus-
reiffer haben ebenfalls nur einen begrenzten lokalen Einfluss.

Der Einsatz dieses Verfahrens fiir andere Interpolations- bzw. Approximationsaufgaben ist denkbar.
Von groflem Vorteil ist dabei die erwdhnte Variabilitdt des Algorithmus hinsichtlich der Dimension
der Daten.
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3. Kontinuumsmechanik

Die Theorien der Kontinuumsmechanik werden im Bereich der Geodéasie oft angewandt, um Defor-
mationsmafle zu berechnen. Diese beruhen auf Punktverschiebungen, welche oftmals aus epochalen
Messungen abgeleitet werden, z. B. [STRAUB 1996], [PETER 2001] und [RAWIEL 2001]. In Abgren-
zung zur geoditischen Deformationsanalyse wird dies deshalb auch als Strainanalyse bezeichnet. In
diesem Kapitel werden zunéchst die Grundlagen der Kontinuumsmechanik vorgestellt. Danach fol-
gen vier Abschnitte, die sich der Umsetzung der theoretischen Modelle widmen. Die Ableitung des
Verschiebungsgradiententensorfeldes auf Basis einer Multilevel B-Spline Approximationsfliche und die
anschlieenden Berechnungen der Haupt- und Scherdehnungen sollen darin explizit herausgearbeitet
werden.

3.1 Einfithrung in die Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik (Strémungslehre) beschiftigt sich mit deformierbaren Kérpern, die sich aus
kleinsten, infinitesimalen Volumenelementen zusammensetzen. Diese Volumenelemente zeichnen sich
durch jeweils drei Freiheitsgrade der Translation, Rotation und Deformation aus, was durch Helmholtz
im Fundamentalsatz der Kinematik [HELMHOLTZ 1858] formuliert wurde:

Die allgemeine Ortsverédnderung eines deformierbaren Korpers lésst sich fiir ein hinreichend
kleines Volumen desselben darstellen als Summe

i. einer Translation,
ii. einer Rotation

iii. und je einer Deformation (Dehnung oder Stauchung) in drei zueinander senkrechten
Richtungen.

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfithrung in die Grundbegriffe und Theorien der Kontinuumsme-
chanik gegeben. Auf ausfiihrliche Herleitungen wird jedoch bewusst verzichtet, es sollen in diesem Ab-
schnitt nur die notwendigen Grofien definiert und deren mathematische Zusammenhéinge veranschau-
licht werden. Fiir detaillierte Herleitungen und Erkldrungen sei auf die Fachliteratur [BETTEN 1993],
[KLAUSNER 1991], [HAUPT 1993] und [BOWEN 1989] verwiesen. In der geoditischen Literatur finden
sich ebenfalls umfangreiche Behandlungen dieses Themas in [MARTINEC 1999] und [WoLF 2003].

Nach der Aufbereitung der notwendigen Grundlagen zu den Theorien der Kontinuumsmechanik in den
Abschnitten 3.1.1 bis 3.1.3 wird im Abschnitt 3.1.4 deren Anwendung auf die Ergebnisse geodétischer
Messverfahren diskutiert.

3.1.1 Grundbegriffe

Als materieller Kérper M (mit der Oberfliche 0 M) wird eine zusammenhéngende Menge von materi-
ellen Punkten bezeichnet, die zu jedem Zeitpunkt einen Teilbereich des dreidimensionalen Euklidischen
Raumes bedeckt [LENZ 1995]. In der Bezugsplatzierung zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird jedem materiellen
Punkt P eine Ortsvektor £ mit den materiellen (Langrangeschen) Koordinaten &; zugeordnet

52 &e;. (3.1)

Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0, der Momentanplatzierung, beschreibt der Ortsvektor  mit den
rdumlichen (Eulerschen) Koordinaten z; die Lage des selben Punktes

T = x;€;. (3.2)
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Durch die vektorwertige, eineindeutige Abbildung X bzw. durch deren Umkehrabbildung X'~ ist der
Zusammenhang zwischen materiellen und rdumlichen Koordinaten hergestellt

&, (3.3)
—H(z). (3.4)

8l
|

X
X

Iy
|

Die Lage des materiellen Punktes in der Momentanplatzierung

T = j}(é t) - ‘)2(57 t) (35>

héngt natiirlich von seiner Bezugsplatzierung zum Zeitpunkt ¢ = 0 ab. Durch einmalige Differentiation
von Gleichung (3.5) wird der Geschwindigkeitsvektor o fiir einen materiellen Punkt, der zur Zeit t = 0
an der Stelle £ lag, zum Zeitpunkt ¢ erhalten

o _ _

aX({,t) (3.6)

T=1I= ‘_ :
E=const.

Zweimalige Differentiation von Gleichung (3.5) fiihrt zum Beschleunigungsvektor a fiir 7(£,t = 0) = &

0% - -

i= o) (3.7)

a

‘g:const.

Der unbelastete Zustand eines materiellen Korpers ist definiert durch seine Bezugsplatzierung. Infolge
von Belastungen verdndert sich die Lage des Korpers im Raum (Mopentanplatzierung), d. h. alle
materiellen Punkte (Teilchen) des Korpers erleiden Verschiebungen @(¢, t)

Der Nabla-Operator fiir ein dreidimensionales, kartesisches Koordinatensystem
0 0 0
V=eé1— +eéo— +e3— (39)

81‘1 6952 8.7}3

ist ein vektordhnlicher Differentialoperator. Das Tensorprodukt aus Nabla-Operator und Verschie-
bungsvektorfeld fithrt auf das Verschiebungsgradiententensorfeld

Gradi=V @1 = %—Z’fei ® & (3.10)

Das Verschiebungsvektorfeld u, die Gesamtheit aller Verschiebungsvektoren eines belasteten Korpers,
beschreibt den durch Translation, Rotation und Verformung charakterisierten Verschiebungszustand.
Diese Charakterisierung erfolgt durch den Deformationsgradienten bzw. das Deformationsgradienten-
tensorfeld F.

Dazu werden zwei Punkte A und P betrachtet, die infinitesimal benachbart seien

¢ = €p—§&4  fiir t=0, (3.11)
dt = Zp—=Z, fir t>0. (3.12)
Durch die Abbildung F lisst sich der Vektor d¢ in den Vektor dz durch
dz = F d¢ (3.13)
tiberfithren. Die Abbildung F hat die Eigenschaften
det I £ 0 = F~! existiert,

dé = F~ldz,
df_;«é 0 = Edf;é 0.
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Fiir den infinitesimalen Abstand dz gilt

6%-
dxr = dx;e; = —d&e;, 3.14

di = Fdé=(Fyé; @ eg)dée, = Fidége;. (3.15)

Daraus kann

8:1:1-

Fy, = 9E,

(3.16)
gefolgert werden. Fiir das Deformationsgradiententensorfeld ergibt sich somit die Formulierung

al‘i _ _
F: E 77] e —_ — Z = —=. '1
L k€i & €k 96, € & e ¢ (3.17)

Der Deformationsgradient F' ist ein Tensor zweiter Stufe und im Allgemeinen nicht symmetrisch. Er
ist orts- und zeitabhingig: I = F(&,t). Ein ortsunabhingiger Tensor F = F(t) wird als homogen
bezeichnet. Desweiteren ist der Tensor orthogonal fiir den isometrischen Fall, d. h. fiir eine starre
Bewegung des Korpers. Fehlt hingegen die Starrkorperbewegung ist ' symmetrisch.

Durch den Deformationsgradiententensor F wird die gesamte Bewegung des Korpers beschrieben. Da
sowohl Verzerrungen als auch die Starrkdrperbewegungen enthalten sind, ist £ fiir eine Beurteilung
der Verzerrungen des Korpers nicht geeignet. Der Tensor muss in eine ,reine“ Drehung (Starrkorper-
bewegung) und ,reine“ Streckung (Verzerrung) aufgespalten werden.

Analog zur polaren Darstellung z = r €' einer komplexen Zahl gibt es eine Produktzerlegung geméaB
dem Polarzerlegungstheorem fiir den Deformationsgradiententensor F'. Es existieren die zwei Zerle-
gungen fiir F

F=RU und (3.18)

F=VR. (3.19)

Die starre Drehung des Koérpers wird in beiden Gleichungen (3.18) und (3.19) durch den orthogonalen
Drehtensor R beschrieben.

U und V, bezeichnet als Rechter und Linker Streckungstensor, sind zwei symmetrische, positiv definite
Tensoren

UU=F"F=C, (3.20)

VV=FF'=B. (3.21)

Die ebenfalls symmetrischen und positiv definiten Tensoren C' und B werden Rechter bzw. Linker
Cauchy-Green Tensor genannt.

Fiir die Tensoren U, V', B und C gilt, dass sie fiir eine reine Starrkérperbewegung zum Einheitstensor
1 werden. Demzufolge gilt

F=R1=R. (3.22)
Mit dem Greenschen Verzerrungstensor E wird ein symmetrischer Tensor definiert
E=-(C-1), (3.23)

der bei einer starren Bewegung verschwindet.
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3.1.2 Infinitesimale Deformationen

Die lineare Theorie der Kontinuumsmechanik [LENZ 1995] beruht auf der Voraussetzung, dass die
Verschiebungsénderungen sehr klein sind

ou;
&T k

7€, <1. (3.24)

Mit Hilfe des Kroneckersymbols

P 1 fir i=y
YOl 0 fiir i Ay

~ ‘

und dem Zusammenhang
r=E+u  bzw. =&+

kann formuliert werden

81‘1‘ 8&- 8ui auz‘
_p, = 08 O Oui 3.25
T TR T T (3:25)

Dadurch kann der Deformationsgradiententensor F' geschrieben werden als

F =1+ (Gradu)”. (3.26)

In der linearen Theorie werden die Randbedingungen in der Bezugsplatzierung formuliert, da diese
nur geringfiigig von der Momentanplatzierung abweicht

Ou; _ Ou; Oy Ouy <5 3uz>‘ (3.27)

0 0x, 06 oz \Fog,

Aufgrund der Vorraussetzung in Gleichung (3.24) diirfen die Ableitungen nach den materiellen Ko-
ordinaten & ndherungsweise mit den Ableitungen nach den rdumlichen Koordinaten xj, vertauscht
werden

o6~ om " dwy (3.28)
Damit ergibt sich der Greensche Verzerrungstensor E zu

E = %(Q -1) = %(ETE -1)= % [(1+ Grada)(1 + (Grada)”) — 1] (3.29)

- % [Gradﬂ + (Grad ﬂ)T] -+ %(Grad 7)(Grad )T . (3.30)

2 klein von 2. Ordnung in den

Verschiebungsableitungen

Der zweite Summand in Gleichung (3.30) kann in der linearen Theorie vernachlissigt werden. Der
symmetrische infinitesimale Deformationstensor € wird deshalb definiert durch
1 _ \T T
e=3 [Gradu + (Gradu)'] , e=¢". (3.31)
Die Hauptdiagonalenelemente €11, €92 und €33 beschreiben die Dehnungen, d. h. die Léngenénderungen
von infinitesimalen Strecken, die in der Bezugsplatzierung parallel zu den Achsen des Koordinaten-
systems €1, o und é3 ausgerichtet waren. Die anderen Tensorelemente e;, mit i # k beschreiben
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halbe Winkelénderungen von rechten Winkeln, die in der Bezugplatzierung von Parallelen zur é;- und
er-Achse gebildet wurden.

In der linearen Theorie gelten

U=1+¢ uwnd U'l=1-¢ (3.32)

Aus Gleichung (3.18) ergibt sich fiir den Drehtensor R zu

R = FU' = [1 + (Grad a)T] [l - % (Gradu + (Grad u)T)] (3.33)
= 1- %Gradﬁ — % (Grada)” — ... (3.34)
~ 1-— % [Grad @ — (Gradu)”] . (3.35)

Q

Unter Vernachldssigung hoherer Glieder wird aus dem Drehtensor R der infinitesimale Drehtensor 2
abgeleitet

1
Q=3 [Grada ~ (Grad)”| , 9= —QqT. (3.36)
Daraus folgt
Gradu = ¢+ Q. (3.37)

Der Drehtensor beschreibt die starre Drehung der infinitesimalen Umgebung des Punktes, ist schief-
symmetrisch und im Allgemeinen orts- und zeitabhéngig Q = Q(¢,t). Fiir den ortsunabhéngigen Fall
Q = Q(¢t) ist der Drehtensor homogen und beschreibt die globale Starrkérperbewegung des Kontinu-
ums.

Dem Tensor €2 ist ein Drehvektor w zugeordnet, dessen Richtung die Drehachse und dessen Betrag
den Drehwinkel angibt

W= 5]rota mit  rotu =V X u, (3.38)

dabei sind die einzelnen Komponenten

8u3/8x2 - 0uQ/8x3 923
W= = 821,1/61‘3 — 8U3/6$1 = Q31 . (3.39)
aZLQ/al’l — 8u1/8:c2 ng

Im Allgemeinen sind die Richtungen gesucht, in denen die Dehnungen extremal werden. Diese Haupt-
dehnungsrichtungen und Hauptdehnungen werden durch die Hauptachsentransformation des infinite-
simalen Deformationstensors € erhalten. Im Abschnitt 3.3 wird dies sowohl fiir den zweidimensionalen
als auch den dreidimensionalen Deformationstensor vorgestellt.

3.1.3 Spannungen

Auf einen materiellen Korper konnen raumlich verteilte Volumenkriifte F und an seiner Oberfliiche
verteilte Fliachenlasten wirken, wodurch im Inneren des Korpers Spannungen hervorgerufen werden
[BETTEN 1993].
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In einer gedachten Schnittfliche AA durch die Materie iibt die in Gedanken weggeschnittene Materie
auf die verbliebene Materie eine Kraft AF aus, die sich als Spannungsvektor & aus einer Zugspan-
nungskomponente (rechtwinklig zur Schnittfliche wirkend) und zwei Schubspannungskomponenten (in
der Schnittfliche wirkend) zusammensetzt [LENZ 1995].

Der Spannungsvektor ¢ héngt von der Lage Z des Flachenelements und dessen Orientierung n (dem
zugehorigen duBeren Normaleneinheitsvektor) ab

AF  dF

g = O'(ZE, Tl) = AIIILXIEO M = ﬂ (340)
Fiir die Schnittebene x; = const. ergibt sich der Spannungsvektor &1 (z) zu
o1 ({f‘) = 011(.@')51 + Ulg(i')ég + Ulg(f)ég. (3.41)

mit den Normalspannungen oi; und den Tangentialspannungen o1 und oi13. Analoges gilt fiir die
Schnittebenen x5 = const. und x3 = const.

02(Z) = 091(Z)e1 + 022(T)eés + o23(T)és, (3.42)

03(Z) = 031(Z)e1 + 032(T)és + o33(T)és. (3.43)
Die o bilden die Komponenten des Cauchyschen Spannungstensors o
c=0)=> > opl(Z)e ® e (3.44)
ik

In Analogie zum infinitesimalen Deformationstensor ¢ beschreiben die Elemente 011, 099 und o33 der
Hauptdiagonale die Normalspannungen, wobei o;; < 0 Druck und o;; > 0 Zug impliziert. Die Tensor-
elemente o;;, mit ¢ # k beschreiben die Tangentialspannungen (auch Schub- oder Scherspannung). Der
Spannungstensor ist ebenfalls symmetrisch.

Fine weitere Gemeinsamkeit mit dem Deformationstensor ist, dass die Tensorkomponenten auf die
Achsen des Koordinatensystems bezogen sind und eine Hauptachsentransformation durchzufiihren ist,
um die extremalen Werte fiir die Spannungen und deren korrespondierende Richtungen zu ermitteln.

Mit der Anordnung
or=Ar > o =Ar1 > o011 = A1

kann gezeigt werden, dass in einem Korperpunkt o; die maximale und o;;; die minimale auftretende
Normalspannung ist.

Aus dem Spannungstensor ¢ kénnen ebenso die Spannungsanteile in der Fliche (Schubspannung)
sowie in Normalenrichtung (Normalspannung) abgeleitet werden®:

Spannungsvektor: 0 =0, + 0= 0on, (3.45)
Normalspannungsvektor: on = (noa)n = (noaon)n, (3.46)
Schubspannungsvektor: 0t =T=0—0,=an— (noagn)n. (3.47)

In der linearen Elastizititstheorie werden Materialgesetze eingefithrt, um den Spannungs-Dehnungs-
Zusammenhang zu beschreiben. Der allgemeine Zusammenhang zwischen den Komponenten o;;; des
Spannungstensor und den Komponenten ¢;,,, des Deformationstensors wird hergestellt durch

Tik = Cppm (B)Eim (3.48)

=iklm

1 % o j bezeichnet das innere Produkt der beiden Vektoren Z und g
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mit Cigm: Tensor der Steifigkeiten (Tensor 4. Stufe, 81 Komponenten).

Um den Steifigkeitstensor and anschliefend den Spannungstensor berechnen zu kénnen, sind also wei-
tere Informationen iiber den deformierten Korper notwendig, bzw. es miissen modellhafte Annahmen
getroffen werden.

Fin ideales Modell wire der homogene, linearelastische, isotrope Korper, definiert durch das Hookesche
Materialgesetz, da sich dadurch die Komponenten von C' auf zwei reduzieren [LENZ 1995]

v
=2G 1 3.49
g {5 + =2 e} ( )
mit
e = Spurlg| = 11 + €22 + €33 (3.50)

und den Stoffkonstanten Schubmodul (modulus of rigidity) G und Querkontraktionszahl (Poisson s
ratio) v. Es gilt fiir v

0<v<=. (3.51)

| =

Fiir v = 0 ist das Material querkontraktionsfrei, ein Material mit v = % gilt als inkompressibel. Oftmals
wird statt dieser Stoffkonstanten der Elastizitdtsmodul ( Young “s modulus) E angegeben

E =2G(1+v), (3.52)
wodurch sich der Zusammenhang zwischen Dehnung und Spannung vereinfacht zum Hookschen Gesetz
o= Fe (3.53)

mit £ als Proportionalitatsfaktor. Fiir die Anwendung des Hookschen Gesetzes in der Geodynamik
sind hypothetische Annahmen fiir den betrachteten materiellen Korper, in diesem Fall den gesamten
Erdkorper bzw. einen Teil dessen, zu treffen.

Fine weitere Beschreibung der Beziehung Dehnung-Spannung ist moglich mit den Laméschen Kon-
stanten p und A

o =2ue + Ael. (3.54)

Die Schubspannung G entspricht dabei der Laméschen Konstanten p. Die Querkontraktionszahl kann
aus den Laméschen Konstanten berechnet werden [TURCOTTE U. SCHUBERT 1982] mit

A

V= s (3.55)

die wiederum fiir geophysikalische Anwendungen aus der Ausbreitungsgeschwindigkeit seismischer
Wellen abgeleitet werden kénnen [GRANT U. WEST 1965].

3.1.4 Anmerkungen zur Verwendbarkeit der Kontinuumsmechanik in der Geodasie

Mit den Methoden der Kontinuumsmechanik ist eine Vielzahl von Analysen der Verformung eines
materiellen Korpers moglich. Aus einem gegebenen Verschiebungsvektorfeld lassen sich die von Helm-
holtz definierten drei Komponenten Translation, Rotation und Dehnung fiir jeden materiellen Punkt
des Kontinuums ableiten.

Die Standardmethoden der geodétischen Deformationsanalyse basieren in der Regel auf der Analyse
wiederholt gemessener Punkte, wodurch lediglich die Beschreibung der Randfliche des deformierten
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Objektes, hier die Erdoberfldche, erfolgt [WITTENBURG 1999]. Dies fiihrt im wesentlichen dazu, dass
bei der Bestimmung des Verschiebungsgradiententensorfeldes Grad « Annahmen zu treffen sind (siehe
Abschnitt 3.2).

Alternativ kann die Strainanalyse auf die Ebene, also den 2-dimensionalen Fall, beschrinkt wer-
den [WELscH 1982], [STRAUB 1996], [PETER 2001]. Durch differentialgeometrische Ansétze, bei de-
nen Flichendeformationen untersucht werden, die aus den Fldchenkriimmungen abgeleitet werden
[ALTINER 1996], [VoosoGHI 2000] und [DROBNIEWSKI 2005], kénnen die Berechnungen ebenfalls
auf die Oberfliche reduziert werden. In weiteren Publikationen, wie z. B. [WITTENBURG 1999] und
[WITTENBURG 2005], werden ebenfalls Verfahren vorgestellt, bei denen Beziehungen zwischen Kriim-
mungen einer Fliche und resultierenden Scherdehnungen hergestellt werden.

Die Berechnung von Spannungen mit Gleichung (3.53), basierend auf dem infinitesimalen Deformati-
onstensor g, fithrt im Allgemeinen zu keinem Informationsgewinn. Es wird lediglich eine Faktorisierung
des Deformationstensors erreicht. Die Anwendung von Gleichung (3.49) erscheint zweckméfiger, setzt
jedoch ebenfalls voraus, dass die Materialeigenschaften des deformierten Korpers bekannt bzw. be-
stimmbar sind.

3.2 Verschiebungsgradiententensorfeld

In Abschnitt 2.3 wurde das Verfahren der Multilevel B-Spline Approximation vorgestellt, mit dem die
Beschreibung eines Kontinuums moglich ist. Auf Basis dieser Beschreibungen erfolgt die Generierung
des Verschiebungsgradiententensorfeldes.

Der Ausgangspunkt fiir die Berechnung von Deformationsmaflen ist das Verschiebungsvektorfeld u
geméfl Gleichung (3.8)

B uNord(X7 Y, t)
u=u(lt)=u(X,Y,t)=| wost(X,Y,t)
uHoch(Xa Kt)

in Abhiingigkeit des Ortes (X,Y)? und der Zeit .

In dieser Arbeit sind lineare Bewegungen von Punkten an der Erdoberfliche zu analysieren, das
bedeutet, es wird von einer linearen Zeitfunktion ausgegangen, denn beim Kontinuumsiibergang wird
ein kontinuierliches, lineares Geschwindigkeitsfeld generiert. Daraus folgt, dass sich die Koordinaten
eines Punktes zum Zeitpunkt ¢ > tg berechnen mit

T=E4+u=E+0(X,Y)-(t—to). (3.56)
Das Verschiebungsvektorfeld u(X,Y,t) ergibt sich damit zu
u=0(X,Y)- (t—to). (3.57)

mit der Ortsfunktion v(X,Y’) und der linearen Zeitfunktion (¢t —tp). Die Ortsfunktion ist nur abhéngig
von den Lagekoordinaten (X,Y’) des Punktes. Eine Interpolation bzw. Approximation des Geschwin-
digkeitsfeldes in Abhéngigkeit von (X,Y, Z) ist wenig sinnvoll, da die berechneten Geschwindigkeiten
unabhéngig von der Topographie der untersuchten Region sind.

Die (Orts-)Funktion zur Berechnung von v entspricht Gleichung (2.25) und lautet fiir jede Komponente
von v

3
v(X,Y) =D NN ()i

3
k=0 [=0

2 (X,Y) symbolisieren hier die Lagekoordinaten eines Punktes, beispielsweise Nord- und Ost-Koordinaten in UTM
oder Linge A und Breite ¢ in ellipsoidischen oder geografischen Koordinaten. Die Z-Komponente entspriche in diesen
Féllen der ellipsoidischen Hohe.
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mit
i = |z] -1,
i o= -1
s = x—|z],
ro= y_Lyja

wobei die Gitterkoordinaten (z,y) durch Transformation aus den ,realen* Koordinaten (X,Y") geméf
Gleichung (2.26) und (2.27) erhalten werden

Mx -3 Xmin

r = ——— X - (M, —3)———— und
Xmaz - szn ( ‘ )Xmaac - szn
My -3 Ym'm
= Y0y (M, -3)——
Y Ymaac - szn ( v )Ymax - Ymm

Aus dem nun vorliegenden Verschiebungsvektorfeld u(X,Y,t) in Abhéingigkeit des Ortes und der Zeit
kann das Verschiebungsgradiententensorfeld entsprechend Gleichung (3.10) mit

Ounora  Ouost  OUHoch
0X 0X 0X

Grad @ = auNorcl 8“031& auHoch (358)
oY oY oY
6uNord auOst auHoch
07 oz 07

bestimmt werden. Die rdumlichen Ableitungen des Verschiebungsvektorfeldes # nach den Lagekoordi-
naten X und Y ergeben sich aus Gleichung (3.57)

ou; ov;

= (-t (3.59)

ou; ov;

5 = (t— to)a—Y. (3.60)
Die Richtungsableitungen der Ortsfunktion lauten

ov M, -3 2 9 3

X = X X kzzo ; Ni ()N (r)(@(ik) (4+0) — Plik—1)(+1))> (3.61)

ov M, —3 L

v = vy 2 2 NN (B — PlkG-n): (3.62)

max min k=0 1=0

wobei mit N? die quadratischen B-Spline-Funktionen bezeichnet werden, die nach [YAMAGUCHT 1988]
definiert sind als

Ne(t) = (1-1)?/2,
Ni(t) = —t2+t+1/2,
Ni(t) = t*)2.

In Abbildung 3.1 ist die Berechnung der Richtungsableitungen fiir den Punkt p aus den umgebenden 16
Gitterpunkten visualisiert. Geméfl der Gleichungen (3.61) und (3.62) werden aus den Kontrollpunkten
¢ Differenzen gebildet, die dann mit den quadratischen B-Spline-Funktionen multipliziert werden.
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(a) x-Richtung (b) y-Richtung

Abb. 3.1: Richtungsableitungen in x- und y-Richtung; aus den Kontrollpunkten abgeleitete Differenzen
(rot) flieBen in die Berechnung des Punktes p ein

In Abschnitt 3.1.4 wurde bereits ausgefiihrt, dass geodétische Standard-Messverfahren keine Moglich-

keit zur Bestimmung des Vertikalgradienten %“Zi ermoglichen und dieser somit als Unbekannte verbleibt

[WITTENBURG 2005].

Die zu analysierenden geodétischen Netze haben im Vergleich zu ihrer horizontalen eine geringe verti-
kale Ausdehnung, weshalb eine Berechnung vertikaler Gradienten wenig sinnvoll ist [KERSTING 1992].

Da nur Beobachtungen an der Oberfliche vorliegen, somit keine vergleichbare Quantifizierungen des
Bewegungsverhaltens im Inneren des (Erd-)Kérpers verfiigbar sind, wird die Annahme getroffen, dass
Punkte im Inneren mit den gleichen Lagekoordinaten (X,Y’) wie der Oberflichenpunkt P(X,Y") die
selbe Bewegung wie P vollfithren. Damit ergibt sich fiir den vertikalen Gradienten

8’LL1'
0z

_— (3.63)

3.3 Hauptdehnungen und Hauptdehnungsrichtungen

Die Hauptdehnungen (Eigenwerte) und Hauptdehnungsrichtungen (Eigenvektoren) des Deformati-
onstensors ¢ werden durch Hauptachsentransformation erhalten. Die Hauptdehnungsrichtungen eines
jeden Punktes entsprechen den Tangenten der Hauptdehnungstrajektorien [LENZ 1995].

In nahezu allen geodétischen Verdffentlichungen zur Strain- bzw. Deformationsanalyse werden ledig-
lich die Lagekomponenten untersucht. Der Grund dafiir ist das in den vorangegangenen Abschnitten
diskutierte Manko der geodétischen Messverfahren, dass kein vertikaler Gradient ableitbar ist. Der
nach Gleichung 3.31 berechnete infinitesimale Deformationstensor € wird reduziert auf

_ [ E11 €12 } mit ey = 91, (3.64)
€21 €22

In den folgenden Abschnitten 3.3.1 bis 3.3.3 werden die Berechnungen der Eigenwerte und Eigenvek-
toren im Allgemeinen und explizit fiir 2D-Tensoren und 3D-Tensoren vorgestellt.

3.3.1 Das Eigenwertproblem

Dieser Abschnitt dient nur zur kurzen Einfiihrung und allgemeinen Formulierung des Eigenwert-
problems. Fiir weitere Studien und explizite Herleitungen und Erkldrungen der Losungsverfahren
sei auf die mathematische Fachliteratur verwiesen, wie z. B. [BRONSTEIN U. SEMENDJAJEW 1996],
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[BECKER ET AL. 1985] oder [ENGELN-MULLGES ET AL. 2005]. Desweiteren finden sich umfangrei-
che Aufbereitungen des Themas in [ZURMUHL U. FALK 1984] und [CASPARY U. WICHMANN 1994].

Fiir eine gegebene (n,n)-Matrix A ist der Eigenwert A gesucht, sodass mit einem Vektor Z # 0
Az =)= (3.65)

gilt. = heisst der zum Eigenwert A gehorende Eigenvektor. Mit der (n,n)-Einheitsmatrix 1 kann Glei-
chung (3.65) umgeschrieben werden zu

Az -z =(A-)21)z=0. (3.66)

Das homogene lineare Gleichungssystem (3.66) besitzt genau dann eine nichttriviale Losung z # 0,
wenn

P(A) =det (A— A1) =0 (3.67)

ist. Gleichung (3.67) wird bezeichnet als charakteristische Gleichung. P()) ist ein Polynom in A vom
Grad n und heifit entsprechend charakteristisches Polynom. Die Eigenwerte \; , i = 1(1)n der Matrix A
sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Jedem Eigenwert \; kann ein Eigenvektor
T; zugeordnet, so dass gilt

Az, =N T bzw. (A -\ l)i‘z =0. (3.68)

Fiir die Losung des Eigenwertproblems, d. h. die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer
Matrix, werden zwei Klassen von Losungsverfahren unterschieden [ENGELN-MULLGES ET AL. 2005]:

i. Iterative Methoden, bei denen die Aufstellung des charakteristischen Polynoms umgangen und die
Eigenwerte und Eigenvektoren schrittweise angendhert werden, z. B. QR-Verfahren oder Jacobi-
Verfahren.

ii. Direkte Methoden, bei denen das charakteristische Polynom P()) aufgestellt, die Eigenwerte als
Nullstellen von P()\) berechnet und anschlieBend die Eigenvektoren als Losungen des Gleichungs-
ystems (3.68) ermittelt werden.

Die in den meisten technischen und physikalischen Anwendungen auftretenden Matrizen sind iiberwie-
gend diagonalédhnlich oder sogar reellsymmetrisch und diagonalkongruent [ZURMUHL U. FALK 1984].
Eine symmetrische (n,n)-Matrix A besitzt stets n reelle Eigenwerte \; und n orthogonale Eigenvek-
toren z; [CASPARY U. WICHMANN 1994].

Aufgund des niedrigen Rangs (2 bzw. 3) des Tensors g, somit eines niedrigen Grades n des charakte-
ristischen Polynoms, und der Symmetrie werden im Hinblick auf eine zu implementierende Varianz-
fortpflanzung (Kap. 4.3.3.2 und 4.3.3.3) im Rahmen dieser Arbeit direkte Methoden zur Eigenwert-
und Eigenvektorberechnung angewandt.

3.3.2 Hauptachsentransformation eines symmetrischen (3,3) -Tensors

Fiir die Hauptachsentransformation von £ mit

€11 €12 €13 €12 = €21
E= | €21 €22 €23 mit €13 = €31
€31 €32 £33 €923 = €32

fiihrt die charakteristische Gleichung auf ein Polynom 3. Grades.
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Gleichungen dritten Grades kénnen mit Hilfe der Cardanischen Formeln gelost werden. Benannt sind
diese Formeln nach Girolamo Cardano, der diese in seinem 1545 erschienenen Buch Ars magna de
Regulis Algebraicis angab, in welchem er Methoden zur expliziten Losung von Gleichungen dritten

und vierten Grades vorstellte [CARDANO 1993].
Das charakteristische Polynom

aX X2+ eX+d=0

mit
a = -1,
b = e11+¢e22 +ess,
2 2 2
C = —€11€22 — £€22€33 — €11€33 + €13 + €33 + €79,
2 2 2
d = e11620633 + 2612613623 — 13622 — €33E11 — £12€33

hat drei reelle Nullstellen. Durch die Substitution
b
= A e
4 * 3a
kann Gleichung (3.69) in die Form
v +p-y+q=0
gebracht werden, wobei
3ac — b?  —3c— b?
a2 3
203 be d 203 be

7 9 32 taT w3

p:

gilt. Es ergeben sich die drei Losungen

/4 1 q 27
y1 = —gp - COS |:§a.I'CCOS <—§ . —F>:| s
[ 4 1 q 27
Y2 = — —gp - COS [3&1‘0008 (—2 . _p3> +
[ 4 1 q 27
ys = - _gp + COS [3arCCOS <—2 . —p3> —

|\
|

w3y w3y

Somit werden die Eigenwerte durch die Riicksubstitution von Gleichung (3.74) erhalten

Al = 4 oS larccos 1 _z —&-9
T 2 V)T

A = —\/—ép'cos [larccos <—g : —§> + z] +
3 3 2 p? 3

A = —\/—%p'cos [larccos <_2_ —§> — E] + -
3 3 2 p? 3

b
3
b
3

i

(3.76)

(3.77)

(3.78)
(3.79)

(3.80)

(3.81)
(3.82)

(3.83)

Die Eigenvektoren ; werden berechnet, indem die Eigenwerte \; in das homogene Gleichungssystem

(3.68) eingesetzt werden

(e11—=A)-z1+en-za+ez-23 = 0,
c12-x1 + (g22 — \) w2 +e23-23 = 0,

€13 @1 +e23-Ta+ (€33 — ) -x3 =

(3.84)
(3.85)
(3.86)
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Als Losungsvektor des Gleichungssystems mit der Lénge eins ergibt sich

1 1
T = C (3.87)
V1I+C?+(A+BO? | 41 Bo
mit
—€13 —&23 —e12 —€23- A
- 2 = % = 3.88
€33 — A €33 — A €99 — A +¢e93- B (3.88)

Die Moglichkeit in den Gleichungen (3.88), dass die Nenner null werden, ist nicht detailliert untersucht
worden. Aufgrund der Festlegung (3.63) ist £33 = 0, dadurch gilt fiir die Eigenwerte einer reguléren
Matrix A # 0. Der Fall einer Division durch null wiirde somit nur fiir singuldre Matrizen auftreten. In
simtlichen Testrechnungen bzw. Anwendungen (Kapitel 5) ist jedoch kein derartiger Fall vorgekom-
men.

3.3.3 Hauptachsentransformation eines symmetrischen (2, 2) -Tensors

Bei der Hauptachsentransformation fiir den reduzierten infinitesimalen Deformationstensor £ geméaf3
Gleichung 3.64 ist die zu losende charakteristische Gleichung ein quadratisches Polynom

Mip-A+q¢=0 (3.89)
mit

P = —€11— €22, (3.90)

q = en€xn — iy (3.91)

Durch die quadratische Losungsformel kann die Losung sofort erhalten werden

| p? €11+ € —€11 — €922)2
)‘1/2:_§i %—q 112 QQi\/( 114 = —cnez + ey (3.92)

Eigenvektoren werden nicht berechnet. Da die Eigenwerte senkrecht zueinander angeordnet sind, ist
lediglich das Azimut des grofleren Eigenwertes A\; mit

0= ! arctan <£) (3.93)
2 €11 — €22

zu berechnen [WELSCH 1989], [TURCOTTE U. SCHUBERT 1982], [KERSTING 1992], um die Eigen-
und somit Hauptdehnungsrichtungen festzulegen.

3.4 Scherdehnung

Allgemein gilt mit (3.37) fiir eine Verschiebungsénderung du im Abstand dr
du = (Grad u)dr = (¢ + Q)dr. (3.94)
Die allein durch den Deformationstensor hervorgerufene infinitesimale Verschiebung ist somit durch
du = egdr (3.95)
gegeben. Die Division durch |dF| fiihrt auf den Deformationsvektor d

du __dr _
dr] ~ =dr] ~

S

(3.96)
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In Analogie zum Schubspannungvektor in Gleichung (3.47) kann der Scherdehnungsvektor berechnet
werden. Dieser liegt in der Ebene, die durch den Rotationsvektor @ definiert wird. Somit ergibt sich
mit

w
€= — (3.97)
]
der Scherdehnungsvektor §
s=ce—(eoce)e. (3.98)

Analog zu den Hauptdehnungen vereinfacht sich die Berechnung der Scherdehnung fiir den zwei-
dimensionalen Deformationstensor. Die maximale Scherdehnung v des Tensors kann aus den zwei
Hauptdehnungen A; und Ay berechnet werden [TURCOTTE U. SCHUBERT 1982]

v = % (A1 —X2). (3.99)

Fir das Azimut

1 _
V= 5 arctan (%) (3.100)

der maximalen Scherdehnung v gilt, dass tan 20 aus Gleichung (3.93) und tan 2 negative Reziproke
sind.

Die Scherdehnung ~ bezeichnet die Anderung eines urspriinglich rechten Winkels, dessen Schenkel in
einem Winkel von 7 zu den Hauptachsen lagen, und beschreibt die grofite Winkeldnderung, die in
diesem Punkt auftreten kann [WELSCH 1989]. Die maximale Scherdehnung tritt in vier Richtungen,

jeweils versetzt um 7, auf [SCHNEIDER 1982].

3.5 Zeitliche Anderung der Deformationen

In nahezu allen veroffentlichten Analysen von Deformationen tektonischer Einheiten werden nicht die
eigentlichen Verschiebungen und Verformungen untersucht, sondern deren zeitliche Anderung (strain
rate). Zu diesem Zweck sind die zu analysierenden Groen nach der Zeit ¢ zu differenzieren.

Die Voraussetzung einer linearen Zeitfunktion zur Berechnung des Verschiebungsvektorfeldes @ (X, Y, t)
in Gleichung (3.57) vereinfacht die Differentiation auf

i = % [B(X,Y)(t — to)] = 5(X,Y). (3.101)

In gleicher Weise verkiirzt sich die Berechnung der Komponenten des Verschiebungsgradiententensor-
feldes Grad @ in Gleichung (3.59) und (3.60) zu

6111- . 81)@-
X T ox’ (3.102)
Oui o avi
v ~ oy (3.103)

was dazu fithrt, dass bei der Bestimmung des Deformationstensors mit Gleichung (3.31) oder des
Rotationstensors mit Gleichung (3.36) sofort die zeitlichen Anderungen dieser Grofien vorliegen.
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4. Varianzfortpflanzung

Zu den wesentlichen Aufgaben in der Geodéisie gehort neben der Bestimmung von Form und Grofle
jedweder Objekte, beispielsweise Bauwerke, Grundstiicke oder das Geoid, auch die Beurteilung der
MessgroBlen und berechneten Parameter hinsichtlich ihrer Genauigkeit. Dabei wird sich der Methoden
der mathematischen Statistik bedient. Im einfithrenden Abschnitt 4.1 sollen die grundlegenden Begriffe
und Methoden zur Varianzfortpflanzung wiederholt werden, um in den anschlieBenden Abschnitten
4.2 und 4.3 deren Anwendung auf die Multilevel B-Spline Approximation und die Strainanalyse zu
erarbeiten.

4.1 Grundlagen

Die mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie beschreibt die Eigenschaften und das
Verhalten von Zufallsgrofien bzw. stochastischen Grofien. Deren Zahlenwerte sind mehr oder weniger
dem Zufall untergeordnet, d. h. es kénnen bei Wiederholungen des Realisierungsprozesses verschie-
dene Ergebnisse erzielt werden. Geodétische Messwerte jeder Art unterliegen naturgemifl diesen Ge-
setzméfigkeiten, ebenso sdmtliche daraus abgeleitete Parameter und Funktionen, z. B. Koordinaten,
Geschwindigkeiten oder Deformationen. Geeignete statistische Kenngroflen ermoglichen eine Interpre-
tation der Zufallsgréfien hinsichtlich ihrer Genauigkeiten.

Da sich die Fehlertheorie und Ausgleichungsrechnung sehr stark an der mathematischen Statistik orien-
tiert, sei fiir ausfiihrlichere Einfithrungen und Erklarungen an dieser Stelle auf die gdngige Fachliteratur
zur Ausgleichungsrechnung, wie [CAROSIO 1999] und [NIEMEIER 2002], verwiesen, des weiteren auf
[KocH 1980] und [MEIER U. KELLER 1990].

4.1.1 Varianz und Kovarianz

Beobachtungen, Parameter und Funktionen dieser gelten als statistisch verteilte Grofien. Der Erwar-
tungswert einer derartigen Zufallsvariablen X ist als

[e.e]

py = E(x) = / xp(x) dr (4.1)

—00

mit der Verteilungsfunktion ¢(z) (oftmals auch als Dichtefunktion bezeichnet) definiert. Ferner be-
zeichnet

o0

B=D"X) = [0 Pela)ds (12)
—0o0
= B((z—p)?) = B@®) — 1z (4.3)
die Varianz von X.
Hiervon ausgehend kann fiir eine n-dimensionale Zufallsvariable x = [z, z2,. .., xn]T deren Kovari-

anzmatrix definiert werden als

Q. = E{x-Ex)]x-Ex)]} (4.4)
= E(xx') - ExEx)T. (4.5)
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Die Kovarianz zweier Komponenten z, und x; von x ergibt sich demnach explizit als
oap = Cov(z1,22) = E{[rs — E(x4)] [xy — E(x3)]} - (4.6)
Die Korrelation pg, zwischen z, und x; wird durch die Normierung der Kovarianz erhalten durch

COV($a,$b) _ COV('ICL?xb) 1< Pab < 1. (47)

o DD ) oo

Die Zufallsvariablen z, und x; sind unabhéngig, wenn py, = Cov(z,,zp) = 0. Die Kovarianzmatrix
fiir eine n-dimensionale Zufallsvariable hat somit die Gestalt

2
07 P120102 -+ P1pn010n
2
P2102071 05 o P2an020n
Q.= | "™ L G (1)
2
Pn10n01 PnlOno1 - (o

4.1.2 Allgemeine Form des Varianzfortpflanzungsgesetzes

Der (m,1)-Vektor Y enthélt die m linearen Funktionen Y; des Zufallsvektors X, wobei
Y=AX+b (4.9)

gilt. Die Matrix A und der Vektor b enthalten nur nichtstochastische Grolen. Nach Gleichung (4.4)
gilt fiir die Varianz fiir Y

Q,,=F {[Y ~“E(Y)]]Y - E(Y)]T} . (4.10)
Mit Gleichung (4.9) folgt nun

Q,, =F {[AX +b— E(AX +b)][AX +b - E(AX + b)]T} . (4.11)
Die nichtstochastische Funktionalmatrix A kann vor den Operator geschrieben und b eliminiert werden

Q,, = AE {[X ~B(X)][X - E(X)]T} AT, (4.12)
Somit ergibt sich die endgiiltige Form

Q,, =AQ,, A" (4.13)

4.1.3 Varianzfortpflanzungsgesetz fiir nichtlineare Funktionen

Ist der funktionale Zusammenhang zwischen den n Zufallsvariablen X; und Y durch die nichtlineare
Funktion

Y = f(X1, X, ..., Xn) (4.14)

gegeben, kann das allgemeine Varianzfortpflanzungsgesetz (VFG) nach Gleichung (4.13) nicht ange-
wandt werden, da es auf einen linearen Zusammenhang zwischen den Zufallsvariablen basiert.

Die Linearisierung der nichtlinearen Funktion erfolgt durch eine Taylor-Reihenentwicklung

f(X) = f(X°) + ;}go(x — X% +0*(X - X9). (4.15)
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Auf die Glieder héherer Ordnung o? wird verzichtet. Mit X° sind die geniigend guten Niherungswerte

fiir X bezeichnet. X kann somit zerlegt werden in seinen Naherungswert Xg und einen Zuschlag AX
X=Xg+AX bzw. AX =X —Xj. (4.16)

Somit kann die Reihenentwicklung explizit geschrieben werden als

_rxO 4 (91 9f N
F(X) = £(X) + (aXl)Xo AX; + (8X2)X0 AXy 4+ <8Xn>xo AX,. (4.17)

Fiir m derartige Funktionen f1(X), f2(X), ..., fm(X) miissen m Taylor-Entwicklungen durchgefiihrt
werden. Nach den Linearisierungen werden die partiellen Ableitungen in der Jacobi-Matrix zusam-

mengefasst

(

I

on
0X1

on
0X4

O
0X4

)
)y

oo

on
0X9

on
0X>o

O
0X>o

).
).

).

(
(

(

O
00X,

df2
0Xy,

O fm
Xy,

).
).

)

(4.18)

Fiir die Kovarianzmatrix Q,, von X gilt

me - QAach' (419>

Da die Niherungswerte X° als nichtstochastische Gréfien gelten, sind die Kovarianzmatrizen fiir X
und AX identisch. Unter Beriicksichtigung von Gleichung (4.18) und (4.19) kann nun das allgemeine
Varianzfortpflanzungsgesetz angewendet werden und es ergibt sich

Q,, = AQ, A" = AQp,a,A" (4.20)

4.2 Varianzfortpflanzung bei der Multilevel B-Spline Approximation

Im Kapitel 2.3 ist die Multilevel B-Spline Approximation ausfiihrlich vorgestellt worden. Auf diese
Algorithmen ist nun das Varianzfortpflanzungsgesetz anzuwenden. Abbildung 2.12 in Abschnitt 2.3.2
veranschaulicht den rekursiven Prozess des Approximationsverfahrens. Aus dem Ablaufschema des Mo-
difizierten MBA-Algorithmus ist zu erkennen, dass insgesamt vier Operationen iterativ durchgefiihrt
werden:

i. Berechnung eines Gitters ® aus den Datenpunkten P,
ii. Berechnung der neuen Funktionswerte P = P — F'(®) fiir die Datenpunkte,
iii. Addition der Gitter ¥ = ¥’ + @,

iv. Verfeinerung von ¥ zu W',

Fiir jede Operation muss die nicht-stochastische Funktionalmatrix A generiert werden, um die Glei-
chung (4.13) zu erfiillen. Ebenso muss die Kovarianzmatrix Q,, erstellt werden. Im Folgenden werden
einige Konventionen zur Dimensionierung der Matrizen sowie fiir jede einzelne Operation des MBA-
Algorithmus die notwendigen Schritte der Varianzfortpflanzung erarbeitet.
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4.2.1 GroBe der Funktionalmatrizen und Kovarianzmatrizen
Bei der Varianzfortpflanzung muss Gleichung (4.9) erfiillt sein, bzw.
Y = AX. (4.21)

Die Grofle der Vektoren hingt von der Anzahl Ny bzw. N,, der Punkte und Dimension d im Definiti-
onsbereich und w im Wertebereich ab

Y(w~Nw,1) - A([w~Nw],[d~Nd])X(d~Nd,1)' (422)
Fiir die Vektoren X bzw. Y gilt

X1 T

X2 i)
X = . mit X; =

XN Tq

Aus Gleichung (4.22) kann abgeleitet werden, dass Q,, eine ([d- Ny, [d - Ng])-Matrix und Q,, eine
([w - Ny, [w - Ny|)-Matrix ist.

4.2.2 VFG fiir die Generierung eines Gitters ¢

Die zu generierende Funktionalmatrix A gibt den Zusammenhang zwischen den Komponenten der
Datenpunkte und der berechneten Gitterpunkte wieder. Die Anzahl der Spalten von A ist konstant,
da sie von der Anzahl und Dimension der Datenpunkte abhingt, wohingegen sich die Zeilenanzahl mit
jedem Verdichtungsschritt erhoht.

Ein Gitterpunkt ¢y; wird geméfi der Gleichungen (2.32) und (2.39) in Abhéngigkeit von sdmtlichen
Datenpunkten in der 4 x 4-Umgebung berechnet. Gleichung (4.22) erfordert eine eindimensionale
Indizierung sowohl der Daten- als auch der Gitterpunkte, diese ist realisiert durch

Gr = Prrar,y = Gw - mit My =m+ 3. (4.23)

Die Variable M, gibt die Anzahl der Gitterpunkte in x-Richtung an, siche Abbildung 2.7 und Gleichung
(2.26). Die Werte z. aller Datenpunkte P;; nach Gleichung (2.31) sind im Vektor p angeordnet.

Somit ergibt sich zwischen einem Gitterpunkt ¢/ und einem Datenpunkt p, der funktionale Zusam-
menhang

w3

C
3 3
D =0 2b=0 ng
doew?

in Abhéngigkeit von den Koordinaten (X,Y’) von p, mit den Gleichungen (2.26), (2.27) und (2.33) bis
(2.37).

Fiir das erste Gitter mit m = n = 1 bzw. M, = M, = 4 ist A voll besetzt, da alle Datenpunkte im
Intervall [0, 1] liegen und somit jeden Gitterpunkt beeinflussen. Bei allen anderen Gittern mit m > 1
und n > 1 ist dies nicht mehr der Fall und die Matrix ist nicht mehr vollsténdig besetzt. In Abbildung
4.1 ist dies fiir 37 Datenpunkte und die drei Verdichtungsstufen M, = M, = 4, M, = M, = 5
und M, = M, = 7 veranschaulicht. Es ist deutlich zu erkennen, dass Kontrollpunkte in der Mitte des
Gitters von viel mehr Datenpunkten abhéingen, als die Punkte am Rand. Hier ist aber lediglich der Fall
d = w = 1 illustiert, d. h. die Dimensionen d und w im Definitions- und Wertebereich sind eins. Bei der
Anwendung der Multilevel B-Spline Approximation zur Generierung von Geschwindigkeitsfeldern in

Apg = (4.24)
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(b) 5 x 5 -Gitter (c) 7 x 7 -Gitter

Abb. 4.1: Besetzung der Funktionalmatrix bei der Generierung unterschiedlicher Gitter

Kapitel 5 ist d = w = 3, da simultan die Punktgeschwindigkeiten in Nord-, Ost- und Vertikalrichtung
approximiert werden. Das fiihrt zu einer Verdreifachung der Anzahl der Zeilen und Spalten von A.
Die Kovarianzmatrix Q,, enthélt die Varianzen und Kovarianzen fiir die Datenpunkte, somit ist die
Beriicksichtigung der Korrelationen innerhalb eines Punktes, z. B. zwischen der Geschwindigkeit in
Ost- und Nordrichtung, und zwischen den einzelnen Stationspunkten gewéhrleistet. Durch Anwendung
von Gleichung (4.13)

quqb = AQxa:AT

wird die Kovarianzmatrix fiir alle Gitterpunkte erhalten.

4.2.3 VFG fiir die Differenz P = P — F(?)

Die Varianzfortpflanzung fiir die Berechnung der Differenz AFz, fiir alle Datenpunkte gemi Gleichung
(2.44)

Akzc = Ak_lzc - fk:—l(xca yc)

erfolgt in zwei Schritten. Als erstes muss die Kovarianzmatrix fiir fx_1(x., y.) bestimmt werden. Der
funktionale Zusammenhang ist gegeben durch Gleichung (2.25)

3 3
Fa,y) =Y NESNP () Bisn) G+

Dementsprechend bekommen die Elemente der Funktionalmatrix A die Werte
Agr = N ()N (2) (4.25)

zugewiesen. Jedem Punkt p, in p sind die entsprechenden 16 ¢, in seiner 4 x 4 -Nachbarschaft zuzuord-
nen. Um sdmtlichen Korrelationen innerhalb eines Gitters ® und ebenso zwischen den Datenpunkten
Rechnung zu tragen, muss die Funktionalmatrix die Beziehungen zwischen allen ¢/. und allen p, ent-
halten. Als Analogon zum Beispiel aus dem vorherigen Abschnitt zeigt Abbildung 4.2 die Matrix A
fiir die Berechnung von f(x,y) fiir die 37 Datenpunkte in einem 5 x 5 und einem 7 x 7 -Gitter. Mit
dem allgemeinen VFG

Qs = AQyuA”

wird nunmehr die Kovarianzmatrix Qy fiir die berechneten fr—1(z¢, ye) erhalten.
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(a) 5 x 5 -Gitter (b) 7 x 7 -Gitter

Abb. 4.2: Besetzung der Funktionalmatrix bei der Funktionswertberechnung mit unterschiedlichen Git-
tern

Im zweiten Schritt ist auf die Differenz AF~1z, — fr—1(zc,y.) das VFG anzuwenden, was in diesem
Fall bedeutet, die Addition

durchzufiihren, wobei mit Q,, die Kovarianzmatrix von A¥~!z. und mit Q,, diejenige von AFz,
bezeichnet ist.

4.2.4 VFG fur die Addition zweier Gitter ¥ = U’ + @

Bei der Addition zweier Gitter ¥/ und ® zu ¥ werden lediglich die entsprechenden Werte addiert,
weshalb bei der Varianzfortpflanzung ebenfalls nur die Addition

Quy = Quryr + Que (4.27)

durchzufiithren ist.

4.2.5 VFG fiir die Verfeinerung eines Gitters ¥V zu U’

Die Werte fiir die Funktionalmatrix A sind direkt aus den Gleichungen (2.50) bis (2.53) ableitbar. Je
nach Lage des Punktes ng gegeniiber dem groberen Gitter W sind bis zu neun Gitterpunkte v in die
Berechnung einzubeziehen, siehe Abbildung 2.11, wobei lediglich die sechs verschiedenen Gewichts-
faktoren 0.015625 (in Abbildung 4.3 griin), 0.0625 (braun), 0.09375 (blau), 0.25 (rot), 0.375 (gelb),
0.5625 (schwarz), entsprechend dem Abstand zu ] ; moglich sind.

In Abbildung 4.3 sind fiir zwei B-Spline-Verfeinerungen die Funktionalmatrizen mit entsprechender
Farbcodierung fiir die Werte dargestellt. Die Kovarianzmatrix fiir das verfeinerte Gitter ¥’ kann
wiederum durch Anwendung des allgemeinen VFG

Q"/)/d’l - AQl/Hﬁ AT

berechnet werden.

4.3 Varianzfortpflanzung bei der Strainanalyse

Im Folgenden wird das Varianzfortpflanzungsgesetz auf die spezifischen Kenngroéfien der linearen Theo-
rie der Kontinuumsmechanik angewandt, die im Einzelnen sind:
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(a) Level 1 (b) Level 2

Abb. 4.3: Besetzung der Funktionalmatrix bei der B-Spline-Verfeinerung fiir a) 4 x 4 = 5 x 5 -Gitter
und b) 5 x 5 = 7 x 7 -Gitter

i. Verschiebungsgradiententensor
ii. infinitesimaler Deformationstensor
iii. infinitesimaler Drehtensor
iv. Drehvektor
v. Hauptdehnungen im R? und R?

vi. Scherdehnungsvektor im R? und R?

Da sowohl Deformationstensor als auch Drehtensor Ergebnis einfacher Tensorrechnungen sind, wird
die Varianzfortpflanzung der entsprechenden Operationen in einem Abschnitt zusammengefasst.

4.3.1 VFG fiir den Verschiebungsgradiententensor

Die Bestimmung der Elemente von Grad @ mit den Gleichungen (3.59) bis (3.62) wird fiir die Vari-
anzfortpflanzung in zwei Phasen zerlegt:

1. Bildung der Differenzen ¢ ;i x)(j+1) — Pitk—1)(j+1) PZW- Olik)(j+1) — Plith)(+i-1)s

2. Multiplikation mit den B-Spline-Funktionen.

In die Berechnungen der ersten Phase sind 16 Gitterpunkte ¢ einbezogen. Fiir diese Punkte ist zunéchst
Qg aus der Kovarianzmatrix fiir das komplette Gitter ® zu extrahieren. Entsprechend der Differenzen
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in z- bzw. y-Richtung ergibt sich fiir die Funktionalmatrix A das Matrizenbild

(4.28)

-1 1

fiir jede der drei Verschiebungs- bzw. Geschwindigkeitskomponenten (Nord, Ost, Hohe). Mit A und
Qg ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix der Differenzen

Qan =AQ AT (4.29)

Symbolisch sind im Vektor A die Differenzen angeordnet, zuerst die Differenzen in z-Richtung und
darunter die in y-Richtung. Die Funktionalmatrixelemente fiir die zweite Berechnungsphase ergeben
sich direkt aus den Gleichungen (3.59) bis (3.62), wobei ebenfalls wieder entsprechend der Differen-
zenrichtung bzw. Ableitungsrichtung unterschieden werden muss. Fiir die Ableitungen 8% gilt

M, —3

A= X

- NE(s)Np(r) (4.30)

und entsprechend fiir die Ableitungen %

M,—3

Aij = (t—to)'ﬁ
mazx min

- NR(s)NE(r). (4.31)
Mit
Q;; = AQaaAT (4.32)

konnen Varianzen und Kovarianzen fiir die horizontalen Gradienten bestimmt werden. Da die vertika-
len Gradienten null sind (Gleichung (3.63)), gilt gleiches fiir deren Varianzen und somit auch fiir die
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Kovarianzen. Deshalb hat die Kovarianzmatrix von Grad @ die Gestalt
i 0 0 0 T
Qyy

QGradﬂ - (433)
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4.3.2 VFG fiir Tensorrechnungen
Die Anwendung der Varianzfortpflanzung auf die Berechnung des infinitesimalen Deformationstensors

¢ (Gleichung (3.31)) und des infinitesimalen Drehtensors £ (Gleichung (3.36)) fiihrt auf die entspre-
chenden Kovarianzmatrizen

(QGradﬁ + Qgrad 17,) und (434)

(QGradﬂ - Qgradﬂ) : (435)

Q5€ =
Qoo =

N =N =

Um das allgemeine VFG geméf Gleichung (4.13)

QEE = AQGradﬁAT bzw.
Qoo = BQgraqaB”

anwenden zu konnen, miissen die beiden Gleichungen (4.34) und (4.35) in die Funktionalmatrizen A
und B iiberfiihrt werden

"1 0 0 0 0 0 0 0 0]
005 0 050 0 0 0 0
00 05 0 0 0 05 0 0
005 0 050 0 0 0 0
A=|0 0 0 0 1 0 0 0 0], (4.36)
00 0 0 005 0 050
00 05 0 0 0 05 0 0
00 0 0 005 0 050
00 0 00 0 0 0 1]
o 0 0 0 0 0O 0 0 0]
0 05 0 -050 0 0 0 O
O 0 05 0 0 0 -05 0 0
0 -05 0 05 0 0 0 0 0
B=(0 0 o0 0 0 0O 0 0 0 (4.37)
O 0 0 0 0 05 0 -050
0O 0 -05 0 0 0 05 0 0
O 0 0 0 0 -05 0 05 0
Lo 0 0o 0 0 O 0 0 0]

Die Elemente des Drehvektors w ergeben sich nach Gleichung (3.39) aus dem infinitesimalen Dreh-
tensor 2. Die Kovarianzmatrix Qg des Drehvektors wird deshalb ebenfalls aus den entsprechenden
Elementen von Qg erstellt.
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4.3.3 VFG fiir die Hauptachsentransformation

In den Abschnitten 3.3.2 und 3.3.3 ist die Eigenwert-Eigenvektor-Analyse, d. h. die Berechnung der
Hauptdehnungen und Hauptdehnungsrichtungen fiir den 3-dimensionalen und 2-dimensionalen Defor-
mationstensor €, vorgestellt worden. Die Anwendung des Varianzfortpflanzungsgesetzes erfordert nun
die Differentiation dieser funktionalen Zusammenhénge zwischen den Eigenvektor-Elementen und den
FElementen von e. In den Abschnitten 4.3.3.2 und 4.3.3.3 wird das Varianzfortpflanzungsgesetz auf die
Eigenwert-Eigenvektor-Analyse angewendet, um die Kovarianzmatrizen der Eigenvektoren zu bestim-
men. Im einfithrenden Abschnitt 4.3.3.1 wird die Varianzfortpflanzung fiir das inverse Verfahren der
Eigenwert-FEigenvektor-Synthese kurz vorgestellt.

4.3.3.1 Varianzfortpflanzung auf Basis der Eigenwert-Eigenvektor-Synthese

Bei der Eigenwert-Eigenvektor-Synthese als inverses Verfahren der Eigenwert-Eigenvektor-Berechnung
werden die Elemente eines symmetrischen Tensors aus den entsprechenden Eigenwerten und Eigen-
vektoren berechnet. Fiir ausfiithrliche mathematische Herleitungen dieses Verfahrens zur Varianz-
fortpflanzung bei der Bestimmung des Eigenraums eines Tensors sei auf [XU U. GRAFAREND 1996],
[CAT 2004], [CAI ET AL. 2005] verwiesen.

FEin zweidimensionaler, symmetrischer Tensor 7' kann durch die inverse Operation der Gleichungen
(3.92) und (3.93) aus den Eigenwerten A; und A2 und dem Azimut 6 gebildet werden mit den Para-
metrisierungen

tin = fi(A1, A2,0) = Apcos? @ + Ao sin? 6, (4.38)
1

tar = fa(A1, A2,0) = 5 (A1 — Ag) sin 26, (4.39)

tas = f3(A1,A2,0) = A1 sin® 0 + Ay cos? 6. (4.40)

Die Designmatrix A enthélt die Differentiale der Parametrisierungen f; nach i, Ao und 6

Cof oh 9f ]
O\ 0Ny 08 [ cos®0p sin? 6. (A2.0 — A10)sin? 6 g
dfy 0Ofx 0fa I 1.
A=| =—= == = = | = S — — 2 4.41
8>\1 8)\2 89 B S1n 29.0 B Sin 29,0 ()\2.0 )\1.0) COS 9.0 5 ( )
% % % AL = Ao L sin® 0.0 cos? 0.0 _()\2.0 - )\1.0) sin’ 0o |
L OA OX2 00 1 ), = )y,

=20y

wobei die Ndherungen A1, A2 und 6y gemif Gleichung (3.92) und (3.93) bestimmt werden. Die
Kovarianzmatrix Q,, der Eigenwerte und des Azimuts kann nun mit

4 (4.42)

1 _ -1 1 -
Qyy = n (ATQrrA) = EA 'Qrr (A7)
aus der Kovarianzmatrix Qpp des Tensors berechnet werden [CAr 2004], [CAI ET AL. 2005]. Mit n
wird dabei die Anzahl der Datensétze (Beobachtungen) fiir den Tensor T' bezeichnet.

In dquivalenter Weise kann die Kovarianzmatrix fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren eines dreidimen-
sionalen, symmetrischen Tensors bestimmt werden [CAI 2004]. Wiederum erfolgt eine Synthese des
Tensors T aus dessen Eigenwerten A, Az, A3 und den Eigenrichtungen. Letztere kénnen beispielsweise
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durch die Drehwinkel 035, 031, 021 um die x1-, x2- und z3-Achse des Koordinatensystems angegeben
werden. Die Winkel definieren die Drehmatrizen Ussa(032), Usi(631) und Usg;(#21) mit

[ 1 0 0 ]
U32(932) = 0 COS 932 sin 932 y (4.43)
0 —sin (932 COS 932 i

cosfz; 0 sinf3;
U31(931) = 0 1 0 , (4.44)
L — sin 931 0 cos 931 i

COS 921 sin 921 0

U21 (921) = —sin 921 COS (921 0 s (4.45)
i 0 0 1]
die mit
U = Us2(032)Us1(631)Us1 (021) (4.46)

als Eigenvektoren U; der entsprechenden Eigenwerte \; (i = 1,2, 3) das homogene Gleichungssystem
(3.66)

(r-XN1)U=0 (4.47)

erfiillen miissen. In Analogie zum zweidimensionalen Fall konnen ebenfalls Parametrisierungen (f1, fo,
f3, fa, f5, fe) fiir die sechs unabhéngigen Tensorelemente t11, t12, t13, too, ta3, t33 formuliert werden
[CAT 2004]. Die Jacobi-Matrix A enthélt wiederum die Linearisierungen der Funktionale nach den
Eigenwerten und Drehwinkeln

afi ofi 0f Ofi Ofi Ofi
O\ OXo 0Ny 0035 0031 069

: : : : : : (4.48)
9fs Ofs 0fs Ofs  Ofs  Ofs
OXN OXy OXy 003 0031 00

mit vorheriger Bestimmung geeigneter Naherungswerte. Die Kovarianzmatrix Q,,, wird durch Einsetz-
ten von A in Gleichung (4.42) erhalten.

4.3.3.2 VFG fiir Hauptachsentransformation 3D

Die Anwendung des allgemeinen VFG auf die Hauptachsentransformation des Deformationstensors e
in Kap. 3.3.2 erfordert die Linearisierung der Gleichungen (3.81) bis (3.83) zur Eigenwertberechnung
und des Gleichungssystems (3.87) zur Bestimmung des Eigenvektors.

Bei der Losung des Eigenwertproblems mit Hilfe der Cardanischen Formeln werden mehrere Substi-
tutionen durchgefiihrt (Gleichungen (3.70) bis (3.74) sowie (3.76) und (3.77)). Eine Darstellung der
Gleichungen (3.81) bis (3.83) mit vollsténdiger Riicksubstitution ist an dieser Stelle nicht moglich und
zweckmifig, es gilt gemifl Gleichung (3.81) bis (3.83)

A= Ai(e11,€12, €13, €22, €23, €33)

4 1 q 27 n b
= —=p-cos |-arccos | —= [/ —— =
V3P 3 2 S 3’
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X2 = Xa(e11,€12,€13, €22, €23, €33)
4 cos 1a CCOS d 27 + T + b
= — — . —ar — . - — —
V " 3? 3 2 B3| Ty

A3 = Ag(e11,€12,€13,€22,€23,€33)

Q

S coS 1al.rccos —= Ty _* —l—é
- VTP 3 2 B3] Ty

Mit (3.88) kénnen die Komponenten (x1, 2, z3) It. Gleichung (3.87) des zum Eigenwert A; (i = 1,2, 3)
gehorenden Eigenvektors Z; als Funktionen der Tensorelemente 11, €12, €13, €922, €23, £33 formuliert
werden

z1 = fi(en,€12,€13,€22,€23,€33)
1
- €23¢€13 2 €23€13 2’
—€12t+ —— €93 | —€12+ ———
€23 — A\ €13 €23 — A\
1+ Tt e - /
c 23 — Ai €23
522_)\i_¢ (623—)\i) 622—)@—7
€93 — N\;
€923 — )\i 23 %
(4.49)
xg = fa(e1n,€12,€13,€22,€23,€33)
€23€13
—c12 +
_ €33 — N
= 2
€
23
€92 — \i —
€33 — A
1
€23¢€13 2 £€23€13 2’
€12+ — €23 | —€12t —
€33 — Ai €13 €33 — i
T 2 2+ e N 2
e 33 — A €23
€99 — N — — 2 (€33 — i) (822 A
£33 — )\i €33 — Aj
(4.50)
z3 = fa(e1,€12,€13,€22,€23,€33)
€23€13
€23 (—612 + >
13 €33 — N
2
£33 — )\i 623
(€33 — N\i) (€22 — A\i — T
- 33 — Aj
e23€13 \° €23 €13 2
—€12+ — €23 | —€12+ —
€33 — A €13 €33 — i
bt 2 2 e N 2
c 33 — Aq €23
£99 — N — —23 (€33 — A) (622 i — 3
€33 — i €33 — Ai
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Fiir die Eigenwerte kann eine Jacobi-Matrix Ay und ebenso fiir jeden Eigenvektor z; (i = 1,2, 3) eine
Matrix A; erstellt werden

[ OA1 0N OM OA OA1 0N T
Oe11 Oe1g Oe1z Ogga  Ocag  Oess

Oy 0Ny Oy Oy OAoy O
A, = 4.52
A e Oe1g Oe1y Doy Degg Oesg | (4.52)
OX3  OX3  OX3  OA3 O3 OX3
L Oe1n Ociz Oe13 Oegp Oecaz  Oesz |
[ 0ft O0ftr O0fi O0fr Ofi Ofi ]
Oe11 Ocia Oe1z Oegp  0Oeaz  Oess
A, = Ofs Ofs 0fs Ofs Ofs 0fs 7 (4.53)

8511 8812 8513 8622 8823 8633

fs  0fs Ofs Ofs 0Ofs Ofs
L Je11 Oz12 Oexg Oegp Oegg Oegz
wobei in Gleichung (4.53) zu beachten ist, dass die Eigenwerte \; in den Formeln (4.49) bis (4.51)
ebenfalls nach €11, €12, €13, €99, €93 bzw. £33 zu differenzieren sind. Aus A, A, Ay und Az wird
nunmehr die endgiiltige Funktionalmatrix A erstellt

A,

A

a | (4.54)
Aj

Fiir die Varianzfortpflanzung kann die Kovarianzmatrix Q.. des Deformationtensors € nicht unmittel-
bar verwendet werden, da sie die Varianzen und Kovarianzen von allen neun Tensorelementen enthélt.
Aufgrund der Symmetrie beruht die Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren jedoch nur auf
den sechs unabhéngigen Tensorelementen e11, €12, €13, €22, €23 und e33. Dies erfordert eine Extrakti-
on der entsprechenden Elemente aus Q... Mit der reduzierten (6,6)-Kovarianzmatrix Qg kann das

allgemeine Varianzfortpflanzungsgesetz (4.13)
Q. = AQ.A" (4.55)

angewandt werden.

4.3.3.3 VFG fiir Hauptachsentransformation 2D

Wie auch die eigentliche Hauptachsentransformation des zweidimensionalen Deformationsvektors ist
auch deren Varianzfortpflanzung gegeniiber dem dreidimensionalen Fall sehr vereinfacht. Die Lineari-
sierungen der quadratischen Losungsformel (3.92) und der Berechnungsformel (3.93) fiir das Azimut

0 werden zur Matrix A zusammengefasst

[ OA1  OA1 OMN ]
Oc11 Oeg1a Oea

OXg 0Ny O)Ag
A = 4.56
OJe11 Oeig Oeggy | (4.56)
00 00 00

Oci1 Ocia Ocgn |
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F'1 e11—¢€92 £12 1 exm—en
Socl e 912 -
2 + 2W w 2 + 2W
A — 1 e —eo _of12 1 epp—en (4.57)
2 2W w 2 2W
€12 €11 — €22 €12
L W2 W2 w2 |
mit
W = /&2 — 2e11690 + €35 + 4£2,. (4.58)

Die reduzierte (3,3)-Kovarianzmatrix Qz: beinhaltet die aus Q.. extrahierten Varianzen und Kovari-
anzen fiir €11, €12 und €22. Das allgemeine VFG liefert die Kovarianzmatrix Q,, der Hauptdehnungen
und des Azimuts

Q= AQ AT (4.59)

4.3.4 VFG fiir den Scherdehnungsvektor 3D

Die Berechnungsformel (3.98) des Scherdehnungsvektors s ist fiir die Anwendung des allgemeinen VFG
zu linearisieren. Es ist nach den Elementen des Deformationstensors € und denen des Rotationsvektors
w zu differentieren. Aufgrund von Gleichung (3.97) und der Symmetrie von ¢ kann Gleichung (3.98)
umformuliert werden zu

1
s1 = s1(€11,€12,€13, €22, €23, €33, W1, Wa, wW3) = @l (enw1 + €12w2 + €13w3) +
1
+W (—Enw% — 2812(.4)%&)2 — 2613&)%&13 — 522w1w§ — 2823&)1&)2&)3 — 833&)1&)32,) N (4.60)
»,
1
sy = s2(€11,€12,€13, €22, €23, €33, W1, Wa, W3) = ﬁ (e12w1 + €20w2 + £23w3) +
2 2 3 2 2
+W (—EnwchQ — 2612&)1&)2 - 2613W1W2W3 — E€22Wy — 2623002(,U3 - 533w2w3) s (4.61)
1
s3 = s3(€11,€12,€13, €22, €23, €33, W1, Wa,W3) = @l (e13w1 + €23w2 + £33w3) +
1
+’_7 (*511&)%&)3 — 2812(.01(.02(.03 — 2813&)1(4)% — 622&)3(03 — 2623(4}2(4}% — 833(4)%) (462)
W
mit
|| = \/wi + w3 + w3. (4.63)

Die Differentiationen der Gleichungen (4.60) bis (4.62) nach e11, €12, €13, €22, €23, £33, w1, wa und ws
werden zur Funktionalmatrix A zusammengefasst

[ 991 Os1 Os1 951 ]
Oe11 Oezz  Owy Ows
059 0ss  0sg 0s9
A 952 r) 4.64
8811 8833 8(.01 8(,03 ( )
Os3 Oss  Os3 953
L Oenn Oezz  Owr Ows |
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Die Kovarianzmatrix Q,, wird aus der reduzierten Kovarianzmatrix Qgz; des Deformationstensors und
derjenigen des Rotationsvektors erstellt

[ 0 0 0 7
0 0 0
0 0 0
Qéé 00 0
0 0 O
000 0O0O0
000000 Q..
. 000000 ]

und das allgemeine VFG angewandt.

4.3.5 VFG fiir den Scherdehnungsvektor 2D

Fiir die Varianzfortpflanzung sind die Gleichungen (3.99) und (3.100) nach €11 , €12 und e92 zu diffe-
rentieren, um die Funktionalmatrix A mit

vy 22l 2l €11 — €22 2e12 €11 — €2
Oe11 Ocia  Oean 2W w 2W
A = — (4.66)
00 0 oY €12 €11 — €22 €12
8811 3812 8522 w2 w2 w2

aufzustellen. Mit der verkiirzten Kovarianzmatrix Qzz aus Abschnitt 4.3.3.3 kann die Varianzfortpflan-
zung durchgefiihrt werden

Q)= AQ: A" (4.67)
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5. Dreidimensionale Plattenkinematik in Rumanien

In diesem Kapitel werden die Multilevel B-Spline Approximation und Kontinuumsmechanik auf das
GPS-Netz des Untersuchungsgebietes in Ruménien angewendet, die Ergebnisse interpretiert sowie
deren Genauigkeiten analysiert.

Fiir die Algorithmen der Multilevel B-Spline Approximation inklusive der Varianzfortpflanzung wurde
ein Progamm in der Programmiersprache Java erstellt. Dieses wurde erweitert um selbst geschriebe-
ne Routinen zur Strainanalyse. Darin sind die Berechnungen der Deformationsmafle entsprechend
der linearen Theorie der Kontinuumsmechanik, die Hauptachsentransformationen etc. zuziiglich Va-
rianzfortpflanzung realisiert. Bei der Progammierung wurde dabei lediglich auf einige JAMPACK-
Bibliotheken! zuriickgegriffen, um Matrizen zu transponieren und zu multiplizieren. Als Programm
ApproxNd kann eine Testversion der Software unter http://www.gik.uni-karlsruhe.de/1644.html her-
untergeladen werden.

In einem einfithrenden Abschnitt 5.1 wird zunéchst die besondere tektonische Situation in den Siidost-
karpaten vorgestellt. Daran schliefit im Abschnitt 5.2 eine kurze Beschreibung der GPS-Datenauswer-
tung und Schétzung der Stationsgeschwindigkeiten an. Die Durchfithrung von GPS-Prozessierung und
Geschwindigkeitsschitzung gehorte nicht zum Aufgabenbereich dieser Arbeit, bildet jedoch deren Aus-
gangspunkt und Grundlage. Die Entstehung dieses Datenmaterials soll daher explizit erldutert und
auf dabei aufgetretene Probleme hingewiesen werden.

In den folgenden Abschnitten 5.3 bis 5.4 werden das approximierte Geschwindigkeitsfeld und die darauf
basierenden Ergebnisse der Strainanalysen vorgestellt und diskutiert.

5.1 Tektonik und Geodynamik des Untersuchungsgebietes

Das Untersuchungsgebiet mit einer Gréfle von ca. 600 x 400 km iiberdeckt das Vrancea-Gebiet in
den Siidostkarpaten sowie die umgebenden Regionen. Die Siidostkarpaten sind eine Region mit sehr
eigentiimlicher Seismizitét. In einem sehr kleinen Volumen des Erdmantels der Grole 30 x 70 x 130
km in einer Tiefe von 70 bis 200 km treten wiederholt Erdbeben mit Magnituden bis zu 7.5 auf
[WENZEL ET AL. 2002], siehe Abbildung 5.1. Tiefere und flachere Beben wurden ebenfalls registriert,
hatten aber nur sehr kleine Magnituden. Seit 1940 ereigneten sich in Ruménien vier starke Vrancea-
Beben, mit Magnituden grofier 6.9 [ONEscU U. BONJER 1997].

5.1.1 Plattentektonik

Das tektonische Szenario der Siidostkarpaten wird geprégt durch die drei groflen Einheiten, der Osteu-
ropéischen Plattform im Nordosten, der Moesischen Plattform im Siiden sowie dem Tisza-Dacia-Block,
siche Abbildung 5.2 und 5.3. Zwischen der Osteuropéischen und Moesischen Platte befindet sich ein
System von Storzonen, die Hauptverwerfungen sind in Abbildung 5.3 eingezeichnet.

Die Karpaten sind durch Kollision mehrerer Mikroplatten mit dem Européischen Kontinentalrand
wihrend der Schliefung des ozeanischen Bereichs der Thetys entstanden. Im Neogen (vor ca. 23 Mil-
lionen Jahren) wurde die Entwicklung hauptséchlich angetrieben vom Riickzug einer nach Siidwesten,
spéater nach Westen gerichteten Subduktionszone. Durch den Riickzug der Subduktionszone in Rich-
tung Osten/Siidosten wurden die tektonischen Einheiten im Karpatenbereich angelagert und in die
heutige Lage transportiert [SANDULESCU 1988|, [MATENCO U. BERTOTTI 2000]. Dabei haben sich

1 JAva Matrix PACKage - A Java Package for Matrix Computations,
ftp://math.nist.gov/pub/Jampack/Jampack/AboutJampack.html
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Abb. 5.2: Tektonische Ubersichtskarte der Karpatenregion [WENZEL ET AL. 2002] S. 97; mit geologi-
schen Einheiten nach [HORVATH 1993]

die zwei Blocke der oberen, kontinentalen Platte (Nordpannonischer Block und Tisza-Dacia-Block,
siche Abbildung 5.2) unabhéngig in verschiedene Richtungen mit unterschiedlichen Geschwindigkei-
ten bewegt [SPERNER ET AL. 2001], [WENZEL ET AL. 2002]. Die Kollision des Tisza-Dacia-Blockes
mit der Européischen Kontinentalplatte fithrte zur Blockierung des Subduktionsprozesses und kon-
tinentalen Aufschiebungen [SPERNER ET AL. 2005]. Die Kollision fand zuerst im nérdlichen Teil der
Karpaten statt, wihrend im siidostlichen Teil die Subduktion noch fortschritt [SPERNER ET AL. 1999,
siehe Abbildung 5.4. Die Aufschiebung des Tisza-Dacia-Blockes fiihrte zu Stauchungen und Verdickun-
gen der Kruste im Kollisionsbereich [ZWEIGEL ET AL. 1998]. Gleichzeitig war im siidlichen Teil immer
noch diinne kontinentale Kruste vorhanden. Beckenbildung im Akkretionskeil wurde zudem unterstiitzt
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durch die Delaminierung der subduziertern Lithosphére mit anschlieBendem Aufstieg der Astenosphére
und Oberflichenhebung in diesem Gebiet [GIRBACEA U. FRISCH 1998].

Der Kollisionsprozess setzte sich nach Siiden fort, wo in der Vrancea-Region die jiingste Phase der
Kollision erfolgte. Die heutige Form der Karpaten war durch die Form des ozeanischen Bereichs des
Thetys vordefiniert [ZWEIGEL ET AL. 1998].

Heute hat sich die subduzierte Lithosphére (Slab) in eine nahezu vertikale Position versteilt, was belegt
wird durch die Verteilung der mitteltiefen Erdbeben in Abbildung 5.1 und Ergebnisse der seismischen
Tomographie [SPERNER ET AL. 2001], [WORTEL U. SPAKMAN 2000].

5.1.2 Geodynamisches Modell

Die Lage des Slab ist gegeniiber der Sutur um ca. 80-100 km in siidostliche Richtung versetzt, was als
Indiz fiir Delaminierung und Rollback der subduzierten Lithosphére gilt [GIRBACEA U. FRISCH 1998].
Diese Theorie ist vollig kompatibel mit dem Entwicklungsprozess des Abreiflens einer subduzierten
Platte [WORTEL U. SPAKMAN 2000].

Ausgehend von [GIRBACEA U. FRrisCH 1998] wurde im Teilprojekt A6: Rezentes Spannungsfeld und
Geodynamik des Sonderforschungsbereichs 461 folgendes geodynamisches Modell, sieche Abbildung 5.4,
entwickelt [SPERNER ET AL. 2001], [SPERNER ET AL. 2005]:

In der Endphase des Subduktionsprozesses hat sich die Subduktionszone in Richtung Osten zuriick-
gezogen. Diese Riickzugsrichtung hat sich dabei im weiteren Verlauf in Richtung Siidosten geéndert,
was durch die heutige Nordost-Siidwest-Ausrichtung des Slab belegt ist. Grund dafiir ist die schrige
Kollision des aufschiebenden Tisza-Dacia-Blockes auf das Européische Vorland, verursacht durch die
unterschiedliche Ausrichtung der Plattenrénder dieser beiden Blocke. Wahrend der Ostrand des Tisza-
Dacia-Blockes in Nord-Siid-Richtung orientiert war, hatte das Européische Vorland eine Nordwest-
Stidost-Ausrichtung. Dadurch fand die Kollision zuerst im nordlichen Teil des Karpatenbogens statt.
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Abb. 5.4: Geodynamisches Modell der Entstehung der Siidostkarpaten, [SPERNER ET AL. 2005] S. 195

Die fortschreitende Konvergenz im Siiden fand nun zwischen zwei unterschiedlich verlaufenden Be-
grenzungslinien statt, auf der einen Seite die in Ost-West-Richtung verlaufende Plattengrenze zur
Moesischen Platte und auf der anderen Seite der von Nordnordwest nach Siidsiidost verlaufende
Westrand der Européischen Platte. Die Riickzugsrichtung folgte nun der Winkelhalbierenden dieser
beiden Kanten nach Stidosten. Als Konsequenz der Richtungsédnderung wurde der bereits subduzierte
und abgerissene Teil des Slab unter den Nordrand der moesischen Platte gezogen. Dieser abgeltste Teil
des Slab bildet heute den aseismischen siidwestlichen Teil der absinkenden Lithosphére. Der immer
noch mit der Kruste verbundene nordostliche Teil des Slab erfihrt Spannungen aufgrund des gra-
vitativen Absinkens der schweren Lithosphére. Die zugehorige Seismizitédt ist begrenzt auf mittleren
Tiefenbereich im Slab von 70 bis 180 km. Der aseismische Bereich zwischen 40 und 70 km Tiefe (siehe
Abbildung 5.1) kann als Zone schwachen Mantel- oder Krustenmaterials interpretiert werden, in der
die Delaminierung des Slab stattfindet.

Verschiedene weitere Hypothesen sind publiziert worden, z. B. [CHALOT-PRA U. GIRBACEA 2000],
[CLOETINGH ET AL. 2004], [KNAPP ET AL. 2005], um die seismische Aktivitdt der Vrancea-Region
zu erkldren. Dabei werden unterschiedliche Modelle fiir die Geometrie der Kruste herangezogen, was
im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht weiter vertieft werden kann und soll.

5.2 GPS-Stationsnetz

Das Untersuchungsgebiet ist mit einem Netz von ca. 55 GPS Stationen {iberdeckt, sieche Abbildung
5.5. Dabei wurde dieses Stationsnetz ausgehend von Stationen des Central European GPS Geodynamic
Reference Network (CEGRN) im Rahmen der Arbeiten des Sonderforschungsbereiches 461 ab 1997
eingerichtet und ausgebaut. Ab 2002 erfolgten in Kooperation mit der geodatischen Projektgruppe
des Netherland Research Center for Integrated Solid Earth Sciences (ISES) am Department of Earth
Observation and Space Systems (DEOS) der TU Delft weitere Verdichtungen und Erweiterungen.
Desweiteren werden seit 2002 vom DEOS permanente GPS-Stationen betrieben. Ebenso ist die GPS-
Referenzstation BUCU? in dieses Netzwerk eingebunden. Insgesamt stehen fiir die GPS-Auswertung

2 eingerichtet und betrieben vom Bundesamt fiir Kartographie und Geodisie
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die Beobachtungsdaten von 15 Messkampagen® zwischen 1997 und 2006 zur Verfiigung.
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Abb. 5.5: Stationen des Uberwachungsnetzes in Ruménien

Das CEGRN-Stationsnetz des 1993 gestarten Central European Regional Geodynamic Project (CER-
GOP) [SLEDZINSKI 2003] ist eine regionale Verdichtung des International Terrestial Reference Frame
(ITRF) und dient als Rahmennetz fiir regionale geodynamische Forschungsprojekte, wie den Sonderfor-
schungsbereich 461 und ISES. Aus den durch Kampagnenmessungen bestimmten Stationskoordinaten
wurden Geschwindigkeitsfelder abgeleitet [BECKER ET AL. 2001], [HEFTY 2005]. Ab 1999 wurde par-
allel zu den Kampagnenstationen des CEGRN ein Netzwerk von Permanentstationen konzipiert und
etabliert [BECKER ET AL. 2003]. Letztgenannte Permanentstationen sind jedoch nicht mehr in das
GPS-Netz des Sonderforschungsbereiches 461 integriert worden.

Die Datenprozessierung im Sonderforschungsbereiches 461 erfolgt mit der Bernese GPS Software 5.0
[HUGENTOBLER ET AL. 2005]. Die Lagerung des Uberwachungsnetzes in das ITRF2000 erfolgt durch
Anbindung an die umliegenden ITRF-Stationen. Die Auswertung erfolgt nach iiblichen Standards,
die in Tabelle 5.1 zusammengestellt sind. Fiir jeden Beobachtungstag wird eine Tageslosung, d. h.
Koordinaten der Stationen zzgl. Kovarianzmatrix, berechnet.

Die Elevationmaske von 15° ist aufgrund des Beobachtungsmaterials der frithen Messkampagnen er-
forderlich, um die Konsistenz der Beobachtungen zu gewéhrleisten. Aufgrund der limitierten Speicher-
kapazitdt der damals eingesetzten GPS-Empfinger war diese Einstellung notwendig.

Als Korrekturwerte fiir die Satelliten und Empfangsantennen werden azimut- und elevationsabhéingige
absolute Kalibrierwerte fiir jeden Antennentyp im ANTEX-Format [ROTHACHER U. SCHMID 2006]

3 Die 15 Messkampagnen sind im Detail: CEGRN 1995, 1996, 1997, 1999, 2001; NATO 1999, 2001, SFB461 1997, 1998,
2000; ISES 2002, 2005; SEFB+ISES 2003, 2004, 2006
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Tab. 5.1: Standards fiir die GPS-Auswertung
Implementierte Daten und Modelle
e prizise Ephemeriden
e Erdrotationsparameter
e Modelle fiir Festerdegezeiten
e Modelle fiir Auflasten durch Meeresgezeiten
e Kalibrierwerte fiir die Satelliten- und Empfangsantennen

Einstellungen fiir die Prozessierung

e 30 Sekunden Sampling-Rate

e 15° Elevationsmaske

e Mehrdeutigkeitslosung mit QIF-Strategie (quasi ionosphere free)
e A priori-Troposhdrenmodell von Saastamoinen

e Niell Mapping-Funktionen

eingefiihrt.

Weitere Details hinsichtlich des Ablaufs der GPS-Prozessierung im Sonderforschungsbereich 461 sind
in [SCHMITT ET AL. 2004] zusammengestellt.

Mit den vorliegenden Tageslosungen aller Messkampagnen wird auf Basis des dreidimensionalen kine-
matischen Ansatzes

B vp B wB dB(B,L,h,d) Op
L + v | =| L + | wr | (t—ty)+ | dL(B,L,h,d) | + | O (5.1)
h|., v ], hl,, wr ], dh(B,L,h,d) |, Oy,

, »L0 N

Datumsanteil Offset

die Deformationsanalyse durchgefiihrt, detaillierte Ausfithrungen zu diesem Ansatz (5.1) finden sich
in [DINTER 2002].

Die Eurasische Platte wird dabei als stabil angenommen, d. h. der einheitliche Referenzrahmen wird
dadurch realisiert, dass mit den bekannten Geschwindigkeiten der ITRF-Stationen die Tageslosungen
auf die gemeinsame Epoche 1997.0 bezogen werden. Die Erweiterung des kinematischen Ansatzes um
den Offset-Term war notwendig, um dem Problem der grofien Streuung in den Tageslosungen gerecht
zu werden [SCHMITT ET AL. 2004].

Die bekannte Problematik der Koordinatendnderung durch Antennenwechsel (insbesondere der Hohen-
komponente) bei permanenten GPS-Stationen [WANNINGER ET AL. 2006] tritt ebenso bei Kampa-
gnenmessungen auf. Innerhalb einer Messkampagne konnen bei Beobachtungen des gleiches Punktes
mit zwei baugleichen GPS-Ausriistungen Differenzen bis zu mehreren Zentimetern in der ellipsoidi-
schen Hohe auftreten. Differenzen in &hnlicher Groflenordnung werden auch dadurch verursacht, dass
wéhrend der Laufzeit des Projektes verschiedene Baureihen von GPS-Systemen zum Einsatz kamen.

Detaillierte Untersuchungen dieser Problematik sind Gegenstand der Forschungsarbeiten im geodéti-
schen Teilprojekt des Sonderforschungsbereiches 461, dennoch soll diese Thematik in dieser Arbeit
nicht weiter vertieft sondern auf den Abschlussbericht des Projektes verwiesen werden. Es muss jedoch
ausdriicklich betont werden, dass aufgrund dieser Problematik bei der Schiatzung der Stationsbewegun-
gen die Genauigkeit und Zuverléssigkeit samtlicher darauf basierenden Berechnungen und Analysen
negativ beeinflusst wird.

5.3 Approximiertes Geschwindigkeitsfeld

Als Ergebnisse der GPS-Datenauswertung und Deformationsanalyse liegen fiir jede Station des Uber-
wachungsnetzes die Geschwindigkeiten vy ord, Vost Und vioene vor, dargestellt in Abbildung 5.6. Des-
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weiteren kann eine entsprechende Kovarianzmatrix, jedoch nur mit besetzter Hauptdiagonale, aus
den Ergebnissen der Deformationsanalyse extrahiert werden. Diese Ergebnisse sind als vorldufig zu
erachten. Sie sind lediglich die Resultate der Einzelpunktanalyse, bei der nur ein einzelner Punkt
untersucht wird. Es werden hierbei keine Korrelationen mit den anderen Punkten des Uberwachungs-
netzes beriicksichtigt. Eine gemeinsame Deformationsanalyse aller Stationen geméfl Gleichung 5.1 soll
bis zum Projektende durchgefiihrt worden sein. Die Ergebnisse werden dann neben den Geschwindig-
keiten der GPS-Stationen auch eine vollstindige Kovarianzmatrix beinhalten.

Tab. 5.2: Validierung der Geschwindigkeiten der CEGRN-Stationen

SEFB 461 CEGRN

Station | vy [mm/y] wvo [mm/y] vy [mm/y] | vn [mm/y] vo [mm/y] vy [mm/y]
FUND -0.49 0.06 4.87 -3.20 -0.40 13.90
TASI -0.65 -0.47 0.61 3.20 -0.60 -22.2
MACI -0.60 -0.70 -4.16 3.10 1.20 3.60
MAGU -1.51 -0.12 3.01 -1.40 0.90 4.40
TISM -2.18 -0.08 -18.70 2.00 -0.70 7.70
VRAN -1.65 -0.44 4.10 -0.30 0.50 -2.10

Die im vorherigen Abschnitt 5.2 erwdhnten Probleme bei der Schitzung der Stationsgeschwindigkeiten
konnen verdeutlicht werden, indem die geschéitzten Werte der CEGRN-Stationen mit Ergebnissen der
CEGRN-Auswerte-Center [HEFTY 2005]? validiert werden. In Tabelle 5.2 sind die Werte gegeniiber-
gestellt. Eine deutliche Diskrepanz zwischen den Ergebnissen ist dabei festzustellen.

Tab. 5.3: Ergebnisvalidierung mit geschétzten Geschwindigkeiten von SFB 461 und ISES nach der
GPS-Messkampagne 2004, Einheit der Geschwindigkeiten [mm/y]
SFB 461 (2007) SFB 461 (2005) ISES (2005)
Station | vy V0 VH UN V0 VH UN V0 Uy
FUND |-049 0.06 4.87 |-0.07 086 3.93 |-0.77 0.88 2.82
IAST | -0.65 -0.47 0.61 |-0.09 -0.51 -0.21 |-1.60 0.08 -2.89
MACI | -0.60 -0.70 -4.16 | 0.20 -0.25 2.46 | -0.83 -0.03 1.86
MAGU | -1.51 -0.12 3.01 |-1.39 0.69 0.15 | -2.47 049 -2.36
VRAN | -1.65 -0.44 4.10 | -1.56 -0.71 4.39 | -2.05 -0.48 1.51

Demgegeniiber stimmen die vorldufigen Resultate mit den in [VAN DER HOEVEN ET AL. 2005] und
[NUCKELT ET AL. 2005] verdffentlichten Geschwindigkeitsschétzungen nach Auswertung der GPS-
Kampagne 2004 besser iiberein, sieche Tabelle 5.3. Obwohl auch bei diesem Vergleich deutliche Un-
terschiede feststellbar sind. Mit dem gleichen Beobachtungsmaterial werden aufgrund verschiedener
Auswertestrategien und Software-Pakete® fiir die GPS-Prozessierung unterschiedliche Ergebnisse er-
zielt.

Fiir die Generierung des Geschwindigkeitsfeldes kénnen nur moglichst zuverlédssige Stationsgeschwin-
digkeiten herangezogen werden. Die geschitzten Bewegungsraten werden zuverliassiger mit zuneh-
mender Anzahl der Messungen. Aus diesem Grund kénnen nicht alle Stationen einbezogen werden.
Finige Stationen wurden erst 2003 oder spéter eingerichtet oder weisen sehr lokale Effekte auf, z. B.
Gebdudebewegungen bei der Station BICA [VAN DER HOEVEN ET AL. 2005]. Sie miissen deshalb un-
beriicksichtigt bleiben. Desweiteren sind die drei westlich gelegenen Stationen GILA, ROSM und TISM

4 abweichende Stationsbezeichnungen in [HEFTY 2005]: FUND=FUN3, TASI=IAS3, MAGU=BUCA, TISM=TIS3,
VRAN=VRN1

® SFB 461 (2007): Bernese GPS-Software 5.0; SFB 461 (2005): Bernese GPS-Software 4.2; ISES (2005): GIPSY-OASIS
II v2.5
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(b) Vertikalgeschwindigkeiten

Abb. 5.6: Vorldufige Ergebnisse der Deformationsanalyse
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aufgrund des groflen Abstandes zum Untersuchungsgebiet bei der Approximation des Geschwindig-
keitsfeldes ausgeschlossen. Die anderen in Abbildung 5.6 dargestellten Stationen bilden die Datenbasis
fiir die Multilevel B-Spline Approximation.

Die Abbildungen 5.7 und 5.8 zeigen die berechneten horizontalen und vertikalen Geschwindigkeitsfelder
zuziiglich der Standardabweichungen.
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Abb. 5.7: Horizontales Geschwindigkeitsfeld mit Standardabweichungen

Die auffalligsten horizontalen Geschwindigkeiten sind in der Bildmitte von Abbildung 5.7 zu erkennen.
In der siidostlichen Spitze des Karpatenbogens treten horizontale Bewegungen mit bis zu 5 mm/Jahr
(Stationen MLRO und PENT) auf. Dabei kénnte es sich auch um lokale Bewegungen handeln, jedoch

entspricht diese Bewegung genau der Riickzugsrichtung der Subduktionszone, was weiteren Spielraum
fiir Interpretationen gibt.

Signifikant erscheint die Horizontalverschiebung der Moesischen Platte in siidliche bis siidwestliche
Richtung mit 1-3 mm/Jahr, was im Gegensatz zu den bisher von SFB 461 und ISES publizierten Be-
wegungen steht. Nach wenigen Kampagnen wurde zunéchst eine Verschiebung der Moesischen Platte in
nordliche Richtung angenommen [DINTER U. SCHMITT 2001]. Die geschétzten Stationsgeschwindig-
keiten nach den GPS-Messkampagen 2003 und 2004 deuteten auf Bewegungen in siidostlicher Richtung
zum Schwarzen Meer hin [SCHMITT ET AL. 2004], [VAN DER HOEVEN ET AL. 2005].
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Zwischen der Capidava-Ovidiu Verwerfung und der Peceneaga-Camena Verwerfung ist im Ostlichen
Teil ein eindeutiger Trend in Richtung Nordwesten zu erkennen. Dies widerspricht jedoch geologischen
Studien im Bereich der Intramoesischen Verwerfung [TARAPOANCA ET AL. 2003], die eine siidostliche
Bewegung dieses Bereiches ergaben. Im Bereich nordlich der Trotus Verwerfung ist eine Westwiéirtsbe-
wegung mit ca. 2-3 mm/Jahr bestimmt worden, was mit den geologischen Untersuchungsergebnissen
[TARAPOANCA ET AL. 2003] {ibereinstimmt.

Innerhalb des Karpatenbogens, im Transsylvanischen Becken, sind unterschiedliche Bewegungen zu
beobachten. In der Mitte des Beckens ist ebenfalls eine Bewegung mit 2-3 mm/Jahr Richtung Westen
zu verzeichnen, wihrend sich der siidliche Rand des Beckens in Richtung der Siidkarpaten verschiebt.
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Abb. 5.8: Vertikales Geschwindigkeitsfeld und Standardabweichungen

In der Darstellung des vertikalen Geschwindigkeitsfeldes in Abbildung 5.8 sind Bereiche signifikan-
ter Hebung oder Senkung zu erkennen. Fiir die Bereiche der Ost- und Siidkarpaten sind deutliche
Hebungen mit bis zu 6 mm/Jahr festzustellen, ebenso fiir die Vrancea-Region (2 mm/Jahr) und die
Moesische Plattform. Demgegeniiber sind Bereiche deutlicher Absenkung im Transsylvanischen Becken
(ca. -3 mm/Jahr), Brasov-Becken (-4 mm/Jahr), Focsani-Becken (-2 mm/Jahr) und an der Schwarz-
meerkiiste (-5 mm/Jahr) zu finden. Diese Bewegungen stimmen sehr gut mit geologischen Studien
iiberein, in denen der Karpatenbogen als Gebiet mit Hebung und die direkt 6stlich und westlich an-
grenzenden Focsani- und Brasov-Sedimentationsbecken als absinkende Regionen angesehen werden
[TARAPOANCA ET AL. 2003], [BERTOTTI ET AL. 2003].

In den Bereichen nérdlich der Trotus Verwerfung und westlich der Intramoesischen Verwerfung schrei-
tet die Aufschiebung der Karpaten auf das Vorland fort [TARAPOANCA ET AL. 2003], was mit den
detektierten Hebungen in diesen Bereichen koinzidiert.

Die Hebung der Vrancea-Region deutet auf eine fortschreitende Delaminierung des absinkenden Slab
hin [SPERNER ET AL. 2005], [WORTEL U. SPAKMAN 2000]. Numerische Modelle ergaben, dass eine
feste Kopplung des Slab ein Absinken sowie dessen vollstandige Ablosung eine starke Hebung zur Folge
hiatten [BERTOTTI ET AL. 2003]. Die moderate Hebung der Region impliziert deshalb eine weiche
Kopplung des Slab. Die eigentliche Entspannungsbewegung hat noch nicht eingesetzt, jedoch schniirt
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sich die Verbindungstelle zwischen Slab und Kruste immer weiter ein, siehe Abbildung 5.9, was die
langsame Hebung zur Folge hat.

uplift

gravitational
sinking

sediments
B crust
upper mantle

Abb. 5.9: Delaminierung des Slab, Einschniiren der Verbindungsstelle, nach [SPERNER ET AL. 2005]

Die Analyse der in Abbildung 5.7 und 5.8 dargestellten Standardabweichungen fithrt zu zwei Ergeb-
nissen. Die Genauigkeit der Horizontalgeschwindigkeiten der GPS-Stationen ist gut. Die Vertikalge-
schwindigkeiten haben erwartungsgeméaf grofiere Standardabweichungen. Die als letztes eingerichteten
Stationen, z. B. in der Néhe des Schwarzen Meeres oder im Transsylvanischen Becken weisen groflere
Standardabweichungen auf als die anderen Stationen.

In Tabelle 5.4 sind die minimalen, maximalen und durchschnittlichen Standardabweichungen der
geschétzten Stationsgeschwindigkeiten zusammengestellt.

Tab. 5.4: Standardabweichungen der GPS-Stationen
‘ ‘ GUNord [mm/y] ‘ UUOst [mm/y] ‘ O-UHoehe [mm/y] ‘

minimal 0.17 0.14 0.63
maximal 1.02 0.76 5.59
Durchschnitt 0.53 0.42 2.14

Die Qualitdt der GPS-Stationen iibertragt sich auf das approximierte Geschwindigkeitsfeld, dessen
Genauigkeitsmafle deshalb etwas schlechter werden. Durch die Multilevel B-Spline Approximation er-
halten Flachenpunkte in der Ndhe einer GPS-Station groflere Standardabweichungen als weiter entfernt
gelegene Punkte. Durch die Hierarchie der Approximationsgitter und dadurch regionale Begrenzung
der Einflussbereiche der GPS-Stationen wird einerseits erreicht, dass sich die Approximationsfliche
(das Geschwindigkeitsfeld) regional sehr gut an die vorgegebenen Punkte annihert. Gleichzeitig fithrt
dieser Algorithmus dazu, dass durch die Varianzfortpflanzung 6fter berechnete Gitterpunkte in der
Nahe der GPS-Stationen deutlich grofiere Fehlermafle erhalten.

Die minimalen, maximalen und durchschnittlichen Standardabweichungen fiir das approximierte Ge-
schwindigkeitsfeld sind in Tabelle 5.5 aufgelistet. Die durchschnittliche Standardabweichung des Ge-

Tab. 5.5: Standardabweichungen des approximierten Geschwindigkeitsfeldes

| [ Conara /Y] [ Gupay [mm/y] | Gopoene [mm/y] |

minimal 0.14 0.11 0.63
maximal 2.38 1.81 10.71
Durchschnitt 0.77 0.61 3.34

schwindigkeitsfeldes ist fiir die Lagekomponenten ca. 30% und fiir die Vertikalkomponente ca. 50%
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grofer als die Durchschnittswerte der GPS-Punkte. Die Maximalwerte werden dort erreicht, wo die
GPS-Stationen mit den groBten Standardabweichungen liegen, sie sind deshalb akzeptabel.

5.4 Abgeleitete Haupt- und Scherdehnungsianderungen

Wie schon in Abschnitt 3.3 und 3.4 vorgestellt, konnen die Haupt- und Scherdehnung sowohl fiir den
dreidimensionalen als auch den reduzierten zweidimensionalen Deformationstensor berechnet werden.
Aufgrund der in Abschnitt 3.1.4 diskutierten, eingeschrinkten Verwendbarkeit geodétischer Messsy-
steme in der Kontinuumsmechanik, sind lediglich die Ergebnisse der zweidimensionalen Strainanalyse
im geodynamischen Kontext interpretierbar.

5.4.1 Dreidimensionale Dehnungsanderungen

In den Abbildungen 5.10 und 5.11 sind die Haupt- und Scherdehnungsrichtungsinderungen fiir den
dreidimensionalen Deformationstensor dargestellt. Diese Grafiken sind aufgrund der oben erwidhnten
Problematik wenig aussagekriftig.

“| 100nStrainfy, 6 > 120 nStrainfy |~ 100 nStrain/y, 6 <90 nStrainfy  ~ > 100 nStrain/y, & < 30 nStrain/y
“| 100 nStrainfy, o < 120 nStrainfy  ~ [* 100 nStrain/y, & < 60 nStrainfy

Abb. 5.10: Anderungen der Hauptdehnungsrichtungen der dreidimensionalen Deformationstensoren

Mit der getroffenen Annahme, der Verschiebungsgradient in vertikaler Richtung sei null, kénnen Ver-
schiebungsgradiententensoren gebildet und daraus Deformationstensoren berechnet werden. Jedoch
spiegelt dieser Verschiebungsgradient nicht die Realitdt wieder, was somit auch fiir den Deformati-
onstensor gilt. Obwohl im Gegensatz zum zweidimensionalen Deformationstensor zusétzliche Infor-
mationen in Form von Gradienten der Vertikalgeschwindigkeit in Abhéingigkeit der Lagekoordinaten
einfliefen, konnen aus dem dreidimensionalen Deformationstensor keine weiteren Erkenntnisse gewon-
nen werden.

Die Abbildungen 5.10 und 5.11 sind Versuche, die Anderungen der Hauptdehnungen und Scherdeh-
nungsvektoren zzgl. einer Genauigkeitsinformation darzustellen. Aus den Standardabweichungen der
einzelnen Komponenten der darzustellenden Vektoren wird nach dem Prinzip des mittleren Punktfeh-
lers eine Standardabweichung fiir den Vektor berechnet, auf Basis derer die farbliche Darstellung und
somit Klassifizierung erfolgt.

Der Darstellung 5.10 der Hauptdehnungsénderungen kann lediglich entnommen werden, dass die Be-
reiche des Karpatenbogens und der Schwarzmeerkiiste schneller und stérker deformiert werden als die
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| 50 nStrainly, 6 > 120 nStrainly 50 nStrainfy, ¢ < 90 nStrain/y | 50 nStrain/y, ¢ < 30 nStrain'y
| 50 nStrainfy, 6 < 120 nStrain/y | 50 nStrainfy, & < 60 nStrain/y

Abb. 5.11: Anderungen der Scherdehnungsvektoren der dreidimensionalen Deformationstensoren

anderen Regionen. Die vergleichsweise groflen Vertikalgeschwindigkeiten in diesen Gegenden fiithren
dazu, dass die Hauptdehnungen ebenfalls grole Werte in den vertikalen Komponenten aufweisen.

Der Abbildung 5.11 kénnen keine informativen Aussagen iiber die Verdnderung von Scherdehnungen
entnommen werden. Es kann nur festgestellt werden, dass bei den Angaben {iber Scherdehnungsénde-
rungen groflere Standardabweichungen auftreten als zu den Hauptdehnungsénderungen. Analog zu
Abbildung 5.10 sind die grofiten Scherdehnungsénderungen im Bereich der Karpaten eingezeichnet.

Es gilt sowohl fiir die Anderungen der Haupt- als auch fiir die Scherdehnungen, dass die berechneten
Standardabweichungen fast grundsétzlich gréfier sind als die Dehnungen selbst sind.

5.4.2 Horizontale Dehnungsdanderungen

Die Anderungen der horizontalen Haupt- und Scherdehnungen beziehen sich auf den reduzierten De-
formationstensor und sind in Abbildung 5.12 dargestellt. Die Hauptdehnungen sind als Strainkreuze in
Abbildung 5.12 (a) eingezeichnet, wobei positive Hauptdehnungen Extensionen und negative Haupt-
dehnungen Kompressionen wiedergeben. Die Scherdehnungen werden aufgrund der Symmetrie als
Kreuze dargestellt.

Grofle Dehnungsénderungen werden fiir Bereiche detektiert, in denen sich die Geschwindigkeitsvek-
toren stark unterscheiden. Derartige Bereiche sind die Siidostspitze des Karpatenbogens, fiir die
Kompressions- und Extensionséinderungen mit bis zu ca. 150 nStrain/Jahr® angezeigt werden, und
die Region siidlich der Trotus-Verwerfung mit Extensionen iiber 100 nStrain/Jahr.

Im nordlichen Teil der Karpaten sowie nordlich der Bistrita- Verwerfung treten vorwiegend Kompressio-
nen mit bis zu 100 nStrain/Jahr auf. Anderungen der Scherdehnungen mit #hnlichen GroéBenordnungen
sind fiir die gleichen Gebiete festzustellen. In den anderen Bereichen sind die Horizontalgeschwindig-
keitsvektoren sehr klein sowie annédhernd gleich ausgerichtet, wodurch keine signifikanten Dehnungen
entstehen konnen.

Die Standardabweichungen der berechneten Dehnungséinderungen bewegen sich gréfitenteils im glei-
chen Wertebereich wie die Strainraten selbst. Sie sind in Abbildung 5.12 als farbige Fléche den Strain-
kreuzen unterlegt.

In der Detaildarstellung 5.13 sind exemplarisch fiir ein Strainkreuz die Hauptdehnungen mit den
entsprechenden Genauigkeiten eingezeichnet.

61 nStrain/Jahr = 1 ppb/Jahr
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(a) Hauptdehnungséinderungen (b) Scherdehnungséinderungen

Abb. 5.12: Anderungen der Haupt- und Scherdehnungen der zweidimensionalen Deformationstensoren

Die farbigen Sektoren geben die Bereiche wieder, innerhalb derer die ermittelten Hauptdehnungen vari-
ieren kénnen. Nach dem Prinzip des mittleren Punktfehlers wird aus den Standardabweichungen (o, ,
Oy, 0p in Abbildung 5.13) der beiden Hauptdehnungen und des Azimuts eine Standardabweichung
fiir das Strainkreuz berechnet.

Nord

Abb. 5.13: Beispiel fiir Hauptdehnungen mit Standardabweichungen: \; = 106.2 + 36.3 nStrain/Jahr,
Ao = 29.7 £ 37.5 nStrain/Jahr, Azimut ¢ = 33.0999° £+ 20.4798°

Das Muster der Farbflichen in Abbildung 5.12 &hnelt stark den Darstellungen fiir die Standardabwei-
chungen des Geschwindigkeitsfeldes (Abbildung 5.7 und 5.8 (b)). Da sidmtliche Berechnungen auf das
gleiche Approximationsgitter zuriickzufithren sind, welches wiederum auf den unterschiedlich genauen
GPS-Stationen beruht, sind die Bereiche hoherer und niedrigerer Genauigkeit stets die selben.
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5.4.3 Dehnungen an den Verwerfungen

Fiir die Analyse der Plattengrenzen werden die Strainraten fiir Punkte bestimmt, die den Verlauf der
Hauptverwerfungen aus Abbildung 5.3 wiedergeben. Es konnen dabei lediglich die Verformungen in
der Horizontalen untersucht werden.

24 26° 28°

(a) Hauptdehnungen (b) Scherdehnungen

Abb. 5.14: Haupt- und Scherdehnungen an den Hauptverwerfungen

Inwieweit durch die Verwerfungen Bereiche ungleicher Horizontalbewegung separiert sein kénnten,
stellt das horizontale Geschwindigkeitsfeld (Abbildung 5.7) dar. Durch die eingezeichneten Verwer-
fungen sind jedoch keine Bereiche mit unterschiedlichem Bewegungsverhalten voneinander getrennt.
Einzig fiir die Bistrita-Verwerfung kénnte vermutet werden, dass sich die Region nérdlich der Verwer-
fung schneller westwiirts bewegt als die siidlich gelegene Scythische Platte.

Dass Bereiche unterschiedlicher Vertikalbewegung durch die Verwerfungen separiert werden, lisst sich
in der Darstellung des vertikalen Geschwindigkeitsfeldes (Abbildung 5.8) ebenfalls nicht erkennen.

Die Anderungen der Haupt- und Scherdehnungen fiir die Verwerfungen sind in Abbildung 5.14 darge-
stellt.

Die grofiten Deformationsénderungen mit ca. 150 nStrain/Jahr werden fiir den nordwestlichen Teil
der Peceneaga-Camena Verwerfung detektiert. Hier liegen zwei Bereiche starker Kompression und
Extension senkrecht zur Verwerfungsrichtung in unmittelbarer Nachbarschaft. Die Scherdehnungen
miissen deshalb in einem Winkel von 45° gegeniiber der Verwerfung auftreten.

Die westlichen Enden der Capidavia-Ovidiu Verwerfung und der Intramoesischen Verwerfung sind
ebenfalls Bereiche, in denen Extensionen mit ca. 100 nStrain/Jahr auftreten.

Markante Scherdehnungsraten mit ca. 70-80 nStrain/Jahr in Verwerfungsrichtung sind fiir die West-
hélfte der Bistrita Verwerfung eingezeichnet. Ebenso sind fiir die Trotus Verwerfung Scherdehnungen
in Verwerfungsrichtung bestimmbar.
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6. Reduzierte Kovarianzmatrizen

Die Approximation des Geschwindigkeitsfeldes mit Varianzfortpflanzung ist sehr rechenintensiv. Das
driickt sich einerseits durch eine lingere Rechenzeit aus. Zum anderen muss beim Programmdurchlauf
immer mehr Speicher akquiriert werden, damit die Kovarianzmatrizen berechnet werden kénnen.

Aus diesem Grund sind Testberechnungen durchgefithrt worden, bei der jeweils nur Varianzen, also
nur die Hauptdiagonalenelemente der Kovarianzmatrix, verarbeitet werden. In Tabelle 6.1 sind die
Rechenzeiten fiir die drei Berechnungsvarianten ,,Ohne Varianzfortpflanzung*, , vollstdndige Kovari-
anzmatrix“ und ,Diagonalmatrix® gegeniibergestellt. Eine deutliche Zeitersparnis bei der Variante

Tab. 6.1: Vergleich der Rechenzeiten

‘ Berechnungsvariante ‘ Rechenzeit ‘
ohne Varianzfortpflanzung ca. 3 Sekunden
Diagonalmatrix ca. 40 Sekunden
vollbesetzte Kovarianzmatrix | ca. 60 Minuten

mit Diagonalmatrix gegeniiber der Version mit vollsténdiger Kovarianzmatrix ist ablesbar. Infolge der
in Abschnitt 4.2.1 bereits beschriebenen Grofle der Funktional- und Kovarianzmatrizen fiir die Vari-
anzfortpflanzung werden ab einer entsprechenden Verdichtungsstufe des Approximationsgitters sehr
grofle Matrizen erstellt. In der Tabelle 6.2 ist der Speicherbedarf (Matrixelemente sind vom Typ double,
Speicherbedarf eines Elements: 8 Byte) fiir verschiedene Kontrollgitter ® aufgelistet. Der tatséchliche

Tab. 6.2: Speicherbedarf eines Kontrollgitters mit vollbesetzter Kovarianzmatrix

Gitter-Vektor ® Kovarianzmatrix Q,
Kontrollgittergrofie Grofie ’ Speicher Grofie ‘ Speicher
4 x4 48 x 1 384 Byte 48 x 48 18 kByte
5x5 75 x 1 600 Byte 75 x 75 44 kByte
Tx7 147 x 1 1176 Byte 147 x 147 169 kByte
11 x 11 363 x 1 2904 Byte 363 x 363 1029 kByte
19 x 19 1083 x 1 | 8.5 kByte 1083 x 1083 9 MByte
35 x 35 3675 x 1 | 28.7 kByte | 3675 x 3675 103 MByte
67 x 67 13467 x 1 | 105 kByte | 13467 x 13467 | 1384 MByte

Speicherbedarf ist jedoch mehr als das Dreifache. Der Grund dafiir ist, dass bei der Multilevel B-Spline
Approximation in jeder Verdichtungsstufe mit drei einzelnen Gittern ¥, ¥ und ® (siehe Abschnitt
2.3.2) operiert wird, zzgl. der Datenpunkte mit entsprechender Kovarianzmatrix. Der hohe Speicher-
bedarf fiihrt unter Umsténden zu einem Absturz des entwickelten Java-Programms. Ursache dafiir ist
die Java-interne Limitierung fiir die Speicher-Akquise auf 1024MByte.

Wird jedoch eine Diagonalmatrix mit den Varianzen verwendet, benotigt diese den gleichen geringen
Speicherplatz wie das Kontrollgitter selbst.

Tab. 6.3: Standardabweichungen des approximierten Geschwindigkeitsfeldes bei Varianzfortpflanzung
mit Diagonalmatrix
| | Oowora [mm/y] | 0vo. [mm/y] | 0uype. [mm/y] |
minimal 0.01 0.01 0.04
maximal 1.23 0.92 4.94
Durchschnitt 0.18 0.14 0.74
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Die Auswirkung der Verwendung von Diagonalmatrizen anstelle von vollbesetzten Kovarianzmatri-
zen bei der Varianzfortpflanzung ist in Tabelle 6.3 und Abbildung 6.1 dokumentiert. Die berechneten
Standardabweichungen sind deutlich kleiner als bei der Varianzfortpflanzung mit vollstéindiger Kova-
rianzmatrix, die Durchschnittswerte entsprechen ca. einem Fiinftel der Werte in Tabelle 5.5.

In Abbildung 6.1 wird dhnliches veranschaulicht wie in den Abbildungen 5.7 und 5.8. Den Fldchen-
punkten in der N&he der GPS-Stationen sind grofiere Fehlermafle zugeordnet als den weiter entfernten
Punkten. Jedoch wirken die Fehlerellipsen in 6.1 (a) und die Farbfldche in 6.1 (b) herabskaliert.
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Abb. 6.1: Standardabweichungen nach Varianzfortpflanzung mit Diagonalmatrix: (a) Vektoren der Ho-
rizontalgeschwindigkeiten mit Standardabweichungen; (b) Standardabweichungen der Verti-
kalgeschwindigkeiten, letztere sind die selben wie in Abbildung 5.8

Die Ursache der vermeintlich hoheren Genauigkeit der Ergebnisse liegt darin begriindet, dass wéhrend
des Approximationsalgorithmus sémtliche Korrelationen zwischen den Punkten eines Kontrollgitters
unterdriickt werden. Durch die hierarchische Strukturierung bei der Multilevel B-Spline Approxima-
tion basieren alle Kontrollpunkte der Splinefliche letztendlich auf dem 4 x 4-Gitter, mit dem der
Algorithmus gestartet wurde. Diese 16 Punkte sind hoch korreliert, da sie alle aus den selben Daten-
punkten abgeleitet sind. Bei der Ableitung der feineren Kontrollgitter aus diesen 16 Punkten muss
auch diese Korrelation iibertragen werden.

Die Varianzfortpflanzung mit der reduzierten Kovarianzmatrix erméglicht einen entscheidenden Ge-
winn beziiglich der Rechenzeit und des Speicherbedarfs. Sie fiihrt aber auch dazu, dass die berechneten
Genauigkeitsmafle in unrealistisch kleinen Groflenordnungen liegen.

Daher ist von dieser Berechnungsvariante abzuraten und trotz der lingeren Rechenzeit und des enor-
men Speicherbedarfs die Durchfithrung der Varianzfortpflanzung mit vollstdndiger Kovarianzmatrix
zu empfehlen.



72 7. Beurteilung der Modelle und Algorithmen

7. Beurteilung der Modelle und Algorithmen

Mit dem entwickelten Verfahren, Bestimmung einer B-Spline-Approximationsfliche zur anschlieflen-
den Ableitung von Deformationen bei implementiertem Varianzfortpflanzungsgesetz, konnen neue Er-
kenntnisse iiber das Bewegungs- und Deformationsverhalten des ruménischen Untersuchungsgebietes
gewonnen werden.

Bei der Berechnung eines Geschwindigkeitsfeldes auf Basis von ca. 50 Stationen in einem 400 x 600
km grofien Gebiet werden starke Vereinfachungen vorgenommen. Sehr regional begrenzte Bewegungen
werden moglicherweise nicht erfasst. Ebenso kann die Verschiebung einer GPS-Station lokale Ursachen
haben, die nicht bekannt sind. Aus dem vorhandenen geringen Datenmaterial muss eine moglichst reale
Beschreibung des Bewegungsverhaltens der untersuchten Regionen abgeleitet werden. Das bedeutet,
dass das Geschwindigkeitsfeld durch eine bestanpassende Approximationsfliche erzeugt werden muss,
um den Grad der Generalisierung nicht noch weiter zu erhchen.

7.1 Approximation des Geschwindigkeitsfeldes

Die Multilevel B-Spline Approximation hat sich als ein geeignetes Verfahren zur Approximation oder
Interpolation unregelméfig verteilter Daten erwiesen. Die Vorteile des Verfahrens wurden bereits in
Abschnitt 2.3.4 zusammengetragen.

Durch die Moglichkeit der simultanen Approximation mehrerer Funktionswerte der Datenpunkte ist
das Verfahren besonders geeignet, um Geschwindigkeitsfelder zu generieren. Da die Algorithmen nicht
limitiert sind hinsichtlich der Dimensionen R® der Definitions- und Wertebereiche der Datenpunkte,
bietet sich das Verfahren fiir weitere Anwendungsgebiete an, beispielsweise der raumlichen Interpola-
tion von Temperaturfeldern.

Eine Einschrinkung der Einsetzbarkeit der Multilevel B-Spline Approximation erfolgt durch die Va-
rianzfortpflanzung. Wird diese auf korrekte Weise mit vollstéindigen Kovarianzmatrizen durchgefiihrt,
konnen Speicherprobleme auftreten und es miissen vergleichsweise lange Rechenzeiten in Kauf ge-
nommen werden. Hier wirkt sich der Vorteil der Mehrdimensionalitdt nachteilig aus, da durch die
Dimension d des Wertebereiches die Anzahl der Zeilen und Spalten der Kovarianzmatrizen um den
Faktor d vergrofiert wird.

Die Informationen iiber die Genauigkeit der Datenpunkte wird durch die Varianzfortpflanzung bei
dem bestehenden Verfahren auf die Fliachenpunkte lediglich iibertragen. Hier bietet sich Potential fiir
eine Erweiterung des Algorithmus. Bisher ist der Einfluss eines Punktes in den Berechnungen nur
durch seinen Abstand zum Neupunkt bestimmt. Rationale B-Splines, wie bei den NURBS-Flichen
in Abschnitt 2.2.4, ermoglichen weitere Gewichtungen, die auf Basis der Standardabweichungen oder
Varianzen erfolgen kénnten.

7.2 Strainanalyse

Die Modelle der Linearen Theorie der Kontinuumsmechanik sind in der Geodésie seit ldngerem Stan-
dard fiir die Bestimmung von Verformungen eines Untersuchungsobjektes. Aus den Verschiebungs-
vektoren der Objektpunkte kann die Deformation des Korpers abgeleitet und durch die Haupt- und
Scherdehnungen beschrieben werden. In geodynamischen Anwendungen sind vorwiegend die zeitli-
chen Dehnungséinderungen von Interesse. Diesem Umstand wurde aufgrund des zur Verfiigung ste-
henden Datenmaterials direkt Rechnung getragen. Da in die Berechnungen bereits zeitliche Verschie-
bungsiinderungen einflieBen, sind auch die Resultate zeitliche Anderungen.
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Durch die Implementierung der Varianzfortpflanzung ist eine Beurteilung hinsichtlich der Genauigkeit
der abgeleiteten Dehnungsidnderungen moglich. Die Genauigkeitsmafle der Dehnungsénderungen be-
wegen sich in der gleichen Groflenordnung, wie die Dehnungen selbst. Das spiegelt die mathematische
Korrektheit der angewandten Formeln der Kontinuumsmechanik wieder.

Dennoch sind die erhaltenen Ergebnisse kritisch zu beurteilen. Im Folgenden sind die nachteiligen
Aspekte zusammengefasst:

i. Die auf die Oberfliche begrenzte rdumliche Verteilung der Messpunkte fithrt generell dazu, dass
nur horizontale Dehnungen und Dehnungsénderungen korrekt bestimmbar sind.

ii. Die Anzahl der Stationen im Uberwachungsnetz des Untersuchungsgebietes ist viel zu gering, um
die Bewegungen und Verformungen der tektonischen Einheiten vollsténdig zu erfassen.

iii. Detaillierte Untersuchungen der Verwerfungen wiirden eine Vielzahl von Messpunkten in deren
unmittelbarer Néhe erfordern.

iv. Die Messwerte selbst, d. h. die geschétzten Geschwindigkeiten der GPS-Stationen, bewegen sich im
Bereich von 0-5 mm/Jahr mit Standardabweichungen der gleichen Gréflenordnung. Diese duflerst
kleinen Punktbewegungen kénnen nur sehr kleine Deformationen verursachen.

Eine Beurteilung der berechneten Dehnungsénderungen sollte nur qualitativ erfolgen, da bei Betrach-
tung der ermittelten Standardabweichungen die Orientierung und Skalierung der Strainkreuze sehr
verdnderlich ist. Sichere Aussagen lassen sich nur dahingehend treffen, dass Bereiche mit grofieren
Deformationen von Regionen mit geringen bis keinen Deformationen unterschieden werden kénnen.

Dreidimensionale Strainanalysen sind und bleiben problematisch solange keine geeigneten Aussagen
iiber Bewegungen unterhalb der Erdoberfliche, auf Basis von Messungen oder Modellierungen, zur
Verfiigung stehen. In Abschnitt 3.1.4 wurden bereits Moglichkeiten erwéhnt, wie fiir die Oberflédche
3D-Deformationen bestimmt werden kénnen.

Der in [RAWIEL 2001] angeregte Einsatz rheologischer Modelle zur Modellierung der Bewegungen im
Inneren eines Rutschhanges erscheint ebenfalls vielversprechend. Das Hauptproblem dabei wére die
Beschreibung der Materialeigenschaften des deformierten Objektes. Die Untersuchung zur Ubertrag-
barkeit derartiger rheologischer Modellanséitze auf die Plattentektonik bietet viel Forschungspotential.

7.3 Empfehlungen fiir zukiinftige Projekte

Aufgrund der erhaltenen Ergebnisse in dieser Arbeit konnen Empfehlungen und Forderungen formu-
liert werden, die in die Planung und Durchfiihrung zukiinftiger Projekte mit vergleichbarem For-
schungsschwerpunkt einflieen sollten. Die Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes eines Untersu-
chungsgebiets mit anschliefender Strainanalyse erfordert ein bestmogliches Datenmaterial, wie z. B.
Bewegungsraten diskreter Punkte. Vor dem geodétischen Hintergrund dieser Arbeit wird durch die
Empfehlungen deshalb auf eine qualitative Verbesserung des geodétisch bestimmten Datenmaterials
abgezielt.

Grundsétzlich stellt sich das Problem, ein geeignetes Beobachtungsverfahren zu wihlen, wenn Be-
wegungen der Erdoberfliche moglichst hochauflosend erfasst werden sollen. Neben dem Verfahren
der SAR-Interferometrie bieten sich dafiir nur die GNSS-Verfahren an. Neben der fortschreitenden
Verdichtung der Permanentstationsnetze werden auch in Zukunft weiterhin epochale Messungen in
kleinrdumigen Uberwachungsnetzen notwendig bleiben, wenn ein Untersuchungsgebiet mit einer Viel-
zahl von Messpunkten iiberdeckt sein soll. Generell sollten moglichst viele permanent betriebene Sta-
tionen in das Uberwachungsnetz integriert sein, da nur durch sie periodisches Bewegungsverhalten
detektierbar ist.
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Im Hinblick auf die Bestimmung von Geschwindigkeitsfeldern und Verformungen tektonischer Einhei-
ten konnen folgende Forderungen fiir Planung, Durchfithrung und Auswertung von GNSS-Messkam-
pagnen aufgestellt werden:

ii.

iii.

1v.

vi.

vii.

viii.

vollstéandige Konzeption des Stationsnetzes zu Beginn des Projektes, um spétere Netzverdichtun-
gen moglichst zu vermeiden,

zweckmiifige Vermarkung der Punkte an Standorten, die aus geologischen und geoditischen
Aspekten geeignet sind,

Positionierung von Messpunkten in ausreichender Anzahl an den Réndern der tektonischen Ein-
heiten,

Festlegen eines Geridte-Pools mit einer angemessenen Anzahl von identischen Messausriistungen,
der fiir alle Messkampagnen zur Verfiigung steht,

Besetzung der Beobachtungspunkte ausschlieflich mit der selben Messausriistung in allen Mess-
kampagnen,

identische Beobachtungs- bzw. Besetzungspléne fiir die Stationen in allen Messkampagnen,
Festlegung eines zweckméfligen und konsistenten Referenzrahmens,

redundante Datenauswertung,

Durch Berticksichtigung dieser Empfehlungen sollten Unstetigkeiten in den Zeitreihen der Beobach-
tungspunkte vermeidbar sein, d. h. sprunghafte Verdnderungen der berechneten Stationskoordinaten
sollten nicht auftreten.

Als Basis fiir alle Deformationsanalysen sollten die Zeitreihen der Permanentstationsnetze verwendet
werden, in welche die epochalen Messkampagnen zu integrieren sind.

Des weiteren sollte ein Schwerpunkt in geodynamischen Forschungsprojekten zukiinftig auch auf die
Erfassung bzw. Modellierung der Bewegungsablidufe unter der Erdoberfliche gelegt werden.
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8. Zusammenfassung

Fiir die vorliegende Arbeit wurde ein Approximationsverfahren aus der Computergraphik mit den
Theorien der Kontinuumsmechanik und Varianzfortpflanzung kombiniert, um eine umfassende Analyse
der dreidimensionalen Plattenkinematik Ruméniens durchzufiihren.

Aufbauend auf den Ergebnissen der geodétischen Deformationsanalyse des GPS-Uberwachungsnetzes,
den linearen Geschwindigkeiten diskreter Punkte, wurde mit Hilfe von B-Spline-Fliachen ein dreidi-
mensionales Geschwindigkeitsfeld berechnet. Das zu 16sende Approximationsproblem bestand darin,
aus den Daten ungleichméflig verteilter, diskreter Punkte analytische Beschreibungen von kontinuier-
lichen Approximationsflichen abzuleiten. Es wurden verschiedene Verfahren des CAGD diskutiert und
mit der Multilevel B-Spline Approximation ein sehr geeignetes Werkzeug zur Losung des Problems
eingesetzt. Durch die Implementierung des Varianzfortpflanzungsgesetzes konnte die Genauigkeit der
diskreten Punkte auf das approximierte Geschwindigkeitsfeld iibertragen werden.

In der linearen Theorie der Kontinuumsmechanik muss die funktionale Beschreibung der Bewegung
des Kontinuums hinreichend oft differenzierbar sein, was bei der Wahl der B-Spline Approximation
ein wichtiges Kriterium darstellte. Auf Basis des kontinuierlichen Geschwindigkeitsfeldes konnten die
resultierenden Verformungen berechnet und die Haupt- und Scherdehnungen visualisiert werden. Um
letztere hinsichtlich ihrer Aussagekraft beurteilen zu kénnen, war auch hier das Varianzfortpflanzungs-
gesetz anzuwenden.

In der Arbeit wurden entsprechend den in Kapitel 1.1 der Einleitung definierten Zielen drei Themen-
bereiche unterschieden. Der Ubergang von diskreten Punkten zur Kontinuumsfliche ist Gegenstand
des Abschnittes 2. Die Ableitung von Verformungen des Kontinuums behandelt Kapitel 3. Dem dritten
Aufgabenbereich, der Varianzfortpflanzung, ist Abschnitt 4 gewidmet. Fiir alle drei Themenbereiche
wurden zu Beginn die theoretischen Grundlagen aufbereitet und anschlieend deren Applikation vor-
gestellt.

Die Anwendung der vorgestellten Algorithmen auf die Daten des GPS-Uberwachungsnetzes ermog-
lichte die Analyse des Bewegungsverhaltens der tektonischen Einheiten Ruméniens in Abschnitt 5. Im
approximierten Geschwindigkeitsfeld konnten Bereiche signifikanter Verschiebungen detektiert werden.
Die erhaltenen Vertikalbewegungen stimmen mit den geologischen Erkenntnissen iiberein. Ebenso
stiitzen sie das geodynamische Modell der fortschreitenden Delaminierung des subduzierten Slab.

Aus dem reduzierten Deformationstensor, der letztendlich auf die Horizontalgeschwindigkeiten zuriick-
fithrbar ist, konnten die Bereiche starker horizontaler Kompressionen, Extensionen und Scherungen
bestimmt werden. Die Verformungen treten nur dort auf, wo unterschiedliches Bewegungsverhalten
fiir die Oberflache festgestellt wurde. Durch die Analyse der Standardabweichungen der Haupt- und
Scherdehnungen konnte deren Genauigkeit verdeutlicht werden.

Die im Abschnitt 6 vorgestellte Varianzfortpflanzung mit auf die Hauptdiagonale reduzierter Kovari-
anzmatrix hat sich als ungeeignet erwiesen. Die errechneten Varianzen bzw. Standardabweichungen
waren unrealistisch klein. Dieser Nachteil konnte auch nicht durch deutliche Vorteile beziiglich Re-
chenzeit und Speicherbedarf kompensiert werden.

Zusammenfassend konnen die gesteckten Ziele als erreicht erachtet werden. Ein geeignetes Verfahren
zur Berechnung von Approximationsflichen konnte mit den Modellen der Kontinuumsmechanik ver-
kniipft werden. Durch Einbindung der Varianzfortpflanzung sind die Ergebnisse qualitativ beurteilbar,
jedoch sind dabei vollstdndige Kovarianzmatrizen einzusetzen.
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