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Einleitung

Voronoi-Mosaike spielen in vielen Anwendungen eine wichtige Rolle, beispielsweise in
der Kristallographie, Geographie oder in den Materialwissenschaften. Bei einem Voronoi-
Mosaik wird der gesamte R? ausgehend von einer lokalendlichen Teilmenge A in Polytope
unterteilt, den sogenannten Voronoi-Zellen. Die Voronoi-Zelle des Punktes x aus A wird
dabei als die Menge aller y € R? definiert, welche z als niichsten Nachbarn in A besitzen.

Von einem Poisson-Voronoi-Mosaik spricht man, wenn die Menge A durch einen Pois-
sonprozesses gegeben ist. Das Poisson-Voronoi-Mosaik ist ohne Zweifel ein viel studiertes
Objekt der Stochastischen Geometrie, zu welchem sich in der Literatur bereits eine Viel-
zahl von Ergebnissen finden ldasst. Wir wollen unser Hauptaugenmerk auf die typische
Voronoi-Zelle oder allgemeiner auf die typische k-Seite eines Poisson-Voronoi-Mosaiks le-
gen. Anschaulich erhélt man die typische k-Seite, indem man jede k-Seite gleich gewichtet
und anschliefend zuféllig eine k-Seite auswahlt. Gewichtet man jede k-Seite mit ihrem k-
dimensionalen Hausdorff-Maf}, so ergibt sich die sogenannte typische volumengewichtete
k-Seite. Formal wird die Verteilung der typischen (volumengewichteten) k-Seite mittels
Palmscher Mafle definiert.

Hinde und Miles simulierten die typische Voronoi-Zelle eines Poisson-Voronoi-Mosaiks
und approximierten die Verteilung ihres Volumens in ihrer Arbeit Monte Carlo FEsti-
mates of the Distributions of the Random Polygons of the Voronoi Tessallation with
Respect to a Poisson Process ([15]) von 1980 mittels einer sogenannten verallgemeiner-
ten Gamma Verteilung mit drei Parameter. Simulationsstudien zu Verteilungen in einem
Poisson-Voronoi-Mosaik und Anpassungen an Gamma-Verteilungen oder Abwandlungen
der Gamma-Verteilung findet man ferner in [20] und [42]. Unter Verwendung von Russo’s
Formel wies Zuyev 1992 in [44] eine bedingte Gamma-Verteilung des Volumens einer Ober-
menge der typischen Voronoi-Zelle eines Poisson-Voronoi-Mosaiks nach, wobei nach der
Anzahl der Facetten der typischen Zelle zu bedingen ist. Diese Obermenge nannte er Fun-
damental Region, spater Voronoi-Flower. Aus Zuyevs Resultaten zu Stoppmengen in [45]
erhélt man die bedingte Gamma-Verteilung des Volumens der Voronoi-Flower erneut. Die
Feststellung, dass sie zu den Stoppmengen zéhlt, finden wir in eben zitiertem Artikel. Die
Verteilung der typischen Voronoi-Zelle eines Poisson-Voronoi-Mosaiks in der Ebene gab
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schlieBlich Calka 2003 in seiner Arbeit Precise formulae for the distribution of the prin-
cipal geometric characteristics of the typical cells of a two-dimensional Poisson-Voronot
tessellation and a Poisson line process ([2]) an. Er bediente sich bei der Herleitung seiner
Integralausdriicke der Voronoi-Flower und zeigte die bedingte Gamma-Verteilung ihres
Volumens mittels der Formel von Mecke-Slivnyak und einer geeigneten Reskalierung. Der
in [2] hergeleitete Integralausdruck fithrt ein Problem deutlich vor Augen, welches nicht
selten bei der Untersuchung zufélliger geometrischer Objekte auftritt. Die Verteilung der
typischen Zelle lasst sich nur mittels eines Mehrfachintegrals darstellen, welches weitere
Berechnungen kaum zulésst.

In unserer Arbeit wollen wir unter anderem die typische (volumengewichtete) k-Seite
eines Poisson-Voronoi-Mosaiks untersuchen. Es liegt nahe, der typischen k-Seite analog
zur typischen Voronoi-Zelle eine Stoppmenge zuzuordnen, welche wir k-Flower nennen in
Anlehnung an den Begriff der Voronoi-Flower.

Mittels dieser Vorgehensweise erlangen wir unter anderem konkrete, wenn auch nicht
immer explizite Verteilungsaussagen sowie einfache Abschétzungen zu der Verteilung
des k-dimensionalen Hausdorff-Mafles der typischen (volumengewichteten) k-Seite eines
Poisson-Voronoi-Mosaiks.

Der Weg dorthin gliedert sich in fiinf Kapitel. Im ersten Kapitel stellen wir Stoppmengen
als zufillige kompakte Mengen vor, wie sie auch in [45] betrachtet werden, und erweitern
den Stoppmengenbegriff anschliefend auf zuféllige abgeschlossene Mengen. Ergebnisse
und Charakterisierungen zu Stoppmengen liefern wir fiir den Fall, dass der Definitionsbe-
reich der betrachteten Stoppmengen durch den Raum aller markierten einfachen Zahlmafle
auf einem geeigneten Grundraum gegeben ist.

In Kapitel 2 geben wir eine sehr allgemeine rekursive Konstruktion von Stoppmengen
an. Die zugehorige Rekursion liefert einen Vorschlag fiir eine mogliche Stoppmenge im
Lilypond-Modell. Im dritten Abschnitt dieses Kapitels definieren wir die bereits erwdhnte
k-Flower und leiten spéater benotigte Eigenschaften her. Kapitel 1 und 2 bilden den ersten
Teil dieser Arbeit, welcher Stoppmengen ohne Verwendung der Wahrscheinlichkeits- oder
Maftheorie thematisiert.

Der Stochastik wenden wir uns im dritten Kapitel zu. Dort werden die Ergebnisse zu
den Stoppmengen aus Kapitel 1 benutzt, um Zuyevs Gamma-Resultate zu (kompakten)
Stoppmengen aus [45] auf unsere abgeschlossene Stoppmengen zu iibertragen. Zuyev be-
trachtet in eben zitierter Arbeit Poissonprozesse, etwas allgemeiner formulieren wir unsere
Ergebnisse fiir Coxprozesse. Zusétzlich findet der Leser ein analoges Resultat zu Bernoul-
liprozessen.

Eine Erweiterung von Miles Complementary Theorem aus [28] erhalten wir in Kapitel 4,
indem wir die Konzepte des Palmschen Mafles und der Stoppmenge geeignet verkniipfen.
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Zur Verfiigung stellen wir ein Resultat, welches nicht nur die Gamma-Resultate zu Stopp-
mengen und den in [6] und [28] betrachteten Abbildungen von Tupeln fiir den Spezialfall
eines homogenen Poissonprozesses beinhaltet, sondern als addquates Werkzeug bei der
Betrachtung der typischen k-Seite eines Poisson-Voronoi-Mosaiks dienen wird.

Die typische (volumengewichtete) k-Seite eines Poisson-Voronoi-Mosaiks ist Thema von
Kapitel 5. Mittels der Ergebnisse aus Kapitel 2 werden verschiedene Verteilungsaussagen
zu dem k-dimensionalen Hausdorff-Mafi H*(Cy) der typischen (volumengewichteten) k-
Seite C} hergeleitet. Neben einer Dichte fiir H*(Cy) in Integralform koénnen wir eine
Reihe von Abschitzungen zum Tail der Verteilung von H*(C}) angeben, welche auf der
Stoppmengeneigenschaft der k-Flower als auch auf dem allgemeinen Gamma-Resultat aus
Kapitel 4 basieren.

In den Anhang sind unter anderem eine Reihe von technischen Beweisen ausgelagert, um
diese Arbeit iibersichtlich zu gestalten. Wir wollen an dieser Stelle anmerken, dass nicht
alle in dieser Arbeit eingefiigten Grafiken mit Zirkel und Lineal konstruiert wurden.
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Kapitel 1

Das Konzept der Stoppmengen

1.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Konzepte vorgestellt werden, soweit sie zur
Betrachtung von Stoppmengen als Abbildungen auf einem Messraum in Abschnitt 1.2
benotigt werden. In den Unterabschnitten 1.1.3 und 1.1.4 orientieren wir uns dabei an [40],
Kapitel 2 und 3. Ab Unterabschnitt 1.1.3 bis zum Ende dieses Abschnittes 1.1 sei E stets
ein lokalkompakter Hausdorffraum mit abzédhlbarer Basis.

1.1.1 Einige Notationen

Einige Notationen werden uns in dieser Arbeit immer wieder begegnen, weshalb wir sie
gleich zu Anfang einfithren. Ist A eine Teilmenge eines topologischen Raumes, so sei cl A
ihr Abschluss. In einem metrischen Raum bezeichnen wir die zugehorige Metrik stets mit
d. Ist A Teilmenge eines metrischen Raumes F, so definieren wir fiir x € F

d(A,z) ;= inf{d(a,x) : a € A}.

Wir setzen dabei inf () := co. Ferner seien B(x,r) die abgeschlossene Kugel und B°(z,r)
die offene Kugel um x mit Radius r. Fiir die Norm und das Skalarprodukt im R¢ verwenden
wir ||-|| und (-, -). Die konvexe Hiille einer Menge A C R¢ bezeichnen wir mit convA. Unter
A ® B verstehen wir die Minkowski-Summe zweier Mengen A, B C RY, sie ist definiert
durch

A®B:={a+b:a€ A be B}.

Wir schreiben A + x statt A ® {z} und A — x statt A+ (—z). Sind A C R? und r € R,
so setzen wir

r-A:={r-a:acA}.

5



6 KAPITEL 1. DAS KONZEPT DER STOPPMENGEN

Mit V4(A) sei das Volumen einer Lebesgue-messbaren Menge A C RY bezeichnet, mit
H¥(A) ihr k-dimensionales Hausdorff-Maf. Das Volumen r, der Einheitskugel im R¢
berechnet sich zu

ol

T
—

I'(1+9)

Statt [0,00) schreiben wir R, . Fiir die Kardinalitidt einer Menge A verwenden wir die
Bezeichnung card A, fiir das Dirac-Maf} in einem Punkt z stets das Symbol 9.

Rqg =

1.1.2 Topologische Grundbegriffe und einige Eigenschaften to-
pologischer Raume

Gegeben sei ein Raum E mit Topologie 7. Ein System D C 7 heifit Basis von 7T, falls sich
jede Menge T' € T als Vereinigung von Mengen aus D schreiben lésst. Besitzt jeder Punkt
r € F eine kompakte Umgebung, so nennt man E lokalkompakt. Der Raum E wird als
Hausdorffraum bezeichnet, wenn je zwei Punkte aus F disjunkte Umgebungen besitzen.
Existiert eine Metrik d auf F, so dass die durch d erzeugte Topologie mit 7 iibereinstimmt
und FE beziiglich d vollsténdig ist, so nennt man E wvollstindig metrisierbar. Findet man
zu je zwei verschiedenen Punkten x,y aus F Umgebungen, welche den jeweils anderen
Punkt nicht enthalten, und findet man ferner zu jeder abgeschlossenen Menge F' C E und
jedem Punkt z € E'\ F disjunkte Umgebungen, so heifit E requldr.

Satz 1.1.1 FEin lokalkompakter Hausdorffraum E mit abzdhlbarer Basis besitzt eine abzdhl-
bare Basis D aus relativ kompakten Mengen derart, dass jede offene Menge G aus E die
Vereinigung aller D € D mat cl D C G ist. Insbesondere existiert eine aufsteigende Folge
(G)nen von offenen, relativ kompakten Mengen aus E mit E = J.~, G,.

Beweis: Vgl. Satz 2.1.1 in [40]. O

Satz 1.1.2 Jeder lokalkompakte Hausdorffraum E ist requldr. Besitzt zusdtzlich E eine
abzdhlbare Basis, so ist E vollstindig metrisierbar.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 1.1.1 und [35], Sdtze 8.15, 10.15, 13.17. O

Jede kompakte Menge kann in einem lokalkompakten Hausdorffraum mit abz&hlbarer
Basis im folgenden Sinn durch eine feste Folge C,,, n € N, von Kompakta approximiert
werden. Wir bezeichnen mit C das System aller kompakten Teilmengen von E.

Lemma 1.1.3 Sei E ein lokalkompakter Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis. Dann exi-
stiert eine Folge C,,, n € N, von Mengen aus C, so dass fiir alle C € C

c= (] Ca (1.1.1)

neN: CCChp,
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gilt.

Beweis: Nach Satz 1.1.1 existiert eine abzéhlbare Basis D von E aus relativ kompakten,
offenen Mengen. Das abzéhlbare System der Abschliisse aller endlichen Vereinigungen von
Mengen aus D sei mit D' = {C,,, n € N} bezeichnet. Betrachte ein festes C' € C sowie ein
x ¢ C. Da E ein Hausdorffraum ist, existieren Umgebungungen G, von z und G, von
y € C mit G, NG, = 0. Nach Satz 1.1.1 finden wir Umgebungen D, von y € C aus D
mit cl D, C G, y € C. Aus der Kompaktheit von C folgt die Existenz einer endlichen
Teilmenge J von C' mit
C C Uchy =" eD.

yeJ

Nach Wahl der D, y € C, ist x ¢ C’, folglich x ¢ (. Ch. O

Satz 1.1.4 (Cantorscher Durchschnittssatz) Es seien E ein topologischer Raum und
F,, n € N, eine Folge von abgeschlossenen, nichtleeren Mengen aus E mit F,,1 C F,,
n € N. Ist F}, fiir ein k € N kompakt, so gilt

() F. #0.
n=1

Beweis: Vgl. [36], 21.24. O

Lemma 1.1.5 Enthdlt in einem metrischen Raum E eine Menge F' C E mit jeder kon-
vergenten Folge auch ihren Grenzwert, so ist F' abgeschlossen.

Beweis: Vgl. [35], Satz 2.15(a). O

1.1.3 Der Raum der abgeschlossenen Mengen

Sei bis zum Ende dieses Abschnittes 1.1 E stets ein lokalkompakter Hausdorffraum mit
abzéhlbarer Basis. Nach Satz 1.1.2 ist E vollstdndig metrisierbar. Die Beweise zu den
Satzen in diesem Unterabschnitten sind, soweit nicht anders angegeben, in [40] zu finden.
Mit F bezeichnen wir im Folgenden das System aller abgeschlossenen Teilmengen von F,
mit C weiterhin das System aller kompakten Teilmengen von F, mit G das System aller
offenen Teilmengen von E und mit B die Borelsche o-Algebra auf E. Fiir A C F sei

FAr={FeF: FnA=0}
fAZ:{FEFZFﬂA%w}.
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In einem Hausdorffraum ist jede kompakte Menge abgeschlossenen, folglich C C F. Auf
F betrachten wir die durch

{FC:CeCYU{Fe: GeG)
erzeugte Topologie.

Satz 1.1.6 F ist ein kompakter Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis.

Wir statten F aus mit der Borelschen o-Algebra B(F). Sie wird erzeugt von den offenen
Mengen in der Topologie von F, jedoch auch von jedem der Systeme

{Fe:Cec}y, {F¢.cecC}, {Fo:GeG} und {FY:GegG}l

Nach Satz 1.1.1 existiert eine aufsteigende Folge von offenen, relativ kompakten Mengen
Gn, n € N, mit B = (o Gn- Setze V, := (c1G,)%, n € N. Fiir jede kompakte Menge C
existiert ein n € N mit C C G,,, folglich C € F"». Ist dagegen F' € F"» fiir ein n € N, so
folgt F' C clG,, und F' ist kompakt. Wir erhalten

C= G F' e B(F). (1.1.2)

n=1

Satz 1.1.7 Die Abbildungen
(F,F')— FUF', (F,F')—FNF, F~clF° F,F' e F,

sowie

(F,z)— 1p(x), (F,x) e FxE

sind messbar.

Bei der Behandlung von Stoppmengen in Abschnitt 1.2 werden wir die Messbarkeit der
in folgendem Lemma betrachteten Menge benétigen. Niitzlich hierfiir ist unten stehendes
Kriterium zur Konvergenz in F.

Satz 1.1.8 Eine Folge (F,)n>1 in F konvergiert genau dann gegen F' € F, wenn folgende
beiden Bedingungen erfullt sind:

i) AusGNF #£0, G €@, folgt GNF, # 0 fiir fast alle n € N.
ii) AusCNF =0, C eC, folgt CNF, =10 fiir fast alle n € N.

Mittels Satz 1.1.8 und Lemma 1.1.5 kann nun folgendes Lemma bewiesen werden.
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Lemma 1.1.9 Fir jedes K € F ist die Menge {F € F : K C F} abgeschlossen,
insbesondere messbar.

Beweis: Es seien K, F € F und F),, n € N, eine Folge aus F mit F,, — F und K C F,, fiir
alle n € N. Angenommen, es existiere ein z € K\ F. Die Trennungseigenschaften regularer
Réume sichert zusammen mit Satz 1.1.1 die Existenz einer kompakten Umgebung C' von
x mit F NC = (). Nach Satz 1.1.8 gilt nun F, N C' = () fiir fast alle n € N, insbesondere
K ¢ F, fiir fast alle n € N, Widerspruch. O

Satz 1.1.10 Sei E =R?* Sind F € Fund K € C, soist FO K = K@ F € F. Die
Abbildung (F, K) — F & K von F x C nach F ist stetig, insbesondere messbar

Beweis: Vgl. [23], S. 19. O

1.1.4 Der Raum der lokalendlichen und einfachen Mafle

Ein Mafl n auf E heifit lokalendlich, falls n(C) < oo ist fir alle Kompakta C' € C.
Nach Satz 1.1.1 lasst sich E als Vereinigung abzéhlbar vieler Kompakta darstellen, jedes
lokalendliche Maf3 ist folglich auch o-endlich. Den Raum aller lokalendlichen Mafle auf £
bezeichnen wir mit M. Es sei M die kleinste o-Algebra auf M, so dass fiir alle B € B die
Abbildung

n—mn(B), neM,

messbar beziiglich (M, B([0, 00])) ist, wobei B([0, oc]) die Borelsche o-Algebra auf [0, oo
sei. Wir merken hier an, dass M beziiglich der vagen Topologie vollstdndig metrisierbar ist

und dass die zugehorige Borelsche o-Algebra mit M {ibereinstimmt, vgl. [19], Abschnitt
A2.

Lemma 1.1.11 Die Abbildung (n, F) — n(F), (n, F) € M x F, ist messbar.

Beweis: Sei K,,, n € N, eine aufsteigende Folge aus C mit |J~, K,, = E, vgl. Satz 1.1.1.
Es reicht, fiir n € N die Messbarkeit von (n, F') — n(F N K,) zu zeigen. Mittels der
in Lemma 1.1.3 nachgewiesenen Folge (Cj)ren definieren wir zunéchst das abzihlbare
System D* aller endlichen Schnitte von Mengen Cy, k € N. Aus

mefzﬁl N G

m=1 FﬂKnCCk
k<m

vgl. (1.1.1), erhdlt man

{(F)eMx F:n(FNK,) <t} = |J{n.F) e MxF: Fnk, CC,y(C) <t}
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fiir beliebiges t > 0. Die Messbarkeit der rechten Seite obiger Gleichung folgt aus der
Definition von M und der Messbarkeit von {F € F : F N K, C C}, welche man aus
Satz 1.1.7 erhalt. 0J

Seien n € N und 7 € M. Neben dem Produkt-MaBl 7" := n®" benétigen wir in dieser
Arbeit das sogenannte faktorielle Produkt-Maf n™ , welches durch

n™(A) =" (An{(21,...,z,) € B" : x; paarweise verschieden}), A€ B,

definiert wird.

Unter einem Zihlmaf ¢ auf E verstehen wir ein lokalendliches Mafl auf £ mit ¢(B) €
NoU{oc} fiir alle B € B. Ein Z&hlmaB ¢ heiit einfach, falls ¢({x}) € {0,1} fiir allez € E
gilt. Es sei N der Raum aller einfachen Zihlmafie auf E. Wir definieren die o-Algebra N
auf N als die kleinste o-Algebra, so dass fiir alle B € B die Abbildung

¢—¢(B), 9N,

messbar beziiglich (N, B([0, oc])) ist. Es gelten N € M und N C M, vgl. Lemma A.4.3.
Wir geben noch einen einfachen Erzeuger von N an.

Lemma 1.1.12 Das Mengensystem {¢p € N : ¢(C) = 0}, C € C, ist ein Erzeuger von
N.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.1.2 in [40], da B(F) von {F¢, C € C} erzeugt
wird. 0

Ein einfaches Zéhlma8 ¢ ist eindeutig gegeben durch seinen Trdager {x € E : ¢({z}) =1}.
Wir konnen folglich ¢ € N mit seinem Tréger identifizieren und als lokalendliche Menge in
E auffassen. So beziehen sich beispielsweise die Notationen ¢ C K, ¢ C ¥ und = € ¢ auf
den jeweiligen Trager von p, 1) € N. Mit ¢ N K oder ¢ bezeichnen wir die Einschriankung
von ¢ auf K C F.

1.1.5 Markierte einfache Zahlmafle

Sei (Y,)) eine weiterer Messraum, der sogenannte Markenraum. Ist (z,y) € E X Y, so
bezeichnet man y als die Marke von x. Das in obigem Unterabschnitt 1.1.4 vorgestellte
Konzept der einfachen Zihlmafle kann dahingehend verallgemeinert werden, dass jeder
Punkt x aus dem Tréger eines ¢ € N mit einer Marke y € Y versehen wird. Ein Y -
markiertes einfaches Zihlmaf ¢ ist ein Zahlmafl auf £ x Y mit folgenden Eigenschaften:
Fiir alle C' € C gilt (C' x Y) < oo und fiir alle z € F ist o({z} x Y) € {0,1} (vgl. [19],
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S. 234). Insbesondere ist ¢(- x Y) € N. Wir bezeichnen mit Ny den Raum aller Y-
markierten einfachen Zdhlmafle und statten ihn aus mit der von den Abbildungen

v +— (B x H), BeB, He),
erzeugten o-Algebra Ny. Auch fiir Ny kann ein einfacher Erzeuger angegeben werden.

Lemma 1.1.13 Das Mengensystem {¢ € Ny : o(C x H) =0}, C € C,H € ), ist ein
Erzeuger von Ny .

Beweis: Sei H € Y fest. Durch ny(p) = ¢(- x H), ¢ € Ny, wird eine Abbildung
7wy« Ny — N definiert. Es gilt fiir B € B und k € N,

{p €Ny : (B x H) =k} = ;' ({p € N: §(B) = k}) € 7' (V).
Insbesondere ergibt sich nach Lemma 1.1.12

{peNy: o(Bx H)=k}eng' (c({p € N: ¢(C) =0}, C €0))
= o(rg'({p e N: ¢(C) =0}), C eC)
c{peN: o(Cx H)=0},CeC).

Da H € Y, B € B und k € Ny beliebig waren, ergibt sich die Behauptung aus der
Definition von Ny . O

Ist Y fest gegeben, so sprechen wir schlicht von markierten einfachen Zihlmafen. Ein
¢ € Ny kann wieder mit seinem Trager in £ x Y identifiziert und als Teilmenge von
E x Y mit lokalendlicher Projektion in E aufgefasst werden. Somit lassen sich auch in
diesem Rahmen Schreibweisen wie beispielsweise ¢ C A, ¢ C ¢ und z € o fiir ¢, 1) € Ny,
ACFE XY und z € E x Y iiber den jeweiligen Tréger erkldren.

Sind ¢ € Ny und K C E, so schreiben wir ¢NK oder ¢ abkiirzend fiir die Einschrankung
von ¢ auf K x Y. Anschaulich entfernen wir bei dem Schnitt von ¢ und K alle Punkte
(x,y) mit z ¢ K aus dem Triger von ¢. Umgekehrt wird es niitzlich sein, aus einem
¢ € Ny ein neues ¢ € Ny bilden zu kénnen, indem Punkte (z,y) € E XY zu dem Tréger
von ¢ hinzugefiigt werden. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass das so gewonnene ¢ nicht
nur ein einfaches Zahlmaf auf F x Y sein muss, sondern auch @(- x Y) ein einfaches
Zahlmafl auf E. Wir definieren folglich

U =9+

nur fiir ¢, € Ny mit der Eigenschaft, dass ¢(- x Y) und ¢ (- x Y') disjunkten Trager in
E haben.
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1.2 Definition und Charakterisierung von Stoppmen-
gen

Zur Untersuchung von zufilligen Prozessen mit reeller Indexmenge kénnen Stoppzeiten
herangezogen werden, man vergleiche beispielsweise [19]. Verallgemeinerungen des Begriffs
einer Stoppzeit mit Werten in einer teilgeordneten und gerichteten Menge finden sich u.a.
in [3], [16] oder [21]. Stoppmengen lassen sich in diesem Sinn auffassen als mengenwertige
Stoppzeiten, vgl. [29] oder [45]. Legt man die Interpretation zugrunde, dass eine Stopp-
zeit nicht in die Zukunft sieht, vgl. Theorem 2.2.12 in [22], so sieht eine Stoppmenge
nicht iiber den eigenen Rand hinaus. Stoppmengen werden im Zusammenhang mit Pois-
sonprozessen bei Zuyev betrachtet, vgl. [5], [45] oder [46], man vergleiche aber auch [32]
und [44], wo er den Begriff der Stoppmenge noch nicht benutzt. Wir orientieren uns an
dem Stoppmengenbegriff aus [45]. Anderslautende Definitionen von Stoppmengen findet
man beispielsweise in [18] oder [38].

In [5], [29], [45], und [46] werden Stoppmengen analog zu Stoppzeiten im Rahmen zufalli-
ger kompakter Mengen eingefithrt und untersucht. Die derart definierten Stoppmengen
mit Werten in C betrachten wir in Unterabschnitt 1.2.1 und bezeichnen sie als kompakte
Stoppmengen. In Unterabschnitt 1.2.2 verallgemeinern wir den Stoppmengenbegriff auf
Abbildungen mit Werten in F und untersuchen ihn im Fall eines kanonischen Grund-
raums in Unterabschnitt 1.2.3. Wihrend bei der Behandlung kompakter Stoppmengen
auf die Ergebnisse aus [45] zuriickgegriffen werden kann, muss das Konzept der Stopp-
mengen mit Werten in F vollstdndig in den Unterabschnitten 1.2.2 und 1.2.3 entwickelt
werden. In Unterabschnitt 1.2.4 liefern wir charakterisierende Eigenschaften von Stopp-
mengen. Abschlieend werden in Unterabschnitt 1.2.5 Beispiele zu den Resultaten aus
Unterabschnitt 1.2.4 aufgefiihrt.

Gegeben sei wieder ein lokalkompakter Hausdorffraum FE mit abzéhlbarer Basis. Mit F
bezeichnen wir weiterhin das System der abgeschlossen, mit C das System der kompakten
und mit G das System der offenen Teilmengen von E und mit B(F) die Borelsche o-
Algebra auf F. Messbarkeit in F und C sei stets beziiglich B(F) verstanden, man beachte
hierbei C € B(F), vgl. (1.1.2).

1.2.1 Kompakte Stoppmengen
Der Begriff einer Stoppmenge soll zunéchst anhand der Definitionen und Ergebnisse von
Zuyev in [45] vorgestellt werden.

Gegeben seien ein Messraum (€2, .A) und eine Familie von o-Algebren (A¢)cec auf (€2,.A)
mit A = 0((Jpee Ac), welche die beiden folgenden Eigenschaften erfiillt:
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i) Die Familie (A¢)cec ist mononton, d.h. Ag, C Ag, fiir alle Cy, Cy € C mit C; C Cy.

ii) Die Familie (A¢)cec ist stetig von oben (auf C), d.h. Ac =)~ Ac, fiir alle Folgen
(Ch)neny in C und C' € C mit C =2, Ch.

Eine derartige Familie von o-Algebren wird in Definition 2.2.25 in [29] als Mengen-
indizierte Filtration bezeichnet, in [46] schlicht als Filtration. Zuséatzlich betrachtet Zuyev
in [45] ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf (£2,.4) und setzt voraus, dass die o-Algebren
Ac, C € C, vollstiandig sind beziiglich P, was ihm erlaubt, einige Voraussetzungen nur
P-f.s. fordern zu miissen. Wir gehen im Folgenden darauf nicht weiter ein.

Wir nennen eine messbare Abbildung S : Q — C kompakte Stoppmenge (beziiglich
(AC)C€C>7 falls

{S cC}e A, CecC. (1.2.1)

In der Literatur, man vergleiche beispielsweise [29], versteht man unter einer Stoppmenge
eine C-wertige Abbildung mit der Eigenschaft (1.2.1). Da wir in Unterabschnitt 1.2.2 den
Stoppmengenbegriff auf F-wertige Abbildungen verallgemeinern wollen, sprechen wir im
Zusammenhang mit der Eigenschaft (1.2.1) von kompakten Stoppmengen.

Das System der kompakten Mengen C hat im Gegensatz zu F folgende angenehme Ei-
genschaft. Nach Lemma 1.1.3 existiert eine Folge C,,, n € N, von Mengen aus C, so dass

fur alle C' € C
c= (] Ca (1.2.2)

neN: CCChp

gilt. Kurtz ([21]) nennt diese Eigenschaft Separabilitit von oben.
Die o-Algebra

As:={Ac A: An{SCC} € A¢ fir alle C € C} (1.2.3)

wird mit Stopp-o-Algebra bezeichnet. Diese Definition orientiert sich an der iiblichen Defi-
nition fiir Stoppzeiten, vgl. [19], [21]. Eine anderslautende Definition ist in [37] zu finden.

Lemma 1.2.1 FEine kompakte Stoppmenge S : Q) — C ist stets messbar beziiglich Ag.

Statt eines Beweises von Lemma 1.2.1 verweisen wir auf Unterabschnitt 1.2.2, wo nach
Lemma 1.2.10 die Behauptung in einem allgemeineren Rahmen bewiesen wird.

Ivanoff und Merzbach bezeichnen in [18] messbare Abbildungen S’ : Q — C als Stopp-
mengen, falls {C' C 5’} € A¢ fiir alle C' € C und eine Bedingung zur Beschrianktheit von
S’ gelten. Diese Definition ist eine Verschérfung von (1.2.1), vgl. Lemma 1.5.8 in [18], und
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hat den Vorteil, dass in dieser Definition das System aller Stoppmengen durchschnittstabil
ist. Einfache Beispiele zeigen, dass das System aller geméf3 (1.2.1) definierten kompakten
Stoppmengen nicht durchschnittstabil ist, insbesondere ist SNC' fiir eine kompakte Stopp-
menge S und ein C' € C im Allgemeinen keine kompakte Stoppmenge mehr. Stattdessen
werden in [45] folgende Hilfskonstruktionen betrachtet. Sei fiir K € F und S : Q — F die
Abbildung S : Q — F definiert durch (w € Q)

@15 124

Lemma 1.2.2 Die Abbildung S : Q2 — C ist genau dann eine kompakte Stoppmenge, falls
SC fiir alle C € C messbar ist beziiglich Ac. In diesem Fall ist S¢ fiir alle C € C eine
kompakte Stoppmenge.

Beweis: Vergleiche den Beweis von Proposition 1 sowie Lemma 2 in [45]. 0J

Gegeben sei nun eine messbare Abbildung © : Q — F, welche (A¢)cec-adaptiert sei,
d.h. die Abbildung w — O(w) N C, w € €, sei messbar beziiglich A¢ fiir alle C' € C.
Ersetzt man C durch eine kompakte Stoppmenge S, so ist © N S messbar beziiglich der
Stopp-o-Algebra Ag, wie unten stehender Satz feststellt.

Satz 1.2.3 Fir eine kompakte Stoppmenge S gilt
c(ONS) C As. (1.2.5)
Ist Ac zusdtzlich die natiirliche Filtration von ©, d.h. gilt Ac = o(©@NC), C € C, so ist

As=oc({ONCNL=0}n{CcS}: C,LeC}

Fiir den Beweis des ersten Teil des oben stehenden Satzes betrachte C|,L € C. Nach
Voraussetzung und Lemma 1.2.2 sind ©NC, SN L und {S C C} messbar beziiglich Ac.
Mit © N C und S¢ ist auch © N C NS¢ messbar beziiglich A¢, folglich gilt

{fensSnL=0n{Sco}={ONCNS)NL)=0n{ScC}cAc.

Nach Definition (1.2.3) ist somit {©NSNL =0} € As. Da B(F) von F%, L € C, erzeugt
wird, folgt die erste Behauptung. Der Beweis des zweiten Teils ist in [45], S. 366 zu finden.
Er benutzt die Stetigkeit von oben der Filtation (A¢)cec sowie die Separabilitét von oben
des Systems C, vgl. (1.2.2).

Satz 1.2.4 Es seien S eine kompakte Stoppmenge und Ac = o(©NC), C € C. Dann ist
S genau dann messbar beziglich o(© N S), falls As = o(©NS) ist.
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Beweis: Gilt Ag = 0(ONS), so ist insbesondere o(S) C Ag = 0(ONS), vgl. Lemma 1.2.1.
Seien nun umgekehrt S messbar beziiglich 0(© N S) und C, L € C. Zunéchst ist

{fensncnL=0=©NS) HF™)eca(ONS).
Nach Lemma 1.1.9 gilt {C' C S} € o(S5) C 0(© N S). Folglich ist
{encnL=0n{CcSt={NnSNCNL=0}n{CcCcS}eas(®NS)

und aus Satz 1.2.3 ergibt sich Ag =o(©NS). O

Die in Proposition 2.29 in [29], S. 335, behauptete allgemeine Giiltigkeit der Gleichung
Ag =0(©NS) im Fall von Ac =c(0©NC), C € C, kommt ohne die zusétzliche Voraus-
setzung {C C S} € c(ONS), C € C, nicht aus, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 1.2.5: Seien F := R und Q := {w;,ws}. Die o-Algebra A auf 2 sei die Po-
tenzmenge von ). Wir definieren eine Abbildung © : 2 — F durch ©(w;) := {0,1} und
O(wsq) := {—1,0}. Ferner sei die Abbildung S : Q — C definiert durch

S(wy) :=Cy = [-1,0], S(we) := Cy :=1[0,1].

Die Filtration (A¢)cec auf €2 sei gegeben durch Aq :=o(©NC).

Die Abbildung S ist eine kompakte Stoppmenge: Ist C' € C mit C1, Cy ¢ C oder C1UCy C
C, soist {S C C} =0 bzw. Q. Gilt dagegen C; C C und Cy ¢ C, so folgt

{ScCt={w}={0(C1) =1} €c(ONC}) C Ac,
wegen O(w1)(Cy) =1 und O(wy)(C1) = 2. Analog ist fiir C' € C mit Co C C und Cy ¢ C
{ScCt={w}={0(Cy) =1} € c(ONCy) C Ac.

Es folgt As = A. Nun ist aber © N.S = {0} auf Q, folglich ¢(© N S) = {0,Q} # As.

1.2.2 Abgeschlossene Stoppmengen

Wir betrachten wieder einen Messraum (€2, .4) und auf diesem eine Familie von o-Algebren
(Ax)ker. Man beachte, dass im Gegensatz zu vorigem Unterabschnitt iiber F statt C
indiziert wird. Wir setzen die Monotonie der Familie (A ) keF voraus, d.h. es gelte A, C
Ak, fir alle K1, Ky € F mit K1 C K. Wir fordern jedoch nicht ihre Stetigkeit von
oben auf F oder auf C, vgl. Seite 13. Der Rahmen aus Unterabschnitt 1.2.1 wird nun
in zwei Hinsichten verallgemeinert. Zum einen werden wir vollig analog zu (1.2.1) den
Begriff der abgeschlossenen Stoppmenge definieren. Zum anderen betrachten wir am Ende
dieses Unterabschnittes statt Ac-messbaren Abbildungen © N C' : Q2 — C, C € C, etwas



16 KAPITEL 1. DAS KONZEPT DER STOPPMENGEN

allgemeiner eine Familie von Ag-messbaren Abbildungen 7x : Q@ — W, K € F, mit
Werten in einem Messraum (W, W).

Beispiel 1.2.6: Man betrachte den Raum (N, NV) aller lokalendlichen einfachen Z#hlmaBe
auf R?, die durch 7x(¢) := ¢ N K definierten messbaren Abbildungen 7x : N — N und
die Filtration Ax = o(ng), K € F. Setzt man K, := R?\ (-n,n)¢, n € N, und
A:={p e N: ¢(R?) = oo}, so ist A € A, fiir alle n € N, aber es gilt A ¢ Ay. Somit
ist (Ax)xer nicht stetig von oben auf F.

Wir wenden uns nun dem Begriff der Stoppmenge zu. Eine Abbildung S : 2 — F heife
Stoppmenge (beziiglich (Ax)ker), falls

{SC K} € Ak, KelkF. (1.2.6)
Die Eigenschaft (1.2.6) bezeichnen wir auch als Stoppmengeneigenschafft.

Lemma 1.2.7 Stoppmengen sind messbar.

Beweis: Das System
{{FeF: FCK},KeF}={{FeF: FNG=0} Geg}

ist ein Erzeuger von B(F), vgl. Abschnitt 1.1.3. O

Im Gegensatz zu [29] und [45] fordern wir {S C K} € Ay nicht nur fiir alle kompakten
Mengen K € C, sondern fiir alle abgeschlossenen Mengen K € F. Obige Definition
verallgemeinert den Stoppmengenbegriff ebengenannter Referenzen, wie folgendes Lemma
feststellt.

Lemma 1.2.8 FEine Abbildung S : Q0 — C ist genau dann eine Stoppmenge beziiglich
(Ax)ker, wenn sie eine kompakte Stoppmenge ist beziiglich (Ax)kec-

Beweis: Zu zeigen ist nur eine Richtung. Seien S eine kompakte Stoppmenge und K € F.
Geméaf Satz 1.1.1 existiert eine Folge offener, relativ kompakter Mengen G,, aus E mit
E = J_, G,. Nach Voraussetzung findet man fiir alle w € Q ein m € N mit S(w) C
U, G, =: D,,. Folglich gilt

{ScK}=|J{ScKndD,} € Ax.

m=1

wegen {S C K NclD,,} € Axnap,, C Ag fiir alle m € N, O

Lemma 1.2.9 Sind S eine Stoppmenge und K € F, so ist SE eine Ax-messbare Stopp-
menge.
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Beweis: Fiir G € G und K € F gelten
{SKQG:(D}Q{SCK}:{SCK\G}GAK\GC.AK,

sowie

{(SENG=0}N{SCK}*={KNG=0}n{ScCK}c Ag.

Wir erhalten {S* NG = 0} € Ak fiir alle G € G. Das System {F¢ G € G} ist ein
Erzeuger von B(F), folglich ist S® messbar beziiglich Ag. Ferner gelten fiir K, L € F

(S cL}n{ScK}y={SCcKNL} € Agnr C AL
und im Fall von K C L
{(SEcL}n{SCcK}={SCK}cAx C AL
sowie im Fall von K ¢ L
{SEcL}n{SCcK})=0¢c A

Folglich ist {S¥ c L} € A, fiir abgeschlossenes L, S¥ somit eine Stoppmenge. U
Fiir eine messbare Abbildung S : €2 — F definieren wir das Mengensystem Ag durch

Ag:={A e A: An{S C K} € Ak fiir alle K € F}. (1.2.7)

Analog zum Beweis von Lemma 1.2.8 ergibt sich, dass fiir Stoppmengen S mit Werten in
C in Definition (1.2.7) F durch C ersetzt werden darf.

Lemma 1.2.10 Es ist S genau dann eine Stoppmenge, falls As eine o-Algebra ist. In
diesem Fall ist S messbar beziiglich Ag.

Beweis: Zu zeigen ist nur der Nachsatz. Seien S eine Stoppmenge, G € G und K € F.
Dann gilt

{SNG=0}n{SCK}={SCK\G} € A\ C Ag.
Folglich ist {S NG =0} € Ag fiir alle G € G. Das System {F¢, G € G} ist ein Erzeuger
von B(F), somit ist S messbar beziiglich Ag. O

Wir wollen uns abschlieflend iiberlegen, inwiefern sich Satz 1.2.3 auf den Rahmen dieses

Unterabschnittes iibertragen lasst. Betrachte hierfiir Ag-messbare Abbildungen 7y : 2 —
W, K € F, mit Werten in einem Messraum (W, W). Fiir eine messbare Abbildung S :
) — F sei die Abbildung 7g : 2 — W definiert durch

Tg(w) 1= Tgw) (W), w € Q.
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Lemma 1.2.11 Ist S eine Stoppmenge und gilt o(wgx) C Ax, K € F, so ist o(wg) C
Ag.

Beweis: Seien S eine Stoppmenge und wgx messbar beziiglich Ay fiir alle K € F. Unter
Beachtung der Definition (1.2.4) und der Stoppmengeneigenschaft von S erhalten wir fiir
KeFund AeW

{ms € A}N{S C K} ={nmgx €e A}N{S C K} € Ag.

Nach Definition (1.2.7) ergibt sich {mg € A} € Ag und hieraus die Behauptung. O

Um weitere Ergebnisse erhalten zu kénnen, miissen (2,.4) und (W, W) geeignet gewéhlt
werden. Dies geschieht im folgenden Unterabschnitt.

1.2.3 Stoppmengen auf einem kanonischen Messraum

Nachdem wir das Konzept der Stoppmengen im vorigen Unterabschnitt in zwei Hinsichten
verallgemeinert haben, wollen wir nun die Untersuchung von Stoppmengen in zweifacher
Weise vereinfachen. Zum einen betrachten wir den kanonischen Fall (2, 4) := (Ny, Ny)
fiir einen gegebenen Markenraum (Y,)). Zum anderen definieren wir fir X € F die
Abbildung 7x : Ny — Ny durch

k() = eNK, ¢ € Ny, (1.2.8)

sowie

Nk = o(rg).

Wir erinnern an die Definition von ¢ N K fiir ¢ € Ny und K € F in Unterabschnitt 1.1.5.
Den Begriff der Stoppmenge verstehen wir in diesem Rahmen stets mit Bezug auf die Fil-
tration (N )ker. Die Familie 7 : Ny — Ny, K € F, besitzt die Projektionseigenschaft,
d.h. es gilt

TK, OTK, = TK;, K1 C KQ. (129)

Wegen
Nie, = Ty (Ny) = (T, 0 7, ) T (Ny) = Ty (T, (V) C€ N,

fiir Mengen K; C Kj aus F ist (Nk)ger monoton. Die Messbarkeit von 7y ergibt sich
dabei sofort aus Lemma A.1.5. Um zu verdeutlichen, dass die Resultate dieses Unterab-
schnitts von (1.2.9), jedoch nicht von der speziellen Definition (1.2.8) der 7wy abhéngen,
schreiben wir weiterhin 7 () statt ¢ N K. Messbarkeit beziiglich N kann beispielsweise
unabhéngig von ebengenannter Definition sehr einfach beschrieben werden.
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Lemma 1.2.12 FEs seien K € F, (X, X) ein Messraum mit {x} € X fir alle x € X
sowie F': Ny — X eine messbare Abbildung. Dann ist F genau dann (N, X)-messbar,
falls F = F o g gilt.

Beweis: Zu zeigen ist nur eine Richtung. Es seien F' messbar beziiglich (N, X) und
¢ € Ny. Nach Voraussetzung ist {F(¢)} € X, somit existiert ein A € Ny mit

F{F(@)}) = m(A). (1.2.10)

Aus (1.2.10) folgt ¢ € mx'(A) und aus der Projektionseigenschaft (1.2.9) ergibt sich
i (Ti(9)) = 7x(p) € A, folglich mx(p) € 75 (A). Wiederum aus (1.2.10) folgt nun
F(rr(p)) = F(p) - O

Mit Blick auf den Beweis kann dieses Resultat allgemeiner formuliert werden. Die Messbar-
keit von mg wird dabei nicht benotigt.

Lemma 1.2.13 FEs seien (X, X) ein Messraum mit {x} € X fir alle v € X sowie
F: Ny — X und S : Ny — F messbare Abbildungen. Gilt wg o mg = g, so ist F
messbar beziglich (o(mg), X) genau dann, falls F' = F o g gilt.

Ist X ein metrischer Raum und X die zugehorige Borelsche o-Algebra, so enthélt X
alle einpunktigen Mengen {z}, x € X. Das Beispiel X := {0, X} zeigt, dass man in
Lemmata 1.2.12 und 1.2.13 nicht ohne Voraussetzungen an A auskommt, man vergleiche
auch [19], Lemma 1.13. Fiir Stoppmengen S ist die Stopp-o-Algebra

Ns:={AeN: An{S C K} € Nk fiir alle K € F}.

gerade die durch die Abbildung 7g erzeugte o-Algebra auf A. Die Messbarkeit von mg
wird in Lemma A.1.5 gesichert.

Lemma 1.2.14 Ist S eine Stoppmenge, so gilt Ng = o(7s).

Beweis: Seien A € Ng, K € F, ¢ € Ny. Nach Definition von Ny ist 14 - 1{S C K}
messbar beziiglich Nx und nach Lemma 1.2.12 gilt

La(p) - {S(p) € K} = La(mk(p)) - 1{S(mx(p)) C K}. (1.2.11)
Fiir A = Ny folgt insbesondere
1{S(p) C K} =1{S(mk(¢)) C K}. (1.2.12)
Durch Setzen von K := S(y) erhalten wir aus (1.2.11) und (1.2.12)

14(p) = 1a(ms(p)) (1.2.13)
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und hieraus A = 75" (A) € 75" (Ny) = o(7s).

Um die Darstellungen fiir den Beweis der umgekehrten Teilmengenbeziehung iibersichtlich
zu halten, schreiben wir im Folgenden auch

YK = WK(@)? W(SK(,@Z))?SO) = 7T5K(¢)(Q0), SO,@Z) € NY) K eF. (1214>

Seien K € F und ¢ € Ny. Nach Lemma 1.2.9 ist S¥ : Ny — F messbar beziiglich Ny
und nach Definition (1.2.4) gilt stets S¥ C K. Aus Lemma 1.2.12 folgt S¥(¢) = S¥(pk)
und aus der Projektionseigenschaft (1.2.9) erhalten wir

msr (@) = w(S%(p), ) = 7(S™ (k). 0) = (S (pK), oK) = Tsx o Tk (p). (1.2.15)

Lemma A.1.5 sichert die Messbarkeit von mgr und (1.2.15) liefert die Ax-Messbarkeit
von 7g, . Aus Lemma 1.2.11 folgt nun o(7g) C Ag. O

Bis zum Ende dieses Unterabschnittes 1.2.3 sei S eine Stoppmenge. Das untenstehende
Resultat verallgemeinert Theorem 2.2.12 in [22].

Folgerung 1.2.15 Fliir alle ¢ € Ny gilt
S(p) = S(ms(p)). (1.2.16)

und es ist mg 0 Tg = Tg.

Beweis: Fiir festes K € F setze A := {S C K} € Ng, vgl. Lemma 1.2.10. Wir erhalten
aus (1.2.13) fiir ¢ € Ny

Slp)c K < S(ms(e)) C K.

Da K € F beliebig war, folgt S(p) = S(ms(p)). Wir erinnern an die Schreibweise (1.2.14).
Die Projektionseigenschaft (1.2.9) liefert zusammen mit der ersten Behauptung

ms(p) = w(5(0), 0) = m(S(p), ms()) = m(S(ms(#)), ms(p)) = ms(ws())-

Das ist die zweite Behauptung. L.

Satz 1.2.16 FEs seien (X, X) ein Messraum mit {z} € X fiir alle x € X sowie F': Ny —
X eine messbare Abbildung. Dann ist F' genau dann Ng-messbar oder dquivalent hierzu
o(mg)-messbar, falls ' = F ong gilt. In diesem Fall ist F(¢) = F(mg(p)) fir ¢ € Ny
und K € F mit S(p) C K.

Beweis: Die erste Behauptung folgt sofort aus Lemmata 1.2.13 und 1.2.14 sowie Folge-
rung 1.2.15. Fiir den Nachsatz setze A := F~1({F(p)}) € N fiir festes p € Ny in (1.2.11)
und nutze (1.2.12). O

Nach Lemma 1.2.10 ist S messbar beziiglich NVs. Wir halten diesen Fall gesondert fest.
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Folgerung 1.2.17 Fiir ¢ € Ny und K € F qilt

S(p) CK &  S(mk(p)) C K. (1.2.17)

Falls S(¢) C K, so ist
S(p) = S(mx(p))- (1.2.18)
Beweis: Zu zeigen ist nur noch (1.2.17), was jedoch sofort aus (1.2.12) folgt. O

1.2.4 Charakterisierungen von Stoppmengen

Wir schreiben von nun an ¢ N S(p) statt ms(¢) und ¢x = ¢ N K statt 7x(p), da
im Folgenden von der speziellen Form (1.2.8) Gebrauch gemacht wird. Wir betrachten
weiterhin nur den markierten Fall (W, W) = (Ny, Ny) und erinnern an die Definition
von o N K und ¢ Uy fir o, € Ny und K C FE in Abschnitt 1.1.5. Stoppmengen
sind diejenigen Mengen, welche sich selbst festlegen. Die Art und Weise, in welcher das
geschieht, ist Inhalt des folgenden Satzes 1.2.18.

Satz 1.2.18 Fine messbare Abbildung S : Ny — F ist genau dann eine Stoppmenge,
falls eine der folgenden Aussagen richtig ist.

i) Fiir alle ¢,1p € Ny mit ¢» C S(p)¢ X Y ist

S(p) = 5((e N S(e)) UP). (1.2.19)
ii) Fiir alle ¢ € Ny ist
N S(p) =N SenSie), (1.2.20)
und es gilt fiir alle p,1) € Ny
b=pnSE) = S)=>5() (1.2.21)

iii) Fir alle ¢ € Ny gilt (1.2.20) und es ist fir alle p,1 € Ny

e CS(e)xY, vCSp)xY = S(p)=Speu). (1.2.22)

Beweis: Es sei S zunéchst eine Stoppmenge.
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ii) Es sei ¢ € Ny mit ¢ = ¢ N S(¢). Wir setzen K := S(¢) in (1.2.17) und erhalten
aus ¢ = ¢ und S(px) = S(v) C K ebenfalls S(¢) C K. Mit (1.2.18) ergibt sich
nun

S(p) = S(ex) = S(¥).
Ferner folgt (1.2.20) sofort aus (1.2.16).

i) Essei ¢ € Ny mit ¢ C S(¢)° x Y. Aus (1.2.16) erhélt man zunéchst

SlpnS(p)) = 5(p), (1.2.23)
insbesondere ist ¥ C S(e N S(p))¢ x Y. Folglich gilt
v N S(p) = ((pNS(p)) V)N S(e N Se)). (1.2.24)

Wir wollen die bereits nachgewiesene Implikation (1.2.21) benutzen und setzen
Vi=enSle),  ¢i=(enS(e) U

Die Gleichung (1.2.24) liest sich
V=@ NS,

Die Implikation (1.2.21) und (1.2.23) liefern

S(p) = SN S(p)) = S@) = 5(¢) = S((pNSe) UY).
iii) Es gelte ¢ C S(¢) x Y und ¢ C S(¢)° x Y, insbesondere ist
p=(pUP)NS(p).

Wir setzen ¢’ := ¢, ¢’ := ¢ U1 und erhalten wegen

=@ NS

die Behauptung sofort aus der bereits gezeigten Implikation (1.2.21).

Wir beweisen nun, dass aus jeder der Bedingungen i)-iii) die Stoppmengeneigenschaft von
S folgt.

ii) Seien (1.2.20) und (1.2.21) fiir alle ¢, 1) € Ny richtig. Wir erhalten sofort

S(p) =S(enS(p),  »€Ny. (1.2.25)
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iii)

Seien ¢ € Ny und K € F mit S(¢) C K. Wir definieren ¢ := ¢ N S(p). Dann gilt
S() = S(p) C K nach (1.2.25) und es ist

b =prNS(p) = ex NS).
Existiert umgekehrt ein ¢ € Ny mit S(¢) C K und ¥ = ¢ N S(¢), so ist ebenfalls
¥ =¢nS{Y)
und aus (1.2.21) folgt
S(p)=S(¥) C K. (1.2.26)
Es gilt somit
Slp) CK < FeNymit S(¥) C Kund ¢ =prnNS). (1.2.27)
Unter Beachtung von (¢ )k = @ erhalten wir aus (1.2.27)
Sp)c K < S(ek) C K. (1.2.28)

Folglich gilt {S € K} = n'({S C K}) € N und S ist eine Stoppmenge, da K € F
beliebig war. Wir erinnern daran, dass die Messbarkeit von S die Messbarkeit von
{S c K} = S7L(FK") impliziert.

Seien nun (1.2.20) und (1.2.22) richtig fiir alle ¢, ¢ € Ny. Betrachte ¢, ¢ € Ny mit
v =@NS(p) sowie ¥ := g N S(p)°. Esist ¢ C S(¢) x Y und aus (1.2.22) erhalten
wir

S(@) = S(pUv) = S(e).
Somit gilt auch (1.2.21) fiir alle ¢, 9 € Ny und S ist nach ii) eine Stoppmenge.

Aus der Giiltigkeit von (1.2.19) folgen sofort (1.2.20) sowie die Richtigkeit der Im-
plikation (1.2.22). Nach eben Gezeigtem ist S dann eine Stoppmenge. O

Die Forderung (1.2.20) sichert fiir ¢ € Ny die Existenz eines ¢ € Ny mit ¢ = ¢ N S(¢).
Die Aussage ii) in Satz 1.2.18 ldsst sich in folgender Weise modifizieren.

Satz 1.2.19 Fine messbare Abbildung S : Ny — F ist genau dann eine Stoppmenge,
falls S(p) = S(p N S(p)) fir alle p € Ny gilt und fir ¢, € Ny folgende Implikation
richtig ist:

Yp=pNSW) = Sl CSH). (1.2.29)
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Beweis: Ist S eine Stoppmenge, so gelten (1.2.29) nach Satz 1.2.18 ii) und S(¢) = S(pN
S(p)), ¢ € Ny, nach Folgerung 1.2.15. Gelten nun umgekehrt (1.2.16) und (1.2.29) fiir
eine messbare Abbildung S : Ny — F| so zeigt man analog zu dem Beweis von Satz 1.2.18,
dass S eine Stoppmenge ist. Mittels (1.2.29) anstelle von (1.2.21) erhélt man dabei im
Beweis von Satz 1.2.18 statt (1.2.26) die Teilmengenbeziehung S(p) C S(v) C K. Diese
ist jedoch fiir eben genannten Beweis vollig ausreichend. U

Eine einfache Folgerung aus Satz 1.2.18, ii) ist die folgende Feststellung.

Satz 1.2.20 FEine messbare Abbildung S : Ny — F ist genau dann eine Stoppmenge,
falls fiir jedes ¢ € Ny die Gleichung

=N S[) (1.2.30)

die eindeutige Losung L(p) := ¢ N S(p) in Ny besitzt und S(L(p)) = S(p) gilt.

Mittels Satz 1.2.18 kann ferner unten stehende Verbesserung von Satz 1.2.16 gefunden
werden. Sei dabei bis zum Ende dieses Unterabschnittes S : Ny — F stets eine Stopp-
menge.

Satz 1.2.21 FEs seien (X, X) ein Messraum mit {z} € X fiir alle x € X sowie F': Ny —
X eine messbare Abbildung. Dann ist F' genau dann Ng-messbar oder dquivalent hierzu
o(mg)-messbar, falls F' = F o mg gilt. In diesem Fall ist

F(p) =F((¢NS(p)U)

fir ¢ € Ny und ¥ € Ny mit ¢ C S(p)°x Y.
Beweis: Zu zeigen ist nur Nachsatz. Seien ¢ € Ny und ¢ € Ny mit ¢ C S(p)° XY sowie
¢ = (pNS(e) Uy
Nach Satz 1.2.18 gilt S(¢') = S(p), es ergibt sich
' NS =¥ NS(p) =enS(p).
Wir erhalten aus F' = F omg
F(¢') = F(¢' N S(¢) = F(e N S(p)) = F(e).
Das ist die Behauptung. O

AbschlieBend behandeln wir die Frage, ob mit einer Stoppmenge S auch ihre konvexe
Hiille oder ihre Umkugel eine Stoppmenge ist.
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Satz 1.2.22 Sei h: F — F eine messbare Abbildung mit
F C h(F), FekF.

Dann ist auch h o S eine Stoppmenge.

Beweis: Wir setzen T' := h o S. Nach Voraussetzung gilt S C T. Seien ¢ € Ny und
1 € Ny mit ¢ C T'(¢)¢ X Y sowie
o =(enT(p)Us, ¢ = (enT(p)NS(p))U.

Dann gelten ¢’ C S(¢)¢ x Y und

' =(pNnS(p) Uy

Nach Satz 1.2.18 gilt S(¢') = S(p), was T'(¢") = T(p) impliziert. Erneutes Anwenden
von Satz 1.2.18 liefert die Behauptung. O

1.2.5 Beispiele und weitere Ergebnisse

In diesem Unterabschnitt wollen wir der Frage nachgehen, inwiefern die Eigenschaften zur
Charakterisierbarkeit von Stoppmengen in Satz 1.2.18 abgeschwiicht werden kénnen und
inwieweit die eindeutige Losbarkeit von (1.2.30) die Stoppmengeneigenschaft impliziert.

Beispiel 1.2.23: Die Eigenschaft (1.2.16) fiir alle ¢ € Ny impliziert nicht die Stopp-
mengeneigenschaft. Seien Ki, Ko € F mit K; C Ky, K; # K und

| Ky, falls gk, =0,
Slp) = { K5, sonst.

Dann gilt
Slp)C Ky & PK\K; = 0,

insbesondere ist {S(¢) C K;} nicht Nk, -messbar. Die Bedingung (1.2.16) ist erfiillt: Gilt
Oro\k, = 0, so ist

SN S(p)) = S(pk,) = K1 = S(p),

andernfalls gilt wegen (g, )k\k, = PK,\K, auch

S(eNnS(p)) = S(vK,) = K2 = S(p).

In den folgenden beiden Beispielen betrachten wir £ := R¢ und den Raum der einfachen,
nicht markierten Zéhlmafie N. Von unserer gewohnten Notation abweichend schreiben wir
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jedoch weiterhin ¢ statt ¢. Mit d(y) sei der Abstand des Trégers von ¢ zum Ursprung
bezeichnet, d.h d(p) := inf{d(z,0) : = € p}.

Beispiel 1.2.24: Die Eigenschaft (1.2.21) fiir alle ¢, € Ny impliziert nicht die Stopp-
mengeneigenschaft. Seien K :=[0,1]¢ und S : N — F definiert durch

| K, falls p(K) =0,
S(e) = { B(0,27Yd(p)), sonstg.o

Gelten ¢ ({0}) = 1 und ¢» = ¢ N S(¥), so folgen S(¢) = {0}, p({0}) = 1 und hieraus

S(p) = {0} = S(¥).

Gelten ¢ (R?) = 0 und ¥ = ¢ N S(), so folgt S(¢p) = K und hieraus ¢(K) = 0 sowie

S(p) = K = S(¥).

Andernfalls gilt ¥ ¢ S(1), folglich existiert kein ¢ € N mit ¢ = ¢ N S(¥). Die Impli-
kation (1.2.21) gilt demnach auch in diesen Féllen. S ist jedoch nach Satz 1.2.18 keine
Stoppmenge, da (1.2.20) fiir ¢ € N mit ¢(K) > 1 und ¢({0}) = 0 nicht richtig ist.

Beispiel 1.2.25: Ist S(- N.S) eine Stoppmenge, so muss S keine Stoppmenge sein. Besitzt
die Gleichung (1.2.30) fiir alle ¢ € N die eindeutig Losung L(yp) = ¢ N S(p), so muss S
ebenfalls keine Stoppmenge sein. Hierfiir setzen wir

d(p) + d(e N B0, d(¢))°)
5 :

d*(p) =
Die Abbildung S : N — F sei definiert durch

S(p) = B(0,d(y¢)), falls ¢ endlich,
P)= B(0,d*(¢)), sonst.

Es gilt dann stets
pNS(p) =N B(0,d(p)).
Folglich ist
pNS(pNS(p)=enSenB(0,d(y))) =¢N B(0,d(p)) = ¢ NS(p).

Es ist somit L(p) := ¢NS(p) eine Losung von (1.2.30) fiir ¢ € N. Es gelte ©» = o NS ().
Ist S(v) = R? so ist ¢ = ¢, somit auch S(p) = R? und 1) = L(p). Andernfalls ist S(v))
kompakt, 1 also endlich. Aus ¢ C ¢ folgt

v N B(0,d(p)) C N B(0,d(y)) = ¢ NSY) C S().
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Folglich ist S(¢) = B(0,d(y)) und

Y =pNS)=¢NB(0,dp) =pNS(p).

Die Gleichung (1.2.30) hat somit fiir jedes ¢ € N die eindeutige Losung L(p) = ¢ NS(p).
Wegen S(p) # S(p N S(p)) fir nicht endliches ¢ ist S jedoch keine Stoppmenge.

In obigem Beispiel ist ¢ — S(¢ N S(p)), ¢ € N, eine Stoppmenge, wie folgender Satz
feststellt.

Satz 1.2.26 Die Gleichung (1.2.30) habe fiir jedes ¢ € Ny eine eindeutige Losung L(yp)
in Ny. Ist S o L messbar, so ist S o L eine Stoppmenge.

Beweis: Seien ¢ € Ny, K € F und S(L(y¢)) C K. Unter den Voraussetzungen von
Satz 1.2.26 gilt zunéchst

L(p) = N S(L(p)) = px NS(L(y)).

Aus der Eindeutigkeit der Losung von (1.2.30) ergibt sich L(¢px) = L(y), insbesondere
ist S(L(pk)) C K. Gilt umgekehrt S(L(pgk)) C K, so folgt analog

L(vxk) = ¢x N S(L(¢k)) = ¢ N S(L(¢K))

und hieraus L(¢) = L(pk) sowie S(L(p)) C K. Insgesamt erhalten wir
{SoLC K}={SoLomg C K} € Nk, KeF.

Das ist die Behauptung. O

Beispiel 1.2.27: Man beachte, dass im Fall eindeutiger Losbarkeit von (1.2.30) keinesfalls
stets L(p) = ¢ N S(p) zu gelten braucht. Wir fixieren ein K € C und setzen fiir p € N

K, falls ¢ endlich,

S(e) = { B(0,d(y)), sonst. (1.2.31)

Aus ¥ = N S(y) folgt sofort die Endlichkeit von 1, somit ¢ = px. Umgekehrt ist px
endlich, somit gilt

v =9 NK =pNnS(pk).
Es existiert folglich fiir jedes ¢ € N genau eine Losung L(p) := px von b = ¢ N S(¢).
Jedoch gilt pr # @ N S(p), falls ¢ nicht endlich und p(K) = 0 ist.

Lemma 1.2.28 Die Gleichung (1.2.30) habe fiir jedes ¢ € Ny eine eindeutige Lisung
L(¢) in Ny. Dann ist L idempotent, d.h. es gilt L(L(p)) = L(p) fir ¢ € Ny.
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Beweis: Aus L(¢) = ¢ N S(L(p)) folgt L(y) C ¢ und hieraus L(p) = L(p) N S(L(y)).00

Folgerung 1.2.29 Die Gleichung (1.2.30) habe fiir jedes ¢ € Ny eine eindeutige Losung
L(p) in Ny. Ist S o L messbar, so ist S : L(Ny) — F eine Stoppmenge beziiglich (N N

L(NY))KEJ-‘-
Beweis: Aus Lemma 1.2.28 folgt S(y) = S(L(p)) fiir ¢ € L(Ny ). Somit gilt fir K € F
{SCK}NL(Ny)={SoLC K}NL(Ny) € Ny N L(Ny)

gemaf Satz 1.2.26. O



Kapitel 2

Beispiele zu Stoppmengen

2.1 Rekursive Konstruktion von Stoppmengen

Wir wollen in diesem Abschnitt rekursiv eine Folge (S5,),>0 aufsteigender Stoppmengen
mit Werten in C* := CU{ E'} konstruieren. Dabei bezeichne E wieder einen lokalkompakten
Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis. Ausgehend von einem nichtleeren Startwert Sy € C*
wird die Menge S; stetig aufgeblasen geméfl einer gegebenen Vorschrift f; und einer
Stoppbedingung 71. Mittels weiterer Wachstumsvorschriften f,,; und Stoppbedingungen
Tny1 wird induktiv fiir n € N ausgehend von S,, die Stoppmenge S, 1 definiert. Wir
betrachten dabei wieder den Raum (Ny, Ny ) fiir einen gegebenen Markenraum (Y, )).
Zunéchst bendtigen wir jedoch Eigenschaften von Funktionen mit Werten im Raum der
abgeschlossenen Mengen F.

2.1.1 Einige vorbereitende Aussagen

Der Raum F besitzt eine Topologie, der Begriff der Stetigkeit von Funktionen definiert
sich in der iiblichen Weise {iber die offenen Mengen von F. Eine Abbildung f : R, — F
heiit nach oben halbstetig, falls das Urbild f~1(F) fiir alle C' € C offen ist in R,. Jede

stetige Abbildung ist insbesondere nach oben halbstetig.

Fiir eine Folge (F,)nen aus F bezeichnet limsup,, . F,, die Menge aller z € E mit
der Eigenschaft, dass jede Umgebung von z unendlich viele F), trifft. Eine Abbildung
f: Ry — F ist genau dann nach oben halbstetig, wenn limsup,, .. f(t,) C f(t) fiir alle
t € R, und alle gegen ¢ konvergenten Folgen (t,) aus R, gilt, vgl. [40], S. 1.1.5(a).

Wir nennen eine Abbildung f : Ry — F monoton wachsend, falls f(s) C f(t) fir alle

29
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s < taus R, gilt. In diesem Fall setzen wir

f(o0) :=cl | (k).
k=1
Lemma 2.1.1 Seien f: R, — C* eine stetige und monoton wachsende Abbildung sowie
K C E abgeschlossen. Dann gelten fiir s € [0, 00)
KNnf(s)#0 & s>inf{t>0: KN f(t)#0}
und fiir s € [0, 00|
fs)CK & s<inf{t >0: KN f(t) # 0}.

Beweis: Zum Nachweis der ersten Behauptung reicht es, den Fall
T:=1inf{t > 0: KN f(t) # 0} < o0

zu betrachten, insbesondere gelte K = (). Aus der Monotonie von f folgt
t>T=Knflt)A0=t>rT. (2.1.1)

Sei (t,) eine Folge aus (7,00) mit ¢, | 7. Aus (2.1.1) ergibt sich K N f(t,) # 0, n € N,
und mittels des Cantorschen Durchschnittssatzes, vgl. Satz 1.1.4, und der Halbstetigkeit
nach oben von f folgt

0#Kn ﬁ f(t,) € K Nlimsup f(t,) C KN f(7).

n—oo

Der Cantorsche Durchschnittssatz ist wegen f(¢,) € C*, n € N, in der Tat anwendbar.
Damit ist K N f(7) # (), was die erste Behauptung zeigt.

Zum Nachweis der zweiten Behauptung nehmen wir zunéchst
g :=inf{t >0: K°N f(t) #0} < o0
an. Aus der Monotonie von f folgt
g >t= f(t) C K= g >t

In der Topologie von F ist Fge. offen, folglich ist

{t=0:K°nf(t) #0} = ' (Fxe)
aufgrund der Stetigkeit und der Monotonie von f ein offenes Intervall in R . Wir erhalten

[t>0: K°0 () £ 0} = (35, 0).

Damit ist auch die zweite Behauptung im Fall i < oo bewiesen. Ist dx = oo, so folgt
f(t) C K fur alle ¢ > 0 und hieraus f(c0) C K. O
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2.1.2 Beschreibung der rekursiven Konstruktion

Unsere Konstruktion basiert auf folgenden, wiahrend der Rekursion bereitzustellenden
Groflen:

i) Zu Beginn der Rekursion sei eine erste mazimale Wachstumszeit o1 € [0, 00| gege-
ben.

ii) Zu Beginn der Rekursion sei ferner eine stetige und monoton wachsende Abbildung
f1: Ry — C* mit Startwert f1(0) = Sy € C*\ {0} vorgelegt.

iii) Im n-ten Schritt der Rekursion, n > 2, sei eine messbare Abbildung o, : Ny —
[0, 0o] bereitgestellt.

iv) Im n-ten Schritt der Rekursion, n > 2, ist ferner rekursiv eine messbare Abbildung
fn : Ny x Ry — C* einzufiihren, so dass die Fortsetzungsbedingung (2.1.3) erfiillt
ist. Die Abbildung ¢t — f,(¢,t), t € R,, sei stetig und monoton wachsend fiir alle
p e Ny.

Ausgehend von diesen Groflen werden induktiv Konfigurationen ¢, und Abbildungen
7, : Ny — [0,00], S, : Ny — F fiir n > 1 definiert.

Wir setzen ¢q := ¢ NSy € Ny fiir ¢ € Ny und definieren Abbildungen 71 : Ny — [0, o]
und S; : Ny — F durch

Ti(p) ==inf{t 2 0: (p\ o) N fi(t) #0}, ¢ €Ny, (2.1.2)

und (s At :=min(s,?))

Si(¢) = fi(ri(e) Aoy), ¢ € Ny.

Es seien n € N, g, ..., 0,1 € Ny und

7—1(90)7 s 7Tn<90>> Sl<90>> R Sn(@)

bereits berechnet. Bereitzustellen sind nun messbare Abbildungen 0,41 : Ny — [0, oo] und
for1: Ny x Ry — C*, so dass die Abbildung t — f,11(p,t), t € R, stetig und monoton
wachsend fiir alle ¢ € Ny ist. Wir fassen f, 1 auf als Wachstum von S, ., ausgehend
von S, und fordern folgerichtig, dass die Abbildung f,.; folgende Fortsetzungsbedingung
erfiillt:

far1(0,0) = Su(p), v € Ny, (2.1.3)
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Setze ferner

©n =@ N Sp(p), ¢ € Ny. (2.1.4)

Die Gréfen 7,41 und 5,41 werden schliellich fiir ¢ € Ny definiert durch

Tn—l—l(QD) = inf{t Z 0: (90 \ Qpn) N fn+1(90n>t) 7& ®}7
SnJrl(QO) = fni1 (SOm Tn+1 (@) N UnJrl((pn))v

sowie die Menge S(y) durch
S(p) :=cl U Sn(p), ¢ € Ny.
n=1

Lemma 2.1.2 Die Folge (S,)n>0 ist eine Folge aufsteigender Stoppmengen.

Satz 2.1.3 S st eine Stoppmenge.

Beweis: Aus aus obigem Lemma 2.1.2 folgt
{SCK}y=(|{{S.CK}, KecF
n=1

Das ist die Behauptung. U

Beweis von Lemma 2.1.2: Nach Konstruktion der S,,, n € N, und wegen der Monotonie
von f; und (2.1.3) gilt

So = f1(0) C Si(p) C Su(ep), neN, e Ny.

Somit ist {S, C K} = 0, falls Sy ¢ K. Wir filhren den Beweis mittels vollstindiger
Induktion. Seien K € F mit Sy C K und

S :=1inf{t >0: K°N f1(t) # 0}.
Die zweite Aussage von Lemma 2.1.1 liefert
fi(dk) C K. (2.1.5)

Gilt 0 > oy, so folgt fiir ¢ € Ny aus der Monotonie von f;

Si(w) = filri(p) Aor) C fi(ni(p) Adk) C K,
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insbesondere ist {S; C K} = Ny messbar beziiglich Nx. Es gelte dx < o7. Die zweite
Aussage von Lemma 2.1.1 liefert

Sl<(p) C K& fl(Tl(QO> /\0'1) Cc K& Tl<(p) Nop < 5[( ~ Tl<(p) < (SK. (216)

Der Tréger von (¢ \ ¢o) N fi1(dk) ist genau dann nichtleer, falls dies fiir die zugehorige
Projektion auf F gilt. Wir konnen also Lemma 2.1.1 erneut anwenden, nun jedoch die
erste Aussage, um zusammen mit (2.1.6) und dx < oo

Si(p) C K & 71(p) <o < (9 \ wo) N f1(0x) # 0

zu erhalten. Mittels (2.1.5) ergibt sich

{S1C K} ={peNy:pn fi(dx) Np; # 0}
={p e Ny 1o N fi(dx) N S§ # 0} € Nk.

Es seien nun n € N und §,, eine Stoppmenge. Geméafl Folgerung 1.2.15 gilt zunéchst

Sn(Pn) = Sl N Sn(w)) = Su(w). (2.1.7)

Aus der Monotonie von f,,41(pn, ) und (2.1.3) folgt nun fiir ¢ € Ny

Sn(p) = Sul@n) = far1(#n, 0) C far1(@ns Tas1(9) A Tns1(pn)) = Snia(p)
und hieraus
{Sns1 C K} ={S, C K} n{p € Ny : fui1(n, Tat1(9) A onri(pn)) C K}

Setze

drn(p) =nf{t >0: KN fni1(pn,t) # 0}, ¢ € Ny. (2.1.8)
Aus (2.1.7) erhalten wir fiir ¢ € Ny, vgl. (2.1.4),

(#n)n = @n N Su(¢n) = ©n 0 Su(p) = ¢n,
und hieraus
Oxn(p) = 0knlen), ¢ €Ny. (2.1.9)

Sei ¢ € Ny. Die zweite Aussage von Lemma 2.1.1 liefert
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Gilt 0g.n(p) > 0nt1(pn), so folgt aus der Monotonie von f,,11(¢n, )

Sn+1<<,0) = fn+1<§0n7 Tn+1<§0) A UnJrl(SOn)) - fnJrl((an Tn+1<§0) A 5K,n<90)) C K.

Insbesondere ergibt sich zusammen mit (2.1.9)

{Sns1 CK}N{p € Ny : dgn(p) > oni1(en)}
={S, CK}N{p €Ny : dgnlpn) > ont1(en)} (2.1.11)

Es gelte 0k () < 0pt1(pn). Wie im Fall n = 0 (Induktionsanfang) ausgefiihrt, erhalten
wir aus Lemma 2.1.1

Jor1(ns Ta1(0) A Onii(@n)) C K Tog1(0) A dnri(9n) < 0knlp)
& Tor1(p) < drm(e)
A (90 \ Son) N fn+1(90n7 5K,n(S0)) 7£ @

Aus (2.1.9) und (2.1.10) folgt nun
{Sn1 CE}N{p: 0xnl(p) < ontalen)}

={S, CK}N{p: (ox \ ©n) N fus1(Pn, 0k nlpn)) # 0}
N{e : 0xn(n) < onsii(en)} (2.1.12)

Nach Voraussetzung ist S,, eine Stoppmenge. Mittels (1.2.17) in Folgerung 1.2.17 erhalten
wir

{p €Ny : S,(¢) CK} ={p €Ny : S,(¢x) C K}.

Nach eben genannter Folgerung ergibt sich fiir ¢ € Ny mit S,,(¢) C K oder dquivalen-
terweise mit S, (¢x) C K

on =N Su(p) = ox N Su(vr) = (9K )n-

Aus (2.1.11) und (2.1.12) folgt nun mit oben angestellten Uberlegungen

{p € Ny : Sppal(p) C K} ={p €Ny : S,i(px) C K}

Es bleibt noch die Messbarkeit von {S,;+; C K} zu zeigen. Mit Blick auf (2.1.11)
und (2.1.12) folgt diese jedoch aus den nachfolgenden Lemmata 2.1.4 und 2.1.5. O

Lemma 2.1.4 Seien n > 1 und S,, messbar. Dann sind die Abbildungen 0r,, und ¢ —
©n, ¢ € Ny, messbar.

Beweis: Die Messbarkeit der Abbildung ¢ +— ¢,, vgl. (2.1.4), folgt aus Lemma A.1.5.
Die Messbarkeit von 0k, folgt geméf der zweiten Aussage in Lemma 2.1.1 aus der Defi-
nition (2.1.8) von dg, und der Messbarkeit der Abbildung f,+1(-,t), (¢ > 0). O



2.1. REKURSIVE KONSTRUKTION VON STOPPMENGEN 35

Lemma 2.1.5 Seien n € N und S,, messbar. Dann ist

{o: (0r \ €n) N faor1(@n: Ok nlen)) # 0} € Ny.

Beweis: Gemifl Lemma 2.1.4 und der Messbarkeitsvoraussetzung an f,,,; ist die Abbil-
dung ¢ — fri1(0n, dxn(en)), ¢ € Ny, messbar. Aus Lemma A.1.6 erhalten wir nun die
Messbarkeit der Abbildung

o= h(p) =N KN fr1(@n, 0xnlen) N Su(e)S, ¢ € Ny.

Insbesondere ist das Ereignis

{o: (0r \ ©n) N fas1(@n, Ok nlen)) # 0} = {h € Fg}

messbar. O

2.1.3 Eine Modifikation

Wir erwéhnen noch eine Modifikation unserer Rekursion. In manchen Féllen ist es besser,
statt 7, die Grofle

(@) :=inf{t >0: pn f1(t) # 0}, ¢ € Ny, (2.1.13)

zu verwenden. Am Beweis und an den Ergebnissen dndern sich dabei nichts. Die kleinste
Kugel um den Ursprung beispielsweise, welche mindestens eine gegebene Anzahl £ Punkte
aus dem Tréger von ¢ enthélt, bedarf zur entsprechenden rekursiven Beschreibung dieser
Modifikation. In diesem Fall kann man Sy := {0} setzen. Befindet sich im Urpsrung
bereits ein Punkt, so ignoriert das gemafl (2.1.2) definierte 7y den Punkt im Ursprung im
Gegensatz zu einem gemé$ (2.1.13) definierten 7.

2.1.4 Ein Beispiel

Es seien E = R? versehen mit der euklidischen Metrik, Y := [0, R] fiir eine reelle Zahl
R > 0 sowie Y die zugehorige Borelsche o-Algebra. Setze

B(p) = U B(x,r), ¢ € Ny.

(z,r)ep

Wir fixieren zy € R%, ry € [0, R] und bezeichnen fiir ¢ € Ny mit

"= (N ({zo} x Y)9) U {(20,70)}
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die markierte Punktkonfiguration, welche in xy die Marke ry besitzt und auflerhalb von
{zo} xY durch ¢ gegeben ist. Ohne weitere Erwéhnung werden wir fiir K € F mit o € K
die folgende Gleichheit benutzen:

(pNK)=¢p"NK

Als Beispiel fiir eine mit den Methoden aus Unterabschnitt 2.1.2 konstruierbare Stopp-
menge soll hier zu ¢ € Ny eine moglichst kleine Menge S(p) definiert werden, welche
das zg enthaltende Cluster C'(¢*, x¢) in B(p*) iiberdeckt. Das Cluster C'(¢*, xy) ist dabei
die grofite zusammenhéngende Teilmenge von B(p*), die o enthélt. Wir bezeichnen mit
C*(xo) die Abbildung ¢ — C(¢*, xg), ¢ € Ny, und bemerken, dass die Menge C(¢*, x¢)
fiir alle ¢ € Ny abgeschlossen ist, vgl. Lemma A.2.1.

L4
o1 . Das xq enthaltende Cluster ist
o’ die Vereinigung der (grauen)
Kugeln um xq,x1, 9 und xy4.
[} )
Ts To
[ ]
[ ) xﬁ
T3

Satz 2.1.6 Die durch S = C*(zo) ® B(0, R) definierte Abbildung S : Ny — F ist
eine Stoppmenge und C*(xy) ist messbar beziiglich Ng. Ist T : Ny — F eine weitere
Stoppmenge mit C*(xo) C T, so gilt auch S C T.

Die oben stehende Abbildung S kann mittels der in Unterabschnitt 2.1.2 vorgestell-
ten rekursiven Konstruktion beschrieben werden. Wir fixieren hierfiir ein ¢ € Ny mit
(x0,70) € ¢ und definieren Sy(p) := {xo}, o1 := ro + R sowie fi(t) := B(xzo,t), t > 0.
Nun seien ¢q := ¢ N Sp(p) = {(x0,70)} und

Ti=nf{t > 01 (0 \ o) N fi(t) # 0}

Definiere s; := 7 A oy und S1(¢) := fi(s1) = B(xg, s1) sowie
o1 =90NS1(p),  Go:={(zo,70)}

Sind ¢ C ¢ und (z,r), (2',7") € ¢, so nennen wir (z,r) mit (2',r") in ¢ verbindbar, falls
B(z',7") N B(x,r) # 0 gilt oder falls Punkte (z1,71),..., (x;,7;) in ¢ existieren mit
)

B(z',r"yN B(x1,7m1) # 0, Blxy,r) N Bz, m41) 0,  Blaj,ry) N Bz, r) #0
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firl=1,...,5 — 1. Mit dieser Bezeichnung setzen wir
Gy :={(z,r) € o1 NG§ : (x,r) ist in ¢; mit (z, 7o) verbindbar}.

Die Menge G enthilt offensichtlich nur Punkte (z,7) € ¢, die zu C(p, x¢) gehoren.

Ist n > 1 und sind G, s,, ¢, erkldrt, so bilden wir hieraus wie folgt die Gréflen fiir den
ndchsten Schritt n + 1. Wir definieren noch t,,,, := 0 fiir n € Ny und

tn,k:ZSJa k=0,....,n—1,
j=k+1
die ,,verstrichene Zeit nach dem k-ten Schritt“. Mit dieser Notation seien
fan®) =] U B (tax +t)A(r+R))
k=0 (z,r)eG},

und
Opt1 :=sup{r+ R —t,x: (z,7) € Gi, k € {0,...,n}}.

Ferner definiere

Tptl = inf{t >0: (90 \ Qpn) N fn-l—l(t) 7é @}

und S,11 = Tot1 A Onits Snt1(9) = far1(Sne1) sowie @41 := @ N Spi1(p) und

k=0

Die Grole H,, beschreibt die Menge aller nach dem n-ten Schritt gefundenen Punkte von
N C(p,x). Wir setzen

Gnr1 = A{(z,r) € o1 NH : (z,7) ist in @, 1 mit (2/,r") verbindbar
fiir ein (2/,7") € H, }.

Die Menge aller derart auffindbaren Punkte von ¢ N C(p, xg) ist gegeben durch
k=0

Beispiel 2.1.7:

Ein kleines Beispiel soll die ersten zwei Schritte der oben dargestellten rekursiven Kon-
struktion veranschaulichen.
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Die Suchmenge Sy st der

Kreis mit gestricheltem Rand.

! Ausgehend wvon xy wurden
a2 x1,To, T3  gefunden. xy und

: xo sind in {xg,x1, T2, x3} Mit
xo verbindbar und gehdren zu

To Gy. Der Punkt x3 ist nicht

_ o in {xg, 1,22, 23} Mit xo ver-

e bindbar und gehort nicht zu
T3 Gy.

Im néchsten Schritt wird ein weiterer Punkt gefunden.

Im zweiten Schritt wird ausgehend wvon

Xo, T1, Ty gesucht. Die Suchkugeln um xq

und xo begannen mit Radius 0, die Such-

..... kugel um xo mit dem im ersten Schritt

151 erreichten Radius. Die Suchkugel (gestri-

: S chelt) um xy stoppte das weitere Wachs-

; tum vorzeitig. Die Suchkugel (gestrichelt)

um x1 findet x4 und stoppt mit allen ande-

B ; ren Suchkugeln das Wachstum. Die Such-

/\ menge Sy ist die Vereinigung aller im

; .R . zweiten Schritt gestoppten Suchkugeln. x4

T ist im Gegensatz zu x3 in {To, ..., xs} mit
xo verbindbar, somit Gy = {x4}.

Lemma 2.1.8 FEs ist o N C(p,x0) = He. Gilt ferner o,,11 < Tmy1 fiir ein m € Ny, so
sind o N C(p,x0) = Hy, und Sy (@) = Smy1(p), n>m+ 1.
Beweis: Siehe Abschnitt A.2.1. OJ

Wir halten fest, dass die Rekursion im Fall von 0,1 < 7,41 fiir ein m € Ny endet. Das
folgende Lemma sichert, dass unsere Rekursion die Menge S(p) aus Satz 2.1.6 liefert.

Lemma 2.1.9 Es gilt

S(e) = | Sule)-

Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma A.2.4. 0

Wir halten ¢ € Ny nicht mehr fixiert. Es sei hier angemerkt, dass C(¢*, zo) in folgendem
Sinn monoton in ¢ € Ny ist. Sind ¢, ¢’ € Ny mit ¢ C ¢/, so gilt C(p*, x9) C C(¢™, o).
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Man beachte ferner
Cp*,x0) = C(e" N C(p*, x0), x0). (2.1.14)

Die C(¢*, xo) suchende Menge S(¢) = C(¢*, x9)®B(0, R) wurde nicht zu grof§ konstruiert,
wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 2.1.10 Ist T : Ny — F eine Stoppmenge mit C*(zo) C T, so gilt S C T.

Beweis: Es sei T' eine Stoppmenge mit C*(z¢) C T und es existiere fiir ein ¢ € Ny ein
z € S(p) NT(p)°. GemiB Definition von S gilt B(x, R) N C(p*,xo) # (0. Aus (2.1.14)
erhalten wir

B(l‘, R) N C(QD* N C(w*a 1‘0), $0) 7é @,
folglich

z e C((¢"NC(¢* a0)) U{(z, R)}, 20) C C(p" NT () U2, R)}, w0).  (2.1.15)

Wir haben dabei C*(xy) C T und oben erwéhnte Monotonie von C(z() benutzt. Aus
C*(zp) C T und (2.1.15) folgt ferner x € T'((¢ NT(v)) U{(x, R)}). Nach Satz 1.2.18 ist
T(p)=T{(eNT(¢)) U{(z,R)}) und wir erhalten insgesamt = € T'(¢), Widerspruch. [

Lemma 2.1.11 Die Abbildung S ist eine Stoppmenge und C*(xy) ist messbar beziiglich
der Stopp-o-Algebra Ns.

Beweis: Die Messbarkeit von S ergibt sich aus Satz 1.1.10 und Lemma A.2.5. Aus
P N C(¢"m0) C " NS(p) C o7,
der Gleichung 2.1.14 und der Monotonie von C*(xy) folgt
C(¢*,z0) = C(p" N S(p), xp), ¢ € Ny. (2.1.16)

Wir erhalten die Messbarkeit von C*(zg) beziiglich o(mg). Betrachte ¢,1 € Ny mit
1 C S(p)° x Y. Wegen

d(y, C(¢" N S(p),r0)) > R>, (y,r) €9,

ist kein Punkt (y,r) von ¢ in (¢* N S(p)) U mit (zq,79) verbindbar. Wir erhalten
zusammen mit (2.1.16)

Cle",20) = Cle" N S(p), 20) = C(¢" N S(p)) U, 20)

und hieraus

S(p) = S((pNS(p)) UY).
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Nach Satz 1.2.18 ist somit S eine Stoppmenge. Nun folgt o(rs) = Ng aus Lemma 1.2.14
und die Behauptung ist bewiesen. O

o Punkte auflerhalb der Verei-
a4 e nigung der gestrichelten Ku-
.551 geln haben keinen Finfluss auf
‘ D G das Cluster zu xy. Die Radien

der gestrichelten Kugeln erge-
¥ L . ben sich, indem man zum Ra-
A e mo T dius der jeweiligen grauen Ku-

/\ ' gel R hinzu addiert.

Ist A C R? Lebesgue-messbar, so bezeichnen wir mit V;(A) das Volumen von A.

Lemma 2.1.12 FEs seien ¢ € N, o ={(z, R) : x € ¢} sowie xy € ¢. Dann gilt

Va(S() < 2Va(C (e, 20)).

Beweis: Es sei ¢ N C(¢, x9) = {xo, 21, T2, ...} abzdhlbar unendlich. Den endlichen Fall
erhédlt man, indem man im Folgenden oo durch eine geeignete natiirliche Zahl n ersetzt.
Wir definieren eine Abbildung f : ;2 B(zi, 2R) — U;— B(22;, 2R) durch f(y) := z; +y
fir y € B(x;, 2R)ﬂﬂ§;t B(z;,2R)". Dabei sei (), := R%. Angenommen, es existieren ¢ < j
und ¢’ € B(z;,2R), y € B(x;,2R) N B(x;,2R)° mit z; + ¢y = x; + y. OBdA sei z; = 0.
Wir erhalten |y — z;| < 2R und |y| > 2R. Folglich ist

AR = Jy —a* = [y + [ = 20y, ;) > AR + [ " = 2(y, 25),
insbesondere gelten 2(y, z;) > |z;|* > 0 und

ly + 25 = y|* + [2]* + 2y, x;) > 4R*.
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Widerspruch zu y + z; = ¢ + x; = v’ und |y’| < 2R. Die Abbildung f ist somit injektiv
und wir konnen wie folgt abschétzen:

2i(Cloan)) = [ 1y e Ba 2R}y = [ 1y € F( Bl 2R) 1y

1=0

— i/1 {y ef <B(xi,2R) N h B(xj,QR)c> } dy
- Z/l{y = (B(xi, 2R) N hB(xjﬂR)c) + 2} dy

— Z/l{y € B(z;,2R) N hB(xj,2R)c}dy.

Nach Lemma 2.1.9 berechnet sich der letzte Ausdruck zu V4 (S(y)). O]

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass die Abbildung S nicht skalierungskovariant ist,
d.h. im allgemeinen gilt nicht S(r-¢) = r- S(yp) fir alle ¢ € Ny und r > 0. Hierbei setzt
man

r-pi={(rz,y) ERIx Y : (z,y) € ¢}, ¢ € Ny, r> 0.

2.2 Ein Vorschlag zum Lilypond-Modell

In diesem Unterabschnitt stellen wir anhand unserer rekursiven Konstruktion von Stopp-
mengen aus Abschnitt 2.1 einen Vorschlag fiir eine mogliche Stoppmenge zum Lilypond-
Modell vor. Hierfiir sei E ein metrischer Raum mit Metrik d. Unter einem ¢ stellen wir
uns in diesem Abschnitt eine lokalendliche Teilmenge von E vor. Zu einem solchen ¢ sollen
aufsteigende Mengen konstruiert werden, welche das sogenannte absteigende Cluster zu
einem vorgegebenen Punkt von ¢ suchen. Die Konstruktion basiert auf einem Algorithmus
aus einem nicht verdffentlichten Arbeitspapier zu [9].

2.2.1 Definitionen

Wir betrachten eine lokalendliche Teilmenge ¢ von E mit mindestens zwei Punkten und
stellen uns vor, zum Zeitpunkt 0 beginne jeder Punkt z € ¢ sich auszudehnen. Nach ¢
Zeiteinheiten wichst aus diesem Punkt x eine Kugel B(z, t), vorausgesetzt, das Wachstum
der Kugel wurde nicht bereits zu einem Zeitpunkt s < ¢ gestoppt. Das Wachstum der
Kugel um x wird zum Zeitpunkt s > 0 gestoppt, sobald die Kugel B(z,s) mit einer
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weiteren Kugel B(y, s'),y € ¢\{z}, 0 < s’ < s, kollidiert, d.h. sobald B(x, s)NB(y,s") # 0
gilt. Ist s = s, so stoppen sich z und y gegenseitig. Ist s’ < s, so war die Kugel um y
bereits gestoppt, als B(x,s) mit ihr kollidierte. In beiden Féllen gilt s + s = d(x,y).
Diese Dynamik wird mit Lilypond Growth Protocol bezeichnet, vgl. [9]. Man ordnet so
den Punkten z € ¢ fiir endliches ¢ C E mit mindestens zwei Punkten Radien r(z) zu mit
den folgenden beiden Eigenschaften:

i) Fir alle z,y € ¢, x # y, gilt r(z) + r(y) < d(z,y).

ii) Fiir alle 2 € ¢ existiert ein y € ¢ \ {x} mit r(z) + r(y) = d(z,y) und r(y) < r(z).

Eigenschaft i) sichert die Hard-Sphere-Eigenschaft, d.h. es gilt

Bz, r(x)) N B(y,r(y)) =0, zyed xHy.

Ein markierter Prozess ¢ := {(z,r(x)) : € ¢} mit obigen beiden Eigenschaften i) und
ii) heilt das durch ¢ generierte Lilypond-System oder Lilypond-Modell. Lilypond-Modelle
wurden bereits in [8] und in [12] untersucht.

Zu jeder lokalendlichen Teilmenge ¢ von E mit mindestens zwei Punkten existiert ein
eindeutig gegebenes Lilypond-System, vgl. [13], Th. 4.1. Falls ¢ = {z}, so sei r(z) := 00
definiert. Wir nennen r(x, ¢) := r(x) den Lilypondradius von x € ¢. Ein von x verschie-
dener Punkt y € ¢ mit Lilypondradius r(y) heifit kleinerer Nachbar von z € ¢, falls
r(z) + r(y) = d(z,y) und r(y) < r(x) gelten. In diesem Fall ergeben sich die Unglei-
chungen 2r(y) < d(z,y) < 2r(z). Eigenschaft ii) sichert, dass fiir jedes ¢ mit mindestens
zwei Punkten jeder Punkt x € ¢ mindestens einen kleineren Nachbarn besitzt. Werden
verschiedene Punktkonfigurationen betrachtet, so schreiben wir im Folgenden auch klei-
nerer Nachbar in ¢. Der Lilypondradius eines Punktes x € ¢ wird durch seine kleineren
Nachbarn und ihre Radien festgelegt.

Lemma 2.2.1 Fiir alle p € E mit mindestens zwei Punkten und alle x € ¢ gilt

d
r(z) = min {max < (:CQ’ v Jd(x,y) — r(y)) , Y € ¢ ist ein kleinerer Nachbar von x} :

Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma 2.4, Proposition 2.5 und (2.1) in [13]. O

Wir betrachten eine feste lokalendliche Teilmenge ¢ von E und ein zy € ¢. Das absteigende
Cluster C(xy) von xo wird wie folgt eingefiihrt. Es sei ¢f := {zo}. Ist ¢ fiir ein n € Ny

definiert, so sei ¢, ; die Menge aller kleineren Nachbarn von Punkten x € ¢,. Wir setzen

C(zo) = |J | Bla.r(x)).

n=0z€g),
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In [13] findet man einen Algorithmus, welcher nach endlich vielen Iterationsschritten das
Lilypond-Modell einer endlichen Menge ¢ bestimmt. Dieser Algorithmus verwendet in
jedem Schritt die gesamte Information iiber die Punktkonfiguration ¢, d.h. die Lage aller
Punkte x € ¢ sowie den zu z und dem vorigen Iterationsschritt gehorenden approxi-
mativen Radius. Wie schon in Unterabschnitt 2.1.4 geschehen, soll auch hier eine Folge
von Suchmengen gefunden werden, welche nur lokale Information benutzt, d.h. nur auf
die Punkte und Radien zuriickgreift, welche bereits durch die vorige Suchmenge erfasst
wurden. Gesucht werden soll dabei das absteigende Cluster C(z).

2.2.2 Eine rekursive Konstruktion

Seien ¢ weiterhin eine feste lokalendliche Teilmenge von E und xy € ¢. Wir starten mit
sp := 0 und Sy := {zo}. Sind s, und S, fiir ein n € Ny bereits erkléirt, so seien zunichst
firx € ¢, : =N S, und Y C S¢

Gn(z,¥) :={y € ¢, \ {x}: y ist ein kleinerer Nachbar von = in ¢, U1}

und

d
o) o= 2 sup it foax (“2 ) = 6,00 ) <y € Gt}
YCSy
Die Konstruktion kompensiert das fehlende Wissen iiber ¢ NS¢, indem sie alle moglichen
Konfigurationen auf S¢ betrachtet. Die Grole 271b,, () ist nach Lemma 2.2.1 eine obere
Schranke fiir r(z,¢’) fir alle ¢’ mit ¢’ N S, = ¢,. Es ist moglich, dass ein noch nicht
erfasster Punkt y € ¢ NS¢ ein kleinerer Nachbar von z ist. Aus
d(z,y) | ba(z)

5 + 5 >r(y)+r(x) =d(z,y)

fiir derartiges y erhalten wir d(z,y) < b,(z). Diese Uberlegung liefert die Stoppbedingung
(tnx +1t) Aby(x) in nachfolgender Definition (2.2.1) von f,, 1. Dabei seien wieder t,,,, :== 0
und

tn,k:ZSJa k=0,....,n—1.
j=k+1

Mit der Bezeichnung ¢_; := () definieren wir nun
o) =) U B (tax+1t) Abu(x)). (2.2.1)
k=0 z€dNS_,

Abschlieflend seien
Toe1 :=f{t >0: (¢ \ &n) N fria(t) # 0}
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und
Ont1 = SUp{bn(ﬂf) - tn,k S (bk N (bz—l? ke {07 s 7n}}

sowie Sp11 1= Tpg1 A Opgr Und Sppr i= frg1(Sng1)-

Fiir festes x¢y € E scheint uns die durch
S(¢) :=cl | Sa(¢U{z0}), ¢ C E lokalendlich,
n=1

definierte Abbildung ein guter Kandidat fiir eine das absteigende Cluster C(z) enthal-
tende Stoppmenge zu sein. Wir wollen es in diesem Rahmen bei einem Vorschlag belassen.

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass im Fall von xy = 0 die Abbildung S skalie-
rungskovariant ist, d.h. es gilt S(r-¢) =r-S(¢) fir alle ¢ € N und r > 0. Somit kénnen
die Gamma-Resultate aus Kapitel 3 auf dieses Beispiel angewendet werden, wobei hierfiir
noch die Stoppmengeneigenschaft von S nachgewiesen werden muss.

2.3 k-Flower in Voronoi-Mosaiken

Wir definieren in diesem Abschnitt die k-Flowerin Verallgemeinerung der Voronoi-Flower,
vgl. [2], [44], dort fundamental domain bzw. fundamental region, oder [5], S. 58. Im Fol-
genden sei £ = RY, versehen mit der euklidischen Metrik. Wir fassen N auf als die Menge
aller lokalendlichen Teilmengen des R¢.

2.3.1 Allgemeine Lage

Es seien k € {2,...,d + 1} und 21,...,2, € R Diese Punkte liegen in allgemeiner
Lage, falls sie nicht in einem (k — 2)-dimensionalen affinen Unterraum des R¢ liegen. Ein
einzelner Punkt ist immer in allgemeiner Lage.

Punkte von ¢ € N liegen in allgemeiner Lage, falls fiir alle k € {2,...,d + 1} k Punkte
aus ¢ stets in allgemeiner Lage sind, und in allgemeiner quadratischer Lage, vgl. [31],
falls dariiber hinaus keine d + 2 Punkte von ¢ auf dem Rand einer Kugel liegen. Mit Ny
bezeichnen wir die Menge aller ¢ € N, deren Punkte in allgemeiner Lage sind, und mit
N, die Menge aller ¢ € N, deren Punkte in allgemeiner quadratischer Lage sind.

Lemma 2.3.1 Es sind N, € N und N, € .

Beweis: Vgl. Abschnitt A.2.2. O
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2.3.2 Voronoi-Mosaike

Voronoi-Mosaike spielen in der Stochastischen Geometrie und in Anwendungen eine wich-
tige Rolle, vgl. [34] oder [41] sowie die dort angegebenen Referenzen, und wurden einge-
hend untersucht, u.a. in [26], [30], [31], [33] oder [17]. In diesem Zusammenhang muss
auch Meckes Arbeit Palm methods for stationary random mosaics ([25]) erwdhnt werden,
in welcher die Theorie Palmscher Mafle als addquates Werkzeug fiir die Untersuchung
zufélliger Mosaike vorgestellt wird. Palmsche Mafe fithren wir erst in Kapitel 4 ein.

Ausgehend von einem ¢ € N wird die Voronoi-Zelle C(¢,x) von x € ¢ definiert als die
Menge aller y € R?, fiir welche x der nichste Nachbar in ¢ ist, d.h. es ist

C(62) = {y € R |y —a]) < |ly — '] fir alle o/ € 0},
Als Schnitt von abgeschlossenen Halbebenen sind die Voronoi-Zellen konvex.

Lemma 2.3.2 Ist convg = R?, so sind alle Zellen C(¢,x), x € ¢, beschrinkt.

Beweis: Vgl. [40], S. 256. O

Abbildung 2.1: Ausschnitt aus einem Voronoi-Mosaik

Der Rand einer Voronoi-Zelle C(¢, x) ist die Vereinigung niederdimensionaler konvexer
abgeschlossener Mengen, den Seiten von C(¢, ). Eine k-dimensionale Seite von C(¢, z)
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heifit k-Seite von C(¢, x). Die 0-Seiten heiflen Ecken, die 1-Seiten Kanten, die d — 1-Seiten
Facetten. Verschiedene k-Seiten von C(¢, x) haben disjunktes relativ Inneres. Ist C'(¢, z)
beschrankt, so sind alle Seiten von C'(¢, x) Polytope. Wir definieren fiir & € {0,...,d—1}

Sk(¢) := {L : L ist eine k-Seite einer Voronoi-Zelle C(¢, z), z € ¢}.

Unter dem von ¢ erzeugten Voronoi-Mosaik versteht man das System

Si(¢) :={C(¢,x) : x € ¢}.

Wir sprechen statt von Voronoi-Zellen auch von d-Seiten eines Voronoi-Mosaiks. Man
beachte, dass das Voronoi-Mosaik Sy(¢) folgende Eigenschaften besitzt. Die Zellen von
S4(¢) haben paarweise disjunktes Inneres und die Vereinigung aller Zellen iiberdeckt im
Fall ¢ # () den gesamten RY. Ferner trifft jede kompakte Teilmenge K des R? nur endlich
viele Zellen, vgl. [40], S. 256. Ein Voronoi-Mosaik ist stets seitentreu, d.h. der Schnitt
zweier Zellen ist entweder leer oder eine gemeinsame k-Seite dieser beiden Zellen fiir ein
geeignetes k, in Formeln

d

C(¢,x)NC(p,2") c {0}u U F (2.3.1)

k=0 FeSy(¢), FCC(¢,x)NC(¢p,x")

fiir alle z, 2" € ¢. Einen Beweis hierfiir findet man beispielsweise in [40], S. 256.

Lemma 2.3.3 Ist ¢ € N, so liegt jede j Seite in genau

d—j+1
<kjf)k$mm,0§jgk§d (2.3.2)
—J

Beweis: Vgl. [40], S. 258. O

Seitentreue Voronoi-Mosaike mit der Eigenschaft (2.3.2) nennt man normal, vgl. [40],
S. 235.

2.3.3 k-Seiten eines Voronoi-Mosaiks

Sei k € {0,...,d}. Sind die Punkte zy,...,74 1 € R? in allgemeiner Lage, so be-
zeichne z(x1,...,2q_k+1) das Zentrum der eindeutig bestimmten (d — k)-dimensionalen
Kugel B(xy,...,Tq r+1), auf deren Rand xy, ..., x4_jy1 liegen. Es sei Z(xy, ..., 2q_k41)
der eindeutig bestimmte k-dimensionale affine Unterraum des R¢ senkrecht zu der Kugel
B(SL’l, c. ,.ﬁL’d,kJrl) mit Z(Il, c. ,.ﬁL’d,kJrl) € Z(SL’l, c. ,.ﬁL’d,kJrl).
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Sind ¢ € N und F;, € Sk(¢), so existieren d — k + 1 Punkte z1,...,24 441 € ¢ in
allgemeiner Lage mit

Fy={v € Z(z1,...,04-k11) : B’(z, ||z — m][) N o = 0}. (2.3.3)
Wir nennen derartige Punkte x1,..., 24 11 aus ¢ Nachbarn der k-Seite F} (in ¢) und
z2(x1, ..., xq-k+1) das Zentrum der k-Seite Fj. Sind umgekehrt z1,..., 2441 € ¢ in all-

gemeiner Lage, so dass Fj, wie in (2.3.3) definiert ein nichtleeres relativ Inneres besitzt,
so ist Fy € Si(¢). Gilt fiir ein z im relativ Inneren einer k-Seite Fj

O(B(z, ||lx —x41]])) =d — k+ 1, (2.3.4)

so sind die Punkte z1,...,24 111 € ¢ mit der Eigenschaft (2.3.3) eindeutig bestimmt.
Fiir ein normales Voronoi-Mosaik ist dies stets der Fall.

B(,lo—a1ll)
N
T3 7 [
vy
I\ 1 \
[ A ¢ .
o F Bild 1:
[l I 1 1
' e R ' Eine Kante F; mit Nachbarn
=) ! i 21, T2, T3 und Zentrum z im R3
le=aallx oy s sowie x im relativ Inneren von
Yo F.

2.3.4 Definition und Stoppmengeneigenschaft der k-Flower

Sei k € {0, ..., d} fest. Wir definieren in diesem Unterabschnitt zu gegebenem ¢ und einer
gegebenen k-Seite Fy € Si(¢) eine Menge S(F}, ¢), die anschaulich gegeben ist durch die
Menge aller Punkte des R?, welche zu ¢ hinzugefiigt oder von ¢ entfernt Einfluss haben
auf die Gestalt von Fj,.

Zu Fy, € Si(¢) existieren d — k + 1 Punkte xq,...,24 141 € ¢ in allgemeiner Lage
mit (2.3.3). Fiir jede Ecke y von Fj betrachten wir die Kugel mit Zentrum y sowie Radius
|ly — x1]| und definieren die k-Flower von Fj, durch

S(F.¢)= |J Blly—m=l). (2.3.5)
yESo(A)NF

Dabei sei Sp(¢) := {y € R?: {y} € So(¢)} die Menge aller Ecken des durch ¢ erzeugten
Voronoi-Mosaiks. Die k-Flower von F} besteht aus der Vereinigung aller Kugeln um die
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Ecken von Fj, wobei der Radius einer Kugel durch den Abstand der zugehorigen Ecke
zum Nachbarn z; gegeben ist. Dabei kann x; in der Definition (2.3.5) durch jeden anderen
Nachbarn von Fj, ersetzt werden.

Abbildung 2.2: Die d-Flower der (grauen) Zelle zu x1 im R2.

Seien nun zy,...,rq r+1 € E in allgemeiner Lage fest gewihlt. Wir wollen eine k-Flower
definieren zu derjenigen k-Seite, zu welcher z1, ..., 24 ;11 Nachbarn sind. Um sicher zu
stellen, dass x1,...,24_ 11 der zu Grunde gelegten Punktkonfiguration angehoéren, be-

trachten wir statt ¢ € IN die erweiterte Konfiguration
¢ = dU{r, ..., g1}
Besitzt die abgeschlossene Menge
Fi(x1,. . 24py1,0) = {2 € Z(21,...,24-141) : B(2, ||z — 21]|) N ¢ = 0}

nichtleeres relativ Inneres, so ist sie eine k-Seite des durch ¢* erzeugten Voronoi-Mosaiks.
Da xy, ..., x4 k41 fixiert sind, kann abkiirzend

F]:((b) = Fk(lCl, e gk, (b)
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geschrieben werden. Die Voronoi-Flower zu F}*(¢) fithren wir nun im Einklang mit (2.3.5)
durch

S(Fi(9),¢%), falls Fyi(¢) € C\ {0},
R4, sonst,

S(¢) = S(x1,. - Takia, 0) 1= {

ein. Die Groflen F)(¢) und S*(¢) sind also mit Bezug auf das durch ¢* erzeugte Voronoi-
Mosaik definiert. Wir benotigen zunéchst zwei Eigenschaften von Fj'(¢) und S*(¢).

Lemma 2.3.4 Finx € Z(xy,...,Tq-k+1) liegt bereits dann in Fy(¢), falls
Bz, [lx —z1]) n ¢ N S(¢)" =0

qgilt.

Beweis: Wir konnen Fj(¢) € C \ {0} annehmen. Im anderen Fall ist nach Definition
S*(¢) = R? und es ist nichts zu zeigen. Die k-Seite F}(¢) ergibt sich als Schnitt der
Mengen

{re (... vann) 2 lz— ol <z —yll},

wobei y alle Nachbarn aller k — 1-Seiten von F}'(¢) durchlauft. Jeder Nachbar einer k — 1-
Seite von Fj(¢) ist auch Nachbar einer Ecke von Fj(¢) und umgekehrt. Die Nachbarn
der Ecken von Fj(¢) liegen ¢ N S*(¢). Somit gilt

Fi(9) ={z € Z(z1,...,xak+1) : |z — 1| < [Jlz — gl fir alle y € 9N S™(¢) }
={r€Z(T1,..., Ta—ps1) BO(% |z —z1||) NN S* (@) = 0}.

Das ist die Behauptung. U

Lemma 2.3.5 Fir alle x € F}(¢) gilt B(z, ||x — z41]|) C S*(¢).

Beweis: Seien F'(¢) € C\{0}, x € F}*(¢), z := z(x1,...,Zq-k+1) und T € B(x, ||z —z1]|),
d.h.

12 — 2l* < llo — 21 |* = |z — 2)1* + fla1 — 2], (2.3.6)

wobei wir die Orthogonalitéit der Vektoren x — 2z und x; — z benutzt haben. Da z in der
konvexen Hiille der Eckenmenge von Fj(¢) enthalten ist, existiert ein Ecke y von F}(¢)
mit

0 < <Z—£,$—y>,
d.h. mit

(T—z,x—y)<(z—z,2—1y). (2.3.7)
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Wir erhalten aus (2.3.6) und (2.3.7)

17 =yl = 1|7 — 2| + [l= = y[I* + 2(% — 2,2 — y)
<lz =2l + lzy = 2[* + lz = ylI* + 2(z — 2,2 — y)

= lly — 2" + llex — 2II* = lly — ="

Somit ist & € B(y, ||y — x1||) C S*(¢). O

Lemma 2.3.4 ldsst bereits einen engen Zusammenhang zwischen F;' und S} ahnen. Mittels
des in Abschnitt 1.2 vorgestellten Konzepts der Stoppmengen kénnen wir diese Vermutung
prézisieren.

Satz 2.3.6 Die Abbildung S* : N — F ist eine Stoppmenge und F;' : N — F ist messbar
beziiglich o(ms+).

Beweis: Die Messbarkeit von S* und Fj ist eine Folgerung aus Lemma A.2.7. Sei ¢ € N.
Lemma 2.3.4 liefert

Fi¢)={r € Z(x1,...,2q_111) : Bz, ||z — 21|) N ¢ = 0}
= {.ZL’ € Z(xl, R ,.ﬁL’d,kJrl) : B(](SL’, H.T — LU1H> N (bﬂ S*((b) = (Z)}

Nach Lemma 2.3.5 gilt
B(z, [l — 2:1]) € 5%(¢)
fir alle z € Z(x1,...,2q_py1) mit B(x, ||z — x1]]) N ¢ = 0. Fiir v C S*(¢)° folgt

F(¢)={z € Z(z1,...,2ak1) : B'(z, ||z — ml)) N o = 0}
={z € Z(a1,...,24-11) : B'(z, |z —m) N (¢ N S*(9)) U¥) = 0}
= F (0N 5°()) Uy). (2.3.8)

Wir erhalten Fj(¢) = F((¢p N S*(¢)) U), insbesondere haben beide k-Seiten dieselben
Ecken. Nach Konstruktion von S*(¢) ergibt sich hieraus

5%(¢) = S*((¢ N S5™(¢)) U ).

GeméB Satz 1.2.18 i) ist S* eine Stoppmenge. Setzen von 1 := () in (2.3.8) liefert die
o(mg+)-Messbarkeit der Abbildung F}. O

Die Gleichung (2.3.8) ist die interessante Eigenschaft der k-Flower S*(¢) im Hinblick
auf die zugehorige k-Seite F}(¢). Diese ist festgelegt bereits durch ¢* N S*(¢). Punkte,

die auflerhalb von S*(¢) der Konfiguration ¢ hinzugefiigt werden, haben dagegen keinen
EinfluB auf Fj (o).
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Abbildung 2.3: Die 1-Flower der durch x; und x4 erzeugten Kante Fy. Die Ecken werden
durch yyi, x1, xs und ys, x1, xo erzeugt. Die Punkte yi,ys sind nicht im Inneren des kleinen
gestrichelten Kreises und das Zentrum z von Fy liegt auf Fy. Man vergleiche auch die

Abbildung auf Seite 54

2.3.5 Weitere Eigenschaften der k-Flower und Abschéitzungen

Wir wollen spéter dhnlich argumentieren wie Zuyev in [44] fiir den Fall & = d. Dort
benutzt er im Fall von convg = R, dass die um den Punkt = € ¢ mit Faktor 2 gestreckte
Voronoi-Zelle C(¢, z) von x vollstédndig in der Voronoi-Flower S(C(¢, x), ¢) enthalten ist.

Wir betrachten wieder feste x1,...,24 x4+1 € F. Sind 2y, ..., 24 11 nicht in allgemeiner
Lage, so setzen wir fiir ¢ € N

Fk(l‘la cooy Td—k+1, gb) = ®7 Z(xla s 7xd—k+1) = ®7

S(x1,. .. Ta—pi1, ) == R, (21, Tg—py1) = 00.

Dabei bezeichne oo einen Punkt auerhalb des RY. Wir bemerken, dass F}(¢) im Fall von
z(x1,...,2q—k+1) = oo nach Definition leer ist. Sei ¢ stets in N.

Lemma 2.3.7 Es gilt

2F(p) — z(x1, ..., Tagry1) C S™().

Beweis: Seien F}(¢) € C\ {0} und z € F}(¢). Wir setzen z := 2(x1,...,24_4+1). Da x
in der konvexen Hiille der Eckenmenge von F}(¢) enthalten ist, findet man ein Ecke y
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Abbildung 2.4: Die mit Faktor 2 uwm thr Zentrum gestreckte 2-Seite. Die 2-Seite ist dabei
schwarz dargestellt, die gestreckte Seite mit gestrichelter Kontur. Die Zentren der Kugeln
der 2-Flower zur 2-Seite sind gegeben durch die FEcken der 2-Seite. Die Nachbarn der 2-
Seite (die beiden schwarze Punkte auflerhalb der 2-Seite) liegen auf dem Rand der drei
Kugeln.

von F}(¢) mit
(x —z,x —y) <0. (2.3.9)
Nun gilt unter Beachtung von (2.3.9)

120 — 2 — y|I* = (22 — 2, 22) — (22, 2) + ||2]* + [|y[|* — 2(22 — 2, 9)
=2(2z — z,x —y) — 2(z, 2) + [ly||* + ||2[|?
=22z — 2,2 —y) — 2(x —y, 2) + lyll* + [|2[I* — 2(y, 2)
=2(2x — 22,5 —y) + |ly — 2|?
<4z —zx—y)+ly =2l + ]z — 2
< |ly — a1 |*.

Wir erhalten
2r — z € By, |ly — x1]]) € S*(¢),

was die Behauptung beweist. U

Ist z(z1,...,%a-k+1) € Fi(¢), so kann auch eine einfache Teilmenge von F} gefunden
werden. Wir erinnern an die Definition von Z(z1, ..., x4 k41) in Unterabschnitt 2.3.3.
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Lemma 2.3.8 Ist z := z(xy,...,Za—p+1) € Fi(9), so gelten

2r = inf r—zl|l—|lz—x >0
et (e =2l = 2=l 2

und B(z,r) N Z(x1, ..., Xq_ks+1) C Fp(d*).

Beweis: Aus z := z(z1,...,24-k+1) € F(¢) folgt
Bz, |lz —a1l)ng =0,

somit ist ||z — z|| > ||z — 1] fiir alle z € ¢. Sei nun y € B(z,r) N Z(z1,...,24-k, ) und
x € p\{x1,...,24 ks1}. Dann gilt

le =yl = llz =2l = lly = 2l =2 2r + |z —aal| = 7
=r+lz=ml 2y =zl + Iz = 2]l = lly = 2],

folglich sind

By, lly—a1l)ne =0,
und y € Fi(¢). O
Wir erinnern an die Notationen aus Unterabschnitt 1.1.1. Mit H* wird das k-dimensionale

Hausdorft-Maf§ bezeichnet und mit «,,, n € N, das Volumen der n-dimensionalen Einheits-
kugel.

Folgerung 2.3.9 FEs gilt
HE(FL(9) < 27HE(S™(9) N Z(21, -+ Zampi1)-

Ist z:= z(x1, ..., Za—k11) € FF (o), so gilt ferner

1 k
inf uw—zwﬁv—xwo.

- 1
2 zep\{21,Ta_ta1}

H%@@»z@(
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Die 1-Flower der durch
r1 und x9 erzeugten
Kante Fy. Die FEcken
werden durch yi, 1, o
und Yo, x1,To  erzeugt.
Der Punkt vy liegt 1m
Inneren  des  kleinen
gestrichelten Kreises und
das Zentrum z wvon F)
liegt nicht auf Fy, vgl. die
Abbildung auf Seite 51.

Wir setzen fiir den Rest dieses Unterabschnittes 2.3.5 voraus, dass ¢* in allgemeiner qua-
dratischer Lage ist. Ferner seien F}(¢) € C \ {0} und die k-Flower S*(¢) die Vereinigung
von | € N Kugeln B(y;, ), i = 1,...,l. Man beachte, dass die Punkte x1,..., 24 ;41 im
Rand jeder Kugel B(y;, ;) liegen. Wir setzen

’l/} = ¢ N S*((b) N {xl, Ce ,.’L‘d,kJrl}c

und m := card . Es liegen k verschiedene Punkte aus 1 auf maximal einer der [ Kugeln.
Andernfalls enthalten zwei verschiedene Kugeln dieselben d + 1 Punkte aus ¢* N S*(¢)
in ihrem Rand. Da die Kugeln zu verschiedenen Ecken gehoren, besitzt mindestens eine
der beiden Kugeln d + 2 Punkte aus ¢* in ihrem Rand im Widerspruch zur allgemeinen
quadratischen Lage von ¢*. Folglich gilt

m
[ < )
<(+)
Es bezeichne R := max;<;<;7; den maximalen Radius unter den [ Kugeln. Wir erhalten
d * m d
waR? < Vi(S*(6)) < ( k)de , (2:3.10)

wobei V;(B) das Volumen von B € B bezeichnet. Alle Zentren y; der [ Kugeln liegen in
Z :=Z(xq,...,%4_ks+1), insbesondere ist

Sz(0) =5 (9)NZ
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die Vereinigung von [ Kugeln der Dimension k£ mit Zentren y; und Radien r;, somit gilt
k k( Qo m k

Aus (2.3.10) und (2.3.11) ergibt sich die folgende Abschétzung

. k/d %

(%) ka Rd
Eine von m unabhéngige unter Schranke kann wie folgt angegeben werden. Wegen y; € Z

fir alle i € {1,...,1} und (2.3.10) gilt

V(s @) = [ 1G -l <) do
R
— [ a0 el + el < o2 dude
z+JZz

< / lloll < R} dv / 13+ [lu—gll <ri}du
Z+ 7

= ka_ R"H* (S5 (0))

< s (M) T S0,

Rq

folglich
L/
H(S5(9)) = V(5™ (0))M.

Rd—k
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Abbildung 2.5: Eine mit Faktor 2 um ihr Zentrum gestreckte 2-Seite mit Nachbarn xq, xo
eines Voronoi-Mosaiks im R? sowie die auf Z(xy1,xs) projezierte 2-Flower dieser 2-Seite.
Die 2-Seite ist dabei grau dargestellt, die gestreckte Seite mit gestrichelter Kontur.



Kapitel 3

Stoppmengen und Punktprozesse

Bisher wurden Stoppmengen als Abbildungen von Konfigurationen in einem deterministi-
schen Rahmen untersucht. Aus den Ergebnissen zu Stoppmengen lassen sich nun Vertei-
lungsaussagen zu verschiedenen zufilligen geometrischen Objekten herleiten. Der Zufall
wird mittels markierter Punktprozesse eingefiihrt. Wir fixieren zwei lokalkompakte Haus-
dorffriume F und Y, jeweils mit abzéhlbarer Basis und Borelscher o-Algebra B bzw. )
und einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4,P). Mit F bezeichnen wir wieder das System
der abgeschlossenen Teilmengen von E und mit C das System der kompakten Teilmengen
von E. Der Raum Y wird als Markenraum dienen.

3.1 Punktprozesse

Wir wollen in diesem Abschnitt zuféllige Mafle und Punktprozesse auf £ x Y einfiihren,
wobei wir bemerken, dass neben E und Y auch E x Y ein lokalkompakter Hausdorffraum
mit abzdhlbarer Basis ist. Zuféllige Mafle und Punktprozesse auf F lassen sich als Spe-
zialfall entsprechender Grofien auf F x Y auffassen, weshalb wir im Folgenden nur den
Produktraum E x Y betrachten. Der Raum aller lokalendlichen Mafle auf £ x Y sei mit
M(E x Y') bezeichnet, die zugehorige o-Algebra mit M(E x Y) und der Raum aller ein-
fachen Zéhlmafle auf £ x Y mit N(E x Y'). Man beachte, dass Ny eine Teilmenge von
N(E x Y) ist, im Allgemeinen jedoch keinesfalls mit N(E x Y') iibereinstimmt, da ein
einfaches Z&hlmafl ¢ auf £ x Y im Allgemeinen weder ¢(C' x Y') < oo fiir alle C' € C noch
e({x} xY) €{0,1} fiir alle x € E erfiillt.

Eine messbare Abbildung M : Q@ — M(E x Y') wird zufdlliges Maf$ auf E X Y genannt.
Unter einem Punktprozess auf E x Y verstehen wir ein zufélliges Mafl @, so dass ®(w)
fiir alle w € Q ein Z&hlma$ auf F x Y ist. Eine messbare Abbildung ® : Q@ — N(E x Y')

o7
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heilt einfacher Punktprozess. Das Intensitdtsmaf eines zufélligen Mafles M definiert man
durch
A(A) :=EM(A), AeBeY.

Ein Y -markierter einfacher Punktprozess auf E ist eine messbare Abbildung ® : 2 — Ny.
Insbesondere ist jeder Y-markierte einfache Punktprozess ® auf E ein einfacher Punkt-
prozess auf F X Y. Ferner ist ®(- x Y) fiir jeden Y-markierten einfachen Punktprozess
® ein einfacher Punktprozess auf E, d.h. eine messbare Abbildung €2 — IN.

3.1.1 Poissonprozesse

Sei im Folgenden A ein Maf} auf £ xY . Ein Poissonprozess ® auf E'xY mit Intensitdtsmaf3
A ist ein Punktprozess mit folgenden beiden Eigenschaften:

i) Fir £ € N und disjunkte Mengen A;,..., Ay aus B ® Y sind ®(4,),..., P(A)
unabhéngig. Man sagt auch, ® hat unabhdingige Zuwdchse.

ii) Fiir festes A € B® Y besitzt die ZufallsgroBe ®(A) eine Poisson-Verteilung mit
Parameter A(A). Dies bedeutet insbesondere P(®(A) = 0) = 1, falls A(A) =0, und
P(®(A) = o0) = 1, falls A(A) = oo gilt.

Das Mafl A heifit atomfrei oder diffus, falls A({z}) =0 fur alle z € E x Y gilt.

Satz 3.1.1 Ein Poissonprozess ® mit Intensititsmafy A € M(E x Y) ist genau dann
P-f.s. einfach, wenn A diffus ist.

Der obige Satz folgt aus Lemma 3.2.1 in [40]. Die Slivnyak-Mecke-Formel ist Inhalt des
folgenden Lemmas.

Lemma 3.1.2 Seien ® ein Poissonprozess mit o-endlichem Intensititsmaff A, n € N
und f:IN(E XY) x (ExY)" — Ry messbar. Dann gilt

E/f(CID — 0y — =0 21y ) @A (2, 20)
=F [/ f(®,21,. .., 20) A"(d(2g, .. ., zn))} .
Beweis: Nach [24], Satz 3.1 gilt fiir messbares f: N(E xY)x ExY — Ry

/f<I> 5., 2) d(dz) /f ((® +8.) — 6, 2) A(d2) /f(I)z (dz).
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Die Behauptung ergibt sich nun mittels vollstdndiger Induktion. U

Die Verteilung eines Poissonprozesses ® mit Intensitdtsma3 A bezeichnen wir im Fol-
genden mit IT5. Zu jedem o-endlichen Mafi A findet man eine solche Verteilung, sie ist
eindeutig durch A festgelegt, vgl. [24], Satz 3.1 und den zugehorigen Beweis. Die Abbil-
dung n — I1,,(A), n € M(E xY'), ist fiir festes A € M(E xY') messbar, vgl. [19], Theorem
12.7 und den zugehorigen Beweis.

3.1.2 Coxprozesse

Es sei M ein zufilliges Mafl auf £ x Y. Ein Coxprozess ® auf F x Y mit zufdlligem
Intensitdtsmafs M ist ein Punktprozess mit

P(®e A|M)=T1y(A) P-fs, Ae M(EXY).
Mittels Satz 3.1.1 erhalten wir folgende Bedingung fiir die Einfachheit eines Coxprozesses.

Lemma 3.1.3 Ein Coxprozess ® mit zufilligem Intensititsmaf M ist genau dann P-f.s.
einfach, wenn M P-f.s. diffus ist.

Lemma 3.1.2 l&sst sich fiir Coxprozesse wie folgt formulieren.

Lemma 3.1.4 Seien ® ein Coxprozess mit zufilligem Intensititsmafl M, n € N und
fMEXY)XxNEXxY)x (ExY)"— R, messbar. Dann gilt

E/f(M,@ — 0y — =0y 21, 2n) D (A(2, . 20)

:EUf(M,cb,zl,...,zn)M"(d(zl,...,zn))

Die Definition und Eigenschaften von Poissonprozessen und Coxprozessen auf E erhilt
man aus den entsprechenden Definitionen und Aussagen zum Produktraum F x Y, wenn
an den jeweiligen Stellen £ x Y und B x ) durch E und B ersetzt werden. Da wir in
diesem Kapitel den markierten Fall untersuchen, verzichten wir darauf, den unmarkierten
gesondert darzustellen.

Im folgenden Abschnitt 3.2 untersuchen wir zu einer Stoppmenge S : Ny — F die
Zufallsvariable S(®), wobei ® ein Coxprozess auf E x Y sein soll. Nach unserer Definition
markierter einfacher Punktprozesse ist jedoch nicht jeder Coxprozess ® auf E x Y ein
Y-markierter einfacher Punktprozess auf E. Wir geben in dem unten stehenden Lemma
Bedingungen an das zuféllige Intensitdtsmall M eines Coxprozesses ® auf ' x Y an, so
dass fast sicher ® € Ny gilt.
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Lemma 3.1.5 Sei ® ein Coxprozess auf E XY mit zufdilligem Intensitdtsmafi M. Das
zufillige Mafd M (- xY') sei P-f.s. diffus und das Maf§ EM (- xY') sei lokalendlich. Dann

ist @ P-f.s. ein Y -markierter einfacher Punktprozess auf E.

Beweis: Es gelten die Voraussetzungen des zu beweisenden Lemmas. Nach Satz 1.1.1
existiert eine Folge von offenen, relativ kompakten Mengen G,,, n € N, mit | J;2, G, = E.
Wir erhalten

E®(G, xY)=EM(G, xY) < o0, n € N.

Folglich gilt ®(G,, X Y) < oo fir alle n € N P-f.s. Da jedes C' € C in einem G,, enthalten
ist, ergibt sich ®(C' x Y) < oo fiir alle C' € C P-f.s. Wir konnen also oBdA annehmen,
dass ®(- x Y) ein Coxprozess auf E mit zufilligem IntensitdtsmaB8 M(- x Y) ist. Die
Behauptung folgt nun aus Lemma 3.1.3. U

3.2 Verteilungsaussagen zu Stoppmengen

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Stoppmenge S : Ny — F. Es sollen unter ande-
rem Resultate zum zufilligen Mafl M (S(®)) von S(®) vorgestellt werden, wobei ® ein Y-
markierter einfacher Coxprozess auf £/ mit zufélligem Intensitdtsmafl M ist, sowie dhnliche
Ergebnisse zu Bernoulliprozessen. Im Gegensatz zu [45] bedienen wir uns im Beweis nicht
der Resultate zu Martingalen in [21], sondern beweisen zunéchst mittels der Ergebnisse in
Abschnitt 1.2 eine allgemeine Verteilungsaussage zu Stoppmengen fiir Coxprozesse. Un-
sere Vorgehensweise betrachtet Stoppmengen mit Argumenten im Raum der markierten
einfachen Zahlmafle, benotigt jedoch weder die Separabilitdt von C, vgl. Lemma 1.1.3,
noch die Stetigkeit von oben der zu Grunde gelegten Filtration, vgl. Abschnitt 1.2.1. Alle
betrachteten Zufallsvariablen leben auf (£2, .4, P). Die Beweise zu den Ergebnissen in den
Unterabschnitten 3.2.1 und 3.2.2 findet der Leser in Unterabschnitt 3.2.3.

3.2.1 Resultate zu Coxprozessen

Sei ® zunéchst ein markierter einfacher Coxprozess auf £ mit Markenraum Y und zufalli-
gem Intensitdatsmafl M. Dabei sei M ein fixiertes zufilliges Mafl auf F x Y, welches P-fast
sicher diffus ist, vgl. Lemma 3.1.3. Wir setzen abkiirzend

eNS:=pNnS(p), NS =9pnS(p)  wS) :=w(S(p)xY)

fiir ¢ € Ny. Um die Darstellung zu vereinfachen, bezeichnen wir die Elemente aus £ x Y
weiterhin mit z statt mit (z,y). Ist {z1,...,2,} C E x Y der Triger eines ¢ € Ny, so
setzen wir S({z1,...,zx}) := S(p), andernfalls sei S({z1,...,z2}) := 0.
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Satz 3.2.1 Seien k € N und f: M(E xY) x Ny x Ny x F — R, messbar. Dann gilt
E [f(M, NS, 0N S S(®)) - 1{B(S) = k}

= % -E/f(M,{zl,...,zk},(bﬂS({zl,...,zk})c,S({zl,...,zk}))
exp(—M(S({z1,...,2k}) xY))
H{z,..., 2 € SHzr, ...,z }) x Y MF(A(2, ..., ).

Man erhélt den Cox-Prozess ® mit zufilligem Intensitdtsmafl M auf einer messbaren Teil-
menge A von E XY bekanntlich dadurch, dass man zunéchst M geméf seiner Verteilung
auswiirfelt, dann die Anzahl k& der Punkte von ® auf A anhand einer Poisson-verteilten
Zufallsvariablen mit Parameter M (A), und anschlieBend & unabhéngige M(AN-)/M(A)-
verteilte Punkte auswihlt. Eine &hnliche Vorgehensweise ist nach Satz 3.2.1 auch fiir
Stoppmengen moglich, wobei die Wahrscheinlichkeit P(®(S) = k), k € N, nach Satz 3.2.1
gegeben ist durch

P(®(S) =k) = % -E/exp(—M(S({zl, oz xY)
1z, ..,z € SHzr, .z }) x YIM*(A(2, ..., 2)). (3.2.1)

Wir wollen noch den Fall & = 0 behandeln.
Satz 3.2.2 Sei f: M(FE xY) x Ny x Ny x F — Ry messbar. Dann gilt
E [f(M, NS, PN S S(P)) - 1{B(S) =0}
-y [ F(M, 0, ® N S(0)°, S(B)) exp(—M(S(®) x Y))] .

Ein Ansatz bei der Betrachtung durch einen Coxprozess erzeugter Stoppmengen besteht
darin, das zuféllige Intensitdtsmall M zu wechseln, vgl. [45] fiir den Fall eines Poissonpro-
zesses. Wir halten weiterhin das zufillige Mafl M auf E x Y fixiert. Statt ® betrachten
wir ab jetzt fiir ein gegebenes p > 0 den markierten einfachen Coxprozess ®, mit zufalli-
gem Intensitdtsmafl pM. Der Coxprozess @, besitzt das zufillige Intensitatsmafi M, wir
schreiben in diesem Fall weiterhin ® statt ®;.

Aus den Sitzen 3.2.1 und 3.2.2 erhilt man die folgende Relation zwischen P®» und P®»
auf o(mg) fiir p,v > 0.

Lemma 3.2.3 Fiir k € Ny, v,p > 0 und A € Ny gilt
P(®,(S) = k, &, 5 € A)

= (g) E[ exp((y — p)M(S(®,) x V) - 1{8,(S) = k, &, 1S € A}].
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Wir erwédhnen, dass P(®,(S) = k) genau dann von dem Parameter p > 0 unabhéngig ist,
wenn auf der rechten Seite von (3.2.1) fiir beliebiges p > 0 das zufillige Intensitédtsmaf
M durch pM ersetzt werden kann. In diesem Fall kann mittels Satz 3.2.1 die Verteilung
von

M(S) := M(5(®) x V)

bedingt unter {®(S5) = k} als eine I'(k, 1)-Verteilung identifiziert werden. Die Messbarkeit
von M (S) wir dabei durch Lemma 1.1.11 gesichert.

Satz 3.2.4 Seien k € N und P(®,(S) = k) unabhingig von p > 0 und positiv. Dann
besitzt M(S) eine I'(k, 1)- Verteilung unter P(-|®(S) = k).

Wir wollen ferner zeigen, dass Groflen, die in skalierungsinvarianter Weise von & N S
abhéngen, unter den Voraussetzungen von Satz 3.2.4 unabhéngig sind von M (S) unter
P(-|®(S) = k). Wir setzen hierfiir

Is:={AeNy: P(®,NS €A ®,(S) = k) ist unabhéngig von p > 0}
und erinnern an die Definitionen ¢ NS := @ N .S(p) sowie () := p(S(¢) X Y), ¢ € Ny.

Satz 3.2.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2.4 sind o(M(S)) und (2 N S)~1(Zs)
unabhingig unter P(-|®(S) = k).

Wir formulieren Satz 3.2.5 im interessanten Fall eines homogenen Poissonprozesses im R¢
gesondert. Eine Abbildung F' mit Argumenten in Ny heif3t skalierungsinvariant, wenn
F(r-y) = F(yp) fir alle ¢ € Ny und r > 0 gilt. Hierbei sei

reo:={(rz,y) ER" Y : (z,y) €9},  @ENy, 7>0.

Gilt S(r-¢) =1 S(p) fiir alle ¢ € Ny und r > 0, so nennen wir S skalierungskovariant.

Ein Poissonprozess auf dem RY ist homogen, falls sein Intensititsmafl ein Vielfaches des
Lebesgue-Mafles iiber dem R? ist. Mit V(S) sei das zufillige Volumen von S(®) bezeich-
net.

Folgerung 3.2.6 Scien £ = RY, ® ein homogener Poissonprozess mit Intensitit v > 0
und S skalierungskovariant. Ferner seien ein Messraum (X, X) und eine skalierungsin-
variante Abbildung F' : Ny — X gegeben. Ist k € N mit P(®(S) = k) > 0, so sind Vy(S)
und F(®NS) unabhdngig unter P(- |®(S) = k) und Vy(S) besitzt eine T'(k,~)- Verteilung
unter P(-|®(S) = k).

Ist ® ein beliebiger Poissonprozess oder allgemeiner ein Coxprozess mit zufélligem In-
tensitdatsmafl M, so reichen die Voraussetzungen aus Folgerung 3.2.6 nicht aus um eine
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Gamma-Verteilung fiir M (S) zu sichern. Wir geben nachfolgend ein Beispiel zu Coxpro-
zessen an.

Beispiel 3.2.7: Seien E = R? und S skalierungskovariant mit Vy(S()) € (0, 00) fiir alle
¢ € Ny. Dann ist die durch

F(p) = Va(S(p) " (¢NS(p), ¢ €Ny,

definierte Abbildung F' : Ny — Ny skalierungsinvariant. Sei ferner ® ein markierter
einfacher Coxprozess auf dem R? mit Marken in Y und es gelte zusiitzlich ¢(S) = k fiir
P®-fa. ¢ € Ny. Lemma 3.2.3 liefert P(®,(S) = k) = 1 fiir alle p > 0. Aus Satz 3.2.5
erhalten wir nun die Unabhéngigkeit von F(® N .S) und M(S) und aus Satz 3.2.4 die
['(k, 1)-Verteilung von M (S) unter P. Insbesondere gilt EM(S) = k.

Bis zum Ende dieses Unterabschnittes sei ® ein markierter einfacher Poissonprozess auf £
mit Marken in Y und lokalendlichem Intensitéitsmafl A. Ferner sei eine weitere Stoppmenge
T :Ny — F mit S(p) CT(p), ¢ € Ny, und P(®(T(P)) < oo) = 1 gegeben. Die Groflen

dNTNS :=dNT(P)NS(P), O(T\S):=0(T(P)NS(P)) xY)
sind nach Lemma A.1.6 messbar.

Satz 3.2.8 Seien k € N und f : Ny x F — R, messbar. Dann gilt
E[f(cmemsc,T(cp)) (T S) = k} ] o N s]

= %/f({zl,...,zk},T(((IDﬂS) U{z,. .o, 2)))

exp(—A((T[(® N S) U {z, ..., 2} \ S(@)) x Y))
ooz € (TU@ N S)U Lz, 2]\ S(®)) x Y AR(A(z, ..., 21)).

Man beachte in Satz 3.2.8, dass S(®) messbar ist beziiglich o(®N.S), vgl. Folgerung 1.2.15.
Wir setzen noch A(S) := A(S(®) x Y) und A(T) := A(T(P) x Y.

Satz 3.2.9 Sei k € N. Ist P(®,(T'\ S) = k| P, N.S) unabhingig von p > 0 und positiv
P-f.s., so besitzt A(T') — A(S) eine T'(k,1)-Verteilung unter P(-|®(T'\ S) = k, N S).
Gilt P(P(T\ S) =k) =1, so sind A(T') — A(S) und ® NS unabhingig und A(T) — A(S)
besitzt eine I'(k, 1)-Verteilung unter P.

Die Resultate dieses Unterabschnittes 3.2.1 sind fiir Poissonprozesse ® mit Intensitéts-
mafl A und kompakte Stoppmengen S in [5], [32] und [45] aufgefiihrt. Die Aussage von
Satz 3.2.1 erinnert an den Beweis von Theorem 1 in [32]. Die Formel von Satz 3.2.1 ist fiir
den Spezialfall einer Voronoi-Flower in [2], Prop. 1, aufgefiihrt. Die Gamma-Verteilung
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von A(S) unter P(-|®(S) = k) wird in [45], Th. 2, nachgewiesen sowie ohne Verwendung
des Stoppmengenbegriffs in [32], Th. 2 (ii). In Abschnitt A.3.1 zeigen wir, dass in eben
genannter Referenz in der Tat Stoppmengen betrachtet werden. Die Unabhéngigkeit un-
ter P(-|®(S) = k) von A(S) und Grofen, die in skalierungsinvarianter Weise von ® N S
abhéngen, wird in [32], Th. 2 (i), festgestellt. Stoppmengen S, T mit S C T werden in [5]
fiir einen homogenen Poissonprozess ausfiihrlich behandelt.

3.2.2 Resultate zu Bernoulliprozessen

Die Gamma-Resultate aus dem vorigen Unterabschnitt wurden mittels charakteristischer
Eigenschaften von Stoppmengen als auch unter Ausnutzung der unabhéngigen Zuwéchse
eines Poissonprozesses hergeleitet. Es liegt nun nahe, eine weitere Klasse von Punktpro-
zessen zu untersuchen, welche ebenfalls unabhéngige Zuwichse aufweist, die Rede ist
von den sogenannten Bernoulliprozessen. Wir werden die Ergebnisse zu Coxprozessen auf
Bernoulliprozesse iibertragen, an die Stelle der Gamma-Verteilung tritt dabei die negative
Binomialverteilung.

Seien E eine abzihlbare Menge, versehen mit der diskreten Topologie und p, € [0, 1],
x € E. Gegeben seien ferner unabhingige Folgen unabhéingiger Zufallsvariablen (H,).cg,
(V)zer, wobei H, Bernoulli-verteilt sei mit Parameter p, und V, eine Zufallsvariable mit
Werten in Y. Wir definieren einen Y-markierten einfachen Punktprozess ® auf E durch

O:=Y H, 0y,

zeFE

und nennen ihn Bernoulliprozess. Fiir festes k € N setze
Efé = {(21,...,24) € E*: 21,..., x4 paarweise verschieden}.

Satz 3.2.10 Seien k € N und f : Ny x Ny x F — R, messbar. Dann gilt

E [f(CD NS, &N S, S(®))-1{d(S) = k}]

Z f|:{(£€1, Vl‘l)v SRR ('rlﬁ Vl‘k>}> oN S({(xlv ‘/11)7 BRI (xkv ‘/mk)})cv

S{(@1, Ve (21 Vi) D)

k
le‘i H (1 _px)

xES({(a)thl) ----- (xlvvﬂck)})\{xl ----- Ty}

o, ae € SU(, Vo), . .. (xk,\/ggk)})}].
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Der Ansatz, bei der Betrachtung von Stoppmengen einen Parameter zu wechseln, vgl.
Unterabschnitt 3.2.1, kann auch bei Bernoulliprozessen gewinnbringend genutzt werden.
Wir schreiben ® = &, falls p, = p fiir alle € E und ein p € (0, 1) gilt. Eine Erweiterung
von Satz 3.2.10 auf den Fall £ = 0 soll hier nur fiir & = ®, angegeben werden.

Satz 3.2.11 Seien p € (0,1) und ® = ®,,. Fiir messbares f : Ny x Ny x F — Ry gilt
E[f(cp NS, ® NS 8(P)) - 1{d(S) = 0}}
— (1= p)™ 450 B[ 70,00 S(0), 5(0)].

Aus den Sdtzen 3.2.10 und 3.2.11 erhélt man fiir p,q € (0,1) die folgende Relation zwi-
schen P®¢ und P auf o(7g).

Lemma 3.2.12 Seien k € Ny und p,q € (0,1). Es gilt fir A € Ny

P(®,(S) =k, &, NS € A)

_ (4 kE[ L=\ sy =k @ ns e Ay,
p 1—p g o

Satz 3.2.4 zeigt die Bedeutung von Gamma-Verteilungen bei Stoppmengen im Fall eines
Coxprozesses. Liegt dagegen ein Bernoulliprozess vor, so erhélt man im analogen Zusam-
menhang die negative Binomialverteilung, wie unten stehender Satz ausfiihrt.

Satz 3.2.13 Es seien k € N und ® = @, fiir ein p € (0,1). Ist P(®,(S) = k) unabhdngig
von q € (0,1) und positiv, so besitzt card S(®) — k unter P(-|®(S) = k) eine negative
Binomialverteilung mit Parameter k und p.

Folgendes Bild wird hier fiir den Fall ®(S) = k durch oben stehenden Satz vermittelt. Man
sucht £ Punkte in F aus ® geméf eines durch die Stoppmenge festgelegten Algorithmus.
Ein gefundener Punkt aus '\ ® kann als Niete aufgefasst werden, ein Punkt aus EN® als
Treffer. Gestoppt wird bei dem k-ten Treffer und die Stoppmenge besteht aus der Menge
aller gefundenen Punkte, namentlich aus den k-Treffern und den card S(®) — k Nieten.

Wir setzen
Js:={AeNy: P(®,NnS € A, &,(S) = k) ist unabhingig von ¢ € (0,1)}
und erinnern an die Definitionen ¢ NS := N S(p) sowie p(S) := ¢(S(p) X Y), ¢ € Ny.

Satz 3.2.14 Es seien k € N und ® = @, fir ein p € (0,1). Unter den Voraussetzungen
von Satz 3.2.13 sind o(card S(®)) und (® N S)~H(Ts) unabhingig unter P(-|®(S) = k).
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Gegeben sei nun eine weitere Stoppmenge 7' : Ny — F mit S(p) C T(¢), ¢ € Ny,
und P(®(T(P)) < oo) = 1. Satz 3.2.8 lasst sich auch im Fall eines Bernoulliprozesses
formulieren.

Satz 3.2.15 Sei f : Ny x F — R, messbar. Dann gilt

E[f(cmemsc,T(cp)) BT\ S) = k}}qms}

:%'E Z f[{(xlv‘/m)""7<xk7‘/rk)}>T((q)mS)U{<x17vxl)7"'7<xk7‘/rk>}):|

(:Bl ..... :Bk)EEi

€T ((ENS)U{(21,Viy )y (@1, Vi, YO\ (S (@)1 .21 })

Yz, ..., a0 € T(@NS) U{(1,Va), ..., (21, Vo)D) \ 5(@)}] .

Wir erinnern daran, dass S(®) messbar ist beziiglich o(® N S), vgl. Folgerung 1.2.15.

Satz 3.2.16 Seien k € N und ® = @, fiir ein p € (0,1). Ist die bedingte Wahrscheinlich-
keit P(®, (T \ S) = k| ®,NS) unabhingig von g € (0,1) und positiv P-f.s., so besitzt die
Zufallsvariable card (T \ S)(®) — k unter P(-|®(T\ S) =k, PN S) eine negative Bino-
mialverteilung mit Parameter k und p. Gilt P(®(T'\ S) = k) = 1, so sind card (T'\ S)(P)
und ® NS unabhingig und card (T\ S)(P) — k besitzt eine negative Binomialverteilung
mit Parameter k und p unter P.

3.2.3 Beweise

Grundlage der hier angegebenen Beweise ist folgendes Lemma.
Lemma 3.2.17 Seien k € N, ¢ € Ny und f : Ny x F — R, eine Abbildung. Dann gilt

flen S, 5(¢)) - H{p(S) = k}
= %/f({zl,...,zk},S({zl,...,zk}))

{z1,...,2z.€ S{21,...,2}) x Y}
{(p =0, — - —0,.)S{z,...,z}) xY) =0 oW (d(z1, ..., 2)).
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Beweis: Zunichst gilt
flen5,5(p)) - Hp(S) = k}
l E TR 0)
1{{z1,.. .,z =N S} ™ (d(21, ..., 2)).

Nach Satz 1.2.20 besitzt die Gleichung ) = pNS(¢) die eindeutige Losung 1, := ¢NS(p),
und es gilt S(1,) = S(p). Hieraus erhalten wir fiir ¢ € Ny

Gy =9nSe) & {oneozmdt =005z, a)),
so wie S() = S({z1, ..., z}), falls eine der beiden Aussagen richtig ist. Folglich gilt
f(soﬂSS ) - H{e(S) =k}
/f Crree b Szt )
Wz, =onSHea, ) o®(d(z, ., 2))
- %/f({zl,...,zk},S({zl,...,zk}))

{z,...,z,.€ S{21,...,2}) x Y}
H{(p—06., — - —0.)8({z,...,z}) xY) =0 oW (d(z1,...,2)).

Das ist die Behauptung. Il

Beweis von Satz 3.2.2: Mittels Satz 1.2.20 man erhélt analog zu obigem Beweis fiir
QOENyU_ndeNyXf%RJF

flen S, 8(p)) - H{e(S) =0} = f(0,5(0)) - 1{en S(0) = 0}. (3.2.2)
Die unabhéingigen Zuwiéchse eines Poissonprozesses liefern die Behauptung. 0

Beweis von Satz 3.2.1: Seien k € Nund f: M(F xY) x Ny x Ny x F — R, messbar.
Aus den Lemmata 3.2.17 und 3.1.4 folgt zunéchst

E [f(M, NS, NS, S(P)) - 1{B(S) = k}

= % E/f(M, {z1,. 2z}, 2N S{z1, ..,z ) S{z1, -+, 2k )}))

{z1,....,z,.€ S{z1,...,2}) x Y}
H{O(S({z1,...,z}) xY) =0} M*(d(z1, ..., %))

Die Unabhéingigkeit der Zuwéchse eines Poissonprozesses liefert die Behauptung. 0
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Beweis von Lemma 3.2.3: Sei zunédchst £ € N. Aus Satz 3.2.1 erhélt man fiir p,v > 0
und A € Ny

P(®,(S) =k, &,NS € A)
= % -E/l{{zl, oz € A exp(—pM(S({z1,...,2k}) X Y))
1z, ...,z € SHzr, . sz }) X Y (pM)*(d(21, .. ., 21)
p\" 1
= <§> ] -E/l{{zl, o2k € Ay exp((y — p)M(S({z1,- -+, 21}) X Y))
exp(—yM(S({z1,..-,z}) x Y) L{M(S({z1,...,2}) X Y) < o0}
Hz,. .,z € SH{zn, .z d) x YI(yM)*(A(2, . . ., 2)).

Nochmaliges Anwenden von Satz 3.2.1 liefert
P(®,(S) =k, ®,NS € A)
k
- (g) E[exp((7 — )M(S(®) x 1)) - {M(S(®) x V) < o0}
1{D.,(5) =k, &, NS € A} (3.2.3)

Eine einfache Folgerung aus den Sétzen 3.2.1 und 3.2.2 ist

P(M(S(®.) x V) = 00, @, (S) < 00) = 0. (3.2.4)
Aus (3.2.3) und (3.2.4) ergibt sich nun wie behauptet

P(®,(S) =k, ®,N S € A)

- <§)kE[GXp<w — PIM(S(®) x Y))L{®,(S) = k. @, 15 € 4}].

Sei k = 0. Nach Satz 3.2.2 gilt

P(®,(5)=0,%,NnS e A)
=Eexp(—pM(S0) xY))-1{0 € A}

— E| exp(—yM(S(0) x Y)) - exp((y = p)M(S(0) x Y)) - 1{0 € A}
H{M(S(0) x Y) < oo}]
—E|exp((7 — p)M(S(®,) x ) - {M(S(®,) x Y) < o0}

1{®, NS €A, & (S) = 0}].
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Wegen (3.2.4) ist die Behauptung auch fir &k = 0 gezeigt. O

Fiir den Beweis von Satz 3.2.4 benutzen wir den Parameterwechsel aus Lemma 3.2.3, man
vergleiche auch [32] und [45].

Beweis der Sitze 3.2.4 und 3.2.5: Seien p < 1 und M;_, := (1 —p) - M sowie A € Tg.
Es gilt nach Satz 3.2.1

E[exp(pM(S)) {®N S e A} -1{B(S) = k)

= % ~E/exp((p —DOM(S(z1, ..., 2}) xY)) - 1{{z,..., 2} € A}

Hen, oo € SUzn o)) x YY MM (21, .., )
—(1-p)*. % -E/exp(—Ml_p(S({zl, ) X Y)) 1z, ) € A)
1z, oz € S({zn o 2d) X YIME (A(z1, -, 21)).
Setzen von p = 0 liefert

P(®NS e A &(S)=k)

:%'E/l{{zl,...,zk}GA}-l{zl,...,zkES({zl,...,zk})xY}

exp(—M(S({z1,...,2}) X Y)) Mk(d(zl, )
1

= ~E/1{{z1,...,zk} €A} -1z, € Sz, ..., m)) X V)
exp(—My_p(S({z1, . z}) x V) ME(d(z1, .., ),
wobei wir die Voraussetzung an A benutzt haben. Folglich ist
E[exp(pM(S)) 1{®NS € A} 1{d(S) = k}]
=(1—p) " P(@NSeA dOS)=k). (3.2.5)

Da nach Voraussetzung P(®,(S) = k) unabhéngig von r > 0 ist, kénnen wir insbesondere
A = Ny setzen. Wir erhalten

E[exp(pM(s>) 1{D(S) = k}] = (1—p)* - P(B(S) = k). (3.2.6)

Die momentenerzeugende Funktion einer I'(k, 1)-Verteilung berechnet sich zu

pr(1=p)7",

somit ist Satz 3.2.4 bewiesen. Satz 3.2.5 erhélt man sofort aus (3.2.5) und (3.2.6). O
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Beweis von Folgerung 3.2.6 Seien ¢ € Ny und p > 0. Wir setzen ¢, := p . Die
Skalierungskovarianz von S und die Skalierungsinvarianz von F’ liefern

0o(S(pp) X Y) =k & p(S(p) xY) =k, F(p,NS(p,)) =FlpNS(p)).

Es folgt o(F') C Zg und aus den Sétzen 3.2.4 und 3.2.5 ergeben sich die Unabhéngigkeit
von F(®NS) und V4(S) als auch die I'(k, 1)-Verteilung von vV,(S) unter P(- |®(S) = k).
Das ist die Behauptung. O

Beweis von Satz 3.2.8: Nach Folgerung 1.2.17 ist zunéchst

S(p) = S(eNS(p) =S(eNT(p),  »€Ny. (3.2.7)

Die Voraussetzung S C T liefert ferner

eNS(p)=pNT(e)NS(eNT(p)) =7s(pNT(p), ¢ €Ny.

Wir setzen @ NT := & NT(P) und &(7T) := ®(T(P) x V). Fiir messbare Abbildungen
f:Ny xF — Ry und h: Ny — R, messbar sowie k,[ € N gilt nach Satz 3.2.1

E[f(CID AT, T(®)) - h(®NS) - L{O(T) = k + 1} - 1{B(S) = z}]

__1 g / P2z Tz o 2))

(k+ D!
H{cardmws({z1, ..., zk1}) =1} - h(ms({z1,- -+, 2kt }))
exp(—A(T({z1,..-,zk}) X Y))
e,z €TE2, 0 2z }) x YA (A(21, . 2040))

_ (' 3>‘ .E/f({zl,...,zk+l},T({Z1,---,Zk+l}))

(k+
Hrs({z1, .. zen}) = {21, .- szt - ({2, -, 21))
exp(—A(T({z1,..-,z}) X Y))
e,z €TH21, oz }) x YA A(21, .00 zi))

Nach Satz 1.2.20 ist ¥, := ¢ N S(p) die eindeutige Losung der Gleichung ¢ = ¢ N S(v),
und es gilt S(1,) = S(p). Hieraus erhalten wir

{z1,...,at =7ms({z,. ., 2en})
ez, ar={z,.. o,z NSHz, . 2} (3.2.8)

und

S{z1y- - zem)) = SHzn, -5 a)),
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falls eine der beiden Aussagen obiger Aquivalenz (3.2.8) richtig ist. Aus diesen Uberle-
gungen ergibt sich

{217 . .,Zl} = {217 - '7zk+l} N S({Zl7 . '7zk+l})
Ang {217 .- -721} - S({Zla .- -721}) und {ZH-l) .- '7zk+l} - S({Zla .- -721})6

und hieraus
E [f(CID AT, T(®)) - h(®NS) L{O(T) =k + 1} - 1{B(S) = z}]

1
= m 'E//f({zla"'vzlazl-i-la . --aZk+l}7T({21, . --aZlaZl+1>---,2k+l}))

H{z,...,z1€S{z1, ..., 20} - h({z1, -5 2))

exp(—A(T'({z1, - 21, 21415 - - - 2k )) X Y))

Wz, o zem € THz, vz 20415 2k p) \SH21, - sz)) x Y}
A (A(z141, - 2e00)) A (21, - .0, 20).

Wir wenden Satz 3.2.1 auf das duflere Integral an und erhalten
E [f(CD AT, T(®)) - h(®NS) - L{B(T) = k + 1} - 1{B(S) = 1}

1
=0 ~E/f((<ImS) U{vy, ..., ), T(PNSU{vy, ... v})) - h(PNS)

exp(~AT((@ N 8) U or,.. 1} \ S(®) x V)

Hoy, ..., € T(ONS)U{vr, ..., 0} \ S(@) x Y}

{®(S) = 1} AR(d(vy, .., 03).
Den Fall [ = 0 zeigt man mit Satz 3.2.2 analog. Aufsummieren beider Seiten iiber [ € Ny
liefert unter Beachtung von S(®) = S(® N S), vgl. Folgerung 1.2.15, die Behauptung. [
Beweis von Satz 3.2.9: Wie im Beweis von Satz 3.2.4 ergibt sich mittels Satz 3.2.8 fiir
p>0

E [ exp(p(A(T) ~ A(S)) - L{B(T\ §) = b} |1 5]
=1 =p) " PRT\S)=k[®NS),

woraus die erste Behauptung folgt. Gelte nun P(®(7"\ S) = k) = 1. Nach Lemma 3.2.3 ist

P?» fiir p > 0 absolutstetig beziiglich P? auf o(77). Aus (3.2.7) ergibt sich die Messbarkeit
von S beziiglich o (7). Folglich gilt

B(®,(T'\ §) = k) = B((®, N T)(E) — (®,NT)(S(@) =k) =1,  p>0.



72 KAPITEL 3. STOPPMENGEN UND PUNKTPROZESSE

Somit ist P(®,(T"\ S) = k) unabhéngig von p > 0 und positiv. Ferner erhélt man aus
P(®(T\S)=k)=1auch P(®(T\S)=k|PNS)=1P-fs., somit gilt

E| exp(p(A(T) — A(S))) ‘ o N s] — (1-p)7* P-ts.

Hieraus ergibt sich die zweite Behauptung. 0

Beweis von Satz 3.2.10: Die Behauptung folgt analog zum Beweis von Satz 3.2.1 aus
Lemma 3.2.17 und der Definition eines Bernoulliprozesses, vgl. Unterabschnitt 3.2.2. [

Beweis von Satz 3.2.11: Aus (3.2.2) folgt
E[f(cb NS, &N S, S(®)) 1{d(S) = 0}]
—E [ F(0,® NS0, S(0)) - 1{B(S(0) x ) = 0}] .

Die unabhéingigen Zuwiéchse eines Bernoulliprozesses liefern nun die Behauptung. 0

Beweis von Lemma 3.2.12: Aus Satz 3.2.10 erhdlt man fiir ¥ € N und ¢ € (0, 1) mit
der Abkiirzung card S := card S({(x1, Va,), ..., (zk, Vi) })

P(®,NS € A, 0,(S) = k)

1 _

= E E Z qk<1_Q>CardS k'1{{(x17‘/11>7"'7<xk7‘/$k)} EA}
' (:Bl ..... {L'k)GE;i
Hay, ..o on € S{(@1, Vi), -+ (xka‘/mk)})}]

qk 1 1— q card S—k
_ 4 = k o cardS—k [ - 4 .
= E Z p*(1 —p) (1 —p) 1{card S < oo}

(1’1 ..... :Ek)GE;i

1{{(5617 ‘/11)7 R (xkv ‘/rk)} € A}

Hxy, ...,z € S{(x1, Viy),y - - (g, ka)})}] ;

Nochmaliges Anwenden von Satz 3.2.10 liefert
P(®,(5) =k, &,NS € A)

k card S(®p)—k
_(4q l—gq _
- <p) E[ (1 _p) 1{card $(®,) < 00, B,(S) =k, B,N S € A}]
(3.2.9)
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Aus Satz 3.2.10 erhilt man iiberdies

P(card S(®,) = o0, ©,(S) = k)

1 car —
< T E[ Z pk(l —p) dS—k 1{card S = oo}] =0. (3.2.10)
(xl 77777 xk)eEi

Aus (3.2.9) und (3.2.10) folgt die Behauptung fiir & € N. Sei k = 0. Nach Satz 3.2.11 gilt

P(®,(S) =0, d,NS € A) = (1 — ¢q)@5D . 1{p ¢ A}

= (1= p)es®. (1 4

card S(0)
: —p) -1{card S(0) < oo} - 1{0 € A}

1_p card S(®p)
:E[ = 1{card S(®,) < 00, B,(S) =0, &, NS € A].

Aus Satz 3.2.11 erhilt man {iberdies
P(card S(®,) = oo, ®,(S) = 0) = (1 — p)* 5@ . 1{card S()) = 0o} = 0.

Somit ist die Behauptung auch fiir £ = 0 gezeigt. U

Beweis der Sitze 3.2.13 und 3.2.14: Seien ¢t € (0,1], ¢ :=1—#(1 —p) und A € Js.
Wir benutzen wieder die Abkiirzung card S := card S({(x1, Vi), ..., (2, Vi, ) }). Es gilt
nach Satz 3.2.10

E {twrds@—’f {®NS € A}-1{B(S) = k;}]

ST P p) I (e Vi) (1, V) ) € A

k
(@1, )EES

1{ZL‘1, o, T € S({(l‘l,%l), ceey (xka‘/l‘k)})}]
" _
:<1_t(pl_p)) EE Z (1 = g)erd s+

1{{(1'1,‘/351), R (:L‘kv‘/;ﬁk)} S A} 1{$1, ces T € S({(Ilav;cl)v AR (xk?Wk)})}]
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Setzen von t = 1 liefert

P(@®NS e A &(S)=k)

S Bl Y P (), o Vi) € 4)
(@1,02k)EEE
]_{ZL‘l, Lo, TE € S({(xlav;cl)? ] (xk’%k)})}]
_ % El Y = {0, Vi) (1, V) € A

]_{:L‘l, LT € S({(Ila V;cl)v S (xka V;ck)})}] s

wobei wir die Voraussetzung an A benutzt haben. Folglich gilt

E[tcards@*k 1{dNS € A} 1{d(S) = k}}

(o \ B
- (1 —1(1 _p)> P(@NS e A, &(S) = k), (3.2.11)

Da P(®,(S) = k) unabhéngig von a € (0,1) ist, gilt insbesondere Ny € Jg, und wir
erhalten

E[tcardS(q))—k‘ - 1{®(S) = k}] _ (%)k -P(®(S) = k). (3.2.12)

Somit stimmt die erzeugende Funktion von card S(®) — k unter P(-|®(S) = k) mit der
erzeugenden Funktion einer negativen Binomial-Verteilung mit Parameter £ und p auf
(0,1] iiberein und Satz 3.2.13 ist bewiesen. Satz 3.2.14 erhdlt man sofort aus (3.2.11)
und (3.2.12). O

Beweis von Satz 3.2.15: Wir setzen wieder NT :=dNT(P), &(T) := P(T(P) xY)
sowie abkiirzend

w = (x, V), di=1,...k+1 kleN.
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Vollig analog zum Beweis von Satz 3.2.8 erhélt man zunéchst fiir messbares h : Ny — R,
und k,l € N

E [f(tb AT, T(®)) - h(®NS) 1{B(T) =k +1} - 1{d(S) = Z}}

1

= ‘E Z f[{wu o W), TH{w, ,wk+z})]

(@10 2))EBL (@41, k1) EEL

l

ze€SH{wi,...;w P)\{z1,...,z1 }

k+1

i=l+1 xeT({wl ..... wkH})\(S’({wl ..... wl})U{xl_H ..... xk:-H})

Hzy,...,2z € S{wy, ..., w})}

1{1‘1_,_1, ey Tpgl € T({wl, R ,wkH}) \ S({wl, R ,wl})] .

Anwenden von Satz 3.2.10 auf die &uflere Summe liefert analog zum Beweis von Satz 3.2.8
die Behauptung. O

Beweis von Satz 3.2.16: Wie im Beweis von Satz 3.2.13 ergibt sich mittels Satz 3.2.15
fir ¢ € (0,1)

E [twrd (M\S)@)—k . 17(S) = k} ) ®N s}

k
p
=——) ‘P(®(S)=k|PNS
(=i PGS =klens)
woraus die erste Behauptung folgt. Gelte nun P(®(7"\ §) = k) = 1. Mittels Lemma 3.2.12
erhdlt man wie im Beweis von Satz 3.2.9 P(®,(T\ S) = k) = 1 fiir alle ¢ € (0,1),
insbesondere ist P(®,(7T"\ S) = k) positiv und unabhéngig von ¢ € (0,1). Ferner folgt
P(®(T\S)=k|PnNS)=1P-fs., folglich gilt

k
[ [ eard (T\8)(@)—k ’ N S} _ p '
1—(1—p)

Hieraus ergibt sich die zweite Behauptung. 0
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Kapitel 4

Stoppmengen und Palmsche Mafle

Ziel dieses Kapitels ist es, die Resultate zu Gammaverteilungen von Zuyev aus [45] und
das Complementary Theorem von Miles aus [27] fiir homogene Poissonprozesse im R¢
mittels eines gemeinsamen Ansatzes herzuleiten. Dabei werden die Konzepte der Stopp-
mengen und des Palmschen Mafles miteinander verkniipft. Im Gegensatz zu Kapitel 3
beschranken wir uns nun auf homogene Poissonprozesse, untersuchen jedoch eine Klasse
von Abbildungen, welche sowohl Stoppmengen als auch Abbildungen von Tupeln umfasst,
wie sie beispielsweise in [6] und [27] betrachtet werden. Wir arbeiten auf F = R?, versehen
mit der euklidischen Metrik, und bezeichnen mit A das Lebesgue-MaS iiber R?. Statt eines
allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraumes sei in diesem Kapitel ein Wahrscheinlichkeitsmafl

P auf (N, \') gegeben.

Bevor wir oben genannten Ansatz in Abschnitt 4.2 vorstellen, fiihren wir zunéchst noch
Stationaritdt und Palmsche Mafle ein.

4.1 Stationaritit und Palmsche Mafle im euklidischen

Raum

4.1.1 Stationidre Mafle

Fiir # € R? wird durch

Ou(¢) == ¢(- +2),  PEN,
eine bijektive Abbildung 6, : N — N definiert. Die Abbildung 6, verschiebt den Triger
des Arguments um —z. Die Familie (6, ),cre heit messbarer Fluss auf (N, N). Sie erfiillt
die Flusseigenschaft

0,00, =0,y z,y € RY,

77
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und es ist 0y die Identitéit auf N. Ferner ist die Abbildung (z, ¢) — 0,(¢), (z,¢) € R¢xN,
messbar, vgl. [14], Prop. 2.2.2.

Sei M : N — M ein zufilliges Mafl auf R?. Wir schreiben im Folgenden M (¢, B) statt
M(¢)(B). Im Fall von

M(¢,B+2)=M(0,.(¢),B), ¢€N, R BecB,

heift M adaptiert (beziiglich (6,),cra). Das Wahrscheinlichkeitsmafl P wird invariant
beziiglich (0,),era oder stationdr genannt, falls 0,(P) = P fiir alle x € R? gilt. Ist P
invariant beziiglich (0,),cre und M ein adaptiertes zufélliges Maf, so bezeichnen wir M
auch als stationdres zufilliges Maf. In diesem Fall ist die Verteilung des ,,verschobenen
Mafles“ M (- + x) unabhiingig von z € R

Das Intensitdtsmafl A eines stationédren zufdlligen Mafles M ist gegeben durch
A= YM )\,

vgl. [19], Th. 2.6. Hierbei ist
= E[M([0, 1]%)]

die Intensitdt von M.

4.1.2 Definition und Eigenschaften Palmscher Mafle

Es seien P stationdr und M ein stationéres zufélliges Mafl. Das Palmsche Maf$ von M
wird definiert durch

Py (A) = E/ 1{0, € A,z € [0,1]y M(dz), A€N. (4.1.1)

Gilt 0 < vy < 00, so heiit das Wahrscheinlichkeitsmaf
P = Yar P

das Palmsche Wahrscheinlichkeitsmaf$ von M. Wegen der Stationaritdt von M kann
in (4.1.1) die Menge [0,1]? durch ein beliebiges B € B mit V;(B) € (0,00) in nach-
folgender Weise ersetzt werden. Es gilt fiir ein solches B € B

Py (A) = Vd(B)lE/ 1{0, € A,x € B} M(dx). (4.1.2)
Aus (4.1.2) erhélt man mittels Approximation messbarer Abbildungen durch Treppen-

funktionen unten stehenden Satz. Es bezeichne dabei E,; die Integration beziiglich P,;.
Fiir den Erwartungswert beziiglich P}, verwenden wir EY,.
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Satz 4.1.1 (Verfeinerter Satz von Campbell) Fir alle messbaren Abbildungen f :
N x R4 — R, gilt

E/f(@w,x) M (dx) :IEM/f(QO,x) dz. (4.1.3)

Das Palmsche Mafl Py, von M ist o-endlich und eindeutig gegeben durch (4.1.3), vgl. [7],
Th. 12.2.11.

4.2 Stoppmengen und Palmsche Mafle

Wir kommen nun zu unserem eingangs erwéahnten allgemeinen Ansatz zur Herleitung von
Gamma-Resultaten. Hierfiir betrachten wir Abbildungen S : (R?)"*1x N — F mit der Ei-
genschaft, dass fiir festgehaltene xq, ..., x,,z € R? die Abbildung ¢ +— S(x1,...,2,, 2, @)
eine Stoppmenge ist. Zu einer solchen Abbildung S konstruieren wir ein Maf3 M und
definieren mittels eines stationédren Poissonprozesses ® eine Zufallsvariable S, (®,0). Wir
berechnen die gemeinsame Verteilung des zufélligen Volumens von S, (®,0) und der Teil-
konfiguration ® NS, (P, 0) unter dem Palmschen Wahrscheinlichkeitsma$l P}, von M. Die-
ser Ansatz wird sich bei der Betrachtung von Voronoi-Mosaiken in Abschnitt 5.1 als sehr
geeignet erweisen. Definitionen und Voraussetzungen sind Inhalt von Unterabschnitt 4.2.1.
Die Resultate werden in Unterabschnitt 4.2.2 aufgefiihrt, die zugehorigen Beweise findet
der Leser in Unterabschnitt 4.2.4.

4.2.1 Das Mal3 M

Seien zunichst V', V/ Mengen, so dass 7v + z fiir alle v € VU V', x € R, r > 0 definiert
und ein Element von V bzw. V"’ ist, und f : V' — V’ eine Abbildung.

e Die Abbildung f heifit skalierungsinvariant, falls f(rv) = f(v) und skalierungsko-
variant, falls f(rv) =rf(v) fir alle v € V, r > 0 gilt.

e Die Abbildung f heifit translationsinvariant, falls f(v+z) = f(v) und translations-
kovariant, falls f(v +z) = f(v) + z fiir allev € V, 2 € R? gilt.

e Die Abbildung f heifle homothetisch invariant, falls f translations- und skalierungs-
invariant ist und homothetisch kovariant, falls f translations- und skalierungskova-
riant ist.



80 KAPITEL 4. STOPPMENGEN UND PALMSCHE MASSE

Wir wollen in diesem Zusammenhang auch V' = N zulassen. Hierfiir seien ¢ + x und r - ¢
durch die zugehorige Translation bzw. Skalierung des Tréagers von ¢ erklart. Es ist dann

p+z=0,(¢)=¢(-—z), ¢eN zeR".

Eine Abbildung f: N x V' — V'’ ist somit genau dann translationskovariant, falls

f(0:(¢),0) = f(¢,x) — =
fiir alle ¢ € N und « € V gilt. Wir schreiben weiterhin 6,(¢) statt ¢ + (—x).
Ein zufalliges adaptiertes Mafl soll nun mittels folgender gegebener Grofien definiert wer-
den:
e jméeNyund n € N.

e Eine messbare und homothetisch kovariante Abbildung S : (R4)"*! x N — F mit
der Eigenschaft, dass fiir alle z1, ..., z,, x € R? die Abbildung

pr— S(xy, ..., 20,2, 0), ¢ € N, (4.2.1)

eine Stoppmenge ist. Wir definieren fiir zy,...,z,,z € R?

und benutzen im Folgenden fiir gegebene x4, ..., x, und ¢ € N die Abkiirzung

gb!m e = ON\ATL, TR

.....

e Eine homothetisch kovariante messbare Abbildung Z : (R%)" — F mit der Eigen-
schaft, dass das Maf

A»—>/1{x€ Z(x1,...,x,) N AYH(d2), A€ B, (4.2.2)

fiir alle xq,. .., 2, € R? lokalendlich ist.

e Eine homothetisch invariante messbare Abbildung R : (R%)"*! x N — R, mit der
Eigenschaft, dass fiir feste xy, ..., z,, 7 € R? die Abbildung ¢ — R(z1,. .., 7,7, d),
¢ € N, messbar beziiglich N, ., . ist.

.....

Eine weitere homothetisch invariante Abbildung R : (R9)""! x N — R, wird durch

R(x1, ..., 20, x,0) := 1{od(S(x1,...,xn,2,0)) =m} - R(xy1,...,2,,%,0)
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fir z1,...,2,, ¢ € R und ¢ € N definiert. Die Abbildung (;5 — é(xl, e Ty T, B), 0 €N,
ist fiir feste y,...,7,,r € R? messbar beziiglich N,

.....

Betrachte nun fiir ¢ € N

//1{x€Zx1,..., n) N -}R(m, y T,y T, Gbg;l ..... o)
H(dz) o™ (d(z1, ..., 2)). (4.2.3)

Wir setzen im Weiteren voraus, dass das in (4.2.3) definierte Mafl M (¢, - ) lokalendlich ist
fiir alle ¢ € N.

Lemma 4.2.1 Die Abbildung M : N — M ist ein zufilliges adaptiertes Majs.

Den Beweis von Lemma 4.2.1 liefern wir auf Seite 85 nach. Gibt es im Fall von j = 0 fiir
alle z1,...,2, € R und ¢ € N ein z(xy,...,7,, ¢) aus Z(xy,...,x,) mit
R(xy,....xn,2,0) >0 & x=2z(x1,...,20,0)

fiir alle x € R?, so liisst sich mit der Bezeichnung (z1,..., 7, € RY, ¢ € N)

R(xl, N Y RES R(xl, ey Ty 2(T1, T, @), D),

die einfachere Darstellung

----------

M(p, ) = /1{2(1:1, .. xn,qﬁxl o) € ~}]~%(x1, xn,qﬁm

gewinnen.

Wir setzen im Folgenden zusétzlich die Existenz translationskovarianter, messbarer Ab-
bildungen g¢i,..., g, : N x R? — R? mit folgender Eigenschaft voraus. Fiir alle ¢ € N
und alle (z1,...,1,) € ¢™ gilt

{91(¢, @), ..., gn(d,2)} ={a1,..., 20} (4.2.4)

fiir Hi-fast alle z € Z(xy,...,x,) mit R(zy,...,z,, T,y o) > 0. Wir fordern an-
schaulich, dass fiir alle ,interessanten“ Tupel (z1,...,z,,z,¢) die Punkte xy,...,x, in
messbarer Weise festgelegt sind durch ¢ und z. Mittels dieser Abbildungen ¢, ..., g, kann

S*(¢7 l‘) = S(gl(gbv {L‘), cee 7gn(¢7 l‘), xz, ¢\ {gl(gbv {L‘), cee 7gn(¢7 l‘)}) (425)

definiert werden. Aus g;(0.(¢),0) = ¢i(¢,z) — x fiir i = 1,...,n und der Translationsko-
varianz von S ergibt sich

S.(0.(6),0) + x = Su(, 7). (4.2.6)
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4.2.2 Resultate

Betrachte einen stationdren Poissonprozess ® mit Intensitdt v € (0,00). Die Intensitét
yp von M (P, +) sei endlich und positiv.

Satz 4.2.2 Das Volumen von S.(®,0) besitzt unter P9, eine T'(m +n — 1 + j/d,~)-
Verteilung.

Satz 4.2.2 erweitert Miles Complementary Theorem, vgl. [27], (5.20C), fiir den Fall, dass
der zu Grunde gelegte Prozess ein homogener Poissonprozess im R¢ ist. Miles betrachtet
in [27] allgemeiner homogene Poissonsche s-Ebenen Prozesse, ohne jedoch das Konzept
der Stoppmengen miteinzubeziehen. Eine Herleitung des Complementary Theorems mit-
tels Palmscher Mafle findet man in [6], wo auch Probleme im Zusammenhang mit Miles
Complementary Theorem diskutiert und ein Complementary Theorem Reuvisited sowie ein
Revised Complementary Theorem vorgestellt werden, vgl. [6], Th. 1 und Th. 3.

Groflen, die in skalierungsinvarianter Weise die Konfiguration ® N S, (P, 0) beschreiben,
sind unabhiingig vom Volumen von S, (®, 0) unter P,, wie folgender Satz feststellt.

Satz 4.2.3 Es sei F': (RY)""! x N — R, eine homothetisch invariante Abbildung, so
dass die Abbildung ¢ — F(z1,...,7,, 2, ) fir alle xy,...,1,,x € R? messbar beziiglich
enz 18 Dann ist die Zufallsvariable

-----

F*<(I)> = F(gl<q)70>7 s 7gn(q)70)707 P \ {g1<(I),O>, cee ,gn<(I)7O)})

unabhingig von Vy(S.(®,0)) unter PY,.

Ein Analogon zu Satz 3.2.1 lésst sich ebenfalls formulieren. Wir definieren abkiirzend

(I)! = \ {g1<q),0), c ,gn<(I)7O)}

und fiir m € N ein Maf} v,, auf N durch

ym(A)::/.../l{ZéyieA}dyl...dym, AeN.
i=1

Im Fall m = 0 setzen wir 1y := dg, dabei sei 0 das NullmaB iiber R¢. Das MaB v, ist
konzentriert auf N, := {¢ € N : ¢(R%) = m} und o-endlich, man betrachte hierfiir die
messbaren Mengen A,, := N¢ U {¢ € N : ¢([-n,n]!) =m}, n € N.
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Satz 4.2.4 Seienm € Ny, f: NxN xF — R, messbar und B € B mit V4(B) € (0,00).
Dann gilt

Ep f(®'N S, (P,0), ' NS, (P,0)¢, S, (P,0))
,yner .
:m/.../E[f(zpm,éﬂS(ml,...,xn,x,@/}m) LS Ty Ty )

exp(—yVa(S(x1, ..., xn, %)) - R(x1, ..., xp, T, 0m)
b, C S(xy, ... xp, 2,00} - H{x € Z(xq,...,2,) N B}
U (d)) HE (d2) day . . . daz,.

Liegt ein stationédrer, markierter Poissonprozess ® mit Marken in einem lokalkompakten
Hausdorffraum Y mit abzahlbarer Basis vor, so lassen sich zu den Sétzen 4.2.2 bis 4.2.4
analoge Aussagen herleiten. Ein messbarer Fluss auf (Ny, Ny) kann in iiblicher Weise
angegeben werden, man vergleiche beispielsweise [40], S. 88.

4.2.3 Eine Erweiterung unseres Ansatzes auf den Fall n =0

Wir wollen abschlieBend den Fall betrachten, dass S und R Abbildungen mit Argumenten
in R? x N sind. Da wir bisher n = 0 ausgeschlossen haben, geben wir diesen Fall nun
gesondert an.

Gegeben sei eine messbare und homothetisch kovariante Abbildung S : RY x N — F.
Fiir alle z € R? sei die Abbildung ¢ — S(x,¢), ¢ € N, eine Stoppmenge. Ferner sei
R :R?x N — R, eine messbare, homothetisch invariante Abbildung mit der Eigenschaft,
dass fiir alle z € R? die Abbildung ¢ — R(z, ), ¢ € N, messbar ist beziiglich o (mg(, ).
Wir definieren fiir festes m € Ny

R(z,¢) :==1{¢(S(x,¢)) =m} - R(x,¢), ¢ €N,

und betrachten das Maf
My(o, -) = / 1{z € -} R(z,¢)dz,  $€EN. (4.2.7)

Wir setzen wieder voraus, dass My(¢, -) fir alle ¢ € N lokalendlich ist. Hinreichend
hierfiir ist die Beschrénktheit von R. Ferner sei die Intensitiat von My(®, - ) positiv und
endlich. Der folgende Satz lisst sich wie Satz 4.2.2 beweisen. Man setze dabei Z = R?
und j =d.

Satz 4.2.5 Sei m € Ny. Dann besitzt das Volumen von S(0, ®) unter P}, eine I'(m,)-
Verteilung.
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Ist eine homothetisch kovariante Stoppmenge S : N — F gegeben und R = 1, so ist

Mo(¢) = 1{p(5(9)) = mj - A

und man erhélt Satz 3.2.4 fiir den Speziallfall eines stationdren Poissonprozesses sofort
aus Satz 4.2.5.

Neben dem in (4.2.7) vorgestellten Mafl M, bietet sich im Rahmen dieses Unterabschnittes
das durch

No(d, ) = / 1o € NS(x.6)} Rz, d)d(da), €N,

definierte Mafl Ny an. Man beachte
No(6, -) = /1{33 € Y1z e NS d)} Rz, o) HO(dz), SeN.  (428)

Das Mafl Ny(¢, - ) sei fiir alle ¢ € N lokalendlich. Hinreichend hierfiir ist die Beschrénkt-
heit von R. Ferner sei die Intensitidt von No(®, - ) positiv und endlich. Der folgende Satz
lisst sich wie Satz 4.2.2 beweisen. Man setze dabei Z = R¢ und j = 0.

Satz 4.2.6 Seim € N. Dann besitzt das Volumen von S(0, ®) unter P}, eine I'(m—1,)-
Verteilung.

Ist R =1 und ist eine skalierungskovariante Stoppmenge S : N — F mit der Eigenschaft
0 € S(¢) fiir alle ¢ € N gegeben, so kann via

S'(x,0) = S(0:(¢)) +o,  w€R, PEN,

eine homothetisch kovariante Abbildung S’ : R? x N — F definiert werden, so dass
S'(x,-) fiir alle z € R? eine Stoppmenge ist und stets z € S’(z, ¢) gilt. Der Nachweis der

Stoppmengeneigenschaft von S’(z,-) kann leicht mit Satz 1.2.18 gefiihrt werden. Unter
Beriicksichtigung von S(¢) = S’(0, ¢) und

No(¢, dz) = 1{$(5'(x, ¢)) = m} - §(dz) = 1{02(6)(5(0:(¢))) = m} - §(dx)

ergibt sich in diesem Fall folgendes Resultat.

) > 0. Dann besitzt das Volumen von

Satz 4.2.7 Seien m € N und P4 (®(S(®)) = m
— 1,7)-Verteilung.

S(®) unter PY(-| ®(S(®)) =m) eine ['(m

Die Sétze 4.2.3 und 4.2.4 gelten mit entsprechenden Modifikationen fiir die beiden oben
betrachteten MaBe (4.2.7) und (4.2.8).
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4.2.4 Beweise

Beweis von Lemma 4.2.1: Es ist firy ¢ R, A€ Bund ¢ € N

//erZm,.x@ﬂA}

R(xi, ..o mn,2, (0,(8))s, o) H(dx) 0,(0) ™ (d(z1, . .., 2,))

-----

//uxezxrﬂ%“, —y)N A

— Yy, Ty — Y, 2, 0,(0) \ {21 — ¥, ..., 20 — y})
H](da:) Qﬁ(”( (:Ul,...,a:n))

[/HxGth“wLJ—yﬂA}

R(xy, ... ,xp,x+y,0\ {z1,...,2,}) H(dz) ¢ (d(z1, ..., 2,))

-----

) oM (d(zy, ..., zn))
= M(¢, A+y).

Die Abbildung M ist folglich adaptiert. Es wurden dabei lediglich die Translationskovari-
anz von Z und die Translationsinvarianz von R benutzt. Wenden wir uns der Messbarkeit
von M zu. Das j-dimensionale Hausdorffmafl H7 ist ein duBeres Maf} iiber dem R¢, die
Einschrinkung von H? auf B ist ein MaB, vgl. [10], S. 171. Nach Voraussetzung ist fiir
alle 21, ..., z, € R? das Ma$ (4.2.2) lokalendlich. Fiir A, B € B ist die Abbildung

(X1, xn) — /1{:c € Z(xy,...,m,) NA}Y-1{z € By H/(dz)
messbar nach [43], Cor. 2.1.4. Die Messbarkeit von
(T1,y .oy Ty @) /1{ZL‘ € Z(xy,...,x0) NAY-R(zy, ..., xn,x,0) H (dz)  (4.2.9)

folgt nun aus Lemma A.4.1. Nach Lemma A.4.2 sowie [35], Satz 13.16 ist ndmlich T :=
(RY)™ x M polnisch und besitzt insbesondere eine abzihlbare Basis. Ferner ist 7" :=
(RY)"™ x N gem#fl Lemma A.4.3 eine messbare Teilmenge von T. Die Messbarkeit von
¢ — M(¢p, A) ergibt sich nun aus der Messbarkeit von (4.2.9). Man setze hierfir 7" := M,
T = N, X := (R)", n(¢,-) := ¢ sowie f gem#B der Zuordnungsvorschrift (4.2.9)
und benutze wieder Lemma A.4.1. Da A € B beliebig war, folgt die Messbarkeit von
¢ +— M(¢, -) nach Definition von M. O
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Seien P die Verteilung auf (N, N) eines Poissonprozesses im R? mit IntensitéitsmaB v - A
und ¢ die Identitéit auf N.

Beweis von Satz 4.2.2: Seien s < 7, p := (y—s)/y und C := [0, 1)¢ sowie C, := p~1/4C.
Unter Beachtung von (4.1.3), (4.2.5) und (4.2.6) gilt

Eys | exp{sVa(s.(®,0))}]

..........

Hz € Z(wy,...,2,) NC,YHI(dz) @™ (d(zy, . .., 20)). (4.2.10)
Die multivariate Version der Formel von Mecke-Slivnyak, vgl. Lemma 3.1.2, liefert
Eys | exp{sVa(S.(®,0))}]
=p-"- E/ . ./exp{sVd[S(:cl, o T, 2, DY R(y, ., , D)
{z € Z(z1,...,2,) NC,} H (dz) dzy . .. dz,,.

Wegen der o-Endlichkeit des Mafles (4.2.2) kann der Erwartungswert nach innen gezogen
werden. Damit folgt

Exy | exp{sVa(S.(®,0))} ]
=p-"- / . /E[exp{sVd[S(xl, o, P YR(21, . 2, 1, D)
Wz € Z(xy,...,2,) NC,} H (dz) dy . . . da,. (4.2.11)

Der Prozess ®, := p~1/4® ist ein homogener Poissonprozess mit Intensitiit py. Nach
Voraussetzung ist fiir alle z1,...,7,, 2z € R? die Abbildung ¢ — S(z1,...,Z,, T, ¢) eine
Stoppmenge. Mit Lemma 3.2.3 erhélt man

Eys | exp{sVa(S.(®,0))}]

=g () [ [B et =+ Wistan. 2,y

R(x1,..., 2, , q)p)]
1z € Z(xy,...,2,) NC,} H (dz) dy . . . da,.
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Nun ist py = v — s und obiger Ausdruck vereinfacht sich zu
E [exp{svd (@,0))}]

/ / (21, ... T, 2, @) H{x € Z(zy,...,2,) NC,}
H (dz) day . . . dx,.

Aufgrund der Skalierungsinvarianz von R und der Skalierungskovarianz von Z ist

ER(z1,..., 20,2, ®,)| H{z € Z(21,...,2,) NC,}
=E[R(y1, - Y, y, ®) 1{y € Z(1r,...,ya) N C} (4.2.12)

mit (Y1, ..., Yn,y) := p"/N w1, ..., Ty, z) und C = [0,1]¢ = pl/de. Die zur entsprechenden
Substitution gehérende Jacobi-Determinante J lautet

J = p-wdti/d,

Mit der Bezeichnung

Ph.y ::/.../E[R(yl,...,yn,y,é)]1{y€Z(yl,...,yn)ﬂC’}Hj(dy)dyl...dyn

folgt

n

y
En [GXP{SVd(S*(‘I%O))}] = Snteariid PRz (4.2.13)

Setzen von s = 0 liefert die Intensitét vy, von M(®, -), es ist

™ =" Py (4.2.14)

Gilt 0 < vy < 00, so ergibt sich nach Division beider Seiten von (4.2.13) durch vy,

Ey exp{sVd(S*(é,O))}] = p ot (L (4.2.15)

m+n—1+j5/d
=

Aus (4.2.15) erhalten wir die Behauptung. O

Auf die Skalierungskovarianz von S und Z sowie die Skalierungsinvarianz von R kann
verzichtet werden, wenn stattdessen (4.2.12) fiir alle p > 0 vorausgesetzt wird. Héngt
R nur von ¢ € N ab und ist Z skalierungskovariant, so gilt (4.2.12) genau im Fall der
Unabhéngigkeit des Erwartungswertes ER(CIDP) von p > 0. Die Voraussetzung in Satz 3.2.4,
dass P(®,(5) = k) unabhéngig von p > 0 ist, kann folglich als ein Spezialfall von (4.2.12)
angesehen werden.
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Beweis von Satz 4.2.3: Sei ¢t € R. Ersetze R in den Rechnungen des Beweises von
Satz 4.2.2 durch e’ - R und erhalte

Enr| exp{sVa(S.(®,0)) + tF. (@)}
= W//E[GXP{TEF(%,7yn>?/a<b)}f‘z(yla>?/m?/a<b)}

Setzen von s = 0 liefert

EM[eXp{tF*(CI))}} :7"/.../E[exp{tF(yh...,yn,y,Q)}é(%,...,yn,y, CI))}
H{yeZ(yr,....,yn) N C}Hj(dy) dy; ...dy,.

Unter Beachtung von (4.2.15) ergibt sich hieraus

Ey [exp{sVd(S*(CI), 0)) + m(cp)}} — E, [exp{sVd(S*(CI), 0))}} Ey [exp{tF*((I))}] .
Nach Division mit ~,, faktorisiert die momentenerzeugende Funktion des Zufallsvektors
(Va(S.(®,0)), F,(®)) unter PY,, woraus die Behauptung folgt. (]

Beweis zu Satz 4.2.4: Analog zum Beweis von Satz 4.2.2 ergibt sich fiir messbares
[ NXxNxF—R; und B € Bmit Vy(B) € (0,00), vgl. (4.2.11),

EMf(<I>mS( 0),®' N S,(®,0)¢, S.(P,0))

= Vy(B / / f(@NnS(xy,...,zn,z,P),...)

1{d(S (xl,...,xn,x,q))):m}-R(ml,...,xn,x,Cb)]
Wz € Z(x,...,2,) N B} H/ (dz) dz; . . . dx,.
Satz 3.2.1, angewendet auf den Ausdruck in den eckigen Klammern, liefert die Behaup-

tung. Man beachte hierbei Satz 1.2.16 und die Messbarkeit von R(x1, ..., z,,x, ) beziiglich
der o-Algebra N, O

.....

4.2.5 Vergleich und Diskussion der Ansitze

In Unterabschnitt 4.2.3 wurde aufgezeigt, dass sich die Gamma-Resultate aus Kapitel 3
fiir den Spezialfall eines stationédren Poissonprozesses und einer homothetisch kovarianten
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Stoppmenge in Satz 4.2.2 wiederfinden lassen. Die in [6] und [27] betrachteten homothe-
tisch kovarianten Abbildungen der Form S’ : (R%)" — F sind in unserem Ansatz ebenfalls
enthalten. Man setze hierfiir

Z(x1, ..., xp) = {11}, j:=0,

in (4.2.3) und betrachte das so definierte Mafl

R(z1,...,xp,21, @, YO (d(2y,. .., 2,)). (4.2.16)

.....

Wir bemerken, dass in unserem Ansatz auf die Existenz messbarer Abbildungen g1, ..., g, :
N x R? — R? mit der Eigenschaft (4.2.4) verzichtet werden kann.

Seien némlich S : (R?)"*! x N — F wie eingangs des Unterabschnittes 4.2.1 betrach-
tet und ® wie zuvor ein stationdrer Poissonprozess mit Intensitdt v > 0. Liegen Abbil-
dungen g1, ..., g, mit (4.2.4) nicht vor, so kann die Zufallsvariable S,(®,0) nicht mehr
geméiB (4.2.5) definiert werden. Im Fall von vy, € (0, 00) ldsst sich jedoch F': R — [0, 1],
definiert durch

R(zi,...,wn,2, @ YHI (d2) @ (d(2y, ..., 2)) (4.2.17)

.....

als die Verteilungsfunktion des typischen Volumens von S unter P9, interpretieren, man
vergleiche auch [6], Kapitel 3. Der Beweis von Satz 4.2.2, insbesondere die Rechnungen
ab (4.2.10), zeigt, dass sich I’ als Verteilungsfunktion einer I'(m+n—1+75/d, v)-Verteilung
erweist.

Beispiel 4.2.8: Beispiele von homothetisch kovarianten Abbildungen der Form S’ :
(RY)™ — F, welchen keine translationskovariante Abbildung der Form S : N x R? — F
zugeordnet werden kann, findet man in [6]. In Anlehnung an Example 9 ebengenannter
Referenz betrachten wir folgende Abbildung ((x1, 2o, z3) € RY)

Sy ($1, X2, 903)

= cl(B(zy, max (|3 — x|, [[x2 — 21]])) \ B(xy, min(||lzs — 21|, [[22 — 21]))))-
(4.2.18)

Fiir jedes m > 0 und fiir jedes nicht endliche ¢ € N findet man zu jedem x; € ¢ unendlich
viele (13, 23) im Triger von ¢ mit

(b(Sl(.Tl,SL’Q,ZL’g)) =m+ 2. (4219)
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Ein eindeutige Zuordnung der Form (z1, ¢) — (z9,x3) ist auf
{(z1,9) : &1 € ¢ und es ex. paarweise verschiedene 3, x3 € ¢ mit (4.2.19)}

somit nicht moglich. Abbildungen g; mit (4.2.4) werden sich folglich nicht finden lassen.

Wir miissen an dieser Stelle eingestehen, dass unsere Gamma-Resultate im Gegensatz zu
denjenigen aus [6] obiges Beispiel (4.2.18) nicht enthalten. Eine Vorgehensweise analog
zu (4.2.17) ist nicht moglich, da die Intensitét vy, des zugehorigen MaBes (4.2.16) nicht
endlich ist, vgl. [6], S. 592. Cowan 16st in [6] das Problem nicht endlicher Intensitét, indem
er fir R > 0 zunichst den Prozess Ug aller Tupel (1,75, x3) aus dem Triger von ®©)
auswertet, fiir welche xo, 23 in der Kugel B(z1, R) liegen, und den Grenziibergang R — oo
untersucht. Derart verfahrend gibt Cowan als Verteilung des typischen Volumens von Sy
die Gamma-Verteilung I'(m + 1,7) an.

Wir wollen den Formparameter m + 1 mit Hilfe zweier Stoppmengen begriinden. Unser
Plan besteht anschaulich darin, fiir ein Tupel (x1, 22, 23) aus dem Triger von ®®) die
Anzahl der Punkte von ® in

Bi(x1, 29, x3) == B(zy, min(||zy — 21||, |23 — 21]]))

zu fixieren. Wir betrachten also den Prozess aller Tupel (z1,x2,23) aus dem Tréager von
®®) | fiir welche die innere Kugel B;(z1, T, x3) ein feste Anzahl k € Ny von Punkten aus
®\ {z1, 79, 23} besitzt. Fiir solche Tupel sind x5 und z3 fiir P®-f.a. ¢ € N eindeutig durch
x1 und ¢ bestimmt.

Es seien T (¢) die kleinste Kugel um den Ursprung, welche mindestens k + 2 Punkte aus
¢ enthilt, und T3(¢) die kleinste Kugel um den Ursprung, welche mindestens & + m + 3
Punkte aus ¢ enthélt. Die Abbildungen 77 und 75 sind bekanntlich Stoppmengen. Wir
definieren

S(¢) == c(Ta(9)\T1(¢)),  d€N.
Nach [5], Theorem 5, besitzt V;(S(®)) eine I'(m+ 1, v)-Verteilung unter P, fiir jede Wahl
von k. Der Formparameter ergibt sich dabei aus ®(S) = m + 1 P?-f.s. Somit ist uns eine
Begriindung fiir den Formparameter m + 1 gelungen, welche ohne Rechnung und ohne
Grenziibergang auskommt.

Miles und Cowan betrachten in [27] bzw. [6] bei der Berechnung der Verteilung des typi-
schen Volumens der betrachteten Abbildung S’ stets nur solche Tupel (x1, ..., z,) mit der
Eigenschaft Vy(S'(xy,...,x,)) > 0, vgl. (4) in [6]. Sie umgehen damit Probleme, welche
entstehen, wenn S’ = () auf einer Teilmenge des (R9)" gilt.

Beispiel 4.2.9: Die Menge A C R bestehe aus allen Punkten x, welche lexikographisch
kleiner sind als —x. Wir definieren eine Abbildung S, : (R%)? — F durch

| B(xy, ||z — 24]]), falls xg — 1 € A,
Sa(21, x2) 1= { 0, falls 9 — x; € AC.
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Die Abbildung S, ist homothetisch kovariant. Man betrachte fiir m € N das zufillige
Ma$ (4.2.16) mit R = 1. Die Intensitédt ~y,, dieses Mafles berechnet sich zu /2. Nach
Satz 4.2.2 und den zu (4.2.17) gemachten Bemerkungen erweist sich die Verteilung des
typischen Volumens von S, unter P9, als eine I'(m + 1, y)-Verteilung. Sind m = 0 und

R(x1,z9) := 1{Vy(S(x1,22)) > 0},

so ist die Intensitdt des Mafles (4.2.16) ebenfalls v/2. Nach Satz 4.2.2 erweist sich die
Verteilung des typischen Volumens von S, unter P9, als eine I'(1,7)-Verteilung. Sind
jedoch m =0 und R =1 in (4.2.16), so ist v, nicht endlich.

Die Intuition legt nahe, dass dem Volumen von Sy in Fall m = 0 und R = 1 keine
Gamma-Verteilung zugeordnet werden kann. Sind némlich 1,2z, € R? verschieden und
gilt S(z1,22) = B(xy, ||xa — x1]|), so ist S(—x1, —x2) = 0. Anschaulich gesprochen ist
S(xy1,x9) fur die ,Halfte“ aller Tupel (21, z9) die Kugel um z; mit Radius ||z — 21 || und
fiir die andere ,,Hélfte“ aller Tupel die leere Menge.

In unserem Ansatz hiatten wir dieses Problem mittels
R(x1,. .., xn, 2, @) := L{Vy(S(x1,...,2n,2,¢)) >0} (4.2.20)

umgehen konnen. Da wir aber obigen Indikator nicht in unsere Voraussetzungen einbe-
zogen haben, stellt man zu Recht die Frage, inwiefern unser Ansatz das Problem leerer
Mengen erkennt. Als Antwort hierauf rechnen wir folgendes Beispiel.

Beispiel 4.2.10: Wir nehmen an, dass die Voraussetzungen von Unterabschnitt 4.2.1 mit
R =1 und m = 0 gelten. Nach (4.2.14) berechnet sich die Intensitdt von M durch

vM=7"/---/P@(S(yl,---,yn,y,@))=0)
1{y € Z(y1,...,yn) NCYH (dy) dy; . .. dy,
27"/.../P(S(yl,...,yn,y,(b)Z@)
1{y € Z(y1,...,yn) NCYH(dy) dy; . .. dy,.

Die Abbildung S(yi,...,¥n,¥y,) ist nach Folgerung 1.2.15 fiir alle yy,...,y,,y € R¢
messbar beziiglich Ny, 4. = 0(Ts,, . yny,-))- Aus Lemma 3.2.3 (setze dort k = 0)
ergibt sich fiir alle r > 0

P(S(Wis- -y Yn, 0, @) = 0) =P(S(y1, ..., Yn, yo 7 - @) = D). (4.2.21)

Die Skalierungskovarianz von Z und S liefert nach Substitution y; = rx;, i = 1,...,n,
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und y = rz unter Beachtung von (4.2.21) fiir festes r > 0

7MZ'y"-Td"J’j/.../P(S(xl,...,xn,x,q))Z@)
1{z € Z(xy,...,x,) Nr \CYH(dz) dzy . .. dz,,

:,yn,Tdn+j/,,./E[l{@(S(ml,...,xn,x,q))):O, S(x1,. .. xn,x,®) =0)

1{z € Z(xy,...,x,) N \CYHI(dz) dzy . .. dzy,
= p 2D Py (S.(D,0) = 0).

Fiir den letzten Schritt vergleiche man (4.2.11) und beachte Vy(r~'C) = % Da r > 0
beliebig war, erhalten wir im Fall von d(n — 1) 4 j # 0 die Alternative

Yy = 00 oder Py (Si(®,0) =0) =0.

Die Annahme v,; < oo in Unterabschnitt 4.2.2 eriibrigt somit in diesem Beispiel zusétz-
liche Indikatoren der Form (4.2.20).

Die Voraussetzung R = 1 in obigem Beispiel ist unerheblich und diente einer einfacheren
Darstellung. Dagegen ist die Forderung d(n — 1) + j # 0 sehr wohl zu beachten. Setzt
man beispielsweise

S('xlu(b) = Q)a T1 eRd7 (beN?

und betrachtet fiir n = 1, m = 0 sowie R = 1 das Maf (4.2.16), so ergeben sich vy, = 7
und PY,(S(0,®) = 0) = 1.



Kapitel 5

Verteilungsaussagen zur typischen
k-Seite

In diesem Kapitel werden zu der in Abschnitt 2.3 definierten k-Flower im Fall eines
Poisson-Voronoi-Mosaiks Verteilungsaussagen hergeleitet. Dabei greifen wir im ersten Ab-
schnitt auf die in Kapitel 4 vorgestellten Methoden und Resultate zuriick. Insbesondere
werden Abschéatzungen zu der Verteilung der typischen k-Seite eines Poisson-Voronoi-
Mosaiks angegeben, vgl. [1]. Gearbeitet wird auf dem Raum E = R?, welchen wir mit der
euklidischen Metrik ausstatten.

5.1 Gamma-Resultate

5.1.1 Mafle zu den k-Seiten

Seien stets ¢ € N und k € {0, ...,d}. Wir erinnern an die Definitionen aus Abschnitt 2.3.
Fiir das auf dem System aller k-Seiten Si(¢) eingeschrénkte k-dimensionale Hausdorffmaf

> HMFN )
FeS()
findet man im Fall von ¢ € N, die Darstellung

My(¢, -) = ;//1@ € Z(w1,. ., Tapy1) N - }

d—k+1)
o, v (B, |z = 24]))) = 0}

HE(dx) ¢ FY(d (2, ... Tgops))- (5.1.1)

93
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Wir erinnern dabei an die Definition von Z in Unterabschnitt 2.3.3. Dabei ist wieder

Prrvontarys = O\ AT1 o T}

Das Mafl My(¢, ) besitzt fiir ¢ € N eine Darstellung der Form (4.2.3), man setze dort
n:=d—k-+1, m=0 und verwende statt R und S die Abbildungen

R'(x1,...,Zq-kr1,2,0) :=1/(d—k+ 1)
S'(x1, . Ta—kr1,x, @) = Bla, ||lx — 4|]). (5.1.2)
Statt der in (5.1.2) definierten Grofle S’ betrachten wir die Abbildung
S(T1,. .y Tgpi1,P) = U B(y, ly — 1))

YESo(PU{T 1, d— k1 })NFk (T150,Td—k41,9)

mit z1,..., 24,41 € RY ¢ € N. Die Menge S(z1, ..., T4 p+1, @) ist die k-Flower zu der
potentiellen k-Seite Fj(xy, ..., Tq_k+1, @) des zu pU{x1, ..., Tq_+1} gehorenden Voronoi-
Mosaiks, vgl. Abschnitt 2.3. Zu festem m € Ny definieren wir

My m(¢, - ) = m//l{x € Z(w1,. ., Ta—p1) N - }
HBu,.va e (B, |lz = z1[])) = 0}
Wb e (S0, Tain, Gy ())) = M)
HE(dz) o9 (A2, .. Tgps))-

Das Mafl My ,,.(¢, ) lebt auf denjenigen k-Seiten Fj, des Voronoi-Mosaiks zu ¢, deren k-
Flower S(F}, ¢) neben den d — k + 1 Nachbarn der k-Seite F}, weitere m Punkte aus ¢
in ihrem Rand enthélt. Es besitzt ebenfalls eine Darstellung der Form (4.2.3), man setze
hierfiir

R(.Tl, <oy Td—k+1, T, (b) =

m (B, o —a1])) = 0} - Ua € Z(an, . 2}

Lemma 5.1.1 Die Abbildungen R’ und R sind homothetisch invariant, die Abbildungen
S’, S, Z homothetisch kovariant. Alle genannten Abbildungen sind messbar. Dariiber hin-
aus ist R(xy, ..., 04 i1, ) fiir alle x, 21, ..., 5q_r41 € R? messbar beziiglich der von

(bH(bmS(xla"wxd*kJrl?(b)? (bENa

erzeugten o-Algebra N, auf N'. Das Majs

7777 Td—k+1

A»—)/l{xeZ(xl,...,xd_kﬂ)ﬂA}Hk(d:p), Ae B,

ist fiir alle 1, ..., Tq_rr1 € R? lokalendlich.
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Beweis: Zu zeigen ist nur die Messbarkeit von R und S, vgl. Lemma A.2.7 und den zu-
gehorigen Beweis, sowie die Messbarkeit von R(xy,. .., T4 py1,, ) beziiglich NV,
Fiir G C R? offen ist die Menge aller (z,z;) € (R%)? mit

----- Tg—ft1°

Bz, |z —ml) NG #0

offen, folglich ist die Abbildung (z,z,) — B(x, ||z — z1||) € F, (x,21) € (RY)?, messbar.
Hieraus folgt die Messbarkeit von S’. Aus Lemma A.1.1 ergibt sich die Messbarkeit der
ersten der beiden Indikatorfunktionen aus der Definition von R, mittels der Messbarkeit
von Z und Satz 1.1.7 erhélt man die Messbarkeit der zweiten Indikatorfunktion, somit ist
R messbar.

Wir fixieren x,x1,...,Z¢r41 € R? und lassen diese im Folgenden im Argument von
R, S, Z und Fj, weg. Offensichtlich folgt R(¢NS(¢)) > 0 aus R(¢p) > 0. Es gelte umgekehrt
R(¢ N S(¢p)) > 0. Dann ist

z € Fr(¢NS(¢)) = Fi(9),

vgl. (2.3.8), und wir folgern mit Lemma 2.3.5

0=0¢nS5(@)N B, |z —ail)) = ¢ N Bz, |z — )

und hieraus R(¢) > 0. Somit ist R = R o g, was den Beweis abschliefit. O
Wir wollen an dieser Stelle anmerken, dass fiir ¢ € N, z1,..., 24 p11 € ¢ und = €
Z(x1, ..., T4 1) stets

Orriinn Bl —2l)) =0 = Bz e —al)ne=0
gilt.

Lemma 5.1.2 Fir alle $ € N sind My(¢, ) und My (o, -) lokalendlich.

Beweis: Sei ¢ € N. Wegen der Adaptiertheit von My, vgl. Lemma 4.2.1, reicht es,
M,.(¢, B(0,1)) < co zu zeigen. Zunichst gilt fiir alle 1, ..., 24 ;1 € RY

H(Z (21, ... 2a_p1) N B(0,1)) < K.
Seien y € ¢ fest und 1, ..., 24 .1 Punkte aus ¢ in allgemeiner quadratischer Lage. Gilt
Bz, [z —xl) N =0
fiir ein x € B(0,1) N Z(x1,...,Tq_ky1), SO ist auch

Bz, ||z — z;]) N ¢ =0, j=1...,d—k+1,
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insbesondere ist
y ¢ B%(z, ||z — x|, j=1...,d—k+1.

Es ergibt sich mit a := [|y||
at 12|y =l = flz; =z = |zl =1, j=1....d=k+1,
folglich ||z;|| < a4+ 2 fir alle j =1,...,d — k + 1. Wir erhalten
M(¢, B(0,1)) < K ¢(B(0,a+ 2)) ! < oo,
Wegen My, (¢, A) < My(¢, A), A € B, ist auch My, ,,,(¢) lokalendlich. O

Insgesamt ergibt sich nach Lemma 4.2.1, dass M} und My, zufillige adaptierte Mafle
sind. Man beachte, dass My(¢, ) fiir ¢ # () das Lebesgue-Maf8 \ auf dem R? ist.

Wir erinnern an die Notationen aus Unterabschnitt 2.3.3. Sind die Punkte x1, ..., x4 111 €
R? in allgemeiner Lage, so bezeichnet z(z1,...,7q_r41) das Zentrum der eindeutig be-
stimmten (d — k)-dimensionalen Kugel B(z1,..., 24 r11), auf deren Rand x1, ..., x4 41
liegen. Betrachte vorlaufig

1 |
d—k+1) /1{Fk($1,---75€dk+1,¢51 ,,,,, vans) 70}

1{'2(:617 SR xd*kJrl) € - } ¢(d_k+1)(d(x17 s 7xdfk+1))-

Wir bemerken, dass z messbar ist, vgl. Lemma A.5.3. Fiir alle Kompakta K und ¢ € N ist
Ni.(¢ N K,-) ein endliches ZahlmaB und ¢ — Ny .(¢ N K, -) messbar. Einfache Beispiele
zeigen, dass Ny .(¢, - ) nicht fiir alle ¢ € N, ein lokalendliches Maf ist, vgl. Beispiel A.5.1.
Sei Ay 1o, die Menge aller ¢ € N, fiir welche Ny, . (¢, -) lokalendlich ist. Mit der Bezeichnung
K, = [-n,n]? ist

Nk,*<¢7 : ) =

oo o o0

Ak,lok = ﬂ U ﬂ{gb € N: Nk7*(¢ N Kn, Kl) < m}, (513)

I=1m=1n=1

folglich gilt Ag o € N. Sei Ni(¢, - ) := Ni.(¢, -) auf Ay or und das NullmaBl 0 auf A 1ok
Man beachte 6, (Agior) = Akior, T € R4, Zusammen mit der Translationskovarianz von
F}, und z erhélt man die Adaptiertheit von Nj.

Analog zu My, definieren wir Ny, fir m € Ny durch

1 !
(d_ k,+ 1)‘ /1{Fk($17 .. 7xd—k+17¢-arl ..... J»’d—k+1) 7é @}

1{¢!}31 ..... {L’d,k+1(5(x17 R 7xd7k+17 (b:l:l ..... xd,k+1)) = m}

1{Z($17 s 7:L‘d—k+1) S } ¢(d_k+1)(d(l‘17 s 7xd—k+1))

Nk,m(¢7 : ) =
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auf Ay or und Ny, = 0 auf Ag ;. Es gilt wieder Ny .(¢, B) < Ni(¢, B), B € B, ¢ € N.
Auch Nj, und Ny, besitzen eine Darstellung der Form (4.2.3), man setze dort j = 0 und
Z(x1, .o Tgpr1) = {2(x1, .y Ta_pa1)

Lemma 5.1.3 Die Abbildungen Ny, Ny, : N — M sind zufillige, adaptierte ZihlmajSe.

Beweis: Die Behauptung folgt unter Beachtung von Satz 2.3.6 und Lemma A.2.7 aus

Lemma 4.2.1. [
Sind ¢ € Ny, 1,...,T4_r11 € ¢ lexikographisch geordnet und liegt x im relativ Inneren
von Fy(xq,...,Tq_+1,¢), so sind 21, ...,x4 g1 eindeutig bestimmt durch

BY(z, [lx — ) N ¢ = 0.

Wir definieren Abbildungen gx; : N x R — R? durch gy ;(¢,x) :=x;, i =1,...,d—k+1,
falls ¢ € N, ist und « im relativ Inneren einer k-Seite Fj, € Si(¢) liegt. Andernfalls setzen
wir gri(¢,z) =x,i=1,...,d—k+ 1.

Lemma 5.1.4 Die Abbildungen gi,; sind homothetisch kovariant und messbar.

Beweis: Zu zeigen ist nur die Messbarkeit. Diese wird durch Lemma A.5.2 gesichert. [J

Mittels der Abbildungen g1, . . ., gk,d—k+1 kann nun eine homothetisch kovariante, messba-
re Abbildung Si : N x R? — F durch (¢ € N,z € R?)

Sk(¢7 {L‘) = S(gk,1(¢7 l‘), s 7gk7d—k+1(¢7 l‘), gb \ {gk,1(¢7 ZL‘), s 7gk,d—k+1(¢v {L‘)})

angegeben werden. Fiir ¢ € N, und = im relativ Inneren einer k-Seite Fj, € Si(¢) ist
Sk(¢, x) die k-Flower von Fj, vgl. Unterabschnitt 2.3.4. Diese k-Seite ist gegeben durch

Fi(¢,2) = Fe(grn(6,2), - . s Gra—rs1(0; ), ).

5.1.2 Gamma-Resultate und Abschéitzungen fiir M; und M, ,,

Seien ® ein stationidrer Poissonprozess auf dem R? mit Intensitit v > 0 und Verteilung
P auf (N,N). Wir halten zunéchst fiir die Betrachtung der Poisson-Voronoi-Mosaike
wichtige Figenschaften eines stationédren Poissonprozesses fest.

Lemma 5.1.5 Es gelten
P(convd = RY) =P(® € N,) = 1.
Ist M : N — M ein adaptiertes, zufilliges Mafs, so gelten
Py (conv® # RY) =Py, (¢ ¢ N,) = 0.
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Beweis: Der erste Teil folgt aus [31], Prop. 4.1.2. Der zweite Teil ergibt sich aus der
Translationsinsvarianz von N, und von {¢ € N : convg = R}, 0

Lemma 2.3.2 sichert zusammen mit oben stehendem Lemma 5.1.5, dass das im Folgenden
betrachtete Poisson-Voronoi-Mosaik Sg(®) fast sicher keine unbeschrénkten Zellen besitzt.

Das zufillige Mafl My, (®) wurde in [1] untersucht, es besitzt die Intensitét (vgl. [30], [40])

2 _ L1k
oy 20 D (4= g By T (£ T (14 4)"7

Pr =7 @ dld—k+1) T (B2 d?—dk-+k d+1) 4k
T (L T (£=ghth) 1 (452)

(5.1.4)

Zwischen den Palmschen Maflen Py, =~ und Py besteht der folgende Zusammenhang,
welcher sich sofort aus den Definitionen von M und Mj, ,,, ergibt.

Lemma 5.1.6 Fiir A e N gilt
PMk,m((I) € A) = IEDMk(‘l> € A, <I>(Sk(c1>,0)) =m+d—Fk+ 1)'

Die Intensitit py,, von My ,,(®, -) ist somit endlich und es gilt
Pron = pr - PRy, (P(Sk(®,0)) =m +d —k+1). (5.1.5)
Folgerung 5.1.7 Fiir A € N gilt
Py, (D€ A) =P, (D € A[D(Si(D,0)) =m +d —k+1)

fiir alle m € Nog mit pgm > 0.

Unter Py, liegt der Ursprung in der eindeutig bestimmten k-Seite F,(®,0), der sogenann-
ten typischen volumengewichteten k-Seite.

Die typische volumengewichtete Ecke Fy(®,0) liegt unter Py, im Ursprung und Sy(®,0)
ist die Kugel um den Ursprung, welcher die d+ 1 Nachbarn der typischen volumengewich-
teten Ecke in ihrem Rand enthélt. Insbesondere gilt py,, > 0 genau fiir m = 0. Im Fall
von k = 1 ist py,, nur fiir m = 2 positiv, da die typische volumengewichtete Kante fast
sicher von genau d Punkten aufgespannt wird und jede der beiden Ecken jeweils genau
einen weiteren Nachbarn besitzt. Im Fall & = d beschreibt m die Anzahl der Facetten
der typischen volumengewichteten Zelle Fjy(®,0), diese betragt mindestens d + 1. Man
iberlegt sich leicht, dass pg, > 0 genau fiir m > d + 1 gilt. Im Fall £ > 2 beschreibt
m die Anzahl aller k — 1-Seiten der typischen volumengewichteten k-Seite F(®,0), diese
betragt mindestens k + 1. Man {iberlegt sich fiir £ > 2 wieder leicht, dass pj,,, > 0 genau
fiir m > k + 1 gilt, vgl. Lemma A.5.5. Es werden im Folgenden fiir festes k ohne weitere
Erwéhnung nur m € Ny mit py ,,, > 0 betrachtet.

Mittels der in Kapitel 4 hergeleiteten Resultate, insbesondere Satz 4.2.2; lassen sich nun
folgende Gamma-Verteilungen identifizieren.
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Satz 5.1.8 Das Volumen der Kugel um den Ursprung zu seinem ndchsten Nachbarn in ®
besitzt unter P, eine T'(d—k+k/d, y)- Verteilung. Das Volumen V4(Sk(®,0)) der k-Flower
der typischen volumengewichteten k-Seite besitzt unter ]P)%Jk:,m eine I'(d—k+m+k/d,~)-
Verteilung.

Beweis: Nach Satz 2.3.6 ist S(x1, ..., 24 gy1,-) fiir feste x1,..., 24 541 € R? eine Stopp-
menge. Wende nun Satz 4.2.2 an. Fiir die Kugel um den Ursprung zu seinem néchsten
Nachbarn in ® betrachte statt S die Abbildung S’, vgl. (5.1.2). O

Die Gamma-Verteilung der Kugel um den Ursprung zu seinem néchsten Nachbarn in &
unter P, ist wohlbekannt, man findet sie beispielsweise in [1], Th. 1.1 (ii). Im Fall k = d
sind My = A, P, =P und S4(®,0) die d-Flower oder Voronoi-Flower der Zelle Fy(®,0),
welche den Ursprung enthélt. Sie wird Nullpunktszelle genannt, vgl. [40], S. 252. Wir
wollen diesen Fall gesondert festhalten.

Satz 5.1.9 Firl > d+ 2 gilt P(®(S4(P,0)) = 1) > 0 und das Volumen Vy(Sy(P,0))
e

der Voronoi-Flower der Nullpunktszelle Fy(®,0) besitzt unter P(-|®(Sy(P,0)) = 1) ein
L(1,~)- Verteilung.

Folgerung 2.3.9 ermoglicht nun zusammen mit Satz 5.1.9 eine Abschétzung zu der Ver-
teilung von Vy(Fy(®,0)) unter P(-|P(Sq(P,0)) =1). Wir definieren

: U
I (1) ::/t mx Le™ ™ do

fir r > 0 und ¢ > 0. Offensichtlich ist '} () = P(X > t) fiir eine ['(r,y)-verteilte
Zufallsvariable X.

Satz 5.1.10 Fir allet >0 undl > d+ 2 gilt

P(Vy(Fy(®,0)) > t|P(Se(P,0)) =1) < F;ﬁ,y(zdt).

Fiir £k € {1,...,d — 1} muss neben Satz 5.1.8 und Folgerung 2.3.9 noch die Abschéitzung
(2.3.12) fiir das folgende Resultat tiber die Verteilung des k-dimensionalen Hausdorffmafies
HF(Fy(®,0)) der typischen volumengewichteten k-Seite F(®,0) herangezogen werden.

Satz 5.1.11 Firke {1,...,d—1} undt >0 gilt

—d/k
m
Py, (H" (Fe(®,0)) > ) < To piminyan <2d’{d ("%(lf)) td/k) |
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5.1.3 Weitere Definitionen

Wir definieren noch weitere Groéflen, welche im folgenden Unterabschnitt 5.1.4 benétigt
werden. Seien ¢ € N,, Ni(¢,-) einfach und z im Tréger von Ni(¢,-). In diesem Fall
existieren in eindeutig bestimmter Weise x1,..., 24 g11 € ¢ mit z = z(z1,. .., Tg_kt+1)-
Wir definieren

Ck<¢7 Z) = Fk<.§L’1, N oY, Ay N (b)
und

Dk<¢7 Z) = S(Il, v gk, (b \ {.fL’l, Ce ,.I‘d,kJrl}).

Fiir alle anderen ¢ € N und z € R setzen wir
Cr(¢,2) =0,  D(¢,2) :=R%

Die Messbarkeit von C} und Dy wird in Lemma A.5.4 nachgewiesen. Man beachte, dass
Fi(¢,x), sofern nichtleer, diejenige k-Seite ist, welche x in ihrem relativ Inneren enthalt
und C(¢, z), sofern nichtleer, diejenige k-Seite mit Zentrum z. Ferner ist Si(¢,z) die
k-Flower von Fi(¢,x) und Dg(¢, z) die k-Flower von C(¢, 2).

Das Zentrum von F(¢,z) ist gegeben durch

2k(9 ) = 2(gk (0, %), - ., Grd—k+1(, X))

Wir bemerken, dass die Abbildung z : (R%)47%*1 — R? U {oo} messbar ist, vgl. Lem-
ma A.5.3. Nach Lemma 5.1.4 ist folglich auch z;, : N x R? — R? U {oo} messbar. Wir
bemerken ferner, dass Sk(¢,x) und Dy(¢,z) stets volldimensionale Mengen sind. Der
Index bezieht sich bei diesen beiden Mengen auf die Dimension der zugehorigen k-Seite.

5.1.4 Gamma-Resultate und Abschéitzungen fiir N, und N; ,

Wir wenden uns nun den ZahlmaSien N, und Ny ,,, zu. Es soll zuerst sichergestellt werden,
dass fiir P-fast alle ¢ € N die Grofle Ny .(¢, -) ein einfaches Z&hlmaf ist und folglich fur
P-fast alle ¢ € N mit Ng(¢, -) tibereinstimmdt.

Lemma 5.1.12 Es gelten P(® € Ay 1) = 1 und das Maf8 N .(¢, -) ist fir P-fast alle
¢ € N einfach und lokalendlich.

Beweis: Wegen N; = ® P-fast sicher kénnen wir k& < d annehmen. Sei
&) = BN ([0, 1]D).

Dann gelten 79 = py < oo und y*) < (dzl)y(o) < 00, vgl. [40], Kor. 6.1.5. Folglich ist
Ny, P-fast sicher lokalendlich. Ist Ny .(¢,-) fir ein ¢ € N, nicht einfach, so existieren
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Punkte z1,...,24 k11 aus ¢ und yi,...,Yg—kr1 aus ¢ \ {z1} mit z(z1,...,24-541) =
2(Y1, -+ Ya—k+1) =: 2. Folglich ist

x1 € H(zy) :={z € R? . |z — z|| = ||lx2 — 2]}

Es gilt HY(H (22)) = 0, und die Behauptung ergibt sich nun analog zum Beweis von [31],
Prop. 4.1.2. [

Aus oben stehendem Lemma 5.1.12 und dem zugehorigen Beweis erhélt man, dass die
Intensitat 7, von Ni(®, - ) positiv und endlich ist. Aus Ny = ® und Ny = M, fast sicher
ergeben sich 74 = v und vy = po. Mittels der Relation 2y, = (d + 1), vel. [40], S. 262,
erhalt man

d
ot [P(1+8)] T(4)
'yl — f}/ . . . .
d? d &2
o) ()

Die Palmschen Maflen P Nem und Py, lassen sich analog zu P M und Py, verkniipfen.

(5.1.6)

Lemma 5.1.13 Fir Ae N gilt

Py, (@ € A) =Py (P € A, &(Dp(P,0)) =m+d—Fk+1).

Die Intensitit v, von Ni ., (®, -) ist somit endlich und es gilt
Ven = Wi - PR, (P(Di(®,0)) =m +d — k+1). (5.1.7)
Folgerung 5.1.14 Fiir A € N gilt
P?Vk’m(q) € A) =P} (P A|D(Dr(®,0) =m+d—k+1)

fiir alle m € Nog mat vy, > 0.

Beziiglich der Wahl von m € N mit ~,,, > 0 fir festes k£ € {0,...,d} gelten diesselben
Uberlegungen wie an entsprechender Stelle in Unterabschnitt 5.1.2 angestellt. Es werden
im Folgenden fiir festes & ohne weitere Erwéhnung nur m € Ny mit ~;,, > 0 betrachtet.
Unter Py, liegt der Ursprung im Zentrum von Cjy(®, 0), der sogenannten typischen k-Seite.
Satz 4.2.2 liefert auch in diesem Fall (setze j = 0) Gamma-Verteilungen. Der Beweis des
unten stehenden Satzes ist vollig analog zum Beweis von Satz 5.1.8.

Satz 5.1.15 Das Volumen der Kugel um den Ursprung zu seinem ndchsten Nachbarn in
® besitzt unter Py, eine I'(d — k,)-Verteilung. Das Volumen V4(Dy,(®,0)) der k-Flower
der typischen k-Seite besitzt unter P?Vk _eine I'(d — k +m, v)-Verteilung.
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Im Fall k = d sind Ny = ® P-fast sicher, P}, das Palmsche MaB Pg von ® und Dy(®,0)
die d-Flower oder Voronoi-Flower der Zelle Cy(®,0), deren Zentrum der Ursprung ist. Sie
wird typische Zelle genannt, vgl. [40], S.252. Wir wollen diesen Fall gesondert festhalten.

Satz 5.1.16 Fiirl > d+ 2 gilt P3(®(Dy(®,0)) = 1) > 0 und das Volumen Vy(Dy(®,0))
der Voronoi-Flower der typischen Zelle Cy(®,0) besitzt unter PY( - |®(Dgy(®,0)) =1) eine
(1 — 1,~)- Verteilung.

Die Gamma-Verteilung von Vy(Dy(®,0)) unter P (- |®(Dy(P,0)) = ) ist wohlbekannt.
In [44] wird sie bewiesen mittels einer Version von Russo’s Formel fiir Poissonprozesse,
vgl. [44], Th. 3.3. Calka nutzt in [2] zu ihrem Nachweis eine zum Beweis von Satz 3.2.4
analoge Vorgehensweise.

Mittels Folgerung 2.3.9 und Satz 5.1.16 erhalten wir eine Abschéitzung zu der Verteilung
von Vy(Cy(®,0)) unter PY( - |®(Dy(P,0)) = m).

Satz 5.1.17 Fir allet >0 undl > d+ 2 gilt

PG (Va(Ca(9,0)) > t| D(Dy(P,0)) =1) < T7_; . (2%). (5.1.8)

03 \

or \

06 \

05 \
04 \

03

Gegeniiberstellung der linken Seite (untere

- Linie) und der rechten Seite (obere Linie)

i der Abschdtzung (5.1.8) fir v = 1, d =

ot e == 2 undl = 4. Die linke Seite wurde dabei
0 010203040506070809 1 111213141516 171819 2 mZttelS Corolla/r ] (ZZ) aus [2/ ber@chnet

Ungleichung (5.1.8) findet man bereits in [44]. Fiir k € {1,...,d— 1} folgt aus Satz 5.1.15
und der Abschitzung (2.3.12) das folgende Resultat iiber die Verteilung des k-dimensionalen
HausdorffmaBies H*(Cy(®,0)) der typischen k-Seite Cy(®,0).

Satz 5.1.18 Firke {1,...,d—1} und t >0 gilt

—d/k
PRy (HH(CH(@,0) > 1) ST iy (2 (=(})) ww). (5.19)
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5.2 Weitere Resultate

5.2.1 Verkniipfungen von M; und N;

Folgende Relationen zwischen Ny und My, findet man in [1], Prop. 2.1.
Lemma 5.2.1 Firk € {0,...,d} und f: N — R, messbar gelten

Enr f(® — 2,(2,0)) = Ey, [H(C(®,0)) £(®)] , (5.2.1)
En, f(®) = By [H*(Fi(®,0)) 7! f(® — 2(2,0))] .

Lemma 5.2.1 bleibt richtig, wenn man Mj, und Nj durch My, und Ny, ersetzt.
Lemma 5.2.2 Firk € {0,...,d} und f: N — R, messbar gelten

By, f(® = 21(9,0)) = By, ,, [H*(Ci(®,0)) f(P)],
En,,. f(®) = Eu,,, [H"(Fe(®,0)) 7" f(® — 2,(P,0))] .

Beweis: Wir zeigen zuerst die zweite Behauptung. Nach Lemmata 5.1.6, 5.1.13 und 5.2.1
gilt fiir messbares f: N — R,

Ex,, f(®) =En, f(®) - 1{®(Dy(®,0)) =m +d — k + 1}
=By | f(® — 2(D,0)) - HF(Fi(®,0))
1{(® — 2(®,0))(De(® — 2(®,0),0)) =m +d — k + 1}]
=B f(® — 2(0,0)) - 1{O(Dy(®, 2(®,0))) =m +d — k + 1} - H*(Fy.(,0))

=B, f(® — 2(®,0)) - 1{®(S(P,0)) = m +d — k+ 1} - H¥*(F(®,0)) "
=Eu,,, f(® — 2(P,0)) - H*(F(®,0)) "

Wir haben dabei die Translationskovarianz der Abbildung Dy benutzt. Die erste Behaup-
tung erhilt man nun, indem man f(®) durch f(®) - H*(Ci(®,0)) ersetzt sowie

ausnutzt. Ol

Setzt man f = 1in (5.2.1), so erhalt man

o = - EX, HY(Ci(®,0)). (5.2.3)
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Gleichung (5.2.1) besagt, dass Py, eine volumengewichtete Version von Py, ist. Sie er-
klért auch die Bezeichnungen volumengewichtete typische k-Seite bei Verwendung von Py,
und typische k-Seite bei Verwendung von Py, . Ferner kann der rationale Anteil £/d im
Parameter der Gamma-Verteilung von Vy(Si(®,0)) unter P§, in Satz 5.1.8 interpretiert
werden als Volumengewichtung durch Integration iiber F(®,0), man vergleiche auch den
zugehorigen Parameter in Satz 5.1.15.

Die Verteilung von H*(F(®,0)) unter P, lisst sich in folgender Weise durch die Vertei-
lung von H*(Cj(®,0)) unter P}, abschitzen. Der Beweis zu unten stehendem Satz 5.2.3
ist einfache Modifikation des Beweises von [40], Satz 6.1.12.

Satz 5.2.3 Firk €{0,...,d} und alle t > 0 gilt

P, (H"(Fi(®,0)) > t) > max {1, %t} PR, (H*(Ci(®,0)) > 1).

Beweis: Zunéchst folgt aus Lemma 5.2.1 unter Beachtung von (5.2.2)

B, (M (Fi(®,0)) > 1) = Z—EN 1{H(C4(®,0)) > 1} - H(Cu(@,0))]

’th
Y

PR, (H*(Cr(®.0)) > 1).
Fiir ¢t > 0 gilt ferner, wieder nach Lemma 5.2.1,

/ 0 (HH(C(®,0)) < 1) — P, (HH(Cx(®,0)) < s) ds

/ Ex, HH(Cr(2,0))) — Lo, (H*(Ci(®, 0)))] ds

0

5, [ Lo0(HE(CU(®, 0))) 10 (H(Ci(@,0)))] ds

o

= &8, [tag((Cute.0) [ 14s < WG, 0)) ]

— ER, |10 (H (Cu(®, 0))) HE(Ci(@,0)) |
= PE P, (MM (Fu(@,0) < 1)
Vi
= EY, (H*(Ci(®,0))) P}, (H"(F(®,0)) < ¢). (5.2.4)
Man beachte hierbei (5.2.3). Sei abkiirzend

Gy, (t) =P (HF(CK(®,0)) <t), t=>0.
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Nun ist

B (14 (Cu(@.0)) = [ (1= G () d.
woraus sich zusammen mit (5.2.4)
Phy (HE(F(®,0)) < 8) ER, (H*(Cr(®,0)))

/GNk — Gn,(s)ds
=G, (1 )/ (1—GNk(s))ds—(1—GNk(t))/0tGNk(s)ds

0
t

= G, (1) B (¥ (CL(2,0)) = G (1) [ " G (s)ds — G (1) | Gnas
ergibt, wobei Gy, (t) := 1 — Gy, (t) sei. Wir erhalten
(G (6)=Ph, (H(Fi(@,0)) < )] BY, (HH(Ci(@,0)))
= GNk<t) /Oo GNk<8) ds -+ GNk<t) /t GNk(S) ds Z 0.

Hieraus folgt die Behauptung. O

5.2.2 Weitere Abschitzungen

Eine Abschétzung fiir die Verteilung des Volumens der typischen Voronoi-Zelle C'(®,0)
unter dem Palmschen Wahrscheinlichkeitsmaf§ von PY ist in [11] aus dem Jahr 1962 zu
finden, es gilt fiir t > y~!

e 2 < PY(Vy(Cy(®,0)) > 1) < (5.2.5)

Die linke Ungleichung gilt fiir alle ¢ > 0 und ist eine Folgerung aus B(0,7) C C(¢,0) fir
¢ € N mit 0 € ¢, falls 2r < mingeq oy ||| gilt, vgl. Lemma 2.3.8.

Mittels Satz 5.2.3 erhélt man aus (5.2.5) zusétzlich die folgende Abschétzung. Man beachte
hierfiir P?wd =P und IP’?Vd =P} sowie pg =1 und v4 = 7.

Satz 5.2.4 Fiir allet > 0 gilt

P(Vy(Fy(®,0)) > t) > max{1,~t} e 2", (5.2.6)
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Zu den Verteilungen von H*(Fj(®,0)) und H*(Cy(®,0)) unter P}, bzw. P}, wurden
in den Sétzen 5.1.11 und 5.1.18 bereits Abschitzungen nach oben zu den jeweiligen Tail-
Wahrscheinlichkeiten angegeben. Wir wollen nun die unten stehende Abschatzung (5.2.7)
herleiten mittels des zweiten Teils von Folgerung 2.3.9.

Satz 5.2.5 Fiirallet >0 und1 <k <d—1 gilt

B, (HH(CL(®,0)) > 1]0 € Ci(®,0))

d d—k 8]
> M/ rdd=R=1exp (—’y/-@d (2(t/ k)% + r)d) dr. (5.2.7)

(d—Fk-1)"J,
10
09
08 \
07 \
06 \\
:j | Gegeniiberstellung der linken Seite (obere
o \ Linie) und der rechten Seite (untere Li-
" \ nie) der Abschitzung (5.2.7) fir v = 1,
o d =3 und k = 1. Die linke Seite wurde
ot unter Verwendung der Formeln aus [33]

0 010203040506 070809 1 111213 141516171819 2 ber@chnet,

Den Beweis von Satz 5.2.5 liefern wir am Ende dieses Unterabschnittes. Er ist in der Tat
eine Verallgemeinerung der ersten Ungleichung in (5.2.5) auf den Fall 1 < k < d — 1,
da Cq(®,0) ihr Zentrum 0 P}, -fast sicher enthélt. Um Satz 5.2.5 auf Fi(®,0) unter Py,
iibertragen zu kénnen, miissen wir erst Satz 5.2.3 in folgender Weise modifizieren.

Satz 5.2.6 Fir alle k € {0,...,d} und t > 0 gilt

Py, (H(Fi(®,0)) > ] 2(2,0) € Fi(®,0))
> max{1, ¢t} P}, (H*(Ci(®,0)) > |0 € Ci(®,0))

mit
-1
o =B, (H’“(Ck(cb,o)) 0e Ck(q>,o)) € (0, 00). (5.2.8)
Den Beweis von Satz 5.2.6 liefern wir ebenfalls am Ende dieses Unterabschnittes nach.

Aus den Sétzen 5.2.5 und 5.2.6 erhalten wir nun eine zu (5.2.7) analoge Abschatzung fiir
HF(F(®,0)) unter P, .
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Folgerung 5.2.7 Fiir allet >0 und 1 <k <d—1 gilt
P, (HF(F(®,0)) > t| 2(9,0) € F(®,0))

d(k d—k o] o d
> max{1, cxt} %/0 pdd=R=1 oy (—’y:‘id (Q(t/lik)l/k +r) ) dr

mit ¢, gemdafs (5.2.8).

Vorhin genannte Folgerung 2.3.9 setzt im zweiten Teil voraus, dass die betrachtete Seite
Fy(z1,...,24-k+1,¢) ihr Zentrum z := z(z1,...,2q_x4+1) enthilt. Dies ist genau dann der
Fall, wenn die Grofle

@ Taokn O\ @ B d) = inf (= 2] =l = #])
..... ket

nichtnegativ ist. Man vergleiche in diesem Zusammenhang auch die Abbildungen auf den
Seiten 51 und 54. Wir definieren

T((b? Z) = T(:Ulv B 7xdfk+17¢\ {xh B 7xd7k+1})7

falls € N, und Ny (¢, -) einfach sind und 2 das Zentrum einer Seite Fj,(z1, ..., Tqg—k+1, @)
Andernfalls setzen wir 7(¢, z) := 0. Die Abbildung 7 ist translationsinvariant und fiir ¢ > 0
gilt 7(¢,0) > t genau dann, wenn Ni(¢,-) einfach und ¢ aus N, sind, der Ursprung in
Cr(9,0) liegt und

¢(B(0,1+d(0,9))) =0

gilt, woraus man leicht die Messbarkeit von {¢ : 7(¢,0) > t} erhélt.

Lemma 5.2.8 Firt>0und 1 <k <d—1 gilt

C*,Ydkarl 0 Ak .
P%k01®,0)>>ﬂ::.__§___b/] r =1 exp (—ykq(t +1)?) dr.
k 0
Daber ist
. 9d—k+1 7rd2+d5dk—k T <d27d13+k+1>
CcC = . — . S
@R D) ) ()

Beweis: Aus der Definiton von N, und 7 ergibt sich mit ¢ :=1/(d — k + 1)!

Py, (7(®,0) > t) = C]E/].{T(:L‘l, cos Tagr1, D\ {1, -, a1 }) >t}

{z(z1,. .. 2g_pp1) € [0, D PRV (d(2y, ... 2gpy1))
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Man beachte hierbei, dass 7(x1, ..., 24 g1, P\ {x1, ..., Zg_p1}) >t

271, Takr) € Fr(@r, oo Tapr, P\ A{T1, oo Tapa }) # 0

impliziert. Anwenden von Lemma 3.1.2 liefert

Py, (7(®,0) > ¢) :md’fHE/.-./ur(xl,...,xdkﬂ,cp) > t}

1{2’(371, C ,.T}d,kJrl) c [0, 1]d} dzy ... dl’d,kJrl. (529)
Es gilt fir zq,..., 24 k11 in allgemeiner Lage

P(T(Il, e s Ld—k+1, (I)) > t)
=P(®(B(z(z1, .., Tg—ps1),t + ||v1 — 2(x1,. .., Ta—r+1)])) = 0)
= exXp (—’ylid(t + ||371 — Z(SEl, Ce ,.T}d,kJrl)”)d) . (5210)

Setzt man (5.2.10) in (5.2.9) ein, so ergibt sich

Py, (7(®,0) > ¢) = mdkﬂ/.../exp (—ykalt + 21 — 21 zacr) DY)

1{2(%1, .. ,SL’d,kJrl) € [O, 1]d} dry...deg gyq.

Mittels der Sétze [40], 7.2.1 (Blaschke-Petkantschin-Formel) und 7.2.2 erhalten wir

PN}c (T(q), O) > t) = Cl/ / / .. / /Td(d—k)—l Agji(ul, o ,Ud_k+1)
&, Jo gd-k—1 gkt

1{z € [0,1]"N E} exp (—yka(t +1)%)
HF(d2) Sp(duy) . .. Sp(dug_jrr) dr pg_i(dE). (5.2.11)

Dabei sind 14 das translations- und rotationsinvariante Mafl auf dem Raum aller d — k-
dimensionalen affinen Ebenen des R? aus [39], Satz 1.3.4, S%*~! die Einheitssphire des zu
E parallelen d — k-dimensionalen linearen Unterraums und Sg das sphérische Lebesgue-
Maf3 auf deg_k_l. Ferner sind Ay _g(u1,...,uq 1) das d — k-dimensionale Hausdorffmaf
des durch die Einheitsvektoren uq, ..., us 11 aufgespannten Simplex und

J = R ((d = k) (A Egg1-c ok
n (d—k’+1)' k /il"'lﬁd,k.

Der Ausdruck (5.2.11) vereinfacht sich zu

Py, (7(®,0) > t) = c”/ rdd=k=1 oxp (—’)/lid(t + r)d) dr
0
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mit (vgl. [40], Satz 7.2.3)

B (A s

((d - k?)!)k“ Kd2 —dk+k—1 d—Fk REk4+2 " Rd+1
(A4 D) kg)Th B gis a1
_ | ) ) ( + )“k-{-l
(d—k+1)! K2 —dk+k—1
(27>d—k+1 7rd2+dgdk—k’ r <d2fdk+k+1>

N (d—Fk+1)! . F(%)dikf (Q) ' P(d22dk) J

2
mit x, = 7/2/T(14+n/2), n € Ny. O

Unter ]P’?Vk ist der Ursprung das Zentrum von Cy(®,0). Das Zentrum liegt genau dann in
Cr(®,0), wenn 7(P,0) > 0 ist. Mittels Lemma 5.2.8 konnen wir hierfiir die Wahrschein-
lichkeit unter P}, bestimmen.

Folgerung 5.2.9 FEs gilt firl1 <k<d-1

ﬂd—k+1

)> —k F(d?-dk+k+1

(T

2

\_/I\DI&

2

Beweis: Ersetzt man in (5.2.10) 7(...) > ¢ durch 7(...) > ¢ und B durch B’, so zeigt
sich Py, (7(®,0) > t) = Py, (7(®,0) > ¢) fiir t > 0. Zusammen mit dieser Uberlegung
erhalten wir aus Lemma 5.2.8

0 ctydhH d(d—k)—1 d 0*7
Py, (7(®,0) > 0) = ——— r exp(—ykqr?) dr = (d—Fk—=1).
Tk 0 d/*id V&
Hieraus ergibt sich die Behauptung. U

Die Intensitdt v; ist bekannt, vgl. (5.1.6). Wir erhalten aus Folgerung 5.2.9

P, (0 € C1(@,0)) =

Man vergleiche auch [33], S. 286.

Beweis von Satz 5.2.5: Nach Folgerung 2.3.9 gilt zunéchst

H(Ci(®,0)) > k2 F7(@,00"  PY (- N{0 € Ch(®,0)})-Es.
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Ferner folgt 0 € Cy(®,0) aus 7(P,0) > 0. Mittels Lemma 5.2.8 erhalten wir

PR, (H*(Ci(®,0)) > t, 0 € C(®,0)) > P}, (7(D,0) > 2(t/ky)"/*)

_ crydThrt e d(d—k)—1 1/k d
= ; r exp(—vka(2(t/kk) " +r)*) dr.
k 0

Die Behauptung ergibt sich nun aus Folgerung 5.2.9. U

Beweis von Satz 5.2.6: Wir arbeiten wieder mit Lemma 5.2.1 und erhalten unter Be-
achtung von (5.2.2)

Py, (H*(Fu(®,0)) > ¢, 2(®,0) € Fi,(®,0))
- %Eg@ L{HE(CW(®,0)) > ¢, 0 € Ci(®,0)} ~H’“(Ck(cI>,0))]

> %’“tmkmk(ck(@,o» > 1,0 € Cu(®,0)).
k

Ferner ist nach Lemma 5.2.1

P, (2(®,0) € Fy(®,0)) = %E?Vk (H’“(Ck@,o)) 1{0 e ok<<1>,o>}).

Hieraus folgt
P, (H*(F,(2,0)) > t | 2(®,0) € Fi(®,0)) > et Py (H*(Ci(®,0)) > t]0 € Ci(,0))

mit

P, (0 € Ci(®,0))
B, <Hk(ck(q>, 0)) 1{0 € (P, 0)}) |

C =

Aus Folgerung 5.2.9 erhélt man ¢, € (0, 00).
Fiir ¢ > 0 ergibt sich analog zum Beweis von Satz 5.2.3
t
/ PO, (HH(Ch(®,0)) <, 0 € Cu(®,0)) — B, (HH(Cu(®,0)) < 5, 0 € Co(®,0)) ds
0
= ER, [L{HH(CH(@,0)) < ¢, 0 € Ci(®,0)} HH(Ck(®,0))
Pk o k
k
= EY, (H*(Cy(®,0))) P}, (HF(Fiu(®,0)) < t, 2(®,0) € Fiu(®,0)). (5.2.12)

Wir setzen

Gy, (1) =PY, (H*(Ci(®,0)) < t, 0 € Ci(,0)), t>0,
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und
p =P (0 € Cw(®,0)).

Nun ist -
B3, (HF(Cu(@.0) 1{0 € Cu@.0}) = [ (o= Gy (s)) ds.
0
woraus sich zusammen mit (5.2.12)

pPY, (HH(Fi(2,0)) < t, 2(9,0) € Fy(P,0)) EX, (H"(Ci(®,0)))

t
) / Gy (1) — Gy, (5) ds
t

=G l0) [ 0= G ) ds— (- Gau) [ G
= Gy, (DY, (HH(C1(@,0)) 1{0 € Cy(@,0)})
=G0 [ (- Guo)ds — (0= Gr,(0) [ Gaulo)as
ergibt. Folglich gilt
Py, (HH(Fu(,0)) < t, 2(®,0) € Fi,(®,0))
Gy, (£ ES, (Hk(Ck@, 0)) 1{0 € Gy (@, 0)})

pE}, (HH(Cu(@,0)))

Nach Lemma 5.2.1 ist

P, (+(2,0) € Fi(®,0)) = JLER, (HH(Cu(®,0) 1{0 € Ci(®.0)})

ER, (H4(Ci(®,0)) 1{0 € Cx(@,0)})
B, (rcu@0))

Wir erhalten

Gy, (1)
p
Hieraus folgt die Behauptung. O

Py, (H"(F3i(2,0)) < t|2(2,0) € Fi(2,0)) <

5.2.3 Die Verteilung des k-dimensionalen Hausdorffmafles der
typischen k-Seite fiir 1 <k <d—1

Die Dichte von H'(C(®,0)) unter P} ist bekannt, vgl. [1] oder [33]. In letztgenannter
Referenz findet man iiberdies eine Dichte fiir H'(Cy(®,0)) unter PY (-0 € C1(P,0)).
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Die Verteilung von V;(Cy(®,0)) unter P wird fiir d = 2 in [2] angegeben. Wir wollen uns
im Folgenden mit dem Fall 1 < k£ < d — 1 beschéftigen. Hierfiir erinnern wir an das Maf

ym(A)::/.../l{ZéyieA}dyl...dym, AeN,
i=1

aus Unterabschnitt 4.2.2. Es ist konzentriert auf N,, := {¢ € N : ¢(R?) = m} und
o-endlich. Wir fixieren einen d — k-dimensionalen Unterraum L des R? sowie d — k + 1

Einheitsvektoren vy, ..., v4 41 aus L in allgemeiner Lage und setzen

S(¢) = S(Ul, .. -avd—k+1>¢)> Fk(¢) = Fk(vl, vy Ud—Kk+1, gb),

Fir ¢t > 0 und m > k + 1 definieren wir abschlieffend

Hy,

()= [ HH () 0o exp (et

Va(S(m))

HE (i (¢m))

Satz 5.2.10 Seien k€ {2,...,d—1} und m > k+1 oder k =1 und m = 2.

i) Unter ]P)%Jk,m besitzt H*(F).(®,0)) die Dichte h,,, gegeben durch

mit

A

und

_ d—k+m+k/d
= .

ho(t) 1= 2 gdld=ktm)/k 4y 10t > 0}

b,

dﬁ(d%dk) /2

d?—dk+k
2

)
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¢ € N.

2

b =P, (P(Sk(®,0)) =m+d—k+1).

ii) Unter P?kam besitzt H*(Cy(®,0)) die Dichte h¥,, gegeben durch

mat

und

a*

e (t) = . gdldktm)/k=1 (1) - 1{t > 0}

b*

m

_ _ d2+d—dk—Fk
. AR gd—kl g

d?—dk+k+1
r <72

r
kT () T () (0 k)

" (d—Fk+1)!mlk F(dQEdk)F(

m

d+1

2

7

by, =P (P(Dy(®,0)) =m+d—k+1).

k+1

2

)
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Den Beweis liefern wir nach auf Seite 115. Die Dichte h,, von H*(F(®,0)) unter P,
ist von der Form

h(t) = ¢+ 1{t > 0} - ¢dld=—ktm)/k / E1(Um) - exp(=t7* - &(¢m)) vin (At

fiir eine geeignete Konstante ¢ > 0 und geeignete Abbildungen &1, &. Leitet man aus der
oberen Schranke von P%kym(Hk(Fk(cI),O)) > t) in Satz 5.1.11 eine Dichte f ab, so erhélt
man

f(t) =cy - 1{t > 0} - tHdktmI/k _oxp(—~tdE . c))

fiir geeignete Konstanten ¢y, ¢y > 0. Eine analoge Beobachtung lésst sich zu Satz 5.1.18
und der Dichte von H*(Cj(®,0)) unter P}, anstellen.

10

o\
T \
"\ )

e \ X Gegeniiberstellung der linken Seite (untere
0'3 \ Linie) und der rechten Seite (obere Linie)
0 der Abschitzung (5.1.9) aus Satz 5.1.18
o firy=1,d =3, k =1 und m = 2.
) e~ Die linke Seite wurde unter Verwendung

0 020406 08 1 1214 1618 2 22242628 3 3234356 38 4 der FOT’meln aus /33] ber@chnet.

Die Ahnlichkeit oben abgebildeter Tail-Wahrscheinlichkeiten kann analog zu oben an-
gefiihrtem Vergleich von h,, und f begriindet werden, die Lage-Verschiedenheit der Tail-
Wahrscheinlichkeiten erklart sich durch die ,,grobe® Abschitzung in Satz 5.1.18.

GeméiB Folgerung 5.1.7 gilt fiir k > {2,...,d} und A e N

P, (@ € A) = ZIP’ (€ A)- P} (D(S(®,0) =m+d—k+1). (52.13)

m=k+1

Analoges gilt fiir P}, nach Folgerung 5.1.14. Wir kénnen aus (5.2.13) und Satz 5.2.10
Dichten fiir H*(F,(®,0)) unter P}, und analog fiir H*(Cj(®,0)) unter P}, herleiten.

Satz 5.2.11 Seik € {2,...,d — 1}.

i) Unter P, besitzt H*(Fy,(®,0)) die Dichte h, gegeben durch

,.ym tdm/k
h(t) :==a-1{t > 0} - td/kdz - H,(t)
m=k-+1
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mit

d—k-+k/d dn(@—dk)/2 r (%)
k F(d22 )F(1+ )dkark/dF(d_k—i_S).

a:=-

it) Unter P besitzt H*(Cy(®,0)) die Dichte h*, gegeben durch

) ,ym tdm/k
RA(t) :=a* - 1{t > 0} -t /F=d71 Z - Hp (1)
m=k+1
mit

2 2_
d-kt+l  gd—kt1 Stdodiok r <7d d’;*’““)

o [@=REDE P () T (51T ()

.
a =

Das Ereignis {¢ € N : 2(¢,0) € Fi(¢,0)} ist invariant unter Translation und Skalierung,
nach Satz 4.2.3 sind V(Sk(®,0)) und 1{z(®,0) € F;(®,0)} unabhingig unter P}, . Das

jedoch trifft nicht zu auf die Zufallsvariablen H*(F,(®,0)) und 1{z(®,0) € F}(®, O)} Wir
fragen uns daher nach der Verteilung von H*(Fy(®,0)) unter P, (-[2(®,0) € Fp(®,0)).
Hierfiir definieren wir fir ¢ >0und m >k +1 ’

Hat) = [ i) 000 e (e L))

HH (Fr(¥m)) > 0, Y C SWm), [yl = 1Yy € v} vin(dhm).
Satz 5.2.12 Seien k € {2,...,d—1} und m > k+1 oder k =1 und m = 2.

i) Unter P?Mk’m(ﬂz(q),O) € F.(9,0)) besitzt H*(F)(P,0)) die Dichte h,y, ., gegeben
durch
Bz (t) 1= — gkt g (#) - 1{t > 0}
mat
b = PYy (D(Sk(D,0)) = m +d — k + 1, 2(9,0) € Fy(P,0)).

it) Unter P (-0 € Cp(®,0)) besitzt H*(Ci(®,0)) die Dichte h, ., gegeben durch

hh (1) = b‘i gdd=kEm)/B=1 ) 1{t > 0}

mit
by, . =P} (B(Dy(®,0)) =m—+d—k+1,0e Ci(®,0)).
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Wir erinnern daran, dass die Konstanten a,, und a}, in Satz 5.2.10 definiert wurden. Den
Beweis von Satz 5.2.12 findet man auf Seite 119.

Beweis von Satz 5.2.10: Geméaf3 den Satzen 1.2.16 und 2.3.6 sowie der Definition von

Fk(xla B 7xd—k+17¢) = Fk(l‘la B ,l’d_k+1,¢m S(xla B 7xd—k+17¢))

fir alle 1,...,%q-x11 € R? und ¢ € N. Aus den Aussagen von Satz 4.2.4 und des
zugehorigen Beweises folgt fiir messbares f: R, — R,

d—k+1+m
y

il (d— k£ 1)1
/. . ./f(H’“(Fk(:cl, ik 60))) EXP(—AVAS @1 - T et b))

Hom(B(z, ||z — 1)) = 0}y 1{z € Z(21, ..., 24-141) N[0, 1]*}
1{¢m C S(l’l, oy Ld—k+1, gbm)} Um(d¢m) Hk(dl‘) dl‘l c. dxd—k—f—l-

Enr,,,, [ (H* (Fi(®,0))) =

Nun ist fiir alle 21, ..., 2441 € R? und v,,-fast alle ¢,, € N

/1{% A Ba, |l — 21l]) = 0} 1z € Z(z1, -, 20 nsa) O [0, 119 HE(der)
= H"(Fi(a1, . .., Taks1, Om) N [0, 1]9).

Wir erinnern daran, dass fiir alle z1, ..., z4_x1, € R? das MaB
A»—)/l{xeZ(xl,...,xd_kﬂ)ﬂA}Hk(d:p), Ae B,

lokalendlich ist, folglich gilt

d—k+14+m
Y

m!(d—k+1)!
/ e /f(Hk<Fk<SL’1, e gk, (bm))> GXp(—’YVd(S(Jfl, N 17 Ay T IS (bm))>

Hk<Fk(~T17 coo s Td—k+1, ¢m) N [0> 1]d) 1{<Z5m C 5(361, coos Td—k+1, <Z5m)}
U (ddp) dxy ... dxg_gyq-

Eu,,, [ (H"(Fi(®,0))) =
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Mittels der Sétze [40], 7.2.1 (Blaschke—Petkantschin—Formel) und 7.2.2 erhalten wir
B, f(H"(Fi(®,0))

d(d—k)—1 A k+1
/ / / / / / AGT(ur, . Ug—pg1)
Ed Sd k—1 Sd k—1

Hk(Fk(Z+TU1,.. s 2+ TUg— k+17¢m)))

Hk(Fk(2+TU1,...,Z+TUd_k+1,¢m) [Ovl]d)

eXp(—de(S(Z + UL, 2 T UG+, gbm)))

Hom CS(z+r1ut,. .., 2+ TUg—kt1, Om)}

U (6m) HEF(d2) Sp(duy) . .. Sp(dug_iy1) dr pg_i(AE).
Dabei sind pg_ das translations- und rotationsinvariante Mafl auf dem Raum Ej_k aller
d — k-dimensionalen affinen Ebenen des R? aus [39], Satz 1.3.4, S& "' die Einheits-
sphére des zu E parallelen d — k-dimensionalen linearen Unterraums und Sg das sphéri-
sche Lebesgue-Mafl auf Sﬁf’“_l. Ferner ist Ay g(uq,...,uq rs1) das d — k-dimensionale

Hausdorffmafl des durch die Einheitsvektoren uq, ..., uq_ g1 aufgespannten Simplex. Die
Konstante ¢ berechnet sich zu

C/ _ ,yd—lc-l—l-i—m((d_ k)l)k-i—l . d . Kkt K
m!(d—k+1)! k) Ky Kok

Aus der Translations- und Skalierungskovarianz von Fj, und S folgt mit der Substitution
¢m = Twm +z
e/ (HE(F(@,0))) =

d(d—k+m)—=1 Ak+1
L L /Wl [ L e

FOFHE (B (uy - ooy g1y m)))
Hk(TFk(ul, e Ud—pr1, Ym) N ([0, 1] = 2))
exp(—yr®Vy(S(uy, . . ., Ug—it1, ¥m)))
1{ty C S(ur,. .., g1, ¥m)}
U (A)) HE%(d2) Sp(duy) . . . Sp(dug_jrr) dr prg—i(dE).

Wir wollen uns jetzt iiberlegen, dass fiir festes £ € £4 , und ¢,, € N die Gréfien
S(uy, .y ug—gr1,®) und Fi(ug, ..., ug_x+1,¢) nicht von der speziellen Wahl der Punk-

te uy, ..., Ug—kt1 € deg_k_l abhéngen, sofern wuy, ..., us k41 in allgemeiner Lage sind.
Seien £ € £, und ¢ € N fest gewihlt, uy, ..., ug 1 € S5 "' in allgemeiner Lage,
sowie y € Z(uy,...,uq_r+1). Man beachte, dass Z(uy,...,uq 1) der zu E orthogona-

le k-dimensionale Unterraum ist und somit nicht von der speziellen Wahl der Punkte
Uy« e s Ug fy1 € Sﬁf’“_l abhéngt.
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Es liegt y genau dann in Fy(uq, ..., uq g1, ), wenn By, ||y — ui]|) N ¢ = 0 gilt, d.h.
wenn

|z — yH2 > |ly — u1H2 = Hy||2 +1 fiir alle x € ¢ gilt.

Folglich ist Fy(E,¢) := Fy(uy,...,uq_ry1,¢) unabhingig von der speziellen Wahl der
Uly ey Ug_fy1 € Sfé’k’l, insbesondere gilt dies fiir die Eckenmenge von Fy(E, ¢). Die
Menge S(uy,...,uq_rs1,¢) besteht im Fall von Fi(E,¢) € C\ {0} aus Kugeln, deren
Zentren durch jeweils eine Ecke e von Fj(E, ¢) und deren Radius durch

le = wll = el + 1

gegeben sind, andernfalls ist S(uy, ..., uq rs1,¢) = R? nach Definition von S. Somit ist
auch S(E,¢) := S(uy,...,uq_k+1,¢) unabhéngig von der speziellen Wahl der Einheits-
vektoren uq, ..., uq k11 € deg_k_l, sofern diese in allgemeiner Lage sind.

Es sei an dieser Stelle ausdriicklich noch auf folgende wichtige Eigenschaft hingewiesen.
Seien £ € £ , und L der zu E parallele d — k-dimensionale lineare Unterraum. Dann
gelten

fiir alle ¢ € N.

Wir erhalten mit eben eingefiihrter Notation

By, f(HF (Fi(@,0))) =
! /gd /0 /E/Nrd(korm)l f(rka(Fk(E,i/Jm))) Hk(TFk(E,Q/Jm) A ([0, 1]d —2)

exp(—’yrdVd(S(E, VYm))) H{om C S(E, )}
i (A4h) HH(d2) dr prg_1(dF).

mit (vgl. Beweis zu Lemma 5.2.8)

A=kt 14m ik T <d2—dk2+k+1>
(@—k+Dtml ()™ (1) T (55%)

d—k+1
"no__ 2

(5.2.14)

Sei L ein fester d — k-dimensionaler linearer Unterraum des R%. Das Maf3 jq_j lisst sich
wie folgt zerlegen, vgl. [39], S. 29. Fiir f : €2, — R, messbar gilt

[ F BBy = [ [0 o) o) pso, @)
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Dabei sei g0, die Gleichverteilung auf der Drehgruppe SO,4 des R?, vgl. [39], Satz 1.2.4.
Es ergibt sich

B f(H*(Fi(®,0))) =

/ / ) / WML f (M HE (B (O L, )
SO4 JL+J0  JI(L+x)
H*(r F, (9L, ¥ ) N ([0,1]7 = 2))

exp(—m“dVd(S(ﬁL, wm))) 1{¢m C S(ﬁL, wm)}
U (dth ) HEF(d2) dr H*(dz) pso, (d0).

Die Invarianz der MaBle H*, V; und v,, unter Drehungen liefert nach Substitution von z

durch ¥(z + =) und ¥, durch "ﬁwm
B, f(H"(Fy(®,0))

/// / / AR (R (E (L Om)

HE(rFy(Ly ) 0 (071([0,1]7) — 2 = 2))
exp(—’yrdVd(S(L, wm))) 1{¢m C S(L7 wm)}
U (At ) HEF(d2) dr H*(d) pso, (d0).

Wir rechnen mit [39], Satz 1.2.7,

/SO /LL LHk (rFy(L, ) N (@070, 1]%) — 2 — 2))YHY*(dz) H*(dz) pso,(d)
= [ AR ) 1 07 0,11 — ) s (40)

— " HE (r (L, ) Va(97([0,1]%)) pso,(d9)

= "M (F(L, Ym))

und erhalten

Enr,,,. f (H* (Fi(®,0))) = " /0 ) /N p R £ R (F(Ly ) HE (B L, )

exp(—yrVa(S(L, ¥m))) Htbm C S(L, )} vin(dip) dr
Mittels der Substitution ¢ := r*H*(F}.(L, 1)), t > 0, ergibt sich

B, f(H"(Fi(®,0)) / /f ) A=kt [k k(o (], qpy Yy -dld=ktm)/k

exp (=t Va(S(L, o)) [ HE (F( L, )"
WH(Fe(L %)) > 0} L{th € S(LyYm)} vin(dtbn) dt
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Man rechnet

¢ Ak (P —dk) 2 ( dh+k )
kor mlk (2T (11 4" ’”k/dr(d—mg)’
und die Behauptung i) von Satz 5.2.10 ist wegen
Prm = Pk - Poy, (P(Sk(®,0)) =m +d — k+1)
vgl. (5.1.5), gezeigt. Nach Lemma 5.2.2 und eben gezeigtem gilt fiir f : R, — R, messbar

En,.f(H"(Ck(®,0))) = Ens,,,, f(H*(Fi(@,0))) H* (Fi(®, 0))

_pkm/ )t hy(t) dt

woraus unter Beachtung von (5.1.5), (5.1.7) und (5.2.14) die Behauptung ii) von Satz 5.2.10
folgt. 0

Beweis von Satz 5.2.12: Fiir messbares f: R, — R, gilt zunéchst

d—k+1+m
~y

T ml(d—k+ 1)
/ . ./f(Hk(Fk(xl, e Tgga1, Om))) exp(=yVa(S(x1, ... Ta—ki1, Om)))

Hom(B(z, |z — x1]))) = 0} 1{z € Z(x1,. .., 24-241) N [0,1]%}
1{2(%1, ce SL’d,kJrl) € Fk(ﬂfl, ey Td—k+1, (bm)}
Hdm C S,y Takr1, Om)} Vm(dﬁbm)Hk(dx) dzy...dwg—k1.

Euv,.,,[F(H*(Fi(®,0))) - 1{2(®,0) € F(D,0)}

Die Abbildung

(21717 ey Td—k+1, <Z5m) = 1{2(3517 .- 75Ud7k+1> € Fk(fb’h coos Td—k41, <Z5m)}

ist translations-, skalierungs- und rotationsinvariant. Sind folglich L ein d—k-dimensionaler
linearer Unterraum, x; = z+ru; fiir geeignete r > 0, 2 € R% sowie uy, ..., Ug_p41 € Sg’k’l
in allgemeiner Lage und ist ¢,, = r¢,, + 2, so ergibt sich

H{z(xy, .. g py1) € Fr(x1, .., gkt Om) }
= 1{z(u1, ..., Ug—k+1) € Fr(wr, ..., Ug—kt1,Vm)}-

Es ist z(uy,...,uq_rr1) = 0, und 0 liegt genau dann in Fy(uq,. .., Uq—gr1, ¥m), falls uy
der néchste Nachbar von 0 ist, d.h. wenn ||y|| > 1 fiir alle y € v, gilt. Man vergleiche
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in diesem Zusammenhang auch die Abbildungen auf den Seiten 51 und 54. Wir erhalten
vollig analog zum Beweis von Satz 5.2.10

Ea,,,,|F(H*(FL(®,0))) - 1{=(®,0) € Fi(®,0)}

_ %”/OOO /Nf@ plld=tm) [k k(o ([, 4 y)=dld=k+m)/k
exp(= 7t V(S (L o)) /H (B Ly 1)) ")
HH"(F(L, ) > 0} L{hy, C S(L, )}
Hllyll = 1Yy € ¥m} vin () dt.
Die Behauptung i) folgt aus

P, (2(®@,0) € Fi,(®,0)) = pi - Py, (2(P,0) € Fi.(®,0), D(Si(P,0)) =m+d—k+1),
(5.2.15)

vgl. Lemma 5.1.6. Nach Lemma 5.2.2 und eben gezeigtem gilt fiir messbares f: R, — R
Ex,,. | [(H*(Ck(®,0))) - 1{0 € Ci(®,0)} ]
= B, [FOHA(F(®,0))) - 1{(2,0) € Fy(®,0)} - HA(Fi(®,0)) "]

= Euy [ F(HE(FL(@,0))) - 7 (F(@.,0))
P},  (2(®,0) € Fi(,0))

2(®,0) € Fk(cb,())}

= P - Phy (2(9,0) € Fiu(@,0)) - / f@)t™ by (t) dt.
’ 0
Die Behauptung ii) folgt aus (5.2.14) und (5.2.15) sowie
Py,..(0 € Cr(®,0)) = v - P?Vk(() € Cr(9,0), (Dr(®,0)) =m+d—Ek+1),
vgl. Lemma 5.1.13. O

5.2.4 Die Verteilung des Volumens der Nullpunktszelle und der
typischen Zelle
Wir wollen uns im Folgenden mit dem im vorigen Unterabschnitt 5.2.3 nicht betrachteten

Fall & = d beschéftigen. Hierfiir fixieren wir einen Einheitsvektor ¢ des R? und definieren
fir m > d + 1 ein Maf} 7, auf N durch

m—1
ﬁm(A)://1{55+Z(5y1614}dy1dym1, AeN.
=1
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Es ist ebenfalls konzentriert auf N, := {¢ € N : ¢(R%) = m} und o-endlich. Wir setzen
Fir ¢t > 0 und m > d + 1 definieren wir abschlieSend

Hp(t) = /N Va(Fa(thm)) ™" exp (‘”%)

Satz 5.2.13 Seim >d+ 1.

i) Unter P(-|®(Sq(P,0)) = m + 1) besitzt Vy(Fy(P,0)) die Dichte h,,, gegeben durch

hon(t) = Zm ™ Hoa(t) - 1{t > 0}
mit m—+1
— m'“d, by = P(D(Sy(®,0)) = m + 1).

i) Unter PY(-| ®(Dg(®,0)) = m+1) besitzt Vy(Cy(®,0)) die Dichte h,, gegeben durch
hE (1) = ‘b‘—m UL () - 1{t > 0}

mit .
af, = L= P (D(Dy(®,0)) = m + 1).

m m!

Den Beweis liefern wir nach auf Seite 122. Satz 5.2.11 lautet im Fall £k = d wie unten
angegeben.

Satz 5.2.14 Die Verteilung des Volumens der Nullpunktszelle unter P und der typischen
Zelle unter P, sind gegeben durch:

i) Unter P besitzt Vy(Fy(®,0)) die Dichte h, gegeben durch

W) = a1t >0y 30 20

m=d+1

H(b).

i) Unter PY besitzt Vy(Cy(®,0)) die Dichte h*, gegeben durch

B*(£) = kg - 1{t > 0} - Z ’Vm T L),

m=d+1
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Beweis von Satz 5.2.13: In Anlehnung an den Beweis von Satz 5.2.10 schreiben wir
HA(Fy(...)) anstelle von Vy(Fy(...)). Analog zu eben genanntem Beweis gilt fiir messbares
fiRy =Ry

1+m

Ear, . f(HY(Fa(®,0))) = / SO (Fal, 6)) exp(—1Va(S(x, )

HY(Fu(, ¢m) N[0, 1)) L{pm C S(2, )} vin(dp) dar.
Die Translationskovarianz von Fj und S liefert nach der Substitution ¢,, := ¥, + x
[ [ OO, 6,)) exp(—ValS0,6,)

HY(Fa(0,¢m) N ([0,1]7 = 2))
H{tm C S(0,¢m)} vm(dm) de

1+m

EMd,mf(Hd<Fd((I) O)

Aus [39], Satz 1.2.7, folgt
/ HAEL0, ) 1 (0, 1]% — 2)) dzz = HI(F3(0, 4))

und wir erhalten
1+m

Lo [FOEEL0.0))) expl=Va(S(0. )
Hd(Fd(O7 Qzbm)) 1{¢m C S(O, wm)} Vm(d¢m)'

Unter Beachtung der Definition von v, kénnen wir

B,/ (HA(FA(,0)) =

/ . / FHAFAO, {5 - 9 }))) exp(—AValS(O, - ym}))

HAF0, {1, -,y })) W1, - U} € SO0, {y1, -, ym})}
dy; ... dy,

Enr,,, f(H(Fy(®,0))) =

1+m

schreiben. Verwendung von Polarkoordinaten fiir y; liefert

d/@ﬂ

En,,, f(H(Fa(®,0))) =

/Sod// /fHdFdO{rﬁva,...,ym}))) -1

exp(—=yVa(S(0, {rvo,ya, ..., ym})))
HYF4(0,{r90,y2, ..., ym}))

1{{T1967 Y2y .- ,ym} C S(O7 {Tﬁﬁ7 Y2y -, ym}>}
dys ... dym, dr pso,(dv).
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Hierbei sind 0 der eingangs dieses Unterabschnittes fixierte Einheitsvektor und pgp, die
Gleichverteilung auf der Drehgruppe SO, des R?, vgl. [39], Satz 1.2.4. Wir substituieren
y; == rvx;, i = 2,...,m, und erhalten unter Ausnutzung der Rotationskovarianz von Fy

und S

SO0, 0 =2

/sod/ / /f de (F3(0,{0, 22, ..., 2 }))) rémtd-1

exp(—yrVy(S(0, {0, 22, ..., 2m})))
HYFy(0,{0,22,...,2m}))

1{{0,29,..., 2} C S(0,{0,29,...,2m})}
dzs ... dzy, dr pse,(d).

Unter Beachtung der Definition von 7, ergibt sich

dﬁ% /Tdm-i-d—l f(Tde(Fd(O, ¢m)))

exp(—yrVa(S(0, ¥m))) HA(Fa(0,9m))
L{thn, C S(0, )} D (dhy).

Die Substitution ¢ := rH%(F,(0, v,,)) liefert die erste Behauptung i). Man beachte hierbei

En,,. f(H(Fa(®,0))) =

P, = P(- [ @(Sa(@,0)) = m +1),

vgl. Folgerung 5.1.7. Die zweite Behauptung erhélt man wie im Beweis von Satz 5.2.10.
Man beachte dabei
]P)?Vd’m = ]P)%( ) | (I)(Dd(q)v O)) =m+ 1)7

vgl. Folgerung 5.1.14. O
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Anhang A

Ergianzungen

A.1 Erginzungen zu Kapitel 1

A.1.1 Erginzungen zu Unterabschnitt 1.1.4

Es seien Fj. das System aller lokalendlichen Mengen in F und B(F),. die Spur-o-Algebra
von B(F) auf Fj.. Nach [40], Satz 3.1.2, gilt Fj. € B(F) und geméf eben genanntem Satz
ist die bijektive Abbildung i : N — F., welche jedem ¢ € N seinen Tréger in E zuordnet,
messbar beziiglich (N, B(F);.). Ferner ist i~ : F;. — N messbar beziiglich (B(F.),N),
wieder nach Satz 3.1.2 in [40].

Lemma A.1.1 Es seien (2,.A) ein Messraum, ® : @ — N und S : Q@ — F messbare
Abbildungen. Dann ist die durch

s(w) == ¢(w) N S(w), weQ,

definierte Abbildung wg : 2 — N messbar.

Beweis: Die durch fi(w) := (i(®(w)), S(w)) definierte Abbilung f; : Q@ — Fj x F ist
messbar beziiglich (A, B(F);,e ® B(F)). Nach Satz 1.1.7 ist die durch fo(F, Fy) == F1NEF,
definierte Abbildung f5 : Fj. X F — Fj. messbar beziiglich (B(F);e @ B(F), B(F)i.). Aus
g =i o fyo fi folgt die Behauptung. O

Lemma A.1.2 Es seien (), A) ein Messraum, ® : Q@ — N und S,T : Q — F messbare
Abbildungen. Dann ist die durch

ps(w) = @(w)NT(w)NS(w)e, weQ,

definierte Abbildung ps : €2 — N messbar.

125
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Beweis: Nach Satz 1.1.7 ist w — T'(w) N S(w) messbar. Fir C € C und w € Q gilt
ps()(C) =0 & (Pw)NT(W)(C) = (2(w)NT(w)NSw))(C).

Aus Lemma A.1.1 folgt die Messbarkeit von ® N7 als auch von ® N7 N .S, somit ist
{ps(C) =0} € A. Nach Lemma 1.1.12 ist pg messbar. O

A.1.2 Erginzungen zu Unterabschnitt 1.1.5

Es sei m : E x Y — E die Projektion von £ x Y auf E, d.h. es gelte m((z,y)) = x fir
(x,y) € E xY.Mit F.y bezeichnen wir die Menge der Tréger der markierten einfachen
Zahlmafle ¢ € Ny. Es ist das System aller Mengen A C F X Y mit m(A) € Fj und
card (AN ({z} x Y)) =1 fur alle z € m;(A). Die o-Algebra Ay zu F.y werde erzeugt
durch die Mengen

Acyg={Ac€ Fpy:cad(AN(C x H)) =0}, CeC, He).
Lemma A.1.3 Die bijektive Abbilung iy : Ny — Fi.y, definiert durch
i) = {2 € ExY: p({zh =1}, ¢eNy,

1st messbar. Ferner sind auch die Umkehrabbildung i;l : Fley — Ny und my : Fiey — Fie
messbar.

Beweis: Sei Ny :={p € Ny : ¢(C x H) =0} fiir C € C, H € Y. Die Messbarkeit von
1y und i;l folgt nach Lemma 1.1.13 sowie Definition von A, y aus i;l(AQH) = N¢ g und
iy(Nem) = Ac . Die o-Algebra B(F),. = B(F) N Fi. wird erzeugt durch das System
FN Fe, C €C. Somit ergibt sich aus

m (FONFe)=Acy, CEeC,
die Messbarkeit von 7. O

Sind Fy € Fiey und Fy C E, so definieren wir Fy N Fy := Fy N (Fy x Y).

Lemma A.1.4 Die durch cy(Fy, Fy) := Fy N Fy definierte Abbildung ¢y : Frey X F —
Fiey ist messbar beziiglich (Ajey @ B(F), Ajey).
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Beweis: Wir betrachten die Folge C),, n € N, aus Lemma 1.1.3. Fiir C € C, H € ) gilt

' (Acy) = {(AF) € Fley x F: card (AN ((FNC) x H)) = 0}

= | J{(A F) € Fiey x F: FNC C Cy, card (AN (C,, x H)) = 0}
n=1

— LA F) € Fioy x F: FACNCE =0, card (AN (C, x H)) = 0}
n=1

= | (Fiey x FOOU) 0 (Ac, i x F) € Ay @ B(F),
n=1

dabei ist

f’CﬂC’fL — m Jq:'CﬁClD c B(JT),

DeD,cl DCCE

wobei D die abzdhlbare Basis von E aus offenen, relativ kompakten Mengen aus Satz 1.1.1
bezeichne. Damit ist die Messbarkeit von ¢y gezeigt. O

Lemma A.1.5 Es seien (£, A) ein Messraum, ® : Q@ — Ny und S : Q — F messbare
Abbildungen. Dann ist die durch

s(w) == ¢(w) N S(w), weQ,

definierte Abbildung wg : 2 — Ny messbar.

Beweis: Die Abbildung f; : Q@ — Fi.y x F, definiert durch fi(w) = (iy (®(w)), S(w))
ist messbar beziiglich (A, Aj.y ® B(F)) nach Lemma A.1.3. Aus 75 = iy o ¢y o fi sowie
Lemmata A.1.3 und A.1.4 folgt die Behauptung. U

Lemma A.1.6 Es seien (§2,.A) ein Messraum, ® : Q — Ny und S,T : Q — F messbare
Abbildungen. Dann ist die durch

psy(w) == ®(w) NT(w)NS(w), w e Q,

definierte Abbildung psy : 2 — Ny messbar.

Beweis: Der Nachweis kann unter Verwendung der Lemmata 1.1.13 und A.1.5 analog
zum Beweis von Lemma A.1.2 gefithrt werden. 0
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A.2 Erginzungen zu Kapitel 2

A.2.1 Erginzungen zu Unterabschnitt 2.1.4

In Lemmata A.2.1 bis A.2.4 betrachten wir ein festes ¢ € Ny mit (zg,79) € ¢.

Lemma A.2.1 Die Mengen B(yp) und C(p, o) sind abgeschlossen.

Beweis: Seien (x,), eine konvergente Folge aus B(y) und z := lim, ., x,. Die Menge
X := {x,x1,29,...,} ist kompakt, folglich gilt ¢((X @ B(0, R)) x [0, R]) < co. Somit
trifft X nur endlich viele Kugeln B(yi,71),. .., B(yn, ) aus B(p) und wir erhalten z €
Ui, B(yi,r:) C B(p). Der Beweis fiir C(p, zo) kann analog gefiihrt werden. O

Lemma A.2.2 Sei (z,7) € ¢ N C(p,x0), (x,r) # (20,70). Es existiert ein minimales
m € N, so dass sich Punkte (x1,71),...,(Tm,Tm) = (x,7) in o N C(p,xo) finden lassen
mit B(l’i,ﬁ‘) N B(ZL‘Z‘+1,T‘Z'+1) 7é @, 1= O, e, M — 1.

Beweis: Seien () die Vereinigung von B(zg,79) und den Kugeln B(z,r) aller (x,r) €
v N C(p,x0), fiir welche ein m € N wie in Lemma A.2.2 angegeben existiert und Cs
die Vereinigung der Kugeln B(z,r) aller iibrigen (z,7) € ¢ N C(p,x0). Die Mengen C}
und C sind offensichtlich disjunkt. Wie im Beweis von Lemma A.2.1 zeigt man, dass
C1 und Cs abgeschlossen sind. Da disjunkte abgeschlossene Teilmengen des R? disjunkte
Umgebungen besitzen und C; U C5 zusammenhéngend ist, muss Cs leer sein. U

Lemma A.2.3 Es ist o N C(p,x0) = Hoo. Gilt ferner o1 < Tmat fiir ein m € Ny, so
sind o N C(p,x0) = Hpy, und Sp,(9) = Sy (@), n > m+ 1.

Beweis: Zunéchst gilt nach Definition Gy C ¢ N C(p, ). Ist nun H,, C ¢ N C(p, x), SO
ergibt sich nach Konstruktion auch G, ;1 C ¢NC(p, zo). Wir erhalten H,, C ¢NC(p,x0)
durch vollstdndige Induktion.

Sei (z, 1) € eNC(p, xp), 0BdA (x,7) # (20, 79). Nach Lemma A.2.2 existiert ein minimales
m € N, so dass sich Punkte (z1,71),...,(Zm,7m) = (x,7) in ¢ N C(p, zo) finden lassen
mit B(x;, ;) N B(xii1,7i01) #0,i=0,...,m — 1. Wir nehmen zunéchst

(Tm—1,Tm-1) € Gg (A.2.1)
fir ein £ € N an und setzen d := ||z,, — Ty—1||. Sei n > k. Aus
d S Tm—1+Tm S Tm—1+ R S tn,k + On+1

folgt
(.T,T) € ¥ N B(xmflvd) - ¥ M B(‘rmflfrmfl + R) - 2 N fn+1(an+1)-
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Angenommen, x ¢ S,1(p) fir alle n > k. Wegen (z,,,_1,7m-1) € Gr. C Sk(¢) x [0, R]

und = ¢ Ski1(p) ist 71 < d. Aus (z,7) € fri1(oni1) N (@ \ vn) und © & S,11(p), n >k,
folgt 7,41 < 0,41, und fiir alle n > k existieren

Yn € fn+1(7_n+1) N (90 \ Son) =@nN Sn—l—l(QO) N 55(90)

Wir erhalten Si(¢) # E, folglich gelten Si(p) € C und ¢ := sup,eg, (p) |70 — al| < o0
sowie y; # y; fiir © # j. Induktiv ergibt sich

n+1

d(zo,ya) <c+ Y ;.
j=k+1

Die Lokalendlichkeit von ¢(- x [0, R]) liefert ein v > k mit

v+1

tl/,k + T = tl/+1,k) = E Tj > d.
j=k+1

Wir erhalten
(z,1) € 9N B(zpm-1,d) C B(@m-1, (tus + Tvs1) A (Tm-1 + R)) C Spt1(9),

ein Widerspruch. Folglich gilt (z,7) € @41 = @ N Spq1(p) fiir ein n > k. Ist (z,r) ¢
© N Gy fiir alle j < n, so erhdlt man (x,7) € Gpyq aus B(x,7) N B(zym-1,Tm-1) # 0 und
(Tm—1,Tm-1) € G C H,.

Wir zeigen jetzt, dass die Forderung (A.2.1) keine Beschréankung der Allgemeinheit dar-
stellt. Hierfiir seien m > 2 und (x,,_1,7m—1) ¢ Hs angenommen. Wegen (zg,79) € Gog C
H,, existiert ein kleinstes ¢ € {1,...,m — 1} mit (x;,7;) ¢ He und (x;_1,7;_1) € Hs.
Ersetze in obigem Teil des Beweises m durch ¢ und erhalte den Widerspruch (x;,7;) € Huo.
Ingesamt folgt o N C(p, x0) C Hoo.

Gilt 0,11 < Ty fiir ein m € Ny, so ist

fra1(5me1) V(2 \ o) = frns1(Omir) N (0 \ om) =0,

folglich @1 = © N frni1(Smi1) = @m. Angenommen G, 1 # 0 und (z,7) € Gyy. Ist
m =0, so (z,7) € p1 = ¢y = Gy, insbesondere (z,r) ¢ G, ein Widerspruch. Sei m > 1.
Nach Definition von G, ist (x,r) verbindbar in ¢,,;1 mit einem (z’,7') € H,, und
(«’,7") ist verbindbar in ¢,, mit einem (z,7) € H,,_1. Nun ist @,,11 = ©m, somit ist (z,r)
verbindbar in ¢, mit (z,7). Folglich gilt (z,r) € H,,, ein Widerspruch. Wir erhalten
Gmi1 =0, Hyp1 = Hy und fr40(t) = Sppi() fiir alle ¢ > 0. Hieraus folgen sukzessive
Sn(©) = Spma1(©), 0 = pm, Gn =0 und H, = H,,, n > m + 1. Folglich ist Hy, = H,,,
was die zweite Behauptung beweist. U
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Lemma A.2.4 Die Menge Sx(p) := U.—, Sn(p) enthdilt das Cluster C(p, o). Fir alle
x € RY gilt ferner x € Soo (@) genau dann, wenn B(x, R) N C(p,xq) # 0 ist.

Beweis: Sei (2/,7") € ¢ N C(p, o). Nach Lemma A.2.3 existiert ein k& € Ny mit (2/,7) €
(.. Man beweise nun

v+1
bk + T = bugik = Z 7 >r"+R (A.2.2)
j=k+1

fiir ein ¥ > k analog zum Beweis des ersten Teils von Lemma A.2.3 mittels der Lokalend-
lichkeit von ¢(- x [0, R]). Die Definition von o, liefert

tuk + 0,41 > 1"+ R. (A.2.3)
Aus (A.2.2) und (A.2.3) ergibt sich

B(x’, '+ R) C fos1(Tug1 A Ovsr) = Suqa(ep)-

Nach Konstruktion und Lemma A.2.3 ist S, (¢) fiir festes n € Ny die Vereinigung von
Kugeln B(Z,t), wobei (Z,7) € N C(p,x0) und t < 7+ R sind. Insbesondere existiert fiir
x € Sp(p) ein (Z,7) € e N C(p,x0) mit

() # B(x, R)N B(z,7) C B(x, R) N C(p, o).

Nun gelte umgekehrt B(z, R) N B(Z,7) # 0 fir ein (Z,7) € ¢ N C(x9) = Hs und ein
r € RY. Wie bereits nachgewiesen, ist B(Z,7 + R) C S,41(¢p) fiir ein v € Ny, somit gilt

x € B(Z,7+ R) C Sy11(p) C Sx(yp).
Insgesamt folgt die zweite Behauptung, welche die erste impliziert. O

Lemma A.2.5 Die Abbildung C*(xy) : Ny — F ist messbar.

Beweis: Fiir ¢ € Ny setze zunéchst Cj(¢) := B(wo, o). Ist C(¢) erklart, so sei C_ ()
die Vereinigung aller Kugeln B(z,r), (z,7) € ¢ := @ N {xo}® mit B(z,r) N Ci(p) # 0.
Wir zeigen induktiv die Kompaktheit von C}(¢), ¢ € Ny, und die Messbarkeit der
zugehorigen Abbildung C. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Seien n € Ny, C messbar mit
Bild in C und ¢ € Ny. Wegen C;:.,(¢) C C:(p) ® B(0, R) ist C;;_;(¢) beschrénkt und
Vereinigung nur endlich vieler Kugeln. Somit ist C}, ;(¢) auch abgeschlossen. Wir setzen

Hopkag = (Bla, 1/k) 0 {xo} N [=m, m]?) x Blq,1/k).
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Die Messbarkeit von C;;_; folgt aus
{Chp NF#0}={p €Ny : 3z, 7)€ p.: Blx,r)NCi(p) # 0, B(z,r) N F # 0}

“UN U feeNy: o(Hupag) > 1, Bla,g+2/k) N Cilg) £ 0,

m=1k=1acQ?,qeQxo

Bla,q+2/k) N F # 0}

fiir beliebiges ' € F. Wir erhalten somit induktiv die Messbarkeit der C, n € N, und
hieraus mittels Satz 1.1.7 die Messbarkeit von C*(zo) = U,—, Cs, vgl. Lemma A.2.2. O

A.2.2 Erginzungen zu Unterabschnitt 2.3.1
Lemma A.2.6 Es sind Ny, € N und N, € .

Beweis: Sei k € {3,...,d + 1}. Wir definieren Abbildungen f;. : (RY)* — {0,1} und
hi, : N — Ny U {oo} durch

fr(xy, .. xg) == o, € Aff({z1,. .., 21 })}

und

h(®) ::/fk(xl,...,xk)¢(k)(d(x1,...,xk)).

Mit Aff(B) sei dabei die affine Hiille von B C R? bezeichnet. Das Urbild von {0} unter fy
ist offen in (R9)*, die Messbarkeit von f somit gesichert. Lemma A.4.1 liefert zusammen
mit Lemmata A.4.2 und A.4.3 die Messbarkeit von h. Die Menge Ay aller ¢ € N, fiir
welche z1, ...,z € ¢ stets in allgemeiner Lage sind, ist wegen

Ap ={¢ e N: h(¢) =0}
ebenfalls messbar. Die Messbarkeit von N, ergibt sich aus

d+1
Ng:ﬂAkEN.

k=3

Die Menge aller (z1, ..., x4.2), so dass x1, ..., T4 nicht auf dem Rand einer Kugel liegen,
ist ebenfalls offen in (R%)?*2 und wir folgern analog, dass die Menge A4 aller ¢ € N, fiir
welche keine z1, ..., 2410 € ¢ auf dem Rand einer Kugel liegen, messbar ist. Man erhélt
wie behauptet N, = N, N Ay € N. O
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A.2.3 Erginzungen zu Unterabschnitt 2.3.4

Lemma A.2.7 Die Abbildungen S, Fy : (R 1 x N — F und Z . (RY)IFH - F
sind messbar.

Beweis: Zunichst gilt fiir z;,..., 2411 € R% ¢ € N,

Fk(l‘la cee 7xd—k+17¢) = Z('Ilv s 7xd—k+1) N {'I € Rd : BO(:E7 ||l' - ZL‘1||) N ¢ - @}
=Z(x1,..., Ta—k1) N C(@ U a1}, 21). (A.2.4)

Das Urbild von ZNG # 0 ist fiir G € G offen in (RY)?**1 folglich ist Z : (R?)4F+H — F
messbar.

Fiir festes ¢ € Q7 ist die Abbildung z; — B(q, |[¢—x1||) € F messbar, da fiir festes G € G
die Menge aller z; € R? mit B(q, ||g — z1]|) N G # 0 offen ist. Ferner gilt fiir G € G

Clopu{zt,a)NG#0D & 3geQ'NG: ¢NB(q |lg— ) N{z:} = 0.

Nach Lemma A.1.2 ist fiir alle ¢ € Q¢ die Abbildung (x1, ¢) — ¢ N B(q, ||q — z1]|) N {z1}¢
messbar, folglich auch (z1,¢) — C(¢ U {x1},z1). Insgesamt erhalten wir mittels (A.2.4)
die Messbarkeit von F}, wieder nach Satz 1.1.7.

Sei zunéchst Fy(x1, ..., g i1, 0) € C\{0}. Es gilt S(z1,..., 24 k11,0)NG # D fir G € G
genau dann, wenn ein ¢ € QYN G und ein Ecke y von Fy(21,. .., 24 41, ¢) existieren mit
q € B(y, ||ly — z1]|), letzteres bedeutet gerade ||¢ — y|| < ||y — 1], und das ist dquivalent
zu

2 2
(. — g < 1Nl (A.25)

Es sei
H(z1,q):={z € E: (x,x1—q) <27'(||la1]]* = [l¢|I)}-

Nach den oben angestellten Uberlegungen gilt ¢ € S(zy,...,24_p41,¢) folglich genau
dann, wenn der Halbraum H (x4, ¢) und die Eckenmenge des Polytops Fy(x1, ..., Zq_ki1,®)
nichtleeren Schnitt haben. Dies ist dquivalent zu

H(x1,q) NV (21, .o Zg-pg1, @) # 0.

Wir zeigen die Messbarkeit von H(-,q). Gilt H(z1,q) NG # () fiir ein G € G und ein
21 € R?, so existiert ein x € G mit

(@, q = z1) <27 ([laal® = llall®)- (A.2.6)

Folglich existiert ein Umgebung U von z;, so dass (A.2.6) richtig bleibt, wenn man z;
durch 2’ € U ersetzt. Insbesondere gilt H (2, q) NG # () fiir alle 2’ € U und das Urbild von
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H(-,q)NG # () ist offen. Die Abbildung H ist somit messbar. Wir erhalten aus Satz 1.1.7,
der Messbarkeit von Fy, H(-,¢q) und C die Messbarkeit der Menge

{SNG#0n{Fec\{0}}= |J {FnH(.q#0}n{F eC}
qeQinG

Auf {F, ¢ C\ {0}} gilt S = R? gemiB Definition von S, somit ergibt sich aus der
Messbarkeit von F},

{SNG#0n{F ¢C\{0}} ={R. ¢C\{0}} e BZ "V aoN,

und die Messbarkeit von S ist gezeigt. U

A.3 Erginzungen zu Kapitel 3

A.3.1 Erginzungen zu Unterabschnitt 3.2.1

In [32] wird zu einer gegebenen Menge H € N und einer gegebenen messbaren Abbildung
S : N — C fiir ¢ € N ein endlicher Subprozess v C ¢ betrachtet, welcher durch die
Forderungen ¢ € H und (¢ — ¢)(S(¢)) = 0 eindeutig festgelegt ist. Existiert zu jedem ¢
ein derartiges 1) =: ¥(¢), so nennen wir die Abbildung ¥ : N — N eindeutiger Subpro-
zess zu S und H. Wir wollen hier beweisen, dass dieser Ansatz zuziiglich einer weiteren
Bedingung dquivalent zum Konzept der kompakten Stoppmengen ist. Der Grundraum sei
ein lokalkompakter Hausdorffraum E mit abzéhlbarer Basis.

Lemma A.3.1 Ist die Abbildung S : N — C eine kompakte Stoppmenge, so ist die durch
U(p) :=odNS(p), ¢ €N, definierte Abbildung ¥ : N — N ein eindeutiger Subprozess zu
S und H:={yp e N: ¢ C S)}. Sind umgekehrt S : N — C eine messbare Abbildung,
HeN und ¥V : N — N ein eindeutiger Subprozess zu S und H mit ¥(p) C S(¥(¢)),
¢ € N, so ist SoW eine kompakte Stoppmenge.

Beweis: Sei S zunichst eine Stoppmenge. Nach Satz 1.2.20 ist ¢ = ¢ N S(y) fiir alle
¢, € N aquivalent zu ¢ = ¢ N S(¢). Hieraus folgt wegen

Y CSW), (@-U)SW)=0 <« Y=9¢nS[)
fiir ¢,4) € N mit ¢ C ¢, dass U(¢) := ¢ N S(¢) ein eindeutiger Subprozess zu S und
H={peN:yCSW)}={YyeN:v=ynSW)}eN
ist. Die Endlichkeit von W(¢) folgt aus S(¢) € C.
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Umgekehrt sei ¥ ein eindeutiger Subprozess zu H € N und einer messbaren Abbildung
S N — Cmit ¥ C SoVU. Es gelte S(¥(¢)) C K fiir ein ¢ € N und ein K € C. Folglich
sind

U(p) CoNS(¥(P)) C gk
und

(0 — V(@) (S(¥(0))) = (¢ — W(9))(S(¥(e))) = 0.
Aus der Eindeutigkeit des Subprozesses zu ¢k folgt V(o) = W(¢). Insbesondere ist

S(¥(ok)) = S(¥(9)) C K.

Gilt umgekehrt S(¥(¢x)) C K, so erhalten wir analog ¥(¢) = U(¢x) und S(¥(¢)) C K.
Insgesamt ergibt sich

S(W(e) C K & S(U(dx)) C K. (A.3.1)

Es bleibt noch die Messbarkeit von U zu zeigen. Fiir festes K € C gilt ¥(¢) C K genau
dann, wenn ein ¢ C ¢ existiert mit ¢» € H und ¢(S(¢)) = (S(¢)), folglich wenn eine
kompakte Menge L C K existiert mit ¢, € H und ¢(S(¢)) = ¢(S(¢) N L). Sei D eine
abzahlbare Basis von E aus relativ kompakten Mengen, vgl. Satz 1.1.1, und D’ das System
aller endlichen Vereinigungen von Mengen aus D. Aus den Sétzen 1.1.1 und 1.1.2 erhélt
man

{(TCK}=(J{0eN: gag € H, ¢(5(¢)) = ¢(S(¢) Nl G)} €N,

GeD’
GCK

Die Stoppmengeneigenschaft von S o ¥ folgt nun aus (A.3.1). O

Setzt man die Messbarkeit von ¥ in der Definition eines eindeutigen Subprozesses voraus,
so kann auf die Endlichkeit von ¥ als auch auf die Kompaktheit von S verzichtet werden.

A.4 Erginzungen zu Kapitel 4

A.4.1 Erginzungen zu Unterabschnitt 4.2.4

Lemma A.4.1 Seien X ein lokalkompakter Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis und T

ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Die jeweilige Borelsche o-Algebra sei mit
B(X) bzw. B(T) bezeichnet. Ferner seien T" € B(T') und

n:T x B(X)— [0, 0]
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eine Abbildung derart, dass n(t,-) fir jedes t € T" ein lokalendliches Maf$ auf X ist. Ist
fiir jedes kompakte C C X die Abbildung

t—nt,C), teT,
messbar, so ist auch

t|—>/f(t,;1:)77(t,d:c), teT

fiir jede nichtnegative, messbare Abbildung f auf T' x X messbar.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Hilfssétzen 7.2.2 und 7.2.3 in [39]. Man beachte,
dass die lokale Kompaktheit von T' nicht erforderlich ist, vgl. [4], S. 242. Die Verallge-
meinerung von 7" auf 77 € B(T) ist trivial. 0

Seien E ein lokalkompakter Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis und M, N wie gewohnt
die Menge aller lokalendlichen Mafle bzw. einfachen Zahlmafle auf E.

Lemma A.4.2 Der Raum M lisst sich derart metrisieren, dass M polnisch ist und die
zugehorige Borelsche o-Algebra mit M iibereinstimmt. Insbesondere besitzt die zugehdrige
Topologie von M eine abzihlbare Basis.

Beweis: Die Behauptung folgt aus [19], Th. A2.3. O

Lemma A.4.3 Es gelten N C M und N' C M, insbesondere ist N € M.

Beweis: Vgl. [7], Prop. 7.1.111. O

A.5 Erginzungen zu Kapitel 5

A.5.1 Erginzungen zu Unterabschnitt 5.1.1

Beispiel A.5.1: Betrachte d = 2 und

¢:={(n',-n): neNyU{(n ' n): neN}
Sein > 2 und z; := (n!, —n) sowie x5 := (n~!,n). Die Kante C(¢,x1) N C(¢, x5) ist
gegeben durch [a,, a,41] X {0} mit

1 1 n(n—1)(2n —1)
e — , > 9,
R P 2 "

Das Zentrum der Kante [a,,, a,1] x {0} berechnet sich zu z(z1,z2) = (n™',0), der Tréiger
von Ni.(¢, ) enthélt somit die nicht lokalendliche Menge {(n™!,0), n € N}.
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Abbildung A.1: Ausschnitt aus dem Voronoi-Mosaik zu ¢ := {(n~!,n), (n™!, —n) : n € N}.

Lemma A.5.2 Die Abbildungen gy, k=0,...,d,i=1,...,d—k+ 1, sind messbar.

Beweis: Sei k£ € {0,...,d}. Wir bemerken zuerst, dass die Abbildung h : (z,t) —
B(x,t) € F, (x,t) € RY x Ry messbar ist, da h~1(Fg) fiir alle G € G offen ist. Sei
¢ € N. Ein Punkt z € R? liegt im Fall von & > 1 genau dann im relativ Inneren einer
k-Seite F}, € S(¢), wenn ein g € Q¢ existiert mit

My(¢, B(z,q)) = ¢"ky. (A5.1)

Ferner ist « genau dann eine Ecke, falls M(¢, {z}) = 1 gilt. Aus (A.5.1) und Lemma 1.1.11
folgt die Messbarkeit von

Ay = {(¢,z) € N x R?: 7 liegt im relativ Inneren einer k-Seite F}, € Sp(¢)}.

Da gii(¢,z) = x auf Af U (N, x R?)¢ definiert wurde, reicht es, die Messbarkeit von gy ;
auf AN (N, x R?) zu zeigen. Wegen

di¢, ) <t & éNBx,t)#0, zeRL$eNt>0,
ist (¢, ) — d(¢, 1), (¢,r) € N x R? messbar nach Lemma A.1.1, folglich auch
(¢, 2) — B(z,d(¢,x),  (¢,2) € AN (N, x RY).
Lemma A.1.1 liefert nun die Messbarkeit von
{gea(9.2), - gra-wn1(d,2)} = 6N B(z,d(¢,2)),  (¢,7) € AN (N, x RY).

Hieraus erhélt man leicht die Messbarkeit der g5, 2 =1,...,d — k+ 1. Il
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Lemma A.5.3 Die Abbildung z : (RY)47F+1 — R U {oco} ist messbar.

Beweis: Sei D die offene Menge aller (x1,. .., 24 1) € (RY)HFL 5o dass 21, ..., Tg_p41
in allgemeiner Lage sind. Die Abbildung z ist stetig auf D und konstant auf D¢. Hieraus
folgt die Behauptung. O

Lemma A.5.4 Die Abbildungen Cy, Dy, : N x RY — F sind messbar.

Beweis: Sei M, der Raum aller lokalendlichen Mafe iiber R¢ x R?. Wir definieren eine
Abbildung My . : N — M, durch (¢ € N, By, By € B)
Mk,z<¢7 Bl X BQ) = /Hk(Fk(.Tl, vy Ld—ka1, (b) N Bl)

{z(21,. .., Tapt1) € Ba} o0 (d(21, ..., 2ap11))-

Mit den Methoden aus dem Beweis von Lemma 4.2.1 zeigt man die Messbarkeit von
Mj, .. Die Messbarkeit von Fj, und z erhélt man dabei aus den Lemmata A.2.7 und A.5.3.
Wir erinnern an die Definition von Ay, aus Unterabschnitt 5.1.1. Fir G C R¢ offen,
o€ Nq N Ak,lok N {Nk € N}, S Rd, gilt nun

Cr(o,2)NG#0 &  M.(¢,Gx{z}) > 0.
Die Abbildung (¢, x) — My, (¢, G x{z}) ist nach Lemma 1.1.11 messbar. Folglich ist auch
C messbar auf Ay x R, wobei Ay, := NN Ay 1oxN{ N}, € N} sei. Wegen C, = ) auf A x R
ist die Messbarkeit von C} nachgewiesen. Man beachte A, € N, vgl. Lemmata 5.1.3

und A.2.6 sowie (5.1.3). Der Nachweis der Messbarkeit von D, ldsst sich analog fiihren,
man betrachte statt M; , das Mafl

Mllﬁ,z(gba Bl X BZ) = /Hd(S(I‘l, <oy Td—k+1, gb) N Bl)
1{z(z1, ..., Za_ps1) € Bo} o F D (A(2y, ..., 2g_psn)).

Die Messbarkeit von S wird dabei in Lemma A.2.7 gesichert. 0

A.5.2 Erginzungen zu Unterabschnitt 5.1.2
Lemma A.5.5 Firalle k € {2,....d} und m >k + 1 sind pym und Yy m positiv.

Beweis: Seien k € {2,...,d} und m > k+1. Nach Lemma 5.2.2 reicht es, die Behauptung
fiir i m zu zeigen. Es seien € € (0,1) und &y, ..., &—r41 € B(0,1) in allgemeiner Lage mit
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2(&1, .- €4-ks1) € B(0,e). Wir wihlen Punkte vy, ..., v, € B(0,6)\ B(0,5) derart, dass
&1, .-, &a—k+1, v jeweils eine k — 1-Seite von

Fk = Fk(gl, P ,fd_k_H, {Ul, P ,Um})

erzeugen, d.h. derart, dass F kompakt ist und m k — 1-Seiten besitzt. Es existiert ein
n € N mit Fj, C B(0,n). Ferner existiert ein e € (0,1), so dass die Kugeln

B(éla 82), ey B(éd,kJrl, 82), B(Ul, 82), ey B(Um, 82)
paarweise disjunkt sind und fiir alle z; und y; mit x; € B(;, €2) und y; € B(vj, €2)

Z = Z('Tlu s 7xdfk+1) S 3(07 1)7 {xlu - '7xd7k+1} S Ng7
Fk = Fk(xla - '7$d—k+17{y17' . 7ym}) € B(O,TL+ 1)

gelten und Fy genau m k — 1-Seiten besitzt. Abschlieend sei eine Konfiguration 1 auf
B(0,2n + 5)¢ gewéhlt. Seien y € ¥ und

(b:: {ylv---vym}uw'

Wegen
|lor — 2| < 1T+e+1<2n+5—-1< |y — z|

1st
KRS F]; = Fk(xla"'7$d—k+1a¢) 7é @

Man beachte ferner
F, C F, C B(0,n+1).

Sei nun x € Fj,. Aus
|z —z|| <1 +e+n+l<2n+5—(n+1)<|y—z| (A.5.2)

erhalt man F} = Fj. F} besitzt folglich genau m k — 1-Seiten. Die Abschétzung (A.5.2)
liefert iiberdies

OBz, [lz —2)) =0

fiir alle Ecken x von FJ. Folglich gilt

Qﬁ(S(.Tl,...,SL’d,kJrl,(b)) =d—k+1+m.
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Insgesamt erhalten wir mit ¢ := rkq(d — k + 1)!

¢ =E [1fs(ono. aa) € BO.1)

W Ey(x,. .., Ta—pqr1, ) # 0}
H{D(S(z1,..., 04511, ®) =d —k+1+m} O V(d(x),. .. 2q_141))

ZE/].{ZL‘ZEB(&,EEQ),Z:L,d—]{?+1}

1{@(B(Uj,€2>) = 1, j = 1, Ce ,m}
1{®(B(0,2n+5)) =d —k+ 1+ m} 9 V(d(zy, ..., 24 441)) > 0.

Das ist die Behauptung. Il

n

e

xl
y3 @yQ

Abbildung A.2: Die graue Zelle gehort zu & und vy, ..., vs. Die nicht gefiillte, umrandete
Zelle gehort zu den Punkten z; und yq, ..., ys, welche aus der jeweiligen Umgebung von
x1,V1, ..., U5 gewahlt wurden.

Yo
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