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Kurzfassung

Finite-Elemente-Implementierung konstitutiver nichtlinearer Stoffgeset-

ze fur piezokeramische Werkstoffe

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Finite-Elemente-Implementierung von
konstitutiven Stoffgesetzen fiir piezokeramische Werkstoffe. Hierzu werden zunéchst ex-
perimentelle Untersuchungen an piezokeramischen Werkstoffen vorgestellt, die zur Veri-
fizierung der Stoffgesetze und deren Finite-Elemente-Implementierungen dienen. Dabei
wurde insbesondere das Verhalten unter mehrachsiger Belastung untersucht.

Das phidnomenologische Stoffgesetz, das mit einem spezialisierten Radial-Return-
Mapping-Algorithmus in das Open Source- Finite-Elemente-Programm PSU implemen-
tiert wurde, konnte auf jeweils eine algebraische Gleichung zuriickgefiihrt werden, was
die Berechnungszeit von Problemen im Gegensatz zur vorangegangenen Implementierung
mit schwerfélligen Integrationsalgorithmen der Differenzialgleichungen deutlich reduzier-
te. Es werden neben Berechnungen, um das prinzipielle Verhalten des Stoffgesetzes und
dessen Implementierung zu zeigen, praxisnahe Beispiele vorgestellt, welche die Leis-
tungsfahigkeit des Modells und der Implementierung demonstrieren.

Das mikroskopisch motivierte Stoffgesetz wurde ebenfalls mit einem Radial-Return-
Mapping-Algorithmus auf der Basis des impliziten Eulerverfahrens implementiert. Hier-
bei musste allerdings ein nichtlineares Gleichungssystem gelost werden, was mit dem dis-
kretisierten Newtonverfahren gelang. Aufgrund gelegentlicher Konvergenzschwierigkei-
ten werden verschiedene Verfahren vorgestellt, die in der Implementierung Eingang fan-
den, um die Konvergenz der lokalen Newtoniteration zu verbessern. Nach der Demonstra-
tion des prinzipiellen Modellverhaltens an ausgewihlten, einfachen Beispielen, wird ab-
schlieBend ein Berechnungsbeispiel eines unendlich ausgedehnten Zylinders vorgestellt
und mit Ergebnissen der Implementierung des phdnomenologischen Stoffgesetzes vergli-
chen. Es zeigte sich im globalen Verhalten eine gute Ubereinstimmung der beiden Stoff-
gesetze. Im lokalen Bereich sind erwartungsgeméill Unterschiede zu beobachten, da das
mikroskopisch motivierte Stoffgesetz ndher an den mikroskopischen Umklappprozessen

in piezokeramischen Werkstoffen als das phdnomenologische Stoffgesetz ist.



Abstract

Finite Element Implementation of Constitutive Nonlinear Material Mod-

els for Piezoceramic Materials

The objective of the thesis is the finite element implementation of constitutive material
models for piezoceramic materials. First, experimental investigations of piezoceramic ma-
terials are presented to verify the material models and their finite element implementation.
Especially, the behaviour under multi-axial, electro-mechanical loadings was investigated.
The phenomenological material model, which was implemented by means of a specialized
radial return mapping algorithm into the open source finite element program PSU, was re-
duced to one algebraic equation for each case. This led to a vast reduction of computation
time of simulations in opposite to the previous implementation by means of complex inte-
gration algorithms for the differential equations.

Apart from simulations of the principal behaviour of the material model and its implemen-
tation, practical simulation examples are presented, which demonstrate the performance of
the model and the implementation.

The microscopically motivated material model was also implemented by means of a radial
return mapping algorithm on the basis of the backward Euler method. For this, a set of
nonlinear equations has to be solved which was successfully done by the discrete Newton
method. Because of occasional convergence difficulties, several methods are presented,
which were used in the implementation to improve the convergence of the local Newton
iteration.

After demonstration of the principal behaviour of the model by some simple examples, a
simulation example of a cylinder with an infinite length is presented and compared to the
results of the implementation of the phenomenological material model. For the global be-
haviour a good agreement of the two material models is shown. In local areas differences
were investigated since the microscopically motivated material model is closer to the mi-

croscopic switching processes compared to the phenomenological material model.
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Notationen und Operatoren

Vektoren (Tensoren erster Stufe) werden mit kursiven Buchstaben und einem Pfeil ge-

kennzeichnet. Tensoren zweiter Stufe werden kursiv und fett gedruckt. Tensoren dritter

Stufe werden zusitzlich mit einem senkrechten Strich versehen und Tensoren vierter Stufe

sind durch kalligraphische Buchstaben gekennzeichnet. Werden tensorielle Grof3en mit ih-

ren Komponenten dargestellt, so liegt diesen ein kartesisches Koordinatensystem mit den

Einheitsbasisvektoren €, €, und €, zu Grunde. Es gilt die Einsteinsche Summenkonven-

tion. Rechenregeln fiir Tensoren konnen Betten [95] entnommen werden.

Lateinische Buchstaben

Nullvektor

Einheitstensor zweiter Stufe

Risslédnge

Faktor in der Energiebarrierefunktion F®
Zusatzterm fiir die Energiebarrierefunktion

nicht-negativer Materialparameter in der Umklappfunktion f*©
nicht-negativer Materialparameter in der Umklappfunktion f™
nicht-negativer Materialparameter in ¢’
nicht-negativer Materialparameter in ¢”

Elastizitatstensor vierter Stufe
Piezoelektrizitatstensor dritter Stufe

Piezomodul parallel zur Polungsrichtung
Piezomodul rechtwinklig zur Polungsrichtung
Piezomodul bei Scherung zur Polungsrichtung

dielektrischer Verschiebungsvektor
Begrenzung des Bereiches G

elektrischer Feldvektor
kritisches elektrisches Feld

kinematisches Verfestigungsfeld
Koerzitivfeldstirke

Séttigungsfeldstarke
Einheitsbasisvektor

Richtung der ODF im Raum

Richtung der irreversiblen Polarisation fiir mikros. mot. Stoffgesetz

Richtung der irreversiblen Polarisation fiir phino. Stoffgesetz
Maschinengenauigkeit des verwendeten Computers und Compilers

konvexe Umklappfunktion

il
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elektrisches FlieBkriterium

mechanisches FlieBkriterium
Coulomb-Kraft

Energiebarrierefunktion

implizite Eulerfunktion

Gibbsche freie Energie

Zusatzterm fiir die Energiebarrierefunktion

zuldssiger Bereich fiir # und y
Storgrofe fiir den Differenzenquotienten
elektrisches Sattigungskriterium
mechanisches Séttigungskriterium
Jakobi-Matrix

Konditionierung der elektroelastischen Steifigkeitsmatrix

Spannungsintensitétsfaktor

Abstand zweier Ladungen

positiver Materialparameter in P**

maximale Schrittzahl fiir das geddmpfte Newtonverfahren
Materialmatrix

nicht-negativer Materialparameter in TC

Exponent in der Energiebarrierefunktion F©

transversal isotrope Orientierungsverteilungsfunktion

elektrisches Dipolmoment

Polarisationsvektor

irreversibler Polarisationsvektor

reversibler Polarisationsvektor

Sattigungspolarisation bzw. remanente Polarisation
Funktion der Séttigungspolarisation

Spontane Polarisation der Einheitszelle

remanente Restpolarisation

innere Variablen im mikros. mot. Stoffgesetz
elektrische Ladung

elektrische Probeladung

Radius

Innenradius

AuBenradius

Entropie eines Korpers

Verzerrungstensor zweiter Stufe

irreversibler Verzerrungstensor zweiter Stufe
elektrisch induzierter Verzerrungstensor zweiter Stufe
mechanisch induzierter Verzerrungstensor zweiter Stufe
reversibler Verzerrungstensor zweiter Stufe



Sattigungsdehnung bzw. remanente Dehnung
spontane Dehnung der Einheitszelle
Zeitpunkt oder Inkrement in der FEM

Temperatur
Spannungstensor zweiter Stufe

Funktion der Koerzitivspannung
elektrische Spannung
innere Energie

Verschiebungsvektor
Elastizitatsmodul

Griechische Buchstaben

Q
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N

Laufvariable
skalare Parameter fiir das phdnomenologische Modell
Anteil der c-Achsen in den Kegeln

skalare Parameter fiir das phanomenologische Modell

Referenzwert fiir S
relative makroskopische Polarisation

maximale relative Polarisation in Richtung der Langsachse der Kegel
maximale relative Polarisation rechtwinklig zur Léngsachse der Kegel
Kronecker-Delta

Korrektor fiir die irreversible Polarisation des phéno. Stoffgesetzes
Korrektor fiir die irreversible Polarisation des phino. Stoffgesetzes
Korrektoren fiir die irreversible Dehnung des phino. Stoffgesetzes
Korrektoren fiir die irreversible Dehnung des phino. Stoffgesetzes
Permittivitét

dielektrische Feldkonstante

innere Dissipation eines Systems

Breitenwinkel der Einheitskugel

Offnungswinkel des Kegels im mikr. Mot. Stoffgesetz
Suszeptibilititstensor zweiter Stufe
plastischer Multiplikator

Proportionalititsfaktor in f®
Proportionalititsfaktor in h°®
Proportionalitétsfaktor in f™
Proportionalititsfaktor in h™

Parameter der Viskositit des Materials
Querdehnzahl
Dichte des Korpers
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Koerzitivspannung

maximale Spannung
elektrisches Potenzial

Meridianwinkel der Einheitskugel
thermodynamisch konjugierte Kraft fiir S
thermodynamisch konjugierte Kraft fiir »

thermodynamisch konjugierte Kraft fiir €/

thermodynamisch konjugierte Kraft fiir €”
kritischer Zustand in der konvexen Umklappfunktion f fiir ¢”
kritischer Zustand in der konvexen Umklappfunktion f fiir ¢’

kritischer Zustand in der konvexen Umklappfunktion f fiir ¢ e

kritischer Zustand in der konvexen Umklappfunktion f fiir ¢~
Helmholtzsche freie Energie

Startwert fur die Newtoniteration

irreversibler Anteil
Vektor

Tensor zweiter Stufe
Tensor dritter Stufe

Tensor vierter Stufe

k-ter Iterationsschritt
Grofle zum Zeitpunkt n
Grofle zum Zeitpunkt n+1
reversibler Anteil

elastischer Pradiktor

Zeitableitung bzw. Evolutionsgleichung

Inverse
Projektion eines Vektors

Deviator
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()

cond ()

div( )

grad( )

Transponierte
McAuley-Klammern
Konditionszahl einer Matrix
Divergenz

Gradient

Rotation

Laplace-Operator

Zuwachs oder Differenz
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1 Einflhrung und Motivation

Der piezoelektrische Effekt beschreibt einen linearen Zusammenhang zwischen einerseits
der Dehnung und der Polarisation und andererseits dem elektrischen Feld und der mecha-
nischen Spannung. Dieser Effekt wurde bereits am Ende des 19. Jahrhunderts von Pierre
und Jacques Curie [1] an Seignettesalz, Quarz und anderen Materialien beschrieben. Das
Seignettesalz (auch Rochellesalz genannt), das im 17. Jahrhundert von Pierre de la
Seignette, einem Apotheker, entdeckt wurde [2], war auch das erste Kristall, welches als
ferroelektrisch bekannt wurde [3]. Als Ferroelektrizitdt werden in Analogie zum Ferro-
magnetismus die Hystereseeigenschaften unter einem elektrischen Feld eines Werkstoffes
bezeichnet. Die Ferroelastizitit bezeichnet die Hystereseeigenschaften unter einer mecha-

nischen Spannung (Néheres siehe Kapitel 2).

Erstmals wurde der piezoelektrische Effekt in Bariumtitanat ab den vierziger Jahren des
20. Jahrhunderts technisch ausgenutzt [1], nachdem in den USA, Japan und der Sowjet-
union unabhéngig voneinander die ferroelektrischen Eigenschaften dieses Werkstoffes
entdeckt wurden. Zu den ersten Anwendungen zdhlten Kondensatoren mit kleinen Ab-

messungen und Piezoelemente fiir die Elektroakustik.

Im Laufe der flinfziger Jahre des 20. Jahrhunderts wurde ein ausgeprigter piezoelektri-
scher Effekt in Blei-Zirkonat-Titanat-Keramiken (PZT) entdeckt. Jaffe et al. [4] fiihrten
Untersuchungen zu den ferro- und piezoelektrischen Eigenschaften dieses Werkstoffes
durch. Mit diesen Untersuchungen konnte die Breite der Anwendungen mit piezokerami-
schen Werkstoffen ausgeweitet werden und die Bedeutung dieser nahm stetig bis in die

heutige Zeit zu.

Piezokeramische Werkstoffe finden heutzutage eine breite Anwendung in verschiedensten
technischen Bereichen. Sie werden bspw. in Ultraschallgerdten zur Erzeugung des Schal-
les eingesetzt. Genauso finden sie Anwendung in Lautsprechern wie z.B. in nahezu jedem
Mobiltelefon. Hierbei wird unter Ausnutzung der Langenidnderung des Werkstoffes unter
einem elektrischen Feld eine Membran angeregt, die letztendlich horbare Schalwellen von
sich gibt. Durch die auBerordentlich schnellen Reaktionszeiten piezokeramischer Werk-
stoffe ergeben sich deutliche Vorteile gegeniiber anderer Verfahren, was sie auch interes-

sant fir den Einsatz als Aktoren fiir Dieseleinspritzventile macht. Im Gegensatz zu den



iiblichen elektromagnetischen Ventilen, die lingere Reaktionszeiten besitzen, kann der
Kraftstoff effizienter in den Zylinder gespritzt werden, was zu einer Verminderung des

Kraftstoffverbrauches fiihrt.

Die vorgenannten Beispiele sind nur exemplarisch fiir die breite Anwendungspalette pie-
zokeramischer Werkstoffe. Auch im Bereich der Mikrosystemtechnik wird ihr Einsatz
immer haufiger, da neben den schnellen Reaktionszeiten auch eine sehr prézise Positionie-

rung von Bauteilen moglich ist.

Obwohl die piezokeramischen Werkstoffe eine weitreichende Entwicklung erfahren haben
und deren Zusammensetzungen Gegenstand stindiger Optimierungen sind, um den piezo-
elektrischen Effekt noch besser ausnutzen zu konnen, geht man von einem vereinfachten
linearen Zusammenhang fiir das elektromechanische Verhalten aus, was mit der Zunahme
von immer komplexer werdenden Anwendungen zunehmend zu Schwierigkeiten fiihrt.
Die elektromechanischen Felder in diesen Bauteilen werden nicht immer quantitativ rich-
tig erfasst und so kommt es zu Ausfillen oder nicht einwandfrei funktionierenden Losun-
gen, da nichtlineare Effekte des Werkstoffverhaltens bei komplexen Geometrien und Be-
lastungen an Einfluss gewinnen. Hier stoflen die auf kommerzieller Ebene verfiigbaren
Finite-Elemente-Werkzeuge, die das lineare Verhalten dieser Werkstoffe simulieren kon-
nen an ihre Grenzen bzw. ist es mit ihnen nicht moglich, Effekte wie mechanische Depo-

larisation oder eine nicht vollstdndige Polarisation der Bauteile zu erfassen.

Im Hinblick auf die Zuverldssigkeit und des GroBsignalhystereseverhaltens bei der Polung
ist die Betrachtung des nichtlinearen Verhaltens im Bereich der Ferroelektrizitdt und
-elastizitdt aber unabdingbar. Es existieren zwar mittlerweile auch Arbeiten, die das nicht-
lineare Verhalten von Ferroelektrika in zum Teil selbstgeschriebenen Finite-Elemente-
Programmen implementierten. Die meisten sind aber zu unkomfortabel oder zu rechen-
zeitintensiv, als dass sie fiir eine kommerzielle Nutzung in Frage kommen konnten. Her-
vorzuheben sei aber an dieser Stelle die Arbeit von Bohle [5] und Kamlah und Béhle [6],
da sie in einem frei zugénglichen Finite-Elemente-Programm mit dem Namen PSU [7] der
Universitit Stuttgart ein phdnomenologisches Materialmodell implementierten, was eben-
so in Bohle [5] beschrieben ist, aber seinen Ursprung in Kamlah [8] hat und zusammen-

fassend in Kamlah [9] zu finden ist.

Mit dieser Implementierung war es erstmals moglich, grofere Strukturen zu berechnen,

wenn auch die Art und Weise der Implementierung durch schwerfillige Integrationsalgo-



rithmen der Differenzialgleichungen des phdnomenologischen Modells wenig effektiv

war.

Wie schon zuvor erwihnt wurde, beschiftigten sich auch andere Forscher in der Vergan-
genheit mit der Implementierung von Stoffgesetzen fiir piezokeramische Werkstoffe. Al-
lerdings erscheint keine Arbeit im Moment geeignet, grofere Strukturen in einer vertret-
baren Zeit berechnen zu konnen, da sie meist auf selbst entwickelten Finite-Elemente-
Programmen beruhen, die meist den Nachteil haben, dass sie unkomfortabel sind (Vernet-
zung u. 4.) und somit fiir potentielle Anwender in der Forschung und Industrie wenig ge-

eignet erscheinen. Néheres hierzu findet sich in Kapitel 4.

Ein Teil der vorliegenden Arbeit beschiftigt sich mit einer verbesserten Implementie-
rungsmethode auf der Basis eines Radial-Return-Mapping-Algorithmus fiir das phdnome-
nologische Modell von Kamlah [9], was zu einer deutlich schnelleren Rechenzeit im Ver-
gleich zur Implementierungsmethodik von Bohle [5] fithrt und damit auch fiir sehr grof3e
Strukturen mit mehreren tausend Elementen anwendbar ist. Im Einzelnen wird das Modell
nochmals beschrieben, die ,,neue” Implementierung vorgestellt und schlieflich anhand
komplexer Simulationsbeispiele die Mdglichkeiten und Grenzen des Modells und der vor-
liegenden Implementierung aufgezeigt. Hierzu wurden auch eigenen Experimente an pie-
zokeramischen Werkstoffen durchgefiihrt und auf die Ergebnisse anderer Autoren zu-
riickgegriffen, um das Modell und dessen Implementierung zu verifizieren. Die Ergebnis-

se dieser Versuche und die Zusammenfassung anderer Arbeiten finden sich in Kapitel 3.

Obwohl die Implementierung des phdnomenologischen Modells in der vorliegenden Form
zwar duflerst effizient ist, so hat das Modell selbst gewisse Nachteile, da es in einer multi-
linearen Form die nichtlinearen Zusammenhinge des Werkstoffverhaltens beschreibt. Da-
durch entstehen Nachteile im Bereich der Betrachtung des Verlaufs des Polungsprozesses.
Deswegen wurde ein weiteres mikromechanisch motiviertes Stoffgesetz implementiert,
das seine Urspriinge in der Arbeit von Kamlah und Jiang [10, 11] hat, wo das Modell in
einer eindimensionalen Form aufgestellt und in Kamlah und Wang [12, 13] auf die drei-
dimensionale Formulierung erweitert wurde. Das Modell kann mit einer mikromechani-
schen Betrachtungsweise der Doménenumklappprozesse aufwarten und so deutlich prizi-
ser das Werkstoffverhalten im Grof3signalbereich beschreiben. In der vorliegenden Arbeit
wird dieses Modell und dessen Implementierung, die komplexer ist als die des phdnome-

nologischen, multilinearen Modells, ebenfalls vorgestellt und anhand von Simulationsbei-



spielen insbesondere die Qualitdt der Polungsberechnung aufgezeigt. Im Gegensatz zum
multilinearen Modell ist durch die Komplexitit des Modells und dessen Implementierung
die Rechenzeit zwar ldnger, aber es konnen deutlich realistischere Aussagen beziiglich des
Polungsverhaltens gemacht werden, die zu einem besseren Verstdndnis des Verhaltens
von Bauteilen aus Ferroelektrika fithren und auf einer soliden physikalischen Grundlage

stehen.



2 Grundlagen der Piezoelektrizitat und Ferro-
elektrizitat

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit den Grundlagen der Piezoelektrizitit und dem ferro-
elektrischen Materialverhalten, die fiir die Motivation der Entwicklung der beiden hier be-
trachteten Stoffgesetze wichtig sind. Im Rahmen dieser Arbeit kann nur eine zusammen-
fassende Darstellung des komplexen Themengebietes angeboten werden. Der interessierte
Leser findet in Gerthsen und Meschede [14] und Ruschmeyer et al. [15] ausfiihrlichere In-

formationen zu diesem Thema.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die folgenden Abschnitte in Analogie zu Bohle [5]
entstanden sind, da er aus Sicht des Autors eine hervorragende Zusammenstellung der

Grundlagen der Piezoelektrizitit und Ferroelektrizitit ausgearbeitet hat.

2.1 Elektrostatische Grundlagen und Begriffe

Das elektrische Feld E ist die mafgebende GrofBe, durch deren Einfluss in piezokerami-

schen Werkstoffen eine Polarisation auftreten kann.
Ein elektrisches Feld tritt zwischen zwei Teilchen auf, von denen eines positiv und das
andere negativ geladen ist. Die Wechselwirkung, die im Ruhezustand vorhanden ist, wird

als Coulomb-Kraft F bezeichnet. Die Coulomb-Kraft ist die Kraft, die zwischen einer

Ladung und einer sehr kleine Probeladung Q. wirkt. Das elektrische Feld ist wie folgt

definiert:
E-_I 2.1)
QProbe

Wenn zwei Ladungen in einem Abstand m vom Betrag her die gleiche Ladung Q aber

unterschiedliche Vorzeichen besitzen, so bezeichnet
p=Q-I 2.2)

das elektrische Dipolmoment.



Betrachtet man nun das Kontinuum anstatt der diskreten Darstellung in (2.2) so ergibt

sich:

5= [Fav . (23)

Das elektrische Dipolmoment ergibt sich dabei als Integral iiber die Dichte des elektri-

schen Dipolmomentes P im Volumen V , auch als dielektrische Polarisation bezeichnet.

Piezokeramische Werkstoffe gehdren zu den so genannten Dielektrika. Als Dielektrikum
wird ein Isolator oder Nichtleiter bezeichnet. In einem Dielektrikum kann kein stationdrer
Strom von Ladungstrigern flieBen. In kristallinen Werkstoffen, wie es Piezokeramiken
sind, kdnnen polare Einheitszellen vorhanden sein, die eine dielektrische Polarisation be-
wirken. Einheitszellen bestehen aus positiv und negativ geladenen lonen. Dadurch existie-
ren in einer Einheitszelle Ladungsschwerpunkte, die, wenn sie nicht aufeinander liegen,

eine spontane Polarisation P *""

bewirken, wenn keine dulere Einwirkung vorhanden ist.
Diese spontane Polarisation kann durch einen Vektor dargestellt werden. Dieser Vektor
befindet sich entlang der polaren Achse innerhalb der Einheitszelle, die durch die Verbin-
dungslinie zwischen den Ladungsschwerpunkten beschrieben werden kann. Der Polarisa-

tionsvektor zeigt vom negativen zum positiven Ladungsschwerpunkt.

Der Begriff Ferroelektrika bezeichnet ebenfalls piezokeramische Werkstoffe, aber mit
diesem Begriff wird auch der mikroskopische Aufbau des Polykristalls betrachtet. Ein Po-
lykristall ist aus Kornern aufgebaut, die bei einem Ferroelektrikum aus Doménen beste-
hen. Doménen sind Bereiche, in denen die Orientierungen der Gitterstruktur (Ausrichtung
der spontanen Polarisation) des Kristalls gleich sind. Die durch die spontane Polarisation
hervorgerufene Anisotropie des Werkstoffes kann durch elektrische Felder oder mechani-
schen Spannungen beeinflusst werden. Diese duBleren Belastungen kdnnen zu so genann-
ten Doménenumklappprozessen fiihren, die verantwortlich fiir das nichtlineare

Materialverhalten piezokeramischer Werkstoffe sind.

Anhand des Bariumtitanats mit der chemischen Struktur (BaTiOs), einem Perowskit (all-
gemeine Struktur ABOs3), sollen im Folgenden die Mechanismen innerhalb einer Einheits-
zelle erldutert werden. In Abbildung 2.1 ist eine typische Einheitszelle des Werkstoftes
dargestellt.
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Abbildung 2.1:  Einheitszelle von Bariumtitanat (BaTiOz3)
a) oberhalb der Curietemperatur T, mit kubischer Perowskitstruktur
b) unterhalb der Curietemperatur T, mit tetragonaler Struktur
In Bariumtitanat sind zwei Phasenzustinde mdoglich. Einerseits handelt es sich dabei um
die paraelektrische Phase, in der die Einheitszelle eine kubische Form annimmt, die unpo-
lar ist. Anderseits existiert eine ferroelektrische Phase mit polarer, tetragonaler Struktur
der Einheitszelle. Der Phaseniibergang findet bei der so genannten Curietemperatur T,

statt, unterhalb derer die ferroelektrische Phase vorliegt.

Bei einer kubischen Einheitszelle, die oberhalb der Curietemperatur vorhanden ist, liegen
die Ladungsschwerpunkte aufeinander. Deswegen besitzt die Einheitszelle in dieser Phase
weder eine spontane Polarisation noch piezoelektrische Eigenschaften. Der bei allen Die-
lektrika vorhandene Effekt der Elektrostriktion, der lediglich dann zu beobachten ist, ist so
gering, dass dessen Wirkung i. d. R. zu vernachléssigen ist und keine technische Relevanz

besitzt.

Bei Unterschreiten der Curietemperatur liegt die ferroelektrische Phase mit tetragonaler
Struktur vor. Diese Form kommt durch eine Verschiebung des Titanions in Richtung eines
der flichenzentrierten Sauerstoffionen zustande (siche Abbildung 2.1 b)). Die kubische

Form verédndert sich zur tetragonalen Struktur, in der die Ladungsschwerpunkte der Ein-



heitszelle sich trennen und nicht mehr aufeinander liegen. So entsteht eine spontane Pola-
risation und durch die Forménderung wird eine spontane Verzerrung (spontane Dehnung)
der Einheitszelle bewirkt. Die Trennung der Ladungsschwerpunkte verursachen den pie-

zoelektrischen und elektrostriktiven Effekt der polaren Kristallstruktur.

Einheitszellen mit gleicher Ausrichtung der spontanen Dehnung bzw. Polarisation ordnen
sich in Bereiche, den so genannten Doménen, an, aus denen dann schlielich der Polykris-
tall zusammengesetzt ist. Im Polykristall bei gleicher Ausrichtung aller Doménen in eine

Richtung nennt man die akkumulierten spontanen Gréflen, die auch ohne duflere elektri-
sche oder mechanische Belastung bestehen bleiben, auch remanente Polarisation P** und

remanente Dehnung S** . Die remanente Polarisation P** bzw. Dehnung S** werden

auch als Sattigungspolarisation bzw. Séttigungsdehnung bezeichnet.

Dennoch muss zur technischen Nutzung der Polykristall zunichst ,,gepolt* werden, da
nach dem Abkiihlen die grole Anzahl der Einheitszellen im Kristall in unterschiedliche
Richtungen zeigen, da die Wahrscheinlichkeit der Verschiebung des Titanions in die mog-
lichen sechs Raumrichtungen (vgl. Abbildung 2.1) gleich grof3 ist und somit makrosko-
pisch keine Polarisation zu beobachten ist. Man bezeichnet den Werkstoff nach dem Her-
stellungsprozess durch Sintern auch als ,,thermisch depolarisiert™. Zur technischen Aus-
nutzung des Piezoeffekts wird je nach spiterem Anwendungszweck die Keramik unter ei-
nem geniigend groBen elektrischen Feld gepolt, so dass die Einheitszellen moglichst in
Polungsrichtung zeigen. Erst dann kann die ferroelektrische Keramik entsprechend ihrer

Verwendung eingesetzt werden.

2.2 Effekte bei Ferroelektrika

Im Folgenden werden das Verhalten und die unterschiedlichen Effekte, die bei Ferroe-
lektrika zu beobachten sind, zusammengefasst. Jaffe et al. [1] und Feldtkeller [16, 17] bie-
ten eine weit ausflihrlichere Darstellung als die vorliegende, da hier die Effekte entspre-
chend ihrer Bedeutung fiir die thermodynamische Modellierung in dieser Arbeit betrachtet

werden und deswegen nicht den Anspruch der umfassenden Diskussion besitzen.



Elektrostriktion

Wie schon im vorigen Kapitel erwdahnt wurde, geniel3t der elektrostriktive Effekt bei Fer-
roelektrika, der oberhalb wie auch unterhalb der Curietemperatur auftritt, keine technische
Relevanz, da die dabei erzeugte Dehnung und Polarisation zu gering sind, um sie auszu-
nutzen. Elektrostriktion ist ein Phdnomen, der allen Dielektrika gemein ist. Durch ein an-
gelegtes elektrisches Feld werden die Ladungsschwerpunkte in geringem Malle gegenein-
ander verschoben und es kann eine Dehnung und Polarisation der Einheitszelle beobachtet
werden. Dabei steht die durch diesen Effekt induzierte Dehnung in einer Abhéngigkeit
hoherer Ordnung (quadratisch) proportional zum elektrischen Feld, unabhingig von des-
sen Vorzeichen. Die Polarisation kann in der Regel in einer linearen Abhingigkeit zum
elektrischen Feld gesehen werden, wobei Hao et al. [18] gezeigt haben, dass bei geniligend
groflen elektrischen Feldern die Polarisation wie auch die Dehnung gegen einen Sétti-
gungswert streben. Bei Wegnahme des elektrischen Feldes bewegen sich die Ladungs-
schwerpunkte wieder aufeinander zu und die induzierte Polarisation und Dehnung ver-

schwinden. Der Effekt der Elektrostriktion ist damit reversibel.

Bei Fehlen eines duBeren elektrischen Feldes vermag es eine mechanische Belastung
nicht, die Ladungsschwerpunkte gegeneinander zu verschieben und es sind keine Effekte
auBler den iiblichen linear elastischen Verformungen zu beobachten (vorausgesetzt man
bewegt sich mit der mechanischen Belastung im linearen Bereich des Werkstoffes). Da-
gegen kann eine mechanische Belastung bei einem angelegten elektrischen Feld (wenn
der Effekt der Elektrostriktion bereits eingesetzt hat) die Polarisation wie auch die Deh-

nung je nach Richtung der Belastung verstiarken oder schwichen.

Piezoelektrizitat

Der piezoelektrische Effekt kann in allen kristallinen Werkstoffen beobachtet werden, de-
ren Einheitszellen polare Achsen (u. U. mehr als eine) und kein Symmetriezentrum besit-
zen. Diese Bedingung liegt bei piezokeramischen Werkstoffen im Allgemeinen unterhalb
der Curietemperatur vor. Der piezoelektrische Effekt bezeichnet den linearen, reversiblen

Zusammenhang der elektrischen und mechanischen GroB3en.

Beim piezoelektrischem Effekt, dessen Ursachen im vorangegangen Kapitel erlautert

wurde, kann man zwischen zwei verschiedenen Wirkungen unterscheiden:



Zum einen sei der direkte piezoelektrische Effekt genannt, bei dem eine mechanische Be-
lastung zu einer Verformung der Einheitszelle und somit zu einer Verschiebung der La-
dungsschwerpunkte fiihrt. Dabei wird eine zur mechanischen Belastung proportionale
Anderung der Polarisation bewirkt. Durch diesen Effekt werden elektrische Ladungen auf
den Oberflichen in Belastungsrichtung frei. Diese hohen elektrischen Spannungen konnen
technisch genutzt werden. Die bekanntesten Anwendungen diirften Feuerzeuge sein, bei
denen {iiber eine gespannte Feder und einem Bolzen ein gepolter piezokeramischer Werk-
stoff eine kurze, dynamische Belastung erfdhrt. Die freigesetzten Ladungen werden mit-
tels eines Funken zur Entziindung des Gases genutzt. Ahnliche Bauweisen finden sich e-

benfalls in Kontaktziindern von Bomben.

Zum anderen existiert der inverse piezoelektrische Effekt. Hier fiihrt ein dufleres elektri-
sches Feld zu einer Verschiebung der Ladungsschwerpunkte der Einheitszelle und so zu
einer dem elektrischen Feld proportionalen Langen- und Polarisationsénderung derselben.
Zeigt der Vektor des elektrischen Feldes in die gleiche Richtung wie die Polarisation, so
lasst sich eine Verldngerung der Einheitszelle beobachten. Analog fiihrt ein Vektor des
elektrischen Feldes in entgegengesetzte Richtung zur Polarisation zu einer Verkiirzung.
Anwendungsbeispiele hierfiir sind Aktoren, die zu Positionierung von Bauteilen verwen-

det werden oder Lautsprecher, wie eingangs bereits erwidhnt wurde.

An dieser Stelle sei nochmals erwéhnt, dass der piezoelektrische Effekt am Polykristall
nur dann beobachtet werden kann, wenn dieser zuvor ,,gepolt™ wurde. Durch die gleich-
méfige Ausrichtung der Einheitszellen in jede Richtung nach Unterschreiten der Curie-
temperatur wiirde ein elektrisches Feld, das an einem ungepolten Polykristall angelegt
wiirde, zwar zu Langen- und Polarisationsénderungen der einzelnen Einheitszellen fiithren,
allerdings wiirden sich diese iiber den Polykristall hinweg autheben und makroskopisch
wire kein Effekt zu beobachten. Erst die Ausrichtung der Einheitszellen in eine Richtung
nach Polung wiirde zu einem spiirbaren Effekt filhren. Dazu wird spéter noch in dieser

Arbeit ndher eingegangen.

Ferroelektrizitat

Unter dem ferroelektrischen Effekt versteht man die durch ein elektrisches Feld induzierte
bleibende Anderung von Polarisation und Dehnung. Die Ursache hierfiir ist die bevorzug-

te Anordnung von Einheitszellen mit gleicher Ausrichtung ihrer Polarisationsvektoren in
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so genannten Doménen. Die Ausrichtung dieser Doménen kann bleibend unter dem Ein-
fluss eines hinreichend starken elektrischen Feldes in dessen Richtung ausgerichtet wer-
den. Bei diesem ,,Polungsprozess kann man deutlich nichtlineares Materialverhalten am
Polykristall feststellen. Dabei durchlaufen Polarisation und Dehnung jeweils eine Hystere-
se und man kann Kennwerte wie die remanente Polarisation und die remanente Dehnung
bestimmen, also Gréfen, die auch nach Wegnahme des elektrischen Feldes bestehen blei-
ben. Hierauf wird noch gleich in dieser Arbeit eingegangen werden. Dieses so genannte
,Polen stellt die Grundvoraussetzung am piezokeramischen Polykristall dar, um die vor-

genannten piezoelektrischen Effekte technisch nutzen zu kdnnen.

Ferroelastizitat

Bei der Ferroelastizitit vermag es eine hinreichend starke mechanische Belastung, die
Ausrichtung der in Doménen zusammengefassten Einheitszellen zu édndern und so zu ei-
ner deutlich nichtlinearen Anderung der Dehnung des Polykristalls fiihren. Hierbei wird
ebenfalls durch wechselnde mechanische Beanspruchung eine Hysterese im Spannungs-
Dehnungsraum beschrieben, die aber im Gegensatz zu Ferroelektrizitéit auch bei einem
ungepolten Polykristall mit gleichméBiger Ausrichtung der Domédnen in jede Richtung,
d.h. dass sich die Vektoren der spontanen Polarisation der Einheitszellen im Mittel authe-

ben, auftreten kann.

Der niachste Abschnitt befasst sich ausfithrlicher mit den Phinomenen der Ferroelektrizitét

und Ferroelastizitit.

2.3 Domaénen in Ferroelektrika und deren Umklappvorgange

Dominen innerhalb eines ferroelektrischen Polykristalls kennzeichnen Bereiche, in denen
die Vektoren der spontanen Polarisation in eine Richtung zeigen. Sie sind begrenzt durch
Doménenwénde, die sie von den anderen Domédnen mit anderer Ausrichtung der Polarisa-
tionsvektoren im Polykristall abgrenzen. Je nach raumlicher Kristallstruktur ergeben sich
unterschiedliche Mdoglichkeiten der Anordnung der Domédnenwinde zueinander. Im Fall
des Bariumtitanat mit einer tetragonalen Kristallstruktur und den daraus folgenden sechs

moglichen, verschiedenen Raumrichtungen der Orientierung der Einheitszellen konnen
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sich nur 90°- und 180°-Anordnungen der Doméinenwénde zueinander finden (Smolenskij
und Krajnik [19]). Bei 90°-Anordnungen stehen die Polarisationsvektoren der angrenzen-
den Doménen rechtwinklig zueinander, wohin gegen bei einer 180°-Anordnung die Pola-
risationsvektoren der Domédnen in entgegengesetzte Richtungen zeigen. Bei einer rhom-
bohedrischen Struktur mit seinen acht unterschiedlichen Moglichkeiten der rdumlichen
Anordnung der Einheitszellen existieren dagegen geometriebedingt 180°-, 71°-, 109°-

Doménenwénde (Hartling [20]).

Fiir die Ursache der Doménenbildung in Ferroelektrika geht man heutzutage davon aus,
dass eine Aufspaltung von einigen grolen Doménen in kleinere Bereiche mit gleicher An-
ordnung der spontanen Polarisationsvektoren die Energie des elektrischen Feldes der ein-
zelnen Doméne erniedrigt, da dessen rdumliche Ausdehnung durch diesen Prozess verrin-

gert wird (Tichy und Gautschi [21], Sonin und Strukow [22]).

Da alle Einheitszellen in einer Doméne sich gleich verhalten, liegt es nahe, dass unter dem
Einfluss von elektrischen Feldern und/oder mechanischen Spannungen, die eine Ausrich-
tung einer Einheitszelle verdndern kdnnen (siehe weiter oben), ganze Doménen mikro-
skopischen Ausrichtungsprozessen, den Umklappvorgidngen, unterliegen kdnnen, wenn
die entsprechenden Belastungsgroflen grofl genug sind, um diese Vorginge auszuldsen.
Im Folgenden werden diese Umklappvorginge am Beispiel des Bariumtitanats erldutert,
da durch dessen einfache, tetragonale Kristallstruktur die Vorginge anschaulich prisen-

tiert werden konnen.

Umklappvorgange aufgrund elektrischer Felder

Zunichst soll die Wirkung eines hinreichend grof3en elektrischen Feldes an einer tetrago-
nalen Einheitszelle gezeigt werden. In Abbildung 2.2 ist eine Einheitszelle schematisch

mit der Ausrichtung des spontanen Polarisationsvektors dargestellt.

In Abbildung 2.2 a) ist das elektrische Feld entgegen der Richtung des spontanen Polarisa-
tionsvektors gerichtet. Ist das Feld starker als die Koerzitivfeldstirke E°, so verschiebt
sich das Titanion in Richtung des elektrischen Feldes und findet auf der anderen Seite der
Symmetrieebene der Einheitszelle wieder einen Gleichgewichtszustand. Dadurch zeigt der
Polarisationsvektor in die entgegengesetzte Richtung wie zuvor und man spricht von ei-

nem 180°-Umklappen. Das bedeutet, dass sich die Polarisation der Einheitszelle irreversi-
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bel #ndert, allerdings geht dieser Umklappvorgang ohne Anderung der Dehnung der Ein-

heitszelle einher.

In Abbildung 2.2 b) liegt das elektrische Feld rechtwinklig zur Achse des Polarisations-
vektors an der Einheitszelle an. Wiederum kommt es zu einem Umklappen durch Ver-
schiebung des Titanions in Richtung des elektrischen Feldes, wenn dieses grof3 genug ist,
d.h., wenn es die Koerzitivfeldstirke erreicht. Diese Art des Umklappvorganges nennt
man entsprechend dem Winkel, den der Polarisationsvektor mit seiner Achse der ur-
spriinglichen Ausrichtung einschlieB3t, 90°-Umklappen. Hierbei &ndert sich nicht nur die
Polarisation irreversibel, sondern ebenso die Verzerrung der Einheitszelle, wie es in Ab-

bildung 2.2 b) deutlich erkennbar ist.

a)

b)

Abbildung 2.2:  Umklappen einer Einheitszelle von Bariumtitanat (BaTiOs) unter Belas-
tung eines elektrischen Feldes
a) parallel zur spontanen Polarisationsachse, aber in entgegengesetzte
Richtung
b)  rechtwinklig zur spontanen Polarisationsachse

Umklappvorgange aufgrund mechanischer Spannungen

Wie schon eingangs erwédhnt wurde, konnen auch mechanische Spannungen ab einer

Grenze, die man die Koerzitivspannung o °nennt, zu Umklappvorgéngen der Einheitszel-

le fithren. In Abbildung 2.3 sind diese wieder am Beispiel des Bariumtitanats dargestellt.
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Hierbei sind mehr Moglichkeiten der neuen Ausrichtung der Einheitszelle als bei den e-

lektrisch induzierten Umklappvorgéngen gegeben.

a) |

=
I_ <y |

Abbildung 2.3:  Umklappen einer Einheitszelle von Bariumtitanat (BaTiO3) unter Belas-
tung einer mechanischen Spannung
a) parallel zur spontanen Polarisationsachse (Druckbelastung)
b)  rechtwinklig zur spontanen Polarisationsachse (Zugbelastung)

In Abbildung 2.3 a) ist aber schon eine erste Einschrankung der Umklappvorgénge, bezo-
gen auf die Art der mechanischen Belastung, angedeutet. Nur Druckbelastungen kdnnen
in diesem Fall zu einem Umklappen der Einheitszelle fithren. Hierbei sind entsprechend
der Raumrichtungen vier verschiedene Moglichkeiten der Verschiebung des Titanions
moglich, die mit einer irreversiblen Anderung der Polarisation wie auch der Verzerrung
der Einheitszelle einhergehen. Hierbei sind die Richtungen gleichberechtigt und es kann
nicht vorhergesagt werden, in welche Richtung die Einheitszelle umklappt. Zugbelastun-
gen wiirden in diesem Fall lediglich den direkten piezoelektrischen Effekt (vgl. Abschnitt
2.2) bewirken.

In Abbildung 2.3 b) bewirkt eine rechtwinklig zur Polarisationsachse aufgebrachte me-

chanische Zugbelastung ein Umklappen in die Achse der Zugbelastung, die ebenfalls mit
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einer irreversiblen Polarisations- und Verzerrungsdnderung einhergeht. Die zwei Mog-
lichkeiten sind ebenfalls gleichberechtigt. Eine Druckbelastung in die gleiche Richtung
wie in Abbildung 2.3 b) wiirde, wie im vorangegangen Abschnitt erldutert wurde, zum di-

rekten piezoelektrischen Effekt aber zu keinem Umklappvorgang fiihren.

Wie durch dieses Beispiel an Bariumtitanat deutlich geworden ist, kann bei einer tetrago-
nalen Kristallstruktur eine mechanische Spannung nur zu 90°-Umklappvorgédngen fiihren.
Betrachtet man nun das Polykristall mit einer Vielzahl von Doménen, so sei noch ange-
merkt, dass mechanische Spannungen nicht zu einer makroskopisch beobachtbaren Polari-
sation fithren konnen, sondern lediglich, wie die Abbildung ebenso verdeutlichen soll, ei-
ne Verminderung der Polarisation bei einem vorgepolten Korper auf makroskopischer E-
bene bewirken konnen. Diesen Effekt bezeichnet man als mechanische Depolarisation,
worauf spiter in dieser Arbeit noch ndher eingegangen wird. Selbst bei einer Zugbelas-
tung mogen zwar die Achsen der Polarisation aller Doménen des Polykristalls in die glei-
che Richtung gerichtet sein, aber durch die zwei statistisch gleichberechtigte Moglichkei-
ten des Umklappens mit entgegengesetzt gerichteten Polarisationsvektoren wird keine
makroskopische Polarisation induziert. Vielmehr kommt es selbst bei einer Zugbelastung

zu einer Verminderung der Polarisation.

Veranschaulichung des Polungsprozesses

Betrachtet man nun wieder ein Polykristall (hier Bariumtitanat) wie in Abbildung 2.4 dar-
gestellt, so kann man den Polungsprozess veranschaulichen, der nach dem Sintern der

Piezokeramik noétig ist, um eine makroskopisch beobachtbare Polarisation zu erzeugen.

Abbildung 2.4 a) zeigt die Verteilung der Doménen des thermisch depolarisierten Poly-
kristalls, der makroskopisch isotrope Materialeigenschaften aufweist. Hier sind schema-
tisch die Korngrenzen und die Doménen mit ihren spontanen Polarisationsvektoren darge-
stellt. Aufgrund der tetragonalen Struktur von Bariumtitanat sind lediglich 90°- und 180°-
Doménenwénde vorhanden. Deutlich ist zu erkennen, dass iiber den Polykristall hinweg
makroskopisch keine Polarisation zu beobachten ist. Wird nun, wie in Abbildung 2.4 b)
gezeigt, ein elektrisches Feld am Polykristall angelegt, das oberhalb der Koerzitivfeldstar-
ke liegt, so vereinigen sich die Domédnen innerhalb der Koérner durch 90°- und 180°-
Umklappvorgénge und richten sich in Richtung des elektrischen Feldes aus. Lediglich

mechanische Zwéngungen an den Korngrenzen verhindern eine vollstindige Ausrichtung
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der Domiénen in diese Richtung. Wihrend des Vorganges kommt es zu einer Verzerrung
des Polykristalls, hier eine Verldngerung in Richtung des elektrischen Feldes und zu einer
Verkiirzung rechtwinklig dazu. Nach Wegnahme des elektrischen Feldes in Abbildung
2.4 ¢) verbleibt eine remanente Dehnung und der Polykristall weist eine makroskopisch
beobachtbare, remanente Polarisation auf. Nun ist die Piezokeramik technisch nutzbar,
d.h. sie besitzt piezoelektrische Eigenschaften.
c
a) b) E>E )

BARRRRE,

RN

Abbildung 2.4:  Umklappvorgange eines Polykristalls bei einem Polungsprozess am

Beispiel des Bariumtitanats:

a)  makroskopisch ungepolter Zustand nach Sinterung

b)  Ausrichtung der Doménen bei Anlegung eines hinreichend starken
elektrischen Feldes (makroskopisch beobachtbare Polarisation und
Verzerrung)

c) Remanente Dehnung und remanente Polarisation nach Wegnahme
des elektrischen Feldes

Es sei noch angemerkt, dass unter der Annahme einer vollstindigen Ausrichtung der Do-
minen in Richtung des elektrischen Feldes die remanente Polarisation P** den Wert der

spontanen Polarisation P***" der Einheitszelle annehmen wiirde, was aber im Polykristall
durch die zuvor beschriebenen mechanischen Zwéangungen (das Kristallgitter ist im All-
gemeinen auch nicht vollstindig parallel zum elektrischen Feld) in der Regel nicht statt-

finden konnte, womit gilt:

psat < pseon, 2.4)
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Selbiges trifft auch auf die remanente Dehnung S°* und die spontane Dehnung der Ein-

heitszelle S*°" zu:

St < gon, 2.5)

2.4 Makroskopisches Verhalten der Ferroelektrika unter elektro-

mechanischer Beanspruchung

Im Folgenden wird auf das makroskopische Verhalten von Ferroelektrika unter einer e-
lektrischen oder mechanischen Belastung eingegangen. Zur Vereinfachung wird wieder-
um die Kristall- und Doméanenstruktur des Bariumtitanats zur Veranschaulichung heran-
gezogen. Generell sind aber die folgenden Abschnitte auch auf andere piezokeramische
Werkstoffe anwendbar, da das dargestellte qualitative, makroskopische Verhalten allen
Ferroelektrika gemein ist. Lediglich die Art des Umklappens (90°, 71° usw.) hingt von
der Kristallstruktur des einzelnen Werkstoffes ab. Dieses beeinflusst aber nicht das grund-

sitzliche Verhalten.

Im Einzelnen werden die dielektrische Hysterese, die Schmetterlingshysterese, die ferro-
elastische Hysterese und das mechanische Depolarisationsverhalten ausfiihrlich diskutiert
und in Zusammenhang mit den Doménenprozessen — dem Umklappverhalten — gestellt.
Dazu sind in den folgenden Diagrammen zu jedem Zustand représentativ Domédnen darge-

stellt, um diese Prozesse zu verdeutlichen.

Dielektrische Hysterese

Die dielektrische Hysterese zeigt das ferroelektrische Verhalten piezokeramischer Werk-
stoffe unter einer elektrischen Belastung. In Abbildung 2.5 ist eine solche dielektrische
Hysterese abgebildet. Dabei ist auf der vertikalen Achse die Polarisation und auf der hori-

zontalen Achse das elektrische Feld aufgetragen.
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Abbildung 2.5: Typische dielektrische Hysterese eines piezokeramischen Werkstoffes
ausgehend vom ungepolten Zustand (gestrichelte Linie). Reprasentativ
sind vier Doméanen und deren Ausrichtung eingezeichnet, um das Um-
klappverhalten zu verdeutlichen

Im Startpunkt 1, dem unbelasteten, thermisch depolarisierten Ausgangszustand, besitzen

die Doménen, wie an den vier reprisentativen, in die Abbildung eingezeichneten Domé-

nen gezeigt, keine Vorzugsrichtung und es ist makroskopisch keine Polarisation zu beo-

bachten. Dieser Zustand hélt mit steigendem elektrischen Feld bis zum Erreichen der

Koerzitivfeldstirke E° an und es sind lediglich lineare dielektrische Effekte zu beobach-
ten, die mit einer leichten, aber reversiblen Steigerung der Polarisation einhergehen (An-
merkung: Die erste Belastung des thermisch depolarisierten Werkstoffes (hier mit einer
gestrichelten Linie gekennzeichnet) wird als Neukurve bezeichnet). Das hier vorhandene
elektrische Feld ist nicht in der Lage die Umklappvorgénge auszulosen. Mit dem Errei-
chen der Koerzitivfeldstirke beginnen die Doménen in Richtung des elektrischen Feldes
umzuklappen, was eine drastische Steigerung der Polarisation des Polykristalls zur Folge
hat. Diese Zunahme der Polarisation ist irreversibel und ausgeprigt nichtlinear. Mit weite-
rer Steigerung des elektrischen Feldes sind ab einem gewissen Zeitpunkt nahezu alle Do-

méinen in Richtung des elektrischen Feldes ausgerichtet (siche repridsentatives Bild der

Dominen im Diagramm) und die Sittigungspolarisation P** stellt sich ein. In diesem Zu-
stand in Punkt 2 im Diagramm stellt sich dann ein lineares, rein piezoelektrisches Verhal-

ten des Werkstoffes ein, das auch bei Entlastung wie die Doménenorientierung weitge-
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hend erhalten bleibt. Dies ist auch der Bereich, in der die meisten piezokeramischen Bau-
teile ihren Einsatzzweck finden. Die geringfiigigen Nichtlinearititen, die im Verlauf zu
beobachten sind, sind durch mikroskopische Verdnderungen der Doménenstruktur bedingt

und werden in der Praxis regelungstechnisch erfasst und eliminiert.

Bei vollstindiger Entlastung verbleibt die remanente Polarisation oder auch Sattigungspo-
larisation in Punkt 3. Bei fortgesetzter Belastung in die entgegengesetzte Richtung setzen
wiederum Doménenprozesse ein, die zu einer Verminderung der Polarisation fiihren und
schlieBlich beim Erreichen der Koerzitivfeldstirke zu einer volligen Depolarisation des
Polykristalls fiihren (Punkt 4). Wird die Belastung nun weiter fortgesetzt, beginnen die
Dominen in die entgegengesetzte Richtung umzuklappen und der Polykristall geht beim
Erreichen der Sittigungspolarisation in das zuvor beschriebene lineare piezoelektrische
Verhalten in Punkt 5 iiber, das bis Punkt 6, dem vollstindig entlasteten Zustand, anhilt.
Die Sittigungspolarisation mit umgekehrten Vorzeichen bleibt auch an diesem Punkt er-
halten und mit einer erneuten Belastung in die anfangliche Richtung klappen die Domaé-
nen wieder in die Richtung des elektrischen Feldes um und man erhilt eine geschlossene

Hysterese.

Schmetterlingshysterese

Die Schmetterlingshysterese bezeichnet das Verhalten der Dehnung eines piezokerami-
schen Werkstoffes unter einem wechselseitigen elektrischen Feld. In Abbildung 2.6 ist ei-
ne derartige Hysterese dargestellt. Wie auch zuvor bei der dielektrischen Hysterese wird
von einem ungepolten Ausgangszustand in Punkt 1 ausgegangen und das Doménenverhal-

ten ist an vier reprasentativen Doménen skizziert.
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Abbildung 2.6: Typische Schmetterlingshysterese eines piezokeramischen Werkstoffes
ausgehend vom ungepolten Zustand (gestrichelte Linie). Reprasentativ
sind vier Doménen und deren Ausrichtung eingezeichnet, um das Um-
klappverhalten zu verdeutlichen

Wie bei der dielektrischen Hysterese ist bei einer beginnenden Belastung durch ein elekt-

risches Feld dieses nicht in der Lage, bis zum Erreichen der Koerzitivfeldstirke E© Um-
klappvorgéinge in der Piezokeramik auszulosen. Aus diesem Grund und dem Fehlen der
makroskopischen Piezoelektrizitit (man befindet sich im linear dielektrischen Bereich)
kann keine Dehnung im Polykristall induziert werden, was an der horizontalen, gestrichel-
ten Neukurve zu erkennen ist. Mit weiterer Steigerung des elektrischen Feldes beginnen
die Domiénen ab Erreichen der Koerzitivfeldstirke in Richtung des Feldes umzuklappen
und es kommt zu einer schlagartigen, ausgepragt nichtlinearen Steigerung der Dehnung
(Verldngerung) des Polykristalls, die in Punkt 2 in einen Sattigungsbereich hineinlduft.
Hier sind alle Doménen in Richtung des elektrischen Feldes ausgerichtet und linear piezo-
elektrisches Verhalten ist zu beobachten, welches wie bei der dielektrischen Hysterese bei
der Entlastung bis Punkt 3 das Verhalten der Piezokeramik prdgt. Den Wert der Dehnung,
der in der Piezokeramik irreversibel oder remanent verbleibt, nennt man die Sattigungs-
dehnung S**. Die schwachen Nichtlinearititen im Kurvenverlauf sind wiederum auf
mikroskopische Ausrichtungsprozesse zuriickzufiihren und koénnen in der praktischen
Anwendung regelungstechnisch erfasst werden. Dieser lineare Bereich wird auch dem in-

versen piezoelektrischen Prozess zugeordnet. Wird nun ein elektrisches Feld in Gegen-
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richtung aufgebracht, so ist eine elektrische Depolarisation beim Erreichen der Koerzitiv-
feldstdrke in Punkt 4 zu beobachten, an dem die Dehnung wieder auf ihren urspriinglichen
Wert im ungepolten Zustand zuriickgegangen ist. Man beachte hierbei die Ausrichtung

der reprédsentativen Doménen im Diagramm.

Bei einer weiteren Steigerung des elektrischen Feldes tiber die Koerzitivfeldstarke hinaus,
klappen die Doménen wiederum in Richtung des elektrischen Feldes um und es ist eine
erneute Dehnungszunahme bis Punkt 5 analog zur vorhergehenden, entgegengesetzt ge-
richteten Belastung zu beobachten. Wiederum erfihrt die Piezokeramik einen Sittigungs-
zustand, da alle Dominen in Richtung des Feldes ausgerichtet sind und es sind die linear
piezoelektrischen Effekte zu beobachten. Bei einer Entlastung bis Punkt 6 bleibt dieses li-
neare Verhalten erhalten und erst mit einer erneuten Belastung in die anfangliche Rich-
tung kommt es zu einer elektrischen Depolarisation der Keramik, bis in Punkt 7 beim Er-
reichen der Koerzitivfeldstirke der Polykristall wieder vollig depolarisiert ist. Eine fortge-
setzte Belastung oberhalb der Koerzitivfeldstirke verbunden mit erneuten Domanenum-

klappvorgédngen schlie3t die Hysterese.

Rechtwinklig zur Belastungsrichtung kann man an der Piezokeramik negative Querdeh-
nungen beobachten, die in ihren Verldufen ebenfalls einer Schmetterlingshysterese ent-

sprechen.

Ferroelastische Hysterese

Nach dem in den beiden vorangegangenen Abschnitten das Verhalten von Ferroelektrika
unter elektrischer Belastung beschrieben wurde, befassen sich die folgenden beiden Ab-

schnitte mit dem Verhalten von Ferroelektrika unter mechanischer Belastung.

In Abbildung 2.7 ist das Spannungs-Dehnungs-Diagramm einer ungepolten Probe (isotro-
per Materialzustand) dargestellt. Wiederum zeigen vier reprisentative Doménen, die in

das Diagramm eingezeichnet sind, den Ausrichtungszustand der Doménen im Polykristall.
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Abbildung 2.7:  Typische ferroelastische Hysterese eines piezokeramischen Werkstoffes
ausgehend vom ungepolten Zustand (gestrichelte Linie). Reprasentativ
sind vier Domé&nen und deren Ausrichtung eingezeichnet, um das Um-
klappverhalten zu verdeutlichen

Zunéchst wird ausgehend von Punkt 1 eine Druckbelastung auf die Piezokeramik aufge-

bracht. Anfinglich ist lediglich lineares, reversibles Materialverhalten zu beobachten, da

die Spannungen zu klein sind, um Umklappvorginge im Polykristall auszuldsen. Erst

beim Erreichen der Koerzitivspannung o setzt ein 90°-Umklappen der Doménen recht-
winklig zur Belastungsrichtung ein. Es ist eine nichtlineare Abnahme der Dehnung, die in
eine Sittigung in Punkt 2 hineinlduft, an dem alle Doménen in der Piezokeramik umge-
klappt sind, zu beobachten. Bei weiterer Steigerung der Belastung {iber diesen Punkt hin-
aus stellt sich lineares Materialverhalten ein, welches auch bei Entlastung erhalten bleibt.
Die Gesamtdehnung setzt sich in diesem Bereich aus dem irreversiblen und dem linearen,
reversiblen Anteil zusammen. Makroskopisch ist aufgrund der Gleichverteilung der Do-
ménenausrichtung keine Polarisation zu beobachten. Den Wert der irreversiblen Dehnung,

der nach Entlastung im Polykristall in Punkt 3 verbleibt, ist wie bei der Schmetterlings-

hysterese die Sittigungsdehnung oder die remanente Dehnung S°* . Schwache Nichtline-
arititen im Kurvenverlauf sind wiederum auf mikroskopische Ausrichtungsprozesse der

Doménen zuriickzufiihren, die in der Praxis regelungstechnisch eliminiert werden.

Wird nun im weiteren Verlauf eine Zugbelastung aufgebracht, so beginnen die Doménen

ab Erreichen der Koerzitivspannung iiber Punkt 4 hinweg in deren Richtung umzuklap-
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pen. Dabei handelt es sich wiederum um 90°-Umklappvorginge. Der Verlauf ist stark
nichtlinear und findet seine Sattigung in Punkt 5, in dem alle Doménen parallel zur Achse
der Zugbelastung orientiert sind. Da die Umklapprichtungen gleichberechtigt sind, ist
makroskopisch wieder keine Polarisation zu beobachten. Im Séttigungszustand bei weite-
rer Steigerung der Belastung und anschlieBender Entlastung folgt die Kurve einem nahezu
linearen Verlauf bis in Punkt 6 die Sattigungsdehnung remanent in der Piezokeramik ver-
bleibt. Deutlich ist im Diagramm abzulesen, dass sich die hier in vertikale Richtung ge-
messenen Sattigungsdehnungen im Druck- und Zugbereich stark voneinander unterschei-
den. Kamlah [8] bot hierfiir eine plausible Erklirung mittels einer einfachen Uberlegung
an: Betrachtet man drei repriasentativen Doménen, die in die jeweilige Raumrichtung ori-
entiert sind, was dem ungepolten Ausgangszustand entspricht und werden diese durch ei-
ne Druckspannung belastet, so klappt eine dieser Doménen um 90° in die Ebene der ande-
ren beiden um. Wird dagegen aus diesem ungepolten Ausgangszustand heraus eine Zug-
belastung aufgebracht, klappen zwei Domédnen um 90° in die Richtung derjenigen Domé-
ne um, die bereits in Richtung der Belastung ausgerichtet ist. Aus diesem Vergleich wird
deutlich, dass bei einer Zugbelastung das Reservoir an umklappbaren Doménen doppelt so
grof} ist wie bei einer Druckbelastung, was das Phdnomen unterschiedlicher Sattigungs-

dehnungen fiir die beiden Belastungsrichtungen erklart.

Vergleicht man nun die ferroelastische Hysterese mit der Schmetterlingshysterese, wird
deutlich, dass die Séttigungsdehnung im Diagramm der ferroelastischen Hysterese in
Punkt 5 der Sattigungsdehnung der Schmetterlingshysterese entspricht, da durch das auf-
gebrachte, elektrische Feld ebenso zwei der drei Doménen sich in den zuvor erlduterten
Uberlegungen in Richtung des elektrischen Feldes ausrichten und so aus dem gleichen
Reservoir fiir die Umklappvorginge geschopft wird wie bei der ferroelastischen Hysterese

unter Zugbelastung.

Mechanisches Depolarisationsverhalten

Zum Abschluss der Diskussion des makroskopischen Materialverhaltens der Ferroelektri-
ka wird das mechanische Depolarisationsverhalten betrachtet. Hierzu ist in Abbildung 2.8
das Verhalten einer anfanglich voll gepolten Piezokeramik unter einer mechanischen
Druckbelastung skizziert. Wiederum reprisentieren vier eingezeichnete Doménen die

Doménenstruktur des Polykristalls.
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Abbildung 2.8: Typisches mechanisches Depolarisationsverhalten eines piezokerami-
schen Werkstoffes ausgehend vom gepolten Zustand. Reprasentativ sind
vier Doménen und deren Ausrichtung eingezeichnet, um das Umklapp-
verhalten zu verdeutlichen

In Abbildung 2.8 a) ist die Druckspannung iiber der Polarisation und in Abbildung 2.8 b)

ist die Druckspannung iiber der Dehnung aufgetragen.

Ausgehend von Punkt 1 in Abbildung 2.8 a), in dem alle Doménen durch eine vorherge-

hende elektrische Vorbelastung ausgerichtet wurden und die Sittigungspolarisation P
erreicht wurde und was dem Betriebsfall eines piezokeramischen Bauteils entspricht, wird
eine Druckbelastung entgegen der Polarisationsrichtung aufgebracht. Anfianglich kann
diese bei kleinen Werten keine Umklappvorgénge der Doménen ausldsen, womit ein bei-
nahe linear piezoelektrisches Verhalten des isotropen Polykristalls zu beobachten ist. Der
Ausrichtungszustand der Doménen bleibt zunédchst erhalten. Erst mit Erreichen der Koer-
zitivspannung o° beginnen die Doménen rechtwinklig zur Belastung umzuklappen und
ein ausgeprigtes, nichtlineares Verhalten der Piezokeramik setzt ein. Dieses 90°-
Umklappen fiihrt zu einer deutlich sichtbaren Reduktion der Polarisation wie auch der
Dehnung. Ab einem gewissen Punkt, wenn alle Dominen rechtwinklig zur Belastungs-
richtung umgeklappt sind, folgen die Kurven wieder nahezu linearem Verhalten. Da aber
die Polarisation vollstdndig abgebaut wurde (vgl. Punkt 2, Abbildung 2.8 a)) ist die piezo-

elektrische Koppelung zwischen Polarisation und Spannung nicht mehr vorhanden, wes-
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wegen die Steigung der Kurve eine andere ist wie zu Anfang der Belastung. Nach Entlas-
tung bleibt der Polykristall mechanisch depolarisiert (man beachte die repradsentativen
Doménen in Punkt 3) und erst eine erneute elektrische Belastung oberhalb der Koerzitiv-

feldstarke vermag eine remanente Polarisation hervorzurufen.

Die Kurve in Abbildung 2.8 b), in der die Druckspannung iiber der Dehnung aufgetragen
ist, zeigt ein dhnliches Aussehen wie das Spannung-Polarisations-Diagramm. Mit der Be-
lastungssteigerung vom Startpunkt 1 ausgehend, an dem durch eine vorangegangene e-
lektrische Belastung die Doménen vollstindig in Feldrichtung ausgerichtet wurden und
die Sittigungsdehnung S** erreicht wurde, kommt es nach einem anfiinglich nahezu line-
aren Verlauf ab Erreichen der Koerzitivspannung zu einer drastischen, ausgeprigt nichtli-
nearen Reduktion der Dehnung bis in Punkt 2 alle Doménen rechtwinklig zur Belastungs-
richtung umgeklappt sind. Bei Entlastung folgt die Kurve einem linear elastischen von der

Polarisation entkoppelten Verlauf bis zur vollstandigen Entlastung in Punkt 3.

Nach diesem Uberblick iiber das typische Verhalten piezokeramischer Werkstoffe, wird
im folgenden Kapitel auf eigene Experimente und die anderer Autoren eingegangen, die
letztendlich als Grundlage fiir die Verifizierung der in dieser Arbeit beschriebenen Stoff-
gesetze fiir piezokeramische Werkstoffe dienen. Dabei kommt den Untersuchungen des
Verhaltens unter mehrachsiger, elektromechanischer Beanspruchung besondere Beach-
tung zu, da das Verstdndnis auf diesem Gebiet unabdingbar fiir die Postulierung der drei-

dimensionalen, konstitutiven Stoffgesetze in dieser Arbeit ist.
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3 Experimentelle Untersuchungen an piezokerami-
schen Werkstoffen

Bisher sind die meisten verfiigbaren experimentellen Untersuchungen beschrinkt auf ein-
achsige oder koaxiale Belastungen (vgl. hierzu [23 — 30]). Mit einachsiger Belastung ist
eine elektrische oder mechanische Belastung in lediglich eine Richtung gemeint, wogegen
bei einer koaxialer Belastung eine kombinierte, elektromechanische Belastung, d.h. eine
elektrische und eine mechanische Belastung gleichzeitig oder zeitversetzt im gleichen Ex-
periment auf den Versuchskorper aufgebracht wird. Eine eingehende Beschreibung dieser
Arbeiten findet an dieser Stelle nicht statt, da im ndchsten Unterkapitel eigene Untersu-

chungen hierzu auf der Grundlage von Zhou [23] vorgestellt werden.

Anzumerken ist an dieser Stelle, dass als Werkstoft fiir die meisten Untersuchungen der in
der heutigen Zeit am hiufigsten eingesetzte piezokeramische Werkstoff verwendet wurde.
Dabei handelt es sich um die so genannte PZT-Keramik (Blei-Zirkonat-Titanat), deren
chemische Formel Pb(Zr,Ti, ,)O, lautet. Zum ersten Mal wurde PZT als ferroelektri-
sches Material im Jahr 1952 genannt. Shirane et al. [31] fithrten dessen Phasendiagramm

im gleichen Jahr ein. In Abbildung 3.1 ist das Phasendiagramm von PbTiOs3, zu finden
z.B. bei Reszat [32] nach Jaffe et al. [1] und Noheda et al. [33], dargestellt.
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Abbildung 3.1: Phasendiagramm von PbTiOs, zu finden z.B. bei Reszat [32] nach Jaffe
et al. [1] und Noheda et al. [33]
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Oberhalb der Curietemperatur, die im Diagramm mit Tcyrie gekennzeichnet ist, besitzt das
PZT die paraelektrische, kubische Kristallstruktur, die keine piezoelektrischen Eigen-
schaften aufweist. Unterhalb der Linie findet man die ferroclektrischen Phasen, die von
der morphotropen Phasengrenze MPB (morphotropic phase boundary) in einen titanrei-
chen, tetragonalen und einem zirkoniumreichen, rhomboedrischen Teil aufgetrennt wer-
den. Bei Raumtemperatur findet dieser Phaseniibergang etwa bei einen Zr/Ti-Verhéltnis
von 52/48 statt. Erst in neuerer Zeit konnte man an der morphotropen Phasengrenze eine
weitere, die so genannte monokline Phase, nachweisen. Bei einem Zr/Ti-Verhéltnis von
100/0 bis 94/6 findet man die antiferroelektrische, orthorhombische Kristallstruktur (Jaffe
et al. [1]), die keinen piezoelektrischen Effekt besitzt, da durch parallel in die jeweils ent-

gegen gesetzte Richtung angeordnete Doménen keine remanente Polarisation auftritt.

3.1 Wissensstand zum Verhalten unter mehrachsiger elektro-

mechanischer Belastung

Im Folgenden werden exemplarisch bedeutsame Untersuchungen zum mehrachsigen Ver-
halten piezokeramischer Werkstoffe vorgestellt, da die in dieser Arbeit besprochenen kon-
stitutiven Stoffgesetze und deren Finite-Elemente-Implementierungen mehrdimensionaler
Natur sind, um zu verdeutlichen, welche Leistungsfahigkeit die Stoffgesetze erbringen
missen, um der Komplexitit des Werkstoffverhaltens Rechnung zu tragen. Es soll hierbei
lediglich ein Uberblick gegeben werden, da in den folgenden Unterkapiteln niher auf die
fiir diese Arbeit am relevantesten Untersuchungen von Zhou et al. [34, 35] eingegangen
wird, die sich mit dem Verhalten piezokeramischer Werkstoffe unter einer koaxialen Be-
lastung befassten und in denen das Umklappverhalten im Raum der zwei Belastungsgro-
Ben anhand einer Domédnenumklappfldche dhnlich einer FlieBfliche in der Plastizitét be-
schrieben wurde. Wie schon im letzten Kapitel erwéhnt wurde, sind die mehrachsigen ex-
perimentellen Untersuchungen unter elektromechanischer Belastung essenziell fiir die
Aufstellung der spiter in dieser Arbeit beschriebenen dreidimensionalen Stoffgesetze fiir
piezokeramische Werkstoffe, da hierbei ein sehr gutes Verstindnis des mehrdimensiona-

len Verhaltens vonndoten ist.

Fett et al. [36] haben bspw. das Spannungs- Dehnungs-Verhalten eines Weich-PZT unter

Zug- und Druckbelastung und einem transversalen elektrischen Feldes untersucht. Hierzu
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wurden ungepolte und gepolte Proben untersucht. Achutan und Sun [37] untersuchten das
Verhalten von PZT unter einer mechanischen Spannung und einem elektrischen Feld. Die
Versuchskorper wurden durch ein zyklisches elektrisches Feld und mechanischen Span-
nungen ausgehend von verschiedenen residualen Polungszustinden (parallel und transver-
sal zu den aufgebrachten Lasten) belastet. Des Weiteren haben Achutan und Sun [38] ver-
fligbare experimentelle Ergebnisse mit existierenden Domédnenumklappkriterien vergli-
chen und herausgefunden, dass die Voraussagen nicht mit den experimentell ermittelten
Daten vereinbar waren. Deswegen schlugen sie ein neues Domédnenumklappkriterium auf
der Basis einer inneren Energiedichteverteilung fiir kombinierte mechanische und elektri-

sche Belastungen vor.

Weitergehend untersuchten Fett et al. [39] die Schubverzerrung von PZT-Keramiken von
diinnwandigen Zylindern bei proportionalen, biaxialen Torsionsexperimenten. Die Expe-
rimente waren rein mechanisch und das Drucker-Prager-FlieBkriterium wurde fiir PZT un-
ter mechanischer Belastung vorgeschlagen. Chen und Lynch [40] untersuchten die me-
chanische Antwort von rohrenformigen Versuchskdrpern aus PZT-Keramik unter axialer,
mechanischer Belastung und innerer und &uflerer Druckbelastung. Aus den Versuchen er-
hielten sie die mechanische FlieBfliche ohne Beriicksichtigung von elektrischen Belas-

tungen.

Huber und Fleck [41] untersuchten die elektrische Umklappfldche (analog zur FlieBfliche
in der Plastizitit) einer ferroelektrischen Keramik unter einer multiaxialen elektrischen
Belastung, in dem sie ein elektrisches Feld unter verschiedenen Winkeln zur Polungsrich-
tung auf die vorgepolten und zurechtgeschnittenen Versuchskorper aufbrachten. In ihrer
Studie bertiicksichtigten sie keine mechanische Belastung. Shieh et al. [42] fiihrten Polari-
sations-Rotations- und koaxiale, proportionale, elektromechanische Experimente an Bari-
umtitanat, Weich- und Hart-PZT durch. Da in ihren Versuchen keine Dehnungen gemes-
sen wurden, wurden die Umklappfldchen im biaxialen elektrischen Feldraum (Es, E;) und

im Raum des elektrischen Feldes und der mechanischen Spannung (o, E3) lediglich mit-

tels der initialen Polarisationsdnderung aufgestellt. Diese Vorgehensweise ist aber auBBer-
stande den gesamten Zustand und die Vorginge im Polykristall exakt zu beschreiben.
Zum Beispiel im Fall einer rein mechanischen Belastung ist es nicht moglich, einen nume-
rischen Wert fiir die Domadnenumklappflache aus solchen Daten zu erhalten, da die Koer-

zitivspannung scheinbar unendlich grofl und damit die Flache gedftnet ist.
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Zhou et al. [34, 35] haben in ihren Experimente zusétzlich die Dehnung gemessen. Auf
diese Weise war es ihnen moglich, die initialen Doméanenumklappflichen im biaxialen
Spannungs- und elektrischem Feldraum auf der Grundlage einer Versatzmethode zu
bestimmen. Beim Vergleich der so gewonnenen, zwei verschiedenen Arten von Domé-
nenumklappfldchen (bestimmt aus Polarisations- oder Dehnungsanderungen), ist festzu-
stellen, dass sich die verschiedenen Doménenumklappfldchen gut erginzen. In den fol-
genden Abschnitten wird noch ndher auf diese Arbeiten von Zhou et al. [34, 35] einge-

gangen werden.

Aus dieser kurzen Zusammenfassung der bedeutsamsten Arbeiten zu experimentellen Un-
tersuchungen kann schnell abgeleitet werden, dass heutzutage das mehrachsige Verhalten
piezokeramischer Werkstoffe weiterer Untersuchungen bedarf. Die zuvor beschriebenen
Arbeiten sind fundamentale Schritte zu einem besseren Verstindnis des mehrachsigen
Verhaltens unter elektromechanischer Beanspruchung, aber es existieren immer noch be-

trachtliche Wissensliicken insbesondere im dreidimensionalen Raum.

3.2 Koaxiale elektromechanische Beanspruchungen

Koaxiale elektromechanische Experimente sind mehrachsige Versuche im Raum der me-
chanischen Spannungen und des elektrischen Feldes. Die nachfolgenden vorgestellten ex-
perimentellen Ergebnisse dienen zur Verifikation des phdnomenologischen und mikro-
skopisch motivierten Stoffgesetzes, welche spéter in dieser Arbeit vorgestellt werden. Des
Weiteren werden sie herangezogen, um die Finite-Elemente-Implementierungen der zuvor

genannten Stoffgesetze zu liberpriifen.

321 Auslegung der Versuchskdrpergeometrie

In den Experimenten wurde das Verhiltnis der Hohe und Breite der Versuchskorper (der
Schlankheitsgrad 4) zu 3:1 gewéhlt, um homogene Spannungsverteilungen innerhalb der
Versuchskorper zu gewéhrleisten. Bedingt durch die behinderte Querdehnung im Bereich
der Lasteinleitungen (Reibung an den Belastungsplatten) wéahrend des Aufbringens einer
Druckspannung, kann kein gleichférmiger Spannungszustand in Versuchskdrpern mit ge-
ringeren Schlankheitsgraden erzielt werden. Einfache dreidimensionale, lineare Finite-

Elemente-Berechnungen mit verschiedenen Schlankheitsgraden zeigen einen signifikanten
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Einfluss des Schlankheitsgrades auf die Gleichférmigkeit der Spannungsverteilung. In
Abbildung 3.2 ist exemplarisch die Ansicht der dreidimensionalen Finite-Elemente-
Modelle mit ihren Randbedingungen und der aufgebrachten Belastung skizziert. Die Ma-
terialeigenschaften der Modelle entsprachen einer im Handel tiblichen gepolten Weich-
PZT-Keramik, die auch fiir die in dieser Arbeit diskutierten Versuche verwendet wurde

(Ndheres dazu weiter unten in diesem Kapitel).
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Abbildung 3.2: Modell fiir die Finite-Elemente-Berechnungen, um den Einfluss ver-
schiedener Schlankheitsgrade auf die Spannungsverteilungen zu unter-
suchen

Das aufgebrachte elektrische Potenzial ¢ an der Ober- und Unterseite betrug 0 V, was ei-

nem Kurzschluss des Versuchskorpers entspricht, um elektrische Einfliisse auf die rein
mechanischen Belastungen auszuschlieBen (vgl. direkten piezoelektrischen Effekt). Die
Anzahl der Elemente der Modelle variierte je nach Schlankheitsgrad. Die Kantenlédnge der
kubischen Elemente betrug 2,5 mm. Dadurch waren 20 Elemente tiber die Breite des Mo-

dells vorhanden, um eine hinreichende Genauigkeit der Rechnungen zu erzielen. Die un-
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tersuchten Schlankheitsgrade A waren 1:2, 1:1, 2:1 und 3:1. Die aufgebrachte Druck-
spannung betrug 100 MPa.

Die Ergebnisse in Schnitt A — A (vgl. Abbildung 3.2) sind in Abbildung 3.3 dargestellt.
Im abgebildeten Diagramm ist die mechanische Spannung in vertikaler Richtung entlang

einer horizontalen Linie durch die Mitte des Modells iiber deren Breite aufgetragen.
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Abbildung 3.3: Ergebnisse der Finite-Elemente-Berechnungen zur Ermittlung der Ver-
teilung der mechanischen Spannungen in vertikaler Richtung flr ver-
schiedene Schlankheitsgrade in der Mitte des Modells (Schnitt A — A)
Die Ergebnisse zeigen, dass mit steigendem Schlankheitsgrad die Spannungsverteilungen
homogener werden. Im Fall eines Schlankheitsgrades von 1:1 (Wiirfel) betrégt der maxi-
male Unterschied der berechneten Spannungen im Vergleich zur mittleren Druckspan-
nung von —100 MPa mehr als 20 MPa. Das ist ungefdhr 20 % der mittleren Druckspan-
nung. Der berechnete Unterschied ist im Fall eines Schlankheitsgrades von 3:1 vernach-

lassigbar und die Spannung ist dort homogen.

Abbildung 3.4 zeigt die Spannungsverteilung in die Koordinatenrichtungen entlang der
Langsachse des Modells (Schnitt B - B) fiir einen Schlankheitsgrad h/b = 3/1. Wie erwar-
tet liegt in der Nidhe der Lasteinleitung bzw. Auflagerungen ein mehrachsiger

Spannungszustand vor, der zur Mitte des Modells hin abklingt.
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In der Mitte des Modells liegt dann {iber einen hinreichend grof3en Bereich hinweg der fiir

die Experimente gewliinschte einachsige Spannungszustand vor.
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Abbildung 3.4: Ergebnisse der Finite-Elemente-Berechnungen zur Ermittlung der
Verteilung der mechanischen Spannungen fur einen Schlankheitsgrad
h/b = 3/1 entlang der Langsachse des Modells (Schnitt B — B)
Aufgrund dieser Erkenntnisse wurde fiir die Versuchskorper in den Experimenten ein
Schlankheitsgrad von 3:1 gewihlt. Betrachtet man die maximalen Abmessungen der zur
Dehnungsmessung verwendeten Dehnungsmessstreifen von ungefahr 3,2 mm in der Héhe
auf 2,5 mm in der Breite und die verwendete Versuchskdrpergeometrie von 5x5x15 mm?,
kann davon ausgegangen werden, dass die Dehnungsmessstreifen auf ein Gebiet des Ver-
suchskorpers geklebt werden, wo die Verteilung der Spannungen und Dehnungen homo-

gen ist.

3.2.2 Versuchsaufbau fir die elektromechanischen Experimente

Die Einrichtungen, die fiir die GroBsignalexperimente verwendet wurden, wurden von der
piezokeramischen Forschungsgruppe am Forschungszentrum Karlsruhe GmbH, Institut
fiir Materialforschung II, entwickelt. Eine Beschreibung des Versuchsstandes und der
Vorgehensweise bei Experimenten kann der Arbeit von Zhou [23] entnommen werden. Im

Folgenden werden die fiir diese Arbeit wichtigen Punkte beschrieben.
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Abbildung 3.5 a) zeigt den Aufbau fiir einachsige, rein elektrische und Abbildung 3.5 b)
fiir koaxiale, elektromechanische Experimente. Im letztgenannten Versuchsstand kénnen

ebenso rein mechanische Experimente durchgefiihrt werden.
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Abbildung 3.5: Versuchsaufbau zur Untersuchung des Materialverhaltens piezokera-
mischer Werkstoffe flr
a) Einachsige, rein elektrische Experimente
b) koaxiale elektromechanische oder einachsige, rein mechanische
Experimente

Die Lange der Versuchskorper von 15 mm, die sich bei den verwendeten Versuchskor-

pergeometrien aus den Finite-Elemente-Berechnungen aus Abschnitt 3.2.1 ergibt, ist auch
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die in der Praxis der Versuchsdurchfiihrung maximale Lénge, weil die aufzubringenden
elektrischen Spannungen umso hoéher sein miissen, je ldnger der Versuchskorper ist, um
vollstidndiges Polen im Experiment zu gewdhrleisten. Hohere elektrische Spannungen er-
hohen die Gefahr eines elektrischen Durchschlags. Mit einem elektrischen Durchschlag ist
gemeint, dass aufgrund unterschiedlicher Kapazititen der Dehnungsmessstreifen und des
piezokeramischen Versuchskorpers ein Lichtbogen entlang und innerhalb des Versuchs-
korpers iiber die Dehnungsmessstreifen entstehen kann, der zu einer Zerstérung des Ver-
suchskorpers oder einer misslungenen Messung fithren kann. Im beschriebenen Ver-
suchsaufbau betrdgt die aufgebrachte elektrische Spannung 30 kV, mit der ein durch-
schnittliches elektrisches Feld von 2 kV/mm im Versuchskorper erreicht werden kann,
was beim verwendeten Werkstoff ungefihr der zweifachen Koerzitivfeldstirke entspricht.
Die GroBe des Feldes reicht aus, um das Hystereseverhalten von Piezokeramiken zu un-
tersuchen. Diese Losung ist ein Kompromiss zwischen der Gefahr des Durchschlags, der
Notwendigkeit vollstindiger Polarisation, homogener Verteilungen der mechanischen

Spannungen und der Gréfe der verwendeten Dehnungsmessstreifen.

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die sorgfiltige Préparation der Versuchskorper, um den
elektrischen Durchschlag zu verhindern. Die Versuchskorper sind an ihren Oberfldchen
durch eine durch Klebung aufgebrachten KAPTON®-Folie geschiitzt. Zusitzlich agiert ein
Teflon-Streifen als Schild zwischen den beiden Elektroden (vgl. Abbildung 3.5). Als wei-
terer Schutz gegen Durchschlagen sind die Versuchskorper in einem Bad einer dielektri-

schen Fliissigkeit eingetaucht.

Zur Versuchsdurchfiihrung wird die Hochspannung mittels jeweils einer Elektrode an den
Enden des Versuchskorpers aufgebracht. Mit der Hilfe eines Kondensators im Stromkreis
wird die Polarisation mit der Sawyer-Tower-Methode gemessen. In den rein elektrischen
Experimenten wird die Dehnung des Versuchskdrpers mittels eines induktiven Wegauf-
nehmers bestimmt. Im Fall der elektromechanischen Belastungen kommen stattdessen
Dehnungsmessstreifen, die auf den vier Seiten der Versuchskorper aufgeklebt werden,
zum Einsatz. Jeweils zwei gegeniiberliegende Dehnungsmessstreifen messen die Léngs-
bzw. die Querdehnung. Zur Verdeutlichung der soeben beschriebenen Sachverhalte sei
auf Abbildung 3.5 und das Foto des Versuchsaufbaus in Abbildung 3.6 verwiesen. In der

Fotografie kennzeichnet der Pfeil den Versuchskorper.
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Abbildung 3.6:  Aufbau der Versuche fur koaxiale elektromechanische Belastungen (der
Pfeil kennzeichnet den Versuchskorper, vgl. auch Abbildung 3.5)
An dieser Stelle sei die Komplexitdt der Versuchsdurchfiihrung betont. Im Speziellen ist
es schwierig, Biegeeffekte wihrend einer Druckbelastung zu vermeiden. Dabei kommt
besonders zum Tragen, dass kleinste Abweichungen der Geometrien im Herstellungspro-
zess der piezokeramischen Versuchskorper betrdchtliche Auswirkungen auf die Span-
nungsverteilung innerhalb der Versuchskorper haben. Der Grund hierfiir sind Imperfekti-
onen in der vertikalen Ausrichtung der Versuchskorper bei Versuchsdurchfithrung. Die
Arbeiten von Zhou [23] seien an dieser Stelle besonders hervorgehoben, da er mafigeblich
dafiir verantwortlich zeichnet, eine geeignete Prozedur zur zuverldssigen, wiederholbaren
Versuchsdurchfiihrung entwickelt zu haben. Bei dieser Methode wird der Versuchskorper
augenscheinlich in vertikale Ausrichtung im Versuchsstand gebracht. Wahrend sehr kleine
Drucklasten auf den Versuchskorper aufgebracht werden, werden die Messwerte der vier
aufgeklebten Dehnungsmessstreifen beobachtet. Sind diese unterschiedlich, so wird der
Versuchskorper entlastet und seine Position angepasst. Diese Prozedur wird dann so lan-
ge wiederholt, bis die je zwei gegeniiberliegenden Dehnungsmessstreifen gleiche Able-

sungen aufweisen. Danach kann das Experiment durchgefiihrt werden. Mit Hilfe dieser
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Prozedur kann gewihrleistet werden, dass der Einfluss von Imperfektionen auf die Span-

nungsverteilung im Versuchskorper minimiert wird.

3.2.3 Versuchsergebnisse fur einachsige, rein elektrische Belastungen

Wihrend der einachsigen, rein elektrischen Experimente wurden die Versuchskorper
durch ein zyklisches elektrisches Feld vollstindig gepolt. Die Art der Versuchsdurchfiih-
rung ist eine Standardmethode zur Ermittlung von Materialeigenschaften piezokerami-
scher Werkstoffe unter Grof3signalbeanspruchungen. Die Versuchskorper bestanden aus
PIC 151, einem Weich-PZT, des Herstellers PI Ceramic aus Lederhose, Thiiringen. Die
Versuchsergebnisse sind in Abbildung 3.7 dargestellt. Die dielektrische Hysterese, bei der
die dielektrische Verschiebung D iiber dem elektrischen Feld E aufgetragen ist, ist in
Abbildung 3.7 a) dargestellt. Abbildung 3.7 b) zeigt die Schmetterlingshysterese, bei der
die Dehnung S iiber dem elektrischen Feld E aufgetragen ist.
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Abbildung 3.7: Experimentelle Ergebnisse der einachsigen, rein elektrischen Versuche:
a) Dielektrische Hysterese
b)  Schmetterlingshysterese

Einige der experimentellen Ergebnisse sind in Tabelle 3.1 zusammengestellt. Werte, die
aus diesen Experimenten nicht abgeleitet werden konnten, sind aus Zhou et al. [35] ent-

nommen worden. Im Einzelnen handelt es sich dabei um die Koerzitivspannung o° und

die maximale Spannung .
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Tabelle 3.1: Experimentelle Ergebnisse fir PIC 151, einem Weich-PZT; die in der
vorliegenden Untersuchung nicht ableitbaren Werte (Koerzitivspan-
nung und maximale Spannung) wurden Zhou et al. [35] entnommen

Material Koerzitiv- | Remanente | Sattigungs- | Koerzitiv- | Remanente | Maximale
feldstarke | Polarisation | feldstarke spannung Dehnung Spannung

E c P sat E sat O_C S sat O_S’clt

(kV/mm) (C/m2) (kV/mm) (MPa) (%o) (MPa)

PIC151 1,0 0,32 2,0 -43,5 -2,25 -300

Weich-PZT

3.24 Versuchsergebnisse flir koaxiale, nichtproportionale elektromechanische Belas-

tungen

Um das Verhalten piezokeramischer Werkstoffe im Raum der mechanischen Spannungen
und des elektrischen Feldes zu untersuchen, wurden koaxiale, nichtproportionale elektro-
mechanische Experimente an der selben Piezokeramik, dem PIC 151, einem Weich-PZT
der Firma PI Ceramic (Materialeigenschaften, sieche Tabelle 3.1), durchgefiihrt. Dabei
wurde der Versuchsaufbau fiir koaxiale Belastungen aus Kapitel 3.2.1 und die Probenge-

ometrien wie bei den rein elektrischen Versuchen verwendet.

Abbildung 3.8 zeigt die komplexe Belastungsgeschichte der koaxialen, elektromechani-
schen Versuche. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen dienen zur Verifizierung der e-
lektromechanischen Kopplung der konstitutiven Stoffgesetze, die spiter in dieser Arbeit

beschrieben werden.
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Abbildung 3.8: Belastungsgeschichte der koaxialen, nichtproportionalen elektrome-

chanischen Experimente
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In der ersten Phase des Experiments wurde der Versuchskorper unter einem elektrischen
Feld von 2 kV/mm vollstindig gepolt. In der zweiten Phase wurde das elektrische Feld
auf diesen Wert gehalten und zusitzlich eine Druckspannung von bis zu —250 MPa aufge-
bracht. In der dritten Phase wurde die mechanische Spannung konstant gehalten und das
elektrische Feld heruntergefahren, aber nicht vollstindig entlastet. In der vierten Phase
wird der Versuchskdrper von der Druckspannung vollstindig entlastet und das elektrische
Feld auf der vorhergehenden Stufe konstant gehalten. In der fiinften Phase des Experi-
ments wird das elektrische Feld ebenfalls entlastet. Um die nichtproportionale Natur des
Experiments zu verdeutlichen, sind die Belastungen in Abbildung 3.9 im Raum der me-

chanischen Spannungen und des elektrischen Feldes dargestellt.
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Abbildung 3.9: Belastungen der koaxialen, nichtproportionalen elektromechanischen
Experimente im Raum der mechanischen Spannungen und des elektri-
schen Feldes

Die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen sind in Abbildung 3.10 dargestellt,

wobei in Abbildung 3.10 a) die dielektrische Verschiebung iiber dem elektrischen Feld
und in Abbildung 3.10 b) die Dehnung iiber dem elektrischen Feld dargestellt ist.
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Abbildung 3.10: Ergebnisse der koaxialen, nichtproportionalen elektromechanischen
Experimente
Vergleicht man die vorliegenden Ergebnisse mit denen der einachsigen, rein elektrischen
Belastung, so stimmen die Kurvenverldufe soweit liberein, bis zum ersten Mal das maxi-
male elektrische Feld erreicht wird. Ab diesem Zeitpunkt sind beinahe alle Doménen in
der Piezokeramik in Richtung des elektrischen Feldes ausgerichtet und das Materialver-
halten ist nahezu linear piezoelektrisch. Danach bewirkt die aufgebrachte Druckspannung
eine mechanische Depolarisation und eine Reduzierung der Dehnung, die auf 90°-
Dominenumklappvorginge zuriickzufiihren sind. Die nachfolgende Verminderung des
elektrischen Feldes fiihrt zu einer weiteren Reduzierung der Polarisation und Dehnung.
Die Ursachen hierfiir sind Domadnenumklappvorginge und der inverse piezoelektrische
Effekt. Die Entlastung der mechanischen Spannung bewirkt eine Zunahme der Polarisati-
on und Dehnung, da die Domidnen durch das vorhandene elektrische Feld wiederum in
dessen Richtung umklappen. Wéahrend zum Schluss des Experiments auch das elektrische
Feld zuriickgefahren wird, ist eine Ahnlichkeit des Entlastungspfades im Vergleich zu

Abbildung 3.7 zu erkennen.

3.25 Versuchsergebnisse flir koaxiale, proportionale elektromechanische Belastun-

gen

Der in Kapitel 3.2.1 beschriebene Versuchsaufbau fiir koaxiale Belastungen wurde auch
von Zhou et al. [34, 35] verwendet, um das Domédnenumklappkriterium fiir PZT-
Keramiken unter koaxialen, proportionalen elektromechanischen Belastungen zu untersu-
chen. Die verwendete PZT-Keramik war wieder das PIC 151, der Weich-PZT der Firma

PI Ceramic. Die Materialeigenschaften konnen der Tabelle 3.1 entnommen werden.
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In den Experimenten wurde das Verhéltnis von mechanischer Spannung zum elektrischen
Feld variiert. Das Ziel dieser Untersuchungen war, eine elektromechanische FlieBflache
zu etablieren. Die experimentellen Ergebnisse sind zudem gut geeignet zur Kalibrierung
der spiter in dieser Arbeit beschriebenen konstitutiven Stoffgesetze und deren Finite-
Elemente-Implementierungen, die das GroBsignalverhalten piezokeramischer Werkstoffe
erfassen sollen.

Abbildung 3.11 zeigt die Belastungspfade, wobei das elektrische Feld und die koaxiale

Druckspannung in Richtung von radialen, geraden Linien aufgebracht wurden. Der Win-

kel @ beschreibt das Verhiltnis der mechanischen Spannung zum elektrischen Feld.
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Abbildung 3.11: Belastungspfade der koaxialen, proportionalen elektromechanischen
Experimente nach Zhou et al. [34, 35]

Wihrend der Experimente wurden die Polarisationen und Dehnungen gemessen. Auf der
Grundlage einer Versatzmethode wurde die Initiierung des Doménenumklappens im
Raum der mechanischen Spannungen und des elektrischen Feldes bestimmt. Diese Art der

Auswertung flihrt zu einer Domédnenumklappfliche.

Das Schema der verwendeten Versatzmethode ist in Abbildung 3.12 erldutert, wo eine

Spannungs-Dehnungs-Kurve eines koaxialen Experiments dargestellt ist.
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Abbildung 3.12: Schema der konventionellen Versatzmethode, um das Einsetzen des
Doméanenumklappens zu ermitteln, nach Zhou et al. [34, 35] (S" be-

zeichnet hier $*)

Mit der Hilfe einer Geraden parallel zur initialen elastischen Deformation des Versuchs-

korpers ausgehend vom gewihlten Punkt des Versatzes (hier 1% von S**) findet man die
Koerzitivspannung o°.

Diese Methode wurde auf verschiedene Werte der Polarisation und Dehnung angewandt.
Die daraus resultierenden Doménenumklappfldachen sind in Abbildung 3.13 dargestellt. In
Abbildung 3.13 a) ist die Doménenumklappfliache aus dielektrischen Verschiebungsmes-
sungen gezeigt. Das Diagramm in Abbildung 3.13 b) beinhaltet die Umklappflache auf

der Basis eines Versatzes der Langsdehnung.
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Abbildung 3.13: Doméanenumklappflachen aus
a) dielektrischen Verschiebungsmessungen
b)  Langsdehnungsmessungen
fir verschiedene Versadtze der Polarisation und Dehnung nach
Zhou et al. [34, 35]

Um den Punkt der Initiierung des Doménenumklappens festzustellen, werden in Zhou et

al. [34, 35] relativ kleine Werte von 1% bis 2% von P** oder S** vorgeschlagen. Im
Falle groBerer Versatzwerte wird das Einsetzen des Doménenumklappens zu spit be-
merkt. Lange Zeitperioden des Doménenumklappens wiirden nicht erfasst und als frei von
Umklappvorgingen missinterpretiert werden. Das heif3it, dass (vgl. Abbildung 3.13) bei
Verwendung groflerer Versatzwerte die aus der Methode erhaltenen Werte fiir die Koerzi-
tivspannung und die Koerzitivfeldstirke ebenfalls zu groB sind und damit nicht den Punkt

des Einsetzens von Doménenumklappvorgédngen kennzeichnen.

Im Fall einer rein mechanischen Belastung ist es nicht moglich, einen Wert fiir das Ein-
setzen des Domdnenumklappens aus den Messungen der Polarisationsdnderung zu finden,
da die Koerzitivspannung im Unendlichen erscheint (vgl. Abbildung 3.13 a)). Deswegen
kann an dieser Stelle die Umklappfldche nicht geschlossen werden. Aus den Dehnungs-
messungen dagegen kann in diesem Fall ein Wert fiir die Koerzitivspannung ermittelt
werden und die Fliache ist geschlossen (vgl. Abbildung 3.13 b)). Wenn man die beiden
gewonnenen Doménenumklappflachen (aus Polarisation bzw. Dehnung) miteinander ver-
gleicht, so erscheint diejenige aus den Dehnungsidnderungsmessungen realistischer zu

sein.
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Ein Vergleich der gemessenen Werte mit vorgeschlagenen Kriterien fiir das Doménenum-

klappen anderer Forscher [39-41] ist in Abbildung 3.14 dargestellt. Die Achsen der me-

chanischen Spannung und des elektrischen Feldes wurden normalisiert mit o (6 = 90°)

und E° (6 =0°).
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Abbildung 3.14: Vergleich von Domanenumklappflachen bei einem Dehnungsversatz
von 1% der remanenten Dehnung mit Tresca-, Drucker-Prager- und
von Mises-Kriterien nach Zhou et al. [34, 35]

In der einachsigen elektromechanischen Formulierung (nach [39-41]) lautet das von Mi-

ses-Kriterium

T ) (E ) _
(;j {EC) _1 G.1)

und das Tresca-/Drucker-Prager-Kriterium

T, [l

=1. 3.2
AT (3.2)

Dabei ist T,; die mechanische Spannung und E, das elektrische Feld jeweils in 3-

Richtung.
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3.2.6 Versuchsergebnisse fur mehrachsige, nichtproportionale elektrische Belastun-
gen

Neben den zuvor beschriebenen koaxialen, proportionalen elektromechanischen Experi-
menten, aus denen man die Doménenumklappfliche im Raum des elektrischen Feldes und
der mechanischen Spannung erhilt, wurden von Zhou et al. [43] Experimente an vorge-
polten Proben dhnlich zu den Untersuchungen von Huber und Fleck [41] durchgefiihrt,
um zusétzlich die Domédnenumklappflache unter einer zweiachsigen elektrischen Belas-
tung zu bestimmen. Dazu wurden aus einer vorgepolten piezokeramischen Platte aus PIC
151 (Materialeigenschaften vgl. vorangegangene Abschnitte) Versuchskorper mit unter-
schiedlicher Ausrichtung der Polarisation zur deren Langsseite herausgeschnitten und mit
einem elektrischen Feld parallel zur Langsseite belastet (vgl. Abbildung 3.15).

3 E,(kV/mm)

i L B
§ Vi 15° « A A; E;(kV/mm)
@ [ -2 0 T2 25
¢ 0™y 1
i L1 2
a) <— Exsind —> E, b)

Abbildung 3.15: (a) Vorgepolter Versuchskdrper unter zweiachsiger elektrischer Belas-
tung und (b) Belastungspfade der elektrischen Belastung nach Zhou et
al. [43]
In den Versuchen wurden die Polarisation und — im Gegensatz zu den Experimenten von
Huber und Fleck [41] - die Dehnung gemessen. Bedingt durch die Winkel & zwischen
dem urspriinglichen Polarisationsfeld und dem aktuellen elektrischen Feld ist die Belas-
tungsgeschichte nichtproportional. Im Laufe der Belastung und mit Erreichen der Koerzi-
tivfeldstiarke richtet sich der Polarisationsvektor aufgrund von Domédnenumklappvorgin-
gen in die Richtung des aktuellen elektrischen Feldes aus, was dazu fiihrt, dass der an-
fangliche Winkel € kleiner wird, so dass sich die Polarisation der Richtung des aktuellen

elektrischen Feldes annéhert.
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Abbildung 3.16 zeigt die Ergebnisse der Polarisationsmessung fiir verschiedene Winkel &

sowie die flir verschiedene Versdtze der Polarisation (vgl. Abschnitt 3.2.5) bestimmten

Dominenumklappfliachen fiir eine zweiachsige elektrische Belastung.
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Abbildung 3.16: (a) Versuchsergebnisse der mehrachsigen, nichtproportionalen elektri-

schen Experimente flr verschiedene Winkel zwischen der anfanglichen
Polarisationsrichtung und der Resultierenden des aufgebrachten elekt-
rischen Feldes und (b) Doméanenumklappflache aus
Polarisationsmessungen fiir verschiedene Versdtze der remanenten
Polarisation nach Zhou et al. [43] (die radiale Achse zeigt das
elektrische Feld in [kV/mm] und die polare Achse den Winkel &
zwischen anfanglicher Polarisation und dem elektrischen Feld)

Fiir Versétze von 1 % bzw. 5 % der remanenten Polarisation erhdlt man eine geschlossene

Doménenumklappflache, die durch die Domdnenumklappfunktion

\/(E3 ~E2) +C(E,) =, (3.3)

beschrieben werden kann. Dabei ist E, das kritische Feld, das fiir die irreversible Polari-

sation, um einen bestimmten Wert zu erreichen, erforderlich ist, Ef ist das kinematische

Verfestigungsfeld, das eine Verschiebung der Umklappflidche in +E, -Richtung beschreibt

und C ist ein Formfaktor, der die Verzerrung der Umklappfliche in £E, -Richtung ska-

liert. Fiir einen Versatz von 1% der remanenten Polarisation ergeben sich aus den Mes-

sungen fiir E;, = 0,399 kV/mm, Ef =0,0666 kKV/mm und C =1,965.
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Die Ergebnisse der Dehnungsmessungen (vgl. Abbildung 3.17) zeigen, dass fiir gleiche
Werte des Versatzes der remanenten Dehnung wie bei den Polarisationsmessungen bei

ungepolten Proben eine groBBere Doméanenumklappfldche zu beobachten ist.

E, (kV/mm)
0.6

Strain
measurement

Ej (kV/mm)

Abbildung 3.17: Vergleich der Domanenumklappflachen aus Dehnungsmessungen flr
ungepolte und vorgepolte Proben bei einem Versatz von 1% der rema-
nenten Dehnung nach Zhou et al. [43]
Dies erkldren Zhou et al. [43] damit, dass zu Anfang der Umklappvorgingen 180°-
Umklappen vorherrscht. 180°-Umklappvorginge fiihren zu einer Anderung der Polarisati-
on aber zu keiner Dehnungsdnderung, wodurch die Umklappfldche, die man aus den Deh-
nungsmessungen erhilt, grofBer ist. Dagegen verkleinert sich die Umklappfldche aus Deh-
nungsmessungen bei vorgepolten Proben im Vergleich zur Umklappfliache fiir ungepolte
Versuchskorper. Der Grund fiir diese Entfestigung soll Gegenstand zukiinftiger Untersu-
chungen sein. Zusitzlich ergeben sich fir Winkel € im Bereich von £90° unrealistische
Werte fiir die Doméinenumklappflache aus Dehnungsmessungen bei vorgepolten Proben,
da hier die Schubverzerrungen einen bedeutenden Einfluss besitzen, der aber aufgrund der
vorgenommenen Dehnungsmessungen mit jeweils zwei gegeniiberliegenden Dehnungs-
messstreifen (Messungen in longitudinale und transversale Richtung) nicht erfasst werden
konnte (Versuchsaufbau vgl. vorangegangene Abschnitte). Aufgrund der vorgenannten
Ergebnisse fiir die Dehnungsmessungen bediirfen die beobachteten Phinomene weiterer
Untersuchungen, um qualitativ und quantitativ schliissigere Aussagen iiber die Doménen-
umklappflichen unter mehrachsiger elektrischer Belastung mittels Dehnungsmessungen

abgeben zu konnen.
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4 Wissensstand zu  konstitutiven  Stoffgesetzen
piezokeramischer Werkstoffe

Im Folgenden wird der Wissensstand zu konstitutiven Stoffgesetzen piezokeramischer
Werkstoffe und eventuell dazugehoriger Finite-Elemente-Implementierungen dargelegt.
Dabei wird zwischen phdnomenologischen und mikromechanischen Stoffgesetzen unter-
schieden. Auf die Forschungen, mit denen sich auch diese Arbeit auseinandersetzt, wird
im Folgenden nicht eingegangen werden, da ausfiihrliche Beschreibungen in spéteren Ka-

piteln folgen.

4.1 Phanomenologische konstitutive Stoffgesetze

Die phdnomenologische Betrachtungsweise ist ein einfacher Weg, um das komplexe kon-
stitutive Verhalten piezokeramischer Werkstoffe zu beschreiben. Insbesondere die Ge-
schwindigkeit, mit der solche Probleme auf Rechnern heutzutage gelost werden konnen,
ist soweit fortgeschritten, dass auch groBere Probleme angegangen werden konnen.
Nachteile bestehen darin, dass das Materialverhalten phdnomenologisch (der Giiltigkeits-
bereich eines phinomenologischen Stoffgesetzes ist i. d. R. auf ein Material beschriankt
und macht eine Kalibrierung erforderlich) erfasst wird, was zu Ungenauigkeiten bzw.

nicht giiltigen Anwendungsbereichen fiihren kann.

Im Bereich der phdnomenologischen Stoffgesetze wurden seit den Arbeiten von Chen
[44] betrachtliche Fortschritte erzielt, auf die im Folgenden zusammenfassend eingegan-

gen wird.

McMeeking und Landis [45] schlugen ein phdnomenologisches Stoffgesetz fiir ferroelekt-
rische Umklappvorginge unter mehrachsigen mechanischen und elektrischen Belastungen
vor. Es basiert auf eine kinematische plastische Verfestigungstheorie mit einer Umklapp-
fliche im Raum der mechanischen Spannungen und des elektrischen Feldes. Im Allge-
meinen bestimmen konstitutive Modelle fiir Ferroelektrika die Grofle und Form der Um-
klappfliche durch interne Variablen, wie z.B. die remanente Polarisation und die rema-
nente Dehnung. Das trifft auch auf das Modell von McMeeking und Landis [45] zu, aber

sie driickten die remanente Dehnung durch eine Funktion der remanenten Polarisation aus.
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Diese Vorgehensweise vereinfacht das Modell signifikant, aber auf der anderen Seite kann

das Modell das ferroelastische Hystereseverhalten nicht beschreiben.

Die Grundlage des Modells von Landis [46] beinhaltet eine angenommene Form der
Helmholtzschen freien Energie des Materials. Domédnenumklappflichen und Fliefregeln
im Raum der mechanischen Spannungen und des elektrischen Feldes werden eingefiihrt.
Die abgeleiteten konstitutiven Gesetze besitzen symmetrische Tangentenmoduli. Diese
Vorgehensweise fiihrt zu einer schnellen Berechnungszeit und geringerem Speicherbe-
darf der Finite-Elemente-Implementierung - verglichen mit Modellen, welche die asym-

metrischen Tangentenmoduli beriicksichtigen.

Huber und Fleck [41] schlugen — zusétzlich zur Kristallplastizitdtstheorie [59, 60] — ein
phidnomenologisches Modell vor, welches den Autoren als geeignet fiir nahezu einachsige
Belastungen, im Speziellen zyklische Belastungen, erschien. Die Berechnungszeit in der
Finite-Elemente-Implementierung ist kurz, aber es fehlt eine Beriicksichtigung genereller,

mehrachsiger Belastungszustdnde.

Kessler und Balke [47] leiteten einen Ausdruck fiir die lokale und durchschnittliche Ener-
giefreisetzungsrate wihrend Polarisationsorientierungsprozessen ab. Diese kann in Polari-
sationsorientierungsmodellen angewandt werden. Um die Leistungsféhigkeit ihrer Metho-
dik zu veranschaulichen, entwickelten sie ein Repolarisationsmodell, das die Polarisati-

onsrotation beschreiben kann.

Schroder und Gross [48] entwickelten eine vollstindig gekoppelte elektromechanische
Formulierung fiir transversal isotrope Werkstoffe fiir reversibles Materialverhalten. Eine
Variations- und Finite-Elemente-Formulierung fiir vollstindig gekoppelte Probleme bei
kleinen Verzerrungen wird in der Arbeit prisentiert. Schroder und Romanowski [49] er-
weiterten das Modell durch Beriicksichtigung des Doméadnenumklappens, um die funda-
mentalen Hystereseeffekte beschreiben zu konnen. Allerdings liegt die Polarisations- und
Dehnungsrichtung bedingt durch die Koppelung an eine Vorzugsrichtung, die sich am
transversal isotropen Materialtensor orientiert, fest. Damit kann sich lediglich der Betrag

der irreversiblen Polarisation dndern, nicht aber deren Richtung.

Belov und Kreher [50] haben einen neuartigen Ansatz fiir die Modellierung nichtlinearer
Hysteresephdnomene in Ferroelektrika gewihlt. Sie schlagen zwei viskoplastische Model-
le ohne Umklappbedingungen vor. Die Doménenstrukturentwicklung wird durch ratenab-

héngige Gleichungen der Volumenanteile der Orientierungsvarianten beschrieben. Das
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erste Modell stellt sechs verschiedene Doménenorientierungen zur Verfiigung und wird
zur Anwendung auf einachsige Belastungen empfohlen. Das zweite Modell besitzt 42
mogliche Doménenorientierungen und kann flir mehrachsige Simulationen verwendet

werden.

Elhadrouz et al. [52, 53] verwenden das Stoffgesetz von Kamlah und Bohle [5, 6, 8, 9],
weswegen auf ihre Arbeit nur insoweit eingegangen wird, da sie im Gegensatz zu den an-
deren hier genannten Autoren einen kommerziellen Code fiir die Finite-Elemente-
Implementierung verwendeten. Hierfiir haben sie eigens ein Element entwickelt, um das

Stoffgesetz zu implementieren.

Klinkel [54] hat auf der Basis einer thermodynamisch konsistenten Betrachtungsweise ein
eindimensionales Modell fiir ferroelastische und ferroelektrische Hystereseeffekte von
Piezokeramiken entwickelt. Dabei verwendete er die freie Helmholtzsche Energie und ei-
ne Doméanenumklappfléche fiir den thermodynamischen Rahmen seiner Arbeit. Als innere
Variablen verwendete er neben der irreversiblen Dehnung und der remanenten Polarisati-
on ein lediglich theoretisch bedeutsames, irreversibles elektrisches Feld. Diese Vorge-

hensweise soll eine Finite-Elemente-Implementierung deutlich vereinfachen.

4.2 Mikromechanische konstitutive Stoffgesetze

Viele verfiigbare theoretischen Studien basieren auf mikromechanischen Materialmodel-
len (vgl. hierzu [10-13, 55-66]), die zu einem besseren Verstindnis der Vorgiange bei Fer-
roelektrizitdt gefiihrt haben. Im Allgemeinen ist aber eine Anwendung von mikromecha-
nischen Modellen auf géngige Ingenieurproblematiken schwierig, da die Modelle im All-
gemeinen sehr komplex und rechenzeitintensiv sind. Aber dennoch bieten sie eindeutige
Vorteile im Vergleich zu den phinomenologischen Stoffgesetzen, da i. d. R. der Giiltig-
keitsbereich der mikromechanischen Modelle allgemeiner ist (grundsétzliche Mechanis-

men auf der mikroskopischen Eben werden erfasst) als bei den phdnomenologischen.

Im Folgenden werden einige der oben genannten Arbeiten herausgegriffen, um deren An-
wendungsbereiche und ihre Leistungsfahigkeit insbesondere im Hinblick auf das spiter in

dieser Arbeit ndher betrachtete mikroskopisch motivierte Stoffgesetz zu beleuchten.
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Chen und Lynch [57] haben auf der Basis des konstitutiven Verhaltens von Einkristallen
ein mikromechanisches Modell fiir polykristalline, ferroelektrische Keramiken entwickelt.
Das Modell simuliert die tetragonalen und rhomboedrischen Kristallstrukturen, wobei eine
Sattigung des linear piezoelektrischen Effekts beinhaltet ist. Ebenso ist eine Interaktion
zwischen den verschiedenen Kornern im Polykristall enthalten. Ein Umklappkriterium
wurde entwickelt, das die jeweiligen Umklappvorginge der Doménen in der tetragonalen

und rhomboedrischen Kristallstruktur beriicksichtigt.

Huber et al. [59, 60] beschreiben ein auf der elastisch-plastischen Kristallplastizitétstheo-
rie beruhendes mikromechanisches Stoffgesetz. Dabei wird das Polykristall als ein aus
vielen Einzelkristallen aufgebaute Struktur betrachtet. Umklappvorginge in diesen Ein-
heitszellen, die dieses in eine andere Kristallvariante umwandeln, bewirken eine Ande-
rung in der irreversiblen Polarisation und der irreversiblen Dehnung wie auch der gemit-
telten, linearen elektromechanischen Eigenschaften des Polykristalls. Mit diesem Modell
lassen sich beliebige mehrachsige elektromechanische Belastungszustinde erfassen. Die
Autoren demonstrieren in einer Analyse einer tetragonalen Kristallstruktur die auBeror-
dentliche Leistungsfahigkeit ihres Modells. Eine Finite-Elemente-Implementierung des

Modells zeigen Kamlah et al. [61].

Seemann et al. [62, 63] haben ein Modell auf der Ebene der Korner eines Polykristalls
aufgestellt, wobei angenommen wurde, dass nach Polung die Dominen in einem Korn die
gleiche Ausrichtung aufweisen. Die Grundlage des Modells ist ein energetischer Ansatz,
bei dem die potenzielle Energie einer Doméne betrachtet wird. Unterschreitet die poten-
zielle Energie einen Grenzwert, so klappt die Domidne um. Die Gesamtantwort des Poly-
kristalls wird durch Mittelung aller Doménenvorgidnge gebildet. Da aber intergranulare
Effekte die Umklappvorgénge beeinflussen konnen, werden probabilistische Funktionen
fiir die Dominenprozesse eingefiihrt, die es auch ermdglichen, dass die Domédnen eines

Korns umklappen, obwohl sie die kritische Energie noch nicht tiberschritten haben.

Smith et al. [65] entwickelten auf der Grundlage der freien Helmholtzschen und Gibb-
schen Energie auf Gitterebene der Kristallstruktur eines Einkristalls ein mikromechani-
sches Modell. Die Ubertragung auf polykristalline Strukturen findet mit der Hilfe einer
stochastischen Homogenisierung statt, um die inhomogene Struktur von Polykristallen zu
erfassen. Damit gelingt es den Autoren auch das makroskopische Verhalten von Polykris-

tallen zu simulieren.
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5 Phanomenologisches Stoffgesetz und dessen Fini-
te-Elemente-Implementierung

Das phanomenologische Stoffgesetz wurde von Kamlah und Bdéhle [5, 6, 8, 9] am For-
schungszentrum Karlsruhe GmbH, Institut fiir Materialforschung II entwickelt. Einige der
Haupteigenschaften von piezokeramischen Werkstoffen, die das Modell wiedergeben
kann, sind in Kapitel 2 beschrieben worden. Kamlah und Bohle realisierten eine Finite-
Elemente-Implementierung des Modells, die sehr rechenzeitintensiv ist, da ein System
von gewdhnlichen Differenzialgleichungen geldst werden musste. Deswegen fand eine
Fortentwicklung der Implementierung auf der Basis eines Radial-Return-Mapping-
Algorithmuses in ein Open Source-Finite-Elemente-Programm mit dem Namen PSU [7]
von Laskewitz und Kamlah [51] statt. Diese ,,neue* Implementierung reduziert die erfor-
derliche Rechenzeit betridchtlich und ermdglicht auch groflere Strukturen mit mehreren
tausend Elementen zu berechnen. Radial-Return-Mapping-Algorithmen fiir Finite-
Elemente-Implementierungen finden sich angewandt auf Plastizitdt und Viskoplastizitét

bei Simo et al. [67, 68].

51 Elektromechanische Feldtheorie

Zur Beschreibung eines Korpers wird ein System von Feldgleichungen (Bilanzgleichun-
gen und Stoffgesetze) bendtigt. Die Bilanzgleichungen kdnnen durch ein System von par-
tiellen Differenzialgleichungen ausgedriickt werden und sind unabhéngig von den Materi-
aleigenschaften. Durch konstitutive Gesetze finden die speziellen Eigenschaften und das
Verhalten des Materials Beriicksichtigung und das Gleichungssystem ist vollstindig auf-
gestellt. Dieses Gleichungssystem muss dann durch gegebene Anfangs- und Randbedin-

gungen gelost werden.

Mit der Annahme, dass sich ein Korper im statischen Gleichgewicht befindet und Volu-

menkrifte vernachldssigbar sind, fiihrt die Impulsbilanz zur Gleichgewichtsbedingung
divT =0 (5.1)
mit dem Spannungstensor T .

Der Erhaltungssatz des Drehimpulses fiithrt zur Symmetrie
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T=T" (5.2)
des Spannungstensors.

Die Deformation eines Korpers kann durch den Verschiebungsvektor U ausgedriickt wer-
den. Dieser ist i. d. R. eine Funktion des Ortes. Der linearisierte Verzerrungstensor S ist

definiert als der symmetrische Anteil des Deformationsgradienten wie folgt:
1 - AT
S= E(gradu +(gradu) ) (5.3)

Dieser Anteil wird auch als Green’sche Verzerrungstensor bezeichnet.
Die Feldgleichung der Elektrostatik ist gegeben durch das Gaul3’sche Gesetz mit
divD=0. (5.4)

Fremdladungen im Dielektrikum werden dabei vernachldssigt. Die dielektrische Ver-

schiebung D aus Gleichung 5.4 ist definiert als

D=¢gE+P, (5.5)

wobei &, die dielektrische Feldkonstante im Vakuum, E der elektrische Feldvektor und
P der Polarisationsvektor ist (vgl. hierzu Gerthsen und Meschede [14]).

Da das elektrische Feld des hier betrachteten idealen Nichtleiters rotationsfrei ist, was

durch
rotE =0 (5.6)

ausgedriickt werden wird, kann das elektrische Feld als negativer Gradient des elektri-

schen Potenzials
E = —gradg (5.7)
beschrieben werden.

Das so erhaltene System von Differenzialgleichungen muss dann fiir gegebene Randbe-

dingungen von U, T, ¢ und D gelost werden.
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5.2 Konstitutive Modellierung piezokeramischer Werkstoffe

Die konstitutiven Gleichungen setzen die mechanische Spannung, die dielektrische Ver-
schiebung, die Verzerrung und das elektrische Feld in Beziehung zueinander. Analog zur

Plastizitit motiviert das Hystereseverhalten piezokeramischer Werkstoffe eine Aufteilung

der Dehnung S und der Polarisation P in einen reversiblen und einen irreversiblen An-

teil:
S=S"+S (5.8)
P=P +P'. (5.9)

Die irreversiblen Anteile, die in Abhidngigkeit der Belastungsgeschichte stehen, kénnen
auch als innere Variablen aufgefasst werden, die das nichtlineare Materialverhalten be-

riicksichtigen.

Die reversiblen Anteile konnen durch

S'=C":T+dl"-E (5.10)
und
P =dl:T+x-E (5.11)

ausgedriickt werden, wobei C den Elastizitdtstensor, dl den Piezoelektrizitdtstensor, x

den Suszeptibilititstensor und, wie weiter oben schon erwidhnt wurde, T den Span-

nungstensor und E den elektrischen Feldvektor bezeichnen.

Der Elastizitats- und der Suszeptibilitdtstensor werden als isotrop angenommen. Dies trifft

nicht auf den Piezoelektrizititstensor zu. In diesem Fall wird eine geschichtsabhingige

Anisotropie angenommen mit €, = (€" )., wobei

U

e° = (5.12)

Ui

¢
dkij =

p= 1 (5.13)
+d- -E-[(cSki -ee )e, +(5kj —ekej)ei }}

o{d”eiejek +d* (5, -ee)e,
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Eine Interpretation der Wirkung der piezoelektrischen Konstanten im Piezoelektrizi-

titstensor ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Dabei bestehen die Zusammenhénge

d'=d,,, d* =d,, d” = %d15 , wahrend in x3-Richtung gepolt wird.

1 X 1 X2

A\ 4
\ 4

[o -, —

— 4t A4
X3V &, =d"E, X3

Abbildung 5.1: Interpretation der Effekte der piezoelektrischen Konstanten auf das De-
formationsverhalten von Ferroelektrika nach Bohle [5]
Die Piezomoduli bewirken eine Deformation in Richtung und normal zum elektrischen
Feld, falls die Polarisation in dessen Richtung oder entgegengesetzt dazu gerichtet ist. Im
anderen Fall, wenn das elektrische Feld normal zur Polarisationsrichtung orientiert ist,
entsteht eine Deformation in die Richtung des elektrischen Felds und es ist eine infinite-
simale Rotation des Polarisationsvektors zu beobachten. Wie Gleichung 5.13 zeigt, hén-
gen die Piezomoduli von der Polarisation oder vielmehr dem Polarisationsgrad ab. Mit
anderen Worten: Das elektrische Feld hat keine Auswirkung auf die Verzerrung oder die
mechanische Spannung auf die Polarisation, so lange keine irreversible Polarisation zu
beobachten ist. In diesem Fall liegt linear dielektrisches Verhalten im Modell vor, was

auch im Experiment beobachtet werden kann.

Die irreversible Dehnung S' und die irreversible Polarisation P' erhilt man iiber Evolu-
tionsgleichungen. Dabei wird die irreversible Dehnung S' in einen elektrisch bedingten

(S™) und einen mechanisch bedingten (S™) Anteil zerlegt. Der Zusammenhang dieser

beiden Grofen wird durch

S'=S®4+s™ (5.14)
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beschrieben. Die Motivation dieser Zerlegung ist in Abbildung 5.2 dargestellt.

***‘ @7‘7»@
v ® | @®—>@
b4 ~|t|o ~|[=[e[
- di= ;
***l V| = | ® Q|—»|®
Ty [el<[t) lel-]<P

P20 > S® P =0 Pi=0 — S™

Abbildung 5.2:  Zerlegung der irreversiblen Dehnung S' in einen elektrisch bedingten
Anteil S® und einen mechanisch bedingten Anteil S™ nach Bohle [5]

Ausgehend vom ungepolten Zustand, der in der Mitte der Abbildung 5.2 dargestellt ist,
kann eine mechanische Spannung eine irreversible Dehnung S™ bedingt durch 90°-
Dominenumklappvorginge induzieren (vgl. rechte Seite in Abbildung 5.2). Makrosko-
pisch ist in diesem Fall keine Polarisationsdnderung zu verzeichnen. Andererseits fiihrt ein
hinreichend starkes elektrisches Feld zu Domidnenumklappvorgingen in dessen Richtung,
die mit einer irreversiblen Dehnung und einer Polarisationsdnderung einhergehen. Dieser
Sachverhalt findet sich auf der linken Seite der Abbildung 5.2. Die elektrisch bedingte
Dehnung S* kann durch

ie 3 sat P ‘ =P =P 1
S*=-S5""—e ®e - (5.15)
27 P® 3

ausgedriickt werden.

Die irreversible mechanisch bedingte Dehnung S™ erhilt man von einem mechanischen
FlieBkriterium (Anm. d. Autors: FlieBen, aufgrund der Ahnlichkeit zur Plastizitit), bei
dem nur deviatorische Dehnungsdnderungen Eingang finden. Als zusitzliche Bedingung
gilt, dass die Summation der beiden Anteile der gesamten irreversiblen Dehnung die Sét-

tigungsdehnung S** nicht iiberschreiten darf.
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Um die Punkte zu finden, an denen ein Umklappen der Doménen fiir die ferroelektrische
und ferroelastische Hysterese einsetzt, werden mehrere Funktionen eingefiihrt. Das elekt-

rische FlieBkriterium
fE(E,ﬁi)ZHE—c*-‘ﬁ‘H-EC (5.16)

beschreibt den Punkt, an dem die Koerzitivfeldstirke E€ erreicht wird und die Doménen

beginnen in die Richtung des elektrischen Feldes umzuklappen. Dabei entwickelt sich ei-

ne irreversible Polarisation P'. In Gleichung 5.16 sind E® und c® nicht-negative Materi-

alparameter.

Die elektrische Sattigungsfunktion
h*(E,P',T)=|P'|-P=(EP'T) (5.17)

begrenzt die Entwicklung auf die Sattigungspolarisation P Dadurch wird dem Sach-

verhalt Rechnung getragen, dass an diesem Punkt nahezu alle Domédnen in Richtung des
elektrischen Feldes umgeklappt sind. Die Sattigungspolarisation psa hiangt vom elektri-

schen Feldvektor E , dem irreversiblen Polarisationsvektor P' und dem Spannungstensor
T ab. Das bedeutet bspw., dass eine Druckspannung in der Lage ist, die Sattigungspolari-

sation zu vermindern. Die Séttigungspolarisation ist definiert durch
3 sat = pi sat ) 1 3 =P D ZP “c )
P*(T,E,P")=(P™* -P°)(1-— _Ee T7-e” =T"))+P°. (5.18)

P° bezeichnet darin die remanente Restpolarisation, die bei einer mechanischen Depola-

risation grundsitzlich erhalten bleibt und m ist ein positiver Materialparameter.

Die Koerzitivspannung ist durch

'I:°(I§,I5i)=<T°+n§-épi> (5.19)

gegeben, worin N ein nicht-negativer Materialparameter ist.

Die mechanische FlieBfunktion

fM(E,P.T,S™)=|(T -c"s™)°|-T*(E.P") (5.20)

56



bestimmt den Punkt, an dem die Koerzitivspannung T° erreicht wird und eine irreversib-
le, mechanisch bedingte Dehnung S™ aufgrund von Doménenumklappvorgéngen indu-

ziert wird. ¢™ ist dabei ein nicht-negativer Materialparameter.

Die mechanische Sattigungsfunktion

hm(F;i,Sim ) _ \/g”simu_(ssat _\/g”sie

begrenzt die Entwicklung der gesamten irreversiblen Dehnung S' (elektrisch und mecha-

J (5.21)

nisch bedingter Anteil) auf die Sittigungsdehnung S .

Die irreversible Polarisation und die irreversible Dehnung erhdlt man aus Evolutionsglei-
chungen, die von der Normalenregel und Konsistenzbedingungen abgeleitet werden.
Deswegen miissen mehrere verschiedene Belastungszustinde betrachtet werden, die zu

unterschiedlichen rechten Seiten der verwendeten Gleichungen fiihren.

Mit der Einfiihrung der Notationen

@:{1,x20, E:{1,x>0 (5.22)

0,x<0 0,x<0
und
g ®ls o= e ] o] pe 28 (5.23)
dt 'F-0 dt Il el s
" _%fm or :%hm sn il ] e (5.24)
wie auch

e T [, H - 5 [ i -em (5.29)

und schlieBlich

~_oh°  ,_ oh"/aS

b= a|5' —W (5.26)

konnen die Evolutionsgleichungen fiir die inneren Variablen als
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% L ofe oh®
=1 :(I—Heeb®eb)-(Fe)\f an+He)\ﬁ =l (5.27)

und

: fm oh™
Sm=(][—HmNm®Nm)-[Fm)\?Z—TJ+Hm)\E‘—aSm (5.28)

geschrieben werden.

Die Proportionalitatsfaktoren A7, A7, A{" und A" werden durch die Konsistenzbedingun-

gen fe =0, he =0, f™"—0 und h™ =0 bestimmt.

Die Losung dieses Problems ist sehr komplex und zeitaufwendig. Ein System von ge-
wohnlichen Differenzialgleichungen mit unterschiedlichen Belastungszustinden (unter-
schiedliche rechte Seiten) muss gelost werden. Zusitzlich werden, um eine Rotation des
Polarisationsvektors zu ermoglichen, Projektionsterme benétigt, welche die Rechenzeit

erhohen. Diese Projektionsterme sind in den Gleichungen 5.27 und 5.28 enthalten.

Zur Illustration ist das Konzept des Modells am Beispiel der dielektrischen Hysterese in

Abbildung 5.3 dargestellt.
PA

pst 5 <= <— 4

fe———>j——|————>»|
f¢<0 f°=0 f°>0
h*<0 h°<0 h°=0

Abbildung 5.3:  Konzept des Modells am Beispiel der dielektrischen Hysterese

Das Diagramm zeigt die irreversible Polarisation liber dem elektrischen Feld aufgetragen.

Ausgehend von einem ungepolten Zustand, sind die elektrische FlieBfunktion f° und die
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elektrische Sattigungsfunktion h® kleiner als Null. Weder das FlieB- noch das Sattigungs-

kriterium sind verletzt. Nach Erreichen der Koerzitivfeldstirke E° beginnen die Domé-

nen in Richtung des elektrischen Feldes umzuklappen und eine irreversible Polarisation
P’ entwickelt sich. Das FlieBkriterium f® = 0 ist befriedigt, aber das Sittigungskriterium

h® =0 ist noch nicht erfiillt. Wenn die Sittigungspolarisation P** erreicht ist — nahezu

alle Dominen sind in die Richtung des elektrischen Feldes orientiert — wird die Entwick-
lung der irreversiblen Polarisation P abgebrochen, da das Sittigungskriterium von h®
erfiillt ist. Ab diesem Punkt bleibt das FlieBkriterium von f® ohne weitere Wirkung ver-
letzt, da das Sattigungskriterium von h® von hoherer Ordnung ist als das FlieBkriterium

von €.

5.3 Finite-Elemente-Implementierung

In der Implementierung des phidnomenologischen, konstitutiven Modells durch Kamlah
und Bohle [5, 6, 8, 9] wurde das komplexe System von 9 gewdhnlichen Differenzialglei-
chungen (vgl. Gleichungen 5.27 und 5.28) mit seinen mehreren, verschiedenen Belas-
tungszustdnden mit Hilfe eines Runge-Kutta-Integrationsverfahren gelost. Deswegen sind
Finite-Elemente-Simulationen mit dieser Implementierung rechenzeitintensiv und eine

Anwendung auf groBBere Probleme ist ausgeschlossen.

Um die Rechenzeit zu verkiirzen, wurde in der vorliegenden Arbeit die Finite-Elemente-
Implementierung mit der Anwendung eines Radial-Return-Mapping-Algorithmuses nach
Simo et al. [67, 68] realisiert (vgl. Laskewitz und Kamlah [51]). Diese ,,neue” Methode
der Implementierung hat lediglich eine algebraische Gleichung zu 16sen und kann damit in
der Berechnung bis zu 40-mal schneller sein als die ,,alte Methode. Die Grundidee hinter
der neuen Vorgehensweise ist, skalare Parameter anzupassen, so dass sie die Kriterien, die

im vorangegangenen Abschnitt aufgestellt wurden, erfiillen.

In der nichtlinearen Finite-Elemente-Methode wird die Belastungsgeschichte in Last-
schritte unterteilt. Im Folgenden bezeichnet der Index n den Zustand am Beginn und der

Index n+1 den Zustand am Ende des Inkrements.

Die elektromechanische Finite-Elemente-Formulierung von Allik und Hughes [69] wird

verwendet, in welcher die unbekannten, primédren Knotenvariablen, die stetige Verschie-
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bung U und das elektrische Potenzial ¢, durch Interpolationsfunktionen gegeben sind. Zu
Beginn des Inkrements n ist der Zustand aller Variablen bekannt. Die globale Newtonite-
ration liefert Vorschlige (trials) fir 'S und "E am Ende des Inkrements, die auf
Gleichgewicht und der Vereinbarkeit mit dem Gauf3schen Gesetz gepriift werden. Zu die-
sem Zweck miissen die irreversible Polarisation "'P' und die irreversible, mechanisch
bedingte Dehnung "'S™ berechnet werden. Sobald der Zustand am Ende des Inkrements

(™S, g, P, "'S™) bekannt ist, konnen T und ™'D berechnet und das Gleich-

gewicht bestimmt und das Gaullsche Gesetz angewandt werden.

Im Folgenden werden die verschiedenen Belastungszustinde und die zu 16senden Glei-
chungen besprochen. Eine ausfiihrlichere Beschreibung von Radial-Return-Mapping-
Algorithmen nach Simo [67, 68] findet sich bei der Beschreibung der Implementierung

des mikroskopisch motivierten Modells spéter in dieser Arbeit.

Im Allgemeinen werden die irreversible Polarisation und die irreversible Dehnung am

Ende eines Inkrementes durch

P = "B 4 AP + AP (5.29)
und
"MIS™ = "S™ + AS™ + AS)" (5.30)

ausgedriickt, worin AP, AP/, AS™ und AS™ die Korrektoren der irreversiblen Polari-

sation bzw. der mechanisch bedingten, irreversiblen Dehnung im Radial-Return-Mapping-

Algorithmus darstellen.

Die verschiedenen Belastungszustinde und Losungsstrategien werden im Folgenden be-
schrieben. Zundchst miissen die Kriterien liberpriift werden. Dann, abhédngig vom Fall,
miissen die irreversible Polarisation und die mechanisch bedingte, irreversible Dehnung

berechnet werden. Der Ansatz mit den skalaren Parametern «®, a™, #° und B" fiihrt zu

den folgenden Bedingungen. Die Parameter werden aus der Bedingung, dass das spezifi-
sche Kriterium gleich Null sein muss, errechnet. Zuerst miissen die f-Kriterien iiberpriift
werden und dann als nichster Schritt die h-Kriterien, da, wie schon zuvor erwéahnt wurde,
die h-Kriterien von héherer Ordnung sind als die f-Kriterien. Das bedeutet, dass in jedem

Fall die h-Kriterien erfiillt sein miissen, falls sie groer wie Null werden. Im Gegensatz
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dazu konnen die f-Kriterien verletzt sein, falls die h-Kriterien in einem Bereich sind, wo

sie grofler wie Null wiren.

Die f-Kriterien sind nicht miteinander gekoppelt, da sie lediglich entweder von elektri-
schen oder mechanischen Groflen abhéngen. Bei den h-Kriterien dagegen miissen die
elektrischen und mechanischen Groflen zur gleichen Zeit ermittelt werden, was bedeutet,

dass sie vollstindig miteinander gekoppelt sind.

1.

f¢("E,"P')<0 —— AP/ =0

. afe(n+1E', nF_)'i)

fe(™E,"P')>0 Ansatz: AP, =«
oE

fe(n+1é’nﬁi+A|5fi):fe(ae):0 analytisch ae:E_e‘fe(nHE’nF_)'i)
C

3.

fm(n+1s,n+1é,n§i +A|5fi, nSim)SO ASflm -0

4.

- afm(n+1s’ n+1é',n|5i +AF_)'fi’nSim)
oT

f™(™'S,™E,"P' +AP/,"S™)>0 Ansatz: AS™ =«

fm(n+1S’n+1E”nF_)'i +AF_)'fi,nSim +ASfim):fm(0{m):0 analytisch

o {(T —c"."s™) :((C:N+cmN)—\/((T —c"."s™) :((C:N+cmN))2—((C:N+CmN)2

.[((T Ly nsim)°)2 %(T”(““E, "Bl 4 AP! ))zj]/(c . N+c"NY
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T —cm ‘nSim)D

mit N = ——
H(T _cm. nslm)

und ( )2 als inneres Produkt

5.

he(™'S,™E,"P' + AP/,"S™ + AS™)<0 A h™("P' +AP',"S™ + ASI™)< 0

— > AP/ =0 A AS™=0

6.

he(™'S,"™'E,"P' + AP,,"S™ + AS™)>0 A h™("P' +AP/,"S™ + AS™)< 0

. ahe(n+1s,n+1é,n§i +A|5fi,nsim +ASflm)

Ansatz: AP = j =

N AS:]m =0

he(n+1S’ n+1E" nF_ji + AF_)'fl + AF_)'hI, nSim + ASf'm ) -0 numerisch ﬂe

Nach diesem Schritt ist nicht mehr gewihrleistet, dass das h™-Kriterium nicht verletzt ist.

Deswegen muss am Ende des Inkrements h™ und das berechnete AFsh' iiberpriift werden:

h™("P' + AP, + AP!,"S™ + ASI")<0 = Ende des Inkrements

hm(nF_)'i +AF_).fI +AF_)}:’ nSim +ASflm)> 0 = Fa” 8-

7.

he(™'S,™E,"P' + AP/,"S™ + AS™)<0 A h™("P' +AP/,"S™ + ASI™)> 0

o Oh™("P' + AP/ "S™ 4 AS™)
asim

Ansatz: AP/ =0 A AS/" =

hm(nF_)'i +A|5fi’nsim +ASfim +AS:1m):O numerisch ﬂm
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Nach diesem Schritt ist nicht mehr gewihrleistet, dass das h®-Kriterium nicht verletzt ist.

Deswegen muss am Ende des Inkrements h® und das berechnete AFsh' iiberpriift werden:

he("™'S,E,,,"P' +AP/,"S™ + AS" + AS™")<0 = Ende des Inkrements
(S, P+ AR 'ST 1S +AST)>0 = FallB,
8.

he(™'S,™E,"P' + AP/,"S™ + AS™)>0 A h™("P' +AP/,"S™ + ASI™)> 0

. ahe(n+1S, n+1E',n|5i +A|5fi,n8im +Asf|m)

Ansatz: AP! = g =

oh™("P' + AP/ ,"S™ 4+ AS™)
aS im

A AS = BT(B°)
e/n+le N+l npi 5i ngim im
Pni +APfi +ﬂe.8h (™S,"™E,"P jAPU S™+AS™)
_)ﬂm_\/g Ssat 1_ aPI _

- 2 Psat

“S“+A$w

he("™'S,"'E,"P' + AP + AP},"S™ + ASI" + AS™)=0

numerisch e
— > f

Alle zu 16senden Gleichungen sind nichtlineare algebraische Gleichungen, die lediglich
von einer Variablen abhidngen. Im Fall des elektrischen und mechanischen FlieBkriteriums
wird die Losung analytisch gefunden. In den anderen Fillen werden numerische Lo-
sungsmethoden wie das Newton-Verfahren und die Regula-Falsi-Methode verwendet
(vgl. Hermann [70] und Bronstein und Semendjajew [71]). Um Stabilitit der Berechnung,
d.h. Konvergenz, zu erzielen wird ein dreistufiges Losungsschema angewandt. Zu Anfang

der Losung wird das Newtonverfahren mit einem Startwert von Null fiir die unbekannten
Variablen «°, a™, ° und " verwendet. Falls Oszillationen wéhrend der Iteration auf-

treten, d.h. die Wurzel kann nicht gefunden werden, wird der Startwert dahingehend abge-
andert, dass der neue Startwert der Mittelwert der letzten beiden Newtonschritte ist. Falls
dann immer noch keine Losung gefunden werden kann, wird die Regula-Falsi-Methode

angewandt, die in den meisten Fillen erfolgreich ist. Als allerletzte Konsequenz, falls
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selbst damit keine Losung gefunden werden kann, wird das globale Inkrement unterbro-

chen und die Schrittweite halbiert.

Fiir den Fall der dielektrischen Hysterese ist die Vorgehensweise zur Losung des Prob-

lems mit dem Radial-Return-Mapping-Algorithmus in Abbildung 5.4 dargestellt.

\
\
\
\
[
| .
P sat ‘>,I Pl

Abbildung 5.4: Radial-Return-Mapping-Algorithmus, der in der Finite-Elemente-
Implementierung des phanomenologischen Stoffgesetzes verwendet
wurde, im Fall der dielektrischen Hysterese

Ausgehend von einem irreversiblen Polarisationsvektors "B des letzten Inkrements und

n+1
dem Pradiktor ——, der das elektrische FlieBkriterium f® (hier durch einen Kreis darge-
C

stellt) verletzt, wird der Korrektor Asti gefunden. Da am Ende alle Doménen in Richtung

des elektrischen Feldes umgeklappt sind, muss das elektrische Sittigungskriterium h®,

welches durch die gestrichelte Linie dargestellt ist, betrachtet werden. Der neue Pradiktor
"B AF#’fi muss gepriift werden, ob er aullerhalb des Bereiches liegt, der durch die Erfiil-
lung des Sattigungskriterium beschrieben wird. Falls er auBlerhalb liegt, muss ein neuer

Korrektor AFsh' berechnet werden, der auf der Wirkungslinie von "P' + Asti liegt.
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Der neue irreversible Polarisationsvektor "*'P' am Ende des Inkrements hat das Sitti-

gungskriterium h® zu erfiillen. Er kann zu Beginn des Vorganges auBerhalb des FlieBkrite-
riums f° liegen, da das Sittigungskriterium h® von hoherer Ordnung als das FlieBkriterium

ist.

5.4 Verifizierung der Finite-Elemente-Implementierung

54.1 Vergleich experimenteller Daten mit Berechnungsergebnissen

Vergleiche mit Simulationen von Bohle [5] zeigen, dass die ,,neue* Implementierung die
Differenzialgleichungen hinreichend genau 16st. Deswegen kann das phdnomenologische
Stoffgesetz mit den Experimenten aus Kapitel 3 verglichen werden, wihrend das Anpas-
sen des Modells auf Basis der ,,neuen* Implementierung geschieht. Die Materialparame-
ter, die in den Simulationen verwendet werden, werden in einem gewichteten MKS-
System reprasentiert, um eine bessere Konditionierung der elektroelastischen Steifig-
keitsmatrix kK~ zu erzielen. Eine gut konditionierte Steifigkeitsmatrix ist wichtig fiir ge-
naue Ergebnisse. Es ist bekannt, dass die Materialmatrix M piezokeramischer Werkstoffe
schlecht konditioniert ist, d.h. sie ist beinahe singulédr. Als ersten Schritt werden die Kon-
ditionszahlen der piezoelektrischen Materialmatrix fiir das MKS- und das gewichtete
MKS-System berechnet. Der Vergleich in Tabelle 5.1 zeigt eine signifikante Verbesse-

rung der Kondition der Matrix von ungefihr 10%° auf lediglich 10. Die Konditionszahl der

elektroelastischen Steifigkeitsmatrix cond(k’) wird von ungefihr 10*® auf 10" reduziert.

Deswegen wird cond(k’)-eps der elektroelastischen Steifigkeitsmatrix fiir ein Element
nach Allik und Hughes [69] berechnet. eps ist dabei die relative Genauigkeit des ver-
wendeten Rechners, die leicht berechnet werden kann. In Tabelle 5.1 ist eine Verbesse-

rung von cond(k)-eps von ungefihr 10%° auf 10 erzielt. Allik und Hughes [69] nennen

cond(k’)-eps < 1 als Bedingung fiir eine gut konditionierte Matrix. Dieses Ziel wurde
mit den verwendeten Materialparametern noch nicht erreicht, aber es ist eine deutliche
Verbesserung zu verzeichnen. Die Materialparameter in Tabelle 5.1 wurden entsprechend
der Versuchsergebnisse aus Kapitel 3 angepasst und unterscheiden sich insbesondere hin-

sichtlich der piezoelektrischen Koeffizienten.
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Tabelle 5.1:

Einfluss der Materialparameter auf die elektroelastische Steifigkeits-
und piezoelektrische Materialmatrix

Parameter MKS gewichtetes MKS

E° 1,0E+06 V/m 1,0E+03 MV/mm

pt 310E-03 C/m” 310E-03 kN/(MVmm)
& 40,0E+06 N/m’ 40,0E-03 kN/mm’

s 0,00225 0,00225

Y 60,0E+09 N/m’ 60,0 kN/mm”

1% 0,37 0,37

d' 6,75E-10 m/V 6,75E-01 mm/MV

dt -3,15E-10 m/V -3,15E-01 mm/MV

d- 4,35E-10 m/V 4,35E-01 mm/MV

ce 1,0E+06 Vm/C 1,0E-03 MV#¥kN

c™ 20,0E+09 N/m? 20,0 kN/mm?

p° 100E-03 C/m? 100E-03 kN/(MVmm)
n 20,0E+06 N/m? 20,0E-03 kN/mm?

m 150E+06 N/m? 150E-03 kN/mm?
piezoelektrische Materialmatrix 1,2E+19 11,9

cond (M)

elektroelastische Steifigkeitsmatrix 8,4E+19 118

cond(k’)-eps

Nach dieser kurzen Beschreibung zur Verbesserung der Rechengenauigkeit, werden im

Folgenden die Vergleiche der Berechnungen mit experimentellen Ergebnissen vorgestellt.

In Abbildung 5.5 sind die dielektrische Hysterese und die Schmetterlingshysterese darge-

stellt. Die Eckpunkte der Simulationsergebnisse reprisentieren die elektrischen Flie3- und

Sattigungskriterium des phdnomenologischen Modells.
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Abbildung 5.5: Vergleich der Berechnungsergebnisse mit experimentellen

Ergebnissen

a) dielektrische Hysterese

b)  Schmetterlingshysterese
In Abbildung 5.6 sind die Vergleiche der Berechnungsergebnisse mit den koaxialen elekt-
romechanischen Experimenten dargestellt. Zusétzlich zeigen die Diagramme, dass die
mechanische Depolarisationseigenschaft des Modells funktioniert. Es existiert eine verti-
kale Linie in der Kurve, wo die Druckspannung nach vollstindiger Polung einsetzt. Die
Unterschiede zwischen Berechnung und Experiment — besonders ab dem Zeitpunkt des
Einsetzens der elektrischen Entlastung — konnen durch Zeiteffekte erklart werden. Dies

sollte ndher untersucht werden, bspw. durch eine Verminderung der Belastungsgeschwin-

digkeit im Experiment.

ﬁ
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Abbildung 5.6: Vergleich der Berechnungsergebnisse mit experimentellen Ergebnissen:
koaxiale, nichtproportionale elektromechanische Belastungen
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5.4.2 Rotation des irreversiblen Polarisationsvektors

Ein weiterer wichtiger Aspekt des phdnomenologischen Stoffgesetzes ist die Moglichkeit
der Rotation des irreversiblen Polarisationsvektors. Diese Eigenschaft ist notwendig fiir
die Simulation von Bauteilen, in denen nichtproportionale elektrische Felder im Laufe der
Belastung auftreten. Um dies zu erreichen, wurden in der Losung des Differenzialglei-
chungssystems (Kamlah und Bohle [5, 6, 8, 9]) Projektionsterme eingefiihrt. Diese Vor-
gehensweise ist sehr rechenzeitintensiv. In der ,,neuen* Implementierung enthilt der Ra-
dial-Return-Mapping-Algorithmus bereits die Projektion, weswegen in der Simulation
ohne weitere Berechnungsschritte eine Rotation des irreversiblen Polarisationsvektors er-

zielt wird. Dies resultiert in eine schnellere Berechnungsroutine.

Ein Demonstrationsbeispiel wird in Abbildung 5.7 gezeigt. Es wurde mit der ,,neuen® Im-

plementierungsmethode berechnet.

E, (1) .

E [kV/mm]
()] [o¢]
s
M m

Abbildung 5.7: Demonstration der Polarisationsrotationsmdglichkeit des phdnomeno-
logischen Stoffgesetzes und der Finite-Elemente-Implementierung

Ein Element wird durch zwei elektrische Felder im ebenen Raum belastet. Zunichst wird

das Element vollstindig in 2-Richtung gepolt und das elektrische Feld konstant gehalten.

Danach wird ein elektrisches Feld zusétzlich in 1-Richtung aufgebracht, was in eine Rota-

tion des irreversiblen Polarisationsvektors in Richtung des zweiten elektrischen Feldes re-

sultiert. In Abbildung 5.8 sind die Ergebnisse dargestellt.
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Abbildung 5.8: Demonstration der Rotation des irreversiblen Polarisationsvektors: Be-
rechnungsergebnisse

Zunichst erreicht die Polarisation die Sittigungspolarisation in 2-Richtung. Wiahrend das

elektrische Feld in 2-Richtung konstant gehalten wird, erzwingt das elektrische Feld in 1-

Richtung eine Reduzierung der irreversiblen Polarisation in 2-Richtung und eine Entwick-

lung in 1-Richtung beginnt. Addiert man beide Polarisationsanteile vektoriell, so bleibt

die Sattigungspolarisation als Resultierende vorhanden.

Bohle [5] untersuchte ebenfalls die Rotation der Polarisation mit der zuvor genannten Pro-
jektionsmethode der irreversiblen Polarisation und seine Ergebnisse sind identisch mit den
hier vorgestellten in Abbildung 5.8. Verglichen mit den Ergebnissen von Shieh et al. [42],
die die Polarisationsrotation fiir verschiedene Materialien untersuchten, findet sich eine

gute Ubereinstimmung in der Gestalt der berechneten und gemessenen Kurven.

55 Simulationsbeispiel: Stapelaktor

Um die Féhigkeit des vorgestellten Finite-Elemente-Werkzeuges zu demonstrieren, wird
im Folgenden ein Simulationsbeispiel prisentiert (siche Abbildung 5.9). Dabei handelt es
sich um einen Polungsprozess eines Stapelaktors, der aus vielen diinnen Schichten mit in-
nenliegenden Elektroden besteht. Bohle [5] berechnete ebenfalls einen Stapelaktor, aber
mit weitaus weniger Elementen. Trotzdem kam er im Grof3en und Ganzen auf die gleichen

Schlussfolgerungen, wie sie im Folgenden in dieser Arbeit dargestellt werden.
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Abbildung 5.9: Vereinfachte Skizze eines Stapelaktors

Mit einem Stapelaktor konnen grofle Verformungen mit relativ niedrigen elektrischen
Spannungen erreicht werden. Das reduziert die Gefahr des elektrischen Durchschlagens
und es wird keine Hochspannungsquelle benétigt. Die innenliegenden Elektroden enden
an einer Seite in einem gewissen Abstand von den Lingsseiten des Aktors, um entgegen-
gerichtete Polungen auf den beiden Seiten des Aktors zu erzielen. Ansonsten entstiinde
ein Kurzschluss und der Aktor konnte nicht gepolt werden. Mit dieser Herstellungsmetho-
de werden lediglich zwei Hauptelektroden benétigt, um eine Versorgung der inneren E-
lektroden zu bewerkstelligen. Stapelaktoren werden bspw. in Dieseleinspritzventilen oder
als Stellglieder (z.B. optische Teleskope) verwendet, da sie sehr kurze Antwortzeiten ha-

ben und eine sehr genaue Positionierung ermoglichen.

Im Finite-Elemente-Modell wurde, um Rechenzeit zu sparen, eine halbe piezokeramische
Schicht modelliert (vgl. Abbildung 5.9). Das zu erwartende elektrische Feld wurde quali-
tativ in den Ausschnitt eingezeichnet. Das Modell ist 1000 um breit und 50 um hoch. Die
Finite-Elemente-Diskretisierung ist in Abbildung 5.10 dargestellt und besitzt folgende
Randbedingungen: Die horizontalen Verschiebungen auf der linken Seite und die vertika-
len Verschiebungen am unteren Ende werden unterdriickt und auf der oberen Seite sind
alle Knoten in vertikaler Richtung gekoppelt, um intakte Verbindungen der Schichten des
Aktors zu gewdhrleisten. Das elektrische Potenzial ist gleich Null an der oberen Elektro-

de, die sich iiber die gesamte Breite des Ausschnittes erstreckt, wihrend die untere Elekt-
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rode eine Belastungsgeschichte wie in Abbildung 5.11 gezeigt wird, besitzt. Wie man
schon aus Abbildung 5.9 erkennen kann, ist die untere Elektrode nicht durchgingig und
endet in 200 pm Abstand vom rechten Rand des Modells. Die Anzahl der 4-Knoten-
Elemente (ebener Dehnungszustand) ist ungefdhr 1000 und die Anzahl der Knoten betrigt
etwa 1100.

§===§ IE:D .
AAEKREARRE R AAAARTAA
) o(t)=9(t)  Element 468
P 800 pm .
1000 um

Abbildung 5.10: Finite-Elemente-Diskretisierung eines Ausschnittes aus einer Schicht
eines Stapelaktors

Die elektrische Belastung verlduft linear und das maximal aufgebrachte, elektrische Po-
tenzial betrdgt 150 V. Danach wird der Aktor wieder entlastet. Das zugehdrige elektrische
Feld betragt 3 kV/mm.

¢1- ..............................

t
0 . —>
to £ t

Abbildung 5.11: Belastungsgeschichte der Simulation des Polungsprozesses eines Stape-
laktors

Abbildung 5.12 zeigt Simulationsergebnisse flir die Verteilung des elektrischen Potenzials
um den Unterschied einer linearen, piezoelektrischen Berechnung mit dem phédnomenolo-

gischen Stoffgesetz und seiner Finite-Elemente-Implementierung zu verdeutlichen. Der
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a) W

Hauptunterschied zwischen diesen beiden Berechnungsvarianten besteht darin, dass die
lineare, piezoelektrische Simulation von einem angenommenen anfanglichen Polungszu-
stand - gleichmifig iiber das Modell hin verteilt - ausgeht, wihrend im phdnomenologi-
schen Stoffgesetz die entsprechende Polarisation und ihre Verteilung berechnet wird. Dar-
aus folgt, dass im Anfangszustand die Polarisation in diesem Fall gleich Null ist. Die Ver-
teilung des elektrischen Potenzials wird bei maximaler Belastung (sieche Abbildung 5.12

a), b)) und nach Entlastung (sieche Abbildung 5.12 c)) gezeigt.

-.13 -.097256 -.044512 L0083z .060976 [kV]
-.123628 —-.070854 -.01814 .034604 .091116

Abbildung 5.12: Verteilung des elektrischen Potenzials in einem Teil einer Schicht eines
Stapelaktors:
a) lineare, piezoelektrische Simulation bei maximalem elektrischen Po-
tenzial
b) nichtlineare, ferroelektrische Simulation bei maximalem elektri-
schen Potenzial
¢) nichtlineare, ferroelektrische Simulation nach Entlastung

In der linearen, piezoelektrischen Simulation, die mit ANSYS® durchgefiihrt wurde, wird
ein homogener Polungszustand in der vertikalen Richtung angenommen. Deswegen ergibt

sich eine Polarisation auf der rechten Seite des Modells und die Piezomoduli sind nicht

gleich Null.
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Im Gegensatz dazu wird im Fall der nichtlinearen, ferroelektrischen Simulation der Po-
lungszustand berechnet und nicht angenommen. Das elektrische Potenzial ist beinahe
gleich Null in der zuvor angesprochenen Region auf der rechten Seite des Modells, wo
keine untere Elektrode vorhanden ist. Das bedeutet, dass sich dort keine irreversible Pola-
risation entwickelt und die Piezomoduli gleich Null sind. Deswegen kann sich an dieser
Stelle kein elektrisches Potenzial einstellen. In Abbildung 5.12 c), nachdem das ferro-
elektrische Modell entlastet wurde, verbleibt ein elektrisches Potenzial in der Nihe der
Elektrodenspitze, was durch die Divergenz des irreversiblen Polarisationsvektors erklért

werden kann. Dies wird im Folgenden beschrieben.

Abbildung 5.13 zeigt die Vektoren der irreversiblen Polarisation bei maximaler Belastung
(Abbildung 5.13 a)), nach Entlastung (Abbildung 5.13 b)) und eine VergroBerung im Be-
reich der Elektrodenspitze bei maximaler Belastung (Abbildung 5.13 c)).
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Abbildung 5.13: Darstellung der Vektoren der irreversiblen Polarisation eines Aus-
schnittes aus einer Schicht eines Stapelaktors:
a)  bei maximalem elektrischen Potenzial
b)  nach Entlastung
c) Vergrolerung im Bereich der Elektrodenspitze bei maximalem e-
lektrischen Potenzial
Drei unterschiedliche Bereiche der Polarisationsverteilung konnen ausgemacht werden:
Die linke Seite, wo vollstindige, homogene Polarisation erreicht wurde, die rechte Seite,
wo sich keine Polarisation entwickeln konnte und die Region um die Elektrodenspitze, wo

die Polarisation inhomogen ist. Dort ist die Divergenz der Polarisation ungleich Null

(divl5i #0). Das kann gezeigt werden, in dem man den Spannungstensor mit T =0 und

das GauBschen Gesetz divD =0 in Betracht zicht. Berticksichtigt man das nicht ver-
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schwindende elektrische Feld an der Elektrodenspitze und Gleichungen 5.9 und 5.11 kann

die Divergenz der irreversiblen Polarisation mit
(¢, 1+ €)diVE = —divP' (5.31)

berechnet werden. Dies resultiert in das beobachtete Depolarisationsfeld. Offensichtlich
fiihrt eine Divergenz des elektrischen Feldes zur Divergenz der irreversiblen Polarisation,
die wiederum zu dem elektrischen Potenzial im Bereich der Elektrodenspitze fiihrt (vgl.

Abbildung 5.12 ¢)).

Abbildung 5.14 zeigt die Verteilung der mechanischen Spannung an der unteren Seite des

Modells zum Zeitpunkt der maximalen Belastung und nach Entlastung.

800 Maximale Be.
700 - = = Nach Entlast.
600
2=
— 400
& D
=, 300
6 200 3
100 1 &k
[ e P e
0j0 0|2 04 0|6 8 110 112
-100
-200

Unterkante [mm]

Abbildung 5.14: Spannungsverteilung normal zur Unterkante des Finite-Elemente-
Modells eines Stapelaktors bei maximalem elektrischen Potenzial und
nach Entlastung

Entlang der unteren Elektrode ist eine Druckspannung zu beobachten, die gegen Null bei

einer grofBeren Lange der Elektrode gehen wiirde. An der Elektrodenspitze ist eine Span-

nungsiiberh6hung vorhanden. Was aber wichtiger ist, dass sich die Hohe der Zugspan-
nung in der ungepolten Region selbst nach Entlastung im Bereich von 40 MPa bewegt.

Das ist im Bereich der Zugfestigkeit des Materials und kann zu Rissen, wihrend das Bau-

teil gepolt wird, fiihren. Des Weiteren ist nach dem Polen im Betrieb eine zyklische Belas-

tung vorhanden, welche die Gefahr eines Ermiidungsversagens aufgrund der inhomogenen
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Verteilung des elektrischen Feldes in der elektrodenfreien Region erhoht. In der Praxis
werden Aktoren im Betrieb vorgespannt, um Risse zu verhindern. Durch die Nutzung des
vorgestellten Finite-Elemente-Werkzeuges besteht die Moglichkeit, die Grofe der Vor-
spannkraft zu bestimmen und die Geometrie des Bauteils zu optimieren. Aber - bedingt
durch die Vorspannkraft - kann mechanische Depolarisation einsetzen. Dieser Effekt muss
minimiert werden, um ein gut funktionierendes Bauteil zu gewidhrleisten. Auf der anderen
Seite gibt es aber die Zugspannung, die auch mittels einer Vorspannkraft minimiert wer-
den muss. Ein Optimum zwischen minimaler Depolarisation und minimaler Zugspannung

muss gefunden werden.

Abbildung 5.15 zeigt die mechanische Spannung {iber der Dehnung in vertikaler Richtung
iber den Belastungszeitraum hinweg. Das Diagramm bezieht sich auf die Region auf der
rechten Seite des Modells, wo keine Polarisation aber eine Zugspannung zu verzeichnen

ist. Der genaue Ort des betrachteten Elements kann Abbildung 5.10 entnommen werden.
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Abbildung 5.15: Mechanische Spannung (ber Dehnung in vertikaler Richtung fir ein

Element in der ungepolten Region auf der rechten Seite des Modells

Die Simulation ist verschiebungsgesteuert. Am Beginn ist ein linear elastisches Material-

verhalten zu beobachten, bis eine kritische Zugspannung von ungefahr 50 MPa erreicht

wird. Danach ist irreversibles Verhalten zu beobachten. Die Initiierung ferroelastischer

Prozesse liegt dagegen bei 40 MPa. Ein Grund fiir das spétere Einsetzen ist der mehrach-

sige Spannungszustand in dieser Region. Ein Vergleich mit einer linear elastischen Simu-
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lation zeigt, dass die Zugspannungen im ferroelektrischen Fall signifikant niedriger sind.
In der linear elastischen Berechnung werden mehr als 160 MPa erreicht. Aufgrund ferro-
elektrischer Eigenschaften werden aber in der vorgestellten Simulation lediglich ungefahr
90 MPa erreicht. Wihrend der linear elastischen Entlastungsphase gehen die Spannungen
auf 30 MPa zuriick. Die linear elastische Simulation liefert in diesem Fall noch 100 MPa.
Diese Diskussion zeigt, dass es wichtig ist, ferroelastisches Verhalten zu berticksichtigen,

was z. B. im Modell von McMeeking und Landis [45] nicht der Fall ist.

5.6 Folgerungen aus der Verifizierung

Die Verifizierung der Finite-Elemente-Implementation des phinomenologischen Stoffge-
setzes zeigt die Fahigkeiten und Grenzen in der Beschreibung piezokeramischen Materi-

alverhaltens und fiir Simulationen von piezokeramischen Bauteilen.

Zunichst zeigte der Vergleich mit experimentell gewonnenen Daten aus rein elektrischen
Belastungen mit Finite-Elemente-Berechnungen auf der Grundlage des phdnomenologi-
schen Modells, dass die Differenzialgleichungen des Modells hinreichend genau gelost
mittels einer Finite-Elemente-Implementierung auf der Basis eines Radial-Return-

Mapping-Algorithmus werden.

Weitergehend zeigten die Simulationen von koaxialen, nichtproportionalen elektromecha-
nischen Experimenten, dass das Stoffgesetz die Materialantwort in den Experimenten, wie
z.B. die Koerzitivfeldstirke, die Sittigungsdehnung und das mechanische Depolarisati-

onsverhalten wie auch die Rotation des Polarisationsvektors gut repriasentiert.

Ein Simulationsbeispiel an einem Stapelaktor bestitigte die Anwendbarkeit des Finite-
Elemente-Werkzeuges auf die Simulation von Polungsprozessen in piezokeramischen
Bauteilen mit inhomogenen elektrischen und mechanischen Feldern. Ein Vergleich mit
einer linearen, piezoelektrischen mit der nichtlinearen, ferroelektrischen Simulation of-
fenbarte die Notwendigkeit ein nichtlineares, konstitutives Stoffgesetz zu verwenden. Die
ferroelastische Simulation zeigte die Divergenz der irreversiblen Polarisation an der Elekt-
rodenspitze und dessen Rotation und bleibende mechanische Spannungen nach Entlas-
tung, die zu Rissen fithren konnen und in der Herstellung solcher Bauteile Beriicksichti-

gung finden sollten.
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Im Folgenden werden zwei Anwendungsbeispiele mit Problemstellungen, wie sie in der
Laborpraxis bei der Untersuchung des Verhaltens piezokeramischer Bauteile auftreten
konnen, vorgestellt. Damit soll abschlieend fiir das phdnomenologische Stoffgesetz und
dessen Finite-Elemente-Implementierung die praktische Einsetzbarkeit demonstriert wer-

den.

5.7 Anwendungsbeispiel: Untersuchung des nichtlinearen Verhal-

tens piezokeramischer Zylinder

Im Folgenden soll ein weiteres Beispiel vorgestellt werden, das die Moglichkeiten des
phédnomenologischen Modells und dessen ,,neue” Finite-Elemente-Implementierung bei
der Anwendung auf ein komplexes, kontinuumsmechanisches Problem aufzeigt. Dazu

wird dieses Beispiel ausfiihrlich diskutiert.

In der Kontinuumsmechanik werden diinnwandige Zylinder oft eingesetzt, um mehrachsi-
ge Spannungszustinde zu untersuchen (,,diinnwandig® bedeutet dabei, Verhiltnisse der
Wandstiarke zum Radius des Zylinders von 1:10 oder kleiner). In diesem Unterkapitel
wird die Anwendbarkeit von piezokeramischen Hohlzylindern (im Bereich von dickwan-
digen bis diinnwandigen Zylindern) auf die Erforschung von elektromechanischen Belas-
tungsgeschichten mit mehrachsigen Spannungszustinden untersucht. Hierbei sei zusétz-

lich auf die Verdffentlichung Laskewitz et al. [72] verwiesen.

Analytische Untersuchungen geben einen ersten Hinweis auf nichtlineare Verteilungen
des elektrischen Potenzials und daraus resultierend auf ein inhomogenes elektrisches Feld.
Diese Ergebnisse motivieren eine tiefer gehende Analyse mit der Hilfe von Finite-
Elemente-Berechnungen, die ferroelektrisches und ferroelastisches Materialverhalten be-
rliicksichtigen. Das phinomenologische Stoffgesetz und die vorgestellte Finite-Elemente-
Implementierung wurden verwendet, um den Polungsprozess in radiale Richtung mit einer

mechanischen Spannung in axialer Richtung zu simulieren.

Die Ergebnisse bestitigen inhomogene Verteilungen der elektrischen Felder und mechani-
schen Spannungen wihrend des und nach dem Polen. Dieses Verhalten begrenzt die An-

wendbarkeit piezokeramischer Zylinder auf die Untersuchung des mehrachsigen, elektro-
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mechanischen Verhaltens von Piezokeramiken. Im Folgenden wird auch eine Geometrie-

variation diskutiert, um die zuvor genannten Effekte zu minimieren.

5.7.1 Linear dielektrische Kreisringplatte

Um das prinzipielle Verhalten piezokeramischer Zylinder zu demonstrieren, wird eine
Kreisringplatte, wie in Abbildung 5.16 gezeigt, mit linear dielektrischen Eigenschaften als

erster Schritt untersucht.

mean

A E

=] kV/mm
A

Abbildung 5.16: Linear dielektrische Kreisringplatte

In Analogie zum Querschnitt eines Zylinders wird angenommen, dass die elektrische Be-
lastung in radiale Richtung aufgebracht wird. Die Laplacegleichung des elektrischen Po-

tenzials lautet
VZp=0. (5.32)

Ausgedriickt in Polarkoordinaten und mit der Annahme radialer Symmetrie fiihrt die Glei-

chung auf

d’¢ 1de
—— 4+ —=0. 5.33
dr? +r dr (5-33)

Die allgemeine Losung lautet
p=C,+C,Inr (5.34)

mit den Randbedingungen
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o(r,)=0

, (5.35)
o(r,)=U
worin U die elektrische Spannung an der AuB3enseite ist. Dies flihrt zur Losung
go:L(lnr—lnri). (5.36)
Inr, —Inr,

Damit ist das elektrische Potenzial eine logarithmische Funktion des Radius und héngt

von der Kriimmung iiber r, /r, ab.

Das elektrische Feld ist gegeben durch

U

r(Inr, —Inr,)’ (5:37)

E=-gradp=-

Um den Einfluss der Kriimmung zu illustrieren, wird der Kreisring in Abbildung 5.16 mit

unterschiedlichen Verhéltnissen r, /r, (2, 1,5, 1,2 und 1,1) betrachtet. Das elektrische

Potenzial auf der Innenseite betrdgt 0 kV und auf der AuBBenseite 5 kV. Abbildung 5.17

zeigt dimensionslose Diagramme des elektrischen Potenzials und des elektrischen Feldes

iiber (r—r,)/(r,—r1,).
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Abbildung 5.17: (a) Elektrisches Potenzial und (b) elektrisches Feld tiber verschiedene
(r—r)/(r, —r,) einer linear dielektrischen Kreisringplatte

(r-ri)/(ro-ri) [-]

Die Losung zeigt, dass die Verteilung des elektrischen Potenzials nichtlinear innerhalb der

Platte ist. Als Konsequenz daraus ist die Verteilung des elektrischen Feldes inhomogen.

Mit einem sinkenden Verhiltnis r_ /r, wird die Verteilung des elektrischen Potenzials li-

nearer und die Verteilung des elektrischen Feldes konstanter. Aufgrund dieser Vorunter-

suchungen werden inhomogene elektromechanische Zustinde innerhalb von Hohlzylin-

dern erwartet, was im Folgenden néher betrachtet wird.
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5.7.2 Untersuchungen an piezokeramischen Hohlzylindern

Motiviert von den oben angegebenen Beobachtungen, wurden detaillierte Analysen von
piezokeramischen Hohlzylindern mit der Hilfe von Finite-Elemente-Simulationen durch-
gefiihrt. Daflir wurde das weiter oben eingefiihrte Finite-Elemente-Werkzeug auf der Ba-

sis des phanomenologischen Materialmodells verwendet.

Geometrien der Hohlzylinder und deren Finite-Elemente-Modelle

Abbildung 5.18 zeigt die analysierte Zylindergeometrie. Im gleichen Bild ist das axial-
symmetrische Finite-Elemente-Modell dargestellt. Aus Symmetriegriinden wurde ledig-
lich die obere Hilfte des Zylinders modelliert. Die Anzahl der Elemente betrug im Modell
ca. 2500 bei 2600 Knoten. Die Belastungsgeschichte ist ebenfalls abgebildet. Zu Anfang
wurde ein Polungsprozess des Zylinders in radiale Richtung simuliert. Nach elektrischer

Entlastung wurde eine mechanische Zugspannung in axiale Richtung aufgebracht.

Hohlzylinder Axialsymmetrisches Belastungsgeschichte
] Modell
I —
- w 8
 [kde 5
|
E | _,()3 1267
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Abbildung 5.18: Piezokeramischer Hohlzylinder, Finite-Elemente-Modell und Belas-
tungsgeschichte

Die Materialparameter sind dhnlich zu dem Weich-PZT, der in den weiter oben vorge-

stellten Experimenten verwendet wurde, und sind in Tabelle 5.2 aufgefiihrt.
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Tabelle 5.2: Materialparameter fir die Simulationen

E-Modul Y [GPa] 60,0
Poissonsche Zahl v [-] 0,396
Koerzitivspannung ¢, [MPa] 40,0
Sattigungsdehnung &g, [-] 0,002
Koerzitivfeldstarke E. [kV/mm)] 1,0
Sattigungspolarisation [C/m?] 0,29
Piezomodul d33 [m/V] 0,45e-9
Piezomodul d3; [m/V] -0,21e-9
Piezomodul d;s [m/V] 0,58¢e-9

Simulationsergebnisse

Zunichst werden in Abbildung 5.19 das undeformierte und das deformierte Netz des Fini-

te-Elemente-Modells bei maximaler Belastung gezeigt. Am Ende des Zylinders ist zu er-

kennen, dass die vertikale Verschiebung an der Aullenseite grof3er ist als an der Innensei-

te. Deswegen wird die Zylinderwand in Richtung der Symmetrieachse des Zylinders ge-

bogen. Dadurch ergibt sich kein homogener Zustand der Zylinder wiahrend und nach dem

Polen in radialer Richtung. Das bedeutet, dass von einem Experiment, in dem globale

Werte wie Verschiebungen usw. gemessen werden, kaum lokale Werte wie die Dehnung

erhalten werden. Eine detaillierte Diskussion dieses inhomogenen Zustandes wird im Fol-

genden durchgefiihrt.
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Abbildung 5.19: Undeformiertes und deformiertes Finite-Elemente-Netz bei maximalem
elektrischem Potenzial: Skalierungsfaktor 30:1 (aus Ubersichtlichkeits-
grunden grobere Vernetzung als in den Simulationen gewahlt)

Die Verteilungen des elektrischen Potenzials und des elektrischen Feldes fiir verschiedene

Belastungsschritte iiber der Wanddicke sind in Abbildung 5.20 dargestellt. Die Kurven

sind entlang der Symmetrielinie am unteren Ende des Modells aufgetragen.
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Abbildung 5.20: (a) Elektrisches Potenzial und (b) elektrisches Feld uber der Wanddi-
cke fur verschiedene Lastschritte: Schritt 100: bei maximaler Belas-
tung, Schritt 200: unbelastet, Schritt 300: bei maximaler Zugspannung,
Schritt 400: elektrisch und mechanisch entlastet

Ahnliche Effekte wie bei den linear dielektrischen Berechnungen konnen beobachtet wer-

den. Bei dem maximalen elektrischen Potenzial kann eine nichtlineare Verteilung des

elektrischen Potenzials festgestellt werden, dhnlich zu den linear dielektrischen Ergebnis-

sen. Deswegen ist die Verteilung des elektrischen Feldes nichtkonstant bzw. inhomogen.

Auf der Innenseite betrigt es ungefahr —5 kV/mm und auf der AuBenseite ungefihr
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1,3 kV/mm, was hoher als die Koerzitivfeldstirke von 1.0 kV/mm ist. Betrachtet man die
Verteilung des elektrischen Feldes, so ist offensichtlich, dass die aufgebrachte Spannung
von 4,5 kV gerade hoch genug ist, um ein elektrisches Feld hoher als die Koerzitiv-
feldstarke tiberall im Zylinder zu gewdhrleisten. Fiir diese Spannung betrigt das elektri-

sche Feld im Mittel 3 kV/mm.

Nach elektrischer Entlastung verbleibt ein nicht verschwindendes elektrisches Potenzial
innerhalb der Zylinderwand. Fiir diesen Fall betridgt die maximale Spannung nahezu
500 V, was vergleichsweise hoch ist. Auf den Oberflidchen ist das elektrische Potenzial
gleich Null. Aufgrund des verbleibenden, nichtlinearen elektrischen Potenzials nach Ent-
lastung kann ebenso ein elektrisches Feld innerhalb des Zylinders beobachtet werden. Das
elektrische Feld ist bis auf den Bereich nahe der Aulenwand gegeniiber dem Zustand bei
maximalem elektrischem Potenzial parallel verschoben. In diesem AuBenwandbereich ist
es nahezu konstant bei einem Wert von +0,7 kV/mm. An der Innenwand betrigt es unge-

fahr —1,5 kV/mm.

Das Aufbringen der Zugspannung und die endgiiltige Entlastung verdndern die Kurven-

verldufe nicht signifikant.

In Abbildung 5.21 sind die mechanischen Spannungsverteilungen in axiale und Umfangs-
richtung tiber der Wanddicke fiir verschiedene Lastschritte aufgetragen. Da durch den
verwendeten Postprozessor Extrapolationsprobleme an den Punkten an der Innen- bzw.
AulBlenwand auftraten, wurden diese auf der Basis der GauBlpunkte am Rande linear extra-

poliert.

86



] —5—1t= 100
AN r-o--t=200
50 AAAAA —A—t =300
T 40 A —o—t = 400
o ] O
= DAp
— 30 VN
8’ '3@6 AAAA
3 20 ——@655566 EANNANNNNNNNNNNNNN,
c ] S
g 10 888838%5
@ 0 | OOODDDD
@ Coato
$ -10- S ——
[m]
20 o]
a)
-30 : . .
0,0 0,5 1,0 1,5
Wanddicke [mm]
20 —oO—t =100
1 L-0--t =200
— _ —A—1t =300
& 15 ig?g —o—t =400
= 1
> 10 £
= ]DDDDDDDDDD.
5 . 0
c o
% 5 DDDDDDDDDD
% DDDUD
28 0 P00, o4
: Yo |
W 1 @éé Pog
£ Sk e
) -5
b ]
) -10 - ' '
0,0 0,5 1,0 1,5

Wanddicke [mm]

Abbildung 5.21: (a) Axialspannung und (b) Umfangsspannung Feld tber der Wanddicke
flr verschiedene Lastschritte: Schritt 100: bei maximaler Belastung,
Schritt 200: unbelastet, Schritt 300: bei maximaler Zugspannung,
Schritt 400: elektrisch und mechanisch entlastet

Betrachtet man den Zustand bei maximaler elektrischer Spannung, ist die Verteilung der

Axialspannung nahezu linear. Auf der Innenseite kann man eine Zugspannung und auf der

AuBenseite eine Druckspannung verzeichnen. Die maximalen und minimalen Werte sind

signifikant hoch bei ungefiahr + 25 MPa. Die Zugspannung ist im Bereich der Zugfestig-

keit von PZT und konnte zu Rissen fiihren.
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Nach elektrischer Entlastung verbleiben Axialspannungen. Auf der Innenseite ist nahezu
kein Unterschied zu den Werten bei maximaler elektrischer Spannung auszumachen. Im
Bereich nahe der AuBlenfliche sind reduzierte Spannungen bis ungefiahr —10 MPa zu beo-
bachten. Diese sind in Analogie zum elektrischen Feld nahezu konstant. Mit dem Auf-

bringen der Zugspannung wird die Kurve parallel verschoben.

Das Diagramm der Umfangsspannung iiber der Wanddicke zeigt ebenfalls signifikante
Spannungswerte. Auf der Innenseite kdnnen Zugspannungen von ungefihr 10 MPa und
auf der AuBenseite Druckspannungen von ungefdhr -4 MPa beobachtet werden, deren

Verteilungen ebenfalls nichtlinear sind.

Nach elektrischer Entlastung dndert sich die Form der Kurve signifikant. Auf der Innen-
seite steigern sich die Zugspannungen bis ca. 17 MPa. Ausgenommen den Bereich nahe
zur dufleren Wand ist die Verteilung nahezu linear. Dort dndert die Spannung auch ihr
Vorzeichen (von Druck nach Zug), bei der Anndherung an die Aulenseite. Das Aufbrin-

gen der Zugspannung dndert ebenfalls nicht signifikant die Umfangsspannungen.

Wie zu erwarten war, sind die Spannungen in radialer Richtung ungefahr gleich Null und

aus diesem Grund auch nicht dargestellt.

Betrachtet man das elektrische Feld in Abbildung 5.20 b) zum Zeitpunkt t = 100, ist es of-
fensichtlich, dass die Koerzitivfeldstarke auf der Innenseite friither erreicht wird als auf der
AuBenseite. Das flihrt zu Doménenumklappvorgingen in radiale Richtung auf der Innen-
seite, wihrend auf der AuBlenseite die Koerzitivfeldstirke noch nicht erreicht wird. Auf-
grund dessen fiihrt die groBBere Verkiirzung in vertikaler Richtung auf der Innenseite, ver-
glichen zu der auf der AuBlenseite, zu Druckspannungen in axialer Richtung auf der In-

nenseite.

Die gleichen Erkldrungen treffen auch auf die Verteilungen der Umfangsspannungen zu.
Aufgrund der Umklappvorginge in radiale Richtung auf der Innenseite, wird der Perime-
ter des Zylinders verglichen zur AuB3enseite auf der Innenseite kleiner. Dies fiihrt wieder-
um zu Zugspannungen in Umfangsrichtung auf der Innenseite. Druckspannungen in Um-

fangsrichtung auf der Auflenseite miissen sich aufgrund des Gleichgewichts entwickeln.

Abbildung 5.22 zeugt die irreversible Polarisation iiber der Wanddicke fiir verschiedene

Lastschritte.
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Abbildung 5.22: Irreversible Polarisation tber der Wanddicke fiir verschiedene Last-
schritte: Schritt 100: bei maximaler Belastung, Schritt 200: unbelastet,
Schritt 300: bei maximaler Zugspannung, Schritt 400: elektrisch und
mechanisch entlastet. Die Lage der Elemente A und B ist eingezeichnet.
Bei maximaler Spannung wird die Sattigungspolarisation an jeder Stelle innerhalb des Zy-
linders erreicht. Nach elektrischer Entlastung nimmt die irreversible Polarisation im &uf3e-

ren Drittel der Zylinderwand aufgrund elektrischer Depolarisation ab. In dieser Region hat

das elektrische Feld nun das entgegengesetzte Vorzeichen und ist nahe der Koerzitiv-

feldstarke.

Abbildung 5.23 zeigt zwei Diagramme der dielektrischen Verschiebung liber dem elektri-
schen Feld fiir verschiedene Elemente. Element A (vgl. Abbildung 5.22) liegt in einem
Bereich, wo vollstdndige Polarisation nach Entlastung erhalten bleibt, wohingegen Ele-

ment B (vgl. Abbildung 5.22) das duBerste Element ist. Nach vollstindiger Polarisation

ergibt sich das elektrische Feld zu HEH:EC —c® P =0,7 kV/mm (vgl. Gleichung
5.16).

Aufgrund der groBlen Steigung in den Polungs- und Depolarisationsteilen der Hysterese,
fiihren kleine Anderungen des elektrischen Feldes zu signifikanten Anderungen in der ir-

reversiblen Polarisation. Deswegen ist das elektrische Feld, wéihrend die irreversible Pola-
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risation signifikant in der Ndhe der Aulenwand fillt, nahezu konstant mit einem kaum

sichtbaren Anstieg. Das wiederum fiihrt zu einer beinahe linearen Verteilung des elektri-

schen Potenzials (vgl. Abbildung 5.20).
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Abbildung 5.23: Dielektrische Verschiebung tber dem elektrischen Feld Uber alle Last-
schritte fiir Element A (a) und B (b) (Lage der Elemente vgl. Abbildung

5.22)

Dieser Effekt ist dhnlich zum Bauschingereffekt, der in Metallen beobachtet werden kann.

In dem vorliegenden Kontext hat dieser ,.elektrische* Bauschingereffekt die Bedeutung,
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dass die kritische Koerzitivfeldstirke fiir Doménenumklappvorgédnge von der Belastungs-
geschichte abhédngig ist. Aufgrund dessen vermag nicht einmal eine sehr hohe aufgebrach-
te elektrische Spannung eine vollstindige Polarisation nach Entlastung sicherzustellen.
Deswegen unterscheiden sich die Spannungsverteilungen in Abbildung 5.21 nach Entlas-
tung signifikant von denen bei maximaler, angelegter Spannung. Das Aufbringen einer
zusdtzlichen mechanischen Spannung scheint keinen bedeutenden Einfluss auf die Polari-

sation innerhalb der Zylinderwand zu besitzen (vgl. Abbildung 5.22, t = 300).
Geometrievariation

Die analytische Losung und die zuvor beschriebenen Untersuchungen zeigen, dass die
Kriimmung von piezokeramischen, diinnwandigen Zylindern einen signifikanten Einfluss
auf die elektromechanischen Quantititen innerhalb eines Zylinders besitzt. Dieser Sach-

verhalt motivierte die folgende Geometrievariation des inneren und dufleren Radius.

In den Simulationen verwendete Geometrien

In allen Simulationen wurde cine konstante Wanddicke von 1,5 mm verwendet. Tabelle
5.3 gibt einen Uberblick iiber die untersuchten Geometrien. Der Stern (*) in den Bezeich-
nungen wird als Platzhalter fiir die Laststufe verwendet. Das untersuchte Material ist das

gleiche wie in Tabelle 5.2.

Tabelle 5.3: Geometrien in den Finite-Elemente-Simulationen
Innenradius r; AuBenradius r, Wanddicke t
[mm] [mm] [mm]
tu2 * 2 3,5 1,5
tud * 4 55 1,5
tu6_* 6 7,5 1,5
tug8 * 8 9,5 1,5
tul0 * 10 11,5 1,5
tul2 * 12 13,5 1,5
tul4 * 14 15,5 1,5
tul6 * 16 17,5 1,5
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Im Folgenden zeigen die prédsentierten Diagramme den Zustand bei maximaler elektri-

scher Spannung und nach dem Polungsvorgang.

Simulationsergebnisse bei maximaler elektrischer Spannung

Abbildung 5.24 zeigt das elektrische Potenzial und das elektrische Feld iiber der Wanddi-

cke fiir verschiedene Geometrien aufgetragen.
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Abbildung 5.24: (a) Elektrisches Potenzial und (b) elektrisches Feld tber der Wanddi-
cke bei maximaler elektrischer Spannung fiir verschiedene Geometrien

Die Verteilungen des elektrischen Potenzials sind nichtlinear. Der Einfluss der Kriim-
mung wird mit abnehmendem Radius stirker. Je groBer der Radius (dquivalent zu einer

schwicheren Kriimmung), desto linearer ist die Verteilung des elektrischen Potenzials in

92



der Wand. Das Gleiche trifft auch auf die Verteilung des elektrischen Feldes zu. Der Un-
terschied zwischen maximalem und minimalem elektrischem Feld wird mit zunehmendem
Radius kleiner. Fiir Radien kleiner als 8 mm erscheint die Kurve des elektrischen Potenzi-
als linearer in der Nihe der Aullenwand. Dies resultiert in eine nahezu konstante Vertei-

lung des elektrischen Felds.

Die Verteilung der Polarisation ist in Abbildung 5.25 dargestellt.
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Abbildung 5.25: Irreversible Polarisation ber der Wanddicke bei maximaler elektri-
scher Spannung fiir verschiedene Geometrien

Vollstindige Polarisation (Sittigungspolarisation) wird an der AuBBenwand fiir kleine Ra-
dien mit der in den Simulationen aufgebrachten elektrischen Spannung nicht erreicht. Das
Polen von Null bis P** findet in einem verhéltnismaBig kleinen Bereich des elektrischen

Feldes von E° =1,0 kV/mm bis E¢ —c®-P% =1,3 kV/mm (vgl. Gleichung 5.16) statt.
Deswegen wird der ausgeprigte Abfall von Hﬁ' H zum dufleren Rand hin von einer nahezu

nicht sichtbaren Verminderung des elektrischen Feldes und einem beinahe konstanten
elektrischen Potenzial begleitet (vgl. Abbildung 5.24). Fiir Innenradien von 8§ mm oder

grofer wird die Sattigungspolarisation {iber die gesamte Wanddicke hinweg erreicht.

Abbildung 5.26 zeigt die mechanischen Spannungsverteilungen {iber der Wanddicke. Wie
zuvor bereits erwdhnt wurde, sind die mechanischen Spannungen in radialer Richtung
vernachlédssigbar. Deswegen werden im Folgenden lediglich die Axial- und Umfangs-

spannungen dargestellt.
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Abbildung 5.26: (a) Axialspannung und (b) Umfangsspannung tber der Wanddicke bei
maximaler elektrischer Spannung fur verschiedene Geometrien

Mit sinkendem Radius werden die mechanischen Spannungen und der Unterschied zwi-

schen Zug- und Druckspannung groBer. Dabei werden die Verteilungen innerhalb der

Wand homogener. Die GroBenordnung der Zugspannungen kann zu Rissen fithren, was

bei der Herstellung solcher Hohlzylinder vermieden werden muss. Nach Riicksprache mit

einem Hersteller wurden als Vermeidungsmafnahmen spezielle Polungsprozeduren wie

Erwirmen und das vorsichtige Aufbringen der elektrischen Spannung genannt.
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Simulationsergebnisse nach elektrischer Entlastung

Im Folgenden werden die Simulationsergebnisse nach dem Polen vorgestellt und disku-
tiert. Die Verteilungen des elektrischen Potenzials und des elektrischen Feldes iiber der

Wanddicke sind in Abbildung 5.27 dargestellt.
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Abbildung 5.27: (a) Elektrisches Potenzial und (b) elektrisches Feld uber der Wanddicke
nach elektrischer Entlastung flir verschiedene Geometrien

Das elektrische Potenzial auf der Innen- wie auch auf der AuBlenseite ist gleich Null. Es

verbleibt ein nicht verschwindendes elektrisches Potenzial innerhalb des Zylinders. Die

Maxima variieren von ungefihr 300 V bis 800 V. Die korrespondierenden Verteilungen

der elektrischen Felder finden sich in Abbildung 5.27 b). Die Absolutwerte des elektri-

schen Feldes sind kleiner als bei maximaler elektrischer Spannung, sind aber immer noch
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auf einer vergleichsweise hohen Stufe. Des Weiteren ist das elektrische Feld auf der In-

nenseite negativ, wihrend es auf der AuBenseite positive Werte aufweist.

Die Verteilung der irreversiblen Polarisation {iber der Wanddicke ist in Abbildung 5.28
dargestellt.
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Abbildung 5.28: Irreversible Polarisation tGber der Wanddicke nach elektrischer Entlas-
tung flr verschiedene Geometrien

Fiir Radien kleiner als 16 mm wurde keine Séttigung in der Nidhe der AuBenwand erreicht,

da dort elektrische Depolarisation auftritt, wie zuvor schon beschrieben wurde. Fiir Ra-

dien gleich oder groBer als 16 mm ist die Verteilung der irreversiblen Polarisation wenigs-

tens homogen und gleich der Séttigungspolarisation nach elektrischer Entlastung. Dage-

gen steht, dass das elektrische Feld nahezu linear und das elektrische Potenzial nichtlinear

iber der Wanddicke hinweg verlauft.

Die verbleibenden mechanischen Spannungen sind in Abbildung 5.29 dargestellt. Wie zu-

vor sind die Axialspannungen und die Umfangsspannungen iiber der Wanddicke abgebil-

det.
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Abbildung 5.29: (a) Axialspannung und (b) Umfangsspannung uber der Wanddicke nach
elektrischer Entlastung fir verschiedene Geometrien
Die Spannungen werden grof3er mit kleineren Radien. Besonders die Kurvenverldufe wer-
den dabei nichtlinearer. Die Druckspannungen in axialer Richtung sind begrenzt auf etwa
—10 MPa, wihrend die Zugspannungen in der gleichen Richtung an der Innenwand in den
Bereich der Zugfestigkeit gelangen. Im Fall der Umfangsspannungen werden die Druck-
spannungen wie auch die Zugspannungen gréfer mit kleiner werdenden Radien. Fiir Ra-
dien gleich oder groBer als 16 mm sind die verbleibenden Spannungen auf einem ver-

gleichsweise niedrigen Niveau.
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5.7.3 Folgerungen

Als eine Schlussfolgerung aus den Simulationen ldsst sich festhalten, dass der hier beo-
bachtete, signifikante Einfluss der Geometrie auf das Polungsverhalten piezokeramischer
Hohlzylinder Beriicksichtigung in der Herstellung oder Verwendung solcher Zylinder fin-
den sollte. Insbesondere die nichtlinearen Verteilungen der Quantititen wie auch die ver-
gleichsweisen hohen mechanischen Spannungen kénnen zu Problemen bei der Anwen-
dung piezokeramischer Hohlzylinder fiihren. Fiir den Einsatz zur Untersuchung mehrach-
siger elektromechanischer Zustdnde erscheinen sie nur bedingt geeignet. Bei einer solchen
Verwendung sollten moglichst groe Radien gewahlt werden, um Schwierigkeiten bei der

Auswertung der experimentellen Daten zu vermeiden.

Wie schon das Simulationsbeispiel des Stapelaktors zeigte auch das Anwendungsbeispiel
an piezokeramischen Hohlzylindern die Einsetzbarkeit des entwickelten Finite-Elemente-
Werkzeuges in komplexen Problemstellungen. Insbesondere nichtlineare, ferroelektrische
Zustinde wihrend der Polungsvorginge konnen zuverldssig und schnell erfasst werden.
Diese nichtlinearen Zustdnde konnen zu Schwierigkeiten und vorzeitigem Versagen in der
Herstellung und Anwendung piezokeramischer Bauteile fiihren. Mit Hilfe des Finite-
Elemente-Werkzeuges auf der Grundlage des phdnomenologischen Stoffgesetzes konnen
schon im Vorfeld der Entwicklung piezokeramischer Bauteile diese mdgliche Problemati-
ken erkannt und beseitigt bzw. zumindest beriicksichtigt werden, um fiir ihren Anwen-

dungszweck optimale Bauteilgeometrien zu entwickeln.

5.8 Anwendungsbeispiel: Risswachstum in der Bruchmechanik

Als letztes Anwendungsbeispiel fiir das phdnomenologische Modell und dessen Finite-
Elemente-Implementierung wird ein Simulationsbeispiel vorgestellt, das insbesondere die
Kapazititen der Finite-Elemente-Implementierung hinsichtlich der Modellgréf3e und der

daraus resultierenden Rechenzeit demonstrieren soll.

Fiir die Arbeitsgruppe nichtmetallisch-anorganische Werkstoffe des Fachbereichs Materi-
alwissenschaft der Technischen Universitdt Darmstadt (Westram et al. [73, 74]) wurden
unterstiitzende Simulationen an bruchmechanischen Proben durchgefiihrt. Hierbei wurden

Experimente durchgefiihrt, bei denen Risse bei kritischen elektrischen Feldstdrken auftra-
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ten. Diese Risse zeigten ein so genanntes ,,Pop-in‘“~-Verhalten auf eine Linge von ungefahr
500 um. Das bedeutet, dass Risse mit instabilem Risswachstum auftraten. Eine nachfol-
gende zyklische Belastung verursachte dann ein stabiles Risswachstum. Westram et al.
[73, 74] fiihrten bruchmechanische Analysen auf der Basis von Gewichtsfunktionen
durch, um das ,,Pop-in“~Verhalten mittels Spannungsintensititsfaktoren zu diskutieren.

Die vorliegenden Finite-Elemente-Berechnungen sind die Grundlage fiir diese Analysen.

Abbildung 5.30 zeigt das Finite-Elemente-Modell, welches in den Simulationen verwen-

det wurde.

v

§0=0 I
s 49 s 5 glg

i
Hi2 i
I
i

=0.25..1.5mm

L =40 mm

H/2 =2.5mm

min. ElementgréRe: 0.002 mm
Anzahl der Elemente: 12500 ..
14000

Abbildung 5.30: Finite-Elemente-Modell der bruchmechanischer Versuchskérper

Wie auch in den Experimente wurde in den Simulationen die Kerbldnge variiert. Die ver-
schiedenen Lingen betrugen 0,25, 0,5, 0,75, 1,0, 1,25 und 1,5 mm. Das verwendete Mate-
rial war das aus den vorangegangen Abschnitten bekannte PIC 151, ein Weich-PZT, der
Firma PI Ceramic. In der Kerbe wurde Silikondl mit einer relativen Permittivitdt von 2,69
modelliert. Die aufgebrachte zyklische elektrische Spannung sollte zu einem mittleren

elektrischen Feld von + 2 kV/mm fiihren. Aufgrund der Symmetrie wurde nur eine Halfte
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des Versuchskorpers modelliert. Die Modelle bestanden aus bis zu 14000 Elementen. An
der Oberseite wurde das elektrische Potenzial gleich Null gesetzt und die vertikalen Ver-
schiebungen unterdriickt. Am rechten Rand wurden die horizontalen Verschiebungen un-
terdriickt und an der Unterseite wurde ein elektrisches Potenzial iiber der Zeit aufgebracht.

Die Modelle wurden belastet und danach wieder vollstindig entlastet.

Abbildung 5.31 zeigt einen Konturplot aus der Finite-Elemente-Simulation fiir eine Kerb-

lange von 1,5 mm bei maximaler elektrischer Belastung..
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Abbildung 5.31: Mechanische Spannungsverteilung in vertikaler Richtung des gesamten
Modells fur eine Kerbléange von 1,5 mm bei maximaler elektrischer Be-
lastung

Deutlich sind in der Ndhe des Kerbgrundes Spannungsspitzen im Zugbereich zu erkennen,

die weit iiber der Zugfestigkeit des Materials liegen, wihrend im restlichen Bereich ver-

héltnisméBig kleine Druckspannungen auftreten, die zum rechten Rand des Modells ver-

schwinden.

Abbildung 5.32 zeigt weitere Ergebnisse der Finite-Elemente-Untersuchungen von Wes-
tram et al. [73, 74] aufbereitet. Dabei wurde die mechanische Spannung in Polungsrich-
tung entlang der Symmetrieachse vom Kerbgrund an beginnend iiber eine Linge von ma-

ximal 1,0 mm aufgetragen.
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Exemplarisch wurden die Zustdnde bei der maximalen elektrischen Belastung und nach

Entlastung fiir Kerbldngen von 0,25 und 1,5 mm abgebildet.

400 —

350+ Notch length:

300} 4 0.25mm -
250 i = 1.5mm ]

Stress o, [MPa]
o o
S S

-50 . L . ! . ! . ) .
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
Distance from notch [mm]

Abbildung 5.32: Mechanische Spannungsverteilungen in vertikaler Richtung bei maxi-
malem elektrischem Potenzial fir Kerblangen von 0,25 und 1,5 mm
nach Westram et al. [73, 74]
Die mechanischen Zugspannungen werden im Kerbgrund groer mit zunehmender Kerb-
lange (vgl. Abbildung 5.32). Dies stimmt mit den experimentellen Ergebnissen, wo Risse
bei kleineren elektrischen Feldern fiir Experimente mit grofBeren Kerblingen auftraten,
iiberein. Die auf die Simulationen aufbauenden Analysen auf der Basis von Gewichts-
funktionen fiir die Spannungsintensititsfaktoren (vgl. Fett und Munz [75]) von Westram
et al. [73, 74] sind in Abbildung 5.33 dargestellt. In Abbildung 5.33 a) wurde dabei eine
halbkreisformige Ausrundung des Risses und in Abbildung 5.33 b) ein rechteckformiger
Riss angenommen, was zu den folgenden Spannungsintensitatsfaktoren unter Berticksich-

tigung unterschiedlicher Gewichtsfunktionen (vgl. Fett und Munz [75]) fiihrt:

K0 224I ()Mr
a®—r?

(halbkreisformig) (5.38)

=2, 24\/; ‘j[f/-e(l)i (rechteckformig) (5.39)

Dabei ist a die Rissldnge, r die Koordinate entlang des Risses und a(r) die Spannung an

der Stelle r.
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Abbildung 5.33: Spannungsintensitatsfaktor K, fir Risse mit einer halbkreisférmigen
Ausrundung (a) und rechteckférmige Risse (b) fiir unterschiedliche
Kerbtiefen nach Westram et al. [73, 74]

Abbildung 5.34 zeigt einen Vergleich der berechneten Spannungsintensititsfaktoren aus

den Finite-Elemente-Simulationen (vgl. Abbildung 5.33) mit den experimentell bestimm-

ten Spannungsintensitdtsfaktoren.
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Abbildung 5.34: Vergleich der aus den Finite-Elemente-Simulationen berechneten
Spannungsintensitatsfaktoren mit denen aus den Experimenten be-
stimmten nach Westram et al. [73, 74]

Die Werte der aus den Finite-Elemente-Simualtionen berechneten Spannungsintensitéts-

faktoren zeigen qualitativ eine gute Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnis-

sen. Die berechneten Werte liegen in der gleichen GroBenordnung wie die experimentell

bestimmten und die ,,Pop-in“-Léngen zeigen wie auch in den Experimenten die Tendenz

mit grofer werdender Kerbtiefe zuzunehmen.
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Mit diesem letzten Anwendungsbeispiel fiir das phdnomenologische Stoffgesetz und des-
sen Finite-Elemente-Implementierung wurde ein weiteres, komplexes Einsatzgebiet ge-
zeigt, das die Einsetzbarkeit des Finite-Elemente-Werkzeuges eindrucksvoll aufzeigt. Ins-
besondere die Modelle mit einer maximalen Elementzahl von 14000, die in einer akzep-
tablen Zeit berechnet werden konnten, seien an dieser Stelle erwédhnt. Dies zeigt auch,

dass grof3e Finite-Elemente-Modelle berechnet werden kdnnen.

Im folgenden Kapitel wird ein mikroskopisch motiviertes Stoffgesetz und dessen Finite-
Elemente-Implementierung vorgestellt, dessen Leistungsfdhigkeit in der genauen Be-
schreibung des Verhaltens piezokeramischer Werkstoffe deutlich hoher ist als die vorhan-
denen Moglichkeiten im phidnomenologischen Modell. Das ermdglicht eine noch tiefer
gehende Betrachtung der Vorginge in piezokeramischen Bauteilen, wenn diese Vorge-
hensweise auch rechenzeitintensiver ist. Eine abschlieBende Diskussion {iber die beiden
Modelle und deren jeweiligen Einsatzgebiete wird zum Schluss dieser Arbeit gegeben

werden.
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6 Mikroskopisch motiviertes Stoffgesetz und dessen
Finite-Elemente-Implementierung

Das mikroskopisch motivierte Stoffgesetz, das im Folgenden in dieser Arbeit vorgestellt
wird, wurde von Kamlah und Jiang [10, 11] in einer einachsigen Formulierung aufgestellt
und dann von Kamlah und Wang [12, 13] auf die dreidimensionale Form erweitert und
verfeinert. Es gibt das Verhalten piezokeramischer Werkstoffe, das in Kapitel 2 ausfiihr-
lich beschrieben ist, physikalisch realistischer wieder, als es das phidnomenologische
Stoffgesetz vermag. Dadurch ist es auch komplexer in seiner Formulierung, was in der
weiter unten in dieser Arbeit beschriebenen Finite-Elemente-Implementierung sichtbar
wird. Im Gegensatz zur Implementierung des phdnomenologischen Stoffgesetzes, in der
das zu 16sende gewdhnliche Differenzialgleichungssystem auf jeweils eine algebraische
Gleichung zuriickgefiihrt werden konnte, musste hier das vollstindige Differenzialglei-
chungssystem simultan geldst werden. Allerdings lisst sich der Aufwand durch die An-
wendung des impliziten Eulerverfahrens und eines Radial-Return-Mapping-Algorithmus
nach Simo et al. [67, 68] einschrinken. Hinzukommend wird das Problem mit der Hilfe
der Anwendung von generalisierten Koordinaten fiir einzelne Bereiche des Stoffgesetzes
vereinfacht, was die Anzahl der zu lI6senden Gleichungen reduziert. Zunichst soll aber das
Stoffgesetz nach Kamlah und Wang [12, 13] beschrieben werden und anschlieBend dessen
Finite-Elemente-Implementierung. Im Nachfolgenden wird bei der Darstellung der Vekto-
ren und Tensoren die Einsteinsche Summenkonvention aus Ubersichtlichkeitsgriinden an-

gewandt.

6.1 Thermodynamischer Rahmen

Jede Formulierung eines konstitutiven Stoffgesetzes muss Vorgédnge ausschlieSen, die den
2. Hauptsatz der Thermodynamik verletzen konnten. Diese allgemein anerkannte Regel
fiir die Aufstellung konstitutiver Stoffgesetze wurde von Coleman und Noll [76] mit der
Hilfe einer Methode umgesetzt, welche die Clausius-Duhem-Ungleichung heranzieht, um
diese Regel zu befriedigen. Dabei wird die Clausius-Duhem-Ungleichung fiir alle zuldssi-
gen Vorgénge erfiillt. In einer spéteren Arbeit erweiterten Coleman und Gurtin [77] diese

Vorgehensweise auf eine Theorie mit inneren Variablen.
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Das mikroskopisch motivierte Stoffgesetz, das auf der Grundlage der Arbeiten von Cole-
man et al. [76, 77] entstanden ist, findet seinen thermodynamische Rahmen in einer abge-
leiten Funktion der Gibbschen freien Energie. Diese Funktion schlieBt das linear
piezoelektrische Verhalten ein. Wie in Kapitel 2 bereits erwdhnt wurde, besteht ein
Polykristall aus polarisierten Einheitszellen, die in Doménen mit gleicher Ausrichtung der
spontanen Polarisation und Dehnung zusammengefasst sind. Diese polarisierten
Einheitszellen konnen als Mikrodipole aufgefasst werden. Deren Zustand auf der
makroskopischen Ebene wird durch mikrostrukturelle Parameter reprédsentiert, die im
mikroskopisch motivierten Stoffgesetz als innere Variablen eingefiihrt werden. Die
Clausius-Duhem-Ungleichung kann dabei durch die Ableitung der Evolutionsgleichungen
von einer konvexen Umklappfunktion mittels der Normalenregel fiir jeden zuldssigen,
elektromechanischen Vorgang erfiillt werden. Im Folgenden wird die Herleitung des

Stoffgesetzes eingehend erldutert.

Aufbau des mikroskopisch motivierten Stoffgesetzes

Wie auch beim phinomenologischen Stoffgesetz werden die Polarisation P, und die Deh-

nung S; in einen reversiblen und einen irreversiblen Anteil analog zur Plastizititstheorie,

was bereits schon von Bassiouny et al. [78, 79, 80, 81] auf elektromechanische Hystere-

seeffekte angewandt wurde, zerlegt:
S; =Sj +S; (6.1)
P=P +P'. (6.2)

Dabei sind die irreversible Polarisation und die irreversible Dehnung von inneren Variab-

len g',...,q" abhingig:
S =S;(a"...q") (6.3)
P'=P'(q"...9"). (6.4)

Da es sich beim betrachteten Modell um ein mikroskopisch motiviertes Stoffgesetz han-
delt, sind die irreversible Polarisation und die irreversible Dehnung makroskopische Gro-
Ben, die aus einer Mittelung der mikroskopischen Gréfen hervorgehen. Diesen Zweck er-

filllen die inneren Variablen, da diese das mikrostrukturelle Verhalten wie Doméanenaus-
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richtung auf die makroskopische Ebene iibertragen. Kamlah und Wang [12, 13] merken
bei dieser Betrachtungsweise an, dass im vorliegenden mikroskopisch motivierten Stoff-

gesetz rein formal eine phanomenologische Theorie beinhaltet ist, da die inneren Variab-

len g',...,q" mit den irreversiblen Groen wie S; und P in Verbindung gebracht wer-

den. Eine rein phdnomenologische Theorie wére dadurch gekennzeichnet, dass die irre-

versiblen Groflen Si; und P! selbst als innere Variablen verwendet wiirden, wie es beim

phinomenologischen Stoffgesetz aus Kapitel 5 der Fall ist.

Die reversiblen GroBen der Polarisation und Dehnung kénnen wieder durch das lineare

Stoffgesetz fiir Piezoelektrizitdt beschrieben werden:

Si; = Cij7k1ITkI +di E (6.5)

ik =k

P = ATy + x5 E;. (6.6)

den Elastizitatstensor vierter Stufe, d., den Piezoelektrizititstensor

Darin bezeichnet C. "

ijkl
dritter Stufe und «; des Suszeptibiltdtstensor zweiter Stufe. Diese Gleichungen geben fiir

festgehaltene innere Variablen q',...,q" das linear piezoelektrische Verhalten wieder. Al-

lerdings ist der irreversible Zustand, wie schon in der Beschreibung des phdanomenologi-
schen Stoffgesetzes angedeutet wurde, ebenfalls abhingig von der Belastungsgeschichte

und damit von den inneren Variablen, die diese beschreiben. Dies kann durch

K =x;(9"...9") (6.7)
dy =dy (a",-..9") (6.8)
Ci =Ci (q1’---’qn) (6.9)

ausgedriickt werden. Im vorliegenden Modell ist dieser Umstand durch einen belastungs-

abhingigen, anisotropen Piezoelektrizititstensor

dy = H '{d”eiejek +d* (5, -ee,)e,

p= 1 (6.10)
+d” E-[(5ki —ee)e +(5;—ee e }}
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': H , wiedergegeben.

[Pl

Vorgegriffen auf die Finite-Elemente-Implementierung finden dort die tatséchlich vor-

mit e =€’ , wobei € =

handenen Abhédngigkeiten von der Belastungsgeschichte des Suszeptibilitdtstensors
und des Elastizitdtstensors C;,; (wie auch dessen Anisotropie), die Kamlah und Wang

[12] ebenfalls hergeleitet haben, aus vereinfachenden Griinden keine Anwendung. Ledig-
lich fiir die Modellbildung seien diese Abhéngigkeiten (Gleichungen 6.7 und 6.9) an die-
ser Stelle der Vollstindigkeit halber erwéhnt.

Reversible Vorgange in der thermodynamischen Formulierung des Stoffgesetzes

Wie eingangs schon erwdhnt wurde, folgt das mikroskopisch motivierte Modell den Be-
schrankungen, die Coleman et al. [76, 77] in den sechziger Jahren des zwanzigsten Jahr-
hunderts fiir die Formulierung konstitutiver Stoffgesetze postuliert haben. Dabei wird die
Einhaltung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik durch Erfiillung der Clausius-Duhem-
Ungleichung fiir jeden zuldssigen thermodynamischen Vorgang gefordert, die im vorlie-
genden Fall fiir einen deformierbaren dielektrischen Korper in einem isothermen Prozess

mit gleichformiger Temperatur durch
EPR +T,;S; = py (6.11)

gegeben ist, wobei o die Dichte des Korpers und ¢ =U —T -S die Helmholtzsche freie

Energie darstellt, in der U die innere Energie, T die Temperatur und S die Entropie ei-
nes Korpers ist. Im mikroskopisch motivierten Stoffgesetz wird die Helmholtzsche freie
Energie als eine Funktion beschrieben, die von der reversiblen Polarisation, der reversib-

len Dehnung und den inneren Variablen abhingig ist:
l/,zl//(Pir,Si;,q1,...,q”). (6.12)

In diesem Fall sind die Potenzialbeziechungen

a r r n
E, :pé?'{(Pk,skl,qt...,q ) (6.13)
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T = ssl//r (Pkr’ e R ) (6.14)

notwendige und hinreichende Bedingungen, um die Clausius-Duhem-Ungleichung fiir re-

versible Vorgénge, d.h. @ =0 mit « =1,...,n zu erfiillen.

Die Gibbsche Energiedichte erhdlt man unter der Annahme, dass die zuvor genannten Be-

ziehungen fiir S§ und P 16sbar sind, mittels der Legendre-Transformation zu

pY=-py+T,-S{ +E P, (6.15)
wobei

ro_ 8g 1 n
Sij —pa—_l_ij(Ek,Tkl,q ,...,q ) (616)
und

. og
P paE (Ek’TkI’q’ -»q ) (6.17)
sind.

Wie im vorangegangenen Abschnitt erwdhnt wurde, wird fiir festgehaltene innere Variab-
len q',...,q" das reversible, linear piezoelektrische Verhalten in Abhéngigkeit des elektri-
schen Feldes und der mechanischen Spannung beschrieben (vgl. Gleichungen 6.5 und

6.6).

Die Gibbsche freie Energie kann wie folgt in einen reversiblen und einen irreversiblen

Anteil aufgeteilt werden:
9=9'(E.T,.q"...9")+g'(q"...q") (6.18)

Um Konsistenz mit den linear piezoelektrischen Beziehungen (Gleichungen 6.5 und 6.6)
zu gewihrleisten, muss der reversible Anteil der Gibbschen freien Energie quadratisch

vom elektrischen Feld E; und der mechanischen Spannung T, fiir die Potenzialbeziehun-

gen (Gleichungen 6.16 und 6.17) abhéngen:

1

zqu (6.19)

1
oo 2Kk|E E A BT, +
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Irreversible Vorgange in der thermodynamischen Formulierung des Stoffgesetzes

Bei irreversiblen Vorgidngen, die dadurch gekennzeichnet sind, dass die Zeitableitungen
der inneren Variablen q“#0 mit a=1,...,n sind, wird die Clausius-Duhem-
Ungleichung in Bezug auf die Beschrankungen fiir die Evolutionsgleichungen der inneren
Variablen aufgestellt. Zunichst lasst sich mittels der Legendre-Transformation und den
Potenzialbeziehungen aus Gleichungen 6.13 und 6.14 fiir die Zeitableitung der Helm-

holtzschen Energiedichte

. s oy noog . "
py =EP’ +T,S! - p;aq—gaq (6.20)
finden.

Durch Einsetzen in die rechte Seite der Clausius-Duhem-Ungleichung (Gleichung 6.11)

unter Beriicksichtigung der additiven Zerlegung ergibt sich diese zu

n i oS ,
Sl Pyr B, , 3 ) Geso, (6.21)
L 0q” 'aqr T aq”

Jede der GroBen in der Klammer der Gleichung 6.21 wird als thermodynamisch konju-
gierte Kraft der jeweiligen inneren Variable

P _3Si &g

’ =1...,n 6.22
[ aqa ] aqa a ( )

bezeichnet.

Die innere Dissipation des Systems ist durch
c=> ¢°q" (6.23)

nach Coleman und Gurtin [77] gegeben.

Kamlah und Jiang [10, 11] erfiillten die Bedingung einer nicht-negativen Energiedissipa-

tion hinreichend durch
q“ =A%, A“>20, a=1..n. (6.24)

Kamlah und Wang [12, 13] erstellten dagegen auf der Grundlage von Cocks und McMee-
king [82], Huber und Fleck [41] und Landis [46] eine Theorie, die der Vorgehensweise
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bei inkrementeller Plastizitdt dhnlich ist. Dieses Ziel wurde durch die Anwendung einer

konvexen Umklappfunktion
f=f(g"..q") (6.25)

erreicht, die den Ursprung einschliefit und die assoziative FlieBregel (Normalenregel)

o - (6.26)

PYE

fiir die Evolutionsgleichungen der inneren Variablen enthélt, wobei A als ,,plastischer”
Multiplikator bezeichnet wird. Hierzu kann man auch die Arbeiten von Simo et al.
[67, 68], die sich auf Plastizitit und Viskoplastizitit beziehen, zum Vergleich heranzie-

hen, die ebenfalls einen plastischen Multiplikator 4 verwenden.

Bei einer ratenunabhingigen Theorie wird der plastische Multiplikator 4 mit Hilfe der

Konsistenzbedingung bestimmt. Dabei gilt:

16st f = ii-%qﬂ =0 firf(¢',...4")=0

a=1 a¢0€ aq/)7
A : 6.27
und f"1 >0 6.27)
q'...g"=0
=0 sonst
Ebenso lisst sich mit der Einfiihrung von
A=A°(f) (6.28)

mit den McAuley-Klammern (<f> =0 fir f <0 und <f> =f fir f >0) eine ratenabhin-

gige Theorie aufstellen, die aber in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt wird. Vor- und

Nachteile konnen der Arbeit von Kamlah und Wang [12] entnommen werden.

6.2 Formulierung des mikroskopisch motivierten Stoffgesetzes

Ausgehend von einer tetragonalen Struktur der Einheitszellen entwickelten Kamlah und
Wang [12, 13] ein mikroskopisch motiviertes Stoffgesetz, welches die Ausrichtung der
Kristallachsen und die Orientierung der spontanen Polarisation beriicksichtigt. In einer te-

tragonalen Einheitszelle wird zwischen zwei Achsen unterschieden (vgl. Kapitel 2). Zum
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Zum einen ist das die so genannte c-Achse, die etwa um 1% lénger ist als die andere Ach-
se, die so genannte a-Achse. Bereiche in Kornern von Ferroelektrika, welche die gleiche
Ausrichtung der c-Achsen besitzen, nennt man, wie zuvor schon erwéhnt wurde, Domé-
nen. Unter kritischen Belastungen kann die c-Achse einer tetragonalen Einheitszelle ent-
weder in die entgegengesetzt gerichtete Richtung umklappen, was man als 180°-
Umklappvorgang bezeichnet oder sie kann um 90° umklappen, was durch einen Ubergang
der c-Achse in die a-Achse (und umgekehrt) gekennzeichnet ist. Bei einem 180°-
Umklappvorgang der tetragonalen Einheitszelle ist keine Dehnungsdnderung zu verzeich-
nen. Lediglich der Polarisationsvektor dreht sich um 180°. Der 90°-Umklappvorgang geht

mit einer Dehnungsdnderung und einer Rotation des Polarisationsvektors um 90° einher.

6.2.1 Eindimensionale Betrachtungsweise

Im Folgenden sollen diese mikroskopischen Vorgidnge, wie sie sich auch im Stoffgesetz
wieder finden, niher betrachtet werden. Hierzu werden innere Variablen q',...,q" einge-

fiihrt, die den mikroskopischen Zustand anhand von makroskopischen Durchschnittswer-
ten beschreiben. Zunichst wird aus Anschauungsgriinden von einer eindimensionalen
Darstellung ausgegangen. Spéter wird dann noch die vollstdndige dreidimensionale For-

mulierung angegeben.

In Abbildung 6.1 ist die Projektion einer Kugel mit dem Radius 1 mit zwei Kegeln, deren
Rotationsachsen parallel zur Belastungsachse liegen, welche hier mit X3 bezeichnet wird,
und die Ausrichtung der c-Achsen sowie die Orientierungen der Polarisationsvektoren ge-
zeigt. Die Kugel reprisentiert einen mikroskopischen Ausschnitt aus einem Kontinuum.

Mit Hilfe der Kegel soll die mikroskopische Verteilung der c-Achsen beschrieben werden.
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a) b) c)
Abbildung 6.1:  Projektion einer Kugel mit zwei Kegeln um die Belastungsachse x;

Die Kegel besitzen einen Offnungswinkel, der mit #° bezeichnet wird (vgl. Abbildung
6.1 a)). In Abbildung 6.1 b) ist der thermisch depolarisierte Ausgangszustand gezeigt, bei
dem die Verteilung der c-Achsen gleichmiBig tiber die Kugel ist. Die c-Achsen werden
durch in die Kugel eingezeichneten Linien symbolisiert. Zu jeder c-Achse findet sich zu-
satzlich die Ausrichtung der spontanen Polarisation. Deutlich zu erkennen ist, dass im

vorgestellten Fall, die iiber die Kugel gemittelte Polarisation bzw. Dehnung gleich Null
ist. Die erste innere Variable q' = £, die aus Abbildung 6.1 identifiziert werden kann, ist
der Anteil der c-Achsen, die innerhalb der Kegel liegen. Der Wertebereich fiir £ ergibt
sich dann zu S e [0;1] , wobei die Null fiir den Fall steht, dass keine c-Achsen in den Ke-
geln vorhanden sind (z.B. mechanische Druckbelastung entlang der Belastungsachse). Im
Falle f =1 sind alle c-Achsen innerhalb der Kegel (vgl. Abbildung 6.1 ¢), was bspw. bei

einer elektrischen Belastung in Richtung X3 auftritt. Der Anteil von £ in den Kegeln ist

direkt mit der makroskopischen irreversiblen Dehnung Si} korreliert (im Beispiel:

p=1= S;s =S%"). Betrachtet man nun den thermisch depolarisierten Ausgangszu-

ref

stand, so ergibt sich flir diesen Fall, dass £ einen Referenzwert f~ annimmt, da in der

ungepolten Keramik immer ein gewisser Anteil der c-Achsen innerhalb der Kegel liegt.

Der Offnungswinkel der Kegel #° und die innere Variable B haben eine physikalische

Bedeutung, die sich anhand einer transversal isotropen Orientierungsverteilungsfunktion

auf mikromechanischer Ebene darstellen ldsst. Die Orientierungsverteilungsfunktion

112



p(0)=

P fir0<0<6°und 7-6° <O <x

47r(1—c036?e)
1-8

47 cos b

fur 6° < 0 < 7-6°

,0<p<1

(6.29)

bestimmt die Verteilung der c-Achsen in der Kugel mit dem Radius 1 und damit ist durch

sie die Dominenverteilungsdichte festgelegt. Eine grafische Darstellung dieser Funktion

im Bereich 0 <6 < % (Symmetrie) ist in Abbildung 6.2 gezeigt.

47r(1—cosee)

47 cosb®

1-8

-~

N[y =+

Abbildung 6.2: Transversal isotrope Orientierungsverteilungsfunktion p(a) fir die

Domanenverteilungsdichte. Die gestrichelte Linie ist der tatsachliche
Verlauf und die durchgezogene Linie die im Stoffgesetz verwendete N&-

herung

Die beiden Variablen #° und A nihern die tatsidchlich Orientierungsverteilungsfunktion

(dargestellt durch eine gestrichelte Linie) mittels einer Stufenfunktion (durchgezogene Li-

nie) an. Durch die zwei gewdhlten Stufen ist die Orientierungsverteilung transversal i-

sotrop, d.h. dass es bezogen auf das betrachtete Koordinatensystem zwei Richtungen - die

vertikale und die radiale Richtung - gibt, denen sich die c-Achsen zuordnen lassen (in Ab-

hingigkeit des Offnungswinkels 6°). Der Offnungswinkel der Kegel 6°, der eine Materi-

alkonstante ist, sollte so gewéhlt werden, dass eine mdglichst gute Annéherung an den tat-

sachlichen Verlauf der Orientierungsverteilungsfunktion erzielt wird. Eine noch genauere

Approximation wére durch zusitzliche Schritte in der Stufenfunktion mdglich, was aber
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zu einer Erhohung der Parameteranzahl und damit zu einer komplexeren Formulierung
des Stoffgesetzes fiihren wiirde. Der Vorschlag von Kamlah und Wang [12, 13] fiir eine
zweistufige Orientierungsverteilungsfunktion ist hinsichtlich der hoheren Komplexitit
ausreichend genau fiir die Beschreibung des makroskopischen Verhaltens von Ferroe-

lektrika.

Betrachtet man nun die spontane Dehnung S*°" einer Einheitszelle, erhdlt man die
makroskopische irreversible Dehnung 8;3 in Richtung der Belastungsachse aus Abbil-

dung 6.1 mittels Integration {iiber die Orientierungsverteilungsfunktion aus Glei-

chung 6.29:
s!, :%(m fcos6° —sin® 6° ) S (6.30)

Im Falle von g =1, d.h. alle c-Achsen sind in die Kegel geklappt, erreicht die irreversible

Dehnung die Séttigungsdehnung
g :%cosee(ﬂcos@e)ssf"’“. (6.31)

Gleichung 6.31 in 6.30 eingesetzt flihrt zu

i B+ Bcos6® —sin®6° .,
S = il 6.32
s () cosé® (1 +cos He) (632)

Fiir den thermisch depolarisierten Fall, der zuvor bereits beschrieben wurde, erhdlt man

aus Gleichung 6.29 den Referenzwert fiir f zu

L =1-cos6° (6.33)
fiir p(@) =konst. in {0%}

Damit ldsst sich Gleichung 6.32 umschreiben zu

ﬂ _ﬂref
e (6.34)

Mit den Grenzen fiir f# lasst sich der folgende Wertebereich fiir Gleichung 6.34 fiir die ir-

Sés (ﬂ) =S

reversible Dehnung bei einer eindimensionalen Belastung finden:
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ref
S 1f37 <S,(B)<s™. (6.35)

Dies entspricht auch der zu erwartenden Asymmetrie bei Ferroelektrika fiir die maximale
bzw. minimale irreversible Dehnung, die bei Zug- und Druckbelastung im Experiment zu
beobachten ist (vgl. Kapitel 2 und 3). Durch eine sorgfiltige Wahl von 6° konnen realis-
tische Werte fiir diese Groflen gefunden werden. Kamlah und Wang [12] schlagen unter
Beriicksichtigung der Ergebnisse von Frohlich [83] und Landis [84] Grenzen fiir 6° bei
einer tetragonalen Struktur von 48° < #° <64° vor, fiir die sie eine sehr gute Uberein-

stimmung der skalaren Auswertung von Gleichung 6.35 mit den Ergebnissen aus der Lite-

ratur fanden.

Betrachtet man nun den Polungsprozess (vgl. Abbildung 6.1 c¢)) genauer, bei dem eine
elektrische Belastung in Richtung der Belastungsachse aufgebracht wird, wird sofort of-
fensichtlich, dass £ als einzige innere Variable nicht ausreichend ist, um den mikroskopi-
schen Zustand innerhalb der Einheitskugel aus Abbildung 6.1 zu beschreiben. Es wird ei-
ne zweite innere Variable ¢° = » eingefiihrt, die den Zustand der relativen makroskopi-
schen Polarisation innerhalb der Einheitskugel wiedergibt:

l

:W. (636)

Fiir einen vorgegebenen Orientierungszustand, bei dem alle spontanen Dipole in positive
X3-Richtung (vgl. Abbildung 6.1) ausgerichtet liegen, fiihrt eine Integration iiber die Ori-
entierungsverteilungsfunktion aus Gleichung 6.29 zur maximalen irreversiblen Polarisati-

on
Py = %,6’(1 +cos6° ) PP 4 %(1 — 3)cos §°P " (6.37)

fiir ein gegebenes [ . Dabei steht der erste Term in Gleichung 6.37 fiir den Beitrag zur

Polarisation von Doménen innerhalb der Kegel und der zweite Term fiir den Beitrag von
Dominen auBerhalb der Kegel. Zusammengefasst lautet die Gleichung fiir die maximale

irreversible Polarisation:

Py ™ =P +c036°). (6.38)
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Der maximale Wert bzw. Sittigungswert der irreversiblen Polarisation P** , der im Falle

f =1, d.h. alle c-Achsen liegen in den Kegeln, erreicht wird, ldsst sich durch
1

P = —_P*" (14 cos#° 6.39
P ) (6.39)

ausdriicken, was sich leicht durch Einsetzen von £ =1 in Gleichung 6.38 nachvollziehen

ldsst. Kamlah und Wang [12] {iberpriiften diese Gleichung fiir 6° = 48° und fanden dafiir
eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von Fréhlich [83], der sich auf Baerwald
[85] bezieht.

Im thermisch depolarisierten Ausgangszustand ist y =0, da makroskopisch keine Polari-
sation zu beobachten ist. Die innere Variable y ist nicht ganz unabhingig von £, so dass
das Maximum bzw. Minimum von y =1 nur dann erreicht werden kann, wenn alle

c-Achsen innerhalb der Kegel liegen. Dagegen verbleibt eine irreversible Restpolarisation

|}/| < ymax, ||, limit , (640)

falls alle c-Achsen aullerhalb der Kegel liegen (hier zunichst nur fiir den eindimensiona-

len Fall). Fir Werte 0< £ <1 ist die maximal mogliche irreversible Polarisation eine

Funktion von £ in der Form

A<y (B). (6.41)

SchlieBlich geben Kamlah und Wang [12, 13] Eigenschaften an, welche die monotone

Funktion »p™* ”( ﬂ) aufweisen muss, um das Verhalten von Ferroelektrika wieder-

zugeben:

7max, I (0) >0 (642)
%’ﬂ(ﬂ)zo fir0< g <1 (6.43)
yroc (1) _1 (6.44)

Daraus ergibt sich der zulédssige Bereich fiir f und y zu

G= {(ﬂ,)/)”}/| <ym™I(pB), 0<p< 1}. (6.45)
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In Abbildung 6.3 ist der Zusammenhang zwischen den beiden inneren Variablen S und
y grafisch dargestellt. Dabei ldsst sich der zulédssige Bereich G als Region definieren, in
dem die inneren Variablen £ und y liegen miissen und den sie nicht verlassen diirfen.

Die Begrenzung des Bereiches G wird im Folgenden als 0G bezeichnet.

(0]

| >
pref 1 B

Abbildung 6.3: Zul&ssiger Bereich G fur die inneren Variablen £ und y

Gleichungen 6.42 bis 6.44 werden von

_ B+cos@ - +1

max, ||
|7|S7/ (ﬂ) 1+ cos 6° - z_ﬂref

(6.46)

erfullt.

6.2.2 Dreidimensionale Fortsetzung und Erweiterung des Stoffgesetzes

Im Folgenden werden die oben beschriebenen Zusammenhénge dreidimensional erweitert
und die Formulierung des Stoffgesetzes auf diese Weise fortgesetzt. Hierzu werden weite-
re innere Variablen eingefiihrt, da in der Mehrdimensionalitiit eine statisch festliegende

Ausrichtung der Kegel innerhalb der Einheitskugel nicht mehr ausreichend ist, um die mi-
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mikroskopischen Umklappvorgédnge ausreichend beschreiben zu konnen. Deswegen wird

zunichst ein Einheitsvektor q° = e/ mit
e’ =ele, +ele, +ele, (6.47)

eingefiihrt, der die Lage der transversal isotropen Orientierungsverteilungsfunktion im

Raum festlegt. Dabei sind €,, €,, €, die Einheitsbasisvektoren des kartesischen Koordi-

natensystems. Diese Lage im Raum ist von der Belastungsgeschichte abhingig und der

Anteil der c-Achsen in den Kegeln, der durch die innere Variable £ ausgedriickt wird, ist

damit in seiner Orientierung eindeutig bestimmt.

In Folge der Orientierungsverteilungsfunktion der Doménen ergibt sich die irreversible

Dehnung zu
__ pref
S| = Sgsa %(eﬁeﬁ _15.j (6.48)
b2 1-p Lt 37

mit dem Kronecker-Delta & (firi=j =, =1 und firi #j = 5; =0).

Da die Richtungen e/ der Orientierungsverteilungsfunktion und der irreversiblen Polari-
sation aufgrund der Belastungsgeschichte nicht miteinander {ibereinstimmen miissen, wird

eine weitere innere Variable q* = €7 mit
e/ =eje, +eje, +ele, (6.49)
eingefiihrt, welche die Richtung der irreversiblen Polarisation geschichtsabhéngig festlegt.

Hierdurch lasst sich die irreversible Polarisation durch

P'=yP>e’ (6.50)
ausdriicken.

Da e/ und e/ im Allgemeinen einen beliebigen Winkel mit ‘eiﬂ e/ ‘ <1 einschliefen,

muss der zuldssige Bereich G erweitert werden. Falls e’ =e/, ist der maximale Wert fiir
7| =" "() nach Gleichung 6.46. Im Falle, dass €/ und €/ rechtwinklig zueinander

stehen, erhélt man aus Integration iiber der Orientierungsverteilungsfunktion das maxima-

le |y|= ™" *(B) mit
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max 7 —260° +sin26° 20° —sin26° 7 —260° +sin26°
¥ ,L(ﬂ)_ + - pB. (6.51)

- ncosee(1+cosee) 7[(1—0082 96) ncosee(1+cos¢9€)

Fiir einen beliebigen Winkel Cos‘eiﬂ e/ ‘ wird eine lineare Interpolation zwischen den bei-

den Fillen zu
(Bl e )= (B)+ (7 (B) - (B))felel]| (652)

von Kamlah und Wang [12] vorgeschlagen.

Dadurch ergibt sich der zuldssige Bereich zu

G={(prele)

O<|y|<y™(Bele)<1, Osﬂs1}. (6.53)

Eine dreidimensionale Darstellung der Begrenzungsflachen findet sich weiter unten in

dieser Arbeit in Abbildung 6.17 im Rahmen eines Berechnungsbeispieles.

Der Piezoelektrizititstensor d;, wird entsprechend Gleichung 6.10 gewiéhlt, um eine ge-

schichtsabhéingige Anisotropie des piezoelektrischen Verhaltens in das Stoffgesetz einzu-

fithren.

6.2.3 Dreidimensionale Formulierung der Evolutionsgleichungen

Der irreversible Anteil der Gibbschen Energiedichte (vgl. Gleichung 6.13) lautet fiir den

allgemeinen dreidimensionalen Fall:
o :_1Cﬁ'(ﬂ_ﬂr9f )2_1C772_F6(ﬂ yelel) (6.54)
2 2 LRI A I )

wobei ¢” und ¢’ nicht-negative Materialparameter sind, deren Bedeutung weiter unten in
dieser Arbeit erlautert wird. Zuriickkommend auf Abbildung 6.3, in der der zuldssige Be-
reich G der inneren Variablen £ undy dargestellt ist, gewéhrleistet die Energiebarriere-
funktion F®, dass # undy innerhalb des Gebietes bleiben. Kamlah und Wang [12] folg-
ten bei dieser Vorgehensweise Frémond [86]. Es sei noch darauf hingewiesen, dass die
Energiebarrierefunktion F® als einziger verfestigender Parameter fiir die vektoriellen in-

neren Variablen e’ und €/ in Gleichung 6.54 wirkt. Kamlah und Wang [12] untersuch-
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ten mehrere Formen der Energiebarrierefunktion. Die in der vorliegenden Arbeit verwen-

dete Funktion muss die Bedingungen

FC >0 fir (B.7.e/.e]) > G

G G 6.55
F_oF o fur (B.7)=(p*,0) fir alle (e’.e/) (653

F® =0 und =
0B oy

erfiillen. Mit der zweiten Zeile der Gleichung 6.55 soll gewéahrleistet werden, dass die Re-

ferenzwerte ( By ) = ( ﬂref,O) beibehalten werden, solange noch keine Entwicklung der
inneren Variablen initiiert wurde.

Die fiir diese Arbeit gewéhlte Form der Energiebarrierefunktion, welche die Bedingungen
aus Gleichung 6.55 erfiillt, unterscheidet sich geringfiigig von der in Kamlah, Wang [13]
vorgeschlagenen Energiebarrierefunktion (in Kamlah und Wang [12] sind weitere mogli-

che Energiebarrierefunktionen angegeben) und lautet:
Fo=A(b(a)(5 +(1-8) ")+ a (™ -Ir) ). (656

wobei A und N positive Konstanten darstellen.

Mit der Einfithrung zweier Zusatzterme b(/4) und g(y) wird die Einhaltung der Bedin-

gungen aus Gleichung 6.55 sichergestellt. Die Zusatzterme haben die Form

b(p)=(p-p") 6.57)
und
a(y)=r"* (6.58)

und miissen den Anforderungen

ﬂliryef b(B)=0; b(B)>0; g=p*

. (6.59)
limg(7)=0:9(7)>0; 7 #0

geniigen, welche die Erfiillung der Bedingungen fiir F® aus Gleichung 6.55 gewihrleis-

ten.

SchlieBlich ergeben sich durch Einsetzen der Gibbschen Energiedichte aus Gleichung
6.54 in Gleichung 6.22 die thermodynamisch konjugierten Kréfte (vgl. Gleichung 6.55) zu
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sat
S L
2 1_ﬂre J 3 ) J
1
2

(6.60)
ocC™ oK. ©
b1 g A pE erpo gy
2 op op B
od, . G
¢ =P Ee + —LET —c’y— oF (6.61)
ii k" ij
oy oy
y o B 16C™" 10K, oF¢
F =SS g ey e e e TR e oo
sat G
¢ Psat]/E +7/8dkrs E T aF (663)

a}/ k'rs ael}/'

Da die inneren Variablen €’ und e’ wihrend der gesamten Belastungsgeschichte Ein-

heitsvektoren bleiben miissen, gehen in die spiter beschriebenen Evolutionsgleichung le-

diglich die Projektionen

o = (5, —elel )4 (6.64)
und
§ =(5,—elel )¢ (6.65)

der thermodynamisch konjugierten Kréfte Qéﬁ und ¢ié7 zu einer Ebene rechtwinklig zu

den zugehdrigen inneren Variablen €/ und €/ ein. Das bedeutet, dass der Anteil der

thermodynamisch konjugierten Kraft, der in Richtung des jeweiligen Einheitsvektors
wirkt und welcher dessen Betrag dndern wiirde, entfernt wird und nur der Anteil recht-
winklig dazu bestehen bleibt, da dieser fiir die Rotation des Einheitsvektors verantwortlich
ist. Kamlah und Wang [13] weisen in diesem Zusammenhang auf die Theorie der inkre-
mentellen Plastizitit hin, bei der die Evolution der volumentreuen plastischen Verzerrung

nur vom deviatorischen Spannungszustand abhéngig ist.
Aus Gleichungen 6.60 bis 6.63 geht hervor, dass die Triebkréfte hauptsachlich vom elekt-
rischen Feld und der mechanischen Spannung beeinflusst werden. Die Terme, welche die

nicht-negativen Konstanten ¢’ und ¢’ enthalten, wirken als Riickstellkrifte, die umso

groBBere Wirkung zeigen, je grofer die mikrostrukturellen Parameter # und y sind. Die-
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ser Effekt ist dhnlich zur linear kinematischen Verfestigung in der Plastizitit. Als mikro-
strukturelle Interpretation kann dafiir gegeben werden, dass diese Terme das Verhalten
reprasentieren, moglichst den ungepolten Ausgangszustand anzunehmen und mit begin-
nende Polung einen zunehmenden Widerstand aufgrund der Zwéngung durch benachbarte
Dominen und Korner symbolisieren. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Terme
Cm q 0K,

oe/’ oe’

in Gleichungen 6.60 und 6.62 keine Anwendung in der vorliegenden

Arbeit finden, da eine Geschichtsabhingigkeit des Elastizitits- und des Suszeptibili-
titstensors aus Vereinfachungsgriinden ausgeschlossen wurde, was zuvor schon erwéhnt
wurde. Der interessierte Leser findet die vollstindige Herleitung der beiden oben genann-
ten Tensoren in Kamlah und Wang [12]. In dieser Arbeit hat der Ausschluss der Ge-
schichtsabhéngigkeit zur Folge, dass die beiden betroffenen Terme in Gleichungen 6.60
und 6.62 wegfallen, da die Ableitungen des Elastizitits- und Suszeptibilititstensor gleich
Null fiir diesen Fall sind.

Der Vollstindigkeit halber werden im Folgenden die Ableitungen der Energiebarriere-

funktion, die in den Gleichungen 6.60 bis 6.63 aufgefiihrt sind, dargestellt:

o Al(ab(ﬂ) b(ﬂ)N]i+(6b(ﬂ)+b1(ﬂ)N] 1

op op g )BY | op -8 )(1-p)
(6.60a)
g (]/) N aymax, I 5 aymax, 1 p
- N+1 ‘ei eiy‘+—(1_‘ei e'y‘)
(=) o o
oF© o9(7) ngny} 1
=A 6.61
6]/ |: 6]/ +dJ (7) ymax _|7| (}/max _|7|)N ( a)
aFj ___ ANg(y )N+1 (™ 1(B)~ ™+ (B))-sgn(e’e] )e] (6.62a)
oe, (ymax _|7/|)
6FG _ ANg (y)N+1 . (7max, I (,B) _ ymax, 1 (ﬂ)) . Sgn(eiﬁei}’)ekﬂ ) (6633)

 (m=h)

Wie bei den thermodynamischen Voriiberlegungen in Abschnitt 6.1 bereits erwdhnt wur-

de, wird durch
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2 2

£\ P2 (6% ¢
fo (Z”Oj {Zy"’] | |+ 1 (6.66)
mit
SSatO_C s c
¢’ ey ¢° =PE",
iy (6.67)
¢éﬂ'° _ \/go_cssat ﬂ_ﬂ ¢éy’° _ 7/PsatEc

1_IBref ’

eine konvexe Doménenumklappfunktion definiert, die den Ursprung im Raum der ther-
modynamisch konjugierten Kréfte beinhaltet. Die einfachste Annéherung ist die in Glei-
chung 6.66 dargestellte Anwendung einer quadratischen Abhéngigkeit von den thermody-

namisch konjugierten Kriften. Wie bei der inkrementellen Plastizitdt wird aus Normalisie-
rungsgriinden die Quadratwurzel gezogen. Die Parameter ¢7°, ¢'°, ¢°°, ¢°" reprisen-
tieren dabei die kritischen Zustdnde, bei denen irreversibles Verhalten einsetzt. Die Para-
meter o° fiir die Koerzitivspannung und E° fiir die Koerzitivfeldstirke kennzeichnen die
Punkte, an denen mechanisch oder elektrisch bedingte Umklappvorgidnge einsetzen. Falls
f =0, setzen diese Umklappvorgédnge ein - im Modell dadurch gekennzeichnet, dass sich
die inneren Variablen entsprechend ihrer Evolutionsgleichungen dndern. Falls f <0 blei-

ben die inneren Variablen konstant und das Stoffgesetz verhélt sich rein linear.

Aufgrund der Normalenregel (Gleichung 6.26) sind die inkrementellen Werte der inneren

Variablen normal zur konvexen Umklappfliche und kénnen durch die Evolutionsglei-

chungen
p=2 ;fﬂ = 1ff (¢2'° T ¢’ (6.68)
7=4 ai; - 1f f (¢1° jz 4 (6:69)
&’ = zaj;ﬁ = 1i f (¢;‘° JZ 5 (6.70)
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2
& :/182: _ 1’1f ((;0] 5% 6.71)
e + e’

dargestellt werden. Dieses System mit 8 gewdhnlichen Differenzialgleichungen muss nun
im Folgenden in der Finite-Elemente-Implementierung gelost werden. Hierzu wird die
Formulierung des Stoffgesetzes in kartesischen Koordinaten mit Zwangsbedingungen, die
geeignet fiir die physikalische Motivation sind, groftenteils in generalisierte (unabhéngi-
ge) Koordinaten tibergefiihrt, so dass die Zwangsbedingungen identisch erfiillt sind (vgl.
Hauger et al. [87]). Dadurch eriibrigen sich die Zwangsbedingungen, auf die spiter einge-
gangen wird, in der kartesischen Formulierung und die Gleichungsanzahl wird dadurch

reduziert. Im folgenden Abschnitt wird diese Transformation beschrieben.

6.3 Finite-Elemente-Implementierung

Nachdem in den beiden vorangegangen Abschnitten das Stoffgesetz von Kamlah und
Wang [12, 13] in einer fiir eine Finite-Elemente-Implementierung passenden Form darge-
stellt und aufbereitet wurde, wird in diesem Abschnitt die Implementierung des Stoffge-
setzes in das Open Source-Finite-Elemente-Programm PSU [7], das bereits bei der Imp-
lementierung des phanomenologischen Modells aus Kapitel 5 verwendet wurde, beschrie-
ben. Da der Rechenaufwand mit zunehmender Anzahl der zu 16senden gewohnlichen Dif-
ferenzialgleichungen zunimmt, wurde aus diesem Grund das Stoffgesetz in eine Darstel-
lung mit generalisierten Koordinaten iibergefiihrt, was zu einer Reduzierung der Glei-
chungsanzahl fiihrt. Deswegen werden im Folgenden die Anderungen vorgestellt, um dem

Leser einen vollstidndigen Einblick in das vorliegende Verfahren zu ermoglichen.

6.3.1 Darstellung der vektoriellen inneren Variablen in generalisierten Koordinaten

Durch die Uberfiihrung der vektoriellen inneren Variable e’ aus dem kartesischen Koor-

dinatensystem in generalisierte Koordinaten entfallen zwei Differenzialgleichungen, was
zu einer schnelleren Rechenzeit fithrt und zusétzlich numerischen Problemen (Rundungs-
fehler) beziiglich der Norm der vektoriellen inneren Variablen, die gleich Eins sein muss
(Zwangsbedingung), vorbeugt (es handelt sich bei den vektoriellen inneren Variablen um

Einheitsvektoren).
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1
Abbildung 6.4: Generalisierte Koordinaten fur e”

In Abbildung 6.4 ist der Vektor €/ in generalisierten Koordinaten dargestellt. Im Ubrigen

lassen sich im Folgenden auf unterschiedliche Koordinatensysteme angewandt weitere
Darstellungen finden, falls es zu numerischen Problemen wie Divisionen durch Null
kommen sollte (vgl. Evolutionsgleichungen weiter unten), die auch Eingang in die Finite-

Elemente-Implementierung fanden. Unter Beriicksichtigung, dass es sich bei dem Vektor

e’ um einen Einheitsvektor handelt, findet sich seine Darstellung in generalisierten

Koordinaten zu

e/ =sinfcosyp
el =sinfdsing . (6.72)
e’/ =cosd

Um die innere Variable y und €/ darzustellen, wird der Anteil an der irreversiblen Pola-
risation durch

Ye] =78+ 7,8, + 145€4 (6.73)
mit der Hilfe der Einheitsvektorenbasis des kartesischen Koordinatensystems ausgedriickt.

Aus Gleichung 6.73 ergibt sich fiir y und €/ dann

=NV s (6.74)

und
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er =2 (6.75)

Wie man aus der obigen Darstellung sieht, wird durch eine Zusammenfassung von » und

e/ und die Uberfithrung von e/ in generalisierte Koordinaten mit den neuen inneren Va-

riablen @ und ¢ die Anzahl der inneren Variable um zwei reduziert. Zugleich ist damit
gewibhrleistet, dass der Einheitsvektor €/ immer die Linge gleich Eins besitzt (Zwangs-

bedingung identisch erfiillt).

Durch die zuvor genannten Schritte ergeben sich zum Teil transformierte Evolutionsglei-
chungen, die im Folgenden dargestellt werden. Zum einen ergibt sich fiir die nun vekto-

rielle innere Variable y, die Evolutionsgleichung mit der Hilfe der Kettenregel zu

. of of A ¢ gt
7/I a¢}/ | + 8¢Ié/ 7/ 1 + f (¢}/y0 )2 1 + (¢é7 0 )2 7/ ( )

mit den thermodynamisch konjugierten Kriften aus Gleichungen 6.61 und 6.65 und den
kritischen Zustandsbedingungen aus Gleichung 6.67.

Die Uberfiihrung der vektoriellen inneren Variablen €’ in generalisierte Koordinaten hat

zur Folge, dass sich zwei neue innere Variablen fiir die Winkel @ und ¢ mit den Evoluti-

onsgleichungen
6=50gr  SNP 4 (6.77)
cosd cosd
und
S gy COSO 679
sind sing

aus Gleichung 6.72 ableiten lassen, wobei sich die verwendeten Komponenten der Evolu-

tionsgleichung des Einheitsvektors €/ (vgl. Gleichung 6.70) zu

ZpL &s BB &’
p_ A K A —eed

R (¢éﬂvo)2‘1+f (ﬁﬂ)z

und

(6.79)
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elt

é/f_ ﬁﬂéﬁ
af__ A b _ A 4 —&eg

T (¢é“)2_1+f (¢ém)2

ergeben.

(6.80)

Die Evolutionsgleichung fiir £ aus Gleichung 6.68 dndert sich nicht.

6.3.2 Integrationsverfahren in der Finite-Elemente-Implementierung

Bevor die in dieser Arbeit betrachtete Finite-Elemente-Implementierung eingehend erldu-
tert wird, soll an dieser Stelle ein Uberblick iiber gingige numerische Integrationsverfah-
ren zur Losung von gewohnlichen Differenzialgleichungssystemen, wie sie in der Imple-
mentierungspraxis hdufig vorkommen, gegeben werden. Analytische Losungen sind auf-
grund der Komplexitdt der vorhandenen Gleichungen selten moglich, weswegen numeri-
sche Verfahren bevorzugt verwendet werden. Allerdings haben die numerischen Verfah-
ren, insbesondere hinsichtlich der Konvergenz der Algorithmen und der Rechengeschwin-
digkeit, Nachteile gegeniiber analytischer Verfahren, weswegen bei jeder Finite-
Elemente-Implementierung diese Punkte eingehend betrachtet werden miissen, um ein op-

timales Losungsverfahren fiir das jeweilige Problem zu finden.

Der folgende Uberblick iiber numerische Verfahren zur Lésung von gewdhnlichen Diffe-
renzialgleichungssystemen stellt nicht den Anspruch umfassend zu sein. Tiefer gehende
Informationen zu den behandelten Losungsverfahren und weitere Moglichkeiten finden
sich bspw. in Simo et al. [67, 68], Quarteroni et al. [88] und Wriggers [89] und vielen an-

deren Lehrbiichern zur numerischen Mathematik und Finite-Elemente-Mehode.

Zunéchst soll aber anhand der Abbildung 6.5 das prinzipielle Verfahren zur inkrementel-
len Losung des Anfangsrandwertproblems in der Finite-Elemente-Methode erldutert wer-
den. Dabei wird zwischen der globalen Newtoniteration, welche das Finite-Elemente-
Programm zur Ermittlung des Gleichgewichtes und der Erfiillung der Energiekriterien
durchfiihrt und auf die nur beschrinkt Einfluss ausgeilibt werden kann, und der lokalen
Newtoniteration, welche im so genannten ,,Materialmodul® vonstatten geht und die

Hauptbestandteil der nachfolgenden Ausfiihrungen ist, unterschieden.
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Abbildung 6.5: Inkrementelle Losung des Anfangsrandwertproblems in der nichtlinea-
ren Finite-Elemente-Methode

Ausgehend vom Zustand zum Zeitpunkt "t (Anfang des Zeitinkrementes) auf der linken
Seite der Abbildung sind die GroBen aus dem letzten Lastschritt bekannt und werden mit

dem Index n bezeichnet. Fir ein elektromechanisches Problem sind das der Verzer-
rungstensor 'S, der elektrische Feldvektor "E; und die inneren Variablen "q“ zum
Zeitpunkt n. Nun liefert die globale Newtoniteration des Finite-Elemente-Programms mit-
tels der Gleichgewichtsbildung und der Losung des partiellen Differenzialgleichungssys-

tems (schwache Form) Vorschlagswerte fiir den Verzerrungstensor iSij und dem elektri-
schen Feldvektor 'E,, die im so genannten ,Materialmodul” in das gewdhnliche Differen-

zialgleichungssystem mit den inneren Variablen "q“ als Anfangsbedingungen zum Zeit-

punkt n aus den Evolutionsgleichungen eingehen, das mit der Hilfe numerischer Verfah-

ren gelost wird. Dabei findet in der Regel eine Iteration iiber die inneren Variablen (in
Abbildung 6.5 mit dem Index j gekennzeichnet) mit festgehaltenen iSij und iEi statt, bis
der Zustand der inneren Variablen 'q” = "'q* zum Zeitpunkt n+1 ("”Sij und "'E,) ge-

funden ist. Dazu soll das numerische Verfahren in der Praxis moglichst wenige Schritte
erfordern; allerdings soll an dieser Stelle erwéhnt sein, dass eine exakte Losung nur fiir

i > oo erzielt wird. Aus diesem neuen Zustand zum Iterationsschritt i werden der mecha-
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nische Spannungstensor ‘T, , der dielektrischen Verschiebungsvektor iDi und die Materi-

2

(oD (o1, ) '( oD (o, . .
altangenten | —-|, |—%-1, | —— | und L | berechnet, bis letztendlich der Zu-
ok, | \eg ) |os, ]

J

stand zum Zeitpunkt i = n+1 fiir i — oo gefunden ist. Danach werden die zuvor genann-
ten GrofBen an das Finite-Elemente-Programm zuriickgegeben, welches dann in der Regel
anhand eines Energie- und Residualkriteriums priift, ob diese Losung innerhalb der Tole-

ranzschranken der Finite-Elemente-Methode liegt. Trifft dies zu, so wird das Inkrement

beendet und aus den zuriickgegebenen Werten neue Vorschlagswerte fiir "S; und "E;

("'S; und "E; fiir i — o) berechnet und ein neues Inkrement gebildet. Falls die zu-

riickgegebene Losung auBlerhalb der Toleranz liegt, werden im Allgemeinen die Vor-
schlagswerte mit der globalen Newtonmethode erneut berechnet, innerhalb des Material-
moduls eine neue Losung (neues i) errechnet und schlieBlich gepriift. Falls nach einer
vorgegebenen Anzahl von globalen Iterationen keine Konvergenz erzielt werden kann,

wird in der Regel das Lastinkrement verkleinert und neue Vorschlagswerte fir S; und E,

berechnet und wieder an das Materialmodul iibergeben, bis letztendlich Konvergenz er-

zielt oder die Rechnung abgebrochen wird.

Nach dieser kurzen Zusammenfassung des prinzipiellen Vorgehens in der nichtlinearen
Finite-Elemente-Methode werden in den folgenden Abschnitten einige bedeutsame Me-
thodiken vorgestellt, um gewohnliche Differenzialgleichungssysteme numerisch zu 16sen.
Unterschieden wird bei den numerischen Verfahren zwischen expliziten und impliziten

Verfahren (vgl. Quarteroni et al. [88], Wriggers [89]). Verfahren, die es ermodglichen, die
Differenzialgleichung ¢(t,q)=f(q) in Abhéngigkeit der Werte aus dem vorangegange-

nen Lastschritt zum Zeitpunkt "t (ohne aufwindige Losung eines Gleichungssystems) zu

16sen, nennt man explizit. Implizite Verfahren hingen iiber f(q) auch implizit von sich

selbst ab. Hierbei sind in der Regel nichtlineare Gleichungssysteme bspw. mit dem New-
ton-Verfahren zu 16sen. Ein Vergleich zwischen verschiedenen Verfahren fiir die numeri-
sche Integration piezoelektrischer konstitutiver Stoffgesetze findet sich in Quarteroni et al.
[88]. Es wird festgestellt, dass explizite Verfahren fiir steife Differenzialgleichungen - wie
im vorliegenden Fall des mikroskopisch motivierten Stoffgesetzes - weniger geeignet sind

als implizite Verfahren.
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Explizites Eulerverfahren

Ein wichtiges explizites Verfahren ist das explizite Eulerverfahren. In Abbildung 6.6 ist

das explizite Eulerverfahren, das auf einer Taylorreihenentwicklung basiert, in einer Prin-

zipskizze dargestellt. Dabei soll g =f (q) eine gewdhnliche Differenzialgleichung sein,

deren Losung zum Zeitpunkt "t (Anfang des Zeitinkrementes) bekannt und deren Losung

n+1

g zum Zeitpunkt "'t (Ende des Zeitinkrementes) gesucht sei.

qA

nt n+1t t
Abbildung 6.6:  Prinzip des expliziten Eulerverfahrens

Ausgehend vom Zeitpunkt "t, an dem alle GroBen bekannt sind, wird die Differenzial-

gleichung in einem Schritt integriert, um den Funktionswert f (q) an der Stelle "™t nihe-

rungsweise zu berechnen:
"g="q+At-"q, (6.81)

wobei At ="t — "t ist.

Wie man in Gleichung 6.81 sieht, stimmt lediglich der von At abhingige Term mit dem
ersten Glied der formalen Taylorreihenentwicklung iiberein, weswegen das Verfahren von

erster Ordnung ist.

Vorteil des expliziten Eulerverfahrens ist, dass es sehr einfach und unkompliziert umzu-
setzen ist. Der Nachteil ergibt sich aus dem Verfahren selbst: Wie in der Abbildung 6.6 zu

erkennen ist, muss eine sehr kleine Schrittweite gewahlt werden, um eine moglichst exak-
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n+1

te Losung zum Zeitpunkt "t zu finden. Dadurch ist die Anwendbarkeit begrenzt auf die

jeweilige Problemgrdfie und die verfligbare Rechenzeit.

Implizites Eulerverfahren

Das implizite Eulerverfahren basiert ebenfalls auf einer Taylorreihenentwicklung. in Ab-

bildung 6.7 ist eine Prinzipskizze des Verfahrens dargestellt.

nt n+1t [
Abbildung 6.7:  Prinzip des impliziten Eulerverfahrens

Wie auch schon das explizite Verfahren ist das implizite Verfahren von erster Ordnung

und deswegen bei Verwendung in einem Ein-Schrittverfahren nicht sehr genau.

Der Funktionswert wird durch
n+1q — nq + At - n+1q (682)

bestimmt.

Allerdings zeigt sich durch die Verwendung von impliziten GroBen zum Zeitpunkt "'t

zur Losung der Differenzialgleichung eine spiirbar bessere Stabilitét des Verfahrens bei
steifen Differenzialgleichungen (vgl. Quarteroni et al. [88]), die im Allgemeinen eine gro-
Bere Schrittweite im Vergleich zum expliziten Verfahren ermdéglicht. Die Komplexitét des
Problems steigt aber durch die implizite Anwendung stark an, da in der Regel eine nicht-

lineare Gleichung (oder ein nichtlineares Gleichungssystem) geldst werden muss.
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Verallgemeinerte Mittelpunktsregel

Die verallgemeinerte Mittelpunktsregel stellt iiblicherweise ein implizites Ein-Schritt-

Verfahren dar. In Abbildung 6.8 ist eine Prinzipskizze des Verfahrens dargestellt.

nt n+1t t
Abbildung 6.8: Prinzip der verallgemeinerten Mittelpunktsregel

In der verallgemeinerten Mittelpunktsregel werden in der Regel beide Intervallgrenzen

n+1

des Inkrements zur Berechnung des Funktionswertes ¢ an der Stelle "'t verwendet. Die

dazugehorige Gleichung fiir q lautet:
g ="q+At-((1-2)-"d+4-""q), (6.83)

wobei A eine Zahl zwischen Null und Eins ist. Fiir 4 =0 erhélt man das explizite Euler-

verfahren und fiir 4 =1 das implizite Eulerverfahren (vgl. Simo und Hughes [67]). Fiir

den Spezialfall 4 = % lasst sich Gleichung 6.83 wie folgt schreiben:
n+ n At ny o, N+l
'q= q+?.( G+""q). (6.84)

Damit erhélt man die Mittelpunktsregel, fiir die alleinig das vorgestellte Verfahren von
zweiter Ordnung ist. Das ldsst sich anhand der exakten Losung mittels der Taylorreihen-

entwicklung
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n+1q_nq+Atnq+A_t2'inq+ +A_tp.dp_1
2 dt T op! odt!

g +O(Atp”) (6.85)

zeigen. Entwickelt man nun Gleichung 6.84 mittels der Taylorreihenentwicklung, ergibt

sich:
= _— —_— ——2
2 dt 2 dt (6.86)
] L. AP d L A d? .
='q+At'g+——¢ . q+...

_l’_ .
2 dt 4 dt?
Gleichung 6.86 unterscheidet sich von Gleichung 6.85 im Term dritter Ordnung, weswe-

gen dann der Spezialfall der verallgemeinerten Mittelpunktsregel fiir A =% (Gleichung

6.84) ein Verfahren zweiter Ordnung ist.

Fiir alle anderen A € ]0;1] \% ist das Verfahren lediglich implizit und von erster Ordnung.

Die hohere Genauigkeit des Verfahrens geht mit einem ebenso hoheren Rechenaufwand
einher, weswegen die Vor- und Nachteile gegeniiber dem expliziten bzw. impliziten Eu-

lerverfahren abgewogen werden miissen.

Ein-Schritt-Verfahren héherer Ordnung

Bei den Ein-Schritt-Verfahren hoherer Ordnung ist das Runge-Kutta-Verfahren zu erwéh-
nen, das durch mehrere Stufen eine sehr gute Genauigkeit, aber auf Kosten der Komplexi-
tdt der Umsetzung und der Rechenzeit, erzielt. Hierbei kann zwischen expliziten (z.B.
Dormand u. Prince) und impliziten Runge-Kutta-Verfahren (z.B. Radau) unterschieden
werden. Die expliziten Verfahren eignen sich zumeist weniger fiir steife Differenzialglei-
chungssysteme (vgl. Quarteroni et al. [88]), sind aber weniger aufwindig (keine Losung
eines nichtlinearen Gleichungssystems) wie die impliziten Verfahren, die sich durch eine

hohe Stabilitit auszeichnen.
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Mehrschrittverfahren

Mehrschrittverfahren sind Verfahren, die im Gegensatz zu Einschrittverfahren, die Infor-
mationen aus den zuvor berechneten Stiitzstellen nutzen. Eine Definition fir Mehrschritt-

verfahren findet sich in Quarteroni et al. [88]: ,,Ein g-schrittiges Verfahren (g >1) ist ei-

nes, bei dem u_,vn>qg-1von u aber nicht von den Werten u, mit kK <n+1-q

n+1-q?

abhangt.”* (Hierbei ist u__, mit ""'q in dieser Arbeit gleichzusetzen).

n+1

Als Mehrschrittverfahren ist an dieser Stelle, da es auch in der vorliegenden Arbeit ver-
wendet wurde, das Pradiktor-Korrektor-Verfahren (Radial-Return-Mapping-Algorithmus)
zu erwihnen (vgl. Simo et al [67, 68]). Beim Priadiktor-Korrektor-Verfahren, bei dem es
sich um ein implizites Verfahren handelt, wird in der Regel der zu berechnende Wert "*'u
durch eine explizite Methode gewonnen und anschlieBend durch Nachiteration verbessert.

Abbildung 6.9 zeigt eine Prinzipskizze fiir die Pradiktor-Korrektor-Methode.
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Abbildung 6.9: Prinzip des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens (Simo und Hughes [67])

Hierbei ist die Spannung iiber der Dehnung aufgetragen (dieses Beispiel fiir ratenunab-

hiangige Plastizitidt mit isotroper Verfestigung ist Simo und Hughes [67] entnommen). Zu-

n+1 __tr
O

ndchst wird ein elastischer Priadiktor fiir die Spannung errechnet, der anschlieend

im néchsten Schritt mit einem plastischen Korrektor korrigiert wird, was in der Regel
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mehrere Iterationen benétigt, um schlieBlich die tatsichlich Spannung "' am Ende des

Inkrements zu berechnen.

Die Pridiktor-Korrektor-Methode stellt ein effizientes Werkzeug zur Losung gewohnli-
cher Differenzialgleichungen dar, falls eine FlieBflache in Form von Fallunterscheidungen
gegeben ist, und zeichnet sich durch eine hohe Stabilitdt des Verfahrens aus. Bei bspw.
viskoelastischen Problemstellungen, die keine FlieBflache besitzen (vgl. Simo und Hughes

[67]), ist dieses Verfahren nicht geeignet.

Der Aufwand bei der Pradiktor-Korrektor-Methode hélt sich bei der Umsetzung und der
Rechenzeit, insbesondere im Vergleich mit den Runge-Kutta-Verfahren, in Grenzen und
verhdltnisméBig grofe Schrittweiten sind mit dieser Methode moglich. Das lésst sich da-
mit erkldren, dass der Aufwand fiir die Ermittlung des expliziten Schrittes sehr gering ist
und der damit erhaltene Startwert im Allgemeinen mit dem Newtonverfahren schnell und
effizient zum tatsdchlich gesuchten Wert hin iteriert werden kann. Auf das Newtonverfah-
ren, bei dem ein nichtlineares Gleichungssystem zu 16sen ist, wird weiter unter in dieser

Arbeit eingegangen.

An dieser Stelle wird die Aufzidhlung fiir numerische Verfahren zur Losung gewohnlicher
Differenzialgleichungen abgeschlossen, da es unzdhlige unterschiedliche Methoden und
leicht abgeédnderte Verfahren gibt, deren Beschreibung den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen wiirde. Der interessierte Leser sei deswegen nochmals auf weiterfithrende Literatur
aus dem Bereich der numerischen Mathematik und der Finite-Elemente-Methode verwie-
sen. Hervorzuheben sind hier nochmals die Lehrbiicher von Simo und Hughes [67], Quar-
teroni et al. [88], Wriggers [89], Hermann [70] und Engeln-Miillges et al. [90]. Auch wur-
de durch diese kurze Einfiithrung in die numerischen Methodiken deutlich, dass bei der Fi-
nite-Elemente-Implementierung und der dabei dazugehdrenden numerischen Betrach-
tungsweise eine sorgfiltige Abwigung bei der Auswahl der Verfahren nétig ist, um effi-

zient hinreichend genaue Losungen des jeweiligen vorliegenden Problems zu erzielen.

6.3.3 Vorgehensweise bei der Implementierung des mikroskopisch motivierten Stoff-

gesetzes

Wie schon in den vorangegangenen Abschnitten erwidhnt wurde, wurde das mikrosko-

pisch motivierte Stoffgesetz mit einer Pradiktor-Korrektor-Methode auf der Basis des im-
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pliziten Eulerverfahrens in das Open Source-Finite-Elemente-Programm PSU [7]

implementiert. Im Folgenden soll die Vorgehensweise beschrieben werden.

Zunéchst miissen im elastischen Bereich fiir die vektoriellen inneren Variablen e/ und

e, solange noch keine Evolution der inneren Variablen q“ stattgefunden hat, die An-

fangsbedingungen gefunden werden, um beim Einsetzen des Umklappens (d.h. fiir f >0)
Startwerte fiir die Losung des gewdhnlichen Differenzialgleichungssystems zur Verfu-

gung zu haben. Hierbei muss zwischen mehreren Féllen unterschieden werden, die in Ta-

belle 6.1 dargestellt sind. Dabei ist ”*Tijrev der elastische Spannungstensor und ""'E, der

elektrische Feldvektor am Ende des Inkrements. In der Tabelle sind die Fallunterschei-
dungen aus der mathematischen Betrachtungsweise dargestellt. Tatsdachlich wurden in der
n+1-|-ijrev

Implementierung fiir und

"E, H Toleranzschranken, die bei Uberschreitung

zum jeweiligen Fall fiihren, verwendet, da es bei jedem numerisch zu 16senden Problem

(wie in der Finite-Elemente-Methode) zu numerischen Ungenauigkeiten im kleinen Maf3-

stab kommt.
Tabelle 6.1: Startwerte fur die Einheitsvektoren e/ und e/
Fall n+1-|-ijrev — O n+1-|-ijrev — 0 n+1-|-ijrev > 0 n+1-|-ijrev > O
A A A A
l’l+1Ei H — 0 n+1Ei H > O n+1Ei H — O l’l+1Ei H > 0
Startwerte | unbestimmt p ”+1Ei eiﬂ, e’: eiﬁ' .
fiir die & = == Ei K :
g . . 1genvektor von Elgenvektor von
Einheits- I n+Hr- elast n+H- rev
1 T. T
vektoren ., "E i i
€ = n+1 g
E, ‘ e/ =——
[ n+1E- H
Fiir den Fall, dass keine mechanische Spannung |"*T,*||=0 und kein elektrisches Feld

"E, H =0 anliegt und S = ™ sowie y =0, bleiben die Startwerte fiir die Einheitsvek-

toren €’ und e’ zunichst unbestimmt, d.h. es sind keine Anfangsbedingungen erforder-

lich. Erst mit Einsetzen einer Belastung werden die Einheitsvektoren entsprechend der

weiteren Spalten der Tabelle gesetzt. Fiir den Fall |"'T/*'|| =0 und

"IE, H >0 ergeben

136



n+1E n+1
i i

sich die Startwerte fiir die Einheitsvektoren zu €/ =TEH und €’/ =TEH. Diese
i i

Wahl, den Einheitsvektoren die Richtung des elektrischen Feldvektors zuzuweisen, be-
griindet sich in der Annahme, dass die Entwicklung der Polarisation und der Dehnung fiir
diesen Fall in die Richtung des elektrischen Feldes vonstatten gehen wird. Analog trifft
n+1-|-ijrev

das auch auf den Fall >0 und

n”Ei H =0 zu. Allerdings wird hier der zum groB-

ten Eigenwert gehorende Eigenvektor des Spannungstensors, der in Richtung der groBten,
positiven Hauptspannung zeigt, als Startvektor vorgegeben. Dieser Eigenvektor wird ite-
rativ mit dem Verfahren von v. Mises nach Engeln-Miillges et al. [90] bestimmt. Aus dem
Mangel, dass kein elektrisches Feld in diesem Fall vorhanden ist, wird auch der Startwert
fiir e in die gleiche Richtung gesetzt, da fiir die numerische Integration bzw. Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems zwingend Startwerte fiir alle Grofen gegeben sein miis-
sen. Allerdings sollte ein elektrisches Feld im spiteren Verlauf der Belastung aufgebracht

werden, so wird dann der Vektor €/ in dessen Richtung gesetzt.

Der letzte zu betrachtende Fall ist der allgemeine Fall einer kombinierten elektromechani-

n +1-|-ijdev

>0 und

schen Belastung mit "E, H >0. Dabei wird der Startwert fiir e’

gleich dem Eigenvektor des grofiten, positiven Eigenwertes und € in die Richtung des

elektrischen Feldvektors gesetzt.

Nach erstmaligen Umklappen miissen keine Startwerte mehr fiir die Vektoren €’ und e’

vorgegeben werden, da diese aus der Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme her-
vorgehen. Aufgrund moglicher Divisionen durch Null (vgl. Gleichungen 6.66 und 6.67)

miissen beim erstmaligen Umklappen (d.h. fiir f > 0) die inneren Variablen £ und y oh-

ne Beriicksichtigung der Terme mit €” und €” und deren Evolutionsgleichungen berech-

net werden (Situation: ,,%“), da in diesem Fall zunichst £ = £ und y =0 sind. Bei der

analytischen Betrachtung der Gleichungen 6.66 und 6.67 zeigt sich, dass die von €” und

€’ abhingigen Terme tatsichlich fiir den Fall des erstmaligen Umklappen gleich Null

sind, da eine hebbare Singularitét vorliegt. Einfaches Einsetzen der Gleichungen 6.60 bis

6.65 in 6.66 zeigt, dass man den Term ( B-p* ) und y kiirzen kann.
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Die Losung wird ebenfalls mit dem Newtonverfahren (s. unten) erzielt, wobei das Glei-
chungssystem im Vergleich zum allgemeinen Fall reduziert ist. Sobald die beiden inneren

Variablen £ und y von ihren Referenzwerten verschieden sind, kann das vollstdndig be-

setzte Gleichungssystem im néchsten Lastschritt auf die weiter unter beschriebene Weise

gelost werden.

Im Folgenden wird der allgemeine Fall einer Berechnung zu einem beliebigen Zeitpunkt

der Simulation betrachtet. Zu Beginn der Rechnung stehen in der Regel lediglich die inne-

ren Variablen "q” zum Zeitpunkt "t (aus dem letzten Lastinkrement) und die GroBen fiir

den Verzerrungstensor n+1Sij und das elektrische Feld "'E; aus der globalen Newtonitera-

tion zum Ende des Lastinkrements "'t zur Verfiigung. Gesucht sind die inneren Variab-

n+1ya n+1

len "'q* zum Zeitpunkt "*'t, aus denen sich der Spannungstensor "*'T. , der dielektrische

ij?

. » . . (oD, '(oT,) (oD
Verschiebungsvektor "D, und die Materialtangenten |—|, |—|, | ==~ | und
6Ej OE, 6Sjk

|
(—”} (auf die Ermittlung der Materialtangenten wird noch weiter unten in dieser Ar-
K

beit eingegangen) berechnen lassen, welche an das Finite-Elemente-Programm zuriickge-
geben werden, um das globale Gleichgewicht zu bilden. Die globale Newtoniteration be-

rechnet dann neue Vorschlagswerte fiir die Dehnung und das elektrische Feld. Als Grund-

n+lqa

lage zur Ermittlung der inneren Variablen ""'q“ dienen die Evolutionsgleichungen in der
Form q“ =4 (j;a (qﬂ ,t) aus Gleichung 6.26 (q” steht fiir simtliche innere Variablen).

Das implizite Eulerverfahren fiir Gleichung 6.26 liefert

n+1 af
g (t+At)="g” (t)+At- "2 (t + At) (a—a(qﬂ(t +At),t +At)j. (6.87)
Hierbei bezeichnet At die Schrittweite. Zur besseren Verdeutlichung auf welchen Zeit-

punkt sich die GroBen aus Gleichung 6.87 beziehen, wurde die unabhingige Zeitvariable t

zusitzlich angeschrieben.
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n+lya

Gesucht sind nun die inneren Variablen ""'q* =q“ (t + At) und der plastische Multiplika-

tor "1 =/1(t+At). Dieses Ziel lasst sich in der Tradition des Pridiktor-Korrektor-

Verfahrens durch Umstellung von Gleichung 6.87 in die Form
F*=q°(t+At)-q“(t)-At- At +At);f7(qﬁ (t+At),t+At)=0 (6.88)

bewerkstelligen (aus Ubersichtlichkeitsgriinden wurde auf eine Indizierung des Zeitschrit-
tes verzichtet). Zusdtzlich wird noch eine Gleichung fiir die Umklappbedingung benotigt,
um das nichtlineare Gleichungssystem zu vervollstindigen. Das erfiillte FlieBkriterium am

Inkrementende lautet:

f(q“(t+At),t+At)=0. (6.89)
Dies entspricht der Vorgehensweise von Ortiz und Simo [68], die das Verfahren auf
elastoplastische Stoffgesetze angewandt haben.

Nun konnen mit Hilfe der Taylorreihenentwicklung, die nach dem ersten Glied abgebro-

chen wird, die Anderungen innerhalb des Zeitinkrementes der impliziten Funktion F*

und der Umklappfunktion f aus Gleichung 6.88 und 6.89 wie folgt geschrieben werden:

AR = Aqe D Aa (6.90)
69“ Py
Af = afa -AQ”. (6.91)
aq

Da eine analytische Losung des nichtlinearen Gleichungssystems aus 6.88 und 6.89 im
Allgemeinen unmoglich ist, findet sich eine Iterationsvorschrift mit der Hilfe der Taylor-

reihenentwicklung aus Gleichungen 6.90 und 6.91 fiir die implizite Funktion und die Um-

klappfunktion zu
' oFe '((oFe
j+1Fa — jFa + . J+15qa + | =1 j”éﬂ =0 (692)
oq“ oA
mit
ipa _ jna a ] of in#
F*=ig“—q°(t)-At- 18—,1( q”,t+At). (6.93)
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Diese Vorgehensweise entspricht dem Verfahren nach Newton-Kantorowitsch, bei dem

eine Linearisierung durch eine Taylorreihenentwicklung vollzogen wird (vgl. Bronstein

und Semendjajew [71] — ein iibliches und effizientes Verfahren zur Losung nichtlinearer

Gleichungssysteme). Mit dieser Iterationsvorschrift ldsst sich fiir I — oo eine exakte Lo-

sung des urspriinglichen nichtlinearen Gleichungssystems finden. In der Praxis sind aber

in der Regel wenige Schritte notig, um die vordefinierte Toleranz zur Ermittlung der Null-

stellen des Gleichungssystems (eine hinreichend genaue Lésung) zu finden, was zu einer

verhdltnisméBig schnellen Berechnung des Problems fiihrt.

Eine grafische Verdeutlichung des Verfahrens am Beispiel der Umklappbedingung findet

sich in Abbildung 6.8.

Elastischer
Pradiktor

(D)

LPlastische”
Korrektoren
n+1 n+1 i o
(™s;, ™E,, 'q°)
(n+1Sij’ n+1Ei’ n+1qa)
i o o
If - n+1f
iq - n+1q

Abbildung 6.8:
bedingung

Prinzip des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens am Beispiel der Umklapp-

Ausgehend von der Umklappflédche (durchgezogene Linie) wird mit dem linear dielektri-

schen Pradiktor "D, bzw. elastischen Pradiktor ”Tij die Umklappbedingung verletzt (hier
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nur im Raum der dielektrischen Verschiebung D, dargestellt). Dann wird anhand der Ite-
rationsvorschrift eine Losung fir die 'q® (und damit der ,plastische Korrektor
(“*18"., "'E,,'q" )) gefunden und in die Umklappbedingung eingesetzt. Ergibt die Priifung,

dass die Umklappfunktion mit den neuen Werten nicht gleich Null ist, muss nachiteriert
werden, bis eine zuvor festgelegte Toleranzschranke unterschritten wird. So konnen sich
im Laufe einer Rechnung mehrere ,,plastische* Korrektoren ergeben, die aufsummiert

werden, um letztendlich den dielektrischen Verschiebungsvektor oder den Spannungsten-

sor am Ende des Inkrements (””Di, ", ) zu finden.

Wie schon eingangs erwidhnt wurde, bendtigt die vorgestellte Iterationsvorschrift Start-
werte fiir °q® und °Z, die gewihlt werden miissen. Auf die Wahl wird spiter in dieser
Arbeit eingegangen werden. Grundsétzlich gilt fiir das implizite Eulerverfahren:

at=q"(t) (6.94)
°4=0

Die Annahme, dass der Startwert fiir °’A =0 ist, ergibt sich aus der Uberlegung zum Pri-
diktor-Korrektor-Verfahren, dass der erste Schritt der elastische Pradiktor ist und deswe-

gen der plastische Multiplikator gleich Null sein muss.

Durch die Linearisierung des Gleichungssystems aus Gleichungen 6.88 und 6.89 ergibt

sich das folgende lineare Gleichungssystem unter Verwendung von generalisierten Koor-

dinaten:
| VoEAY A YoEPY =N VoEPY
JFﬁ + i . ]+15ﬂ+ i . l+1§7i + 6_ . l”é‘g.,. i . l”é‘(o_,_ i . 1*15,1 =0
op oy, 06 op oA
o A J N ] A ] A ] 7
7y |, MoB + oF Moy + F" ) ivsgy [ F Mg+ F ) isi=0
opB 0y, 00 op OA
i 9 i 9 i 0 j 0 J 0
pey |90, oB + F oy, + OF | sgr [ "op + F |50
op 0y, 00 op 0
| i -~ i -~ i v i 0 i
IE? 4 oF" . 5B + oF" Sy + oF 1150 + oF 50 + oF 64 =0
op 07, 00 op
i i i i
if 4 ﬂ SR + ﬂ ) J+157,i n (ﬂj 150 + ﬂ 50 =0 (6.95).
op 0y, 0 Op
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Die partiellen Ableitungen der Jacobi-Matrix werden durch Differenzenquotienten der

Form

i(aFan[F“(q“+h)F“(q“)J (6.96)

oq” h

mit h= \/& ~15-10"° (eps: Maschinengenauigkeit).angenihert, womit sich formal
fiir den implementierten Losungsalgorithmus das diskretisierte Newtonverfahren (Her-
mann[70], Wriggers [89]) ergibt. Der einseitige Differenzenquotient wurde gewahlt, um
die Berechnungszeit im Vergleich zum symmetrischen Differenzenquotienten zu verrin-
gern. Einfache Vergleichsberechnungen der beiden zuvor genannten Mdoglichkeiten zeig-

ten keinen Nachteil.

Die Losung des Gleichungssystems kann auf klassische Weise bspw. unter Verwendung

des GauB3-Algorithmus vollzogen werden.

Nachdem eine Losung gefunden wurde, ist eine Aktualisierung der inneren Variablen und

des plastischen Multiplikators nétig:

j+1ﬂ: j,B"' j+15IB
My =Ty + ey,

Mg =19+ 1750 . (6.97)
j+1¢: j(0+ j+15¢

MA=10+ 154

Danach findet eine Uberpriifung der zuvor festgelegten Toleranzschranken statt:
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f( j+1ﬂ, j+17/i, j+10, j+1¢’ n+1Ei’ n+1Si- )
ai¥p i+ i+l j+1 je1q nd nj+1 Vi? +F** >Toleranz
F ( B0 e AR, Sij)

— neuer lterationsschritt mit: ilg _ i+1ﬂ
j]’i = j+17i
g =19
J¢ _ J+1(p
i =1

f( j+1ﬂ’ j+17/i , j+19’ j+1(0’ n+1Ei’ n+1Si- )
aiHp i+ i+l i+l je1q nd nj+1 Vi? +F 2 < Toleranz
F ( B0 e AR, Sij)

-

n+1,8 — j+1ﬂ
n+17_ — j+1]/.
i i
n+10 — j+19

n+1__ _ j+1
=09
n+1/1 — j+1ﬂ,

— Ende des Inkrements

Wie im Schema dargestellt ist, wird bei Nichteinhalten der Toleranz jedes Mal ein neuer
Iterationsschritt mit aktualisierten inneren Variablen und plastischem Multiplikator durch-

gefiihrt, bis die Toleranzschranke eingehalten wird. Ist dies der Fall, so wird mit diesen

neuen inneren Variablen der Spannungstensor "*'T. , der dielektrische Verschiebungsvek-

ij°
n+1 N+ n+1 N
tor n+1Di und die Materialtangenten [gj, [ﬂj , (ﬂJ und (ﬂj
oE, oE, oS, 0S,,
(sieche néichster Abschnitt) berechnet und an das Finite-Elemente-Programm {ibergeben.
Falls innerhalb des Materialmoduls die Iterationsvorschrift nicht erfolgreich ist und keine
Losung gefunden werden kann, wird als letztes Mittel (andere MaBBnahmen werden weiter
unten in dieser Arbeit erldutert) das Inkrement abgebrochen und die globale Zeitschritt-
weite halbiert, um mit einer kleineren Schrittweite erneut zu versuchen, Konvergenz fiir

die Berechnung zu finden.
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6.3.4 Konsistente Tangentenmoduli

Da in der globalen Newtoniteration des Finite-Elemente-Programms die Linearisierung
der schwachen Form des Gleichgewichts benétigt wird (Wriggers [89], Simo und Hug-
hes[67]) und dort die mit dem Losungsalgorithmus konsistenten Materialtangenten auftre-
ten, miissen diese berechnet werden, um quadratische Konvergenz in der globalen New-
ton-Iteration zu erzielen (vgl. Wriggers [89] und Simo und Hughes [67]). Die Berechnung
kann analytisch oder durch Differenzenquotienten angendhert geschehen. Im nichtlinearen
Bereich wurden in den meisten Fillen (siehe weiter unten) die Materialtangenten durch
Differenzenquotienten berechnet, da die Gleichungen aufgrund ihrer Komplexitit in die-
sem Bereich ungeeignet fiir eine analytische Losung sind. Im linearen Bereich (d.h.
f <0) wurden die zutreffenden, exakten linearen Materialtangenten verwendet, deren a-

nalytische Form im Folgenden angegeben ist:

n+1

oD,
(a_EJ =K — dimnCmnkIdej (6.98)

n+1 aD
- = dimncmnjk (699)

aS,

n+1 6T
—_l=—C. d 6.100
5EJ ijmn ™~ mnk ( )

n+1 8T
i|l_c 6.101
(askl ] ijkl ( )

Hierbei ist C.

jo der Elastizitéitstensor, d,

j der Piezoelektrizitétstensor und «; der Suszep-

tibilitatstensor.

Nach Einsetzen des Umklappens, d.h. f =0, werden i. d. R. die konsistenten Materialtan-
genten in der Form von Differenzenquotienten an das Finite-Elemente-Programm iiberge-
ben. Bei einfachen Problemen sind die linearen Tangenten ausreichend. Bei komplexeren
Problemen sollten die nichtlinearen Tangentenmoduli verwendet werden, um die Gesamt-
rechenzeit zu verkiirzen. Zur Ermittlung der Materialtangenten werden folgenden Glei-
chungen verwendet, wobei lediglich die fiir die Ableitungsbestimmung zu stérende unab-

hingige Grofle in den Argumentenklammern aufgefiihrt ist:
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n+1
D (E,+h)-D, (E,
oD, |_Di(E;+h)-D,(E)) (6.102)
O, h
n+1
oty ) _T (B +h)-T, (B (6.103)
OE, h
n+1
oD |_b (Si+h)-Di(Sy) (6.104)
2S, h
n+1
(GTU j:Tu (S +h)-T;(Su) (6.105)
6Sk| h

mit h =./eps #1,5-10°. eps ist dabei die Maschinengenauigkeit. In der vorliegenden

Programmiersprache und dem verwendeten Computer liegt diese ungefidhr bei dem oben

angegebenen Wert.

Wie aus den Gleichungen 6.102 bis 6.105 hervorgeht, muss das nichtlineare Gleichungs-
system (Gleichungen 6.88 und 6.89) fiir die Bestimmung der Materialtangenten mehrmals
erneut gelost werden, da das elektrische Feld oder die Dehnung gestort werden. Dies fiihrt
zu einer signifikanten Verlangerung der Rechenzeit, weswegen fiir eine praktische Be-
rechnung abgewogen werden sollte, ob eine Konvergenz mit der Ubergabe der linearen
Materialtangenten (Gleichungen 6.98 bis 6.101), was dem Quasi-Newtonverfahren ent-
spricht, erzielt werden kann und lediglich in schwierigen Féllen dieses genauere Verfah-
ren angewandt werden sollte. Allerdings sollte dabei bedacht werden, dass mit der Ver-
wendung des Quasi-Newtonverfahrens 1. d. R. nur noch lineare Konvergenz erzielt wer-

den kann.

6.3.5 Verfahren zur Konvergenzverbesserung und Berechnungsbeschleunigung

In diesem Abschnitt sollen Verfahren und Techniken vorgestellt werden, die zur Konver-
genzverbesserung der zuvor beschriebenen Implementierung fiihren. Grundlegend ist zu
sagen, dass die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems mittels des diskretisierten
Newtonverfahrens gelegentlich zu lokalen Konvergenzproblemen aufgrund des Auffin-
dens physikalisch nicht sinnvoller Nullstellen und Divergenzen gefiihrt hat. Insbesondere
wurde bei komplexeren Modellen bei inhomogener Verteilung des elektrischen Feldes

festgestellt, dass es zu zwei zu unterscheidenden Effekten kam. Zum einen bestanden
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Probleme darin, mit einer kleinen Iterationszahl von kleiner als 20 Konvergenz zu erzie-
len. Stattdessen wurde mittels des diskretisierten Newtonverfahrens hdufig nach einigen
erfolgreichen Lastschritten keine Konvergenz mehr erzielt, was schlielich nach Unter-
schreitung der kleinsten vorgegebenen Schrittweite zu einem Abbruch der Rechnung fiihr-
te. Zum anderen wurden nicht zutreffende Nullstellen gefunden, die aullerhalb des Werte-
bereiches fiir die inneren Variablen lagen, und damit physikalisch nicht korrekt waren. Ei-

ne Verkleinerung der Schrittweite in diesem Fall fiihrte nicht immer zum Erfolg.

Ein Aspekt, der beide zuvor genannten Probleme anspricht, ist die Beobachtung, dass auf-
grund der Form der Energiebarrierefunktion (Gleichung 6.56), die eine Hyperbel abbildet,
in der lokalen Newtoniteration prinzipiell ein Verlassen des Wertebereichs der inneren
Variablen moglich sein kann. Die Hyperbelfunktion besitzt eine Singularitétsstelle auf der
Grenze des zuldssigen Bereichs. Wird dieser wihrend der Iteration verlassen, so nimmt
die Energiebarrierefunktion kleinere Werte an, als erforderlich sind, um die inneren Vari-
ablen innerhalb der Grenzen zu halten. Damit ist aber die Physik des Stoffgesetzes nicht
mehr korrekt, so dass dafiir Sorge getragen werden muss, dass auch innerhalb der lokalen

Newtoniteration die inneren Variablen nie das zuldssige Gebiet verlassen.

Diese Problematik schriankt die Moglichkeiten des Auffindens eines geeigneten Startvek-
tors fiir das Newtonverfahren stark ein. Genauere Ausfiihrungen hierzu finden sich weiter
unten in den Techniken zur Konvergenzverbesserung in diesem Kapitel. Eine andere E-
nergiebarrierefunktion anstatt der Hyperbelfunktion zu verwenden, die keine Singulari-
tatsstelle aufweist wie z.B. eine Exponentialfunktion, hat aber zwei signifikante Nachteile,
die durch versuchsweise Implementierungen gezeigt werden konnten. Zum Einen besteht
bei Verwendung einer monoton steigenden Funktion keine strikte Grenze mehr fiir die in-
neren Variablen, was zu Werten auflerhalb des physikalisch sinnvollen Bereiches fiihren
kann und zum anderen erscheinen die inneren Variablen im Exponenten, was bei der loka-
len Newtoniteration zu einem Programmfehler fiihren kann, da schnell eine zu grofle,
nicht mehr darstellbare Zahl vom Programm berechnet wird. Dieser Fall tritt insbesondere
dann auf, falls die lokale Newtoniteration Schwierigkeiten hat, Konvergenz zu erzielen,
was sich durch grole Werte fiir die inneren Variablen auszeichnet (eine Beschrinkung des
zuldssigen Bereiches wie bei der Hyperbelfunktion ist in diesem Fall weder sinnvoll noch

moglich). Aufgrund dieser Problematiken wurden stetig wachsende Funktionen als Ersatz
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fiir die implementierte Hyperbelfunktion zur Verbesserung der Konvergenz wieder ver-

worfen.

Um nun das Konvergenzverhalten des nichtlinearen Gleichungssystems zu verbessern, so
dass eine physikalisch richtige Losung, die in hinreichend wenigen Schritten konvergiert,
gefunden wird, wurden verschiedene Losungsstrategien fiir nichtlineare Gleichungssystem
betrachtet, deren Wirksamkeit im Folgenden beschrieben wird. Unterteilt ist die Betrach-
tung dabei in zwei Abschnitte. Zum einen wird die Entscheidung diskutiert, fiir die Lo-
sung des nichtlinearen Gleichungssystems das diskretisierte Newtonverfahren in der vor-
liegenden Form zu verwenden. Zum anderen werden Techniken beschrieben, die eine

Konvergenzverbesserung des implementierten Algorithmus zur Folge hatten.

Losungsverfahren fir Systeme nichtlinearer Gleichungen

Im Folgenden werden die am meisten verbreiteten Verfahren zur Losung nichtlinearer
Gleichungssystem vorgestellt und deren Anwendbarkeit fiir das in dieser Arbeit zu 16sen-
de Gleichungssystem diskutiert. Grundsitzlich ist bei allen hier beschriebenen Verfahren

ein nichtlineares Gleichungssystem in der Form

f, (X X000, %, ) =0

f, (X3 Xy %, ) =0

n

(6.106)
f, (X Xz, %, ) =0
zu losen. Durch Definition lassen sich die Vektoren
F (X3 Xgyerrs Xy ) = (f1 (XysXgseees X )seees (x1,x2,...,xn))T (6.107)
und
X z(x1,x2,...,xn)T (6.108)
beschreiben. Damit ldsst sich 6.106 als
F(x):O (6.109)
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schreiben.

Ein gingiges Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssystem ist die Fixpunktitera-
tion (Hermann [70]), die Gleichung 6.109 in einer iterierfahigen Form voraussetzt, auch

Fixpunkt-Gleichung genannt:
X =G(x). (6.110)

Die Umformung 6.109 nach 6.110 ist oft nicht eindeutig und kann in der Form

G(x)=x-g(x)F(x) (6.111)
mit
g(x)=0 (6.112)

erfolgen (vgl. Engeln-Miillges et al. [90]). Damit ist sofort zu sehen, dass das Newtonver-

fahren als Fixpunktiteration betrachtet werden kann, da hier fiir g (X) die Inverse der Ja-

cobi-Matrix verwendet wird (siche weiter unten in diesem Abschnitt).

Oftmals wird g (X ) = konst. gesetzt, so dass sich
G(x)=x-F(x) (6.113)

ergibt.

Die Iterationsvorschrift lautet dann:
x‘”:G(x‘k‘”), k=12,... (6.114)

In der praktischen Durchfiihrung zeigte sich eine schlechte Konvergenz, auch aufgrund
dessen, dass die Fixpunktiteration zu den linear konvergenten Techniken zdhlt (vgl. Her-
mann [70]). Es wurde mit einer vertretbaren Iterationszahl (< 10000) keine Losung inner-
halb der vorgegebenen Toleranz erzielt. Oftmals kam es auch zu einer Divergenz der Lo-
sung. Da die klassische Fixpunktiteration eine Vereinfachung des Newtonverfahrens dar-

stellt, wurde dieses Verfahren fiir die Implementierung verworfen.

Das Newtonverfahren ist eine quadratisch konvergente Technik, bei der Gleichung 6.111

die Form

G(x)=x-J(x)"F(x) (6.115)
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besitzt. Dabei ist J (X) die Jacobi-Matrix:

of(x) of(x) of (x)

OX, ox,  OX,
o (x) (%) of, (%)
J(x)=| ox, ox, X, | (6.116)

h(x) dh(x)  o(x)
OX, ox, o

Die Iterationsvorschrift lautet:
-1
x ) :G(x(“)) = x g (x(“)) F (x‘“”), k=12,... (6.117)

Dieses Verfahren wurde in der Variation des diskretisierten Newtonverfahrens in der vor-
liegenden Finite-Elemente-Implementierung verwendet (vgl. vorangegangener Abschnitt).
Beim diskretisierten Newtonverfahren wird die Jacobi-Matrix mit der Hilfe von Differen-

zenquotienten approximiert. Eine weitere Moglichkeit ist anstatt des Differenzenquotien-

ten die Sekantensteigung beispielhaft fiir f '(X1) mit

o (x) _f(x)=f(x%) (6.118)
X, X, — X, '

zu verwenden, was aber in dieser Arbeit nicht weiter untersucht wurde, da das Sekanten-
verfahren keine Vorteile gegeniiber dem Verfahren unter Verwendung mit Differenzen-
quotienten hat und zusétzlich zwei Startwerte notig werden, um das nichtlineare Glei-

chungssystem zu 16sen.

Das Newtonverfahren stellt das fiir das vorliegende nichtlineare Gleichungssystem effek-
tivste Verfahren dar, da es verhiltnismiBig gut konvergiert. Allerdings zeigt die prakti-
sche Durchfiihrung, dass die Wahl eines geeigneten Startvektors (d.h. Startwerte sind hin-
reichend nahe an der Losung) von essentieller Bedeutung fiir das Finden der Losung des
Gleichungssystems ist (vgl. Hermann [70]). Der interessierte Leser findet in Hermann und
Engeln-Miillges et al. [90] weitere Verfahren, die auf dem Newtonverfahren basieren und
die meist eine Rechenzeitbeschleunigung (Broyden, Brown) bewirken. Allerdings erfor-

dern diese die gleichen Voraussetzungen fiir einen ,,gut* gewéhlten Startvektor und des-
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wegen besitzen sie kaum Vorteile gegeniiber der in dieser Arbeit gewihlten Losungsme-

thode und wurden deswegen im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter studiert.

Das Gradientenverfahren ist eine linear konvergente Technik, die hier der Vollstindigkeit

halber erwiahnt wird. Es wird eine Funktion

Q(x)zifnf(x) (6.119)

m=1

definiert, die fiir gleiche X gleich Null ist wie F (X) (vgl. Engeln-Miillges et al. [90]).

Die Iterationsvorschrift lautet:

k) _ Q(X(H))

xM=xtV T _vQ(x"7"), k=12.. (6.120)
e

mit

(VQ(X(H)))Z S Q2 (x). (6.121)

m=1

Wie beim Newtonverfahren benétigt das Gradientenverfahren Startwerte, die nahe an der
tatsdchlichen Losung liegen. Allerdings konnen grobere Ndherungen als beim Newtonver-
fahren verwendet werden (vgl. Engeln-Miillges et al. [90]). Das Gradientenverfahren hat

aber einen entscheidenden Nachteil, falls in der Umgebung der gesuchten Nullstelle

Nichtnull-Minima der Funktion Q (X ) existieren. In diesem Fall besteht die Moglichkeit,

dass die Iteration gegen eines der Nichtnull-Minima konvergiert. Aufgrund der zuvor be-
schriebenen Probleme und einer dhnlichen Startvektorproblematik wie beim Newtonver-
fahren, wurde das Gradientenverfahren als addquate Losungsmoglichkeit des nichtlinea-
ren Gleichungssystems nicht weiter verfolgt und Strategien entwickelt, um das diskreti-
sierte Newtonverfahren in seinen Konvergenzeigenschaften zu verbessern, die im Folgen-

den vorgestellt werden.

Techniken zur Konvergenzverbesserung beim diskretisierten Newtonverfahren

Wie zuvor beschrieben wurde, wurde als Losungsverfahren fiir das vorliegende nichtline-

are Gleichungssystem das diskretisiertes Newtonverfahren mit Differenzenquotienten
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verwendet. Um das Konvergenzverhalten des Verfahrens zu verbessern, wurden verschie-

dene Techniken angewandt, die im Folgenden beschrieben werden.

In Abschnitt 6.3.4 wurden die konsistenten Tangentenmoduli, die numerisch mit der Hilfe
von Differenzenquotienten berechnet wurden, bereits diskutiert. In der Praxis zeigte sich
vor allem bei Simulationen, bei denen die globale Konvergenz des Newtonverfahrens fiir
eine erfolgreiche Berechnung entscheidend ist, eine Verbesserung gegeniiber der Verwen-
dung der linearen Tangentenmoduli (Quasi-Newtonverfahren). Dabei gilt, je inhomogener
die Verteilung des elektrischen Feldes ist, desto groferen Einfluss hat die Verwendung
der konsistenten Tangentenmoduli (Verbesserung). Bei diesen komplexeren Simulationen
zeigte sich ebenfalls ein besseres Konvergenzverhalten fiir die lokale Newtoniteration, da
die Vorschlagswerte flir die Dehnung und das elektrische Feld aus der globalen Newton-
iteration physikalisch sinnvoller sind. Aufgrund des deutlich hoheren Rechenaufwandes
zur Bestimmung der numerischen Tangentenmoduli, muss sorgfiltig abgewogen werden,
in welchen Féllen mit einer Verbesserung des Konvergenzverhaltens zu rechnen ist. Fiir
den Fall, dass die numerischen Tangentenmoduli verwendet werden, sollte zur Ermittlung
von diesen eine Iterationszahl nicht grofer als 10 angestrebt werden, da ansonsten ein
Rechnungsabbruch durch das Auffinden physikalisch nicht korrekter Nullstellen aufer-
halb des zulédssigen Bereichs der inneren Variablen aus der Erfahrung heraus zu erwarten
ist. In der vorliegenden Implementierung wurde dies auf die Weise realisiert, indem ab
Uberschreitung einer vordefinierten maximalen Iterationszahl fiir die globale Newtonite-
ration nur noch die linearen Tangentenmoduli an das Finite-Elemente-Programm zuriick-

gegeben wurden (Ubergang zum Quasi-Newtonverfahren).

Die vorangegangenen Betrachtungen fithren zu der Wahl der maximalen Iterationszahl fiir
die lokale Newtoniteration. Hier zeigte sich, dass bei einfachen Problemstellungen (bspw.
Simulation der dielektrischen Hysterese an einem Element) in der Regel 10 Newtonitera-
tionen ausreichend sind, um Konvergenz zu gewihrleisten. Bei grof3eren Problemen kann
eine hohere Anzahl von Iterationen (100 — 200) notwendig sein. Allerdings nimmt dann
die Gefahr zu, dass Nullstellen, die physikalisch nicht korrekt sind, gefunden werden und

im weiteren Verlauf der Berechnung zu einem Rechnungsabbruch fiihren.

Ein weiterer wichtiger Aspekt sind die vordefinierten Toleranzschranken fiir die lokale

Newtoniteration. Hier zeigten sich Werte zwischen 1,0E-05 bis 1,0E-10 als praktikabel.
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Da bei groBler gewihlter Anfangsschrittweite in der Finite-Elemente-Berechnung oftmals

Werte fiir # und y aul3erhalb des zuldssigen Bereichs gefunden werden (siehe Problema-

tik mit physikalisch nicht korrekten Nullstellen), wurde nach jeder erfolgreichen Losung

des nichtlinearen Gleichungssystems gepriift, ob die inneren Variablen f und y inner-

halb des zuldssigen Bereiches liegen. Dabei wurde entsprechend Abbildung 6.3 der zulds-

sige Bereich durch Gleichung 6.52
7max (ﬂ,eiﬂ’eiy) _ ]/max, 1 (,8) n (7max, I (ﬂ) _ ymax, 1 (ﬂ))‘eiﬂeiy‘
und den Bedingungen und £ <1,0 und g >0 definiert.

Falls die inneren Variablen £ und y nicht im zulédssigen Bereich lagen, wurde die Rech-

nung abgebrochen und die Zeitschrittweite verkleinert. Wie zuvor schon erwihnt wurde,
schriankt diese Vorgehensweise die Startvektorsuche erheblich ein, da nun lediglich eine
Richtung fiir diese Suche zur Verfligung steht. Eine Suche in die andere Richtung wiirde
in den nichtzuldssigen Bereich fiihren, was nun nicht mehr méglich ist. Allerdings werden
diese Vorgehensweise nicht zutreffende Losungen des nichtlinearen Gleichungssystems

ausgeschlossen.

Des Weiteren wurden ein Drehen der Winkel & und ¢ zwischen zwei Lastschritten be-
schriankt (iiblicherweise um mehr als Z), um zu gewdhrleisten, dass nicht zu grof3e Last-

schritte vorgegeben werden, da sich zeigte, dass dann verstirkt Konvergenzprobleme zu
beobachten waren. Es existieren periodische Losungen, die ein Drehen des Vektors e”
um 180° in einem Lastschritt erlauben, da dieser bspw. in die entgegengesetzte Richtung
von e/ zeigen und doch physikalisch korrekt sein kann. In diesen Féllen zeigten sich ver-

starkt Konvergenzprobleme, was durch die oben genannte MaBBnahme verbessert werden

konnte.

Eine deutliche Verbesserung der lokalen Konvergenz wurde mit der Einflihrung des quad-
ratisch konvergenten gedampften Newtonverfahrens erzielt. In Engeln-Miillges et al. [90],
aus dem das Verfahren entnommen wurde, wird darauf hingewiesen, dass umfangreiche
Tests ergeben haben, dass das gedimpfte Newtonverfahren im Allgemeinen wesentlich

besser ist als das normale Newtonverfahren, das Verfahren von Brown oder das Gradien-
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tenverfahren. Bei der Implementierung des geddmpften Newtonverfahrens wurde folgen-

der Algorithmus nach Engeln-Miillges et al. [90] angewandt:

() _ 5 (1)

1.  Berechnung von AXx —x® (erster Schritt der lokalen Newtoniteration

,»hormal“ ausgefiihrt)

2. Berechnung fiir m=0,1,...

(x<k>) =x & +2imAx<k> (6.122)

(F(x),)

Schrittes mit ndchstem m.

Falls

< HF (X(k_1))

, dann ist x") = (x(k)) . Wenn nicht: Wiederholung des

m

Falls mit vorgegebenen m_, €N die obige Bedingung nicht erfiillt werden konnte, so

wird (X(k)) = x4 Ax® gesetzt.

Das vorgegebene m_. wurde verschieden gewihlt. Engeln-Miillges et al. [90] weisen

darauf hin, dass fiir unterschiedliche m,__ die Newtoniteration zu unterschiedlichen

Nullstellen konvergieren kann.

Da die meisten Abbriiche vermutlich aufgrund von Startvektoren, die nicht nahe genug an
der tatsachlichen Losung des nichtlinearen Gleichungssystems liegen (vgl. Wriggers [89]
und Hermann [70]), verursacht wurden, wurden verschiedene Strategien zur Wahl des
Startvektors angewandt. Zum einen wurde in allen Lastschritten auler dem ersten (nach-

dem also ein Integrationspunkt zum ersten Mal die Umklappbedingung verletzt hatte), ein
expliziter Eulerschritt (mit °q“ =q“(t) und °4 = A(t)) durchgefiihrt, um einen Startvek-
tor fiir die inneren Variablen zu erhalten, solange dieser innerhalb der Gebietsgrenzen fiir
die inneren Variablen lag.

Falls diese Methode nicht zum Erfolg fiihrte, wurde mit den Werten fiir die inneren Vari-
ablen (°q” =q“ (t) und °2=0) aus dem letzten Lastschritt als Startvektor gerechnet.
Misslang dieser Ansatz ebenfalls, so wurde ausgehend von diesen beiden Startvektoren
(expliziter und letzter Lastschritt) ein Startvektor durch Unterteilung dieses Intervalls in

gleich grofle Abschnitte berechnet. Diese ,,Suche* nach einem geeigneten Startvektor, die

auch in den Raum kleiner als der letzte Lastschritt durchgefiihrt wurde (d.h. die explizit
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erhaltenen Werte fiir die inneren Variablen wurden vom Startvektor aus dem letzten Last-
schritt abgezogen und das dazwischen liegende Intervall untersucht), verbesserte das
Konvergenzverhalten ebenso, wenn auch die Rechenzeit durch diese Maflnahmen be-

trachtlich anstieg. Eine grafische Veranschaulichung der Starvektorsuche ist in Abbildung

6.9 dargestellt.
A
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Abbildung 6.9:  Grafische Veranschaulichung der Startvektorsuche innerhalb der loka-
len Newtoniteration
Leider fiihrt diese ,,Suche* nicht immer zum Erfolg und das Newtonverfahren divergierte.
Deswegen wurde zusitzlich aufgrund der Beobachtung, dass bei grofler werdenden Start-
vektoren der erste Wert der Uberpriifung des Residuums abnimmt, ein Faktor fiir den
nichsten Startvektor (fiir die Differenz des expliziten Schrittes und des Losungsvektors
aus dem letzten Lastschritt des zuvor beschriebenen Verfahrens) errechnet, der aus einer
linearen Extrapolation der letzten beiden Residuumsiiberpriifungen gewonnen wird, so
dass das Residuum fiir diesen Startvektor gegen Null gehen sollte (vgl. Abbildung 6.10).

Dies fiihrte ebenfalls zu einer Konvergenzverbesserung.
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Abbildung 6.10: Erweiterung der Startvektorsuche durch Einbeziehung der Residuums-
uberprifung und Faktorermittlung fur die Differenz des expliziten
Schrittes und des Ldsungsvektors aus dem letzten Lastschritt
Falls die vorgenannten Methoden versagten, kam eine Subinkrementierung des aktuellen
Lastschrittes innerhalb des Materialmoduls zum Einsatz, wobei das Lastinkrement in
mehrere Schritte unterteilt und jedes Mal das nichtlineare Gleichungssystem aus dem im-
pliziten Eulerverfahren gelost wurde. Diese Methode zeigte deutliche Konvergenzverbes-
serungen. Die {ibliche Anzahl von Subinkrementen lag bei 10.
Eine weitere Moglichkeit zur erfolgreichen Beendigung des Inkrements war die Verwen-
dung des expliziten Eulerverfahrens, falls die anderen Methoden versagten. Dazu wurde
der Lastschritt wie auch schon bei der Subinkrementierung des impliziten Verfahrens in
mehrere Schritte unterteilt, um moglichst genaue Losungen zu finden. Der erforderliche
»plastische* Multiplikator wurde aus dem vorangegangenen impliziten Lastschritt gewon-

nen und der entsprechende Wert am Ende des Inkrements durch Losung der nichtlinearen

Gleichung f (””ﬂ( ””/1), "y (””/1), ””49( ””/1), ””go( ””/1)) =0 berechnet, so dass dieser
im Falle erneuter Konvergenzprobleme im nichsten Lastschritt verwendet werden konnte.
Wie auch schon bei der Subinkrementierung des impliziten Schrittes wurde die Anzahl

der Unterschritte auf 10 festgelegt. In Einzelfillen konnte ebenfalls eine Konvergenzver-

besserung beobachtet werden.
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Als letzte Mallnahme zur Konvergenzverbesserung, die zum Einsatz kam, ist die Riick-
fithrung des Systems generalisierter Koordinaten auf kartesische Koordinaten zu nennen,
was in Einzelfdllen zur Konvergenzverbesserung beitrug.

Tabelle 6.2 zeigt die angewandten Verfahren zur Konvergenzverbesserung zur besseren

Ubersichtlichkeit.
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Tabelle 6.2:

Newtonverfahrens

Untersuchte Methoden zur Konvergenzverbesserung des diskretisierten

Methode zur Konvergenzverbesserung

Vor- und Nachteile

Numerische konsistente Tangentenmoduli mit Diffe-
renzenquotienten

+ Verbesserung der globalen Konvergenz

+ lokale Konvergenz i. d. R. besser

- sehr grofler Rechenaufwand

- wenn physikalisch nicht korrekte Nullstelle inner-
halb der Bestimmung der Tangentenmoduli gefun-
den wird -> Abbriiche der Rechnung oder Quasi-N.-
Verfahren

Erhéhung der maximalen Iterationszahl

+ Verbesserung der lokalen Konvergenz

+ Rechenzeit steigt nicht so sehr wie bei den nume-
rischen Tangentenmoduli

- bei Iterationszahlen > 15 oftmals Auffinden physi-
kalisch nicht korrekter Nullstellen -> Abbriiche der

Rechnungen im spéteren Verlauf

Wahl der lokalen Toleranzschranken

+ praktikable Ergebnisse fiir Toleranzen zwischen
1,0E-05 und 1,0E-10

- kleinere Toleranzschranken fithren die Berechnun-
gen schnell an die compilerabhéngige Rechengenau-
igkeit

Einhaltung des zuldssigen Bereiches fiir ,3 und ¥

+ Konvergenzverbesserung in Kombination mit der
Weiterfiihrung der globalen Newtoniteration (kein
Abbruch aus dem Materialmodul heraus)
-Einschriankung der Suchméglichkeit fiir den
Startvektor

Beschrinkung der Anderung der Winkel & und ¢
des aktuellen und des vorher gehenden Lastschrittes

+ Konvergenzverbesserung durch nicht zu grofie
Lastschritte und gleichméaBigerer Ausrichtung der

Vektoren ef und e{

Gedampftes Newtonverfahren

+ deutliche Konvergenzverbesserung

+ nur geringe Erhdhung der Rechenzeit

- stark abhéngig von der maximalen Schrittzahl des
geddampften Verfahrens (verschiedene Nullstellen
konnen gefunden werden)

- Startvektorproblem als maf3gebende Einflussgrofie
auf die lokale wie globale Konvergenz dadurch nicht
gelost

Bestimmung des Startvektors durch expliziten Eu-
lerschritt, letzten Lastschritt oder ,,Suche* im Inter-
vall der Startvektoren aus dem letzten Lastschritt
und dem expliziten Eulerschritt

+ Konvergenzverbesserung

+ solange nicht nach dem Startvektor ,,gesucht
werden muss, akzeptable Rechenzeit

- Bei ,,Suche* nach dem Startvektor, deutliche Er-
hohung der Rechenzeit

- fiihrt nicht zwangsldufig zum Erfolg

Erweiterung der Startvektorsuche durch lineare Ext-
rapolation der letzten beiden Residuumsiiberpriifun-
gen zur vermuteten Nullstelle, falls eine Abnahme
der zugehorigen Werte der ersten Residuumsiiber-
priifungen festgestellt wird

+ Konvergenzverbesserung
- wie zuvor: Rechenzeit
- nicht immer erfolgreich

Subinkrementierung des Lastschrittes (mehrfache
Losung des Gleichungssystems und Addition der
inneren Variablen): Implizites Verfahren

+ deutliche Konvergenzverbesserung
- Rechenzeit steigt stark an (deswegen max. Anzahl
der Unterschritte: 10)

Subinkrementierung des Lastschrittes: Explizites
Verfahren

+ gelegentlich erfolgreiche Beendigung des Last-
schrittes moglich

- kleine Schritte notig, da explizites Verfahren

- zusétzliche Losung einer nichtlinearen Gleichung
zur Bestimmung des ,,plastischen Multiplikators

Riickfithrung auf kartesische Koordinaten

+ in Einzelfdllen Konvergenzverbesserung

- hoherer Rechenaufwand als mit generalisierten
Koordinaten

- nicht immer erfolgreich
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Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass die in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren
zu einer Konvergenzverbesserung im Vergleich zum klassischen diskretisierten Newton-
verfahren gefiihrt haben. Letztendlich ist aber die Anwendung der einzelnen Verfahren
von der Problemstellung abhéngig und bedarf sorgféltiger Priifung, um zum einen, Kon-
vergenz lokal wie auch global zu erzielen und zum anderen, in einer mdglichst geringen
Rechenzeit dieses Ziel zu bewerkstelligen.

Moglichkeiten, die Konvergenz weiter zu verbessern, ergeben sich eventuell durch An-
wendung aufwindiger Integrationsalgorithmen wie bspw. das Runge-Kutta-Verfahren, die

aber im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter untersucht wurden.

6.4 Verifizierung der Implementierung des mikroskopisch motivier-

ten Stoffgesetzes

6.4.1 Vergleich experimenteller Daten mit Berechnungsergebnissen

Wie auch schon bei der Implementierung des phinomenologischen Stoffgesetzes werden
im Folgenden Ergebnisse aus Finite-Elemente-Simulationen mit dem mikroskopisch mo-
tivierten Stoffgesetz mit den Versuchsergebnissen der rein elektrischen und elektrome-
chanischen Versuchen aus Kapitel 3 zum Zwecke der Verifizierung des Stoffgesetzes und
dessen Implementierung verglichen. Hierzu kamen die an die Versuche angepassten Ma-
terialparameter aus Tabelle 6.3 zum Einsatz. Dabei wurden diese entsprechend der Aus-

fiihrungen in Abschnitt 5.4 umgerechnet, um eine bessere Konditionierung der elektro-

elastischen Steifigkeitsmatrix k= zu erzielen.
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Tabelle 6.3: Materialparameter fiir das mikroskopisch motivierte Stoffgesetz

Materialparameter | gewichtetes MKS
EC 1,0E+03 MV/mm
psat 310E-03 kN/(MVmm)
& 40,0E-03 kN/mm”
s 0,00225

Y 60,0 kN/mm”

v 0,37

d! 6,75E-01 mm/MV
d+ -3,15E-01 mm/MV
d- 4,35E-01 mm/MV
c’ 3,0E-05 [kN/mm?]
ch 1,0E-04 [kKN/mm?]
N 2,0[-]

A 5,0E-11 [kN/mm?]

In Abbildung 6.11 sind die dielektrische Hysteresen und die Schmetterlingshysteresen aus

den Versuchen und den Berechnungsergebnissen dargestellt. Im direkten Vergleich kon-

nen die Berechnungsergebnisse und damit das mikroskopisch motivierte Stoffgesetz und

dessen Finite-Elemente-Implementierung die dielektrische Hysterese und die Schmetter-

lingshysterese sehr gut abbilden. Im Folgenden sollen die Hysteresen und die Entwicklung

der inneren Variablen des Stoffgesetzes fiir diesen einfachen Fall einer einachsigen elekt-

rischen Belastung diskutiert werden.

159



04
£ ' Versuch
O, | Model/7z7 @
()]
5 02 QLo
o]
Q ]
e
2 00 @ @
(9]
>
(0]
<
g -0,2 ! @ A
X ]
% 7
o -04
-2,0 ' -1,0 ' 0,0 ' 1,0 ' 2,0
Elektrisches Feld [kV/mm]
b) 4,0

3,0- N\_ﬁ:ﬂm /’% N
RER\N VAl
RER\IZ2N

oV 4 Vo

Dehnung S [%o]

0,0 & O
-2,0 -1,0 0,0
Elektrisches Feld [kV/mm]

2
0

Abbildung 6.11: (a) Dielektrische Hysterese und (b) Schmetterlingshysterese aus Ver-
such und Berechnung

/4

Abbildung 6.12 zeigt die Entwicklung der inneren Variablen £ und y (hier als ;/‘e—iy‘
ei

dargestellt, um —1<y <1 bei Anwendung generalisierter Koordinaten zu gewéhrleisten)

fiir die Belastung aus Abbildung 6.11. Dabei halten diese die durch die Energiebarriere-

funktion F® festgelegte Grenze ein (vgl. Abschnitt 6.2 und Abbildung 6.3).
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Abbildung 6.12: Entwicklung der inneren Variablen £ und ye— am Beispiel einer

5
zyklischen elektrischen Belastung
Ausgehend von Punkt 1 in den Abbildungen liegt ein thermisch depolarisierter Ausgangs-
zustand, d.h. makroskopisch ist keine Polarisation zu beobachten, vor. Mit steigendem
elektrischem Feld kann bis Punkt 2 lediglich rein linear dielektrisches Verhalten beobach-
tet werden, was zu einer Zunahme der dielektrischen Verschiebung fiihrt. Da die Koerzi-
tivfeldstirke in diesem Bereich noch nicht erreicht wird, kann sich auch keine Dehnung

oder eine Entwicklung der inneren Variablen, die ihre Referenzwerte » =0 und

S = B einnehmen, einstellen. Mit dem Erreichen des Punktes 2 setzt eine Entwicklung

" bleibt. Damit verbunden entwi-

bis Punkt 3 der inneren Variable y ein, wobei S = f
ckelt sich eine irreversible Polarisation und irreversible Dehnung. Nach Punkt 3 hilt die
Entwicklung der inneren Variablen an, da die Grenze 0G, die durch die Energiebarriere-
funktion F® definiert ist, erreicht wird. Dieser erste Bereich der Entwicklung der inneren
Variablen kann mikromechanisch als 180°-Doméanenumklappvorgénge betrachtet werden,
da anzunehmen ist, dass diese Umklappvorgdnge im Vergleich mit 90°-
Doménenumklappvorgingen weniger Energie benétigen. Bis Punkt 4 findet sich dann rein
linear piezoelektrisches Verhalten. Danach beginnt auch die innere Variable £ gemein-

sam mit y sich entlang der Grenze 0G zu entwickeln. Eine mikromechanische Erklarung

hierfiir ist, dass in diesem Bereich - bis Punkt 5 — die Entwicklung aufgrund der h6heren
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Energie durch 180°- wie auch 90°-Doméanenumklappvorginge ausgeldst wird. Begleitet
wird dies auch durch eine Zunahme der irreversiblen Polarisation und der irreversiblen

Dehnung. Im Punkt 5, an dem £ und y in die Ndhe ihres Grenzwertes Eins kommen,

wird den inneren Variablen in ihrer Entwicklung durch die Energiebarrierefunktion eine
groBBer werdende Grenze entgegengesetzt, die im vorliegenden Fall fiir einem sehr groBem
elektrisches Feld gegen unendlich gehen wiirde, so dass zu keinem Zeitpunkt die Grenze
0G verletzt wiirde. Bei elektrischer Entlastung findet zunéchst keine Verdnderung der in-

neren Variablen £ und y statt, was sich durch einen linear piezoelektrischen Verlauf der

beiden Hysteresen zeigt. Erst bei einem entgegengesetzten elektrischen Feld einer gewis-
sen GroBe unterhalb der Koerzitivfeldstirke folgen die inneren Variablen einem nichtline-
aren Verlauf, der zu einer Reduzierung der beiden GroBen und zu einem ebenso ausge-
priagtem nichtlinearen Verlauf in den Hysteresen fiihrt. Bei Erreichen des Punktes 6 hélt
die Entwicklung der inneren Variablen wiederum an und linear piezoelektrisches Verhal-
ten ist bis Punkt 7 zu beobachten. Danach folgen die inneren Variablen wieder der Grenze

0G bis Sattigung in die entgegengesetzte Richtung erreicht ist.

6.4.2 Berechnungsergebnisse des typischen Verhaltens piezokeramischer Werkstoffe

Im Folgenden werden einige Berechnungsergebnisse vorgestellt, welche die Moglichkei-
ten des implementierten Stoffgesetzes demonstrieren sollen. Dazu wurden typische Belas-
tungsfille berechnet, die das Verhalten piezokeramischer Werkstoffe wiedergeben. Die
Materialparameter wurden der Tabelle 6.3 entnommen.

Betrachtet man nun die ferroelastische Hysterese in Abbildung 6.13, so ldsst sich aufgrund

der Wahl von B eine starke Asymmetrie des Sittigungsverhaltens im Zug- bzw.

Druckbereich beobachten, wie es zumindest aus mikromechanischen Uberlegungen her-

aus (vgl. Kamlah [8], Frohlich [83] und Landis [84]) zu vermuten ist.
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Abbildung 6.13: Berechnete ferroelastische Hysterese

Beim Erreichen der Koerzitivspannung o setzt die Entwicklung von £ ein, was eine

nichtlineare Dehnungszunahme initiiert. Sind alle c-Achsen in die Kegel geklappt (d.h.

£ =1) wird die Entwicklung gestoppt und im weiteren Verlauf ist lineares Verhalten zu

beobachten. Mit Entlastung und anschlieBender Druckbelastung und der Beriicksichtigung
der Versetzung der Spannung (kinematische Verfestigung) klappen die c-Achsen aus den
Kegeln heraus und eine nichtlineare Reduktion der Dehnung setzt ein, bis alle c-Achsen

aus den Kegeln heraus geklappt sind ( f = 0). Danach ist wiederum lineares Verhalten zu

beobachten und die Hysterese wird im weiteren Verlauf geschlossen.

In Abbildung 6.14 ist das mechanische Depolarisationsverhalten dargestellt. Hierbei wird
zunichst das Finite-Elemente-Modell mit einem elektrischen Feld belastet, um vollstindi-
ge Polung zu erreichen. Nach der elektrischen Entlastung wird eine Druckbelastung auf-

gebracht.
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Abbildung 6.14: (a) Mechanisches Depolarisationsverhalten und (b) zugehoriger
S — v —Verlauf
Aus Abbildung 6.14 b) ist ersichtlich, dass selbst unter einer sehr gro3en Druckbelastung
keine vollstandige Depolarisation, d.h. y =0, erzielt wird, obwohl die innere Variable
S =0 ist. Ausgehend von Punkt 1 bis Erreichen des Punktes 2 wird das Modell vollstin-
dig gepolt. Nach elektrischer Entlastung entspricht die Polarisation der remanenten Polari-
sation. Mit Einsetzen einer Druckspannung ist bis Punkt 4 lineares, piezoelektrisches Ver-
halten mit einer Reduzierung der dielektrischen Verschiebung zu beobachten. Erst ab ei-
ner Grenze, die im Zusammenhang mit der Koerzitivspannung steht, setzt stark nichtlinea-
res Verhalten ein und es kommt zu einer Abnahme der irreversiblen Polarisation (durch y
festgelegt) bis Punkt 5. Wahrenddessen klappen immer mehr c-Achsen aus den Kegeln
heraus, was an der Abnahme von g zu erkennen ist, bis £ =0 ist. Ab diesem Punkt

kommt es zu keiner weiteren Abnahme der irreversiblen Polarisation und das Verhalten ist
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entkoppelt (d.h. die piezoelektrische Koppelung zwischen Polarisation und Spannung ist

mit £ =0 nicht mehr gegeben). Deswegen ist mit der weiteren Zunahme der Belastung

bis Punkt 6 und der anschlieBenden vollstindigen mechanischen Entlastung bis Punkt 7

eine andere Steigung zu beobachten als beim Einsetzen der Druckspannung.

Um die Rotationsmoglichkeit des Vektors e, der die Ausrichtung der c-Achsen be-
schreibt, zu demonstrieren, wurde ein Beispiel unter Schubbelastung gerechnet. Zunéchst
wurde das Finite-Elemente-Modell vollstindig gepolt, d.h. €’ =€/ =€,, und anschlie-
Bend eine Schubbelastung in der 1-2-Ebene aufgebracht. Abbildung 6.15 zeigt die Schub-

spannung {iber der Schubverzerrung und die Rotation des Vektors e/ .
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Abbildung 6.15: (a) Schubspannung Uber Schubverzerrung fur einen gepolten Zustand,
(b) Rotation von eiﬂ (Richtung der c-Achsen) in der 1-2-Ebene infolge
der Schubverzerrung
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Wihrend des Scherens dndert sich die Polarisationsrichtung € kaum und nur eine leich-

te, mechanisch bedingte Depolarisation ist zu beobachten. Der Vektor €/ dreht sich ent-

sprechend der aufgebrachten Schubspannung.

Als Abschlussbeispiel fiir das prinzipielle Verhalten des implementierten Stoffgesetzes
wird im Folgenden eine Berechnung vorgestellt, bei der zunichst ein Element in vertikale
Richtung voll durchgepolt und danach das elektrische Feld in horizontale Richtung rotiert
wird. Dabei wird der Betrag des elektrischen Feldes konstant bei 2 kV/mm gehalten, was
dem zweifachen der Koerzitivfeldstirke entspricht. Hierdurch soll die Rotationsfdahigkeit

der beiden Vektoren €’ und €’ demonstriert werden. In Abbildung 6.16 ist eine schema-

tische Darstellung des Elements und der Belastung gezeigt.
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Abbildung 6.16: Schematische Darstellung der elektrischen Belastung und des Elements
mit Knotennummern des Rotationsbeispieles

Um die zuvor geforderte Konstanz des Betrages des elektrischen Feldes zu gewihrleisten,
werden folgende elektrischen Potenziale an den Knoten in 5°-Inkrementen (vgl. Abbil-
dung 6.16) aufgebracht:

(t)
(t)
(t)

9, (t)= 9™ -cosa

max

-Sina

: (6.123)

?y 0
P, @
?, @™ -(sina +cosa)
In Abbildung 6.17 sind das elektrische Feld wéhrend der Berechnung und die Rotation der

Einheitsvektoren €” und e/ dargestellt.
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Abbildung 6.17: (a) Rotation des elektrischen Feldes, (b) Rotation des Vektors e’ und
(c) des Vektors e/

Aus Abbildung 6.17 a) ist gut zu erkennen, dass der Betrag des elektrischen Feldes tiber
die Belastungsdauer konstant bleibt. Dem elektrischen Feld folgen die beiden Vektoren

e’ und e, wenn auch eine vollstindige Rotation in Richtung des elektrischen Feldes

erst mit einer weiteren elektrischen Belastung in 2-Richtung vollzogen werden konnte.
Der Vektor e’ folgt dem Vektor € und erreicht am Schluss der Rechnung nicht ganz
dessen Wert. Die physikalische Ursache hierfiir ist die Kinematik des Systems, die in den
Gleichungen fiir die thermodynamisch konjugierten Krifte (Gleichungen 6.60 bis 6.63)

Eingang findet. Aus diesen Gleichungen ist im spannungsfreien System zu erkennen, dass
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mit dem Einsetzen der Rotation zunéchst nur eine Entwicklung fiir € in Richtung des e-
lektrischen Feldes stattfindet (vgl. Gleichung 6.63). Erst mit dem Einsetzen dieser
Entwicklung kommt es nachfolgend ebenso zu einer Entwicklung von e’ (vgl. Gleichung
6.62).

Abbildung 6.18 zeigt den [ — y —Pfad iiber den Betrag des Skalarproduktes der beiden

Vektoren ‘eiﬁ e/ |, was dem Winkel zwischen den beiden Vektoren entspricht.
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Abbildung 6.18: Raum der zulassigen Werte fir g und y Uber ‘efef‘ mit eingezeichne-
tem S —y—Pfad

In Abbildung 6.18 ist gut zu erkennen, wie die inneren Variablen £ und y der Begren-

zung folgen, die sich durch die zuldssigen Werte fiir y aus Gleichung 6.52 ergibt. Mit
dem Einsetzen der Rotation und der damit verbundenen Anderung von ‘eiﬁ e/ ‘ (vgl. Ab-

bildung 6.17) kommt es zu einer Verminderung der irreversiblen Polarisation und Deh-
nung (Reduktion von y und £, vgl. vergroBerter und gedrehter Bildausschnitt) entlang
der begrenzenden Fléche, die in der Abbildung vereinfacht nur durch deren begrenzenden

Linien dargestellt ist. In Wirklichkeit ist die in der Abbildung riickseitige Flidche ge-

kriimmt, was hier aus Ubersichtlichkeitsgriinden nicht dargestellt ist.
Nach der Demonstration des implementierten, grundlegenden Verhaltens piezokerami-

scher Werkstoffe, wird im nichsten Abschnitt ein Simulationsbeispiel vorgestellt.

168



6.5 Anwendungsbeispiel: Unendlich ausgedehnter Zylinder

In Abbildung 6.19 ist ein piezokeramischer Kreisring dargestellt, der in radiale Richtung
gepolt wurde. Aufgrund der nachfolgend beschriebenen Randbedingungen kann dieser als
unendlich ausgedehnter Zylinder betrachtet werden. Die Materialeigenschaften sind ver-
gleichbar mit denen von PIC 151 der Firma PI Ceramic und kénnen der Tabelle 6.3. Da-

von abweichende Materialparameter finden sich in Tabelle 6.4.

Tabelle 6.4: Materialparameter fir die Simulationen
E-Modul Y [GPa] 60,0
Poissonsche Zahl v [-] 0,396
Koerzitivspannung ¢, [MPa] 40,0
Sattigungsdehnung egy [-] 0,002
Koerzitivfeldstarke E. [kV/mm)] 1,0
Sattigungspolarisation [C/m?] 0,29
Piezomodul d3; [mm/MV] 4,5E-1
Piezomodul d3; [mm/MV] -2,1E-1
Piezomodul d;s [mm/MV] 5,8E-1

Das zugehorige axialsymmetrische Finite-Elemente-Modell ist unten in der Abbildung zu

sehen. Ausgehend vom ungepolten Zustand wurde ein elektrisches Potenzial auf der Au-
Benseite des Kreisringes aufgebracht, das einem mittleren elektrischen Feld von 3E° ent-

spricht.
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Abbildung 6.19: (a) radial gepolter Kreisring, (b) axialsymmetrische Finite-Elemente-
Diskretisierung des Kreisringes

I~

Die Belastungsgeschichte ist in Abbildung 6.20 dargestellt. Wie zuvor schon angedeutet
wurde, wurde der Kreisring mit einem elektrischen Potenzial auf der Auflenseite belastet

und anschlieend wieder vollstindig entlastet.

gpl- ..............................

0 — !
tO tl t2

Abbildung 6.20: Belastungsgeschichte fir die Polung des Kreisringes

Da das Beispiel dhnlich zu dem aus Abschnitt 5.7 ist, in dem piezokeramische Hohlzylin-
der mit der Implementierung des phdnomenologischen Stoffgesetzes berechnet wurden,

wurden dhnliche Ergebnisse fiir die an dieser Stelle vorgestellten Berechnungen mit der

170



Implementierung des mikromechanisch motivierten Stoffgesetzes in der Mitte der Zylin-
derldnge des Finite-Elemente-Modells aus Abschnitt 5.7 erwartet.

In Abbildung 6.21 sind das undeformierte und das deformierte Finite-Elemente-Netz bei
maximaler Belastung gezeigt. Erwartungsgemdl fiihrt die elektrische Belastung zu einer
Verkleinerung des Innenradius des Kreisringes, begleitet von einer Verkiirzung in vertika-

le Richtung im Vergleich zum Ausgangszustand.

Deformierter Zustand
Ausgangszustand

Abbildung 6.21: Undeformiertes und deformiertes (bei maximaler Belastung) Finite-
Elemente-Netz (Skalierungsfaktor 5,27)

Abbildung 6.22 zeigt die Verteilung des elektrischen Potenzials und des elektrisches Fel-

des bei maximaler Belastung und nach Entlastung iiber der Wanddicke des Kreisringes.

Wie auch schon bei den piezokeramischen Hohlzylindern und den dielektrischen Berech-

nungen an einer Kreisringscheibe (vgl. Abschnitt 5.7) ergibt sich eine nichtlineare Vertei-

lung des elektrischen Potenzials und des elektrischen Feldes.
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Abbildung 6.22: (a) Elektrisches Potenzial und (b) elektrisches Feld in radialer
Richtung bei maximaler Belastung und nach Entlastung Uber der
Wanddicke des Kreisringes

Betrachtet man die Verteilung des elektrischen Feldes bei maximaler Belastung, so ergibt

sich an der Innenseite des Ringes ein elektrisches Feld von ungefdhr -4,7 kV/mm und an

der Aul3enseite von -1,5 kV/mm, das hoher als die Koerzitivfeldstirke von 1,0 kV/mm ist.

Das aufgebrachte elektrische Potenzial ist damit gerade ausreichend, um Werte fiir das

elektrische Feld groBer als die Koerzitivfeldstirke zu erzielen. Nach Entlastung verbleibt

ein elektrisches Potenzial von signifikanter Grofe in der Kreisringscheibe. Dies hat zur
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Folge, dass ebenfalls ein elektrisches Feld im Ring verbleibt, das auf der Innenseite iiber
der Koerzitivfeldstarke liegt und auf der AuBBenseite positive Werte annimmt.

In Abbildung 6.23 sind die axiale und die Umfangsspannungsverteilung {iber die Wanddi-
cke bei maximaler Belastung und nach Entlastung dargestellt. Hierbei wurden aufgrund
der Extrapolationsprobleme fiir Randwerte des verwendeten Postprozessors wie auch
schon bei den Berechnungen aus Kapitel 5.7 die aulen liegenden Punkte auf der Basis der

Werte der GauBBpunkte am Rande linear extrapoliert.
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Abbildung 6.23: (a) Axialspannung und (b) Umfangsspannung bei maximaler Belastung
und nach Entlastung tber der Wanddicke des Kreisringes
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Die axiale Spannungsverteilung ist bei maximaler elektrischer Belastung nahezu linear.
Auf der Innenseite des Kreisringes sind Zugspannungen und auf der AuBlenseite Druck-
spannung zu beobachten. Die Zugspannung ist im Bereich der Zugfestigkeit des Materials
und kann somit zu Rissen fithren. Nach Entlastung verbleiben die Spannungen im Kreis-
ring, wobei auf der Innenseite kaum eine Reduktion im Vergleich zu den Spannungen bei
maximaler Belastung und auf der Innenseite eine Verringerung der Druckspannungen zu
verzeichnen ist.

Die Umfangsspannungen zeigen einen stark ausgepriagten nichtlinearen Verlauf. Bei ma-
ximaler Belastung sind auf der Innenseite signifikante Zugspannungen und auf der Au-
Benseite Druckspannungen zu beobachten, wobei diese einen nicht stark ausgeprigten
nichtlinearen Verlauf zeigen. Nach elektrischer Entlastung verbleiben Umfangsspannun-
gen in der Kreisringscheibe, wenn auch nicht in der Gréfenordnung wie bei den
Axialspannungen.

Die Spannungen in radialer Richtung sind erwartungsgemall nahezu Null.

An dieser Stelle sei nochmals wie in Abschnitt 5.7 dieser Arbeit eine Erklédrung der beo-
bachteten Phdnomene im Folgenden angegeben. Durch die inhomogene Verteilung des
elektrischen Feldes wird auf der Innenseite die Koerzitivfeldstirke frither als auf der Au-
Benseite erreicht. Dadurch setzen dort die Doméinenumklappvorgénge in radiale Richtung
frither ein, was zu einer Verkiirzung des Ringes in vertikale Richtung fiihrt, wihrend auf
der Aullenseite die Koerzitivfeldstirke noch nicht erreicht ist. Dies fiihrt zu Druckspan-
nungen in axialer Richtung in diesem Bereich und aufgrund des Gleichgewichtes wieder-
um zu Zugspannungen auf der Innenseite. Das Gleiche trifft auch auf die Umfangsspan-
nungen zu.

Abbildung 6.24 zeigt die irreversible Polarisation iiber der Wanddicke bei maximaler Be-

lastung und nach Entlastung.
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Abbildung 6.24: Irreversible Polarisation tber der Wanddicke bei maximaler Belastung
und nach Entlastung (die Lage der Elemente 11 und 25 ist angegeben
(vgl. Abbildung 6.19))
Die Lage des im nahezu voll gepolten Bereich und auf der AuBenseite des Kreisringes lie-
genden Elementes (vgl. Abbildung 6.19) ist in das Diagramm eingezeichnet. Die Sétti-
gungspolarisation wird bei maximaler elektrischer Belastung beinahe iiberall im Kreisring
erreicht. Lediglich auf der AuBenseite findet sich ein leichter Abfall. Aufgrund elektri-
scher Depolarisation vermindert sich insbesondere auf der AuBenseite die irreversible Po-
larisation signifikant nach Entlastung. Dort hat das elektrische Feld in diesem Lastschritt
das umgekehrte Vorzeichen wie zuvor und ist nahe an der Koerzitivfeldstirke.
Zur Verdeutlichung des Effektes der elektrischen Depolarisation findet sich in Abbildung
6.25 die dielektrische Verschiebung iiber dem elektrischen Feld fiir die beiden betrachte-
ten Elemente des Kreisringes. Element 11 liegt ungefdhr an der Stelle, wo das elektrische
Feld im entlasteten Fall nahe Null ist (vgl. Berechnung des Rohrchens aus Kapitel 5.7),

wogegen Element 25 das Element auf der Aufenseite ist.
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Abbildung 6.25: Dielektrische Verschiebung tber dem elektrischen Feld flr die beiden
aulRen liegenden Elemente des Kreisringes

Kleine Anderungen des elektrischen Feldes fiihren aufgrund der groBen Steigungen der
Polungs- und Depolarisationsteile der Hysterese zu deutlichen Anderungen der irreversib-
len Polarisation. Dies ist bei nahezu konstantem elektrischen Feld nach Entlastung nahe
des duBeren Randes verbunden mit einer signifikanten Anderung der irreversiblen Polari-
sation. Der in Abschnitt 5.7 beschriebene ,elektrische® Bauschingereffekt ist fiir den
Kreisring wieder zu beobachten. Die kritische Koerzitivfeldstirke fiir Doménenumklapp-
vorgéinge ist abhingig von der Belastungsgeschichte. Damit ist eine selbst verhiltnisma-
Big hohe elektrische Spannung nicht in der Lage eine vollstindige Polarisation {iber die
Wanddicke hinweg nach Entlastung zu gewéhrleisten.

Mit diesem Simulationsbeispiel konnte gezeigt werden, dass das mikroskopisch motivierte
Stoffgesetz und dessen Finite-Elemente-Implementierung komplexe Aufgabenstellungen
berechnen kann. Im Vergleich der qualitativ und quantitativ gut tibereinstimmenden Be-
rechnungen mit dem phdnomenologischen Stoffgesetz an piezokeramischen Hohlzylin-
dern zeigt sich — auler dass die globalen Ergebnisse im gleichen Grof3enordnungsbereich
liegen - , dass die vorliegende Implementierung mit dem mikroskopisch motivierten
Stoffgesetz das Bauteilverhalten offensichtlich préaziser wiedergeben kann, was insbeson-
dere aus Abbildung 6.24, in der die irreversible Polarisation liber der Wanddicke aufge-
tragen ist, hervorgeht. Der ausgepréigte nichtlineare Verlauf der Polarisation — besonders

nach Entlastung — ist lokal physikalisch plausibler (aufgrund der besseren Erfassung der
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Dominenumklappprozesse), wenn auch die phdnomenologische Implementierung das
Verhalten global ebenso gut beschreiben kann. In der korrespondierenden Abbildung 5.22
der Simulation mit dem phdnomenologischen Stoffgesetz konnte nur ein nahezu lineare
Abfall der irreversiblen Polarisation festgestellt werden, der zwar ebenfalls physikalisch
korrekt ist, aber bei Weitem nicht so detailliert dargestellt werden konnte wie mit der Imp-
lementierung des mikroskopisch motivierten Stoffgesetzes. Fiir beliebige dreidimensiona-
le elektromechanische Belastungsgeschichten erwartet man vom mikroskopisch motivier-

ten Stoffgesetz eine physikalisch verldsslichere Beschreibung.
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7 Vergleichende Betrachtung beider Stoffgesetze
und deren Finite-Elemente-Implementierungen

In diesem Kapitel werden die beiden Stoffgesetze und deren Finite-Elemente-

Implementierungen anhand einer einfachen Polungsrechnung miteinander verglichen.

In Abbildung 7.1 sind die dielektrische Hysterese und die Schmetterlingshysterese, je-
weils mit dem phinomenologischen und dem mikroskopisch motivierten Stoffgesetz be-

rechnet, dargestellt.
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Abbildung 7.1: Vergleichende Betrachtung des phanomenologischen und des mikro-
skopisch motivierten Stoffgesetzes anhand einer einfachen Polungs-
rechnung:

(@) Dielektrische Hysterese
(b) Schmetterlingshysterese
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Deutlich ist zu erkennen, dass bei beiden Stoffgesetzen die Evolution der inneren Variab-
len beim Erreichen der Koerzitivfeldstarke einsetzt. Danach unterscheidet sich der Verlauf
beider Kurven signifikant. Durch die mikroskopisch motivierte Beriicksichtigung der 90°-
und 180°-Domédnenumklappvorginge beim mikroskopisch motivierten Stoffgesetz, wird
die Sittigung spéter erreicht, was anhand der durchgefiihrten Versuche aus Kapitel 3 als
physikalisch realistischer eingestuft werden kann. Nach Erreichen der Sattigung folgen
beide Stoffgesetze dem linearen piezoelektrischen Verlauf bis bei einem geniigend grof3en
elektrischen Feld in entgegengesetzte Richtung die Umklappbedingung wieder verletzt
wird und eine Reduktion der inneren Variablen beider Stoffgesetze einsetzt. Der weitere
Verlauf - bis die Hysteresen geschlossen sind - folgt den vorangegangenen Erlduterungen.
Zu bemerken ist, dass beim mikroskopisch motivierten Stoffgesetz im Gegensatz zum
phdanomenologischen Stoffgesetz die ,,Spitzen* der Schmetterlingshysterese nicht Null er-
reichen. Das bedeutet, dass nicht alle Domdnen umklappen und den ungepolten Aus-
gangszustand wieder herstellen, was nach Betrachtung von Versuchergebnissen physika-

lisch richtiger ist.

Ein Vergleich der benotigten Rechenzeiten ist in Tabelle 7.1 dargestellt. Dabei wurde mit
dem mikroskopisch motivierten Stoffgesetz zwei Varianten berechnet — mit und ohne nu-
merische, konsistente Tangentenmoduli. Der verwendete Computer war ein AMD 64X2

4200+ mit 4 GB Hauptspeicher.

Tabelle 7.1: Vergleich der Berechnungszeit der einfachen Polungsrechnung mit dem
phanomenologischen und dem mikroskopisch motivierten Stoffgesetz
(mit und ohne numerische, konsistente Tangentenmoduli)
Stoffgesetz Phanomenologi- Mikroskopisch Mikroskopisch
sches Stoffgesetz motiviertes Stoff- | motiviertes Stoff-
gesetz gesetz
(ohne konsistenten | (mit konsistenten
Tangentenmoduli) | Tangentenmoduli)
Berechnungszeit 8 80 175
[sec]
Anzahl Lastschritte 503 1752 1752

Der Vergleich zeigt, dass selbst ohne Verwendung der konsistenten Tangentenmoduli die

Berechnungszeit mit dem mikroskopisch motivierten Stoffgesetz 10-mal grofB3er ist als mit
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dem phédnomenologischen Stoffgesetz. Allerdings sind beim mikroskopisch motivierten
Stoffgesetz 7 nichtlineare Gleichungen zu losen, wogegen beim phidnomenologischen
Stoffgesetz lediglich jeweils eine algebraische Gleichung zu 16sen ist. Werden die konsi-
stenten Tangentenmoduli beim mikroskopisch motivierten Stoffgesetz hinzugeschaltet,
bewirkt dies eine weitere Steigerung der Berechnungszeit um den Faktor ~2,2. Das nicht-
lineare Gleichungssystem ist in diesem Fall 81 Mal zusétzlich zu 16sen (Die Reduzierung
von 144 auf 81 Komponenten der numerisch ermittelten konsistenten Tangentenmoduli ist
auf die Verwendung der Voigt’schen Notation anstatt der Tensorschreibweise zuriickzu-

fithren.

Der Vorteil der physikalisch korrekteren Berechnung wird mit signifikant lingeren Re-
chenzeiten ,,erkauft”. Allerdings zeigte sich auch am Simulationsbeispiel des piezokera-
mischen Kreisringes aus dem vorangegangen Abschnitt, dass das mikroskopisch motivier-
te Stoffgesetz in lokalen Bereichen das Verhalten piezokeramischer Bauteile besser wie-
dergeben kann als die Implementierung des phdnomenologischen Stoffgesetzes aus Kapi-

tel 5.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass das phdnomenologische Stoffgesetz gut geeignet
ist, um schnell Ndherungen des tatsidchlichen Bauteilverhaltens zu simulieren, wobei es
darum geht, das globale Verhalten von Bauteilen abzuschitzen. Dagegen hat das mikro-
skopisch motivierte Stoffgesetz sein Anwendungsgebiet eindeutig in der lokalen Betrach-
tung des Verhaltens piezokeramischer Werkstoffe. Durch die zu erwartende Weiterent-
wicklung der Rechenkapazititen heutiger Computer sollte aber in naher Zukunft die aus
Tabelle 7.1 hervorgehende verhiltnismaBig lange Berechnungszeit kein grofles Problem
mehr darstellen, weswegen dann eine genauere Berechnung mittels des mikroskopisch

motivierten Stoffgesetzes zu bevorzugen wire.

Weitere Moglichkeiten zur Optimierung der Rechenzeit des mikroskopisch motivierten
Stoffgesetzes wiren bspw. ein effizienterer Algorithmus durch eine Reduzierung der An-
zahl der Gleichungen des nichtlinearen Systems oder die analytische Losung der imple-

mentierten Ableitungen anstatt der augenblicklich vorhandenen Differenzenquotienten.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Zunéchst wurden im Rahmen dieser Arbeit die Grundlagen der Piezo- und Ferroelektrizi-
tat erlautert. Hierzu wurde ausgehend von der Einheitszelle iiber die Doméinen zum Poly-
kristall das makroskopische Verhalten von Ferroelektrika erldutert, um eine Motivation
fiir die Notwendigkeit der Betrachtung des nichtlinearen Verhaltens fiir die konstitutiven

Stoffgesetze zu schaffen.

An die Einfiihrung anschlieend findet sich eine Zusammenstellung von experimentellen
Untersuchungen unter mehrachsigen, elektromechanischen Beanspruchungen. Danach
wurden eigene durchgefiihrte einachsige, rein elektrische und koaxiale elektromechani-
sche Experimente besprochen. Die koaxialen Versuche wurden in nichtproportionale und
proportionale Experimente unterteilt, wobei die Letzteren wie auch die ebenfalls geschil-
derten mehrachsigen, nichtportionalen elektrischen Experimente von Zhou et al. [28-30]
durchgefiihrt wurden. Dabei wurden Umklappflichen im Raum der mechanischen Span-
nungen und des elektrischen Feldes sowie im biaxialen Raum des elektrischen Feldes auf
der Basis von Polarisations- und Dehnungsénderungsmessungen gewonnen. Ziel der Be-
trachtung der experimentellen Untersuchungen war, die im weiteren Verlauf der Arbeit
beschriebenen konstitutiven Stoffgesetze und deren Finite-Elemente-Implementierungen

mit den experimentellen Ergebnissen verifizieren zu konnen.

Im Anschluss an die experimentellen Untersuchungen fand eine Literaturstudie zu bereits
existierenden phidnomenologischen und mikromechanischen Stoffgesetzen statt. Die be-
trachteten Stoffgesetze wurden dabei erldutert und deren Anwendbarkeit und Féhigkeiten

diskutiert.

Danach wurde zunichst das phdnomenologische Stoffgesetz, das von Kamlah und Bohle
[5,6,8,9] entwickelt wurde, beschrieben und die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrte
Finite-Elemente-Implementierung mit einem Prédiktor-Korrektor-Verfahren vorgestellt.
Urspriinglich wurde das Stoffgesetz mit einem Runge-Kutta-Verfahren implementiert,
was aber sehr rechenzeitintensiv war. Die ,,neue* Methode der Implementierung ist be-
deutend schneller und effizienter, so dass auch gréfere Finite-Elemente-Modelle berech-
net werden konnen. Das Stoffgesetz und die Implementierung wurden anhand der Ver-
suchsergebnisse dieser Arbeit verifiziert und das prinzipielle Verhalten von Ferroelektrika

simuliert. Des Weiteren konnte an Simulationsbeispielen (piezokeramische Hohlzylinder,
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Stapelaktor, bruchmechanische Experimente) die vielfaltigen Verwendungsmdoglichkeiten

und die Leistungsfahigkeit gezeigt werden.

Dann wurde das mikroskopisch motivierte Stoffgesetz, das auf die Arbeiten Kamlah et al.
[10 — 13] beruht, und dessen Uberfiihrung in generalisierte Koordinaten vorgestellt und
dessen Finite-Elemente-Implementierung, die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt
wurde, beschrieben. Aufgrund von lokalen Konvergenzproblemen wurde verstirkt auf
Moglichkeiten zur Konvergenzverbesserung der lokalen Newtoniteration eingegangen
und abschliefend das Stoffgesetz und dessen Finite-Elemente-Implementierung anhand
der Versuchsergebnisse verifiziert. Zusétzlich wurde noch das prinzipielle Verhalten von
Ferroelektrika simuliert, um die Leistungsfahigkeit der Finite-Elemente-Implementierung
zu verdeutlichen. Dem gleichen Zweck diente ein Simulationsbeispiel eines unendlich
ausgedehnten piezokeramischen Zylinders, das qualitativ die gleichen Tendenzen zeigte
wie das unter dem phdnomenologischen Stoffgesetz vorgestellte Beispiel mit piezokera-

mischen Hohlzylindern.

Zum Schluss der Arbeit findet sich eine Gegeniiberstellung von Berechnungsergebnissen
einfacher Simulationsbeispielen der beiden in dieser Arbeit betrachteten Stoffgesetze hin-
sichtlich des Verhaltens und der Berechnungszeit. Die Berechnungszeit der Implementie-
rung des phidnomenologischen Stoffgesetzes ist erwartungsgeméal deutlich kiirzer, da im
Gegensatz zum mikroskopisch motivierten Stoffgesetz kein nichtlineares Gleichungssys-

tem sondern jeweils lediglich eine algebraische Gleichung geldst werden muss.

Als Fazit dieser Arbeit ldsst sich sagen, dass es gelungen ist, fiir die beiden vorgestellten
Stoffgesetze wirkungsvolle Finite-Elemente-Implementierungen bereit zu stellen, mit de-
nen praxisrelevante Problemstellungen insbesondere beim Polungsprozess piezokerami-
scher Bauteile gelost werden konnen. Dies konnte an mehreren Simulationsbeispielen ge-
zeigt werden. Das phidnomenologische Stoffgesetz und dessen Finite-Elemente-
Implementierung bieten eine schnelle Moglichkeit der Berechnung auch komplexer Struk-
turen unter akzeptablen Berechnungszeiten dank der duBerst effizienten Implementie-
rungsmethode. Das mikroskopisch motivierte Stoffgesetz, welches das physikalische Ver-
halten von Ferroelektrika besser wiedergibt, ist naturgemdf3 langsamer in der Berechnung,

aber gibt einen priziseren Einblick im lokalen Bereich eines zu polenden Bauteils.

Die vorgenannten und in der Arbeit ausfiihrlich besprochenen Konvergenzprobleme des

mikroskopisch motivierten Stoffgesetzes und dessen Finite-Elemente-Implementierung
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fiihren zum Ausblick, in dem eine Reduzierung der Gleichungszahl des zu I6senden nicht-
linearen Gleichungssystems eine Moglichkeit darstellt, eine verbesserte Konvergenz ver-

bunden mit einer Rechenzeitbeschleunigung zu erreichen.

Des Weiteren wiire eine Uberfiihrung der Implementierung auf ein kommerzielles Finite-
Elemente-Programm wiinschenswert, da das verwendete Open Source Finite-Elemente-
Programm lediglich axialsymmetrische Elemente und Elemente mit ebenem Dehnungszu-
stand fiir den elektromechanischen Bereich zur Verfiigung stellt. Dadurch sind Simulatio-
nen auf diese Anwendungsfille beschrankt und beliebige dreidimensionale Berechnungen
nicht mdglich. Derzeit existieren aber auch in kommerziellen Finite-Elemente-
Programmen keine Schnittstellen, welche die elektromechanischen Grofen iibergeben
konnten, weswegen eine Erweiterung der bestehenden Elementfamilie des Open Source
FE-Programms oder die Programmierung eines Volumenelementes in einem kommerziel-

len Code Moglichkeiten darstellen, das oben angesprochene Problem zu 16sen.
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