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Einleitung

Viele technische, naturwissenschaftliche und mathematische Fragestellungen fiihren
auf das Problem, das Minimum bzw. das Maximum sowie die zugehérigen Extremal-
stellen einer Funktion f : D C R"™ — R zu bestimmen. Man spricht in diesem Fall von
einem globalen Optimierungsproblem. Im Folgenden seien jeweils ohne Beschriankung
der Allgemeinheit das Minimum und die Minimalstellen gesucht; die Maximierung
von f ist dquivalent zur Minimierung von —f.

Viele klassische Algorithmen liefern lokale Minimalstellen von f. Um damit das glo-
bale Minimum zu bestimmen, miissen alle lokalen Minimalstellen bestimmt und de-
ren Funktionswerte verglichen werden. Da es sehr viele lokale Minimalstellen geben
kann, ist dies im Allgemeinen aufwindig bzw. kaum mdéglich. Ferner kann es bei
der Nutzung eines Rechners mit Gleitkomma-Arithmetik passieren, dass infolge von
Rundungsfehlern eine lokale Minimalstelle félschlicherweise als globale Minimalstel-
le ausgewiesen wird, insbesondere wenn es viele lokale Minimalstellen gibt, deren
Funktionswerte wenig vom globalen Minimum abweichen. Insofern ist ein globales
Optimierungsproblem deutlich schwieriger zu I6sen als ein lokales Optimierungspro-
blem.

Zur verifizierten globalen Optimierung werden hiufig Methoden auf Grundlage der
Intervallrechnung verwendet. Die Intervallrechnung ist ein Hilfsmittel, um Berech-
nungen filir alle Elemente eines Intervalls gleichzeitig durchzufiithren. Ferner ermdog-
licht es die Intervallrechnung, Rundungsfehler, die durch die Gleitkomma-Arithmetik
auf einem Rechner entstehen, zu beriicksichtigen. Ublicherweise handelt es sich bei
den in der globalen Optimierung eingesetzten Intervallmethoden um sogenannte
"Branch-and-Bound”-Verfahren, die auf Arbeiten von Hansen [14, 15], Ichida/Fujii
[18] und Skelboe [47] zuriickgehen und nach folgendem Prinzip aufgebaut sind:

Betrachtet wird eine Liste von Intervallen, die mdglicherweise Minimalstellen von
f enthalten. Aus der Liste wird ein bestimmtes Intervall entnommen. Auf dieses
Intervall werden verschiedene Tests angewendet. Ergibt einer der Tests, dass das
ausgewahlte Intervall keine Minimalstelle enthélt, so wird es geldscht. Andernfalls
wird das Intervall, z. B. durch Bisektion, in Teilintervalle zerlegt, die wieder in die
Liste eingefiigt werden. Der Algorithmus endet, wenn die Liste nur noch aus einem
Intervall (oder mehreren) besteht, das die globale Minimalstelle hinreichend genau
einschliefst. Durch intervallarithmetische Methoden wird gewiéhrleistet, dass im Al-
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gorithmus keine Minimalstellen "verloren” gehen, d. h. dass alle Minimalstellen von
f in einem Intervall aus der Liste enthalten sind.

Die Laufzeit eines solchen Branch-and-Bound-Algorithmus hingt wesentlich davon
ab, welche der oben erwihnten Tests zur Beschleunigung durchgefiihrt werden. Fiir
differenzierbare Funktionen werden hiufig Tests genutzt, die Informationen iiber die
erste oder zweite Ableitung von f verwenden, beispielsweise der "Monotonietest”
(siehe [16]). Ein wesentlicher Aspekt ist dabei die Art und Weise, wie die bendtig-
ten Einschliebungen der Ableitung auf einem Intervall bzw. Intervallvektor gewon-
nen werden. Diese werden iiblicherweise mit automatischer Differentiation [11, 35]
bestimmt. Diese Technik erlaubt es, Ableitungswerte bzw. deren Einschliefsungen si-
multan zur Auswertung der Funktion f zu berechnen, ohne dass eine explizite Formel
fiir die Ableitung f/ bendtigt wird.

Fiir nichtdifferenzierbare Funktionen sind solche Aussagen, die mit Hilfe von Ab-
leitungen getroffen werden, nicht mehr moglich. Umso wichtiger ist es daher, auch
fiir nichtdifferenzierbare Funktionen Tests zur Beschleunigung des Algorithmus zur
Verfiigung zu haben. Ratz [38] benutzt zur verifizierten globalen Optimierung Stei-
gungstupel erster Ordnung (siehe Definition 2.1.3). Diese werden, zuriickgehend auf
Krawczyk und Neumaier [22], durch automatische Berechnung mit einer der automa-
tischen Differentiation &hnlichen Technik gewonnen. Insbesondere wird dazu keine
explizite Formel einer Steigungsfunktion bend6tigt. Mit Hilfe der Steigungstupel erster
Ordnung fithrt Ratz einen "Pruning”-Schritt (engl.: to prune - abschneiden) durch.
In diesem "Pruning”-Schritt wird vom betrachteten Intervall bzw. Intervallvektor ein
Stiick abgeschnitten, fiir das nachgewiesen wurde, dass es keine globale Minimalstel-
le enthalten kann. Ferner liefern die Steigungstupel erster Ordnung im Allgemeinen
genauere Wertebereichseinschliebungen der Funktion f als die sogenannte "Mittel-
wertform” (siehe [1]), die eine Einschlieffung der Ableitung verwendet.

In dieser Arbeit verallgemeinern wir das Vorgehen aus [38]. Dazu zeigen wir, wie fiir
nichtdifferenzierbare Funktionen unter gewissen Voraussetzungen eine automatische
Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung durchfiihrbar ist. Mit diesen Stei-
gungstupeln erhalten wir eine Wertebereichseinschliefung von f auf einem Intervall
[x], die wir zur Durchfiihrung eines "Pruning”-Schritts zweiter Ordnung in einem
Algorithmus zur verifizierten globalen Optimierung verwenden. Die automatische
Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung wurde bereits von Shen/Wolfe
[46] und Kolev [21] behandelt. Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden verall-
gemeinern und erweitern das Vorgehen dieser Arbeiten. Im Folgenden sind diese
Verallgemeinerungen sowie der Aufbau dieser Arbeit kurz beschrieben.

Im ersten Kapitel gehen wir auf die benétigten Grundlagen aus der Analysis, der
Numerik und der Intervallrechnung ein. Wir definieren Steigungsfunktionen und In-
tervallsteigungen erster und héherer Ordnung und untersuchen deren Eigenschaften.

Das zweite Kapitel beschreibt, wie fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
f : R — R die automatische Berechnung von Intervallsteigungen zweiter Ordnung
auf einem Intervall [x] beziiglich der Punkte x; € [z] und z¢ € [z] durchgefiihrt
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werden kann. Dabei diirfen 1 und zg sowohl gleich als auch verschieden sein. In den
Arbeiten von Shen/Wolfe und Kolev wurde hingegen nur der Fall 1 = 2y behan-
delt. Ferner gehen wir darauf ein, wie fiir geniigend oft differenzierbare Funktionen
Intervallsteigungen héherer Ordnung berechnet werden kénnen.

Im dritten Kapitel betrachten wir die automatische Berechnung von Steigungstu-
peln zweiter Ordnung fiir den Fall x; = zp. Wihrend in [21] und [46] die Funktion
f R — R als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt wurde, zeigen wir in die-
sem Kapitel, wie die automatische Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung
unter gewissen Voraussetzungen auch fiir nichtdifferenzierbare Funktionen durchge-
fiihrt werden kann. Ein Steigungstupel zweiter Ordnung liefert uns eine Einschliefiung
des Wertebereichs von f auf dem Intervall [z]. In Abschnitt 3.2.3 vergleichen wir diese
Einschliefsung mit Wertebereichseinschliefsungen, die mit Hilfe eines Steigungstupels
erster Ordnung oder mit Hilfe von Einschliefungen der ersten und zweiten Ableitung
von f gewonnen werden. Neben dieser Verallgemeinerung von [21] und [46] wird in
Abschnitt 3.1.3 gezeigt, wie sich die Eigenschaften einiger abschnittsweise konve-
xer bzw. konkaver Funktionen wie z. B. sinh (z) ausnutzen lassen. Diese Formeln
verbessern die in [21] und [46] erhaltenen Einschliefungen und verallgemeinern im
Fall von automatischer Berechnung von Steigungstupeln erster Ordnung Formeln aus
[38]. Ferner zeigen wir, wie die automatische Berechnung von Steigungstupeln zwei-
ter Ordung fiir stetige Funktionen, die mit Hilfe einer if-then-else-Vorschrift gegeben
sind, durchgefithrt werden kann, und korrigieren dabei eine bisher in der Literatur
angegebene Formel.

Im vierten Kapitel zeigen wir, wie die automatische Berechnung von Steigungstupeln
zweiter Ordnung auf Funktionen mehrerer Variablen iibertragen werden kann.

In Kapitel 5 gehen wir zunachst auf die Grundlagen von Branch-and-Bound-Verfahren
in der verifizierten globalen Optimierung ein. Wir betrachten einen Algorithmus zur
verifizierten globalen Optimierung einer nichtdifferenzierbaren Funktion f: R — R
und verwenden dabei Steigungstupel zweiter Ordnung, um einen "Pruning”-Schritt
zweiter Ordnung durchzufiithren. Anschliefend iibertragen wir den Algorithmus auf
Funktionen f : R®™ — R. Mit einer Reihe von Beispielen vergleichen wir den neu-
en Algorithmus unter Verwendung von Steigungstupeln zweiter Ordnung mit dem
Algorithmus aus [38], und zwar sowohl hinsichtlich der Anzahl der Steigungstupel-
Berechnungen als auch hinsichtlich der Laufzeit auf dem Rechner.

Die Pascal-XSC-Quellcodes sdmtlicher Programme, mit denen die Beispiele aus die-
ser Arbeit gerechnet wurden, liegen der Arbeit bei bzw. sind im Internet unter
http://iamlasun8.mathematik.uni-karlsruhe.de/~ae26 /software/ erhéltlich. Einen ak-
tuellen Pascal-XSC-Compiler stellt die Arbeitsgruppe "Wissenschaftliches Rechnen
/ Softwaretechnologie” der Universitdt Wuppertal unter http://www.xsc.de bereit.






Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Mittelwertsatze

Lemma 1.1.1 (Mittelwertsatz fiir reellwertige Funktionen, [17])
Es sei D C R” offen, f: D — R auf D differenzierbar und zg, x¢g + h € D mit der
Eigenschaft, dass ihre Verbindungsstrecke ganz in D liegt. Dann gibt es eine reelle
Zahl t € [0, 1] mit

flxo+h) = f(w0) = f'(xo +th) h.

Fiir Funktionen f : R™ — R™ ldsst sich im Allgemeinen kein ¢ € [0, 1] finden, das

f(@o+h) = f(xz0) = f'(zo +th) R

erfiillt. Es gilt jedoch folgende Version des Mittelwertsatzes:

Lemma 1.1.2 (Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen, [17])
Es sei D C R” offen und f: D — R™ auf D stetig differenzierbar. Die Verbindungs-
strecke von zg € D und 9 + h € D liege ganz in D. Dann gilt:

Jo 88 (a +th) dt - [ o (xo + th) dt
f(zo+h)— f(xg) = : : h
N e (:co rthydt - fy Yo (xo +th) dt

(/0 f’(z0+th)dt> h.

Bemerkung 1.1.3 Die Voraussetzung in den beiden Mittelwertsitzen, dass die Ver-
bindungsstrecke von xg und xg + h ganz in D liegen soll, ist fiir konvexe Mengen D
offensichtlich erfillt.
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1.2 Intervallrechnung

Die Intervallrechnung ist ein Hilfsmittel, um auf einfache Weise eine Berechnung fiir
alle Elemente eines gegebenen Intervalls gleichzeitig auszufiihren. Dies werden wir
beispielsweise zur Berechnung von Intervallsteigungen nutzen.

Eine wichtige Anwendung findet die Intervallrechnung bei Berechnungen auf einem
Computer. Bedingt durch die Gleitkomma-Arithmetik liefert ein Computer im Allge-
meinen nicht das exakte Ergebnis einer Rechenoperation. Durch Fehlerfortpflanzung
kénnen so auf einem Rechner letztendlich Ergebnisse entstehen, die beliebig weit vom
exakten Wert entfernt sein konnen. Die Idee der Intervallrechnung liegt nun darin,
das exakte (Zwischen-) Ergebnis einer Rechenoperation in einem Intervall einzu-
schlieffen und mit diesem Intervall so weiterzurechnen, dass letztlich auch das exakte
Endergebnis durch ein Intervall eingeschlossen wird. Auf dem Computer muss dabei
Maschinenintervallarithmetik verwendet werden, da fiir die Intervallgrenzen jeweils
nur eine endliche Anzahl von Gleitkommazahlen zur Verfiigung steht.

Einfiihrungen in die Intervallrechnung findet man in [1| und [30]. Wir geben im
Folgenden einige wichtige Definitionen und Sétze an.

1.2.1 Reelle Intervallrechnung

Die Menge aller abgeschlossenen reellen Intervalle [z] = [z, 7| mit 2, T € R wird mit
IR bezeichnet. Fiir die Grenzen z und 7 eines Intervalls [x] schreiben wir gelegentlich
auch inf [x] bzw. sup [z]. Auf IR wird nun eine Arithmetik eingefiihrt.

[a] +[b] = {a+blac]a],beb]},

[a] =] = {a—blacla],beb]},

la] - [0} = {a-blaca].beb]},

l[a] / [b] = {a/bla€la],be[b]}, falls 0 ¢ [b].

Man sieht leicht, dass das Ergebnis dieser Verkniipfungen jeweils wieder ein Intervall
ist.

Elementare Figenschaften der Intervallrechnung geben die folgenden beiden Sitze
an.

Satz 1.2.2 Es seien [a], [b], [c] € IR. Dann gilt:

1. la] +[b) =[b] + [a], [a]-[b]=1b][a]. (Kommutativitét)
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2. ([ +[b]) + [d] = [a] + (o] + [c]), (Assoziativitiit)
([a] - [b]) - [e] = [a] - ([6] - [c]) -

3. Neutrales Element der Addition ist das Punktintervall [0, 0], neutrales Element
der Multiplikation ist das Punktintervall [1,1].

4. Ein [a] € IR mit a # @ besitzt keine inversen Elemente beziiglich der Addition
und der Multiplikation.

5. [a] - ([b] +[c]) C [a] - [b] + [a] - [], (Subdistributivitét)
a-([b]+[c]) =a-[b]+a-][] fir a € R.
Satz 1.2.3 Es seien [al, [al,, [b];,[b]; € IR mit [a]; C [b]; und [a], € [b],. Dann
gilt fiir die Verkniipfungen * € {4+, —,-, /}
[a]y * [aly € (b, * [l
insbesondere also fiir reelle Zahlen a; € [b], und as € [b],
ay * ag C [b]y * [b], .

Bei der Division ist dabei vorausgesetzt, dass 0 ¢ [b],.

Definition 1.2.4 Es sei [a] € IR. Dann bezeichnet

. ata
mid [a] := 5
den Mittelpunkt von |al,
diamfa]:=a—a >0

den Durchmesser von [a] und

(diam [a]) / (min|a| ), falls 0 ¢ [a],
diamye [a] := a€la]

diam [a] falls 0 € [a] ,
den relativen Durchmesser von [a).
Definition 1.2.5 Es seien [a],[b] € IR. Als Intervallhille [a]U[b] von [a] und [b]
wird das kleinste Intervall aus IR bezeichnet, das [a] und [b] enthilt, d. h.

[a] U [b] := [min{a,b}, max {a,b}].

Definition 1.2.6 Fiir eine stetige einstellige Operation r (z) in R wird durch

r((a]) = | min r(z), max r(z)

die zugehorige Operation in IR definiert. Dadurch sind fiir [x] € IR Ausdriicke wie
zum Beispiel [z]", n € N, oder sin([z]) erklirt.
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Definition 1.2.7 Fiir eine stetige Funktion f: R — R und [z] € IR sei

/Olf(t (o)) dt = [nelﬁ /Olf(tx) t, ;%?ﬁ/ol F(t) dt] |

1.2.2 Abstand und Metrik

Definition 1.2.8 Fiir [a], [b] € IR wird der Abstand ¢ ([a],[b]) durch

q(lal , [b]) := max {|a — b| , [a — [}
definiert. Ferner heifst
|la]| :== ¢ ([a], [0,0]) = max {[a, [a]} = max |al

Betrag von |a].

Der Abstand g besitzt die Eigenschaften einer Metrik. Folglich kann nun die Kon-
vergenz auf IR erklirt werden:

k—o0

al < q([ay,[a) "= 0

lal, "

k—o00 ___ k—oo __
< ap — ap und ap — Q.

Damit ist auch klar, wie der Begriff der Stetigkeit auf IR definiert ist. Man erhilt
die folgenden Eigenschaften.

Satz 1.2.9 Die Intervalloperationen +, —, - und / sind stetig.

Satz 1.2.10 Fiir eine stetige einstellige Operation r (z) in R ist die zugehorige In-
tervalloperation r ([z]) eine stetige einstellige Operation in IR.

1.2.3 Intervallvektoren und Intervallmatrizen

Die Menge aller (m x n)-Intervallmatrizen, d. h. die Menge aller (m x n)-Matrizen,
deren Eintrige Elemente aus IR sind, wird mit TR”*" bezeichnet.

Definition 1.2.11 a) Es seien [A] = ([a]ij> , [B] = <[b]1j> € IR™*". Dann ist
[A] £ [B] := ([a]ij + [b]l.j) e IR™<™,

b) Es sei [A] = <[a]ij) € IR™" und [B] = ([b]iJ.)e IR™". Dann ist

([A]-[B]) = (Z [al;,, [b]w) € IR™ ™,

v=1
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Als Spezialfall von Definition 1.2.11 erhélt man fiir [4] = ([a]ij) € IR™" und
[z] € IR

] 14] = (4] - [a] = (la][al,;) € IR
Auferdem sind mit Definition 1.2.11 auch die entsprechenden Rechenoperationen fiir
den Spezialfall einer (m x 1)-Intervallmatrix, das heift fiir einen m-dimensionalen

Intervallvektor ([z],,..., [x]m)T, erkliart. Die Menge der m-dimensionalen Intervall-
vektoren wird mit IR™ bezeichnet.

Bemerkung 1.2.12 Fiir Intervallmatrizen [A] und [B], fiir die [A] - [B] definiert
ist, gilt im Allgemeinen im Unterschied zur Arithmetik auf IR nur noch die Men-
geninklusion

{A-BlAc[A]l,Be[B]} c{C|Cec[A]-[B]}.
Definition 1.2.13 Fiir eine Intervallmatrix [A] = ([a]ij) € IR™*™ sei

(4] = ([lal;; | ) € TR™"

1.2.4 Wertebereich und intervallméfiige Auswertung reeller Funk-
tionen

Definition 1.2.14 Essei f:D CRP — R, f = (fi (z1,...,2p),..., fq(x1,...,2p))
T
und [z] = ([x]l ey [x]p) C D ein Intervallvektor. Dann ist

W(f, [x]l,...,[x]p) = {f(:cl,...,xp)‘xl €lz]y,...,xp € [:B]p}

die Menge aller Funktionswerte f(x1,...,2,) mit x; € [z], und heift Wertebereich
von [ auf [x].

Oft ist eine Menge wie zum Beispiel der Wertebereich W ( flzly, ... (2] p> kein Inter-
vallvektor. Um dann einen Intervallvektor zu erhalten, der alle Elemente dieser Men-
ge enthilt, betrachtet man die sogenannte (Intervall-)Hille, das heifst den kleinsten
Intervallvektor, der alle Elemente der (beschrédnkten) Menge enthélt. Entsprechend
lasst sich auch bei Matrizen eine (Intervall-)Hiille bilden.

Im Folgenden wird nun der Begrift der intervallmdfigen Auswertung eingefiihrt.

Definition 1.2.15 Es sei f wie in Definition 1.2.14. Sind alle f;(z1,...,2p) so aus
Operationen aufgebaut, dass das Einsetzen der Intervalle [z], fiir die Variable z;
(i=1,...,p) und die Auswertung des entstandenen Terms mit Intervallrechnung
moglich ist, dann heiffit das Ergebnis

7 (il la],) € TR
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T
eine intervallmdfige Auswertung von f auf [x] = ([x]l e [:r]p> .

Eine intervallméfige Auswertung existiert nicht immer, selbst wenn im Funktions-

ausdruck von f nur die Standardoperationen +, —, -,/ auftauchen und f auf ganz
R definiert ist. Dies ist zum Beispiel fir f: R — R,
1
f() = ——— und f¢] = [0,1

der Fall, weil beim Einsetzen von [z] in den Funktionsausdruck von f im Nenner ein
Intervall entsteht, das die 0 enthélt.

Das Ergebnis einer intervallméfigen Auswertung hingt vom konkreten Funktionsaus-
druck ab. So ergeben beispielsweise die intervallmafigen Auswertungen von fi (z) =
14+ L und f; () = £ auf [2] = [1, 2] unterschiedliche Ergebnisse, obwohl die Funk-

tionswerte von f; und fo fiir alle z € R gleich sind. Daher kann man durch eine
geschicktere Wahl des Funktionsausdrucks moglicherweise das Ergebnisintervall der

intervallméafigen Auswertung verkleinern (siehe dazu [1]).

Insbesondere ist eine intervallméffige Auswertung einer Funktion im Allgemeinen
nicht gleich deren Wertebereich auf dem betrachteten Intervall. Es gilt jedoch die
folgende wichtige Einschlieffungseigenschaft.

Satz 1.2.16 Essei f: RP — R stetig und es existiere eine intervallméfige Auswer-
tung f ([m]l e [m]p>. Dann gilt

w(f Ll oolal,) € (el lal,)

Nach Satz 1.2.16 ist offenbar auch die Intervallhiille des Wertebereichs immer in der
intervallméBigen Auswertung f ( [z ,...,[z],) enthalten.

1.3 Steigungen

Essei f = (fi): D CR™ — R™ stetig differenzierbar, [x] C D und zg € [z] fest. Auf
Grund des Mittelwertsatzes 1.1.1 gilt fiir alle = € [z]

S@wot+ti(r—m0) - Gl(wo+t (z— 10))

f(@) = f(wo) = : : (z — o)
U (g + t (x — 20)) -+ GL2 (20 + tn (2 — 30))
(1.1)

mit t; € [0, 1].
Da f stetig ist, gibt es eine Intervallmatrix f ([z]) € IR™*" mit f'(z) € f ([z]) fiir
alle z € [z]. Damit folgt aus (1.1)

f(x) € fwo)+ [ ([«])- ([a] —x0) = Di, (1.2)
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d. h. Dy ist eine Einschlieffung des Wertebereichs von f auf dem Intervall [z].

Oft konnen genauere Einschlieffungen des Wertebereichs mit Hilfe von Steigungen
berechnet werden. Im Folgenden sei dazu f, sofern nicht anders deklariert, eine stetige
Funktion.

1.3.1 Interpolation und Steigungen

Um Steigungen fiir eine Funktion f: D C R — R zu definieren, gehen wir zunéchst
auf die Polynominterpolation ein. Die Beweise der folgenden Aussagen findet man in

[7]-

Satz 1.3.1 Gegeben seien n 4+ 1 paarweise verschiedene Knoten xg, x1,...,2, € D
sowie die zugehorigen Werte fo, f1,..., fn € R. Dann gibt es genau ein Polynom p
mit Grad (p) < n und p(z;) = f;.

Zur Verallgemeinerung seien nun die Punkte z; € D der Menge M = {z¢, z1,..., T}
nicht mehr notwendigerweise verschieden. Tritt ein Punkt z; in der Menge M k;-fach
auf, so seien neben dem Funktionswert f (x;) auch die Ableitungen

Fl@), o oY (@)
bis zur Ordnung k; — 1 vorgegeben.

Den Knoten xg,...,z, werden nun Zahlen d; € N in folgender Weise zugeordnet:
Tritt ein Knoten £ in der Menge M genau [—mal auf, so wird jedem Knoten z; mit
x; = & ein unterschiedliches d; € {0,...,l — 1} zugeordnet, z. B.

‘ ) T o T3 T4 xIs Te T xrs
Z; 1.5 -3 7 1.5 1.5 1 -3 1.5 0
d; 3 0 0 1 0 0 1 2 0

Satz 1.3.2 Essei f € C" (D) und M = {zg,x1,...,zn} mit x; € D eine Menge von
(nicht notwendigerweise verschiedenen) Knoten. Dann gibt es genau ein Polynom p
mit Grad (p) < n und

p(di) (z;) = f(di) (7).

p heiltt Hermite-Interpolationspolynom von f zu den Knoten xq, ..., z,.

Bemerkung 1.3.3 Gilt in Satz 1.3.2 xg =21 = ... = x, S0 ist

p(z) = wa(j) (o)
PR

das Taylor-Polynom n—ten Grades von f zur Entwicklungsstelle zg.
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Definition 1.3.4 Der fiihrende Koeffizient a,, des Hermite-Interpolationspolynoms
von f zu den Knoten xg,...,x, heiflt Steigung n—ter Ordnung von f beziglich
g, ..., Tn. SChreibweise:

onf (zoy...,xn) = ap.

Satz 1.3.5 Es sei f € C™ (D). Die Problemstellung von Satz 1.3.2 ist unabhéngig
von der Reihenfolge der Knoten zq, ..., x,. Folglich ist die Steigung n—ter Ordnung

beziiglich xg, ..., x, symmetrisch in ihren Argumenten, d. h. es gilt
onf (xO, S xn) = Onf (:Eﬂ'(())a s axw(n))
fir jede Permutation 7 von {0,...,n}.

Satz 1.3.6 Fiir die Steigung n—ter Ordnung einer Funktion f € C™ (D) beziiglich
0, ..., Ty gilt:

a) Onf (zo,...,2n) =0, falls f ein Polynom mit Grad (f) <mn — 1 ist.
b) Falls xg = 21 = ... = Xy, S0 ist

£ (o) _

5nf (an-'-a$n> = n

c) Fiir z; # x; gilt die Rekursionsformel

(5n_1f ({Eo, ey Li—1y Ljp1y ey $n) — 5n—1f (ajo, ...,a;j_l,xj+1, veey a;n)

6nf (x07 751371) =
Tj— Tj
k—1
Satz 1.3.7 Essei f € C""!1 (D). Dann gilt mit wy, (7) := H (x —xy)
j=0

) = D 6if (o, 2) wi(2) + 6ngrf (X0, -, 0y @) - wngr (). (1.3)
=0

Satz 1.3.8 (Hermite-Genocchi-Formel)

Es sei f € C" (D), n > 1 und D zusammenhéngend. Ferner seien xy,...,x, € D.
Dann gilt mit

o= {s = (505 .. .,5n) € R™T!

n
s; > 0 und Zsizl}

=0

die Darstellung
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Aus der Hermite-Genocchi-Formel erhdlt man das folgende Korollar.

Korollar 1.3.9 Es sei f € C™ (D). Dann gilt:
a) Die durch die Steigung n—ter Ordnung beziiglich zy,...,z, definierte Funktion
g : R — R mit
g(xo,. .y xn) = Onf(x0y...,2n)
ist stetig in ihren Argumenten z;.
b) Zu den Knoten 2o < 1 < ... < x, gibt es ein £ € [z, ] mit

)

6nf (CCQ,... 7'rn) = ’I’l'

Insbesondere folgt daraus durch Grenziibergang Satz 1.3.6 b).

1.3.2 Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen fiir stetige Funk-
tionen f: R — R

Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen erster Ordnung

In Abschnitt 1.3.1 haben wir in der Definition der Steigungen {iiber die Hermite-
Interpolation jeweils vorausgesetzt, dass die Funktion f geniigend oft differenzierbar
ist. So gilt fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: D C R — R nach (1.3) sowie
Satz 1.3.5

f(x) = f(zo)+0f(zo,2) - (x — z0)
= f(xo) +f(z,20) - (x —x0), x€D.

Fiir festes xq ist somit g (x) := f (x; xo) eine reellwertige Funktion einer Variablen,
die wir als Steigungsfunktion erster Ordnung von f beziiglich xo bezeichnen. Wir
verallgemeinern nun die Definition der Steigungsfunktion fiir stetige, nicht notwendig
differenzierbare Funktionen.

Definition 1.3.10 Es sei f : D C R — R stetig und xg € D beliebig, aber fest.
Eine Funktion §f : D — R mit

f(z) = f(xo) + 0f (x;20) - (x —w0), z€D, (1.4)
heilst Steigungsfunktion erster Ordnung von f beziiglich xg.

Ein Intervall df ([z];xz0) € IR, das alle Funktionswerte von 0f (x;zg) auf [x] C D
enthélt, d. h. ein §f ([z]; zo) € IR mit

of ([2];w0) 2 {of (z;20) @ € [2]},

nennen wir Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [x] beziiglich xg.
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Bemerkung 1.3.11 Fiir z = z¢ ist (1.4) fiir jeden beliebigen Wert of (zo; z¢) erfiillt.
Fiir eine in z( differenzierbare Funktion f setzen wir immer df (zo; zo) := f (o).

Bemerkung 1.3.12 a) Es sei of([x [5f 5f} eine Intervallsteigung erster
Ordnung von f auf [z]. Dann schhei%en nach (1.4) die beiden Geraden

g(x) = f(xo) +4f - (x— o)
und o

h(x) == f(zo) +0f - (x — o)
fiir jedes € [z] den Funktionswert f (x) ein (siche Abbildung 1.1). Insbesondere
gilt mit (1.4) und Satz 1.2.3

fx) € flxo) + 0f ([x];x0) - ([2] — o) (1.5)
fir alle = € [z].
f(x)
h
f
9
_;‘ ’I‘o % X

Abbildung 1.1: Einschlieftung des Wertebereichs mit Hilfe einer Intervallsteigung er-
ster Ordnung

b) Fiir zp wihlt man oft den Mittelpunkt mid ([z]) des Intervalls [z].
¢) Fiir differenzierbare Funktionen f und zg € [z] gilt

[ (@s20) | € a], & £ 20} € {f (@) |w € [a] }

d. h. mit der rechten Seite von (1.5) ist es mdglich, genauere Einschliekungen des
Wertebereichs von f auf [x] zu erzielen als mit der Mittelwertform (1.2).
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Bemerkung 1.3.12 a) zeigt, dass man mit Hilfe von Intervallsteigungen den Wertebe-
reich einer Funktion f auf [z] einschliefen kann. Wir untersuchen nun fiir den Fall
einer stetigen Funktion f : R — R, unter welchen Voraussetzungen eine Intervallstei-
gung Of ([x] ;zo9) € IR erster Ordnung von f auf [z] beziiglich des Punktes zg € [z]
existiert.

Nach Gleichung (1.4) gilt fiir eine Steigungsfunktion erster Ordnung von f beziiglich

xo
f(z) = f (z0) -
Of (x;20) = T —Xo Hir & # o (1.6)
c fir x = xo,

wobei ¢ € R beliebig gewihlt werden kann.

Es gibt stetige Funktionen f : R — R und zy € [z] C R, fiir die keine Intervallstei-
gung Of ([z] ;x0) € IR erster Ordnung existiert. Dies sehen wir durch das folgende
Beispiel.

Beispiel 1.3.13 Es sei f: R — R mit

[ Vz firz>0
f(””)_{o fiir 2 < 0
und zg =0, [z] = [-1,1].

f ist offensichtlich stetig. Fiir die Steigungsfunktion erster Ordnung von f beziiglich
xg = 0 erhalten wir
Ve—0 1

— x > 0.

r—0 x’

of (2;0) =

Wegen
1
— —o00 flirz— +0

Vv
gibt es keine Intervallsteigung df ([z]; 0) € IR erster Ordnung von f auf [x] beziiglich
o = 0.

Lemma 1.3.14 Es sei f: R — R stetig auf [z] und an der Stelle xy € [z] differen-
zierbar. Dann existiert eine Intervallsteigung df ([z];zo) € IR erster Ordnung von f
auf [z] beziiglich x.

Beweis:
Auf Grund der Differenzierbarkeit von f in xzg ist die Funktion ¢ : R — R mit
f (@) — f (x0)

Tr — X

flir « # zg
g(x) =

!

f (zo0) fiir z = xo
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stetig auf [x| und besitzt folglich auf dem Kompaktum [z] ein Minimum und ein
Maximum.

g

Unter gewissen Voraussetzungen kann eine Intervallsteigung df([x];x9) € IR auch
dann existieren, wenn f in x nicht differenzierbar ist. Bevor wir ndher darauf ein-
gehen, benétigen wir die folgende Definition (vgl. [29]).

Definition 1.3.15 Es sei f: R — R stetig auf [z] und es sei z¢ € [z]. Gilt

T—x0 r — X0
und
lim sup M € R,
T—x0 r — X

so definieren wir die "Grenz-Intervallsteigung” dfim ([zo]) € IR durch

i () = [t £ L= 0] L) = T )]

T—T0 Tr — X0 T—x0 T — X

Bemerkung 1.3.16 a) Ist f Lipschitz-stetig in einer Umgebung von xg, so existiert
die "Grenz-Intervallsteigung” dfiim ([zo])-

b) Ist f differenzierbar in xg, so gilt offenbar

’ 7

Ofiim ([z0]) = [/ (@0) , £ (0)
Beispiel 1.3.17 Fiir f (z) = |z|, xo = 0 ist dfjim ([x0]) = [-1,1].

Lemma 1.3.18 Es sei f : R — R stetig auf [z] und es sei z¢p € [z]. Existiert
Ofim ([zo]) € IR, so existiert auch eine Intervallsteigung df ([z]; x9) € IR von f auf
[x] beziiglich xp, und es ist

Beweis:
Aus den Voraussetzungen folgt, dass die Funktion g : [z] \ {zo} — R mit
f (@) = [ (x0)

T — X0

g(z):=
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beschrankt ist. Daraus folgt mit

F@) = @) o . f @) = ()

lim inf > > —
T—T0 xr — X €[z T — X0
TFx(

und

Jim sup f(z) = f (20) < sup f(z) = [ (z0) <o

T—T0 Tr — X0 xe[x} Tr — X
T#x(

die Behauptung. g

Bemerkung 1.3.19 Clarke [6] definiert fiir eine in einer Umgebung von zp € R"
Lipschitz-stetige Funktion f : R™ — R den verallgemeinerten Gradienten in x¢ durch

Of (o) = {CeR": f%(xo;v) > ((,v) fiir alle v € R"} C R",

wobei

fly+tv)—f(y)
{

f°(xo;v) := limsup
Yy — o
t10

mit £ € R und y € R" die verallgemeinerte Richtungsableitung ist.

In [29] zeigen Munoz und Kearfott, dass fiir eine Funktion f : R — R, die in einer
Umgebung von zg € R Lipschitz-stetig ist, die Inklusion

fiim ([x0]) € Of (20) (L.7)

gilt. Auferdem geben Munoz und Kearfott eine Funktion an, die in einer Umgebung
von xo Lipschitz-stetig ist und fiir die in (1.7) die echte Inklusion

Oftim ([z0]) € Of (x0)

vorliegt.

Ist f: R — R stetig in g, differenzierbar in einer punktierten Umgebung U (xg) und
existieren die Grenzwerte

lim f'(zo) =t fi(r0) €R und lim f (x9) =: f_ (o) € R,

x| xg zTxzo

so gilt in (1.7) Gleichheit, d. h.

8ftim ([xo]) = 9Of (x0).



18 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Denn aus der fiir v € R, v # 0, geltenden Eigenschaft
fly+tv)—fy)

tv

f°(zo;v) = limsup v
Yy — o
tlo

v limsup f/(f), Eely,y+tv] firv>0
Yy — Zo
t10

v liminf f' (&), €€ly+ty,y] firv<o0
Yy — Zo

t10

ymax{f+’(x0),fi(xo)} fiir v > 0
ymin{f;(xo),f_’(xo)} fiir v < 0
folg

Of (xog) = {CeR: [ (zo;v) > (v fiir alle v € R}

!

— [min {fjr (zo0), f_ (xo)} . max {f-‘vl- (o). [ (J:U)H
_ [nm L@ = F o) ()~ f (o) }

T—T( T — X0 T—x0 T — o

= Ofiim ([z0]) .

Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen zweiter und héherer Ord-
nung

Fiir f € C? (D) gilt nach (1.3) sowie Satz 1.3.5
f(x) = f(xo)+df(xo,71) - (x —w0) + d2f(x0,71,%) - (¥ — 20) - (¥ — 71)
= f(xo) + of(x1,70) - (x — 20) + d2f (2,21, 0) - (x — 21) - (¥ — 20)

fiir alle z € D. Hélt man xg und x; fest, so ist g (x) := daof (z; 21, x0) eine reellwertige
Funktion einer Variablen.

Ausgehend davon definieren wir nun Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen

zweiter Ordnung.

Definition 1.3.20 Es sei f: D C R — R stetig und xg, 1 € D beliebig, aber fest,
mit xg # x1. Eine Funktion dof : D — R mit

f(z) = f(x0)+0f (w1, 70)- (x — w0) +62f (x; 71, 20) - (x — 21)-(x — 20), z € D, (1.8)
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heilst Steigungsfunktion zweiter Ordnung von f beziglich x1 und xg.

Ein Intervall dof([z];21,20) € IR, das alle Funktionswerte von dgf(z; 21, x¢) auf
[z] € D enthilt, d. h. ein daof([x] ; 1, z0) € IR mit

o f ([x];21,20) 2 {d2f (2521, 70) |2 € [2]},

nennen wir Intervallsteigung zweiter Ordnung von f auf [x] beziiglich x1 und xg.

Analog dazu definieren wir Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen hoéherer
Ordnung.

Definition 1.3.21 Es sei f : D C R — R stetig, und zg,...,z,—1 € D seien
paarweise verschiedene, feste Punkte. Eine Funktion 6, f : D — R mit

n—1
F@)=> 6if (mi,....x0)  wi (x) + 6nf (X3 2n_1,...,70) - wn (x),
=0

k—1

wobei wy, (z) 1= H (x — x;), heilt Steigungsfunktion n—ter Ordnung von f beziglich
§=0

Tn—1y---,20-

Ein Intervall 6, f([z]; Zn—1,...,20) € IR mit

5uf (]300 1, 70) D {0 f (@3 201, -, 20) |7 € [2]},
nennen wir Intervallsteigung n—ter Ordnung von [ auf [z] beziiglich xp—1,. .., zo.
Bemerkung 1.3.22 Ist & f([z] ;21,20) = [ 62f , 02 | eine Intervallsteigung zweiter

Ordnung von f auf [z], so gilt mit der EinschlieBungseigenschaft 1.2.3 sowie der
Subdistributivitdt der Intervallrechnung

f(x) = f(zo)+ (5f($1,96‘0) + 02 f (w521, 20) - (T — 151)) - (z — o)
€ f(@o)+ (8 (@1, 30) + o ([o)s21,20) - ([o] = 21) ) - (fa] = w0)
C  f(wo) +df (w1, 20) - ([2] — 20) + 02f ([2] 521, 20) - ([2] — 1) - ([2] — 20)
fiir alle = € [z].
Ferner schlieffen die beiden Parabeln
g(x) = f(zo) + 0f (x1,20) - (x — o) + 02f - (x — 1) - (x — 7o)

und
h(z) = f(x0) + 0f (z1,20) - (w — @) + 02f - (v — 71) - (¥ — o)
fiir jedes x € [z] den Funktionswert f (z) ein (siehe Abbildung 1.2).
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f(x) A

I < +
x| 4

XO Xl

Abbildung 1.2: Einschlieffung des Wertebereichs von f mit Hilfe einer Intervallstei-
gung zweiter Ordnung von f auf [x] beziiglich x1 und xg

dof(x; 21, 20) hingt von der Wahl der beiden Punkte 21 und xy ab. Im Folgenden
betrachten wir den Fall x1 = xg.

Definition 1.3.23 Essei f: D C R — R stetig, [x] € D und z € [x] fest.
a) Es existiere f (20). Eine Funktion dof : D — R mit
f (@) = f(x0) + f (o) - (x — x0) + 02f (w; 70, 70) - (& — 70)*, @ € D,
heifst Steigungsfunktion zweiter Ordnung von f beziiglich xq.
b) Die "Grenz-Intervallsteigung” dfiim ([zo]) existiere. Ein d2 f([x]; zo, zo) € IR mit
f(x) € f(20) + 0fiim ([x0]) - (& — 20) + 0o f ([2] ; 20, x0) - (x — x0)?, = € [z], (1.9)
heifst Intervallsteigung zweiter Ordnung von f auf [x] beziglich xg.
Zur Abkiirzung sei oo f (z;x0) = dof (x; 20, z0) sowie dof ([z];xo) := daf ([z]; z0, z0)
gesetzt.

Bemerkung 1.3.24 Es sei f : D C R — R stetig, [x] € D und f zweimal stetig
differenzierbar in einer Umgebung von zy € [z]. Dann ist die Funktion dof : D C
R — R mit

f (@) = f (0) = £ (x0) (x — x0) fiir 2 £ a1
5o f (:0) = (2 = 20)’ (1.10)

17

7 (20) fiir x = xo
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nach dem Satz von Taylor stetig in xg und folglich auch stetig auf ganz D. Damit

existiert eine Intervallsteigung zweiter Ordnung d2 f([z]; x0) von f auf [z] beziiglich
ZQ-

Bemerkung 1.3.25 Es gelte (1.9) mit &fiim ([z0]) = [6fz0,dfz0 | und &2 f([] ; z0)
=[d2f,02f . Dann ist

f(@) € f(wo)+dfim ([x0]) - ([2] = z0) + 2f ([2];00) - ([a] —w0)®  (1.11)

eine Einschliefung des Wertebereichs von f auf [z]. Ferner folgt aus (1.9), dass die
Parabelstiicke

g1 () ::f(xo)—i—m-(x—wo)—i—ﬂ (x — x0) firz<z<ag,
hy(z) = f(20) + dfzo - (z — 20) + 02f - (x — w0)” firz <o <o,
gr (z) == f(x0) +0fxo- (. — 20) + d2f - (x — 70) firzg <z <=T

und

hy () == f(x0) +0fx0 - (x — o) + 0of - (x — 20)° fir g <z <7

fiir jedes x € [z] den Funktionswert f (z) einschliefen (siehe Abbildung 1.3).

I

Xo 7(X

Abbildung 1.3: Einschlieftung des Wertebereichs von f mit Hilfe einer Intervallstei-
gung zweiter Ordnung von f auf [x] beziiglich xg
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1.3.3 Steigungen von Funktionen mehrerer Variablen

Definition 1.3.26 Es sei f : D C R™ — R™ stetig und xg € D beliebig, aber fest.
Eine Funktion Jf : D — R™*™ mit

fx) = f(wo) + 0f (w;20) - (x —20), x €D, (1.12)

heifst Steigungsfunktion erster Ordnung von f beziglich xg.

Eine Intervallmatrix of ([x];z¢) € IR™*™ mit

of ([x] 5 z0) 2 {of (w3 20) |2 € [2]}

nennen wir Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [x] beziglich xy.

Die Aussagen aus Bemerkung 1.3.12 gelten somit entsprechend fiir die Steigungen
von Funktionen mehrerer Variablen.

Berechnung von Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen erster Ord-
nung

Fiir die Berechnung von Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen erster Ordnung
gibt es verschiedene Moglichkeiten:

a) Es sei D C R"” offen, f = (f;) : D — R™ stetig differenzierbar und [z] C D. Auf
Grund des Mittelwertsatzes 1.1.1 gilt fiir alle = € [z]
wo+ti(r—m0) - Sl(wo+t (v —x0))
f(@) = f(zo) = : : (z — o)

O (20 + t (x — m0)) -+ FL2 (20 + tim (2 — 20))

mit ¢; € [0, 1]. Wegen der Stetigkeit von f  existiert eine Intervallmatrix &f ([z] ; zg) €
IR™*™ mit

of(@li20) 2 @) zel}.

Folglich ist of ([x];zo) eine Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [z] beziiglich
x0.

b) Es sei D C R" offen, f = (f;) : D — R™ stetig differenzierbar und [z] C D.
Wegen des Mittelwertsatzes 1.1.2 ist fiir alle = € [z]

1
f(z) = f(zo) = (/0 fl(xo +t(x —x0)) dt) (x — x0), (1.13)

wobei das Integral elementweise definiert ist.
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Eine Intervallsteigung of ([z];z0) € IR™*™ von f auf [z] beziiglich zo erhilt man
folglich, indem man fiir Jf ([x];z0);; jeweils eine Einschliefung des Elements

(/01 Flwo+1t(— xo))dt)ij

c¢) Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung von Steigungsfunktionen und Intervall-
steigungen wurde von Hansen angegeben ([13], [16]), wobei die Stetigkeit der Funk-
tion f = (f;) : D C R™ — R™ geniigt. Dabei seien im Folgenden die Komponenten
von z € D mit z; und die Komponenten von zo € [z] C D mit (zo); bezeichnet.

auf [z] wahlt.

Wegen
fi(xl’- . -axn) - fi((IO)lw : '7(‘r0)n)

= fi(:cl,...,xn) —fi((aro)l,:rg_..,xn) +fi((a:0)1,a:27...,:z:n)
—fi((@o)y, (@0)y, @3, -, 2n) + fi( (o), (%0)y, T35, Tn)

—+"'+fi((x0)17"'7($0)n717x”) _fi(($0)17"'7($0)n)
n Jfi ((1'0)1,...,($O)j—1’$j""’xn> — i ((:EO)l""’(xo)j’wj+1""’x">

Tj — (550)]‘

j=1

: (xj - (mO)j)
ist Of (x; zp) mit
fi ((:Ug)l ey (wo)j_1 LT, ,xn> — f; ((xo)l e (xo)j N R xn>

Tj — (xO)j

o (w30),, = fir z; # (20);

Cij fiir T4 = (.%'o)j

fiir beliebiges c¢;; € R eine Steigungsfunktion erster Ordnung von f beziiglich xg.
Falls f'(zo) existiert, so setzen wir
Afi

o=, lim df(@ian)y = 5t (o) (@) s a1, )

Indem wir fiir Jf ([z];20),; jeweils ein Intervall wihlen, das die Menge

{5f($3$0)z‘j E2S [95]}

einschlieft, erhalten wir eine Intervallsteigung of ([x];z¢) erster Ordnung von f auf
[x] beziiglich x.
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Eigenschaften

Fiir die Berechnung einer Intervallsteigung Jf ([z];zo) erster Ordnung haben wir
zuvor verschiedene Moglichkeiten kennengelernt, ndmlich die Auswertung der Jacobi-
Matrix, die Einschliefung von

</01f’(x0+t(x—x0))dt>

und die Methode nach Hansen. Anhand des folgenden Beispiels wollen wir die letz-
teren beiden Methoden vergleichen.

Beispiel 1.3.27 Wir betrachten die Funktion

fix] CRZ—=RE f=(f,f),

mit

filzr,z2) = (36% +1) x5,

f2 (961,302) = 1.

und

Ferner sei zop = (0, 0).

Wir erhalten

und damit

Lof x1 I
/(; 8371<t ( Lo >> dt = 55[}1%2,
Lof T L,
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Also erhalten wir nach obiger Methode b) fiir die Steigungsfunktion erster Ordnung

Loa3 122 €
of (w;m0) = (folf/(x0+t(x—$o))dt) = <2 12 (2 13—1) 2)

und damit die Intervallsteigung erster Ordnung

of () 320) = <[_21’2] [_3’2] )

Nun berechnen wir eine Steigungsfunktion sowie eine Intervallsteigung erster Ord-
nung nach Hansens Methode:

, — 0, 0, — 0,0
fi(z1 x;i_gl( x2) = 212l fi( x;i_gl( ) .
fa(z1,22) = f(0,22) _ f2(0,22) = £2(0,0) _
1‘1—0 - CL‘Q—O -

Damit ergibt sich

und

N e |

Bemerkung 1.3.28 Andert man in Hansens Methode die eingefiigten Summanden
z. B. zu

fi(wassen) = fi (o)1 (@0), )

= i(weomn) = fimn o mnen @o), )+ fi(r s ma, (w0),,)
—fi(1, B2, (@0) s @)y )+ Fi (1,2, (20),y 5 (20),, )
_+...+fi(;1;1,($0)2,...,($0)n) —fi<(x0)1v""($0>n)’

so erhilt man eine andere Steigungsfunktion 0 f(x; z¢) erster Ordnung von f beziig-
lich xg, ndmlich

6f(; iCo)z'j
fi <£C1, oy Tj—1, Ljs ('1:0)]‘-1-1 IR ($o)n> — fi (931, o Lj—1, (:BO)j ) ($0)j+1 R (ifo)n)
Ly — (mO)j
Durch Permutation ergeben sich entsprechend fiir eine Funktion f : R®™ — R in jeder

Komponente f; genau n! Mdéglichkeiten zur Bildung einer Hansen-Steigungsfunktion,
insgesamt also n - n! Moglichkeiten.
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Beispiel 1.3.27 (Fortsetzung):

Wir betrachten die Funktion f aus obigem Beispiel und berechnen eine Hansen-
Steigungsfunktion von f beztiglich 9 = (0,0) mit Hilfe anderer eingefiigter Sum-
manden (siche Bemerkung 1.3.28), und zwar

fl-(xl,...,xj_l,mj,o,...,())—fi(xl,...,xj_l,o,...,O)
$j—0 )

5f<x7$0)ij

Wir erhalten
J1(21,0) — f1(0,0)

CL‘1—0 07
fl (xlax;i:gl (l’l,()) — ($%+1) 2,
f2(21,0) — f2(0,0) 1
Il -0 B
sowie
fa (x1,22) — fa (1,0) .

xg—O

Damit ergibt sich als Steigungsfunktion erster Ordnung nach Hansens Methode

5 (2 9) = <? (w%+01)w2)

und damit als Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [z] = ([-1,1],[-1,1])"
beziiglich xg

Aus Beispiel 1.3.27 erkennen wir:

Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen von Funktionen mehrerer Verdnderli-
cher sind nicht eindeutig. Je nach Methode der Berechnung erhilt man im Allgemei-
nen unterschiedliche Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen.

Auferdem gilt eine Symmetrieeigenschaft wie in Satz 1.3.5 nicht fiir eine Steigungs-
funktion einer Funktion f : R™ — R™ mehrerer Veranderlicher. Ist §f : R™ — R™*"™,
x +— Of (w3 20), fiir jedes xq € [z] eine Steigungsfunktion erster Ordnung von f und
Of : R™ — R™ ™ mit &+ &f (z;w0) := Jf (zo; ¥) die Funktion, die durch Vertauschen
von z und x( entsteht, dann gilt im Allgemeinen Jf (z; x¢) # Of (z; xo). Dies zeigt das
folgende Beispiel.
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Beispiel 1.3.29 Es sei

frll CRP =R, f=(fi,f),
wie in Beispiel 1.3.27 und zo = ((20); , (z0)s ).

Fiir die Steigungsfunktion erster Ordnung von f beziiglich zy erhalten wir nach
Hansens Methode

fi(xr, x9) — f1((w0), , 22)

Ty — (330)1

= (751 +(x0)1) '3757

Fi((@o)y,22) = fi( (o), (w0)s )

T2 — (!130)2

= (@)} +1) - (w2 + (w0)s) .

f2 ($1,ZE2) - f2( (7o), ,562)

z1 — (o),

= 1,

fa(((z0)1,22) — f2((20)y , (w0),)

T2 — (7o),

= 0.
Folglich ist
2 ~
Of (x5 20) = ( (21 + (Uﬁi)h) x5 ((w0); +1) 0(352 +(20)5) ) # 0f (x; ) .
]

Steigungsfunktionen und Intervallsteigungen zweiter Ordnung

Definition 1.3.30 Essei f: D CR"™ — R stetig und xg, 1 € D beliebig, aber fest,
mit xzg # x1. Eine Funktion dof : D — R™*™ mit

(@) = f(20) + 0f (w1520) (x — wo) + (¢ — x1)" 62f (w; 21, 0) (x — 20) , € D,
(1.14)
heilst Steigungsfunktion zweiter Ordnung von f beziglich x1 und xg.
Dabei ist 0f (x1;20) € RY*™ der Wert einer Steigungsfunktion df (x;z¢) erster Ord-
nung von f an der Stelle x = x;.

Eine EinschlieRung 62 f([x];z1, 20) von §f (x; 1, x¢) auf dem Intervall [z], d. h. ein
daf([x]; 21, 20) € IR™ ™ mit

S2.f ([2]; 21, w0) 2 {02f (w5 21, 20) | € [2]},
nennen wir Intervallsteigung zweiter Ordnung von f auf [x] beziiglich x1 und .

Fiir Funktionen f = (f;) : D € R — R™ wird eine Steigungsfunktion zweiter
Ordnung definiert, indem die Gleichung (1.14) komponentenweise angewendet wird.
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Bemerkung 1.3.31 Ist daf([z];x1,z0) eine Intervallsteigung zweiter Ordnung von
f auf [z], so gilt wie in Bemerkung 1.3.22 mit Hilfe der Einschliefungseigenschaft
1.2.3 sowie der Subdistributivitdt der Intervallrechnung

f@) € fo)+ (8f(@sswo) + ([a] - 21) af (o) 321, 20) ) (2] = w0)
C £ (@0) +df (w1i20) ([2] = w0) + ([a] = 21)” daf([a] 501,20) ([2] - w0)

fir alle z € [z].

1.3.4 Anwendungen

Neben der Bestimmung bzw. Einschliefung des Wertebereichs einer Funktion und
neben Anwendungen in der globalen Optimierung (siehe Kapitel 5) konnen Steigungs-
funktionen und Intervallsteigungen auch zum Existenznachweis von Nullstellen einer
Funktion verwendet werden. Wir geben im Folgenden einige Existenzsédtze an, in
denen Steigungsfunktionen bzw. Intervallsteigungen verwendet werden.

Basierend auf dem Fixpunktsatz von Brouwer gilt der folgende Satz von Moore.

Satz 1.3.32 (Satz von Moore, [26])

Es sei f: D C R"™ — R" stetig auf der offenen, konvexen Menge D und [z] C D.
Fiir festes xg € [x] sei §f ([2] ; xg) € IR™ ™ eine Intervallsteigung erster Ordnung von
f auf [x] beziiglich xy.

Gibt es eine nichtsingulire Matrix A € R™*", so dass der Krawczyk-Operator
K([o) @0, A) := w0 — A f(wo) + (I = Adf([e]320) ) ([x] — 20)

die Inklusion
K([z], 0, A) C [2], (1.15)

erfiillt, dann enthélt [z] eine Nullstelle von f.

Ein weiterer Satz, der die Existenz einer Nullstelle von f : D C R™ — R" garantiert,
ist der Satz von Miranda.

Satz 1.3.33 (Miranda, [25])

Essei f: D CR" — R” stetig, zo € D und [z] = [xg — s,20 + t] C D mit s,t € R,
si > 0, t; > 0. Die sich gegeniiberliegenden, parallelen Seiten von [z] seien mit

(2"t = {z € [2], 2 = (x0); + ti} (1.16)

und '
[2]"" == {z € [z], 2 = (w0); — si} (1.17)
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bezeichnet. Falls fiir allet =1,...,n
fi)- fily) <0 Vaelz"",Vyela, (1.18)

gilt, dann besitzt f (mindestens) eine Nullstelle z* € [z].

Im Satz von Miranda tauchen keine Steigungen auf. Zur Uberpriifung von (1.18) ist es
jedoch unpraktikabel, im Funktionsausdruck von f die Variable x durch das Intervall
[2]°" bzw. [2]"~ zu ersetzen und dadurch eine intervallmiRige Auswertung zu gewin-
nen (siehe [27]). Daher werden hinreichende Bedingungen benétigt, unter denen die
Voraussetzungen des Satzes von Miranda erfiillt sind. Dazu koénnen Steigungsfunk-
tionen bzw. Intervallsteigungen verwendet werden, worauf wir im Folgenden kurz
eingehen.

Zunichst geben wir eine leichte Verallgemeinerung des Satzes von Moore /Kioustelidis
aus [27] an.

Satz 1.3.34 Es sei f: D C R" — R” stetig, zo € D und [z] = [zg — 5,20 +t] € D
mit s, € R, s; > 0, t; > 0. Ferner seien die Intervallvektoren [#]"" und [2]"~ wie
in (1.16) bzw. (1.17) definiert sowie €’ := (0,...,0,1,0,...,0)' € R", i =1,...n. Die
Intervallsteigungen erster Ordnung 5f([x}i’7 ;x0 — siei) e IR™™ von f auf [z]"~
beziiglich zg — s;¢’ und 6f<[:r:]i’+;xo +tiei) e IR™™ von f auf [z]"T beziiglich
7o + t;e’ seien gegeben, und A € R™ ™ sei eine nichtsingulire Matrix.

Wir setzen

= (A7 (ot tie) )+ D0 (A7 ([ w0+ tie')) - [-st)]
7 — L
J#i

und

= = (Af (2o — si€?) )i+ > (A 6f<[x]i’_ ;o — Si‘?i))ij =85 ]

i
Gilt fiir jedes i € {1,...,n}

sup 1]~ <0 < inf[]]"* (1.19)
oder ' _

sup [[]"* <0 <inf[1]"", (1.20)

so erfiillt die Funktion g(z) := A - f(z) auf [z] die Voraussetzungen des Satzes von
Miranda.

Eine weitere hinreichende Bedingung fiir die Voraussetzungen des Satzes von Miranda
liefert der folgende, in [9] untersuchte Test.
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Satz 1.3.35 Essei f: D CR"™ — R” stetig, 9 € D und [z] = [xg — s,20 +t] C D
mit s,t € R, s; > 0, t; > 0. Ferner seien f ([z]; xo) € IR™ ™ eine Intervallsteigung
erster Ordnung von f auf [z] beziiglich z¢ sowie A € R™*™ eine nichtsingulire Matrix.

Wir setzen

m)™* = (A @0)) + (Adf((a)ia0) ) - (12" — o).

wobei (...); die i—te Zeile einer Matrix bzw. eines Vektors bezeichne und (2] wie

in (1.16) bzw. (1.17) definiert sei.
Gilt fiir jedes i € {1,...,n}

sup [m]"~ < 0 < inf [m]"" (1.21)
oder A A

sup [m]"* < 0 <inf [m]"~, (1.22)

so erfiillt die Funktion g(z) := A - f(z) auf [x] die Voraussetzungen des Satzes von
Miranda.

Zusammenhinge

Zwischen den Sétzen von Moore und Miranda sowie den Tests von Moore/Kioustelidis
(Satz 1.3.34) und Frommer/Lang/Schnurr (Satz 1.3.35) kénnen Zusammenhénge ge-
funden werden, so dass eine Art "Hierarchie” zwischen den Sétzen formuliert werden
kann.

In [43] wird gezeigt, dass wenn die Voraussetzungen des Satzes von Moore erfiillt
sind, dann auch die Voraussetzungen des Satzes von Miranda fiir die Funktion

g (@) = f(0)"" f (2)
erfiillt sind.

Zusammenhénge zwischen dem Satz von Moore und den Tests von Moore/Kioustelidis
und Frommer/Lang/Schnurr findet man in [9], [10] und [41]. Eine Anwendung dieser
Aussagen bei linearen Komplementaritdtsproblemen liefert [40].

Bemerkung 1.3.36 Ls bestehen ebenfalls Zusammenhénge zwischen dem Satz von
Kantorovich und den Sétzen von Moore und Miranda (siehe [2], [31], [34], [42], [45]),
auf die wir hier allerdings nicht ndher eingehen. Eine Verallgemeinerung des Satzes
von Miranda sowie einiger Zusammenhénge findet man in [3| und [24].



Kapitel 2

Automatische Berechnung von
Intervallsteigungen hoherer
Ordnung fur differenzierbare
Funktionen einer Variablen

In diesem und den folgenden Kapiteln gehen wir stets davon aus, dass eine Funktion
durch einen Funktionsausdruck im Sinne von [1] gegeben ist, d. h. im Funktionsaus-
druck treten nur endlich viele Operanden, Operationen und Standardfunktionen auf
und die entsprechenden intervallméfbigen Operationen seien definiert. Ferner existie-
re fiir [x] C D jeweils die intervallmébige Auswertung f ([x]). Zunéchst betrachten
wir differenzierbare Funktionen einer Variablen.

Unser Ziel ist es, fiir eine Funktion f : D C R — R eine Intervallsteigung zweiter
Ordnung von f auf [z] C D beziiglich x; und zp zu berechnen, so dass wir nach
Bemerkung 1.3.22 eine Wertebereichseinschliefung der Form

f(z) € f(xo)+&f(x1,20) - ([x] —20) + d2f([2]; 21, 20) - ([x] — 21) - ([2] — 0)

fiir alle x € [z] erhalten. Die Berechnung der Intervallsteigung soll simultan zur
Auswertung der Funktion f durchgefithrt werden, ohne dass eine explizite Formel
fiir eine Steigungsfunktion zweiter Ordnung von f beziiglich 1 und z¢ benotigt
wird.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels gehen wir auf die Grundlagen der automati-
schen Differentiation sowie der automatischen Berechnung von Intervallsteigungen
erster Ordnung ein. Ferner beschreiben wir, was bereits in der Literatur iiber die
Berechnung von Intervallsteigungen zweiter Ordnung angegeben wurde. Der zweite
Abschnitt behandelt die automatische Berechnung von Intervallsteigungen zweiter
Ordnung, bevor wir schlieflich auf die Berechnung von Intervallsteigungen héherer
als zweiter Ordnung eingehen.

31
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2.1 Automatische Differentiation und automatische Be-
rechnung von Intervallsteigungen

Wir betrachten die stetig differenzierbare Funktion f: R — R mit
x
= - R. 2.1
f@) = o we 1)

f ist durch einen Funktionsausdruck gegeben, der z. B. auf die Weise

f1 (SU) = T,

f2(z) = saqr(fi(z)),

f3(z) = 1,

fa(x) = fo(z)+ f3(x),
~ filx)

f(z) = @)

zusammengesetzt werden kann, wobei sqr (f1 () := (f1 ())? sei.

Automatische Differentiation

Mit Hilfe von automatischer Differentiation [35] konnen Werte der Ableitung u einer
Funktion v : R — R simultan zur Auswertung von u berechnet werden, ohne dass

eine explizite Formel fiir " bendtigt wird. Dazu werden Paare der Form U = (u, u/)
mit u,u € R betrachtet, wobei u den Funktionswert u (z) und « den Wert u (z)
der Ableitung an der Stelle x € R repréisentiert. Mit Hilfe von Differentiationsregeln
wird fiir diese Paare eine Arithmetik definiert, und zwar sei fiir Y = (u,u/) und

Y= (v,z/)

U+y = u+vu+v>

u-v =

(
U-vy = (u v, u—v)
(

U -, uv+uv>

UV (u/u (u —ufv- v/> /v> fiir v £ 0.

Fiir eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R ist nach der Kettenregel

pU) = (w(u%u'-w’(u))-

Der Variablen z, genauer der Funktion f(z) = x, entspricht wegen Z—‘” = 1 das
Paar X = (z,1). Einer Konstanten ¢ € R bzw. einer konstanten Funktion f (z) = ¢

entspricht wegen j—; = 0 das Paar C = (c,0).
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Beispiel 2.1.1 Die Auswertung der Funktion f aus (2.1) an der Stelle x = 2 mit
Hilfe der obigen Operationen ergibt

F@)=(nr) =

d-h. f(2)=2und f(2)=-2.

Mit einer Erweiterung der automatischen Differentiation kénnen wir Einschlielungen
des Wertebereichs der Funktion f sowie des Wertebereichs der Ableitung [ auf
einem Intervall [z] berechnen. Dazu werden als Komponenten der Paare Intervalle
verwendet, und die auftretenden Operationen und Funktionsauswertungen werden
durch die entsprechenden Intervalloperationen bzw. Funktionsauswertungen ersetzt.

Beispiel 2.1.2 Wir wollen fiir f aus (2.1) Einschliefungen der Funktionswerte und
der Ableitungswerte auf dem Intervall [x] = [1, 3] berechnen. Automatische Differen-
tiation liefert

f(.n) = 1) / (sar( (], [1.1])) + (L, 1],[0,0) )
= (11,31 ]>/(sqr(<[ 1[1,11>)+<[1,11,[o,0]>)
= (11,3),1,1]) / (1,902, 6]) + ([1,1],[0,0) )
= (11,3, [1,1)) / ([2.10),12,6] )

- ([53] (- o3 ) )
- (30
Damit ist
{rw.zew} ¢ |53
und
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Automatische Differentiation 14sst sich auch zur Berechnung von Ableitungen héherer
Ordnung sowie fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher durchfiihren. Ebenso kann
an Stelle der zuvor beschriebenen "Vorwértsmethode” auch eine "Riickwirtsmethode”
zur automatischen Differentiation definiert werden. Details findet man in [8] und [11].

Automatische Berechnung von Intervallsteigungen erster Ordnung

Analog zur automatischen Differentiation fithren Krawczyk und Neumaier [22] eine
Arithmetik zur automatischen Berechnung von Intervallsteigungen erster Ordnung
ein. Die Arithmetik wird von Ratz [38| fiir die Auswertung einiger Standardfunk-
tionen erweitert. Die automatische Steigungsberechnung erméglicht die Berechnung
von Intervallsteigungen erster Ordnung, ohne eine explizite Formel fiir eine Stei-
gungsfunktion erster Ordnung zu bendtigen.

Zur automatischen Berechnung von Intervallsteigungen erster Ordnung verwendet
Ratz [38] Steigungstupel erster Ordnung.

Definition 2.1.3 Es sei u : D C R — R stetig, [x] € D und zg € [z]. Ein Tripel
U = (Uy, Uy, 6U) mit Uy, Uy, 6U € IR und

e U,
xo) e U
€ U - (x—x),

8
o

fiir alle « € [z] heifst Steigungstupel erster Ordnung von u auf [x] beziiglich x.

Ist U = (Uy, Uy, 0U) ein Steigungstupel erster Ordnung von u auf [z] beziiglich xg,
so ist U, eine Einschlieftung des Wertebereichs von w auf [z], U, eine Einschliefung
des Funktionswerts u (z9) und 0U eine Intervallsteigung von u auf [x] beziiglich xo.

Es seien U = (Uy, Uy, 0U) und V = (V,, V4, V) Steigungstupel erster Ordnung
von u bzw. v auf dem Intervall [x] beziiglich zy. Die Operationen +,—, -,/ fur
Steigungstupel erster Ordnung werden in [38] durch

U+YV = (Up+ Vi, Upy+ Vay, U +6V),

U=V = (Uy—Vy, Upy— Vi, U =6V ),

UV = (UpVa, Usy Vag, Up - 6V + Vg - 8U ),

UWY = (Ug/Vi, Usy/Vag» (6U = Uyy [ Vo - 6V) /Vy) fiir 0 ¢V,

definiert. Fiir eine stetige Standardfunktion ¢ wird

eU) = (9Us), ¢ (Us), 0p (Us; Uyy) - U )

gesetzt. Dabei ist ¢ (U;) € IR eine Einschliebung von ¢ (uy) fiir alle u, € U, und
¢ (Ug,) € IR eine EinschlieBung von ¢ (uy,) fir alle uy, € Uy,. Ferner schlieft
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0 (Uy; Uy,) € IR fiir jeden Wert uy, € Uy, eine Intervallsteigung d¢ (Uy; ug,) erster
Ordnung von ¢ auf U, beziiglich u,, ein. Insbesondere ist also

sqr (U) = (sar(Uy), sar (Us,) , (Uy + Uy,) - 0U ).

In |22] bzw. |38] wird gezeigt, dass die Resultate der obigen Operationen U oV, o €
{+,—,-,/}, und ¢ (U) jeweils wieder Steigungstupel erster Ordnung der Funktionen
uov bzw. ¢ (u) auf [z] beziiglich x¢ sind. Unter Verwendung, dass ([z],zo,1) ein
Steigungstupel der Funktion f(z) = z auf [z] beziiglich z¢ ist und dass (c,c,0)
ein Steigungstupel einer konstanten Funktion f(z) = ¢ € R ist, kann dann die
automatische Steigungsberechnung durchgefiihrt werden.

Beispiel 2.1.4 Wir wollen fiir f aus (2.1) mit Hilfe von automatischer Steigungs-
berechnung eine Intervallsteigung von f auf [z] = [1, 3] beziiglich z¢p = 2 berechnen.

Es ist
f(([] 70, >)

= (L /(sqr (2,20, [1,1])) + (11,1, [1,1],[0,0]) )

= (IL 1) /(1 [3,5) + (1.1, [1.1), [0,0]))

= (I, /(210 35])

(B3 B o nsyem)

= ([we] [53] [2=l)
Damit ist

(@ et} |53,
TR

und ferner ist

eine Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [x] = [1, 3] beziiglich ¢ = 2.

Wir wollen nun die Technik aus [22] und [38] erweitern, um eine automatische Be-
rechnung von Intervallsteigungen zweiter Ordnung zu erméglichen.
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Automatische Berechnung von Intervallsteigungen zweiter Ordnung

In [46] geben Shen und Wolfe eine Arithmetik an, die die automatische Berechnung
einer Intervallsteigung 62 f([x] ; zo) zweiter Ordnung einer Funktion f auf [z] beziig-
lich zp ermdglicht. Kolev [21] verbessert diese Technik, indem er fiir konvexe bzw.
konkave Standardfunktionen, die im Funktionsausdruck von f auftreten, eine opti-
male Einschliefung der Steigungsfunktionen erster und zweiter Ordnung verwendet.

Wiéhrend in [21] und [46] Intervallsteigungen 62 f([x] ; z¢) zweiter Ordnung von f auf
[x] beziiglich o betrachtet werden, fithren wir in diesem Abschnitt eine Arithmetik
ein, die die automatische Berechnung von Intervallsteigungen ds f ([z] ; 1, z¢) beziig-
lich der im Allgemeinen unterschiedlich wihlbaren Punkte x; und zp ermdglicht.
Ferner gehen wir auf die automatische Berechnung von Intervallsteigungen hoherer
Ordnung ein.

In [21] wird zur Berechnung von Intervallsteigungen erster und zweiter Ordnung ei-
ner Funktion f der Funktionsausdruck von f durchlaufen. Die dabei gewonnenen
Zwischenergebnisse fiir Teilfunktionen des Funktionsausdrucks werden exakt berech-
net. Bei Berechnungen auf einem Computer kann man im Allgemeinen das Ergebnis
der Rechnung nicht exakt darstellen, sondern nur in einem Intervall einschliefsen.
Wir wollen in unserer Arithmetik Rundungsfehler beriicksichtigen und erhalten so-
mit EinschlieRungen fiir diese Zwischenergebnisse. Insbesondere sind also samtliche
Zwischenergebnisse fiir den Funktionswert und die Steigungen im Allgemeinen nicht
als reelle Zahlen, sondern als Intervalle mit positivemn Durchmesser gegeben. Da-
mit ergeben sich fiir unsere Arithmetik zur automatischen Steigungsberechnung im
Vergleich zu [21] eine Vielzahl neuer Fille.

2.2 Automatische Berechnung von Intervallsteigungen
zweiter Ordnung

2.2.1 Steigungstupel zweiter Ordnung

Es sei u: D C R — R zweimal stetig differenzierbar, [x] C D und xg,z; € [] nicht
notwendigerweise verschieden. Dann ist nach Korollar 1.3.9 bzw. Bemerkung 1.3.24
die Steigungsfunktion dou(z; x1, zo) zweiter Ordnung von u beziiglich x1 und z stetig
auf [z]. Folglich existiert eine Intervallsteigung dou([z]; 1, z¢) zweiter Ordnung von
u auf [x]. Dies fithrt uns zur Definition eines Steigungstupels zweiter Ordnung.

Definition 2.2.1 Essei u: D C R — R zweimal stetig differenzierbar, [z] C D und
xo,x1 € [x] beliebig, aber fest. Ein 7-Tupel

U= (Ux7 Uasoa lep 5Ux1w07 6Ux:co’ 5Umc17 52U)
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mit Up, Uxoa Ux175lexoa 5Ux:poa 5Uzm1a52U € IR, Umo C Uy, U:vl C U, und

u(x) € Uy,
U (330) S me
u (1'1) S le,
&L(I‘l;xo) S 5Ux1x07 (2.2)
u(x) —u(zg) € 0Ugg - (x —x0),
u(x) —u(zy) € Uy - (x—21),
u(z) —u(xo) € ou(zi;zo)- (x—x0)+ 62U - (v —21) - (x — x0)

fiir alle = € [z] heift Steigungstupel zweiter Ordnung von u auf [x] beziglich x1 und
x(-

Bemerkung 2.2.2 In (2.2) enthélt U, den Funktionswert u (z) fiir jedes z € [x],
Uz, enthilt den Funktionswert u (z9) und Uy, enthélt u (x1). Ferner ist 0Uy, 5, eine
EinschlieBung von du(z1;x) und 6Uyy, bzw. 6Uy,, sind Intervallsteigungen erster
Ordnung von u auf [x] beziiglich o bzw. 1. Auferdem ist 62U eine Intervallsteigung
zweiter Ordnung von u auf [z] beziiglich 21 und x. Folglich sind

u(z) € U,

u(x) € Uy~ 0Ugs, - ([2] — 20),

u(z) € Up + 0Uyy, - ([2] — 21),

u(z) € U+ 0Ugz - ([x] — o) + 02U - ([x] — 21) - ([2] — 20)

jeweils EinschlieSungen des Wertebereichs von u auf [z].

Bemerkung 2.2.3 Fiur x = z¢ sind die fiinfte und die siebte Relation in (2.2)
offenbar immer erfiillt. Ebenso sind die letzten beiden Inklusionen immer fiir x = 21
erfiillt. Beim Nachweis dieser Relationen kénnen wir daher 0.B.d.A. z # zy bzw.
x # x1 annehmen, was wir im Folgenden jeweils stillschweigend tun werden.

Fiir konstante Funktionen sowie die Funktion u (x) = x kénnen Steigungstupel auf
einfache Weise bestimmt werden. Offensichtlich gilt das folgende Lemma.

Lemma 2.2.4 a) K = (k,k,%,0,0,0,0) ist ein Steigungstupel zweiter Ordnung fiir
die konstante Funktion u (z) = k € R auf [z] beziiglich 21 € [z] und z¢ € [z].

b) X = ([z],x0,1,1,1,1,0) ist ein Steigungstupel zweiter Ordnung fiir die Funktion
u(x) = x auf [x] beziiglich x; € [z] und z¢ € [z].

2.2.2 Operationen fiir Steigungstupel zweiter Ordnung

Definition 2.2.5 FEsseien U bzw. V Steigungstupel zweiter Ordnung der Funktionen
u:DCR—Rbzw. v: D CR — R auf [z] C D beziiglich z; € [z] und z¢ € [z].
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a) Die Addition bzw.

definiert durch

Subtraktion W := U + V der Steigungstupel & und V sei

W, = U, £ V,,
Weo = Ugy £ Vo,
W, = Ug £ V5,
Waiao = O0Uszizo £ 6Vaing,
Wany = Ussy + Vi,
Wop, = 0Upp, % 6V,
oW = 0U £ 5V.
b) Die Mulitplikation W :=U - V sei definiert durch
Wx = U:U ' V;u
Wz, = Ugy - Vs
Wa, = Uz -V,
Waizo = Uz - 0Vaizo + 00Uz 20 - Vao,
5Wxx0 = U;- 5V5m0 + 5wa0 “Vaos
6Wxxl = Ug- 5mel + 5U:E:v1 : qu
oW = 0U - VJ;O + U, -8V + 5wa1 . (5Vgglx0.
c) Die Division W :=U/V, wobei 0 ¢ V,, sei definiert durch
W, = Um/ Ve,
on = Uaro/va:m
le = Uzl/ VZEU
Warso = (0Ussg — Way - 5vx1x0) [ Vay,
5W:m:0 = 5Uzzo - W:po : 5‘/;010 /an
5W:m:1 = 5sz1 - le : 5‘/1x1 /an
W = (85U — Wiy - 82V — 6Wig, - 5vm) Vi,

d) Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ und ein Steigungstupel U =
(Uzy Uzyy Uy s 0Usy g, 0Uszg s 0Uzgz, , 02U) zweiter Ordnung von u (z) auf [z] beziiglich
x1 und z¢ definieren wir W := ¢ (i) durch

W, =
Wz, =
W, =
Weizo =
Waao =
Wew, =
6o W =

¢ (Uz)

2 (Uxo) )

¢ (Uz,)

dep (U:m; Uzo) : 5Ux1m0a

5@ (UJ}; Uazo) : 5Uxxo7

dep (U:EQ U:Jcl) : 5U:mc1>

590 (Uxa Uxo) : (SQU + 5230 (UJ:7 Ul’17 Uxo) : 5Uxa:1 : 5Ua:1xo-

Dabei seien ¢ (U;) € IR, ¢ (Uy,) € IR bzw. ¢ (U,,) € IR Einschlieffungen des Werte-
bereichs von ¢ auf Uy, Uy, bzw. Uy, . Ferner sei d¢ (Uy,; Uy, ) € IR eine Einschliefung

der Menge

{0 (uaﬁl?uwo) | Uy, € Uz, gy € Uz, I (2.3)
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0@ (Uy; Uy,) € IR eine Einschliebung der Menge
{06 (uz; ) |1z € Uy, ugy € Uy } s (2.4)
00 (Uy; Uy, ) € IR eine Einschliebung der Menge
{0 (uz;uz,) |ug € Up,ug, € Uy}, (2.5)
und 02 (Uy; Uy, , Uy, ) € IR eine Einschliefung der Menge
{0200 (3 Uay s Uso) | Ua € U, sy € Usy, ag € Uy }- (2.6)

Nach Satz 1.3.5 und Satz 1.3.6 gilt dabei

"

/ 1
Sp(aia)=¢'(0) wd Gplaaa)=5¢"(a), acR (27

sowie

S (b;a) — ¢’ (a)
b—a ’

a,beR, a#b.
(2.8)
Nach den Voraussetzungen fiir ¢ und U sind die Mengen (2.3)-(2.6) beschrénkt und

konnen somit durch ein Intervall aus IR eingeschlossen werden. Darauf gehen wir in
Abschnitt 2.2.3 ein.

6290 (b’ a, CL) = 62@ (CL, ba CL) = 5290 (CL, a, b) =

Satz 2.2.6 Es seien U und V Steigungstupel zweiter Ordnung der stetigen Funk-
tionen u : D C R — R bzw. v : D C R — R auf [z] C D beziiglich z; € [z] und
xg € [z].

Die Resultate W = (W, Wao, Way, 0 Waiao, OWaag, OWag,, 62W) der in Definition
2.2.5 eingefiihrten Operationen sind Steigungstupel zweiter Ordnung der jeweiligen
Funktion w =uwowv, o € {+,—,-,/} bzaw. w(z) = ¢ (u(z)) auf [z] beziiglich z; und
xo, d. h. sie besitzen jeweils die Eigenschaft (2.2).

Beweis:

Da die Eigenschaften von W, und §W,,, analog zu den Eigenschaften von W, bzw.
0Wya, nachgewiesen werden, fithren wir den Beweis fiir erstere nicht durch.

Aus den folgenden Beweisen ergibt sich jeweils, dass alle Eigenschaften von U und V
aus (2.2) benotigt werden.

Es sei jeweils = € [z] beliebig.
a) Addition/Subtraktion:
Es ist
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w(zg) = u(wg) £v(xg) € UpyyEt Vi = Wi
Weiter gilt
w(z) —w(zo) = u(z)tv(r)—(u(zo)+wv(xo))
= (u(z) —u(20)) + (v () — v (20))
€ 0Uyzg - (x —x0) £ 6Vas, - (z — )
= (0Uggy + 0Vaz,) - (x — o)
= Waa, - (. —20).
Aus
w(z) —w(zo) = (u(z)—wu(2o))+ (v(x)—v(z0))
= (du(z;z0) £ v(x;20)) - (¥ — 0)
folgt
dw(zr;x0) = du(xi;zo) £ov(r;20) € 0Upimg £0Viae = IWaimg-

Schlielich ist

w () —w (xg) — ow(w1;20) - (¥ — )

u () — u(x0) — du(w1; o) - (z — o) & (v (x) — v (w0) — dv (w15 20) - (x — w0) )
U - (x —x1) - (v —20) £02V - (x — 21) - (z — )

(02U £ 62V) - (z — 1) - (x — o),

- m

woraus mit doW := doU + 62V die Behauptung folgt.

b) Multiplikation:
Es gilt

e U, -V,
w(zg) = u(xo)v(w0) € Upy-Vig = Wy

Ferner ist

w () — w (o)

I
IS
5

v (x) —u(xo) v (20)

= u(@)v(@) —u(@)v(@o) +u(@)v(w0) — ulwo) v (2o)
€ OV - ( — 20) + 0Uyyz, - v (x0) - (x — 20)

= (u(2) 0Vaay + 0Ugay - v (20) ) - (& — 20)

C Uz 0Vagy + 0Ussy - Vi) - (2 — 20)

= Wiz, - (z — ).

w(x) —w(zy) = u(@)v(@)—u(@)v(wo)+u(x)v(zo) —u(wo)v(wo)
= (w(@) - ov(@;w0) + du(w; z0) - v (w0) ) - (@ — 20)
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folgt

dw(x1; o) u(x1) - dv(xr; o) + du(zr; xo) - v (z0)
Uml . 5Vx1x0 + 5Uz1$0 : ‘/QCO

OWayzo-

i m

Schlielslich ist

w (z) —w (o) — dw(x1;20) - (x — o)

)v () —u(zo) v (x0) — u(21) - 6v(x1; 20) - (2 — 20)
—5U(f€1 0) - v (o) - (z — z0)
u (@) (v(x) — v (w0) ) +v (o) (u(a) —u(wo))
—u (x1) - 0v(x1;20) - (. — 20) — du(x1;20) - v (20) - (T — X0)
) —u () - dv(z1;20) - (x — o)

xo) — ou(zy; o) - (. — 1‘0))

(
0 (o) (1 (2) = u (w0) = du(w1; 20) - (& — 20) )
u (@) (v () = v (w0) = dv(ar; o) - (x — wo) )
+(u(@) = u(@1) ) - Go(a1s o) - (2 = o)
o (w0) (1 (2) = u (w0) = du(wr; 20) - (= = 20) )

€ (Ux 63V + Vi - 02U + 6U,, - 5vm1m0) (z—z1) (& — o) -

c¢) Division:

Es ist

w(z) = u@)/ve) € Uy/Vy = Wy,
w(zo) = u(zo)/v(x0) € Usy/Vay = Way.

Weiter gilt

w () = w (xo)
w(z) /v (@) —u(w0) / v (v0)
(w (@) (o)

(@) = w(20) = w(20) /v (20) - (0 (&) v (20)) )/ v ()
(6Uizy = 1 (20) /v (20) - Vg ) /v (@) - (& = 0)

(s

0
Uswy — Usy/ Vi - 5Vmo> IV - (x — x0)
Wz, - (z — x0) .

)= (1) —u @) +u (@) ) - So(wrizo) - (z = w0)

xo) — u (zg) v (xo) + u (xo) v (x0) — u (zg) v () )/ (v () v (x0) )



42 KAP. 2. AUTOMAT. BERECHNUNG VON INTERVALLSTEIGUNGEN

w(z) —w(xg) =

(@) = ulwo) = u(wo) /v (w0) - (v () = v(w0)))/ v ()
(6u(x;m0) —u(xo) /v (xo) - dv(z; x0) )/v () - (x — x0)
folgt

Sw(wi;zg) € (5Um0 — Uyy/ Vi - 5vx1m0> [ Vi, = Waa,.

Ferner gilt wegen

dass

(w(@) = w(wo) Ju(@) = w(@)=ulw)/v(w)-v(z)
ist (nach Voraussetzung ist v () # 0). Mit

v(z) = v(z)+v(x)—v(zr)

folgt daraus

(w (@) = w(wo) v (@) + (w (@) = w(wo) ) - (v (@) = v (1))

= (@)~ u(wo) —u (o) /v (o) - (v (@) = v (o))
und
(w (@) = w(w0) )v (a1)
= (@) = uao) = w (@) (v(@) = v(w0) ) = (w(@) = w(ao) ) - (v(@) v (a1)).

Damit ergibt sich

<w () —w(xg) — ow(x1;20) - (T — x0) )v (1)
= u (@)~ ulwo) —w (o) (v(@) = v (o) ) = (wl@) = w(@o) ) - (v(@) = v(ar) )
(5u(:c1 xo) —u (o) /v (o) - dv(w1; a:o)> (z — x0)

= u(x) —u(wo) — du(z1;20) - (T — T0)

w (x0) - (v (z) — v (xg) — dv(w1;20) - (T — x0)>
—(w(m)—w(ﬂfo)) (v@ —v(@))
(52U Wy - 82V — Wi - 5le) Az — 1) - (z — @0).

m



2.2. AUTOMAT. BERECHN. VON INTERVALLST. ZWEITER ORDNUNG

43

Also folgt mit
W = (85U = Way 63V = 6Wosy Ve, )/ Vi,
dass
w(z) —w(xg) € dw(xr;x0) - (x —x0) + W - (x — 1) - (x — )
ist.
d) Standardfunktionen:
Es gilt

Weiter ist
w(z) —w(zo) = @(u(x))—e(u(o))
— Sp(u (@) iu(e0)) - (u (@) — u(zo)).
Daraus folgt einerseits
w(z) —w(xg) € 3¢ (Uz;Usy) - 0Usgy - (x —x0) = IWag, - (x — x0)
und andererseits
dw(z1;T0) = 5@(u (z1);u (:Uo)) -du(xy;x0)
€ (5(p(Um1; Umo) ~0Ug, 2 = Wyia-

Ferner gilt

Damit folgt

) - du(z1; zo) - (x — o)
(u (x) = u(x0) — du(x1; 20) - (x — x0) )
20) ) — 6 (u (1) ;u (z0) )) ~ou(zy;x0) - (x — 20)
= dp(u(z);u(zo)) - (u(z) —u(zo) — du(zi;z0) - (z — 20))

+52g0(u (x);u(z1),u(xo) ) . (u () —u (3:1)) ~ou(xy; o) - (2 — x0)
€ 6<p(Ux; Umo) 20U - (x — 1) - (& — x0)

+020(Up; Uz, , Usy) + 0Uszy - 0Us gy - (x — 21) - (2 — T0)
= W (z—x1)-(x—x0).
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Bemerkung 2.2.7 Es gibt andere Mdglichkeiten, die Operationen W = U - V,
W :=U/V und W := ¢ (U) fiir Steigungstupel zweiter Ordnung zu definieren.

So erhdlt man beispielsweise fiir die Multiplikation aus
w(z) —w(@o) = u(x)v(z)—u(zo)v(zo)
= (»T (z) — u(xo) v (z) + u(z0) v (x) — u (z0) v (20)
= () (u(x) —u(xo)) +u(zo) (v(x) —v(x0))
die Relation
w(x)—w(xo) S (Vx'éUxxo+5vx$o 'U:vo) ' (33—:6‘0),
so dass auch

Wagy = Vi 0Usay + 0Vaag - Usg

eine Intervallsteigung erster Ordnung von w = u - v auf [z] beziiglich x( ist. Ebenso
erhdlt man, dass bei der Multiplikation auch andere Definitionen fiir oW mdoglich
sind.

Auf die gleiche Weise lisst sich zeigen, dass auch fiir W := U/V und W = ¢ (U)
andere Definitionen moglich sind.

2.2.3 Steigungen fiir Standardfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie fiir eine zweimal stetig differenzier-
bare Standardfunktion ¢ die in Definition 2.2.5 d) verwendeten Einschliefungen
300 (Ugy3Usy)y 0@ (Uz; Uy )y 0 (Up; Uy, ) und d2p (Uy; Uy, , Uy, ) der Mengen (2.3) -
(2.6) bestimmt werden kénnen.

Falls Uy, N Uy, = @, dann ist

' (Ul‘l) — ¢ (Uxo)
Ug, — Uz ’

wobei ¢ (Ug,) € IR und ¢ (Uy,) € IR Einschliefungen des Wertebereichs von ¢ ()
auf U, bzw. Uy, sind. In diesem Fall kénnen wir

¥ (le) - ¥ (Uxo)

{00 (Uay 5 Uy ) |Uay € Usystizg € Uy } C

0@ (U, ; Uy = 2.9
90( 1 O) le _ Uxo ( )

setzen. Falls Uy, N U, # O, so konnen wir
00 (Uny; Ung) = ¢ (Uy U Us) (2.10)

setzen, wobei ¢ (U, UU,,) € IR eine EinschlieRung des Wertebereichs von ¢’ ()
auf U, U Uy, ist, denn nach dem Mittelwertsatz 1.1.1 gilt

{590 (Ugy; Ugy) | Uz, € Uz, sy € Us, } - {90,(17) |u € Uy, UUy, }
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Genauso gilt auf Grund des Mittelwertsatzes 1.1.1

{8 (wai ay) |00 € U,y € Uy } € {0 (w2) s € U}

so dass wir
I

5()0 (Um§ Uxo) =¢ (Uw) (2'11)
und entsprechend
dep (Um§ Ua:1) =y (Ux) (2-12)

verwenden kénnen.

Nach Korollar 1.3.9 konnen wir ferner
02 (Uz; Uy, Uzo) = 50 (Us) (2.13)

verwenden.

Fiir einige Standardfunktionen lassen sich explizite Formeln fiir die Steigungsfunktio-
nen erster und zweiter Ordnung berechnen, wodurch wir genauere Einschlieungen
als mit Hilfe von (2.9)-(2.13) erhalten. Die in den folgenden beiden Lemmata gege-
benen Einschliefungen von d¢ (ug; ug,), wobel u; € Uy und ug, € Uy, sind, kénnen
entsprechend auf 0¢ (ug,; ug, ) und d¢ (ugz; uy, ) iibertragen und analog bewiesen wer-
den. Wir geben diese Einschlieffungen und die Beweise nicht explizit an.

Lemma 2.2.8 Es sei U ein Steigungstupel zweiter Ordnung der Funktion w : [z] C
R —Rund ¢ : R — R, ¢ (z) = 2. Dann gilt fiir alle u, € U, und alle ug, € Uy,

3o (ugsug,) € Uz + Uy, (2.14)
sowle

52w(u$;um,uz0) € [171]' (2'15)

Beweis:

Die Relation (2.14) wurde schon in [38] bewiesen. Wir beschrénken uns daher auf
den Beweis von (2.15). Wegen ¢ (u,) = 2 fiir alle u, € U, und Korollar 1.3.9 folgt
(2.15). .

Lemma 2.2.9 Es sei U ein Steigungstupel zweiter Ordnung der Funktion u : [z] C
R — R mit inf (Uz) > 0, inf (Ug,) > 0 sowie inf (U,,) > 0. Ferner sei ¢ : R>g — R,
¢ (x) = y/z. Dann gilt fiir alle u, € U, und alle u,, € Uy,

1

0 (ug;uqy) € NN (2.16)
x )
sowie
1
0 o Uz, Ugy) € — . (2.17
2 (ta; Uy, Uso) (Tt V0] (Ve + V) VO + i) 227

wobei Uy, /Uy, und /U, nach Definition 1.2.6 erklirt sind.
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Beweis:

(2.16) wurde schon in [38] bewiesen. Fiir alle u, € Uy, ug, € Uy, und uy, € Uy, mit
Uy F Ugy F Uy, gilt

Ve = [Tz [Tz = /Ty

(524,0 (uz; uxl’um) _ Uy — Uy, Ugpy — Ugy
Uy — Ugy
1 1
L Vet iy eyt
B Ug — U,

Vo + Uz = (Vi + \/Uz,)
(Vo + /iay) (Vi + /g (g — ugy)
1
(Vg + /) (Vi + /o) (Vi + /i)
1

(VUzo + v/Uar) (V& + VUio) (VU2 + v/ Toy)

E —

Wegen
6 . _ 1 1 _ 1
wlsaa) = 50 0) = AT Ve (Vat va) (Vat va)

fiir @ > 0 und

by (braa) = dp(bia) —¢'(a) _ 1
2\/6<\/6+\/5>2

b—a
fiir a > 0 und b > 0 gilt (2.17) auch fiir die verbleibenden Fille.

g

Steigungseinschlieffung mit Hilfe von Konvexitits- bzw. Konkavititsei-
genschaften

Im Folgenden wollen wir angeben, wie wir (2.3) bis (2.6) mit Hilfe von Konvexitats-
bzw. Konkavititseigenschaften von ¢ () bzw. ¢ (z) einschlieRen kénnen. Wie schon
zuvor vereinbart sei auch in den folgenden Sétzen jeweils (2.7) und (2.8) gesetzt.

Satz 2.2.10 Es sei ¢ : D C R — R zweimal stetig differenzierbar auf [x] = [z,T]| C
D, und es sei [zg] = [20,%0 ] C [].

Falls ¢” (z) > 0, z € [z], d. h. falls ¢ konvex ist auf [z], so gilt

op (g; @) < dp (z;520) < dp (T;T0) (2.18)
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fiir alle z € [z], zo € [z0].

Falls ¢ (x) < 0, z € [z], d. h. falls ¢ konkav ist auf [z], so gilt
0 (z520) > 0 (w;20) = 0 (T3 70) (2.19)

fiir alle z € [z], zo € [z0].

Beweis: siche [38]. 0

Die Formeln aus Satz 2.2.10 gelten entsprechend fiir d¢ (x;x1) und dp (21; x0)-
Nun wollen wir Einschlieffungen von d2¢p (2521, 2o) berechnen fiir den Fall, dass o'
konvex bzw. konkav ist.

Satz 2.2.11 Es sei ¢ : D C R — R dreimal stetig differenzierbar auf [z] C D, und
es seien [xg] = [@,TO] C [z] sowie [x1] = [E,xﬁ] C [z].

Falls o' (2) > 0, z € [z], d. h. falls ¢ konvex ist auf [z], so gilt

daip (5 1, 20) < bagp (w321, o) < bagp (T3 T1, To) (2.20)
fiir alle z € [z], 1 € [z1] und zo € [x0].
Falls ' (2) <0, z € [z], d. h. falls ¢ konkav ist auf [z], so gilt

da¢p (2521, 20) > b2 (w521, m0) > 2 (T; T1, To) (2.21)

fir alle z € [z], 1 € [z1] und zo € [x0].

Beweis:

Wir beweisen (2.20) und betrachten dazu die nach Korollar 1.3.9 stetige Funktion
g: [x] x [x1] X [2o] — R mit

g(x,x1,20) = dap(x;21,20).
Mit Satz 1.3.6 und Korollar 1.3.9 gilt

g (z,x1,x0) y S (T3 21, 20) — do2¢p (25 21, 20)
2T = lim -
ox Tox T—zx

= lim 3¢ (x; 2, 21, x0)

r—x

= 5390 (CE, Z,T1, .’Eo)

v
o
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Folglich ist g (x, z1, z¢) monoton wachsend beziiglich z.

Nach Satz 1.3.5 ist ¢ (x, 21, x0) somit auch fiir festes = und xp monoton wachsend
beziiglich z; sowie fiir festes  und x; monoton wachsend beziiglich xg. Insgesamt
folgt damit (2.20).

Der Beweis von (2.21) verlduft analog.

2.3 Automatische Berechnung von Intervallsteigungen
hoherer Ordnung

Essei f : D C R — R n—mal stetig differenzierbar und durch einen Ausdruck
gegeben. Wir zeigen, dass eine automatische Berechnung von Intervallsteigungen
n—ter Ordnung auf [x] C D moglich ist (sofern die intervallméfige Auswertung
f (Jz]) existiert):

Fiir eine Funktion w € C! (D) und festes z; € [x] C D definieren wir den Operator
5:c]- durch

Og;w(z) = 0w (z;75).
9z, Weist also der Funktion w (x) die Steigungsfunktion

w(z) —w(rg) ..
2 T TAR0)

pr— ir « # xg
ow (x;xg) =
w' (z0) fiir x = x9

zu. Nach Satz 1.3.5, Satz 1.3.6 sowie Korollar 1.3.9 gilt fiir w € C™ (D) und nicht
notwendigerweise verschiedene xy, ..., z,_1 € [z]

02003, 0zy - - . Og,, s w(T) = Opw (T;Tn_1,Tpn—2,...,T0).

Fiir u € C' (D), z; € [] C D und ¢ € C' (u (D)) definieren wir den Operator Ousar;
durch

5u;xj(@ (U))(ﬂf) = 5@(“ (53)’“(%))

Dann gilt fiir o € C™ (u (D) ) und nicht notwendigerweise verschiedene xg, ..., x,—1 €

[z]
SuszoOuszs Ouss - - - w1 (cp (u)) (x) = 5ncp(u () ;u(xpn-1),u(xn—2),...,u(xg) )
Fiir u,v € C' (D) und ¢ € C*(u (D)) gelten die Rekursionsformeln

b0r; (Wt ) (x) = 0g,(u) (x) £ 0z, (v) (z),
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Oz, (u-v) (x) = w(@): 6y (v) (@) +v(x) 0, (u) (x),

0a; (0 (W) (@) = Ouia,; (¢ () ) (2) - 0a; (u) (),

und fiir die Funktionen u(x) = x sowie u(z) = k € R kiénnen entsprechend zu
Lemma 2.2.4 Intervallsteigungen angegeben werden.

Zusammen mit Satz 1.3.6, Satz 1.3.5 und Korollar 1.3.9 folgt damit, dass unter den
obigen Voraussetzungen fiir die Funktion f eine automatische Berechnung von Inter-
vallsteigungen n—ter Ordnung von f auf [z] C D beziiglich der Punkte x,,_1, ...,z
moglich ist. Die dabei benétigten Einschliefungen von Termen wie

on p(u (@) ;u(@n-1),u(Tn—2),...,u(z0))

kénnen, sofern keine besseren Finschliefungen bekannt sind, iiber die Ableitungen
von ¢ erhalten werden. Explizite Formeln zur Berechnung von Intervallsteigungen
hoherer Ordnung als 2 geben wir hier allerdings nicht an.






Kapitel 3

Automatische Berechnung von
Steigungstupeln zweiter Ordnung
fiir nichtdifferenzierbare
Funktionen einer Variablen

Im vorigen Kapitel haben wir gezeigt, wie eine automatische Berechnung von Inter-
vallsteigungen zweiter Ordnung durchgefiihrt werden kann. Die Steigungsfunktion
zweiter Ordnung dof (2521, x0) hingt von der Wahl der Punkte z7 und xg ab. Im
Folgenden setzen wir nun z; = zg. Dies bringt uns einige Vorteile:

e Im Fall £y = xg erhélt man in Definition 2.2.1 als Steigungstupel zweiter
Ordnung ein 7-Tupel

U= (U:E7 Uazoa Ua:l y 5Ux1xm 5Uxa:07 (5Uxx1 5 52U)

mit Uy, = Uy, und 6U,y, = 6Uy,,. Folglich kann in diesem Fall das 7-Tupel
auf ein 5-Tupel
U := Uy, Uy, 6Uy,, 6U, 52U

mit Uy, Uyy, Uz, , 08U, 55U € IR, Uy, € U, und

u(z) € U,
u(zg) € Ugyy,
u'(zg) € Uy, (3.1)
u(z) —u(zg) € 0U-(x—xp),
w(z) —u(zo) € u'(xo)- (z—x0)+ 86U - (x — x0)

fiir alle x € [x] reduziert werden. Dadurch verringert sich im Vergleich zum Fall
x1 # x9 der Aufwand zur Berechnung eines Steigungstupels zweiter Ordnung
deutlich.

ol
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e Tiir einige Standardfunktionen ¢ (z), fiir die ¢ () bzw. ¢’ (z) stiickweise kon-
vex oder konkav ist, werden wir Formeln fiir die Berechnung von Intervallstei-
gungen erster und zweiter Ordnung von ¢ herleiten, die bessere Einschliefsun-
gen als die Auswertung von ¢ bzw. " liefern. Solche Funktionen sind z. B.
sinh (), cosh (z) oder =™, n € N. Dazu werden wir Aussagen aus [38| verall-
gemeinern. Dabei kommt uns zugute, dass mit 1 = xg die Zahl der Fallunter-
scheidungen tiberschaubar bleibt, was vor allem fiir eine effiziente Nutzung im
Rahmen der globalen Optimierung von Interesse ist.

Im vorigen Kapitel haben wir vorausgesetzt, dass die im Funktionsausdruck von
f auftretenden Standardfunktionen ¢ jeweils hinreichend oft differenzierbar sind.
Im Folgenden wollen wir eine automatische Berechnung von Steigungstupeln auch
dann ermoglichen, wenn Funktionen wie abs (-) oder max (+), die nur stiickweise dif-
ferenzierbar sind, im Funktionsausdruck auftreten. Dadurch ergeben sich zusétzliche
Schwierigkeiten, z. B. wenn f an der Stelle zg nicht differenzierbar ist, da dann eine
Intervallsteigung zweiter Ordnung von f beziiglich zy im Allgemeinen nicht existiert.
Wir zeigen, wie in solchen Féllen eine automatische Berechnung eines Steigungstu-
pels zweiter Ordnung durchgefiihrt werden kann, wobei das Steigungstupel dann im
Allgemeinen keine Intervallsteigung zweiter Ordnung beziiglich xg liefert, sondern
eine Einschliefung des Wertebereichs von f entsprechend der Form (1.11).

Ziel dieses Kapitels ist also die automatische Berechnung eines Steigungstupels zwei-
ter Ordnung fiir eine nichtdifferenzierbare (und durch einen Funktionsausdruck ge-
gebene) Funktion, woraus eine Wertebereichseinschlieffung entsprechend der Form
(1.11) folgt. Damit verallgemeinern wir das Vorgehen aus [21]| und [46], wo die Funk-
tion als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt wurde. Aufserdem liefern die
Formeln, die wir in Abschnitt 3.1.3 fiir die Intervallsteigungen erster und zweiter
Ordnung einiger stiickweise konvexen bzw. konkaven Funktionen zeigen, genauere
Einschliefungen als die in [21] und [46] verwendete Auswertung der ersten und zwei-
ten Ableitung. Ferner verallgemeinern diese Formeln fiir Intervallsteigungen erster
Ordnung Aussagen aus [38]. Des Weiteren zeigen wir in Abschnitt 3.1.5, wie die
automatische Berechnung von Steigungstupeln fiir stetige Funktionen, die mit Hilfe
einer if-then-else-Vorschrift gegeben sind, durchgefiihrt werden kann. Dabei korrigie-
ren wir eine in der Literatur angegebene Formel zur automatischen Berechnung von
Steigungstupeln erster Ordnung. Schlieklich betrachten wir in Abschnitt 3.2 einige
Beispiele und vergleichen verschiedene Wertebereichseinschliefsungen.

3.1 Automatische Berechnung von Steigungstupeln zwei-
ter Ordnung

3.1.1 Steigungstupel zweiter Ordnung

Fiir stetige, nicht notwendig differenzierbare Funktionen u : D C R — R kénnen wir
Definition 2.2.1 nicht ohne Weiteres iibertragen, da die letzte Inklusion in (2.2) dann



3.1. AUTOMAT. BERECHN. VON STEIGUNGSTUPELN ZWEITER ORDN. 53

im Allgemeinen nicht erfiillbar ist. Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 3.1.1 Es sei u(x) = |z|, [x] = [-1,1], 2o = 0 und r € R beliebig. Wir
zeigen, dass es kein Intervall 52U = [ug, ug] € IR gibt mit

w(z) —u(zo) € r-(x—z0)+ 00U - (x—x0)° (3.2)
fiir alle = € [z]. (3.2) ist Aquivalent zu
lz| € r-x+ [ug,ug] - 22 (3.3)

fiir alle z € [z].

1. Fall: uy <0.
Falls r = 0 ist, so gilt fiir z = 1 offensichtlich

lz| & r-x+ [ug,ug) - 22

Ebenso ist (3.3) im Fall r # 0 fiir z = —sign (r) nicht erfiillt.

2. Fall: us > 0.
Falls 7 < 1 ist, so kann man leicht zeigen, dass |x| > 7 - 2 + ug - 22 fiir alle x €

1 1-
<o, 7") gilt. Damit ist (3.3) fiir « € <0, ’”> nicht erfiillt. Im Fall 7 > 1
U2

uz
147
U2

folgt ebenso |z| > r -z + ug - 22 fiir alle z € (— ,0), d. h. (3.3) ist fiir

1
x € (—”, o) nicht erfiillt.
u2

Insgesamt folgt also, dass es zu beliebigem r € R kein Intervall doU gibt, so dass
(3.2) fiir alle = € [z] erfiillt ist.

Beispiel 3.1.1 zeigt also, dass wir fiir den in diesem Abschnitt betrachteten Fall
x1 = xo die Definition eines Steigungstupels zweiter Ordnung im Vergleich zu (3.1)
etwas modifizieren miissen.

Definition 3.1.2 Es sei u: D C R — R stetig, [z] € D und zg € [z] beliebig, aber
fest. Ein Steigungstupel zweiter Ordnung von u auf [x] beziglich xg ist ein 5-Tupel
U= Uz, Uygy, Uy, 0U, 62U) mit Uy, Uy, 0Uy,, U, 02U € IR, Uy, € U, und

u(z) € Up,
u (‘TO) S Uxov
5uhm ([xO ) C 5Uw()7 (34:)
u(x) —u(zg) € 0U-(x—uxp),
w(z) —u(wo) € Uy - (@ —20)+ 02U - (x — 20)*

fiir alle z € [z].
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Bemerkung 3.1.3 In (3.4) enthélt U, den Funktionswert u (z) fiir jedes z € [x],
und U, enthdlt den Funktionswert w(xg). Ferner ist 6U,, eine Obermenge der
"Grenz-Intervallsteigung” ou iy, ([2o]), und 0U ist eine Intervallsteigung erster Ord-
nung auf [x] beziiglich . Da fiir 60U, eine Obermenge von du iy ([zo]) erlaubt ist,
ist 02U im Allgemeinen keine Intervallsteigung zweiter Ordnung auf [z] beziiglich xg
im Sinne von (1.9). Dennoch erhalten wir aus (3.4) die Wertebereichseinschliefungen

u(x) € U,
u(x) € Uy +0U - ([x] — x0),
w(x) € Usy+0Us, - ([2] = 20) + 62U - ([2] — w0)°

von u auf [z]. Den Begriff "Steigungstupel” in Definition 3.1.2 werden wir spéter
rechtfertigen (siehe Bemerkung 3.1.9).

Bemerkung 3.1.4 Fiir x = x( sind die letzten beiden Relationen in (3.4) fiir jede
Wahl von U, 6U,, und 92U offenbar erfiillt. Beim Nachweis dieser beiden Rela-
tionen konnen wir daher 0.B.d.A. & # xy annehmen, was wir im Folgenden jeweils
stillschweigend tun werden.

Wie in Kapitel 2 kénnen Steigungstupel zweiter Ordnung fiir konstante Funktionen
sowie die Funktion u (z) = x auf einfache Weise bestimmt werden.

Lemma 3.1.5 a) £ = (k,k,0,0,0) ist ein Steigungstupel zweiter Ordnung fiir die
konstante Funktion u (z) = k € R auf [z] beziiglich z¢ € [z].

b) X = ([z],x0,1,1,0) ist ein Steigungstupel zweiter Ordnung fiir die Funktion
u (z) = x auf [z] beziiglich z( € [z].

3.1.2 Operationen fiir Steigungstupel zweiter Ordnung

Definition 3.1.6 Es seien U bzw. V Steigungstupel zweiter Ordnung der stetigen
Funktionen v : D CR — R bzw. v: D C R — R auf [z] C D beztiglich z¢ € [z].

a) Die Addition bzw. Subtraktion W := U £+ V der Steigungstupel & und V sei
definiert durch

W, = U, +V,,
Wmo = Umo =+ VI07
Wao = 00Uz, £0Vy,
ow = 0U £V,
oW = 06U £ 05V
b) Die Mulitplikation W := U - V sei definiert durch
W = Uy - Vg,
Wzo = Uzo : Vazoa
Way = 0Uyz - Vg + Uy - 0V,
oW = 0U -V, + U, -0V,

oW = (52U'V},;O + U, '(52V—|-5U'5Vx0.
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c¢) Die Division W :=U/V, wobei 0 ¢ V,, sei definiert durch

W, = Uy/ Vg,

Weo = Uszy/ Vao,

Weo = (0Ugpy — Way - Vay) / Vi,
oW = (0U — Wy, -6V) [/ Vy,

0o W (02U — Wy - 02V — OW - 6V) / V.

d) Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ und ein Steigungstupel U =
(Uy,Usy, Uy, 60U, 82U ) zweiter Ordnung von u (z) auf [x] beziiglich z( definieren wir
W = ¢ (U) durch

WIB = @(Ux)v

Wa = SO(Uxo)?

Way = 00 (Ugy; Ugy) - 0Ug,,

W = 0 (Ug;Uyy) - 60U,

oW = 00 (Uy;Uyy) - 02U + 62 (Uyp; Uy, ) - Uy, - 6U.

Dabei seien ¢ (U) € IR bzw. ¢ (Uy,) € IR Einschliefungen des Wertebereichs von
@ auf Uy bzw. Uy, . Ferner sei d¢ (Uy,; Uy,) € IR eine Einschliefung der Menge

{060 (tzg; Uag) | Uy € Usg, Uy € Uny } (3.5)
0@ (Ug; Uyg,) € IR eine Einschliefsung der Menge
{00 (s uzy) |tg € Up,ytizg € Uy } (3.6)
und d2¢ (Uy; Ug,) € IR eine Einschliefung der Menge
{020 (Uz; Uzy) | Uz € Uy, gy € Ugy - (3.7)
Nach Satz 1.3.6 ist dabei

/ 1
dp(asa) =¢ (a) und d2p(a;a) = 3¢ (a), a€R. (3.8)
Wegen der Voraussetzungen fiir ¢ und U sind die Mengen (3.5)-(3.7) beschrénkt und
kénnen somit durch ein Intervall aus IR eingeschlossen werden. Dies werden wir in
Abschnitt 3.1.3 genauer behandeln.

Satz 3.1.7 Es seien U und V Steigungstupel zweiter Ordnung der stetigen Funktio-
nen u: D CR—Rbzw. v: D CR — R auf [x] C D beziiglich z¢ € [z].

Die Resultate W = (Wy, Wy, 0Wy,,0W, 62W) der in Definition 3.1.6 eingefiihrten
Operationen sind jeweils wieder Steigungstupel zweiter Ordnung der jeweiligen Funk-
tion w =uow, 0o € {+,—,-,/} baw. w(x) = ¢ (u(z)) auf [z] beziiglich x¢, d. h. sie
besitzen jeweils die Eigenschaft (3.4).
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Bewelis:

Aus den folgenden Beweisen ergibt sich jeweils, dass alle Eigenschaften von ¢ und V
aus (3.4) bendtigt werden.

Es sei jeweils z € [z] beliebig.

a) Addition/Subtraktion:

Es ist
w(z) = u(@)tv(z) € U2V, = Wy,
w(zg) = u(zo)Ltv(rg) € Uy xtVyy = W
Weiter gilt
w(z) —w(zg) = u(@)tv(z)— (u(zo)tv(zo))

(u(e) - u(20)) & (v x) — v (z0))
oU - (x —xg) £0V - (x — x0)

(0U 4 6V) - (z — m0)

oW - (z — x0) .

m

Aus

w(z) —w(r) = (u(@)—u(zo)) = (v(z)—wv(xo))
= (du(w; z0) £ du(w;20) ) - (x — o)

erhalten wir
Swiim ([ro]) € Owtim ([20]) £ 6v1im ([20]) € Uy £6Vey = Wap.
Wegen
w () —w (o)
= u(z) —u(w) £ (v(z) —v(20))
€ Uy, - (x —w0) + 62U - (z — 20)? £ ((Wmo (= 20) + 6V - (2 — x0)2>
= U,y - (z—20) £ Vi - (x — 20) + 02U - (& — 20)* £ 6V - (z — 20)*
= (80U £ 0Viy) - (2 — o) + (62U £ 8,V) - (z — x0)*
folgt mit 6oW := §oU £ 5oV, dass
w(x) —w (o) € SWay - (x — ) 4+ 02W - (& — 20)*
1st.
b) Multiplikation:
Es gilt
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w(zo) = u(xo)v(zo) € UspyVay = Wy

Ferner ist
w(z) —w (o) = u(z)v(z)—u(wo)v(wo)
= u(z)v(z)—u(z)v(ze) + u(z)v(20) — u(20) v (20)
€ u(z) 6V -(x—mo)+0U -v(xg)- (z— o)
= (u(z)- 6V 406U -v(xg)) - (z — z0)
C (Ugp -6V +0U - Vyy) - (z — x0)
= W - (z—ux).
Aus
w(z)—w(xg) = u(@) v(x)—u(z)v(zo)+u(z)v(xe) —u(ze)v(zo)

= (u(@) - doa; o) + buls 20) - 0 (20) ) - (& — o)

erhalten wir

dwiim ([z0]) € w(20) - 0viim ([zo]) + Sutim ([z0]) - v (0)
C Uz Vo + 60Uz, - Vi
— W,
Wegen
w (z) —w (zo)
= u(z)v(x) — u(zo)v (o)
= u(z)v(z) —u(z)v(zo) +u(x)v(20) — u(z0) v (20)
= wu(z) (v(z) —v(20)) +v(20) (u(x) — u(wo))
€ u(x) <5V (x —x0) + 0V - (z — 550)2)
0 (20) (80, - (2 = w0) + 62U - (& = 20)* )

= (u( )+ 0V + v () - 5Ux0) (= z0)

_l’_

(

_l’_

u(z) - 62V + v () 52U) (x— 3U0)2

N

(u@)
(u xg) + 60U - :c—xo)) -(5Vx0+v(x0)-(5Um0>-(:n—xo)
(u@

U (52V—i—1} iL'() (ng) . (l’—.TU())Q

N

(U Vg + Vi - 6Usg ) - (& = 20)
+<Um 83V 4 Vi - 0oU + 8U - 5on) (& — 20)?
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folgt mit oW = Uy - 2V + Vi, - 02U + 6U - 6V, dass
w(x) —w (x0) € Wy - (x — z0) 4+ 02W - (z — 20)*
ist.

c) Division:

Es ist

= W (z—xg).
w(w)—wwo) = (u(2)=ulw) —ul@o)/v(w0)- (v(x) = v(20)))/v()
(du(s20) = u (w0) /v (w0) - do(ws o) ) /v (&) - ( = o)
erhalten wir

owim ([0]) € (0Usy = Uno/ Viy Vo) [ Vi = Way.

Ferner gilt wegen

dass
(w(@) —w(wo) Jv(@) = u(®)=ulw)/v(w)-v()
ist (nach Voraussetzung ist v (x) # 0). Wegen

v(z) € v(xo)+dV - (x—x0)



3.1. AUTOMAT. BERECHN. VON STEIGUNGSTUPELN ZWEITER ORDN. 59

folgt damit

u(x) —u(zo) /v (o) - v (x)
€ <w(x)—w(x0)>v(xo)+ (w(x)—w(xo)) <OV - (x — xp)

(w (x) — w(mo)) v (xo)
€ u(@) —u(wo)/v(wo) v (@) (w(@) = w (@) ) -8V - (&~ z0)

erhalten. Daraus ergibt sich

(v @) —w (o) Jv (o)

(u(@) = wlao) = wlao) /v (20) - (v(@) = v (w0)))
~(w @ —w (@) ) -6V - (&~ 20)

(wm (& — x0) + 82U - (z — 0)?

m

N

—u(x0) /v (x0) - (6Vao - (& — w0) + 62V - (z — 0)? )) — W -8V - (2 — x0)?
- (5Um0 — (o) /v (o) - 5vm0) (& — o)
+(8:U — (o) /v (o) - 82V = 6W -6V ) « (& — )’
<6Uzo Uy Vi - 5Vx0) (& — o)
(82U = Usy Viy - 82V = 6W -6V ) - (& — )

N

Also folgt mit
Way = (8Uay = Uso/ Vi - V2, )/ Vag

und
S W = (52U —Upy/ Vi - 82V — 6W - 5v)/vx0,
dass
w (x) —w (o) € SWay - (x — ) 4+ 02W - (z — 20)?
ist.

d) Standardfunktionen:
Es gilt
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Nach Bemerkung 3.1.4 geniigt es, den Beweis fiir den Fall x # x¢ durchzufiihren.
Es ist dann

w(z) —w(zo) = @ (u(x)) = (u(zo))

Daraus folgt einerseits

w(x) —w(xg) € 8¢ (Up;Ugy)-0U - (x— x0)

= OW - (z—xo)

und andererseits

Swim ([z0]) € ¢ (u(w0)) - 6y
C 09 (Uayi Usy) - 0Us, = Wy
Wegen
p(u(@) = ¢(u(zo) +¢ (ulxo)) - (u®) —u(x))

+ 2 (u () su(2o) ) - (u(z) —u(z0))”
ist im Fall u (x) # u (xq)

dp(u(z);u(wo)) = Muu%;:f((go(fo»

= ¢ (u(wo)) + Sap(u () su(wo)) - (u(w) - ulao)).
Fiir den Fall u () = u (x¢) gilt ebenso
Sp(u(x)iu(g)) = ¢ (u(wo)) +dap(u(@);u(ao)) - (ulz) —u(x)).

Damit folgt

) )
= dp(u(z);u (o)) - (u(z) —u(wo))
e Sp(ul@)iuleo)) - (Vs (2= 20) + 65U - (2 — 30)? )
— S (u (@) ;u(w0) ) - Usg - (& — w0) + S0 (u (2) 1 (w0) ) - 82U - ( — o)
- <¢I(U($o))+52<ﬂ(u(l’) (20)) - (o) = 20) ) 600 = 20)
+dp(u(z 0) ) - 62U - (x — wp)?
— o(ue >> wmo (2 — o) + 82 (u (@) su (o) ) - 8Us, - (u(z) — u (20) ) - (& — x0)

+6p(u(z);u(20)) - 62U - (w — x0)?
60 (Usg; Ugy) - 0Us, - (z — 20)

+ (020 (Usi Usy) - Uy - 0U + 8p(Usi Usg) - 820 ) - (& = 20)°.

N



3.1. AUTOMAT. BERECHN. VON STEIGUNGSTUPELN ZWEITER ORDN. 61

woraus wir mit
W = 620(Us; Usy) - 0Usy - 6U + 60(Uy; Uy ) - 62U
die gesuchte Einschliefsung
w(z) —w(z0) € Wy - (x — z0) + 02 W - (z — 20)?

erhalten. [

Bemerkung 3.1.8 Mit dhnlicher Argumentation wie in Bemerkung 2.2.7 erkennt
man, dass in Definition 3.1.6 b)-d) fiir §WW und d3W auch andere Definitionen méoglich
sind, mit denen Satz 3.1.7 giiltig ist.

Bemerkung 3.1.9 Die in Definition 3.1.6 angegebenen Operationen entsprechen
gerade den Operationen aus Definition 2.2.5 fiir den Fall 1 = xzg. Fiir zweimal
stetig differenzierbare Funktionen u,v : D C R — R erhélt man folglich mit den
Operationen aus Definition 3.1.6 sogar Tupel W mit der Eigenschaft (3.1), so dass
d2W eine Intervallsteigung zweiter Ordnung von w (z) auf [x] beziiglich x¢ ist. Dies
rechtfertigt die Bezeichnung ”Steigungstupel” in Definition 3.1.2.

3.1.3 Zweimal stetig differenzierbare Standardfunktionen

In diesem Abschnitt wollen wir angeben, wie wir fiir zweimal stetig differenzier-
bare Standardfunktionen ¢ die in Definition 3.1.6 d) verwendeten Einschliefungen
00 (Ugy; Ury), 0 (U3 Ugy) und 2 (Uy; Uy,) der Mengen (3.5) - (3.7) berechnen

kénnen.

Wegen

{&P (Uzg; Uzgy) | Uzg € Usgy Uzy € Usg } C {@I(Uwo) | Uz, € Uwo}

kénnen wir
I

5§0 (Umo; ng) =@ (Uﬂco)

setzen. Genauso gilt auf Grund des Mittelwertsatzes 1.1.1

{5<P (Ug; Usg) | Ue € Uy, Uy € Uy } c {sol(ux) |ug € Um},

so dass wir
I

dp (Uz§ U:Eo) =@ (Uw) (3~9)
verwenden kénnen.

Nach dem Satz von Taylor ist

o (u(2)) — o (u(x0)) € ' (0(20)) () — u(20)) + 50" () (u(2) (o))’
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fiir alle « € [z], und folglich kénnen wir

"

59" () (3.10)

do¢p (Uac§ Ua:o) =

verwenden.

Fiir einige Standardfunktionen lassen sich explizite Formeln fiir Steigungsfunktionen
erster und zweiter Ordnung berechnen, wodurch wir genauere Einschliefungen als
mit Hilfe von (3.9) und (3.10) erhalten.

Lemma 3.1.10 Es sei U ein Steigungstupel zweiter Ordnung der Funktion w : [x] C
R — R auf [z] beziiglich 29 € [r] und ¢ : R — R, ¢ (z) = 2. Dann gilt fiir alle
Uz € Uy und alle ug, € Uy,

3 (ugiug,) € Uz + Uy, (3.11)
sowile

dop (ugsug,) € [1,1]. (3.12)

Bewelis:

(3.11) wurde schon in [38] bewiesen. Wir beschrénken uns daher auf den Beweis von
(3.12). Fiir alle uy € Uy und ug, € Uy, mit ug # ug, gilt nach (1.10)

ui — ugo — 2Ugy (Up — Usgy)

) =1€e1,1].

S (Ug; Ugy) =

Mit (3.8) ist fiir alle uy, € Uy,

"

1
5290(uxo;u$0) = 590 (uaﬁo) =1c¢€ [1’1]‘

O

Lemma 3.1.11 Es sei U ein Steigungstupel zweiter Ordnung der Funktion u : [z] C
R — R auf [z] beziiglich zg € [z] mit inf (U,) > 0 und inf (Uy,) > 0. Auferdem sei
¢ :R>0 — R, ¢ (2) = /z. Dann gilt fiir alle u, € U, und alle uy, € Uy,

0o (ugiug,) € (3.13)

1
VUz + /Uy,
sowile

1
9o (Ug;ug,) € — (3.14)

2Tz (VUz + /Usg) "
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Beweis:

(3.13) wurde bereits in [38] bewiesen. Wir zeigen (3.14). Fiir alle u, € U, und
Uz, € Uy, mit ug # uy, gilt

(5290 (ux; Uxo) =

(uz —ux0)2
1 1
Vil g 24/l
- Uy — Ugy
1

2 iy (Vi + i)

1
2\/Uno (VUz + \/Usy)

Mit (3.8) gilt aukerdem fiir alle uy, € Uy,

1 1"
5290 (uwo; uﬂ?o) - 5 ¥ (Uaco)
_ 1 1
- 5 2
2 \ Uzg (\/Uxo + \/uxo)

1

2Ty (VO + /Ua)”

O

Steigungseinschliefung mit Hilfe von Konvexitits- und Konkavititseigen-
schaften

Im Folgenden wollen wir angeben, wie wir (3.6) und (3.7) einschliefen kénnen, wenn
¢ (x) bzw. ¢’ (z) konvex oder konkav ist. Aukerdem werden wir auch entsprechende
Einschlieffungen fiir einige Standardfunktionen herleiten, die stiickweise konvex bzw.
konkav sind. Wie schon zuvor vereinbart sei auch in den folgenden Sétzen jeweils
8¢ (w03 w0) = ¢ (20) und b2 (o5 20) = 5 ¢ (o).

Eine Einschlieffung von (3.6) findet man fiir konvexe bzw. konkave Funktionen mit
Hilfe von Satz 2.2.10.

Fiir Funktionen wie ¢ (z) = sinhx oder ¢ (z) = 2™, n € N ungerade, kénnen wir
zur Einschliefung von (3.6) den folgenden Satz verwenden. Dieser verallgemeinert
Formeln aus [38], wo Intervallsteigungen erster Ordnung fiir die Funktion ¢ (z) = 2™,
n € N ungerade, berechnet werden.
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Satz 3.1.12 Es sei ¢ : D C R — R zweimal stetig differenzierbar auf [z]
und es sei [zo] = [20,To ]| C []. Ferner sei ¢ (z) > 0 auf [z] sowie ¢ (z) <
{zez] |2 <0}und ¢ (x) >0 auf {z € [z] |z > 0}. Dann gilt mit

c D,
0 auf

([0 (2320) , 6 (T;70)] falls z > 0,
[0¢ (:70) . 0 (23 20)] falls 7 < 0,
PO s {5 (2:0) 50 (x;mo)}} falls £ < 75 < 0 < .
5o ([x]; xo]) = ¢ * 0
K ; 0(9”0), max {0 (2 20) , O (:1:;:60)}] falls 2 < 0 < 29 < 7,
:gp’(O), max {0 (z; z0) , 60 (T 970)}] falls 0 € [2] A 0 € [ao],

die Einschliefung
op ([z];[xo]) 2 {(5@ (x;20) | € [2], 20 € [20] }

Beweis:
Im Folgenden seien stets x € [z] und zg € [zg].

Im Fall z > 0 ist ¢ (z) konvex auf [z], und somit ist Satz 2.2.10 anwendbar. Analog
wird der Fall ¥ < 0 behandelt. Fiir die restlichen Fille zeigen wir zunéchst die oberen
Schranken von d¢ ([z]; [zo]):

i) Fiir alle z < 0, 2o < 0 gilt nach Satz 2.2.10 §p (z;20) < 0 (z;20), da ¢ (z)
konkav auf {z € [z] |« < 0} ist. Analog gilt fiir alle z > 0, zo > 0, dass dp (z;20) <
oo (T; Tg) ist.

ii) Es sei nun 7 > 0 und zo < 0. Fiir alle 2o < 0 und alle = mit ¢ (z) < gol(@) gilt
dann nach Korollar 1.3.9

0'(€), ¢ zwischen x¢ und z,
%' (o)
= 9p (20320)

dp (23m0) =

IN

und damit nach i) d¢ (z;20) < 6 (z; 20).

iii) Wir betrachten nun im Fall T > 0, 29 < 0 ein festes Z9 < 0, Zo € [x¢], sowie ein
>0, € [z], mit o (%) > 90/(@). Mit i) und wegen ¢ (z) > 0 auf {z € [z] |z > 0}
gilt o' (z) > ¢’ (&) fiir alle z > Z und alle € € [, x]. Damit erhalten wir

(@) = )
D) PO aa

ox T — Zo

AV
o
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fiir alle z > Z. Folglich ist d¢ (x; Tp) fiir x > T monoton wachsend beziiglich x und

somit
6 (2320) < 6 (T3 20) - (3.15)

Falls nun 6y (Z; Z9) < ¢ (Zo) ist, so gilt mit (i)
S (#;%0) < ¢ (Z0) < 0 (z;320) -

Ist andererseits d¢ (T; %) > ¢ (&0), dann gilt fiir die Funktion g : [#p,0] — R,
g(t) = dp (T 1)

g (1) = 3(5%&&:; ) _ —¢ (t);_i@ (T;t)
L —9 (@) +g(b)
= T—t
und /
g9 (o) > 0.

Daraus folgt, dass g auf [Z¢, 0] monoton wéachst, und folglich ist

0o (T;Tg), falls Tg <0,
S (T o) < ¢ (73 70) 0
0p (Z;0), falls 75 > 0.
Mit (3.15) und i) erhalten wir damit
op (T;70) < ¢ (T;T0) .

iv) Die entsprechenden Félle fiir z < 0, g > 0 werden analog zu ii) und iii) gezeigt.

Insgesamt folgt damit aus i)-iv) fiir alle x € [z] und alle zy € [z(]

S (z520) < max {5¢ (z320) , S (T;70) } -

Fiir die untere Schranke von d¢ ([x] ; [zo]) in den Féllen mit 0 € [z] gilt:

e Zunichst ist dp (z;20) = ¢ (£) > ¢ (0). Im Fall 0 € [x] wird die untere
Schranke ¢ (0) wegen 6y (0;0) = ¢ (0) angenommen.

e Nun betrachten wir den Fall 7y < 0. Nach (2.19) gilt fiir alle z < 0 und alle
T € [.1‘0]

) 20 ()
T — g

dp (x;20) > 0 (0570
Fiir alle z > 0 ist ¢ () > ¢ (0), und damit folgt

¢ (2) = ¢ (x0)

Tr — X
CIOREIC)
r — X0

do (w;29) =
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fir alle x > 0, 9 € [xo]. Die Funktion h (x,z9) := W, x > 0,
—
xg € [zo], ist wegen
D(h(r2) _ o) —¢0) _
Oz (@ —x0)”
e (0) -  (@0)
’ Y2 — @ \To
d(h(x,x0)) — (w0) + T — T
Oxo N T — Zo
/ 0) —
—o' (w0 + w(g ¢ (o)
< — o
- Tr — X0
_ —¢ (CCO) + @ (g)’ fE [.’E(},O],

T — X0
< 0

monoton fallend beziiglich z und monoton fallend beziiglich xzy. Also gilt fiir
alle x > 0 und alle zg € [z(]

VL g0 —em) | 20

T — X

) — ¢ (To)
T—T9

dp (36;330

e Die untere Schranke von d¢ ([z]; [zo]) im Fall 0 € [z], 29 > 0 wird analog zum
Fall Zg < 0 bewiesen.

O
Analog zu Satz 3.1.12 erhalten wir den folgenden Satz.
Satz 3.1.13 Es sei ¢ : D C R — R zweimal stetig differenzierbar auf [x] C D,
und es sei [zo] = [20,Z0| C [z]. Ferner sei ¢ (z) < 0 auf [z] sowie ¢ (z) > 0 auf

{rez]|z<0}und p"(x) <0 auf {z € [z] |z > 0}. Dann gilt mit

[6¢ (T;T0) , 6 (3 20) | falls z > 0,
[0 (; 20) , 0 (%3 70)] falls 7 < 0,
min {d¢ (z; x9) , 0 (T;T0) } 0):@(0)} falls 2 < Ty < 0 < 7,
S ([]; [xo]) = § L T
min{&p(g;@),égp(f;%)}, W] fallsz <0 <20 <7T
T — 19
min {56 (z;30) , 0 (7 70) } @(0)} falls 0 € [2] A O € [xo],
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die Einschlieffung
¢ ([2];[x]) 2 {0 (x520) |2 € [2], w0 € [x0] }-

Ahnlich wie zuvor kénnen wir auch fiir 62¢ (x; zg) vorgehen und erhalten die folgen-
den Sétze.

Satz 3.1.14 Es sei ¢ : D C R — R dreimal stetig differenzierbar auf [z] C D, und
es sei [zg] = [z0, 0| C [z].

Falls 0" (z) > 0, z € [z], d. h. falls ¢ konvex ist auf [z], so gilt

b2 (z320) < G20 (w320) < b2¢p (T3 T0) (3.16)
fiir alle z € [z], zo € [z0].
Falls 0" (2) <0, z € [z], d. h. falls ¢ konkav ist auf [z], so gilt

820 (z320) > G200 (w320) > b2¢p (T3 T0) (3.17)

fiir alle © € [z], xo € [zo].

Beweis:
Die Aussagen folgen aus Satz 2.2.11, da die Funktion

g:[x] X [x1] X [2o] — R, g (x,z1,20) := b2 (x; 21, x0)
nach Korollar 1.3.9 stetig ist. i
Satz 3.1.15 Es sei ¢ : D C R — R dreimal stetig differenzierbar auf [z] C D, und
es sei [zg] = [20,To ] C []. Ferner sei o (x) = —¢'(—z) auf {z € [z] | —z € [z]},

¢ (x) > 0 auf [z], sowie ¢ (z) < 0 auf {z €[z] |z <0} und ¢ (z) > 0 auf
{z € [z] | > 0}. Dann gilt mit

(6260 (5 20) , Oap (T T0) | falls z > 0,

(020 (75 70) , Oap (25 0) | falls 7 < 0,

[SO (O) — (:mzi__i)()?]) . (0 — xT))’ max {5280 (2;@) , 0200 (f; 5130)}]

d2¢p ([]; [xo])

[ —
©
S
|
©
—_—
5
1= T
S
—~
5
N
—~
e}
|
‘&
i

5 & max { 8o (2; 20) ,52<p(:v;xo)}]
falls x < 0 <o <7,

[L¢7(0), max {82 (23:20) . 020 (7:70)}|

falls 0 € [z] A 0 € [z0],
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die Einschlieftung

2 ([x] 5 [z0]) 2 {d2p (w;w0) | = € [2],20 € [x0] }.

Beweis:
Im Folgenden seien stets x € [z] und x¢ € [zo].

Im Fall z > 0 ist ¢ (z) konvex auf [z], und somit ist Satz 3.1.14 anwendbar. Analog
wird der Fall ¥ < 0 behandelt. Fiir die restlichen Fille zeigen wir zunéchst die oberen
Schranken von da¢p ([x] ; [20]):

i) Fiir alle z < 0 und alle z¢p < 0 gilt nach Satz 3.1.14 dap (x;20) < da (g; @), da
¢’ (z) konkav auf {z € [z] |z < 0} ist. Analog gilt fiir alle £ > 0 und zo > 0, dass
dawp (5 20) < 029 (T; T0) ist.

ii) Es sei nun 7 > 0 und z¢ < 0. Fiir alle o < 0 und alle z mit |z| < ’@’ gilt dann
nach Korollar 1.3.9

1 "
dop (z5m0) = 5 ¢ &), & zwischen xp und z,

1

< 59 (w)

= d2p (w03 20)
und damit nach i) dap (x;29) < o (g; @).

iii) Wir betrachten nun im Fall T > 0, 29 < 0 ein festes 29 < 0, Zg € [z¢], sowie ein
Z>0, % € [z], mit & > |zg|. Zunichst gilt

/ e o (z) — ¢ (Z0o)
0 (b2 (w:i)) 90($)+90($o)—2$_—£0 (318)
ox (x — Sfo)2 ' .

Aus den Voraussetzungen des Satzes folgt ¢ (z) > ¢ (&) fiir alle > |Zo| und alle
€ € [Zo, z]. Damit ist die Zdhlerfunktion

20) = '@+ ) 2 EDZEI) s )

aus (3.18) wegen

0z ()
Ox (.%' — i‘o)Q

= @@ -¢"(©), ¢£elial,
fir x > |Zo| monoton wachsend beziiglich z. Auf Grund von

o' ([ol) + o' (79) — 2 £UED —0 @)
’$0| — 0
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ist damit do¢p (5 o) fiir > |Zp| monoton wachsend beziiglich x, woraus
da2ip (T3 Z0) < 020 (T; To) (3.19)
folgt. Falls nun doy (T; ) < 1 " (o) ist, so gilt mit (i)

1

d20 (T;%0) < o 5

" (Z0) < G2 (5 m0) -

Ist andererseits dop (T; To) > %@H (Zo), dann gilt fiir die Funktion g : [Zo,0] — R,

g(t) = 020 (T;1)

t) = = 2
g (®) ot T—t
L, ke ) e
- T—1
und
g (fo) > 0.

Daraus folgt, dass g auf [Z¢, 0] monoton wachsend ist, und folglich gilt

~ 0o (T; @), falls T <0,
d26p (T; Zo) < _ _
dop (z;0), fallszg > 0.

Mit (3.19) und i) erhalten wir daraus
d2p (Z;%0) < 29 (T;70) -

iv) Die entsprechenden Fille fiir x < 0, Zg > 0 werden analog zu ii) und iii) gezeigt.

Insgesamt folgt damit aus i)-iv) fiir alle x € [z] und alle zy € [z0]

b2 (w3m0) < max {dap (z5m0) , datp (T3 70) } -

Fiir die untere Schranke von d2¢ ([x];[z0]) in den Fillen mit 0 € [z] gilt:

¢ (&)=
0) =3

"

e Zunichst ist dop (z;20) = ©"(0). Im Fall 0 € [z0] wird die untere

(0) angenommen.

1
2 ¥
Schranke ¢ (0) wegen dy¢ (0;

"

1
2 ¥
P
e Nun betrachten wir den Fall g < 0. Nach (3.17) gilt fiir alle z < 0 und alle
o € [zo]
b2 (w320) > 24 (05 7)
¢ (0) — ¢ (%0) — ¢ (T0) - (0 — T0)
(0~ 75)*
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und auf Grund von

’ 1 1

2 (0) — ¢ (T0) — ¢ (70) - (0—T0) = 59 (€)-(0-70)" > 0

folgt daraus

¢ (0) — ¢ (T) — ¢ () - (0 — )
(T — T5)*

dap (z30) >

fiir alle z < 0, zg € [z0].
Wegen @' (z) = —¢'(—x) ist ¢ (0) = 0. Mit " (z) > 0 erhalten wir ¢ (z) >
¢ (0) fiir alle > 0 sowie ¢ (x0) < 0 fiir alle g € [x0]. Damit folgt

/

¢ () —p(r0) —

o) — (z0) - (v — x0)
P2 (#:20) (z — 20)
S ¢ (0) — ¢ (z0) — ¢ (20) - (0 — x0)
- (x — :1:0)2

fiir alle > 0, zg € [zg]. Die Funktion

h(z,x0) :== ©(0) = ¢ (x0) — ¢ (w0) - (0 — o)

, x>0, zy € [z0],

(x — :1@0)2
ist wegen
O(h(z,x0) _ _, 2(0) =@ (x0) — ¢ (x0) (0 — o)
ox . \3
(x — o)
Z 2
_ e (&)-(0 —3330) & e [20,0],
(x — x)
< 0
und
9 (h(@,20))
Oxg
B —90”(900) (0 —xg) - (x —x0) + 2 <cp (0) — ¢ (z0) — gol(xo) (0 — :co))
a (x — $0)3
< 5. ¢ (0) — ¢ (z0) — ¢ (z0) - (0 — ) — & 9" () - (0 — 20)?
B (x — x0)3
" 3
_ o (&) (0 —x0) ’ 526[@,0],

IN
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monoton fallend beziiglich  und monoton fallend beziiglich . Also gilt fiir
alle z > 0 und alle z¢ € [0

/

©(0) — @ (z0) — ¢

Sop (w39) > = xogﬂgo) (0 — z9)
. 2(0) — ¢ (@) — ¢ (75) - (0 —70)
- (z — )’

e Die untere Schranke von da¢ ([z]; [zo]) im Fall 0 € [z], g > 0 wird analog zum
Fall 7o < 0 bewiesen.

O

Analog zu Satz 3.1.15 erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 3.1.16 Es sei ¢ : D C R — R dreimal stetig differenzierbar auf [z] C D, und
es sei [zo] = [20,To ] C []. Ferner sei o' (x) = —p'(—z) auf {z € [z] | —z € [z]},
¢ (z) < 0 auf [z], sowie ¢ (z) > 0 auf {z €[z] |z <0} und ¢ (z) < 0 auf
{z € [z] | > 0}.

Dann gilt mit

(62 (% T0) , Gatp (5 20) ] falls > 0,
(0260 (23 20) , ba¢p (T 7o) falls 7 < 0,
min o ——y 2(0) = (@) — ¢ (7) (0 7p)
[ {5290 (—’ J) , 6260 (T; 0)} ) 7 TO)Q ]

falls x <7Tp < 0 < T,
G2 ([] 5 [o])

[min {020 (z; m0) , 200 (T;T0) } P (0) —p () = (20) - (0 _xo)]

(z —20)”
falls x < 0 < 9 < 7,
[min {0260 (z520) , 6200 (T %0) }, 50 (0)}

falls 0 € [z] A 0 € [z¢],

die Einschliefsung

dap ([2]5[za]) 2 {029 (w120) | @ € [2], w0 € [20] }.
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Die Sitze 2.2.10 sowie 3.1.12 bis 3.1.16 kénnen wir nun verwenden, um fiir einige
Standardfunktionen Einschliefungen d¢ (Uy; Uy,) und d2¢ (Ug; Ug,) von (3.6) bzw.

(3.7) zu erhalten. Dabei sei jeweils U, = [%,@] und U,, = %,Tm}.

a) ¢ () =expa:

[ exp(us)—exp(ay)  exp(is)—exp(ims I
uw_uwo<0) : e p(u%_%(u 0)] falls u, # Uy ATz o T
[ exp(Uz) —exp(Tag ) _ —
exp (@) e i falls uy = ugzy AUy # Usgg,
dp (Ux; Uzo) = B
exp Ufl —eXp| ug . P -
( uZuIO(O) , exp (uw)] falls ug # Uzy N Uz = TUszg,
exp (Uy) sonst,
exp (s )—exp (g ) —exp (g ) (st ) - exp(u)—exp(Trg) —exp (g )-(w i)
(%_m)Q 9 (E_W)2
falls uy # uzy AUz F Ugg,
1 exp(Uz) —exp(Tag ) —exp Ty ) - (Ta—Tzg
[2 exp (ug) (%_W)g 0 0)
020 (UriUzo) = | falls uy = tty ATz # Tig
) -o(o) oo exv)
=y
falls %#%A%:Tw,
3 exp (Uy) sonst.
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b) ¢ (z) = Inz, und es sei inf (U,) > 0:

tn(m) 1o (iz5) () ~In (s )

Uy — Uz ’ Ug — Uz

[1n (uz)—In (W)

) —In(m 1}
Uz — Uz b Uy
dp (Ux; U:ro) =
1 ln(ﬂ)—ln<uﬂ)
Ug Uz —Uzq
 1/Us

] falls uy # uzy AUy 7 Uszg,
falls uy = ugy AUy # Uszg,

falls uy # Ugy AUy = Ugp,

sonst,

In(@) —In(ag) - 51

lln@z)ln (120) ~ 25 (a0
(1t )

falls uy # Uzy A Uz 7 U,

In(uz) 71n(m) - uglg

1

’ (T—Tt5)”

(T ) ]

5280 (UZ‘; Uzo)

falls uy = uzy A Uy # Uz,
(i) —1n sz ) = 3 (0

02
(T—)

(T —Tzg) }

[ )

falls up # Ugy N Uy = Ugy,

—% . % sonst.
c) o(x) =aF k> 2, k gerade:
B e
Ur—tay  Bo—lag
[ k=1 ug®—ug®
)" =
6()0 (Ua:§ Uxo) =

[ ug® gy k=1
ﬁ’ k () }

k- (U,)F?

)

D=

falls uy # Uy AUz 7 Ugg,
fallshzﬁ/\uix#uixo,
fa]ls&#%/\uix:u*m,

sonst,
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(ﬂiuﬂ) 2 9 (EfW)Q

falls 0 < uy 7 Uzy N Uz 7 Uy,

,
k. kg k—l. _ o 1 e
[“z g * ot (i) gt kg 1(ux—um0)]

k=2 P —Ugy®—kUzy " (U —Uzg
[%k(k‘l) (%) , 0 0 ( O):|

(W —Tg)”

falls 0 < ug = ugy A Uy F Ugy,

[Mk_%k—k-%k:(W_uxO)’ Tk (k-1) (wp)k_zl
(s )

fallsogﬁ%% A Up = Ug,,

(W—W) 2 bl (Ui_uﬁ) 2

falls%;«éh A TUgy # Uy <0,

_ _ R _ k k k—1
[uzk—uwok—k-uzok 1~(uz—uwo) Ug " —Uzg " — KUz -(W—u%)]

Ek 77,”10 k *k'rzo k—1

(%_%)2-(7”%0)’ 2k (k—1) (%)kﬂ

falls uy = ugy A Uz, # Uz <0,

6290 (Uxa Umo) =

k

bk (k—1) @), = “ku(uu)]

2
<k*“lo>

falls%#%/\ui%:uixgo,

k

ety P bt (te—tay ) gk g — kg (W —g )
Z, max 2 ) 2
(i) )

(T =g

falls uy <0 <uy A Ug # Uy N Uy F Uz,

T T N T
[z, max{; k(k—1) (Ui)k_Qa Dl O)H

(i)

falls ugyy = uy <0 <Uy A Uy # Uy,

[z, max {Mk%k<k%k_>lz<w%> 3k (k=1) (Ux)kQH
s —tizy

falls&<0<%:%/\@#%,

Tk(k—1) (U

sonst,
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wobel

——0 fiir Uy, <0,
(“T*“IO)
o (k=1)uay® .
Z = —— = fur Ug, > 0,
(1e—zo) o
0 sonst.

d) ¢ (z) = 2, k > 2, k ungerade:

falls 0 < ug 7 Uy N Uz 7 Ty,

k=1  Wg®—ug,” __

k (ux) ’ @—% } falls 0 < Uy = Ugy N Uy 7’é Uz s
-uik_uxok - ]{,’—1 o
ST k (ug) falls 0 < uy # gy A Uz = Uy,
-@k_ﬁk U‘kauzok s o

Efﬁ . falls uy # Ugy AUz, 7# Uz <0,
[z ey " k—1 -
%7 K (ui) ] falls ug = ugy N Ugy # Uz <0,

0o (Uyg; Uyg,) = -

[ _ uTk—ur k
k(’@)k 1,%%?)] falls ugy # Ugy A Uzpy = Uy <0,

N e v . o,
— : 0 falls uy <0 < Uy AUy # Ugy AUy # Usgg,

r _ 7k _——k
z, Inax{k: (@)k 1,MH falls ugy = uy <0 < Uy AUy # Uz,

“Jk*”zok — k-1 —
=k (uy) falls uy <0 < Uy = Ugy A Uy F Uy,

k- (U,)! sonst,
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wobei
Ugq' _
’U,z*zli)zo fiir Uz < 0?
k
z = U ..
sy fir ug, >0,
0 sonst,
et * g 1 (e ) g (i )
2 — _\2
(=g ) ’ (@ —iz,)
falls uy # Ugy N Uy 7 Uy,
—k —k k1 (— —
Li (k1) (u,)"2, Tt gt (W—ing)
e (0 ()
02 (Uz; Uzy) = § falls uy = uyy A Uy # g,

[ "ik*“zok’k'urok_l'@ifuz())

2
<ﬂ*“10>

falls uy # ugy N Uy = Ugy,

S LACESY (ux)k_Qi

Tk(k—1) (U sonst.

Satz 3.1.17 Fiir die zuvor unter a) - d) angegebenen Formeln fiir d¢ (Uy; Ug,) und
0269 (Uz; Usy) gilt
0 (Ua; Uzg) € 0 (Uz; Ugy) (320)
und
2 (ug; u:co) € b2 (Uy; Uxo) (3.21)

fiir alle u, € U, und alle uy, € Us,.

Bewelis:

Die Behauptung folgt jeweils direkt aus den Sétzen 2.2.10 sowie 3.1.12 - 3.1.16, wobei
die "Randfille” u, = Uz bzw. Uy = Uy, durch

5 (a0 ) = ¢ (1)

]. 1"
dap (L L) =5% (L)
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bzw. durch
0 (Uzg; Usg) = ¢ (Uay) ,
. 1 "o,
5290 (uwo; uﬂ?o) = 5 ® (uﬂﬂo)
abgedeckt sind. O

Bemerkung 3.1.18 Analog wie zuvor fiir Exponential-, Logarithmus- und Potenz-
funktion erhalten wir aus den S&tzen 2.2.10 und 3.1.12 - 3.1.16 auch fiir die Funk-
tionen ¢ (z) = sinh z sowie ¢ () = cosh x die Steigungseinschliebungen d¢ (Uy; Uy,)
und 02 (Uy; Ug,).

3.1.4 Nichtdifferenzierbare stetige Standardfunktionen

Gegeben seien Steigungstupel zweiter Ordnung U und V der stetigen Funktionen
u:D CR—-Rbzw. v: D CR — Rauf [z] C D beziiglich zy € [z]. In diesem
Abschnitt zeigen wir, wie wir daraus Steigungstupel zweiter Ordnung fiir die Funk-
tionen w (z) = |u(z)|, w(z) = max{u(z),v(r)} und w(x) = min{u(z),v(x)}
auf [z] beziiglich xy berechnen kénnen. Dadurch kénnen wir dann die automatische
Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung auf nichtdifferenzierbare stetige
Funktionen ausweiten.

Low(z) = ¢ (u(@) = |u@):
Wir definieren die Auswertung der Betragsfunktion ¢ (x) = |z| auf einem Intervall

[z] durch

o]l = abs o]) = (lol | € fa]} = | min Ja] maxa

Fiir unsere Steigungsarithmetik bestimmen wir W = ¢ () = abs (i) durch

W = abs(U,),

Wy = abs(Uy,),

Way = dp (Uxo? Umo) “0Uq,
ow = 0y (Ux; Ua:o) -0U,
52W = [7“] .

Dabei sei
[—1,—-1] fallsu, <0

[1,1] falls u, >0
8 (Upy; Ugy) =1 [—1,—1] falls0€ U, A Uy, <0
[1,1] falls 0 € Uy A ugy >0

[-1,1]  sonst,
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[—1,—1] falls 75 < 0
[1,1] falls uy, >0
O e R 1 e e —
|uz‘—uz00’ UJ_LZEOO’] falls 0 € Uz A Uy 7 Uzy N Uz 7 Uz,
590 (UxQUwo) = r |1T\—|T|
_1’%%00] fallsOEUx/\hzuﬂ/\lTx#UTco
[~ Juro] falls 0 € U, A Ay = Tgy
U=ty , alls U e Uy Ug 7& % Uy = Ug
L [—1,1] sonst
sowie
—1-6U falls uz <0
oU falls u, >0
50 (Uy: Usy) - 02U + |0, ——2,%0} Uy, - 0U  falls 0 € Uy Aoy < 0 A —Tigs € U,

8 (Uy; Uyy) - 62U + |0, 2%)2} 0Uy - 6U  falls 0 € Uy AUy < OA —Ugy & Uy

" = L

) 2~um0

8¢ (Uy; Uyy) - 62U + |0 1] - 0Uy, - 6U falls 0 € Uy A tzy > 0 A —tug, € Uy

8 (Ug; Uny) - 02U + |0, —— 222

| (weng)

L [—1,1] - 02U sonst.

- 0Uyg, - 6U fallsOGUx/\M>OA—%¢U$

2. w(z) =max{u(x),v(x)}:

Die Auswertung der max-Funktion auf Intervallen [a] und [b] sei definiert durch

max {[a], [b]} = [max{a,b}, max{a,b}].
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Fiir unsere Steigungsarithmetik bestimmen wir YW = max {U, V} durch

W, = max{U;,V,},
Wa, = 1max {Uxm on} )
0Uy, falls u, > v,
Wy = 0V, falls v, > u,
00Uy, UV, sonst,
oU falls u, > v,
ow = oV falls v, > u,

U UV  sonst,

0U falls u, > v,
W = 0oV falls v, > u,
0oU U 63V sonst.

3. w(x) =min{u(x),v(x)}:

Die Auswertung der min-Funktion auf Intervallen [a] und [b] sei definiert durch

min{[a], [b]} := [min{a,b},min{a,b}].

Analog zu 2. definieren wir W = min {U/, V} durch

W = min {ny va} ,
WJ;O = min {Uzm on} )
0Uy, falls u; < vy
Wy = 0V, falls 75 < ug
00Uy, UV, sonst,
oU falls u; < v,
ow = oV falls v < uy

U UV  sonst,

3oU falls u; < v,
W = 0oV falls v, < u,
0oU U 63V sonst.

Satz 3.1.19 Es seien U und V Steigungstupel zweiter Ordnung der stetigen Funk-
tionen w : D C R — R bzw. v : D C R — R auf [z] C D beziiglich z¢ € [z]. Dann
gilt:
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e Das unter 1. definierte Tupel W = ¢ (U) = abs (U) ist ein Steigungstupel
zweiter Ordnung der Funktion w: D CR — R, w (z) = ¢ (u(z)) = |u (z)| auf
[x] beziiglich xg.

e Das unter 2. definierte Tupel W = max {U, V} ist ein Steigungstupel zweiter
Ordnung der Funktion w : D C R — R, w(z) = max{u(z),v(x)} auf [z]
beziiglich xg.

e Das unter 3. definierte Tupel W = min {U/, V} ist ein Steigungstupel zweiter
Ordnung der Funktion w : D C R — R, w(x) = min{u(z),v(x)} auf [z]
beziiglich xg.

Beweis:

Die fiir Wy, Wy, und 0W zu tdtigenden Schliisse wurden in [38] durchgefiihrt. Es
bleiben somit noch die Relationen aus (3.4) fiir §W,,, sowie doW nachzupriifen.
Low(z) = ¢ (u(x)) = [u(z)]

i) Fiir den Beweis von dwiiy, ([zg]) € Wy, kénnen wir 0.B.d.A. u(z) # wu(xo)
voraussetzen. Fiir jedes z € [z] mit u (z) = u (x) gilt ndmlich

w(z) —w(@o) = |u(@)]— |u(zo)l
€ a~(u(x)fu($o))

fiir ein beliebiges Intervall a = [a, @] oder ein beliebiges a € R, und der weitere
Beweis verlduft analog zum Folgenden.

Wegen
w(z) —w(xo) _ |u(@)]—fulzo)| u(x)—wu(zo)
x — T u(z) — u (o) T — I
folgt
Swim ([v0]) = —1-0upm ([xo]) € —1-8Uy, fiir Uz < 0 bzw. fiir u; < 0,
0Wiim ([xo]) = 1-0upm ([xo]) € 0U,, fiir Uz > 0 bzw. fiir uy >0
und

dwim ([xo]) € [-1,1] - dujim ([xo]) < [-1,1]-0U,, sonst.
ii) Im Fall w; <0 ist

w(z) —w(zo) = |u(z)]— |u(zo)l

—u (x) + u (o)

= —1-(u(x)—u(wo))

€ 10Uy - (x —x0) —1-6U - (& — 20)*.
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Also ist in diesem Fall mit 6oW = —1 - §oU die Relation aus (3.4) erfiillt.
Der Nachweis fiir den Fall u, > 0 wird analog durchgefiihrt.

iii) Nun betrachten wir den Fall 0 € U, A Uz, <0 A —TUy, € U,.

Fiir alle z € [z] mit u (z) > 0 erhalten wir

w () — w (o)

= |u(@)] = |u(zo)]

= i ()~ ueo)

uu(é))| - ZL(E:;O)) . <5Uz0 Az — 20) + 62U - (z — wo)z)
_ uu(é))l - ZL((;;O)) 8Us, - (x — o) +
_ (— 1+ M

m

) (e + 1) \u(scoon U (o a)?

u(x) — u(zo)
= —0Uq - (z — 20) + <u ((xff))| - ZL(E’U:BOO)) - 02U
2u(x) w(z) —u(zo) ,
+ . '5Ur0 Ax —
(u(:v)—u(xo))2 T — To ) ( 0)
Wegen u (x) > 0 ist
2u(x) __ 2u()

(u(@) —u(xo))® ~ (u(z) — 1)

Durch Extremwertberechnung folgt mit Hilfe von w (z) > 0 und der Voraussetzung
—Uy, € Uy, dass

2u—(x) < 2 (—TUgy)
(u(@) ~7)* T (i — )
und damit
2u(x) 1
(u(z) —u (z0) )2 © [0’ _QuIJ (3.22)

gilt. Insgesamt haben wir somit fiir u (x) > 0 gezeigt, dass

w(z) —w(z)) € —6Us, - (x — z0) + (590 (Uy: Usy) - 82U
(3.23)
+ [O, —ﬁ} - 0Uy, -5U) (@ — x0)?
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ist.
Fiir alle z € [z] mit u (z) < 0 erhalten wir
w(z) —w(xo) = |u(@)|— |u(zo)

|
= —(u(@) —u(w))
€ —0Uy - (x—x0) — 0oU - (& — o).

Wegen —1 € d¢ (Uy; Uy,) und 0 € [0, —

Uz0:| ist
—1- (52U . (.%' — $0)2

- (590 (Ux§ Uxo) : 52U + [07

} 0U, - 6U) x — 1),

Uz

und damit ist (3.23) auch fiir alle € [z] mit u (z) < 0 erfiillt. Somit ist der dritte
Fall fiir doW bewiesen.

iv) Der vierte Fall, d. h. der Fall 0 € U, A g, <0 A —Ty, ¢ Uy, kann analog zum
dritten Fall bewiesen werden, wobei sich an Stelle von (3.22)

2. u(x) 2T ]
(@) —u(w))® !’(ux—uxo)z
ergibt.

v) Der fiinfte und der sechste Fall fiir oW lassen sich analog zu den Féllen drei und
vier nachweisen.

vi) Es verbleibt der siebte Fall fiir doW. Wegen

w(z) —u(xo) € 6Uyy - (& — 20) + 02U - (x — 20)?
ist

@) = fu(x)| € [1,1]- (u(@) - ula))
C [-1,1] Uz, - (z — x0) + [~1,1] - 62U - ( — x0)*

womit schlieklich der siebte Fall nachgewiesen ist.
2. w(x) = max{u(x),v(x)}:
Zunichst ist

w(x) = max{u(z),v(x)} € max{U,, Vo} = W,

und
w (xg) = max{u(xo),v(xo)} € max{Uszy, Vao} = Wap,
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was die Behauptung fiir W, und W, nachweist.

Filir den Fall, dass max {u (z),v(2)} = u(x) und max {u (z¢),v(x0)} = u(zo) ist,
gilt
w(z) —w(xg) = max{u(x),v(x)} —max{u(zg),v(xg)}
= u(z)—u(xg

)
— M-(w—xo),
T — Zo

WOoraus

dwiim ([To]) = 0Utim ([T0]) € Uy,

w(x) —w(xg) € 0U - (x — x9)

folgt. Auferdem ist
w(z) —w(zo) = u(z)—u(zo)
€ Uy, - (x—x0) + 06U - (x — 20)° .
Damit ist insbesondere der Fall u, > v, abgedeckt.

Der Fall, dass max {u (z),v (z)} = v (z) und max {u (x¢),v (x0)} = v (x0) ist, wird
analog bewiesen.

Nun zeigen wir die Behauptung fiir den Fall, dass max {u (x),v (z)} = u(x) und
max {u (zg) ,v (x0)} = v (x0) ist. Mit Hilfe von

v(z) —v(wo) < wu(@)—v(ro) < wu(x)—u(o)

folgt dann
5wlim ([5’50]) - 5Uz0 ) 6ona

w(x) —w(xg) € (BUUV) - (z — x0)
w (x) —w (o) € (0Uyy UdVy,) - (x — x0) + (52U UGV - (x — 20)° .

Der Fall, dass max {u (z),v (z)} = v () und max {u (z¢),v (z9)} = u (xo) ist, wird
wiederum analog bewiesen. Insgesamt haben wir damit alle Félle abgedeckt und die
Behauptung fiir 6W,,, 0W und 5oW gezeigt.

3. w(x) =min{u(x),v(x)}:

Der Beweis verlauft analog zum Beweis fiir w = max {u, v}.
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3.1.5 Die If-Then-Else-Funktion

Im Rahmen der automatischen Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung
wollen wir auch stetige Funktionen untersuchen, die abschnittsweise definiert sind
und mit Hilfe einer if-then-else-Vorschrift beschrieben werden kénnen. Dazu definie-
ren wir zunichst die Funktion ite : R — R (”if-then-else”).

Definition 3.1.20 Wir definieren ite : R?® — R durch

(3.24)

ite (z,u,v) =

{u falls z < 0

v sonst.

Im Folgenden seien die stetigen Funktionen u,v,z: D C R — R gegeben, und es
sei [x] C D. Wir betrachten die Funktion w: D C R — R mit

w(z) = ite(z (z),u(z),v(z)). (3.25)

Lemma 3.1.21 Ist fiir jedes & € [z] mit z (Z) = 0 die Bedingung
u(z) = v () (3.26)

erfiillt, so ist w (z) = ite(z (z),u(z),v (x)) stetig auf [z].

Beweis:

Es sei zg € [z] beliebig. Falls z (zg) < 0, so gibt es auf Grund der Stetigkeit von z
eine Umgebung U (x¢) mit z () < 0 fiir alle x € U (xg). Damit ist w (z) = u (z)
fiir alle x € U (z¢), woraus die Stetigkeit von w in z( folgt. Analog folgt im Fall
z (xo) > 0 die Stetigkeit von w in xg. Falls z (z9) = 0, so ist nach Voraussetzung
u (z0) = v (20). Fiir jede Folge (), ¢y in [z], mit

Tp — X0

gilt somit wegen

B u(xy) falls 2 (z,) <0
wlzn) =y (zn) falls z (z,) > 0,

dass
— 00

w () "z u(zg) = v(zo) = w(xp).

Folglich ist w stetig in xg. 0

Bemerkung 3.1.22 Beachte, dass aus w (z) stetig und z (Z) = 0 nicht folgt, dass
u (&) = v (z) ist.
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Mit Hilfe von (3.24) und (3.25) kénnen Funktionen dargestellt werden, die abschnitts-
weise definiert sind.

Beispiel 3.1.23 Es seien z,u,v : [zf] CR — R mit 2z (z) = 2 — 1, u(x) = 2% und
v (z) = e ! fiir z € [-5,5]. Dann folgt, dass

(@) = ite(s (@) cu(e)o) = | IS gy
w(x) = ite(z(z),u(x),v(r)) = .
e 1 fallsz >1
ist. Da (3.26) erfiillt ist, ist w (z) aus (3.27) stetig auf [—5, 5].
Definition 3.1.24 Fiir die Auswertung der ite-Funktion auf Intervallen [z] = [2,Z],
[u] = [u,w] und [v] = [v, 7] definieren wir
[u] falls 7 < 0
ite([z],[u],[v]) = [v] falls z > 0 (3.28)

[u] U [v] sonst.

Dabei ist [u] U [v] nach Definition 1.2.5 das kleinste Intervall, das sowohl [u] als auch
[v] enthélt, d. h.

[u] U [v] = [min{u,v},max{w,v}].

Bemerkung 3.1.25 Definition 3.1.24 hat zur Folge, dass fiir [z1] C [z2], [u1] C [us]
und [v1] C [vg] die Teilmengenbeziehung

ite([z1], [w],[v1]) € ite([2a], [ua], [v2] )

erfullt ist.

Sind daher die Funktionen z, u und v inklusionsmonoton, so ist auch die Funktion
w (z) = ite(z (z) ,u(x),v(z)) inklusionsmonoton.

Steigungstupel fiir die Funktion w (z) = ite(z (z),u (z),v (z))

Gegeben seien auf einem Intervall [x] C R die stetigen Funktionen u (z), v (x) und
z (x) mit zugehorigen Steigungstupeln zweiter Ordnung U, V und Z beziiglich zy €
[z]. Ferner sei die Funktion w (z) = ite(z (z),u(x),v (z)) auf [2] stetig. Fiir die
Arithmetik zur automatischen Steigungsberechnung suchen wir ein Steigungstupel
zweiter Ordnung W := ite (Z,U, V) von w (z) auf [z] beziiglich .



86 KAP. 3. AUTOMAT. BERECHNUNG VON STEIGUNGSTUPELN

Wir bestimmen W = ite (Z,U, V) durch

W, = ite(Zy,Us, Vi),
Weo = ite(Zug, Usg, Vag) s
( 0Uy, falls z; < 0
0V, falls z, > 0
Uz U (6Vy + (68U, — 6Vay) - [0,1]) falls 0 € Z, A Zzg < 0
Wy, = Vo U (0Uzy + (6Vay — 0Us,) - [0, 1] ) falls 0 € Zy A zzy > 0

(601 U (V2 + (60, — 3V2) - 0.1]))
U (on U (6Uzg + (0Vay — 6Us,) - [0,1] )) sonst,

sU falls z; < 0

1% falls z, > 0

SU U (6V + (60U —6V) - [0,1]) falls 0 € Zy A Zgg < 0
W = SV U (6U + (6V = 6U) - [0,1]) falls 0 € Zy A 249 > 0

<5U U (8V + (8U — 6V) - [0,1] ))
U (SVQ (6U + (6V = 6U) - [0,1] )) sonst,

( 6U falls z; < 0
1% falls z, > 0
52U U (82V + (02U — 62V - [0,1]) falls 0 € Zy A Zgg < 0
W = 62V U (02U + (62V — 62U) - [0,1]) falls 0 € Zy A 249 > 0

(52UQ (52V + (52U — 52V) . [0, 1] ))
U (52VQ (5QU + (52V — 52U) . [O, 1] )) sonst.

Satz 3.1.26 Esseien U,V und Z Steigungstupel zweiter Ordnung der stetigen Funk-
tionenu: D CR—-R, v: DCR—-Rund z: D CR — R auf [z] C D beziiglich
xg € [x]. Ferner sei die Funktion w (z) = ite(z (), u (x),v (x) ) stetig. Dann ist das
oben definierte Tupel W = ite(Z,U, V) ein Steigungstupel zweiter Ordnung von w
auf [x] beziiglich xg.

Beweis:
Zunidchst gilt mit Bemerkung 3.1.25
w(x) = ite(z (x),u(z) ,v(x)) € ite(Zy, Uy, V) = Wy

und
w(xo) = ite(z (o), u(xg),v (:Uo)) € ite (Zuy, Ungs Viry) = Way

womit die Behauptung fiir W, und W, bewiesen ist.
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Es bleiben also noch die Steigungstupel-Eigenschaften fiir Wy, W und 62W nach-
zZuweisen.

e Fiir den Fall, dass z; < 0 ist, gilt

ite(z (z) ,u(z),v(x)) —ite(z (z0) , u(20), v (20))
= u(x)—u(wo),

w () — w (o)

woraus

Swiim ([zo]) = dutm ([zo]) € 6Ug,
sowie
w(z) —w(xg) € 0U-(z—z9) = W - (z—x0)
folgt. Ferner ist

w(z) —w(xzo) = u(z)—u(w)
€ Uy, - (x—x0) + 60U - (x — 20)°.

Analog wird der Fall z, > 0 bewiesen.

e Nun betrachten wir den Fall 0 € Z, und z;, < 0:
Wegen 7z, < 0 ist ite(z (z0) , u (z0) , v (z0) ) = u (20). Auf Grund der Stetigkeit
der Funktion z gilt ite(z (z),u (z),v (2)) = u(z) in einer Umgebung von g
und damit offensichtlich auch

Wi ([T0]) = 0Utim ([z0]) C Uz, C Wy

Es ist leicht einzusehen, dass in dieser Umgebung auch die Bedingungen fiir
OW, und oW erfiillt sind, da U ein Steigungstupel zweiter Ordnung der Funk-
tion u (x) ist. Andererseits kann es aus Stetigkeitsgriinden ein Z € [z], Z 2 x,
mit

ite(2 (2),u (z),v(2)) = v(2)

nur dann geben, wenn ein x4 € [z], x5 2 g, |xs — 0| < |T — x|, mit u (x5) =
v (x) existiert. Fiir dieses z, gilt dann

u(zs) = u(wg) + du(zs; xo) - (x5 — )

v(zs) = v (o) + du(xs;wo) - (25 — o)

und damit durch Gleichsetzen

v (wo) —u(z0) = (Qu(ws; o) — W(xs;20)) - (w5 — 0) -
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Also gilt fiir alle z € [z] mit ite(z (z),u (z), v (z)) = v (x)

ite(z (x),u(z),v (x)) — ite(z (z0),u(x0),v (a:o))
= v (z) —u(xo)
= v (o) + ww(z;0) - (x — x0) — u (o)

= <&U(x;xo) + (u(zs; mo) — dv(ws;20) ) - Ts x0> (x —x0)
€ (6V+ (U —-6V)-[0,1]) - (z — z0).

Da ferner fiir alle z € [z] mit ite(z (), u (z),v () ) = u(z)

ite(z (z) ,u(z),v(z)) —ite(z (zo) , u (o) , v (20))
= u(z) —u(x)
€ 6U-(z—x0)

gilt, folgt somit fiir alle z € [z]
ite(z (z) ,u(z),v(x)) —ite(z (z0) , u (20),v (20) )

c (5Ug(5V+(5U—5V)-[0,1])> (& — o)
= oW - (x— o).

Analog gehen wir fiir den Nachweis der Formel fiir 62W vor. Wiederum kann
es aus Stetigkeitsgriinden nur dann ein T € [z], T 2 z¢, mit

ite(2 (&), u(z),v(z)) = v(z)

geben, wenn ein x5 € [z], x5 2 xo, |rs — 20| < |T — 20, mit u(zs) = v (z5)
existiert. Fiir dieses x5 gilt dann

u(zs) = u(xo) + dus - (x5 — o) + dous - (s — $0)2

sowie
v (xs) = v ()4 dvs - (Ts — 20) + 0205 - (T — T0)?

fiir ein dug € 60Uy, und ein dous € d2U bzw. ein dvs € 6V, und ein dovg € d2V.
Damit ist

v (o) — u (o) = (Bus — dvs) - (x5 — 20) + (Fpus — dovg) - (x5 — x0)? .

Aufserdem gibt es, da V ein Steigungstupel zweiter Ordnung von v auf [z] ist,
zu jedem x € [z] ein vy, € 6V, und ein dov € J2V mit

v(x) = v(xo)+ Qg - (& — x0) + 6ov - (z — x0)?.
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Folglich gilt fiir alle z € [z] mit ite(z (z),u (z),v (z) )= v (z)
ite(z (z) ,u(z),v(x)) —ite(z (z0) , u (20) , v (20) )
= v(x) —u(xp)

= v (20) + Ovgy - (x — 0) 4 020 - (& — 20)* — u (20)

+ ) — . M . — 2
2V + (52us (521)8) (x _ ],‘0)2 (x iL'())

€ (6Vay 4 (6Ugy — 6Vay) - [0,1]) - (@ — 20)
+(52V + ((52U — 52V) . [0, 1] ) . (l‘ — .1‘0)2 .
Da fiir alle z € [z] mit ite(z (z),u (z),v(z)) = u ()
ite(z (@) ,u(z),v(x)) —ite(z (z0) , u (20) , v (20) )

= wu(x) —u(xg)
€ Uy - (x—x0) + 62U - (x — 330)2

gilt, folgt somit fiir alle z € [a]
ite(z (), u(x) v (x)) — ite(z (z0) , u (x0) , v (o))
€ (004, U (8Vay + (8Usy = 0Vay) - [0.1]) ) - (& = 0)
4{@Ugwﬂw4@U—@vmen)«x—mf
= Wy - (z —x0) + 6 W - (2 — ).

e Beweis fiir den Fall 0 € Z, und Zzg 2 0:
Zunichst gilt

dwim ([zo]) dutim ([20]) U 0v1im ([z0])
0Uy, UV,

Wy

N 1N N

Wegen zz, > 0 ist w (x0) = ite(z (x0) ,u (x0) , v (x0) ) = v (x0). Da w stetig ist,
kann es ein 7 € [z], T 2 x0, mit

ite(2 (2),u (&) ,v(Z)) = u(Z)

nur dann geben, wenn ein x5 € [z], z5 2 X0, |Ts — To| < |T — zo|, mit u (zs) =
v (xs) existiert oder wenn u (xo) = v (xg). Im ersten Fall erhalten wir analog
zum Fall 0 € Z, N Zz; <O

w(z) —w(zy) € @Vg@U+@V—&D{QHD~@—m)
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w (z) — ( U (U4 + (6Viy — 6U4y) - [0,1] )) (& — x0)
( QVU (52U—|—((52V 52U) [0, 1])) . ($—$0)2,
und im Fall u (z¢) = v (x0) gilt offenbar

w(x) —w(rg) € (UUIV)- (z—x0)
C oW - (z—x0)

(6Uy U Vo) - (x — 0) + (62U US2V) - (& — m0)”

w(z) —w(xg) €
C Wy - (2 — x0) + W - (z — 20)%.

Insgesamt ergibt sich daraus
w(x) —w(xg) € W -(xr—zp)
und
w(x) —w(xg) € Way - (z—x0) + 62W - (& — 20)°
fiir alle z € [z].

e In den sonstigen Fillen, d. h. falls 25 > 0N 25 <O0AZg, =2 0A 2z, <0, gilt:

(i) Falls z (z¢) < 0, so konnen wir vollig analog zum Fall 0 € Z, A Zz; <0
vorgehen und erhalten die gleichen Ergebnisse.

(ii) Falls z (zg) > 0, so kénnen wir genau wie im Fall 0 € Z, A 25, > 0 vorgehen
und erhalten die gleichen Resultate. o

Insgesamt erhélt man aus der Vereinigung von (i) und (ii) &hnlich wie in den

Féllen zuvor die Behauptung.
O

Bemerkung 3.1.27 Es seien Z = (Z;,Z4,,0Z), U = (U, Uy, 0U) sowie V =
(Vz, Vao, 6V') Steigungstupel erster Ordnung (siehe Definition 2.1.3) der stetigen
Funktionen z (z), u (z) und v (z) auf [z] beziiglich z¢. Ferner sei

w (z) =ite(z (z) ,u(z),v(z))

stetig. In [20] und [38] soll ein Steigungstupel erster Ordnung W = (W, Wy, 6W)
fiir w(x) =ite(z (z),u (x),v (z)) auf folgende Weise bestimmt werden:

W, = ite(Zy,Uy, Vy) (3.29)

Wi = ite(Zug,Usgy Vao) (3.30)
oU falls z; <0

ow = ov falls z; >0 (3.31)

oU UV  sonst.
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Falls jedoch 0 € Z,, so bilden W,, W,, und W kein Steigungstupel erster Ordnung
im Sinne von Definition 2.1.3, denn

w(x) € Wy + W - (Jx] — x0)

ist dann im Widerspruch zu Bemerkung 1.3.12 a) nicht notwendigerweise fiir alle
x € [z] erfiillt. Folglich konnen diese Operationen auch nicht bei der Berechnung eines
Steigungstupels zweiter Ordnung verwendet werden. Wir zeigen dies mit folgendem
Beispiel.

Beispiel 3.1.28 Es seien z (z) =z, u(z) = z und v (z) = % (z + 1)% — 1 auf dem
Intervall [z] = [—3, 1]. Ferner sei 29 = —1. Wir wollen mit Hilfe von (3.29)-(3.31) ein
Steigungstupel erster Ordnung fiir w (z) = ite(z (), u (x),v () ) auf [z] beziiglich
o bestimmen.

Wir erhalten

Aus (3.29) folgt
) 7
Wx = 1ite (Zx,Ux,Vg;) = ngvx = |:_37 :| )

aus (3.30) folgt
Wy = ite(Zay, Uy Vo) = Uzy = [—1,—1],

und (3.31) ergibt schliefslich
4
oW = U UV = [0,} .

Nun ist jedoch

auf [z], und damit kénnen (3.29)-(3.31) so nicht fiir die Steigungsarithmetik verwen-
det werden. Die Aussage in [20] sowie der Beweis aus Theorem 3.6 in [38] sind damit
nicht richtig.



92 KAP. 3. AUTOMAT. BERECHNUNG VON STEIGUNGSTUPELN

3
3 L
2 2
1 1
1 3 2 a7 1
1
F-2
L3
u(x)
_— ite(z(x),u(x),v(x))
V(x)

Abbildung 3.1: Die Funktionen u (z), v (z) und w (z) =ite (2 (z),u (z),v (z))

Wir verdeutlichen dieses Beispiel mit den folgenden Diagrammen. Abbildung 3.1
zeigt die Funktionen u (), v (z) und w (z) = ite(z (z) ,u (z) ,v (z) ).

Abbildung 3.2 stellt die Funktion v (x) dar sowie die beiden mit Hilfe von §V =
[ v, %] definierten Geraden

g1(x) = v(ze)+ov-(z—m9) = —c+-(x+1),
g2(x) = v(zg)+dv-(z—m0) = —3,

die auf Grund der Steigungseigenschaft von 6V = [ 571),%] den Wertebereich von
v (z) auf [z] einschliefen.
Abbildung 3.3 verdeutlicht, dass mit den obigen Werten
— 4
SW = [, 5w) — [0, 3} v

die beiden Geraden

hi(x) = w(xo)+ dw - (x — xo)
= u(wo) + 0w (x — mo)
= —1+é(l‘+1)
3
und
he (z) = w(xo)+ dw- (z — z0)

= u(zo) + ow - (z — o)
= 1
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den Wertebereich der Funktion w (z) = ite(z () ,u (x),v (z) ) nicht einschliefen.

w

V(X)

Abbildung 3.2: Die Funktion v (x) sowie die Geraden g; und g2

N w

=

q

ite(z(x),u(x),v(x))

Abbildung 3.3: hy und hgo schliefen den Wertebereich nicht ein
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Beispiel 3.1.29 Wir wollen nun mit den Operationen aus Satz 3.1.26 ein Steigungs-
tupel zweiter Ordnung fiir die Funktion w (z) = ite(z (z),u (z),v (z) ) aus Beispiel
3.1.28 berechnen. Wie zuvor erhalten wir zunéchst

7
W, = ite (Zy, Uy, Vi) = {—3, 3] .

Wegen 0 € Z, A Zz, <0 folgt

und

SWay = Uz U (Wm + (6Uy — 6Vig) - [0, 1])

= [17 1] U ([070] + ([13 1] - [an}) ) [07 1])
— 0,1].
Aufserdem gilt

oW = sUU(8V + (6U - V) - [0,1] )

Mit (1.10) ist

sowie ) -
dov (z50) = g(xfmo) € [3,3] = §V.

Folglich gilt

W = BUU(8SV + (85U - 6V) - [0,1])

= [0,0] U ([—gg] + ([0,0] — [_gz]) - [0, 1})

_ |44
N 33"
Damit sind nun
w (xo) + W - ([x] —x0) = Wy +0W - ([x] — o)

_ [
N 373
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sowie

w (x0) + Wy - ([2] — z0) + 02W - ([z] — a:o)Q
= Wiy + 0Way - ([2] — 20) + 62W - ([2] — 0)?

= [-1,-1]+0,1] - [-2,2] + [—;1, g] - 10, 4]

R
373

jeweils Einschliefsungen des exakten Wertebereichs [—3, %] von
w (z) =ite(z (z),u(z),v(z))

auf [z].

Abbildung 3.4 zeigt, dass mit JW := [@,@] die beiden Geraden

s1(z) = w(wo)+ow-(xr—1x9) = —1+g(a:+1)
und .
so(x) = w(wg)+dw-(r—x9) = —l—g(x—l—l)

fiir jedes x € [z] den Funktionswert w (x) einschlieffen.

Ferner zeigt Abbildung 3.5, dass mit 0W,, := [57%0 ,5wx0} und W = [52710,52711)]

die vier Parabelstiicke

t1(z) = w(zo)+0ws  (z—x0) +0w: (z—z0)° z<z<a,
to (z) = w(wo)+%~(x—xo)+527w'($—xo)2 z <z < 1z,
ts(x) = w(x0)+ Sway - (x — w0) + dow - ( — ) ro ST ST,
ty(z) = w(wo) + oway - (z — 20) + dgw - (z — 20)” xo <z <7,

ebenfalls fiir jedes = € [x] den Funktionswert w (x) einschliefen.

Bemerkung 3.1.30 Auch die in Abschnitt 3.1.4 betrachteten Funktionen w (z) =
lu(z)], w(x) =max{u(z),v(z)} und w(x) = min{u(z),v (z)} konnen mit Hil-
fe einer if-then-else-Vorschrift dargestellt werden. So gilt zum Beispiel fiir w (z) =
ju ()]

w(z) = |u(z)] = ite(u (), —u(x) ,u(x)),

und fiir w (z) = max {u (z),v (x)} ist
w(z) = max{u(z),v(z)} = ite(v(z) —u(z),u(z),v(z)).

Bei der automatischen Steigungsberechnung bevorzugen wir fiir diese Funktionen die
in Abschnitt 3.1.4 definierten Operationen, da diese die spezifischen Eigenschaften
der entsprechenden Funktion verwenden.
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1
N
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ite(z(x),u(x),v(x))

Abbildung 3.4: Einschliefung von w (z) durch die Geraden s; und s2

-3 -1

ite(z(x),u(x),v(x))

Abbildung 3.5: Einschliefung von w (x) durch die Parabelstiicke ¢1, to, t3 und t4
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3.2 Implementierung und Beispiele

3.2.1 Implementierung

Die automatische Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung mit den in die-
sem Kapitel definierten Operationen soll nun auf einem Rechner implementiert wer-
den. Um Rundungsfehler zu beriicksichtigen und gesicherte Einschliefungen zu er-
halten, wird dabei Maschinenintervallarithmetik [23] eingesetzt. Da dabei die Stei-
gungstupeleigenschaften (3.4) nicht verletzt werden, ist dies ohne weitere Schwie-
rigkeiten moglich. Wir verwenden die Programmiersprache Pascal-XSC [19] unter
Nutzung von [12]. Einen aktuellen Pascal-XSC-Compiler stellt die Arbeitsgruppe
"Wissenschaftliches Rechnen / Softwaretechnologie” der Universitdt Wuppertal un-
ter http://www.xsc.de bereit.

Im Modul "slopes_second”, dessen Programmcode dieser Arbeit beiliegt bzw. im In-
ternet unter http://iamlasun8.mathematik.uni-karlsruhe.de/~ae26 /software/ erhalt-
lich ist, werden die bendtigten Typ-Spezifikationen, Operatoren und Elementarfunk-
tionen bereitgestellt. Es ist eine Erweiterung eines Moduls aus [38], wo die automa-
tische Berechnung von Steigungstupeln erster Ordnung implementiert wurde.

3.2.2 Wertebereichseinschliefung mit Hilfe von Steigungstupeln
zweiter Ordnung

Bevor wir anschlieftend Beispiele betrachten, gehen wir noch auf einige Details zur
Wertebereichseinschliefsung mit Hilfe von Steigungstupeln zweiter Ordnung ein.

Es sei F = (Fy, Fy,, 0Fy,,0F, 62 F) ein Steigungstupel zweiter Ordnung der Funktion
f:D CR — R auf [x] C D beziiglich z¢ € [z]. Dann gilt fiir alle z € [z]

f(z) € Fy+0F-(z—x) (3.32)
und
f(z) € Fyy+0F,, - (x—x)+ 0aF - (x —x0). (3.33)
Nach (3.32) ist damit
f(x) € Fy+0F-([z] — o) (3.34)

eine Einschliefung des Wertebereichs von f auf [z]. Fiir die Wertebereichseinschlie-
fung mit Hilfe von (3.33) gibt es mehrere Moglichkeiten. Nach Satz 1.2.2 ist
Fpo+ 0Fy, - (x — x0) + 02F - (x — x0)2
Fro+ 0Fy, - (x — ) + 02F - (x — x0) - (z — o)
= F,,+ (5Fmo+52F- (w—xo)> < (z — x0) .
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Somit erhalten wir die Wertebereichseinschlielsungen

f(@) € Fuy+06Fy, - ([2] = x0) + 62F - ([] — 20)°, (3.35)

f(x) € Fyy+0Fy - ([x] —xo) + 02F - ([x] — x0) - ([x] — x0) (3.36)
und
F(z) € Fp+ (6Fx0 0o F - ([2] — xo)) ([a] - o)., (3.37)

wobei in (3.35) gemif Definition 1.2.6

([z] — z0)® = [fél[% (x — x0)°, max (@ - :ro)Q]

sel.

Im Folgenden wollen wir untersuchen, welche der Wertebereichseinschliefungen (3.35)-
(3.37) am genauesten ist. Auf Grund der Subdistributivitit gilt

Fuy + (0Fs +82F - (l2] - 20) ) - ([2] — 20)
C Fyy +0Fy, - ([t] = w0) + 02 - ([2] = w0) - ([2] = 20) -
Ferner ist

Fuy + 6Fy - ([2] — m0) + 62F - ([2] — w0)°
C  Fyy + 0Ly, - ([2] = x0) + 02F - ([x] — w0) - ([2] — 0),

und folglich liefert (3.36) schlechtere Einschliefungen als (3.35) und (3.37). Einen
Vergleich von (3.35) und (3.37) fiir den Fall xp = mid [z] liefert der folgende Satz.

Satz 3.2.1 Es seien Fy,, 0F,,, 62F, [z] € IR und zp = mid [z]. Dann gilt

Fug + 6Fy, - ([t] — 20) + 62 F - ([] — o)
C Fug+ (0Fs +8F - (2] ~ 20) ) - (la] — 20).

Beweis:

Es sei [z] = [xo — d, 2o +d] mit d > 0 und somit ([z] — 20)* = [~d,d]* = [0, d?].
Ferner seien dF,, = [r,7] und doF = [s,5].

Es geniigt offensichtlich, die Inklusion
(r,7] - [~d.d] + [5,5] - [0, @] € ([r.7]+[5]- [~dd]) - [~dd  (338)

ZU zeigen.
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Wegen r <7 gilt
Hﬂa?” = max{m ’ ’?|} = ma‘X{_va} :
Im Folgenden sei zunéchst |[r,7 ]| = 7 angenommen, was 7 > 0 impliziert.

1. Fall: s > 0:
Fiir die linke Seite von (3.38) gilt

[r,7] - [~d,d] +[s,5] - [0, d°] [—7d, 7d] + [0, 5d°]
= [-7d, 7d +3d*]

und fiir die rechte Seite von (3.38) erhalten wir

((e7)+ (5] [~dd) [~dd = ([r—5d7+5d])[-dd.
Wegen
(F+3d) (—d) = —7d —3d* < —7d
und
(F +3d)d = 7d + 5d>
folgt

[—7d, 7d + 5d%] C <[z—§d, ?+§d]) [~d, d]
und damit (3.38).

2. Fall: 5 <0:
Fiir die linke Seite von (3.38) gilt

[r,7] - [~d,d] + [5,5] - [0, d*] = [-Td+sd?® 7d],

und fiir die rechte Seite von (3.38) erhalten wir

([z,?]—l—[g,?}-[—d,d})-[—d,d] = ([z+§d,?—§d]>-[—d,d].
Wegen
(7 — sd) (—d) = —7d + sd>
und
(F—sd)d = 7d — sd*> > 7d
folgt

[—7d + sd®, 7d] C ([z+§d, ?—§d]> [=d, d]

und damit (3.38).
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3. Fall: s <0 <s:
Fiir die linke Seite von (3.38) gilt

[r,7]-[~d,d] + [s,5]- [0, d*’] = [-Td+sd® 7d+735d*].

a) Falls |5| > |s| ist, so folgt fiir die rechte Seite von (3.38)

([r.7) 4 [55] - [~dd)) - [~dod) = ([r—5d.7+5d])-[~d.d].
Wegen
(7 +3d) (—=d) = —Fd —3d> < —7d + sd*
und
(F+3d)d = 7d + 5d°
folgt

[—7d + sd*, 7d +3d*] C ( [r —5d, ?—|—§d]> - [~d, d]
und damit (3.38).

b) Falls [s| < |s]| ist, so folgt fiir die rechte Seite von (3.38)

([r.7]+[5,5) [~d.d] ) - [=dd] = ([r+sd,7—sd] ) [~d.d].
Wegen
(7 — sd) (—d) = —7d + sd>
und
(7 —sd)d = 7d — sd*> > 7d + 5d°
folgt

[—7d + sd?, 7d + 5d?] C ([z—i—gd,?—gd])-[—d,d}
und damit (3.38).

Damit ist der Satz fiir den Fall |[r,7]| = 7 bewiesen. Falls |[r,T]| = —r ist, was
r < 0 impliziert, so verlduft der Beweis analog.

g

Bemerkung 3.2.2 Fiir zp # mid [z] ist die Aussage von Satz 3.2.1 nicht giiltig.
Denn es ist zum Beispiel fir Fy, = [0,0], 6Fy, = [2,2], 52F = [1,2], [z] = [0,4] und
Tro = 3

Fry +0Fy, - ([2] — 20) + 62F - ([2] — 20)* = [2,2]-[-3,1] +[1,2]-[0,9]
= [-6,20]
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und

Fug+ (0Fey + 02F - ([e] = 0) ) - (fa] = 20) = (2.2 +[1,2)-[-3,1] ) - [-3,1
= [-12,12].

3.2.3 Beispiele

Die in diesem Kapitel eingefithrte automatische Berechnung von Steigungstupeln
zweiter Ordnung wollen wir nun beispielhaft auf einige Funktionen f: D C R — R
anwenden.

Ist
F = (Fy, Fyy, 0Fy,,0F, 02F)

ein Steigungstupel zweiter Ordnung von f auf [x] C D beziiglich o € [z], so ist nach
(3.34)

Sy = Fxo +0F - ([I‘] - (IJ()) (3.39)

eine Wertebereichseinschlieung von f auf [z], wie sie schon in [38] mit Hilfe von
Steigungstupeln erster Ordnung berechnet wurde.

Motiviert durch Satz 3.2.1 wihlen wir aus den Relationen (3.35)-(3.37) die Wertebe-
reichseinschliefung

Sy = Fyy+0F,, - ([2] — o) + 6oF - ([z] — x0)?, (3.40)

auch wenn mid [z] im Allgemeinen keine Maschinenzahl auf dem Rechner ist.

Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f wollen wir die Werte von S; und
S5 auch mit den zentrierten Formen

Dy = f(w0)+f ([2]) - ([2] — o) (3.41)

aus (1.2) sowie
Dy = fla)+ @) (]~ a0) 4 & £ (la])- (] -0 (3.42)

vergleichen. f'([z]) bzw. f” ([z]) sind dabei EinschlieRungen aller Werte von f bzw.
f" auf [z] und werden durch automatische Differentiation gewonnen ([12]). D; und
Dy sind nach dem Mittelwertsatz bzw. nach dem Satz von Taylor ebenfalls Werte-
bereichseinschlieffungen von f auf [z].
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Wir betrachten folgende Beispielfunktionen:

1.  f(zr)=(z+sinz)- exp (—x2)
2. f(z) =2 —102® 4 352% — 502 + 24
3. f(z)=(In(z+1.25)— 0.84:5)2
2 4 3 2
4 fla) = gooa” = g5 e (—(20 (z — 0.875)) )
5. f(x) =exp (xQ)
6. f(z)=a"—122% 4+ 472% — 602 — 20 exp (—2)
7. f(x) = 2% —152% + 2722 + 250
8  f(x)= (arctan(]x—l\))Q/ (:U6—2:U4—|—20)
9. f(:c):max{exp(—a:),sin(|x—1|)}
10. f(:c):ite(x—l, 2t —14sin(z—1), $2—gaz+g|>
11. f(:c):’(xfl)(x2+x+5)‘-exp((xf2)2>
12.  f(z)=max{z’ —2° + 2, exp(z) (v — 1) +1}
13.  f(x)=ite (x —1, (z—1)-arctanz - exp (x + sinz),
) 3
2 .
‘(x —§x+§) -smx!)
Diese Funktionen sollen jeweils auf dem Intervall [z] = [0.75, 1.75] ausgewertet wer-

den, und wir setzen xy := mid [z].

Die Funktionen 1-7 wurden schon in [38| als Beispielfunktionen herangezogen und
sollen daher nun auch im Zusammenhang mit Steigungstupeln zweiter Ordnung un-
tersucht werden. Die stetigen Funktionen 8-13 sind auf [z] nicht differenzierbar, so
dass die Auswertungen D1 und Do nicht berechnet werden kénnen.

Die Berechnungen werden mit Hilfe des in Abschnitt 3.2.1 beschriebenen Pascal-
XSC-Moduls durchgefiihrt.

Die Ergebnisse fiir D und Dy lauten:

| Nr. | D, \ D, \
1 [[-2.262E+000, 3.184E+000 | | [-9.099E-001, 2.889E+000 |
2 | [-4.475E+001, 4.295E4+001 | | [ -5.215E+000, 7.598E+000 |
3 | [-3.758E-001, 4.115E-001 | [ -4.135E-002, 1.895E-001 |
4 | [-1.051E4001, 1.057E+001 | | [-1.835E+003, 3.062E-+000 |
5 | [-3.265E+001, 4.219E+001 | | [ -1.193E-+000, 4.882E+001 |
6 | [-8.586E+001, 2.928E+001 | | [ -4.003E4001, -1.173E+001 |
7 | [1.195E+002, 3.993E+002 | | [ 1.827E+002, 3.044E+002 |
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Fir S7 und S erhalten wir:

’ Nr. ‘ S ‘ S9 ‘
1 [ -9.387E-001, 1.861E-+000 | | [-2.465E-001, 1.476E+000 |
2 | [-2.284E+001, 2.104E+001 | | [ -1.778E+000, 3.536E-+000 |
3 [ -1.986E-001, 2.343E-001 | [ -4.096E-002, 1.501E-001 |
4 [ -1.321E-001, 1.946E-001 | [ -3.444E-001, 1.146E-001 |
5 | [-1.184E 1001, 2.139E 1001 | | [-1.193E 1000, 2.139E 1 001 |
6 | [-6.107E+00L, 4.492E+000 | | [ -3.576E+001, -1.647E+001 |
7 | [1.859E+002, 3.320E+002 | | [ 2.104BE+002, 2.751E+002 |
8 [ -3.325E-001, 3.389E-001 | [ -3.859E-001, 2.327E-001 |
9 | -2.135E-001, 7.866E-001 | | -2.832E-001, 1.271E+000 |
10 | [ -7.375E+000, 7.500E-+000 | | [ -5.945E+4000, 7.516E+000 |
11 | [-1.985E+001, 2.670E-+001 | | [ -8.953E+000, 3.422E+001 |
12 | [-1.013E 1001, L.561E 1001 | | | -2.615E 1000, 1.511E 001 |
13 | [-1.500E 1001, L.512E 1001 | | [-1.264E+001, 1.327E 001 |

Fir die Funktionen 1-7 liefern S7 und S wie erwartet genauere Einschliefsungen als
Dy bzw. Ds. Der Vergleich zwischen S; und Sy zeigt bei den Funktionen 1-7, dass
So in den meisten Fillen eine Teilmenge von S ist.

Bei den nichtdifferenzierbaren Funktionen 8-13 zeigt der Vergleich, dass Se nicht
immer in S enthalten ist. Dies liegt vor allem daran, dass fiir nichtdifferenzierbare
Funktionen ¢ im Steigungstupel W = ¢ (i) unter Umstédnden sehr grofie Intervalle
fiir oW entstehen kénnen. Dennoch kénnen, wie in den Beispielen ersichtlich, eine

oder beide Grenzen des Intervalls S5 bessere Schranken liefern als S.






Kapitel 4

Automatische Berechnung von
Steigungstupeln zweiter Ordnung
fiir Funktionen mehrerer Variablen

4.1 Automatische Berechnung von Steigungstupeln zwei-
ter Ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir die Arithmetik zur automatischen Berechnung von
Steigungstupeln zweiter Ordnung aus Kapitel 3 auf Funktionen mehrerer Variablen
verallgemeinern. Ahnlich dazu kann man auch die Arithmetik aus Kapitel 2 auf
Funktionen mehrerer Variablen {ibertragen, was wir hier allerdings nicht tun.

Wir koénnen das Vorgehen aus dem Fall einer Funktion von einer Verinderlichen
weitgehend iibernehmen. Zunichst bendtigen wir eine entsprechende Definition der
"Grenz-Intervallsteigung” und eines Steigungstupels zweiter Ordnung.

Definition 4.1.1 Es sei f: D C R" — R stetig und [z] € IR", [¢] C D. Ferner sei
zo € [zl und fi : R — R, fi (t) :== f((2z0)1,- -+, (®0);_1,t (€0)41 5 - (x0), )- Gilt

fiir alle i € {1,...,n}
fi (t) — fi((z0);)

lim inf e R
t—(20); t — (z0);
und
[ t) — 7
lim sup fill) — f ((xO)Z) R,
t—(xo),; t— (l‘o)i

so definieren wir die ”"Grenz-Intervallsteigung” ofim ([xo]) € IR™ durch

<5flim ([zo]) ) = [lim inf fit) — fil (z0),) , limsup fi (t) = fi((x0);)

g t—(wo); t— (ZCO)Z t—(z0); t— (xo)l
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0
Bemerkung 4.1.2 Existieren die partiellen Ableitungen /

o1, (x),i=1,...,n, von
f in einer Umgebung von zy und sind sie jeweils stetig in xg, so ist offenbar

(8fum (faa)) ).

7

0 0
— |52 @) 5 (a0)

Definition 4.1.3 Essei v : D C R" — R stetig, [z] € IR" mit [z] C D und z € [z]
beliebig, aber fest. Ein Steigungstupel zweiter Ordnung von w auf [z| beziglich xg
ist ein 5-Tupel U = (Uy,Uyy, 0Uy,, 0U, 02U) mit U,, Uy, € IR, 0U,,,0U € IR"™,
U € IR™" Uy, C Uy und

u(z) € U,,
u(zg) € Uy,
5uhm ([xo ) g 5Ux0, (4.1)
u(x) —u(rg) € UL (z—m),
u(x) —ulzg) € UL - (x— o)+ (x—a0)" 62U - (v —x0)

fir alle z € [z].

Fiir konstante Funktionen sowie die Funktionen v : D C R" — R, u(z) = =z,

i €{1,...,n}, konnen Steigungstupel zweiter Ordnung auf folgende Weise bestimmt
werden.

Lemma 4.1.4 Es sei [z] € IR", zp € [z], i € {1,...,n} sowie ¢! € R" der i-te
Einheitsvektor.

a) K = (k,k,0,0,0) ist ein Steigungstupel zweiter Ordnung fiir die konstante Funk-
tion u: D CR" — R, u(x) =k € R, auf [x] beztiglich zy. Dabei stehen die ersten
beiden Nullen fiir den Nullvektor und die letzte Null fiir die Nullmatrix.

b) X = ([w]z , (m0), , €, €, 0) ist ein Steigungstupel fiir die Funktion u : D C R" — R,
u () = x;, auf [z] beziiglich zo. Dabei steht die 0 fiir die Nullmatrix.

Analog zum Fall einer Funktion von einer Verdnderlichen definieren wir Operationen
fiir Steigungstupel zweiter Ordnung von Funktionen mehrerer Verdnderlicher.

Definition 4.1.5 Es seien U und V Steigungstupel zweiter Ordnung der Funktionen
u:DCR" —-Rundv:D CR"— R auf [z] C D beziiglich ¢ € [z].

a) Die Addition bzw. Subtraktion W := U £+ V der Steigungstupel & und V sei
definiert durch

W, = Uy+V,,
Wmo = Umo =+ Vzov
W,y = Uy £ 6V,
SW = U %6V,

0o W 02U £ 65V.
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b) Die Mulitplikation W :=U -V sei definiert durch

We = Uz - Vg,
Weo = Uz Vi,
Wy, = Upy Vg + Usy - 6V,
SW = 8U -V + Uy -3V,
W = (52U~Vx0 + U, 52V—|—(5U5Vx7(;
c¢) Die Division W :=U/V, wobei 0 ¢ V;, sei definiert durch
Wa = U,/ V,
Way = Usy/Vay,
Way = (6Usy — Wiy - 0Virg) / Vo
W = (8U — Wy, - V) Vi,
5aW 1= (8ol — Wiy - 85V — W - VT J V.

d) Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ und ein Steigungstupel U =
(Uz,Usy, 06Uz, 6U, 52U ) zweiter Ordnung von u (z) auf [x] beziiglich z¢ definieren wir
W := ¢ (U) durch

Wy = o (Us),
Wa, =P (Uxo) )
Wsy = 00 (Usy; Usy) - 60Uy,
oW = 0 (Uyg; Uy,y) - 60U,
oW i= 60 (Up; Usy) - 62U + 690 (Up; Uyy) - 0Uy, - SUT.
Dabei ist wie in Kapitel 3 d¢ (Uyy; Uy, ) € IR eine Einschliefung der Menge
{0¢ (tag; tay) | Uag € Usg, zg € Uny } (4.2)
09 (Uy; Uy,) € IR eine Einschliefung der Menge
{0 (uz;Uuzy) |ug € Uy, ugy € Uy, } (4.3)

und 02 (Uy; Uz,) € IR eine Einschliefung der Menge
{5280 (u$7 u$()) ‘ Uy € va umo € Uxo } . (44)

Die Mengen (4.2)-(4.4) sind identisch mit den Mengen (3.5)-(3.7) aus Kapitel 3.
Folglich kénnen fiir die Einschlielsungen dieser Mengen die entsprechenden Formeln
aus Abschnitt 3.1.3 verwendet werden.

Ahnlich wie in Kapitel 3 erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.1.6 Es seien U und V Steigungstupel zweiter Ordnung der stetigen Funktio-
nen u: D CR” — R bzw. v: D CR" — R auf [z] C D beziiglich ¢ € [z].

Die Resultate W = (W,, Wy, 6Wa,,0W, 53W) der in Definition 4.1.5 eingefiihrten
Operationen sind Steigungstupel zweiter Ordnung der jeweiligen Funktion w = uow,
o€ {+,—,-/} baw. w(z) = ¢ (u(x)) auf [z] beziiglich g, d. h. sie besitzen jeweils
die Eigenschaft (4.1).
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Bewelis:

Der Beweis verlduft dhnlich wie in Satz 3.1.7, wobei an den entsprechenden Stellen

beriicksichtigt werden muss, dass Uy, 6U, §V,,, 0V € IR™ und 63U, oV € IR™ ™ ist.

Damit erhiilt man z. B. 6U,,-6U” an Stelle von §U,, -0U und (z — :Bo)T-52U-(x — x0)
2

an Stelle von 6U - (x — x0)”. .

Gegeben seien Steigungstupel zweiter Ordnung U und V der stetigen Funktionen
u:DCR" - Rbzw. v : D CR" — R auf [x] C D beziiglich 2y € [z]. Um
damit Steigungstupel zweiter Ordnung fiir die Funktionen w (z) = |u (z)], w (z) =
max {u (z),v (z)} und w (x) = min{u () ,v (z)} auf [x] beziiglich x(y zu berechnen,
kénnen wir die Operationen aus Abschnitt 3.1.4 entsprechend iibertragen. Wir miis-
sen dazu in den Formeln zu w (z) = |u (z)| aus Abschnitt 3.1.4 lediglich dUy, - 6U
durch 6U,, - 6UT ersetzen. Fiir die Funktionen w (z) = max{u(z),v(z)} und
w () = min{u (x),v (z)} konnen die Formeln unveréndert aus Abschnitt 3.1.4 iiber-
nommen werden. Die Beweise verlaufen jeweils analog zu Abschnitt 3.1.4.

Entsprechend kénnen wir Satz 3.1.26 fiir Funktionen wu, v, z mehrerer Verdnderlicher
iibertragen.

Satz 4.1.7 Esseien U, V und Z Steigungstupel zweiter Ordnung der stetigen Funk-
tionen v : [2] C R" — R, v : [z] € R®" - Rund z : [2] € R* — R auf
[z] beziiglich zo € [z], und ferner sei die Funktion w : [z] C R" — R, w(x) =
ite(z (@) ,u(z),v (x)), stetig. Dann ist das wie in Satz 3.1.26 definierte Tupel W =
ite(Z,U,V) ein Steigungstupel zweiter Ordnung von w auf [x] beziiglich xo.

Beweis:

Der Beweis benotigt im Vergleich zum Beweis von Satz 3.1.26 nur folgende leichte
Modifikationen:

Im Fall 0 € Z, A Zz, < 0ist ite(z (z0) , u (20),v (z0) ) = u (20), und aus Stetigkeits-
griinden kann es ein Z € [z], T # x, mit

ite(z (2),u (z),v(2)) = v(2)
nur dann geben, wenn ein zg € R™ auf der Verbindungsstrecke
xo+t- (T —xo), te[0,1],
von xp und Z existiert mit u (z5) = v (zs). Fiir dieses x5 gilt dann
u(xs) € u(wg) 4+ 0UT - (x5 — o)

sowile
v(xs) € v(xg)+ ovT. (xs — o)
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und damit

v(zo) —u(zg) € wv(xs)— svT. (xs —x0) —u(xs) + suT . (s — x0)
= ((5UT - (5VT) (x5 — x0) .

Da fiir jede Komponente (x5 — zo); € [0,1] - (T — x¢), gilt, folgt
v(xo) —u(zg) € (5UT — 5VT) -10,1] - (Z — o) ,
und somit gilt fiir alle z € [z] mit ite(z (z),u(z),v(z)) = v (z)

ite(z (z),u(z),v(z)) — ite(z (z0) , u (z0) , v (20) )
v () = u (o)

v (x0) + VT - (x — 20) — u (20)

(5vT + (6UT = 5vT) - [0,1] ) (- 20).

N m

Die restlichen Teile des Beweises konnen im Vergleich zum Beweis von Satz 3.1.26
auf die gleiche Weise modifiziert werden. 0

4.2 Komponentenweise Berechnung von Steigungstupeln
zweiter Ordnung

Analog zu [38| kénnen wir die Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung
von Funktionen mehrerer Verdnderlicher auf eine komponentenweise Berechnung von
Steigungstupeln zweiter Ordnung zuriickfithren. Diese Technik findet anschliefsend
Verwendung im Algorithmus zur globalen Optimierung.

Definition 4.2.1 Es sei u : R — R stetig auf [z] und i € {1,...,n} fest. Wir
definieren die Familie von Funktionen

g:[z]; CR—=R, g(z;):=u(x1,...,Ti-1,Ti, Tit1,...,Tn)
Gi = (4.5)
mit z; € [z]; fest fiir j € {1,...,n}, j #1i.

Jedes g € G; ist somit eine stetige Funktion einer Variablen, und damit ist fiir jedes
g € G; die automatische Berechnung eines Steigungstupels zweiter Ordnung von g
auf [z]; beziiglich eines festen (x¢), € [z];, (20); € R, wie in Kapitel 3 definiert.

Fir die komponentenweise Berechnung von Steigungstupeln modifizieren wir die De-
finition eines Steigungstupels zweiter Ordnung im Vergleich zu Kapitel 3 wie folgt.

Definition 4.2.2 Es sei v : D C R” — R stetig und [z] € IR"™ mit [z] C D.
Ferner seien i € {1,...,n} und (z9); € R, (z0); € [z]; fest. Ein Steigungstupel
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zweiter Ordnung von u auf [z] beziglich der Komponente i ist ein 5-Tupel U =
(Uz, Usy, 6Uygy, 6U, 82U ) mit Uy, Uy, 8Us,, 60U, 02U € IR, Uy, C U, und

g(xl) S Umv
g( (‘To)z) € Uss
6g1im([zo];) € 0Usy,
g( 9((x0);) € OU- (zi— (x0);),
g( 9((x0);) € 0Usy - (wi— (20);) + 62U - (i — (w0); )

fir alle x; € [z], und alle g € G;. Dabei ist G; wie in (4.5) definiert.

Bemerkung 4.2.3 Ist U ein Steigungstupel zweiter Ordnung von u auf [z] beziiglich
der Komponente i, so gilt fir alle z € []

u(z) € Uy + 6U - ([x]i— (;1:0)2-) (4.6)

w(@) € Uny+8Us, - ([ = (o), ) 4020 (o) = (o), ), (47)

d. h. (4.6) und (4.7) sind jeweils EinschlieBungen des Wertebereichs von u auf [x] €
IR™.

Mit Definition 4.2.2 haben wir die automatische Berechnung von Steigungstupeln
zweiter Ordnung fiir Funktionen mehrerer Variablen auf die in Kapitel 3 beschriebene
automatische Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung fiir Funktionen einer
Variablen zuriickgefiihrt. Damit konnen wir sdmtliche Formeln aus Kapitel 3 auf die
komponentenweise Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung iibertragen.
Die Beweise kénnen analog zu den Beweisen aus Kapitel 3 gefiihrt werden. Lediglich
fiir konstante Funktionen und Funktionen der Form v : D C R" — R, u (z) = =y,
ke {1,...,n}, ergibt sich die folgende Anderung.

Lemma 4.2.4 Es sei [x] € IR", 29 € [z] C D sowie i € {1,...,n}.

a) Fir jedes i € {1,...,n} ist K = (k, k,0,0,0) ein Steigungstupel zweiter Ordnung
der konstanten Funktion w : D C R" — R, u(z) = k € R, auf [z] beziiglich der
Komponente 1.

b) Fiir die Funktion v : D CR" — R, u(x) = zy, ist

v - Clale, []k,ooo), falls k # i,
([z];,(%0);,1,1,0), falls k=1,

ein Steigungstupel zweiter Ordnung auf [x] beziiglich der Komponente .

Beweis: Klar. 0
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Bemerkung 4.2.5 Wir kénnen eine Technik dhnlich der Steigungsberechnung nach
Hansen (siehe Abschnitt 1.3.3) verwenden, um die Wertebereichseinschliefungen
(4.6) und (4.7), die mit Hilfe der komponentenweisen Berechnung von Steigungs-
tupeln zweiter Ordnung gewonnen werden, zu verbessern. Es sei v : D C R®* — R
stetig und zg € [z] C D fest. Es ist

u(wl,...,mn> —u((azo)l,...,(:po)n>
= u(ml,...,xn> —u((a:o)l ,m27...,a?n> +u<(x0)1,$27...,a;n)
_u<(xo)1 (20)y, 23, ... ,xn> —i—u((wo)l (20)y, 23, ... ,xn>

et @)y @)y ) o)y a0, ).

(4.8)

Wir berechnen fiir jedes i € {1,...,n} fiir die Funktion

wis (@o)y oo @)y o [alig oo o], ) — R
mit
w; (z) = u( (0)1 5.5 (®0);_1 » Ti, Tig1, - - - ,xn>
fiir x € ((wo)l seees (@0)g_ys [l [y mn)

jeweils ein Steigungstupel U; = (Ugi, Uzyii, 0Uyggsi, 0Us, 02U;) zweiter Ordnung von

u; auf (($0)1 voos (@o)iq s [2]; s [l s [w]n> beziiglich der i-ten Komponente.

Somit erhalten wir die Wertebereichseinschliefsungen

u(z) € Uy, (4.9)

w(@) € U+ Y 0U;- ( [a]; = (x0); ), (4.10)
j=1

m@emw+2&%,@%4mﬂ+2@@(mf@%f(mn
=1 =1

fiir alle z € [z].

4.3 Beispiele

Wir wollen nun den Wertebereich einer Funktion mehrerer Verdnderlicher mit Hilfe
von automatischer Berechnung eines Steigungstupels zweiter Ordnung einschliefen.
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Dazu betrachten wir die folgenden Beispielfunktionen f : R™ — R:

) 5.1 1
1 f(;v)—((;fm g 2m4+x2—6) +10(1—§)COS$4+10)'1‘
h
—x 281;6 _(leg’)xg —exp (x3) - x5
1
2. f(z) =42 — 2127 + ga:? + 2129 — 423 + 427
3. f(z) =100 (zg — 331) (1 —1)
4 f(x): x3 — 6.377 + 28 + 629 (22 — 21)
10
5. f(z) =sinz; + sin (gxl) +Inzy — 0.84271 + 1000:613;% exp (—x%)
2
6. f(z)=(x1+sinz)exp (—a:%) + In (z3) 2

I

Die Funktionen sollen jeweils auf dem Definitionsbereich
2] = ([2];,...,[2],) = ([4,4.25],...,[4,4.25])

ausgewertet werden, und wir setzen jeweils z¢ = mid [z].

Die Funktionen 2-6 wurden bereits in [38] als Beispielfunktionen verwendet. Die
Funktion 1 als Funktion von 6 Verdnderlichen ist eine Variante der Funktion 1 aus
[38].

Wir berechnen mit Hilfe der Technik aus Abschnitt 4.1 ein Steigungstupel F =
(Fy, Fyy, 0Fy,, 0F, 0o F) zweiter Ordnung von f auf [z] und erhalten damit nach (4.1)
die Wertebereichseinschliefungen

f(x) € Fyp+ SFT . ([#] —x0) = Sma
und

f(z) € Fo+0Fy - ([2] —w0) + ([2] —w0)" - 62F - ([¢] = 20) =t Si

)

mit Fy, € IR, §F,,,6F € IR™ und 6, F € IR™*™,

Wir vergleichen diese Werte mit den Wertebereichseinschliellungen
f@) € Fugn+ Z OF} - ([l‘]] - (xO)j) =1 Sk
j=1

und

F@) € Fant 3 6P (1ol — o), ) + 30 828 - (1ol — (a0, )’
j=1

=1
= Sk;Q ’
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die wir mit Hilfe der komponentenweisen Berechnung von Steigungstupeln zweiter
Ordnung aus Bemerkung 4.2.5 erhalten. Fiir jedes i € {1,...,n} ist dabei F; :=
(Fyiiy Frgiiy 0Fpyii, 0F3, 02 F;) ein Steigungstupel zweiter Ordnung der Funktion

fio (@oysos o)y o)y iy oo fel, ) = R
mit
fi(x) = f( (0)1 -5 (20);_1 > Tis Tit1, - - - ,mn)
auf <(x0)1 voeo (@o)q s (2] [2]igr s [l’]n) beziiglich der Komponente 1.

Die Ergebnisse fiir S,;,;1 und S,,.2 lauten:

. ‘ Sm;l ‘ Sm;2 ‘

[ -1.4971E+003, -9.7301E+002 | | [ -1.4940E-+003, -9.7612E+002 |
[ 1.8095E+003, 2.6091E-+003 | [ 1.8162E+003, 2.6025E+003 |
[ 1.3467E+-004, 1.9786E+004 | [ 1.3467E+004, 1.9786E+004 |
[ 2.5387E+4-003, 4.0747E+003 | [ 2.5584E+-003, 4.0550E+003 |

[ -2.1275E+000, -1.7755E+000 | | [ -2-0521E+000, -1.8508E+000 |
[ 5.1531E+4-000, 6.5377E+000 | [ 5.1529E+-000, 6.5379E+000 |

cnow»noow»—nz

Fiir Si,1 und Si.o erhdlt man:

‘ Nr. ‘ Ski1 ‘ Sk:2 ‘
1 | [-1.4979E+4003, -9.7220E+002 | | [ -1.4952E+003, -9.8694E+002 |
[ 1.8095E+-003, 2.6091E+003 | [ 1.8430E+003, 2.6025E+003 |
| 1.3467E+4004, 1.9786E+004 | | | 1.3619E+004, 1.9786E+004 |
[ 2.5387E+4-003, 4.0747E+003 | | [ 2.6195E+003, 4.0550E+003 |
[ -2.1275E+000, -1.7755E+000 | | [ -2.0499E+000, -1.9322E+000 |

[ 5.1532E4-000, 6.5376E-+000 | [ 5.1647E+000, 6.5357E+000 |

S| U = W[ DO

In den betrachteten Beispielen gilt mit Ausnahme des ersten Beispiels jeweils Sy, C
Smi1 und Si.o € Spy0. Ferner liefert Si.o in allen betrachteten Beispielen eine ge-
nauere Einschliefung als Sj.1, d. h. Si.0 C Sp.1.

Wir werden die komponentenweise Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung
im folgenden Kapitel in den Algorithmen zur globalen Optimierung verwenden.






Kapitel 5

Anwendung in der globalen
Optimierung

In diesem Kapitel wollen wir die zuvor eingefiihrte Arithmetik zur automatischen Be-
rechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung zur globalen Optimierung nichtdiffe-
renzierbarer Funktionen anwenden. Ratz [38] verwendet Steigungstupel erster Ord-
nung, um in einem Branch-and-Bound-Algorithmus einen sogenannten "Pruning’-
Schritt (engl.: to prune - abschneiden) durchzufithren. Wir nutzen nun unsere zu-
satzlichen Informationen aus dem Steigungstupel zweiter Ordnung (3.4) aus, um
einen "Pruning”-Schritt zweiter Ordnung zu entwickeln.

Zunachst gehen wir auf die Grundlagen von Branch-and-Bound-Verfahren in der
globalen Optimierung ein. Anschliefend fiihren wir den neuen "Pruning”-Schritt fiir
Funktionen einer Variablen ein, bevor wir schlieflich den Algorithmus auf Funktionen
mehrerer Variablen iibertragen.

5.1 Grundlagen der globalen Optimierung

Gegeben sei eine stetige Funktion f: D C R"™ — R. Gesucht ist auf einem Intervall
[z] € D das Minimum
f* = min f(x)
z€[x]
sowie die zugehorigen Minimalstellen z* € [z]. Von Interesse sind also nicht lokale,
sondern globale Minimalstellen.

Die Idee von Branch-and-Bound-Verfahren ist die folgende: Wir betrachten eine Li-
ste von Intervallen, die méglicherweise globale Minimalstellen von f enthalten. Aus
dieser Liste wird nun ein bestimmtes Intervall entnommen und darauf verschiedene
Tests angewendet. Ergibt einer dieser Tests, dass das Intervall keine globale Mini-
malstelle * von f enthilt, so wird es geldscht. Andernfalls wird das Intervall, z. B.

115
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durch Bisektion, in Teilintervalle zerlegt, die wieder in die Liste eingefiigt werden.
Der Algorithmus endet, wenn die Liste nur noch aus Intervallen besteht, die die
globale(n) Minimalstelle(n) hinreichend genau einschliefien. Im Algorithmus sollen
keine Minimalstellen “verloren” gehen, d. h. dass alle globalen Minimalstellen von f
in einem Intervall aus der Liste enthalten sind. Die Intervallrechnung ist ein hervor-
ragend geeignetes Hilfsmittel, um bei der Durchfiihrung eines solchen Verfahrens auf
einem Rechner diese Forderung zu erfiillen.

Einfiihrungen in diese Thematik findet man in [16], [20] und [36]. Dartiber hinaus fin-
det man in [32] einen Uberblick iiber weitere Verfahren in der globalen Optimierung,
insbesondere auch der globalen Optimierung mit Nebenbedingungen.

5.1.1 Grundlegender Algorithmus

In unserem grundlegenden Branch-and-Bound-Algorithmus verwenden wir eine reelle
Zahl f sowie zwei verkettete Listen, die Arbeitsliste £ und die Ergebnisliste Q. f
soll zu jedem Zeitpunkt im Algorithmus eine obere Schranke des globalen Minimums
von f auf [z] sein. Die Elemente der Liste £ sind Paare der Form ([y], fy) mit einem
Intervall [y] € IR"™ und einer reellen Zahl fy mit

fy < min f(y).
yE(yl

Zur Initialisierung des Algorithmus wird zunéchst eine Einschliebung f|,) des Wer-
tebereichs von f auf [x] berechnet. Als erstes Listenelement von £ kann somit das
Paar ([z],inf f,)) verwendet werden. Q wird als leere Liste initialisiert. Auferdem
setzen wir f := sup f[,), da sup f[;] eine obere Schranke des Minimums von f auf [z]
ist. Alternativ kann auch eine obere Schranke fc fiir den Funktionswert von f an
einer Stelle ¢ € [z] berechnet und f := fc gesetzt werden. Wird flz) mit Hilfe von
automatischer Berechnung eines Steigungstupels zweiter Ordnung bestimmt, so wird
automatisch auch ein solches fc mitberechnet.

Der Algorithmus verlauft wie folgt:
Fiihre folgende Schritte durch, solange die Arbeitsliste £ nicht leer ist:

1. Verwende das momentan erste Element ([y], fy) der Arbeitsliste £ und streiche
es aus der Liste heraus.

2. Teile das Intervall [y], z. B. durch Bisektion, in zwei Intervalle [y(l)] und [y(g)}.

3. Berechne Einschliefungen des Wertebereichs von f auf [y(l)] bzw. [y@)} und
erzeuge die Paare ([y(l)] ,inf f[y(l)o sowie ([y(z)] ,inf f[y(g)}) .
4. Berechne eine Einschliefung f|.,; des Funktionswerts von f an der Stelle ¢; :=

mid [y(l)]. Falls sup f.,] < f, so setze f := sup fl,]. Fiihre den gleichen Schritt
fir co := mid [y(Q)] durch.
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5. Fiihre verschiedene Tests fiir [y(l)] und [y(z)] durch. Wenn dabei nachgewie-
sen wird, dass eines der Intervalle keine globale Minimalstelle von f enthélt,
so losche das entsprechende Paar ([y(i)] ,inf f[yu)])- Sollte fiir eines der Inter-
valle nachgewiesen werden, dass eine globale Minimalstelle von f nur in einem

bestimmten Teilintervall vorhanden sein kann, so ersetze dieses Intervall [y(i)]
durch das entsprechende Teilintervall.

6. Fiige die beiden Paare, sofern sie nicht zuvor geléscht wurden, jeweils wieder
in eine Liste ein, und zwar in Q, falls gewisse Genauigkeitsbedingungen erfiillt
sind, oder andernfalls in L.

7. Streiche alle Paare ([y], fy) mit fy > f aus L, da sie keine globalen Minimal-
stellen von f auf [x] enthalten konnen.

5.1.2 Listenverwaltung

Die Paare ([y], fy) in der verketteten Liste werden nach steigendem Wert fy an-
geordnet. Als zweites Kriterium dient das Alter des Listenelements. Wird ein Paar
([y], fy) neu in die Liste eingesetzt, so wird es vor dem ersten Paar ([2], fz) mit
fy < fz, aber nach allen Paaren ([z], fz) mit fy > fz eingefiigt. Durch diese An-
ordnung wird Schritt 7 in obigem Algorithmus wesentlich vereinfacht. Gilt ndmlich
fiir ein Element der Liste fy > f, so kénnen auch alle folgenden Paare in der Liste
geldscht werden. Auferdem erhilt man durch die Listenanordnung zu jedem Zeit-
punkt auf einfache Weise eine Einschlieftung des globalen Minimums f*, und zwar
mit Hilfe von f sowie der jeweils ersten Listenelemente von £ und Q .

Am Ende des Algorithmus, d. h. wenn die Arbeitsliste £ keine Elemente mehr enthélt,
werden aus Q noch alle Paare ([y] , @) mit fy > f geloscht. Mit Hilfe des ersten

Elements ([y], fy) der Liste Q erhélt man die Einschliefung [ fy, f } des globalen

Minimums f* von f auf [z]. Die Vereinigung aller Intervalle, die in der Ergebnisliste
Q vorhanden sind, enthélt alle globalen Minimalstellen von f auf [z].

5.1.3 Tests zur Beschleunigung

Zur Beschleunigung des obigen Algorithmus werden in Schritt 5 verschiedene Tests
durchgefiihrt, mit deren Hilfe das untersuchte Intervall [y] geléscht oder verkleinert
werden kann, ohne eine globale Minimalstelle von f zu verlieren. Wir geben im
Folgenden verschiedene Tests an.

Wertebereichstest

Es sei [ E,ﬁ] eine Einschliefsung des Wertebereichs von f auf dem zu untersuchen-
den Intervall [y]. Gilt fy > f, so kann [y] keine Minimalstelle von f enthalten und
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kann somit geléscht werden. Eine Einschliefung des Wertebereichs kann man bei-
spielsweise mit Hilfe von (1.5), Bemerkung 1.3.22 oder Bemerkung 1.3.25 erhalten.

Monotonietest

Es sei f stetig differenzierbar und [g] eine Einschliefung des Gradienten gradf auf
dem zu untersuchenden Intervall [y|. Gilt fiir eine Komponente [g], von [g], dass
0 ¢ [g];, so kann f aus Monotoniegriinden nur auf einem Randstiick von [y] eine
Minimalstelle besitzen. Liegt dieses Randstiick im Inneren von [z], so kann das In-
tervall [y] komplett geloscht werden, da es keine globale Minimalstelle von f auf [z]

enthalten kann.

Konkavitatstest und Newton-Schritt

Mit Hilfe einer Einschlieftung der Hessematrix von f auf [y] kénnen zur Eliminierung
bzw. zur Verkleinerung von [y| der Konkavitdtstest (der eigentlich ein Test auf Nicht-
Konvexitat ist) sowie ein Intervall-Newton-Schritt durchgefiihrt werden (siehe z. B.
[36]). Da wir diese Tests im Folgenden nicht weiter bendtigen, gehen wir hier nicht
ndher darauf ein.

5.2 "Pruning”-Schritte fiir Funktionen einer Variablen

Im Branch-and-Bound-Algorithmus zur globalen Optimierung kénnen zusétzlich zu
den in Abschnitt 5.1.3 beschriebenen Tests noch sogenannte "Pruning”Schritte ver-
wendet werden. Dabei soll nachgewiesen werden, dass in einem bestimmten Teil des
zu untersuchenden Intervalls [y] keine globale Minimalstelle von f liegen kann. Folg-
lich braucht dieser Teil von [y] nicht weiter betrachtet zu werden. Wir setzen in
diesem Abschnitt voraus, dass f eine reellwertige Funktion einer Variablen ist.

5.2.1 Auf der Mittelwertform basierender ”Pruning”-Schritt

Essei f: D CR — Rund ¢ € [y] € D beliebig, aber fest. Ist §f(z;c) eine
Steigungsfunktion erster Ordnung von f beziiglich ¢, so ist nach (1.4)

f(@) = F(0)+0f(z:0)- (@ —0), weD.

Mit einer Intervallsteigung 6f ([y];¢) = [6f,0f | erster Ordnung von f auf [y] beziig-
lich ¢ gilt also

f(z) € fle)+[df,0f] (z—c) fiir alle z € [y]. (5.1)
Folglich wird fiir jedes x € [y] der Funktionswert f (x) durch die beiden Geraden

g(@) = flO+df - (x—¢) (5:2)
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und

h(z) = fl)+df-(x—c) (5.3)
begrenzt, wie in Abbildung 5.1 fiir [y] = [—3,1] und ¢ = —1 skizziert wird.

3

N
-

Abbildung 5.1: Einschliefung von f () durch die Geraden g und h

Die Idee des "Pruning™Schritts ist nun wie folgt [38, 39]: Mit Hilfe von ]?, der im
Branch-and-Bound-Algorithmus zu jedem Zeitpunkt gegebenen oberen Schranke von
f*, soll auf einem Teil von [y] die Existenz einer globalen Minimalstelle ausgeschlossen
werden. Dazu wird verwendet, dass die beiden Geraden g und h fiir jedes = € [y]
den Funktionswert f (x) einschliefen. Ist in der Situation von Abb. 5.1 beispielsweise
f~ = —1 bekannt, so zeigt Abb. 5.2, dass globale Minimalstellen von f nur in den
Teilintervallen [—3, p] und [g, 1] enthalten sein kénnen, nicht aber in (p, q).

1
w

N
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N
«,

w

Abbildung 5.2: Idee des "Pruning”-Schritts
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Eine detaillierte mathematische Beschreibung des "Pruning”-Schritts sowie eine Un-
terscheidung aller moglichen Falle folgt in Abschnitt 5.2.3.

5.2.2 7Pruning”-Schritt fiir stetig differenzierbare Funktionen

Auf Basis der zuvor erlduterten Idee fiihren Sotiropoulos und Grapsa [48] fiir stetig
differenzierbares f einen "Pruning”-Schritt auf folgende Weise durch. Zunéchst wird
zur Durchfithrung des Monotonietests eine Einschliefung f' ([y]) von f  auf [y] be-
rechnet. Falls 0 € f' ([y]) ist, so wird ein "Pruning”™Schritt durchgefiihrt. Dazu wird
f' ([y]) wie in (5.1) als Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [y] verwendet.
Zusétzlich zu (5.1) gilt, dass die Eigenschaft

fyef@+f ([y)-(@—c  firallex e[y (5-4)

fiir beliebiges ¢ € [y] erfiillt ist. Fiir ¢ kann daher ein nach Baumann [4] optimaler
Punkt ¢ € [y] gewéhlt werden, fiir den

min (£ (&) + ' () - (W] =) = min(f()+F (o) (5] - )
fir alle ¢ € [y] gilt.

Vinko, Lagouanelle und Csendes [51] verwenden f ([y]), um zusitzlich von den Rén-
dern des betrachteten Intervalls ausgehend einen Teil des Intervalls abzuschneiden, in
dem keine globale Minimalstelle vorhanden sein kann. Auch dieses sogenannte "Kite”-
Verfahren besitzt einen optimalen Stiitzpunkt ¢ € [y] hinsichtlich einer maximalen
unteren Schranke der Wertebereichseinschlieffung von f. Dieses ¢ unterscheidet sich
aber im Allgemeinen vom obigen Baumann-Punkt ¢.

5.2.3 7Pruning”-Schritt fiir nichtdifferenzierbare Funktionen

Fiir eine nichtdifferenzierbare stetige Funktion f konnen im Algorithmus zur globalen
Optimierung weder der Monotonietest noch ein Konkavititstest oder ein Newton-
Schritt durchgefiihrt werden. Umso wichtiger ist der "Pruning”-Schritt zur Beschleu-
nigung des Algorithmus. Mit der Idee aus Abschnitt 5.2.1 gibt Ratz [38, 39| einen
"Pruning”™Schritt erster Ordnung fiir nichtdifferenzierbare Funktionen an. Da die
dabei benétigte Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [y]| beziiglich ¢ im All-
gemeinen von der Wahl von ¢ € [y] abhéngt, kann im Gegensatz zur Situation in
Abschnitt 5.2.2 nicht unmittelbar ein "optimaler” Punkt ¢ gefunden werden.

Die folgenden Sitze aus [38, 39| geben an, wie ein "Pruning”-Schritt erster Ordnung
durchgefiihrt werden kann.

Satz 5.2.1 Es sei f : R — R stetig auf [y| = [g,@] und ¢ € [y]. Weiter sei

6f([y);c) = [0f,6f] eine Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [y] beziiglich ¢
mit §f > 0. Dann gilt fiir

pi=c+(y—c)-of/of
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sowohl
y<p<c

als auch

min f () = min f

z€ly] cce[y,p]
Ferner ist

min _f () < f(y)
€[y p]

fiir alle y mit p <y <79.
Beweis: siehe [38]. ]

f(x)

a(y) \J/

<+
o

Abbildung 5.3: Graphische Darstellung von Satz 5.2.1

<+

Die Aussage von Satz 5.2.1 ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Wie im Schaubild er-

sichtlich, ist g (g) eine obere Schranke des globalen Minimums f* von f.

Ist wie im oben beschriebenen Grundalgorithmus zur globalen Optimierung schon
eine obere Schranke f von f* bekannt, so kann diese Information zusétzlich verwendet

werden. Dies zeigt der folgende Satz.

Satz 5.2.2 Es sei f : R — R stetig auf [z] und ¢ € [y] = [y, 7] C [z]. Weiter sei
8f([y);c) = [6f,0f] eine Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [y] beziiglich ¢

mit §f > 0, und es sei fe R mit

f= 1 = minf().

z€x]
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Dann gilt fiir

pi=c+m/df
mit
m::min{fff(c), (y—c) (Lf}
sowohl
p=c
als auch
f(x)>f* xe(pyl, fallsy<p,
min f (z) > f*, falls p < y.
z€[y] -
Beweis: siche [38]. O
f(x) h
f
g9
-f~ %
; ! -,

Abbildung 5.4: Graphische Darstellung von Satz 5.2.2

Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2.2 gilt also: Falls y < p ist, so kann die Suche
nach globalen Minimalstellen von f auf [z] vom betrachteten Intervall [y| auf das

Teilintervall [ Ys p] eingeschrankt werden, und min {f, g (g)} ist eine obere Schranke

des globalen Minimums. Falls p < y, so kann [y] keine globalen Minimalstellen von
f auf [x] enthalten.

Im Fall 6f([y];c) = [6f,6f] mit 6f < 0 konnen die Uberlegungen von Satz 5.2.2
wie folgt auf der anderen Seite des Intervalls [y] angewendet werden.
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Satz 5.2.3 Es sei f : R — R stetig auf [z] und ¢ € [y] = [y, 7] C [z]. Weiter sei
8f([y);c) = [6f,0f] eine Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [y] beziiglich ¢
mit 6 f < 0, und es sei fe R mit

f = f = min f ().

z€z]
Dann gilt fiir
q:=c+m/éf
mit B o
mi=min {f - f(c). G- ) 3] |
sowohl
c<q
als auch
f(z)> 7, xe[g,q), falls ¢ <7,

min f (z) > f*, falls y < q.

z€ly]
Beweis: siche [38]. O

Auch im Fall 0 € §f([y] ; ¢) kann ein "Pruning”-Schritt durchgefiihrt werden.

Satz 5.2.4 Es sei f : R — R stetig auf [z] und ¢ € [y] = [y, 7] C [z]. Weiter sei
8f(lyl;¢) = [0f,0f] eine Intervallsteigung erster Ordnung von f auf [y] beziiglich ¢
mit 0 € [ﬁ,ﬁ], und es sei fe R mit

fe) > f > f" = min f(z).

z€|z]

Dann gilt fiir
c—i—(f—f(c))/ﬁ falls 6 f # 0

b
I
——

—00 sonst,
g et (F-r@)/or  fansar#0

+0oo sonst,

und
Z:=(p,q) N[y
sowohl
p<c<q

als auch
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f(x)

<

y ¢
Abbildung 5.5: Graphische Darstellung von Satz 5.2.4

Beweis: siche [38]. 0

Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2.4 gilt also, dass die Menge Z keine globalen
Minimalstellen von f enthalten kann. Im Algorithmus zur globalen Optimierung
kénnen wir [y| folglich durch

[y,p]U[q, 7], fallsy<pundq<7,
[g,p], falls y < pund q > v,
[¢,7], falls y > p und ¢ <7,

ersetzen, ohne eine globale Minimalstelle von f zu verlieren. Falls y > p und ¢ > ¥,
dann enthélt [y] keine globale Minimalstelle und braucht nicht weiter untersucht zu
werden.

Durchfiihrung des "Pruning”-Schritts auf einem Rechner

Bei der Durchfiihrung des "Pruning”-Schritts auf einem Rechner hat man im All-
gemeinen nicht den exakten Funktionswert f(c) zur Verfiigung, sondern nur eine
EinschlieBung f (c) € [fe] = [ fec, fe]. Folglich konnen wir zur Einschliefung der
Funktionswerte von f auf [y] nicht die beiden Geraden g und h aus (5.2) bzw. (5.3)
benutzen. Stattdessen verwenden wir

g1 (z) = fe+of-(x—2c), x <c, (5.5)
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g (@)= fe+df (o),  a2e (56)

hi(z):=fe+dof (z—c), z <eg, (5.7)
sowie

hy (x) = fe+6f - (x —c), x> c. (5.8)

In der Situation von Satz 5.2.1 werden also zur Berechnung des Punktes p die Halb-
geraden g¢; (z) und h; (x) verwendet, wie in Abbildung 5.6 verdeutlicht wird.

f(x)

9,)

<4

y :
Abbildung 5.6: Einschlieffung von f mit Hilfe von (5.5)-(5.8)

Entsprechend miissen die Sétze 5.2.1-5.2.4 fiir den Fall f(c) € [fo] = [ fc, fc] an-
gepasst werden. Wir erhalten die folgenden vier Sitze, die jeweils in [38] bewiesen
werden.

Satz 5.2.5 Es sei f : R — R stetig auf [y] und ¢ € [y]. Weiter sei f(c) € [f] =
[ﬁ,%], und Jf ([y];¢) = [ﬁ,ﬁ] sei eine Intervallsteigung erster Ordnung von f
auf [y] beztiglich ¢ mit 6 f > 0. Dann gilt fiir

p = min{c, c+ ((y— ¢ ~ﬁ+diam[fc])/ﬁ}

sowohl

als auch
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Ferner ist

min_ f (z) < f(y)

v€[y.p]

fir alle y mit p <y <7.

Satz 5.2.6 Es sei f : R — R stetig auf [z] und ¢ € [y] = [y,7] C [z]. Weiter
sei f(c) € [fo] = [fe fel, essei 6f([y];c) = [f,0f] eine Intervallsteigung erster
Ordnung von f auf [y] beziiglich ¢ mit §f > 0, und es sei f € R mit

F= 0 = minf(@).

z€(x]

Dann gilt fiir o
p = c+ (m+ diam [£.]) / 67

mit
m = min{—diam [fel, f—ﬁ7 (g—c) ﬁ}
sowohl
p=<c
als auch
f@)>f", ze(pyl, fallsy<p,

min f (z) > f*, falls p < y.
z€ly] -

Satz 5.2.7 Es sei f : R — R stetig auf [z] und ¢ € [y] = [y, 7] C [z]. Weiter
sei f(c) € [fe] = [E,ﬁ], es sei Of ([y];c) = [ﬂ,ﬁ] eine Intervallsteigung erster
Ordnung von f auf [y] beziiglich ¢ mit §f < 0, und es sei ]?E R mit

]?Z f* = min f(x).

z€(x]

Dann gilt fiir
q := ¢+ (m+diam [f.]) /ﬁ

mit
m := min {—diam [fel, f— fe, (W—rc) ﬁ}
sowohl
c<gq
als auch
fz)>f", =z¢€ [g,q), falls ¢ <7,

min f (z) > f*, falls y < q.
z€ly]
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Satz 5.2.8 Es sei f : R — R stetig auf [z] und ¢ € [y] = [y,7] C [z]. Weiter
sei f(c) € [fo] = [fe fel, essei 6f([y];c) = [6f,0f] eine Intervallsteigung erster

Ordnung von f auf [y] beziiglich ¢ mit 0 € [5 ) f], und es sei fe R mit

Dann gilt fiir
p.:{ et (F=fe) /8] falls 5] #£0

—00 sonst,

QZZ{C-'—(}:_JCC)/(SJC falls 6 f # 0

+00 sonst,
und
Z = (p,q) N [y]
sowohl
p<c<q
als auch

flz)>f", zeZ.

Bemerkung 5.2.9 Mit Hilfe der Sétze 5.2.5-5.2.8 kann also die Suche nach globalen
Minimalstellen vom Intervall [y] auf die (evtl. leeren) Teilintervalle [y(V] C [y, c]

und [y(Q)] C [¢,7y] eingeschrinkt werden.

Bemerkung 5.2.10 Bei der Bestimmung von p und ¢ auf einem Rechner miissen
auch mogliche Rundungsfehler beriicksichtigt werden, um keine globalen Minimal-
stellen zu verlieren. Daher muss auf einem Rechner in den Sitzen 5.2.5 - 5.2.8 jeweils
eine obere Schranke von p bzw. eine untere Schranke von ¢ bestimmt werden. Dies
kann durch Verwendung von Intervallrechnung oder gerichteten Rundungen gewéhr-
leistet werden.

Bemerkung 5.2.11 Gilt in der Situation von Satz 5.2.6
min{ ]~ Je. (y=c) -6/} = (y—c) -4/,

so folgt mit (5.5) B N
aly) = fet(y—c)-0f < f.

Da auch ¢g; (y) eine obere Schranke des globalen Minimums von f ist, kann fdurch
g (g) ersetzt werden.

Entsprechend folgt in der Situation von Satz 5.2.7 aus

min{ [~ Fe, 5- )57} = (@) -5,
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dass fdurch o B
he(@) = fe+(G—c)-0f < f

ersetzt werden kann.

5.2.4 Ein ”Pruning”-Schritt zweiter Ordnung

Wie zuvor sei f : R — R stetig auf [2] und ¢ € [y] = [y,7] C [2] beliebig, aber
fest. Wir gehen nun davon aus, dass wir zum Beispiel mit Hilfe der automatischen
Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung eine Einschliefung der Form

f(x)—f(e) € [0fc,dfc] - (x—c)+ [daf,02f |- (x—¢)® firallexz ey  (59)

gegeben haben. Ferner sei f (¢) im Intervall [ ﬁ,ﬁ] enthalten. Im Gegensatz zu
(5.5)-(5.8), wo der Wertebereich auf [y] durch vier Geradenstiicke eingeschlossen
wird, schlieft (5.9) diesen Wertebereich durch vier Parabelstiicke ein.

Lemma 5.2.12 Unter der Voraussetzung (5.9) mit f (c) € [ fc, fc] gilt

f(z) > fe+dfc-(z—c)+daof (x —c)? =: gi(x) firy<az<c, (5.10)
f(x)<fc+5fc-(x—c)+§'(m—c)2: 2(x) firy <x <c, (5.11)
f(@) = fetdfe-(z—c)+8f (x—c) = gs(z) fire<z<y, (5.12)
f(x) < fe+dfc-(x—c)+0af - (x—0c) = ga(x) fire<z<y. (513)
Beweis: Klar. 0

Die Aussage von Lemma 5.2.12 ist in Abbildung 5.7 dargestellt.

f(x)

X [ v X

Abbildung 5.7: Graphische Darstellung von Lemma 5.2.12
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Mit Hilfe dieser Parabelstiicke konnen wir nun einen "Pruning’-Schritt zweiter Ord-
nung formulieren. Dabei verwenden wir die in folgender Definition eingefiihrten Be-
zeichnungen.

Definition 5.2.13 Fiir die beiden quadratischen Gleichungen
f=fet+dfc (x—c)+8f(z—c)? (5.14)
und

f=fet+dfe (x—c)+8f (z—c)? (5.15)

definieren wir die Diskriminanten

b () D (o s (e Ay oo

20of
sowie
5fe N2 (fe—F 7
D= () —<52f ) (852~ a8 (e~ 7) )/ (162) . (57

Satz 5.2.14 Es sei f : R — R stetig auf [z], ¢ € [y] = [y, 7] C [z] und f(c) €
[fe fe].
Ferner seien [@,ch} und [M,W] Intervalle mit

fx)—flc) € [6fc,ofc] - (x—c)+ [daf,02f ] - (x —¢)® fiivallex €y, (5.18)

und es sei fe R mit

f > f" = minf(z). (5.19)

z€[x]
Falls d3f < 0 ist, dann gilt mit

min {c, c ofe Dy, ¢ ofe } , falls D, > 0,

C26f  0f
p = T (5.20)
min {c c— 5fc} sonst
) M ) )
( ofc dfc
— D - = falls D
max{c,c 2(52f+‘/ g, C 52f}’ alls D, > 0,
q = - - (5.21)
{ ofc } .
maxi{c, c— —=— o, sonst,
d2f
und
Z__{@, falls p =g = c,
' (p,q) N yl, sonst,
dass

flx)>f* z€Z.
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Bewelis:

Nach Lemma 5.2.12 ist fiir y <x < ¢

f(x) > fet+dfe-(x—c)+daf (x—c). (5.22)

Fir D, > 0 hat die quadratische Gleichung (5.14) die Losungen

pimc- g1~ VD, (5.23)

und __
P2 = c— zééfjf +/Dyp. (5.24)

Wegen 8z f < 0 gilt somit o
f(x) > ]? > f*  fiir alle z € (p1,p2) N [g,c] ) (5.25)

Wir unterscheiden nun 4 Féille:

(i) Falls D, > 0, p2 > c und f< fe, so folgt

dfc

VDPZ‘W

und damit aus (5.23)

min —E = <
b1, € M =p1 < c

Also gilt nach (5.25)
f(z)>f* fiiralle z € (p,p2) N [y, c]
mit p aus (5.20).

(ii) Falls D, > 0, p2 > ¢ und f> fc, s0ist

ofc

VD’”‘W

und somit nach (5.24) §fc > 0. Damit gilt

) dfc dfc
e — — D _— e
P mm{c,c 26,f VDp, ¢ (52f} c < p

und folglich nach (5.25)

f(z)> f* fiiralle z € (p,p2) N [y, c] = 0.
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(iii) Falls D, > 0 und py < ¢, so muss nach (5.24) §fc < 0 sein. Wegen daf < 0 gilt
daher

flO)+8fc-(x—c)+8f  (x—0)® > f(c)
fiir alle

x € (c—g‘j;, c)ﬁ[y,c]. (5.26)

Auf Grund von (5.18) gilt somit
fx)>fle)= [
fiir alle = aus (5.26). Mit

c———F <p2=<c
9o f

folgt aus (5.25), dass

f(x)>f* furallex € (p,c)n [y,c] . (5.27)
Wegen d fc < 0 ist auch 0fc < 0. Damit kann g > c fiir ¢ aus (5.21) nur dann gelten,
wenn

dofc

/D > —_—
T 20f
und folglich fc > fist. Also folgt im Fall ¢ > ¢ in Verschérfung von (5.27)

f(z)>f* fiirallex € (p,d N[y, c]. (5.28)

(iv) Im Fall D, < 0 ist fiir

. { dfc }
minsec, c— ——p=c
oo f
nichts weiter zu zeigen. Falls

min{c c—éfc}c—(sfc<c
T 0of oof 7

so ist dfc < 0. Analog zu (iii) folgt dann (5.27) bzw. (5.28).
Entsprechend gehen wir fiir z € [¢, 7] vor.

Nach Lemma 5.2.12 gilt fiir alle z € [¢,7]
f@) 2 fetdfe (x—c)+0f (z—0).
Fiir Dy > 0 hat die quadratische Gleichung (5.15) die Lésungen

of
0= 55 —/D, (5.29)
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und 5f
C
q2 = C — @ + \/ Dq. (530)

Wegen do f < 0 ist somit

f@)> 2 firallez € (q1,¢2) N[e7].
Im Fall D, > 0 und ¢; < c erhalten wir analog zu den obigen Féllen (i) und (ii)
f(x)>f* firallex € (q,9)N[c,7]
mit g aus (5.21). Analog zu (iii) gilt im Fall D; > 0 und ¢; > ¢
f(x)>f* firalexz € (¢,q)N[e,7y],
und falls zusétzlich p < ¢ ist, so folgt verschirfend
f(x)>f* furallex €lc,q) N[c7].

Ist Dy, <0 und

5fc} dfc
_ =Cc— —
9o f dof

max {c, c—
so erhalten wir analog zu (iv)

f(z)> f" firalex e (c,q)N[c,7]
bzw. falls zusatzlich p < ¢ ist

f(x)>f* fiurallex €c,q)N[c,7].

Insgesamt gilt also, sofern p < ¢ oder ¢ > ¢, dass

f@)>f zeaqnlyl,

ist. O

Korollar 5.2.15 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2.14 gilt also:

Jedes z* € [y], das globale Minimalstelle von f auf [z] ist, muss in

(—o0,p] N [y, c]
oder in
[¢,7] N [g,00)

enthalten sein. Falls p < y und ¢ > %, dann kann [y] keine globale Minimalstelle von
f auf [z] enthalten.
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f(x)

< LN
7 \
f
Jo s : 5 x

Abbildung 5.8: Graphische Darstellung von Satz 5.2.14

f(x)

P c—

f

—
R

< +
o
<l 1
x

—
Abbildung 5.9: Satz 5.2.14 im Fall D, > 0, p = ¢ fe

~ %% p,<o0
of "
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In Abbildung 5.8 ist die Aussage von Satz 5.2.14 fiir den Fall
ofc dfc
D,>0, p=c— Je —Dp, Dyg>0, g=c— ofc + /Dy
2,V 205 "V

dargestellt. Im Schaubild ist dabei

ofc
S = c— >
oo f b
Abbildung 5.9 zeigt den Fall
dfc
D, > 0, =c———, D,;,<0.
P p 5o f q

Fir x € (p,q) gilt in den Abbildungen 5.8 und 5.9 jeweils f (z) > f*.

Entsprechend kénnen die weiteren Félle dargestellt werden.

Satz 5.2.16 Es sei f : R — R stetig auf [z], ¢ € [y] = [y,7] C [#] und f(c) €
[fe: fe].
Ferner seien [@,ch] und [M,W} Intervalle mit

f(@)—f(c) € [6fc,6fc] - (x—c)+ [0af, 02f | - (x —¢)® firalle w € [y], (5.31)
und es sei]?ERmit

f > f* = min f(z). (5.32)

€[]

Falls 62 f = 0 ist, dann gilt mit

ct (f—@) /fc, falls5fc>0und f < fe,

p o= —00, falls % <0, _ (5.33)
-0, falls 6 fc =0 und f < fc,
L ¢, falls 6 fc > 0 und f > fc,

e+ (F=fe) /éfe,  falls 8fc<0und [ < fe,

¢ = +00, falls 6 fc > 0, N (5.34)

400, falls 6 fc =0und f < fc,

c, falls 6 fc <0 und f > fc,
und

{ 0, falls p=q = c,
Z =
(p.g)N[y], sonst,

dass
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Beweis:
Fiir alle x € [g,c] gilt wegen dof =0

f(x) > fle)+dfe-(x—c) > fet+dfe-(z—c). (5.35)
(i) Falls 6fc > 0 und f < feist, so gilt nach (5.35)

fx) > fet+dfe-(x—c) > f > f*

fiir alle @ € (c+ (F — fe) /e, |.
(ii) Falls 0 fc < 0 ist, dann folgt aus (5.35), dass
fx)>f(e)= [

fiir alle x € [g, c) gilt. Ist zusétzlich ¢ > ¢, so ist wegen ¢ fc < dfc < 0und (5.34)

fe>f

und damit
fz) > f* firallexze [y, c].

(iii) Falls 6 fc = 0 und f< fc ist, so folgt nach (5.35)

flx) > fe>f>f

fiir alle x € [g,c].

Analog werden die Fille fiir ¢ behandelt. Insgesamt folgt damit, sofern p < ¢ oder
q > ¢, dass

f@)>f>f" xepqnlyl,
gilt. U

Korollar 5.2.17 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2.16 gilt also:

Jedes z* € [y], das globale Minimalstelle von f auf [z] ist, muss in

(—o0,p] N [y,c]
oder in
[e,; 5] N [g,00)

enthalten sein. Falls p < y und ¢ > 7 ist, dann kann [y] keine globale Minimalstelle
von f auf [z]| enthalten.
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f(x)
f
- /
\/
fc
f
y c 5 x

Abbildung 5.10: Graphische Darstellung von Satz 5.2.16

Die Aussage von Satz 5.2.16 ist in Abbildung 5.10 fiir den Fall
0 < dfc < 8fc und f < fc

dargestellt. Die Suche nach globalen Minimalstellen von f kann von [g,y] auf [g, p}
eingeschrankt werden.

Satz 5.2.18 Es sei f : R — R stetig auf [z], ¢ € [y] = [y,7] C [z] und f(c) €
Ferner seien [%,ch] und [M,E} Intervalle mit
@)~ 1) € [6f¢,57¢) (&~ )+ [6af,5oF | - ( — ) firalle z € [y], (5.36)

und es sei fve R mit

]?Z = ml[n]f(x) (5.37)
rE|T
Falls o2 f > 0 ist, dann gilt mit
6fc
c— —\/D,, falls D, > 0,
p1oi= 202f ’ '
y—1, falls D, <0,
6fc
- D falls D, >
o {20 TP REDZD,

y—1, falls D, <0,
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ofc
——— — /D falls D, >
" c 20,f q> alls Dy > 0,
T+1, falls Dy < 0,
dfc
- = \/D falls D, >
Q@ = ‘ 2M+ v e Da =0,
T+1, falls Dy < 0,
und
zZ = <[p17p2] N[y c] ) U <[Q1,CI2] Nle, ?]>7
dass
f)>f zell\Z
Beweis:
Es sei zundchst x < ¢. Dann gilt
fe+dfe-(x—c)+8af (2= > |
—_— 2 ra
__ et (F-1e)
— 2
& (a: c+6fc/(%)) ><252f> + 5af
= D,.
Falls D, < 0 ist, so folgt nach (5.10), dass
f(z) > f  firallex € [y,c] = [g.c]\0 = [y.c]\ (Ip1,p2) N [y, c]).
Falls andererseits D), > 0 ist, so folgt
ﬁ+57fc-(x—c)—|—ﬂ-(x—c)2>f, z € [y, c]
& x ¢ [p1,p2) und z € [g,c]
e welye]\(pupadnlyc])
und damit auch in diesem Fall
f(x) >f fiir alle x € [g,c] \([pl,pg]ﬁ [Q,c]). (5.38)
Analog l&sst sich fiir © > ¢ zeigen, dass
f@)>f  firallese[ey]\ (la,elNey]). (5.39)
Insgesamt folgt aus (5.38) und (5.39), dass
f@)> [ zely\Z,
mit
Z = ([pr,p2l N [y,e]) U (o1, 92] N [e7])
ist. ]
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Korollar 5.2.19 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2.18 gilt:

Jedes z* € [y], das globale Minimalstelle von f auf [z] ist, muss in

([Pl,m] N [ch]) oder in ([q1,q2] N [¢,7])

enthalten sein. Falls

[p1,p2) N [y,c] =0 (5.40)
und

[, @2] N [e,y] =0 (5.41)

gilt, dann kann [y] keine globale Minimalstelle von f auf [z] enthalten. Fiir D, < 0
und D, < 0 sind (5.40) und (5.41) erfiillt.

\/

]
Yy C

— |

< 4

Abbildung 5.11: Graphische Darstellung von Satz 5.2.18
In Abbildung 5.11 ist Satz 5.2.18 fiir den Fall
D,>0 und D,;<0

dargestellt. Die Suche nach globalen Minimalstellen von f kann von [g,y] auf [p1, pa]
eingeschrinkt werden.

Abbildung 5.12 zeigt die Aussage von Satz 5.2.18 fiir den Fall
D,>0,D;>0 und p2>c, q1 <c.

Das Schaubild zeigt, dass die Suche nach globalen Minimalstellen der Funktion f
von [ y,@] auf [p1, 2] eingeschrinkt werden kann.
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Abbildung 5.12: Graphische Darstellung von Satz 5.2.18

Entsprechend kénnen die weiteren Fille dargestellt werden.

Mit Hilfe der Einschliekung (5.9) bzw. der Parabelstiicke (5.10)-(5.13) kann nicht
nur ein "Pruning”Schritt zweiter Ordnung durchgefiihrt werden. Vielmehr kann auch
eine Anpassung von f vorgenommen werden sowie eine untere Schranke fy fiir den
Wertebereich von f auf [y] gewonnen werden. Dies wird in den folgenden beiden
Sdtzen erlautert.

Satz 5.2.20 Es sei f : R — R stetig auf [z], ¢ € [y] = [y,7] C [2] und f(c) €
[ﬁ,ﬁ] Ferner seien [@,ch] und [M, (52f] Intervalle mit

f(z)—f(c) € [0fc,5fc] - (x—c)+ [0af,0af ] (x—c)? firallex €[y,
und es sei fe R eine obere Schranke von f*, d. h.

f=f = minf(z).

z€x]

AuBerdem definieren wir
w = Fordfe (y =) +F - (u )"

ar = fet+dfe G—c)+0f G-,
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{fc}l((Sfc)Q/(SQf, falls 52 > 0 und ¢ — § 8fc/8af € [y.c].,
b =

+00, sonst,

ﬁ—%(difc)Q/W, falls 6o f > 0 und ¢ — 36fc/d2f € (¢, 7],
+00, sonst.
Falls 65 f < 0 ist, dann gilt
Fo< win{a o 7o 7).
Falls 0o f > 0 ist, dann gilt
min{pl, a, fe, f}, falls 6 fc > 0,

{pr, ar, fec, f}, falls 6 fc < 0,
min{ﬁ,f}, falls 0 € [%,ch}

fro< min

Beweis:

Nach Lemma 5.2.12 gilt

f(x)ﬁﬁ—}—@-(x—c)—i—w-(ﬂc—cf firy <z <cg, (5.42)
und
f(x) < fe+dfc-(x—c)+daf - (x—c)? firc<az<w. (5.43)
Da
fr<f(=)

fir alle x € [y] gelten muss, folgt die Behauptung, indem man in (5.42) und (5.43)
die Minima bestimmt.

g

Bemerkung 5.2.21 Offensichtlich ist die in Satz 5.2.20 berechnete obere Schranke
von f* immer kleiner oder gleich als f. Folglich kann f im Algorithmus zur globalen
Optimierung mit diesem Wert aktualisiert werden.

Satz 5.2.22 Es sei f : R — R stetig auf [z], ¢ € [y] = [y,7] C [2] und f(c) €
[ﬁ,ﬁ] Ferner seien [%,ch] und [M, 52f] Intervalle mit

f(@)—f(c) € [0fe.dfc] - (x—c)+ [daf,02f |- (x—¢)® firallex € [y].
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AuBerdem definieren wir

b= fe+dfe (y—c) + o (y—c)
be = fet+idfe G—c)+of G-,

fe—L(GFe)? Joaf,  falls Sof > 0und ¢ — 36fc/baf € [y,c],

my =
+00, sonst,
und
fe—§(8f¢)"/b2f.  falls 8of >0 und ¢~ §3fe/8af € [,7],
my =

+00, sonst.

Dann gilt fiir alle z € [y]

min {b;, b, }, falls Jyf <0,
f (z)

v

min {my;, m,, by, b, }, falls o2 f > 0.

Beweis:

Nach Lemma 5.2.12 gilt

f(:r)2@+57]”c-(:1:—c)+52f-(x—c)2 firy <z <c (5.44)

und

f(l‘)ZE—{—%'(CL‘—C)—F(SQf'(:L‘—C)Q firc<z<7. (5.45)

Durch Berechnung der Minima in (5.44) und (5.45) folgt die Behauptung.

5.2.5 Algorithmus

Zur Anwendung des "Pruning”-Schritts zweiter Ordnung passen wir den Algorithmus
aus Abschnitt 5.1.1 an und erhalten folgende Vorgehensweise.

Fiihre folgende Schritte durch, solange die Arbeitsliste £ nicht leer ist:

1. Verwende das momentan erste Element ([y], fy) der Arbeitsliste £ und streiche
es aus der Liste heraus.
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10.

11.

Setze ¢ = mid [y] und berechne mit Hilfe der automatischen Berechnung von
Steigungstupeln zweiter Ordnung ein Steigungstupel

(fwp: [fe. fe] . [9fe,afc] [0f,0F], [2,02f])

zweiter Ordnung von f auf dem Intervall [y] beziiglich c.

Fihre mit Hilfe der Sétze 5.2.6-5.2.8 einen "Pruning”Schritt erster Ordnung
auf [y] durch. Dadurch kann [y] nach Bemerkung 5.2.9 durch die (evtl. leeren)
Teilintervalle [y(l)] C [y,c] und [y(Q)] C [e,y] ersetzt werden. Im Fall 0 €

[ of ,W] und f > fc kann Satz 5.2.8 nicht angewendet werden, man setze in
diesem Fall [y(l)} = [y,c] und [y(z)] = e, 7]

Fihre mit Hilfe der Sétze 5.2.14-5.2.18 einen "Pruning”Schritt zweiter Ord-
nung auf [y] durch. Dadurch kann die Suche nach globalen Minimalstellen im
Intervall [y] auf (evtl. leere) Teilintervalle von [y| eingeschrinkt werden.

Berechne den (evtl. leeren) Schnitt von [y(l)] mit der Vereinigung der in Schritt
4 erhaltenen Intervalle und ebenso den Schnitt von [y@)] mit der Vereinigung
der in Schritt 4 erhaltenen Intervalle. Bilde mit den nichtleeren entstandenen
Schnittintervallen [z(i)] die neuen Paare ([z(i)] , Q)

Fiihre fiir alle Paare ( [z(i)] , Q) jeweils die Schritte 7-10 durch.

Setze ¢ = mid [z(i)} und berechne mit IHilfe der automatischen Berechnung von
Steigungstupeln ein Steigungstupel

(Fop: Lo Te]  [00e.57¢)  [6£.57] . [8f.B2T])  (5.46)

zweiter Ordnung von f auf dem Intervall [z(i)] beziiglich c.

Verwende das Steigungstupel zweiter Ordnung (5.46), um eine Einschliefung
[ [z, fz(i)} des Wertebereichs von f auf [z(i)] zu berechnen und aktualisiere
damit fy. Verwende Satz 5.2.22, um die untere Schranke fz® evtl. noch zu

verbessern.

Aktualisiere f. Verwende dazu die in 7. gewonnene Einschliefung [ E,E] von
f (¢), Bemerkung 5.2.11 sowie Satz 5.2.20.

Falls f < £z ist, dann 16sche das Paar ([z(i)] ,fz(i)). Falls diam,e [z(i)} <e
oder falls diam [fz(i), fz(i)] < € ist, so flige das Paar ([z(i)] ,fz(i)) in die

Ergebnisliste Q ein, andernfalls in £. Dabei ist € > 0 die vorgegebene relative
Genauigkeit.

Streiche alle Paare ([y], fy) mit fy > f aus £, da sie keine Minimalstellen von
f enthalten kénnen.
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Bemerkung 5.2.23 Die Listenverwaltung wird wie in Abschnitt 5.1.2 beschrieben
gehandhabt.

Satz 5.2.24 Der obige Algorithmus besitzt folgende Eigenschaften:
a) Der Algorithmus terminiert.

b) Ist ([y], fy) nach Ablauf des Algorithmus das erste Element der Ergebnisliste Q,
so gilt fiir das globale Minimum f* von f

roe |t i
c) Fiir jede globale Minimalstelle * von f auf [z] gilt nach Ablauf des Algorithmus

e U W

(Wh.fy)eQ

Beweis:

a) Der Algorithmus terminiert, da fiir die in Schritt 5 gebildeten Intervalle [z(i)]

diam [z(")} < max{diam [y(l)} , diam [y@)] } < % - diam [y] (5.47)

gilt und ein Paar ([y] ,&) mit diam,e [y] < € in Q eingefiigt wird.
b) Die Aussage gilt auf Grund der Listenanordnung nach steigenden fy.

c¢) Die Aussage gilt, da in den "Pruning”-Schritten erster und zweiter Ordnung so-
wie in Schritt 11 des Algorithmus keine Teilintervalle geléscht werden, die globale
Minimalstellen enthalten.

O

Bemerkung 5.2.25 Damit der Algorithmus auch bei der Durchfiihrung auf einem
Rechner mit Gleitkomma-Arithmetik terminiert, muss die vorgegebene relative Ge-
nauigkeit e grofer als die Maschinengenauigkeit gew#hlt werden. Denn dann gilt in
Schritt 5 des Algorithmus

diam [z(i)} < diam [y] — 1 ulp

wobei 1 ulp (= unit in the last place, siehe [12]) den Abstand von ml[n] ly| zur nachst-
yely
groferen Gleitkommazahl bezeichne.
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5.2.6 Beispiele

Zum Vergleich des Algorithmus aus Abschnitt 5.2.5 mit dem Programm von Ratz
|38] untersuchen wir die folgenden Funktionen:

fi(x) = (x+sinx)-exp (—332)
10
fo(x) = —Zk-sin((k+1)x+k)
"
fa(x) = S—Zk~‘cos((l€+1)x+k)’
k=1
fa(z) = min(‘coa ‘—35111(10 ), 50-|x—1|—3>
fs(z) = ]a:—l]-(1—|—10-|sm(a:—|—1)\)+1
fo(z) = a*—1023 + 3522 — 50z + 24
fr(z) = 24z* — 14223 + 30322 — 2762 + 93
fs(z) = min(fe(z), fr(x))
folz) = min(|fs(x)], |f2()])
fio(z) = —42° — 3523 + 15022 — 662 — 20 exp (—x) + 4sinx + 44
fii(zx) = ite(x, fio(x), fg(m))
100 2
fiz(z) = ;exp <k:-min(— |x|+2+k|x| sin z))/(;p2+1)
100 2
fis(x) = ; exp(min( min ( — w2 + kx|, sin®z),
1 .
x® — 40(exp (—|=|) )2 + 5:32 )> . ;Lﬂ

5
fua(z) = Z( ‘cos /{+1)x—|—k‘)‘+5)
=1

Von diesen Funktionen werden jeweils Einschliefungen des globalen Minimums sowie
der Minimalstellen auf dem Intervall [x] = [—10, 10] gesucht. Die vorgegebene Genau-
igkeit sei dabei jeweils € = 107!, In den folgenden beiden Tabellen sind die Anzahl
der Steigungstupelberechnungen erster bzw. zweiter Ordnung, die maximale Listen-
lange der Arbeitsliste £ sowie die Laufzeit in Sekunden auf dem Rechner gegeniiber-
gestellt. Die Berechnungen wurden mit Hilfe von Pascal-XSC-Programmen auf einem
Rechner mit 2 Athlon MP 1800+ Prozessoren, 1 GB Hauptspeicher und dem Be-
triebssystem Suse 9.3 durchgefiihrt. Programmcodes liegen der Arbeit bei bzw. sind
im Internet unter http://iamlasun8.mathematik.uni-karlsruhe.de/~ae26 /software/ er-
haltlich.
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‘ Ratz | neuer Algorithmus (Kap. 5.2.5) ‘
’ Bsp. ‘ Steig. ‘ max. LL ‘ Laufzeit | Bsp. ‘ Steig. ‘ max. LL ‘ Laufzeit ‘
f1 55 4 0,003 f1 19 3 0,003
£2 242 32 0,040 f2 125 23 0,043
£3 427 42 0,099 £3 195 31 0,097
f4 28 3 0,003 t4 22 3 0,005
£5 25 3 0,001 i) 18 3 0,003
f6 369 18 0,044 {6 40 3 0,011
f7 295 14 0,037 7 30 4 0,008
f8 516 35 0,108 f8 94 8 0,041
f9 386 47 0,085 19 154 23 0,076
f10 | 9 2 0,001 10 | 7 2 0,002
f11 | 528 35 0,171 f11 | 99 8 0,067
f12 | 105 7 0,753 f12 | 47 7 0,670
f13 | 65 4 0,997 f13 | 27 3 0,825
f14 225 31 0,032 f14 151 24 0,051

Man erkennt, dass mit dem neuen Algorithmus die Anzahl der Steigungstupelbe-
rechnungen deutlich geringer ist. Die Berechnung eines einzelnen Steigungstupels
ist dafiir allerdings aufwindiger als im Algorithmus von Ratz, da im Algorithmus
von Ratz jeweils Steigungstupel erster Ordnung betrachtet werden, im neuen Al-
gorithmus hingegen Steigungstupel zweiter Ordnung. Dadurch kann schlieklich die
Gesamtlaufzeit mit dem neuen Algorithmus hoher sein als mit dem Algorithmus von
Ratz (z. B. fir fo, f4, f5 und f14), sie kann aber auch deutlich geringer sein.

5.3 Anwendung auf Funktionen mehrerer Variablen

Fir Funktionen mehrerer Variablen haben wir eine automatische Berechnung von
Steigungstupeln zweiter Ordnung in Abschnitt 4.1 eingefithrt und ferner eine kom-
ponentenweise Berechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung in Abschnitt 4.2
beschrieben. Wie in [38, Kap. 6.1] diskutiert wére die Verwendung eines Steigungs-
tupels (4.1) aus Abschnitt 4.1 zur Durchfiithrung eines "Pruning”™Schritts problema-
tisch. Denn dabei wire die Bestimmung einer Teilmenge des betrachteten Intervalls
[z] € R™, die keine globale Minimalstelle enthélt, sehr aufwéndig und im Allgemeinen
kein Intervallvektor.

Analog zu [38] benutzen wir daher die komponentenweise Berechnung von Steigungs-
tupeln zweiter Ordnung zur Durchfiihrung eines "Pruning”-Schritts. Damit konnen
wir den "Pruning”™Schritt auf die in den Abschnitten 5.2.3 und 5.2.4 betrachteten Fél-
le zuriickfithren und den in Abschnitt 5.2.5 beschriebenen Algorithmus auf Funktio-
nen mehrerer Variablen iibertragen. Insofern ist die komponentenweise Berechnung
von Steigungstupeln zweiter Ordnung hervorragend fiir die globale Optimierung ge-
eignet.
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5.3.1 Zuriickfiihrung auf Funktionen einer Variablen

Gegeben sei die stetige Funktion v : [z] € R"™ — R, und ¢ € {1,...,n} sowie
(xo); € [x]; seien fest. Ferner sei G; wie in (4.5) definiert. Mit dem Vorgehen aus
Abschnitt 4.2 kann ein Steigungstupel U = (Uy, Uz, 0Us,, U, 52U ) zweiter Ordnung
von u auf [z] beziiglich der Komponente i berechnet werden. Insbesondere gilt dann

g(($0)z) € Uﬂ&m

9(z:) = g((20);) € 06U - (w; — (w0);)

und
g(x;) — g( (.%‘(])i) € Uy, - (ZL’Z - (LUo)i) + 86U - (;UZ — (aco)i)2
fur alle z; € [z]; und alle g € G;. Daraus folgt fiir alle x = (z1,...,2y,) € [z]
u(xla"'vxn) € g((l‘o)z) + 60U - (Il - (mo)z)
C Uz +06U - (21 — (20);) (5.48)
sowie

W(Et,. o @) € Ugy+ 8Ug, - (25 — (20);) + 82U - (zi — (20);)%,  (5.49)

wobei Uy, 0Uy,, 0U, 62U € IR sind.

Mit (5.48) und (5.49) kénnen folglich im Algorithmus zur globalen Optimierung die
"Pruning’-Schritte aus den Abschnitten 5.2.3 und 5.2.4 angewendet werden. Diese
bewirken, dass der Intervallvektor [z] in der i-ten Komponente verkleinert bzw. geteilt
wird.

5.3.2 Algorithmus

Wir iibertragen den Algorithmus aus Abschnitt 5.2.5 auf eine Funktion f : [z] C
R™ — R mehrerer Variablen.

Wie zuvor verwenden wir eine Arbeitsliste £ und eine Ergebnisliste Q. Die Ele-
mente der Liste £ sind Paare der Form ([y], fy) mit einem Intervallvektor [y] =

(Wi, W, )T € IR"™ und einer reellen Zahl fy mit

fy < min f(y).
yEyY]

Die reelle Zahl f ist zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus eine obere Schranke des
globalen Minimums von f auf [z].

Zur Initialisierung des Algorithmus wird eine Einschliebung f|,) des Wertebereichs
von f auf [z] berechnet und das Paar ([z],inf fi,)) als erstes Listenelement von £

verwendet. Q wird als leere Liste initialisiert. Aufierdem setzen wir f = sup [y

Fiihre die folgenden Schritte durch, solange die Arbeitsliste £ nicht leer ist:
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1. Verwende das momentan erste Element ([y], fy) der Arbeitsliste £ und streiche
es aus der Liste heraus. Setze m := 1.

2. Berechne einen Vektor t = (t1,...,t,) mit t; € {1,...,n} und ¢; # t; fir i # j
so, dass diam [y], > diam [y]tk+1 fir k = 1,...,n — 1 ist, d. h. wir sortieren
nach den Durchmessern der Intervalle in den Komponenten von [y].

3. Fiihre fiir £k = 1 (1) n die Schritte 4 bis 5 durch.

4. Setze ¢ = mid [y], und berechne mit Hilfe der komponentenweisen Berechnung
von Steigungstupeln ein Steigungstupel

Fe= (fu [fe, fe], [8fe,fc], [81,6F ], [62f, 82f])

zweiter Ordnung von f auf dem Intervall [y] beziiglich der Komponente .
Berechne damit eine Wertebereichseinschliefsung [ fy, fy] von f auf [y] und
verwende Satz 5.2.22, um die untere Schranke fy evtl. noch zu verbessern.

Aktualisiere f mit Hilfe von Bemerkung 5.2.11 sowie Satz 5.2.20. Falls fy > f
ist, dann gehe zu Schritt 7, da [y] keine globale Minimalstelle enthalten kann.

5. Fiihre fiir [y], wie im Algorithmus aus Abschnitt 5.2.5 einen "Pruning™Schritt
erster und zweiter Ordnung durch.
a) Entstehen dadurch nur leere Schnittintervalle [z(i)], so setze m (= m — 1
und gehe zu Schritt 7.
b) Entsteht genau ein Schnittintervall, das wir mit [2(1)] bezeichnen, so setze
[y]tk = [z(l)}.
c¢) Entstehen zwei Schnittintervalle [2(1)] und [z@)] , 80 setze zunachst [y(m)] =
[y], die tx-te Komponente [y(m)]tk = [2(2)] sowie m := m + 1. Setze anschlie-
fend [y], := [z(l)].

ty
6. Setze [y(m)] = [y].

7. Da in Schritt 5 jeweils héchtens ein neuer Intervallvektor [y(i)] entstehen kann,
erhilt man aus den Schritten 3-6 insgesamt m Intervallvektoren [y(i)], wobei
m zwischen 0 und n + 1 liegt. Durch die Eigenschaften der "Pruning”-Schritte
muss jede globale Minimalstelle z* € [y] in einem der Intervallvektoren [y(i)],
i = 1,...,m, enthalten sein. Fiihre fiir alle [y(i)], i =1,...,m, jeweils die
Schritte 8-10 durch.

8. Setze ¢ = mid [y(i)] und berechne mit Hilfe von Bemerkung 4.2.5, d. h. durch
den Schnitt von (4.9)-(4.11), eine Einschliefung [fy(i), fy(i)} des Wertebe-
reichs von f auf [y(i)}. Bilde das Paar ( [y(i)] . fy® )

9. Verwende die bei der Berechnung in 8. gewonnene Einschliefung [ E,ﬁ] von

f(¢), um f evtl. zu verbessern.
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10. Falls f < fy@ ist, dann 16sche das Paar ( [y(i)] . fy® ) Falls

‘max diamye [y(i)]' < €
J

ji=l,...n -

oder falls diarmye [fy(i), fy("')} < € ist, so fiige das Paar ( [y(i)] ,fy(i)) in die
Ergebnisliste Q ein, andernfalls in L.

11. Streiche alle Paare ([y], fy) mit fy > f aus £, da sie keine Minimalstellen von
f enthalten kénnen.

5.3.3 Beispiele

Wir vergleichen nun den Algorithmus aus Abschnitt 5.3.2 mit dem Programm von
Ratz [38]. Dazu untersuchen wir die folgenden Beispielfunktionen auf [x] C R™ mit
der jeweils angegebenen relativen Genauigkeit €. Die Beispiele gehen groftenteils auf
[28], [38], [44], [49] und [52] zuriick.

1. Die Funktion von Beale: f : R? — R, [z] = [-4.5,4.5)%, ¢ = 10712,

fx)=015—-xz + m1x2)2 + (2.25 —x + $1x%)2 + (2.625 —x + a:lxg’)z .

160000 1 |
120000
80000

40000 1

Abbildung 5.13: Die Funktion von Beale

2. Die Funktion von Branin : f : R? — R, [z] = ([-5,10],[0,15])", e = 10712,

5 5.1 2 1
f(z) = <3U1 - Hﬁ + X0 — 6> + 10 <1 — 8) cosxq + 10.

s s
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Abbildung 5.14: Die Funktion von Branin

3. Die Funktion von Rosenbrock: f : R? — R, [2] = [~10,50]%, € = 10712,

f(z) =100 (Ig — x%)2 + (1 — 1)2.

6E8
5E8

4E8
3E8
2E8

1E8

Abbildung 5.15: Die Funktion von Rosenbrock
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1200

1000

800

600

400

200

Abbildung 5.16: Die Funktion von Rosenbrock

4. Die verallgem. Funktion von Rosenbrock, Dim. 5: f : R> — R, [z] = [-5.12,5.12)°,

e=10"10,
! 2
f@ =% (100 (i1 — 22)° + (2 — 1)2) .
i=1
5. Die Funktion G5 von Griewank: f : R — R, [z] = [—50,60]°, ¢ = 1073,
5. 42 5 2
= L )41
f(x) ;400 gcos(ﬂ) +
6. Die Funktion G7 von Griewank: f : R” — R, [z] = [-50,60], ¢ = 1073,
7 $2 7 s
= i _ M
f(z) 24000 Z1:[lcos<\ﬁ>-i-
7. Die Funktion L3 von Levy: f: R? — R, [z] = [-10, 50]2, e=10"12,

5

5
f(x):Zicos((i—l)x1+i)-chos((j+1)x2+j).

i=1 j=1
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Abbildung 5.17: Die Funktion L3 von Levy

8. Die Funktion L5 von Levy: f: R?2 — R, [2] = [-10,50]?, ¢ = 10712,
5 5
f(x) = Zicos((i— 1)y + 1) -chos((j—i—l)xg +4)
i=1 j=1

+ (21 + 1.42513)% 4 (22 + 0.80032)° .

Abbildung 5.18: Die Funktion L5 von Levy
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9. Eine Variante der Funktion L5 von Levy: f : R® — R, [z] = [-10,50)%, € =
10—127

5 5

f(z) = Zicos((i—l)xl—i—i)~chos((j+1)$2+j)

+ (1 + 1.42513)% 4 (22 + 0.80032)% + (z3 — 1),

10. Die Funktion L8 von Levy: f : R? — R, [z] = [-10,50]®, ¢ = 10712,
n—1
f(x) = (yi — 1)2 (1 + 10 sin? (71yi+1)) + sin? (my1) + (yn — 1)2
i=1 (5.50)

mit n =3 und y; =1+ (z; — 1) /4, i=1,...,n.

11. Die Funktion L9 von Levy: f : R* — R, [z] = [=10,50]*, ¢ = 1072 sowie
(5.50) mit n = 4.

12. Die Funktion L10 von Levy: f : R? — R, [#] = [~10,50]°, ¢ = 10~!2 sowie
(5.50) mit n = 5.

13. Die Funktion L1l von Levy: f : R® — R, [z] = [=10,50]%, ¢ = 10~% sowie
(5.50) mit n = 8.

14. Die Funktion L12 von Levy: f : R — R, [z] = [~10,50]"°, € = 1078 sowie
(5.50) mit n = 10.

15. Die Funktion L13 von Levy: f : R? — R, [z] = [~10,50)%, ¢ = 10712,
n—1
flx) = (z; — 1)* (1 + sin® 3mwi41) )
i=1 (5.51)
+ (2 — 1) (1 +sin® (272y,)) + sin? (3ma1)

mit n = 2.
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16.

17.

18.

19.

20.

’;II Ui h’llh%"""/lllwill’lll ”I/?ﬁ
/{{’llllm,';’,’ Ill’lm’,’ Il ';' il "'"’ !

Abbildung 5.19: Die Funktion L.13 von Levy

Die Funktion 114 von Levy: f : R? — R, [z] = [<10,50]*, e = 10712 sowie
(5.51) mit n = 3.

Die Funktion L15 von Levy: f : R* — R, [z] = [<10,50]*, e = 107'2 sowie
(5.51) mit n = 4.

Die Funktion L16 von Levy: f : RS — R, [z] = [~10,50]°, e = 10~'2 sowie
(5.51) mit n = 5.

Die Funktion 118 von Levy: f : R7 — R, [z] = [-10,50]", e = 10~® sowie
(5.51) mit n =17.

Die Funktion von Goldstein und Price: f : R? — R, [z] = [~10,50]*, € = 10712,

F@) = (14 @+ 2o+ 1)? (19 = 1y + 30F = 142y + 62125 + 303) )

: (30 + (221 — 3x2)” (18 — 3221 + 1227 + 4829 — 361172 + 27m§)) .
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3E16
2,5E16
2E16 '
1,5E16
" i t'ﬁt'u
SE15 "' ,'of': 'o' '0'0'

10

Abbildung 5.20: Die Funktion von Goldstein und Price

21. Die "Six-Hump Camel-Back” - Funktion: f : R? — R, [2] = [-10,50)%, € =
10712’

1
fl@) = 4af = 2121+ gaf + 2y — daf + day.

5E9

4E9

3E9

2E9

1E9

ad

Abbildung 5.21: Die "Six-Hump Camel-Back” - Funktion
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Abbildung 5.22: Die "Six-Hump Camel-Back” -

Il
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I

l
III ”l]"
"I ll i
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l

22. Die Funktion SC32 von Schwefel: f: R?® — R, [z] =

flz) =

flz) =

Abbildung 5.23: Die Funktion R4 von Ratz

sin (x% + 2x%) - exp (—x

Z: ((:nl — xzz)2 + (z; — 1)2> )

23. Die Funktion R4 von Ratz: f : R? — R, [z] =

[—3,3]%, e = 10712,
2
1

[—1.89,1.89]*, e = 10712,



156 KAP. 5. ANWENDUNG IN DER GLOBALEN OPTIMIERUNG

24. Eine Variante der Testfunktion von Shubert aus [38], Kap. 5.7.1: f : R? — R,
[2] = [~10,50]%, e = 10712,

5
f(x) = Z isin (i + 1)z +14) coswy.

=1

Abbildung 5.24: Die Funktion aus Beispiel 24.

25. Beispiel 6.18 aus [38]: f: R2 — R, [2] = [~10,50]%, ¢ = 1012,

f@) = |y — 1 (14 10[sin (7y2)| ) + |sin (7y1)| + |y2 — 1]
mity =14 (z; —1)/4,  i=1,2.

140
120
100
80
60
40
20

a8

Abbildung 5.25: Beispiel 6.18 aus [38]
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26. Beispiel 6.19 aus [38]: f: R? — R, [z] = ([-100,100],[0.02,100))", e = 10712,
1
z2

f(z) = 10\x1—1|\sin< >\+(x2+2)-|x1—1+2z2\.

]
T
i
, 7
i

771
llll;;l
77/

100

Abbildung 5.26: Beispiel 6.19 aus [38]

Abbildung 5.27: Beispiel 6.19 aus [38]

27. Beispiel 6.20 aus [38]: f: R* - R, [2] = [4,4]*, e = 10712,
f(x) = |x1 4+ 10x2| + 5|x3 — z4] + |22 — 223| + 10 |21 — 4] .
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28. Beispiel 6.21 aus [38]: f : R2 — R, [z] = [-10,50])%, € = 10712,
f(x) = |z1 — 1|+ |ve — 1| + |cos (1871 — 18)| + |cos (18z3 — 18)] + 1.

1007

80
60‘
2]

207

10”7

‘\\9 ‘/

‘ “.'\ il
(i ‘\
\,‘ ‘\)wn\\'“ I

Abbildung 5.29: Beispiel 6.21 aus [38]

29. Beispiel 6.22 aus [38]: f: R? — R, [2] = [~10,50]%, ¢ = 10712,
8

fl@) = > |w— 1] (1+[sin (3rai11)|)

i=1
+ @y — 1] (1 4 |sin (2mz9)| ) + [sin (3wz1)| + 1.
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30. Beispiel 6.23 aus [38]: f : R? — R, [z] = [~100,100]?, e = 10712,
-2 —2
f(x) = W + |cos (z1) cos <x2\/§> +2.

11“”" 'UM'L“ M,w

W ,‘,\;" h’; *

n“ ("ih

50

1oa00 )

Abbildung 5.30: Beispiel 6.23 aus [38]

31. Beispiel 6.24 aus [38]: f: R?2 = R, [z] = [0,1]%, e = 10712,

f(z) = —min{ |6z122 (z1 — 1) (z2 — 1)|, |22y sin (27z1)],

|2sin (1) sin (47zg)| } — 1.

-1,05
-1,1
-1,15
-1,2
-1,25

-1,3

-1,35 5 60'8
0 02 5% 0,4 7'%2
2 04 0 Yias 50

x1
Abbildung 5.31: Beispiel 6.24 aus [38]
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32. Beispiel 6.25 aus [38]: f: R2 — R, [z] = [-10,50])%, € = 10712,
f(z) = —min{ 3sin (W(xl ;m% - 2)) sin (W(% + 0.5)) .
sin (577(3024:% - 1.5)) ‘, ‘cos <7r(1 — %))‘ ,

08(57['3;1332)‘_‘% — 5132‘} —1.

I

i
il

i
A i

Abbildung 5.33: Beispiel 6.25 aus [38]
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33. Beispiel 6.26 aus [38]: f: R? — R, [z] = [0,10]?, e = 10712,

2sin (L@)’

f(z) = min { |cos (221)| + |cos (2z2)| — 3 sin (7rx o

0
50 |21 — 1| + 50 2o — 1] —5}.

Abbildung 5.34: Beispiel 6.26 aus [38]

34. Die Funktion von Henriksen, Madsen, Dim2: f : R? — R, [z] = [-10,10]%
e=10"9,

2 5
f)y = =>> gsin((G+1)zi+7).

i=1 j=1

S 'IW,

\\'Jlm'lh Lt

_205 XZ—lO
0 S5 .0
x1

Abbildung 5.35: Die Funktion von Henriksen, Madsen, Dim2
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35. Die Funktion von Henriksen, Madsen, Dim3: f : R® — R, [z] = [-10,10]%
e=1079,
3 5
= —ZZ]’ sin ((j + 1)z + j).
i=1 j=1

36. Die Funktion aus dem STAM 10x10-Digit-Challenge (siehe [5], Seite 93):
fiR2 =R, [z] = [-1,1)% e= 10712,

f(x) = exp(sin(50x1)) + sin (60 exp z2) + sin (70sinzq)
+sin (sin (8022)) — sin (10 (z1 + 22)) + (2] + 23) /4.

Abbildung 5.36: Die Funktion aus dem STAM 10x10-Digit Challenge

37. Variation von Beispiel 36 (siche [5], Seite 121): f : R® — R, [z] = [-1,1]%
e=10"12,

f(z) = exp(sin(50x1)) + sin (60 exp x2) sin (60z3) + sin (70 sin 1) cos (10x3)
+ sin (sin (80z2)) — sin (10 (z1 + x3)) + (m% + 22+ x%) /4.

In den folgenden beiden Tabellen sind die Anzahl der Steigungstupelberechnungen
erster bzw. zweiter Ordnung, die maximale Listenlinge der Arbeitsliste £ sowie die
Laufzeit auf dem Rechner in Minuten und Sekunden gegeniibergestellt. Die Berech-
nungen wurden mit Hilfe von Pascal-XSC-Programmen auf einem Rechner mit 2
Athlon MP 1800+ Prozessoren und 1 GB Hauptspeicher unter dem Betriebssystem
Suse 9.3 durchgefiihrt. Programmcodes liegen der Arbeit bei bzw. sind im Internet
unter http://iamlasun8.mathematik.uni-karlsruhe.de/~ae26 /software/ erhiltlich.
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‘ Ratz | neuer Algorithmus (Kap. 5.2.5) ‘
’ Bsp. ‘ Steig. ‘ max. LL ‘ Laufzeit | Bsp. ‘ Steig. ‘ max. LL ‘ Laufzeit ‘
f1 2278 39 0:00,296 | f1 1640 28 0:00,386
2 2108 27 0:00,179 | £2 1000 18 0:00,153
3 925 19 0:00,058 | £3 876 28 0:00,108
4 14057 | 177 0:02,334 | {4 20870 | 350 0:06,036
5 1822 57 0:00,275 | 15 1972 57 0:00,480
6 4990 156 0:00,962 | 16 12615 | 160 0:04,115
7 135851 | 1557 0:57,389 | 17 84183 | 797 0:32,647
8 1748 49 0:00,339 | 8 1276 50 0:00,402
9 12437 | 105 0:02,540 | 19 7588 99 0:02,365
f10 | 830 9 0:00,183 | f10 1044 16 0:00,361
f11 1088 13 0:00,278 | f11 1102 13 0:00,409
f12 | 5985 56 0:02,310 | f12 | 2342 29 0:01,073
f13 10450 | 60 0:05,335 | f13 | 5972 52 0:03,775
f14 | 433181 | 1047 8:29.,590 | f14 19226 | 87 0:16,105
f15 | 314 10 0:00,031 | f15 | 252 8 0:00,050
f16 | 726 18 0:00,088 | f16 | 788 13 0:00,183
17 1824 28 0:00,275 | 17 1066 21 0:00,268
f18 | 2804 39 0:00,482 | f18 | 2008 30 0:00,581
f19 | 5764 66 0:01,239 | f19 | 5284 56 0:01,815
f20 | 367455 | 11437 8:45928 | f20 | 348989 | 11083 8:40,859
21 3002 54 0:00,539 | 21 1593 19 0:00,553
22 11808 | 271 0:01,394 | £22 1204 15 0:00,196
23 | 4116 75 0:00,315 | £23 1778 37 0:00,305
24 | 88398 | 1072 0:27,096 | 24 | 36081 | 556 0:11,448
25 | 306 6 0:00,040 | 25 | 202 4 0:00,048
26 | 2948 81 0:00,286 | 26 | 2304 58 0:00,425
27 | 5935 20 0:00,351 | 27 | 6610 21 0:00,702
f28 | 761 19 0:00,069 | 28 | 484 11 0:00,092
29 | 25337 | 137 0:08,348 | 29 | 3997 134 0:01,574
30 | 428 26 0:00,039 | £30 | 340 20 0:00,061
31 11131 | 119 0:01,397 | 131 11516 | 128 0:02,489
f32 | 670 13 0:00,139 | £32 | 700 11 0:00,233
£33 | 436 15 0:00,057 | £33 | 348 12 0:00,079
34 | 8761 240 0:01,692 | £34 | 5450 212 0:01,565
f35 | 238268 | 6559 3:04,000 | £35 115487 | 3766 1:12,374
36 | 2524 71 0:00,288 | £36 1894 60 0:00,450
37 | 24595 | 537 0:03,654 | 37 17481 | 445 0:04,670
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Die Ergebnisse zeigen, dass der neue Algorithmus meist weniger Berechnungen von
Steigungstupeln bendtigt und auferdem die maximale Listenldnge meist geringer als
im Algorithmus von Ratz ist. Da im neuen Algorithmus Steigungstupel zweiter Ord-
nung berechnet werden, im Algorithmus von Ratz hingegen Steigungstupel erster
Ordnung, ist die Berechnung eines Steigungstupels im neuen Algorithmus aufwin-
diger, so dass sich hinsichtlich der Laufzeiten ein gemischtes Bild ergibt. In einigen
Beispielen wird der neue Algorithmus auf dem Rechner langsamer durchgefiihrt, in
manchen Beispielen aber auch deutlich schneller.

Bei einigen Beispielen, z. B. bei f4, f6 und f14, treten grofie Unterschiede in den
Laufzeiten auf. Diese werden dadurch verursacht, dass in diesen Beispielen das glo-
bale Minimum f* = 0 ist. Daher miissen die Intervallvektoren aus der Liste unter
Umsténden sehr oft unterteilt werden, bis die vorgegebene relative Genauigkeit erfiillt
ist. So kénnen im ungiinstigen Fall in der Nihe des globalen Minimums Intervallvek-
toren entstehen, die erst nach vielen Unterteilungen aus der Liste gestrichen werden
konnen, so dass die Laufzeit stark ansteigt. In giinstigeren Fillen kann im Algorith-
mus ein Intervallvektor [y] entstehen, fiir dessen Mittelpunkt xg der Funktionswert
f (xo) sehr nahe am globalen Minimum liegt, so dass viele Intervallvektoren mit Hilfe
des Wertebereichstests aus der Liste geloscht werden konnen.

Die auftretenden Effekte hidngen stark davon ab, wie der Start-Intervallvektor [z]
gewahlt wird. Wir untersuchen daher die Funktion f4, d. h. die verallgem. Funktion
von Rosenbrock, f: R? — R, mit

4
f(z)= Z (100 (zit1 — %2)2 + (7 — 1)2) ;
i=1
auf unterschiedlichen Start-Intervallvektoren, und zwar

1. [z] € IR?, [],

[-5.12,5.12], i =1,...,5,

2. [z] €IR®, [z], = [-6,6],i=1,...,5,

3. [7] € IR®, [x],

[—2.5,2.5],i=1,...,5,

4. [2] € IR, [z], = [-3,4],i=1,...,5,

5 [7] € IR®, [z], = [-1,2],i=1,...,5,

6. [z] = ([—272]  [~1.5,2.5],[-3,3],[0,3], [-1,1.5]) 7,

7. [a] = ([- 2], [-4,3], [-5, 3], [-2.6]) ",

8. o] = ([-3.6],[-6.2], [~4.3], [-5.1], [-2.6]) ",

9. [z] = ([~1.5,3.2],[0.12,1.5], [-2.1,2.7], [-2,2], [-1,5.12] ),
10. [z] = ([-1.5,3.2],[0.12,1.5] ,[-2.1,2.7], [-2,2], [—1.5,5.12])T.
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Die vorgegebene Genauigkeit soll jeweils € = 10719 sein. Die Ergebnisse sind in
folgender Tabelle dargestellt.

’ Ratz | neuer Algorithmus (Kap. 5.2.5) ‘
| Nr. | Steig. | max. LL | Laufzeit | Nr. [ Steig. | max. LL | Laufzeit |
1 | 14057 [ 177 0:02,331 | 1 | 20870 | 350 0:06,048
2 [ 15045 | 144 0:02,479 |2 | 12110 | 160 0:03,091
3 20603 | 258 0:03,696 | 3 | 16420 | 206 0:04,446
4 [ 24459 | 290 0:04,361 |4 | 35879 | 576 0:11,523
5 [21376 | 412 0:03,896 | 5 | 17889 | 250 0:04,798
6 [23761 | 285 0:03,988 | 6 | 24244 | 196 0:06,396
7 [ 13116 | 152 0:01,858 | 7 | 11025 | 177 0:02,584
8 [22974 | 351 0:04,097 |8 | 7296 | 128 0:01,736
9 [31433 | 509 0:05,889 | 9 | 74315 | 1561 0:29,746
10 | 253419 | 6869 3:03,800 | 10 | 21954 | 247 0:05,890

Die Tabelle zeigt deutlich, dass die Anzahl der berechneten Steigungstupel bzw. die
Laufzeit fiir die verschiedenen Start-Intervallvektoren vollig unterschiedlich ist.

Im Folgenden betrachten wir die obigen Beispiele f1-f37 noch einmal und verhindern
dabei die zuvor aufgetretenen Effekte, indem wir in jedem Beispiel den Funktionswert
um 1 erhohen, d. h. wir setzen jeweils f () := f (x) + 1. Die Ergebnisse sind in der
folgenden Tabelle dargestellt.

In der folgenden Tabelle erkennen wir, dass bei einigen Funktionen, deren globa-
les Minimum zuvor f* = 0 war, durch die Transformation f(z) := f(z) + 1 die
zuvor aufgetretenen Schwierigkeiten deutlich verringert wurden. In Beispiel f27 ist
z* = (0,0,0,0) die globale Minimalstelle, so dass in diesem Beispiel beziiglich der
relativen Genauigkeit der Einschlieffungen von «* ein dhnlicher Effekt wie zuvor auf-
tritt. Bei den anderen Funktionen ist die Anzahl der Steigungstupelberechnungen
sowie die Laufzeit nahezu unveréndert zu den obigen Beispielen. Insgesamt bendtigt
der neue Algorithmus in den meisten Fillen weniger Berechnungen von Steigungs-
tupeln als der Algorithmus von Ratz, und auch die maximale Listenldnge ist meist
geringer. Hinsichtlich der Laufzeiten ergibt sich auch hier ein gemischtes Bild. In
einigen Beispielen ist die Laufzeit des neuen Algorithmus geringer als die des Algo-
rithmus von Ratz, teilweise sogar sehr deutlich.
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Ratz | neuer Algorithmus (Kap. 5.2.5) ‘
’ Bsp. ‘ Steig. ‘ max. LL | Laufzeit | Bsp. ‘ Steig. ‘ max. LL ‘ Laufzeit ‘
f1 2042 39 0:00,268 | f1 1622 28 0:00,390
2 2004 27 0:00,174 | 2 938 18 0:00,145
3 642 19 0:00,040 | 3 668 28 0:00,080
4 11190 | 107 0:01,738 | f4 11296 | 137 0:02,774
5 1907 57 0:00,288 | 5 1155 57 0:00,274
f6 6549 156 0:01,263 | 6 4047 160 0:01,198
f7 135905 | 1557 0:59,274 | {7 84199 | 797 0:32,970
8 1748 49 0:00,342 | {8 1276 50 0:00,408
9 12437 | 105 0:02,541 | f9 7588 99 0:02,394
f10 | 429 9 0:00,080 | f10 | 381 8 0:00,105
f11 | 950 13 0:00,230 | f11 740 13 0:00,250
12 1480 21 0:00,426 | f12 1087 21 0:00,421
f13 | 7645 52 0:03,461 | f13 | 4852 52 0:02,837
f14 | 16932 | 89 0:09,670 | f14 | 11060 | 87 0:08,154
f15 | 224 10 0:00,022 | f15 166 8 0:00,031
f16 | 504 18 0:00,058 | f16 | 416 13 0:00,084
f17 | 1128 28 0:00,156 | f17 | 938 21 0:00,224
f18 | 2193 39 0:00,357 | f18 1847 30 0:00,509
f19 | 4030 66 0:00,802 | f19 | 5192 56 0:01,729
f20 | 367447 | 11437 8:54,960 | f20 | 348967 | 11083 8:34,427
21 | 3258 54 0:00,604 | f21 1771 19 0:00,633
122 1256 19 0:00,102 | £22 838 15 0:00,125
f23 | 3890 75 0:00,309 | f23 1670 37 0:00,291
f24 | 88598 | 1072 0:28,135 | f24 | 36309 | 560 0:11,668
f25 | 306 6 0:00,040 | 25 | 202 4 0:00,050
26 | 2948 81 0:00,296 | 26 | 2304 58 0:00,438
f27 | 5930 20 0:00,367 | 27 | 55379 | 2060 0:28,115
f28 | 763 19 0:00,069 | f28 | 484 11 0:00,092
f29 | 25337 | 137 0:08,330 | 29 | 3997 134 0:01,592
f30 | 428 26 0:00,041 | 30 | 336 20 0:00,061
31 11131 119 0:01,424 | 31 11603 128 0:02,546
f32 | 700 13 0:00,146 | 32 | 732 11 0:00,249
f33 | 436 15 0:00,058 | 33 | 348 12 0:00,079
£34 8781 240 0:01,724 | {34 5450 212 0:01,594
f35 | 238616 | 6559 3:08,290 | 35 115592 | 3766 1:12,450
f36 | 2548 71 0:00,298 | £36 1906 60 0:00,464
f37 | 24733 | 537 0:03,760 | 37 | 17535 | 445 0:04,762




Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir die automatische Berechnung von Steigungstupeln be-
schrieben und diese zur Einschlielsung von Wertebereichen sowie zur verifizierten
globalen Optimierung genutzt. Wir haben in Kapitel 2 gezeigt, wie fiir eine genii-
gend oft differenzierbare Funktion f : R — R die automatische Berechnung von
Intervallsteigungen n-ter Ordnung beziiglich der Punkte zo, ..., xn—1 durchgefiihrt
werden kann, wobei die x; sowohl gleich als auch unterschiedlich sein diirfen.

Fiir eine nichtdifferenzierbare stetige Funktion f : R — R und ein gegebenes zg € [z]
existiert im Allgemeinen keine Intervallsteigung zweiter Ordnung auf x| beziiglich xg.
Dennoch haben wir in Kapitel 3 gezeigt, wie wir fiir eine stetige Funktion f : R — R
durch automatische Berechnung ein Steigungstupel zweiter Ordnung auf [z] beziiglich
xo erhalten, woraus wir Einschliefsungen des Wertebereichs von f gewinnen. Dazu
muss f durch einen Ausdruck gegeben sein, und die intervallmifige Auswertung
f ([x]) sowie die "Grenz-Intervallsteigung” dfiim ([zo]) miissen existieren. Ist f zwei-
mal stetig differenzierbar, so liefert das berechnete Steigungstupel nach Bemerkung
3.1.9 eine Intervallsteigung zweiter Ordnung von f auf [z] beziiglich xo. Die Werte-
bereichseinschliefung (3.40), die wir mit Hilfe von Steigungstupeln zweiter Ordnung
erhalten, haben wir in Abschnitt 3.2.3 mit den Wertebereichseinschliefungen (3.39),
(3.41) und (3.42) verglichen.

Damit verallgemeinern die Methoden aus Kapitel 3 das Vorgehen von Ratz [38] und
erweitern die Arbeiten von Shen/Wolfe [46] und Kolev [21]. Insbesondere haben ei-
nige Aussagen aus Kapitel 3 auch Einfluss auf die automatische Berechnung von
Steigungstupeln erster Ordnung. So haben wir in Abschnitt 3.1.3 fiir abschnittsweise
konvexe bzw. konkave Funktionen wie z. B. sinh (z) Formeln aus [38] verallgemei-
nert. Ferner haben wir fiir stetige Funktionen, die abschnittsweise mit Hilfe einer
if-then-else-Vorschrift gegeben sind, eine bisher in der Literatur angegebene Formel
korrigiert.

In Abschnitt 4 haben wir beschrieben, wie die Berechnung von Steigungstupeln zwei-
ter Ordnung auf Funktionen mehrerer Variablen iibertragen werden kann. Als An-
wendung haben wir in Abschnitt 5 die automatische Berechnung von Steigungstupeln
zweiter Ordnung in einem Algorithmus zur verifizierten globalen Optimierung ver-
wendet, und zwar zur Durchfithrung eines "Pruning”-Schritts zweiter Ordnung. Den
neuen Algorithmus haben wir mit dem Algorithmus aus [38] hinsichtlich der Anzahl
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der Steigungstupelberechnungen und der Laufzeit auf dem Rechner verglichen.

Die Pascal-XSC-Quellcodes sdmtlicher Programme, mit denen die Beispiele aus die-
ser Arbeit gerechnet wurden, liegen der Arbeit bei bzw. sind im Internet unter
http://iamlasun8.mathematik.uni-karlsruhe.de/~ae26 /software/ erhéltlich. Einen ak-
tuellen Pascal-XSC-Compiler stellt die Arbeitsgruppe "Wissenschaftliches Rechnen
/ Softwaretechnologie” der Universitdt Wuppertal unter http://www.xsc.de bereit.

Der vorgestellte Algorithmus kann mdglicherweise dadurch verbessert werden, dass
in Schritt 2 des Algorithmus aus Abschnitt 5.3.2 andere Kriterien fiir die Sortie-
rung verwendet werden. Im Fall von differenzierbaren Funktionen und automatischer
Differentiation wurden solche Kriterien beispielsweise in [37] zur Auswahl einer Bi-
sektionsrichtung diskutiert. Fiir die verifizierte globale Optimierung mit Hilfe von
Steigungstupeln zweiter Ordnung stehen solche Untersuchungen noch aus. Ferner
konnte erforscht werden, ob mit einer anderen Summationsreihenfolge in (4.8) ei-
ne bessere Wertebereichseinschliefung gewonnen werden kann bzw. nach welchen
Kriterien diese Reihenfolge gew#hlt werden soll. Eine weitere Verbesserungsméglich-
keit liegt darin, im Algorithmus die automatische Berechnung von Steigungstupeln
erst fiir hinreichend kleine Intervallvektoren einzusetzen und bei groferen Intervall-
vektoren [y] die Wertebereichseinschliefung der Funktion f auf [y] mit Hilfe von
intervallméfiger Auswertung zu gewinnen (vgl. [50]).

Gegenstand kiinftiger Untersuchungen kann ferner sein, wie die automatische Be-
rechnung von Steigungstupeln zweiter Ordnung effizient mit anderen Optimierungs-
methoden, z. B. lokaler Optimierung, kombiniert werden kann und wie sie sich zur
verifizierten globalen Optimierung unter Nebenbedingungen einsetzen lasst.
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