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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Problemstellung

Aufgrund der verbesserten Moglichkeiten, mesoskopische Systeme — wie zum Beispiel Quan-
tenpunktkontakte — herzustellen, werden die Transporteigenschaften solcher Systeme mit
grofilem Interesse untersucht. Davon zeugen Arbeiten ( z. B. [1, 2, 3, 4] ), die sich mit linearen
Ketten mit einer Coulomb—Wechselwirkung an einer Stelle befassen. Auch der Spezialfall
eines nicht wechselwirkenden Systems wird dort angesprochen.

In dieser Arbeit wird ein solches nicht wechselwirkendes System betrachtet. Préziser for-
muliert soll die zeitliche Entwicklung eines sich nicht im Gleichgewicht befindenden eindi-
mensionalen Systems untersucht werden. Das Gleichgewicht wird dadurch gestort, daf der
Kontakt geschlossen wird und somit zwei Reservoire mit unterschiedlichen elektrochemi-
schen Potentialen verbunden werden. Die Anordnung sei so dimensioniert, da} das System
fiir grofle Zeiten nicht ins Gleichgewicht relaxiert, sondern sich ein stationdrer Strom ein-
stellt.

Dabei wird folgendermaflen vorgegangen:

Zunichst wird das System prepariert und die Stérung des Gleichgewichts definiert. Danach
wird die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion und daraus die Besetzung einer Stelle
und der iiber den Kontakt flieBende Strom fiir grofle Zeiten ermittelt.

1.2 Gliederung

Die Arbeit ist in drei Abschnitte gegliedert:

1. Der zeitunabhingige Teil umfafit die Kapitel 2-4. Neben der Systempreparation wer-
den hier Eigenzustdnde berechnet, Orthogonalitdt und Vollstdndigkeit nachgewiesen.

2. Der zeitabhéngige Teil umfafit die Kapitel 5—7. Aus der zeitabhidngigen Wellenfunktion
werden zuerst relative Besetzungswahrscheinlichkeiten pro Eigenzustand berechnet,
um anschlieBend die Besetzung und durch zeitliche Ableitung den Strom iiber die
Kontaktstelle zu ermitteln.

3. Die Anhidnge A-C enthalten zum einen Probleme rein mathematischer Natur, zum
anderen ausfiihrliche, erginzende Berechnungen.



Kapitel 2

Modelle fiir einen Kontakt

In diesem Kapitel werden zwei quantenmechanische Modelle eines elektrischen Kontakts
vorgestellt.

2.1 Grundséatzliches

Der Kontakt verbindet zwei Reservoire. Die Reservoire werden beschrieben durch eine Ket-
te von dquidistanten Aufenthaltsplitzen, die sich jeweils iiber einen Halbraum erstrecken.
Der Abstand zwischen zwei benachbarten Aufenthaltsplatzen betrdgt a, die Stellen sind
durchnumeriert.

[+~—a—

o} o} o} o} o} o)
-2 -1 0 1 2 3 Platznummer
linkes Reservoir rechtes Reservoir

Abbildung 2.1: Lineare Kette mit dquidistanten Aufenthaltsplatzen.
Der Zustand, welcher klassisch dem eines Elektrons entspricht, das sich am j-ten Platz
befindet, wird quantenmechanisch durch den Zustandsvektor |r;) beschrieben:
Plrj) = rjlrj) = ajlr;) - (2.1)

In dem so eingefiihrten Ortszustandsraum & = {|V|),| € Z} gelten die folgenden Bezie-
hungen:

(ra|rj) = dij (2.2)
2 Il = Ig . (2.3)
j=—o0

Treten keine Kopplungen zwischen den Plitzen auf, so lautet der Hamiltonoperator H,x
(oK = ohne Kopplung) des Systems:

o
Hox = Z €5 |Tj><rj|a (24)
j=—00
€¢; ist dabei die Energie, die ein Elektron besitzt, wenn es an der Stelle j lokalisiert ist.

Im weiteren erfiille das System die folgenden Voraussetzungen:
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e Die Elektronen seien so stark an die Plitze gebunden, dafl nur benachbarte Stellen
aneinander gekoppelt sind.

e Es finden keine Wechselwirkungen statt, daher bleiben wir bei den folgenden Betrach-
tungen im Einteilchenzustandsraum.

e Das System sei konservativ, d. h. der Hamiltonoperator hingt nicht explizit von der
Zeit ab.
e Der Spin eines Elektrons dndert sich nicht.

Beachtet man den Spin und erweitert deshalb den Zustandsraum wie folgt:

E=E0S, (2.5)

so gilt fiir spinerhaltende Operatoren auf &;:
H=HxI,. (2.6)
Dabei ist S der Spinzustandsraum mit der Standardbasis {|+),|—)}.

Die Beachtung des Spins beim Eigenwertproblem H,|¢)), = E|t), bringt gegeniiber
dem Eigenwertproblem H|¢) = E|¢) die doppelte Entartung der Energieeigenwer-
te.

Deshalb wird im oben eingefithrten Ortszustandsraum & “spinfrei” gerechnet.

Damit 148t sich der Hamiltonoperator fiir so ein System allgemein wie folgt darstellen [5]:

(e}

H= D7 € lri)(ril + Vi (Irg) (rjgal + Irjga)(rsl), (2.7)

j=—00

V; bezeichnet die Amplitude des Transfers von der j-ten zur (j + 1)-ten Stelle. ¢;
und V; sind reell. Die Reellwertigkeit von V; folgt aus dem Nichtvorhandensein von
elektromagnetischen Feldern.

In dieser Diplomarbeit werden die nachfolgenden Spezialisierungen des allgemeinen Hamil-
tonoperators H genauer betrachtet.

2.2 Vorstellung der verwandten Modelle

2.2.1 Modell ohne Unordnung

Das einfachste Modell besteht aus einer translationsinvarianten linearen Kette.

0 0 0 0 0 0 lokale Energie
vV 1% 1% 1% 1% Transfer
O (@) O O O O
-2 -1 0 1 2 3 Platznummer

Abbildung 2.2: Lokale Energien und Transfer im Modell ohne Unordnung.
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Hierbei gilt:
e=0,V;=V, VjeZ. (2.8)

Die beiden Reservoire sind zu einem verschmolzen.

2.2.2 Modell ohne ausgezeichnete Kontaktstelle = Modell 1

Im néachsten Modell trennt ein veranderter Transfer zwischen zwei Stellen die beiden Re-
servoire voneinander.

0 0 0 0 0 0 lokale Energie
1% Vv TV \%4 vV Transfer
O (@) O O O O
-2 -1 0 1 2 3 Platznummer

Abbildung 2.3: Lokale Energien und Transfer in Modell 1.

Hier gilt: €=0,V,;=V(1-d;(1—7)),VjeZ. (2.9)
Das bedeutet beispielsweise:

e fir 7 =0 sind die Stellen 0 und 1 ohne Kopplung, d. h. es liegen zwei separate
Reservoire vor.

e fiir 7 =1 sind die Stellen 0 und 1 durch eine vollstindige Kopplung verbunden
und somit geht in diesem Fall Modell 1 ins Modell ohne Unordnung iiber.

2.2.3 Modell mit einer ausgezeichneten Kontaktstelle = Modell 2

Demgegeniiber befindet sich bei diesem Modell zwischen den beiden Reservoiren eine aus-
gezeichnete Stelle 0, deren Energie sich von den anderen lokalen Energien unterscheidet.
Dieser Aufenthaltsplatz ist wiederum mit einem verdnderten Transfer an die Reservoire
gekoppelt.

0 0 €0 0 0 0 lokale Energie
\%4 TV TV 1% 1% Transfer
o} o} o} o} o o)
-2 -1 0 1 2 3 Platznummer

Abbildung 2.4: Lokale Energien und Transfer in Modell 2.

Es gilt: €; = 00 4 V, = V(l - (50_7' + 5_1]')(1 — T)) , VjeEZ. (2.10)

Das bedeutet an dieser Stelle:
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e fir 7 = 0 sind rechtes und linkes Reservoir von der Stelle mit der Platznummer
7 =0 vollig entkoppelt.

e fiir 7 =1 sind alle Stellen durch eine vollstindige Kopplung verbunden und Modell
2 unterscheidet sich vom Modell ohne Unordnung durch die verdnderte lokale Energie
an der Stelle j =0.

Im weiteren soll V' > 0 sein.



Kapitel 3

Eigenzustiande

In diesem Kapitel werden die Eigenzustinde der in Abschnitt 2.2 vorgestellten Modelle
berechnet.

Dazu wird zunéchst der Zustand |k) in Ortsdarstellung angegeben:
k)= 32 cilry) e =(rslk). (3.1)

Das Eigenwertproblem R
Hk) = E|k) (3.2)

fiihrt nach Einsetzen von H gemi$ GL (2.7) und obigem |k) und Verwenden der
Orthonormalitétsrelation (2.2) zu den folgenden Gleichungen:

(E — Gj)Cj = V}'Cj+1 + Vj—l Cj—1 Vj€EZ. (33)

Das Ziel ist nun, diese unendlich vielen Gleichungen mit Hilfe eines Ansatzes fiir die ver-
schiedenen Modelle zu 16sen.

3.1 Modell ohne Unordnung

Da der Hamiltonoperator in diesem Modell periodisch ist, sind, nach dem Blochschen Theo-
rem, die zugehorigen Eigenzustinde Blochzustidnde [5, 6] .

Man gelangt zum folgenden Ansatz:

(k) = ﬁ el = (rlk), (3.4)

|k>=ﬁ S ek gy (3.5)
j=—00

Einsetzen von (2.8) und (3.4) in (3.3) liefert:
Eethal — 7 gthal (ke | e7tha) o E = 2V coska = E(k); (3.6)

|k) ist 27’T—periodisch, und deshalb ist eine Einschrankung von k auf die 1. Brillouin—Zone,
d.h. ke (-Z,T%] notig.

a’a
s

Die Eigenwerte sind mit Ausnahme von k=0 wund k=7 zweifach entartet.

Es mu8 noch nachgewiesen werden, daf} die oben eingefithrten Zustandsvektoren |k), k €
(=2 ,2] ein vollstdndiges Orthonormalsystem bilden.

11
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3.1.1 Orthonormalitit

Aus (3.5) folgt:

00
<kl|k> - N1 Z ez(k—k’)aj‘

j=—o0

Die dabei auftretende Summe wird mit Diracschen §-Funktionen in Verbindung gebracht:

T elkkad %Wd(k Oy (3.7)

j=—o0

Im Anhang A werden die Gleichungen eingehender betrachtet. Mit der Normierungskon-
stante N = 2T sind die Zusténde |k), |k') zueinander orthonormal.

3.1.2 Vollstindigkeit

Zunéchst wird der Hilfsoperator G eingefiihrt:

o™

jus o
A1 a S P a wka(j—1) |,..
G=lim [ ak B)k| = N ;51(1)/_§+€dk ( 3 e i) (] ) .

—0/_=
¢ ;r+ j,l:—OO

Durch Vertauschen von uneigentlicher Integration und Summation erhélt man:

A -1 — : a tka(j—1) .
¢ = 2% eyl + X timbal 1) @00 U D) iy | < B
2w\ .4 a IV —e—0 JNI
Jj=—0 J#l
Somit gilt:
Ho= Y Vlrje)(rjl + )|l = [ dk B(k) k) (K| , (3.9)
j=—o0 e

wobei das Integral als uneigentlich an der unteren Grenze anzusehen ist und E(k) geméif
(3.6) und |k) gemiB (3.5) zu wéihlen sind.

Die bei den anderen Modellen auftretende uneigentliche Integrale werden nicht wie oben
explizit ausgeschrieben. Man bedenke aber, da durch  [°; dk f(k) ein uneigentliches
Integral gemeint sein kann ( ablesbar am Definitionsbereich von  |k) ).

Gleichung (3.4) impliziert, daf es sich bei der Wellenfunktion c¢;(k) um eine frei propa-
gierende ebene Welle handelt, also die Propagation eines freien Teilchens beschrieben wird.
Ein von links einlaufendes Teilchen ist durch k-Werte mit 0 < k < 7, ein von rechts
einlaufendes Teilchen durch k-Werte mit —7 < k < 0 gekennzeichnet. Die Zusténde
mit k=0 und k=7 sind als “Grenzzustdnde” zu gebundenen Zustdnde anzusehen.
Hierbei handelt es sich eigentlich um stehende Wellen. Im Modell mit einer ausgezeichne-
ten Stelle konnen sie sich bei geeignetem 7 und ¢y in gebundene Zustdnde verwandeln

( gekennzeichnet durch komplexes k).

Dieses Modell eignet sich damit nur, um einen “pathologischen” Kontakt zu beschreiben.
Es simuliert hingegen ein Reservoir sehr gut: Das Elektron kann, ohne einen Widerstand
zu spiiren, frei propagieren.
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Das Modell wird an dieser Stelle nicht ndher untersucht. Seine Aufgabe bestand darin, uns,
aufgrund seiner Einfachheit, zur Problemstellung hinzufiihren. Natiirlich findet es, da es ein
Spezialfall der anderen Modelle ist (7 =1, ¢¢ =0), auch noch spiter Eingang in diese
Arbeit.

3.2 Modell ohne ausgezeichnete Stelle = Modell 1

Gegeniiber dem Modell ohne Unordnung gibt es hier eine ausgezeichnete Verbindung zwi-
schen zwei Stellen. Ist der Transfer dieser Verbindung sehr viel kleiner als die Transfers der
anderen Verbindungen, d. h. |7| € 1, so wird eine Potentialbarriere simuliert [4]. Der
Hamiltonoperator lautet:

Hi(r)= Y V(1 =801 =7))(|rjra)(rs| + ) {rjml).- (3.10)

j=—o0

Zieht man das im letzten Abschnitt Erwidhnte in Betracht, so kann man fiir die Wellen-
funktion zum folgenden Ansatz kommen:

Von links einlaufendes Teilchen: 0 < k < 7

_ 1 foekai 4 Ayp(k,T)e ™ <0
o) =75 { By (k, 7) e i>1 (311
Von rechts einlaufendes Teilchen: —2 <k <0
_ 1 [ Bug(k,7)ekas §<0
Cj(k';’r) - ﬁ { ezkaj + AlR(kaT) e—zkaj ] >1 . (3.12)

Die Grenzzustinde mit k =0, k = +7 werden einbezogen und spéter gesondert be-
trachtet.

Einsetzen von (2.9) , (3.11) und (3.12) in (3.3) liefert die folgenden Gleichungen:
(E —2V coska)cj(k,7) = 0 Vi€ Z\{1 o0}

E(1+ Ai(k,7) = VI[rBig(k,m)e*e + e + Ayy(k,r)e*e]  j=0

EBir(k,7)e*® = V[r(1+ Air(k, 7)) + Bir(k, 7)e2*9] j=1
EBir(k,7) = V[r(e*®+ Air(k,7)e ) + Bigr(k,7)e %] j =0
E (ezka + Aigr(k, 7) e—zka) =V [TBlR(k, T) + e2tka | Aig(k,7) e—2zka] j=1.
(3.13)
Aus dem Gleichungssystem folgt:
E(k) = 2V coska
(1 _ 7_2) ezka ezka _ e—zka
A]_L(k,T) = W B]_L(k,T) = TW =: Bl(k,T) (314)
1— 7.2 ezka e—zka _ ezka
AlR(k,T) = # BlR(kaT) =

72 efzka _ ezka T 72 efzka _ ezka :

Man erkennt, daf} die Eigenwerte nicht von 7 abhéngen.
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3.2.1 Spezialfille
e Der Fall 7=1 reproduziert das Modell ohne Unordnung.

e Der Fall 7= —1 bringt einen Vorzeichenwechsel der Wellenfunktion an der Kon-
taktstelle mit sich ( gegeniiber dem Fall mit 7=1).

In allen weiteren Fallen ist

T2ethe _e7%ha — (72 _ 1) coska + (1 + 72)1sinka # 0 fiir reelles 7 und k.

Dort gilt: |k) = [0g) fir k€ {-2,0,7}, wobei [0g) das Nullelement des Hilber-
traumes ist: |0g) =0|r;), V j € Z.

e Der Fall 7 =0 liefert:

2ret*asinka(j —1) <0

. 0<k<ZI
1 > a
ik, 0) = —— ¢ 0 721 (3.15)
VN 0 7=0 T <k<O0
2isin kaj j=>1 a

Es liegen zwei getrennte Reservoire vor. Bei der Betrachtung der zeitlichen Entwick-
lung tritt der vorliegende Fall wieder in Erscheinung.

/ T =0

Modell 1 > 0 < 7l <1
7| =1
] > 1

Abbildung 3.1: Zu unterscheidende Falle in Modell 1

Die Orthogonalitédt und Vollstdndigkeit wird im anschlieenden Kapitel eingehender behan-
delt. Zusammenfassend lassen sich die Eigenzustiande fir 72 #1, 0 <k < 7 darstellen
durch:

1 0 . , 0 .
k,T) = i > (e 4+ Ayp(k,m) e *)r) + 3 Byg(k,m) e ) |, (3.16)
N j=—00 j=1

und fiir den Fall —7 <k <0 gilt:

0 [ee)

1 .
|k, ) = — ( > Big(k,7) ) etk |y 4 +) (e *aj 1 Ayp(k, ) e *99)|r;) ) . (3.17)

N Jj=-o00 Jj=1

mit Ayp(k,7) , Bir(k,7) , Air(k,7) , Bir(k,7) und der Eigenwertgleichung geméif
(3.14).
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3.2.2 Transmissionskoeffizient (7 # 1):

Der Transmissionskoeffizient fiir das System betréagt:

472 sin? ka 472 sin? ka
Ty(k,7) = |Bir(k,7)|? = |Bir(k,7)|* = — .
1k 7) = 1Bk, 7)[" = | Bir(k, 7) T4 —272cos2ka+1 (1 —72)2+ 472sin’ ka
(3.18)
Bei Betrachtung des Reflexionskoeffizienten
1—72)2
Rl(k,T) = ‘AlL(k,T”z = |A1R(k,7')|2 = ( ) (3.19)

(1—172)2 + 4725in’ka ’

erkennt man die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: 7y(k,7) + Ri(k,7) =1.

Mochte man den Transmissionskoeflizienten als eine von der Teilchenenergie abhingige
Funktion angeben, so erhilt man:

- 472 V2 (1 — cos? ka) 72 (4V? - E?)

Ti(E(k), 7) = Ti(k,7) = V2(1—-72)24+472V2 (1 — cos? ka) e (1+712)2—-72E2"
(3.20)

T wird bei festem 7 gemif

(1—72)?

T (k =1—Ry(k =1-
1(k,7) 1(k,7) (1 —72)2 4 472sin% ka

maximal fir k= iz"—a :
472
(1+72)2°

Wir haben also fir £ = 0 eine Resonanz gefunden. Gesucht sei nun die Halbwertsbreite
der Resonanzkurve:

Tl,maz = T’l (0, 7') = (3.21)

Tl,maa: _ 272 _ Tl(EH,T) o By =4V (1 + 7_2)
2 (14

41

Die Halbwertsbreite der Resonanzkurve betragt:

ha,5(r) =2V(1+72)‘/T42+1 > 2V /2. (3.22)

Das Maximum der Resonanzkurve ist also in diesem Modell nicht stark ausgepragt.
Man beachte dazu auch Abbildung 3.2.

3.2.3 Gebundene Zustinde

Die Frage ist nun, ob wir alle Zustédnde erfait haben. Neben den zuvor diskutierten ausge-
dehnten Zustdnden kénnten auch noch gebundene Zustinde eine Rolle spielen. Man findet
sie als Polstellen der Wellenfunktionen der propagierenden Zusténde [8]. Weil keine Diver-
genzen auftreten sollen, werden sie durch k—Werte mit positivem Imaginérteil reprasentiert.
Die Symmetrie der Anordnung fithrt dann zum folgenden Ansatz:

1 ezkaj i >1 1 eali . ka .
(k) = \/—N{ Bekalld) < }:ﬁek o +peteoa—4] . (329)
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Abbildung 3.2: Transmissionskoeffizient in Abhangigkeit von der Energie und von 7.

dabei sei die 8-Funktion wie untenstehend definiert:

0 z<0
0(z) = { 1 >0 °
Einsetzen von (2.9) und (3.23) in (3.3) ergibt:
(E —2V coska)cj(k,7) = 0 vV o je 2Z\{1,o0}
BE = 7V +[Vethe j=0 ) (3.24)

E = Vet 487V j=1

Durch Umformungen erhélt man:

E(k) = 2V coska
g2 =1 (3.25)
B = Tete,

Aus der Gleichung fiir j =0 kann man mit Hilfe von
k=k +oki, k>0, —L<k<Z
a a

die folgenden Gleichungen
B = tcoskpa e Fic

—k;a

0 = rsinkrae ableiten.

Unter den oben angegebenen Bedingungen gibt es vier Losungen.

1. Fal: B=1

e 1. Losung: r =0 ekia = falls T>1

k
e 2. Losung: kr =72 ehit = —r falls T<—1.
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2. Fall: B=—1

e 3. Losung: 0 R falls T<—1

k, =
e 4. Losung: k. = ekie — 1 falls T>1.

SIE!

Also gibt es fiir 72> 1 zwei lokalisierte Eigenzustinde |k®),7) mit den Koeffizienten
gemif (3.23), wobei

fir 7>1 : E¥a=_(1-8)+:lnr (3.26)

und fir 7< -1 : kWBg=

il
2
g (1+p8) +1ln(—1) B==+1, gil.

Der Energieeigenwert 148t sich aus E(k) = 2V coska berechnen.

3.3 Modell mit ausgezeichneter Stelle = Modell 2

Zusétzlich zu Modell 1 besitzt die Stelle j =0 die lokale Energie ¢p. Je nachdem welche
Werte ¢y und 7 annehmen, simuliert der Aufenthaltsplatz j = 0 eine Lokalisationsstelle
oder eine Resonanzregion [4].

Der Hamiltonoperator lautet wie folgt:

Hy(r,e0) = Y djoeo lrj)(rjl +V [L—(doj +3-15) (1 = )] Irja)(rl + |r)(risal 1. (3:27)

j=—00

Nach dem oben Gesagten sind zwei Ansétze zu formulieren [8]:

3.3.1 Streuwellenansatz

Gegeniiber (3.11) und (3.12) wird nun fiir ¢o(k,7) kein spezieller Ansatz gewéhlt, son-
dern mit Hilfe des Gleichungssystems bestimmt.

Von links einlaufendes Teilchen: 0 <k < %

1 ekl 4 Ayp(k,7)e ™ j <0
CJ(kaT) - ﬁ { BzL(k,T) etkaj i>0 (3'28)
Von rechts einlaufendes Teilchen: —% <k<O0
1 Bog(k,T) etk i <0
G5 (k’7—> - ﬁ { ezkaj + AQR(k,T) efzkaj _7 >0 (329>

Das Einsetzen von (2.10) , (3.28) und (3.29) in (3.3) liefert fiir von links einlaufende
Teilchen das nachstehende Gleichungssystem:

(E —2V coska)cj(k,7) = 0 Vje Z\{—o0,!, 00}
E(e7™ + Ayp(k,7)) = Ve 2kt Aop(k,7)e®a + 14/ Negr(k,7)] j=-1
(E — e)VNeor(k,7) = 7V [e ™+ Ayp(k,7)e*@ + Byp(k,7)e] =0

EBor(k,T)e*e = V [T\/NCO,L(IC,T) + Bor(k, T) %] j=1.
(3.30)
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Durch Umformungen erhélt man:

E(k) = 2V coska
k ik 9 .
Ba(k7) = 7 2)\ — (1ei (;7'_2)ee:kaa— e e X —(1— T;;-ccfslrllclcji 12 sinka
Asp(k,7) = Bop(k,7)—1 (3.31)
cor(k,7) = \/—1N7'_1 By (k,T),
wobei A = g{- ist. Durch analoge Betrachtungen erhélt man fiir von rechts einlaufende

gl

Elektronen (k < 0):
A2R(ka T) = A2L(_ka T) B2R(ka T) = BZL(_ka T) CO,R(ka T) = CO,L(_ka T) . (332)

Man kann die Wellenfunktion insgesamt wie folgt angeben:

cj(k,7) = ;%(w—mxww—eﬂmn+3mmﬁmwmu—u—f4wwg, wobei
Bz = BZL und Co = Co,L gllt (333)

Spezialfille

Es treten die folgenden Spezialfille auf:
T =20

1 > A=1-—72

Modell 2 > 1< A=72-1
AN < 1-72, 7 #0
A>1-72 7 #0
A< 712-1, 740

Abbildung 3.3: Zu unterscheidende Falle in Modell 2

e Der Fall 7=0 liefert:

2isinkaj 7 <0

0<k<Z
1 - - 1 0 Jj=0 a
¢j(k,0) = —=[0(—kj)(e™V —e )] = — :
VN VN0 a0l g
21sinkaj 7 >0 a
(3.34)

Zusétzlich zu zwei getrennten Reservoiren liegt hier noch eine lokalisierte Stelle vor.

Falls ¢ zwischen —2V und 2V liegt, so erhélt man aus (3.30) ein beliebi-
ges co(k, 7). Wir setzen zunichst wie oben c¢yp(k,7) =0, was spiter durch den
Lokalisationsansatz und die Orthogonalitéit gerechtfertigt wird.

In allen weiteren Féllen sei 7 #0.
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e A=1—-72 Fir k=0 existiert der Eigenzustand

o0

1N Z (1—771) boj] Irj)

zum Eigenwert E(0) =2V .
Fir k=47 gilt: %) =1—12) = |0¢).

e A=72—-1. Fir k= +7  existiert der Eigenzustand

2y =]-= 2 [ ==l

%\H

zum Eigenwert E(7) = —2V.
Fir k=0 gilt: |0) = [0g).

e Treffen die beiden letztgenannten Fille gleichzeitig zu (A = 0,72 = 1), so liegt
das Modell ohne Unordnung vor (siehe Abschnitt 3.2.1).

In allen anderen Féllen weist c;(k,7) keine Nullstelle im Nenner auf, so dal |k) = |0¢)
fir ke{-2,0,2}.
Transmissionskoeffizient

Die oben benannten Spezialfille seien von der folgenden Betrachtung ausgeschlossen. Fiir
dieses System berechnet sich der Transmissionskoeffizient zu:

4 .. 2 ka
To(k,7) = | By(k, 7)2 = T s — R[By (k. 7)] . 3.35
hom) = 1Ballem) (A — (1 — 72) cos ka)? + 74 sin? ka [Ba(k, 7)] (3.35)
Der Reflexionskoeffizient betrégt:
Ro(k,7) = |Ba(k,7) — 12 = | Ba(k, 7)|2 — 2R[Ba(k, 7)] + 1 =1 — Ta(k, ), (3.36)

also ist auch hier die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit gegeben.

Der Transmissionskoeffizient ergibt sich als eine von der Teilchenenergie abhéngige Funktion
zu:

[ 474 V2 (1 — cos? ka
B0, =hkn) = 4VZ[(A—(1-1?2) C(Es ka)? + 7'4)(1 — cos? ka)]
_ 7 (4V? - E?)
T @QVA—(1-T2)E)2 +r(4V2— E?)° (3.37)

Die Diskussion der Funktion 75(k,7) ist im Vergleich zur Betrachtung von 7Ti(k,7)
schwieriger: Zum einen beinhaltet T5(k,7) eine weitere verdnderliche Gréle A, zum
anderen ist die Abhingigkeit von k komplizierter.

(A — (1 —7%)cos ka)?
(A— (1 —72)coska)? + T¢sin’ ka

To(k,7) =1— Ra(k,7)=1—
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Ist |\ <|l—-7%, sowird T maximal, falls

)\Z26—‘0/,2(1—7'2)00Sk‘a¢>60=(1—7'2)E
Ikmwz=:fb(1fia,7):=1. (3.38)
Es gilt:
g%%==%=@wwﬂ & (3.39)
Eg = %()\(1—7'2):|:7'2\/(1—7'2)2+7'4—)\2>.

e Fiir 7 <1 ergibt sich:

By = e+ 721/4V2 — €. (3.40)
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Abbildung 3.4: Transmissionskoeffizient in Abhdngigkeit von der Energie und von T
fir A =0

In den Abbildungen 3.4 und 3.5 sind Transmissionskoeffizienten iiber der Energie und
iber 7 aufgetragen. Fiir die Halbwertsbreite der Resonanzkurve gilt:

hz,B(T, 60) = 27’2\/4‘/2 - 6(2] , (3.41)

damit ist die Resonanzkurve stark ausgepragt.

Das bedeutet, daf die einlaufenden Teilchen von der Potentialbarriere total reflektiert
werden, es sei denn ihre Energie liegt sehr nahe bei €¢g. Man spricht im vorliegenden
Fall vom Proze des Resonanz—Tunnelns und nennt ¢y Resonanzenergie [4].

e Fir |r| > 1 bleibt nach (3.39) die Halbwertsbreite immer iiber 2V, und man
erhilt hier keine ausgepréigte Resonanzkurve.
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Abbildung 3.5: Transmissionskoeffizient in Abhangigkeit von der Energie und von T
fir A = 1.2

Ist |A| >|1—72%|, sokann man durch elementare Kurvendiskussion zeigen, dal T
maximal wird, falls:

.2 4V2 (1 — 72
cos k.a — T P — M ,
A €0
- (4V2(1-1?) ™ T
T ar = T _—, —] = . .42
2,m 2 ( €0 T TN - (1-72)2 A2—(1-272) (342)

e Fiirden Fall A2 (1—7%)? gilt Tomes < 1.

Die einlaufenden Teilchen werden total reflektiert. Dieser Prozef} ist weitgehend un-
abhingig von der Elektronenenergie.

3.3.2 Lokalisationsansatz

Wir nehmen an, daf§ ein Elektron an der Stelle j =0 lokalisiert ist und die Wellenfunk-
tion mit |j| exponentiell abfillt. Es sei zundchst 7 #0, fir c¢o(k,7) wird wiederum
kein spezieller Ansatz gewiahlt, aber es werden komplexe k—Werte mit positivem Ima-

ginédrteil zugelassen:

1 .
cj(k,7) = ﬁe’kam , j#0. (3.43)

Einsetzen von (2.10) und (3.43) in (3.3) ergibt:
(E —2V coska)cj(k,7) = 0 Vje2Z\{—o0,/,00}
Eeke = V[ 4 r\/Ney(k,7)], |il=1 (3.44)

(E—eo)\/ﬁco(k,ﬂ = 27 Ve, j=0.
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Umformungen fithren zum folgenden Gleichungssystem:

E(k) = 2V coska
|

corlk,t) = —71 3.45
0. (k,7) Wi (3.45)
28 = (1—2r%)ete et
Aus der letzten dieser Gleichungen erhélt man mit
k=k +oki, k>0, —L<k<Z
a a
die Bedingung, fiir welche k—Werte der Ansatz giiltig ist:
[(1—272) e "% 4 ki) cos kpa = 2A
2[(1 = 2r%)e ki@ — ek sinka = 0.
Man unterscheidet drei Falle:
e LLFal k=0 efia= X4+,A2-(1-272) falls A>1-—72.
e 2. Fall: kr =12 ekt = X\ +/22 — (1 —27?) falls A< T2 1.
e 3. Fall: e?hie = (1 -272) <1 Widerspruch zu k; >0.
Somit erhdlt man, abhingig von A und 7, hochstens zwei lokalisierte Zusténde.
Der Zustand |k,7) mit
o0
|k, ) = Z ekalil[1 — (1 — 771) 8gs] ;) (3.46)

ist nur dann Eigenzustand zum Eigenwert E(k) = 2V coska, falls

entweder A >1—172, ka=1ln[\+ /A2 — (1 —272)] (3.47)
oder A<72—1, ka=n+1ln[-A+ /A2~ (1-272)] gilt. ’

Spezialfall

Fir den Fall 7 = 0 liefert obiger Lokalisationsansatz keine Losung. Betrachtet man
(2.10), so erkennt man, dafl die Stelle j =0 von der rechten und linken Teilkette vollig
abgeschnitten ist.

Befindet sich ein Elektron mit der lokalen Energie ¢y am Platz j =0, so hat es keine
Moglichkeit, von dort wegzukommen.

Aus diesen Uberlegungen kann man die Behauptung,
o0
|k :=0,7=0) = Z doj [r5) = |ro) (3.48)
j=—00

ist Eigenzustand zum Eigenwert FE(0) = ¢y, ableiten und sie mit Hilfe von (2.10) und
(3.3) beweisen.
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3.3.3 Abhéangigkeiten von 7 und A

Wie oben schon angedeutet worden ist, hdngt das Ergebnis stark davon ab, welche Werte
7 und A annehmen.

Man erhilt ein Resonanz-Tunnel-Problem, wenn || < 1 — 72 ist. Dort gibt es keine
gebundenen Zustdnde ( man betrachte dazu auch Abbildung 4.1 auf Seite 38).

Im Fall |A| > |1 — 72| tritt ein gebundener Zustand auf (|7] <1).

Im weiteren wird hauptsachlich auf die Simulation einer Potentialbarriere eingegangen.
Durch einen um den Faktor |7| < 1 gesenkten Transfer ist der Transport iiber die Kon-
taktstelle hinweg behindert. In diesem Fall macht sich der Unterschied zwischen Modell 1
und Modell 2 bemerkbar: In Modell 1 treten nun keine gebundenen Zustdnde auf, in Modell
2 kann das Auftreten solcher Zustdnde hingegen durch entsprechend vorgegebene Werte der
lokalen Energie am Platz j =0 bewerkstelligt werden.

Im néchsten Kapitel wird jedoch die Orthogonalitdt und Vollstindigkeit nicht nur fiir
|7] < 1, sondern auf allgemeinster Ebene gezeigt.



Kapitel 4

Orthonormalitiat und
Vollstandigkeit

Es gilt nun zu zeigen, daf} die im letzten Kapitel eingefithrten Eigenzusténde ein vollstandi-
ges Orthonormalsystem bilden. Dabei werden auch die noch unbekannten Normierungskon-
stanten bestimmt.

4.1 Orthonormalitit

Da Eigenzusténde zu verschiedenen Eigenwerten zueinander orthogonal sind, geniigt es, die
Zustdnde mit gleichen Eigenwerten zu priifen. Hieraus erhélt man gleichzeitig die Normie-
rungskonstante.

Aus diesem Grund sind die gebundenen Zustédnde in den meisten Féllen unproblematisch
und werden an den Schluf8 der Betrachtung gestellt.

Die Eigenzustidnde kann man in den beiden Modellen wie folgt darstellen:

0o

k,m)s = Y cjis(k,T)Irs) (4.1)
j=—o00

BS,T(k, T) = [Tfl (551 orr + 552) + 051 5TR] Bs(|k|, T) j=0

cj7s(k7 7—) =

?

=~

O(—kj)(e®* + Asr(k,7) e~ ) + 0(kj) Bsr(k,7) e j £0

wobei:

e s €{1,2} das jeweilige Modell bezeichnet.

_J L falls sgnk=1
'T_{R falls sgn k = —1

festlegt, ob ein von rechts oder von links einlaufendes Teilchen beschrieben wird.

e k-Werte mit 0 < |k| <7 betrachtet werden sollen, da fir k=0, k==+T die
Energieeigenwerte sowieso nicht entartet sind.

24
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Damit ergibt sich:

o0
1
(K. 7lh,m)s = D0 ¢ (K, 7) cjs(k, ) = N {[Bg,T’(k,,T)]* Byr(k,7) (4.2)
j=—00
£ Y [6(=R) +0K5) By (', 7) ) + 0(—Kj) A o (K, 7)) 2]
j=—00

x [(6(—kj) + 0(kj) Bor(k, 7)) €% + 6(—kj) Agr(k, 7)) e 9] (1 do;) }.

Indem man negative j durch [ = —j substituiert, erhdlt man:

—

1 o0
M%wm=N%QMMﬂW&wﬂ+Z¥wMMmWMﬂww%,&m
j=1

wobei €; und 6 aus C° sind und M, eine komplexe 4 x 4-Matrix ist.

—

€5 6 und M, sehen wie folgt aus:
eU(k+E )aj

. eU(k—k')aj

&j(k, k') = o—t(k—H')aj
e uk+k")aj

Asr(k,7) Ds(k,K',7) 0 A (K 7)
Cs(k,K',7) Bsr(k,7) B:,T,(k',T) 1

1 B;p(k',7)  Bsr(k,7) Cs(k, K, 7)
Af (K, T) 0 Dy(k, k', 1) Asr(k,T)

Ml’s(k,kl,T) =
(4.4)
6(k, k') =

Cs(ka klv T) = BS,T(ka T) B:,T’ (k,a T) + AS T(kv T) A:,T’ (klv T)
Dy(k,k',7) = Asr(k,7) B:,T,(k', 7)+ Bs1(k,7) A:,T,(k', 7).

411 kK’ <0

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 0 < £ < T und —7 < k' < 0. Damit
vereinfacht sich §(k, k') zu:

6(k, k') =

S O = O

und es gilt:

S<k177—|k77—>s = %{[BE,R(I‘;I’T)]* Bg,L(k77—) (4'5)

_I_

o
Z Ds(k, kl, T) e1(k+k’)aj + BS,L(k, 7_) e’t(k—k’)aj + B;R(k,, 7_) el(kk’)aj] } .
7j=1
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Geméf den Formeln des Anhangs A ergibt sich:

ks = - {[B Rk, I B4 (k) (46)

+ lim [Da(k, k', 7) S(k + K, €) + By 1(k,7) S(k — K, €) + By g(K',7) S(K — k. )] } .

Weil —I<k+k<Z, 0<k—K<2Z  und weil
Dy(k, k', 7) = fs(k, k', 7) sin w (4.7)
gilt, ergibt sich geméf Abschnitt A.2.1:
Wik, 7Y = o 1BS (T B o(y) + Fu(k K m) UK+ K, 0) (45)
+ % [B&L(k,T) (—1 +2cot w> + B} p(K',7) <—1 —1cot WH } ,
mit  fi(k, k', 1) = 13217(15)1];12;)) cos (% +2k')a , Ny (k) = 72 etha _ g~tha
und  fo(k, k', 7) = #ﬁz(ld) [(1 —72) cos w — A\ cos w] , (4.9)

Ny(k) = X—(1—17%) coska+17°sinka

berechnet sich 4(k’, 7|k, 7)s mit Hilfe der stetigen Fortsetzbarkeit von U(k + k',0)
gemif (A.13) und (A.14) fir k' =-k zuw

1
~ N Ni(—k) Ni(k)
X [4r sin? ka — 27 (1- 72) — 7 Ni(—k) etha _ T Ni(k) eﬂka] =0

bzw. (4.10)

,7_2

~ N Na(—k) No(k)
1
x[sin? ka — (1 — 72) + Acos ka — 5 Na(—k) etka _

1<_ka T|k7 T>1

2<_ka T|k7 T>2

1
3 Ny(k)e ] = 0.

Damit sind die Zustédnde |k,7)s und |—k,7)s fir s=1,2 zueinander orthogonal.

41.2 kk'>0

—

Jetzt soll gelten 0 <k, k' < T . Damit nimmt 6(k,k") die folgende Gestalt an:

6(k, k') =

SO O
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und man erhélt:

1 e .
sk 7|k, T)s = N{[BS,L(I‘;',T)]* BS’L(k,T) + [Z A r(k,T) oU(k-+k")aj (4.11)
j=1

+Cs(k, kl, 7_) el(k—k’)aj + e—l(k—k’)aj + A:yL(k/’ 7_) e—l(k+k’)aj] } -

Mit Hilfe des Anhangs A leitet man ab:

sk',Tk,Ts:l B (K, 7)* B (k,7) + lim | A, (k,7) S(k + K, e 4.12
N S,L S,L e—0 9

+Cs(k, K, 7) S(k — K €) + S(K — k,€) + A3 (K, 7) S(—k — K, €)| } .

2
Wegen 0<k+k <, —T<k-K<T und

(k—Kka

Cs(k, k', 7) =1+ folk,—k',7)[1 — (1 — 77 1)d1,] sin folgt (4.13)

B2,y B (k)

-|-1 |:A57L(k,7') (—1 + 2 cot M) + A;L(kl,T) (—1 —1cot WN (4.14)

2 2
. ' 11 (k—K')a
lim [fs(k,—k,r) 11— Y d] sin "

3<kla7'|ka7'>s =

S(k— K, e) + 2R [S(k — ¥, e)]] } .

Der Grenzwert wird mit Hilfe von Formeln des Abschnitts A.2 berechnet:

lim [fs(kv _klaT) 1-(1- 7'_1) 015 Sinw

e—0

S(k— K, e) + 2R [S(k — K, e)]]

2
= folk,—K', 7)[1 = (1 — 7 V)60, ] Uk — K',0) — 1+ — §(k — k). (4.15)
a
Spaltet man von (k',7|k,7)s die é—Funktion ab:

1 2
Kl )s = 3 sk, 7)o (K — k')] , (4.16)
und setzt k' =k, so erhilt man:

1
1 -
TN (B sinka

1
X {4 sin®ka — 2 (1 — 72) sinka + S ul— ) [N} (k) e®*e — Ny (k) e—ma} —0
bzw. (4.17)

2
92(k, k,T) =

gl(k;k;T) = -

| V2 (k)2

1 1
x[sin? ka — (1 — 7%) + A cos ka — 2 N3 (k) e — 2 Ny(k)e™*] = 0.

Also gilt:
1 27
s<kla lea T)s = N : 5(k - k,) ’ (418)
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womit die Normierungskonstante N durch

2
N=— 4.1
: (4.19)

festgelegt ist.
Fiir negative k, k' liefert eine analoge Rechnung das gleiche Ergebnis.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl die ausgedehnten Zustidnde in beiden Modellen mit
N gemif (4.19) orthonormiert sind.

4.1.3 Gebundene Zustiande

e Im Fall s =2, 7 =0 ist gemiB Konstruktion |k = 0,7 = 0) = |0,0) auto-
matisch orthonormiert, denn kein ausgedehnter Zustand beinhaltet den Basiszustand
|ro) und aufgrund (2.2) gilt:

(0,0[0,0) = (ro[ro) = 1.

e Im Fall 7 # 0 liegen die Energieeigenwerte der gebundenen Zustdnde iiber oder
unter den Eigenwerten der ausgedehnten Zustdnde. Damit sind nur noch die Normie-
rungskonstanten fiir die lokalisierten Zustdnde zu bestimmen.

Fiir die betreffenden k—Werte gilt:

(k,T|k,T) =N Z |c;j(k, 7))
]_—oo
1. Fall: s=1:
Mit (3.23) ergibt sich:
: ka(1— kaj |2 o~ 2ukaj 2
N = 3 e P S -2 e -
j=—00 j=
also fiir T>1 mit kga = g (1-p8)+:tlnT
und fiir T<—-1 mit kga = g (1+78)+eln(—7) gilt:
2
2.Fall: s=2:
Wegen (3.46) errechnet man:
S tkalj||2 -1 2 1 2kaj __ 1 2
N = Z ‘e | [1-(1-7' )50]] = +2Ze T2+m. (4.21)
j=—o0 j=1

Das bedeutet, dafl man
fiir 2—14X8>0

mit  kpa= 5 (1=F) +eln [Aﬁﬂ/v—(l—zﬂ)] (4.22)

1 1
Ngop(T,A) = — erhilt.

2 AP+ By -T2 - (1)
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Somit sind alle Normierungskonstanten bestimmt, und man kann mit der Betrachtung der
Vollstdndigkeit beginnen.

4.2 Vollsténdigkeit

Weist das System sowohl ausgedehnte als auch gebundene Zustdnde auf, so ist zu zeigen,
daB die folgende Beziehung giiltig ist:

Ie = Vo o(7) + Vy (1) = / dkq [kar T)s s(kar | + Y kg T)s s(kg,ir T, (4.23)
Ta J

a

wobei durch |k, 7); ausgedehnte und durch |kg ;,7)s gebundene Zustdnde bezeichnet
werden.

Zunéchst sollen die ausgedehnten Zustdnde mit 7 # 0 betrachtet werden.

4.2.1 Ausgedehnte Zustinde

Aufgrund von (4.1) gilt:

Vs (1) = / 8 dk( S sk, c;:s(k,f)|r,-><r,|) . (4.24)

I
a j,l:—OO

Nach Vertauschen von Summation und Integration erhilt man:

Vos) = 3 (/_ decj,s<k,f>czs<kn>) )

Jil=—00
o0
= D ve(r)|rs)ml,  also (4.25)
Jil=—00
vigs(r) = [ dkejs(k,m) (K, T).

SRE]

Das Aufspalten des Integrals in den von rechts und links einlaufenden Anteil ergibt:

vigs(T) = /0 dk [cjs(—k,7) (=, 7) + ¢ja(ky ) € (B, )]

und man erkennt: Vj1,s(T) = v (7). (4.26)
Wegen (4.1) nimmt man eine Aufspaltung in drei Fille vor:
1.Fal: j=1=0
Das Einsetzen von (4.1) in (4.26) liefert:
_a e 0 2 2
wos(r) = o [ dk [IBLa(=k,7) +[Bap(k, )]
™ Jo
a s
= o fie(n) [ AR T k), (4.27)
™ 0

. 1 2
mit fl,s(T) = (1 + ﬁ) 051 + ﬁ dso .
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2. Fall: j=0, 1#0

Hier ergibt sich:

vopelr) = 271'/ dk B p(~k,7)
[ ) (ezkal + A k’ 7-) eflkal) + 9(_1) :,R(_ka 7_) ezkal]
ol (00 (7 4 4316, ) ) 4 00 B (k) e

- if2,s(7) * dkaR [Ba(k,r)e*ell] | wobei (4.28)
27 0

fas(r) = @Iﬂ0+%w4ﬂ+%al

3. Fall: FE A

Dieser Fall wird etwas ausfiihrlicher dargestellt. Es gilt:

vj1,s(T) = / dk |6(j (e"k‘”' + As r(—k,T) e’k“") +6(—j) By r(—Fk, 7) e—zkaj]
9 l (ezkal +A —k 7_) efzkal) +9(—l) :,R(_kaT) ezkal]
6(=7) (™49 + A5 p(k,7)e™*) +6(j) By p(k,7) "] (4.29)

0 l) ( —kal +A (k,T) ezkal) +9(l) B:,L(k,T) e—zkal] ]

o
< [o
+ e
< [e
Aquivalente Umformungen fiihren zu:

™

vias(r) = [ " dk (k) M2 (k) 9,1, mit
etka(ji+1)
. ezka(j—l)
ej,l(k) = e—tka(j—1) und
e—tka(j+1)
(4.30)
As,R(_kaT) Ds(kaT) 0 A:,L(kaT)
_ Cs(k,T) B, r(k,T) B} (k,T) 1
Mos(k,m) = 1 B: p(—k,7) Byr(~k,7) Cs(k,7) wobel
A:,R(_k77—) 0 D;(va) A,L(kv )
Cs(k,7) = |Asr(—k,7)|% +|BsL(k,7)|?
Cs(k,7) = |Asi(k,7)> + |Bs,r(—k,7)?

Dy(k,7) = Asr(—k,7)Bgg(=Fk,7)+ A; (k,7) Bs,L(k, T) gilt.
Mit den Vereinfachungen:
Dy(k,7)=0,  Cs(k,7)=Cs(k,7) =1
und mit Hilfe von (3.14) und (3.32) kann My 4(k,7) in zwei Matrizen zerlegt werden:

M (k,7) = MY + MP) (k, 7).
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Dabei nehmen M go) und M gi)(k, 7) die folgende Gestalt an:

-1 0 0 —
0 1 0 0
My = Loo 1l (4.31)
-1 0 0 -1
(7051 + 052) Bs(k, ) 0 0 (851 + 052) B (K, T)
(B) _ 0 BS(kaT) B:(k:aT) 0
Mo (k) = 0 B:(k,7) Bi(k,) 0
(7851 + 052) BX(k,7) 0 0 (L6451 + 852) Bs(k, )

Mittels der Zerlegung von M, kann man wv;;, in analoger Weise aufspalten:

vi1s(T) = v§?,) + v](.ﬁ)s(T) . (4.32)

e Man erkennt, daff fir j-1<0 M go) keinen Beitrag zu U](.?l) liefert. Andernfalls
gilt [9]:

—

é’f,l(k) Mgo) 6(j,1) = —ehalitl) 4 gkali=1) 4 g=tka(i—1) _ o=tka(i+]) — 4gin kaj sin kal .
(4.33)

e e (0)
Also ergibt sich fiir v,/ :

0 na [a o I ,
v§-7l) = 0(jl) ;/0 dk 2sin kaj sin kal = 6(j1) - di1 o= 0(51) 61, (4.34)

was man durch zweifache partielle Integration unter Beachtung des Spezialfalls
j =1 zeigen kann.

e Den anderen Teil kann man zu

—

&h(k) MY (k,7)6(3,1) = [(T5sl+5sz)9(j)9(l)+9(j)9(—1)+9(—j)0(l) (4.35)
4 (L0 46) 0-5)0(-0)] - 2 [y, 7) 1]
zusammenfassen.
Damit wird v;;,(7) zu:
Viaelr) = OGS+ 2 fagaslr) [ " dk R [B,k,r) el 0] | (1.30)
1

mit  f31.(7) = (701 +ds2)0(5)0() + - (051 + 7 ds2) O(—3) (1)
+6(5) 0(—1) +6(—j) 6(1) .

Zusammenfassung der drei Fille

Im Fall 2 und 3 weisen die Integranden die gleiche Struktur auf. Im Fall 1 gilt es nun, von
Ts(k,7) zu R|[Bs(k,7)] zugelangen. Betrachtet man (3.14) und (3.35), so erhilt man:

Fuo(T) Ty, 7) = % (851 + 852) R[By(k, 7)]. (4.37)
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Setzt man Bs(k,7) = 7° Bs(k, T)

und zieht jetzt alle drei Félle in Betracht, so ergibt sich v;;,(7) zu:
viaslr) = 8GN &+ fjalr) [© ak R [Byk,ryeteliH]  (438)
0

mit fj,l,S(T) = (1-27) dj0 010 + T(5j0 + dp0)
+0s1 (1 — 7) [0(—3) d10 + 8(—1) 0]
+720(5) 0(1) + (861 + 7> 852) 6(—3) 6(—1)
+7°[6(5) 0(=1) + 6(—7) 6(1)] .

Bestimmung von I ,(7)

Als einzige unbekannte Grofe in (4.38) bleibt

Is(r) = /0 © dk R [By(k,7) %] = # l /0 “dk Bk, r)e | GEN, (439

zu berechnen.

Dieses Integral einer komplexwertigen Funktion {iber ein reelles Intervall fithrt man in ein
Kurvenintegral langs des Weges + in der komplexen Ebene iiber.

Dabei sei der Weg ~ wie folgt parametrisiert:

: [O’%] - C ! _ ka __
v { k — oz = ,-Y(k) — etka > Y (k) =1a¢e =1a ’}/(k), (440)

und das Wegintegral berechnet sich nach:
/ dz f(z) = / " dk £(7(K)) 7' (k). (4.41)
o 0

Zuvor wird die unecht gebrochenrationale Funktion

Bs(z,7) := BX(k,T)
in eine ganzrationale und eine echt gebrochenrationale Funktion zerlegt:

Bs(z, T) = BS’Q(T) + Bs,b(z, T)= Bs,a('r) + B:’b(k, 7), (4.42)

und der ganzrationale Anteil integriert.

Dabei erhilt man:

B e—zka _ ezka 1— 7_2
Bik(k’ T) = 72 e—tka _ gtka =1+ 72 _ 2tka (443)
_ e—zka _ ezka A ezka _ (1 _ 7.2)
B;(k’T) - 2\ — (]_ _ 2T2)e—1ka — etka =1+2 e2tka _ 9) etka + (1 _ 27-2) ’
~ ~ - 1—72
B1,a(T) = Bau(1) =1,  Biy(z,7) = 50—, (4.44)
T — 2
~ Az — (1 — 72
BZ,b(zaT) =2 ‘ ( U )

222Xz + (1—272)°
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Die Integration iiber Bs,a(r) e~ liefert:
™ B ] 'IT/(I ] = O
/ “dk Bya(t)e 9 ={ 0 j=2 leN . (4.45)
0 —%/(aj) j=2-1 leEN

Deshalb gilt:

s tka
™ a . —tkai t0€°
IjaS(T) = E j0 +/ dk Bs b(kaT) thaj 10 etka

™ B, p(z, 7
= E jo + R l/ dz va 21 ] - (4'46)

Als néchstes ist eine Partialbruchzerlegung auszufithren:

stb(z7 T) — 53 ( ) — aj’s’]_(T) _I_ ],S 2 T) + ‘%1 ]75 n )
2t [z = dop (7)][z — ds2(T)] 27F1 2 —dsa(7) 2 —dsp(7)

(4 47)

wobei die Koeffizienten explizit in Anhang B.1 berechnet werden.

Fir n>2 besitst f(z)=2"" die Stammfunktion F(z)= —(n—1)"12z""t! (siche
dazu auch [10]).

Damit gilt:
azg) il (%) j+1
M _ LS| () [Tl 1 [bj,s,n(T) i
/d l — " ] - wél(n—l)zn—l ~(0) N mng2 (n—1) @+ DD

(4.48)
was eine rein imagindre Grofe ist.

Analoges gilt fiir  f(z) = (z — A\)72, was beispielsweise fir A2 =1— 272 in der Parti-
albruchzerlegung auftritt.

Mit . o
/d [ s ] _ i) Ldz L bisaln) o, gbj,S,l(T) (4.49)

a z (14

ergibt sich

Li(7) = = [0j0 + bj.ea(7)] + R

1 ajs1(7) ajs2(7)
E/ydz (z_’ds’l(T) + z—]ds,z(r)ﬂ : (4.50)

n (4.50) tritt nun das Integral

Mit (4.41) und dem Weg:

Vm{ "3 Ssm(k)zfy(M—dsm(T) T =tan®), (@5

1
gilt: / de — / a "” ) _ / dz >, (452)
Y (T) Ys,m z
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Deshalb errechnet man:

Ij,s(T) — m {5]0 + bj’2,1(7') + R [% Zaj’s’m(T)[Y dz %‘| } . (453)

a

Die Berechnung der in (4.53) auftretenden Wegintegrale wird in Anhang B.2 vollzogen. Als
Zwischenergebnis erhélt man:

Yo (2] =10 P )] + 2 [are rm (£) } = avglem(0))]

was nach Einsetzen der Funktionen in den unterschiedlichen Féllen zum folgenden Ergebnis
fithrt (ausfiihrlicher in Anhang B.2):

dz 1 = [ln
z

Ys,m

Lia(r) = ~{8j0—6(" = Dlajia(r) + ajua(r)]f (4.54)
Lia(r) = ={80—[0( =1+ N ajou(r) + 6(” 1= N ajaa(r)]}.  (455)

Bestimmung von Va,s (7) :

Aus (4.25), (4.38), (4.39), (4.54) und (4.55) ergibt sich:

00 ‘ a
Va,l(T) = Z [9(][) 5]'1 + ;{(1 — 27‘) (5]'0 o0 + T(5j0 + 510)

Jl=—00
+(1—7)[0(=7) b0 + 6(—1) 0]
+60(—j) 8(=1) + 7[8()) 6(=1) + 6(—4) 6(D)] + 7°6(j) 9(1)}

%2 {Stein0 = 66 = D a1 (r) + g} b

= Ie—6(r* - 1){ S Fia() [ag 4,0, () 4 agji,2(7)] |7'j><7'l|} . (4.56)

j,l:*OO

Mit Anhang B.3 ist fir 0 <72 <1 die Vollstandigkeit gezeigt.

0 ' a
Vaar) = 30 (6008 + {1~ 27) 80 o+ (50 + )

j,l:—OO

+72[0(—3) 6(=1) +6(j) 6(=1) + 6(—3) 6(1) + 6(j) 9(1)]}
x {850 = 6" = 1+ N ayp(7)

~6(r% = 1= N ajjpa(r)} | ) (457)

= I - { > [0 = 1+ N a0, (7) + 0% = 1= N s 2(7)]

Jl=—00

X fi12(7) |Tj><7‘z|},

womit fir |A| < 1— 7% die Vollstindigkeit nachgewiesen, und die Behandlung der aus-
gedehnten Zustédnde abgeschlossen ist.
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4.2.2 Gebundene Zustiande

Zur Behandlung der Zustdnde zieht man die Gleichungen (4.1) und (4.23) in Betracht.
Deshalb gilt:

¥ 993, 7 a (2 a
Vaa(r) = 30 0T 57 s 5l by () el (458)
ﬁ 77,3 j=—00

Nun sind in den unterschiedlichen Féllen die Funktionen g,3 wund hj;,s 2u bestim-
men und in die Gleichung fiir Vg’s(T) einzusetzen, um danach mit Hilfe von (4.23) die
Vollsténdigkeit iiberpriifen zu kénnen.

1.Fall: s=1:

Aus (3.26), (3.23) und (4.20) folgt:

g18(1) = 2—14+ )8

2
Ngvlaﬂ(T) = Ngyl(T) = 7_2 o 1

T

hians(r) = 72[60)+Be*s20(1 — j)] [()+/3e*”“ 61 —1)] (4.59)
= Lo+ Lispo+ 001}y {ow + Lo + a0}
- {r2e<j>0<z>+T[e<j>e<—z>+e<—) 0]+ 0(—)8(-1)

+0j0 [70(1) + 6(=1)] + 80 [7 6(5) + 8(—)] + djo S0 }
= hji(7), unabhingig von 3, A=0.

kga = g [1—Bsgnt]+:ln|7| = etksa — o~tkga B

Desweiteren gilt:

etkoalil el L SN s WA (460)
; T2 Ng1(r) % 272 ()l 2 rlilHl+2 ()il Hi+2 ) :

Vergleicht man (4.60) mit (B.7) und setzt beides in (4.58) ein, so erhélt man:
R o0
Vou(r)=6(r —1)5 > [a|j|+|l|,1,1(7) + alj\+|l|,1,2(7')] hjua(7) |ri){r ¢ s
J

was mit der Identitat
hjaa(7T) = fii(7)

und den Gleichungen (4.56) und (4.23) zu der angestrebten Vollstdndigkeit

Vor(r) + Vou(r)=1g, ¥V 7  fiihrt. (4.61)
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2.Fall: s=2:

Im vorliegenden Fall ergibt sich wegen (3.46) und (4.22):

g28(\T) = TP—1+Ap
kga = g(l—ﬁ)+zln[)\ﬂ+m]
tkga _ —1kpa B
= eMBa — ¢ _)\BJF\/W (4.62)

higas7) = 7 [1— Q=77 80| [1— (1 —77")d]
= (1—27)8j0 810 + 7 (50 + &0) + 72 (1 — &j0) (1 — o)
= hj12(7), unabhéngig von A und f.

Weiterhin ergeben:
etkra(ljl+1) AMA+ V=T =27)] - (- 1)
PNt o] A ST - (1 2)
AMA+ VAT =T =27 - (1 - 72)
= : (4.63)
=127 A+ = (1-27) i
erkaallil+i) (—1)l1+ {/\ [)\ — /A (1- 272)] —(1- 72)}
T Ng2a(rd) -+ /A= (T-277) mH”{A =V =T=27)] - (1-2r)}
Ap -V -1-27] - (- 7)

= - : , (4.64)
1+1
(T2 [\— /R - (1217 i
fir A=1-72, 72>1 ist:
etkza(lJ]+[1) (- ) (1—72—72) —(1—17?) _ 2(1 — 72) 4,65
P Nya it N (=22t = G-z (469)
und fir A=72-1, 72>1 gilt:
etkra(ld|+[1) B (P2—1)(r2—1+7%) - (1-17 B 2(1 —72) 466
72 Ngo1(T,A) 72 (272 — 1)l31+1U+1 - [—(1— 27.2)]|j\+|l|+1 ) (4.66)

Der Vergleich von (4.63) und (4.64) mit (B.15), von (4.65) mit (B.8) und von (4.66)
mit (B.9) liefert mit (4.58) und (4.62):

o0

Voa(r) =>6 (72 -1+ Aﬁ) 37 ajit2m(T) higa(r) i) (il (4.67)
B

j=—oo0
Mit der Identitat
(1—3j0) (1—d0) = 0(5) 6(1)+6(4) O(—1)+6(—3) (1) +0(—3) 6(—1) <&  hji2(7) = fii2(T)
erhilt man aus (4.67), (4.57) und Anhang B.3:

Vao(m) + Vya(r) =1 VA, T, (4.68)

was die geforderte Vollstédndigkeit ist.
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4.3 Zusammenfassung

In dieser Zusammenfassung sollen noch einmal die Eigenzustinde in Abhédngigkeit von A
und 7 angegeben werden.

Zusétzlich zu den ausgedehnten Zustinden |k,7), fir 0 < |k| < 7 treten die folgen-
den auf:

4.3.1 Modell 1 = Modell ohne ausgezeichnete Stelle

72 =1 zwei ausgedehnte Zustinde |k,7); mit k=0 und k=1
72 >1 zwei gebundene Zustinde |kg,7); mit kga =% (1—Bsgnt)+1ln|7],
B=+1.

So ergibt sich der Hamiltonoperator des Systems zu:

_r
a

Hy(1) = { * ak E(k) |k, h 1<k,7|} +6(r* —1) {ZE(’%) kg, T 1<kﬂa7"}- (4.69)
8

4.3.2 Modell 2 = Modell mit ausgezeichneter Stelle

— 1 _ 42 =
_i i i ; 71_2 _7'1 } ein ausgedehnter Zustand |k, 7)2 mit { I]z _ g
a
A>1—-72 740 B=1
A<72 -1, 740 ein gebundener Zustand |kg, )2 mit { 3 B 1
T=0 N

wobei kga:9(7'2)-{g(l—ﬂ)+z[)\ﬁ+m]

Der Hamiltonoperator sieht folgendermaflen aus:

——

ﬁg(T, €) = { : dk E(k) |k,T)2 2(k,7’|} +[1—6(r)—0(—7)] - €0 - |ro)(ro| (4.70)

_T
a

+[0(1) + 6(—71)] {Z 8(1> — 1+ A p) E(kg) |kg, T)2 2(k3,7'|} .
B

In Abbildung 4.1 sind die zusitzlichen Eigenzustinde in Abhéngigkeit von A und 72
aufgetragen.

In den weiteren Rechnungen wird der Hamiltonoperator
Ay(r) = [ dk B k7)o oGk, 7] (4.71)

verwendet, wobei die Integration die Summation iiber die gebundenen Zustdnde beinhalten
soll:

/dk...: C ke Y (4.72)
= :
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/
- 2
\ = ausgedehnter Zustand 1 > A = 1—72
/
Y = ausgedehnter Zustand -1 < A = 72 -1
: = gebundener Zustand 7 = 0

== = gebundener Zustand A\ > 1—72, 7 # 0

XX = gebundener Zustand A < 72 -1, 71 # 0

Abbildung 4.1: Zusitzliche Eigenzustande in Modell 2 in Abhangigkeit von A und 72.



Kapitel 5

Zeitliche Entwicklung

5.1 Der Zeitentwicklungsoperator

In den vorhergehenden Kapiteln ist der Parameter ¢, der fiir die Zeit steht, nicht in
Erscheinung getreten.

Da es sich bei dem zu behandelnden Problem um ein Nichtgleichgewichtsproblem handelt,
gilt es nun die Abweichung vom Gleichgewicht zu beschreiben: Das Nichtgleichgewicht kom-
me dadurch zum Ausdruck, daf3 das elektrochemische Potential auf der linken Seite sich von
dem der rechten Seite unterscheidet.

Das System werde wie folgt prépariert:

e Vor einem Zeitpunkt ¢, =0 sei 7 =0, und zwar fiir beide Modelle. Das heif}t,
fir ¢ <te liegen zwei getrennte Reservoire vor.

e Zum Zeitpunkt ¢, =0 steigt 7 sprunghaft auf den Wert 75 an, um diesen Wert
dann beizubehalten.

So ergibt sich also 7 als eine zeitabhingige Funktion zu:

7(t) = 8(t — to) = () 7o, (5.1)

A~

was einen zeitabhingigenn Hamiltonoperator H,(t) nach sich zieht:

ﬁsu):ﬁs(m»:{ Ty 150 6:2)

Nach der Theorie des Zeitentwicklungsoperators gelten die folgenden Beziehungen [7]:

() = Ult,to) [ T(to))s (5.3)
U, t) U to),

wobei |®(t)), der Zustand eines Systems zum Zeitpunkt ¢ und U(t,¢') ein unitérer

Operator ist.

Ist der Hamiltonoperator H zeitunabhéngig, so ist
Ult, to) = exp {—% H-(t— to)} giiltig. (5.4)

39
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Zum Zeitpunkt ¢ =ty < 0 Dbefindet sich das System, das durch den Hamiltonoperator
gemaf (5.2) beschrieben wird, im Zustand |[¥(tg))s -

Aus (5.3) und (5.4) folgt, daf:

exp { — 4 Hs(0) (t — to) } [¥(to))s ¢ <0
| (t))s = gilt. (5.5)

exp {—%I:IS(TO) t} |T(0))s t>0

5.2 Anwendung auf einen Energieeigenzustand

Nun wird ein einzelner Eigenzustand betrachtet, d. h. alle folgenden Gréfen sind als “Grofe
pro Zustand” anzusehen. Zum Schluff wird dann iiber alle besetzten Zustédnde integriert.

Es sei der Zustand |k,0)s zum Zeitpunkt ¢ =1ty besetzt, also gelte:
|¥(k,t0))s = |k,0)s.
Verwendet man die Identitét:

[#)]" = [ B ) Kl (5.6)

die sich durch die Definition von H s(7) und mit vollstdndiger Induktion zeigen 148t, so
kann man mit der folgenden Fallunterscheidung zu |¥(k,7))s; gelangen:

1. Fall: t<0:

[k, ) = exp {—3 FL(0) (¢ t0) | 15,00, = exp {2 B (1~ 1)} I,0)s, (57

das heiflt, der urspriingliche Zustand wird fiir ¢ < 0 nur durch einen Phasenfaktor
gedndert.

2. Fall: t>0:

1

Wk, 1), = exp {7

[, (m0)t ~ B(®) 0] | 1,00,
Mit der Reihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion, der Vertauschung von Summation
und Integration und mit (5.6) erhilt man:

v . * 1 T - n
exp{—ﬁHs(To)t} = ;E{_EHS(TO)-I:}
— io: l {_lt}n/dk, En(k,) |kl 7-0>s s<kla7-0|
= n! h ’

0
— /dk’ lg% {—%E(k’)t}n] k', 70)s s (K, 7o

= /dk' exp{—%E(k')t} k', 70)s 5 (K', 70|,

was dann fiir |¥(k,t))s das Folgende bedeutet:

(k. 1)), zexp{%E(k)to}/dk' exp{—%E(k')t} SE ok, 0)s K m0)s . (5.8)
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Zusammenfassung

Fafit man beide Félle zusammen, so ergibt sich |U(k,t)), zu:
W0 0)s = [ QK exp {2 [BE) - B0 t0]} o,00) 0lk, 01 I¥,60) ), (59

wodurch die zeitliche Entwicklung des Zustands |k,0)s bestimmt ist.

5.3 Der Wahrscheinlichkeitsstrom

Fiir ein Teilchen, das sich zum Zeitpunkt ¢y im Zustand |k,0)s befindet, ist die relative
Wahrscheinlichkeit pro Zustand, es zum Zeitpunkt ¢ am Ort r; zu finden, durch

ps(ri, k,t) = |(rl|\I’(k,t)>s|2 gegeben. (5.10)

Um zu berechnen, welcher Strom nach Einschalten des Transfers iiber die Kontaktstelle
flieBt, gilt es nun, einen Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeitsstrom und Wahr-
scheinlichkeit herzustellen: Sei

Js (7"[ kK, t)

der Wahrscheinlichkeitsstrom, der zwischen (I — 1)-ten und [-ten Platz fliet. Ver-
wendet man die Richtungskonvention, daf js(r, k,t) positiv ist, wenn die Wahrschein-
lichkeit von 7r;_; mnach r; flieft und bedient man sich dem Prinzip der lokalen Erhaltung
der Wahrscheinlichkeit, so erhélt man:

Ops(ri, k,t ) )
02T IY) (i t) — sl B, £) = 0. 6.11)
Js(rr) Js(riy1)

o — O — O

Ti-1 T Ti+1

Abbildung 5.1: Wahrscheinlichkeitsstrom durch eine lineare Kette
Man kann nun durch Summation iiber die Gleichung (5.11) den Strom durch den Kontakt
berechnen.

Summiert man iiber das rechte Reservoir, so erhilt man:

i {gt {ri| @ (k, 1))s ‘2 + Js(ris1, ks t) _js(Tl,k,t)} =0

o0
0
& Gs(r1, k,t) — js(roo, kyt) = ;18— (r| T (k,t))s 2.
Vom “unendlichen” fliele nichts in die Reservoire, was bedeutet, dafl
js (T':i:ooa k7 t) =0 ist. (512)

Fiir Modell 1 steht somit der Strom iiber den Kontakt fest, fiir Modell 2 verwendet man
(5.11) , um den Strom vom linken Reservoir zur Kontaktstelle zu berechnen.

0

Bt <7‘0“I’(k t)> | jZ(TO,k,t) —jg(Tl,k‘,t) .
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Aus analogen Betrachtungen fiir das linke Reservoir synthetisiert man:

k) = 3 2 e 0L == % 2linlu 0P
=1 ot l=—o0 ot
Palrokt) = ol k1) + (ol Bk, D)ol = D il Bk, ) (513)

=0

= — —T‘I’k,t 22.
3 gl

Eine weitere Grofle, die fiir die spiteren Betrachtungen wichtig wird, ist:
p2(7‘0,k2,t) = |<T0|\I/(k,t)>2|2. (5.14)

Bevor nun mit der Berechnung von j,(r1,k,t) begonnen wird, soll an dieser Stelle noch
eine grundsétzliche Bemerkung gemacht werden:

[>1

Fiir 0<k<a} ist  (rifk,0)s = c1,0(k,0) = 0 fa115{1<o-

und fir -2 <k <0

Wihlt man fiir positive &k die Summation iiber positve [ wund fiir negative k die
Summation iiber nicht positve [, so kann die Berechnung von js(r1,k,t > 0) leichter
durchfithrbar sein, als wenn man die andere, nach (5.13) ebenfalls mégliche Summation
wéhlt. Der Grund hierfiir ist darin zu suchen, dafl die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
fir ¢t <0 im entsprechenden Reservoir zu finden, Null ist. Man betrachtet also nur das,
was nach Einschalten des Transfers in dieses Reservoir transmittiert wird.

Zu guter Letzt wird noch die Formel fiir den Strom angegeben und derselbe fir ¢ <0
berechnet.

Wenn £k ein ausgedehnter Zustand ist, werden wir spiter nur den Fall k£ > 0 betrachten.
Deswegen wird die Summation wie untenstehend gewihlt. Nach (5.13) und (5.9) ergibt
sich:

(o] a 2
Gkt =3 2 ‘/dk' exp {—1 B(K) t} Sk, 00t) Tolk, O)s (MK, 6(E) To)s| . (5.15)
2+ ¢ h
Fir ¢t <0 gilt:
2
(¥t <) = | [ ak exp {3 B@) ok = )l 00| = I(nlk', 00,
also ist pg(r;, k,t <0) unabhingig von ¢, und es gilt:
Js(r1 =a,k,t <0)=0 (5.16)

Der Fall ¢t >0 wird im nichsten Kapitel diskutiert. Dort werden dann ebenfalls gebun-
dene Zustdnde behandelt.



Kapitel 6

Berechnung des Stromes

Die Werte von 7( seien eingeschriankt auf:

e 79 #0, ansonsten liegt der im letzten Abschnitt betrachtete Fall vor.

e 72 <1, also ist der Transport iiber die Kontaktstelle behindert.

Mochte man den Strom dadurch berechnen, dafl man die Wellenfunktion (r;|¥(k,t > 0)),
fiir jeden beliebigen Ort r; bestimmt, so verursacht der Index [ Unannehmlichkeiten.
Deshalb zieht man die Summation unter die Integrale und erhilt mit (5.15):

jakt) = o { [arart ep (=L [BE) — BE} 0,7k, 00 (10K, ),

X [Z s<klI,TO|Tl><rl|klaTO>s]} : (6.1)
=1
Nach der Einfiihrung der Abkiirzung
E(k)t
W(k,t) := (h) , (6.2)

und nach der Aufspaltung in ausgedehnte und gebundene Zustdnde erhilt man:

jsa ki) = %{ [ k' e WD (i molk, ),
‘ % 7 >
X (/ dk" et W) s(k, 0|k" 70) s lz 3<k",7'0|rl)<7‘l|k',7'0>3])
~a =1
+2R|D 6(rg —1+ AB)e *Wlkat) (ks 70|k, 0), (6.3)
B
z , i ]
x (/ dk" et WD (&, 0lk", 7o), [Z s (K", olre)(rilkg, 7o) s )]
“a =1 E

+2R [9(7'3 —1-2)0(7¢ — 14 N)e W k-1,)=W(k1,1)]

- ]
X s(k-1, 70|k, 0)s s(k,0[k1,70)s [Z s<k1770|rl><rl|k—1770>s] }

=1

8 i
= QS,R,j(k,t) Y

43
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wobei s das Modell und R das rechte Reservoir bezeichnet. Im Modell s =1, also
ohne ausgezeichnete Stelle tritt wegen der Einschrinkung der Werte von 79 nur g1 g1
auf, im Modell s =2 (= Modell mit ausgezeichneter Stelle) tritt aus gleichem Grund
02,r,3, in dem iibrigens die zeitunabhéngigen Terme weggelassen wurden, nicht auf. Um
Gleichung (6.3) tibersichtlicher zu gestalten, fithrt man die folgende Bezeichnung ein:

s o0
Lk, K t) = | ° dk” e D (K, 01K" mo)s | Y o(K", molri) (il K, 0} | - (6.4)
“a =1

Mochte man  pa(rg = 0,k,t) berechnen, so kann man in (6.3)
o

Z s(K" To|r) (ri|K', o) s durch s(k", Tolro) (rolk’, o) s
=1

ersetzen, und erhilt:

p2(0,k,t) = lo201(kt)> + 2R [0201(k,t) - 0202k, t)] + D |o2,0.2(k, 1),  wobei
8 8
02,01(k,t) = /E dk" W8 o (k0K 70)2 2 (K", To|ro) und (6.5)

a

0202(k,t) = 0(18 =1+ XB)eWkat) 5 (kg 79|k, 0)2 (rolkg, T0)2  gilt.

Der 2. Index bezeichnet hierbei die Stelle 7 =0.

6.1 Bestimmung der Komponenten

Nun werden die einzelnen Bestandteile der o5 r; bzw. 0,0, genauer betrachtet:

Neben der Exponentialfunktion tritt noch:

e das Skalarprodukt (k,0|k",79)s eines Zustands mit 7 = 79 mit einem Zu-
stand mit 7 =0,

o das Matrixelement:
(e.°]
> (k" molr) (iK', 0)s = Por(K", K, 7o)
=1
des Projektionsoperators Pr = Y%, |r)(r;|  beziiglich der Basis  {|k,70)} und
o die Wellenfunktion  (ro|k’, 79)2 = co2(k’,t) auf.

Der Operator Pg projeziert dabei auf das rechte Reservoir.

6.1.1 Das Skalarprodukt

Es werden die folgenden Félle untersucht:
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1. Fall: k ist ausgedehnter Zustand

Durch Einfiigen des Einheitsoperators ergibt sich:
o [e 0]

5<ka0|k”’7—0>8: Z S<k’0|rj><71j|k”’7—0>3: Z C;’s(k,O)Cj’s(k”,To).

j=—00 j=—o0
Unter Verwendung von (3.15) und (3.34) erhilt man:

e 1.1. Fall: Ist k” Blochzustand, so liefern die Gleichungen (3.11), (3.12), (3.28) und
(3.29):

-

1 = — W(k—k"a(s— .
o(k, K" 70)s = = D & (k, K') Mo (K, 70) 6k, k) eXE—Ke(=2008) e
j=1

M3 (K", m0) = (6.6)
e2zk”a(s—2) As,L(k”, 7_0) 0 _Bs,L(k”, 7,0) 1
1 BS’R(k”, T()) 0 —AS’R(k”, T())
_eZZk”a(s_2) As,L(k”a 7_0) 0 Bs,L(k”a 7_0) 1
-1 —BS,R(k}”, 7'0) 0 AS,R(k”, T())

mit €;(k, k") und 6(k, k") gemiaB (4.4).
e 1.2. Fall: kg ist lokalisierter Zustand. Dann gilt nach (3.43):

1 > & (k hg) MY 6i(k),

2(k, 0k, T0)2
VN - Noas(ro, ) j=i

(6.7)
1 -1
. o _ 0 0 > [ (k)
mit My’ = 1 1| 0(k) = < o(—k)
0 0
2. Fall: k ist gebundener Zustand
Nur fir s=2 kann k ein lokalisierter Zustand sein, und es ergibt sich: |0,0)2 = |ro).
Deshalb werden damit gleichzeitig die Wellenfunktionen bestimmt.
e k" ist Blochzustand:
1
0,0|k",10)2 = co (K", 1) = By (lk"],10), 6.8
2(0,0[k", 70)2 = co2(K", 70) i 2([k"], 70) (6-8)
e kg ist gebundener Zustand:
1
2<0,0|kﬂ,7’0)2 = Co’z(kﬁ,T()) = . (69)

704/ Ng,2,8(T0, )
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6.1.2 Das Matrixelement

Es gilt:
o o
D (K molr)(rilk' 0)s = D cf (K", 70) er,s (K, 7o) -
=1 -1

Hier sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. Fall: k’,k"” sind ausgedehnte Zustéinde

Analog zum Vorhergehenden erhélt man:

o0 e}

S (k" ol (k' o) s Z (k' k") My (K, k", 70) §(K', k"), wobei
=1 =1
My (K K", 79) = (6.10)
0 As,R(_k”’TO)BS,L(k,’TO) 0 AS,R(_k"’TO)
By .(—k",70) Bs,1.(K',70) Bs,.(k',70) Bs.1.(—k", 1) 1
0 0 0 Asr(—k",m0)Asr(K, 10)
0 0 By 1 (—k",70) As r(K',70) As r(E',T0)

2. Fall: kg ist lokalisierter, k’” ist Blochzustand

o0 o0
D oK ol (rilkg, To)2 = L > &l (kg k") Ms(k",70) 6(K"), mit
=1 \/N 0,2,8(10,A) 1=1
(6.11)
0 AQ’R(—k",TO)
Ms(k", 1) = B2’L(_0k”’7—0) (1)
0 0

-

6.1.3 Die Einfithrung von S

Bei der Berechnung der Komponenten tauchen Summationen iiber j auf, die nur auf den
Vektor €; wirken. Deshalb wird die Summe in jede Komponente des Vektors hineinge-
zogen und ergibt gemif (A.24):

S(k + k", €)
e Sk — k", . a
> &(k, k") = lim SE_H k,f)e) =: lim S(k, k", ¢). (6.12)
= S(—k — k" ¢)

e Ist ein Argument von S komplex, so treten nur die sowieso konvergenten Kompo-
nenten auf. Fiir diese kann der Grenzwert (e — 0) sofort berechnet werden.

e Sind alle Argumente reell, so wird Integration und Grenzwertbildung vertauscht.

Im néichsten Abschnitt wird I (k,k',t) fiir jede Kombination von ausgedehnten und ge-
bundenen k£ und k' separat behandelt.
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6.2 Zerlegung von I (k, k' t)

Im folgenden werden in Argumenten von Funktionen auftauchende 75 weggelassen, da im
Moment keine Verwechslungsgefahr mit anderen 7-Werten besteht.

Es sind vier Fille zu unterscheiden:
In jedem Fall wird die Integration iiber das Intervall von —7 bis 7 auf das Intervall von
0 bis 7 zuriickgefiihrt und der Integrand auf einheitliche Struktur gebracht. Die genaue

Vorgehensweise entnehme man Anhang C.1.

6.2.1 k ist Blochzustand

Zur Vereinfachung wird nun 0 <k < 7 angenommen.

1. Fall: k' ist ausgedehnter Zustand

Nun gilt:
]- z n n - —
! T ¢ apnr aW(k",t) 2(k—k')a(s—2) T " " "
L(kK,0) = 62,1;31’11)0/_§dk e e {S7(k, K", €2) Mg o(K") 6k, k"))
x { ST (K, K", e5) Muao(K', k") (K, k") }
etkals—2) li o " gW(k" ) T (f i
- N2 62,61::11)0/0 dk” e ( s 762)
x{O(K') X1,6(K', k") + 0(—K') Xoo(K', k") } - Sk, K", e3)
mit:
X1,k k") = By(k')Xss(k")  und (6.13)

XQ,S(kl,k”) _ efzk”a(sfz) %

esz”a(572) Bs(k”) 0 e21kl’a(372) Bs(k”) As,R(kl) 0

0 BL(~k") 0 Bu(—k") Asn(K)
X _e2zk”a(s—2) Bs(k//) 0 _e2lklla(s—2) Bs(k)”) As,R(kl) 0

0 —B,(—k") 0 —By(—K") As,r(K')

2. Fall: k' = kg ist gebundener Zustand

]. % " =
I(k,kg,t) = 711—1)% ) dE" W (K",t) {ST(k,ku,e) M (k")
N3 Ngsp e

-

(k, ")}

—

(")}
1

— ng% OE dk” ezW(kI’,t) §T(k,kll,6) ngg(k”) §(’€5,k”,0),
©4Vg,2,8

x {87 (ks, k", 0) M 5(k")

s

mit: (6.14)
eikl’a(572) Bs(k”) O 0 O
mno 0 e tk"a(s—2) Bs(—k”) 0 0
.X3,s(k ) = _ezk"a(sfz) Bs(k”) 0 0 0
0 _efzk:la(372) Bs(—k”) 0 0
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6.2.2 k =0 ist gebundener Zustand

Im Integrand taucht in den einzelnen Summanden nur eine Komponente von S; auf, d.h.
es geniigt, die Vektoren U einzufiihren.

1. Fall: k' ist ausgedehnter Zustand

s

/ _ a " zW(k ) ny QT (1 ! Iy grnd

I,(0, %', ) TO\/_EE% de Bo(|K") ST(K', k", ) Myo(K', k") 8(K', k")

_ o " aW(E) B k" ST (K K"

_ TO\/_315% dk Bo(k") ST (k' K", €)

x {O(k") Ty (K', k") + 0(—K') Ua(K', k") }
mit: (6.15)
Uy (k' k") = By(k')Us(k")  und
1
2By(—k") — 1

Gall K = A (k)
As r(K') [2Ba(—K") — 1]

2. Fall: k' = kg ist lokalisierter Zustand

I,(0, kg, t) = QK W0 p B (k")) ST (kg, k", 0) M5 2(k") §(k")

N,/ g2

_ a dk" ezW(k”,t) Bg(k,‘”) §T(kﬂ,k”,0) ﬁg(k")

N ,/Ng,zﬁ

am

(6.16)
1
mit:  Oy) = | 2P0
0

6.3 Zerlegung von g291(k,t)

Man geht analog zum vorherigen Abschnitt vor, unterscheidet allerdings nur zwei Fille und
erhalt:

6.3.1 1. Fall: k ist propagierender Zustand

_ " W(k"t) 'y GT " TNV
92,0,1(kat) To\/_311_1>1(1) de B2( |k |)S (kak ,€)M3’2(k§) (k;k)

= lim “dk" WESD By (—k") ST (k, k", €) Us(k")  mit: (6.17)
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Us(k")y = M3,2,2(—k”)+M3,2,1(k”)

2By (k") — 1

B 1

~ | 2By -1
1

6.3.2 2. Fall: £k =0 ist gebundener Zustand

1 % '
02,01(0,8) = — dk" e 0| By (|K"))? (6.18)
ToN _§
2 a "
— dk” ’LW(k ,t) B k” 2.

6.4 Zusammenhang mit dem Residuensatz
Gegenstand weiterer Betrachtungen sind Integrale der Form:

/ AR T(k, KKt €2, €3) = / AR S H DSk + K e0)S(+K + K, e3)f (K, k). (6.19)
0 0

Die direkte Berechnung scheitert daran, dafi cosk”a im Argument der Exponentialfunk-
tion steht.

Fiir beliebige Zeiten t gestaltet sich die Durchfithrung der Integration als schwierig, fiir
grofle Zeiten (t — oo) erdffnet sich allerdings eine Moglichkeit:

Man schlielt obiges Integral mit Hilfe eines Weges T, der durch die komplexe Ebene fiihrt.
Dabei wiahlt man YT so, daB fiir groBe Zeiten der Integrand auf Spur T (ausgenommen
Anfangs— und Endpunkt ) verschwindet, also:

tliglo J(ka kla T(u)’ t, €2, 63) =0,

und damit das Integral fiir grofle Zeiten im wesentlichen durch die Residuen von J bestimmt
ist.

6.4.1 Festlegung des Weges Y

Zunichst sollte bestimmt werden, ob T durch die positive oder negativ imaginidre Halb-
ebene liuft.

Wenn das Wegintegral fiir grofle Zeiten verschwinden soll, so mufl fiir komplexes
k = k. + 1k; gelten:

2 2
0> REW(k,t)] = % R [zcoska] = % R [2(cos kra cosh kja — 1sin k.a sinhk;a)]
& 0 > sink,a sinh k;a . (6.20)

Fir 0 <k, <7 solltealso k; <0 sein; der Weg verlduft also in der negativen ima-
gindren Halbebene.

Fiir die k'-Integration weist der Exponent das umgekehrte Vorzeichen auf, und man kann
analog folgern, dal dann k; > 0 gelten mu8.
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Deshalb definiert man die Wege YT, und Y_ folgendermafen:

S0 = C
T:I: : { u s Tj:(u) — % (1+e:|:zu) T'i(u) — il%eim 3 (621)

womit obige Forderungen erfiillt sind.

Sei G4+ das von Yy und der rellen Achse berandete Gebiet.

6.4.2 Polstellen des Integranden

e Die Exponentialfunktion weist keine Polstellen auf.

e Fiir den Nenner von S(k +k")€) gilt:

1—elbtkage_og o KM= _f_—, 2 ; (6.22)

fir —7 <k <0 liegt ab einem geniigend kleinen ¢ > 0 der Pol innerhalb von
G_.

e Da S[kg] #0 und R[kg] = 2%, n = 0,1 ist, liegt der Pol der Funktion

a ?

S(kg + k", 0) auBerhalb von Gi.

e Der Nenner von f(k',k") besteht aus dem Nenner von Bg(k"”) und/oder dessen
konjugiert Komplexen (= By mit negiertem Argument ).
Auftretende Nenner fir s=1:

Tgezka _ e—zka -0 < 7'3 — e—sz,«a e2kia

nw
& kb=—, neZ und |n|=¢b7,
a

fir k; #0 liegen die Polstellen aulerhalb von G .

Fir k;=0 < 7¢=1 Kkiirzen sich Zéhler und Nenner weg, also liegt dann eine
hebbare Singularitit vor ( wird spéter nicht weiter verfolgt ).

Fir s=2:
22— (1— 27'3) gthe _gmtha —
2\ — [ekia + (1 —273) e*ki“] coskra =
=
[eki“ —(1-273) e_ki“] sinkra =

Zusdtzlich zu den in Abschnitt 3.3.2 erwdhnten Fillen ergibt sich daraus insgesamt:
LRall: k=0, 2x—[e+@1—2r)e b = 0
2Fall:  ky=-, 2A+[eMe(1-2m)e e = 0 (6.23)
A

J1-212

Im 1. und 2. Fall liegen fiir k; # 0 auch hier die Polstellen aulerhalb von Gy,
fiir k; =0 ergibt sich eine hebbare Singularitdt (wird ebenfalls nicht genauer be-
trachtet ) .

™
a

1
3Fall: efe=1-272 0<7i< g, cos kra =

Im 3. Fall ist k; negativ und unter bestimmten Voraussetzungen fiir die Werte von
A und 7y kann es geschehen, dal in G_ eine Polstelle liegt.
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6.4.3 Berechnung der Residuen

Wendet man den Residuensatz auf das vorgelegte Problem an, so erhélt man:

/ dk"” J(k,k' k" t e, €3) = £2m Z res, J . (6.24)
0G +

2€G+

Aus der Betrachtung der Polstellen des Integranden kann man J, auf dessen k’—Abhéngig-
keit ab jetzt die Aufmerksamkeit gelenkt werden soll, folgendermaflen darstellen:

1" " i ].
J(k") =g (ezk a) ek, H e, (6.25)

dabei habe g keine Pole; alle Pole seien im Produkt zusammengefait.

Durch Substitution erhilt man einen Integranden, der Pole 1. Ordnung aufweist und dessen
Residuen leicht berechnet werden kénnen. Explizit geschieht das in Anhang C.2; wobei man
auf folgendes Ergebnis stoft:

n n " ]. - ]‘
dx" k'"a\ | _tk"a | _ = +N tkia | R 6.26
/BGi g (e ) e ]1;[1 otk"a _ p kléi g (e ) j:g# etkia _ zj ( )

Da nicht alle Polstellen in G, oder G_ liegen, liefern nicht alle von Null verschiedenen
Matrixelemente der X—-Matrizen bzw. Komponenten der U-Vektoren Beitrdage zum Resi-
duum. Genauere Betrachtungen dazu sind ebenfalls in Anhang C.2 verzeichnet. Man erhélt
schliefflich die Aussage, daf}:

e nur die 3. Reihe der X -Matrizen,
e die 3. Spalte von X ,, die 1. Spalte von X,
e die 3. Komponente von ﬁl und ﬁ4 und die 1. Komponente von l72
einen Beitrag liefern.
Was jetzt noch zu tun bleibt, ist in jedem Einzelfall, in dem ein Residuum vorkommt, die
Funktion g zu bestimmen.
6.5 Ausfiihren der k"-Integration

Nach den bis zum jetztigen Zeitpunkt vollbrachten Vorarbeiten kann nun die Integration
iiber k" in den einzelnen Fillen durchgefiithrt werden, d. h. die in den Gleichungen (6.4)
und (6.5) eingefithrten I; bzw. 201 werden nun berechnet.

Nach (6.24) gilt:

/E dk” J(K") = —2m Y res; J — dk" J(k"). (6.27)
0 req. T
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02,0,1 und I, lassen sich in drei Anteile zerlegen:

001 = 50, + 05on + b
I, = 19+ 18 + 1M wobei (6.28)
o5y, I¥ die von den Residuen von S, S gemaB (6.12)
Q%?l , I die von dem Residuum von Bsy(k”) und
ng),l , 1 S(T) die von der Integration entlang des Weges Y _ herriihrende Anteile
sind.
Dadurch dafl der Integrand von Qg?’l und I§T) mit den entsprechenden Integranden

aus Abschnitt 6.2 und 6.3 {ibereinstimmt, lassen sich diese Terme leicht angeben.

Der Gegenstand der nachfolgenden Betrachtungen sollen die Polstellen von S sein, d.
h. vorab wird die eventuell auftretende Polstelle von Bs(k”), der konjugiert Komplexen
oder dem Betragsquadrat untersucht.

Die Polstelle kann in G_ liegen, wenn der Integrand By (k") enthilt; sie kann in G
liegen, falls Bs(—k") vorhanden ist.

Sei kp, = kr +1k; die Polstelle von By(k") mit k, > 0. Dann lautet, falls k, in
G_ liegt, fiir

/ dk” Bz(k”) f(k”)
0G _

der Beitrag zum Residuum

sin kpa

(1—278)e *iasink,a = IV f (kp) Bres (kp) - (6.29)

FB) = N f(kp)

Liegt die Polstelle auf YT_, so wird YT_ so modifizert, dal der Pol innerhalb von G_
liegt. Deshalb kann man schreiben:

_ . 1 k, liegtin G
F®) = A~(kp) N f(kp) Bres(kp), ~ mit — A%(k,) = { 0 b T (6.30)
6.5.1 Der Zustand k=0
e Fiir g201 kann nur By(k") eine Polstelle enthalten, also:
2, 1 "
0201(0,) = T—(%[A (k) & 62) By (~ky) Bres(p) — 37 [ k" e "9 By(i)
A T
= 05701(0,1) + 05,0, (0,1). (6.31)
e Fiir I, mit zusétzlichem gebundenen k' =kg gilt analoges:
1 _ — —
I5(0, kg, t) = Tw lA (kp)ezw(kp’t) Bres(kp)ST(kﬂakp:O) Us(kp) (6.32)
g7 b
]- ' - —
_N . dk” ezW(k ,t) BQ(k”)ST(kﬂ,k”,O) Ug(k”)

= 180, kg, 1) + IS7(0, kg, t).
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e Fiir I, mit ausgedehntem k' bleibt vom Skalarprodukt ein Term iibrig, nimlich

8(—k") Bo(k") SO (K, k", ) U (', k") = 6(—k') Bo(k") S(k' + k" €) .

Nach Vorziehen von 6(—k') vors Integral erhilt man fir g :

7 7 !
g (ezk a) — _61W(k ,t) Bz(k”), 2 =e 1k @€

was gemif (6.26) zum folgenden fiihrt:

’—1'[’ fov (¥ = L)} (0 =1)
L0,k t) = TO\/Nll_I)I(l) O0(—k') exp W —k—za,t Bo —k—za
p) € 50:d) Bres(kp) ST (K, kp, €)
O(K) (K, k) + 0(—K') Ua (K, k) }

(
_%/ di" e W (K" 1) z(k‘”)gT(k',k”,e)

X {G(k') ﬁ1(k', k”) + 9(_k,) ﬁ2(k,’ k")}]

- [6(=k) ™ (K1 By(—k) (6.33)

+A (kp) eV et Brog(ky) ST (K, kp, 0)
x {0(K) (K, k) + 6(—K') T (K, k) }
1

-~ 51_15(1) ; di" etW (k" 1) Bz(k") gT(k',k",e)

x {O(k") Tr (', k") + 0(—K') Ua(K', k") } ]
= I$90,K,¢) + I 0, 1) + I{V(0, K, ) .

6.5.2 k als propagierender Zustand
e Betrachtung von g30,1:

Auch in diesem Fall liefert vom Skalarprodukt nur ein Term ein Residuum:
By(—k") S®) (k, K", &) Ui (") = Ba(—k") [2Bo(K") — 1) S(—k + K", ).

Damit betragt g:

g (elk”a) — W) Bo(—k") [Ba(K") — 1], 21 = eheef also

1

0201(k,t) = —;s W) By(—k) {2By (k) — 1} (6.34)

+2A7 (kp)eW *:t) By (—k,) Bres (kp){S(k + kp, 0) + S(—Fk + kp,0)}

—% tim [ dk” W ED By(— k") ST (k, K, €) Ta(K)

s A Y
= Qg 0)1(kat) + Qg,o?l(kat) + Qg,o),l(k, t).
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e k'=kg ist gebunden:

Es bleibt nur die 3. Reihe der X3 >-Matrix iiber, d. h. betrachtet werden muf:

SG) (k, k" €) Xg,g,l(k") SW (kg k", 0) = —S(—k + k", €) Bo(K") S(ks + k", 0) .

Fiir g gilt:
g (e’k"“) _ —ezk”a ezW(k":t) Bs(ki”), 2 = e1ka ee, 20 = efzkﬂa’

Io(k, kg, t L et Wkt B, (k) (6.35)
2( 7 B’ ) \/m ezka _e—"kﬁa e 2 .

+A7 (kp) " 52 Breg(ky) S(kg + kp, 0)
x {S(k + kp,0) — S(—k + kp,0)}
1. i W't gT " nm g "
— lim [ ke ST(k, k", €) X3(k") S(kg, k", 0)
(A)

= Ik, kg, t) + I (k, kg, t) + IV (k, kg, t) .
e k' ist Blochzustand:

Hier bleibt neben der 3. Reihe der Matrizen auch noch die 1. Spalte von X, iibrig, also
insgesamt:

—0(k") Bs(K') e¥" (=D B(K") - S(—k + k", e2) S(k' + k", €3)
+9(_kl) e’tk’la(s_2) Bs(kll) . {—S(—k + k”, 62) S(k‘l 4+ k”,ﬁg)

Ay m(K) S(—k + K", e3) S(—K' + k", e3)
FS(k + K, €5) SOk + K, 63)}.

Die zugehorigen Funktionen g (ezk”a) lauten fiir alle vier Anteile:
Cs(k'",t) =g (ezk”a) _ ezk”a(s—l) ezW(k”,t) Bs(k”) ) (6.36)

Die Unterscheidung geschieht durch k'-abhéngige Vorfaktoren h;(k') und durch unter-
schiedliche z; :

hi(k"y = —0(k") Bs(k'); 71 =ekaeer gy — emtHages

hao(k') = —0(—Fk'); 71 =ekaeer gy — e tKages (6.37)
ha(k') = —0(—k')Asr(k'); 21 =eke? 2z =ekaees )
h4(kl) G(k’) : 2 —ka ee2 29 = e—zk’a o3
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Nun wird die Berechnung nach (6.26) durchgefiihrt, einer der Grenzwerte berechnet und das
ganze in eine iiberschaubare Darstellung gebracht. So erhédlt man (ausfithrlich in Anhang
C.3):

, ezka(s—2) B W ()
Ii(k, k' t) = ds2 A7 (kp) €V PV Breg(kp) {S(k + kp,0) — S(—k + kp,0)}

N
x {O(k’) By(K') S + Ky, 0)
+6(—K') [S(K + kp, 0) + Ao (k') S(—K' + Ky, 0)] }
+ e1211%110(5’:”(1@ K, e2) {0(k') Ts (k, k', €2) + 6(— k') Tg (k, ', t, €2)})

1 n —
— 3 lm /T dk" eV ST (k" e5) (6.38)

X {0(k’) X1 (K E") +0(—k') Xos(K, k")}ﬁ(k', k" 63)]

= IOk, K1) + I (k, k' 1) + I (k, K1),

€2

Us(k, k', t,e5) = €% By(k') Cy(ks,t) . ke=k-—:—  und

= o O O

Lo _
stk Kstie2) = | omka g, (k) C, (o, 1)

0
ezk’a CS(—k’, t)

€ 2

e*'a [Cy(ka,t) — Cs(—K', t)]

Zur Bestimmung des Stromes muf jetzt noch g5 g1 berechnet und damit die k’'- Inte-
gration ausgefiihrt werden.

6.6 Ausfithren der k’'—Integration

Nach (6.3) taucht neben dem Faktor e *W(¥.t) noch das Skalarprodukt (k' 7o|k,0),
auf.

Durch Ersetzen von k" durch k' und Komplexkonjugation erhilt man aus (6.6):

S Tolk0)y = = lim {e (6 Kee=2) STk 1, €) M3 (k') (K, k') } (6.39)
-1 lim {em b Kale=2) ST (b, K, €) [M"s o (K)]* Ok, k') } . wobei
€—

M’ durch Vertauschen der 1. mit der 4. Reihe und der 2. mit der 3. Reihe aus M
hervorgeht:

MT® MT @)

AT (3) MT(2)
! __ 3 —

MTO MT®)
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6.6.1 k =0 ist lokalisierter Zustand

Setzt man (6.33) in (6.3) ein, so gilt:

1 (E ,
eri0.0) = 7 [ WO By (k)
0 Ta
x [50, 1, 6) + BV (0, K, 1) + 170,k 1)]
= oy, }{ (0,8) + 0530, (0,¢) + olp 1 (0,8),  wobei (6.40)

9%’1(0, t) /a dk' |Ba(K)|?, also zeitunabhéingig ist.

TgN 0

Die anderen beiden Terme werden in Abschnitt 6.7 behandelt.

6.6.2 k ist ausgedehnter Zustand

Einsetzen von (6.38) in (6.3) liefert:
oora(k,t) = / dk’ e WD (11 |k, 0),
x (1), K, 8) + 1) (e, B, 8) + 100 (e, K, )]
= 0% (k,t) + ol (B, t) + o) (R, t) . (6.41)

Auch hier wird zunéichst nur Qgi)%,l betrachtet.

Zieht man die Grenziiberginge vors Integral und setzt ein, so erhilt man:

1 . % _ ' I} _ — i
Q‘(gs_% 1(k,t) — m Ellégolﬂ dk' e W (K \t) elk a(s—2) {ST(k, k,,fl) [M'37s(k,)] (k, kl)}

< {ST(k, K, &) [0(k") Ts(k, K',t, e2) + 6(—K') Ug (k, k', 1, €2)]}
0 i ! _ = - %
= yz lm ( /_ | AR e kel {ST(k, ', e1) [Ms,5,2(K)]* } (6:42)

x {87 (k, K, e2) s (k, k', t, €2) }

+/ dk o WK 1) gih'a(s—2) {ST(k K e) [M's 1 (K )]*}

x {ST(k, K, e5) ﬁs(k,k',t,ez)}>

1
= lim (Il —|—Iz)

N €1,62—0

Substitution in I; ergibt:
/ © Ak o WK ) o als2) {370 ) D a0}
X {§T(k, K, eo) Uk, k', 1, 62)} .
I; und I, zusammengefafit ist:

L+l — / CA WD FT(h K ) Xay (ko Kt ) Sk, K ez)  mit
0
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XE (K ) = e MDD (k] TP (kK 1, €2)

et el ) (M) ()" Ué”(lc, Kite),  also (6:43)
X4,3(ki,k§,,t, 62) =
0 0 0 — etf'als=1) B (k') Cy (ka, t)
—eWEY |B(K)|? 0 —e el By(—k') [Cy(ka,t) — Cs(K', 1)) 0
0 0 0 zk’a(s D By(K') Cy(kg,t) |’
WD B2 0 e Wels=D) By(—k') [Cy(ka, t) — Cs(K',1)] 0

d. h. I; + Iy stellt ein Integral {iber sechs Summanden dar.

Mochte man die Integration fiir die 1. Spalte von X, ausfiihren, so erkennt man, dafl
der Integrand und somit auch das Integral von der Zeit unabhéngig ist:

1 a 'y = . -
Q‘(S'SI)Q l(k’ t) = Hl(k) T N_ Elltgll)O/ dk, e_zW(k A ST(k’ k,; 61) X4,s(ka k,a t’ 62) S(k’ kla 62)

mit (6.44)

1 . a
Hi(k) = 55 lim [ "k (B {S(k = K er) = Sk = )} S(k + ¥, ea),

X 4,s erhdlt manaus X,,, indem man dort die 1. Spalte durch den Nullvektor ersetzt.

X4 s(k’k ) - (645>
0 0 0 —ek'als=1) B (k) Cy(ka, 1)
0 0 —e Wals1) B (—k')[Cy(ka,t) — Cs(K,1)] 0
0 0 0 etk'a(s—1) Bs(kl> Cs(kQ,t)
0 0 e Wale=l) By(—k') [Cy(ka, t) — Cy(K', 1) 0

Die vier verbleibenden Summanden werden mit Hilfe des Residuensatzes berechnet.

— W (k' ,t)

Man schlieft den Integrationsweg durch Y, , weil e im Integrand steht.

e Nach den Aussagen von Anhang C.2 liefern nur die 2. Zeile und die 2. Spalte
von Xy, einen Beitrag zum Residuum.

SOk, K e1) X 3 (kK 8, e2) SO (k, 'y e2) =
—S(k — k', er) e ®'aV) B (k') [Cy(ka, t) — Cs(K',1)] S(—k + K, &) -

Damit erhdlt man nach analogem Vorgehen wie im vorherigen Abschnitt:

g(e¥e) = eteemarem el W B (k) [O(he,t) — CulK, 1)),
21 = ehreer (6.46)

zp = eFle2.

e Analog zu (6.29) liefert
| v Ba(-¥) £(k)
oG +

den folgenden Beitrag zum Residuum:

P& = A+(kp) N f(kp) (1 - 27'3) Bres(kp) - (6.47)
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Alles in allem ergibt sich dann:
S
oha(kit) = H(k)
1
+NF9AW%W’W%’W“”G—%ﬁBwﬂwKuhﬂ—@%mm

x{S(—k — kp,0) — S(k — kp,0)}S(—k + kp,0)

+ lim 9(=1)
€1,62—0 21 — 29

(6.48)

]. 1 - A —

— = lim [ dk' WD) ST (k k' ) Xy (K, k' t,e2) S(k, k', €2)
N €1,e2—0 Ty

SA SS ST

= Hi(k)+ o g1 (k,t) + 0P (B, 0) + 0Ll (K, 1).

Als Letztes mufl noch Qg‘,s'}g’ )1(k,t) berechnet werden.

Mit ko= ke, ky =k
a a
- 9(21) ke tkia(s—1) W (kert Cs(k2,t) — Cs(ki1,t)
gilt: o ethia gmthials—1) o =W(kit) B () e ke

Es ist egal, welcher Grenziibergang zuerst ausgefithrt wird. Aus Griinden der Einfachheit
wahlen wir €7 .

lim -901) = e C¥ (k,t) lim Calk,t) ~ Gk, )

€1,62—0 27 — 29 €2—0 etka _ qikza

Bei der Bestimmung der Grenzwerte separat fiir Zdhler und Nenner wiirde sich jeweils Null
ergeben. Deshalb wendet man den Satz von de I’Hospital an [11]:

. Cs(kig,t)—cs(k,t) . %[Cs(k%t)_cs(kat)] . %Cs(k%t)
lim = lim = — lijm =22 ——  °
€2—0 etka _ gikaa €2—0 % [ezka _ ezkza] €2—0 etkaa
. 10W (ka,t)  Bl(ke) ] Cy(ka, t)
— 1 )4 - ’ s : At
&30 [(s )+ a Ok + 10 B (k2) etkea
Mit % = _2I;ta sin ka ergibt sich:
/ 2
(SS) ki) = — [ -1 Bs(k2) - 2Vt k :| |Cs(kat)|
QS,R,].( Y ) (8 >+ Za.Bs(k2) h smka N
2Vt Bj(ks) | |Bs(k)?
= == —(s—1)— —2 4
[ & sin ka — (s —1) " Bs(kz)] N (6.49)
2Vt .
= 7 Sinka |B,(k)|? + Ho(K).

Somit sind alle benétigten Grofien berechnet, und es geht nun darum, die mit (A) und
(T) bezeichneten Terme fiir grofle Zeiten abzuschitzen.

6.7 Abschitzungen

6.7.1 Exponentialfunktionen

Zuniichst sollen W (#s:t) ynd eW(kpt) hetrachtet werden. Verwendet man (6.20), so
ergibt sich:
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e Fiir den Realteil von kg gilt:

R[kg)=0  oder  R[kg] =—

so wird W (kg,t) rein imagindr und damit:

W (kat) — exp {Z2Vtﬂ

cosh (S [kgu]) } . (6.50)
e Fir 0<k, <% giltfiir k, mit negativem Imaginérteil:

lim e (ket) — 0 (6.51)

t—o00

6.7.2 Mit (A) bezeichnete Terme

Weisen die zu betrachtenden Terme keine Divergenzen auf, so verschwinden sie nach (6.51)
fiir grofle Zeiten. Dies gilt fiir die folgenden Terme:

A A A A
o5on(0,8),  IV0kst), oS0k, t) I (k, kg, t) . (6.52)

A~ (kp — W (k!
o 0.0 = SO Bres(ly) [* A WD By(—|k]) STE by 0)

x {O(K') v (K, k) + 6(— k) T (K, kp) }

verschwindet auch fiir grofle Zeiten, denn das Integral, das Qgﬁ%,l(o,t) beinhaltet, kann
aufgrund des rellen k' abgeschitzt werden.

(54)

* 0R1 muf}, da C, ebenfalls zeitabhéngig ist, in zwei Anteile aufgespalten werden:
Der Anteil, der Cs(k,t) enthilt, verschwindet fiir grofie Zeiten,
der Anteil, der C,(kp,t) beinhaltet, wird zeitunabhéngig und deshalb gilt:

82 AT (
lim ggSRA{(k,t) T ) (1 — 272) Bres(kp) Bs(kp) S(—k + kp, 0)

N
X {S(—k — kp,0) — S(k — kp,0)}
= Hy(k). (6.53)

e Der Term ggﬁgyl(kz,t) wirft die meisten Probleme auf. Er kann auf die folgende
Struktur gebracht werden:

Jeo A= (k
QR (k1) = 27() e tt) Breg(ky) {S(k + kp,0) — S(—k + kp,0)}

e—0

<l1m / dk' e=W KD T (k) k' 0) X5,2(kp,k')§(k,k',e)) .

Es folgt der schon zuvor angewandte Formalismus, der zur nochmaligen Aufspaltung
fithrt:

ol = o) (e, t) + 0\ (e t) + 05 (k. 1) (6.54)
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Fiir die einzelnen Terme gilt:

gﬁﬁf}(k,t) ~ W lhpt) gmtW (ki) —0 fiir t — oo
Qgﬁsl)(k,t) ~ Af(kp)e’W(kp’t)eﬂW(k;’t) —0 fir t— o0, also
. A . AT .
Jim o) (k1) = Jim o5 (kt) it (6.55)
852 A~ (k
5Tty = 02 ) W) B ,) Sk + 8 0) — Sk 1 By 0))
x (113(1) ; dk' e WD ST (kK 0) Xg,,z(k,,,k')g(k,k',e)) :
+

wobei X5 2(kp, k') in jedem von Null verschiedenen Element ein Faktor Ba(k')
bzw. By(—k') auftaucht.

041 (k,t) wird im folgenden Abschnitt weiterbehandelt.

6.7.3 Mit (Y) bezeichnete Terme

Diese Terme bestehen aus einem Integral iiber den Weg Y. und besitzen im Integrand
eFWE"t) 4l gemeinsamen Faktor.

Der Betrag des Integrals:

di" eFW (K1) f (k”)
Tt

soll nach oben abgeschétzt werden.

Nach der Standardabschétzung fiir komplexe Kurvenintegrale gilt [10]:

di" eTW (K" 1) f(k:”)
Ty

, (6.56)

T
< / du ‘eqﬂzW(Ti(u),t)f(Ti(u)) Tl:l:(u)
0

wobei auf die rechte Seite der Ungleichung Satze der reellen Analysis angewendet werden
konnen. Damit gelangt man schlieflich zur nachstehenden Abschitzung:

dk” e:FlW(kllyt) f(k") S % -m - /7‘- du ‘e:':zW(Tﬁ:(u)7t) — % -m - I(t)’ Wobei
Ty 0
max |f(Ti(uw)] < m und (6.57)
u€[0,7]
Th(u)| = |+ % et = % gilt.

Die Abschitzung des Integrals I(¢) geschieht in Anhang C.4 und ergibt:

I(t) = ‘/7T du ‘e:F@W(Ti(U)vt)‘ (6.58)
0

Q 2
= / du exp{—ﬂ sin [E (1+cosu)] sinh [z sinu)]}
0 h 2 2
™ 1
2 2Vt 2 1 hm\s
2 (%4 2t ‘r(z) (2T
fawen {55t <57 (3) (7)

wobel I' die Gammafunktion ist.

IA

Das Aussehen von m hingt von f(k") ab. Ausgeschlossen werden soll der Spezialfall,
daf} eine Polstelle von Bg(k") bzw. Bs(—k") auf YT bzw. YT, liegt. In diesem
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Fall miifite der Integrationsweg geringfiigig “verbogen” werden, was keinerlei Wirkung auf
die anderen Abschitzungen hétte.

Gelingt die Abschédtzung von f, so erhélt man insgesamt:

di" eTW (K" 1) f(k")

1
. L
<1r<—>.m-<h”)3-t—%—>o fir  t— oo. (6.59)
Ty

- 3a 3 2V

Es ist nun fiir verschiedene f(k") das jeweilige m anzugeben:

o f(K") =|Bs(k").
Nach Ausschluf} des obigen Spezialfalls existiert ein entsprechendes m :

Also verschwindet gg?’l(o, t) fir grofle Zeiten.
() —
Jim 054,,(0,2) = 0. (6.60)

o f(K")=S(ks+E",0). Man kann zeigen, daf:

/2
" €
|S(ks +£",0)] < SThea 1
Demnach gilt: tliglo IZ(T)(O,k'g,t) =0. (6.61)

Analoges trifft auch fir f(k") = S(+k, £ k”,0) zu, insbesondere sind die Ima-
ginérteile von kg und k, durch die Wahl von €; und 7 eindeutig festgelegt.

Von allen weiteren abzuschitzenden Integrale ist dann der Grenzwert fir ¢; — 0 zu
ermitteln. Da sich nur dann S(+k + YTy (u),e) als divergierender Term erweist, wenn
k,%2 = 0,2 und €—0 undda k erstim spéteren Verlauf diese Werte annimmt oder
gegen sie konvergiert, wird Integration und Grenzwertbildung vertauscht.

Steht im Integrand noch zusétzlich einer der Faktoren B; (Ti(u)) bzw. B; (—Ti(u)),
so gelingt eine k—unabhingige Abschitzung, ist kein solcher Faktor vorhanden, so liefert
die Abschétzung einen k-abhingigen Term.

f(k") = |By(k") - S(k + k", 0)|

Hierbei soll nur der Zahler von B; und der Nenner von S auf dem Weg Y. betrachtet
werden.

|ezk”a _ e—zk”a| | sin k"a|
D] <mos |efika — gFik"a| — A |eftha — gFk"a] — 2mo+ - Q(K").  (6.62)

Genauere Untersuchungen von @ sind im Anhang C.4 dargestellt. Man erhélt:
Q(Ti(u)) < V7. (6.63)

Auf diese Art und Weise konnen die folgenden Terme abgeschétzt werden:
oSoh(kt), Ik kst)  und  oUR0(kt) —0  fir  t—oco.  (6.64)

In gf,%,l(o, t) treten zwei Integrale auf: Das duflere Integral besitzt einen Integrationsweg
entlang der reellen Achse, beim inneren Integral wird iiber den Weg Y _ integriert.
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Den Betrag des inneren Integrals kann man, da der Integrand die oben angegebenen Terme
enthilt, auf diese Art abschétzen. Nach Vorziehen aller k'-unabhingigen Terme ist der
verbleibende Integrand beschridnkt, und es gilt:

0591 (0,8) — 0 fir  t—oo. (6.65)

f(k") =|S(k + k", 0)]|

Steht kein B; mit passendem Argument zur Verfiigung, so wird |f(k¥”)] mit Hilfe von
k abgeschitzt. Man erhélt (ausfithrlich in Anhang C.4 ):

" 2 ka 0<k(1< z
tika _ _Fik''a “ 2
e e |>,/7rP(k), P(k)_{ﬂ'—ka T cka<r (6.66)

Betrachtet man nun Qgi’{ {(k, t), soist wegen der Zeitabhingigkeit von X 4,5 eine Auf-
spaltung notwendig:

ggg’ %(k, t) besteht aus einem zeitunabhingigen Anteil:

Hy(k) = % /}f k' |By(K) S(—k + K, 0) {S(=k — ¥',0) — S(k — k,0)}

und einem Anteil, der proportional zu

WkD) sinka [ dk' e WD) sink'a ST (k, k',0) X6 (k') S(k, k',0) st
Ty

el

Nach dem oben Gesagten gilt:

oSNk t) — Ha(k)  fir  t— oo. (6.67)

992 1(kyt)

Aus (6.41) und (6.39) ergibt sich o\, (k,t) wie folgt:

R (k1) = ﬁ lim [ dk’ — WY B (k') e a2 [S(k+ K €) — S(—k + K, €)}

x [ dk” eV ST (kK" 0) X3 ,(k") S(K',k",0).  (6.68)
T_

Man kann nun Qgg,l(k,t) wie oben beschrieben abschitzen, die Integration iiber k&
liefert dann an den Réndern Divergenzen.

Deshalb differenziert man Qgg’l(k, t) nach der Zeit und erhilt mit:

o W (k,t) _ E(k) W (k,t)
oy (7E0) = e und (6.69)
in ka
S(k+ k' _ k4K _ 72 81n Fol :
( 76) S( k k 76) COS(kla :l: 26) — cos ka daS [0) gende
o0 = oyl [ AW e B () rele
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1sin ka

% cos(k'a + t€) — cos ka
dE" WD) sin ka [cos k" a — cos k'a]

cos k"a — cos ka

X
T_
% [Bs(k”) etk a(s-2) S(kl + k",())

+B (_kll) e—zk”a(s—2) S(kl _ k”,O)] )

zur inneren Ableitung ergibt sich daraus:

Durch Hinzufiigen von + cos ka — cos ka

CoD ke = Rk {/ C ke WO B (1) Wele D)

EQS,R,l
ak” eW KO ST (1 K" 0) X3 (k") S(K', k", 0)

X
T_
“lim [ dk e WD B (k') el

e—=0/_=

x{S(k+k,e)—S(—k+k, e}
X/ dk" ezW(k”,t) [Bs(k'") ezk”a(s—z) S(k' + k”,O)
T_

-f—Bs(—k”) e~ "a(s—2) S(k' — K" 0)] } )

ein, wendet den Re-

Auch hier schrankt man die k'-Integration auf das Intervall [0, 7]
siduensatz an und zerlegt %Qg]%,l(k, t) in drei Anteile.
2 (r TS TA Y
area(Bt) = Qg (1) + @) (k,0) + ol ) (k7).

ot Qs,R,l

Alle drei Summanden kénnen mit den oben beschriebenen Verfahren abgeschétzt werden,
(6.70)

und es gilt:
.0 (r
lim 0. R 1
Somit sind alle abschidtzbaren Terme behandelt worden, und wir konnen uns jetzt den

Besetzungswahrscheinlichkeiten und Stromen zuwenden.

6.8 Besetzungswahrscheinlichkeiten und Stréme pro Zustand

Die unten angegebenen Formeln fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten und Strome gelten
fiir grofle Zeiten, also dann, wenn die im letzten Abschnitt angesprochenen Terme ver-

schwunden sind.
o Fiir konvergierende Funktionen nennt man:
£(o0) 1= lim £(1),

e fiir nichtkonvergierende Funktionen bedeutet:

f(t) = fa(t),

daf} fiir ¢ gegen unendlich f, die Asymptote von f ist,

und mit den Abschétzungen des letzten Abschnitts ergibt sich dann
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6.8.1 Besetzungswahrscheinlichkeit der Stelle 3 =0

Nach (6.5) gilt:
e fir k=0 mnach (6.31):

02,0,1(0,00) = 0,

6(mg — 1+ A
02’0,2 (0, t) = w e_lW(kﬂ ’t) , also
70 “Vg,2,8

29(734—1+)\5)

p2(0,0,00) =
8 o N92,2,ﬂ

: (6.71)
e fiir propagierende k nach (6.34):
1
k,t) —
20,1k, 1) ;i
(8 —1+AB)

0202k, t) = 0T 22 oWk [S(k + kg, 0) — S(—Fk + kg, 0)]*
202( ) ToN,z,B\/N [( B ) ( B )]

W) By(—k) [2By (k) — 1],

(6.72)

1 8(18 — 1+ \p) sin ka
0,k,t) —
p2(0,k,t) 2 N { Ng2,27ﬂ|cos kga — cos kal2

)

| Ba(k)|* + D
8

2 .
B Z 0(t§ —1+ ApB) sinka 2% [132“{:) eﬂ[W(kg,t)—W(k,t)]]
5 No2s (cos kga — cos ka)

(0)

= p57(0,k) + pi(0, k, 1), k> 0.

Damit besteht p2(0,k,t) fiir grole Zeiten aus einem konstanten Anteil pgc) (0,k) wund
einem zeitlich oszillierenden Anteil p{°)(0, k,¢).

6.8.2 Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir das rechte Reservoir

Mit Hilfe von (6.3) kann man zeigen, daf:

e fiir den gebundenen Zustand k=0 mnach (6.40)

1 @ .
— B 1|2
oo (0,00) = o [k By(K)

02,r2(0,00) = 0 (6.73)

e und fiir ausgedehnte Zustinde %k >0 nach (6.41)

1 o (2V sinka 1) -
os,r1(k,t) — N |Bs(k) (T) t+ 0, p1(k,t) + Y Hj(k)
=1

(18 — 1+ \p) sinka

0
k,t -4
os,r2(k,t) — 52 ; N N, 2.6 (cos kga — cos ka)

(6.74)

o 1etha Bo (k) oW (kg t) =W (k)]
ote —ghza D2(k)e

Also besteht g; r1(k,t) fir grofile Zeiten aus einem konstanten, einem in ¢ linearen

Anteil und aus QgT}%’l(k, t), hingegen 0, r2(k,t) aus einem oszillierenden Term.
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6.8.3 Stréme pro Zustand

Die Strome pro Zustand berechnet man dadurch, dafl man die Besetzungswahrscheinlich-
keiten nach der Zeit differenziert.

Aufler in g, g1(k,t) kommt die Variable ¢ nur im Argument der Exponentialfunktion
vor, so dal (6.69) angewandt werden kann.

Betrachtet man die Terme in den Besetzungswahrscheinlichkeiten, die fiir grofie Zeiten
verschwinden, so dndert eine zuvor vorgenommene zeitliche Ableitung nichts an dieser Ei-
genschaft.

Deshalb dndern sich die Besetzungen des Platzes [ = 0 fiir den gebundenen Zustand
k = 0 nicht:

tliglo e p2(0,0,t) = tllglo [72(ro = 0,0,t) — ja(r1 = a,0,¢)] =0 und  (6.75)
o .0
Jim j2(a,0,¢) = lim - [e2,r1(0,1) + 02,R2(0,2)] = 0. (6.76)

Fiir Blochzustinde oszilliert die Anderung der Besetzung der Stelle [ =0 mit der Zeit:

0
&pz(o,k,ﬂ = jg(O,k,t) —jg(a,k‘,t) . k>0 (677)

9(7’02 -1+ )\ﬂ) 2V sinka —1[W (kg,t)—W (k,t)]
; N - Nga2.p N 2R [BZ(k) ¢ ] -

Der Strom pro Zustand, der ins rechte Reservoir flieit, setzt sich aus je einem zeitlich
konstanten und oszillierenden Anteil zusammen:

. d
js(a, k,t) = a[gs,R,l(k,t) + 0s5,r,2(k, t)]
2V sinka 9

tka

Bs (k) ez[W(kﬁat)W(k,t)}] }

6(r8 — 1+ ApB) e
_532 ; Ng 5 B 2§R ezka — e_lkﬁa

= (a, k) + §O (a, k, 1), k>0.

Der zeitlich konstante Anteil ist proportional zu

1 0F 2
T,k) = |By(k)2  und  w(k) = 5‘98]@:—‘;“ sinka,  also

7 ak) ~ To(k)-o(k). (6.79)

Das bedeutet, daf} fiir grofle Zeiten dieser Anteil die 2-Punkt-Landauer-Formel reprodu-
zieren kann [12, 13]. Doch dazu mehr im nichsten Kapitel.

6.8.4 Betrachtungen fir k£ <0

Bisher wurden die Besetzungswahrscheinlichkeiten und Stréme pro Zustand nur fiir
k >0 berechnet. Durch Symmetriebetrachtungen erhilt man die entsprechenden Gréfien
fiir negative k—Werte:
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Im Modell ohne ausgezeichnete Stelle ergibt sich wegen der Symmetrie der Anordnung
bzgl. z=1%:

Ji(a, =k, t) = —ji(a, k,t). (6.80)

Das Modell mit ausgezeichneter Stelle ist symmetrisch bzgl. dieses ausgezeichneten Platzes.
Deshalb gilt hier:

. . ) 0
.72(0', _kv t) = _]2(07 k) t) = _.72(0’) k) t) - Ep2(0a kat) ’ (681>

0 . . .
—apz(O, —k,t) — jo(a,—k,t) = —j2(0,—k,t) = jo(a,k,t). (6.82)
Addiert man (6.81) und (6.82), so ergibt sich:
0 0
el _ - = il
8t,02(0, k,t) 8t,02(0, k,t) und wei
p2(0,—k,t =0) = p2(0,k,t=0) gilt also auch
p2(0’ _k’t) = pQ(Oakat) ’ (683)
was man auch aus der Symmetrie direkt ableiten hitte konnen.
[a] [b]
1 jl ((1, ka t) . .
]2(0a_k7t) ]2(a7k7t)
SR ))
@) @) @) @) @) @) @)
-1 0 1 2 -1 0 1

Abbildung 6.1: Strome iiber die Kontakte in Modell 1 ( =[a]) und in Modell 2 ( =[b])

Aus diesem Grund erhilt man:
p2(0,k,8) = p57(0,k) + p5” (0, K|, 1)
sl kt) = §a, k) + 59 (a, k. t)

. 6(18 — 1+ X B)2Vsinka
(0) — 2 { 0
i@kt = 0 . N-Nyapg-h

} 0< k| < T mit:
a

(6.84)

_ 1ka
R K% n 9(_k)) By (k) etV (ka0 W (k)]

etka _ e—zkga

Somit sind die Besetzungswahrscheinlichkeiten und Strome pro Zustand berechnet, und wir
konnen uns dem Gesamtstrom und der Besetzung des Platzes j = 0 zuwenden, was im
nichsten Kapitel geschehen wird.



Kapitel 7

Diskussion verschiedener Fille

Bevor nun die Betrachtung fiir unterschiedliche 79—€p—Kombinationen angestellt werden
kann, sollte der Gesamtstrom bzw. die Gesamtbesetzung berechnet werden.

Dazu mufl man festlegen, welche Zustdnde zur Anfangszeit t; besetzt sind. Man erreicht
dies durch die Einfiihrung des elektrochemischen Potentials.

Die Modellpreparation (¢ = 0 fiir [ # 0) impliziert, daB8 die beiden Reservoire auf
dem gleichen elektrischen Potential ¢ = 0 liegen, also das elektrochemische Potential
durch das chemische Potential bestimmt ist [3].

Das linke Reservoir besitze demnach zur Zeit %y, das elektrochemische Potential ur, das
rechte Reservoir habe das Potential ug.

o Falls ur =pr gilt, erwartet man, daf fiir groe Zeiten kein Strom fliefit.

e Fir pup # pur erwartet man einen Stromflufl.

In den Modellen wurden deshalb unendlich lange Ketten gewahlt, damit ein Ausgleich der
Reservoire nicht méglich ist. Dann sind die chemischen Potentiale zeitunabhéngig. So erwar-
tet man fir grofle Zeiten einen konstanten Strom, der fiir kleine Differenzen der Potentiale
den Strom der Zwei-Punkt-Landauer—Formel darstellt.

7.1 Gesamtstrom und —besetzung

Von den Grolen pro Zustand gelangt man zu den Groflen, indem man fiir die Temperatur
T =0 iiber die besetzten Zustinde integriert.

Fiir Temperaturen 7T # 0 sind die Zustidnde gemifl der Fermi—Verteilungsfunktion be-
setzt, also taucht die Fermifunktion f als Gewichtungsfaktor unter dem Integral auf; der
gebundene Zustand k£ = 0 wird hinzuaddiert oder weggelassen, je nachdem ob zur Zeit
to dieser Zustand besetzt ist oder nicht:

0
n2(0’ t’T) = A(O) : P2(O: 0’ t) + dk f(E(k) - uRaT) p2(0’ kat)

ol

-I-/E dk f(E(k) — uL,T) p2(0, k, t) und analog:
0

Is(a‘at’T) = A(O) : 652 : j2(a70at) + /Oﬂ_ dk f(E(k) - /'l’RaT) js(a’a kat)
+ [* ak (B —pe,T) dilask ) mit (1)

67
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E —1
f(E,T) = [exp {k—T} + 1] , kp = Boltzmannkonstante und
B
0 _ 1 _ . besetzt
A { 0 falls Zustand k =0 zur Zeit t { unbesetzt

Jetzt sollen erst die zeitabhidngigen Anteile behandelt werden.

7.1.1 Oszillierende Anteile

Die Zeitabhangigkeit steckt in den oszillierenden Anteilen im Argument einer Exponential-
funktion:

W (g, t) — W (k, £)] = z%

[ﬂ cosh(% [kﬂa]) — cos ka] -t. (7.2)

Betrachtet man nun die k—abhéngigen Teile und substituiert & durch E so erhilt man:

/0% dk f(E(k) . #,T) i©Oa,k,t) ~ R U—Z dE f(E - ,u,T) 9(E) exp {—z%}] (7.3)
mit stetigem g¢. Daraus folgt, daf:
o fiir T#0 f-.g stetig ist,
e fiir T =0 aus der Fermifunktion eine Stufenfunktion:
f(E) — 6(—E) (7.4)

und damit der Integrationsbereich eingeschrankt wird.
Im weiteren kann man durch partielle Integration zeigen, daf} fiir ein g mit beschrinkter

Ableitung

Z

1
lim dr g(z)e®™ =0  ist, (7.5)

t—o0 zo

und sich somit Integrale der Form (7.3) fiir ¢t — oo wegoszillieren.
Damit brauchen wir uns nur noch um die zeitlich konstanten Terme zu kiimmern.
7.1.2 Zeitlich konstante Anteile
Somit gilt:
tll;[g) n2(0at7T) = ng(0,00,T)
= A(O) . p2(07 07 OO)
+ [k [£(B0) - 2, T) + 1 (B 1n,T)] 47 0,), (7.6
tl_i)IgoIs(aataT) = IS(G/,OO,T)
= [k [#(B@®) ~ 1, T) ~ £ (B0 — 1e,T) ] 5O (@) (1.7
0
Durch Substitution von k& durch E erhilt man:

1 2V -
Is(a,00,T) = ot /72V dE [f(E —pr,T) — f(E — pr,T)] Ts(E, 7). (7.8)

So hat sich die Erwartung bestétigt, denn fir pur =pgr gilt:
Is(a,00,T)pyp=pr =0. (7.9)
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7.1.3 Temperatur T =0

Ist die Temperatur 7 =0, so ergibt sich aus (7.4), (7.6) und (7.8):

n(0,00,T =0) = A<°>-pz(0,0,oo)+(/ o+ 5) dk p5”(0, k)
kg kr
— ADs(0,0,00) + Y nlw)
i=L,R
1 KL ~
Ii(a,00, T=0) = — dE Ts(E, 19) mit (7.10)
2rh Jug
ki = garccos;—‘;, wobei

T, der Transmissionskoeffizient nach (3.20) und (3.37) ist.

Also kénnen n2(0,00,0) und Is(a,00,0) analytisch berechnet werden.

7.1.4 Bezug zur Landauerformel

Aus Gleichung (7.10) kann man die Zwei-Punkt-Landauer—Formel erhalten, wenn die Dif-
ferenz zwischen den chemischen Potentialen (Fermi-Energien ) so klein ist, daf§ die Ener-
gieabhingigkeit von 7Ts(E,7;) in diesem Bereich vernachlissigt werden kann. Dann gilt:

/u Y AR T8, 1) ~ To(B, 7o) - (4 — 1) - (7.11)

R

Unter Beachtung des Spins und mit

CZ:S(EJ'O) = TS(#LaTO) = TS(NRaTO) = S(HaTO)

berechnet sich der Ladungsstrom zu:

1) (a, 00,0) = 2¢ I(a,00,0) = — Ty(,70) - (uz — ), (7.12)

was die gesuchte Zwei-Punkt-Landauer—Formel darstellt [12, 13, 14].

Die in Formel (7.10) vorkommenden Integrale kdnnten explizit berechnet werden. Die Aus-
sagekraft des Ergebnisses wére nicht sehr grof, da viele Variablen in der Endformel auf-
tauchen wiirden. Dies kann man am einfachsten an der Berechnung von I;(a,00,0) ver-
deutlichen, was nachfolgend auch geschehen soll.

Es sei noch erwahnt, dafl in den folgenden Abschnitten Berechnungen fiir die Temperatur
T = 0 vorgenommen werden.

7.2 Stromberechnung im Modell 1

Zunichst wird Ij(a,00,0) fiir 0 < 7§ < 1 berechnet und dann das Ergebnis fiir
78 < 1 vereinfacht. Zum Vergleich wird dann T1(E,7) fir 78 < 1 berechnet
und danach integriert. Nach (3.20) gilt:

2 2 2

- _ 74 (4V* — E?)

Tl(E, 7'0) = (1 T 7’3)2 V2 _ 7’3 E2 (713)
(1-713)2V 1 1

20+7) LA+ V+nE  (+)V-rB]
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In den Nennern treten keine Nullstellen auf, und man erhélt:

KL ~ (1_7_2)2V (1+T2)V+7'0E ML
dE TV (E,19) = — — 0 n 0 und damit:
/,;R 1(E; 7o) HL = KR 2(1+Tg)7'0 (1—|—T3)V—7'0E in
1 1-713)?%Vv
Il((.l,O0,0) = ﬁ{ﬂL—#R—m (714)

< In (1+13)2V2+ (14110 V (uL — pr) — 70 LR ‘
(1+73)2V2—1+78) 70V (br — BR) — TE KL LR

Der den Logarithmus enthaltende Term gestaltet sich zu:

(1-1)V l1n<1+ (1+7—(?)7'0V(,UL—MR)) _1n<1_ (1+T(%)TOV(NL—,UR))] '

2(1+78) 70 14+ 73)2V2—7duLpr (1+73)2V2—7¢uLpr

Durch Abschétzen der Logarithmen erhélt man:

1 (1—12)? V2
I 0) ~ — — uR) — -
1(a, 00, 0) o, {(HL LR) AT 2PV — 2 pr im (kL — 1R)
i 4V? — pr pr

T ok (1+73)2V2—1¢uLpr (k= 1r),

und durch Vernachléssigen der 7mp—abhingigen Terme im Nenner ergibt sich schliefilich:

7_2
h(a,00,0) & 0 (4 PEERY (s — un). (7.15)

Schiitzt man zuerst T1(FE, 7o) fiir sehr kleine 78 ab, so gilt:

- E2
TI(E,TO < 1) = Tg <4 - W) .

Die Integration liefert:

KL

2 2
- n n
dE Ty(E, 70 < 1) = 72 (4—‘“ HLER “f‘) (L — pR),

BR 3V?

was fiir ur ~pg in (7.15) iibergeht.
Das heifit, der Wahrscheinlichkeitsstrom iiber die Kontaktstelle ist fiir die Temperatur T =
0 und zu groflen Zeiten

e proportional zu 77
e proportional zur Differenz der chemischen Potentiale
e abhingig von der Lage der chemischen Potentiale.

Man betrachte dazu auch Abbildung 7.1 auf Seite 72.

Damit wéren die Betrachtungen zum Modell ohne ausgezeichnete Stelle abgeschlossen, und
wir kénnen uns jetzt noch dem Modell mit ausgezeichneter Stelle zuwenden.

Da dort gebundene Zustdnde moglich sind, ist die Unterscheidung von zwei Fillen notwen-
dig.
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7.3 Gebundene Zustinde im Modell 2

Lokalisierte Zustinde treten auf, wenn

A >1-1g~1 gilt.

7.3.1 Wahrscheinlichkeitsstrom

Mit 2AV =¢; kann
75 (4V? — E?)

Ty(E h 1
(B, ) WV (- EEtA@ ) (7.16)
- 4 2 _ E2 _

T(lok)(E) = 7'61 (22_7)2 ~Ty(E, 7 < 1) ersetzt werden.

Umformungen fiithren zu:

2 — €n — 2 _ 62
T () =18 {_1 ~a O e }

was leicht integriert werden kann, und man erhilt:

Ir(a,00,0) = i {(—( % — 4V 7 1) (br — uR) _601n(€0 _'UL>2} . (7.17)

27h €0 — pr) (€0 — pR €0 — LR

In diesem Fall ist der Wahrscheinlichkeitsstrom:

e proportional zu 77,
e abhingig von der Differenz der Potentiale,

e abhingig von der Differenz zwischen dem Potential p; und der lokalen Energie ¢ .

Liegt die lokale Energie weit ober— oder unterhalb des Energiebands, so kann Ty durch:

4V? — E2
2

T2(E, 7'0) ~ 7'61 .
€0

abgeschitzt werden, und es gilt analog zu (7.15), daB fir urL =~ pg:

4 2
T 4V*— .
Ir(a,00,0) ~ 2735 : 62HL atiop (kL — puR) wird. (7.18)
0

Hierzu betrachte man ebenfalls Abbildung 7.1.

7.3.2 Besetzungswahrscheinlichkeit

Betrachtet man die Besetzungen, so 148t sich der Term pgc)(O, k)  in zwei Teile aufspal-
ten. Schétzt man den Teil des Integrals, das Th(k,79) enthilt, auf die gleiche Art und
Weise ab, so erhilt man den folgenden Ausdruck (ohne 7p—Abhéngigkeit ):

™ s sin® ka
ki,— X)) = dt ——— . Nl
@ ( “a’ ) /z (A — cos ka)? (7.19)
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Abbildung 7.1: Wahrscheinlichkeitsstrom iiber £L und £E. Fiir Modell 1 nach (7.15) (in

4
Einheiten von 20V} bzw. fiir Modell 2 nach (7.18) (in Einheiten von 4—;0,%).

Mit partieller Integration und [9] ergibt sich:

fus

™ sin ka @ a coska
ki,— A >1) = —————— dt ——
Q(“a’| > ) a(\ — coska) k'+ . A\ — cos ka
sin k;a T, |A|

a(A — cos k;a) + a a /X2-1

—L arctan {ﬂ tan kia}
avi?—1 )

Ersetzt man A durch coskga, so liefert der zweite Teil von pgc)(O,k) ebenfalls ein
Integral der Form (7.19).

Fiir kleine 7¢ gilt:

coskga = [cosh(S[kga]) = A. Mit (7.20)
1 4 (ef2zkﬂa _ 1)2 ) )

N2, (m,n) O ~ héilt

N;Qﬁ(rg,)\) To (e 2%8% — 1 + 2712)2 0 erhilt man

6(8 — 1+ AB)

m(o,t=c0,T=0) = A3 2T
9,2, ’

B
bl S Qe y) + 3 810 =1+ A8) Qki, cos ksa)
0 i
N TR Z 3 N2y 5(10, )
2
= A0 4 Toa Q(ki, \) (7.21)
i i=L,R
2 42— 2 . ol
= A0 Vo " o tarccos P10
e W w T a2 g
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2% cten (\/(60 +2V) (2V - ,Ui)) .
V2 —4av? (0 —2V) (2V + i)
Liegt hier die lokale Energie weit ober— oder unterhalb des Energiebands, so kann man 75

durch
Ty(k, 7o) ~ 74 sin® ka

abschétzen, und es ergibt sich:

2
~ A0 T0 _ Fiy aye 2. M
n9(0,00,0) = AW + o Z {ﬂ' arccos ;- +4/4V? — s Tz (7.22)

+=L,R

Damit ist die Besetzungswahrscheinlichkeit:

e n9(0,t = 00,7 =0) =1, wenn der Platz [ = 0 vor Einschalten des Transfers
besetzt war,

e proportional zu 7, wenn der Platz unbesetzt war.

Dies a8t sich dadurch erkldren, dal nur elastische Prozesse betrachtet wurden [15]. War
der Platz | = 0 vor Einschalten des Transfers besetzt, so bleibt er wegen (7.20) auch
fiir grofle Zeiten besetzt. Analoges gilt fiir den Fall, daf8 die Stelle [ =0 unbesetzt war.

7.4 Rein ausgedehnte Zustinde im Modell 2

7.4.1 Wahrscheinlichkeitsstrom

Liegt die lokale Energie nicht dicht bei u; bzw. nicht zwischen u; und pgr, so kann
auch hier die Abschitzung (7.17) verwendet werden:

i 4V?2 — 2 WL — € 2
I 0) = 2 0 —~1 — ug) — €l ( 0) . (7.2
000,00 = 505 { ((ML —€0) (LR — €0) ) (uz = tin) =~ eoln KR — € (7.28)

Kommt nun das chemische Potential der Resonanzenergie nahe, so iibernimmt ein anderer
Term des Nenners von T, die fithrende Rolle. Zu den weiteren Betrachtungen schitzt man
deshalb Ty fir kleine 7'02 wie folgt ab:

7o (4V? — <) _ 7 (B” — €f)
E-aP @V - (E-a)+5 @V -4

Tz(E, Tg) ~

= Taus,l(E7 7'0) - Taus,2(E, 7'0) . (7-24>

Integriert man itber Taus2(E,7), so ist das Ergebnis hochstens von der Ordnung 7'61.
Das heifit, fiilr p; = ¢y schitzt man Io(r = a,t = 00,7 =0) durch:

1 KL
Ir(a,00,0) = ﬁ/ dE Taus,(E, 1) (7.25)
KR
1 —_ —
_ hap(ro,e) (0 2pur—e) o 2(kR — <) ab,
27h 2 ha,B(70, €0) h2,B(70, €0)

wobei
ha B(T0,€0) = 278 1/4V2 — €2

die Halbwertsbreite der Resonanzkurve nach (3.41) ist.
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Es konnen nun die nachfolgenden Féille unterschieden werden:

1. |lj,i—60|fv1, Z:L,R Falls

e Beide Potentiale grofiler oder kleiner als die Resonanzenergie sind, gilt nach
(7.23):
I2(G,OO,O) ~ T(;l’

e eines der Potentiale grofier und eines kleiner als ¢ ist, ergibt sich

T2 4/4V2 — €2
I2(a‘7 OO,O) = M

2h ’

(pL > pr),

also ist der Wahrscheinlichkeitsstrom in diesem Fall proportional zur Halbwerts-
breite und unabhingig von den chemischen Potentialen.

Dazu betrachte man auch Abbildung 7.2.

oo oo
S N 00 ©
1T 1T 1
| I |

0 ! ! ! ! ! ! ! !
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
A

Abbildung 7.2: Wahrscheinlichkeitsstrom in Abhangigkeit von A = g2 (in Einhei-
2
ten von TOhV) in Modell 2 fiir rein ausgedehnte Zustinde, |u; — ¢ ~ 1 und

(b — €) - (bR —€) < 0.

2. |/J,i—60|NTgi.

o Ist mindestens ein j; <2, so gilt:

Ir(a,0,0) ~ 7'3 \/AV? — €2,

o Ist 5;>3, i=L,R, soergibt sich:

KL — KR
Ir(a,00,0) = “onh

wobei ab j; > 4, ¢ = L,R, die Integration iiber Thyso beriicksichtigt

werden miifite.
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Zusammenfassend ist der Wahrscheinlichkeitsstrom:

e proportional zu Ty,

wenn pr und pp grofer oder kleiner als €y sind, und |u; — €| nicht klein ist,

e proportional zu ks (70, €)

in allen anderen Fillen, wenn fiir mindestens ein pu; der Betrag der Differenz
pi — €0 hochstens von der Ordnung 7¢ ist.

7.4.2 Besetzungswahrscheinlichkeit

Fiir den Fall, dafl nur Blochzustdnde auftreten, ist nur das Integral itber  Th(k, 7o)
relevant. Liegt €y nicht zu nahe bei py;, so ist das Integral (7.19) fir |\ < 1 zu
berechnen:

T sinka
@ <ki’ a’ A< 1) N <_a()\ — coska) —k

A |(14 ) tan &8 + VT =2 |\|*
+ In : (7.26)
av1l—\2 (I+A)tan 3 — V1= /|
Auch hier sind mehrere Félle zu unterscheiden:
1. Liegt p; weit unterhalb von ¢y, so gilt wegen (7.26) und (7.10):
) = 320 (kTN <1) (7.27)
n\p;) = o b .
)y 4V?2 — i} M
= —{————— — T+ arccos ——;
2w €0 — M 2V
_ €0 In 2V (60 — 'LLz)
AV2—  AVZ—eopi+/(4V2 - @)(AV2 — 1)
2
~ 7’0

2. Liegt u; weit oberhalb von €y, so ist wegen (4.38) und der Vollstindigkeit:

1 a 1 a 0
n(pi) = Tg_N 5 dk Ty(k,79) = Tg—N (/0 dk Tg(k,ro)—i—/k‘ dk T2(k,70)>

0 2
_ L (1 + %/ dk Tz(k,ro)> ~ 1 (1 + 1090 (k;,0, | < 1)) (7.28)
k;

™

2 T 2
1 7 V2 — i
= 5 + % {—ﬁ +arccosﬁ
€0 In 2V (p; — €o)
AV2— € AV2—ecopi+\/(4V2— ) (4V2 — i)

Also ist in den beiden letztgenannten Fillen die Anderung der Besetzung proportional

zu Tg.
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3. Liegt p; in der Nidhe von €y, so wird in n(u;) k durch E substituiert:

o x 1 i Ty(E, 1)
n(pi) = 7_3—]\7/,% dk Ty(k, o) = R/ZV a \/ﬁ

Nach Abschitzung des Nenners wie in (7.24) erhdlt man:

1w N e
(i) = o / dE 21 A AV2 _ 2)°

(7.29)

Ersetzt man den Zidhler durch 4V? — €2, so dndert sich der Teil des Integrals,
wo

e E weit unterhalb von ¢y liegt nur in der Ordnung 7¢,

o F =~ ¢y nur geringfiigig, denn dort gilt:

AV2 —F2 myJAVZ — 2.

Analog zu (7.25) erhilt man:

1 fx 2(pi — €o)
n(pi) ~ o (2 + arctan Ton(rores) ) - (7.30)

Nehmen wir an, dal ur = pr =~ p, so ergibt sich zusammenfassend:

e no(r =0,t =00, T =0) ~ 712, falls u weit unterhalb von ¢, liegt,
e [1 —n2(0,00,0)] ~ 78, falls p weit oberhalb von ¢y liegt.

e Liegt p in der Ndhe von €q, so ergibt sich fiir no :

T 1 <o)
= — + —arctan —————~ 7.31
n2(0, 00, 0) 5 + - arctan Fa.5 (0, €0) ( )

die Besetzungswahrscheinlichkeit hingt also mit dem Arkustangens des Quotienten
aus Abstand des chemischen Potentials von der Resonanzenergie und der halben Halb-
wertsbreite der Resonanzkurve zusammen. Man betrachte dazu auch Abbildung 7.3.
Eine Verdnderung von ¢y bringt quasi nur eine Verschiebung der dargestellten Kurve
mit sich.

e Liegt p sehr dicht bei ¢¢ (O(u—e) =7, j>3), sogilt:

1 2(p — )
A — . : 2
n2(0, 00, 0) 2 m-hy p(70,¢€0) .
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Abbildung 7.3: Besetzungswahrscheinlichkeit iiber o fir pup = pr = p, 7 = 0.1
und ¢y =0 im Resonanzfall.

7.5 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zwei Modelle eines elektrischen Kontakts betrachtet. Der Kontakt
verband zwei Teilchenreservoire und bestand im Modell 1 aus der Verbindung zwischen zwei
Plitzen und im Modell 2 aus einer ausgezeichneten Stelle. Die Elektronen wurden durch das
Modell stark gebundener Elektronen beschrieben, der Kontakt manifestierte sich in einem
verdnderten Transfer.

Der zeitunabhéngige Teil der Arbeit umfafite die Bestimmung der Eigenzustédnde und Trans-
missionskoeffizienten und den Nachweis von Orthogonalitidt und Vollstdndigkeit. Die Viel-
zahl der auftretenden Fille wurde durch die Wahl der Parameter 7 und ¢y eingeschrankt.

Die Zeitabhingigkeit wurde so eingebunden, dal zum Zeitpunkt ¢ =0 der Transfer ein-
geschaltet wurde. Gegenstand weiterer Betrachtungen waren der Wahrscheinlichkeitsstrom
pro Zustand in beiden Modellen und zusétzlich die Besetzungswahrscheinlichkeit pro Zu-
stand der ausgezeichneten Stelle in Modell 2. Fiir grole Zeiten konnten durch Anwendung
des Residuensatzes, Abschidtzung der zusdtzlichen Weganteile und nachfolgende Integration
iber die besetzten Zustdnde Wahrscheinlichkeitsstrom und Besetzung berechnet werden.

Fiir die Temperatur 7 = 0 und kleine Differenzen der chemischen Potentiale konnte so
die Zwei-Punkt-Landauer-Formel bestéitigt werden.

Bei genaueren Untersuchungen konnte fiir einen stark behinderten Transport iiber die Kon-
taktstelle in Modell 1 und falls in Modell 2 ein lokalisierter Zustand vorlag, ein zur Differenz
der chemischen Potentiale proportionaler Strom festgestellt werden. Das 148t sich durch die
Betrachtung von ausschlielich elastischen Prozessen erkldren und entspricht somit den
Erwartungen. Im Resonanzfall war der Strom proportional zur Halbwertsbreite des Trans-
missionskoeflizienten, wenn die Resonanzenergie zwischen den chemischen Potentialen lag.

Die Besetzungswahrscheinlichkeit dnderte sich nur geringfiigig, wenn ein gebundener Zu-
stand durch die Wahl von 79 und ¢ gegeben war. Fiir Modell 1 war der Strom propor-
tional zu 7¢, fiir Modell 2 proportional zu 7§ . Fiir rein ausgedehnte Zustéinde stieg mit
laufendem chemischem Potential die Besetzung nur in der Ndhe der Resonanzregion sehr
stark. Die Steigung ist dort proportional zum Kehrwert der Halbwertsbreite.
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7.6 Ausblick

Realistischer als die betrachteten Systeme wéiren solche, bei denen rechtes und linkes Re-
servoir das gleiche chemische Potential y besdflen und der Transfer zeitlich konstant wire.
Ab dem Zeitpunkt ¢y = 0 sollten sich die elektrischen Potentiale um einen konstanten
Wert U unterscheiden.

Fiir Zeiten t <0 konnten die in dieser Arbeit vorgestellten Modelle Verwendung finden.
Fiir Zeiten ¢ > 0 ndhmen die lokalen Energien in beiden Reservoiren unterschiedliche
Werte an:

€, —ep=¢€U,

wobei e die Elementarladung ist.

€L, €L, €L, €R €R €R lokale Energie
O O O @] O O
-2 -1 0 1 2 3 Platznummer

Abbildung 7.4: Modell 1 bei anliegender Spannung U

Es konnte nun in der vorgestellten Art und Weise vorgegangen werden, wobei allerdings
schon die Betrachtung der Eigenzustidnde komplexer und damit mehr Miihe bereiten wiirde.

Als Ergebnis erwartet man die gleichen Zusammenhénge [3], wobei:
KL — KR = (ZU,

man miifite allerdings die unterschiedliche Befiillung der Reservoire beriicksichtigen:

[a] [b] ‘
E E

1437

€L + [
LR €ERT [
e, — 2V
=2V
er — 2V
linkes Reservoir rechtes Reservoir linkes Reservoir rechtes Reservoir

Abbildung 7.5: Befiillung der Reservoire [a] gemaB dieser Arbeit [b] gemaB Ausblick.



Anhang A

Exponentialreihen

Gegenstand der Betrachtung sind Reihen der Form
Z ezkaj )
J

Sie sind als divergent anzusehen und werden deshalb im Distributionensinn behandelt.

A.1 Berechnung mit Fourierreihen

Sei f(k) eine L-periodische Funktion (L = 2%). Dann kann f in eine Fourierreihe
entwickelt werden, und es gilt [7]:

0
Z o exp{z27l'k]} Z ¢ ezka] (A.1)

j=—o00 j=—00

wobei die Koeffizienten c; gegeben sind durch:

1 [kotL —12mwk1j a [kotiF ikraj
G=7) ki) exp{T} _ %/ko dky f(k)e %19 (A2)
ko sei beliebig, aber fest.
(A.2) in (A.1) eingesetzt, ergibt:
Z / s ) s RS (A.3)
j=— oo
Das Vertauschen von Summation und Integration und die Wahl %y := —Z liefern:
_“ /e 1(k2—k1)aj
flhs) = o  dh £ (k1) j_zoo (e ) (A4)

Fiir ein beliebiges ko gilt:

kge<(2l—1)§,(21+1)§], €2 = |5:= <||€—%1> € <—§,§].(A.5)

79
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Wegen der Periodizitdt von f und mit Hilfe der Diracschen §—Funktion verifiziert man:

Flka) = 1 (ko 4 270) = g (ks) = [ by £0) 8085 ). (A.6)

_n
a

Vergleicht man (A.4) mit (A.6), so erkennt man:

@ 3 (k2 —k1)aj :5<k —k _2_7Tl) A
2 (e ) ? ) (A7)

falls kye ((2A—1)Z,(A+1T] gilt.
Setzt man (A.7) in (A.4) ein,sogilt f(k2) =0, falls ko & ((20—1)7,(204+1)7 ] ist.
I

Es liegt nun nahe, da8 man fiir jedes Intervall ( (21 —1)%,(2l +1)2 l e z die
d0-Funktion d(ky — k1 — %’rl ) einfithrt und dann iiber alle ! summiert.
Definiert man k& gemif k& :=ky — k1, so erhilt man schliellich:
ie’kaf—iﬂfja(k—z—”z) vEeR (A8)
j=—o0 e = a )’ ' -

Ist k& aus einer beschriankten Menge, so sind nur diejenigen é—Funktionen zu betrachten,
deren Argument Null werden kann.

Weiterhin kann man folgern:

[e'e) ) -1 ) [e's) ) oo ) ) o)
Z e1ka] — Z ezka] +14+ Z ezkaj =14 Z efzka] + ezka] =142 Z CoS ka]
j=—00 j=—00 j=1 7j=1 7j=1

TS k'——1+f§ja<k—2—”z) (A9)
j:1cos aj = —3 0 2 mUE .

Eine Formel fiir Z‘]”;l sinkaj laBt sich aus obigem nicht herleiten. Hierzu wéhle man
einen anderen Weg.

A.2 Konvergenzerzeugende Faktoren

Man versehe den Summanden c; der Reihe:

o o0
Z ¢j = Z ezkaj
mit dem Faktor e ¢/, ¢>0. Damit stellt

%}
Z 1kaj e—e]

eine geometrische Reihe dar, und es gilt fiir reelle % :

1 1ka ,—¢€
Skye) = ————— —1=— ° (A.10)

1— ezka e—¢€ 1— ezka e—¢€

S*(k,e) = S(—k,e€).



A.2. KONVERGENZERZEUGENDE FAKTOREN 81

A.2.1 Betrachtung von sin(ka/2) S(k,€)

Aus (A.10) folgt:

ezka/2 e—e/2 ez(ka+ze)/2
S(k,€) - vy Rl
e—ka/2 g€/2 _ qtka/2 g—€/2 e—uka+t€)/2 _ gu(katc)/2
1(ka+e) /2 1 (k‘ + )
1€ a 1€
= =—-(-1 t— . A1l
2sin[(ka +1€)/2] 2 ( Hco 2 ) ( )
Fir k#2nwl, 1€ Z ergibt sich:
1 etka/2 1 ka

: _ — - (- - A.12
limp S(k, ) 2sin (ka/2) 2 ( ot 2) : (A-12)

Der Fall k =2wl, | € Z ist wegen der Divergenz von S problematischer. Man be-
trachtet hier S(k,e¢)-sin®e und definiert:

1 . ka _ 1 1ka/2
U(k,0) := 21_1)1’(1) S(k,€) - sin 5 = gte (A.13)
1 ?
= i = lim ~ze*%/2 = _ A4
U(0,0) lim U(k,0) lim > ze 5 ( )
Damit ist U(0,0) die stetige Fortsetzung von U (k,0).
A.2.2 Darstellung mit J6—Funktion und Hauptwert
Die Zerlegung in Real- und Imaginérteil liefert:
S(k,€) = coska—e “+isinka  (2coska—e ™€ —ef) —e “+ef . sinka
)= 2(coshe — coska) 4(cosh € — cos ka) 2(cosh € — cos ka)
1 sinh e sin ka
- - (-1 . A5
< S(k €) 2 ( + (coshe — cos ka) e (cosh e — cos ka)> ( )
Andererseits gilt:
S(k,e) = Zeffj (coskaj + 1sinkaj) = Zefq coskaj + 12676’ sinkaj . (A.16)
j=1 j=1 j=1

Der Vergleich von (A.15) und (A.16) liefert:

i e”% coskaj = L + sinhe

ia )T T (cosh e — cos ka)

i 4 i ki sin ka (A17)
e si = . .

ia e 2 (cosh € — cos ka)

Nun sollen die Grenzwerte fiir € — 0 berechnet werden. Man setze dazu:

[coshe —1 k
¢:= COSTG & coshe = 2¢% 41, :L'::sin?a.
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Damit ergibt sich:

sinhe \/@7 - ¢ - sinka =z (£V1 — z2) ‘ (A.18)

cosh € — cos ka cosh € — cos ka ¢+ 2

Da die J-Funktion durch die Funktionenfolge 6., mit:

¢

R )

fir ¢ — 0 approximiert werden kann und da ¢ gegen Null geht, falls € gegen Null
konvergiert, gilt Nachstehendes:
sinh e ¢
li =1 241 ——
€50 2 (cosh e — cos ka) (50 ¢ 2(¢% +22?)

= 2@ =50 (sin %) . (A19)

Mit der Beziehung:

1
l
ergibt sich fiir g(k) = sin &2 :
=T gk =%cos™ o k)= %leosin| =%, Viez
1= a’ g = 2 2 g \k] _'2 ™ _'2a .
Das bedeutet, daf3
sinh e  — 27
li =— - — A21
302 (coshe —coska) a l:z:wd (k a l) ’ ( )

was (A.9) bestatigt.

Eine Aussage iiber die Sinusreihe erhilt man mit Hilfe der folgenden Formel:

lim ;T?‘Z =P % (A.22)

wobei P der Cauchysche Hauptwert ist. Aus diesem Grund gilt:

. sinka 1 [H oo sin ||
=_Pecot-=Z2p_—1__ A23
el—I>I(l)2(coshe—coska) 27 e € oo —cos| ( )
Zusammenfassend:
o0 o
S —€j —_- _
z_:coska] : lg]%] 1e coskaj = + Z é (k l)
0 il 1 4
Esin kaj = limY e ¥ sinkaj = - P % (A.24)
— €0 4 2" oo —cos |
Jj=1 j=1
0 . o .
e = 1im S e 9i = 1im S(k, €)
e €—0 4 e—0
j=1 j=1

— cos ||

1 27 2w sin ||
= —|-1+— d(k——1 — .
2[ P> (k= Z0) o — ]



Anhang B

Erginzungen zur Vollstindigkeit

B.1 Partialbruchzerlegungen

Im allgemeinen lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von Bj p(2,7) 2z~ U+
gemif (4.47):

T A = iy e 3 el
Die Multiplikation mit dem Hauptnenner fiihrt zu:
bsp(2,7) = [a4,51(7)(2 = ds2(7)) + ajs 2(7) (2 — ds (7))] 27 F
+ [z —ds1(7)][z — ds2(T ]ilb,sn ) 2T (B.1)

Setzt man die Nullstellen des Nenners in (B.1) ein, so erhdlt man die Konstanten
aj,s,l(r) und aj,572(T) :

z=ds1(T) = ajs1(7) =

z =dgs2(T) = ajs2(7) =

B.1.1 Die Koeffizienten bj;,(7)

Da Es,b(z, 7) ein Polynom nullten oder ersten Grades ist, ergibt sich b;,1(7) aus dem
Vergleich der Koeffizienten (j + 2)—-ten Grades:

bj,s,1(7) = —[aj,s,1(7) + ajs2(7)] - (B.3)

¢ Sind die Nullstellen des Nenners reell, so folgt aus dem Koeffizientenvergleich in (B.1)
und aus der Reellwertigkeit von ajsi(7), daB bjsn(7) fiir alle moglichen Werte
von n reell ist.

e Sind die Nullstellen des Nenners hingegen komplexe Zahlen, so gilt:
ds2(T) = ds1(7), (B-4)

da [z —d,1(7)][z —ds2(T)] ein Polynom mit reellen Koeffizienten ist.

83
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Dann gelten die folgenden Gleichungen:

bs,b(ds,2 (T>a T)

b5,p(ds,1(7),7)

ds2(7) —dsp (1) = [ds1(7) — dso(T)]" (B.5)
o (P = [den(mP ]
und deshalb ajs2(T) ajs1(7).
Das bedeutet, daf3
a5, 1(7) +aj,s2(7) = 2R a1 (7)] und
j,5,1(7) ds2(T) + 0js2(7) o1 (T) = 2R[ajs1(7) - d51(7)] in R liegen,
(B.6)
und somit bjsn(7) fiir jedes mogliche n ebenfalls reell ist.
Also sind die Koeffizienten b;,,(7) in jedem Fall reellwertig.
B.1.2 Berechnung der Koeffizienten fiir s=1
Aus I~)1,b(7') = —(1-17%
und [z —di1(T)][z —dia(r)] = 22—1% folgt:
1.Fal: 72=1
In diesem Fall wird der Integrand Null und es gilt: Iji(r) = % dj0-
2.Fall: 72 #1
d1,1(7') = T d1,2(7') = —T
1— 72 1— 72
aj1,1(7) Ry aj12(7) = Ta(Cryi2 (B.7)
1-72/ 1 1 1-72[ 1 j gerade
bi(7) 2 (Tj+2 + (—T)j+2) - rit2 { 0 j ungerade °
B.1.3 Berechnung der Koeffizienten fiir s =2

Es gilt:
und

Z’2,b(z7 T) =
[z —do,1(7)][z — da2(7)] =

2[Az — (1 —72)]
22 =2 z + (1 —272%).

Hier gilt es, drei Spezialfille abzuspalten, bei denen die Partialbruchzerlegung von (4.47)

abweicht:

1.Fall: A=1— 72

Unter diesen Umstédnden gelten die folgenden Beziehungen:

E2,b(zv T) =
[z —d21(7)][z — d22(7)] =

2(1—7%)(z—1)
2-2(1—7m)z+1—-27%) = (z—1)[z — (1 —272))].
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Damit weisen Zahler und Nenner den Faktor (z—1) auf, was zu nachstehender Partial-
bruchzerlegung fiihrt.

B2,b(z’ 7) _ a],2,2 + ]i—:l ],2 n( _ 2(1— 7'2)
2t z—(1— 27'2 [z — (1 —272)] 23 +1"
also 2(1 - 12)
-7
aj2,2(7) = =22t —bj2.(7). (B.8)

2.Fall: A=72-1
Nun gilt:

bop(z,7) = —2(1—712)(2+1)
[z —do1(7)][z —do2(7)] = 22+2(1—-71H)2z+(1—-27%)=[z+(1—-27)](z+1).

analog zu Fall 1 erhdlt man (aj22(7) durch aj2:(7) ersetst):

o =2(1—-1?)
aj,2,1(7') = [_(1 — 27_2)]j+1 :

(B.9)

Gelten die beiden Fille gleichzeitig, d. h. A=0 und 7=1, so wird Ez,b(z, T) =0
und damit T;2(7) = T dj0 .-

3. Fall: A2 —(1—-272)=0
Jetzt ergibt sich:

[z — d21(T)][2 — dap(T)] = 2% — 202 + A2 = (2 — \)?.

Deshalb lautet der Ansatz der Partialbruchzerlegung:

bop(2,7)  _ aj2a(r) ay,z a(T m n(
(z=A)220t1 2 —) + Z ' (B.10)

Die Multiplikation mit dem Hauptnenner und das Einsetzen der Nullstellen des Nenners

liefern:
2\ - (1 =77

aj2,2(T) = VS : (B.11)
bop(2,7) — ajoa(r) 211 2 ; :
27~ Giad T Gy e~ A= N - = (-]
2 . . . :
= m{—)\22 (Z‘7 — )\‘7) + (1 — T2)(ZJ+1 — )\‘7+1)}
. j_l . j .
= XU+ L a2z Z A Zimn g (1 - 72) Z AT
n=0 n=0
. j+1 .
= aj2.1(T) 2 4 Z bjan(T) Ztln (z—A). (B.12)

n=1
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Einsetzen von 2z =\ ergibt:

j+1A=7) =N

—2(j : P g 2
ajz(r) = 22720 {(1 — )G+ 1) N —])\]+2} - 2l N+2

(B.13)

In den beiden letzten Fillen gilt:
bj21(7) = —aj2.1(7) . (B.14)

Zu betrachten bleiben noch zwei Fille, bei denen die Partialbruchzerlegung (4.47) gilt:

4. Fall: A2 —(1—-272) >0 und |A| #|1— 72

ba(r) = A+ /R—(1-2r2)  doa(r) = A— /W — (1-272),

o R ) e et
“2lr) = pES| (B.15)
N2~ (1—2r2) [A + m}
Ap-vE=a=) - -

aj22(T) = — -

VR —(1=27) [A— X = (T =277

5.Fall: A2 —(1-272)<0

doi(T) =A+1/(1—272) = A2 daa(7) = A —14/(1 —272) — A2,

A+ 1/ T=2 =R - (1 - 12)
aj2.(r) = =) (B.16)
W/([1=27%) = X A+ /(T = 27%) = N]

A[A—z (1—272)—)\2}_(1_7-2)

aj22(T) =

— .
1/(1—272) — X2 [)\—z (1—272)—)\2]]+

Gemif (B.3) gilt fiir die letzten beiden Fille:

bj2,1(7) = —la;j2,1(7) + aj2,.2(7)] . (B.17)

Bemerkung

Neben den oben aufgefiihrten Fillen gibt es noch weitere, bei denen eine abweichende
Partialbruchzerlegung auftritt (z. B. fir s = 2, 72 = % oder der “Unterfall” 3.1.:
A = 0). Da sie im weiteren Verlauf keine Rolle spielen, werden sie an dieser Stelle nicht
betrachtet.
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B.2 Berechnung des Wegintegrals

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, einen Ausdruck fiir

1
dz —
z

Ys,m

anzugeben.
Zur Berechnung des Wegintegrals werden Sétze der Funktionentheorie herangezogen [10].
Sei G ein Gebiet mit

= ™ o

Die Exponentialfunktion bildet G bijektiv auf das Gebiet G mit
G=C\{—§: §eR} ab. (B.19)

G ist die ldngs der negativen imaginiren Achse aufgeschnittene Ebene. Die Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion ist dann ein Zweig des Logarithmus auf G.

Sz S [w]
3n fz) =€ =w
2 -
G flw)=Inw==z G

[ /LN /R R ]

|
bl

Abbildung B.1: Abbildung des Gebiets G durch die Exponentialfunktion

Damit besitzt f(z) =2~! eine Stammfunktion auf G, z. B.

3
5

F(z) =Inz =1In|z| + rarg{z}, —g < arg{z} < 5

(B.20)

also den Zweig des Logarithmus auf G. Deshalb gilt:

dz % —In [%,m (g)] _ 1n[75,m(0)] e [arg {%,m <§>} —arg {1em(0)}] , (B.21)

Ys,m

wenn s, ein Wegin G ist.

Zwei Dinge miissen noch ausgefithrt werden:

e Es ist noch zu zeigen, dafl <, ,, in sdmtlichen Féllen ein Weg in G ist.

e Das Wegintegral nach (B.21) ist zu berechnen.
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B.2.1 Der Integrationsweg liegt in G':

Man unterscheidet zwei Falle:

dgm(T) ist reellwertig:
Probleme koénnen nur dann auftreten, wenn d, ,,(7) = £1 ist.

o fiir s=1 istdie Sache unproblematisch, da fiir ds;,(7) ==+1 nach Anhang B.1
das Integral gar nicht auftritt.

o fiir s=2 gilt das Gleiche, da fiir d,m,(7) = £1 im Zahler ebenfalls ein Faktor
z —dsm(7) auftaucht.

der Spezialfall 7 =0 wird auf spiter vertagt.

dsm(7) ist komplexwertig:
e Da din(r) in R liegt, ist nur s =2 zu betrachten.
e Da dpo(7) einen negativen Imagindrteil hat, ist nur da1(7) zu betrachten.
e Angenommen es gibt ein &k € [0, 7] mit:
Rv2,1(k)] =0 und S[y21(k)] <0.
Das bedeutet:
coska —A=0 <& coska=A\
sinka —4/(1—272) — A2 <0.
Mit sinka = +v/1— X2  wiirde das bedeuten, dafl
VI-X2<V1-X2-272  gilt.

Diese Ungleichung liefert nur fir 7 =0 keinen Widerspruch.

Zusammenfassend:

Der Integrationsweg 7, liegtin G.

Ausgenommen hiervon ist der Spezialfall s =2, 7 =0, der nochmals gesondert betrach-
tet wird.

B.2.2 Berechnung der Betrige und Argumente

Auch hier miissen zwei Fille unterschieden werden:

ds,m(7) ist reellwertig:

Weil a;,m,m dann ebenfalls reellwertig ist, kann man sich auf die Betrachtung des Ima-
gindrteils von (B.21) beschrinken. Wegen der Festlegung des Argumentbereichs erhilt
man:

& l - dz E] = g{—sgn [—1 —dsm(7)] +sgn[l — ds’m(T)]} . (B.22)
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dsm(7T) ist komplexwertig:

Hierbei kommen Real- und Imaginirteil von (B.21) zum Zuge:

dz % = [ln|—l—ds,m('r)|—1n|1—ds,m(7')|] +1 [arg{—l—ds,m(r)}—arg{l—ds’m(r)}] ,

Ys,m
(B.23)
wobei arg z = arctan {%} + 7r0(—§R [z]) gilt
Sz '
B.2.3 Ausfiihrung der einzelnen Fille
1.Fall: s=1, 72#1 und s=2, |Al=]|1-72
1
Mit (B.22) erkennt man: R dz = ={ ™ Tl <1 (B.24)
Ys,m z O’ |T| > 1
2.Fall: s=2, A2=1-—272
Lo 1
Hier gilt: R l dz —] =7. (B.25)
2,1 z
3.Fall: s=2, A2—-(1-272)>0
Jetzt ergibt sich:
1 T
S l dz —] _ T [sgn (1 A+ (—)m /N2 —272)>
va,1 z 2
—sgn (—1 — A+ (-1)™/X2 - (1- 27'2)>] .
Mit Hilfe von Fallunterscheidungen kann man zeigen, daf:
—1-X—y/A2—(1-272) <0
<0 A>1-72
AN (1 =2:2
1-A— /A —(1-272) S0 A<l_q?
(B.26)

A>712-1

<0
1_ T (1 — 972
1—-A++/A2—(1-272) S0 A<r?_1
1— A+ /A2 —(1-272) >0 gilt.

Das bedeutet:
1 2
S ds 1| = 0 X>1 7'2
Y21 % T A<Z<l—1T

1 T A>712-1
& — | =
\sl’m’z dz z] { 0 Ner2_1 " (B.27)
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4. Fall: s=2, A2—-(1-272)<0

Nach (B.4) und (B.5) gilt: aj22(7) = a;f,z’l(T) und dop(7) = d3(7).
Aus (4.50) und (B.22) erhilt man:

aj,2,1(7) aj22(T) \| _
R [_z/ydz <Z — d2,1(7') + z — d2g(’7’))] N
R [a;2,1(7)][arg{~1 — da,1(7)} — arg{1 — da,1(7)}

+arg{—1— da (1)} — arg{1 — da 5(7)}]
+ S [aj,271(7')] [1n| —-1- d271(7')| - 111|1 - d2,1(7')| + 111| o d2,2(7')| - ln|1 - d2,2(7')|] .

Wegen In|z| = In|z*,
arg{z*} = —arg{z}, falls R[z] >0,
arg{z*} = 2w —arg{z}, falls R[z] <0, S[z]>0,
-1 < -272<0 = [N<1

gilt in diesem Fall:

Q j,2,1 (T) a ',2,2(7') . a r
R l—z /7 dz (Z T (T))] = 27R [aj2.(7)]. (B.28)

B.3 Der Spezialfall 7=0

Mit Hilfe von (4.25), (3.15), (3.34) und (4.34) errechnet man:

0
v11(T) = % dk 6(j) 2:sin kaj 6(1)(—21) sin kal (B.29)
+ /E dk 6(1 — j)2ue®sinka(j — 1) 6(1 — 1)(—2:) e %9 sinka(l — 1)
0
= 6(5)6(]) 5]‘1 +0(1—j5)0(1—1) 5]'_1,1_1 = 5]'1, also
o
Va1(0) = D Gulr)m| =Ie (B.30)
j,l:—OO
1 0
vialr) = / dk 8(7) 2usin kaj 6(1)(—2:) sin kal (B.31)

Mit dem gebundenen Zustand |rg) ergibt sich:

Va,2(0) + Vg,2(0) = i [6(31) 651 |r3) {ri ] + [ro) (ro| = I , (B-32)

Jyl=—00

und somit ist in diesem Spezialfall die Vollstdndigkeit nachgewiesen.



Anhang C

Erginzungen zur Stromberechnung

C.1 Berechnung der X—Matrizen

Hier soll beispielhaft gezeigt werden, wie man Gleichung (6.13) ableitet. Fiir die Gleichun-
gen (6.14) , (6.15) wund (6.16) geht man analog vor.

Zunichst aber einige Definitionen:
o  My(k,k") ist die I-te Spalte der Matrix M (k,k").

. Ml(j ) ist ein Matrixelement der Matrix M , und zwar das in der j-ten Reihe
und in der [-ten Spalte.

e der Vektor M;(k,k") geht aus dem Vektor M;(k, k") durch Vertauschen von 1.
und 2. sowie 3. und 4. Komponente hervor.

M® M®
- W 3 @)
Ml = 51(4) ; WObei Ml = %l(?’) ist. (C.l)
l l
4® A

l l

Als erstes wird das Integral aufgespalten und die Annahme %k > (0 einbezogen.

—

I(k, K, t) = lim / k" W (") ’(k_k”)a(s_z){gT(k,k",ez)M&s(k”) (k,k”)}

62,63—>0

—

(#, k") }
ezka(s—2)

0 " " — —_
_ lim (/ dk" ezW(Ic ,t) e~k a(s—2) {ST(k,k",62)M3,s,2(k")}

x { ST (K, K", e5) Muao(K', k")

N2 €2,63—0

x { ST (K, K", e3) (k') Mas2(K', K") + 6(—F') Map a(K', K")] }
_I_/E dk” ezW(k”,t) e—’Lk”a(s—z) {S (k k” 62)M33 1(]{?”)}
0

x{ ST (K, K", e3) [0(k') Mo, 1 (K, K") + 6(— k') M5 5(K, k”)]})

etka(s—2)

= N2 62:’[2;(11)0 (Il + I2) . (02)

91
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Im ersten Integral wird nun k" durch —k" substituiert.
/E dk;” elW(*k”,i) e,tk”a(s—Z) {gT(k, —k”, 62) M?) s 2(—]{?”)}
0
x {ST(K, K", e3) [0(k') Ma,p2(K',—K") + 6(—F') Mas.a(k',—K")| } .

In den Skalarprodukten wird die Reihenfolge der Komponenten so vertauscht, dafl ein Zu-
sammenfassen mit I, mdoglich ist.

Bl = [Tk e,
0
<ezk”a(52) {gT(k,k",ez)]\}37s72(—k'1)}
{570 )08 B0, + 00 a8 47|
e K" ale=2) LT (b, k", €3) M50 (k") }

x { ST (', K", €5) [0(K') Mao1 (K, k") + O(—k') Mg (K, K")] }) :

Das Produkt der Skalarprodukte wird in eine von links und rechts mit jeweils einem Vektor
versehene Matrix verwandelt:

ST M) M) = ST M-S, wobei
x9 = MO MP st

Nach dem Zusammenfassen ergibt sich dann:

zka (s—2)
I (kK 1) = lim / Ak’ W (K"t (C.3)
€2,63—0
X {ST(k, K", €2) [O(K') X,0(K', K") + 0(—K') Xo,o(K', K")] Sk, K" €5}
wobei
Xl(.fs)’l(kl’kll) — ezklla(SfQ) ~3(-,73,2(_kll) Mifgﬂ(kl’ k”)
oW1l M) (W) M) L (K KY) und (C4)
Xéiz’l(kl, kll) — elk’la(5—2) M3(]3 2(_k/l) M£,2,4(kl, _kll)
ol MG (K MG (K R). (C:5)
Analog erhilt man in den anderen Fillen
" o ~ (5 ~ (1
X)) wa(s2) i1 0) (—k") ML) o(— ")
e M) () Mg () (C6)
Ur(K', k") = Maga(K',—K") + Maa1 (K, k") (C.7)
Up(K', k") = Mayga(k',—k") + Myos(K, k") (C.8)
Us(k") = Msaoa(—k") + Msa1(K"), (C.9)

und durch Einsetzen von (6.6) , (6.10) und (6.11) und mit Hilfe von (4.30) erhalt
man die Matrizen X, und die Vektoren U,, n = 1,2,3, die in Abschnitt (6.2)
dargestellt sind.
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C.2 Residuensatz

C.2.1 Pole 1. Ordnung

Zu behandeln ist das Integral iiber den geschlossenen Weg 9G+ mit dem Integranden
gemif (6.25):

1" n " ].
R = dk” J(k" :/ dk" g (e*') e*" . I ——-

G+ ( ) 0G+ g ( ) ]'1;[1 etk — Zj
Setzt man den in (4.40) definierten Weg v auf 0G4 fort, so gilt:

R= i/ ak" g(v(K")) 7' (k") - ) (C.10)

w Jog. 1 V(ET) =z
Mit einer geeigneten Parametrisierung von 0Gy erhilt man:
R=2= [* du g(+[06-(w)) ¥ (06+(w) - (9G) @- I
10 Ju, i 7<8Gi( ) — 2

was durch den Weg vy (u) = W(BGi(u)) iibergeht in:

S
|
RS

R:i dzg 1_"[ —iz—ﬂ Z res, (g(()ﬁ 1 ) (C.11)

1a a .
2€7(G+) Jj=1

Treten keine Pole mit hoherer Ordnung als eins auf, so gilt:

n n
1
R=+N Li — =+N , C.12
Z (1—I>I(1) z 1:[ — Zj Z g(zl) ._H Z] — Zj ( )
z€7(G+) = 21€7(G+) J=1,5#1
was wegen der Bijektivitdt von 7 bedeutet, daf:
i 1
R =4+N Z g(elk’a) H m lSt (013)
kieG+ J=1,5#1 J

C.2.2 Polein G4

e Nach (6.22) liegt der Pol von S(k+k",€) nurdannin G_, wenn k negativ ist.
In G4 kann kein Pol von S(k + k" €) liegen.

e Fir S(k—k" €) tritt der umgekehrte Fall ein:
In G_ liegt kein Pol von S(k — k" €).

In G, liegt dann ein Pol, wenn k positiv ist.

¢ Existieren Pole von By(k”), so liegen sie in der negativen imaginiren Halbebene.

Entsprechend liegen die Pole von By(—k") in der positiven imaginiren Halbebene.
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C.3 Strom fiir Blochzustinde

Gegenstand der Betrachtungen sind Berechnungen von Is(s)(k, k',t) gemiB Formel (6.13).

Mit (6.26) und der Aufspaltung in vier Anteile nach (6.37) erhilt man:

(9) , B ezka(s—2) ) , , e
IO®K, ) = “—— lm_(60)B,(K)Cq (k—12,¢
a

€2,63—0

1

etka g2 _ e—zk:’a e€s

€9 1
+9(—k/){[(}s (k —z—,t) s (C19)

a

1
!
+Cs( k== t) e—tk'a ges _ gqika 662:|

+A, r(K) C, (k _ ze—2,t> 1
a

ezka ef2 — ezk’a e€3

' €3 1
—Cs (_k B Z;’t> e—tk'a ges _ g—tka ge2 }) .

Um im weiteren eindeutig vorgehen zu kénnen, muf} einer der Grenzwerte berechnet werden.
In unserem Fall lassen wir der Einfachheit halber €3 gegen Null gehen. Desweiteren werden
die vorkommenden Briiche in Komponenten von S iiberfithrt und es ergibt sich:

(S) ! etkals=2) 3T ! N 77 ! N 77 !
IOk, K 1) =~ lim {§7(k, K, ) [6() Us(k, ¥, 1, ) + 0(—HK) Us(k, ', 1, e2)|}
mit
0
Us(k, k', t,e5) = e*'%By(k') Cy(ks,t) g L ke =k—12, (C.15)
a
1
0
. wk'a o (—k k' t)
Uk, K tes) = | €%
6 €2) etk A R( " Cy(ka, )
'@ [Cy(k2,t) — Cs(—K', 1))
C.4 Abschitzungen
C.4.1 Das Integral I(t)
Die Rechenregeln der komplexen Analysis liefern:
2
eFW(T£(W)t)  —  exp {qiz % cos [g(l + cosu £ ¢sin u)] }
2
= exp {$z 2Vt (cos [z(l + cos u)] cosh [E sin u]
h 2 2
Fusin [g(l + cos u)] sinh [g sin u]) } , also
leFW (Xt = exp {—%Vt sin [g(l + cos u)] sinh [g sin u] } . (C.16)
Da sin(m —u) = sinu,
sin [ (1 + cos u)] = sin [—g(l + cosu) + 7r] = sin [g(l — cos u)] und
sin [ {1+ cos(m —u }] = sin [%(1 — Cos u)] sind, gilt:
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™
It = / du [eFW (T().0) (C.17)
0

= 2/5 du exp{—2—Vtsin [E(l — cosu)] sinh [f sinu]} .
0 h 2 2

Mit der Abschitzung der Sinus— und Hyperbelsinusfunktion:

< < si <
0 > 2u/r < sinu < w } fiir 0 <u < g, (C.18)

0 u < sinhu < 2u/7sinh(7/2)

der Integration “iiber” die Abschédtzung:

u 2
0 < du' =o' < / du’ sinu’ < / du’ o (C.19)
0 T
1
& Og—u2 < 1—cosu<—u fiir —ESUSE
T 2 2 2
. 2 .. ™
oder alternativ l1—cosu < —u fiir 0 < u < 5
T

und der Monotonie der Exponential-, Hyperbelsinus— (steigend) und Kosinusfunktion (fal-
lend) auf dem betrachteten Intervall gelangt man zur folgenden Abschitzung:

1 21 1
sin [z(l — €oS u)] sinh [I sin u] > sin (— u2> sinhu > = Zu? - u=—ud
2 2 2 s

T 2
2Vt
leFW (X)) < exp {——u3} fiir 0 <u < T (C.20)
hm 2
Mit Hilfe der Substitution u':= u® errechnet man:

I(t) < 2/5 du exp{—z—wu3} —2/ du' = )_%exp{—i—wu'} .
0 ™

Da der Integrand fiir positive u positiv ist, kann das Integral durch Vergréflern der oberen
Grenze nach oben abgeschétzt und mit Hilfe der Gammafunktion I' eine obere Grenze

berechnet werden [9]:
1
Wt ) 2.(1\ (hm\3
i ot =2 () (=) 21
/du exp{ hwu} 3I‘(3) <2Vt> (C.21)

C.4.2 Der Quotient Q

Betrachtet man @ auf dem Weg Y. nach (6.21), so ergibt sich:

QT:) ~ oA (22
_ sin? [Z(1 + cos u)] + sinh® [Z sinu]
(exp {Z sinu} — 1) + 2exp {Tsinu} (1 — cos [Z(1 + cosu) — ka]) ’

we [0,7], 0<|k\<§.

Man schitzt @ nach oben ab, indem man den zweiten Summanden des Nenners weglifit.
Der verbleibende Ausdruck ist symmetrisch in u bzgl. 7, so da u auf das Intervall
[0,7] eingeschrédnkt werden kann.
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Mit (e” —1) > w fiir positive w, (C.18) und (C.19) erhilt man:

sin? [Z(1 — cos u)] + sinh® [Z sin u]
(exp{Zsinu} — 1)2

sin? u + [(sinh Z) (sin u)]? - [1 +sinh’ (%)] u?

(5 sin u)2 u?

Q*(Tx(u) < (C.23)

< 7.

C.4.3 Der Nenner von Q

Nach (C.22) soll nun

Ng = \/<exp{gsinu} - 1)2 + 2exp {gsinu} (1 — cos [g(l + cosu) — ka]) (C.24)

nach unten abgeschétzt werden.

e Fiir 0 < ka < § wird der 2. Summand unter der Wurzel klein, wenn § < u <
ist. In diesem Fall substituiert man uw =7 —v und benennt v wieder in v um.

e Fir § <ka<m wird der 2. Summand klein, wenn 0<u < Z.

Nun mu$ folgendes untersucht werden:
9 T 2 T, ™ )
Ng = |exp 5 sinu ¢ — 1) +2exp 5 sinu 1—cos 5 sgnn cosu—1n| |, mit

n = <ka—g).

Der Betrag des Arguments des Kosinusterms ist kleiner als 7, also kann Abschitzung
(C.19) angewandt werden und man erhalt:

2 2
2
Néz (exp{gsinu}—l) —i—;exp{gsinu} [gsgnn cosu—n] .

Im 1. Summand wird die Exponentialfunktion durch:

T . T . T .
exp{asmu}—lZexp{\/;Smu}—1>\/;Slnua

im 2. Summand durch 1 nach unten abgeschétzt. Deshalb gilt:

2 [w 2 2 7\ 2
3 > T—costu)+ 2 [Teosufl] =2 (= T) +2m(1 - cosw)
9 2
> ;<|n|—g> , also (C.25)

5 _ B ka 0<ka<3 i
No > \/;P(k), wobei P(k)_{n—ka LT<ka<m st
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