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Ohne die Unterstützung von Frau Erna Nagler, Frau Sieglinde Klimesch und Frau
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Kurzfassung

Die Inspektion von Werkstücken auf Formabweichungen und Defekte ist ein Bereich der
Messtechnik, der sich auf Grund hoher Stückzahlen und des dadurch erreichbaren Einspar-
potentials für die Automatisierung anbietet. Eine Vielzahl von industriellen Produkten wie
beispielsweise Karosserieteile, Wasserarmaturen, oder optische Bauteile weist spiegelnde
Eigenschaften auf. Die automatisierte Untersuchung dieser Oberflächen mittels optischer
Messmethoden erfordert spezielle Herangehensweisen. Im Gegensatz zur Untersuchung
matter Oberflächen kann beispielsweise weder eine direkte Auswertung von Grauwertbil-
dern noch einfache Triangulation verwendet werden. Um eine dreidimensionale Vermes-
sung spiegelnder Oberflächen zu ermöglichen, werden in dieser Arbeit unterschiedliche
bestehende und neu entwickelte Verfahren beschrieben. Hierzu wird der physikalische Zu-
sammenhang bei spiegelnder Reflexion erläutert, sowie die prinzipiellen Voraussetzungen
an einen Messaufbau erläutert. Bei dem gewählten Messverfahren Deflektometrie wird ge-
zielt die spiegelnde Reflexion eines bekannten Musters am zu untersuchenden Objekt aus-
gewertet. Mit Hilfe eines Datenprojektors wird eine Folge von Streifenmustern auf einer
Projektionsfläche dargestellt. Die Reflexion dieser Muster am zu untersuchenden Objekt
wird mit einer digitalen Kamera beobachtet und auf einem Computer zur weiteren Ver-
arbeitung eingelesen. Mittels Phasenverschiebung der projizierten periodischen Muster ist
die Bestimmung des Strahlengangs für alle das Muster erfassende Kamerapixel gleichzei-
tig möglich. Das Prinzip eines selbst entwickelten Messaufbaus wird erläutert und ein spe-
ziell entworfenes Kalibrierverfahren beschrieben sowie auf seine Genauigkeit überprüft.
Es zeigt sich, dass aus den direkt gemessenen deflektometrischen Daten keine eindeutige
Rekonstruktion möglich ist. Verschiedene Ansätze, die eine Rekonstruktion unter Verwen-
dung von Zusatzwissen oder der Verknüpfung mehrerer Messungen ermöglichen, werden
hergeleitet und erläutert. Hierzu wird unter anderem der Polarisationsgrad des reflektierten
Lichts ausgewertet. Der Zusammenhang zwischen benachbarten Messpunkten wird mittels
Markov-Zufallsfeldern modelliert. Eindeutige Merkmale auf einer spiegelnden Oberfläche
lassen sich durch stereoskopische Auswertung lokaler Krümmungsmerkmale bestimmen.
Diese sind für die Realisierung eines Regionenwachstumverfahrens notwendig. Letztlich
werden die mit dem entwickelten Messaufbau und den implementierten Algorithmen rea-
lisierten dreidimensionalen Rekonstruktionsergebnisse diskutiert. Unter Verwendung von
Optimierungsverfahren konnten diese Daten weiter verbessert werden. Die Eignung ver-
schiedener numerischer Methoden wie etwa Iterated Conditional Modes oder Gauß-Seidel-
Relaxation wurde untersucht und an Hand der erzielten Verbesserung bewertet.

Schlagworte: Deflektometrie, dreidimensionale Rekonstruktion, Sichtprüfung, spiegelnde
Oberflächen, Streifenprojektion, Stereosehen, Optimierung, Markov Random Fields



III

Abstract

The inspection of work pieces on shape deviation and defects is a field of metrology which
lends itself to automation because of large quantities and the saving potential caused by
that fact. A huge number of industrial products as for example car body parts, water ar-
matures, or optical components shows specular properties. The automated inspection of
these surfaces using optical measuring methods requires special approaches. In contrast to
the inspection of matt surfaces neither direct evaluation of grey value pictures nor an easy
triangulation can be used. To allow a three-dimensional measurement of specular surfaces,
different existing and newly developed procedures are described in this work. Moreover
the physical properties concerning specular reflection are explained, as well as the funda-
mental conditions for a measuring construction are described. With the measuring princi-
ple deflectometry the specular reflection of a known pattern in the object which has to be
examined is evaluated. With the help of a data projector a series of stripe patterns is ge-
nerated on a projection screen. The reflection of these patterns at the surface of the object
is observed with a digital camera and is transferred to a computer for further processing.
Performing phase displacement of the projected periodical patterns the beam path for all
camera pixels observing the pattern can be determined at the same time. The principle of a
self-developed measuring construction is explained and a suitable calibration procedure is
described as well and checked for its exactness. It appears that from the directly measured
deflectometric data no unambiguous reconstruction is possible. The different approaches
which allow a reconstruction with the aid of additional knowledge or the fusion of several
measurements are derived and explained. Further the degree of polarisation of the reflected
light is evaluated. The connection between neighbouring points is modelled using Markov
Random Fields. Unambigous features on a specular surface are generated using stereo-
scopic evaluation of local curvature. These are necessary for a region growing approach.
In the end, the three-dimensional reconstructions which are achieved with the developed
measuring construction and the implemented algorithms are discussed. This data could be
further improved using optimization procedures. The suitability of different numerical me-
thods like Iterated Conditional Modes or Gauß-Seidel relaxation was examined and valued
by the achieved improvement.

Keywords: Deflectometry, three-dimensional reconstruction, optical inspection, specular
surface, fringe projection, stereo vision, optimization, Markov Random Fields
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1 Einleitung

Die automatisierte Qualitätsprüfung von Industrieprodukten ist ein technologi-
scher Bereich, der hohes Einsparpotential aufweist und eine Möglichkeit zur Qua-
litätssteigerung der ausgelieferten Produkte für ein Unternehmen verspricht. Ge-
rade bei der Fertigung von Produkten mit hoher Stückzahl können automatisier-
te Verfahren hohe Standards bezüglich Effizienz und Reproduzierbarkeit setzen.
Die optische Sichtprüfung mittels digitaler Bildverarbeitung stellt einen Bereich
der automatisierten Qualitätsprüfung dar, der sich unter anderem durch die Vor-
teile einer berührungslosen Messung und hoher Flexibilität bei der Anpassung
an eine Messaufgabe auszeichnet. Mittlerweile sind bildbasierte Prüfverfahren in
der industriellen Fertigung und Prüfung etabliert. Eine typische Messaufgabe ist
beispielsweise die Vollständigkeitskontrolle, bei der auf das Vorhandensein von
Bohrungen in Metallteilen oder Tabletten in Blisterverpackungen geprüft wird.
Weitere Standardverfahren betreffen die Prüfung auf Risse und Beschädigungen
des Produktes oder die Prüfung auf Formhaltigkeit eines Bauteils.

Die Untersuchung von spiegelnden Teilen stellt besondere Anforderungen an ein
optisches Messsystem. Bei matten Objekten werden Verfahren wie Lasertriangu-
lation oder Grauwertanalyse der Objekttextur angewendet. Diese Herangehens-
weisen scheiden für die Untersuchung spiegelnder Oberflächen aus, da die ge-
nannten Methoden eine diffuse Reflexion am zu untersuchenden Objekt voraus-
setzen und spiegelnde Reflexion die Messung stören würde. Die bisher in der
Industrie etablierten Untersuchungsmethoden für spiegelnde Oberflächen haben
spezifische Vor- und Nachteile: Bei der Kontrolle mit bloßem Auge durch ge-
schulte Mitarbeiter kommt es zwangsläufig zur subjektiven Beurteilung der Pro-
duktqualität und somit zu nicht reproduzierbaren Ergebnissen. Quantitative Er-
gebnisse können bei dieser Art der Inspektion nicht erwartet werden. Dies ist
jedoch für die genaue und reproduzierbare Beurteilung der Qualität vorheriger
Arbeitsschritte von großer Bedeutung. Ein Vorteil ist die hohe Flexibilität des
Menschen, was das schnelle Einarbeiten in neue Messaufgaben und die Beurtei-
lung von komplexen Teilen angeht, deren automatisierte Untersuchung eine spe-
ziell angepasste Messanordnung erfordern würde. Interferometrische Verfahren
sind meist zu störanfällig für den Einsatz in der rauen industriellen Umgebung.
Allerdings erzielen solche Verfahren sehr hohe Messgenauigkeit bis in den Be-
reich von einigen Nanometern. Diese Methoden bieten sich aus diesen Gründen
eher für die Laboruntersuchungen ausgewählter Stichproben an.
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Die Untersuchung mittels taktiler Verfahren ist zwar etabliert, bringt jedoch einen
hohen Zeitaufwand auf Grund langer Messzeiten mit sich. Für eine Kontrolle al-
ler produzierten Teile muss das Verfahren jedoch möglichst schnell sein, um im
Produktionstakt arbeiten zu können. Da es sich um ein eindimensionales Ver-
fahren handelt, ist dies gerade bei der flächenhaften Erfassung von Oberflächen
problematisch, da die Oberfläche aus dicht nebeneinander liegenden Messlinien
bestimmt werden muss. Ein Vorteil ist die Robustheit der Messmethode und die
Einfachheit des Messprinzips. Lediglich die Form der abtastenden Spitze muss
berücksichtigt werden, um exakte Schnitte der Oberfläche zu erhalten.

Im Falle einer spiegelnden Oberfläche besteht bei der optischen Inspektion die
Notwendigkeit, die Reflexion von Umgebungslicht auszuwerten, da eine spie-
gelnde Oberfläche für den Betrachter oder eine Kamera gar nicht oder nur sehr
schwach direkt sichtbar ist. Die gezielte Auswertung von Reflexionen ist die cha-
rakteristische Eigenschaft der Deflektometrie. Hierzu wird die Spiegelung be-
kannter Muster an der Oberfläche analysiert. Bei der Untersuchung einer spie-
gelnden Oberfläche mit dem bloßen Auge verhält es sich ähnlich. Der Mensch
erkennt Verformungen am ehesten an Hand der charakteristischen Verzerrung der
reflektierten Umgebung. Für die Untersuchung einer Oberfläche auf lokale De-
fekte wie Beulen, Dellen, Welligkeiten oder Kratzer stellt die Deflektometrie eine
geeignete Untersuchungsmethode dar, da lokale Krümmungsänderungen einfach
bestimmt werden können. Die Krümmungsdaten sind jedoch nur als relatives Maß
bekannt, eine direkte Integration der Krümmungsdaten zur Rekonstruktion der
Oberflächenform ist nicht möglich. Die Neigung, und damit auch die Krümmung,
in einem Oberflächenpunkt ist gemäß des Reflexionsgesetzes zudem vom Abstand
des Oberflächenpunkts zur Kamera abhängig, der nicht direkt beobachtet werden
kann. Da gerade die Abstände der Messpunkte zur Kamera für die dreidimensio-
nale Rekonstruktion bestimmt werden müssen, muss das bestehende deflektome-
trische Verfahren ergänzt oder modifiziert werden. Es ist notwendig, statt relativer
Krümmungswerte die absolute lokale Neigung und die räumliche Lage von Punk-
ten auf der Oberfläche zu bestimmen. Eine direkte Bestimmung der räumlichen
Gestalt eines Messobjektes ist daher aus einer einzigen unkalibrierten deflekto-
metrischen Messung nicht möglich.

In dieser Arbeit werden Verfahren vorgestellt, welche die dreidimensionale Ver-
messung spiegelnder Objekte ermöglichen. Die beschriebenen Methoden bauen
auf dem deflektometrischen Messprinzip auf. Die zum Verständnis notwendigen
Grundlagen werden in Kapitel 2 beschrieben. Hierbei wird auf den physikalischen
Hintergrund bei der Reflexion von Licht an Oberflächen eingegangen.

Für die präzise Bestimmung der räumlichen Lage von Oberflächenpunkten ist
die Verwendung eines kalibrierten Messaufbaus zwingend notwendig. Dies rührt
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daher, dass für eine Rekonstruktion der Oberfläche der Strahlengang bei der opti-
schen Abbildung des Messobjekts bekannt sein muss. Aus diesem Grund muss die
Anordnung der Komponenten des Messaufbaus exakt bestimmt werden. Darüber
hinaus stellen die Kamera und der Projektor zur Mustererzeugung Fehlerquel-
len dar, da Linsenverzeichnungen, die von den abbildenden Optiken herrühren,
zu Messfehlern führen können. Die Vermessung und Kompensation dieser Fehler
sowie die Bestimmung der Position und Ausrichtung der Komponenten Projek-
tor, Kamera und Projektionsfläche erfolgt mittels eines Kalibrierverfahrens, das
in Kapitel 3 beschrieben wird.

Sind die deflektometrischen Messdaten erfasst worden, besteht die Notwendig-
keit, die prinzipiell vorhandene Mehrdeutigkeit der Daten aufzuheben. Diese
Mehrdeutigkeit rührt daher, dass Licht von der Projektionsfläche ungerichtet ab-
gestrahlt wird und somit die Richtung eines emittierten Lichtstrahls nicht direkt
bestimmt werden kann. Da für eine reale Oberfläche einschränkende mathemati-
sche Bedingungen gelten, besteht die Möglichkeit, durch Berücksichtigung die-
ser Bedingungen bei der Weiterverarbeitung der Messdaten zu einem eindeutigen
Ergebnis für die dreidimensionale Gestalt der reflektierenden Oberfläche zu ge-
langen. Es zeigt sich, dass schon bei der Erfassung der Messdaten verschiedene
Ansätze verfolgt werden können. Zum einen kann die dreidimensionale Position
für jeden vermessenen Punkt einzeln bestimmt werden. Ein zweiter Ansatz geht
von Startpunkten auf der Oberfläche aus, die mittels einer Stereokamera bestimmt
wurden. Ausgehend von diesen Punkten können dann Gradientendaten, die direkt
deflektometrisch messbar sind, integriert werden, um die gesamte Oberfläche zu
rekonstruieren. Unterschiedliche Ansätze zur Rekonstruktion sind in Kapitel 4
dieser Arbeit beschrieben. Bisher bestehende Lösungsansätze werden umrissen
und in Bezug zu den selbst entwickelten Verfahren gesetzt.

Die unter Verwendung des realisierten Messaufbaus und der implementierten Al-
gorithmen erzielten Ergebnisse sind in Kapitel 5 gezeigt. Die spezifischen Vor-
und Nachteile der beschriebenen Rekonstruktionsverfahren werden in Abschnitt
5.3 gegeneinander abgewogen. Kapitel 6 fasst den Inhalt der Arbeit und die er-
reichten Ziele zusammen. Im Ausblick werden abschließend viel versprechende
Möglichkeiten zur Weiterentwicklung der dreidimensionalen Vermessung spie-
gelnder Oberflächen dargestellt.
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2 Grundlagen

2.1 Physik der Reflexion

Bei der optischen Untersuchung spiegelnder Oberflächen ist es sinnvoll und not-
wendig, deren reflektierende Eigenschaft gezielt zu nutzen. Eine direkte Über-
tragung von Messverfahren für matte Oberflächen wie etwa Lasertriangulation
ist gar nicht oder nur unter großen Einbußen bei der Messqualität möglich, da
Spiegelungen für klassische Triangulationsverfahren, die eine Lambertsche Streu-
ung an der Oberfläche voraussetzen, eine Störung darstellen. Um den Prozess der
spiegelnden Reflexion von Licht für die Vermessung eines Objektes nutzen zu
können, ist die Kenntnis der physikalischen Abläufe erforderlich. Diese werden
im Folgenden beschrieben.

2.1.1 Voraussetzung für spiegelnde Reflexion

Die Wechselwirkung elektromagnetischer Strahlung mit rauen Oberflächen ist
ein komplexer Vorgang und Gegenstand zahlreicher Veröffentlichungen [BP61,
He91, PT90, LKK99]. Als eine einfach zu handhabende Methode, um einen Zu-
sammenhang zwischen der Oberflächenrauigkeit, der Wellenlänge des Lichts und
der Reflektanz herzustellen, hat sich das Rayleigh-Kriterium bewährt. Es erlaubt
eine Abschätzung der minimalen Wellenlänge λ, bei der spiegelnde Reflexion bei
gegebener Rauigkeit des reflektierenden Materials zu erwarten ist.

Als Maß für die Oberflächenrauigkeit wird der Mittenrauwert

Ra =

⎛
⎝ 1

L

L∫
0

|y(x) − y0(x)| dx

⎞
⎠ (2.1)

betrachtet, wobei y(x) die gemessene Höhe an der Stelle x, y0(x) die Höhe einer
Ausgleichsgeraden durch das gemessene Rauigkeitsprofil und L die Länge des
Rauigkeitsprofils ist.

Gemäß des Rayleigh-Kriteriums gilt eine Oberfläche für Licht mit der Wel-
lenlänge λ unter dem Einfallswinkel θ (gegen die Normale der Oberfläche ab-
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Abbildung 2.1: Skizze zur Herleitung des Rayleigh-Kriteriums.

getragen) als spiegelnd, wenn die Ungleichung

Ra <
λ

16 cos(θ)
(2.2)

erfüllt ist [BS63].

Abbildung 2.1 erläutert den physikalischen Zusammenhang bei der Reflexion von
Lichtstrahlen an einer Oberfläche mit mittlerem Höhenunterschied R a. Maßgeb-
lich für die spiegelnde Reflexion ist der Phasenunterschied von parallel reflek-
tierten Strahlen. Strahl 1 wurde an einer erhöhten Stufe reflektiert, Strahl 2 an
einer abgesenkten Stufe. Der Gangunterschied Δs ergibt sich aus der Differenz
der Strecken s1 und s2:

s1 =
Δh

cos(θ)
, (2.3)

s2 = s1 cos(π − 2θ) = s1

(
−2 cos2(θ) + 1

)
(2.4)

= −2Δh cos(θ) +
Δh

cos(θ)
,

Δs = s1 − s2 = 2Δh cos(θ) . (2.5)

Für die Phasendifferenz folgt

Δφ =
2π

λ
Δs =

4πΔh

λ
cos(θ) . (2.6)

Für Δφ = 0 überlagern sich die Wellen der parallel reflektierten Lichtstrahlen
konstruktiv und Energie wird in Reflexionsrichtung abgestrahlt. Für Δφ = π



6 2. GRUNDLAGEN

ist die Überlagerung destruktiv, was zur Folge hat, dass die Lichtenergie nicht in
Reflexionsrichtung abgestrahlt wird, sondern in einen großen Raumwinkelbereich
gestreut wird. Spiegelnde Reflexion ist somit nicht mehr zu beobachten.

Der Übergang von spiegelnder (Abstrahlung in eine Raumrichtung) über dif-
fuse (Abstrahlung in ein kleines Raumwinkelelement) zu streuender Reflexion
(ungerichtete Abstrahlung) ist fließend. Aus diesem Grund stellt das Rayleigh-
Kriterium eine in der Praxis bewährte Festlegung der Grenze von spiegelnder Re-
flexion bei einer mittleren Phasendifferenz von Δφ = π/2 dar. Aus Gleichung 2.2
ist erkennbar, dass für flache Einstrahlung (θ nahe 90◦) spiegelnde Reflexion auch
für rauere Oberflächen auftritt. Außerdem ist offensichtlich, dass für größere Wel-
lenlänge λ auch bei Oberflächen mit höherer Rauigkeit spiegelnde Reflexion auf-
tritt. Materialien, die bei Einstrahlung von sichtbarem Licht (λ ≈ 390 − 780 nm)
augenscheinlich matt erscheinen, können somit für elektromagnetische Strahlung
höherer Wellenlänge spiegelnde Eigenschaften aufweisen. Für einen Mittenrau-
wert von beispielsweise 1 μm und einem Einfallswinkel θ ≈ 60◦ kann für Strah-
lung aus dem Spektrum des fernen Infrarot (λ ≈ 6 − 15 μm) [Hec87] spiegelnde
Reflexion ab einer Wellenlänge λ > 8 μm laut dem Rayleigh-Kriterium beobach-
tet werden.

Durch Nutzung von Infrarot-Technologie konnte eine deflektometrische Defekt-
detektion auf einer Oberfläche mit Ra ≈ 0,96 μm realisiert werden, die für sicht-
bares Licht matte Eigenschaften hat [HK05, Hor05]. Der Versuchsaufbau sowie
Ergebnisse des Verfahrens sind in Anhang A.2 beschrieben.

2.1.2 Polarisation durch Reflexion

Aus den Fresnelschen Gleichungen ergibt sich, dass der Polarisationsgrad von ur-
sprünglich unpolarisiertem Licht nach der Reflexion an einem dielektrischen Me-
dium durch den Einfallswinkel θ beeinflusst wird [Hec87]. Zur Herleitung die-
ses Zusammenhangs wird der Reflexionsgrad R‖ für parallel zur Einfallsebene
polarisiertes Licht und für senkrecht zur Einfallsebene polarisiertes Licht (R⊥)
betrachtet:

R‖ =
tan2(θ − θt)
tan2(θ + θt)

, (2.7)

R⊥ =
sin2(θ − θt)
sin2(θ + θt)

. (2.8)
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Abbildung 2.2: (a): Reflexionsgrad R‖ für parallel und R‖ für senkrecht zur Einfallsebe-
ne polarisiertes Licht in Abhängigkeit vom Einfallswinkel θ. (b): Polarisationsgrad ρ von
reflektiertem Licht in Abhängigkeit vom Einfallswinkel θ; n1 = 1, n2 = 1,5.

Der Brechungswinkel θt kann aus dem Snelliusschen Gesetz bei Kenntnis der
Brechungsindizes von Luft (n1 = 1) und des Materials des zweiten Mediums
(n2) bestimmt werden:

θt = arcsin
(

n1

n2

)
. (2.9)

Unpolarisiertes Licht kann als Überlagerung von inkohärenten, amplitudenglei-
chen und orthogonal polarisierten Anteilen beschrieben werden. Der Reflexions-
grad für unpolarisiertes Licht ist demnach R = 1

2 (R‖ + R⊥). In Abb. 2.2 (a) sind
die Größen R‖, R⊥ und R in Abhängigkeit vom Einfallswinkel θ dargestellt. Die
Brechungsindizes haben die Werte n1 = 1 und n2 = 1,5. Für den Einfallswinkel
θp = arctan(n1

n2
) wird kein parallel zur Einfallsebene polarisiertes Licht reflek-

tiert. Dieser Winkel hat den Namen Polarisationswinkel oder Brewsterwinkel. Der
Polarisationsgrad ρ von Licht ist durch

ρ =
Ip

Ip + Iu
(2.10)

definiert, wobei Ip die Flussdichte des polarisierten und Iu die des unpolarisierten
Lichts ist. Da R‖ und R⊥ unterschiedliche Werte für einen bestimmten Einfalls-
winkel θ haben, muss der Polarisationsgrad ρ von θ abhängen. Der Polarisations-
grad ρ kann durch folgende Gleichung bei gegebenen Parametern Einfallswin-
kel θ und Brechungsindex n2 der reflektierenden Oberfläche bestimmt werden
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[MKI04]:

ρ =
2 sin(θ)2

√
n2

2 − sin(θ)2 − n2
2 sin(θ)2 + sin(θ)4

n2
2 − sin(θ)2 − n2

2 sin(θ)2 + 2 sin(θ)4
. (2.11)

Mittels eines Polfilters kann der Polarisationsgrad über die Differenz der minima-
len Flussdichte Imin zur maximalen Flussdichte Imax beim Drehen des Polfilters
bestimmt werden:

ρ =
Imax − Imin

Imax + Imin
. (2.12)

Der Verlauf des Polarisationsgrades in Abhängigkeit des Einfallswinkels ist in
Abb. 2.2 (b) dargestellt. Für den Brewsterwinkel θp erreicht der Polarisations-
grad ρ sein Maximum. Durch Messung des Polarisationsgrads von reflektiertem
Licht kann demnach der Einfallswinkel der Reflexion bestimmt werden, sofern
unpolarisiertes Licht eingestrahlt wurde und der Brechungsindex n 2 des dielek-
trischen Mediums, an dem die Reflexion stattfand, bekannt ist. Zu beachten ist
jedoch, dass die Bestimmung des Einfallswinkels aus dem Polarisationsgrad im
Allgemeinen zu zweideutigen Ergebnissen führt, da der Zusammenhang zwischen
Einfallswinkel und Polarisationsgrad nicht monoton ist (vgl. Abb. 2.2 (b)). In Ab-
schnitt 4.2.1 wird beschrieben, wie man aus dem Polarisationsgrad Informationen
über die Normale einer spiegelnden Fläche erhalten kann.

2.2 Funktionsprinzip der Deflektometrie

Ein deflektometrischer Messaufbau besteht prinzipiell aus drei Komponenten:
Einer Vorrichtung zur Erzeugung von strukturiertem Licht, dem Messobjekt,
das dieses Licht reflektiert, und einem Sensor, der die Reflexion registriert.
Neben verschiedenen Ansätzen unter Nutzung von Glanzlichtern [SAH04],
Schachbrettmustern [ON96] und Mustern mit Dreiecken [SP02] als Grund-
element, hat sich die phasenmessende Deflektometrie bewährt [P00, Kam04,
HLSP00]. Hierbei wird ein Streifenmuster von einem LCD-Schirm oder mit-
tels eines Datenprojektors auf einer Projektionsfläche dargestellt. Der Mess-
aufbau ist schematisch in Abb. 2.3 dargestellt. Jede Komponente hat ihr eige-
nes Koordinatensystem (Projektor-Koordinatensystem (PKS), Projektionsschirm-
Koordinatensystem (SKS), Kamera-Koordinatensystem (KKS)). Ein Lichtstrahl
geht von einem 3D-Punkt XS der Projektionsfläche aus und wird an der Ober-
fläche im Punkt XR spiegelnd reflektiert. Klein geschriebene Vektoren bezeichnen
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung eines deflektometrischen Messaufbaus.

im Allgemeinen zweidimensionale Vektoren, groß geschriebene Vektoren dreidi-
mensionale Vektoren. Die Reflexion wird auf dem Kamerasensor im Punkt X K

registriert. Ziel ist es, die Zuordnung xK �→ XS nicht nur für ein Kamerapixel
sondern für alle Pixel des Sensors gleichzeitig zu bestimmen. Die Positionen xK

liegen alle in der Ebene des Sensorchips der Kamera. In Abb. 2.5 ist beispielhaft
ein Messbild einer deflektometrischen Messung zu sehen.

Zur Bestimmung der Zuordnung xK �→ XS wird ein so genanntes Phasenschiebe-
verfahren eingesetzt. Durch die Verschiebung der auf der Projektionsfläche darge-
stellten sinusförmigen Streifenmuster in horizontaler und vertikaler Richtung um
π/2 (siehe Abb. 2.4) wird unter Verwendung des

”
4-Bucket“-Algorithmus eine

Phasencodierung erzielt [Kam04]. Für die Helligkeitsinformation, die in einem
Kamerapixel xK(i, j) registriert wird, gilt das folgende Signalmodell jeweils für
horizontale (h) und vertikale (v) Richtung:

gh/v,k(i, j) = b0(i, j) + b1(i, j) cos
(
φh/v(i, j) + k

π

2

)
; k = 0 . . . 3 (2.13)

mit

b0(i, j) : zeitlich konstanter Gleichanteil

b1(i, j) : zeitlich konstante Amplitude
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gh,0 gh,1 gh,2 gh,3

gv,0 gv,1 gv,2 gv,3

Abbildung 2.4: Streifenmuster zur Kodierung der Schirmkoordinaten XS.

Abbildung 2.5: Messbild einer deflektometrischen Untersuchung. Im Hintergrund ist das
auf den Schirm projizierte Streifenmuster zu sehen. Die Information über die Form des
Messobjekts (abgewinkeltes Blech) ist in der verzerrten Reflexion dieses Musters enthalten
(Vordergrund).
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Eine Änderung von k um 1 bewirkt eine Verschiebung des Musters um jeweils
90◦. Die Phaseninformation in einem Kamerapixel (i, j) in horizontale Richtung
respektive vertikale Richtung kann dann wie folgt bestimmt werden:

φh/v(i, j) = arctan
(

gh/v,3(i, j) − gh/v,1(i, j)
gh/v,0(i, j) − gh/v,2(i, j)

)
. (2.14)

Als Phasenentfaltung bezeichnet man den Schritt von den periodischen gemes-
senen Phasenwerten in nichtperiodische Phasenwerte. Zur Lösung dieser Proble-
matik wurden zahlreiche Algorithmen entwickelt [Zho05, Bal03, CCC04, FP04,
FKP01]. Eine Phasenentfaltung ist im Fall des beschriebenen Verfahrens nicht
notwendig, da Sinusmuster unterschiedlicher Periodenlänge verwendet werden.
Die Messung wird mit einem Muster gestartet, bei dem die Periodenlänge der
Breite des Gesamtmusters entspricht. Es tritt somit keine 2π-periodische Mehr-
deutigkeit auf. Es finden nun Muster mit sukzessive kleinerer Periodenlänge
Verwendung, wobei die Untergrenze der Periodenlänge durch das Auflösungs-
vermögen der Kamera bei der Abbildung des reflektierten Musters gegeben ist.
Durch die Verwendung von Streifenmustern mit sinusförmigem Intensitätsverlauf
statt binärer Muster ist auch die unscharfe Darstellung des Musters in der Kamera
unproblematisch, da der charakteristische Intensitätsverlauf auch bei unscharfer
Abbildung erhalten bleibt. Die unscharfe Abbildung bietet vielmehr den Vorteil,
dass die diskrete Darstellung des Musters durch den Projektor quasi als konti-
nuierlich angenommen werden kann, da durch die Unschärfe eine Interpolation
der projizierten Pixel stattfindet. Dies hat seine Ursache darin, dass keine hoch-
frequenten Signalanteile, wie etwa bei einem Binärmuster, vorhanden sind. Die
Tiefpass-Eigenschaft einer unscharfen Abbildung wirkt sich somit nicht nachtei-
lig aus. Durch den Prozess der unscharfen Abbildung wird lediglich die Ampli-
tude des Sinusmusters reduziert. Dies lässt sich mathematisch durch die Faltung
eines Sinussignals mit einer Gaußfunktion zeigen:

g(x) = sin(ω0x) ∗ 1√
2πσ

exp− x2

2σ2 (2.15)

und nach Fouriertransformation:

G(ω) = jπ (δ (ω + ω0) − δ (ω − ω0)) exp−ω2σ2
2 . (2.16)

Die Absenkung der Amplitude erfolgt somit gemäß der Funktion exp−ω2
0σ2

2 qua-
dratisch zur Standardabweichung der Gaußfunktion und der Frequenz des Sinus-
signals.

Der begrenzende Faktor für die Genauigkeit der Phasenbestimmung ist der Grau-
stufenbereich, den das Sinusmuster im Kamerabild umfasst. Für realistische Auf-
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nahmebedingungen bei einer deflektometrischen Vermessung liegen ca. 60 Grau-
stufen zwischen der Darstellung des Maximums und des Minimums des Musters.
Für die gegebene Versuchsanordnung können Muster mit einer Periodenlänge von
8 Projektorpixel noch mit der Kamera aufgelöst werden. Im Mittel liegt die Größe
eines projizierten Pixel auf dem Schirm bei etwa 1 mm. Da eine Unterscheidung
der Phaseninformation eine Signaländerung um mindestens eine Graustufe vor-
aussetzt, steht die Graustufenänderung des detektierten Musters in direktem Zu-
sammenhang mit der örtlichen Auflösung der Codierung. Für eine Periode des
Musters werden im praktischen Fall etwa 60 Graustufen Differenz zwischen Ma-
ximum und Minimum registriert. Eine Periode entspricht für die gegebene Mess-
anordnung einer Distanz von 8 mm auf dem Projektionsschirm. Es können folg-
lich auf dem Projektionsschirm im Mittel 60/8 mm = 7,5 Graustufen je Millime-
ter unterschieden werden. Folglich liegt die bei einer Messung erreichbare Orts-
auflösung der Schirmkodierung bei eA = 1/(7,5 mm−1) = 0,133 mm. Die Orts-
auflösung eA verhält sich somit reziprok zum Kontrast K zwischen der Darstel-
lung des Maximums und des Minimums des Sinusmusters mit der Periodenlänge
L auf der Projektionsfläche:

eA =
L

K
. (2.17)

Für ideale Aufnahmebedingungen und einer Kamera, die 256 Graustufen unter-
scheiden kann, würden 256 Graustufen zwischen der Darstellung des Maximums
und des Minimums des Musters liegen. Hieraus würde eine theoretische Orts-
auflösung eA = 8 mm

256 ≈ 30 μm resultieren.

Für den Fall, dass das System nicht metrisch kalibriert ist (die Ausrichtung und
Position der Komponenten ist nicht bekannt), kann die im Folgenden Abbildungs-
funktion A genannte Zuordnung

xP(i, j) = A(i, j) =
(

A1(i, j)
A2(i, j)

)
(2.18)

für eine beliebige Anordnung der Komponenten durch Messung bestimmt wer-
den. Das Indexpaar (i, j) beschreibt die horizontale bzw. vertikale Position ei-
nes Pixels auf dem Kamerasensor, für den der Ursprung A(i, j) des registrierten
Lichtstrahles bestimmt wurde. Einem Kamerapixel mit Indexpaar (i, j) wird al-
so eine zweidimensionale Position auf dem bildgebenden Chip des Projektors
xP(i, j) zugeordnet. Auf Grund der Genauigkeit des Phasenschiebeverfahrens
kann diese Position subpixelgenau bestimmt werden. Die x- und y-Achse des
Koordinatensystems PKS liegen in der Chipebene und die z-Achse zeigt entlang
der optischen Achse des Projektors. Diese Information ist ausreichend, um lokale



2.3. REKONSTRUKTIONSPROBLEM BEI SPIEGELNDEN OBERFL ÄCHEN 13
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Abbildung 2.6: Allgemeiner Zusammenhang zwischen einem hellen Punkt auf dem
Schirm in XS, der reflektierenden Oberfläche XR und der Beobachtung durch die Kamera
mit Projektionszentrum in C.

Defekte wie Dellen, Beulen, Welligkeit und Kratzer auf der spiegelnden Ober-
fläche zu erkennen, da ein Maß für die lokale Krümmung bestimmt werden kann
[Kam03].

In Kapitel 3 wird eine Methode beschrieben, wie eine Zuordnung von 3D-
Punkten XS auf der Projektionsfläche und der 3D-Position von Kamerapixeln
XK(i, j), die das reflektierte Licht registrieren, erreicht werden kann. Diese als
3D-Abbildungsfunktion Ak(i, j) (der Index k steht für kalibriert) bezeichnete
Zuordnung ist Voraussetzung für eine dreidimensionale Rekonstruktion von spie-
gelnden Oberflächen (siehe Kapitel 4) und hat die Form

XS(i, j) = Ak(i, j) =

⎛
⎝Ak,1(i, j)

Ak,2(i, j)
Ak,3(i, j)

⎞
⎠ . (2.19)

Die 3D-Abbildungsfunktion Ak(i, j) wird im Kamerakoordinatensystem KKS
angegeben. Die z-Achse liegt entlang der optischen Achse der Kamera. Die Lage
des Startpunkts XS auf der Projektionsfläche und des Endpunkts XK in einem
Kamerapixel sind somit unter Verwendung eines kalibrierten Messaufbaus drei-
dimensional bestimmbar.
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Abbildung 2.7: Mehrdeutigkeit des Strahlengangs: Auch beim kalibrierten Messaufbau
kann XR nicht direkt bestimmt werden. Ein beliebiger Punkt X′

R auf dem Sichtstrahl erfüllt
beispielsweise ebenso den geforderten Strahlengang.

2.3 Rekonstruktionsproblem bei spiegelnden Ober-
flächen

Im Allgemeinen kann man den in Abb. 2.6 gegebenen Strahlengang bei einer
deflektometrischen Messung aufstellen. Das von der Position XS auf dem Schirm
emittierte Licht gelangt entlang des Strahls r (Länge normiert) zum Punkt X R auf
einer Oberfläche, an dem er reflektiert wird. ρ ist der Abstand zwischen dem Punkt
XS und dem reflektierenden Punkt XR. Das reflektierte Licht gelangt entlang des
Strahls s (Länge normiert) zum Projektionszentrum C der Kamera. Der Abstand
zwischen XR und dem Projektionszentrum ist mit σ bezeichnet.

Es ergibt sich folgender mathematischer Zusammenhang (alle Vektoren sind drei-
dimensionale Größen) [Kam04]:

n =
r − s
‖r− s‖ , (2.20)

l = σs + ρr, (2.21)

r = s− 2(nTs)n, (2.22)

⇒ l = (σ + ρ)s− 2ρ(nTs)n . (2.23)



2.3. REKONSTRUKTIONSPROBLEM BEI SPIEGELNDEN OBERFL ÄCHEN 15

Aus der 3D-Abbildungsfunktion können die Vektoren l und s bestimmt werden:

l = Ak(i, j) − C, (2.24)

s =
C − XK(i, j)
‖C− XK(i, j)‖ . (2.25)

Die alleinige Kenntnis der 3D-Abbildungsfunktion ist noch nicht ausreichend, um
den Punkt

XR = C + σs (2.26)

auf einer spiegelnden Oberfläche zu rekonstruieren. Dies rührt daher, dass der
Abstand σ des Punktes XR zum Projektionszentrum der Kamera nicht bekannt
ist. Somit kann der Strahlengang XS �→ XR �→ XK nicht vom Strahlengang
XS �→ X′

R �→ XK für einen beliebigen Punkt X ′
R entlang des Sichtstrahls des

Kamerapixels in XK(i, j) unterschieden werden (siehe Abb. 2.7). Die Normale
n in einem Punkt XR, sowie die Richtung r und die Länge ρ des Strahls von
der Lichtquelle XS nach XR ist somit abhängig vom Abstand σ dieses Punktes
zum Projektionszentrum C. Man kann sich die Problematik klar machen, wenn
man die Deflektometrie als aktive Triangulation betrachtet. Hierbei ist die Rich-
tung des Sichtstrahls s vorgegeben und die Richtung des einfallenden Strahles r
abhängig von der Lage und der Neigung des reflektierenden Punktes. Kennt man
die Strahlrichtung r jedoch nicht, kann keine Triangulation durchgeführt werden.

Für die Bestimmung des Abstandes σ kann folgende Gleichung aufgestellt wer-
den:

σs = l − ρs + 2ρ(nTs)n , (2.27)

⇒ σ = ‖l− ρs + 2ρ(nTs)n‖ . (2.28)

Nach weiterer Umformung der Gleichung erkennt man, dass eine der drei Größen
Normale n, die Richtung r oder die Länge ρ des Strahls von der Lichtquelle X S

zum reflektierenden Punkt XR zur Bestimmung von σ zusätzlich bekannt sein
muss:

σ(n) =
∥∥∥l − ∥∥s− 2

(
nTs
)
n
∥∥ (s− 2

(
nTs
)
n
) ∥∥∥ , (2.29)

σ(r) =

∥∥∥∥∥l −
∥∥∥s− 2

((
r− s

‖r− s‖

)T

s

)
r− s

‖r− s‖

∥∥∥ ·
·
(

s− 2

((
r − s

‖r − s‖

)T

s

)
r − s
‖r− s‖

)∥∥∥∥∥ , (2.30)
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σ(ρ) =

∥∥∥∥∥l − ρs + 2ρ

⎛
⎝
(

l−‖l−ρr‖s−ρs
ρ

‖ l−‖l−ρr‖s−ρs
ρ ‖

)T

s

⎞
⎠ ·

·
(

l−‖l−ρr‖s−ρs
ρ

‖ l−‖l−ρr‖s−ρs
ρ ‖

)∥∥∥∥∥ . (2.31)

In Kapitel 4 werden verschiedene Verfahren beschrieben, wie die notwendigen
Informationen für die Bestimmung von σ gewonnen werden können und somit
die dreidimensionale Position eines reflektierenden Punktes XR bestimmt werden
kann. Voraussetzung für die Rekonstruktion der Oberfläche ist die Kalibrierung
des Messaufbaus. Das hierzu prinzipiell notwendige Vorgehen und das entwickel-
te Kalibrierverfahren werden im nächsten Kapitel beschrieben.
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3 Kalibrierung des Messaufbaus

3.1 Voraussetzungen für die 3D-Rekonstruktion
spiegelnder Oberflächen

Die Kenntnis des Licht emittierenden Schirmpunktes XS und des Endpunktes
XK eines reflektierten Lichtstrahles in Weltkoordinaten ist Mindestvoraussetzung
für die Rekonstruktion des reflektierenden Punkts XR. Um diese Informationen
über den Strahlengang zu erhalten, wird mit dem hier beschriebenen Verfahren
die intrinsische und extrinsische Kalibrierung sowohl von Kamera als auch von
Projektor durchgeführt. Bei der intrinsischen Kalibrierung werden Parameter wie
Brennweite, Hauptpunkt und Linsenverzeichnung von Kamera und Projektor be-
stimmt und bei der extrinsischen Kalibrierung die Position von Kamera und Pro-
jektor relativ zur Projektionsfläche erfasst. Als Ergebnis der Kalibrierung kann für
alle beobachteten Reflexionen der projizierten Muster der Startpunkt auf der Pro-
jektionsfläche XS und der Endpunkt des Strahls in einem Pixel des Kamerachips
XK angegeben werden [HD06].

3.2 Allgemeines Vorgehen und Stand der Technik

Die Kalibrierung eines deflektometrischen Messaufbaus unter Verwendung eines
Projektors zur Erzeugung von Streifenmustern umfasst die extrinsische und in-
trinsische Kalibrierung des Projektors und der Kamera. Hierunter versteht man
die Bestimmung der Lage und Ausrichtung von Projektor und Kamera relativ zur
Projektionsfläche (extrinsische Parameter) sowie die Berechnung der charakteri-
stischen Parameter der optischen Komponenten (intrinsische Parameter).

Verschiedene Ansätze wurden bisher bei der Kalibrierung eines computergesteu-
erten Datenprojektors verfolgt. Zhang und Huang [ZH06] bestimmen die intrin-
sischen Parameter Hauptpunkt und Brennweite des Projektors durch die Ana-
lyse von projizierten verkippten Schachbrettmustern. Eine mögliche Verzeich-
nung durch das Linsensystem des Projektors wird außer Acht gelassen. Legarda-
Sáenz u. a. berücksichtigen diese Verzeichnung [LSBJ04]. Projektorkalibrierung
mit Hilfe von Methoden der projektiven Geometrie wird von Huynh beschrieben
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[Huy97]. Die Verwendung eines speziellen Kalibriermusters, das aus Marken auf
zwei verkippten Ebenen besteht, ist für sein Verfahren notwendig.

Die Kamerakalibrierung kann zuverlässig durch die Verwendung von Standard-
methoden durchgeführt werden [Tsa87, Bou02]. Hierbei werden außer den intrin-
sischen Parametern auch die Parameter zur Korrektur einer möglichen Verzeich-
nung durch das Linsensystem der Kamera bestimmt.

3.3 Grundbegriffe der projektiven Geometrie

Für die Lösung der Aufgaben, die sich bei der Kalibrierung des Messaufbaus und
der Weiterverarbeitung der Messdaten ergeben, bietet sich die projektive Geo-
metrie als mächtiges Hilfsmittel an. Auf Grund von Eigenschaften, die im Ver-
gleich zur euklidischen Geometrie ungewohnt erscheinen, ist es notwendig, einige
Grundbegriffe und Zusammenhänge vorab zu klären [HZ02]. Es soll lediglich die
projektive Geometrie von Ebenen betrachtet werden, was für die gegebene Pro-
blemstellung jedoch ausreichend ist: Der bildgebende Chip des Projektors, der
Kamerachip und die Projektionsfläche sind allesamt Ebenen. Die Abbildungen
zwischen diesen Ebenen können durch so genannte Homographien beschrieben
werden.

Eine Linie in einer Ebene kann über die Gleichung

ax + by + c = 0 (3.1)

dargestellt werden. Der Vektor (a, b, c)T bezeichne diese Linie. Die selbe Linie
wird auch durch die Gleichung

(ka)x + (kb)y + (kc) = 0 (3.2)

dargestellt. Dies bedeutet, das die Vektoren (a, b, c)T und k(a, b, c)T für ein be-
liebiges k 	= 0 die selbe Linie bezeichnen. Man sagt, dass diese homogenen
Vektoren eine Äquivalenzklasse bilden. Die Vektoren des R

3 (ohne den Vektor
(0,0,0)T) bilden den Projektiven Raum P

2.

Eine ungewöhnlich erscheinende Eigenschaft der projektiven Geometrie stellt die
äquivalente Darstellung von Punkten und Linien dar. In der Tat gelten Aussagen
der projektiven Geometrie, die sich auf Punkte und Linien beziehen, gleicherma-
ßen, wenn man die Begriffe Punkte und Linien vertauscht. Diese Eigenschaft ist
als Dualitätsprinzip bekannt.

Zur Einführung des Punkts in der projektiven Geometrie wird folgende Fragestel-
lung betrachtet: Es soll geprüft werden, ob ein Punkt mit den Koordinaten (x, y) T
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auf einer Linie l = (a, b, c)T liegt. Dies ist der Fall, wenn Gl. (3.1) erfüllt ist.
Stellt man den Punkt in homogenen Koordinaten x = (x, y,1)T dar, kann man
diese Bedingung schreiben als

xTl = 0 . (3.3)

Analog zur Äquivalenz von homogenen Vektoren, die Linien beschreiben, gilt
auch für Punkte

(kx, ky, k)l = 0 . (3.4)

Dies bedeutet, dass ein Punkt mit Koordinaten (x, y)T als homogener Vektor
x = (kx, ky, k)T mit k 	= 0 dargestellt werden kann. Diese Darstellung von
Punkten und Linien ermöglicht die einfache Formulierung von geometrischen
Zusammenhängen. Der Schnittpunkt von zwei Linien l und l ′ ist beispielswei-
se durch das Kreuzprodukt

x = l ∧ l′ (3.5)

gegeben. Die Verbindungslinie zwischen zwei Punkten x und x ′ lässt sich gemäß

l = x ∧ x′ (3.6)

bestimmen.

Es sollen nun Transformationen der projektiven Ebene betrachtet werden, unter
denen drei Punkte, die auf einer Linie liegen, auch nach der Transformation auf
einer Linie liegen. Diese Abbildungen tragen die synonymen Namen Kollineation,
projektive Abbildung oder Homographie.

Eine Homographie H ist eine Abbildung von n Punkten x i in einer projektiven
Ebene P

2 auf Punkte x′
i in einer projektiven Ebene P

′2 und kann als 3× 3-Matrix
angegeben werden:

x′
i = Hxi , (i = 1 . . . n) . (3.7)

Die zweidimensionale Lage von Punkten (xi, yi)T und (x′
i, y

′
i)

T wird in homoge-
nen Koordinaten xi = (xi, yi, wi)T und x′

i = (x′
i, y

′
i, w

′
i)

T angegeben. Die Vek-
toren x′

i und Hxi haben zwar die gleiche Richtung, aber deren Längen können
sich um einen skalaren Faktor (ungleich Null) unterscheiden. Für das Kreuzpro-
dukt der Koordinaten gilt in jedem Fall x ′

i ∧ Hxi = 0.
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Mit hjT sei die j-te Reihe von H bezeichnet [HZ02]:

Hxi =

⎡
⎣ h1Txi

h2Txi

h3Txi

⎤
⎦ . (3.8)

Das Kreuzprodukt lautet:

x′
i ∧ Hxi =

⎛
⎝ y′

ih
3Txi − w′

ih
2Txi

w′
ih

1Txi − x′
ih

3Txi

x′
ih

2Txi − y′
ih

1Txi

⎞
⎠ (3.9)

Da hjTxi = xT
i hj für j = 1 . . . 3 (hjTxi ist skalar) erhält man folgende drei

Gleichungen für die Einträge von H:⎡
⎣ 0T −w′

ix
T
i y′

ix
T
i

w′
ix

T
i 0T −x′

ix
T
i

−y′
ix

T
i x′

ix
T
i 0T

⎤
⎦
⎛
⎝ h1

h2

h3

⎞
⎠ = 0 . (3.10)

Diese Gleichung hat die Form Aih = 0, wobei Ai eine 3 × 9 Matrix ist und h
ein Vektor mit 9 Einträgen gemäß den Spalten h j von H (vgl. Gl. (3.8)):

h =

⎛
⎝ h1

h2

h3

⎞
⎠ . (3.11)

Da die dritte Zeile von Gleichung (3.10) sich als Linearkombination der ersten
beiden Zeilen ergibt, genügt es, das folgende Gleichungssystem für h zu lösen:

[
0T −w′

ix
T
i y′

ix
T
i

w′
ix

T
i 0T −x′

ix
T
i

] ⎛⎝ h1

h2

h3

⎞
⎠ = 0 . (3.12)

Die Matrix Ai hat nun 2 × 9 Einträge. Um die Homographie H zwischen zwei
Ebenen zu bestimmen, werden mindestens vier Punktkorrespondenzen zwischen
den Ebenen benötigt. Die Punkte der ersten Ebene seien mit x i und die der zwei-
ten Ebene mit x′

i bezeichnet. In dieser von Hartley und Zisserman beschriebenen
Methode werden die Merkmalspositionen jeweils so transformiert, dass ihre Ver-
teilung mittelwertfrei und die Standardabweichung gleich eins ist. Diese Norma-
lisierung erhöht die Zuverlässigkeit der Ergebnisse [HZ02]. Es wird das Vorgehen
für genau vier Punktkorrespondenzen beschrieben. Für jedes der vier Punktpaare
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung des zu kalibrierenden Messaufbaus. Die Kreis-
marken M1 bis M4 werden zur Bestimmung der Homographie zwischen Kamerachip und
Projektionsfläche benötigt.

wird nun die zugehörige Matrix A i bestimmt. Aus den vier 2 × 9-Matrizen wird
eine 8 × 9-Matrix zusammengesetzt. Von dieser Matrix wird die Singulärwert-
zerlegung bestimmt. Der normierte Vektor zum kleinsten Singulärwert ist die ge-
suchte Lösung h, aus der sich die gesuchte Homographie H direkt gemäß Gl.
(3.11) ergibt. Somit ist die Abbildung eines Punkts x i der ersten Ebene auf den
Punkt x′

i der zweiten Ebene entsprechend Gl. (3.7) bekannt.

3.4 Modellierung des Messaufbaus

Die zu betrachtenden Komponenten des Messaufbaus sind der Projektor, die Pro-
jektionsfläche (Schirm) und die Kamera. Der Laboraufbau ist in Abb. 3.2 abge-
bildet. Zur Bestimmung von dreidimensionalen Startpunkten für ein Regionen-
wachstumverfahren wird ein Kamerapaar verwendet (siehe Abschnitt 4.3.4). Für
die Kalibrierung des Messaufbaus wird nur die linke Kamera verwendet. Die Po-
sition und Ausrichtung von Kamera und Projektor werden relativ zum Ursprung
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Abbildung 3.2: Photo des Laboraufbaus. Die linke Kamera wird für die Kalibrierung des
Messaufbaus verwendet. Die rechte Kamera dient zur Bestimmung von 3D-Positionen aus
Stereobildern.

des Koordinatensystems SKS angegeben, dessen x-y-Ebene in der Projektions-
fläche liegt (siehe Abb. 3.1). Hierbei ist TK die Lage des Ursprungs des SKS in
KKS-Koordinaten (Kamera-Koordinatensystem) und RK ist die Rotationsmatrix,
welche die Ausrichtung des Koordinatensystems der Kamera gegenüber dem der
Projektionsfläche (SKS) beschreibt. Die optische Achse der Kamera ist entlang
der z-Achse im System KKS ausgerichtet. Für den Projektor gilt das entspre-
chende bezüglich der Größen TP und RP.

Die Kamera wird als Lochkamera modelliert, wobei berücksichtigt wird, dass
die ideale Abbildung durch das Linsensystem der Kamera verfälscht wird. Hier-
bei wird eine nichtlineare Transformation der Bilddaten angenommen [Bro66,
HS97b]. Für einen gegebenen Punkt X = [X, Y, Z]T (KKS) im Sichtfeld der Ka-
mera (optische Achse entlang der z-Achse) ergibt sich gemäß des Lochkamera-
Modells die normalisierte Projektion xn auf dem Bildsensor der Kamera in ho-
mogenen Koordinaten:

xn =

⎛
⎝X/Z

Y/Z
1

⎞
⎠ =

⎛
⎝ x

y
1

⎞
⎠ . (3.13)
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Abbildung 3.3: Skizze zur Verdeutlichung des Zusammenhangs zwischen idealen und rea-
len Bilddaten: (a) Kamera, (b) als inverse Kamera modellierter Projektor. Die Linse sym-
bolisiert jeweils die Verzeichnung.

3.4.1 Intrinsische Parameter und Verzeichnung

Die intrinsische Matrix KK beinhaltet die Brennweite f = (fx, fy)T, den Haupt-
punkt c = (cx, cy)T der Kamera sowie die Größe α, die als Scherung oder skew
bezeichnet wird. Diese ist ein Maß für die Abweichung von einem rechten Winkel
zwischen der x- und y-Achse auf dem Kamerasensor. Bei exakt rechtwinkligen
Anordnung der Pixel hat α den Wert Null. Für Sensoren, die in Industriekame-
ras verwendet werden, ist dies in der Regel der Fall. Brennweite und Hauptpunkt
werden in der Einheit Pixel ausgedrückt:

KK =

⎛
⎝ fx αfx cx

0 fy cy

0 0 1

⎞
⎠ . (3.14)

Die Projektion des Punktes X bei gegebenen intrinsischen Parametern KK ergibt
sich zu

xK = KKxn . (3.15)

Der Zusammenhang zwischen idealen Koordinaten xK und verzeichneten Koor-
dinaten x̃K ist in Abb. 3.3 veranschaulicht. Die ideale Projektion auf dem Bild-
sensor im Punkt xK wird durch das nichtideale Linsensystem und die womöglich
unpräzise Montage des Bildsensors in x̃K registriert. Diese Verzeichnung ist in
der Skizze als Linse symbolisiert. Die Funktion DK(xn) modelliert die Verzeich-
nung der normalisierten Projektion xn eines Punktes X in Form von tangentialen
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(Parameter k3, k4) und radialen Anteilen (k1, k2) [Bou02], welche für die Model-
lierung der in der Praxis auftretenden Linsenfehler ausreichend sind:

xd = DK(xn) =
(

xd,1

xd,2

)
= (1 + k1r

2 + k2r
4)
(

xn,1

xn,2

)
+ Δx , (3.16)

wobei r2 = x2 + y2 ist und der Vektor Δx die tangentiale Verzeichnung be-
schreibt:

Δx =
(

2k3xy + k4(r2 + 2x2)
k3(r2 + 2y2) + 2k4xy

)
. (3.17)

Die verzeichnete Pixelposition x̃K bestimmt sich wie folgt aus der normalisierten
verzeichneten Koordinate xd in homogenen Koordinaten:⎛

⎝ x̃K

ỹK

1

⎞
⎠ = KK

⎛
⎝ xd,1

xd,2

1

⎞
⎠ . (3.18)

Der Projektor kann als inverse Kamera modelliert werden. Das bedeutet, dass der
Strahlengang gegenüber dem Kameramodell invertiert ist, die Gleichungen für
die optische Abbildung aber die gleichen bleiben. Außerdem haben die verzeich-
neten und unverzeichneten Koordinaten umgekehrte Bedeutung im Vergleich zur
Abbildung durch die Kamera. Im Fall der Kamera interessieren die unverzeich-
neten Bildkoordinaten xK, die durch Kompensation der Verzeichnung auf Grund
der nichtidealen Kamera mittels der Funktion D−1

K aus den verzeichneten Ko-
ordinaten x̃K bestimmt werden können. Im Fall des Projektors muss das Pixel
mit Koordinate x̃P auf dem bildgebenden Chip aktiviert werden, um eine ideale
Projektion des Pixels xP zu erreichen. Die zu projizierenden Bilddaten müssen
folglich mit der Funktion DP verzeichnet werden:

x̃P = KPDP(K−1
P xP) . (3.19)

3.4.2 Extrinsische Parameter

Die Position des optischen Zentrums von Kamera und Projektor sowie die Aus-
richtung der optischen Achse der beiden Komponenten werden als extrinsische
Parameter bezeichnet. Diese Größen werden bezüglich der Schirmposition im
Ursprung des Schirmkoordinatensystems (SKS) angegeben. Die z-Achse dieses
Systems zeigt von Kamera und Projektor weg und die x-y-Ebene liegt in der Pro-
jektionsfläche.
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Zunächst wird die optische Abbildung zwischen einem Pixel xP eines verzeich-
nungsfreien Projektors und dem Punkt XS = (XS, YS,0) (SKS) auf dem Schirm
bestimmt:

xP = KP [RP,TP]

⎡
⎢⎢⎣

XS

YS

0
1

⎤
⎥⎥⎦ . (3.20)

TP ist hierbei der Translationsvektor zwischen dem optischen Zentrum des Pro-
jektors (Ursprung des PKS) und dem Ursprung des Schirmkoordinatensystems
(SKS), RP ist die Rotationsmatrix, welche die Ausrichtung zwischen SKS und
PKS beschreibt. Sowohl die Punkte xP auf dem bildgebenden Chip des Projek-
tors als auch die Punkte XS auf dem Schirm liegen jeweils in einer Ebene. Die
z-Koordinate der Größe XS ist demnach Null.

Im gegebenen Fall gilt:

xP = λPKP [RP,1,RP,2,TP]

⎡
⎣XS

YS

1

⎤
⎦ . (3.21)

Hierbei wird mit RP,1 und RP,2 die erste und zweite Spalte der Matrix RP be-
zeichnet, λP ist eine beliebige reelle Konstante. Aus (3.21) kann der Auftreff-
punkt [XS, YS] auf dem Schirm in Abhängigkeit vom lichtemittierenden Pixel x P

bestimmt werden:⎡
⎣XS

YS

1

⎤
⎦ =

1
λP

[RP,1,RP,2,TP]
−1 K−1

P xP . (3.22)

Im Allgemeinen weist ein Projektor ein gewisses Maß an Verzeichnung auf. Um
dies zu modellieren, wird angenommen, dass bei computerseitiger Aktivierung
des Pixels x̃P des bildgebenden Chips auf Grund der Verzeichnung des Projektors
eine punktförmige Lichtquelle mit der Position xP resultiert. Für diese Koordi-
nate xP kann dann weiterhin im idealen inversen Lochkameramodell gerechnet
werden, da die Verzeichnung bei der Bestimmung von x P aus der Pixelkoordinate
x̃P berücksichtigt wurde. Die Koordinaten der wie folgt zu berechnenden Position
xP können nicht ganzzahlige Werte annehmen:

xP = KPD
−1
P (K−1

P x̃P) . (3.23)
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Die Abbildung zwischen einem projizierten Punkt xS auf dem Schirm und der
korrespondierenden Pixelposition xK auf dem Sensorchip der Kamera kann eben-
falls als Homographie dargestellt werden:

xK = λKKK [RK,1,RK,2,TK]

⎡
⎣XS

YS

1

⎤
⎦ . (3.24)

Ersetzt man [XS, YS,1]T durch den entsprechenden Ausdruck aus (3.22) ergibt
sich folgende Gleichung für xK:

xK = λKKK [RK,1,RK,2,TK]
1
λP

[RP,1,RP,2,TP]
−1 K−1

P xP (3.25)

= λKPKKHKPK−1
P xP . (3.26)

Die beiden Homographien zwischen Projektor und Schirm, sowie Schirm und Ka-
mera können zu einer Homographie HKP zusammengefasst werden. Drückt man
xP über die computerseitig aktivierte Projektorkoordinate x̃P und die Korrektur-
funktion DP aus, erhält man xK in Abhängigkeit von x̃P:

K−1
K xK = λKPHKPD

−1
P (K−1

P x̃P) . (3.27)

In einem letzten Schritt wird nun die ideale Kamerakoordinate xK durch die be-
obachtete Kamerakoordinate x̃K ersetzt:

x̃K = KKDK(K−1
K xK) . (3.28)

Unter Verwendung von Gleichung (3.27) und (3.28) kann somit bei gegebenen
intrinsischen und extrinsischen Parametern des Messaufbaus unter Berücksichti-
gung der Kameraverzeichnung der Auftreffpunkt x̃K bestimmt werden, der Licht
von einem computerseitig aktivierten Pixel x̃P empfängt. Folglich kann für ein
beliebiges zu projizierendes Projektor-Eingangsbild das resultierende Kamerabild
des auf den Schirm projizierten Bilds bestimmt werden. Dies ist eine Vorausset-
zung für die in den folgenden Abschnitten beschriebene Kalibrierung des Mess-
aufbaus.

3.5 Initiale Parameterschätzung

Die Kalibrierung des deflektometrischen Messaufbaus umfasst die Bestimmung
der extrinsischen Parameter (Position und Ausrichtung von Kamera und Pro-
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jektor relativ zum Schirmkoordinatensystem SKS) sowie der intrinsischen Pa-
rameter von Kamera und Projektor (siehe Abschnitt 3.4.1). Für die intrinsi-
sche Kalibrierung der Kamera stehen bewährte Standardmethoden zur Verfügung
[Tsa87, Bou02]. Hierzu werden Bilder eines ebenen Schachbrettmusters mit be-
kannten Dimensionen mit der zu kalibrierenden Kamera aufgenommen. Die Po-
sition und Ausrichtung der Kalibriertafel wird variiert. Aus diesen Bildern wer-
den die Positionen der Schachbrettecken im Kamerabild extrahiert. Nach der
Schätzung der jeweiligen Ausrichtung und Entfernung des Schachbretts zur Ka-
mera in den einzelnen Bildern werden die intrinsischen Parameter der Kamera
bestimmt. Nach Verwendung der Kalibrierroutine stehen somit die notwendigen
Parameter zur intrinsischen Kalibrierung der Kamera zur Verfügung. Somit wird
im folgenden von einer kalibrierten Kamera ausgegangen.

Die Bestimmung der extrinsischen Parameter von Projektor und Kamera und der
Schirmpositionen sowie der intrinsischen Parameter des Projektors erfolgt gleich-
zeitig mittels eines Bündelausgleichs über die gemessenen Daten. Für diese nicht-
lineare Optimierung (siehe Abschnitt 3.6) sind Startwerte notwendig, die bereits
in der Nähe der Lösung liegen. Ist dies nicht der Fall, kann es vorkommen, dass
das gefundene Ergebnis nicht mit der gesuchten Lösung übereinstimmt. Zur Be-
stimmung einer Näherungslösung wird zunächst angenommen, dass der Projektor
verzeichnungsfrei sei. Dies ermöglicht es, die extrinsischen Parameter (RK,TK)
von Kamera und Projektor (RP,TP), sowie die Brennweite fP des Projektors nähe-
rungsweise geschlossen lösbar zu bestimmen.

Es soll die Homographie HKS zwischen Punkten auf der Projektionsfläche und
korrespondierenden Punkten auf dem Kamerachip bestimmt werden. Um die
Korrespondenzen bestimmen zu können, werden kreisförmige Marken auf dem
Schirm mit zueinander bekanntem Abstand angebracht (vgl. Abb. 3.1). Aus einer
Kameraaufnahme der Marken werden mittels eines Algorithmus zur Ellipsende-
tektion die Bildkoordinaten der Marken-Mittelpunkte xk,m

KM bestimmt [FPF99].
Die Punkte xm = [Mm

x , Mm
y , 1]T (SKS) sind durch die bekannten Positio-

nen Mm (m = 1 . . . 4) der Mittelpunkte der Marken auf dem Schirm gege-
ben. Die absolute Position der Marken auf dem Schirm ist hierbei nicht re-
levant. Die obere linke Marke definiert den Ursprung des SKS. Die Verbin-
dung zur rechts oben liegenden Marke definiert die x-Achse und die Verbin-
dung von der oben links zur unten links liegenden Marke die y-Achse. Die Punk-
te x′

m = [xm
n,KM,x, xm

n,KM,y , 1]T) sind gemäß der normierten Kamerakoordinaten

K−1
K xk,m

KM = xm
n,KM der Abbildung der Mittelpunkte der Kreismarken gegeben.

Aus den normierten Kamerakoordinaten x ′
m und den bekannten Positionen xm

der vier Kreismarken kann die Homographie HKS bis auf einen beliebigen skala-
ren Faktor geschätzt werden (vgl. Abschnitt 3.3).
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Die m-te Marke mit der Koordinate Mm = (Mm
x , Mm

y , 0)T (SKS) wird in der
Kamera wie folgt abgebildet:

K−1
K xk,m

KM = λK [RK,1,RK,2,TK]

⎡
⎣Mm

x

Mm
y

1

⎤
⎦ = λKHKS

⎡
⎣Mm

x

Mm
y

1

⎤
⎦ . (3.29)

Die extrinsischen Parameter der Kamera (RK,TK) können aus der Homographie
HKS bestimmt werden:

HKS = λK [RK,1,RK,2,TK] , (3.30)

wobei mit RK,1 und RK,2 die erste respektive zweite Spalte der Rotationsmatrix
RK bezeichnet ist.

Da die Messungen der Markenpositionen und der zugehörigen Kamerakoordina-
ten fehlerbehaftet sind, können die Beträge der ersten beiden Spaltenvektoren von
RK in der Gleichung HKS = λK [RK,1,RK,2,TK] ungleich eins sein. Dies be-
deutet, dass die Komponenten RK,1 und RK,2 nicht exakt orthonormal sind, was
für eine gültige Rotationsmatrix jedoch gelten muss. Folgende Berechnungsvor-
schrift liefert eine gültige Rotationsmatrix RK und den Translationsvektor TK,
welche die Position und Ausrichtung der Kamera relativ zur Projektionsfläche
beschreiben:

λK ≈ (‖HKS,1‖ + |HKS,2‖) /2 (3.31)

TK ≈ HKS,3

(‖HKS,1‖ + |HKS,2‖) /2
(3.32)

RK ≈
[

HKS,1

‖HKS,1‖
,

HKS,2

‖HKS,2‖
,

HKS,1

‖HKS,1‖
∧ HKS,2

‖HKS,2‖

]
, (3.33)

wobei HKS,i die i-te Spalte von HKS bezeichnet.

Zur Bestimmung der Homographie HPK wird die Transformation zwischen Ko-
ordinaten xP im zu projizierenden Bild und Koordinaten xK im Bild der Kamera
betrachtet (vgl. (3.25)):

xP = λP KP [RP,1,RP,2,TP] [RK,1,RK,2,TK]−1 K−1
K xK

= λP HPS (HKS)
−1 K−1

K xK

= λP HPK K−1
K xK . (3.34)
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Die noch zu bestimmende Homographie HPS zwischen Pixelkoordinaten des Pro-
jektors xP und Schirmkoordinaten xS kann aus der noch zu bestimmenden Homo-
graphie HPK und der bekannten Homographie HKS kombiniert werden:

HPS = HPKHKS (3.35)

Wie schon für die Homographie HKS geschehen, kann die Homographie HPK aus
mindestens vier korrespondierenden Punktpaaren (xK,xP) bestimmt werden. Zur
Gewinnung dieser Punktkorrespondenzen wird eine Serie von Streifenmustern
projiziert, die gemäß des in Abschnitt 2.2 beschriebenen Verfahrens dekodiert
werden. Als Ergebnis ist für jedes Kamerapixel xK das emittierende Projektor-
pixel xP bekannt. Durch dieses Vorgehen stehen so viele Punktkorrespondenzen
zur Verfügung, wie Kamerapixel das projizierte Muster darstellen. Dies führt zu
einer zuverlässigen Schätzung der Homographie. Das beschriebene Verfahren zur
Homographie-Bestimmung bleibt das Gleiche wie für vier Punktpaare, lediglich
die Größe der Matrix A wird der Zahl der Punktpaare angepasst. Da die intrin-
sischen Parameter des Projektors noch nicht bestimmt sind (die Einträge von K P

sind unbekannt), wird direkt die Homographie zwischen nicht normalisierten Pi-
xelkoordinaten des Projektors xP und Schirmkoordinaten xS bestimmt.

Um die Brennweite f und den Hauptpunkt c = (cx, cy)T des Projektors bestim-
men zu können, wird eine der Kamerakalibrierung entlehnte Methode verwen-
det [Zha00]. Das von Zhang vorgeschlagene Verfahren benötigt Aufnahmen eines
Schachbrettmusters, das unter verschiedenen Ausrichtungen und Abständen vor
die zu kalibrierende Kamera gehalten wird. In Analogie wird bei der Projektorka-
librierung die Projektionsfläche in unterschiedliche Positionen und Ausrichtungen
gebracht und von einer kalibrierten Kamera das projizierte Bild aufgenommen.

Zur Beschreibung der K verschiedenen Positionen und Ausrichtungen des
Schirms wird die Rotationsmatrix Rk

S und der Translationsvektor Tk
S eingeführt,

welche die Schirmkoordinaten für die k-te Schirmkonfiguration (k = 1 . . .K) in
das Koordinatensystem der ersten Schirmkonfiguration (SKS) überführt:

Xk
S = Rk

SXS + Tk
S . (3.36)

Für k = 1 ist R1
S = I und T1

S = 0. Die extrinsischen Parameter für die k-te
Konfiguration (Rk

K,Tk
K) und (Rk

P ,Tk
P) ergeben sich aus der Verknüpfung mit den

jeweiligen Schirmtransformationen zu:

Rk
K = RKRk

S , Tk
K = RKTk

S + TK ,

Rk
P = RPRk

S , Tk
P = RPTk

S + TP . (3.37)



30 3. KALIBRIERUNG DES MESSAUFBAUS

Die Homographie Hk beschreibt eine Abbildung für die k-te Schirmkonfigurati-
on.

Aus Gl. (3.34) geht hervor, dass

Hk
PS =

[
Hk

PS,1,H
k
PS,2,H

k
PS,3

]
= KP

[
Rk

P,1,R
k
P,2,T

k
P

]
. (3.38)

Da Rk
P,1 und Rk

P,2 zueinander orthonormal sind, gelten folgende Bestimmungs-
gleichungen für KP, die von den Spalten von Hk

PS abhängen:

(
Hk

PS,1

)T
K−T

P K−1
P Hk

PS,2 = 0 (3.39)(
Hk

PS,1

)T
K−T

P K−1
P Hk

PS,1 =
(
Hk

PS,2

)T
K−T

P K−1
P Hk

PS,2 . (3.40)

Es wird angenommen, dass skew und Verzeichnung für die Bestimmung eines
Startwertes für die Optimierung vernachlässigt werden dürfen (α=0, k 1 . . . k4 =
0). Außerdem sei f = fx = fy. Für die Matrix Ω (Bild des absoluten Kegel-
schnitts) gilt:

Ω = K−T
P K−1

P =

⎡
⎣

1
f2 0 − cx

f2

0 1
f2 − cy

f2

− cx

f2 − cy

f2
cx

f2 + cy

f2 + 1

⎤
⎦ =

⎡
⎣Ω11 0 Ω13

0 Ω11 Ω23

Ω13 Ω23 Ω33

⎤
⎦ . (3.41)

Mit den Gln. (3.39) und (3.40) kann für die Komponenten von Ω folgendes Glei-
chungssystem aufgestellt werden:

[
vT

12

vT
11 − vT

22

] ⎡⎢⎢⎣
Ω11

Ω13

Ω23

Ω33

⎤
⎥⎥⎦ = 0 , (3.42)

wobei folgende Definition für die Vektoren vT
ij gilt:

vT
ij [Ω11, Ω13, Ω23, Ω33]T =

(
Hk

PS,i

)T
ΩHk

PS,j . (3.43)

Mittels Singulärwertzerlegung kann bei gegebenen Homographien H k
PS (in nicht

normalisierten Projektorkoordinaten xP) für verschiedene Schirmkonfigurationen
Gl. (3.42) gelöst werden. Aus den bestimmten Komponenten von Ω können
Hauptpunkt und Brennweite des Projektors bestimmt werden:

cx = −Ω13/Ω11 (3.44)

cy = −Ω23/Ω11 (3.45)

f =
√

‖Ω33/Ω11 − c2
x − c2

y‖ . (3.46)
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Mit den nun bekannten Schätzwerten für die intrinsischen Parameter K P des Pro-
jektors kann die Homographie Hk

PS für normalisierte Projektorkoordinaten neu
bestimmt werden. Wie für die Homographien Hk

KS können dann Schätzungen für
die Matrizen Rk

P und Transformationen Tk
P (vgl. Gl. 3.32 und 3.33) bestimmt

werden.

3.6 Parameteroptimierung

Die geschätzten intrinsischen Parameter des Projektors KP sowie die bisher als
nicht vorhanden angenommene Projektorverzeichnung, die extrinsischen Parame-
ter von Kamera (RK,TK) und Projektor (RP,TP) sowie die K − 1 Schirmkonfi-
gurationen (Rk

S ,Tk
S) sollen nun mittels Bündelausgleich an Hand der Daten opti-

miert werden, die für K Schirmkonfigurationen gemessen wurden.

Es liegen für jede Schirmkonfiguration k = 1 . . .K die gemessenen Koordinaten
xk,m

KM (m = 1 . . . 4) der Kreismarken auf der Projektionsfläche, sowie Nk Punkt-
korrespondenzen (x̃k,n

P ,xk,n
K ) (n = 1 . . .Nk) vor. x̃k,n

P bezeichnet die durch Pha-
senkodierung bestimmten Pixelkoordinaten des Projektors nach Berücksichtigung
der Verzeichnung von Kamera und Projektor. Durch Änderung der zu schätzenden
Parameter wird die Rückprojektion x̂k,n

K von Strahlen, die vom Projektor ausge-
hen und die Rückprojektion x̂k,m

KM der aus den Kamerabildern bestimmten Mittel-
punkte xk,m

KM der Kreismarken beeinflusst. Wenn die Abweichung F dieser Rück-
projektionen gegenüber den gemessenen Positionen minimiert wird, streben die
geschätzten Parameter ihren gemäß des folgenden Kriteriums optimalen Werten
zu:

F =
K∑

k=1

(
4∑

m=1

∥∥∥xk,m
KM − x̂k,m

KM

∥∥∥2
CKM

+
Nk∑
n=1

∥∥∥xk,n
K − x̂k,n

K

∥∥∥2
CK

)
. (3.47)

Die Normierung der Terme
∥∥∥xk,m

KM − x̂k,m
KM

∥∥∥ und
∥∥∥xk,n

K − x̂k,n
K

∥∥∥ erfolgt unter

Berücksichtigung der Kovarianzmatrix CKM der Messunsicherheit bei der Be-
stimmung der Kreismarkenpositionen respektive der Kovarianzmatrix C K bei der
Bestimmung der Punktkorrespondenzen:

‖x‖2
CKM

= xTC−1
KMx , (3.48)

‖x‖2
CK

= xTC−1
K x . (3.49)

Mittels eines Gradientenabstiegsverfahrens wird die Fehlerfunktion F minimiert
und somit der optimale Satz von Parametern für die durchgeführte Messreihe be-
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k1 k2 k3 k4 α
Kamera -0,2020 0,0984 0,0019 -0,0013 0

Projektor -0,0858 0,1569 0,0016 -0,0026 0
cx; cy/ (Pixel) fx; fy/ (Pixel)

Kamera 403,5; 336,0 927,4; 925,5
Projektor 496,5; 857,4 2041,1; 2042,2

Tabelle 3.1: Intrinsische Parameter von Kamera und Projektor nach der Optimierung der
intrinsischen und extrinsischen Parameter des Messaufbaus.

stimmt. Das verwendete nichtlineare Optimierungsverfahren ist ein Levenberg-
Marquardt-Algorithmus [Mor77].

3.7 Ergebnisse

Bei den präsentierten Ergebnissen wurden die in Anhang A.4 beschriebene Ka-
mera und Projektor verwendet. Nach der Kalibrierung der Kamera mit dem Ver-
fahren nach Tsai und Bouguet [Bou02] wurde für sieben verschiedene Schirm-
konfigurationen (Rk

S ,Tk
S) jeweils ein Bild der Kreismarken auf der Projektions-

fläche aufgenommen. Die Messunsicherheit CKM für den Mittelpunkt Mm einer
Kreismarke lässt sich aus der Größe der Marke im Kamerabild sowie der ange-
nommenen Unsicherheit der Position der Pixel an der Berandung der Marke im
Kamerabild bestimmen. Bei einem mittleren Durchmesser des Bildes einer Marke
von ca. 35 Pixel ergibt sich eine Messunsicherheit von 0,1 Pixel [Sch04].

Unter den verschiedenen Schirmpositionen werden mittels des Streifenprojekti-
onsverfahrens Punktkorrespondenzen ( x̃k,n

P ,xk,n
K ) erzeugt. Die Messunsicherheit

CK eines Punkts XS auf dem Projektionsschirm beträgt etwa 0,133 mm (siehe
Abschnitt 2.2).

Nach Optimierung der Parameter des Messaufbaus nach Abschnitt 3.6 ergeben
sich die in Tabelle 3.1 gezeigten intrinsischen Parameter für Kamera und Projek-
tor. Im direkten Vergleich des Parameters k1 von Kamera und Projektor ist zu
erkennen, dass der Projektor weniger Verzeichnung als die verwendete Kamera
aufweist, da für diesen k1 kleiner ist. Die Korrekturen beziehen sich gemäß Gl.
(3.16) auf normalisierte Koordinaten, so dass folglich deren Maximum bei eins
liegt. Der Koeffizient k1 hat unter den Koeffizienten ki, (i = 1 . . . 4) die größte
Bedeutung, da dieser mit dem Term mit kleinstem Exponenten korrespondiert.

Ein geeigneter Test, um die Güte der Kalibrierung abzuschätzen, ist die Repro-
duktion eines synthetisch vorgegeben Kamerabildes eines Musters auf der Pro-
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(a) (b)

Abbildung 3.4: Vorgegebenes synthetisches Kamerabild (a), berechnetes zu projizierendes
Projektorbild (b).

Abbildung 3.5: Kamerabild bei Projektion von 3.4 (b). Die mittlere Abweichung der
Ecken des Schachbrettmusters von der Vorgabe gemäß 3.4 (a) beträgt 0,6 Pixel.
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jektionsfläche. Gemäß der bestimmten Parameter des Messaufbaus wird das Pro-
jektorbild berechnet, dass im Idealfall zum vorgegebenen Kamerabild führt. Um
die Merkmalsextraktion möglichst einfach zu gestalten, wurde ein Schachbrett-
muster verwendet, aus dem die Eckenpositionen automatisiert bestimmt werden
können [Bou02]. Nach Vorgabe des entzerrten Kamerabildes (siehe Abb. 3.4 (a))
wird das zu projizierende Bild mit den Koordinaten x̃P gemäß folgender Glei-
chung bestimmt:

x̃P = KPDP

(
[RP,1,RP,2,TP] [RK,1,RK,2,TK]−1

D−1
K

(
K−1

K x̃K
))

. (3.50)

Das zu projizierende Bild ist in Abb. 3.4 (b) dargestellt. Bei Projektion dieses Bil-
des ergibt sich das in Abb. 3.5 dargestellte Kamerabild. Aus diesem gemessenen
Kamerabild und aus dem vorgegeben synthetischen Kamerabild (siehe Abb. 3.4
(a)) werden die Eckenpositionen der Schachbrettfelder extrahiert. Der Mittelwert
der Differenz der Eckenposition beträgt 0,6 Pixel mit einer Standardabweichung
von 0,2 Pixel. Diese Unsicherheit wirkt sich auf Bestimmung der Schirmkoordi-
naten bei der deflektometrischen Vermessung aus. Bei einer mittleren Größe der
projizierten Pixel von ΔXS = 1 mm ergibt sich somit eine Unsicherheit von ca.
0,6 mm. Bei einer Distanz von ρ = 0,5 m zwischen Schirm und Objektoberfläche
ergibt sich der Winkelfehler Δβ bei der Normalenbestimmung im vermessenen
Punkt der Oberfläche zu Δβ = ΔXS/ρ = 0,068◦.
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4 Rekonstruktionsverfahren

Die dreidimensionale Gestalt einer spiegelnden Oberfläche ist auch bei der Unter-
suchung mit einem kalibrierten deflektometrischen Messaufbau nicht direkt aus
der 3D-Abbildungsfunktion Ak bestimmbar. Auf Grund der in Abschnitt 2.3 be-
schriebenen Mehrdeutigkeit in jedem Messpunkt ist es notwendig, Rekonstrukti-
onsverfahren zu verwenden, welche diese Mehrdeutigkeit aufheben. Nach der Be-
schreibung der mathematischen Eigenschaften einer Oberfläche und einem Über-
blick über bestehende Lösungsansätze werden die im Rahmen dieser Arbeit ent-
wickelten Methoden beschrieben.

4.1 Mathematische Eigenschaften der zu betrach-
tenden Oberflächen

Eine Oberfläche ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, wobei jeder Punkt
eine offene Umgebung besitzt, die homöomorph zu einer offenen Teilmenge von
R

2 ist. Ein Homöomorphismus bezeichnet eine stetige und bijektive Abbildung
zwischen zwei Objekten, wobei deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist. Die
Oberfläche bildet einen Hausdorff-Raum, was bedeutet, dass zwei unterschiedli-
che Punkte jeweils durch eine Umgebung um diese Punkte von einander getrennt
sind [Die00]. Anschaulich bedeutet dies, dass eine Oberfläche lokal immer durch
eine so genannte zweidimensionale Karte beschrieben werden kann, wie man dies
von Landkarten zur Beschreibung der Erdoberfläche kennt.

Die Anforderungen an die zu rekonstruierende Fläche sind C 2-Stetigkeit und
Wirbelfreiheit des zugehörigen Gradientenfelds. C 2-Stetigkeit bedeutet, dass die
Höhendaten z(x, y) einer Oberfläche nach zweimaliger Ableitung noch stetig
sind. Dies ist gleichbedeutend mit der Stetigkeit der lokalen Krümmung in ei-
nem beliebigen Punkt der Oberfläche. Diese Forderung ist notwendig, damit je-
dem Punkt (x, y), an dem eine Reflexion stattfindet, eindeutig ein Normalenvektor
n(x, y) zugeordnet werden kann. Wirbelfreiheit bedeutet, dass das Ergebnis der
Integration der Steigungsdaten

(Δx(x, y), Δy(x, y)) = (
∂

∂x
z(x, y),

∂

∂y
z(x, y)) (4.1)
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der Oberfläche in x- und y-Richtung entlang eines beliebigen geschlossenen Pfa-
des C Null ist:∮

C

Δx(x, y)dx + Δy(x, y)dy = 0 . (4.2)

Diese Bedingung kann auch über die Gleichheit der gemischten Ableitungen in
jedem Punkt (x, y) der Oberfläche ausgedrückt werden:

∂

∂x

∂

∂y
z(x, y) =

∂

∂y

∂

∂x
z(x, y) . (4.3)

4.2 Bestehende Verfahren

Die Höhendaten einer Oberfläche entsprechen einem konservativen Potentialfeld.
Voraussetzung ist, dass das Gradientenfeld wirbelfrei ist, wie im vorherigen Ab-
schnitt beschrieben. Dies ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass die Integrati-
on der Gradientendaten wegunabhängig immer zum selben Ergebnis führt. Diese
Voraussetzung ist bei verrauschten Messdaten nicht mehr erfüllt. Eine solche Pro-
blematik tritt generell bei der Integration von Gradientenfeldern eines definitions-
gemäß wirbelfreien Potentialfeldes auf, sofern die Gradientendaten Fehler auf-
weisen. Grediac beschreibt ein Verfahren, bei dem ausgehend von fehlerbehafte-
ten Gradientendaten eine Darstellung der optimalen Oberfläche mittels Legendre-
Polynomen erreicht wird [Gre97]. Er geht dabei von Messdaten aus, die auf ei-
nem regelmäßigen Gitter angeordnet sind. Eigene Untersuchungen ergaben, dass
dieses Verfahren keine zufrieden stellenden Ergebnisse liefert, wenn die zu rekon-
struierende Oberfläche einen nicht periodischen Verlauf aufweist.

Karaçalı und Snyder versuchen die Probleme zu lösen, die sich bei der Integration
von Gradientendaten unstetiger Oberflächen ergeben [Kar04]. In diesem Fall ist
das Integrationsergebnis in hohem Maße wegabhängig. Nach dem Erkennen von
kritischen Integrationswegen werden diese bei der Rekonstruktion der Oberfläche
ausgelassen.

Moreno u. a. vergleichen verschiedene Integrationsverfahren für Steigungsdaten,
die alle fouriertransformierte Daten nutzen [MCY05]. Ein von ihnen untersuchtes
Verfahren wurde von Frankot und Chellapa entwickelt [FC88]. Bei dieser Me-
thode werden die Gradientendaten fouriertransformiert und die Koeffizienten der
rekonstruierten Oberfläche bezüglich Sinus- und Cosinus-Funktionen bestimmt.
Das Ergebnis stellt eine Approximation der idealen Oberfläche dar, die sich durch



4.2. BESTEHENDE VERFAHREN 37

die Darstellung mittels periodischer Funktionen ergibt. Bei Oberflächen mit aus-
geprägten Kanten ergibt sich die Schwierigkeit, dass diese Bereiche nur durch
periodische Funktionen hoher Frequenz dargestellt werden können. Ist die maxi-
male Frequenz der zur Rekonstruktion genutzten Funktionen zu gering, tritt eine
Tiefpass-Filterung auf, so dass Kanten und feine Details der Oberfläche nicht zu-
frieden stellend reproduziert werden.

Wei und Klette wählen ebenfalls einen Ansatz im Frequenzbereich und versuchen
zudem die lokale Krümmung der Oberfläche zu minimieren um höhere Genauig-
keit zu erreichen [WK02]. Li u. a. optimieren die aus Steigungsdaten bestimm-
ten Höhendaten derart, dass die lokale Wirbelstärke der Oberfläche klein wird
[LBKJ04]. Petrovic berücksichtigt die Verlässlichkeit eines bestimmten Gradi-
entenwerts mittels Belief Propagation [PCF+01]. Das verwendete Kriterium ist
ebenfalls die lokale Wirbelfreiheit.

Für ein gegebenes Modell des Messrauschens beschreiben Zhang u. a. ein Ver-
fahren, das ein im Bayesschen Sinn optimales Ergebnis erzielt [ZKB05]. Da bei
diesem Verfahren sehr große Matrizen invertiert werden müssen, erfordert die-
ser Ansatz die Unterteilung in mehrere Teilprobleme, um die Rechenzeit und den
Speicheraufwand des Algorithmus zu reduzieren.

Im Fall von deflektometrischen Messungen ist zu beachten, dass das Gradienten-
feld nicht direkt aus der 3D-Abbildungsfunktion A k bestimmt werden kann. Dies
ist nur möglich, wenn weitere Informationen wie etwa die Richtung r des einge-
strahlten Lichtstrahls oder der Abstand σ eines bestimmten Punktes zum Projek-
tionszentrum C der Kamera bekannt sind (vgl. Abb. 2.6). Für die Bestimmung ei-
nes relativen Krümmungsmaßes ist sogar die unkalibrierte AbbildungsfunktionA
ausreichend [Kam04], welche jedoch nicht für eine 3D-Rekonstruktion verwen-
det werden kann. In Anhang A.3 ist eine Analysemethode zur Unterscheidung
von Erhebungen von Senken auf einer Oberfläche beschrieben, die lediglich die
Daten der unkalibrierten Abbildungsfunktion A benötigt.

4.2.1 Normalenbestimmung mittels Polarisationsgrad-
Messung

In Abschnitt 2.3 wurde gezeigt, dass bei Kenntnis der Abbildungsfunktion A k

und der Normale n im reflektierenden Punkt XR die Bestimmung des Abstands
σ dieses Punktes zum optischen Zentrum der Kamera möglich ist (Gl. (2.29)).
Somit ist die dreidimensionale Position des reflektierenden Punktes bekannt, da
XR = σs und der Sichtstrahl s der Kamera aus der Kamerakalibrierung und der
Position XK im Kamerabild, wie in Abschnitt 2.3 Gl. (2.25) beschrieben, berech-
net werden kann. Die Normale n kann prinzipiell aus dem Polarisationsgrad des
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des Messaufbaus zur Bestimmung des Polari-
sationsgrads von reflektiertem Licht.

reflektierten Lichts bestimmt werden, da der Einfallswinkel bei der Reflexion den
Polarisationsgrad beeinflusst, wie in Abschnitt 2.1.2 erläutert.

Die ersten Versuche zur Rekonstruktion matter Oberflächen unter Ausnutzung
des Polarisationsgrads des reflektierten Lichts wurden von Wolff beschrieben
[Wol89]. Miyazaki u. a. entwickelten eine Methode zur Formrekonstruktion trans-
parenter Objekte unter Ausnutzung des selben Effekts [MKI04]. Miché u. a. un-
tersuchten die Kombination von Shape from Shading und Polarisationsgradaus-
wertung für die Rekonstruktion matter Oberflächen [MBL05].

Zur Bestimmung des Polarisationsgrads ρ des reflektierten Lichts wird ein Polari-
sationsfilter verwendet. Dieser lässt idealerweise nur Licht passieren, das in einem
bestimmten Winkel γ senkrecht zur Ausbreitungsrichtung polarisiert ist. In Abb.
4.1 ist der prinzipielle Messaufbau gezeigt. Durch Drehen des Polarisationsfilters
kann für jeden Polarisationswinkel γ mittels einer Kamera die Intensität des trans-
mittierten Lichts für alle Pixel bestimmt werden. Hierbei wird angenommen, dass
die Kamera photometrisch kalibriert ist, so dass der Grauwert eines Pixels linear
mit der Lichtintensität ansteigt. Für jedes Pixel, das reflektiertes Licht detektiert,
kann die Normale n des reflektierenden Oberflächenelements bestimmt werden.
Gemäß Gl. (2.12) kann der Polarisationsgrad ρ aus der minimalen und der maxi-
malen Intensität bestimmt werden, die unter den verschiedenen Winkeln γ = 0 ◦

- 180◦ des Polarisationsfilters gemessen wurden.

Eigene Messungen an einem mit Acryllack (n2 = 2,6) lackierten ebenen Blech
wurden mit dem in Abb. 4.2 gezeigten Aufbau durchgeführt. Durch Drehen des
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θ

Abbildung 4.2: Messanordnung zur Bestimmung des Polarisationsgrads von an einem
lackierten Blech reflektiertem Licht.
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Abbildung 4.3: Ergebnis der Messung des Polarisationsgrads θ bei Reflexion an einem
lackierten Blech (Kreuze). Der theoretische Verlauf ist gestrichelt eingezeichnet.

spiegelnden Blechs konnte der Einfallswinkel θ variiert werden. Für jede Messpo-
sition des Blechs wurde eine Bildserie aufgenommen, wobei zwischen den Auf-
nahmen der Winkel des Polarisationsfilters um jeweils 5 ◦ variiert wurde. Nach
Bestimmung der Bilder mit minimaler und maximaler Intensität des am Blech re-
flektierten Lichts wurde der Polarisationsgrad gemäß Gl. (2.12) berechnet. Hier-
bei fand eine Mittelung der Intensitäten über das gesamte Blech statt. Dies ist
möglich, da die Normale des ebenen Blechs in jedem Punkt gleich ist. Während
der Messung befand sich eine Abdeckung über Kamera und Polarisationsfilter,
um eine Verfälschung des Ergebnisses durch in die Kamera einfallendes Streu-
licht zu verhindern. In Abb. 4.3 ist das Ergebnis einer Messreihe dargestellt. Die
Messwerte sind mit Kreuzen gekennzeichnet und die gestrichelte Linie stellt den
theoretischen Verlauf dar.

Das manuelle Verändern der Blechneigung zwischen den Messungen stellt eine
Fehlerquelle dar. Durch die Verwendung eines zu einem Zylinder (Durchmes-
ser d) gebogenen Blechs war es möglich, den Polarisationsgrad des reflektierten
Lichts für einen Bereich des Einfallswinkels θ von ca. 20◦ bis annähernd 90◦ oh-
ne Bewegung des reflektierenden Objekts oder der Kamera zu bestimmen (siehe
Abb. 4.4). Für diesen Winkelbereich wird die Spiegelung der Projektionsfläche
in der Kamera beobachtet. Hierbei ist es notwendig, dass der Blechzylinder aus
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Abbildung 4.4: Kamerabild des Blechzylinders. Der Einfallswinkel für ein Pixel mit der
horizontalen Position p kann geometrisch bestimmt werden.

dem selben Material besteht, wie das später zu untersuchende Messobjekt. So ist
gewährleistet, dass die selben optischen Eigenschaften wie etwa der Brechungs-
index gegeben sind. Das vom Blechzylinder reflektierte Licht wird in einer Bild-
serie unter verschiedenen Winkeln γ des Polarisationsfilters mit der Kamera er-
fasst. Für jeden Bildpunkt wird der minimale und maximale Intensitätswert in der
Bildserie ermittelt. Hieraus wird der entsprechende Polarisationsgrad bestimmt.
Entsprechend des bekannten Radius r = d/2 des Zylinders und der Position p
eines bestimmten Bildpunktes auf dem Zylinder kann nun der Einfallswinkel θ
berechnet werden. Zum besseren Verständnis ist in Abb. 4.5 die Draufsicht auf
den Zylinder und ein reflektierter Strahl gezeigt. Unter Annahme von paraxialem
Einfall der Kamerastrahlen kann der Einfallswinkel θ aus dem Radius r des Zy-
linders und der horizontalen Position p des Pixels, für das der Polarisationsgrad
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Abbildung 4.5: Skizze zur Herleitung der Zusammenhänge bei der Reflexion eines Licht-
strahls an einem Zylinder (Draufsicht).

bestimmt werden soll, berechnet werden:

cos(φ) =
p

r
,

cos
(π

2
− θ
)

=
p

r
,

sin(θ) =
p

r
,

⇒ θ = sin−1
(p

r

)
. (4.4)

Für senkrechte Ausrichtung des Zylinders im Kamerabild wie in Abb. 4.4 kann
der für eine Pixelposition p bestimmte Polarisationsgrad spaltenweise gemittelt
werden.

Der Polarisationsgrad konnte für den in Abb. 4.4 markierten Bereich (gestricheltes
Rechteck) bestimmt werden, da dort Licht vom Projektionsschirm in die Kame-
ra reflektiert wurde. In Abb. 4.6 ist das Messergebnis als durchgezogene Linie
eingetragen. Die gestrichelte Linie stellt den theoretischen Verlauf dar.

Die folgenden Berechnungen gelten im Kamerakoordinatensystem KKS. Die
Einfallsebene des reflektierten Strahls ist gleich der Ebene, in welcher der
Sichtstrahl s der Kamera und der Polarisationsvektor e liegen, für den die ge-
messene Intensität minimal ist. Die Richtung des Polarisationsvektors ist direkt
aus dem Winkel γmin des Polarisationsfilters bestimmbar, unter der die minimale
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Abbildung 4.6: Ergebnis der Messung des Polarisationsgrads θ bei Reflexion an einem
Blechzylinder (durchgezogene Linie). Der theoretische Verlauf ist gestrichelt eingezeich-
net.

Intensität gemessen wurde:

e =

⎛
⎝ sin(γmin)

− cos(γmin)
0

⎞
⎠ . (4.5)

Aus der somit bekannten Geometrie des Strahlengangs kann die Normale n des
reflektierenden Oberflächenelements bestimmt werden:

n = Re∧s

(π

2
− θ
)

(− (e ∧ s) ∧ s) . (4.6)

Die Drehmatrix Re∧s (φ) beschreibt eine Drehung mit Drehachse a = e ∧ s =
[ax, ay, az]T um den Winkel φ [Wik07]:

Re∧s (φ) =

⎛
⎝ cos(φ) + a2

xcφ axaycφ − az sin(φ) axazcφ + ay sin(φ)
axaycφ + az sin(φ) cos(φ) + a2

ycφ ayazcφ − ax sin(φ)
axazcφ − ay sin(φ) ayazcφ + ax sin(φ) cos(φ) + a2

zcφ

⎞
⎠ .

(4.7)

Hierbei wurde die Abkürzung cφ = 1 − cos(φ) verwendet.
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Gemäß Gl. (2.29) kann nun der Abstand σ des reflektierenden Punkts vom Pro-
jektionszentrum C der Kamera und somit seine dreidimensionale Position XR

bestimmt werden, da die Strahlrichtung s bekannt ist.

Mit dem dargestellten Ansatz ist eine polarisationsbasierte Rekonstruktion einer
Oberfläche grundsätzlich möglich. Erste Experimente zeigten, dass eine Bestim-
mung der Oberflächennormale n aus dem Polarisationsgrad ρ des reflektierten
Lichts durchgeführt werden kann. Dennoch ergeben sich bei dieser Vorgehens-
weise folgende Schwierigkeiten: Aus Abb. 2.2 (b) geht hervor, dass einem Wert
des Polarisationsgrades ρ nicht eindeutig ein Einfallswinkel θ zugeordnet werden
kann. Der Grund liegt im nichtmonotonen Verlauf der Kurve. Eine Lösung ist es,
zu gewährleisten, dass bei der Aufnahme der Bildserie keine Einfallswinkel auf-
treten können, die größer als der Brewsterwinkel sind. Folglich können dann keine
Mehrdeutigkeiten auftreten. Miyazaki u. a. lösen die Mehrdeutigkeit auf, indem
sie zusätzlich den Polarisationsgrad im nahen infraroten Spektrum bestimmen,
was jedoch erheblichen zusätzlichen Aufwand bedeutet [MKI04].

Die zweite Schwierigkeit betrifft den Polarisationsgrad des eingestrahlten Lichts.
Damit die bisherigen Betrachtungen gelten, muss das eingestrahlte Licht unpola-
risiert sein. Dies ist etwa der Fall, wenn das reflektierende Objekt im Mittelpunkt
eines kugelförmigen hohlen Leuchtschirms platziert wird, der Licht diffus ab-
strahlt. Nur so ist gewährleistet, dass Licht aus allen Richtungen senkrecht vom
Leuchtschirm emittiert wird. Dies ist Voraussetzung für die Unpolarisiertheit der
Strahlung (vgl. Abb. 2.2 (b)). Der sich für einen solchen Aufbau ergebende Auf-
wand wächst erheblich mit der Größe des Messobjektes.

Letztlich hängt der sich nach Reflexion ergebende Polarisationsgrad ρ vom Bre-
chungsindex n2 des reflektierenden Materials ab. Dies bedeutet, dass diese Ma-
terialeigenschaft aus Datenblättern oder einer Messung des Brechungsindex be-
kannt sein muss. Sofern der Brechungsindex nicht bei jedem Messobjekt einzeln
bestimmt wird, können die Ergebnisse der Normalenbestimmung durch Schwan-
kungen dieser Materialeigenschaft des Messobjekts verfälscht werden. Hinzu
kommt, dass der Brechungsindex sich auch räumlich über die Oberfläche ändern
kann. Dies könnte etwa durch den Herstellungsprozess des zu untersuchenden Ob-
jekts bedingt sein. Um solche Änderungen zu berücksichtigen, müsste eine große
Anzahl von Messungen zur Bestimmung des Brechungsindex über das Messob-
jekt verteilt durchgeführt werden.

4.2.2 Abstandsbestimmung durch Konsistenz-Optimierung

Die rekonstruierte Oberfläche muss idealerweise die in Abschnitt 4.1 beschrie-
benen Bedingungen erfüllen, insbesondere die Wirbelfreiheit des Gradientenfel-
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des (Δx(x, y), Δy(x, y)) der Höhendaten z(x, y). Tarini u. a. verwenden diese
Eigenschaft in ihrem Integrationsverfahren, um von Gradientendaten auf korrek-
te Höhendaten schließen zu können [TLGS03]. Für die Integration ist ein Start-
punkt notwendig, der auf folgende Art geschätzt werden kann: Es ist zu erwarten,
dass für den optimalen Abstand σ eines Startpunkte X0 entlang eines bestimmten
Sichtstrahls s die Wirbelstärke des Gradientenfeldes (Δx(x, y), Δy(x, y)) mini-
mal wird. Ein Maß für die Wirbelstärke kann ermittelt werden, indem für einen
bestimmten Abstand σ des Startpunkts die Differenz zwischen verschiedenen
Wegintegralen zu Nachbarpunkten des Startpunkts bestimmt wird. Die Metho-
de erhöht den Rechenaufwand beträchtlich, da für verlässliche Ergebnisse ein
möglichst großer Bereich der zu rekonstruierenden Oberfläche auf seine Wir-
belstärke überprüft werden muss. Dieser Vorgang wird wiederholt, bis für einen
bestimmten Abstand σ des Startpunkts ein Minimum in der Wirbelstärke gefun-
den ist.

In einer Methode von Savarese und Perona, wird die Reflexion eines Musters aus-
gewertet, das aus sich berührenden identischen schwarzen und weißen Dreiecken
besteht [SP02]. Eine Bestimmung des Abstands σi ist jeweils für die Punkte Xi

der Oberfläche möglich, an denen im Kamerabild eine reflektierte Ecke der Drei-
ecke zu sehen ist. Da die Winkel der Kanten der Dreiecke des ursprünglichen
Musters zueinander bekannt sind, kann numerisch der Abstand bestimmt werden,
für den sich eine mit dem ursprünglichen Muster konsistente Oberflächengeome-
trie ergibt. In diesem Fall ist der Rang eines speziellen Gleichungssystems nicht
voll. Der gesuchte Abstand σi wird über die Bestimmung der Nullstellen der De-
terminante der Matrix des Gleichungssystems berechnet. Dies liefert zum einen
Mehrdeutigkeiten, zum anderen ist eine Abstandsbestimmung lediglich in den
Punkten Xi möglich.

4.2.3 Informationsgewinn durch Bewegung von Systemkom-
ponenten oder des Messobjekts

Bei einer deflektometrischen Untersuchung kann zusätzliche Information gewon-
nen werden, wenn eine zweite Messung bei veränderter Messanordnung durch-
geführt wird. Hung u. a. nutzen die Verkippung des Messobjektes zwischen zwei
deflektometrischen Messungen, um absolute Höhenänderungen auf der zu unter-
suchenden Oberfläche zu bestimmen [HLSP00]. Es wird jedoch vorausgesetzt,
dass das Objekt annähernd flach ist.

Perard beschreibt eine Methode, bei der zwischen zwei deflektometrische Un-
tersuchungen der Projektionsschirm verschoben wird [P00]. Die resultierende
Anordnung ist in Abb. 4.7 gezeigt. Das Ergebnis dieses Vorgehens ist, dass die
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Abbildung 4.7: Schematische Darstellung des Messaufbaus zur Rekonstruktion des ein-
fallenden Lichtstrahls r.

bisher unbekannte Richtung r des einfallenden Strahls bestimmt werden kann.
Folglich kann der Abstand σ und somit die 3D-Position XR des reflektierenden
Oberflächenpunkts bestimmt werden. Ein verwandtes Verfahren wird von Stiller,
Kammel und Horbach in [SKH04] dargestellt. Bonfort, Knauer und Petz nutzen
ähnliche Ansätze in ihren Arbeiten [BSG06, Kna06, Pet06].

Da Position und Ausrichtung von Messobjekt und Kamera zueinander zwi-
schen den Messungen unverändert bleiben, beziehen sich die Informationen, die
aus einer bestimmten Pixelposition (x0, y0) der Kamera gewonnen werden, für
beide Schirmpositionen auf einen identischen reflektierenden Oberflächenpunkt
XR(x0, y0). Die in den Messungen jeweils beobachteten Schirmkoordinaten sind
mit A1

k(x0, y0) und A2
k(x0, y0) bezeichnet. Es wird angenommen, dass jeder

Punkt des Projektionsschirms bei der zweiten Messung näher an das Messobjekt
herangerückt ist. Gemäß Abb. 4.7 kann die Richtung r des einfallenden Strahls
wie folgt berechnet werden:

r =
A1

k(x0, y0) − A2
k(x0, y0)

‖A1
k(x0, y0) − A2

k(x0, y0)‖
. (4.8)

Der Abstand σ(x0, y0) kann nun direkt gemäß Gl. (2.30) bestimmt werden. Somit
ist auch die 3D-Position XR(x0, y0) = σ(x0, y0)s(x0, y0) bestimmbar. Da die
Bestimmung der Strahlrichtungen s und r fehlerbehaftet ist, schneiden sich die
Strahlen im Allgemeinen nicht exakt. Als Schätzung des reflektierenden Punktes
XR wird der Mittelpunkt zwischen den Strahlen an der Stelle gewählt, an der sich
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Abbildung 4.8: Die Unsicherheit eA der Abbildungsfunktion verursacht bei der Bestim-
mung des Vektors r die Unsicherheit e bei der Rekonstruktion des Auftreffpunkts des
Strahls auf der Objektoberfläche.

die beiden Strahlen am nächsten kommen. Diese einfache Methode liefert nahezu
identische Ergebnisse wie aufwändigere Verfahren zur Bestimmung von X R aus
den Strahlrichtungen s und r [HS97a].

Die laterale Unsicherheit e am Auftreffpunkt des Strahls r auf dem Messobjekt
kann über eine einfache geometrische Betrachtung nach oben abgeschätzt werden
(siehe Abb. 4.8). Für eine Unsicherheit eA der Abbildungsfunktion, einer Schirm-
verschiebung von l1 in Richtung des emittierten Strahls und einem Abstand l2 von
der näher gelegenen Schirmposition zum Messobjekt ergibt sich der Zusammen-
hang

e =
eA

l1/2
(
l2 +

l1
2
)

(4.9)

= eA

(
1 + 2

l2
l1

)
. (4.10)

Wählt man die Verschiebung l1 groß, wird die laterale Unsicherheit e kleiner. Für
zu große Entfernungen des Schirms von der Kamera können jedoch die Marken
auf dem Schirm schlechter detektiert werden, so dass sich eine Verschiebung des
Schirms um etwa l1 = 500 mm als praktikabel erwiesen hat. Für die realisti-
schen Werte l2 = 300 mm und eA = 0,133 mm ergibt sich eine Abschätzung für
die maximal mögliche Unsicherheit bei der Bestimmung des Auftreffpunkt auf
der Oberfläche von e = 0,29 mm. Nimmt man idealen Kontrast bei der Abbil-
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dung des Sinusmusters durch die Kamera an, ist eA = 30 μm und die maximal
mögliche Unsicherheit bei der Bestimmung des Auftreffpunkts auf der Oberfläche
e = 66 μm.

Das beschriebene Verfahren ermöglicht es, die Mehrdeutigkeit bei der Rekon-
struktion der reflektierenden Punkte der Oberfläche aufzulösen. In Kapitel 5 wer-
den die mit dieser Methode erzielten Ergebnisse bei der Rekonstruktion spiegeln-
der Oberflächen diskutiert.

4.2.4 Abstandsbestimmung durch Optimierung

Wenn lediglich die 3D-Abbildungsfunktion Ak für eine Konfiguration des Mess-
aufbaus bestimmt wurde, besteht die Möglichkeit, eine numerische Optimierung
der Abstände σ(xi, yi) der Oberflächenpunkte XR(xi, yi) vorzunehmen. Aus-
gehend von einer initialen Schätzung der Oberflächenlage und Form wird ein
Kostenterm optimiert. Die Initialisierung kann mittels Vorwissen über die Ober-
fläche, anhand von bekannten Punkten x j aus anderen Verfahren oder zum Bei-
spiel als Ebene mit konstanten Höhen z(x, y) erfolgen. Es kann jedoch nicht ga-
rantiert werden, dass die sich ergebende Lösung wirklich das globale Minimum
der Optimierung ist und damit die gesuchte Flächenform darstellt. Je näher die in-
itiale Schätzung am wahren Objekt liegt, desto sicherer und schneller konvergiert
ein Optimierungsverfahren gegen eine auch global betrachtet optimale Lösung.

Für matte Oberflächen kann eine Optimierung von gemessenen 3D-Positionen auf
der Oberfläche anhand der Normalenänderung benachbarter Flächen, die sich aus
den gemessenen bzw. optimierten Punkten ergeben, und dem Abstand der opti-
mierten Punkte von den ursprünglich gemessenen Punkten erfolgen. Hierbei wer-
den geringe Änderungen der Normalen zwischen benachbarten Flächen belohnt
und große Abstände von hypothetischen Punkten zu den gemessenen Punkten be-
straft [DT05b]. Die erste Forderung stellt somit eine Bedingung an die Glattheit
der rekonstruierten Oberfläche dar. Es wird somit angenommen, dass die lokale
Krümmung eines Objektes klein ist. Die zweite Forderung verhindert, dass das
Optimierungsergebnis zu stark von den gemessenen Daten abweicht.

Diese Art der Optimierung kann auf spiegelnde Oberflächen übertragen wer-
den (siehe Abschnitt 4.5). Hierzu wird die Differenz zwischen der Normalen
nlokal(x, y) und der Normalen nAk(x, y) minimiert. nlokal(x, y) ergibt sich aus
der Lage der Nachbarpunkte von XR(x, y) und nAk(x, y) ist die Normale, die
durch das Reflexionsgesetz zur Erfüllung der gemessenen deflektometrischen Da-
ten Ak(x, y) gefordert wird [SAH04].

Die bisher beschriebenen Verfahren optimieren den Abstand σ(x i, yi) einzelner
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Punkte XR(xi, yi). Halstead beschreibt ein Verfahren, bei dem die zu optimie-
rende spiegelnde Oberfläche durch einen Satz von interpolierenden Basisfunktio-
nen beschrieben wird [HBKM96]. Die gewählten Basisfunktionen (biquintische
B-Spline-Tensorprodukt-Flächen) erfüllen die geforderten mathematischen Ober-
flächeneigenschaften (vgl. Abschnitt 4.1), so dass die Gesamtlösung immer die-
sen Anforderungen genügt. Die Verwendung von Basisfunktionen schränkt die
Gestalt der rekonstruierbaren Oberflächen ein und setzt Vorwissen über die zu
vermessenden Oberflächen voraus. Dies betrifft etwa die erwartete Glattheit, die
maximale lokale Krümmung der Oberfläche und die Größe und Ausprägung von
Defekten, die noch darstellbar sein sollen. Halstead entwickelte beispielsweise ein
Verfahren, das speziell den Anforderungen bei der Untersuchung der Hornhaut
(Cornea) des menschlichen Auges genügt. Gemäß der allgemeinen Anatomie des
Auges kann für das Messobjekt eine Kugelform angenommen werden. Das Opti-
mierungsverfahren wird somit mit einer bereits guten Schätzung des Ergebnisses
gestartet.

Man kann zwischen Methoden unterscheiden, die wie bisher beschrieben nur die
Ergebnisse einer Konfiguration des Messaufbaus verwenden und solchen, die Er-
gebnisse von Messungen aus verschiedenen Kamerapositionen nutzen. Bei der
zweiten Gruppe von Verfahren besteht die Schwierigkeit darin, dass die Zuord-
nung von Informationen A1

k(xi, yi) aus der ersten Kameraposition bezüglich ei-
nes bestimmten Oberflächenpunkt XR zu den Informationen A2

k(x
′
i, y

′
i) aus der

zweiten Kameraposition zum selben Punkt XR nicht direkt möglich ist. Dies liegt
daran, dass die Oberfläche während der Untersuchung nicht oder nur näherungs-
weise bekannt ist und die Oberfläche selbst nicht abgebildet werden kann, son-
dern nur die Spiegelung eines Musters und gegebenenfalls der Umgebung. Die
Zuordnung korrespondierender Pixelpositionen (x i, yi) und (x′

i, y
′
i) hängt vom

Abstand σi des betrachteten Oberflächenpunktes xi ab, der ja durch die Mes-
sung erst bestimmt werden soll. In der Literatur wird diese Problematik als Teil
der Optimierung betrachtet [Kna06, Pet06]. Unter Annahme von annähernd ebe-
nen Messobjekten kann das Zuordnungsproblem bei bekannter Lage des Objektes
und Anordnung der Kameras theoretisch durch feste Zuordnung von Sichtstrah-
len (unabhängig vom zu vermessenden Objekt) umgangen werden [Don04]. Eine
mögliche Lösung für die Zuordnung von Stereodaten bei der Untersuchung spie-
gelnder Oberflächen wird in Abschnitt 4.3.4 beschrieben.

4.3 Regionenwachstumverfahren

Für den Fall, dass einzelne Punkte XR(xi, yi) bekannt sind, bietet das im Fol-
genden beschriebene Regionenwachstumverfahren [Kam04] die Möglichkeit, bei
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Abbildung 4.9: Veranschaulichung des Propagationsverfahrens.

gegebener Abbildungsfunktion Ak die komplette spiegelnde Oberfläche zu re-
konstruieren. Wie die Startpunkte XR(xi, yi) bestimmt werden, ist für die An-
wendbarkeit der Methode nicht relevant, was zu einer flexiblen Einsetzbarkeit des
Verfahrens führt. Beispielsweise können Startpunkte mit der in Abschnitt 4.3.4
beschriebenen Methode gewonnen werden.

4.3.1 Propagationsschritt

Es wird angenommen, dass die Krümmung in einem Punkt XR(xi, yi) näherungs-
weise Null ist. Somit kann die Oberfläche in jedem Punkt als eine Ebene model-
liert werden. Für einen gegebenen Punkt XR(xi, yi) und die Abbildungsfunkti-
on Ak(xi, yi) kann die Normale n über das Reflexionsgesetz bestimmt werden
(vgl. Gl. (2.20)). Nimmt man eine Ebene E mit Normale n(x i, yi) durch den
Punkt XR(xi, yi) als Näherung für den Bereich bis zu benachbarten Messwerten
Ak(N(xi, yi)) an, können die Punkte XR(N(xi, yi)) näherungsweise bestimmt
werden. N(xi, yi) bezeichnet hierbei Koordinaten aus der 8-er Nachbarschaft ei-
ner Koordinate (xi, yi).

Wie in Abb. 4.9 skizziert, wird der Schnittpunkt X̂R(xj , yj) eines Strahles
s(xj , yj) mit der Ebene E bestimmt, wobei (xj , yj) ∈ N(xi, yi) ist. Für den
Punkt XR(xi, yi) gilt XR(xi, yi) = σ(xi, yi)s(xi, yi). Die Ebene E mit Normale
n(xi, yi) durch diesen Punkt wird in Hessesche Normalform beschrieben durch

n(xi, yi)(x − σ(xi, yi)s(xi, yi)) = 0 . (4.11)

Setzt man für die unbekannte Position x in der Ebene E einen Punkt
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XR(xj , yj) = σ(xj , yj)s(xj , yj) auf einem zu s(xi, yi) benachbarten Sichtstrahl
s(xj , yj) ein, ergibt sich folgende Gleichung:

n(xi, yi)σ̂(xj , yj)s(xj , yj) = nσ(xi, yi)s(xi, yi) . (4.12)

Hieraus kann der Abstand σ̂(xj , yj) des Schnittpunkts X̂R(xj , yj) =
σ̂(xj , yj)s(xj , yj) mit der Ebene E bestimmt werden:

σ̂(xj , yj) =
n(xi, yi)σ(xi, yi)s(xi, yi)

n(xi, yi)s(xj , yj)
. (4.13)

Dieser Punkt X̂R(xj , yj) stellt eine Schätzung für die wahre Position des
reflektierenden Punktes XR(xj , yj) dar. Für die geschätzte Oberflächenposi-
tion X̂R(xj , yj) kann mittels der Abbildungsfunktion Ak(xj , yj) die Normale
n̂(xj , yj) in diesem Punkt bestimmt werden:

r̂(xj , yj) = Ak(xj , yj) − X̂R(xj , yj) , (4.14)

n̂(xj , yj) =
r̂(xj , yj) − s(xj , yj)
‖r̂(xj , yj) − s(xj , yj)‖

. (4.15)

Für die Punkte aus der Nachbarschaft des Punktes X̂R(xj , yj), die noch nicht
bestimmt wurden, können nun mittels der beschriebenen Methode Schätzwerte
bestimmt werden. Von einem gegebenen Startpunkt XR(xi, yi) ausgehend wächst
somit die Region von bestimmten 3D-Punkten X̂R, bis keine erreichbaren Punkte
mehr unbestimmt sind.

Bei der Verwendung des Regionenwachstumverfahrens wird davon ausgegangen,
dass die lokale Krümmung der Oberfläche näherungsweise gleich Null angenom-
men werden kann. Folgende Berechnung ermöglicht eine Abschätzung, wie groß
die Abweichung der geschätzten Position X̂R von der wahren Position XR bei
bekannter lokaler Krümmung ist.

In Abb. 4.10 ist das zu Grunde liegende Oberflächenmodell skizziert. Die horizon-
tale Linie ist die gemäß dem Regionenwachstumverfahren angenommene Ebene
durch den Punkt XR(xi, yi). Der Kreisbogen mit Radius r beschreibe die wahre
Oberfläche in der Umgebung des Punktes XR(xi, yi). Für einen gegebenen Ein-
fallswinkel θ kann bei einem bestimmten Abstand d zwischen den Auftreffpunk-
ten zweier benachbarter Kamerastrahlen die euklidische Distanz Δ zwischen der
wahren Position XR(xj , yj) und der geschätzten Position X̂R(xj , yj) berechnet
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Abbildung 4.10: Fehlerabschätzung für das Propagationsverfahren.

werden. Das gewählte Koordinatensystem mit den Basisvektoren e 1 und e2 liegt
in der Reflexionsebene.

An Hand von Abb. 4.10 lassen sich für die Vektoren folgende Gleichungen auf-
stellen:

s(xj , yj) =
(
− sin(θ)
− cos(θ)

)
, (4.16)

d =
(
−d
0

)
, (4.17)

r1 =
(

0
r

)
, (4.18)

r2 = r

(
− sin(φ)
− cos(φ)

)
. (4.19)

Mit den Definitionen der Größen σ ′ := σ̂(xj , yj) − σ(xj , yj) und s′ :=
−s(xj , yj) lässt sich folgende Gleichung zur Bestimmung des Punktes
XR(xj , yj) = σ(xj , yj)s(xj , yj) aufstellen:

d + σ′s′ = r1 + r2 , (4.20)(
−d
0

)
+ σ′
(

sin(θ)
cos(θ)

)
=
(

0
r

)
+ r

(
− sin(φ)
− cos(φ)

)
. (4.21)
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Abbildung 4.11: Abhängigkeit des Rekonstruktionsfehlers Δ: (a) von der lokalen
Krümmung κ (d = 0,5 mm), (b) vom Abstand benachbarter Sichtstrahlen (κ = 1/110 1

mm ).

Für einen Einfallswinkel θ = 45◦ ergibt sich für den Abstand Δ zwischen dem
wahrem Punkt XR(xj , yj) und dem geschätzten Punkt X̂R(xj , yj):

Δ = σ′ =
√

2
2

(
d − r sin

(
π

4
− arcsin

(
1√
2
− d√

2r

)))
. (4.22)

Der Verlauf der Größe Δ ist in Abb. 4.11 in Abhängigkeit vom Abstand d der
Auftreffpunkte benachbarter Strahlen und von der lokalen Krümmung κ = 1

r
dargestellt. Für stärkere lokale Krümmung sowie für größere Abstände zwischen
benachbarten Sichtstrahlen wächst die Abweichung Δ an. Für einen Abstand be-
nachbarter Strahlen d = 0,5 mm und einer lokalen Krümmung κ = 1

110mm =
0,0091 1

mm ergibt sich in einem Schritt des Regionenwachstumverfahrens theore-
tisch ein Rekonstruktionsfehler Δ = 0,8 μm.

Das beschriebene Regionenwachstumverfahren wurde in einer Simulationsumge-
bung getestet. Das untersuchte Messobjekt war eine Ebene mit mittlerem Abstand
von 1 m zum optischen Zentrum der Kamera. Der entfernteste Punkt der Ober-
fläche hatte einen Abstand von etwa 1,5 m. Die mittlere Abweichung zwischen
rekonstruierten Oberflächenpunkten und der vorgegebenen Ebene betrug 43 μm.
Bezogen auf den mittleren Abstand der Kamera zum Messobjekt ergab sich ei-
ne relative Abweichung der Abstandsbestimmung von etwa 4,3 × 10−3 Prozent.
Dies kann durch numerische Fehler während der Simulation und Rekonstruktion
erklärt werden.
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Abbildung 4.12: Werte der Gewichtsfunktion g1(a) in Abhängigkeit vom Abstand a eines
Punktes xK(xi, yi) zum Startpunkt xK(xj , yj) der Rekonstruktion Fj .

4.3.2 Bestimmung der Ausgleichfläche bei mehreren Start-
punkten

Da sich Fehler bei Integrationsmethoden, wie beispielsweise dem beschriebenen
Regionenwachstumverfahren, akkumulieren können, ist es hilfreich, den von ei-
nem Startpunkt aus rekonstruierten Bereich nicht zu groß zu wählen. Daher ist die
Nutzung mehrerer Startpunkte sinnvoll.

Das grundlegende Vorgehen beim Regionenwachstumverfahrens ist weiterhin
wie zuvor in diesem Abschnitt beschrieben. Von jedem vorhandenen Startpunkt
σ(xj , yj)s(xj , yj) ausgehend wird eine Rekonstruktion Fj der gesamten Ober-
fläche durchgeführt. Unter der Rekonstruktion F j ist die Menge aller Abstände
σFj zu verstehen. Für Punkte in der Nähe des zugehörigen Startpunkts ergibt
sich auf Grund der geringeren Akkumulation von Rekonstruktionsfehlern Δ ei-
ne höhere Genauigkeit als für Punkte, die weiter vom zugehörigen Startpunkt
entfernt sind. Somit ist es sinnvoll, Punkte in der Nähe des zugehörigen Start-
punkts höher zu gewichten als Punkte, die weiter vom zugehörigen Startpunkt
entfernt sind. Durch das gewichtete Zusammenführen der Einzellösungen F j ist
es möglich, eine Gesamtlösung mit kleinerer Abweichung als bei einer der ein-
zelnen Rekonstruktionen zu gewinnen.

Die Gewichtung g(a) richtet sich nach dem Abstand a(xi, yi, xj , yj) zwischen der
Pixelposition xK(xi, yi) der Abbildung eines beliebigen Punktes der Oberfläche



4.3. REGIONENWACHSTUMVERFAHREN 55

Anzahl absolute relative simulierte
Startpunkte Abw. [mm] Abw. [%] Abw. in Ak [%]

1 0,316 6,176 × 10−2 ± 20
5 0,283 5,524 × 10−2 ± 20
10 0,200 3,906 × 10−2 ± 20
15 0,173 3,379 × 10−2 ± 20

Tabelle 4.1: Absolute und relative Abweichung einer simulierten deflektometrischen 3D-
Rekonstruktion einer spiegelnden Kugel mit Radius 1 m im Abstand von 0,512 m zum
optischen Zentrum der Kamera.

und der Pixelposition xK(xj , yj) der Abbildung des nächstgelegenen Startpunkts:

a(xi, yi, xj , yj) =
√

(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2 , (4.23)

gk(a(xi, yi, xj , yj)) =
1

(a(xi, yi, xj , yj) + 1)k
. (4.24)

Der Parameter k beeinflusst, wie schnell die Gewichtung g(a) mit größer werden-
dem Abstand a abfällt. Die Werte von gk(a(xi, yi, xj , yj)) mit k = 1 sind in Abb.
4.12 in Abhängigkeit vom Abstand a einer Position xK(xi, yi) auf dem Kame-
rasensor von der Position des Startpunktes xK(xj , yj) dargestellt. Die gewichtete
Mittelung der Abstände σFj (xi, yi), die sich für die Sichtstrahlen s(xi, yi) gemäß
den Rekonstruktionen Fj ergeben, wird wie folgt berechnet:

σ(xi, yi) =
1∑N

j=1 gk(aFj (xi, yi))

N∑
j=1

σFj (xi, yi)gk(aFj (xi, yi)) . (4.25)

Mit aFj (xi, yi) ist dabei der Abstand einer Pixelposition xK(xi, yi) im Kamera-
bild zum Startpunkt xK(xj , yj) der Rekonstruktion Fj bezeichnet (aFj (xi, yi) =
a(xi, yi, xj , yj)) und N ist die Anzahl der Startpunkte.

In einer Simulation wurden Messungen an einer Kugel mit einem Radius von 1 m
und einem Abstand des Projektionszentrums der Kamera zum Objekt von 0,512 m
unter Nutzung einer unterschiedlichen Anzahl von Startpunkten durchgeführt. Die
Abstände der Punkte XS der Abbildungsfunktion Ak vom Projektionszentrum C
der Kamera wurden mit weißem gleichverteilten Rauschen gestört, dessen Maxi-
malwert ±20 % der ungestörten Größen betrug. Die absoluten und relativen mitt-
leren Abweichungen sind in Tabelle 4.1 aufgeführt. Für größer werdende Anzahl
von Startpunkten nimmt der Rekonstruktionsfehler ab.



56 4. REKONSTRUKTIONSVERFAHREN

du

dv

x

u

x
y

z

n
u = const

v = const

v

u

u = const

v = const

u

v

Abbildung 4.13: Parametrisierung einer Oberfläche: xyz-Raum (links) und Parameter-
ebene uv (rechts).

4.3.3 Lokale Krümmung als invariantes Oberflächenmerkmal

Es stellt sich die Frage, wie auf einer spiegelnden Oberfläche charakteristische
Punkte gefunden werden können, die auch bei einem Wechsel der Kameraposition
wieder erkannt werden können. Grauwertänderungen scheiden hierbei aus, da die-
se vom Spiegelbild eines Musters oder der Umgebung herrühren und ihre Position
bei Wechsel der Blickrichtung oder Position der Kamera ändern. Die lokale Ober-
flächenkrümmung ist hingegen eine Größe, die invariant gegenüber Verkippungen
und Translationen von Kamera oder Messobjekt ist. Somit finden sich charakte-
ristische Merkmale an Kanten, Bohrungen oder starken Krümmungsänderungen
einer zu untersuchenden Oberfläche.

Über eine parametrisierte Oberfläche (siehe Abb. 4.13)

x(u, v) =

⎛
⎝ x(u, v)

y(u, v)
z(u, v)

⎞
⎠ ; u =

(
u
v

)
∈ [a,b] ⊂ R

2 (4.26)

lassen sich im Rahmen der Differentialgeometrie wichtige Aussagen machen
[Far94]. Die Funktionen x(u, v), y(u, v) und z(u, v) der kartesischen Koordi-
naten eines Flächenpunkts sind nach den Parametern u und v differenzierbar, und
[a,b] stellt ein Rechteck in der u, v-Ebene dar. Durch eine reguläre Kurve u(t)
in der u, v-Ebene ist eine reguläre Kurve x(u(t)) gegeben. Regulär bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass die Ableitung einer parametrisierten Kurve in kei-
nem Punkt verschwindet. Das Bogenelement ds2 lässt sich mit ẋ = xuu̇ + xv v̇
in folgender Form schreiben:

ds2 = ‖ẋ‖2dt2 =
(
x2

uu̇2 + 2xuxvu̇v̇ + x2
v v̇2
)

dt2 . (4.27)
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Abbildung 4.14: Veranschaulichung der Bestimmung eines Flächenelementes der para-
metrisierten Oberfläche. Das Flächenelement dA ist als graue Fläche eingezeichnet.

Für die weitere Rechnung sind diese Abkürzungen nützlich:

ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 , (4.28)

mit

E = E(u, v) = xuxu ,

F = F (u, v) = xuxv ,

G = G(u, v) = xvxv .

Die Gleichung 4.28 wird erste Fundamentalform genannt. Die Bogenlänge der
Flächenkurve u(t) ist gegeben durch

t∫
t0

‖ẋ‖dt =

t∫
t0

√
Eu̇2 + 2F u̇v̇ + Gv̇2dt . (4.29)

Dem Element dudv in der u, v-Ebene entspricht das Flächenelement

dA = ‖xudu ∧ xvdv‖ = ‖xu ∧ xv‖dudv (4.30)

=
√

EG − F 2dudv = Ddudv . (4.31)

Die Größe D wird Diskriminante der Gl. (4.30) genannt. Abbildung 4.14 ver-
anschaulicht den geometrischen Zusammenhang. Das Flächenelement dA ist als
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Abbildung 4.15: Schmiegebene durch den Punkt x, die den Normalenvektor n in diesem
Punkt enthält. In der uv-Ebene schließt die Schmiegebene den Winkel φ zur u-Achse ein.

graue Fläche eingezeichnet. Die Fläche A eines Gebiets U in der u, v-Ebene lässt
sich wie folgt berechnen:

A =
∫ ∫

U

√
EG − F 2dudv . (4.32)

Zur Bestimmung der Krümmung κ der Kurve u(t) auf der Fläche x wird der
Tangentialvektor t(t) = x′ nach der Bogenlänge der Kurve abgeleitet:

t′ = x′′ = xuuu′2 + 2xuvu′v′ + xvvv′2 + xuu′′ + xvv′′ . (4.33)

Gemäß dem Satz von Meusnier ergibt sich folgende vereinfachte Form der zwei-
ten Fundamentalform mit der Flächennormalen n [Far94]:

κds2 = Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2 , (4.34)

mit

L = L(u, v) = nxuu ,

M = M(u, v) = nxuv ,

N = N(u, v) = nxvv .

(4.35)

Die Divison der ersten Fundamentalform (Gl. (4.28)) durch die zweite Funda-
mentalform ergibt folgenden Ausdruck für die Krümmung κ mit der Definition
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Abbildung 4.16: Verlauf der Krümmung κ in Abhängigkeit von λ = dv/du = tan(φ). φ
kann als Winkel der Schmiegebene durch x interpretiert werden.

λ = dv/du = tan(φ):

κ(x, t) = κ(λ) =
L + 2Mλ + Nλ2

E + 2Fλ + Gλ2
. (4.36)

Betrachtet man Schmiegebenen, die den Normalenvektor n in einem Punkt x
beinhalten (siehe Abb. 4.15), kann κ(λ) wie folgt interpretiert werden: φ ist der
Winkel, der die Orientierung der Schmiegebene in der uv-Ebene im Punkt u
vorgibt. Abbildung 4.16 zeigt einen beispielhaften Verlauf der Krümmung κ in
Abhängigkeit von λ. Die Extremwerte der Funktion κ(λ) bei λ 1 und λ2 werden
die Hauptkrümmungen κ1 und κ2 der Fläche in x genannt. Ist Ψ der Winkel zwi-
schen xu und dem Tangentialvektor ẋ = xuu̇ + xv v̇ einer bestimmten Flächen-
kurve, dann ergibt sich als Krümmung in dieser Richtung

κ(Ψ) = κ1 cos2(Ψ) + κ2 sin2(Ψ) . (4.37)

Richtungsunabhängige Maße für die Krümmung sind die Gaußsche Krümmung
und die mittlere Krümmung:

κ1κ2 =
LN − M2

EG − F 2
Gaußsche Krümmung , (4.38)

1
2

(κ1 + κ2) =
NE − 2MF + LG

EG − F 2
mittlere Krümmung . (4.39)

4.3.4 Bestimmung von Startwerten aus Stereomerkmalen

Der Vorteil eines Stereokamera-Paares gegenüber einer einzelnen Kamera liegt
darin begründet, dass auch für eine 3D-Vermessung keine Komponenten des
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Messaufbaus oder das Messobjekt bewegt werden müssen. Oberflächenpunkte
mit im Vergleich zu ihrer Umgebung charakteristischer Krümmung werden mit-
tels des im Folgenden beschriebenen Verfahrens in beiden Kamerabildern identi-
fiziert. Ihre räumliche Lage wird triangulatorisch bestimmt, so dass diese Punkte
als Startpunkte für das Regionenwachstumverfahren verwendet werden können
[KH05].

Die Voraussetzung für eine räumliche Lagebestimmung von Oberflächenpunk-
ten ist die intrinsische und extrinsische Kalibrierung des Messaufbaus gemäß
dem in Kapitel 3 beschriebenen Verfahren. Die aufgenommenen deflektome-
trischen Daten der linken respektive der rechten Kamera A l und Ar wer-
den gemäß der bekannten Verzeichnung der Linsensysteme der Kameras kor-
rigiert. Die Weiterverarbeitung der unkalibrierten Abbildungsfunktionen erfolgt
für beide Ansichten nach folgendem Schema: Durch zweifache Anwendung
des symmetrischen Differenzenquotienten hDx in x-Richtung der Bildkoordina-
ten der Abbildungsfunktions-Komponente A1(i, j) wird ein Maß für die lokale
Krümmung der Oberfläche in horizontale Richtung bestimmt:

κx = h2
DxA1,l(i, j) =

2A1,l(i, j) − A1,l(i − 2, j) − A1,l(i + 2, j)
4

. (4.40)

Das entsprechende Vorgehen mittels des symmetrischen Differenzenquotienten
hDy in y−Richtung der Bildkoordinaten der Abbildungsfunktions-Komponente
A2(i, j) ergibt ein Maß für die lokale Krümmung der Oberfläche in senkrechte
Richtung:

κy = h2
DyA2,l(i, j) =

2A2,l(i, j) − A2,l(i, j − 2) − A2,l(i, j + 2)
4

. (4.41)

Aus diesen beiden Krümmungsmaßen kann nun ein richtungsunabhängiges
Krümmungsmaß vergleichbar der mittleren Krümmung definiert werden:

κ̄ =
1
2

(κx + κy) . (4.42)

Die Richtungsunabhängigkeit rührt daher, dass für den Mittelwert zweier
Krümmungen κa und κb in einem Oberflächenpunkt folgende Aussage gilt, so-
fern die beiden Krümmungsberechnungen für Richtungen senkrecht zueinander
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Abbildung 4.17: Schematische Darstellung der Epipolargeometrie für ein Kamerapaar.

erfolgten:

1
2

(κa + κb) =
1
2

(
κ1 cos2(Ψ) + κ2 sin2(Ψ) + (4.43)

κ1 cos2(Ψ − π

2
) + κ2 sin2(Ψ − π

2
)
)

=
1
2

(
κ1 cos2(Ψ) + κ2 sin2(Ψ) +

κ1 sin2(Ψ) + κ2 cos2(Ψ)
)

=
1
2

(
κ1

(
cos2(Ψ) + sin2(Ψ)

)
+

κ2

(
sin2(Ψ) + cos2(Ψ)

))
=

1
2

(
κ1 + κ2

)
.

Die Größe κ̄ macht keine Aussage über die absolute lokale Krümmung in einem
Punkt, da der Abstand der spiegelnden Oberfläche noch nicht bekannt ist. Die
charakteristischen Merkmale im Verlauf dieser Größe sind jedoch ausreichend,
um bestimmte Oberflächenpunkte im linken und rechten Kamerabild einander zu-
zuordnen. Aus den Abbildungsfunktionen A l(i, j) und Ar(i, j) können wie be-
schrieben die Merkmalsbilder κ̄ l(i, j) und κ̄r(i, j) berechnet werden.
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Abbildung 4.18: Krümmungswerte |κ̄l(i, j0)| und |κ̄r(i, j0)| entlang einer korrespondie-
renden Zeile j0.

Um den Suchbereich für korrespondierende Merkmale in den Bildern κ̄ l(i, j) und
κ̄r(i, j) der linken und rechten Kamera zu verkleinern, werden die Daten rekti-
fiziert, wie bei der Auswertung von Stereobildern üblich. Wie in Abb. 4.17 zu
sehen, liegen die Abbildungen x l,i und xr,i eines Punktes Xi auf korrespondie-
renden Linien El,i und Er,i im linken beziehungsweise rechten Kamerabild. Diese
Linien werden Epipolarlinien genannt [HZ02]. Die Punkte e l und er, an denen die
Verbindungslinie zwischen den Kamerazentren C l und Cr die Bildebenen durch-
stößt, heißen Epipole. Durch die Rektifizierung der Kamerabilder wird erreicht,
dass die korrespondierenden Abbildungen eines Punktes X i jeweils in der sel-
ben Zeile des linken und rechten Bildes zu finden sind. Die Ausrichtung der Epi-
polarlinien ist dann folglich mit der Lage der Zeilen der Bilder identisch. Die
Translation zwischen dem Projektionszentrum der linken und der rechten Kamera
sowie die Rotation, welche die optischen Achsen ineinander überführt, werden
durch eine Stereokalibrierung bestimmt [Bou02]. Dazu werden die Kalibrierse-
quenzen beider Kameras ausgewertet, die schon für die intrinsische Kalibrierung
der Kameras verwendet wurden (siehe Abschnitt 3.5). Bei der Zuordnung von
Krümmungsmerkmalen entlang einer korrespondierenden Bildzeile j 0 erfolgt die
Korrespondenzsuche für die Zeile j0 zwischen den Krümmungsdaten aus der
linken und der rechten Kameraansicht κ̄ l(i, j0) und κ̄r(i, j0) (siehe Abb. 4.18).
Die Differenz der Pixelpositionen i1 und i2 von korrespondierenden Merkma-
len entlang einer Epipolarlinie heißt Disparität d. Sind die den Pixelpositionen
(i1, j0) und (i2, j0) entsprechenden Sichtstrahlen der linken und rechten Kamera
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bestimmt, die beide den selben Punkt mit charakteristischem Krümmungsmerk-
mal abbilden, können diese Strahlen trianguliert und somit die 3D-Position des
Oberflächenpunktes Xi bestimmt werden. Der gesamte Ablauf des Verfahrens ist
in Abb. 4.19 skizziert.

Der Zusammenhang zwischen der Basisbreite b der Kameraanordnung, der Dis-
parität d eines Merkmals Xi im rektifizierten Bild und der Entfernung z dieses
Merkmals von der Kamera ist in Abb. 4.20 gezeigt. Das optische Zentrum der lin-
ken respektive der rechten Kamera ist mit C l und Cr bezeichnet. Nach der Rekti-
fizierung der Bilddaten und Stereokalibrierung kann man von paralleler Ausrich-
tung der optische Achse von linker und rechter Kamera und gleicher Brennweite
f ausgehen. Die Epipolarlinien liegen entlang der x-Achse des Kamerakoordina-
tensystems. Der mathematische Zusammenhang zwischen der Entfernung z eines
Merkmals von den Kamerazentren C l und Cr und der Bildkoordinaten x l in der
linken und xr in der rechten Kamera ergibt sich zu:

xl = f
xi

z
(4.44)

xr = f
xi + b

z
(4.45)

= f
xi

z
+

bf

z

⇒ d = xr − xl =
bf

z
(4.46)

mit
z : Abstand zum Messobjekt in mm,
xi : Position des Messobjekts in x-Richtung in mm,
b : Basisbreite der Anordnung der Stereokameras in mm,
f : Brennweite der Kameras in Pixel,
d : Disparität in Pixel.

Zur Abschätzung des Tiefenfehlers bei einer angenommenen Unsicherheit in der
Bestimmung der Disparität korrespondierender Merkmale von Δd = 0,5 Pixel
wird der Zusammenhang zwischen Disparitätsänderungen Δd und der Änderung
der Tiefe z betrachtet:

Δz =
∂

∂d

(
bf

d

)
Δd (4.47)

= −bf

d2
Δd = − z2

bf
Δd . (4.48)
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linke Kamera rechte Kamera

Aufnahme der
Streifenmuster-Sequenz

Abbildungsfunktionen
Al und Ar (Ausschnitt)

Betrag des Krümmungs-
maßes κ

Rektifizierte
Daten

Zuordnung korrespondierender
Merkmale

und Triangulation

Startpunkte für
das Regionenwachstum-

Verfahren

Abbildung 4.19: Ablauf des Verfahrens zur Bestimmung von Startpunkten aus
Krümmungsmerkmalen der Abbildungsfunktion zweier Kameras.
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Abbildung 4.20: Skizze zur Herleitung des mathematischen Zusammenhangs zwischen
Disparität und Entfernung eines Punktes Xi unter Verwendung rektifizierter Kamerabilder.

Für exemplarisch bei einer Messung auftretende Parameter (z = 485 mm, b =
120 mm und f = 926 Pixel) beträgt der Tiefenfehler Δz ≈ 1 mm.

Für das Auffinden von Korrespondenzen entlang der Epipolarlinien gibt es eine
Vielzahl von Verfahren. Einen sehr guten Überblick bietet die Veröffentlichung
von Scharstein und Szeliski [SS02]. Die in der Literatur beschriebenen Verfah-
ren beziehen sich meist auf Grauwertbilder und beruhen auf Blockmatching. Die
oben beschriebenen Krümmungsmerkmale haben für Kanten oder Löcher jedoch
einen sprunghaften Verlauf. Außerdem liefern Blockmatching-Verfahren unzurei-
chende Ergebnisse, wenn die Ansichten der beiden Kameras gegeneinander per-
spektivisch stark verzerrt sind. Dies kann bei den Messbildern der Fall sein, da das
Objekt aus geringem Abstand vom Kamerapaar betrachtet wird und die Kameras
im Allgemeinen nicht parallel ausgerichtet sind.

Aus diesem Grund wurden Untersuchungen mit Verfahren durchgeführt, die unter
anderem für die Auswertung von chromatographischen Daten verwendet werden
[TBA04]. Solche Messdaten haben ebenfalls die Eigenschaft, dass die charakteri-
stischen Merkmale in Form von Spitzen im Signal vorliegen. Mit den Methoden
Correlation Optimized Warping (COW) und Dynamic Time Warping (DTW) wird
in der Chromatographie die Aufgabe gelöst, ein Messsignal einer Probe mit einem
Referenzsignal abzugleichen. Es wird geprüft, ob sich die im Messsignal vorhan-
denen Spitzen den Spitzen im Referenzsignal bei jeweils ähnlichen Positionen auf
der x-Achse zuordnen lassen. Die Zeilen der Bilder |κ l(x, y)| und |κr(x, y)| wer-



66 4. REKONSTRUKTIONSVERFAHREN
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Abbildung 4.21: Schematische Darstellung des COW-Verfahrens: Das Signal |κl(x, y0)|
wird mit dem Signal |κr(x, y0)| abgeglichen. Das Ergebnis ist das Signal |κ′

r(x, y0)|.

den nacheinander abgearbeitet. Bei COW werden die Messsignale |κ l(x, y0)| und
|κr(x, y0)| für jede Zeile y0 in gleich lange Bereiche einer vorgegebenen Anzahl
von Messwerten eingeteilt. In Abb. 4.21 ist das Verfahren beispielhaft skizziert.
Die Unterteilung der Messdaten in Blöcke erfolgt bei den Werten x i. Die Blöcke
des Signals |κl(x, y0)| werden nacheinander mit dem entsprechenden Bereich des
Referenzsignals |κr(x, y0)| korreliert. Die Daten eines korrelierten Blocks werden
in einem vorgegebenen Maß gestaucht oder gestreckt, um eine gute Korrelation
mit dem Referenzsignal zu erreichen. Dies erfordert ein Resampling der Daten,
damit gleich lange Datensequenzen korreliert werden können. Danach wird der
nächste Block mit dem entsprechenden Block im Referenzsignal abgeglichen. Da



4.3. REGIONENWACHSTUMVERFAHREN 67

| )| / [a. u.]κl ( ,x y0

| )| / [a. u.]κr ( ,x y0

| )| / [a. u.]κ’r ( ,x y0

xa,l xb,l

xa,r xb,r

x’a,r x’b,r

Abbildung 4.22: Schematische Darstellung des DTW-Verfahrens: Für jeden Messwert des
Signals |κr(x, y0)| wird geprüft, für welche Verschiebung in x-Richtung eine gute Über-
einstimmung mit dem Referenzsignal |κl(x, y0)| erreicht wird.

es eine Vielzahl von möglichen Verschiebungen der Blockgrenzen x i gibt, die zu
einer global günstigen Lösung führen könnten, wird dieses Verfahren mittels dy-
namischer Programmierung realisiert. Dies bedeutet einen sehr großen Rechen-
aufwand, da eine Vielzahl von möglichen Kombinationen der Verschiebungen
berechnet werden. Mittels eines Backtracking-Verfahrens können dann die Ver-
schiebungen bestimmt werden, die zu der globalen Lösung |κ ′

r(x, y0)| führen. Die
Verschiebung der Blockgrenzen xi kann genutzt werden, um die Positionen der
Maxima xa,l und xb,l im Signal |κl(x, y0)| den korrespondierenden Positionen xa,r

und xb,r im Signal |κ′
r(x, y0)| zuzuordnen.

Das Verfahren zeigt Nachteile bei Verschiebungen in der Größenordnung, wie sie
beim Abgleich von Krümmungsmerkmalen auf Grund der hohen Disparität zwi-
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schen linker und rechter Kameraansicht auftreten. Da die Grenze eines Blocks
gemäß des Verfahrens nur maximal um eine bestimmte Anzahl von Schritten ver-
schoben wird, ergibt sich am Rand einer Zeile eine geringere Flexibilität der An-
passung als in der Mitte des Signals. Eine Abhilfe stellt das Einbetten der ei-
gentlichen Krümmungsdaten in Bereiche konstanter Werte dar, wodurch schon zu
Beginn des eigentlichen Datenbereichs ausreichende Flexibilität erreicht werden
kann.

Bei der Methode DTW zeigt sich dieser Nachteil nicht, da für jeden Messwert
|κr(xi, y0)| geprüft wird, ob eine Verschiebung des Wertes entlang der x-Achse
sinnvoll ist, um minimalen Abstand zum Wert des Referenzsignals |κ l(xi, y0)| zu
erreichen. Das Vorgehen ist schematisch in Abb. 4.22 dargestellt. Der Rechenauf-
wand ist durch die Prüfung der Verschiebung jedes einzelnen Messwerts höher
als bei COW. Große Disparitäten der Krümmungsdaten von linker und rechter
Kamera führen auch bei dieser Methode zu erheblichem Anwachsen der Laufzeit,
da die Suchraumgröße für die Verschiebung jedes Messwerts anwächst.

Ein zuverlässiges und schnelles Verfahren stellt das zeilenweise Suchen von Ma-
xima und deren Zuordnung im linkem und rechtem Datensatz dar. Falls eine un-
terschiedliche Anzahl von Maxima in korrespondierenden Zeilen gefunden wird,
werden für diese Zeile keine Startwerte bestimmt. Da jedoch in der Regel ei-
ne große Zahl von Krümmungsmerkmalen vorliegt, fällt das Wegfallen einzelner
Merkmale durch fehlgeschlagene Zuordnungen nicht ins Gewicht. Es wird davon
ausgegangen, dass sich die Reihenfolge der Merkmale zwischen linkem und rech-
tem Datensatz nicht ändern kann. Dies ist der Fall sofern keine Doppelreflexionen
bei der Messung auftreten. Die in Abb. 4.19 dargestellten Startpunkte wurden mit-
tels Detektion und Zuordnung der Maxima in κ̄ l(i, j) und κ̄r(i, j) bestimmt.

4.4 Gauß-Seidel-Optimierung

Auf Grund verrauschter oder fehlerhafter Daten der gemessenen Abbildungsfunk-
tionen kann es notwendig sein, das Rekonstruktionsergebnis zu optimieren. Die
Punkte XR erfüllen dann nicht automatisch die mathematischen Anforderungen
an eine Oberfläche (vgl. Abschnitt 4.1). Der zugrunde liegende Gedanke bei der
Optimierung ist, dass die Neigung der Oberfläche in einem reflektierenden Punkt
XR(xi, yi), die durch die gemessene Reflexion festgelegt ist, dem Gradienten der
umliegenden Punkte auf der Oberfläche entsprechen soll. Durch Variation des Ab-
stands entlang des Sichtstrahles s(xi, yi) kann diese Abweichung minimiert wer-
den. Ein entsprechendes Verfahren für matte Oberflächen unter Berücksichtigung
von fest vorgegebene Punkten auf der Oberfläche wurde von Horovitz beschrie-
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ben [HK04]. Allgemein gesprochen handelt es sich hier bei der Rekonstruktion
um die Aufgabe, räumliche Tiefe (Abstand eines reflektierenden Punktes vom
Projektionszentrum der Kamera) aus einem Gradientenfeld zu bestimmten. Die
zusätzliche Schwierigkeit bei der Rekonstruktion spiegelnder Oberflächen besteht
darin, dass das Gradientenfeld nicht fest vorgegeben ist. Der Gradient in einem
Punkt XR(xi, yi) ist nämlich zum einen von der gemessenen Abbildungsfunkti-
on Ak(xi, yi) abhängig und zum anderen vom Abstand σ(x i, yi) dieses Punktes
vom Projektionszentrum C der Kamera (vgl. Abb. 2.7). Dieser Zusammenhang
macht es notwendig, ein iteratives Verfahren zu verwenden, bei dem ein Schätz-
wert σ̂(xi, yi) zur Bestimmung des Gradienten in jedem Schritt vorliegt.

4.4.1 Gütekriterium und Herleitung des Iterationsschritts

Von einer Oberfläche mit Höhendaten z(x, y) in einem Bereich D sei lediglich
das verrauschte Gradientenfeld {(p, q)} der Ableitungen in x- und y-Richtung
bekannt. Horn und Brooks schlagen die Variationsrechnung als adäquate mathe-
matische Methode vor [HB86]. Für ideale Daten nimmt das folgende Funktional
den Wert Null an:∫ ∫

D

[
(zx(x, y) − p(x, y))2 + (zy(x, y) − q(x, y))2

]
dx dy . (4.49)

Hierbei ist zx(x, y) die Ableitung der Höhendaten z(x, y) in x-Richtung und
zy(x, y) in y-Richtung. Für räumlich diskrete Daten, wie sie bei einer Kameraer-
fassung vorliegen, müssen die Gradientendaten angepasst werden. Für gegebene
Gradienten p̃i,j und q̃i,j in einem Messpunkt mit Index (i, j) ergeben sich die Gra-
dienten zwischen zwei Punkten z(i, j) und z(i+ 1, j) beziehungsweise zwischen
z(i, j) und z(i, j + 1) laut Horn und Brooks [HB86] approximativ zu

pi,j =
p̃i,j + p̃i+1,j

2
qi,j =

q̃i,j + q̃i,j+1

2
. (4.50)

Somit gilt im Falle einer idealen Oberfläche und fehlerfreien Messdaten:

zi+1,j − zi,j = pi,j zi,j+1 − zi,j = qi,j . (4.51)

Die zu minimierende Funktion ist folglich im diskreten Fall

∑
i,j

(
(zi+1,j − zi,j − pi,j)2 + (zi,j+1 − zi,j − qi,j)2 + (4.52)

(zi,j − zi−1,j − pi−1,j)2 + (zi,j − zi,j−1 − qi,j−1)2
)

.
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Leitet man die Funktion nach zi,j ab und setzt das Ergebnis gleich Null, erhält
man folgende Gleichung, deren Erfüllung eine notwendige Bedingung für das
Vorliegen eines Extremwerts der Funktion für z i,j ist:

4 zi,j − zi+1,j − zi,j+1 − zi−1,j − zi,j−1+ (4.53)

pi,j + qi,j − pi−1,j − qi,j−1 = 0 .

Da die Ableitung der Gleichung (4.53) nach z i,j eine positive Konstante ist, stellt
Gleichung (4.53) eine Bedingung an z i,j für ein lokales Minimum dar. Durch
Auflösen nach zi,j kann die Iterationsregel für den Schritt k+1 formuliert werden:

zk+1
i,j =

1
4
(
zk

i+1,j + zk
i,j+1 + zk

i−1,j + zk
i,j−1 − (4.54)

pi,j − qi,j + pi−1,j + qi,j−1

)
.

Als initiale Werte für zi,j kann das Ergebnis aus dem Regionenwachstumverfah-
ren oder einem anderen Schätzverfahren verwendet werden. Da die Konvergenz
des so genannten Gauß-Seidel-Relaxationsverfahrens langsam ist, gibt es mehrere
Ansätze zur Beschleunigung des Algorithmus. Eine Methode ist die als Succes-
sive Over-Relaxation (SOR) bezeichnete Erweiterung des Gauß-Seidel-Ansatzes.
Mittels eines Parameters 1 < ω < 2 kann bei optimaler Wahl dieser Größe schnel-
lere Konvergenz erreicht werden:

zk+1
i,j = (1 − ω)zk

i,j + ω
1
4
(
zk

i+1,j + zk
i,j+1 + zk

i−1,j + zk
i,j−1 − (4.55)

pi,j − qi,j + pi−1,j + qi,j−1

)
.

Außerdem kann das Gitter (i, j) als Kombination zweier verschachtelter Gitter
betrachtet werden. Beim so genannten Red-Black-Gauß-Seidel-Verfahren werden
zwei Gitter entsprechend den weißen beziehungsweise den schwarzen Feldern
eines Schachbretts definiert. Innerhalb eines Gitters kann nun unabhängig vom
zweiten Gitter für alle Punkte die Iteration durchgeführt werden. Dies ermöglicht
die Parallelisierung des Algorithmus [PFTV92].

Ein weiteres Verfahren stellt ein Mehrskalen-Ansatz (Multigrid) dar. Da sich
Veränderungen beim Gauß-Seidel-Iterationsschema nur sehr langsam über das
Gitter (i, j) ausbreiten können (lediglich die nächsten Nachbarn haben Einfluss
auf zi,j), kann eine deutliche Beschleunigung erreicht werden, indem das Gitter
in verschiedenen Größen erzeugt wird und die Daten auf den verschiedenen Ska-
len optimiert werden. Aus algorithmischen Gründen bieten sich Zweierpotenzen
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für die Höhe und Breite des Gitters an. Im Gitter mit geringer Auflösung kann
sich Information wesentlich schneller in Bereiche ausbreiten, die in einem hoch
aufgelösten Gitter viele Schritte auseinander liegen. Außerdem kann das Verhar-
ren in lokalen Minima in der Regel vermieden werden. Zusätzlicher Aufwand fällt
an, da die Zwischenergebnisse für Gitter mit höherer Auflösung interpoliert oder
für solche mit geringerer Auflösung unterabgetastet und geglättet werden müssen
[Pri96].

4.4.2 Erweiterung auf spiegelnde Oberflächen

Im bisher betrachteten Fall ist das Gradientenfeld (p(i, j), q(i, j)) gegeben und
ändert sich nicht bei der Optimierung von z i,j . Bei einer spiegelnden Oberflächen
ist die Neigung im reflektierenden Punkt XR(i, j) jedoch nicht nur von der ge-
messenen Abbildungsfunktion Ak(i, j) sondern auch vom geschätzten Abstand
σ̂(xi, yj) dieses Punktes vom Projektionszentrum C der Kamera abhängig. Dies
bedeutet, dass zur Erfüllung des gemessenen Strahlenganges das Gradientenfeld
(p(i, j), q(i, j)) nach jedem Iterationsschritt neu bestimmt werden muss. Die Nei-
gung eines Oberflächenelements an der Position (i, j) kann aus der Normale n̂
in diesem Punkt bestimmt werden. Da ein Schätzwert X̂R(i, j) vorliegt, gilt für
r̂(i, j) der Zusammenhang laut Gl. (4.14). Die Normale n̂(i, j)ergibt sich gemäß
Gl.(4.15) aus den Strahlen s(i, j) und r̂(i, j).

4.4.3 Transformation in Kugelkoordinaten

Die Größe z(i, j) ist bis jetzt in einem kartesischen Koordinatensystem definiert.
Da die Kamerstrahlen s(i, j) jedoch nicht parallel sind, sondern kugelförmig vom
Projektionszentrum C ausgehen, ist es hilfreich, das Problem in Kugelkoordina-
ten (r, φ, θ) zu formulieren.

Der Ursprung des Koordinatensystems liegt im Projektionszentrum C der Kame-
ra. Der Abstand r(i, j) ist gleichbedeutend mit dem Abstand eines Messpunktes
σ(i, j) vom Projektionszentrum. Die radiale Richtung für ein Indexpaar (i, j) im
Kamerabild ist durch den Sichtstrahl s(i, j) gegeben. Die radiale Komponente der
Normale n(i, j) ist durch

nr(i, j) = n(i, j)Ts(i, j) (4.56)

gegeben. Teilt man n(i, j) durch n r(i, j), erhält man einen Vektor n′(i, j) mit
einer Ausdehnung in radiale Richtung von eins:

n′(i, j) =
n(i, j)
nr(i, j)

⇒ n′ T(i, j)s(i, j) = 1 . (4.57)
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Die φ- und θ-Komponente von n ′(i, j) in Kugelkoordinaten für den Aufpunkt
des Vektors in X̂R(i, j) kann nun folgendermaßen mittels der Hilfsvariablen P
bestimmt werden:

P(i, j) = X̂R(i, j) + n′(i, j) . (4.58)

Nach der Transformation der Punkte X̂R und P in Kugelkoordinaten (r, φ, θ)
ergibt sich über deren Differenz:

P(r, φ, θ) − X̂R(r, φ, θ) =

⎛
⎝ Δr

Δφ
Δθ

⎞
⎠ =

⎛
⎝ 1

Δφ
Δθ

⎞
⎠ = n′(r, φ, θ) . (4.59)

Somit ist für das Indexpaar (i, j) im Kamerabild der Gradient (Δφ, Δθ) in Ku-
gelkoordinaten gemäß der Komponenten von n ′(r, φ, θ) bekannt. Ersetzt man die
Größen in Gl. (4.54) durch die entsprechenden Größen in Kugelkoordinaten ergibt
sich folgende Iterationsgleichung unter Berücksichtigung der Strahlgeometrie der
Kamera:

σk+1
i,j =

1
4
(
σk

i+1,j + σk
i,j+1 + σk

i−1,j + σk
i,j−1 − (4.60)

Δφi,j − Δθi,j + Δφi−1,j + Δθi,j−1

)
.

Das beschriebene Optimierungsverfahren wurde an den selben synthetischen Da-
ten einer Ebene getestet, die schon in Abschnitt 4.3.1 verwendet wurden. Die
simulierten Werte der Abbildungsfunktion Ak wurden mit einer Störung (weißes
gleichverteiltes Rauschen) von maximal ±20 Prozent (bezogen auf den Abstand
der Punkte XS der Abbildungsfunktion zum Projektionszentrum C der Kamera)
beaufschlagt. Die sich für einen Startpunkt ergebende mittlere Abweichung der
Größe σ̂(xi, yi) betrug 82 μm im Vergleich zu 43 μm im Fall der ungestörten Da-
ten. Durch Anwendung des Gauß-Seidel-Verfahrens unter Verwendung von Ku-
gelkoordinaten (vgl. Gl. (4.60)) konnte die mittlere Abweichung der rekonstru-
ierten Abstände von den Abständen der vorgegebenen Ebene auf 65 μm reduziert
werden.

4.5 Beschreibung und Optimierung mittels
Markov-Zufallsfeldern

Die Beschreibung von Bildinhalten mittels Markov-Zufallsfeldern (engl. Markov
Random Fields, MRF) ist eine bewährte Methode bei der Rekonstruktion, Opti-
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mierung und Klassifizierung von Messdaten [Li95]. Bei dem vorliegenden Op-
timierungsproblem besteht ein mathematischer Zusammenhang zwischen Daten
benachbarter Bildpunkte. Das Konzept der MRF ermöglicht eine einfache Model-
lierung der räumlichen Verknüpfung von Messwerten in einem Datenfeld, wie es
der Sensorchip einer Kamera liefert.

Jain und Nadabar verwendeten ein MRF zur Segmentierung von Abstandsbildern
[JN90]. Hierbei werten sie die Änderung benachbarter Abstandswerte sowie die
Änderung der Oberflächennormalen aus, die benachbarten Regionen zugewiesen
werden können. Subrahmonia u. a. untersuchten ein MRF für die modellbasier-
te Segmentierung von Videobildern [SHC90]. Aus mehreren Kameraansichten
von unbewegten Szenen wurden ebene Oberflächenelemente bestimmt, welche
die aus den Intensitätsbildern rekonstruierten Abstände interpolieren. Tsaig und
Averbuch zielen auf die Rekonstruktion und Segmentierung von bewegten Objek-
ten ab [TA01]. Ein MRF findet hier bei der Klassifizierung von Objekten Verwen-
dung. Torres-Mendéz und Dudek untersuchten Möglichkeiten zur Verknüpfung
von Intensitätsbildern mit Abstandsinformationen, die nur für wenige Punkte vor-
liegen [TMD03]. Die Interpolation der Abstandsdaten erfolgt unter Verwendung
eines MRF, so dass die Nachbarschaftsbeziehung von Bildpunkten modelliert
werden kann. Diebel und Thrun beschäftigten sich mit der selben Problematik
und verwenden ebenfalls ein MRF [DT05a]. Bei der gleichzeitigen Vermessung
von Räumen mit einem Laserscanner und einer Kamera liegen die Ergebnisse
in der Regel in unterschiedlicher räumlicher Auflösung vor. Um die vom Laser-
scanner gelieferten Abstandswerte an die höhere Auflösung der Kamera anzupas-
sen, ist die Interpolation der gemessenen Abstände notwendig. Als Gütemaß wird
zum einen die Differenz der interpolierten Abstandswerte zu den gemessenen Ab-
standswerten sowie die Glattheit der sich ergebenden Oberflächen unter Einbezie-
hung der nächsten Nachbarn verwendet. Geringe Änderungen der Abstandsdaten
werden in einer Region um so mehr belohnt, je homogener das Intensitätsbild in
dieser Region ist. Dahinter steckt die Annahme, dass Regionen mit ähnlichem
Grauwert im Kamerabild geringere Änderungen des Abstands in diesem Bereich
aufweisen, als etwa Bereiche mit sprunghaften Grauwertänderungen.

4.5.1 Theorie der Markov-Zufallsfelder

Markov-Zufallsfeld ist eine Bezeichnung für eine Menge von Zufallsvariablen
F = F1, . . . , Fm, die über ein Nachbarschaftssystem Ni miteinander verknüpft
sind und welche die im Folgenden beschriebenen Bedingungen erfüllen [Li95].

S sei eine Menge von Positionen i, denen jeweils eindeutig eine Zufallsvariable
Fi zugeordnet ist. Bei dem gegebenen Problem der 3D-Rekonstruktion handelt



74 4. REKONSTRUKTIONSVERFAHREN

1 Nx

Nx+1

2

Nx+2 2Nx

(Ny -1)

Nx+1
N Ny x

(Ny -1)

Nx

3

Abbildung 4.23: Schematische Darstellung der Zuordnung der Positionen i auf einem
regelmäßigen Gitter der Größe Nx × Ny .

es sich um ein regelmäßiges Gitter, das die Pixel auf dem Sensorchip der Ka-
mera repräsentiert (siehe Abb. 4.23). Diese Art der Anordnung der Positionen
i von S ist aber keine Voraussetzung für die Anwendbarkeit der MRF-Theorie.
Jede Zufallsvariable Fi kann kontinuierliche Werte fi ∈ F mit der Wahrschein-
lichkeitsdichte p(Fi = fi) (abgekürzte Schreibweise: p(fi)) annehmen. Falls fi

nur diskrete Werte annehmen kann, werden statt den Wahrscheinlichkeitsdichten
p(fi) Wahrscheinlichkeiten P (fi) verwendet. Die Verbundwahrscheinlichkeits-
dichte p(F1 = f1, . . . , Fm = fm) für eine Realisierung f der Zufallsvariablen F i

der Menge F wird abgekürzt p(f) geschrieben. Für F muss gelten:

p(f) > 0 ∀f ∈ F , (4.61)

p(fi|fS−{i}) = p(fi|fNi) . (4.62)

Die erste Bedingung ist die Positivität aller Wahrscheinlichkeiten. Die zweite
Gleichung bringt zum Ausdruck, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte für eine Rea-
lisierung fi bei gegebener Belegung aller anderen Zufallsgrößen fS−{i} ledig-
lich von den Realisierungen der Zufallsvariablen fNi abhängt, die zum Nachbar-
schaftssystem Ni der Variablen Fi gehören. Für die Lösung der gestellten Op-
timierungsaufgabe wird das Nachbarschaftssystem N i einer Variablen Fi gemäß
der räumlichen Nachbarschaft von Positionen in S bestimmt. Die in Abb. 4.24 ge-
zeigten Nachbarschaften stellen wichtige Sonderfälle dar. Für ein gültiges Nach-
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Abbildung 4.24: Nachbarschaften der grau markierten mittleren Position von 1. bis 5.
Ordnung. Die Ziffern in den Feldern geben die Ordnung an.

barschaftssystem Ni muss lediglich gelten:

i /∈ Ni , (4.63)

i ∈ Ni′ ⇔ i′ ∈ Ni . (4.64)

Dies bedeutet, dass die Position i nicht Teil der eigenen Nachbarschaft ist und
dass i′ zu i benachbart ist, falls i zu i′ benachbart ist.

Einen weiteren wichtigen Begriff im Rahmen der MRF-Theorie stellt die Clique
dar. Eine Clique C bezüglich (S,N ) kann aus einer einzelnen Position i beste-
hen und aus Positionen, die jeweils paarweise zu allen anderen Positionen in der
Clique benachbart sind:

C1 = {i|i ∈ S} , (4.65)

C2 = {{i, i′}|i ∈ Ni′ , {i, i′} ∈ S}} ,

C3 = {{i, i′, i′′}|i′ ∈ Ni, i
′′ ∈ Ni, i

′′ ∈ Ni′ , {i, i′, i′′} ∈ S} ,

. . .

Die möglichen Cliquen CI = C1 ∪ C2 für Nachbarschaften erster Ordnung und
CII = C1 ∪ C2 ∪ C3 für Nachbarschaften zweiter Ordnung sind in Abb. 4.25 skiz-
ziert.

Es existieren zwei äquivalente Möglichkeiten zur Beschreibung eines MRF: Dies
sind zum einen die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichten p(f i|Ni)∀i und zum
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CI

CII

Abbildung 4.25: Mögliche Cliquen CI = C1∪C2 für Nachbarschaften erster Ordnung und
zweiter Ordnung (CII = C1 ∪ C2 ∪ C3) auf einem regelmäßigen Gitter.

anderen die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte p(f) des gesamten MRF. Für ein
homogenes MRF gilt, dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten für alle Positio-
nen i gleich berechnet werden. Durch den Zusammenhang zwischen einem MRF
und der Gibbs-Verteilung ergibt sich eine elegante Möglichkeit, die Verbundwahr-
scheinlichkeitsdichte zu bestimmen [HC71, Bes74].

Eine Menge von Zufallsvariablen F bildet ein Gibbs-Zufallsfeld (engl. Gibbs
Random Field, GRF) auf S mit dem Nachbarschaftssystem N , sofern die Rea-
lisierungen f der Zufallsvariablen der Gibbs-Verteilung gehorchen. Gemäß dem
Hammersley-Clifford-Theorem ist jedes MRF ein GRF. Die Gibbs-Verteilung hat
die Form

p(f) = Z−1 × e−
1
T U(f) (4.66)

mit

Z =
∑

f

e−
1
T U(f) . (4.67)

Die Konstante T trägt den Namen Temperatur, was den Ursprung der Vertei-
lung aus der statistischen Physik deutlich macht. Ein prominentes Beispiel ist
das Ising-Modell, das die Magnetisierung in einem ferromagnetischen Metall be-
schreibt [NM53]. Das Modell besagt, dass sich die Spins einzelner Atome in
Abhängigkeit des Spins ihrer benachbarten Atome ausrichten. Der Parameter T
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wird im Folgenden konstant auf den Wert T = 1 gesetzt. Z ist die Partitions-
funktion, die sich aus der Summation der Energiefunktion U(f) aller möglichen
Konfigurationen der Zufallsvariablen F ergibt. Die Bestimmung dieser Summe
ist nicht trivial, da je nach Systemgröße die Zahl der möglichen Zustände sehr
groß sein kann. Die Energiefunktion U(f) ergibt sich aus den so genannten Cli-
quenpotentialen VC(f):

U(f) =
∑
c∈C

Vc(f) , (4.68)

wobei ein Cliquenpotential nur von den Werten der betrachteten Clique c abhängt.
Die Summation erfolgt über alle möglichen Cliquen des GRF unter Berücksichti-
gung des Nachbarschaftsystems N .

Die Wahrscheinlichkeitsdichte für eine Realisierung f i der Zufallsvariablen Fi

ergibt sich bei gegebenen Realisierungen fS−{i} zu

p(fi|fS−{i}) =
e−
∑

c∈Ci
Vc(fi)∑

f ′
i
e−
∑

c∈Ci
Vc(f ′

i)
. (4.69)

Die Tatsache, dass lediglich über die Cliquen Ci, summiert werden muss, welche
die Position i enthalten, vereinfacht die Berechnung. Zur Bestimmung der Partiti-
onsfunktion wird die Realisierung f ′

i der Zufallsvariablen Fi über den geltenden
Definitionsbereich variiert. Durch die Vorgabe der Realisierungen fS−{i} sind die
Werte der Zufallsvariablen in den Cliquen Ci außer der Clique {i} fest vorgege-
ben.

Bei der Modellierung eines MRF zur Beschreibung eines gegebenen Zusammen-
hangs kommt der Wahl des Nachbarschaftsystems und der Energiefunktion große
Bedeutung zu. In diesem Schritt wird das Wissen über den nachzubildenden Pro-
zess mathematisch formuliert.

4.5.2 Bayessche Schätztheorie für Markov-Zufallsfelder

Um eine Optimierung der Rekonstruktionsergebnisse zu erzielen, ist es hilfreich,
die Bayessche Schätztheorie anzuwenden. Nach der Einführung der grundlegen-
den Begriffe wird die Anwendung auf ein Markov-Zufallsfeld erläutert. Diese
wurde von Geman und Geman beschrieben [GG84].

Ziel sei die Bestimmung des Ergebnisses, dessen Wahrscheinlichkeit bei den ge-
gebenen Beobachtungen und dem gegebenen Vorwissen über das betrachtete Sys-
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tem maximal ist. Das zu minimierende Risiko einer Schätzung ist

R(f̂) =
∫

f∈F

C(f̂ , f)p(f |d)df . (4.70)

d stellt hier die Beobachtung dar, C(f̂ , f) ist eine Kostenfunktion und p(f |d) ist
die a-posteriori-Verteilung des Ereignisses f bei gegebener Beobachtung d. Diese
Verteilung kann gemäß der Bayesschen Regel aus der a-priori-Verteilung p(d)
der Beobachtungen d und der Likelihood-Funktion p(d|f) von f bei gegebenem
d bestimmt werden:

p(f |d) =
p(d|f)p(f)

p(d)
. (4.71)

Die Kostenfunktion C(f̂ , f) bestimmt, wie stark eine Abweichung der Schätzung
f von dem wahren Wert f̂ bestraft wird. Für die Wahl C(f̂ , f) = ‖f̂ − f‖2 ergibt
sich

R(f̂) =
∫

f∈F

‖f̂ − f‖2p(f |d)df . (4.72)

Durch Nullsetzen der Ableitung ∂R(f̂)

∂f̂
ergibt sich eine Schätzung mit minimaler

Varianz:

f̂ =
∫

f∈F
fp(f |d)df . (4.73)

Für die Kostenfunktion

C(f̂ , f) =
{

0 für ‖f̂ − f‖ ≤ ε
1 sonst

(4.74)

ergibt sich R(f̂) zu

R(f̂) =
∫

f :‖f̂−f‖>ε

p(f |d)df = 1 −
∫

f :‖f̂−f‖≤ε

p(f |d)df . (4.75)

Für den Grenzübergang ε → 0 gilt die Näherung

R(f̂) = 1 − κp(f |d) , (4.76)
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wobei κ das Volumen der Punkte f im Integrationsbereich ist, für die ‖ f̂ − f‖ ≤ ε

ist. Die Minimierung von R(f̂) ist gleichbedeutend mit der Maximierung der a-
posteriori-Wahrscheinlichkeitsdichte. Die Lösung des Optimierungsproblems

f̂ = arg max
f∈F

p(f |d) (4.77)

ist bekannt als Maximum a-posteriori-Schätzung (MAP). Da p(d) für eine ge-
gebene Beobachtung d konstant ist, ist p(f |d) proportional zum Produkt der
Likelihood-Funktion und der a-priori-Wahrscheinlichkeit der Schätzung f :

p(f |d) ∝ p(d|f)p(f) . (4.78)

Somit lässt sich die MAP-Schätzung folgendermaßen bestimmen:

f̂ = arg max
f∈F

{p(d|f)p(f)} . (4.79)

Für p(f) = const ist die MAP-Schätzung mit dem Maximum der Likelihood-
Funktion identisch:

f̂ = arg max
f∈F

{p(d|f)} . (4.80)

Für ein MRF ist die a-posteriori-Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben durch

p(f |d) ∝ e−U(f,d) . (4.81)

Das Maximum von p(f |d) wird erreicht, wenn U(f, d) minimal ist. Somit ergibt
sich die MAP-Schätzung für ein MRF zu

f̂ = arg min
f∈F

U(f, d) . (4.82)

4.5.3 Modellierung der Zusammenhänge bei der Deflektome-
trie

Im Allgemeinen handelt es sich bei einer Oberflächenrekonstruktion aus Abtast-
werten um ein schlecht gestelltes Problem. Dies rührt daher, dass es mehrere
Ergebnisse geben kann, die aus den Abtastwerten rekonstruiert werden können
[TA77, PTK85]. Da die Höhenänderungen zwischen den Abtaststellen im allge-
meinen unbekannt sind, kann ohne weitere Bedingungen an die Form der Ober-
fläche kein eindeutiges Ergebnis erzielt werden.
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Eine mögliche Art der Regularisierung stellt die Minimierung der lokalen
Krümmungen dar, was einer Glattheitsbedingung entspricht. Im Sinne einer sol-
chen Kostenfunktion stellt eine ebene Fläche die optimale Form dar. Der ent-
sprechende Regularisierungsterm für die zu optimierenden Punkte X R(i, j) einer
Oberflächenrekonstruktion hat die Form [Li95]

Ug(XR(i, j)) =
∫

Ni,j

‖XR,xx(i, j)‖2 + 2‖XR,xy(i, j)‖2 + (4.83)

‖XR,yy(i, j)‖2dxdy ,

wobei die Indizes x und y jeweils für die Ableitung der Werte in x- und y-
Richtung stehen. Die diskrete Darstellung mit den unsymmetrischen Differen-
zenquotienten

XR,x(i, j) ≈ XR(i, j) − XR(i − 1, j) und (4.84)

XR,y(i, j) ≈ XR(i, j) − XR(i, j − 1) (4.85)

führt zum Ergebnis

Ug(XR(Ni,j)) = ‖XR(i + 1, j) − 2XR(i, j) + XR(i − 1, j)‖2 + (4.86)

2‖XR(i, j) − XR(i − 1, j) + XR(i, j − 1) +
XR(i − 1, j − 1)‖2 +
‖XR(i, j + 1) − 2XR(i, j) + XR(i, j − 1)‖2 .

Es wird nun untersucht, wie sich die Minimierung der lokalen Krümmung auf
gewölbte Oberflächen auswirkt. Außerdem ist es von Interesse, inwieweit Ober-
flächendefekte wie Beulen oder Dellen durch die Glättung unkenntlich gemacht
werden. Hierzu wurde eine Kugel mit Radius 70 mm simuliert. Eine sphärische
Erhebung von 2,2 mm auf der Kugel soll eine Beule darstellen. Die simulierten
Höhendaten wurden mit gleichverteiltem weißen Rauschen von 2,5 % der Höhen-
daten belegt (siehe Abb. 4.26). Diese Daten wurden mit dem ICM-Algorithmus
(siehe Abschnitt 4.5.4) gemäß dem Kostenterm Ug(XR(i, j)) optimiert. Die Er-
gebnisse nach vier und acht Iterationen sind in Abb. 4.27 und Abb. 4.28 gezeigt.
Nach acht Iterationen ist das Rauschen der Höhedaten deutlich geringer und die
Höhe des simulierten Defektes beträgt noch 1,7 mm.

Die beispielhaft dargestellte Minimierung der lokalen Krümmung zur Unter-
drückung des Messrauschens ist nicht direkt auf den Fall der Deflektometrie
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Abbildung 4.26: Simulierte Kugel mit sphärischer Erhebung. Die simulierten Höhendaten
wurden mit gleichverteiltem weißen Rauschen von 2,5 % der Höhendaten belegt.
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Abbildung 4.27: Optimierung der Daten aus Abb. 4.26: Ergebnis des ICM-Algorithmus
gemäß der Kostenfunktion Ug(XR(Ni,j)) nach vier Iterationen.
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Abbildung 4.28: Optimierung der Daten aus Abb. 4.26: Ergebnis des ICM-Algorithmus
gemäß der Kostenfunktion Ug(XR(Ni,j)) nach acht Iterationen.
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Abbildung 4.29: Bestimmung der lokalen Normalen nlokal(i, j) aus den Nachbarpunkten
von XR(i, j).

übertragbar. Die zu optimierende Größe ist nicht die Höhe eines Messpunkts
auf einem kartesischen äquidistanten Gitter, sondern der Abstand σ(x i, yi) eines
Oberflächenpunktes XR(xi, yi) vom Projektionszentrum C der Kamera entlang
eines Sichtstrahls s(xi, yi). Um aus der Lage der geschätzten Oberflächenpunkte
eine Aussage über die lokale Krümmung treffen zu können, werden die Verbin-
dungsvektoren zwischen benachbarten Oberflächenpunkten betrachtet. Für eine
geringe Richtungsänderung zwischen den Verbindungsvektoren D 1 und D3 re-
spektive D2 und D4 ist die lokale Krümmung im Punkt XR(i, j) klein (vgl. Abb.
4.29) und es ergibt sich folgender Glattheitsterm:

Ug′(i, j) = [1 − −D1D3

‖D1‖‖D3‖
] + [1 − −D2D4

‖D2‖‖D4‖
] (4.87)

= [1 − cos(α1)] + [1 − cos(α2)] . (4.88)

Die Winkel α1 und α2 sind die Winkel zwischen den Vektoren −D1 und D3

beziehungsweise−D2 und D4. Die Kostenfunktion UD(i, j) wird minimal, wenn
α1 = α2 = 0◦, also alle Nachbarpunkte mit dem zu optimierenden Punkt in einer
Ebene liegen.

Da bei der Deflektometrie die Oberflächenpunkte nicht direkt, sondern indirekt
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über die Rekonstruktion des Strahlenganges bestimmt werden, ergibt sich eine
zusätzliche Bedingung für die Normale in einem reflektierenden Punkt. Für einen
gegebenen Oberflächenpunkt XR(i, j) lässt sich die Normale nAk(i, j) bestim-
men, die dieser Punkt aufweisen muss, um mit der gemessene Reflexion A k kon-
form zu gehen:

n′
Ak

(i, j) =
Ak(i, j) − XR(i, j)
‖Ak(i, j) − XR(i, j)‖ − XR(i, j) − C

‖XR(i, j) − C‖ , (4.89)

nAk(i, j) =
n′

Ak
(i, j)

‖n′
Ak

(i, j)‖ . (4.90)

Die Normale nlokal ist durch die umliegenden Oberflächenpunkte definiert (siehe
Abb. 4.29). Die Umgebung des Punktes X(i, j) wird in Dreiecke gemäß der Ver-
bindungsvektoren zu den Nachbarpunkten unterteilt. Für jedes dieser vier Drei-
ecke wird die Normale n1 bis n4 berechnet. Die Normale nlokal(i, j) im Punkt
X(i, j) ergibt sich als Mittelwert aus den Normalen n1 bis n4 der umliegenden
Dreiecke:

n′
lokal(i, j) = n1 + n2 + n3 + n4 (4.91)

=
D1 ∧D2

‖D1 ∧ D2‖
+

D2 ∧ D3

‖D2 ∧ D3‖

+
D3 ∧ D4

‖D3 ∧ D4‖
+

D4 ∧ D1

‖D4 ∧ D1‖

=

(
XR(i − 1, j) − XR(i, j)

)
∧
(
XR(i, j − 1) − XR(i, j)

)
‖
(
XR(i − 1, j) − XR(i, j)

)
∧
(
XR(i, j − 1) − XR(i, j)

)
‖

+

(
XR(i, j − 1) − XR(i, j)

)
∧
(
XR(i + 1, j) − XR(i, j)

)
‖
(
XR(i, j − 1) − XR(i, j)

)
∧
(
XR(i + 1, j) − XR(i, j)

)
‖

+

(
XR(i + 1, j) − XR(i, j)

)
∧
(
XR(i, j + 1) − XR(i, j)

)
‖
(
XR(i + 1, j) − XR(i, j)

)
∧
(
XR(i, j + 1) − XR(i, j)

)
‖

+

(
XR(i, j + 1) − XR(i, j)

)
∧
(
XR(i − 1, j) − XR(i, j)

)
‖
(
XR(i, j + 1) − XR(i, j)

)
∧
(
XR(i − 1, j) − XR(i, j)

)
‖

,

nlokal(i, j) =
n′

lokal(i, j)
‖n′

lokal(i, j)‖
. (4.92)

Der Kostenterm Un beschreibt, wie gut das Reflexionsgesetz für einen Punkt
XR(i, j) erfüllt ist und hat die Form

Un(i, j) = ‖nAk(i, j) − nlokal(i, j)‖ . (4.93)
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Abbildung 4.30: Ablauf des ICM-Algorithmus.

Sofern die lokale Normale mit der durch die Messdaten geforderten Normalen
exakt übereinstimmt, nimmt das Fehlermaß den Wert Null an.

Es stehen somit die zwei Kostenterme Ug′(i, j) (Glattheitsterm) und Un(i, j) (Da-
tenterm) für die Optimierung der Abstände σ(i, j) zur Verfügung. Durch die Mi-
nimierung der Summe

U(i, j) = λUg′ (i, j) + Un(i, j) (4.94)

wird eine Oberfläche bestimmt, deren lokale Normalen mit den gemessenen de-
flektometrischen Daten möglichst konsistent sind und gleichzeitig möglichst hohe
Glattheit aufweist.

4.5.4 Optimierung mittels Iterated Conditional Modes

Bei dem vorliegenden Optimierungsproblem ist die Zahl der zu optimierenden Pa-
rameter gleich der Anzahl an Kamerastrahlen, die das Messobjekt getroffen haben
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und für die gültige Abstandswerte σ(xi, yi) bestimmt wurden. In der Praxis liegt
diese Anzahl im Bereich einiger 10 000 Werte. Eine globale Optimierung, wie sie
beispielsweise bei der Kalibrierung des Messaufbaus verwendet wurde (vgl. Ab-
schnitt 3.6), ist auf Grund des immensen Speicherbedarfs und der zu erwartenden
hohen Rechendauer auf Standardrechnern nicht durchführbar. Eine Alternative
stellen Verfahren dar, die durch die wiederholte Optimierung jeweils einzelner
Abstandswerte σ(xi, yi) die Minimierung der Fehlerterme aller Abstandswerte
erreichen.

Das Verfahren Iterated Conditional Modes (ICM) nutzt die auf die benachbar-
ten Punkte begrenzte Wechselwirkung der Kostenfunktion U eines Oberflächen-
punktes XR(xi, yi) [Bes86]. Der Ablauf des Algorithmus ist in Abb. 4.30 dar-
gestellt. Die Reihenfolge, in welcher die einzelnen Oberflächenpunkte optimiert
werden, wird nach jeder Iteration zufällig festgelegt. Dadurch soll verhindert wer-
den, dass das Ergebnis durch unerwünschte systematische Effekte verfälscht wird.
Für einen ausgewählten Punkt wird nun der Abstand σ(x i, yi) variiert, bis ein
Minimum der Kostenfunktion erreicht ist. Das Abbruchkriterium kann über eine
Schwelle ε1 für die Summe der Kostenfunktionen aller Punkte definiert werden:

∑
xi,yi

U(XR(xi, yi)) < ε1 . (4.95)

Alternativ kann das Abbruchkriterium über die maximale Änderung der Abstände
σ(xi, yi) in einem Iterationsschritt k+1 festgelegt werden. Unterschreitet diese
Änderung einen Wert ε2, wird die Optimierung abgebrochen, da keine relevante
Verbesserung mehr zu erwarten ist:

max
xi,yi

|σk+1(xi, yi) − σk(xi, yi)| < ε2 . (4.96)

Diese deterministische Relaxation konvergiert immer in einem Minimum, das
aber nicht zwingend ein globales sein muss. Der Rechenaufwand kann reduziert
werden, wenn die zu optimierenden Punkte nicht in zufälliger Reihenfolge abge-
arbeitet werden. Beim HCF-Verfahren (Highest Confidence First) werden solche
Punkte bevorzugt optimiert, deren Datenterm signifikant ausgeprägt ist und die so-
mit einen starken Einfluss auf die Kostenfunktion haben. Nach jeder Optimierung
eines Punktes wird die Reihenfolge der Abarbeitung gemäß dem Einfluss aller
Punkte auf die Kostenfunktion neu bestimmt, so dass relevante Punkte häufiger
optimiert werden können als weniger relevante oder schon hinreichend optimierte
Punkte [CCS+93].
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Abbildung 4.31: Veranschaulichung des Vorteils des Simulated Annealing-Algorithmus
gegenüber deterministischen Verfahren wie ICM: Durch zufälliges Verändern des zu op-
timierenden Zustandes kann ein lokales Minimum verlassen werden, auch wenn dadurch
kurzzeitig die Energie des Zustandes ansteigt.

4.5.5 Optimierung mittels Simulated Annealing

Beim ICM-Algorithmus besteht die Möglichkeit, dass die Optimierung in ein lo-
kales statt in ein globales Minimum führt. In Abbildung 4.31 ist der Zusammen-
hang symbolisch dargestellt. Diese Eigenschaft hat seine Ursache darin, dass es
bei diesem Verfahren nicht möglich ist, einen Punkt XR(xi, yi) so zu verändern,
dass dessen Kostenfunktion ansteigt. Damit jedoch ein lokales Minimum verlas-
sen werden kann, muss es möglich sein, zeitweise Zustände mit größerer Ko-
stenfunktion anzunehmen. Simulated Annealing (SA) ermöglicht das zufällige
Auswählen von Abständen σ(xi, yi), welche die Kostenfunktion U(XR(xi, yi))
auch erhöhen können [KGV83]. Der Ablauf des Verfahrens ist in Abb. 4.32 skiz-
ziert. Das Ergebnis ist somit nicht mehr deterministisch durch die Anfangswerte
der Optimierung vorgegeben. Es handelt sich um eine so genannte stochastische
Relaxation. Der Wertebereich, aus dem ein Abstand zufällig gewählt wird, soll-
te wenige Prozent um den alten Wert des Abstands variieren. Dadurch bleibt die
Information, die in den nichtoptimierten Messdaten steckt, weitgehend erhalten.
Führt ein zufällig gewählter Abstandswert σ ′(xi, yi) zu einem kleineren Wert der
Kostenfunktion, wird dieser neue Abstand akzeptiert. Liegt die Energie (gleich-
bedeutend mit dem Wert der Kostenfunktion) höher als für den alten Abstand
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Abbildung 4.32: Ablauf des SA-Algorithmus. Der zu optimierende Parameter wird
zufällig variiert. Erfolgt hierdurch eine Erhöhung der Kostenfunktion, wird der neue Wert
nicht verworfen, sondern mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit übernommen, welche
von der Temperatur T abhängt.
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σ(xi, yi), wird der neue Abstand σ ′(xi, yi) mit einer Wahrscheinlichkeit p(ΔU)
akzeptiert. Diese Wahrscheinlichkeit wird gemäß der Gibbs-Verteilung des alten
und neuen Abstands bestimmt:

ΔU = U(X′
R(xi, yi)) − U(XR(xi, yi)) (4.97)

= U(σ′(xi, yi)s(xi, yi)) − U(σ(xi, yi)s(xi, yi)) .

für ΔU > 0 :

p(ΔU) =
p(X′

R(xi, yi))
p(XR(xi, yi))

=
e−U(X′

R(xi,yi))/T

e−U(XR(xi,yi))/T
(4.98)

= e−ΔU/T . (4.99)

Im Bereich der Festkörperphysik können mit dieser Methode etwa
Kristallisations- und Abkühlungsprozesse von Materialien simuliert wer-
den. Je höher der Parameter T , desto wahrscheinlicher ist die Akzeptanz
zufälliger Abstandswerte σ ′(xi, yi), selbst wenn sie die Energie in diesem
Punkt erhöhen. Dadurch besteht die Möglichkeit, dass die Optimierung nicht
in einem lokalen Minimum verharrt, sondern durch zufällige Veränderungen
dieses verlassen kann. Durch exponentielles oder logarithmisches Absenken des
Parameters T (entspricht dem Abkühlen des Materials) kann die Eigenschaft der
Optimierung an das ICM-Verfahren angenähert werden [GG84]. Somit wird dann
ein Minimum der Kostenterme erreicht, was aber je nach zufälliger Änderung der
Abstände σ(xi, yi) gerade bei höheren Anfangstemperaturen T zu unterschied-
lichen Ergebnissen führen kann. Somit hat das Verfahren nichtdeterministische
Eigenschaften. Eine Anpassung des Startwerts von T und des Abklingverhaltens
muss je nach Optimierungsproblem und Güte der Startwerte erfolgen.
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5 Ergebnisse und bewertender
Vergleich

Bei den im Folgenden gezeigten Messungen wurde der in Abb. 3.2 dargestellte
Messaufbau eingesetzt. Für die Bewertung der Qualität der Rekonstruktion wird
der Mittelwert eR der Beträge der Residuen zwischen rekonstruierten Punkten XR

und Punkten X0 auf einer Referenzoberfläche verwendet:

eR =

∑
(i,j) ‖XR(i, j) − X0(i, j)‖

N
. (5.1)

Hierbei ist N die Anzahl der rekonstruierten Punkte XR.

5.1 Regionenwachstumverfahren

Zur Untersuchung der Rekonstruktionsgenauigkeit des Regionenwachstumver-
fahrens wurde ein ebenes Blech rekonstruiert. Der Messbereich hatte eine Fläche
von ca. 8 × 8 cm und der Messabstand betrug ca. 350 mm. Als Startpunkte
wurden 4 Klebemarken gewählt, da auf dem ebenen Blech keine ausreichenden
Krümmungsänderungen vorhanden waren, um Startpunkte aus Stereomerkmalen
zu gewinnen (vgl Abschnitt 4.3.4). Die Position dieser kreisförmigen Klebemar-
ken wurde durch Triangulation mittels der Bilder von linker und rechter Kamera
bestimmt. Die Mittelpunkte der Marken wurden, wie auch bei der Bestimmung
der Markenpositionen bei der Kalibrierung, mittels einem Algorithmus zur Ellip-
sendetektion bestimmt [FPF99].

Das Regionenwachstumverfahren nach Abschnitt 4.3 ergab bei der Rechnung
in Koordinaten der linken Kamera eine mittlere Abweichung der rekonstruier-
ten Punkte gegenüber einer idealen Ebene von eR ≈ 58 μm. Die rekonstruierte
Fläche ist in Abb. 5.1 zu sehen. Die Rekonstruktion der Ebene im Koordinaten-
system der rechten Kamera lieferte ein Ergebnis mit einer mittleren Abweichung
eR ≈ 27 μm.

Bei der Vermessung eines abgewinkelten Blechs (vgl. Abb. 2.5) konnten Startwer-
te aus Krümmungsänderungenbestimmt werden. Es wurden 62 Startwerte entlang
des Übergangs von der linken zur rechten Blechhälfte bestimmt. Bei Verwendung
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Abbildung 5.1: Dreidimensionale Darstellung des rekonstruierten ebenen Blechs (Regio-
nenwachstumverfahren).
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Abbildung 5.2: Dreidimensionale Darstellung der Rekonstruktion eines abgewinkelten
Blechs (Regionenwachstumverfahren).

dieser Startpunkte für das Regionenwachstumverfahren ergibt sich das in Abb. 5.2
gezeigte Ergebnis. Bei einem Messabstand von etwa 280 mm ergab sich eine Ab-
weichung der Messdaten zu zwei interpolierenden Flächen von e R ≈ 15 μm. Der
Winkel dieser interpolierenden Flächen zueinander wurde zu 12,01 ◦ bestimmt.
Der mit einem mechanischen Winkelmesser bestimmte Wert ist 11,75◦.

Um einen Abgleich mit einem bekannten Objekt zu ermöglichen, wurde eine
präzise gefertigte Kunststoff-Kugel als Messobjekt verwendet. Der Kugeldurch-
messer betrug 218,3 mm bei einer mittleren lokalen Abweichung von 7,4 μm. Der
Messfehler der verwendeten mechanischen Messmethode beträgt ±2,5 μm.
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Abbildung 5.3: Ergebnis der Rekonstruktion einer Referenzkugel (Regionenwachstum-
verfahren) aus Messdaten der linken Kamera (Punkte) und der rechten Kamera (Kreuze).

Als Startpunkte wurden 2 kreisförmige Klebemarken verwendet, da auf einer Ku-
gel wegen der konstanten Krümmung keine Startpunkte aus Krümmungsänderun-
gen bestimmbar sind. Der Abstand der Kugel zum Projektionszentrum der linken
Kamera war 430 mm. Die rekonstruierte Fläche aus Sicht der linken Kamera ist in
Abb. 5.3 gezeigt (Punkte). Die mittlere Abweichung von der Referenzoberfläche
beträgt eR = 200 μm. Da die rechte Kamera einen anderen Blickwinkel auf das
Messobjekt hat, kann der Messbereich durch die Rekonstruktion der Messdaten
der rechten Kamera gegenüber der ersten Rekonstruktion erweitert werden. Die
Rekonstruktion aus Sicht der rechten Kamera ist ebenfalls in Abb. 5.3 abgebildet
(Kreuze). Die mittlere Abweichung der Rekonstruktion von der Referenzkugel
beträgt für die rechte Kamera eR = 220 μm. In dem Bereich der Überlappung der
beiden Messungen beträgt die Abweichung zwischen den beiden Rekonstruktio-
nen im Mittel 290 μm.
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Abbildung 5.4: Ergebnis der deflektometrischen Rekonstruktion eines abgewinkelten
Blechs (Zwei Schirmpositionen).
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Abbildung 5.5: Ergebnis der Optimierung nach 16 Iterationen des ICM-Algorithmus.

5.2 Messung unter Verwendung von zwei Schirm-
positionen

Die Vermessung des abgewinkelten Blechs wurde ebenfalls mit dem in Abschnitt
4.2.3 beschriebenen Verfahren durchgeführt. Hierbei wurden zwei deflektome-
trische Messungen bei unterschiedlichen Schirmpositionen durchgeführt. Aus
diesen Datensätzen ist eine direkte punktweise Rekonstruktion der Oberfläche
möglich. Es ist jedoch zu beachten, dass die Lagebestimmung der einzelnen Ober-
flächenpunkte unabhängig von ihren Nachbarn erfolgt. Dies bedeutet, dass die
mathematischen Anforderungen an eine Oberfläche nicht automatisch erfüllt sind
und das rekonstruierte Ergebnisse auch augenscheinlich unstetig erscheint. Dies
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ist an der in Abb. 5.4 gezeigten Rekonstruktion eines abgewinkelten Blechs zu
erkennen. Durch die Optimierung der Daten mittels des in Abschnitt 4.5.3 be-
schriebenen ICM-Verfahrens kann das Resultat verbessert werden. Die Abbildung
5.5 zeigt die optimierte Oberfläche nach 16 Iterationen. Durch die explizite Glatt-
heitsbedingung wurde das Messrauschen reduziert, wobei gleichzeitig der Strah-
lengang, der durch die deflektometrischen Messdaten vorgegeben wird, berück-
sichtigt wurde. Die Abweichung eR zu zwei interpolierenden Flächen beträgt im
Mittel 85,5μm. Der Winkel der Normalen der Ausgleichsflächen zueinander be-
trägt 11,4◦, der mit einem mechanischen Winkelmesser am Blech gemessene Wert
ist 11,75◦.

Bei der Rekonstruktion der Kunststoff-Kugel ergab sich eine mittlere Abwei-
chung eR = 581 μm zwischen der Referenzoberfläche und der gemessenen
Fläche. Nach einer Optimierung mit dem ICM-Verfahren konnte die mittlere Ab-
weichung nach 32 Iterationen auf eR = 422 μm reduziert werden.

5.3 Bewertender Vergleich

Das Regionenwachstumverfahren und das Verfahren unter Verwendung von zwei
unterschiedlichen Schirmpositionen bei der deflektometrischen Vermessung sol-
len nun bezüglich ihrer Vor- und Nachteile bewertet werden.

Das Regionenwachstumverfahren benötigt Startwerte für die Integration. Diese
Startwerte können wie in dieser Arbeit beschrieben aus Krümmungsmerkmalen
gewonnen werden. Diese Merkmale werden häufiger am Rand der Messobjekts
oder an Kanten gefunden als auf ebenen Bereichen. Gerade für Kanten und Rand-
bereiche ist es möglich, dass die Abbildungsfunktion im Vergleich zu ebenen
Bereichen eine höhere Unsicherheit aufweist. Folglich kann die Positionsbestim-
mung der Startwerte und die Präzision der Messdaten in dieser Region einge-
schränkt sein. Im Fall von Klebemarken auf dem Messobjekt kann die Position
der Startpunkte auf der Oberfläche frei gewählt werden, und die Präzision der Po-
sitionsbestimmung ist nicht von der Qualität der Abbildungsfunktion abhängig.
Bei der Rekonstruktion der Kunststoff-Kugel mit dem Regionenwachstumver-
fahren ergab sich eine mittlere Messabweichung, die kleiner ist als die mittlere
Messabweichung bei Verwendung von zwei Schirmpositionen bei der deflekto-
metrischen Vermessung. Dies kann seine Ursache darin haben, dass im letzteren
Fall in jedem Messpunkt ein Fehler auftreten kann, der sich aus dem Triangula-
tionsprinzip ergibt. Die Unsicherheit bei der Bestimmung des Abstands σ eines
Messpunkts vom Projektionszentrum der Kamera wächst quadratisch mit der Di-
stanz z zwischen dem Messpunkt und der Kameraebene (vgl. Gl. (4.47)). Die
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Richtung des Strahls r, der vom Projektionsschirm emittiert wird, muss über die
Verschiebung des Schirms bestimmt werden. Die Genauigkeit dieser Richtungs-
bestimmung hängt zum einen von der Genauigkeit der Abbildungsfunktion und
zum anderen von der Distanz entlang des emittierten Strahls r ab, um die der
Schirm verschoben wurde (vgl. Abschnitt 4.2.3).

Der Vorteil dieses Verfahrens, bei dem die Rekonstruktion gemäß der Vermessung
unter Verwendung von zwei Schirmpositionen erfolgt, gegenüber dem Regionen-
wachstumverfahren ist, dass sich keine Fehler akkumulieren können, wie dies bei
einem Integrationsverfahren der Fall ist. Ein Nachteil ist, dass die Konsistenz der
rekonstruierten Oberfläche mit den deflektometrischen Messdaten und den ma-
thematischen Bedingungen an eine Oberfläche erst nach der Optimierung (vgl.
Abschnitt 4.5) erreicht wird. Da die Verwendung des Regionenwachstumverfah-
ren die Bestimmung der Position von Startpunkten auf der Oberfläche voraussetzt,
ist der Ansatz nicht so universell einsetzbar wie die Rekonstruktion mittels zwei
Schirmpositionen. Auf Oberflächen mit annähernd konstanter Krümmung können
diese Startpunkte nicht sicher bestimmt werden.

Das Regionenwachstumverfahren weist geringere Messfehler auf, als die Rekon-
struktion aus deflektometrischen Messungen bei zwei unterschiedlichen Schirm-
positionen. Sofern die zu untersuchende Oberfläche Krümmungsänderungen auf-
weist, die deutlich genug sind, um für die Bestimmung von Startpunkte genutzt zu
werden, erscheint es vorteilhaft, das Regionenwachstumverfahren zu verwenden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein Beitrag zur optischen 3D-Vermessung spiegelnder
Oberflächen geleistet. Mehrere Verfahren wurden entwickelt und an Hand von
Simulationen und Experimenten auf ihre praktische Einsetzbarkeit getestet. Ein
Überblick über die physikalischen Effekte bei der spiegelnden Reflexion wurde
gegeben und Messverfahren für die relevanten Größen beschrieben. Anschließend
wurden die Anforderungen an einen deflektometrischen Messaufbau hergeleitet
und eine entsprechende Messanordnung konzipiert. Das für die Bestimmung der
intrinsischen und extrinsischen Parameter von Kamera und Projektor notwendi-
ge Kalibrierverfahren wurde theoretisch entwickelt und in Algorithmen umge-
setzt. Die Funktionsfähigkeit des Rekonstruktionsverfahrens wurde an Hand von
simulierten Daten getestet und nach der Realisierung eines Messaufbaus für die
Erfassung kalibrierter deflektometrischer Daten unter Durchführung praktischer
Messungen verifiziert.

Auf Grund der Mehrdeutigkeit, die bei der Berechnung von spiegelnden Ober-
flächen aus deflektometrischen Daten auftritt, war es notwendig, Verfahren zu
entwickeln, die eine eindeutige Rekonstruktion der Oberfläche ermöglichen. Ex-
perimente zur Bestimmung der lokalen Oberflächennormalen aus dem Polarisa-
tionsgrad des reflektierten Lichts zeigten, dass die Gewährleistung der Unpolari-
siertheit des eingestrahlten Lichts einen aufwändigen Messaufbau nötig machen
würde, bei dem sich das Messobjekt in einer von außen beleuchteten Hohlkugel
befindet. Da das Ziel der Forschungstätigkeit ein Messverfahren war, das flexibel
gegenüber der Form und der Größe des Messobjekts ist, wurde diese Methode
nicht weiter verfolgt.

Es wurden zwei Ansätze umgesetzt, die ausgehend von erfassten deflektometri-
schen Daten eine Rekonstruktion der Oberfläche erlaubten. Das Regionenwachs-
tumverfahren ist ein Integrationsverfahren, dass von dreidimensionalen Start-
punkten ausgehend die lokale Steigung der zu rekonstruierenden Oberfläche
nutzt, um die Lage von Oberflächenpunkten zu bestimmen. Durch die Nutzung
mehrerer Startpunkte kann der Effekt reduziert werden, dass sich Unsicherheiten
in den Steigungsdaten, wie sie durch Messrauschen verursacht werden können,
durch die Integration aufsummieren.

Bei der Auswertung von deflektometrischen Messungen bei verschiedenen
Schirmpositionen besteht die Möglichkeit, jeden reflektierenden Punkt der Ober-
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fläche eindeutig zu bestimmen. Dies erfolgt jedoch für jeden Punkt unabhängig
von den benachbarten Punkten, so dass die Glattheit der Oberfläche sowie die
Konsistenz der lokalen Oberflächennormalen mit den durch den Strahlengang ge-
forderten Normalen verloren geht. Durch ein Optimierungsverfahren, dass die
Umgebung eines Oberflächenpunkts auswertet, kann der Zusammenhang zwi-
schen benachbarten Punkten und die Konsistenz der Daten wiederhergestellt wer-
den und somit das Rekonstruktionsergebnis verbessert werden.

Die Stärke der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Verfahren liegt vor allem in
der hohen Flexibilität des Messsystems. Durch Verwendung von Standardkompo-
nenten wie einer ebenen Projektionsfläche, einem herkömmlichen Datenprojektor
und einer digitalen Kamera ist es möglich, die Komponenten eines Messaufbaus
entsprechend den Anforderungen an Messgenauigkeit, Messfeldgröße und vor-
handenem Budget auszuwählen. Mit der beschriebenen Kalibriermethode ist es
möglich, die Anordnung von Kamera, Datenprojektor und Projektionsfläche na-
hezu frei zu wählen und somit den spezifischen Rahmenbedingungen bei einer
Messaufgabe Rechnung zu tragen.

Durch Integration von Steigungsdaten beim Regionenwachstumverfahren und
durch die Notwendigkeit der Optimierung von Messdaten bei der Rekonstruk-
tion aus deflektometrischen Messdaten, die unter unterschiedlichen Schirmposi-
tionen bestimmt wurden, ist die Erkennbarkeit von Oberflächendefekten in der
räumlichen Rekonstruktion einer Oberfläche eingeschränkt. Die hohe Empfind-
lichkeit des deflektometrischen Messprinzips für Oberflächendefekte kann weiter-
hin durch die direkte Auswertung der unkalibrierten Abbildungsfunktion erreicht
werden. Durch die Kombination der bisherigen deflektometrischen Messmetho-
de mit den in dieser Arbeit entwickelten Verfahren kann sowohl eine hohe Zu-
verlässigkeit bei der Erkennung von Oberflächendefekten als auch eine räumliche
Rekonstruktion des Messobjekts erzielt werden.

Für eine weitere Verbesserung der Rekonstruktionsergebnisse und der Einsetz-
barkeit im industriellen Umfeld erscheint es viel versprechend, folgende Themen
näher zu betrachten. Für unkalibrierte Messungen, bei denen ein relatives loka-
les Krümmungsmaß bestimmt werden soll, kann ein kugelförmiger Schirm ein-
gesetzt werden, der einen größeren Messbereich auf der Oberfläche ausleuchten
kann (vgl. Abb. 4.2). Dies hängt damit zusammen, dass Licht aus einem größeren
Raumwinkelbereich auf das Messobjekt trifft. Für eine dreidimensionale Rekon-
struktion ist jedoch die exakte Kenntnis der Schirmform Voraussetzung, was im
Fall eines ebenen Schirms, wie er für die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten
Messungen verwendet wurde, gegeben ist. Die Nutzung eines beispielsweise ku-
gelförmigen Schirms setzt die Vermessung des Schirms voraus. Die Realisierung
einer solchen Vermessung würde einen weiteren Schritt bei der Kalibrierung des
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Abbildung 6.1: Struktur eines in den Produktionsprozess eingebundenen Messsystems zur
deflektometrischen Inspektion eines Prüfobjekts aus mehreren Ansichten.

Messaufbaus nötig machen. Hier müssen Untersuchungen zeigen, ob eine Mo-
dellierung der Schirmform durch eine Kugelkappe ausreichend ist oder ob ein
splinebasiertes Oberflächenmodell der Projektionsfläche notwendig ist.

Eine weitere Möglichkeit zur Vergrößerung des Messbereichs stellt die Verschie-
bung von Komponenten des Messaufbaus gemäß der Gestalt des Messobjekts dar.
Durch die Montage der Komponenten Projektionsschirm, Kamera und Datenpro-
jektor an einen oder mehrere Roboterarme ist es denkbar, eine Rundumansicht des
Objekts zu erzeugen oder etwa einzelne Bereiche in höherer Detailstufe zu ver-
messen. Eine mögliche Anwendung stellt zum Beispiel die Vermessung einer fer-
tig montierten Automobilkarosserie aus verschiedenen Blickwinkeln dar. Durch
die Inspektion aus nahezu beliebigen Blickwinkeln der Kamera wäre es möglich,
die Karosserie als Ganzes nach dem Zusammenfügen der Teile auf Formhaltig-
keit, Spaltbreiten und qualitätsmindernde Defekte zu untersuchen. Die Struktur
eines Messaufbaus mit jeweils einem Handhabungsroboter für Kamera und Pro-
jektionseinheit ist in Abb. 6.1 exemplarisch zu sehen. Statt der Verwendung einer
Projektionsfläche und eines Projektors bietet sich die Verwendung eines LCD-
Bildschirms an [P00]. Die Vorteile würden in der höheren Kompaktheit und Ro-
bustheit liegen.

Bei der Realisierung ist zu beachten, dass hohe Anforderung an die Positionierge-
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Abbildung 6.2: Struktur eines deflektometrischen Messsystems zur Inspektion kleinerer
Prüfobjekte wie etwa Wasserarmaturen.

nauigkeit der Komponenten gestellt wird. Diese könnte beispielsweise durch eine
wiederholte Rekalibrierung des Messaufbaus überprüft werden. Hierbei könnte
das in Kapitel 3 beschriebene Verfahren verwendet werden, wobei zusätzlich Po-
sitionsdaten genutzt werden, die von Lage- und Winkelsensoren am Roboterarm
geliefert werden.

Es ist auch denkbar, das Messobjekt, sofern dessen Größe dies zulässt, für Mes-
sungen in verschiedenen Positionen und Ausrichtungen vor einem festen deflekto-
metrischen Aufbau mit einem Roboterarm zu positionieren. Eine mögliche Struk-
tur eines solchen Messsystems ist in Abb. 6.2 gezeigt. Dieser Aufbau würde sich
beispielsweise zur Inspektion von Wasserarmaturen auf Formfehler und Ober-
flächendefekte eignen.

In Anhang A.2 ist eine auf Infrarot-Technologie basierende Methode beschrie-
ben, um auch augenscheinlich matte Oberflächen deflektometrisch untersuchen
zu können. Mit dieser Methode können bisher jedoch nur Oberflächendefekte an
Hand der lokalen Krümmung detektiert werden. Eine Erweiterung der Methode
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für die räumliche Rekonstruktion matter Oberfläche ist wie für die Deflektometrie
im sichtbaren Bereich des Licht denkbar. Hierzu müsste eine Projektionseinheit
für Infrarot-Strahlung entwickelt werden, die ähnlich einem Datenprojektor belie-
bige Strahlungsmuster auf eine Fläche projizieren kann. Ein erster Schritt in diese
Richtung wurde mit der Realisierung einer Infrarotstrahlungsquelle für ein festes
Streifenmuster getan.
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A Anhang

A.1 Notation und Symbole

A.1.1 Operatoren

∂
∂x partielle Ableitung nach x
∂
∂y partielle Ableitung nach y

× Multiplikation
∧ Kreuzprodukt

A.1.2 Abkürzungen

COW Correlation Optimized Warping
DMD Digital Mirror Device
DTW Dynamic Time Warping
GRF Gibbs Random Field
HCF High Confidence First
ICM Iterated Conditional Modes
KKS Kamera-Koordinatensystem
LCD Liquid Crystal Display
MAP Maximum a-posteriori
MRF Markov Random Field
PKS Projektor-Koordinatensystem
SA Simulated Annealing
SKS Projektionsschirm-Koordinatensystem

A.1.3 Symbole

A.1.3.1 Grundlagen

θ Einfallswinkel
Ra Mittenrauwert
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λ Wellenlänge des eingestrahlten Lichts
Δs Gangunterschied zweier Strahlen
R‖ Reflexionsgrad bei parallelem Einfall
R⊥ Reflexionsgrad bei senkrechtem Einfall
θt Brechungswinkel
ρ Polarisationsgrad
I Flussdichte
gh/v,k(i, j) Helligkeit des k-ten horizontalen (h) oder vertikalen

(v) Streifenmusters an der Position (i, j)
φh/v(i, j) Phaseninformation im Kamerapixel (i, j) in horizon-

tale (h) oder vertikale (v) Richtung
eA Ortsauflösung der Schirmkodierung
xP / XP zweidimensionale/ dreidimensionale Position auf

dem bildgebenden Chip des Projektors
A Abbildungsfunktion
XS dreidimensionale Position auf dem Projektionsschirm
XR dreidimensionale Position auf der Oberfläche
xK / XK zweidimensionale/ dreidimensionale Position auf

dem Sensorchip der Kamera
Ak kalibrierte 3D-Abbildungsfunktion
C Kamerazentrum
n Normale in einem Punkt einer Oberfläche
r normierter Strahl von der Projektionsfläche zur reflek-

tierenden Oberfläche
s normierter Strahl von der reflektierenden Oberfläche

zum Kamerazentrum
l Verbindungsvektor zwischen Kamerazentrum C und

der Position XS auf dem Projektionsschirm
σ Abstand des Punkts XR der reflektierenden Ober-

fläche zum Kamerazentrum C
λ Abstand des Punkts XR der reflektierenden Ober-

fläche zum Punkt XS auf dem Projektionsschirm

A.1.3.2 Kalibrierung des Messaufbaus

TK Lage des Ursprungs des SKS in KKS-Koordinaten
RK Ausrichtung des KKS gegenüber dem SKS
TP Lage des Ursprungs des SKS in PKS-Koordinaten
RP Ausrichtung des PKS gegenüber dem SKS
xn normalisierte Projektion
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f Brennweite der Kamera
c Hauptpunkt der Kamera
KK Matrix der intrinsischen Kameraparameter
KP Matrix der intrinsischen Projektorparameter
DK(xn) Kameraverzeichnung
DP(xn) Projektorverzeichnung
Δx tangentiale Verzeichnung
x̃K verzeichnete zweidimensionale Position eines Kame-

rapixels
x̃P verzeichnete zweidimensionale Position eines Projek-

torpixels
HKS Homographie zwischen Kamerachip und Projektions-

schirm
HPS Homographie zwischen Chip des Projektors und Pro-

jektionsschirm
HPK Homographie zwischen Chip des Projektors und Ka-

merachip
λP , λK , λKP beliebige reelle Konstanten einer Homographie
Mm dreidimensionale Position einer Kreismarke auf dem

Projektionsschirm
xKM zweidimensionale Position des Bilds einer Kreismar-

ke (Mittelpunkt) auf dem Kamerachip
x̂K Rückprojektion eines vom Projektor erzeugten Licht-

punkts auf den Kamerachip
x̂KM Rückprojektion des Bilds einer Kreismake (Mittel-

punkt) auf den Kamerachip
CKM Kovarianzmatrix der Messunsicherheit bei der Be-

stimmung der Kreismarkenpositionen
CK Kovarianzmatrix der Messunsicherheit bei der Be-

stimmung der Punktkorrespondenzen
F Fehler der Rückprojektion

A.1.3.3 Rekonstruktionsverfahren

Δx(x, y), Δy(x, y) Gradient eines Höhenfelds in x- und y-Richtung
a(xi, yi, xj , yj) Abstand eines Bildpunkts (xi, yi) vom Startpunkt

(xj , yj)
gk(a) vom Abstand a abhängige Gewichtsfunktion
ds Bogenelement
x(u, v) Punkt einer parametrisierten Oberfläche
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xu Ableitung von x(u, v) nach dem Parameter u
xv Ableitung von x(u, v) nach dem Parameter v
κ lokale Krümmung einer Oberfläche
κ1, κ2 Hauptkrümmungsrichtungen
κx, κy Krümmungsmaß in x- und y-Richtung
κ̄ richtungsunabhängiges Krümmungsmaß
el, er Epipole in linkem und rechtem Kamerabild
El, Er Epipolarlinie in linkem und rechtem Kamerabild
d Disparität
b Basisbreite einer Stereokamera
pi,j , qi,j Gradienten in x- und y-Richtung
F = F1, . . . , Fm Menge von Zufallsvariablen
S Menge von Positionen i
p(F1 = f1, . . . ,
Fm = fm) Verbundwahrscheinlichkeit für eine Realisierung f

der Zufallsvariablen Fi

Ni Nachbarschaft der Position i
C Clique
Z Partitionsfunktion
U(f) Energiefunktion einer Realisierung f
VC(f) Cliquenpotential
R(f̂) Risiko einer Schätzung
p(d) a-priori-Verteilung der Beobachtung d
p(f |d) a-posteriori-Verteilung des Ereignisses f bei gegebe-

ner Beobachtung d
p(d|f) Likelihood-Funktion
Ug, Ug′ Glattheitsterme zur Optimierung von rekonstruierten

Oberflächenpunkten
Un Datenterm zur Optimierung der Normalen von rekon-

struierten Oberflächenpunkten
ε1, ε2 Schwellen für das Abbruchkriterium der Optimierung
ΔU Durch die Änderung eines Zustands verursachte Ener-

giedifferenz
eR Mittelwert der Residuen

A.1.3.4 Untersuchung matter Oberflächen mittels Infrarot-Messtechnik

P Serie von Streifenmustern
D Bildserie
d(gi(xS)) Intensität des Bilds der Schirmposition xS
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A.2 Untersuchung matter Oberflächen mittels
Infrarot-Messtechnik

Viele Industrieprodukte, wie etwa Karosserieteile, werden im letzten Schritt ihrer
Herstellung lackiert und weisen erst dadurch spiegelnde Eigenschaften auf. Der
Einsatz von Infrarot-Technik ermöglicht schon vor dem Lackieren die deflekto-
metrische Qualitätsprüfung der Karosserieteile. Dies erlaubt eine durchgehende
Qualitätskontrolle vom Presswerk bis zum fertigen Produkt.

Die Erzeugung von Streifenmustern mit variabler Periodenlänge ist im fernen In-
frarotbereich sehr aufwändig, da flexible Beleuchtungseinheiten nur schwer zu
realisieren sind. Im sichtbaren Bereich bieten sich Datenprojektoren an [Kam03].
Aus diesem Grund wurden zwei entwickelte Verfahren verwendet, die (auch im
sichtbaren Wellenlängenbereich) mit einem phasenverschobenen Streifenmuster
fester Periodenlänge sehr gute Ergebnisse liefern [LK03]. Hierbei wird der pixel-
weise Kontrast zwischen Bildern des phasenverschobenen reflektierten Musters
bestimmt. Die verwendete Bildfolge ist in Abb. A.1 gezeigt. Die Phasenverschie-
bung zwischen aufeinander folgenden Bildern beträgt 90 Grad.

Zur Beschreibung der Algorithmen wird die folgende Nomenklatur eingeführt: P
stellt eine Serie von N Streifenmustern dar. Aufeinander folgende Muster sind
um 360/N Grad phasenverschoben:

P = {gi(xS)|i = 0, . . . , N − 1} , (A.1)

wobei gi(xS) die Intensität des Musters an der Position xS auf dem Schirm an-
gibt. Die Datenbasis für beide Verfahren ist eine aus N Bildern bestehende Bild-
serie D, die das an der zu untersuchenden Oberfläche reflektierte Streifenmuster
zeigt:

D = {d(gi(xS))|i = 0, . . . , N − 1} , (A.2)

wobei d(gi(xS)) die Intensität des Bilds der Schirmposition xS darstellt. Wenn
alle Bilder D der reflektierten Muster aufsummiert werden würden (wobei
die reflektierende Fläche homogene Reflexionseigenschaften aufweisen muss),
ergäbe sich ein Bild mit konstanter Helligkeit. Das Ergebnisbild des sogenann-
ten Kontrastfusions-Algorithmus r1(xK) wird folgendermaßen bestimmt:

r1(xK) = max
i

{d(xK , gi)} − min
i
{d(xK , gi)} . (A.3)
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(a)

(c)

(b)

(d)

Abbildung A.1: Wärmebilder des am Werkstück reflektierten Musters. Die Phasenver-
schiebung zwischen aufeinander folgenden Bildern beträgt jeweils 90 Grad.

(a) (b)

Abbildung A.2: Ergebnisbilder der beschriebenen Algorithmen. (a): Kontrastfusion r1,
(b): Amplitudendekodierung r2. Der zu erkennende Defekt ist mit einem Kreis markiert.
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Abbildung A.3: Vergleich des Strahlengangs bei der Deflektometrie für verschiedene
Krümmungen im Punkt P . Die Krümmung der zu vermessenden Oberfläche hat direkten
Einfluss auf die Schärfe der Abbildung.

Abbildung A.2 (a) zeigt das Ergebnis des Kontrastfusions-Algorithmus. Im
zweiten Verfahren (Amplitudendekodierung) wird der Fourierkoeffizient bei der
Grundfrequenz der zeitlichen Änderung des Musters ausgewertet (Ergebnisbild in
Abb. A.2 (b)):

r2(xK) =√√√√(N−1∑
i=0

d(xK , gi) sin
(

2π
i

N

))2

+

(
N−1∑
i=0

d(xK , gi) cos
(

2π
i

N

))2

. (A.4)

Dies entspricht ebenfalls einer pixelweisen Kontrastbestimmung, wobei Vorwis-
sen über die zeitliche Periodizität des Musters genutzt wird.

Wenn ein Oberflächenbereich scharf abgebildet wird, wird dort eine große Hel-
ligkeitsänderung beim Verschieben des Musters beobachtet. Wenn die Abbildung
lokal unschärfer wird, wird die Helligkeitsänderung beim Verschieben des Mu-
sters kleiner. Beide Algorithmen registrieren diese Helligkeitsänderung für jedes
Pixel und somit Änderungen der lokalen Krümmung, da diese die Schärfe der Ab-
bildung beeinflusst. Dies lässt sich dadurch erklären, dass die Brennweite f eines
Spiegels gemäß f = 1/2κ von seiner Krümmung κ abhängt (siehe Abb. A.3).

Die praktischen Anforderungen an die Folge P von phasenverschobenen Streifen-
mustern sind Emission im Infrarot-Spektrum, räumliche Genauigkeit und hoher
Kontrast. Durch Aufbringen von Gewebeband auf Aluminium-Blech wurde ein
räumlich variierender Emissionskoeffizient für Infrarotstrahlung realisiert. Das
Gewebeband wurde in der Form eines Streifenmusters mit 38 mm Periodizität
aufgeklebt (siehe Abb. A.4). Durch das Aufrauen der Aluminiumoberfläche konn-
ten störende Spiegelungen an dieser verhindert werden. Der Emissionskoeffizient
beträgt für Aluminium im Strahlungsbereich von 8 bis 14 μm Wellenlänge etwa
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Abbildung A.4: Deflektometrischer Messaufbau für matte Oberflächen.

0,1 bis 0,3 und für das Gewebeband etwa 0,95 [Ray04]. Das Aluminium-Blech
wird von der Rückseite konvektiv auf eine Temperatur von etwa 313 Kelvin ge-
heizt. Entsprechend dem Wienschen Verschiebungsgesetz ist die Emission bei ei-
ner Wellenlänge von etwa 9,3 μm maximal. Die Wellenlänge ist somit mehr als
achtmal größer als der erwartete Mittenrauwert des Werkstücks. Das Blech ist auf
eine Verschiebeeinheit montiert, die von einem Messprogramm gesteuert wird.
Hierdurch wird die Phasenverschiebung des Musters realisiert.

Die benutzte Kamera (Raytheon 2000B ControlIR) registriert Licht im Bereich
von 8 bis 14 μm Wellenlänge. Dies entspricht einem Temperaturbereich von 207
bis 414 Kelvin. Die Größe des erfassten Bilds beträgt 320× 240 Pixel. Die Grau-
werte haben eine Tiefe von acht Bit und das Rauschen (Noise Equivalent Tempe-
rature Difference) der Messdaten beträgt 0,13 Kelvin.

Der beschriebene Messaufbau wurde für die Untersuchung eines unlackierten Ka-
rosserieteils verwendet (Abb. A.4). Das Teil weist eine Beule auf, die mit bloßem
Auge nicht erkennbar ist. Die Bilder in Abb. A.2 zeigen die Resultate r1 und r2

der beschriebenen Algorithmen. Auf das Ergebnis r1 der Kontrastfusion wurde
ein Frequenzfilter angewandt, um streifenförmige Störungen zu unterdrücken. Bei
der Verwendung der Amplitudendekodierung war keinerlei Filterung notwendig.
Da hier die Spiegelung des Infrarot-Muster auf die interessierende periodische
Komponente reduziert wird, treten nur minimale Störungen des Ergebnisses auf.
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Beide Verfahren visualisieren die Beule deutlich (in Abb. A.2 mit einem Kreis
markiert). In einer weiteren Untersuchung wurde der Defekt mit einem Tast-
schnittgerät vermessen (Mahr Perthen PCV). Hierbei ergab sich eine Höhe von
40 μm bei einer lateralen Ausdehnung von etwa 12 mm. Der Mittenrauwert R a

beträgt 0,96 μm. Aus dem Kontrast des Ergebnisbilds kann geschlossen werden,
dass Beulen bis zu einer minimalen Höhe von 15 μm bei der selben lateralen
Ausdehnung von 12 mm erkannt werden. Flachere Defekte mit dieser lateralen
Ausdehnung würden womöglich im Messrauschen untergehen. Da das Verfahren
empfindlich für Krümmungsänderungen ist, können jedoch flachere Defekte als
solche mit 15 μm Höhe erkannt werden, wenn deren Ausdehnung kleiner ist als
im gegebenen Fall.

A.3 Unterscheidung von Erhebungen und Vertie-
fungen unter Verwendung eines nichtkalibrier-
ten Messaufbaus

Bei einer deflektometrischen Untersuchung, die lediglich auf die Erkennung von
Oberflächendefekten und nicht auf die räumliche Rekonstruktion einer Oberfläche
abzielt, kann es notwendig sein, die Art eines Defekts näher zu bestimmen. Die
Unterscheidung zwischen einem Partikel auf der Oberfläche und einer ebenso
großen Vertiefung in der Oberfläche ist wichtig für die Entscheidung, ob ein
Messteil Fehler aufweist oder lediglich verschmutzt ist.

In den deflektometrischen Messdaten unterscheiden sich Erhebungen charakteri-
stisch von Vertiefungen. Abb. A.5 zeigt auffällige Bereiche im Krümmungsbild,
die jeweils mit einem Kreis gekennzeichnet sind. Der Verlauf entlang der einge-
zeichneten Linien ist in Abb. A.6 (a) und A.7 (a) abgebildet. Die x-Achse stellt
die Position entlang der Linien yK in Abb. A.5 dar, die y-Achse stellt die vertikale
Position Ay auf dem projizierten Muster dar und ist somit ein Maß für die loka-
le Neigung der Oberfläche. Auf Grund der unterschiedlichen Abfolge der Stei-
gungsänderungen beim Schnitt durch eine Erhebung beziehungsweise durch eine
Vertiefung, ist eine Unterscheidung anhand der Abweichung der Messdaten von
einer Ausgleichsgeraden möglich. Erhebungen zeichnen sich durch die Reihen-
folge

”
Negative Abweichung“ -

”
Positive Abweichung“ aus, Vertiefungen durch

die Reihenfolge
”
Positive Abweichung“ -

”
Negative Abweichung“.

Unter Nutzung dieser Information ist es somit möglich, eine Unterscheidung zwi-
schen Erhebungen und Vertiefungen zu treffen, was die Klassifizierung der Mess-
ergebnisse erleichtert.
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1 2

Abbildung A.5: Krümmungsbild eines ebenen Bleches mit einem Loch in der Mitte
(schwarzer Bereich). Eine Vertiefung (1) und eine Erhebung (2) sind im Bild als Berei-
che starker Krümmungsänderung erkennbar.
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Abbildung A.6: (a) Daten der y-Komponenten Ay der Abbildungsfunktion Ak entlang
von Pfeil 1 in Abb. A.5; (b) Abweichung von einer Ausgleichsgeraden (gestrichelt) im
Bereich der Vertiefung. Auf eine positive Abweichung folgt eine negative Abweichung.
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Abbildung A.7: (a) Daten der y-Komponenten Ay der Abbildungsfunktion Ak entlang
von Pfeil 2 in Abb. A.5; (b) Abweichung von einer Ausgleichsgeraden (gestrichelt) im
Bereich der Erhebung. Auf eine negative Abweichung folgt eine positive Abweichung.

A.4 Spezifikation der verwendeten Komponenten

A.4.1 Kamera

Bei den verwendeten Kameras handelt es sich um das Modell Scorpion SCOR-
20SOM der Firma Point Grey Research, Kanada. Die maximale Kameraauflösung
beträgt 1600 × 1200 Pixel bei einer Pixelgröße von 4,4μm. Der CCD-Sensorchip
hat die Größe 1/1,8 Zoll. Der Rauschabstand des Sensors ist als größer 55 dB
angegeben. Das verwendete Objektiv ist hat einen Durchmesser von 25,5 mm
und eine mit 8 mm angegebene Brennweite. Bei maximaler Blendenöffnung ist
die Blendenzahl f/1,4. Die Verbindung mit dem Computer erfolgt über eine
Firewire-Schnittstelle bei einer Bildrate von maximal 30 Bildern pro Sekunde.

A.4.2 Projektor

Der Datenprojektor Optoma EP 739 nutzt die Digital Mirror Device (DMD) -
Technologie zur Bilderzeugung. Die Auflösung des DMD-Chips beträgt 1024 ×
786 Pixel. Die Lichtleistung ist mit 2300 Ansi Lumen angegeben. Die Spezifika-
tion des Objektivs ist Brennweite 31,8 mm und Blendenzahl f/2,4.








