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��������� �� ���� ���� �� ����� ��� �������� ����� � !�������"�� ��#����� � �$���� %������� A ����
���� rank (A) = rank (A2)&

�� 
������ ��� ����������� !�������

��� �������
 ���
�
�� n 	�� m� Cn×m �
���
� ��
 �
 ��� ��	 
 �! 	��  ����
" n × m �	��� 
��

�
� A ∈ Cn×n #
 	 �$
	�
 �	���"� % �	���" C ∈ Cn×n ��  	��
� 	 g1��	
��
� �! A �!

ACA = A .

&! B ∈ Cn×n 	��

ABA = A 	�� BAB = B ,

��
� B ��  	��
� 	 g2��	
��
� �! A� '( G1(A) �
 �
���
 ��
 �
� �! 	�� g1����
��
� �! A� G2(A) �� ��
 �
�
�! 	�� g2����
��
� �! A� &� �� �
�������� ��	� G1(A) �= φ )�

 *+,-� �
���
����
 �� �� 
	�( �� �

 ��	� �!
C ∈ G1(A)� ��
� B = CAC ∈ G2(A)� �
� 


φ �= G2(A) ⊆ G1(A) .

&! A �� ��������
�	�� ��
� G2(A) = G1(A) = {A−1}�

��� A ∈ Cn×n �
 �
���
 ��
 �
� �! 
��
��	�

� �! A #( σ(A) 	�� ��
 
������� �����
 r(A) �! A �� �
.�
�
#(

r(A) = max
λ∈σ(A)

|λ| .

�
� A ∈ Cn×m� AT �
���
� ��
 ��	�����
 �! A 	�� A∗ �
���
� ��
  ��/
�	�
 ��	�����
 �! A� 0�
 ��	��
�! A �� ���
� #(

R(A) = {Ax : x ∈ C
n}

	�� ��
 ���	�� �! A �� ��
 �
�

N (A) = {x ∈ C
n : Ax = 0}

)�
 !����� ��
  ���
����� Cn = Cn×1-�

&� ���� ���
 �
 ��
�( ��
 �
�

RA = {r(C) : C ∈ G1(A)}
!�� A ∈ Cn×n �
 � ��	� rank (A) = rank (A2)� ��
�
 rank (A) = dimR(A)� �
 � �	��� 
� 	�
  	��
�

����� ������

�"�!#��$� &! A �� ��������
�	�� ��
� RA = {r(A)−1}� &! A = 0� ��
� ACA = A !�� 
	 � C ∈ Cn×n�
�
� 
 RA = [0,∞)�

����' ()�� *������ +,,-&
(..( ���������	
 ��
��	� ���

��	������ (/ � ,.&
��� ����
 ��� ����
�
� ��%��� ����� %����01 !�������"�� ��#����&

�



���������� ���
 ����� �� ���� �

��� ���� n ≥ 2� ��� ���	���� �	 Cn �
 ��	���� �� In�

���� ���#�$������ �� A ∈ Cn×n �	� B ∈ G2(A) ���	

G1(A) = {B + T − BATAB : T ∈ C
n×n}

!����� *+� 0�
��
� � �� 1�	��
� ��2,� �

&� !������ !��� 3���������� +�+� ��	� �! A �� ����
�	�� ��
� G1(A) �� 	� ��.���
 �
�� &� *�,� ��
 !��������
�
�
�� �� ������

��%� ���#�$������ "����
� ���� A ∈ Cn×n �
 
�	������ #� ��
�$

)+- ��� ���� z ∈ C ����� �
 B ∈ G1(A) ���� z ∈ σ(B)%
)�- �� B ∈ G2(A) ���	

B + z(In − BA), B + z(In − AB) ∈ G1(A)

��� ��� z ∈ C �	�

r(B + z(In − BA)) = r(B + z(In − AB)) =

⎧⎨
⎩

r(B), �� |z| ≤ r(B)

|z|, �� |z| > r(B);

)2- [r(B),∞) ⊆ RA ��� ���� B ∈ G2(A)�

��&� ���#�$������ "����
� ���� A ∈ Cn×n r = rank (A) > 0 �	� ���� A ��
 � �������
����	

A = U

⎡
⎣ D 0

0 0

⎤
⎦V −1

���� U, V ∈ Cn×n 	�	�
�	����� �	� D ∈ Cr×r 	�	�
�	������ ���	

B = V

⎡
⎣ D−1 0

0 0

⎤
⎦U−1 ∈ G2(A)

�	�

G1(A) =

⎧⎨
⎩V

⎡
⎣ D−1 A1

A2 A3

⎤
⎦ U−1 : A1 ∈ C

r×(n−r), A2 ∈ C
(n−r)×r, A3 ∈ C

(n−r)×(n−r)

⎫⎬
⎭ .

!����� &� �� 
	�( �� �
��!( ��	� B ∈ G2(A)� �
� T ∈ Cn×n� �
� ϕ(T ) = V −1TU 	�� �
� B0 := B + T −
BATAB� 0�
�

B0 = V

⎡
⎣ D−1 0

0 0

⎤
⎦U−1 + T − V −1

⎡
⎣ Ir 0

0 0

⎤
⎦ϕ(T )

⎡
⎣ Ir 0

0 0

⎤
⎦U−1

= V

⎛
⎝

⎡
⎣ D−1 0

0 0

⎤
⎦ + ϕ(T ) −

⎡
⎣ Ir 0

0 0

⎤
⎦ϕ(T )

⎡
⎣ Ir 0

0 0

⎤
⎦
⎞
⎠U−1

= V

⎡
⎣ D−1 A1

A2 A3

⎤
⎦U−1 .

��� 
 ��
 �	����� ϕ : Cn×n → Cn×n �� #�/
 ���
� ��
 �
�
�� !����� !��� 3���������� +�+� �

4
 	�� ��	� 	 �	���" A ∈ Cn×n ��  	��
� 
����� ����� �! rank (A) = rank (A2)�

�



��'� ���#�$������ &�� A ∈ Cn×n �� 
�	������ ��� �������	� �

�����	
 ��� �'��
���	�$

)+- ( �
 
����� �����%

)�- 0 �
 � 
����� ���� �� ��� ��
��
�	� (λIn − A)−1%

)2- Cn = R(A) ⊕ N (A)%
)5- ����� �
 B ∈ G2(A) 
��� ���� AB = BA�

!����� *2� �	�6 7��5,� *2� �	�6 +8+��, 	�� *+� 0�
��
� 9��,� �

&! A ∈ C
n×n �� �����( ���	�� ��
�� #( 3���������� +�5� ��
�
 �� B ∈ C

n×n �
 � ��	� ABA = A, BAB = B
	�� AB = BA. &� �� ����� �� *+� 0�
��
� 9�+,� ��	� ��
�
 �� �� ���
� g2����
��
 �! A ��� �  ���
�
�
���� A� B ��  	��
� ��
 )��*�	��	
��
� �! A� 0�
 !�������� �
�
�� �� ����� �� *+� �� 92,�

��(� ���#�$������ �� A ∈ Cn×n A �= 0 �	� �� A �
 
����� ����� ���	 ��� )��*�	��	
��
� B �� A 
���
+�


σ(B) \ {0} =
{

1
λ

: λ ∈ σ(A) \ {0}
}

�	� ��	�� r(B) = r(A)−1�

%� 
�������)�� ��*��$�$ �+ $�!#� #���� !������$

���������� ���
 
�����	 �� �

��� ���� A ∈ Cn×n �
 
����� ����� �	� ���� rank (A) > 0�

'( *9� 5�2�� )5-, )�

 	��� *5,-� A �	� 	 �
 ����������

A = U

⎡
⎣ D 0

0 0

⎤
⎦U−1 ,)��+-

��
� U ∈ Cn×n 	�� D ∈ Cr×r 	�
 ��� ����
�	�� ���� 3���������� +�2 �
 ���� ��	�

B = U

⎡
⎣ D−1 0

0 0

⎤
⎦U−1 ∈ G2(A) .)���-

&� �� 
	�( �� �

 ��	� ��
 �	���" B �� )���- �� ��
 :�	6������
�� �! A�

%��� �,����!� ��� �������	� �

�����	
 ��� �'��
���	�$

,�- dimN (A) ≥ rank (A).
,�- ����� �
 B ∈ G2(A) ���� B2 = 0�

%  ���
$

� 
 �! 0�
��
� ��+ ���

%�%� �������� � �� dim N (A) ≥ rank (A) ���	 ����� �
 �	 �	���� ��	����	 F : C → Cn×n 
��� ����

F (z) ∈ G1(A), σ(F (z)) = {z, 0} �	� r(F (z)) = |z| ��� ��� z ∈ C .

.���������� �� ��
� RA = [0,∞)�

!����� '( 0�
��
� ��+� ��
�
 �� B ∈ G2(A) ���� B2 = 0� :
.�
 F #( F (z) = B + z(In − AB)� 0�
�
F (z) ∈ G1(A) !�� 
	 � z ∈ C )3���������� +��-� *�� 0�
��
� 2, ���
�

{z} ⊆ σ(F (z)) ⊆ {z, 0} (z ∈ C) .

%��
�
 ��	� F (z) �� ��������
�	� !�� ���
 z ∈ C� 0�
� ��
�
 �� C ∈ Cn×n ���� F (z)C = In� ��� 

BF (z) = 0� �
 �
� 0 = BF (z)C = B� ��
� A = ABA = 0� 	  ����	�� ����� �

�



!���� �� ������� ���� �
� r = rank (A)�
)+- ⇒ )�-� 3���������� +�5 )2- ����� ��	� n − r = dimN (A) ≥ r�
/�
� �$ n − r = r� �
� D #
 	� �� )��+- 	�� �
�

S =

⎡
⎣ D−1 D−1

−D−1 −D−1

⎤
⎦ 	�� B = USU−1 .

0�
� �� �� 
	�( �� �

 B ∈ G2(A) 	�� B2 = 0�
/�
� �$ n − r > r� 0�
� r < n/2�
/�
� ���$ n = 2m !�� ���
 m ∈ N� �
�

T =

⎡
⎣ D−1 0

0 0

⎤
⎦ ∈ C

m×m, S =

⎡
⎣ T T

−T −T

⎤
⎦ ∈ C

n×n

	�� B = USU−1� 0�
� B ∈ G2(A) 	�� B2 = 0�
/�
� ���$ n = 2m + 1 !�� ���
 m ∈ N� 0�
� r < m� �
�

T =

⎡
⎣ D−1 0

0 0

⎤
⎦ ∈ C

m×m, S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

T T

−T −T

0
���
0

0 · · · · · · · · · 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
∈ C

n×n

	�� B = USU−1� %� 	#��
� B ∈ G2(A) 	�� B2 = 0�
)�- ⇒ )+-� ��� 
 B2 = 0� A �� ����
�	�� ;
 �	�
 (BA)2 = BA, R(BA) = R(B), N (A) = R(I −
BA), R(AB) = R(A), (AB)2 = AB 	��

C
n = R(B) ⊕ N (A) ,

��
�� #( 3���������� +�5 )2-� rank (B) = r = rank (A)� ��� �
� z ∈ R(A)∩R(B)� 0�
� z = ABz = BAz�
��
�
!��
 z = AB2Az = 0� 0��� ���
� R(A) ∩ R(B) = {0}� ��� 


R(A) ⊕ R(B) ⊆ C
n ,

�
 �
���
 2r ≤ n� �
� 
 rank (A) = r ≤ n − r = dim N (A)� �

% �$
	�
 �	���" D �� �	�� �� #
 	�	����������� �! ���  �	�	 �
����� ���(����	� �� 	��� ��� �����	� ���(�
����	��

%�&� �,����!� "����
� ���� rank (A) = rank (A2) = n − 1 ��� D �� �
 �	 ,���- �	� 
����
� ���� D �

	�	������������ ���	 A ��
 � 	������	� g1��	
��
� �	� ��	�� min RA = 0�

!����� ��� 
 D−1 �� 	��� �����
���	���(� �� !������ !��� *�� 0�
��
� 2�5, ��	� ��
�
 	�
 a1 ∈ Cn−1�
a2 ∈ Cn−1 	�� a3 ∈ C �
 � ��	�

S =

⎡
⎣ D−1 a1

aT
2 a3

⎤
⎦ �� ������
�� ,

�
� 
 Sq = 0 !�� ���
 �������
 ���
�
� q� �
� B = USU−1� 0�
� Bq = 0� '( 3���������� +�2�
B ∈ G1(A)� �

% �	���" N ∈ Cn×n ��  	��
� 	����� �! NN∗ = N∗N � 0�
 ��
 ��	� ��
��
� !�� ����	� �	��� 
� �����
�
��	�

N = U

⎡
⎣ D 0

0 0

⎤
⎦U∗ ,)��2-

���� U ∈ Cn×n 
���	�( )��	� �� UU∗ = U∗U = In- 	�� D = diag (λ1, . . . , λr)� ��
�
 λ1, . . . , λr 	�
 ��

����6
�� 
��
��	�

� �! N � &� !������ )�

 *9� 5�2�� )5-,- ��	� N �� �����( ���	��
��� �
����
 ��	� rank (N) = n − 1� &! λi �= λj (i �= j; i, j = 1, . . . , n − 1) ��
� ��
 �	���" D �� )��2- ��

�



�����
���	���(�

0�
� �
 �	�
 ����
��

%�'� �������� � �� N ∈ Cn×n �
 	����� rank (N) = n − 1 �	� �� λi �= λj (i �= j; i, j = 1, . . . , n − 1) ���
��� 	�	�*��� ����	
����
 �� N  ���	 ����� �
 � 	������	� g1��	
��
� �� A�

&� �,� ��$� n = 2

&��� ���#�$������ �� A ∈ C
2×2 �	� A2 = 0 ���	 ����� �
 B ∈ G2(A) 
��� ���� B2 = 0�

!����� 0�
 � �
� �
 ���������� �! A ��

A = U

⎡
⎣ 0 α

0 0

⎤
⎦U∗ ,

��
�
 U ∈ C2×2 �� 
���	�( 	�� α ∈ C )�

 *9� 9���2 )+-,� &! α = 0� �
 	�
 ���
� �� 	��
�
 ��	� α �= 0�
�
�

B = U

⎡
⎣ 0 0

α−1 0

⎤
⎦U∗ .

��
� �� �� 
	�( �� �

 ��	� B ∈ G2(A) 	�� B2 = 0� �

&�%� �,����!� "����
� ���� A ∈ C2×2 �
 
�	������ ���	 ����� �
 B ∈ G2(A) ���� B2 = 0 �	� ��	��
RA = [0,∞)�

!����� '
 	
�
 �! 3���������� 2�+� �
 	��
�
 ��	� A2 �= 0� ��� 
 A �� ����
�	�� �
 �	�
 rank (A) =
rank (A2) = 1� A �� �����( ���	� 	�� dimN (A) = rank (A)� 0�
��
� ��+ ���
� ��
 �
�
��� �

'� 
�������)�� ��*��$�$ �+ #��-������$

&� ���� �
 ���� �
 	��
�
 ��	� P ∈ Cn×n� 0 �= P �= In 	�� P 2 = P � <
� 
 P �� �����( ���	��

��� 
 R(P ) = {x ∈ Cn : Px = x}� �� !������ ��	� σ(P ) = {0, 1} 	�� ��	� ��
�
 �� 	 ��������
�	� U ∈ Cn×n

�
 � ��	�

P = U

⎡
⎣ Ir 0

0 0

⎤
⎦ U−1)5�+-

)*9� ��= )2-,-� ��
�
 r = rank (P )�
���� 0�
��
� ��+ �
 ���� ��	�

dim N (P ) ≥ rank (P ) ⇔ ��
�
 �� B ∈ G2(P ) �
 � ��	� B2 = 0 .

�� �� �
�	��� �� ���
����	�
 ��
  	�
 ��
�
 dimN (P ) < rank (P )�

'��� �,����!� �� dimN (P ) < rank (P ) �	� �� B ∈ G1(P ) ���	 1 ∈ σ(B) �	� ��	�� r(B) ≥ 1�

!����� 3���������� +�2 	�� )5�+- ���� ��	� ��
�
 	�
 A1 ∈ Cr×(n−1), A2 ∈ C(n−r)×r 	�� A3 ∈ C(n−r)×(n−r)

�
 � ��	�

B = U

⎡
⎣ Ir A1

A2 A3

⎤
⎦U−1 .

�



:
���
 #( a(1), . . . , a(r) ��
  ��
��� �! A2� ��� 


rank (A2) ≤ n − r = dimN (A) < rank (P ) = r,

��
�
 �� (α1, . . . , αr)T ∈ Cr �
 � ��	� (α1, . . . , αr) �= 0 	��

α1a
(1) + · · · + αra

(r) = 0 .

�
� x = (α1, . . . , αr, 0, . . . , 0)T ∈ Cn 	�� z = Ux� ��
� z �= 0 	��

Bz = U

⎡
⎣ Ir A1

A2 A3

⎤
⎦x = Ux = z ,

��
� 1 ∈ σ(B)� �

'�%� �������� �

)+- RP = [0,∞) ⇔ dimN (P ) ≥ rank (P )�
)�- RP = [1,∞) ⇔ dimN (P ) < rank (P )�

!����� )+- 0�
��
� 5�+ 	�� 1�����	�( ���� )�- 0�
��
� 5�+ 	�� 3���������� +�� )2-� >#�
��
 ��	�
P ∈ G1(P ) 	�� r(P ) = 1� �

��+������$

2(3 �& �& 
������' �������� ������ �� ��� �
����������
�& 4����5� ������ �� ���� ��� ����& �����%�����1 (.67&
2+3 �&8& 9������1 :& ;����%���' �����	�
 ���� ���
	��
�� 	����	����
��	 ����������
& ����& ����<��!� ����& ���& ��

=(./->1 (7?@(7)&
2?3 �& ������' ��� �����������
�
! "� ���& 
��<���1 �����!���1 (..(&
273 �&�& ����1 
&�& *�������' �����# $����
�
& 
�%<���!� A��#������ �����1 (.-/&
2/3 �& ;B�C�����' %���
�� �� �����	�
& :���� ��� ����1 (..)&
2)3 
�& ���%��!��' ���	���� ���������
 �� &�������'�� �����
�
& ��%��������� ����& �� =+,,7>1 (?6@(7-&
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