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©�J(VªJ(VGnX�l����JmabV4«�#XR�#&¬4R�Q.R�VGR�#f��#l���(�mn���#l��kI��J(VªIR�#

x, y
 "©�Q�R�VGR®k4��Q.R®EJmR�¯YR
nljXkP°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�XnXWcabZ}H�abVGR�VA�XR�V8'

u = −k · x · t , v = k · y · tM²±I#
t ≥ 0

LIVG
x ≤ 0 ³ k JmnX��R�J(VGR®H�aDnXJ(��J(´cR®µfabVGn��l��VA�XR�^\%

¶gJmRY·¸��VG¹���mn�º�R�ND#XR�VI�
LIVIN»IR
n$¼A��#XabZ½M²R��mIR
n$nXR�J¾NcR�NcR�Q.R�V_ELI#XjXk
x = 0

%
�c^»·¿JmRY´�JmR��mRT¼A�l��LIHILIVIWA�XR�R\À�Jmn���JmR�#XR�V_J(ZÁNcR�NcR�Q�R�VGR�V�¼A��#XabZ½M²R��m4Â½¯YR�Q.R�V¹¼AJmRÃEJmRÃµ$aAab#XEJ(V4���XR�V2��V8%
Q1^Äº�R
n���J(Z}Z[R�VÅ¼AJmR»EJmRÄ¯Y�mR�JmjXkPLIVIN

ys = f(x)
IR�#Æ¼A��#XabZ}�(J(VIJmRD¬:EJmRÆ�
LÇR�J(VGR�ZÈQ�R��(JmR�QIJ(NcR�V8¬���Q.R�#TMwR
n��XR�V

É�R�J(��HILIVIW��
t > 0

ELI#Xjlk�R�J(VGR�VÅQ.R��(JmR�QIJ(NcR�V���LIVIWA�
P (xp, yp)

NcR�kP�&%¢¼AWAJ(�
�
JmR�#XR�V¤¼AJmRªÊAL4���(J(�l����J(´ÇIR�V
`�R�#�����LEM8IR�#@¼A��#XabZ}�(J(VIJmR$ELI#XjXkËIR�VË��LIVIWA�

Ps(−2, 2)
LIVG}Q�R�V4�bjlkPQ4��#��XR�#�¼A��#XabZ}�(J(VIJmR�V8¬cLIVG}NcR�Q.R�VË¼AJmR

EJmRT¼A��#XÌbZ�LIVINcn�#�JmjXkA��LIVIN_��V8%
j�^Äº�R
n���J(Z}Z[R�VÍ¼AJmRÆEJmRËµfabZ}H.abVGR�VP�XR�V|IR
nUº���kIVIW�LI#�´cR�VP´cR�W��Xab#Xn

x(t)
LIVG

y(t)
MO±I#UG�bn�Î�R�J(�mjXkGR�V8¬:G�bn

nXJmjXkª�
LIZÏÉ�R�J(��HILIVIW��
t0 = 0

��ZÁQ�R��(JmR�QIJ(NcR�VÐ��LIVIW��
P (xp, yp)

Q�R\ÑGVGIR��&%
4^Äº�R
n���J(Z}Z[R�V¤¼AJmR_EJmR2¯g�mR�JmjXkALIVIN

yt = f(x)
IR�#»Î�R�J(�mjlkGR�VPQ4��kIVÒIR
nÆÎ�R�J(�mjXkGR�VGn&¬�G�bnËn�JmjXk��
L�R�J(VGR�Z

Q.R��(JmR�QIJ(NcR�V¤��Q�R�#ÆM²R
n��XR�V¤É�R�J(��HILIVIWA�
t > 0

��ZÓ��LIVIW��
P (xp, yp)

Q.R\ÑGVGIR��&%�·ÔR��mjlkGR�#-¯g#XR�VI��MÕ���(�gJ(Z
º�R��
LINË��LEM�¼A�l����JmabV4��#�J(�l«��f�(JmR�ND�f´cab#�Â

R�^ÄÖ+VÐ°@R��mjXkGR�#}É�R�J(�YQ�R�°�R�ND�Ãn�JmjXkÔR�J(V�Î�R�J(�mjlkGR�V8¬�G�bn®n�Jmjlk2�
LIZ×É�R�J(��HILIVIWA�
t0 = 0

��ZØ��LIVIW��
P1(x1, y1)Q.R\ÑGVGIR��&¬I�
LIZÙ��LIVIWA�

P2(x2, y2)
Â

Ú$J(VP°@R�Jmn�'Ø¶$JmR®Î�R�J(�mjXkGR�VÐ°@R�#XIR�V_nljXkI�(LIHEÛ.#XR�J�Z}J(�fIR�#$¼A��#XÌbZ�LIVINËZ}J(��Q.R�°@R�ND�&%
¯YR�NcR�Q.R�V8'

k
¬
x1

¬
y1

¬
x2

¬
y2

¬
xp

¬
yp
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L
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l
L

g

Ö+V½R�J(VGR�V}ND#Xa��cR�V[º�R�k4«��(�XR�#�°¢J(#XU·¸�bnXnXR�# ³ ¶gJmjXkA�XR ρ
¬�W�J(VGR�ZÆ����JmnXjXkGR¢`gJmn�WcaDn�J(�l«��

ν
^�Z}J(��IR�Z `�ab�(LIZ[R�VGn���#XabZ

V̇
NcR�HILIZ}HI� ³ n&%¾F$QIQIJ(�mELIVINA^\%8¶YR�#Ã¶$#�LGjlW2´cab#TIR�#Ã��LIZ}H.R}Jmn�� pP = 115000 Pa

%�É1°@R�J�¼AHI#�J(VINDQI#�LIVIVGR�V
°@R�#XIR�VªELI#Xjlk-R�J(VGR��$abkI#��mR�J(��LIVIN ³ ¶$LI#XjlkIZ[R
nXnXR�# D = 50 mm

^@��LGn�IR�Z º�R�k4«�kI�(�XR�#¢NcR
n�H.R�Jmn��&%A¶gJmR���«�VINcR
IR
n��$abkI#XR
n¢QIJmn��
LIZÏR�#Xn��XR�V2¼AHI#�J(VINDQI#�LIVIVGR�VÐQ�R���#l«�ND�

L = 40 m
%4¶gR�#f·¸�bnXnXR�#Xn�HIJmR�NcR���IR
n$º�R�k4«��(�XR�#Xn�k4���

EJmR}ÚgÌbkGR
h0

±IQ.R�#ÃIR�VÔ¶$±GnlR�VIZT±IVGELIVINcR�V¸Z}J(��IR�VÔ¶$LI#XjlkIZ[R
nXnXR�#�V
d2 = 20 mm

LIVG
d3 = 30 mm

^\%
Ö+Z��fabkI#XnX��±GjXW|�
°¢JmnXjlkGR�V IR�V¿Q.R�JmIR�V ¼AHI#�J(VINDQI#�LIVIVGR�V¤°¢J(#XÅIR�#Ä¶g#�LGjXW

pM

��V¿IR�#-¼A�XR��(�mR¹d Z}J(�ÄR�Je 
VGR�Z d2��VGabZ[R��XR�#ÆNcR�Z[R
nXnlR�V8%�¶gJmR	�fabkI#���«�VINcRª´cabVÅIR�#ÆdÐR
nXnXn��XR��(�mR-QIJmn[�
LI#Ë¶g±GnXR�VIZT±IVGELIVINÇh2Q.R���#l«�ND�
l = 2 m

%:¼A��#XÌbZ�LIVINcn�´cR�#��(LGn��XRÄ��#XR��XR�VÍ��LEMY¯g#�LIVGÇIR�#
�fR�J(QILIVIN�nXa&°�abkI�¢R�VP������VINÔIR
n
�fabkI#XR
n ³ `�R�#��(LGn��� Wca�R��[�
JmR�VP�
λL = 0.03

QIJmnÆ�
LIZ R�#Xn��XR�V ¼AHI#�J(VINDQI#�LIVIVGR�V8¬�`�R�#��(LGn���Wca�R��[�
JmR�VP�
λl = 0.01

�
°¢JmnXjlkGR�V�IR�V
Q.R�JmIR�V ¼AHI#�J(VINDQI#�LIVIVGR�V1^\¬���mnU��LGjXk J(V¸IR�Z

90◦
 "µY#�±IZ}Z[R�#U��LEM ³ `�R�#��(LGn���Wca�R��[�
JmR�VP� ζKr = 0.3

^\%�Ö+V�Q�R�Je 
IR�V_¶g±GnXR�VIZ�±IVGELIVINcR�VÐ��#XR��XR�VÐR�Q�R�VEMÕ���(�mn�`�R�#��(LGnX�XRT��LEM ³ `�R�#��(LGn���WcaAR��[�
JmR�VA�XR�V ζ2 = 0.5

LIVG
ζ3 = 0.6625Q.R��&abNcR�V_��LEM:IR�Vª��V4��Z}JmnXjXkGR�V¹¶$#�LGjlW-IR�#¢�
LINcR�kGÌb#�J(NcR�V_FfLGnln���#XÌbZ}NcR
nXjXkA°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�XR�VÔ��VªIR�V¹¼A�XR��(�mR�V

2LIVG
3
^\%�i±I#TEJmRÆFfLGnXnX��#XÌbZTLIVINcR�V nlR��(Q�R�#ÃNDJ(�(��EJmR[iI#XR�Jmn���#l��kI�(Q.R
EJ(VINDLIVING%�¶gJmRË¼A��#XÌbZ�LIVIN¹J(V IR�VÔQ�R�JmIR�V

¼AHI#�J(VINDQI#�LIVIVGR�VªV4�bjlkÄIR�ZÁF$LGn���#�J(����Jmn���´cR�#��(LGn���MO#XR�JÕ%E¶gJmRY��LIZ}H.RY��#�Q.R�J(�XR���´cR�#��(LGn���M²#XR�J�LIVGÄEJmRÃ¼A��#XÌbZTLIVIN
J(ZÏ��LIZ}HI#XabkI#g´cabVÐ�¿V4�bjXk��}Jmn��fR�Q.R�VEMÕ���(�mnf´cR�#��(LGn���M²#XR�JÕ%�º�R�J:�[n���#XÌbZ��gG�bnf·¸�bnXnXR�#Y���mn$iI#XR�JmnX��#l��kI��J(VÐIR�V
º�R�k4«��(�XR�#&%�¶gJmRÄ¼A��#XÌbZTLIVIN2J(Z×º�R�k4«��(�XR�#TJmnX�T´cR�#��(LGn���M²#XR�J�LIVG ��Z×©�J(VA��#�J(���UJ(V EJmR��$abkI#��mR�J(��LIVIN ³ ¼A�XR��(�mR»R�^WcÌbVIVGR�V_EJmRÃ©�J(VP��#�J(���Xn�´cR�#��(LGn��XR�´cR�#�V4�bjXkI��«bnln�J(ND�f°�R�#XIR�V8%

�c^»·¿JmR®ND#Xa��[Z�LGnXnfEJmRTÚ$ÌbkGR
h0

nXR�J(V8¬GG��Z}J(�$EJmR®�
°@R�JiGabVP�l«�VGR�VÐQ�R�J�IR�ZÙ¶g±GnXR�VGELI#XjXkIZ[R
nXnlR�#
d2

QI�
°Ã%
d3

R�J(VGR®Ú$ÌbkGR
h4 = 8 m

QI�
°Ã%
h5 = 7 m

R�#�#XR�JmjXkGR�V1Â
Q1^Äº�R�#XR
jlkIVGR�V}¼AJmR�IR�V�n��l����JmnljXkGR�V½¶$#�LGjlW

pM

��Z dÐ��VGabZ[R��XR�#&%�¶®��Q�R�JAWb��VIVUEJmR�ÚgÌbkGR�VGEJeÛ.R�#XR�VI���
°¢JmnXjlkGR�V
IR�#�dÐR
nXnXnX�XR��(�mRYLIVGªIR�ZÙ¶g±GnXR�V4��LGn���#�J(���$h}´cR�#�V4�bjXkI��«bnXn�J(ND�$°@R�#XIR�V8%

j�^»·¿JmR�ND#Xa��®ZTLGnXn�EJmR���R�Jmn���LIVIN
LP

IR�#���LIZ}H�R¢nlR�J(V8¬5LIZ EJmR¢ÚgÌbkGR
h0

IR
n:·¸�bnXnXR�#XnXHIJmR�NcR��mn�J(Z º�R�k4«��(�XR�#
WcabVGnX�l��VP���
Lªk4���(�XR�V1Â

4^ÄÖ n��¢EJmR�¼A��#XÌbZ�LIVINÆJ(V_IR�#��$abkI#��mR�J(��LIVINÆQIJmn¢�
LIZÙR�#XnX�XR�VÐ¼AHI#�J(VINDQI#�LIVIVGR�V_����Z}J(V4��#gaAIR�#¢��LI#�QILI�mR�VA��Â

¯YR�NcR�Q.R�V8'
ρ = 1000 kg/m3 ¬ ν = 1 · 10−6 m2/s

¬
g = 9.8 m/s2 ¬ p0 = 101300 Pa

¬
pP = 115000 Pa

¬
D = 50 mm

¬
d2 = 20 mm

¬
d3 = 30 mm

¬
L = 40 m

¬
l = 2 m

¬
ζKr = 0.3

¬
ζ2 = 0.5

¬
ζ3 = 0.6625

¬
λL = 0.03

¬
λl = 0.01

¬
h4 = 8 m

¬
h5 = 7 m
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1 2
1c

c0.5 2,max

c2,max

1 2 3

Draufsicht

bbb

Vorderansicht

A

h

b b1 2 b3

ss

y

p

p

1

0

·¸�bnXnXR�# ³ ¶gJmjlkP�XR ρ
^��GJmR �D��Z}J(��R�J(VGR�Z `�ab�(LIZ[R�VGn���#XabZ

V̇
ELI#XjlkÆR�J(VGR�V

180◦
 "µY#�±IZ}Z[R�# ³ n�JmR�kGR¢FfQIQIJ(�mELIVINA^\%¶YR�#$µY#�±IZ}Z[R�#$k4���$EJmRÃWcabVGnX�l��VP�XRUÚ$ÌbkGR

h
¬4EJmRTº�#XR�J(�XRT´cR�#�WA�mR�J(VGR�#��gn�JmjXk¹´cabV

b1

��LEM
b2

%4Ö+Z��$LGR�#XnXjXkIVIJ(���
]ÆnXJ(VG¸EJmR»¯®R
nXjXkA°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�

c1

LIVG IR�#�¶g#�LGjlW
p1

WcabVGn��l��VA��±IQ.R�#�IR�V��$LGR�#XnXjXkIVIJ(���&%Ö"Z��$LGR�#XnXjXkIVIJ(���
C2��#�J(���ÆG�bnÆ·¸�bnXnXR�#Ë���mnÆiI#XR�Jmn���#l��kI�fJ(V�EJmR	�$Z}NcR�QILIVIN ��LGn&%�¶YR�#
�$Z}NcR�QILIVINcnXE#�LGjXWÅJmn��

p0

%�¶gLI#XjXk�EJmR
�$Z}�mR�VIWALIVINÐLIVG ELI#Xjlk �fR�J(QILIVIN2QIJ(�mIR��UnXJmjXk|��Z F$LGn���#�J(���½R�J(VGRÄ¯YR
nljXkP°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�XnX´cR�#��XR�J(�(LIVIN ��LGn&¬�EJmR
ELI#XjXk G�bnÃn�W�J(�
�
JmR�#��XR}�(J(VGR&��#XR[��#Xa�ÑG�@��VINcR�V4«�kGR�#���°@R�#XIR�V Wb��VIV8%¾¶YR�#®NcR
nl��Z��XRÆELI#XjXkGnX��#XÌbZT�XRÆµY#�±IZ}Z[R�#
k4���®G�bnY`�ab�(LIZ[R�V

V
%.¶gJmR
�fabkI#�°���VG�IR
nYµY#�±IZ}Z[R�#Xn®k4���ÃG�bnÃ¯YR�°¢JmjlkP�

GK

%�¶YR�#®µY#�±IZ}Z[R�#®Jmn��YQ.R�JF
Q.R\M²R
n���J(ND�&%I¶gJmR�¼A��#XÌbZ�LIVINÆJmn���nX�l����JmabV4«�#�LIVG-J(VIWcabZ}HI#XR
nXn�J(Q.R����

�c^Äº�R
n���J(Z}Z[R�V2¼AJmRÃG�bn$¯YR
nXjlkP°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�Xn�HI#Xa�ÑG�
c2(s)

���mn�iGLIVIWA��JmabV_IR�#$R�J(VINcR���#l��NcR�VGR�VÐµ$aAab#XEJ(V4���XR
s
%

Q1^Äº�R
n���J(Z}Z[R�V2¼AJmRÃEJmRT¯YR
nXjlkP°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�XR�V
c1

LIVG
c2,max

J(V_FfQIk4«�VINDJ(NDWcR�J(�$NcR�NcR�Q�R�VGR�#Y¯g#XÌ��cR�V8%
j�^Äº�R
n���J(Z}Z[R�V¤¼AJmR¹EJmR¹µfabZ}H.abVGR�VP�XR�V¤IR�#ËÚY���(�XR�W�#l�5MO� ~F ³ Fx

¬
Fy

¬
Fz

^½J(V�FfQIk4«�VINDJ(NDWcR�J(�ÄNcR�NcR�Q.R�VGR�#
¯Y#XÌ��cR�V8%

4^Äº�R
n���J(Z}Z[R�V ¼AJmR-EJmR-R�J(VINcR���#l��NcR�VGR_µfabZ}H.abVGR�VP�XR¹IR
n[¶g#XR�kIZ[abZ[R�VP�Xn
Mz

G�bnÆ��LEM®EJmR-º�R\M²R
nX��J(NDLIVIN
°¢J(#�W��¢J(V_F$QIk4«�VINDJ(NDWcR�J(�fNcR�NcR�Q.R�VGR�#g¯g#XÌ��cR�V8%

Ú$J(VP°@R�Jmn�'Ø¶$JmRY·¸��VGInX�l«�#�WcR�V¹n�J(VGÄQ.R�J8IR�#fdÐabZ[R�VP�XR�VPQ.R�#XR
jXkIVALIVIN-´cR�#�V4�bjXkI��«bnXnXJ(NDQ4��#&%
¯YR�NcR�Q.R�V8'

V̇
¬
ρ
¬
V
¬
p1

¬
p0

¬
b1

¬
b2

¬
b3

¬
GK

¬
g
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¯YR�NcR�Q.R�V-Jmn���EJmRÃR�J(VGEJ(Z[R�VGn�JmabV4���mRTJ(VIWcabZ}HI#XR
nXn�J(QI�mRÃ!Y�
´�JmR�#� ¼A�XabWcR
n� ¯g�mR�JmjlkPLIVIN ³ ]�^\¬GnXa�°¢JmR®EJmR®�&R�J(���(JmjXk_NcR\ Z}J(���XR��(�XRT!Y�
´�JmR�#� ¼A�XabWcR
n� ¯g�mR�JmjlkPLIVIN ³ Cc^\%

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
= −1

ρ
· ∂p

∂x
+ ν · ∂2u

∂z2
− g · dz

dx
³ ]�^

ρ · u · ∂u

∂x
+ ·∂p

∂x
+ ρ · g · dz

dx
= µ · ∂2u

∂z2
− 1

2
· ρ · ∂(u′)2

∂x
³ Cc^

�c^»`�abVË°@R��mjlkGR�#�F$VIV4��kIZ[R�VÆZ�L �½��LGnXnXNcR�NP��VINcR�VÆ°@R�#XIR�V8¬ALIZ ¯Y�mR�JmjXkPLIVIN ³ ]�^J(V-¯g�mR�JmjXkALIVIN ³ Cc^��
LÆ±IQ.R�#� M²±IkI#XR�V1Âf·ÔR��mjXkGR�#�FfVGn�������°¢J(#X}´cR�#�°@R�VGIR���LIZ ³ ]�^:J(V ³ Cc^�
L[±IQ.R�#�M²±IkI#XR�V8%�¯YR�Q.R�V»¼AJmRfIR�VËFfVGnl�����g��V8%·ÔR��mjlkGR®n�H.R��
JmR��(�mRT¯YR�NcR�Q�R�VIkGR�J(�XR�V-NcR��(�XR�VÄM²±I#¢G�bn¢d_J(���XR��(LIVINcnXJ(VP�XR�#�´D���(�
T
ÂY©�#���«�LI�XR�#�VÐ¼AJmRYIR�Vªº�R�ND#�JeÛ

�»����� 6 �O����b���ª�������A�²�	��
I�5�� 6 �b0�
G� < �����¤,����¾�������
G��¾���3�%
Q1^ª¯®R�Q�R�VÆ¼AJmR�IR�V[E#XR�JmEJ(Z[R�VGn�JmabV4���mR�VÄ¼AH4��VIVALIVINcn��XR�VGnXab#

τ ′
Q�R
nX�XR�kGR�VG[��LGn�h$nljXkGR�J(VPQ4��#XR�V»!$ab#�ZÆ���mnXH4��VE 

VALIVINcR�V_LIVG p nljXkGR�J(VPQ4��#XR�V�¼�jXkALIQGn�H4��VIVPLIVINcR�V�J(VªF$QIk4«�VINDJ(NDWcR�J(�$IR�#g¼�jlkP°���VIWALIVINcn�ND#XÌ��cR�VÔ��V8%
j�^»·ÔR�VGIR�VÇ¼AJmR}EJmR}º�abLGnln�J(VGR
nXÊP "FfVIV4��kIZ[RÆ��LEM

τ ′
R�J(VGR�#Th5 "EJ(Z[R�VGn�JmabV4���mR�V¸J(VIWcabZ}HI#XR
nXnXJ(QI�mR�VÇ¼A��#XÌbZTLIVIN

��V-LIVG_nXR����&R�V_G�bn�©�#�NcR�QIVIJmnfJ(V_IR�V_Î�R�VGnXab#fR�J(V8%
4^Äd¹J(�¢°@R��mjlkGR�Z F$VGnl�����®WD��VIV

µt

Q.R
n���J(Z}ZT�f°@R�#XIR�V1Â

!$LIVÆ°¢J(#X»EJmR$!Y�
´�JmR�#� ¼A�XabWcR
n� ¯g�mR�JmjlkPLIVIN}M²±I#@R�J(VGR$J(VIWcabZ}HI#XR
nXn�J(QI�mRÃ¼A��#XÌbZTLIVIN}J(V»º��(LI��NcR\Mw« �cR�VÄQ.R���#l�bjXkP�XR��
³ R �$�bEJ(LGn�IR
nfº@�(LI��NcR\MÕ« �cR
n�^\¬GEJmRTº@�(LI�g���mn�R�J(V_!$JmjXkP�� "!gR�°¢�XabVGnXjlkGR
n$i�(LIJm-Q.R�k4��VGIR��(�&%

ρ ·
(

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v

)

= −∇p + µeff · ∆~v + ~F ,³ hc^
°@abQ.R�J

µeff =
(K ·

√
γ̇ − C)

γ̇
³ KA^
LIVG

γ̇ =
du

dr
³ oc^
NDJ(�(�&¬IZ}J(�fIR�#��g�bEJ����(WcaAab#XEJ(V4���XR

r
IR
nfº@�(LI��NcR\MÕ« �cR
n&%

R�^Äº�R�#XR
jlkIVGR�V�¼AJmRÄZ}J(�½IR�VÅ¯g�mR�JmjlkPLIVINcR�V ³ KA^\¬ ³ oc^TLIVGÇIR�V|NcR�NcR�Q.R�VGR�V�¯g#XÌ��cR�V u(r)
%:¶®��Q.R�J�NDJ(�(�}EJmR

ÚY�5M²��Q�R
EJ(VINDLIVINË��VªIR�#f·¸��VGªIR
n�º��(LI��NcR\Mw« �cR
n
u(r = R) = 0

%

Ú$J(VP°@R�Jmn�' `�R�#�°@R�VGIR�V2¼AJmR®MO±I#�EJmRÃº�R�#XR
jlkIVPLIVINÆVALI# EJmRT¯g�mR�JmjlkPLIVINcR�V ³ KA^�LIVG ³ oc^\%
¯YR�NcR�Q.R�V8'

K = 0.01
√

kg/(ms)
¬
µeff = K2 ¬ C
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Ae Am,1 A t,1

pt
ce,1

Te

ρe,1

Tm,1

Ae Am,2 A t,2

Laval−Düse LD  2

pt
ce,2

Te

ρe,2

Tm,2

Laval−Düse LD   1

Prandtl−Rohr

Prandtl−Rohr

©�nÆ°¢J(#XÍR�J(VÅJmIR&���mR
n&¬�WcabZ}HI#XR
nXn�J(QI�mR
n-¯®�bn&¬�R�J(VGEJ(Z[R�VGn�JmabV4���mRD¬�#XR�J(QILIVINcn�M²#XR�JmRªLIVGÍnX�l����JmabV4«�#XRÐ¼A��#XÌbZTLIVIN
´cab#l��LGn�NcR
nXR����
�fLIVGªEJmR�¼�jXkA°@R�#�W�#l�5MO�g´cR�#�V4�bjXkI��«bnln�J(ND�&%
¶gJmRª¶g±GnXR�V

LD1

LIVG
LD2 ³ n�JmR�kGRªF$QIQIJ(�mELIVINA^½Q.R
n��XR�kGR�V���LGnËR�J(VGR�ZÓ©�J(VI����LEM®Z}J(�[WcabVGnX�l��VP�XR�Z �$LGR�#� 

nXjlkIVIJ(���
Ae

IR�#½R�J(NcR�VP���(JmjlkGR�V����
´D���e "¶g±GnXR»Z}J(�UIR�V R�VINcn��XR�V��$LGR�#XnXjXkIVIJ(���XR�V
Am,1

LIVG
Am,2

LIVG R�J(VGR�#
��VGnXjlkI�(JmR �cR�VGIR�VÐÎ�R
n��Xn���#XR
jXWcRTZ}J(��R�Q�R�VEMÕ���(�mn�WcabVGnX�l��VP�XR�V �$LGR�#XnljXkIVIJ(���XR�V

At,1

LIVG
At,2

%4¶$JmR®Î�R�Z}H�R�#l����LI#
J(ZÏ©�J(VI����LEM�IR�#�Q�R�JmIR�V ���
´D���e "¶g±GnXR�VÐJmn���ND�mR�JmjXkÐLIVG-Q.R���#l«�ND�

Te = 280 K
%G¶gJmR���R�°�R�J(�(J(NcR�VÐ©�J(VGn���#XÌbZ}NcR\ 

nXjlkP°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�XR�V
ce,1

LIVG
ce,2

LIVG¹EJmR���R�°�R�J(�(J(NcR�VÐ¶gJmjlkP�XR�V
ρe,1

LIVG
ρe,2

J(ZÙ©�J(VGnX��#XÌbZ[ÊPLGR�#XnXjlkIVIJ(���®n�J(VG
NcR�NcR�Q.R�V8%�Ö+VÔIR�V¸R�VINcn��XR�V �$LGR�#XnXjlkIVIJ(���XR�V nXJ(VGÔEJmR}Q.R�JmIR�V¸Î�R�Z}H.R�#l����LI#XR�V

Tm,1

LIVG
Tm,2

ELI#Xjlk dÐR
n� 
n�LIVIN�Q�R�WD��VIVP�&%�Ö"V»IR�VËÎ�R
n��Xn���#XR
jXWcR�VªIR�#@Q�R�JmIR�VÄ¶g±GnXR�VÆ°¢J(#X»IR�#�ND�mR�JmjlkGRYn��l����JmnXjXkGRg¶g#�LGjXW

pt = 0.85 barNcR�Z[R
nXnXR�V8%
É1LI#¢º�R
n���J(Z}ZTLIVINÆIR
n�¼A�l��LGE#�LGjlWcR
n�°¢J(#X»J(VÄQ�R�JmIRYÎ�R
nX�Xn���#XR
jXWcR�VªR�J(Vª��J(�Xab�� �$abkI#¢R�J(VINcR�QI#l�bjXkP�&%��$kIVGRYEJmR
��J(�Xab�� �$abkI#XR�Jmn���EJmR�¼A��#XÌbZTLIVINgJ(VÃQ.R�JmIR�V�¶g±GnXR�VÃJmnXR�VA��#XabH8%5Î�#XR��XR�V�ELI#XjlkUG�bn�R�J(VPQI#�J(VINcR�V½IR�#���J(�Xab�� �fabkI#XR
`�R�#XEJmjXkA��LIVINcnXn��XÌ��cR½��LEM�¬4n�J(VG-EJmR
nXRYVIJmjXkA�� ÕJmnXR�VP��#XabH8%.¶YR�#��$R
n��¢IR�#g¼A��#XÌbZTLIVINËQI�mR�J(QI��JmnXR�VP��#XabH8%
�c^Äº�R�#XR
jlkIVGR�VË¼AJmR�EJmR�d2�bjXkE É.��kI�mR�V

Me,1

LIVG
Me,2

J(Z ©�J(VGn���#XÌbZ[ÊALGR�#XnXjXkIVIJ(���
Ae

M²±I#EJmR�Q.R�JmIR�V[¶g±GnXR�V8%



Q1^Äº�R�#XR
jlkIVGR�V ¼AJmR}EJmR[d2�bjXkE É.��kI�mR�V
Mm,1

LIVG
Mm,2

J(Z R�VINcn��XR�V �$LGR�#XnXjXkIVIJ(��� ³ Am,1

LIVG
Am,2

^fM²±I#
EJmRYQ.R�JmIR�V_¶g±GnXR�V8%

j�^»·¿JmR®ND#Xa��Än�J(VGªEJmR�dÐ�bjlkE É.��kI�mR�V
Mt,1

LIVG
Mt,2

J(VÐIR�#$Î�R
nX�Xn���#XR
jXWcR ³ �$LGR�#XnXjXkIVIJ(���XR At,1

LIVG
At,2

^
��VªIR�#Y¼A�XR��(�mRÃIR�#fn��l����JmnXjlkGR�V_¶g#�LGjXW�Z[R
nXn�LIVING%

4^Äº�R
n���J(Z}Z[R�VÍ¼AJmR»EJmR �fLIkGR
E#�±GjXWcR
pe0,1

LIVG
pe0,2

LIVG EJmR ��LIkGR��XR�Z}H.R�#l����LI#XR�V
Te0,1

LIVG
Te0,2

J(Z
©�J(VGn���#XÌbZ[ÊPLGR�#XnljXkIVIJ(���$MO±I#¢Q.R�JmIR®¶g±GnXR�V8%

R�^Äº�R
n���J(Z}Z[R�V}¼AJmR�EJmR�¶g#�±GjXWcR
ps,1

LIVG
ps,2

LIVGTEJmR�Î�R�Z}H�R�#l����LI#XR�V
Ts,1

LIVG
Ts,2

EJmR�n�JmjXkTJ(Z ¼A�l��LIHILIVIW��
IR�#¢Q.R�JmIR�V_��J(�Xab�� �$abkI#XRTR�#�NcR�Q.R�V8%

¶gJmRf¼A��#XÌbZTLIVINUELI#XjXk[Q.R�JmIR�¶g±GnXR�V[nXab�(�IVALIV}VPLIZ[R�#�JmnXjlkÆZ}J(��R�J(VGR�Z ��#XabND#l��Z}Zª¬PG�bn�EJmR�R�J(VGEJ(Z[R�VGn�JmabV4���mR
¼A��#XabZ½MÕ�bIR�VP��kGR
ab#�JmR�´cR�#�°@R�VGIR��&¬1Q�R�#XR
jlkIVGR��f°@R�#XIR�V8%

M\^Ë·ÔR��mjlkGRT©�J(VGnX�XR��(�(LIVINcR�V_°�«�kI�mR�V�¼AJmRYQ�R�J8IR�#$FfLGn�°���kI��IR�#�HIk �n�J(WD���(JmnXjlkGR�V¹�:��#l��Z[R��XR�#&%
NA^»·¿JmR�ND#Xa��-ZT±GnXnXR�V�EJmR[¯YR�NcR�VGE#�±GjlWcR

pg,1

LIVG
pg,2

��ZØ©�VGIR}IR�#®Î�R
n��Xn���#XR
jXWcR�V¸J(V2IR�ZØ��#XabND#l��Z}Z
NcR�°�«�kI�(�¢°@R�#XIR�VªG��Z}J(�¢n�Jmjlk»J(VÄQ.R�JmIR�V»¶g±GnXR�V-EJmRgJmnXR�VA��#XabH�RÃ¼A��#XÌbZTLIVINÆZ}J(��IR�VÄNcR�NcR�Q.R�VGR�V-·ÔR�#��XR�V
R�J(VGnX�XR��(�(�&%G¶®��Q�R�J8nXab�(�mR�V¹n�JmjXkªWcR�J(VGRT��J(�Xab�� �fabkI#XR®J(V¹IR�#fÎ�R
n��XnX��#XR
jXWcRÃQ.R\ÑGVGIR�V8%

¯YR�NcR�Q.R�V8'
Te = 280 K

¬
ce,1 = 103, 979 m/s

¬
ce,2 = 167, 708 m/s

¬
ρe,1 = 1.174 kg/m3 ¬ ρe,2 =

3.273 kg/m3 ¬ Tm,1 = 240 K
¬
Tm,2 = 245 K

¬
pt = 0.85 bar

¬
κ = 1.4

¬
R = 287 m2s−2K−1
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p2
T 1

T 2

s

z
x

p1

L
1 2

U

g

¶gLI#XjXk½R�J(VGR�VTkGab#�J(�&abVA�l���mR�V½µÃ��V4��� ³ º�#XR�J(�XR b
nXR�VIW�#XR
jXkA���
LI#�É�R�JmjXkGR�VGR�Q.R�VGR�^¾Z}J(�IR�#�WcabVGn��l��VA�XR�V}¼AH4���(��kGÌbkGR

s
n���#XÌbZ��:R�J(V½!gR�°¢�XabVGnXjXkGR
n�dÐR
EJ(LIZ ³ WcabVGn��l��VP�XR���V4��Z}JmnXjXkGRfÉ.«�kIJ(NDWcR�J(�&¬bWcabVGnX�l��VP�XR�·¤«�#�Z[R��mR�J(��Mw«�kIJ(NDWcR�J(�&¬WcabVGn��l��VA�XRËn�H.R��
JeÑ4nXjlkGR[·¤«�#�Z[R�Wb��H4���
J(�l«��

cv

^gJ(V ��LGn�NcR�QIJ(�mIR��XR�#&¬:n��l����JmabV4«�#XR�#&¬8����Z}J(V4��#XR�#[¼A��#XÌbZTLIVING%:¶gJmR
abQ.R�#XRT·¸��VG¹Q�R�°�R�ND�gnXJmjXkÐZ}J(�gIR�#Ã¯YR
nXjlkP°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�

U > 0
J(VÐH�aDnXJ(��J(´cR

x
 �fJmjXkA��LIVING¬�EJmR�LIVP�XR�#XRU·¸��VG

Jmn��½J(V���LIkGRD%:¶gJmR	�$LGR�#XnXjlkIVIJ(���XRÔ]ÄLIVG|CÐk4��Q�R�V|IR�VÍF$QGn��l��VG
L
´cabVGR�J(V4��VGIR�#&%�¶YR�#[n��l����JmnXjlkGR-¶$#�LGjlW

J(Z �$LGR�#XnXjlkIVIJ(���Ë][��V¸IR�#®LIVA�XR�#XR�V¸·¸��VG ³ z = 0
^$k4���TIR�VÔ·ÔR�#��

p1

%¾¶gJmR}LIVP�XR�#XR[·¸��VG�°¢J(#X¸��LEM¢IR�#
WcabVGn��l��VA�XR�VÇÎ�R�Z}H�R�#l����LI#

T1

NcR�k4���(�XR�V8¬°�«�kI#XR�VG EJmR»abQ.R�#XRÆ·¸��VG EJmRÆWcabVGnX�l��VP�XRÄÎ�R�Z}H.R�#l����LI#
T2

k4���
³ T2 > T1

^\%&Ö+VU¼A��#XÌbZ�LIVINcn�#�JmjXkA��LIVIN®Wb��VIVTEJmR�Î�R�Z}H.R�#l����LI#�´cR�#��XR�J(�(LIVINYR�Q.R�VEMÕ���(�mn����mn���LGnXNcR�QIJ(�mIR���Q.R���#l�bjXkP�XR��
°@R�#XIR�V8%1¶gLI#XjXk_EJmR®n�Jmjlk_G��#l��LGn�R�#�NcR�Q.R�VGIRÃÎ�R�Z}H.R�#l����LI#�´cR�#��XR�J(�(LIVINÄJ(Z�i�(LIJm_«�VGIR�#��fn�Jmjlk_EJmR®¶gJmjXkP�XRTJ(V
z
 ��JmjlkP��LIVINËLIVG-°¢J(#XªELI#XjXkÐEJmR®iILIVIW���JmabV8'

ρ(z) = ρm + α · [Tm − T (z)]

Z}J(�®IR�#g¶gJmjlkP�XR
ρm

Q�R�J:IR�#gÎ�R�Z}H�R�#l����LI#
Tm = 0.5 · (T1 + T2)

Q.R
nXjlkI#�JmR�Q�R�V8%.©�nYnXab�(�WcR�J(VGRU�
LGnl«����
�(JmjXkGR
©�VGR�#�NDJmR��
LE :aAIR�#@��QEM²LIkI#�ELI#XjlkÄ¼A��#l��kI�(LIVIN�R��XjD%Pn��l������ÑGVGIR�V8%P¶gJmRf¯g#l�&´b���l����JmabVËWb��VIV[VIJmjlkP� ´cR�#�V4�bjXkI��«bnXn�J(ND�
°@R�#XIR�V8%
�c^»`�R�#XR�J(VEMÕ�bjXkGR�VÆ¼AJmR�EJmR@E#XR�JmEJ(Z[R�VGnXJmabV4���mR¢µfabVP��J(VALIJ(�l«��Xn�ND�mR�JmjXkALIVINTM²±I#WcabZ}HI#XR
nXn�J(QI�mR�¼A��#XÌbZTLIVINcR�V}LIVA�XR�#
IR�V�NcR�NcR�Q.R�VGR�V¸`�ab#l��LGnlnXR����
LIVINcR�V¸LIVG2Q.R
n���J(Z}Z[R�V ¼AJmR[G��#l��LGn�EJmR

z
 "µfabZ}H.abVGR�VP�XR»IR�#U¯YR
nXjlkP°¢J(VE 

EJ(NDWcR�J(�fJ(V_FfQIk4«�VINDJ(NDWcR�J(�fNcR�NcR�Q�R�VGR�#®¯g#XÌ��cR�V8%
¶gJmRY´cab#�NcR�VGabZ}Z[R�VGR�VÐ`�R�#XR�J(VEMw�bjlkPLIVINcR�V�n�J(VGÄ�
L-Q.R�ND#�±IVGIR�V8%

Q1^»`�R�#XR�J(VEMÕ�bjXkGR�Vª¼AJmRfEJmR$E#XR�JmEJ(Z[R�VGn�JmabV4���mRY©�VGR�#�NDJmR�ND�mR�JmjXkALIVIN½MO±I#�WcabZ}HI#XR
nXn�J(QI�mR®¼A��#XÌbZTLIVINcR�VÄLIVP�XR�#�IR�V
NcR�NcR�Q.R�VGR�V-`�ab#l��LGnXnXR����
LIVINcR�V_LIVGÄQ�R
n���J(Z}Z[R�V¹¼AJmRYLIVA�XR�#�`�R�#�°@R�VGELIVIN»IR
n¢©�#�NcR�QIVIJmnXnXR
n�´cabVªFfLEM²NP�5 
Q.R�VP�XR�J(���c^¢EJmRUÎ�R�Z}H.R�#l����LI#�´cR�#��XR�J(�(LIVIN

T (z)
LIVG_EJmRU¶$JmjlkP�XR�´cR�#��XR�J(�(LIVIN

ρ(z)
J(V¹F$QIk4«�VINDJ(NDWcR�J(�YNcR�NcR\ 

Q.R�VGR�#½¯Y#XÌ��cR�V8%�¶®��Q�R�J@Wb��VIV EJmRÆ¶gJmnXn�J(H4����JmabV NcR�NcR�VP±IQ.R�#UIR�#�· «�#�Z[R��mR�J(��LIVIN2ELI#XjXkÇIR�V Î�R�Z}H�R�#l�5 
��LI#�ND#l�bEJmR�VA�XR�V¹´cR�#�V4�bjlkI��«bnXn�J(ND�$°@R�#XIR�V8%
¶gJmRY´cab#�NcR�VGabZ}Z[R�VGR�VÐ`�R�#XR�J(VEMw�bjlkPLIVINcR�V�n�J(VGÄ�
L-Q.R�ND#�±IVGIR�V8%

j�^»`�R�#XR�J(VEMÕ�bjXkGR�V[¼AJmR�EJmR@E#XR�JmEJ(Z[R�VGn�JmabV4���mR�VU!Y�
´�JmR�#� ¼A�XabWcR
n� ¯g�mR�JmjlkPLIVINcR�V½M²±I#8WcabZ}HI#XR
nXn�J(QI�mR�¼A��#XÌbZTLIVINcR�V
LIVA�XR�#$IR�V-NcR�NcR�Q.R�VGR�V_`�ab#l��LGnXnlR����
LIVINcR�V_LIVG-Q.R
n���J(Z}Z[R�V2¼AJmR®EJmRU¯YR
nXjXkA°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�Xn�´cR�#��XR�J(�(LIVIN

u(z)J(VªF$QIk4«�VINDJ(NDWcR�J(�fNcR�NcR�Q.R�VGR�#g¯g#XÌ��cR�V_LIVGªIR
n¢VGa�jXkªLIVAQ�R�WD��VIVP�XR�V2¶g#�LGjXW�ND#l�bEJmR�VP�XR�V
∂p/∂x

%
¶gJmRY´cab#�NcR�VGabZ}Z[R�VGR�VÐ`�R�#XR�J(VEMw�bjlkPLIVINcR�V�n�J(VGÄ�
L-Q.R�ND#�±IVGIR�V8%

4^Äº�R�#XR
jlkIVGR�VÄ¼AJmR¢LIVA�XR�#�`�R�#�°@R�VGELIVIN½IR
n�Ú$J(VP°@R�JmnlR
n�EJmR�¶g#�LGjXW�´cR�#��XR�J(�(LIVIN
p(x, z)

J(Z µÃ��V4���GJ(V[F$QIk4«�VE 
NDJ(NDWcR�J(�YNcR�NcR�Q.R�VGR�#®¯Y#XÌ��cR�V8¬1°�R�VIV�EJmR½¯YR
nljXkP°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�TJ(VÐIR�#Yd_J(���XRUIR
nYµÃ��V4���mn ³ z = s/2

^fND�mR�JmjXk
!$LI�(�8nXR�J(VªnXab�(�Õ%



R�^ª¼AW�J(�
�
JmR�#XR�VÇ¼AJmRÆG�bnÃZ}J(��IR�#�º�R
EJ(VINDLIVINÐ´cabV¸F$LEMONP��Q.R�VP�XR�J(��4^Y´cab#��(JmR�NcR�VGIRÄ¯YR
nXjXkA°¢J(VGEJ(NDWcR�J(�Xn�HI#Xa�ÑG�
J(Z�µÃ��V4���Õ%

M\^Ë·¿JmRYND#Xa��[Jmn���IR�#$¶$#�LGjlW
p2

J(Z �$LGR�#XnXjXkIVIJ(���®CUJ(V_IR�#�d¹J(���XRÃIR
n�µÃ��V4���mn ³ z = s/2
^�Â

NA^»·¿JmR$«�VGIR�#���n�JmjlkËG�bn�©�#�NcR�QIVIJmn�´cabV»Î�R�J(����LEMONP��Q.RfQ1^�°@R�VIVÄEJmR$abQ.R�#XR�·¸��VGËJ(V �fLIkGR�QI�mR�J(QI�&%�º�R�ND#�±IVE 
IR�V¹¼AJmRTÖ"kI#XR®F$VP�+°@ab#��&%

Ú$J(VP°@R�Jmn�'Ø©�J(VGR|H4��#���JmR��(�mRÍ¶gJeÛ¾R�#XR�VP��J����(ND�mR�JmjXkALIVIN
∂h(x, z)/∂z = a(z)

k4���¸EJmRÍ���(�(NcR�Z[R�J(VGR �8ÌDnXLIVIN
∫

a(z)dz + f(x)¯YR�NcR�Q.R�V8'
ρm

¬
µ
¬
λ
¬
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¬
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¬
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¬
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¬
α
¬
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¬
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¬
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¬
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¯�h ] �
°�H�hi "±Wh(L_H ] s�hqe ] ���qH
s²GC��#K³fL UJ]JX s V H��q±´h ] ±JH�#jµt ·¶C "¯�MOH ] H²o6���j±WhqHN¸QH
sKnpor°¨h ] ±Wh XR^ H�h(�Ks ^ efL�I0e ] H ] �KH ] '

¹ º »k¼�½¾¼�¿fÀ6Á�Â ÃÅÄ
Æ º ½¾¼ µ Ä

VÈÇ #¨É�ÊÌËJÍtL�h(�j±JH ] IOeRsKh(��h(ÎFH ]cÏ e ] s��p� ] �KH ]4ÐÑUJ] ± ½ %

�FbÓÒ�H
s���h(L�L_H ] GChqHÔ±WhqH/¸k�qH�hqnpo UJ]JX ¶rÕ º×Ö�Ø µ0Ù[±JH�#ÚGC��#KefL��(h ] hqHRÍ<±WhqHÛ� U LÝÜOH�h(��I UJ]J^ �\É º ÉßÞÔ± U #KnKoà±JH ]
� UJ]J^ ��µ0á ºãâ UJ] ±/¶rá ºãâ X H�oC�&%

M3bÓÒ�H
s���h(L�L_H ] GChqHÔ±WhqH Ï efL�I0e ] H ] �KH ] ±JH
s\Ò���o ]J^�U #�ÎFH ] ÎFH ^ �Kef#KsÚµ Ø ÉKÙ UJ] ±Ñ¶ Ø ÉKÙ VÈÇ #N±t�fs\ä�H�h(�qnpotH ] Í<±t�fs
sKhqnKo´� U LåÜOH�h(��I UJ]J^ �jÉ Þ º ËÔ��L�� UJ]J^ ��µ6æ ºãçj»k¼7½Qè ÐéUJ] ±/¶Ræ ºê»Q¼CØÈ½ëè Ð ÙßìëM0H`í ] ±JH��&%

n�bÓÒ�H
s���h(L�L_H ] GChqHë±WhqHQä�H�h(�qnKotH ] M6��o ] ¶Rî ºïÖ�Ø µ0Ù VÈÇ #¨±t�fs¨ä�H�h(�qnKotH ] Í3±t�fs¨s�hqnKo/� U LåÜOH�h(��I UJ]J^ �¨É Þ º Ë_��L
� UJ]J^ ��µ3æ ºãç$»k¼�½Qè ÐéUJ] ±/¶Ræ ºª»k¼CØÈ½ëè Ð Ùßì²MOH`í ] ±JH��&%

±6bÓ¯�# VYÇ �(�(�j±t�fsk¸QH
sKnKoC°¨h ] ±Wh XR^ H�h(�Ks V H��q±ð±WhqH Ï e ] ��h ]CU h(�pñ��Ks X �qH�hqnKo UJ]JXCò g4� ] M0H X # ÇJ] ±JH²±WhqH Tj] �"°�ef#��&%

¸QH X H�M0H ] ' ½ Í Ð ÍJµOá ºãâ Ít¶rá ºóâ ÍWµ6æ ºãçj»k¼&½ëè Ð Í6¶Ræ ºª»k¼CØÈ½ëè Ð Ùßì

a
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¯�h ] HÓÎFH�#�� U s�� V #KH�hqHÓ� U L�I0H V ³f#K±JH�#����Ñ�fsKsKH�#����khqnKoC�KH��3Í ^ h ] H�LÔ����hqspnKotH/dkhqs ^ eRs�h(�pñ���	6b\� U sÚH�h ] H�L X #Ke�
FH ]
Ò�H�o6ñ��(�KH�#�����Ès�% T MJMJh(�q± UJ]JX bQ± U #KnpoÑH�h ]�� efoJ#²±JH
s�� U #KnKoJL_H
sKspH�#Ks�6Í*±JH�#���ñ ]JX H�� UJ] ±¡±JH�#²GW� ] ± ^ ef# ]  
#p� U oJh XR^ H�h(�����h ] H�h ] H ] ot³fotH�#k�(hqH X H ] ±JH ] Ò�H�o6ñ��(�KH�#�� ì % T$U s$±JH�L��keCnporM0H�o6ñ��(�KH�#�� ì sK��#K³fL[�ë±t�fs��Ñ�fspsKH�#UJ] �KH�#k±JH�#jmJ#KH�hqs���#p��oJ�(M0H
±Wh ]JXRUJ]JX ± U #KnKoðH�h ] H ] � U spnKo ^ efI V h ] sjmJ#KH�hqHR%��kH�#�� U spnKo ^ efI V ��L Ò�e�±JH ] ±JH
sjÒ�H` 
o6ñ��(�KH�#Ks�� ì �·GC�KH��(�qH\lFb��(hqH X � U L ±WhqH �k³fotH ! Ç M0H�#$±JH�#��Ñ�fspsKH�#Ks�IJhqH X H��qefM0H�##"3ñfnKotHÚ±JH
s$Ò�H�o6ñ��(�KH�#Ks�����%��khqH
�Ñ�fsKsKH�#KsKIJhqH X H��qefMOH�##"3ñfnpotHk±JH
sBÒ�H�o6ñ��(�KH�#Ks$� ì o6����±WhqH%�k³fotH�& X H X H ]rÇ M0H�#�±JH�L TjU sK��#�h(���B±JH
s'� U sKnpo ^ efI V H
s�%
�QH�# X H
sp��LN�KH T$U s���#�h(���Ks)( U H�#KsKnpo ] h(����±JH�#$�:³�nKotH�#�±JH
s*� U sKnpo ^ efI V H
s¨� ] ±JH�#¨GC�KH��(�qHkl²MOH���#pñ X �$+�,R%C¯�sB��#KH��KH ]
V ef� X H ] ±JH�d�H�#�� U s��KH�h ] ±JH�L � efoJ#��qH�h(� UJ]JX sKs.-Ws��KH�L � UWV ' � efoJ#�#KH�h(M UJ]JX s�ÎFH�#�� U s��KH0/21 h ] ±JH�L � efoJ#[ÎFe ] ±JH�#
GC�KH��(�qH²a�MJhqs�� U #BGC�KH��(�qH�PWÍR¯�h ] ��#�h(���Ks�ÎFH�#�� U s��KH�354ÔM0H�h(L ¯�h ] ��#�h(����±JH�#BGC��#K³fL UJ]JX h ] ±t�fs � efoJ#�� ] ±JH�#BGC�KH��(�qH²aRÍ
Ï # Ç L�L_H�#�ÎFH�#�� U s��KH�376 UJ] ± T$U s���#�h(���Ks�ÎFH�#�� U s��KH8359àMOH�h(L TjU sps���#K³fL_H ] � ] ±JH�#ëGC�KH��(�qHÚPW%:�kH�# TjU 
FH ] ±W# U n ^
M0H���#pñ X �<;:=�%>�khqHë� UWV ±t�fs�d�ef� U L_H ] MOH��&e X H ] H T #�MOH�h(�¨±JH�#¨� U L�I0H$hqsK�@?�A¤%�m Ç #�±JH ] m6���(�·ÍW±t�fsKs�±WhqHQ� U L�I0H
X H ] � U sKe²Î�hqH��B�Ñ�fspsKH�# V ³f#K±JH�#��&ÍC±t�fspsB±WhqHëGCIJhqH X H��(ot³fotH�& h(L Ò�H�o6ñ��(�KH�#@� ì ^ e ] s��p� ] ��MJ�qH�h(MJ�&Í�M0H�#KH
nKo ] H$LÔ� ]±WhqH V ef� X H ] ±JH ] � H�#��KHR'

�FbC�khqH X H�L�h(���KH��(�KHÚ¸QH
sKnKoC°¨h ] ±Wh XR^ H�h(��D7E h(L � efoJ# �·GC�KH��(�qH[g¡b`%
M3bC�khqH T$U s���#�h(���Ks X H
sKnpor°¨h ] ±Wh XR^ H�h(��D7,²� U s�±JH�LF� U sKnpo ^ efI V �·GC�KH��(�qHNlFb`%
n�bC�QH ]´T$U sKs���#K³fL�( U H�#KsKnKo ] h(����+�,²��LG� U sKnpo ^ efI V �·GC�KH��(�qH[lFb`%
±6bCHßs��¨±WhqHNGC��#K³fL UJ]JX h ] ±JH�L � efoJ#�±JH�#���ñ ]JX H�¾����L�h ] ��#je�±JH�#�� U #�M U �qH ] � ò
H�bCHßs��¨±WhqHH ]J] H ] °�� ] ±c±JH
s � efoJ#KH
s¨oI-W±W#p� U �(hqsKnpo X ������� ò

�$h ] °BH�hqs�' Ò�H�h(L T$U s���#�h(����� ] ±JH�#�GC�KH��(�qHQP[hqs�� ^ H�h ] H mt#KH�hqs���#p��oJ�(MOH
±Wh ]JXRUJ]JX � U ÎFH�#�°�H ] ±JH ] %J�$hqH$d�H�#�� U s��KH
h ] ±JH�#�GC��#K³fL UJ]JX h(LK� U sKnpo ^ efI V s�h ] ±ÔÎFH�# ] �fnKoJ��ñfsKs�h X M6��#&%J�khqHQGC��#K³fL UJ]JX h(L Ò�H�o6ñ��(�KH�#L� ì hqs��ÎFH�#�� U s�� V #KH�h·%M�khqH X H
sp��L[�KH GC��#K³fL UJ]JX¡^ � ]J] L�h(�Ú±JH�#�H�h ] ±Wh(L_H ] s�hqe ] ���qH ] GC��#KefL V �f±JH ] ��otH
ef#�hqH
MOH
sKnpoJ#�hqH�MOH ] °BH�#K±JH ] %

¸QH X H�M0H ] 'N� ºãâ ËRËRË��PO èRQ , Í>	 ºóâ�¼7â Ë À�S Q ì è�T ÍIO ºVU )XW Qðè�T ì Í>� ºVY Ë Q�Q ÍP� ºãâ Ë Q ÍP� è � � º[Z ËRËJÍ
376 º ËW) Y Í�359 ºãâ )X\WÍB354 º ËW)X]WÍ^/J1 º ËW) Ë Z Í�! ºª» Ë Q ÍB& ºãâ�Q Í2?�A º \fËRË ¼râ Ë ,�_ èRQ ì

P
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c  (r )221c (r )1

1 2

3

R1
r1

R2

z

x

x

�khqH_�ef�(h(�&H�h�sKH����
�NMOH�h X #Ke�
FH ] d�H�#p� ] s��p���(� UJ]JX H ] L�h(� X H�°����(��MOH�#KH�h(�KH ] �H�#KsKe ] H ] spe X % �Ñ�fsKsKH�#�°�H�# V H�#\H�h ] %
�QH�#��Ñ�fspsKH�#�°BH�# V H�#��Åhqs�� Ç M0H�#kH�h ] H�G�nKoJ#p� U M0H ] ÎFH�#�MJh ] ± UJ]JX � ] H�h ] H ] ä�� ]J^ h(L �kH
n ^ MOH�#KH�hqnpo¡±JH
skm3��oJ#¤ 
�&H UJX sQm¾� ]JX H5"3� ] sKnpor� ��H ]J] H ] ± U #KnKoJL_H
sKsKH�#²±JH
s � efoJ#KH
s���,�b`% TjU sQ��������� X # ÇJ] ±JH ]¡^ � ]J] ±JH�# TjUWV M6� U ±JH
s
�Ñ�fsKsKH�#�°�H�# V H�#Ks ] hqnpor�Qs.-CL�L_H���#�hqspnKo4H�# V ef� X H ] %BH ] ±JH�#��$L X H�M UJ]JX otH�#�#KsKnpor�ë±JH�#��$L X H�M UJ]JX sK±W# U n ^ ; = %�H ]
±JH�# � efoJ#Ks���#K³fL UJ]JX h(L Ò�H�#KH�hqnKoÌ±JH
sÚm��� ] sKnKotH
s �·GC�KH��(�qH´lFb[otH�#�#KsKnpor�_±JH�#��k# U n ^ ;B,f%M�$hqH´¸QH
spnKor°¨h ] ±Wh X  
^ H�h(�Ks�IJ#Ke�ít�qH¡��L � � ] ±�±JH�# � efoJ#p� U s���#�h(���KH a UJ] ±ïP L�h(� ±JH ][� �f±WhqH ]�� � UJ] ± � ì °�H�#K±JH ] ± U #KnKoê±WhqH
¸k�qH�hqnpo UJ]JX H ]

D � Ø
	 Ù º D�� =� ¼CØ¤â�ç 	 ì�
� ì � Ù Ä

D ì Ø
	 Ù º D�� =� ¼CØ¤â�ç 	 ìì� ìì
Ù

M0H
sKnKoJ#�hqH�M0H ] %2�khqHNGC��#K³fL UJ]JX ��#�h(���$���qs�mJ#KH�hqsK��#p��oJ�� U s�±JH�LG�Ñ�fspsKH�#�°BH�# V H�#$� U s&%

�FbÓÒ�H�#KH
npo ] H ] GChqH�±WhqH�g4�fsKsKH ] s���#K³fL_H��Q � UJ] ±��Q ì � ] ±JH ]�� efoJ#p� U s���#�h(���KH ] a UJ] ±�PWÍfsKe&°¨hqH�±JH ]\X H
sp��L[�KH ]g4�fsKsKH ] sK��#KefL �Q���� � %
M3bÓÒ�H�#KH
npo ] H ] GChqH´±WhqH Ï #pñ V �KH´±WhqH/ÎFe ] ±JH�#ÛGC��#K³fL UJ]JX � UWV ±WhqH´m��� ] sKnporÎFH�#�MJh ] ± UJ]JX h ] µ6 pÍ<¶r UJ] ±��f 
� hqnKoC� UJ]JX � U s X H Ç MJ�¨°BH�#K±JH ] ÍW°�efMOH�h*±t�fsj¸QH
sKnpor°¨h ] ±Wh XR^ H�h(�Ks�IJ#Ke�ít�±JH
s@�Ñ�fsKsKH�#Ks�h(L Ò�H�#KH�hqnKo´±JH
s�m��� ]  
spnKotH
s �·GC�KH��(�qH\lFb����qs ^ e ] s��p� ] �8��D7, º���������� )?bBM0H���#p�fnKoC�KH��$°�H�#K±JH ]´^ � ]J] %

n�bÓÒ�H�#KH
npo ] H ] GChqH$±t�fs�#KH
s U �(��hqH�#KH ] ±Ûg efL_H ] �! #"RÍC±t�fs�� UWV ±JH ] m��� ] sKnKo °¨h(# ^ ��L�h(�B±JH ] h ]ÛT$UWVÈX ��MOH ] �KH�h(�
M3bBM0H�#KH
nKo ] H��KH ] Ï #pñ V �KH ] %B�ë��MOH�h ^ � ]J] ÎFef#p� U s X H
sKH����
�$°BH�#K±JH ] Í6±t�fsps 	 �%$ A � UJ] ± 	 ì $ A ì hqsK�&%

�$h ] °BH�hqs�' �$hqH[G�npor°�H�# ^ #p� V � ^ � ]J] h ] ±JH�#�Ò�H�#KH
nKo ]CUJ]JX ÎFH�# ] �fnpoJ��ñfsKs�h X �$°BH�#K±JH ] %
¸QH X H�M0H ] 'N�3ÍJA �&Í2A ì Í � ��Í � ì ÍJD&� =� Í ;B,fÍ ; = Í'��,RÍJD7,

l
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u(z)h / 2

h / 2

U

−U

x

z

¸QH X H�M0H ] spH�h�H�h ] H\h ]J^ efL�IJ#KH
sKs�h(MJ�qHRÍO� U #�M U �qH ] �KH UJ] ±ðh ] ±JH�#kµt �R "¯�MOH ] HÚH�M0H ] HÚGC��#K³fL UJ]JX �
°¨hqsKnKotH ] �
°�H�h
L�h(�j±JH�#$¸QH
spnKor°¨h ] ±Wh XR^ H�h(��� X H X H ] H�h ] � ] ±JH�#jM0H�°BH X �KH ] Í UJ] H ] ±W�(hqnpo � U s X H
±JH�o ] �KH ] ���������KH ] %
�ë�fs�¸ëH
sKnKoC°¨h ] ±Wh XR^ H�h(�Ks�IJ#Ke�ít�:hqs��Bh ] GC��#K³fL UJ]JX s�#�hqnKoC� UJ]JX � U s X H�MJh(�q±JH��&% �khqHj�&H�h(���(hqnpo X H�L�h(���KH��(�KH²¸QH
spnKor°¨h ]  
±Wh XR^ H�h(��hqs��

	
¹/º�� 
¹ 
Æ�
L�h(�


¹/º���Ø �CÙ Ä 
Æ_º Ë )
�QH�#j��#p� ] ±W���qsKnpotH[gðhqsKnKo UJ]JX s�°BH X hqs�� X H X H�M0H ] ± U #KnKo:'

A Ø �CÙ º��& ¼�� & ì ç � ì�� Ä
L�h(�j±JH�# Ï e ] s��p� ] �KH ] � UJ] ±/±JH�L T Mts��p� ] ± &´±JH�#�M0H�hq±JH ] ���������KH ] %

�FbÓÒ�H
s���h(L�L_H ] GChqHÓL�h(�_±JH�#ÔÒ�e U sKs�h ] H
s)(r Tj]J] ��oJL_H/±WhqH´� U #�M U �qH ] �KH G�npo U Mts�I6� ]J]CUJ]JX�� Ã º ç � ¹������ h ]
T MJo6ñ ]JX h XR^ H�h(�$±JH
s X H X H�MOH ] H ] gðhqsKnpo UJ]JX s�°�H X H
s UJ] ±/±JH
sQ¸QH
sKnpor°¨h ] ±Wh XR^ H�h(�Ks X #p�f±WhqH ] �KH ] %

M3bÓÒ�H�h ^ e ] s��p� ] �KH�L �k# U n ^ 
; UJ] ± efo ] H\g4�fsKsKH ]J^ #pñ V �KHNhqs��kh ] ±JH�#²GC��#K³fL UJ]JX ±WhqH_G�nKo U Mts�I6� ]J]rUJ]JXc^ e ]  
sK�p� ] � UJ] ±´H
s X h(�(�&'

� � 
¹� � ç � ¹ � � � º ���! T É�) )

Ò�H�#KH
npo ] H ] GChqH²±t�fs$¸ëH
sKnKoC°¨h ] ±Wh XR^ H�h(�Ks�IJ#Ke�ít� 
¹<Ø �CÙ�� U 
FH�#�o6���(Mð±JH�#�ÎChqs ^ eRsKH ] � ] �KH�#KsKnKoJhqnpor�&%
�$h ] °BH�hqs�' TjU 
FH�#�o6���(Mc±JH�#jÎChqs ^ eRspH ] � ] �KH�#KsKnKoJhqnpor� ^ � ]J] ±JH�# � H�h(M UJ]JX sp� ] �KH�h(�±JH�#kG�nKo U Mts�I6� ]J]rUJ]JX ÎFH�#¤ 

] �fnKoJ��ñfsKs�h X �j°BH�#K±JH ] % ¹<Ø � º ËrÙ¨H�# X h(MJ�js�hqnKo � U s�±JH�#kGP-�L�L_H���#�hqHR%
¸QH X H�M0H ] 'N�#" ^ e ] s��&Í � " ^ e ] s��&Í2&$" ^ e ] s��
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gðh(�*�$h(� V H�±JH
sBh ] ±JH�# T MJMJh(�q± UJ]JX\X H��&H�h X �KH ] gðH
sKsps.-�sK�KH�L_s�sKef�(�qH ] ±WhqH ��U otH�M0H
±Wh ]JXRUJ]JX H ] h ] H�h ] H�L Ï H
spsKH��
M0H
s���h(L�L[�²°�H�#K±JH ] % �ë�fsëgðH
spsKs.-Ws��KH�L MOH
s��KH�oC�[� U sëH�h ] H�# Ç M0H�# ^ #�h(��hqsKnpo ± U #KnKots���#K³fLN�KH ] ���
ÎR���i � Ç spH UJ] ±
H�h ] H�L h ] ±WhqH\ä�H
s��Ks���#KH
n ^ H�H�h ]JX H�MJ#p�fnKor�KH ] ��h(�Kef�¤ ßGC�p� U #KefoJ#&% T L ��h(�Kef�¤ ßGC�p� U #KefoJ#²°¨h(#K±4H�h ] H ��U otH��KH�L�I0H` 
#p��� U #�� ,�� Þ º ] Y \�� UJ] ± H�h ] GC�p� U ±W# U n ^ ;:,�� Þ º Ë Ä	� W�
�� 	 X H�L_H
sKspH ] %:�QH�#�� U #KnKoJL_H
sKspH�#[��L ¯ ] ±JHÚ±JH�#
���&Îf���i � Ç sKH��·GC�KH��(�qHQPFb<M0H���#pñ X � � ì º Ë Ä&â ] Q %P�kef#���°¨h(#K± H�h ] H$ä�H�L�IOH�#p��� U #�ÎFe ] � ì º \�W�W�� X H�L_H
sKspH ] %
�khqH@� UWV �<°¨h(#K±_���qshq±JH&���qH
sB¸ë�fsM0H���#p�fnKoC�KH�����H-spH ] ��#KefI0H ] H��I0e ] H ] � � ÍF¸ë�fs ^ e ] s��p� ] �KH � b`% �khqH�GC��#K³fL UJ]JX hqs��^ efL�IJ#KH
sKs�h(M0H��·ÍRH�h ] ±Wh(L_H ] s�hqe ] ���·ÍCs��p����hqe ] ñ�#&Íf#KH�h(M UJ]JX s V #KH�h UJ] ±ÚMJhqs�� U #�ä�H
s��KsK��#KH
n ^ H �·GC�KH��(�qH�PFb�hqsKH ] ��#KefI:% �khqH
�ªñ ] ±JH�s�h ] ±[�f±Wh���M6���&% TjUWV ��#KH��KH ] ±JH�GC�K³�
FHBs�h ] ±[���qs ] hqnKor�hqsKH ] ��#KefI UJ] ±[���qs�H�h ] ±Wh(L_H ] s�hqe ] ����� U M0H���#p�fnKor�KH ] %
� U H�#KsKnpo ] h(���Kspñ ] ±JH�# UJ]JX H ] ± U #KnKoc±t�fs$¯�h ] MJ#�h ]JX H ] ±JH
sj��h(�Kef�¤ ßGC�p� U #KefoJ#Ks ^ ³ ]J] H ] ÎFH�# ] �fnpoJ��ñfsKs�h X �j°�H�#K±JH ] %

�FbÓÒ�H�#KH
npo ] H ] GChqH²±WhqH �jU otH�°BH�#��KHL; Þ Í � Þ UJ] ±�� Þ h(L Ï H
sKsKH��·%
M3bÓÒ�H�#KH
npo ] H ] GChqH²±JH ] � U #KnKoJL_H
spsKH�#��0��h(L�H ]JX s��KH ] � U H�#KsKnKo ] h(���k±JH�#�� Ç sKHR%
n�bÓÒ�H�#KH
npo ] H ] GChqH²±JH ] g4�fsKsKH ] s���#KefL �Q ± U #KnKoc±WhqH� Ç sKHR%

�khqH_GC��#K³fL UJ]JX ± U #Knpo ±WhqH����
ÎR���i � Ç sKHÚÎFefL Ï H
sKsKH��<MJhqsQ� U #NGC�KH��(�qH_P sKef�(��L�h(�ëH�h ] H�L ]rU L_H�#�hqspnKotH ] ��#Ke� 
X #p��L�L´ÍR±t�fs�±WhqH�H�h ] ±Wh(L_H ] s�hqe ] ���qH ^ efL�IJ#KH
sps�h(MJ�qHjGC��#KefL V �f±JH ] ��otH
ef#�hqH�ÎFH�#�°�H ] ±JH��&Í ] �fnKo X H�#KH
npo ] H���°BH�#K±JH ] %

±6b0� H��qnpotH[¯�h ] sK�KH��(� UJ]JX H ] °�ñ�oJ�qH ] GChqHQMOH�h:±JH�# TjU s�°���oJ��±JH�#�IJoP-�s�h ^ ���(hqsKnpotH ] �<��#p��L_H��KH�# ò
H�b0�ïhqH X #Ke�
ëL U sKs�±t�fs �$# U n ^ ÎFH�#�o6ñ��(� ] hqs ; ì è ; Þ ÎFefL �k# U n ^ � ] ±JH�#�GC�KH��(�qHjP$� U L ��U otH
±W# U n ^ ; Þ X H�°�ñ�oJ�(�°�H�#K±JH ] ÍR±t��L�h(���
°¨hqsKnKotH ] ±JH�L Ï H
sKspH�� UJ] ±�±JH�#�GC�KH��(�qH¨PkH�h ] HBhq±JH&���qHL���
ÎR���i � Ç spH ] s���#K³fL UJ]JX M0H�#KH
nKo ] H��
°¨h(#K±*%

¸QH X H�M0H ] '�;B,�� Þ º Ë Ä	� W�
�� 	 Í�� ,�� Þ º ] Y \��àÍ�� ì º Ë Ä&â ] Q Í�� ì º \�W�W��àÍ � ºãâfÄ.Z Í � ºê» W �RQ ì èWØ T ì ¼ �¡Ù

u
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� U #KnKoêH�h ] H ] H�M0H ] H ] GCI6���(�Û�
°¨hqsKnKotH ] �
°BH�h UJ] H ] ±W�(hqnKo � U s X H
±JH�o ] �KH ] ���������KH ] �·GCI6���(��ot³fotH�&Ob�s���#K³fLN�
H�h ] h ]J^ efL�IJ#KH
sKsKh(MJ�qH
sj!kH�°¨�Ke ] sKnKotH
s$gðH
±Wh U L ���khqnpor�KH �WbBh ] � U s X H�MJh(�q±JH��KH�#&ÍOs��p����hqe ] ñ�#KH�#&ÍJ����L�h ] ��#KH�#ëGC��#K³� 
L UJ]JX �Ès�hqH�otH T MJMJh(�q± UJ]JX b`%��khqH²efM0H�#KH[���������KH²o6���j±WhqH ^ e ] s��p� ] �KHNä�H�L�I0H�#p��� U # � ì ÍJ±WhqH UJ] �KH�#KH[���������KHN±WhqH^ e ] s��p� ] �KH ä�H�L�IOH�#p��� U # � � � � ì�� � � b`%	�$o ] Hð±JH ] ¯�h ] " U sKsÓ±JH�# �khqsKsKh(I6����hqe ] s��KH��(�(�Ós�hqnpo�H�h ] Hð�(h ] H&��#KH
ä�H�L�I0H�#p��� U #�ÎFH�#��KH�h(� UJ]JX h ] ±JH�L GCI6���(�jH�h ] '

�¤a�b � Ø �CÙ º � ��
 ? � ¼ �&
L�h(��? � º � ì ç � �&%<�khqH ± - ] ��L�hqsKnpotHÓd$hqs ^ eRs�h(�pñ��Úñ ] ±JH�#���s�hqnpoéL�h(��±JH�#Úä�H�L�I0H�#p��� U # ] �fnKo V ef� X H ] ±JH�L¸QH
sKH����F'
��PFb ��Ø �QÙ º � Þ ¼� À6Á�Â����:À������
L�h(�j±JH�# Ï e ] s��p� ] �KH ]¡Ð %��ë��MOH�h*hqsK� � Þ ±WhqH²± - ] ��L�hqsKnKotH[d$hqs ^ eRsKh(�pñ���MOH�h:±JH�#$ä�H�L�I0H�#p��� U # � �j±JH�# UJ] �KH�#KH ]
���������KHR% H ] GC��#K³fL UJ]JX s�#�hqnpor� UJ]JX hqsK�Qspe&°BefoJ��±WhqHÚä�H�L�IOH�#p��� U #�ÎFH�#��KH�h(� UJ]JX ���qsë� U nKo ±WhqH_¸QH
sKnpor°¨h ] ±Wh XR^ H�h(�Ks¤ 
ÎFH�#��KH�h(� UJ]JX � U s X H�MJh(�q±JH��&%��QH�#�±WhqHNGC��#K³fL UJ]JX ��#KH�h(MOH ] ±JH �$# U n ^CX #p�f±WhqH ] �$hqsK� X H X H�MOH ] ± U #Knpo:'

��lFb � ;

� µ
ºãç��

L�h(�j±JH�# Ï e ] s��p� ] �KH ] � � � � Ërb`%��$hqH[¸Q#p�
Î�h(�p����hqe ] sKef�(�*M0H�# Ç n ^ s�hqnKoC��h X �$°�H�#K±JH ] %

�Fb0�ïhqHÛ��� U �KH ] ±WhqH/���(� X H�L_H�h ] H ] h ]J^ efL�IJ#KH
sKsKh(MJ�qH ] �
°BH�hq±Wh(L_H ] s�hqe ] ���qH ] !Q�
Î�hqH�#¤ ßGC�Ke ^ H
s¤ ß¸k�qH�hqnpo UJ]JX H ] h ]
^ ��#��KH
s�hqsKnpotH ] µt �R Ï e�ef#K±Wh ] ���KH ]ÌVÈÇ #_±WhqHÓ����L�h ] ��#KHðGC��#K³fL UJ]JX H�h ] H
s_!$H�°¨�Ke ] spnKotH ] g H
±Wh U L_s&Í�°�H ]J]
±WhqH²Ü0ñ�oJh XR^ H�h(� �ðº V Ø µ Ä ��ÙBh ]WV ef� X HkÎFe ] ä�H�L�I0H�#p��� U #KsKnKoC°�� ]J^�UJ]JX H ] ÎFe ] µ UJ] ± �_��MJo6ñ ]JX �&%J�ë��M0H�h0hqs��
VÈÇ #�±JH ] GCI6� ]J]CUJ]JX s��KH ] sKef#$±JH�#QGC�Ke ^ H
sKsKnKotH � H�h(M UJ]JX sp� ] sp�����\� ] � U °BH ] ±JH ] %

M3bC��H�h(�KH ] GChqH UJ] �KH�#ëd�H�#�°BH ] ± UJ]JX ±JH
sQh ] ±JH�# T MJMJh(�q± UJ]JX/X H X H�M0H ] H ] Ï e�ef#K±Wh ] ���KH ] s.-Ws��KH�L_s UJ] ± UJ] �KH�#
Ò�H�# Ç n ^ s�hqnpor��h XRUJ]JX ±JH�#NÎFe ] ±JH�#Úä�H�L�I0H�#p��� U #Ú��MJo6ñ ]JX h X H ] Ü0ñ�oJh XR^ H�h(�_� U s[±JH�#Ú¯�#�o6���(� UJ]JX s X �qH�hqnpo UJ]JX
±JH�#ëg4�fsKsKH UJ] ±4±JH ] UJ] �KH�#²�Fb�otH�# X H��qH�h(�KH��KH ] !k�&ÎChqH�#¤ ßGC�Ke ^ H
s¤ ß¸Q�qH�hqnKo UJ]JX H ] ±WhqH_¸k�qH�hqnKo UJ]JX H ] otH�#&Í0±WhqH
±WhqHëefM0H ]´X H ] � ]J] �KH\GC��#K³fL UJ]JX MOH
spnKoJ#KH�h(M0H ] %
�khqHQÎFef# X H ] efL�L_H ] H ] d�H�#KH�h ]WV �fnpo UJ]JX H ] s�h ] ±Ó� U M0H X # ÇJ] ±JH ] %

n�b´G ^ h(�
�
hqH�#KH ] GChqH( U ���(h(�p����h(Î/±JH ] ¸QH
sKnpor°¨h ] ±Wh XR^ H�h(�Ks�ÎFH�#���� UWV ¹Ø �CÙ�h ] ±JH�#QGC��#K³fL UJ]JX %
±6bÓÒ�H
s���h(L�L_H ] GChqH´h ]ïT MJo6ñ ]JX h XR^ H�h(� X H X H�M0H ] H�#/¸Q#K³�
FH ] ±WhqH¡¸QH
sKnKoC°¨h ] ±Wh XR^ H�h(� ¹Ø �CÙ_h(L sK��#K³fL_H ] ±JH ]

g H
±Wh U L´%
H�bÓÒ�H
s���h(L�L_H ] GChqH²±WhqH �k# U n ^ ÎFH�#��KH�h(� UJ]JX ; Ø µ Ä �CÙ�h(L GCI6���(�$°BH ]J] � ] ±JH�#kGC�KH��(�qH[µ º ËJÍ�� º ËW) � ] ¼ &ð±JH�#
�k# U n ^ ; Þ hqsK�&%

¸QH X H�M0H ] 'N�3Í � Þ Í ; Þ Í Ð Í�&:Í � ��Í � ì Í>OOÍ �
v
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u(t) = C1 ,
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ρ
r 1 '0.2 ��'=:;. 5 '=16='�k�

ν
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.'0. � 6;�.'�*0, j.� nk0,.
L = 20 m

�g*�:;2 .==.�
D = 500 mm

4 �* .'0.� q*�-'0. ,.+h;�� r
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t6� *0j 0�:; j.� q*�-'0. � p���2*0,=t.�*=�. ��.�.0 =6m6; �*+ l�*0j j.� � .'-*0, '0 - .'j. � 6;�.0
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pi = 444000 Pa
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r
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r
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r
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r
λL = 0.1

r
λl = 0.04
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r
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m.,k0,.

l
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r
v̄zm,1 = 3.4 · 10−3 m/s

r
v̄zm,2 = 0.1 m/s

r
ν = 1 · 10−6 m2/s

r
L = 3 m

r
D = 0.5 m

r
ρ = 1000 kg/m3
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ρLuft = 1, 205 kg/m3 r 5 '=16='�k�

µLuft = 1, 5 · 10−5 kg/(m · s)
4 0�:; 6- .0 ,.-�=.0 m.�j.0 � g .�
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�4 i.:;. � '0=�.*0,.0 mk;.0 p'. - .' j.� %*=m�; j.� &;�='1�'=:;.0 ����2 .�.��
- 4 % = � �0j- .j'0,*0, +h� j'. �*2 .�'1 - .0��',.0 p'. j.0 7 �==.0=��62 � o.=�'22 .0 p'. j.0 7 �=�

=.0=��62 +h� j'. � �2 '0=���2*0, �
:4 q�'�� '2 - .���:;�.�.0 9� j.= j't.�,.0�.0 � �2 '0= .'0 5.�j':;�*0,==�6== �*+ � o.,�h0j*0, �
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j 4 o.�.:;0.0 p'. j'. � .�06j=�s�; '2 .0,=�.0 �*.�=:;0'�� *0j �2 6- .�.0 �0j. j.= � �2 '0= +h�
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l.,.- .0 �
ρSand = 1500 kg/m3 r

ρLuft = 1.205 kg/m3 r
µLuft = 1.5 · 10−5 kg/(m · s)

r
D1 = 0.1 m

r
D2 = 0, 3 m

r
c1 = 50 m/s

r
h = 1 m

r
dSand(min) = 1.5 mm

r
dSand(max) = 20 mm

r
g = 9.81 m/s2
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H = 18 m
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z
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u = V ,

w = V · cos
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ω ·
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t −
x

V
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− g ·
x

V
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�4 z/=�'33 /1 p'/ �+= o/1 �1-/-/. /1/1 u/=:;v '1o'-2/'�/1 o'/ w63&61/1�/1 o/� =+.=��1�'//1
z/=:;/+1'-+1-

ax(x, z, t)
+1o
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�

z /1/11/1 p'/ o'/ {�=�:;/1 ,q� o'/ '3 u/=:;v '1o'-2/'�=,/o /1�;��/1/1 z/=:;/+1'-+1-=�1�/'/ �
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d1

~ � �=o+�:;3 /==/�
d2

~
%+=��'��=o+�:;3 /==/�

d3

4 =��y3� k+,� �s ':;�/
ρL
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νL

4 . '= �+ /'1/� �+�.'1/
3 '� o/� k/'=�+1-

L
�='/;/ %..'o+1-4 � s/� s�+:2 �1 o/� p�// # '=� 3 '�

p1

-/-/. /1 � j3 /1-=�/1
�+/�=:;1'�� o/� sq=/ �p�//

2
'1 o/� %..'o+1- �1':;� 3 �m=�l.':; 44 '=� /'1 t6;� �1-/=:;6==/1 ~

o/==/1 r'1��'�� +3 o'/ �y;/
H

q. /� o/3 ��==/�=&'/-/ /'1/= -/=:;6==/1/1 z/;l�/�= '/-� � s/�
z/;l�/� '=� 3 '� ��==/� �s ':;�/

ρW

4 -/,q� +1o =�/;� q. /� o/� ��==/�6. /��l:;/ +1�/� o/3 s�+:2
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�p��/:2/
3

�
4

'1 o/� %..'o+1-4 +1o
o/3 s+�:;3 /==/�

d3

3'� o/� �+�.'1/ n/�.+1o/1 � j1 o'/=/� t6;�/'�+1- ��/�/1 t/'.+1-=n/�+=�/ �+, �
s '/ p��y3+1- =/' '1 o/� -�1�/1 %1�-/ '1263&�/=='. / � {1�/� o/� 56��+==/��+1- ~ o�== =6v6; o'/
5/1�+�'�sq=/ �= �+:; o'/ �+�.'1/ n/�+=�,�/' ��. /'�/1 +1o 3 '� o/� %11�;3 / ~ o�== o'/ t6;�/'�+1-
o/� kl1-/

l
;xo��+'=:; -��� '=� +1o 2/'1/ r '1�+,n/�+=�/ �+,��/�/1 ~ . /�/:;1/ 3 �1 �

�4 s '/ u/=:;v '1o'-2/'�
c2

��1 o/� p�//
2

o/� 5/1�+�'�sq=/4 ~ o'/ /�,6�o/�':; '=� ~ +3 o�= ��==/�
'1 o/3 t6;� -/1�+ '1 o/� �y;/

H
�+ ;��/1 �

. 4 s/1 t/'.+1-=n/�+=�. /'v/��
λ

/1��1- o/� t6;�/'�+1- o/� kl1-/
l
�

:4 s /1 s�+:2
p5

�3 %+=��'�� �+= o/� �+�.'1/ �p�//
5

'1 o/� %..'o+1-4 �

� '1v/'= � s '/ -/=�3�/ p��y3+1- 2�11 �= /'1o'3 /1='61� . /���:;�/� v/�o/1 �
u/-/. /1 �

ρL = 1, 205 kg/m3
~

νL = 1, 503 · 10−5 m2/s
~

ρW = 1000 kg/m3
~

g = 9, 8 m/s2
~

p0 = 108540 Pa
~
p1 = 101012 Pa

~
d1 = 80 mm

~
d2 = 60 mm

~
d3 = 70 mm

~
l = 500 mm

~
H = 800 mm

~
L = 5 kW
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r'1/ t �o'�&+3&/ ,y�o/�� /'1/1 261=��1�/1 56+3 /1=��63 n61
V̇ = 10 l/s

/'1/= '1263&�/=='. /1
7 /o'+3 = o/� s ':;�/

ρ
� s '/ p��y3+1- ��'�� -/':;,y�3 '- +1o .�- � /'1/= �+;/1o/1 6��=,/=�/1 w66�o'�

1��/1=x=�/3 = o��,�/' o+�:; /'1/1 �� '�/1 %1=�+-=�+��/1 3 '� o/3 s+�:;3 /==/�
2 ·Ri = 1� Zoll =

31, 75 mm
'1 o�= k�+,��o /'1 � s /� %+==��y3 ��1o o/= k�+,��o/= ;�� /'1/1 s+�:;3 /==/� n61

2 ·Ra =
100 mm

� s '/ p��y3+1- n/�l==� o�= k�+,��o . /' /'1/� s�/;��; n61
n = 3540 min−1

3'� /'1/� t/�
��'n-/=:;v '1o'-2/'� �u/=:;v '1o'-2/'� '3 3 '��6�'/�/1o/1 w66�o'1��/1=x=�/3 4 n61

wrel,a = 3 m/s��1-/1�'� �+ o/1 k�+,��o=:;�+,/1 � s '/ k�+,��o=:;�+,/1 n/��+,/1 �3 %+=��'��=�+/�=:;1'�� ��o'� �
s '/ s ':2/ o/� k�+,��o=:;�+,/1 2�11 '3 %+=��'��=�+/�=:;1'�� n/�1�:;l=='-� v/�o/1 � %+m/�o/3 '=�
�+:; o/� r'1�+== o/� u��n'���'61 �+ n/�1�:;l=='-/1 �

�4 z/�/:;1/1 p'/ o'/ 16�v/1o'-/ p:;�+,/;y;/
b

�3 %+=��'��=�+/�=:;1'�� �
. 4 z/=�'33 /1 p'/ o�= 16�v/1o'-/ �//1o�/;3 63 /1�

M
�

:4 z/�/:;1/1 p'/ o'/ s�+:2/�;y;+1-
∆p = pa − pi

�v '=:;/1 r'1��'�� +1o %+=��'�� ~ o'/ o'/ t�o'��
&+3&/ /��/+-� � s �. /' '=� n6��+=-/=/��� ~ o�== o'/ �+3&/ n/�+=�,�/' ��. /'�/� +1o o'/ p��y3+1-
2�11 3 '� o/� /'1o'3 /1='61�/1 p��63 ,�o/1�;/6�'/ . /=:;�'/. /1 v/�o/1 �

u/-/. /1 �
V̇ = 10 l/s

~
2 · Ri = 1� Zoll = 31, 75 mm

~
2 · Ra = 100 mm

~
n = 3540 min−1

~
wrel,a = 3 m/s

~
ρ = 1000 kg/m3
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x2
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'1 ��1o1l;/ �+m/�;�. o/� n'=26=/1 {1�/�=:;':;� .'=
�+3 t�1o o/� u�/1�=:;':;� -'� �1 o/� p�// %� �

ū(y1) = U∞ ·

(y1

δ

)
1

7

.

z/=�'33 /1 p'/
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1l;/�+1-=v/'=/ /�3 '��/1 lm� � z/=�'33 /1 p'/ /1�=&�/:;/1o o/� n61 ���1o� -/��6,�
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∆
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ūmax = 3, 673 · 10−2 m/s

�

ū(r) = ūmax ·
(

1 −
r

R

)
1

7

;



( 3 u)<�611 )0 i6) k)0 u)���. k)� ���0k�<9:)0 5 6<9:,0.<n).h0.) �0 k)� i�)) u ( )6
r = (3·R)/4

�
93 u)�)9:0)0 i6) k6) �,)�<9:06��<.)1 6��)�) g)<9:n 60k6.&)6�
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Wasser (Dihte ρ, kinematishe Visosität ν) wird mittels einer Pumpe P (Leistung L) durh eine

Rohrsystem mit dem Volumenstrom V̇ aus dem Behälter S in den Behälter B gepumpt (siehe Ab-

bildung). Die Strömung durh das Rohrsystem ist reibungsbehaftet. Das Rohrsystem besteht aus

zwei Rohren mit untershiedlihen Durhmessern und mehreren Krümmern mit den Verlustbeiwer-

ten ζK,1 und ζK,2. Rohr 1 hat den Durhmesser d1, die Länge L1 und die Rauigkeit Ks,1, Rohr 2



hat den Durhmesser d2, die Länge L2 und die Rauigkeit Ks,2. Beim Einströmen in das Rohr 1 und

beim Ausströmen aus dem Rohr 2 entstehen zusätzlihe Drukverluste mit den Drukverlustbei-

werten ζE und ζA. Der Behälter S ist so groÿ, das man eine konstante Höhe h1 des Wasserspiegels

voraussetzen kann. Die Verluste in der Pumpe P und beim Ein- und Austritt der Strömung in bzw.

aus der Pumpe können vernahlässigt werden.

a) Berehnen Sie die Einströmgeshwindigkeit cE am Eintritt von Rohr1 und die Ausströmge-

shwindigkeit cA am Austritt von Rohr 2.

Unter Berüksihtigung der Pumpe und der Reibungsverluste berehne man in den Aufgabenteilen

b) und ) die Drukverluste ∆pV,ges und ∆pV,Rohre. Dabei sind die Verlustbeiwerte der beiden

Rohre λ1 und λ2 niht bekannt, so dass man eine andere Möglihkeit zur Berehnung der gesuhten

Drukverluste �nden muss.

b) Berehnen Sie den gesamten Drukverlust ∆pV,ges des Rohrleitungssystems.

) Berehnen Sie die Summe ∆pV,Rohre der Drukverluste in beiden Rohren die nur durh die Rei-

bung in Folge der Länge der Rohre hervorgerufen werden (∆pV,Rohre = ∆pV,Rohr1 +∆pV,Rohr2).

In der letzten Teilaufgabe d) sollen nun die noh unbekannten Verlustbeiwerte der beiden Rohre

λ1 und λ2 bestimmt werden

d) Berehnen Sie die Dike ∆ der viskosen Untershiht in beiden Rohren und entsheiden Sie

nun ob die Rohre hydraulish glatt sind oder niht. Berehnen Sie nun ohne Verwendung eines

Nikuradse-Diagramms die beiden Verlustbeiwerte λ1 und λ2 der beiden Rohre.

Hinweis: Die Strömung im Behälter S kann als reibungsfrei angenommen werden. Die gesamte

Strömung kann als eindimensional betrahtet werden.

Gegeben: ρ = 1000 kg/m3, ν = 1.28 · 10
−6 m2/s, g = 10 m/s2, h1 = 15 m, h2 = 60 m,

V̇ = 0.008 m3/s, d1 = 0.16 m, d2 = 0.08 m, L1 = 50 m, L2 = 80 m, ζK,1 = 0.2,

ζK,2 = 0.3, ζE = 0.98, ζA = 0.98, Ks,1 = 2.67·10
−4 m, Ks,2 = 6.67·10

−4 m, L = 4·10
3W



Aufgabe 2 (15)
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Stellen Sie sih vor, dass sie zum Geburtstag eine Fahrt in einem Heiÿluftballon geshenkt bekom-

men. Sie fragen sih, wie man als Ballonfahrer Ein�uss auf die Rihtung nehmen kann, in die sih

ein solher Ballon bewegt. Nehmen Sie in dieser Aufgabe an, dass sih der Heiÿluftballon in x- und

y-Rihtung ohne Shlupf mit der jeweiligen Windströmung mitbewegt. In einem Buh lesen Sie,

dass innerhalb der sogenannten planetaren Grenzshiht, die sih vom Boden bis zu einer gewissen

Höhe erstrekt, Betrag und Rihtung der Windgeshwindigkeit parallel zur x-y-Ebene von der Höhe

z über dem Boden (x-y-Ebene) abhängen. Die Geshwindigkeitskomponenten u und v des Win-

des in x- bzw. y-Rihtung können in dieser Shiht nah den folgenden analytishen Gleihungen

bestimmt werden.

u = U ·
(

1 − e−
z

H · cos(
z

H
)

)

,

v = U · e−
z

H · sin(
z

H
) .

U ist hierbei der Geshwindigkeitsbetrag des Windes oberhalb der planetaren Grenzshiht, der,

wie in der Abbildung dargestellt, nur eine Komponente in x-Rihtung besitzt. H ist eine Konstante.

a) Bestimmen Sie die Gleihung der Stromlinien in einer Höhe von z = 50 m über dem Boden.

b) Um welhen Winkel α weiht die Strömungsrihtung bei z = 50 m von der Rihtung von U ab?

) Bestimmen Sie die Komponenten x(t), y(t) und z(t) des Bahnkurvenvektors des Ballons im

Windfeld, der sih zum Zeitpunkt t0 = 0 s am Ort (x0, y0, 0) be�ndet und mit der konstanten

Geshwindigkeit W in z-Rihtung aufsteigt.

Gegeben: H = 417 m, U , W , x0, y0, z0 = 0, t0 = 0 s



Aufgabe 3 (16)
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Der Widerstand eines umströmten Körpers der Tiefe T soll berehnet werden. Hierzu wird das un-

gestörte Geshwindigkeitspro�l vor und nah dem Körper entlang der Linien DA und BC gemessen

(siehe Abbildung).

Das Anströmpro�l ist konstant mit der Geshwindigkeit U0. Am Auströmrand BC ergibt sih ein

Pro�l, das näherungsweise durh folgende Funktion dargestellt wird:

u1(z) =

{

U0

2
·
[

1 − cos

(

π · z
d

)]

für 0 ≤ |z| ≤ d

U0 für |z| ≥ d
.

a) Berehnen Sie den Massenstrom, der vom Körper verdrängt wird und jeweils durh die Beran-

dung AB bzw. CD ausströmt.

b) Berehnen Sie die Widerstandskraft, die von der Strömung auf den Körper übertragen wird.

) Bei der Umströmung des Körpers kommt es zur Ablösung der Strömung. Wie lautet das Ablö-

sekriterium?

d) Sie wollen die Umströmung des Körpers numerish berehnen. Welhe Einstellungen bei den

physikalishen Vorgaben müssen Sie vornehmen?

Hinweis: Die Strömung sei zweidimensional in x- und z-Rihtung, inkompressibel (Dihte des

Fluids ρ) und reibungsbehaftet. Die x-Komponente der Geshwindigkeit an den Beran-

dungen AB und CD sei U0. Der Druk an der Berandung ABCD sei p0.

Gegeben: ρ, U0, T , d, u1(z)



Aufgabe 4 (15)
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Gegeben ist ein mit Wasser (Dihte ρ, kinematishe Viskosität ν) durhströmter Kanal mit der

Breite b und der Höhe 2 · h (b = 0.015 m, h = 0.00375 m) (siehe Abbildung). Die Strömung ist

mit Red = 4000 turbulent, bezüglih des zeitlih gemittelten Geshwindigkeitspro�ls stationär und

in Strömungsrihtung (x-Rihtung) ausgebildet. Im Bereih der viskosen Untershiht steigt das

Geshwindigkeitspro�l vom Wert 0 linear auf den Wert 0.5 · U∞ an.

Das Strömungspro�l auÿerhalb der viskosen Untershiht lässt sih in einiger Entfernung von den

Seitenwänden näherungsweise wie folgt mit dem 1/7-Potenzgesetz beshreiben:

u∗
(z)

uτ

= k · (
uτ · h

ν
−

uτ · z

ν
)

1

7

a) Mit Hilfe des hydraulishen Durhmessers d = 4 · A/U (A ist die durhströmte Flähe, U der

durhströmte Umfang) lassen sih Kanäle mit niht-rundem Quershnitt berehnen. Ermitteln

Sie die Dike der viskosen Untershiht ∆ an der oberen bzw. unteren Wand.

b) Ermitteln Sie die Shubspannungsgeshwindigkeit uτ und den Reibungswiderstandsbeiwert cf

an der oberen bzw. unteren Wand.

) Bestimmen sie am Rand der viskosen Untershiht die Konstante k mit Hilfe der beiden Ge-

shwindigkeitspro�le. Wie groÿ ist die prozentuale Abweihung der Steigung des 1/7-Potenzge-

setzes in diesem Punkt? Wie lässt sih die Abweihung erklären?

Im Folgenden wird in der Kanalmitte (ShnittD-D) eine ebene, ausgebildete Strömung angeommen

(v = 0).

d) Ermitteln Sie die turbulente Shubspannung τt(z) im Bereih des Wandturbulenz in Abhän-

gigkeit der Mishungsweglänge l(z). Da sih die Strömung auÿerhalb der viskosen Untershiht

be�ndet, kann der reibungsbehaftete Anteil vernahlässigt werden.

Gegeben: ρ = 1000 kg/m3, ν = 1.01 · 10
−6 m2/s, b = 0.015 m, h = 0.00375 m, Re = 4000, l(z)
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Die Abbildung zeigt einen strömungsmehanishen Versuhsaufbau bestehend aus vier Abshnitten.

An ein gerades Rohrstük (Abshnitt 1O und 2O) shlieÿt sih eine ideale Lavaldüse (Abshnitt

3O) an, welhe wiederum in ein gerades Rohrstük (Abshnitt 4O) übergeht. Der Durhmesser der

Lavaldüse im engsten Quershnitt (s = s∗) beträgt D∗
= 0.15 m. Luft strömt von der linken Seite

mit der Mah-Zahl M1 (1.0 < M1 < M4 = 2.0) in den Versuhaufbau ein, wobei sih beim Übergang

von Abshnitt 1O nah Abshnitt 2O (s = X) der eingezeihnete senkrehte Verdihtungsstoÿ

einstellt. An den angebrahten Messpunkten liegen die Temperaturen T1 = 370 K, T2 = 491 K

und T4 = 300 K vor. Am Ende des Versuhsaufbaus kann man von einem geraden Freistrahl in die

Umgebung mit Umgebungsdruk pu = 1.0 bar ausgehen. Die Strömung ist stationär, eindimensional

und abgesehen vom eingezeihneten Verdihtungsstoÿ isentrop. Der Isentropenexponent ist mit

κ = 1.4 und die spezi�she Gaskonstante mit R = 287 m2/(s2 · K) gegeben.

a) Bestimmen Sie die Ruhewerte T0,3, p0,3 und ρ0,3 der Strömung in Abshnitt 3O.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der kritishen Werte im engsten Quershnitt den Massenstrom ṁ durh

die Versuhsanlage.

) Bestimmen Sie auf explizitem Weg die Mah-Zahlen M1 und M2 in den Abshnitten 1O und

2O.

d) Bestimmen Sie die Geshwindigkeit c2 sowie die Quershnitts�ähe A2 im Abshnitt 2O.

e) Bestimmen Sie zunähst die Gröÿen p2 und ρ2 in Abshnitt 2O nah dem Verdihtungsstoÿ und

hiermit die Gröÿen p1 und ρ1 vor dem Verdihtungsstoÿ in Abshnitt 1O.

f) Skizzieren Sie qualitativ die bestimmte Mah-Zahlverteilung des Versuhsaufbaus in das vorge-

gebene Diagramm.

Gegeben: D∗
= 0.15 m, T1 = 370 K, T2 = 491 K, T4 = 300 K, M4 = 2.0 > M1 > 1.0,

pu = 1.0 bar, κ = 1.4, R = 287 m2/(s2 · K)
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Zwei niht mishbare, inkompressible Newtonshe Flüssigkeiten �ieÿen unter dem Drukgradienten

dp/dx stationär und laminar durh einen ebenen horizontale Spalt. Die Strömung beider Flüssig-

keiten ist eben und in x-Rihtung ausgebildet. In der unteren Hälfte des Spaltes �ieÿt das Fluid 1

(dynamishe Zähigkeit µ1) in der oberen Hälfte das Fluid 2 (dynamishe Zähigkeit µ2). Die Trenn-

�ähe beider Flüssigkeiten ist eben und hat den Abstand H von der oberen und von der unteren

Wand. Für die Dihten der Fluide gilt ρ1 > ρ2 und für die dynamishen Zähigkeiten µ1 > µ2. Der

Ein�uss der Gravitation kann vernahlässigt werden.

a) Vereinfahen Sie die inkompressible dreidimensionale Kontinuitätsgleihung unter den gege-

benen Voraussetzungen für beide Fluide und bestimmen Sie daraus die z-Komponenten der

Geshwindigkeiten beider Fluide.

b) Vereinfahen Sie die inkompressiblen dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleihungen unter den

gegebenen Voraussetzungen und mit dem Ergebnis von a) und bestimmen Sie die Di�erential-

gleihungen, die die Geshwindigkeitsverteilungen in beiden Fluide beshreiben.

Die in den Aufgabenteilen a) und b) vorgenommenen Vereinfahungen sind zu begründen.

In den folgenden Aufgabenteilen gilt für die dynamishen Zähigkeiten µ1 = 3 · µ und µ2 = µ.

) Berehnen Sie aus den Di�erentialgleihungen die Geshwindigkeitsverteilungen u(z) der beiden

Flüssigkeiten in Abhängigkeit gegebener Gröÿen und des noh unbekannten Drukgradienten

dp/dx. Dabei ist vorausgesetzt, dass die Geshwindigkeiten in beiden Fluiden an der Trenn�ähe

keinen Shlupf aufweisen, d. h. gleih groÿ sind und Spannungsgleihgewiht herrsht.

d) Skizzieren Sie die Geshwindigkeitsverteilungen u(z) und die Shubspannungsverteilung τ(z)

im gesamten Spalt.

e) In welher Ebene z = konst. ist die Shubspannung im Spalt gleih Null (τ = 0)?

Gegeben: µ, H
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Die Abbildung zeigt shematish den Zu- und Ablauf eines Wasserspeihers, in welhem stets der

konstante Druk pI herrsht; der Umgebungsdruk ist mit p0 = 1 bar gegeben.

Das ausströmende Wasser verlässt den Speiher über eine unterirdishe Rohrleitung der Län-

ge l1 = 20 m, dem Durhmesser d1 = 25 mm und der Sandkornrauhigkeit ks. Dabei stellen

sih Einströmverluste (ζE = 0, 3) sowie Verluste infolge der Reibung entlang der Rohrinnenwand

1



(λ1 = 0, 05) ein. Am Ende der Rohrleitung be�ndet sih ein 45
◦-Krümmer (ζK1 = 0, 15) gefolgt von

einer Düse, die shlieÿlih eine Quershnittsverengung auf dD1
= 20 mm verursaht. Die zwishen

den Punkten K und D auftretenden Verluste (ζD1
= 0, 4) wurden mit Hilfe der Geshwindigkeit

cD1
am Ende der Düse bestimmt. Das hier als Freistrahl unter dem Winkel α = 45

◦ austretende

Wasser beshreibt unter Vernahlässigung weiterer Verluste die dargestellte Parabelform.

Der Zulauf in den Wasserspeiher ist über ein Shwimmer-Pumpen-System geregelt, das den

Speiherwasserspiegel konstant auf h1 = 10 m hält. Aus einem Brunnen (Grundwasserspiegel G

be�ndet sih h3 = 1 m unter dem Erdboden) fördert hierfür die verlustfrei arbeitende Pumpe P

Wasser durh eine l2 = 15 m lange Rohrleitung mit dem Durhmesser d2 = 50 mm nah oben,

so dass es oberhalb des Wasserspiegels W (h2 = 0, 5 m) als Freistrahl in den Speiher ein�ieÿt.

Hierbei ist mit Verlusten aufgrund der Reibung entlang des Rohres (λ2 = 0, 03) sowie in Folge eines

90
◦-Krümmers (ζK2 = 0, 3) zu rehnen.

a) Berehnen Sie den Druk pI unter der Annahme, dass das Wasser die Düse an der Stelle D mit

der Geshwindigkeit cD1
= 3, 42 m/s verlässt.

b) Ist die Strömung innerhalb des unterirdishen Rohres laminar oder turbulent? Kann die Roh-

rinnenwand als hydraulish glatt bezeihnet werden?

) Bestimmen Sie mit Hilfe eines Stromfadens von D nah S die maximale Parabelhöhe H.

Die Düse stromab des 45
◦-Krümmers wird nun durh ein gerades verlustfreies Rohrstük

(ζD2
= 0) gleiher Länge und Durhmesser dD2

= d1 ersetzt.

d) Wie groÿ ist nun die sih einstellende Austrittsgeshwindigkeit cD2
im Punkt D?

e) Wie groÿ ist nun der Betrag Lp der Brunnenpumpleistung?

Gegeben: ρ = 1000 kg/m3, ν = 1, 28 · 10
−6 m2/s, g = 10 m/s2, h1 = 10 m, h2 = 0, 5 m,

h3 = 1 m, d1 = 25 mm, d2 = 50 mm, dD1
= 20 mm, dD2

= 25 mm, l1 = 20 m,

l2 = 15 m, cD1
= 3, 42 m/s, ζE = 0, 3, λ1 = 0, 05, λ2 = 0, 03, ζK1 = 0, 15, ζK2 = 0, 3,

ζD1
= 0, 4, ζD2

= 0, p0 = 1 bar, d1/ks = 400, α = 45
◦

2



Aufgabe 2 (16)

Gegeben ist die Strömung eines Fluids in der x,y-Ebene mit den Geshwindigkeitskomponenten:

u =
2 · t − 1

x
,

v = 4 · y .

für t > 0.

a) Bestimmen Sie die Drehung des Strömungsfeldes. Ist die Strömung rotationsfrei?

b) Ist die Strömung stationär oder instationär?

) Man bestimme die Gleihung der Stromlinien y = f(x, t) die zu einem beliebigen Zeitpunkt

t0 > 0 durh den Punkt P = (x0, y0) gehen.

d) Bestimmen Sie die Komponenten x(t) und y(t) des Bahnkurvenvektors für das Teilhen, das

sih zum Zeitpunkt t0 > 0 am Punkt P(x0, y0) be�ndet.

e) Bestimmen Sie die Gleihung der Streihlinie x = f(y, t) durh den Punkt P(x0 = 1, y0 = 1)

zum Zeitpunkt t > 0. Wie lautet die Gleihung für t = 1/2?

f) Berehnen Sie die x- und y-Komponente der substantiellen Beshleunigung eines Partikels im

Punkt Q(xQ = 2, yQ = 1) zum Zeitpunkt t = 5, das sih shlup�rei mit der Strömung mitbe-

wegt.

Gegeben: x0, y0, xQ, yQ, t0, P, Q

3



Aufgabe 3 (15)
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In den unteren Bereihen der Skigebiete ist man in den letzten Jahren immer mehr auf künstlihen

Shnee angewiesen, um ein Skifahren zu ermöglihen. Dabei kommen so genannte portable Shnee-

kanonen (siehe Abbildung) zum Einsatz. Über einen Propeller, dessen Ein�uss auf das System

vernahlässigt werden kann, wird Wasser (ρH2O
= 1000 kg/m3) zu Shnee (ρSchnee = 400 kg/m3)

gewandelt, welher die Kanone an der Stelle 2 in der Höhe h = 0, 6 m mit einem Volumenstrom

von V̇2 = 63 m3/h verlässt. Aufgrund von Reibungsein�üssen bildet sih am Kanonenausgang

ein parabolishes Pro�l aus. Die runden Ein- und Auslassö�nungen haben einen Durhmesser von

D1 = 0, 2 m und D2 = 0, 4 m. Der Shwerpunkt des Systems liegt bei l = 0, 5 m. Das Gewiht

des Wasser- Shneegemishes in der Kanone kann mit 10 kg angenommen werden. An der Stelle 1

herrsht ein Druk von p1 = 4 bar in der Umgebung ein Druk von p0 = 1 bar.

Hinweis: Das Gewiht der Kanone kann vernahlässigt werden.

a) Wieviel Volumenstrom anWasser wird benötigt, um Shnee mit V̇2 auswerfen zu können. Welhe

mittleren Geshwindigkeiten stellen sih an den Stellen 1 und 2 ein? Ermitteln Sie die maximale

Geshwindigkeit an der Stelle 2.

b) Bestimmen Sie die an der grau hinterlegten Shneekanone (siehe Abbildung) angreifenden Hal-

tekräfte ~F (Fx, Fy). Skizzieren Sie hierfür zuerst den Kontrollraum und bringen Sie die angrei-

fenden Käfte an.

) Wie groÿ ist das im Shwerpunkt S angreifende Moment?

Gegeben: ρH2O
= 1000 kg/m3, ρSchnee = 400 kg/m3, p0 = 1 bar, p1 = 4 bar, V̇2 = 63 m3/s,

D1 = 0, 2 m, R2 = 0, 4 m, G = 10 kg, g = 9, 8 m/s2, h = 0, 6 m, l = 0, 5 m, α = 30
◦

4



Aufgabe 4 (15)

Die Reynolds gemittelte Form der Grenzshihtgleihungen für eine inkompressible, parallele, ebene,

stationäre und in x-Rihtung bezüglih der gemittelten Gröÿen ausgebildete Strömung lauten

∂ū

∂x
+

∂v̄

∂y
= 0 ,(1)

ū ·
∂ū

∂x
+ v̄ ·

∂ū

∂y
= −

1

ρ
·
∂p̄

∂x
+

∂

∂y

(

ν ·
∂ū

∂y
− u′ · v′

)

,(2)

wobei ρ die (konstante) Dihte, ū und v̄ die zeitlih gemittelten x- und y-Komponenten der Ge-

shwindigkeit, u′ und v′ die �uktuierenden Komponenten der Geshwindigkeit, x die hauptströ-

mungsparallele, y die hauptsrömungsnormale Koordinatenrihtung und p̄ den Reynolds gemittel-

ten Druk darstellen. ν ist die (konstante) kinematishe Viskosität und τxy = −ρ · u′ · v′ ist die
Reynoldshe sheinbare Shubspannung.

In dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass die Impulsgleihung in x-Rihtung (2) vereinfaht ausge-

drükt werden kann durh

(

1 + µ+

t

)

·
dū+

dy+
= 1 ,(3)

wobei die dimensionslosen +Gröÿen wie folgt de�niert sind:

ū+
= ū/uτ ,

y+
= uτ · y/ν ,

µ+

t
= µt/µ .

Hierbei ist µ die molekulare dynamishe Viskosität und µt die turbulente Viskosität (oder auh

Wirbelviskosität). uτ ist die so genannte Wandshubspannungsgeshwindgkeit.

Gehen Sie hierzu wie folgt vor und begründen Sie alle Annahmen und Vereinfahungen, die Sie

tre�en:

a) Nehmen Sie eine Grenzshihtströmung über eine parallele horizontale ebene Platte in x-

Rihtung an, bei der der Drukgradient in x-Rihtung vernahlässigt werden kann.

Vereinfahen Sie Gleihung (2) unter Mitverwendung der Boussinesq-Annahme für die Reynold-

she sheinbare Shubspannung und unter Beahtung von Gleihung (1), sodass Sie eine Di�e-

rentialgleihung zweiter Ordnung für ū in Abhängigkeit von y erhalten.

b) Reduzieren sie die Ordnung der aus a) erhaltenen Di�erentialgleihung durh einmaliges Inte-

grieren und lösen Sie das entstehende Randwertproblem, indem Sie die De�nition der Wand-

shubspannung τw benutzen.

) Leiten Sie aus dem Ergebnis von b) nun Gleihung (3) mit den dimensionslosen Gröÿen her.

d) 1. Erklären sie kurz, wozu der Prandtlshe Mishungswegansatz dient.

2. Wie kann mit seiner Hilfe die turbulente Viskosität µt ausgedrükt werden?

3. Erläutern Sie (in Worten), wie die Prandtlshe Mishungsweglänge l de�niert ist.

e) Wie vereinfaht sih Gleihung (3) weiter für den Bereih nahe an der Wand, wenn man an-

nimmt, dass dort die Prandtlshe Mishungsweglänge Null wird (l → 0)?

Hinweis: Die Aufgabeteile d) und e) lassen sih auh ohne die Aufgabenteile a) - ) lösen.

5



Aufgabe 5 (18)

Ein Übershallwindkanal besteht aus einer Laval-Düse, einer Messkammer (Durhmesser dM =

0, 58 m) und einem groÿen Kessel (siehe Abbildung). Mit Beginn der Messung zum Zeitpunkt

t = 0 strömt Luft aus der Umgebung (p0 = 1 bar, T0 = 293 K) durh die Laval-Düse und die

Messkammer in den Kessel.

Das Volumen des Kessels VK beträgt 400 m3. Die Temperatur TK im Kessel wird konstant auf

293 K gehalten. Der Druk pK im Kessel beträgt zu Beginn der Messung 0, 05 bar.

Die Strömung ist stationär, eindimensional und abgesehen von auftretenden Verdihtungsstöÿen

isentrop. Die Luft kann als ideales Gas betrahtet werden.

Während der Messung ist die Laval-Düse und die Messkammer stoÿfrei. In der Messkammer wird

eine Temperatur TM1 von 130 K abgelesen.

a) Bestimmen Sie die Mahzahl MM und die Strömungsgeshwindigkeit cM in der Messkammer.

b) Wie groÿ ist der Durhmesser d∗ im engsten Quershnitt der Laval-Düse?

) Bestimmen Sie den Massenstrom durh den Übershallwindkanal.

Im Verlauf der Messung steigt der Druk im Kessel, bis am Ende der Messkammer ein senkrehter

Verdihtungsstoÿ auftritt.

d) Wie groÿ ist bei Auftreten des Verdihtungsstoÿes der Druk pK im Kessel? Bestimmen Sie die

Masse der Luft mK, die sih zu diesem Zeitpunkt im Kessel be�ndet.

e) Wie lange kann im Windkanal gemessen werden, bis der Verdihtungsstoÿ auftritt?

Hinweis: Die folgenden Aufgabenteile können unabhängig von Aufgabenteil d) und e) bearbeitet

werden.

f) Ab welhem Kesseldruk ist der gesamte Windkanal erstmals wieder vollkommen stoÿfrei? Die

gemessene Temperatur TM2 beträgt zu diesem Zeitpunkt 290 K. Wie hoh ist dann der Mas-

senstrom?

g) Sie wollen diese Strömungen mit einem numerishen Verfahren berehnen. Welhe Einstellungen

bei den physikalishen Vorgaben müssen Sie vornehmen?

6



h) Zeihnen Sie die Drukverläufe aus Aufgabenteil a), d) und f) entlang der Laval-Düse und der

Messkammer in obenstehendes Diagramm.

Gegeben: T0 = 293 K, p0 = 1 bar, TM1 = 130 K, TM2 = 290 K, dM = 0, 58 m, VK = 400 m3,

TK = 293 K, pK(t = 0) = 0, 05 bar, κ = 1, 4, R = 287 m2/(s2 · K)

7



Aufgabe 6 (18)
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Eine Zahnradpumpe P fördert Öl mit einem konstanten Volumenstrom V̇ in eine Vorkammer K.

Von dort strömt das Öl durh eine shmalen Spalt der Länge L in die Umgebung mit dem Druk

pU aus. Die obere Wand des Spaltes wird durh die Unterseite (Tiefe T senkreht zur Zeihenebene,

Länge L) eines Quarders mit dem Gewiht G gebildet. Dieser wird normal zum Spalt reibungsfrei

geführt. Auf seine Oberseite wirkt der konstante Umgebungsdruk pU (siehe Abbildung). Der Spalt

hat die Spalthöhe s, die Tiefe T (senkreht zur Zeihenebene) und ist um den Winkel α gegen die

horizontale geneigt.

Das Öl kann als inkompressibles Newtonshes Medium der Dihte ρ und konstanter dynamisher

Zähigkeit µ betrahtet werden. Die Strömung sei stationär, eben, laminar und im gesamten Spalt,

d. h. über die Länge L in x-Rihtung ausgebildet. Wegen der geringen Spalthöhe s kann der Ein�uss

der Shwerkraft auf das Öl normal zur Strömungsrihtung im Spalt vernahlässigt werden.

a) Wie lauten die allgemeinen inkompressiblen zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleihungen in

kartesishen x-z-Koordinaten für die laminare Strömung eines Newtonshen Mediums.

b) Leiten Sie unter Verwendung des in der Abbildung gegebenen Koordinatensystems aus der

Erhaltungsgleihung der Masse und den unter a) hergeleiteten Navier-Stokes-Gleihungen die

Di�erentialgleihung her, die die Strömung im Spalt beshreibt.

Die vorgenommenen Vereinfahungen sind zu begründen.

) Berehnen Sie die Drukdi�erenz ∆p = pK − pU zwishen dem Druk pK in der Vorkammer K

und dem Umgebungsdruk pU in Abhängigkeit gegebener Gröÿen über eine Kräftebilanz am

Quarder.

d) Bestimmen Sie in Abhängigkeit gegebener Gröÿen den Geshwindigkeitsverlauf im Spalt uS(z).

e) Wie groÿ muss der Volumenstrom V̇ sein, damit sih eine vorgegebene Spalthöhe s einstellt?

Geben sie das Ergebnis in Abhängigkeit gegebener Gröÿen an.

Gegeben: ρ, g, µ, L, s, α, T , G
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