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���!�����#xwy� � #$z<{H�}|$~
�V�"�v�1�\��� 9 �<�<���j��� = x = 0 � y = 0

5(��� �
� = �<�4�<�<� ~v = 0
5 �

�!��� = ��� ; � = � =@� ���8� =�� �$� ? �o�u�8� ; � = ��� ? � =��\� �<�<� ? ���<�������
dy

dx
=

v

u� ������� ; ��� =�� �

y =
C

x
�M= �q� 5�� 5 y(xP ) = yp

y =
xP · yP

x

� = ��¡ � ;>¢ ���£� = �8��¤j¥ 9 � ; �h� ? � 5$¦§? � =��\� �<�<�y�<� ; �1� ;��Q�¨?@= � = �v�6� ;��\�M©j��ª�38« 3 �¬�

y = −4

x

� ��® ; x(t) �
dx

dt
= u = −k · x · t

� ������� ; ��� =�� �

x(t) = C1 · e−
1
2
·k·t2

�M= �q� 5�� 5 x(t = 0) = xP ¯ �Q? �4� C1 = xP
5 � ; �V���<� = ���

x(t) = xP · e− 1
2
·k·t2

® ; y(t) �
dy

dt
= v = k · y · t

� ������� ; ��� =�� �

y(t) = C2 · e
1
2
·k·t2

�M= �q� 5�� 5 y(t = 0) = yP ¯ �Q? �4� C2 = yP
5 � ; �V���<� = ���

y(t) = yP · e 1
2
·k·t2

�



�$� 7 �8�

x(t) = xP · e− 1
2
·k·t2

¯ �Q? �4�

ln
x

xP
= −1

2
· k · t2

�<�8�M���8�

y(t) = yP · e 1
2
·k·t2

¯ �Q? �4�

ln
y

yP
=

1

2
· k · t2

7 �8�a��� = �<��� ¦§? � =���� �<�<�V��� ¯ �Q? �4���

ln
y

yP
+ ln

x

xP
= 0

� �<� ;
y

yP
= − x

xP

��� �¨= � ? ���<�����:� = � ¦§? � =���� �<�<�

y =
xP · yP

x

� = ����� =@?���� ���1�$� � �8���x� = �8�£¤j¥ 9 � ; �h� ? � � � = � � =���� � ¢V� �£�<� ;�� � = � ��� ��� �<�V��� � � 5!�(5 � = �`� = �8� ;>=��\� �>�<�<�V� ª���\��� =�� � ��;�5
�����H�a� =@? � x(t = 0) = x1

�<�8� x(t = ∆t) = x2

x1 = xP

x2 = xP · e− 1
2
·k·(∆t)2

��� ; ���8� ¯ �Q? �4���

x2 = x1 · e−
1
2
·k·(∆t)2

� � ��� ∆t ��� ¯ �V� ?�� �>���

∆t =

√

2

K
· ln x1

x2

3
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�V� � � ;�� � �>�<�<� � � �<�8�����
�8� ; ���j� = � ¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = �����}��� �<���£�1��� ?@? � 2 �<�8� 3 �h� ; � �\� �8��� � � ; �<��� 5$�M= ��<� ;�� � ; � � � ?@?@= ª ¦§? � =���� �<�<� ����� ? ���<�¨� = �8�
� �1� ;��Q� ¯ �Q�<���8� ¢V� �y�<� ; �1��� ?@? � 2 �<�8� 4
� � 5�7 �<� 5 �0���<�V� � ���8�<���

� ; �V������� � =��\� �

p2 + ρ
c2
2

2
= p4 + ρ

c2
4

2
+ ρgh4

� ���
� = � � � ; � � � ?@?@= ª ¦§? � =���� �<�<� = �>� �<= � ; ¢ � ;>? �8�>� ?�� �y�V�
� �\�<;>= ���h��� ���Q; �<��� 5 � �x� = �"�1� ; �Q� �<�<� ¢ � ;>? �8�>� ¯ ; � =���8�\�>� ; �Q� � 5 ® ; �<� = � ; ® � �V� p2

�<�8� p3
� =@? ��� p2 � p3 � p4 � p5 � p0 � ��� �h� = p0

�<� ; � ; ® � �}�<� ;7 � � � � 9<����; � = �>� 5 � = � ¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = � c4
� � �u�8�<�:�<� ;  � �1� � �8� = �>�0�<�<�V� ¯ ���<; � � ?@? 5 � = � ¦ �
� �����a= � ª� = �4�V� = � c2

� =@? �:�8���<�(�

c2 =
√

2gh4 = 12.522m/s
�S3 �

�M= �j� = �8� � �1� ;��Q� ¯ �Q�<��� ¢V�Q� © �<�<��� 3 � = � © �<�<�1� 5 �<�8� � = �`��� ? �h� � ��� ; � �\� �>�<�<�V��� ¢V�Q;>� � ; �V� � � �\� �� ;>� � ? � � ��� ¯ ® ; � = � ¦ �
� ���	�a= �8� = �4�V� = � c3
�

c3 =
√

2gh5 = 11.71324m/s
��
 �

�:� � = ���� ;>? �8�>��������� ? ���<� �<�
�a� �Q�<; ���
������� ; � ��� ����� � � �8��� � ��� � = � � �<�8���<�V�
� �\���a= �8� = �4�V� = �§�V���<�8��� 5� � �¨= �>��� ? �$� ;j¢V�Q; �<� ; �� ; � � � = �4�<�<���<�
�q� �Q�<; � � �1��� ?@? � 1
= � 7 �<� 5 ���4���<� � ��� � = �
�\� ¦ �
� �\���a= �8� = �V� = �

��� ; � ��� �8��� � �¨= �q� = �8� �  �Q? � � ���8�>� ;��Q� ��=@? ����� 58� = �q�<� ; ¡ � ��� = ª ¦ ? � =���� �<�<��� ;>� � ? � � ���(�

πD2c1

4
=

πd2
2c2

4
+

πd2
3c3

4

� A �
�}�

c1
= �>�q� = � �V�
�>� ��� ��� ¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = � 5 ��� �¨= �q� =@? �j�
���

c1 =
d2
2c2 + d2

3c3

D2
= 6.2202864m/s

��� �






�:� � = ��¤ �Q� � h0
�
�Z�h�
�>� =@�¨� ��� � �4���<� � ����� ��� �
�u� = � � � ; � � � ?@?@= ª ¦§? � =���� �<�<� �¨= � �� ;>? �8�>�>� ?@= �
�¨����� ? ���<�

� = �8�
�§�1� ;��Q� ¯ �Q�<���8� ¢V� � �<� ; �1��� ?@? � 0 � = �q� = �8� ; �h� ?@= ��� = �V���£�1��� ?@? � 2
� �<� ; 3 �

p0 + ρ
c2
0

2
+ ρgh0 = p2 + ρ

c2
2

2
+ ∆pv1−2

��� �
� = � �� ;>? �8�>��� � = �8� = ���j� = �<�<�<�V� ¢ � ;>? �8�����:�<�8�y¡ ; ® �¨� � ;>¢ � ;>? �8�>��� �<�1��� ; ��� =@? � 5 � = �§� �Q�<;>; � = �<�<�<�V� ¢ � ;>? � ª
�����j�V� ? ����� ∆pv,R

����� ; ���V��� ∆pv,R = λL(L/D) · (ρ/2 · c2
1) + (ρ/2 · c2

2) · ζ2
�<�8��� = ���� ;>? �8�>��� = ���<� �

¡ ; ® �¨� � ; � =@? � ρ/2 · c2
1) · ζK1

5 � = �`����� = �V�`�<�������Q���<�1��� = �M�<� ; ¦§? � =���� �<�<� ��� � = ��� h0
5 � = � ¦ �
� � �a= � ª

� = �4�V� = � c0
= �>� � � ?@? 5 � ���<� ; � �Q�\��� ; � 9<= ���V� ? � � �8�>�\���1� � ? � = �<� 5 ® ; � = �¨�>�\��� = � ��� ���}� ; ® � �V�¨� =@? � p0 �

p2
5<� ��� � ;>� � ? �j�8���<�(�

h0 =
ρ
2 · c2

2 + λL( L
D

) · ρ
2 · c2

1 + (ρ
2 · c2

2) · ζ2 + (ρ
2 · c2

1) · ζK1

ρg
= 59.97m

��� �

�!� �:� �<� ; �>�\��� = � �\� ���£� ; � � ���
�M��� ; � ��� �8��� � �8��� � ��� �
�8� ; �>� � = � ¦ �
� ���	�a= �8� = �4�V� = � = �M�<���"� �Q�<; �<� ;
� � �<�V� l ��� ; � ��� �8��� 5!� = �q�<� ; ¤ =@? ¯ ���<� ; ¡ � �1� = ª ¦§? � =���� �<�<��� ; � = �<�:� =��\� �

πD2

4
cM =

πd2
3

4
c3

��� �
���

cM
= �>�q� = ���V�
�>� �\� ��� ¦ �
� ���	�a= �8� = �4�V� = � 5!� ��� � ;>� � ? ���

cM =
d2
3

D2
c3 = 4.2167664m/s

��� �
�M= ���<� ;v7 � � ���8�6�<�<�£�<� ; � � ; � � � ?@?@= ª ¦§? � =���� �<�<�£���1� ? ���<� � = �8�
�`�1� ;��Q� ¯ �Q�<���8� ¢V� �}�<� ; �1��� ?@? � M �
� ;
�1��� ?@? � 3

� ��� � ���(�

pM +
ρc2

M

2
= p3 +

ρc2
3

2
+ ∆pM−3

� � 2 �
��� � = ���� ;>? �8�>���v�V� ? �����(�

∆pM−3 = (
ρc2

M

2
)(

λl · l
D

) +
ρc2

3

2
· ζ3

� �4���
� � � ;>� � ? � � ��� ¯ ® ; �<��� �V�
�>� ��� �����£� ; � � ���

pM = 210013.1571Pa
� � 3 �

� ��� = � � � = ���>�<�<� �<� ;q© � �¨9 � LP
��� ; � ��� �8���§� =���� ���8���

LP = V̇ ∆lP
� � 
 �

� = � © � �¨9 � = �>� �� ;>? �8��� ¯ ; � = �<�8� � = ��� = ��� ;>= �>�����V�
� ���	�a= �8� = �V� = ����� �<� ; �1��� ?@? � a
= �>�o� ? � =���� � = � 7 �8� ª

� ;>= �>�����V� �����a= �8� = �4�V� = � c1
5<�M= �j�<� ;j7 � � ���8�6�<�<���<� ;q� � ; � � � ?@?@= ª ¦§? � =���� �<�<� ����� ? ���<�y� = �8�
�§�1� ;��Q� ¯ �Q�<���¢V� �M�1��� ?@? � P �
� ; �1��� ?@? � a � ;>� � ? � � ���(�

pP + ρ
c2
1

2
= pa + ρ

c2
1

2
+ ρgh0 − ∆lP

� � A �
���o� =@? �j�
� ¯ ® ; �<��� � ; � � � pa � pa = p0 + ρgh0

5 � = � ���8� ; � = � �
� ¯ � �<; � =@? �j�8���<�(�

A



∆lP = p0 − pP + ρgh0 = 574006Pa
� � � �

� = �� �Q? � � ���8�>� ;��Q� V̇ ��� ; � ��� �8���:� =���� ���8���

V̇ =
πD2

4
c1 = 0.012207312m3/s

� � � �
� = � � � = ���>�<�<� �<� ;q© � �¨9 ��� =@? �j�<���<�(�

LP = V̇ ∆lP = 7007.07W
� � � �

�$� �:� �
�y���
�>� =@�¨� ��� � ��� = ���1� ; �Q� �<�<� = ���<� � � �Q�<; �<� ; � � �<�V� L
? � �¨= �$� ;a� �<� ; �>� ; �<� ? ���1� = �>� � � �8���� ��� � = �q�j��¥�� �Q? �<� ��� �<? ��� �
®<� ?@=���� � = � ¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = � c1

�h� ; � � �8��� 5 � � �\� � = �q� ���8� = � =�� � � ��� � ���(�

Re =
c1D

ν
=

µc1D

ρ
= 311014.32 > 2300

� � � �
���

ν = ρ/µ
5 � = �`�1� ; �Q� �<�<� = �>�q�8���<� �>� ; �<� ? ���1� 5

�
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Kontrollraum

Fc1

p1*A1

Fc2

p2*A2

Gs, Gw

y

x

�V� c2(s) =
1
2
·c2max

b3
· s + 1

2 · c2max

�!� V̇ = A · c = konstant! = A1 · c1 =
∫

A

c2(s)
� A

⇒ c1 = V̇
A1

= V̇
h·l1

V̇ = h ·
b3
∫

0

( c2max

2·b3
· s + 1

2 · c2max) � s

= h ·
[

c2max

4·b3
· s2 + 1

2 · c2max · x
]b3

0

= h ·
(

1
4 · c2max · b3 + 1

2 · c2max · b3

)

= 3
4 · h · c2max · b3

⇒ c2max = 4·V̇
3·b3·h

� � ���¨9 � ? ���\��� �v� ?@? �V� � � = �(� Fc = −
∫

A

ρ · ~u · (~u · ~n) � A n =
(

0
−1
0

)

�



Fc1 =
∫

x

ρ · ~c1
2 · h· � x c1 =

(

0
c1
0

)

Fc1 = ρ · h · b1 · c1
2

Fc2 =
∫

x

ρ · ~c2(x)
2
· h· � x c2 =

(

0
−c2(x)

0

)

Fc2 = ρ · h ·
b3
∫

0

( c2max

2·b3
· x + 1

2 · c2max)2 � x

= ρ · h ·
b3
∫

0

(
c22max

4·b32 · x2 +
c22max

2·b3
· x + 1

4 · c2
2max) � x

= ρ · h ·
[

(
c22max

4·b32 · 1
3 · x3 +

c22max

4·b3
· x2 + 1

4 · c2
2max · x

]b3

0

= ρ · h ·
(

1
3 · 1

4 · c2
2max · b3 + 1

4 · c2
2max · b3 + 1

4 · c2
2max · b3

c22max

b3

)

⇒ Fc2 = 7
12 · ρ · h · b3 · c2

2max = 28
27 · ρ · V̇ 2

h·b3

¡ ; � ¯ ����� =@? ����� = ��¥ ª � =��\� �>�<�<�8�
∑

Fx = 0 = Fx

∑

Fy = 0 = (p1 − p0) · A1 + Fc1 + Fc2 + Fy

A1 = b1 · h

⇒ Fy = −(p1 − p0) · b1 · h − Fc1 − Fc2

⇒ Fy = −(p1 − p0) · b1 · h − ρ · h · b1 · c1
2 − 28

27 · ρ · V̇ 2

h·b3

¡ ; � ¯ ����� =@? ����� = � � ª � =���� �>�<�<�8�
∑

Fz = 0 = Fz − G − GW

⇒ Fz = −G − V · ρ · g

�



�$� � � ; � �\� ���<�<���<�
� �M�Q� ���1��� Ma

y

x

Kontrollraum

B My

Fc1 Fc2

p1*A1 p2*A2

�£�Q� ���������1� =@? �����`� � © �<�<�1� 7 �

���¨9 � ? ���\��� �v� ?@? �V� � � = �(� M = −
∫

A

ρ · (~r × ~c) · (~v · ~n) � A n =
(

0
−1
0

)

∑

M = 0 = Mz + Mp1 + Mc1 + Mc2

Mp1 = (p1 − p0) · A1 · r1 = (p1 − p0) · h · l1 · r1 = 1
2 · (p1 − p0) · h · l21

Mc1 = −
∫

A

ρ · (~r × ~c1) · (~v1 · ~n) � A r =
(

r
0
0

)

Mc1 =
l1
∫

0

ρ · r · c1
2 · h � r

Mc1 = 1
2 · ρ · c1

2 · h · l12

Mc2 = −
∫

A

ρ · (~r × ~c1) · (~v1 · ~n) � A r =
(

r+a
0
0

)

� � ; �� ; � = � ¯ � �\� �<�<�8� a = l1 + l3

Mc2 = ρ · h ·
b3
∫

0

( c2max

2·b3
· x + 1

2 · c2max)2 · (a + r) � r

�



= ρ · h ·
b3
∫

0

(
c22max

4·b32 · r2 +
c22max

2·b3
· r + 1

4 · c2
2max) · (a + r) � r

= ρ · h ·
b3
∫

0

(
c2
2max

4 · b3
2 · r2 · a +

c2
2max

2 · b3
· r · a +

1

4
· c2

2max · a) � r

+ρ · h ·
b3
∫

0

(
c2
2max

4 · b3
2 · r3 +

c2
2max

2 · b3
· r2 +

1

4
· c2max

2 · r) � r

= ρ · h ·
[

c2
2max

4 · b3
2 · 1

3
· r3 · a +

c2
2max

4 · b3
· r2 · a +

1

4
· c2

2max · r · a
]b3

0

+ρ · h ·
[

c2
2max

4 · b3
2 · 1

4
· r4 +

c2
2max

6 · b3
· r3 +

1

4
· c2

2max · 1

2
· r2

]b3

0

= ρ · h ·
(

c2
2max

4 · b3
2 · 1

3
· b3

3 · a +
c2
2max

4 · b3
· b3

2 · a +
1

4
· c2

2max · b3 · a
)

+ρ · h ·
(

c2
2max

4 · b3
2 · 1

4
· b3

4 +
c2
2max

6 · b3
· b3

3 +
1

4
· c2

2max · 1

2
· b3

2

)

⇒ Mc2 = ρ · h · c2
2max ·

(

a · b3 · ( 1
12 + 1

4 + 1
4 ) + b3

2 · ( 1
16 + 1

6 + 1
8)
)

⇒ Mc2 = ρ · h · c2
2max · b3 ·

(

7
12 · a + 17

48 · b3

)

⇒ My = Mc1 + Mc2 + Mp1 + Mp2

�
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�V� 7 �8�>�V� � ��� ¢V� ���1�$�Q� = ª �>�\��� =�� � ��; � ; �>� ; �<� ? ������� ; �1� ; �Q� �<�<�y�<�8� �j��¥�� �Q? �<�\���8�\��� �
� � ���x� � �V� � ���<? � � � ; �<��� � �8�Q��� � = �M� ���	� ���<���<�<�V�>� ; � �V��� � � ; ���8�>�V� �¨= �>��� ? � � � ; �<��� 5 � �\� � = ���$� ; �
�§�Q;>� � ? ª �<�8� � ��� �<�8� 9 ���<���<�<�V���(� � �8� � � � ?@=��\� � ; ��� ;>� �6� ;��\��� �8� ; ª �<�8� � � �<�V� =@�¨9 � ? �c���8�>�\���8� ��� �<�8�
� =��\� �§�6� ;���� � �Q? ����� ? � ; �  = �>� � � = � � � 5
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2µt(
∂u′

∂x
) µt(

∂v′

∂x
+ ∂u′

∂y
) µt(

∂w′

∂x
+ ∂u′

∂z
)

µt(
∂u′

∂y
+ ∂v′

∂x
) 2µt(

∂v′

∂y
) µt(

∂w′

∂y
+ ∂v′

∂z
)

µt(
∂u′

∂z
+ ∂w′

∂x
) µt(

∂v′

∂z
+ ∂w′

∂y
) 2µt(

∂w′

∂z
)

























�S3 �

�$� ©�; ���8�6� ? � ��� � ;§� = � �\� �<�<�V� � �������8�\��� �

����¡ � 265 2 �
√

kg
ms � µeff = K2

= � � A � ª	� γ̇ = −
√

γ̇
K

+ C
K2 = 0

ª	� √
γ̇ = 1

2K
±
√

1
4K2 − C

K2

ª	�
γ̇ = du

dr
=
(

1
2K

±
√

1
4K2 − C

K2

)2

� � ����� �<� ; � ¦�� �<�8� � = �8����� ����� �<� ; �§���8�6�h�
� = �<�4�<�<�

ª	�
u(r) = 1

4K2 ·
(

1 ±
√

1 − 4C
)2 · (r − R)

� 2



���!�����#xwy� � #$z<{H����~

�V� � � ��� ��� �<?�� �
��� =@�¨� �<�<�y� � � = �<�����<�8� ¦§? � =��\� �<�<� �S365 � 
 � ��� = ��� � ���0�<�8� �S365 � � � ��� = ��� �43 �

Me,1 :=
ce,1

√

κRTe,1

= 0.31
� ���

Me,2 :=
ce,2

√

κRTe,2

= 0.5
�S3 �

�!� � � ��� ��� �<?�� �
��� =@�¨� �<�<�y���M���<�V�>��� ; �1��� ?@? �4�8��� � ������� ;��Q9 � ¦§? � =���� �<�<� �S365 � � � ��� = ��� � � �

am,1 =
√

κRTm,1 = 310.54ms−1 ��
 �
am,2 =

√

κRTm,2 = 313.75ms−1 � A �
c2
e,1

2
+

a2
e,1

κ − 1
=

c2
m,1

2
+

a2
m,1

κ − 1

��� �
c2
e,2

2
+

a2
e,2

κ − 1
=

c2
m,2

2
+

a2
m,2

κ − 1

��� �
� ��¡ 7 � � ��� ce,1, ae,1

�<�8� am,1 ¯ ® ; � �Z���<�8� ce,2, ae,2
�<�8� am,2 ¯ ® ; � � 3

cm,1 =

√

c2
e,1 +

2κR(T1,e − T1,m)

κ − 1

��� �
cm,1 = 301.95ms−1 ��� �

Mm,1 =
cm,1

am,1
= 0.97

��� �

cm,2 =

√

c2
e,2 +

2κR(T2,e − T2,m)

κ − 1

� � 2 �
cm,2 = 313.75ms−1 � �4���
Mm,2 =

cm,2

am,2
= 1.0

� � 3 �
� � � � ��� ��� �<?�� �
��� =@�¨� �<�<�y���M�<� ; �1��� ?@? � �¨= � At,1

�<�8� At,2� ���8� � �<��� ? � ¦ �Q� ª ¦§? � 5 � =@; �����a�<����� ; ¦ ? � 5��S365 � � ��� = ��� � � � � = �����1� ;��Q9 � ¦§? � =���� �<�<� �S365 ��A � ��� = ��� � � �

p = RρT
� � 
 �

pe,1 = 0, 943bar
� � A �

pe,1

pt
=
( 1 + κ−1

2 M2
t,1

1 + κ−1
2 M2

e,1

)
κ

κ−1 � � � �

1 +
κ − 1

2
M2

t,1 =
(pe,1

pt

)
κ−1

κ

(

1 +
κ − 1

2
M2

e,1

) � � � �
Mt,1 = 0, 5

� � � �
pe,2 = Rρe,2Te,2

� � � �
pe,2 = 2, 63bar

� � � �
pt

pe,2
=
( 1 + κ−1

2 M2
t,2

1 + κ−1
2 M2

e,2

)
κ

κ−1 �S342 �

1 +
κ − 1

2
M2

t,2 =
(pe,2

pt

)
κ−1

κ

(

1 +
κ − 1

2
M2

e,2

) �S3 ���
Mt,2 = 1, 5

�S343 �

�4�



�$���j� � ��� ; � ����������� =(� �\����� ;��Q9<= � ¦ ? � =���� �<�<� �S365 �43 � 365 ��A ��� ¯ ��� = ��� � � �

To,1 = Te,1

(

1 +
κ − 1

2
M2

e,1

) �S3 
 �
To,1 = 285, 38K

�S3�A �
Po,1 = Pe,1

(To,1

Te,1

)
κ

κ−1 �S3 � �
Po,1 = 1bar

�S3 � �
To,2 = Te,2

(

1 +
κ − 1

2
M2

e,2

) �S3 � �
To,2 = 294K

�S3 � �
Po,2 = Pe,2

(To,2

Te,2

) κ

κ−1 �S3 � �
Po,2 = 3, 12bar

��
42 �
��� � �o�v�V� = �£�1� � ����� � � ; � � � ?@?@= �1�\���8� ; � � � = �>�§�1� �¨� � ¢V�Q� �>�\��� = � �\� ��� �<�8� �6¥��$� �¨= � �\� ��� 7 ����� =@? � � � 3�1� � �\� ª ¦§? � 5 � ���V�����j��� ; � �\� � ?@?(¢V�Q;j©u= � � � ª � �Q�<;

® ; � �Z�4�
�6� ;��\� ρe,1

�<�8� ce,1
�V���V�������(�

Ps,1 = Pe,1 +
ρe,1

2
c2
e,1

��
 ���
Ps,1 = 1bar

��
43 �
� = � �1�\��� 9 �<�<�1�>��� �¨9 � ; ���>� ;a= �>�H��� = �<� � = ������� ;��Q9 �����j��� ; �����<�o� = �§�q� � � ª ��� �¨9 � ; ���>� ; Ts,1 = To,1 =
285K

® ; � � 3 � = �8� � =���� � ª = ������� ;��Q9 ���1� � ��� ª ¦§? � 5 ; � ? � ¢ ����� 5 ¡ � � ¢ ����� =�� �(�u� ?@? � ¦§; � �\����� �$� ��� �1� � ��� � �������
�>� � � =@? �:� = � ��� ���
� � ; � ; � � ���$� �\� �<� � �1� � ���q� ; � = �<�§� =���� ���8� ¦§? � 5��S365 ��A � ��� = ��� � 2 � �

P̂s,2

Pt
= 1 +

2κ

κ + 1
(M2

t,2 − 1)
��
 
 �

P̂s,2 = 2, 09bar
��
�A �

� = � ��� �¨9 � ; ���>� ; �$� ��� �<� � �1� � ���q� ; � = �<�j� =��\� ���8� ¦§? � 5��S365 � � � ��� = ��� � 2 � �

T̂s,2

Tt
=
(

1 +
2κ(M2

t,2 − 1)

κ + 1

)

mal
��
 � �

(

1 − 2

κ + 1

(

1 − 1

M2
t,2

)) ��
 � �
�:� � = ����� �¨9 � ; ���>� ;:¢V�Q; �1� � ��� �
� ��� ; � ��� �8���(�

To,2 = Tt

(

1 +
κ − 1

2
M2

t,2

) ��
 � �
Tt = 202, 76K

��
 � �

T̂s,2 = 267, 63K
��
 � �

� 3



¯ � � �Q�¨9<; �
�\� = �h� ? � ; � = �<�<�<�V� ¯ ; � = � �>�\��� =�� � ��;

�1� Gegendruck = pt
�8� �¨= �j�
� = �����1� ;��Q9 � ? � = �<�q�<�8���V� = �  5 �1� � ���j�������>��� � �

� 




���!�����#xwy� � #$z<{H��� ~

�V��� = ��� ; � = � =@� ���8� =�� �$� ? �o¡ � �1� = ��� = � � ���>� ? � =��\� �<�<� ? ���<�������
∂ρ

∂t
+

∂(ρ · u)

∂x
+

∂(ρ · v)

∂y
+

∂(ρ · w)

∂z
= 0 .

� ���
� = �v�1� ; �Q� �<�<� = �>�j������� � � 5<�(5 �

∂

∂y1
=

∂2

∂y2
1

= 0 , v = 0 .
�S3 �

� = �v�1� ; �Q� �<�<� = �>�j���\��� =�� � ��; �<�8� �8� �¨= �q� =@? ���
∂

∂t
= 0 .

��
 �
��� �¨= � ¯ �Q? �4�j���8� � ���¬�

u · ∂ρ

∂x
+ ρ · ∂u

∂x
+

∂(ρ · w)

∂z
= 0 .

� A �
� = � �1� ; �Q� �<�<� = �>� = � x

ª � =���� �>�<�<� ���8�>�V��� =@? �<��� � � 5*�(5 � = � ¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = ���>� �Q�¨9�� �8��������� � �8�<� ; �
� =���� = � x

ª � =���� �>�<�<� � =���� ���
∂u

∂x
=

∂v

∂x
=

∂w

∂x
=

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x2
=

∂2w

∂x2
= 0 .

��� �
�M= �q�<��� ¦§? � =��\� �<�<�V��� �S3 �0�<�8� ��� ���<�8� ρ(z) 6= f(x) ¯ �Q? �4�:���8� � A �¬�

d(ρ · w)

dz
= 0 .

��� �
��� ; ���8� ¯ �Q? �4� ρ · w = C

�¨= �q�<� ;j� ����� ; � ; ��� =�� �8�>� � �8�>�\���1����� C
5<7 � �<��� � � �8�<��� � =@? �q� = � ¤ � ¯ �>�h�
� = � ª�4�<�<� � � 5!�(5 w(z = 0) = w(z = s) = 0 ��� � ρ(z = 0) · w(z = 0) = ρ(z = s) · w(z = s) = 0

5 � = �
� � �>�<�<� ��� � = � � = � �§���8�6�h�
� = �<�4�<�<� � = �<�V�
����� �
� ¯ ® �<; � �
� ρ(z) · w(z) = 0 ��� � 5 �
� w(z) = 0

5
�!��� = ��� ; � = � =@� ���8� =�� �$� ? �o�u�8� ; � = ��� ? � =��\� �<�<� ? ���<�������

ρ ·
(

∂e

∂t
+ u · ∂e

∂x
+ v · ∂e

∂y
+ w · ∂e

∂z

)

=

(

∂

∂x

[

λ · ∂T

∂x

]

+
∂

∂y

[

λ · ∂T

∂y

]

+
∂

∂z

[

λ · ∂T

∂z

])

−p ·
(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)

+ ρ · q̇s + µ ·
(

2 ·
[

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂v

∂y

)2

+

(

∂w

∂z

)2
]

+

(

∂v

∂x
+

∂u

∂y

)2

+

(

∂w

∂y
+

∂v

∂z

)2

+

(

∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

− 2

3
·
(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)2
)

.
��� �

�M= � λ = konst. � �<� ; �� ; �$� ���<? � ��� = �4�<�<�£�<� ; � = ��� =@9 ��� =�� � Φ = 0 � �V� = �8� ; � � = ��� ; ��� � ��;>� � �
� ªW� �<� ;
��� ¯ � �<; q̇s = 0 � w = 0 �<�8� �<��� ¦§? � =���� �<�<�V��� �S3 �0�<�8� ��
 � ¯ �Q? �4�q�8� ; ���8���

ρ · u · ∂e

∂x
= λ ·

(

∂2T

∂x2
+

∂2T

∂z2

)

− p · ∂u

∂x
.

��� �
�M= � ¦§? � =��\� �<�<� � A � �<�8� T (z) 6= f(x) ¯ �Q? �4�j�8� ; ���8���

ρ · u · ∂e

∂x
= λ · ∂2T

∂z2
.

��� �

� A



® ; � �Q���\� ; � =@? � e = cv · T
�¨= � cv = konst.

5@5 ��� �¨= �j� ; � = �<�j� =���� �

ρ · u · cv ·
∂T

∂x
= λ · ∂2T

∂z2
.

� � 2 �
��� �¨= �j� ; � = �<�:� =���� �¨= �q� = �8� � = � x

ª � =��\� �>�<�<�����8�>�V��� =@? �<�����
� ��� �¨9 � ; ���>� ;>9<;�� � ?a� ∂T/∂x) = 0 �

λ · d2T

dz2
= 0 =⇒ d2T

dz2
= 0

� �4���
� = � � ������� ; ��� =�� �£� = �
��� ;§¦§? � =��\� �<�<� ?@= � ¯ � ; ���

T (z) = C1 · z + C2
� � 3 �

�M= �q�<��� �§���8�6�h�
� = �<�4�<�<�V��� T (z = 0) = T1
�<�8� T (z = s) = T2

� ; � = �<�:� =���� � = � � � �>�<�<�8�

T (z) = (T2 − T1) ·
z

s
+ T1

� � 
 �
® ; � = � � =��\� ��� ¯ �Q? �4�q�8� �¨= ���

ρ(z) = ρm + α ·
(

1

2
· (T1 + T2) − (T2 − T1) ·

z

s
− T1

)

�<�8� �$� ��� � = �8� ; �:� ¯ �Q;>� �<�<�8�

ρ(z) = ρm + α · (T2 − T1) ·
(

1

2
− z

s

) � � A �

� ��� = ��� ; � = � =@� ���8� =�� �$� ? ��� � � ¢�= � ; ª �1� � �V�
� ª ¦§? � =���� �<�<�V��� ? ���<�����(�

ρ ·
(

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z

)

= fx − ∂p

∂x
+ µ ·

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

,
� � � �

ρ ·
(

∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y
+ w · ∂v

∂z

)

= fy −
∂p

∂y
+ µ ·

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)

,
� � � �

ρ ·
(

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z

)

= fz −
∂p

∂z
+ µ ·

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)

.
� � � �

�M= � ¦§? � =��\� �<�<� �S3 � � ��
 � � ��� ���<�8� w = 0 ¯ �Q? �4���

0 = fx − ∂p

∂x
+ µ · ∂2u

∂z2
,

0 = fy ,

0 = fz −
∂p

∂z
.

7:? � � �Q���\���<� ; � ¯ �:� ;>= �>� �1� ; � = � � �\��� � ; � ; � ¯ � = �£�8������� =@¢ � z
ª � =���� �>�<�<�£��� ¯ � � � �8�Q���j� =@? � fx = fy = 0�<�8� fz = −ρ · g 5 � ���V��� �<� ; ���8�>�V��� =@? �<�������£�1� ; �Q� �<�<� = �>� u �V� = �8��8�<�<�1� =�� � ¢V� � x �<�8� � ���V��� �<� ;

�������8���}�1� ; �Q� �<�<���V� = �8�Z<�<�<��� =�� � ¢V� � y
5 ��� �¨= � � =@? � u = u(z) �<�8� ∂u/∂z = du/dz

5 � = �<�V�
����� �
�
� ; � = �<�:� =���� �

∂p

∂x
= µ · d2u

dz2
,

� � � �
0 = 0 ,

� � � �
∂p

∂z
= −ρ · g .

�S342 �

� �



¦ ? � =���� �<�<� � � � � ¯ ��?@? � � ��� 5$7 �8� ¦§? � =��\� �<�<� � � � � � ; � = �<�j� =��\� �
d2u

dz2
=

1

µ
· ∂p

∂x
= konst. .

��� �¨= � = �>� ∂p/∂x �V� = �8�§<�<�<�1� =�� � ¢V� � z
5 ��� �¨= �H�4���<� � = � ¦§? � =��\� �<�<� 3�� � ?h= ����� ; � ;>= � ; � � � ; �<���y�<�8�

�
�j� ; � = �<�j� =���� �

u(z) =
1

2 · µ · ∂p

∂x
· z2 + C3 · z + C4 .

�S3 ���
� = � ¤ � ¯ �>���
� = �<�4�<�<� � ? �a�:���8�6���
� = �<�4�<�<� � ; � = �<�j�����<� ; �<����� ; ��� � ���8� u(z = 0) = 0

5 ��� ; ���8� ¯ �Q? �4�
C4 = 0

5 7 �"�<� ;�� �h� ; ��� � ���8� � ; � = �<��� =����"�¨= � �<� ; ¤ � ¯ �>���
� = �<�4�<�<� u(z = s) = U
5 � = �<�V�
�\��� �
� = �¦ ? � =���� �<�<� �S3 ��� ¯ �Q? �4� �¨= � C4 = 0 �

C3 =
U

s
− 1

2 · µ · ∂p

∂x
· s2 .

C3
� = �<�V�
�\��� �
� = � �S3 ��� � ; � = �<� ¯ ® ; � = � ¦ �
� �����a= �8� = �4�V� = � = � 7 � ��� �<� = �4�V� = � ¢V� � ∂p7∂x �

u(z) =
1

2 · µ · ∂p

∂x
·
(

z2 − s · z
)

+ U · z

s
.

�S343 �

�$� � ���V���£�<� ; �������8���£�1� ; �Q� �<�<�y�Q���<�M�<� ; � ; � � � p �V� = �8�v8�<�<�1� =�� � ¢V� � y ��� = � 587 �8� ¦§? � =���� �<�<� �S342 �
¯ �Q? �4�q�8� �¨= �j�6� ;��\� 9 � ; � = � ?@? � � ������� ; ��� =�� �(�

p(x, z) = −ρ · g · z + h(x) .
�S3 
 �

������� =�= ��� h � = �8�`� ����� �
�£�h�
��� =@�¨� ���8�<�o8�<�<�1� =�� �}� = �`��� ; ¢V� � x ��� ��� �<�4� 5 ����� �
� � ��� ¦§? � =��\� �<�<��S3 
 � � ��� �
� = � ¦ ? � =���� �<�<� �S343 � � = � � ;>����? � � ���(�

u(z) =
1

2 · µ · dh

dx
·
(

z2 − s · z
)

+ U · z

s
.

�S3�A �
�M= �a�<� ; �:���8�6���
� = �<�4�<�<� � �8�Q��� � = � ¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = � = ���<� ;a�M= �>�����<�
�a¡ ���$� ? � � ? � =���� � � ?@? ��� = ��� �Q?@?�

u(z = s/2) = 0 � ¯ �Q? �4�j���8� ¦§? � =���� �<�<� �S3�A �¬�
dh

dx
= 4 · U · µ .

� = � � ������� ; ��� =�� �£� = �
��� ;§¦§? � =��\� �<�<� ¯ ® �<; � �
�(�
h(x) = 4 · U · µ · x + C5 .

�S3 � �
¦ ? � =���� �<�<� �S3 � � � = �<�V�
����� �
� = � ¦§? � =���� �<�<� �S3 
 � � ; � = �<� ¯ ® ; � = ��� ; � � � ¢ � ; ��� =@? �<�<�8�

p(x, z) = −ρ · g · z + 4 · U · µ · x + C5 .
�S3 � �

� = � � �
� = �<�4�<�<� � �8�Q�\�o�<� ; � ; � � � ��� �<� ; �1��� ?@? �M�y�<� ; �<����� ; ��� � ���8� � ? � =���� p1
= �>� ¯ ® �<; �¨��� ¯ � = ��§���8�6�h�
� = �<�4�<�<� p(x = 0, z = 0) = p1

5 � = �<�V�
����� �
� = � ¦ ? � =���� �<�<� �S3 � � ¯ �Q? �4� C5 = p1
5 ��� �¨= �q� ; � = �<�

� =���� � = ��� ; � � � ¢ � ; ��� =@? �<�<� =@� ¡ ���$� ? �
�(�
p(x, z) = p1 + 4 · U · µ · x − ρ · g · z .

�S3 � �
����� = ��¤ � ¯ �>���
� = �<�4�<�<� � ; � = �<� u(z = s) = U �<�8� u(z = 0) = 0

5*� � �<� ; � = �>�����<�
�Z¡ ���$� ?a= �>�Z� = �¦ �
� ���	�a= �8� = �4�V� = � � � ?@? u(z = s/2) = 0
5 � = � � � �>�<�<� �<� ;`¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = � u(z)

� ¦§? � =���� �<�<� �S3 ���>�= ���q� = �8� © � ; ����� ? 5 ��� �¨= �j� ; � = �<�§� =���� ¯ �Q? �V���8�<�`�1� = � ��� �<�
� ¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = ��� 9<;�� � ? � u(z) �

� �



z

u(z)

u

UU

z = s/2

¯ �y� � ; � ; � � � ��� �<� ; �1��� ?@? � 3o= � �<� ; �1� ; �Q� �<�<�y� ; � = �<�j� =��\� ®<�h� ; p2 = p(x = L, z = s/2) �

p2 = p1 + 4 · U · µ · L − 1

2
· ρ · g · s .

�1�����Q��� ; �V���<� = � � �8�<� ; ��� =���� � =���� � � �8��� = �j� = ��� =@9 ��� =�� �8�>��� ;>� � = � �<� ; �u�8� ; � = ��� ? � =���� �<�<� ¢ � ; �$� ���<? � ��� = �4�� � ; �<��� �<�8��� �Q�¨= �j�V� = �8� ¦ �
� �\���a= �8� = �4�V� = ���\��� ��� �<� = �4�V� = � �<� ; � � �>�<�<� ��� ¯ � ;>= �>� 5

� �



���������
	����������������
	���	���	
��� ����	����! "����#$�%���������
&('*) � & � '+ � '-, ����# '*."'0/ �1��	���� 243�5$6�7�8:9;7�<>=?7�@BAC2C2�D

EGF�HCI�JLKNM0O$PQHCR1S�PUTWVYX4Z[T�R1S0O$J]\^PU_LV`I0J0KaT[b \>cdT[R�SXUVfe(R�S

gGh!i?jlknm>oqpsr$t`uwvxi�u



���!�����#�� � � #����L�����

	�
� 7������ 9������ 619Y@��U<�������� 7��

dy

du
=

v

u
=

Ax

2Ae−αt ��� 


dy =
eαtxdx

2 � A 

�! @�"$#&%'�19;7)(C@ 	 9������ <�� 9 t 	 ��*,+�����*Y9 	 �19  ��- C 	 ��*.%'�19;7)(C@ 	 9�������*�+�����*Y9 	 � 9;7��

y =
eαtx2

4
+ C �0/ 


12� 93-:7)�4(47)(47�=�7)� 7)�&5 76-7����(  ��(47)� xQ = 1 8 yQ = 1 9  @;:?7)� 9 t = t0 8 5 76*Y9�� < <  ��(=<���� C
�

y =
eαtx2

4
+ 1 − eαt0

4 � D 

� � 76*;7?>@� 7)��"�#  ��( =�76*�"�#:@;7)� =:9.-7� 7q619Y@��U<�������� 7 9  @BAW76*Y9;7)�2:?7)� 9

t
5

= 
� 7������ 9������&-:7�@;C�7)����"�# 7)�1= 	 #��D�

dx(t)

dt
= u = 2Ae−αt �0E 


dy(t)

dt
= v = Ax(t) �0F 


12� 93-:7)�4(47)(47�=�7)� 7)�G>!� 7)��"$#  ��(47)�2AIH:@
u  ��- v

A0����(C9

dx = 2Ae−αtdt � 3 


dy = Axdt �0J 
%K� 9;7)(C@ 	 9������2H:=?7�@
x
7�@�(�� =:9s<�� 9.-:7�@.%K� 9;7)(C@ 	 9�������*�+�����*;9 	 � 9;7)� C1

x(t) =
−2Ae−αt

α
+ C1 �0L 


12� 93-:7�@.M;�7A 	 ��(�*;=?76-7����(  ��(�ANH:@ t = 0 O � @�- C1 = 0
=�76*Y9�� < <x9�5�PQ*,A0����(C9

x(t) =
−2Ae−αt

α ��� 2 




x(t) O � @�- ���&-7� 7?>@� 7)��"�#  ��(=ANH:@ y(t)
7)����(476*;7�9 9 9

dy =
−2A2e−αt

α
dt ����� 


� � 7 %K� 9;7)(C@ 	 9������G-:7�@!>!� 7)��"�#  ��( ANH�#:@Y9 9  @�����*  ��(�AIH:@ y(t)
<�� 9.-:7�@;%'�19;7)(C@ 	 9�������*�+�����*Y9 	 � 9;7)� C2

y(t) =
2A2e−αt

α2
+ C2 ��� A 


12� 93-:7�@.M;�7A 	 ��(�*;=?76-7����(  ��(�ANH:@ t = 0 O � @�- C2 = 0
=�76*Y9�� < <x9�5�PQ*,A0����(C9

y(t) =
2A2e−αt

α2 ��� / 

" 
 C�7)����"�# 7)�1= 	 #�� =�76-:7  9;7�9 t 	  * x(t)  ��- y(t) 9  7)��� <������ 7�@;7)� 8�9 5�5B*Y8(57H:=�7�@ y(t)/x(t)

y =
−Ax

α ��� D 

- 
�� ��� 9����  � 9���9�*�(�� 7)��"�#  ��( <�� 9,+�����*Y9 	 � 9;7�@ � ��"�# 9;7?� < 7�=�7)� 7)�
	 	 ��� �

∇v = 0 =
∂u

∂x
+

∂v

∂y ��� E 


∂u

∂x
=

∂2Ae−αt

∂x
= 0 ��� F 


∂v

∂y
=

∂Ax(t)

∂y
= 0 ��� 3 


� 	 <�� 93��*;93-7� 7 � ��� 9����  � 9���9�*�(�� 7)��"�#  ��( 7�@�ANH���� 9�5
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pa

pa

pa

1

2

3

ζ

ζ

ζ

M

λ

Pumpe

d
L

K

L

E

A

d

3A

H

h

B 1

2B

g z

	�
 12� 9=-:7�@=5�7�@����  ������� >@� 7)��"�#  ��( 7)�19�� 	 ��( 7)��� 76*�619Y@��U< A 	 -:7)��* <���� -:7�@ 619;7)��� 7
1  ��- 0 � *�5 Ml=:=(5 
	 ��(47 O 7)��-:7�9 7�@�(47�=�7)�&*���"$#D�

p0 + ρ · c2
1

2
+ ∆l = p0 + ρ · c2

0

2
+ ρ · g · (h + H) + ∆p1−0 ��� J 


O � ∆l
��*Y9 -7� 7;Ml@Y=�7)� 9 -:7�@��  < 8?7  ��- ∆p1−0

-7� 7B619Y@ �U<  ��(�*�<47�@��  *;9;7C5 � � 7@>B76*�"$# O ����-7��(�+47)� 9;7)� c1 ��- c0
	 � -:7�@G619;7)��� 7 1

= 96O 5 0 � *�57Ml=:=(5 
 ��*Y9  ��(47�A � #:@��  ��� 5 � 	 =?7)��-:7@5 7)# � � 9;7�@,(C@��	�47 *�����- 571 	 �# 	 9;-:7)���D�

∆l = ρ · g · (h + H) + ∆p1−0 ��� L 

� � 7�
�7�@��  *;9;7l7)� 9�� 	 ��( -:76*�;��#:@ -:7�@ � � ��(47 L

*�����- 	  A -:7�@ %'��� 7)��(476*$"�# O ����-7��(�+47)� 9 =�7 9 ��(47)�=-7� 73-7� 7�;� =�7)+ 	 ��� 9;7 ��*;9�5 � � 7?>B76*$"�# O ����-7��(�+47)� 9  �:<�� 9Y9;7)� = 	 @.<��U@  ��-4� 	 "�#&-7� 7��  < 8�7@��*Y9,(�� 7)��"$#(5 � 	 -7� 7�  < 8?7 <47�@��  *;9�A @;7)� 	 @Y=�7)� 9;7�9�5 	 H:@ ∆p1−0
(���� 9;-:7)���D�

∆p1−0 = ρ · c2
M

2
· (λL · L

d
+ ζE + ζA + ζK) � AC2 


� � 7 > 76*�"�# O ����-7��(�+47)� 9 cM
=?7�9Y@�� (C9;- 	 ���D�

cM =

√

2 · ∆l − 2 · ρ · g · (h + H)

ρ · (λL
L
d

+ ζE + ζA + ζK)
= 4.55 m/s � A � 


= 
 �G< -7� 7 >B76*$"�# O ����-7��(�+47)� 9 	 � -:7�@ 619;7)��� 7
3 9  =�7�@;76"�#�� 7)� + 	 ����< 	 � -7� 7G5�7�@����  �����?>!� 7)��"$#  ��(

7)�19�� 	 ��( 7)��� 76*B619Y@��U< A 	 -:7)��*.<����&-:7�@G619;7)��� 7 0 9  @ 619;7)��� 7 3 	 � O 7)��-:7)�D�

p0 + ρ · c2
0

2
+ ρ · g · h = p0 +

c2
3

2 � ACA 




M;�4-:7�@ 619;7)��� 7
0
��*;9

c0 = 0 8 *�� - 	 � 7�@�# 	 � 9s< 	 �D�

c3 =
√

2 · g · h = 4.43 m/s � A / 
" 
 �G< -7� 7.(476*  "�#19;7��G=?7�@�� ��"$# 7 9  =?76*Y9�� < < 7)� + 	 ��� < 	 �=-7� 7 � ���19���� >!� 7)��"�#  ��( 96O ��*�"$# 7)� -7� 7B619;7)��� 7
2  ��- 3 	 � O 7)��-:7)�(5 6 � 7�@�# 	 � 9s< 	 �D�

c2 · A2 = c3 · A3 � A�D 

� � 7 > 76*�"�# O ����-7��(�+47)� 9;7)� c2

 ��- c3
*�����- =�7)+ 	 ���19�5 � � 7��G=�7�@�� ��"�# 7 A2

(���� 9 �

A2 =
π · d2

4
= 0.002827433 m2 � A E 


� � 7 (476*  "�# 9;7��G=?7�@�� ��"$# 7 (���� 9.-:7)���D�

A3 = 0.002904023 m2 � A F 
- 
 �G< 9  =�76*Y9�� < < 7)� �U= -7� 7 619Y@ �U<  ��( ��� -:7�< �;��#:@ -:7�@ � � ��(47
L
� 	 <���� 	 @�� -:7�@x9  @Y=  � 7)� 9���*;9 8<  *�* < 	 � -7� 7��l7�� ������-�* 9 	 #���=?7 9 H�(�����"$#4-7� 7 >B76*�"�# O ����-7��(�+47)� 9 cM

=�7�@;7)#�� 7)�(5 � 	 "�# -7� 7 � 7������ 9������# 	 9l< 	 �D�

Re =
ρ · cM · d

µ
=

cM · d
ν

= 273000 > 2300 � A43 


O � ν = ρ/µ
5 � � 7x619Y@ �U<  ��(=��*Y93- 	 ��� 9  @Y=  � 7)� 9�5

7 
 �G< 9  + � ��@;7)�&�U=&-7� 7?%'��� 7)� O 	 ��-G-:76* �.��#:@;76*3#��7- @ 	  ����*�"�#G(�� 	 9Y93��*Y9s<  *�*s< 	 �2-:7�@ � ��"�+47 ∆
-:7�@

< ��*�+���*;7)� �;� 9;7�@�*$"�#���"�#19B=?7�@;76"$#�� 7)�(5 � 	 "�#&-7� 7!A0����(47)��-:7 	��U@Y< 7)� # 	 9s< 	 �D�

∆

d
=

12.64

Red
3/4 � A J 


Red =
cM · d

ν � A L 

12� 9.-:7�@d=�7�@;76"�#�� 7�9;7 �l7�� ������- 9 	 #�� Red

7�@�# � � 9l< 	 �D�

∆

d
=

12.64

Red
3/4

= 0.00105834 �0/ 2 

� 	 * 
�7�@�# � � 9�����* ks/d

=�7�9Y@�� (C9
ks/d = 1/400 = 0.0025 8 - 5 #(5 -7� 7 <�� 9Y9�� 7�@;7 6 	 ��-7+��U@��:@ 	  #���(�+47)� 9

ks
��*Y9?(C@ �	�47�@ 	 ��* -7� 7 � ��"$+47 ∆

-:7�@?< ��*�+���*;7)� �.�19;76*�"�#���"$# 9�5 � � 7 %'��� 7)� O 	 ��- -:76* �.��#:@;76* ��*Y9 	 ��*$�
�!%
	��;C #� - @ 	  ����*�"$#&(�� 	 9Y9�5



���!�����#�� � � #����L��� �

ṁ1 = 2ρπcmax

∫ R1

0
(1 − r2

1

R2
1

)dr1 �0/7� 


ṁ1 = 2ρπcmax[
r1

2

2
− r1

4

4R1
2 ]R1

0 �0/ A 


ṁ1 = 2ρπcmax[
r1

2

2
− r1

4

4R1
2 ]R1

0 �0/�/ 


ṁ1 =
ρπcmax

2
R1

2 �0/ D 


ṁ2 =
ρπcmax

2
R2

2 �0/�E 


ṁges =
ρπcmax

2
(R1

2 + R2
2) �0/�F 


M  AI( 	 =�7)� 9;7)���(= 


� � �3��"�#19  ��(

∑

Fx = 0 = FF lanschx �0/ 3 


� � �3��"�#19  ��(

∑

Fy = 0 = FF lanschy − Fi1 − Fi2 �0/�J 


Fi1 = 2πρcmax
2

∫ R1

0
(1 − r2

1

R2
1

)
2

r1dr1 �0/�L 




Fi2 = 2πρcmax
2

∫ R2

0
(1 − r2

2

R2
2

)
2

r2dr2 � D 2 


Fi1 = 2πρcmax
2(

R2
1

6
) � D � 


Fi2 = 2πρcmax
2(

R2
2

6
) � D A 


FF lanschy =
ρπcmax

2

3
· [R1

2 + R2
2] � D / 


9 � �3��"$# 9  ��(

∑

Fz = 0 = Fp + Fiz − FF lanschz � DCD 


Fp = (p3 − pa) ·
πD3

2

4 � D E 


Fiz = ρc3
2 · πD3

2

4 � D F 


FF lanschz =
πD3

2

4
· (p3 − pa + ρc3

2) � D13 




M  AI( 	 =�7)� 9;7)��� " 


∑

Mz = 0 = Mz − Mi1 + Mi2 � D J 


Mz =
ρπcmax

2

3
· (R1

2l1 − R2
2l2) � D L 




���!�����#�� � � #����L���D�

	�


τt = −ρu′w′ = ρl2
∣

∣

∣

∣

du

dz

∣

∣

∣

∣

du

dz
∣

∣

∣

∣

du

dz

∣

∣

∣

∣

> 0

ANH:@ 	 ��� 7 9 �

→
∣

∣

∣

∣

du

dz

∣

∣

∣

∣

du

dz
=

(

du

dz

)2

τt = −ρu′w′ = ρl2
(

du

dz

)2

l(h) =
κ

h

(

h2 − z2
)

τt = ρl2
(

du

dz

)2

⇒ τt = ρ
(κ

h

(

h2 − z2
)

)2
(

du

dz

)2

= 

µ

dū

dz
− ρu′w′ = konst. > 0


�7�@�� 	 "$#�� ��*�*���(47 µdū
dz

	  ��*;7�@�# 	 � =&-:7�@.< ��*�+���*`7)� �.�19;7�@�*�"�#���"$# 9�5 � µdū
dz

<< ρu′w′ 


−ρu′w′ = konst. > 0

ρl2
(

dū

dz

)2

= konst.

ρ = konst.!

l
dū

dz
=

√
konst. = konst

%K� 9;7)(C@ 	 9������D�

∫

dū = konst ·
∫

1

l
dz

ū = C1 ·
∫

1
κ
h
· (h2 − z2)

dz

ū =
h

κ
· C1 ·

∫

1

(h2 − z2)
dz



P *,(���� 9 � 9�� #
� 	 <�� 9l7�@�(�� =:9;*���"�#4� 	 "$#&-:7�@.%K� 9;7)(C@ 	 9������D�

ū =
h

2 · κ · C1 · ln
h + z

h − z
+ C2

� 	 ��- =?76-7����(  ��( � �

ū(0) = 0 =
h

2 · κ · C1 · ln
h

h
+ C2

⇒ C2 = 0

⇒ ū(z) =
h

2 · κ · C1 · ln
h + z

h − z
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ū

(

h

2

)

= U =
h

2 · κ · C1 · ln
h + h

2

h − h
2

⇔ U =
h

2 · κ · C1 · ln
3
2 · h
1
2 · h

⇔ U =
h

2 · κ · C1 · ln 3

⇒ C1 = U · 2 · κ
h · ln 3

⇒ ū(z) = U · 2 · κ
h · ln 3

· h

2 · κ · ln h + z

h − z

⇒ ū(z) =
U

ln 3
· ln h + z

h − z
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T0

ρ0

T2

p 3,0

T3,0

p0

m
.

A1 A2

TeststreckeLaval−Düse

Pitot−Rohr

1 2 3

Ml=:=�����-  ��( � �?6 + � 969 7

>B7)(47�=�7)�D�
�

p3,0 = 0, 78bar
�
κ = 1, 4

�
T2 = 388K

�
R = 287 m2

s2·K
�

T3,0 = 563K
�
Amin = A1

�
D2 = 0, 15m

�
M1 = 1
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⇒ A2 = π · D2
2

4 = 0, 01767m2
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⇒ T3,0
!
= T0 = 563K

T2

T0
=

1

1 + κ−1
2 · M2

2

⇔ M2
2 =

(

T0

T2
− 1

)

· 2

κ − 1

⇔ M2
2 = 2, 255

⇒ M2 = 1, 502
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� 5
p0,3

p0
=

[

1 +
2 · κ
κ + 1

·
(

M2
2 − 1

)

]− 1
κ−1

·
[

1 − 2

κ + 1
·
(

1 − 1

M2
2

)]− κ

κ−1

⇒ p0 =
p3,0

[

1 + 2·κ
κ+1 ·

(

M2
2 − 1

)

]− 1
κ−1 ·

[

1 − 2
κ+1 ·

(

1 − 1
M2

2

)]− κ

κ−1

⇒ p0 = 0, 839bar
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M2
2,Sto =

1 + κ−1
κ+1 · (M2

2 − 1)

1 + 2·κ
κ+1 · (M2

2 − 1)

M2
2,Sto = 0, 4905

⇒ M2,Sto = 0, 7004
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p2,Sto

p0,3
=

1
(

1 + κ−1
2 · M2

2,Sto

)
κ

κ−1

p2,Sto =
1

1, 3875
· p0,3

⇒ p2,Sto = 0, 562bar
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p2,Sto

p2
= 1 +

2 · κ
κ + 1

· (M2
2 − 1)

⇒ p2 = 0, 228bar
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p2

p0
=

1
(

1 + κ−1
2 · M2

2

)
κ

κ−1

⇒ p0 = 0, 839bar
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ρ
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�



ρ0 =
p0

R · T0

⇒ ρ0 = 0, 5192
kg

m3
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A2

A1
=

1

M2
·
[

1 +
κ − 1

κ + 1
·
(

M2
2 − 1

)

]
κ+1

2·(κ−1)

⇒ A1 =
A2 · M2

[

1 + κ−1
κ+1 ·

(

M2
2 − 1

)

]
κ+1

2·(κ−1)

⇒ A1 = 0, 015m2

⇒ D1 = 0, 138m
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ṁ = ρ1 · c1 · A1
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(���� 9 �

M1 =
c1

a1

⇒ c1 = M1 · a1

a1 =
√

κ · R · T1

⇒ c1 = M1 ·
√

κ · R · T1

� � 7 C�7�< 8?7�@ 	 9  @ T1
 ��- -7� 7 � ��"$# 9;7 ρ1
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ρ1 = ρ0 ·
(

2

κ + 1

)
1

κ−1

ρ1 = 0, 3291
kg

m3

T1 = T0 ·
2

κ + 1

⇒ T1 = 469, 167K

⇒ a1 = 434, 18
m

s

⇒ c1 = 434, 18
m

s

⇒ ṁ = 2, 1436
kg

s
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⇒ kompressibel, stationr, reibungsfrei
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p2

p0
=

0, 228bar

0, 839bar
= 0, 271
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∂

∂y
=

∂2

∂y2
= 0 , v = 0 . �0E 2 
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ρ ·
(

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ w · ∂u

∂z

)

= kx − ∂p

∂x
+

∂

∂x

(

2 · µ · ∂u

∂x

)

+
∂

∂z

[

µ ·
(

∂w

∂x
+

∂u

∂z

)]

, �0E7� 


ρ ·
(

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ w · ∂w

∂z

)

= kz −
∂p

∂z
+

∂

∂z

(

2 · µ · ∂w

∂z

)

+
∂

∂x

[

µ ·
(

∂w

∂x
+

∂u

∂z

)]

. �0E A 

= 
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∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0 . �0E�/ 
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kx = 0 , kz = −ρ · g . �0E D 
� � 7x619Y@ �U<  ��( ��*Y9.*;9 	 9������ ��@  ��-4- 	 <�� 93(���� 9 �
∂

∂t
= 0 . �0E�E 
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x
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∂u

∂x
=

∂w

∂x
=

∂2u

∂x2
=

∂2w

∂x2
= 0 . �0E�F 
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ρ · w · ∂u

∂z
= K +

∂

∂z

(

µ · ∂u

∂z

)

, �0E 3 


ρ · w · ∂w

∂z
= −ρ · g − ∂p

∂z
+

∂

∂z

(

2 · µ · ∂w

∂z

)

+
∂

∂x

[

µ ·
(

∂u

∂z

)]

, �0E�J 

∂w

∂z
= 0 . �0E�L 
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ρ · w ·
-
u-
z

= K +

-
-
z

(

µ ·
-
u-
z

)

, �0F 2 


ρ · w ·
-
w-
z

= −ρ · g − ∂p

∂z
+

-
-
z

(

2 · µ ·
-
w-
z

)

, �0F7� 
-
w-
z

= 0 . �0F A 
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w(z) =

	 �0F�/ 
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w(z = h) = 0

5 � � 7 ����*  ��( �0F�/ 
 ���&-7� 7 � 	 ��- =?76-7����(  ��( 7)����(476*;7�9 9 93ANH�#:@Y9 9  w(z) = 0
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0 = K +

-
-
z

(

µ ·
-
u-
z

)

, �0F D 


0 = −ρ · g − ∂p

∂z
. �0F�E 


" 


z

u(z)

- 

µ(T ) = µ0 · e−α·(T−T1) �0F�F 

µ(T ) = µ0 · e−α·∆T · z

h �0F 3 


−K =

-
-
z

(

µ0 · e−α·∆T · z

h ·
-
u-
z

)

�0F�J 


−K · z + C1 = µ0 · e−α·∆T · z

h ·
-
u-
z �0F�L 


-
u-
z

= (−K · z + C1) ·
1

µ0
· eα·∆T · z

h � 3U2 


-
u-
z

= −K · z · 1

µ0
· eα·∆T · z

h + C1 ·
1

µ0
· eα·∆T · z

h � 3 � 


u(z) = −K · 1

µ0
· h · y
α · ∆T

· eα·∆T · z

h + K · h2

α2 · (∆T )2
· 1

µ0
· eα·∆T · z

h + C1 ·
1

µ0
· h

α
· eα·∆T · z

h + C2 � 3UA 

� 	 ��- =?76-7����(  ��(47)� u(z = 0) = 0  ��- u(z = h) = 0

u(z) =
−K

µ0
· h2

α · (T2 − T1)
·
(

y

h
· eα·(T2−T1)· z

h +
eα·(T2−T1)

1 − eα·(T2−T1)
·
(

eα·(T2−T1)· z

h − 1
)

)

� 3 / 
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∂p(x, z)

∂x
= −K � 3%D 


p(x, z) = −K · x + C3(z) � 3 E 


∂p(x, z)

∂z
=

∂C3(z)

∂z
= −ρ · g � 3 F 


∂C3(z) = −ρ · g · z + C4 � 3C3 


p(x, z) = −K · x + C3(z) = −K · x − ρ · g · z + C4 � 3 J 

� 	 ��- =?76-7����(  ��( p(x = 0, z = 0.75 · h) = p0

p0 = −ρ · g · 3

4
· h + C4 � 3 L 


C4 = p0 + ρ · g · 3

4
· h �0J 2 


p(x, z) = p0 − K · x − ρ · g · z + ρ · g · 3

4
· h �0J7� 


p(x, z) = p0 − K · x + ρ · g · (3

4
· h − z) �0J A 
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u(t) = U · cos α(t)

w(t) = U · sin α(t)

C1 = U · cos α(t0)

C2 = U · sin α(t0) − gt0

u(t) = U · cos α(t0)

w(t) = U · sin α(t0) − g(t − t0)

J I
u = U · cos α(t0) = konst.

w = U · sinα(t0) − g(t − t0)

dx

dt
= u;

dz

dt
= w

dx = U · cos α(t0)dt

x(t) = U · cos α(t0) · t + C4

dz = [U · sin α(t0) − g(t − t0)] dt

z(t) = U · sin α(t0) · t −
1

2
g(t2 − 2 · to · t) + C4

K L M

x(0) = x1 = C3

z(0) = z1 = C4

x(t) = U · cos α(t0) · t + x1

z(t) = U · sin α(t0) · t −
1

2
g(t2 − 2 · to · t) + z1

N



�I x

y

h

U

α

� I
t − t0 =

x

U · cos(α0)

u(x) = U · cos(α0)

w(x) = U · sin(α0) − g

(

x

U · cos(α0)

)

dz

dx
=

w

u

dz =
U · sin(α0) − g

(

x
U ·cos(α0)

)

U · cos(α0)
dx

dz = 1 − g
2 · x

U2
dx

z = x − g
x2

U2
+ C3

K H��J �� ������ M

z(0) = h

C3 = h

z = x − g
x2

U2
+ h

!
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ζ 3

ζ 2

p
0

p
3

p
2

ζK

ζ
E

L

l

λL

Turbineλ

0

H

D

i a

d
l

2

3

g

HI �� � �� �������� ��� ���J��� J �������� �� 	
���� ������ ������ � �� ����� ��� ��	����� ci
��� ca

�� J ����� K ����� ��� ����� L
J� �

l H� ������ � � �� 	
���� ����� � �� L �����   �� J� �
������� ������  ������� J �������� ����� � ��� ��� K��� ��� ����� L �H� � H� M

p0 + ρ ·
c2
0

2
+ ρ · g · (H + L) = pi + ρ ·

c2
i

2
+ ∆pv0−i

�NI

� ∆pv0−i

���� � �� ��� � ��� ��� H�� ��� K ����� �K ��J����� � � ��������� ��� � ���� ������� � ���I �
� �� �� ��� M

∆pv0−i
= (

1

2
· ρ · c2

i ) · (λL(L/D) + ζE + ζK)
�!I

� H� �H� ���� M

ci =

√

2 · [p0 − pi + ρ · g · (H + L)]

ρ · (1 + λL(L/D) + ζE + ζK)
= 0.324443 m/s

��I

����� � �� �������  ������� ��� ��� K ��� ��� ����� l �H� � H� M

�



ρ · (π · D2/4) · ci = ρ · (π · d2/4) · ca
�� I

ca
� � � ���� M

ca =
D2

d1
2 · ci = 8.111 m/s

�"I

� �� �������� ��� ���J��� ��� �� ���� ���� M

N = V̇ · ∆e
��I

� �� �� �� �� ����� � �J ���
∆e

� � �� � �� H� ������� ��� �  � �� ��� ��  �� ��������� ��� ���J��� ����
������� � ��� HJ �� ���� ��J �	H��� � �� � �� �� ������� 	H�� � H� � �� L �����   ���  ������� �����
��� ����� �H��� � ������ � �� ���  �

i ��� a H������ M

pi + ρ ·
c2
i

2
− ∆e = pa + ρ ·

c2
a

2

��I
� �� � � � ���� M

∆e = pi − pa +
1

2
· ρ · (ci

2
− ca

2) = 261158.47 Pa
��I

� �� ��  ������� V̇ � � � M

V̇ = ci · π · D2/4 = 0.0637 m3/s
��I

� �� �������� ��� ���J��� � � � ���� M

N = 16635.8 W = 16.6358kW
�N�I

J I ��� L ��������� ��� ����� ��� ��	����� � 	
���� ��� L �����   ���  ������� ��� H�� ��� ����� �
����� � ������ � �� ���  �

a ��� 2
J� �

3
J �������� ����� � � �� ��� L�����   ���  ������� ��� H��

����� ����� �H��� � ��� ��� ���  �
a ��� 2

�� � � JJ �I H�������� ����J �� ���� M

pa + ρ ·
c2
a

2
+ ρ · g · l = p2 + ρ ·

c2
2

2
+ ∆pva−2

�NNI

� ∆pva−2

��� ��� ����� ��� ��� � ��� ��� H�� ��� K ����� ��� ����� l
� � H� �H� M

∆pva−2
=

1

2
· ρ · c2

a · λl(l/d) +
1

2
· ρ · c2

2 · ζ2
�N!I

� �� � ���� ��� ��	���
c2

� � � ���� M

c2 =

√

2[pa − p2 + ρg · l + 1/2ρca
2(1 − λl(

l
d ))]

ρ(1 + ζ2)

�N�I

� H� �H� ���� M

c2 = 7.3577 m/s
�N� I

�



� �� ����� ����� �H��� ��� ���	� a
J�� ���	� 3 ��� � �� �� J � L ���H�������� ������ ��� H���

���H � � H� ��� � �� ����� ��� ��	���
c3

M

c3 =

√

2[pa − p3 + ρg · l + 1/2ρca
2(1 − λl(l/d))]

ρ(1 + ζ3)

�N"I

� H� �H� ���� M

c3 = 7.703 m/s
�N�I

�I �� �� ������ �J � �� ���
���� �� ��� K ��� ��� ����� L
 H� ��H� ���� ���J�  ��� ��� �� �� � H�

� �� K ����  ���H�  H� � � ���� ��� ������ �����
D

J �������� � � �� ��� M

ReD =
µ · ci · D

ρ
=

ci · D

ν
= 162221.5 > 2300

�N�I

� ν = ρ/µ
� � �� ���
���� ��� �H�� ���J�  ��� �

� I � �� K ����  ���H�  ��� ������������� ��� � �
����������� 105
�
ReD = 1.6 · 105 I � � H�� � H�

�H�� � �� ��  ����� ���� � �H�� L H��� � J ������� �� � ��
λL ���� �� �������� M

λL =
0.3164

ReD
1/4

= 0.01576
�N�I

� ��
λL ���� ��� �H�� ������� � � H � �� ����J ��� ���� ��� λL

�J ��������� � ���� ��� J ���������
���� � � H� K��� ��� ���� ����H�  ���� �H�� �

"



������ C ���DE � � G

HI � �� ���
� ���� � H���� ����� �� �� �  ���� H� ����
� ����� � H���� ����� ���� � ���� H������ H� ����
����	� � ��� ���H��� � H���� ����� ��� �� ������   ��  �� �� ��   � � �� � ���� ��� ��	����� ~v1

���

~v2
���� �H�H  � �� ��

~v3
H����H�H  � ��� � ��� ���� �  ���� � ��� �� ��  �� H� � ��� � H�������H ����

−ρv1A1 − ρv2A2 + ρv3A3 = 0
�NI

v3 =
v1A1 + v2A2

A3

�!I

J I � �� ���� � ��� � H ��	�H�� ~F ��� ��� ��� ���
���� H� ����J��� � ���	� ~FD
�� �� ����  �	�H��

~FI
�� �� ��   ���� � � �� � H����	�H��  ��	� ��� �� ���

z
� K������� � ��� ���H J ��� � �� � H ��	�H��

�� ���
x
� ��� y

�K������� �� ������ � � �� � ���		�H�� ~FD
��� � �� ���� � ����� � �� � ���	� H� �

����� �� �  ����� �� ������   ��  �� �� �

~FD = −

3
∑

i=1

(pi − p0)nidAi
��I

� ��� ��� �J� ���� ����� � �� ��  ����� �J �� ����� �� ��	�����  �� ������J���� � �� � ��� ���H����
�����  ������� ������   �H��  ��	� ��� �� ��J��������	 � H �� H��� H� � ��� K ����J ������� ~AR

�
H� ���� ~A1

� ~A2
��� ~A3

� ��� �� ��� � �� ���H��� � ���		�H�� ~FD
M

~FD = −(p1 − p0) ~A1 − (p2 − p0) ~A2 − (p3 − p0) ~A3 + p0
~A1 + p0

~A2 + p0
~A3 + p0

~AR
�� I

~F0 = p0
~A1 + p0

~A2 + p0
~A3 + p0

~AR
�"I

� �� �J ��������	�H�� ~F0
 ��	� � �� �  ������ � ���	 H� � ����� �����  ��������� �J ������� ��� ���

����H J ��   �
� �� ����  �������� � ���		�H�� ��� �J� ���� ����H J �� ���

x
� ��� y

� K������� H �

~FDx = (p1 − p0)A1 + (p2 − p0)A2 cos α − (p3 − p0)A3 cos β
��I

~FDy = −(p2 − p0)A2 sin α − (p3 − p0)A3 sinβ
��I

� �� ����  �	�H�� ~FI
��� � �� ���� � ����� � �� ����� ��� ��	����� ����� � �� ����� ��� �  ����� ��

������   ��  �� �� �

~FI = −ρ

3
∑

i=1

~vi~vi ·
~Ai

��I

��� ~A1
��� �J� ���� ��� � �� ���� ������ �� x

�K������� ���  ���� ��   

~FI1x = ρA1v
2
1

��I
��� ~A2

��� �J� ����

~FI2x = −ρv2 cos α(−v2A2) = ρA2v
2
2 cos α

�N�I
~FI2y = −ρ(−v2 sinα)(−v2A2) = −ρA2v

2
2 sin α

�NNI

�



��� ~A3
��� �J� ����

~FI3x = −ρ(v3 cos β)(v3A3) = −ρA3v
2
3 cos β

�N!I
~FI3y = −ρ(v3 sin β)(v3A3) = −ρA3v

2
3 sin β

�N�I
� �� �
���� � H ��	�H�� �� ���

x
�K������� ��� ��������������� ��� ���� � ��� ����  ���������

� ���	� �� �� ����  �	�H��

~Fx =

−((p1 − p0)A1 + (p2 − p0)A2 cos α − (p3 − p0)A3 cos β + ρA1v
2
1 + ρA2v

2
2 cos α − ρA3v

2
3 cos β))

�N� I
� �� �
���� � H ��	�H�� �� ���

y
�K ������� ��� ��������������� ��� ���� � ��� ����  ���������

� ���	� �� �� ����  �	�H��

~Fy =

−(−(p2 − p0)A2 sin α − (p3 − p0)A3 sin β − ρA2v
2
2 sin α − ρA3v

2
3 sin β)

�N"I
= (p2 − p0)A2 sin α + (p3 − p0)A3 sin β + ρA2v

2
2 sin α + ρA3v

2
3 sin β)

�N�I

�I �   ��� ��� ��� �J� ���� �H� � ������ ��� ~M H� � ��� � ���	� �� �� ����  �	�H�� ��� ��� � �J � H��
r

~M = −ρ
3
∑

i=1

~ri × ~vi(~vi ·
~Ai)

�N�I

L �� N ��� �H� � �� ��� ����� � �� � ���		�H�� �� ���
z
�K ������� ��   � �� � �� �  ���� ���

x
�

���� ������ ���  ���� ��   �H� ��� ��� �� �H�H  � ��� � �J � H�� L
��� � � H� � ����	� � �J � H��

� H � �� ���
� ����� ��� ��	��� ��� �J� H� � ����� J �� � ���� ��� ���� ��   �
L �� ! ��� ��� � �J � H�� �H�H  � ��� �  ���� ��� H�����H�H  � ��� ����� ��� ��	��� � ��� �� ����� !
� ���� ��� ��� ��� J �� �

~r2 = (−L cos α;L sin α; 0)
�N�I

L �� � ��� �J� ����� � �� � ���		�H�� ��� ����  �	�H�� � ��� �

~M3 = −ρ(L;L; 0) × (v3 cos β; v3 sinβ; 0)v3A3 − (L;L; 0) × (p3 − p0)(A3 cos β;A3 sin β; 0)
�N�I

� H� � �� ��� �� ���
z
�K������� J ��J� H � ���� ���� ���  ���� ��   

M3z = −LA3(sin β − cos β)(ρv2
3 + (p3 − p0))

�!�I

�



������ C ���DE � � G

HI �H  NM

ReD =
vzm1 · D

ν
= 1700 => laminar

�NI

λlam =
64

ReD
= 0.0377

�!I

∆pv =
1

2
· ρ · vzm1

2
·

L

D
· λlam = 0.00131Pa

��I

�H  ! M

ReD =
vzm2 · D

ν
= 50000 => turbulent,Blasius

�� I

λturb =
0.3164

ReD
0.25 = 0.0212

�"I

∆pv =
1

2
· ρ · vzm2

2
·

L

D
· λturb = 0.636Pa

��I

J I �  H������ � ���  ��� �
���� � �H� ������ �� �H������ J ��� ���J�  ����� � ���  � ���� �� ����  ��
���� ������ ��� ��������  �H� ��H� ��� �

laminar turbulent

�I

−ρ · v′zv
′

r = konst = −K = τ ′

t

��I

−K = ρ · l2 · (
dvz2

dr
)
2 ��I

�



dvz2

dr
= −

1

l
·

√

−K

ρ

��I

dvz2

dr
= −

vzmax

7 · R
· (1 −

r

R
)
−6

7
�N�I

l =
7 · R

vzmax
· (1 −

r

R
)

6

7

·

√

−K

ρ

�NNI

�



������ C ���DE � � G

HI ��	��������J � � ��H������ � ���J����J ��H����
J I

ṁ = ρLuft · c1 · A1

⇒ ṁ = 0, 47
kg

s

�I ���� �

� ���� M �� �H��� � ���� �� ���� ��	��������J  � ���
���� �
� I

Re1 =
c1 · D1

νLuft
=

c1 · D1 · ρLuft

µLuft

⇒ Re1 = 401.666

A1 =
π · D2

1

4
= 0, 00785m2

A2 =
π · D2

2

4
= 0, 0707m2

� �� � ���� ��� ��	��� �� �� ����
� �������� ���  ��� ���� � �� � � �� ��� ������� ������  ������� J ��
������� M

V̇1 = V̇2 ⇒ c1 · A1 = c2 · A2

⇒ c2 =
A1 · c1

A2

⇒ c2 = 5, 55
m

s

Re2 =
c2 · D2 · ρLuft

µLuft

⇒ Re2 = 133.755

�I � �� �  ���� ������ ����  ���H� �

A(h) = a · h + b

A(h = 0) = b = A1 = 0, 00785 m2

⇒ b = 0, 00785 m2

A(h = 1 m) = a · 1 m + 0, 00785 m2 = A2 = 0, 0707 m2

⇒ a = 0, 0628 m

⇒ A(h) = 0, 0628 m · h + 0, 00785 m2

⇒ A(h = h/2) = 0, 039 m2

N�



� I dmin = 0, 0015 m � dmax = 0, 02 m

Remin =
ch/2 · dmin · rhoLuft

µLuft

Remin = 1.212

Remax =
ch/2 · dmax · rhoLuft

µLuft

ch/2 =
A1 · c1

Ah/2

ch/2 = 10, 06
m

s
Remax = 16.163

� I � J�� ���� H� � � �H��H�� M
cW = 0, 4

�� � � � � �� �  ������ �����J �� ������ M

� ������H���	�H�� � �� �����	�H��

W = G
1

2
· ρLuft · c

2
h/2 · cW · AKugel = VKugel · ρSand · g

1

2
· ρLuft · c

2
h/2 · cW · π ·

D2
Kugel

4
=

4

3
· π ·

D3
Kugel

8
· ρSand · g

1

2
· ρLuft · cW · c2

h/2 =
1

6
· ρSand · g · DKugel

⇒ DKugel =
6

8
·

ρLuft

ρSand
·
cW

g
· c2

h/2

⇒ DKugel = 0, 0025m

NN



������ C ���DE � � G

HI � �� ����� �� �� ����H � ������� ������  ������� ��� ��	��������J  � ���
������  H���� M
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 .

�NI
� �� ���
���� ��� �J �� � � � � �M

∂

∂y1
=

∂2

∂y2
1

= 0 , v = 0 .
�!I

� �� ���
���� ��� ��H������ ��� �H� �� � � � M
∂

∂t
= 0 .

��I
� H� �� ��  �� H� � �NI M

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0 .

�� I
� �� ���
���� ��� �� x

�K ������� H� ���J� ��� � � � � � � �� ����� ��� ��	����	��� ������� ������
���� �� x

�K������� � ���� M

∂u

∂x
=

∂v

∂x
=

∂w

∂x
=

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x2
=

∂2w

∂x2
= 0 .

�"I
� �� ��� �  ��������� �!I ��� �"I ��  �� H� � �� I M

dw

dz
= 0 .

��I
� H�H� � ��  �� w = C � �� ��� �������H���� �	�� ��H���� C

� �� ��� � ����� � � � ���� ��� ���
�����
w(z = 0) = w(z = h) = W0

� � �� �
���� ��� ��I �� � �� K H��J �� ������ ���������� ����� ��
w(z) = W0

�
J I � �� ����� �� �� ����H �� ��	��������J  �� � H� �������	����  ���������  H���� M

ρ ·

(

∂u

∂t
+ u ·

∂u

∂x
+ v ·

∂u

∂y
+ w ·

∂u

∂z

)

= fx −
∂p

∂x
+ µ ·

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

,
��I

ρ ·

(

∂v

∂t
+ u ·

∂v

∂x
+ v ·

∂v

∂y
+ w ·

∂v

∂z

)

= fy −
∂p

∂y
+ µ ·

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)

,
��I

ρ ·

(

∂w

∂t
+ u ·

∂w

∂x
+ v ·

∂w

∂y
+ w ·

∂w

∂z

)

= fz −
∂p

∂z
+ µ ·

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)

.
��I

� �� �  ������� �!I � ��I � �"I ��� w = W0
��  �� M

ρ · W0 ·
∂u

∂z
= fx −

∂p

∂x
+ µ ·

∂2u

∂z2
,

0 = fy ,

0 = fz −
∂p

∂z
.

� �� � �H� ��H���� ��� ����H��  �����JH� � ���H�� � � �
fx = fy = fz = 0

� ����� ��� H� ���J� �����
���
���� ���

u 	���� ���	���� ��� x ��� ���� ��� �J ���� ���
���� 	���� ���	���� ��� y
�

� H� �� � � �
u = u(z) ��� ∂u/∂z = du/dz

� � ��������� ��� �J� ���� M

ρ · W0 ·
du

dz
+

∂p

∂x
= µ ·

d2u

dz2
,

�N�I
0 = 0 ,

�NNI
∂p

∂z
= 0 .

�N!I

N!



�  ������� �NNI ��  � �� � �� � �  ������� �N!I ��� �J� ���� � �H�� p 	���� ���	���� ��� z ��� ����
��� �J ���� ���
���� 	���� ���	���� ��� y

��� � � H� �� � � �
p = p(x) ��� ∂p/∂x = dp/dx

� � H� ��
��� �J� ���� �  ������� �N�I �� M

ρ · W0 ·
du

dz
+

dp

dx
= µ ·

d2u

dz2
.

� H ��� � ���	 �� ��H � 	�� ��H�� ��� ����� �� H��� � ���� ��� x HJ � ���H�� � H� ��  ����� �  �������
���� � M

W0 ·
du

dz
= ν ·

d2u

dz2
.

� �� ��J ��������� f(z) = du/dz ����� H� � � �� �  �������

W0 · f = ν ·
df

dz
.

���� �H�� ��������� H� � M

1

f
· df =

W0

ν
· dz .

� �� ������H���� � ����� �  ������� ��� �J� M

ln f(z) =
W0

ν
· z + C1

���� �H�� �������� ��� ��� ������H ���	����

f(z) = C2 · e
W0

ν
·z .

� �� K��	��J ��������� ��� �J� M

du

dz
= C2 · e

W0

ν
·z .

� H�H� � ��  �� �H�� ����� H ���� ������H���� M

u(z) = C2 ·
ν

W0
· e

W0

ν
·z + C3 .

�N�I

� �� � H��J �� ������ H � K H��J �� ������ ��� �J� H� ��� ������� �H�� u(z = 0) = U0
��� H� ���

�J ���� �H�� u(z = h) = 0
� � �������� �� �  ������� �N�I ���� � � H� M

U0 = C2 ·
ν

W0
+ C3 ,

�N� I

0 = C2 ·
ν

W0
· e

W0

ν
·h + C3 .

�N"I

�  ������� �N� I � ��� � �  ������� �N"I ��� �J� M

U0 = C2 ·
ν

W0
·

(

1 − e
W0

ν
·h
)

.

� H�� C2
H� ��� 
�� ��  �� M

C2 =
U0 · W0

ν
·

1

1 − e
W0

ν
·h

.
�N�I

N�



C2
���������� �� �N� I ��� �J� ���

C3

C3 = U0 −
U0 · W0

ν
·

1

1 − e
W0

ν
·h

·
ν

W0
= −U0 ·

e
W0

ν
·h

1 − e
W0

ν
·h

.
�N�I

������ � �� �  ��������� �N�I ��� �N�I �� �  ������� �N�I ���������� ��� �J� ���� M

u(z) = U0 ·
e

W0

ν
·z

1 − e
W0

ν
·h

− U0 ·
e

W0

ν
·h

1 − e
W0

ν
·h

.

� H� �� ��� ���� � � H� ��� � �� ����� ��� ��	��� �� �J���� ��	��� ��� z
M

u(z) = U0 ·
e

W0

ν
·z
− e

W0

ν
·h

1 − e
W0

ν
·h

.
�N�I

�I � �� � �H�� H� � � �� �J ��� �  H��� J �������� ���� ��� ��� � ���� ����� � �� ��� H� � M

FR,oben = τ(z = h) · b · L = ρ · ν ·
du

dz
(z = h) · b · L .

�N�I
��� ��� � ���� ��� ��	������H� ������ ���� � � H� H� � �  ������� �N�I M

du

dz
= U0 ·

W0

ν
·

e
W0

ν
·z

1 − e
W0

ν
·h

.

� H� �� ��� �J� ���� H� ��� �J ���� �H�� ��� ��� � ���� ��� ��	������H� ������ M

du

dz
(z = h) = U0 ·

W0

ν
·

e
W0

ν
·h

1 − e
W0

ν
·h

.

� ��������� �� �  ������� �N�I ��� �J� ���� ��� � �� � �H�� M

FR,oben = ρ · U0 · W0 · b · L ·
e

W0

ν
·h

1 − e
W0

ν
·h

.

� I ���
W0 → 0

��� �J� ���� H� � �  ������� �N�I M

u(z) = lim
W0→0

(

U0 ·
e

W0

ν
·z
− e

W0

ν
·h

1 − e
W0

ν
·h

)

= U0 · lim
W0→0

(

e
W0

ν
·z
− e

W0

ν
·h

1 − e
W0

ν
·h

)

.

� �� ���  �� �����H ����� K ��� ���� � � H� M

u(z) = U0 · lim
W0→0

(

z
ν · e

W0

ν
·z
−

h
ν · e

W0

ν
·h

−
h
ν · e

W0

ν
·h

)

= U0 ·

z
ν −

h
ν

−
h
ν

= U0 ·
z − h

−h
= U0 ·

(

1 −
z

h

)

.

�� �H��� � ���� �� ���� �����������
���� �
�I � �� ����� �� �� ����H � ����� ���  �������  H���� M

ρ ·

(

∂e

∂t
+ u ·

∂e

∂x
+ v ·

∂e

∂y
+ w ·

∂e

∂z

)

=

(

∂

∂x

[

λ ·
∂T

∂x

]

+
∂

∂y

[

λ ·
∂T

∂y

]

+
∂

∂z

[

λ ·
∂T

∂z

])

−p ·

(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)

+ ρ · q̇s + µ ·

(

2 ·

[

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂v

∂y

)2

+

(

∂w

∂z

)2
]

+

(

∂v

∂x
+

∂u

∂y

)2

+

(

∂w

∂y
+

∂v

∂z

)2

+

(

∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

−
2

3
·

(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)2
)

.
�!�I

N�



� �� ��� ����H��  �������� ��� � �����H���� Φ = 0
� 	����� ������� � ��� ��� ����� HJ ����

q̇s = 0
�

w = W0
��� ��� �  ��������� �!I � ��I ��� �"I ��  �� �H�H� � M

ρ ·

(

u ·
∂e

∂x
+ W0 ·

∂e

∂z

)

=

(

∂

∂x

[

λ ·
∂T

∂x

]

+
∂

∂z

[

λ ·
∂T

∂z

])

.

��� ��� ��	��������J  �� � �� ��� � � �
e = cv · T

� ��
cv = konst.

� � H� �� ��� �J� ���� M

ρ · cv ·

(

u ·
∂T

∂x
+ W0 ·

∂T

∂z

)

=

(

∂

∂x

[

λ ·
∂T

∂x

]

+
∂

∂z

[

λ ·
∂T

∂z

])

.
�! NI

� �� ���� ��H��������� ��� ��� �� x
�K ������� H� ���J� ��� � �H�H� � ��  �� ∂T/∂x = 0

� � ���H� � ���

� �� �  ������� �!I ��  �� �H� � �� ���� ��H��� ��� ��� ���	���� ��� z
��� M

T = T (z)
� � H� �� � � �

∂T/∂z = dT/dz
� � ��������� �� �  ������� �! NI ���� � � H� M

ρ · cv · W0 ·
dT

dz
=

∂

∂z

(

λ ·
dT

dz

)

.

� H H��� λ ��� ��� ���	���� ��� z
��� ��� �J� ���� M

ρ · cv · W0 ·
dT

dz
=

d

dz

(

λ ·
dT

dz

)

.

� ���H� � ��  �� M

ρ · cv · W0 ·
dT

dz
=

dλ

dz
·
dT

dz
+ λ ·

d2T

dz2
= ρ · cv · W0 ·

dT

dz
+ (λ0 + ρ · cv · W0 · z) ·

d2T

dz2
.

����� ��������� ���� � � H� M

d2T

dz2
= 0 .

� �� ������H���� � ����� �  �������  ������ M

T (z) = C4 · z + C5 .

� �� ��� K H��J �� �������� T (z = 0) = T1
��� T (z = h) = T2

��� �J� ���� � �� �
���� M

T (z) = (T2 − T1) ·
z

h
+ T1 .

N"
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u(x, y, t) =
t0y

U0t2
R�S

v(x, y, t) = V0 cos(ωt)
R#S

��"T UVW V� X �YWV�VTW  V�
t Z [�\�

dy

dx
=

v

u

R]S

ydy =
U0V0 cos(ωt)t2

t0
dx

R^ S

_W��`"a�VTW �"`V!�

y2

2
=

U0V0 cos(ωt)t2

t0
x + I1

R%S

b V�
I1 Z _W��`"a�VTW\cdTW\�aW��Xe"fg hV� `�`�! �W� i�hVW`eW` je k�V��eWl�

t1 = π
ω

�"`V!� \Vfg

0 = −U0V0π
2x1

ω2t0
+ I1

RmS

�T V� V\� hV� _W��`"a�VTW\cdTW\�aW�� ! �laWW� eWh hV� ��"T UVW V�W [n" [�\��\ t Z

y2 = 2
U0V0

t0

(

cos(ωt)t2x +
π2x1

ω2

)RoS

pn" hV� aW`�`�! �W� k�V� t1
�"`V!� \Vfg

y2 = 2
U0V0π

2

ω2t0

(

x1 − x
)RqS

#S X"�geW`\["�V r X �" X"aUU  e\\ ha[n" VW kcs! �W� h�W t�"� ueUU ga! �W

∂u

∂y
− ∂v

∂x
=

t0
U0t2

− 0 6= 0
R�S

�



Xa\ ��"� eW`\[�Uh V\� WVfg� h"�geW`\["�V � V\� aU\T X"aUU ! �ga[��� �]S X �YWV�VTW h�" �cdT �TW�W�� h�\ iagW��l�T"\

dy

dt
= v(x, y, t) = V0 cos(ωt)

R�$S

_W��`"a�VTW �"`V!�  V�
I2

_W��`"a�VTW\cdTW\�aW��

y(t) =
V0 sin(ωt)

ω
+ I2

R��S

Xe"fg hV� aW`�`�! �W� i�hVW`eW` [n" t2 [TU`� [n" I2

0 = 0 + I2

R�#S

�T V� V\�

y(t) =
V0 sin(ωt)

ω

R�]S

^ S X V� �a"�V�UU� �!U�V�eW` Wafg h�" k�V� �TW h�W � �\fg� VWhV`l�V�\lT �TW�W��W �"`V!�

∂u

∂t
=

−2t0y(t)

U0t3
i.a. 6= 0

R�^ S

∂v

∂t
= −V0ω sin(ωt) i.a. 6= 0

R�%S

X a\ ��"� eW`\[�Uh V\� h�\gaU! VW\�a�VTW�" R��`�W ���UVjV��" k�V�a!g�W`V`l�V�S �%S X V� 	 cdT �TW�W�� h�" \e!\�aWjV�UU�W i�\fgU�eWV`eW` V\�

ax =
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

R�mS

ax = −2t0y(t)

U0t3
+ V0 cos(ωt)

t0
U0t2

R�oS

X V� 
 cdT �TW�W�� h�" \e!\�aWjV�UU�W i�\fgU�eWV`eW` V\�

ay =
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

R�qS

ay = −V0ω sin(ωt)
R��S

#



FGHIJKL � NO�Q
aS X V� � �\fg� VWhV`l�V�

cD

h�\ �Tg"�\
3
V\�  V� h� �TUe �W\�"T 

V̇
! �laWW� � b aW ga� Z

R�S
V̇ =

π · D2 · cD

4
XV� `�\efg�� ��\fg� VWhV`l�V� `VU� h�WW Z

R#S
cD =

4 · V̇
π · D2

= 8.9524 m/s

bV� hV�\�" ��\fg� VWhV`l�V� laWW  aW h�WW hV� � ��WTUhjagU VW h�" b V��� h�\ � Tg"�\
3
! �c

"�fgW�W � X V� `VU� Z

R]S
ReD =

µ · cD · D
ρ

=
cD · D

ν
= 716197.244 = 7.162 · 105

� hV� � �V!eW`\lT�� jV�W� ae\ h� uVle"ah\� c X Va`"a  ! �\�V  �W je l�WW�W  e\\  aW
ha\ ��"g�U�W V\

D/k
! �"�fgW�W � X a\ `VU� Z

R^ S D

k
= 30

�e\ h� XVa`"a  laWW  aW h�" t�"� h�" `�\efg�� dT�� jV�W� ae\U�\�W �
X �" t�"� �TW

λ
`VU� h�WW Z

R%S
λ = 0.06

! S b V� h�" i�"WTeUUVc� U�VfgeW` �W�UaW` �VW�\ ��"T [ah�W\ �TW h�" ���UU�
P
eWh

1
R\ � �!! �S

aW`���Wh�� �"`�! �W \Vfg Z

RmS
pP + ρ · c2

D

2
− ∆pvD = p1 + ρ · c2

1

2
+ ρ · g · h + ∆pv1

�T! �V
p1
`U�Vfg h�" �� T\�g�"� X"efl V\� � X V� ��"Ue\���" � `�U��W Z

RoS
∆pvD =

1

2
· ρ · c2

D · λD(L/D)

RqS
∆pv1 =

1

2
· ρ · c2

1 · (λ1 ·
l1 + h

d1

+ ζK + ζA)

Xa V� `VU� hV� `�\efg�� ��\fg� VWhV`l�V� Z

R�S
c1 =

√

√

√

√

2 · [pP − p1 − ρ · g · h + ρ · c2
D

2
· (1 − λD(L/D))]

ρ · (1 + ζK + ζA + λ1 · l1+h
d1

)
= 2.08675 m/s

]



fS � h�" X"efl VW h� i�g�U��" ! �"�fgW�W je l�WW�W  e\\  aW je�"\� hV� ��\fg� VWhV`l�V�
c2! �\�V  �W � X V� ��"Ue\�� VW h�W �Tg"�W

2
 n\\�W  V�! ��"afg��� ��"h�W � Xa V\� a i�g�U��"

hV� p"�V\�"agUci�hVW`eW` `nU�V` �Xe"fg hV� dTW�Vc� U�VfgeW` aW h�" ��"j��V`eW` ga�  aW Z

R�$S ρ · π · D2

4
· cD =

ρ · π · d1
2

4
· c1 +

ρ · π · d2
2

4
· c2

�T! �V
c2

hV� �W! �laWW�� V\� � b aW ga� h�WW Z

R��S
c2 =

D2 · cD − d1
2 · c1

d2
2

= 11.5226 m/s

���j� laWW hV� i�"WTeUUVc� U�VfgeW` aW`���Wh�� ��"h�W � X a\ ��"T [ah�W ha"[ WVfg� �TW hV�
���UU�

P
!V\ hV� ���UU�

B
`�U�`� ��"h�W � Xa `VU� aW h�" ���UU�

2
hV� p"�V\�"agUci�hVW`eW` �

sW�UaW` �VW�\ ��"T [ah�W\ �TW h�" ���UU� P
eWh

2
ga�  aW Z

R�#S
pP + ρ · c2

D

2
− ∆pvD = p2 + ρ · c2

2

2
+ ρ · g · l2 + ∆pv2

�T! �V

R�]S
∆pv2 =

1

2
· ρ · c2

2 · (λ2 ·
l2
d2

)

hV� � �V!eW`\��"Ue\�� �W�UaW` h�\ �Tg"�\
2
\VWh �

X a V� laWW  aW h�" X"efl aW h�" ���UU�
2
ae\��"��W Z

R�^ S
p2 = pP + ρ · c2

D

2
· (1 − λD · L

D
) − ρ · g · l2 − ρ · c2

2

2
· (1 + λ2 ·

l2
d2

) = 240897.00281 Pa

XV� `�\efg� X"efl
pB

`VU� h�WW Z

R�%S
p2 = pB + ρ · g · (H − l2) => pB = p2 − ρ · g · (H − l2) = 93897.00281 Pa

hS � je �"n[�W T! hV� ��"� eW` VW ! �Vh�W � Tg"�W Ua VWa" Th�" �e"!eU�W� V\�  e\\  aW hV�
� ��WTUh\jagU ae[ � "eWh h�" Xe"fg �\\�" ! �Vh�\ �Tg"�\ ! �"�fgW�W � X V� \VWh Z

R�mS
Red1

=
µ · c1 · d1

ρ
=

c1 · d1

ν
= 41735.2 > 2300

�T
ν = ρ/µ

� X V� ��"� eW` VW h� �Tg"
1
V\� haWW �e"!eU�W� �

�WaUT` [n" h�W j��V��W �Tg" Z

R�oS
Red2

=
µ · c2 · d2

ρ
=

c2 · d2

ν
= 806582 > 2300

XV� ��"� eW` VW h� � Tg"
2
V\� haWW �e"!eU�W� �

^



FGHIJKL � NOPQ

B2 B
A

A2

�!!VUheW` �Z �lVjj�

aS �V�g� �lVjj� � X "eflaW\�V�` VW ��"� eW`\"Vfg�eW` c� �!U�\eW` � V ��V��"�W ��"Uae[ X"eflae\c`U�Vfg �e�" je" ��"� eW` ! �V �e\�"V�� ae\ d"n  �" �c�X"efl \��V`� aW _WW�W�aWh eWh [�UU� ae��W� V�h�" a! �c� t V�h�"aWU�`�W ��f �

! S ��leWh�"\�"� eW` c� sW\��g�W he"fg k�W�"V[e`aUl"�[�� R_W h�" b V��� `"���" aU\ �e��W c� i�c
��`eW` Wafg �e��W S �

fS
∆p = 1/2 · ρ · u2

m1 · L
D
· λlam1�

128
π

· ρ V̇
D4 · ν · l

hS Ua VWa"� ��"� eW` Z

λlam = 64
ReD

∆p = 1/2 · ρ · u2
m1 · L

D
· λlam1

∆pneu = 1/2 · ρ · u2
m2 · L

D
· λlam2

∆p
∆pneu

= 2 · u2
m1

u2
m2

· λlam1

λlam2

∆p
∆pneu

= 4 · u2
m1

u2
m2

n! �" lTW\�aW��W �TUe �W\�"T 

V̇1 = V̇2

%



um1 = 4 · um2

∆p
∆pneu

= 16

�S

V

p

m



[ S

V

D

� �

u

��� ������	
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FGHIJKL � NO�Q

� ��\eW` �e[`a! �W��VU a �Spn" ha\ `�\efg�� � UVW�a"� � �\fg� VWhV`l�V�\�"TY U `VU� Z
c2(y) = a · |y| + b

c2(y =
B

2
) = c2,max = a · B

2
+ b

c2(y = B) = 0 = a · B + b

⇒ b = −a · B

⇒ c2,max = a · B

2
− a · B

⇒ c2,max = −a · B

2

⇒ a = −2 · cmax,2

B

⇒ b = 2 · c2,max

c2(y) = −2 · c2,max

( |y|
B

− 1

)R�S

�ae� �e[`a! �W\��UUeW` V\� h�" ��\fg� VWhV`l�V�\`"ahV�W� RhV� �!U�V�eW` h�" ��\fg� VWhV`l�V�
aW h�" taWhS aW h�" taWh n! �" hV� `�\a �� b �\\\�"�fl� lTW\�aW� � X �" ��\fg� VWhV`l�V�\c
`"ahV�W� aW h�" ���UU� � �"`V!� \Vfg je Z

c1(y) =

(

1 − y2

B2

)

· cmax,1

⇒ ∂c1(y)

∂y
|y=B = − 2

B
· c1,max = a

⇒ c1,max = c2,max

⇒ c2(y) = −2 · c1,max

( |y|
B

− 1

)

� ��\eW` �e[`a! �W��VU ! �S Xa hV� dTW�VWeV���\`U�VfgeW` gV�" `VU� � V\� h�" �TUe �W\�"T V 
daWaU lTW\�aW� eWh laWW \T�TgU aW ���UU� � aU\ aefg aW ���UU� # ! �"�fgW�� ��"h�W �

q



V̇1 =

B
∫

−B

c1(y) · td(y)

= t ·
B
∫

−B

c1(y)d(y)

= t ·
B
∫

−B

(

1 − y2

B2

)

· c1,maxd(y)

= c1,max · t ·
B
∫

−B

(

1 − y2

B2

)

d(y)

= c1,max · t ·
[

y − y3

3 · B2

]B

−B

= c1,max · t ·
(

2 · B − 2 · B
3

)

⇒ V̇1 =
4

3
· c1,max · t · B

� ��\eW` �e[`a! �W��VU f �SX a ae��"gaU! h�\ d aWaU\ � `�!eW`\h"efl g�""\fg� � g�! �W \Vfg hV� d"�[�� \T�TgU VW �c aU\
aefg VW jc� Vfg�eW` ae[ � � h�W t Vh�"\�aWh h�\ d�"� �"\ je ! �"�fgW�W � ! ��"afg���  aW hag�"
We" hV� _ �eU\!VUaWj VW � c� Vfg�eW` Z

FD1 + FI1 + FR + FD2 + FI2 + FW = 0

�



FD1 = 2 · p1 · t · B
FD2 = −2 · p2 · t · B

I1 = −
B
∫

−B

ρ · ~c1(y) · (~c1(y) · ~n)
h
A

= −ρ ·
B
∫

−B





c1(y)
0
0



 ·









c1(y)
0
0



 ·





−1
0
0









h
A

= ρ · t ·
B
∫

−B

~c1(y)2
h
y

= ρ · t ·
B
∫

−B

((

1 − y2

B2

)

· c1,max

)2 h
y

= ρ · t · c2
1,max ·

B
∫

−B

(

1 − 2 · y2

B2
+

y4

B4

) h
y

= ρ · t · c2
1,max ·

[

y − 2

3
· y3

B2
+

1

5
· y5

B4

]B

−B

= ρ · t · c2
1,max · 2 ·

(

B − 2

3
· B +

1

5
· B
)

= 2 · ρ · t · c2
1,max · 8

15
· B

⇒ I1 =
16

15
· ρ · t · B · c2

1,max

I2 = I2,1 + I2,2 + I2,3

I2,1 = −2 ·

B

6
∫

0

ρ · ~c2(y) · (~c2(y) · ~n)
h
A

= −2 · ρ ·

B

6
∫

0





c2(y)
0
0



 ·









c2(y)
0
0



 ·





1
0
0









h
A

= −2 · ρ · t ·

B

6
∫

0

~c2(y)2
h
y

= −2 · ρ · t ·

B

6
∫

0

(c2,max

2

)2 h
y

= −2 · ρ · t ·

B

6
∫

0

(

c2
2,max

4

)

h
y

= −2 · ρ · t ·

B

6
∫

0

(

c2
1,max

4

)

h
y

= −1

2
· ρ · t · c2

1,max ·

B

6
∫ h

y

�$



Xa"ae\ �"`V!� \Vfg [n" h�W hV� t Vh�"\�aWh\l"a[� FW Z
FW = −(FD1 + FI1 + FR + FD2 + FI2)

FW = − 2 · p1 · t · B − 16

15
· ρ · t · B · c2

1,max

+ µ · t · 4

B
· c1,max · L + 2 · p2 · t · B

+
13

12
· ρ · t · B · c2

1,max)

FW = − 2 · t · B · (p1 − p2)

+
1

60
· ρ · t · B · c2

1,max

+
4

B
· µ · t · L · c1,max

��



FGHIJKL � NOPQ

aS
_ �eWl� � �W�\�"�fg�W hV� t�"�� h�W�W h�" eW`�\��"��W �W\�"� eW` � ha VW h�" �! �"\fgaUU\�"�c
 eW` l�VW� ��"T ae[� V"leW` �� V\�V�"� Z

p1 = p∞

T1 = T∞

XV� t�"�� a �eWl� # hV"�l� Wafg h� ��T� ! �"�fgW�W \Vfg ae\ h�W ��T�`U�VfgeW`�W Z

p2

p1
=

p2

p∞
= 1 +

2κ

κ + 1

(

M2
∞

− 1
)

T2

T1
=

T2

T∞

=
a2

2

a2
∞

=

[

1 +
2κ

κ + 1

(

M2
∞

− 1
)

] [

1 − 2

κ + 1

(

1 − 1

M2
∞

)]

je Z

p2 = p∞

[

1 +
2κ

κ + 1

(

M2
∞

− 1
)

]

T2 = T∞

[

1 +
2κ

κ + 1

(

M2
∞

− 1
)

] [

1 − 2

κ + 1

(

1 − 1

M2
∞

)]

�e\`�g�Wh �T �eWl� # ! �"�fgW�� \Vfg h�" ��aeh"efl ae\ h�W _\�W�"T� �Wc� U�VfgeW`�W Z

pS

p2

=

[

κ − 1

2
M2

2 + 1

] κ

κ−1

 V� Z

M2
2 =

κ + 1 + (κ − 1)
(

M2
∞

− 1
)

κ + 1 + 2κ (M2
∞

− 1)

je Z

pS = p∞

[

1 +
2κ

κ + 1

(

M2
∞

− 1
)

]

[

κ − 1

2

κ + 1 + (κ − 1)
(

M2
∞

− 1
)

κ + 1 + 2κ (M2
∞

− 1)
+ 1

]
κ

κ−1

XV� � �\a ��W�gaU�V� !U�V!� n! �" h�W ��T� lTW\�aW� Z

hS = h∞ +
1

2
u2
∞

cpTS = cpT∞ +
1

2
u2
∞

= cpT∞ +
1

2
M2

∞
κ<T∞

 V� Z

�#



κ<
cp

= κ − 1

[TU`� Z

TS = T∞

[

1 +
κ − 1

2
M2

∞

]

! S

TS,max

T∞

= 1 +
κ − 1

2
M2

∞,max

M∞,max =

√

(

TS,max

T∞

− 1

)

2

κ − 1

a :=
√

κRT

u = M · a
Xa"ae\ [TU`� Z

u∞,max =
√

κRT∞M∞,max =

√

κRT∞

(

TS,max

T∞

− 1

)

2

κ − 1

�]



FGHIJKL � NO�Q
aS X V� h"�VhV �W\VTWaU� dTW�VWeV���\`U�VfgeW` [n" VWlT �"�\\V! U� ��"� eW`�W Uae��� Z

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 .

R�S

X V� ��"� eW` V\� �! �W � h � g �Z
∂

∂y
=

∂2

∂y2
= 0 , v = 0 .

R#S

X V� ��"� eW` V\� \�a�VTW�" eWh ha V� `VU� Z
∂

∂t
= 0 .

R]S

X a V� [TU`� ae\ R�S Z
∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0 .

R^ S
X V� ��"� eW` V\� VW

z
c� Vfg�eW` ae\`�!VUh�� � h � g � hV� ��\fg� VWhV`l�V�\lT �TW�W��W �Wh�"W

\Vfg VW
z
c� Vfg�eW` WVfg� Z

∂u

∂z
=

∂v

∂z
=

∂w

∂z
=

∂2u

∂z2
=

∂2v

∂z2
=

∂2w

∂z2
= 0 .

R%S

b V� h�W � U�VfgeW`�W R#S eWh R%S [TU`� ae\ R^ S Z
du

dx
= 0 .

RmS
X a"ae\ [TU`� u = C

 V� h�" _W��"`"a�VTW\lTW\�aW��W
C
� �W h�W t �Wh�W `VU� ��`�W h�" � a[�! �chVW`eW`

u(z = 0) = u(z = h) = 0
� X V� ��\eW` �TW RmS VW hV� � aWh! �hVW`eW` �VW`�\��j� [ng"�je

u(z) = 0
�

X V� h"�VhV �W\VTWaU�W VWlT �"�\\V! U�W ua� V�"c��Tl�\c� U�VfgeW`�W Uae��W Z

ρ ·
(

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z

)

= fx − ∂p

∂x
+ µ ·

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

,
RoS

ρ ·
(

∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y
+ w · ∂v

∂z

)

= fy −
∂p

∂y
+ µ ·

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)

,
RqS

ρ ·
(

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z

)

= fz −
∂p

∂z
+ µ ·

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)

.
R�S

b V� � U�VfgeW` R#S � R]S � R%S eWh
u = 0 [TU`� Z

0 = fx − ∂p

∂x
,

0 = fy ,

0 = fz −
∂p

∂z
+ µ · ∂2w

∂x2
.

XV� � "a� V�a�VTW V\� WVfg� ��"WafgU�\\V`!a" eWh � V"l� VW W�`a�V��
z
c� Vfg�eW` � \Tha\\ `VU�

fx =
fy = 0

eWh
fz = −ρ · g � t�`�W h�" ae\`�!VUh���W ��"� eW` V\� w

l�VW� peWl�VTW �TW
z
eWh

�^



��`�W h�" �! �W�W ��"� eW` l�VW� peWl�VTW �TW
y
� X a V� `VU�

w = w(x)
eWh

∂w/∂x = dw/dx
�

s VW`�\��j� �"`V!� \Vfg Z

0 = −∂p

∂x
,

R�$S
0 = 0 ,

R��S

0 = −ρ · g − ∂p

∂z
+ µ · d2w

dx2
.

R�#S
� U�VfgeW` R��S [�UU� ��` � �e\ � U�VfgeW` R�$S �"`V!� \Vfg � ha\\ p

l�VW� peWl�VTW �TW
x
eWh ��`�W

h�" �! �W�W ��"� eW` l�VW� peWl�VTW �TW
y
V\� � X a V� `VU�

p = p(z)
eWh

∂p/∂z = dp/dz
� X a V�

�"`V!� \Vfg � U�VfgeW` R�#S je Z
dp

dz
+ ρ · g = µ · d2w

dx2
.

uafg �VW�" � [T" eW` �"`V!� \Vfg Z
d2w

dx2
=

1

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

.

XV� _W��`"a�VTW hV�\�" � U�VfgeW` �"`V!� Z
dw

dx
=

1

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· x + C1

Xa"ae\ [TU`� Wafg WTfg aUV`�" _W��`"a�VTW Z

w(x) =
1

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· x2

2
+ C1 · x + C2 .

R�]S

X V� � a[�! �hVW`eW` aU\ � aWh! �hVW`eW` �"`V!� aW h�" � Ua��� w(x = 0) = WP

eWh aW h�" "�fg��W
taWh

w(x = h) = 0
� s VW`�\��j VW � U�VfgeW` R�]S �"g�U�  aW Z

WP = C2 ,
R�^ S

0 =
1

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· h2

2
+ C1 · h + C2 .

R�%S

� U�VfgeW` R�^ S VW � U�VfgeW` R�%S �VW`�\��j� �"`V!� Z

0 =
1

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· h2

2
+ C1 · h + WP .

uafg
C1

ae[`�U�\� [TU`� Z

C1 = − 1

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· h

2
− WP

h
.

R�mS

C1

eWh
C2

�VW`�\��j� VW R�]S �"`V!� Z

w(x) =
1

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· x2

2
− 1

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· h · x
2

− WP · x

h
+ WP .

Xa V� V\� �"g�U�  aW [n" hV� ��\fg� VWhV`l�V� VW �!g�W`V`l�V� �TW
z Z

w(x) =
h2

2 · µ ·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· x

h
·
(x

h
− 1
)

+ WP ·
(

1 − x

h

)R�oS

�%



! S pn" hV� UVWl� ��aU�\�"� eW` `VU� � U�VfgeW` R�]S VW �W�\�"�fg�Wh�" pT" Z

w(x′) =
1

µ
·
(

dp

dz′
+ ρ · g

)

· x′2

2
+ C1 · x′ + C2 .

R�qS

X V� � a[�! �hVW`eW` aU\ � aWh! �hVW`eW` �"`V!� aW h�" � Ua��� w(x′ = 0) = WP
eWh aW h�" UVWl�W

taWh
w(x′ = 2 ·h) = 0

� s VW`�\��j VW � U�VfgeW` R�qS �"g�U�  aW VW �WaUT`V� je � U�VfgeW` R�oS Z

w(x′) =
(2 · h)2

2 · µ ·
(

dp

dz′
+ ρ · g

)

· x′

2 · h ·
(

x′

2 · h − 1

)

+ WP ·
(

1 − x′

2 · h

)

Th�"

w(x′) =
h2

µ
·
(

dp

dz′
+ ρ · g

)

· x′

h
·
(

1

2
· x′

h
− 1

)

+ WP ·
(

1 − 1

2
· x′

h

)R��S

fS �W h�" � Ua���  e\\ d"�[��`U�Vfg`�� Vfg� j� V\fg�W � �V!eW` eWh ��� Vfg� \�VW � X V� � �V!eW`\l"�[����"h�W n! �" hV� �fge!\�aWWeW` ! �"�fgW�� � b aW �"g�U� g V�"ae\X V� d"a[� ae[ hV� T! �"� � Ua���! �"�fgW�� \Vfg [n" �VW u�� �TW\fg�\ b �hVe ae\ Z
FR,rechts + FR,links = G .

R#$S
pn" h�W � �\fg� VWhV`l�V�\`"ahV�W��W ae[ h�" "�fg��W ��V�� �"g�U�  aW ae\ � U�VfgeW` R�oS Z

dw

dx
=

h

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

·
(

x

h
− 1

2

)

− WP

h

Xa V� �"`V!� \Vfg aW h�" � Ua��� [n" h�W ��\fg� VWhV`l�V�\`"ahV�W��W Z
dw

dx
(x = 0) = −h

µ
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

· 1

2
− WP

h
.

R# �S

X V� � �V!eW`\l"a[� ae[ hV� "�fg�� � Ua���W\�V�� ! �"�fgW�� \Vfg haWW ae\

FR,rechts = τ(x = 0) · L · b = µ · dw

dx
(x = 0) · L · b .

 V� � U�VfgeW` R# �S je Z

FR,rechts = L · b ·
(

−h

2
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

− µ · WP

h

)

.
R##S

pn" h�W � �\fg� VWhV`l�V�\`"ahV�W��W ae[ h�" UVWl�W ��V�� �"g�U�  aW ae\ � U�VfgeW` R��S Z
dw

dx′
=

h

µ
·
(

dp

dz′
+ ρ · g

)

·
(

x′

h
− 1

)

− WP

2 · h
Xa V� �"`V!� \Vfg aW h�" � Ua��� [n" h�W ��\fg� VWhV`l�V�\`"ahV�W��W Z

dw

dx′
(x′ = 0) = −h

µ
·
(

dp

dz′
+ ρ · g

)

− WP

2 · h .
R#]S

X V� � �V!eW`\l"a[� ae[ hV� UVWl� � Ua���W\�V�� ! �"�fgW�� \Vfg haWW ae\

FR,links = τ(x′ = 0) · L · b = µ · dw

dx′
(x′ = 0) · L · b .

�m



 V� � U�VfgeW` R# �S je Z
FR,links = L · b ·

(

−h ·
(

dp

dz′
+ ρ · g

)

− µ · WP

2 · h

)

.
R#^ S
X V� � U�VfgeW`�W R##S eWh R#^ S VW hV� � U�VfgeW` R#$S �VW`�\��j� UV�[�"W hV� i�\�V  eW`\`U�VfgeW`
[n" h�W X"efl`"ahV�W��W �

L · b ·
(

−h

2
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

− µ · WP

h

)

+ L · b ·
(

−h ·
(

dp

dz′
+ ρ · g

)

− µ · WP

2 · h

)

= G .

bV�
dp/dz = dp/dz′

�"g�U�  aW Z
L · b ·

(

−h

2
·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

− µ · WP

h

)

+ L · b ·
(

−h ·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

− µ · WP

2 · h

)

= G .

sVW� � [T" eW` �"`V!� Z
L · b ·

(

−3 · h
2

·
(

dp

dz
+ ρ · g

)

− µ · 3 · WP

2 · h

)

= G .

sVW� ��V��"� � [T" eW` UV�[�"� Z
dp

dz
= −2

3
· G

h · L · b − µ · WP

h2
− ρ · g .

R#%S
pn" h�W X"efl`"ahV�W��W `VU� Z

dp

dz
=

p2 − p1

L
.

Xa"ae\ [TU`� Z
∆p = p1 − p2 = −dp

dz
· L .

� U�VfgeW` R#%S �VW`�\��j �"`V!� [n" h�W X"efl`"ahV�W��W Z
∆p = L ·

(

2

3
· G

h · L · b + µ · WP

h2
+ ρ · g

)

.

hS i�V �VW�" VWlT �"�\\V! U�W ��"� eW` � V"h h�" � ��WTUh\c�W\a�j je" i�\fg"�V!eW` h�" �e"!eU�Wc
��W ��"� eW`\`"���W ��"��Wh�� � X a! �V \��j� \Vfg �VW� ��"� eW`\`"��� ae\ h�" j�V�UVfg `� V�c
��U��W � "��� �Ue\ �VW� �fg�aWleW`\`"��� je\a  �W �
X�" � ��WTUh\c�W\a�j [n" hV� ��"� eW`\`"���W Uae��� Z

u = ū + u′ ,

v = v̄ + v′ ,

w = w̄ + w′ ,

p = p̄ + p′ .

�S X �" h"�VhV �W\VTWaU� ��aWWeW`\��W\T" h�" � ��WTUh\\fg�W \fg�VW!a"�W �fge!\�aWWeW`�W
τ ′
Uaec

��� Z

τ ′ =













τxx τyx τzx

τxy τyy τzy

τxz τyz τzz













=















−ρ · u′2 −ρ · u′ · v′ −ρ · u′ · w′

−ρ · v′ · u′ −ρ · v′2 −ρ · v′ · w′

−ρ · w′ · u′ −ρ · w′ · v′ −ρ · w′2















.
R#mS
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[ S X V� iTe\\VW�\�c�WWag � `�g� �TW h�" �WWag � ae\ � ha\\ hV� � ��WTUh\\fg�W \fg�VW!a"�W
�fge!\�aWWeW` � V� hV� �V`�W�UVfg�W �fge!\�aWWeW` ae\ h�W `� V���U��W ��\fg� VWhV`l�V� ! �c
\�V  � ��"h�W l�WW�W � � U\ � "T� T"�VTWaUV���\[al�T" �"V�� gV�"! �V � �hTfg WVfg� hV� h�Wa V\fg�
� V\lT\V��� ae[ � \TWh�"W �VW pal�T" h�" aU\ �e\�ae\fg`"��� !j� � �e"!eU�W�� � V\lT\V��� ! �j�VfgW��� V"h � X V�\�" \��g� VW l�VW� ke\a  �WgaW`  V� h�"  TU�leUa"�W � V\lT\V��� � X V� iTe\\VW�\�c
�WWag � [n" �VW� VWlT �"�\\V! U� ��"� eW` Uae��� Z

−ρ · u′

i · u′

j = µt ·
(

∂ūi

∂xj
+

∂ūj

∂xi

)

sVW`�\��j� VW � U�VfgeW` R#mS �"g�U�  aW Z

τ ′ = µt ·



















∂ū
∂x

+ ∂ū
∂x

∂ū
∂y

+ ∂v̄
∂x

∂ū
∂z

+ ∂w̄
∂x

∂v̄
∂x

+ ∂ū
∂y

∂v̄
∂y

+ ∂v̄
∂y

∂v̄
∂z

+ ∂w̄
∂y

∂w̄
∂x

+ ∂ū
∂z

∂w̄
∂y

+ ∂v̄
∂z

∂w̄
∂z

+ ∂w̄
∂z



















= µt ·



















2 · ∂ū
∂x

∂ū
∂y + ∂v̄

∂x
∂ū
∂z + ∂w̄

∂x

∂v̄
∂x

+ ∂ū
∂y

2 · ∂v̄
∂y

∂v̄
∂z

+ ∂w̄
∂y

∂w̄
∂x

+ ∂ū
∂z

∂w̄
∂y

+ ∂v̄
∂z

2 · ∂w̄
∂z



















.

bV� h�W �T"ae\\��jeW`�W R#S eWh R#S �"`V!� \Vfg gV�"ae\ Z

τ ′ = µt ·















2 · dū
dx

0 dw̄
dx

0 0 0

dw̄
dx

0 0















.

bV� � U�VfgeW` RmS �"`V!� \Vfg \fgUV�� UVfg h�" ��aWWeW`\��W\T" je Z

τ ′ = µt ·















0 0 dw̄
dx

0 0 0

dw̄
dx

0 0
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������ D ���EF � GH
IJ K IL M�NOPQ�L R�OLO� S P O���TUVQN LW  XO R�O M�RP OLYZ OVQ�NVQN I L M�NOPQ�L  �OUO�Q � [T� R�O

\]^W_ � WQOQXO RO� LVPLXIQX�O  OQ ` OLYZ OVQ�NVQN N� X a

ax =
∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z
= 0

MQXL��OYZOQR N� X UT� R�O b]^W_ � WQOQXO a

az =
∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z

= −ω · V · sin(ω(t − x

V
)) + V · (V · sin(ω(t − x

V
)) · ω

V
− g

V
= −g

P J K �O R�O�R�_ OQL�WQI O K�OZVQN �ORVb�O�X L�YZ �Q R�OLO_ [I  bV a

Ω =

(

∂w

∂y
− ∂v

∂z
,
∂u

∂z
− ∂w

∂x
,
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)T

=

(

0,
∂u

∂z
− ∂w

∂x
, 0

)T

=
(

0,−
[

ω · sin
(ω · x

V

)

+
g

V

]

, 0
)T

YJ K �O OQXL��OYZOQRO cX�W_  �Q�O O�Zd X _ IQ IVL RO� K OeQ�X�WQ a
dx

dz
=

u

w
K I�IVL UW NX a

∫

[

V · cos
(

ω
(

t − x

V

))

− g
x

V

]

dx =

∫

V dz

−V 2

ω
· sin

(

ω
(

t − x

V

))

− g · x2

2V
= V · z + C1

f �X ROQ g IQRP OR�QNVQNOQ IVL RO� � VUNIP OQLXO  VQN h
x = 0, z = 0, t = π

2ω
J UW NX a

−V 2

ω
· sin

(

ω ·
( π

2ω

))

=
−V 2

ω
= C1

iW_ �X L�YZ UT� R�O NOLVYZXO [VQjX�WQ O�N�PX a

z(x, t) =
V

ω
·
[

1 − sin
(

ω
(

t − x

V

))]

− gx2

2V 2

�



RJ [T� R�O ^W_ � WQOQXO
x(t)

O�N�PX L�YZ  IVX K OeQ�X�WQ a
∫

dx =

∫

u · dt

VQR RI_ �X a

x(t) = V · t + C2

k IYZ � Q�ILLVQN R�OLO� l O�YZVQN IQ R�O g IQRP OR�QNVQNOQ UW NX a

x(t) = V · t + xP

mV� ` OLX�_ _VQN RO� ^W_ � WQOQXO
z(t) _VLL x(t)

OQXL��OYZOQR �Q
z(t)

O�QNOLOXbX nO�ROQ � K I_ �X
O�N�PX L�YZ a

z(t) =

∫ [

V · cos
[

ω

(

t − 1

V
(xP + V · t)

)]

− g

V
(xP + V · t)

]

dt

=

∫

[

V · cos
(ω · xP

V

)

− g

V
(xP + V · t)

]

dt

K �O IQLYZ �OoOQRO pQXO�N�IX�WQ UTZ�X bV a

z(t) = −g

2
t2 +

(

V · cosω · xP

V
− g · xP

V

)

· t + C3

K I z(t = 0) = 0 qW�IVLNOLOXbX n ��R �LX OQXL��OYZOQR IVYZ C3 = 0 IQbVQOZ_ OQ �
OJ r _ R�O l O�YZVQN RO� sO� YZOQPIZQ IVL ROQ ^W_ � WQOQXOQ ROL ` IZQqO�jXW�L bV O�ZI XOQ P�OXOX

OL L�YZ IQ t R�O l O�YZVQN UT�
x(t)

QIYZ RO� mO�X
t IVUbV uLOQ VQR R�OL �Q R�O l O�YZVQN UT�

z(t)O�QbVLOXbOQ � v �O�RV�YZ O��O�YZX _ IQ R�O NOn TQLYZXO M �_ �QIX�WQ RO� mO�X VQR OL UW NX a

z(t) = −g

2
·
(

x − xP

V

)2

+
(

V · cosω · xP

V
− g · xP

V

)

·
(

x − xP

V

)

!



������ D ���EF � w H

1

2

3 4 5

d1

p
1

d2 d3 d3 d3

l
Turbine

p
0

H

g

II

0

xy z {| }~� �~������{���~{����� ~�|�x�� ~{�~� �|��� �x}~�� ��� }~� �|~��~ 0 ��} II �� � � �� �y x��~�
�~�}~| ~��~� ~� �{�� �

p0 + ρW · c2
0

2
= p2 + ρW · c2

II

2
+ ρW · g · H . ��y

� {~ �~���� {�}{��~{| cII � }{~ }~� �x��~� x�� }~� � {�~x� H � ~�{|�| � ���� � ��� �~{� � � x }~�
�x��~� �~�x� x� }~� � ��~ H ��~{� ~� ���� �
� x� {| �{�| }~� � ���� p2

�
p2 = p0 − ρW · g · H = 100700 Pa . ��y

� ���� }{~ ���|{���~{����� �x| � x� �
ρL · π · d1

2

4
· c1 =

ρL · π · d2
2

4
· c2 � y

�}~�{�| x��¡�~�~�}
c1 =

d2
2

d1
2
· c2 , �¢ y

��� ~{ c1
��} c2 £ �� ~�x��|~� �{�} � � ���� ~{�~ � ~������{���~{����� �� {���~� }{~ �|~��~ 1 ��} 2~��~� ~� �{�� �

p1 + ρL · c2
1

2
= p2 + ρL · c2

2

2
. �¤y

� ~{� ¥{��~|�|~� }~� ���|{���~{����� {� }~� � ~������{���~{����� ~��{�| �{�� �

c2 =

√

2 · (p1 − p2)

ρL
+ c1

2 =

√

√

√

√

2 · (p1 − p2)

ρL · (1 − d2
4

d1
4 )

= 27, 5 m/s . �¦y

� y £ � }~� §~����|� ~{�~�| λ � ~�~���~� �� ����~� ���� ��~��| }{~ ¨ ~©���}��x�� {� }~� ¨ ����~{|���
��|�~��~ 3 � 4 {� }~� � ��{�}��� y � ~�~���~| �~�}~� � z {| }~� ���|{���~{����� �x�� � x� }{~
�~���� {�}{��~{| x� }~� �|~��~ 3 � ~�~���~� �

c3 =
d2

2

d3
2
· c2 = 20, 2 m/s . �ªy

 



K �O g O«QW RLbIZ �Q RO� g WZ� O�XVQN hOQX IN RO�OQ RO� K V�YZ_ OLLO� jWQLXIQX P O�PXJ N� X a

Red3 =
c3 · d3

νL
= 94112, 57 < 105 .

h�J
[T� g O«QW RLIQbIZ OQ �_ ` O�O�YZ 3 · 103 ≤ Re ≤ 105

N� X UT� RIL λ
iO�X RIL ` IL�V L]lOLOXb

λ =
0, 3164

Red3

1
4

h¬J

RIL  �OUO�X bV O�QO_ O� VLXP O�nO�X qWQ

λ = 0, 018 .
h�"J

YJ f �X RO� ` O�QWV  �]l O�YZVQN OQX IQN O�QOL cX�W_ UIROQL qWQ RO� cXO  O
2

P�L bV RO� cXO  O
5

t
VQXO� `OX�IYZXVQN RO� MQO�N�OIPUTZ� RO� sV�P�QO VQR RO� g O�PVQNLqO� VLXO �Q RO� cX�OYjO

3 ]
4

t P O�OYZQOX _ IQ R�O NOLVYZXO K �VYj
p5

a

p2 + ρL · c2
2

2
− ∆lT = p5 + ρL · c2

5

2
+ ∆pV .

h��J
pQ R�OLO� l O�YZVQN LXOZX IVU RO�  �QjOQ cO�XO −∆lT

t R�O R�O L� Ob�e LYZO � �P O�X t R�O R�O sV�P�QO
��W W V_ OQO�QZO�X [  V�R IVUQ�_ _X t OQXL���YZX � K �OLO sO�_ �LX P OjIQQX RV�YZ R�O l O�YZVQN
RO� ®O�LXVQNIVUQIZ_ O RO� sV�P�QO a

L = ∆lT · V̇ ,
h�!J

nWP O�
V̇ RO� W V_ OQLX�W_ RV�YZ R�O sV�P�QO �LX � f IQ ZIX ROQQ a

∆lT =
L

V̇
= 64318, 02 Pa .

h�¯J
K O� O� VLXXO�_ ∆pV

jIQQ LW IVLNOR�VYjX VQR P O�OYZQOX nO�ROQ a

∆pV =
1

2
· ρL · c3

2 · λ · l

d3

= 31, 7 Pa .
h�° J

K O� NOLVYZXO� K �VYj
p5

N� X ROQQ a

p5 = 36560, 07 Pa .
h�±J

°



������ D ���EF � ² H
IJ IVL RO� ^WQX�N O�YZVQN UW NX a

ṁein = ṁaus�QjW_ ��LL�P O a
V̇ein = V̇aus

V̇ = V̇aus = wrel,a · 2 · π · Ra · b

b =
V̇

wrel,a · 2 · π · Ra

=
10 l

s

3m
s π0.1m

= 2.65mm

P J MV O�LYZO sV�P�QOQN O�YZVQN UT� LXIX�WQd�O cX�u_VQN WRO� K �OZ�_ �V LP� IQb  �OUO�X a
M = (Ra · cabs,t,a − Ri · cabs,t,i) ṁ

I\ �I O� M�Q ILL a
cabs,t,i = 0

cabs,t,a = ua = ω · Ra

cabs,r,a = wrel,a

M = (R2
a · ω) · ṁ = (R2

a · ω) · ρ · V̇
WRO� TP O� K �OZ�_ �V LLIXb h�VZOQRO� ^WQX�W  �IV_ V_ RIL NIQbO ®IVU�IRJ � [T� ROQ �VZOQROQ
^WQX�W  �IV_ V_ RIL NIQbO ®IVU�IR _TLLOQ R�O � PLW VXNOLYZn �QR�NjO�XOQ

cabs qO�nOQROX nO�]
ROQ � K IL p_ �V L_ W_ OQX I_ M�QX��XX V_ R�O

ϕ] VQR R�O
z]^WW�R�QIXO �LX nONOQ RO� I\ �I OQ

mVLX�u_ ��YZXVQN N O�YZ 0
� K IL p_ �V L_ W_ OQX I_ M�QX��XX V_ R�O

r]^WW�R�QIXO �LX nONOQ RO�
c«_ _ OX��O RO� mVLX�u_VQN N O�YZ 0

� K �O f W_ OQXO RO� K �VYjj�dUXO VQR f ILLOQj�dUXO ZOP OQ
L�YZ IVL c«_ _ OX��ON�TQROQ IVU � Pbn � RO� OQXL��OYZOQRO v OP O I�_ �LX N O�YZ 0

� K I_ �X X��XX I L
dVoO�O ^ �IUX QV� RIL f W_ OQX qWQ RO� iO  O IVU ROQ ^WQX�W  �IV_ IVU t nO YZOL RIL NOLVYZX
iO  OQR�OZ_ W_ OQX ~M

�LX � K I_ �X O�N�PX L�YZ a
~M = − ~MI,a =

∫

Aa

ρ · (~ra × ~va) · (~va • ~na) · dA .

pQ m« �QRO�jWW�R�QIXOQ
r

t
ϕ

t
z

UW NX UT� R�O OjXW�OQ a

~ra =





Ra

0
0



 , ~va =





cabs,r,a

cabs,t,a

0



 =





wrel,a

ua

0



 , ~na =





1
0
0



 .

~M =

∫

Aa

ρ ·





0
0

Ra · ua



 · wrel,a · dA .

M =

∫

Aa

ρ · (Ra · ua) · wrel,a · dA = ρ · (Ra · ua) · wrel,a · Aa = ρ · Ra · ua · V̇ .

M = ρ · R2
a · ω · V̇ .

ω = 2πn = 2π3540min−1 = 2π
3540

60

1

s

M =

(

0.052m2 3540

60

1

s
2π

)

1000
kg

m3
10 · 10−3 m3

s

M = 37.06
kgm2

s2
= 9.27Nm

±



YJ ` O�QWV  �]l O�YZVQN �_ � PLW VXL«LXO_ a
1

2
· ρ · c2

abs,i + pi =
1

2
· ρ · c2

abs,a + pa − ∆lP

∆p = pa − pi =
1

2
· ρ · c2

abs,i −
1

2
· ρ · c2

abs,a =
1

2
· ρ ·

(

c2
abs,i − c2

abs,a

)

+ ∆lP

cabs,i =
V̇

π · R2
i

∆lP =
L

V̇
=

M · ω
V̇

=
M · 2 · π · n

V̇

c2
abs,a = w2

rel,a + u2
a = w2

rel,a + (ω · Ra)
2 = w2

rel,a + (2 · π · n · Ra)
2

∆p =
1

2
· ρ ·





(

V̇

π · R2
i

)2

− w2
rel,a − (2 · π · n · Ra)

2



 + ρ · (2 · π · n · Ra)
2

∆p =
1

2
· ρ ·





(

V̇

π · R2
i

)2

− w2
rel,a + (2 · π · n · Ra)

2



 = 247000 N/m2 = 2, 47bar

#



������ D ���EF � ³ H

IJ

P J v IUXP OR�QNVQN IQ RO� iIQR t
U∞

IVLLO�ZI P RO� l�OQbLYZ�YZX �

YJ K O� cj� P OnONX L�YZ _ �X RO� lOLYZn �QR�NjO�X
U∞

� K I_ �X �LX R�O lOLYZn �QR�NjO�X RO� iIQRN O�YZ U∞

� � VLLO�ZI P RO� l�OQbLYZ�YZX �LX
ū2(y2) = 0

�

R J K O� cj� P OnONX L�YZ _ �X RO� lOLYZn �QR�NjO�X
U∞

� K I_ �X �LX R�O lOLYZn �QR�NjO�X RO� iIQRN O�YZ U∞

� � VLLO�ZI P RO� l�OQbLYZ�YZX �LX
ū2(y2) = 0

�
K �O v uZO Z ROL cj�L �LX NONOP OQ � K I_ �X �LX

y2 ´ y1 µ h

⇒ u2(y2) = −U∞ + U∞ ·
(y1

δ

) 1
7

⇒ u2(y2) = −U∞ + U∞ ·
(

y2 − h

δ

) 1
7

⇒ u2(y2) = U∞ · (
(

y2 − h

δ

) 1
7

− 1)

OJ [T�
τw

N� X a

τt(y2) = −ρ · u′ · v′ = µt ·
∂ū

∂y

¶



[T� ROQ i ��P O q �LjWL�XdX N� X QIYZ ·�IQRX a

µt = ρ · l2 ·
∣

∣

∣

∣

∂ū

∂y

∣

∣

∣

∣

⇒ τt(y2) = ρ · l2 ·
∣

∣

∣

∣

∂ū

∂y

∣

∣

∣

∣

·
(

∂ū

∂z

)

⇒ τt(y2) = ρ · l2 ·
(

∂ū

∂y

)2

(

∂ū2

∂y2

)

=
U∞

7 · δ1/7
· y

−6
7

2

(

∂ū2

∂y2

)2

=
U2
∞

49 · δ2/7
· y

−12
7

2

⇒ τt(y2) = ρ · (0, 41)2 · y2
2 · U2

∞

49 · δ2/7
· y

−12
7

2

⇒ τt(y2) = ρ · (0, 41)2 · U2
∞

49 · δ2/7
· y

2
7
2

U J K IL  WNI��XZ_ �LYZO iIQRNOLOXb N� X UT�
y+ ≥ 26

�

u+ =
1

k
· ln(y+) + 5, 5

y+ =
y2 · uτ

ν

⇒ u+ =
1

k
· ln

(y2 · uτ

ν

)

+ 5, 5

τw = τt(y2 = ∆) = ρ · (0, 41)2 · U2
∞

49 · δ2/7
· y

2
7
2 = ρ · (0, 41)2 · U2

∞

49 · δ2/7
· ∆ 2

7

= ρ · (0, 41)2 · U2
∞

49 · δ2/7
· (0.015 · δ) 2

7 = ρ · (0, 41)2 · U2
∞

49
· 0.015

2
7

⇒ τw = 0, 001 · ρ · U2
∞

uτ =

√

τw

ρ
=

√

0, 001 · U2
∞

⇒ u+ =
1

k
· ln

(

y2 ·
√

0, 001 · U2
∞

ν

)

+ 5, 5

�



������ D ���EF � ¸ H

IJ [T� R�O �ROI IVLNO��YZXOXO ®IqI RTLO N� X a
p1 = pu = 1, 01bar

p1

pK
=

1

(1 + κ−1

2
· M2

1 )
κ

κ−1

⇒ pK = 7, 9bar

ρK =
pK

R · TK
⇒ ρK = 5, 5kg/m3

K O� f ILLOQLX�W_ ṁ
n ��R IQ RO� cXO  O � P O�OYZQOX a

T1

TK
=

1

(1 + κ−1

2
· M2

1 )
⇒ T1 = 277, 78K

ρ1 =
p1

R · T1

⇒ ρ1 = 1, 267kg/m3

a1 =
√

κ · R · T1 ⇒ a1 = 334, 08m/s

c1 = M1 · a1 ⇒ c1 = 668, 16m/s

A = π · r2 ⇒ A = 50, 265cm2

ṁ1 = ρ1 · c1 · A1 ⇒ ṁ = 4, 25kg/s

P J
A1

A∗
=

1

M1

·
(

1 +
κ − 1

κ + 1
· (M2

1 − 1)

)
κ+1

2(κ−1)

⇒ A∗ = 29, 79cm2

⇒ r∗ = 3, 08cm

YJ K I �_ OQNLXOQ ¹VO�LYZQ�XX R�O f IYZbIZ 
M = 1

�LX t N� X R�O �Q � VUNIP OQXO� P J qO�nOQROXO
[ dYZOQN O�YZVQN UT� R�O O�QR�_ OQL�WQI O t �LOQX�W� O cX�u_VQN � K IQIYZ �LX R�O f IYZbIZ O�Qb�N
qWQ RO� lOW_ OX��O RO� KTLO IPZdQN�N �
ML N� X a

Ms = M1

pu = 1, 01bar
pu

pS
= 1 +

2 · κ
κ + 1

(

M2
1 − 1

)

⇒ pS = 0, 224bar

pS

pK

=
1

(1 + κ−1

2
· M2

1 )
κ

κ−1

⇒ pK = 1, 753bar

ρK =
pK

R · TK
⇒ ρK = 1, 22kg/m3

K O� f ILLOQLX�W_ ṁ
n ��R IQ RO� cXO  O

S
VQ_ �XXO PI� qW� RO_ cXWo P O�OYZQOX a

K I L�YZ R�O g VZOXO_ � O�IXV�
TK

VQR R�O f IYZbIZ 
MS = M1 = 2

Q�YZX dQRO�Q t P O�P OQ R�O
¬



cYZI  NOLYZn �QR�NjO�X VQR LW_ �X IVYZ � VLLX�u_ NOLYZn �QR�NjO�X jWQLXIQX �
ML N� X a

cS = c1 = 668, 16 m/s

ρS

ρK

=
1

(1 + κ−1

2
· M2

S
)

1
κ−1

⇒ ρS = 0, 28 kg/m3

ṁ = ρS · cS · A1 ⇒ ṁ = 0, 94 kg/s

RJ K O� K �VYj I_ MQRO RO� KTLO �LX N O�YZ RO� RO� r _ NOPVQN a
pS = pu = 1, 01bar

M ′

S

2
=

1 + κ−1

κ+1
(M2

S
− 1)

1 + 2·κ
κ+1

(M2
S
− 1)

⇒ M ′

S = 0, 577

OJ � _ MQRO RO� K TLO LXO  X L�YZ UT� P O�RO K TLOQjWQeNV�IX�WQOQ RO� N O�YZO r_ NOPVQNLR�VYj
puO�Q � K I O�Q O�R�YZXVQNLLXWo �_ _ O� O�QO K �VYjO�ZuZVQN P On ��jX _VLL RO� K �VYj IVL � VUNI]P OQXO� YJ t R J �_ ^ OLLO VQR OQX IQN RO� K TLO qW� RO_ cXWo NO��QNO� LO�Q t I L RO� IVL � VUNIP O

IJ � mVRO_ N� X t RILL RIL O�Zd XQ�L bV_ K�VYj
p∗

�_ OQNLXOQ ¹VO�LYZQ�XX QV� qWQ RO� f IYZbIZ 
IPZdQNX � K I R�OLO jWQLXIQX P O�PX t �LX IVYZ RW�X RO� K �VYj IVL YJ tR J NO��QNO� �

L

c,d
p
a

p

p*

p
u

U J
p3 = pu = 1, 01bar

p3

p′
S

=

(

1 + κ−1

2
· M ′2

S

1 + κ−1

2
· M2

3

) κ

κ−1

⇒ p′S = 1, 229bar

p′
S

pS

= 1 +
2 · κ
κ + 1

·
(

M2
S − 1

)

⇒ pS = 0, 273bar

pS

pK
=

1
(

1 + κ−1

2
· M2

1

)
κ

κ−1

⇒ pK = 2, 136bar

�"



A′

S

A3

=
M3

M ′

S

·
(

1 + κ−1

κ+2
· (M ′

S
− 1)

1 + κ−1

κ+2
· (M3 − 1)

)
κ+1

2·(κ−1)

⇒ A3 = 42, 88cm2

r3 =

√

A3

π
⇒ r3 = 3, 69cm

NJ

1 2

3

TK pu

r1 Stoß

��



������ D ���EF � º H
IJ K �O R�O�R�_ OQL�WQI O ^WQX�QV�XdXLN O�YZVQN UT� �QjW_ ��OLL�P  O cX�u_VQNOQ  IVXOX a

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 .

h�J
K �O cX�u_VQN �LX �Q

y]g �YZXVQN IVLNOP� ROX t R � Z � R�O lOLYZn �QR�NjO�XLjW_ � WQOQXOQ dQRO�Q
L�YZ �Q

y]g �YZXVQN Q�YZX a
∂u

∂y
=

∂v

∂y
=

∂w

∂y
=

∂2u

∂y2
=

∂2v

∂y2
=

∂2w

∂y2
= 0 .

h!J
K �O cX�u_VQN �LX �Q

z]g �YZXVQN IVLNOP� ROX t R � Z � R�O lOLYZn �QR�NjO�XLjW_ � WQOQXOQ dQRO�Q
L�YZ �Q

z]g �YZXVQN Q �YZX a
∂u

∂z
=

∂v

∂z
=

∂w

∂z
=

∂2u

∂z2
=

∂2v

∂z2
=

∂2w

∂z2
= 0 .

h¯J
f �X ROQ l O�YZVQNOQ h!J VQR h¯J UW NX IVL h�J a

du

dx
= 0 .

h° J
K I�IVL UW NX

u = C _ �X RO� pQXO�N�IX�WQLjWQLXIQXOQ
C

� � Q ROQ i dQROQ N� X R �O v IUXP OR�QNVQN
u(x = 0) = w(x = h) = 0

� K �O ®uLVQN qWQ h° J �Q R�O g IQRP OR�QNVQN O�QNOLOXbX UTZ�X bV
u(x) = 0

�
P J K �O R�O�R�_ OQL�WQI OQ �QjW_ ��OLL�P  OQ k Iq�O�]cXWjOL]l  O�YZVQNOQ P O� jWQLXIQXO� R«QI_ �LYZO�

mdZ�NjO�X  IVXOQ a

ρ ·
(

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z

)

= fx − ∂p

∂x
+ µ ·

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

,

ρ ·
(

∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y
+ w · ∂v

∂z

)

= fy −
∂p

∂y
+ µ ·

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)

,

ρ ·
(

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z

)

= fz −
∂p

∂z
+ µ ·

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)

.

f �X l O�YZVQN h!J t h¯J t VQR u = 0
UW NX a

0 = fx − ∂p

∂x
,

h±J

ρ · ∂v

∂t
= fy −

∂p

∂y
+ µ · ∂2v

∂x2
,

h#J

ρ · ∂w

∂t
= fz −

∂p

∂z
+ µ · ∂2w

∂x2
.

h¶J
K �O cX�u_VQN �LX LXIX�WQd� VQR RI_ �X N� X a

∂

∂t
= 0 .

h�J
K �O l�Iq�XIX�WQ n ��jX QV� �Q QONIX�qO

z]g �YZXVQN t LWRILL N� X
fx = fy = 0

VQR fz = −ρ · g
�

K I_ �X VQR _ �X l O�YZVQN h�J UW NX IVL ROQ l O�YZVQNOQ h±J ] h¶J a
0 = frac∂p∂x ,

h¬J
0 = −∂p

∂y
+ µ · ∂2v

∂x2
,

h�"J

0 = −ρ · g − ∂p

∂z
+ µ · ∂2w

∂x2
.

h��J
�!



� VL l O�YZVQN h�"J UW NX
∂p/∂y = konst. = C1

� iONOQ RO� g WXIX�WQLL«_ _ OX��O jIQQ L�YZ RO�
K �VYj �Q

y]g �YZXVQN Q�YZX dQRO�Q t LWRILL R�O ^WQLXIQXO bV k V  n ��R VQR OL N� X
∂p/∂y = 0

�
K I_ �X �LX RO� K �VYj jO�QO [VQjX�WQ qWQ

y
� l  O�YZbO�X�N �LX RO� K�VYj nONOQ ROQ l O�YZVQNOQ

h�J VQR h¬J jO�QO [VQjX�WQ qWQ
t

VQR x
� K I_ �X N� X

p = p(z)
VQR ∂p/∂z = dp/dz

� M �QNOLOXbX �Q
R�O l O�YZVQNOQ h¬J ] h��J O�Z d X _ IQ a

0 = 0 ,
h�!J

0 =
∂2v

∂x2
,

h�¯J

0 = −ρ · g − dp

dz
+ µ · ∂2w

∂x2
.

h�° J
l O�YZVQN h�!J Ud  X nON � iONOQ RO� l O�YZVQNOQ h!J t h¯J VQR h�J L�QR R�O lOLYZn �QR�NjO�XOQ
v

VQR w
jO�QO [VQjX�WQOQ qWQ

y
t
z

VQR t
� K I_ �X N� X

v = v(x)
VQR w = w(x)

VQR LW_ �X IVYZ
∂v/∂x = dv/dx

VQR ∂w/∂x = dw/dx
� f �X ROQ l O�YZVQNOQ h�¯J VQR h�° J O�Zd X _ IQ RIQQ a

d2v

dx2
= 0 ,

h�±J
d2w

dx2
=

1

µ
·
(

ρ · g +
dp

dz

)

.
h�#J

K �O bnO�_ I �NO pQXON�IX�WQ qWQ l O�YZVQN h�±J O�N�PX a
v(x) = C2 · x + C3 .

h�¶J
K �O v IUXP OR�QNVQN I L g IQRP OR�QNVQN O�N�PX IQ RO� iO  O

v(x = 0) = ω · R
VQR IQ RO�

®INO�nIQR v(x = h) = 0
� M �QNOLOXb �Q l O�YZVQN h�¶J O�Zd X _ IQ a

ω · R = C3 ,
h��J

0 = C2 · h + C3 .
h�¬J

l O�YZVQN h��J _ �QVL l O�YZVQN h�¬J O�N�PX a

C2 = −ω · R
h

.

K �O ^WQLXIQXOQ �Q R�O l O�YZVQN h�¶J O�QNOLOXbX UTZ�X bV� ®uLVQN a

v(x) = ω · R ·
(

1 − x

h

)

.
h!"J

K �O bnO�_ I �NO pQXON�IX�WQ qWQ l O�YZVQN h�#J O�N�PX a

w(x) =
1

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· x2 + C4 · x + C5 .
h! �J

K �O v IUXP OR�QNVQN I L g IQRP OR�QNVQN O�N�PX IQ RO� iO  O
w(x = 0) = 0

VQR IQ RO� ®INO�nIQR
w(x = h) = 0

� M �QNOLOXb �Q l O�YZVQN h! �J O�Zd X _ IQ a
0 = C5 ,

h!!J
0 =

1

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· h2 + C4 · h + C5 .
h!¯J

l O�YZVQN h!!J �Q l O�YZVQN h!¯J O�QNOLOXbX VQR QIYZ C4
IVUNO uLX O�N�PX a

C4 = − 1

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· h .

�¯



K �O ^WQLXIQXOQ �Q R�O l O�YZVQN h! �J O�QNOLOXbX UTZ�X IVU a

w(x) =
h2

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

·
[

(x

h

)2

− x

h

]

.
h!° J

[T� ROQ K�VYjN�IR�OQXOQ
dp/dx

UW NX QIYZ l O�YZVQN h��J dp/dz = konst.
� f �X ROQ g IQRP O]

R�QNVQNOQ
p(z = 0) = p1

VQR p(z = L) = p2

UW NX Z�O�IVL a
dp

dz
=

p2 − p1

L
.

K �OLOL �Q l O�YZVQN h!° J O�QNOLOXbX UTZ�X LYZ �Oo �YZ bV� ®uLVQN a

w(x) =
h2

2 · µ ·
(

ρ · g +
p2 − p1

L

)

·
[

(x

h

)2

− x

h

]

,

w(x) =
h2

2 · µ ·
(

p1 − p2

L
− ρ · g

)

· x

h
·
(

1 − x

h

)

,
h!±J

YJ K �O R�O�R�_ OQL�WQI O MQO�N�ON O�YZVQN  IVXOX a

ρ ·
(

∂e

∂t
+ u · ∂e

∂x
+ v · ∂e

∂y
+ w · ∂e

∂z

)

=

(

∂

∂x

[

λ · ∂T

∂x

]

+
∂

∂y

[

λ · ∂T

∂y

]

+
∂

∂z

[

λ · ∂T

∂z

])

−p ·
(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)

+ ρ · q̇s + µ ·
(

2 ·
[

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂v

∂y

)2

+

(

∂w

∂z

)2
]

+

(

∂v

∂x
+

∂u

∂y

)2

+

(

∂w

∂y
+

∂v

∂z

)2

+

(

∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

− 2

3
·
(

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)2
)

.

f �X jO�QO� i d�_ ObV ]WRO� IPUVZ�
q̇s = 0

t
u = 0

VQR ROQ l O�YZVQNOQ h!J t h¯J VQR h�J UW NX
RI�IVL a

ρ ·
(

v · ∂e

∂y
+ w · ∂e

∂z

)

=

(

∂

∂x

[

λ · ∂T

∂x

]

+
∂

∂y

[

λ · ∂T

∂y

]

+
∂

∂z

[

λ · ∂T

∂z

])

+µ ·
(

2 ·
[

(

∂u

∂x

)2

+

(

∂v

∂y

)2

+

(

∂w

∂z

)2
]

+

(

∂v

∂x

)2

+

(

∂w

∂x

)2
)

.

[T� O�Q �QjW_ ��OLL�P  OL f OR�V_ N� X
e = cv · T _ �X

cv = konst.
� K I_ �X O�N�PX L�YZ a

ρ · cv ·
(

v · ∂T

∂y
+ w · ∂T

∂z

)

=

(

∂

∂x

[

λ · ∂T

∂x

]

+
∂

∂y

[

λ · ∂T

∂y

]

+
∂

∂z

[

λ · ∂T

∂z

])

+µ ·
(

(

dv

dx

)2

+

(

dw

dx

)2
)

.
h!#J

K �O sO_ � O�IXV�qO�XO� VQN �LX �Q
y] VQR z]g �YZXVQN IVLNOP� ROX t RI�IVL UW NX

∂T/∂y = ∂T/∂z =
0

� v �O�IVL VQR _ �X l O�YZVQN h�J UW NX RIL R�O sO_ � O�IXV� QV� O�Q [VQjX�WQ qWQ
x

�LX a
T = T (x)VQR RI_ �X N� X IVYZ λ = λ(x)

� K I_ �X N� X
∂T/∂x = dT/dx

� M �QNOLOXbX �Q l O�YZVQN h!#J O�Zd X
_ IQ a

0 =
d

dx

[

λ · dT

dx

]

+ µ ·
(

(

dv

dx

)2

+

(

dw

dx

)2
)

.

v �O�IVL UW NX a
d

dx

[

λ · dT

dx

]

= −µ ·
(

(

dv

dx

)2

+

(

dw

dx

)2
)

.

�°



f �X
dv/dx À dw/dx

O�Zd X _ IQ a

d

dx

[

λ · dT

dx

]

= −µ ·
(

dv

dx

)2

.
h!¶J

� VL l O�YZVQN h!"J O�N�PX L�YZ dv/dx = −ω · R/h
� pQ l O�YZVQN h!¶J O�QNOLOXbX O�N�PX L�YZ a

d

dx

[

λ · dT

dx

]

= −µ ·
(

ω · R
h

)2

.

K �O pQXON�IX�WQ R�OLO� l O�YZVQN  �OUO�X a

λ · dT

dx
= −µ ·

(

ω · R
h

)2

· x + C6 .

f �X RO� NONOP OQOQ ` Ob�OZVQN
λ = λ0 · T/T0

O�N�PX L�YZ a

λ0 ·
T

T0

· dT

dx
= −µ ·

(

ω · R
h

)2

· x + C6 ,

WRO�

T · dT

dx
= −µ · T0

λ0

·
(

ω · R
h

)2

· x + C7 .
h!�J

iONOQ RO� IR�IPIXOQ ® INO�nIQR N� X I L g IQRP OR�QNVQN
dT/dx(x = h) = 0

� K I_ �X UW NX IVLl O�YZVQN h!�J a

C7 =
µ · T0

λ0 · h
· (ω · R)2 .

M�QNOLOXbX �Q l O�YZVQN h!�J O�N�PX L�YZ a

T · dT

dx
=

µ · T0

λ0 · h
· (ω · R)2 ·

(

1 − x

h

)

.

K �O pQXON�IX�WQ R�OLO� l O�YZVQN UTZ�X IVU a
1

2
· T 2 =

µ · T0

λ0

· (ω · R)2 ·
(

x

h
− 1

2
· x2

h2

)

+ C8 .
h!¬J

f �X RO� g IQRP OR�QNVQN RO� sO_ � O�IXV� IQ RO� iO  O
T (x = 0) = TW

UW NX RI�IVL UT� R�O
pQXON�IX�WQLjWQLXIQXO a

C8 =
1

2
· T 2

W .

M�QNOLOXbX �Q l O�YZVQN h!¬J O�Zd X _ IQ a
1

2
· T 2 =

µ · T0

λ0

· (ω · R)2 ·
(

x

h
− 1

2
· x2

h2

)

+
1

2
· T 2

W .

k IYZ T IVUNO uLX O�Zd X _ IQ UT� R�O sO_ � O�IXV�qO�XO� VQN �_ c�I X a

T (x) =

√

T 2
W

+
µ · T0

λ0

· (ω · R)2 · x

h
·
(

2 − x

h

)

.

�±
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������ D���EF� GH

IJ K L! !M�NO"!PQ!MR! ST!LPQUMV WX" RL! Y�"�Z TLM L! !"Q[T� Z IM IUN R!" K!\ML�L�M ]
dy

dx
=

v

uKI"IUN !"VL � NLPQ ]
dy

dx
=

−e−xsin(ωt)

A
∫

dy = −sin(ωt)

A
·
∫

e−xdx

y =
sin(ωt)

A
e−x + C1

^L� R!M _IMR !RLMVUMV!M ] t = 2 s
UMR

P2 = (x2, y2)
!"VL � NLPQ WX" R!M `M�!V"IR�L�MN��!a bLc

!M�!M
C1

]
y(t = 2 s) = 0 + C1 = y2Y�Z L� TIU�!� RL! bU  !N�LZZ !MR! Y�"�Z TLM L! ]

y(x, t) =
sin(ωt)

A
e−x + y2

 J ^ L� R!" K!\ML�L�M R!" dIQMTLM L!
dx

dt
= v(x, t)

!"VL � NLPQ WX" RL! xc e�ZO�M!M�! ]
dx

dt
= u = A

∫

dx =

∫

Adt

x(t) = At + C2fM�!" d!"XP�NLPQ�LVUMV R!" _IMR !RLMVUMV W�TV� ]
x(t = 0 s) = 0 = C2

x(t) = At

KL!N!N g"V! MLN h L"R  !Mi�LV� j UZ RL! yc e�ZO�M!M�! bU !"Z L��!TM ]
dy

dt
= −e−xsin(ωt)

= −e−Atsin(ωt)
∫

dy =

∫

−e−Atsin(ωt)dt

KIN bU  !"!PQM!MR! `M�!V"IT T[NN� NLPQ RU"PQ bh!LZ ITLV! kMh!MRUMV R!" OI"�L!TT!M `M�!V"I�L�M
!"Z L��!TM ]

∫

−e−Atsin(ωt)dt =
1

A
e−Atsin(ωt) −

∫

1

A
e−Atωcos(ωt)dt

=
1

A
e−Atsin(ωt) +

1

A2
e−Atωcos(ωt) +

∫

ω2

A2
e−Atsin(ωt)dt

(

1 +
ω2

A2

)

·
∫

−e−Atsin(ωt)dt =
1

A
e−Atsin(ωt) +

1

A2
e−Atωcos(ωt)

∫

−e−Atsin(ωt)dt =

(

1

ω2 + A2

)

e−At (Asin(ωt) + ωcos(ωt))



KIZ L� WX" RL! dIQMTLM! y(t)
]

y(t) =

(

1

ω2 + A2

)

e−At (Asin(ωt) + ωcos(ωt)) + C3

fM�!" d!"XP�NLPQ�LVUMV R!" _IMR !RLMVUMV!M

y(t = 0 s) =
ω

ω2 + A2
+ C3 = 0

C3 = − ω

ω2 + A2

!"VL � NLPQ ]

y(t) =

(

1

ω2 + A2

)

e−At (Asin(ωt) + ωcos(ωt)) − ω

ω2 + A2

=

(

1

ω2 + A2

)

(

e−At (Asin(ωt) + ωcos(ωt)) − ω
)

PJ KU"PQ NU N�IM�L!TT!N RLl!"!MbL!"!M R!" S!NPQh LMRLV�!L�N��ZO�M!M�!M
u mUMR v

!"Q[T� Z IM WX"
RL! !M�NO"!PQ!MR!M e�ZO�M!M�!M

bx =
du

dt
=

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y

by =
dv

dt
=

∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y

^L� ∂u/∂t = 0
j
∂u/∂x = 0

UMR
∂u/∂y = 0

!"VL � NLPQ WX" RL! xc e�ZO�M!M�! ]

bx = 0

^L� ∂v/∂t = −e−xωcos(ωt)
j
u∂v/∂x = Ae−xsin(ωt)

UMR
v∂u/∂y = 0

!"VL � NLPQ WX" RL! yce�ZO�M!M�! ]

by = −e−xωcos(ωt) + Ae−xsin(ωt)

RJ K L! K"!QUMV LM R!"
x−, y− g !M! LN� h L! W�TV!� R!\ML!"� ]

Ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y

Y�Z L� !"VL � NLPQ WX" RIN Y�"iZUMVNW!TR ]

Ω = e−xsin(ωt)



������ D���EF� n H

IJ gM!"VL!VT!LPQUMV X !" RL! oUZO! pTIU� kUWVI !MN�!TTUMV I" !L�!� RL! oUZO! q!"TUN�W"!L rJ ]
ρ

2
· c2

1 + p1 =
ρ

2
· c2

2 + p2 − ∆lp
psJ

kUN R!Z q�"V!V! !M!M t�TUZ !MN�"�Z UMR R!Z V!V! !M!M KU"PQZ !NN!" !"VL � NLPQ RL! S!c
NPQh LMRLV�!L� c1

bU ]

V̇ = c1 · A1

⇒ c1 = 0, 09
m

s

p#J
kUN R!" ^ INN!M!"QIT�UMV W�TV� ]

V̇ = konst = c1 · A1 = c2 · A2
puJ

KI NLPQ R!" vU!"NPQML�� R!N _�Q"!N MLPQ� [MR!"� j !"VL � NLPQ ]

c1 = c2

⇒ c2 = 0, 09
m

s

pw J
KIZ L� !"VL � NLPQ WX" RL! gM!"VL!VT!LPQUMV ]

p1 = p2 − ∆lp
pxJ

K L! y!LN�UMV R!" oUZO! LN� Z L� L = 0, 06 KW
V!V! !M � zX" RL! gM!"VL!VT!LPQUMV  !Mi�LV�

Z IM { !R�PQ RL! NO !bL\ NPQ! oUZO!M!M!"VL! ∆lp
� K L!N!  !"!PQM!� NLPQ IUN ]

L = V̇ · ∆lp
p�J

⇒ ∆lp =
L

V̇

⇒ ∆lp = 50.000
kg

m · s2

p|J
KIZ L� !"VL � NLPQ R!" K"UP�

p2
MIPQ R!" oUZO! bU ]

p2 = 180.000
kg

m · s2
= 1, 8 bar

pmJ
 J kUWV"UMR R!" t�TUZ !M!"QIT�UMV VLT� ]

c2 · A2 = cu · Au + co · Ao

c5 · A5 = cu · Au + co · Ao

KI A2 } A5
]

⇒ c2 = c5

⇒ c5 = 0, 09
m

s

p~J
K L! _!�M�TRNbIQT !"VL � NLPQ bU

Re1 = Re2 =
c2 · D2

ν
= 7.800

ps�J
Y�Z L� !"VL � NLPQ R!" _!L UMVN !Lh!"�

λ1 = λ2 =
0, 3164

Re
1/4
1

= 0, 034
pssJ



PJ gN VL � # ^ iVTLPQ�!L�!M UZ q�M #� MIPQ x� bU ��ZZ!M � ^ IM  !Mi�LV�  !LR! d!"M�UTTLc
ST!LPQUMV!M j UZ R!M K"UP�

p5

 !N�LZZ !M bU �iMM!M �

ρ

2
· c2

2 + p2 −
ρ

2
· c2

2 ·
λ1 · L
D2

=
ρ

2
· c2

5 + p5 +
ρ

2
· c2

5 ·
λ2 · L
D5

+

ρ · g · H +
ρ

2
c2
u ·

(

ζkr + ζmix +
λu · Lu

Du

) ps#J

ρ

2
· c2

2 + p2 −
ρ

2
· c2

2 ·
λ1 · L
D2

=
ρ

2
· c2

5 + p5 +
ρ

2
· c2

5 ·
λ2 · L
D5

+

ρ · g · H +
ρ

2
c2
o ·

(

ζkr + ζsplit +
λo · Lo

Do

) psuJ
YU �"IQL!"� Z IM ST!LPQUMV s# q�M su !"Q[T� Z IM ]

ρ

2
c2
o ·

(

ζkr + ζsplit +
λo · Lo

Do

)

=
ρ

2
c2
u ·

(

ζkr + ζmix +
λu · Lu

Du

)

c2
o ·

(

ζkr + ζsplit +
λo · Lo

Do

)

= c2
u ·

(

ζkr + ζmix +
λu · Lu

Du

)

⇒ c2
u = c2

o ·

(

ζkr + ζsplit + λo·Lo

Do

)

(

ζkr + ζmix + λu·Lu

Du

)

⇒ cu = co ·

√

√

√

√

√

(

ζkr + ζsplit + λo·Lo

Do

)

(

ζkr + ζmix + λu·Lu

Du

)

psw J

kUN R!" t�TUZ !M!"QIT�UMV !"VL � NLPQ ]

V̇ = konst

⇒ c2 · A2 = cu · Au + co · Ao

⇒ c2 · π · D2
2

4
= cu · π · D2

u

4
+ co · π · D2

o

4
⇒ c2 · D2

2 = cu · D2
u + co · D2

o

psxJ
Y!�b� Z IM ST!LPQUMV sw LM ST!LPQUMV sx !LM j LN� RL! "!NUT�L!"!MR! ST!LPQUMV MU" M�PQ q�M

c4I Q[MVLV �

c2 · D2
2 = co ·

√

√

√

√

√

(

ζkr + ζsplit + λo·Lo

Do

)

(

ζkr + ζmix + λu·Lu

Du

) · D2
u + co · D2

o

ps�J

⇒ c2 · D2
2 = co ·






D2

o + D2
u ·

√

√

√

√

√

(

ζkr + ζsplit + λo·Lo

Do

)

(

ζkr + ζmix + λu·Lu

Du

)







⇒ co =
c2 · D2

2

D2
o + D2

u ·
√

“

ζkr+ζsplit+
λo·Lo

Do

”

“

ζkr+ζmix+λu·Lu
Du

”

ps|J



⇒ co =
0, 001521 m3

s

0, 0009 m2 + 0, 01 m2 ·
√

0,2+9,3+3,2
0,2+5+1,5

⇒ co =
0, 001521 m3

s

0, 0009 m2 + 0, 013768 m2

⇒ co = 0, 1037
m

s

psmJ

⇒ cu =
c2 · A2 − co · Ao

Au

⇒ cu = 0, 1428
m

s

ps~J

K!" K"UP� MIPQ R!" t!"!LM LVUMV T[�� NLPQ MUM !M�h!R!" IUN ST!LPQUMV s# �R!" su  !"!PQM!M �

p5 = p2 +
ρ

2
· c2

2 −
ρ

2
· c2

2 ·
λ1 · L
D2

−
[

ρ

2
· c2

5 +
ρ

2
· c2

5 ·
λ2 · L
D5

+ ρ · g · H +
ρ

2
c2
u ·

(

ζkr + ζmix +
λu · Lu

Du

)]

⇒ p5 = p2 −
ρ

2
· c2

2 ·
λ1 · L
D2

− ρ

2
· c2

5 ·
λ2 · L
D5

−ρ · g · H − ρ

2
c2
u ·

(

ζkr + ζmix +
λu · Lu

Du

)

⇒ p5 = 1, 8 bar − 1
kg

ms2
− 4905

kg

ms2
− 2

kg

ms2
− 51

kg

ms2
− 15

kg

ms2

⇒ p5 = 1, 75 bar
p#�J

R J ������	��E�� �� ���� �� ]

Re3 =
cu · Du

ν
= 9.518

p# sJ

Reu � Rekrit } 2.300
⇒ �U" UT!M�! Y�"iZUMV LZ UM�!"!M _�Q" �

������	��E�� �� ���� �� ]

Re4 =
co · Do

ν
= 2.074

p##J

Reo � Rekrit } 2.300
⇒ TIZ LMI"! Y�"iZUMV LZ � !"!M _�Q" �



������ D���EF� � H

IJ
Fx,a = B

∫ H1

h
prel(z)dz

prel(z) = ρ · g · (H1 − z)

Fx,a = B

∫ H1

h
ρ · g · (H1 − z)dz

Fx,a = B ·
[

ρ · g · H1z − 1

2
ρ · g · z2

]H1

h

Fx,a =
1

2
B · ρ · g · (H1 − h)2

Fx,a = 306, 562kN

 J
My,G = B

∫ h

0

prel · zdz = B

∫ h

0

ρ · g · (H1 − z) · zdz

M(y, G) = B
[

1/2 · ρ · g · H1 · z2 − 1/3 · ρ · g · z3
]h

0

My,G = B
(

1/2 · ρ · g · H1 · h2 − 1/3 · ρ · g · h3
)

My,G = 32, 7kNm



PJ `ZOUTNNI�b ]
e�M�"�TTq�TUZ !M b �d � !M�TIMV R!" �INN!"� !"�[PQ! ]

h
H2

h

Fx,c = Fp,1 + FI,1 − Fp,2 − FI,2

Fp,1 = B

∫ H1

0

ρ · g · (H1 − z)dz = 1/2 · B · ρ · g · H2
1

Fp,2 = B

∫ H2

0

ρ · g · (H2 − z)dz = 1/2 · B · ρ · g · H2
2

FI,1 = ρ · u2
1 · H1 · B

FI,2 = ρ · u2
2 · H2 · B

Fx,c = B · ρ
(

1/2g ·
(

H2
1 − H2

2

)

+ u2
1 · H1 − u2

2 · H2

)

ZL�

u1 = u2 ·
H2

H1

Fx,c = B · ρ
(

1/2g ·
(

H2
1 − H2

2

)

+

(

u2 ·
H2

H1

)2

· H1 − u2
2 · H2

)

Fx,c = 263, 735kN < Fx,a!



������ D���EF� � H

IJ zX" RL! V!V! !M! d!bL!QUMV

µt

µ
=

y+ · (uτ · R − y+ · ν)

2.5 · uτ · R − 1
psJ

NLMR bUM[PQN� RL! S"i�!M
uτ

N�h L! y+ bU  !N�LZZ !M � gN VLT� ]

uτ =

√

τW

ρ
=

√

0.17 Pa · s
1000 kg

m3

= 0.0130
m

s

p#J

K I"IUN W�TV� WX"
y+ ]

y+ =
uτ · y

ν
=

uτ · R
4

µ
ρ

=
0.0130 m

s · 0.0125m

1 · 10−6 m2

s

= 162.5
puJ

K L!N! �!"�! LM ST!LPQUMV w !LMV!N!�b� !"VL � ]

µt

µ
= 48.75

pw J

 J zX" RL! �U" UT!M�! t LN��NL�[� µt
VLT� RL! d!bL!QUMV ]

µt = ρ · l2 · |du

dr
| pxJ

Z L� R!" o"IMR�T �NPQ!M ^ LNPQUMVNh!VT[MV!
l
� K L! k T!L�UMV R!N IMV!V! !M!M S!NPQh LMRLVc

�!L�NO"�\ TN IM R!" Y�!TT!
r = R

4

!"VL � ]

(

|du

dr
|
)

3R
4

= −
(

du

dr

)

3R
4

= −
(

−umax

7R

(

1 − r

R

)

−
6

7

)

3R
4

p�J

� IPQ R!" o"IMR�T �NPQ!M ^ LNPQUMVNh!VT[MV!
l LM ST!LPQUMV x IUWV!TiN� !"VL � NLPQ MUM ]

l =

√

µt

ρ ·
(

|du
dr |

)

3R
4

=

√

48.75 · µ
ρ ·

(

|du
dr |

)

3R
4

= 0.0119 m
p|J

PJ K L! d!"!PQMUMV R!" �U!"NPQML��NV!Z L��!T�!M S!NPQh LMRLV�!L� u LN� Mi�LV WX" RL! ��""!��! Y�Lbc
bL!"UMV R!" o"�\ T! LM kUWVI !M�!LT !J � gN VLT�

u =
1

A

∫ A

0

u(r) dA∗ =
1

πR2

∫ R

0

u(r) · 2πr dr =
2

R2

∫ R

0

u(r) · r dr
pmJ

`M ST!LPQUMV m RIN IMV!V! !M! S!NPQh LMRLV�!L�NO"�\ T u(r)
!LMV!N!�b� UMR OI"�L!TT LM�!V"L!"�

!"VL � ]



u =
2 · umax

R2

∫ R

0

r ·
(

1 − r

R

) 1

7

dr =
2 · umax

R2

(

[0] −
∫ R

0

7

8

(

1 − r

R

) 8

7 · (−R) dr

) p~J

K IN MUM M�PQ  !N�!Q!MR! `M�!V"IT !"VL � ]

u =
7 · umax

4R

[

7

15

(

1 − r

R

) 15

7 · (−R)

]R

0

=
49

60
· umax

ps�J

R J �U" � !"O"XWUMV R!" q�"TL!V!MR!M Y�"iZUMV ZUNN RL! _!c�IQT Q!"IMV!b�V!M h!"R!M �

Re =
u · D
ν2

=
u · 2 · R · ρ2

µ2
= 200 =⇒ laminar

pssJ

!J d!L R!" Y�LbbL!"UMV R!" q!"NPQL!R!M!M o"�\ T! VLT� !N bU  !IPQ�!M j RINN WX" RIN dT�P�O"�\ T VLT�
umax = u

j WX" RIN TIZ LMI"! o"�\ T
umax = 2 · u

UMR WX" RIN �U" UT!M�! o"�\ T
umax = 60

49
·

u
� K I"X !"QLMIUN LN� RIN �U" UT!M�! s�|co"�\ T  "!L�!" bU N�LbbL!"!M ITN RIN TIZ LMI"! � IV!Mc

o�LN!ULTT!co"�\ T �

0 0.5 1 1.5 2

mittlere Geschwindigkeit
0

0.5

1

r/
R

HP-Profil
1/7-Profil
Blockprofil



������ D���EF� � H

� yiNUMV kUWVI !M�!LT I �J

MTe = 2, 5 ⇒ ADü = A∗

Dü

ATe

A∗

Dü

=
1

MTe
·
(

1 +
κ − 1

κ + 1
·
(

M2
Te − 1

)

)
κ+1

2·(κ−1)

= 2, 637

⇒ hDü =
hTe · b

2, 637 · b = 0, 759 m

� yiNUMV kUWVI !M�!LT  �J

ρ∗Dü · A∗

Dü · a∗Dü = ρ∗Di · A∗

Di · a∗Di

A∗

Di

A∗

Dü

=
ρ∗Dü

ρ∗Di

· a∗Dü

a∗Di

j IRLI I�! Y�"iZUMV ⇒ a∗ =
√

κRT ∗ = konst.

⇒ A∗

Di

A∗

Dü

=
ρ∗Dü

ρ∗Di

j Z L� �UN�IMRNVT � ρ∗ =
p∗

R · T ∗

⇒ A∗

Di

A∗

Dü

=
p∗Dü · R · T ∗

Di

R · T ∗

Dü · p∗Di

j IRLI I�! Y�"iZUMV ⇒ T ∗ = konst.

⇒ A∗

Di

A∗

Dü

=
p∗Dü

p∗Di

j UMR Z L� MDü = MDi = 1
j W�TV�

p∗Dü

p0,Dü
=

(

2

κ + 1

) κ
κ−1

=
p∗Di

p0,Di

j UMR RIZ L�

⇒ A∗

Di

A∗

Dü

=
p0,Dü

p0,Di

psJ

� yiNUMV kUWVI !M�!LT P �J
K L! �UN�IMRN[MR!"UMV!M q�M R!" KXN!  LN UMZ L��!T I" q�" R!Z t!"RLPQ�UMVNN��� LZ �!N� !c
"!LPQ �iMM!M ITN LN!M�"�O  !�"IPQ�!� h!"R!M � K!" �UN�IMR RL"!�� q�" R!Z Y��� N!L �UN�IMR
sj R!"{ !MLV! RL"!�� Q LM�!" R!Z Y��� N!L �UN�IMR # � K L! �UN�IMRN[MR!"UMV X !" R!M Y��� LN�
IRLI I� I !" MLPQ� "!q!"NL !T � K L! �UN�IMRN[MR!"UMV!M LZ d!"!LPQ q�Z KLlUN�"  LN RL"!��
QLM�!" R!Z Y��� NLMR ! !MWITTN LN!M�"�O �
KIZ L� VLT� W�TV!MR!N ]

M1 = MTe = 2, 5

p0,1 = p0,Dü

p0,2 = p0,Di

KL! Z LMLZ IT! zT[PQ!
A∗

Di

R!N !MVN�!M vU!"NPQML��N R!N K LlUN�"N j  !L R!" R!" K LlUN�" V!"IR!
MLPQ� Z !Q" UM�!"�"L�LNPQ LN� j !"VL � NLPQ IUN ST!LPQUMV psJ j RL! LM kUWVI !M�!LT  J Q!"V!T!L�!�
 bh � IMV!V! !M LN� ]

A∗

Di = A∗

Dü · p0,Dü

p0,Di



KL! zT[PQ!
A∗

Di

Q[MV� ITN� q�Z ���ITR"UP�q!"TUN� X !" R!M Y��� I j R!" LZ W�TV!MR!M  !"!PQc
M!� h!"R!M ZUNN � zX" RL! ^ IPQbIQT M2

QLMR!" R!Z Y��� !"VL � NLPQ IUN R!" !M�NO"!PQ!MR!M
Y���VT!LPQUMV

M2
2 =

1 + κ−1
κ+1

·
(

M2
1 − 1

)

1 + 2·κ
κ+1

·
(

M2
1 − 1

)

=
1, 875

7, 125
= 0, 26

KL! ���ITc  bh � _UQ!R"XP�! q�" UMR QLM�!" R!Z Y���
p0,1

UMR
p0,2

TINN!M NLPQ RU"PQ RL!
`N!M�"�O !M !bL!QUMV!M IUNR"XP�!M UMR LMN t!"Q[T�MLN N!�b!M ]

p0,1 = p1 ·
(

1 +
κ − 1

2
· M2

1

) κ
κ−1

p0,2 = p2 ·
(

1 +
κ − 1

2
· M2

2

) κ
κ−1

⇒ p0,1

p0,2
=

p1

p2
·
(

1 + κ−1
2

· M2
1

)
κ

κ−1

(

1 + κ−1
2

· M2
2

)
κ

κ−1

j h� !L p1

p2

IUN R!" Y���VT!LPQUMV

p1

p2
=

1

1 + 2·κ
κ+1

·
(

M2
1 − 1

) =
1

7, 125
= 0, 1403

V!h�MM!M h L"R �

⇒ p0,1

p0,2
= 0, 1403 ·

(

1 + κ−1
2

· M2
1

)
κ

κ−1

(

1 + κ−1
2

· 0, 26
)

κ
κ−1

= 2, 0074

⇒ A∗

Di = A∗

Dü · 2, 0074

⇒ h∗

Di · b = h∗

Dü · b · 2, 0074

⇒ hDi > 1, 52 m

� yiNUMV kUWVI !M�!LT R �J
KU"PQ R!M t!"RLPQ�UMVNN��� ��ZZ� !N bU !LM!Z ���ITR"UP�q!"TUN� bh LNPQ!M R!" KXN! UMR
R!Z KLlUN�" pgM!"VL! h L"R RLNNLO L!"� UMR RL! gM�"�OL! !"QiQ�J j N�RINN LM RL!N!Z d!LNOL!T RL!
K LlUN�"�[PQ! WIN� R�OO !T� N� V"�� N!LM ZUNN j h L! RL! KXN!M�[PQ! j RIZ L� !LM! � !"NPQITTc
RU"PQN�"iZUMV R!N �!N� !"!LPQN Z iVTLPQ h L"R � Y� ITR !LM ���ITR"UP�q!"TUN� IUW�"L�� j h L"R
A∗

Di

A∗

Dü
> 1

�
kUPQ �QM! !LM!M t!"RLPQ�UMVNN��� h L"R RU"PQ _!L UMV LM R!" Y�"iZUMV pb �d � LM R!" S"!Mbc
NPQLPQ�J gM!"VL! RLNNLO L!"� j h�RU"PQ !LM ���ITR"UP�q!"TUN� Q!"q�"V!"UW!M h L"R �



������ D���EF� � H

IJ K L! Y�"iZUMV LN� ! !M j R � Q �]

∂

∂y
=

∂2

∂y2
= 0 , v = 0 .

psJ

K IZ L� !"VL � NLPQ WX" RL! bh!LRLZ !MNL�MIT!M �IqL!"cY���!NcST!LPQUMV!M Z L� ��MN�IM�!" �[QLVc
�!L� ]

ρ ·
(

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ w · ∂u

∂z

)

= kx − ∂p

∂x
+ µ ·

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂z2

)

,
p#J

ρ ·
(

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ w · ∂w

∂z

)

= kz −
∂p

∂z
+ µ ·

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂z2

)

.
puJ

 J K L! bh!LRLZ !MNL�MIT! e�M�LMUL�[�NVT!LPQUMV TIU�!� ]

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0 .

pw J
gN h L"�� RL! g"RNPQh!"! UMR �!LM IMR!"!N e"IW�W!TR j RIN  !R!U�!� ]

kx = 0 , kz = −ρ · g .
pxJ

K L! Y�"iZUMV LN� N�I�L�M[" UMR RIZ L� VLT� ]

∂

∂t
= 0 .

p�J
K L! Y�"iZUMV LN� LM zc_ LPQ�UMV IUNV! LTR!� j R � Q � RL! S!NPQh LMRLV�!L�N��ZO�M!M�!M [MR!"M
NLPQ LM zc_ LPQ�UMV M LPQ� ]

∂u

∂z
=

∂w

∂z
=

∂2u

∂z2
=

∂2w

∂z2
= 0 .

p|J
K L! d!RLMVUMV!M pxJ c p|J LM RL! ST!LPQUMV!M p#J c pw J !LMV!N!�b� !"VL � ]

ρ · u · ∂u

∂x
= −∂p

∂x
+ µ · ∂2u

∂x2
,

pmJ

ρ · u · ∂w

∂x
= −ρ · g − ∂p

∂z
+ µ · ∂2w

∂x2
,

p~J
∂u

∂x
= 0 .

ps�J
�!V!M R!M d!RLMVUMV!M psJ UMR p|J NLMR RL! S!NPQh LMRLV�!L�N��ZO�M!M�!M

u
UMR

w
MU" zUM�c

�L�M!M q�M
x
� K IZ L� �iMM!M RL! OI"�L!TT!M k T!L�UMV!M R!" S!NPQh LMRLV�!L�N��ZO�M!M�!M ITN

���IT! k T!L�UMV!M V!NPQ"L! !M h!"R!M � ^ IM !"Q[T� IUN pmJ c ps�J ]

ρ · u · du

dx
= −∂p

∂x
+ µ · d2u

dx2
,

pssJ

ρ · u · dw

dx
= −ρ · g − ∂p

∂z
+ µ · d2w

dx2
,

ps#J
du

dx
= 0 .

psuJ
kUN R!" e�M�LMUL�[� psuJ W�TV� RU"PQ `M�!V"I�L�M ]

u(x) = C
psw J



ZL� R!" `M�!"V"I�L�MN��MN�IM�!M C
� kM R!" �IMR VLT� RL! � IW� !RLMVUMV j R � Q � u(x = 0) = 0

�
K L! yiNUMV psw J LM RL! _IMR !RLMVUMV !LMV!N!�b� WXQ"� bU

u(x) = 0
� Y!�b� Z IM RL!N!N LM RL!

� IqL!"cY���!NcST!LPQUMV!M pssJ UMR ps#J !LM !"VL � NLPQ ]

0 = −∂p

∂x
,

psxJ

0 = −ρ · g − ∂p

∂z
+ µ · d2w

dx2
,

ps�J
^ L� ST!LPQUMV psxJ UMR R!" d!RLMVUMV psJ LN� R!" K"UP� �!LM! zUM��L�M q�M

x
UMR

y
� K IZ L�

VLT� p = p(z)
UMR

∂p/∂z = dp/dz
� g LMV!N!�b� LM RL! S T!LPQUMV ps�J !"Q[T� Z IM ]

0 = −ρ · g − dp

dz
+ µ · d2w

dx2
,

�R!" UZV!W�"Z�

d2w

dx2
=

1

µ
·
(

ρ · g +
dp

dz

)

.
ps|J

PJ

x

w(x)

W

x

w(x)

Spalt Film

RJ K L! `M�!V"I�L�M q�M ST!LPQUMV ps|J !"VL � ]

dw

dx
=

1

µ
·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· x + C1 .
psmJ

^ L� !LM!" h!L�!"!M `M�!V"I�L�M !"Q[T� Z IM ]

w(x) =
1

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· x2 + C1 · x + C2 .
ps~J

zX" R!M YOIT� !"VL � RL! �IW� !RLMVUMV ITN _ IMR !RLMVUMV !"VL � IM R!" TLM�!M �IMR wS(x =
0) = 0

UMR IZ zi"R!" IMR wS(x = b) = W
� g LMV!N!�b LM ST!LPQUMV ps~J !"Q[T� Z IM ]

0 = C2 ,
p#�J

W =
1

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· b2 + C1 · b + C2 .
p# sJ



ST!LPQUMV p#�J LM ST!LPQUMV p# sJ !LMV!N!�b� UMR MIPQ C1
IUWV!TiN� !"VL � ]

C1 = − 1

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· b +
W

b
.

KL! e�MN�IM�!M LM RL! ST!LPQUMV p# sJ !LMV!N!�b� WXQ"� IUW ]

wS(x) =
b2

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

·
[

(x

b

)2

− x

b

]

+ W · x

b
.

p##J

zX" R!M K"UP�V"IRL!M�!M dp/dz
W�TV� MIPQ ST!LPQUMV ps|J dp/dz = konst.

� ^ L� R!M _IMR !c
RLMVUMV!M p(z = 0) = pU

UMR
p(z = L) = pU + ∆p

W�TV� QL!"IUN ]

dp

dz
=

pU + ∆p − pU

L
=

∆p

L
.

KL!N!N LM ST!LPQUMV p##J !LMV!N!�b� WXQ"� NPQTL!�TLPQ bU" yiNUMV ]

wS(x) =
b2

2 · µ ·
(

ρ · g +
∆p

L

)

·
[

(x

b

)2

− x

b

]

+ W · x

b
,

wS(x) =

[

b2

2 · µ ·
(

∆p

L
+ ρ · g

)

·
(x

b
− 1

)

+ W

]

· x

b
,

p#uJ

zX" R!M eUMN�N��l\TZ !"VL � RL! � IW� !RLMVUMV ITN _ IMR !RLMVUMV IM R!" TLM�!M �IMR
wF(x = 0) = 0

� g LMV!N!�b LM ST!LPQUMV ps~J !"Q[T� Z IM ]

0 = C2 .
p#w J

kM R!" W"!L!M � !"�[PQ! VLT� τF(x = d) = µ · (dwF/dx)(x = d) = 0
� K I"IUN W�TV�

dwF/dx(x =
d) = 0

� g LMV!N!�b LM ST!LPQUMV ps|J !"Q[T� Z IM ]

0 =
1

µ
·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· d + C1 .

�IPQ C1
IUWV!TiN� !"VL � ]

C1 = − 1

µ
·
(

ρ · g +
dp

dz

)

· d .
p#xJ

K L! e�MN�IM�!M LM RL! ST!LPQUMV ps~J !LMV!N!�b� WXQ"� IUW ]

wF(x) =
d2

2 · µ ·
(

ρ · g +
dp

dz

)

·
[

(x

d

)2

− 2 · x

d

]

.
p#�J

zX" R!M K"UP�V"IRL!M�!M dp/dz
W�TV� h!V!M R!N ��MN�IM�!M fZV! UMVNR"UP�!N

dp/dz = 0
�

^ IM !"Q[T� N�Z L� IUN ST!LPQUMV p#�J ]

wF(x) =
d2

2 · µ · ρ · g ·
[

(x

d

)2

− 2 · x

d

]

,

�R!" UZV!W�"Z� ]

wF(x) =
d2

2 · µ · ρ · g · x

d
·
(x

d
− 2

)

.
p#|J



!J K L! t�TUZ !MN�"iZ ! LZ YOI�� UMR LZ zLTZ ZXNN!M VT!LPQ N!LM � K !" t�TUZ !MN�"�Z  !"!PQM!�
NLPQ Z L� R!" � L!W! t

N!M�"!PQ� bU" �!LPQ!M! !M! IUN ]

V̇ =

∫

x

w(x) · t · dx .
p#mJ

ST!LPQUMV p#uJ LM ST!LPQUMV p#mJ !LMV!N!�b� WXQ"� bUZ t�TUZ !MN�"�Z
V̇S

LZ YOIT� ]

V̇S =

b
∫

0

[

b2

2 · µ ·
(

ρ · g +
∆p

L

)

·
[

(x

b

)2

− x

b

]

+ W · x

b

]

· t · dx

=
b2

2 · µ ·
(

ρ · g +
∆p

L

)

·
[

(x

b

)2

· x

3
− x

b
· x

2

]b

0

· t + W ·
[x

b
· x

2

]b

0
· t

=
b2

2 · µ ·
(

ρ · g +
∆p

L

)

·
(

b

3
− b

2

)

· t + W · b

2
· t

=
1

2
· b · t ·

[

W − b2

6 · µ ·
(

ρ · g +
∆p

L

)]

.
p#~J

ST!LPQUMV p#|J LM ST!LPQUMV p#mJ !LMV!N!�b� WXQ"� bUZ t�TUZ !MN�"�Z
V̇F

LZ zLTZ ]

V̇F =

d
∫

0

(

d2

2 · µ · ρ · g ·
[

(x

d

)2

− 2 · x

d

])

· t · dx

=

[

d2

2 · µ · ρ · g ·
[

(x

d

)2

· x

3
− 2 · x

d
· x

2

]]d

0

· t

=
d2

2 · µ · ρ · g ·
(

d

3
− 2 · d

2

)

· t

= −1

3
· d · t · d2

µ
· ρ · g .

pu�J

ST!LPQN!�b!M R!" t�TUZ !MN�"iZ !
V̇S = V̇F

WX"Q� IUW RL! ST!LPQUMV ]

1

2
· b · t ·

[

W − b2

6 · µ ·
(

ρ · g +
∆p

L

)]

= −1

3
· d · t · d2

µ
· ρ · g .

�IPQ R!" S!NPQh LMRLV�!L� IUWV!TiN� !"Q[T� Z IM ]

W =
b2

6 · µ ·
(

ρ · g +
∆p

L

)

− 2

3
· d

b
· d2

µ
· ρ · g ,

�R!" MIPQ !LM!" fZ W�"ZUMV ]

W =
2

3 · µ · b ·
[

b3

4
·
(

ρ · g +
∆p

L

)

− d3 · ρ · g
]

.
pu sJ



Lehrstuhl und Institut

für Strömungslehre

o. Prof. Dr.-Ing. H. Oertel 28. März 2007

Lösung der shriftlihen Prüfung im P�ihtfah

Strömungslehre

Lösung Aufgabe 1:

a) Veloity at inlet of Pipe 1, cE

cE =
V̇E

AE
(1)

V̇E = V̇ ; AE = A1 =
π · (d1)

2

4
(2)

cE = 0.4 m/s (3)

Veloity at outlet of Pipe 2, cA

cA =
V̇A

AA
= 1.6 m/s; (V̇A = V̇ ; AA = A2 =

π · d2
2

4
) (4)

b) Total Pressure Loss in the Flow System, ∆pVges

Bernoulli (0 - 2) + Frition + Pump Work

p0 +
ρ · c0

2

2
+ ρ · g · z0 + ∆lp = p2 +

ρ · c2
2

2
+ ρ · g · z2 + ∆pVges (5)

(p0 = p2 = patm; c0 = 0; z0 = h1, z2 = h2)

⇒ ∆pVges = ρ · g · (h1 − h2) + ∆lp −
ρ · c2

2

2
(6)

c2 = cA = 1.6 m/s

∆lp =
L

V̇
=

4 × 103

0.008
= 5 × 105 N/m2

(7)

∆pVges = 48720 N/m2 (8)

) Total Pressure Loss in both pipes due to frition aused by the pipe lengths only,
∑

∆pVR

Total Pressure Loss (System) =
∑

Pressure Loss in pipes +
∑

Minor Losses

∆pVges =
∑

∆pVR
+

∑

∆pVM
(9)

∑

∆pVR
= ∆pVges −

∑

∆pVM
(10)

where;
∑

∆pVM
= ∆pVE

+ ∆pVA
+ ∆pVK

(11)

1



Minor Losses at Inlet:

∆pVE
= ζE · ρ · cE

2

2
=

0.98 · (1000) · (0.4)2

2
= 78.4 N/m2 (12)

Minor Losses at Outlet:

∆pVA
= ζA · ρ · cA

2

2
=

0.98 · (1000) · (1.6)2

2
= 1254.4 N/m2 (13)

Minor Losses at Bends:

∆pVK
= ∆pVK1

+ ∆pVK2
= ζK1 ·

ρ · c1
2

2
+ 2 · ζK2 ·

ρ · c2
2

2
= 16 + 768 = 784 N/m2 (14)

Total Minor Losses:

∑

∆pVM
= 78.4 + 1254.4 + 784 = 2116.8 N/m2 (15)

Total Pressure Loss in both Pipes:

∑

∆pVR
= 48720 − 2116.8 = 46603.2 N/m2

(16)

d) Visous Sublayer Thiknesses ∆1 and ∆2, Pressure Loss oe�ients λ1 and λ2

Total Pressure Loss in Pipes = Pressure Loss in Pipe 1 + Pressure Loss in Pipe 2

∑

∆pVR
= ∆pVR1

+ ∆pVR2
=

1

2
· ρ · c1

2 · L1

d1
· λ1 +

1

2
· ρ · c2

2 · L2

d2
· λ2 (17)

For Pipe 1:

Red1
=

c1 · d1

ν
=

0.4 × 0.16

1.28 × 10−6
= 5 × 104 (18)

Flow is Turbulent in Pipe 1; ⇒ λ1 = λt1

Chek for the hydrauli smoothness of Pipe 1

For hydraulially smooth pipe:

∆ > Ks (19)

∆1

d1
=

12.64

(Red1
)3/4

(20)

∆1 = 6.05 × 10−4 m (21)

Sine ∆1 > Ks1 , so Pipe 1 is hydraulially smooth.

2



Blasius law an be used to �nd λt1 :

λt1 =
0.3164

(Red1
)1/4

=
0.3164

(5 × 104)1/4
= 0.021 (22)

For Pipe 2:

Red2
=

c2 · d2

ν
=

1.6 × 0.08

1.28 × 10−6
= 1 × 105 (23)

So �ow is Turbulent in Pipe 2; ⇒ λ2 = λt2

Chek for the hydrauli smoothness of Pipe 2:

∆2

d2
=

12.64

(Red2
)3/4

(24)

∆2 = 1.8 × 10−4 m (25)

Sine ∆2 < Ks2 , so Pipe 2 is not hydraulially smooth.

1

2
· ρ · c2

2 · L2

d2
· λt2 =

∑

∆pVR
− 1

2
· ρ · c1

2 · L1

d1
· λt1 (26)

λt2 =
2 · d2

ρ · c2
2 · L2

· (
∑

∆pVR
− 1

2
· ρ · c1

2 · L1

d1
· λt1) (27)

λt2 = 0.036 (28)
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Lösung Aufgabe 2:

a)

dy

dx
=

v

u
=

Ue−
z
H sin z

H

U
(

1 − e−
z
H cos z

H

)

⇒ y =
e−

z
H sin z

H
(

1 − e−
z
H cos z

H

)x + C (1)

Es ergibt sih für jede Höhe z also ein aus parallelen Geraden bestehendes Stromlinienfeld, wobei
jede Stromlinie durh ein anderes C (Integrationskonstante) berehntet wird. Bei Gleihung 1

handelt es sih also um eine Geradengleihung der allgemeinen Form

y = m · x + C .

b) Da der Wind auÿerhalb der planetaren Grenzshiht in x-Rihtung bläst, kann der Winkel zwi-

shen dieser Rihtung und der Stromlinienrihtung in der Höhe von z = 50 m, direkt durh die

Steigung m aus Aufgabe a.) berehnet werden: Für mergibt sih durh Einsetzen der Zahlen-

werte

m = 0, 8889.

α =
180°

π
· arctan(m)

= 41, 63°

) Durh die Vorgabe einer konstanten Aufstiegsgeshwindigkeit w folgt

z(t) = W · t + z0

Bahnlinien x(t) und y(t):

dx

dt
= u(t)

⇒ dx = u(t)dt ⇒
∫

dx =

∫

u(t)dt

⇒
∫

dx = U

∫ [

1 − e−(W
H

·t+
z0
H

)cos

(

W

H
· t +

z0

H

)]

dt; mit a =
W

H
, b =

z0

H

= U

(∫

1dt −
∫

[

e−(at+b)cos(at + b)
]

dt

)

Das rehte Integral kann nah Substitution von (at + b) z.B. mit Hilfe des mathematishen

Tashenbuhs von Bronstein bestimmt oder per Hand durh zweimalige partielle Integration

berehnet werden, sodass sih

x(t) = U

[

t − e−(at+b)

2a
(sin(at + b) − cos(at + b))

]

+ C1

ergibt. Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C1 folgt durh Einsetzen von t = t0

x0 = U

[

0 − e−b

2a
(sin(b) − cos(b))

]

+ C1

⇒ C1 = x0 + U
e−b

2a
(sin(b) − cos(b))

⇒ x(t) = Ut − Ue−b

2a

[

e−at (sin(at + b) − cos(at + b)) − sin(b) + cos(b)
]

+ x0
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y(t) wird analog zu x(t) berehnet und es ergibt sih

dy = U

∫

[

e−(at+b)sin(at + b)
]

dt

y(t) = U
e−(at+b)

2a
(−sin(at + b) − cos(at + b)) + C2

y0 = U
e−b

2a
(−sin(b) − cos(b)) + C2

⇒ C2 = y0 + U
e−b

2a
(sin(b) + cos(b))

⇒ y(t) =
Ue−b

2a

[

e−at (−sin(at + b) − cos(at + b)) + sin(b) + cos(b)
]

+ y0
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Lösung Aufgabe 3:

a)

ṁCD = T

(∫ d

0
ρ · U0dz −

∫ d

0
ρ · u1(z)dz

)

ṁCD =
1

2
ρ · U0 · d · T

ṁAB = ṁCD

ṁ = ρ · U0 · d · T

b)

Fdx
= T ·





∫

S

ρ~u(~u · ~n)dS +

∫

S

p · ~ndS





∫

S

p · ~ndS = 0

Fdx
= T ·





∫

S

ρ~u(~u · ~n)dS





Fdx
= T ·





∫

AB

ρ~u(~u · ~n)dS +

∫

BC

ρ~u(~u · ~n)dS +

∫

CD

ρ~u(~u · ~n)dS +

∫

DA

ρ~u(~u · ~n)dS





ux,AB = ux,CD = U0

Fdx
= 2T ·





∫

DA

ρU2
0 dS −

∫

BC

ρu2
1dS − U0





∫

AB

ρ(~u · ~n)dS +

∫

CD

ρ(~u · ~n)dS









T ·
∫

AB

ρ(~u · ~n)dS = ṁAB, T ·
∫

CD

ρ(~u · ~n)dS = ṁCD

∫

BC

ρu2
1dS = 2 ·

d
∫

0

ρu1(z)2dz

, et.

Fdx
=

1

4
ρU2

0 Td

) Das Ablösekriterium lautet τw = 0.

d) Die physikalishen Einstellungen sind: stationär, reibungsbehaftet, inkompressibel, 2-dimensional
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Lösung Aufgabe 4:

a) Berehnen Sie mit Hilfe des äquivalenten Durhmessers d = (4 · A)/(U) die Dike der viskosen
Untershiht ∆.

d =
4 · A
U

=
4 · 2h · b

2 · 2h + 2 · b = 0, 01m

Die Strömung ist mit Re = 4000 turbulent liegt jedoh unter Re = 105 und somit im Gültig-

keitsbereih der Blasiusgleihung

∆

d
=

4

Re · λt

λt =
0, 3164

Re3/4

∆

d
=

12, 64

Re3/4

∆ = 0, 0002513

b) Ermitteln Sie die Shubspannungsgeshwindigkeit uτ und den Drukwiderstand cf in der vis-

kosen Untershiht.

Re =
U∞ · d

ν

U∞ = 0, 404 m/s

τw = µ · |du

dz
| = ρ · ν · |0, 5 · U∞

∆
|

τw = 0, 8119N/m2

uτ =

√

τw

ρ

uτ = 0, 02849m/s

cf =
τw

1/2 · ρ · U2
∞

cf = 0, 009948

) Bestimmen sie an der Stelle ∆ die Konstante k mit Hilfe der beiden Gehwindigkeitspro�le. Wie

groÿ ist die prozentuale Abweihung der Steigung des 1/7-Potenzgesetzes in diesem Punkt? Wie

lässt sih die Abweihung erklären?

In Höhe der viskosen Untershiht ∆ müssen beide Pro�le die gleihe Geshwindigkeit haben.

Für das Linear-Pro�l gilt somit:

u(∆) = 0, 5 · U∞ = 0, 202 m/s
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Für die Bestimmung der Geshwindigkeit an der Stelle ∆ im 1/7-Potensgesetz gilt z = h − ∆.

Durh Einsetzen in (1) erhält man den Wert für k:

u(z = h − ∆) = k · uτ · (uτ · ∆
ν

)1/7 = 0, 202 m/s

k = 5, 36

Zur Berehnugn der Steigung wird Gleihung (1) nah z abgeleitet:

du∗(z)

dz
= −k · u2

τ

7 · ν · (uτ · h
ν

− uτ · z
ν

)−6/7

Durh Einsetzen der Randbedingung und des Wertes k erhält man:

du∗(z = h − ∆)

dz
= −k · u2

τ

7 · ν · (uτ · ∆
ν

)−6/7 = −114, 84

Die Steigung des linearen Geshwindigkeitspro�ls wird wie folgt ermittelt:

du(∆)

dz
=

0, 5 · U∞

∆
= −803, 82

Die prozentuale Abweihung lässt sih somit berehnen:

Zur Bestimmung der prozentualen Abeihung wird die Steigung des linearen Pro�ls als Abso-

lutwert angenommen: 803.82. Der ermittelte Wert aus dem 1/7- Potenzgesetz lautet: 114, 84
Daraus ergibt sih die prozentuale Abweihung mit

x =
|114, 84 − 803, 82|

803, 82
· 100% = 85.71%

Das 1/7-Potenzgesetz verliert in Wandnähe seine Gültigkeit, da dort die Ableitung gegen∞
geht. Aus diesem Grund muss dieser Bereih gesondert modellert werden, in diesem fall mit

einem linearen geshwindigkeitspor�l.

d) Ermitteln Sie die turbulente Shubspannung an der Stelle ∆ < x < δ (δ = Grenzshihtdike)

in Abhängigkeit der Mishungsweglänge l. Da sih die Strömung auÿerhalb der viskosen Unter-

shiht be�ndet, kann der reibungsbehaftete Anteil vernahlässigt werden.

τt = −ρ · u′w′

τt = ρ · l2 · (du∗

dz
)2

τt = ρ · l2 · (u
2
τ · k
7 · ν )2 · (uτ · h

ν
− uτ · z

ν
)−12/7

mit z = h − x folgt:

τt = ρ · l2 · (u
2
τ · k
7 · ν )2 · (uτ · x

ν
)−12/7

8



Lösung Aufgabe 5:

a) Die Ruhewerte in Abshnitt 3 entsprehen den Ruhewerten in Abshnitt 4. Daher gilt:

T 3
0 = T 4

0 = T4 ·
(

1 +
κ − 1

2
M2

4

)

= 1.8 · T4 = 540 K (1)

p3
0 = p4

0 = p4 ·
(

1 +
κ − 1

2
M2

2

) κ
κ−1

= 7.82 · pu = 7.82 bar (2)

ρ3
0 = ρ4

0 =
p0

RT0
= 5.05

kg

m3
(3)

b) Da der engste Quershnitt gegeben ist, bietet es sih an, den Massenstrom folgendermaÿen zu

bestimmen:

ṁ = ρ∗ · c∗ · A∗ =
ρ∗

ρ0
· c∗

a0
· A∗ · ρ0 · a0 (4)

= 0.634 ·
√

0.833 · πD∗2

4
· ρ0 ·

√

κRT0 = 24.05
kg

s
(5)

) Die Mahzahl M1 ergibt sih mit Hilfe der über den Stoÿ konstanten Ruhetemperatur T0:

M1 =

√

2

κ − 1

(

T0

T1
− 1

)

= 1.52 (6)

Die Mahzahl M2 ergibt analog zu

M2 =

√

2

κ − 1

(

T0

T2
− 1

)

= 0.71 (7)

d) Somit ergibt sih die Geshwindigkeit c2 zu:

c2 = M2 · a2 = M2 ·
√

κRT2 = 310.90
m

s
(8)

und die Quershnitts�ähe A2 zu:

A2 =
A∗

M2

(

1 +
κ − 1

κ + 1

(

M2
2 − 1

)

)
κ+1

2(κ−1)

= 1.09 · A∗ = 0.019 m2
(9)
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e) Wir betrahten zunähst die gesuhten Gröÿen im Abshnitt 2:

ρ2 =
ṁ

c2 · A2
= 4.07

kg

m3
(10)

p2 = ρ2RT2 = 5.74 bar (11)

Die Stoÿgleihungen liefern anshlieÿend:

p1 =
p2

1 + 2κ
κ+1

(

M2
1 − 1

) = 2.34 bar (12)

ρ1 = ρ2

(

1 − 2

κ + 1

(

1 − 1

M2
1

))

= 2.15
kg

m3
(13)

f)

42 31

ss*

1

2

M

0
X

s
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Lösung Aufgabe 6:

a) Die dreidimensionale Kontinuitätsgleihung für inkompressible Strömungen lautet:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 . (1)

Die Strömung ist in x-Rihtung ausgebildet, d. h. die Geshwindigkeitskomponenten ändern

sih in x-Rihtung niht:

∂u

∂x
=

∂v

∂x
=

∂w

∂x
=

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x2
=

∂2w

∂x2
= 0 . (2)

Die Strömung ist in eben in x- und z-Rihtung:

∂

∂y
= 0 und v = 0 . (3)

Mit den Gleihungen (2) und (3) folgt aus (1):

dw

dz
= 0 . (4)

Daraus folgt w = C mit der Intergrationskonstanten C. An den Wänden gilt die Haftbedingung

w(z = −H) = w(z = H) = 0. Die Lösung von (4) in die Randbedingung eingesetzt führt zu

w(z) = 0.

b) Die dreidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleihungen bei konstanter dynamisher

Zähigkeit lauten:

ρ ·
(

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z

)

= fx − ∂p

∂x
+ µ ·

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

,

ρ ·
(

∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y
+ w · ∂v

∂z

)

= fy −
∂p

∂y
+ µ ·

(

∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)

,

ρ ·
(

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z

)

= fz −
∂p

∂z
+ µ ·

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)

.

Mit Gleihung (2), (3), w = 0 und ohne Massenkräfte (Gravitation vernahlässigbar) fx = fy =
fz = 0 folgt:

ρ · ∂u

∂t
= −∂p

∂x
+ µ · ∂2u

∂z2
, (5)

0 = 0 , (6)

0 = −∂p

∂z
. (7)

Die Strömung ist stationär und damit gilt:

∂

∂t
= 0 . (8)

Damit folgt aus den Gleihungen (5) - (7):

0 = −∂p

∂x
+ µ · ∂2u

∂z2
, (9)

0 = 0 , (10)

0 = −∂p

∂z
. (11)
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Gleihung (10) fällt weg. Aus Gleihung (11) folgt ∂p/∂z = 0. Damit ist der Druk keine

Funktion von z. Gleihzeitig ist der Druk wegen den Gleihungen (8) und (3) keine Funktion

von t und y. Damit gilt p = p(x) und ∂p/∂x = dp/dx. Eingesetzt in die Gleihung (9) erhält

man:

0 = −dp

dx
+ µ · ∂2u

∂z2
. (12)

Wegen der Gleihungen (2), (3) und (8) ist die Geshwindigkeit u keine Funktionen von x, y
und t. Damit gilt u = u(z) und somit auh ∂u/∂z = du/dz. Mit der Gleihung (12) erhält man

dann:

0 = −dp

dx
+ µ · d2u

dz2
. (13)

Aus Gleihung (13) erhält man die beiden Di�erentialgleihungen die die Strömung der beiden

Fluide beshreiben zu:

d2u1

dz2
=

1

µ1
· dp

dx
, (14)

d2u2

dz2
=

1

µ2
· dp

dx
. (15)

) Die zweimalige Integration der Gleihungen (14) und (15) ergibt:

u1(z) =
1

2 · µ1
· dp

dx
· z2 + C1 · z + C2 , (16)

u2(z) =
1

2 · µ2
· dp

dx
· z2 + C3 · z + C4 . (17)

Die Haftbedingung an den Wänden ergibt als Randbedingung u1(z = −H) = 0 und u2(z =
H) = 0. An der Trenn�ähe z = 0 lauten die Randbedingungen u1(z = 0) = u2(z = 0) und

wegen dem Spannungsgleihgewiht τ1(z = 0) = τ2(z = 0). Eingesetz in die Gleihungen (16)

und (17) erhält man:

0 =
1

2 · µ1
· dp

dx
· H2 − C1 · H + C2 , (18)

0 =
1

2 · µ2
· dp

dx
· H2 + C3 · H + C4 , (19)

C2 = C4 , (20)

µ1 · C1 = µ2 · C3 . (21)

Die Gleihungen (18) - (21) nah den Konstanten aufgelöst ergibt (mit µ1 = 3 · µ und µ2 = µ):

C1 =
µ2

µ1 + µ2
· dp

dx
· H

2
·
(

1

µ1
− 1

µ2

)

=

(

− 1

4 · µ · dp

dx
· H

)

,

C2 = − 1

µ1 + µ2
· dp

dx
· H2 =

(

− 1

4 · µ · dp

dx
· H2

)

,

C3 =
µ1

µ1 + µ2
· dp

dx
· H

2
·
(

1

µ1
− 1

µ2

)

=

(

− 3

4 · µ · dp

dx
· H

)

,

C4 = − 1

µ1 + µ2
· dp

dx
· H2 =

(

− 1

4 · µ · dp

dx
· H2

)

.
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Die Konstanten in die Gleihungen (16) und (17) eingesetzt ergibt:

u1(z) = − 1

µ1 + µ2
· dp

dx
· H2 ·

[

1 +
µ1 − µ2

2 · µ1
· z

H
− µ1 + µ2

2 · µ1
·
( z

H

)2
]

, (22)

u2(z) = − 1

µ1 + µ2
· dp

dx
· H2 ·

[

1 +
µ1 − µ2

2 · µ2
· z

H
− µ1 + µ2

2 · µ2
·
( z

H

)2
]

. (23)

Mit µ1 = 3 · µ und µ2 = µ erhält man als Ergebnis:

u1(z) = − 1

4 · µ · dp

dx
· H2 ·

[

1 +
1

3
· z

H
− 2

3
·
( z

H

)2
]

, (24)

u2(z) = − 1

4 · µ · dp

dx
· H2 ·

[

1 +
z

H
− 2 ·

( z

H

)2
]

. (25)

d) Da das Fluid 1 eine höhere Zähigkeit als Fluid 2 besitzt wird Fluid 2 stärker beshleunigt,

sodass sih die folgende Geshwindigkeitsverteilung ergibt:

u

z

u
u 1

2

/4H

Aus dem Geshwindigkeitspro�l folgt die skizzierte Shubspannungsverteilung:

/4H

z

τ1

τ2

τ

e) Nah der Skizze für die Shubspannungsverteilung muss die Stelle bei der τ = 0 ist im Bereih

des Fluids 2 liegen, da sih dort das Geshwindigkeitsmaximum be�ndet. Aus Gleihung (25)

folgt dann für die Shubspannungsverteilung im Fluid 2:

τ2(z) = µ2 ·
du2

dz
= −1

4
· dp

dx
· H ·

[

1 − 4 · z

H

]

.

Die Stelle z an der τ2(z) = 0 ist folgt dann aus der Gleihung

−1

4
· dp

dx
· H ·

[

1 − 4 · z

H

]

= 0 .
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Nah z aufgelöst erhält man:

z =
H

4
.
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Lösung Aufgabe 1:

a) Mit einem Stromfaden von der Speiherwasserober�ähe zum Düsenende ergibt sih folgende

Bilanz:

p1 + ρgz1 +
1

2
ρc2

1 = pD + ρghD +
1

2
ρc2

D + △pV (1)

pI + ρgh1 = pU +
1

2
ρc2

D1 + △pV (2)

Für △pV gilt:

△pV =
1

2
ρc2

rohr · (λ1 ·
l1
d1

+ ζE + ζK1) +
1

2
ρc2

D1 · ζD (3)

Durh die Kontinuitätsbedingung gilt:

crohr = cD1 ·
(

dD

drohr

)2

(4)

Somit folgt:

pI = pU − ρgh1 +
1

2
ρc2

D1 ·
[

1 + ζD +

(

dD

d1

)4

·
[

λ1 ·
l1
d1

+ ζE + ζK1

]

]

(5)

Mit den angegebenen Werten folgt hierdurh:

pI = 100.000
N

m2
− 100.000

kg

ms2
+ 5848

kg

ms2
· (1 + 0.4 + 0.4096 · 40.45) (6)

Und es folgt:

pI = 1.05 bar (7)

b) Zur Beantwortung dieser Frage muss zunähst die entsprehende Reynoldszahl berehnet wer-

den:

ReD =
crohr · d1

ν
(8)

Wie aus Teil a) bekannt beträgt crohr

crohr = cD1 ·
(

dD

d1

)2

= 2.19
m

s
(9)

Hieraus ergibt sih für die Reynoldszahl ein Wert von ReD ≈ 42.750. Somit muss man von

einer turbulenten Strömung ausgehen. Bei der Frage nah der hydraulishen Glattheit muss

anshlieÿend die Dike der viskosen Untershiht bestimmt werden:



△
d1

=
12.64

Re
3/4
d

= 0.00425 > 0.0025 =
ks

d1
(10)

Die Dike der viskosen Untershiht ist folglih gröÿer als die mittlere Sandkornrauhigkeit. Die

Innenwand des Rohrs ist folglih hydraulish glatt.

) Mit Hilfe eines Stromfaden vom Düsenende D zum Sheitelpunkt der Parabel S kann die ma-

ximale Höhe der Parabel bestimmt werden:

pD + ρgzD +
1

2
ρc2

D = pS + ρgzS +
1

2
ρc2

S (11)

Da das Düsenende in einem Winkel von 45◦ angenommen ist. Ergibt sih eine gleihmäÿige

Aufteilung der Austrittgeshwindigkeit in Vertikal- und Horizontelkomponente:

cH
D = cV

D =
1√
2
cD1 = cS (12)

Im Verlauf der Parabel nimmt die Horizontalgeshwindigkeit bis zum Sheitel auf den Wert

Null ab so dass hier nur noh der Betrag der Horizontalgeshwindigkeit vorhanden ist.

Somit folgt:

1

2
ρc2

D1 = ρgH +
1

2
ρ(

1

2
c2
D1) (13)

Und für die maximale Sheitelhöhe

H =
c2
D1

4g
= 0.3 m (14)

d) Erneut mit einem Stromfaden von der Speiherwasserober�ähe zum Austritt ergibt sih:

pI + ρgh1 = pU +
1

2
ρc2

D2 · (1 + λ1 ·
l1
d1

+ ζE + ζK1) (15)

Daraus folgt für

cD2 =

√

pi − pU + ρgh1

1
2ρ · (1 + λ1 · l1

d1
+ ζE + ζK1)

= 2.69
m

s
(16)

Durh den Wegfall des Verlustes durh die Düse müsste die Austittsgeshwindigkeit zunehmen.

Der Volumenstrom mit Düse beträgt:

V̇1 = 0.00107
m3

s
(17)

Nah dem Ersetzen der Düse beträgt er:

V̇2 = 0.00132
m3

s
(18)

Das sih also der Volumenstrom kaum ändert, der Quershnitt der Austritts�ähe jedoh zu-

nimmt, muss die Austrittsgeshwindigkeit abnehmen.



e) Über den Volumenstrom V̇2 = 0.00132kg
s ergibt sih die Geshwindigkeit am Austritt der Steig-

leitung zu:

c2 =
4 · V̇2

π · d2
2

= 0.67
m

s
(19)

Ein Stromfaden von der Brunnenwasserober�ähe bis zum Freistrahl in den Speiher ergibt:

p3 + ρgz3 +
1

2
ρc2

3 = p2 + ρgh2 +
1

2
ρc2

2 + △pV −△lp (20)

pU − ρgh3 = pI + ρg · (h1 + h2) +
1

2
ρc2

2 · (1 + λ2
l2
d2

+ ζK2) −△lp (21)

Für die volumenstromspezi�she Pumpleistung ergibt sih folgih:

△lp = (pI − pU ) + ρg · (h1 + h2 + h3) +
1

2
ρc2

2 · (1 + λ2
l2
d2

+ ζK2) (22)

△lp = 5000
N

m2
+ 115.000

kg

ms2
+ 224.45

kg

ms2
(1 + 6.3) = 121.638

kg

ms2
(23)

Damit ergibt sih die Leisung der Pumpe zu

L = V̇1 · △lp = 160, 56 W (24)



Lösung Aufgabe 2:

u =
(2t − 1)

x
(1)

v = 4y (2)

a.)

Vortiity:
∂v

∂x
− ∂u

∂y
= 0 (3)

Flow is irrotational as the vortiity is zero.

b.)

∂u

∂t
=

2

x
6= 0 ;

∂v

∂t
= 0 (4)

Flow is unsteady.

.)

Equation of Streamlines:

dy

dx
=

v

u
(5)

dy

y
=

(

4

2t − 1

)

· xdx

ln y =
2x2

2t − 1
+ lnC1 (6)

y = C1 · e
“

2x2

2t−1

”

(7)

where C1 is the integration onstant.

At time t0 > 0, for P(x0, y0):

y0 = C1 · e
„

2x0
2

2t−1

«

(8)

y = y0 · e
„

2(x2
−x0

2)
2t−1

«

(9)



d.)

Path line vetor omponents:

dx

dt
= u =

(2t − 1)

x
(10)

xdx = (2t − 1) dt,

x2

2
= t2 − t + C2,

x2 = 2t2 − 2t + C3

x(t) =
(

2t2 − 2t + C3

)
1
2 (11)

dy

dt
= v = 4y (12)

dy

y
= 4dt,

ln y = 4t + lnC4

y(t) = C4 · e4t
(13)

At time t0 > 0, for P(x0, y0):

x0 =
(

2t0
2 − 2t0 + C3

)
1
2 (14)

y0 = C4 · e4t0 (15)

Eliminating the integration onstants C3 and C4 from (11), (13), (14) and (15):

x(t) = [x2
0 + 2(t2 − t − t20 + t0)]

1
2 (16)

y(t) = y0 · e4(t−t0) (17)

e.)

Equation of Streakline:

For P(x0=1, y0=1) at any time t > 0:

x(t) = [1 + 2(t2 − t − t20 + t0)]
1
2 (18)

y(t) = e4(t−t0)
(19)

Eliminating t0:

Substituing t0 = t − 1
4 · ln y in (18)



x =

[

1 + t · ln y − 1

2
· ln y − 1

8
· (ln y)2

]

1

2
(20)

For t =
1

2
:

x =

[

1 − 1

8
· (ln y)2

]

1

2
(21)

h.)

Aeleration at Q(x = 2, y = 1) for t = 5:

x-omponent;

ax =
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
(22)

ax =
2

x
− (2t − 1)2

x3
= −73

8
L/T 2

y-omponent;

ay =
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
(23)

ay = 16y = 16 L/T 2

a =
√

(ax
2 + ay

2) = 18.42 L/T 2
(24)



Lösung Aufgabe 3:

a)

ṁ2 = ρSchnee · V̇2

= 7 kg/s

ṁ2 = ṁ1 = ρH2O · V̇2

V̇2 =
ṁ1

ρH2O
= 0, 007 kg/s

A1 =
π · D2

1

4
= 0, 0314 m2

A2 =
π · D2

2

4
= 0, 126 m2

c̄1 =
ṁ1

ρH2O · A1
= 0, 22 m/s

c̄2 =
ṁ2

ρSchnee · A2
= 0, 14 m/s

Ein parabolishes, symmetrishes Pro�l lässt sih mit der Gleihung

c(r) = −ar2 + b beshreiben. Unter Berüksihtigung der Randbedingungen

c(0) = cmax und c(R) = 0 ergibt sih das folgende Geshwindigkeitspro�l:

c(r) = cmax(1 − r2

R2
)

Daraus lässt sih mit der Formel für den Massenstrom die maximale Geshwindigkeit ausreh-

nen:

ṁ2 =

∫ R2

−R2

ρSchnee · c(r) · A2

ṁ2 = 2 · ρSchnee

∫ R2

0
cmax(1 − r2

R2
) · πrdr

ṁ2 = 2 · ρSchnee · cmax · π
∫ R2

0
(r − r3

R2
2

)dr

ṁ2 = 2 · ρSchnee · cmax · π
[

(
R2

2

2
− R4

2

4R2
2

)

]

ṁ2 =
ρSchnee · cmax · π · R2

2

2

cmax =
ṁ2 · 2

ρSchnee · π · R2
2

= 2 · c̄2 = 0, 28 m/s



b) Kontrollraum:

S

F
D2

I2
F

F
D1

F
I1

F
G

Abbildung 1: Kontrollraum

allgemeine Formel für den Impulssatz: FI = −
∫

A ρ · ~v · (~v · ~n)dA

A1 =
π

4
D2

1

= 0.0314 m2

A2 =
π

4
D2

2

= 0.1257 m2

FI1 = ρH2O · c2
1 · A1

= 1, 52 N

FD1 = (p1 − p0) · A1

= 9420 N

FG = g · G
= 98 N

FD2 = 0



FI2 = ρSchnee · c(r)22 · A2

= 2 · ρSchnee

∫ R2

0
c2
max(1 − r2

R2
)2 · πrdr

= 2 · ρSchnee · c2
max · π

∫ R2

0
(r − 2r3

R2
2

− r5

R4
2

)dr

= 2 · ρSchnee · c2
max · π

[

r2

2
− 2r4

4R2
2

+
r6

6R4
2

]R2

0

= 2 · ρSchnee · c2
max · π(

R2
2

2
− R2

2

4
+

R2
2

6
)

=
1

3
· π · ρSchnee · c2

max · R2
2

= 1, 3136 N

Kräftebilanz in x-Rihtung:

∑

Fx = −FI2 · cosα
⇒ Fx = −1, 3136 · cos(30) = 1, 1376 N

Kräftebilanz in y-Rihtung:

∑

Fy = FI1 + FD1 − FI2 · sinα − FGFl

= 1, 52 N + 9420 N − 0, 6568 N − 98 N

⇒ Fy = 9322, 86 N

) Momentenbilanz um den Shwerpunkt S:

∑

M = MI1 + MD1 + MI2x + MI2y

MD1 = −(p1 − p0) · A1 · l = −FD1 · l = −4710 Nm

MI1 = −
∫

A
ρH2O · (~r × ~c1) · (~c1 · ~n)dA

MI1 = −
∫

A
ρH2O ·









−l
0
0



 ×





0
c1

0







 ·









0
c1

0



 ·





0
−1
0







 dA

MI1 = −ρH2O · l · c2
1 · A1 = −FI1 · l ⇒ MI1 = −0, 76 Nm



MI2 = −
∫

A
ρSchnee









4l
h
0



 ×





c2(r)cosα
c2(r)sinα

0







 ·









c2(r)cosα
c2(r)cosα

0



 ·





cosα
sinα

0







 dA

MI2 = −ρSchnee

∫

A





0
4lc2(r)sinα − hc2(r)cosα

0



 · c2(r)dA

MI2 = −ρSchnee

∫ R2

−R2

4l · c2(r)
2 · sinα · πrdr + ρSchnee

∫ R2

−R2

h · c2(r)
2 · cosα · πrdr

MI2 = −2 · ρSchnee · 4l · sinα

∫ R2

0
c2(r)

2 · πrdr + 2 · ρSchnee · h · cosα
∫ R

0
c2(r)

2 · πrdr

Mit der Intergration aus Aufgabenteil  ergibt sih:

MI2 = −FI2y · 4l + FI2x · h

MI2 = −1, 3136 Nm + 0, 68256 Nm

=⇒
∑

M = MI1 + MI2 = −4711, 39 Nm



Lösung Aufgabe 4:

� Lösung Aufgabenteil a.)

∂ū

∂x
+

=0
︷︸︸︷

∂v̄

∂y
= 0 (1)

ū
∂ū

∂x
+ v̄

∂ū

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x
+

∂

∂y

(

ν
∂ū

∂y
− u′v′

)

(2)

Der letzte Term der Gleihung entspriht der turbulenten sheinbaren Shubspannung τ ′

xy

und kann durh die Boussinesq-Annahme wie folgt ausgedrükt werden

τ ′

xy = −ρu′v′ = µt ·
(

∂ū

∂y
+

∂v̄

∂x

)

Setzt man diese in Gl. (2) ein, folgt

ū
∂ū

∂x
+ v̄

∂ū

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x
+

∂

∂y

(

ν
∂ū

∂y
+ νt

(

∂ū

∂y
+

∂v̄

∂x

))

(3)

Es gibt keine zeitlih gemittelte vertikale Strömungskomponente, weil die Platte parallel in

x-Rihtung überströmt wird (v̄ = 0, ∂v̄
∂y = 0, ∂v̄

∂x = 0). Dadurh und durh Einsetzen von Gl.

(1) in Gl. (3) vereinfaht sih Gl. (3) zu

0 =
∂

∂y

(

∂ū

∂y
(ν + νt)

)

item Lösung Aufgabenteil b.)

Die Integration
∫

dy liefert

C =
∂ū

∂y
(ν + νt)

Wertet man diese Gleihung an der Wand aus, vershwindet der Ein�uÿ von νt und man

erhält mit der De�nition der Wandshubspannung

τw = ρν
∂ū

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

+ ρ νt|y=0
︸ ︷︷ ︸

=0

· ∂ū

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0

= ρ · C

C =
τw

ρ
mit τw = ρu2

τ

C = u2
τ

item Lösung Aufgabenteil .)



und damit

u2
τ =

∂ū

∂y
︸︷︷︸

I

(ν + νt)
︸ ︷︷ ︸

II

I :
∂ū

∂y
=

∂(ū+uτ )

∂
(

y+ν
uτ

) =

=konst.
︷︸︸︷

u2
τ

ν

∂ū+

∂y+

II : ν + νt =
1

ρ
(µ + µt) =

1

ρ

(

µt

µ+
t

+
µt µ+

t

µ+
t

)

=
1

ρ

µt(1 + µ+
t )

µ+
t

=
µ

ρ
(1 + µ+

t ) = ν(1 + µ+
t )

⇒ u2
τ =

u2
τ

ν

∂ū+

∂y+
· ν(1 + µ+

t )

⇒ 1 =
∂ū+

∂y+
(1 + µ+

t ) (4)

� Lösung Aufgabenteil d.)

Der Prandtlshe Mishungswegansatz ist ein Ansatz zur Bestimmung von µt.

µt = ρ · l2 · dū

dy
(5)

Die Prandtlshe Mishungsweglänge l ist de�niert als die Weglänge, die ein Fluidelement zu-

rüklegt, bis es sih durh den turbulenten Prozess vollständig mit seiner Umgebung vermisht

hat und niht mehr zu identi�zieren ist.

item Lösung Aufgabenteil e.)

Setzt man l = 0 in (5) ein, folgt µt = 0, sodass sih Gl. (4) zu

1 =
∂ū+

∂y+
(6)

vereinfaht.



Lösung Aufgabe 5:

a.) Gesuht: Mahzahl MM und Strömungsgeshwindigkeit cM in der Messkammer.

TM1

T0
=

(

1 +
κ − 1

2
M2

M

)

−1

(1)

⇒ M2
M =

(

T0

TM1
− 1

)

·
(

2

κ − 1

)

M2
M =

(

293K

130K
− 1

)

·
(

2

κ − 1

)

MM = 2,50

a =
√

κ · R · T (2)

a0 =
√

κ · R · 293K (3)

a0 = 343,11 m/s

aM =
√

κ · R · 130K (4)

aM = 228,55 m/s

1

2
· c2

M +
a2

M

κ − 1
=

a2
0

κ − 1
(5)

⇒ c2
M =

2

κ − 1

(

a2
0 − a2

M

)

c2
M =

2

κ − 1

(

(343, 11m/s)2 − (228, 55m/s)2
)

⇒ cM = 572,23 m/s

Alternativ aus Mahzahl und Shallgeshwindigkeit!

b.) Gesuht: Durhmesser d∗ im engsten Quershnitt der Laval-Düse

AM =
π

4
· d2

M (6)

AM =
π

4
· (0.58m)2

AM = 0, 26m2



AM

A∗
=

1

MM

(

1 +
κ − 1

κ + 1

[

M2
M − 1

]

)
κ+1

2(κ−1)

(7)

⇒ A∗ = AM · MM

(

1 +
κ − 1

κ + 1

[

M2
M − 1

]

)
κ+1

2(1−κ)

A∗ = 0, 26m2 · 2, 5 ·
(

1 +
κ − 1

κ + 1

[

2, 52 − 1
]

)
κ+1

2(1−κ)

A∗ = 0, 1m2 ⇒ d∗ = 0,36 m

Alternativ über Massenstrom:

ρ∗ · c∗ · π · d∗
4

= ρm · cm · π · dm

4
(8)

⇒ a∗ = 313, 2m/s, ρ∗ = 0, 7537kg/m3, d∗ = 0, 356m

.) Gesuht: Massenstrom durh den Übershallwindkanal

ṁ = ρ · c · A (9)

Wird hier mit Werten in der Messkammer berehnet.

ρM

ρ0
=

(

TM1

T0

) 1
κ−1

(10)

mit

ρ0 =
p0

R · T0
(11)

ρ0 =
1bar

R · 293K
ρ0 = 1, 189kg/m3

ρM

ρ0
=

(

TM1

T0

) 1
κ−1

(12)

⇒ ρM = ρ0 ·
(

TM1

T0

) 1
κ−1

ρM = 0, 156kg/m3

Werte für ρM und AM aus vorherigen Aufgabenteilen.

ṁ = ρM · cM · AM (13)

ṁ = 0, 156kg/m3 · 572, 23m/s · 0, 26m2

ṁ = 23, 21kg/s



d.) Gesuht: Druk pK im Kessel, Masse der Luft im Kessel mK bei Auftreten des

Verdihtungsstoÿes

Vor Stoÿ: pMv

pMv

p0
=

(

1 +
κ − 1

2
M2

M

)

−
κ

κ−1

(14)

pMv

p0
=

(

1 +
κ − 1

2
2, 52

)

−
κ

κ−1

pMv

p0
= 0, 0585

⇒ pMv = 5852, 77Pa

Nah Stoÿ: pMn

pMv

pMn
= 1 +

2κ

κ + 1

(

M2
M − 1

)

(15)

pMv

pMn
= 7, 125

⇒ pMn = 0, 417bar

pMn = pK

Masse im Kessel:

pK · V = m · R · TK =⇒ mK (16)

⇒ mK =
pK · VK

R · TK

mK =
0, 417bar · 400m3

R · 293K
mK = 198,36kg

e.) Gesuht: Messdauer im Windkanal bis Verdihtungsstoÿ auftritt.

Masse der Luft im Kessel bei t=0

pK0 · V = m · R · TK =⇒ m0 = 23, 78kg (17)

ṁ · ∆t = mK − mK0 (18)

⇒ ∆t =
mK − mK0

ṁ

⇒ ∆t =
198, 36kg − 23, 78kg

23, 21kg/s

∆t = 7,52s



f.) Gesuht: Kesseldruk ab dem der gesamte Windkanal erstmals wieder vollkommen

stoÿfrei ist, Massenstrom

TM2

T0
=

(

1 +
κ − 1

2
M2

M

)

−1

(19)

⇒ M2
M =

(

T0

TM2
− 1

)

·
(

2

κ − 1

)

M2
M =

(

293K

290K
− 1

)

·
(

2

κ − 1

)

MM = 0,227

pM

p0
=

(

1 +
κ − 1

2
M2

M

)

−
κ

κ−1

(20)

⇒ pM = p0 ·
(

1 +
κ − 1

2
M2

M

)

−
κ

κ−1

pM = 1bar ·
(

1 +
κ − 1

2
· 0, 2272

)

−
κ

κ−1

pM = 0, 965bar

Massenstrom ist gleih, wie der in .) berehnete.

g.) Gesuht: Drukverläufe über Windkanal



Lösung Aufgabe 6:

a) Die Strömung ist eben, d. h.:

∂

∂y
=

∂2

∂y2
= 0 , v = 0 . (1)

Damit ergibt sih für die zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleihungen mit konstanter Zähig-

keit :

ρ ·
(

∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ w · ∂u

∂z

)

= kx − ∂p

∂x
+ µ ·

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂z2

)

, (2)

ρ ·
(

∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ w · ∂w

∂z

)

= kz −
∂p

∂z
+ µ ·

(

∂2w

∂x2
+

∂2w

∂z2

)

. (3)

b) Die zweidimensionale Kontinuitätsgleihung lautet:

∂u

∂x
+

∂w

∂z
= 0 . (4)

Es wirkt die Erdshwere und kein anderes Kraftfeld, das bedeutet:

kx = −ρ · g · sin(α) , ky = 0 , kz = −ρ · g · cos(α) .

Da der Ein�uss der Shwerkraft normal zur Strömungsrihtung im Spalt, d. h. in z-Rihtung
vernahlässigbar ist folgt hieraus:

kx = −ρ · g · sin(α) , ky = 0 , kz = 0 . (5)

Die Strömung ist stationär und damit gilt:

∂

∂t
= 0 . (6)

Die Strömung ist in x-Rihtung ausgebildet, d. h. die Geshwindigkeitskomponenten ändern

sih in x-Rihtung niht:

∂u

∂x
=

∂w

∂x
=

∂2u

∂x2
=

∂2w

∂x2
= 0 . (7)

Die Bedingungen (5) - (7) in die Gleihungen (2) - (4) eingesetzt ergibt:

ρ · w · ∂u

∂z
= −ρ · g · sin(α) − ∂p

∂x
+ µ · ∂2u

∂z2
, (8)

ρ · w · ∂w

∂z
=

∂p

∂z
+ µ · ∂2w

∂z2
. (9)

∂w

∂z
= 0 . (10)

Wegen den Bedingungen (1) und (7) sind die Geshwindigkeitskomponenten u und w nur Funk-

tionen von z. Damit können die partiellen Ableitungen der Geshwindigkeitskomponenten als

totale Ableitungen geshrieben werden. Man erhält aus (8) - (10):

ρ · w · du

dz
= −ρ · g · sin(α) − ∂p

∂x
+ µ · d2u

dz2
, (11)

ρ · w · dw

dz
=

∂p

∂z
+ µ · d2w

dz2
. (12)

dw

dz
= 0 . (13)



Aus der Kontinuität (13) folgt durh Integration:

w(z) = C (14)

mit der Intergrationskonstanten C. An der Wand gilt die Haftbedingung, d. h. w(z = −s/2) =
w(z = s/2) = 0. Die Lösung (14) in die Randbedingung eingesetzt führt zu w(z) = 0. Setzt
man dieses in die Navier-Stokes-Gleihungen (11) und (12) ein ergibt sih:

0 = −ρ · g · sin(α) − ∂p

∂x
+ µ · d2u

dz2
, (15)

0 =
∂p

∂z
. (16)

Mit Gleihung (16) und der Bedingung (1) ist der Druk keine Funktion von y und z. Damit

gilt p = p(x) und ∂p/∂x = dp/dx. Eingesetzt in die Gleihung (15) erhält man:

0 = −ρ · g · sin(α) − dp

dx
+ µ · d2u

dz2
,

oder umgeformt

d2u

dz2
=

1

µ
·
(

ρ · g · sin(α) +
dp

dx

)

. (17)

) Für den Drukgradienten dp/dx folgt nah Gleihung (17) dp/dx = konst.. Mit den Randbe-

dingungen p(x = 0) = pK und p(x = L) = pU folgt hieraus:

dp

dx
=

pU − pK

L
= −∆p

L
(18)

und

p(x) = pK +
dp

dx
· x = pK − ∆p

L
· x . (19)

Die Drukkraft |Fps | auf die Unterseite des Quarders in z-Rihtung berehnet sih damit zu

|Fps | =

L
∫

0

p(x) · T · dx =

[

pK · x − ∆p

2 · L · x2

]L

0

· T = pK · L − ∆p

2
· L · T =

pU + pK

2
· L · T .

Eine Kräftbilanz am Quader in z-Rihtung ergibt damit:

−pU · L · T +
pU + pK

2
· L · T − G · cos(α) = 0 ,

pK − pU

2
· L · T − G · cos(α) =

∆p

2
· L · T − G · cos(α) = 0 .

Daraus folgt für die Drukdi�erenz:

∆p = 2 · G

L · T · cos(α) . (20)

d) Die Integration von Gleihung (17) ergibt:

du

dz
=

1

µ
·
(

ρ · g · sin(α) +
dp

dx

)

· z + C1 . (21)

Mit einer weiteren Integration erhält man:

u(z) =
1

2 · µ ·
(

ρ · g · sin(α) +
dp

dx

)

· z2 + C1 · z + C2 . (22)



Für den Spalt ergibt die Haftbedingung als Randbedingung an der oberen Wand u(z = s/2) = 0
und an der unteren Wand uS(z = −s/2) = 0. Eingesetz in Gleihung (22) erhält man:

0 =
1

2 · µ ·
(

ρ · g · sin(α) +
dp

dx

)

·
(s

2

)2
+ C1 ·

s

2
+ C2 , (23)

0 =
1

2 · µ ·
(

ρ · g · sin(α) +
dp

dx

)

·
(s

2

)2
− C1 ·

s

2
+ C2 . (24)

Subtrahiert man die beiden Gleihungen von einander und löst nah C1 auf ergibt sih:

C1 = 0 .

Addiert man Gleihung (23) und Gleihung (24) und löst nah C1 auf erhält man:

C2 = − 1

2 · µ ·
(

ρ · g · sin(α) +
dp

dx

)

·
(s

2

)2
.

Die beiden Konstanten in die Gleihung (22) eingesetzt führt auf:

u(z) =
1

2 · µ ·
(

ρ · g · sin(α) +
dp

dx

)

·
[

z2 −
(s

2

)2
]

. (25)

Setzt man den Drukgradienten aus Gleihung (18) in Gleihung (25) ein ergibt sih

u(z) =
1

2 · µ ·
(

ρ · g · sin(α) − ∆p

L

)

·
[

z2 −
(s

2

)2
]

. (26)

Mit Gleihung (20) folgt hieraus shlieÿlih

u(z) =
1

2 · µ ·
(

ρ · g · sin(α) − 2 · G

L2 · T · cos(α)

)

·
[

z2 −
(s

2

)2
]

. (27)

e) Der Volumenstrom im Spalt berehnet sih mit der Tiefe T senkreht zur Zeihenebene aus:

V̇ =

s
2

∫

−
s
2

u(z) · T · dz . (28)

Wegen der Symmetrie zur x-Ahse von u(z) folgt hieraus

V̇ = 2 ·

s
2

∫

0

u(z) · T · dz . (29)



Gleihung (26) in Gleihung (29) eingesetzt führt zum Volumenstrom V̇ im Spalt:

V̇ = 2 ·

s
2

∫

0

1

2 · µ ·
(

ρ · g · sin(α) − ∆p

L

)

·
[

z2 −
(s

2

)2
]

· T · dz

=
1

µ
·
(

ρ · g · sin(α) − ∆p

L

)

· T ·

s
2

∫

0

[

z2 −
(s

2

)2
]

· dz

=
1

µ
·
(

ρ · g · sin(α) − ∆p

L

)

· T ·
[

1

3
· z3 −

(s

2

)2
· z

] s
2

0

=
1

µ
·
(

ρ · g · sin(α) − ∆p

L

)

· T ·
[

1

3
·
(s

2

)3
−

(s

2

)3
]

=
1

µ
·
(

∆p

L
− ρ · g · sin(α)

)

· T · 2

3
·
(s

2

)3

=
1

12
· s3 · T

µ

(

∆p

L
− ρ · g · sin(α)

)

.

Mit Gleihung (20) folgt hieraus shlieÿlih

V̇ =
1

12
· s3

µ · L2
·
(

2 · G · cos(α) − ρ · g · L2 · T · sin(α)
)

.
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