Lehrstuhl und Institut
fiir Stromungslehre
o. Prof. Dr.-Ing. H. Oertel

Losung der schriftlichen Priifung im Pflichtfach

Stromungslehre

Losung Aufgabe 1:
a) 1 Staupunkt bei z =0, y = 0. (Bedingung v = 0.)

b) Die dreidimensionale Energiegleichung lautet:

dy v
dz
Integration
C
y=—
x
Mit R.B. y(zp) =y,
_Tp-Yyp
x

Die Kurven sind Hyperbeln. Gleichung der Stromlinie durch P(-22):

4
y=—-
x
c) Fir z(t):
d
d—j =u=—-k-x-t
Integration

z(t) = Cy ezt

Mit R.B. z(t = 0) = zp folgt C; = zp. Ergebnis:

z(t) =zp - ookt
Fiir y(¢):
dy
=g _ k-y-t
dt Y
Integration

y(t) = Cy - o2kt

Mit R.B. y(t = 0) = yp folgt C2 = yp. Ergebnis:
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d) Aus

z(t) =xp- o3kt
folgt
1
-2 = = k.2
Tp 2
und aus
y(t) = yp -3
folgt
In A k-t
yp
Aus beiden Gleichungen folgt:
InZ +In— =0
yp rp
oder
y x
yp rp

Damit lautet die Gleichung

_zp-yp
X

Die Teilchenbahnen sind Hyperbeln, die nicht von der Zeit abhéngen, d. h. sie sind richtungs-
stationar.

e) Es gilt z(t =0) = 21 und z(t = At) = z2

rL=xp

Xo =Tp-e€ 3k(A)?
Daraus folgt:
To =71 - efé'k'(m)2
Nach At aufgelost:
At = 2 In 2
Z2



Losung Aufgabe 2:

S

a)

%e:? / )\I /’Y\\\ h5
L d24> -— — d3
R Zml ' y | )EK

Zur Losung konnen zuerst die Geschwindigkeiten an den Stelle 2 und 3 berechnet werden. Mit
der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfadens von der Stelle 2 und 4 (s. Abb.) angewendet
ergeben sich:

c3 ‘i
P2t py =Patpy T pgha (1)

Die Bernoulli-Gleichung ist hier verlustlos geschrieben worden. Da die Strémung verlustfrei
ausstromt. Fiir dei Driicke ps und ps gilt: po = p3s = ps = ps = po, wobei py der Driick der
Atmosphiére ist. Die Geschwindigkeit ¢4 am Ende der Fonténe ist ungefdhr Null. Die Geschwin-
digkeit co gilt dann:

¢y = /2ghy = 12.522m/s (2)

Mit einem Stromfaden vom Punkt 3 bis Punkt 5 und die selbe Betrachtungen vorher gemacht
erhalt man fiir die Geschwindigkeit cs:

c3 = \/2ghs = 11.71324m /s 3)

Um die Verluste entlang des Rohrs zu betrachten, muss man die Innengeschwindigkeit kennen.
Unmittelbar vor der Verzweigung des Rohrs (Stelle 1 in Abb.) kann man diese Geschwindikeit
berechnen, mit einem Volumenstrom Bilanz. Mit der Konti-Gleichung erhalt man:

mD%¢; wd% Co 7Td§03

4 4 4 )

Wo ¢, ist die gesuchte Geschwindigkeit. Damit gilt es:

. d%CQ + d:%’63

Ta o = 6.2202864m/s (5)

C1



Um die Hohe hg zu bestimmen, kann man jetzt die Bernoulli-Gleichung mit Verlustglied entlang
eines Stromfadens von der Stelle 0 bis einer beliebigen Stelle 2 oder 3:

C2 C2
po+ pgo + pgho = p2 + p;z + Apy (6)

Die Verluste sind in Reibungsverluste und Kriimmerverluste unterteilt. Die Rohrreibungsverlu-
ste gelten Ap, g betragen Ap, p = Ar.(L/D) - (p/2-¢c3)+ (p/2 - c3) - (2 und die Verluste in dem
Kriimmer gilt p/2 - c?) - (k1. Die enzige unbekannte in der Gleichung (6) ist hg. Die Gescwin-
digkeit cg ist Null. Da der Wasserspiegel konstant bleibt. Fiir die statischen Driicke gilt pg =
p2. Man erhalt dann:

A Ly. p . .2 L. 2) . L. 2.
o= L2 2elp) +p(92 @@t G A g g7, (7)

Um der statischen Druck zu berechnen muss man zuerst die Geschwindigkeit in den Rohr der
Lange [ berechnen. Mit der Hilfe der Konti-Gleichung ergibt sich:

—CM = —303 (8)
wo c)y ist die gesuchte Geschwindigkeit. Man erhalt:

2

ds
—=c3 = 4.2167664m /s 9)

CN — D2

Mit der Anwendung der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfadens von der Stelle M zur
Stelle 3 hat man:

2 2
PCyM

pM+T:p3+73+APM3 (10)
wo die Verluste gelten:
2
Appr—s = (—=)(—=— 11
pyv—3 = ( 9 ) D ) - 63 (11)
So erhalt man fiir den gesuchten Druck:
par = 210013.1571Pa (12)
Die Leistung der Pumpe Lp berechnet sich aus:
Lp=VAlp (13)

Die Pumpe ist Verlustfrei und die Eintrittsgeschwindikeit an der Stelle a ist gleich die Aus-
trittsgechwindigkeit ¢;. Mit der Anwendung der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfaden
von Stelle P zur Stelle a erhalt man:

2 2

C C
pp+ P;l =DPa + p;l + pgho — Alp (14)

Da gilt es fiir den Druck pa: p, = p0 + pghg. Die Energiezufuhr gilt dann:



Alp = pg — pp + pgho = 574006 Pa (15)

Die Volumenstrom V berechnet sich aus:

. D2
V= ”4 c1 = 0.012207312m3 /s (16)

Die Leistung der Pumpe gilt denn:

Lp =VAlp =7007.07TW (17)

d) Um zu bestimmen ob die Stréomung in dem Rohr der Lénge L laminar oder turbulent ist, muss
man die Reynoldszahl beziiglich die Geschwindigkeit ¢; berehnen. Nach die Definition hat man:

aD _ werD
v P

Re =

= 311014.32 > 2300 (18)

wo v = p/p. Die Strémung ist dann turbulent.



Losung Aufgabe 3:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Gs, Gw
/ i 7
Kontrollraum

Fcl Fc2
pl*Al p2*A2
l'c mazx
a‘) 62(5) = % © S5+ % ' C2max

b) V =A-c=konstant! = Ay -¢] = [ ea(s)dA
A

. b3
V=h-[ (e - s+ L Comag) ds
0

2,1 bs
:h[cimﬁs +§'62maa:'m}0

:h'(i'c2maa:'b3+%'62max'b3)

3
—Z'h'CQmaa:'bB

4V
= Comax = 3b3h

£y
=
S|
~—
(oW
N

c¢) Impulssatz allgemein:  F.=— [p-
A



Fa=[p-&° hdz C1=(c°1)

Fclzp-h-b1-612

- 2
Fo=[p-ca(z) -h-dax €2 = (*C%z))

bs
Fc2 :phf(céryé:z 'm+%'62max)2d$
0

by 5 2
_ €3 2 €3 1. .2
—p-h-‘of(4fg:§-m + BB T+ g Cgg) AT

3 1.3, ¢ 2,1 .2 bs
:ph[(ﬁﬁgm _{_ﬁgzm +Zc2mam‘r:|0

=p-h- (%'%'c%mam'b3+%'c%max'b?’—i_%'c%max'b?’%)
:>F02:1—72'P'h‘b3'cgmax:g—g'ﬂ'h‘%

Kréftebilanz in y-Richtung:

Y =0=F,

Iy =0=(p1—po) A1+ Fa+Fa+F

Ay =b1-h

= Fy=—{p1—po) b1 -h—Fo —Fp

=>Fy:—(]91—190)'51'h—P‘h'bl-q?—%-p-h‘._/—;3
Kréftebilanz in z-Richtung:

>F,=0=F,—-G-Gw

=F,=-G-V-p-g



d) Berechnung des Moments M,

,
;
,
/
|
|

Kontrollraum

B

Momentenbilanz um Punkt A:

Impulssatz allgemein: M =— [p-(Fx¢)- (7 -1)dA n= <91)
A 0

ZMZOZMz+Mp1+Mcl+M02

Mp=(p1—po)-Ar-ri=(p1—po)-h-li-r1=5%-(p1—po)-h-B

Ma=—[p-(Fxa)- (v -n)dA r:(g)

Zur Vereinfachung: a = [y + I3

bs
Mcz:p-h-f(%-$+%‘CQmax)Q'(a+r)dr
0



2 2
=p hbf(cjrgsg T2+C22maz 'T+%'C%mam)'(a+7ﬁ)dr
— B - max a 4 —2maz
p 0/(4 b32 2 b3

2 2
c 1 c
p.h'|:2maaz‘_‘r3_a 2maa:‘7,2‘

2 2
c5 1 4 o 3 1 1
+”'h'[4.¢ﬁ'zr TGy T T e g
2 2
c 1 1
—0p-h- 2mam‘__b3‘ Cmax b2 L2
p <4.b32 30T Y, tq Cmar

C% 1 4 %
- mar  — “2maz b
P <4.b32 1% TG,

:>MC2:p'h'C%mam'(a'b3'(1_12+i+i)+b32

iMczzp-h'C%mam-bg (172 CL—|—4g b3)

= My = M + M ‘|‘Mp1 +Mp2

1
+ =

(5 +5+5)

A chax : 5 '



Losung Aufgabe 4:

a) Ausgehen von quasi-stationérer turbulenter Strémung und Reynoldsansatz

T muf so gewéhlt werden, dass die Schwankungsgréfien herausgemittelt werden. Scheinbare
Normal- und Schubspannungen: Zuséatzlicher Term durch Quer- und Léngsimpulsaustausch und

nicht durch molekulare Viskositét.

b)
—pu?2  —pu  —puw'd
—puv'  —pv2 —pw't’
—puw’  —pw’  —pw'?

(L + 9y g (2 %—Z’j’) 200 (2L)

d) Prandtlscher Mischungswegansatz
e) K=0.01 \/22: s = K?

in (4) -> 4 =-

S

+%=0

- _ 1 1 C
>Vi=mE\V e e

—du (1 1 _ C
‘>')’—c1r—(21<i 1K? K2>

Losen der DGL und Einsetzen der Randbedingung

> ou(r)= iz (1 VT —4C)%- (r — R)

10

) w5l +

ut(%—Z + %) 2/%(8%) Mt(%q";, + %




Losung Aufgabe 5:

a) Machzahl Bestimmung am Eingang: Gleichung (2.73, Seite 91) und (2.75, Seite 92)

Ce,1
M. := ——— =031 1
6,1 \/m ( )
Ce2
Mo = —2=— =05 2
e,2 m (2)
b) Machzahl Bestimmung an engster Stelle: Da Isentrop: Gleichung (2.79, Seite 97)

am1 = \/kRTm1 = 310.54ms™" (3)
am2 = \/KkRTma = 313.756ms ™! (4)

2 2 2 2

Ce,l ae,l o Cm,l am,l

2 TR-1 2 r-1 (5)

c? a? 2 a2
e,2 + e,2 _ m,2 + m,2 (6)

2 k—1 2 k—1
BEKANNT: ¢ 1, ae,1 und a,, fir LD1 und c. 2, .2 und a,,» fiir LD2

2%R(Ty, — T
e = 12, + 20 = Tim) G
¢ma = 301.95ms ™ (8)
My =L —0.97 (9)
m,1
2R (Ty, — T
i = 1 2y 202~ Lo (10)
Cm2 = 313.75ms ™! (11)
Mpo = 22 — 1.0 (12)
Qm,2

c) Machzahl Bestimmung an der Stelle mit A;; und A
Weg: Ideale Gas-Glg. direkt unter Glg.(2.79 Seite 97), isentrope Gleichung (2.84, Seite 98)

p= RpT (13)
Pe,1 = 0,943bar (14)
Pei _ (1+“T_1Mt2,1)ﬁ 1)
Dt 1 + %M371
k—1 Pe1\ it k—1
e, K
L4+ =M = ( - ) (1 + 5 M3,1> (16)
M1 =0,5 (17)
DPe2 = Rpe,2Te,2 (18)
Pe,2 = 2,63bar (19)
Pt _ (1+HTIM152,2)~51 (20)
Pe2 1+ 55 M2,
k—1 Pea\ it k—1
€, K
L4 25— M7, = (E) (1 + 5 M372> (21)
My =15 (22)

11



d) Ruhegrossen bei Isentropie Gleichung (2.82, 2.84 auf Seite 98)

-1

K
Tor =T (1+ > MZ,) (23)
T, = 285, 38K (24)
Tpr\ i
Pyy = P (T—D ' (25)
€,
P, 1 = lbar (26)
k—1
T, = T672<1 + 55 M372> (27)
Tpo = 294K (28)
To2\ w1
Py = pe,Q(TLz) ! (29)
67
P, s = 3,12bar (30)

e) LDI1 kein Stoss: Bernoulli Staudruck ist Summe vom statischen und dynamischen Anteil, LD2
Stoss-Glg. wegen Uberschall vor Pitot-Rohr
Fiir LD1:
durch pe 1 und c. 1 gegeben:

Ps,l = Pe,l + p;’lcg,l (31)
P 1 = 1bar (32)

Die Staupunkttemperatur ist bei dem isentropen Ubergang die Ruhe-Temperatur Ts1=To1 =
285K

Fiir LD2 sind nicht-isentrope Stoss-Glg. relevant. Konvention: alle Grossen nach Stoss haben
jeweils ein Dach
Der Druck nach dem Stoss ergibt sich aus Glg.(2.94, Seite 108)

PSQ 2K 2
= =14+ —(M;5—1
5= (M2 = ) (33)

P, 5 = 2,09ar (34)

Die Temperatur nach dem Stoss ergibt sich aus Glg.(2.95, Seite 108)

TS’Q QK(MtZQ - 1)

(250 ) o

Um die Temperatur vor Stoss zu berechnen:

-1
Too="1T; (1 + KTMEQ) (37)
T, = 202, 76K (38)

Ty = 267,63K (39)

12



f) kompressibel, reibungsfrei, stationér

g) Gegendruck = p; damit es isentrop bleibt und kein V.Stoss entsteht

13



Losung Aufgabe 6:

a) Die dreidimensionale Kontinuitétsgleichung lautet:

Op  Op-u)  Op-v) Op-w)

=0 1
ot ox oy 0z (1)
Die Stromung ist eben, d. h.:
0 0?
= =2 =0, v=0 2
oy Oyt @)
Die Strémung ist stationdr und damit gilt:
0
i 0 . (3)
Damit folgt aus (1):
op ou  O(p-w)
R _ = . 4:
“awttat e 0 @)

Die Strémung ist in x-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

Ou Ov  Ow ?u 0% Dw

or B 0r 02 0 0 0 )
Mit den Gleichungen (2) und (5) und p(z) # f(z) folgt aus (4):
d(p-w)
P 0 . (6)

Daraus folgt p - w = C mit der Intergrationskonstanten C. An den Wénden gilt die Haftbedin-
gung, d. h. w(z =0) =w(z =s) =0bzw p(z =0) -w(z =0) = p(z = s) - w(z = s) = 0. Die
Losung (6) in die Randbedingung eingesetzt fiihrt zu p(z) - w(z) = 0 bzw. zu w(z) = 0.

b) Die dreidimensionale Energiegleichung lautet:

. @4_ .%4_ '%—F % — 3 )\.8_T i A 3_T _|_é A.a_T
P ot ™" 0 "oy T 02) T \os (3$ * oy a 92 1" 9z
B 3u+8v+8w n n 2
+ @4_@ + 3w+3v + @+8_w _2. @_F@_i_a_w ’ (7)
ox Oy oy Oz 0z Oz 3 \0x Oy 0Oz ’

Mit A = konst., der Vernachléssigung der Dissipation & = 0, keiner weiteren Warmezu -oder
abfuhr ¢s = 0, w = 0 und den Gleichungen (2) und (3) folgt daraus:

P or 0x2 = 022 P o -

Mit Gleichung (4) und 7T'(z) # f(x) folgt daraus:

Oe 0T
prucgo=Aom 9)

14



Fiir Wasser gilt e = ¢, - T' mit ¢, = konst... Damit ergibt sich:

oT T
p.u.cv._: P

ox 022

Damit ergibt sich mit einem in z-Richtung ausgebildetes Temperaturprofil ( 97'/0z) = 0:

A
- dz2

o
dz2

Die Integration dieser Gleichung liefert:

T(z) =Cy -2+ Cq

Mit den Randbedingungen 7'(z = 0) = 77 und T'(z = s) = T» ergibt sich die Losung:

z
T(Z) = (T2 — Tl) . ; + T3
Fiir die Dichte folgt damit:
1 z
p(2) = pm + - <§-(T1+T2)— (TZ_Tl)'g —T1>

und nach einer Umformung:

1 z
= pm AT —T) - [ - =2
) = pmta (1= i)« (5 - 2)
Die dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen lauten:
@_{_u @—{—U @_{_w@ — f_@+ . @_}_@ @
P\ ot o By 92) — 1T o TH \o2 T a2 T92)
@‘FU'@‘F’U'@"F?U'@ — f—@"i‘ . @4_8_20 @
P\ ot o By 9-) — v oy TH \G2 Tar T 2)
3_w+ 8_w+ 3_w+w 8_?1) — f _@+ . 82?1} 32w 3211}
Prlar 7% 9z T oy 82) — T TH \ a2 T 92 T 922

Mit Gleichung (2), (3), (5) und w = 0 folgt:

dp 0%u
0 = fm—%+,u'ﬁ ;
O = fy Y

dp
0 = fz_a

(11)

(12)

(13)

(14)

Als Massenkraft tritt nur die Schwerkraft in negative z-Richtung auf, sodass gilt f, = f, =0
und f, = —p - g. Wegen der ausgebildeten Stromung ist u keine Funktion von z und wegen der
ebenen Stromung keine Funktion von y. Damit gilt u = u(z) und Ou/0dz = du/dz. Eingesetzt

ergibt sich:

op d?u
or M'@ )
0 = 0 ,

p

92 = —pP-g



Gleichung (19) féllt weg. Aus Gleichung (18) ergibt sich:

d®u 1 Op

S _ 2 P onst.
dz2 pu Ox ons

Damit ist Op/0z keine Funktion von z. Damit kann die Gleichung 2 mal intergriert werden und
es ergibt sich:
1 Jp

= 224+C3-24+Cy . (21)

w2 =5 5

Die Haftbedingung als Randbedingung ergibt an der unteren Wand u(z = 0) = 0. Daraus folgt
C4 = 0. An der oberen Wand ergibt sich mit der Haftbedingung u(z = s) = U. Eingesetzt in
Gleichung (21) folgt mit C4 = 0:

1 8p ‘52

C?’:s 2-,u'3x

C3 eingesetzt in (21) ergibt fiir die Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von Op70z:

Lo

= P 2_g. 2
=5 % (2*—s5-2)4+U . (22)

S

u(z)

Wegen der ebenen Stromung kann der Druck p keine Funktion von y sein. Aus Gleichung (20)
folgt damit durch partielle Integration:

p(w.2) = —p-g-z+h(z) . (23)

Dabei ist h eine noch zu bestimmende Funktion die nur von x abhéingt. Setzt man Gleichung
(23) jetzt in Gleichung (22) ein erhélt man:

1 dh

u(z):ﬂa(z —s-z)—i—U-E . (24)

Mit der Randbedingung, dass die Geschwindigkeit in der Mitte des Kanals gleich Null sein soll
(u(z =s/2) =0 ) folgt aus Gleichung (24):

dh
——4.U-
dx U-n
Die Integration dieser Gleichung fiihrt zu:
h(z)=4-U-p-24+Cs . (25)

Gleichung (25) eingesetzt in Gleichung (23) ergibt fiir die Druckverteilung:
p(r,z)=—p-g-24+4-U-p-2+Cs . (26)

Die Bedingung, dass der Druck an der Stelle 1 der unteren Wand gleich p; ist fithrt auf die
Randbedingung p(z = 0,z = 0) = p;. Eingesetzt in Gleichung (26) folgt C5 = p;. Damit ergibt
sich die Druckverteilung im Kanal zu:

p(z,2)=p1+4-U-p-x—p-g-2 . (27)
Die Haftbedingung ergibt u(z = s) = U und u(z = 0) = 0. In der Mitte des Kanal ist die

Geschwindigkeit Null u(z = s/2) = 0. Die Losung der Geschwindigkeit u(z) (Gleichung (21))
ist eine Parabel. Damit ergibt sich folgende Skizze des Geschwindigkeitsprofils u(z):

16



f) Der Druck an der Stelle 2 in der Stromung ergibt sich iiber po = p(x = L,z = s/2):
1
pr=p1+4-U-p-L—c-p-g-s

g) Das Ergebnis andert sich nicht, da die Dissipationsterme in der Energiegleichung vernachléssigt
werden und somit keine Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Losung auftritt.

17
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Losung Aufgabe 1:

a) Definition Stromlinie:

dy v Ax
~ 1)

du w24t

e rdr

dy = 5 (2)

Durch Integration mit ¢ als konstant und C' als Integrationskonstante:

eatx2

4

Y= +C (3)

Mit den gegebenen Bedingungen zg = 1, yg = 1 zur Zeit ¢t = to, Bestimmung von C' :

eatx2 ) eato

4 4

y =
Diese Gleichung beschreibt die Stromlinie zur festen Zeit t.

b) Definition der Teilchenbahn:

d.%'(t) _ _ —at
o U= 2Ae (5)
dg;—sf) =v = Ax(t) (6)

Mit den gegebenen Gleichungen fiir v und v folgt

dr = 2Ae™dt (7)

dy = Axdt (8)

Integration iiber x ergibt mit der Integrationskonstanten Cy

o) = 24 o (9)

«

Mit der Anfangsbedingung fiir ¢t = 0 wird C'; = 0 bestimmt. Es folgt

o(t) = A (10)

(67



x(t) wird in die Gleichung fiir y(t) eingesetzt

—2A2 —at
dy = 2 gt (11)

«

Die Integration der Gleichung fiihrt zur Losung fiir y(¢) mit der Integrationskonstanten Cy

B 2A26—04t

5 + Cy (12)

y(t) -

Mit der Anfangsbedingung fiir t = 0 wird C'y = 0 bestimmt. Es folgt

B 2A2efat

ot =225 (13)
c) Teilchenbahn bedeutet ¢ aus x(t) und y(¢) zu eliminieren, z. Bsp. iiber y(t)/xz(t)
—Ax
= 14
y=— (14)
d) Kontinuitétsgleichung mit konstanter Dichte im ebenen Fall:
ou Ov
—o=224 2 15
Vv =0 97 + 2y (15)
ou  92Ae
b 1
Ox Ox 0 (16)
v 0Ax(t)
i =0 17
oy = oy (17)

Damit ist die Kontinuitétsgleichung erfiillt.



Losung Aufgabe 2:

; AL , @ Pa

a) Mit der Bernoulli-Gleichung

entlang eines Stromfadens von der Stelle 1 und 0 (s. Abb. )
angewendet ergeben sich:

2 ct
po_H).51+Al:p0+p-§0+p-g-(h—l—H)—i-Apl—o (18)

wo Al ist die Arbeit der Pumpe und Ap;_g die Stromungsverluste. Die Geschwindigkeiten c;
und ¢y an der Stelle 1 bzw. 0 (s. Abb.) ist ungefahr Null. Da beide Behélter grofe sind. Man
hat denn:

Al=p-g-(h+H)+ Api_o (19)
Die Verluste entlang des Rohr der Liange L sind auf der Innengeschwindigkeit bezogen die die

Unbekannte ist. Die Geschwindigkeit unmittelbar vor und nach die Pumpe ist gleich. Da die
Pumpe verlustfrei arbeitet. Fiir Ap;_¢ gilt denn:

3 L
Apl_ozp-7M-()\L'E+<E+<A+CK) (20)

Die Geschwindigkeit cjs betrdgt dann:

\/2-Al—2-p~g-(h+H)
CM —

= 4.55
pALE+ e+ Ca+ (k) e

(21)

b) Um die Geschwindigkeit an der Stelle 3 zu berechnen kann man die Bernoulli Gleichung
entlang eines Stromfadens von der Stelle 0 zur Stelle 3 anwenden:

% c
potp5 Fpg-h=pot 3 (22)



An der Stelle 0 ist ¢g = 0, sodafs erhalt man:

c3=1+/2-g-h=4.43 m/s (23)

Um die gesuchte Oberfliche zu bestimmen kann man die Konti-Gleichung zwischen die Stelle
2 und 3 anwenden. So erhalt man:

Co - AQ =C3- Ag (24)
Die Geschwindigkeiten ¢ und c3 sind bekannt. Die Oberfliche A, gilt:

- d?

Ay = = 0.002827433 m? (25)

Die gesuchte Oberfliche gilt denn:

As = 0.002904023 m? (26)

Um zu bestimmen ob die Stromung in dem Rohr der Lange L laminar oder turbulent ist,
muss man die Reynoldszahl beziiglich die Geschwindigkeit cj; berehnen. Nach die Definition
hat man:

o prepydeped
= ” - —

Re

= 273000 > 2300 (27)

wo v = p/u. Die Stromung ist dann turbulent.

Um zu kldren ob die Innenwand des Rohres hydraulisch glatt ist muss man der Dicke A der
viskosen Unterschicht berechnen. Nach die folgende Formel hat man:

A 12.64
== 2
d R€d3/4 ( 8)
-d
Reg= M (29)
Mit der berechnete Reynoldzahl Rey erhilt man:
A 12.64
— = ——— =0.00105834
4~ el (30)

Das Verhéltnis ky/d betragt ks/d = 1/400 = 0.0025, d.h. die mittlere Sandkornrauhigkeit
ks ist grofer als die Dicke A der viskosen Unteschicht. Die Innenwand des Rohres ist also
NICHT hydraulisch glatt.



Losung Aufgabe 3:

R 74%
mp = 2p7rcmax/ (1- ﬁ)dm
0 1
2 4
. 1 " R
—9 LD 1
my pﬂ'cmax[ 5 4R12]0
2 4
. 1 1" R
—9 no_ 1
my pﬂ'cmax[ 9 4R12]0
rhy = PTCmazx R12
2
Thy = PTCmazx R22
2
. TC
Mges = P 2maa: (R12 + R22)

Aufgabenteil b)

x-Richtung

ZFx =0= FFlanschx

y-Richtung

ZFyZOZFFlanschy_Fi - F;

r
Fy = Qﬂpcmaxz/ (1-— R_IQ) r1dry
0 1

(32)

(37)

(38)



2 ft2 7"% ?
Fio = 2w pemax / (1-— ﬁ) rodrs
0 2

R2
Fy = 27Tpcmaar2(?l)
R2
Fip = 27Tpcma12(72)
PWCmaQO 2 2
FFlanschy = T : [Rl + Ry ]

z-Richtung

ZFz:O:Fp+EZ_FFlanschz

7TD32
Fp = (p3 - pa) ' 4
7TD32
F;, = P032 : 4
7TD32
FFlanschz = ' (]93 —pa+ 0032)

4

(41)

(42)

(43)

(44)



Aufgabenteil c)

ZMZZOZMz—Mi1+Mi2

(48)

(49)



Losung Aufgabe 4:

a)

- du| du
— ol — l2 hated Bhated
Tt puw p dz | dz
du
E >0
fiir alle z:
duldu _ (du)?
dz | dz z
d 2
7 = —pu/w = pl* (_u)
z
K 2 2
l(h)zﬁ(h —z)
d 2
Tt:Pl2<_u
z

di =
ud—u — pu'w’ = konst. > 0
z

Vernachléssige ,uzll—z auserhalb der viskosen Unterschicht. (u% << pu'w’)

—pu'w' = konst. > 0

_\ 2
pl? <@> = konst.
dz

p = konst.!

l% = Vkonst. = konst

Integration:

/dﬂ = konst - / %dz

- ey

1
Oy | ——— 4
1 02— 22 z

Q

N

|
Il

RIS

— >I=



Es gilt: z < h
Damit ergibt sich nach der Integration:
h h+z

0= —>70C -1
R T A

+Cs

Randbedingung 1:

_ h h

=>CQZO

h | h+z

Randbedingung 2:

2 2k TRk
h 3.h
sU=-— C ln2—
2K §-h
h
sU=—— Cl-ln?)
2K
2K
=G =V 03




Losung Aufgabe 5:

@—DUse Teststrecke
_/

P30

A A, Pitot—Rohr

A
/

Gegeben:
- P30 = 0, 78bar -k = 1,4
- Ty = 388K - R =287
- T30 = 563K - Apmin = A1
—D2:O,15m —M1:1

e Losung Aufgabenteil a.)
2
= Ay =7 22 = 0,01767m>
Die Staupunktstemperatur ist iiber den Stofs konstant!

= Ty = T = 563K

15 1

I

T 2
<:>M22:<—0—1>-

T2 k—1
& M3 =2,255
= M, = 1,502

Der Ruhedruck vor dem Stof ist gleich dem Ruhedruck pp im Kessel. Die Formel 2.94 (S.104
im SM) gilt nur fiir statische Driicke, nicht fiir Ruhedriicke. Entweder verwendet man die
Formel aus dem Ubungsbuch (a.), oder man berechnet den Druck vor dem Stof mittels der
Isentropenbeziehung (b.):




K

0.3 2.k 5 TR 2 1 TR
=2 1 (M =1 1 = 1l - —=
[_{_/{—i—l (M; )} [ K+ 1 M3

P30
= po = 1 "k

2. T k-1 2 1 T k-1
-0 = (-5

= po = 0, 839%ar

2. Berechnung der Machzahl nach dem Stofs

1+ 55 (M3 —1)
1+ 2% (M3 —1)

2 —
2,Sto —

M3 g, = 0,4905

= My 510 = 0,7004

Mit der Isentropenbeziehung 1afst sich nun der Druck nach dem Stof berechnen

DP2,Sto 1

- K

bos (1 + M22,Sto> "
1

D2,Sto = 1,3875 * Do,3

= p2.st0 = 0,562bar

Mit dem Druck nach dem Stoff kann mam nun den Druck vor dem Stoff berechnen

D2,Sto 2K 9
it LA (M5 —1
P2 K41 (My —1)

= po = 0,228bar

Wiederum mit der Isentropenbeziehung kann nun der Ruhedruck im Kessel berechnet

werden.

P2 1

(1t

= po = 0,83%bar

Da es sich um ein ideales Gas handelt, gilt die Gleichung: p - % = R-T. Damit ergibt sich fiir
Po:



_ bo
R-Tj

0o

k
= pp = 0,5192m—%

e Losung Aufgabenteil b.)

k41

(o =)

A2 1 k—1
e R A
Aq Mo Kk+1

As - M-
A = 2 2

k41

st (g - )| 7T

= A; =0,015m?
= Dy =0,138m

e Losung Aufgabenteil c.)

Der Massenstrom durch die Lavaldiise ist konstant und l&#t sich daher an jeder beliebigen
Stelle berechnen. Da die Ruhewerte bekannt sind (Aufgabenteil a.)) und sowohl die Mach-
zahl als auch der Querschnitt in der engsten Stelle bekannt ist, wird der Massenstrom dort

bestimmt.

m =py-cr- Ay

Die Geschwindigkeit 1&£t sich aus der Machzahl berechnen, wobei im engsten Querschnitt bei

iiberkritisch durchstrémten Lavaldiisen M; = 1 gilt:

C1
M =2

aj
:>01:M1-a1

alzvm-R-Tl
S =M e R T

Die Temperatur 77 und die Dichte p; lassen sich mit Hilfe der schon berechneten Ruhewerte



im Kessel berechnen:

=
Pl—PO'(K—H>

_ kg
P1 = 0, 3291@

2
Ty =Ty ——
1 OH+1

= T, = 469, 167K
— a = 434,187
S

= ¢ = 434,18
S

= 1 =2, 14364
-5

e Losung Aufgabenteil d.)

= kompressibel, stationr, reibungs frei

e Losung Aufgabenteil e.)

p2  0,228bar

P2 _ H22900T _ 4 971
po  0,839bar ’



Losung Aufgabe 6:

a) Die Stromung ist eben, d. h.:

0 0?

Damit ergibt sich fiir die zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen:

) <@+u 3u+w.8u> . Bp

ot Ox Oz
0 o\ 0 ow
G o R AT ¢ )} &
N A =
p ot o TV e ) T

8‘1(2 e gf) aax[ <3w )] (52)

b) Die zweidimensionale Kontinuitatsgleichung lautet:

ou Ow

— 4+ —=—=0 .
ox + 0z (53)
Es wirkt die Erdschwere und kein anderes Kraftfeld, das bedeutet:
ky =0 k,=-p-g . (54)
Die Stromung ist stationdr und damit gilt:
0
—=0 .
5 (55)

Die Strémung ist in x-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

ou ow o%u  H*w
% o o o2 0 - (56)

Die Bedingungen (54) - (56) in die Gleichungen (51) - (53) eingesetzt ergibt:

ou 0 ou

pwge = Kog(wg) 57)
ow op 0 ow 0 ou

pwgp = vogrg Cn g ) rm e ()] e
ow
5, = 0. (59)

Wegen den Bedingungen (50) und (56) sind die Geschwindigkeitskomponenten u und w nur
Funktionen von x. Damit kénnen die partiellen Ableitungen der Geschwindigkeitskomponen-
ten als totale Ableitungen geschrieben werden. Mit dem Zusammenhang, das die dynamische
Zahigkeit nur eine Funktion von z ist, erhdlt man aus (57), (58) und (59):

du d du

prw-— = K+$<M'a> ; (60)
dw op d dw

prws = —P'Q—a—‘i‘d—(?'ﬂ'E) ) (61)
dw (62)

dz



Aus der Kontinuitét (62) folgt durch Integration:
w(z) =C (63)

mit der Intergrationskonstanten C. An der Wand gilt die Haftbedingung, d. h. w(z = 0) =
w(z = h) = 0. Die Losung (63) in die Randbedingung eingesetzt fithrt zu w(z) = 0. Setzt man
dieses in die Navier-Stokes-Gleichungen (60) und (61) ein ergibt sich:

d du
- ka2, 2 A
! * dz <,u dz) ’ (64)
op
0= ey (65)
4 |
= U2

W(T) = pg - e~ (66)
pUT) = po e AT 67)

d —aeAT.2 du

-K = — e el
d (” ¢ dz> (68)

= d
K240 = po-e @0 S0 (69)
dz

du 1 s

&Z(_K.Z_FCI)'%‘GQATh (70)
d 1 . 1 ;
Ho 1o
1 h-y AT-Z h? AT.2 1 h Apz
=K A K g - — e c - —. 1. 8 Cy (72
ulz) o o AT ¢ P a2 (AT)?  po e bt o e n 4 Co(T




p(x,z) =—-K-xz+ 03(2:)

op(z,z)  9Cs3(z)

603(2):—p.g.z+c4

Randbedingung p(z =0,z = 0.75 - h) = pg

3
3
C4:p0—|—p-g.1.h
3
pla,z)=py—K-x—p-g-ztpg-T-h

3



Lehrstuhl und Institut
fiir Stromungslehre
o. Prof. Dr.-Ing. H. Oertel

Losung der schriftlichen Priifung im Pflichtfach

Losung Aufgabe 1:
a)

Stromungslehre

u(t) = U - cos at)
w(t) =U -sina(t)

Cy1 =U - cos a(ty)
Cy = U -sina(ty) — gto

u(t) = U - cos a(ty)
w(t) =U -sina(ty) — g(t — to)

u=U -cosa(ty) = konst.
w="U -sina(ty) — g(t — to)
dx dz

= U — = W

dat Ut
dx = U - cos aty)dt

z(t) =U -cosa(ty) - t + Ca

dz = [U -sinaf(tg) — g(t —to)] dt

1
2(t) = U -sina(ty) - t — 5g(ze2 —2-t,-1)+Cy

RB:

z(t) =U -cosa(ty) -t + =1

1
z2(t) =U -sinaf(ty) - t — §g(t2 —2-ty-t)+ 21

06. April 2005



T

t—to= 17—
0 U - cos(ap)

u(x) = U - cos(ag)

w(z) =U - sin(a) — g (#s((xo))

dz w
n

e

o U -sin(ag) — g (UC+(O!0)) dr

U - cos(ap)
2.z
dz=1- gﬁdx
2
x
2= =9 +Cs
Randbedingung:
2(0) =h
Cg =h
2
Z2=T— gm +h



Losung Aufgabe 2:

p, ©

\ |

||‘<]

_d
Z3\/-@@‘,
pg@S—)\Z

a) Um die Leistung der Turbine berechnen zu kénnen miissen zuerst die Geschwindigkeiten c¢;
und ¢, in beiden Rohren der Lange L bzw. [ auswerten. Die kdnnen durch die Bernoulli- bzw.
Kontinuitdtsgleichung berechnet werden. Fiir den Rohr der Linge L hat man:

2

2 2
Potp- 5 pg- (H+L)=pi+p o+ Ay, W

wo Ap,,_, sind die Verluste entlang des Rohres (Reibungs-, Eintritts- und Kriimmengsverluste).
Die gelten:

Apy = (59 ) (Au(L/D) + i+ i) 2)
Man hat denn:
|2 po—pitp g (H+L)]
CZ_\/P'(1+)\L(L/D)+CE+CK) = 0.324443 m/s (3)

Durch die Konti-Gleichung fiir den Rohr der Lange [ hat man:



p(m-DA) e = p- (m-d2/4) - g ()
o gilt denn:

D2
Ca=—5 = 8.111 m/s (5)
1

Die Leistung der Turbine ist so definiert:
N=V-Ae (6)
Die spezifischen Arbeit Ae, die die aufgennomene Fluid pro Volumeneinheit der Turbine ent-

spricht, ist aber noch unbekannt. Um die zu rechnen kann man die Bernoulli-Gleichung durch
ein Stromfaden zwischen die Stelle ¢ und a anwenden:

c? c?
pitp o —De=pitp - (7)
2 2
Die gilt denn:
1 2 2
Ae =p; — pg + 5P (¢i® —ca”) = 261158.47 Pa (8)
Der Volumstrom V gilt:
V =¢ -m-D?/4=0.0637 m®/s (9)
Die Leistung der Turbine gilt denn:
N =16635.8 W = 16.6358kW (10)

Zur Berechnung der Geschwindigkeiten, kénnen zwei Bernoulli-Gleichung entlang zwei Strom-
fdden zwischen die Stelle @ und 2 bzw. 3 berechnet werden. Mit der Bernoulli-Gleichung entlang
eines Stromfadens von der Stelle a und 2 (s. Abb.) angewendet ergeben sich:

c2 ‘3
Patp g tpg-l=prtp 2+ Apy,, (11)

wo Apy, , ist der Anteil der Verluste entlang des Rohres der Lénge [. Man hat:

1
Aprs =50 & N+ 9B G (12)

1
2

Die Geschwindigkeit ¢y gilt denn:

2[pa — A+ 1/2pc2(1 — N(L
@:¢@ P2+ pg - L+1/200°(1 = M(})) 13)
p(1+ ()
Man hat denn:
¢y = T7.3577T m/s (14)



Mit einem Stromfaden vom Punkt a bis Punkt 3 und die selbe Betrachtungen vorher gemacht
erhalt man fiir die Geschwindigkeit cs:

_ [2[pa —p3 +pg -1+ 1/2pci?(1 — N(1/d))]
“o \/ p(1+G) 19)
Man hat denn:

c3 ="17.703 m/s (16)

Um zu priifen ob die Strémung in dem Rohr der Linge L laminar oder turbulent ist muss man
die Reynoldszahl auf Grund der Durchmesser D berechnen. Die ist:

cci- D . D
Rep=1"9"2 _ G 2 _ 162221.5 > 2300 (17)
p v

wo v = p/u. Die Stromung ist dann turbulent.

Die Reynoldszahl ist niiherungsweise der Gréssenordnung 10° (Rep = 1.6 - 10°) . Darf man
dann die folgende Formel nach Blasius benutzen um die A\;, Wert zu schétzen:

03164

AL = Rt = 0.01576 (18)

Die A\;, Wert ist dann richtig. Da die gegebene Wert von Ay, iiberschreit nicht den berechnete
Wert. Das Rohr ist denn hydraulisch rauh.



Losung Aufgabe 3:

a)

Einstromende Massenstrom muss gleich ausstromenden Massenstrom sein, oder anderes ausge-
driickt, der gesamte Massenstrom ist im Kontrollvolumen Null. Die Geschwindigkeiten v und
v3 sind parallel sowie v3 antiparallel zur jeweiligen Fliche, somit folgt aus der Massenerhaltung

—pv1 Ay — pvaAs + pv3A3z =0 (1)
Vs = U1A1/—1{— v9 Ao (2)
3

Die Summe der Haltekraft F' und von der Stromung ausgetibten Druck- Fp sowie Impulskraft
F; muss Null sein. Die Massenkraft wirkt nur in der z- Richtung, ist dehalb fiir die Haltekraft
in der x- und y-Richtung unwichtig. Die Druckkraft Fp ist die Summe durch die Driicke auf
einzelne Fléchen im Kontrollvolumen.

3
Fp ==Y (pi — po)nid4; (3)
i=1

Dies ergibt sich durch die folgende Uberlegung in vektorieller Schreibweise. Auf dem gesamten
geschlossenen Kontrollraum wirkt der Umgebungsdruck, also auch auf der Restoberfliche Ap,
ausser Ay, Ao und As. Somit ist die gesamte Druckkraft Fp:

Fp = —(p1 — po) A1 — (p2 — po) A2 — (p3 — po) A3 + po A1 + poda + poAs + poAg (4)
Fy = poA1 + poAaz + poAsz + poAr (5)

Die Oberflichenkraft F, wirkt mit gleichem Druck auf einer geschlossenenen Oberfliche und ist
deshalb Null.
Die resultierende Druckkraft ergibt sich deshalb in der z- und y- Richtung als

Fpz = (p1 — po) A1 + (p2 — po) Az cos e — (p3 — po) Az cos 3 (6)
Fpy = —(p2 — po)Azsina — (p3 — po) Az sin 3 (7)

Die Impulskraft F7 ist die Summe durch die Geschwindigkeiten durch die einzelnen Flichen im
Kontrollvolumen.

3
Fy=—p) 0t A (8)
1=1

Fiir A, ergibt sich nur die Komponente in z-Richtung ungleich Null

F;lz = PAW% (9)

Fiir A, ergibt sich
Fro, = —pug cos ol —va Ag) = pAavi cos a (10)
F;Qy = —p(—vysina)(—vaAs) = —pAsvi sin o (11)



Fiir As ergibt sich

FI;ZL‘ = —p(v3 cos B)(v3A3) —,01432}?2, cos 3 (12)
Fi3y = —p(vssin §)(v3A3) = —pAzvj sin 3 (13)

Die notige Haltekraft in der z-Richtung ist entgegengesetzt der Summe der resultierenden
Druck- sowie Impulskraft

F_w;:

—((p1 — po)A1 + (p2 — po)As cosa — (p3 — po) As cos 8 + pA1v] + pAsv3 cosa — pAgv3 cos 3)) (14)

Die notige Haltekraft in der y-Richtung ist entgegengesetzt der Summe der resultierenden
Druck- sowie Impulskraft

—

Fy =
—(=(p2 — po)Azsina — (p3s — pp)Assin 3 — pAQ’U% sina — pAgvg sin (3) (15)
= (p2 — po)Azsina + (p3 — po)Assin 3 + pAQ’U% sin o + pAgvg sin (3) (16)

Allgemein ergibt sich das Drehmoment M aus der Druck- sowie Impulskraft und dem Hebelarm
,

3
M=—p> 7 xv(0; - A) (17)
i=1

Bei 1 ist das Moment durch die Druckkraft in der z-Richtung Null, weil die Fliche nur z-
Komponente ungleich Null hat und somit parallel zum Hebelarm L ist. Das Produkt Hebelarm
mal Finstrémgeschwindigkeit ergibt aus demselben Grund den Wert Null.

Bei 2 ist der Hebelarm parallel zur Fliche und anti-parallel zur Geschwindigkeit, somit trigt 2
nicht zum Moment bei.

75 = (—Lcos a; Lsin «; 0) (18)

Bei 3 ergibt durch die Druckkraft und Impulskraft jeweils

Mg = —p(L; L;0) x (v3 cos B; vz sin 3;0)vg Az — (L; L; 0) X (ps — po)(As cos 3; Az sin 3;0) (19)

Das Moment in der z-Richtung bleibt als einziger ungleich Null

Ms, = —LAs(sin 8 — cos 3)(pv3 + (p3 — po)) (20)



Losung Aufgabe 4:

a) Fall 1:
-D
Rep = Yot " 7 1700 => laminar
v
64
ANam = —— = 0.0377
lam ReD
1 L
Ap, = 3P Va1 - o Nam = 0.00131Pa
Fall 2:
-D
Rep = Yam2 7 _ 50000 => turbulent, Blasius
v
0.3164

)\turb - W — 00212

1 L
Ap, = 9" p- vzm22 D Aturb = 0.636 Pa

(6)

b) Flacheres Profil und hohere Gradienten in Wandnahe beim turbulenten Profil, wegen zusétzli-

chem Langs- und Querimpulsaustausch.

Y

_’/
laminar turbulent
c)
—p-w:kzonst:—K:TtI
dvz 2
K =12 (2222
p ( = )






Losung Aufgabe 5:

a) inkompressibel, stationér, reibungsbehaftet
b)
m = pruft-c1- A1

k
— i = 0,472
S

c) nein!
Grund: Es handelt sich um eine inkompressible Strémung.
d)
c1-Di1 c1- D1 pruse

VLiuft ML ft

= Re; = 401.666

. D?

4, = = L = 0,00785m”
. D2

Ay = % — 0,0707m?

Die Geschwindigkeit im Ausstromquerschnitt 145t sich mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung be-
rechnen:

‘./12‘./2:>61'A1 = - Ay

N Ay e
C =
2 i
¢ = 5555
S
Do -
Rey, — C2 2" PLuft
Hruft
= Rey = 133.755

e) Die Fldche dndert sich linear!

A(h) = a-h+b
A(h=0) = b= A; =0,00785 m?
=b = 0,00785 m?
A(h=1m) = a-1m+0,00785 m? = Ay = 0,0707 m?
=a = 0,0628 m

= A(h) = 0,0628 m - h+0,00785 m>

= A(h=h/2) = 0,039 m*

10



) dpin = 0,0015 m; dypar = 0,02 m

Chy2 - i - ThOLuft

Remin =
ML ft
Repin = 1.212
Chro - d -rho
Remag; _ h/2 max Luft
Hruft
A1 +C1
Chj2 = —
4 Apy2
Crjp = 10,06 2
s
Repar = 16.163
g) Abgelesen aus Diagramm: cy = 0,4
Es gilt die Gleichgewichtsbedingung:
Widerstandskraft = Gewichtskraft
W = G
1
5 " PrLuft- Ci/g cew - Akugel = VEKugel " PSand - 9
2
1o s Diga _ 4 Diwga
2 PLuft hj2 =W 4 3 ] PSand * 9
1 ) 1
5 *PLuft " CW * Ch/z = 6 *PSand " 9 ° DKugel
= Doy = O PLuft W o
noe 8 pSana g "M?
= Diuger = 0,0025m

11



Losung Aufgabe 6:

a)

Die dreidimensionale Kontinuitétsgleichung fiir inkompressible Stromungen lautet:

ou Ov Ow
— 4+ —4+—=0 . 1
or + oy + 0z (1)
Die Stromung ist eben, d. h.:
0 0?
_— = — = 0 s v = 0 2
dyr O3 @
Die Stromung ist stationdr und damit gilt:
0
i 0 . (3)
Damit folgt aus (1):
ou Ow
— 4+ —=0 . 4
Ox + 0z )

Die Strémung ist in x-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

ou B ov B ow Pu 0% B 0w

5 "o or o o o ®
Mit den Gleichungen (2) und (5) folgt aus (4):
dw
- 0 . (6)

Daraus folgt w = C mit der Intergrationskonstanten C. An den Wanden gilt wegen der Porositét
w(z = 0) = w(z = h) = Wy. Die Losung von (6) in die Randbedingung eingesetzt fiihrt zu
w(z) = Wy.

Die dreidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen lauten:

ou ou ou ou Op Pu  0Pu  0*u
(G res) - eopre (G aeas) 0
ov ov v ov dp v v v
o (Gremre e R) - sogre(GErEta) o ©

O LR . P e aC o 9)
Prlor T 9 Ty T a2 ) T T e TR a2 Tayr T a2 )

ou dp 0%u
P'WO'E = fx_%"i' R
0 = fy ;
_ Op
0 = fz_az

Die Gravitation ist vernachléssigbar, sodass gilt f, = f, = f. = 0. Wegen der ausgebildeten
Stromung ist w keine Funktion von x und wegen der ebenen Stromung keine Funktion von y.
Damit gilt v = u(z) und du/0z = du/dz. Eingesetzt ergibt sich:

du Op d%u
. ekl e A i 1
p-Wo dz+3x Fraz 10)
0 =0, (11)
dp
— = 0 . 12
5 (12)



Gleichung (11) fallt weg. Aus Gleichung (12) ergibt sich, dass p keine Funktion von z und wegen
der ebenen Stromung keine Funktion von y ist. Damit gilt p = p(x) und dp/0x = dp/dz. Damit
ergibt sich Gleichung (10) zu:

du dp d%u

W o 2,2
p Odz+dx Mdzz

Da der Druck im Spalt konstant ist hdngt er auch nicht von = ab, sodass man folgende Gleichung
erhélt:

w_,
dz  dz?

Die Substitution f(z) = du/dz fiithrt auf die Gleichung

df
Wo-f=v -2
o f=v-37
oder nach Umformung auf:
1 Wo
—-df=—"-d
T

Die Integration dieser Gleichung ergibt:
mf(z) =204
v
oder nach Anwendung der Exponentialfunktion
Wo
f(z)=Cy-ev”

Die Riicksubstitution ergibt:

du Wo
_— = C . TZ
dz 2

Daraus folgt nach nochmaliger Integration:

v owy
U(Z):C2‘WO‘€V +Cs . (13)

Die Haftbedingung als Randbedingung ergibt an der unteren Wand u(z = 0) = Uy und an der
oberen Wand u(z = h) = 0. Eingesetz in Gleichung (13) erhélt man:

14
Uy = Cy-—+C 14
0 2W0+3’ (14)
1% Wo
0 = Oy — e h s . 1
QWOG + O3 (5)

Gleichung (14) minus Gleichung (15) ergibt:
v Wo
Uy =C -—-<1— u'h)
T ‘

Nach Cy aufgelost folgt:
Uy - Wy 1

Wo
1% 1_67-h

)

(16)

13



C, eingesetzt in (14) ergibt fiir C3
Wo h
¢ . (17)

1 v
=l —wm;

Uo - Wo
Cs=Up — :
’ " v 1-— eVZo e Wo 1—e™
Werden die Gleichungen (16) und (17) in Gleichung (13) eingesetzt ergibt sich
o —E0r gy S
Damit ist erhélt man fiir die Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von z
Wo ., Wo.p,
e v — e v
— Uy - 18
ue) = U T (18)
) Die Kraft auf die obere Platte berechnet sich fiir ein Newtonsches Medium aus
du
Froben=7T(z=h)-b-L=p-v- 1 —(z=h)-b-L (19)
z
Fiir den Geschwindigkeitsgradienten erhélt man aus Gleichung (18)
Wo .,
du U Wo e
dz -0 1% 1 — e@-h
Damit ergibt sich an der oberen Wand fiir den Geschwindigkeitsgradienten
Wo
du Wo e P
—WN=U, - 2. -
dZ( ) 0 14 1— e@h

Eingesetzt in Gleichung (19) ergibt sich fiir die Kraft
e@'h
Wo.p,

FRoben:p'UO'WO'b'L
1—e™v

d) Fiir Wy — 0 ergibt sich aus Gleichung (18)
) e@-z o e@h ] e@-z _ e‘/‘:o -h
w(z) = lim Uy ————— | =Up- lim -
Wo—0 1— eTO'h Wo—0 1— eTO-h

|

]

{

Mit der 'Hospitalschen Regel erhélt man
z Wo ., h Wo p, z h
. ;'6" —;'61’ D] z—h z
Es handelt sich um eine Couette-Strémung
) Die dreidimensionale Energiegleichung lautet
@ + @ + % + % — 3 A 8_T + i - 3_T 9 8_T
P ot T " ey T 02) T \bs Bx ay " oy | T ez |0 oz
Y (LG B — 2
8w> _% < (% 8w> ) o)

Y UL N U W T
dy 0z 0z
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Mit der Vernachldssigung der Dissipation ¢ = 0, keiner weiteren Warmezu -oder abfuhr ¢5 = 0,
w = Wy und den Gleichungen (2), (3) und (5) folgt daraus:

de de 0 orT 0 oT
o (g rmog) = (e o) e [ 52))

Fiir ein inkompressibles Medium gilt e = ¢, - T' mit ¢, = konst.. Damit ergibt sich:

or or 0 or 0 or

Die Temperaturverteilung ist in 2-Richtung ausgebildet, daraus folgt 07'/0x = 0. Hieraus und
mit Gleichung (2) folgt das die Temperatur nur ein Funktion von z ist: 7' = T'(z). Damit gilt
0T /0z = dT'/dz. Eingesetzt in Gleichung (21) erhélt man:

dT 0 dr
ety 22 (1.40)

Da auch A nur ein Funktion von z ist ergibt sich:

drT d dT
ety - L (1.40)

Hieraus folgt:

dT  dx dT A>T dT d2T
ey Wy o= =2 e =y Wy — 4+ (A ey Wy 2) - e
pe "4z T dz dz+ dz? pe 0 dz+( otpec 0°2) dz2

Durch Umformung erhdlt man:

Die Integration dieser Gleichung liefert:
T(z) =C4-2+4Cs
Mit den Randbedingungen 7'(z = 0) = T} und T'(z = h) = T» ergibt sich die Losung;:

prqn—ﬂy%+ﬂ

15



Lehrstuhl und Institut
fiir Stromungslehre
o. Prof. Dr.-Ing. H. Oertel

Musterlosung

Schriftliche Priifung im Pflichtfach

Stromungslehre
Aufgabe 1 (15)
toy

2) o(@,y,1) = Vo cos(wt)
Stromlinie Definition mit ¢: fest

dy v
(3) ity

2
(4) ydy = YoVo cos(wt)t” C:S(Wt)t dzx
0

Integration ergibt

2 s(wt t2
o 2 Ol
0

Mit I;: Integrations-Konstante
Durch die gegebene Bedingung zum Zeitpunkt ¢; = 7 ergibt sich

U0V07T21'1

+1;

Somit ist die Integrations-Konstante bekannt und die Stromlinien fiir festes ¢:

UoVo
to

2z
(7 y? =2 (cos(wt)tQ:U + w21)

Fiir die angegebene Zeit ¢; ergibt sich

UgVor?
2 0vo o
®) y =2 w3ty <:c1 x)

2) Drehungsfrei ? Der Drall muss dafiir in Z-Ebene den Wert Null haben

ou Ov to

9) =

gue_9v_ 0 g%
oy Oxr  Upt? 7

1

19. September 2005



Das Stromungsfeld ist nicht drehungsfrei, ist also Drall behaftet.
3) Definition der y-Komponente des Bahnvektors

(10) % = v(z,y,t) = Vj cos(wt)

Integration ergibt mit /> Integrations-Konstante

(11) y(t) = Yostnt)

w

Durch die angegebene Bedingung fiir to folgt fiir /o

(12) 0=0+1,
Somit ist

Vo sin(wt
(13) y(n) = LoD

4) Die partielle Ableitung nach der Zeit von den Geschwindigkeitskomponenten ergibt

ou  —2toy(t)

(14) i i.a. #0
ov . .

(15) i —Vwsin(wt) i.a. #0

Das Stromungsfeld ist deshalb instationér (wegen expliziter Zeitabhéngigkeit).
5) Die X-Komponente der substanziellen Beschleunigung ist

(16) L
=5 T "oz v@y

_ 2toy(?) to
(17) ag = e + W cos(cut)—UOt2

Die Y-Komponente der substanziellen Beschleunigung ist

“a " ar oy
(19) ay = —Vowsin(wt)

(18) ay



Aufgabe 2 (18)

a) Die Geschwindigkeit c¢p des Rohres 3 ist mit dem Volumenstrom V bekannt. Man hat:

. w-D?.¢cp
1 V=—"7—"7—
1) .
Die gesuchte Geschwindigkeit gilt denn:
4-V

Mit dieser Geschwindigkeit kann man denn die Reynoldzahl in der Mitte des Rohres 3 be-
rechnen. Die gilt:

) .D
_ eV DY 716197.244 = 7.162 - 10°

(3) Rep

Um die Reibungskoeffizient aus dem Nikuradse - Diagramm bestimmen zu kénnen muss man
das Verhéltnis D/k berechnen. Das gilt:

=30

() z

Aus dem Diagramm kann man der Wert der gesuchte Koeffizient auslesen.

Der Wert von A gilt denn:

(5) A = 0.06
b) Mit der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfadens von der Stelle P und 1 (s. Abb.)

angewendet ergeben sich:

2 2

C C
(6) pptp = App=pi+p- o +p g h+Apy

wobei p; gleich der Atmosphére Druck ist. Die Verlustterme gelten:

1
(7) Apyp =5 p+ch - Ap(L/D)
1 lhi+h
(8) Apv1:§-p-c%-()\1- ldl +Cx +Ca)

Damit gilt die gesuchte Geschwindigkeit:

N B T A RS A (R L 212))
p (14 Cx +Ca+ A - B

= 2.08675 m/s



¢) Um der Druck in dem Behélter berechnen zu kénnen muss man zuerst die Geschwindigkeit co

bestimmen. Die Verluste in den Rohren 2 miissen mitbetrachtet werden. Da ist am Behélter
die Freistrahl-Bedingung giiltig.

Durch die Konti-Gleichung an der Verzweigung hat man:

p-m-D? _p-w-d12 p-m-do?
7‘61)—7‘6 _{_7

1
(10) 4 4 ! 4

‘62

wobel ¢y die Unbekannte ist. Man hat denn:

D?.cp—di?-
(11) co = CDd O 115226 m/s
2

Jetzt kann die Bernoulli-Gleichung angewendet werden. Das Stromfaden darf nicht von die
Stelle P bis die Stelle B gelegt werden! Da gilt an der Stelle 2 die Freistrahl-Bedingung.
Entlang eines Stromfadens von der Stelle P und 2 hat man:

2 2

c c
(12) PP+p-7[)—ApuD:p2+p-52+p-g-lz+Apv2
wobei
(13) ApUQZ_'p'CQ'()\Q'_)
2 do
die Reibungsverluste entlang des Rohres 2 sind.
Damit kann man der Druck an der Stelle 2 auswerten:
(14) po=pp+p- %D-(l—AD-E) —pg-lo—p- 02—2-(1+)\2-d—2) = 240897.00281 Pa
2

Die gesuche Druck pp gilt denn:

(15) p2=pp+p-g-(H—1l)=>pp=p2—p-g-(H—1ls) =93897.00281 Pa

Um zu priifen ob die Stromung in beiden Rohren laminar oder turbulent ist muss man die
Reynoldszahl auf Grund der Durchmesser beides Rohres berechnen. Die sind:

et - d d
(16) Reg, = B2 % = B9 41735.2 > 2300
P v

wo v = p/p. Die Stromung in dem Rohr 1 ist dann turbulent.

Analog fiir den zweiten Rohr:

o d d
(17) Reg, = 22772 _ 27 % _ g06582 > 2300
p v

Die Stromung in dem Rohr 2 ist dann turbulent.



Aufgabe 3 (15)

A2

B2 B\o

Abbildung 1: Skizze

a) Siehe Skizze. Druckanstieg in Stromungsrichtung -> Ablésung, im weiteren Verlauf Druckaus-
gleich quer zur Strémung bei Austritt aus Kriimmer.->Druck steigt an Innenwand und féllt aufsen
wieder ab.-> Wiederanlegen etc.

b) Sekundérstromung -> Enstehen durch Zentrifugalkréfte (In der Mitte grofer als Aufen -> Be-
wegung nach Aufen).

d) laminare Stromung:

64
)‘lam = Rep

Ap:l/z'p'Ule'%')\laml

Apneu = 1/2 P u2m2 : % : )‘lam2

Ap =92. u2m1 . AMam1
Apneu u2ma  Alam2
Ap =1 . u2m1
Apneu u?m2

iiber konstanten Volumenstrom

Vi=Vq



Um1 = 4. Um?2

Ap
Apneu

=16

e)




ol

u

Der Unterschied entsteht durch den zusétzlichen Léngs- und Querimpulsaustausch (charakterisiert
durch die zusétzlichen Terme der Reynoldsgleichung)




Aufgabe 4  (18)

e Losung Aufgabenteil a.)
Fiir das gesuchte, lineare Geschwindigkeitsprofil gilt:

ey) = a-lyl+0b
B
( :5) = C2,mam:a‘5+b
ex(y=B) = 0=a-B+b
=b = —a-B
B
= cz,mam:a-g—a-B
B
= CQ,mam:_a'§
2'cmaar2
= _ =
¢ B

= b=2- C2 max

1) ) = 2 omae (’%‘ - 1)

Laut Aufgabenstellung ist der Geschwindigkeitsgradient (die Ableitung der Geschwindigkeit
an der Wand) an der Wand iiber die gesamte Messstrecke konstant. Der Geschwindigkeits-
gradient an der Stelle 1 ergibt sich zu:

y2
cl(y) - <1 - ﬁ) * Cmazx,1

de1(y) 2
= ay |y=B = _E *Clymaxr = @
= Clymaz — C2mazx

= 62(?/) = -2 Cl,mazx <% - 1>

e Losung Aufgabenteil b.) Da die Kontinuitdtsgleichung hier gilt, ist der Volumenstrom im
Kanal konstant und kann sowohl an Stelle 1 als auch an Stelle 2 berechnet werden.



Vi = [ aly) - tdy)
/

B 2
Y
= Clmaz * t- / (1 - ﬁ) d(y)

3-B?
2-B
ot (25 220)
3
4
:>ﬁ = g'CLmax t-B

e Losung Aufgabenteil c.)

Da auflerhalb des Kanals Umgebungsdruck herrscht, heben sich die Krifte sowohl in y- als
auch in z-Richtung auf. Um den Widerstand des Korpers zu berechnen, betrachtet man daher
nur die Impulsbilanz in x-Richtung:

Fp1+Frn+Fr+ Fpos+ Fro+ Fiy =0



Fpq
Fpo

L

=1

Io =151+ Ip+ 123

I>

B[ aly) c1(y)
—p/ 0 0
Jo\ o 0
B
p t-/51(y)2dy
—B
B 2
P t'/<<1_g2> Cl,mam)
B
B 2
Yy
ptc%maa: /<1_2 ﬁ_F
B
2 ¢ 1
P 13 C%,max'[y_g'ﬁ"i_g
2 2
p't'cl,mam'z' B_§B+
8
2'p't'cimax'1_5'B
16
1_5'/) t'B'C%,max

B
6 [ ca(y) c2(y)
—2.p- / 0 . 0
4 0 0



Daraus ergibt sich fiir den die Widerstandskraft Fyy:

Fw = —(Fp1+Fn+Fr+ Fpa+ Fr2)

16
Fy = — Q'pl't'B_ﬁ'p't'B'c%,mam
4
+ /J/tECLmaxL‘i‘sztB
13 )
+ E'p't'B'cl,max)

Fyw= — 2-t-B-(p1 —p2)

2
'p't'B'Cl,max

SR

',Uf't'L'Cl,mam

11



Aufgabe 5 (15)

a)

Im Punkt 1 entsprechen die Werte denen der ungestérten Anstrémung, da in der Uberschallstrs-
mung keine Stromaufwirkung existiert:

P1 = Poo
T =T

Die Werte am Punkt 2 direkt nach dem Stof berechnen sich aus den Stofgleichungen:

Pr_P2_qy 2o )

P1 Poo 5""1
T T 2 2 2 1
e - iy ) ) 1-
v Tw aZ K+1 k+1 M2,
ZU:
2K
p2:poo|:1+n+1(M§o_1):|

2K 2 1
Ty =T |1 M2 —1)| [1- 1—
2 “[J%H( o0 )H m+1< M&)]

Ausgehend vom Punkt 2 berechnet sich der Staudruck aus den Isentropen-Gleichungen:

K

ps k=1 9 ]“1
= = M2 +1
D2 [ 2 2
mit
MQ_K+1+(K—1)(M§O—1)
27 k4 1426(M2 -1)
zZU:

k—lhtl4 (1) (M2 —1) ]*7

2
K 1

2_
o1 M 1)H 5 Rili2n(MZ 1)

PS =P |1+
Die Gesamtenthalpie bleibt iiber den Stof konstant:

hs = hoo + =u

1
cpTs = cpToo + §u2 =T + — M2 kRT

[e.e]

mit:

12



—=k-1
Cp
folgt:
k—1
T5:TM[1+ 5 Mgo}
b)
T K —1
%:1%' 9 Mc%o,max
o
Ts 2
Moo,ma;p:\/< ]L'Z:ax_1>li—1
a:=V&RT
u=M-a

Daraus folgt:

o0

o Ts
Uoco,max = KRTooMoo,max = \/KRTOO <$

13
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Aufgabe 6 (19)

a) Die dreidimensionale Kontinuitétsgleichung fiir inkompressible Stromungen lautet:

ou Ov  OJw
e T g
(1) or + oy + 0z
Die Stromung ist eben, d. h.:
0 0?
(2) 8_y = a—y2 =0 s v=20

Die Stromung ist stationdr und damit gilt:

0

(3) a1 Y
Damit folgt aus (1):
ou Ow

Die Stromung ist in z-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

5 o0 _ow_ou_ o _ e
Oz 0z 0z 022 022 022

Mit den Gleichungen (2) und (5) folgt aus (4):

du

——0
(6) o
Daraus folgt u = C mit der Intergrationskonstanten C. An den Wénden gilt wegen der Haftbe-
dingung u(z = 0) = u(z = h) = 0. Die Losung von (6) in die Randbedingung eingesetzt fiihrt
zu u(z) = 0.

Die dreidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen lauten:

Ou L ou B ey (0 0 o
ot O By 07 * T T\ 82 T2 T2)

) ) 9 P 5 2y P
(8) P'<—U+u-—v+v-—v+w- ”) _ fy__p+u.< v 9% v) |

ot oz Y oy 9z oy 02 T o2 T o2
(9) O LR U . P e aC o
Prlor "% 9 T ey T a2 ) T T e TR\ Ga2 T a2 T 022

Mit Gleichung (2), (3), (5) und u = 0 folgt:

Jp
0 = fl‘_ % ’
0 = fy 9

dp 0w
0= Fmg, T e

Die Gravitation ist nicht vernachlassigbar und wirkt in negative z-Richtung, sodass gilt f, =
fy =0und f, = —p-g. Wegen der ausgebildeten Strémung ist w keine Funktion von z und

14



wegen der ebenen Stromung keine Funktion von y. Damit gilt w = w(x) und dw/dx = dw/dz.
Eingesetzt ergibt sich:

Ip
1 - _
(11) 0 = 0 ,
op d?w
(12 A S v

Gleichung (11) fallt weg. Aus Gleichung (10) ergibt sich, dass p keine Funktion von x und wegen
der ebenen Stromung keine Funktion von y ist. Damit gilt p = p(z) und dp/9dz = dp/dz. Damit
ergibt sich Gleichung (12) zu:

B, dw
dz prg=#a dz?

Nach einer Umformung ergibt sich:
d?w 1 dp n
dz2  p \dz Py
Die Integration dieser Gleichung ergibt:

d 1 d
dz

Az p
Daraus folgt nach nochmaliger Integration:

1 d z?
(13) w(m)z;-(d—i)—}—p-g)-?—}—cl-x—}—Cg

Die Haftbedingung als Randbedingung ergibt an der Platte w(z = 0) = Wp und an der rechten
Wand w(x = h) = 0. Eingesetz in Gleichung (13) erhélt man:

(14) Wp = Co

1 dp h?
1 = .= cg)-—+Ci-h+C
(15) 0 M<dz+pg>2+1 + Co

Gleichung (14) in Gleichung (15) eingesetzt ergibt:

1 /d h?
0=—" —p—l—p-g '—+C1-h+Wp
po\dz 2

Nach C; aufgelost folgt:

1 /d h W
(16) C1=——-<—p+P'9>'§—TP

1 dp 22 1 dp h-x T
w(ac):—-<—+p-g> ————— <@+P'g>'T—WP'E+Wp

Damit ist erhdlt man fiir die Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von z:

(17) w(w):%.<%+p.g>.%,(%_1>+Wp_<1_%)

15



b)

Fiir die linke Spaltstromung gilt Gleichung (13) in entsprechender Form:

~ 1 [(dp ' ,
(18) w(m):; dl+ '7+Cl'$+C2

Die Haftbedingung als Randbedingung ergibt an der Platte w(z’ = 0) = Wp und an der linken
Wand w(a’ = 2-h) = 0. Eingesetz in Gleichung (18) erhélt man in Analogie zu Gleichung (17):

~ o (2-R)? [dp x x a
— : : -1 1=
wl@) =57, <d/+ 2. n \2-h + W 2. h
oder

h? [ dp (1 2 1 2
nN=_.[=£ S | R I
(19) w(z') p <dz’ +p- g) " <2 . >+WP < 5 h>

An der Platte muss Kréftegleichgewicht zwischen Reibung und Gewicht sein. Die Reibungskrifte
werden iiber die Schubspannung berechnet. Man erhélt hierausDie Kraft auf die obere Platte
berechnet sich fiir ein Newtonsches Medium aus:

(20) FR,rechts + FR,links =G

Fiir den Geschwindigkeitsgradienten auf der rechten Seite erhdlt man aus Gleichung (17):

dw_h (dp_ z 1) _We
dr  p \dz " P9) T2 I

Damit ergibt sich an der Platte fiir den Geschwindigkeitsgradienten:

d h (d 1 W
w <p+_>_ P

(21) 5 .

&Y== %

Die Reibungskraft auf die rechte Plattenseite berechnet sich dann aus

dw
FRyechts =T(x=0)-L-b=p- o —(x=0)-L-b

mit Gleichung (21) zu

_ h (dp Wp
(22) FR,reChts—L'b'<_2'<dz+p g>_lu’ h)

Fiir den Geschwindigkeitsgradienten auf der linken Seite erhilt man aus Gleichung (19):

dw _h %+ NN
ar p \ar TP\ 2.h

Damit ergibt sich an der Platte fiir den Geschwindigkeitsgradienten:
dw h dp Wp

2 '=0)=—— -5

(23) =0 =t (Lpa) -5

Die Reibungskraft auf die linke Plattenseite berechnet sich dann aus

dw

FRinks =7(¢' =0)-L-b=p- W — (@' =0)-L-b

16



mit Gleichung (21) zu:

dp Wp
(24) Rylink ( (dz’ P g> by h)

Die Gleichungen (22) und (24) in die Gleichung (20) eingesetzt liefern die Bestimmungsgleichung
fiir den Druckgradienten.

h dp Wp dp Wp
R LI e P A L-b-(=-n (£ cq) — =) =
L-b ( 2 <dz+p g) H h>+ ( (dz’+p 9> H 2-h> G

Mit dp/dz = dp/dz’ erhélt man:

h dp Wp dp Wp
L-b-[-Z. (= P A L-b-(—h =t cq) =2 ) =
< 2 <dz+p 9> H h>+ ( <dz+p g) H 2-h> G

Eine Umformung ergibt:

3-h (dp 3-Wp\
L'b'<‘7'<a+f”9)—”' 2-h>_G

Eine weitere Umformung liefert:

dp 2 G Wp
2 £ __Z. —u—_ ).
(25) dz~ 3 h-L.o w2 P
Fiir den Druckgradienten gilt:
dp _p2—m
dz L
Daraus folgt:
d
Ap=p1—ps= —d—p L
z
Gleichung (25) eingesetz ergibt fiir den Druckgradienten:
2 G Wp
Ap=1TL (2. _ A .
b (3 hLb M TP g)

Bei einer inkompressiblen Stromung wird der Reynolds-Ansatz zur Beschreibung der turbulen-
ten Stromungsgrofen verwendet. Dabei setzt sich eine Stromungsgréfe aus der zeitlich gemit-
telten Grofse plus eine Schwankungsgrofe zusammen.

Der Reynolds-Ansatz fiir die Stromungsgrofen lautet:

u = u+u
v = v+v
w = w+w
p = p+yp

Der dreidimensionale Spannungstensor der Reynoldsschen scheinbaren Schubspannungen 7/ lau-
tet:

2 Y Y

Tz Tyr Tzz —p-u —pru v —prU W

I _ — Y 2 Y]

(26) T= Tey Tyy Ty | S| —pUU —pv —p-v-w
Tzz Tyz Taz —p-w - —pew v —p-w?

17



f) Die Boussinesq-Annahme geht von der Annahme aus, dass die Reynoldsschen scheinbaren
Schubspannung wie die eigentlichen Schubspannung aus den gemittelten Geschwindigkeit be-
stimmt werden konnen. Als Proportionalititsfaktor tritt hierbei jedoch nicht die dynamische
Viskositét auf, sondern ein Faktor der als Austauschgrofe bzw. turbulente Viskositét bezeichnet
wird. Dieser steht in keinem Zusammenhang mit der molekularen Viskositdt. Die Boussinesq-
Annahme fiir eine inkompressible Strémung lautet:

P ) 6ﬁ1+8aj
p i i He 8.%'j 31‘1

Eingesetzt in Gleichung (26) erhélt man:

Ou , du Ou
oz Oz 3y+3x 02 " oz

' Jv |, du U
o= Gty Gty 92ty

ow , du Ow , Ov @Jraw

or T 92 oy to: 0: 1 oz

Mit den Voraussetzungen (2) und (2) ergibt sich hieraus:

da dw

22w Y dr

= g - 0 0 O
dw

do 0 O

Mit Gleichung (6) ergibt sich schlieflich der Spannungstensor zu:

dw
00@

7= g - 0 0 0

dw 0 0
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Lehrstuhl und Institut
fiir Strémungslehre
o. Prof. Dr.-Ing. H. Oertel 18. April 2006

Losung der schriftlichen Priifung im Pflichtfach

Stromungslehre

Losung Aufgabe 1:

a) Das Ergebnis dieser Uberpriifung sollte die Erdbeschleunigung als Ergebnis liefern. Fiir die
x-Komponente der substantiellen Beschleunigung gilt:
ou ou ou ou

tu-—+v-—+w-—=0

ot Oz oy 0z

Ay

Entsprechend gilt fiir die z-Komponente:

a; = a—w+u-8—w+v a—w+wa—w

= ot Ox oy 0z
- fw-V-sz'n(w(tf%))Jrv-(V-sin(w(tf%))-%f%
= -9

b) Die dreidimensionale Drehung reduziert sich in diesem Fall zu:

Q

dy 020z Oz dxr Oy

ou ow \T
B (0’ e~ $’0>

- (o ()

c) Die entsprechende Stromlinie erhdlt man aus der Definition:

dr _
dz

/[V.cos(w<t—§))—g§]dag - /de

e

Mit den Randbedingungen aus der Aufgabenstellung (z =0,z = 0,¢ = ) folgt:

L nfon (£)) - -

u
w

Daraus folgt:

Womit sich fiir die gesuchte Funktion ergibt:

swr= L[ (- 2)] - 5



d)

Fiir die Komponente z(t) ergibt sich laut Definition:

[aa=[u-ae

2(t) =Vt + C

und damit:

Nach Anpassung dieser Gleichung an die Randbedingungen folgt:
x(t)=V -t+uzp

Zur Bestimmung der Komponente z(¢) muss z(¢) entsprechend in z(¢) eingesetzt werden. Damit
ergibt sich:

o) = /[V-cos[w(t—%(mp—i—V-t))}—%(a:p—i—v-t)}dt

- [l () o]

Die anschliefsende Intergration fiihrt zu:

9

2(t) = —§t2+ (V-cosw.xp A

Vv Vv

)-t—I—C3

Da z(t = 0) = 0 vorausgesetzt wird ist entsprechend auch C5 = 0 anzunehmen.

Um die Gleichung der Teilchenbahn aus den Komponenten des Bahnverktors zu erhalten bietet
es sich an, die Gleichung fiir x(¢) nach der Zeit ¢ aufzuldsen und dies in die Gleichung fiir z(t)
einzusetzen. Hierdurch erreicht man die gewiinschte Elimination der Zeit und es folgt:

2
g [xr—2xp w-rp g-ITp T —Tp
Z(t):_§’< % ) +(V'COS v vV >( % >




Lésung Aufgabe 2:

a)

Turbine

Mit der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfadens von der Stelle 0 und I7 (s. Abb.) ange-
wendet ergeben sich:
2

c CIr
5 =P2tew 5 tow g H . (1)

Po + pw - 9

Die Geschwindigkeit c;;, die der Wasser auf der Niveau H besitzt, muss Null sein. Da der
Wasser genau an der Héhe H bleiben muss.

Damit gilt der Druck pa:
p2=po— pw -9+ H=100700 Pa . (2)

Durch die Konti-Gleichung hat man:

2 2
,OL'7T-d1 _pL'ﬂ"dQ
4 Cc1 = 4 Co (3)
oderist anndherend )
d
Ccl = d—jQ +C2 N (4)

wobei ¢; und ¢ Unbekannten sind. Durch eine Bernoulli-Gleichung zwischen die Stelle 1 und 2
ergeben sich:

i c3
ptpL 5 =pton5 (5)
Beim Einsetzten der Konti-Gleichung in der Bernoulli-Gleichung ergibt sich:
2. (py — 2. (p —
co = \/ (pl p?) + 612 _ (pl ];24) _ 27’5 m/s . (6)
oL pre(l— ) T

Um der Verlustbeiwert A berechnen zu kénnen muss zuerst die Reynoldszahl in der Rohrleitung
(Strecke 3 - 4 in der Abbildung) berechnet werden. Mit der Konti-Gleichung kann man die
Geschwindigkeit an der Stelle 3 berechnen:
d 2
03:%~02:20,2m/s . (7)
d3



Die Reynoldszahl in der Rohrleitung (entlag deren der Durchmesser konstant bleibt) gilt:

d
Reg, = C3VL S —04112,57 < 10° . (8)

Fiir Reynoldsanzahlen im Bereich 3 - 103 < Re < 10° gilt fiir das A Wert das Blasius-Gesetz

0,3164
A= 1 (9)
Red3 4
das liefert zu einem Verlustbeiwert von
A=0,018 . (10)

Mit der Bernoulli-Gleichung entlang eines Stromfadens von der Stelle 2 bis zu der Stelle 5,
unter Betrachtung der Energieabfiihr der Turbine und der Reibungsverluste in der Strecke 3 -
4, berechnet man die gesuchte Druck ps:

2 2
C C
p2+PL'52—AlT:p5+PL'55+APV . (11)

In dieser Gleichung steht auf der linken Seite —Alp, die die spezifische Arbeit, die die Turbine
pro Volumeneinheit Fluid aufnimmt, entspricht. Diese Term ist bekannt durch die Gleichung
der Leistungaufnahme der Turbine:

L=Alp-V (12)
wobei V der Volumenstrom durch die Turbine ist. Man hat denn:
L
Alr = ; = 64318,02 Pa . (13)

Der Verlustterm Apy kann so ausgedruckt und berechnet werden:

1
ApV:_.pL.c?,2.>\.i:31,7Pa : (14)
2 ds

Der gesuchter Druck ps gilt denn:

ps = 36560,07 Pa . (15)




Lésung Aufgabe 3:

a) aus der Kontigleichung folgt:
Mein = Maus

inkomprssibel: . ‘
‘/ein = Vaus
V:Vaus:wrel,a'2'7T'Ra'b
14 104
b= S = 2.6bmm

Wrela - 2+ T+ Ry - 37 m0.1m
b) Eulersche Turbinengleichung fiir stationére Stromung oder Drehimpulsbilanz liefert:
M = (Ra * Cabs,t,a — Ri ' Cabs,t,i) m

axialer Einlass: caps i = 0
Cabs,t,a — Ug = W * R,

Cabs,r,a — Wrel,a
M= (R} -w)-m=(R;-w)-p-V

oder iiber Drehimpulssatz (ruhender Kontrollraum um das ganze Laufrad). Fiir den ruhenden
Kontrollraum um das ganze Laufrad miissen die Absolutgeschwindigkeiten c,ps verwendet wer-
den. Das Impulsmoment am Eintritt um die ¢- und die z-Koordinate ist wegen der axialen
Zustromrichtung gleich 0. Das Impulsmoment am Eintritt um die r-Koordinate ist wegen der
Symmetrie der Zustromung gleich 0. Die Momente der Druckkréfte und Massenkrifte heben
sich aus Symmetriegriinden auf. bzw. der entsprechende Hebelarm ist gleich 0. Damit tritt als
dufsere Kraft nur das Moment von der Welle auf den Kontrollraum auf, welches das gesucht
Wellendrehmoment M ist. Damit ergibt sich:

In Zylinderkoordinaten r, ¢, z folgt fiir die Vektoren:

Ra Cabs,r,a Wrel,a 1
7Ta = 0 s Ua = Cabs,t,a = Uy ) ﬁa =
0 0 0 0
0
M:/p 0 'wrel,a'dA
Aa Ry - u,

M:/p'(Ra'ua)'wrel,a'dA:p'(Ra'ua)'wrel,a'Aa:P'Ra'ua'V
Aa

M=p RV

401

w = 27n = 273540min~ " = 277@—

60 s
3540 1 k 3
M = (0.052m222" 297 ) 10002210 . 107372

60 s m3 s
k 2
M =37.06"2 = 9.27TNm
S



c) Bernoulli-Gleichung im Absolutsystem:

1 1
9 'p'cgbs,i_’_pi =3 'p'cgbs,a +pa—AlP

2 2
1 1 L,
Ap = Pa —Pi = 5 P Cgbs,i - 5 P Cgbs,a = 5 P (Cabs,i - Cabs,a) + Alp
1%
Cabsi =
abs,i - RZQ
Alp = £: M. w M-2.~7r-n
\%4 \% \%
C?LbS,CL = wzel,a + u?z - wgel,a + (w : Ra)2 = w?el,a + (2 ST M. Ra)2

. 2
1

Ap:_'p. V2 _wzela_(Q'ﬂ-'n'Ra)2 +p'(2'7r'n'Ra)2
2 W.RZ )

i 2
P ( VR2> —wzela +2-7m-n- Ra)2 = 247000 N/m2 = 2,47bar
- R g



Lésung Aufgabe 4:

a)

I/ NSRN

VRV

b) Haftbedingung an der Wand, U, ausserhalb der Grenzschicht.

A Uy

y2

\llwwr Ak}

—>

oo 2

c) Der Ski bewegt sich mit der Geschwindigkeit Uy,. Damit ist die Geschwindigkeit der Wand
gleich Us. Ausserhalb der Grenzschicht ist uz(y2) = 0.

VAN

x1\ \

d) Der Ski bewegt sich mit der Geschwindigkeit Us,. Damit ist die Geschwindigkeit der Wand
gleich Us,. Ausserhalb der Grenzschicht ist uz(y2) = 0.

Die Hohe h des Skis ist gegeben. Damit ist yo = y1 + h

1
= UQ(yQ) = —Uoo + Uoo . (%) !

— R\ 7
= U2(y2) = —Uoo + UOO . <y2 5 )

= uafan) = Uoo-<<y25‘h)%—1>

e) Fir 7, gilt:
- ou
MM=—¢MWEWr£



Fiir den Wirbelviskositédt gilt nach Prandtl:

ou
f— . 2 . —_—
ou ou
= = 2012
74(y2) p (62)
2

2 .2 U020 =
= 7(y2) = p-(0,41)%-y5 195277 V2
2 2
= Tt(yQ) = p- (0’ 41)2 49 . O502/7 y27
f) Das logarithmische Wandgesetz gilt fiir y+ > 26.
1
ut = . In(y™) +5,5
+ Y- us
y - 14
Sut = l.m(M) +5,5
k v

2 2

o= ml=A8)=p-(0,41) STy = p- (0,41

U2 U?

= p(0,41)2 —2 . (0.015-6)7 = p- (0,41)% . =2

49 . 52/7 49

=71, = 0,001-p-UZ

up = )22 =./0,001- U2
p
/0001 -2
-ln<y2 0,00 U°°>+5,5

=ut =

1
k v

U2
49827

2
-0.0157

~o



Lésung Aufgabe 5:

a) Fiir die ideal ausgerichtete Lavaldiise gilt: p1 = p, = 1,01bar

1
p_ —— = px = 7,9bar
PK (1+”T’1 - ME)r-1 -

= pk = 5,5kg/m®

S S =2T7T.18K

& = p1 = 1,267kg/m3

a1 =+vVk-R-T = a; = 334,08m/s

c1 =M -aq = 1 = 668,16m/s
A=rm-r? = A = 50,265cm?

mlzpl-cl'Al :>m:4,25kg/5

A1 —1 -1
4 <1+ r (Mf—l)) = A* =29, 79¢m?

A*_M1 /{—l—l‘

= r* = 3,08cm

c) Da im engsten Querschnitt die Machzahl M = 1 ist, gilt die in Aufgabenteil b) verwendete
Fléchengleichung fiir die eindimensionale, isentrope Strémung. Danach ist die Machzahl einzig
von der Geometrie der Diise abhéngig.

Es gilt: My = M,

py = 1,01bar
2.
Do 14 25 (M2—1) = pg=0,224bar
ps K
1

ps  _ —— = pk = 1, 753bar
pK (1+T'M1)“71

PK 3

= = pk = 1,22k

PK R Tx PK ) g/m

Der Massenstrom i wird an der Stelle S unmittelbar vor dem Stofs berechnet:
Da sich die Ruhetemperatur Tx und die Machzahl Mg = M; = 2 nicht &ndern, bleiben die



Schallgeschwindigkeit und somit auch Ausstrémgeschwindigkeit konstant.
Es gilt: ¢cg = ¢; = 668,16 m/s

1
Ps _ = ps = 0,28 kg/m®

1
S

m = ps-cs- Ay =m= 0,94 kg/s

Der Druck am Ende der Diise ist gleich der der Umgebung: ps = p, = 1, 01bar

1+ 5 (M3 -1
ME* = *;.:1(52 ) = M§ = 0,577
1+ 25 (M2 - 1) =

Am Ende der Diise stellt sich fiir beide Diisenkonfigurationen der gleiche Umgebungsdruck py,
ein. Da ein Verdichtungsstofs immer eine Druckerh6hung bewirkt muss der Druck aus Aufga-
benteil c), d) im Kessel und entlang der Diise vor dem Stof geringer sein, als der aus Aufgabe
a). Zudem gilt, dass das Verhéltnis zum Druck p* im engsten Querschnitt nur von der Machzahl
abhéngt. Da diese konstant bleibt, ist auch dort der Druck aus c),d) geringer.

A

p3 = py = 1,01bar

3 <1+“71-Mé2>“

= pg = 1,229bar

Pl 14551 M3
ps _ 1+2'”.(M2_1) - pg = 0, 273bar
Ps k—+1 S ’

1
ps — = px = 2,136bar
PK (14551 )T -

10



K+1

A M3.<1+Z—1%'(Mé—1)>w

= Ag = 42,88¢cm?>
As Mé 1+:—_T_%'(M3—1) 3
A
r3s = = = r3 = 3,69cm
i e

11



Lésung Aufgabe 6:

a) Die dreidimensionale Kontinuitétsgleichung fiir inkompressible Stréomungen lautet:
ou 00 ou
or Oy 0z

Die Stréomung ist in y-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in y-Richtung nicht:
ou_ov_ow_du_dv_dw_ o
Oy Oy Oy 9y* 9y* Oy
Die Stromung ist in z-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

ou B o ow 0*u v d*w

=0 . 1)

9 92 9r 92 o2 oz 0 3)
Mit den Gleichungen (2) und (3) folgt aus (1):
du
— = . 4
il (4)

Daraus folgt v = C mit der Intergrationskonstanten C. An den Winden gilt die Haftbedingung
u(zx = 0) = w(zx = h) = 0. Die Losung von (4) in die Randbedingung eingesetzt fithrt zu
u(z) = 0.

b) Die dreidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen bei konstanter dynamischer
Zahigkeit lauten:

ou ou ou ou Op Pu  Pu  O*u
p- tu—Fv-—Fw-o— | = fo—5mtpu s+ 55T 55 ;

ot Ox oy 0z Ox ox?  0y? 022
@ + @ + @ + @ — f 8p + & + 8_21) + 3_21)
P loc ™o oy T ez) T Ty T 02 T a2 T 922)
. 8_w+ .8_w_|_ .6_w_|_ 8_11) = f_@+ . 82w+82w+82w
Prler T as T 8y T 8 ) T T TR\ 2 T 92 T 822
Mit Gleichung (2), (3), und u = 0 folgt
dp
ov dp 0%v
P = fy— oy + 92 (6)
ow Op 0w
P or [z = 92 + 922 (7)
Die Stromung ist stationdr und damit gilt:
0
5= 0 . (8)

Die Gravitation wirkt nur in negative z-Richtung, sodass gilt f, = f, = O und f, = —p - g.
Damit und mit Gleichung (8) folgt aus den Gleichungen (5) - (7):

0 = fracopox 9)
B dp 0%v
0 = =5, 71 o5z - (10)
Op 0w
N </ N <aC B 11
0 Py az+“ 52 (11)

12



Aus Gleichung (10) folgt dp/dy = konst. = C;. Wegen der Rotationssymmetrie kann sich der
Druck in y-Richtung nicht &ndern, sodass die Konstante zu Null wird und es gilt dp/dy = 0.
Damit ist der Druck keine Funktion von y. Gleichzeitig ist der Druck wegen den Gleichungen
(8) und (9) keine Funktion von ¢ und z. Damit gilt p = p(z) und dp/0dz = dp/dz. Eingesetzt in
die Gleichungen (9) - (11) erhélt man:

0 =20, (12)
0%v
_ 13
dp 0w

Gleichung (12) fallt weg. Wegen der Gleichungen (2), (3) und (8) sind die Geschwindigkeiten
v und w keine Funktionen von y, z und ¢. Damit gilt v = v(z) und w = w(x) und somit auch
0v/0x = dv/dz und dw/dx = dw/dz. Mit den Gleichungen (13) und (14) erhdlt man dann:

d?v
- = 0 15
. , (15)
d?w 1 dp
- . . = . 16
2 p <p g+ dz) (16)
Die zweimalige Integration von Gleichung (15) ergibt:
v(z) =Co-2+Cs . (17)

Die Haftbedingung als Randbedingung ergibt an der Welle v(z = 0) = w - R und an der
Lagerwand v(z = h) = 0. Eingesetz in Gleichung (17) erhilt man:

w-R = Cs (18)
0 = Co-h+0Cs . (19)
Gleichung (18) minus Gleichung (19) ergibt:

_w- R

Cy = ”

Die Konstanten in die Gleichung (17) eingesetzt fiithrt zur Losung:

v(x):w-R-(l—%) : (20)
Die zweimalige Integration von Gleichung (16) ergibt:
1 d
w(m):ﬂ-<p.g+d—z>-x2+c4-x+c5 . (21)

Die Haftbedingung als Randbedingung ergibt an der Welle w(x = 0) = 0 und an der Lagerwand
w(x = h) = 0. Eingesetz in Gleichung (21) erhélt man:

0 = G5 (22)

1 dp 9
= — . (p- =). : . 23
0 5 (p g+dz> h*4+Cy-h+Cs (23)

Gleichung (22) in Gleichung (23) eingesetzt und nach C4 aufgelost ergibt:

1 dp
Cf=—-——". . -h
4 7 (P g+dz>

13



Die Konstanten in die Gleichung (21) eingesetzt fiihrt auf:
2

w(m)zﬁ—ﬂ-(py—l—%)-[(%f—%] . (24)

Fiir den Druckgradienten dp/dz folgt nach Gleichung (18) dp/dz = konst.. Mit den Randbe-
dingungen p(z = 0) = p; und p(z = L) = py folgt hieraus:

dp _p2—pi
dz L
Dieses in Gleichung (24) eingesetzt fiihrt schlieflich zur Losung:

w@) =5 (prgr 22 [(5) -]

1= (B rs) 50-7) g

Die dreidimensionale Energiegleichung lautet:

. %—FU'%—FU'%-F?U'% — g )\a_T _|_£ /\8_T _|_2 )\8_T
P\ ot Bz By 9z) \oz|" oz "D ay | T8z |0 B2

_.a_u+@+a_w+.'+.2. @2+@2+8_w2
LT dy 0z pridsTH ox Yy 0z
(00 N (e 00\ (0w ow\P 2 (0w ov ow)’
or Oy oy 0z 0z O 3 \0x 0Oy Oz
Mit keiner Wérmezu -oder abfuhr ¢s = 0, v = 0 und den Gleichungen (2), (3) und (8) folgt
daraus:
(0 0N _ (o[, or) o[, or] o], or
Po\” y Yoz) T \ o ox oy dy 0z 0z
+.2.@2+@2+8_w2+@2+6_w2
. Oz oy 0z Oz Oz
Fiir ein inkompressibles Medium gilt e = ¢, - T' mit ¢, = konst.. Damit ergibt sich:
[y 0T TN (O[T o[ oT] o[ or
prco oy 0z ) \ 0z Ox y y 0z 0z
dv\? dw\?
(= — . 2
() (&) 2
Die Temperaturverteilung ist in y- und z-Richtung ausgebildet, daraus folgt 0T /0y = 0T /0z =

0. Hieraus und mit Gleichung (8) folgt das die Temperatur nur ein Funktion von x ist: T' = T'(z)
und damit gilt auch A = A\(x). Damit gilt 0T /0x = dT'/dz. Eingesetzt in Gleichung (26) erhalt

S e (@)
a [Ag] = ((%)*G_w))

14

Hieraus folgt:



Mit dv/dz > dw/dz erhilt man:

%[A.%} =—u-<j—i>2 . (27)

Aus Gleichung (20) ergibt sich dv/dx = —w - R/h. In Gleichung (27) eingesetzt ergibt sich:

d dTr w-R\?
—_ )\._ :_'LL. —_
dz dz h

Die Integration dieser Gleichung liefert:

dT w-R\?
V()

Mit der gegebenen Beziehung A = \g - T'/Tj ergibt sich:

T dT w-R\?2
Ao — — = [ ) C

oder

dT Ty [w-R\?
.dm:_ﬂ)\oo,<h> x4+ Cr . (28)

Wegen der adiabaten Lagerwand gilt als Randbedingung d7'/dx(x = h) = 0. Damit folgt aus
Gleichung (28):

p - To

. . 2
N b (w-R)

Cr =

Eingesetzt in Gleichung (28) ergibt sich:

dT" _ p-To 2 _z
L T Vs (w- R) (1 )

Die Integration dieser Gleichung fiihrt auf:

1 w1 r 1 22
5.T2: AOU,(W.R)2.<E_§.ﬁ)+CS . (29)

Mit der Randbedingung der Temperatur an der Welle T'(z = 0) = Tyw folgt daraus fiir die

Integrationskonstante:

1

08=2.TV2V

Eingesetzt in Gleichung (29) erhélt man:

1 - To o [z 1 2? 1, 5
Z.72 = Aw - B (e . T
2 N W R e ) T

Nach T aufgelost erhélt man fiir die Temperaturverteilung im Spalt:

T(x):\/T\%V+M).\zﬂo-(w-R)2-%-<2—%)

15
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fiir Strémungslehre
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Losung der schriftlichen Priifung im Pflichtfach

Stromungslehre



Lésung Aufgabe 1:

a) Die entsprechende Gleichung fiir die Stromlinie erhélt man aus der Definition:

dy _ v
dr
Daraus ergibt sich:
dy  —e "sin(wt)
de A
) t
/ dy = —Smf(lw ). / e~ d
sin(wt) _,
y = 151 )e + C4

Mit den Randbedingungen: ¢ = 2 s und P» = (x2,y2) ergibt sich fiir den Integradtionskoeffizi-
enten Cy:

yt=2s) = 04+CrL=y
Somit lautet die zu bestimmende Stromlinie:
sin(wt
sty = Dy,
Mit der Definition der Bahnlinie
d
d_)t( = v(x,t)
ergibt sich fiir die - Komponente:
dzx
_ = = A
dt “

[z = [ ad

x(t) = At + CQ
Unter Beriicksichtigung der Randbedingung folgt:
z(t=0s) = 0=0Cq

x(t) = At
Dieses Ergebnis wird benétigt, um die y- Komponente zu ermitteln:
dy .
— = —e "sin(wt
o (wt)
— At

= —e “sin(wt)

/dy = /—eAtsin(wt)dt

Das zu berechnende Integral 13sst sich durch zweimalige Anwendung der partiellen Integration
ermitteln:

1 1
/—eAtsin(wt)dt — ZeAtSin(Wt)_/ZeAtwcos(Wt)dt
w?
ﬁe

1 1
= Ze_Atsin(wt) + — e Mucos(wt) + /

ye “Alsin(wt)dt

2
1
(1 + %) -/—eAtsin(wt)dt = Ze*Atsin(wt) + —efAtwcos(wt)

/ e M gin(wt)dt < ! >e—At (Asin(wt) + weos(wt))

w2+A2



Damit fiir die Bahnline y(?):

y(t) = (ﬁ) e A (Asin(wt) + weos(wt)) + Cs

Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen

w

yt=0s) = —5—p+03=0
ergibt sich:
1 —At . w
y(t) = <m> e (Asin(wt) + weos(wt)) — T
= <ﬁ> (e_At (Asin(wt) + weos(wt)) — w)

c) Durch substantielles differenzieren der Geschwindigkeitskomponenten v 8und v erhélt man fiir
die entsprechenden Komponenten

b _d_u—%_i_ .%_i_ @
T @ oY b v(?y

dv_0ov O O
at ot "V ar T ay

b, =
Mit Ou/0t = 0, Ou/Ox = 0 und Ju/dy = 0 ergibt sich fiir die z- Komponente:
b, = 0

Mit Ov/ot = —e *wcos(wt), udv/dxr = Ae *sin(wt) und vou/dy = 0 ergibt sich fiir die y-
Komponente:

by = —e “wcos(wt) + Ae “sin(wt)

d) Die Drehung in der z—,y— Ebene ist wie folget definiert:
O— ov  Ou

ox Oy
Somit ergibt sich fiir das Stromungsfeld:

Q= e sin(wt)



Lésung Aufgabe 2:

a) Energiegleichung iiber die Pumpe (laut Aufgabenstellung arbeitet die Pumpe verlustfrei!):

g-c%+p1:g-c§+p2—Alp (1)
Aus dem vorgegebenen Volumenstrom und dem gegebenen Durchmesser ergibt sich die Ge-

schwindigkeit ¢; zu:

V = Cl-Al
o = 0,09 (2)

Aus der Massenerhaltung folgt:

V =konst=c;-A] =cy- Ay (3)
Da sich der Querschnitt des Rohres nicht &ndert, ergibt sich:

€L = C2
= = 0,0 % (4)
Damit ergibt sich fiir die Energiegleichung:
p1 =p2 — Al (5)

Die Leistung der Pumpe ist mit L = 0,06 KW gegeben. Fiir die Energiegleichung benotigt
man jedoch die spezifische Pumpenenergie Al,. Diese berechnet sich aus:

L = V-Al (6)

L

kg
= AL, = 50.000 — (7)
Damit ergibt sich der Druck py nach der Pumpe zu:

k

p2 = 180.000 —2— = 1,8 bar (8)
- m-Ss

b) Aufgrund der Volumenerhaltung gilt:

e Ay = cy-Ay+co A,
c5-As = cy-Ay+co A,

Da A2 = A5I
= Cy = Cp
S5 = 0,09 9)
Die Reynoldszahl ergibt sich zu
-D
Rey = Rey = 22 2 = 7.800 (10)
Somit ergibt sich der Reibungsbeiwert
0,3164
A== =0,034 (11)




c) Es gibt 2 Méglichkeiten um von (2) nach (5) zu kommen. Man benétigt beide Bernoulli-
Gleichungen, um den Druck ps bestimmen zu kénnen.

Py, P2 ML _poo p o2 ML
g 2TP2T 50 DQ_Q GEPsto Gt
A, - L

2 D,

p P2 2L _poay P e L
202”’2 3 2 T T g Gt Ds T
N - L

pP-g- H+ - Co <Ckr+<splzt+ OD O) (13)
(0]

Subtrahiert man Gleichung 12 von 13 erhélt man:

Ao L A+ L
Bcz : (Ckr + Csplit + ODO O> = gci ' (Ckr + sza: + uDu u)

)\o : LO )\u : Lu
Cg : <Ckr + Csplit + D ) = Cz <Ckr + szw + D >

)

Cor + Gmia + 255 )

(o
K
e~ . J Cr + Coplit + A%?) (14)
Ckr + Cmiz + %)

¢
)
I
o

Q

Aus der Volumenerhaltung ergibt sich:

V = konst
= Ay = ¢y Ayt Ao
D2 D2 2
RECI A e s
=y D2 = ¢,-D2+4¢, D2 (15)

Setzt man Gleichung 14 in Gleichung 15 ein, ist die resultierende Gleichung nur noch von ¢4
abhéngig.

(Ckr 0 ) 2 2
. Dy, + ¢, - Dy (16)
(Ckr + Cmim + —“Duu)
AOLO>
D,

(Ckr

(Ckr + szx + —Aqbfu>

CQ‘D% = Cy-

=D} = ¢,- | D>+ D2

CQ'D%

(Ckr+<split+ )‘%5(7)
Dg + D% . \/(Ckr+<miz+)\%5u>

(17)



0,001521 ™

=c, =
0,001521 ™
= Co = s
0,0009 m?2 + 0,013768 m?2
~¢, = 0,1037 = 18)
- — s
= Cy = C2'A214_CO'AO
u
~ ¢y = 0142872 (19)
T - s

Der Druck nach der Vereinigung 1dft sich nun entweder aus Gleichung 12 oder 13 berechnen.

P p Ai-L
P5=p2+§'cg—§'cg' Dy
) ) Ao L P A L
§'C§+§'Cg' Ds +P'9'H+§Ci'<CkT+Cmm+ uDuu

— — —.C — — . CE -
7 P5 = P2 2'"p, 2 9% "D

P 2.)\1'L P
2

Ay - Ly,
_p’g'H_Bci‘<<kr+Cmim+ )

D,
k k k k k
= ps= 1,8 bar — 1 —0- — 4905 —2 —2 ~9__51 2 _ 15 29
ms ms ms ms ms
= ps = 1,75 bar (20)
d) Reynoldszahl im Rohr (3):
-D
Rey = 7% — 9,518 (21)
14
Re, > Reprip = 2.300
= turbulente Strémung im unteren Rohr.
Reynoldszahl im Rohr (4):
D
Rey = 220 — 9074 (22)
14

Re, < Reprir = 2.300
= laminare Strémung im oberen Rohr.



Losung Aufgabe 3:

a)
Hy
Fx,a = / prel(z)dz
h
Prei(2) =p-g- (H1 — 2)
H;
Fz,a:B/ p-g-(Hy—2)dz
h
Hy
1 2
Foa=B- [p'g-le—y)-g-z
h
1 2
Foa=5B-p g (Hi—h)
F, . = 306,562k N
b)

h h
My,G:B/ prel-zdz:B/ p-g-(Hy—2)-zdz
0 0
h
M(y,G):B[1/2-p-g-H1~z2—1/3-p-g-z3}0
Myg=DB(1/2-p-g-H -h*—1/3-p-g-h*)

M, = 32, 7kNm



c¢) Impulssatz:
Kontrollvolumen z.B. entlang der Wasseroberflache:

Po AVA w
g
H, Py
Z
T
h
) X G ()
1
1
g Y,
| "
|
<y x

Fre=Fpy1+Fr1—Fpo—Fpo
H;y
FszB/ p-g-(H —2)dz=1/2-B-p-g-H}
0
Hy
Fp,2=B/ p-g-(Hy—2)dz=1/2-B-p-g-Hj
0
F[71=p-u%-H1'B
F172:p~u%-H2-B

Fre=B-p(1/29- (H} = H3) +ui - Hy —u3 - H)

)

mit

H 2
Fm,C:B-p(l/Qg-(H%—HQQ)jL(uz-ﬁj> ~H1—u§-H2>

Fpe=263,735kN < Fy,!



Lésung Aufgabe 4:

a)

Fiir die gegebene Beziehung

+ o (ue-R— oyt
pe_yt (U R—y"-v) 1)
7 25 ur- R

sind zun#chst die Grofen u, sowie y™ zu bestimmen. Es gilt:
0.17 Pa -
up = W= (2R g1g0 (2)
p 1000 % 8

L _ Uy _uro 00130 % -0.0125m

Daraus folgt fiir y™:

= = =162.5 3
’ v g 1-10-6m @
Diese Werte in Gleichung 4 eingesetzt ergibt:
Mt
— =48.75 (4)
L
Fiir die turbulente Viskositéit u; gilt die Beziehung:
du
=p-12.]= 5
He = p \ dr’ (5)

mit der Prandtl’schen Mischungsweglinge [. Die Ableitung des angegebenen Geschwindig-
keitsprofils an der Stelle r = % ergibt:

(), = (), = =00 7), ©

Nach der Prandtl’schen Mischungsweglinge [ in Gleichung 5 aufgeldst ergibt sich nun:

48.75 -

3R P \|l7.1)3R
>y dr 1/ 55

=0.0119 m (7)

Die Berechnung der querschnittsgemittelten Geschwindigkeit w ist notig fiir die korrekte Skiz-
zierung der Profile in Aufgabenteil e). Es gilt

1[4 1 (B 2 (B
E:Z/O 7VL(7")clA"‘:7T—R2 ; u(r)-27rrdr:ﬁ/0 u(r) - rdr (8)

In Gleichung 8 das angegebene Geschwindigkeitsprofil u(r) eingesetzt und partiell integriert
ergibt:



u =

2. max R 7
= [ 1 7)o
0

R

Das nun noch bestehende Integral ergibt:

d) Zur Uberpriifung der vorliegenden Stromung muss die Re-Zahl herangezogen werden.

Re =

2 - Umaz

R2

D u-2-R-p

vy

12

= 200 = laminar

(10)

(11)
e) Bei der Skizzierung der verschiedenen Profile gilt es zu beachten, dass fiir das Blockprofil gilt

Umazr = U, fur das laminare Profil wu,,,, = 2 -u und fiir das turbulente Profil w4, =
u. Dariiberhinaus ist das turbulente 1/7-Profil breiter zu skizzieren als das laminare Hagen-
Poiseuille-Profil.

0.

=+ HP-Profil
= 1 1/7-Profil
= Blockprofil

]

. |

5 . 1 . . 1_.5 2
mittlere Geschwindigkeit

_ 60
49



Lésung Aufgabe 5:

e Losung Aufgabenteil a.)

MTe = 2,5 = ADu:AEu

r+1
Are 1 k=1, Z(s-1)
_ (1 (M2 -1 — 2637
JE Vo, <+/<;+1 (Mz. 1)
hre - b
= hpi; = ———=0,759
Di 2,637-p ——="
e Losung Aufgabenteil b.)
Ppi " Api - @pa = Ppi Abi ap;
A* X gk
Di — pf“ . a’f“, adiabate Stromung = a* = VKRT* = konst.
Abi Ppi  Api
A* * *
= - Di = pf“, mit Zustandsgl. p* = P "
Abii PDi R-T
A%, e RATH.
= —Di = Pbi ——Di adiabate Stromung = T = konst.
Abi R-Tp; - pp;
A}, Phii .
= 2t = —+, und mit Mpy = Mp; = 1, folgt
Api DPpi
Pbii. = < 2 >M:@ und damit
D0, Dii k+1 Po,Di’
A% i
- *DZ — pO,Du (1)
ADﬁ Po,Di

e Losung Aufgabenteil c.)

Die Zustandsénderungen von der Diise bis unmittelbar vor dem Verdichtungsstofs im Testbe-
reich kénnen als isentrop betrachtet werden. Der Zustand direkt vor dem Stof sei Zustand
1, derjenige direkt hinter dem Stof sei Zustand 2. Die Zustandsénderung iiber den Stof ist
adiabat aber nicht reversibel. Die Zustandsdnderungen im Bereich vom Diffusor bis direkt
hinter dem Stof sind ebenfalls isentrop.

Damit gilt folgendes:

My, = Mp.=2,5
Po,1 = Po,Di
Po,2 = Po,Ds:

Die minimale Fliche A7), des engsten Querschnitts des Diffusors, bei der der Diffusor gerade
nicht mehr unterkritisch ist, ergibt sich aus Gleichung (1), die in Aufgabenteil b) hergeleitet
bzw. angegeben ist:

Po,Dii
Po,Di

* *
pi = Abi-




Die Flache A7), hdngt also vom Totaldruckverlust iiber den Stof ab, der im folgenden berech-
net werden muss. Fiir die Machzahl M5 hinder dem Stof ergibt sich aus der entsprechenden
Stofkgleichung

Mz = 1+ 55 (ME—1)

L+ 357 (M7 - 1)
1,875
7125 %0

Die Total- bzw. Ruhedriicke vor und hinter dem Stof pp1 und ppo lassen sich durch die
Isentropenbeziehungen ausdriicken und ins Verhéltnis setzen:

k—1 )
po1 = P1'<1+ 5 M12>

k—1 m=1
Po2 = D2 <1+ 5 M22>
1_|_'€_*1.M2 ey
-, Por o _ ﬂ( 2 ) —, wobei PL ous der StoRgleichung
Do,2 P2 (1+H_*1.M2)ﬁ p2
7 2
p1 1 :
= = = 0, 1403 gewonnen wird.
b T T (o) g UM Eemeny
1+H_—1.M2 s
= Dol 0,1403-( 2 1)L=2,0074
Po2 (14 552-0,26)~1
= AL, = Aby-2,0074
= B b = hby-b-2,0074

= hp; > 1,52m

e Losung Aufgabenteil d.)

Durch den Verdichtungsstof kommt es zu einem Totaldruckverlust zwischen der Diise und
dem Diffusor (Energie wird dissipiert und die Entropie erhoht), sodass in diesem Beispiel die
Diffusorfliche fast doppelt so grof sein muss, wie die Diisenfliche, damit eine Uberschall-
durchstromung des Testbereichs moglich wird. Sobald ein Totaldruckverlust auftritt, wird

Ap,
Di > 1.
A

u

Auch ohne einen Verdichtungsstof wird durch Reibung in der Strémung (z.B. in der Grenz-
schicht) Energie dissipiert, wodurch ein Totaldruckverlust hervorgerufen wird.



Lésung Aufgabe 6:

a)

Die Stromung ist eben, d. h.:

0 0?
— == =0 1
e =gE=0 1)
Damit ergibt sich fiir die zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen mit konstanter Zahig-
keit :
ou ou ou Oop Pu  O%u
il e ) = k- = B , 2
p <at+“ oz az> oz M <8x2+8z2 @)
ow ow ow Op Pw 0w
it i ) = k- = (= 2
r <3t gy T 82) 8z T H <8x2+822> ®)
Die zweidimensionale Kontinuitatsgleichung lautet:
ou Ow
2422 4
oxr 0z )
Es wirkt die Erdschwere und kein anderes Kraftfeld, das bedeutet:
ke =0 kz:_p'g (5)
Die Stromung ist stationdr und damit gilt:
0
—=0 .
py (6)

Die Stromung ist in z-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

ou  ow Pu  Pw
9: 0 02 0 ! ™
Die Bedingungen (5) - (7) in die Gleichungen (2) - (4) eingesetzt ergibt:
ou Op 0%u
p-u- oz or M 022 (8)
ow op 0w
pru-ar = TP g e T s (9)
ou
- = 1
o 0 (10)

Wegen den Bedingungen (1) und (7) sind die Geschwindigkeitskomponenten u und w nur Funk-
tionen von x. Damit kénnen die partiellen Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten als
totale Ableitungen geschrieben werden. Man erhilt aus (8) - (10):

du Op du
e B Rl 11
Pt 1 8:E+'u dz? (11)
dw Op d?w
DN 12
prus— Prg=g TH 5 (12)
du
. (13)

Aus der Kontinuitét (13) folgt durch Integration:

u(z) =C (14)



mit der Intergrationskonstanten C. An der Wand gilt die Haftbedingung, d. h. u(z = 0) = 0.
Die Losung (14) in die Randbedingung eingesetzt fithrt zu u(z) = 0. Setzt man dieses in die
Navier-Stokes-Gleichungen (11) und (12) ein ergibt sich:

dp
pu— _—— 1
0 or ’ (15)
op d?w
0 Prg—m T T (16)

Mit Gleichung (15) und der Bedingung (1) ist der Druck keine Funktion von z und y. Damit
gilt p = p(z) und Op/0z = dp/dz. Eingesetzt in die Gleichung (16) erhdlt man:

oder umgeformt

dPw 1 dp
— .y, - _ 1
c)
A A
w(X) w(X)
\
! !
X X
Y vy
Spalt Film
d) Die Integration von Gleichung (17) ergibt:
dw 1 dp
— ==y . i 18
= (por E)ara (19)
Mit einer weiteren Integration erhilt man:
1
w(x):M-<p-g+j§>-x2+01-x+02 . (19)

Fiir den Spalt ergibt die Haftbedingung als Randbedingung ergibt an der linken Wand wg(z =
0) = 0 und am Férderband wg(x = b) = W. Eingesetz in Gleichung (19) erhélt man:

0 = Cy , (20)

1 dp 9
W = — (pgtr=2)-v2+Ci-b+Cy . 21
2 <pg+dz> +C1-b+Cy (21)



Gleichung (20) in Gleichung (21) eingesetzt und nach C; aufgeldst ergibt:

1 dp w
——— . |p- =) . b+ =
“1 2-p (p g+dz> +b

Die Konstanten in die Gleichung (21) eingesetzt fiihrt auf:

ws(x)z%-<p-g+%>-[(%)2—ﬂ weT (22)

Fiir den Druckgradienten dp/dz folgt nach Gleichung (17) dp/dz = konst.. Mit den Randbe-
dingungen p(z = 0) = py und p(z = L) = py + Ap folgt hieraus:

dp _pu+Ap—pu _ Ap
dz L L

Dieses in Gleichung (22) eingesetzt fiihrt schlieflich zur Losung:

w5 e )
i[5 (o) o9 ]

Fir den Kunststofffilm ergibt die Haftbedingung als Randbedingung an der linken Wand
wr(z = 0) = 0. Eingesetz in Gleichung (19) erhélt man:

, (23)

>y <R

0 = Cy . (24)

An der freien Oberfliche gilt v (x = d) = p - (dwp/dz)(x = d) = 0. Daraus folgt dwr/dz(x =
d) = 0. Eingesetz in Gleichung (17) erhélt man:

1 d
0:—-<p-g—|——p)-d+01
dz

Nach C; aufgelost ergibt:

1 dp
. . . ) 2
Ci = . <p g+ dz) d (25)

Die Konstanten in die Gleichung (19) eingesetzt fiihrt auf:

wF(z):%-<p-g+j—§>-[(2)2—?2} . (26)

Fiir den Druckgradienten dp/dz folgt wegen des konstanten Umgebungsdruckes dp/dz = 0.
Man erhélt somit aus Gleichung (26):

wp(w):%-ﬂg- [(2)2—2-3] )

oder umgeformt:




e) Die Volumenstrome im Spatt und im Film miissen gleich sein. Der Volumenstrom berechnet
sich mit der Tiefe ¢ senkrecht zur Zeichenebene aus:

V:/w(x)-t'dx . (28)

T

Gleichung (23) in Gleichung (28) eingesetzt fiihrt zum Volumenstrom Vg im Spalt:

b
. b2 Ap T\2 =z T
s = /[—2.M'<P'9+T>'[<z) —z}”v‘z}'t'dx
0
b
T x xr x7b
_Z'EL'HW'[EE]o't
2 A b b b
P
= — . (p. Y (22 ¢ 2t
Tl ) (5-2)
b

-t[W—b.—ZM-(p-g—i-%) . (29)

R (O

Gleichsetzen der Volumenstréme Vg = Vi fiirht auf die Gleichung:

1 b? Ap 1 d?
bt | W— —. . Ll =—Z.d-t-—-p-
2 [ 6-p (pg+L)] w Y

Nach der Geschwindigkeit aufgeldst erhdlt man:

b2 Ap\ 2 d &
W=—.(p- )2 20,
6 1 (p g+ L) pP-g

oder nach einer Umformung:

W = ‘2‘ .{f.<p.g+%>_d3.p.g} ) (31)




Lehrstuhl und Institut
fiir Stromungslehre
o. Prof. Dr.-Ing. H. QOertel

Losung der schriftlichen Priifung im Pflichtfach

Stromungslehre
Losung Aufgabe 1:
a) Velocity at inlet of Pipe 1, c¢g
Ve
Cgp = AE
(dqi)?
Ve=V; Ap=4,=" (41)
cg =04m/s
Velocity at outlet of Pipe 2, ¢y
1% : - dy?
cA:—A—lﬁm/s, (VA—V,AA—AQ:7r 2)
Aa 4

b) Total Pressure Loss in the Flow System, Apy,,,

Bernoulli (0 - 2) + Friction + Pump Work

2 2

+ C + C
- +P'g'20+Alp=p2+p 2

p0+p2

+p-g- 2+ Apy,,,

(po = P2 = Patm; co =0; zo = h1, 22 = h2)

2
p-C2

= Apy,,=p-g-(h1—ha)+Al, - 5

co=cy=16m/s

L 4x10°
vV 0.008

Al, = 5x 10° N/m?

Apy,,, = 48720 N/m?

28. Marz 2007

(8)

c) Total Pressure Loss in both pipes due to friction caused by the pipe lengths only, > Apy,

Total Pressure Loss (System) = ) Pressure Loss in pipes + », Minor Losses

Apv,., = > Apvy + 3 Apyy,
Z ApVR = Apvges - Z ApV]\/I

where; Z Ap‘/]\/[ = ApVE + APVA + APVK

(10)

(11)



Minor Losses at Inlet:

cp?  0.98-(1000) - (0.4)?

Apyy :gE'p.2 5 = 78.4 N/m?
Minor Losses at Outlet:
e 0.98-(1000) - (1.6)2
Apy, =Ca- 2 ;A = ( 2) (L6)° 19544 n/m?

Minor Losses at Bends:

-2 2

2 2

ApVK - APVKl + APVK2 = CKl :

Total Minor Losses:

> Apy,, =784+ 1254.4 4 784 = 2116.8 N/m’

Total Pressure Loss in both Pipes:

> Apy, = 48720 — 2116.8 = 46603.2 N/m?

Viscous Sublayer Thicknesses A1 and As, Pressure Loss coefficients A1 and Ao

Total Pressure Loss in Pipes = Pressure Loss in Pipe 1 + Pressure Loss in Pipe 2

1 L 1 L

ZAPVR = Ap‘/Rl + APVRQ = 5 dl 9 d2

For Pipe 1:

761‘d17 0.4 x 0.16 :5X104

R = =
€dy v 1.28 x 106

Flow is Turbulent in Pipe 1; = AL = Ay

Check for the hydraulic smoothness of Pipe 1
For hydraulically smooth pipe:

A > K

Aq 12.64

di (Re,, )3/

A1 =6.05x 104 m

Since A; > Kj,, so Pipe 1 is hydraulically smooth.

+2-Cx, P2 216+ 768 = 784 N/m?

(12)

(13)

(14)

(16)

(18)

(19)

(20)

(21)



Blasius law can be used to find A :

0.3164 0.3164
Ay = = =0.021
1 (R6d1)1/4 (5 X 104)1/4
For Pipe 2:
Co - d2 1.6 x 0.08 5
‘= T, T 128x10°6
So flow is Turbulent in Pipe 2; = A2 = Mg,

Check for the hydraulic smoothness of Pipe 2:
Ao 12.64

dy (Rey)??

Ay =18x10"*m

Since Ag < Kj,, so Pipe 2 is not hydraulically smooth.

1 5 Lo 1 14

Z .- 20 =S"A T .p.-2. 2

SRR > Apyy TR

2 do 1 14

N, = —— =2 . A — T .p.q2. 2

to p . 022 . L2 (Z pVR 2 p Cl dl
Aty = 0.036

(22)

(26)

(27)



Losung Aufgabe 2:

a)

_z .
dy v _ Ue asing

dv. uw gy (1 — e_ﬁcos%)

e_ﬁsinﬁ

(1 —e H cos%)
Es ergibt sich fiir jede Hohe z also ein aus parallelen Geraden bestehendes Stromlinienfeld, wobei

jede Stromlinie durch ein anderes C' (Integrationskonstante) berechntet wird. Bei Gleichung 1
handelt es sich also um eine Geradengleichung der allgemeinen Form

=y =

x+C (1)

y=m-x+C .

b) Da der Wind auferhalb der planetaren Grenzschicht in z-Richtung blést, kann der Winkel zwi-
schen dieser Richtung und der Stromlinienrichtung in der Hohe von z = 50 m, direkt durch die
Steigung m aus Aufgabe a.) berechnet werden: Fiir mergibt sich durch Einsetzen der Zahlen-

werte
m = 0, 8889.
180°
a = —— -arctan(m)
7r
— 41,63°

¢) Durch die Vorgabe einer konstanten Aufstiegsgeschwindigkeit w folgt
2(t) =W -t + z
Bahnlinien z(¢) und y(t):
T = )
=dr = u(t)dt= /da: = /u(t)dt

_ O L | O LA |
:>/dx U/[l e \H HCOS<H t+H dt; mit a H,b I

U ( / 1dt — / [e—(at+b>cos(at+b)] dt)

Das rechte Integral kann nach Substitution von (at + b) z.B. mit Hilfe des mathematischen
Taschenbuchs von Bronstein bestimmt oder per Hand durch zweimalige partielle Integration
berechnet werden, sodass sich

e—(at+b)

z(t) = U |t (sin(at + b) — cos(at +b))| + C1

ergibt. Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C'; folgt durch Einsetzen von t = g

—b
xg = U [O - Z—a(sin(b) —cos(b))| + C1
B_b
=C = z90+ U%(sin(b) — cos(b))
Ue™®

=uz(t) = Ut-—

50 [e=* (sin(at + b) — cos(at + b)) — sin(b) + cos(b)] + zo



y(t) wird analog zu x(t) berechnet und es ergibt sich

U/ [e_(at+b)sz'n(at + b)] dt

ef(at+b)

U 50 (—sin(at + b) — cos(at + b)) + Ca
ob

U%(—sin(b) —cos(b)) + Cs

—b

Yo + U%a(sm(b) + cos(b))

Ue™?
2a

[e=® (—sin(at + b) — cos(at + b)) + sin(b) + cos(b)] + yo



Loésung Aufgabe 3:

a)

d d
mep —T(/ p-Uodz—/ p'ul(z)dz)
0 0

. 1
WLCD:?O'Uo-d'T
mAp = Mcp

m=p-U-d-T

Fy =T- /pﬁ(ﬁ-ﬁ)dS+/p-ﬁdS
S S

/p-ﬁdSzO
s

By =T / pil(id - 7)dS
S

Fy =T- /pz_[(f[-ﬁ)ds—{—/puu ndS+/ dS—l—/pﬁ(ﬁ-ﬁ)dS
B BC CD DA

Ug,AB = Uz,cD = Up

Fy, =2T- (D/ pUZdS — /,ou?dS U /p(ﬁ-ﬁ)dS+ / p(i-)dS
A BC

AB CD

T-/p(ﬁ-ﬁ)dS:mAB, T-/p(ﬁ-ﬁ)dS:mcp
AB CD

d
/pu%dS =2 /pul(z)2dz
0

BC
, etc.

1
Fy, = ZpUgToz

c) Das Ablosekriterium lautet 7, = 0.

d) Die physikalischen Einstellungen sind: stationér, reibungsbehaftet, inkompressibel, 2-dimensional



Losung Aufgabe 4:

a) Berechnen Sie mit Hilfe des dquivalenten Durchmessers d = (4 - A)/(U) die Dicke der viskosen
Unterschicht A.

4-A 4-2h-b

d: =
U 2:-2h+2-b

=0,0Im

Die Strémung ist mit Re = 4000 turbulent liegt jedoch unter Re = 10° und somit im Giiltig-
keitsbereich der Blasiusgleichung

A 4
d N Re-)\t
L 0.3164
¢ = Re3/4
A 12,64
E - Re3/4

A = 0,0002513

b) Ermitteln Sie die Schubspannungsgeschwindigkeit u, und den Druckwiderstand c; in der vis-
kosen Unterschicht.

Us - d

1%

Usx = 0,404 m/s

du 0,5 - Uy
Tw = M'|£|:P‘V"T|

Tw = 0,8119N/m?
Tw

Ur = —
\/ p

ur = 0,02849m/s

Tw
cr = ————
f 1/2-p- U2,

cy = 0,009948

¢) Bestimmen sie an der Stelle A die Konstante k£ mit Hilfe der beiden Gechwindigkeitsprofile. Wie
grofs ist die prozentuale Abweichung der Steigung des 1/7-Potenzgesetzes in diesem Punkt? Wie
lasst sich die Abweichung erkléren?

In Hohe der viskosen Unterschicht A miissen beide Profile die gleiche Geschwindigkeit haben.
Fiir das Linear-Profil gilt somit:

u(A) =0,5-Ux = 0,202 m/s



Fiir die Bestimmung der Geschwindigkeit an der Stelle A im 1/7-Potensgesetz gilt z = h — A.
Durch Einsetzen in (1) erhélt man den Wert fiir k:

T‘A
u(z=h—-A) = k-uT-(uT)1/7:0,202 m/s
k = 5,36

Zur Berechnugn der Steigung wird Gleichung (1) nach z abgeleitet:

'(uT~h - uT~z)_6/7

-V 14 1%

Durch Einsetzen der Randbedingung und des Wertes k erhélt man:

du*(z=h—-A) _k-uz (uT-A

dz 7-v v

)6/T = 114,84

Die Steigung des linearen Geschwindigkeitsprofils wird wie folgt ermittelt:

du(A) 0,5 Us
= = —803, 82
dz A ’

Die prozentuale Abweichung lasst sich somit berechnen:

Zur Bestimmung der prozentualen Abeichung wird die Steigung des linearen Profils als Abso-
lutwert angenommen: 803.82. Der ermittelte Wert aus dem 1/7- Potenzgesetz lautet: 114,84
Daraus ergibt sich die prozentuale Abweichung mit

114,84 — 803,82
B 803, 82

-100% = 85.71%

Das 1/7-Potenzgesetz verliert in Wandnihe seine Giiltigkeit, da dort die Ableitung gegenoo
geht. Aus diesem Grund muss dieser Bereich gesondert modellert werden, in diesem fall mit
einem linearen geschwindigkeitsporfil.

d) Ermitteln Sie die turbulente Schubspannung an der Stelle A < x < § (6 = Grenzschichtdicke)
in Abhangigkeit der Mischungsweglénge [. Da sich die Stromung auflerhalb der viskosen Unter-
schicht befindet, kann der reibungsbehaftete Anteil vernachléssigt werden.

o= —p-uw
du*
W= B (S0
2.k Ur-h  ur-z
_ 2. (Y 2 T Ugr —12/7
Tt P (7'1/) ( v iy )
mit z = h — x folgt:
2.k Ur - X
N s 2 T -12/7
W= B (R



Loésung Aufgabe 5:

a) Die Ruhewerte in Abschnitt 3 entsprechen den Ruhewerten in Abschnitt 4. Daher gilt:

—1
T§:T§:T4-<1+“ M3>:1.8.T4:540K (1)
Po=pPy=pa- {1+ 5 M3 = 7.82-p, = 7.82 bar (2)
3_ 4 _ Do kg
=py= - =505 — 3

b) Da der engste Querschnitt gegeben ist, bietet es sich an, den Massenstrom folgendermafen zu
bestimmen:

o= poct A = A gy g (4)
PO ao
nD*? kg
— 0.634- V0833 T — - po - V/RRTy = 24.05 (5)

c) Die Machzahl M; ergibt sich mit Hilfe der iiber den Stof konstanten Ruhetemperatur Tj:

Mlz\/ﬁil(gfi—1>:1.52 (6)

Die Machzahl Ms ergibt analog zu

MQZ\/Kil(g—1>:0.71 (7)

d) Somit ergibt sich die Geschwindigkeit cg zu:

¢y = My - ay = My - \/kRTy = 310.90 % (8)

und die Querschnittsfliche Ay zu:

k+1

- A* k=1 9 2(k—1) B . 9
A2_M2 (1+K+1(M2—1)> =1.09-A* =0.019 m (9)




e) Wir betrachten zunéchst die gesuchten Grofen im Abschnitt 2:

m kg
=4.07 —=
Cco Ag m3

P2 =

p2 = paRT5 = 5.74 bar

Die Stofigleichungen liefern anschliefsend:

P2 = 2.34 bar

b1

Sl (M-

10

(10)

(11)

(12)



Loésung Aufgabe 6:

a) Die dreidimensionale Kontinuititsgleichung fiir inkompressible Stromungen lautet:

ou Jv OJw
— — — . 1
Oz + y + 0z 0 (1)

Die Stromung ist in z-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

ou v ow Pu v *w

Odr Oxr Ox 0x%2 Ox2  Ox? )
Die Stromung ist in eben in z- und z-Richtung:
0
ay =0 und v=0 . (3)
Mit den Gleichungen (2) und (3) folgt aus (1):
dw
— = . 4
3 =0 (4)

Daraus folgt w = C mit der Intergrationskonstanten C. An den Wéanden gilt die Haftbedingung
w(z = —H) = w(z = H) = 0. Die Losung von (4) in die Randbedingung eingesetzt fiihrt zu
w(z) = 0.

Die dreidimensionalen inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen bei konstanter dynamischer
Zahigkeit lauten:

Prlor " o " ey T 2) T e TH G2 Tz Ta2)

@-ﬁ-u @-ﬁ-v @-ﬁ-’w @ — f—@"i‘ &4_872”_'_872”
P\ ot B By 92) — T ey TH \e2 T2 T 8:2)
). (8w ow ow aw) Op L <82w 0w 82w>

o e T eyt ) T s 922 T o2 T 022

Mit Gleichung (2), (3), w = 0 und ohne Massenkrifte (Gravitation vernachlédssigbar) f, = f, =
f= =0 folgt:

ou Op 0%u
p- % - T ox + - 92 (5)
0 =0 , (6)
dp
0 ~ % (7)

Die Stromung ist stationdr und damit gilt:

Damit folgt aus den Gleichungen (5) - (7):
Op 0%u
0 = “or T Haz o (9)
0 =20, (10)
9p
_ _op 11
0 o (11)



Gleichung (10) fallt weg. Aus Gleichung (11) folgt dp/0z = 0. Damit ist der Druck keine
Funktion von z. Gleichzeitig ist der Druck wegen den Gleichungen (8) und (3) keine Funktion
von ¢ und y. Damit gilt p = p(x) und dp/dx = dp/dz. Eingesetzt in die Gleichung (9) erhalt
man:
dp 0%u
0 = —Lyp. 22 . 12
dz G 022 (12)
Wegen der Gleichungen (2), (3) und (8) ist die Geschwindigkeit u keine Funktionen von z, y
und ¢. Damit gilt u = u(z) und somit auch du/0dz = du/dz. Mit der Gleichung (12) erhilt man
dann:
dp du
0 = —Lypu.S0 . 13
dz G dz2 (13)
Aus Gleichung (13) erhélt man die beiden Differentialgleichungen die die Stromung der beiden
Fluide beschreiben zu:

A%y 1 d£

dz2 w dz (14)
2
% _ :2 . % (15)
c¢) Die zweimalige Integration der Gleichungen (14) und (15) ergibt:
ui(z) = 2'1u1-j§-22—|—01~2+02 , (16)
ug(z) = 2'1M2-(C11§-22+03'2+C4 . (17)

Die Haftbedingung an den Winden ergibt als Randbedingung ui(z = —H) = 0 und wus(z =
H) = 0. An der Trennfliche z = 0 lauten die Randbedingungen u;(z = 0) = u2(z = 0) und
wegen dem Spannungsgleichgewicht 71(z = 0) = (2 = 0). Eingesetz in die Gleichungen (16)
und (17) erhélt man:

L dp
= .~ .H?>-Cy-H 1
0 2,[1,1 dz Cl +CQ ) (8)
0 = L .4 H?>+C3-H+C (19)
RECHTRET: 3 4
Co = Cy (20)
pr-Cr = p2-Cs . (21)

Die Gleichungen (18) - (21) nach den Konstanten aufgelost ergibt (mit p; = 3+ p und pe = p):

2 dp H 1 1 1 dp
0, = B Y e Y (R SN < ¢ ’
prtpz dr 20 \p1 e 4-p do
1 1
Cy = — .dp.H2:<_ .dp.H2> 7
w1+ pe do 4-p dx
H 1 1
C; = M .dp..<_>:<_3.dp.H> ’
prt+pe dr 20\ ope 4-p de
1 dp 1 dp 2)
c, = — R N - L e N *
* 1+ po do ( 4-p do

12



Die Konstanten in die Gleichungen (16) und (17) eingesetzt ergibt:

1 dp .o M1—p2 Z 1t pe

0@ =~ P [+ imin 2t
1 d _

us(z) = — e I P L Sl B U 1

p1+ pz dz 2.y H 2 1o

Mit gy = 3 - g und po = p erhélt man als Ergebnis:

1 dp . 1 2z 2
- _ P g ,.7_,(
wul?) == @ [+3 H 3
1 dp o z z
=— R © L I P | (7
wl?) = -1 6 [+H o

sodass sich die folgende Geschwindigkeitsverteilung ergibt:

(24)

(25)

d) Da das Fluid 1 eine hohere Z&higkeit als Fluid 2 besitzt wird Fluid 2 stérker beschleunigt,

Aus dem Geschwindigkeitsprofil folgt die skizzierte Schubspannungsverteilung:

e) Nach der Skizze fiir die Schubspannungsverteilung muss die Stelle bei der 7 = 0 ist im Bereich

des Fluids 2 liegen, da sich dort das Geschwindigkeitsmaximum befindet. Aus Gleichung (25)

folgt dann fiir die Schubspannungsverteilung im Fluid 2:

du 1 d
TZ(Z):MTdiZQ:_* ﬁH[

4 dz 1_4'1}

H
Die Stelle z an der 72(z) = 0 ist folgt dann aus der Gleichung

e

13



Nach z aufgelost erhélt man:

|

14
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Losung Aufgabe 1:

2)

Mit einem Stromfaden von der Speicherwasseroberfliche zum Diisenende ergibt sich folgende
Bilanz:

1 1
p1+ pgz1 + 5p6? = pp + pghp + ipc% + Apy (1)
1 5
p1+ pght = pu + 5pcpy + Dpy (2)
Fir Apy gilt:

Durch die Kontinuitdtsbedingung gilt:

d 2
Crohr = CD1 * < & > (4>

droh'r

Somit folgt:

1
pr =pu — pgh1 + =pChy -

dp\* hL
2 1+CD+<> ‘[)\1‘+€E+CK1:|

dy dy

Mit den angegebenen Werten folgt hierdurch:

N k k
pr = 100.000—5 — 100.000—2 4 5848—2_. (1 4 0.4 + 0.4096 - 40.45) (6)
m ms ms

Und es folgt:

pr = 1.05 bar (7)

Zur Beantwortung dieser Frage muss zunéchst die entsprechende Reynoldszahl berechnet wer-
den:

RGD _ Crohr dl (8)

14

Wie aus Teil a) bekannt betragt ¢ o,

dp\" _ g o™ 9)
c =cp1-|— | =219—
rohr D1 dl s
Hieraus ergibt sich fiir die Reynoldszahl ein Wert von Rep = 42.750. Somit muss man von
einer turbulenten Stromung ausgehen. Bei der Frage nach der hydraulischen Glattheit muss
anschlieftend die Dicke der viskosen Unterschicht bestimmt werden:



A 12.64 ks
= I 0.00425 > 0.0025 = - (10)
dl R€3/4 dl

Die Dicke der viskosen Unterschicht ist folglich grofer als die mittlere Sandkornrauhigkeit. Die
Innenwand des Rohrs ist folglich hydraulisch glatt.

Mit Hilfe eines Stromfaden vom Diisenende D zum Scheitelpunkt der Parabel S kann die ma-
ximale Hohe der Parabel bestimmt werden:

1 1
pp +pgzp + 5pch = ps + pgas + 5pCs (11)
Da das Diisenende in einem Winkel von 45° angenommen ist. Ergibt sich eine gleichméfige

Aufteilung der Austrittgeschwindigkeit in Vertikal- und Horizontelkomponente:

1
B =cf =" (12)

cpl1 ==¢
\/5 1 S

Im Verlauf der Parabel nimmt die Horizontalgeschwindigkeit bis zum Scheitel auf den Wert
Null ab so dass hier nur noch der Betrag der Horizontalgeschwindigkeit vorhanden ist.

Somit folgt:

1 1 1
500%)1 = pgH + §P(§C%)1) (13)

Und fiir die maximale Scheitelhohe

02
H = 4%1 =0.3m (14)

Erneut mit einem Stromfaden von der Speicherwasseroberfliche zum Austritt ergibt sich:

1 l
pr + pghi = pu + §p02D2 (1A dill + (e + (k1) (15)
Daraus folgt fiir
- I
epy =, |— D PU P9 — 2,60 (16)
7P (L+ A1 &+ e+ (k1) §

Durch den Wegfall des Verlustes durch die Diise miisste die Austittsgeschwindigkeit zunehmen.
Der Volumenstrom mit Diise betrégt:

) 3
Vi = 0.00107— (17)
s
Nach dem Ersetzen der Diise betrigt er:
. m3
Vo =0.00132— (18)
s

Das sich also der Volumenstrom kaum &ndert, der Querschnitt der Austrittsfliche jedoch zu-
nimmt, muss die Austrittsgeschwindigkeit abnehmen.



e) Uber den Volumenstrom Vo = 0.00132]2—9 ergibt sich die Geschwindigkeit am Austritt der Steig-

leitung zu:

_ 4V

m
= —= =0.67T—
2 - d% S

(19)

Ein Stromfaden von der Brunnenwasseroberfliche bis zum Freistrahl in den Speicher ergibt:

1 1
ps -+ pgas + 5pc = pa+ pgha + S pcs + Dpy — Al

1 l
pu = pghs = pr+ pg - (ha + ha) + 5pc3 - (1 + Azd—z + (i) — Al

Fiir die volumenstromspezifische Pumpleistung ergibt sich folgich:

1 !
Al = (pr — pu) + pg - (b1 + ha + hs) + §pc§ (14 /\zd—z + (i)

N k k k
Al = 5000—; + 115.000— + 224.45—9_(1 4 6.3) = 121.638— 2
m ms ms ms

Damit ergibt sich die Leisung der Pumpe zu

L=V Al,=160,56 W

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)



Losung Aufgabe 2:

2t — 1
@
x
v =4y
a.)
Vorticity:
2 ou_
or Oy
Flow is irrotational as the vorticity is zero.
b.)
ou 2 v
—=—%#0 — =0
ot 705 ot
Flow is unsteady.
c.)
Equation of Streamlines:
dy _v
dr  u
d 4
W _ xdz
y 2t —1
1 2% e
ny = n
T L

where (' is the integration constant.

At time tg > 0, for P(xq, yo):




d.)

Path line vector components:

de (2t —1)
a7

xdx = (2t — 1) dt,
2

T 2

= t+C
9 + 29
22 =212 — 2t + C4

NI

z(t) = (212 — 2t + Cs)

— = =4
aw T

d

W _ yat,

)

Iny=4t+1nCy
y(t) = Cy- e

At time tg > 0, for P(xg, yo):

ol

g = (2t02 — 2t0 + Cg)

yo = Cy - *fo

Eliminating the integration constants Cs and Cjy from (11), (13), (14) and (15):

2(t) = [22 4+ 2062 — t — 2 + t)]2

y(t) = yo - €'

e.)

Equation of Streakline:

For P(xzo=1, yo=1) at any time ¢ > 0:
2(t) = [1 42062 — t — 2 + t)]2

y(t) =t

Eliminating t:

Substituing to=t—1-Iny in (18)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)



N | =

1 1
a::[1+t-lny—2-lny—8-(lny)2] (20)
For t = 1:
2
1
1 2| 2
x = 1—§-(1ny) (21)
h.)
Acceleration at Q(z =2,y =1) for t = 5:
x-component;
ou ou ou
P T e P 22
a 5 + Uas + v@y (22)
2 (2t —1) 73 )
p=o T
=7 x3 8 /
y-component;
ov ov ov
_Ov Ov v 23
Qy 8t+u8x+v8y (23)

ay =16y =16 L/T?

a=1/(az2+a,?) =18.42 L/T? (24)



Loésung Aufgabe 3:

a)

m2 = pPSchnee * Vé
= Tkg/s
mg = M1 = PHO Vs
Vo = L= 0,007 kg/s
PH>O
. D2
4, = = - =0,0314 m?
. D2
Ay = T2 0,126 m?
4
_ my
cg = —=0,22m/s
! PH,0 - A1 /
_ ey
= ——=— =0,14m/s
PSchnee * A2 /

Ein parabolisches, symmetrisches Profil ldsst sich mit der Gleichung
c(r) = —ar? + b beschreiben. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
¢(0) = ¢mae und ¢(R) = 0 ergibt sich das folgende Geschwindigkeitsprofil:

2
c(r) = cmaz(l— ﬁ)
Daraus lésst sich mit der Formel fiir den Massenstrom die maximale Geschwindigkeit ausrech-
nen:

Ry
my = / PSchnee * C(T) <Ay

—R,
R T'2
mg = 2- pSchnee/ Cma;v(l - ﬁ) wrdr
0
Ro 7,3
ma2 = 2 PSchnee * Cmaz 7T/ (T’ - ﬁ)dr
0 2
. R? R4
mg = 2- PSchnee * Cmax * T |:(22 - 4R2%):|
. PSchnee * Cmazx * T * R%
me =
2
o D
Cmax = T2 :2‘62:0728m/8

2
PSchnee * T R2



b) Kontrollraum:

Abbildung 1: Kontrollraum

allgemeine Formel fiir den Impulssatz: Fy = — [, p- ¥+ (7 - 7)dA
T
Ay ZD%
0.0314 m?
T
Ay ZD%
0.1257 m?

Fn

Fp,

Fg

Fp,

PH,0 - €1+ A
1,52 N

(pl - PO) <Ay
9420 N

g-G
98 N



FI? = pPSchnee * C(T)g : A2

Ro ) 2 )
= 2. pSchnee/ Cran(l — =5)° - rdr
0

2
= 2'pSchnee'cmam'7r/ (T_i_i
0

Kréftebilanz in x-Richtung:

9 r2 2t 6 71
= 2 pSchnee " Cmaz * T 5_@4_67% 0
R? R? R?
= 2 pSchnee Cq2na$ : 77(?2 - TQ + FQ)
1
= g * T PSchnee * C2mam : R%
= 1,3136 N
ZFI = —F9 - cosa
=F, = —1,3136-cos(30) =1,1376 N

Kriftebilanz in y-Richtung:

ZFy = Fn+ Fp1— Fr2 - sina — Fg,,

= F, = 9322,86 N

¢) Momentenbilanz um den Schwerpunkt S:

My

My

My

ZM = Mp + Mpy + Mpo, + M,

1,52 N 49420 N —0,6568 N — 98 N

Mpy = —(p1—po)-Ai-1=—Fp;-1=—4710 Nm

/ PH>0 * (’FX 51) . (51 . ﬁ)dA
A

-1 0 0
—/ PH50 * 0 X | a : c1
A 0 0 0

dA



[/ 4l co(r)cosa co(1)cosa cosa
Mp = — / PSchnee h | x| car)sina : co(r)cosa | - | sina dA
4 [\ 0 0 0 0
0
M, = —pSchnee / 4lca(r)sina — hea(r)cosa | - co(r)dA
A 0
Ro R>
MIz =  —PSchnee / Al 02(7")2 - sina - wrdr + PSchnee h - 62(T)2 - cosa - wrdr
—Ry —Rs
Ro R
M, = —2-pSchnee - 4 - sina/ CQ('I")2 ~rdr + 2 - pSchnee * b - cosa/ 02(1")2 - wrdr
0 0

Mit der Intergration aus Aufgabenteil ¢ ergibt sich:

M[2 = —F]zy -4Z+F[2x -h

M, = —1,3136 Nm+0,68256 Nm

= Y M =M, + My, = —4711,39 Nm



Losung Aufgabe 4:

e Losung Aufgabenteil a.)

ou

%%—

ou

u

52t

=0

o=

(%

7 0 (1)
_ou 10p 0 ( ou —

= —_ _-Z¥ - -7 2
"oy p Ox +3y <V3y uv) ®

Der letzte Term der Gleichung entspricht der turbulenten scheinbaren Schubspannung Tg’cy
und kann durch die Boussinesq-Annahme wie folgt ausgedriickt werden

ou

' e 90
Ty = —PUWV = it - 87y+%

Setzt man diese in Gl. (2) ein, folgt

N

ou 0

+ 00—
u Uay

ox

pOx

+ (vt 5
oy !

10p 8(

() ®

Es gibt keine zeitlich gemittelte vertikale Stromungskomponente, weil die Platte parallel in

x-Richtung iiberstromt wird (v =0

, g—z =0, % = 0). Dadurch und durch Einsetzen von GI.

(1) in Gl. (3) vereinfacht sich Gl. (3) zu

item Losung Aufgabenteil b.)
Die Integration [ dy liefert

0 (0u
0= aiy <8y(V‘|‘ l/t)>

9
C= 8—;(1/4— Vi)

Wertet man diese Gleichung an der Wand aus, verschwindet der Einfluly von 14 und man
erhélt mit der Definition der Wandschubspannung

Tw =

C =
C =

item Losung Aufgabenteil c.)

ou

pv—| +ptly 5| =pC
Wly=o ~—~— Yly=0
=0
o i Tw:pug
P
=



und damit

2 ou
o= G eaw)
~~ II
I
=konst.
P
ou  O(utu,) u2  out
g ay:a AN Yyt
=)
1 1 h 1 (1 4 "
I V+Vt:*(,u+,ut)_* /ﬁ+ﬂt/:t>:/%< +Mt)
p P\ My P My
= /;(HM,T)ZV(H/J)
2 9yt
uz ou
our
= 1—8y—+(1+u?) (4)

e Losung Aufgabenteil d.)

Der Prandtlsche Mischungswegansatz ist ein Ansatz zur Bestimmung von ;.

du
—p. 2. 2=
= p dy (5)

Die Prandtlsche Mischungsweglédnge [ ist definiert als die Weglange, die ein Fluidelement zu-
riicklegt, bis es sich durch den turbulenten Prozess vollstandig mit seiner Umgebung vermischt
hat und nicht mehr zu identifizieren ist.

item Losung Aufgabenteil e.)
Setzt man [ = 0 in (5) ein, folgt ¢ = 0, sodass sich Gl. (4) zu

ou™
o o

vereinfacht.



Loésung Aufgabe 5:

a.) Gesucht: Machzahl M), und Stromungsgeschwindigkeit ¢, in der Messkammer.
T

b ) 1)

(1"
= Mir = <TTN011 ) (ni)
- (S

203K 2
M2 _
M 130K ) (n — 1>
My = 2,50
W VTR (2)
ap = 343,11 m/s
ayy = Vk-R-130K (4)
ay = 228,55 m/s
1, a3 ag
§.CM+/€_1 - /4;—1 <5>
2
=3 = 1 (a — aky)
2
i o= o (343, 11m/5)? - (228,55m/5)%)

Alternativ aus Machzahl und Schallgeschwindigkeit!

b.) Gesucht: Durchmesser d* im engsten Querschnitt der Laval-Diise

Ay = -dy (6)
Ay = % (0.58m)?
Ay = 0,26m>



K+1

Ay _ 1 <1+H_1[M§4—1]>2(H) (7)

A* M s k+1

K —

oA = Ay (125 e 7o
oMM k+1M

k41

—1 2(1—k)
A* = 0,26m%-2,5- <1+'£ [2,52—1]>
k+1

A* = 0,1m?=d* =0,36 m

Alternativ iiber Massenstrom:

. - d* m-d
proe Ty e, T ©

= a* =313,2m/s, p* = 0,7537Tkg/m>, d*=0,356m

c.) Gesucht: Massenstrom durch den Uberschallwindkanal

m=p-c-A 9)

Wird hier mit Werten in der Messkammer berechnet.

1

PM Thp \ <t
o - ( To ) (10)
mit
Po
m = R (11)
B 1bar
PO = RI203K
po = 1,189kg/m?
T 1
PM M1\ 7t
Po - < 1o ) (12)
1
Thp \ =t
= = L ML
PM 0o ( T, )

pv = 0,156kg/m3
Werte fiir pps und Ajs aus vorherigen Aufgabenteilen.
m = py-cm-Ap (13)

0,156kg/m3 - 572,23m/s - 0, 26m>
m = 23,21kg/s

3
|



d.) Gesucht: Druck px im Kessel, Masse der Luft im Kessel myg bei Auftreten des

Verdichtungsstofses
Vor Stofs: pasy

PMv
bo

Pmov

Pbo
PMv
Po
= PMv

Nach Stof: pyrn

Pmov

PMn
PMw

PMn
= DPMn

PMn = PK
Masse im Kessel:
pr -V
= Mg

mg

mgK

e.) Gesucht: Messdauer im Windkanal bis Verdichtungsstoff auftritt.

Masse der Luft im Kessel bei t—0

k—1 TR
= (1 2,52
(1455 27)

= 0,0585

_ T k—1
- (1+ ”2 1M?W)

K

= 5852,77Pa

= 7,125
= 0,417bar

= m-R- TK — MK
PK - Vi
R Tk
0,417bar - 400m3

R-293K
— 198,36kg

Py, -V =m-R-Tg = my = 23,78kg

m - At
= At

= At
At

= Mg — Mg,

mg — mK()
m

198, 36kg — 23, 78kg
23,21kg/s

= 7,52s

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)



f.) Gesucht: Kesseldruck ab dem der gesamte Windkanal erstmals wieder vollkommen
stofifrei ist, Massenstrom

1 -1
14 M?M) (19)

203K 2
My = (=—=-1)-
M 290K > </<c—1>
My = 0,227
PM k—1 2>'j1
M~ (14 M 20
R (R (20

K—1 n—1
=>pM = p0‘<1+ 5 MJ%/[)

1 =
py = lbar - (1 + RT -0, 2272)

py = 0,965bar

Massenstrom ist gleich, wie der in c.) berechnete.

g.) Gesucht: Druckverliufe iiber Windkanal

p/PO‘

y

R S N

®
p—

\/

~——Messkammer —



Loésung Aufgabe 6:

a)

Die Strémung ist eben, d. h.:

0 0?
e L 1)
Damit ergibt sich fiir die zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen mit konstanter Zahig-
keit :
ou ou ou Op 0%u  0%u
== 22 ) = - 22 B il 2
P (6t+u oz " 82) = " 9g T <8w2+8z2 ’ 2)

p.<8w+u'8w+w‘6w> = (3)

Op 0%w
ot Ox b= gy T (

Pw P
0z or? 022

Die zweidimensionale Kontinuitéitsgleichung lautet:
Ou  Ow _,
or 0z

Es wirkt die Erdschwere und kein anderes Kraftfeld, das bedeutet:

ky=0

ky = —p-g-sin(a) k,=—p-g-cos(a)

Da der Einfluss der Schwerkraft normal zur Stromungsrichtung im Spalt, d. h. in z-Richtung
vernachlassigbar ist folgt hieraus:

ky=—p-g-sin(a) |, ky=0 |, k.=0 (5)
Die Strémung ist stationédr und damit gilt:
0

—=0 . 6

5 (6)

Die Stromung ist in z-Richtung ausgebildet, d. h. die Geschwindigkeitskomponenten &ndern
sich in z-Richtung nicht:

ou  ow *u  w
0~ or 02 0 " "
Die Bedingungen (5) - (7) in die Gleichungen (2) - (4) eingesetzt ergibt:

ou i Op 0%u
prw-o= = —p-g-sm(a)—a—ﬁ—i—ﬂ-@ ) (8)
P % = o T a2

ow

- = 1

P 0 (10)

Wegen den Bedingungen (1) und (7) sind die Geschwindigkeitskomponenten u und w nur Funk-
tionen von z. Damit kénnen die partiellen Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten als
totale Ableitungen geschrieben werden. Man erhélt aus (8) - (10):

du Op d?u

prws prg-sin(@) —o-tpe s (11)
dw Op d?w

e T e (12)
dw 0 (13)

dz



Aus der Kontinuitat (13) folgt durch Integration:
w(z)=C (14)

mit der Intergrationskonstanten C. An der Wand gilt die Haftbedingung, d. h. w(z = —s/2) =
w(z = s/2) = 0. Die Losung (14) in die Randbedingung eingesetzt fithrt zu w(z) = 0. Setzt
man dieses in die Navier-Stokes-Gleichungen (11) und (12) ein ergibt sich:

B i dp du

0 = —P'g‘sm(a)_%‘i‘ﬂ'@ ) (15)
_ op

0 = 5 (16)

Mit Gleichung (16) und der Bedingung (1) ist der Druck keine Funktion von y und z. Damit
gilt p = p(z) und Ip/dz = dp/dx. Eingesetzt in die Gleichung (15) erhdlt man:

. dp d?u
0 = —prgrsin(@) =g +n gz
oder umgeformt
d®u 1 . dp

Fiir den Druckgradienten dp/dx folgt nach Gleichung (17) dp/dx = konst.. Mit den Randbe-
dingungen p(z = 0) = px und p(z = L) = py folgt hieraus:

dp pu—pk _ Ap
de L L (18)
und
dp Ap
p(z) = pK—i—&-x:pK—T-x : (19)

Die Druckkraft |F},, | auf die Unterseite des Quarders in z-Richtung berechnet sich damit zu

_ _ Ap o t _ Ap _ pu+pK
|Fo.|= [ p(z)- T -de=|pg -2 ——-2°| - T=pg-L—— -L-T=———-L-T
2L " |, 2 2
0
Eine Kréftbilanz am Quader in z-Richtung ergibt damit:
—pU-L-T—FM'L-T—G'COS(OZ) =0 ,
— A
w-L-T—G-cos(a) = 7p~L-T—G-cos(a):0
Daraus folgt fiir die Druckdifferenz:
APZQ'L-T'COS(OZ) . (20)
Die Integration von Gleichung (17) ergibt:
d 1 d
J::H‘(p‘g‘sin(a)—i-di>~z+01 . (21)

Mit einer weiteren Integration erhélt man:
1 d
u(z):M-(p'g-sin(a)er];)-22+Cl-z+C2 . (22)



Fiir den Spalt ergibt die Haftbedingung als Randbedingung an der oberen Wand u(z = s/2) =0
und an der unteren Wand ug(z = —s/2) = 0. Eingesetz in Gleichung (22) erhélt man:

1 . dp s\ 2 s
1 . dp s\ 2 s

Subtrahiert man die beiden Gleichungen von einander und 16st nach C; auf ergibt sich:
Ci=0

Addiert man Gleichung (23) und Gleichung (24) und 16st nach C; auf erhélt man:

1 . dp 5\ 2
C: ‘M'(p'g'smm”dx)‘(g)

Die beiden Konstanten in die Gleichung (22) eingesetzt fiihrt auf:

1 d 2
u(z) = T (,0 - g -sin(a) + dx) . [22 - (g) ] . (25)
Setzt man den Druckgradienten aus Gleichung (18) in Gleichung (25) ein ergibt sich
1 A 2
u(z) = T <p - g -sin(a) — Lp> . [22 — (;) ] . (26)
Mit Gleichung (20) folgt hieraus schlieflich
1 2
u(z) = T <p -g-sin(a) —2- % 'cos(a)> . [zQ - (g) } . (27)

Der Volumenstrom im Spalt berechnet sich mit der Tiefe T" senkrecht zur Zeichenebene aus:

V= [uz- -T-dz . (28)

m\w‘m

2

Wegen der Symmetrie zur z-Achse von u(z) folgt hieraus

V=2 [uk)-T-dz . (29)
/



Gleichung (26) in Gleichung (29) eingesetzt fiihrt zum Volumenstrom V' im Spalt:

Il
=~
T~

s
s}

&
£
£

|
~|

>
=

Mit Gleichung (20) folgt hieraus schlieflich

1 s3

= —  — . . . —_ . . 2. . 1
TR (2-G-cos(a) —p-g-L*-T-sin(a))
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