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Kapitel 1

Einleitung

Die Regelungstechnik beschéftigt sich mit der gezielten Beeinflussung von techni-
schen Prozessen. Dabei werden zur Regelung von Grofen, die wichtig fiir den ablau-
fenden Prozess sind, iiberwiegend klassische Regelungskonzepte eingesetzt.

Ein klassisches Regelungskonzept stellt zum Beispiel ein Regler mit Proportional-
und Integrierglied dar. Dieser findet sich in vielen Regelungen, da er duferst ein-
fach zu realisieren ist und auch ohne spezielle regelungstechnische Kenntnisse so
betrieben werden kann, dass die gewiinschten Sollwerte des Prozesses eingehalten
werden. Zur Regelung von Systemen mit mehreren Eingangs- und Ausgangsgrofen
wird haufig ein Zustandsregler eingesetzt, der aufgrund der héheren Komplexitét oft
von Fachpersonal bedient werden muss.

Parallel zum Einhalten von Sollwerten miissen in der Automatisierungstechnik Pro-
zesse durch den Einsatz einer Steuerung gefithrt werden, damit sie einem ganz be-
stimmten Ablauf folgen. Eine Steuerung wird {iblicherweise mit einem ereignisdiskre-
ten Modell in Form eines Automaten oder Petri-Netzes auf einem Prozessleitsystem
realisiert. Eine Ab&nderung des komplexen Steuerungsalgorithmus ist dabei in der
Regel nicht vorgesehen, da dies nur vom Fachpersonal bewerkstelligt werden kann.

Die ganzheitliche Betrachtung des Gesamtprozesses, der sich aus unterlagerten Re-
gelungen fiir das Halten von Sollwerten und einer iibergeordneten Steuerung fiir
den Prozessablauf zusammensetzt, erfordert neuartige Regelungskonzepte, die im
Folgenden vorgestellt werden.

Der komplexe Gesamtprozess kann als hybrides System modelliert werden. Hybride
Systeme werden durch zeitgetriebene und ereignisgetriebene Teilsysteme beschrie-
ben, die in Wechselwirkung miteinander stehen. Damit kénnen Anfahrvorgéinge oder
Arbeitspunktwechsel mithilfe bestehender Analysemethoden fiir hybride Systeme
ganzheitlich untersucht werden. Mit Synthesemethoden fiir hybride Systeme kann
die Prozessfiihrung insgesamt verbessert werden, wie es durch eine gesonderte Opti-
mierung des zeitgetriebenen oder des ereignisgetriebenen Teilsystems nicht moéglich



2 Einleitung

ware. Die Kosten fiir den Betrieb des komplexen hybriden Prozesses, wie zum Beispiel
von Kraftwerksanlagen [GSC103], konnen durch den Einsatz hybrider Methoden oft
stark gesenkt werden.

Hybride Systeme stellen strenge Forderungen an den Entwurf einer Prozessfithrung,
da Stellgrofen- und Zustandsgrofenbeschriankungen beriicksichtigt und eine Einhal-
tung dieser Beschrankungen garantiert werden muss.

Die Prozessfithrung hybrider Systeme hat aufgrund verbesserter Analyse- und Syn-
thesemethoden in den vergangenen Jahren reges Interesse auf sich gezogen. Das
ereignisdiskrete Teilmodell wird héufig als Zustandsgraph, Petri-Netz oder durch
logische Verkniipfungen realisiert. Das zeitgetriebene Teilsystem wird entweder als
zeitkontinuierliches oder zeitdiskretes Teilmodell beschrieben.

Um die Prozessfithrungsstrategie auf einem Steuergerit realisieren zu kénnen, muss
beriicksichtigt werden, dass Zeitsignale dort nur zu Abtastzeitpunkten vorliegen.
Der Entwurf der Prozessfithrung muss bei der in dieser Arbeit untersuchten System-
klasse der zeitdiskreten stiickweise affinen Systeme an einem zeitdiskreten Modell
durchgefiihrt werden, da die Moglichkeit besteht, dass eine Umschaltung in der Sys-
temdynamik zwischen zwei Abtastzeitpunkten auftritt. Es treten deshalb bestimmte
Effekte durch die verspéatete Detektion einer Umschaltung ein.

Bei Verfahren, die zeitkontinuierliche hybride Modelle als Grundlage fiir die Prozess-
fiihrung verwenden, wird diese Eigenschaft der zeitdiskreten Signale nicht beachtet,
so dass das Ergebnis des Entwurfs bei der Anwendung am realen Prozess nicht immer
zufriedenstellend ist. Bei Umschaltungen treten dann oft schwerwiegende Fehler im
Prozessablauf auf. Die Verfahren, die zeitkontinuierliche Modelle nutzen, sind fiir den
praktischen Einsatz deshalb wenig geeignet. Es sollen aus diesem Grund effiziente
Verfahren fiir zeitdiskrete Prozessmodelle entwickelt werden, die die Eigenschaften
abgetasteter Signale schon beim Entwurf mit beriicksichtigen.

Aus der Literatur [Bor02, BM99| bekannte Verfahren, die ein zeitdiskretes System-
modell fiir den Entwurf einer Prozessfithrung fiir hybride Systeme einsetzen, sind
fiir die praktische Anwendung sehr rechen- und speicheraufwéndig.

In dieser Arbeit wird nun eine neue Prozessfiilhrungsstrategie vorgestellt, die auf
Basis eines zeitdiskreten hybriden Systemmodells in der Lage ist, Beschrankungen
der Stellgrofen und des Zustandsraums einzuhalten und dabei in der Realisierung
einen geringen Speicheraufwand und einen geringen Rechenaufwand bendtigt.



Alle bekannten und die im Weiteren entwickelten Verfahren setzen ein affines Zu-
standsraummodell mit messbaren Zustandsgrofen voraus.

Die Arbeit ist formal wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 wird die Einfithrung hybrider Systeme mit einfachen Beispielen moti-
viert, und es werden sowohl die Eigenschaften als auch die Modellformen fiir hy-
bride Systeme eingefiihrt. Es schliefst sich nach der Charakterisierung der Syste-
meigenschaften ein Vergleich zur klassischen Systemtheorie an. Mathematisch wird
die Dynamik des Systems durch zeitdiskrete, stiickweise affine Systeme dargestellt,
die jeweils in einem Gebiet im Zustandsraum giiltig sind. Diese Gebiete werden im
Folgenden durch Polytope beschrieben. Das Kapitel schlieft mit der Zusammen-
stellung einiger Besonderheiten, die speziell bei zeitdiskreten hybriden Systemen zu
beobachten sind.

Die gezielte Beeinflussung der Systemdynamik durch eine Regelung bzw. eine Steue-
rung wird in Kapitel 3 untersucht. Zunichst wird ein Uberblick iiber klassische
Regelungsverfahren gegeben, anschliefsend werden bekannte Regelungsverfahren fiir
hybride Systeme erldutert. Das Kapitel schliefit mit einem Vergleich der klassischen
und der hybriden Regelungsverfahren.

In Kapitel 4 wird die neu entwickelte globale Prozessfithrungsstrategie fiir hybride
Systeme vorgestellt. Das Modell fiir die globale Prozessfiihrung wird durch einen
Graphen représentiert, bei dem ein Knoten einer auf einem Gebiet im Zustandsraum
definierten Dynamik zugeordnet ist. Die Kanten im Graphen geben an, ob eine
Trajektorie aus einem Gebiet in das Nachbargebiet, in dem eine andere Dynamik
gilt, iiberfithrt werden kann. Die globale Prozessfilhrungsstrategie wird so durch
eine Wegsuche im Graphen abgebildet. In der Graphenstruktur kénnen Gebiete als
verboten deklariert und somit als mogliche Teile von Ergebnissen bei der Wegsuche
ausgeschlossen werden. Das Einnehmen eines gewiinschten Zustandspunkts in einem
Gebiet wird durch eine sogenannte Endgebietsregelung vorgenommen.

Die lokalen Regelstrategien werden in Kapitel 5 vorgestellt, mit deren Hilfe die Uber-
trittsregelung und die Endgebietsregelung berechnet werden kénnen. Fiir beide Re-
gelungen werden dabei zwei Verfahren zunédchst auf simplexférmigen, dann auf po-
lytopférmigen Gebieten beschrieben. Hierzu sind Bedingungen an die Stellgréfsen in
den Ecken der Simplexe beziehungsweise Polytope zu erfiillen. Anschlieffend werden
die beiden neu entwickelten Verfahren mit den existierenden verglichen. Zum Ende
des Kapitels werden fiir diese Verfahren noch Erweiterungsméglichkeiten vorgeschla-
gen.

In Kapitel 6 werden mehrere Anwendungsbeispiele solcher Systeme beschrieben, die
sich in hybride und stiickweise affine Systeme aufteilen lassen. Es werden ein Zwei-
Tank-System und ein Drei-Tank-System als hybride Systeme vorgestellt. Bei den
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stiickweise affinen Systemen werden die Druckregelung einer Kupplung und die Re-
gelung einer Lose im Antriebsstrang eines Fahrzeugs untersucht. Die erzielten Er-
gebnisse unterstreichen die Relevanz der Prozessfilhrungsstrategien in der Praxis.

In Kapitel 7 wird die Arbeit zusammengefasst. Im Anhang sind Anmerkungen und
Beweise zusammengestellt.



Kapitel 2

Grundlagen hybrider
Systeme

In diesem Kapitel werden die Grundlagen fiir die im weiteren Verlauf der Arbeit
untersuchte Systemklasse der hybriden Systeme gelegt, die im Wesentlichen durch
Wechselwirkungen zwischen einer sogenannten zeitgetriebenen und einer ereignisge-
triebenen Dynamik beschrieben werden kann. Es folgt zunéchst eine Einfiihrung in
diese Systemklasse.

Die Merkmale dieser beiden speziellen Systemdynamiken werden anschliefsend be-
schrieben.

Damit ist es moglich, Modellformen fiir hybride Systeme anzugeben. Ein wichtiger
Aspekt dabei ist die mégliche Beriicksichtigung von Stellgréfen- und Zustandsraum-
beschrankungen. Um diese Beschrankungen geeignet darstellen zu kénnen, wird der
Zustandsraum in Gebiete aufgeteilt.

Diese Gebietsbeschriankungen stellen an den Reglerentwurf, der einen wesentlichen
Teil der vorgestellten Prozessfiihrungsstrategien repréisentiert, durch die heute iib-
liche zeitdiskrete Realisierung auf einem Steuergerdt eine besondere Herausforde-
rung dar. Haufig ist das Ziel einer Regelung, ausgewidhlte Grofen des Systems in
bestimmten Wertebereichen zu halten oder diese gezielt zu verdndern. Wird bei die-
sem Regeleingriff die zeitdiskrete Realisierung des Reglers nicht beachtet, so kann
das Regelungsziel unter Umsténden nicht erfiillt werden. Deshalb soll in dieser Ar-
beit eine Prozessfiithrungsstrategie entwickelt werden, die das zeitdiskrete Verhalten
der Strecke schon beim Entwurf beriicksichtigt, sodass eine erfolgreiche Realisierung
der Regelung gewahrleistet wird.
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2.1 Einfiihrung in hybride Systeme

In der Regelungstechnik wird iiblicherweise versucht, ein méglichst einfaches Modell
anzugeben, das geeignet ist, das dynamische Verhalten zwischen den Ein- und Aus-
gangsgrofen der realen Strecke geeignet nachzubilden. Ist ein spaterer Reglerentwurf
beabsichtigt, dann bietet sich zur Beschreibung des Systems ein lineares zeitinvarian-
tes Modell an, wenn sich damit das Verhalten geeignet nachbilden lasst. Es existieren
hierflir aufgrund der einfachen linearen Zusammenhénge sehr viele Analysemethoden
und Reglerentwurfsmethoden (siehe z.B. [F694, Lun05]).

Oftmals reicht die Genauigkeit der linearen Modelle fiir die Modellbildung aber
nicht aus, und es muss auf nichtlineare Modelle [F698, F693b] zuriickgegriffen wer-
den. Zwar kann mit nichtlinearen Modellen eine hohere Genauigkeit erzielt werden,
allerdings ist die Modellbildung, die Systemanalyse und die Reglersynthese weitaus
schwieriger und fithrt sehr oft zu keinem befriedigenden Ergebnis.

Fiir die Modellierung dynamischer Systeme ist das Zustandsraummodell weit ver-
breitet. Das zeitkontinuierliche Zustandsraummodell eines nichtlinearen Systems ist
wie folgt definiert:

Definition 2.1 (Nichtlineares zeitkontinuierliches Zustandsraummodell):
Das nichtlineare zeitkontinuierliche Zustandsraummodell setzt sich aus einer nicht-
linearen Zustandsdifferenzialgleichung

i(t) = [ (z(t), ut),t) mit 2(to) = (2.1)

T

und einer nichtlinearen Ausgangsgleichung
y(t) = [, (@(t), ut), 1) (2.2)

zusammen, wobei f (-) und iy() beliebige nichtlineare Funktionen darstellen.
Der Anfangszustand x, wird als bekannt vorausgesetzt.

Eine weitere Moglichkeit zur Modellierung dynamischer Systeme stellen die hybri-
den Systeme dar, die auch als eine Erweiterung der nichtlinearen Systeme aufgefasst
werden konnen. Zusétzlich zu der Differenzialgleichung (2.1) und der Ausgangsglei-
chung (2.2) wird héufig eine Sprunggleichung angegeben, mit der sich Spriinge im
Zustand realisieren lassen. Spriinge werden zusammen mit Umschaltungen spéter
auch als hybride Phdnomene bezeichnet.

Zusammen mit der Moglichkeit, die dynamischen Eigenschaften des Systems in der
Differenzialgleichung (2.1) durch nichtlineare Zusammenhénge in der Zustandsiiber-
gangsfunktion f T() abrupt &ndern zu kénnen, lassen sich sehr komplexe dynamische
Systeme mit Hilfe der Klasse der hybriden Systeme abbilden. Das Auftreten eines
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Sprungs im Zustand oder die Anderung der Dynamik wird nicht abhingig vom
zeitlichen Verlauf, sondern durch den Eintritt eines Ereignisses hervorgerufen und
modelliert. Dies erfordert, dass parallel zum Zustandsraummodell eine iibergeordne-
te Instanz existiert, die Ereignisse auslosen kann. Diese Instanz wird in Form eines
Petri-Netzes [Abe90] oder eines Zustandsgraphen [Lun06] realisiert.

Hybride Systemmodelle bestehen also grundsétzlich aus einem zeitgetriebenen Mo-
dell, das mit einem ereignisgetriebenen Modell in Wechselwirkung steht und so das
hybride Gesamtmodell bildet. In [WB04, Nen01] werden zum Beispiel auch nichtli-
neare Zustandsraummodelle fiir die Modellierung des zeitgetriebenen Systemanteils
vorgeschlagen.

Wird das nichtlineare zeitgetriebene Modell in einem Arbeitspunkt linearisiert, so
erhélt man ein affines Zustandsraummodell, das durch eine einfache Transformation
in ein lineares Zustandsraummodell tiberfiithrt werden kann. Fiir lineare Modelle
stehen ausgereifte Analyse- und Synthesewerkzeuge zum Beispiel in [F694, Lun05]
zur Verfiigung.

Das lineare zeitinvariante Zustandsraummodell wird wie folgt definiert:

Definition 2.2 (Lineares zeitinvariantes Zustandsraummodell):
FEin lineares zeitinvariantes Zustandsraummodell besteht aus einer linearen Zu-
standsdifferentialgleichung

&(t) = Az(t) + Bu(t) mit zo = z(to) (2.3)
und einer linearen Ausgangsgleichung

y(t) = Cx(t) + Du(?) (2.4)

mit den zeitinvarianten Matrizen A, B, C und D. Der Anfangszustand x, wird
als bekannt vorausgesetzt.

Im Weiteren soll die Zustandsdifferenzialgleichung (2.3) um einen konstanten Vek-
tor a erweitert und ein moglicher Durchgriff in der Ausgangsgleichung (2.4) ver-
nachléssigt werden, es gilt D = 0. Das Ergebnis ist die Definition fiir das affine
Zustandsraummodell.

Definition 2.3 (Affines zeitinvariantes Zustandsraummodell):
Das affine zeitinvariante Zustandsraummodell besteht aus einer affinen Zustands-
differentialgleichung

i(t) = Az(t) + Bu(t) + a mit 2o = z(to) (2.5)
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und einer linearen Ausgangsgleichung
y(t) = Cx(t) (2.6)

mit den zeitinvarianten Matrizen A, B und C und dem zeitinvarianten Vektor
a. Der Anfangszustand x, wird als bekannt vorausgesetzt.

Fiir eine zeitdiskrete Betrachtung der Systemdynamik, wie sie zum Beispiel fiir li-
neare Systeme nach Definition 2.2 in [F693a, Lun04] hergeleitet werden, ergibt sich
bei Anwendung auf das affine System nach Definition 2.3 folgende Definition fiir
zeitdiskrete affine Zustandsraummodelle:

Definition 2.4 (Affines zeitdiskretes Zustandsraummodell):
Ein affines zeitdiskretes Zustandsraummodell besteht aus einer affinen Zustands-
differenzengleichung

Ty = Lxy + Huy, + ¢ mit 25 = 2(0) (2.7)
und einer linearen Ausgangsgleichung

y, =Cuzy (2.8)
mit den zeitinvarianten Matrizen ®, H und C und dem konstanten Vektor o.
Der Anfangswert x wird fir to = 0 als bekannt vorausgesetzt.

Der Index k bzw. k + 1 représentiert den zugehorigen Wert der Zeitfunktion zum
Zeitpunkt kT bzw. (k+1)T', wobei T fiir die Abtastzeit steht. Es gilt so zum Beispiel
Ty =z ((k+1)T).

Diese Darstellung fiir das zeitdiskrete affine Zustandsraummodell kann leicht mit
den Berechnungsvorschriften

T T
d=e4T = / e 4" dv B und % :/ e A dva (2.9)
0 0
aus den Parametern A, B und a der zeitkontinuierlichen affinen Zustandsraumdar-

stellung nach Definition 2.3 berechnet werden. Die Berechnung von ® und H wird
in [F693a, Lun04] und die von ¢ in [Sch04b| ausfiihrlich hergeleitet.

In Weiteren beschrinkt man sich auf die Darstellung von Systemen mithilfe affiner
zeitdiskreter Zustandsraummodelle nach Definition 2.4, die strukturell dem linearen
Zustandsraummodell sehr dhnlich sind. Es kénnen so Analyse- und Synthesemetho-
den der linearen Systemtheorie unter Vernachlassigung etwaiger Beschrankungen der
Zustands- und Stellgrofen fiir eine lokale Aussage, in einer kleinen Umgebung nahe
der Ruhelage des Systems, verwendet werden [Son81].
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Die Modellierung eines Systems durch ein hybrides Systemmodell kann sich
e durch exakte physikalische Modellbildung,
e durch vereinfachte physikalische Modellbildung,
e durch stiickweise affine Approximation nichtlinearer Dynamik und
e durch diskrete Eingangsgrofen
ergeben.

Jede dieser vier Modellierungsméglichkeiten wird im Folgenden mit mindestens ei-
nem Beispiel ndher erldutert.

2.1.1 Hybrides Systemmodell durch exakte physikalische Mo-
dellierung

Als erstes Beispiel wird die Lose in einem Antriebsstrang eines Kraftfahrzeugs aus
[HWBKO06| betrachtet. Der Antriebsstrang leitet das vom Verbrennungsmotor auf-
gebrachte Moment an die Réder weiter. Dabei werden in mehreren Getrieben die
Drehzahl und das Moment angepasst. Die Lose stellt dabei den auftretenden Zwi-
schenraum zwischen den Z&hnen zweier Zahnriader dar, wenn diese ineinander grei-
fen.

< el l=
¢ —-a +a x >
A
; >
-b
(a) Lose bei Zahnriadern (b) Hysteresekennlinie

Abbildung 2.1: Beispiele zur exakten physikalischen Modellierung von hybriden
Systemen

In Abbildung 2.1(a) ist die Lose als Spalt mit der Breite A zwischen den Zahnré-
dern dargestellt. Haften die Zahnrdder aneinander, dann kann man dies mit einer
bestimmten Dynamik beschreiben. Losen sich die Zahne voneinander, é&ndert sich
diese Dynamik abrupt, da die Kopplung zwischen Last und Motor verloren geht.
Verdrehen sich die Zahnréader noch weiter gegeneinander, wird der Kontakt und da-
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mit die Kopplung nach Durchlaufen der Lose wiederhergestellt. Es ergeben sich so
insgesamt drei unterschiedliche Bereiche fiir die Dynamiken im Zustandsraum.

Ein weiteres Beispiel stellt die Hysteresekennlinie dar, die zum Beispiel zur Model-
lierung des Verhaltens magnetischer Werkstoffe bendtigt wird. In Abbildung 2.1(b)
ist die Hysteresekennlinie abgebildet, sie kann durch die Funktion

b fir z>a
—b fir z<a
fir —a<zx<aAz<0
—b fir —a<z<aAz>0

(2.10)

beschrieben werden. Im Bereich —a < z < a existieren zwei unterschiedliche Werte
fiir y(z, ), je nachdem, ob die Aste der Hysterese positiv mit & > 0 oder negativ
mit & < 0 durchlaufen werden.

Ein abschlieftendes Beispiel fiir die exakte physikalische Modellierung stellt das Tank-
System aus [HSK04b, HMO03] dar, wie es in Abbildung 2.2(a) dargestellt ist. Der Tank
verfiigt {iber einen Zulauf mit 0 < ¢ < quax, jedoch iiber keinen Ablauf. Wird die
Fiillhohe von h = h; iiberschritten, dann vergrofert sich abrupt die Grundflache,
wodurch sich die Dynamik des Systems &ndert.

(
)

y <

(a) Tank-System (b) Springender Ball

Abbildung 2.2: Beispiele zur exakten und vereinfachten physikalischen Modellie-
rung von hybriden Systemen

Bei diesen drei Beispielen wurden bei der makroskopischen Betrachtungsweise kei-
ne Vereinfachungen gemacht. Natiirlich wurden mikroskopische Effekte vernachlés-



2.1 Einfiihrung in hybride Systeme 11

sigt, wie Deformationsvorgénge der Zahne beim Kontakt unterschiedlicher Zahnréader
oder Kohésionseffekte an der Oberfliche der Fliissigkeiten im Tanksystem.

Im n#chsten Abschnitt soll ein Beispiel dargestellt werden, bei dem die Vereinfachung
makroskopischer Effekte einen wesentlichen Teil der Modellierung darstellt.

2.1.2 Hybrides Systemmodell durch vereinfachte physikali-
sche Modellierung

Betrachtet man den springenden Ball aus [HSK04b], so umfasst das hybride Modell
zwei wesentliche Teilaspekte.

In Abbildung 2.2(b) ist die Position des Balls iiber dem Grund dargestellt. Ein Teil
der Bewegung findet oberhalb der Grundfléche statt, der andere Teil besteht aus der
Kontaktsituation mit dem Grund selbst. Oberhalb der Grundfliche kann die Bewe-
gung mit einem einfachen linearen Modell dargestellt werden, bei dem die Position
iiber dem Grund und die Geschwindigkeit des Balls zwei Zustandsgrofien darstellen.
Bei Eintreten der Kontaktsituation, die als Ereignis in Abhéngigkeit der Ballhhe
modelliert wird, bleibt die Position konstant, und die Geschwindigkeit &ndert das
Vorzeichen.

Bei dieser Art der Modellierung wird der komplizierte Deformationsvorgang beim
Kontakt mit dem Grund als makroskopischer Effekt betrachtet und durch die Mo-
dellierung mit einem Ereignis stark vereinfacht.

2.1.3 Hybrides Systemmodell durch stiickweise affine Appro-
ximation nichtlinearer Dynamik

Als Beispiel fiir eine affine Approximation einer nichtlinearen Dynamik wird das
Tanksystem in Abbildung 2.3(a) betrachtet. Es verfiigt iiber einen Zulauf ¢ und
einen Ablauf ), die Héhe im Tank folgt dabei einer nichtlinearen Dynamik, d.h.
die Anderung der Héhe h im Tank héingt nichtlinear von der Hohe h selbst ab, es
gilt h ~ vh. Die zugehorige nichtlineare Kennlinie, die sich aus dem Gesetz von
Torricelli ergibt, ist in Abbildung 2.3(b) dargestellt.

Wird nun der nichtlineare Verlauf der Kennlinie durch Geradenstiicke stiickweise
affin approximiert, wie in Abbildung 2.3(b) dargestellt, dann stellt dies ein hybri-
des System dar. Diese Approximation von nichtlinearen Systemen wird in [Son81]
vorgeschlagen. Die nichtlineare Dynamik wird dabei um mehrere Zustandspunkte
linearisiert, die nicht unbedingt Ruhelagen des Systems darstellen miissen. Bei einer
Linearisierung eines nichtlinearen Systems um den Arbeitspunkt [F694], der eine
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(a) Tanksystem (b) affine Approxi- (¢) Tanksystem mit diskre-
mation tem Ventil

Abbildung 2.3: Beispiele zur Modellierung von hybriden Systemen durch stiick-
weise affine Approximation und durch diskrete Eingangsgrofien

Ruhelage des Systems darstellt, wird der Ursprung des urspriinglichen Koordina-
tensystems in die Ruhelage verschoben, und anschliefend werden die Abweichun-
gen der Zustandsgrofsen um diese Ruhelage fiir weitere Berechnungen verwendet.
Unterbleibt diese Verschiebung des Ursprungs, erhélt man automatisch eine affine
Zustandsdifferenzialgleichung als Ergebnis der Linearisierung, die mittels einer Tay-
lorreihenentwicklung und Abbruch der Taylorreihe nach dem linearen Glied durch-
gefithrt wird. Der affine Anteil entspricht dabei dem ersten Entwicklungsterm der
Taylorreihenentwicklung der Funktion iw(gRuhe,gRuhe,t) aus Gleichung (2.1) um
den Entwicklungspunkt (Zpunes Urune)- Jedem Zustandspunkt wird anschliefend ein
kleiner beschrankter Bereich zugeordnet. Durch das Aneinandersetzen der einzelnen
Bereiche kann fiir den betrachteten Gesamtbereich im Zustandsraum eine stiickweise
affine Approximation der nichtlinearen Dynamik angegeben werden.

2.1.4 Hybrides Systemmodell durch diskrete Eingangsgrofien

In Abbildung 2.3(c) ist das Tanksystem aus Abbildung 2.3(a) dargestellt, allerdings
verfiigt es nun iiber ein Ventil im Ablauf, das nur diskret geschaltet werden kann.
Die Dynamik kann hier direkt durch eine Eingangsgréfie umgeschaltet werden. Dieses
Umschalten kann durch ein hybrides Modell sehr einfach nachgebildet werden.
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Im néchsten Abschnitt werden die zwei Beschreibungen fiir zeitgetriebene und ereig-
nisgetriebene Systemdynamiken erldutert, die speziell bei der Modellierung hybrider
Systeme verwendet werden.

2.2 Beschreibung der Systemdynamik

Bei den hybriden Systemen stehen zeitgetriebene und ereignisgetriebene Dynamiken
in Wechselwirkung miteinander. Es werden deshalb zunéchst die Begriffe der zeitge-
triebenen und der ereignisgetriebenen Modellierung eingefiihrt und deren Merkmale
erlautert.

2.2.1 Zeitgetriebene Modellierung

In der Physik [GKV86] und Chemie ist es bei der Erstellung eines dynamischen Mo-
dells {iblich, dieses mit nichtlinearen Differenzialgleichungen zu beschreiben. Diese
Differenzialgleichungen koénnen von hoher Ordnung sein. In der Systemtheorie wer-
den sie in ein System von Differenzialgleichungen erster Ordnung umgewandelt und
als Zustandsdifferenzialgleichungen bezeichnet.

Nach der Umwandlung in ein System von Differenzialgleichungen erhélt man das
in Definition 2.1 erwéhnte nichtlineare Zustandsraummodell. Die Verdnderung der
Zustandsgrofen hiangt vom Parameter Zeit ab, woraus sich der Begriff der zeitge-
triebenen Modellierung ableitet.

Im Weiteren werden die affinen Systeme, die auf das affine zeitkontinuierliche Zu-
standsraummodell aus Definition 2.3 fiihren, fiir den zeitgetriebenen Systemanteil
des hybriden Systems verwendet. Die zeitdiskreten affinen Systeme nach Definiti-
on 2.4 zadhlen ebenfalls zur zeitgetriebenen Modellierung.

Die in der Regelungstechnik verwendeten Ubertragungsfunktionen zihlen auch zu
den zeitgetriebenen Modellen, da diese durch eine einfache Transformation aus den
linearen Zustandsraummodellen nach Definition 2.2 gewonnen werden kénnen.

2.2.2 FEreignisgetriebene Modellierung

Die ereignisgetriebene Modellierung stellt eine besondere Modellform dar, die aus
diskreten Zusténden und Zustandsiibergéngen besteht. Sowohl die Zusténde als auch
die Zustandsiibergéange stellen dabei eine abzahlbare Menge dar. Die Analyse dieser
Systeme wird dadurch erschwert, dass keine natiirliche Ordnung [Eng97| zwischen
den Zustdnden besteht und so kein Maf fiir Ndhe oder Nachbarschaft existiert. Fiir
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die Beschreibung von ereignisdiskreten Systemen werden iiberwiegend Automaten
und Petri-Netze verwendet.

In [Kie97, Lun06| werden als typische Beispiele fiir die Modellierung mit einem Au-
tomaten ein Getrdnke- und ein Fahrkartenautomat aufgefiihrt. Automaten [Kie97,
Lun06, Lip95] werden durch Graphen beschrieben, deren Knoten meist iiber gerich-
tete Kanten verkniipft sind. Die diskreten Zusténde stellen bei hybriden Systemen
Zusténde des Prozesses in konzentrierter Form [Nen01] dar.

Mit Petri-Netzen lassen sich hingegen Nebenladufigkeiten im Prozess durch die verteil-
te Struktur transparent nachbilden. Das Petri-Netz nutzt hierzu zwei unterschiedli-
che Arten von Knoten, die Stellen und die Transitionen, die iiber gerichtete Kanten
verbunden sind. Das Petri-Netz wird in [Abe90, Kie97, Lun06, Lip95] ausfiihrlich
beschrieben.

Die zeitgetriebene und die ereignisdiskrete Modellbildung werden im Weiteren fiir
die Modellierung hybrider dynamischer Systeme verwendet.

2.3 Hybride Modellformen

Hybride Systeme zeichnen sich durch genau vier Phéanomene aus, die im néchsten
Abschnitt beschrieben werden sollen.

2.3.1 Formulierung hybrider Phinomene

Die vier hybriden Phinomene nach [Bra95| sind
e das autonome Umschalten der Systemdynamik,
e das gesteuerte Umschalten der Systemdynamik,
e der autonome Sprung im Zustand und
e der gesteuerte Sprung im Zustand.

In Abbildung 2.4 ist gezeigt, was fiir Auswirkungen diese hybriden Phdnomene auf
den Verlauf der Trajektorie eines zeitkontinuierlichen Systems haben kénnen.

In Abbildung 2.4(a) ist das autonome Umschalten der Systemdynamik dargestellt.
Erreicht der zeitkontinuierliche Zustand x eine Umschaltlinie, in Abbildung 2.4(a)
als gepunktete Linie mit x = konst. eingezeichnet, dann wird das autonome Ereignis
ausgelost. Man kann deutlich erkennen, dass die Ableitungen des Zustands & vor
und nach dem Ereignis voneinander verschieden sind. Die Steigungen direkt vor und
nach dem Umschalten sind mit gestrichelten Linien eingezeichnet.



2.3 Hybride Modellformen 15

\

\

(a) autonomes Umschalten (b) gesteuertes Umschalten

(c) autonomer Sprung (d) gesteuerter Sprung

Abbildung 2.4: Hybride Phénomene

In Abbildung 2.4(b) ist das gesteuerte Umschalten dargestellt, das durch ein zum
Zeitpunkt tg von aulen durch die diskrete Stellgrofie verursachtes Ereignis ausgelost
wird. Die Steigungen verhalten sich wie beim autonomen Umschalten.

In Abbildung 2.4(c) ist der autonome Sprung dargestellt. Bei Erreichen eines be-
stimmten Wertes, wiederum als gepunktete Linie dargestellt, wird ein Ereignis aus-
gelost, das den Wert des Zustands sprunghaft dndert. Die Ableitung des Zustands
bleibt dabei unveréndert.

In Abbildung 2.4(d) ist der gesteuerte Sprung dargestellt. Das Ereignis wird zum
Zeitpunkt tp ausgeldst. Dies flihrt dazu, dass sich der Zustand sprunghaft dndert.
Die Ableitung des Zustands bleibt dabei unverdndert.

Bei einem hybriden dynamischen System kénnen diese vier grundlegenden Phéno-
mene in beliebiger Kombination gleichzeitig eintreten.

In der Literatur werden viele unterschiedliche Modellformen fiir die Modellierung hy-
brider dynamischer Systeme angegeben. Um hybride dynamische Systeme beschrei-
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ben zu konnen, werden einzelne zeitgetriebene Systeme durch eine iibergeordnete
ereignisgetriebene Struktur koordiniert und zu einem hybriden dynamischen System
miteinander vernetzt. Es werden nun drei Modelle ausfiihrlicher beschrieben:

e Netz-Zustands-Modell [Nen01]
e Mixed Logical Dynamical (MLD) Systeme [BM99]
o Stiickweise affine Systeme [Bor02, Son81]

Beim Netz-Zustands-Modell wird der zeitgetriebene Systemanteil mit einem zeitkon-
tinuierlichen Systemmodell dargestellt, wihrend die MLD-Systeme und die stiickwei-
se affinen Systeme ein zeitdiskretes Modell verwenden.

2.3.2 Modellform Netz-Zustands-Modell [NenO1]

Das Netz-Zustands-Modell in Abbildung 2.5 besteht zum einen aus einem interpre-
tiertes Petri-Netz und zum anderen aus einem erweiterten Zustandsraummodell.

Die Verkopplung von ereignisdiskretem und kontinuierlichem Systemanteil wird durch
zwei Interfaces ermoglicht. Wenn die Systemtrajektorie des zeitkontinuierlichen Sys-
temanteils bestimmte Grenzen, so genannte Schaltebenen, in dem um den Eingangs-
raum erweiterten Zustandsraum tiberschreitet, erzeugt das Kontinuierlich/ Diskrete-
Interface (K/D-Interface) Ereignisse und beeinflusst damit die ereignisgetriebene
Dynamik des Petri-Netzes. Dabei tritt der zeitkontinuierliche Zustand in sogenann-
te Triggermengen ein. Das Diskret/Kontinuierliche-Interface (D/K-Interface) bildet
die Stellenbelegung des Petri-Netzes iiber logische oder algebraische Verkniipfungen
auf den Vektor v, (t) ab, der auf die Zustandsgleichungen einwirkt. Die Elemente
des Vektors vy (t) kénnen dabei boolesche oder aber auch reelle Werte annehmen.

Das auftretende Ereignis b;(t) oder b;(t) veranlasst die jeweilige Transition zum
Schalten, wenn die Stellen vor der Transition geeignet markiert sind. Der diskrete
Zustand z(t) hingt dabei vom Vorzustand z (¢~ ) und der geschalteten Transition
b(t~) ab; diese wiederum vom diskreten Zustand zp(t) und der Schaltbedingung
vp(t) aus dem K/D-Interface.

Das erweiterte Zustandsraummodell besteht aus einer Zustandsgleichung mit der
Abbildungsfunktion f Kz(~), einer Ausgangsgleichung mit der Funktion f Ky() und
einer Sprunggleichung mit der Funktion g(-). Die Zustands- und die Ausgangsglei-
chung des erweiterten Zustandsraummodells hiangen im Gegensatz zur gewohnlichen
Zustands- und Ausgangsgleichung zusétzlich von den Signalen vy () ab.

Um Unstetigkeiten des Zustands bei einem Ereignis zu ermdglichen, ist die Sprung-
gleichung im erweiterten Zustandsraummodell eingefiigt. Der Zustand z(¢) héngt
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Abbildung 2.5: Netz-Zustands-Modell
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~) und dem zeitkontinuierlichen Signal

Die typische Form des gewohnlichen Zustandsmodells mit Zustandsgleichung und
Ausgangsgleichung nach Definition 2.2 wird durch die zusétzliche Sprunggleichung
und die Abhéngigkeit von den booleschen Signalen vy (t) erweitert.

Das Netz-Zustands-Modell besitzt einen zeitkontinuierlichen Ausgang y(t) und einen
ereignisdiskreten Ausgang y(t). Ublicherweise gilt y,(t) = zp(t). Als Eingiinge
besitzt es den zeitkontinuierlichen Eingang u(t) und den ereignisdiskreten Eingang
up(t). Es wird hierdurch ein modularer Aufbau erméglicht.
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Fiir das Netz-Zustands-Modell wird nun ein Beispiel angegeben:

Beispiel 2.1 (Netz-Zustands-Modell des Tank-Systems):

Der Tank aus Abbildung 2.2(a) wird iber den Zulauf ¢ mit 0 < ¢ < Gmaz gefillt.
Da kein Ablauf vorhanden ist, ergibt sich die Fillstandshéhe durch Integration der
Zustandsgleichung

h(t) = =q. (2.11)

Die Modellierung dieses Systems liefert das stiickweise lineare Modell mit den zwei
kontinuierlichen Zustandsdifferenzialgleichungen

1 .
Lo a4 fir 0<z<mh 519
”3“)‘{ Lq fir <3<l (212)

mit Ao > Ay und x = h.

Das Netz-Zustands-Modell des Tank-Systems ist in Abbildung 2.6 dargestellt. Fiir
die Ausgangsgleichung gilt y = x = h. Fur die kontinuierliche EingangsgrofSe gilt
u = q. Die Sprunggleichung entfillt, da kein Sprung im Zustand mdglich ist. Das
K /D-Interface ist durch die sogenannen Triggermengen Q1 und Qs reprasentiert. Ist
eine der beiden Stellen xpy oder xps im Petri-Netz belegt, dann ist der zugehdrige
Wert des diskreten Zustands xp; = 1,7 € {1;2}, sonst xp; = 0. Uberschreitet die
Fillhohe h den Wert h = hy, dann tritt die Zustandstrajektorie in die Triggermenge
Qq ein, wodurch die erste Komponente des Vektors vy, aktiviert wird, also den Wert
vp1 = 1 annimmt. Der logische Ausdruck [vp1] ist somit wahr und die zugehorige
Transition schaltet, sodass die Marke auf die Stelle xps weitergeleitet wird. Die
Anfangsmarkierung des interpretierten Petri-Netzes ist tp; = 1, xp2 = 0 und und
der Anfangswert des Zustands im erweiterten Zustandsraummodell ist x = 0.

2.3.3 Modellform des Mixed Logical Dynamical (MLD) Sys-
tems

In [BM99] wird eine Modellform vorgestellt, die einen dynamischen und einen lo-
gikbasierten Anteil besitzt, woraus sich der Name dieses Modells ableitet. Ergéanzt
werden diese zwei Teile durch lineare Beschrankungen.

Allgemein lassen sich diese Systeme in der Form
L1 = Aﬁk + B1Qk + EQQ}C + Egék (2.13&)
yk = QQ}C + Q1Qk + Qzék + Qgik (2~13b)
Eydy + Ezzy < Eyuy, + Eyzy, + E5 (2.13¢)
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Abbildung 2.6: Netz-Zustands-Modell fiir ein Tank-System

darstellen. Das MLD-Modell wird iiblicherweise in zeitdiskreter Form angegeben. In
der Zustandsdifferenzengleichung (2.13a) des MLD-Systems wird der Zustand zum
néchsten Abtastzeitpunkt z,,, abhingig vom Zustand x;, dem Systemeingang uy,
der logischen Variablen ¢, und dem Hilfszustand gz, berechnet.

Die einzelnen Elemente des logischen Variablenvektors ¢, werden verwendet, um
Teile der rechten Seite oder die ganze rechte Seite der Zustandsdifferenzengleichung
abhéngig von den Zustands- und Eingangsgrofien mit einer Eins oder einer Null zu
multiplizieren. Die dadurch entstandenen nichtlinearen Terme, die durch die Multi-
plikation der logischen Variablen mit der Zustands- oder der Eingangsgrife entstan-
den sind, werden durch die einzelnen Elemente des Hilfsvariablenvektors z, substi-
tuiert. Der Vektor §,, tibernimmt damit eine dhnliche Eigenschaft wie der Vektor vy
beim Netz-Zustands-Modell aus Abschnitt 2.3.2.

In der Ausgangsgleichung (2.13b) treten fiir den Ausgang Yy, wieder die gleichen
Abhéngigkeiten auf, wie zuvor schon in der Zustandsdifferenzengleichung (2.13a).

Die Gleichungen, die durch die Substitutionen mit der Hilfsvariablen gz, entstan-
den sind, werden in Ungleichungen umgeformt. Deshalb ergeben sich zusammen mit
den Beschrénkungen fiir die Zustands- und Eingangsgrofen eine Vielzahl an Bedin-
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gungen, die in der Ungleichung (2.13¢) zusammengefasst sind.

Die Klasse der MLD-Systeme schlieftt dariiber hinaus eine Vielzahl anderer Modell-
formen ein, wie zum Beispiel Automaten und bilineare Systeme [BM99].

Als Beispiel fiir die Modellierung eines Systems mit den MLD-Systemen wird das
Beispiel 2.1 betrachtet, um den direkten Vergleich zu erméglichen.

Beispiel 2.2 (Tank-System mit MLD-Systemmodell):
Es wird wieder der Tank aus Abbildung 2.2(a) mit dem Zulauf 0 < qr < Gmas

betrachtet. Da zeitdiskrete Signale betrachtet werden, wird der zeitkontinuierliche
Zufluss q zum zeitdiskreten Durchfluss qp.

Die zeitkontinuierlichen affinen Zustandsgleichungen (2.12) kénnen dabei mit den
Berechnungsvorschriften (2.9) in zeitdiskrete affine Zustandsdifferenzengleichungen
uberfihrt werden, wie es fir das MLD-System gefordert wird.

Die zeitdiskreten linearen Zustandsdifferenzengleichungen des Tank-Systems ergeben
sich damit zu

(2.14)

I he + 4-qr fir 0 <hg<h
T e+ L fiir by < bk < s

Driickt man die Gleichung (2.14) mit der zugehdrigen Zustandsgrofie xy, = hy und
der Eingangsgrofie up = qr aus und ordnet den Bereichen 0 < hi < hy und
h1 < hiy < hupag die bindren Variablen 61 € {0;1} und 02 € {0;1} zu, ergeben
sich die Zustandsdifferenzengleichungen

[} H i =1
ka:{ 12k + Hyug  fiir oy (2.15)

oy, + Houy,  fiir dop =1

mit H; = %, ®, = 1 und der Bedingung 61 ;+021 = 1. Im zugeordneten Bereich gilt
dix =1,14€{1;2}. Auferhalb der zugeordneten Bereiche gilt 6;, =0, i € {1; 2}.

Das Einfiihren der bindren Variablen ermdglicht es nun, die Gleichungen (2.15)
in der Form xpy1 = (Pray + Hiug) 01,k + (Poxy, + Hauy) d2,1 2u schreiben. Dabei
reprasentiert 6; , das i-te Element des Vektors §,,.

Setzt man nun den Ausdruck (®;x + Hiuk) 6; 5 = 2i 1, ergibt sich
T+l = 21,k T 22,k (2.16)

mit z, = [21,ks Z27k]T. Die Zustandsdifferenzengleichung in der Form der MLD-Systeme
nach Gleichung (2.13a) wird dann zu

Tpv1 = Bazy, (2.17)
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wobei By =[1 1], A=0, By =0 und B, =[0 0] gilt.

Die Ausdriicke
zik = (Pswp + Hiug) 65 (2.18)

konnen mittels den Ungleichungen

Zigg < M6 i (2.19a)
Zik > Mk (2.19b)
zik < Oz + Hiugg — m(1 — 6, 1) (2.19¢)
Zig > @iz + Hiug — M(1— 0, 1) (2.194d)

dargestellt werden, wobei M eine obere Schranke von ®;xy+ H;ug und m eine untere
Schranke von ®;xy + H;up darstellt. Fir dieses Beispiel ergibt sich

T T
M = hmaw & 9max d = —dmaxzx - 2.20
+ e q und m 1 q ( )

Der nichtlineare Zusammenhang (2.18) wird so durch ein lineares Ungleichungssys-
tem (2.19) ersetzt. Niheres zur Berechnung findet sich in [BM99, BucO4a.

Die Bedingung 61 + 02, = 1 kann leicht in zwei Ungleichungen

O, + 02 <1 und (2.21a)
01k + 02 > 1 (2.21b)

aufgespalten werden, die gleichzeitig erfullt werden miissen.



22 Grundlagen hybrider Systeme

Die Bedingungen (2.19) und (2.21) konnen nun in Form der Gleichung (2.13¢) zu-
sammengefasst werden, es ergibt sich dadurch

[—M 0 1 0 0 0 0
0 -M 1 0 0 0
m 0 -1 0 0 0 0
0 m -1 0 0 0
(’)ﬂ _(:n 3y + (1) (1) 2z, < i; Ty, + g; ug, + _Z (2.22)
M 0 1 0 —P, —H; M
0 M 0 -1 — Py —H, M
1 1 0 0 0 0 1
-1 -1 [0 0] 0 | 0] -1

Die Ausgangsgleichung (2.13b) soll wie im vorherigen Beispiel 2.1 nicht beachtet
werden. Damit ist die Modellierung des Tank-Systems als MLD-System abgeschlos-
sen.

2.3.4 Stiickweise affine Systeme

Stiickweise affine Systeme werden in [Son81] eingefiihrt und in [Hv04, Bor02, Tob03]
verwendet. Sie sind im Vergleich zum Netz-Zustands-Modell und den MLD-Systemen
sehr einfach definiert. Die zeitdiskrete Dynamik wird definiert zu

Oz + Hyuy, + ®, fir z, € P
Lrt1 = : ; (2.23)
Sz, + H u, + 2 fir z, € Ps

wobei Py, ..., Ps; Bereiche im Zustandsraum darstellen.

Beispiel 2.3 (Tank-System mit stiickweise affinem Modell):
Es wird wieder der Tank aus Abbildung 2.2(a) mit dem Zulauf 0 < g < @maz in der
zeitdiskreten Form aus Gleichung (2.14) im Beispiel 2.2 betrachtet.

Die zeitdiskreten linearen Zustandsdifferenzengleichungen des Tank-Systems ergeben
sich damit zu

th:{ hi+ Eqe fir hy € Pr={hl0 < hy < by} (224)

hi+ L. fir hy € Py = {hg|h < hi < hnas}

mit hy, = x und qr = u nach Gleichung (2.23). Die Bereiche Py und Py sind in
diesem Beispiel durch Mengen darstellbar. In der Gleichung (2.24) sind diese mit
aufgefihrt.
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In den Beispielen 2.2 und 2.3 wird eine zeitdiskrete Beschreibung der Dynamik ver-
wendet, die aber im Vergleich zur zeitkontinuierlichen Dynamik in Beispiel 2.1 keine
genaue Detektion des Ereignisses ermoglicht, wenn die Fiillhdhe h den Wert hy
iiberschreitet und sich damit die Querschnittsfliche des Tanks abrupt dndert. Dies
bedeutet, dass die Trajektorie des hybriden Modells zu den Abtastzeitpunkten, die
nach dem Ereignis aufgezeichnet werden, in der Regel vom zeitkontinuierlichen Ver-
lauf der Trajektorie abweicht.

Nach diesen Beispielen wird eine geeignete Charakterisierung fiir die hybriden Mo-
dellformen angegeben.

2.4 Charakterisierung hybrider Modellformen

Die hybriden Modellformen zeichnen sich vor allem durch die Beriicksichtigung von
e Zustandsraum- und
e Stellgréfenbeschriankungen

bereits in der Modellierungsphase aus, wodurch beim Entwurf einer Regelung oder
einer Steuerung diese Beschriankungen dann bertiicksichtigt werden kénnen.

Einige Zustandsraum- und Stellgrofenbeschrankungen sollen im Weiteren genauer
beschrieben werden.

2.4.1 Zustandsraumbeschrinkungen

Die Zustandsraumbeschrankungen folgen aus der physikalischen Modellierung eines
Prozesses. So gibt es untere und obere Schranken, die die Zustandsgrofsen einnehmen
konnen. Es gibt aber auch die Moglichkeit, dass der Zustand bestimmte Bereiche
im Zustandsraum nicht erreichen darf, da sonst zum Beispiel sicherheitsrelevante
Schranken verletzt werden konnen. Bei der Herstellung eines bestimmten Produk-
tes, zum Beispiel in einer chemischen Anlage, miissen die Zustandsgroffen fiir den
Produktionsablauf in bestimmten Grenzen vorgegeben werden, damit das Produkt
iberhaupt in der geforderten Qualitét produziert werden kann.

Anhand der schon eingefiihrten Beispiele aus Abschnitt 2.1.1 und 2.1.2 werden nun
mogliche Beschrankungen der Zustandsgrofsen erldutert.

Das Tanksystem aus Abschnitt 2.1.1, das in Abbildung 2.2(a) dargestellt ist, verfiigt
einerseits iiber die Beschrankungen des Zustandsraums mit 0 < h < hyue0, da der
Tank leer oder maximal gefiillt sein kann, ein Uberlaufen des Tanks ist nicht erlaubt,
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und andererseits iiber die Umschaltgerade h = hq, bei der sich die Dynamik des
Systems abrupt verdndert.

Die Dynamik des springenden Balls, der in Abschnitt 2.1.2 als hybrides System
eingefiihrt wurde und in Abbildung 2.2(b) dargestellt ist, kann so zum Beispiel mit
einem affinen zeitinvarianten Zustandsraummodell

0 1 0
t(t) = t 2.2
s = [g o +] )] (2.25)
mit dem Zustand z = [2 A]T und dem Anfangszustand z, = [ho 0], ho > 0
beschrieben werden, wobei h die Hohe {iber dem Grund und h = v die Geschwindig-
keit des Balls darstellt. Beim Ball ist der Zustandsraum durch die Gerade h = 0 zu
einem Halbraum h > 0 beschrankt.

2.4.2 Stellgrofsenbeschrankungen

Die Stellgrofen unterliegen in technischen Prozessen immer Beschriankungen. Das
Tanksystem aus Abschnitt 2.1.1, das in Abbildung 2.2(a) abgebildet ist, unterliegt so
einer Stellgrofenbeschriankung. Der minimale Zulauf ist u(¢) = 0 und der maximale
Zulauf ist u(t) = gmaz-

Bei Anwendungen, bei denen ein Elektromotor genutzt wird um Momente zu erzeu-
gen, wird hingegen iiberwiegend mit symmetrischen Stellgréfenbeschriankungen fiir
den Strom —I0; < I < Ipye, gearbeitet [PMS82].

2.4.3 Allgemeine Eigenschaften der Beschriankungen

Allgemein wird der Zustandsraum X mit dem Eingangsraum U zum sogenannten
erweiterten Zustandsraum £ = X x U zusammengefasst und es werden dort Bereiche
definiert, in denen eine affine Beschreibung fiir die Dynamik giiltig ist.

Kommt man allerdings von der physikalischen Modellierung her und stellt fest, dass
Beschrankungen vorliegen, so sind diese oft parallel zu den Achsen des kartesischen
Koordinatensystems, die den zugehorigen Eingangsraum oder Zustandsraum auf-
spannen. Es geniigt deshalb oft, die Beschrinkungen zunéchst gesondert im Ein-
gangsraum und Zustandsraum zu definieren und danach die beschrankten Raume
zusammenzufiigen, falls dies notig ist. Diese Mafnahme ist besonders deshalb zu
erwégen, weil dadurch die Darstellung anschaulich gehalten werden kann.

Manchmal werden Beschrankungen auch als Ebenen durch den Ursprung dargestellt
und verlaufen dann nicht mehr parallel zu den Koordinatenachsen. Durch eine Trans-
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formation kann man versuchen diese Ebenen im neuen Koordinatensystem parallel
zu den Achsen darzustellen®.

Welche Auswirkungen die Beschréankungen der Stell- und Zustandsgrofien, wie sie fiir
hybride Systeme typisch sind, fiir die Anwendbarkeit von Methoden zur Analyse von
Systemen aus der linearen Systemtheorie haben, wird im Folgenden kurz diskutiert.

2.4.4 Vergleich zur linearen Systemtheorie

Zwar beschréankt sich diese Arbeit auf die Darstellung von Systemen mithilfe des
affinen zeitdiskreten Zustandsraummodells, das der linearen Systemtheorie theore-
tisch am néchsten ist, da die affinen Systeme durch eine einfache Transformation in
lineare Systeme tberfithrbar sind; die Begriffe, wie

e Steuerbarkeit,
e Beobachtbarkeit und
e Stabilitat

sind trotzdem nicht ohne weiteres iibertragbar.

Steuerbarkeit

Bei der Steuerbarkeit eines linearen Systems in [F694, Lun04]| wird fiir die Steu-
erbarkeit gefordert, dass das System aus jedem beliebigen Anfangszustand z, in
endlicher Zeit in den Endzustand xz, = 0 iiberfiihrt werden kann. Diese Forderung
ist gleich bedeutend damit, dass jeder beliebige Endzustand, auch wenn dieser kei-
ne Ruhelage des Systems darstellt, vom Anfangszustand aus erreicht werden kann.
Dabei macht diese Forderung keine Aussagen iiber den Verlauf der Trajektorie vom
Anfangszustand zum Endzustand und auch nicht dariiber, wie groft die Stellgréften
werden diirfen. Da diese Forderung aus der linearen Systemtheorie stammt, wird
stets ein unbeschrénkter Eingangsraum ¢ und ein unbeschrankter Zustandsraum X
vorausgesetzt.

Es ist also schnell einzusehen, dass diese Forderung in dieser Form fiir hybride Syste-

me nicht einsetzbar ist, da nur noch bestimmte Trajektorien wegen der Zustandsraum-
und der Stellgroftenbeschréankungen moglich sind. Dies bedeutet aber auch, dass zum

Beispiel nicht jeder Endzustand aufgrund der Begrenzung erreichbar sein muss, selbst

wenn dieser im gleichen Gebiet liegt wie der Anfangszustand.

Fiir hybride Systeme wird deshalb oft der Begriff der Erreichbarkeit [NenO1] ver-
wendet. Er sagt aus, ob ein Zustand von einem Anfangszustand aus erreichbar ist.

Tn Abschnitt 6.2 ist hierzu ein Beispiel zu finden.
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In [Nen01] wird eine bidirektionale Erreichbarkeitsanalyse fiir hybride Systeme vor-
gestellt. Dabei ist die Erreichbarkeit eines beliebigen Zustands von einem festen
Anfangszustand und gleichzeitig die Steuerbarkeit eines beliebigen Zustands in den
Endzustand zu erfiillen.

Beobachtbarkeit

Die Beobachtbarkeit eines linearen Systems nach [F694, Lun04| ist gegeben, wenn
der Anfangszustand aus bekannter Ausgangsgrofe und bekannter Eingangsgrofie re-
konstruiert werden kann. Aufgrund der Zustandsraum- und der Stellgréfienbeschrén-
kungen ist dabei nicht garantiert, dass die Trajektorie des Prozesses im erlaubten
Gebiet des Zustandsraumes bleibt. In [Cv04] wird deshalb gefordert, dass auch alle
Ereignisse wihrend des Trajektorienverlaufs bekannt sein miissen, damit eine Re-
konstruktion des Anfangszustands bewerkstelligt werden kann. Im Weiteren wird
vorausgesetzt, dass alle, sowohl die diskreten als auch die zeitkontinuierlichen Zu-
stdnde des hybriden Systems messbar sind.

Stabilitat

In der Regelungstechnik wird die Stabilitéit durch die Zustands- oder Ubertragungs-
stabilitdt definiert [F694, Lun05|. Bei der Zustandsstabilitdt oder auch Stabilitét
nach Ljapunow [F398, Lun05, Nen01] wird ein System dann als stabil bezeichnet,
wenn durch eine Auslenkung des Zustands aus einer Ruhelage, dieser anschliefend
wieder sicher der Ruhelage zustrebt. Unter der Ubertragungsstabilitit wird die
Eingangs- Ausgangs-Stabilidt verstanden, bei der ein System auf eine beschrénkte
Eingangsgrofle immer mit einer beschriankten Ausgangsgrofie antwortet.

Fiir hybride Systeme kann die Zustandsstabilitdt direkt fiir den Zielzustand der
Trajektorie angegeben werden. Fiir den Verlauf der Trajektorie bis zum Erreichen
des Endgebietes muss nicht zwingend ein stabiles Verhalten gefordert werden. In
[NenO1] werden zum Beispiel fiir das Erreichen von Triggermengen, die dann ein
Ereignis auslésen, auch instabile Systeme erfolgreich eingesetzt.

In der Literatur werden die Begriffe Stabilitit, Steuerbarkeit [BFMO00, Nen0O1| und
Beobachtbarkeit [Cv04] fiir hybride Systeme angegeben.

Auf die Beschreibung von Gebieten und deren Beschrénkungen wird nun niher ein-
gegangen.
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2.5 Beschreibung der Gebiete im Zustandsraum

Zur Beschreibung der Gebiete im Zustandsraum werden nun das Polytop und das
Simplex, welches ein Sonderfall des Polytops darstellt, betrachtet. Beiden Beschrei-
bungsformen ist gemeinsam, dass sie konvexe Gebiete bilden. Dies bedeutet, dass
alle Punkte auf einer Verbindungsstrecke zwischen zwei beliebigen Punkten im Po-
lytop oder auf dessen Rand immer im Polytop oder auf dem Rand verlaufen. Bei der
Beschreibung der Simplexe werden dariiber hinaus die baryzentrischen Koordinaten
eingefiihrt.

2.5.1 Polytope und Simplexe

Das Polytop kann nach [Hv04] wie folgt definiert werden:

Definition 2.5 (Volldimensionales Polytop):

Gegeben seien M > n + 1 Punkte im R™, die nicht alle in einer Hyperebene
liegen. Ein volldimensionales Polytop ist dann definiert als konvexe Hille dieser
M Punkte. Alle Punkte der Menge M, die nicht als konvere Kombination der
anderen Punkte dargestellt werden, heiffen Eckpunkte des Polytops.

Die konvexe Hiille der Eckpunkte des Polytops ist das Polytop selbst, es geniigt
deshalb die Eckpunkte des Polytops anzugeben [Hv04]. Es ist auch moglich, ein
Polytop als Schnittmenge von Halbrdumen zu definieren [Hv04, Buc04b, Wol05].

Ein Polytop ist durch die Angabe seiner Eckpunkte zwar eindeutig festgelegt, al-
lerdings ist es fiir die weitere Arbeit erforderlich, dass die Seiten und Ecken des
Polytops eindeutig referenziert werden konnen.

Die Seiten und Eckpunkte miissen daher in geeigneter Weise durchnummeriert wer-
den. Zur Verarbeitung eines Polytops miissen also neben den Eckpunkten noch wei-
tere Daten gespeichert werden. Es gelten dabei die folgenden Festlegungen:

e Die Ecken Z,, werden von 1 bis M durchnummeriert.

e Die Seiten F; werden von 1 bis K durchnummeriert.

e Die Menge der Ecken eines Polytops wird mit V bezeichnet.

e Die Menge der Seiten eines Polytops wird mit F bezeichnet.

e Die Menge der Ecken Zy,, die zur Seite F; gehoren, wird mit V; bezeichnet.
e Die Menge der Seiten Fj, die die Ecke Z,, enthalten, wird mit F; bezeichnet.

e Die Normalenvektoren np, der Seiten F; des Polytops zeigen immer nach aufsen.
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Beispiel 2.4 (Benennung eines Polytops):
Fiir das Polytop aus Abbildung 2.7 ergeben sich folgende Mengen:

V=A{z,, z,,, Ly, L, Z,, } ,

f:{FlaF27F3aF4aF5}7
Vl = {£y17£1)2}7 V2 = {£v27 §v3}7 V3 = {§v3vgv4}a V4 = {£v47£v5}7

Vs ={z,., 2, }

Fi={Fs, A}, Fo ={F, Fa}, Fs = {F», F3}, Fy = {Fs, Fu}, Fs = {F}4, F5}.

Abbildung 2.7: Benennung eines Polytops im zweidimensionalen Raum

Im Weiteren wird auch das Simplex verwendet. Das Simplex stellt einen Spezialfall

des Polytops dar.

Definition 2.6 (Volldimensionales Simplex):
Ein volldimensionales Simplex ist ein volldimensionales Polytop mit genaun + 1 Eck-

punkten im R™.

Die Benennung eines Simplex ist aufgrund der speziellen Struktur einfacher als die

eines Polytops. Das Simplex ist in Abbildung 2.8 dargestellt.

Dabei gelten folgende Vereinbarungen, die identisch mit denen fiir das Polytop sind:
e Die Menge der Ecken z,, , 7 =1...n+1 eines Simplex wird mit V bezeichnet.
e Die Menge der Seiten F;, i = 1...n + 1 eines Simplex wird mit F bezeichnet.
e Die Normalenvektoren ny der Seiten des Simplex zeigen immer nach aufsen.

Es gilt die folgende Vereinbarung, die sich vom denen des Polytops unterscheidet:

e Die Seite F; ist die Seite des Simplex, welche die Ecke z, nicht enthélt. An-
schaulich ist dies die Seite, die der Ecke z, gegeniiberliegt.
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Abbildung 2.8: Benennung eines Simplex im zweidimensionalen Raum

Im Vergleich zur Bezeichnung des Polytops sind beim Simplex die Mengen V;,
i=1,...,Mund F;,j=1,...,K iiberfliissig und kénnen deshalb entfallen.

Fiir ein volldimensionales Simplex lassen sich die baryzentrischen Koordinaten wie
folgt angeben.

2.5.2 Baryzentrische Koordinaten

Jeder beliebige Punkt im Simplex ldsst sich mithilfe der baryzentrischen Koordinaten
[HL92] eindeutig als Linearkombination der Simplexecken schreiben [Hv04].

Die baryzentrischen Koordinaten b, eines Punktes x, ergeben sich aus

b, =Tg ﬁ] (2.26)
mit
-1
T,=|™" Sontr | 2.27
=B 1 ... 1 ] (2.27)

Die Matrix I’ 5 entsteht also durch Inversion einer Matrix, die sich aus den Orts-
vektoren der Simplexecken zusammensetzt, die jeweils um eine 1 erweitert sind. Die
Inversion ist immer durchfiihrbar, wenn die Ortsvektoren linear unabhéngig sind.
Dies ist bei einem volldimensionalen Simplex immer der Fall.

Sind die baryzentrischen Koordinaten b eines Punktes z alle im Bereich
0<p;<1,i=1,....,n+1 (2.28)

so ist der Punkt x ein Punkt des Simplex. Der Punkt x liegt also im Simplex oder
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auf dem Rand des Simplex. Dies wird durch die Bedingung

> bi=1 (2.29)

erreicht, die in der letzten Zeile der Gleichung (2.26) implizit enthalten ist und so
fiir eine Normierung sorgt.

Fiir Polytope kann man ebenfalls baryzentrische Koordinaten einfiihren, allerdings
sind diese nicht eindeutig definiert, da es mehrere Moglichkeiten gibt, n + 1 Eckpunk-
te aus den M Polytopecken zu kombinieren. Dort gilt dann auch die Bedingung (2.28)
fiir die baryzentrischen Koordinaten nicht mehr.

2.6 Besonderheiten zeitdiskreter hybrider Systeme

Es wird die Verwendung der zeitdiskreten hybriden Systeme zunéchst durch die Rea-
lisierungsproblematik motiviert. Im néchsten Schritt soll geklart werden, wie man
die zeitdiskrete Beschreibung der Systemdynamik ermitteln kann. Danach werden
besondere Phénomene beschrieben, wie sie nur bei zeitdiskreten Systemen auftreten.

2.6.1 Motivation durch die Realisierungsproblematik

Die Prozessfithrung mit einem hybriden Systemmodell besteht in der Regel darin,
die Trajektorie liber mehrere Gebiete zu fithren und damit gezielt autonome Ereig-
nisse auszulosen. Zur Prozessfiihrung kénnen zusétzlich noch gesteuerte Ereignisse
eingesetzt werden.

Wird nun die Prozessfiihrung auf einem Digitalrechner realisiert, dann kénnen In-
formationen aus dem Prozess nur zu vorgegebenen Abtastzeiten aufgenommen und
verarbeitet werden.

Benutzt man zum Entwurf der Prozessfiilhrung ein zeitdiskretes Modell, so ist im
Modell schon beriicksichtigt, dass Informationen nur zu den Abtastzeitpunkten auf-
genommen werden kénnen und die Stellgrofien, die auf das System geschaltet werden,
zwischen zwei Abtastzeitpunkten konstant gehalten werden.

Wird von der Trajektorie ein Ereignis ausgelost, indem diese, wie in Abbildung 2.9(a)
dargestellt ist, eine Gebietsgrenze erreicht, dann wirkt bei der zeitkontinuierlichen
Trajektorie sofort nach dem Ereignis eine neue Dynamik. Bei der abgetasteten Tra-
jektorie hingegen tritt die Detektion des Ereignisses erst verspétet ein. Die zeitkon-
tinuierliche Trajektorie ist hierbei mit einer gestrichelten Linie dargestellt, wihrend
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die Abtastzeitpunkte durch Kreuze (x) markiert werden. Die Trajektorie des Mo-
dells aufgrund der verspéteten Detektion des Ereignisses ist gepunktet dargestellt.

X 7.
1
— -~
Xel., x. ----
(a) Verspatete Detek- (b) Uberspringen eines
tion Gebiets

Abbildung 2.9: Probleme bei der Realisierung

Dies kann nun dazu fithren, dass Ereignisse beim zeitdiskreten Verlauf erst gar nicht
erkannt werden, weil diese zu den Abtastzeitpunkten schon von anderen Ereignissen
iberdeckt werden. In Abbildung 2.9(b) ist ein solcher Fall dargestellt. Die Gebiete
sind mit A, B und C markiert. Die kontinuierliche Trajektorie 16st bei Eintritt in die
aktive Triggermenge (27 das zugehdrige Ereignis e; aus. Die zeitdiskrete Trajektorie,
die im oberen Bereich noch exakt mit der kontinuierlichen {ibereinstimmt, tritt direkt
in die Triggermenge {25 ein, der das Ereignis es zugeordnet ist. Demzufolge stimmen
die Verldufe und Gebietsiibergéinge aufgrund der zeitdiskreten Realisierung nicht
mehr mit der zeitkontinuierlichen iiberein.

Um eine zeitdiskrete Prozessfiihrung fiir zeitkontinuierliche Prozesse vorschlagen zu
koénnen, besteht nun die Aufgabe einer addquaten Zeitdiskretisierung dieser Prozesse.

2.6.2 Zeitdiskretisierung hybrider Systeme

Fiir die Zeitdiskretisierung hybrider Systeme werden zwei unterschiedliche Verfah-
ren vorgeschlagen. Es gibt einen Ansatz, der eine exakte Losung verfolgt, wihrend
der zweite Ansatz von einer einfachen Approximation der zeitdiskreten Dynamik
ausgeht.

Exakte Zeitdiskretisierung

In [HMO3] wird beschrieben, welche Effekte bei der Zeitdiskretisierung hybrider Sys-
teme auftreten, wenn eine stiickweise affine zeitkontinuierliche Systembeschreibung
zugrunde liegt. Ziel der Zeitdiskretisierung ist es, das zeitkontinuierliche System
so mit dem zeitdiskreten System nachzubilden, dass beide Trajektorien den gleichen
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Verlauf haben. Unterschiedliche Verlaufe, wie in Abbildung 2.9 dargestellt, sind dann
nicht mehr méglich.

In [HMO03, Sch04b, SKHK05, HSK04a] wird dies dadurch erreicht, dass zwischen den
Gebieten, auf denen urspriinglich die zeitkontinuierlichen stiickweise affinen Systeme
definiert waren, sogenannte Ubergangsgebiete eingefiigt werden. Die Ubergangsge-
biete verkleinern dabei die Bereiche der urspriinglichen stiickweise affinen Gebie-
te. Die Dynamik auf den Ubergangsgebieten ist in der Regel nichtlinear [Sch04b,
SKHKO05, HSK04a|, wihrend die Dynamik auf dem verbleibenden stiickweise affinen
Anteil mit dem Zusammenhang aus Gleichung (2.9) bestimmt werden kann.

Die Zusammenhénge sollen anhand eines einfachen Beispiels verdeutlicht werden:

Beispiel 2.5 (Exakte Zeitdiskretisierung):
In Abbildung 2.10(a) ist die zeitkontinuierliche Dynamik des Tank-Systems aus Bei-
spiel 2.1 als Kennlinie dargestellt.

In Abbildung 2.10(b) sieht man die zugehdrige zeitdiskrete Dynamik. Diese ist von
der Abtastzeit abhingig. Die approximierte zeitdiskrete Dynamik aus Gleichung (2.24)
ist in Abbildung 2.10(c) zum Vergleich dargestellt.

Fiir h = hy und hi11 = hy sind in den Abbildungen 2.10(b) und 2.10(c) gestrichelte
Linien eingezeichnet, die die hy41-hg-Ebene in vier Quadranten aufteilen.

In Abbildung 2.10(b) sind fir die Abtastzeiten Ty > Ty die Ubergangsgebiete im
Bereich hi11 > h1 A hy, < h1, also im Quadranten links oben, deutlich erkennbar.
Aus urspringlich zwei zeitkontinuierlichen stickweise affinen Systemen in Abbild-
ung 2.10(a) entstehen in diesem Beispiel so durch die Zeitdiskretisierung drei affine
zeitdiskrete Systeme.

A | 4
) P
h h’k+1

hk+1

_
I
I
I
I
I
I
I
L >
h, h
(a) Zeitkontinuierliche (b) Zeitdiskrete exakte Dy- (c) Zeitdiskrete approxi-
Dynamik namik mierte Dynamik

Abbildung 2.10: Vergleich der zeitkontinuierlichen Dynamik mit den zugehdrigen
zeitdiskreten Dynamiken
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Die Entstehung der Ubergangsgebiete wird in den Anwendungsbeispielen in der Li-
teratur, zum Beispiel in [BFMO00] vernachlissigt. Die zeitdiskrete Dynamik wird in
diesen Fallen nur approximiert.

Approximierte zeitdiskrete Dynamik

Fiir die Approximation der zeitdiskreten Dynamik wird mithilfe der Gleichung (2.9)
die affine zeitkontinuierliche Dynamik zeitdiskretisiert. Dabei ist die zeitdiskrete Dy-
namik auf dem gleichen Grundgebiet im Zustandsraum giiltig wie die urspriingliche
zeitkontinuierliche Dynamik. In Abbildung 2.10(c) ist die Approximation der zeitdis-
kreten Dynamik dargestellt. Deutlich ist zu erkennen, dass der Unterschied zwischen
der exakten Zeitdiskretisierung und der Approximation immer kleiner wird, desto
kleiner die Abtastzeit wird. Dies liegt daran, dass sich der Zustandspunkt auf der
Trajektorie in einer festen Zeitspanne eine bestimmte Strecke weiter bewegt. Ist die
Zeitspanne kiirzer, dann ist auch die Strecke kiirzer und das Ubergangsgebiet von
seiner Ausdehnung her kleiner.

Alternativ zur physikalischen Modellbildung und anschliefsender Zeitdiskretisierung
bietet sich die experimentelle Modellbildung fiir hybride Systeme [Miin06, MHK04,
MHKO03a, MHKO03b, FMLMO01, Hof99] durch Identifikation an. Diese Verfahren lie-
fern dabei auch nur eine Approximation der realen hybriden Dynamik, da eine genaue
Anzahl der Bereiche im Voraus nicht bekannt ist.

Durch die Zeitdiskretisierung ergeben sich zwei besondere Merkmale fiir die zeitdis-
kreten Systeme.

2.6.3 Zeitdiskrete Phanomene

Als zeitdiskrete Phdnomene werden in [HMO03| das
e Entstehen von Ubergangsgebieten und

e der Wegfall der Sprunggleichung beim Netz-Zustands-Modell aus Abschnitt 2.3.2,
bei hybriden Systemen mit einem Sprung im Zustand,

bezeichnet.

Entstehung von Ubergangsgebieten

Die Entstehung der Ubergangsgebiete wurde in Abschnitt 2.6.2 erldutert.
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Wegfall der Sprunggleichung beim Netz-Zustands-Modell

In [HMO03] wird am Beispiel des springenden Balls aus Abschnitt 2.1.2 der Wegfall der
Sprunggleichung demonstriert. Es wird im Folgenden nur kurz darauf eingegangen.

Betrachtet man die zeitkontinuierliche Zustandsgleichung (2.3) ohne Sprungglei-
chung, so ist diese nur dann in der Lage einen Sprung im Zustand auszufiihren,
wenn in der rechten Seite der Zustandsdifferenzialgleichung (2.1) Dirac-Impulse vor-
handen sind, die vom Zustand und vom Eingang abhidngen. Um mit Dirac-Impulsen
zu rechnen, muss man sich aber der Distributionentheorie [Pre85, Zem65] bedienen.
Einfacher ist es deshalb eine Sprunggleichung anzufiigen und auf die Dirac-Impulse
zu verzichten.

Wird ein System zeitdiskret dargestellt, dann wird der Folgezustand in der Differen-
zengleichung in Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand und Eingang berechnet. Stellt
man die rechte Seite der Zustandsdifferenzengleichung abschnittsweise definiert dar,
so kann man damit leicht Spriinge im Zustand modellieren. Eine Sprunggleichung
ist damit in der zeitdiskreten Darstellung hybrider Systeme iiberfliissig.

2.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die Grundlagen fiir hybride Systeme eingefiihrt. Anhand
einfacher Beispiele wurde verdeutlicht, wie niitzlich die hybride Modellform einge-
setzt werden kann, um komplexe Systemeigenschaften darstellen zu kénnen.

Hybride Systeme setzen sich dabei immer aus einem ereignisgetriebenen und ei-
nem zeitgetriebenen Anteil zusammen. Es wurden die drei gebriduchlichsten Mo-
dellformen fiir hybride Systeme vorgestellt, das Netz-Zustands-Modell, das MLD-
Systemmodell und das stiickweise affine Systemmodell. Es wurde deutlich herausge-
stellt, dass Zustandsraum- und Stellgréfenbeschrankungen ein wesentliches Merkmal
hybrider Systeme und deren Modelle darstellt.

Zusétzlich dazu wurden die wichtigen Systemeigenschaften, wie Steuerbarkeit, Be-
obachtbarkeit und Stabilitdt der hybriden Systeme im Vergleich zur linearen Sys-
temtheorie angesprochen.

Zur Darstellung der Beschrinkungen im Zustandsraum und der Stellgréfie im Ein-
gangsraum wurden die geometrischen Begriffe Polytop und Simplex sowie die bary-
zentrischen Koordinaten eingefiihrt.

Fiir die Realisierung der Prozessfiihrung werden im Weiteren zeitdiskrete System-
modelle verwendet, weshalb genau untersucht wurde, wie man diese Systemmodelle
aus zeitkontinuierlichen stiickweise affinen Systemmodellen ableiten kann. Da die
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exakte Zeitdiskretisierung, wie in Abschnitt 2.6 beschrieben, auf Probleme fiihren
kann, wird im Weiteren die approximierte Zeitdiskretisierung verwendet.

Nachdem in diesem Kapitel die Grundlagen zur Beschreibung der hybriden Systeme
als zeitdiskrete stiickweise affine Systeme gelegt worden sind, soll im néchsten Ka-
pitel untersucht werden, wie die Dynamik dieser Systeme durch eine Regelung aktiv
beeinflusst werden kann.






Kapitel 3

Gezielte Beeinflussung der
Systemdynamik

Nachdem in Kapitel 2 vor allem Modellierungsaspekte behandelt wurden, soll in
diesem Kapitel die gezielte Beeinflussung der Systemdynamik im Vordergrund ste-
hen. In der Automatisierungstechnik wird die gezielte Einflussnahme auf Systeme
mit den Begriffen der Regelung und Steuerung verkniipft. Die Prozessfiihrung stellt
eine iibergeordnete Einheit dar und schliefst so die Begriffe der Regelung und der
Steuerung mit ein.

Im ersten Teil des Kapitels wird zunichst ein Uberblick iiber die klassischen Re-
gelungsverfahren gegeben. Unter den klassischen Regelungsverfahren werden der
Standard-PID-Regler und der Zustandsregler fiir lineare Systeme verstanden. Da-
nach wird kurz auf das moderne Regelungsverfahren der Dynamischen Programmie-
rung als Sonderfall einer Zustandsriickfiithrung eingegangen. Anschliefsend werden
bekannte Regelungsverfahren fiir hybride Systeme aufgefiihrt. Die Ziele der klassi-
schen Regelungsverfahren werden abschlieftend mit denen der hybriden Prozessfiih-
rung verglichen.

3.1 Uberblick iiber die klassischen Regelungsver-
fahren

In der klassischen Regelungstechnik werden zwei unterschiedliche Reglerkonzep-
te fiir lineare Strecken angegeben. Das erste Konzept stellt der zum Beispiel aus
[F694, Lun05] bekannte Standardregelkreis dar, der in Abbildung 3.1 dargestellt ist.
Der Standardregelkreis besteht aus dem Modell der Strecke und dem dynamischen
Regler Rp, dessen Parameter durch den Regelungsentwurf festgelegt werden sollen.
Das Modell der Strecke und des Reglers wird durch eine Ubertragungsfunktion be-
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schrieben. Im Folgenden wird nur auf zeitkontinuierliche Modelle eingegangen. Die
Methoden koénnen aber leicht auf zeitdiskrete Modelle iibertragen werden.

w e u Y
Regler Rp |——® Strecke L

Abbildung 3.1: Standardregelkreis mit dynamischem Regler

Die zuriickgefiihrte Grofse ist der Ausgang y. Der Standardregelkreis wird nur bei
SISO-Systemen' eingesetzt, oder bei Systemen, deren Struktur sich so verdndern
ldsst, dass man diese als SISO-System betrachten kann. Unter letztere Klasse fallen
zum Beispiel die Kaskadenregelungen oder Systeme, bei denen weitere Systemein-
ginge als eine Storgrofe aufgefasst werden kénnen und so in einer Storgrofsenauf-
schaltung den Standardregelkreis ergénzen.

Das zweite Konzept stellt die Verwendung eines Zustandsreglers dar, wie er in Ab-
bildung 3.2 zusammen mit Strecke, Vorfilter und Beobachter gezeigt ist. Beim Zu-
standsregler werden die Zustandsgrofen x zurilickgefiihrt, die aber nur in seltenen
Féllen direkt messbar sind. Zur Rekonstruktion der nicht messbaren Zustandsgrofen
wird deshalb ein Beobachter eingesetzt, der die Zustdnde unter Kenntnis der Aus-
gangsgrofe y und der Eingangsgrofe u der Strecke zu I berechnet. Ublicherweise
wird ein Vorfilter V, fiir das Erreichen der stationéren Genauigkeit vorgesehen. Der
vom Vorfilter berechnete Wert wird mit dem Wert, den der Regler liefert, verglichen
und ergibt dann die neue Stellgrofe. Es wird somit das Regelgesetz

u=—-R,z+V, w (3.1)

ausgewertet. Der Zustandsregler ist im Vergleich zum Standard-PID-Regler fiir MIMO-
Systeme? einsetzbar.

Sowohl zur Ermittlung des dynamischen Reglers Rp als auch des Zustandsreglers
R, kann zwischen unterschiedlichen Verfahren ausgewihlt werden.

3.1.1 Verfahren zur Ermittlung des dynamischen Reglers Rp

Ubliche Verfahren zur Ermittlung des dynamischen Reglers sind das Frequenzkenn-
linienverfahren, der Entwurf eines Kompensationsreglers oder die Untersuchung der

1SISO steht fiir Single Input Single Output, also Systeme mit einem Ein- und einem Ausgang.
2MIMO steht fiir Multiple Input Multiple Output, also Systeme mit mehreren Ein- und Aus-
géngen.
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w u y
—| Vorfilter V, B  Strecke = >
2=2 J
Regler R, [<#—— Beobachter )

Abbildung 3.2: Geregeltes System im Zustandsraum mit Zustandsregler und Be-
obachter

Wurzelortskurve. Alle Verfahren liefern Regler, die als Standard-PID-Regler [F694,

Lun05| implementiert werden konnen.
Der Regler wird allgemein als Ubertragungsfunktion

a77L5m+"'+a15+a0

R =
D) = G bt ho

(3.2)

beschrieben. Damit der Regler realisierbar ist, muss m < n gelten, da sonst ein
akausaler Regler vorliegt.

3.1.2 Verfahren zur Ermittlung des Zustandsreglers R,

Der Zustandsregler wird durch eine Matrix R, € RP*™ représentiert. Diese kann
durch iibliche Verfahren [F694, Lun04], wie der Polvorgabe, der vollstiandigen mo-
dalen Synthese oder dem Riccati-Entwurf bestimmt werden. Fiir die Anwendbarkeit
des Zustandsreglers ist es unabdingbar, dass die Zustédnde entweder messbar oder
durch einen Beobachter rekonstruierbar sind.

Fiir die Zustandsbeobachtung linearer Systeme eignet sich der Luenberger-Beobachter
[F694, Lun04].

3.2 Dynamische Programmierung als Beispiel ei-
nes modernen Regelverfahrens

Eine besondere Form des Zustandsreglers gewinnt man mittels der Methode der Dy-
namischen Programmierung. Die Dynamische Programmierung beruht auf dem Op-
timalitétsprinzip von Bellman [Bel52]. Dabei ist jede Resttrajektorie einer optimalen
Trajektorie wiederum optimal im Sinne der Uberfithrung des Zwischenzustands in
den Endzustand, von dem aus die Resttrajektorie betrachtet wird.
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Fiir die Anwendung der Dynamischen Programmierung in der Automatisierungs-
technik werden der Zustands- und Eingangsraum als beschrénkt angenommen. In
dem vorgegebenen Bereich werden sowohl die Zustandsgrofen als auch die Eingangs-
groften wertdiskretisiert.

Von jedem Zustandsrasterpunkt aus, werden mit Hilfe aller gerasterten Stellgréfien
die zugehorigen Folgezustandspunkte durch die Darstellung der Systemdynamik mit
einer im allgemeinen nichtlinearen Differenzengleichung berechnet und mittels eines
Giitemafses gewichtet. Dabei wird vom Endzustand aus riickwérts gerechnet.

Die sogenannten Ubergangskosten, die sich fiir jeden Schritt ergeben und die End-
kosten, die den Endzustand gewichten, werden in jedem Schritt dem sogenannten
Summengiitemals hinzuaddiert. Fiir jeden Schritt und jeden Zustandsrasterpunkt
wird so die optimale Stellgrofe fiir das Erreichen des Endzustandes abgelegt.

Héaufig kommen die berechneten Folgezustandspunkte zwischen dem angenommenen
Raster zu liegen. In [SM72] wird deshalb bei der Berechnung des Summengiitema-
fes in jedem Zeitschritt eine Interpolation der Ubergangskosten durchgefiihrt. Der
Einfachheit halber wird eine lineare Interpolation vorgeschlagen.

Zusétzlich muss beachtet werden, dass ein durch die Systemgleichung abgebildeter
Zustandspunkt auRerhalb des Zustandsrasters liegen kann. Das Ubergangsgiitemaf
wird dann wesentlich grofser gewéhlt als der im giiltigen Zustandsbereich maximale
Wert, damit die zugehorigen Stellgréfsen keine Beachtung in der Losung finden kon-
nen. Von einem Startzustand ist somit der optimale Verlauf der Trajektorie in den
Endzustand bestimmt.

Die berechnete Losung zum Erreichen des Endzustands, ausgehend vom gewéhlten
Startzustand, ist im allgemeinen aber zeitvariant [Pap91], da die Losung fiir jeden
Berechnungsschritt neu bestimmt wird.

Fiir die automatisierungstechnische Praxis ist ein zeitinvariantes Regelgesetz an-
zustreben. In [SM72] wird die Riickwértsrechnung so lange durchgefiihrt, bis die
optimalen, den Zustandspunkten zugeordneten Stellgrofien, sich zum néchsten Zeit-
schritt im Rahmen einer angestrebten Genauigkeit nicht mehr verdndern. Jedem
Zustandspunkt ist somit eine Stellgrofe zugeordnet. Dies entspricht dann einem
zeitinvarianten Regelgesetz u = f(z), das einen nichtlinearen Zusammenhang zwi-
schen Stellgréfe und Zustand herstellt. Ublicherweise wird dieser Zusammenhang als
Kennfeld abgelegt. Bei der Reglerauswertung wird dann zwischen den Stiitzstellen
linear interpoliert.

Die Losung, die durch die Dynamische Programmierung erhalten wird, ist optimal
in Bezug auf das gewahlte Giitemafs und halt dabei immer die Zustandsraum- und
die Stellgréfenbeschrankungen ein. Das Verfahren ist dabei sowohl auf lineare als
auch auf nichtlineare Systeme anwendbar. Allerdings ist der Aufwand fiir die Be-
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rechnung erheblich. Da Rechenkapazitdt und Speicher in immer gréfserem Umfang
zur Verfiigung stehen, wurde das Verfahren vor allem in den letzten Jahren immer
populérer.

In [Lis06] wird ein Verfahren zur Reduktion des Speicheraufwands der durch die
Dynamische Programmierung berechneten Kennfelder angegeben. In [Sch04a] wird
die Dynamische Programmierung so zum Beispiel fiir die Regelung einer Druckre-
gelstrecke verwendet. In [Har06] wird ein Verfahren zur methodischen Ermittlung
der Parameter bei der Dynamischen Programmierung vorgestellt.

In [Sch01] wird die Dynamische Programmierung fiir hybride Systeme vorgestellt.
Dieses Verfahren soll im Weiteren aber nicht naher erlautert werden.

3.3 Bekannte Regelungsverfahren fiir hybride Sys-
teme

Es werden nun im Folgenden die bekannten Verfahren zur Regelung und Steuerung
hybrider Systeme kurz zusammengestellt:

e Modellbasierte pradiktive Regelung auf Basis der MLD-Systembeschreibung
[BM99]

e Multiparametrische Programmierung [Bor(2]

Vorgabe von Stellgrofen in den Ecken eines Simplex [Hv04]

Regelung durch Anpassung von Linkseigenvektoren [Nen01]

Sektorkriterium [Nen01]

3.3.1 Modellbasierte pradiktive Regelung auf Basis der MLD-
Systembeschreibung [BM99]

Auf Basis des zeitdiskreten Systemmodells (2.13) wird zum Zeitpunkt to = kT ver-
sucht eine Steuerung zu finden, die den Zustand z(¢) in N, Schritten auf den Soll-
wert x,,; steuert. Fir die ersten NN, Schritte kann die Stellgrofe variieren, wah-
rend sie aber dann fiir die restlichen N, — N, Schritte als konstant angenommen
wird. Die erste berechnete Stellgréfse wird anschliefend aufgeschaltet. Zum Zeit-
punkt ¢ty = (k 4+ 1)T wird von Neuem eine Steuerung berechnet, wiederum mit
dem Préadiktionshorizont N, und dem Steuerhorizont N.. Die Steuerung wird durch
Lésung eines Optimierungsproblems ermittelt [RP04].
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In Abbildung 3.3(a) ist der Pradiktionshorizont N, = 3 und der aufgrund der Steue-
rung berechnete Verlauf der Istgrofe z,., eingezeichnet. Der pridizierte optimale
Systemverlauf ist mit einer fetten durchgezogenen Linie markiert. Mogliche untere
und obere Grenzen sind gestrichelt markiert. Der Sollwert z,,;; ist gepunktet einge-
zeichnet. In Abbildung 3.3(b) wird wiederum der Verlauf der Prédiktion betrachtet,

allerdings jetzt schon zum Zeitpunkt ¢; = (k + 1)T.

y N,=N,=3 A N,=N_.=3 A . N.=2
|—————————] |————————] |
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(a) Pradiktion zum Zeit- (b) Pradiktion zum Zeit- (c) realisierbare Pradik-
punkt to = kT punkt t1 = (k+1)T tion

Abbildung 3.3: Modellpradiktive Regelung

Da die Préadiktion des Zustands eine gewisse Zeit benoétigt, ist davon auszugehen,
dass das Ergebnis erst zum néichsten Abtastzeitpunkt vorliegt. In Abbildung 3.3(c)
ist genau dieser Fall dargestellt [Buc04a].

Fiir ein MLD-Systemmodell muss zur Ermittlung der Stellgréfen, die den pradizier-
ten Zustand auf die Sollgrofe fithren, ein Giitemaft minimiert werden, wobei der Va-
riablenvektor aus reellen und ganzzahligen Elementen besteht. Haufig wird deshalb
vorgeschlagen, dies als gemischt ganzzahliges quadratisches Problem (mized-integer
quadratic problem (MIQP) [BM99] zu formulieren, wobei die Systembeschreibung
des MLD-Systems aus Gleichung (2.13) fiir N, aufeinander folgende Schritte als
Nebenbedingungen bei der Optimierung eingehalten werden muss.

In [Buc04a| wird die modellbasierte pradiktive Regelung an einem Zwei-Tank-System,
das als MLD-Systemmodell beschrieben wird, vorgestellt. Die Abtastzeit musste bei
dem relativ einfachen Zwei-Tank-System auf T = 0,75s gewahlt werden, da fiir
kleinere Abtastzeiten nicht garantiert werden konnte, dass die Losung des MIQP
rechtzeitig zur Verfiigung stand?.

Die modellbasierte pradiktive Regelung ist von der Berechnung her sehr aufwandig,
dabei steigt der Rechenaufwand mit Anzahl der Pradiktionsschritte und mit Anzahl
der betrachteten Gebiete, in die das hybride System aufgeteilt wird, explosionsartig
an. Dennoch findet das Verfahren in der Kraftwerksplanung [GSCT 03] Anwendung,
da hier die Abtastzeiten geniigend grofs sind.

3Die Berechnung wurde auf einem Pentium 4 mit 2,8 GHz unter Windows 2000 mit dem
Cplex 9.0/Tomlab unter Matlab 12.1 durchgefiihrt.
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3.3.2 Affines Regelungsgesetz

Fiir die iibrigen Verfahren wird auf Basis eines affinen zeitkontinuierlichen Zustands-
raummodells nach Definition 2.3 oder des zeitdiskreten affinen Zustandsraummodells
nach Definition 2.4 ein affines Regelgesetz

u=-Rz+gp (3.3)

angegeben. Dieses Gesetz kann fiir zeitkontinuierliche als auch fiir zeitdiskrete Sys-
teme angegeben werden. Fiir zeitkontinuierliche Systeme gelten z und u, die bei
zeitdiskreten Systemen durch z; und u;, ersetzt werden.

Die Reglerstruktur, die sich mit dem Regelgesetz (3.3) ergibt, ist in Abbildung 3.4
dargestellt. Vergleicht man die Struktur des affinen Regelkreises in Abbildung 3.4
mit der Struktur des Zustandsregelkreises in Abbildung 3.2, so sieht man, dass der
Einfluss der sich &ndernden Fithrungsgréfe V,w durch den affinen Anteil des Regel-
gesetzes ¢ =~ ersetzt wird.

u = . Y
=  affine Strecke -
T=z ||
Regler R [-#—— affiner Beobachter

|- ——

Abbildung 3.4: Affiner Regelkreis mit Zustandsriickfithrung und affinem Beobach-
ter

Wird nun die im Weiteren verwendete zeitdiskrete affine Zustandsdifferenzenglei-
chung (2.7)
zy = Qxy + Huy, + o mit z5 = z(0) (3.4)

mit der zeitdiskreten Variante des affinen Regelgesetzes (3.3) geregelt, erhélt man
das autonome System
L1 = QR X, + Pr (35)
mit
QR =®-HR (3~6)

und
vp=Heo +¢. (3.7)
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3.3.3 Multiparametrische Programmierung

In [Bor02] wird der modellbasierte pradiktive Ansatz aus Abschnitt 3.3.1 unter der
Annahme eines stiickweise affinen Systemmodells aus Abschnitt 2.3.4 weiterentwi-
ckelt. Das gemischt ganzzahlige quadratische Optimierungsproblem wird so formu-
liert, dass es in den Nebenbedingungen zusétzlich zur Abhéngigkeit von den Opti-
mierungsvariablen z die Abhéngigkeit vom Parametervektor x  aufweist. Das Opti-

P
mierungsproblem erhélt dann die Form

J*(z,) =min J(z,z,) = ctz (3.8a)

unter den Nebenbedingungen: Gz <W + Sz

" (3.8b)

Entspricht nun der Parametervektor x, dem Zustandsvektor z des zeitkontinuierli-
chen Zustandsraumes, so ist eine Losung des Optimierungsproblems (3.8) fiir einen
kleinen Bereich, einem sogenannten kritischen Bereich [Bor02] des Zustandsraumes
giiltig. Die Losung fiir den ersten Schritt des Priadiktionshorizonts wird dann in Form
eines affinen Regelgesetzes diesem kritischen Bereich zusammen mit einer diskreten
Stellgrofe zugeordnet.

Der Zustandsraum wird im Verlauf der Reglerberechnung so weit wie moglich liicken-
los mit diesen Bereichen tiberdeckt. Da zwischen jedem Schritt eine Umschaltung der
diskreten Stellgrofe vorgenommen werden kann, nimmt die Anzahl an Méglichkeiten
sehr schnell zu. In [BBBMO05] wird deshalb ein Vorgehen basierend auf der dynami-
schen Programmierung vorgeschlagen, um den Berechnungsaufwand in Grenzen zu
halten.

In [Krii04] wird das Verfahren am Beispiel eines Zwei-Tank-Systems erprobt. Das
Verfahren zeigt besonders fiir einen wachsenden Prédiktionshorizont die Schwiéche,
dass immer weniger kritische Bereiche und damit Lésungen fiir die Regelungsaufgabe
gefunden werden. Der Rechenzeitbedarf ist vergleichbar mit dem modellpradiktiven
Ansatz auf Basis der MLD-Systembeschreibung aus Abschnitt 3.3.1, allerdings fallt
dieser Berechnungsaufwand nur einmal bei der Berechnung der affinen Regelungs-
gesetze an. Bei der Verwendung der Regler muss nur bestimmt werden, welches
Regelungsgesetz jeweils giiltig ist.
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3.3.4 Vorgabe von Stellgrofien in den Ecken eines Simplex

In [Hv04] wird ein Verfahren zur Reglerberechnung vorgeschlagen, das darauf basiert,
an die Stellgrofen in den Ecken eines Simplex Bedingungen zu stellen. Dabei wird
eine zeitkontinuierliche affine Dynamik nach Definition 2.3 als im Simplex giiltig

angenommen.

In Abbildung 3.5 ist ein Simplex dargestellt, in dessen Ecken Winkelbereiche mar-
kiert sind. Fiir die Austrittsseite gilt F, = Fj.

Abbildung 3.5: Bedingungen und zeitkontinuierliche Gradienten in den Eckpunk-
ten des Simplex

Diese Winkelbereiche stellen Bedingungen an den zeitkontinuierlichen Gradienten
i(z,,) = Az, + Bu(z,,) + a dar, der in der Ecke z, ausgewertet wird. Diese

i

Bereiche konnen durch die folgenden Ungleichungen beschrieben werden:

vz, €V: ﬂ};@ (AL,Z. + Bu(z,,) +Q) >0 (3.9a)
Vz, €Va: VFj e F,\{F.}: np (Az, +Bulz,)+a) <0 (3.9b)
Ve, €V\Ve: VF; € Fi: o (Az, + Bu(z,,)+a) <0 (3.9¢)
K
Va,, € V\Va: Y np (Az, +Bulz,)+a) <0  (3.9d)
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Die anschauliche Bedeutung der Ungleichungen ist wie folgt:

(3.9a) Die Gradienten in allen Ecken des Simplex zeigen beziiglich der
Austrittsseite Fj, nach aufen?.

(3.9b) Die Gradienten der Ecken, die auf der Austrittsseite liegen, zeigen
beziiglich der angrenzenden Seitenfldchen in das Simplex.

(3.9¢) Die Gradienten in den Ecken, die nicht auf der Austrittsseite liegen,
zeigen bezliglich der angrenzenden Seitenflachen in das Simplex.

(3.9d) Die Summe der Projektion der Gradienten beziiglich der angrenzen-
den Seitenflichen zeigen in den Ecken, die nicht zur Austrittsseite
gehoren, nach innen. Der Fall, dass die Summe aller Komponenten
Null ist, und die Ecke folglich eine Ruhelage darstellt, wird damit
ausgeschlossen.

Die Ungleichungen (3.9) héngen nur noch von der jeweiligen Stellgréfe u(z,,,) in den
n + 1 Ecken des Simplex ab.

Die Stellgrofe in einer Ecke entspricht beim geregelten System mit der Gleichung (3.3)
gerade
g(zw):fﬁgvi+£u i=1,...,n+1 . (3.10)

Schreibt man die Gleichungen (3.10) in Vektorform und transponiert diese anschlie-
fend ergibt sich

_RT
ET

U

u'(z,,) = [z, 1]

2,

i=1,...,n+1 . (3.11)

Fasst man die n + 1 Gleichungen (3.11) zu einer Matrixgleichung zusammen erhélt

man

u'(z,,) zy 1 .
~R
: = i (3.12)
uT (£U7L+1 ) g‘nﬁ»l 1 -

Die Gleichung (3.12) kann anschliefend durch Inversion nach den Reglerparametern
R und @, aufgelost werden, es ergibt sich

= : : (3.13)

4In Abschnitt 2.5 wird definiert, dass der Normalenvektor aus dem Polytop bzw. Simplex zeigt.
Die Projektion ist dann positiv, wenn sie in den gleichen Halbraum zeigt, wie der Normalenvektor.
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Die Stellgrofen in den Ecken werden durch das Bestimmen einer giiltigen Losung
fiir die Ungleichungen (3.9) bestimmt. Die Eckpunkte selbst sind bekannt. Da die
Eckpunkte eines volldimensionalen Simplex verwendet wurden, ist die zu invertie-
rende Matrix (T'5)~" immer invertierbar. Die Matrix T wird in Gleichung (2.26)
eingefiihrt.

Um das Verfahren bei volldimensionalen Polytopen anwenden zu kénnen, wird in
[Hv04] eine Triangulierung des Polytops in Simplexe mithilfe der Delaunay-Triangu-
lierung [Tol04] vorgeschlagen. In jedem Simplex kann anschliefend das Verfahren
angewendet werden. Jedes Simplex erhédlt dadurch sein eigenes Regelgesetz. Das
Polytop wird dadurch immer noch auf der gewiinschten Austrittsseite verlassen.

3.3.5 Regelung durch Anpassung von Linkseigenvektoren

In [Nen0l] wird die Regelung hybrider und stiickweise affiner zeitkontinuierlicher
Systeme durch Anpassung der Linkseigenvektoren der Dynamikmatrix des geregelten
Systems eingefiihrt.

In Abbildung 3.6 ist ein moglicher Verlauf fiir die Trajektorie dargestellt, der bei der
Regelung eines Systems durch die Anpassung von Linkseigenvektoren entsteht.

N
. -7 ZRuhe N

Abbildung 3.6: Trajektorienverlauf bei Anpassung der Linkseigenvektoren

Trajektorien, die in der Zustandsmenge X i starten, sind dabei gezielt auf die Trig-
germenge )} zu fithren, weil dort ein Ereignis ausgelost werden soll.

Das autonome geregelte System besitzt Systemgrenzen in Form von Hyperebenen,
die den Zustandsraum aufteilen, wenn dem geregelten System reelle Eigenwerte vor-
gegeben werden. Diese Systemgrenzen kénnen von der Trajektorie des geregelten
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Systems nicht iiberwunden werden. Sie werden im Folgenden inhdrente Systemgren-
zen genannt. Durch die stationéire Ruhelage g, des Systems verlaufen immer
inhérente Systemgrenzen.

In Abbildung 3.6 stellt so zum Beispiel I; eine solche inhdrente Systemgrenze dar,
die nicht iiberschritten werden kann.

Die Normalenvektoren dieser inhdrenten Systemgrenzen sind identisch mit den Links-
eigenvektoren des Systems. Da der zugehorige Eigenwert A\; zur inhdrenten System-
grenze I; stabil ist, bewegt sich die Trajektorie auf I; zu. Der Eigenwert Ay zur
inhdrenten Systemgrenze I5 ist instabil, die Trajektorie bewegt sich deshalb von die-
ser weg. Bei stabilen Eigenwerten, wie zum Beispiel dem Eigenwert A\;, kann man
die parallelen Hyperebenen® I; auch als inhéirente Systemgrenze auffassen, da sich
eine Trajektorie immer von dieser fort bewegt. Bei stabilen reellen Eigenwerten kann
man so mit den inhérenten Systemgrenzen und dem Startzustand z, € X o sowie
der Ruhelage zp o des Systems einen Spat aufspannen. Der Startzustand und die
Ruhelage bilden dabei zwei gegeniiberliegende Ecken des Spats.

3.3.6 Sektorkriterium [NenO1]

In Abbildung 3.7 sollen die zeitkontinuierlichen Trajektorien von der Zustandsmenge
Xko in die Zustandsmenge X g iberfiihrt werden, ohne einen bestimmten Sektor zu
verlassen. Dieser konisch zulaufende Sektor ergibt sich aus dem Schnitt von mehreren
Hyperebenen im spitzen Winkel, die durch die Normalenvektoren n.t=1.., k de-
finiert werden. Die Offnung des Konus wird durch die Hyperebene H abgeschlossen,
die durch den Normalenvektor w, definiert ist. Parallel zu Hy verlduft H..

-—

e

H

Abbildung 3.7: Trajektorienverlauf beim Sektorkriterium

5Dies entspricht einer inhiirenten Systemgrenze durch den Zustandspunkt x, aus Anhang B.3.3.
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Es werden nun die Forderung Q;FQ <0, i=1,...,k mit z auf den jeweiligen,
den Konus bildenden Hyperebenen gestellt. Gleichzeitig werden die Forderungen
Q;F@ < 0 mit z auf den Zustandsmengen Xgo und Xg. gestellt. Wird in diesen
zwei Ungleichungen die Systemgleichung £ = Az + Bu + a mit dem Regelgesetz
u=—-Rx+ p,, eingesetzt, so sind die Ungleichungen nur noch von den unbekannten
Parametern R und ¢ abhéngig, die iiber ein lineares Programm bestimmt werden

kénnen [Pap91].

Die bekannten Regelungsverfahren fiir hybride Systeme bendtigen einen messbaren
Zustandsvektor. Ist eine direkte Messung der Zustandsgrofen nicht moglich, dann
kann versucht werden, mit einem Zustandsbeobachter die fehlenden Zustandsinfor-
mationen zu rekonstruieren. Im Folgenden wird kurz auf die Zustandsbeobachtung
hybrider Systeme eingegangen.

3.4 Zustandsbeobachtung hybrider Systeme

Es wird zwar in dieser Arbeit vorausgesetzt, dass alle Zustandsgrofen, die fiir die
Prozessfiihrung verwendet werden, messbar sind; fiir den Fall, dass dennoch ein
Beobachter benotigt wird, wird im Folgenden kurz auf die aktuellen Methoden in der
Literatur zur Beobachtbarkeitsanalyse und Beobachtersynthese fiir hybride Systeme
eingegangen.

Die Zustandsbeobachtung hybrider Systeme wird in zahlreichen Publikationen be-
handelt [BFMO00, DDGP03, DDP03, Cv04|. Im Gegensatz zu linearen Systemen exis-
tiert fiir hybride Systeme weder ein Verfahren, mit dem fiir alle Arten von hybriden
Systemen die Beobachtbarkeit iiberpriift werden kann, noch der Entwurf eines stabi-
len hybriden Beobachters gewihrleistet ist. Dies ist hauptséchlich auf die Vielfalt der
verwendeten Modellformen und die Tatsache zuriickzufiihren, dass Modelle fiir hy-
bride Systeme mit wachsender Anzahl von Gebieten und wachsender Systemordnung
extrem komplexe Formen annehmen.

Fiir die Untersuchung der Beobachtbarkeit wird in [BFMO00] die sogenannte inkre-
mentelle Beobachtbarkeit definiert. Erfillt ein System fiir einen beliebigen Zeitpunkt
die Eigenschaft, dann erfiillt das System diese Eigenschaft auch zu jedem spéteren
Zeitpunkt. Das Verfahren selbst nutzt die MLD-Systembeschreibung und basiert auf
einem Testverfahren, das mit Hilfe eines gemischt ganzzahligen linearen Programms
(mized-integer linear programm (MILP)) ausgewertet werden kann. In [BFMO00] wird
dariiber hinaus gezeigt, dass, wenn die Teilsysteme eines stiickweise affinen Systems
beobachtbar sind, dies nicht fiir das hybride Gesamtsystem erfiillt sein muss, eben-
so der umgekehrte Fall, in dem die Teilsysteme nicht beobachtbar sind, aber das
hybride Gesamtsystem.
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In [DDGP03] wird ein Uberblick iiber hybride Beobachter gegeben. In diesem Uber-
blick wird der Ansatz zur Ermittlung der Beobachtbarkeit bzw. des Beobachterent-
wurfs auf der Basis von geschalteten linearen Systemen [DDP03| néher erldutert.

Aufgrund der hohen Komplexitdt in hybriden Systemen wird man in der Praxis
meist sehr einfache Systeme mit kleiner Systemordnung und wenigen Gebieten im
Zustandsraum betrachten. Es ist dann sinnvoll, wie beim klassischen Luenberger-
Beobachter [F694, Lun04] vorzugehen und die Stabilitdt des Beobachtungsfehlers
zum Beispiel mit nichtlinearen Methoden nachzuweisen. Ein Beispiel fiir den Entwurf
eines schaltenden Beobachters ist in [Lun00| dargestellt.

3.5 Vergleich der Ziele eines hybriden mit denen
der klassischen Regelungsverfahren

Stellvertretend fiir die vorgestellten hybriden Regelungsverfahren soll im Weiteren
nur das hybride Regelungsverfahren der Vorgabe von Stellgrofen in den Ecken eines
Simplex aus Abschnitt 3.3.4 den klassischen Regelungsverfahren gegeniibergestellt
werden.

Die klassische Regelung hat die folgenden wesentlichen Ziele:
e Ausregelung von Stérungen
e Gutes Fithrungsverhalten

Beide Ziele sind dabei auch fiir die hybriden Regelungsverfahren interessant, die
ebenfalls auftretende Storungen ausregeln kénnen sollen. Zusétzlich sollen sie ein
gutes Fiihrungsverhalten aufweisen. Betrachtet man das Regelgesetz eines klassi-
schen Zustandsreglers nach Gleichung (3.1), bei dem

u=-R x+V_ w (3.14)

gilt, so reagiert das System zu jedem beliebigen Zeitpunkt auf die Fiithrungsgrofe w.
Vergleicht man hierzu das affine Regelgesetz aus Gleichung (3.3), fiir das

u=-Rr+g¢, (3.15)

gilt, so erkennt man, dass die Fiithrungsgréffe w nicht in das affine Regelgesetz ein-
geht. Sind die Parameter R und @, festgelegt, dann verhalt sich das geregelte System
autonom.
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Ziel des hybriden Regelungsverfahrens ist

A) das aktuelle Gebiet im Zustandsraum {iiber eine ausgewihlte Begrenzungsseite
zu verlassen, oder

B) im aktuellen Gebiet des Zustandsraums zu verweilen.

Fiir die Dynamik des geregelten Systems gibt es dabei zwei Moglichkeiten. Entweder
préigt die Riickfiihrmatrix dem geregelten System ein

e stabiles oder
e instabiles Verhalten auf.

Wird ein stabiles Verhalten aufgeprigt, dann befindet sich die zugehorige Ruhelage
des geregelten Systems beim hybriden Regelungsziel A) immer auferhalb des aktu-
ellen Gebiets selbst, nur dann kann das aktuelle Gebiet verlassen werden.

Fiir das hybride Regelungsziel B) ist gefordert, dass die Ruhelage im aktuellen Ge-
biet selbst liegt, da die Trajektorien dieser immer zustreben werden.

Wird hingegen ein instabiles Verhalten aufgepréigt, dann fithrt jede Trajektorie von
der Ruhelage weg. In diesem Fall kann iiber die Lage der Ruhelage keine Aussa-
ge gemacht werden. Sie kann im Gebiet selbst, aber auch genauso gut auferhalb
des Gebiets liegen. Die instabile Dynamik des Systems muss dabei so gewahlt wer-
den, dass die ausgewahlte Begrenzungsseite des Gebiets erreicht wird und damit das
Ziel A) erreicht wird. Fiir ein instabiles Verhalten kann in einfachen Féllen sogar
die unveradnderte ungeregelte Systemdynamik verwendet werden, sofern das Ziel der
Regelung damit erreichbar ist.

Das hybride Regelungsverfahren kann also im Vergleich zur klassischen Regelung nur
bei stabiler Dynamik bezogen auf die zu erreichende Ruhelage auf Stérungen rea-
gieren. Solange der Zustand in einem bestimmten Gebiet verweilt, wird die hybride
Regelung versuchen, die Zustandstrajektorie so zu beeinflussen, dass die Trajektorie
das Gebiet wie gewiinscht verldsst. Nachdem das Gebiet im Zustandsraum verlassen
wurde, wird ein anderes affines Regelgesetz ausgewertet, das wieder das Ziel hat, die
Trajektorie aus dem neuen Gebiet iiber eine ausgewéhlte Seitenfliche zu fiihren. Die
iibergeordnete Koordination wird dabei durch die hybride Prozessfiihrungsstrategie
bewerkstelligt.

Erst wenn die Fithrungsgrofie, die das System einnehmen soll, im selben Gebiet
liegt, wird das Sysem versuchen die Fithrungsgréfse, die dann iiblicherweise eine
Ruhelage darstellt, zu stabilisieren. Fiir diesen Fall sind die klassische Regelung und
das hybride Regelungsverfahren vergleichbar.

Wihrend dem sequentiellen Umschalten des affinen Regelgesetzes beim Uberque-
ren der Gebiete wird durch die Prozessfiihrungsstrategie ein génzlich anderes Ziel
verfolgt. Dieses sequentielle Fiihren der Zustandstrajektorie iiber eine ausgewéhlte
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Gebietsfolge kann so zum Beispiel dazu genutzt werden, die Trajektorie in einem de-
finierten Bereich im Zustandsraum vorzugeben. Damit kann zum Beispiel verhindert
werden, dass die Zustandstrajektorie in Bereiche des Zustandsraumes vordringt, die
flir den realen Prozess kritisch beziehungsweise verboten sind.

Im Kern entspricht die Vorgabe von Gebietssequenzen, wie die Trajektorie die Ge-
biete im Zustandsraum durchlaufen soll, einer Trajektoriefolgeregelung, bei der aber
nicht die Solltrajektorie selbst, sondern nur ein giiltiger Bereich um diese vorgeben
wird.

3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein Uberblick iiber die klassischen Regelungsverfahren ge-
geben. Der Entwurf eines dynamischen Reglers mit Ausgangsriickfiihrung und der
Entwurf eines Zustandsreglers wurden kurz erldautert.

Die Dynamische Programmierung stellt dabei einen Sonderfall eines Zustandsreglers
dar, und fiihrt im Allgemeinen auf einen zeitdiskreten nichtlinearen Regler. Dieser
Regler kann, dhnlich wie die meisten hybriden Regelungsverfahren Stellgréfien- und
Zustandsraumbeschréankungen beriicksichtigen.

Danach wurden bekannte Verfahren zum Reglerentwurf fiir hybride Systeme vor-
gestellt. Das erste Verfahren nutzt einen modellpradiktiven Ansatz auf Basis der
zeitdiskreten MLD-Beschreibung, um in jedem Abtastintervall eine affine Steuerung
zu berechnen. Dabei wird nur die Steuergrofe fiir den ersten Abtastschritt auf das
hybride System aufgeschaltet und dann der Berechnungsvorgang mit aktuellen Mess-
grofen von Neuem gestartet.

Das zweite Verfahren basiert auf multiparametrischer Programmierung unter der
Verwendung von zeitdiskreten stiickweise affinen Systemmodellen und liefert ein
stiickweise affines Regelgesetz. Die durch die Modellierung gegebenen Gebiete wer-
den bei diesem Ansatz in eine Vielzahl von kleineren Gebieten unterteilt; auf jedem
dieser Gebiete gilt dabei ein anderes Regelgesetz.

Die dritte, vierte und fiinfte Verfahren nutzen zeitkontinuierliche stiickweise affine
Systemmodelle. Das dritte Verfahren legt die Stellgréfe in den Ecken eines Simplex
fest, wodurch die Reglerparameter durch eine einfache Matrixinversion erhalten wer-
den. Das vierte Verfahren passt die Linkseigenvektoren des geregelten Systems an
und nutzt dabei systeminhérente Grenzen. Das fiinfte und letzte vorgestellte Verfah-
ren fithrt die Trajektorie in einem Sektor, dabei wird das affine Regelgesetz durch
eine lineare Optimierung gefunden.
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Alle Verfahren nutzen zum Reglerentwurf die als bekannt vorausgesetzten Zustands-
grofen. Die Zustandsbeobachtung hybrider Systeme wurde nur kurz angesprochen.

Abschliefsend wurden die Ziele der hybriden und der klassischen Regelungsverfahren
am Beispiel des Verfahrens zur Vorgabe von Stellgréfen in den Ecken eines Simplex
miteinander verglichen. Es zeigte sich, dass sich die Ziele grundlegend voneinander
unterscheiden konnen. Die hybride Prozessfiihrung zeichnet sich dabei durch eine
grofse Vielfalt an Moglichkeiten aus.

Im n#chsten Kapitel soll nun auf die globalen Prozessfiihrungsstrategien fiir hybride
Systeme eingegangen werden.






Kapitel 4

Globale Prozessftithrungs-
strategie fiir hybride Systeme

In diesem Kapitel wird die globale Prozessfiithrungsstrategie vorgestellt. Die globale
Prozessfithrungsstrategie hat eine iibergeordnete Funktion.

Das Ziel der globalen Prozessfiihrungsstrategie ist es, den Anfangszustand der Zu-
standstrajektorie in den gewiinschten Endzustand, der eine Ruhelage des Systems
darstellt, zu iiberfiihren. Dabei liegen Anfangs- und der Endzustand der Zustand-
strajektorie nicht im gleichen Gebiet im Zustandsraum, das heifst zwischen diesen
beiden Gebieten liegt noch eine endliche Anzahl anderer Gebiete.

In dem Gebiet, im dem der Endzustand liegt, soll dann die Zustandstrajektorie sta-
bilisiert werden. Dieses Gebiet wird im Weiteren Endgebiet genannt. Dies bedeutet,
dass der Zustand, um dieses Endgebiet {iberhaupt erreichen zu kénnen, iiber mehrere
Gebiete gefiihrt werden muss.

Die Aufgabe der globalen Prozessfithrungsstrategie ist es, eine geeignete Sequenz
von Gebieten vorzugeben, auf der die Zustandstrajektorie so in das Endgebiet iiber-
fithrt wird, dass ein zugehoriges Giitemafs, zum Beispiel die bendtigte Zeit oder auch
die quadratische Summe der erforderlichen Stelleingriffe, minimiert wird. Dies wird
dadurch moglich, dass jedem moglichen Gebietswechsel ein Wert fiir die Kosten zu-
geordnet wird. Im Endgebiet muss dann ein lokaler Regler ausgewahlt werden, der
das Erreichen des Endzustands erméglicht.

Fiir die erste Aufgabe, die globale Prozessfiihrungsstrategie, wird angenommen, dass
ein geeigneter Regler fiir das Endgebiet existiert, oder dass das Ziel darin besteht,
nur dieses Gebiet zu erreichen. In der Tat ist die Existenz eines Reglers im Endge-
biet nicht immer gesichert. Im Abschnitt 4.3.3 werden deshalb geeignete Heuristiken
angegeben, um dem gewiinschten Endzustand, auch ohne geeigneten Regler im End-
gebiet, so nahe wie moglich zu kommen.
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Die globale Prozessfithrungsstrategie bendtigt ein Modell in Form einer Graphen-
struktur. Im néchsten Abschnitt wird auf die Erstellung des Modells eingegangen,
da dieses Modell als Grundlage fiir die Anwendung der Prozessfiihrungsstrategie
dient.

4.1 Erstellung eines Modells fiir die globale Pro-
zessfiihrungsstrategie

Die benétigten Schritte fiir die Ermittlung des Modells in Form einer Graphenstruk-
tur werden im Folgenden durch ein Ablaufdiagramm veranschaulicht.

In Abbildung 4.1 sind die Schritte dargestellt, die zum Modell fiir die globale Pro-
zessfiihrungsstrategie fiihren. Ausgehend von einer Aufteilung des Zustandsraums in
Gebiete, werden die Knoten des Graphen bestimmt. Wenn eine Ubertrittsregelung
existiert, um die Trajektorie aus einem Gebiet unter der dort giiltigen Systemdyna-
mik in das benachbarte Gebiet zu tberfiihren, dann werden die Knoten mit einer
gerichteten und bewerteten Kante verbunden.

Gebietsaufteilung

'

Zuordnung der Knoten

'

Einfiigen der Kanten

Abbildung 4.1: Ablaufdiagramm zur Erstellung des Modells fiir die globale Pro-
zessfiihrungsstrategie in Form eines Graphen

Auf die einzelnen Schritte wird nun genau eingegangen. Jeder Schritt wird dabei mit
einem kurzen Beispiel erlautert.

4.1.1 Gebietsaufteilung

Die Grundaufteilung des Zustandsraumes ist in den héufigsten Fallen, wie zum Bei-
spiel bei der physikalischen Modellierung in Abschnitt 2.1.1 oder der vereinfachten
Modellierung in Abschnitt 2.1.2, fest vorgegeben.
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Eine zusétzliche feinere Unterteilung der Gebiete wird fiir die praktische Realisie-
rung der Prozessfiihrungsstrategie hiiufig bendtigt!. Dies kann zum einen den Grund
haben, dass es gewiinscht wird, kleinere Polytope zu verwenden oder es kann einfach
das Problem vorliegen, dass die Grundaufteilung des Zustandsraumes durch die Mo-
dellierung nicht konvexe Gebiete liefert, die dann durch eine zusétzliche Aufteilung
in Polytope zerlegt werden miissen.

Die Gebiete werden im Folgenden mit Buchstaben aus der Menge G = {A, B, C, ...}
dargestellt. Die Anzahl aller Gebiete wird mit ng = |G| bezeichnet.

Auf jedem Gebiet ist durch die Gebietsaufteilung schon mindestens eine Dynamik
vorgesehen, die sich von der Dynamik der anderen Gebiete unterscheidet. Durch
diskrete Stellgrofen up, € RPP ist es nun zusétzlich moglich, jedem Gebiet mehrere
unterschiedliche Dynamiken zuzuordnen. Haufig stellen die einzelnen Elemente des
diskreten Stellgrofenvektors up = [u D1>"-7quD]T bindre Variablen dar, so dass
sich die maximale Anzahl der méglichen Dynamiken berechnen lésst zu np = 2PP =
|D|.

Unter der Annahme, dass auf allen Gebieten alle Dynamiken mdoglich sind, ergibt
sich D = {1,2,...,np}. Die Dynamiken auf einem Gebiet sind dann in Bezug auf
mogliche Kombinationen der diskreten Eingangsgrofen durchnummeriert.

Man kann aber jedes Element der diskreten Stellgréfie up auch aus dem Bereich der
natiirlichen Zahlen IN wéhlen, wobei die Menge nach oben abgeschlossen ist. Es kann
so zum Beispiel bei einem Vektor fiir die diskreten Stellgréfen mit zwei Elementen
das erste Element up, € Mp, = {0, 1, 2} und das zweite Element up, € Mp, =
{0, 1,2, 3} gewdhlt werden. Die Anzahl aller Moglichkeiten berechnet sich dann
allgemein zu np = |[Mp,|-...-|Mp, |-

Einem Gebiet wird eine bestimmte Untermenge D; CD , i =1,...,ng aller mogli-
chen Dynamiken zugeordnet, wobei sinnvollerweise jedem Gebiet ¢ mindestens eine
Dynamik |D;| > 1 zugeordnet werden sollte. Die Dynamiken, fiir die ein Gebiets-
iibertritt gelingt, stellen eine Untermenge D} C D; der auf einem Gebiet moglichen
Dynamiken dar und koénnen deshalb auch eine leere Menge sein.

Zusétzlich zu der Moglichkeit, einem Gebiet tiber die diskrete Stellgrofe [Nen01] un-
terschiedliche Dynamiken zuzuordnen, kann durch Auslosen unterschiedlicher Trig-
germengen [NenO1, Sch04b| eine unterschiedliche Zuordnung von Dynamiken auf
einem ausgewéhlten Gebiet erfolgen. Ein Beispiel hierfiir ist das geregelte Ein-Tank-
System aus [Sch04b], bei dem bei Uberschreiten der maximalen Fiillhohe automa-
tisch ein Ventil im Boden des Tanks gedffnet wird. Bei Unterschreiten der minimalen
Fiillhohe wird dieses Ventil wieder geschlossen. Ublicherweise wird eine Regelung
dieser Art als Zwei-Punkt-Regler bezeichnet. Das Ventil kann dabei entweder ganz

1Dije Regelung des Antriebsstrangs in Abschnitt 6.2 stellt hierfiir ein Beispiel dar.
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gedffnet oder ganz geschlossen sein. Das geregelte System verhélt sich also auf dem-
selben Gebiet im Zustandsraum unterschiedlich, je nach dem, ob die Fiillhche zuletzt
die obere oder die untere Schranke erreicht hat.

Auch im Fall des soeben beschriebenen geregelten Ein-Tank-Systems mithilfe ei-
nes Zwei-Punkt-Reglers kann die Ansteuerung des diskreten Ventils als eine diskrete
Eingangsgrofe betrachtet werden. Unterschiedliche Dynamiken auf dem gleichen Be-
reich im Zustandsraum sind deshalb in der Regel auf verdnderte Werte von diskreten
Eingangsgrofen up, zuriickzufiihren.

An einem theoretischen Beispiel sollen nun die Mengen G, D, D; und D} konkretisiert
werden.

Beispiel 4.1 (Gebietsaufteilung):
In Abbildung 4.2 ist ein Bereich des Zustandsraums in die vier Gebiete A, B, C und
D eingeteilt.

Die Menge der Gebiete ergibt sich so zu G = {A,B,C,D} mit ng = |G| = 4.
Insgesamt sollen np = 3 unterschiedliche Dynamiken existieren. Die Menge der
mdoglichen Dynamiken in den Gebieten A-D ldsst sich darstellen, indem man die
Gebietsbezeichnung in den Index der Mengen D;, i € {A, B,C, D} schreibt. In Ta-
belle 4.1 sind diese Mengen dargestellt.

Die realisierbaren Gebietsiibertritte sind durch die Mengen mit (*) gegeben und sind
in Abbildung 4.2 durch Pfeile dargestellt, die mit der Nummer der Dynamik in dem
Gebiet markiert sind, aus dem der Pfeil herausfihrt. Fir das Gebiet A bedeutet
dies zwar, dass die Dynamiken '1" und '3’ definiert sind, ein Gebietsibertritt in das
benachbarte Gebiet B aber nur unter der Dynamik '1’ gelingt. Das Gebiet D ist vom
Gebiet A aus nicht erreichbar.

Abbildung 4.2: Gebiete im Zustandsraum

4.1.2 Graph fiir die globale Prozessfiithrungsstrategie

Fiir die Erstellung des Graphen kann eine gebietsorientierte oder eine dynamikori-
entierte Darstellung gewéhlt werden. Diese Kennzeichnung charakterisiert die Art
des Informationsgehaltes der zugeordneten Knoten im Graphen. Die Existenz von
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Tabelle 4.1: Mengen moglicher Dynamiken in den Gebieten

Gebiet 4 Menge der moglichen Dyna- | Menge der moglichen Dyna-
miken im Gebiet i miken im Gebiet 4, mit denen

ein Gebietsiibertritt moglich
ist

A Dy =1{1,3} DY = {1}

B Dp = {1, 2,3} Dy = {1, 2}

C De = {3} Df = {3}

D Dp =12, 3} Dy, =1{2,3}

Kanten wird fiir die folgenden Betrachtungen genau dann vorausgesetzt, wenn ein
Ubertritt der Trajektorie zwischen benachbarten Gebieten moglich ist. Dies ist im-
mer dann moglich, wenn ein Regelgesetz der Art gefunden werden kann, dass jede
mogliche Trajektorie, die im Gebiet startet, in das benachbarte Gebiet iiberfiihrt
werden kann. In Abbildung 4.2 ist es so zum Beispiel méglich, einen Ubertritt vom
Gebiet A ins Gebiet B unter der Dynamik 1 im Gebiet A zu bewerkstelligen.

Mit der lokalen Regelung aus Kapitel 5 wird bestimmt, mit welchen Kosten ein
Ubertritt ins Nachbarpolytop moglich ist. Ist kein Ubertritt moglich, dann sind die
Kosten fiir diesen Ubertritt unendlich grof.

Gebietsorientierter Graph

Bei der gebietsorientierten Darstellung des Graphen wird jedem Gebiet ein Knoten
im Graphen zugewiesen. Sind mehrere Ubertritte zwischen benachbarten Gebieten
moglich, so werden parallele und gleichgerichtete Kanten zwischen den zugehoérigen
Knoten im Graphen eingezeichnet. Die parallelen Kanten bilden so die Alternativen
ab. Da es dennoch wichtig ist, dass man die Kanten unterscheiden kann, miissen die
Kanten zusétzlich zum Gewicht eine Kennzeichnung erhalten.

In Abbildung 4.3 ist je ein Multigraph mit den zwei Knoten L und M dargestellt.

Die parallelen Kanten fiihren vom Knoten L zum Knoten M. In Abbildung 4.3(a)
sind die Kanten mit den Tupeln (x, K) bezeichnet. Dabei stellt x die Kennzeichnung
und K die zugehorigen Kosten dar. Im Beispiel ist der Weg x = 2 mit den Kosten
K = 1,8 giinstiger als der Weg x = 1 mit den Kosten K = 2,1.

Durch eine geeignete Indizierung der Kosten kann die umstédndliche Schreibweise
mit Tupeln umgangen werden. Die Abbildung 4.3(b) zeigt den Graphen aus Ab-
bildung 4.3(a) mit den Variablen J, deren Wert direkt den Kosten K entspricht.
Die Kennzeichnung kann eindeutig im Index der Variablen J abgelegt werden. Die
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JJ\J L
- oWrC
CA¥Y T
(a) Kanteninformation im (b) Kanteninformation im
Tupel Index

Abbildung 4.3: Kennzeichnung der Kanten eines Multigraphen

parallelen Kanten vom Knoten L zum Knoten M werden mit Jr ps gekennzeichnet.
Im konkreten Fall gilt Jz,p»r = 2,1 und Jp,p = 1,8.

Durch die zusétzliche Kennzeichnung der Kanten kénnte man so von einem gerichte-
ten, gekennzeichneten und gewichteten Multigraphen sprechen. In der Literatur wird
alternativ die Kennzeichnung mit farbigen Kanten vorgeschlagen [JT95].

Beispiel 4.2 (Gebietsorientierter Graph):

In Abbildung 4.4 wird der gebietsorientierte Graph fir die Gebietsaufteilung aus Ab-
bildung 4.2 angegeben. In Tabelle 4.2 sind die fiir dieses Beispiel gewdhlten Gewichte
der einzelnen Kanten zusammengestellt. In Tabelle 4.3 sind alle méglichen Wege des
Graphen aus Abbildung 4.4 von jedem Knoten zu jedem Knoten zusammengestellt.

Die Gesamtkosten kénnen mit den Kosten der einzelnen Uberginge aus Tabelle 4.2
berechnet werden. Die kiirzesten Wege zwischen zwei Knoten, d.h. die Wege mit den
geringsten Kosten, sind in Tabelle 4.3 fett hervorgehoben.

Abbildung 4.4: Gebietsorientierter Graph mit Gewichten
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Tabelle 4.2: Gewichte und Kennzeichnungen der Kanten

Kennzeichnung ‘ JAlB JBlA JBlD JBgD JCgB JD2A JDgC JD30

Startknoten ¢ A B B B C D D D
Zielknoten j B A D D B A C C
Dynamik in ¢ 1 1 1 2 3 2 2 3
Gewicht 1,2 2,3 1,0 1,5 2,1 3,1 0,8 0,9

)

Dynamikorientierter Graph

Bei der dynamikorientierten Darstellung des Graphen wird jeder einzelnen Dynamik
ein Knoten im Graphen zugewiesen. Da fiir ein Gebiet 7 genau np, = |D;| Dynami-
ken definiert sind, werden fiir jedes Gebiet np,-Knoten verwendet. Die Bezeichnung
der Knoten setzt sich aus der Gebietsbezeichnung und der Dynamikbezeichnung zu-
sammen. Fir den Knoten, der Gebiet C' zugeordnet ist und fiir den die Dynamik '3’
gilt, wird die Knotenbezeichnung Cs verwendet, indem so die Dynamikbezeichnung
als Index der Knotenbezeichnung dient.

Diese etwas umsténdliche Vervielfachung von Knoten und Kanten hat den Hinter-
grund, dass in der lokalen Regelung in Kapitel 5 nur untersucht wird, ob die im ak-
tuellen Gebiet startenden Trajektorien so gefithrt werden konnen, dass ausgewéhlte
Nachbargebiete erreicht werden. Tritt die Trajektorie letztendlich in dieses Nachbar-
gebiet ein, so ist zu diesem Zeitpunkt nicht bestimmt, welche Dynamik in diesem
Nachbargebiet im Weiteren gilt, wenn mehrere Dynamiken zur Auswahl stehen. Es
sind folglich alle Ubertritte vom aktuellen Gebiet zu allen Dynamiken des betrach-
teten Nachbargebietes moglich. Dies gilt auch dann, wenn das Nachbargebiet das
zu erreichende Endgebiet darstellt, weil von vorne herein nicht klar ist, fiir welche
Dynamik im Endgebiet ein geeigneter Regler existiert.

Um die Zugehorigkeit der Knoten zu einem Gebiet zu veranschaulichen, sind die
Knoten mit einer gestrichelten Linie zu einem Verbund zusammengefasst. Dieser
Verbund wird mit der Gebietsbezeichnung beschriftet. Die Kanten werden mit den
Gewichten beschriftet.

Die Untersuchung, ob eine lokale Regelung existiert, muss natiirlich fiir alle Dyna-
miken in einem Gebiet durchgefiihrt werden. Dies bedeutet, dass alle Knoten des
Verbundes auf denselben Ubertritt hin untersucht werden miissen. Die Knoten eines
Verbundes besitzen dabei untereinander keine Kanten, da der Wechsel von diskreten
Eingangsgrofen nur zu dem Zeitpunkt erlaubt sein soll, wenn die Trajektorie die
Gebietsgrenze schneidet?.

2Ein Wechsel der diskreten Eingangsgrofien ist dariiber hinaus nur einmal ganz zu Beginn und
zum Ende der gesamten Prozessfiihrungsstrategie moglich.
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Tabelle 4.3: Gesamtkosten moglicher Wege im gebietsorientierten Graphen, der
glinstigste Weg ist fett gedruckt.

von\nach || A | B
A - Jap=12
B Tb,a =23 -
Jp,p+Jp,a =41
JBQD + JDQA =46
C Jo,B +JB,Aa =44 Je,B =2,1
Josp + I, p + Jpya = 6,2
JosB + JIByp + Jp,a = 6,7
D JDZA:371 JD2A+JAlB:473
Jp,c +JoyB + JBa = 5,2 Jp,c +JczB =29
JD3C+JC3B+JB1A:5,3 JD30+JC3B:3,O
von\nach || C D
A Ja,B+JB;,D +JDc =30 Ja,B+JB,D =2,2

Ja,B+JB,p +JIp,c =35

Ja,B +JIB,p = 2,7

Ja,B+J,p+JIp,c =31
Ja, B+ JIByp + Jps,c = 3,6
B J,p +Jp,c =18

Je,p + Jp,c = 2,3
Je,p+Jp,c =19

JB,p + Jp,c = 2,4

C .

Je.p=10
Jp,p =15

Jc;B +JB,D = 3,1
JCgB + JBgD =36
D Jp,c =0,8 -

Jp,c =0,9

Die Zuordnung einer Bezeichnung zu jeder Kante, wie dies beim gebietsorientierten
Graphen notig war, ist nun nicht mehr notwendig, da es sich hier um einen einfachen
gerichteten und gewichteten Graphen handelt. Das Gewicht heifst so allgemein J;_ j, ,
wobei der Index den Startknoten ¢ mit der dort herrschenden Dynamik x und den
Zielknoten j mit der Dynamik £ bezeichnet. Gilt x = &, dann wird die diskrete
Stellgrofie bei diesem Gebietsiibertritt nicht verdndert. Gilt hingegen x # ¢ dann
muss sich die diskrete Eingangsgrofse beim Gebietsiibertritt verdndern.

Die Kosten fiir die Verdnderung der diskreten Stellgrofse werden dann beriicksichtigt,
indem man die Kostenvariable Jy_.¢ addiert. Durch eine starke Gewichtung der
Verénderung der diskreten Stellgrofen kann das Schalten der diskreten Eingéinge
minimiert und so unnétiger Verschleifs der Stellglieder verhindert werden.
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Beispiel 4.3 (Dynamikorientierter Graph):

In Abbildung 4.5 ist der dynamikorientierte Graph fir das System mit der Gebiets-
aufteilung aus Abbildung 4.2 dargestellt. In diesem Beispiel werden Kosten fir dis-
krete Stellgrifsen noch nicht berticksichtigt. Fir das Gebiet A werden die zwei Knoten
Ay und Az im Verbund A angegeben. Fir das Gebiet B werden die drei Knoten B,
By und B3 im Graphen eingezeichnet und im Verbund B zusammengefasst. Fir das
Gebiet C' gibt es nur den Knoten Cs, der im Verbund C liegt. Die Knoten Dy und
Dy liegen im Verbund D und sind so Gebiet D zugeordnet.

Es soll in diesem Beispiel angenommen werden, dass die Verdnderung der diskreten
Stellgrifien keine Kosten verursacht. Es gilt dann

Ja,B, =Ja B, =Ja,B, =JdaB Jpia, = JIBas =JIBiA

JB,p, =JBDs =IB:iD 5  JIByD, =JIByDs =JBD

JosB, = JosB, = JosBs =JcsB s JIpoa, = Ipya; =Jpaa
Jp,c; =Jp,c  und Jp,c; = Jpsc

Die fett gedruckten rechten Seiten der hier aufgefiihrten Gleichungen und Glei-
chungsketten stellen die Kennzeichnungen aus Tabelle 4.2 dar, in der auch die zu-
gehorigen Kosten angegeben sind. Die Kosten und damit auch die giinstigsten Wege
fiir das Erreichen eines anderen Gebietes sind identisch mit denen in Tabelle 4.3
aus Beispiel 4.2.

Abbildung 4.5: Dynamikorientierter Graph mit Gewichten

Im folgenden Beispiel soll die Verdnderung der diskreten Eingangsgrofie mit bertick-
sichtigt werden. Die Kosten an den Kanten Jirje = LX je + jx—>£ bezeichnen nun die
Kosten fiir den Gebietsiibertritt jix je addiert mit den Kosten fiir die Verédnderung

der diskreten Eingangsgrofie J, ..
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Beispiel 4.4 (Kosten fiir die Verinderung der diskreten Stellgréfien):
Betrachtet wird das Beispiel aus Beispiel 4.3, allerdings werden jetzt die Verinde-
rungen der diskreten Stellgrofen zusdtzlich bestraft. Gilt x = & wird der Ubergang
nicht bestraft, fir x # & gilt Jy_¢ = 1. Fiir die Kosten der Gebietsiibertritte gilt
dann analog zum Beispiel 4.3

Jayp, = {_Ale = ezAlBS =Ja,B {_BlAl = ezBlA3 =JB,A ,

Jp,p, =JBips =JIBiD . JIByDy, =JIByDs =JdByD

Jesp, = Jos, = JosBs =JcsB 5 Ipaay = Jpoa; = JDoa
Jp,c; =Jp.c  und Jpsc; = IJpsc

In Tabelle 4.4 sind alle moglichen Wege des Graphen aus Abbildung 4.5 von jedem
Knoten zu jedem Knoten zusammengestellt. Die Gesamtkosten kénnen mit den Kos-
ten der einzelnen Uberginge aus Tabelle 4.2 und den Kosten fiir die Anderung der
diskreten Eingangsgrofien berechnet werden. Die Gesamtkosten sind in Tabelle 4./
mat ji[zjlj& bezeichnet. Sie stellen die Wege vom Gebiet i mit der Dynamik x zum Ge-
biet 7 mit der Dynamik £ dar. Da es hdufig mehrere Wege mit identischen Gebieten
und Dynamiken im Start- und FEndgebiet gibt, werden die unterschiedlichen Wege
mit der Bezeichnung ¢ unterschieden. Die kiirzesten Wege zwischen zwei Knoten
sind fett hervorgehoben. Wege, die Schleifen bezogen auf Verbiinde darstellen, wer-
den vernachldssigt.

Die Beriicksichtigung der Anderung der diskreten Stellgrifen im Kantengewicht ver-
dndert die Kosten fiir die Wege. Betrachtet man so zum Beispiel den Weg von Kno-
ten D nach Knoten C in Tabelle 4.4, so stellt Jp,c, dieselben Kosten dar wie Jp,c
in Tabelle 4.3. Die Anderung der diskreten Stellgrifie wird durch die Addition der
Kosten Ja_3 beriicksichtigt.

Die Gesamtkosten kénnen sich dadurch so verdindern, dass zwischen zwei Knoten ein
neuver kiirzester Weg, also der mit den geringsten Kosten, entsteht. Dies geschieht
in Tabelle 4.4 im Vergleich zu Tabelle 4.2 in finf Fillen, die in Tabelle 4.5 zusam-
mengestellt sind. Die Anderungen in den Gebietssequenzen, die den kiirzesten Weg
durch die Gewichtung der Anderung der diskreten Eingangsgrifie ergeben, sind in
Tabelle 4.5 fett hervorgehoben.
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Tabelle 4.4: Gesamtkosten moglicher Wege im dynamikorientierten Graphen mit Bewertung der Anderung der diskreten
Eingangsgrofen, der glinstigste Weg ist fett gedruckt (Fortsetzung)

von\nach || C | D
A TW e, = Jaim + JBipy + Jim2 + Jpycy + J2s = 5,0 Tay-ps = TasB, +Imip, +T12 = 3.2
kwmlow =Ja,B, + Jim2+ JIB,p, + Ipycy + Joz = 5,5 .uﬁlvuu =JaB, +IBiDg +J15 = 3,2
I8 e, =Iam, +I8,p, + 13 + Ipyc, = 4.1 kﬁlcw = Japs + 12+ Jpp, =37
S_Miow =Ja,B, + J1i—2 + JB,0s + J2—3 + Jpyc, = 5,6 M}lcw = JaB, + Jiv2 + Jyp, + Ja3 = 47
B T4 ey = Tpipa + Ji2 + Jpycy + Jas = 3,8 it p, = T,y + J1m2 = 20
MMiQw = JB,0y + Jpycy + J23 = 3,3 &Mlcw = Jp.py + J1os = 2,0
uwwlou =JB,p; +J1-3+Ipyc3 =29 HWWLUN =Jp,p, =15
MWMIVQ@ = JB,ps + J23 + Jp,c, = 3,4 &Mlbw = JB,Dy + Jom3 =25
C _ M%Mlum = JosB, + J3—1 + Jpipy + J1m2 = 5,1
JCy—py = JosBy + J3—1 4 Jp,py + 13 = 5,1
,ﬂom_mlcm = womww +J32 + wwmcn =46
M%lww = JoyB, + Js—2+ Jp,p, + J23 = 5,6
D M_UHWLQu = Jp,c, + Mmlw =138 -
35 ¢, =Jp,c, =09
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Tabelle 4.5: Vergleich der kiirzesten Wege mit und ohne Gewichtung der Anderung
der diskreten Eingénge, Verdnderungen in den Gebietssequenzen sind
fett hervorgehoben

von'\nach kiirzester Weg ohne Ge- | kiirzester Weg bei Gewichtung der An-
Knoten bzw. | wichtung der Anderung | derung der diskreten Eingéinge
Verbund der diskreten Eingéinge

D— B DQHC?,‘)B D3*>03*>Bg

AHC Al"BlHDQHC AlﬂBlﬂD;;HCg

B—>C Bl—>D2—>C Bl—>D3—>C3

B — D By — D B, — D

C—D 03—>Bl—>D C3—>B2—>D2

D—C D2 —C D3 — 03

4.2 Aufgabe und Durchfiihrung der globalen Pro-
zessfiihrungsstrategie

Die Aufgabe der globalen Prozessfithrungsstrategie ist

o festzustellen, ob ein Weg von einem Startknoten zu einem Zielknoten iiber-
haupt existiert, und

o falls mehrere Wege zwischen diesem Startknoten und dem Zielknoten existie-
ren, den giinstigsten davon auszuwahlen.

Durch die Modellierung als Graph beschrankt sich die Durchfiithrung der globalen
Prozessfithrungsstrategie auf eine einfache Wegsuche in diesem Graphen.

4.2.1 Wegsuche im Graphen

Das Ziel der Wegsuche ist den Weg mit den geringsten Kosten, bezogen auf die
Kantengewichte, zu finden. Beim gebietsorientierten Graphen und beim dynamik-
orientierten Graphen gibt es allerdings Unterschiede bei der Vorgehensweise. Bei
beiden Verfahren soll im letzten Schritt der Dijkstra-Algorithmus [NM93], der einen
Standardalgorithmus zur Wegsuche darstellt, auf einem einfachen, gerichteten und
gewichteten Graphen Anwendung finden.

4.2.2 Vorgehensweise beim gebietsorientierten Graphen

Fiir die Anwendung des Dijkstra-Algorithmus zur Bestimmung der kostengiinstigs-
ten Pfade im Graphen muss der gebietsorientierte Multigraph in einen einfachen
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Graphen umgewandelt werden. Dies gelingt dadurch, dass man die parallelen Kanten
zwischen den Knoten ¢ und j streicht, die ein groferes Giitemaf bzw. Gewicht haben
als die restlichen verbleibenden Kanten. Damit der Dijkstra-Algorithmus tiberhaupt
angewendet werden kann, miissen alle Kantengewichte nicht negativ sein.

Wiederholt man diesen Vorgang, dann bleibt letztendlich maximal eine Kante zwi-
schen zwei beliebigen Knoten des Graphen tibrig. Der Graph geniigt dann den An-
forderungen des Dijkstra-Algorithmus.

Beispiel 4.5 (Streichen der Kanten im gebietsorientierten Graphen):
In Abbildung 4.6 ist der Graph aus Abbildung 4.4 mit einfachen Kanten dargestellt.

Da Jp,p > Jp,p gilt, wird die Kante zwischen dem Knoten B und D mit Jg, p
gewichtet. Bei der Kante zwischen Knoten D und C' gilt Jp,c < Jp,c und sie wird
deshalb mit Jp,c gewichtet. Die Werte der Gewichtungen sind der Tabelle 4.2 zu
entnehmen. Der jeweils kiirzeste Weg, der sich bei der Berechnung mit dem Dijkstra-
Algorithmus ergibt, ist in Tabelle 4.3 fett markiert.

Abbildung 4.6: Gebietsorientierter Graph fiir die Wegsuche nach Streichen der
Kanten

4.2.3 Vorgehensweise beim dynamikorientierten Graphen

Der dynamikorientierte Graph liegt bereits in der Form vor, dass der Dijkstra-
Algorithmus angewendet werden kann. Fiir die Interpretation der Ergebnisse muss
aber beachtet werden, dass der Algorithmus fiir alle Knoten eines Verbundes durch-
gefiihrt werden muss, wenn der Startknoten ein Knoten aus einem Verbund mit
mehreren Knoten darstellt. Wenn der Zielknoten so von mehreren Startknoten eines
Verbundes aus erreichbar ist, dann muss derjenige Startknoten gewahlt werden, der
die kleinsten Kosten zum Zielknoten verursacht.
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Beispiel 4.6 (Giinstigster Startknoten aus einem Verbund):

Betrachtet man die mdglichen Wege von Verbund B in den Verbund C zu Knoten
C3 aus Tabelle 4.4, so ist der Knoten C3 von dem Knoten B einmal mit den Kos-
ten? JBJ_)CS = 3,8 und Jgjécg = 2,9 erreichbar. Der kiirzeste Weg ist also der

mit den Kosten ng]écg. Der Knoten C3 im Verbund C' ist aber auch vom Knoten
By auf einem Weg mit den Kosten Jgi—ﬂs = 3,3 und Jg_}cs = 3,4 erreichbar.
Hier besitzt der Weg ng_}a die geringsten Kosten. Fir den Verbund muss nun

in einem abschliefenden Berechnungsschritt das Minimum der Pfade J[zjﬁcg und

Jj[aliacg; bestimmt werden. Der Weg mit den geringsten Kosten vom Verbund B in
den Verbund C stellt somit der Pfad Jg%cg = 2,9 dar.

4.3 Einarbeiten von Heuristiken in die Prozessfiih-
rung

Im Folgenden werden Heuristiken formuliert und in die Prozessfiihrung eingearbeitet.
Es werden dabei zwei Ursachen fiir dieses Vorgehen unterschieden.

Zum einen kann es notig sein, dass bestimmte Gebiete im Zustandsraum nicht er-
reicht werden diirfen, da dort zum Beispiel bei einem chemischen Reaktor ein Pro-
dukt nur in mangelhafter Qualitdt produziert werden kann, oder sogar die Gefahr
besteht, dass die ganze Reaktion instabil wird und es im schlimmsten Fall zur Zer-
storung der Produktionsanlage kommen kann. Diese Gebiete sollen im Weiteren
verbotene Gebiete genannt werden.

Ein Spezialfall tritt auf, wenn Trajektorien in ein Gebiet nur von einer bestimmten
Seitenflache eintreten diirfen. Man kann so die Gebietsiibertritte, die durch andere
Seitenflaichen moglich sind, als unerlaubte Gebietsiibertritte markieren und damit
fiir die Prozessfiihrung ausschlieffen.

Zum anderen kann das Erreichen eines gewiinschten Endzustands im Zustandsraum
eine Herausforderung darstellen. Es kann so zum Beispiel der Fall auftreten, dass
die Zustandstrajektorie zwar sicher in ein Gebiet iiberfithrt wird, dort aber der ge-
wiinschte Endzustand nicht erreicht werden kann. M6gliche Ursachen und Mafinah-
men zur Abhilfe sollen kurz vorgestellt werden.

3Zur Bezeichnung siche Beispiel 4.4.
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4.3.1 Markieren von verbotenen Gebieten im Zustandsraum

Um zu vermeiden, dass die Trajektorie des geregelten Systems in verbotene Gebiete
eintritt, muss die Struktur des Graphen verdndert werden. Durch das Entfernen von
Kanten, die zu den verbotenen Gebieten bzw. den Gebieten zugeordneten Verbiinden
fithren, werden diese Gebiete von vornherein unerreichbar.

Das Entfernen von Kanten wird in dem Graphen vorgenommen, der fiir die Wegsuche
mit dem Dijkstra-Algorithmus verwendet wird. Im gebietsorientierten Graphen kann
das Entfernen von Kanten direkt erfolgen.

Durch Stérungen kann es vorkommen, dass sich ein Zustand plétzlich in einem ver-
botenen Gebiet befindet. Dann ist es wichtig, dass der Zustand so schnell wie moglich
aus dem Gebiet wieder herausgefiihrt wird. Kanten, die von Knoten bzw. Verbiinden
aus dem verbotenen Gebiet in nicht verbotene Gebiete fithren, werden deshalb nicht
entfernt.

Diese einfache Regel, alle zum verbotenen Gebiet fithrenden Kanten zu entfernen,
verhindert auch, dass Trajektorien von einem verbotenen Gebiet in das néchste
verbotene Gebiet fithren kénnen. Knoten bzw. Verbiinde, die Gebieten zugeordnet
sind, die in ihrer Lage weiter von erlaubten Bereichen entfernt im verbotenen Bereich
des Zustandsraumes liegen, haben dann keine Kanten und kénnen aus dem Graphen
entfernt werden.

Beispiel 4.7 (Verbotene Gebiete im gebietsorientierten Graphen):

In Abbildung 4.7 ist der gebietsorientierte Graph aus Abbildung 4.6 mit dem verbote-
nen Gebiet D dargestellt. Die Kante Jp,p die in Abbildung 4.6 noch vom Knoten B
nach D fihrt, fehlt nun in Abbildung 4.7. Die vom Gebiet D wegfiihrenden Kanten
sind nun gestrichelt dargestellt, um diese Kanten, die von einem verbotenen Gebiet
in nicht verbotene Gebiete zeigen, kenntlich zu machen.

Beispiel 4.8 (Verbotene Gebiete im dynamikorientierten Graphen):
In Abbildung 4.8 ist der dynamikorientierte Graph aus Abbildung 4.5 mit dem ver-
botenen Gebiet bzw. Verbund D dargestellt.

Wiederum sind Kanten, die vom Verbund D wegfiihren, gestrichelt eingezeichnet.
Vergleicht man den dynamikorientierten Graphen in Abbildung 4.5 mit dem Graphen
in Abbildung 4.8 so erkennt man, dass die Kanten Jp,p,, JB,p,s; JB.D, und Jp,p,
entfernt wurden.
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Abbildung 4.7: Gebietsorientierter Graph fiir die Wegsuche mit dem als verboten
markierten Gebiet D

Abbildung 4.8: Dynamikorientierter Graph fiir die Wegsuche mit dem als verboten
markierten Verbund D



72 Globale Prozessfiihrungsstrategie fiir hybride Systeme

4.3.2 Markieren von verbotenen Gebietsiibertritten

Wird beabsichtigt, dass Trajektorien in ein bestimmtes Gebiet nur durch bestimmte
ausgewahlte Seitenflichen eintreten diirfen, so kann dies durch Entfernen von Ver-
bindungen in der jeweiligen Graphenstruktur erreicht werden. Die Kanten in den
Graphen, die den Gebietsiibertritten zugeordnet sind, die zwar moglich, aber nicht
erwiinscht sind, stellen verbotene Gebietsibertritte dar und werden vor der Wegsuche
aus dem Graphen entfernt.

Beispiel 4.9 (Verbotene Gebietsiibertritte):

Soll das Gebiet A in Abbildung 4.2 nur iber das Gebiet D erreichbar sein, dann
sind alle anderen Kanten zu entfernen, die ins Gebiet A fiihren. Dies bedeutet so
zum Beispiel, dass die Kante Jp, 4 im gebietsorientierten Graphen fir die Wegsuche
in Abbildung 4.6 entfernt werden muss. Im dynamikorientierten Graphen in Abbild-
ung 4.5 sind so zum Beispiel die Kanten Jp, 4, und Jp,a, 2u entfernen.

4.3.3 Maftnahmen zum Erreichen des Endzustandes

In Abbildung 4.9 ist ein Ablaufdiagramm fiir das Anwenden der Heuristiken, wie sie
im Folgenden beschrieben werden, dargestellt.

Gewohnlich wird das Erreichen des Endzustandes im Endgebiet durch ein affines
Regelgesetz gewéhrleistet. Jedoch kann dieses Regelgesetz nicht angegeben werden,
wenn im Endgebiet keine Ruhelage des Systems existiert. In [Klo07] wird gezeigt,
dass die moglichen Ruhelagen des ungeregelten Systems in Abhéngigkeit der Stellgro-
e u die Ruhelage des geregelten Systems enthalten, wenn das affine Regelgesetz nach
Gleichung (3.3) die Stellgrofenbeschréankungen einhélt. Die Ruhelage des geregelten
Systems wird dabei durch den affinen Anteil ¢, im Regelgesetz nach Gleichung (3.3)
im Zustandsraum verschoben.

Notwendige Bedingung 4.1:
Das geregelte System kann nur dann eine Ruhelage im Gebiet aufweisen, wenn das
ungeregelte System magliche Ruhelagen im Gebiet aufweist.

Wenn diese notwendige Bedingung erfiillt ist, dann kann versucht werden, einen
Regler fiir das Gebiet, in dem der Endzustand liegt, zu berechnen.

Existiert der Regler nicht, obwohl die notwendige Bedingung erfiillt ist, dann ist
entweder der gewiinschte Endzustand keine Ruhelage oder das Regelgesetz ist nicht
bestimmbar, da zusétzliche Bedingungen erfiillt werden miissen. Im ersten Fall wird
die Ruhelage, die dem Endzustand am néchsten liegt, als alternative Losung vorge-
schlagen und mit dieser neuen Ruhelage das affine Regelgesetz bestimmt.
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Notwendige
Bedingung

Alle
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Zustandsgrofen
kénnen entkoppelt und

fixiert werden
?

nein

nicht
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affines Regelgesetz Ja Regler/Steuerung
fiir den Endzustand nicht bestimmbar
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Entkopplung in steuerbare
Teilsysteme
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Kritische Zustandsgrofien
iiber vorldufigen Endzustand |-a
einregeln und fixieren ‘

Steuerung berechnen
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Zustandsgroflen fixieren

Alle
kritischen Zustinde
eingeregelt?

nein

Regler fiir nicht kritische
Zustandsgrofien bestimmen

Entkopplung Steuerung

Abbildung 4.9: Ablaufdiagramm fiir die Regelung bzw. Steuerung des Zustands
in einen gewiinschten Endzustand
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Im zweiten Fall, wenn also die zusétzlichen Bedingungen nicht erfiillbar sind, kann
iiber den Entwurf einer Steuerung oder iiber eine geeignete Entkopplung des Systems
nachgedacht werden. In Abbildung 4.9 sind die zwei Pfade der beiden Verfahren
zusammengestellt.

Beide Verfahren kénnen aber nur dann erfolgreich eingesetzt werden, wenn der Zu-
stand bei Erreichen des Endzustandes fixiert werden kann. Dies ist oft bei Systemen
moglich, deren Zustdnde zum Beispiel durch geeignete Wahl diskreter Eingédnge zum
einen vollstandig entkoppelbar sind, und zum anderen bestimmte, sogenannte kri-
tische Zustandsgrifien ein integrierendes Verhalten aufweisen. Die zeitkontinuierli-
chen bzw. zeitdiskreten Eingangsgrofen miissen zusétzlich den Wert Null annehmen
konnen. Ein System mit integrierendem Verhalten, das iiber keine Eingangsgrofien
verfiigt, hélt somit den aktuellen Wert bei und fixiert damit die Zustandsgrofe.

Ist die Fixierung nicht mdglich, dann muss das Verfahren ergebnislos abgebrochen
werden.

Entkopplung

Eine mogliche Vorgehensweise ist, das System zun#chst in vollsténdig steuerbare
Teilsysteme zu entkoppeln. Im reduzierten Zustandsraum wird dann untersucht, ob
der gewiinschte Endzustand einer Ruhelage entspricht, zum Beispiel durch Priifen
der notwendigen Bedingung 4.1.

Stellt der gewiinschte Endzustand keine Ruhelage des Systems dar, wird das Teilsys-
tem vollstindig entkoppelt. Die Zustdnde, die dann nicht mehr steuerbar sind und
ein integrierendes Verhalten aufweisen, werden wiederum als kritische Zustédnde be-
zeichnet. Treten hier Zusténde auf, die kritisch sind, aber denen kein integrierendes
Verhalten aufgezwungen werden kann, dann ist der gewiinschte Endzustand weder
durch eine Regelung noch durch eine Steuerung erreichbar und der Algorithmus muss
abgebrochen werden.

Ist die Fixierung eines kritischen Zustandes moglich, dann wird ein sogenannter
vorldufiger Endzustand definiert, dessen Komponenten des Zustandsvektors so an-
gepasst werden, dass das Teilsystem in der kritischen Zustandsgrofie die gewiinschte
Ruhelage besitzt. Dieser vorldufige Endzustand wird anschliefend eingeregelt und
das System wird so entkoppelt, dass dadurch die kritische Zustandsgrofe fixiert wird.
Die restlichen nicht kritischen Zustandsgréfsen werden danach eingeregelt, ohne dabei
die Entkopplung und damit die Fixierung der bereits eingeregelten Zustandsgrofen
wieder aufzuheben.

Treten mehrere kritische Zustdnde in einem Teilsystem auf, kann durch rekursives
Vorgehen fiir jeden kritischen Zustand ein vorldufiger Endzustand definiert und aus-
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geregelt werden, danach wird der kritische Zustand fixiert und der Zustand vom
Teilsystem abgespaltet. Mit dem verbleibenden Teilsystem wird dieses Vorgehen so
lange wiederholt, bis alle Zustdnde entweder fixiert oder eingeregelt sind.

Steuerung

Eine Alternative stellt die Steuerung der Trajektorie in den gewiinschten Endzu-
stand dar. Die Trajektorie darf dabei das Endgebiet nicht verlassen und wird haufig
withrend des Betriebes bestimmt [K1o07]. So kann noch auf kleine Stérungen reagiert
werden. Nach Erreichen des Endzustandes miissen alle Zusténde fixiert werden. Da
kein affines Regelgesetz, das auf dem ganzen Gebiet seine Giiltigkeit hat, gefunden
werden muss, kann so im Vergleich zur Regelung fiir weitaus mehr Endzusténde eine
Steuerung bestimmt werden.

Erweiterungen

Tritt eine Storung auf, die den aktuellen Zustand zu weit von dem gewiinschten
Endzustand entfernt oder dieser sogar auferhalb des Gebiets platziert wird, dann
wird die Prozessfiihrungsstrategie von neuem gestartet, um das Endgebiet oder den
Endzustand zu erreichen.

Wird im Verlaufe des Betriebs ein anderer Endzustand gewéhlt, dann wird die Pro-
zesstithrungsstrategie ebenfalls neu gestartet.

Beispiel 4.10 (Vier-Tank-System):
Das Vier-Tank-System aus Abbildung 4.10 soll auf den Endzustand

T
Tp = [h1sot hosotl N3soil Pasoll

geregelt werden.

Der vierdimensionale Zustandsraum ist dabei in Hyperwirfel mit der Kantenldnge
Rimaz/5, t =1,...,4 eingeteilt. Das System hat zwei kontinuierliche Zufliisse und
die diskreten Ventile V; , i = 1,...,4, V1o, Voz und Vay.

Sind alle Ventile geschlossen, dann hat jeder Tank ein integrierendes Verhalten.

Es soll jetzt die Entkopplung in steuerbare Teilgebiete nach Abbildung 4.9 betrachtet
werden.

Das System wird beispielsweise in die zwei Teilsysteme Tank 1 - Tank 2 - Tank 3
und Tank 4 aufgeteilt. Fir den Tank 4 kann leicht eine Regelung fiir den Endzustand
24 = ha sou angegeben werden.
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Fiir das Teilsystem Tank 1 - Tank 2 - Tank 3 stellen sich die Fillhohen in Tank 2
und Tank 8 als kritische Zustandsgréffen heraus, da nach einer vollstindigen Ent-
kopplung aller Teilsysteme diese zwei Tanks ihre Fiillhéhen nur noch durch Offnen
der Ventile Vo bzw. V3 verringern kénnen. Die Fillhéhe hs in Tank 3 kann dabei
nur durch Kopplung zum Tank 2 erhoht werden. Deshalb soll zuerst die Fiillhéhe
in Tank 3 eingeregelt und anschlieffend fixiert werden. Als vorldufiger Endzustand
wird so £ = [hs sot1  N3,s0ll h37soll]T gewdhlt und eingeregelt. Nach Erreichen des
vorldufigen Endzustands werden die Ventile Vo und V3 geschlossen und damit die

Fiillhéhe hs fiziert.

Im ndchsten Schritt wird der Zustand xo eingeregelt und fiziert, dazu wird der vor-
liufige Endzustand = [hasonr  ha.sou)’ gewdhlt. Die Ventile Vi und Vo werden
nach Erreichen des vorldufigen Endzustands ebenfalls geschlossen. Fiir die Fillhéhe
in Tank 1 kann dann leicht ein Regelgesetz angegeben werden.

Tank 2

Abbildung 4.10: Vier-Tank-System

Wie man sieht, kann das Einregeln eines Endzustandes sehr schnell sehr kompliziert
werden. Die Vorziige der hier vorgestellten Prozessfilhrungsstrategie liegen daher
eher im Erreichen eines Gebietes im Zustandsraum.

Alternativ zum Erreichen eines Endzustandes kann es auch ausreichend sein, das
Gebiet zu erreichen, in dem der Endzustand liegt, wenn die Ausmafse des Gebietes
nur klein genug sind.

In [Bor02] wird fiir die dort vorgestellte multiparametrische Programmierung aus
Abschnitt 3.3.3 immer ein Zielgebiet definiert, gleiches gilt fiir den modellpradiktiven
Ansatz nach [BM99], der in Abschnitt 3.3.1 kurz vorgestellt wurde. Uber das Halten
des Zustands im Zielgebiet soll im Weiteren keine Aussage gemacht werden.
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Beispiel 4.11 (Wahl eines kleinen Endgebiets):
Wird fir das Vier-Tank-System eine Kantenldnge der Hyperwiirfel von R mqq/100 ,
1=1,...,4 gewdhlt, so liegt der mazimale Fehler < 1% zwischen dem aktuellen Zu-
stand beim Eintritt ins Endgebiet im Vergleich zum gewtinschten Endzustand selbst.
Um den Berechnungsaufwand klein zu halten bietet es sich an, nur Teile des betrach-
teten Zustandsraumes in kleinere Gebiete aufzuteilen.

4.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden mogliche Modelle in Form von Graphen fiir die globale
Prozessfiihrungsstrategie beschrieben.

Es wurden dabei der gebietsorientierte und der dynamikorientierte Graph betrachtet.
Die Durchfiihrung der Prozessfiihrungsstrategie in Form einer Wegsuche wurde fiir
beide Arten von Graphen behandelt.

Anschliefsend wurden Heuristiken fiir die Prozessfithrung diskutiert. Dabei spielte
das Markieren sowohl von verbotenen Gebieten im Zustandsraum als auch von ver-
botenen Gebietsiibertritten eine wichtige Rolle. Abschliefsend wurden Méglichkeiten
diskutiert, um den Endzustand moglichst gut zu erreichen, auch wenn der Endzu-
stand keiner moglichen Ruhelage entspricht.

Im néchsten Kapitel werden nun lokale Regelungen fiir den Gebietsiibertritt und fiir
die Regelung im Endgebiet behandelt.






Kapitel 5

Lokale Regelungsstrategien

Die in Kapitel 4 vorgestellte globale Prozessfiihrungsstrategie muss im Zielgebiet um
eine lokale Strategie erweitert werden, um die Prozessfithrungsstrategie insgesamt
erfiillen zu kénnen. Im lokalen Anteil werden mehrere mégliche Regelungsverfahren
zusammengefasst.

Die beiden folgenden lokalen Regelungsaufgaben sind durch lokale Regelungsstrate-
gien zu l6sen und werden wie folgt definiert.

Definition 5.1 (Ubertrittsregelung):
Die Zustandstrajektorie soll gezielt tber eine vorgegebene Fliche in ein angren-
zendes Nachbargebiet iberfihrt werden.

Definition 5.2 (Endgebietsregelung):
Die Zustandstrajektorie soll im gewdhlten Gebiet verbleiben, und der Zustand soll
eine mogliche Ruhelage einnehmen.

In Abbildung 5.1 sind erlaubte und verbotene Trajektorienverldufe bei der Lésung
der jeweiligen Regelungsaufgabe dargestellt.

Ziel der Ubertrittsregelung nach Definition 5.1 in Abbildung 5.1(a) ist, dass jede Tra-
jektorie, die im aktuellen Gebiet P startet, das gewdhlte Nachbargebiet P erreicht
und dabei das aktuelle Gebiet P nur durch die mit dem Nachbargebiet P gemeinsa-
me Seitenfliche verldsst. Verlasst eine Trajektorie das Gebiet P durch eine andere
Seitenfliche, dann stellt dies einen verbotenen Verlauf dar; die Regelungsaufgabe,
Trajektorien sicher vom Gebiet P ins Gebiet P zu iiberfiihren, gilt dann als nicht
erfiillt. Im Allgemeinen wird die verbotene Trajektorie nur in seltenen Féllen das
Gebiet P erreichen, wie es in Abbildung 5.1(a) skizziert ist, sondern auf Grund der
Dynamik im Aufengebiet von P und P einen Verlauf in eine véllig andere Richtung
einnehmen.

Bei der Endgebietsregelung nach Definition 5.2 in Abbildung 5.1(b) soll jede im
aktuellen Gebiet startende Trajektorie dieses nicht mehr verlassen und eine mogliche
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7/

Ve
(a) Ubertrittsregelung (b) Endgebietsregelung

Abbildung 5.1: Erlaubte (—) und verbotene (- - -) Trajektorienverldufe bei den
beiden lokalen Regelungsaufgaben

Ruhelage des Systems einnehmen. Verlésst eine beliebige Trajektorie das Endgebiet,
gilt die Regelungsaufgabe als nicht erfiillt. Fiir den Verlauf verbotener Trajektorien
gilt dasselbe wie bei der Ubertrittsregelung.

Zur Losung dieser beiden Regelungsaufgaben werden im Folgenden mehrere Rege-
lungsverfahren vorgeschlagen und diskutiert. Die Zusammenhénge sollen im néchsten
Abschnitt anhand eines Uberblicks kurz erliutert werden.

5.1 Uberblick iiber Regelungsaufgaben und lokale
Regelungsverfahren

Sowohl die Ubertrittsregelung als auch die Endgebietsregelung kann mit Hilfe des
Verfahrens zur Eigenwert- und Linkseigenvektor-Vorgabe (ELV) und auch mit Hilfe
des Verfahrens zur Vorgabe von Stellgrofen in den Eckpunkten (VSE) entworfen
werden.

Zunichst werden die Eigenschaften des Regelkreises im néchsten Abschnitt vorge-
stellt.
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5.2 Eigenschaften des Regelkreises

In Abbildung 5.2 ist die Struktur der Regelung dargestellt.

Steuergeréit u »l [ zeitkontinuierliche Yy
Strecke

_——— i

Abbildung 5.2: Steuergerit im Regelkreis

#g.

Der Regelkreis besteht aus einer zeitkontinuierlichen Strecke, deren Zustdnde z zur
Regelung herangezogen werden. Im Steuergerét wird die Stellgrofe w; durch das
Regelungsgesetz aus dem abgetasteten Messsignal z; berechnet und auf das Halte-
glied (H) gegeben, sodass es als Treppenfunktion @ auf die zeitkontinuierliche Strecke
wirkt.

In Abbildung 5.3 sind nun fiir erlaubte Trajektorien aus Abbildung 5.1(a) die jewei-
ligen Abtastzeitpunkte mit einem Kreuz (X) gekennzeichnet.

Abbildung 5.3: Zeitkontinuierliche Trajektorien und zeitdiskrete Abtastwerte

Betrachtet man nun den Verlauf einer Trajektorie in Abbildung 5.3 genauer, so stellt
man fest, dass zu einem Zeitpunkt ¢t* die gemeinsame Seitenflache F, der Polytope
P und P durchstoRen wird. Im Allgemeinen fillt dabei der Durchtrittszeitpunkt ¢*
nicht mit einer Abtastung ¢t = KT,k = 0,1,2,... des Messsignals zusammen. Dies
bedeutet, dass sich die Trajektorie fiir ein festes k im Zeitintervall ¢t € I; = [kT'; t*]
im Polytop P befindet und dementsprechend der dazugehorige Regler aufgeschaltet
wird. Fiir den noch verbleibenden Rest der Abtastzeit, also im Zeitintervall ¢ €
I, = [t*;(k + 1)T], befindet sich die Trajektorie zwar schon im Nachbarpolytop
P und ist damit dessen verinderter Dynamik ausgesetzt, allerdings wirkt immer
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noch der fiir das Polytop P berechnete Regler. Die zeitkontinuierlichen Trajektorien
in Abbildung 5.3 knicken deshalb direkt beim Uberschreiten der Seitenfliche (in
diesem Beispiel) nach oben ab, da der Regler vom Polytop P auf die Dynamik des
Nachbarpolytops P wirkt.

In Abbildung 5.3 ist auch der Fall eingezeichnet, dass die Dynamik im Nachbarpo-
lytop P mit der des Polytops P identisch ist. Es ergibt sich dann der gestrichelte
Verlauf der Trajektorie nach Durchstofien der gemeinsamen Seitenfliche F,. Der
néchste Abtastzeitpunkt ist hierbei mit einem Stern (x) gekennzeichnet.

Damit der Regler, der fiir das Polytop P berechnet wird, im Zeitintervall I die
Trajektorie nicht aus dem Nachbarpolytop P herausfiihrt, werden im Folgenden
Bedingungen hergeleitet, die genau diesen fehlerhaften Verlauf der Trajektorie un-
terbinden, da sonst die Regelungsaufgabe nicht erfiillt wire. Beim Reglerentwurf
werden deshalb sowohl die Dynamik vom Polytop P als auch die vom Polytop P
beriicksichtigt.

5.3 Allgemeine Bedingungen an den zeitdiskreten
Gradienten fiir die Ubertrittsregelung

Die allgemeinen Bedingungen werden auf polytopférmigen Gebieten hergeleitet. Die
Bezeichnung Polytop wurde dazu in Abschnitt 2.5.1 eingefiihrt.

Fiir jedes Polytop wird eine zeitdiskrete affine Dynamik in zeitdiskreter Zustands-
raumdarstellung nach Definition 2.4 angenommen. Im Folgenden wird die affine Dif-
ferenzengleichung (2.7)

Tpy =Pay +Hup + (5.1)

im Polytop P unter Vernachlissigung der Ausgangsgleichung (2.8) betrachtet. In
Abschnitt 5.2 wurde schon darauf hingewiesen, dass fiir ein kleines Zeitintervall I
der Regler, der fiir das Polytop P entworfen wurde, auf dem Polytop P wirken wird.
Fiir einen korrekten Entwurf der Ubertrittsregelung ist also auch die Dynamik

Lpi1 = é&k + Eﬂk + @ (5-2)

im Polytop P zu beachten.

Die Trajektorien in Abbildung 5.3 beginnen zu den Abtastzeitpunkten, die mit einem
Kreuz (x) markiert sind, in den Ecken des Polytops P, die nicht auf der gemeinsa-
men Seitenfliiche F,, der zwei Polytope P und P liegen. Damit nun das Regelungsziel
der Ubertrittsregelung erfiillt werden kann, muss die Trajektorie, wenn sie in einem
dieser Eckpunkte startet, in das Polytop P fiihren. Der erlaubte Bereich fiir die Rich-
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tung, in die der zeitdiskrete Gradient in der Ecke x,, zeigen darf, ist in Abbildung 5.3
durch den grau hinterlegten Winkelbereich gekennzeichnet.

5.3.1 Mathematische Beschreibung des Winkelbereichs durch
Ungleichungen

Die mathematische Beschreibung des Winkelbereichs wird exemplarisch an der Ecke
x,. in Abbildung 5.3 beschrieben.

2y

Der zeitdiskrete Gradient ., — x;, ergibt sich mit Gleichung (5.1) zu
Ty — 2y, = Ly + Huy + 0 — 2y (5.3)
Dieser zeitdiskrete Gradient

(Zpy1 — 1) =(® - L)z, + Huy(z,) +¢ (5.4)

Lp=2L,,

wird in einer Ecke z,. des Polytops ausgewertet. Die Matrix I, stellt die Einheits-
matrix im R” dar. In Abbildung 5.3 ist in der Ecke z,, beispielhaft der zeitdiskrete
Gradient

(lk_l,_l 7lk)|zk:x (55)
Lp=Lyy

als Pfeil eingezeichnet. Dieser Ausschnitt ist in Abbildung 5.4(a) stark vergrofert
dargestellt.

Da im Folgenden geregelte Systeme betrachtet werden, wird mithilfe einer affinen
Zustandsriickfithrung (siehe auch Gleichung (3.3))

u, = —Ra, +¢ (5.6)

ein geschlossener Regelkreis erzeugt. Im Gegensatz zur klassischen Zustandsriick-
fiihrung in Abschnitt 3.1.2 wird — anstelle der iiber einen Vorfilter gewichteten
Fithrungsgrofe — der affine Wert @, auf den Systemeingang gefiihrt.

Der zeitdiskrete Gradient des geregelten Systems ergibt sich nun zu

(2o —z)|, ., =@-HR-IL)z, +Hep +¢. (5.7)

aus Gleichung (3.6) und
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np,

l‘k:g_gyl gkzg'ul

(a) Vergroferter Ausschnitt (b) Normalkomponente zur Seite F}

(c) Normalkomponente zur Seite F» (d) Giiltiger Bereich in der Ecke z,,

Abbildung 5.4: Entstehung des Winkelbereichs

aus Gleichung (3.7) ein, so folgt fiir den zeitdiskreten Gradienten in der Ecke z,,

(@hp1 —2e)l,, —p = @r— L)z, + oy (5.10)

2o,

Fiir die Dynamik des Nachbarpolytops P wird der zeitdiskrete Gradient zu

(L’H—l - &k) |£k:§v = (i — EE - ln)im +E£u +£a (5-11)
der sich mit
®-HR=®g (5.12)
und
Hp +¢=¢, (5.13)
als
(Zp41 — 1) |£k:5v = (®r — L)L, + ¢, (5.14)

schreiben lasst.

Der zeitdiskrete Gradient wird in Abbildung 5.4(a) nun in der Ecke z,, untersucht.
Die angrenzenden Seitenflichen F; und F5 sind durch ihre nach aufien zeigenden
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Normalenvektoren ny und np, definiert.

Das Skalarprodukt des Normalenvektors n F, Mit dem zeitdiskreten Gradienten er-
gibt die Komponente des zeitdiskreten Gradienten in Richtung des Normalenvektors,
die in Abbildung 5.4(b) als gestrichelter Pfeil dargestellt ist. Diese Komponente soll
im folgenden Normalkomponente beziiglich der entsprechenden Seitenfliche genannt
werden. Ist diese Komponente positiv, dann zeigt die Komponente aus dem Polytop
heraus, andernfalls zeigt sie in das Polytop hinein. In Abbildung 5.4(b) zeigt diese
Komponente in das Polytop hinein. Die Komponente muss also negativ sein, damit
sie ins Polytop zeigt. Mathematisch kann dies leicht durch die Ungleichung

np, (@R -L,)z,, +£R) <0 (5.15)

ausgedriickt werden. Diese Ungleichung beschreibt im Zustandsraum eine Halbebe-
ne, die in Abbildung 5.4(b) durch eine Schraffur angedeutet ist.

In Abbildung 5.4(c) wird die Normalkomponente beziiglich F» untersucht; auch die-
se Komponente muss negativ sein, damit sie ins Polytop zeigt. Wiederum kann der
Bereich als Ungleichung angegeben werden. Er wird in Abbildung 5.4(c) mit einer
Schraffur grafisch als Halbebene veranschaulicht.

Ist das daraus resultierende Ungleichungssystem erfiillt, dann l&sst sich der in Ab-
bildung 5.4(d) schraffierte Bereich als giiltigen Winkelbereich fiir den zeitdiskreten
Gradienten angeben.

5.3.2 Winkelbereiche fiir die Ubertrittsregelung

In Abbildung 5.5 sind nun alle Winkelbereiche eingetragen, die notwendig sind, da-
mit eine Ubertrittsregelung garantiert werden kann. Die Bereiche werden mit der

nutzt Dynamik in:
[—
C—p

Abbildung 5.5: Winkelbereiche fiir die Ubertrittsregelung

Dynamik des Polytops P und des Nachbarpolytops P beschrieben.

Diese Winkelbereiche lassen sich genau so, wie in Abschnitt 5.3.1 in einer Ecke
gezeigt wurde, in allen Ecken als Ungleichungen formulieren. Unter der Annahme
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einer zeitkontinuierlichen Dynamik im Polytop P wurden im Abschnitt 3.3.4 schon
Bedingungen nach [Hv04] in Gleichung (3.9) angegeben. Diese stellen die Basis fiir
das weitere Vorgehen dar.

5.3.3 Zeitdiskrete Bedingungen im Polytop P

Formuliert man diese Bedingungen aus Gleichung (3.9) mit dem zeitdiskreten Gra-
dienten, ergeben sich daraus die folgenden Ungleichungen:

vz, €V: EJTWQ (@R -1,)z, + gaR) >0, (5.16)
Vo, €Va: VE € FA{R}: of (@p— L)z, +¢,) <0, (5.17)
Ve, €V\Vi: VF € Fi: n} (@R 1)z, +¢R) <0, (5.18)
K
vz, € V\ Ve : Z @;Trj (@R -1,)z, +gR> <0. (5.19)
Fler

Um diese Ungleichungen zu erhalten, wurde & in den Gleichungen (3.9) mit dem
zeitdiskreten Gradienten (z;,, — xk)| =g, AUS Gleichung (5.10) ersetzt. Die Un-

gleichungen (5.16-5.19) stellen dabei die Wlnkelberelche in Abbildung 5.5 dar, in die
der zeitdiskrete Gradient unter der Verwendung der Dynamik im Polytop P zeigen
darf.

Allerdings sagen diese Bereiche zum Beispiel nicht aus, wie lang der Vektor des
zeitdiskreten Gradienten ist. Damit wére es moglich, dass ein Polytop zum Beispiel
vollstdndig tibersprungen und damit unbeabsichtigt verlassen wird. Auch an die
Richtung miissen im néchsten Abschnitt weitere Forderungen gestellt werden.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang anzumerken, dass es sich dabei fiir jeden
Zustandspunkt im Polytop zeigen ldsst, dass die Bedingungen, die an die Eckpunkte
des Polytops gestellt werden, auch fiir das Innere des Polytops gelten. Ein Polytop
lasst sich nach [Hv04] durch eine Triangulierung in mehrere Simplexe aufteilen, so
dass folgender Satz angewendet werden kann.

Satz 5.1 (Gradientenbedingungen eines beliebigen Zustandspunkts):
Fordert man in allen Ecken eines Simplex bei zugrunde liegender linearer bzw.
affiner Dynamik das Vorhandensein einer positiven (negativen) Komponente des
zeitdiskreten Gradienten beziiglich einer Austrittsseite, so besitzt der zeitdiskrete
Gradient in einem beliebigen Zustandspunkt im Simplex auch eine positive (ne-
gative) Komponente beziiglich der gewiinschten Austrittsseite.
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Der zugehorige Beweis ist in Anhang B.1 abgedruckt. Der Beweis ist fiir die Be-
dingung (5.16) giiltig. Fiir die anderen hier in diesem Kapitel verwendeten Bedin-
gungen ist dieser Beweis auf das Verhalten des zeitdiskreten Gradienten auf den
Begrenzungsflachen des Polytops iibertragbar.

5.3.4 Zusitzliche Bedingungen fiir Lange und Richtung der
zeitdiskreten Gradienten

Es sollen im Folgenden drei Félle untersucht werden, bei denen zusétzliche Bedin-
gungen an den zeitdiskreten Gradienten gestellt werden miissen.

In Abbildung 5.6(a) ist der erste Fall dargestellt, bei dem eine zusétzliche Bedingung
an die Lange des zeitdiskreten Gradienten gestellt werden muss.

(a) Zeitdiskreter Gradi-

ent ist in den Ecken,
die nicht zur Aus-
trittsseite gehoren, zu
lang und zeigt aus
dem Polytop P her-

(b) Zeitdiskreter  Gradi-
ent {iberspringt das
Nachbarpolytop P auf
Grund dessen Form
und der angenomme-
nen Richtung

(c) Zeitdiskreter Gradient

ist in den Ecken, die
zur Austrittsseite ge-
héren, zu lang und
zeigt iiber das Nach-
barpolytop P hinaus

aus

Abbildung 5.6: Der fehlerhafte zeitdiskrete Gradient, als Pfeil mit durchgezoge-
ner Linie eingezeichnet, kann durch zusétzliche Forderungen an
die Richtung und an die Lange vermieden werden. Der neue zeit-
diskrete Gradient, als Pfeil mit gestrichelter Linie eingezeichnet,
hélt die zusétzlichen Bedingungen ein.

Die Richtung des zeitdiskreten Gradienten wird zwar eingehalten, allerdings ist der
Vektor so lang, dass das Polytop P statt durch die Seitenflache F,, durch eine andere
Seite verlassen wird. Dieses Problem kann bei allen Ecken auftreten, die nicht auf
der Seitenflache F, liegen.

Um dies zu verhindern wird die Forderung gestellt, dass der Differenzvektor zwischen
dem Punkt z; ., und einem beliebigen Punkt x, auf den Seitenflichen, die nicht
an die betrachtete Ecke grenzen, nicht aus dem Polytop zeigt. Dies kann durch die



88 Lokale Regelungsstrategien

Ungleichung

Vo, €V\Vei VF € F\Fii z, € Vi nf, (2pz, + ¢, -2, ) S0 (5.20)

Ty,
formuliert werden.

Der zweite Fall ist in Abbildung 5.6(b) dargestellt. Man sieht deutlich, was passiert,
wenn die Bedingungen nahe einer Ecke der Austrittsseite beziiglich des Polytops
P eingehalten werden, fiir die angrenzenden Seiten im Nachbarpolytop aber keine
Bedingungen aufgestellt wurden. Es besteht dann die Moglichkeit, dass der Folgezu-
stand x; ; auberhalb des Nachbarpolytops P zu liegen kommt. Mit der Ungleichung

Vi, € Va: VEj € F\ {Fa} L if, (@R ~ 1)z, +£R) <0 (5.21)

wird gefordert, dass auch die angrenzenden Seitenflichen des Nachbarpolytops P an
die Ecken Z, beziiglich der Dynamik im Polytop P erfiillt werden.

Mit der Bedingung (5.21) kann zwar erreicht werden, dass die Trajektorie unter
ausschliefllicher Betrachtung der Dynamik aus dem Polytop P in das Polytop P
zeigt, es ist dennoch méglich, dass das Polytop P dabei iibersprungen wird. Dies ist
in Abbildung 5.6(c) fiir den dritten Fall dargestellt.

Durch die Ungleichung
Vi, €Va: VE € F\Fi: &, €V;: ik (QR% + o, - g) <0 (5.22)

kann dieser Fall vermieden werden, da gefordert wird, dass im Polytop P der zeit-
diskrete Gradient nur so lang ist, dass er im Polytop P bleibt.

Diese drei hier vorgestellten Félle stellen die ersten wesentlichen Anderungen bei der
Umsetzung der Bedingungen des kontinuierlichen Verfahrens aus Abschnitt 3.3.4 ins
Zeitdiskrete dar.

Durch die zeitdiskrete Systemklasse ist es aber auch erforderlich, die Dynamik und
die Begrenzungen des Nachbarpolytops P genauer zu untersuchen. Dies fiithrt dann
zu den im néchsten Abschnitt folgenden abschliefsenden Erweiterungen.

5.3.5 Zeitdiskrete Bedingungen im Nachbarpolytop P

In Abbildung 5.5 sind die Winkelbereiche beziiglich der Dynamik im Nachbarpolytop
P dargestellt. Wie fiir die Dynamik im Polytop P lassen sich diese Winkelbereiche
und Beschrankungen der Langen als Ungleichungen mithilfe des zeitdiskreten Gra-
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dienten (5.14) beziiglich der Dynamik im Polytop P schreiben:

Vz, €Vai: np, ( Pp —1n) z, +@R) >0 (5.23)
Vi, €Va: VFj€F;\ {Fa} D g (@R —ln) Z,, +@R) <0 (5.24)

VE, €Voi VB € F\Fi: &, €Vyi if (8pd, +2,-1,) <0 (525)
Die Gleichungen (5.23-5.25) entsprechen dabei den Gleichungen (5.16), (5.17) und

(5.22). Im néchsten Abschnitt werden nun abschlieffend alle Ungleichungen zu einem
Ungleichungssystem zusammengefasst.

5.3.6 Das Ungleichungssystem zur Ubertrittsregelung

Die Ungleichungen (5.16-5.25) werden in den jeweiligen Ecken der Polytope ausge-
wertet und héngen alle implizit von der Stellgrofe w,(z,) aus Gleichung (5.6) ab,
jeweils ausgewertet in den Polytopeckpunkten z; = z,..

Die Stellgrofse u;, unterliegt bei realen Problemen immer Beschrankungen, die eben-
falls als Ungleichungen

Ve, €V: —up(z,,) < —Upim(z,) (5.26)

Vo, €V: wlz, (5.27)

dargestellt werden kénnen. Dabei konnten bei Bedarf in jeder Ecke unterschiedliche
Beschrankungen der Stellgrofe gewédhlt werden.
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2 i

Abbildung 5.7: Bedingungen in einem Polytop

Fasst man nun die einzelnen Ungleichungen (5.16-5.27) zusammen, so ergibt sich

folgendes System von Ungleichungen:

vV, €V: ER ((QR —-1,)z,, +ER) >0
Vi, €Va: VFj€ Fi\{F.}: nf, ((QR —L)z, +¢g

Va,, € V\Va: VEj€Fi: ﬂzTrj ((@R -1,)z,, "’ER) <0
Va, € V\V,: Z E}j ((@R -L,)z,, +ER) <0

V&W GV\VQZ VFjEf\fiZ Ty, GVji

(5.28a)
(5.28D)

(5.28¢)

(5.28d)

(5.28¢)

(5.28f)

(5.28¢g)
(5.28h)

(5.281)
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VZ,, €V.: VF, € F\F;: &, €Vj:

ﬁ}:j (éRivi +QR - ivk) S 0 (5283)
VE,, €V — (@) € “lpin (@) (5.28K)
Va,, €V :u(z,,) < Upes(2,,) (5.281)

In Abbildung 5.7 werden diese Ungleichungen an einem zweidimensionalen Beispiel
veranschaulicht. Dabei gilt

V*{xvlazvyfvdﬂ 4a}a V:{ivﬁiuyiuyivy}’ Va:{gvlvgvg}a

Ve —{CCUS_, v4}, ]:_{Fl,FQ,F3,F4}, flz{Fl,F4},
Fo={F, I}, Fs={Fy, I3}, Fa={F3, F4},
F {Fl,F27F3,F4} .7:1—{F1,F4} FQZ{Fl,F2}7
fg—{FQ,Fg}, 4—{F3,F4}, Fa:Fl und Fa:F3.

Die Bedeutungen der Bedingungen (5.28) sind wie folgt:

(5.28a) Die zeitdiskreten Gradienten in den Polytopecken haben eine beziiglich der
Austrittsseite nach aufen zeigende Normalkomponente.

(5.28Db) Die zeitdiskreten Gradienten in den Ecken der Austrittsseite weisen keine
nach aufen zeigende Normalkomponente beziiglich der iibrigen angrenzen-
den Polytopseiten auf.

(5.28c) Die zeitdiskreten Gradienten in den Ecken, die nicht zur Austrittsseite
gehoren, besitzen beziiglich der angrenzenden Seitenflachen keine Normal-
komponenten, die nach auflen zeigen.

(5.28d) Die Summe der Normalkomponenten beziiglich aller angrenzenden Seiten,
in den Ecken, die nicht zur Austrittsseite gehoren, zeigen nach innen.

(5.28¢) Die zeitdiskreten Gradienten in den Ecken, die nicht zur Austrittsseite
gehoren, sind maximal so lang, dass die zugehorigen Folgezustdnde noch
innerhalb des Polytops P liegen'. Dabei ist z,, eine beliebige Ecke aus V;.

(5.28f) Die zeitdiskreten Gradienten in den Ecken der Austrittsseite (diese ent-
sprechen den Ecken der Eintrittsseite bezliglich des Nachbarpolytops) be-
sitzen keine Normalkomponenten beziiglich der angrenzenden Seiten im
Nachbarpolytop, die aus dem Nachbarpolytop herauszeigen.

(5.28g) Die zeitdiskreten Gradienten in den Ecken der Austrittsseite (diese ent-
sprechen den Ecken der Eintrittsseite beziiglich des Nachbarpolytops) sind
maximal so lang, dass die entsprechenden Folgezustinde noch im Nachbar-
polytop liegen.

(5.28h) Entspricht der Bedingung (5.28a) unter Verwendung der Dynamik des
Nachbarpolytops P.

IDer Folgezustand der Ecke z,, aus Abbildung 5.7 darf so zum Beispiel nicht iiber die Seiten
F1 und F» hinausragen.
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(5.28i) Entspricht der Bedingung (5.28f) unter Verwendung der Dynamik des
Nachbarpolytops P.

(5.28j) Entspricht der Bedingung (5.28g) unter Verwendung der Dynamik des
Nachbarpolytops P.

(5.28k) Der Stellgrofenvektor ist in jeder Ecke des Polytops nach unten be-
schrankt.

(5.281) Der Stellgrofenvektor ist in jeder Ecke des Polytops nach oben beschrinkt.

Diese im Ungleichungssystem (5.28) zusammengefassten Bedingungen miissen so-
wohl fiir das ELV- als auch fiir das VSE-Verfahren erfiillt sein.

Im n&chsten Abschnitt werden die Regelungen zum Gebietsiibertritt im Simplex
vorgestellt. Das Simplex stellt dabei einen Spezialfall des Polytops dar.

5.4 Regelungen zum Gebietsiibertritt im Simplex

Im Folgenden wird der Gebietsiibertritt bei simplexférmigen Gebieten untersucht.
In Abbildung 5.8 sind das Simplex P und das zu erreichende Nachbarsimplex P
dargestellt.

Abbildung 5.8: Erlaubte (—) und nicht erlaubte (- - -) Trajektorien beim Sim-
plextiibertritt

Im Weiteren werden zur Losung der Regelungsaufgaben Optimierungsalgorithmen
zur numerischen Bestimmung einer Losung fiir das Ungleichungssystem verwendet.
Die Optimierungsverfahren bendtigen hierzu ein Giitemaf, das minimiert werden
soll. Mogliche Giitemafie werden nun vorgestellt.
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5.4.1 Giitemalte zur numerischen Bestimmung einer Losung
durch Optimierung

Die Losung von Ungleichungssystemen soll fiir den Reglerentwurf numerisch erfol-
gen. Besitzen Systeme mehr als genau eine Losung, dann gilt es, eine Losung aus der
Lésungsmenge auszuwéhlen. Diese Wahl wird durch die Minimierung eines Giitema-
fies festgelegt. Dazu werden ein lineares und ein nichtlineares Giitemaf angegeben.

Lineares Giitemafs

Das lineare Giitemafs

n+1
S = ZﬂzTVa (@pr1 — 22) |§k:§v’_ (5.29)

i=1

stellt die Summe der Komponenten der Dynamik in den Ecken des Simplex dar, die
in Richtung des Normalenvektors der Austrittsseite np aus dem Simplex P heraus
zeigen. Setzt man in Gleichung (5.29) den Zusammenhang aus Gleichung (5.4) ein,
so erhalt man

n+1
J=> np (& - Dz, +Hu(z,,) + ¢) (5.30)
i=1
mit H = [ hy -+ b, ] Die Vektoren h; , ¢ = 1,...,p stellen die Spaltenvektoren

der Matrix H dar. Ersetzt man nun die freien Parameter w;(z,, ) durch den Para-

i

Ty ) } , dann erhélt man ein lineares Giitemaf

meter ZT = [ gg(gvl) g;f(x
der Form
J) = fTy+e (5.31)

Der Vektor f berechnet sich mit Gleichung (5.30) zu

_ ﬂ}ahl _
Ecke 1
ng h,
f= ;
ﬂ;ﬂﬁ1
: Ecke n+1
| nEh, l

wobei die p einzelnen Dimensionen der Stellgrofe in den Ecken uy(z, ) gleich ge-
wichtet werden. Mit geschweiften Klammern sind in f die Gewichtungsfaktoren grup-



94 Lokale Regelungsstrategien

piert, die zu einer Ecke gehoren. Es wird dabei nur die Ecke '1” und die Ecke 'n+1’
dargestellt.

Fiir eine eindimensionale Eingangsgrofe uy wiirde die Stellgréfse in jeder Ecke des
v » ©=1,...,n+ 1 mit dem Faktor @};a h gewichtet werden. Bei tiberseh-
baren Problemstellungen kann es natiirlich auch interessant sein, die Gewichtungs-
faktoren im Vektor f individuell festzulegen, wie es zum Beispiel in Abschnitt 6.2
der Fall ist. B

Simplex z

Nichtlineares Giitemafs

Die Normalkomponente der Dynamik bezogen auf die Austrittsseite kann bei insge-
samt moglichst kleinen Stellgréfen durch das nichtlineare Giitemafs

n+1
Q
J=> u(z,)'Quz,)+ g (5.32)
i=Zl B Q}‘a ((QR - ln)gvl +£R) +1

maximiert werden. Das Giitemafl muss zu diesem Zweck minimiert werden, da die
Normalkomponente reziprok in das Giitemafs eingeht. Es ist dabei wiederum von
den Stellgrofen u(z,, ) in den Ecken z, , i = 1,...,n + 1 abhingig.

Lo

Es stehen nun ein lineares und ein nichtlineares Giitemafs fiir die numerische Losung
der Ungleichungssysteme durch Optimierungsalgorithmen zur Verfiigung.

Im néchsten Abschnitt wird kurz auf die Wahl von Ruhelagen eingegangen, da diese
beim ELV-Verfahren und bei der Endgebietsregelung eine grofe Rolle spielen.

5.4.2 Allgemeine Aussagen iiber Ruhelagen

Die allgemeinen Aussagen iiber Ruhelagen werden im Folgenden zunéchst am unge-
regelten System getroffen, um dann Aussagen iiber das geregelte System zu ermdog-
lichen.

Ruhelagen des ungeregelten Systems

Lost man die im Simplex P definierte affine Zustandsdifferenzengleichung (5.1) fiir
TRuhe = Tpy1 = Zy und eine beliebige konstante Stellgrofe ug,,. = uy, ergibt sich
die Gleichung

(ln - Q) LRuhe — E@Ruhe + f (533)

Wenn (Z,, — @) nicht invertierbar ist, dann gibt es entweder keine oder unendlich vie-
le Losungen. Dies tritt zum Beispiel bei integrierenden Systemen auf. Es gibt dabei
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keine Losung, wenn die Stellgréfie nicht verschwindet, da der Wert der Zustandsgro-
fien durch die Integration immer weiter anwéchst. Es gibt unendlich viele Losungen,
wenn Ug,pe = 0 ist und der Integrator damit auf dem aktuellen Wert verharrt.

Ist (I,, — @) invertierbar, so kann die Ruhelage bestimmt werden zu
-1
LRuhe = (ln - 9) (ﬂuRuhe + f) . (534)

Bei p = n ist der Bereich moglicher Ruhelagen mit dem Zustandsraum identisch.
Fiir p < n reduziert sich der Bereich méglicher Ruhelagen auf eine lineare Mannig-
faltigkeit im Zustandsraum mit der Dimension p. Dies soll an einem kleinen Beispiel
verdeutlicht werden.

Beispiel 5.1 (Mannigfaltigkeiten im dreidimensionalen Zustandsraum):
Ist die Dimension des Zustandsraums n = 3 und die Dimension des Eingangsraums
p = 3, dann stellt das ganze Volumen des Zustandsraums den Bereich maoglicher
Ruhelagen dar.

Betrachtet man das gleiche System mit p = 2, so beschrankt sich der Bereich madgli-
cher Ruhelagen auf eine Ebene im Raum R3.

Wird abschlieffend p = 1 betrachtet, dann kann nur noch eine Gerade im Raum als
Bereich fiir mégliche Ruhelagen angegeben werden.

Diese Mannigfaltigkeiten besitzen aber auf Grund der beschrinkten Stellgréfen?

Ui < Up(Zy,) S0 ¢t =1,...,n+ 1 nur eine begrenzte Ausdehnung.

max

Ruhelagen des geregelten Systems

Die Ruhelage des geregelten Systems ldsst sich nun durch Einsetzen der Gleichung (5.6)
in Gleichung (5.34) zu

Trune = (L— @+ HR)™ (ﬂgu + g) (5.35)

berechnen.

In Abschnitt 4.3.3 wurde darauf hingewiesen, dass die Ruhelage des geregelten Sys-
tems einer moglichen Ruhelage des ungeregelten Systems entspricht, wenn das affine
Regelgesetz nach Gleichung (3.3) die Stellgrofenbeschrankungen einhélt [Klo07].

Die notwendige Bedingung 4.1 kann deshalb insbesondere fiir eine effektive Verar-
beitung der Algorithmen verwendet werden.

2Im Vergleich zu den beliebigen Beschriankungen der Stellgréfen in den verschiedenen Ecken
des Simplex in Abschnitt 5.3.6 wird fiir die Untersuchung der Ruhelage der Einfachheit halber eine
identische Beschréankung der Stellgréfen in allen Ecken betrachtet.



96 Lokale Regelungsstrategien

Schneidet die Mannigfaltigkeit der moglichen Ruhelagen des ungeregelten Systems
das Polytop bzw. Simplex mit der gewiinschten Ruhelage nicht, dann braucht die
aufwindige Berechnung der Reglerparameter erst gar nicht durchgefiithrt werden, da
klar ist, dass diese nicht existieren.

5.4.3 Vorgabe von Stellgrofien in den Eckpunkten (VSE)

In Abbildung 5.9 sind fiir ein zweidimensionales Beispiel gestrichelt die Winkelbe-
reiche eingezeichnet, die sich aus den Ungleichungen (5.28) ergeben.

—U3

Abbildung 5.9: Zugelassene Bereiche fiir die Gradienten des geregelten Systems
flir den Simplexiibertritt

Alle diese Ungleichungen sind von der Stellgrofie u(z, ) abhingig, ausgewertet in
den Eckpunkten
z, ,t=1...,n+1

des Simplex. Dies wird deutlich, wenn man die Gleichung (5.4) betrachtet.

Das Ungleichungssystem kann so leicht zu

Av<b (5.36)

T = [uT (@), .. &T@vnﬂ)} (5.37)

vereinfacht werden, wenn zusétzlich die drei Ungleichungen (5.28a), (5.28d) und
(5.28h) durch Addition oder Subtraktion der Rechenungenauigkeit® ¢ um das Gleich-

3

€ entspricht dabei der Rechenungenauigkeit des zur Losung eingesetzten Rechners.
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heitszeichen erweitert werden. Mithilfe eines Optimierungsalgorithmus wird eine, be-
zogen auf ein Giitemaft aus Abschnitt 5.4.1, optimale Losung v* des Ungleichungs-
systems (5.36) bestimmt.

Die eingezeichneten Pfeile in Abbildung 5.9 stellen eine mégliche Losung v* des
Ungleichungssystems dar.

Unter Verwendung der Gleichung (5.6) ergibt sich fiir jede Ecke die folgende Glei-
chungsbeziehung

u(z,,)=-Rz, +¢, , i=1....,n+1L (5.38)

2,

Die Summe auf der rechten Seite der Gleichungen lasst sich als Skalarprodukt zweier
Vektoren ausdriicken. Nach dem Transponieren der Gleichungen ergibt sich

i=1,...,n+1 . (5.39)

Fasst man nun diese n+1 Gleichungen in Vektor-Matrix-Notation zusammen, ergibt
sich folgender Zusammenhang

u'(z,,) z,, 1 e
N (5.40)
@T (7Un+1 ) *En+1 1 —~—
Cr
u (g

Die Matrix (I'5)~" ist immer invertierbar, wenn das zugrunde liegende Simplex
volldimensional ist. Die Bezeichnung (T'35)~
Inverse der transponierten Matrix der baryzentrischen Koordinatentransformation
aus Gleichung (2.27) handelt.

L rithrt daher, dass es sich dabei um die

Die Parameter Cp der Regelung lassen sich dann eindeutig bestimmen zu
Cr=TFU. (5.41)
An einem Beispiel soll nun der Reglerentwurf verdeutlicht werden.

Beispiel 5.2 (Reglerentwurf mit dem VSE-Verfahren):
Gegeben sind die Simplexe P und P aus Abbildung 5.8. Fir die Dynamik in Simplex

P gelte
0,9 001 , [ 1 _[-0.2
¢ [0701 0,85} h= {—0,2} £ {0,3]



98 Lokale Regelungsstrategien

und fiir die Dynamik im Nachbarsimplez P gilt

o9 001] ;[ 1] __[-02
“lo 08577 02727 o2 |

Der mit dem VSE-Verfahren bestimmte Regler ergibt sich zu

(=

r'=[018 -0,32 ]

mit dem affinen Anteil

wu = —0,12.

In diesem Beispiel wird zur Losung des Ungleichungssystems (5.28) der Finfachheit
halber ein lineares Programm mit dem Gutemaf Jyn = fv aus Gleichung (5.41)
verwendet, wobei der Vektor v aus der Matrix U durch Umsortieren erhalten wird.
Fiir die Parameter des Giitemafles nach Gleichung (5.32) gilt f = [0 0 1] und
c =0, um eine mégliche Losung aus dem Liosungsraum zu bestimmen.

In Abbildung 5.10 sind beide Simplexe dargestellt. In Abbildung 5.10(a) ist die un-
geregelte Dynamik eingezeichnet, im Vergleich dazu ist die geregelte Dynamik in
Abbildung 5.10(b) veranschaulicht.

Es ist deutlich erkennbar, dass die zeitdiskreten Gradienten im ungeregelten System
das Simplex tiiber mehrere Seiten verlassen, wihrend im geregelten System Trajekto-
rien, die im Simplex P starten, gezielt in das Nachbarsimplex P iiberfihrt werden.
Dabei werden die Dynamik im Simpler P und die Dynamik im Nachbarsimplex P
beriicksichtigt. Die Pfeile, welche die Dynamik des Nachbarsimplex reprisentieren,
starten dabei nur auf der gemeinsamen Seitenfliche* F,.

5.4.4 Verfahren zur Eigenwert- und Linkseigenvektor-Vorga-
be (ELV)

Dieses Verfahren nutzt Grenzen im Zustandsraum, die durch die Dynamik eines

autonomen Systems gegeben sind. Diese Grenzen werden im Folgenden inhdrente
Systemgrenzen genannt.

Inhirente Systemgrenzen bei autonomen Systemen

In Abschnitt 3.3.5 wurden die inhdrenten Systemgrenzen bei zeitkontinuierlichen
Systemen bereits eingefiihrt.

4Zur Bezeichnung sieche Abbildung 5.9.
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[} A

N ;

3 3 1

21 2

171 ' 1 1

0 + + + — () + + + —
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

(a) ungeregeltes System (b) geregeltes System

Abbildung 5.10: Entwurf einer Regelung durch das VSE-Verfahren

Fiir ein zeitdiskretes autonomes System mit reellen und positiven Eigenwerten wird
in Anhang B.3 gezeigt, dass dieses System ebenfalls inhérente Systemgrenzen besitzt,
deren Normalenvektoren mit den Linkseigenvektoren des Systems {ibereinstimmen.

In Abbildung 5.11(a) ist ein stabiles autonomes System dargestellt. Die Dynamik
des Systems zur Ruhelage hin ist mithilfe von Pfeilen gekennzeichnet.

Es handelt sich um ein System zweiter Ordnung, folglich existieren zwei Eigenwerte
mit zugehorigen Linkseigenvektoren und den inhdrenten Systemgrenzen I3 und Is.
In der Abbildung 5.11 geniigen die Eigenwerte der Forderung, dass sie stabil und
nicht identisch sind. Die inhérenten Systemgrenzen schneiden sich in der Ruhelage
ZRune des Systems. Die inhdrenten Systemgrenzen sind in den Abbildungen 5.11(b)
und 5.11(a) mit durchgezogenen Linien repréisentiert.

Eine Trajektorie, die nicht auf der inhérenten Systemgrenze startet, wird unter Vor-
aussetzung einer stabilen Systemdynamik auf die Ruhelage zustreben. Die inhéren-
ten Systemgrenzen werden von dieser Trajektorie aber nie iiberschritten. Ein an-
schaulicher Beweis findet sich dazu in Anhang B.3.1. Startet die Trajektorie auf der
inhdrenten Systemgrenze, so verldsst die Trajektorie diese nicht mehr und bewegt
sich auf ihr in die Ruhelage des Systems.

In Abbildung 5.11(b) sind mehrere ausgewéhlte Trajektorien dargestellt. Wie aus
Abbildung 5.11(a) schon zu erwarten ist, bewegen sich die Trajektorien aufgrund
der stabilen Systemdynamik auf die Ruhelage des Systems g 1, zU.
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TIANSSE

'3 2 1 0 1 2 3 4

1 1
(a) Systemdynamik und inhérente Sys- (b) ausgewéhlte Trajektorien und inhé-
temgrenzen rente Systemgrenzen

Abbildung 5.11: Inhdrente Systemgrenzen

Mithilfe der inh&renten Systemgrenzen wird nun im néchsten Abschnitt die zugrunde
liegende Idee des Reglerentwurfs nach dem ELV-Verfahren prasentiert.

Idee der Regelung mit dem ELV-Verfahren

In Abbildung 5.12 werden im Weiteren die Trajektorien in dem von den Systemgren-
zen I; und I gebildeten oberen Quadranten betrachtet. Um die Idee der Regelung
zu veranschaulichen, wurde ein Simplex P und ein Nachbarsimplex P eingezeichnet.

Kommt nun die Ruhelage des Systems im Nachbarsimplex zu liegen und die inh&ren-
ten Systemgrenzen werden durch die Ecken des Simplex P gelegt, so erkennt man
anhand dieses einfachen Beispiels, wie der Gebietsiibertritt bewerkstelligt werden
kann.

In Abbildung 5.12(a) verldsst nur noch eine einzige der eingezeichneten Trajektorien
das Simplex P auf der falschen Seite. Dies bedeutet, dass der Gebietsiibertritt nicht
fiir alle moglichen Startpunkte einer Trajektorie im Simplex P erzielt werden kann.

In Abbildung 5.12(b) wurde die Ruhelage zg . und die Systemdynamik verandert.
Nach dieser Verdnderung verlassen alle eingezeichneten Trajektorien das Simplex auf
der Seite, die zum Nachbarsimplex P angrenzt.

Es stellt sich die Frage, ob es moglich ist, ein Kriterium anzugeben, das eine Aussage
dariiber macht, ob alle im Simplex P startenden Trajektorien, dieses nur iiber die
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(a) kein giiltiger Gebietsiibertritt (b) gliltiger Gebietsiibertritt

Abbildung 5.12: Gebietsiibertritt mit inhdrenten Systemgrenzen

gemeinsame Seite hin zum Nachbarsimplex P verlassen, ohne dabei unendlich viele
Trajektorien iiberpriifen zu miissen.

Der zeitdiskrete Gradient (gk 11— gk)‘ﬁk:%l’ in der Ecke z, ausgewertet, zeigt

in Abbildung 5.12(a) aus dem Simplex heraus, wiahrend er in Abbildung 5.12(b) in
das Simplex zeigt. Betrachtet man nun die iibrig gebliebenen Ecken z,, und z, des
Simplex, so liegen diese auf den inhérenten Systemgrenzen.

In Abbildung 5.13 sind die zwei Falle aus Abbildung 5.12 nochmals ohne Trajektorien
wiedergegeben.

Die zeitdiskreten Gradienten sind in den Ecken z,, , z,, und z, mit Pfeilen einge-
zeichnet. In den Ecken z,, und z,_ liegt der zeitdiskrete Gradient jeweils auf der

inhdrenten Systemgrenze, die durch diese Ecke verlduft.

Um nun zu priifen, ob der zeitdiskrete Gradient in das Simplex zeigt oder nicht,
kann man ebenso wie in Abschnitt 5.3.6 Bedingungen aufstellen.

In der Ecke z,, ist nun der giiltige Winkelbereich eingezeichnet, der aus den Bedin-
gungen (5.28) resultiert, in den der zeitdiskrete Gradient zeigen muss, wenn dieser
in der Ecke z,, ausgewertet wird.

In Abbildung 5.13(a) liegt der Pfeil, der den zeitdiskreten Gradienten représentiert,
nicht im erlaubten Bereich; ein giiltiger Gebietsiibertritt ist dann mit dieser Dynamik
und Lage der Ruhelage im Simplex nicht erreichbar. In Abbildung 5.13(b) liegt der
Pfeil im giiltigen Bereich, damit ist ein giiltiger Gebietsiibertritt fiir jede méogliche
Trajektorie gegeben.
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(a) giiltiger Bereich wird verletzt (b) giiltiger Bereich ist erfiillt

Abbildung 5.13: Gebietsiibertritt mit inh&renten Systemgrenzen und zu erfiillen-
dem Winkelbereich

Im Folgenden werden allgemein giiltige Berechnungsvorschriften fiir die Reglerpara-
meter hergeleitet.

Berechnung der Reglerparameter

Die Normalenvektoren der inhérenten Systemgrenzen fallen mit den Linkseigenvek-
toren des Systems zusammen. Die n Linkseigenvektoren @ai des geregelten Systems
sind definiert durch die Gleichungen

AR, Wk ,; = wg Pp firi=1,....n. (5.42)

Die Systemgleichungen werden in der Form angenommen, dass die ersten p Eigen-
werte und ihre zugehorigen Linkseigenvektoren vorgegeben werden, wobei mit p die
Dimension des Eingangsraums bezeichnet wird. Fallt die Wahl bei der Vorgabe von
Eigenwerten auf Eigenwerte, die nicht die ersten p Eigenwerte der Systemmatrix
sind, so sind die Systemgleichungen durch zeilenweises Vertauschen in die oben ge-
forderte Form zu bringen.
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Allgemein lasst sich die Matrix der Linkseigenvektoren des geregelten Systems schrei-
ben als

WR1
T
w W
Wg=| %P :[ —Rp } (5.43)
— W
WR,p+1 R,n—p
T
L wR,TL i

wobei im Fall n = p die Untermatrix Wy, ,,_,, verschwindet und

T
Wr 1

<
j=y)
I

— Wy, (5.44)
wg
gilt.

Zusammengefasst fiir alle p Eigenwerte und Linkseigenvektoren ergibt sich aus den
Gleichungen (5.42) die Matrixgleichung

Ag Wy, = Wg ,@x (5.45)
mit
)\R,l 0 - 0
0 AR,2
AR,p -
: . . 0
0 . 0 Ay

Nach Einsetzen von ®p = ® — H R und Umstellen ergibt sich die Gleichung

ER’Z) HR= WR’Z)Q - AR’p ER,;, : (5~46)

Um die Reglermatrix R bestimmen zu kénnen, muss nach R aufgelost werden. Dies
ist aber nur dann moglich, wenn Wy, H invertierbar ist. Dies ist gleich bedeutend
mit der Forderung, dass det (ERJ,E ) # 0 gilt. Im Folgenden sollen die zwei Fille
p = n und p < n unterschieden werden. Fiir p = n miissen unabhingige Linksei-
genvektoren vorgegeben werden, damit das Regelgesetz berechnet werden kann. Fiir
p < n konnen nur p Linkseigenvektoren vorgegeben werden, iiber das Verhalten der
nicht vorgebbaren Linkseigenvektoren und den nicht vorgebbaren Eigenwerten kann
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keine Aussage gemacht werden.

Anmerkung 5.1 (Nicht vorgebbare Eigenwerte und Linkseigenvektoren):
In [Nen01] wurde bei der Vorgabe von Linkseigenvektoren fiir den Fall p < n gezeigt,
dass die n — p nicht vorgebbaren FEigenwerte und Linkseigenvektoren sich unkontrol-
liert verdndern kénnen. Dies kann sogar zu instabilen Eigenwerten fihren.

Zusatzlich zur geforderten Berechenbarkeit der Reglermatrix R miissen fiir beide
Félle die Bedingungen (5.28) nach Einsetzen des affinen Regelgesetzes (3.3) und
der berechneten Reglerparameter R und ®, fiir beide Regelungsaufgaben nach den
Definitionen 5.1 und 5.2 erfiillt sein. B

Fiir die Berechenbarkeit der Riickfiihrmatrix kann Folgendes festgehalten werden:

p = n: Die Matrizen Wy , und H sind fiir den Fall n = p quadratisch. Es folgt dar-
aus, dass det (Wg , H) = det (Wg ) - det (H) # 0 gilt (vgl. [ZF92]). Fiir den
Entwurf wird gefordert, dass die p Linkseigenvektoren fiir den Fall p = n line-
ar unabhéngig vorgegeben werden. Dies fiihrt auf det (ER,p) # 0. Besitzt die
Matrix H Hochstrang p, dann wird die Forderung det (H) # 0 immer erfiillt.
Besitzt die Matrix H keinen Hochstrang, dann kann unter der ausschliefslichen
Berticksichtigung relevanter Stellgréfien eine neue Matrix H* mit niedrigerem
Rang p* < p erzielt werden, die ihrerseits immer den Hochstrang p* besitzt.
Muss der Rang der Matrix von p auf p* erniedrigt werden, so gilt der néchste
betrachtete Fall p < n.

p < n: Fiir den Fall p < n besitzt die Matrix Wy, ,, die Dimension p X n und die Ma-
trix H die Dimension n x p. Eine Priifung der Invertierbarkeit muss jetzt direkt
anhand der Matrix det (Wg ,H) erfolgen. Stehen die Vektoren der Eingangs-
matrix H und die Linkseigenvektoren Wy , simtlich aufeinander senkrecht,
dann existiert die Inverse der Matrix ERJ,Q sicher nicht, da die Matrix dann
eine reine Nullmatrix mit der Dimension p x p darstellt, deren Determinante
immer Null ist.

Kann die Forderung det (ER,,,E ) # 0 eingehalten werden, dann ergibt sich das
Riickfiihrgesetz R zu

~1

E = (ER,p ﬂ) (wR,pngR me) . (5~47)

Die Berechnung fiir ¢ lésst sich durch Einsetzen von Gleichung (5.6) in Glei-
chung (5.1) durchfiihren, welche

Ty =(@-HR)z, +Hp +¢ (5.48)
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ergibt. Setzt man nun x| = T3 = Ty, fiir die Ruhelage ein, dann folgt
LRuhe — (Q - EE) LRuhe + ﬂfu + f (549)
Das Auflésen dieser Gleichung nach H @, ergibt

ﬂfu = (ln - @ + EE) LRuhe — f . (550)

Fiir p = n wird vorausgesetzt, dass H reguldr ist und @, leicht zu

w = ﬂil ((ln - Q + EE) LRuhe — f) (551)

sy,

berechnet werden kann.

Fiir p < n ist H keine quadratische Matrix. Wird die Gleichung (5.50) mit HT von
links multipliziert erhalt man

H'He =H"((I, - ®+ HR) 2. —¢) - (5.52)

Daraus lésst sich ¥, 2u

f - (ETE) B ET ((l" o Q + EE) ZLRuhe — f) (553)

U

bestimmen. Die Gleichung (5.53) stellt dabei die allgemeinere Losung dar, da diese
leicht in die Form der Gleichung (5.51) iiberfiilhrt werden kann. Fiir n = p gilt
(H'H)"'H" =H .

Wird ¢ fiir eine Ruhelage 2y, berechnet, die das System nicht einnehmen kann,
die Glelchung (5.50) also nicht gelost wird, dann liefert die Berechnung der Pseu-
doinversen [F394] in ¢, eine Losung fiir einnehmbare Ruhelagen in der Néhe der
verlangten Ruhelage xp 1., die den Wert

T
(e, ~(L,~2+ HR)zpue—¢)) (He ~(L, — 2+ HR)zgp.—¢))  (5.54)
minimiert.

Die Parameter des affinen Regelungsgesetzes nochmals zusammengefasst ergeben
dann

R= Wy, H) ' (Wg, 2~ Ay, Wg), (5.55a)

= (ETQ) s (L, =@+ HR) ap e — ¥) - (5.55b)
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Fiir die Berechnung der Reglerparameter miissen die Ruhelage, die Lage der inhéren-
ten Systemgrenzen und die Eigenwerte der geregelten Dynamik so bestimmt werden,
dass die Bedingungen (5.28) erfiillt werden.

Schritte beim Entwurf einer Regelung basierend auf inharenten System-
grenzen

Die folgenden Schritte sind beim Entwurf einer Regelung durchzufiihren:
e Wahl der Ruhelage
e Wahl der Lage der inhdrenten Systemgrenzen durch die Ruhelage
e Wahl der Eigenwerte

Sind die Ruhelage des Systems, die Lage der inhdrenten Systemgrenzen und die
Eigenwerte bekannt, so konnen daraus leicht die Reglerparameter bestimmt werden.

Erst wenn die Bedingungen (5.28) nach Einsetzen des Regelgesetzes (3.3) und der
gefundenen Reglerparameter noch erfiillt sind, hat man einen giiltigen Regler gefun-
den, der die beiden Regelungsaufgaben nach den Definitionen 5.1 und 5.2 erfiillt. Fiir
den Fall p < n konnen sich die nicht vorgebbaren Linkseigenvektoren und Eigenwer-
te, wie in Anmerkung 5.1 angegeben, beliebig verdndern. Im Allgemeinen werden
geregelte Systeme, bei denen Eigenwerte instabil werden, nicht mehr in der Lage
sein die Bedingungen (5.28) zu erfiillen. Die Stabilitéit des geregelten Systems wird,
bezogen auf ein spezielles Simplex, nicht gefordert, wenn dieses Simplex verlassen
werden soll. Das Einhalten der Bedingungen (5.28) muss jedoch immer gewihrleistet
sein.

Im Folgenden werden diese Schritte ausfiihrlich diskutiert.

Wahl der Ruhelage

Bei der Wahl der Ruhelage beim ELV-Verfahren ist zusétzlich zu den Erlduterungen
aus Abschnitt 5.4.2 darauf zu achten, dass die gewiinschte Ruhelage zp 1, auch vom
System einnehmbar ist, da dann die Gleichung (5.50) exakt gelost werden kann. Ist
die gewiinschte Ruhelage nicht vom System einnehmbar, dann wird ein affiner Anteil
¢, nach Gleichung (5.55b) berechnet, der zwar zu einer realisierbaren Ruhelage
flihrt. Diese kann aber erheblich von der gewiinschten Ruhelage abweichen, da die
Berechnung der Pseudoinversen lediglich den Wert des Ausdrucks in Gleichung (5.54)

minimiert.
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‘Wahl der inhirenten Systemgrenzen

Die Wahl der Systemgrenzen kann nach unterschiedlichen Kriterien erfolgen. Im Fol-
genden sollen drei Fille® zur Vorgabe inhérenter Systemgrenzen genauer untersucht
werden:

A) Vorgabe inhirenter Systemgrenzen durch Kanten des Simplex:
In Abbildung 5.14(a) sind die Bedingungen beziiglich des Simplex P (5.28a-
5.28g, 5.28k, 5.281) in allen Ecken des Simplex eingezeichnet. Die zu wihlende
inhdrente Systemgrenze muss dabei durch die Ecke z,, so gelegt werden, dass
sie innerhalb des eingezeichneten Winkelbereichs bleibt. Ist dies erfiillt, sind
damit auch automatisch die Stellgréfienbeschréankungen erfiillt.

Die gewiinschte Ruhelage xp 1, muss sich zum einen auf der Gerade der mog-
lichen Ruhelagen, die in Abbildung 5.14(b) durch eine gestrichelte Gerade ein-
gezeichnet ist, zum anderen muss sie sich im giiltigen Winkelbereich der Ecke
z,,, befinden, welcher in Abbildung 5.14(b) als graue Flidche markiert ist.

Die vorgebbaren p Linkseigenvektoren kénnen so gewéahlt werden, dass die zu-
gehorigen inhérenten Systemgrenzen durch die Ruhelage z,,1,, und jeweils eine
Seite einer Simplexseite verlaufen. Die inhérente Systemgrenze verlduft so z.B.
im zweidimensionalen Fall in Abbildung 5.14(c) durch die Ecke z,, des Sim-
plex. Im dreidimensionalen Fall verliefe die Ebene der inharenten Systemgrenze
durch eine Kante des Simplex, welches ein Tetraeder darstellt.

Fiir den Ubertritt vom Simplex P in das Nachbarsimplex P aus Abbild-
ung 5.14(a) bewegt sich die Trajektorie des Systems in Abbildung 5.14(c) in
der Ecke z,, auf der inhérenten Systemgrenze auf die Ruhelage zg . zu, falls
der zugehorige Eigenwert zu der gewéhlten inhdrenten Systemgrenze stabil
ist. Durch die Festlegung der inhdrenten Systemgrenze sind die Bedingungen
in der Ecke z,  sicher erfiillt. Die Richtung des zeitdiskreten Gradienten ist

=v2

durch einen Pfeil in Abbildung 5.14(c) gekennzeichnet.

Die vorgebbaren stabilen Eigenwerte werden schlieflich so gewéahlt, dass die
verbleibenden Gradientenbedingungen in den Ecken z, und z,, die in Ab-
bildung 5.14 ebenfalls als Winkelbereiche dargestellt sind, eingehalten werden.
Die Richtungen der zeitdiskreten Gradienten in den Ecken Ty, und T, sind
durch Pfeile in der Abbildung 5.14(d) dargestellt. Werden durch die Wahl
der frei wihlbaren Eigenwerte alle Bedingungen eingehalten, dann kénnen die
Reglerparameter R und @, mittels der Gleichungen (5.55) bestimmt werden.

Nach der Berechnung der Reglerparameter kann nun im letzten Schritt {iber-
priift werden, ob die Bedingungen beziiglich des Nachbarpolytops P (5.28h-

5Zur Illustration werden hier die Dynamiken aus Beispiel 5.2 verwendet, dabei gilt p = 1.
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(a) Simplexaufteilung (b) Wahl der Ruhelage

X
2o,

Ty, Ly,

(c) Wahl der inhérenten System- (d) Wahl der Eigenwerte
grenze

Abbildung 5.14: Entwurf einer Regelung mit dem ELV-Verfahren: Vorgabe der
inhérente Systemgrenze durch eine Simplexecke



5.4 Regelungen zum Gebietsiibertritt im Simplex 109

5.28j) in den Ecken Z,, und Ty, eingehalten werden. Alternativ kénnen hier
alle Bedingungen in Gleichung (5.28) iiberpriift werden.

B) Vorgabe inhidrenter Systemgrenzen parallel zu Simplexseiten:
Die vorgebbaren inhérenten Systemgrenzen kénnen auch parallel zu den Sim-
plexseiten gew#hlt werden, die nicht der Austrittsseite® F, entsprechen. Dabei
wird ausgenutzt, dass parallel zur inh&renten Systemgrenze durch die Ruhela-
ge auch eine inhérente Systemgrenze durch den Anfangszustand verlduft. Dies
ist im Anhang B.3.3 néher erldutert.

Die inhérente Systemgrenze durch einen méglichen Anfangszustand ist in Ab-
bildung 5.15(a) dargestellt. In Abbildung 5.15(b) ist nun zusétzlich zur Ab-
bildung 5.15(a) die parallele inhérente Systemgrenze durch die Ruhelage zg 1,0
eingezeichnet.

Die inhérenten Systemgrenzen werden also zunéchst parallel zu verschiedenen
frei wahlbaren Simplexseiten gelegt, wobei die Austrittsseite selbst nicht als
frei wahlbar gilt.

Anschliefend muss durch die geeignete Wahl der Ruhelage und der Eigen-
werte sichergestellt werden, dass alle Gradientenbedingungen erfiillt werden.
Dies sind die Bedingungen in den Ecken z, und z,  des Simplex P und die
Bedingungen in den Ecken ,, und z,, des Nachbarsimplex P.

In Abbildung 5.15(b) ist die gewihlte Ruhelage definiert durch den Schnitt-
punkt der Gerade der moglichen Ruhelagen, die gestrichelt skizziert ist, mit
der inhérenten Systemgrenze durch die Ecke z,
Simplexseite Fy und damit fest vorgegeben ist.

v,» deren Richtung parallel zur

In Abbildung 5.15(c) sind mogliche zeitdiskrete Gradienten in den Ecken z,,
und z,,. eingezeichnet, die alle geforderten Bedingungen durch geeignete Wahl
der Eigenwerte einhalten.

Nach der Berechnung der Reglerparameter kann nun im letzten Schritt {iber-
priift werden, ob die Bedingungen beziiglich des Nachbarpolytops P (5.28h-
5.28j) in den Ecken z,, und z,, eingehalten werden. Alternativ kénnen auch
hier alle Bedingungen in Gleichung (5.28) iiberpriift werden.

Beide Vorgehensweisen in A) und B) zur Wahl der inhérenten Systemgrenzen konnen
bei einfachen Systemen bis zur Systemordnung n = 3 noch von Hand durchgefiihrt
werden. Nach Wahl der inhdrenten Systemgrenzen und der Ruhelage bleiben dann
oft nur wenige Eigenwerte iibrig, die gewahlt werden miissen. Ein Probierverfahren
mit anschlieffendem Priifen der Ungleichungen ist hierzu geeignet.

6Siehe Abbildung 5.9 fiir die Bezeichnungen.
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z,

(a) Wahl der inhdrenten System- (b) Wahl der Ruhelage
grenze

(c) Wahl der Eigenwerte

Abbildung 5.15: Entwurf einer Regelung mit dem ELV-Verfahren: Vorgabe der in-
hérenten Systemgrenze parallel zu einer ausgewéahlten Simplex-
seite
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Fiithren die gewdhlte Ruhelage und die anschliefend gewéhlten inhérenten System-
grenzen und Eigenwerte zu keinem Erfolg, dann kann durch die Wahl neuer Ruhe-
lagen, inhérenter Systemgrenzen und Eigenwerte das Verfahren aus A) oder B) so
lange wiederholt werden, bis sich entweder der Erfolg einstellt oder eine maximale
Anzahl von Iterationen durchlaufen wurde.

Um schnell die Einhaltung aller Gradientenbedingungen, vor allem die der Dynamik
im Nachbarsimplex P iiberpriifen zu konnen, bietet es sich besonders im Hinblick
auf mehrere durchzufiihrende Iterationen an, den Entwurf am Rechner durchfiihren
zu lassen. Ein rechnerbasierter Entwurf eréffnet dariiber hinaus die Moglichkeit, die
Reglerparameter direkt durch eine Optimierung zu bestimmen.

C) Vorgabe inhirenter Systemgrenzen durch Optimierung
Die Reglerparameter werden nach den Gleichungen (5.55) bestimmt. Diese
Gleichungen sind im folgenden nochmals abgedruckt. Die Reglermatrix be-
stimmt sich zu

R= W, H) " (Wr,®—Ap, Wy,). (5.56)

Dabei ist die Matrix mit den Linkseigenvektoren W , und die Diagonalma-
trix mit den Eigenwerten” Ag , zu wihlen. Fiir die Berechnung des affinen
Regleranteils @, gilt

L2

u

= (B"H) B (L, -2+ HR) e —¢) . (557)

Dabei geht die Riickfiihrmatrix R aus Gleichung (5.56), mit ihrer Abhiangigkeit
von den Parametern Wy , und Ag ,,, in die Gleichung (5.57) ein. Zusétzlich
ist der Parameter der Ruhelage 2, zu wéhlen.

Die Riickfiihrmatrix R aus Gleichung (5.56) ist anschliefiend in Gleichung (5.8)
und der affine Anteil ¢ in die Gleichung (5.9) einzusetzen. Beide Ergebnisse
werden in die Ungleichungen (5.28) eingesetzt. Diese Ungleichungen sind nun
aber nichtlinear in den Parametern Wy , Ag , und T p,-

Die nichtlinearen Gradientenbedingungen werden als nichtlineare Nebenbedin-
gungen in ein demzufolge nichtlineares Optimierungsproblem aufgenommen.
Das Gilitemaf kann wie in Abschnitt 5.4.1 vorgeschlagen, geeignet gewéhlt
werden.

Wenn es bei einem gegebenen System nicht mdoglich ist, mit der Vorgehensweise A)
oder B) zu einer zufriedenstellenden Losung zu kommen, dann stellt die Vorgehens-

"Bei der Optimierung schneiden die zu wihlenden inhérenten Systemgrenzen im Vergleich zu
den Vorgehensweisen in A) oder B) nur die Ruhelage, die Richtung bleibt frei wihlbar. Deshalb ist
es moglich, dass in der Diagonalmatrix mit den Eigenwerten auch instabile Eigenwerte auftauchen.
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weise mit der Optimierung in C) eine mogliche Alternative dar.

Werden die einzelnen Elemente der Reglerparameter I und ¢ direkt durch eine
Optimierung bestimmt, bis die Stellgroflen in den Ecken des Simplex alle Bedin-
gungen (5.28) einhalten, dann ergeben sich theoretisch die gleichen Ergebnisse wie
beim VSE-Verfahren aus Abschnitt 5.4.3. Im Vergleich zum Verfahren in C), bei
dem reelle Eigenwerte gefordert werden, sind beim VSE-Verfahren auch komplexe
Eigenwerte moglich. Eine anschauliche Interpretation der Parameter und vor allem
der Startparameter fiir die Optimierung geht dadurch allerdings verloren.

Nichtlineare Optimierungsprobleme mit nichtlinearen Nebenbedingungen sind iib-
licherweise schwierig zu losen. Klassische Optimierungsverfahren scheitern in der
Regel daran, dass das nichtlineare Optimierungsproblem ein Giitemafs mit mehreren
lokalen Minima aufweist und der auf dem Gradienten dieser Funktion basierende
Algorithmus schlieflich in einem der lokalen Minima abbricht. Um das globale Mi-
nimum finden zu kénnen, benétigt man dann einen geeigneten Startwert, damit das
gefundene lokale Minimum das globale Minimum darstellt. Dieser Startwert ist hier
aber nicht bekannt.

Eine Alternative zu den klassischen Optimierungsverfahren stellen deshalb evolutio-
nére Algorithmen dar, die sich in ihrer Vorgehensweise an Phénomenen orientieren,
die in der Natur auftreten. Bei diesen Algorithmen wird die Zielfunktion sehr oft aus-
gewertet, was die Wahrscheinlichkeit, die globale Losung zu finden, stark erhoht. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde die Partikelschwarm-Optimierung zur Losung dieser
Optimierungsprobleme verwendet. Der Algorithmus wird in Anhang A.1 vorgestellt.

Indirekte Wahl der Eigenwerte

Die p zu wihlenden Eigenwerte werden fiir die Verfahren A), B) und C) reell und
positiv vorgegeben, da bei zeitdiskreten Systemen nur fiir reelle und positive Eigen-
werte die inhédrenten Systemgrenzen in Form von Hyperebenen existieren. Inhérente
Systemgrenzen, die sich bei komplexen Eigenwerten ergeben, werden im Anhang A.2
kurz vorgestellt.

Die Eigenwerte miissen nun so gewéhlt werden, dass die Ungleichungen (5.28) erfiillt
sind. Dabei werden die Reglerparameter R und ®,, aus den Gleichungen (5.55) mit
vorgegebenen Werten fiir die Ruhelage g ., fiir die Eigenwerte Ag,, ¢ =1,--- ,p
und den Linkseigenvektoren wp ;, @ = 1,---,p bestimmt. Danach werden die Pa-
rameter 2 und ¢ zuerst in die Gleichungen (5.8) und (5.9) eingesetzt, bevor das
Ergebnis in den Ungleichungen (5.28) verwendet wird. Zwar kann man damit die Be-
dingungen, die durch die Ungleichungen ausgedriickt werden, iiberpriifen, allerdings
ist eine Aussage liber die Wahl der Eigenwerte nur indirekt mdoglich.
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Direkte Wahl der Eigenwerte
Mit dem Zusammenhang

wh (Zpy1 — 2) = Ari — 1) (Wk ), — Wk ZRune) - (5.58)

der in Anhang B.3.2 in Gleichung (B.28) hergeleitet wird, kann man die Eigenwerte
direkt bestimmen. Schreibt man nun die Gleichung (5.58) fiir alle n Eigenwerte auf,
dann lésst sich unter Verwendung der Voraussetzung W, = Kgl aus Anhang B.4
der zeitdiskrete Gradient schreiben als

n

Lppr — L = Z (A = 1) QR,iwﬁ,i (Zt — ZRune) - (5.59)

i=1

Dieser zeitdiskrete Gradient kann nun in den betreffenden Ungleichungen (5.28a-
5.28d,5.28f) eingesetzt werden, die auf Grund der Wahl der Linkseigenvektoren und
der Ruhelage noch nicht erfiillt sind. Wird so zum Beispiel die inhérente Systemgren-
ze durch eine Ecke des Simplex gelegt, dann wird damit der zeitdiskrete Gradient
in dieser Ecke bestimmt. Bedingungen, die diese Ecke betreffen, entfallen somit. Bei
geeigneter Wahl der inhédrenten Systemgrenzen kommt es deshalb zu einer sehr be-
grenzten Anzahl von Ungleichungen. Giiltige Bereiche fiir die Eigenwerte, die diese
Ungleichungen erfiillen miissen, kénnen dann sogar von Hand bestimmt werden.

Nach der Wahl der inhérenten Systemgrenzen und geeigneter Eigenwerte sind an-
schlieftend noch die Einhaltung der Bedingungen an die Lénge des Gradienten in den
Ungleichungen (5.28¢) und (5.28g) sowie die Einhaltung der Bedingungen bezogen
auf das Nachbarsimplex P in den Ungleichungen (5.28h-5.28j) und die Einhaltung
der Stellgrofenbeschrankungen in den Ungleichungen (5.28k-5.281) zu iiberpriifen.
In Beispiel 5.3 wird diese Methode kurz vorgestellt.
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Beriicksichtigung von Stellgréftenbeschrinkungen

Die Einhaltung der Stellgréfienbeschrinkungen muss in allen drei Vorgehensweisen
des Reglerentwurfs durch die Uberpriifung der Ungleichungen (5.28k-5.281) gew#hr-
leistet werden.

Abschlietend soll der Reglerentwurf an zwei Beispielen veranschaulicht werden:

Beispiel 5.3 (Reglerentwurf fiir ein System mit p = n):
Fiir dieses Beispiel werden die zwei Simpleze P und P aus Abbildung 5.14(a) weiter
verwendet. Fir die Eckpunkte gilt

v {fasl B3 By e =Bl B3l

Im Simplex P gilt
1oo—02] o [-02]
02 1 27003 ]"

o [0,9 0,1

0 0,8]’H

im Nachbarsimplez P gilt

09 07 - [1 -02 _ Joa
- {0,1 0,85} A= [—0,2 1 ] und @ = [—0,3} '

Die Simplexe und die Dynamik des ungeregelten Systems sind in Abbildung 5.16(a)
dargestellt. Gesucht ist eine affine Zustandsrickfihrung zur Uberfihrung des Zu-
stands von einem beliebigen Anfangszustand innerhalb des Simplexr P in das Nach-
barsimplex P mithilfe des ELV-Verfahrens.

[T

Die Ruhelage Tg e kann beliebig vorgegeben werden, da p = n gilt und die Ein-
gangsmatrix H reguldr ist. Weiterhin kénnen beide Linkseigenvektoren und die dazu
gehorigen Eigenwerte vorgegeben werden. Es muss lediglich darauf geachtet werden,
dass die Linkseigenvektoren linear unabhdngig voneinander vorgegeben werden, da-
mit die zugehdrigen inhdrenten Systemgrenzen in der Lage sind, unterschiedliche
Ecken bzw. Kanten des Simplex zu schneiden.®

Die Linkseigenvektoren sollen durch die Ruhelage xg,,, und die Simplevecken x,,
und z,, verlaufen. Die Ruhelage wird sinnvollerweise so gewdhlt, dass die durch
den Linkseigenvektor wp 5 vorgegebene inhdrente Systemgrenze Iz, die durch die
Simplezecke z,,, verlduft, gleichzeitig parallel zur Simplexseite Fy ist.

8In [F694] ist gezeigt, dass bei der Wahl unterschiedlicher Eigenwerte, die zugehorigen Linksei-
genvektoren immer linear unabhéngig sind. Nur bei der Wahl identischer Eigenwerte konnen linear
abhéngige Linkseigenvektoren auftreten.
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Deshalb wird g ne = [2,3 Q}T vorgegeben. Die vorgegebene Ruhelage und die ent-
sprechenden inhdrenten Systemgrenzen sind in Abbildung 5.16(b) dargestellt.

Die Trajektorie des geregelten Systems wird damit in das durch die inhdrenten Sys-
temgrenzen I, 1], Is und I} gebildete Parallelogramm eingeschlossen. Das Nach-
barsimplex kann dann nicht dbersprungen werden und auch ein Verlassem von P
tber Fy ist ausgeschlossen. Durch geeignete Wahl der Eigenwerte muss nun moch
sichergestellt werden, dass das Simplex nicht iber die Seite F3 verlassen wird oder

gleich bedeutend, dass die Gradientenbedingungen in der Simplezecke x,, eingehalten

V1
werden.

Einer der beiden Figenwerte kann beliebig gewdhlt werden, wenn damit der andere
Eigenwert noch so bestimmt werden kann, dass die Bedingungen erfillbar sind. Es
wird deshalb Ap 1 = 0,8 vorgegeben.

E's muss nun versucht werden, den zweiten Eigenwert geeignet zu wdhlen. Dazu wird
die Simplexzecke x,, betrachtet. Die noch zu erfillende Bedingung an die Gradien-
tenrichtung lautet

BzTra (£k+1 - ik) |£k:£v1 <0. (5.60)

Mit Gleichung (5.59) erhdlt man daraus die Ungleichung

AR, 1= g, vp 1 Wh 1 (2, —Zrune) T (Ar2 = D1E, VR oWk o(Z,), —ZRune) < 0, (5.61)

in der alle Gréflen bis auf den Eigenwert Ap o bekannt sind. Lost man diese Glei-
chung nach A2 auf und setzt die bekannten Grofen ein, so erhdlt man Ag 2 < 0,85.
Wird der Eigenwert Ag 2 also so gewdhlt, dass er diese Bedingung erfiillt, so wird
auch die Bedingung an die Gradientenrichtung in x,, erfillt, wobei fiir den Grenzfall
Ar,z2 = 0,85 der Folgezustand £k+1|wk:w genau auf der Simplexseite F3 liegt. Der
Eigenwert Ay wird deshalb etwas kleinervgyewdhlt, beispielsweise zu Ag o = 0,75. Die
Zustandsrickfihrung kann nun berechnet werden. Das geregelte System in Simplex
P ist in Abbildung 5.16(c) dargestellt. Schlieflich bleibt noch zu uberprifen, ob auch
die Bedingungen auf Basis der Dynamik des Nachbarsimplex P erfullt sind. Wie
man aus Abbildung 5.16(d) erkennen kann, sind bereits alle Bedingungen erfillt,
so dass keine weiteren Modifikationen der Entwurfsparameter notwendig sind. Die
Reglerparameter aus den Gleichungen (5.55) ergeben sich damit zu

p_ [013 006] (068
~ 10,01 0,04 Pu™ 0,25]
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Abbildung 5.16: Entwurf einer Regelung mit dem ELV-Verfahren fiir ein System

1 2 3 4
(c) geregeltes System

mit p=mn
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(b) Vorgabe der Ruhelage
und der inhérenten Sys-
temgrenzen

0 1 2 3 4
(d) Uberpriifung der Dyna-
mik im Nachbarsimplex

Beispiel 5.4 (Reglerentwurf fiir ein System mit p < n):

In diesem Beispiel werden drei unterschiedliche Regler berechnet. Die Regelpara-

meter und die Eigenwerte sowie Linkseigenvektoren sind deshalb durch mehrfache

Uberstreichungen gekennzeichnet. Parameter des ungeregelten Systems erhalten den

zusdtzlichen Index ’s’. Vorgegebene Gréflen werden mit einem zusdtzlichen rdmischen

Index versehen.

Gegeben sind die Simplexe P und P aus Beispiel 5.3. Fiir die Dynamik in P und P

gilt jetzt

0,9 0,01
=7 10,01 085

1
—0,2

| = [03]



5.4 Regelungen zum Gebietsiibertritt im Simplex

117

! %

0 1 2 3 4

(a) ungeregeltes System

0 1 2 3 4
(c) geregeltes System in P

0 1 2 3 4

(e) geregeltes System, manu-
eller Reglerentwurf

0
0 1 2 3 4

(b) Vorgabe der Ruhelage
und der inhérenten Sys-
temgrenze

0 1 2 3 4

(d) Beriicksichtigung der in P
giiltigen Dynamik

0 1 2 3 4
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entwurf durch Optimierung

Abbildung 5.17: Entwurf einer Regelung mit dem ELV-Verfahren fiir ein System

mit p <n
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Die Simpleze und die ungeregelte Dynamik sind in Abbildung 5.17(a) dargestellt.

und

e

Mit dem ELV-Verfahren soll eine affine Zustandsrickfihrung zur Uberfihrung des
Zustands von einem beliebigen Anfangszustand innerhalb des Simplex P in das Nach-
barsimplex P gefunden werden, dabei soll eine vorgebbare inhdirente Systemgrenze
durch eine Ecke des Simplex P verlaufen, wie es in der Vorgehensweise A) beschrie-
ben ist.

Die FEigenwerte und Linkseigenvektoren des ungeregelten Systems ergeben sich zu

A1 =085, A2=090, wi, =[0,19 —098] und wi,=[-098 —0,19] .

Die Ruhelage wird aus den mdglichen Ruhelagen (gestrichelte Gerade) so gewdhlt,
dass sie innerhalb des Nachbarsimplex liegt. Der vorgebbare Linkseigenvektor wird
dariiber hinaus in Abbildung 5.17(b) in der Art und Weise bestimmt, dass die zuge-
horige inhdrente Systemgrenze als durchgezogene Linie durch die Ecke x,,. verlduft.

FEs werden
2,16
LRune, 1 = {1’61] und w1 = [~0,60 0,80]

vorgegeben. Der vorgebbare Figenwert wird zu Ar,;r1 = 0,8 gewdhlt. Die daraus re-
sultierende Dynamik im Simplex P ist in Abbildung 5.17(c) dargestellt. Die nicht
vorgebbare inhdrente Systemgrenze des geregelten Systems ist gepunktet eingezeich-
net.

Die Reglerparameter aus den Gleichungen (5.55) ergeben sich damit zu

7T =[0,07 —0,05] und B, = [047] .

Die Figenwerte und Linkseigenvektoren des geregelten Systems in Abbildung 5.17(c)
ergeben sich zu

Ar1 =080, Ag2 =087, Wp, = [-0,60 0,80] und Wk, =[-0,50 —0,87] .

Wie zu erwarten ist, stimmen der gewdhlte Figenwert Ar 11 = XR,I und der ge-
wihlte Linkseigenvektor M%,l,[ = @};71 tiberein. Allerdings verdandert sich der nicht
vorgebbare Eigenwert, wie in Anmerkung 5.1 dargestellt, zu \s 2 # Ap.a und Links-
etgenvektor QEQ # @};72. Beide Eigenwerte sind in diesem Fall stabil.

Es muss jedoch auch die Dynamik im benachbarten Simplex P berticksichtigt werden.
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Dabei erkennt man in Abbildung 5.17(d), dass unter Umstinden das Simplex P
tiibersprungen werden kann, wie dies zum Beispiel in der Ecke z,, geschieht.

Um dies zu verhindern, wird die inhdrente Systemgrenze durch geeignete Wahl des
Linkseigenvektors durch z,,, gelegt mit

wi ;=077 0,64].

Die Ruhelage bleibt unverindert bei Tgne 11 = LRrune,1- Das mit diesem Regler gere-
gelte System, dargestellt in Abbildung 5.17(e), erfillt alle Anforderungen.

Die Reglerparameter aus den Gleichungen (5.55) ergeben sich damit zu

T =1[0,13 0,06] und B, =[0,78] .

Die Figenwerte und Linkseigenvektoren des geregelten Systems in Abbildung 5.17(f)
ergeben sich zu

N = 0,80, Apo = 0,83, Tpy, = [0,77 0,64] und Tpo = [-0,50 —087] .

Den bisherigen Ergebnissen wird jetzt noch ein geregeltes System gegeniiber gestellt,
dessen Reglerparameter mithilfe einer Optimierung bestimmt werden. Der Linksei-
genvektor wird so gewdhlt, dass die inhdrente Systemgrenze stets durch die Ruhelage
und die Ecke x,, verliuft. Die Ruhelage selbst und der vorgebbare Eigenwert wer-
den als Freiheitsgrade bei der Optimierung nach der Vorgehensweise C) betrachtet.
Als zu minimierendes Gutemafl wird das nichtlineare Gitemaf$ aus Gleichung (5.32)
verwendet. Dieses Gitemaf$ wird unter Beachtung aller Bedingungen (5.28), die als
nichtlineare Nebenbedingungen in dieses nichtlineare Optimierungsproblem eingehen,
minimiert. Das in dieser Art und Weise geregelte System ist in Abbildung 5.17(e)
dargestellt. Die optimalen Parameter sind

4,1
gfluhe = |:1’4g:| und )\T = 0781 °

Die Reglerparameter ergeben sich nach den Gleichungen (5.55) zu

T

13111

= [0,27 0,26] und 7, =2,08 .

Die Eigenwerte und Linkseigenvektoren des geregelten Systems in Abbildung 5.17(f)
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ergeben sich zu

= = =T =T
Ar1 =072, g2 =081, Tg, = [0,57 0,82] und W, = (0,33 0,94] .

5.5 Endgebietsregelung im Simplex

Fiir die Endgebietsregelung nach Definition 5.2 gilt, dass jede im Simplex startende
Trajektorie die Ruhelage im Simplex erreicht, ohne dabei das Simplex zu verlassen.
Diese Forderung hat mit der Forderung, die in Definition 5.1 und spéter in Ab-
schnitt 5.4 an die Regelung zum Gebietstibertritt im Simplex gestellt wird, zunéchst
wenig gemein. Betrachtet man aber die Bedingungen, die beim Reglerentwurf ein-
gehalten werden miissen, so stellt man fest, dass diese auf das strukturell gleiche
Ungleichungssystem fiithren.

Die Wahl der Ruhelage im Simplex spielt eine wichtige Rolle. Die Lage der mogli-
chen Ruhelagen aus Abschnitt 5.4.2 entscheidet dariiber, ob eine Endgebietsregelung
iiberhaupt moglich ist. Die Existenz einer Ruhelage im Simplex stellt aber nur ei-
ne notwendige Bedingung dafiir dar, dass auch eine Endgebietsregelung fiir diese
Ruhelage existiert.

5.5.1 Allgemeine Bedingungen an die Gradienten bei der End-
gebietsregelung im Simplex

Wie bereits erldautert, darf die Trajektorie des geregelten Systems das Endsimplex
nicht verlassen. Diese Forderung lasst sich analog zu den Bedingungen fiir den Ge-
bietsiibertritt mithilfe von Ungleichungen® formulieren:

Va,, €V: VFj € F\{F}: np, ((@R -1z, +gR) <0 (5.62a)
Vo, €V: oz, €V\{z,}: np, (QR% TR~ LJ].) <0 (5.62b)
Vi, €V: —u(z,,) < U (z,,) (5.62¢)
Vi, €V :iwp(2y,) < Unge(2y,) (5.62d)

9Man beachte die Benennung eines Simplex nach Abschnitt 2.5.
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Diese Bedingungen haben anschaulich folgende Bedeutung;:

(5.62a) Die Gradienten in allen Simplexecken zeigen beziiglich jeder angrenzenden
Simplexseite nach innen oder auf den Rand.

(5.62b) Die Gradienten in allen Simplexecken ragen nicht iiber die jeweils gegen-
iiberliegende Seite hinaus. Dabei ist z, eine (mit Ausnahme von z, )
beliebige Simplexecke.

(5.62c) Der StellgroRenvektor ist in jeder Ecke des Simplex nach unten beschrinkt.

(5.62d) Der Stellgrofenvektor ist in jeder Ecke des Simplex nach oben beschrinkt.

Die zuléssigen Bereiche, die man aus den Bedingungen (5.62) erhilt, sind fiir die
Richtung des zeitdiskreten Gradienten in Abbildung 5.18 eingezeichnet.

Mithilfe der baryzentrischen Koordinaten aus Gleichung (2.26) konnen die Bedin-
gungen (5.62a-5.62b) fiir ein Simplex auch mit der Gleichung

0]
Vo, €V: Ty 4R£%{%9R >0 (5.63)
b
dargestellt werden. Fiir die einzelnen Elemente b;,7 = 1,...,n 4+ 1 der baryzentri-
schen Koordinaten b = [b; --- b,41]T gilt im Simplex immer der Zusammenhang

0<b;<1,i=1,....,n+1.

Es wird dabei gefordert, dass der néchste Zustand x|, __  jeder Ecke z,,
kT 2w, .

t=1,...,n+ 1 im Simplex liegt.

Abbildung 5.18: Zugelassene Bereiche fiir die Gradienten des geregelten Systems
im Endsimplex
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5.5.2 Endgebietsregelung mit dem VSE-Verfahren im Sim-
plex

Aus der Systemgleichung (5.1) erhdlt man durch Einsetzen der Beziehung (5.6) die
Differenzengleichung des geregelten Systems

2, =(@-HR)z, +Hp +¢, (5.64)

das ein autonomes System darstellt. Die Ruhelage dieses Systems berechnet sich mit

ZRuhe = Lg4+1 = L 20
(I, -2+HR)zgp.=Hep, +o. (5.65)
Formt man die Gleichung (5.65) weiter um, so erhélt man
(L, = @) zpupe — ¢ = —HRzgue + Hop, (5.66)

und schliefslich
ZLRuhe _ _ ZRuhe

Setzt man in Gleichung (5.67) die transponierte Berechnungsvorschrift fiir die Pa-
)| L nach Glei-

chung (5.41) unter Beachtung der Zusammenhénge aus Gleichung (5.40) ein, so
erhélt man

rameter des Reglers C, = [ -R ¢, } = [@(m ) o u(z

V1 =Un+1

—[@-1, ¢ |:fo}1(3:| —H {@(%1) g(%nﬂ)} T, |:‘rR]1-1he:| . (5.68)

Dem geregelten System kann also eine gewiinschte Ruhelage zp, ,.,, vorgegeben wer-
den, wenn die Stellgrofien in den Simplexecken so gewéhlt werden, dass die Gleichung

(g [@@Ul) g(gvm)} Tp+[®—1,, @) {xR’f““} =0 (5.69)

erfiillt wird. Die Gleichung (5.69) muss nun als weitere Bedingung zusétzlich zu den
Bedingungen (5.62) bei der Wahl der Stellgréfen in den Simplexecken beriicksichtigt
werden. Es ist bei der Wahl der gewiinschten Ruhelage zp .., darauf zu achten,
dass diese wirklich eine Ruhelage des Systems darstellt und im Endsimplex liegt.
Nur dann sind alle Bedingungen l6sbar.
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Dies soll an einem Beispiel verdeutlicht werden:

Beispiel 5.5 (Reglerentwurf im Endsimplex mit dem VSE-Verfahren):
Es wird das System aus Beispiel 5.4 betrachtet Es soll ein Regler entworfen werden,
der den Zustand innerhalb des Simplex P stabilisiert. Als gewiinschte Ruhelage wird

1,69
QRuhe = O 85

aus den in den Abbildungen 5.19 eingezeichneten mdglichen Ruhelagen des Systems
gewdhlt, die sich auf der gestrichelten Linie befinden. Die Bestimmung der Stellgri-
Ben in den Ecken wird mithilfe eines linearen Programms mit linearem Giitemaf$ aus
Abschnitt 5.4.1 bewerkstelligt. In Abbildung 5.19(a) ist der Vektor f aus dem Giite-
maf (5.31) zu iT = [ 1 11 ] gewdhlt worden. Die berechneten Reglerparameter
sind

r’ =041 -0,13] und ¢, =094 .

Da iTg minimiert wird, ergibt dies die Losung mit der minimalen Summe der Stell-

grofen in den Simplexecken.

In Abbildung 5.19(b) ist der Vektor f aus dem Giitemaf (5.31) zu

f=[-1 -1 —1]

gewdhlt worden. Die zugehdrigen Reglerparameter sind
r' =015 —0,12] und ¢, = 0,51,

da f negativ ist, wird die Summe der Stellgréfien mazimiert.

Man erkennt, dass durch den entworfenen Regler der Zustand von einem beliebigen
Anfangszustand innerhalb des Endsimplex in die gewtinschte Ruhelage tiberfihrt und
dort gehalten wird.

5.5.3 Endgebietsregelung mit dem ELV-Verfahren im Sim-
plex

Der Entwurf einer Regelung im Endsimplex durch Linkseigenvektor- und Eigen-
wertvorgabe wird fast wie der Entwurf fiir den Simplexiibertritt in Abschnitt 5.4.4
durchgefiihrt.
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0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

(a) minimale Stellgréfen (b) maximale Stellgrofien

Abbildung 5.19: Entwurf einer Endregelung mit dem VSE-Verfahren

Es gibt dabei aber zwei wesentliche Anderungen:

e Statt den Bedingungen (5.28) miissen die Bedingungen (5.62) verwendet wer-
den.

e Die Ruhelage muss im Endsimplex gewihlt werden und auch vom System
einnehmbar sein.

Analog zur Vorgehensweise A) beim Reglerentwurf fiir den Simplexiibertritt in Ab-
schnitt 5.4.4 kann auch bei der Endgebietsregelung im Simplex die inhérente Sys-
temgrenze so gewahlt werden, dass sie durch die Ruhelage und eine Seite einer Sim-
plexseite verlauft. Dadurch wird der Gradient in der entsprechenden Simplexecke
festgelegt.

Auch ist es denkbar, die inhédrenten Systemgrenzen parallel zu einer oder mehreren
Seiten des Endsimplex wie in der Vorgehensweise B) aus Abschnitt 5.4.4 zu wéhlen.
Fiir beide Vorgehensweisen miissen die vorgebbaren Eigenwerte schlieflich so gewahlt
werden, dass die iibrigen Gradientenbedingungen erfiillt werden. Dabei werden nur
stabile Eigenwerte zur Einhaltung der Gradientenbedingungen fiihren.

Wie im Fall C) besteht dariiber hinaus die Méglichkeit, die Entwurfsparameter im
Rahmen einer Optimierung zu wéhlen.

Dies soll an einem Beispiel verdeutlicht werden:

Beispiel 5.6 (Reglerentwurf im Endsimplex):
Es wird das System aus Beispiel 5.5 betrachtet. Es soll ein Regler entworfen werden,
der den Zustand innerhalb des Simplex P stabilisiert. Als gewiinschte Ruhelage wird

1,69
L Ruhe — 0.85



5.6 Erweiterung der lokalen Regelstrategien fiir Polytope 125

aus den eingezeichneten maoglichen Ruhelagen des Systems in Abbildung 5.20(a) ge-
wdhlt. Die méglichen Ruhelagen liegen auf einer Geraden, die als gestrichelte Linie
dargestellt ist. Der vorgebbare Linkseigenvektor wird so gewdhlt, dass die inhdrente
Systemgrenze, die mit einer durchgezogenen Linie dargestellt ist, durch die Ecke'®
z

vy Verlauft. Der vorgebbare Eigenwert wird zu A1 = 0,8 gewdhlt. Die nicht vor-

gebbare inhdrente Systemgrenze ist mit einer gepunkteten Linie dargestellt. Damit
ergeben sich die Reglerparametert' nach den Gleichungen (5.55) zu

ET = [(),09 —0,02] und p, = 0,5 .

Das geregelte System ist in Abbildung 5.20(b) dargestellt. Man erkennt, dass durch
den entworfenen Regler der Zustand von einem beliebigen Anfangszustand innerhalb
des Endsimplex in die gewiinschte Ruhelage iberfihrt und dort gehalten wird.

4 4
3 3
2 2
11— — 11—
Log LRuhe
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) Vorgabe der Ruhelage (b) geregeltes System
und der inhérenten Sys-
temgrenze

Abbildung 5.20: Entwurf einer Endregelung mit dem ELV-Verfahren

5.6 Erweiterung der lokalen Regelstrategien fiir Po-
lytope
In den Abschnitten 5.4 und 5.5 werden das VSE- und das ELV-Verfahren sowohl

fiir die Gebietsilibertrittsregelung als auch fiir die Endgebietsregelung fiir Simplexe
beschrieben.

10Zur Benennung der Ecken siehe Abbildung 5.9.
11Tn diesem Beispiel ist wiederum der Zusammenhang aus Anmerkung 5.1 zu beachten.
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Beide Verfahren sollen im Folgenden fiir Polytope erweitert werden. Die Bedingungen
an den zeitdiskreten Gradienten aus den Ungleichungen (5.28) nehmen bei beiden
Verfahren eine Schliisselrolle beim Entwurf ein.

5.6.1 Erweiterung des VSE-Verfahrens fiir Polytope

Ein Polytop hat im Gegensatz zum Simplex M > n + 1 Ecken. Dabei ist das Sim-
plex ein spezielles Polytop mit genau M = n + 1 Ecken. Betrachtet man nun Glei-
chung (5.40) und ersetzt darin und in den zwei vorangegangenen Gleichungen (5.38)
und (5.39) den Index n + 1 mit M, dann erhédlt man

o

ut(z,,) zy 1

(5.70)

u" (QUM ) QEM 1

()

Die Matrix () ist nur dann invertierbar, wenn M = n + 1 gilt, also das Polytop
ein Simplex ist. Dann konnen die Reglerparameter R und @, nach Gleichung (5.41)
berechnet werden.

Fiir M > n+1 ist eine Invertierung der Matrix () jedoch nicht moglich. Um dennoch
zu einem Regelgesetz zu gelangen, hilft man sich damit, in Gleichung (5.70) eine
Zweiteilung vorzunehmen. Dies fiihrt zu der Gleichung

[ue,) ] [ 2l 1]
HT (gvﬂ/+1 ) gg‘"n,+1 1 _RT
o e (;T (5.71)
u’(z,,,,) Ty 1 -
L u"(z,,,) 1 L zi, I

Die oberen n+1 Zeilen der Gleichung (5.71) stellen dabei exakt den Zusammenhang
aus Gleichung (5.40) dar. Die Reglerparameter konnen mit diesem Zusammenhang
leicht nach Gleichung (5.41) bestimmt werden. Aus den in Gleichung (5.41) be-
stimmten Parametern —RT und gz kénnen dann die dazu gehorigen Stellgréfsen
in den Ecken uT (Typin)se - ,u™(z,, ) mithilfe der unteren M — (n + 1) Zeilen der
Gleichung (5.71) berechnet werden. Diese unteren M — (n + 1) Zeilen sind in der



5.6 Erweiterung der lokalen Regelstrategien fiir Polytope 127

Gleichung
u(z,, ) zy o, 1 g
A (5.72)
u’(z,,,) zy, 1 o

nochmals zusammengefasst.

Da nur die ersten n + 1 Eckpunkte betrachtet werden, sind zwar die zugehori-
gen Bedingungen durch Auswertung der Ungleichungen (5.28) erfiillt, allerdings ist
es sehr wahrscheinlich, dass die {ibrigen Stellgréfen QT@%”), ...,u'(z,,,) nach

Gleichung (5.72) ihre zugehorigen Bedingungen durch Auswertung der Ungleichun-
gen (5.28) nicht einhalten.

Eliminiert man nun die Abhéngigkeit der Gleichung (5.72) von den Reglerparame-
tern R und ¢ ~durch Einsetzen der Gleichung (5.41), so erhélt man

1

u(z, ) zy 1 z 17 [ u(z,)
N o S RN CX )
u'(z,,,) ay, U] Lay,, 1 u'(z,,,,)

B

Die Matrix B in Gleichung (5.73) bildet dann die Stellgréfen u™(z,, ), ..., u" (z,, )

=Un+1

auf die Stellgréfen u™ (T yn)s- - ,u™(z,, ) ab. Diese Matrix B gibt dariiber hinaus
die baryzentrischen Koordinaten b aus Gleichung (2.26) der Ecken z,, ,,...,z,,,
zeilenweise an, es gilt

bT

“n+2

B=| : |. (5.74)
by

Jede Ecke z,, , i =n+2,..., M des Polytops, die nicht Ecke des Simplex ist, kann
wie jeder andere beliebige Zustandspunkt damit als Linearkombination der Ecken
des Simplex z, , i =1,...,n + 1 geschrieben werden, es gilt

i=n+2,...,M. (5.75)

Zy, =binZy, +.. A bz, |,
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Um eine eindeutige Losung fiir die Parameter

bf = [bins-- s bimi1] s i=n+2,..., M (5.76)

2

zu erhalten wird gefordert, dass

n+1
biy=1,i=n+2,...,M (5.77)

y=1

gilt. Fiir einen Punkt im Simplex oder auf dem Rand des Simplex gilt 0 < b; < 1
flir die baryzentrischen Koordinaten b; , i = 1,...,n + 1. Diese Bedingung gilt fiir
Polytope nun nicht mehr.

Die zugehdrige Stellgréfe u(z, ) in einer der Ecken z,,i = n +2,..., M kann

wiederum als Linearkombination der Stellgréfen u(z,, ), ..., u(z,, ) in den Ecken

des Simplex geschrieben werden. Dies ergibt

Q(l‘ ) = bi,l Q(Qvl) + ...+ bi,n+1 H(E’U'n#rl) (578)

Z,,
miti=n+2,...,M.

Die Anzahl der Variablen im Ungleichungssystem in Gleichung (5.36) kann nun mit-
hilfe der Matrix B’, die man durch Umsortieren der Matrix B aus Gleichung (5.72)
erhélt, berechnet werden. Jedes Element der Matrix

bn+2,1 o bn+2,n+1
bvai 0 bvntr

wird mit der Einheitsmatrix I, der Dimension p multipliziert und dann in der Matrix

bog2,1l, - bayoni1l,
B/ = . t. . : (580)

bvual, -+ byl

neu angeordnet. Es gilt nun der Zusammenhang

Q(lvn+2) y(gvl)
- B , (5.81)

u(z,,,) w,, )

welcher der Gleichung (5.73) entspricht.
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Stellt man nun alle Bedingungen fiir das Polytop, wie in Gleichung (5.36), zu einer
Ungleichung zusammen, so gilt

Av<b , AeR7P" | peR (5.82)

mit vT = [QT ()5 ,QT(;,UM)]. Die Anzahl der Zeilen in der Matrix A wird mit

g bezeichnet. Spaltet man nun die Matrix A auf, gilt

- 1| ulz,)
a1 Gip(nt1l)  Glp(n+l)+1 "7 GLpM
. ) ) u(z,, ) (5.83)
u(z,, .,
Qg1 Ggp(n+l) Agp(n+1)+1  *°°  QgpM
A A.
L 21 L2 a i Q(L;M) i
[ ou(z,,) ]
) u(z,,) u(z,, )
ul\x
=la 4] | =4 : + 4, <b. (5.84)
T u(z,,,,) u(z,,,)
L u(z,,,) |

Setzt man nun die Gleichung (5.81) in die Ungleichung (5.84) ein, ergibt sich das
reduzierte Ungleichungssystem

u(z,,) u(z,,) u(z,,)
4 : + AyB' : = (A, +A,B) : <b. (5.85)
uw(z,, ) u(z,, ) A w(z,, )

v’

Die Reglerparameter R und ¢ werden bestimmt, indem man die Ungleichung AV <b

fiir ()" = [@(lﬂ% I @@Enﬂ)} 16st und nach Umformung von v’ in Matrixform
u(z,,)
Q =
u(z,, )

in Gleichung (5.41) einsetzt.
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Welche n + 1 Eckpunkte fiir die Reduktion des Ungleichungssystems verwendet wer-
den, ist dabei fiir das resultierende Regelungsgesetz nicht von Bedeutung. Es gilt
der folgende Satz:

Satz 5.2 (Eindeutigkeit der Reglerparameter beim Polytop):

Die Reglerparameter R und @ berechnet fiir ein Polytop, sind genau dann eindeu-
tig, wenn die zur Reduktion und Berechnung der Parameter verwendeten n + 1
Eckpunkte des Polytops ein volldimensionales Simplex aufspannen und in das
Gitemaf und in die Nebenbedingungen alle M Ecken einfliefSen.

Der zugehorige Beweis zu Satz 5.2 ist im Anhang B.2 angegeben.

Der Satz 5.2 sagt aus, dass die Wahl der n + 1 Eckpunkte zur Berechnung der Reg-
lerparameter beliebig ist. Der Einfachheit halber wird, wie schon in [Hv04], eine
Delaunay-Triangulierung fiir das Polytop vorgeschlagen, da hierfiir ausgereifte Al-
gorithmen existieren. Das gesamte Polytop wird dabei mit sich nicht iiberlappenden
Simplexen ausgefiillt, wovon iiblicherweise das erste Simplex gewéhlt wird. Natiirlich
kann man auch manuell die n 4+ 1 Eckpunkte fiir ein Simplex wéhlen.

An einem Beispiel soll der Zusammenhang nun verdeutlicht werden.

Beispiel 5.7 (Stellgrofenvorgabe):
Gegeben sind zwei Polytope P und P mit den Eckpunkten

v= ol (L5 Rl e =) 3] Bl [514

Die Nummerierung der Ecken und Seiten der Polytope wird wie in Abbildung 5.7
gewdhlt. Im Polytop P gilt

(0,9 0,1 [ 1 ~ [-0,2
=100 0,85} = [—0,2] P E7 [0,3}

und im Nachbarpolytop P gilt

[0,9 0,01 i 1 - [-02
0 0857 |-02]7 27 |025]"
Gesucht ist eine affine Zustandsriickfihrung, die den Zustand von einem beliebi-

gen Anfangszustand innerhalb des Polytops P in das Polytop P iiberfihrt. Fiir den
Reglerentwurf wird das VSE-Verfahren verwendet.

e
[

In Abbildung 5.21(a) ist das ungeregelte System dargestellt. Fir den Reglerentwurf

werden zundchst die Polytopecken x

var Loy, und x, ausgewdhlt.
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Die Polytopecke x,,, besitzt beziiglich der ibrigen Ecken von P die baryzentrischen
Koordinaten -
b=[2,64 —3,07 1,43]

Die Stellgrifien in den gewdhliten Polytopecken werden zu
u(z,,) =05, u(z,,) =04 und u(z,,) =0
bestimmt. Die Stellgrofe u(z,,) ergibt sich damit zu

v g”“) x x x ! x
= =4 =1 =v2 =U3 =
u(z,.) u(z,. ) {1 i 1] [1] 0,09.

Die resultierenden zeitdiskreten Gradienten in den Ecken x,,,, z, wund x,, sind in

Abbildung 5.21(b) mit einem durchgezogenen Pfeil eingezeichnet, der zeitdiskrete
der durch die Wahl der drei Stellgrofien ebenfalls festgelegt ist, ist
mit einem gestrichelten Pfeil dargestellt. Da offensichtlich alle Gradientenbedingun-
gen erfillt sind, kann mit u(z,, ), u(z,, ), undu(z,,) eine affine Zustandsriickfihrung

berechnet werden, die den gewiinschten Polytopiibertritt bewirkt:

Gradient in z,,,

u(£1}4) -1
}= u(z,, ) Ff %l xi”] =1[0,12 —0,1 0,28].
u(z,,)

g

R ¢

—Uu

Das geregelte System ist in Abbildung 5.21(c) dargestellt. Es bleibt noch zu iberprii-
fen, ob die Bedingungen (5.28) vom geregelten System auch unter Beriicksichtigung
der Dynamik des Nachbarpolytops erfillt werden. In Abbildung 5.21(d) ist darge-
stellt, dass das Ziel wie gewiinscht erreicht wird. Auch in diesem Beispiel kénnte fiir
die Wahl der Stellgrofien wieder ein Optimierungsverfahren verwendet werden.

5.6.2 Erweiterung des ELV-Verfahrens fiir Polytope

Das vorgestellte ELV-Verfahren aus Abschnitt 5.4.4 muss fiir eine Anwendung mit
Polytopen nicht erweitert werden. Die Anzahl der Bedingungen (5.28) bleibt gleich,
jedoch erhoht sich die Anzahl der Unbekannten je Ungleichung.

Beispiel 5.8 (Linkseigenvektor- und Eigenwertvorgabe):

Betrachtet wird das System aus Beispiel 5.7. Der Regler fiir den Polytoptibertritt
vom Polytop P in das Nachbarpolytop P soll nun mithilfe der Linkseigenvektor- und
Eigenwertvorgabe entworfen werden.

Das ungeregelte System ist in Abbildung 5.22(a) dargestellt.



132 Lokale Regelungsstrategien

4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) ungeregeltes System (b) Vorgabe der Stellgrofen
in den Polytopecken
4 4
3 A 3

N
N

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

(c) geregeltes System in P (d) Beriicksichtigung der in
P giiltigen Dynamik

Abbildung 5.21: Entwurf einer Regelung fiir den Polytopiibertritt mit dem VSE-
Verfahren

Aus den mdglichen Ruhelagen, die in Abbildung 5.22(b) mit einer gestrichelten Linie

eingezeichnet sind, wird
2,16
lRuhe = 1 61

als gewtinschte Ruhelage ausgewdhlt.

Die inhdrente Systemgrenze, als durchgezogene Linie eingezeichnet, soll durch die
Polytopecke x,,. verlaufen. Es wird also der Linkseigenvektor

wh, = [0,63 —0,78]

vorgegeben. Wird der zugehérige Eigenwert zu Ar1 = 0,8 gewdhlt, so ergibt sich das
in Abbildung 5.22(c) dargestellte Systemverhalten. Die durch den nicht vorgebbaren
Linkseigenvektor bedingte inhdrente Systemgrenze ist gepunktet eingezeichnet. Uber-
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prift man schliefllich noch, wie in Abbildung 5.22(d) dargestellt, die Bedingungen
auf Basis der in P giltigen Dynamik, so stellt man fest, dass die entworfene Zu-
standsrickfihrung

T = (wp H) ™ (wp ® — Agawp,) = [0,07 —0,041]

—1
pu=(H"H) H" ((Ly— @+ HR) g, —¢) = 0,49

den gewiinschten Polytopiibertritt'? bewirkt's.

4
3
2
1
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) ungeregeltes System (b) Vorgabe der Ruhelage
und der inhérenten Sys-
temgrenze
4
3
2
1
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(c) geregeltes System in P (d) Beriicksichtigung der in

P giiltigen Dynamik

Abbildung 5.22: Entwurf einer Regelung fiir den Polytopiibertritt mit dem ELV-
Verfahren

12In diesem Beispiel ist wiederum der Zusammenhang aus Anmerkung 5.1 zu beachten.
13Da bei der Berechnung von P eine mogliche Ruhelage zy,,;,, gewdhlt wurde, 16st das berech-

nete ¢ ~die Gleichung (5.50) exakt.
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5.7 Endgebietsregelung im Polytop

Fiir die Endgebietsregelung im Polytop ist die Vorgehensweise fiir Simplexe aus
Abschnitt 5.5 zu verallgemeinern.

5.7.1 Allgemeine Bedingungen an die Gradienten bei der End-
gebietsregelung im Polytop

Die Trajektorie des geregelten Systems kann das Endpolytop nicht verlassen. Dies
lasst sich fiir ein Polytop mithilfe der folgenden Ungleichungen formulieren:

Vo, €Vi V€ Fiinf ((@g— L)z, +¢,) <0 (5.86a)
vz, €V: z, € V\{gvi} : VE; e FA\{F}:
nf (@pa, +¢, -2, ) <0 (5.86D)
Vi, €V = g(2y,) < ~Upmin(2,) (5.86¢)
Va,, €V w (L) < Unao(2y,) (5.86d)

Diese Bedingungen haben anschaulich folgende Bedeutung:

(5.86a) Die Gradienten in allen Polytopecken zeigen beziiglich jeder angrenzenden
Polytopseite nach innen oder auf den Rand.

(5.86b) Die Gradienten in allen Polytopecken ragen nicht tiber die jeweils gegen-
iiberliegenden Seiten hinaus. Dabei ist z,, eine (mit Ausnahme von z,,)
beliebige Simplexecke.

(5.86¢) Der Stellgrofenvektor in jeder Ecke des Simplex ist nach unten beschrinkt.

(5.86d) Der Stellgrofenvektor in jeder Ecke des Simplex ist nach oben beschrinkt.

Dariiber hinaus muss wiederum eine Ruhelage gewéahlt werden; es gelten die gleichen
Betrachtungen wie im Abschnitt 5.4.2.

5.7.2 Endgebietsregelung mit dem VSE-Verfahren

Auf das Ungleichungssystem (5.86) wird das Verfahren zur Reduktion der Anzahl
der Variablen des Ungleichungssystems aus Abschnitt 5.6.1 angewendet. Um die
Abhéngigkeit von der Stellgréfe in den Ecken u(z, ), i = 1,..., M deutlich her-
auszustellen, ersetzt man dazu @5 und ¢ durch die Zusammenhénge aus den Glei-
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chungen (5.8) und (5.9). Klammert man in den resultierenden Ungleichungen die
Matrix H aus, so folgt mit dem Regelgesetz (5.6) die explizit von der Stellgrofe in
den Ecken u(z, ), i =1,..., M abhingige Form

Vz, €V: VF;eFi: np (@—1L,)z, +Hulz,)+¢) <0  (5.87a)

Ve, €V: oz, €V\{z,}: VF;e F\{F}:
ny (2z,, + Hu(z,,)+¢—z

29

)<0  (5.87b)

der Ungleichungen (5.86a-5.86b).

Auch hier werden, wie in Abschnitt 5.6.1, die Ecken eines beliebigen Simplex gewéhlt
und damit eine Reduktion der Variablen des Gleichungssystems erreicht.

Die Bedingung fiir die Ruhelage in Gleichung (5.69) kann dann direkt zu den Be-
dingungen, die von den n + 1 gewahlten Ecken aus der Reduktion abhédngen, hin-
zugefiigt werden. Die Berechnung der Reglerparameter R und ., wird dann wie in
Abschnitt 5.4.3 durchgefiihrt.

5.7.3 Endgebietsregelung mit dem ELV-Verfahren

Fiir die Endgebietsregelung mit dem ELV-Verfahren kann die in Abschnitt 5.5.3
vorgestellte Methode unter Verwendung der Bedingungen (5.86) angewendet werden.
Statt eines Polytops mit genau n + 1 Ecken, das dem Simplex entspricht, wird jetzt
ein Polytop mit M Ecken betrachtet.

5.8 Vergleich des VSE-Verfahrens mit dem ELV-
Verfahren

Mit beiden Verfahren kann ein affines Regelungsgesetz je Polytop fiir die Ubertritts-
regelung und fiir die Endgebietsregelung bestimmt werden.

Das VSE-Verfahren hat im Vergleich zum ELV-Verfahren den grofen Vorteil, dass
das zur Bestimmung einer Losung des Ungleichungssystems verwendete Optimie-
rungsproblem nur lineare Nebenbedingungen besitzt.

Beim ELV-Verfahren muss hingegen immer eine bestimmte Lisung eines nichtlinea-
ren Ungleichungssystems bestimmt werden. Das hierfiir verwendete Optimierungs-
problem hat nichtlineare Nebenbedingungen, die die Losbarkeit enorm erschweren.

Das ELV-Verfahren hat gegeniiber dem VSE-Verfahren allerdings den Vorteil, dass
die inh&drenten Systemgrenzen eine anschauliche Interpretation erméglichen und so



136 Lokale Regelungsstrategien

leichter einer Grenze im Zustandsraum zuzuordnen sind. Die Winkelbereiche beim
VSE-Verfahren sind zwar auch anschaulich, es ist aber nicht moglich diesen direkt
Grenzen im Zustandsraum zuzuordnen.

Die Dynamik des geregelten Systems kann beim VSE-Verfahren auch komplexe Fi-
genwerte besitzen, wihrend das ELV-Verfahren immer reelle Eigenwerte fordert.

5.9 Vergleich mit existierenden Verfahren

Fiir die Ubertrittsregelung zwischen zwei Polytopen existieren fiir zeitkontinuier-
liche Systeme das sehr weit entwickelte Verfahren zur Vorgabe von Stellgréfien in
den Ecken des Polytops nach [Hv04] und die Vorgabe von Eigenwerten und Links-
eigenvektoren nach [Fre99, Nen01]. Beide kontinuierlichen Verfahren konnten dabei
nicht nur fiir zeitdiskrete Systeme erweitert werden, sondern es wurden auch die Ver-
fahren an sich weiterentwickelt. Darauf wird in den n&chsten zwei Teilabschnitten
eingegangen.

Die multiparametrische Programmierung nach [Bor02| kann nicht direkt dazu ge-
nutzt werden, um eine Ubertrittsregelung zu realisieren. Es wird bei dem Verfahren
lediglich ein Zielgebiet definiert, das erreicht werden soll. Das Verfahren scheint des-
halb fiir eine Endgebietsregelung geeignet zu sein, allerdings kann nicht immer jede
Trajektorie im Endgebiet gehalten werden. Fiir eine Ubertrittsregelung legt man
das Zielgebiet aufierhalb des betrachteten Polytops und gibt im wesentlichen ein
erlaubtes Polytop vor. Leider kann auch bei der Ubertrittsregelung ein Verlassen
des erlaubten Polytops durch eine falsche Seite nicht immer verhindert werden. Das
Verfahren wird trotz dieser Schwéche im Entwurf in der Literatur sehr hiufig zitiert.

5.9.1 Vorgabe von Stellgrofien in den Ecken eines Simplex bei
zeitkontinuierlichen stiickweise affinen Systemen

In Abschnitt 3.3.4 wurde das Verfahren zur Vorgabe von Stellgrofen in den Ecken
nach [Hv04] bereits vorgestellt. Das in der vorliegenden Arbeit vorgestellte VSE-
Verfahren stellt eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens auf zeitdiskrete stiickweise
affine Systeme dar. Wihrend die Verfahren fiir die Ubertrittsregelung im Simplex
sehr dhnlich sind, gibt es fiir die Ubertrittsregelung im Polytop doch deutliche Unter-
schiede. Das VSE-Verfahren besitzt bei der Ubertrittsregelung im Simplex lediglich
mehr Bedingungen, um den zeitdiskreten Systemeigenschaften Rechnung zu tragen.
Bei der Ubertrittsregelung im Polytop schligt [Hv04] hingegen eine Triangulierung
des Polytops in Simplexe mit der Delaunay-Triangulierung vor, um dann fiir jedes
Simplex einen Regler zu berechnen.
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Die beiden hier vorgestellten Verfahren, das VSE- und das ELV-Verfahren, begnii-
gen sich aber mit der Berechnung eines Reglers, der auf dem gesamten Polytop seine
Giiltigkeit hat. Fiir die anschliefsende Speicherung der Regler stellt dies eine deut-
liche Reduktion des Speicheraufwands im Vergleich zu dem Verfahren aus [Hv04]
dar. Fiir ein viereckformiges Polytop im zweidimensionalen Zustandsraum bendtigt
man so zum Beispiel zwei Simplexe mit je einem Regelgesetz. Dies bedeutet schon
doppelten Speicheraufwand. Fiir ein Polytop mit acht Ecken im dreidimensionalen
Raum, zum Beispiel einem Wiirfel oder Spat, ist der Bedarf an Speicherplatz je nach
Triangulierung schon fiinf bis sechs'* mal so hoch.

5.9.2 Vorgabe von Eigenwerten und Linkseigenvektoren bei
zeitkontinuierlichen stiickweise affinen und hybriden
Systemen

In Abschnitt 3.3.5 wurde das Verfahren zur Vorgabe von Eigenwerten und Linksei-
genvektoren nach [Fre99, Nen0O1] vorgestellt. Eine Aussage iiber den Verlauf einer
Trajektorie war dabei nur innerhalb eines spatférmigen Gebietes moglich. Die Ru-
helage des geregelten Systems wird von eine Ecke des Spates repréisentiert. Die inh&-
renten Systemgrenzen stellen die durch die Ruhelage verlaufende Seitenflichen des
Spats dar. Das in Abschnitt 5.4.4 eingefiihrte ELV-Verfahren entspricht dabei der
Verallgemeinerung dieses Verfahrens auf zeitdiskrete Systeme. Dariiber hinaus ist
es jetzt beim ELV-Verfahren moglich, durch das Verwenden der zusétzlichen Bedin-
gungen (5.28) Regelgesetze fiir beliebige Polytope und nicht nur fiir Spate angeben
zu konnen.

Das ELV-Verfahren kombiniert sozusagen die Vorziige der Verfahren zur Vorgabe
von Eigenwerten und Linkseigenvektoren nach [Fre99, Nen01] und des Sektorkriteri-
ums aus Abschnitt 3.3.6 nach [Fre99, Nen0O1]|, das ebenfalls Bedingungen, allerdings
an den zeitkontinuierlichen Gradienten auf den Réndern des zur Uberfiihrung der
Trajektorie notwendigen Sektorabschnittes stellt.

5.9.3 Multiparametrische Programmierung bei zeitdiskreten
stiickweise affinen Systemen

In Abschnitt 3.3.3 wird das Verfahren zum Reglerentwurf nach [Bor02] vorgestellt.
Hierbei wird auf ein Regelgesetz derart geschlossen, dass der erste Schritt in einem
modellpridiktiven Ansatz einem oftmals winzigen Gebiet im Zustandsraum zuge-
ordnet wird. Dadurch werden fiir ein durch die Modellierung gegebenes stiickweise

14Djie Triangulierung ist in htheren Dimensionen nicht mehr eindeutig.
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affines System sehr viele, wiederum auf Polytopen giiltige affine Regelgesetze be-
rechnet und abgespeichert.

Wiéhrend bei den zwei Verfahren, die in dieser Arbeit vorgeschlagen werden, genau
so viele Regelungsgesetze gespeichert werden miissen, wie Polytope vorhanden sind,
ist der Speicheraufwand bei den Verfahren in [Hv04]| und [Bor02] wesentlich grofer.
In [Hv04] wird ein Polytop in mehrere Simplexe aufgeteilt. In [Bor02] wird ein Poly-
top in eine sehr groke Anzahl winziger Polytope aufgeteilt, mit denen versucht wird
das urspriingliche Polytop so gut wie moglich auszufiillen. Der Speicheraufwand fiir
die Simplexe in [Hv04] ist im Vergleich zum Speicheraufwand bei [Bor02] vernach-
lassigbar.

In [Bor02] liegt die Losung, den Startzustand z, in den Endzustand zp.,. iber
mehrere, durch die Modellierung gegebene Polytope zu iiberfiihren, der theoretisch
besten Trajektorie viel ndher, da die zuséatzliche Aufteilung des Zustandsraumes in
die winzigen Polytope sehr viel mehr Freiheitsgrade in der Prozessfiihrung erlauben.
In einem Polytop kann so durch die vielen winzigen Polytope quasi ein nichtlineares
optimales Regelgesetz realisiert werden. Im Vergleich dazu ist festzustellen, dass fiir
die hier vorgestellten Verfahren die gefundene Sequenz von Polytopen bezogen auf
eine feste Polytopstruktur ebenfalls optimal ist:

FEin wesentlicher Nachteil des Verfahrens der multiparametrischen Programmierung
ist, dass die Regelgesetze iiblicherweise nicht das gesamte durch die Modellierung
bestimmte Polytop abdecken. Dariiber hinaus kann der Fall auftreten, dass ein win-
ziges Polytop mit einem Regelgesetz angegeben wird, aber eine Trajektorie, die in
diesem winzigen Polytop startet, schon nach wenigen Schritten in einen Teil des Zu-
standsraumes abgebildet wird, fiir den kein Regelgesetz mehr existiert, und damit
das angestrebte Ziel {iberhaupt nicht erreicht werden kann. Dieses schlieft auch den
Fall mit ein, dass dieses Gebiet, in dem kein weiterfithrendes Regelgesetz zur Anwen-
dung auf die Trajektorie existiert, aulierhalb des durch die Modellierung gegebenen
Polytops liegt. Die multiparametrische Programmierung ist deshalb nicht in der La-
ge, einen Polytopiibertritt nach Definition 5.1 oder eine Endgebietsregelung nach
Definition 5.2, wie zum Beispiel in Abbildung 5.1 gefordert, garantieren zu kénnen.

5.9.4 Vergleich mit weiteren Verfahren

In [Imu04, AI06] wird ein Optimalregler fiir zeitdiskrete stiickweise affine hybride
Systeme mithilfe von Riccati-Gleichungen (siche [F694]) fiir die einzelnen Moden
des Systems gesucht. Die Beachtung von Stellgréoflenbeschrankungen ist hierbei nur
indirekt iiber das beim Entwurf verwendete Giitemafs moglich.

In [HTK99, HTKO00| werden polynomiale Systeme fiir den Reglerentwurf eines Sys-
tems mit beschrinkten StellgréRen verwendet. Dieses Verfahren hat eine Ahnlichkeit
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mit der Regelung im Endgebiet. Dabei startet die Trajektorie in einem Polytop im
Zustandsraum, in dem der Ursprung liegt. Es kann das Erreichen der Ruhelage im
Ursprung und damit die Stabilitat garantiert werden, allerdings kann die Trajektorie
das Polytop dazu auch verlassen.

5.10 Erweiterungen des Entwurfs

Liegt dem betrachteten zeitdiskreten affinen System ein reales kontinuierliches affines
System zu Grunde, dann wirkt ein zeitdiskreter Regler auf eine zeitkontinuierliche
Strecke ein. Zwischen den Abtastzeitpunkten verlduft somit eine zeitkontinuierli-
che Trajektorie. Die Abtastwerte liegen bei einer Zeitdiskretisierung affiner Systeme
exakt auf der zeitkontinuierlichen Trajektorie.

Lk41
Ty

Abbildung 5.23: Vergleich der zeitdiskreten und der zugehorigen kontinuierlichen
Trajektorie

In Abbildung 5.23 ist die kontinuierliche affine Trajektorie in Form einer Kurve gege-
ben, die mit einem Pfeil gekennzeichnet ist. Die zeitdiskrete Trajektorie ist durch die
zwei Abtastzeitpunkte z; ,, und z;, dargestellt. Beide Abtastzeitpunkte liegen auf
der zeitkontinuierlichen Trajektorie. Die Tangente an die zeitkontinuierliche Trajek-
torie in x; ist durch die gestrichelte Linie dargestellt. Dariiber hinaus ist die Flache
eines Polytops grau markiert, wobei z,;, eine Ecke des Polytops darstellt.

Deutlich ist zu erkennen, dass die zeitdiskrete Trajektorie im Polytop verlduft, wih-
rend die zeitkontinuierliche Trajektorie das Polytop verldsst, um dann im spéteren
Verlauf wieder in das Polytop einzudringen. Wird nun eine andere zeitkontinuierli-
che Dynamik aufierhalb des Polytops angenommen, so kann es passieren, dass die
Trajektorie einen vollig verdnderten Verlauf annimmt, als durch das zeitdiskrete Re-
gelgesetz beabsichtigt wurde. Die zeitkontinuierliche Trajektorie stellt somit einen
verbotenen Verlauf dar, wie in Abbildung 5.1 gezeigt wurde.

Eine Beriicksichtigung der kontinuierlichen Dynamik ist natiirlich nur dann sinnvoll,
wenn diese bekannt ist und diese fiir den Reglerentwurf zeitdiskretisiert wurde. Ist
die zeitkontinuierliche Dynamik bekannt, dann kénnen zu den Bedingungen (5.28)
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die zeitkontinuierlichen Bedingungen (3.9) hinzugefiigt werden. Anschaulich wird
dann gefordert, dass die gestrichelte Linie, die in z;, startet, mit der Begrenzung des
Polytops zusammenfallt.

Im Allgemeinen soll in dieser Arbeit davon ausgegangen werden, dass nur die exakte
zeitdiskrete Systemdarstellung gegeben ist.

5.11 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die zwei Regelungsaufgaben der Ubertrittsregelung und
der Endgebietsregelung mit den Verfahren der Vorgabe von Stellgrofien in den Ecken
(VSE) und dem Verfahren der Eigenwert- und Linkseigenvektor-Vorgabe (ELV) vor-
gestellt. Beide Verfahren wurden dabei zuerst am Simplex fiir jede der Regelungs-
aufgaben eingefiihrt und an Beispielen erlautert.

Beim ELV-Verfahren ist fiir den Fall n > p zu beachten, dass die nicht vorgebbaren
Eigenwerte und Linkseigenvektoren sich unkontrolliert verdndern kénnen. Auswir-
kungen sind in Anmerkung 5.1 zusammengefasst.

Beide Verfahren haben gemeinsam, dass sie Bedingungen an die Stellgréfsen in den
Ecken des Polytops stellen. Diese Bedingungen stellen allerdings nur ein im mathe-
matischen Sinn notwendiges Kriterium dar, da das Berechnen von Reglerparametern
dadurch nicht garantiert ist. Es ist immer noch mdglich, dass kein Regelungsgesetz
existiert, das alle Bedingungen des Ungleichungssystems gleichzeitig erfiillt, obwohl
die Bedingungen, gruppiert nach den Ecken des Polytops, in jeder Ecke erfiillbar
sind. Diese Bedingungen sind fiir beide Verfahren identisch und miissen deshalb fiir
beide Verfahren nur einmal aufgestellt werden (siche Abschnitt 5.3).

In Tabelle 5.4 sind die zwei hier vorgestellten Verfahren mit den Verfahren aus
[Hv04], [Nen01] und [Bor02] fiir einen abschlieRenden Vergleich zusammengestellt.

Ein wesentlicher Vorteil beider hier vorgestellten Verfahren ist deren Anschaulich-
keit, die bei hoherer Systemordnung aber verloren gehen kann. So kann es schnell
passieren, dass einige Bedingungen nicht erfiillbar sind und damit die Berechnung
eines Regelgesetzes nicht moglich ist. Bei niedriger Systemordnung kann dieses Pro-
blem durch die Anschaulichkeit der Polytopstrukur leicht einer Ecke zugeordnet wer-
den, wenn die Bereiche fiir die Bedingungen in den Eckpunkten eingezeichnet und
ausgewertet werden. Damit ist meistens sehr schnell klar, ob durch das Verschieben
einer Ecke — dies fiihrt zu einer anderen Polytopaufteilung — die Bedingungen erfiillt
werden kénnen oder nicht.

Es ist zwar auch bei Systemen héherer Ordnung noch leicht méglich herauszufinden,
in welcher Ecke Bedingungen nicht erfiillbar sind, allerdings ist nicht klar, in welche
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Richtung die betroffenen Ecken verschoben werden miissen, um die Losbarkeit des
Ungleichungssystems zu erreichen. Dies kann nur durch eine nichtlineare Optimie-
rung erfolgen, die iterativ die Ecke verschiebt und die Bedingungen auswertet, bis
entweder eine maximale Anzahl an Iterationen durchlaufen ist oder alle Bedingungen
des Ungleichungssystems eingehalten werden kénnen [Str05].

Im néchsten Kapitel werden die vorgestellten neuen Verfahren nun an Anwendungs-
beispielen demonstriert.



Kapitel 6

Anwendungsbeispiele

Die Anwendung der Prozessfiihrungsstrategie als Ganzes, bestehend aus der in Ka-
pitel 4 beschriebenen globalen Prozessfiihrung und den in Kapitel 5 vorgestellten
Verfahren zur lokalen Regelung, wird nun anhand von mehreren Beispielen aufge-
zeigt.

Zunéchst wird eine Anwendung und Demonstration der Verfahren an einem Tank-
System untersucht, das als Pilotanlage dient. Diese Anlage kann als

o Zwei-Tank-System und
e Drei-Tank-System

betrieben werden. Ziel der Verfahren ist, die Hohen in den Tanks einzustellen. Die
nichtlineare Dynamik der Systeme wird dabei durch eine hybride, stiickweise affine
Dynamik approximiert. Der Zustandsraum wird deshalb in Falle des Zwei-Tank-
Systems in Simplexe und beim Drei-Tank-System in Wiirfel unterteilt. Eine wesent-
liche Einflussnahme auf die Systemdynamik besteht hierbei durch die Moglichkeit
diskrete Ventile, die ganz geschlossen oder ganz gedffnet sein kénnen, im Boden der
Tanks und zwischen den Tanks zu schalten. Die Verfiigbarkeit der Anlage ermdog-
licht es Ergebnisse aus Messungen an der realen Strecke denen aus Simulationen
gegeniiber zu stellen.

Desweiteren werden die Verfahren an den zwei automotive Anwendungen
e Druckregelung einer Kupplung und
e Dampfung von Lastschlag und Ruckelschwingungen im Antriebsstrang

untersucht. Bei der Druckregelung einer Kupplung wird der Druck eingestellt, der
zur hydraulischen Betétigung einer Kupplung verwendet wird. Der dynamische Zu-
sammenhang zwischen dem Ist-Druck und dem Soll-Druck in der Druckregelstrecke
verhélt sich stark nichtlinear. Diese nichtlineare Dynamik wird durch eine stiickweise
affine Dynamik approximiert.
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Zum Abschluss wird die Dadmpfung von Lastschlag und Ruckelschwingungen im An-
triebsstrang eines Kraftfahrzeugs untersucht. Durch die Modellierung des Systems
ergibt sich ein stiickweise affines System, da zwei Massentridgheiten iiber eine Lose
und eine Drehfeder gekoppelt sind. Um den Lastschlag zu verkleinern und dabei
trotzdem ein agiles System zu erhalten, wird einerseits versucht, den Bereich der
Lose, in dem kein Gegenmoment von der beschleunigten Drehmasse wirkt, durch
eine hohe Differenzdrehzahl schnell zu durchlaufen, andererseits wird kurz vor dem
Kontakt der Zahnflanken nach Durchlaufen der Lose die Differenzdrehzahl so stark
wie moglich verkleinert. Durch den nun verminderten Lastschlag werden dann die
Ruckelschwingungen im Antriebsstrang weniger stark angeregt.

In Abschnitt 6.1 sind die Anwendungsbeispiele zur Prozessfithrung zusammenge-
stellt, in denen die Prozessfiihrungsstrategie die iibergeordnete Koordination iiber-
nimmt und die lokale Regelung dafiir sorgt, dass sowohl die Ubertrittsregelung als
auch die Endgebietsregelung erfolgreich ist. Hier werden insbesondere die Anwen-
dungsbeispiele Zwei-Tank-/Drei-Tank-System und die Druckregelung einer Kupp-
lung untersucht.

Im Abschnitt 6.2 wird die Dampfung von Lastschlag und Ruckelschwingungen im
Antriebsstrang vorgestellt, wobei nur die lokale Regelung fiir das erfolgreiche Lo-
sen dieser herausfordernden Regelungsaufgabe verwendet wird. Eine Wegsuche im
Graphen ist bei diesen konkreten Anforderungen des technischen Problems nicht
notwendig.

6.1 Prozessfiihrung

Die Prozessfiihrung wird im Folgenden an einem Zwei-Tank-System und einem Drei-
Tank-System demonstriert. Das Drei-Tank-System stellt im Rahmen des Automati-
sierungstechnischen Praktikums am Institut fiir Regelungs- und Steuerungssysteme
an der Universitdt Karlsruhe (TH) einen realen Versuchsautbau dar [Pra03]. Es
konnten so Messdaten an der realen Strecke aufgenommen werden, die im Folgenden
den Simulationsdaten vom nichtlinearen und stiickweise affinen Simulationsmodell
gegeniibergestellt werden.

In Abbildung 6.1 ist eine schematische Zeichnung des Drei-Tank-Systems dargestellt.
Es besteht aus drei Tanks, die iiber Verbindungsrohre miteinander gekoppelt sind.
Jeder Tank besitzt einen Ausfluss. Die Verbindungsrohre und die Ausfliisse kénnen
mit Ventilen, die entweder ganz gedffnet oder ganz geschlossen sind, verschlossen
werden. Diese Ventile stellen diskrete Eingangsgrofen mit dem Wert 1 bei gedffnetem
und dem Wert 0 bei geschlossenem Ventil dar. Das Drei-Tank-System stellt somit
ein vollwertiges hybrides System im Gegensatz zu den stiickweise affinen Systemen
dar, da diesen in der Regel die diskreten Eingangsgréfen fehlen.
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Abbildung 6.1: Schematische Zeichnung des Drei-Tank-Systems

Durch Umschalten des Dreiwegeventils V kann das Drei-Tank-System auch als Zwei-
Tank-System betrieben werden. Wird das Drei-Tank-System als Zwei-Tank-System
betrieben, dann werden nur der Tank 1 und der Tank 3 verwendet. Steht das Dreiwe-
geventil auf der Position uy, = 2, dann wird mit dem Zufluss g» Tank 3 gefiillt und
das Tank-System wird als Zwei-Tank-System mit geschlossenem Verbindungsventil
Vag verwendet. Ist die Position auf uy, = 3, dann wird Tank 2 gefiillt und es wird
das Drei-Tank-System betrachtet. Die Zufliisse ¢; und g2 konnen iiber kontinuierlich
verstellbare Pumpen im Bereich 0 < ¢; < ¢j.maz, ¢ € {1; 2} variiert werden. Die
Zufliisse stellen die Eingangsgrofien und die Hohen in den Tanks die Zustandsgrofsen
des Systems dar.

Im Falle des Zwei-Tank-Systems gilt demnach p = n, es sind also die n Zustands-
grofen und die p Eingangsgrofen in gleicher Anzahl vorhanden. Das Drei-Tank-
System verfiigt iiber n = 3 Zustandsgrofen und p = 2 Eingangsgrofen, es gilt
also n > p. In diesem Fall reduziert sich die Anzahl moglicher Ruhelagen fiir den
Zustand auf beschrinkte lineare Mannigfaltigkeiten im Zustandsraum, wie dies in
Abschnitt 5.4.2 erliutert wurde. Fiir die Berechnung der Ubertrittsregelung nach
dem ELV-Verfahren und fiir die Berechnung der Endgebietsregelungen mit beiden
Verfahren, dem ELV- und dem VSE-Verfahren, wird unbedingt eine geeignete Ruhe-
lage bendtigt. Oft ist diese geeignete Ruhelage nicht vorhanden, weshalb hier beim
Drei-Tank-System Probleme auftreten kénnen.

Beide Tanksysteme miissen aufgrund ihres nichtlinearen Systemverhaltens in unter-
schiedlichen Arbeitspunkten linearisiert werden, damit eine stiickweise affine Sys-
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temdynamik angenommen werden kann. Auf einem Polytop sind dann verschiedene
Dynamiken definiert, die nur noch von den diskreten Stellgréften abhéngen. Durch
die Kombination aller Werte der diskreten Eingangsgrofen miissen eine Vielzahl
unterschiedlicher Dynamiken in einem Polytop angegeben werden. Fiir die Prozess-
fithrung muss jede dieser Dynamiken in der lokalen Regelstrategie fiir die Ubertritts-
und Endgebietsregelung untersucht werden.

Die physikalische Modellierung der Tanksysteme liefert, sobald Ventile getffnet sind,
ein nichtlineares System, da der Durchfluss aus einem Tank ) nach dem Gesetz von

Q = ag\/2gh (6.1)

mit der freien Fallhdhe h im Tank bestimmt werden kann. Dabei gibt ag die Quer-
schnittsfliche der Offnung beziehungsweise des Ventils im Tank und ¢ die Gravita-
tionskonstante an. Die Anderung der Hohe im Tank ergibt sich dann zu

Torricelli

oh  Q

wobei A die Querschnittsfliche des Tanks darstellt.

Fiir die Beschreibung des Systems im Zustandsraum werden die Hohen der Tanks
als Zustandsgrofen

= h3 9 T S [07 hl,maz] X [07 h2,mam} X [07 hS,ma:n] C RS (63)

und die Zufliisse als Eingangsgrofien

u= |:le| ) u e [Ov ql,maz] X [07 q2,maz] - ]R2 (64)
2

betrachtet. Die diskreten Ventile stellen dabei ebenso wie das Dreiwegeventil diskrete
Eingangsgrofien

U/V17 U/V27 U/V37 U/Vlga uVSQ S {07 1} (65)
und

uyy € {2, 3} (6.6)
dar.
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6.1.1 Zwei-Tank-System

Das nichtlineare, zeitkontinuierliche Zustandsraummodell' des Zwei-Tank-Systems
ergibt sich mit uy, =2 und Viy =0 zu

() - [

. uy1 +
X2

0
—llv3 \/7\/*‘|

n —sign(z; — wp) 42 \/ g/ |z1 — a:Q 67)
sign(zy — x2) “‘”3 2g+/ |1 — T2 '

di,mazx
A 0 ] U.

Kombiniert man die drei diskreten Ventile up, = uv,, up, = uy, und up, = uy,,,
so lassen sich damit np = 8 unterschiedliche Dynamiken mit der Gleichung (6.7)
angeben. Diese unterschiedlichen Dynamiken sind durch den diskreten Zustand

Uyens €D ={1,...,8} (6.8)

dargestellt. Die zugehorigen Kombinationen der Ventile sind in der Tabelle 6.1 zu-
sammengestellt, wobei der Wert 1 dem geoffneten Ventil entspricht.

Tabelle 6.1: Diskreter Zustand fiir die unterschiedlichen Ventilstellungen des Zwei-
Tank-Systems

Uver 1 2 3 4 5 6 7 8
wy, 00001 1 11
uy, 00 1 1 00 1 1
Uy, 01 01 0 1 0 1

Um die nichtlineare Dynamik, die in Gleichung (6.7) angegeben ist, in eine stiick-
weise affine Dynamik umzuwandeln, wird zunédchst der Zustandsraum in Simplexe
aufgeteilt. In Abbildung 6.2 ist die verwendete Aufteilung mit ng = 56 Simplexen
dargestellt. Durch die Einfiihrung eines diskreten Zustands zgimp € G = {1,...,56}
kann eindeutig auf den jeweiligen Simplex verwiesen werden. Die aktuelle Ventilstel-
lung uvent und der aktuelle Simplex zgimp stellen gemeinsam den aktuellen diskreten
Zustand z = [uyent ZSimp]T dar. Es ergeben sich so np -ng = 448 diskrete Zusténde,
denen 448 Knoten im dynamikorientierten Graphen entsprechen.

!Die Parameter des Zustandsraummodells sind in [Buc04a| zusammengestellt.
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Abbildung 6.2: Experimente A bis D: Verlauf der Trajektorien bei der Simula-
tion des affinen Modells des Zwei-Tank-Systems (uy, = 2) ohne
Endgebietsregelung
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Die nichtlineare Zustandsdifferenzialgleichung wird nun in jedem diskreten Zustand
linearisiert, so dass ein kontinuierliches affines Zustandsraummodell nach Definiti-
on 2.3 entsteht. Im vorliegenden Fall des Zwei-Tank-Systems wird die Linearisierung
nach [Buc04b, HBK05b, HBK05a] so gewéhlt, dass die drei Eckpunkte des Simplex
durch die linearisierte Dynamik exakt abgebildet werden. Mit den Zusammenhéngen
aus Gleichung (2.9) kann nun aus der affinen zeitkontinuierlichen Zustandsdifferen-
zialgleichung die affine zeitdiskrete Differenzengleichung (2.7) fiir jeden diskreten
Zustand z berechnet werden. Es wird dabei angenommen, dass die zeitkontinuierli-
che und die zeitdiskrete Beschreibung auf demselben simplexférmigen Zustandsraum
gelten. Das Entstehen von Ubergangsgebieten, wie dies in Abschnitt 2.6.2 beschrie-
ben wurde, wird nicht beachtet. Es wird also nur die approximierte zeitdiskrete
Dynamik verwendet.

Die Anwendung des VSE- und des ELV-Verfahrens liefern dabei geniigend Uber-
trittsregelungen, um aus jedem Simplex jedes andere Simplex zu erreichen. Fiir die
Berechnung der Ubertrittsregelungen wurde dabei das nichtlineare Giitema$ aus
Gleichung (5.32) mit @, =1 und Q4 = 100 verwendet.

In Tabelle 6.2 sind vier Experimente zusammengestellt. Die Start- und Zielpunkte
der Trajektorien sind in den Experimenten A und B sowie in den Experimenten
C und D identisch. Bei gleichem Start- und Zielpunkt der Trajektorie werden un-
terschiedliche Verfahren betrachtet. Das jeweils zu erreichende Endsimplex ist in
Abbildung 6.2 fett umrandet. Die Regelung im Endsimplex soll hier der Ubersicht
halber nicht untersucht werden.

Tabelle 6.2: Zusammenstellung der Experimente beim Zwei-Tank-System

Experiment | Verfahren Start Ziel zugehorige Abbildung
Zeitverlauf | Trajektorie

A VSE Ty = [328] z, = :361,777: 6.3 6.2

B ELV Ty = [328] z, = :361,’77: 6.3 6.2

C VSE | 2= Eg;} 2, = i’;? 6.4 6.2

b e N IR

In den Abbildungen 6.3 und 6.4 sind die Zeitverliufe der Hohen in den Tanks,
die Pumpleistungen und die Schaltstellungen der diskreten Stellgrofen, der Ventile,
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dargestellt. Die Zielhohen sind mit gepunkteten horizontalen Linien eingezeichnet.
Der durchgezogene Balken représentiert ein gedffnetes Ventil.

60
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— — —Tank 3
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- — =
0 50 100 150
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Abbildung 6.3: Experimente A und B: Verlauf der Fiillh6hen bei der Simulation
des affinen Modells des Zwei-Tank-Systems (uy, = 2) ohne End-
gebietsregelung

Vergleicht man die Verldufe in den Experimenten A und B, dann fillt zuerst auf,
dass die Trajektorien in Abbildung 6.2 unterschiedliche Sequenzen von Simplexen
durchlaufen. In Abbildung 6.3 erkennt man deutlich, dass unter der Verwendung des
VSE-Verfahrens das Zielsimplex frither erreicht wird.

Auch bei den Experimenten C und D werden unterschiedliche Sequenzen von Sim-
plexen durchlaufen und wiederum wird unter der Verwendung des VSE-Verfahrens
das Zielsimplex schneller erreicht.

In Tabelle 6.3 sind die Sequenzen der liberschrittenen Simplexe mit den dazu nétigen
Ventilstellungen zusammengefasst. Das Giitemaf fiir den Weg vom Startsimplex bis
zum Endsimplex ist jeweils in der Form Jstartsimplex—Endsimplex angegeben.

Vergleicht man die ersten drei Simplexe in den Experimenten A und B und die ersten
sechs Simplexe in den Experimenten C und D, dann kann man erkennen, dass die
tiberschrittenen Simplexe in den Experimenten A und B sowie C und D identisch
sind, aber die dazugehorigen Ventilstellungen sich teils stark unterscheiden. Trotz
dieser Unterschiede in den Ventilstellungen sind aber die Trajektorien in den ersten
zwei Simplexen der Experimente A und B fast identisch. Bei den Experimenten C
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Abbildung 6.4: Experimente C und D: Verlauf der Fiillhéhen bei der Simulation

des affinen Modells des Zwei-Tank-Systems (uy, = 2) ohne End-
gebietsregelung

Tabelle 6.3: Sequenzen der durchschrittenen Simplexe unter Angabe der dafiir né-

tigen Ventilstellung bei der Simulation des affinen Modells des Zwei-
Tank-Systems

Experiment A, VSE, J;_.49 = 2410,5

Simplex

1 8 28 |31 |26 | 25 |34 | 37 | 38 | 45 | 46 | 41

Ventilstellung 5 2 7 7 ) 6 7 ) 7 ) 1 )

Experiment B, ELV, J;_49 = 2923,1

Simplex

1 8 28 |31 |32 |27 |18 | 35 | 36 | 23 | 24 | 41

Ventilstellung 7 4 8 8 8 6 6 6 5 5 7 7

Experiment C, VSE, J39_,19 = 2261,7

Simplex

39 | 47 | 46 | 45 |49 |42 |53 |52 | 14 | 4 11

Ventilstellung 3 2 7 7 3 8 4 1 3 7 3

Experiment D, ELV, J39_,10 = 2664,4

Simplex

39 | 47 | 46 | 45 |49 | 42 | 53 | 52 | 54 | 13 | 11

Ventilstellung 7 6 6 7 8 8 4 7T |3 3 7
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und D sind die Trajektorien in den Simplexen 39, 47 , 49 und 42 fast identisch,
wahrend sie sich in den Simplexen 46 und 45 deutlich unterscheiden.

Die Unterschiede in den Sequenzen und in den Trajektorien sind vorwiegend auf
die unterschiedlichen Verfahren zuriickzufiihren. Wahrend das VSE-Verfahren durch
eine Optimierung gelst wird, die relativ leicht gute Ergebnisse liefert, hat das ELV-
Verfahren die Schwierigkeit, dass die dort verwendete Optimierung zusétzlich nicht-
lineare Nebenbedingungen erfiillen muss. Fiir das ELV-Verfahren sind deshalb L6-
sungen mit groferem Giitemaft bei der numerischen Lésung zu erwarten als dies
theoretisch moglich ist.

Die Abweichungen in den Sequenzen sind demnach darauf zuriickzufiihren, dass beim
VSE-Verfahren eine Lésung und beim ELV-Verfahren keine Losung oder eine mit
einem groferem Giitemaf fiir einen bestimmten Gebietsiibertritt gefunden wurde,
dadurch schlégt die globale Prozessfithrung bei der Wegsuche eine andere Sequenz
zum Endsimplex vor.

Die Abweichung in der Trajektorie im Simplex ist darauf zuriickzufiihren, dass die
beim ELV-Verfahren gefundene Losung zwar das Problem 16st, allerdings keine opti-
male Losung darstellt. Auch ist es moglich, dass in der Ventilstellung 7 in Simplex 46
keine Losung fiir das ELV-Verfahren existiert, allerdings in den anderen Ventilstel-
lungen Losungen gefunden wurden und die Ventilstellung 6 letztendlich ausgewéahlt
wurde, da diese den kleinsten Beitrag zum Giitemaf J39_,1¢ liefert.

Das Zwei-Tank-System konnte auch mit dem modellpradiktiven Ansatz aus Ab-
schnitt 3.3.1 erfolgreich geregelt werden. Dieser Ansatz, der auf [BM99] basiert, und

die Ergebnisse am Zwei-Tank-System sind in [Buc04a| genauer beschrieben.

Der multiparametrische Ansatz nach [Bor02] aus Abschnitt 3.3.3 wurde in [Krii04]
ebenfalls am Zwei-Tank-System untersucht und erfolgreich angewendet.

6.1.2 Drei-Tank-System

Das nichtlineare, zeitkontinuierliche Zustandsraummodell?> des Drei-Tank-Systems
ergibt sich mit uy, =3 zu

2Die Parameter des Zustandsraummodells sind in [Wol05] zusammengestellt.
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_Z‘l’l V291 0 0
z = 0 uvi + | =5 V29y/@2 | uvs + 0 uy2
0 0 —i2V29\/3
—sign(z1 — 22) 1 /2g/ |21 — 22|
+ | sign(z1 — 22) 41229/ [z1 — 22| | uvis (6.9)
0
- 0 :
+ | sign(zs — 22) 522 V/29/|v3 — 22| | uvs2
| —sign(zs — 22) 22 /29 /|v3 — @2 |
[q1,maz
1141 0
+ 0 0 U .
42.maz
L 0 2A2
Kombiniert man die fiinf diskreten Ventile up, = wy,, up, = uy,, Up, = Uy,

up, = Uy,; und up, = Uy,, so lassen sich damit 32 unterschiedliche Dynamiken
mit der Gleichung (6.9) angeben. Diese unterschiedlichen Dynamiken sind durch den
diskreten Zustand uvens € D = {1,...,32} dargestellt. Die zugehorigen Kombina-
tionen der Ventile sind in der Tabelle 6.4 zusammengestellt, wobei der Wert 1 dem

geoffneten Ventil entspricht.

Tabelle 6.4: Diskreter Zustand fiir die unterschiedlichen Ventilstellungen des Drei-

Tank-Systems

Uyews 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
w, 000 0O0O0O0O0O0O0OO0O0O0O0 0
w, 000 0O0O0O0O0T1T1 11 1111
w, 00001 11100001 111
w,, 00 1 1001 1007110011
w, 01 010 10101010101
Uyens 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
w, 1 1 111 11111111111
w, 0000 O0O0O0O0T1 1 11 1111
w, 0000 1 11100001 111
w, 00 1 1001 1007110011
w, 01 01 0101010710101

Um die nichtlineare Dynamik, die in Gleichung (6.9) angegeben ist, in eine stiick-
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weise affine Dynamik umzuwandeln, wird zunéchst der dreidimensionale Zustands-
raum mit h;mer = 60cm , i = 1,...,3 in Wiirfel mit der Seitenldnge 12cm auf-
geteilt. Es ergeben sich daraus ng = 125 Wiirfel, auf die durch den diskreten Zu-
stand zwirtel eindeutig verwiesen werden kann. Die aktuelle Ventilstellung uvens
und der aktuelle Wiirfel zwitel stellen gemeinsam den aktuellen diskreten Zustand
2z = [Uvent ZWﬁrfel]T dar. Es ergeben sich so np - ng = 4000 diskrete Zusténde g,
die 4000 Knoten in 125 Verbiinden zu je 32 Knoten im dynamikorientierten Gra-
phen darstellen. Im Vergleich dazu ben6tigt man beim gebietsorientierten Graphen
lediglich 125 Knoten.

Die nichtlineare Zustandsdifferenzialgleichung wird nun in jedem diskreten Zustand z
um den Mittelpunkt des Wiirfels linearisiert und anschliefsend zeitdiskretiert, wie
dies in Abschnitt 6.1.1 bereits fiir das Zwei-Tank-System durchgefiihrt wurde.

Die Anwendung des VSE- und des ELV-Verfahrens liefern dabei geniigend Uber-
trittsregelungen, um aus jedem Wiirfel jeden anderen Wiirfel zu erreichen. Fiir die
Berechnung der Ubertrittsregelungen wurde dabei das nichtlineare Giitema® aus
Gleichung (5.32) mit @, = 1 und Q4 = 100 verwendet.

Um die unterschiedlichen Verfahren miteinander vergleichen zu kénnen, wird ein
Zyklus im Zustandsraum abgefahren, der aus zwei Teilstrecken besteht und die dem
der Startpunkt der einen Strecke dem Endpunkt der anderen Strecke entspricht.

Der untere Punkt besitzt dabei die Koordinaten z, = [5 5 S]T und der obere

Punkt die Koordinaten z, = [55 55 55] ¥ Inden Abbildungen 6.5 bis 6.10 ist der
zeitliche Verlauf der Zusténde und die Trajektorie dargestellt. Fiir den Ubergang vom
Punkt z, nach z, wurde beim zeitlichen Verlauf der Zusténde eine durchgezogene
Linie verwendet, withrend fiir den Ubergang vom Punkt z, zum z,, eine gestrichelte
Linie verwendet wird. Die Sollwerte sind gepunktet eingezeichnet.

Die Punkte z,, und z, sind in den Abbildungen 6.5 bis 6.10 im Trajektorienverlauf
durch ein + gekennzeichnet. Die Sequenz von Polytopen, die den Zustand z, in
den Zustand gz, iiberfiihrt, ist durch die griinen Polytope und einen griinen Pfeil
nach oben gekennzeichnet. Die Sequenz von Polytopen, die den Zustand z, in den
Zustand z,, liberfithrt, ist durch blaue Polytope und einen blauen Pfeil nach unten
markiert.
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Abbildung 6.5: Experiment 1A: Prozessfiihrung mit dem VSE-Verfahren: Simula-
tion am affinen Modell des Drei-Tank-Systems (uy,. = 3)
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Abbildung 6.6: Experiment 1B: Prozessfithrung mit dem ELV-Verfahren: Simula-
tion am affinen Modell des Drei-Tank-Systems (uy, = 3)
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Abbildung 6.7: Experiment 2A: Prozessfiihrung mit dem VSE-Verfahren: Simula-
tion am nichtlinearen Modell des Drei-Tank-Systems (uy,. = 3)
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Abbildung 6.8: Experiment 2B: Prozessfiihrung mit dem ELV-Verfahren: Simula-
tion am nichtlinearen Modell des Drei-Tank-Systems (uy, = 3)



6.1 Prozessfiihrung

159

GOL =
NS g
— 40 RISSTUUES
% Tank 1]:
o Tank 3|
< Tank 2
é 201 R
e TS S s e
o0 O0 50 100 150 200 250 300 350 400
2
w 1r -
£
o q1
5L ,
= £
SRR RS I R e S e i
= 0 50 100 150 200 250 300 350 400
—~
Vi = - -
/| SN
g e —
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Zeit (s)

hs [cm]
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am Drei-Tank-System (uy, = 3)
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Abbildung 6.10: Experiment 3B: Prozessfiihrung mit dem ELV-Verfahren: Mes-

sung am Drei-Tank-System (uy, = 3)
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Tabelle 6.5: Zusammenstellung der Experimente beim Drei-Tank-System

Experiment | Verfahren Strecke Abb. | bendétigte Zeit
1 !
1A VSE stiickweise affines Modell | 6.5 | 226s 276s
1B ELV stiickweise affines Modell 6.6 301s 219s
2A VSE nichtlineares Modell 6.7 | 218s 289s
2B ELV nichtlineares Modell 6.8 278s 229s
3A VSE reale Strecke 6.9 | 205s 263s
3B ELV reale Strecke 6.10 | 303s 210s

Im Gegensatz zu den Trajektorien in Abschnitt 6.1.1 wird jetzt bei der Betrachtung
des Zyklus eine Endregelung verwendet. Die Punkte z,, und z, wurden dabei so
gewéahlt, dass eine Endregelung fiir beide Punkte mit beiden Verfahren existiert.

In Tabelle 6.5 sind sechs Experimente zusammengestellt.

In den Experimenten 1A und 1B werden die Regler, die durch das VSE- bzw. das
ELV-Verfahren gewonnen wurden, am stiickweise affinen Modell validiert. Die Ab-
bildungen 6.5 und 6.6 zeigen, dass die jeweiligen Punkte x, und z, exakt erreicht
werden.

In den Experimenten 2A und 2B werden die Regler, die durch das VSE- bzw. das
ELV-Verfahren gewonnen wurden, am nichtlinearen Modell validiert. In den Abbil-
dungen 6.7 und 6.8 wird der Punkt z, bei beiden Verfahren nicht exakt erreicht.
Diese Ungenauigkeiten in der stationdren Genauigkeit sind auf Linearisierungsfehler
zuriickzufiihren, die bei kleinen Hoéhen aufgrund der Linearisierung einer Wurzel-
funktion, wie sie in Abbildung 2.3(b) dargestellt ist, stirker ausfallen als bei grofien
Hohen.

In den Experimenten 3A und 3B werden die Regler, die durch das VSE- bzw. das
ELV-Verfahren gewonnen wurden, an der realen Strecke validiert. Wie man in den
Abbildungen 6.9 und 6.10 sehen kann, ist die Endregelung nicht stationér genau.
Zu den Linearisierungsfehlern aus den Experimenten 2A und 2B kommen jetzt noch
Modellierungsfehler hinzu. Die Modellierungs- und die Linearisierungsfehler kénnen
sich dabei zum Teil aufheben oder auch verstérken.

Vergleicht man den Verlauf der Trajektorie vom Punkt z, zum Punkt z, in Ex-
periment 2A mit dem in Experiment 3A, so kann man deutlich erkennen, wie in
3A wesentlich mehr Polytope durchlaufen werden, da die Trajektorie aufgrund der
akkumulierten Fehler nicht mehr im Polytop gehalten werden kann und dieses dann
unbeabsichtigt auf einer nicht gewiinschten Seite verldsst. In diesem unbeabsichtigt
durchlaufenen Polytop wird der zugehérige Regler aufgeschaltet, der fiir das Er-
reichen des Zielpolytops notig ist. Oft wird die Trajektorie in das falschlicherweise
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verlassene Polytop zuriickgefiihrt, woraufhin es an einer anderen Stelle wieder unbe-
absichtigt das Polytop verlésst; es kommt so zu einem hybriden Gleitzustand [NenO1].
In diesem Falle sind die Sequenzen iiberschrittener Polytope deshalb &hnlich.

Durch diese unbeabsichtigten Polytopiibertritte kommt es hdufig zu einem zusétzli-
chen kurzen Schalten der Ventile V7, Vi3 und V3o, die in Experiment 3A in Abbild-
ung 6.9 nach 22 Sekunden fiir die Dauer von einer Sekunde geoffnet sind. Obwohl
im unteren Verlauf der Trajektorie keine zusétzlichen Polytope sichtbar sind, wird
ebenfalls das Ventil V; nach 152 Sekunden fiir die Dauer von einer Sekunde geoffnet.
Dies lédsst auch auf einen unbeabsichtigten Polytopiibertritt schlieffen.

Vergleicht man den Verlauf der Trajektorie vom Punkt z, nach z, in den Experimen-
ten 1B, 2B und 3B, so kann man erkennen, dass im Experiment 2B in Abbildung 6.8
das Ventil nach einer Zeit von 161 und 174 Sekunden jeweils fiir die Dauer von einer
Sekunde gedffnet ist. Die Ventile V3 und Vi3 sind nach 37 Sekunden fiir die Dauer
von einer Sekunde gedffnet. Im Vergleich zu den Experimenten 1A, 2A und 3A, wo
die Modellierungsfehler der realen Strecke in der Messung an der Strecke selbst zu
diesen zusétzlichen Schaltvorgéngen fiihrte, ist es nun die Simulation am nichtlinea-
ren Modell, die zusétzliche Schaltvorgénge aufweist, die dann in der Messung wieder
verschwinden. In diesem Fall verhélt sich das Drei-Tank-System gutmiitiger als die
Simulation am nichtlinearen Modell, da sich die Modellierungsfehler teilweise mit
den Linearisierungsfehlern ausgleichen.

In Tabelle 6.5 sind zum Vergleich die Zeiten angegeben, die die jeweilige Simulation
bzw. Messung fiir den Aufwirtsweg (1), also vom Punkt z,, zum Endpolytop, in dem
der Zustandspunkt z, liegt, benttigt. Gleiches gilt fiir den Abwértsweg (]).

Untersucht man die bendtigten Zeiten, so ist z.B in Experiment 3A zu erwarten, dass
das Endpolytop durch die zusétzlichen Schalteingriffe erst spéter als in den Experi-
menten 1A oder 2A erreicht wird, aber genau das Gegenteil ist der Fall. Durch das
unbeabsichtigte Verlassen des Polytops wurde demnach ein langsames, kriechendes
Verhalten der Trajektorie umgangen. Es ist deshalb kein Schluss aus den benétigten
Zeiten moglich.

Soll die Hohe hs im mittleren Tank 3 hoher sein als in den anderen zwei Tanks, es
gilt also fiir die Hohen h3 > hi Ahg > hs, dann ist schon anschaulich klar, dass keine
Endregelung existieren kann. Grund hierfiir ist, dass keine Ruhelage im Polytop
liegt. Dieser etwas problematische Fall, der in [Wol05, HWKO06] genauer beschrieben
ist, kann nur im Drei-Tank-System nicht aber im Zwei-Tank-System auftreten. Um
dem Endzustand trotzdem so nahe wie moglich zu kommen, kénnen Mafnahmen
angewendet werden, wie sie in Abschnitt 4.3.3 beschrieben werden.
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6.1.3 Druckregelung einer Kupplung

In Automatikgetrieben fiir Kraftfahrzeuge werden Drucksteller eingesetzt, um die
hydraulisch betéatigten Nasskupplungen zu betétigen. Im Wandlerautomaten, wer-
den mehrere Drucksteller eingesetzt, die durch Einregeln eines Druckniveaus das
Offnen oder Schliefien der Schaltkupplungen und der Wandleriiberbriickungskupp-
lung veranlassen. In den neuartigen Doppelkupplungen werden nur noch zwei nasse
Kupplungen mit héherer Genauigkeit als beim Wandlerautomaten hydraulisch an-
gesteuert.

Die Modellierung der hydraulischen Druckregelstrecke ist sehr komplex, weshalb in
dieser Arbeit ein reduziertes Modell [TRNT99] angenommen wird, das in unter-
schiedlichen Arbeitspunkten z; j € {(i), (ii), (iii)} identifiziert wird. Fiir die Praxis
ist diese Art der Modellbildung iiblich und fiihrt so auf ein stiickweise affines System,
fiir das sich die Anwendung der Prozessfiilhrungsstrategie anbietet.

Im Weiteren wird ein lineares Modell

=0 Bl [ o

im jeweiligen Arbeitspunkt z; und dem Zustand z = [} p|T betrachtet. Die Giiltig-
keitsbereiche der linearen Modelle, die in den Arbeitspunkten identifiziert werden,
sind in der Phasenebene in Abbildung 6.11 unten, rot gestrichelt umrandet, darge-
stellt.

Die Bereiche erstrecken sich in der Druckableitung im Bereich —50bar/s < p <
50 bar/s. Im Druckbereich selbst gibt es die drei Bereiche

e lbar < p < 1,45 bar fiir (4),
e 1, 45bar < p < 2,3bar fir (i7) und
e 2,3bar < p < 8bar fir (7).

Fiir eine erfolgreiche Anwendung der Prozessfiihrungsstrategie miissen diese Berei-
che weiter in Gebiete unterteilt werden, wie dies ebenfalls in der Phasenebene in
Abbildung 6.11 dargestellt ist [Ros06]. Es werden ng = 16 Gebiete angelegt, die
von 1,...,16 durchnummeriert sind. Der Bereich (i) wird so in die Gebiete 1 und 2
aufgeteilt, der Bereich (i7) in die Gebiete 2 und 3 und der Bereich (iii) in die Gebiete
4 —16.

Wird ein aktuelles Druckniveau verédndert, dann muss die Druckableitung entweder
grofer oder kleiner als Null sein. In Abbildung 6.11 ist der Verlauf der Trajektorie in
der Phasenebene fiir eine positive Druckableitung dargestellt. Die Trajektorie startet
bei z = [0 1,35]" und soll den Arbeitspunkt zg, .. = [0 7,3]T erreichen, der auf
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Abbildung 6.11: Zeitverlauf und Trajektorie bei der Simulation der geregelten li-
nearen Druckregelstrecke mit Prozessfithrungsstrategie
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dem Rand der zwei Gebiete 15 und 16 liegt. Nach dem Erreichen des Zielpolytops
in Gebiet 15 wird die Prozessfiihrung beendet.

Im zeitlichen Verlauf des Druckniveaus p und der Stellgréfe u in Abbildung 6.11
erkennt man deutlich, wie die Stellgréfsenbeschriankung 0 < u < 8 und die Begren-
zung im Zustand 0 < u < 8 eingehalten werden kénnen. Um das Gebiet 15 rasch
zu erreichen, muss die Druckableitung p stark erhoht werden. Das Giitemafs wurde
dabei so gewdhlt, dass versucht wird, die in den Ecken startenden Trajektorien so
ins Nachbarpolytop zu fithren, dass diese auf den Winkelhalbierenden verlaufen. Da
die Gebiete Rechtecke sind, stellen die Winkelhalbierenden Geraden dar, die in einen
Winkel von je 45° zu den Austrittsflichen und Seitenflichen verlaufen. Damit 14sst
sich erkldren, warum die Druckableitung nicht direkt auf 50 bar/s ansteigt und bis
zum Erreichen des Gebiets 15 dort verharrt (siehe [Ros06]). Da die Trajektorie nicht
am Rand des erlaubten Gebietes verlduft, verhélt sich das System robuster in Bezug
auf Stérungen.

6.2 Lokale Regelung am Beispiel einer Lose im An-
triebsstrang

Bei der folgenden Anwendung stellt die lokale Regelung fiir die Ubertrittsregelung
nach dem VSE-Verfahren den Schwerpunkt der Untersuchungen dar.

Der Antriebsstrang bei Kraftfahrzeug mit Verbrennungsmotor iibertrigt das erzeug-
te Moment im Zugbetrieb iiber das Schalt- und das Differenzialgetriebe auf die An-
triebsrdder. In diesen zwei Getrieben werden Zahnradverbindungen eingesetzt um
eine bestimmte Drehzahl- und Momenteniibersetzung zu erzeugen. Aufgrund ihrer
Herstellungsmethoden weisen Zahnradverbindungen immer ein gewisses Spiel beim
Ineinandergreifen auf. Dieses Spiel wird weitldufig auch als Lose bezeichnet. Prak-
tisch wirkt sich diese Lose bei zwei ineinandergreifenden und zu Beginn stillstehen-
den Zahnradern dadurch aus, dass man ein Zahnrad drehen kann ohne dass sich das
andere Zahnrad mitdreht, da der Luftspalt zwischen den eingreifenden Zahnridern
keine sofortige Drehmomentiibertragung erméglicht.

Losen treten im Antriebsstrang zwischen allen Zahnradpaarungen auf. Der An-
triebsstrang wird dadurch zu einem sehr komplexen Gebilde, weshalb er ein reges
Interesse in der Literatur findet. Verschiedene Regelungs- und Modellierungsansétze
sind in [LE02, LE04, LEO05, Bac05, BTK04, Hel06] und [TBK04] zu finden.

Fiir den Antriebsstrang mit Lose aus [HWBKO06]| soll das in Abbildung 6.12 verein-
fachte Modell verwendet werden. Dieses Modell besteht aus zwei rotierenden Mas-
sen, die iiber eine Lose miteinander verkoppelt sind. Eine Masse stellt dabei die
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motorseitige Triagheitsmasse Jy; dar, die andere Masse représentiert die radseitige
Tragheitsmasse Jr. Die Kennlinie der Lose ist in Abbildung 6.13 dargestellt.

7\' max

o~

Iy Oy JR ®g

Abbildung 6.12: Antriebsstrang mit Lose

My A

G & | (i)

max

7

Abbildung 6.13: Kennlinie der Lose

Das durch die Lose iibertragene Moment ist von der Zustandsgrofe ¥q = wy — wr
abhéngig und lasst sich als

0y fir ¥9g<0 (i)
Mp =k 0 fir 0>9g<Amae (ii) (6.11)
04— Amaz X 94 > Ama (iif)

angeben.

Die Anderung der Drehzahl wy; kann durch
Jvwm = —Mpeiv,m — Mp + My (6.12)

berechnet werden, wobei auf das Reibmoment Mpeip,ar = byrwar + br,avr wr beide
Drehzahlen Einfluss haben. Das Moment Mg gibt das Moment durch die Federkopp-
lung an, wahrend das Moment M};; das Motormoment darstellt.
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Fiir die Anderung der Drehzahl wg gilt
Jrwr = —Mpeip,m + Mp (6.13)

mit Mgeip,r = brwWRr + by, R Wi

Das stiickweise affine Modell des Antriebsstrangs ergibt sich somit zu:

by _brm k. __1
) ) bJM i}% J]iu I
(i):&= B el S il Iy B u (6.14a)
1 -1 0
by bray __1
bJM I I
(ii) : & = 2R 371; 0 |xz+ 0 U (6.14b)
I 1 -1 0 0
[ bm _brMm k. 1
bJM %J\l J]Jc\l I
_ M,R
(i) ;o= | -2 _bo 4 p s 0 |u
i 1 -1 0 0
—kAmax
e
+ % (6.14C)
0

mit dem Zustand x = [wy;y wr  U4)T und der Eingangsgrofe u = M.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird angenommen, dass alle Zustiande messbar sind.
Diese Annahme ist bei einer Anwendung h&ufig schwierig zu erfiillen. Wird eine
Realisierung der Regelung angestrebt, dann kann diese Annahme nicht getroffen
werden, und die nicht messbaren Zustédnde miissen durch einen Beobachter, wie in
[HKO07] gezeigt wird, rekonstruiert werden.

Im Bereich der Lose wirkt das Motormoment vorwiegend auf die motorseitig ange-
nommene rotierende Masse, da die Drehfeder kein Moment iibertrégt. Eine geringe
Kopplung besteht durch die angenommenen Reibeinfliisse bezogen auf die Raddreh-
zahl wr. Wird das Motormoment sprunghaft erh6ht, dann muss die Lose zwangsweise
durchlaufen werden.

In Abbildung 6.14 ist dieses Durchlaufen der Lose in drei Momentaufnahmen dar-
gestellt.

Ist der Momentensprung positiv und befindet sich der Antriebsstrang zuvor im
Schubbetrieb, wie in Abbildung 6.14(a) dargestellt, dann wird die Lose in Abbild-
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(a) Schubbetrieb (i) (b) Lose (ii) (¢) Zugbetrieb (iii)

Abbildung 6.14: Drei Betriebsbereiche des Antriebsstrangs

ung 6.14(b) durchlaufen und es wird der Betriebszustand des Zugbetriebs in 6.14(c)
eingenommen. Das hohere Moment auf der Motorseite ist in Abbildung 6.14(b)
durch einen fetten Pfeil fiir die Drehrichtung markiert. Der Schubbetrieb stellt da-
bei den Betriebszustand dar, bei dem die bereits beschleunigte Fahrzeugmasse den
Antriebsstrang und den Motor antreibt und damit das Fahrzeug langsam abbremst.
Im Zugbetrieb treibt der Motor das Fahrzeug an.

Da beim Durchlaufen der Lose von Gebiet (i) nach (iii) eine im Vergleich kleine
Motortréigheitsmasse beschleunigt werden muss und die Reibung nicht ins Gewicht
fallt, wird der Motor sehr stark beschleunigt. Die Differenzdrehzahl Aw zwischen
Motordrehzahl wy; und Raddrehzahl wg wird deshalb bei A4, am grofiten. Mit
maximaler Differenzdrehzahl treffen die Zahnrdder dann aufeinander und es kommt
zum sogenannten Lastschlag, der eine akustische Beeintrachtigung der Fahrzeugin-
sassen bedeutet. Ist der Kontakt zwischen den Zahnriadern fiir ¥4 > A0 wieder
hergestellt, entsteht durch die sprunghafte Anregung eine Schwingung im Antriebss-
trang, die iiblicherweise innerhalb von Sekunden abklingt. Diese Schwingung macht
sich fiir den Fahrzeuginsassen als starkes Ruckeln in Fahrzeuglédngsrichtung bemerk-
bar und wird deshalb auch als Bonanza-Effekt bezeichnet.

Der Bonanza-Effekt wiirde auch bei einem Antriebsstrang ohne Lose auftreten.
Durch das starke Beschleunigen des Motors beim Durchlaufen der Lose wird die-
ser Effekt aber deutlich verstarkt. Im schlimmsten Falle tritt das System, ausgelost
durch die Schwingung, wieder fiir kurze Zeit in den Bereich der Lose ein, so dass ein
wiederholter Lastschlag auftritt. Insbesondere der Lastschlag hat zudem eine starke
Erhohung des Verschleifses zur Folge, wodurch die Breite der Lose sich iiber die Zeit
verandert. Da der Lastschlag durch die Regelung klein gehalten werden kann, wird
im Folgenden von einer konstanten Breite der Lose ausgegangen.
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Das Regelungsziel lasst sich nun wie folgt formulieren: Das starke Beschleunigen des
Motors beim Durchlaufen der Lose in Bereich (ii) soll nun durch eine Regelung in der
Art und Weise beeinflusst werden, dass die Lose zwar einerseits schnell durchlaufen
wird, die Differenzdrehzahl beim Erreichen von ¢4 = A, beim Wechsel von Schub-
in Zugbetrieb bzw. ¥; = 0 beim Wechsel von Zug- in Schubbetrieb so klein wie
moglich ist.

Da die Differenzdrehzahl eine entscheidende Aussage iiber die Giite der Regelung
macht, wird das stiickweise affine System (6.14) so umgeformt, dass der Zustand
21 = wyr durch 21 = Aw = wyy — wg ersetzt wird:

_M_A'_bM«R _brm _;'_biR _k _ Kk __1
JMb Jr Jm b Jr JIm . Jr JIm
(i):z i 7~ +- z+ 0 |u (6.15a)
1 -1 0 0
_M_FwaR _brum _|_b7R 0 _ 1
JMb Jr Y Jr JIm
(i) : & = —2ME —tn 0 |z+ 0 u (6.15b)
1 -1 0 0
_by  bur  _brm | br  _ k. _ k. __1
JMb Jr JIm . Jr JIm X Jr JIm
BN L _bur _br k_
(iii) : & 7 7 += x+ 0 u
1 -1 0 0
—kAmaax kAmaz
Im A Jr
N - (6.15¢)
0

mit dem Zustand z = [Aw wpr Y4)T und der Eingangsgrofe u = M.

Das zeitkontinuierliche stiickweise affine System (6.15¢) entspricht dabei genau der
Gleichung (2.1). Damit kénnen die Koeffizienten der zeitdiskreten affinen Zustands-
differenzengleichung (2.7) mit Gleichung (2.9) berechnet werden. Dasselbe gilt fiir
die Systeme (6.15a) und (6.15b), nur dass hier der affine Anteil verschwindet und es
sich damit um lineare Systeme handelt.

In Abbildung 6.15 sind im Bereich der Lose zwei Polytope im Zustandsraum darge-
stellt. Das griin eingeférbte Polytop mit den Ecken 1,... 8 wird beim Wechsel vom
Schub- in den Zugbetrieb von der Trajektorie des geregelten Systems durchlaufen,
wenn dieses System im Bereich der Lose mit dem VSE-Verfahren geregelt wird. Au-
ferhalb der Lose, also oberhalb der blau markierten oberen Ebene und unterhalb
der unteren Ebene, wird ein Polvorgaberegler zur Schwingungsdampfung eingesetzt.
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Beim Wechsel vom Zug- in den Schubbetrieb wird das gelb gefirbte Polytop mit den
Ecken a, ..., h sowohl von dem System, das mit der Kombination aus VSE-Verfahren
und Polvorgaberegler geregelt wird, als auch von dem System, das nur durch den
Polvorgaberegler geregelt wird, durchlaufen. Bestimmte Ecken des griin und des gelb
eingefiirbten Polytops entsprechen sich, es gilt b=1,d=3,f=5und h=7.

3

2,5 e VSE+Polvorgabe

. 4 ——+—— Polvorgabe ‘
2 o : ungeregeltes System [t~

i

15 L

)
0,5

0

Abbildung 6.15: Verlauf der Trajektorien bei der Simulation des Antriebsstrangs
mit Lose
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In Abbildung 6.15 sind die folgenden drei Trajektorien dargestellt:

Kombination des VSE-Verfahrens mit einem Polvorgaberegler:

Im griin und gelb eingefarbten Polytop sind zwei affine Regelungsgesetze giil-
tig, die mithilfe des VSE-Verfahrens berechnet worden sind. Diese affinen Re-
gelungsgesetze sorgen dafiir, dass die Trajektorien vom Gebiet (ii) ins Gebiet
(iii) und vom Gebiet (ii) ins Gebiet (i) gefiihrt werden. Auferhalb der zwei
Polytope ist ein einfacher Polvorgaberegler giiltig, der auf Basis des Systems
in Gebiet (i) so entworfen wurde, dass er in der Lage ist, die Schwingungen auf
dem Antriebsstrang zu dampfen.

Polvorgaberegler:
Der bereits eingefiihrte einfache Polvorgaberegler ist nun auf dem gesamten
Zustandsraum giiltig. Die Einteilung in Polytope und Gebiete wird vernach-
lassigt.

ungeregeltes System:
Das ungeregelte System wird auf Basis der Dynamiken in den drei Gebieten
(i), (ii) und (iii) simuliert.

Im griin eingefdrbten Polytop wird das System mit dem VSE-Verfahren geregelt.
Die Trajektorie wird dabei sicher auf die Seitenfliche gefiihrt, die durch die Ecken
5, 6, 7 und 8 gebildet wird. Da die Austrittsfliche im griin eingefirbten Polytop
damit bestimmt ist, kann in diesem konkreten Beispiel, fiir den Wechsel von Schub-
in Zugbetrieb und umgekehrt, von einer globalen Prozessfithrung mit Wegsuche ab-
gesehen werden. Man sieht deutlich, dass die Trajektorie zuerst in Richtung grofier
Aw beschleunigt wird und sich dann auf einen fast konstanten Wert in Aw fiir den
Rest der Trajektorie im Polytop einstellt.

Der erste Teil des Regelungsziels, also die Trajektorie schnell aus dem Bereich der
Lose herauszufiihren, wird durch ein mdoglichst grokes Aw erreicht. Allerdings steht
das im direkten Gegensatz zum zweiten Teil des Regelungsgesetzes, das fordert,
dass Aw beim Verlassen des Polytops klein sein soll. Dies wird durch den beinahe
konstanten Wert in der Zustandsgrofe Aw ermoglicht und stellt einen Kompromiss
dar.

Durch die Kombination des VSE-Verfahrens mit dem Polvorgaberegler kann ein viel
kleineres Aw nach dem Durchlaufen der Lose zu dem Zeitpunkt erreicht werden,
bei dem der Lastschlag auftritt. Dies ist durch den Verlauf der Trajektorien sicht-
bar. Im Zeitverlauf in Abbildung 6.16 ist der Unterschied deutlich erkennbar. Beim
Wechsel von Gebiet (ii) nach Gebiet (iii) und beim Wechsel von Gebiet (ii) nach
Gebiet (i) ist fiir alle drei Zeitverldufe eine senkrechte gestrichelte Linie eingezeich-
net, die den Zeitpunkt markiert, zu dem das Polytop verlassen wird und somit ein
moglicher Lastschlag auftritt. An der Stelle, an der sich die senkrechte gestrichelte
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Linie mit dem Kurvenverlauf schneidet, ist das zum jeweiligen Verlauf zugehérige
Aw abzulesen.

Die Regelung mit der Kombination aus VSE-Verfahren und Polvorgaberegler beno-
tigt zum Erreichen von ¥4 = Apae bzw. ¥4 = 0, je nachdem, ob es ich um einen
Wechsel vom Schubbetrieb in den Zugbetrieb oder umgekehrt handelt, immer die
langste Zeit, liefert aber dann den kleinsten Wert fiir Aw.

Das Regelungsziel kann mit der Kombination aus VSE-Verfahren und Polvorgabe-
regler sehr gut erreicht werden. Es ist dabei anzumerken, dass das VSE-Verfahren
am erzielten kleinen Lastschlag den Hauptanteil hat.

In [LEO4] und [LEO5] wurde dieses Regelungsziel mit Hilfe des Ansatzes aus Ab-
schnitt 3.3.3 an einer &hnlichen Strecke erfolgreich umgesetzt. Leider konnte das Re-
gelungsziel mit der vorliegenden Strecke nicht mehr erreicht werden, da die Anwen-
dung des Verfahrens unter Verwendung der multiparametrischen Toolbox [KBCO05]
im besten Fall nur in einem Bruchteil der Lose zu Ergebnissen fiihrt. Das Ergebnis
ist fiir die Prozessfiihrung deshalb unbrauchbar.

Mit dem VSE-Verfahren kann mit zwei einfachen affinen Regelgesetzen, die je auf
einem Polytop giiltig sind, das Problem des Lastschlags einfach und effektiv gelost
werden.

Der Polvorgaberegler ist sehr gut geeignet die im ungeregelten System vorhandenen
Schwingungen zu beseitigen, wobei der Lastschlag im Vergleich zum ungeregelten
System fast halbiert wird.

Die Verminderung des Lastschlags wird im Serienfahrzeug haufig durch eine Steue-
rung erreicht, die das geforderte Motormoment erst nach Ablauf einer bestimmten
Zeitspanne an die Motorsteuerung durchgibt. Die Lose wird so mit einem relativ
kleinen Moment durchlaufen. Mit diesem hier vorgestellten Ansatz konnen die Fahr-
zeugeigenschaften beim Lastschlag deutlich verbessert werden. Die Agilitéit des Fahr-
zeugs bleibt dabei so weit wie moglich erhalten.

6.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Prozessfiihrungsstrategie an mehreren Anwendungsbei-
spielen validiert. Beim Zwei- und Drei-Tank-System liegt jeweils ein hybrides System
vor, wiahrend die Druckregelung und die Regelung des Antriebsstrangs stiickweise
affine Systeme ohne Einfluss diskreter Stellgroffen darstellen.

Beim Zwei-Tank-System wurde der Zustandsraum in Simplexe aufgeteilt. Das Sys-
tem hat dabei die Eigenschaft, dass ebenso viele zeitdiskrete Stellgrofien wie Zu-
standsgrofen vorhanden sind. Beide vorgestellten Verfahren, das ELV- und das VSE-
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Abbildung 6.16: Zeitlicher Verlauf der Zustéinde und der Eingangsgrofe bei der
Simulation des Antriebsstrangs mit Lose
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Verfahren, werden fiir die Gebietsiibertritte miteinander verglichen und liefern un-
terschiedliche Ergebnisse. Diese Ergebnisse werden ausfiihrlich diskutiert. Die Unter-
schiede in den Losungen lassen sich auf die unterschiedlichen Optimierungsprobleme
zuriickfithren. Eine Endregelung wird der Ubersicht halber nicht durchgefiihrt.

Beim Drei-Tank-System liegen mehr Zustandsgrofen als Eingangsgrofsen vor. Es
wird ein Zyklus mit beiden Verfahren an drei unterschiedlichen Strecken vorgestellt.
Dabei wird die affine Simulation, die nichtlineare Simulation und das reale Tank-
system unterschieden. Bei der nichtlinearen Simulation und der Messung am realen
Tanksystem kann festgestellt werden, dass die gewiinschten Endzusténde aufgrund
von Modellierungs- und Linearisierungsfehlern nicht exakt erreicht werden kénnen.
Alle drei Beispiele werden mit beiden Verfahren erfolgreich in die gewiinschten End-
punkte gefiihrt.

Die Regelung eines Druckregelventils wird an einem stiickweise affinen System oh-
ne Endregelung untersucht. Hier wird das Endpolytop sehr schnell erreicht. Eine
Endregelung wurde dabei nicht betrachtet, da der Endzustand auf dem Rand des
Endpolytops liegt. Eine spezielle Gewichtung im Giitemaf hat zur Folge, dass die
Trajektorie nicht am Rand der Polytope sondern etwas innerhalb verlduft, und so
unempfindlicher gegen Storungen ist.

Die lokale Regelung bei der Lose im Antriebsstrang zeigt eindrucksvoll, wie der
Lastschlag und die Schwingungen auf dem Antriebsstrang elegant mit dem VSE-
Verfahren beseitigt werden konnen. Das VSE-Verfahren wird dabei mit einem Pol-
vorgaberegler kombiniert. Im Vergleich zu dieser Kombination zeigt der reine Pol-
vorgaberegler ein wesentlich schlechteres Verhalten.



Kapitel 7

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden neuartige Verfahren zur Prozessfiihrung zeitdis-
kreter hybrider Systeme entwickelt. Diese neuartigen Prozessfithrungsstrategien fiir
hybride Systeme gliedern sich in einen globalen und einen lokalen Anteil auf. Der
globale Anteil iibernimmt die iibergeordnete Koordination.

Die lokalen Regelungen werden einerseits verwendet, um die Zustandstrajektorie ge-
zielt iiber eine ausgewédhlte Seitenfldche eines Polytops in das benachbarte Polytop
zu fithren, oder andererseits, um die Zustandstrajektorie im Polytop in eine Ruhelage
zu fithren und dort zu stabilisieren. Man unterscheidet deshalb die Begriffe Uber-
trittsregelung und Endgebietsregelung. Beide Regelungen haben gemeinsam, dass sie
fiir jeden beliebigen Startpunkt der Zustandstrajektorie im Polytop gelten miissen.
Es wurde das VSE- und das ELV-Verfahren fiir die Bestimmung geeigneter lokaler
Regelungen vorgestellt. Beide Verfahren liefern affine Regelgesetze, falls die Aufgabe
unter den angegebenen Beschrankungen iiberhaupt l6sbar ist. Die Systemdynamik
kann sich in jedem Polytop unterscheiden und liegt als zeitdiskretes affines System
in Zustandsraumdarstellung vor.

In dieser Arbeit wurden bereits vorhandene Ansitze fiir Regelungen, die in der Lage
sind, den Polytopiibertritt bei zeitkontinuierlicher Systemdynamik zu gewé#hrleisten,
auf zeitdiskrete Systemdynamiken erweitert. In einem weiteren Schritt konnten die
Verfahren so modifiziert und verbessert werden, dass diese genau ein affines Regel-
gesetz je Polytop liefern. Fiir beide Verfahren konnte zusétzlich eine Berechnungs-
vorschrift fiir die Regelung im Zielpolytop angegeben werden.

Fiir die tibergeordnete Aufgabe wurde ein Konzept erarbeitet, das nach der Modellie-
rung als Graphenstruktur mithilfe einer einfachen Wegsuche eine optimale Sequenz
von Polytopen definiert, {iber die die Zustandstrajektorie vom Anfangszustand in
das Zielpolytop und dort in den Endzustand gesteuert werden kann. Die Prozessfiih-
rungsstrategien wurden sowohl an hybriden als auch an stiickweise affinen Systemen
in der Simulation validiert. Zusétzlich wurden die Methoden am Drei-Tank-System
untersucht, der ein reales System darstellt.
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Als hybrides System wurde zuerst das Zwei-Tank-System mit einer Simplexauftei-
lung des Zustandsraums und gleich vielen Eingangsgrofen wie Zustandsgrofien be-
trachtet. Danach wurde das Drei-Tank-System mit zwei Eingangsgrofen und drei Zu-
standsgrofen betrachtet. Der Zustandsraum des Drei-Tank-Systems wurde in Wiir-
fel unterteilt. Beide Systeme konnten mit beiden Verfahren erfolgreich ins gewéhlte
Zielsimplex bzw. in die Endzusténde gefiihrt werden.

Als stiickweise affine Systeme wurde die Druckregelung einer Kupplung und die
Lose in einem Antriebsstrang eines Fahrzeugs untersucht. Die Lose in einem An-
triebsstrang konnte sehr eindrucksvoll mit nur zwei Polytopen, fiir die eine geeignete
Ubertrittsregelung entworfen wurde, so beeinflusst werden, dass die zwei stérenden
Effekte Lastschlag und Schwingungen im Antriebsstrang unterdriickt wurden.

Im Laufe der Untersuchungen zeigte sich, dass die Endregelung, hin auf einen Endzu-
stand, sich als schwierig erweist, da der gewiinschte Endzustand oft nicht realisiert
werden kann. Dies liegt an der Tatsache, dass der gewiinschte Endzustand keine
Ruhelage des Systems darstellt. In diesen Féllen koénnen mit einer heuristischen
Herangehensweise dennoch iiberzeugende Ergebnisse erzielt werden.

Mit der Ubertrittsregelung kann eine Trajektorie in ein Zielpolytop iiberfithrt wer-
den. Dabei konnen gefdhrliche Prozesszustinde von Anfang an markiert werden und
somit aus dem Losungsraum fiir die optimale Sequenz von Polytopen entfernt wer-
den. Die Losung ist in Bezug auf die gewéhlte Polytopstruktur und das gewéhlte
Giitema# fiir die Ubertrittsregelung optimal.

Ein wesentlicher Vorteil der Prozessfiihrung ist, dass alle Berechnungsschritte vor-
ab, d.h. offline, durchgefiihrt werden kénnen. Dies schliefit die Untersuchung jeder
Polytopseite in jedem Polytop und jeder diskreten Eingangsgrofie auf eine geeignete
Ubertrittsregelung, die Modellierung des Graphen mit den Reglerinformationen und
die Wegsuche im Graphen mit ein.

Bei der Anwendung der Prozessfiihrung ist in einem ersten Schritt zu bestimmen, in
welchem Polytop der aktuelle Zustand liegt. Im zweiten Schritt ist der zugehérige
affine Regler zu aktivieren, der die Trajektorie in das Zielpolytop fithrt. Nach Errei-
chen des Nachbarpolytops wird dann der dort giiltige affine Regler aktiviert. Dieser
Vorgang wird so lange durchgefiihrt, bis das Endpolytop erreicht wird.

Mit der hier vorgestellten Prozessfithrungsstrategie wurde erstmals ein Verfahren fiir
die Regelung von hybriden Systemen vorgestellt, das auf Basis der gewahlten Po-
lytopstruktur eine optimale Betriebsfithrung bei einem minimalen Speicheraufwand
und Rechenaufwand erreicht. Das Verfahren bendtigt dabei nur ein affines Regelge-
setz je Polytop. Bei der Realisierung miissen anschlieftend nur Polytopdaten ausge-
lesen werden. Das Verfahren ist deshalb fiir die Verwendung auf einem Steuergerit
mit wenig Speicher- und Rechenkapazitit besonders geeignet.



Anhang A

Anmerkungen

A.1 Partikelschwarm-Optimierung (PSO)

Die Partikelschwarm-Optimierung ist ein Optimierungsalgorithmus, der das Schwarm-
verhalten von Insekten zum Vorbild hat und wird deshalb zu den evolutionéren
Algorithmen gezéhlt.

Im Vergleich zu anderen evolutionédren Algorithmen, wie zum Beispiel den bekannten
genetischen Algorithmen, und vor allem im Vergleich zu den klassischen determi-
nistischen Algorithmen, wie die Gradientenabstiegsverfahren oder die Nichtlineare
Programmierung, ist der PSO eher einfach aufgebaut.

Ein Vorteil ist, dass nur wenige Parameter bei der Durchfithrung des Algorithmus
gewéhlt werden miissen [PSO]. Als Parameter muss lediglich ein beschrénktes Ge-
biet angegeben werden, da der Algorithmus mit zufélligen Werten initialisiert wird.
Deterministische Algorithmen benétigen im Gegensatz dazu immer einen geeigneten
Startwert, der oft nur sehr schwer zu finden ist.

Wie alle evolutiondren Algorithmen kann jedoch die PSO, ebenso wie die klassi-
schen Verfahren, bei einer nichtlinearen Kostenfunktion nicht garantieren, dass die
gefundene Losung tatséchlich optimal ist. In vielen Féllen hat sich jedoch gezeigt,
dass durch Einsatz der PSO sehr gute Ergebnisse, d. h. Ergebnisse sehr nahe dem
theoretischen Optimum, in kurzer Zeit erzielt werden koénnen.

Der PSO-Algorithmus wird in Abschnitt A.1.1 vorgestellt und es wird die Vorgehens-
weise bei der Beriicksichtigung von Nebenbedingungen erléautert. In Abschnitt A.1.2
werden einige Modifikationen des PSO-Algorithmus aus [Wol05] vorgestellt, die im
Rahmen dieser Arbeit zur Anwendung kamen.
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A.1.1 PSO fiir Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen

In [HE02] wurde der urspriingliche PSO-Algorithmus aus [PSO] fiir Optimierungs-
probleme mit Nebenbedingungen erweitert. In jedem Iterationsschritt werden zwei
einfache Gleichungen

Vg1 = WY + Clrl(gp,Best - gk) + CQT2(£9,Best - lk) (Ala)

Tpy1 =T + Vpqy (A.1b)

ausgewertet, mit denen die Geschwindigkeit v und die Position z eines Partikels im
Parameterraum berechnet werden.

Wahrend den Iterationen wird die beste jemals von einem Partikel erreichte Position
Z, pest und die beste jemals vom Partikel selbst erreichte Position z,,
Die skalaren Werte 1 und 79 sind Zufallszahlen zwischen 0 und 1, die mittels einer
Gleichverteilung in jeder Iteration initialisiert werden. Die Parameter w, ¢; und co
sind frei wahlbar fiir den Algorithmus: w heit Inertialgewicht und wird zum Beispiel
in [HE02] oft zwischen 0,5 und 1 gew&hlt, ¢; heifit Erkenntnis-Lernrate und co soziale

Lernrate, fir beide Parameter gilt c¢1,cq € [0, 4].

_Best berechnet.

In der Praxis wird das Inertialgewicht oft mit der Anzahl der Iterationen verringert
und die Geschwindigkeit eines Partikels auf einen Maximalwert begrenzt. Es ergibt
sich damit der folgende Algorithmus:

Algorithmus (PSO mit Nebenbedingungen):
Initialisierung:
Fiir jedes Partikel
Wiederhole
Initialisiere Partikel mit zufdlligen Werten
solange Partikel nicht alle Nebenbedingungen erfillt
Optimierung:
Wiederhole
Fiir jedes Partikel
Berechne Giitemaf$ J
Wenn Giite besser als beste bisher erreichte Giite dieses Partikels
und Partikel erfillt alle Nebenbedingungen
Speichere aktuelle Position als neue beste Position (p,Best)
Bestimme global bestes Partikel (g,Best)
Fiir jedes Partikel
Berechne neue Geschwindigkeit nach Gleichung (A.la)
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Berechne neue Position nach Gleichung (A.1b)

solange Abbruchkriterium nicht erfillt

Als Abbruchkriterium eignet sich das Erreichen einer Anzahl an Iterationen oder
das Unterschreiten einer Fehlerschranke. Die Anzahl der Partikel héngt von der
Komplexitit des Problems ab, in vielen Féllen reichen bereits 20 bis 40 Partikel aus.

Dieser Algorithmus hat einen Nachteil, da in der Initialisierung ein Partikel solange
mit zufdlligen Werten belegt wird, bis alle Nebenbedingungen erfiillt sind. Dies kann
bei einer kleinen Menge an giiltigen Losungen im Suchraum sehr viel Zeit in An-
spruch nehmen. In [Wol05] wurden daher einige Anderungen am PSO-Algorithmus
vorgenommen.

A.1.2 Modifizierter PSO-Algorithmus

Die k (nichtlinearen) Nebenbedingungen werden in der Form
c(z) <0 (A.2)

dargestellt. Mithilfe einer Diagonalmatrix

w11 0 . 0
0 w22 0
W= . (A.3)
0 0 wgk
lasst sich der Vektor c(x) geméfs
Ing =c' (@)W c(z) (A4)

in eine skalare Form iiberfithren [DMWO05]. Dabei gilt
1 fiir ¢;(z) >0
W45 = e @) (A~5)

0 sonst.

Es werden durch die Matrix W lediglich die nicht erfiillten Nebenbedingungen zur
Berechnung von Jyp verwendet. Sind alle Nebenbedingungen erfiillt, gilt in diesem
Teilgebiet des Suchraums Jypg = 0, sonst Jyp > 0.

Der PSO-Algorithmus sucht nun zunéchst eine Losung, die alle Nebenbedingungen
erfillt. Ist eine solche Losung gefunden, so wird innerhalb der Beschréankungen eine
optimale Losung gesucht.
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Algorithmus (Modifizierte PSO):
Initialisierung;:
Fir jedes Partikel
Initialisiere Partikel mit zufdlligen Werten
Optimierung:
Wiederhole
Fiir jedes Partikel
Berechne Jyp nach Gleichung (A.4)
Wenn Jng < JNB p,Best Und JNB p Best 0
neues JNB p,Best und Position speichern
Wenn Jyg =0
Berechne Giitemafl J
Wenn J < Jp Best
neues Jp pest und Position speichern
Bestimme global bestes Partikel (’g,Best’)
Fiir jedes Partikel
Berechne neue Geschwindigkeit nach Gleichung (A.la)
Berechne neue Position nach Gleichung (A.1b)

solange Abbruchkriterium nicht erfillt

Es werden zur Bestimmung des global besten Partikels (’g,Best’) zunéchst nur die
Partikel herangezogen, die alle Nebenbedingungen erfiillen. Gibt es kein solches Par-
tikel, so wird das Partikel mit dem kleinsten Jnp p Best als global bestes Partikel
verwendet.

Mit diesen Modifikationen kann der PSO-Algorithmus erfolgreich zur Lésung von
nichtlinearen Optimierungsproblemen mit nichtlinearen Nebenbedingungen bei der
hier betrachteten Komplexitit der Optimierungsprobleme eingesetzt werden.

A.2 Inhirente Systemgrenzen bei komplexen Ei-
genwerten

Es wird ein zeitdiskretes autonomes System (3.5) mit negativ reellen oder konju-
giert komplexen Eigenwerten betrachtet. Die Linkseigenvektoren sind dann konju-
giert komplex und die zugehorigen inhérenten Systemgrenzen stellen folglich Qua-
driken dar. In [Fre99] wurden hierzu erste Untersuchungen fiir zeitkontinuierliche
Systeme angestellt, welche dann in [Wol05] fiir zeitdiskrete Systeme erweitert wur-
den.
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Quadriken der Form

(g - gRuhe)Tc’g(g - gRuhe) = (gk - gRuhe)TQ(gk - gRuhe) (AG)

bilden fiir ein autonomes zeitdiskretes System mit reeller Transitionsmatrix @ und
komplexen oder negativ reellen Eigenwerten inhérente Systemgrenzen. Dabei ist 2,
ein beliebiger Punkt der Trajektorie und zp,,;, die Ruhelage des Systems, die den
Mittelpunkt der Quadrik z,, darstellt.

Fiir die Matrix @ gilt
Q=Ww'w

mit der (komplexen) Linkseigenvektormatrix W. Sind alle Eigenwerte A; stabil, so
gilt
T T
(£k+1 - QRuhe) Q(£k+1 - £Ruhe) < (Qk - QRuhe) Q(gk - QRuhe)
mit Ausnahme von x| = ) = g, Sind alle Eigenwerte ); instabil, so gilt
T T
(£k+1 - QRuhe) Q(ngrl - QRuhe) > (Qk - QRuhe) Q(gk - gRuhe)
mit Ausnahme von x| = ), = Zg - Gilt fiir alle Eigenwerte \; = 1, so gilt
T T
(@1 — 2a) Q@pyr —2py) = (@ — 2pr) Q@k — 2pp)

mit dem Quadrikmittelpunkt x,,.Ist nur ein Teil der Eigenwerte stabil und die {ib-
rigen instabil, so kénnen einige Abtastpunkte innerhalb der Quadrik

(Q - gRuhe)TQ(ﬁ - QRuhe) = (QO - gRuhe)TQ(QO - gRuhe)

liegen. In diesem Fall stellt die Quadrik also keine inhérente Systemgrenze dar.
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In Abbildung A.1 sind fiir ein System zweiter Ordnung mégliche Trajektorien und
die zugehdrigen Systemgrenzen eingezeichnet.

(a) n] < 1 (b) M| >1 (© I\l =1

Abbildung A.1: Inhdrente Systemgrenzen (—) und mogliche Trajektorien eines
Systems zweiter Ordnung mit komplexen Eigenwerten

Leider ist es nicht moglich mit Hilfe von Quadriken Regelungen zu finden, die die
Bedingungen an die Ubertrittsregelung oder die Endregelung erfiillen. In [Wol05]
werden die Quadriken als Systemgrenzen fiir zeitdiskrete Systeme weiterfiihrend un-
tersucht.



Anhang B

Beweise

B.1 Verallgemeinerung der Bedingungen an den
Gradienten eines beliebigen Zustandspunkts im
Simplex

Es soll der Satz 5.1 bewiesen werden, der hier noch einmal angegeben ist.

Satz B.1 (Gradientenbedingungen eines beliebigen Zustandspunkts):
Fordert man in allen Ecken eines Simplex bei zugrunde liegender linearer bzw.
affiner Dynamik das Vorhandensein einer positiven (negativen) Komponente des
zeitdiskreten Gradienten beziiglich einer Austrittsseite, so besitzt der zeitdiskrete
Gradient in einem beliebigen Zustandspunkt im Simplex auch eine positive (ne-
gative) Komponente beziiglich der gewiinschten Austrittsseite.

Der Beweis fiir diesen Satz ist wie folgt:

Beweis (Beweis von Satz B.1):

Gegeben ist ein Simplex S im Zustandsraum der Dimension R™ mit den FEck-
punkten z,., i = 1,...,n + 1. Fir jeden Zustandspunkt z soll der zeitdiskrete
Gradient in diesem Zustandspunkt eine Komponente beziiglich der Austrittsseite
F, besitzen, die aus dem Simplex zeigt. Dies ldsst sich durch den Zusammenhang

VeeS: np (@-1I1,)z+Hu(z)+¢) >0 (B.1)
darstellen. Fir die Eckpunkte des Simplex gilt dabei
vz, €V: np (2-1,)z, +Hu(z,)+e) >0, (B2)

was der Gleichung (5.28a) entspricht. Die Menge V bezeichnet dabei die Menge
der Eckpunkte des Simplex.
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In [Hv04] wird gezeigt, dass ein Zustandspunkt x in einem Simplex eindeutig
durch eine Linearkombination der Eckpunkte des Simplex dargestellt werden kann,
es gilt also

n+1

z=) bz,
1

+

(B.3)

.
Il

fiir bestimmte b;, i = 1,....n + 1. Dieser Zusammenhang ist in einer ande-
ren Darstellung auch in Gleichung (5.75) zu finden. Fir die Stellgrofie in die-
sem Zustandspunkt gilt unter Annahme eines linearen bzw. affinen Regelgesetzes
[Hv04] der Zusammenhang

n+1

u(z) =Y bu(z,,) (B.4)
i=1

aus Gleichung (5.78). Fir die Eindeutigkeit der Losung wird weiterhin gefordert,
dass der Zusammenhang

> bi=1 (B.5)

aus Gleichung (5.77) gilt. Fir Zustandspunkte im Simplex gilt dann 0 < b; <1,
i=1,...,n+1.

Setzt man nun die Zusammenhdnge aus den Gleichungen (B.3), (B.4) und (B.5)
in den Ausdruck aus Gleichung (B.1)

np (@ —1,)z+ Hu(z) + ¢) (B.6)

ein, so erhdlt man

n+1 n+1 n+1
ny. <<<I> L)Y bz, +H > bulz,)+ Y bw) : (B.7)
=1 =1 =1

Nach Umformen der Gleichung (B.T) folgt daraus

n+1
> (bing, (2-1,)z, +Hu(z,)+¢)) (B.8)

i=1

Da der Ausdruck Q},:a ((Q—ln)gvi + Hu(z,,) +£) i der Summe von Glei-

chung (B.8) nach Bedingung (B.2) grofier Null ist, ist auch das Produkt dieses
Ausdrucks mit 0 < b; < 1, ¢ = 1,....,n+ 1 gréfler Null. Fir den Ausdruck in
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Gleichung (B.8) gilt demnach

n+1
> (bing, (2 -I1,)z,, +Hu(z,)+¢)) >0, (B.9)
i=1

somit ist die Bedingung (B.1) erfillt. n

Der Beweis ldsst sich leicht auf die Bedingungen (5.28b-5.28j) iibertragen. In diesen
Bedingungen wird immer nur eine positive bzw. negative Komponente des zeitdis-
kreten Gradienten beziiglich der Begrenzungsseite in den Eckpunkten der jeweiligen
Begrenzungsseite gefordert. Es ldsst sich bei gleicher Vorgehensweise wie im Beweis
zum Satz B.1 zeigen, dass diese positive bzw. negative Komponente in jedem Punkt
auf der betrachteten Begrenzungsseite des Simplex gilt. Da es sich um Simplexe
handelt, liegen immer n Eckpunkte auf der betrachteten Begrenzungsseite. Der Eck-
punkt n + 1 liegt nicht auf der betrachteten Begrenzungsseite. Die Komponente der
zeitdiskreten Dynamik beziiglich der betrachteten Begrenzungsseite im Eckpunkt
n+ 1 kann sowohl negativ als auch positiv sein. Fiir den Beweis ist die Richtung der
Komponente nicht von Bedeutung, da der Eckpunkt n + 1 keinen Einfluss auf den
Wert des Ausdrucks in Gleichung (B.8) fiir Zustandspunkte auf der betrachteten
Begrenzungsseite hat, da der Faktor b,y fiir die Linearkombination des Eckpunkts
n + 1 immer verschwindet, es gilt dann b,,4; = 0.

B.2 Eindeutigkeit der Losung im Polytop

Es soll der Satz 5.2 bewiesen werden, der hier noch einmal angegeben ist:

Satz B.2 (Eindeutigkeit der Reglerparameter beim Polytop):

Die Reglerparameter R und ¢ berechnet fiir ein Polytop, sind genau dann eindeu-
tig, wenn die zur Reduktion und Berechnung der Parameter verwendeten n + 1
Eckpunkte des Polytops ein volldimensionales Simplex aufspannen und in das
Gitemafl und in die Nebenbedingungen alle M Ecken einfliefen.

Der Beweis fiir diesen Satz ist wie folgt:

Beweis (Beweis von Satz B.2):
Gegeben ist ein Polytop mit M Ecken im Zustandsraum, das eindeutig durch das
Regelgesetz

W(e,) = [ 2] 1]

L,

(B.10)

aus Gleichung (5.39) direkt in ein Polytop mit den Eckpunkten u(z,, ), i =1,..., M
abgebildet wird.
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Statt nun diesen direkten Weg der Abbildung zu wdhlen, soll im Weiteren gezeigt
werden, dass bei einer Abbildung des Polytops iiber baryzentrische Koordinaten,
unter der Verwendung beliebiger n + 1 Eckpunkte, das gleiche Polytop mit den
Eckpunkten u(z,,), i = 1,..., M wie bei der direkten Abbildung entsteht.

Dieses Polytop gibt den giiltigen Bereich fir zuldssige Losungen an. Da es sich
immer um das gleiche Polytop handelt, ist die Losung dann auch immer gleich.

Durch die Wahl von n+1 Ecken kann zu den baryzentrischen Koordinaten dieser
n + 1 Ecken dbergegangen werden. In Abbildung B.1 ist ein Beispiel mit zwei
Zustinden dargestellt, bei dem die Ecken z,, , z,, und x,_ als Basis fiir die ba-
ryzentrischen Koordinaten, einem Simplex, gewdhlt werden.

y(gvs) L(EM)

Abbildung B.1: Eindeutigkeit der Losung im Polytop

Alle M Ecken konnen dann durch die baryzentrische Koordinatentransforma-
tionsmatriz T aus Gleichung (2.26) in diesen baryzentrischen Koordinaten b
dargestellt werden. Im Beispiel ergibt sich so die baryzentrische Transformati-

onsmatrix zu .

|
zl
Tp=|a2L 1| . (B.11)
zk 1

Jede der M Ecken sind dann baryzentrische Koordinaten b, , 1 = 1,..., M zu-
geordnet. Die Stellgrifie y(gvj), in einer Ecke, die nicht zum gewdhlten Simplex

gehort, ldasst sich durch eine Linearkombination der Stellgrdfien in den Ecken des
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Simplex Uy, k=1,...,n+ 1 schreiben zu
af
T T .
u (z,,) =b;
Uiy

Ersetzt man nun hierin b; durch den Zusammenhang aus Gleichung (2.26), ergibt
sich

Ersetzt man nun den Vektor mit den Stellgrifien [ Uy v Uy }T durch den
Zusammenhang aus Gleichung (5.40), so folgt

W(z,) = [ 2f 1| THTE)

S

Vereinfacht man dies so weit wie maoglich, ergibt sich

W)= |2 1]

®

U

Dies entspricht genau der Gleichung (B.10). Da jede Kombination von Eckpunk-
ten, die ein Simplex bilden, dasselbe Ergebnis liefern, ist obiger Satz bewiesen. m

B.3 Inharente Systemgrenzen

In [Fre99, Buc04b] wurde bewiesen, dass ein autonomes zeitkontinuierliches affi-
nes System inhédrente Systemgrenzen besitzt. Diese inhérenten Systemgrenzen sind
durch so genannte Hyperebenen beschreibbar, wenn das System nur reelle Eigen-
werte besitzt, deren Normalenvektoren die Linkseigenvektoren darstellen. Die Ru-
helage des Systems liegt dabei auf den inhérenten Systemgrenzen. Fiir stabile Fi-
genwerte bewegt sich die Trajektorie auf die zugehorige inhirente Systemgrenze
zu, fiir instabile Eigenwerte von dieser weg, und fiir den zeitkontinuierlichen Ei-
genwert s = 0 bleibt der Abstand zu dieser Hyperebene konstant. Aufserdem wird
in [Fre99, Buc04b, Wol05] auch die Existenz von Systemgrenzen durch den aktuellen
Zustand bewiesen.

Zu den Abtastzeitpunkten ist der zeitdiskrete Zustand mit dem zeitkontinuierlichen
Zustand identisch. Es ist damit anschaulich klar, dass die zeitdiskrete Systembe-
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schreibung ebenfalls iiber eine inhdrente Systemgrenze verfiigen muss, die sich wie-
derum als Hyperebenen darstellen l&sst.

Im Folgenden soll die Existenz der inhdrenten Systemgrenzen unabhéngig von der
zeitkontinuierlichen Betrachtungsweise in [Fre99, Buc04b] bewiesen werden.

B.3.1 Existenz der inhirenten Systemgrenzen

Das autonome zeitdiskrete affine System (3.5)

Ty = Lrzy + 9, (B.12)
mit reeller Transitionsmatrix ® und mit positiven reellen Eigenwerten X; > 0,
i=1,...,n, denen im Zeitkontinuierlichen reelle Eigenwerte entsprechen, wird be-
trachtet.

Mit diesen Voraussetzungen gilt:

Satz B.3 (Inhirente Systemgrenzen durch die Ruhelage zpg,..):

Beim autonomen System (B.12) mit reeller Transitionsmatric ® g, mit reellen
und positiven Eigenwerten \;, bilden alle Hyperebenen der Form w! x = w¥ zp pe
inhdrente Systemgrenzen.

Firi=1,...,n gelten folgende Implikationen:

Wi Ty < Wi Tpype — W, Ly, < W Tpype ¥k >0 (B.13a)

w} g > w] Trype — Wi T, > W] Trupe VE >0 (B.13b)
T T T T

Wi Tg = W; Trype — W; T = W; Tpype ¥ E >0 (B.13c)

Die Implikationen lassen sich leicht durch vollstandige Induktion beweisen.

Beweis (Beweis von Satz B.3):
Fir die Implikation (B.13a) ergibt sich der Induktionsanfang

T T
Wi o < Wi TRyhe: (B.14)

der nach der Voraussetzung erfillt ist. Es folgt der Induktionsschritt. Als Induk-
tionsannahme wird angenommen, dass die Gleichung

w2y < W Tpype (B.15)

fiir ein k € g erfillt ist. Nun ist zu zeigen, dass damit auch die Induktionsbe-
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hauptung

1
T . T
Wi Tpyy < Wi LRuhe (B.16)

erfillt ist.
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Dafiir werden folgende Zusammenhdnge bendtigt:

e Die Ungleichung der Induktionsannahme (B.15) gilt auch, wenn beide Sei-
ten mit einem konstanten positiven Faktor multipliziert werden:

i Q;f T, < A Q;F TRuhe s i € R* (B.17)

e Fir die Ruhelage gilt
Zryne = LLRupe +©5 (B.18)
nach ¢ aufgeldst ergibt sich daraus

f = LRyhe — giRuhe . (Blg)

Zum Beweis des Induktionsschritts wird die Systemgleichung (B.12) in die In-
duktionsbehauptung (B.16) eingesetzt

T Lo
wi (), +9) < W Trype- (B.20)
Durch Ausmultiplizieren und Umsortieren ergibt sich daraus
!
w} Ly, < W Tpune — WJ P (B-21)

Durch Gleichsetzen der linken Seiten der Gleichungen (B.17) und (B.21) ergibt
sich

w! = w; . (B.22)

T T

Es wird dabei schon in [Fre99] gefordert, dass der Zustand z;, in beide Gleichun-
gen in der gleichen Art und Weise eingeht.

Die Gleichung (B.22) ist die Bestimmungsgleichung fiir den Linkseigenvektor w}
zum Figenwert \; und somit auf jeden Fall erfillt. Unter Verwendung dieser
nicht notwendigen Bedingung sowie Einsetzen der Gleichung (B.19) erhdlt man
aus Ungleichung (B.21) den Zusammenhang

!
T s T T T
Aiw; Ty < Wi Tryhe — Wi Tryhe TW; L TRune (B.23)

=0
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Unter nochmaliger Anwendung des Zusammenhangs (B.22) ergibt sich die Un-
gleichung zu

!
Aiw! z, < X w] Ty - (B.24)

Da X\; € Rt vorausgesetzt wurde, kann die Ungleichung nun noch durch \; divi-
diert werden:

1
T )y T
Wi Xy, < Wi TRype (B.25)

Dies ist genau die Induktionsannahme (B.15) und somit wurde der Induktions-
schritt bewiesen. Es wurde damit gezeigt, dass die Implikation (B.13a) erfillt ist.
Analog kénnen die Implikationen (B.13b) bzw. (B.13¢) bewiesen werden. Hierfir
ist nur in jeder Ungleichung des Beweises das Zeichen ,<“ durch das Zeichen ,>*
bzw. ,=“ auszutauschen. [ ]

Im Folgenden wird die Systembewegung relativ zu den Systemgrenzen untersucht.

B.3.2 Systembewegung relativ zu den Systemgrenzen

Die zum Eigenwert \; gehorende inhérente Systemgrenze besitzt als Normalenvek-
tor den Linkseigenvektor w,. Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Ab-
schnitt B.3.1.

Satz B.4 (Systembewegung relativ zu den inhirenten Systemgrenzen):
Das System bewegt sich bei stabilem Eigenwert vom Ausgangszustand x,, der
nicht auf der Systemgrenze liegt, auf die zugehdrige Systemgrenze zu. Der Ab-
stand zur zugehdorigen Systemgrenze bleibt fiir den Eigenwert A\; = 1 konstant.
Fiir instabile Eigenwerte bewegt sich die Systemtrajektorie von der zugehdrigen
Systemgrenze weg. Der Betrag des zeitdiskreten Gradienten relativ zur System-
grenze hdingt dabei proportional vom Abstand des aktuellen Zustands von dieser
Systemgrenze ab.

Fiir den Beweis wird der Anteil des zeitdiskreten Gradienten x; ,; — z;, in Richtung
des Normalenvektors der Systemgrenze betrachtet. Dabei werden auch Zusammen-
hénge aus dem Beweis in Abschnitt B.3.1 bendtigt.

Beweis (Beweis von Satz B.4):
Die Projektion des zeitdiskreten Gradienten ;| — x;, in Richtung des Norma-
lenvektors w,; der zum FEigenwert \; gehdrenden Systemgrenze ergibt sich zu

wi (21 —2) =w) (Ray +o—1xp) (B.26)
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Ersetzt man nun ¢ mit dem Zusammenhang aus Gleichung (B.19), so erhdlt man

w; (zp1 — ) = w] (D), — ), + Zrune — L ZRune)
T

., T T T
=w; Pry —w; Ty + W Trype — Wi P Trype - (B.27)

Der projizierte zeitdiskrete Gradient ldsst sich mit dem Zusammenhang aus Glei-
chung (B.22) umformen zu

T —y..,T T T T
w; (§k+1 - Qk) =AWy Ly — Wi Ty + Wi Trupe — Ai Wi ZRuhe

= ()‘1 - 1)M;T Ly, + (1 - /\Z)MzT LRuhe
=N = 1) (w2, — w Trype) - (B.28)

Der Ausdruck (xx) in Gleichung (B.28) ist proportional zum Abstand des Punk-
tes x;, zur Systemgrenze. Der Betrag des Normalenvektors w; stellt dabei den
Proportionalititsfaktor dar. Der Ausdruck (x) in (B.28) ist somit nicht vom ak-
tuellen Zustand abhingig, die Anderung des Zustands relativ zu einer System-
grenze ist demnach proportional zum Abstand des aktuellen Zustands von dieser
Systemgrenze.

Damit bleibt noch zu zeigen, dass die angegebene Richtung der Bewegung in
Satz B.J in Abhdngigkeit des zugehorigen Eigenwertes korrekt ist. Fir den Fi-
genwert \; = 1 ist offensichtlich, dass keine Bewegung senkrecht zur Systemgren-
ze stattfindet, da der Ausdruck (x) und damit auch die rechte Seite der Glei-
chung (B.28) zu 0 wird.

Als erstes soll nun der Fall betrachtet werden, wenn der Ausdruck (xx) einen
positiven Wert hat. Der Wert des Ausdrucks (xx) ist genau dann positiv, wenn x,,
in dem Halbraum liegt, in den der Normalenvektor zeigt. Liegt x; im anderen
Halbraum, so ist der Wert negativ.

o Ist der zur Systemgrenze gehidrende Eigenwert stabil, d.h. 0 < A\; < 1, so
ist der Ausdruck (%) negativ. Dies bedeutet, dass die gesamte rechte Sei-
te der Gleichung (B.28) negativ ist. Damit zeigt der projizierte zeitdiskrete
Gradient in die entgegengesetzte Richtung wie der Normalenvektor der Sys-
temgrenze und damit zur Systemgrenze hin.

e Gilt fiir den Figenwert \; > 1, so ist der Ausdruck () und damit auch die
ganze rechte Seite der Gleichung (B.28) positiv. Dies bedeutet, dass sich die
Systemtrajektorie von der Systemgrenze weg bewegt.
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Ahnlich sieht es bei dem Fall aus, wenn der Ausdruck (xx) einen negativen Wert
hat:

o Ist der zur Systemgrenze gehdrige Figenwert stabil, d.h. 0 < \; < 1, so
ist der Ausdruck (%) negativ. Dies bedeutet, dass die gesamte rechte Seite
der Gleichung (B.28) positiv ist. Damit zeigt der projizierte zeitdiskrete
Gradient in die gleiche Richtung wie der Normalenvektor der Systemgrenze
und damit zur Systemgrenze hin.

e Gilt fiir den Figenwert \; > 1, so ist der Ausdruck (x) positiv und damit die
ganze rechte Seite der Gleichung (B.28) negativ. Dies bedeutet, dass sich
die Systemtrajektorie von der Systemgrenze weg bewegt.

Man kann also zusammenfassen, dass fir 0 < \; < 1 sich die Systemtrajektorie
auf die Systemgrenze zu bewegt und fiir \; > 1 sich von der Systemgrenze ent-
fernt. Fir A\ = 1 gibt es keine Bewegung in Richtung des Normalenvektors der
Systemgrenze. Im Gesamtsystem iberlagern sich im allgemeinen mehrere Bewe-
gungen, die sich aus den Bewegungen einzelner Eigenwerte \; zusammensetzen,
fiir die die obigen Betrachtungen gelten. ]

B.3.3 Inhirente Systemgrenzen durch den aktuellen Zustands-
punkt [Buc04b, Wol05]

Aus den beiden nun bewiesenen Sétzen B.3 und B.4 ldsst sich die Existenz wei-
terer inhdrenter Systemgrenzen ableiten, wie dies in [Fre99] schon fiir zeitkontinu-
ierliche Systeme gezeigt wurde. Diese Systemgrenzen verlaufen durch den aktuellen
Zustandspunkt.

Satz B.5 (Inh&rente Systemgrenzen durch z):

Die Hyperebenen wlx = wlz, , i = 1,...,n bilden fiir den weiteren Ver-
lauf (k > 0) der Systemtrajektorie ebenfalls inhdrente Systemgrenzen. Dabei be-
wegt sich die Systemtrajektorie aufer fiir den Fall \; = 1 immer von einer dieser

Systemgrenzen weg, und zwar

e in den Halbraum, der die Ruhelage enthdlt, wenn der zugehdrige reelle Ei-
genwert stabil (0 < A\; < 1) ist,

e in den Halbraum, der die Ruhelage nicht enthdlt, wenn \; > 1 gilt.

Beweis (Beweis von Satz B.5):

Die in Satz B.5 genannten Systemgrenzen durch den Zustandspunkt x, haben
dieselben Normalenvektoren, wie die Systemgrenzen in Satz B.3. Die in Satz B.4
gefundenen Bewegungsrichtungen der Systemtrajektorie konnen deshalb auch auf
diese Systemgrenzen tbertragen werden. Ist \; = 1, dann bleibt der Abstand zur
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Systemgrenze, die durch die Ruhelage verlduft, konstant. Folglich dndert sich auch
der Abstand von der Systemgrenze wl x = w} z, nicht und die Systemgrenze

7 X
schneidet den Zustandspunkt z, parallel zur Systemgrenze durch die Ruhelage.

Handelt es sich um einen stabilen Eigenwert, dann verringert sich der Abstand
der Systemtrajektorie zur Systemgrenze, die durch die Ruhelage verlduft und muss

deshalb von der Hyperebene w} x = wi z, weg in Richtung der Ruhelage streben.

i = i =

Fiir instabile Eigenwerte bewegt sich die Systemtrajektorie von der Hyperebene

@;Fg =w! zq in den Halbraum, der die Ruhelage nicht enthilt. [ ]

i Ly
An einem kleinen Beispiel soll dieser Satz B.5 nun veranschaulicht werden.

Beispiel B.1 (Inhirente Systemgrenzen durch z):

Ausgehend von einem autonomen System zweiter Ordnung mit den reellen Eigen-
werten A1 und Ag mit 0 < A\; < Ay < 1 sowie den zugehérigen Linkseigenvektoren w;
und wy wird der Verlauf der Trajektorie ausgehend vom Anfangspunkt z, betrachtet.

In Abbildung B.2 sind die inhdrenten Systemgrenzen mit gestrichelten Linien einge-
zeichnet. Die Projektionen des zeitdiskreten Gradienten auf die Normalenvektoren
sind durch diinne durchgezogene Linien markiert. Die Linkseigenvektoren sind im
Zustandspunkt x, als fette Pfeile dargestellt. Deutlich erkennt man die Abhdngigkeit
der Relativbewegung vom zugehdrigen Figenwert und dem jeweiligen Abstand zur
Systemgrenze.

L Ruhe

Abbildung B.2: Inhédrente Systemgrenzen eines Systems zweiter Ordnung und
Projektion des Gradienten auf die Normalenvektoren
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B.4 Riickschluss von den Projektionen auf den zeit-
diskreten Gradienten

Es soll nun gezeigt werden, wann von den Projektionen des zeitdiskreten Gradienten
aus Anhang B.3.2 auf den zeitdiskreten Gradienten zj,, — z; selbst geschlossen
werden kann. Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt B.3.1.

Satz B.6 (Riickschluss von der Projektion auf den Gradienten):

Wenn die Linkseigenvektoren eines autonomen affinen Systems der Form (B.12)
linear unabhdngig sind, so ldsst sich von der Projektion des zeitdiskreten Gra-
dienten w} (zj,q — ) (i = 1,...,n) in Richtung der Normalenvektoren der
Systemgrenzen auf den zeitdiskreten Gradienten x| — x; zuriickschliefien. Da-
bei wird die Linearkombination der Rechtseigenvektoren gebildet, wobei als Faktor
vor dem Rechtseigenvektor v; der Wert w} (§k+1 - gk) zu wdhlen ist.

Fiir den Beweis wird verwendet, dass sich der Gradient als eine Linearkombination
von n linear unabhéngigen Vektoren v, schreiben lasst (siehe [F693a]).

Beweis (Beweis von Satz B.6):
Wird der zeitdiskrete Gradienten z,,, — x;, als Linearkombination noch unbe-
stimmter Vektoren v, (i = 1,...,n) betrachtet, so gilt

Tyl =L =MU+ oo MUy =V M+ U,

da Skalar und Vektor vertauscht werden dirfen. Fordert man nun, dass der Faktor
ni = wi (zp1 —xy) , i = 1,...,n der Projektion des zeitdiskreten Gradienten
entspricht, erhdlt man

Ty — T =0 W1 (T — ) + o F 0, Wy (T — )

= (v w! +...+v,w)) (Tr — i) -

Fasst man die Vektoren v; zu einer Matrix V. = [vq,...,v,] und die Vektoren w;
zu einer Matric W = [wy, . .. ,wn]T zusammen, so gilt
Ty — 2 = VIV (241 —2) - (B.29)

Damit der Riickschluss auf den zeitdiskreten Gradienten moglich ist, muss

gelten. Dies ist genau dann erfillt, wenn man die Matrix V. als Inverse der Ma-
tric W wahlt. Dazu muss det(W) # 0 gelten, die Vektoren w, missen also linear
unabhdngig sein. Die Matriz V. stellt die Matrix der Rechtseigenvektoren dar. m






Literatur

[Abe90]
|AT06]

[Bac05]

[BBBMOS|

[Bel52]

[BFMO0]

[BMOY]

[Bor02]

[Bra95|

[BTKO4]

[Buc04a)

Abel, D.: Petri-Netze fiir Ingenieure. Springer Verlag, 1990.

Azuma, Shun-ichi und Imura, Jun-ichi : Synthesis of optimal controllers
for piecewise affine systems with sampled-data switching. Automatica,
42:697-710, 2006.

Back, Michael.: Prddiktive Antriebsregelung zum energieoptimalen Be-
trieb von Hybridfahrzeugen. Dissertation, Universitdtsverlag Karlsruhe,
Karlsruhe, 2005.

Borrelli, F, Baoti¢, M., Bemporad, A. und Morari, M.: Dynamic pro-
gramming for constrained optimal control of discrete-time linear hybrid
systems. Automatica, 41:1709-1721, 2005.

Bellman, R. E.: On the theory of Dynamic Programming. Proceedings
of National Academic Science,USA, 1952.

Bemporad, A., Ferrari-Trecate, G. und Morari, M.: Observability and
Controllability of Piecewise Affine and Hybrid Systems. IEEE Trans-
actions on Automatic Control, 45, 2000.

Bemporad, A. und Morari, M.: Control of systems integrating logic, dy-
namics, and contraints. Automatica, 35:407-427, 1999.

Borrelli, F.: Discrete Time Constrained Optimal Control. Dissertation,
Eidgenossische Technische Hochschule Ziirich, Oktober 2002.

Branicky, M. S.: Studies in Hybrid Systems: Modeling, Analysis, and
Control. Doktorarbeit, MIT, 1995.

Back, M., Terwen, S. und Krebs, V.: Predictive powertrain control for
hybrid electric vehicles. Proceedings of IFAC Symposium in Advances
in Automotive Control, S. 451-457, Salerno, Italy, 2004.

Buchholz, Michael: Modellprddiktive Regelung eines hybriden Sys-
tems am Beispiel eines Zwei-Tanks. Studienarbeit 175, Institut fiir
Regelungs- und Steuerungssysteme, Universitat Karlsruhe (TH), Mérz
2004.



198

Literatur

[Buc04b]

[Cv04]

[DDGPO3]

[DDP03]

[DMWOS5|

[Eng97]

[FMLMO1]

[F693al

[F&93b]

[F&94]

[F598]

[Fre99]

[GK V86|
[GSC+03]

[Har06]

Buchholz, Michael: Zeitdiskrete Prozessfiihrung eines hybriden Systems
mit diskreten Stelleingriffen. Diplomarbeit 767, Institut fiir Regelungs-
und Steuerungssysteme, Universitat Karlsruhe (TH), Oktober 2004.

Collins, P. und van Schuppen, Jan. H. : Oberservability of Piecewise-
Affine Hybrid Systems. 2004.

De Santis, E., Di Benedetto, M. D., Gennaro, S. und Pola, G.: Hybrid
Observer Design Methodology. HYBRIDGE, WP7, Error Evolution Con-
trol,Report to European Commission, 2003.

De Santis, E., Di Benedetto, M. D. und Pola, G.: On Observability and
Detectability of Continuous-time Linear Switching Systems. Proceedings
of the 42nd IEEE Conference on Decision and Control, Maui, Hawaii,
USA, 2003.

Dennis, J. E., Mahmoud, El-Alem und Williamson, Karen: A trust-
region approach to monlinear systems of equalities and inequalities.
SIAM J. Optim, Vol. 9, No. 2, Seiten 291-315, 2005.

Engell, Sebastian: Modellierung und Analyse hybrider dynamischer Sys-
teme. at-Automatisierungstechnik, 45:152-162, 1997.

Ferrari-Trecate, G., Muselli, M., Liberati, D. und Morari, M.: Identi-
fication of Piecewise Affine and Hybrid Systems. Proceedings of the
American Control Conference, Arlington, USA, 2001.

Follinger, Otto: Lineare Abtastsysteme. 5. Auflage, R. Oldenbourg Ver-
lag, Miinchen, 1993.

Follinger, Otto: Nichtlineare Regelungen II. 7. Auflage, Hiithig Buch
Verlag, Heidelberg, 1993.

Follinger, Otto: Regelungstechnik. 8. Auflage, Hiithig Buch Verlag, Hei-
delberg, 1994.

Follinger, Otto: Nichtlineare Regelungen I. 8. Auflage, Hiithig Buch
Verlag, Heidelberg, 1998.

Frehse, Goran: Prozessfiihrung einer Klasse hybrider Systeme auf der
Basis von Netz-Zustands-Modellen.  Diplomarbeit 714, Institut fiir
Regelungs- und Steuerungssysteme, Universitit Karlsruhe (TH), 1999.

Gerthsen, Kneser und Vogel: Physik. Springer Verlag, Berlin, 1986.

Gallestey, E., Stothert, A., Castagnoli, D. , Ferrari-Trecate, G. und Mo-
rari, M. : Using Model Predictive Control and Hybrid Systems for Op-
timal Scheduling of Industrial Processes. at-Automatisierungstechnik,
51(6):574-582, 2003.

Hardy, Sandrine: Methodische Ermittlung von Parametern zur Durch-
fithrung einer Dynamischen Programmierung am Beispiel einer Druck-



Literatur

199

[HBKO5a

[HBKO5b]

[HE02)

[Hel06]

[HK07]

[HL92]

[HMO3]

[Hof99]

[HSK04a)

[HSK04b]

[HTK99]

[HTKO0]

regelung. Diplomarbeit 780, Institut fiir Regelungs- und Steuerungssys-
teme, Universitat Karlsruhe (TH), 2006.

Hodrus, Thomas Erhard, Buchholz, Michael und Krebs, Volker: Control
of Discrete-Time Piecewise Affine Systems. Proceedings of IFAC World
Congress, Prag, 2005.

Hodrus, Thomas Erhard, Buchholz, Michael und Krebs, Volker: A New
Local Control Strategy for Control of Discrete-Time Piecewise Affine
Systems. Proceedings of European Control Conference (ECC), Sevilla,
Spanien, 2005.

Hu, Xiaohui und Eberhart, Russell: Solving constrained nonlinear opti-
mization problems with particle swarm optimization. Proceedings of the
Sixth World Multiconference on Systemics, Cybernetics and Informatics
2002 (SCT 2002), Orlando, USA, 2002.

Held, Michael: Regelung einer Lose im Antriebsstrang eines Kraftfahr-
zeugs. Studienarbeit 196, Institut fiir Regelungs- und Steuerungssyste-
me, Universitdt Karlsruhe (TH), Januar 2006.

Haschka, M. und Krebs, V.: Beobachtung der Verdrillung in einem Kfz-
Antriebsstrang mit Lose. at-Automatisierungstechnik, 55(3), 2007.

Hoschek, J. und Lasser, D.: Grundlagen der geometrischen Datenverar-
beitung. Teubner Verlag, Stuttgart, 1992.

Hodrus, T. und Miinz, E.: Hybride Phinomene in zeitdiskreter Darstel-
lung. at-Automatisierungstechnik, 51(12):574-582, 2003.

Hoffmann, 1.: Identifikation hybrider dynamischer Systeme. Shaker Ver-
lag, Aachen, 1999.

Hodrus, Thomas Erhard, Schwarz, Michael und Krebs, Volker: A Time
Discretization Method for a Class of Hybrid Systems. Proceedings of
NOLCOS, IFAC Symposium on Nonlinear Control Systems, Volume 2,
S. 977-982, Stuttgart, 2004.

Hodrus, Thomas Erhard, Schwarz, Michael und Krebs, Volker: A Ti-
me Discretization Method For a Class of Hybrid Systems With Jumps.
Proceedings of IAR Annual Meeting, Karlsruhe, 2004.

Henrion, Didier, Tarbouriech, Sophie und Kucera, Vladimir: Control
of linear systems subject to input constraints: a polynomial approach.
Part I - SISO Plants. Proceedings of the 38th Conference on Decicion
and Control, Phoenix, Arizona, USA, 1999.

Henrion, Didier, Tarbouriech, Sophie und Kucera, Vladimir: Control
of linear systems subject to input constraints: a polynomial approach.
MIMO Case. Proceedings of the American Control Conference, Chicago,
Illinois, USA, 2000.



200

Literatur

[Hv04]

[HWBKO6]

[HWEKO6|

[Imu04]

[JT95]

[KBCO5]

[Kie97]

[K1o07]

[Krii04]

[LE02]

[LE04]

[LE05]|

[Lip95]

Habets, Luc C. G. J. M. und van Schuppen, Jan H.: A Control Problem
for Affine Dynamical Systems on a Full-Dimensional Polytope. Auto-
matica (40), Seiten 21-35, 2004.

Hodrus, Th. E., Wolff, F., Buchholz, M. und Krebs, Volker : A Local
Control Strategy for the Control of Discrete-Time Piecewise Affine Sys-
tems on Full Dimensional Polytopes. Proceedings of IECON, IEEE,
Paris, 2006.

Hodrus, Thomas Erhard, Wolff, Florian und Krebs, Volker: A Con-
trol Strategy for Control of Discrete-Time Piecewise Affine Sys-
tems on Polytopes Using System Inherent Bounds. Proceedings of
CCA/CACSD/ISICO06, S. 1499-1504, Miinchen, 2006.

Imura, Jun-ichi: Optimal Control of Sampled-data Piecewise Affine Sys-
tem. Automatica, 40:661-669, 2004.

Jensen, T. R. und Toft, B.: Graph coloring problems. Wiley-Interscience,
New York, 1995.

Kvasnica, M., Baotic, M. und Christiophersen, F.J.: Multi Parametric
Toolbox (MPT). http://control.ee.ethz.ch/ mpt/, Eidgendssische
Hochschule, Ziirich, Schweiz, 2005.

Kienke, U: Freignisdiskrete Systeme. Oldenbourg Verlag, Miinchen,
1997.

Klotz, Dino: Erweiterung einer globalen Strategie fir die Prozessfiih-
rung hybrider Systeme. Diplomarbeit 792, Institut fiir Regelungs- und
Steuerungssysteme, Universitét Karlsruhe (TH), Mérz 2007.

Kriiger, Kim Michael: Optimale Regelung eines hybriden Systems mit-
tels multiparametrischer Optimierung. Studienarbeit 179, Institut fiir
Regelungs- und Steuerungssysteme, Universitiat Karlsruhe (TH), Sep-
tember 2004.

Lagerberg, Adam und Egardt, Bo: Evaluation of Control Strategies for
Automotive Powertrains with Backlash. Proceedings of 6th Internatio-
nal Symposium on Advanced Vehicle Control, Hiroshima, Japan, Seiten
517-522, 2002.

Lagerberg, Adam und Egardt, Bo: Model predictive control of automoti-
ve powertrains with backlash. Technical Report R010,/2004. Department
of Signals and Systems, Calmers University of Technology, 2004.

Lagerberg, Adam und Egardt, Bo: Model predictive control of automo-
tive powertrains with backlash. Proceedings of IFAC World Congress,
Praha, 2005.

Lipp, Hans Martin: Grundlagen der Digitaltechnik. Oldenburg Verlag,
Miinchen, 1995.


http://control.ee.ethz.ch/~mpt/

Literatur

201

[Lis06]

[Lun00]

[MHKO3b]

[MHKO4]

[Miin06]

[NenO1]

[NM93]

[Pap91]
[PMs2]

[Pra03]

[Pre85]

IPSO]

Liske, Michael: Optimale Approzimation von Reglerkennfeldern. Studi-
enarbeit 190, Institut fiir Regelungs- und Steuerungssysteme, Universi-
tat Karlsruhe (TH), Januar 2006.

Lunze, Jan: Fin Beispiel fir den Entwurf schaltender Beobachter. at-
Automatisierungstechnik, 48(11):556-562, 2000.

Lunze, J.: Regelungstechnik, Band 2. Springer Verlag, Berlin, 2004.
Lunze, J.: Regelungstechnik, Band 1. Springer Verlag, Berlin, 2005.
Lunze, J.: Ereignisdiskrete Systeme. Springer Verlag, Berlin, 2006.

Miinz, Eberhard, Hodrus, Thomas Erhard und Krebs, Volker: A Gradi-
ent Based Method for the Identification of Hybrid Systems. Proceedings
of 4th MATHMOD, S.766-775, Wien, 2003.

Miinz, Eberhard, Hodrus, Thomas Erhard und Krebs, Volker: Top-Down
Identification of Hybrid Characteristic Maps. Proceedings of ADHS 03,
S. 34-39, Saint Malo, Frankreich, 2003.

Miinz, Eberhard, Hodrus, Thomas Erhard und Krebs, Volker: Gradi-
ent Based Identification of Hybrid Systems. Mathematical and Compu-
ter Modelling of Dynamical Systems, Vol 10, Nr. 1, S. 25-40, Taylor &
Francis, 2004.

Miinz, Eberhard: Identifikation und Diagnose hybrider dynamischer Sys-
teme. Schriften des Instituts fiir Regelungs- und Steuerungssysteme,
Universitdt Karlsruhe (TH), Band 01, Universititsverlag Karlsruhe,
Karlsruhe, 2006.

Nenninger, Gero Michael: Modellbildung und Analyse hybrider dynami-
scher Systeme als Grundlage fir den Entwurf hybrider Steuerungen.
Fortschritt-Berichte VDI: Reihe 8, Nr. 902, VDI-Verlag, Diisseldorf,
2001.

Neumann, K. und Morlock, M. : Operations Research. Hanser Verlag,
Miinchen, 1993.

Papageorgiou, M.: Optimierung. Oldenbourg Verlag, Miinchen, 1991.

Pfaff, G. und Meier, C.: Geregelte Gleichstromantriebe, Band 2. Olden-
bourg Verlag, Miinchen, 1982.

Automatisierungstechnisches Praktikum, Versuch 7: Regelung eines
3-Tank-Systems. Institut fiir Regelungs- und Steuerungssysteme, Uni-
versitit Karlsruhe (TH), August 2003. Versuchsanleitung.

Preufs, W.: Distributionen und Operatoren. Springer Verlag, Wien - New
York, 1985.

Particle Swarm Optimization. http://www.swarmintelligence.org.


http://www.swarmintelligence.org

202

Literatur

[Ros06]

[RP04]

[SchO1]

[Sch04a]

[Sch04b]

[SKHKO05]

[SM72]

[Son81]

[Str05]

[TBKO04|

[Tob03]

[Tol04]

[TRN+99)

Roshau, Viktor: Steuerung eines Druckreglers mit Prozessfihrungsstra-
tegien fiir hybride Systeme. Studienarbeit 187, Institut fiir Regelungs-
und Steuerungssysteme, Universitat Karlsruhe (TH), Dezember 2006.

Rainer, D. und Pfeiffer, B.: Modellbasierte pridiktive Regelung: eine Fin-
fithrung fiir Ingenieure. Oldenbourg Verlag, Miinchen, 2004.

Schnabel, Mark: Diskret-kontinuierliche dynamische Systmeme: Opti-
male Steuerung und Regelung. Fortschritt-Berichte VDI: Reihe 8, Nr.
900, VDI-Verlag, Diisseldorf, 2001.

Schneider, Matthias: Entwicklung einer robusten Regelung fir einen hy-
draulischen Aktor. Studienarbeit 174, Institut fiir Regelungs- und Steue-
rungssysteme, Universitat Karlsruhe (TH), Januar 2004.

Schwarz, Michael: Zeitdiskretisierung stiickweise affiner kontinuierlicher
Systeme. Diplomarbeit 762, Institut fiir Regelungs- und Steuerungssys-
teme, Universitit Karlsruhe (TH), 2004.

Schwarz, Michael, Kiencke, Uwe, Hodrus, Thomas Erhard und
Krebs,Volker: Time Discretization of Piecewise Affine Systems With Sli-
ding Modes. Proceedings of IFAC World Congress 2005, Praha, 2005.

Schneider, G. und Mikolci¢, H.: Finfihrung in die Methode der dynami-
schen Programmierung. Oldenbourg Verlag, Miinchen, 1972.

Sontag, E. D. : Nonlinear Regulation: The Piecewise Linear Approach.
IEEE Transactions on Automatic Control, 26:346-358, 1981.

Strohle, Christian: Entwicklung von Verfahren zur Partitionierung des
Zustandsraumes fiir hybride Systeme. Diplomarbeit 775, Institut fiir
Regelungs- und Steuerungssysteme, Universitat Karlsruhe (TH), 2005.

Terwen, S., Back, M. und Krebs, V.: Predictive powertrain control for
heavy duty trucks. Proceedings of IFAC Symposium in Advances in
Automotive Control, S. 121-126, Salerno, Italy, 2004.

Tobing, Tahan Martamba Tohap Nauli Lumban: Entwicklung von zeit-
diskreten Regelstrategien zur Prozessfiihrung eines hybriden Systems. Di-
plomarbeit 760, Institut fiir Regelungs- und Steuerungssysteme, Univer-
sitdt Karlsruhe (TH), 2003.

Tolle, Henning: Uber einige lokal verallgemeinernde Speicher und ihre
Weiterentwicklung: Teil 2: Delaunay Triangulierung. at-Automatisie-
rungstechnik, 52(4):174-179, 2004.

Tenbrock, F., Rossmann, T., Neumann, D., Jauch, F. und Gierer, G.:
Modellbasierte Funktionsentwicklung und Applikation am Beispiel einer
Wandleriberbriickungskupplung. TAV Syposium Berlin, Steuerungssys-
teme fiir den Antriebsstrang von Kraftfahrzeugen, 1999.



Literatur 203

[WB04] Wolff, J und Buss, M.: Invariance Control Design for Constrained Non-
linear Systems. In Proceedings of the NOLCOS’2004 Symposium on
Nonlinear Control Systems, Stuttgart, Germany, 2004.

[Wol05] Wolff, Florian: Lokale Regelstrategien zur zeitdiskreten Prozessfihrung
stiickweise affiner hybrider Systeme. Diplomarbeit 777, Institut fir
Regelungs- und Steuerungssysteme, Universitit Karlsruhe (TH), 2005.

[Zem65| Zemanian, A. H.: Distribution theory and transform analysis. McGraw-
Hill Book Comp., New York, 1965.
[ZF92] Zurmiihl, Rudolf und Falk, Sigurd: Matrizen 1. 6. Auflage, Springer-

Verlag, Berlin, 1992.









Schriften des Instituts far
Regelungs- und Steuerungssysteme,
Universitat Karlsruhe (TH), Band 03

Viele Systeme in der Praxis lassen sich als hybride Systeme modellieren, wo-
durch sich dem Anwender eine véllig neuartige Herangehensweise fur die Ent-
wicklung effizienter Prozessflihrungsstrategien erschlief3t.

Stlckweise affine Systeme, die auf Polytopen im Zustandsraum definiert sind,
werden genutzt, um Trajektorien auf dem Abstraktionsniveau dieser Polytope,
gezielt in einen ausgewahlten Bereich im Zustandsraum oder in eine Ruhela-
ge zu Uberflhren.

Fur die Uberfithrung von einem Polytop zum néchsten und zum Erreichen der
gewilnschten Ruhelage werden mehrere Verfahren vorgestellt, die ein einfa-
ches affines Regelungsgesetz auf dem zugehérigen affinen System liefern.
Die Auswahl der Polytopreihenfolge wird durch eine einfache Wegsuche in
einer Graphenstruktur ermittelt.

Die beeindruckenden Ergebnisse der neuen Prozessfihrungsstrategie wer-
den an mehreren Anwendungsbeispielen aus der Theorie und Praxis ausfihr-
lich demonstriert.
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