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Kurzfassung

Spiegelnde Reflexion technischer Oberflachen — in der klassischen Sichtpriiffung oft als
zu unterdriickende Stérung empfunden — bildet die Grundlage der deflektometrischen
Messverfahren. Bei diesen wird das Vorwissen iiber die untersuchten Objekte in Form des
Reflexionsgesetzes ausgenutzt: Ein bildgebender Sensor beobachtet iiber die Spiegelfla-
che eine Sequenz definierter Muster. Die Detektion von Anomalien in deren Formmodu-
lation lasst zundchst nur qualitative Aussagen zu. Von der Zuordnung eines Punkts auf
dem Mustergenerator und der entsprechenden Beobachtungsrichtung versucht man auf die
quantitative Gestalt der Spiegelfliche zu schliefen. Die Losung des Rekonstruktionspro-
blems gestaltet sich ungleich schwieriger: Tatséachlich handelt es sich dabei mathematisch

gesehen um ein schlecht gestelltes Problem.

Es werden zunéchst einige theoretische Untersuchungen der oben beschriebenen Abbil-
dung zwischen Kamerabild und Reflexerzeuger angestellt, die bei der Konstruktion eines
deflektometrischen Messaufbaus von Bedeutung sind. Die hier entwickelte Beschreibung
des Rekonstruktionsproblems als System quasilinearer partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung ermoglicht neue Einblicke in die Struktur des zugrunde liegenden Lo-
sungsraums. Inshesondere wird die in zahlreichen Veroffentlichungen vertretene Meinung
widerlegt, durch Beriicksichtigung des inneren Zusammenhangs der untersuchten Ober-
flachenpunkte konne bereits eine Regularisierung erreicht werden.

Der Hauptteil der Arbeit prasentiert zwei neuartige Verfahren, die jeweils unter Einbezie-
hung von Zusatzinformation eine eindeutige Rekonstruktion ermoglichen. Das erste der
beiden stitzt sich auf das bei vielen praxisrelevanten Bauteilen auftretende diffuse Refle-
xionsverhalten. Eine Menge von Schnittpunkten charakteristischer Flachenkurven liefert
einen Punkt, der in der wahren Oberfliche enthalten sein muss. Von diesem Anfangswert
aus ist Charakteristikenexpansion prinzipiell moglich. Experimentell bestatigt sich jedoch,
dass diese Vorgehensweise zur Akkumulation stochastischer Fehler in Integrationsrichtung
fithrt und nur in kleinen Umgebungen anwendbar ist.

Die anschliefende numerische Rekonstruktion fuflt stattdessen auf Level-Set-Methoden
der Formoptimierung. Der vorgeschlagene Variationsansatz basiert auf der Minimierung
eines Oberflachenfunktionals, das die Abweichung einer Fliche von den im Loésungsraum
der deflektometrischen Grundgleichung enthaltenen Flachen beschreibt. Dessen Formgra-
dient ist die homéomorphe Transformation der iterierten Flache, die den starksten Abfall
des Funktionalwerts zur Folge hat. Sie wird durch das Skalarfeld der Ausbreitungsge-
schwindigkeit in Normalenrichtung beschrieben. Das Prinzip des Gradientenabstiegs zur

Bestimmung eines (zumindest lokalen) Minimums wird anhand einer Level-Set-Evolution
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realisiert. Ein angekoppelter Regularisierungsterm erzwingt im Sinne einer nichtlinearen
Tikhonov-Stabilisierung, dass alle Iterierten die zuvor ermittelten Punkte enthalten. Das
Verfahren ist globaler Natur, so dass — im Gegensatz zur Charakteristikenexpansion —
stochastische Messfehler auf das gesamte Berechnungsvolumen verteilt werden.

Schliellich wird ein allgemeines Modell des spekularen optischen Flusses hergeleitet, der
entsteht, wenn die gesuchte Flache relativ zum Messaufbau bewegt wird. Nun wird die
Formoptimierung durch eine Nebenbedingung regularisiert: Gesucht ist dabei genau die
Flache, die konform mit den deflektometrischen Daten und dem zusétzlich aufgenomme-
nem optischen Fluss ist.

Beide Verfahren werden in Simulation und Experiment validiert. Man erhalt nicht nur
jeweils die wahre Oberfliche auf eindeutige Weise. Die Ergebnisse der Rekonstruktion

belegen auflerdem zufriedenstellende Messgenauigkeiten.
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1 Einleitung

1.1 Variable Bildgewinnung und -verarbeitung

Das wohl am weitesten verbreitete bildgebende System ist das menschliche Auge. Die Si-
gnale, die in den Sinneszellen der Netzhaut entstehen, sind das Ergebnis einer optischen
Abbildung. In der Technik vollziehen bildgebende Sensoren ahnliche Prozesse. Immense
technologische Fortschritte haben mittlerweile zu deren Uberlegenheit gefiihrt, wenn man
ihren Funktionsumfang den physiologischen Moglichkeiten unseres Sehsinns gegeniiber-
stellt. Miihelos detektiert eine Infrarotkamera in Spektralbereichen, die fiir den Menschen
unsichtbar sind. Moderne Rechner erlauben die Speicherung und Verarbeitung grofier Da-
tenmengen. Hohe Informationsdichten erschliefen bildgebenden Sensoren die folgenden

Anwendungsfelder:

e Robotik
e Fernerkundung
e medizinische Diagnostik

e Qualitatspriifung in der industriellen Produktion

Wir wollen uns hier auf die industrielle Anwendung konzentrieren und stellen die au-
tomatische Sichtpriifung in den Mittelpunkt. Inspektion ist nicht nur ein zerstorungs-
sondern sogar ein kontaktfreies Priifverfahren. Automatisiert kann ein hoher Durchsatz
erreicht werden bei ebenso guten Erkennungsraten. Im Gegensatz zu einem menschlichen
Prifer ermiiden Rechner und Kamera nicht. Weiteres Sinken der Hardwarekosten offen-
bart vorhandenes Sparpotential. So verspricht die Bildverarbeitung hohe 6konomische
Wachstumsraten. Es wird geschéatzt, dass weniger als 20% zuktunftiger Anwendungsgebie-
te erschlossen sind.

Dementsprechend ist die klassische Bildverarbeitung ein seit Jahrzehnten intensiv bear-
beitetes Feld. Sie beschaftigt sich mit den bei der Bildaufnahme gewonnenen Daten und
ihrer Interpretation. Thre Anfinge wurzeln in den fiinfziger Jahren, als man Moglichkei-
ten priifte, militarisch genutzte Luftaufnahmen zu verbessern. Lange nahm man Rohdaten
als gegeben hin und versuchte, Schwéchen durch die nachgeschaltete Algorithmik zu kom-
pensieren. Durch sorgsame Einstellung der Beleuchtungs- und Kameraparameter trigt die
moderne Bildverarbeitung der Tatsache Rechnung, dass Informationen, die durch subopti-

male Bedingungen bei der Aufnahme verloren gehen, am Ende der Prozesskette nur schwer
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Kamera Beleuchtung
Belichtungszeit Strahlstarkeverteilung
Blendenzahl Spektrum

Polfilterstellung Polarisationszustand
Fokuseinstellung Geometrie der Beleuchtung

Spektrale Empfindlichkeit
Kameralage und -orientierung

Tabelle 1.1: Variierbare Szenenparameter

oder gar nicht wiederzugewinnen sind. Zusatzliche Impulse gab eine physikalische Betrach-
tungsweise des Abbildungsprozesses. Licht ist eine transversale elektromagnetische Welle.
Diese wird neben ihrer Amplitude durch Phasenlage, Frequenz und Polarisationszustand
charakterisiert. Ein ganzer Forschungsbereich beschéaftigt sich mit der Instrumentalisie-
rung der aufgefithrten radiometrischen Eigenschaften.

Der Mensch — bei der Bildgewinnung technischen Systemen zwar deutlich unterlegen —
nimmt die Bildauswertung mit seinen enormen kognitiven Fahigkeiten fast intuitiv vor.
Er vollzieht den Schritt vom blolen Wahrnehmen zu einer Ebene des Erkennens, Urtei-
lens und Schlussfolgerns. Die Vorgénge, die dabei im Gehirn ablaufen, sind bis heute nur
in Anséatzen verstanden. Biologische Bildauswertungsprozesse in allen ihren Eigenschaf-
ten zu imitieren, ist bis jetzt fern des Moglichen und vermutlich gar nicht sinnvoll. Die
Riickkopplung hingegen, die vollzogen wird, wenn der Mensch den zu inspizierenden Ge-
genstand im inzidenten Lichtfeld dreht und wendet, findet eine technische Entsprechung in
der ,Active Vision“. Der Beobachter sammelt unter Variation der Aufnahmekonstellation
so lange Daten, bis er die Szene im gewiinschtem Maf} zu interpretieren weif. Die aktuelle
Forschung zum Thema Bildverarbeitung hat sich zum Ziel gesetzt, diese Verhaltensweise
nutzbringend auf die technische Bildaufnahme und -verarbeitungskette zu iibertragen [7].

Signale
Sender System Empfanger
(Lichtquelle) (Objekt) (Kamera)

Abbildung 1.1: Schematischer Sichtpriifungsautbau.
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(b)

Abbildung 1.2: (a) Beispiel fiir spiegelnde Oberflichen aus der Unterhaltungsindu-
strie. (b) Lackiertes Karosseriebauteil und roboterbasierter deflektome-
trischer Versuchsaufbau.

Das Signal entsteht nun durch Aufnahme von Bildserien. Kamera- und Beleuchtungspa-
rameter werden dabei systematisch variiert. Eine Auswahl moglicher Freiheitsgrade zeigt
Tabelle 1.1. Diese Vorgehensweise erweitert die klassische systemtheoretische Sicht der
Bildentstehung (sieche Abbildung 1.1).

1.2 Gestalt durch Reflexion

1.2.1 Einfiihrung

Viele Methoden der klassischen Sichtpriifung (inbesondere triangulationsbasierte wie zum
Beispiel Stereo Vision oder Streifenprojektsverfahren) versagen bei der Untersuchung spe-
kularer, das heifit spiegelnder, Objekte, da die Auswertung virtueller Merkmale, nam-
lich Reflexionen der umgebenden Szene, vollkommen falsche Ergebnisse liefern muss. Im
Grenzfall ist die Spiegelfliache fiir den Betrachter quasi unsichtbar.

Wie priift nun der Mensch im Hinblick auf das vorher Gesagte solche ,,problematischen*
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Spiegelflache |——— |
9(p)

Abbildung 1.3: Deflektometrie im Sinne der variablen Bildgewinnung und
-verarbeitung: Die Spiegelfliche ordnet einer eingangsseitigen Strahl-
dichteverteilung L das Grauwertbild g zu. Der Vektor p enthilt die
Zeit sowie beeinflussbare geometrische beziehungsweise radiometrische
Szenenparameter.

Objekte auf Deformationen? Statt auf die Oberflache selbst zu fokussieren, beobachtet
er die Umgebung, die sich in ihr spiegelt. Seine Vorgehensweise wird durch ein Inspek-
tionsverfahren nachempfunden, das in der Messtechnik meist als Deflektometrie, in der
englischsprachigen Literatur zum Thema Maschinensehen als Shape-from-Specularities be-
zeichnet wird und seit den Arbeiten von Beyerer und Perard [6] viel wissenschaftliches

Interesse hervorgerufen hat.

Tatséchlich handelt es sich dabei um ein Paradebeispiel variabler Bildverarbeitung (siehe
auch die signaltheoretische Interpretation in Abbildung 1.3). Die Beleuchtungsparameter
sind im industriellen Umfeld genau einstell- und kontrollierbar. So detektiert die Kame-
ra iiber die spiegelnde Oberfliche wohldefinierte Muster, die auf eine speziell geformte
Leinwand projiziert werden. Auch durch einen handelstiblichen LCD-Monitor kann die
Beleuchtung realisiert werden. Jedes Pixel des Mustererzeugers identifiziert sich im Ka-
merabild durch eine zeitkodierte Sequenz von Grauwerten. Nach sorgsamer Kalibrierung
liefert die Messung fiir jeden Oberflichenpunkt s den Vektor I der Konstellation, die in
Abbildung 1.4 (a) dargestellt ist. Gesucht ist nun auf Basis der gefundenen Korrespon-

denzen die Oberflache, die zur aufgenommenen Bildserie gefiihrt hat.

Die Eigenschaften dieses Verfahrens, namlich hohe Robustheit und dass die Messempfind-
lichkeit strahlengeometrisch betrachtet!! allein durch die Auflésung des Kamerasensors
begrenzt wird, machen es fiir industrielle Anwendungen hochinteressant. Aber auch ein
schwerwiegender Nachteil erscheint in der Bilanz: Fiir eine isolierte Punktlichtquelle exi-
stieren unendlich viele Oberflachenstiicke, die die Beobachtung ausgelost haben kénnten.
Die reflektierten Sichtstrahlen r beziehungsweise 7’ unterliegen keinen geometrischen Ein-
schrankungen. Bewegt man sich nun von s nach s’, liasst sich die Normale n immer so
einstellen, dass die Reflexionsbedingungen erfiillt sind (siche Abbildung 1.4 (b)).

L-IWellenoptische Effekte werden beispielsweise in [39] diskutiert.
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Kamera

Abbildung 1.4: Mehrdeutigkeiten bei der deflektometrischen Oberflachenrekonstrukti-
on.

1.2.2 Technische Umsetzung

Abgesehen von den Mehrdeutigkeiten, die den algorithmischen Teil der Rekonstruktion er-
schweren, stellt die Deflektometrie eine grofie technische Herausforderung dar. Von einem
physikalischen Standpunkt wirkt die spiegelnde Oberfliche wie eine Optik im Strahlen-
gang zwischen Kamera und Mustergenerator. In der Praxis wird man mit den Singularita-
ten des integrierten Abbildungssystems konfrontiert werden. Dazu werden wir im Kapitel
3 einige theoretische Uberlegungen anstellen. Hinzu kommt, dass die Tiefenschérfe unter
realen Bedingungen beschréinkt ist, so dass man eine befriedigende Antwort auf die Frage
finden muss, ob auf Oberfliche oder Muster scharf zu stellen ist. Viele technische Aspek-
te werden in der Dissertation von Kammel behandelt [35]. Insbesondere nehmen wir in
dieser Arbeit die Aufgabe der Korrespondenzbestimmung als gelost hin und legen eine
strahlengeometrische Sichtweise zugrunde.

1.3 Ubersicht

Die vorliegende Arbeit gliedert sich thematisch in drei Hauptteile. Nachdem im folgenden
Abschnitt einige theoretische Hilfsmittel bereitgestellt worden sind, geht es im Kapitel 3
um grundlegende Aspekte des Deflektometrieproblems. Mathematisch wird es anhand
einer durch Strahlen induzierten Abbildung zwischen Flachen behandelt. Es werden un-
ter anderem Uberlegungen zu deren Wohldefiniertheit, Stetigkeit, Singularititen und zur
theoretisch erreichbaren Messempfindlichtkeit angestellt. Die abgeleiteten Ergebnisse ha-
ben direkte Auswirkung auf die praktische Umsetzung eines deflektometrischen Verfah-

rens.

Die folgenden Abschnitte sind zwei neuartigen Verfahren zur Regularisierung des inver-
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sen deflektometrischen Problems gewidmet. Das erste der beiden setzt voraus, dass der
Prifling zumindest teilweise diffus reflektiert, was bei vielen technischen Anwendungen
durchaus gegeben ist (zum Beispiel bei lackierten Karosserieteilen). Die Grundidee, zwei
Verfahren zur Priifung spiegelnder und diffuser Objekt zu kombinieren, entspringt der
Feststellung, dass Shape-from-Shading'? und das Deflektometrieproblem in gewisser Wei-
se aquivalent zueinander sind. Diese Idee entwickeln wir im notwendigen formalen Rah-
men. Ein Vergleich repréisentativer Methoden aus beiden Forschungsfeldern unterstreicht
diese strukturelle Verwandtschaft. Daher erscheint der obligatorische Uberblick iiber den
Stand der Forschung erst im Hauptteil der Arbeit. Das abgeleitete Rekonstruktionsver-
fahren ist in Form einer iterativen Optimierung auf Basis von dynamischen, implizit de-
finierten Oberflichen implementiert. Simulative und experimentelle Ergebnisse zeigen die
Praktikabilitdt des Ansatzes.

In Kapitel 5 wird das den meisten deflektometrischen Verfahren zugrunde liegende stati-
sche Modell um Aspekte der Szenendynamik erweitert. Es wird zunéchst eine sehr allge-
meine Beschreibung des optischen Flusses auf spiegelnden Oberflichen hergeleitet. Hier
wirkt sich die Tatsache, dass der Betrachter nicht die Flache sondern die reflektierte Szene
sieht, noch schwerwiegender aus. Auf Basis des Modells stellen wir ein zweites Regulari-
sierungsverfahren vor, das auch auf vollspiegelnde Oberflichen anwendbar ist.

L-2Formbestimmung durch Messung von Helligkeitsverteilungen/Schatten, quasi Invertierung des Bild-
aufnahmeprozesses (siehe zum Beispiel [28])



2 Grundlagen

Mit x bezeichnen wir das Vektorprodukt, mit (-,-) das kanonische Skalarprodukt, das
den euklidischen Standardraum R™, n € Ny, mit der Norm || - || versieht. Vektoren x
werden im Folgenden durchgéngig fett und kursiv, Matrizen in Grolbuchstaben und fett
gedruckt. Zum Beispiel ist I die Einheitsmatrix, und J; steht fiir die Jacobi-Matrix der
Abbildung f. Einheitsvektoren sind zusétzlich mit einem Dach versehen; es ist also stets
||| = 1. Normalisierung wird erreicht durch die Projektion 7 : R™ \ {0} — S~ ! auf die
Einheitssphire S"~! = {x € R" |z = 2}, das heiit 7(z) := Ta- Das totale Differential
von 7 ist durch J,(x) = HTlHP”” gegeben mit

P, =1-2&' (2.1)

idempotent und symmetrisch. Fir das Vektorraumerzeugnis der Vektoren {x;}, ¢ =

1,...,n, soll die Notation [y, ..., x,] verwendet werden.

2.1 Regulire Flachen

Gegenstand deflektometrischer Untersuchungen sind spiegelnde Freiformflachen. Regulére
Flachen haben sich als addquates Modell fiir die meisten in der Praxis auftretenden Priif-
linge erwiesen. Sie lassen sich durch eine Familie lokaler, elastischer Transformationen in

den R? verbiegen“; diese Transformationen nennt man

Definition 2.1 (C*-Diffeomorphimus). Die Abbildung f heiit genau dann ein C*-
Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch die inverse Abbildung vom
Typ CF ist.

Damit geben wir nun die folgende

Definition 2.2 (Regulire C*-Fliche). Sei S C R3. Existiert fiir jeden Punkt s € S eine
offene Umgebung U C S und ein C*-Diffeomorphismus h, : U — U € R mit k > 1, so

nennt man S eine regulire C*-Fliche.

Das Tupel (U, hy) heiBt lokale Karte. Umgekehrt nennt man (U, h;") mit h;' : U — U
lokale Parametrisierung. Wir fassen alle regularen Flachen in der Menge R zusammen.
Mit TS bezeichnen wir den Tangentialraum (oder Tangentialebene) im Punkt s. Die
Gauf-Abbildung N : S — 5% ordnet jedem Oberflichenpunkt seine Einheitsnormale 7i(s)
zu. Insbesondere ist sie wegen der Forderung nach C!-Regularitit stetig fiir alle S € fR.
Flachen mit Knicken schliefen wir per Definition von (R also aus, des Weiteren auch
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nicht orientierbare?! wie zum Beispiel das Mobiusband. Das auf die Tangentialebene
beschrinkte Differential dNy : TS — T;S? der GauB-Abbildung im Punkt s wird durch
die Weingarten-Matriz Jﬁ‘TsS = JaPsi =: W beschrieben. Sie ist selbstadjungiert und
positiv definit. Das bedeutet, dass mit Hilfe von W auf TS eine symmetrische, positiv
definite Bilinearform (Ws, ) definiert werden kann. Das innere Produkt (-, -); wird durch
Einschréankung von (-, -) auf TS erhalten und heifit erste Fundamentalform von S in s. Die
Bilinearform nennt man dementsprechend zweite Fundamentalform, in Zeichen I1 : TS X
T,S — R. Die induzierte quadratische Form (W, t); misst die Normalschnittkrimmung?>
kn in Richtung ¢. Die Betrachtung basisunabhéngiger Eigenschaften von W fiihrt auf
die formale Definition von mittlerer Krimmung k = %SpurW und Gauf-Krimmung
v = det W. Weitere Details sind dem Standardwerk von do Carmo [15] und [42] zu

entnehmen.

Man sagt nun, eine Abbildung f zwischen regulédren Fldchen habe eine Eigenschaft bei
s € S beziiglich der Karten (U, hg) um s und (V, kf)) um f(s), wenn die Abbildung
ko foh™! sie bei h(s) hat; das gilt unter anderem fiir Differenzierbarkeitseigenschaften:

Satz 2.3 (C*-Differenzierbarkeit). Eine stetige Abbildung f : R — S zwischen reguldren
Flichen ist C*-differenzierbar, wenn ko f o h™! beziiglich zweier beliebiger Karten (U, h,)
und (V, kys)) k-mal stetig differenzierbar ist.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Definition 2.2. Siehe dazu auch [42].
O

Diese Aussage ist unabhingig von der Wahl der Parametrisierung. Ahnliches gilt auch fiir
die Singularitaten einer solchen Zuordnung:

Definition 2.4 (Regulirer Punkt). Sei f : R — S eine Abbildung zwischen reguliren
Flachen und Rang, f der Rang der Jacobi-Matrix von f im Punkt s, so bezeichnet man
s € S als regularen Punkt von f genau dann, wenn Rang, f = 2. Ein nicht regularer
Punkt s heifit singulér. Die Bildpunkte f(s) nennt man entsprechend regulére (singulére)
Werte.

Die vorgestellten Konzepte werden im Rahmen der Differentialgeometrie auf Strukturen
beliebiger, endlicher Dimension n angewandt, die dann diffeomorph zum R” sind. Man
nennt sie fiir n = 1 Kurven und ganz allgemein n-Mannigfaltigkeiten.

21Q0rientierbarkeit im differentialgeometrischen Sinne bedeutet, alle Kartenwechselfunktionen besitzen
positive Funktionaldeterminante, siche [15].

22Dije Normalschnittkriimmung ist gleich der Kriimmung der Kurve durch den Punkt s, die man als
Schnitt der Fldche mit dem affinen Unterraum s + [n, ] erhélt.
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Beispiel 2.5 Graph einer Funktion
Es sei U C R? offen und f : U — R eine C*-Funktion, k& > 1. Dann ist der Graph von f

S:={(z,y,2) eR*| (z,9) € U,z = f(w,9)} (2.2)

eine regulére Flache. Eine entsprechende Karte h enthéalt man durch Projektion von .S auf
die zy-Ebene. Mit der Gauf-Abbildung N : S — S? und @ € U berechnet sich # durch

1
oh l(x) = —0, . .
et ( ) \/(&cf)z + (ayf)2 +1 1yf (2 3)

]

Beispiel 2.6 Projektive Ebene

Da wir im Folgenden von ihr Gebrauch machen werden, wollen wir hier als Beispiel fiir
eine reguldre Flache (oder auch differenzierbare 2-Mannigfaltigkeit) die reelle, projekti-
ve Ebene RP? einfiihren. Sie besteht aus den eindimensionalen Untervektorraumen des
R3, geometrisch gesehen also aus allen Geraden durch den Ursprung. Vom algebraischen
Standpunkt aus handelt es sich um den Quotientenraum?®? (R3\ {0})/ ~ unter der Aqui-
valenzrelation

r~ys =y YAER\{0},z,ycR®

Die Aquivalenzklasse von © = (x1,...,x3)" bezeichnen wir mit [x] = [z1 : 25 : x3]. Falls
x3 # 0, gilt fiir [x] € RP?
Tr1 T2
[:c]:{::l].

T3 T3
Dann ist V3 := {[x] € RP? : 3 # 0} die Menge aller Geraden, die nicht in der Ebene
x5 = 0 liegen. Zu V5 wihlen wir die Karte hs : V3 — R2,

ﬂ x2>T . (2.4)

9133’ xs3

hale)) = (
Alternativ erhilt man RP? nun als Bild der Projektion 6 : S? — RP?,
0(x) = [z],

was der Partitionierung RP? = S?/o mit & ¢ § < & = —9 entspricht.

Vielen der folgenden Betrachtungen liegt das iibliche Lochkameramodell zugrunde: Die
Menge der Pixel u = (u,v)", fiir die eine deflektometrische Beobachtung vorliegt, seien

23Der Quotientenraum eines Vektorraums X unter der Aquivalenzrelation ~ besteht aus den Aquiva-
lenzklassen von Punkten in X.
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in der Menge Qp := U C R? zusammengefasst. Fiir ein [z] € RP?, « = (z,y,2)" € R,
erhalt man dann
U= -, V=, (25)

mittels hs : R?* — Q. Das entspricht genau einer Zentralprojektion.

Im Zusammenhang mit deflektometrischer Rekonstruktion spielt die Orientierung der Fla-
che?* keine Rolle, das heifit, auf das Einheitsnormalenvektorfeld i = N(S) lisst sich eben-
so gut auch die Projektion 6 anwenden. Das orthogonale Komplement?® [n] zu T,S in
einem Punkt s kann man direkt mit einem Element in RP? identifizieren. Diese Situation

wird im folgenden Diagramm veranschaulicht:

SQ
b
TSSJ‘WRPQ

Dabei bezeichne © die Abbildung, die TS+ folgendermafien auf S? einschrankt:

n
O(n) = sign(nz)—:,
]|
wobei n = (ny,...,n3)". Fir RP? verwendet man dann die Karte hs : V3 — R2, so dass
~ ny ng T T
(@) = h((m]) = ("2, 2) = p = (pa) " (26)
ng ns

Der zweidimensionale euklidische Standardraum wird in der Bildverarbeitungsliteratur in
diesem Zusammenhang auch als pg-Raum bezeichnet, siehe zum Beispiel [29].

O
2.2 Quasilineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Partielle Differentialgleichungen (PDEs) erster Ordnung der Form
X(@y, NOuf +n(x,y, /)0y f = ((z,y, f) (2.7)

mit den stetigen Koeffizientenfunktionen y, n und ¢ heiflen quasilinear in der unbekannten

Funktion f : R? — R zweier Variablen x und y. Wir wollen hier nur einen sehr kurzen

24Eine Fliche lisst zwei Orientierungen zu, je nachdem, ob zwei linear unabhingige Tangentenvektoren
vom Normalenvektor zu einer rechts- oder linkshdndigen Basis ergdnzt werden, also das Normalenfeld
nach ,oben“ oder ,unten zeigt.

25Man nennt U™, so dass X = U @ U+ und (u,uﬂ = 0 fiir alle w € U, u't € UL, orthogonales
Komplement oder Annihilator des Untervektorraums U.
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Uberblick iiber die Losungstheorie geben. Eine umfassende Darstellung findet sich zum

Beispiel in [19]. Schreibt man (2.7) folgendermafien um

n
t

ist im Hinblick auf Gleichung (2.2) einzusehen, dass t(xz) = (x(z),n(x),{(x))" eine der
Lisungsflichen aus S; := {(&,2) € R* | & € Q C R? 2z = f(x,y), f erfiillt (2.7)} tan-
gential beriihrt. Es heit ¢(x) charakteristische Richtung. Eine regulire Kurve x(t) C R3,
t € U, mit der Eigenschaft, dass jede ihrer Tangenten charakteristische Richtung hat, heifit
Charakteristik der PDE (2.7). Die Projektion von ¢(x(t)) in den Definitionsbereich §2 er-
gibt die Tangente t, an die charakteristische Grundkurve &(t) C € (siehe Abbildung 2.1).

Sie sei Losung von
dx
T=xw, =) (2.9
Wie verandert sich nun die Hohenkoordinate z = f(z,y), wenn man sich von einem Punkt
xo € R? tiber der Grundkurve & (t) bewegt? Es gilt

df dx dy
at =g oy

@y NOuf + (9. £)9,f (2.10)
(1), y(0), f(2)).
Gleichungen (2.9) und (2.10) bilden zusammen ein System dreier gewohnlicher Differen-

tialgleichungen, das so genannte charakteristische DGL-System. Eine allgemeine Losung
von (2.7) entsteht schliefllich durch Vereinigung einer Menge von Charakteristiken.

Die spezielle Losung erfordert die Vorgabe von Rand- oder Anfangswerten. Neben (2.7)
seien nun also eine doppelpunktfreie Kurve &, : V — R? in Q und eine skalarwertige
Funktion f, : V +— R gegeben. Gesucht ist in einer Umgebung der Anfangswertkurve
xo(5) == (Za(s), fa(s))" eine Losungsfliche, fiir die f(&,(s)) = fa(s) erfiillt ist, die also die
Raumkurve x,(s) enthélt. Eine quasilineare PDE zusammen mit einer Anfangswertkurve

bezeichnet man als Cauchyproblem, dessen Losbarkeit allein von den Eigenschaften des
Vektorfelds t € C'(R3,R?) abhéngt:

Satz 2.7. Ist t stetig differenzierbar, so ist das Cauchyproblem fir (2.7) in denjenigen
Punkten (£4(s), fa(s))" lokal eindeutig lésbar, in denen

A(s) := det <tg(a7:a(s)), %) #0 (2.11)

gilt.
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X

Abbildung 2.1: Zur Losung quasilinearer partieller Differentialgleichungen mit Hilfe der
Charakteristikenmethode.

Beweis. Siehe zum Beispiel [17].
[

Die geforderte Differenzierbarkeit von ¢ sichert die lokale Losbarkeit von (2.9) und (2.10)
nach Picard-Lindel6f?. Die Voraussetzung (2.11) besagt nichts anderes, als dass die Tan-
gentenvektoren der Projektion der Anfangswertkurve in die Basisebene linear unabhéngig

von t, (nicht-charakteristisch) sind.

Beispiel 2.8 Rotationsflachen
Betrachte die Gleichung

yaacf - xayf =0
mit den Cauchyschen Anfangsdaten (s,0, f.(s))" € R?, s >0, f, : R — R. Wegen (2.10)

ist offensichtlich 2—’; = ((z,y, f) = 0. Die Grundkurven ergeben sich aus den verbleibenden

zwei Beziehungen des charakteristischen Gleichungssystems % = Az, wobei

a-(0 1)

Durch den Ansatz #(t) = eMe;, i = 1,2, filhrt man es auf das Eigenwertproblem

Az = \& zuriick. Man erhilt das Fundamentalsystem [e'fe;, e ey], i¥ = —1, mit den

26Der Satz von Picard-Lindeléf sichert Existenz und Eindeutigkeit gewohnlicher Differentialgleichungen
fiir Lipschitz-stetige Richtungsfelder.
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Eigenvektoren e; = (1,i)" und e; = (1,—i)" von A. Losungen sind also von der Form
Z(t) = ¥, ciRe(etite;). Wir wandern von jedem Fupunkt der Anfangswertkurve in Rich-
tung der Hohenlinien von f, es ist also (0) = (s,0)" fiir ein s, und mit Hilfe der An-
fangsbedingung erhélt man die Schar von Grundkurven

w0 =2 5t} ).

wobei ¢ auf [0,27) eingeschrankt sei. Die Hohenlinien sind offensichtlich Kreise um den
Ursprung vom Radius s. Somit muss die gesuchte Flache Rotationssymmetrie aufweisen.
Beispielsweise folgt mit f,(x) = 22, dass es sich um ein Paraboloid f(&) = x?+y? handelt.
Die Losung existiert fiir alle s # 0, da, wie man leicht nachrechnet,

A(s):det< 0 s >zs7éo.

—s 2s

2.3 Variationsaufgaben auf impliziten dynamischen Flachen

2.3.1 Implizit definierte Flichen

Sei S eine regulire C*-Fliche, dann existiert fiir Q C R? eine Funktion ¢ € C1(©2,R), so
dass S N €2 die Darstellung
S={xecQ|px) =0}

zulasst. Bemerke, dass die Wahl von ¢ nicht eindeutig ist, denn offensichtlich definiert
cp, ¢ € R\ {0}, dieselbe Flache. Eindeutigkeit lésst sich zum Beispiel durch die Forde-
rung ||V¢l|| = 1 herstellen. Eine Funktion ¢4, die diese Bedingung erfillt, wird als Signed
Distance Function (SDF) bezeichnet und ist in der Level-Set-Theorie von grofier Bedeu-
tung. Sie misst fiir jeden Punkt & € €2 den vorzeichenbehafteten Abstand zur Flache und
ist genau dann wohldefiniert, wenn S C Q C R3 echte Teilmenge von  ist und eine
kompakte Flache im differentialgeometrischen Sinne. Dann grenzt ndmlich S die Mengen
St:={x eR®|p(x) >0} und S~ :={x € R*| p(x) < 0} ab, wie in zweidimensionaler
Vereinfachung in Abbildung 2.2 gezeigt.

Aufgrund der Forderung nach Regularitit ist die Gaul-Abbildung auf ganz S definiert.
Das bedeutet gerade Vi # 0, so dass fiir die in Richtung S™ orientierte Einheitsnormale
gilt
Vo
n=_-——. (2.12)
Vel
Die Gram-Matrix K der zweiten Fundamentalform /7 ist gerade das Produkt der Gram-

Matrix der ersten Fundamentalform / und der mit negativem Vorzeichen versehenen
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n =V

Abbildung 2.2: Nullstellenmenge von .

Weingarten-Matrix (siehe Abschnitt 2.1). Sie errechnet sich beztiglich der kanonischen
Basis in R? also durch )
Vel

mit der Hesse-Matrix VZ¢ von ¢ und Py wie in (2.1). Durch die Fortsetzung der zweiten
Fundamentalform auf R?® hat man sich von der Parametrisierungsabhangigkeit der Tan-
gentialraumbasis befreit. Es ist aber deswegen auch Rang K < 2, da K ja in Richtung n
den Eigenwert 0 besitzt. Die Weingarten-Matrix unterscheidet sich von K nur noch durch

ihr Vorzeichen, die mittlere Krimmung ist also Kk = Spur W = — Spur K.

Nun verandere sich S tber ein Zeitintervall [0,7] C R. Wir sprechen von einer reguldren
Oberflichenevolution oder -bewegung, wenn S(t) reguldr ist und ein ¢ : R3> x R — R,
Vi # 0, fur alle t € [0,7] existiert, so dass die Evolution der Darstellung S(t) := {x €
R3 | p(x,t) = 0,t € [0,T]} geniigt. Dabei ist ¢ stetig differenzierbar beziiglich ¢ und C*-
differenzierbar beziiglich . Wie auch fiir den statischen Fall kann man im Allgemeinen
unendlich viele solche ¢ angeben.

Markieren wir nun ein s € S und beobachten sein Zeitverhalten s(t) (siche Abbildung 2.2).
Da s(t) € S(t) fur alle t € [0,T7], gilt p(s(t),t) = 0. Totale Differentiation nach ¢ fithrt
auf 0yp+ (V, §) = 0 mit der Abkiirzung § = 9;s. Setzt man v = (R, §) = <ﬂ s> folgt

Vel
die berithmte Level-Set-Gleichung
Oyp +v||Ve| = 0. (2.14)

Umgekehrt lasst sich das Zeitverhalten eines Punkts durch § = v(s,t) bezichungsweise

(n, 8) = v(s,t) vorgeben, und die resultierende Bewegung ist Losung von (2.14).

Beispiel 2.9 Starre Bewegung
Es beschreibt
St)={z = (z,9)" |p(z,t) = (z —1)* +y* — 1} (2.15)
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Abbildung 2.3: Prinzip des Gradientenabstiegs auf der von f beschriebenen Unterman-
nigfaltigkeit.

eine starre Bewegung des Einheitskreises S(0) = S' C R? in Richtung der z-Achse mit
Geschwindigkeit 1. Es gilt dyp = —2(x — t) und 9, = 2(x — t). Durch Einsetzen zeigt
man, dass ¢ aus (2.15) eine Losung des Anfangs-Randwert-Problems

oo+ (v, V) = 0o+ 0,0 =0

mit Transportvektorfeld v : R? — R? v(x) = (1,0) = const., und Anfangswert ¢(x,0) =
2?2 +y? — 1 ist.
[

Im Folgenden wird zwar von reguléren Evolutionen ausgegangen. Schlussendlich sei aber
bemerkt, dass es sich bei (2.14) um eine Gleichung vom Hamilton-Jacobi- Typ*™ handelt.
Diese lasst auch eine Klasse von schwachen, moglicherweise unstetigen Losungen zu, die
beispielsweise die Behandlung von Schocks bei stromungsmechanischen Berechnungen er-
moglicht [59]. Um der Glattheitsanforderung gerecht zu werden, koppelt man den Term
eAyp an. Als Gewichtungsfaktor wirkt die kiinstliche ,Viskositat® . Zunéchst berechnet
man die klassische Losung o, (x, t) der elliptischen Gleichung

Op+ (Vp, ) + eAp = 0.

Fir ¢ — 0 wird dann gerade die sogenannte Viskositditslosung erhalten. Diese liefert
das numerische Losungsverfahren direkt, wenn die Diskretisierung von (2.14) geschickt
durchgefiihrt wurde. Der gesamte Kalkiil wird eingehend in [5] behandelt.

27Gie ist fiir eine gesuchte Funktion f : R™ +— R von der Form 8,, f + H(x, f,0uy fy---,0s, f), T =
(z1,...,7,)". 9 nennt man dabei die Hamilton-Funktion, siehe [17].
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2.3.2 Gradienten-Abstieg

Gesucht ist das Minimum einer skalarwertigen Funktion f : R™ +— R. Ein verbreiteter
Ansatz ist die Anwendung der Methode des steilsten Abstiegs: Von einem Startpunkt x
bewegt man sich wie in Abbildung 2.3 zu sehen auf dem Funktionsgraphen iterativ in
Richtung der grofiten negativen Steigung. Diese Vorgehensweise ist dquivalent zur Losung

des Anfangswertproblems

dx(t
M V@), ®0) =
Wenn der Grenzwert &* = lim; ., x(t) existiert, ist Vf(x*) = 0, und in x* ist die

notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums erfillt.

Auf ahnliche Weise untersuchen wir nun in 2 C R?® das Optimierungsproblem J(S) =5

min, wobei das Formfunktional beziehungsweise Flachenfunktional J : Q@ O S — R

= /f(a:,n)da
5

mit dem Oberflichenelement do und der problemspezifischen Gewichtsfunktion f

gegeben ist durch

S x S§% +— R, die von Oberflichenpunkten und ihren Normalen abhingig sein kann. Die
Menge der reguléaren Flachen R ist sicherlich kein metrischer Raum (hochstens ein topolo-
gischer) und weist zu wenig Struktur zur Berechnung der klassischen (Fréchet)-Ableitung
auf. Stattdessen leitet man nach , Stérungsvektorfeldern® v : Q +— R3 ab, die in einem Ba-
nachraum zusammengefasst werden kénnen. Die Euler’sche Semi-Ableitung®® d.J(Sy,v)
nach einer durch v induzierten Forménderung S(¢) in einem ,,Punkt“ Sy berechnet sich
formal wie folgt: Zum Beispiel verwendet man die bereits eingefithrte SDF ¢, zur Darstel-
lung von Sy = {x € R? | p4(x) = 0,|| V4| = 1}. Die Evolution S(¢) ist durch Angabe
des Geschwindigkeitsfelds v eindeutig festgelegt (sieche Abbildung 2.4), das heifit

S(t> = {iB € Rg ‘ (,Dd(«’B,O) = SOaat(pd + <Ua V(Pd> = 0}7
so dass schliefilich

07(Sy,v) = lim ZE0) = T(50)
0 )TN0 n :

(2.16)

Man kann (2.16) als Ableitung in Richtung v’ auffassen. Der folgende Satz liefert wich-
tige Erkenntnisse iiber die Struktur der F! lachenfunktwnalableztung

28Die Ableitung heifit eulersch, da sie — im Gegensatz zum partikelbezogenen Lagrange’schen Paradigma
— beziiglich eines ortsfesten Koordinatensystems berechnet wird [20]. Da nur ein rechtsseitiger Grenzwert
gebildet wird, handelt es sich um eine Semi-Ableitung.
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S()

Abbildung 2.4: Oberflichenevolution zur Beschreibung der Flachenfunktionalableitung.

Satz 2.10 (Hadamard-Zolésio). Unter gewissen Stetigkeitsvoraussetzungen existiert ein
VJ e C® mitsuppVJ C S, so dass

dJ(S,v) = (VJ,v| - 7). (2.17)

Die Funktion VJ bezeichnet man als Formgradient.

Beweis. Siehe [20].
[

Wir verwenden hier fiir das euklidische Skalarprodukt die Notation x -y, ¢,y € R3.
Der Satz birgt drei fundamentale Aussagen: Erstens sichert er die Existenz einer Abbil-
dung VJ, die die gesuchte Ableitung in Form eines abstrakten Skalarprodukts zweier auf
S definierter (siehe néchste Beobachtung), skalarwertiger Funktionen beschreibt. Zwei-
tens ist deren Tréger eine Teilmenge von S, was insbesondere fiir Formfunktionale, die
zusatzlich auf der offenen Menge S~ definiert sind, von Interesse sein diirfte. Die Argu-
mentation ist ahnlich der zum Beweis der grofien Integralsétze benotigten: Zum Zwecke
der Bilanzierung reicht es, das Geschehen auf den Réandern des Gebiets zu untersuchen.
Die Projektion in Form des euklidischen Skalarprodukts ’U‘S -1 zeigt schlieBlich, dass
die Angabe einer skalarwertigen Geschwindigkeitsfunktion v € C°°(S) hinreichend ist
zur Spezifikation der Ableitungsrichtung: dJ(S,v) = (VJ,v) fir v = vn. Tangentiale
Geschwindigkeitskomponenten bewirken allenfalls eine Umparametrisierung, beeinflussen
aber weder Oberflachenform noch Funktionalwert (sieche Abbildung 2.5). Man nennt den
Gradientenabstieg Hadamard-Fluss, wenn als abstraktes Skalarprodukt das des Hilbert-
Raums L?(S)*? angesetzt wird [13], das heifit (v, w)2 = [govwdo, v,w € C*(S).

29 Alle iiber S im Lebesgueschen Sinne quadratintegrierbaren Funktionen liegen im Hilbert-Raum L?(S).
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R -

(a) (b)

Abbildung 2.5: (a) Normale Transportvektorfelder tragen im Gegensatz zu (b) tangen-
tialen zur Verformung bei.

Die etwas abstrakt anmutenden Darstellung der Formableitung erweist sich als vorteilhaft:
Bewegt man sich im Rahmen eines Gradientenabstiegs innerhalb der Menge der reguléren
Flachen R in ,Richtung“ vy = —VJ, dann ist

dJ(S(t),vgn) = —(VJ,VJ) = —||VJ|]* < 0.

Der Funktionalwert J fallt monoton. Zeigt man zuséitzlich die Existenz einer unteren
Schranke fiir den Funktionalwert, folgt offensichtlich die Konvergenz — zumindest gegen
ein lokales Minimum. Man beachte aber, dass im Grenzwert nicht zwangslaufig ein globales
Minimum vorliegen muss. Diese Tatsache begegnet uns bei der Untersuchung des deflek-
tometrischen Rekonstruktionsproblems wieder (siehe Kapitel 3). Die Level-Set-Gleichung,
die sich schon bei der Herleitung des Formgradienten als niitzlich erwiesen hat, lésst sich
auch direkt zur Implementierung des Abstiegsverfahrens einsetzen. Wie bei der Definiti-
on der Flachenfunktionalableitung geben wir die gewtinschte Normalengeschwindigkeit v,
vor; eine Anfangsfliche Sy = {x € Q | po(x) = 0} advektiere man namlich auf die Weise,
dass fiir alle ¢
Op + vale, )| Vel = 0,

wobei ¢(x,0) = ¢o. In einem ,stationdren Punkt® dieser reguléren Evolution S* =
lim; o S(t) ist ja Oyp = 0. Aus Level-Set-Gleichung und Regularitdtsannahme (||V|| #

Funktionen, die sich nur auf Nullmengen unterscheiden, werden dabei in einer Aquivalenzklasse zusam-
mengefasst. Ein solcher Raum ist mit einem Skalarprodukt ausgestattet und beziiglich der von diesem
induzierten Metrik ein Banach-Raum, also vollstéandig. Inbesondere erhélt man ihn durch Abschliefung
von C*°(9), das heifit, L?(S) = C*°(S), beziehungsweise C*°(S) liegt dicht in L?(S).
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0) folgt sofort, dass dann auch vy = —=VJ = 0 < VJ = 0 und mit S* ein kritischer Punkt

von J erreicht wurde.

Wie berechnet man nun den Gradienten V.J? Im Hinblick auf Satz 2.10 reicht es, d.J(S,v)
statt dJ(S,v) zu betrachten. Notwendig fiir das Vorliegen eines Minimums von J ist die
Existenz eines kritischen Punkts S*, in dem bei normaler Variation d.J(S*,v) := £.J(S*+
tvnn) = 0 fir alle Testfunktionen v € C*°(S*). Die formale Differentiation beztglich ¢
zeigt, dass dies aquivalent ist zu

dJ(S*,v) = /divs(vszf + fA)udo = (V.J,0) 1250 = 0. (2.18)
S*

Es bezeichnet dabei Vgf den Oberfliichengradienten beziehungsweise divg die Oberfld-
chendivergenz einer reguliren Fliche S. Mit dem Gradienten V£ einer stetigen Fortset-
zung f von f auf einer Umgebung von S gilt Vgf = P,V/f. Es ist ferner divgv =
divolg — (Jzn, f) fir eine Fortsetzung © des Vektorfelds v : S +— R?. Man kann zeigen,
dass Vg f und divg v von den gewéhlten Fortsetzungen f beziehungsweise @ unabhéngig
sind [20]. Da (2.18) fiir alle v € C°°(S*) erfiillt sein muss und C*(S*) dicht in L*(S*)
liegt, folgt die aus der Variationsrechnung bekannte Fuler-Lagrange-Gleichung

divg(Vgef + fR) =0=VJ (2.19)

und, da deren Losung zu einem (lokalen) Extremum des Funktionals fiithrt, auch der
gesuchte Formgradient V.J. Zum selben Schluss kommt man mit Hilfe des Strukturtheo-
rems 2.10 durch Vergleich der Identitéten (2.18) und (2.17).

Zwei Beobachtungen sollen spéter eine wichtige Rolle spielen: Erstens ist der Divergenz-
operator auf S linear, so dass divg(Vg2f+ fn) = divg Vg2 f+divg frr. Der zweite Term ist
nach der Produktregel gleich divg fnn = (Vg f,n)+ f diven = f divg 7. Die Oberflichen-
divergenz des Einheitsnormalenvektorfelds ist gleich der mittleren Kriimmung, das heift
fiir den Formgradienten schliellich VJ = divg Vg2 + k f. Zweitens liegt Vg2 f im Tangen-
tialbiindel von S (per Konstruktion der Gaufi-Abbildung). In der Definition der Oberfla-
chendivergenz divg Vg f = div Ve fls — (Jv,, N, N) verschwindet der letzte Term, da
v, € TS & (Jy, M, f) = 0. Man kann nun ebenso gut

diVS VSZf = div Vs2f (220)
setzen.

Beispiel 2.11 Minimalflachenfunktional
Die Euler’sche Semi-Ableitung des Minimalfidchenfunktionals

J(S) = S/ do,
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ist, da f =1 = divg Vg2 f =0 und divg fn = divn = &,

dJ(S,v) = /m)da.
5
Inbesondere ist ¢ = k. Bekanntlich verschwindet bei Minimalflichen die mittlere Kriim-

mung [42]. Folgerichtig entspricht der energieminimierende Gradientenabstieg
O —kl[Vel[ =0 & G =k|Ve|

Er wird als mittlerer Kriimmungsfluss bezeichnet.
[

AbschlieSend  sollen die natirlichen Randbedingungen oder auch Neumann-
Randbedingungen®° von (2.19) hergeleitet werden. Diese Randbedingungen sind
dann von grofier Bedeutung, wenn in der Praxis numerisch auf einer Teilmenge  C R3?
gerechnet wird, in der sich die gesuchte Flache nicht vollstandig als Rand einer offenen
Menge S~ darstellen lasst, das heit S~ ¢ €. Das ist inbesondere im vorliegenden Fall
gegeben, in dem durch eine feste Sichtstrahlenquelle aufgrund von Verdeckungen nur
ein Teilbereich der gesuchten Flache S deflektometrisch untersucht werden kann. Das
folgende Ergebnis ist eine Erweiterung des von Solem et al. in [60] gefithrten Beweises
der Identitét (2.18) und erscheint im Grundlagenteil, um den im Kapitel 4 entwickelten
Gedankengang nicht durch technische Nebenrechnungen zu verschleiern.

Lemma 2.12. Sei Q C R?® ein Gebiet mit hinreichend glattem Rand 0 und dufe-
rem Einheitsnormalenvektorfeld 6. Die natiirlichen Randbedingungen der Fuler-Lagrange-
Gleichung des Oberflichenfunktionals

sind dann

(Voo f + fh,6) =0 (2.21)
auf S N OSL.

Beweis. Mit Hilfe normaler Variation folgt wie bei der Herleitung von (2.18) fir einen

stationdren Punkt S* von J

/ divg(V: f + fR)udo = 0.

S*NQ2

210Dje Neumann-Randbedingung einer PDE (zum Beispiel der Laplace-Gleichung Au = 0) spezifiziert
die Ableitung der gesuchten Funktion u in Richtung der &ufleren Normalen 6 des Gebiets (2, das heifit,
sie fordert, dass (Vu, 0) =: ¢, 1 : 9Q — R.
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Anwendung der Green’schen Formel und des Integralsatzes von Gauf} fiir Untermannig-

faltigkeiten liefert

/ divs(Ve: f + fA)vdo = / (Ve f + fir, 6)vdo = 0.
S*NQ S*NoN

Da v € C*(S*) beliebig war, folgt die Neumannsche Randbedingung (2.21).

2.4 Inverse Probleme

Die Kernaufgabe der Messtechnik lautet, Eigenschaften eines Priifobjekts durch Messung
ihres physikalischen Einflusses auf die aufgenommenen Gréflen zu bestimmen. Es ist von
einer Wirkung (dem Messsignal) auf seine Ursache zu schlieflen. Zweckméfig konstituiert
ein — moglicherweise nichtlinearer — Operator F', der eine Abbildung zwischen (Teilmengen
von) Funktionenrdumen X und Y vermittelt, das Modell des physikalischen Prozesses.
Solche inversen Probleme sind meist schlecht gestellt, das heifit, der inverse Operator F—*

ist

e nicht wohldefiniert und/oder
e nicht injektiv und/oder

e nicht stetig.

Entweder existiert also die Losung gar nicht erst, oder selbst falls sie existiert, ist sie
nicht eindeutig. Ist F' nicht stetig invertierbar, konnen kleine — in der Praxis sicherlich
auftretende — Stérungen § der Messdaten y zu y° € Y groBe Diskrepanzen der Losungen
x = F~(y°) vom wahren Wert Z hervorrufen: Aus ||y —¢°|| < J, § € R.g, kann man nicht
mehr ||z — z|| <€, € € Ry, folgern.

Eine Stabilisierung wird klassischerweise durch Tikhonov-Reqularisierung erreicht: Man
sucht fiir gegebenes 3° nach einer Ursache 7, so dass

7 = argmin (|| F(x) = 9"l +alle = 2o]%)

mit passend gewahltem a € R.(, wobei Kandidaten in der Nahe eines a priori bestimm-
ten Schatzwerts o € X bevorzugt werden. Fir allgemeines xy # 0 bezeichnet man das
Ergebnis als xy-Minimum-Norm-Losung. Der Fall &y, = 0 beleuchtet den Grund dieser
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Abbildung 2.6: Strahlenkongruenz.

Namensgebung. Alternativ schrankt man den Urbildraum X von F' durch eine Nebenbe-

dingung auf eine Untermenge X C X ein und erhalt die Losung

z = argmin ([|F(z) — |1} ),
zeX
X:={reX|Gx)=0}.

Bemerke, X besitzt unter schwachen Voraussetzungen an die Funktion G sogar Mannig-
faltigkeitsstruktur. Im Hinblick auf die vorausgehenden Abschnitte handelt es sich fiir
X = R3 zum Beispiel um eine regulire Fliche. Das entscheidende Fazit muss jedenfalls

lauten: ,,Zusatzinformation wirkt regularisierend!“ [54].

Wie sich spéter herausstellen wird, ist das inverse deflektometrische Rekonstruktionspro-
blem schlecht gestellt. Beide Ansétze sollen verfolgt werden, damit eine eindeutige Losung
gewonnen werden kann (siehe Kapitel 4 beziehungsweise 5). Eine vertiefte Diskussion in-

verser Probleme findet der Leser zum Beispiel in [54].

2.5 Strahlensysteme

Eine Komponente des deflektometrischen Modells ist eine adédquate Beschreibung des
Lichtwegs. Wie bereits angemerkt, nehmen wir hier eine strahlengeometrische Sichtweise
an. Ein System von Strahlen bezeichnet man auch als Kongruenz:

Definition 2.13 (Kongruenz). Eine zwei-parametrige Familie  von Geraden im eukli-
dischen Standardraum nennt man Kongruenz. Eine Gerade g € K besitzt die Darstellung

g={xeR’|x=a(uv)+du,v),\ € R}

Es vereinigt a(u,v) : R? — R?® die Menge der Aufpunkte in der Leitfliche, und d(u, v) :
R? +— S? heifit spharisches Bild von K.
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Vergleiche auch Abbildung 2.6. Offensichtlich ist fir alle skalarwertigen Funktionen v
a(u,v) = a(u,v) + v(u,v)d(u,v) (2.22)

eine weitere Leitfliche von K. Eine regulare Flache S und die Menge ihrer Oberflichen-
normalen definieren eine so genannte Normalenkongruenz N(S).

Beispiel 2.14 Lochkamera
Das Sichtstrahlenbiindel einer Lochkamera mit optischem Zentrum C' ist dquivalent zur
Normalenkongruenz der Einheitssphire S? um C (sieche Abbildung 2.6). Bemerke, da
wegen (2.22) speziell 0 eine Leitfliche von N'(S?) ist, ergibt sich RP? = N(S?).

m

Beispiel 2.15 Telezentrik
Fiir eine telezentrische Optik entspricht a(u,v) einer affinen Ebene, und d = const.

definiert die Hauptrichtung.
O

Fiir die Formulierung des Reflexionsgesetzes verwenden wir spéter den Begriff der Gegen-
punktsfliche:

Definition 2.16 (Gegenpunktsfliche). Sei C' eine Strahlenquelle und S eine regulare F1&-
che. Die Menge der Gegenpunkte von C' beziiglich aller Tangentialebenen von S bezeichnet
man als Gegenpunktsfliche S.

SQ

o

Abbildung 2.7: Die Sekundirkaustik S entsteht durch Spiegelung von C' entlang jeder
Tangentialebene von S.
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Mit Gegenpunkt ist in diesem Zusammenhang das Bild C von C unter der Spiegelung an
einer Ebene gemeint (siche Abbildung 2.7).

Der Begriff des Brennpunkts, iiblicherweise im Zusammenhang mit den Eigenschaften
eines optischen Abbildungsgerits aufgefiihrt, bezeichnet auf hoherem Abstraktionsniveau

die intrinsische Eigenschaft eines Strahlensystems:

Definition 2.17 (Brennpunkt). @(u,v, A) heit Brennpunkt der Geraden g(u,v) € K,
wenn

det (0, x, Oy, O\x) = 0. (2.23)

Die Menge der Brennpunkte einer Kongruenz ist ihre Brennfliche % (K). Diese ist von
Bedeutung, wenn man die Frage nach Rekonstruierbarkeit einzelner Oberflichenpunkte
stellt (siehe Kapitel 5). Eine exzellente Einfiihrung in die weitere strahlengeometrische

Behandlung optischer Phanomene geben Pottmann und Wallner in [51].
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3 Das deflektometrische Problem

3.1 Vier Formulierungen des Reflexionsgesetzes

Das Vorwissen iiber spiegelnde Oberflachen, das vom deflektometrischen Messprinzip
nutzbar gemacht wird, beinhaltet, dass strahlengeometrisch gesehen in jedem Punkt das
Reflexionsgesetz erfiillt ist. Dieses wird uns in unterschiedlichen Gewéndern begegnen. Je

nach Kontext erweist sich die eine oder andere Version als besonders vorteilhaft.

1. In der Sprache der Kongruenzen lautet es:

Satz 3.1 (Malus und Dupin). Wird eine Normalenkongruenz N an einer regquliren
Fldche S gespiegelt, dann ist die Menge der Reflexstrahlen R ebenfalls eine Norma-

lenkongruenz.

Beweis. Siehe zum Beispiel [51]. Vergleiche auch Abbildung 3.1 (a).
O]

Die Leitflache, die von R dann orthogonal durchstoflen wird, nennt man Sekunddr-
kaustik. Entspringen die Strahlen von N einem einzigen festen Projektionszentrum
C, fallen Sekundarkaustik und Gegenpunktsfliche zusammen. Das im Rahmen die-
ser Arbeit entwickelte Verfahren zur metrischen Kalibrierung beruht auf der obigen
Formulierung (siche Abschnitt 4.4.1).

2. Zum Zwecke analytischer Untersuchungen vereinigt man alternativ alle Lichtpunkte
in einer regularen Flache L bekannter Geometrie, dem Modell des Mustergenerators.
Eine Strahlverfolgung ausgehend vom optischen Zentrum, das ohne Beschrankung
der Allgemeinheit im Koordinatenursprung liege, liefert das Folgende: Sei g, € R
ein Strahl der Reflexionskongruenz durch den so genannten Reflexionspunkt s (siehe
Abbildung 3.1 (b)). Dann gilt mit der Householder-Spiegelung®' H = I1—2nn" und

AeR
gr = {IB ER|z(\)=s+ )\Hé} : (3.1)
Der Schnitt I := g, N L liefert ein ausgezeichnetes A = ||I — s||, so dass
l=s+ A
s
I —
g M= sl (3.2)
sl
=(I+cH)s

3-1Diese beschreibt die Spiegelung eines Punktes an einem zweidimensionalen Untervektorraum U C R3
lings U+,
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......

(b)

Abbildung 3.1: (a) Sicht- und Reflexionsstrahlenkongruenz. (b) Geometrie der Reflexi-

on.

firl € L und

oL, ) = c(orc) = 1L =2l

sl = \/g2—2gcosg—|—1. (3.3)
Dabei ist 0 : R® x R® — (0,7) der von I und s eingeschlossene Winkel und  :
R3 x R3 — % € [0,00) das Verhaltnis ihrer Normen, wie man durch Nachrechnen
mit Hilfe des Cosinussatzes verifiziert. Wir haben eine Abbildung zwischen S und L
hergeleitet, ohne bis jetzt Annahmen tiber innere Geometrie und Einbettung von L
in den Raum zu treffen. Im néchsten Abschnitt soll das nachgeholt werden, so dass
man die so genannte induzierte Abbildung erhalt.

. Seien umgekehrt schlieBlich ein s € S mit Flachennormale n (es ist also nicht

notwendigerweise n € S?) und die Lage der Lichtquelle I gegeben, dann lauten die
zwei skalaren Reflexionsbedingungen

(a,n) =0, (3.4a)

(b,n) =0, (3.4b)

wobel
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und r = I — s. Die zweite Bedingung (Unterraumbedingung) verlangt, dass die
Reflexion in einem zweidimensionalen Unterraum [b]t = [I,s] stattfindet. Glei-
chung (3.4a) bezeichnet man auch als Bisektionsbedingung: In [b]* halbiert die Nor-
male den Winkel zwischen ein- und ausfallendem Strahl. Es gilt eben , Finfallswinkel
gleich Ausfallswinkel“. Diese Variante des Reflexionsgesetzes ist der Schliissel zum
Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis aus Abschnitt 3.3.3.

4. Durch Konjugation von § + # lasst sich n in Abhéngigkeit von s und I auch direkt

angeben:
n=3§—7. (3.5)

Spatestens nach Normalisierung aber wird diese Darstellung von n aufgrund der
zweifach im Nenner auftretenden Normterme kompliziert und analytisch nur noch
schwer handhabbar. Numerisch ist diese Formulierung aber von grofler Bedeutung,
wie bei der Losung des in Abschnitt 3.3.4 beschriebenen Normalenanpassungspro-
blems.

Wir machen folgende wichtige Feststellung:

Lemma 3.2. Die Vektoren a und b wie oben definiert sind linear unabhdngig. Es gilt
sogar a 1 b.

Beweis. Es gilt fiir alle [ und s

s l—s
(a,b>:< + ,l><s>
Is[| [T — sl

1 1 1
= - (s, xs)+ —(l,l x s)
Qﬂl\ﬂ—ﬂ& 1T = s]

0.

Damit ist die Orthogonalitdt von @ und b bewiesen, aus der sofort die lineare Unabhéan-

gigkeit folgt.
O

3.2 Die induzierte Abbildung

Wie in der Variante 2 des Reflexionsgesetzes verfolgen Chen et al. [16] Lichstrahlen von
einer festen Punktlichtquelle zum variablen optischen Zentrum C' einer bewegten Loch-
kamera. Die von den Autoren vorgestellte Pfadfunktion bildet die Kameralage C' auf den
Punkt s € S ab, der beziiglich C' und I einen spekularen Pfad vermittelt. In dieser Arbeit
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hat sich die dazu dquivalente Betrachtung des umgekehrten Lichtwegs haufig als zweckma-
Big erwiesen. Spiegelt man ein System von Sichtstrahlen — eine Sichtstrahlenkrongruenz
S — an einer Flache, wird jedem Reflexionspunkt der Schnitt seines Reflexstrahls mit der
umgebenden Szene und insbesondere L zugeordnet.

Die Eigenschaften dieser Zuordnung lassen sich lokal in offenen Teilmengen von S und L
studieren. Globale Aussagen tiber die deflektometrische Kopplung der beteiligten Flachen
zu treffen, scheint dagegen schwierig, da dabei auch topologische Aspekte beriicksichtigt

werden miissen.

Folgende Fragestellungen sollen behandelt werden:

1. Stetigkeit und Differenzierbarkeit,

2. Injektivitat.

Aus 1. kann man notwendige Bedingungen fiir die eindeutige Rekonstruierbarkeit der ge-
suchten Flache ableiten. Die Injektivitat ist bei deflektometrischer Oberflachenpriifung
durch inverse Anrequng von Bedeutung: Dabei handelt es sich beispielsweise um Linien-
muster, deren Geometrie beziiglich eines Gutteils so berechnet wird, dass sie bei Anzeige
auf dem Mustergenerator eine unverzerrte Beobachtung hervorrufen [66]. Die Berechnung
kann offline erfolgen, so dass die Online-Prifung mit minimalem Zeitaufwand zu bewerk-
stelligen ist. Im messtechnischen Sinne eines Differenzenverfahrens muss nur noch nach
Abweichungen vom erwarteten Kamerabild gesucht werden.

Wir fassen also nun gesuchte Oberfliche und Schirm als Flachen S beziehungsweise L
im Sinne der Definition 2.2 auf. Parametrisiert man die Oberflaiche zum Beispiel iiber
die Bildebene einer Lochkamera, entspricht die Karte h : S D U +— U, (u,v) = h(s),
die Zentralprojektion hs aus (2.5), und k : L D V — V, (I1,15) = k(I) verkorpert das
Vorwissen iiber die Geometrie des Mustergenerators. Der Schnitt der Reflexionskongruenz

R mit L induziert eine Abbildung ¥ zwischen reguléren Flachen:

soUu 2 VCL

| | »

RZDU —— VCR?
Y=koWoh—1
Dabei bezeichne ¢ = ko Wo h~! die Kartenabbildung. Spezifizieren wir die Geometrie des
Mustergenerators durch L := {(z,y,2)" € R*| z =0} (im Folgenden oft durch L : z =0
abgekiirzt), konnen wir nun den Ausdruck ! = WU(s) mit Leben erfiillen:
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Lemma 3.3 (Vorwartsproblem). Seien S beliebig und L : z = 0 reguldre Flichen. Re-
flezion der Normalenkongruenz N'(S?) an S induziert eine Abbildung ¥ : S — L. Fiir
8= (s1,82,83)" €8, 83>0, undn = (ny,ne,n3)" € T,S*, nz >0, gilt dann

l=U(s)=—2u(vn —s), (3.7)

wobes

= — d = . 3.8
v s una [ 1_ <W<ls_;;n> ( )

Beweis. Fir einen Punkt x, auf dem Reflexionsstrahl g, durch s gilt mit H =1 — 2nn

x.(\) =s+Ar
= s+ A\Hs

=S+ A (s + HSHQ (s, n>n> ) >

Aus dieser Beziehung muss noch der Parameter A\ eliminiert werden. Sei x,(\) € L fur
A=Xundl:=z,()\). Es gilt

53

syt ﬁ<3an>n3'

~ 2 -
x3:33+)\<53+W<s,n>n3> =0 & A=

Einsetzen von A = X in (3.9) liefert

53
=T =I-— H
(5) ( S3+ W@a n)n; ) *

und nach einigen mithsamen Umformungen folgt schliellich die Behauptung.

]

Die Abbildung 1) = ko ¥ o h~! zwischen den Parameterbereichen von S und L hangt
natiirlich von der Wahl der Karten h und k ab:

Korollar 3.4. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.3. Die Oberfliche lasse sich
mit Hilfe der in Kapitel 2.1 eingefiihrten Abbildung hs parametrisieren, so dass u := hs(s)
fiir alle s € UNS. Des Weiteren sei k : (x,y,2)" +— (z,y)" eine Karte von L, so dass
l:=k(l). Dann gilt fir : R? — R?

L= 1(u) = —2s3p(p — u). (3.10)



30 3 DAS DEFLEKTOMETRISCHE PROBLEM

B

[ L

Abbildung 3.2: Geometrische Veranschaulichung eines Pols der induzierten Abbildung.

Die Gleichung bestéatigt die Tatsache, die sich schon in der Unterraumbedingung (3.4b)
widerspiegelt, dass die ,Richtung* 7T(l~) € S! des beobachteten Schirmpunkts unabhén-
gig von sz ist. Sie wird von der normalisierten Differenz p — u von Oberflachenneigung
und Blickrichtung bestimmt. Wir werden das im Abschnitt 4.1.2 préazisieren und geben

zunachst den kurzen

Beweis. Die Behauptung folgt dann aus (3.7) durch Einsetzen von uw = h3(s) und p =
hso N o h3'(u), Ausklammern von s3(u) und mit der Linearitit der Projektion k.

]

3.2.1 Pole

Ein Punkt s € S heile Pol von ¥ beziechungsweise ), wenn in ihm der Sichtstrahl parallel
zur Ebene L reflektiert wird (siehe Abbildung 3.2). Dann gilt ¥(s) = co. Wir nehmen
sinnvollerweise an, dass sich die Oberflache in endlicher Entfernung vom Projektionszen-
trum befindet (s3 < co) und dass [s] und [n] keine Fernpunkte von RP? sind, das heift
|||, |p]| < co. Dann ist auch —2s3(p — u) aus (3.10) beschrénkt, und das asymptotische
Verhalten von ¢ wird allein durch den Faktor p = l%q mit

(vn — s,m)

T e

bestimmt. Wegen (3.10) ist lim,_,; ||I|| — oo, also untersuchen wir die Beziehung

gs,m)=1wvn—-—sn)=(s,n

(s,n) ( ) =(s,n) (3.11)
& (vn —2s,n) = 0.

Bemerkenswerterweise kann man sich mit Hilfe einer Division durch sz, s3 > 0, von

der Entfernungsabhéngigkeit der Singularitdten befreien (siehe oben). Auflerdem teilt
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51

v

Abbildung 3.3: Geometrische Bedeutung von K.

man (3.11) durch n3 > 0 und erhélt mit der Definition von v und nach Einsetzen von p
und u

0=|pl?—2(p,u)
= |Ip||* - 2(p,w) + |u|® — ||lu|?

= llp — ul* — [|ul*.

Ob ein Punkt s noch zu einer Beobachtung auf dem Schirm fithren kann, héngt einzig
von seiner Oberflichenneigung p und der Richtung w ab, unter der er gesehen wird. Die
folgende Definition charakterisiert kritische Paarungen aus p und u:

Definition 3.5. Fiir einen Oberflichenpunkt s € S mit Normalenrichtung n € T,S+
seien u = hs([s]) beziehungsweise p = hs([n]). Es heiBt K, = h3'(K,) C RP? mit

Ko={pe®||p—ul® = ulf}

Menge der kritischen Neigungen zur Blickrichtung u.

Offensichtlich ist K, eine Kurve in der projektiven Ebene, und K, wird im Parame-
terbereich durch einen Kreis K, mit Mittelpunkt w und Radius |lu|| beschrieben (sie-
he Abbildung 3.3). Der Rand von K, muss natiirlich den Koordinatenursprung ent-
halten. Denn eine waagerechte Ebene, das heifit p = 0 = const., enthilt abgesehen
von ihren Fernpunkten keine Pole. Das Innere dieser Kreisscheibe bezeichnen wir mit
K; = {peR?||p—ul?® < ||u||?} und analog K, = h;'(K;). Die Vektoren u € Qp
finden ihre Entsprechung in den Bildpunkten, wenn man ein Lochkameramodell zugrun-
de legt (siehe Abschnitt 2.1). Mit dem bekannten Wertebereich von w fordert man nun
von den auftretenden Oberflichenneigungen p € K, fir alle u € Qp. Es sei allerdings
angemerkt, dass der Mustergenerator L in der Praxis endliche Abmessungen besitzt, was
eine strengere Abschitzung bei der Definition von K, erforderlich macht.
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3.2.2 Asymptotik

Die Eignung eines messtechnischen Verfahrens hangt von der Empfindlichkeit des Sensors
beziiglich der Messgroflen ab. Die im néchsten Lemma angegebenen Empfindlichkeiten
beziiglich Neigung und Entfernung behalten ihre Giiltigkeiten tiber den Spezialfall L :

z = ( hinaus.

Lemma 3.6. Fiir einen Oberflichenpunkt s € S mit Normalen n € T,S* seien u =
hs([s]) und p = hs([n]). Fir p € K ist dann

2]l € Qs - 1pl1?).

Das Landau-Symbol®? Q(-) beschreibt hier die Mindestwachstumsrate von ||I|| (durch das
Argument vom Gebiet Q zu unterscheiden). Das bedeutet, ||I|| wichst fiir einen festen
Oberflichenpunkt s mindestens linear mit der Entfernung in z-Richtung beziehungsweise
quadratisch mit der Oberflichenneigung ||p||. Natiirlich ist auch ||Al]] € Q(Ass - || Ap][?),
und folglich skaliert so auch die Auflésbarkeit von Entfernungs- beziehungsweise Neigungs-
anderungen auf dem Mustergenerator.

Beweis von Lemma 3.6. Zuerst schitzt man ||| mit Hilfe der unteren Dreiecksunglei-
chung ab, das heifit

(lpll = [lel])-

- 1
12| =" 2sspallp — u|| = 2837 qHP —ul| 2 2s37— .
Aus p € K = |q| < 1, also lisst sich j in eine geometrische Reihe entwickeln, fiir die
gilt
1 [e.e]
p=———=>4">1+q,
l—q =
so dass
12 > 2s3(1 + ) ([|pll — [ll).

Einsetzen von ¢ = IpIP={p.w) Jiofort

1+(p,u)
- L+ ||p|®
ll| > 2s5————(||p|| — ||uw
2] 31+|<p7u>|(|| | = llul])
s 1+ [|p||?
> 253 (|||l — [lu]),
1+ [|pl| |||

wobei im letzen Rechenschritt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung angewandt wurde.

O

32Es gilt die Aquivalenz f € Q(g) < 0 < liminf %‘ < .

r— 00
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3.2.3 Stetigkeit

Die punktweise Betrachtung der induzierten Abbildung ¥ weiten wir nun auf offene Um-
gebungen in S aus. Wir stiitzen uns dabei auf die Graphendarstellung (2.2), was uns der
folgende Satz erlaubt, der besagt, dass jede regulére Fliache lokal als Graph einer Funktion
darstellbar ist:

Satz 3.7. Es sei S eine requlire C*-Fliche. Dann gibt es zu jedem Punkt s € S eine
offene Menge U C R3, so dass SN U der Graph einer C*-Funktion ist.

Beweis. Siehe zum Beispiel [42].
[

Die Aussage des Satzes ist fundamental fiir alles Folgende. Zunéchst einmal wird das
differentialgeometrische Modell der zu priifenden Oberfliche gerechtfertigt. Anhand einer
Funktion f, die sich ja lokal immer angeben lasst, konnen wir intrinsische Eigenschaften
von S beziehungsweise W nachweisen, die aber von der Wahl dieser Parametrisierung

unabhéngig sind. Das gilt zum Beispiel fiir die Stetigkeit der induzierten Abbildung:

Satz 3.8. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.3. In einer beschrinkten offenen
Menge U C R? sei f € C*(U) nichtnegativ und beschrinkt die Parameterisierung (2.2)
einer Spiegelfliche beschrinkter Normalschnittkrimmung. Dann existiert ein Cy € R,
so dass die Kartenabbildung 1 Lipschitz-stetig ist auf Q :=={x e U | |Vf|| < Cs} C U.

Die Forderung nach Nichtnegativitdt von f ist nur eine technische Einschrankung, die

hier wegen der Voraussetzung s; > 0 aus Lemma 3.3 gestellt werden muss.

Beweis von Satz 3.8. Betrachte zundchst die Funktion 2y aus (3.7) mit p = l%q. Wir
wihlen C so, dass die Aquivalenz ||V f|| = [|hs([n]))| = |lp|| < Cs & p € K, fiir alle

u(z) gilt, die man durch Zentralprojektion von (', f)" erhilt, so dass auch ¢ < 1 (x)
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auf 033, Fiir x, y € Q zeigen wir zunéchst

2u(2) = 2u(y)l = 2|3 _t,(a;) 1 —1q(y)’
L, | q(x) — q(y) |
[1—q(@)][1 - q(y)]
(2) , 9 |z — vyl
< {1_]%3{“33)]2 |z -yl
. LI S ST}
[1 — max q(fﬂ)] dlam &2

wobei diam €2 := sup,, ,cq ||& — y||. Aus der Beschranktheit von ¢ und U folgt dann sofort
die Lipschitz-Stetigkeit der Funktion 2.

In einem zweiten Schritt zeigt man die Lipschitz-Stetigkeit von fV f 4+ x. Mit Hilfe der

Koordinatentransformation

1 1
h@) = S (2] + 1*) = 3]sl (3.12)
wird die Identitat fV f + a = Vh erhalten. Die Funktion h kann als Abstandspotential
aufgefasst werden. Im FEinzelnen setzt man zunachst g := % f? e f = /2g, so dass

Vf = 0,fVg = ﬁVg. Da ja f > 0, ist diese Zuordnung bijektiv. Substituiere des
Weiteren noch g durch h := [|x||? + g & g = h — 3||=[]>. Die Hesse-Matrix

VZh =1+ V[ VT + fV2f

von h reprasentiert eine beschrankte lineare Abbildung. Denn: Die ersten zwei Summan-
den sind beschrénkt, da f nach Voraussetzung beschrankt war und ||V f|| < C, in Q.
Auf V2f wende man unter Ausnutzung der Norméiquivalenz im Endlichdimensionalen

die Spektralnorm?+

an. Da V?f symmetrisch ist, gilt ||[V?f[l2 = max c,(v2p) A. Das ist
aber gerade die grofite auftretende Normalschnittkriimmung k,,; die war ebenfalls nach
Voraussetzung beschrankt. Unter Verwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung>® zeigt man, dass stetig differenzierbare Funktionen mit beschrinktem Differential

Lipschitz-stetig sind, so auch h.

Somit ist ¥ als Produkt Lipschitz-stetiger Funktionen wieder Lipschitz-stetig. Eine dem
Beweis von Satz 2.3 entlichene Argumentation zeigt, dass das auch fir die Kartenabbil-
dung ¢ gilt, und damit ist der Satz bewiesen. [

33Da f € C%(U), besitzt Q mindestens einen Haufungspunkt!

34| Ally = \/p mit Spektralradius p = maxye,(aTa) A

3-5Dieser besagt im skalarwertigen Fall, dass fiir eine Sekante an eine stetige Funktion im Intervall
der beiden Stiitzpunkte immer eine Tangente gleicher Steigung existiert. Die Verallgemeinerung auf den
dreidimensionalen Fall ist offensichtlich.
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Was bedeutet dieses Ergebnis fiir die messtechnische Fragestellung? Wenn wir bei der
Rekonstruktion nur die Funktionenklasse zulassen, dann ist in der Folge von Satz 3.8
auch von der Lipschitz-Stetigkeit der gemessenen Kartenabbildung ) auszugehen. Spéter
wird gezeigt, dass unter diesen Voraussetzungen das inverse Problem eindeutig gelost
werden kann. Alle in der Klasse befindlichen Oberfléchen kénnen prinzipiell durch ein

deflektometrisches Verfahren zurtickgewonnen werden, und so schliefit sich der Kreis.

Bemerkung: Unter der Voraussetzung, dass keine Pole auftreten, kann man die stetige
Differenzierbarkeit von 9 zeigen. Das kénnte ungefihr so aussehen: Eine C*-Karte, k > 2,
von S erhélt man auch durch Zentralprojektion hs : S +— U. Die Formulierung des Reflexi-
onsgesetzes verwendet die Oberflichennormale, so dass die Zuordnung eines Elements der
Bildebene zu einer Geraden der Reflexionskongruenz C*~! ist. Beim Schnitt des Reflex-
strahls mit L wird die Differenzierbarkeitsordnung nicht erniedrigt (es war vorausgesetzt,
dass der Schnitt tatséichlich existiert), so dass auch 1» € C*~1(U) gilt. Das folgt im We-
sentlichen auch schon aus dem Satz von Rademacher, der besagt, dass Lipschitz-stetige

Funktionen fast uiiberall differenzierbar sind.

Notwendig fiir die Wohldefiniertheit von W ist die Tatsache, dass die Flache in der betrach-
teten Umgebung eines Reflexionspunktes von den Elementen der Sichtstrahlenkongruenz
nur einmal geschnitten wird®®. Die folgende formale Definition ist nicht auf spiegelnde
Oberflachen beschréankt, sie lasst sich in der Bildverarbeitung allgemein anwenden:

Definition 3.10 (Okklusion). Sei S, := ¢NS. Ein Tupel (g, S,) C N (S?) x S nennt man
eine Okklusion genau dann, wenn |S,| > 2. Die Menge N (S?) x S heifit okklusionsfrei,
wenn |S,| < 2 fir alle g € N(5?).

Diese Situation ist in Abbildung 3.4 vergegenwértigt. Auch der Fall, in dem ein Sichtstrahl
die Spiegelfliche iiberhaupt nicht schneidet, ist eingeschlossen. Es gilt nun das

Lemma 3.11. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.8. Sei Cy so gewdhlt, dass die

Kartenabbildung Lipschitz-stetig ist und Q wegzusammenhdngend™”, dann ist die Menge

N (S?) x S fiir alle © € Q0 okklusionsfrei.

Beweis. Es folgt ein Beweis durch Widerspruch: Laut Voraussetzung ist der Gradient
durch C§ derart beschrankt, dass f Lipschitz-stetig ist, was wiederum impliziert, dass

3-6Mehrfachreflexionen schlieBen wir hier aus. Ihre theoretische Behandlung ist duflerst schwierig, da
diese sich nicht mehr nur auf offene Teilmengen von S beschrankt. Stattdessen sind globale Eigenschaften
(Topologie, Variation, etc.) zu beriicksichtigen.

3"Ein topologischer Raum X ist wegzusammenhéngend, falls es fiir jedes Paar von Punkten =,y € X
einen Weg ¢ von x nach y gibt, das heifit eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) =  und ¢(1) = y.
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Abbildung 3.4: Formale Definition einer Verdeckung.

—Vf(x) =p(x) € K, fir alle u(x), x € Q. Wir nehmen nun an, dass eine Verdeckung
(g,8,) vorliegt. Durch s; <s; < ||s;|| < |Is;ll, 7, € No, ist eine Totalordnung auf S,
definiert. Setze nun &y = h(sg) und x; = h(s;), siche dazu auch Abbildung 3.4.

Da ) wegzusammenhéangend ist, existiert im Parameterbereich ein Weg zwischen xy und
@1 (wie man leicht zeigt, auch zwischen sp und s in S), das heift eine stetige Abbildung
c:[0,1] — Q mit ¢(0) = &y und ¢(1) = x;. Definiere nun die Funktion [ : [0, 1] — R,

I(t) = <n<0<t>>> ( ffc(g)) >>

Geometrisch argumentiert man, dass sign{(0) # signi(1): In einem der beiden Schnitt-
punkte zeigen Blickrichtung und Normale in dieselbe Richtung in dem Sinne, dass der
eingeschlossene Winkel kleiner als 7 ist. Im anderen ist es umgekehrt. Mit Hilfe des Zwi-
schenwertsatzes®® folgert man nun die Existenz eines £ mit [(f) = 0, was impliziert, dass
der Sichtstrahl durch (e(f), f(c(?)))" die Fliche dort tangential beriihrt.

Da RP? = N(S2), greifen wir auf die Karte hs zuriick. Es ist dann d(w), d(u) = (u,1)7,
das sphérische Bilds von N'(S2). In ¢(i) € Qist [({) =0 e n L d < (n,d) = (n,d) =0
& (p,u) = —1 (%), wenn man die Normale als n = (p, 1)" schreibt. Es gilt

)
lp — wl® = [lplI* — 2(p, w) + [[ul* = |pl* + 2+ [ul* > [u]®

Das bedeutet, dass p ¢ K, was ein Widerspruch ist, denn laut Voraussetzung war ja Cj
so gewihlt, dass p € K fir alle u(x), x € Q. O

38Der Zwischenwertsatz sagt aus, dass eine reelle Funktion f : R — R, die auf einem abgeschlossenen
Intervall [a,b] stetig ist, jeden Wert zwischen f(a) und f(b) annimmt. Insbesondere gibt es in [a,b]
mindestens eine Nullstelle, wenn f in a und b verschiedene Vorzeichen besitzt.
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Die Forderung nach Lipschitz-Stetigkeit ist also — keineswegs offensichtlich — tatséchlich
starker als die nach Verdeckungsfreiheit. Schrankt man die Menge der erlaubten Oberfla-
chen so ein, dass die Voraussetzungen aus Satz 3.8 erfiillt sind, ist tatsdchlich nicht mit
Okklusionen zu rechnen.

Ist ferner N/(5?) x S okklusionsfrei, so definiert die Sichtstrahlenkongruenz eine Parame-
trisierung von S fiir alle g € N(S?), fiir die |g(u) N'S| = 1. So erhilt man nimlich eine
bijektive Zuordnung u « S, bei der es sich sogar um einen Diffeomorphismus handelt.
Damit ist eine weitere Parametrisierung von S gegeben. Fiir Lipschitz-stetiges WU ist es
also moglich, die Oberflache zumindest in lokalen Umgebungen iiber der Bildebene zu
parametrisieren. Das hat besonders praktische Konsequenzen, die bei der Entwicklung
des im néchsten Kapitel beschriebenen Rekonstruktionsverfahrens eine Rolle spielen.

3.2.4 Singularitaten

Zuletzt sollen die Punkte in S untersucht werden, in denen die Abbildung ¥ singular
wird. In diesen wird das Differential d¥ in Form der Jacobi-Matrix definitionsgeméf
rangdefizient (siche Definition 2.4). Unter den Voraussetzungen von Satz 3.8 kann man
sie mit Hilfe des Begriffs der Brennflache aus der Einfiihrung iiber Strahlenkongruenzen 2.5
wie folgt charakterisieren:

Lemma 3.12. Die Menge der singuldren Werte von ¥ ist LN .%(R).

Wichtig: Punkte der Brennflache der Reflexionskongruenz kénnen auch aulerhalb von L
liegen.

Beweis von Lemma 3.12. Seien g, € R und U := [0,r, 0,7, 0,r]. Wegen der Darstellung
gr = 7(A) = s(u) + Md(u), wobei s € S und d € S?, ist sicherlich dyr = d # 0 =
dim U > 1. Damit ¥ wohldefiniert ist, gilt ferner Oyr ¢ T;L. W(s(u)) = l(u) erhélt man
ja durch g, N L. Entsprechend ist Bild Jy = [0,1,9,l] = U NT,L.

Sei nun ! singuldrer Wert von W, das heifit RangJy < 1 < dim(U NT;L) < 1. Aus
der Dimensionsformel fiir Untervektorraume folgt gleichzeitig dim(U N T;L) = dim U +
dim ;L — dim(U + T,L) = dimU +2 -3 < 1, da ja d ¢ T;L und fir L Regularitit
gefordert wurde. Addition von 1 auf beiden Seiten der Ungleichung ergibt dimU < 2 <
det (Oyr, Oy, O\r) = 0.

[]

In den reguldren Punkten ist folglich auch die gemessene Zuordnung zwischen Schirm- und
Kamerapixeln invertierbar: .#(R) N L = ) < U bijektiv in W"1(L N U.(I)) < 1 bijektiv
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in ¢~ (U.(1)), I = k(I). Mit der Bijektivitat von v ist zumindest die lokale Existenz eines
inversen Musters gesichert. Die geometrische Bedeutung einer Singularitéat illustriert das
folgende

Beispiel 3.13 Ellipsoid

Ein Ellipsoid, dessen Brennpunkte im optischen Zentrum der Kamera und I € L liegen,
besteht einzig aus singularen Punkten. Die Jacobi-Matrix J, von [ existiert, doch gilt
sicherlich

oy O
J¢:<(§lg g;;):o (3.13)
ou ov
und damit detJy, = 0 = Rang, ¥ < 2 fiir alle s € S. Der Punkt I erscheint dem

Betrachter unter (theoretisch) unendlicher Vergroferung.
O

Das Beispiel motiviert folgendes Lemma, das besagt, dass sogar der Umkehrschluss erlaubt
ist:

Lemma 3.14. Ist s € S ein singulirer Punkt von V¥, dann existiert eine Richtung
s € TS, in der die Normalschnittkrimmung k, von S gleich der des Ellipsoids mit

Brennpunkten 0 und V(s), das s enthilt, ist.

Beweis. Sei s(t) eine nach Bogenldnge parametrisierte Flachenkurve, die durch s verlduft
(siche Abbildung 3.5). Mit einem Punkt kennzeichnen wir abkiirzend alle Ableitungen

Abbildung 3.5: Zum Beweis von Lemma 3.14.
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nach ¢ in s := s(0). Offensichtlich gilt § € TS (%) und § = k,n(0). So waren Tan-
gentialraum und die Normalschnittkrimmung gerade definiert. Wir differenzieren (3.2)
beztiglich ¢ und erhalten mit ¢ := ¢(0) und 7o := 7 (0)

dl d
Gl = g s e HBs()]
d
= 2 (s() + et)s(t) — 2e()ROAN)s0)],_,
=54 cés+cs—2i(nn")s —2c((ni')s+(An")s + (PR ')s).
———
)
o
Eine der Frenet’schen Formeln fiir ebene Raumkurven lautet n = —k,$ (siehe [42]), s
dass dl
- =(+c)s+cHs+ 2k, (RST + $AT)s. (3.14)
t=0

Die Funktion ¢(t) ist einzig durch die Geometrie des Mustergenerators bestimmt, insbe-
sondere ist sie unabhéngig von k,. Halt man in (3.14) die Oberflicheneigenschaften bis
zur ersten Ordnung fest, ist die Zuordnung von &, zur Richtungsableitung auf der linken
Seite affin, also injektiv: Ein Ellipsoid hat Beispiel 3.13 zufolge gerade die Eigenschaft,
dass alle Richtungsableitungen verschwinden. Ist wie in einem singularen Punkt von W

umgekehrt %|,_y = 0 fiir beliebiges § € 7,5, entspricht #, der Normalschnittkriimmung

dt |t:
des in der Voraussetzung des Satzes konstruierten Ellipsoids. Damit ist alles gezeigt.

]

3.3 Das inverse Problem

Aus der deflektometrischen Messung geht v hervor, wie in Abbildung 3.6 anhand eines Si-
gnalmodells angedeutet wird. Gesucht ist nun die Funktion ~h~!, die jedem Parameterpaar

den entsprechenden Oberflachenpunkt zuordnet, also
Rt =U"1ok oy, (3.15)

wobei die Hauptschwierigkeit darin liegt, dass ¥ von den Eigenschaften der Oberflache
und der Sichtstrahlenkongruenz abhéngt. Das Problem ist stark nichtlinear und schlecht
gestellt im Sinne der eindeutigen Invertierbarkeit (siehe Abschnitt 2.4).

3.3.1 Punktweise Inversion

Gleichung (3.15) modifizieren wir leicht, und mit s = h™'(u) = h™!(u,v) erhalten wir
Y(u) = k o W(s) beziehungsweise genauer ¥(u) = k o U(s,n). Wieder modelliert &k die
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i S i

N(S2) Y

Abbildung 3.6: Signalmodell: Das einfallende Sichtstrahlensystem wird von der Ober-
fliche moduliert. Die Umkehrung der systemtheoretischen Betrachtung
aus Kapitel 1 stellt keine Einschrankung dar.

Geometrie des kalibrierten Mustergenerators. Auflerdem ist (unabhéngig von der Wahl
der Karte h) n = n(d,h,0,h) eine Funktion der Ableitungen von h nach den beiden
Parametern. Es folgt schliefilich

Y(u) = ko W(h ' (u), n(d,h,dsh)). (3.16)

Festhalten des Parameterpaars u = (u,v) € U kommt einer punktweisen Betrachtung des
Rekonstruktionsproblems gleich. Gesucht sind ™!, und weil ohne eine offene Umgebung
von h(s) keine Differentiation mehr moglich ist, auch d,h und 9,h. Gleichzeitig ist der
Bildbereich der Messung 1 zweidimensional, wir haben es ja mit der Kartenabbildung
zwischen zwei reguldren Fliachen zu tun. Aus algebraischer Sicht kann die Losung des
Systems (3.16) aus zwei Gleichungen aufgrund seiner Rangdefizienz nicht eindeutig losbar

sein.

3.3.2 PDE-Systeme 1. Ordnung

Eine nattrlichere Darstellung des Rekonstruktionsproblems (und vieler anderer messtech-
nischer Probleme) ergibt sich mittels der Theorie partieller Differentialgleichungen. Trotz-
dem findet diese Formulierung in der verfiighbaren Literatur bis jetzt wenig Beachtung.
Erwéhnenswerte Ausnahmen sind Hicks und Perline [26] sowie Kickingereder und Don-
ner [36]. Durch Verwenden der Parametrisierung (2.2) in (3.7), das heiBt s = (x,y, f) T,
n = (—0,f,—0,f,1)" beziechungsweise I = (l1,l5)", ergibt sich ein nichtlineares Differen-
tialgleichungssystem 1. Ordnung in der unbekannten Funktion f:

2(f0uf + ) (@00 f + yOyf — f)
FUOf)? + (0yf)?] + 2(x0 f + yOyf) — f

Q(fayf +y) (20, f + Yo, f — f)
FUOf)? + (0, )] + 2(x0u f +yOu f) — [

Dazu ein paar analytische Feststellungen: Losung der Differentialgleichung fo,f +y =0
ist die Menge der Zylinder fi, (z,y) = \/k% —y? mit Radius k; € R. Denn anschaulich

(3.17a)

L =

I = (3.17b)
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wird nur fiir diese aus dem Ursprung auf die x-Achse zuriickgespiegelt, so dass [y = 0 gilt.

Analog erfiillt \/k? — 22 die Gleichung x0, f + = = 0.

Betrachte aulerdem die Schar der Paraboloide mit Brennpunkt im Koordinatenursprung
fro(zyy) = i—\/ 2kox — y? 4+ k3 wobei ky € R. Diese erfiillt die Differentialgleichung
F1O: )+ (0, f)?] + 2(x0.f + yd,f) — f = 0. Man priife nach durch Einsetzen. Jeder
Punkt des Parabolspiegels reflektiert aus dem Ursprung in einen Strahl parallel zur xy-

Ebene. Ein solcher Parabolspiegel besteht nur aus Polen im Sinne der Definition aus 3.2.1.

Alle weiteren Nullstellen des Zéhlers auf der rechten Seite beider Beziehungen erfiillen
20, f +y0,f — f = 0. Die Losungsmenge dieser Differentialgleichung besteht aus Ebenen
der Form Ej, 1, : ksx + ksy — z = 0. Alle relevanten Sichtstrahlen liegen vollstandig in
Ejy 1, und werden von der durch die Householder-Matrix H beschriebenen Spiegelung
invariant gelassen. Hier wird eine Schwéche der Differentialgleichungsformulierung (3.17)
deutlich: Diese basiert ndmlich auf der Konstruktion aus Lemma 3.3, bei der sich der
Schnitt solcher Strahlen mit L durch ein A < 0 formal immer noch angeben lasst, dieser
aber keine strahlenoptische Entsprechung findet mit der Konsequenz, dass die Inversion
von ¥ auf der Basis von (3.17) auch physikalisch unsinnige Losungen wie die Ebenen

El, 1, liefern muss.

Setzt man die Parametrisierung (2.2) unter der Annahme L : z = 0 stattdessen in die
beiden Reflexionsbedingungen (3.4) ein, erhdlt man ein weiteres System zweier partieller
Differentialgleichungen 1. Ordnung. Diesmal ist eine der beiden Gleichungen quasi-, die

andere sogar semilinear:

(x —cx — )0 f+ (y—cy—1)0,f = f—cf, (3.18a)
lgaxf — llayf == },(lly — l2$)7 (318b)

wobei die Abktirzung ¢(z,y, f) bereits in der 2. Variante des Reflexionsgesetzes definiert

wurde.

3.3.3 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit ist im Fall von PDE-Systemen eine deli-
kate Angelegenheit, wie die folgenden Uberlegungen verdeutlichen sollen. Die Uberbe-
stimmung koénnte dazu verleiten, Eindeutigkeit zu erzwingen, indem man die beiden
(unbeschrinkten) Losungsmannigfaltigkeiten £, := {f € C'(Q) | f lost (3.18a)} und
Lo :={f € CY Q)| f16st (3.18b)} zum Schnitt bringt. Wir konstruieren leicht ein Ge-
genbeispiel. Sei f = const, das heifit Vf = 0. Aus (3.17) erhdlt man fiir den Musterfall
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sofort 1 (x,y) = 2z, ls(x, y) = 2y, woraus auch c¢(z,y, f) = 1 folgt. Das PDE-System (3.18)
schreibt sich unter der Annahme f(z,y) > 0 fiir alle (z,y)" € Q dann wie folgt:
20, f +yo,f = 0,
YO, f —z0,f = 0.

Verwende nun Polarkoordinaten = = rcos ¢, y = rsin . Den Nabla-Operator transfor-
miert man mit Hilfe der Jacobi-Matrix Jr von T : (r, ) — (z,y), das heifit

Or \ [ coso —%singp 0,
d, )\ sing %cosw Dy )’

Jr

und es folgt, da mit f > 0 auch » > 0 und durch r dividiert werden kann,
o f=0, 0,f=0.

Die Losungsmengen £; = {f € C*(Q) | f = f(@)} und Lo = {f € CY Q) | f = f(r)}
sind sofort ablesbar. Offensichtlich ist £, N Ly = {f € C*(Q) | f = const} und damit
|£1 N Ly] = oo. Zum selben Schluss kommt man, wenn man das Problem punktweise
betrachtet. Dann haben wir fiir festes € 2 die Gleichung AV f = 0, wobei

Sei nun € # 0 < r > 0, dann ist det A = —||z||*> < 0, das heiit RangA = 2 =
dim Kern A = 0. Aus AV f = 0 folgt also zwangslaufig V f = 0.

Wir betrachten nun das Cauchy-Problem zu (3.18), siehe dazu auch die Einfithrung in
Abschnitt 2.2: Unter entsprechenden Voraussetzungen reicht eine Anfangswertkurve hin,
um die richtige Losung aus einer der beiden Gleichungen durch Charakteristikenexpan-
sion zu gewinnen. Dennoch geht dabei Information verloren. Die spezielle Struktur des
Systems (3.18) erlaubt hier eine Abschwéichung der Voraussetzungen an die Anfangswerte.
Statt einer Anfangswertkurve wird nur noch ein Anfangspunkt benétigt. Das sieht man
folgendermafen ein: Wir hatten (3.18) durch Einsetzen der Parametrisierung (2.2) in die
Reflexionsbedingungen erhalten. Der in Abschnitt 2.2 erlduterte Ansatz zur Losung einer
quasilinearen PDE griindet sich auf die Umwandlung derselben in eine Orthonormalitéts-
bedingung wie die beiden Reflexionsbedingungen. Umgekehrt lassen sich diese also auch
direkt so auffassen, dass a und b Tangentenvektorfelder an Kurven in S (Charakteristi-
ken) sind. Integriert man also von einem Anfangspunkt sy in Richtung a, erhilt man eine
Flachenkurve, deren Punkte wiederum als Anfangswerte fiir die Expansion in Richtung b
dienen. Notwendige Voraussetzung fiir die Losbarkeit ist die lineare Unabhéangigkeit der
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charakteristischen Richtungen, also der Projektionen von a und b in den Parameterbe-
reich U. Diese ist hier immer gewéhrleistet, denn a und b sind laut Lemma 3.2 sogar
orthogonal. Eine Formalisierung liefert der folgende

Satz 3.15. Sei 0 # so = h~(uy), ug € U, gegeben und 1 : U — V Lipschitz-stetig, dann
ist (3.18) lokal eindeutig losbar.

Beweis. Satz 3.7 erlaubt die Darstellung von S N U.(sp), € > 0, als Graph einer Funktion
f. Das Deflektometrieproblem schreibt sich also in Form von (3.18). Das charakteristische
Differentialgleichungssystem zu (3.18a) lautet

ds,
dt

=a(sa), Sa(0)=sp (3.19)

mit dem Vektorfeld a : U.(sy) — R3,

oz l(x) —x
"l i) =l

a(x)

Wenn I(x) Lipschitz-stetig in @ € U.(so) ist, dann auch @ (Summation, Translation um
I und Verkettung mit Normalisierung 7 sind Lipschitz-stetige Operatoren). Es bleibt also
die Lipschitz-Stetigkeit von I(x) zu zeigen: Erstens ist h ein Diffeomorphismus von U nach
U,da S ja regular war. Inbesondere ist h also Lipschitz-stetig, denn die Jacobi-Matrix in
So beschreibt eine stetige lineare also beschréankte Abbildung. Die Kartenabbildung 1) war
Lipschitz-stetig laut Voraussetzung, also auch I = 1yoh. Mit dem Satz von Picard-Lindelof
folgt schlieBlich, dass (3.19) lokal eindeutig 16sbar ist in U (so).

Lemma 3.2 besagt nun, dass @ L b fir alle @ € U.(sp). Um die Wohldefiniertheit der
Funktion f zu gewéhrleisten, ist sicherlich n ¢ R? x {0}. Die Grundkurve der Losung von
(3.19) kann deswegen nicht charakteristisch fir (3.18b) sein. Das Kreuzprodukt b(x) =
l X x ist Lipschitz-stetig. Genau wie oben argumentiert man, dass genau eine lokale
Losung von (3.18b) zur Anfangswertkurve s, : R +— S existiert.

O
Die Konstruktion aus Satz 3.15 fiihrt zu folgender fundamentaler Einsicht:

Korollar 3.16. Die Lisungsmannigfaltigkeit des deflektometrischen Rekonstruktionspro-
blems ist eindimensional.

Beweis. Parametrisiere die Losung des Rekonstruktionsproblems zum Beispiel durch die
Entfernung des Anfangspunkts vom optischen Zentrum: sy = ds. Dann wird dem d € R
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ny

Abbildung 3.7: Konstruktion des Normalenfelds.

durch Integration von sy aus ein f € C! zugeordnet. Die Losungen liegen also auf einer

(eindimensionalen) ,Kurve* im C'.

]

Bemerkung: Es bleibt zu zeigen, dass es sich bei dieser Abbildung um einen Diffeomor-
phismus im Sinne der Fréchet-Ableitung handelt. Dann ist die Kurve sogar regulér. Deren
Tangentialraum werden wir im Kapitel 5 angeben. Fiir den Spezialfall L : z = 0 enthélt
Satz 3.8 alle Forderungen, die man an f stellen muss, so dass ¢ Lipschitz-stetig ist. Fer-
ner héngt die Findeutigkeit der Lisung offensichtlich direkt von der Eindeutigkeit eines

Anfangswerts ab! 39

3.3.4 Formulierung als Normalenanpassungsproblem

Sei im Gegensatz zu €2 aus Satz 3.8 von jetzt an Q C R3 und U C Q. Fiir eine beliebige
Parametrisierung h=! : U — SNU, lasst sich zu gegebener Messung I = ¢(u), u € U,
eine Oberflichenhypothese s = h~'(u) aufstellen. Welche Normale hitte die gesuchte
Flache S, wenn tatséchlich s € S? Die Frage lédsst sich auf unterschiedliche Art und Weise
beantworten: Die zwei Tangentenvektorfelder a : U + R3 und b : U +— R3 verkniipft man
zum Beispiel iiber das Vektorprodukt zu n, := a x b.

Eine weitere Moglichkeit ist die folgende: Bezeichne wieder mit C' die Sichtstrahlenquelle.
Dann ist fiir das Ellipsoid E; mit Brennpunkten in C' und [ die Lénge des Lichtwegs

39Fs sei schliefflich noch auf folgende Beobachtung hingewiesen, die allerdings nur von theoretischer
Bedeutung ist: Lemma 3.2 impliziert, dass die Charakteristiken von (3.18a) und (3.18b) Kurven sind, die
sich in jedem Punkt der Losungsfliche orthogonal schneiden. Ein solches Flachenkurvensystem definiert
um den Beriithrpunkt von S und von einer entsprechenden Kugel Br(0), R > 0, so genannte geodétische
Polarkoordinaten [42].
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Abbildung 3.8: Schnittansicht des deflektometrischen Normalenfelds und Integralkur-
ven des zugeordneten konservativen Gradientenfelds am Beispiel des
Planspiegels f(z,y) = g - %:v (gepunktet).

e(x) = (||| + |l — x|) = e(s) = const. fir alle x € E; N U. Die lokale, implizite
Darstellung von E; := {x € U | ¢;(x) = ¢;(s)} liefert sofort die Normale n, = Ve, die
(3.4a) und (3.4b) in s erfiillt, ¢; ist ja eine Level-Set-Funktion (siehe Abschnitt 2.3.1 und
Abbildung 3.7).

Bemerkung: Ist S N U die Nullstellenmenge einer differenzierbaren Funktion ¢, fithrt die

vierte Variante des Reflexionsgesetzes aus Abschnitt 3.1 auf die Differentialgleichung
Vi =ny. (3.20)

Wir haben folgende Integrabilitatsbedingung: Die Losung ¢ ist Potentialfeld von n, ge-
nau dann, wenn rot n, = 0. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, schafft ein integrierender
Faktor A : U +— R Abhilfe, der — geometrisch interpretiert — fiir eine Normierung von 7,
sorgt. Die Formulierung des Reflexionsgesetzes ist aber unabhangig von der Lange von
ny. Wir konnen also auch auf A(x) verzichten und betrachten solche n, : Q — R3, fiir
die im Allgemeinen rot n,, # 0. Ein solches ,,Feld* definiert immer noch eine Menge von
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Abbildung 3.9: Prinzip des monokularen deflektometrischen Stereos: Zwei Messungen
werden fiir unterschiedliche geometrische Konstellationen aufgenom-
men.

Tangentialebenen, die man Distribution nennt (nicht zu verwechseln mit einer verallge-
meinerten Funktion). Der Satz von Frobenius besagt, dass eine Distribution genau dann
integrabel ist, wenn fiir das Feld rot n,,

<rotn¢,n¢> =0 (321)

fir alle € Q.

In jedem Fall lasst sich die Rekonstruktionsaufgabe als Optimierungsproblem formulieren:
Gesucht ist die Flache S € R, fiir die das Funktional J : R — R,

.. .
J(S) = [ 5l = g|*do, (3.22)
S

ein globales Minimum annimmt. Es lautet in Operatorschreibweise
1 L2
J(8) = SIE(S) = yllias),

wobei hier ' = N (vgl. die Abschnitte 2.1 und 2.4). Selbst wenn (3.21) gilt, bleibt dennoch
die Mehrdeutigkeitsproblematik: Wie aus Abbildung 3.8 hervorgeht, existieren unendlich

viele Flachen, die das Normalenfeld erfillen, womit gemeint ist, dass bei gegebenem 1)
fur alle s € S das Bild der GauB-Abbildung 7(s) gleich 7i,(s) ist.

Der meist verwendete Regularisierungsansatz basiert auf der Auswertung zweier oder
mehrerer geometrischer Messkonstellationen. Anschaulich lassen sich alle derartigen Me-
thoden auf eine Korrelation zweier Normalenfelder zurtickfithren [11, 39, 49]. Dort wo die
Diskrepanz zwischen beiden am geringsten ist, muss die gesuchte Oberfliche verlaufen.
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T

Abbildung 3.10: Bewegung einer Oberflachenhypothese.

Im Fall, dass die Oberflidche relativ zu einer festen Anordnung aus Kamera und Muster-
generator nach der Vorschrift ® euklidisch bewegt wird (siche Abbildung 3.9), fihrt dies
nicht immer zum Erfolg. So kann eine falsche Anfangswertschiatzung auf Basis der Ste-
reomethode einen globalen systematischen Fehler fiir das Gesamtergebnis bedeuten. Um
an die Diskussion im vorherigen Abschnitt anzukniipfen: Die Eindeutigkeit der Losung ist
direkt an die Eindeutigkeit des Anfangswerts gekoppelt [65].

Wir zeigen, wie man durch Losen einer gewohnlichen Differentialgleichung ein Oberfla-
chenstiick konstruieren kann, fiir das sich Ausschnitte der nach Verschiebung um & zu
korrelierenden Normalenfelder zur Deckung kommen, so dass dort die Disparitat konstant
ist [2]. Man betrachte dazu einen Punkt sy € S. Der liegt auf einem Sichtstrahl g € S,
g : 8(\) = sp + AS. Die entsprechende Messung sei ly. Wir setzen fiir die Einschrankung
des ersten Normalenfelds auf g im Folgenden 7y, := |, : R — S% Diese Menge von
Oberflachenhypothesen wird nun der Bewegung unterzogen. Ohne Beschrénkung der All-
gemeinheit kann man ® darstellen als ®(x) = Rz +t,t € R*, R € SO(3), und es schreibt
sich ®(g) : §(A) = R(so + A8) + t. Im Allgemeinen ist Rsg + ¢ ungleich 0, das heifit, das
Bild von g unter ® ist nur noch ein affiner Unterraum. Gleichzeitig ist der echte Punkt
so nach ®(sg) gewandert und hat die Messung Iy erzeugt. Es folgt, dass die Einschran-
kung 7. |e(g) nun zusétzlich von der Messung I in einer Umgebung von I, abhéngt. Diesen
Freiheitsgrad kann man zur Konstruktion einer Flache nutzen, deren deflektometrische
Normalenfelder auf g und ®(g) lokal zur Deckung kommen.
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Wir wollen ja erreichen, dass sich die Normalenfelder in ®(g) N U decken mit einer offe-
nen Umgebung U C R* von ®(sg). Das bedeutet nichts anderes als (fvy|oeg), Riy) = 1
beziehungsweise

a . .

o \vleg), Riu) = 0.
P(I)\)

Das ist ein implizites Anfangswertproblem in l:

;A @,)) =0, 10)=1. (3.23)
Setze zum Beispiel fiir den zweidimensionalen Fall S := {(z,y)" € R?* | y = f(z)}
bezichungsweise ®(S) = {(#,y)" € R? | y = f(#)} (im Dreidimensionalen rechnet man
in eine Richtung des Tangentialraums) das Wissen iiber den Mustergenerator ein, so dass
I = (I()),0)T. Das System (3.18) reduziert sich zu einer gewdhnlichen DGL F(z, f, f',1) =
0. Aus dieser erhalt man mit der Losung von (3.23) nach Koordinatentransformation
A= ﬁ eine korrespondierende Flache. Unter Berticksichtigung der Nebenbedingung
f7(0) := f"(0) gilt sogar S = ®(S) in der Umgebung U, da ja die Kriimmung eine
Invariante der Bewegung ist.

Das bedeutet zusammengefasst, dass in Abhéngigkeit der Aufnahmekonstellationen die
Disparitatsanalyse zur Bestimmung eines Eindeutigkeit herstellenden Anfangswerts ein
falsches Ergebnis liefern kann. Damit sind im Hinblick auf das oben Gesagte auch beliebig
grofle Abweichungen der gesamten Rekonstruktion von der wahren Spiegelfléiche moglich.

3.3.5 Poisson-Gleichung

Der oben erwihnte direkte Ansatz (3.20) ist verlockend, doch wird eine stetig differen-
zierbare Losung schon aufgrund Verletzung von (3.21) in den seltensten Féllen existieren.
Mit Hilfe des Funktionals !

J9) = [ 5IVe — AglPda (3.24)

Q

fahnden wir aber nach der nachstbesten, schwachen Losung. Bemerke, dass es sich anders
als bei (3.22) nicht um ein Flachenfunktional handelt. Mit dem Optimierungsproblem
arg min, J(p) ist natirlicherweise eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung
verkniipft. Die folgende Formalisierung geht in ihrer Grundform auf den Autor von [26]

zurick:

Lemma 3.19. Sei Q C R? offen mit stiickweise stetig parametrisiertem Rand 0 und
duflerem FEinheitsnormalenfeld 6. Ist ¢ ein stationdrer Punkt von (3.24), dann gilt die
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2 2.01 2.02 A\ 2.03 2.04 2.05

(a)

2.06

2.05r
2.04-
)

2.03r

2.02r

2.01fF ﬁ

1 1 1 1 1 1 1
2—0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0
X

(b)

Abbildung 3.11: (a) Beispiel: Numerische Losung von Gleichung (3.23). Die Oszillatio-
nen werden durch den impliziten (!) Gleichungsloser verursacht, der zu
Beginn einen geeigneten Startwert fiir 9yl finden muss. (b) Zwei durch
® auseinander hervorgegangene Ausschnitte aus dem Normalenfeld,
deren Korrelation nicht die Auflésung der Mehrdeutigkeit bewirken
kann. Die Bewegung @ enthielt im vorliegenden Beispiel Rotations-
und Translationsanteile.
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Poisson-Gleichung
Ap = divny, (3.25)

mit (Vp,0) =1, wobei v : 0 — R,
L = (fvy, ). (3.26)

Beweis. Sei ¢! := ¢ + tv eine Variation von ¢. Mit V! = Vi + tVu folgert man

Hey=[2

t=0 Q

d

1

t=0

(Vo — vy, + tVo, Vo) |i—odx

(Vi — 1y, Vo)de.

Mit Hilfe der Green’schen Formel®>!° sieht man, dass

/(V(p Ry, Vo)dz = /div((w —fy)v)dz — /div(w —fy)ude.
Q Q Q

Den ersten Term fithren wir mit Hilfe des Gauf’schen Satzes auf ein Randintegral zurtick,
so dass schliellich

a
dt

J(p") = /(Vgp — Ny, O)vde — /diV(Vgp — ny)vdx = 0,
t=0 i9) Q

was die notwendige Bedingung fiir einen stationdren Punkt des untersuchten Funktionals
darstellt. Sie muss fiir alle Variationen gelten, auch fiir solche v € C§°(2) mit kompak-
tem Trager in €2, fir die der erste Term verschwindet. Es folgt aus dem Hauptsatz der
Variationsrechnung, dass div(Vy — ny) = Ap — divny, = 0, und daraus die behauptete
Poisson-Gleichung. Fiir beliebige v € C°°(2) muss dann auf 02 auch Vi = fi,, sein. Das

sind die so genannten natiirlichen Randbedingungen.

]

Auch diese Problemformulierung besitzt ohne essentielle Randbedingungen oder auch
Dirichlet-Randbedingungen®!! keine eindeutige Losung. Das ist folgendermafien einzuse-
hen: Seien ¢ ein stationérer Punkt von (3.24) und C), € R eine beliebige Konstante. In

3-10Verallgemeinerung der partiellen Integration, mit Hilfe der Produktregel zeigt man, dass fiir eine
skalarwertige Funktion f und ein Vektorfeld v gilt: [, div(fv)dx = [(Vf,v)dx + [, fdivvdz.

311Dje Dirichlet-Randbedingung einer PDE (zum Beispiel der Laplace-Gleichung Au = 0) spezifiziert
die Werte der gesuchten Funktion u auf dem Rand 0 des Gebiets, das heifit, sie fordert, dass u|gq := v,
v: 00— R.
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gilt dann A(¢ —C,) = Ap — AC, = Ap = divn, und — weil die Randbedingungen dieser
Formulierung vom Neumann-Typ sind - (V(¢ — C,),0) = (Vo —VC,,6) = (Vp,06) = ¢.
Zwei Losungen unterscheiden sich also um eine additive Konstante, und jede der Niveau-
mengen

SCP(SD) ={xz € R’ | o(x) = Cp=0 & ¢(x)=Cy}

erfilllt das Normalenfeld 7. Dieses Resultat ist nicht tiberraschend: Zwar ist die impli-
zite Darstellung einer Flache unabhangig von der Fortsetzung der Funktion ¢ vom Level
Set 0 nach ganz ). Hier wurde von (3.24) aber gefordert, der Gradient dieser Fortsetzung
solle auf ganz 2 mit dem deflektometrischen Normalenfeld iibereinstimmen. Direkt veri-
fiziert man nun die Struktur-Analyse aus Korollar 3.16: Die Losungsmannigfaltigkeit des
deflektometrischen Problems ist gleich der Familie S¢, mit Parameter C,,.

3.3.6 Kriimmungsanpassungsproblem

Geht man aber davon aus, dass das Normalenfeld die Integrabilitatsbedingung (3.21)
erfillt, erreicht das Funktional (3.24) tatséchlich den Wert null. Es ist dann Vi = 7,
und Anwenden des Nabla-Operators auf beiden Seiten resultiert natiirlich in

Ap = divn.

Insbesondere muss auf der von ¢ definierten Flache |[V| = 1 sein. Der Term auf der
linken Seite ist dann gleich der mittleren Kriimmung Ay = k. Eine Losung des Deflek-
tometrieproblems muss sich in seiner Krimmung mit der Divergenz des aus der Messung

abgeleiteten Normalenfelds decken:
k() = div ey (). (3.27)

Wenn auch nicht in dieser Klarheit wiedergegeben, fufien neben den in [35, 38, 60] be-
schriebenen auch die lokalen Ansitze aus [56, 57] auf dieser Formulierung. Diese wollen

wir im Folgenden noch etwas genauer untersuchen.

Laut der 4. Version des Reflexionsgesetzes (siche Abschnitt 3.1) kann man das Norma-
lenfeld iy, : Q +— 5% auch so schreiben:

—
A

ny(x) =& — 7(x).

Dabei bezeichnet r(x) = & — I(x) die Soll-Richtung des Reflexstrahls fiir einen Punkt

__ dive—1

x € Q mit gegebener Messung I(x). Fir ein Vektorfeld v gilt allgemein div 7(v) = ol
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Mit dive = 0,z + dyy + 0,2 = 3 () folgt

1 1 1
div iy (x) = — [ (dive — 1) + ———(dive —divli—1) — 1
&+ — 1| Ll [ — 1]
() 1 [ 2 2—divl
= S + —
& +x—1| Lzl lle—1

Mit Hilfe eines geeigneten C'y; € R.( kann nach oben abgeschétzt werden:

div vy (z) < Chy(4 — divl(w))H;H. (3.28)
Wir betrachten nun den Term div () noch genauer. Da l(x) nur von den zwei Parametern
u = (u,v)" der Sichtstrahlenkongruenz, aber nicht von der Entfernung d(u) des Punkts
x vom optischen Zentrum abhéngt, fithrt man zunéchst die Koordinatentransformation
(z,y,2) — (u,v,d) durch. So hat man sich von einer abhéngigen Variable befreit. Mit der
Kettenregel und (2.5) sind

1 1 T

00 ==, 9l=-0 wd .l=-—0,1-2o,L.
z z z z

Somit ist
lel(a)) = axll -+ aylg + 8zl3

1
= m(ﬁull -+ avlg — U,aulg — Uavlg)

= (o () - ).

Ist der geklammerte Term beschréankt, folgt speziell lim|z—oo divi(z) = 0. Also ist we-
gen (3.27) und (3.28) auch

k= lim diva,(xz)=0. (3.29)
[[]|—00 [l]|—00

Insbesondere folgt aus dem Gesagten, dass die Kriimmung durch deflektometrische Ver-
fahren nur unter approximierenden Annahmen unabhdngig von der Entfernung gemessen
werden kann. Nimmt man aber an, die gesuchte Fléche sei nicht unendlich aber hin-
reichend weit von Kamera und Mustergenerator entfernt, kann man die Forménderung
zwischen zwei Losungskandidaten und damit den systematischen Fehler beschranken. Ein
MaS fiir die Forménderung ist zum Beispiel

10.k] = |0, div 7ay)|.

Daraus lésst sich nun ein C, berechnen, so dass fiir alle z > C, = |0.x| < C.
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Abbildung 3.12: Maximaler Approximationsfehler des Beispiels 3.20.

Beispiel 3.20 Spharischer Spiegel

Sei I(u) := 0. Anschaulich besteht der Losungsraum aus allen Kugeln um den Ur-
sprung, denn wie bereits in Abschnitt 3.3.2 bemerkt, 16sen alle fr : R? — R mit
fr(@) = \/R?> — ||Z||* das System (3.17). Die mittlere Kriimmung einer Losungsflache
im Punkt = (2", 2)" betrigt

wa) = — L =1

R(z, 2) [2 4 H:iHZ

Im Ubrigen bestétigt sich hier die Beobachtung (3.29). Fiir festes @ ist dann
z

|(9sz| = )
V(22 +[[Z]?)?

also O(|0,k|) = z2. Nimmt man nun an, dass sich die gesuchte Fliche mindestens C', > 0

vom optischen Zentrum der Kamera befindet, kann man den Rekonstruktionsfehler wegen

der Monotonie von |0.k| wie folgt abschétzen:
Bo<—% 1
(C2+ &2~ CE

[]

Es sei aber angemerkt, dass zwar das Supremum des systematischen Fehlers mit der
Entfernung abnimmt. Zur gleichen Zeit sinkt aber auch die auf der Oberfliche von der
Sichtstrahlenkongruenz induzierte Abtastdichte mit allen bekannten Konsequenzen, die
sich aus Samplingtheoremen fiir nichtaquidistante Gitter ergeben (siehe zum Beispiel [1]).
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Literatur Vorteile Nachteile

Punktweise Mustration der Mehrdeutigkeit Zusammenhang der Reflexions-
punkte bleibt unberiicksichtigt.

PDE (26, 36] Existenz und Eindeutigkeit numerische Integration
Normalen- [11, 22, 23, 26, Illustration der Mehrdeutigkeit, Integrabilitit, Rechenaufwand
anpassung 39, 49, 60, 63] Korrelation moglich

Kriimmungs- [35, 38, 56, 57]  lokal-parametrische Modelle Differentiation des Normalen-
anpassung felds

Tabelle 3.1: Varianten der Formulierung des inversen deflektometrischen Problems im
Vergleich.

3.3.7 Fazit

Wie aus den letzten Abschnitten hervorgeht, existiert mittlerweile eine Fiille von Be-
schreibungen des inversen deflektometrischen Problems, die sich wie in Tabelle 3.1 in vier
Kategorien einteilen lassen.

Die punktweise Betrachtung illustriert anhand eines unterbestimmten nichtlinearen Glei-
chungssystems besonders anschaulich die Mehrdeutigkeit bei der Umkehrung der indu-
zierten Abbildung, vernachléssigt aber den inneren Zusammenhang der Punkte in einer
Flache. Vorwissen in Form einer zugelassenen Funktionenklasse einzubringen ist daher

nicht moglich.

Um dieses Defizit zu beheben, geht man zu einer kontinuierlichen Beschreibung in Form
partieller Differentialgleichungen tiber. Nun ist die Mehrdeutigkeit durch das Fehlen von
Rand- beziehungsweise Anfangswerten bedingt. Da meist fehleranfillige Integration zu
ihrer Losung notwendig wird (siehe Kapitel 4.4), eignen sie sich vornehmlich, um theo-
retische Fragestellungen zu behandeln — wie die nach der Struktur des Losungsraums.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird ein quasilineares PDE-System 1. Ordnung vor-
geschlagen, anhand dessen die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit der Losung des

Deflektometrieproblems geklart werden kann.

Leicht einzusehen ist die Popularitdt des Normalenfeldansatzes: Zwar ist Integrabilitét
nicht so einfach zu verifizieren wie bei tangentialen Vektorfeldern, doch ist die Mehrdeu-
tigkeit fiir den kontinuierlichen Fall auch hier leicht einzusehen. Ein deflektometrisches
Normalenfeld stellt ferner ein Merkmal dar, das anstatt der fehlenden Textur zur Dis-
paritdtsanalyse im Rahmen eines triangulierenden Verfahrens dienen kann. Auch die in

den Kapiteln 4 und 5 entwickelten Verfahren setzen auf eine regularisierte Variante der



3.3 Das inverse Problem 55

Normalenanpassung.

Die Krimmung charakterisiert auf natiirliche Weise die Oberflichenform vollstandig und
kann mit Hilfe eines lokal-parametrischen Modells eindeutig an eine mit der Messung kon-
forme Sollgeometrie angepasst werden. Die Diskussion im letzten Abschnitt hat gezeigt,
warum sich das Kriimmungsanpassungsproblem besonders zur Regularisierung durch Ap-
proximation eignet. Allerdings geht es aus dem Normalenanpassungsproblem infolge einer
Differentiation hervor, welche die analytische Behandlung verkompliziert und numerisch
zu einer Rauschverstarkung fiihren kann.



26

3 DAS DEFLEKTOMETRISCHE PROBLEM




57

4 Regularisierung durch Shading-Daten

4.1 Einfiihrung

4.1.1 Reflektanzabbildung und Shape-from-Shading

Die meisten Ojekte — selbst diejenigen, die ein menschlicher Beobachter als vollspiegelnd
empfindet — weisen auch diffuse Reflexionsanteile auf. Das gilt insbesondere fiir wichti-
ge Industriegiiter wie lackierte Karosserieteile oder Sanitar- beziehungsweise Haushalts-
waren aus Keramik, siehe zum Beispiel Abbildung 4.1. Radiometrisch kann man solche
Oberflachen durch das Modell des Lambert’schen Strahlers beschreiben: Sei I, wie in Ab-
bildung 4.2 der Ort einer Punktlichtquelle beziiglich des Kamerakoordinatensystems. Im
Sinne verallgemeinerter Funktionen gilt fiir die beleuchtungsseitige Strahldichteverteilung
Ly(x) = Lod(x—1;) mit & € R3, Ly € R und der mehrdimensionalen Dirac-Distribution 6.
Wir verwenden die einfache BRDF*!

—

p(s,r) :)\%+(1—)\)5(ﬁ—§+f), (4.1)

41bidirektionale Reflektanzverteilungsfunktion

Abbildung 4.1: Die Motorhaube eines Kleinwagens enthalt diffuse sowie spekulare Re-
flexionsanteile.
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Abbildung 4.2: Regt man das diffuse Reflexionsverhalten einer teilspiegelnden Ober-
flache durch eine Punktlichtquelle an, lasst sich mit Hilfe eines Shape-
from-Shading-Ansatzes die bendtigte Zusatzinformation gewinnen, die
zur Regularisierung des inversen Deflektometrieproblems benétigt wird.
In grau ist die Strahldichteverteilung des Reflexes L, (s) angedeutet.

die vom Reflexionspunkt s mit Oberflichennormalen m und der Einstrahlrichtung %2
abhangt. Wir schlieen die Grenzfélle rein spiegelnder beziehungsweise diffuser Reflexion
durch die Wahl von A € (0,1) aus und bemerken, dass 7, = s — [, eine Funktion von s
ist. Durch Auswertung eines Faltungsintegrals kénnen die eingestrahlten radiometrischen
Quantitaten mit der Strahldichteverteilung L, (s) der vom Reflexionspunkt ausgehenden

Streukeule in Beziehung gesetzt werden:

Bei der Faltung ist der Halbraum aus physikalischen Gesichtspunkten ein sinnvoller Be-
reich fiir die Integration iiber alle méglichen Einstrahlrichtungen, so dass stets (7, ) > 0.
Die letzte Formel deutet darauf hin, dass bei der Messung des diffusen Verhaltens einer
durch (4.1) modellierten Oberflache alle Punkte auszuschliefien sind, fir die das Reflexi-

onsgesetz 3.1 erfiillt ist. Das formalisieren wir in der folgenden

Definition 4.1. N;i(s) := {8 eS|n= §/—|—\ﬁ} heift Menge der Spekularitaten unter
allen s € S beztiglich der Beleuchtungsrichtung 7.

42 Anders als die in den vorhergehenden Abschnitten verwendete Einstrahlrichtung zeige r, wie aus
Abbildung 4.2 hervorgeht, in Richtung der Oberflichennormalen!
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Fiir alle s ¢ N, ist dann 0(f — & + 7) = 0, und mit #(s) = s — I folgt

ALy —
L(s)="2(s — I, 7). (4.2)
™
Die Strahldichteverteilung wird durch Integration tiber den von einer diinnen Linse
(Durchmesser D) eingenommenen Raumwinkel in die Bestrahlungsstérke E eines Ele-
ments u = (u,v)' der Bildebene Qp iiberfiihrt. Jihne [32] gibt diese unter Ausnutzung
der radiometrischen Invarianz mit
s D?
- L(s)
A (L Jul))?
12) A D2 N (43)
(4.2) .
= T oz Lo(s(w) = by, n(u))
4 (1A [lu])?
=:B(u)

an. Den Zusammenhang zwischen Oberflachengeometrie und Grauwertbild spiegelt die

E(u)

fundamentale Gleichung der Bestrahlungsstdrke
B(u) = %(u, s(u), n(u)) (4.4)

wider, wobei Z als Reflektanzabbildung bezeichnet wird und hier wegen (4.3) von der

Form
% (u, s(u), n(u)) := fu)(r(u), n(u)) (4.5)
ist. Vergleiche das auftretende Skalarprodukt mit denen aus den beiden Reflexionsbedin-

gungen (3.4a) und (3.4b). Dies ist ein erster Hinweis auf die Verwandtschaft von Shape-
from-Shading und Deflektometrie.

Auf der Suche nach klassischen, stetig differenzierbaren Losungen des inversen Pro-
blems, aus E auf S zu schlielen, st6ft man auf dessen Schlechtgestelltheit: Eine kon-
tinuierliche Formulierung erfordert auch hier zunachst die Wahl einer Parametrisierung,
vergleiche Abschnitt 3.3.2. Wir stellen die unbekannte Fléche als Graph der Funktion
d : Qp — Ry dar, die jedem Punkt den Abstand vom optischen Zentrum zuordnet.
Nach Einfiihrung eines integrierenden Faktors ist die Reflektanzabbildung von der Gestalt
Z(u,s(u),n(u)) := F(a(u,d)0,d + b(u, d)0,d). Fiir stetiges und monotones F' existiert
die Umkehrabbildung, so dass durch

a(u, d)dyd + b(u, d)dyd = F~'(E(uw)) (4.6)

eine quasilineare PDE erster Ordnung definiert ist [27]. Auch hier ist bei gegebener An-
fangswertkurve die Charakteristiken-Methode anwendbar. Um einen Startwert s, fiir die
Integration zu erhalten, nutzt Horn das Vorwissen tiber Singularititen von (4.6). Singu-
lare Punkte korrespondieren mit Stellen maximaler Intensitdt im Grauwertbild, in de-
nen die Charakteristiken von (4.6) sternféormig zusammenlaufen (siehe Abbildung 4.3).
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Abbildung 4.3: In einem singuléren Punkt sind Beleuchtungsrichtung 7 und Oberflé-
chennormale n gleichorientiert. Orthogonal zu den Charakteristiken,
die der Singularitat entspringen, verlaufen die Kurven konstanten Grau-
werts in der Bildebene (hier gestrichelt angedeutet).

Fiir Lambert’sche Oberflichen treten sie genau dann auf, wenn von einer Punktlicht-
quelle parallel zur Oberflachennormalen beleuchtet wird, dann ist ndmlich (7,(s¢), 1) =
cos Z(7y(sp), ) = 1. Daraus kann der Gradient algebraisch berechnet werden: Aus der
letzten Identitat folgt n = 7(so), woraus mit r,(sg) = so — I, auf dy = ||so|| geschlossen
werden kann. SchlieBlich seien Horns Sammlung von Aufsitzen [29] und der Ubersichts-
artikel von Zhang et al. [68] dem Leser als grundlegende Quellen zum Thema Shape-from-
Shading (SFS) empfohlen.

4.1.2 Deflektanzabbildung

Wenn die Oberflache hinreichend weit von Kamera und Strahler entfernt ist, gilt néhe-
rungsweise 7, &~ const., und wir setzen 7, := 7y. Unter dieser Annahme beeinflusst die
Entfernung eines Punktes s vom optischen Zentrum nicht mehr die Bestrahlungsstérke
seiner Projektion w = hs(s) in die Bildebene Qp. Mit Z : Qp x S? — R lautet Glei-
chung (4.4) nun

E(u) = Z(u,n(u)). (4.7)
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Da dem Grauwert E zwei unbekannte Orientierungsparameter p und ¢ entgegenstehen,
ist die punktweise Losung dieser Gleichung unterbestimmt. Das Rangdefizit der punktwei-
sen Betrachtung des inversen deflektometrischen Problems (siehe Abschnitt 3.3.1) betragt
ebenfalls 1: Zu den beiden gesuchten Neigungsparametern gesellt sich die Entfernung des
beobachteten Reflexionspunkts. Demgegentiber stehen aber auch zwei Reflexionsbedin-
gungen. Durch eine Differenzenbildung in dem Sinne, dass eine der beiden Gleichungen
unter Wahrung des Rangdefizits vernachlissigt wird, scheint die Konstruktion einer Ahn-
lichkeit vermittelnden Abbildung zwischen beiden Problemstellungen greifbar und damit

der Transfer von dhnlichkeitsinvarianten Rekonstruktionsverfahren.

Schon das Oberflichenmodell (4.1) deutet die Dualitét der inversen Probleme in Deflekto-
metrie und SFS an. Insbesondere fithrt — wie im Kapitel 3 fiir die spiegelnden Reflexions-
anteile gezeigt — das Skalarprodukt in (4.4) auch auf eine quasilineare Differentialgleichung
erster Ordnung. Kann man die beiden Rekonstruktionsaufgaben durch Relaxation der Be-
dingungen miteinander vergleichbar machen? In anderen Worten: Gibt es ein sinnvolles
Analogon zur Reflektanzabbildung in der Deflektometrie? Die Unterraumbedingung gibt

diesbeziiglich einen ersten Hinweis: Wegen der Bilinearitat des Vektorprodukts behalt
(sxl,n)=0 (4.8)

nach Multiplikation mit beliebigem A\ € R Giiltigkeit. Das ist einleuchtend, der zweidi-
mensionale Unterraum, in dem die Reflexion stattfindet, ist ja durch das Erzeugnis von
s und ! eindeutig bestimmt. Es gilt sicherlich [s,1] = [As,l]. Um konkret rechnen zu
konnen, legen wir ferner die Geometrie des Mustergenerators fest. Dieser liege wie in Ka-
pitel 3 in der zy-Ebene. Einsetzen von I = (I1,05,0)" € L, s = (s1,52,83)' € S und

n = (ny,ng,n3)" € T,S fithrt auf

S1 ll —Sglg T
< S9 X l2 > ~ < S3l1 , N9 > =0
S3 0 81l2 — 82[1 ns
p=— (83712 — Sgng)h = (53711 — Slng)lg =

b §3N1 — S113
ly S3Ng — 82”3'

Es ist die Skalierungsinvarianz von (4.8), die den Ubergang zu projektiven Koordinaten
infolge einer Division durch s; beziehungsweise ng moglich macht: Mit (2.5) und (2.6)

folgt schliellich
lh p—u

L q—v

Die messtechnisch erfassbaren Grofien konnten auf eine Seite der Gleichung gebracht wer-

den. Bei diesem Quotienten, den wir Deflektanz nennen wollen, handelt es sich geometrisch
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gesehen um den Kehrwert des Tangens des Azimuthwinkels £ der Darstellung von I in

Kugelkoordinaten:
1
Yalu) = tan &

Die rechte Seite hédngt wie gewiinscht nicht von der Entfernung ab. Insgesamt haben wir

folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.2 (Gleichung der Beleuchtungsrichtung). Sei L : z = 0. Dann hdngt die Deflektanz
Ya(u) fir alle w € Qg nur von Blickrichtung und Oberflichennormale ab, das heifst

Ya(u) = Z(u, n(u)). (4.9)

Wir bezeichnen . : Qp x S? — R,

p—u
& = 4.10

(.n(w) = 2=, (410)

als Deflektanzabbildung. Die Formalisierung dieser Analogie zwischen Shape-from-Shading

und dem Deflektometrieproblem geht auf den Beitrag [3] von Balzer et al. zurtick.

Bei der Definition von Deflektanz beziehungsweise Deflektanzabbildung wurde angenom-
men, dass der Mustergenerator L sich in der xzy-Ebene befindet. Wie muss man )4 fiir
beliebige Schirmgeometrien L C R? fortsetzen, damit Gleichung (4.9) ihre Giiltigkeit be-
hélt? Einen Reflexstrahl, der L im Punkt I = (I, 1s,13), I3 # 0, getroffen hat, schneidet
die xy-Ebene im Punkt

siche Abbildung 4.4. Es ist also 4(l) := tb(I) die gesuchte Fortsetzung. Im Folgenden
beziehen wir uns immer auf Messungen der verallgemeinerten Deflektanz g, wollen diese
also nicht mehr durch Kennzeichnung von 1, unterscheiden: vy := .

Schliefllich prasentieren wir noch einige theoretische Ergebnisse, die mit Hilfe des formalen
Konstrukts der Deflektanz leichter zu beweisen sind: Im Falle der Ebene sind p und ¢
konstant, das heifit, .Z hingt nur noch von w ab. Das impliziert die folgende

Proposition 4.3. Sei E, eine Ebene des R® mit Normalenvektor n, g, € S ein fester
Sichtstrahl und 7(x) = « + t der Translationsoperator. Dann sind die zwei Refleze 1;(s)
an Ey und ly(s) an Ey = TE) linear abhdngig.

Beweis. Die Oberflichennormale ist eine Invariante von 7. Folglich gilt, da s fest, U; =

[s,n] = Uy =: U. Aus der zweiten Reflexionsbedingung (I x s,nm) = 0 folgt sofort,
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Abbildung 4.4: Definition der verallgemeinerten Deflektanz.

dass 1,1y € U. Nach Konstruktion erhalt man die Reflexe durch Schnitt mit der Ebene
L :z = 0. Dies ist, wenn U }f L, ein eindimensionaler Unterraum. Da sowohl I; als auch
l; im eindimensionalen Unterraum U N L liegen, sind sie linear abhéngig.

]

Sind fiir eine feste Ebene mindestens zwei Korrespondenzen bekannt, kann durch Ver-
gleich der Deflektanzen eine algebraische Losung des Rekonstruktionsproblems gewonnen
werden:

Proposition 4.4. Seien E eine Ebene des R® mit Normalenvektor n und ¢’ € S,i =
1,2 zwei Sichtstrahlen. Sind die l; linear unabhdngig, dann ist das Deflektometrieproblem

eindeutig losbar.

T

Beweis. Fir die Ebene ist p = (p,q) ' = const. Wahle zwei Sichtstrahlen und die assozi-

ierten Pixel (uy,v;) beziehungsweise (us,v2). Einsetzen in (4.9) und Umstellen liefert ein
lineares Gleichungssystem in p und g:

tan&; 1 p\ [ vit+tan&uy
tané, 1 qg ) \ wv+tan&us /-
—_—

A

Da die I; nach Voraussetzung linear unabhéngig sind, gilt & # &, also ist

. tanfl 1
detA_|tan§2 1 ‘7&0,

und das Gleichungssystem ist eindeutig losbar.
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Il

121

Abbildung 4.5: Berechnung der Entfernung bei bekannter Oberflachenneigung.

Nun ist fiir festen Sichtstrahl auch die Entfernung des zugeordneten Reflexionspunkts
eindeutig festgelegt: FEine Betrachtung des Strahlenverlaufs im Raum [8,1] ergibt unter
Verwendung des Sinussatzes

sin(m — o — 2(e + 0))
sin 2(e + o)

12

sl =

siehe Abbildung 4.5. Der Winkel o errechnet sich aus der eben bestimmten Orientierung

durch o = arctan ||p[|. Des Weiteren sind ¢ = § — o und ¢ = arccos(8,1). Unter Einsatz

verschiedener Additionstheoreme formt man weiter um:

sin(p — 20)

sin(20 — 20) Il

sl =

4.2 Stand der Forschung

Die im vorherigen Abschnitt formalisierte Ahnlichkeit des inversen Deflektometrie- und
Shape-from-Shading-Problems wirft eine interessante Frage auf: Ist es moglich, dhnlich-
keitsinvariante Methoden — seien es nun Methoden der Modellierung, Regularisierung oder
Numerik — zu transferieren oder gar zu kombinieren? Bis jetzt hat niemand diese Frage
bewusst behandelt. Klassifiziert man aber alle in beiden Feldern bekannten Verfahren zum
Beispiel wie in Tabelle 4.1, wird deutlich, dass sich vollkommen unabhéngig von einan-
der analoge Ideen entwickelt haben. Gegeniiberstellend beleuchten wir im Folgenden den
Stand der Forschung auf beiden Gebieten. Die Ubersicht ist nach Art der regularisierenden
Zusatzinformation geordnet.
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Deflektometrie SFS

Stereo Bonfort & Sturm (2003) Woodham (1978)
Knauer et al. (2004)
Petz & Tutsch (2004)
Kickingereder & Donner (2004)

Lokal Savarese et al. (2005) Pentland (1984)
Rozenfeld et al. (2007)

Minimierung Solem et al. (2004) Ikeuchi & Horn (1981)
Hicks (2005)

Tabelle 4.1: SF'S- und deflektometrische Regularisierungsansétze in der Literatur.

4.2.1 Stereo-Methoden

Naheliegend ist die Auflosung der Mehrdeutigkeit durch Verwendung einer Serie mindes-
tens zweier Aufnahmen. Dabei wird man allerdings mit einer Schwierigkeit konfrontiert,
die an das Korrespondenzproblem bei diffusen texturierten Objekten erinnert. Sei ® eine
euklidische Bewegung im dreidimensionalen Standardraum. Dann sind im Allgemeinen
weder die Karte (U, h) unter der Transformation

h(S) # h(®S)

invariant noch die deflektometrischen Modellgleichungen: Zwar ist mit ® bekannt, wo-
hin ein fester Oberflichenpunkt gewandert ist, das gilt aber nicht fiir die Richtung, in
der er beobachtet wird. Eine Korrelationsanalyse behebt das Problem nicht, da ja die
Umwelt und nicht der Spiegel selbst abgebildet wird. Stattdessen abstrahiert man und
vergleicht Losungen zweier Differentialgleichungen beziehungsweise deren Richtungsfelder
miteinander.

Kickingereders und Donners [36] Herleitung von totalen Differentialgleichungen Vf =
Filz,y, f(x,y)] fir jede Kamera i = 1,2 basiert auf einer impliziten Oberflachendarstel-
lung: Fiir festes I = (I1,15,0) " liegt der gesuchte Reflexionspunkt s = (z,y, ) auf einer
Ellipse E,, aus der Schar

ea = 200/2% + 2 + f2 — a® + 1|2 — 2f (hx + Ly) = 0

mit freiem Parameter o und Normalenvektor Ve, (siche Abbildung 4.6 und Ab-
schnitt 2.3.1). Es gilt wegen des Satzes tiber die Ableitung implizit definierter Funktion
ohne Beschréankung der Allgemeinheit

Oz€q Oyea

axf = ayf =

_8fea’ _8fea'
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Ve,

Abbildung 4.6: Jede Ellipse der Schar F, spiegelt alle Sichtstrahlen in den Punkt .

Den Parameter a gewinnt man aus der urspriinglichen Ellipsengleichung, und es folgt
schliefllich

1 1
A=t o)

Li— . : o . .
= L=l Um die m Koeffizienten 7; der in einer Basis aus B-Splines

wobel wieder ¢; = sl

entwickelten Funktion f zu bestimmen, minimieren sie dann I'; + I'y, wobei

2

r= Y

(z,y)EN

> V- F (fﬂ,y, Z’ijj)

j=1 j=1

fir:=1,2.

Ahnlich ist die Grundidee des Verfahrens, das in [10] von Bonfort and Sturm beschrie-
ben wird. Sie zerlegen den Sichtbereich zweier Kameras @ C R? in quaderférmige Vo-
lumenelemente (Vozels) mit Ecken @k, m,n,k € Ny, und fithren eine Korrelation von
Normalenvektorfeldern durch. Wéhrend der Initialisierung wird fiir jeden Sichtstrahl die
Menge der moglichen Normalen 7b;(Z,nk), ¢ = 1,2, gespeichert. Alle aufler diejenigen mit

minimaler Disparitat

2

2
1 1
D(xpni) = 3 Z [arccos (<ﬁz, 5 Z 'fL]>)] (4.11)
=1 7j=1

werden im darauf folgenden Schritt verworfen. Durch die Auswertung aller Voxel in §2
tiberwindet die Methode das Korrespondenzproblem. Die Arbeiten [39, 50] stellen eine di-
rekte Adaption dar, prasentieren allerdings wesentliche technische Fortschritte im Hinblick
auf die industrielle Anwendung.
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Dazu analog werden beim photometrischen Stereo n — 1 weitere Bilder unter variierenden
Beleuchtungsbedingungen #; aufgenommen. Wir haben dann

Ei(u) = %, (u,n(uw)), i=1,...,n.

i

Das weitere Vorgehen ist nun klar: Zwei Bilder reichen fiir eine eindeutige Rekonstruk-
tion. Eine dritte Messung kann zur Kompensation der Verschiebungsvarianz von [(u)
herangezogen werden oder als lokales Giitemafl dienen, siche zum Beispiel [67].

4.2.2 Lokale Ansatze

Savarese et al. verfolgen einen lokalen Ansatz [57]: Sie beobachten die infinitesimalen
Eigenschaften eines iiber den Spiegel abgebildeten und moglicherweise verzerrten Linien-
musters. So konnen — bis zur dritten Ordnung — die Koeffizienten a, b, ¢, d, e, f, g und h
einer Taylor-Entwicklung der lokalen Monge-Form

2(%,9) = 21,(@@2 + 2c37 + bj?) + ;(6333 + 3f3% + 3937* + hiy®) + O, %)
in der Umgebung eines Punkts s € S im kartesischen Koordinatensystem (s;a, b, n)
bestimmt werden, wobei a und b wie in Abschnitt 3.1 definiert sind. Die Vernachléssigung
von Oberflacheneigenschaften hoherer Ordnung reduziert die Rekonstruktionsaufgabe auf
ein Parameterschatzproblem endlicher Dimension, welches im Allgemeinen eine eindeutige
Losung besitzt. Man kann hier von Regularisierung durch Approzimation oder Lokalitdt

sprechen, vergleiche dazu auch die Uberlegungen aus Abschnitt 3.3.6.

Rozenfeld et al. zeigen in [56] dariiber hinaus, dass fiir einen festen Reflexionspunkt die
Tangentenvektoren an Kurven auf Mustergenerator und Bildebene durch eine eindimen-
sionale Homographie*3 in Beziehung gesetzt werden konnen. Diese biindelt alles Wissen
tiber die lokalen Oberflacheneigenschaften (bis zu einer endlichen Ordnung).

Pentland [48] 16st die Mehrdeutigkeit des Shape-from-Shading-Problems auf, indem er die
Oberfliche lokal durch Sphéiren S? vom Radius R; approximiert. Fiir diese ist die mittlere
Krimmung x; = R%. Sei nun
S=JU(s;) NS}
i€T
fir offene Umgebungen U (s;), ¢ > 0, der Oberflichenpunkte s; € S und eine Indexmenge
Z. Unter der Annahme, dass k;, das Albedo ( aus (4.5) und die Beleuchtungsrichtung #
fiir festes ¢ konstant bleiben, liefert partielle Ableitung nach den Bildkoordinaten u und

43lineare projektive Abbildung
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v das Gleichungssystem

E = 6<'ﬁ"’f'0>7 auE - B<auﬁa ’f’O>7 avE - 6<au’ﬁ'7 720>7
O2F = B{0*n, 7o), O°E = B(0*n, ), O02,E = B(02, N, o).

Der Differentiationsschritt schafft nur aufgrund der endlichen Dimension des lokalen Fla-
chenmodells die gewiinschte Zusatzinformation, so dass das Gleichungssystem nach den
sechs Unbekannten p, ¢, R, § sowie Azimuth und Elevation von 7y auflésbar ist.

4.2.3 Variationsformulierungen

Eine variationelle Formulierung des Deflektometrieproblems wird von Solem et al. unter-
sucht [60]. Thre Uberlegungen beschrinken sich bei der Minimierung von (3.22) allerdings
auf eine abzdhlbare Menge von Glanzlichtern. Diffus reflektierende Oberflachenbereiche
werden mit Hilfe eines Structure-from-Motion-Verfahrens rekonstruiert. In Ubereinstim-
mung mit den Ergebnissen des Abschnitts 3.3.3 reichen die so erhaltenen Punkte aus, um
das Problem so zu restringieren, dass die Normalenanpassung durch Gradientenabstieg
gegen die gesuchte Oberflache konvergiert.

Analog schlagen Tkeuchi und Horn in [31] den folgenden Variationsansatz vor: Gesucht
wird nach dem Normalenvektorfeld n(u), das den Grauwertfehler

/ ; B(u) — %(u, n(w) du (4.12)

Qg

minimiert. Bemerke, dass dieses Funktional direkt auf den Messdaten und nicht etwa ei-
ner iterierten Flache beziehungsweise dem Normalenfeld selbst definiert ist. Die Menge
seiner kritischen Punkte ist im Allgemeinen unbeschrankt. Um Eindeutigkeit zu erzwin-
gen, wird iiber einen Lagrange’schen Multiplikator — wie im deflektometrischen Fall —
eine Nebenbedingung angekoppelt. Die erste Variation von (4.12) fithrt auf die assoziier-
ten Euler-Lagrange-Gleichungen. Der abschliefende Diskretisierungsschritt motiviert ein
[terationsschema, das zusammen mit den entsprechenden natiirlichen Randbedingungen
gegen die richtige Losung konvergiert, vorausgesetzt, der Regularisierungsterm wurde mit
Bedacht gewahlt.

4.2.4 Verwandte Verfahren

Dem deflektometrischen Problem ahnlich ist die Spezifikation katadioptrischer Spiegel,
was abschliefend kurz erwahnt werden soll. Ziel des Design-Prozesses ist, eine gewtinsch-
te Ver- beziehungsweise Entzerrung durch Vorgabe von v herzustellen. Meist verhindern
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Zwangsbedingungen die Existenz der Losung, da auch nicht-konservative Normalenvek-
torfelder n,, auftreten kénnen (vgl. Abschnitt 3.3.4). So fithrt Hicks [26] eine Hodge-
Zerlegung des Hilbert-Raums aller stetigen Vektorfelder in einen Unterraum der Gradien-
ten C,(R3* R?) und dessen Komplement durch, das die nicht-konservativen Vektorfelder
enthélt. Dann sucht der Autor nach einer Flache im Sinne der besten Approximation,
namlich gerade diejenige, die die Projektion des Losungskandidaten 7, auf C,(R? R?)
erfiillt.

4.2.5 Schwache Losung

Stellt man Shape-from-Shading in den Kontext der Theorie optimaler Steuerungen, lasst
sich durch Anwendung des Viskositatslosungskalkiils trotz Fehlen von Randbedingungen
eine eindeutige Losung gewinnen: Prados et al. [52] schreiben die physikalische Zwangs-
bedingung (4.4) beziehungsweise (4.6), die mit der Reflektanzfunktion gekoppelt ist, in
der Form

H(Vd, E) =0, (4.13)

wobei # die Hamilton-Funktion bezeichnet (siche die Anmerkungen iiber partielle Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung im Abschnitt 2.3.1). Hierbei handelt es sich um eine
klassische Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung, die ohne Kenntnis von Rand- oder An-
fangsdaten die Bestimmung der so genannten diskontinuierlichen Viskositatslosung zu-
lisst [5]. Diese héngt direkt von der Legendre-Transformierten®4

H*(Vy, E) = VSflé%Q{Wf, Vg) = H(Vf, E)} (4.14)

der Hamiltonfunktion ab, fiir deren Existenz aber die Konvexitidt von # sicherzustellen

ist.

Der Vergleich von Deflektanz- und Reflektanzabbildung legt eine &hnliche Vorgehensweise
nahe, um das Fehlen eines Anfangswerts zu kompensieren. Wir skizzieren im Folgenden,
warum dieser Ansatz im Fall des deflektometrischen Problems zum Scheitern verurteilt
ist. Zunéchst unterziehen wir die der zweiten Reflexionsbedingung entspringende PDE

f

der Koordinatentransformation (3.12): Einsetzen und Division durch [y liefert d,h —

1Y40yh = 0 mit der verallgemeinerten Deflektanzfunktion ¢4 = tan&, £ = argl. Es folgt

44Dje Legendre-Transformation gehort zu den Beriihrungstransformationen. Details finden sich zum
Beispiel im Anhang A.1 sowie in [17].
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d,h -1 B,

Abbildung 4.7: Hamiltonfunktion der Deflektanz.

nach Aquivalenzumformung

Oyh

Ozh’

Durch Anwenden des Arcustangens und des Cosinus erhélt man, da cos(arctanz) = (1 +

x?)73,

tan & =

_ 1
YalT) = W,

wobei nun 1,(x) = cos(arctan £) eine entsprechend transformierte Messung bezeichnet.
Nach einigen Umformungen folgt

D IIVAIPZ = /(2:h)2 = 0.

Multiplikation mit Ed\/ |Vh|?+ \/ (0.h)? ergibt schlieBlich

H(Vh, §g) = (g = 1)(0:h)* + (9,h)* = 0.

Vergleiche dieses Ergebnis mit (4.13). Da nach Konstruktion EZ = (cos&)? < 1, ist der Ko-
effizient von 0,k sicherlich kleiner als null. # weist hyberbolische Sattelstruktur auf (siche
Abbildung 4.7). Die Legendre-Transformation versagt aber bei nicht-konvexen Funktio-
nen. Die strukturelle Verwandtschaft der Probleme lasst sich so nicht ausnutzen.
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4.3 Losungverfahren

4.3.1 Schitzung von Oberflaichenpunkten

Statt infolge (4.14) vollstandig auf Randwerte zu verzichten, versuchen wir, durch Hinzu-
nahme der Shading-Information bei teilspiegelnden Oberflachen mit Hilfe eines Anfangs-
werts einen eindeutigen Kandidaten aus der Losungsmannigfaltigkeit herauszufiltern, wel-
che ja — wie im Kapitel 3 gezeigt — eindimensional ist. Das bedeutet, dass Kenntnis eines
einzigen Punkts s € S Eindeutigkeit der Losung herstellt. Einen solchen wollen wir wie
in [4] ndher ausgefithrt durch Betrachtung der spekularen und diffusen Eigenschaften der
Oberflache bestimmen.

Es ist interessant, dass durch die Einfithrung von .Z zwar ||s|| aus (3.4b) eliminiert wurde,
sich aus (3.18b) aber infolge einer Koordinatentransformation trotzdem Entfernungsinfor-

mation gewinnen lasst:

Lemma 4.5 (Isodistanz-Gleichung). Sei d : Qp — Rsq die Abbildung, die jedem Bild-
element u = (u,v) die Entfernung d des betrachteten Oberflachenpunkts zuordnet. Dann
gilt

(c,Vd) =0, (4.15)

o —uv (w*+1) —v 9x3
D'_<—(v2+1) uv u >€R '

wobei ¢ = DI und

Beweis. Sei sp(t) eine Charakteristik der Gleichung (3.18b) (siehe dazu auch den Be-
weis des Satzes 3.15). Das Vektorfeld b(x) = I x « ist aufgrund der Eigenschaften des
Vektorprodukts in jedem Punkt & € {2 orthogonal zu &, und somit lasst sich folgern
<b, Sb> =0 = <~éb75b> =0 = 2<Sb,8b> =0
= <Sb, Sb> + <'éb7 Sb> =0 = 8t<8b7 Sb> =0 = 8t||8b||2 = 0. (416)

Die Projektion von

ll u lg — Ulg
b= l2 X v = —ll + Ulg
l3 1 Ull — Ulg

in die Bildebene ergibt das Tangentenfeld an die charakteristische Grundkurve von sp(t):

. lQ —Ulg o - u _
C = ( —ll +Ul3 ) (Ull Ulg) ( v ) = DI.

Léangs der Grundkurve ist die Entfernung d = ||sp|| wegen (4.16) konstant, was schlielich
die Behauptung (¢, Vd) = 0 impliziert.

]
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Die quasilineare PDE (4.15) beschreibt die Ableitung von d in Richtung ¢ in Form des
Skalarprodukts d.d = (¢, Vd). Die Charakteristiken decken sich mit den Hoéhenlinien der
Funktion d(u). Sie sind genau die Raumkurven bestehend aus Punkten konstanter Entfer-
nung vom optischen Zentrum C oder Aquipotentiallinien im Sinne von (3.12). Thre Exis-
tenz wird anschaulich, wenn man sich den Schnitt der Sphére S3 = {x € R? | ||z|| = d}
eines geeigneten Radius d mit einem ausreichend grofien Stiick von S vorstellt. Die Pro-
jektion der Charakteristiken in die Bildebene ergibt dann die charakteristischen Grund-
kurven. Fiir einen Anfangswert uy berechnet man eine solche Kurve durch

q%:%uu:w+/qmmﬁ} (4.17)

Wenn man d € C*(Qg) fordert, ist gleichzeitig die Stetigkeit der Isophoten
vp = {u € R? | E = const} (4.18)

in Qp\ Ny, gesichert. Die Grundidee ist nun, den Schnitt Us; = ygN~y, zwischen einer belie-
bigen Isophote und Isodistanz-Kurve zu betrachten, so dass |Ss| > 2, Sy := h™(Uy) \ Ny, -
Bei der Auswahl des entsprechenden Grauwerts bezichungsweise Startpunkts unterliegt
man, aufler dass alle Spekularitaten auszuschlieBen sind, keinen Einschrankungen, so dass
eine solche Menge Uy durch Ausprobieren zu bestimmen sein wird. Fiir einen festen Re-
flexausloser lasst sich die Abhéngigkeit n(d) mit Hilfe von (3.5) fiir jede Sichtstrahlrich-
tung § analytisch angeben, so dass Satz 3.1 erfiillt bleibt, wenn man sich vom optischen

Zentrum entfernt:

I(8) —ds
11(8) — ds||
Auflerdem hat jedes s € S, den selben Abstandswert d. Wahle nun zwei Elemente

n(d) =§—7=58— (4.19)

S1, 82 € S, mit Normalen n; und n,. Wenn man das vorgestellte BRDF-Modell ansetzt
(die Oberflache wird also zusétzlich zur Dekodierung aus paralleler Richtung ry bestrahlt
und vom Sensor erfasst) und annimmt, dass G(u) = 3 = const., gilt wegen der Konstanz
des Grauwerts E auf S,

ﬁ(ﬁh 'f‘0> =F A ﬁ<'fl,2, 'f'0> =F < <’fl1 — ’flg,’f'o> = 0. (420)

Einsetzen von (4.19) zeigt, dass es sich bei der letzten Identitét um eine skalare Gleichung
in d handelt, aus der man durch Auflésen die gesuchte Entfernung erhélt. Ein wichtiger
Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass die Auswertung von (4.20) nicht vom absoluten
Grauwert abhéngt. Die in vielen SFS-Anwendungen kritische Schétzung des Albedos (3
kann hier iibergangen werden.
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Abbildung 4.8: Von v, wird die Kurve 7, durch Integration so gewonnen, dass die
Schnittmenge mit vg mindestens zwei Punkte enthélt. Der Startpunkt
ug ist zur Vermeidung von Fehlerakkumulation so zu wéhlen, dass die
dafiir nétigen Integrationswege moglichst kurz sind.

Die Berechnung der Isodistanz-Kurven stiitzt sich auf numerische Integration. Dabei
akkumulieren sich Mess- und Rundungsfehler. Bei der Auswertung des Integrals (4.17)
wachst der Abstand zur wahren charakteristischen Grundkurve mit dem Parameter
t. Zur Minimierung des so genannten Random-Walk-Effekts*® wihlen wir u, so, dass
dist(ug, Us) — min (siehe Abbildung 4.8). Hierbei ist dist ein geeignetes Distanzmaf.

4.3.2 Iterative Rekonstruktion

Die Rekonstruktion erfolgt durch Minimierung von (3.22) mit Hilfe eines Gradientenab-
stiegsverfahrens fiir implizite dynamische Flachen (sieche Abschnitt 2.3.2). Wir fiigen hier
zusétzlich einen regularisierenden Term im Sinne von Tikhonov an, der erzwingt, dass alle

Iterierten die mit der oben beschriebenen Methode ermittelten Punkte s; € S, enthalten:

H(S) = J(S) + a,(S)

? (4.21)

1 . 1
— §HN<S) — anLz(S)2 + 045 |

> (s~ 50| I

1€l

L2(S)

Dabei sind § die Delta-Distribution auf S und a € Ry der Regularisierungsparameter.
Durch Minimierung dieser modifizierten Version des Funktionals (3.22) wird eine Art s;-
Minimum-Norm-Lésung (siche Abschnitt 2.4) den anderen Kandidaten der Losungsmenge
vorgezogen. In anderen Worten: Die sich entwickelnde Flache haftet an allen s; € S;. Wir
berechnen zunéchst den Formgradienten VH von (4.21), dieser bestimmt ja in jedem
Iterationsschritt die Abstiegsrichtung. Mit dem Oberflichengradienten der Kostenfunkti-

4+5Random-Walk-Effekt bezeichnet die Kumulation lokaler stochastischer Abweichungen entlang eines
Integrationswegs mit der Konsequenz einer wachsenden Varianz entlang desselben.
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on f(x, ) = 5||f — fy|? auf S? ist

Ve f + f 'S Padty + (1 = (fy, )R
= —Ny + (Ny, )N+ (1 — (Ny, N))N =N — Ny,
Mit (2.19) ergibt sich V.J = divg(n —n,), was wegen (2.20) und divg 2 = x dquivalent zu
VJ = k —divny, ist. Der Formgradient von J, wird von Solem et al. wie folgt angegeben:

VJ, = [%;5(3 - SZ)} HVSOSOH

Die Berechnung ist komplex und kann in [60] nachgelesen werden. Es soll nun in Richtung

—V H abgestiegen werden, die zu 16sende Level-Set-Gleichung lautet also

Op —VH|Vp|| =0 & 0= (k—divny)||Ve| + « [Z d(s — sl)] 0. (4.22)
i€T
Es sei angemerkt, dass im Falle der Konvergenz 0,0 = 0 und s; € S, = lim;_, S(¢) fiir
alle i € 7. Da fiir eine reguldre Evolution ||Vg| # 0 gilt, muss k = div 7, erfiillt sein.
Das ist genau die Losung des Kriitmmungsanpassungsproblems, das in Abschnitt 3.3.6
behandelt wurde.

Bei (4.22) handelt es sich um ein Anfangs-Randwert-Problem. Die natiirlichen Randbedin-
gungen sind Kapitel 2.3.2 und dem oben Gesagtem zufolge ¢ = (i, 6). Auch wenn dabei
wiederholte Reinitialisierung unabdingbar ist, rechnet man numerisch mit einer Signed
Distance Function ¢, [47]. Da Vg, = n, gilt (Vgg, 6) = ¢, was sich mit den nattrlichen
Randbedingungen der Poisson-Gleichung (3.26) deckt. Zeigen die duferen Normalen 6
von € jeweils in Richtung der Koordinatenachsen e,, = £(d1;,. .. ,0ni) |, setzt man also
auf den entsprechenden Seitenfléchen 0,4 = £(71y, €,,). Bemerke, dass fiir den Fortgang
der Evolution nur das Level Set zum aktuellen Zeitpunkt ¢ eine Rolle spielt und damit
die Randwerte von 992 N S(t) auf 0N beliebig fortgesetzt werden konnen.

AuBlerdem wird eine Anfangsfliche Sy = {x € R3 | p(x,0) = 0} bendtigt, die die s;
interpoliert und gleichzeitig die gesuchte Flache moglichst gut approximiert. Es sei Sy eine
Ebene. Um ihr eine sinnvolle Normale zuzuweisen, machen wir wieder von der Deflektanz
Gebrauch, die ja unabhéngig von den Entfernungen ||s;|| ist: Angenommen, es werde
eine ebene Spiegelfliche mit Normalenrichtung p = (p,¢)" betrachtet, dann erfiillt eine
Auswahl von m Punkten u; = (u;,v;) ", 1 <4 < m, und deren Deflektanzen v jeweils die
Gleichung
p+Paq =Yg’ .

Das folgt durch Aquivalenzumformung der Identitét (4.9). Wir erhalten die Losung dieses
iiberbestimmten linearen Gleichungssystems in p und ¢ durch

p = Db, (4.23)



4.4 Rekonstruktionsergebnisse 5

Abbildung 4.9: Roboterbasierter deflektometrischer Versuchsaufbau.

wobei D* die Pseudoinverse von
1 wcll wclﬂ)l + Ui
: : istund b= :

D= : : :
1 o7 VTV + U,

Meist handelt es sich bei der gesuchten Oberfliche nicht um einen Planspiegel. Einen
Normalenvektor, der fiir jeden Spiegelpunkt den Anteil (3.4b) des Reflexionsgesetzes ein-
halt, gibt es deshalb im Allgemeinen nicht. Naherungsweise verwendet man stattdessen
p = argmin, (%HDp — b||2). Wir starten die Iteration also mit der Ebene durch ein
80 € S; mit Normalenvektor (p,1)".

4.4 Rekonstruktionsergebnisse

4.4.1 Metrische Kalibrierung

Fir die Kamerakalibrierung wurde auf die in [12] und [61] dokumentierten Toolboxen
zuriickgegriffen. Die Kalibrierung des deflektometrischen Aufbaus leisten zwei neuartige
Verfahren, die nun kurz vorgestellt werden sollen. Gesucht sind dabei R € SO(3) und
t € R3 so dass sich die im lokalen Schirmkoordinatensystem (hier mit einer Tilde ~
gekennzeichnet) gegebenen Messungen durch

I=RI+t
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in das Bezugssystem im optischen Zentrum der Kamera iiberfithren lassen (sieche Abbil-

dung 4.9). In beiden Fillen wird dabei grob so vorgegangen:

1. Bestimmung der intrinsischen Kameraparameter durch Kalibrierung,

2. Messung der Zuordnung von Schirm- und Kamerapixeln fiir einen ebenen Spiegel
(Kalibriernormal),

3. Schatzung von Lage und Orientierung des Kalibriernormals,

4. Optimierung der Konsistenz von tiber das Kalibriernormal verfolgten Sichtstrahlen
und Messung beziiglich R und ¢ (Biindelausgleich).

Unter den Aufnahmen des Rechteckmusters fiir die intrinsische Kamerakalibrierung ist
auch eine, bei der dieses auf der Oberflache eines ebenen Oberflachenspiegels P befestigt
ist. So kann das lokale Koordinatensystem (tp;el, el el’) beziehungsweise die Hesse-
Normalform (fip,x) = (fp,tp) des Kalibriernormals P beziiglich des Koordinatensys-

tems im optischen Zentrum bestimmt werden (siche Abbildung 4.11 (a)).

Sei nun oy, k € {1,...,n}, eine Triangulierung von L; das ist eine Familie homéomorpher
Abbildungen des Standard-Simplexes A 1= { (21,22, 73)" € R3 | 21+ 2+ 23 =1 und 0 <
z; < 1,4 = 1,2,3} auf L. Fiir ein unbekanntes \; ;. gilt 1;x := 0h(A) = six + NipHsip
mit der Householder-Matrix des Planspiegels H = I — 2Apf ), und zugehérigem Refle-
xionspunkt s; ;, siehe dazu auch den Beweis von Lemma 3.3. Durch Dekodierung wird
zunachst die Zuordnung von Bild- zu Schirmelementen w; j, < l;k ermittelt. Bestimme im

nachsten Schritt mit Hilfe eines nichtlinearen Optimierungsverfahrens die A; ; € R+, so

1,- - ) '
> > 5 (M= Ll = i = Lial])” = min.

k ij€{1,2,3}
i#]

dass

Die gesuchten Groflen R und t werden wegen der Differenzenbildung hier nicht benotigt.
Mit den A;j erhalt man eine Menge von Punkten [;;, aus denen man mit Hilfe eines
robusten Schétzers (zum Beispiel eines RANSAC-Estimators) die Hesse-Normalform von
L berechnet (siche Abbildung 4.10 (a)).

Als numerisch giinstig fiir den Blindelausgleich hat sich die exponentielle Darstellung von
R erwiesen. Es ist mit der schiefsymmetrischen Matrix

0 —W3 Wa

Q= W3 0 —Ww1 (424)
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Abbildung 4.10: (a) Bestimmung der LCD-Parameter, Punktewolke und Ergebnis der
RANSAC-Schétzung. (b) Residuum E, der Losung von (4.25).
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Abbildung 4.11: (a) Bestimmung der Lage des Kalibriernormals im Raum. (b) Betrach-
tung des auf dem LCD angezeigten Kalibriermusters iiber den Plan-
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Abbildung 4.12: Der Gegenpunkt C des optischen Zentrums definiert eine virtuelle Ka-
mera.

und wy,ws, ws € R dann R = €. Jedes g € S lisst sich iiber die Bildebene Q2 parame-

trisieren, so dass
g;m(y):(wy)(’l‘).

Mit Lage und Orientierung des Kalibrierspiegels P ist auch die Reflexionskongruenz R
bekannt. Durch den Schnitt R N L enthalt man die Zuordnung ¢ : Q — L, I = ¢ (u).
Nichtlineare Least-Squares-Regression fiihrt schliellich auf denjenigen Parametervektor
(w1, wa, w3, 1), fiir den

1 -
> SlIRE(ws) +t — Lw,)| - min. (4.25)
€T

Das Residuum ist in Abbildung 4.10 (b) tber den Kamerakoordinaten u und v aufgetra-
gen. In den Randbereichen belauft sich der Fehler auf bis zu 3 mm.

Folgende Beobachtung liegt der Entwicklung eines alternativen Verfahrens zugrunde: Fir
den ebenen Spiegel P kollabiert die Sekundéirkaustik P zu einem Punkt (siche Abbil-
dung 4.12). Diesen erhélt man durch Spiegelung des optischen Zentrums C' an P. Mit
dem Koordinatenvektor xz von C gilt

Lo = 2<tp, ’ﬁ,p)ﬁp,
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Abbildung 4.13: Riickprojektionsfehler £, nach LCD-Kamera-Kalibrierung.

wobei tp € P, np L P. Offensichtlich schneiden sich alle Strahlen der Reflexions-
kongruenz in C. Auf diese Weise wird eine virtuelle Kamera definiert, deren extrin-
sische Parameter (R’,¢') daraufthin — mit Hilfe eines in die Kamerakalibrierungstool-
box integrierten Standardverfahrens — beziiglich des kartesischen Koordinatensystems
(xz; He,, He,, He,) geschitzt werden (siehe Abbildung 4.11 (b)). Die Spiegelung wird
schliellich durch folgende Riicktransformation kompensiert:

R =HR/, t=ux+Ht.

Bemerke, H ist involutorisch, so dass H™' = H. Der Riickprojektionsfehler konnte
durch diese Vorgehensweise im Mittel deutlich gesenkt werden, wie ein Vergleich der
Abbildungen 4.13 und 4.10 (b) bestétigt. Der mittlere Riickprojektionsfehler betrug
E, = 128,8 um, was ungefihr der Halfte der Pixelbreite von Ty, = 0.297 um auf dem LCD
entspricht: F, ~ %TL. Es kann FE, als mittlerer Quantisierungsfehler aufgefasst werden.

4.4.2 Simulationen

Ein Messverfahren muss anhand eines Priiflings bekannter Geometrie validiert werden:
Fur die vorliegende Arbeit wurde eine Billardkugel verwendet, die nach Mafstdben in-
ternationaler Turniere gefertigt ist (siche Abbildung 4.14). Da die Anforderungen an
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(a) (b)

Abbildung 4.14: (a) Testobjekt: Turnierbillardkugel, Normdurchmesser 61,5 mm. Fiir
den gekennzeichneten Bereich liegt eine vollstandige Dekodierung vor.
(b) Anregung des diffusen Reflexionsvermogens. Gekennzeichnet sind
die spekularen Anteile im Zentrum, die bei der Auswertung zu meiden
sind.

die Bahngenauigkeit hoch sind, ist von geringen Toleranzen im Durchmesser auszuge-
hen. Auflerdem zeigt sie aufgrund ihrer Lackierung in gleichem Mafle spiegelndes wie
diffuses Reflexionsverhalten. Der Durchmesser betriagt 61,5 mm, die mittlere Kriim-
mung 0,0325 mm~! ~ 0,0325 mm~"! errechnet sich durch Bildung des Kehrwerts. Ein
ebener Spiegel, fiir den durch extrinsische Kalibrierung eine entsprechende Ground Truth
erzeugt werden kann, diente dariiber hinaus zur Bewertung deflektometrischer Verfahren
fiir vollspiegelnde Oberflachen.

Um den Einfluss stochastischer Fehlerquellen auszuschlieffen, wurden alle Verfahrens-
schritte zunéchst in einer MATLAB-Simulation getestet. Die gesuchte Oberfliche war
dabei ein Kugelflachenstiick mit den bereits oben angefithrten innergeometrischen Eigen-
schaften. Ein Raytracing lieferte die deflektometrischen Daten. Das Grauwertbild 4.15 (a)
wurde geméf der Vorschrift (4.5) gerendert.

Ein Runge-Kutte-Integrator mit moderater Schrittweite lieferte die in Abbildung 4.15 (b)
dargestellte Isodistanz-Kurve und damit zwei Elemente der Menge U;. Da kein kiinstli-
ches Rauschen addiert wurde, sind auch keine Random-Walk-Effekte feststellbar. Gleiches
gilt auch fir die anschliefende Rekonstruktion durch Charakteristikenexpansion, die in
Abbildung 4.16 (a) zu sehen ist. Deutlich zu erkennen ist, dass — wie theoretisch vorher-

gesagt — die Anfangswertkurve auf allen anderen Charakteristiken senkrecht steht. Das
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Abbildung 4.15: (a) Kurven konstanten Grauwerts bei Aufnahme des diffusen Reflexi-
onsverhaltens. (b) Zusétzlich ist eine Isodistanz-Kurve gestrichelt, der
Startpunkt der Integration (O) und die Menge U (Q) eingezeichnet.
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muss nicht unbedingt fir die Grundkurven gelten, die im Kamerabild verlaufen (siche
Abbildung 4.16 (b)). Zumindest ist aber offensichtlich deren lineare Unabhéngigkeit gesi-
chert.

Nur die Oberflichenform, nicht aber deren Einbettung in den umgebenden Raum ist von
Interesse (auch wenn diese vom Rekonstruktionsverfahren bestimmt wird). Die Qualitét
des Ergebnisses misst die mittlere Kriimmung, die im Fall der Kugel erstens konstant
ist und zweites invariant unter euklidischen Transformationen. Fiir das Ergebnis nach
Charakteristikenexpansion ist die mittlere Krimmung in Abbildung 4.17 (a) dargestellt.
Daritiber hinaus ist die gesuchte Flache in der Simulation ja genau bekannt: Die Diskrepanz
in der z-Koordinate der Graphendarstellung der Fléche konstituiert sich nur noch aus dem
Diskretisierungsrauschen (sieche Abbildung 4.17 (b)).

4.4.3 Experimentelle Evaluation

Erste Referenz bei der Auswertung realer Daten war das klassische binokulare Verfahren
nach Bonfort und Sturm [10], das Daten aus zwei festen Kameras auswertet. Die Messung
wurde hier mit dem kompakten Sensorkopf aus Abbildung 4.9 nach dem monokularen
Stereo-Prinzip durchgefiihrt [65]. Die Robotersteuerung gewéhrleistete hochgenaue Ein-
stellung einer Translation von 30 mm in y-Richtung des initialen Kamerakoordinaten-
systems. Der Implementierung wurde das Disparitatsmafl (4.11) zu Grunde gelegt. Das
Ergebnis der punktweisen Rekonstruktion eines ebenen Spiegels ist in Abbildung 4.18
dargestellt. Die in [10] angegebene maximale Abweichung von 100 pm konnte wahrend
der Untersuchungen nicht bestatigt werden, obwohl anders als in der Originalarbeit, die
sich auf das Residuum bei der Schatzung der Ebenenparameter stiitzt, eine Ground Truth
zur Verfiigung stand.

Hier zeigen sich Schwéchen des Stereo-Ansatzes: Zum einen operieren Algorithmen dieser
Art punktweise; am Ende der Rekonstruktion steht eine Punktwolke, die durch ein inter-
polierendes oder approximierendes Ausgleichsverfahren weiterverarbeitet werden muss.
Eine Zwangsbedingung, dass das Endresultat im der Messung zugeordneten natiirlichen
Losungsraum liegen muss, wird nicht auferlegt. Das widerspricht den theoretischen Er-
gebnissen des Kapitels 3. Erschwerend kommt hinzu, dass mit steigender Kriimmung des
betrachteten Objekts der Messbereich auf dessen Oberfliche tiberproportional sinkt. In
der Praxis kann durch Vergréflerung des Mustergenerators eine gewisse Kompensation
erreicht werden [35]. Diese Mafinahme ist im vorliegenden Fall durch die zuléssige Trag-
last des Roboters begrenzt. Das bedeutet eine Beschrankung der Basisbreiten, was eine
Verschlechterung der Abstandsempfindlichkeit zur Folge hat. Der Disparitédtsverlauf iiber
der z-Koordinaten ebnet aus (siche Abbildung 4.19). Bei konstantem Signal-zu-Rausch-
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Abbildung 4.16: (a) Rekonstruktion durch Charakteristikenexpansion vom ermittelten
Startwert sop € Ss (O). (b) Die charakteristischen Grundkurven erhalt
man durch Projektion der Charakteristiken in die Bildebene.
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Abbildung 4.17: Rekonstruktion durch Charakteristikenexpansion: (a) Mittlere Kriim-
mung ~ der Rekonstruktion. (b) Rekonstruktionsfehler Az = z — z,.
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Abbildung 4.18: Punktweise Rekonstruktion durch Korrelation zweier Normalenfelder.

Abstand wird die Streuung der ermittelten Lage des Minimums zunehmen.

Eine handelsiibliche Halogenlampe erzeugte an der Billardkugel diffuse Reflexion. Sie war
so weit vom Testobjekt entfernt, dass von quasiparalleler Bestrahlung ausgegangen werden
kann. Die Beleuchtungsrichtung wurde in Bezug auf das Roboterbasiskoordinatensystem
grob geschatzt. Mit Hilfe der Vorwartskinematik inklusive einer Hand-Auge-Kalibrierung
kann diese in das Koordinatensystem, das sich im optischen Zentrum des Kamerasensors
befindet, umgerechnet werden, in dem das Rekonstruktionsergebnis spater dargestellt wer-
den soll. Im Grauwertbild 4.20 (a) zu erkennen ist der Bereich, in dem sich der Strahler
spiegelt, ebenso der singuldre Punkt im Sinne des Shape-from-Shading, wo Beleuchtungs-
richtung und Oberflichennormale zusammenfallen. Die Isophoten verlaufen um diesen
konzentrisch. Offensichtlich kann er nicht in der Menge N, liegen, sonst befénde sich die
Lichtquelle ja im optischen Zentrum. Der Schwerpunkt der Kugel befand sich hier in der
Bildmitte, so dass die Linien konstanter Entfernung den Schnittpunkt des Hauptstrahls
mit der Kugeloberfliche beziehungsweise deren Projektionen den Hauptpunkt umrunden
(siche Abbildung 4.20 (b)). Die numerische Losung d = 149, 53 mm der stark nichtlinea-
ren Gleichung (4.20) leistete das in MATLAB integrierte Gau-Newton-Verfahren vom
Startwert 200 mm in 5 Iterationen.

Fiir den Planspiegel, der quasi vollspiegelnd ist, versagt diese Vorgehensweise zur Regu-

larisierung zwar, im néchsten Abschnitt wird jedoch eine Methode vorgestellt, die die
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Abbildung 4.19: Disparitétskurven fiir eine Stereo-Basis von (a) 30 mm bei Untersu-

chung des Planspiegels beziehungsweise (b) 5 mm bei Erhohung der
Kriimmung (Rekonstruktion der Billardkugel).
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Abbildung 4.20: (a) Gekennzeichnet ist der Bereich spiegelnder Reflexion. Die singu-
laren Punkte im SFS-Sinne liegen innerhalb der gestrichelten Ellipse
(vergleiche auch Abbildung 4.3). (b) Bestimmung der Menge Us. Die
Schnittpunkte sind mit () gekennzeichnet.

Mehrdeutigkeit bei der Rekonstruktion vollspiegelnder Flachen aufzulésen vermag. Wie
bei der Systemkalibrierung gewinnt man die Hesse-Normalform durch Anbringen eines
Rechteckmusters und extrinsischer Kalibrierung als Ground Truth. Es stehen also An-
fangswerte in ausreichender Anzahl zur Verfiigung. Das Ergebnis der Integration entlang
der charakteristischen Richtungen ist in Abbildung 4.21 dargestellt. Jetzt ist die Akkumu-
lation stochastischer Storungen uniibersehbar: Je grofier die Entfernung vom Startpunkt,

desto weiter entfernt sich die mittlere Kriimmung vom wahren Wert 0 mm™1.

Der Variationsansatz ist globaler Natur und wurde im Kontext der Level-Set-basierten
Formoptimierung formuliert. Zur Losung der zentralen Gleichung (4.22) wurde auf die
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Abbildung 4.21: Rekonstruktion eines bekannten ebenen Spiegels: (a) Fehlerakku-
mulation bei der Charakteristikenexpansion. (b) Bei der Level-Set-
Rekonstruktion werden Fehler auf das Gesamtergebnis verteilt.
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MATLAB-Toolbox von Mitchell zurtickgegriffen [44]. Insbesondere ermoglicht diese eine
entropiekonforme Diskretisierung der vorliegenden Hamilton-Jacobi-Gleichung und eine
zeitliche Vorwértsintegration, wobei die Schrittweitensteuerung fiir die Einhaltung der
CFL-Bedingung® sorgt. Der maximale Rekonstruktionsfehler ist fiir den ebenen Spie-
gel mit ca. 0,003 mm™! deutlich niedriger als bei der Charakteristikenexpansion (siche
Abbildung 4.21 (b)). Er wird durch Ungenauigkeiten im Anfangswert bedingt.

Der fiir die Billardkugel infolge des Gradientenabstiegs erhaltene Kriimmungsverlauf liegt
in der Ndhe des wahren Werts, wie Abbildung 4.22 (a) verdeutlicht. Die Berechnung
von k erfordert aber die zweifache Anwendung eines Differentialoperators. Dass dieser
das Rauschen, das dem FErgebnis natiirlich iiberlagert ist, verstarkt, ist erkennbar. Die
folgende Vorgehensweise umgeht nicht nur die Ortsableitung, sie macht die Qualitét der
Rekonstruktion auch plastischer: Mit Hilfe eines nichtlinearen Least-Squares-Schétzers
wurde eine Kugel des bekannten Radius an die Losungsfliche angepasst. Anschaulich legt
man eine virtuelle sphérische Lehre mit dem Soll-Durchmesser von 61,5 mm moglichst
genau an das rekonstruierte Flachenstiick. Das Residuum ist in Abbildung 4.22 (b) zu

sehen und bewegt sich im Bereich weniger Mikrometer.

Abbildung 4.23 (a) zeigt schlielich eine durch die Stereomethode gewonnene Punktwolke.
Die zulassige Basisbreite betrug wegen der auftretenden Konvexitdt 5 mm und lag deut-
lich unter dem fiir den ebenen Spiegel. Vergleiche dazu auch den Disparitatsverlauf aus
Abbildung 4.19 (b). Im Gegensatz zum globalen Ansatz, bei dem eine stetige Funktion
aus der Losungsmannigfaltigkeit ausgesucht wird, wird bei der punktweisen Betrachtung
der funktionale Zusammenhang aufler Acht gelassen und muss durch einen zusétzlichen
Approximationsschritt wieder hergestellt werden, siche Abbildung 4.23 (b).

46 Courant—Friedrichs-Lewy-Bedingung: Gibt das fiir die Konvergenz der Level-Set-Iteration notwendige
Verhéltnis zwischen Orts- und Zeitschrittweite an, siehe dazu auch [47].
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Abbildung 4.22: Bewertung der Rekonstruktion anhand der (a) mittleren Kriimmung
beziehungsweise (b) des Residuums der Mittelpunktsschétzung.
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Abbildung 4.23: (a) Punktweise Rekonstruktion durch monokulares Stereo. (b) An das
Ergebnis der Stereorekonstruktion angepasstes Kugelflachenstiick.
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5 Regularisierung durch optischen Fluss

5.1 Einfiihrung

Wird das Deflektometrieproblem durch Hinzunahme von Daten einer zweiten Kamera re-
gularisiert, ist wie beim Vorliegen einer diffusen Oberflache zunachst das Korrespondenz-
problem zu l6sen. Das gilt auch fiir den monokularen Ansatz, bei dem das Priifobjekt
aus unterschiedlichen Perspektiven aufgenommen wird. Die affine euklidische Bewegung
der Oberfliche zwischen beiden Abbildungskonfigurationen sei in der Praxis nun sehr
klein. Das bedeutet, dass von der Kamera fiir beide Messkonstellationen néherungsweise
die selben Oberflichenpunkte beobachtet werden. Gleichzeitig fithrt die kriimmungsab-
hangige Modulation der Sichtstrahlenkongruenz durch die spiegelnde Oberflache zu einer
signifikanten Variation der gemessenen Zuordnung. Diese Variation bezeichnen wir als
spekularen optischen Fluss. Seine messtechnische Erfassung erfordert keine zeitaufwan-
dige Dekodierungsphase. Er kann durch Tracking der Bildpunkte eines auf dem Schirm
angezeigten statischen Musters bestimmt werden. Die Abbildung eines festen Merkmals
wird in Abhéangigkeit von der Zeit iiber verschiedene entlang der Flédche wandernde Punkte
hergestellt. Die Projektion der Tangenten an diese Reflexionspunktbahnen in die Bildebene
entsprechen genau dem spekularen Fluss.

Roth und Black bemerken in [55], dass sich mit Hilfe des spekularen Flusses die Mehr-
deutigkeit bei der deflektometrischen Rekonstruktion auflosen lasst. Sie untersuchen den
Fall, in dem alle Reflexstrahlen parallel sind. Das entspricht der Annahme, dass sich die
beobachteten Muster in ausreichend weiter Entfernung von der gesuchten Oberflache be-
finden. Diese substantielle Vereinfachung des Problems ist vor allem fiir die Anwendung
des spekularen optischen Flusses in der Deflektometrie ziemlich unrealistisch. Selbst bei
infinitesimalen Bewegungen des Messaufbaus ist die Existenz entsprechender Reflexions-
punktbahnen nicht gesichert. Approximativ greifen die Autoren auf eine in [16] hergeleitete
Taylor-Entwicklung der induzierten Abbildung ¥ zuriick. Wir wéhlen im Folgenden direkt
den differentiellen Ansatz und leiten eine nach der Reflexionspunktbewegung geschlossen
und analytisch losbare Grundgleichung her. Es wird sich herausstellen, dass die Oberfla-
chenkrimmung bei der Modellierung eine entscheidende Rolle spielt. Die resultierenden

Gleichungen gelten fiir beliebige ein- beziehungsweise ausgehende Strahlensysteme.
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Abbildung 5.1: (a) Diffuser (Quelle: [45]) und (b) spekularer optischer Fluss.

5.2 Spekularer optischer Fluss

5.2.1 Herleitung der Modellgleichungen

Als optischen Fluss (OF) bezeichnet man die scheinbare Verschiebungsgeschwindigkeit
beziehungsweise -richtung @ von Grauwertstrukturen im Bildbereich [30]. Wir interessie-
ren uns in diesem Kontext fiir OF-Felder infolge von euklidischen Bewegungen der zu
priifenden Oberfliche. Es sei fiir ein s € S also ®(s,t) = e?®s + t1. Die zeitvariante
Rotationsmatrix R € SO(3) ist dabei in exponentieller Form R(t) = ) gegeben mit §2
wie in (4.24) schief-symmetrisch. Es sei 7 ferner ein fester Translationsvektor. Ableitung
beziiglich des Zeitparameters ergibt dann

v(s) :=D(s,0) =Q0)s+ T (5.1)

fir alle s € S. Reflektiert S diffus, sind § = v(s) und das Flussfeld gegeben durch

i(s) = - ( Py )v(s), (5.2)

_Z v

siehe Abbildung 5.2(a). Denn: Sei s(t) die von ® induzierte Trajektorie eines Oberfléchen-
punkts. Wegen (2.5) gilt die Zerlegung

=:d(t)

Zeitableitung der Gleichung liefert § = 25, + zd < d = 1(8—2d) = 1(v — 2d), was nach
Weglassen der dritten Zeile genau (5.2) entspricht.
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Fir spiegelnde Oberflichen ist der Abbildungsprozess wesentlich komplizierter. Die er-
zwungene Objekttrajektorie wird von einer ,,Ausgleichsbewegung® des Punktes s ,inner-
halb“ von S tiberlagert, die dafiir sorgt, dass eine Lichtquelle I immer noch ins optische
Zentrum der Kamera spiegelt. Anders ausgedriickt: Ein Merkmal soll nach der Verschie-
bung auch weiterhin sichtbar sein, nur hat sich der Lichtweg infinitesimal verdndert und
damit auch das aufgenommene Bild, siehe Abbildung 5.2(b). Die Riickprojektion § von u
ist nicht mehr zwangslaufig gleich dem Tangentenvektor v an die erzwungene Bahnkurve.

Der folgende zentrale Satz setzt nun das differentielle dynamische Verhalten einer spie-
gelnden Oberflache mit den Tangenten an ihre Reflexionspunktbahnen in Beziehung. Die
Formulierung ist allgemeiner als fiir den Anwendungsfall benotigt. Die Bewegung spezi-
fizieren wir ndmlich unter Zuhilfenahme der Level-Set-Gleichung durch eine skalare Aus-
breitungsgeschwindigkeit in Normalenrichtung. Das hergeleitete Modell ist also auch auf
den allgemeinsten Fall zeitlich veranderlicher Flachen inklusive ,elastischer® Verformun-
gen und topologischer Anderungen anwendbar.

Satz 5.1. Die implizite Darstellung der Oberflichenevolution S(t) geniige der Level-Set-
Gleichung (2.14) mit Normalengeschwindigkeit v : S — R. Ferner sei s : [0,T] — R3 eine
Reflezionspunktbahn, das heifit, I werde lings s(t) fir alle t € [0,T) ins optische Zentrum
C' gespiegelt. Dann gilt in s = s(0) fir § = %s\tzo das lineare Gleichungssystem

(1-Ps+ K, —K)é = (T+J,,)(vR) + Vs (5.3)

. _ 1 2
mat Kl = —WPﬁV elPﬁ.

Zur Erinnerung: Die Niveaumengen von e;(x) entsprechen einer Schar von Ellipsen F,
mit Brennpunkten C' und I (siche Abschnitt 3.3.4), P, wurde in (2.1) definiert, K und
K, sind die Gram-Matrizen der zweiten Fundamentalform von S beziehungsweise Ej in

s, siehe (2.13).

Beweis von Satz 5.1. Die Punkte der Kurve s(t) erfiillen fiir alle ¢t € [0,7] zwei Bedin-
gungen:

(i) s(t) € S(t),
(i) 7(s(t),t) = ny(s(t)).

Zerlege s orthogonal, so dass § = §; + &, mit §; € T,S und §, € T,S*. Aus (i) folgt,
geometrisch anschaulich (sieche Abbildung 5.3), dass

(I—Pa)é = $, = (,7) = vn. (5.4)
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(b)

Abbildung 5.2: (a) Optischer Fluss auf diffusen Oberflachen. (b) Optischer Fluss auf
spiegelnden Oberflichen. Es bezeichnet s(t) die Reflexionspunktbahn
bei festgehaltenem Merkmal .

Die Normalkomponente von $§ war ja durch v schon gegeben. Rechnerisch macht man sich

das folgendermaflen klar: Wegen (i) ist fir alle s(t), ¢ € [0,77], die Level-Set-Gleichung

8“0

— beziechungsweise
Vel &

(V,0is) + Opp = 0 erfiillt, aus der man v = ||$,|| = ($,7) =
| (5.5)
in s erhalt. Es gilt aber auch

. atSD
e+ (Vp,8) =0 & +<
ko (Ve ) Vel

. 5.5 .
+8,=0 PRy S, = 0.

Vo $>: Oy
IVell’ Vel

Hinzu kommt eine Ausgleichsbewegung im Tangentialraum, so dass das Reflexionsgesetz
erfillt bleibt: Die Identitét (ii) differenzieren wir nach dem Zeitparameter, so dass

d d

—n(s(t),t = —n t . 5.6
Gals0.0] = Lauls)] (5:6)
Die totale Ableitung der linken Seite ist
d
—n(s(t),t) =Jas +0mn,
dt t=0

wobei J; die Jacobi-Matrix des auf (2 fortgesetzten Vektorfelds nn bezeichnet. Zur Veran-
schaulichung sei angemerkt: Die so genannte Materialableitung auf der linken Seite kommt
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der Lagrange’schen Betrachtung in einem partikelbehafteten Koordinatensystem gleich.
Zu ihrer Berechnung muss die Euler’sche Formableitung O,n beziiglich eines ortsfesten
Koordinatensystems durch den Konvektionsterm J;$ korrigiert werden [20]. Anwendung
der Kettenregel und Vertauschen von Orts- und Zeitableitung liefert

8tﬁ = Jﬂ—at(VQO)
Nun kommt wieder Bedingung (i) ins Spiel: Einsetzen von (5.5) in die letzte Zeile obiger

Gleichung ergibt
Oy = IV (v[|[ V).

Mit der Produktregel V(v||Vo||) = vV| V| + ||Ve||Vv und V|z| = & folgt

1 Vi
5196l = P (17 + 919
Vel Vel
= Ja(vn) + V.
Schliefllich setzen wir g
%n(s(t)) T —Ks$ — Vgo.
Dabei wurde verwendet, dass $; = § —vn, $; = Pas; = Pps und K = —J,Py.

Das Vektorfeld 7, muss nicht erst auf €2 fortgesetzt werden. Es ist aulerdem zeitinvariant.
Die rechte Seite von (5.6) ist gleich ihrer Richtungsableitung beziiglich :

d
£’I¢I,¢(S(t)) o = Jﬁws = Jﬁw(PﬁS + U'ﬁ,) = —Kl.é + Jﬁw(v'ﬁ)

Zusammenfassend erhalten wir schlieSlich
(K[ — K)S = Jﬁw (U’ﬁ) + Vs, (57)

und Summation von (5.4) und (5.7) beweist die Behauptung.
[l

Eine bemerkenswerte Konsequenz des obigen Satzes ist, dass das Vektorfeld der Reflexi-
onspunktbewegungen nur von Oberflaicheneigenschaften bis zur zweiten Ordnung beein-

flusst wird.

Bei der Messung des optischen Flusses beschrankt man sich in der Praxis auf Starrkorper-
bewegungen wie (5.1), so dass v = (v, n). Diese lasst sich insbesondere wie im Beispiel 2.9
durch eine Losung der Level-Set-Gleichung darstellen. Es gilt das
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Abbildung 5.3: Zum Beweis von Satz 5.1.

Korollar 5.2. Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes und mit hinreichend diffe-

renzierbarem v gegeben durch (5.1) erfillt § die Gleichung
I-Pi+K —K)($—v) =Js,v+ P 7.

Beweis. Da vin = (v,n)n = (I — Py )v, stellen wir zunéchst fest, dass
Jﬁw(v’fll) = Jﬁw(I — Pﬁ)v
= J%v + Kl’U.

Fiir den verbleibenden Term der rechten Seite von (5.3) ergibt sich mit Produktregel und
der Symmetrie von P, und K

Vs{v,n) =Pu(J]n+ I v)
=PyJ A+ (JaPa)'v
=P, ) n-K'v
=P,J]n - Kv.
Einsetzen von v in (5.3) liefert also insgesamt

I-Pi+K —-K)s=(I-Pyv+J;,v+Kv+P,J,n— Ko,

und Umstellen schlief3t den Beweis ab.

]

Das OF-Vektorfeld ist in der Bildebene definiert (siehe Abbildung 5.4). So muss schlieflich
die Menge der Reflexionspunktbewegungen § durch die Projektion (5.2) noch in einen

Grauwertfluss w umgerechnet werden.
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Abbildung 5.4: (a) Exemplarisches Vektorfeld von Reflexionsbahntangenten § : S —
R? fiir die Sichtstrahlenkongruenz S = N(S?). Die Projektion in die

Bildebene Qg ist angedeutet. (b) Optischer Fluss @ : Qg 3 (u,v) — R?
in der Bildebene.
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Abbildung 5.5: Flusssingularitéiten in den Brennpunkten der Reflexionskongruenz.

5.2.2 Flussregularitat

Wir fragen nun nach der Anwendbarkeit der Modellgleichungen und leiten im Folgenden
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir deren Invertierbarkeit her.

Lemma 5.3. Fir ein s € S ist Gleichung (5.3) eindeutig losbar genau dann, wenn s ein

requldrer Punkt von W ist.

Beweis. Setze zundchst M = I—-P; 4+ K; — K. Die zugeordnete lineare Abbildung operiert
auf den orthogonalen Komplementarraumen TS und [n]. Betrachte die entsprechende
Zerlegung des Bildraums in Bild M = Bild(I — P,) @ Bild(K; — K). Offensichtlich gilt
Rang(I — P;) =1, so dass det M # 0 < Rang(K,; — K) = 2.

,<=“ Sei nun s ein regulirer Punkt von W. Die Umkehrung der Implikation aus
Lemma 3.14 zeigt, dass in TsS = TsE; kein « existieren kann mit K;z = Ka =
Kern(K; — K) = T,S*, was Rang(K; — K) = 2 impliziert.

,=“ Rang(K;—K) =2 = dimKern(K; —K) = 1 = 3x # 0 € 7,5, so dass (K; — K)x =
0. Die Normalschnittkrimmungen decken sich in keiner tangentialen Richtung x. Wie

oben folgt mit Hilfe von Lemma 3.14, dass s ein regulérer Punkt von ¥ sein muss.

]

5.3 Rekonstruktionsverfahren

Anders als in Abschnitt 4.3.2 beziehungsweise in [36] und [60] soll zum Zwecke der Re-
gularisierung kein Summenfunktional wie (4.21) minimiert werden. Die Menge R;, C R
enthalte alle das Normalenfeld erfiillende regulére Fléchen, das heiit 1 = 71| fiir alle
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s € S € R,,,. Mit Hilfe eines Funktionals H : Rp,, — R zur Bewertung von Zusatzinfor-
mation konnen wir nun das restringierte Optimierungsproblem

S = argsrenggw (S)

l16sen (siehe Abschnitt 2.4). Im Falle des spekularen optischen Flusses ist H von der Form

H(S) = /;nu —a,,|%do, (5.8)
S

wobei @ den theoretischen Fluss fiir eine Oberflichenhypothese S meint und w,, eine
zugeordnete Messung. Diese Herangehensweise ist in vielerlei Hinsicht vorteilhaft: Ry, ist
von niedrigerer Dimension als fR. Tatsdchlich handelt es sich bei Ry, — wie bereits oben
erwihnt — um den Lésungsraum der deflektometrischen PDE, und es ist dimR,, = 1.
Ferner wird ein Minimum des Summenfunktionals nur in seltenen Féllen das Normalenfeld
erfiillen. Es ist also sinnvoll, die Suche auf R;, einzuschrinken, besonders deswegen,
weil von hoher Neigungsempfindlichkeit des deflektometrischen Verfahrens auszugehen
ist (siche Abschnitt 3.2.2). Fur die Konstruktion von H kann dann auch angenommen
werden, dass S € Ry, Vor allem erweist sich das bei Einbeziehung des optischen Flusses
als niitzlich, in dem bei der Modellierung ja vorausgesetzt wurde, dass das Reflexionsgesetz
fiir jede Sichtstrahl-Merkmals-Kombination eingehalten ist.

5.3.1 Der Vektorraum der erlaubten Abstiegsrichtungen

Bei der Minimierung von H nach Gleichung (5.8) ist man hauptséichlich mit zwei Schwie-
rigkeiten konfrontiert:

1. Das Normalenfeld muss von der advektierten Flache iberall und zu jedem Zeitpunkt
eingehalten werden. Das bedeutet, Ry, darf wihrend eines Tterationsschritts nicht

verlassen werden.

2. Das Funktional H enthalt wegen der Krimmungsabhangigkeit des optischen Flus-
ses Ortsableitungen von ¢ bis zur zweiten Ordnung (siehe Satz 5.1). Die ana-
lytische Darstellung des Formgradienten wird somit Ableitungen bis zur vier-
ten Ordnung enthalten, die Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung eines Funk-
tionals der Form (5.8) verwendet ja den Laplace-Operator der Kostenfunktion
(hier: 3||@ — 4y, |?). Das steigert die Komplexitét einer Implementierung des Ver-
fahrens deutlich.
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Betrachten wir nun zunéchst den ersten Punkt: Will man ein Abstiegsverfahren einsetzen,
muss der Gradient auf einen — noch zu bestimmenden — Raum T, der erlaubten Abstiegs-
richtungen projiziert werden. Angenommen dieser ist von niedriger Dimension, reicht es
aber, in ihm eine Basis zu finden und fiir jeden Basisvektor die Richtungsableitung von H

numerisch zu approximieren, womit auch schon die zweite Schwierigkeit beseitigt wére.

Lemma 5.4. Sei S(t) eine advektierte regulire Fliche, fir die n = ny, fir alle t €
[0,T], s € S(t). Dann lost fir beliebige to € [0,T] und so € S(ty) jede zugelassene
Normalengeschwindigkeit vy € C*(S) die Gleichung

VSUd + Jﬁw'fL’Ud =0. (59)

Dies ist ein System zweier linearer PDEs erster Ordnung in der erlaubten Abstiegsrichtung
vg. Es bezeichne @n , dessen Losungsmenge. Offensichtlich handelt es sich bei @n , um
einen Vektorraum, wovon man sich durch Einsetzen einer Linearkombination °; \;v} von

Losungen v’ iiberzeugt.

Beweis von Lemma 5.4. Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Beweis des Satzes 5.1
und kehren dessen Argumentationsrichtung um: Statt nach dem Tangentenvektor an die
Reflexionspunktkurve zu fragen, ist dieser hier durch § = wvgn bereits gegeben. Glei-
chung (5.3) vereinfacht sich, da §; = 0, zu

(I — Pﬁ)S = Ud’fl = (I + J%)(vdﬁ) + VS’Ud,
und Umstellen liefert sofort das gewiinschte Ergebnis.

[]

Streng genommen folgt aus Lemma 5.4 nur die Inklusion T, C T - Wiederum reicht
aber die Lipschitz-Stetigkeit von 73, hin, um zu beweisen, dass das Fundamentalsystem
nicht noch weitere Basisvektoren enthélt, das heiit, T, = Th o wenn Tp o F£ 0. Es
handelt sich bei % also tatséchlich um den gesuchten Tangentialraum, und man kann
nun v, als Projektion von VH auf diesen ansehen. Hier bestétigt sich ein weiteres Mal
die Beobachtung des Korollars 3.16, denn wie die (nichtlineare!) Losungsmannigfaltigkeit
des deflektometrischen Problems R, muss auch der durch die Vorschrift (5.9) gegebene

Tangentialraum die Dimension 1 besitzen: dim R, v = dim %5, s, =L

5.3.2 Minimierungs-Algorithmus

Es folgt eine Skizze des gesamten Gradientenabstiegsverfahrens zur Minimierung des
durch das deflektometrische Normalenfeld restringierten Funktionals H zur Beschreibung
des spekularen Flusses:
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1. Wéhle einen Startwert S(0) zum Beispiel mit Hilfe von (4.23).
2. Advektiere S &hnlich wie in (4.22) bis J(S(t)) < e.

3. Solange H(S(t)) > ¢,, iteriere:

(a) Finde fiir S(t) eine (finite) Orthonormalbasis {a;} des Vektorraums %, .

(b) Zu a; approximiere numerisch die Richtungsableitung (VH(S(t)),a;). Die
Projektion des Gradienten H auf Ty, ist dann 0y = (VH(S(t)),a1)a:.

(¢) Berechne fiir t — t + At entsprechend der Normalengeschwindigkeit v, die
Transition S(t) — S(t + At).

(d) Abhéngig vom eingesetzten numerischen Verfahren kann sich J wahrend des
Zeitdiskretisierungsschritts wieder erhohen. Den Schritt 2 wiederholen wir also
immer dann, wenn der Normalenfehler einen vorher festgelegten Schwellwert
iibersteigt.

Algorithmus 5.1 zeigt eine entsprechende Formulierung in Pseudocode.

Algorithm 5.1 Minimierungs-Algorithmus

1: Wahle einen Startwert S(0) = Sy zum Beispiel mit Hilfe von (4.23).
2: procedure NORMALENANPASSUNG(.S))

3 repeat

4 S(t) — S(t+ At): s(t) — s(t) — VJIAtn(s(t));
5 until J(S(t)) < e,

6: end procedure
7

8

9

: procedure GRADIENTENPROJEKTION(Sy)
while H(S(t)) > ¢, do
: ONB {a;} von T3 ;
10: 0q = (dH(S(t)), a1)aq;

11: S(t) — S(t+ At): s(t) — s(t) + vgAtn(s(t));
12: if J(S(t)) > €, then

13: NORMALENANPASSUNG(S(t + At));

14: end if

15: end while

16: end procedure

5.3.3 Simulationsergebnisse

Es sei Q = I, x I, x I, mit den Intervallen I, = [x1,22] C R, I, = [y1,%2] C R und
[21, 22] C Rsg. Die Flache wird wie oben durch den Graphen der zeitvarianten Funktion
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Abbildung 5.6: (a) Start der Normalenanpassung mit S(0)

entenprojektion bei Iteration 236. (¢) Minimierung von H, wobei J = 0.

(d) Konvergenz gegen die wahre Oberflache.
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[ L, x I, x[0,T] — Ry beschrieben, so dass S(t) = {(z", f(x,t))" € R} |z € [, x I,,}.
Wichtige innergeometrische Oberflicheneigenschaften sind neben (2.3)

1
Jﬁ = Jﬂ-Jn = 7PﬁJn, divn = SpurJﬁ.
[l
Betrachte nun eine Kurve s(t) = (z' (), f(x(¢)))" mit s(t) € S(¢) und f wie oben. Durch

v = (§,n) erhélt man fiir jedes s

U:m«(w,gﬁ)’(_ff»'

Unter Ausnutzung der Bilinearitit des Skalarprodukts ergibt sich daraus durch Aquiva-
lenzumformung _

__

VIVIIPZ+1

Wird umgekehrt die Normalengeschwindigkeit v vorgegeben, ist der Fortgang der Evo-
lution allein durch f = v\/||[Vf||2+ 1 = v(z)||n(x)| definiert. Es sei auf die direkte
Analogie zur Level-Set-Gleichung (2.14) hingewiesen. Die vorliegende Formel verkoérpert

v =

quasi deren explizites Gegenstiick und wurde der Implementierung des Rekonstruktions-
algorithmus 5.1 zugrunde gelegt. Durch den Wegfall einer Dimension verkiirzt sich die
Rechenzeit erheblich. Es muss aber auf einige der in 2.3.1 diskutierten Vorteile der Level-
Set-Methodik verzichtet werden.

Auch hier schneidet die Oberflaiche 02, so dass die natiirlichen Randbedingungen aus
Lemma 2.12 anzuwenden sind: Auf den Seitenflichen gelte also (fn — 7y, 0) = 0. Wir
verwenden die Notation e, = (1,0,0)" beziehungsweise e, = (0,1,0)" fiir die Einheits-
vektoren in Richtung der ersten beiden Koordinatenachsen und setzen fiir die von €2 nach
auBen zeigende Normale 6 vorzeichenrichtig 6 = +e, bezichungsweise 6 = +e,. Auf
03Q) = {(x,y,2)" € R® |z = x5} gilt dann beispielsweise

1 _
()
IVFI*+1
Diese nichtlineare quadratische Gleichung in 0, f besitzt als Losung

<'ﬁ’w7 ew>

Ouf =
1-— <Iﬁ’¢7 €I>2

9y f)? +1

die natiirliche Randbedingung auf 05€2. Analog folgen diese fiir alle weiteren Seitenflichen.
Bemerke, dass die Losung von der Ableitung in die jeweils orthogonale Koordinatenrich-
tung abhéngt. Auf den in z-Richtung weisenden Kanten von € fithrt das zu Mehrdeutig-
keiten. Hier ist die &uflere Normale nicht wohldefiniert. Eine willkiirliche Festlegung von o,
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Abbildung 5.7: Entwicklung des (a) Normalen- und (b) OF-Fehlers J beziehungswei-
se H.
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beispielsweise in Richtung der Diagonalen zwischen gegentiberliegenden Eckpunkten, ist
in den meisten Fallen ausreichend. Leistungsfidhigere Techniken, die dieser Problematik
begegnen, werden in [37] vorgestellt.

Zur numerischen Losung von (5.9) wurde ein einfaches Finite-Differenzen-Verfahren ein-
gesetzt. Die Erzeugung simulierter Daten basierte auf der Interpolation der diskretisierten
Kartenabbildung 1 durch kubische B-Splines. Ausreichend fiir die Berechnung des opti-
schen Flussfelds waren lineare Interpolationsmethoden, zumal sich dabei die Exklusion
singularer Punkte stark vereinfachte. Weitere Details zur numerischen Umsetzung finden
sich in [40, 41].

Aufgenommen wurden bei der Rekonstruktion die Werte der Funktionale H und J. Abbil-
dung 5.6 zeigt eine Auswahl von vier Iterierten aus verschiedenen Phasen des Verfahrens.
Die entsprechenden Fehlerentwicklungen sind Abbildung 5.7 zu entnehmen. Deutlich wird

das trotz der einfachen Diskretisierung gute Konvergenzverhalten.

5.3.4 Experimentelle Ergebnisse

Die Datenaufnahme erfolgte wieder mit Hilfe des bereits vorgestellten robotergestiitzten
Messaufbaus. Sie machte neben den in Abschnitt 4.4.1 erlauterten Kalibrierungsschritten
die Bestimmung der Transformation zwischen den lokalen Koordinatensystemen in Ka-
mera und Roboterbasis erforderlich. Die so genannte Hand-Auge-Kalibrierung wurde mit
Hilfe der von Wengert et al. zur Verfiigung gestellten Bibliothek [64] bewerkstelligt.

Die regularisierende Wirkung des spekularen Flusses soll nun am einfachen Beispiel des
ebenen Spiegels demonstriert werden. Fiir diesen kann Ground Truth durch Anbringen
eines diffus reflektierenden Targets und anschlieende extrinsische Kamerakalibrierung
gewonnen werden. Erneut macht sich die Variabilitdt der Szenenparameter positiv be-
merkbar: Die Wahl des fiir die Beobachtung des optischen Flusses angezeigten Musters
muss sich an den Eigenschaften des eingesetzten Schétzers orientieren. Hier kam eine
Implementierung des Lucas-Kanade-Algorithmus zum Einsatz [21]. Da dieses Verfahren
lokaler Natur ist, kann die Dichte des Flussfeldes innerhalb homogener Regionen stark
abnehmen. Obwohl sich das in unserem Anwendungsfall nicht negativ auswirkt (unter
idealen Bedingungen reicht ein Flussvektor zur Identifizierung der korrekten Losung),
lasst sich der Effekt durch Verwendung eines stochastischen Musters erheblich reduzieren.

Dementsprechend bewegt sich Abweichung zwischen gemessenem und von Satz 5.1 vor-
hergesagtem Fluss geméafl Abbildung 5.8(a) innerhalb der zu erwartenden Toleranzen des
Schatzers. Wir machen aulerdem folgende Beobachtung: Im Fehlergraphen spiegelt sich
deutlich das Pixel-Raster des LCDs wider. Ursachlich ist die Diskrepanz der ortlichen
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Abbildung 5.8: (a) Relativer Fehler % zwischen gemessenem und prédiziertem spe-

kularen Fluss. (b) OF-Fehler beim Durchwandern von ;. Das Mini-
mum markiert die Lage der wahren Flache.
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Abbildung 5.9: (a) Rekonstruktion mit Hilfe von Algorithmus 5.1. (b) Bewertung des
in (a) dargestellten Ergebnisses anhand der mittleren Kriitmmung,.
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Abtastfrequenzen auf Kamerachip und Mustergenerator. Sie wird durch die Spiegelflé-
che als optisches Element im Strahlengang nur verstarkt. Eine Messung der induzierten
Abbildung wird also im Allgemeinen stiickweise konstante Anteile enthalten. Das Auftre-
ten der damit verbundenen Sprungunstetigkeiten (Quantisierungsartefakte) macht eine
Bandbegrenzung zu Anfang des Rekonstruktionsprozesses erforderlich, vor allem wenn
bei der Berechnung der Flusshypothesen vorausgesetzt wird, dass Ry, die Losungsmenge
moglichst gut approximiert.

Trégt man wie in Abbildung 5.8(b) zunéchst H iiber Ry, (parametrisiert durch die Ent-
fernung d vom optischen Zentrum entlang des Hauptstrahls) auf, so rechtfertigt sich em-
pirisch, dass optische Flussdaten fiir die Regularisierung des Rekonstruktionsproblems
hinreichen kénnen. Immerhin steht ein analytischer Beweis dafiir noch aus.

Das Endergebnis der Rekonstruktion ist in Abbildung 5.9(a) dargestellt. Der Kriitmmungs-
fehler (Abbildung 5.9(b)) liegt sogar noch eine GréBenordnung unter dem beim Level-Set-
Verfahren auftretenden. Die moderaten Unstetigkeiten in den Ecken, in denen die duflere
Normale an €2 nicht wohldefiniert ist, sind — wie bereits angemerkt — auf die Diskretisie-
rung der natiirlichen Randbedingungen zuriickzufiihren. Der Normalenfehler strebt expo-
nentiell gegen den Schwellwert ¢, der infolge von eingeschobenen Normalenanpassungen
wahrend der gesamten Projektionsphase gehalten werden kann, siehe Abbildung 5.10. Ein
Vergleich mit der Ground Truth ergibt fiir den relativen mittleren Neigungs- und Entfer-
nungsfehler 1,81 % beziehungsweise 6,23 %. Diese Zahlen bestétigen das in Lemma 3.6
angegebene Empfindlichkeitsverhéltnis sowie die Unsicherheiten bei der Schétzung des
optischen Flusses (vergleiche Abbildung 5.8(a)).
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Abbildung 5.10: Entwicklung des (a) Normalen- und (b) OF-Fehlers .J beziehungswei-
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6 Abschlussbemerkungen

6.1 Zusammenfassung

Die meisten in der Einleitung vorgestellten klassischen deflektometrischen Modelle basie-
ren auf den beiden punktweisen Reflexionsbedingungen und vernachléssigen damit deren
globalen funktionalen Zusammenhang. In der Literatur findet sich eine einzige kontinuier-
liche Betrachtungsweise in Form der Fuler-Gleichung des zugeordneten Normalenanpas-
sungsproblems. Mit dem hier vorgestellten System quasilinearer partieller Differentialglei-
chungen wird dem Leser eine native Formulierung an die Hand gegeben, die die Struktur
des Problems — nédmlich des Losungsraums und der damit verbundenen Mehrdeutigkeit —
auf frappierende Weise offen legt. Damit werden Aussagen widerlegt wie die: Durch den
Ubergang von einer punktweisen zur kontinuierlichen Betrachtung kénne die Mehrdeutig-
keit unter Stetigkeitsannahmen aufgelost werden. Auch von der separaten Messbarkeit der
Steigung oder Krimmung kann nicht mehr die Rede sein. Beide Eigenschaften sind tiber
die Messdaten an die Entfernung des betrachteten Oberflichenpunkts gekoppelt. Anhand
der Gleichungen konnte dariiber hinaus die Existenz einer Losung sowie bei Vorliegen
eines Anfangswert deren Eindeutigkeit bewiesen werden.

Eine weitere, neuartige Beschreibung des Problems nutzt Elemente der Strahlengeome-
trie: Die an der Spiegelfliche reflektierte Sichtstrahlenkongruenz induziert eine Abbildung
zwischen eben dieser und dem Mustergenerator. Unter Vorgabe gewisser Designparame-
ter lassen sich die Eigenschaften dieser Zuordnung studieren. Beschrankung von Variation
und Krimmung der betrachteten Flachen sichern deren Stetigkeit und damit die Existenz
einer glatten Losung. Ferner charakterisieren die Singularitdten in sehr allgemeiner Wei-
se die Punkte, an denen Verfahren wie das im letzten Abschnitt présentierte versagen

konnen.

Das Kapitel 4 beginnt mit der wichtigen Feststellung der Strukturahnlichkeit zwischen der
Deflektometrie und Shape-from-Shading, beides schlecht gestellte, inverse Probleme der
optischen Messtechnik. Eine Art Selbstregularisierung fiir Fldchen durchzufiihren, die so-
wohl ein Mindestmafl an spiegelnder und Lambert’scher Reflexion aufweisen, liegt nahe:
Die Charakteristiken einer der Differentialgleichungen bestehen nach Anwendung einer
speziellen Transformation aus Punkten konstanten Abstands vom optischen Zentrum.
Schneidet man eine solche mit einer geschickt gewéhlten Kurve konstanter Radianz, ist
die Berechnung der Schnittpunkte moglich, deren Kenntnis im Folgenden fiir eine Regula-
risierung sorgen sollen. Nachteilig wirkt sich zunéchst nur aus, dass die Beleuchtungsrich-
tung bekannt sein muss, deren Schitzung mit gingigen Shape-from-Shading-Verfahren
fehlerbehaftet sein kann. Stattdessen lasst sich aber auch der Mustergenerator selbst als
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Lichtquelle einsetzen. Das reduziert zum einen den Hardware-Aufwand, zweitens ermog-
licht es dank der vorgestellten Kamera-Schirm-Kalibrierung die hochgenaue Bestimmung
der Beleuchtungsrichtung.

Untersucht wurde darauthin zunachst die Rekonstruktion von einem der ermittelten
Oberflachenpunkte durch Charakteristikenexpansion. Experimentell bestétigte sich die
bekannte Tatsache, dass sich wahrend des Integrationsvorgangs Messfehler akkumulie-
ren. Die Qualitat der Losung nimmt proportional mit der Entfernung vom Startpunkt
ab. Zur Vermeidung dieser Random-Walk-Effekte wird von einigen Autoren der Frankot-
Chellappa-Algorithmus eingesetzt. Dieser operiert allerdings im Frequenzbereich und ist
somit nur fiir periodische Flichenstiicke geeignet. Der hier vorgeschlagene Ansatz ist
ebenso von globaler Natur. Die gesuchte Losung ist nun Minimum eines Formfunktio-
nals, das durch homéomorphe Transformation im Sinne des Gradientenabstiegs von einer
Anfangsfliche erreicht werden kann. Numerisch wurde die Iteration durch eine Level-Set-
Evolution realisiert. Bei dieser tritt weder Fehlerintegration auf, noch wird Periodizitét
der behandelten Fldchenstiicke vorausgesetzt. Die unterlagerte Differentialgleichung lasst
auBerdem auch nicht-differenzierbare, so genannte Entropie- oder Viskositatslosungen zu,
somit kann quasikontinuierlich ein breites Spektrum anwendungsrelevanter Geometrien
behandelt werden. Die Level-Set-Gleichung verkorpert eine Euler’sche Betrachtung dy-
namischer Flachen: Da auf einem festen Gitter gerechnet werden kann, sind Topologie-
anderungen besonders einfach darzustellen, was fiir die deflektometrische Rekonstruktion

allerdings eine untergeordnete Rolle spielen diirfte.

Mit einem Beitrag zur Modellierung spiegelnder Oberflichen beginnt das Kapitel 5. Auch
hier erweist sich die Theorie impliziter dynamischer Flachen als niitzlich: Eine Level-Set-
Gleichung — im Gegensatz zum oben beschriebenen Rekonstruktionsprozess — definiert in
sehr allgemeiner Form die Oberflaichenbewegung, aus der die Verinderung der aufgenom-
men Daten hergeleitet werden kann. Wenn auch in der industriellen Praxis nur Starrkor-
perbewegungen relevant sind, lasst das Modell auch elastische Verzerrungen und topo-
logische Anderungen zu. Diese kénnten beispielsweise fiir den medizinisch-chirurgischen
Einsatz des Verfahrens von Bedeutung sein (Reflexionen an mit Fliissigkeitsfilmen tiber-
zogenen Organen). Mit dem gemessenen spekularen Fluss hat man erneut die Zusatzinfor-
mation an der Hand, die benétigt wird, um aus der Mannigfaltigkeit von Losungskandi-
daten den richtigen auszuwéhlen. Numerisch wird ein weiterer neuer Weg beschritten. Die
Level-Set-Evolution wird anders als oben nicht im Sinne einer Tikhonov-Regularisierung
stabilisiert. Stattdessen wird nun die Fléche gesucht, fiir die die Abweichung zwischen
gemessenem und pradiziertem spekularem Fluss ein Minimum annimmt. Die urspriingli-
che deflektometrische Messung geht dabei in eine Nebenbedingung ein. Dieser Ansatz ist
sehr flexibel, da durch Austausch des Funktionals jeder beliebigen Art regularisierender
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Zusatzdaten Rechnung getragen werden kann.

Wiederum werden in Simulation und Experiment die theoretischen Ergebnisse bestétigt
und bewertende Aussagen iiber das abgeleitete Messverfahren getroffen. Die Genauigkei-
ten sind zufriedenstellend, allerdings widerspricht diese Herangehensweise der natiirlichen
Struktur des Losungsraums, da alle Punkte in die Regularisierung einbezogen werden.
Der Hardwareaufwand ist vergleichbar mit dem eines Stereoverfahrens. Die Auswertung
muss zusatzlich um einen Optischen-Fluss-Schéitzer erweitert werden.

6.2 Ausblick

In dieser Arbeit wurden grundlegende Beitriage zur Forschung tiber deflektometrische Me-
thoden geleistet, und zwar in den Bereichen

e Modellierung,
e Regularisierung,

e Numerik.

Einige theoretische Fragen bleiben unbeantwortet: Die Wirkung der Spiegelfléache als op-
tisches Abbildungsgerit lasst sich erst studieren, wenn man von einer Strahlen- zu einer
Bindelbeschreibung des Lichtwegs iibergeht. Die damit verbundenen Effekte beschrinken
—neben den ebenfalls nur selten behandelten wellenoptischen Phénomenen — die Abtast-
dichten auf LCD und Kamerachip und somit die erzielbare Messgenauigkeit. Ferner ist es
nicht offensichtlich, ob eine Form von Zusatzinformation regularisierend wirken kann, wie
das Gegenbeispiel aus Abschnitt 3.3.4 vor Augen fiihrt. Fiir die hier prasentierten Anséatze
konnte bisher nur empirisch tiberpriift werden, ob die eindeutige Losung des Rekonstruk-
tionsproblems auf der Basis von Shading- beziehungsweise Flussdaten gefunden werden

kann. Ein analytischer Beweis dafiir steht noch aus.

Weitere Mailnahmen miissen die entscheidende ingenieurwissenschaftliche Frage bertih-
ren, wie ein rekonstruierendes Verfahren zur Anwendungsreife gebracht werden kann (die
qualitative Priifung befindet sich bereits im industriellen Einsatz): Zur Weiterentwicklung
der vorgestellten Verfahren fiir den praktischen Einsatz miissen in erster Linie die Rekon-
struktionszeiten verkiirzt werden. Man unterscheide streng zwischen Rechen- und Konver-
genzgeschwindigkeit: Die Hinzunahme einer dritten Dimension zur impliziten Darstellung
dynamischer Flachen bietet zwar einige Vorteile (Viskositéatslosungen, Euler’sche Betrach-
tung, Topologiednderungen), doch sind sémtliche Operationen pro Iterationsschritt in der
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Dimension von polynomialer Komplexitat. Es existieren jedoch leistungsfahigere Verfah-
ren: Die Narrow-Band-Level-Sets sind immer nur in einem ,Schlauch“ um die aktuelle
Fliche definiert, so dass quasi zweidimensional gerechnet wird. Alternativ kann die Fast-
Marching-Methode eingesetzt werden, die eingehend in [59] erldutert wird.

Die Konvergenzentwicklung ist unabhéngig von der Leistungsfahigkeit des eingesetzten
Rechners. Sie stellt eine intrinsische Eigenschaft des numerischen Verfahrens dar. Ohne
die Konjugiertheit der Gradienten zu erzwingen, sind Abstiegsverfahren in diesem Zu-
sammenhang suboptimal, wie zum Beispiel Burger in [14] zeigt. Neben den Krylovraum-
verfahren hat sich das klassische Newton-Verfahren als besonders giinstig hervorgetan,
es erfordert aber bekanntlich die Berechnung von (Form-)Ableitungen zweiter Ordnung.
Dieses Problem umgeht die Gaufl-Newton-Iteration schlicht durch Vernachlassigung der
auftretenden Hesse-Matrix. Das kann unerwiinschte Effekte in Bezug auf das globale Kon-
vergenzverhalten zur Folge haben. Zur Losung implizit definierter Formoptimierungspro-
bleme ist daher fiir die Zukunft die Implementierung einer konditionierten Version, zum
Beispiel als Levenberg-Marquardt-Algorithmus, erstrebenswert.

Wie schon im Kapitel 4 angeklungen ist, liegen die mit einer Messkonstellation erfassbaren
Flachenausschnitte — vor allem bei starker Kriimmung — im Bereich weniger Quadratzen-
timeter. Daraus ergibt sich im Hinblick auf den robotergestiitzten Sensor die Frage nach
dem zeitoptimalen Priifablauf. Liegt dann ein quantitatives Messergebnis vor, fehlen bis
jetzt speziell auf die Wahrnehmung spiegelnder Oberflachen abgestimmte Toleranzen, um
Gut- von Schlechtteilen zu separieren.
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A Erganzende mathematische Erlauterungen

A.1 Legendre-Transformation

Wir wiederholen das zugrunde liegende Konzept am einfachen Beispiel der skalarwerti-
gen Funktion f : I — R einer Verdnderlichen x € I C R. Die Verallgemeinerung auf den
multivariaten Fall ist offensichtlich. Es sei f streng konvex auf I, das heift % > (0. Wir
schreiben zunéchst p = p(z) fir die Steigung % von f an der Stelle x. Es bezeichnet

f*(p) := max{pz — f(z)}

die Legendre-Transformierte von f. Wegen der Konvexitat von f wird dieses Maximum
fir festes p genau dort angenommen, wo die in y-Richtung um —f*(p) verschobene
Gerade px den Funktionsgraphen tangential bertihrt. Man spricht deswegen von einer
Bertihrungstransformation (beispielsweise im Gegensatz zu Integraltransformationen wie
die nach Fourier oder Laplace). Intuitiv ordnet die Legendre-Transformation also jedem
Punkt von Graph f den Schnittpunkt seiner Tangente mit der Ordinate zu (siehe Abbil-
dung A.1). Offensichtlich ist die Transformation umkehrbar, da f streng konvex. Denn

af* _ dp

wegen 92 = d=r

bijektiv auf I.

> 0 ist die Steigungsfunktion p(z) streng monoton wachsend, also p

Abbildung A.1: Die Legendre-Transformation ordnet jedem Punkt des Graphen ei-
ner stetig differenzierbaren konvexen Funktion den Schnittpunkt seiner
Tangente mit der Ordinate zu. Hier bezeichnet & = arg max,e{pr —
f(z)} fur festes p.
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Spiegelnde Reflexion technischer Oberflachen - in der klassi-
schen Sichtprufung oft als zu unterdruckende Storung emp-
funden - bildet die Grundlage der deflektometrischen Mess-
verfahren. Bei diesen wird das Vorwissen Uber die unter-
suchten Objekte in Form des Reflexionsgesetzes ausgenutzt:
Ein bildgebender Sensor beobachtet Uber die Spiegelflache
eine Sequenz definierter Muster. Von der Zuordnung eines
Punkts auf dem Mustergenerator und der entsprechenden
Beobachtungsrichtung versucht man auf die quantitative Ge-
stalt der Spiegelflache zu schliefien. Es handelt sich mathe-
matisch gesehen um ein schlecht gestelltes Problem.

In dieser Arbeit werden zunachst theoretische Untersuchun-
gen der Abbildung zwischen Kamerabild und Reflexerzeuger
angestellt, die bei der Konstruktion eines deflektometrischen
Messaufbaus von Bedeutung sind. Der Hauptteil prasentiert
zwei neuartige Verfahren, die jeweils unter Einbeziehung von
Zusatzinformation eine eindeutige Rekonstruktion ermadg-
lichen. Das erste der beiden stutzt sich auf das bei vielen
praxisrelevanten Bauteilen auftretende diffuse Reflexions-
verhalten. SchlieRlich wird ein allgemeines Modell des spe-
kularen optischen Flusses hergeleitet, der entsteht, wenn die
gesuchte Flache relativ zum Messaufbau bewegt wird. Dieser
kann ebenfalls zur Regularisierung herangezogen werden.
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