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Kurzfassung

Diese Arbeit befasst sich mit den theoretischen und numerischen Aspekten mag-
netostriktiver und piezoelektrischer Materialien. Es wird ein makroskopisches
konstitutives Modell vorgestellt, welches das nichtlineare Verhalten dieser Mater-
ialien berticksichtigt und seine typischen Hysteresekurven abbilden kann. Die
Finite-Element-Approximation erfolgt mit Hilfe eines gemischten 8-Knoten-Vo-
lumenelementes. Die geometrisch nichtlineare Elementformulierung basiert auf
einem gemischten Mehrfeld-Variationsprinzip.

Magnetostriktive Legierungen und ferroelektrische Keramiken gehoéren zu der
Gruppe der multifunktionalen Materialien, die in letzter Zeit vermehrt Anwen-
dung in der Aktorik und der Sensorik finden. Sie zeichnen sich durch eine inhé-
rente Kopplung zwischen Deformation und magnetischem bzw. elektrischem Feld
aus. Aufgrund der Ahnlichkeiten der gekoppelten Differentialgleichungen wird fiir
beide Phanomene eine einheitliche Formulierung hergeleitet.

Das vorgestellte dreidimensionale Materialmodell ist thermodynamisch motiviert.
Grundlage der Formulierung bildet die Definition einer spezifischen freien Energie-
funktion und eines Schaltkriteriums. Es wird weiterhin eine additive Aufspaltung
der Verzerrungen und der magnetischen bzw. elektrischen Feldstarke in einen re-
versiblen und einen irreversiblen Anteil vorgenommen. Die irreversiblen Grofien
werden, analog zur Plastizitdatstheorie, als interne Zustandsvariablen verwendet.
Durch die Einfiihrung einer Eins-zu-eins-Relation zwischen den beiden internen
Variablen ist die Volumenerhaltung der irreversiblen Verzerrungen gewahrleistet.
Ein neuer Aspekt des Modells ist dabei die additive Aufspaltung der Feldstér-
ke. Das vorgestellte Materialmodell ist in der Lage die ferromagnetische bzw.
ferroelektrische Hysteresekurve sowie die zugehorigen Schmetterlingshysteresen
abzubilden. Es wird zudem ein erweiterter Ansatz fiir ferrimagnetisches Verhal-
ten prasentiert, das bei den betrachteten magnetostriktiven Materialien ebenfalls
auftritt.

Fiir die Finite-Element-Modellierung wird ein nichtlineares 8-Knoten-Hexaeder-
Element vorgeschlagen. Bei diesen Elementen treten durch die Verwendung von
linearen Ansatzfunktionen bei biegedominierten Verformungen numerische Fehler
auf, die auf inkompatible Approximationsraume zuriickzufithren sind. Zur Ver-
besserung des numerischen Verhaltens werden im Rahmen dieser Arbeit unter-
schiedliche Verfahren untersucht und miteinander verglichen. Ein Schwerpunkt
ist dabei die Erweiterung der Enhanced-Assumed-Strain-Methode auf das ge-
koppelte Feldproblem. Dariiber hinaus wird eine gemischte Elementformulierung
vorgestellt. Das gemischte Element basiert auf einem verallgemeinerten Mehr-
feldfunktional. Hier werden die mafigebenden Feldgleichungen implizit iiber einen
direkten Variationsansatz berticksichtigt.



Abstract

This thesis deals with the theoretical and computational aspects of magneto-
strictive and piezoelectric materials. To consider the nonlinear behavior of these
materials a constitutive model is presented. The model accounts for typical hyste-
resis effects. For the finite element approximation a mixed 8-node brick element is
suggested. The geometrically nonlinear element formulation is based on a mixed
multifield variational principle.

Magnetostrictive alloys and ferroelectric ceramics belong to multifunctional ma-
terials. In recent years these materials have become widely-used in actor and
sensor applications. They are characterized by an inherent coupling between de-
formation and magnetic or electric field. Due to the similarities of the coupled
differential equations a uniform approach is applied for both phenomena.

The presented three-dimensional material model is thermodynamically motiva-
ted. It is based on the definition of a specific free energy function and a switching
criterion. Furthermore, an additive split of strain and the magnetic or electric
field strength into a reversible and an irreversible part is suggested. The irrever-
sible quantities serve as internal variables, which is analog to plasticity theory.
A one-to-one-relation between the two internal variables provides conservation of
volume for the irreversible strains. A novel aspect of this thesis is the additive
split of the field strength. The presented material model can approximate the
ferromagnetic or ferroelectric hysteresis curve and the related butterfly hystere-
sis curves. Furthermore, an extended approach for ferrimagnetic behavior which
occurs in magnetostrictive materials is presented.

For the finite element model an 8-node hexahedral element is proposed. This type
of element shows numerical errors in bending dominated situations. These errors
result from incompatible approximation spaces caused by the usage of linear
interpolation functions. To improve the numerical behavior different methods are
analyzed and compared within this thesis. Here the main focus is the expansion of
the enhanced-assumed-strain method to the coupled field problem and a mixed
element formulation. The mixed element is based on a generalized multi field
formulation. The field equations are considered implicitly by a direct variational
approach.
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1 Einleitung

1.1 Stand der Forschung und Ziele der Arbeit

Magnetostriktive und ferroelektrische Materialien gehoren zur Gruppe der mul-
tifunktionalen Materialien. Der Erforschung und Entwicklung dieser Materialien
galt in den letzten Jahren ein besonderes Interesse. Sie erlauben eine Anpassung
ihrer Eigenschaften an die Einsatzbedingungen. So ist es beispielsweise moglich
die Form oder die Steifigkeit der Materialien adaptiv an die Belastung anzupas-
sen. Dies wird durch den Einsatz von Aktoren und Sensoren erreicht, die sich in
ein Bauteil integrieren lassen und Einfluss auf seine Eigenschaften ausiiben. Man
spricht daher auch von adaptiven Strukturen bzw. aktiven Funktionsmaterialien
(engl. smart materials).

Drei wichtige Vertreter aus der Gruppe der aktiven Funktionsmaterialien sind fer-
roelektrische Keramiken, magnetostriktive Werkstoffe und Formgedéachtnislegie-
rungen. Thnen ist eine inharente Kopplung zwischen verschiedenen physikalischen
Effekten gemein. Im Fall von Formgedachtnislegierungen kann die Kristallstruk-
tur durch Wéarme verandert und dadurch eine Forménderung hervorgerufen wer-
den. Bei ferroelektrischen Keramiken besteht die Kopplung zwischen elektrischem
Feld und Deformation. Bei magnetostriktiven Materialien erzeugt ein angelegtes
magnetisches Feld eine Deformation des Werkstiicks. Daneben erlangen in letz-
ter Zeit Mischformen der oben genannten Effekte, wie z. B. magnetoelektrische
Materialien (engl. multiferroics) und ferromagnetische Formgedéchtnislegierun-
gen immer grofiere Bedeutung, siche NAN [37], FIEBIG [11] und MARIONI ET
AL. [81].

Die vorliegende Arbeit wird sich ausschliellich mit magnetostriktiven Material-
ien und ferroelektrischen Keramiken befassen. Bei beiden Phénomenen handelt
es sich um wechselseitige Koppeleffekte, d. h. auch eine mechanische Belastung
kann eine Anderung der magnetischen bzw. elektrischen FeldgroBen bewirken.
Darin besteht ein grundsétzlicher Unterschied zur Warmeausdehnung von Werk-
stoffen, da hier nur eine einseitige Kopplung vorliegt. Die Magnetostriktion wurde
1842 von JOULE [58] erstmals beobachtet. Sie tritt in geringem Ausmaf in allen
ferromagnetischen Materialien auf. Anwendungen in der Aktorik wurden aber
erst durch Legierungen aus Eisen und Metallen der seltenen Erden — wie Terbi-
um, Dysprosium oder Samarium — ermdglicht. Eine der wichtigsten Vertreter ist
Tho.3Dyo7Feq 95, das seit etwa 1980 unter der Bezeichnung Terfenol-D erhéltlich
ist. Der piezoelektrische Effekt wurde erstmals von den Briidern Curie 1880 be-
schrieben, siehe [30]. Die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten ferroelektrischen
Keramiken sind seit den 50er und 60er Jahren erhaltlich. Wichtige Vertreter sind
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Barium-Titanat und Blei-Zirkonat-Titanat (PZT).

Fir aktive Funktionsmaterialien gibt es zahlreiche Anwendungen im Maschinen-
bau, in der Medizintechnik und in der Luft— und Raumfahrt, siche z. B. TANI
ET AL. [121], NIEZRECKI ET AL. [89] und CHOPRA ET AL. [26]. Durch ange-
passte Herstellungsverfahren konnen sie auch als mikro-elektro-mechanische Sys-
teme (MEMS) in der Mikrosystemtechnik eingesetzt werden, siehe z. B. SENTU-
RIA [108], BoDY ET AL. [14] und QUANDT [J6]. Aber auch im Bauwesen gibt
es inzwischen Verwendungsmoglichkeiten fiir multifunktionale Materialien. Hier
werden sie vor allem zur Kontrolle von Bauwerksschwingungen eingesetzt, siehe
SONG ET AL. [115,116] und AUPERIN [5].

Aufgrund der Umkehrbarkeit des magnetostriktiven und des piezoelektrischen
Effektes konnen diese Materialien in der Sensorik und der Aktorik eingesetzt
werden. In Abbildung 1.1 sind zwei magnetostriktive Aktoren dargestellt. In a)
ist ein typischer Weggeber (engl. transducer) zu sehen. Der Stift, der oben aus
dem Gehéause ragt, kann bewegt werden. Im Schnittbild erkennt man den zen-
tral angeordneten Terfenol-D-Stab und die felderzeugende Spule. In 1.1b) ist ein

a)

springs

driving rod a1

IIN/H(A
l/la/
/1y
1

|
=_.|| 1
| — coil

Quelle: ZHANG ET AL. [139] Quelle: http://www.energeninc.com

magnets

Abb. 1.1: Beispiele fiir magnetostriktive Aktoren

mechanisch verstarkter Aktor abgebildet. Das magnetostriktive Element befin-
det sich innerhalb der Spule. Die Geh&duseform ist hier so gewahlt, dass sich der
Arbeitsbereich des Aktors erhoht. Abbildung 1.2 zeigt zwei piezoelektrische Bau-
teile. In a) ist ein Einspritz-Injektor der Firma Bosch dargestellt. Diese Technik
erlaubt eine exakte Steuerung des Einspritzvorgangs und wurde 2005 mit dem
deutschen Zukunftspreis ausgezeichnet. In Abbildung 1.2b) ist ein piezoelektri-
scher Beschleunigungssensor in MEMS-Bauweise zu sehen. Eine Beschleunigung
bewirkt eine Durchbiegung der Kragarme. Diese sind mit einem piezoelektrischen
Material beschichtet, an deren Oberflache bei Durchbiegung eine elektrische Span-
nung messbar wird.



1.1 Stand der Forschung und Ziele der Arbeit 3
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Abb. 1.2: Beispiele fiir Aktoren und Sensoren aus ferroelektrischen Keramiken

Finite-Element-Modellierung

Zur Optimierung der Eigenschaften solcher Aktoren oder Sensoren ist es hilf-
reich, das Verhalten der Bauteile durch ein numerisches Modell vorhersagen zu
konnen. Eine numerische Modellierung ist erforderlich, da die beschreibenden Dif-
ferentialgleichungen in der Regel nicht analytisch losbar sind. Hier miissen neben
den Differentialgleichungen der Mechanik auch die Feldgleichungen der Elektro-
dynamik, also die Maxwellschen Gleichungen, erfiillt werden. Im Falle der Mag-
netostriktion sind dies die Feldgleichungen der Magnetostatik. Die Erfassung der
magnetostriktiven Eigenschaften des Materials erfolgt tiber einen Koppelanteil,
der die mechanischen und magnetischen Feldgroflen in Beziehung setzt. Fiir die
Abbildung des piezoelektrischen Effektes miissen die Feldgleichungen der Elektro-
statik berticksichtigt werden. Hier wird ein Anteil zur Kopplung der mechanischen
und elektrischen Feldgrofien eingefithrt. Man erhélt fiir beide Effekte Differenti-
algleichungssysteme, die Gemeinsamkeiten aufweisen. Dies liegt zum einen an
der Verwandtschaft der magnetostatischen und elektrostatischen Feldgleichungen
und zum anderen am dhnlichen Verhalten magnetostriktiver und piezoelektrischer
Materialien. Es liegt daher nahe, die Aquivalenz der beiden Koppelphinomene
auszunutzen und durch eine gemeinsame Formulierung zu beschreiben.

Zur Losung der gekoppelten Feldgleichungen hat sich die Methode der finiten
Elemente (FEM) als probates Mittel erwiesen. Aufgrund der unterschiedlichen
Bauformen der betrachteten multifunktionalen Strukturen bietet sich ein drei-
dimensionales Volumenelement als universeller Zugang an. Fiir piezoelektrische
Materialien sind in den letzten Jahren zahlreiche Elementformulierungen verof-
fentlicht worden, darunter auch Schalen— und Balkenelemente. Eine gute Uber-
sicht ist in BENJEDDOU [10] zu finden. Piezoelektrische Volumenelemente werden
in [127,47,25,126,65,64] vorgestellt. KIM ET AL. [6] konzentrieren sich zudem auf
die Entwicklung von Ubergangselementen zwischen Struktur— und Kontinuums-
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elementen. In Tzou & TSENG [127] und Tzou ET AL. [120] werden 8-Knoten-
Hexaederelemente fiir diinne Strukturen vorgestellt, in denen eine hybride Appro-
ximation mit zusétzlichen internen Verschiebungsvariablen Anwendung findet.
HA ET AL. [17] prasentiert eine Formulierung fiir geschichtete piezoelektrische
Sensor-Aktor-Verbundwerkstoffe.

Zur Anwendung der Finite-Element-Methode auf magnetostriktive Probleme sind
weit weniger Veroffentlichungen zu finden. Einige Formulierungen werden in [,

,01,11,6,92] diskutiert. Die Elemente von BENBOUZID ET AL. [%,9] und KAN-
NAN & DAsGuUPTA [(1] verwenden dabei das magnetische Skalarpotential. Die
Arbeiten AZoUM ET AL. [0] und PEREZ-APARICIO & SOsA [92] basieren auf
der Verwendung des magnetischen Vektorpotentials. Bei der Modellierung von
PEREZ-APARICIO & S0sA [92] werden zusétzlich elektromagnetische Koppel-
phénomene erfasst.

In Finite-Element-Formulierungen mit Ansatzfunktionen niedriger Ordnung kon-
nen bei der Abbildung von Biegezustdanden Unvertraglichkeiten in den verwende-
ten Interpolationen auftreten. Durch solche inkompatible Approximationsraume
konnen die Ergebnisse stark verfalscht werden. Diese Problematik ist bei mechani-
schen Problemen seit langem als Locking bekannt. Zur Verbesserung des Element-
verhaltens wurden zahlreiche Arbeiten veroffentlicht. Ein bekanntes Verfahren ist
die Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS), welche erstmals von Simo & RI-
FAI [ 12] vorgeschlagen wurde. Sie basiert auf einem Hu-Washizu-Funktional, in
dem neben den Verschiebungen auch angenommene Verzerrungen und Spannun-
gen eingehen. Durch Voraussetzung von Orthogonalitat zwischen den beiden an-
genommenen Feldern kénnen die angenommenen Spannungen eliminiert werden.
In PILTNER & TAYLOR [93,94] wird eine alternative Formulierung vorgeschlagen,
die eine Spannungsapproximation mit einbindet und als gemischte EAS-Methode
bezeichnet wird. Bei der Betrachtung von magnetostriktiven oder piezoelektri-
schen Problemen treten weitere numerische Fehler auf, die auf inkompatiblen
Approximationen der verschiedenen Feldgroflen beruhen. So resultiert z. B. aus
einer Biegebeanspruchung eine linear verteilte magnetische Feldstéarke, die mit ei-
nem klassischen 8-Knoten-Hexaeder-Element nicht wiedergegeben werden kann.
Gemischte Elemente fir piezoelektrische Materialien werden in [37, 119, 71] dis-
kutiert, wobei in SZE & YAO [119] und KLINKEL & WAGNER [71] Volumenscha-
lenformulierungen vorgestellt werden. Ein allgemeiner Zugang zu Variationsprin-
zipien fir piezoelektrische Probleme ist in SZE & PAN [118] zu finden.

Ein Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines effizienten Volumenelementes fiir
magnetostriktiv und piezoelektrisch gekoppelte Probleme. Dem soll eine geome-
trisch nichtlineare Beschreibung zu Grunde liegen, um die Simulation von Stabi-
litdtversagen und Beuleffekten zu erlauben. Zur Beschreibung der magnetischen
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bzw. elektrischen Feldstarke wird das Skalarpotential als Knotenfreiheitsgrad ver-
wendet. Fiir die Verschiebungen werden drei Freiheitsgrade pro Knoten einge-
fithrt. Zur Vermeidung inkompatibler Approximationsrdume werden unterschied-
liche Verfahren vorgestellt und miteinander verglichen. Dazu gehoren die EAS-
Methode, die Verwendung unterschiedlicher Ansatzordnungen fiir Potential und
Verschiebungen und Elemente, die auf einer gemischten Variationsformulierung
beruhen. Die wesentlichen Merkmale der Finite-Element-Modellierung lassen sich
wie folgt zusammenfassen:

e Es wird ein 8-Knoten Hexaeder-Element fiir magnetostriktiv und piezo-
elektrisch gekoppelte Probleme prasentiert. Die Verschiebungen und das
Skalarpotential dienen als Knotenfreiheitsgrade.

e Zur Verbesserung des Elementverhaltens bei biegedominierten Problemen
werden unterschiedliche Verfahren angewendet:

— EAS-Ansétze fir Verschiebungen und eine quadratische Interpolation
des Skalarpotentials.

— EAS-Ansatze fiir Verschiebungen und Skalarpotential.

— Eine gemischte Formulierung, die auf einer 6-Feld-Variationsformulie-
rung basiert. Daflir werden unabhéangige Verzerrungen, Spannungen
sowie eine unabhéngige Feldstéirke und Flussdichte eingefiihrt, die auf
Elementebene kondensiert werden.

e Die vorgestellten Elementformulierungen sind vollstandig geometrisch nicht-
linear formuliert. Dies erlaubt die Untersuchung von Stabilitatsproblemen.

Konstitutive Modellierung

Bei der Modellierung des Materialverhaltens werden Annahmen getroffen, die die
Beziehungen der mafigebenden Feldgrofien untereinander charakterisieren. Fiir
klassische Materialien wird im konstitutiven Modell oder Stoffgesetz der Zusam-
menhang zwischen Spannungen und Verzerrungen formuliert. Bei magnetostrik-
tiven Materialien miissen zudem noch die magnetische Feldstarke und die ma-
gnetische Flussdichte im konstitutiven Modell berticksichtigt werden. In ein kon-
stitutives Modell fiir ferroelektrische Keramiken gehen stattdessen die elektrische
Feldstarke und die dielektrischen Verschiebungen mit ein. In beiden Fallen kann
fiir kleine Veranderungen der Feldgroflen auf lineare Gesetzmafligkeiten zuriickge-
griffen werden. Fiir groflere Veranderungen zeigt sich jedoch ein stark nichtlineares
Verhalten. Es treten desweiteren irreversible Anderungen der Feldgrofen auf, die
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Abb. 1.3: Typisches nichtlineares Verhalten magnetostriktiver Materialien: a) Ferro-
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Abb. 1.4: Typisches nichtlineares Verhalten ferroelektrischer Keramiken: a) Ferroelek-
trische Hysterese, b) Schmetterlingshysterese

nach Wegfall der Erregung erhalten bleiben. Dies fithrt bei zyklischer Belastung zu
Hystereseschleifen. In Abbildung 1.3 sind die typischen Hystereseschleifen mag-
netostriktiver Materialien dargestellt. Die dquivalenten Kurven ferroelektrischer
Keramiken sind in Abbildung 1.4 angegeben.

Die Ahnlichkeit der beiden Abbildungen ist erkennbar und motiviert wiederum
eine einheitliche Beschreibung der beiden Phénomene. Das nichtlineare Verhal-
ten erklart sich aus der Kristallstruktur der Materialien. Im Falle der Magneto-
striktion bedingt diese bevorzugte Richtungen der Elementarmagnete der Atome.
Durch ein dufleres magnetisches Feld konnen die Elementarmagnete in eine ande-
re Richtung umgeklappt werden. Die Umklappprozesse treten an subkristallinen
Grenzen auf, den so genannten Doméanenwénden. Diese verschieben sich bei ei-



1.1 Stand der Forschung und Ziele der Arbeit 7

ner Anderung der Magnetisierung innerhalb der Kristallstruktur. Dieser Vorgang
wird auch als Wandverschiebung bezeichnet. Bei ferroelektrischen Keramiken fal-
len die positiven und negativen Ladungsschwerpunkte der kristallinen Einheits-
zelle nicht zusammen. Daraus resultiert eine spontane Polarisation. Die Richtung
der spontanen Polarisation kann durch ein angelegtes elektrisches Feld beeinflusst
werden. Auch hier kommt es dadurch zu Umklappprozessen, die &hnlich wie bei
der Magnetostriktion durch Wandverschiebungen gekennzeichnet sind. Allgemein
kann bei der Erfassung des Materialverhaltens zwischen mikroskopisch motivier-
ten Modellen und phanomenologischen Modellen unterschieden werden.

Mikroskopisch motivierte Modelle versuchen die Ursache des betrachteten Pro-
zesses moglichst exakt abzubilden. Fiir piezoelektrische Materialien werden meist
Energiekriterien eingefiihrt, die den Umklappprozess in der kristallinen Einheits-
zelle wiedergeben. Das makroskopische Verhalten ergibt sich durch eine Mittelung
iiber alle Einheitszellen, wobei unter Umstanden auch Interaktionen zwischen
den Einheitszellen beriicksichtigt werden. Dieser Ansatz ist in den Arbeiten von

CHEN & LyncH [22], HWANG ET AL. [51,50] und HUBER & FLECK [18] zu
finden. Modelle fiir magnetostriktive Materialien basieren haufig auf dem Mo-
dell von Jiles und Atherton, siehe [57,55]. Hier werden die Wandverschiebungs-

prozesse modelliert. Es werden Energiekriterien formuliert, die die Verschiebung
und Verkrimmung der Doménenwande beschreiben. Dabei wird der Einfluss von
Fehlstellen in der Kristallstruktur auf die Wandverschiebungen berticksichtigt.
Das Jiles-Atherton-Modell wurde zunéchst nur fiir den Magnetisierungsprozess
formuliert. Erweiterungen zur Erfassung magnetostriktiver Materialien werden
in [101,56,20,35,34,33] vorgestellt. JILES [70] befasst sich in erster Linie mit dem
Einfluss mechanischer Spannungen auf das magnetoelastische Verhalten. In CAL-
KINS ET AL. [20] und DAPINO ET AL. [35,34] wird auf die Besonderheiten bei der
Modellierung magnetostriktiver Umwandler eingegangen. DAPINO ET AL. [33] er-
lautert die Anwendbarkeit des Jiles-Atherton-Modells auf magnetostriktive Sen-
soren. Mikroskopisch motivierte Materialmodelle liefern im Allgemeinen eine sehr
gute Vorhersage. Allerdings ist auch der numerische Aufwand dieser Modelle sehr
hoch, da aus der mikroskopischen Betrachtungsweise sehr viele interne Variablen
resultieren.

Phanomenologische konstitutive Modelle basieren auf einer makroskopischen Be-
schreibung des Materialverhaltens. Diese Modelle benétigen nur wenige interne
Variablen und sind dadurch wesentlich effizienter. Ein sehr verbreitetes Modell
ist hier das Preisach-Modell, sieche PREISACH [95] und MAYERGOYZ [$3]. Dieses
Modell wurde urspriinglich zur Beschreibung der Magnetisierung ferromagneti-
scher Materialien entwickelt. Durch Anpassung der Parameter konnen sehr un-
terschiedliche Hystereseformen wiedergegeben werden. Ein modifiziertes Preisach-
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Modell fiir magnetostriktive Materialien wird in ADLY ET AL. [!] und TAN &
Basas [120] vorgestellt. Formulierungen fiir piezoelektrische Keramiken sind in
HWANG ET AL. [51], PAsco & BERRy [91], YU ET AL. [137,138] und BuTz ET
AL. [18] zu finden. Dem Preisach-Modell unterliegt ein rein phéanomenologischer
Ansatz. Es ist nicht thermodynamisch konsistent.

Thermodynamisch motivierte Modelle sind im Einvernehmen mit den Hauptsét-
zen der Thermodynamik formuliert. Das grundlegende Materialverhalten wird
durch die Wahl einer spezifischen freien Energiefunktion bestimmt. Als unabhéan-
gige Variablen werden fiir piezoelektrische Materialien meist die Verzerrungen,
die Polarisation und die Temperatur verwendet. Fiir magnetostriktive Mater-
ialien geht statt der Polarisation die Magnetisierung ein. Hier wird haufig eine
freie Energiefunktion héherer Ordnung gewahlt, siche CARMAN [21], WAN [132],
ZHENG & Livu [111], ZHENG & SUN [110]. Alternativ wird die spezifische freie
Energie abschnittsweise definiert, siche WAN [132] und SMITH [114].

Zur Erfassung des Hystereseverhaltens werden die unabhéngigen Variablen ad-
ditiv in einen reversiblen und einen irreversiblen Anteil aufgespalten. Dies ist
neben den Verzerrungen meist die Magnetisierung bzw. die Polarisation. Die irre-
versiblen Groflen reprasentieren als interne Variablen den Magnetisierungs— bzw.
den Polarisationszustand. Die Entwicklung der internen Variablen wird durch die
Einfiihrung eines Schaltkriteriums bestimmt. Auf dieser Grundlage wird in FANG
ET AL. [13] ein Modell fiir magnetostriktive Materialien vorgeschlagen. Haufiger
werden thermodynamisch motivierte Modelle allerdings fiir ferroelektrische Kera-
miken verwendet. In den Modellen von KAMLAH [60] und ELHADROUZ [10] wer-
den mehrere Schaltkriterien verwendet, welche Beginn und Ende des irreversiblen
Verhaltens festlegen. Die multiaxialen Modelle von LANDIS [71] und MCMEE-
KING [81] kommen mit einem Schaltkriterium aus. Die Begrenzung der Domé-
nenprozesse bei Sattigung wird durch die Einfithrung von Verfestigungsfunktio-
nen realisiert. Eine koordinateninvariante Formulierung wird in SCHRODER UND
GROSsS [105] bzw. SCHRODER UND ROMANOWSKI [106] vorgeschlagen. Um zu ge-
wahrleisten, dass Umklappprozesse auch Verzerrungen verursachen, wird in vielen
Modellen eine Eins-zu-eins-Relation zwischen den irreversiblen Verzerrungen und
der irreversiblen Polarisation angenommen, siehe [60, 105, 10]. KLINKEL [68, (7]
fiihrt stattdessen eine spezielle Verfestigungsfunktion ein, die das Wachstum der
irreversiblen Verzerrungen steuert.

In dieser Arbeit wird ein konstitutives Modell eingefiihrt, das auf einer additiven
Aufspaltung der magnetischen bzw. elektrischen Feldstéirke beruht. Die irrever-
sible Feldstarke dient neben den irreversiblen Verzerrungen als interne Variable.
Durch diesen neuen Ansatz wird die Implementierung des Stoffgesetzes in ei-
ne Finite-Element-Formulierung vereinfacht. Die Feldstarke wird hier tiber ein
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Skalarpotential beschrieben, das in der Finite-Element-Approximation als unab-
héngige Variable verwendet wird. Ein Wechsel der Variablen ist somit nicht mehr
notwendig. Fiir die irreversiblen Verzerrungen wird eine Eins-zu-eins Relation
definiert. Die wesentlichen Gesichtspunkte und neuen Aspekte des vorgestellten
konstitutiven Modells kénnen wie folgt zusammengefasst werden:

e Eis wird ein dreidimensionales, thermodynamisch konsistentes Materialmo-
dell vorgestellt. Es ist in der Lage, das nichtlineare Verhalten von magneto-
striktiven Materialien und piezoelektrischen Keramiken abzubilden. Grund-
lage der Formulierung bildet die Definition einer spezifischen freien Energie-
funktion und eines Schaltkriteriums. Auf eine freie Energiefunktion héherer
Ordnung wird verzichtet. Es wird stattdessen ein Polynom zweiter Ordnung
verwendet. Das Schaltkriterium dient der Kontrolle der Umklappprozesse.
Es verschiebt sich im Sinne eines kinematischen Verfestigungsprozesses der
Plastizitatstheorie.

e Es wird eine additive Aufspaltung der Verzerrungen und der magnetischen
bzw. elektrischen Feldstarke vorgenommen. Um Volumenerhaltung wéhrend
der Umklappprozesse zu gewahrleisten, werden die irreversiblen Verzer-
rungen tber eine Eins-zu-eins Relation aus der Feldstarke bestimmt. Die
spezielle Wahl der internen Variablen hat Vorteile bei der Finite-Element-
Modellierung, da auf einen Wechsel der Variablen verzichtet werden kann.
Das Wachstum der verbleibenden irreversiblen Gréfle wird durch eine Ver-
festigungsfunktion bestimmt. Die spezielle Wahl der Verfestigungsfunktion
erlaubt es, das Wachstum der internen Variable zu begrenzen und Sattigung
Zu erzwingen.

e Das Modell ist in der Lage, die ferroelektrische Hysterese und die Schmet-
terlingshysterese ferroelektrischer Keramiken zu reproduzieren. Weiterhin
konnen die typischen Hysteresekurven magnetostriktiver Materialien abge-
bildet werden. Es wird hier eine Erweiterung zur Simulation ferrimagneti-
schen Verhaltens vorgeschlagen, das in Abbildung 1.3 gestrichelt dargestellt
ist. Diese Erweiterung basiert auf der Transformation der unabhéngigen
Feldgroflen in eine lokale Darstellung.

e Das Stoffgesetz wird in die vorgestellten Finite-Element-Formulierungen im-
plementiert. Die Bestimmung der internen Variable erfolgt durch eine in-
krementelle Zeitintegration der Evolutionsgleichung nach dem impliziten
Euler-Riickwérts-Verfahren. Die algorithmisch konsistente Tangente kann
geschlossen angegeben werden. Dadurch ist quadratische Konvergenz in-
nerhalb des iterativen Losungsprozesses der Finite-Element-Approximation
gewahrleistet.
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1.2 Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden die mechanischen und anschlieflend die elektrodynamischen
Feldgrofien eingefiithrt. Die Beschreibung der Elektrodynamik beschrankt sich auf
stationire Vorginge. Die zeitliche Anderung der betrachteten Felder kann damit
vernachlassigt werden. Dadurch wird eine elektromagnetische Kopplung vermie-
den und eine getrennte Betrachtung von elektrischen und magnetischen Feldgro-
Ben ermoglicht.

In Kapitel 3 wird auf die verschiedenen magnetomechanischen Koppelphéno-
mene eingegangen. Da die untersuchten Phanomene auf der Wechselwirkung von
magnetischen Feldern mit Materie beruhen, werden zunéchst die Begriffe der Ma-
gnetisierung und des magnetischen Momentes eingefiihrt. Es wird eine Einteilung
verschiedener Materialien nach ihren magnetischen Eigenschaften durchgefiihrt,
wobei die physikalischen Hintergrinde erklart werden. Die verschiedenen mag-
netostriktiven Effekte werden erlautert und Materialien, bei denen dieser Effekt
auftritt, vorgestellt. Zum Verstandnis der Ursachen der Magnetostriktion werden
Betrachtungen herangezogen, die von der mikroskopischen bis zur makroskopi-
schen Ebene reichen. Es wird auf die materiell nichtlinearen Effekte eingegangen.

Kapitel 4 widmet sich den elektromechanischen Koppelphédnomenen. Hierbei ste-
hen der piezoelektrische und der inverse piezoelektrische Effekt im Vordergrund.
Der Aufbau dieses Kapitels ist am dritten Kapitel orientiert. Dadurch sollen die
Ahnlichkeiten zwischen piezoelektrischer und magnetostriktiver Kopplung ver-
deutlicht werden. Die Polarisation wird als die beschreibende Feldgrofie fiir den
elektrischen Zustand des Materials eingefiihrt.

In Kapitel 5 werden die Bilanzgleichungen fiir die eingefiihrten Koppelphéno-
mene betrachtet. Zunachst werden die fiir die magnetomechanische Feldtheo-
rie mafigebenden Feldgleichungen erlautert. Der zweite Abschnitt befasst sich
mit den entsprechenden Gleichungen der elektromechanischen Kopplung, wobei
im Wesentlichen die Unterschiede zur magnetomechanischen Kopplung dargelegt
werden.

In Kapitel 6 werden die konstitutiven Gleichungen vorgestellt. Aufbauend auf
einem linearen Materialgesetz wird ein nichtlineares konstitutives Modell formu-
liert, das die Hystereseerscheinungen in den betrachteten Materialien wiedergeben
kann. Die Materialgleichungen werden zunéchst fiir magnetostriktive Koppelpha-
nomene formuliert. Eine Ubertragung auf piezoelektrische Prozesse ist anschlie-
Bend angegeben.

Kapitel 7 gilt der numerischen Losung der Differentialgleichungen fiir die vor-
gestellten gekoppelten Probleme. Hierzu wird die Methode der finiten Elemente
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herangezogen. Es werden Elementformulierungen fiir magnetostriktive bzw. pie-
zoelektrische Probleme behandelt. Die unterschiedlichen Elemente werden hin-
sichtlich ihrer numerischen Eigenschaften analysiert. Hier werden Probleme be-
trachtet, die aus inkompatiblen Approximationsraumen entstehen. Die Elemente
werden zunéachst fiir die magnetostriktive Kopplung entwickelt. AbschlieSend wird
auf die Unterschiede bei der Formulierung piezoelektrischer Elemente eingegan-
gen.

Kapitel 8 befasst sich mit der Validierung der gewéahlten Finite-Element-Model-
lierung anhand von numerischen Beispielen. Es werden einige Elementtests durch-
gefiihrt, um die Fahigkeiten und Grenzen der vorgestellten Elementformulierun-
gen aufzuzeigen. Darauthin wird das im Element implementierte nichtlineare kon-
stitutive Modell betrachtet. Es werden exemplarisch ein Terfenol-D-Material und
eine PZT-Keramik modelliert. Die resultierenden Hysteresekurven werden mit
experimentellen Ergebnissen verglichen. Abschliefend werden einige komplexe-
re magnetostriktive und piezoelektrische Bauteile simuliert und die Ergebnisse
diskutiert.

In Kapitel 9 werden die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst.
Ausblickend wird auf Fragestellungen eingegangen, die in weiteren Forschungs-
vorhaben untersucht werden konnten.
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2 Einfiihrung in die betrachteten Feldgrofien

Bei der magnetostriktiven sowie der piezoelektrischen Kopplung tiberschneiden
sich die physikalischen Themenbereiche der Mechanik und der Elektrodynamik.
Zum Verstandnis der gekoppelten Probleme ist daher eine Erlauterung beider
Sachverhalte notwendig. In diesem Kapitel werden zunéachst die mechanischen
und anschliefend die elektrodynamischen FeldgroBlen eingefithrt. Die Beschrei-
bung der Elektrodynamik wird sich auf stationére Vorgénge beschrinken. Die
zeitliche Anderung der betrachten Felder kann damit vernachlissigt werden. Da-
durch wird eine elektromagnetische Kopplung vermieden und eine getrennte Be-
trachtung von elektrischen und magnetischen Feldgrofien ermoglicht. Man spricht
hier auch von Elektrostatik bzw. Magnetostatik. Fiir die benttigten theoretischen
Grundlagen sei auf Lehrbiicher der Physik und Elektrotechnik verwiesen, siehe
z.B. JACKSON [53] und RAITH [99].

2.1 Mechanische Felder

Die fiir die gekoppelte Feldtheorie benotigten mechanischen Feldgroflen wie Ver-
zerrungen und Spannungen werden entsprechend der Kontinuumsmechanik einge-
fithrt. In der Kontinuumsmechanik wird die Struktur eines Korpers als Punktkon-
tinuum, also als eine zusammenhangende Menge materieller Punkte idealisiert.
Hierbei werden nicht kontinuierlich verteilte Eigenschaften wie Kristallstruktur,
molekularer bzw. atomarer Aufbau vernachlassigt. Allerdings konnen diese Cha-
rakteristika indirekt bei der Wahl des kontinuumsmechanischen Modells mit ein-
gehen. Fir die weiteren Ausfithrungen soll ein Boltzmann-Kontinuum verwendet
werden, d. h. jeder materielle Punkt hat als kinematische Variablen nur die Ver-
schiebungen in die drei Raumrichtungen. Ausfiihrliche Einfithrungen in die Kon-
tinuumsmechanik sind in TRUESDELL AND NOLL [125], BARTHOLD [!17] und
GURTIN [10] zu finden.

2.1.1 Verschiebungen und Verzerrungen

In der Kontinuumsmechanik wird in der Kinematik die Bewegung und die De-
formation von Korpern beschrieben. Dazu miissen die materiellen Punkte eines
Kontinuums zu jedem Zeitpunkt eindeutig identifizierbar sein. Die Konfigurati-
on 4 eines Korpers bezeichnet die stetige, bijektive Abbildung aller materiellen
Punkte eines Korpers im euklidischer Vektorraum E? zu einem Zeitpunkt ¢. Die
Abbildung zum Zeitpunkt ¢t = ¢y, wird als Referenzkonfiguration %, definiert, die
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den undeformierten Zustand kennzeichnet. Eine auf die Referenzkonfiguration be-
zogene Beschreibung wird auch als materielle Betrachtungsweise bezeichnet. Der
Zustand t > 0 wird durch die Momentankonfiguration %, charakterisiert. Geht
die Formulierung von der Momentankonfiguration aus, wird auch von raumlicher
Betrachtungsweise gesprochen. Der Rand der Konfiguration, also die Oberflache
des Korpers, wird mit 0%, bzw. 0%, bezeichnet. Ein materieller Punkt P wird in
der Referenzkonfiguration durch den Ortsvektor X beschrieben, wéhrend fir die
rdumliche Beschreibung x verwendet wird. Durch die gewahlte bijektive Abbil-
dung der materiellen Punkte kann die Bewegung eines materiellen Punktes beim
Ubergang von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration als funk-
tioneller Zusammenhang ® aufgefasst werden, wie in Abbildung 2.1 dargestellt.

Es gilt
x=®(X,t). (2.1)

Durch die inverse Funktion
X =& (x,1) (2.2)

kann die umgekehrte Bewegung aus der Momentankonfiguration in die Referenz-

(X, 1)

Abb. 2.1: Zusammenhang zwischen Referenz— und Momentankonfiguration
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konfiguration wiedergegeben werden. Die Verschiebung des Punktes P ist

u=x— X. (2.3)

Neben der Bewegung soll ein Mafl zur Beschreibung der Deformation eingefiihrt
werden. Hierzu wird zunachst der materielle Deformationsgradient

=—=x®Vyx (24)

definiert. Der Deformationsgradient ist die Abbildung eines infinitesimalen Lini-
enelementes von der Referenzkonfiguration in die Momentankonfiguration

de = F dX. (2.5)

Da auch die inverse Abbildung F~! gelten muss und um eine Durchdringung der
materiellen Punkte auszuschlieflen, gilt fiir die Jacobische Funktionaldeterminan-
te

J =det F > 0. (2.6)

Jede Deformation kann in eine Starrkorpertranslation, eine Starrkérperrotation
und die eigentliche Deformation aufgespalten werden. Damit folgt fiir den mate-
riellen Deformationsgradienten

F=RU=VR. (2.7)

R bezeichnet den orthogonale Drehtensor, U den materiellen Rechts-Strecktensor
und V' den rdaumlichen Link-Strecktensor. Die beiden Strecktensoren U und V'
sind symmetrisch. Weiterhin lassen sich der materielle Rechts-Cauchy-Green-
Tensor C' und der raumliche Links-Cauchy-Green-Tensor b mit

C=F'F=U"R"RU = U? (2.8)
b=FF' =VRR'V' =V?

einfiihren. Damit kann dann der Greensche Verzerrungstensor

E=}(C-1)=}(F'F-1) (2.10)

2

definiert werden. Der Tensor 1 kennzeichnet die Identitit zweiter Stufe. Der
Greensche Verzerrungstensor ist auf die Referenzkonfiguration bezogen und zeich-
net sich durch Symmetrie und Richtungsunabhéngigkeit aus. Zudem verschwin-
det er sowohl fiir Starrkorperrotationen als auch fiir Starrkorpertranslationen
und eignet sich zur Beschreibung grofier Deformationen. Daneben lasst sich der
Almansische-Verzerrungstensor

e=i(1-b")=1(1-F"F"), (2.11)

2 2

als ein auf die Momentankonfiguration bezogenes Verzerrungsmafl definieren.
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2.1.2 Krifte und Spannungen

Nachdem der letzte Abschnitt die rein geometrische Beschreibung von Bewegung
und Deformation zum Gegenstand hatte, werden im Folgenden die Ursachen fiir
die Veranderungen in der Kinematik begrifflich gefasst. Dabei wird die Kraft als
grundlegende Interaktionsgréfie zwischen mechanischen Korpern eingefiithrt. Da
sich der Einfluss einer Kraft durch ihre Wirkung zeigt, wird sie als vektorielle
Grofle am deformierten Korper, also in der Momentankonfiguration 4;, definiert.
Krafte konnen je nach Form der Einwirkung in Volumenkréfte und Oberflachen-
krifte aufgeteilt werden. Volumenkrafte wirken auf die einzelnen Partikel des Kor-
pers # und konnen z. B. Gravitationskrafte oder Einfliisse elektromagnetischer
Wechselwirkungen sein. Oberflachenkréfte werden in der Regel durch den Kon-
takt zweier Kérper verursacht und wirken auf eine begrenzte Oberfliche 0.%,.

Die auf den Korper einwirkenden Kréfte verursachen eine Deformation. Es ent-
stehen auch im Inneren des Korpers Kréfte, die den Beanspruchungszustand cha-
rakterisieren. Ein gedachter Schnitt macht die inneren Kréfte zugénglich, wie in
Abbildung 2.2 dargestellt. Der lokale Beanspruchungszustand im Punkt @ an der

Abb. 2.2: Definition der mechanischen Spannungen

Schnittfliche da = nda wird durch den Traktionsvektor t wiedergegeben, der
nach Cauchy linear von der Normalen der gewéhlten Schnittfliche n abhéngt.
Damit lasst sich der Cauchyschen Spannungstensor T iiber die lineare Abbildung

t(x,n,t) =T(x,t)n (2.12)

definieren, die von der Schnittfliche unabhéngig ist. Der Cauchysche Spannungs-
tensor ist, wie spater gezeigt wird, symmetrisch und wie ¢ auf die Momentan-
konfiguration bezogen. Die resultierende Oberflachenkraft f* kann als integrale
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Grofle tiber ein vektorielles Flachenelement da angegeben werden

£ = /tda: /Tda,. (2.13)

0B 0At

Da der deformierte Zustand in der Regel unbekannt ist, versucht man Span-
nungsgrofen zu finden, die auf die Referenzkonfiguration bezogen sind. Dazu
wird zundchst das Flachenelement da aus (2.13) mit der Nanson-Gleichung in
die Referenzkonfiguration transformiert und man erhélt den 1. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor (1. P. K.)

b= = -T = . .
f a/ T da /det(F) TFTdA /PdA (2.14)

B 0o 0%o

Zudem folgt der materielle Traktionsvektor
to(X,N,t) = P(x,t) N. (2.15)

Der 1. P. K. Spannungstensor ist im Allgemeinen nicht symmetrisch. Man beachte
auch, dass der Kraftvektor f® weiterhin auf die Momentankonfiguration bezogen

ist. Transformiert man auch f* mit F~! in die Referenzkonfiguration, so ergibt
sich der 2. Piola-Kirchhoff Spannungen (2. P.K.)

S=F'P=det(F)F'TF". (2.16)

Der 2. P.K. ist ein symmetrischer Spannungstensor, der vollstindig materiell
formuliert ist.

2.2 Feldgroflen der Elektrostatik

Im folgenden Abschnitt werden die elektrischen Feldgroflen definiert. Hierzu ge-
hort die elektrische Feldstarke und die elektrische Flussdichte. Weiterhin wird das
elektrische Skalarpotential als formale Hilfsgrofle eingefiihrt. Im Hinblick auf die
gekoppelte Feldtheorie in Kapitel 5 sei angemerkt, dass sich die elektrische Feld-
wirkung stets am deformierten Korper duflert. Es muss daher auch hier zwischen
raumlicher und materieller Betrachtungsweise unterschieden werden. Diese Un-
terscheidung ist in der ungekoppelten Elektrostatik, wie sie z. B. bei JACKSON [53]
angegeben ist, nicht zu finden.

2.2.1 Das elektrische Feld

Grundlage der elektrischen und auch der magnetischen Feldtheorie ist die elektri-
sche Ladung ¢. Ein Koérper kann entweder eine positive oder eine negative Ladung
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aufweisen. Nach dem Coulombschen Gesetz ibt eine ruhende Ladung eine Kraft
auf eine zweite Ladung aus, die lings der Verbindungslinie der beiden Ladun-
gen wirkt. Diese Kraft heifit Coulombkraft. Das elektrische Feld kennzeichnet ein
Gebiet, in dem auf eine Probeladung ¢ eine Kraft f ausgeiibt wird. Die elek-
trische Feldstarke an einem Ort x in der Momentankonfiguration ist durch den
Quotienten

G
E-= (2.17)

definiert. In Abbildung 2.3 ist das elektrische Feld zweier gegenséatzlich gelade-
nen Kugeln dargestellt. Zwischen den beiden Kugeln befindet sich eine positive
Probeladung. Das elektrische Feld ist durch gerichtete Feldlinien symbolisiert. In

Abb. 2.3: Elektrisches Feld zweier Punktladungen

jedem Punkt zeigt der Feldvektor E tangential zur elektrischen Feldlinie. Die
elektrischen Feldlinien gehen immer von Quellen, also positiven Ladungen, aus
und enden an Senken, sprich negativen Ladungen. Folglich konnen keine geschlos-
senen Feldlinien auftreten, d. h. das elektrische Feld ist wirbelfrei und gentigt der
mathematischen Bedingung

V. x E=0. (2.18)

Zur Veranschaulichung des elektrischen Feldes ist in Abbildung 2.4 der Verlauf
der Feldlinien eines Plattenkondensators dargestellt. Innerhalb des Kondensators
liegt hier ein homogenes Feld vor. Diese Anordnung wird meist zur Ansteuerung
von piezoelektrischen Bauteilen verwendet.

Als wirbelfreies Feld kann E durch ein iibergeordnetes Skalarpotential ¢p be-
schrieben werden. Es gilt

E=-V,bp. (2.19)
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Abb. 2.4: Elektrisches Feld eines Plattenkondensators

Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten @; und x5 ergibt sich zu
T2

App(xy, x2) :/ E. dx (2.20)

Ty
und wird auch als elektrische Spannung U bezeichnet. Die elektrische Spannung

ist der Arbeit zugeordnet, die bendtigt wird um eine Ladung ¢ von @; nach xs
zu bewegen. Das elektrische Skalarpotential ¢p ist durch die Gleichung (2.19)

nicht eindeutig bestimmt. Durch Einfiihren eines Bezugswertes ¢p(o0) := 0 im
Unendlichen ist das elektrische Skalarpotential
é5() :/ B da (2.21)

als eindeutige Funktion zur Beschreibung des elektrischen Feldes definiert. Der
Bezugswert ¢(oo) wird in der Elektrostatik als Erde bezeichnet. Unter Bertick-
sichtigung von (2.5) kann Gleichung (2.21) auf die Referenzkonfiguration bezogen
werden

m—}

op(x) = / E.dz= /XE FdX = ép(X). (2.22)
Man erhalt die materielle eofektrische Feljiostéirke

E,=EF. (2.23)
Da auch die materielle elektrische Feldstarke wirbelfrei sein muss, folgt

Vy x Ey=0. (2.24)

Mit dem Skalarpotential ¢ als formale Hilfsgrofle zur Beschreibung des elektri-
schen Feldes, wird die Wirbelfreiheit von E aufgrund von V x V¢g = 0 apriori
erfillt.

2.2.2 Die elektrische Flussdichte

Im vorherigen Abschnitt wurde mit Hilfe der elektrischen Feldstarke eine Feldgro-
Be eingefithrt, die durch ihren Bezug zur elektrischen Spannung als urséchliche
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Feldgrofle aufgefasst werden kann. Es hat sich allerdings als sinnvoll erwiesen,
eine zweite Grofle einzufithren, die direkt mit der elektrischen Ladung ¢ ver-
kniipft ist. Diese Grofle wird als dielektrische Verschiebung oder auch elektrische
Flussdichte mit dem Buchstaben D bezeichnet. Zur Veranschaulichung wird das
Verhalten zweier aufeineinander gedriickter Metallplatten in einem elektrischen
Feld betrachtet, siehe Abbildung 2.5.

Abb. 2.5: Influenzversuch im elektrischen Feld

Die Orientierung der Metallplatten soll durch den Normalenvektor n beschrieben
werden. Das elektrische Feld bewirkt eine Verschiebung der Ladungstrager im
Metall. Die linke Platte ladt sich positiv, die rechte negativ auf. Dieser Vorgang
wird Influenz genannt. Die Ladung auf der Oberflaiche wird durch die Oberfla-

chenladungsdichte
dg
= — 2.2
SE da ( 5)

beschrieben. Die Starke der Oberflachenladungsdichte hangt vom Normalenvek-
tor n ab. Weist n beispielsweise senkrecht zu E, so ist ¢g = 0. Die elektrische
Flussdichte D lasst sich implizit tiber das Skalarprodukt

—

D n=c (2.26)

definieren. Als wirkungsbezogene Grofle ist D in der Momentankonfiguration de-
finiert. Mit Hilfe der Nanson Gleichung kann die materielle elektrische Flussdichte
130 formuliert werden
dg=D nda=D-da=det FDF " dA. (2.27)
\—Y_/
Dy

Damit folgt fiir die Oberflachenladungsdichte beziiglich der Referenzkonfiguration

Dy - N = ¢g,. (2.28)
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2.3 Feldgroflen der Magnetostatik

Im folgenden Abschnitt werden die magnetischen Feldgrofen eingefithrt. Der Ma-
gnetismus bezeichnet eine physikalische Kraftwirkung, die auf bewegte elektrische
Ladungstréager wirkt und von ihnen erzeugt wird. Ein Gebiet, in dem eine magne-
tische Kraftwirkung beobachtet werden kann, wird magnetisches Feld genannt.
Bewegte elektrische Ladungen konnen als freie elektrische Strome in einem elektri-
schen Leiter oder als gebundene Kreisstrome in den Elementarmagneten von ma-
gnetisierter Materie vorliegen. Damit lésst sich das magnetische Verhalten eines
Permanentmagneten und einer Leiterspule auf die gleiche Ursache zurtickfiihren.

Ahnlich wie in Abschnitt 2.2 muss auch bei der Einfiihrung der magnetischen
Feldgroflen zwischen raumlicher und materieller Betrachtungsweise unterschieden
werden. Da auch die magnetische Wirkung am deformierten Korper zu beobach-
ten ist, werden magnetische Feldgréfien in der Momentankonfiguration definiert.

2.3.1 Die magnetische Feldstarke

Die Richtung und Stérke des magnetischen Feldes wird durch das Vektorfeld
der magnetischen Feldstarke H beschrieben. Es wird zunachst ein gerader Leiter
betrachtet, durch den sich Ladungstrager bewegen. Der elektrische Strom [ im

Leiter wird durch
f:/f-dA mit J=nquv (2.29)
A

definiert. Der Vektor J bezeichnet die Stromdichte, die von n Ladungstrigern
g mit der Geschwindigkeit v erzeugt wird. Gréfle und Richtung des durch J
erzeugten magnetischen Feldes folgt aus der Maxwell-Gleichung

V. x H=1. (2.30)

Das magnetische Feld, das um den geraden Leiter entsteht, ist in Abbildung 2.6
dargestellt. Der Betrag von H verhilt sich antiproportional zum Radius. Analog
zur Elektrostatik werden magnetische Feldlinien eingefiihrt, die immer tangential
zum Vektor H verlaufen. Um den geraden Leiter bilden sie sich in konzentrischen
Kreisen aus. Die Feldlinien des magnetischen Feldes sind immer geschlossen. Man
spricht daher von einem Wirbelfeld. Es gibt somit keine Quellen bzw. Senken, von
denen die Feldlinien ausgehen und somit keine magnetischen Elementarpole. Hier
liegt ein fundamentaler Unterschied zur Elektrostatik, bei der die elektrischen
Feldlinien immer von den elektrischen Polen ausgehen. Die magnetische Feldstér-
ke ldsst sich nach LAX & NELSON [76] in die Referenzkonfiguration tiberfiihren.
Man erhalt

H,=H-F. (2.31)
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Abb. 2.7: Magnetisches Feld einer stromdurchflossenen Spule

Als weiteres Beispiel zur Veranschaulichung des magnetischen Feldes bietet sich
eine gewickelten Spule an, die von einem Strom I durchflossen wird, siehe Ab-
bildung 2.7. Hier tiberlagern sich die Wirbelfelder der einzelnen Wicklungen zu
einem nahezu homogenen magnetischen Feld im inneren der Spule. Auflerhalb
der Spule dagegen laufen die Feldlinien so weit auseinander, das der Betrag des
magnetischen Feldes nahezu Null wird.

Die magnetische Feldstérke H soll im Folgenden als eine der Ursache des ma-
gnetischen Feldes zugeordnete Grofle gedeutet werden. Sie kann direkt aus der
Leiteranordnung und dem elektrischen Strom bestimmt werden.
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2.3.2 Die magnetische Flussdichte

Um die Wirkung des magnetischen Feldes zu beschreiben, wird eine weitere Feld-
grofle eingefiithrt, die als magnetische Flussdichte oder magnetische Induktion
B bezeichnet wird. Zur Motivation wird ein gerade Leiter in einem magneti-
schen Feld betrachtet, sieche Abbildung 2.8. Auf den bewegten Ladungstriger ¢
wirkt in diesem Fall eine Kraft f, die so genannte Lorenzkraft. Die Richtung

Abb. 2.8: Lorenzkraft auf eine bewegte Ladung im magnetischen Feld

der Kraft weist stets senkrecht zu der von der magnetischen Feldrichtung und
der Bewegungsrichtung aufgespannten Ebene. Mit Hilfe der Lorenzkraft wird die
magnetische Flussdichte B implizit iiber die Beziehung

f=qixB (2.32)

definiert. Damit kann B als eine der Feldwirkung zugeordneten Grofie aufgefasst
werden. Analog zur magnetischen Feldstéarke ist auch die magnetische Flussdichte
quellenfrei. Integriert iiber eine geschlossene Oberfléche 0.%; muss daher der ein-
tretende magnetische Fluss mit dem austretenden Fluss im Gleichgewicht stehen.
Diese Bedingung ist in der dritten Maxwellgleichung formuliert

/é -da = 0. (2.33)
B

Durch Transformation des Oberflachenintegrals in die Referenzkonfiguration folgt
die materielle magnetische Flussdichte

By = det(F)BF . (2.34)

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefilich die magnetischen Felder inner-
halb von Materie betrachtet. Dafiir ist es analog zur Elektrostatik sinnvoll, eine
magnetische Flachenladungsdichte ¢, einzufiihren. Diese Grofie ist zwar physika-
lisch nicht motiviert, erlaubt es aber, die Randbedingungen an der Oberfliche des
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Korpers B; korrekt zu beschreiben, da dort eine scheinbare Unstetigkeitsstelle der
magnetischen Flussdichte vorliegt, siehe auch JACKSON [53]. Daraus resultieren
die modifizierten Maxwellgleichungen

/E ~da = gy und (2.35)
By
/EO dA = <o (2.36)

Bt

fiilr Momentan— und Referenzkonfiguration.

2.3.3 Potentialfunktionen in der Magnetostatik

Wie in der Elektrostatik kann auch in der Magnetostatik eine Potentialfunktion
als tibergeordnete Hilfsgrofle herangezogen werden. Auch hierbei wird die Be-
schaffenheit des Feldes berticksichtigt. Das Vektorpotential A wird implizit iiber

B=V,x A (2.37)

so definiert, dass die Quellenfreiheit von B aufgrund von V- (V x A) = 0 immer
erfiillt ist. Desweiteren kann auch in der Magnetostatik ein Skalarpotential

() = — / Hdx bzw. H=-V,éu (2.38)

analog zum elektrischen Skalarpotential (2.21) und (2.19) eingefiithrt werden, wo-
bei wiederum eine Erde mit ¢p(c0) = 0 definiert wird. Allerdings lassen sich
mit ¢y keine geschlossenen Feldlinien abbilden. Das magnetische Skalarpotential
eignet sich somit nicht zur vollstdndigen Darstellung von H. Dafiir kénnen die
erforderlichen Randbedingungen sehr viel einfacher bestimmt werden. Bei ma-
gnetomechanischen Problemen ist man in der Regel nur an den Bereichen von H
interessiert, die das magnetostriktive Material enthalten, sodass die Einschran-
kung von ¢j; nicht relevant ist. Es wird daher im Folgenden das magnetische
Skalarpotential als beschreibende Hilfsgrofle verwendet. Durch eine Umformung
analog zu 2.22 kann das magnetische Skalarpotential auch auf das materielle
magnetische Feld bezogen werden

Hy = —Vxou. (2.39)



24 3 MAGNETOMECHANISCHE KOPPELPHANOMENE

3 Magnetomechanische Koppelphinomene

Die magnetomechanische Kopplung bezeichnet eine gegenseitige Beeinflussung
von mechanischen und magnetischen Feldern. Die Kopplung soll dabei auf Ma-
terialebene vorliegen. Im Folgenden wird auf die verschiedenen magnetomechani-
schen Koppelphanomene eingegangen. Eine ausfiihrlichere Darstellung ist in den
Biichern von TREMOLET DE LACHEISSERIE [124] und ENGDAHL [11] sowie auch
von MAUGIN [82] zu finden.

Da die untersuchten Phanomene auf der Wechselwirkung von magnetischen Fel-
dern mit Materie beruhen, werden zunéachst die Begriffe Magnetisierung und ma-
gnetisches Moment vorgestellt. Es wird eine Einteilung verschiedener Materialien
nach ihren magnetischen Eigenschaften durchgefithrt, wobei die physikalischen
Hintergriinde des magnetischen Verhaltens erlautert werden. Zur Einfiihrung der
magnetomechanischen Effekte wird eine begriffliche Differenzierung von Magneto-
striktion und Piezomagnetismus vorgenommen. Die unterschiedlichen Phénomene
der Magnetostriktion werden naher betrachtet. Die wichtigsten magnetostrikti-
ven Materialien werden kurz vorgestellt und die grundlegenden Mechanismen der
Magnetostriktion auf mikroskopischer Ebene erlautert. AbschlieBend werden die
makroskopischen Eigenschaften diskutiert. Sie bilden die Grundlage fiir die Ent-
wicklung der konstitutiven Modellierung.

3.1 Magnetismus in Festkorpern
3.1.1 Das magnetische Moment und die Magnetisierung

Eine magnetische Wirkung wird durch bewegte Ladungen, also elektrische Stro-
me erzeugt, und beeinflusst gleichzeitig auch diese. Will man den Einfluss von
Materie auf magnetische Felder begreifen, so ist es unerlésslich sich mit dem ele-
mentaren Aufbau der Materie zu beschéaftigen. Hierbei wird vorrangig auf das
Bohrsche Atommodell zuriickgegriffen, da es erlaubt, die fiir diese Arbeit wesent-
lichen Prinzipien anschaulich zu erlautern. Fiir einen umfassenderen Einblick in

die Festkorperphysik sei auf die Biicher von WEISSMANTEL [133] und RAITH [98]
verwiesen. Eine ausfithrliche Abhandlung zum Magnetismus in Materie ist in den
Werken von BOZORTH [15] und KNELLER [72] zu finden.

Ein Atom ist aus positiv geladenen Protonen, negativ geladen Elektronen und
ungeladen Neutronen aufgebaut. Die Protonen und Neutronen bilden den Atom-
kern. Die Elektronen bewegen sich auf elliptischen Bahnen um der Atomkern,
die durch das Gleichwicht zwischen der Coulombschen Kraft und der Zentrifu-
galkraft bestimmt sind. Sie bilden die Elektronenhiille. Diese Bewegung kann als
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Kreisstrom aufgefasst werden. Befindet sich ein Atom in einem magnetischen
Feld, werden die Elektronenbahnen durch die Lorenzkraft beeinflusst. Fiir ein
Wasserstoffatom mit nur einem Elektron in der Elektronenhiille ergibt sich ein
mechanisches Moment von

M=TAxB, (3.1)

das die Kreisbahn des Elektrons parallel zur magnetischen Flussdichte B auszu-
richten versucht. Dabei zeigt der Flachenvektor A der Kreisbahn in Richtung der
Flichennormalen. Die Grofie wi, = I A wird als magnetisches Moment bezeich-
net.

Abb. 3.1: Magnetisches Moment eines Elektrons

Im Falle eines Elektrons mit der Ladung —e lasst sich m; auch mit Hilfe des
Bahndrehimpulses L ausdriicken. Es gilt

W, =TA=_°¢

L mit L=m. xr. (3.2)
m@

Hier gibt m. die Masse des Elektrons, v seine Geschwindigkeit und r den Bahn-
radius an, wie in Abbildung 3.1 veranschaulicht. Nach der Quantentheorie kann
L nur diskrete Werte annehmen und entspricht stets ganzzahligen Vielfachen von
h = h/2m, wobei h die Plancksche Konstante bezeichnet. In der Literatur findet
sich das von der Bahnbewegung des Elektrons herrithrende magnetische Moment
meist in folgender Form

. eh L . L
mp = — ﬁ - _mBohTE- (33>

2me

Die Grofie mp,p, ist das Bohrsche Magneton. Diese Konstante gibt das magne-
tische Moment der Elektronenbahn mit dem niedrigsten Energieniveau wieder.
Aufgrund der engen Kopplung zwischen L und m; spricht man auch vom gy-
romagnetischen Effekt. Neben mj besitzt ein Elektron noch ein magnetisches
Moment, das durch den Spindrehimpuls S bestimmt wird

S

1‘?15 - _2 n_iBohr % (34)
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Der Elektronenspin ist eine quantenmechanische Eigenschaft, das als Eigendreh-
impuls des Elektrons veranschaulicht wird. Im Gegensatz zu klassischen mecha-
nischen Systemen, bei denen sich Bahnrotation und Eigenrotation unabhéangig
voneinander einstellen konnen, sind in der Quantenmechanik die Richtungen L
und S gegeneinander beschréankt. Dieses Phanomen wird Spin-Bahn-Kopplung
genannt und hat, wie sich spater zeigen wird, einen wichtigen Einfluss auf die
magnetomechanische Kopplung.

Der mikroskopische Zustand der magnetischen Momente im Material lasst sich in
der Realitat kaum erfassen. Daher wird die Magnetisierung M als Dichtefunktion
definiert, die auf das Volumen V' bezogen wird. Es gilt
- dm

M = i (3.5)
Der Vektor mi = m + mg bezeichnet das vollstandige magnetische Moment des
Atoms. Die Magnetisierung ist eine magnetische Feldgrofie und hat die Einheit
A/m. Sie beschreibt die Interaktion zwischen einem angelegten magnetischen Feld
H und den magnetischen Momenten im Material. Analog zu den magnetischen
Feldgrofien wird auch die Magnetisierung am deformierten Kontinuum eingefiihrt.
Die auf die Referenzkonfiguration bezogene Gréfie erhalt man durch die Multi-
plikation mit dem Deformationsgradienten

M, = MF. (3.6)

Die vorhergehenden Uberlegungen beziehen sich, wie zuvor erwéihnt, auf ein Atom
mit nur einem Elektron. In der Regel sind die Elektronenhiillen aus mehreren
miteinander interagierenden Elektronen aufgebaut. Dementsprechend ist auch die
Erfassung des Drehimpulses L schwieriger. Diese Aspekte genau zu erfassen ist fiir
diese Arbeit nicht erforderlich. Die relevanten Ergebnisse werden jedoch anhand
der unterschiedlichen Arten von Magnetismus beschrieben.

3.1.2 Arten des Magnetismus

Fir das Verstdndnis der verschiedenen magnetischen Eigenschaften der Stoffe
spielt neben dem atomaren Aufbau auch die kristalline Struktur der Materialien
eine wichtige Rolle. Es werden fiinf Arten von magnetischen Verhalten unterschie-
den:

e Diamagnetismus

e Paramagnetismus
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e Ferromagnetismus
e Antiferromagnetismus

e Ferrimagnetismus

Im Folgenden werden die Eigenschaften der verschiedenen Stoffgruppen und deren
magnetischen Eigenschaften kurz erlautert. Hierbei wird der Schwerpunkt auf
den ferromagnetischen, antiferromagnetischen und ferrimagnetischen Materialien
liegen. Diese Materialien weisen die stirkste magnetomechanische Kopplung auf.

Diamagnetische Materialien

Von Diamagnetismus spricht man, wenn ein Kérper beim Einbringen in ein Ma-
gnetfeld die Tendenz zeigt, aus dem Magnetfeld herauszuwandern. Der Diama-
gnetismus ist nur zu beobachten, wenn sich die magnetischen Momente der Spins
und die Bahnmomente der Elektronen innerhalb des Atoms vollstandig kompen-
sieren. Beim Einbringen in ein magnetisches Feld H werden die Bahnmomente in
Richtung von H abgeschwacht und diejenigen entgegengesetzt zu H verstirkt.
Die Magnetisierung M weist also entgegen der Feldrichtung H. Dieser Effekt ist
sehr gering und wird haufig vom Paramagnetismus tiberdeckt.

Zu den diamagnetischen Materialien gehoren z. B. Kupfer, Silber, Gold, Wasser
und auch viele organische Verbindungen.

Paramagnetische Materialien

In paramagnetischen Stoffen gibt es unkompensierte magnetische Momente, die
vom Bahnmoment oder vom Spin ausgehen kénnen. Liegt kein dufleres Magnetfeld
an, so zeigen die magnetischen Momente in zuféllige Raumrichtungen und die
Magnetisierung M ist gleich null, siehe auch Abbildung 3.2a). Bei Anwesenheit
eines dufleren magnetischen Feldes H richten sich die magnetischen Momente zu
einem gewissen Grad in Feldrichtung aus. Die thermische Bewegung im Material
wirkt dieser Ausrichtung entgegen. Die Magnetisierung M ist somit parallel zu
H und erhéht den magnetischen Fluss B.

Es gibt viele paramagnetische Stoffe, dazu gehoren u.a. Aluminium, Calcium,
Magnesium und Platin.

Ferromagnetische Materialien

Ferromagnetische Stoffe weisen sehr starke magnetische Wechselwirkungen auf.
Durch Einbringen eines Ferromagnetikums in ein magnetisches Feld kann B um
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mehrere Groflenordnungen gesteigert werden. Insbesondere kann das Ferromagne-
tikum eine permanente Magnetisierung aufweisen, d. h. die magnetische Wirkung
bleibt auch nach Entfernen von H erhalten. Ahnlich wie in paramagnetischen
Materialien gibt es auch in Ferromagnetika unkompensierte magnetische Mo-
mente. Mit dem Einstein-DeHaas Versuch [39] konnte gezeigt werden, dass diese
von den Elektronenspins ausgehen. Weiterhin weil man inzwischen, dass es sich
dabei um Spins von Elektronen auf teilweise gefiillten, inneren Elektronenschalen
handelt. Der fundamentale Unterschied zum Paramagnetismus besteht in einer
starke Wechselwirkung, die zwischen den Elektronen dieser Elektronenschalen
und den Elektronen von benachbarten Atomen wirkt. Dieser quantenmechanische
Effekt wird als Austauschwechselwirkung oder Austauschintegral bezeichnet. Be-
sitzen die Atome im Kristallgitter einen bestimmten Abstand zueinander, so sorgt
die Austauschwechselwirkung fiir eine Parallelausrichtung der unkompensierten
Spins, also der magnetischen Momente im Kristallgitter, sieche Abbildung 3.2b).
Dieser Vorgang wird auch als spontane Magnetisierung bezeichnet. Die Warmebe-
wegung der Atome wirkt der Austauschwechselwirkung entgegen. Mit wachsender
Temperatur nimmt das ferromagnetische Verhalten ab, und ab einer kritischen
Temperatur, der Curie-Temperatur 7, verschwindet es vollstandig. Das Material
zeigt jetzt paramagnetisches Verhalten.

Ferromagnetische Eigenschaften beobachtet man in den Ubergangsmetallen Ei-
sen, Kobalt und Nickel, sowie einigen Elementen der seltenen Erden. Weitere
ferromagnetische Materialien konnen aus Legierungen dieser Elemente gewonnen
werden.

=X/ [T

a) Paramagnetismus b) Ferromagnetismus
c¢) Antiferromagnetismus d) Ferrimagnetismus

Abb. 3.2: Ausrichtung der magnetischen Momente fiir unterschiedliche magnetische

Zustande
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Antiferromagnetische Materialien

Der Antiferromagnetismus wurde von Néel 1932 [38] erstmals beschrieben. Es
handelt sich um ein &hnliches Phdnomen wie beim Ferromagnetismus. Aller-
dings werden die magnetischen Momente der einzelnen Atome hier durch die
Austauschwechselwirkung antiparallel ausgerichtet, siehe Abbildung 3.2¢). Das
Kristallgitter ist aus zwei ineinander geschachtelten Untergittern mit einer entge-
gengesetzten Magnetisierung gleichen Betrages aufgebaut. Die Magnetisierungen
der beiden Untergitter heben sich gegenseitig vollstandig auf, und nach auflen
tritt keine Magnetisierung in Erscheinung.

Antiferromagnetisches Verhalten findet sich in Salzen verschiedener Metalle wie
z.B. in Fe;O3 und Manganoxid.

Ferrimagnetische Materialien

Das Kristallgitter ferrimagnetischen Materialien ist dhnlich wie bei den Anti-
ferromagnetika aus zwei ineinander geschachtelten Untergittern mit entgegenge-
setzter Magnetisierung aufgebaut. Allerdings ist die Kompensierung in diesem
Fall nicht vollstandig, so dass eine spontane Magnetisierung verbleibt, sieche Ab-
bildung 3.2d). Ein Ferrimagnetikum zeigt auflerlich &hnliches Verhalten wie ein
Ferromagnetikum. Auf die Unterschiede wird in Abschnitt 3.3.4 eingegangen.

Zu den ferrimagnetischen Materialien zdhlen die Ferrite aber auch einige Mater-
ialien mit starke Magnetostriktion wie z. B. Terfenol-D.

3.1.3 Magnetische Anisotropie

Betrachtet man einen ferro— oder ferrimagnetischen Einkristall, so stellt man fest,
dass die Magnetisierungsarbeit

Wy= [ H-dM (3.7)
0

bis zur Sattigung My von der kristallographischen Richtung abhangt. Richtun-
gen, denen eine niedrige Magnetisierungsarbeit zugeordnet ist, werden als leichte
Richtungen bezeichnet. Muss eine hohe Magnetisierungsarbeit aufgewendet wer-
den, so spricht man von einer schweren Richtung. Dieser Effekt wird magnetische
Anisotropie genannt. Das magnetische Moment einer Einheitszelle im Kristall-
gitter weist im ungestorten Zustand stets in eine Kristallrichtung mit niedriger
freier Energie, also in eine leichten Richtung. Je nach Kristallstruktur gibt es in
einem Material ein bis vier leichte Richtungen.



30 3 MAGNETOMECHANISCHE KOPPELPHANOMENE

3.2 Piezomagnetische und magnetostriktive Kopplung

Bei den magnetomechanischen Kopplungseffekten wird zwischen Piezomagnetis-
mus und Magnetostriktion unterschieden. Der magnetostriktive Effekt meint eine
Deformation, die durch Anlegen eines magnetischen Feldes erzeugt wird. Die De-
formation ist dabei unabhéngig vom Vorzeichen des magnetischen Feldes. Der
Piezomagnetismus bezeichnet dagegen die Erzeugung eines magnetischen Fel-
des aufgrund einer aufgebrachten Deformation. Piezomagnetismus tritt in nicht-
zentrosymmetrischen Kristallen auf, wie bei VoIGT [129] beschrieben wird. Aller-
dings ist dieser Effekt sehr selten, da bestimmte kristallographische und magne-
tische Symmetriebedingungen vorhanden sein miissen. Der Piezomagnetismus ist
nicht zu verwechseln mit den inversen Effekten der Magnetostriktion, also z. B.
dem Villari-Effekt. Bei diesem Phénomen werden die magnetischen Grofien zwar
auch durch eine Deformation beeinflusst, die Erzeugung eines magnetischen Fel-
des durch mechanische Einwirkungen ist allerdings nicht mdglich. Haufig findet
man in Literatur, wie z. B. in ENGDAHL [11], den Begriff des piezomagnetischen
Koppelmoduls. Dieser bezieht sich allerdings auf ein der Piezoelektrizitdt ent-
lehntes lineares Materialgesetz der Magnetostriktion.

Der Piezomagnetismus wird in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.

3.3 Magnetostriktion

Die Magnetostriktion umfasst eine ganze Reihe unterschiedlicher Erscheinun-
gen, die im Folgenden kurz erlautert werden. Die erste Beobachtung geht auf
JOULE [58] aus dem Jahr 1842 zuriick. Er beobachtete eine Léangenidnderung Al
einer Eisenprobe in einem magnetischen Feld. Ist die Langenénderung in Feldrich-
tung positiv, so spricht man von positiver Magnetostriktion. Entsprechend wird
eine negative Dehnung als negative Magnetostriktion bezeichnet. Dieser Effekt
ist volumenerhaltend und wurde nach seinem Entdecker benannt.

Wenig spéater wurde die reziproke Erscheinung, also die Veranderung der Magne-
tisierung durch eine Deformation, als Villari-Effekt definiert [128].

Desweiteren gibt es auch in manchen Materialien eine volumetrische Ausdehnung
durch ein magnetisches Feld. Diese Volumenmagnetostriktion ist in der Regel
sehr klein, so dass er nur wenige technische Anwendungen findet, u. a. ist er bei
Entwicklung von Invar-Legierung von Bedeutung. Das inverse Phanomen wird in
der Literatur als Nagaoka-Honda-Effekt bezeichnet.

Der Wiedemann-Effekt [131] ist ein Sonderfall der Joule-Magnetostriktion. Hier-
bei wird durch eine bestimmte Anordnung des magnetischen Feldes eine spiral-
formige Magnetisierung in einem Stab erzeugt. In der so magnetisierten Probe
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Direkter Effekt Inverser Effekt
Joule Magnetostriktion Villari-Effekt

Volumenmagnetostriktion | Nagaoka-Honda-Effekt
Wiedemann-Effekt Mateucci-Effekt
A E-Effekt

Tab. 3.1: Magnetostriktive Effekte

kann durch ein langsgerichtetes magnetisches Feld eine Torsion erzeugt werden.
Die reziproke Erscheinung hierzu heifit Mateucci-Effekt.

Desweiteren wird der Elastizitatsmodul des Materials durch seine Magnetisierung
verandert. Dieses Phiénomen wird in der Literatur als A F-Effekt angegeben und
hangt eng mit dem Villari-Effekt zusammen. In Tabelle 3.1 sind die unterschied-
lichen Effekte noch einmal kurz zusammengefasst.

In den folgenden Ausfithrungen wird der Schwerpunkt auf der Joule-Magneto-
striktion und den sich von ihr ableitenden Erscheinungen liegen. Die Volumen-
magnetostriktion wird nicht weiter betrachtet.

3.3.1 Magnetostriktive Materialien

Die Joule Magnetostriktion tritt in allen ferro— und ferrimagnetischen Stoffen
auf. Obwohl der Effekt bei den ferromagnetischen Ubergangsmetallen Eisen, Ni-
ckel und Kobalt mit erreichbaren Dehnungen Al/ly von ca. 107¢ sehr gering ist,
gab es bereits in den 1920er und -30er Jahren erste Anwendungen in der Sen-
sorik und als Ostzillatoren fiir Sonarsysteme. Um 1960 entdeckte man, dass die
Elemente der seltenen Erden Terbium und Dysprosium unter starker Abkiihlung
eine sehr hohe Magnetostriktion mit Dehnungen bis 6 x 1073 aufweisen. Legie-
rungen dieser Stoffe mit Eisen ergaben Werkstoffe, die eine dhnlich hohe Mag-
netostriktion auch unter Raumtemperatur ermoglichten, siehe KooN [73] und
CLARK [28]. Allerdings besitzen diese Materialien eine sehr ausgepriagte magne-
tische Anisotropie. Das bedeutet, das man sehr starke magnetische Felder bis zu
2 MA /m benétigt, um die Sattigungsmagnetisierung zu erreichen. Diese Probleme
konnten durch eine partielle Ersetzung von Terbium durch Dysprosium bei ThFe,
weitgehend behoben werden. Zu den wichtigsten Materialen dieser Gruppe gehort
Tho.3Dyo7Feq 95, dass seit den 1980er unter dem Produktnamen Terfenol-D kom-
merziell erhaltlich ist. Die Eigenschaften von Terfenol-D werden in SAVAGE [103],
CLARK [29] und TETER [123] diskutiert. Der Name Terfenol-D leitet sich aus den
verwendeten chemischen Elementen und der Abkiirzung des Naval Ordnance La-
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Material A=A/l 1079 | T, [°C] | E [GPa] | p [g/cm?]
Fe -14 770 285 7.88
Ni -50 358 210 8.9
Co -93 1120 210 8.9
Th 3000 (-196°C) -48 55.7 8.33
Dy 6000 (-196°C) -184 61.4 8.56
TbFe, 1753 424 9.06
Terfenol-D 1620 380 25-35 9.25
SmFey -1560 403 8.53

Samfenol-D -1125
CoFeyO4 (Einkristall) 600-900 520 141.6
CoFeyO4 (polykristallin) 230 520

Metglass 2605S5C 60 370 25-200 7.32

Tab. 3.2: Magnetostriktive Materialien und ihre Eigenschaften

boratory ab. Samarium-Eisen-Verbindungen ergaben Legierungen mit einer sehr
hohen negativen Magnetostriktion, siche ROSEN ET AL. [100]. Die starke ma-
gnetische Anisotropie, konnte dhnlich wie bei TbFes; durch eine Dotierung mit
Dysprosium erheblich verringert werden. Dieses Material ist unter dem Namen
Samfenol-D erhéltlich. Auf die Eigenschaften Samfenol-D wird in XIE ET AL. [130]
eingegangen. Als preiswerte Alternative zu den teuren Legierungen aus seltenen
Erden werden Cobalt-Ferrite (CoFeyOy) verwendet. Zur Verbesserung der mag-
netostriktiven Eigenschaften konnen die Eisen-Atome teilweise durch Mangan
ersetzt werden, siche BHAME & Joy [12]. Als weitere Materialgruppe sind die
amorphen Metalle (Metglass) zu nennen. Bei ihnen ist die Energieumwandlung
zwischen mechanischer und magnetischer Energie bei geringen magnetostrikti-
ven Dehnungen besonders stark. Metglass-Legierungen werden daher vorrangig
]). In Tabelle 3.2 sind die
wichtigsten magnetostriktiven Stoffe und ihre Materialeigenschaften zusammen-
gefasst, siehe auch DAPINO [31] und TREMOLET DE LACHEISSERIE [12].

fir Sensoraufgaben eingesetzt (sieche auch SAVAGE |

3.3.2 Ursachen der Magnetostriktion

Ursache der Joule-Magnetostriktion sind anisotrope Anderungen der Abstinde
im Kristallgitter infolge einer Magnetisierung. Die Magnetisierung beruht auf der
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Ausrichtung der magnetischen Momente, also der Elektronenspins im Atom. Eine
Ausrichtung der Spins geht aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung mit einer Veran-
derung der Atombhiille einher. Die negativ geladene Atomhiille bewirkt eine Cou-
lombsche Anziehung auf die positiv geladenen Nachbarionen im Kristallgitter. Die
Starke dieser elektrostatischen Anziehung ist aufgrund der komplexen Form der
Elektronenhiille nicht in alle Richtungen gleich. Sie weist eine geringfiigige Aniso-
tropie auf, d. h. einige Nachbarionen werden stérker angezogen als andere. Diese
Anisotropie ist in Abbildung 3.3 durch die ellipsoide Form der Elektronenhiille
symbolisiert. Wird das magnetische Moment durch ein externes magnetisches Feld
gedreht, so verdndert sich auch die Coulombsche Kraftwirkung auf die benach-
barten Ionen. Dadurch &ndern sich die Abstinde im Kristallgitter und es kommt
zu einer Deformation. Zur Veranschaulichung des Deformationsverhaltens ist in

-

Abb. 3.3: Veranschaulichung einer Ladungsdichtenrotation im magnetischen Feld

Abbildung 3.4 ein idealisiertes Metallgitter mit vier Ionen dargestellt. In den Teil-
bildern a)-c) wird ein Material mit positiver Magnetostriktion betrachtet. Hier
weist das magnetische Moment m senkrecht zur Ebene der grofiten Coulombschen
Anziehung. Die Teilbilder d)-f) gelten fiir ein Material mit negativer Magneto-
striktion. In diesem Fall ist m parallel zur groBten Anziehung. Im Anfangszustand
a) und d) sei die Temperatur hoher als die Curie-Temperatur. Das Material ist
im paramagnetischen Zustand, und die magnetischen Momente sind ungeordnet.
Nach Abkiihlen unter die Curie-Temperatur richten sich die magnetischen Mo-
mente durch die Austauschwechselwirkung parallel aus, siehe Abbildung 3.4b)
und e). Gleichzeitig bewirkt die spontane Magnetisierung eine Forménderung.
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Wird ein externes magnetisches Feld angelegt, so klappen die magnetischen Mo-
mente in Feldrichtung um, sieche Abbildung 3.4c) bzw. f). Durch die verédnderten
Coulombschen Kréfte zwischen den Ionen beobachtet man eine Deformation des
Kristallgitters. Die gemessenen Dehnungen werden in der Literatur haufig mit A
bezeichnet. Hierbei steht A fiir die Dehnung parallel zum aufgebrachten H-Feld
und A gibt die Dehnung senkrecht zu H an. Da das Umklappen der magneti-
schen Momente eine volumenerhaltende Deformation hervorruft gilt

A= -1 (3.8)

Fiir ein Material mit positiver Magnetostriktion ist A| grofer Null. Bei negativer
Magnetostriktion gilt A\ < 0.

Das zur Joule-Magnetostriktion reziproke Koppelphdnomen heifit Villari-Effekt.
Dieser bezeichnet eine Anderung der Magnetisierung eines Kérpers durch eine
mechanische Einwirkung. Wird ein Kérper mit einer mechanischen Spannung be-
ansprucht, so verdndern sich durch die Deformation auch die Ionenabstiande im
Kristallgitter. Dadurch kann eine andere magnetische Ausrichtung energetisch
glinstig sein und eine Rotation der magnetischen Momente induziert werden.
Zur Veranschaulichung des Koppelphédnomens ist in Abbildung 3.5 ein fiktiver
Stab aus vier Kristalliten dargestellt. Das Material in Teilbild a) hat eine posi-
tive Magnetostriktion und ist in Langsrichtung magnetisiert. Durch Aufbringen
einer Druckspannung klappen die magnetischen Momente aus der Stabrichtung
heraus, sieche Abbildung 3.5b). Hierbei wird, anders als bei einem angelegten
magnetischen Feld, keine Richtung der magnetischen Momente vorgegeben. Die
magnetischen Momente klappen beliebig aus der Stabachse heraus und das Ma-
terials wird demagnetisiert.

In Abbildung 3.5¢) ist ein vollstdndig magnetisierter Stab aus einem Material
mit negativer Magnetostriktion dargestellt. In diesem Fall kénnen die magneti-
schen Momente durch Aufbringen einer Zugspannung umgeklappt werden, siehe
Teilbild d). Auch hier wird keine neue Richtung der magnetischen Momente vor-
gegeben, und es kommt wiederum zu einer Demagnetisierung des Materials. Der
Villari-Effekt ist demzufolge ein Koppelphénomen, bei dem die Magnetisierung
des Materials durch eine mechanische Einwirkung reduziert wird. Dies kann mit
der mechanischen Depolarisation piezoelektrischer Keramiken verglichen werden,
siche Abschnitt 4.4.3 und [59].

Wird an den Stab aus Abbildung 3.5 zuséatzlich noch ein magnetisches Feld H in
Langsrichtung angelegt, so wirkt dieses der Rotation der magnetischen Momente
entgegen. Damit verdndert sich die Steifigkeit des Materials. Diese Steurung des

Elastizitdtsmoduls durch ein magnetischen Feld wird in der Literatur als AF-
Effekt bezeichnet.
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3.3.3 Domanen

Bisher wurden die grundlegenden Erscheinungen der magnetostriktiven Koppel-
phanomene auf subatomarer Ebene und an der kristallinen Einheitszelle disku-
tiert. Das makroskopische Verhalten ist allerdings von Substrukturen bestimmt,
die sich innerhalb der Kristalle ausbhilden und als Doméanen bezeichnet werden.

In Abschnitt 3.1.2 wurde erlautert, dass die magnetischen Momente eines ferro—
oder ferrimagnetischen Materials aufgrund der Austauschwechselwirkung im Kris-
tallgitter stets dazu tendieren, sich parallel auszurichten. Untersucht man einen
Einkristall nach spontaner Magnetisierung, so zeigt dieser nach auflen keine mess-

a) T > T, d) T > T,

____________________ . F IS R B B | i)u
)\H :I: + _)\H

Abb. 3.4: Illustration des magnetostriktiven Verformungsverhaltens: Links positive

Magnetostriktion, rechts negative Magnetostriktion
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bare Magnetisierung. Es zeigt sich, dass er in eine Vielzahl mikroskopisch kleiner
Volumenbereiche unterteilt ist. Diese Bereiche heilen Doménen oder Weif’sche
Bezirke. Innerhalb einer Doméne weisen die magnetischen Momente in die gleiche
Richtung, wobei dies im ungestorten Zustand immer eine leichte Richtung ist. Die
Ursache fiir die Ausbildung der Doménen liegt in der Minimierung der inneren
Energie. Zwei gleichsinnig liegende magnetische Momente besitzen eine hoéhere
Energie als zwei gegensinnig liegende. Ein Effekt, der anhand zweier Mangetna-
deln leicht nachvollzogen werden kann, siche Abbildung 3.6 und KIRENSKI [(0].
Die magnetischen Momente der einzelnen Doménen versuchen sich daher im-
mer so auszubilden, dass die Gesamtmagnetisierung verschwindet. Die Grenzen
zwischen den einzelnen Doménen werden Blochwande oder auch Doménenwénde
genannt.
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Abb. 3.5: Veranschaulichung des Villari-Effektes: a) und b) positive Magnetostriktion,

c¢) und d) negative Magnetostriktion
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N —s Nl >

Abb. 3.6: Betrachtungen der freien Energie zweier Magnetnadeln: a) energetisch un-

giinstiger Zustand, b) energetisch giinstiger Zustand

Fiir technische Anwendungen verwendet man in der Regel Materialien, die eine
polykristalline Struktur aufweisen. Eine solche Struktur ist in Abbildung 3.7 ver-
anschaulicht. Das Material besteht aus mehreren Kérnern oder Kristalliten. Jedes
Korn ist durch eine einheitliche Kristallstruktur gekennzeichnet. Jedes einzelne
Korn ist aus mehreren Doménen aufgebaut.

Korn

Korngrenzen Doméanenwénde

Abb. 3.7: Skizze der Doménenstruktur eines polykristallinen Materials
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3.3.4 Magnetostriktive Materialien im magnetischen Feld

Es wird zunéchst das makroskopische Verhalten eines magnetostriktiven Mate-
rials innerhalb eines sich verandernden magnetischen Feldes diskutiert. Hierbei
wird exemplarisch ein Material mit positiver Magnetostriktion betrachtet. Im
Anfangszustand ist die Magnetisierung gleich Null, d.h. die spontanen Magne-
tisierungen der einzelnen Doménen heben sich gegenseitig auf, siche Abbildung
3.8a).
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Abb. 3.8: Wandverschiebungen innerhalb der Doméne: a) H = 0, B = 0, b) re-
versible Wandverschiebungen, ¢) irreversible Wandverschiebungen, d) Drehungen der

Magnetisierungsrichtung

Unter dem Einfluss eines externen magnetischen Feldes H beginnen sich Do-
méanenwande zu verschieben. Diese Verschiebung erfolgt durch ein Umklappen
der magnetischen Momente an den Domanenwanden. Die umgeklappten magne-
tischen Momente zeigen in Richtung der benachbarten Doméne, also wieder in
eine leichte Richtung. Dadurch vergréflern sich einige Doménen auf Kosten der
iibrigen. Es zeigt sich, dass die Doméanen mit einer Magnetisierungsrichtung mit
kleinem Winkel zu H wachsen. Entsprechend werden Doménen, bei denen M
einen groflen Winkel zu H besitzt, kleiner. Die Wandverschiebungen sind fiir ge-
ringe Anderungen von H reversibel, da sich die Wande zunéchst frei verschieben
konnen. Aufgrund der Veranderungen der Doméanengrofien heben sich die Magne-
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tisierungen der einzelnen Doménen nicht mehr vollstdndig auf. Man beobachtet
eine resultierende Magnetisierung, die mit einem magnetischen Fluss B und einer
magnetostriktiven Dehnung E einhergeht, siehe auch Abbildung 3.8b). Die Ver-
schiebungsprozesse werden an den Fehlstellen im Kristallgitter behindert, iiber die
die Doménenwénde bei kleinen Feldstarken nicht hintibergleiten. Daher sind auch
die Veranderungen von B und E zunichst gering. Dies andert sich bei groBeren
magnetische Feldstarken. Die Doménenwande beginnen tiber die Fehlstellen zu
springen. Die magnetische Flussdichte B sowie die magnetostriktive Dehnung F,
steigen stark an, siehe Abbildung 3.8c). Diese Anderungen sind irreversibel und
erfolgen diskontinuierlich in sehr kleinen Spriingen, den so genannten Barkhausen-
Spriingen. Diese werden durch das Springen der Wénde tiber die Gitterfehlstellen
hervorgerufen. Die Wandverschiebungen erfolgen so lange, bis die Doménen mit
einer dem aufleren Feld entgegengesetzten Magnetisierung verschwunden sind. Bei
einer weiteren Erhohung der magnetischen Feldstarke beginnen sich die magne-
tischen Momente in den Doménen zu drehen. Dieser Prozess erfordert sehr hohe
Feldstarken, da die magnetischen Momente der Einheitszellen aus den leichten
Richtungen in Richtung H gedreht werden miissen, siehe Abbildung 3.8d). Diese
Rotationsvorgang ist reversibel und endet wenn die Magnetisierung aller Doma-
nen parallel zu H sind. Der vorliegende Zustand wird als technische Séttigung
bezeichnet. Bei weiterer Erhohung von H kann jetzt noch eine geringe Steigerung
von B erreicht werden. Sie ist durch antiparallel ausgerichtete magnetische Mo-
mente innerhalb der Doméne begriindet, die sich bei groflen Feldstérken von H
beginnen auszurichten. Aufgrund seines geringen Einflusses spielt dieser Prozess
in technischen Anwendungen kaum eine Rolle.

Verringert man das angelegte magnetische Feld wieder, so drehen sich die Magne-
tisierungen der einzelnen Doménen wieder zuriick in ihre urspriinglichen Richtun-
gen, bis sie bei H; = 0 schlieBlich wieder in ihre urspringliche Richtung zeigen
und eine Remanenz-Flussdichte Brem verbleibt. Um die Magnetisierung wieder
auf Null zu bringen, wird ein Gegenfeld ﬁc, das so genannte Koerzitivfeld be-
notigt. Durch das Anlegen eines Gegenfeldes beginnt sich die Doméanenstruktur
im Kristallit wieder zu verandern. Die Doménen, die sich wahrend des Magne-
tisierungsvorgangs vergroffert haben, beginnen zu schrumpfen, wahrend andere,
mit einem kleinen Winkel zwischen M und H neu entstehen und wachsen. Bei
H, = —H, gleichen sich die Magnetisierungen der Doméanen wieder vollstandig
aus und B; wird Null. Eine weitere Magnetisierung in Gegenrichtung bewirkt
schliellich die Umkehr des Vorgangs und erzeugt die ferromagnetische Hystere-
seschleife, wie sie in Abbildung 3.9a) zu sehen ist.

Betrachtet man die Verzerrungen wahrend des Magnetisierungsvorgangs, so zei-
gen sich auch hier Hystereseerscheinungen. Da die magnetostriktiven Verzerrun-
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Abb. 3.9: Hystereseerscheinungen in magnetostriktiven Materialien: a) Ferromagneti-

sche Hysterese, b) Schmetterlingshysterese

gen unabhéngig vom Vorzeichen des magnetischen Feldes sind, bilden sich die zu-
gehorigen Hysteresekurven stets in eine Koordinatenrichtung aus. Das Vorzeichen
héngt vom Material (positive oder negative Magnetostriktion) und der betrach-
teten Verzerrungskomponente ab. Aufgrund ihrer Form werden die Kurven als
Schmetterlingshysterese bezeichnet. In Abbildung 3.9b) ist die Schmetterlings-
hysterese eines Materials mit positiver Magnetostriktion fiir die Verzerrungskom-
ponente in Feldrichtung FE;; dargestellt. Ahnlich wie bei der ferromagnetischen
Hysterese verbleibt auch hier beim Nulldurchgang des magnetischen Feldes ein
remanenter Wert, in diesem Fall die Verzerrung E,.,,.

Die Hystereseerscheinungen magnetostriktiver Materialien werden durch mecha-
nische Spannungen beeinflusst. Belastet man das Material beispielsweise mit einer
Druckspannung parallel zur magnetischen Feldrichtung, so lasst sich eine Ver-
grofferung der Dehnungen in der Schmetterlingshysterese erzielen. Die Doménen
werden durch den Villari-Effekt bevorzugt senkrecht zur Spannungsrichtung ge-
dreht. Dadurch konnen wahrend der Magnetisierung mehr Doménen in Richtung
von H ausgerichtet werden. Diesen Effekt macht man sich bei magnetostriktiven
Aktoren zunutze, um den Arbeitsbereich zu vergroflern. Bei einigen ferrimagne-
tischen Materialien wie z. B. Terfenol-D kann durch eine mechanische Vorspan-
nung eine qualitative Verdnderung des Hystereseverhaltens hervorgerufen werden.
Terfenol-D zeigt ohne oder unter einer geringen Druckspannung ferromagnetisches
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Verhalten, wie es in Abbildung 3.9 dargestellt ist. Wird das Material einer ho-
hen Spannung ausgesetzt, so kommen die ferrimagnetischen Eigenschaften in den
Hysteresekurven zum Tragen. Ein Ferrimagnetikum ist aus zwei ineinander ver-
schrankten Untergittern mit jeweils entgegengesetzter Magnetisierung aufgebaut.
Beim Anlegen eines magnetischen Feldes wird der ferrimagnetische Zustand in den
ferromagnetischen Zustand tiberfiihrt, in dem sich ein Untergitter in Richtung des
anderen umklappt. Dieser Wechsel ist reversibel und kann so unmerklich gesche-
hen, dass sich das Material wie ein Ferromagnetikum verhélt. Durch Anlegen einer
mechanischen Vorspannung wird der Ubergang in den ferromagnetischen Zustand
erschwert. In diesem Fall muss also zunéchst eine gewisse magnetische Feldstéarke
aufgewendet werden, um den Ubergang von ferrimagnetischem in ferromagne-
tisches Verhalten zu ermoglichen. Wird H weiter erhht stellt sich wieder eine
Hysteresekurve ein. In Abbildung 3.10 sind die Hysteresekurven einer Terfenol-D
Probe unter zwei verschiedenen Vorspannungen dargestellt. Bei einer Spannung
von 6.5 MPa zeigt das Material noch ferromagnetisches Verhalten. Wird die Probe
mit 41.3 MPa belastet, so muss erst eine gewisse Feldstarke aufgewendet werden,
um das Material in den ferromagnetischen Zustand zu tiberfithren. Bei weiterer
Belastung erhalt man fiir jeden Quadranten eine vollstandige Hysteresekurve.
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Abb. 3.10: Hystereseerscheinungen einer Terfenol-D Probe unter mechanischer Vor-

spannung: a) Ferro— bzw. ferrimagnetische Hysterese, b) Schmetterlingshysterese
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4 Elektromechanische Koppelphinomene

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Phénomene der elektromechanischen
Kopplung eingefiihrt. Es wird eine kompakte Darstellung angegeben mit Schwer-
punkt auf Piezoelektrizitit und deren Ursachen. Gleichzeitig sollen Ahnlichkeiten
mit der magnetostriktiven Kopplung aufgezeigt werden. Eine detailliertere Be-
trachtung der elektromechanischen Kopplung ist in den Biichern von IKEDA [52],
CaDY [19] und SMITH [113] zu finden. Ahnlich wie in Kapitel 3 werden hier
nur inharente Kopplungen auf Materialebene betrachtet. Die untersuchten Pha-
nomene sind Elektrostriktion und Piezoelektrizitdat. Beide Effekte kommen nur
in nichtleitenden Materialien, so genannten Dielektrika vor, in denen keine frei-
en Ladungstriger auftreten. Eine wesentliche Eigenschaft, die den Zustand ge-
bundener Ladungstrager im Material beschreibt, ist die Polarisation. Sie ist die
beschreibende Feldgrofe fiir den elektrischen Zustand im Dielektrikum. Anschlie-
Bend wird eine Einteilung der verschiedenen Materialien nach ihren dielektrischen
Eigenschaften vorgenommen. Zur Einfithrung in die elektromechanischen Kop-
pelphdnomene wird auf die Merkmale von Elektrostriktion und Piezoelektrizitéat
eingegangen. Zum Versténdnis der fiir diese Arbeit relevanten nichtlinearen Phé-
nomene der piezoelektrischen Kopplung werden, analog zum vorherigen Kapitel,
Betrachtungen auf der Mikro— und Makroebene herangezogen.

4.1 Polarisation

Die dielektrische Polarisation P ist eine elektrische Feldgrofle. Sie beschreibt die
Interaktion zwischen einem angelegten elektrischen Feld E und den Dipolen im
Dielektrikum. Ein Dipol besteht aus zwei gleichen Ladungen entgegengesetzter
Polaritat g™ und ¢~ mit dem Abstand 7. Je nach Auspriagung der Dipole wird zwi-
schen Elektronen—, Ionen— und Orientierungspolarisation unterschieden. Bei der
Elektronenpolarisation entstehen Dipole, wenn unpolare Atome durch ein elek-
trisches Feld so deformiert werden, dass die Ladungsschwerpunkte nicht mehr
zusammenfallen. In heteropolaren Festkorpern kommt es zu einer Ionenpolarisa-
tion, wenn durch E der Schwerpunkt der positiven Ionen gegen den Schwerpunkt
der negativen Ionen verschoben wird. Die Orientierungspolarisation findet man
in Materialien mit permanenten Dipolen, die sich im elektrischen Feld ausrichten.
Permanente Dipole resultieren aus polaren Molekiilen oder Asymmetrien in der
Kristallstruktur. Solche Materialien werden als Paraelektrika bezeichnet.

In Abbildung 4.1 sind zwei Punktladungen ¢+ und ¢~ mit den Ortsvektoren X *
und X~ in einem homogenen elektrischen Feld E dargestellt. Die Ladungen seien
im Abstand » = X — X~ starr miteinander verbunden. Der Dipol erfahrt im
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elektrischen Feld unter Zuhilfenahme von Gleichung (2.17) ein Moment
M=X"xf+X xf=qrxE. (4.1)

Der Vektor p = ¢r wird als elektrisches Dipolmoment bezeichnet. In einem in-
homogenen elektrischen Feld wirkt zusétzlich eine resultierende Kraft auf den
Dipol, die als ponderomotorische Kraft bezeichnet wird, sieche auch Abschnitt
5.2. Der mikroskopische Zustand der einzelnen Dipole im Material lasst sich in
der Realitat kaum erfassen. Daher wird die Polarisation als Dichtefunktion der
Dipolmomente pro Volumenelement eingefiihrt

- dp
P= 4.2
Fid (4.2)
Durch Transformation in die Referenzkonfiguration ergibt sich
P)=det FPF T, (4.3)

Die Polarisation in der Elektrostatik ist das kontiuumstheoretische Analogon zur
Magnetisierung in der Magnetostatik, vergleiche auch Gleichung 3.5.
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Abb. 4.1: Dipol und Dipolmoment im homogenen elektrischen Feld

4.2 Unterscheidung der Dielektrika

Ahnlich wie in der Magnetostatik lassen sich auch die Dielektrika aufgrund ih-
rer Eigenschaften in unterschiedliche Stoffgruppen einteilen. Die verschiedenen
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Materialgruppen und deren elektrische Eigenschaften werden im Folgenden kurz
erlautert. Des Weiteren soll die Differenzierung der einzelnen dielektrischen Stoff-
gruppen auch die phanomenologische Ahnlichkeit zwischen Elektrostatik und Ma-
gnetostatik verdeutlichen.

Unpolare dielektrische Stoffe

Mit dem Begriff der dielektrischen Materialien werden in der Regel alle nichtlei-
tenden Materialien zusammengefasst. Unpolare Dielektrika sind Stoffe, die aus-
schliellich aus unpolaren Molekiilen aufgebaut sind. In solchen Materialien gibt
es keine permanenten Dipolmomente. Eine Polarisation kann nur durch Elektro-
nenpolarisation erfolgen. Die Wechselwirkung mit dem elektrischen Feld ist sehr
gering.

Unpolare dielektrische Stoffe sind Edelgase und symmetrische Molekiile wie Hy,
Oy, usw.

Paraelektrika

Paraelektrische Stoffe sind aus Molekiilen aufgebaut, die auch ohne elektrisches
Feld ein permanentes Dipolmoment besitzen, wie z. B. Wasser und Glyzerin. Die
Ausrichtung der Dipole ist infolge der Temperaturbewegung vollstandig ungeord-
net, sodass die Gesamtpolarisation Null wird. Durch Anlegen eines elektrischen
Feldes konnen die Dipolmomente in Feldrichtung ausgerichtet werden, wobei die
Temperaturbewegung immer dem Polarisationsvorgang entgegen wirkt. Deswei-
teren werden einige kristalline Stoffe, die kein permanentes Dipolmoment auf-
weisen, den Paraelektrika zugeordnet. Bei diesen Materialien sind die Ionen im
Kristallgitter so angeordnet, dass die positiven und negativen Ladungsschwer-
punkte zusammenfallen.

Kristalline Stoffe mit paraelektrischem Verhalten sind z. B. KCI und NaCl.

Ferroelektrika

Ferroelektrische Materialien bestehen aus Ionenkristallen. Innerhalb der Kristall-
struktur sind die Tonen so angeordnet, dass positive und negative Ladungsschwer-
punkte nicht zusammenfallen. Die entstehenden Dipolmomente werden als spon-
tane Polarisation bezeichnet. Kennzeichnend fur die Ferroelektrika ist, dass die
Richtung der spontanen Polarisation durch elektrische Felder oder mechanische
Einwirkungen veranderbar ist.
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Um die Kristallenergie zu minimieren, ist die Polarisationsrichtung innerhalb ei-
ner Substruktur des Kristalls, den Doménen, homogen. Die einzelnen Doménen
sind dagegen so orientiert, dass die Gesamtenergie der Kristallstruktur minimiert
wird. Im unpolarisierten Zustand bedeutet dies, dass sich die spontane Polarisa-
tion der Doméanen gegenseitig authebt. Die Doménenstruktur und das Verhalten
beim Anlegen eines elektrischen Feldes entspricht phidnomenologisch demjenigen
der ferromagnetischen Materialien. Zudem konnen die ferroelektrischen Eigen-
schaften auch nur unterhalb der materialspezifischen Curie-Temperatur T, beob-
achtet werden. Oberhalb von T, verédndert sich die Kristallstruktur so, dass die
Ladungsschwerpunkte zusammenfallen. Man spricht in diesem Fall vom paraelek-
trischen Zustand.

Die in dieser Arbeit betrachteten Materialien der piezoelektrischen Keramiken
wie Barium-Titanat (BaTiOy) und Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) sind den Ferro-
elektrika zuzuordnen.

Pyroelektrika

Die Orientierung der spontanen Polarisation pyroelektrischer Stoffe ist im Ge-
gensatz zu den Ferroelektrika unveranderlich. Im einfachsten Fall gibt es nur
eine polare Achse, in der die Ladungsschwerpunkte der Einheitszellen verschoben
sind. Die Polarisationsladungen treten an der Oberflache nicht in Erscheinung,
da sie durch transferierte Ladungen ausgeglichen werden. Pyroelektrische Mater-
ialien zeigen eine anisotrope thermische Ausdehnung, die eine Verédnderung des
Abstandes der Ladungsschwerpunkte im Kristallgitter bewirkt. Dies kann durch
eine elektrische Aufladung der Kristalloberfliche beobachtet werden und wird als
pyroelektrischer Effekt bezeichnet. Einige Materialien aus dieser Gruppe, wie z. B.
Turmalin, kénnen als Temperatursensoren verwendet werden.

Antiferroelektrika und Ferrielektrika

Antiferroelektrika und Ferrielektrika weisen wie die Ferroelektrika eine Domé-
nenstruktur auf. Im Falle der Antiferroelektrika bestehen die Doménen jedoch
aus zwei ineinander geschachtelten Untergittern mit antiparalleler spontaner Po-
larisation. Die spontane Polarisation der Doméne verschwindet dann. Der anti-
ferroelektrische Zustand kann durch elektrische Felder in den ferroelektrischen
Zustand tiberfiihrt werden.

Auch ferrielektrische Materialien sind aus zwei antiparallelen Untergittern aufge-
baut. Allerdings gleichen sich in diesem Fall die Polarisationen der beiden Unter-
gitter nicht vollstandig aus, sodass eine resultierende spontane Polarisation ver-
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bleibt. Die phénomenologischen Ahnlichkeiten zwischen Antiferroelektrika bzw.
Ferrielektrika und Antiferromagnetika bzw. Ferrimagnetika sind offensichtlich.

4.3 Elektrostriktion und Piezoelektrizitat

Elektrostriktion und Piezoelektrizitat beschreiben Koppelphdnomene zwischen
elektrischen Feldern und mechanischen Deformationen.

Die Elektrostriktion tritt bei paraelektrischen, kristallinen Stoffen auf. Die La-
dungsschwerpunkte der Ionen im Kristallgitter fallen hier zusammen. Durch An-
legen eines elektrischen Feldes werden die Ionen durch die Coulombschen Kréfte
auseinandergezogen. Die Probe verlangert sich in Richtung des elektrischen Fel-
des, wobei gleichzeitig eine laterale Kontraktion beobachtet wird. Die elektrostrik-
tive Deformation ist stets reversibel. Zudem gibt es keinen inversen Effekt, denn
durch eine mechanische Deformation kann keine Trennung der Ladungsschwer-
punkte hervorgerufen werden.

Der piezoelektrische Effekt tritt bei ferro—, ferri— sowie pyroelektrischen Mater-
ialien auf, da die Ladungsschwerpunkte im Kristallgitter in diesen Materialien
nicht zusammenfallen und eine spontane Polarisation entsteht. Von den 32 Kris-
tallklassen erlauben nach Voiart [130] 20 das Auftreten von Piezoelektrizitét.
Der Name leitet sich vom altgriechischen ,piezo“ fiir driicken ab. Der direkte
piezoelektrische Effekt beschreibt eine Anderung des Polarisationszustandes im
Kristallgitter, die sich durch eine elektrische Spannung an der Oberflache duflert.
Das bekannteste piezoelektrische Material ist vermutlich Quarz, das den Ziindfun-
ken in Feuerzeugen erzeugt. Der direkte piezoelektrische Effekt wurde zum ersten

Mal von den Briidern Curie 1880 beschrieben [30]. Ein Jahr spéter konnte der
von LIPPMANN [77] vorhergesagte inverse piezoelektrische Effekt nachgewiesen
werden.

Die begriffliche Verwandschaft zwischen Elektrostriktion und Magnetostriktion,
bzw. Piezoelektrizitit und Piezomagnetismus weist auf eine Affinitat zwischen
den beiden Phanomenen der Elektrostatik und der Magnetostatik hin. Diese Be-
ziehung ist in erster Linie darin begriindet, dass es sich bei den Piezo-Effekten
um Koppelphdnomene erster Ordnung handelt, wahrend die Striktions-Effekte
als Kopplungen zweiter Ordnung aufgefasst werden. Allerdings gibt es auch eine
Reihe von Gemeinsamkeiten zwischen Piezoelektrizitat und Magnetostriktion. So
sind beide Phénomene durch eine materielle Orientierung in Form einer sponta-
nen Polarisation bzw. einer spontanen Magnetisierung gepragt. Beide Material-
gruppen weisen, wie spater gezeigt wird, eine Doméanenstruktur auf und zeigen
ein irreversibles Verhalten. Im Folgenden wird das piezoelektrische Verhalten von
ferroelektrischen Keramiken néher untersucht.
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4.4 Ferroelektrische Keramiken

Die ersten Untersuchungen der piezoelektrischen Eigenschaften ferroelektrischer
Keramiken wurden von CHERRY UND ADLER [21] an Bariumtitanat (BaTiOs3)
vorgenommen. Daran anschlieflend folgte die Entwicklung der Blei-Zirkonat-Tita-
nat Keramiken (PbZrTios), kurz PZT. Diese zeichnen sich durch eine starke pie-
zoelektrische Kopplung und eine hohe Curie-Temperatur aus. Es ergaben sich
umfangreiche Anwendungsmoglichkeiten in den Bereichen der Aktorik und Sen-
sorik. Fiir eine detaillierte Betrachtung der materiellen Eigenschaften von BaTiOg3
und PZT sei auf JAFFE [51] verwiesen. Das grundlegende Verhalten dieser Werk-
stoffe wird zunéchst an der kristallinen Einheitszelle beschrieben.

4.4.1 Betrachtungen an der Einheitszelle

Barium-Titanat und PZT Keramiken zeigen wie alle ferroelektrischen Material-
ien oberhalb der Curie-Temperatur paraelektrisches Verhalten. In diesem Fall
besitzt die Einheitszelle eine kubische Struktur wie in Abbildung 4.2a) darge-
stellt. Alle Seiten der Einheitszelle haben die gleiche Lénge a, die Ladungsschwer-
punkte der positiven und negativen Ionen fallen zusammen. Wird die Keramik
unter die Curie-Temperatur abgekiihlt, so wandert das zentrale Metallion aus
dem Mittelpunkt in Richtung einer der sechs Flachenmittelpunkte. Es findet eine
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Abb. 4.2: Einheitszelle einer Barium-Titanat Keramik: a) Oberhalb der Curie-
Temperatur, b) Unterhalb der Curie-Temperatur
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Phasenumwandlung statt, bei der die kubische Kristallstruktur in eine nicht-
zentrosymmetrische Struktur tibergeht. Diese kann eine tetragonale, rhomboe-
drische oder orthorhombische Konfiguration haben. Durch die Verschiebung des
Zentralions fallen die positiven und negativen Ladungschwerpunkte nicht mehr
zusammen und es entsteht ein permanentes Dipolmoment bzw. eine spontane Po-
larisation p. Zudem wird das Kristallgitter durch den Phaseniibergang verzerrt.
Die Anderung der Linge c parallel zu p betrigt etwa 1%. In Abbildung 4.2b) ist
exemplarisch eine tetragonale Einheitszelle dargestellt. Da die Einheitszelle sechs
Moglichkeiten hat, das zentrale Metallion zu verschieben, kann sich die spontane
Polarisation in diese sechs Raumrichtungen ausbilden.

Nach Abkiihlen unter die Curie-Temperatur zeigt die Keramik ferroelektrisches
Verhalten. Die Richtung und Gréfle der spontanen Polarisation der Einheitszel-
le kann durch elektrische und mechanische Einwirkungen verindert werden. In

a) b> — O C) O
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Abb. 4.3: Umklappen einer ferroelektrischen Einheitszelle durch ein elektrisches Feld

Abbildung 4.3 wird an die Einheitszelle einer piezoelektrischen Keramik ein elek-
trisches Feld senkrecht zur Polarisationsrichtung angelegt. Dabei werden die po-
sitiven Ionen in Feldrichtung gezogen, wéihrend sich die negativen Ionen gegen
die Feldrichtung bewegen. Durch ein ausreichend starkes Feld, dem so genann-
ten Koerzitivfeld E., klappt das zentrale Metallion innerhalb der Einheitszelle in
die Richtung des elektrischen Feldes um, siche Abbildung 4.3b). Der Polarisati-
onsvektor p zeigt dann in Richtung von E. Die Gestalt der Einheitszelle passt
sich der veranderten Ionenkonfiguration an. Die beobachtete Verzerrung ist dem
inversen piezoelektrischen Effekt zuzuordnen. Dieser Zustand bleibt auch nach
Abschalten des elektrischen Feldes erhalten und ist somit irreversibel. Wird E
gegensetzlich zu p aufgebracht, sind auch 180° Umklappprozesse moglich, siche
Abbildung 4.3¢). Die Gestalt der Einheitszelle bleibt in diesem Fall erhalten.

In Abbildung 4.4 wird die Einheitszelle durch eine mechanische Druckspannung
belastet. Bis zum FErreichen einer kritischen Spannung S. verhalt sich die de-
formierte Struktur elastisch. Oberhalb von S, verdndert sich die Position des
zentralen Metallions im Kristall, und die Polarisationsrichtung klappt in eine
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Richtung senkrecht zur angelegten Druckspannung um. Die neue Ionenkonfigura-
tion verandert die Gestalt der Einheitszelle und man beobachtet eine irreversible
Deformation. Die Richtung der spontanen Polarisation ist dabei nicht vorgegeben.
Die Zustdnde aus Abbildung 4.4b) und c) stellen sich mit gleicher Wahrschein-
lichkeit ein. Ein Umklappen der Einheitszelle kann auch durch eine Zugspannung
verursacht werden. Die Richtung der spontanen Polarisation stellt sich entspre-
chend Abbildung 4.4d) oder Abbildung 4.4e) ein. Durch mechanische Einwirkun-
gen erzeugte Umklappprozesse zeichnen sich somit immer durch eine Rotation
der spontanen Polarisation um 90° aus.
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Abb. 4.4: Umklappen einer ferroelektrischen Einheitszelle durch mechanische Span-

nungen

4.4.2 Domanenstruktur

Ferroelektrische Keramiken sind in der Regel polykristalline Materialien, die aus
einzelnen Kornern aufgebaut sind. Diese haben wie die ferromagnetischen Mater-
ialien eine Doméanenstruktur. Ursache fiir ihre Entstehung wiederum die Minimie-
rung der inneren Energie. Die Polarisationsvektoren der einzelnen Doménen sind
gleichgerichtet, wihrend sich die Doménen des Kristallits so ausbilden, dass die
Gesamtpolarisation verschwindet. Die Struktur der ferroelektrischen Keramiken
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entspricht somit nahezu Abbildung 3.7, nur dass statt der Magnetisierung M
die Polarisation P auftritt. Die Doménenwinde kénnen durch mechanische oder
elektrische Einwirkungen verschoben werden. In diesem Fall kommt es zu einem
Umklappen der Einheitszellen entlang der Doméanenwénde entsprechend der im
vorherigen Kapitel erlauterten Prinzipien. Die Grofle der einzelnen Doméanen ver-
andern sich und man beobachtet eine Veranderung der Gesamtpolarisation und
der Gestalt der Probe.

4.4.3 Makroskopisches Verhalten

Bei der Betrachtung des makroskopischen Verhaltens werden die nichtlineare Zu-
sammenhéange zwischen Polarisation, elektrischem Feld, Spannungen und Deh-
nungen diskutiert. Die resultierenden, typischen Hysteresekurven sollen schema-
tisch in kompakter Form erldutert werden. Ausfithrlichere Darstellungen zum ma-
teriell nichtlinearen Verhalten sind in KAMLAH [60] und SMITH [113] zu finden,
fiir experimentelle Ergebnisse sei auf HWANG [51] und LyNCH [79] verwiesen.

Zunéchst wird eine ferroelektrische Keramik innerhalb eines sich verandernden
elektrischen Feldes betrachtet. In Abbildung 4.5 ist die ferroelektrische Hystere-
se einer ferroelektrischen Keramik dargestellt. Der Doménenzustand ist in den
charakteristischen Punkten angegeben. Im Anfangszustand E; = 0 sind die Po-
larisationsrichtungen der einzelnen Doménen ungeordnet. Durch Anlegen eines
elektrischen Feldes beginnt sich das Material in Richtung von E 7u polarisieren.
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Abb. 4.5: Dielektrische Hysteresekurve mit schematischer Darstellung der Doménen-

zustande
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Dabei kommt es zu irreversiblen Verschiebungen der Doménenwénde. Doménen
mit einer Polarisation in Richtung des elektrischen Feldes vergroflern sich auf
Kosten anderer Doméanen deren Polarisation gegen E weist. Dieser Prozess en-
det, wenn nur noch eine Doméne parallel zum elektrischen Feld verbleibt. Das
Material ist jetzt vollstandig polarisiert. Beim Entlasten bleibt der Doméanenzu-
stand erhalten und fiir E; = 0 verbleibt die Sattigungspolarisation P,. Durch
Anlegen eines entgegengesetzten elektrisches Feldes beginnen sich die Doménen-
wénde wieder zu verschieben. Die Probe wird depolarisiert. Fiir El = —EC ist die
Probe vollstandig depolarisiert, wobei Ec als Koerzitivfeldstérke bezeichnet wird.
Durch eine weitere Steigerung von E wird das Material durch weitere Wandver-
schiebungen in Gegenrichtung polarisiert. Die vollstandige Polarisierung ist wie-
der durch eine verbleibende Doméne bestimmt. Wird der Betrag des elektrischen
Feldes wieder verringert, ergibt sich schliellich die vollsténdige Hysteresekurve.
An dieser Stelle sei noch auf einen Unterschied zwischen ferroelektrischen Kera-
miken und Ferromagnetika hingewiesen. Bei den ferromagnetischen Materialien
ist es moglich, dass sich Magnetisierungsrichtungen der einzelnen Doménen bei
einem hinreichend starken magnetischen Feld aus ihren leichten Richtungen her-
ausdrehen, siehe auch Abschnitt 3.3.4. Dies ist bei ferroelektrischen Keramiken
kaum moglich, d. h. die Doméanenprozesse sind mit der Beendigung der Wandver-
schiebungen abgeschlossen.

Die durch das elektrische Feld hervorgerufenen Anderungen des Polarisations-
zustandes bewirken auch eine Deformation der Probe. In Abbildung 4.6 ist die
Dehnung FE; iiber dem elektrischen Feld aufgetragen. Die angegebenen Doméanen-
zustande entsprechen denjenigen aus Abbildung 4.5. Wahrend der Polarisation
steigt die Dehnung stark an. Diese Anderungen sind irreversibel. Sind alle Do-
maéanen ausgerichtet so ist nur noch ein geringer reversibler Anstieg von FEj; zu
beobachten. Nach Absenkung von E verbleibt eine Sattigungsdehnung F. Bei
Anlegen eines negativen elektrischen Feldes wird das Material zunéchst depola-
risiert bis fur El = Ec ein dehnungsloser Zustand erreicht ist. Wird das Material
in negativer Richtung polarisiert, so ergibt sich der gleiche Deformationszustand
wie aus dem aquivalenten positiven Polarisationzustand. Die sich ergebende Hys-
terese wird wie bei der Magnetostriktion als Schmetterlingshysterese bezeichnet.

Der Doménenzustand lasst sich, wie in Abschnitt 4.4.1 erldutert, auch durch
mechanische Einwirkungen verdandern. In Abbildung 4.7 ist der Verlauf der Span-
nungen tber den Dehnungen aufgetragen. Die Keramik wird zunéchst mit einer
Zugspannung belastet. Mit Uberschreiten der materialspezifischen Koerzitivspan-
nung S, sind irreversible Dehnungen zu beobachten, die durch Umklappprozes-
se hervorgerufen werden. Wenn sich alle Doménen parallel oder antiparallel zur
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Abb. 4.6: Schmetterlingshysterese einer ferroelektrischen Keramik mit schematischer

Darstellung der Doméanenzustéande

aufgebrachten Spannung ausgerichtet haben, ist wieder elastisches Verhalten zu
beobachten. Nach Entlastung verbleibt eine Sattigungsdehnung E?. Durch eine
aufgebrachte Druckspannung orientieren sich die Polarisationen der Doménen
senkrecht zur Spannungsrichtung. Auf abermaliges Entlasten folgt die bleibende
Dehnung E¢. Der sich ergebende Kurvenverlauf wird als ferroelastische Hystere-
se bezeichnet. Die remanente Dehnung unter Zug E! ist bis zu zweimal grofier
als diejenige unter Druckbeanspruchung E¢. Dieser Unterschied lésst sich, stark
vereinfacht, mit Hilfe der Doménenzusténde erklaren. Im ungeordneten Anfangs-
zustand sind alle Doménen gemafl den drei Raumrichtungen gleich verteilt. Durch
eine Zugspannung konnen die Doménen, die senkrecht zur Spannung zeigen, in
die Spannungsrichtung umklappen. Das sind maximal 2/3 aller Doménen. Dage-
gen bewirkt eine Druckspannung ein Umklappen aus der Spannungsrichtung in
eine Richtung senkrecht zu S. Hier konnen somit maximal 1/3 aller Doménen
umklappen. Folglich ist die Menge der umklappbaren Doménen bei einer Druck-
spannung nur halb so grof wie diejenige, die bei einer bei einer Zugspannung zu
Verfligung steht.

Ein weiterer in der Literatur angegebener Effekt ist die mechanische Depolari-
sation. Hier wird eine gepolte ferroelektrische Keramik einer Druckbelastung in
Polarisationsrichtung ausgesetzt. Nach Uberschreiten der Koerzitivspannung S,
kommt es zu Umklappprozessen in den Doméanen. Das Material wird depolari-
siert. Dieser Effekt soll im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter erortert werden.
Eine ausfiihrliche Abhandlung der mechanischen Depolarisation ist in den Arbei-
ten von SCHAUFELE [107] und KAMLAH [59] zu finden.
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Abb. 4.7: Ferroelastische Hysterese einer ferroelektrischen Keramik
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5 Gekoppelte Feldtheorie

Dieses Kapitel gilt den Bilanzgleichungen der eingefiihrten Koppelphénomene.
Durch die Einschrankung auf nahezu stationére elektromagnetische Vorgange
konnen die elektrischen und magnetischen Feldgroflen entkoppelt voneinander
beschrieben werden. Im ersten Abschnitt werden die fiir die magnetomechani-
sche Feldtheorie mafigebenden Feldgleichungen erlautert. Der zweite Abschnitt
befasst sich mit den entsprechenden Gleichungen der elektromechanischen Kopp-
lung. Hier werden die wesentlichen Unterschiede zur magnetomechanischen Kopp-
lung dargelegt.

Die Bilanzgleichungen haben axiomatischen Charakter und bilden die Grund-
lage fiir die verwendete Kontinuumstheorie. Sie sollen im Folgenden moglichst
anschaulich und in kompakter Form eingefithrt werden. Eine ausfiihrlichere Dar-
stellung der Mechanik elektromagnetischer Kontinua kann den Werken von M AU-
GIN [82] und ERINGEN [12] entnommen werden.

5.1 Magnetomechanische Probleme

Die Beschreibung magnetomechanisch gekoppelter Probleme wird sich auf Mater-
ialien beziehen, die magnetisierbar und elektrisch leitend sind. Wird weiterhin die
zeitliche Anderung der magnetischen Feldgrofien als vernachlissigbar angesehen,
so kann die Anwesenheit elektrischer Felder ausgeschlossen werden.

Durch ein magnetisches Feld entsteht iiber die Lorenzkraft eine Wechselwirkung
mit den gebundenen Stromen im Material. Die resultierenden mechanischen Kréaf-
te miissen in den Bilanzaussagen berticksichtigt werden. Es ergeben sich Volumen-
krafte

f"=(B®V,)M, (5.1)

die in der Literatur auch als ponderomotorische Krafte bezeichnet werden. Nach
Gleichung (3.1) wirken auch Volumenmomente auf das Kontinuum

m™ = M x B. (5.2)

Erhaltung der Masse

Die Massenerhaltung verlangt, dass die Masse m des materiellen Korpers wah-
rend des Deformationsprozesses unverénderlich ist. So wird eine Zufuhr oder ein
Entweichen von Masse iiber die Oberfliche oder aus dem Inneren heraus aus-
geschlossen. Da die Masse als kontinuierlich verteilte Grofle angenommen wird,
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wird die Massendichte zu p = dm/dv definiert. Die Massenerhaltung kann damit
durch
;i / pdv=0 (5.3)
Kz
ausgedriickt werden. Durch eine Transformation in die Referenzkonfiguration und
durch Anwendung der Kettenregel kommt man zur Kontinuitatsbedingung

p+pV-x=0, (5.4)

die auch als 2. lokale Form der Massenerhaltung nach Euler und d’Alembert
bezeichnet wird.

Erhaltung des Impulses

Der Impuls oder auch Bewegungsgrofie I eines materiellen Korpers wird als Pro-
dukt aus Masse und Geschwindigkeit definiert. In der Momentankonfiguration
ergibt sich I zu

I-= /p:i: dv. (5.5)

Bt

Nach dem Impulserhaltungssatz steht die Anderung der Bewegungsgrofie mit den
auf den Korper einwirkenden Oberflichen— und Volumenkréften im Gleichge-
wicht. Das dynamische Kraftegleichgewicht kann durch

. d -
I:&/pa':dv:/pbijmvar/tda (5.6)
By By 0By

ausgedriickt werden. Im Vergleich zur rein mechanischen Beschreibung wird die
massenbezogene Beschleunigung b durch einen ponderomotorischen Anteil fm
erginzt. Der Vektor t gibt die auf die Oberfliche wirkenden Spannungen an.
Durch Anwendung der Kontinuitatsbedingung (5.4), des Cauchy Theorems (2.12)
und des Gaufischen Integralsatzes kann (5.6) in die lokale Gleichwichtsaussage

TV,+pb—ad)+f"=0 in%, (5.7)
mit der Randbedingung
Tn=t auf 0% (5.8)

iiberfiihrt werden. Diese wird auch als 1. Cauchysche Bewegungsgleichung be-
zeichnet. Durch Transformation lassen sich die Gleichungen (5.7) und (5.8) auf
die Referenzkonfiguration beziehen

FSVyx+pyby—&)+f"=0 in%, (5.9)
FSN = to auf 8%0 (510)
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Der Vektor ﬁ)m gibt die ponderomotorische Volumenkraft in der Referenzkonfi-
guration an. Fir sie gilt
fo' = (Bo ® Vx)M,. (5.11)

Erhaltung des Drehimpulses

Der Drehimpuls L eines Korpers beziiglich eines raumfesten Punktes x( ist in
der Momentankonfiguration durch

L= /(:c —x9) X px dv (5.12)

bestimmt. Der Erhaltungssatz des Drehimpulses definiert L als Erhaltungsgrofie
und verlangt, dass die zeitliche Anderung des Drehimpulses mit den einwirkenden
Momenten im Gleichgewicht steht. Es gilt

L:C(lit/(a:—a:o)xm':dv:/(w—a:o)x(pb—i—fm)—l—?ﬁmdv
Kz

s (5.13)
+ /(m—mo) x t da.
0At

Durch Anwendung des Cauchy-Theorems (2.12), des Gaufischen Integralsatzes fur
Kreuzprodukte (siehe z. B. DEBOER [36]) und der 1. Cauchyschen Bewegungsglei-
chung lasst sich (5.13) in die lokale Aussage

IxT+m"=0 in% (5.14)
umformen. Durch Transformation in die Referenzkonfiguration wird aus (5.14)
1x FSFT" +mj' =0 in %,. (5.15)

Der Vektor m{' gibt die ponderomotorischen Volumenmomente bezogen auf die
Referenzkonfiguration an. Es gilt

’I’?Lan = Mo X EQ. (516)

Im Vergleich zur rein mechanischen Formulierung tauchen in (5.14) zusétzlich
ponderomotorische Volumenmomente auf. Daraus folgt, dass der Spannungsten-
sor T um magnetostriktive Anteile erweitert wird und dadurch nicht mehr sym-
metrisch ist. Der schiefsymmetrische Anteil wird durch

—

T-TT=M@B-BoM (5.17)



5.1 Magnetomechanische Probleme 57

beschrieben. Zur Beurteilung der Asymmetrie des Spannungstensors T' soll eine
Abschitzung mit Hilfe der Maximumnorm |[M @ B — B ® M|« < |M]|||B]||
nach KAMLAH [60] erfolgen. Fiir die Séttigung einer Terfenol-D Probe ergeben
sich daraus von Werte ||M]|||B]|| ~ 0.9 MPa. Diese Werte sind im Vergleich zu
den in technischen Anwendungen anzutreffenden Spannungen gering. Aus die-
sem Grund wird der Einfluss der ponderomotorischen Krafte und Momente im
Weiteren vernachlassigt. Fiir den symmetrischen Spannungstensor gilt folglich

T=T" (5.18)

Damit kann auch auf die Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors

geschlossen werden
S =287 (5.19)

Quellenfreiheit des magnetischen Feldes

Das Gesetz zur Quellenfreiheit des magnetischen Feldes wird in den Maxwell-
Gleichungen zur elektromagnetischen Feldtheorie formuliert. Es wird postuliert,
dass der iiber die Oberflache 0.%; in den Korper eintretende magnetische Fluss
gleich dem austretenden magnetischen Fluss sein muss. In integraler Form lasst
sich
/B-nda:o (5.20)
0%,
schreiben. Der Vektor n gibt die Richtung der Oberflachennormalen in der Mo-
mentankonfiguration an. Durch Anwendung des Gauflschen Integralsatzes ldsst
sich (5.20) in die lokale Aussage

B-V,=0 in%, (5.21)

mit der Randbedingung

B-n=c¢ aufd®, (5.22)
umformen. Analog zu den mechanischen Bilanzgleichungen, kann auch das Pos-
tulat zur Quellenfreiheit des magnetischen Feldes in die Referenzkonfiguration
transformiert werden. Man erhilt

/ BNdA=0  bzw. (5.23)
0%
By-Vx=0  in %, mit (5.24)
By-N =y auf 0%,. (5.25)

Die Skalare ¢;; und ¢y bezeichnen hier die magnetischen Oberflachenladungs-
dichten, die in Abschnitt 2.3.2 als ideelle Grolen eingefithrt wurden.
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Durchflutungsgesetz

Das Durchflutungsgesetz oder Amperesche Gesetz ist die zweite Bilanzgleichung
der Magnetostatik, die in den Maxwellschen Gleichungen enthalten ist. Es wird
gefordert, dass das Wegintegral langs einer geschlossenen Kontur 05; gleich dem
umschlossenen elektrischen Strom ist

]fﬁ-da;: /f-da. (5.26)
0St 0By

Aus (5.26) kann durch einige Umformungen die differentielle Formulierung des
Amperesches Gesetzes mit

V.x H=J in%, (5.27)

gewonnen werden. Gleichung (5.27) wird in der Literatur auch als Wirbeldichte
des magnetischen Feldes bezeichnet. Durch Transformation von (5.26) und (5.27)
ergeben sich die materiellen Darstellungen

f H,-dX = / Jy-dA und (5.28)
9Sp X
VX X ﬁo = jg) in e%o. (529)

5.1.1 Erhaltung der Energie

Die Energie eines Korpers sei eine Erhaltungsgrofie. Sie setzt sich zusammen aus
der kinetischen Energie [, p3@-@ dv und der inneren Energie [, pe dv, die me-
chanische, thermische, chemische und elektromagnetische Anteile aufweisen kann.
Als spezifische Grofe ist die innere Energie e auf die Massendichte p bezogen. Im
1. Hauptsatz der Thermodynamik wird postuliert, dass die zeitliche Anderung
der Energie eines Korpers mit der Leistung dulerer Einwirkungen und der von
auflen zugefiihrten Warmemenge im Gleichgewicht steht. Es gilt folglich

d 1
dt/p(Qa':-dz—Fe) dv:/:b-pb—l—pr—i-pzdv—l—/d:-t—q-nda. (5.30)
ﬂt %t 8%15

Die Warmemenge kann tiber die Oberfliche — [, q - n da zugefithrt werden
oder von einer inneren Wérmeproduktion [, pz dv herriihren. Die spezifische
Energiezufuhr durch magnetische Felder ist

. (B
r=H - (p) . (5.31)
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Durch einige Umformungen lasst sich (5.30) auf die Referenzkonfiguration bezie-
hen. Man erhalt

d 1
&/Po (2$'$+60) dV:/ib'Pobo+Poro+PozodV
PBo

PBo
n /:i:-to—qo-NdA. (5.32)
0RBo

Die materiellen Grofien sind durch den Index 0 gekennzeichnet. Es gilt auBerdem
Ty = HO . (%) .
Mit Hilfe des Cauchy-Theorems, des Gauflsche Integralsatzes und durch Einsetzen

der Cauchyschen Bewegungsgleichung (5.7) folgt die lokale Form der Energieer-
haltung

pe—pr—pz—T:(FFY)4+q-V,=0 in%, (5.33)

Entsprechend kann aus (5.32) die lokale Form der Energieerhaltung in der Refe-
renzkonfiguration hergeleitet werden

Lo€o — PoTo — PoRo — S : (FTF) +qo - VX =0 in %0. (534)

Die Skalarprodukte T : (FF~') und S : (FTF) werden als die innere Spannungs-
leistung bezeichnet. Sie beschreiben die physikalische Leistung der mechanischen
Spannungen im Korper. Da die Spannungstensoren T" bzw. S symmetrisch sind,
gehen nur die symmetrischen Anteile der Verzerrungsgeschwindigkeiten in das
Skalarprodukt ein. Es gilt daher

T:(FFY)Y=T:d wd S:(F'F)=S8:E (5.35)

mit d = %(FF*1 +FTFT")und E = %(FTF + FTF). Der Tensor d wird auch
raumliche Deformationsgeschwindigkeit genannt.

5.1.2 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Im 2. Hauptsatz der Thermodynamik wird physikalischen Prozessen eine natiir-
liche Prozessrichtung vorgegeben. Als beschreibende Groéfle wird die Entropie 7
als die auf die Temperatur 6 bezogene Wirme eingefithrt. Damit lasst sich die
Entropieungleichung

/ % ‘nda (5.36)

d z

— d>/fd—

iz o
By By 0Py
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formulieren. Hier wird verlangt, dass die zeitliche Anderung der Entropie stets
grofler oder gleich der Entropieproduktion im Koérper zuziiglich der Entropiezu-
fuhr tiiber die Oberfliche ist. Die Ungleichung (5.36) wird auch Clausius-Duhem-
Ungleichung genannt. Fiir reversible Prozesse wird keine Prozessrichtung vorgege-
ben und in (5.36) gilt das Gleichheitszeichen. Im Falle eines irreversiblen Vorgangs
wird Energie dissipiert. Eine Umkehrung des Prozesses ist damit nicht moglich. In
(5.36) gilt das Relationszeichen (>). Durch Transformation in die Referenzkon-
figuration lasst sich die Clausius-Duhem-Ungleichung auch in materieller Form
formulieren

;t/pono dv > /po% av — / %-NdA. (5.37)

Ao Ao 0%,

Mit Anwendung des Gauflschen Integralsatzes und unter Berticksichtigung der
Massenerhaltung kénnen aus (5.36) und (5.37) die lokalen Formen

pil — pz+q -V — % [(V,0) >0 in %, und (5.38)
potiold — pozo + o Vx — % (Vx#) >0 in %, (5.39)

gefunden werden. Setzt man schliefSlich die lokalen Formen der Energieerhaltung
(5.33) bzw. (5.34) ein, erhélt man

—p(é —0n) +pr+T:d— ;(vze) -q >0 in %, und (5.40)
L1
—po(éo — 9770) + PoTo + S FE— g(V)((g) *qo Z 0 in %0. (541)

Durch Einfithrung der freien Energiefunktionen

Po

. (B . (B
v:=e—0n—H - () und ¢ := ey — Ony — Hy - (0) (5.42)
p

als thermodynamische Potentiale kann in (5.40) bzw. (5.41) eine Legendre-Trans-
formation durchgefithrt werden. Beschrankt man sich weiterhin auf adiabatische
Prozesse, d.h. g = qy = 0 und nimmt an, dass die Temperatur konstant bleibt
0 = 0 (isotherme Bedingungen), erhalt man die vereinfachten Clausius-Duhem-
Ungleichungen

T:d—B-H—-p)>0 in% und (5.43)

S : E - _éo . -EIO - p(ﬂbo 2 0 in %0. (544)

Fiir reversible Prozesse gilt in (5.44) das Gleichheitszeichen. Wird weiterhin die
freie Energie potbo(E, H, o) als Funktion der Verzerrungen E und der magnetischen
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Feldstirke H, angenommen, so gilt in der Referenzkonfiguration

(S _ 8,002/)()) B <§0 i apofbo> .f{o —0. (5.45)
OH,

OF :

Damit lassen sich die Spannungen und die magnetische Flussdichte tiber die par-
tiellen Ableitungen der freien Energiefunktion definieren. Es gilt

dpoto = dpoto
S = d By=——5—. 5.46
OF R 0 0H, ( )

Je nach Definition der freien Energiefunktion konnen auch andere unabhéngige
Zustandsvariablen gewahlt werden, die allerdings im Rahmen dieser Arbeit nicht
weiter betrachtet werden. Fiir eine ausfiihrliche Erorterung der verschiedenen
freien Energiefunktionen sei auf IKEDA [52] verwiesen.

Bei irreversiblen Vorgéangen ist (5.44) weiterhin als Ungleichung giiltig. Die dissi-
pierte Energie wird durch zusétzliche interne Variablen beschrieben, die hier all-
gemein durch tensorwertige Groflen Y; und vektorielle Groflen y; gegeben sind.
Damit erhalt man aus (5.44)

apo%) ' ( = a/)o%) - Opoto Opoto .

S — E— | By + a : H — Y — . > 0.

( OF " oH, 2% T2y Y7
(5.47)

Durch Einsetzen von (5.46) folgt schlieflich die reduzierte Dissipationsunglei-

chung

aquvZ)O y 6P0¢0 .
. . > (). 4
D=— EI Y} Y} EI ; Yr 0 (5 8)

Diese Ungleichung ist die Grundlage fiir die Entwicklung des im néchsten Kapitel
eingefiithrten konstitutiven Modells.

5.2 Elektromechanische Probleme

Fiir die Beschreibung elektromechanisch gekoppelter Probleme werden nichtlei-
tende, polarisierbare Materialien vorausgesetzt. Die zeitliche Anderung des elek-
trischen Feldes wird weiterhin als so gering angenommen, dass Induktionsvorgan-
ge vernachlassigt werden konnen. Damit konnen auch die Einflisse durch ma-
gnetische Felder ausgeschlossen werden. Die Erhaltungssatze der elektromechani-
schen Kopplung kénnen demzufolge analog zu Abschnitt 5.1 formuliert werden.
Die Einwirkungen elektrischer Felder auf das dielektrische Kontinuum werden
entsprechend (5.1) und (5.2) durch ponderomotorische Volumenkréfte

fe=0E+(E®V,)P (5.49)
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und Volumenmomente
méf=Px FE (5.50)

beschrieben. In (5.49) ist zusétzlich ein Anteil fir die Coulombsche Kraft oE auf
die Ladungstrager im Material enthalten. Die Erhaltung der Masse gilt genau wie
in Abschnitt 5.1 angegeben. In den Bilanzgleichungen der Impulserhaltung (5.6)
bis (5.9) wird der ponderomotorische Anteil f™ durch f¢ ersetzt.

Die Bilanz des Drehimpulses wird dquivalent zu Abschnitt 5.1 formuliert, wo-
bei wiederum die ponderomotorischen Anteile angepasst werden miissen. Folglich
ergibt sich auch hier eine Asymmetrie des Spannungstensors. Mit Hinblick auf
KAMLAH [60] werden die ponderomotorischen Einfliisse allerdings vernachlassigt
und die Spannungstensoren 7" und S als symmetrisch angesehen. In den Gleichun-
gen zur Energieerhaltung nach Abschnitt 5.1.1 wird die Rate der dielektrischen

Energiezufuhr
—> ﬁ .
P

berticksichtigt. Sie ersetzt den entsprechenden Term der Magnetostatik, siehe
auch Gleichung (5.31).

Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik wird analog zu den Gleichungen (5.36) bis
(5.40) formuliert. Bei der Wahl der freien Energiefunktionen wird die dielektrische
Energiezufuhr

_ (D . (D
Yp:=e—0n—E- (,0) und Yy :=eyg — Ong — Ey - (po) (5.52)
0

beachtet. Man erhélt unter Annahme von isothermen, adiabatischen Prozessen
die vereinfachten Clausius-Duhem Ungleichungen

S : E - ﬁo : EO - p(ﬂbo Z 0 in ,@0 (553)

in materieller Darstellung. Unter der Annahme, dass pot)g eine Funktion der Gro-
Ben E und Ej ist, ergeben sich die konjugierten Variablen der Spannungen .S und
der elektrischen Flussdichte Dy zu

dpotho = dpoto
S=—"—- d Dy=-—"=-. .54
5E un 0 oL (5.54)

Die Modellierung irreversibler Prozesse erfolgt analog zu den Gleichungen (5.47)
und (5.48) durch Einfiithren zusétzlicher interner Variablen.

In Abschnitt 5.1 sind fiir die Formulierung der magnetostatischen Bilanzausagen
zwei der vier Maxwellgleichungen herangezogen worden. Die beiden verbleibenden
Gleichungen charakterisieren das elektrische Feld.
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Erhaltung der Ladung

Die Erhaltung der Ladung setzt voraus, dass die Ladung eines Korpers gleich
dem elektrischen Fluss durch die Oberfliche ist. Bezogen auf die Momentankon-
figuration erhalt man
/QdU: /ﬁ-nda. (5.55)
B 0B
Durch Anwendung des Gauflschen Integralsatzes kann die lokale Aussage der
Quellenstérke des elektrischen Feldes

D-V,=p in%, (5.56)

mit der Randbedingung

—

D -n=c¢z auf 0% (5.57)

gewonnen werden. Durch Transformation in die Referenzkonfiguration lassen sich
die Gleichungen (5.55) und (5.56) auch in materieller Form angeben. Man erhélt

/QO dv = / Do-NdA und (5.58)

Bo 0%Ay

Dy Vx = o in %, mit (5.59)
Dy - N =g auf 0.%,. (5.60)

Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes

Da das elektrische Feld nach Abschnitt 2.2 wirbelfrei ist, muss das Wegintegral
langs einer geschlossenen Kontur verschwinden. Es folgt daher

f E-dz=0. (5.61)
0S¢

Eine lokale Bedingung kann mit Hilfe des Satzes von Stokes formuliert werden
V. xE=0 in%,. (5.62)
Entsprechend erhélt man durch Transformation die materiellen Darstellungen

]{ Ey-dX =0 und (5.63)
95y
Vy x Ey=0 in %, (5.64)
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5.3 Zusammenfassung

Die in diesem Kapitel eingefithrten Gleichungen bilden die Grundlage fiir die
weiteren Kapitel. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die mafigebenden
Gleichungen noch einmal in Tafel 5.1 zusammengefasst. Um die Ubereinstimmun-
gen und die Unterschiede der magnetomechanischen und der elektromechanischen
Kopplung hervorzuheben sind die Feldgleichungen beider Phanomene gegeniiber-
gestellt. Da die nachfolgenden Betrachtungen ausschliellich in der materiellen
Darstellung formuliert werden, wird der Index 0 zur Vereinfachung der Notation
in den magnetischen und elektrischen Feldgrofien sowie in der freien Energiefunk-
tion pgt)y in den folgenden Kapiteln weggelassen.
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Magnetomechanische Kopplung | Elektromechanische Kopplung

Geometrische Feldgleichungen

E=}(F'F-1)

H=—Vxou E=—Vxoép

Cauchysche Bewegungsgleichung

FSVx+po(bp—&)=0

Maxwellsche Gleichungen

J
0

@ ><<'
<l ml
I

Randbedingungen

FSN:tO auf@t%’o
u=u auf J,%A,

B"N:§M0 anagﬂo B'NZGEO aufag,%’o
o = on  auf 0%, ¢r = ¢p auf 9,%
Konjugierte Grofien
_ Opy
5= %8
B-_ P
0H OF

Reduzierte Dissipationsungleichung

D= TS Y-y 20

Tafel 5.1: Gegeniiberstellung der mafigebenden Gleichungen magnetomechani-

scher und elektromechanischer Probleme
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6 Konstitutives Modell

Nachdem bisher nur die stofffreien Bilanzgleichungen diskutiert wurden, wird sich
dieses Kapitel der konstitutiven Modellierung, also dem Materialgesetz widmen.
Es wird ein Materialgesetz eingefiihrt, welches in der Lage ist, die Koppelphéano-
mene der Magnetostriktion und der Piezoelektrizitdt abzubilden. Dazu wird eine
grundlegende Verkniipfung zwischen den Gradientenfeldern und den konjugierten
Feldgroflen formuliert. Sie basiert auf dem Ergebnis des 1. und 2. Hauptsatzes
der Thermodynamik (5.46) bzw. (5.54) und wird durch die Wahl der freien Ener-
giefunktion piy) bestimmt. Die Gradientenfelder sind die Verzerrungen und die
elektrische bzw. magnetische Feldstarke. Sie dienen als unabhangige Variablen
von p1. Die zugehorigen arbeitskonformen Felder heiflen konjugierte Gréfien und
beinhalten die mechanischen Spannungen und die Flussdichtevektoren.

Im Folgenden wird zunéchst ein lineares Materialgesetz fiir reversible Vorgange
eingefiihrt. Darauf aufbauend wird im zweiten Abschnitt ein nichtlineares kon-
stitutives Modell vorgestellt, das die Hystereseerscheinungen in den betrachteten
Materialien wiedergeben kann. Die vorgestellten Materialgleichungen werden ex-
emplarisch fiir magnetostriktive Koppelphéinomene formuliert. Eine Ubertragung
auf piezoelektrische Prozesse ist in Abschnitt 6.4 angegeben.

6.1 Lineares Stoffgesetz

Fiir die Formulierung eines linearen Materialgesetzes wird die freie Energiefunk-
tion durch eine Taylor-Reihe approximiert, die nach den quadratischen Anteilen
abgebrochen wird. Es wird weiterhin angenommen, dass der Ausgangszustand
unbelastet ist. Damit verschwinden die konstanten und linearen Terme. Es gilt
1L 0py Py o 1= Py o
=-F: E+FE: --H+-H —— H.
W =5E EoE OEOH 2 9HOH

Der erste Ausdruck steht fiir die gespeicherte mechanische Energie, der zweite

(6.1)

Term gibt den magnetomechanischen Anteil an, und der letzte Summand be-
zeichnet die gespeicherte magnetische Energie. Weiterhin werden die zweifach
differenzierten Ausdriicke in Gleichung (6.1) als konstant angenommen. Sie erge-
ben die Materialtensoren

_ P
" OEOE (62)
2
pim 0PV (6.3)
OEOH
__ T (6.4)

- OHOH'



6.1 Lineares Stoffgesetz 67

wobei € den vierstufigen Elastizitatstensor, @ den dreistufigen piezomagneti-
schen Koppelmodul und g den zweistufigen Permeabilitatstensor bezeichnet. Die
linearen konstitutiven Gleichungen ergeben sich damit nach (5.46) zu

_ oY~ =
S= o =C:E-e H (6.5)
—B = —=—-¢ :F—-—uH. 6.6
6 I (6.6)

Die Gleichung (6.5) kann als ein St. Venant-Kirchhoff Materialgesetz aufgefasst
werden, das durch einen Koppelterm e - H erganzt wurde. Die Bestimmungsglei-
chung fir die magnetische Flussdichte (6.6) ist ein erweitertes magnetostatisches
Stoffgesetz. Hier wird der Koppelterm e’ : E angehingt.

Bei Verwendung einer Vektornotation fiir Verzerrungstensor und Spannungsten-
sor mit E = [Eyy, Eg, Fs3, 2E, 2E13, 2E3]T und S = [Si1, Sa, Ss3, Sio,
S13, Sa3]? kénnen die Tensoren © und @ in Matrizenform dargestellt werden. Die
mechanischen Eigenschaften sind von der Richtung der Magnetisierung abhéngig.
Senkrecht zur Magnetisierungsrichtung verhalt sich das Material isotrop. Es wird
daher transversal isotropes Materialverhalten angenommen — ein Spezialfall des
orthotropen Materials. Die ausgezeichnete Richtung ist die Magnetisierungsrich-
tung. Bei einer Magnetisierung in 3-Richtung ergibt sich der Elastizitatstensor

aus i i
e i
_ws _umg L
-1_ | E Es E
C=10 00 e 0 0 6.7)
0O 0 0 0 & 0
0 0 0 0 0 &
siehe hierzu auch ALTENBACH ET AL. [3]. Die Materialeigenschaften werden durch

die fiinf unabhéngigen Materialkonstanten F,, Es3, vi9, 113 und G113 charakteri-
siert. Die Parameter F; und Ej5 stehen fiir Elastizitdtsmoduln, v15 und 143 bezeich-
nen die Querkontraktionszahlen und G,3 gibt den Schubmodul in der 13-Ebene
an. Der Schubmodul in der 12-Ebene bestimmt sich aus Ga = % Die Bele-
gung der Koppelmatrix @ hingt wiederum von der Magnetisierungsrichtung des

Materials ab. Fiir ein in 3-Richtung magnetisiertes Material erhélt man

[ 0 0 (1313-
0 0 €a3
0 0 €33
= ) 6.8
““lo 0o o (6.8)
C51 0 0
L 0 Cg2 0 |
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Hierbei gilt €3 = €13 und ey = @15 Der Permeabilitatstensor p ist nur auf der
Diagonale besetzt

w0 0
pw=110 pu 0/ . (6.9)
0 0 pus

Ist das Material in 3-Richtung magnetisiert, so gilt in der Regel 11 = po.

Das vorgestellte lineare Stoffgesetz gilt nur fiir moderate Belastungen. Es wurde
urspringlich von Voigt in analoger Form fiir piezoelektrische Materialien for-
muliert, findet aber inzwischen auch Anwendung fiir magnetostriktive Probleme,
siche CLAEYSSEN [27], ENGDAHL [11] und GHOsH [15]. Die Eintriage des Permea-
bilitatstensors p konnen durch die Steigungen der Tangenten an die entsprechende
ferromagnetische Hysteresekurve veranschaulicht werden, wie in Abbildung 6.1a)
dargestellt. Eine dhnliche Interpretation ist auch fiir den Koppeltensor € moglich,
siche Abbildung 6.1b). Als Arbeitspunkt der Linearisierung wird meist der voll
magnetisierte Zustand mit §3 = érem bzw. E3 = E,e, gewahlt.

a - b
) B3 A ) E33 A
H33 i
{@ (13}33
§7’em
— _’c F[c [:)[‘3 E
/ 7B’rem
H
*ﬁc F[c

Abb. 6.1: Veranschaulichung der linearen Materialkonstanten

6.2 Nichtlineares Stoffgesetz

Zur Bertcksichtung der nichtlinearen Materialeigenschaften werden unterschied-
liche Ansétze verfolgt. In vielen thermodynamisch motivierten Materialmodellen
wird eine freie Energiefunktion hoherer Ordnung gewahlt. So verwenden z.B.
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CARMAN [21], WAN [132] und ZHENG [111] anstatt Gleichung (6.1) eine erwei-
terte Taylorfunktion mit Anteilen 3. Ordnung. Bei anderen Stoffgesetzen wird
die freie Energiefunktion abschnittsweise definiert, siehe z. B. WAN [132] und
SMITH [111]. Desweiteren finden sich Modelle, bei denen eine additive Aufteilung
der unabhéngigen Variablen vorgenommen wird, siche FANG [13]. Es werden zu-
sitzliche interne Variablen eingefiihrt, die die Verdnderung der Doméanenzustéinde
reprasentieren. Die Entwicklung der internen Variablen wird durch die Einfiih-
rung eines Schaltkriteriums bestimmt. Dieser Ansatz wird haufig auch zur Mo-
dellierung von ferroelektrischen Keramiken herangezogen. In den Modellen von
Kamran [60] und ELHADROUZ [10] werden mehrere Schaltkriterien verwendet,
welche Beginn und Ende der Umklappprozesse festlegen. Die multiaxialen Mo-
delle von LANDIS [74] und [84] kommen mit einem Schaltkriterium aus. Die Be-
grenzung der Domanenprozesse wird durch das Einfithren von Verfestigungsfunk-
tionen realisiert. Eine koordinateninvariante Formulierung wird von SCHRODER
UND GROSS [105] bzw. SCHRODER UND ROMANOWSKI [106] vorgestellt. Fiir das
einachsiale Modell wird eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen den irreversiblen
Verzerrungen und der Polarisation angenommen, die als interne Variablen ver-
wendet werden.

Das im Rahmen dieser Arbeit vorgestellte konstitutive Modell ist in der Lage, die
fiir magnetostriktive und piezoelektrische Materialien typischen Hysteresekurven
abzubilden. Das Modell basiert auf einer additiven Aufspaltung der magnetischen
Feldstarke und des Verzerrungstensors in einen reversiblen und einen irreversiblen
Anteil. Die irreversiblen Grofien dienen als interne Zustandsvariablen und werden
iiber eine Eins-zu-eins-Beziehung miteinander verkniipft. Damit verbleibt die irre-
versible magnetische Feldstarke als einzige interne Variable. Unter Beriicksichtung
der reduzierten Dissipationsungleichung (5.48) und eines Schaltkriteriums kann
eine Evolutionsgleichung fiir sie ermittelt werden. Die Evolutionsgleichung wird
mit Euler-Riickwérts-Verfahren integriert. Weiterhin wird eine algorithmisch kon-
sistente Tangente fiir die Finite-Element-Formulierung entwickelt. Zur Erfassung
des ferrimagnetischen Hystereseverhaltens wird in Abschnitt 6.3 eine Erweiterung
des Stoffgesetzes vorgenommen. Da sich das vorgestellte Materialmodell auch zur
Modellierung von piezoelektrischen Keramiken eignet, ist in Abschnitt 6.4 eine
analoge elektromechanische Formulierung angegeben.

6.2.1 Additive Aufteilung der Gradientenfelder

Konstitutive Modelle zur Beschreibung der ferromagnetischen— und der Schmet-
terlingshysterese verwenden in der Regel die Magnetisierung als interne Variable.
Im vorgeschlagen Stoffgesetz wird stattdessen eine additive Aufspaltung der ma-
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gnetischem Feldstarke

H=H +H' (6.10)
in einen reversiblen und einen irreversiblen Anteil vorgenommen. Zur Motivation
der irreversiblen magnetischen Feldstarke H' wird eine stark idealisierte ferro-
magnetische Hysteresekurve betrachtet, wie sie in Abbildung 6.2 dargestellt ist.
Es wird angenommen, dass sich das Material fiir magnetische Feldstéirken klei-

Bia
Brem 1
-
’/
//
P .
-
’,’/ __Mc —
-~ H1
Le | -
T — »
Hi - Brem/,u T HC
) Hi ,
a — — . 1 !
I
v Hl Hl |

i T

Abb. 6.2: Idealisierte ferromagnetische Hysterese

ner dem Koerzitivwert H, reversibel verhilt. Fiir die zugeordnete magnetische
Flussdichte gilt entsprechend ||B|| < M,, wobei M, = H,p als Koerzitivma-
gnetisierung eingefiihrt wird. Fir magnetische Feldstarken grofier als H. finden
Doménenprozesse statt, die mit einer Anderung der internen Variable H' einher-
gehen. Fiir das voll magnetisierte Material wird wiederum reversibles Verhalten
angenommen. Die irreversible magnetische Feldstarke hat in diesem Fall den Sét-
tigungswert ﬁ; erreicht, der sich aus der remanenten magnetischen Flussdichte
Biem ergibt. In Kapitel 7 wird sich zeigen, dass die Wahl des irreversiblen magneti-
schen Feldes als interne Variable Vorteile fiir die Finite-Element-Implementierung
bietet, da hier die Gradientenfelder als unabhangige Variablen eingehen.

Da die Doméanenprozesse mit irreversiblen Dehnungen einhergehen, wird auch der
Greenschen Verzerrungstensor

E=FE +E. (6.11)

additiv aufgespalten. Die Entwicklung der irreversiblen Verzerrungen E° steht
in direktem Zusammenhang mit der irreversiblen magnetischen Feldstarke H'.
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Dieser Zusammenhang soll durch die Einfiihrung einer Eins-zu-eins-Beziehung

. E
E' =2
(H)?

S

H -H'I (6.12)

erfiilllt werden, siehe auch KAMLAH [59]. Hierbei bezeichnet der Parameter E die
Sattigungsdehnung des Materials. Der zweistufige Projektionstensor

3 1

gewahrleistet die Volumenerhaltung der magnetostriktiven Verzerrungen. Der

Vektor N
H’L
IH

gibt die Richtung der Magnetisierung an, die konstant angenommen wird.

6.2.2 Thermodynamische Einbettung

Fir die thermodynamische Einbettung wird auf eine freie Energie als Potential-
funktion in folgender Form zuriickgegriffen

—

pwzé(E—Ei):C:(E—Ei)nLHi;ieM(E—Ei):e-ﬁ
1 - o o . _Sq,
—5(H —H) p(H - H') + pyp(H'). (6.15)

Die ersten drei Summanden weisen eine dhnliche Struktur wie Gleichung (6.1)
auf und beinhalten die energetisch reversiblen Anteile der Verzerrungen E — E°
und des magnetischen Feldes H-H' Allerdings wird in der magnetomechanisch
gespeicherten Energie nur H berticksichtigt. Dadurch ist gewéhrleistet, dass die
Schmetterlingshysterese fiir H = 0 den Wert E, .., durchlauft. Weiterhin wird der
piezomagnetische Modul mit Faktor (H* - ey;)/H' skaliert, da die magnetostrik-
tive Kopplung vom Magnetisierungszustand des Materials abhéngt. Der Term
p@/;(ﬁ “) bezeichnet die Energie, die in der internen Variable gespeichert ist. Sie
hangt nur von der irreversiblen magnetischen Feldstéarke H' ab und kann als eine
Art Verfestigungsfunktion aufgefasst werden.

Nach Gleichung (5.46) ergeben sich die mechanischen Spannungen und die ma-
gnetische Flussdichte zu

op : H'. ey -
= —_—— = . ID—IEZ - =, 1
S-G9 - C BB+ T (6.16)
g0 Hew o g gy _ (H-H). (617

OH Hi

S
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Die Dissipation nach (5.48) wird damit nur durch die Zuwéichse von E* und H'
bestimmt. Es gilt folglich

oY i Opp L,
D=——'FE —-— -H'>0. 6.18
OE! OH' - (6.18)
Durch Einsetzen der zeitlichen Ableitung von Gleichung (6.12) kann E* eliminiert
werden
D:—<2 Es 8”‘4:11?[%8’)?)-1?{1':5-1?20. (6.19)
(Hi)? OF! OH'

Der Vektor E bezeichnet die arbeitskonforme konjugierte Feldgrofle zur internen
Variable H', die sich mit Hilfe der partiellen Ableitungen

opy

8Ei_S ) (6.20)
opp 1 : 5 5 iy OpY

= (F—-FE):e-Hey —pn(H-H'") — — 6.21
= (E-E) —" < R

bestimmen l4sst.

Neben der freien Energiefunktion wird ein Schaltkriterium definiert. Das Schalt-
kriterium ® kennzeichnet den Beginn von irreversiblen Doménenprozessen. Fiir
® < 0 treten nur reversible Verschiebungen der Doménenwénde auf, wéahrend fiir
® = 0 irreversible Wandverschiebungen angenommen werden. Zur Verbesserung
der numerischen Stabilitat wird ein quadratisches Schaltkriterium in der Form

(1
(11

d = —-1<0

— Y

Ve (6.22)
gewahlt. Der Parameter ]\7[C gibt als Koerzitivwert den Beginn des nichtlinearen
Verhaltens an. Das Postulat zur Maximierung der Dissipation kann als Opti-

mierungsproblem mit Nebenbedingung formuliert werden, siehe auch SiMO &
HucGHES [111]. Dieses wird durch das Lagrange-Funktional

L =-D(E) + \b(E) (6.23)

beschrieben. Die Nebenbedingung ist die Einhaltung der Schaltkriteriums ®(Z).
Das Schaltkriterium wird dabei durch den Lagrange Multiplikator A berticksich-
tigt. Die Losung des Optimierungsproblems findet sich im stationdaren Punkt des
Funktionals. Es gelten die Bestimmungsgleichungen

oL oc
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Die notwendigen Voraussetzungen fiir die Existenz eines lokalen Minimums des
Lagrange-Funktionals (6.23) wird in den Kuhn-Tucker-Bedingungen

A>0, ®<0, AP=0 (6.25)

formuliert, siehe auch LUENBERGER [78]. Die Kuhn-Tucker-Bedingungen kénnen

als Belastungs— und Entlastungsbedingungen anschaulich interpretiert werden.
Fir ® =0 gilt

<0 und N\=0 — reversible Doménenprozesse wihrend Entlastung
®=0 und A>0 — irreversible Wandverschiebungen durch Belastung

®=0 und A\ =0 — neutrale Umlagerungen der Doméanenstruktur.

Aus (6.24); kann schliefllich eine Evolutionsgleichung fiir H' im Fall von irrever-
siblen Doménenprozessen (¢ = 0) gewonnen werden

p—
)
e

H =2\ (6.26)

Z
Da sich das irreversible magnetische Feld immer in Richtung von e), einstellt,
kann die interne Variable auf eine skalarwertige Grofie a = (ﬁ “en)/ H ! reduziert
werden. Zudem kann ey, in der konjugierten Groie E isoliert werden, so dass auch
an dieser Stelle eine skalarwertige Variable = mit & = = e, verwendet werden
kann, siehe auch (A1.1). Damit ergeben sich die bestimmenden Gleichungen des
Optimierungsproblems zu

(6.27)

—1=0. (6.28)

6.2.3 Integrationsalgorithmus

Die Bestimmung der internen Variable H erfolgt durch eine inkrementelle Zei-
tintegration von (6.27) nach dem impliziten Euler-Riickwérts-Verfahren, da dieses
unbedingt stabil ist. Die Zeit ¢ wird in Zeitschritten diskretisiert. Es wird vor-
ausgesetzt, dass der Zustand ¢, vollstandig bekannt ist. Wird ein Zuwachs der
Verzerrungen AFE oder der magnetischen Feldstérke AH aufgebracht, so miissen
die Zustandsgrofien fiir den Zeitschritt ¢,,1 ermittelt werden. Dazu wird die Evo-
lutionsgleichung (6.27) im Zeitintervall [t,, ¢,41] integriert und man erhalt die
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diskrete Form

EnJrl

mit v = A(tp41 — t,). Fir den irreversiblen Prozess muss nach Gleichung (6.28)
®,,+1 = 0 gelten. Das Schaltkriterium und Gleichung (6.29) ist als Funktion von
T, ., auch von H! +1 abhingig. Da H +1 unbekannt ist, wird fiir den ersten
Iterationsschritt ein Versuchswert angenommen, siehe auch Tafel 6.1. Wird das
Schaltkriterium mit dem Versuchswert erfiillt, so wird dieser fiir H, i1 bernom-
men. Ist das nicht der Fall, so werden iterative Korrekturschritte mit Hilfe eines
radialen Projektionsverfahrens durchgefiihrt, so dass der korrigierte Wert ﬁ}l 41
wieder auf der Schaltflache liegt. Die Residuen fiir das Projektionsverfahren seien
wie folgt definiert

[1]h

Ra:an+1_an_2’y ]\7;[21:0
- ¢ (6.30)

T2
M-

Die Iterationsvorschrift ergibt sich durch partielles Ableiten

(k) (k)
on, Ao + Ok, Ay = —RWP
aOénJrl 87 6.31
oRY | oRY .
A Ay =—R".
80v/n-i-l ot (37 K ’

Der Index (k) bezeichnet den Iterationsschritt. Die partiellen Ableitungen aus
(6.31) sind im Anhang unter (A1.4) bis (A1.7) angegeben. Durch Losen des Glei-
chungssystem (6.31) erhalt man die Inkremente Aa und Av. Mit der Fortschrei-
bungsvorschrift

a;’i;” = 047({21 + Aa

(6.32)
A — A8 A

werden dann die Eingangsgrofien fiir den néchsten Iterationsschritt berechnet.
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[Startwerte: E, ., ﬁn+1

v

Versuchswerte: H 41 _HZ = 5n+( H.\), ¢ni1

ja

Schaltkriterium:
(bn+1 S tol ?

Projektionsverfahren Startwerte:
v=0, k=0, R = 0, Rl(,k) = Ont1

v

16se Gleichungssystem (6.31) fiir Ao, A |4—

aktualisiere: H' (Hl),fy(’““)

. =(kt1)
berechne: =,

v

aus (6.30) = R*+1 Rl

Projektionsalgorithmus

Ergebnis

i i (k+1
Hn+1 = Hn-&g]+ )7 Y= 7(k+1)

Tafel 6.1: Lokales Iterationsschema fiir das nichtlineare Stoffgesetz
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6.2.4 Verfestigungsfunktion

Die Verfestigungsfunktion pi» reprisentiert die in der irreversiblen Variable ge-
speicherte Energie und bestimmt dadurch die Form der ferromagnetischen und
der Schmetterlingshysterese. Sie wird in folgender Form gewéhlt

_ 1 o 1 o 2
oY = 5 ka* + a H! arctanh <(g> a+ 3 abH. In (1 — ;) . (6.33)
Die Materialparameter k, a und b werden eingefiihrt und bestimmen das Verfes-
tigungsverhalten. Fiir die erste und zweite partielle Ableitung folgt

[ ()
= = |k H, tanh ( — 6.34
oFF .o+ aarctan ;)| em (6.34)
00
O [/cH;'Jr a ] I (6.35)
OH'OH' 1—%

Die Wahl der Verfestigungsfunktion wird anhand der ersten Ableitung begriindet,
da diese direkt in E und damit in das Schaltkriterium (6.22) eingeht. Der erste
Summand von (6.34) steht fiir eine lineare Verfestigung. Der zweite Anteil wéchst
durch die arctanh -Funktion im Bereich von a//b stark an und begrenzt damit das
Wachstum von «. Dadurch kann eine Sattigung der Hysteresekurven erreicht
werden, ohne dass ein zweites Schaltkriterium eingefiihrt werden muss.

Fiir die programmiertechnische Umsetzung ergeben sich durch die Verwendung
der arctanh-Funktion Probleme, da der Rechner nur eine begrenzte Anzahl von
Nachkommastellen mitnimmt (bei doppelter Genauigkeit in der Regel 14 Stel-
len). Der groBite berechenbare Wert ist damit arctanh (z = 0.999 999 999 999 99).
Bei groeren Werte von o kommt es zu einem FlieBkommafehler, da arctanh (1.0)
nicht definiert ist. Allerdings kann die numerische Genauigkeit durch die Auf-
spaltung von z in zwei Variablen * = z; + x, erheblich verbessert werden.
Dabei gelte x; = £1. Durch Einsetzen in die Definition der Arctanh-Funktion
arctanh (z) = 1 In(1%2) folgt damit

%ln (2 fzxz) fir x; = —1
arctanh (x) = 5t (6.36)
;ln< Z) fir x; = +1.
L

Durch diese modifizierte Formulierung nahert sich die Variable x, dem Wert 0,
wenn x gegen *+1 strebt. Dabei kann durch den Exponentialanteil der FlieBkom-
mazahl eine wesentlich hohere Genauigkeit erzielt werden, die dann bei doppelter
Prézision in der Grofienordnung 1 - 1073 liegt.
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6.2.5 Algorithmisch konsistente Tangente

Die numerische Losung der Differentialgleichungen aus Tafel 5.1 erfordert bei
nichtlinearen Materialmodellen ein iteratives Verfahren. Um quadratische Kon-
vergenz zu erhalten wird das Newton-Raphson-Verfahren angewendet. Hierzu
werden konsistente Linearisierungen der Spannungen und der magnetischen Fluss-
dichte zum Zeitschritt ¢, benétigt. Die Tangentenmoduli fiir das nichtlineare
Materialmodell sind dabei durch

N S,
Cpt = B +1 (6.37)
n+1
Sn
&1 = — OSn+1 (6.38)
aI_In-i-l
~ a-B_»n—&—l
= 6.39
Mt OH, .\ ( )

gegeben. Diese konnen mittels einer numerischen Differenzierung ermittelt wer-
den, wie es z. B. im Modell von KLINKEL [68,67] zu finden ist. Dies hat allerdings
einen erheblichen numerischen Aufwand zur Folge. Eine effizientere Formulierung
ist moglich, wenn die Tangentenmoduli in geschlossener Form angegeben werden
konnen. Fir die Herleitung werden die Spannungen und die magnetische Fluss-
dichte im Zeitschritt t,.1 ausgewertet, siche auch WRIGGERS [135]. Man erhélt
nach (6.16) und (6.17)

Sn+1 =C.: En+l -+ Qpi1@- ﬁn+1 —C: IES 04721—1—1 (640)

_§n+1 = Op41 (BT . En+1 - [_l,ﬁn+1 - (ET : IES Oé?H_l + HEnrr ﬁ; Opt1- (641)

Zur Bestimmung der Tangentenmoduli miissen die Terme, die von der internen
Variable «,, 1 abhéngen, eliminiert werden. Dazu werden zunéchst die totalen
Differentiale von S,,.1; und B,,;; notiert

o8 oS - 08

—|ZZ B+ 22 dH + 22 49

dS, 1 o5 A +8Hd + 5 da . (6.42)
ﬁ 0B OB - OB

dB,,, = |== :dE + —— dH + —d 4

+1 OE +6H + Do 0% B (6 3)

Die totale Ableitung von ®,,,; muss fiir irreversibles Verhalten verschwinden

0Ppy1 = 25,41 =
d®,,.; = — Zpt1 = ——— d=,41 = 0. 6.44
! 0=,11 ! M2 ! (6.44)
——

#0
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Da der Multiplikant ungleich Null sein muss folgt

0= 0= L 0=
— dF - -dH + —d
oF +8H +8a @

= 0. (6.45)

d‘:n+1 = ‘

n+1

So kann aus Gleichung (6.45) eine Bestimmungsgleichung fiir da,;1 gewonnen

werden - -
0= 0= = 1
dap1 = |— [E?E cdE + YA dH] i (6.46)
Oa In+1

Wird die Gleichung (6.46) schliefllich in (6.42) bzw. (6.43) eingesetzt, erhdlt man

oS 198 _ 0% (05 105 _ 02| -
5 =198~ = aa ®8E} B 5E =0 ®3H] dH - (6.47)

ﬁ 0B 1 9B _ 9= (0B 1 9B _ 02| .
dByi1= |2 —=—-—® —| dB+ |—= — = — = | -dH. (6.48
1T 9E T E da ®8E] "o E da ®6H] (0:45)

Daraus folgen die Tangentenmoduli fiir das nichtlineare Materialmodell

. 1 08 0=
oo
~ 108 0=
€pr1 = Opyp1 € — % 8704 aﬁ (650)
. 1 0B _ 0=
o =p - D= (6.51)
%2 da  9H

Die benétigten partiellen Ableitungen sind im Anhang A unter (A1.8) bis (A1.11)
angegeben.

6.3 Erweitertes Modell zur Erfassung ferrimagnetischer
Hysteresen

Im folgenden Abschnitt wird das vorgestellte Materialgesetz so modifiziert, dass
das Verhalten ferrimagnetischer Materialien abgebildet werden kann. In Abschnitt
3.3.4 wurde erlautert, dass diese Materialien aufgrund ihres Doménenaufbaus ein
anderes Hystereseverhalten zeigen, siche auch Abbildung 3.10. Die Abwandlung
des Stoffgesetzes wird an zwei Stellen erfolgen:

e Einfiihrung einer lokalen Beschreibung fiir das konstitutive Modell

e Modifizierung des Schaltkriteriums &
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Einfiihrung einer lokalen Beschreibung

Es soll angenommen werden, dass es sich bei der ferrimagnetischen Hysterese-
kurve um zwei unabhéngige ferromagnetische Hysteresen im ersten und dritten
Quadranten handelt. Es wird deshalb eine Art lokale Beschreibung fiir das kon-
stitutive Modell eingefiihrt. In Abbildung 6.3 ist dazu eine vereinfachte ferrima-
gnetische Hysteresekurve dargestellt. Zur Abbildung der Teilhysteresen in den

— _’L
Bl A _’Bl A

Abb. 6.3: Vereinfachte ferrimagnetische Hysterese mit Einfiihrung einer lokalen Be-

schreibung

einzelnen Quadranten wird ein lokales Koordinatensystem eingefiihrt. Es sei so
definiert, dass sein Ursprung im Mittelpunkt der rechten Hystereseschleife liegt.
Die Feldgrofien in der lokalen Beschreibung werden durch den Index L gekenn-
zeichnet. Es gilt

H" = H — Hygey (6.52)
HY" = H' + Higey. (6.53)

Der Parameter H, wird neu eingefiihrt und gibt den Versatz zwischen H und
H' an. Die skalarwertige Variable g = sign (H - e);) steuert das Vorzeichen des
Versatzes Hy und hangt vom externen magnetischen Feld H ab. Auf diese Weise
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konnen die Hysteresekurven im ersten und dritten Quadranten beschrieben wer-
den. Der Versatz der Ordinatenachse éo muss nicht spezifiziert werden, da die
magnetische Flussdichte aus den konstitutiven Gleichungen gewonnen wird. Es
sei an dieser Stelle noch einmal angemerkt, dass die lokalen Feldgréfien H' und
HZL nur in das Materialgesetz eingehen. Die Feldgleichungen aus Tafel 5.1 blei-
ben unverandert. Weiterhin werden keine lokalen Verzerrungsgroflen eingefiihrt.
Hier gelte weiterhin E und E‘, d.h. in der Eins-zu-eins-Beziehung (6.12) gehen
weiterhin die globalen Gréflen H und H' ein. Basierend auf den lokalen GréSen
wird die freie Energiefunktion

1 . . H. . .
pf =S(E—FB): C: (E-E)+——" (E-F):e-H"
1 - L . L L
- L(H - HY)p(H - Y 4 (), (6.54)

definiert. Die reduzierte Dissipationsungleichung kann damit entsprechend (6.19)
formuliert werden. Es folgt

D==2l.-H">0 (6.55)
mit
E, Opypt e opyt
:!L _ S . Li _ 7
=k = < iy OF I (H HsgeM)+7a = . (6.56)

Modifiziertes Schaltkriterium

Neben der Einfithrung der lokalen Beschreibung wird auch das Schaltkriterium
modifiziert. Um einen kontinuierlichen Ubergang beim Nulldurchgang von H zu
gewahrleisten, soll in diesem Bereich reversibles Verhalten angenommen werden.
Dies konnte durch das Einfiihren eines zweiten Schaltkriteriums erreicht werden,
siche hierzu auch KAMLAH [59]. Stattdessen wird (6.22) so abgewandelt, dass
das Wachstum der Magnetisierung begrenzt ist. Dazu wird zunéchst die Grofe
ML = p(HY — H) definiert, die dem ungekoppelten Magnetisierungszustand
zugeordnet ist. Damit kann das modifizierte Schaltkriterium formuliert werden
L v, L st.gt
O = sign (Mynae — || M™|]) A 1<0. (6.57)

Wird der Betrag von M~ grofer als ]\Zlmw, so hat die Signum-Funktion ein ne-

1]

gatives Vorzeichen und ®¥ wird kleiner als Null. Die Grofe ]\meax héngt von
den Parametern der Verfestigungsfunktion (6.33) ab. Es gilt Myww = M, +
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kH' + a/arctanh (1/b). Damit ist gewshrleistet, dass fir HX = —H, der Wert
]§1L = —By, also B; = 0 erreicht wird. Aus (6.55) kann durch ein Lagrange-
Funktional mit (6.57) als Nebenbedingung eine Evolutionsgleichung fiir HP her-
geleitet werden .

e
=

-EIM = 2 Asign (Mma,m - ||ML||> (658)

Die Integration von (6.58) erfolgt mit dem impliziten Euler-Riickwérts-Verfahren
analog zu Abschnitt 6.2.3. Hierbei ist zu beachten, dass die Eingangswerte H
und H' zunéchst in die lokale Darstellung iiberfithrt werden miissen, siehe auch
Tafel 6.2. Ist das modifizierte Schaltkriterium fiir einen Versuchswert erfiillt, so
wird dieser fiir I:'Lfil ibernommen, und es ist kein Korrekturschritt erforderlich.
Ist ®L nicht erfiillt, so wird der Projektionsalgorithmus aus Tafel 6.1 mit HE
und HLi angewendet. Es sei angemerkt, dass im Projektionsverfahren das un-
modifizierte Schaltkriterium (6.22) verwendet wird. Dies ist moglich, da durch
®L > 0 irreversibles Verhalten vorliegt, das auch wihrend der Iteration erhalten
bleiben soll. Dementsprechend kann auch die algorithmisch konsistente Tangente
aus Abschnitt 6.2.5 unverédndert verwendet werden.

6.4 Konstitutives Modell fir ferroelektrische Keramiken

Fir die konstitutive Modellierung ferroelektrischer Keramiken wird der gleiche
Ansatz verwendet, der auch fiir die magnetostriktiven Materialien angewandt
wurde. Aufgrund der nahezu kongruenten Formulierung wird auf eine Herleitung
verzichtet. Es werden nur die mafigebenden Gleichungen angegeben. Das lineare
Stoffgesetz wird durch

dpy

B ot E_ B (6.60)
OFE

mit dem Permittivititstensor € und dem piezoelektrischen Koppeltensor € be-
schrieben. Die nichtlineare Modellierung erfolgt auf Grundlage des unmodifizier-
ten Modells, da dieses fiir die Erfassung der Hysteresekurven ferroelektrischer
Keramiken ausreichend ist. Dariiber hinaus wird auf eine Abbildung der ferro-
elastischen Hysterese sowie der mechanischen Depolarisation verzichtet. Die maf3-
gebenden Gleichungen sind in Tafel 6.3 zu finden. Die Integration erfolgt entspre-
chend Abschnitt 6.2.3. Im Ubrigen wird die Verfestigungsfunktion aus Abschnitt
6.2.4 verwendet.
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[Startwerte: E, ., H, ..

.

berechne: HE HLi

n+1- n

.

. fLi — gL =L TLi L
Versuchswerte: H."\, = H." = Z; (H,%,), ¢ny

modifiziertes

Schaltkriterium:
Gy <07

nein

Projektionsalgorithmus aus Tafel 6.1
mit H” und H™ als Eingangswerten

—»Goerechne: H,. ., ﬁfiﬁl, Shits Bn+D

Tafel 6.2: Lokales Iterationsschema fiir das modifizierte Stoffgesetz
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Additive Aufspaltung analog zu (6.10):
E=FE +F (6.61)

Freie Energiefunktion, siche auch (6.15):

p@p:;(E—Ei):@:(E—Ei)+Ei;fP (E—E):e-E
_ ;(E _EB)-e(B - B+ pi(B). (6.62)

Mechanische Spannungen und dielektrische Verschiebungen, siehe (6.16) und
(6.17) mit dem Sittigungswert £, der Polarisationsrichtung ep = Ei/| E’||
und B' = E,/E'E' - E'I -

Qp@/) . Ei-EP =
S=-—"=C:(E-E)+~="¢e E ‘
OE ( )t E; © .
~ E‘z ) — =
D=L P (moB) - e(B-B). (66)
o) E?

Reduzierte Dissipation, siehe (6.19):

E, .y 5. 5
D:—<2 - aw:IEUrapi)-E’:E.EzZO. (6.65)
(Ei)? OE OE

Schaltkriterium analog (6.22) mit der Koerzitivpolaristion B

—
-,
e

(1

b=——-1<0, (6.66)
P2
Evolutionsgleichung analog zu (6.26):
E=2)> (6.67)
Verfestigungsfunktion mit o = % :
_ 1 o 1 o 2
Y=g ka* + a E' arctanh (2‘) a+ 5 abE] In (1 - 2‘2) : (6.68)

Tafel 6.3: Nichtlineare konstitutive Modellierung ferroelektrischer Keramiken
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7 Elementformulierungen

Das folgende Kapitel befasst sich mit der numerischen Losung der Differential-
gleichungen fiir die vorgestellten gekoppelten Probleme. Hierzu wird die Metho-
de der finiten Elemente herangezogen. Die allgemeinen Grundlagen der Finite-
Element-Methode sind in Lehrbiichern zu finden, siehe hierzu BATHE [7] und
ZIENKIEWICZ & TALYOR [112]. Hier werden daher vorrangig Elementformulie-
rungen fiir magnetostriktive bzw. piezoelektrische Probleme behandelt. Es wer-
den unterschiedliche Formulierungen von Volumenelementen vorgestellt, und ihre
numerischen Eigenschaften werden diskutiert. Dabei wird auf die Probleme ein-
gegangen, die durch inkompatible Approximationsrdume entstehen. Die Finite-
Element-Methode basiert auf einer schwachen Form des Gleichgewichts, das zu-
nachst mittels eines direkten Variationsprinzips formuliert wird. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit werden die Betrachtungen exemplarisch fiir die magnetostrik-
tive Kopplung angestellt. In Abschnitt 7.7 wird abschlieSend auf die Unterschiede
bei der Formulierung piezoelektrischer Elemente eingegangen.

7.1 Randwertproblem

Die eingefithrten Probleme werden durch ein System aus gekoppelten partiellen
Differentialgleichungen beschrieben, die in Kapitel 2 und 5 erldutert wurden. Zur
Losung muss das sich ergebende Randwertproblem erfiillt werden, das fiir stati-
sche Probleme durch den folgenden Satz von Gleichungen bestimmt ist:

Geometrische Feldgleichungen

E-}(F'F-1)=0 in%, (7.1)
H+Vxpyy=0 in%, (7.2)
Bilanzgleichungen
FS VX + pobo =0 in %0 (73)
B-Vx=0 in%, (7.4)

Konstitutive Gleichungen

opy .
S — aiE =0 mn %0 (75)
B+2%% 0 wa (7.6)
oH



7.2 Schwache Form des Gleichgewichts 85

Die geometrischen Feldgleichungen gehen auf die Definition der Greenschen Ver-
zerrungen (2.10) und der Einfithrung des magnetischen Skalarpotentials (2.39)
zurlick. Die Bilanzgleichungen sind durch die Cauchysche Bewegungsgleichung
(5.9) und durch die Maxwellgleichung zur Quellenfreiheit des magnetischen Fel-
des gegeben. Die Form der konstitutiven Gleichungen wurde in Kapitel 6 disku-
tiert. Weiterhin sind Randbedingungen zu erfiillen. Es wird hier zwischen zwei
Arten von Randbedingungen unterschieden. Rénder, auf denen eine Verschie-
bung @ oder ein magnetisches Potential ¢ vorgegeben wird, werden als Dirichlet-
Randbedingungen bezeichnet. Wird auf dem Rand dagegen eine Traktion £, vor-
gegeben, so spricht man von einer Neumann-Randbedingung. Fiir die magneti-
sche Flussdichte wird die Belastung mittels der in Abschnitt 2.3.2 eingefithrten
magnetischen Flachenladungsdichte vorgeschrieben. Es gilt daher B N = SMO-
Zusammengefasst erhédlt man damit die Randbedingungen

FS-N =t auf 0,%, (7.7)
u=1u auf 0, %, (7.8)
B-N=q¢y, aufd.% (7.9)
drr = Our auf 0,%,. (7.10)

Auf den Rédndern kann entweder eine Dirichlet-Randbedingungen oder eine Neu-
mann-Randbedingung vorgegeben werden. Es folgt daher

0By = 0, %, U 0uBy und 0= 0,%, ﬂ 0y Py, sowie (7.11)
8%0 == 8<,%’0 U 8(1)%0 und @ == é%%’o m 8¢%0. (712)

7.2 Schwache Form des Gleichgewichts

Die schwache Form des Gleichgewichts ist eine dquivalente Formulierung der Bi-
lanzgleichungen (7.3) und (7.4). In den Bilanzgleichungen wird gefordert, dass
die Spannungen und die magnetische Flussdichte differenzierbar sind. Durch die
Verwendung der schwachen Form kann diese starke Forderung an die Funktionen
S und B abgemildert werden. Fiir die Formulierung wird das Prinzip der vir-
tuellen Arbeit herangezogen. Das hat den Vorteil, dass es allgemein anwendbar
ist und keine weiteren Annahmen, wie z. B. die Existenz einer tibergeordneten
Potentialfunktion, benétigt werden. Fiir die Herleitung werden die Gleichungen
(7.3) und (7.4) mit den Testfunktionen du und d¢ multipliziert und iiber das
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Gebiet integriert

/ (FS Vx + pobo) - du dV =0 (7.13)
By
/(E V)86 dV = 0. (7.14)
PBo

Die Testfunktionen du und d¢ werden auch als Wichtungsfunktionen bezeichnet.
Sie konnen als eine gedachte, also virtuelle Verschiebung bzw. Verédnderung des
Skalarpotentials interpretiert werden. Durch partielle Integration, Anwendung
des Divergenztheorems und die Ausnutzung der Symmetrie von S erhélt man

/6u~(FS)NdA—/S:5EdV+/p0b0~5udV:O (7.15)

0%y Bo PBo
/5¢1§-NdA+/B‘-5FIdV:o. (7.16)
&@0 !@0

Die GréBe 0F = 3(FT6F + 6F'F) mit 6F = ju ® Vx gibt die Verzerrungen
des virtuellen Verschiebungszustandes du an, wihrend 6 H = —V xd¢ dem durch
d¢ hervorgerufenen magnetischen Feld entspricht. Die Testfunktionen werden so
gewdhlt, dass sie auf den Randern verschwinden. Um die Lésbarkeit von (7.15)
und (7.16) zu gewahrleisten, miissen die Ableitungen der Losungsfunktionen w
und ¢,; sowie der Testfunktionen du und d¢ quadratisch integrierbar sein, siehe
auch HUGHES [19] und ODEN & REDDY [90]. Diese Forderung wird durch eine
Beschrénkung auf den Sobolew-Funktionsraum H'(%,) befriedigt. Die Funktio-
nenrdume fiir die unbekannten Felder ergeben sich damit zu

U = {u € H'(B), ulo,z, =) (7.17)
V= {¢n € H' (%), burlo,z, = o} (7.18)
U = {6u € H' (%), duls,z, =0} (7.19)
0V = {0¢ € H' (%), 0¢|a,2 = 0}. (7.20)

Durch Einsetzen der konstitutiven Gleichungen (7.5) und (7.6) sowie unter Ein-
beziehung der Randbedingungen (7.7) und (7.9) ergibt sich aus (7.15) und (7.16)
die schwache Form des Gleichgewichts
0 0 -
o = £:5E+ aﬁg 0H — poby - du AV
PBo
- / to - du dA — / a0 - 66 dA = 0.

0+ Bo 0. %o

(7.21)
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Fir die schwache Form wird die Losung fur w und ¢, gesucht. In (7.21) wird
angenommen, dass die geometrischen Feldgleichungen und die konstitutiven Glei-
chungen explizit erfiillt sind. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden andere
Formulierungen vorgestellt, die die diese Annahme nicht erfordern.

7.3 Elementformulierung

Der Grundgedanke bei der Methode der finiten Elemente ist die Diskretisierung
des Gebiets %, in endlich viele Teilgebiete 4, mit %, = '™ %,. Dabei gibt
nelm die Anzahl der verwendeten finiten Elemente an. Die Geometrie und die
unbekannten Feldgréfien werden mit Hilfe so genannter Ansatzfunktionen ap-
proximiert. Hierzu werden Lagrangepolynome verwendet, die in die Elementkno-
ten projiziert werden. Je nach Ordnung der Polynome wird eine unterschiedliche
Anzahl von Elementknoten nel benotigt. Fiir ein lineares Volumenelement mit
nel = 8 lauten die trilinearen Ansatzfunktionen

Nr = S0+ &€+ )1 +GO) (7.22)

Die Ansatzfunktionen sind in den natiirliche Koordinaten &, n, ¢ € [—1; 1] defi-

niert. Die Werte &;, 17, (; geben die Koordinaten der Elementknoten an, siehe
auch Abbildung 7.1a).

Gef{-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1,-1}
me{-1,-1,-1, 1,-1,-1, 1, 1} (7.23)
Gre{-1,-1,-1,—-1, 1, 1, 1, 1}.

Fiir ein 27-Knoten Volumenelement werden quadratische Ansatzfunktionen ver-
wendet. Es gilt

§r&nm Ci¢
8
N, = 771774CIC (
919918
+ 4
frf nn
4
1923

Ny=——""—"—00+&)L+nmA+¢¢) , I=1...8

1— &)1+ nm)(1+ ¢C)

1+ & —n*)(1+ Q)

(1+ &€ +nm)(1 —¢?) (7.24)
=1+ 690 =)= ¢)

; (1= +nm1 -

FE ) - )+ GO) S 1=9...2

Ny =(1-¢)1-n")1-¢) , =21
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a) 8 - b) 8 20 -
21
22 19
5 5
K 6 18 6
174 174
12 25
¢ 9! 27 ¢ °
, 23@ 109 2
4 0 4 15
3 3
1 16 e 1
1 1 13 14K
-1 5

- 2 \F\AA 2 -1
_1 \\4 —1 0

Abb. 7.1: Nummerierung der Elementknoten a) 8-Knoten Hexaeder-Element b) 27-

Knoten Hexaeder-Element

Die Koordinaten der Elementknoten sind entsprechend Abbildung 7.1b) definiert

&ef{-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1,-1,

0, 1, 0,—-1, 0, 0, 1, 0,—1, 0, 0, 1, 0,—1, 0}
me{-1,-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1,-1,-1, 1, 1, (7.25)
-1, 0, 1, 0, 0,—1, 0, 1, 0, 0,—1, 0, 1, 0, 0} '

¢Ge{-1,-1,-1,—-1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0,
-1,-1,-1,-1,-1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, O}

Mit der Wahl der Ansatzfunktionen kann die Geometrie auf Elementebene ap-
proximiert werden

X" = NY,. (7.26)

Die Matrix N = [N, Na, ..., Ny,q| mit Ny = diag [N;, Ny, Nj| enthélt dabei
die gewédhlten Ansatzfunktionen, wihrend in Y, die Knotenkoordinaten des Ele-
mentes gespeichert sind. Durch den Index h wird auf den Naherungscharakter der
Losung hingewiesen, wéhrend e fiir die Beschreibung auf Elementebene steht. Die
Approximation der unbekannten FeldgroBen u” und ¢ sowie der Testfunktionen

du” und 6¢" erfolgt iiber

!=Nwv, ¢}=Nyp. und (7.27)

sul = N ov,, 0¢!' = Nyop. . (7.28)

Die Vektoren v = [vy, va, ..., Vpa)’ und @, = [p1, @2, ..., Pnea,]’ bzw,
ove = [dvy, dvy, ..., 0vng)" und dp, = [0p1, 02, ..., Opna,)’ bezeich-

nen die unbekannten bzw. virtuellen Knotenwerte des Elements. Hierbei steht
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vy fir die drei Verschiebungen pro Knoten, und ¢; gibt den Wert des Poten-
tials im Knoten an. Analoges gilt fiir dv; und d¢;. Die Ansatzfunktionen fiir
¢h werden durch Ny = [Ny, No, ..., Ny ,) charakterisiert. Durch die Unter-
scheidung von nel und nel, lasst die oben genannte Formulierung unterschiedli-
che Ansétze fiir Verschiebungen und magnetisches Skalarpotential zu. Im Sinne
eines isoparametrischen Konzepts werden fiir X" und u” die gleichen Ansatz-
funktionen verwendet. Der Greensche Verzerrungstensor wird in einem Vektor
E" = [Ey1, Ey, Es3, 2E15, 2E3, 2FE3)"T angeordnet. Die gleiche Anordnung
wird auch fiir die virtuelle GroBe E” verwendet. Damit kann 6 E? und §H " durch

SE" = Bov, und 6H" = B,dp, (7.29)
approximiert werden. Die Matrizen B = [B;, Bs, ..., B,y] und B, = [By1,
By, ..., Bypeal bestehen aus den Ableitungen der entsprechenden Ansatzfunk-
tionen mit

—NI,Xl 0 0 | [ 'Ll,?;(l ]\[[7)(1 |
0 N[’X2 0 ’U/SQ NI,XQ
0 0 Nix uly Npx
B; = 4 o I 7.30
! Nrx, Nrx, 0 u?}(l Nri x, + U&Q Ni x, ( )
Nr x, 0 Nrx, u&l Ni x, + Uj;(d N1 x,
| 0 Nrx, Nix,| |u'x,Nix, +u’,Nix,|
und
Bd)I = [NLXN NI,XQ? NI,XQ]T- (731)

Im ersten Summand von (7.30) sind die linearen Verzerrungsanteile von E ent-
halten, wahrend der zweite Summand die nichtlinearen Anteile beschreibt, die
vom Verschiebungszustand v abhéngen. Die Ableitungen der Ansatzfunktionen

hinsichtlich X werden mit Hilfe der Abbildung

VxN; = J,'VeN; (7.32)
berechnet. Hierbei kennzeichnet J. die Jacobi-Matrix
o o0 0
J,=V:®(NY, it Ve=[zs, = =" 7.33
(@ (NY) mit Ve=[ge 5. oo (733)

Die Interpolationen (7.27) und (7.29) werden auch fiir die variierten GroBen ver-
wendet. Damit lasst sich die schwache Form (7.21) auf Elementebene mit dem
Residualvektor R, approximieren

T

v, BT NTb NTt

e[ L[ e [ Jan o
vel 4 ¢ 0H 0%,
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Nach dem Zusammenbau erhalt man die globale schwache Form

nelm

ot = |J onl (7.35)
e=1

und das globale Residuum R" = (J"*" R". Desweiteren konnen auch die unbe-

e=

kannten Knotenwerte zu dv = U™ §v, und dp = U'“" 6, zusammengefasst

werden.

Aufgrund des verwendeten Verzerrungsmafles und des in Kapitel 6 formulierten
nichtlinearen Stoffgesetzes kann (7.35) nur iterativ gelost werden. Hierfir wird das
Newton-Raphson-Verfahren verwendet. Die approximierte schwache Form wird
durch eine Taylor-Reihe ersetzt, die nach dem linearen Glied abgebrochen wird

Rh (K) (9Rh (K) aRh (K) ] [ A’l)n+1 ] 0
n+1 ) - Y-
a'anrl acpn—i-l Agon+1

(7.36)

Die inkrementellen Groflen Av und A werden wie die virtuellen Gréfien dv und
0 approximiert. Folglich gilt auf Elementebene

AE,=BAv, und AH, = B,Agp,. (7.37)

Um quadratische Konvergenz zu erhalten, muss die tangentiale Steifigkeit in je-
dem Iterationsschritt (K) ausgewertet werden. Auf Elementebene gilt

ORI E)  gRh(E) Kw  Kue )
KeT — [ e 7 e ] — [ UE¢ T quﬁ ‘| (738)
a’Un—‘rl a(lon—‘y-l (Ke ) Ke n+1
mit ~
K" = / B'"CBdV+G  K!= / B"eB, dV
Be Pe (7.39)

K~ [ B{iB, av.
Be
Die Tangentenmoduli €, & und f werden zum Zeitpunkt n + 1 ausgewertet
und aus den Gleichungen (6.49) bis (6.51) ermittelt. Weiterhin bezeichnet G die
geometrische Steifigkeit, die aus der nichtlinearen Beziehung zwischen Verschie-
bungen und Verzerrungen resultiert

Gll cee Glnel

(7.40)

0BT
G = SdV =
ﬂ/g ov

Gnel 1 .- Gnel nel
mit

G]K = dlag [G[K,G]K,G[K] und G[K = /NI,MSMNNK,N dV (741)
ge
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Die GréBen ©, & und fi entsprechen denjenigen aus Abschnitt 6.2.5.

Die vorliegende Elementformulierung zeigt bei Verwendung von trilinearen Inter-
polationpolynomen, also nel = 8, erhebliche Schwéachen bei der Abbildung von
Biegezustanden. Es kommt zu Versteifungs— oder Lockingeffekten, die aus einer
Uberschitzung der Steifigkeit der Struktur resultieren. Es werden unterschiedliche
Arten von Versteifungseffekten unterschieden, wobei bei trilinearen Volumenele-
menten in der Regel das so genannte Schublocking dominiert. Hierbei entstehen
bei Biegezustianden durch inkompatible Approximationen parasitare Schubverzer-
rungen, die die Ergebnisse der Elementformulierung nahezu unbrauchbar machen.
Versteifungseffekte sind bei mechanischen Problemen seit langem bekannt. Im
englischen Sprachraum hat sich in diesem Zusammenhang der Begriff | Locking*
etabliert, siehe z. B. HUGHES [19]. Bei magnetostriktiven oder piezoelektrischen
Materialien werden die Verzerrungen mit dem magnetischen bzw. elektrischen
Feld gekoppelt. Daher konnen hier weitere Fehler auftreten, die auf inkompa-
tiblen Approximationsraumen der verschiedenen Feldgroflen beruhen. Dies soll
anhand eines Beispiels erlautert werden. In Abbildung 7.2 ist ein magnetostrikti-
ves Volumenelement dargestellt. Die Biegebeanspruchung wird durch ein Moment
M erzeugt. Unter Vernachldssigung der Querkontraktion (v = 0) reduzieren sich
die linearen konstitutiven Gleichungen (6.5) auf

SH = CllEll — @13]‘.73. (742)

Durch das aufgebrachte Moment sind die Spannungen S7; linear iiber die Hohe
X3 verteilt. Um Kompatibilitat in (7.42) zu gewéahrleisten, mtssen auch die Ver-

(Xgu

S11 = CyEn - ®13ﬁ3 Z
Uy

X4 X, X,
mit P
S Eyy ﬁ?y Ha — Pu
MK ) M o - Z N X KRS
3

__:/)M
\ Elt o 8u1
e d X,

Abb. 7.2: Magnetostriktives Volumenelement unter Biegebeanspruchung
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zerrungsanteile £y und das magnetische Feld Hj linear in X3-Richtung verlau-
fen. Uber die implizite Definition der Verzerrungen und des magnetischen Feldes
kann weiterhin auf den Verlauf der Verschiebungen und des magnetischen Ska-
larpotentials geschlossen werden. Damit ergibt sich u; als lineare Funktion tiber
X3, wahrend sich ¢, als Parabel einstellt. Die trilinearen Ansatzfunktionen koén-
nen das quadratische Skalarpotential nicht abbilden. Es kann stattdessen nur ein
konstantes F[g in X3-Richtung interpoliert werden. Die Approximation von H 3 ist
damit inkompatibel zur Approximation von F;. Als Resultat wird ¢,; Null und
die Verschiebungen u; werden iiberschatzt.

Zur Reduzierung von Lockingeffekten kénnen im vorliegenden Beispiel quadra-
tische Funktionen zur Interpolation des Skalarpotentials verwendet werden. Das
Grundproblem der inkompatiblen Approximationen bleibt allerdings prinzipiell
bestehen und kann bei anderen Belastungszustanden erneut auftreten. Eine an-
dere Moglichkeit, den mechanischen Versteifungseffekten zu begegnen, ist die
Enhanced-Assumed-Strain-Methode (EAS). Im Folgenden wird die bestehende
Elementformulierung durch einen EAS-Ansatz erweitert, wahrend fiir die Appro-
ximation des Potentials auf eine quadratische Interpolation in alle Richtungen
zuriickgegriffen wird.

7.4 Enhanced-Assumed-Strain-Formulierung

Die EAS-Methode wurde erstmals von SIMO & RIFAI [112] vorgestellt. Eine Er-
weiterung auf geometrisch nichtlineare Probleme ist in SiMO & ARMERO [109]
und in SIMO ET AL. [110] zu finden. Der Grundgedanke ist eine Erweiterung des
Greenschen Verzerrungstensors durch einen zusétzlichen Anteil E. Dieser An-
teil dient einer Verbesserung der unzureichenden Verzerrungsinterpolation. Die
modifizierten Verzerrungen ergeben sich zu

E=-E+E. (7.43)

E geht in die konstitutiven Gleichungen (7.5) und (7.6) ein. Weiterhin soll (7.5)
nicht mehr explizit erfillt werden, sondern implizit durch die Variationsgleichung

uﬂS—%ﬁ)ﬁEdV:O (7.44)

HBo

berticksichtigt werden. Fiir die Wichtungsfunktion §E wird ein additiver Zusam-
menhang entsprechend (7.43) angenommen

SE = 0E + /E. (7.45)
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Die erweiterten Verzerrungen E und die zugehérige Testfunktion 0 E seien qua-
dratintegrierbar, d.h. E, 0E € L*[%,] und werden zunichst vollig unabhingig
angenommen. Zur Minimierung von E wird eine weitere Variationsgleichung mit
einer zugehorigen Wichtungsfunktion 6.5 eingefiihrt

/ (E— E): 58 dV =0. (7.46)
Kz

Der Gleichung (7.46) kann eine zugehorige Feldgleichung E = 0 zugeordnet wer-
den, die allerdings nur fiir das kontinuumsmechanische Problem erfiillt wird. Bei
der Finite-Element-Interpolation ergeben sich hier Werte aus inkompatiblen Ap-
proximationsraumen. Wird (7.45) in (7.44) eingesetzt und mit Variationsgleichun-
gen (7.15), (7.16) und (7.46) zusammengefasst, so erhilt man die modifizierte
schwache Form

67r:/ap3b:(5E+apzﬁ:6E+W-5I—7—S:6E‘—§S:Edv
J oF OF oH T
7.47

—/pobo-éudV— / to - du dA — / 00 dA = 0,
Po 8 %o 8. o

die als Grundlage fiir die EAS-Elementformulierung dient. Die Approximation von
Geometrie, Verschiebungen, Skalarpotential und den zugehorigen Wichtungsfunk-
tionen wird analog zur Elementformulierung des vorherigen Abschnitts durchge-
fiihrt. Die Interpolation von E wird so gewéhlt, dass zwischen den erweiterten
Verzerrungen und dem Spannungstensor stets Orthogonalitéit gilt. Dadurch ver-
schwinden in (7.47) die Anteile S : §E und 68 : E. Um Orthogonalitit auch bei
verzerrter Elementgeometrie gewahrleisten zu konnen, muss die Interpolation auf
den Elementmittelpunkt (£,7,( = 0) bezogen werden. Es gelte

o detJO
 detJ

det JO
det J

(T "™Mpap und 0E = (T "Mpag. (7.48)

Die Matrix M enthalt die Interpolationen fiir die internen Freiheitsgrade acg. Die
mit dem Index 0 gekennzeichneten Gréfien beziehen sich auf den Elementmittel-
punkt. Fir die Transformation in die Elementknoten wird die Transformations-

matrix
[ Jh, I3, J31, 2J114 21, 2J114 31, 2J21, J31,
J1220 J2220 J§20 2J12, J22, 2J12, J32, 2.J22, J32,
Tg _ J1230 J2230 J§3o 2J13¢J23, 2J137J33, 2J23( J33,

JigJizg J21gJd22¢ J319J32y Ji1gJezgt+J210d12¢ Ji1gJ320+I310 12y J214I320+ 814 S22

Ji1gJ13y J219J23y J319d33 J11gJ23¢ 21013 J119d830+I319 139 J21433;+I814 J23,

L Ji2gJ13¢ J229J23) J32) 33, Ji2gJ13¢+J220 23y Ji12gJ23y+J22o 13y J224J33)+ 32 J23 I

(7.49)
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gebildet. Hierbei geben die Groflen Jyy, die Eintrége der Jacobimatrix Jj an, siche
auch (7.33). Aus der Orthogonalitit von S und E kann weiterhin eine Bedingung
fir die Wahl der Interpolationsmatrix Mg gewonnen werden. Unter der Voraus-
setzung, dass die Orthogonalitat auch bei konstanten Spannungszustéanden gelten
muss, kann S aus [, S : SE dV = 0 herausgezogen werden und man erhlt

/ME(g,n, ) dV = 0. (7.50)

HBo

Es konnen unterschiedliche Ansatze fir My gewéhlt werden. Durch eine Inter-
polationsmatrix M3’ mit 30 internen Parametern werden siamtliche Verzerrungs-
komponenten verbessert, siche auch KLINKEL & WAGNER [7()] und ANDELFIN-
GER & Ramwm [1].

£00[000000]| 000000 [&n&C0000
On0O|000000|000O0O0O0]0O0&&NNNCO O
A0 00 |000000{0000O0O01]0O0O0O0ENC
E 000|1&n0000({&mn¢ 0O 000 ]000O0O0O0
000|00&£&¢C00| 0 0&NnCOO0]000O0O0O0
000|0000&C |0 000&MEC|O000D00O0
000|&nc 0 0 0 0 0]
000 0& O 0 0 O
000 0 0¢&C O 0 0

7.51

E&n 001 0 0 0¢&¢C 0 0 (7.51)
060 0 0 0 0¢&nCO
00nCl 0 0 0 0 0 &nC|

Zur Verkiirzung der Notation wird im Folgenden
_deth 0\—T 30
E_detJ(TE) M5, (7.52)

verwendet. Fur die Approximation der modifizierten schwachen Form auf Ele-
mentebene gilt die Gleichung

Topp
sv, 1" B 5F NTb NTt

ot = | sp, | | / BIU | | 0 |av- / Ny | dA].
oo Be Mg%’% 0 0B 0

(7.53)
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Fiir die iterative Losung wird die tangentiale Steifigkeitsmatrix entsprechend
(7.38) definiert. Es folgt

Koo Kwo Ko™

ORME)  ARME)  HRI(K)
Koim e, SR OE) Ny ke K| ()
8'UnJrl agon—i—l aCVnJrl
()" (Ke)T Koo
n+1
mit
K: = [B'CMpav K= [ BjeMyav
‘ e (7.55)

Koo = / MIEM, dv.
%e

Da an die internen Parameter ag keine Anforderungen beziiglich der Kontinuitat
iiber die Elementgrenzen gestellt werden, konnen sie auf Elementebene konden-
siert werden. Man erhélt die kondensierte tangentiale Steifigkeit

K [K:“—K:“(K;*“)-RK:&)T K:fbK:ﬂ(Kg&)l(Ké"“)T](K) (7.56)
el = U o aa\—1 ua\T e aa)—1 a\T '
K — K(Keo) " (Ke)T K¢ — K@ (K2) (KT
und das reduzierte Residuum
T Opy ua aa\—1 AT Opy
- [B Y K (o) ML ]_[N%] - [ | gt |
€ - ux o\ — ~ T ’
S | BI2 4 Kye (Koo)' ME2 0 oz, L Nosao
(7.57)

Nach dem Zusammenbau kann die globale schwache Form §7" approximiert wer-
den. Es sei angemerkt, dass die internen Parameter aup auf globaler Ebene nicht
auftreten. Allerdings wird ag fiir die Berechnung der Verzerrungen und damit
auch fiir die Spannungsriickrechnung benotigt. Es erfolgt daher nach jedem Last-
schritt n eine Aktualisierung von ag nach der Vorschrift

Qpni1 = Qp, +Aag, 1 mit
Aagni = —(Kga)_lK?uAUnH - (Ké““)‘lKS“AsonH
1oy OPY
+ Ké)za 1MT R
(Ke) M
Das EAS-Element besitzt die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden, wie das Stan-
dardelement aus Abschnitt 7.3. Es bietet jedoch wesentliche Vorteile bei der Ab-

bildung von Biegezustinden. Fiir die Interpolation des Skalarpotentials miissen

(7.58)

jedoch weiterhin quadratische Polynome mit 27 Freiheitsgraden verwendet wer-
den, um Lockingeffekte zu vermeiden. Im folgenden Abschnitt wird daher ei-
ne modifizierte Enhanced-Assumed-Strain-Formulierung vorgestellt, bei der auch
das magnetische Feld durch die Einfiihrung weiterer interner Freiheitsgrade besser
approximiert wird.
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7.5 Verbesserte Interpolation der magnetischen Feldstarke

Da der Verbesserung der Approximationen von H die gleiche Idee zugrunde liegt,
wie fiir die schon vorgestellte EAS-Methode, wird die Formulierung in kompakter
Form erfolgen. Analog zur EAS-Methode wird die Approximation des magneti-
schen Feldes H durch eine modifizierte magnetische Feldstérke H erweitert

H-H+H. (7.59)

Die verbesserte magnetische Feldstarke H geht in die konstitutive Gleichung (7.6)
ein, die durch die Variationsgleichung

~
—

/(§+8’0¢):5ﬁ dv =0 (7.60)
2 oH

implizit berticksichtigt wird. Die Wahl des erweiterten magnetischen Feldes erfolgt
durch die Feldgleichung H = 0, die als integrale Bedingung iiber

/(ﬁ _H):§BdV =0 (7.61)
%o
in die Formulierung eingeht. Weiterhin wird ein additiver Zusammenhang fiir die
Wichtungsfunktionen festgelegt

5H = 6H + 6H. (7.62)

Fiir die zusétzlichen Funktionen gelte wieder H, 6H € L2(%,). Damit sind die
mafgebenden Gleichungen festgelegt, und die modifizierte schwache Form kann
entsprechend dem vorherigen Abschnitt angegeben werden

5w=/ap§”:5E+apf”:5E+apib-5ﬁ
OE oH

P OF
—S:5E—-6S:EdV - B .-6H —-6B-H 4V (7.63)
—/pobo-dudV— / ty - Su dA — / carodé dA = 0,

PBo O Bo O Ao

Bei der Approximation von (7.63) wird die gleiche Ansatzordnung fiir mechani-
sche und magnetische Anteile verwendet, d. h. nel, = nel = 8. Dadurch lésst sich
die Notation vereinfachen. Die unbekannten Felder du" und §¢" werden bei der
Approximation zu

sdl — m:] Now, (7.64)
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zusammengefasst. Die unbekannten Knotenwerte werden im Vektor dw, = [dw,
dws, ..., dwg]T mit dw; = [dv], dp;]T angeordnet. Die Interpolationen werden
durch die Matrix N' = [N1, Ny, ..., Ng| mit N; = diag(N;, N;, N;, Nj)
charakterisiert. Weiterhin werden auch die Gradientenfelder und die zugeordneten

konjugierten Groflen in Vektoren angeordnet

= [En, By, Es3, 2E15, 2E3, 2Ey;, H,, H,, ﬁ?)]ZT (7.65)
- [5117 8227 5’337 8127 8137 8237 _§17 _§2a _53]2T‘ (766>

h
e
h
e

Analog werden auch die GréBen E und H zu & bzw. E und H zu € zusammen-
gefasst. Die Interpolation der virtuellen und der modifizierten Gradientenfelder
erfolgt durch

Se" = Boéw, mit B=[By, By, ..., Bs] und B; = B0 , (7.67)
0 By,
- ME 0 (8% ~
= ~ =M .
€ [ 5 MH] [OLH] a, (7.68)
6é = M o . (7.69)

Die modifizierten Verzerrungen des EAS-Ansatzes werden durch Mz und ag
wiedergegeben, wihrend sich My und oy auf die modifizierte magnetische Feld-
starke beziehen. Die Interpolationen fiir die internen Parameter a; werden eben-
falls auf den Elementmittelpunkt bezogen. Fiir die Interpolationsmatrix My sind
unterschiedliche Ansétze moglich. Eine vollstandige Erfassung aller Feldzustédnde
kann durch die Wahl von 12 internen Parametern erreicht werden. Man erhalt

et J €00 |&néc0 00 0 |énc 0 0
= 0T on0 |0 0nEnC 0 0| 0 &nc 0 . (7.70)

- 0
T ooclo o0 0ceen| 0 0 e

Damit kann Gleichung (7.63) auf Elementebene approximieren werden

5w3:l5;26r[/ BT ]—[NTB] dV—/[NTfl dA]. (7.71)

T Opv 0 0
Be M € 0B

H

Rh

e

Hier gilt b = [b”, 0]7 und £ = [t7, 3;]7. Die tangentiale Steifigkeit wird wiederum
auf Elementebene angegeben

ORMI)  HRA(K) dd da 1K)
0 o) e el

KeT = )
: do\T
Oowpy1 0ot Kéyh Ko« it
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mit
K& = / B'DBAV +G K= / BTDM AV
Be Be
Koo = / MTDM dv.

Be

(7.73)

Dabei sind in der Matrix ID die Tangentenmoduli aus den Gleichungen (6.49) bis
(6.51) zusammengefasst

D, = lq?ﬁ“ “?”“]. (7.74)
€11 My

Weiterhin beeinflusst die veranderte Notation die geometrische Steifigkeit. Es gilt
jetzt

gll CRCIRS ng
g = mit G5 = diag [G]J, G]J, G]J, 0} (775)
Gsi ... Gsgs

Die internen Freiheitsgrade a werden wie bei der EAS-Methode auf Elementebene
kondensiert. Man erhélt die reduzierten Grofien

K.r = [K¥ - K (Ko) (K25 (7.76)

/Bw?pw T K (Foey ! MTag;ﬁ NTh AV — / NTEA. (7.77)
0P,

Die Aktualisierungsvorschrift zur Berechnung der internen Variable lautet

Api1 = Oy + Aan+1 mit (778)

opy .

Bain = —(KE) K Dw, o + (K2 ML

(7.79)

Damit ist die Formulierung abgeschlossen. Es steht nun ein trilineares Element
zur Verfligung, das durch zusétzliche interne Freiheitsgrade in der Lage ist, Biege-
zustande und lineare Verlaufe des magnetischen Feldes korrekt zu approximieren.
Das Element ist bei regulédren Netzen lockingfrei. Bei stark verzerrten Netzen tre-
ten allerdings noch Versteifungseffekte auf, wie sich im néchsten Kapitel zeigen
wird. Zum Abschluss dieses Kapitels wird noch eine alternative, gemischte Ele-
mentformulierung vorgestellt. Bei diesen Elementen ist im Rahmen geometrisch
und materiell nichtlinearer Berechnungen bei grofien Deformationen eine besse-
re Konvergenz innerhalb des iterativen Loungsalgorithmusses festzustellen, siehe
auch WAGNER & GRUTTMANN [131] und KLINKEL ET AL. [09].
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7.6 Gemischte Elementformulierung

Bei der gemischten Formulierung werden Verschiebungen, magnetisches Skalar-
potential, Verzerrungen, magnetische Feldstarke, Spannungen und magnetische
Flussdichte getrennt approximiert. Es ergibt sich eine Mehrfeldformulierung mit
6 Feldern. Ahnlich wie bei EAS-Ansétzen wird eine lokale Kondensation auf Ele-
mentebene durchgefiihrt, so dass Verschiebungen und Skalarpotential als unbe-
kannte Feldgroflen verbleiben. Zur Verbesserung des Verhaltens bei biegedomi-
nierten Problemen werden verbesserte Anséitze fiir Verzerrungen und magnetische
Feldstéarke verwendet. Die Formulierung basiert auf den Ansétzen von PILTNER &
TAYLOR [93,941] und KASPER & TAYLOR [02,63], die rein mechanische Formulie-
rungen vorstellen. Die Konstruktion der Interpolationsansétze fiir die zusatzlichen
FeldgroBen wird eingehend in [94] diskutiert. Allgemeine Variationsprinzipien fir
piezoelektrische Probleme werden in SzZE & PAN [118] vorgestellt. Eine piezo-
elektrische Volumenschale wird in KLINKEL & WAGNER [71] prisentiert.

Fir die Herleitung des Mehrfeldfunktionals sollen die Feldgleichungen (7.1) bis
(7.6) durch eine schwache Formulierung erfiillt werden. Zur Ubersicht sind die
mafgebenden Gleichungen noch einmal angegeben:

/[E ~ YFTF -1)]:68dV =0 (7.80)
PBo
/ [H + Vx¢u] - 6B dV =0 (7.81)
HBo
/ (FS Vx + pobo) - 6w dV = 0 (7.82)
PBo
/(E V)66 dV =0 (7.83)
Bo
opy  cm
/( - ) 0BV =0 (7.84)
Po
/(é + Py sE v 0. (7.85)
g OH

Als zusitzliche Wichtungsfunktionen werden 6.5, 5B ., 0F und SH eingefiihrt. Die
GroSen S und B bezeichnen unabhéngige Spannungsgrofien, die sich zunéchst
einmal frei einstellen konnen.

Zusatzlich werden unabhangigen Verzerrungen E und eine unabhéangige magneti-

sche Feldstéirke H verwendet. Diese werden analog zu zu (7.43) bzw. (7.59) durch
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einen verbesserten Anteil erweitert. Man erhélt die zusammengesetzten Grofien

T b

(7.86)

+
+

T
I

(7.87)

die in das Stoffgesetz eingehen, siche auch (7.84) und (7.85). Fur die neu ein-
gefﬁhrten Funktionen gelte Aentsprechgnd den vorherigen Abschnitten E, H , S ,
B € L*(%,), sowie 0E, 6H, 68, 0B € L*(%,). Da die Wichtungsfunktionen
voneinander unabhéngig sind, konnen die Gleichungen (7.80) und (7.85) in einer
schwachen Formulierung zusammengefasst werden. Mit der Argumentation aus
Abschnitt 7.3 und der verkiirzten Schreibweise aus 7.5 erhilt man

67r(u,gb,$’,]§,E_,I:{):/66-(aapw—0'>+50' (e—€)+de-adV
B €
—/5u-de—/6u-tdA— / a0 06 dA = 0. (7.88)

By A Bo A Bo

Fiir die Finite-Element-Approximation von (7.88) werden zunachst die angenom-
menen Verzerrungen und das angenommene magnetische Feld € und die zuge-
ordneten Wichtungsfunktionen de” betrachtet. Dazu werden wiederum interne
GroBen a und da auf Elementebene eingefiithrt

€=M, a (7.89)

e

§e" = M, ja. (7.90)

e

Die Interpolationen werden in der Matrix M, angeordnet

T TOMp (1) "My; 0 0 o

0 0 0 (JOT (JO)TMy; (g0 tMy
(7.91)

Durch die Elemente in der 1., 2., 4. und 5. Spalte sind den unabhangigen Groéflen E

M, —

und H zugeordnet, wobei die 1. und 2. Spalte fiir die Abbildung eines konstanten
Spannungszustands stehen. Die Eintrdge in der 3. und 6. Spalte entsprechen den

Ansitzen fiir E und H aus Abschnitt 7.4 und 7.5. Fiir die Interpolationsmatrizen
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gilt
¢ nC 00 0 00 0 00 0
000 &€CE& 000000
— 00 0 00 0 &5 & 000
My = 92
E=100 0 00 0 00 0 ¢ 00 (7.92)
000 00O0O0OO0TO0O0TMNDO
00 0000000 00 ¢
(¢ n €C 0 0 0 0 0 0]
0 0 0 & nn¢ 0 0 O
= 00 0 0 0 0 & n¢ ¢
My = .
E=1o 0o 0 000 0 00 (7.93)
00 0 00O 0 0 0
00 0 000 0 0 0
¢ n¢C 00 0 00 0
Mi;=10 0 0 € C &€ 00 0 (7.94)
00 0 00 0 &7 &
e emec o0 0 0 0 0
Mg=10 0 0 & n n¢ 0 0 O (7.95)
00 0 0 0 0 & n¢ ¢

Die Interpolationen der erweiterten Verzerrungen M werden so gewahlt, dass
M und M  zusammen vollstindige bilineare Polynome ergeben, siche auch [62].

Der gleiche Grundsatz gilt auch fiir M ;5 und M 7 Die angenommenen Feldgrofien
werden auf den Elementmittelpunkt bezogen. Die Transformationen erfolgen mit
Abbildungen T und T3 mit To(T3) T = 16,6 sowie J°. Es gilt

- 2 2 2
Ji1, I31, I31, J114J214 Ji1yJ314 J214J314

2 2 2
Iz, Ja2, I52, J12( J22 J12¢ J32 Ja2g 32

2 2 2
Tg — J130 J230 J330 J13g J23 J134 /33 J230J33

2011912 2J219J22¢ 2J319J32) J11yJ220+J210J129 Ji19d32¢ 319 J12¢ J21(J320 314 S22
2J119013¢ 2J219J23) 2J319J33y Ji1gJ239+J219J13¢ J11gJ330+I810 130 J214 330+ 314 J23¢
L 2J12¢J13 2J22(J23y 2J32oJ33; J12qJ130+J22 23, J12( 230+ 22y J13) J220 330 +I32 23,
(7.96)

Damit ist die Approximation der angenommenen Gradientenfelder € vollstan-
dig. Aus der gewéhlten Interpolation folgen 48 interne Freiheitsgrade, die in «

enthalten sind. Fiir die Approximation der angenommenen Spannungen und der
angenommenen magnetischen Flussdichte gelte

e

66" = My 68 (7.98)

"= M, 3 (7.97)

e
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mit

1y TOMs o0 0

M — . (7.99)

0 0 (I (J)M

Die Interpolationsmatrizen M. s und M, 5 werden identisch zu M, £ und M, ; fest-
gelegt. Der Vektor B enthélt die 30 zugeordneten internen Freiheitsgrade. Damit
sind alle Annahmen fiir die Approximation von (7.88) getroffen. Auf Elementebe-
ne lasst sich dann schreiben

T A ~
sw, | Bo NTb NTE
ort =1 oo | [[| MIE-6) |~ o |dv- / 0 | dA]
) Be o . 0 0B 0
p M (€ — €)
Rh

(7.100)

Fir die iterative Losung wird eine tangentiale Steifigkeitsmatrix entsprechend
(7.38) definiert

ki o  k¥]"
RME) gRME)  §RhE) ‘ ‘
KeT::ae 766 aae = 0 Keoza Keaﬁ
w11 0,1 aﬁnH 4T ST
(KT (Ko 0 |
(7.101)
Die Eintrage der tangentialen Steifigkeit ergeben sich zu
K = / G dv (7.102)
Be
Koo = / MTDM, dV (7.103)
B
K% = / BT NI,dv (7.104)
Ze
Ko%= / MT M, dv. (7.105)

Be

Nach der Elimination der internen Freiheitsgrade o und B auf Elementebene
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erhédlt man die kondensierte Steifigkeitsmatrix und das kondensierte Residuum

Ko =KX+ KP[(KO)T(Ke), K (KE)T (7.106)
R = [ B'g av - KPI(K)T (Ke) K]
L%e
(KT (K*)~ /MT aapw -0 dV+/Mﬁ (e —€) dV]
jo € jO
- / NTE dA. (7.107)
0%ABo

Nach jedem Iterationsschritt werden die internen Freiheitsgrade durch

Qi = o+ Ay, (7.108)
BnJrl = IBn + A6n+1 (7109>

aktualisiert. Die Inkremente zum Lastschritt n + 1 lauten

Aan-ﬁ-l (Kaa) [KaﬂAﬁ /MT ap;/)

Bo
ABy i =[(KP) (K KP)H(KP) Aw, + (K&)' (K™

&) dV] und (7.110)

/MT % —6 dv+/Mg(e—a) avy . (7.111)
PBo

7.7 Elementformulierung piezoelektrischer Materialien

Fiir die Finite-Element-Formulierung piezoelektrischer Materialien wird in dieser
Arbeit der gleiche Ansatz wie fiir die Elemente mit magnetostriktiver Kopplung
verwendet. Statt der magnetischen Feldstéarke H wird die elektrische Feldstir-
ke E benutzt, die durch das elektrische Skalarpotential ¢r beschrieben wird.
Desweiteren ersetzt die elektrische Flussdichte D die magnetische Flussdichte B.
Durch die starke Redundanz der Problemstellungen wird im Folgenden ausschlie3-
lich auf die Unterschiede in der Modellierung eingegangen. Bei der Formulierung
des Randwertproblems werden die magnetostatischen Feldgleichungen (7.2), (7.4)
und (7.6) durch die entsprechenden elektrostatischen Gleichungen ersetzt

E+Vx¢p=0 in %, (7.112)
D-Vy—0=0 in%, (7.113)
= OpY

D+ =0 in%. (7.114)
OE
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In der Bilanzgleichung (7.113) wird die elektrische Ladungsdichte berticksich-
tigt. Die einzuhaltenden Randbedingungen konnen wiederum in Neumann- und
Dirichlet-Bedingungen unterteilt werden

D-N=g auf . %, (7.115)
op=¢p  auf 0,%,. (7.116)

Da auf den Réndern entweder eine Dirichlet-Randbedingung oder eine Neumann-
Randbedingung vorgegeben werden kann, muss wiederum gelten

8930 = 8@@0 ang(@o und @ = 84@0 ﬂ 8(75@0. (7117)

Damit ist das Randwertproblem definiert. Die Formulierung der schwachen Form
erfolgt mit der gleichen Argumentation wie in Abschnitt 7.2. Man erhélt
py o =
m= | 55 OB+ —= - 0E — poby - du — oo d
0 OE + OB pobo - du — podg AV
PBo
- / to - 6w dA — / wdd dA =0. (7.118)

3t«@0 60@0

Die schwache Form ist im Wesentlichen adquivalent zu (7.21). Der Hauptunter-
schied besteht im zusétzlichen Term zur Berticksichtigung der freien elektrischen
Volumenladungen. Diese miissen bei der Finite-Element-Approximation bertick-
sichtigt werden. Werden die unbekannten Feldgroflen w und ¢ durch trilineare
Polynome interpoliert, so kommt es wie bei den Elementen mit magnetomechani-
scher Kopplung zu Locking-Effekten bei Biegezustianden. Zur Vermeidung dieser
Effekte konnen die gleichen Ansétze verwendet wie zuvor bei den magnetostrik-
tiven Elementen. Es konnen Elemente mit EAS-Ansétzen, einer verbesserte Ap-
proximation des elektrischen Feldes und gemischten Ansétzen entwickelt werden.
Da die Formulierung starke Ahnlichkeiten mit denjenigen aus Abschnitt 7.4 bis
7.6 aufweist, wird auf die Abfassung hier verzichtet.

7.8 Elemente mit einem lokal formulierten Stoffgesetz

Bei zylindrischen Strukturen, wie sie in Abschnitt 8.5 und 8.6 vorgestellt werden,
werden die anisotropischen Materialeigenschaften héufig auf die radiale Richtung
bezogen. Zur Simulation solcher Bauteile ist es notwendig, die konstitutiven Glei-
chungen auf ein lokales Koordinatensystem zu beziehen, siche auch Abbildung
7.3. Die lokalen Koordinaten mit den Basisvektoren ¢;, t; und t3 orientieren sich
an der Elementgeometrie. Zunachst werden zwei kovariante Basisvektoren im Ele-
mentmittelpunkt bestimmt

G}=N.Y. und G)=N)Y. (7.119)
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St

e
e 2

Abb. 7.3: Einfilhrung eines lokalen Koordinatensystems bezogen auf die Elementgeo-

metrie

Es wird folglich nur eine Transformationsvorschrift pro Element verwendet. Die
daraus resultierenden Ungenauigkeiten konnen allerdings bei hinreichend feiner
Diskretisierung vernachléssigt werden. Darauf aufbauend wird ein rechtwinkliges
Dreibein konstruiert. Die normierten Basisvektoren ergeben sich aus

Gl

L= =g t3=
IGHl

G" x GY

_— to =1t tq. 7.120
[GIx Gy T hxh (7.120)

Mit den Koeffizienten a;; = t; - e, kann dann die Transformationsmatrix analog
zu (7.96) formuliert werden

afy a3 a3y a11021 a11a31 a21a31
a3, a2, a2, aizass ai2azz az2a32
Tgt = a?y a3s a3y a13a23 a13a33 a23a33 . (7121)

2a11a12 2a21a22 2a31a32 a11a22+0a21a12 A11432+0a310412 421032+0a31022
2a11a13 2a21a23 2a31a33 a11a23+0a21a13 a11a33+0a31a13 a21a33+0a31a23
2a12a13 2a22a23 2a32a33 aiz2aiztagzazz aizazztaz2a13 a2za3zt+aszazs

Die Transformation der magnetischen Feldstarke erfolgt mit

11 A21 A3z

Tg: 12 Q922 Q32| - (7122)

@13 Ag23 a33

Damit kénnen dann die Komponenten der Verzerrungen, der magnetischen Feld-
starke und der virtuellen Feldgroflen in das lokale Koordinatensystem iiberfithrt
werden

E'=T¢E  SE'=TYSE (7.123)
H'=T¢H O0H'=T¢sH. (7.124)
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Entsprechend ergibt sich bei der Finite-Element-Approximation eine Transforma-
tion der Matrizen

B'=Tg¢B und (7.125)
B!, =TYB, (7.126)

Diese werden dann auch fir den Aufbau der tangentialen Elementsteifigkeit ver-
wendet. Die einzelnen Anteile erhélt man entsprechend (7.39)

K:~ [ B'CBaV +G = [(B)'C'B vV + G

Be Pe

Ko — / B'&B,dV - / (B)T&'B! dV (7.127)
P Pe

K* = [BIpB,av = [(BY @B, av.
e Pe

Die algorithmisch konsistenten Tangentenmoduli €', & und fi' sind hier auf
die lokalen Koordinatenachsen t; bezogen. Die ausgezeichnete 3-Richtung des
Materials stimmt folglich mit der lokalen Richtung ¢; tiberein und kann je nach
Elementorientierung in eine beliebige Richtung zeigen.
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8 Numerische Beispiele

Im folgenden Kapitel wird das Verhalten der vorgestellten Finite-Element-For-
mulierungen unter Berticksichtung des nichtlinearen Materialmodells anhand von
numerischen Beispielen erlautert. Es werden Beispiele magnetostriktiver und pie-
zoelektrischer Kopplung diskutiert. Die Elementformulierungen und das Mate-
rialmodell wurden in eine Version des Finite-Element-Programms FEAP [122]
implementiert. Im ersten Abschnitt werden einige Elementtests durchgefiihrt,
um die Fahigkeiten und Grenzen der vorgestellten Elementformulierungen auf-
zuzeigen. Hierbei wird ein Patchtest und ein Kragarm unter Biegebeanspruchung
untersucht. Daraufhin wird das im Element implementierte nichtlineare konsti-
tutive Modell betrachtet. Es werden exemplarisch ein Terfenol-D-Material und
eine PZT-Keramik modelliert. Die resultierenden Hysteresekurven werden mit ex-
perimentellen Ergebnissen verglichen. Der darauf folgende Abschnitt behandelt
einen mechanisch verstarkten magnetostriktiven Aktor, wobei der Einfluss der
Geometrie auf die Eigenschaften des Aktors untersucht wird. Als zweites mag-
netostriktives Bauteil wird ein Diinnschichtaktor simuliert, an dem der Vorteil
einer geometrisch nichtlinearen Formulierung erlautert wird. Anschliefend wird
das Polarisationsverhalten eines piezoelektrischen Hohlzylinders betrachtet. Zum
Abschluss wird ein im Spritzgussverfahren hergestellter Teleskopaktor diskutiert.

Fiir die im letzten Kapitel eingefithrten Elementformulierungen wird im Folgen-
den eine einheitliche Bezeichnung verwendet. Zur Charakterisierung sind in Tabel-
le 8 einige Abkiirzungen angegeben, die miteinander kombiniert werden kénnen.
So steht z. B. HIP2E30 fiir ein Element mit trilinearen Ansétzen fiir Geometrie
und Verschiebung, quadratischen Ansatzfunktionen fiir das Skalarpotential und
30 EAS-Anséatzen zur Verbesserung der Verzerrungen.

Trilineare Ansatzfunktionen fiir Geometrie H1
und Verschiebungen

Trilineare Ansatzfunktionen fiir Skalarpotential P1
Quadratische Ansatzfunktionen fiir Skalarpotential P2
EAS-Ansitze fiir alle Verzerrungskomponenten E30

gemafl Abschnitt 7.4
Verbesserte Ansétze fiir alle Komponenten der magnetischen / | EG12
elektrischen Feldstarke, siehe Abschnitt 7.5
Gemischte Elementformulierung geméf8 Abschnitt 7.6 MIX

Tab. 8.1: Abkiuirzungen zur Differenzierung der Elementformulierungen
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8.1 Elementtests

In den folgenden Unterabschnitten werden einige grundsatzliche Beispiele disku-
tiert, um die Leistungsfihigkeit der vorgestellten Elementformulierungen zu cha-
rakterisieren. Es wird gezeigt, dass die vorgestellten Elementformulierungen den
Patchtest bestehen. Zur Untersuchung von Ungenauigkeiten durch inkompatible
Approximationsraume, wird ein Kragarm unter Biegebeanspruchung betrachtet.
Ein weiterer Aspekt des Beispiels ist der Einfluss verzerrter Elementgeometri-
en. In einer Eigenwertuntersuchung wird die Empfindlichkeit der vorgestellten
Elemente gegeniiber Nullenergiemoden untersucht.

8.1.1 Patchtest

Der Patchtest ist ein weit verbreiteter Test fiir Finite-Element-Formulierungen.
Die Bezeichnung Patchtest, also Fleckentest, bezieht sich auf die verwendeten
Finite-Element-Netze. Es wird die Fahigkeit des Elements tiberpriift, konstante
Spannungs— und Verzerrungszustdnde bei verzerrter Netzgeometrie abzubilden.
Isoparametrische Verschiebungselementen wie z.B. die Elemente H1P1, H1P2
oder H2P2 erfiillen aufgrund ihrer Formulierung immer den Patchtest, siehe auch
ZIENKIEWICZ & TAYLOR [112]. Fiir Elemente mit gemischten Anséitzen oder
EAS-Elemente ist dies allerdings nicht unbedingt gewéhrleistet. Fiir die betrach-
teten gekoppelten Probleme miissen zusétzlich auch konstante magnetische bzw.
elektrische Feldzustinde untersucht werden. Ist das Element in der Lage, diese
Belastungszustande korrekt zu approximieren, so ist eine Konvergenz der Losung
bei zunehmender Netzverfeinerung gewéahrleistet, und der Patchtest wird als er-
fullt angesehen. Fur Volumenelemente wird von MACNEAL & HARDER [30] ein
System mit 7 Elementen vorgeschlagen, wie es in Abbildung 8.1 dargestellt ist.
Der Wiirfel hat eine normierte Kantenlange von 1. Die Koordinaten der inneren
Knoten sind angegeben. Durch ein Mindestmafl an Verschiebungs— bzw. Potenti-
alrandbedingungen werden die Starrkorperrotationen behindert und das Skalar-
potential normiert. Es wird ein isotropes Material mit linearem Verhalten nach
Tabelle 8.2 verwendet. Als Belastungszustinde werden exemplarisch konstante

E, = E3 =50GN/m?, G5 = Gi3 =20GN/m?, vy = v3 = 0.25
e33 = 40.0 Vs/Am?, @13 = ey = —20.0 Vs/Am?

@15 = 15.0 Vs/Am?

py = po = pz =2-107%Vs/Am

Tab. 8.2: Verwendete Materialparameter fiir den Patchtest



8.1 FElementtests 109

Normalspannungen in 1-Richtung, konstante Schubspannungen in der 13-Ebene
und ein konstantes magnetisches Feld in 3-Richtung betrachtet.

Fiir den ersten Fall wird die Belastung von S;; = 10’ N /m2 durch die Krafte
Fy = 2.5-10°N/m? in Knoten 2, 3, 6 und 7 aufgebracht. Als Auflagerbedingungen
wird die Verschiebung w; fiir X; = 0 gehalten. Fiir die Knoten 1 und 4 gilt
aulerdem uz = 0. An Knoten 1 wird die Verschiebung in Xs-Richtung gehalten
und das Potential zu Null gesetzt. Durch die zwangungsfreie Lagerung miissen
alle Spannungskomponenten aufler S;; verschwinden, und auch die magnetische
Flussdichte wird Null. Der sich einstellende Verzerrungszustand kann aus der
umgeformten konstitutiven Beziehung

e=D'o (8.1)

bestimmt werden. Hierbei wird die verkiirzte Schreibweise aus Abschnitt 7.5 ver-
wendet. Aus dem Verzerrungszustand konnen dann die Knotenverschiebungen
ermittelt werden. Diese analytische Losung wird in Tabelle 8.3 mit den Ergeb-
nissen der Elementformulierungen verglichen. Es zeigt sich, dass die Ergebnisse
aller Elementformulierungen mit der analytischen Losung iibereinstimmen.

Als weiter Spannungszustand wird eine konstante Schubspannung S;3 = 107 N /m?
betrachtet. Dazu werden in den Knoten 2 und 3 die Krifte F; = —2.5-10% N/m?
und F3 = 2.5 - 10°N/m? aufgebracht, die Knoten 6 und 7 werden mit F; =
2.5-10°N/m? und F3 = 2.5-10°N/m? belastet, und in den Knoten 5 und 8 wirke
Fy = —2.5-10° N/m?2. Die Auflagerbedingungen bleiben gegeniiber dem vorheri-
gen Lastfall unverdndert, und auch der sich ergebende Verzerrungszustand kann
wie zuvor ermittelt werden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 8.4 angegeben. Man

Knoten | X3 X5 X3
a 0.249 | 0.342 | 0.192
0.826 | 0.288 | 0.288
0.850 | 0.649 | 0.263
0.273 | 0.750 | 0.230
0.320 | 0.186 | 0.643
0.667 | 0.305 | 0.683
0.788 | 0.693 | 0.644
0.165 | 0.745 | 0.702

STQ w0 Qo o

Abb. 8.1: Systemgeometrie fiir Patchtest gemaf [30]
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erkennt, dass die Elemente den gegebenen Belastungszustand korrekt wiederge-
ben.

Als dritter Belastungsfall wird ein konstantes magnetisches Feld Hy = 10° A/m
angelegt. Dazu wird das Potential in den Knoten 1, 2, 3, 4 Null gesetzt und in
den Knoten 5, 6, 7, 8 ein Potential von ¢ = 10° A vorgegeben. Die Verschiebungs-
randbedingungen bleiben unveréndert, da wieder eine zwangungsfreie Lagerung
beabsichtigt ist. Der aus der Belastung resultierende Verzerrungszustand kann
aus

E Creple —eu '] [S
Bl ~ —ule pl H (8:2)

ermittelt werden. Aufgrund der magnetostriktiven Kopplung ergibt sich eine Ver-
langerung in 3-Richtung, die mit einer Querkontraktion in 1- und 2-Richtung
einhergeht. Die Ergebnisse der Elemente sind in Tabelle 8.5 zusammengefasst.
Auch in diesem Fall zeigen alle angegebenen Elemente fiir den gegebenen Feldzu-
stand korrekte Resultate. Folglich werden die signifikanten Lastzustiande korrekt
abgebildet, und der Patchtest kann als erfiillt angesehen werden.

Analytisch ~ H1P2E30 HI1P1E30G12 H1P1MIX

ur(X; =1) [m] 1.687-10~* 1.687-10~*  1.687-10~%  1.687-10~*
uy(Xy = 1) [m] —8.125-107° —8.125-10™°> —8.125-107> —8.125-107°
uz(X3=1) [m] 1.250-10° 1.250-10™>  1.250-10™>  1.250-107°
#(X3=1)[A]  6.250-10* 6.250-10*  6.250-10*  6.250-10*
Sip 1.0 - 107 1.0 - 107 1.0 - 107 1.0 - 107
B [A/m] 0 0 0 0

B, [A/m] 0 0 0 0

Bj [A/m] 0 0 0 0

Tab. 8.3: Ergebnisse des Patchtests fiir eine konstante Zugspannung 511

Analytisch HIP2E30 HIPIE30G12 HIPIMIX
us(X; = 1) m]  3.200107% 3.200.10%  3.200-10~%  3.200-10*
¢(X;=1) [m] —2400-10° —2.400-10° —2.400-10° —2.400-10°

Si3 1.0-100  1.0-107 1.0- 107 1.0-107
By [A/m] 0 0 0 0
B, [A/m] 0 0 0 0
Bj [A/m] 0 0 0 0

Tab. 8.4: Ergebnisse des Patchtests fiir eine konstante Scherspannung Si3
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Analytisch ~ H1P2E30 H1P1E30G12 H1P1MIX

u;(X; =1) [m] -0.5-107* —-0.5-107* -05-107* —0.5-107°
uy(Xo =1) [m] —=0.5-107% —-0.5-107* —-0.5-107* —0.5-10°
u3(X3=1)[m] 1.0-100* 1.0-107* 1.0-107* 1.0-107*

By [A/m] 0 0 0 0
B, [A/m] 0 0 0 0
Bs [A/m] 0.08 0.08 0.08 0.08

Tab. 8.5: Ergebnisse des Patchtests fiir ein vorgegebenes Skalarpotential

8.1.2 Kragarm unter Biegebeanspruchung

Um das Approximationsverhalten der Elementformulierungen unter Biegebean-
spruchung zu untersuchen, wird ein Kragarm, der durch ein Endmoment belastet
ist, betrachtet. Das System und die Finite-Element-Vernetzung sind in Abbildung
8.2 dargestellt. Es wird wieder ein isotropes Material mit linearem Verhalten an-

O

Abmessungen: a = 0.2m, b =c=0.02m

Abb. 8.2: Systemgeometrie und Finite-Element-Netz

El = E3 =50 GN/HI2, G12 = G13 =25 GN/HI2, V19 = V13 = 0.0

B33 = €93 = OO, €13 = —20.0 VS/AI’HQ, €15 — 0.0
py = po = pz = 2-107%Vs/Am

Tab. 8.6: Verwendete Materialparameter fiir den Kragarm unter Biegebeanspruchung

genommen. Die Querkontraktion soll zur Vereinfachung vernachlassigt werden.

Die gewéhlten Parameter sind in Tabelle 8.6 angegeben.

Das Kréaftepaar mit F' = 10kN am Ende des Kragarmes erzeugt eine linear iiber
die Hohe verteilte Normalspannung S1; = 2 FeX3/I mit I = bc®/12. Durch die
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zwangungsfreie Lagerung miissen alle anderen Spannungskomponenten und die
Flussdichte verschwinden. Damit kann der Verzerrungszustand wieder aus (8.1)
ermittelt werden. Man erhélt, wie auf Seite 91 erldutert, einen linearen Verlauf
in X3-Richtung der Verzerrungen E7; und des magnetischen Feldes H;. Folglich
ergibt sich fiir das Skalarpotential eine quadratische Verteilung iiber die Hohe des
Kragarms. Die Durchbiegung der Kragarmspitze kann man mit der Balkentheorie
bestimmen. Es gilt w = $a?FE}; /X3 = 8.571- 107 m. In Tabelle 8.7 wird die ana-
lytische Losung mit den Ergebnissen der unterschiedliche Elementformulierungen
verglichen. Dabei ist jeweils die Durchbiegung der Kragarmspitze w und die ma-

Analytisch H1P1E30 HI1P1E30  HI1P1E30

Elemente in X3 1 2 4
w [m] 8.571-107%  12.000-107*  9.231-107*  8.728-1073
Hs [A/m] —4.286-106  —1.155-10"% —2.308-10° —3.277-10°

H1P2E30 H1P1E30G12 HI1P1MIX

Elemente in X3 1 1 1
w [m] 8.571-107 8571107  8.571.1073
Hs [A/m] —4.286-106  —4.286-10° —4.286-10°

Tab. 8.7: Ergebnisse des Kragarms unter Biegebeanspruchung fiir die unterschiedlichen

Elementformulierungen

gnetische Feldstarke Hj in dem in Abbildung 8.2 durch ,e“ gekennzeichneten
Knoten angegeben. Das Element HIP1E30 ohne Verbesserung der magnetischen
Anteile ist durch die linearen Ansatzfunktionen fir ¢,; nicht in der Lage, den
quadratischen Verlauf des Skalarpotentials abzubilden. Das magnetische Feld ﬁ3
verschwindet, und die Durchbiegung der Kragarmspitze wird tiberschatzt. Auch
eine Verfeinerung der Vernetzung in X3-Richtung mit zwei Elementen fithrt nicht
zu zufriedenstellenden Ergebnissen. Bei Verwendung von vier Elementen tiber
der Hohe wird die Durchbiegung brauchbar angenéhert, bei ﬁg gibt es jedoch
immer noch erhebliche Abweichungen. In Element H1P2E30 werden zur Appro-
ximation von ¢,; quadratische Ansatzfunktionen verwendet. Dadurch kann das
Skalarpotential korrekt abgebildet werden, und man erhélt schon mit einem Ele-
ment in X3-Richtung die exakte Losung. Allerdings werden bei der Verwendung
von quadratischen Ansatzfunktionen 27 statt 8 Freiheitsgrade pro Element fiir
o benotigt. In den Elementen HIP1E30G12 und HIP1IMIX wird die magneti-
sche Feldstarke durch interne Freiheitsgrade interpoliert, die auf Elementebene
kondensiert werden. Dadurch kann zwar der tatséchliche Verlauf von ¢,; nicht
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korrekt abgebildet werden, aber man erhélt korrekte Ergebnisse fiir ﬁg und da-
mit auch fiir die Durchbiegung. Im Vergleich zum Element H1P2E30 sind die
Elemente HIP1E30G12 und HIP1MIX effizienter, da sie weniger Freiheitsgrade
pro Element besitzen und bei einem Element tiber den Querschnitt die gleiche
Genauigkeit liefern wie das Element HIP2E30. Man erhélt daher weniger globa-
le Freiheitsgrade. Desweiteren ist die numerische Integration bei quadratischen
Ansatzfunktionen aufwendiger, da mehr GauBBpunkte benétigt werden. Es sei an-
gemerkt, dass die Verwendung von internen Freiheitsgraden einen zusatzlichen
numerischen Aufwand beim Aufstellen der Elementsteifigkeitsmatrizen zur Folge
hat. Dieser ist allerdings gegeniiber dem Effizienzgewinn, der aus der Einsparung
von globalen Freiheitsgraden resultiert, zu vernachléssigen.

Als weiterer Aspekt soll an diesem Beispiel das Verhalten der Elementformulie-
rungen bei irreguldren Netzen diskutiert werden. In Abbildung 8.3 ist die Geome-
trie der Elemente durch die schrag verlaufende Trennfliche verzerrt. Die Lange
s gibt die Starke der Verzerrung an. Abmessungen und Materialparameter blei-

Abmessungen: a = 0.2m, b =c=0.02m

Abb. 8.3: Systemgeometrie mit irregularem Finite-Element-Netz, Netzverzerrung in

der Belastungsebene

ben unverandert. Es wird untersucht, wie sich die Ergebnisse fiir Durchbiegung
w und magnetische Feldstarke ﬁg durch die Storung s verdndern. Die Werte von
w und H; werden in dem durch ,o gekennzeichneten Knoten ausgewertet. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 8.4 angegeben. Man erkennt, dass die Werte w
und Hs fiir alle Elementformulierungen schon bei kleiner Storung stark abfallen.
Das HIP1E30G12-Element erreicht fiir s = 0.02m nur noch eine Durchbiegung,
die weniger als 10% der tatsachlichen Verschiebung entspricht. Die magnetische
Feldstarke wechselt sogar das Vorzeichen. Die Elemente H1P2E30 und HIP1IMIX
zeigen bessere Ergebnisse. Allerdings fallt auch hier w und Hy auf ca. 30% des
Sollwertes ab. Zum Vergleich sind auch die Resultate des Elementes H2P2 mit
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Abb. 8.4: Normierte Durchbiegungen und magnetische Feldstarken in Abh&ngigkeit

von s. Netzverzerrung in der Belastungsebene

triquadratischen Ansétzen fiir Verschiebungen und Potential angegeben. Dieses

zeigt bei geringem s < 0.05 bessere Ergebnisse. Fiir groflere Netzverzerrungen
s > 0.05 ist allerdings auch hier ein starker Abfall von w und H; zu beobachten.

Als weiteres verzerrtes Netz wird die Geometrie so verdndert, das die Trennflache
um 90° gedreht erscheint, siehe Abbildung 8.5. Die Werte fiir w und H3 werden

Abmessungen: a = 0.2m, b =c=0.02m

Abb. 8.5: Systemgeometrie mit irregularem Finite-Element-Netz, Netzverzerrung

senkrecht zur Belastungsebene
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Abb. 8.6: Normierte Durchbiegungen und magnetische Feldstirken in Abhdngigkeit

von s. Netzverzerrung senkrecht zur Belastungsebene

wieder in dem durch ,e“ markierten Knoten untersucht. Die Ergebnisse sind in
Abbildung 8.6 iiber der Storung s aufgetragen. Auch in diesem Fall zeigt sich
schon bei geringer Netzverzerrung eine starke Abnahme von Durchbiegung und
magnetischer Feldstarke, wobei hier das Element HIP1E30G12 die grofiten Ab-
weichungen aufweist. Das quadratische Element H2P2 zeigt auch fiir diese Geo-
metrie eine geringe Empfindlichkeit gegeniiber schwach irregulédren Netzen. Bei
starkeren Netzverzerrungen s ist jedoch wiederum eine erhebliche Verringerung
der Werte von w und H. 3 festzustellen.

Die Empfindlichkeit gegentiber Netzverzerrungen ist bei trilinearen Volumenele-
menten mit EAS- und gemischten Ansétzen bekannt. Allerdings ist diese Verhal-
ten bei rein mechanischen Elementen weniger ausgepragt, siche auch [1, 70, 93].
Mit zunehmender Verfeinerung der Vernetzung nach der h-Methode verschwindet
allerdings die Fehleinschétzung der Formulierungen, da sich der Verzerrungszu-
stand dem konstanten Zustand nahert, der nach Beispiel 8.1.1 korrekt abgebildet
werden kann. Dessen ungeachtet ist diese Problematik bei der Verwendung der
Elemente zu beachten.
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8.1.3 Eigenwertuntersuchung

Bei gemischten Formulierungen konnen Nullenergiemoden aufgrund von schlech-
ter Wahl der Approximationen fiir die zusétzlichen internen Freiheitsgrade auf-
treten. Fiir die Wahl der Approximation ist die Ladyzhenskaya-Babouska-Brezzi-
Bedingung (LBB-Bedingung) mafigebend, siehe z. B. BREzzI & FORTIN [17]. Al-
ternativ kann auch eine Eigenwertuntersuchnung angestellt werden. Diese wird
an einem Element mit regulare Diskretisierung und der Kantenlange 2 durchge-
fiihrt. Dabei wird ein idealisiertes Material mit £y = Ey = E3 = 1.0, vy = 113 =
0.25, e33 = €15 = 1.0, e13 = 0.5 und py; = po = pg = 1.0 verwendet. Die Rand-
bedingungen sind so gewahlt, dass die 6 Starrkérperbewegungen des Elementes
behindert sind. Zudem wird eine Festhalterung zur Erdung des Skalarpotentials
eingefiihrt. Damit verbleiben 32 — 6 — 1 = 25 Eigenwerte. Die Ergebnisse fiir die
Elemente HIPIMIX und H1IP1E30G12 sind in Tabelle 8.8 angeben. Bei beiden

Nr. Eigenwert Nr. Eigenwert

H1IPIMIX  H1P1E30G12 H1IPIMIX  H1P1E30G12

1 0.1276E—-01 0.9474E—-02 14  0.6420E+00  0.6444FE+00
2 0.3938E—-01 0.2049E—-01 15 0.7123E400  0.7659E£400
3  0.6859E—-01 0.4827E—-01 16 0.8657E4+00 —0.9836L£400
4 —0.1288E£+00  0.1008E£4-00 17 —0.9009£+400  0.1014E+4-01
5 0.1323E£+00 0.1309£400 18 —0.1026E£+01 —0.1174F£4-01
6 0.1841E£+00 0.1469E£400 19 0.1134E+01 0.1276 £4-01
7 0.2238E+00 —0.1938E+00 20 0.1281E£+01  0.1386 2401
8§ 0.2907E400  0.1989E+00 21 —0.1360E£+401 —0.1554F4-01
9 0.38358E4+00 0.2299E+00 22 0.1410E4+01 —-0.1623E£4-01
10 0.4187E+00  0.2590E+00 23 —0.1604£+01 —0.1656£4-01
11 0.5523E+00 0.3306 E+00 24 —0.1660£+01  0.1669F£4-01
12 0.5797TE+00  0.4876E+00 25 0.1679E£+01 —0.1698FE£4-01

13 —0.6002E+400  0.5660E+-00

Tab. 8.8: Ergebnisse der Eigenwertuntersuchung fiir die Elemente H1P1MIX und
H1P1E30G12

Elementformulierungen sind jeweils 7 Eigenwerte negativ. Dies resultiert aus der
konstitutiven Gleichung (6.6). Hier ist die Permeabilitét mit einem negativen Vor-
zeichen behaftet. Dieses sorgt fiir negative Eintrige auf der Hauptdiaganale der
tangentialen Steifigkeit. Da ein Freiheitsgrad des Skalarpotentials gehalten ist,
verbleiben 7 negative Eigenwerte fiir das 8-Knoten-Element. Weiterhin gibt es in
Tabelle 8.8 keinen Eigenwert der verschwindet. Es treten somit keine Nullener-
giemoden auf. Kine Untersuchung auf Volumenlocking mit einer Querkontration
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nahe 0.5 wurde hier nicht vorgenommen, da diese Problematik bei den betrach-
ten magnetostriktiven und piezoelektrischen Materialien aufgrund der niedrigen

Querkontration nicht mafigebend ist.
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8.2 Nichtlineares Materialverhalten

An diesem Beispiel wird die Tauglichkeit des vorgestellten nichtlinearen Materi-
almodells untersucht. Dazu wird zunéchst ein Terfenol-D Wiirfel mit 2 cm Kan-
tenldnge betrachtet. Es wird eine zwéngungsfreie Lagerung verwendet, wie in

Abbildung 8.7 dargestellt.

2cm

qu = QBJV[

2cm

¢m =0

Abb. 8.7: Terfenol-D-Wiirfel im homogenen magnetischen Feld

Magneto-elastische Parameter:

Schaltkriterium:

Verfestigungsfunktion:

By = B3 = 20 GN/m’

vip = 113 = 0.25, G = G13 = 11.6 GN/m?
@33 = 40.9 Vs/Am?

@13 = @93 = —43.95Vs/Am?

e15 = 28.3 Vs/Am?

p1 = po = pz = 2.8025 - 1079 Vs/Am

M,=82-10"3T

Ei=1.08-10"%, H' =185kA/m
a = 0.15/arctanh (1/b) T, b = 1.04

Tab. 8.9: Verwendete Materialparameter fiir Terfenol-D

Das magnetische Skalarpotential wird an der Unterseite Null gesetzt und oben
durch ¢, vorgegeben. Dadurch kann ein homogenes magnetisches Feld in 3-
Richtung erzeugt werden. Das Potential wird als Funktion der Zeit quasistatisch
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in Form einer Dreiecksfunktion aufgebracht, so dass die Feldstérke zwischen H 3=
—100kA/m und Hs = 100kA /m alterniert. Die verwendeten Materialparameter
sind in Tabelle 8.9 angegeben und basieren auf den Arbeiten von DAPINO [32]
und MOFFETT ET AL. [30]. Nicht dokumentierte Kennwerte sind sinnvoll erganzt
worden. Als Ergebnis sind in Abbildung 8.8 die magnetische Flussdichte Bj iiber
der magnetischen Feldstarke ﬁd und die Verzerrungskomponente Fs3 iiber ﬁs
aufgetragen. Zum Vergleich ist jeweils eine experimentelle Kurve fiir Terfenol-D
angegeben, die aus ENGDAHL [11] entnommen wurde.
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Materialmodell ——

Versuchsergebnisse aus [11] -

Abb. 8.8: Ferromagnetische Hysterese und Schmetterlingshysterese von Terfenol-D

Da Terfenol-D ein auflerst weichmagnetisches Verhalten aufweist, ist der lineare
Bereich bis zum Erreichen des Koerzitivwertes Mc sehr klein. Bei Uberschrei-
ten von M, erfolgt ein starkes Ansteigen der magnetischen Flussdichte und der
Verzerrungen. Ab einer Feldstirke von ca. Hy = 50kA /m bewirkt der arctanh-
Ausdruck in der Verfestigungsfunktion (6.34) eine Verminderung des Wachstums
von 53 und FEj33. Fir magnetische Feldstéarken groBler als 80 kA /m ist der Einfluss
der arctanh-Funktion so stark, dass die irreversible Groéfle o nicht weiter steigt
und Sattigung eintritt. Bei Entlastung zeigen sich fiir H; = 0 nur sehr geringe
remanente Werte fiir Flussdichte und Verzerrungen, die auch auf die weichma-
gnetischen Eigenschaften des Materials zurtickzufiihren sind. Vergleicht man die
Ergebnisse des Materialmodells mit den Versuchsergebnissen, so zeigen sich hier
gute Ubereinstimmungen. Das Modell ist somit in der Lage, die typischen Hys-
teresekurven von Terfenol-D abzubilden.
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Ferner soll an diesem Beispiel auch das Konvergenzverhalten des Materialmodells
und der Finite-Element-Rechnung bewertet werden. Dazu wird ein relativ grofler
Lastschritt von Hy = 5kA/m auf Hy = 11kA/m am Beginn des nichtlinearen
Verhaltens untersucht, der in Abbildung 8.9 durch Punkte gekennzeichnet ist.

1 1.5
N |/
1
=) =
— 0 =,
TQQ g
~ 0.5
0.5
-1 0
100 =50 0 50 100 100 =50 0 50 100
Hy [kA /m] Hy [kA /m]

Abb. 8.9: Gewahlter Lastschritt zur Betrachtung der Konvergenz des iterativen Lo-

sungsprozesses

Zur Beurteilung des Konvergenzverhaltens werden die Residuen der Iterations-
schritte herangezogen. In Tabelle 8.10 sind die Residuen fiir die globale Gleichge-
wichtsiteration R angegeben. Aulerdem ist in der 3. und 4. Spalte eine typische
lokale Iteration zur Bestimmung der internen Variable notiert. Es zeigt sich, dass
sowohl fiir die lokalen als auch die globalen Residuen quadratisches Konvergenz-

verhalten vorliegt.

In Abschnitt 6.3 wurde ein erweitertes Modell zur Abbildung ferrimagnetischen
Verhaltens vorgestellt. Der Grundgedanke des Modell basiert auf einer lokalen

Iteration | Globales Residuum | Lokales Residuum | Lokales Residuum
R R, Ry
9.904572E 4+ 01 | —7.196267FE — 02 1.052652F + 00
1.732041F + 02 | —3.088828F — 02 9.670525F — 02
7.862738E + 00 | —1.770798E — 03 1.616275F — 03
2.152431F — 02 | —1.583016E — 06 4.965618E — 07
1.636638FE — 07 | —4.076455F — 13 4.820135EF — 14

T W N =

Tab. 8.10: Konvergenzverhalten der lokalen und globalen Iteration
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Ei=0.35-1073, H = 125kA/m
a = 0.1/arctanh (1/b) T, b= 1.05

Tab. 8.11: Modifizierte Parameter der Verfestigungsfunktion fiir ferrimagnetisches

Hystereseverhalten

Beschreibung der Hysteresekurven, wobei die horizontale Verschiebung aus dem
Ursprung durch den Materialparameter H, beschrieben wird. Da sich ferrima-
gnetische Hysteresekurven in Form und Gréfle unterscheiden, miissen auch die
Parameter der Verfestigungsfunktion angepasst werden, siehe Tabelle 8.11. In

1
0.5
=
— 0
s
0.5
-1
-100 -50 0 50 100
Hs [kA /m]
Hy = 45kA/m —— Hy = 65kA/m =mmrme
Hy = 55kA /m -weeeeeees Hy= () o

Abb. 8.10: Ferrimagnetische Hysteresen fiir unterschiedliche Werte H
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Abb. 8.11: Ferrimagnetische Schmetterlingshysteresen fiir unterschiedliche Werte ﬁo

Abbildung 8.10 und 8.11 sind die Ergebnisse fiir verschiedene Werte von H, an-
gegeben. Je nach Betrag von FIO wird die Hysterese unterschiedlich stark aus
dem Ursprung heraus verschoben. Zum Vergleich ist das Ergebnis des unveran-
derten Modells aus Abbildung 8.8 unterlegt. Es sei an dieser Stelle noch einmal
angemerkt, dass das Modell den Einfluss der mechanischen Vorspannung nicht
berticksichtigt. Daher sind an dieser Stelle keine experimentellen Vergleichsdaten

angegeben.

Piezoelektrisches Material

Das vorgestellte konstitutive Modell kann geméafS Abschnitt 6.4 auch zur Mo-
dellierung ferroelektrischer Keramiken herangezogen werden. Dazu wird in Ent-
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sprechung zu dem Versuch von HWANG ET AL. [51] ein Blei-Lanthan-Zirkonat-
Titanat (PLZT) Wiirfel von 10 mm Kantenlénge betrachtet. Die Auflagerbedin-
gungen werden analog zu Abbildung 8.7 angenommen. Als Belastung wird an der
Oberseite des Wiirfels ein elektrisches Skalarpotential von £800V in Form einer
Dreiecksfunktion vorgegeben. Die verwendeten Materialparameter sind aus [51]
entnommen und in Tabelle 8.12 angegeben. In Abbildung 8.12 ist die resultie-

Piezoelektrische Parameter: F; = F3 = 68 GN/m?
Vg = 113 = 0.35, G153 = 25.19 GN/m?
@33 = 50.116 C/m?
@13 = g3 = —14.96 C/m?
®15 = 38.148 C/m?
€1 = €3 = €3 = 1.125 C/kN m?

Schaltkriterium: P, =0.405-1073 C/m?
Verfestigungsfunktion: Ei=1.44-1073 E; =0.215kV/m
k= 0.9998 €3

a = 0.0005/arctanh (1/b) C/m?, b =1.04

Tab. 8.12: Verwendete Materialparameter fiir PLZT

rende ferroelektrische Hysteresekurve mit der zugehorigen Schmetterlingshyste-
rese dargestellt. Zum Vergleich sind die Versuchsergebnisse aus [51] unterlegt.
Es zeigen sich gute Ubereinstimmungen. PLZT hat im Gegensatz zu Terfenol-D
einen sehr hohen Koerzitivwert und auch die remanenten Werte der dielektrischen
Verschiebung und der Verzerrungen sind wesentlich starker ausgepragt. Diese Ei-
genschaften des Materials konnen bei der Modellierung durch die Parameter von
Verfestigungsfunktion und Schaltkriterium berticksichtigt werden.

Als weiterer Gesichtspunkt wird die Volumenerhaltung der Deformation betrach-
tet, die sich aus der piezoelektrischen Kopplung ergibt. In Abbildung 8.13a) sind
neben den Dehnungen in 3-Richtung auch die orthogonalen Komponenten in 1-
und 2-Richtung aufgetragen. Zur Uberpriifung der Volumenerhaltung ist die 1. In-
variante diag (E) angegeben. Man erkennt, dass diese zwar klein ist, aber nicht
vollstandig verschwindet. Das bedeutet, dass kein rein volumetrischer Verzer-
rungszustand vorliegt, obwohl in Gleichung 6.12 durch den Projektionstensor I
eine volumetrische irreversible Verzerrung erzwungen wird. Man muss allerdings
bedenken, dass die Umklappprozesse mit einer reversiblen piezoelektrischen De-
formation einhergehen, die nicht unbedingt volumenerhaltend sein muss. Diese
wird durch den Koppeltensor @ bestimmt. In Abbildung 8.13b) sind zum Ver-
gleich die Ergebnisse einer Rechnung mit modifizierten Materialparametern dar-
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Abb. 8.12: Ferroelektrische und Schmetterlingshysterese
gestellt. Es sei in diesem Fall e;3 = —0.5 - e33. Die 1. Invariante verschwindet,

da jetzt auch die Verzerrungen, die sich aus der reversiblen Kopplung ergeben,
volumenerhaltend sind. Es sei angemerkt, dass die Querkontraktion hier keine
Rolle spielt, da der Deformationszustand spannungsfrei ist.



8.2 Nichtlineares Materialverhalten 125

-9 -9
08 04 0 04 08 08 04 0 04 08
E5 [MV/m] E3 [MV /m]
| E33 —t E11 B = e E22 """""" dlag E K |

Abb. 8.13: Volumenerhaltung der piezoelektrischen Schmetterlingshysterese: a) Ma-
terialparameter aus Tabelle 8.12, b) e13 = —0.5 - @33
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8.3 Mechanisch verstarkter magnetostriktiver Aktor

Bei den mechanisch verstéarkten Aktoren (engl. amplified actuators) ist das aktive
Material so in einer Umfassung angeordnet, dass die erreichbaren Verschiebungen
gesteigert werden konnen. Dieser Aufbau wird im Aktorendesign haufig verwen-
det, wobei sowohl piezoelektrische als auch magnetostriktive Materialien benutzt
werden. In Abbildung 8.14 ist beispielhaft ein magnetostriktiver Aktor der Firma

Quelle: http://www.energeninc.com

Abb. 8.14: Mechanisch verstiarkter magnetostriktiver Aktor der Firma Energen

Energen dargestellt. Das magnetostriktive Element ist von der felderzeugenden
Spule umschlossen und veréandert durch das angelegte Magnetfeld seine Lange.
Zum besseren Verstandnis ist die Funktionsweise in Abbildung 8.15 noch ein-
mal veranschaulicht. Der gestrichelte Umriss stellt den unverformten Ausgangs-
zustand dar. Bei Anlegen eines magnetischen Feldes bewegen sich die verstérkten
Anschlussstiicke oben und unten am Gehéause nach aulen. Man erkennt, dass die
Verschiebung w grofer ist als die Kontraktion des magnetostriktiven Stabes. Im

Terfenol-D

Aluminium

pmmm

Abb. 8.15: Darstellung der Funktionsweise des verstirkten Aktors
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Abmessungen: [ = 61 mm, b= 30mm, h; = 34 mm

t1 = 1mm, {5, = 2.2mm

Abb. 8.16: Finite-Element-Vernetzung und Abmessungen des vorgeschlagenen Aktors

Folgenden wird ein eigenes Design diskutiert. Als aktives Material wird Terfenol-
D verwendet. Die Einflissse der Gehauseform auf die erreichbaren Amplituden
von Weg und Kraft werden in einer Parameterstudie untersucht. Die gewéhlten
Abmessungen und das verwendete Finite-Element-Netz ist aus Abbildung 8.16 zu
entnehmen. Fiir die Berechnung wird unter Ausnutzung der Symmetrie nur ein
Achtel der Struktur mit 654 H1P1MIX-Elementen diskretisiert. Dieser Bereich
ist in Abbildung 8.16 weifl gekennzeichnet. An den Symmetrieréndern werden die
Verschiebungen senkrecht zur Symmetrieebene festgehalten. Das Skalarpotential
wird an den Enden des Terfenol-D-Stabes vorgegeben, sieche auch Abbildung 8.16.
Dadurch wird ein homogenes magnetisches Feld in 3-Richtung im Stab erzeugt.
Die maximale Feldstarke betrdagt 100 kA /m. Die gewéhlte Diskretisierung kann als
auskonvergiert angesehen werden. Eine weitere Verfeinerung hat keinen Einfluss
auf die Ergebnisse. Weiterhin sei angemerkt, dass die felderzeugende Spule durch
die Verwendung des Skalarpotentials nicht diskretisiert wird. Der Terfenol-D-Stab
habe eine Lange von 50 mm und einen Durchmesser von 14 mm. Fiir Terfenol-D
wird nichtlineares Materialverhalten entsprechend Tabelle 8.9 angenommen. Das
Gehéuse sei aus Aluminium mit £ = 75000 N/mm? und v = 0.33. Die deformier-
te Struktur bei E5 = 100 kA /m ist in Abbildung 8.17 mit 30-facher Uberhéhung
angegeben. Die Verschiebungsantwort in 2-Richtung ws ist durch unterschiedli-
che Grauabstufungen gekennzeichnet. Fiir die Parameterstudie werden zunéchst
die maximal erreichbaren Verschiebungen am Anschlussstiick w untersucht, siehe
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Verschiebungen uy [mm)]

-0.030
-0.045
-0.060
-0.075
-0.090
-0.105
-0.120

Abb. 8.17: Deformierte Struktur fiir ﬁg = 100kA/m und hg = 41 mm mit 30 facher
Uberhéhung

auch Abbildung 8.17. Hierbei wird die Hohe hy variiert. Die magnetische Feld-
starke wird von 0 auf auf 100 kA /m gesteigert und anschliefend wieder auf 0 re-
duziert. Die Ergebnisse sind in Abbildung 8.18 graphisch dargestellt. Durch das
nichtlineare Materialmodell zeigen sich Hystereseeffekte fiir die Verschiebungen
w, die sich besonders auf den Bereich von 10 bis 70 kA /m auswirken. Je nach nach
Grofle von hsy stellt sich eine unterschiedlich starke Maximalverformung ein. Man
erkennt, dass die Verschiebungen mit zunehmender Hohe steigen, bis schliellich
flir hy = 41 mm ein Maximum erreicht ist, ab dem die Werte fiir w wieder ab-
nehmen. Fiir einen Aktor mit moglichst groffler Verschiebungsantwort ist folglich
ho = 41 mm zu wéahlen.

Als weiterer Aspekt wird der Einfluss von hsy auf die maximalen Kréfte, die mit
dem Aktor erzeugt werden konnen, untersucht. Diese werden im Bereich eines
Arbeitspunktes von Hs = 50 kA /m betrachtet. Durch ein magnetisches Feld von
100 kA /m wird das Material zunéchst vollstandig magnetisiert. AnschieBend wird
die Belastung wieder bis zum Arbeitspunkt reduziert. Bei dieser Feldstéarke wird
das Anschlussstiick fixiert. Die magnetische Feldstéirke wird dann als Lastzyklus
von £25kA/m um den Arbeitspunkt moduliert. Die Reaktionskraft Fy des An-
schlussstiickes in 2-Richtung wird ermittelt und iiber der magnetischen Feldstarke
aufgetragen. Die Ergebnisse sind in Abbildung 8.19 angegeben. Auch in diesem
Fall zeigen sich durch das nichtlineare Materialmodell Hystereseeffekte, die bei
der Ansteuerung des Aktors zu berticksichtigten sind. Zudem ist ein Einfluss der
Hohe hy auf die Kraft Fy zu erkennen. Mit zunehmender Hohe hy steigt die Kraft
F; an, wobei ab hy = 46 mm nur noch eine geringe Steigerung von F; zu erreichen
ist.
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Abb. 8.18: Verschiebungen w fiir unterschiedliche Werte von ho
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20 30 40 50 60 70 80

hy =38mm ——  hy =42mm v hy = 46 mm --&--
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Abb. 8.19: Erreichbare Krafte am Anschluss fiir unterschiedliche Werte von ho
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8.4 Magnetostriktiver Diinnschichtaktor

In diesem Beispiel wird ein magnetostriktiver Diinnschichtaktor betrachtet. An
dieser Struktur soll der Einfluss geometrisch nichtlinearen Verhaltens untersucht
werden. Der verwendete Aktor wurde von QUANDT & SEEMANN [97] vorgestellt.
Als mogliches Anwendungsgebiet wurde ein Mikroventil vorgeschlagen, das in Ab-
bildung 8.20 dargestellt ist. Durch Anlegen eines externen magnetischen Feldes

* Auslass

Magnetostriktive
,’—_,-, |-|——\I/ Beschichtung - ,’—_,-, |-|_—‘\
| E

ext
— —

T l— U U e —>

— [ T | —»

O — | | —
~ Tragerschicht
* Einlass
Ventil geschlossen Ventil geoffnet

Abb. 8.20: Anwendung des magnetostriktiver Diinnschichtaktors als Mikroventil

dehnt sich die magnetostriktive Beschichtung aus und bewirkt eine Durchbie-
gung der Tragerschicht. Das Ventil ist geoffnet. Der Vorteil dieses Aufbaus ist
die kontaktlose Ansteuerung durch eine felderzeugende Spule, die das gesamte
Ventil umgibt. Bei einem piezoelektrischen Bauteil wiirden die Kontakte zur Auf-
bringung des elektrischen Feldes vom Fluid umstromt werden. Dies konnte zu
Korrosion oder Kurzschliissen fiithren.

Die Finite-Element-Modellierung mit Vermafiung ist in Abbildung 8.21 angege-
ben. Unter Ausnutzung der Symmetrie wird nur das grau gezeichnete Viertel des
Systems mit 80 Elemente diskretisiert. Durch die hohe Genauigkeit des verwende-
ten HIP1MIX-Elementes bei rechtwinkliger Vernetzung ist ein Element in Dicken-
richtung ausreichend. Das maximale Seitenverhéltnis der Elemente betragt 1:25.
Der Aktor ist an beiden Enden eingespannt. Als weiterer Aspekt wird an diesem
Beispiel der Einfluss der Lange L; auf die erreichbaren Durchbiegungen unter-
sucht. Die Lénge L, charakterisiert den unbeschichteten Bereich in der Mitte des
Aktors. Als Belastung wird ein homogenes magnetisches Feld ﬁext in 3-Richtung
angesetzt. Dazu wird das Potential am linke Rand Null gesetzt und am rechten
Rand durch ¢, vorgegeben. Die Feldstirke wird von Null auf H,p = 0.064 A /pum
gesteigert und anschlieSend wieder auf Null abgesenkt.

Die Materialparameter fiir die magnetostriktive Schicht aus ThDyFe werden ent-
sprechend Tabelle 8.9 gewéhlt. Fiir die Tragerschicht aus Silizium wird F =
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Abmessungen: L = 10mm, w = 2mm, ¢, = 54 um, ty = 11 pm

Abb. 8.21: Finite-Element-Diskretisierung des magnetostriktiven Diinnschichtaktors

Verschiebung wy [pm]

55 -5 45 4 35 -3 -25 -2 -15 -1 -05

Abb. 8.22: Verformte Struktur fiir ﬁeﬂ = 0.64 A/um und L; = 3mm in 50-facher
Uberhéhung

162 GPa und v = 0.23 angenommen. Zur Veranschaulichung des Verformungs-
verhaltens ist die verformte Struktur fir He,; = 0.64 A/um und L; = 3mm in
Abbildung 8.22 50-fach iberhoht dargestellt.

Die Durchbiegung des Aktors resultiert aus einer Ausdehnung der magnetostrik-
tiven Schicht aus TbDyFe. Gleichzeitig induziert die Ausdehnung der TeDyFe-
Schicht auch eine Verldngerung der Tragerschicht. Es liegt ein Knickproblem vor,
das dem 4. Eulerfall entspricht. Um den Einfluss dieses nichtlinearen Effektes
zu untersuchen werden die Ergebnisse aus einer geometrisch linearen und einer
geometrisch nichtlinearen Berechnung miteinander verglichen. In Abbildung 8.23
sind die Lastverschiebungskurven fir L; = 2mm und L;=5mm zu sehen. Man
erkennt, dass die Verschiebungen der nichtlinearen Rechnungen gréfler sind als
die der linearen. Damit ist von einem Ausknicken der Tréagerschicht auszugehen.
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Verschiebung ws [um]

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

ﬁeact [A/Um]

Linear, L1 = 2mm —a—
Nichtlinear, L; = 2mm ----#---
Linear, L; = 5mm -0

Nichtlinear, L; = 5mm e

Abb. 8.23: Lastverschiebungskurve fiir L; = 2mm und L; = 5mm. Ergebnisse aus

geometrisch linearer und nichtlinearer Rechnung

Das Hystereseverhalten verandert sich dadurch allerdings nicht. Der Einfluss der
durch den Stabilitatsfall hervorgerufenen Verschiebungen héngt von der Lange
Lq ab. In Abbildung 8.24 sind die maximalen Durchbiegungen wy iiber L; aufge-
tragen. Wie man erwarten wiirde, nimmt der Unterschied zwischen linearer und
nichtlinearer Rechnung mit zunehmender Lénge L; ab. Zudem ist ein optimale
Beschichtungslange L; = 5mm ablesbar, bei der die maximale Durchbiegung wy
auftritt.
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Abb. 8.24: Einfluss der Lange L, auf die erreichbaren Durchbiegungen wo
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8.5 Piezoelektrischer Hohlzylinder

Es wird ein Hohlzylinder aus einem Weich-PZT Material analysiert. Bei der Pola-
risierung solcher Zylinder ist eine Verwolbung der Rander nach innen zu beobach-
ten, die im Folgenden untersucht wird. Die Ergebnisse werden mit Berechnungen
von LASKEWITZ ET AL. [75] verglichen. Dort ist eine ausfiihrliche Abhandlung
dieses Effektes zu finden. Weiterhin sind die Geometrie und die Belastung aus [75]
entnommen. Das gewédhlte System mit VermafBiung ist in Abbildung 8.25 darge-

d, = 20.5mm 50
| ! %
| d; = 17.5mm | i
I | T
¢p =10 \\\\\\/
\:\\‘\\/ — n
\\:\\\\/ oM = op
\\\\\\/
\\\\\\/
> \\:\\\ ;
::\‘\:/
g Nt paas I o
= T sull =y
| ‘ \\\\:::\\\\\/
) i
a L T
S — | \\:\\\\/
Symmetrierandbedingungen \\:\;
Y \\\‘\\:/@
=T r
Z @== >

Abb. 8.25: Piezoelektrischer Hohlzylinder mit Vermaflung und gewéhlter Finite-

Element-Diskretisierung

stellt. Unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie wird in der Finite-Element-
Diskretisierung nur ein Element in Umfangsrichtung verwendet, das einem Aus-
schnitt von 5° entspricht. Fiir die Vernetzung in der radialen Richtung r werden
12-Elemente gewahlt, die Hohe h/2 wird in 20 Elemente segmentiert. Zur Einhal-
tung der Symmetrierandbedingungen werden die Verschiebungsfreiheitsgrade in
y-Richtung der in Abbildung 8.25 abgewandten Oberfliche um 5° um die z-Achse
gedreht.
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Die Materialparameter sind aus [75] entnommen und in Tabelle 8.5 angegeben.
Die mechanischen Eigenschaften des Materials werden isotrop angenommen. Die
lokale 3-Richtung und die Polarisationsrichtung ep des Materials entspricht der
radialen Richtung r. Zur Uberpriifung des nichtlinearen Materialverhaltens ist in

Piezoelektrische Parameter: E; = E3 = 0.06 MN /mm?
V12 = v13 = 0.396, G153 = 0.02149 MN /mm?
@33 = 21.796 - 1075 C/mm?
e;3 = —6.571 - 107% C/mm?
€15 = 12.464 - 107° C/mm?
€1 = € = 1.27796 - 1072 C/MN mm?
€3 = 0.74409 - 10~° C/MN mm?

Schaltkriterium: P, = 7.4409 - 10~°C /mm?
Verfestigungsfunktion: Ei=1.2-10"3 Ei = 38.9736 MN/C
k = 1.00001 e

a=02-10"°C/mm? b=1.0

Tab. 8.13: Verwendete Materialparameter zur Modellierung des piezoelektrischen
Hohlzylinders

Abbildung 8.26 die ferroelektrische Hysterese in einem spannungsfrei gelagerten
Einheitswiirfel unter einem homogenen elektrischen Feld dargestellt. Die Ergeb-
nisse aus [75] sind unterlegt. Im Modell von [75] werden Schaltkriterien fiir Beginn
und Ende des Polarisationsvorgangs eingefithrt. Weiterhin wird die Polarisation
im Sinne einer linearen kinematischen Verfestigung angenommen. Die Hysterese-
kurve zeigt daher einen abrupten Ubergang bei Erreichen der Sattigung und bei
Beginn der Depolarisation. Beim vorgestellten Materialmodell wird die Sattigung
iiber die Verfestigungsfunktion bestimmt und man erhéalt hier einen weicheren
Ubergang, der auch dem realen Verhalten des Materials niherkommt.

In Abbildung 8.27 ist der verformte Hohlzylinder dargestellt. Die Deformation
ist 30-fach tiberhoht gezeichnet. In Teilbild a) ist die Struktur mit dem maxi-
malen Potential ¢p = 4.5kV belastet. Man erkennt, dass sich die Struktur in
radialer Richtung nach innen zusammenzieht. Das Einschntiren des Zylinders ist
allerdings nicht gleichmafBig. Die Verschiebungen am oberen Kranz sind grofer
als unten an der Symmetrieebene. Man spricht auch von einem Einstiilpen des
Zylinderrandes. Das Verformungsbild bleibt auch nach Entlastung erhalten, siche
Abbildung 8.27b).

Um die Ursachen dieses besonderen Verformungsverhaltens zu verstehen, wird zu-
néchst die Verteilung der elektrischen Feldgrofien betrachtet. In Abbildung 8.28
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Abb. 8.26: Ferroelektrische Hysteresekurve aus den verwendeten Materialparametern

im Vergleich zu der Hysterese aus [77]

ist der Verlauf des elektrischen Potentials und der elektrischen Feldstéarke tiber die
Wandstérke dargestellt. Das Potential verlauft nicht linear. Dies deckt sich mit
Ergebnissen der analytischen Losung aus [75]. Man erhalt fir das ungekoppelte,
rotationssymmetrische Problem aus der Laplace-Gleichung VZ¢z = 0 einen loga-
rithmischen Verlauf von ¢z. Damit folgt fiir die elektrische Feldstarke eine nicht
konstante Verteilung tiber r, wie man auch Abbildung 8.28 b) entnehmen kann.
Die inhomogene Verteilung von E hat Einfluss auf das Deformationsverhalten
des Zylinders. So bewirkt die stéirkere Feldstédrke an der Innenfliche dort auch
groflere piezoelektrische Verzerrungen. Auflen sind die Verzerrungen geringer. Da
durch den piezoelektrischen Effekt auch Verzerrungskomponenten orthogonal zur
Feldrichtung auftreten, ergibt sich eine Kontraktion in Umfangsrichtung und in
z-Richtung. Auch diese ist innen gréfler als aulen. Die Innenfliche verkiirzt sich
damit starker als die Auflenfliche, und der obere Rand des Zylinders wolbt sich
nach innen. Weiterhin erkennt man in Abbildung 8.28a), dass nach der Entlas-
tung noch ein Potential von ca. 400V im Querschnitt verbleibt. Folglich liegt
auch noch ein elektrisches Feld in radialer Richtung vor, sieche Abbildung 8.28b).
Dieses entsteht aus irreversiblen Polarisationsprozessen und ist vergleichbar mit
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Verschiebungen in
z-Richtung [mm]|
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Abb. 8.27: Verformte Struktur in 30-facher Uberhthung im Vergleich zum Ausgangs-
zustand: a) bei maximaler Belastung op =4.5kV, b) nach Entlastung ¢ =0

den Eigenspannungen nach plastischer Verformung.

Irreversible Anderungen der Polarisation sind auch die Ursache fiir das nach der
Entlastung verbleibende Verformungsbild in Abbildung 8.27b). Die Verteilung
des Polarisationszustandes tiber die Wandstérke ist in Abbildung 8.29 normiert
dargestellt. Die Ergebnisse aus [75] sind unterlegt. In Teilbild a) erkennt man,
dass das Material fiir ¢ = 4.5kV iiber den gesamten Querschnitt vollstéandig
polarisiert ist. Teilbild b) zeigt die Verteilung von « nach Entlastung. Die Po-
larisation nimmt im &uBeren Randbereich ab. Die Ergebnisse aus [75] zeigen ein
ahnliches Bild. Allerdings ist dort der Abfall abrupter. Der Unterschied ist ver-
mutlich in der kontinuierlich einsetzenden Depolarisation bei dem vorgestellten
Materialmodell begriindet, siche Abbildung 8.26. Die inhomogene Verteilung der
elektrischen Feldstarke bedingt ein anderes Durchlaufen der Hysteresekurven. In
Abbildung 8.30 sind exemplarisch die ferroelektrischen Hysteresen an vier Stellen
im Querschnitt (I) bis (IV) dargestellt. Der durch ,e“ gekennzeichnete Bereich
entspricht dem tatséchlich durchlaufenen Bereich beim gefahrenen Belastungszy-
klus. Die Punkte (I) bis (IV) sind in Abbildung 8.29 markiert. Man erkennt, dass
sich der durchlaufene Bereich von (I) nach (IV) immer mehr nach links verschiebt.
Ab Punkt (III) ist die elektrische Feldstarke nach Entlastung negativ. Bei (IV)
néhert sich die Kurve dem Bereich starker irreversibler Depolarisation. Ein dhn-
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Abb. 8.28: a) Verlauf des elektrischen Potential iiber die Wandstérke ¢, b) Verteilung
der elektrischen Feldstarke tiber ¢

liches Bild zeigt sich, wenn man die Schmetterlingshysteresen in Abbildung 8.31
betrachtet. Auch hier ist die beginnende Depolarisation in den dufleren Bereichen
des Querschnitt zu erkennen. Weiterhin sieht man, dass die 33-Komponenten der
bleibenden Verzerrungen auflen deutlich geringer sind als innen. Die radiale Aus-
dehnung geht mit einer transversalen Kontraktion einher. Diese fiihrt zu der in
Abbildung 8.27 erkennbaren Verwolbung des Zylinderkranzes.
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Abb. 8.29: Normierte Polarisation iiber 7: a) maximale Feldstirke ¢p = 4.5kV, b)

nach Entlastung ¢ = 0
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Abb. 8.30: Ferroelektrische Hysteresekurve in den Querschnittsstellen (I)-(IV)

rr

|

|
)

|/

—

—

L

5-4-3-2-1 0123435

Es [kV/mm|

(II) = 0.457 mm

0.4
0.3
02
201
S
-0.1
0.2
0.3
0.4

Y

<
o™
N

1T

|

|
)

|/

—

—

"

2-4-3-2-1 012 34

Es [KV /mm]

(IV) r = 1.455 mm

0.4
0.3
02
Né 0.1
S 0
- -0.1
1
20.2
0.3

-0.4

5

ﬂ

|

|
)

|/

—

—

"

2-4-3-2-1 012 34

Es [kV/mm|

5



8§ NUMERISCHE BEISPIELE

142

(II) r = 0.457 mm

(I) » =0.011mm
4 1 4

o 3 o 3
5 N 5 N
= 2 = 2

0 0

5 -4-3-2-1012 3 45 5-4-3-2-101 23 45
Es [KV/mm]

Es [KV/mm]
(IV) r = 1.455 mm

(III) r = 0.956 mm

4 4
cT?’ cT?’
5 ) 5 A
gz gz
| / | /
0 0
5-4-32-1012 3 45 5-4-32-1012 3 45
Es [KV/mm)]

Es [KV/mm]
Abb. 8.31: Schmetterlingshysteresekurve in den Querschnittsstellen (I)-(IV)
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8.6 Piezoelektrischer Teleskopaktor

Es wird ein piezoelektrischer Teleskopaktor betrachtet. Teleskopaktoren bestehen
aus mehreren innereinandergesteckten piezoelektrischen Zylindern, die an ihren
Enden miteinander verbunden sind, wie es in Abbildung 8.32 dargestellt ist. Die
Zylinder werden durch ein angelegtes elektrisches Feld so angeregt, dass sie sich in
axialer Richtung jeweils abwechselnd ausdehnen bzw. zusammenziehen. Dadurch
summieren sich die Verformungen der einzelnen Zylinder, siche auch Abbildung
8.34b). Man erhalt einen kompakten Aktor, der Verschiebungen erreicht, die um

a) b)

CL L VA TR

6.5
9.5
212.5
215.5

920.0 & 18.5

2.5
>

Alle Abmessungen in mm

Abb. 8.32: a) Im Spritzgussverfahren hergestellter Teleskopaktor entnommen aus [2],

b) Verwendete Finite-Element-Diskretisierung

1-20 fach hoher liegen als die von Stapelaktoren bei nur gering reduzierter Kraft,
siche BREI ET AL. [10]. Fiir die Herstellung gibt es unterschiedliche Verfahren.
Beim konventionellen Verfahren werden die piezoelektrischen Zylinder separat ge-
fertigt, polarisiert und anschlieBend durch Aluminiumscheiben miteinander ver-
bunden. In ALEXANDER ET AL. [2] werden andere Produktionsverfahren durch
Spritzguss und Polymerisation vorgestellt, die eine kostengiinstige Produktion
ermoglichen sollen.

Im Folgenden wird ein im Spritzgussverfahren hergestellter Teleskopaktor unter-
sucht, der aus fiinf Zylindern besteht. Dabei wird auf das materiell nichtlinea-
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re Verhalten eingegangen. Die Geometrie und die Finite-Element-Vernetzung ist
in Abbildung 8.32b) angegeben. Die AuBendurchmesser der einzelnen Zylinder
seien 6.5 mm, 9.5mm, 12.5mm, 15.5mm, 18.5mm. Die Wandstéarke ¢ der einzel-
nen Zylinderelemente betrage 1 mm. Der Innendurchmesser der zentralen Schei-
be betragt 0.55 mm. Hier wird die Verschiebung w ausgewertet. Die verwendete
Finite-Element-Diskretisierung kann als auskonvergiert angesehen werden. Zur
Reduzierung des numerischen Aufwands wird die Symmetrie der Struktur aus-
genutzt und nur ein Viertel des Systems mit 430 Elementen diskretisiert. Dabei
werden Verschiebungen an den Symmetriegrenzen in Umfangsrichtung gehalten.
Die Lagerung in vertikale Richtung ist aus Abbildung 8.32b) zu entnehmen. Das
elektrische Feld wird mit Hilfe einer Nickel-Elektrode aufgebaut, die auf der Ober-
flache der Aktors aufgebracht wird. Bei der numerischen Modellierung wird daher
das elektrische Skalarpotential an den Oberflachen der einzelnen Zylinder vorge-
geben. Die Materialkonstanten fiir die PZT-Keramik MSI-53HD werden soweit
angegeben aus [2] entnommen. Die privilegierte 3-Richtung des Materials ent-
spricht der radialen Richtung des Systems. Nicht dokumentierte Parameter sind
angesichts der Verwandtschaft des Materials mit anderen PZT-Keramiken sinn-
voll erginzt worden. Alle benotigten Konstanten sind in Tabelle 8.14 zu finden.

Piezoelektrische Parameter: E; = 60606 N/mm?, E3 = 48310 N/mm?
Vis = 0.290, 115 = 0.408, G = 22990 N /mum?
Pas = 10.63 - 1075 C/mm?
ez = —29.88-107% C/mm?
@15 = 27.26 - 1075 C/mm?
€1 =€ = €3 = 1.0693 - 10714 C/N mm?

Schaltkriterium: P.=0.7693 - 1078 C/mm?
Verfestigungsfunktion: Ei=12-1073, E_Z: = 17.63507 V/mm
k = 1.006 €3
a = 0.0099 - 10 /arctanh (1/b) C/mm?
b = 1.0005

Tab. 8.14: Verwendete Materialparameter fiir MSI-53HD

Im Unterschied zum konventionell hergestellten Teleskopaktor, bei dem polarisier-
te Piezozylinder miteinander verklebt werden, kann der im Spritzgussverfahren
hergestellte Aktor erst nach der Herstellung polarisiert werden. Die Polarisierung
in radialer Richtung erfolgt vor dem Aufbringen der Nickel-Elektroden, da sich
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das elektrische Feld zur Polarisation von demjenigen fiir den Aktorbetrieb un-
terscheidet. Die einzelnen Zylinder werden nacheinander durch von oben bzw.
unten eingesteckte Elektroden polarisiert. Die Feldstérke betrdgt 1200 V/mm. In
Abbildung 8.33 wird der Polarisationszustand mit Hilfe der skalaren Variable a
dargestellt. Die Polarisationsrichtung ep wird in den Elementen jeweils in radialer
Richtung angenommen. Man erkennt ein sehr homogenes und nahezu vollsténdig

a)

Polarisation «

0.1
-0.1
-0.3
-0.5
-0.7
-0.9

Abb. 8.33: Sukzessive Polarisation des Teleskopaktors

polarisiertes Material. Das negative Vorzeichen von « resultiert aus dem kon-
stitutiven Modell, siehe auch Abbildung 6.2. Durch das stufenweise Vorgehen
ergeben sich fiir die Félle a)-d) in den Zylinder-Deckeln Bereiche mit o > 0, also
nach innen gerichteter Polarisation. Diese in Abbildung 8.33 rot gekennzeichne-
ten Bereiche werden allerdings im jeweils folgenden Polarisationsschritt wieder
umpolarisiert, so dass sie im Teilbild e) vollstandig verschwunden sind. Im Be-
reich der Zylinder-Deckel ist dann nur noch eine etwas geringere Polarisation als
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im restlichen Aktor zu beobachten. Zudem werden die Zylinderenden bei der Po-
larisierung dazu tendieren, sich nach innen zu verwolben, wie es in Beispiel 8.5
erldutert wurde. Dieser Effekt wird durch die Zylinderdeckel allerdings behindert
und spielt fiir die Gesamtverformung eine untergeordnete Rolle.

b)
Spannung U [V] Verschiebung w [pm]
-0.15 -0.05 0.05 0.15 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Abb. 8.34: Belasteter Aktor mit £ = 300 V/mm: a) Belastungsbild b) Verformter
Teleskopaktor in 100-fach iberhohter Darstellung

Fir den Aktorbetrieb wird die elektrische Erregung iiber die Nickel-Elektroden
aufgebracht. Das Belastungsbild fiir die maximale Feldstérke von 300 V/mm ist
in Abbildung 8.34 a) dargestellt. Die sich dabei einstellende Verformung ist in
Abbildung 8.34 b) in 100-facher Uberhéhung illustriert. Durch das angelegte Feld
werden die Zylinder 1, 3 und 5 (von innen nach auflen) in Richtung ihrer Polarisa-
tion belastet und verlangern sich. Bei den Zylindern 2 und 4 wirkt das elektrische
Feld entgegen der Polarisationsrichtung und die Zylinder verkiirzen sich.

Fiir einen quasistationdren Lastzyklus kann die Verschiebung w tiber dem elektri-
schen Feld aufgetragen und mit den Messergebnissen aus [2] verglichen werden,
siehe Abbildung 8.35. Der quasistationédre Lastzyklus von E sei 0, 300 V/mm,
-300 V/mm, 0. Die gemessenen Verschiebungen zeigen durch das nichtlineare Ver-
halten des Materials Hystereseeffekte. Neben den gemessenen Verschiebungen ist
in Abbildung 8.35 zusétzlich noch das Ergebnis eines einfachen linearen Mo-
dells angegeben, das in [2] beschrieben wird. Es sei an dieser Stelle angemerkt,
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Abb. 8.35: Hystereseerscheinungen im Teleskopaktor aufgrund von Depolarisationsef-
fekten

dass die préasentierten Ergebnisse um 9.545 um verschoben wurden. Dies ist not-
wendig, da aus dem Polarisationsprozess eine Deformation resultiert, die in den
Messergebnissen und dem linearen Modell nicht berticksichtigt ist. Der Vergleich
zwischen den Resultaten der Finite-Element-Losung und gemessenen Verschie-
bungen zeigt gute Ubereinstimmungen. Die Hystereseerscheinungen kénnen als
Depolarisationseffekte in den Zylindern interpretiert werden, die aus der entge-
gengesetzten Richtung des angelelegten elektrischen Feldes und der Polarisation
entstehen. In Abbildung 8.36 ist der Polarisationszustand des Aktors fiir die Feld-
stirke E = 300 V/mm und E = =300 V/mm abgebildet. Im Fall a) zeigt sich,
dass die Polarisation in den Zylindern 2 und 4 auf unter 95% gesunken ist. Im
Fall b) ist dann auch die Polarisation in den Zylindern 1, 3 und 5 auf den gleichen
Wert gefallen. Allerdings sind diese Depolarisationseffekte nach einem Lastzyklus
beendet. Die sich wiederholenden Hystereseschleifen, wie sie in den Ergebnissen
aus [2] auftreten, konnen damit nicht erklart werden. Hier kommt es vermutlich zu
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Abb. 8.36: Depolarisationseffekte im Teleskopaktor a) E = 300V/mm b) E =
—300V/mm

Subhysteresen (engl. minor hysteresis loops). Diese kénnen mit dem vorgestellten
konstitutiven Modell allerdings nicht abgebildet werden. Eine ausfithrlichere Ab-
handlung dieses Phénomens und die Modellierung mit Hilfe des Preisach-Modells
ist bei MEYER ET AL. [85] und PAsco & BERRY [91] zu finden.



149

9 Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand dieser Arbeit ist die Finite-Element-Modellierung magnetostriktiver
und piezoelektrischer Bauteile. Dabei liegt das Interesse an einer effizienten und
vollstandig nichtlinearen Formulierung. Unter dieser Zielsetzung lésst sich die Ar-
beit in drei Hauptteile gliedern: Die Entwicklung eines konstitutiven Modells, die
Formulierung einer gekoppelten Finite-Element-Modellierung und die Verifizie-
rung der vorgestellten Losung an Beispielen.

Fiir die Entwicklung der konstitutiven Modellierung werden zunéchst in den Ka-
piteln 2-5 die benotigten Grundlagen eingefiihrt. Dabei sind die Kapitel 3 und 4
von besonderer Bedeutung, da hier die magnetostriktiven und piezoelektrischen
Koppelphanomene beschrieben werden und das materiell nichtlineare Verhalten
erklart wird. Das in Kapitel 6 vorgestellte dreidimensionale Materialmodell ist
thermodynamisch motiviert. Grundlage der Formulierung bildet die Definition
einer spezifischen freien Energiefunktion und eines Schaltkriteriums. Es wird wei-
terhin eine additive Aufspaltung der Verzerrungen und der magnetischen bzw.
elektrischen Feldstéirke vorgenommen. Diese Groflen werden, analog zur Plastizi-
tétstheorie, als interne Variablen verwendet. Durch die Einfithrung einer Eins-zu-
eins-Relation zwischen den beiden internen Variablen ist die Volumenerhaltung
der irreversiblen Verzerrungen gewéhrleistet. Ein neuer Aspekt des Modells ist die
additive Aufspaltung der Feldstéirke. Das vorgestellte Materialmodell ist in der
Lage, die ferromagnetische bzw. die ferroelektrische Hysteresekurve sowie die zu-
gehorigen Schmetterlingshysteresen abzubilden. Es wird zudem eine Erweiterung
fir ferrimagnetisches Verhalten prasentiert, das bei magnetostriktiven Material-
ien haufig auftritt.

Kapitel 7 befasst sich mit der Entwicklung der Finite-Element-Modellierung. Es
wird ein 8-Knoten Hexaeder-Element vorgeschlagen. Als Knotenfreiheitsgrade
werden drei Verschiebungskomponenten sowie das magnetische bzw. elektrische
Skalarpotential verwendet. Durch die Verwendung von linearen Ansatzfunktio-
nen treten bei biegedominierten Verformungen Versteifungseffekte auf. Bei ge-
koppelten Problemen ergeben sich weitere numerische Probleme, die auch auf
inkompatible Approximationsrdume zuriickzufithren sind. Zur Verbesserung des
numerischen Verhaltens werden im Rahmen dieser Arbeit unterschiedliche Ver-
fahren untersucht und miteinander verglichen. Hierbei liegt der Schwerpunkt auf
der Verwendung der Enhanced-Assumed-Strain-Methode sowie einer gemischten
Formulierung, die auf einem erweiterten Hu-Washizu-Funktional basiert.

In Kapitel 8 werden einige numerische Beispiele diskutiert, die die Leistungs-
fahigkeit der vorgestellten Finite-Element-Formulierungen unter Beriicksichtung
des nichtlinearen Materialmodells zeigen. FEs werden Beispiele magnetostrikti-
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ver Kopplung und piezoelektrischer Kopplung betrachtet. Die Ergebnisse wer-
den soweit moglich mit den Resultaten aus Experimenten, analytischen Losun-
gen oder anderen numerischen Modellen verglichen. Die Elementformulierungen
und das Materialmodell wurden in eine Version des Finite-Element-Programms
FEAP [122] implementiert.

Weitere Forschungsvorhaben kénnten die Erweiterung des konstitutiven Modells
oder eine Verbesserung der Elementformulierung anstreben. Fiir das Materialmo-
dell kénnten die folgenden Aspekte von Bedeutung sein:

e Durch eine multiaxiale Formulierung kann eine Drehung der Magnetisie-
rungs— bzw. Polarisationsrichtung zugelassen werden.

o Wiinschenswert ware zudem die Einbeziehung des Einflusses mechanischer
Spannungen auf das nichtlineare Materialverhalten. Fiir piezoelektrische
Materialien sind hier Anséitze zur Erfassung der mechanischen Depolari-
sation und der ferroelastischen Hysterese zu treffen. Fiir magnetostriktive
Materialien ist die Abhéngigkeit des ferrielektrischen Verhaltens von der
mechanischen Spannung zu erfassen.

e Ein weiterer interessanter Aspekt ist die Modellierung von Subhysteresen.
Dadurch kénnte das Materialverhalten bei kleinen Belastungsamplituden
besser abgebildet werden, siehe auch Abschnitt 8.6. Ein moglicher Ansatz
ware hier eine Erweiterung des Bodner-Parton-Modells auf gekoppelte Pro-
bleme. Bei diesem viskoplastischen Modell wird auf die Formulierung eines
Schaltkriterium verzichtet und durchgehend inelastisches Verhalten voraus-
gesetzt, das durch die spezielle Wahl der Evolutionsgleichung bestimmt
wird, siche BODNER & PARTOM [I13] und SANSOUR & WAGNER [102].
Dieser Grundgedanke liefle sich u. U. bei der Modellierung von Subhystere-
sen aufgreifen.

Zukiinftige Arbeiten zur Formulierung gekoppelter finiter Elemente kénnten sich
mit folgenden Thematiken auseinandersetzen:

e Zur Verbesserung des Element-Verhaltens bei irregularen Netzen und bie-
gedominierten Problemen, konnte u. U. die Feld-Extrapolationstechnik zur
Anwendung kommen, siehe z. B. CHEN & Wu [23]. Das Verfahren beruht
auf der Annahme eines Parallelepipeds, auf das die angenommen Verzer-
rungen bezogen werden.

e Durch die Verwendung des Vektorpotentials zur Beschreibung des magne-
tischen Feldes ware die Modellierung geschlossener Feldlinien moglich.
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e Vorstellbar ware auch eine Einbeziehung der elektromagnetischen Kopp-
lung, wie man sie z. B. in PEREZ-APARICIO & So0sA [92] findet. Dadurch
kénnten quasistationdre Anderungen der elektrodynamischen FeldgroBen
genauer beschrieben werden.






153

A Partielle Ableitungen fiir die konstitutiven
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