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Kapitel 1

Einleitung

Intelligente Werkstoffe wie Formgedéchtnislegierungen und Piezokeramiken sind aufer-
gewohnliche Werkstoffe. Beispielsweise transformieren piezokeramische Aktoren elek-
trische Energie direkt in mechanische Energie. Umwege tiber Magnetfelder wie bei
Elektromotoren sind nicht erforderlich. Intelligente Werkstoffe erlauben faszinierende,
neuartige Anwendungen: Medizinische Werkzeuge, angetrieben durch Formgedéchtnis-
legierungen, aktive Schwingungsddmpfung von Papiermaschinen mittels Piezoaktoren
oder Flugzeuge mit aktiv deformierbaren Tragfliigeln - sie sind nur einige Beispiele der
Vielfalt. Die vorliegende Arbeit steht genau in diesem Kontext. Sie diskutiert einen
auftergewohnlichen Biegeaktor, der entlang seiner Stabachse vorverwunden ist und der
durch Piezokeramiken angetrieben wird. Der Aktor wird als Helizaktor bezeichnet, um
den korrekten, jedoch etwas sperrigen Begriff vorverwundener Biegeaktor abzukiirzen.

Der Helixaktor hat die Gestalt eines vorverwundenen Stabes. Seine Oberflichen
sind gekriimmt und nicht abwickelbar. Piezokeramiken werden zumeist eben gefertigt
und das Aufbringen dieser sproden Werkstoffe auf gekriimmte Oberflichen oder das
Fertigen gekriimmter Piezoaktoren sind Sonderfalle.

Beim Helixaktor sind die Querverschiebungen der Stabachse stark gekoppelt. Ur-
sache ist die Vorverwindung. Studien zum Verstdndnis dieser Kopplung, zu sinnvollen
Modellansdtzen und zu Losungswegen sind seit mehr als einem Jahrhundert bekannt.
Auch in jlingster Zeit finden sich Beitrdge zu vorverwundenen Stében, beispielsweise
zu Rotorblattern von Windkraftwerken oder zu adaptiven Tragfligeln. Das Gebiet ist
somit nach wie vor aktuell.

Die schon genannten Kopplungen der Querverschiebungen wirken sich auf den mog-
lichen Arbeitsraum des Helixaktors aus, das heifst, auf das Gebiet der anfahrbaren Posi-
tionen. Der Arbeitsraum lasst sich ohne tiefergehendes Verstdndnis dieser Kopplungen
nicht bestimmen. Ahnlich simple Zusammenhénge wie bei unverwundenen Biegeakto-
ren sind nicht zu erwarten.

Die wissenschaftlichen Fragestellungen des Helixaktors sind spannend und sie fithren
Ergebnisse aus unterschiedlichen Gebieten zusammen. Insbesondere das motiviert die
Untersuchungen zum Helixaktor. Interessante Anwendungen fiir den Helixaktor sind
durchaus denkbar, sie sind jedoch nicht Schwerpunkt dieser Arbeit.

Im Anschluss an diese Einleitung wird das Konzept des Helixaktors eingefiihrt und
es werden bisher bekannte Biegeaktoren vorgestellt. Kapitel 2 diskutiert die Realisie-
rung eines Prototyps und stellt ihn detailliert vor. Kapitel 3 widmet sich der Mo-
dellbildung. Auf der Grundlage etablierter Stabtheorien werden ein statisches und ein
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

dynamisches Modell entwickelt. Kapitel 4 erortert den Arbeitsraum des Helixaktors, es
diskutiert seine optimale Gestaltung sowie das Losen der inversen Aufgabe. Kapitel 5
beschreibt Experimente zum Prototyp. Darin werden die Modelle validiert und es wird
eine einfache Positionsregelung vorgestellt. Die Arbeit schliefst mit einer Zusammen-
fassung und einem Ausblick.

1.1 Ausgewahlte Begriffe

Zum Begriff ,Biegeaktor*: FEin Biegeaktor ist ein Biegewandler. Die Spezifizie-
rung Biegeaktor folgt aus der vorgesehenen Anwendung. Durch &ufsere Anregung, bei-
spielsweise durch ein elektrisches Feld bei Piezoaktoren, wird an erster Stelle eine Ver-
schiebung und/oder Kraftwirkung am Aktorende realisiert. Am Sensoreffekt besteht in
dieser Arbeit kein Interesse.

Biegeaktoren mit eindimensionalen Arbeitsrdaumen werden hier als unidirektiona-
le Biegeaktoren bezeichnet. Biegeaktoren mit zweidimensionalen Arbeitsraumen sind
analog dazu bidirektionale Biegeaktoren.

Biegeaktoren sind zumeist Laminate aus aktiven und passiven Schichten. Entspre-
chend ihres Aufbaus sind die Begriffe Monomorph, Bimorph und Trimorph tiblich [79].

Zum Prifix ,,Piezo*“: Piezoelektrische Keramiken wie Blei-Zirkonat-Titanat sind
die Basiswerkstoffe piezoelektrischer Wandler. Sie sind polykristalline Festkérper und
spezielle Ferroelektrika. Ferroelektrizitat schliefst Piezoelektrizitdt immer ein. ,Ferro-
elektrische Keramik” wére also auch zutreffend. Um diese Begriffe abzukiirzen, hat
sich das Préfix ,Piezo” weitgehend durchgesetzt. ,,Piezowandler”, , Piezowerkstoff und
,Piezofaser” sind einige Beispiele. Auch in dieser Arbeit wird ,,Piezo” in dieser {iblichen
Konvention eingesetzt und impliziert dabei immer: ,jauf Piezoelektrizitit beruhend®
beziehungsweise ,Piezoelektrizitit zeigend“. Nur falls notwendig, werden detaillierte
Bezeichnungen verwendet.

Zum Begriff ,Intelligenter Werkstoff*: Piezokeramiken, Formgedéchtnislegierun-
gen, elektroaktive Polymere und einige weitere Werkstoffe werden haufig unter dem Be-
griff  intelligente Werkstoffe zusammengefasst. Im englischsprachigen Raum hat sich
der Begriff ,smart materials® durchgesetzt. Der Begriff kann irritieren. Der Werkstoff
denkt nicht und er trifft selbst keine Entscheidungen.

HIntelligente Werkstoffe' koppeln verschiedene Energieformen. Beispielsweise wan-
deln piezoelektrische Keramiken elektrische Energie in mechanische Energie und um-
gekehrt. Aufgrund dieser Eigenschaft - des Wandelns - ist es moglich, ein und das-
selbe Bauteil zum selben Zeitpunkt sowohl als Aktor als auch als Sensor einzusetzen.
Getrennte Sensoren und Aktoren scheinen nicht mehr notwendig. Voraussetzung sind
entsprechende Regelungskonzepte. Ist das gegeben, so kann dies zur Bezeichnung ,,in-
telligente Systeme motivieren. Solche Systeme werden auch ,adaptronische Systeme
oder ,smart structures* genannt.

Alternativ zu ,intelligenter Werkstoff“ sind auch weitere Begriffe fiir die genannten
Werkstoffe denkbar. Sie wandeln Energieformen, was die Bezeichnung ,Wandlerwerk-
stoff erlaubt [22]. Die Werkstoffe vereinen anders als klassische Konstruktionswerk-
stoffe wie Stahl mehrere Funktionen. Sie sind Aktor, Sensor und im besten Fall auch
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tragende Struktur. Daraus folgt der Begriff , Multifunktionaler Werkstoff* [102]. Insbe-
sondere Piezokomposite werden flachig auf Strukturen geklebt. Das heifst, ihre Lastein-
leitung ist verteilt und nicht, wie bis dahin iiblich, konzentriert an einzelnen Punkten.
Die Bezeichnungen , Flachenaktor beziehungsweise , Flachensensor sind passend [102].

Die genannten Begriffe sind exakter als ,intelligenter Werkstoft“. Insbesondere ,Wand-
lerwerkstoff ist sicher treffend. Nichtsdestotrotz wird in dieser Arbeit die Bezeichnung
sintelligenter Werkstoff“ beibehalten.

1.2 Anmerkungen zur mathematischen Schreibweise

Die Arbeit folgt, soweit moglich, den {iblichen Schreibweisen der Technischen Mechanik
und der Mathematik [6]. Einige Punkte und Abweichungen werden jedoch gesondert
herausgestellt, um das Lesen der Arbeit zu erleichtern.

Summenkonvention, Vektoren, Matrizen: Die in der Tensorrechnung etablierte
Einsteinsche Summenkonvention, das heifit, das Summieren iiber doppelt auftretende
Indizes, wird hier allgemein zum Abkiirzen einer Summation

ZN?J' = Z ajz'bz' = aﬂbi (11)

iiber den vorgesehenen Wertebreich eines Indexes ¢ genutzt.

Matrizen und Vektoren im Sinne der Matrizenrechnung werden mit fetten Grof-
buchstaben beziehungsweise fetten Kleinbuchstaben bezeichnet, beispielsweise M und
a. Deren Elemente sind

M = (M;;) (1.2)

beziehungsweise
a=(a). (1.3)

Die Elemente der Matrizen werden tiblicherweise mit Kleinbuchstaben bezeichnet [6].
Davon wird hier abgewichen, um andere Gréfsen problemlos mit Kleinbuchstaben be-
zeichnen zu kénnen. Die Einheitsmatrix wird mit I bezeichnet.

Vektoren im dreidimensionalen Raum im Sinne der Vektoralgebra werden mit

¥ =18 = 7;b;, (i=1,2,3) (1.4)

angegeben. Die Vektoren €; sind die Basisvektoren des kartesischen Koordinatensy-
stems!. Die Vektoren BZ sind die Basisvektoren des Hauptachsensystems, siehe Kapitel
3.2.2. Die r; sind die kartesischen Koordinaten des Vektors. Die 7; sind die krummlinigen
Koordinaten des Vektors im Hauptachsensystem. Ist klar, in welchem Koordinatensy-
stem 1 diskutiert wird, so werden die Basisvektoren weggelassen und es geniigen die
Tripel seiner Koordinaten

£=[r, ry, rs)t bzw. ¥ =[], T2, T3] . (1.5)

Tm Ubrigen sind alle in dieser Arbeit verwendeten Koordinatensysteme raumfeste Koordinaten-
systeme.
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Zum Teil werden die Koordinaten des Vektors als Elemente eines Spaltenvektors
r=[ry, ro, 73)" bzw. T = [7, 72, 73" (1.6)

ohne den Vektorpfeil angegeben. Somit sind r und T keine Vektoren im Sinne der
Vektoralebra, sondern Spaltenvektoren im Sinne der Matrizenrechnung. Sie implizieren
jedoch immer einen entsprechenden Vektor r. Die zu wéhlende Darstellung (1.4) oder
(1.6) orientiert sich an der anzugebenden Gleichung.

Funktionen: Die Sprungfunktion, auch Heaviside-Funktion, ist

0 fir z<0
U(z)_{ 1 fir 0<z ° (17)

Die Vorzeichenfunktion, auch Signum-Funktion, ist

-1 fir 2<0
sign(z) = 0 fir 2=0 . (1.8)
1 fiir 2>0

Soweit moglich und sinnvoll werden die Argumente von Funktionen beziehungsweise
Unabhéingigen von Feldgréften nur bei ihrer Einfithrung angegeben und spéater zwecks
kompakter Schreibweise weggelassen, beispielsweise anstatt wu(t, z) nur u.

Abkiirzungen: Es werden noch folgende Abkiirzungen eingefiihrt: der Wert einer
Feldgrofe u(x) an einer Stelle x

u‘x = u(a:), (19)
die partielle Ableitung nach einer Koordinate x

ug(z) = %u(x), (1.10)

die partielle Ableitung nach der Koordinate z

u'(z) = %u(z) (1.11)
sowie die Zeitableitung
d
W(t) = —u(t). 1.12
ift) = u(t) (1.12)

Eigenkreisfrequenz: Eigenfrequenz f; und Eigenkreisfrequenz wy werden einheitlich
als Figenfrequenz bezeichnet. Das ist durchaus tiblich, siehe beispielsweise NATKE [64].
Zwischen Beiden vermittelt

Wy = 27Tf0. (113)
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1.3 Motivation zum Helixaktor

Bei einigen intelligenten Werkstoffen sind die durch dufsere Anregung erreichbaren Deh-
nungen nur minimal. Beispielsweise ermoglichen Piezokeramiken selbst bei groften Feld-
starken nur wenige Promille Dehnungen. Somit lassen sich in Dehnungsrichtung mit
verniinftigen Bauteilabmessungen nur kleine Verschiebungen realisieren. Biegeaktoren
konnen hier Auswege anbieten. Ohne zusétzliches Getriebe transformieren sie aufgrund
ihrer Kinematik kleine Dehnungen in grofte Verschiebungen. Sie sind fiir dieses Problem
die einfachst mogliche Losung.

Das Prinzip eines Biegeaktors ist wohlbekannt. Durch dufere Anregung wird die
Stabachse gekriimmt. Die vormals gerade Stabachse wird um

r(z) = [ zgg } (1.14)

verschoben?. Gleichung (1.14) ist die Biegelinie des Aktors mit den Verschiebungsfel-
dern u(z) und v(z) in Richtung €; und €;. Der zugrunde liegende physikalische Effekt
ist vorlaufig nicht wichtig. Entscheidend ist, dass eine Kriimmungsédnderung der Stab-
achse

k(z) = fF{E(2)} (1.15)
in Abhéngigkeit der Anregung F(z) eintritt. Haufig kann ein proportionaler Zusammen-

hang zwischen Anregung und Kriimmung unterstellt werden, beispielsweise zwischen
der Temperaturanderung eines Bimetalls und seiner Kriimmung, also

k(z) ~ E(2). (1.16)

Abbildung 1.1 zeigt einen unverwundenen Biegeaktor. Er ist linksseitig (z = 0)
fest eingespannt und an seinem rechten Ende (z = L) frei. Es greifen keine weiteren
Lasten an. Werden kleine Verschiebungen unterstellt, so gilt mit guter Naherung fiir
den Kriimmungsvektor?

Ko=) = Ly | (t.17)

Der skizzierte Aktor zeigt lediglich Kriimmungen in Richtung e3. Mit Gleichung (1.17)
gilt sofort fiir den Verschiebungsvektor des freien Endes (Index e)

am[]- / / 2 ] s

In den meisten Fillen wird die erreichbare Kriimmung begrenzt sein. Die Spannung
an einem Piezoaktor darf beispielsweise nur innerhalb bestimmter Grenzen eingestellt
werden. Das heifst,

kmin S ]{3(2) S kmam; (119)

2Vorerst werden Zeitabhingigkeiten vernachlissigt. Sie werden in Kapitel 3.4 beim Formulieren des
dynamischen Modells eingefiihrt.

3Der Kriimmungsvektor K(s) = £”(s) einer Raumkurve (s) wird u.a. von SHIKIN in [88] eingefiihrt.
Darin bezeichnet s die Bogenlédnge, die hier ndherungsweise z entspricht.
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Abbildung 1.1: Unverwundener Biegeaktor a) ohne Anregung, b) mit Anregung.

wobei k,,;, und k,,., die untere und die obere Grenze bezeichnen. Somit sind auch
die moglichen Verschiebungen des Aktorendes begrenzt. Das Gebiet aller mdoglichen
Verschiebungen, also das Gebiet aller erreichbaren Positionen, ist der Arbeitsraum des
Aktors.

Konzept des Helixaktors: Der Arbeitsraum des Biegeaktors in Abbildung 1.1 ist
offensichtlich nur eindimensional - eine Strecke. Wie auch immer k(z) gewéhlt wird,
es sind keine Verschiebungen u, # 0 moglich. Biegeaktoren mit zweidimensionalem
Arbeitsraum, also u. # 0, sind jedoch ohne weiteres realisierbar. Beispielsweise konnen
zwei unverwundene, zueinander verdrehte Biegeaktoren verbunden werden, siehe Abbil-
dung 1.2. Ein solcher bidirektionaler Biegeaktor mit zweidimensionalem Arbeitsraum
besitzt also mindestens zwei Bereiche, deren Kriimmungen unabhingig voneinander
beeinflusst werden kénnen und deren Kriimmungsrichtungen nicht zusammenfallen.

Ein aufergewohnlicher Vorschlag eines bidirektionalen Biegeaktors ist das Konzept
des Helixaktors. Abbildung 1.2 illustriert das Konzept. Ein bis dahin unverwundener
Biegeaktor wird dauerhaft vorverwunden. Vorverwunden heift: Der Aktorquerschnitt
bei z ist gegeniiber dem Aktorquerschnitt bei z = 0 um den Winkel

p(z) =0z (1.20)

verdreht. Alle weiteren Merkmale wie Querschnittsabmessungen und Werkstoffeigen-
schaften bleiben unverdndert. Die Konstante ¢ ist die Drillung

Pe
= —. 1.21
v L ( )

Sie wird in dieser Arbeit als konstant angenommen und berechnet sich aus der Verdre-
hung . am Aktorende und der Aktorlinge L. Die Verdrehung ¢, am Aktorende wird
hier auch als Vorverwindung bezeichnet.

Dank der Vorverwindung dndert der Kriimmungsvektor seine Richtung entlang der
Stabachse. Er zeigt in Richtung

by = — sin p(2)&; + cos (2)E,. (1.22)

Der Kriimmungsvektor des Helixaktors betréigt in kartesischen Koordinaten

K(z) = HEZ } _ [ —sing(2) } B(z). (1.23)

cos p(z)
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a) b) c)

Er

Abbildung 1.2: Biegeaktoren im Vergleich: a) unverwundener, unidirektionaler Biegeak-
tor, b) unverwundener, bidirektionaler Biegeaktor, ¢) vorverwundener, bidirektionaler
Biegeaktor. Die Grofsen E7, E5 bezeichnen die Eingénge der Aktoren.

Anders als beim unverwundenen Biegeaktor, siehe Gleichung (1.17), sind jetzt Ver-
schiebungen in beide Richtungen €] und €3 moglich. Das heifst, ein zweidimensionaler
Arbeitsraum ist grundsétzlich moglich.

Offen ist, wie das Kriimmungsfeld k(z) einzustellen ist, so dass eine gewiinschte
Position des Aktorendes erreicht wird. Dieses Problem ist fiir den Helixaktor von her-
ausragender Bedeutung. Die Verschiebungsfelder u(z) und v(z) sind infolge Gleichung
(1.23) stark gekoppelt. Neben der Gestalt und den damit auftretenden Problemen beim
Bau des Helixaktors ist diese starke Kopplung der Unterschied zu anderen bidirektio-
nalen Biegeaktoren. Der Zusammenhang zwischen der Anregung des Biegeaktors F(z)
und der Position des Aktorendes ist insbesondere bei dynamischen Problemen nicht
trivial.

Sieht man von Spezialfillen ab, so ist es praktisch nicht moglich, das Kriimmungs-
feld k(z) frei zu wéhlen. Spezialfélle wéren zum Beispiel Laminate mit verénderlicher
Breite, siehe ,spatial modal filters* in [74| oder eine gezielte lokale Erwérmung ei-
nes Bimetalls, dhnlich zu [30]. Realistisch werden einzelne Bereiche [zy;, 2] gleicher
Kriimmung sein. Diese Bereiche werden hier als aktive Elemente bezeichnet. Somit
betrigt das Kriimmungsfeld

k(z) = Z ki [o(20.0) — o(2r24)] - (1.24)

Darin sind k; die Kriimmungen in den aktiven Elementen, N, die Anzahl der aktiven
Elemente und o(z) die Heaviside-Funktion. Abbildung 1.3 zeigt beispielsweise einen
Helixaktor mit sechs unabhéngig einstellbaren aktiven Elementen.

Im Folgenden werden die Kriimmungen k; der aktiven Elemente auch als Eingdinge
des Helixaktors bezeichnet. Analog dazu sind die Verschiebungen am freien Aktoren-
de die Ausgdinge des Helixaktors. Wird der Helixaktor als Strecke im Sinne der Re-
gelungstechnik [57] begriffen, so sind die Kriimmungen k; seine Stellgréfen und die
Verschiebungen u,. und v, seine Regelgrofen.

Die vorerst wichtigen Fragen zum Helixaktor sind der Zusammenhang zwischen den
Kriimmungen der aktiven Elemente und den Verschiebungen des freien Aktorendes, der
mogliche Arbeitsraum des Aktors sowie seine optimale Gestaltung. Naheliegend sind
auch Probleme zur Regelung von stark gekoppelten Systemen.
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Abbildung 1.3: Helixaktor mit sechs aktiven Elementen bei willkiirlicher Anregung.

1.4 Bekannte Konzepte bidirektionaler Biegeaktoren

Der Helixaktor ist ein wvorverwundener Biegeaktor mit zweidimensionalem Arbeits-
raum. Auch andere Biegeaktoren erlauben zweidimensionale Arbeitsraume, die in Kon-
kurrenz zum Helixaktor stehen. Ihre Konzepte werden im Folgenden erldutert und
dokumentieren somit den Stand der Technik. Die Auswahl konzentriert sich auf Pie-
zoaktoren. Neben bidirektionalen Biegeaktoren werden auch einige Arbeiten zu unidi-
rektionalen Biegeaktoren genannt.

Die gezeigten Varianten bidirektionaler Biegeaktoren erscheinen einfacher als der
Helixaktor, insbesondere da sie ebene Oberflichen aufweisen und wohl einfacher zu
fertigen sind als der Helixaktor. Auf diese besondere Problematik wird im Kapitel 2.2
eingegangen. Der dort beschriebene Helimorph ist ein Beispiel fiir Biegeaktoren mit
vorgekriimmten Oberflaichen und er beweist, dass vorgekriimmte Piezoaktoren durchaus
moglich sind. Weiterhin werden in Kapitel 2.2 die so genannten Macro Fiber Composites
vorgestellt. Diese flexiblen Piezoaktoren kénnen auf vorgekriimmte Tréiger aufgeklebt
werden.

Unidirektionale Biegeaktoren: Der Bimetallstreifen ist sicherlich einer der alte-
sten Biegeaktoren. Zwei Metalle mit unterschiedlichen Warmeausdehnungskoeffizienten
werden miteinander verbunden. Bei Temperaturanderung kommt es zu unterschiedli-
chen Dehnungen der zwei Schichten und somit zu einer Kriimmungsdnderung.

Die Briider CURIE entdeckten 1880 den direkten piezoelektrischen Effekt: mechani-
sche Beanspruchungen induzieren Ladungsverschiebungen. Das umgekehrte Phianomen
- ein elektrisches Feld induziert mechanische Deformationen - erlaubt dann Aktoran-
wendungen. Das Patent von HOWATT (33| zu einem Barium Titanat Bimorph mag
beispielhaft fiir erste piezoelektrische Biegeaktoren stehen. Abbildung 1.4 zeigt eine
Skizze aus seiner Patentschrift.

Die folgenden Verdffentlichungen illustrieren im Auszug aktuelle Arbeiten zu uni-
direktionalen Biegeaktoren. PARK et al. [69] und ZHU et al. [111] realisieren Mikro-
Biegeaktoren aus Piezokeramik mit Aktorldngen von ca. 400 pm. Der Biegeaktor von
WANG et al. in [100] trégt einen Festplatten-Schreibkopf. Anders als iiblich wird hier
die steifere Biegerichtung aktiviert und es sind somit kleinste Verschiebungen des
Schreibkopfes moglich. Thermisch betriebene Mikro-Biegeaktoren finden sich bei JAIN
et al. [37], JIANG et al. [38] und HAN et al. [30]. Letztere erwérmen den Biegeaktor
mit Hilfe eines Lasers. Heizelemente auf dem Aktor sind somit tiberfliissig. CHRISTO-
PHERSEN et al. [10] und ALICI et al. [1] stellen Polypyrrol betriebene Biegeaktoren
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Abbildung 1.4: Skizze aus der Patentschrift von HOWATT [33] zu einem Piezobiegeaktor.

vor. Die beobachteten Kriimmungsanderungen bei diesen Polymer-Biegeaktoren sind
enorm. Auf Formgedéachtnislegierungen basierende Aktoren finden sich beispielsweise
bei ICARDI [35] und SUGAWARA et al. [94]. Mit dem Biegeaktor von SUGAWARA et al.
werden kleine Blutgefifie festgehalten. Auch bei Formgedéchtnislegierungen sind grofse
Kriimmungsénderungen moglich.

Bidirektionale Biegeaktoren: Die folgenden Biegeaktoren ermoglichen zweidimen-
sionale Arbeitsrdume. Die Dimensionen des Arbeitsraumes konnen sowohl Verschie-
bungen als auch Verdrehungen darstellen.

Der Biegeaktor in Abbildung 1.5 a) besteht aus einem Tréger und zwei aufgekleb-
ten, senkrecht zueinander stehenden Aktorpaaren. Ein Aktorpaar erlaubt horizontale
Auslenkungen, ein weiteres erlaubt vertikale Auslenkungen. Mogliche Anwendungen
sind Roboterbeine wie beim Miniman-Robotersystem [21,109,110] oder bei JUHAS et
al. [39]. ISHIDA et al. [36] unterteilen die horizontalen und vertikalen Aktoren entlang
der Stabachse in viele unabhéngig kontrollierbare Bereiche. Thr sogenannter omnidirek-
tionaler Biegeaktor hat dementsprechend viele Freiheitsgrade. PEREZ et al. [71] zeigen
ein zu Abbildung a) dhnliches Konzept, jedoch ohne passiven Tréger.

Biegeaktoren in L-Form stellen SIMON [89], TODA et al. [98] und SCHWEIZER et
al. [82] vor. Zwei seriell verbundene Biegeaktoren tragen einen optischen Spiegel. Die
Neigung des Spiegels kann variiert werden und somit auch die Verschiebung des freien
Endes, siche Abbildung 1.5 b).

Der von GARNIER et al. 23] untersuchte Biegeaktor realisiert Neigung und Verschie-
bung am Endeffektor durch Anregen von Biege- und Torsionsschwingungen. Abbildung
1.5 ¢) zeigt eine Skizze des Aufbaus. Auch der Aktor von KOHL et al. [48] erlaubt glei-
che Bewegungen, das heiftt, Neigen und Verschieben des Aktorendes. Die freien Enden
zweier Biegeaktoren sind fest miteinander verbunden und sie tragen einen Mikrospiegel,
siche Abbildung 1.5 d).
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Abbildung 1.5: Ausgewéhlte Konzepte bidirektionaler Biegeaktoren. Die Grofen E; be-
zeichnen die Eingéinge der Aktoren. Die Grofen u., v, und a, bezeichnen die méglichen
Verschiebungen beziehungsweise die mogliche Verdrehung des freien Aktorendes.



Kapitel 2

Realisierung des Prototyps

Aus einem unverwundenen Aluminiumstreifen ldsst sich problemlos die Form des He-
lixaktors fertigen. Der Streifen wird verdreht, er wird plastisch deformiert und erhélt
so die charakteristische Form. Piezokeramiken sind sprode und ausgesprochen steif.
Plastische Deformationen sind nicht moglich und die Form des Helixaktors kann nicht
ohne weiteres realisiert werden. Der Grundkorper des Aktors muss entweder vorverwun-
den gefertigt werden oder die Piezokeramik muss auf einen vorverwundenen, passiven
Trager aufgeklebt werden. Insbesondere fiir Letzteres sind Beziehungen zwischen den
Materialbeanspruchungen und den Gestaltparametern des Helixaktors wiinschenswert.

Eine geschlossene Losung des Problems - das starke Verwinden eines Quaders, be-
stehend aus unterschiedlichen Werkstoffen - ist wohl kaum mdglich. Naherungslosun-
gen mittels numerischer Verfahren wie der Finite-Elemente-Methode sind durchaus
machbar und sie liefern sehr gute Ergebnisse. Die Zusammenhénge zwischen Gestalt-
parametern und Beanspruchungen miissen jedoch iiber aufwendige Parameterstudien
bestimmt werden und symbolische Beziehungen sind nicht moglich.

Der Helixaktor ist einer Schraubenflache &hnlich, siehe Abbildung 2.1. Im Folgen-
den werden ausgewihlte Charakteristiken der Schraubenfliche symbolisch berechnet.
Sie konnen ein Maf fiir die Materialbeanspruchungen bei der Fertigung sein. Zunehmen-
de Vorverwindung fiihrt zu groferen Beanspruchungen. Dieser Sachverhalt ist einfach
nachvollziehbar. Die Abschitzungen auf Grundlage der Schraubenfléche erlauben hier-
zu konkretere Aussagen. Beispielsweise nimmt die Faserdehnung quadratisch mit ¢,
zu, die Fasertorsion und die Hauptkriimmung nehmen jedoch nur linear mit ¢, zu®.

Es ist a priori klar, dass die Ergebnisse lediglich grobe Naherungen sind. Die Un-
tersuchungen beschranken sich weitgehend auf kinematische Zusammenhénge. Wer-
den konstitutive Gleichungen und Gleichgewichtsbedingungen eingebaut, kurz: wird
das komplette elastomechanische Problem gel6st, so sind komplizierte Beziehungen zu
erwarten und die gewiinschte Uberschaubarkeit der symbolischen Beziehungen geht
verloren. Numerische Naherungslosungen sind dann sinnvoller.

An die Diskussion der Schraubenfléche schliefen sich Ausfithrungen zur Herstellung
des Prototyps an. Es werden der ebenfalls aufsergewthnliche Helimorph-Aktor und die
sogenannten Macro Fiber Composites vorgestellt. Der Prototyp des Helixaktors wird
letztlich mit Macro Fiber Composites realisiert.

'Die Vorverwindung ¢, zeigt sich in Kapitel 4 als wesentlicher Gestaltparameter. In den folgenden
Beziehungen charakterisiert deshalb ¢, und nicht die Drillung ¢ die Verwindung des Helixaktors.
Zwischen ¢, und ¢ kann jedoch ohne weiteres umgerechnet werden, sieche Gleichung (1.21).

11
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Abbildung 2.1: a) Approximation der Gestalt des Helixaktors als Schraubenfléche, Ko-
ordinaten £ und ¢, b) Anstiegsdreieck der Randfaser, Steigungswinkel « und Faserwin-

kel f3.

2.1 Schraubenflache

Die Gestalt des Helixaktors entsteht, indem ein Rechteck der Breite b und der Héhe h
entlang einer geraden Leitlinie, der z-Achse, gefithrt wird. Das Rechteck wird entlang
z um den Winkel

o =1z (2.1)

verdreht. Die Drehachse €3 durchstofst das Rechteck in seinem Fléachenschwerpunkt.
Beschrankt sich der untersuchte Helixaktor auf flache Querschnitte

h <, (2.2)

so entspricht die Gestalt des Helixaktors ndherungsweise einer Schraubenflache, siehe
Abbildung 2.1 a). Die Schraubenfliche wird auch als Helikoid bezeichnet [19]2.

Mit den Koordinaten £ und (, den Basisvektoren €; des kartesischen Koordinaten-
systems sowie

o<e<l 0<(<L (2.3)
ist die Vektorform der Schraubenfléche [6]
¥ = ¢ (cosv( €1 + sin¥( &) + ( €s. (2.4)

Die Koordinate £ beschreibt den Abstand einer Schraubenlinie von der z-Achse - der
Mittellinie der Schraubenflache. Die Koordinate ¢ entspricht der z-Koordinate.

Fiir eine Schraubenlinie ¢ = const konnen weiterhin der Steigungswinkel v und
der Faserwinkel § angegeben werden. Der Steigungswinkel beschreibt den Anstieg der
Schraubung. Der Faserwinkel gibt die Neigung der Schraubenlinie gegeniiber der Mit-
tellinie an.

Abbildung 2.1 b) illustriert beide Winkel anhand des Anstiegsdreiecks der Rand-
faser. Fiir eine Schraubenfliche der Drillung ¥, der Lange z und der dann folgenden
Verdrehung 1z ergeben sich als Langen der Katheten des Anstiegsdreiecks z und £9z.
Daraus lassen sich ohne weiteres die Beziehungen fiir den Steigungswinkel und den
Faserwinkel

tany = 1 tan § = 9¢ (2.5)

g’
einer Schraubenlinie £ = const ableiten. Die Winkel v und [ sind Komplementérwinkel.

Zsiehe [19], Seite 77f.
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Abbildung 2.2: Hauptkriimmung £* der Schraubenfliche, bezogen auf L.

2.1.1 Hauptkrimmungen

Die Kriimmung ist ein Mak fiir die Biegedeformation von Strukturen. Bei Euler-Ber-
noulli-Balken und bei Kirchhoff-Platten gelten besonders einfache Beziehungen zwi-
schen Kriimmung und Dehnung [27|. Dieser Zusammenhang motiviert zum Bestimmen
der Hauptkriimmungen der Schraubenfliche. Die Hauptkriimmungen sind die Rezi-
proken der Hauptkriimmungskreisradien, worunter die maximal und minimal méogli-
chen Radien einer Fliache an einem Flachenpunkt verstanden werden. Wird ein ebener
Korper in die Schraubenflachenform deformiert, so erlauben diese einfachen differen-
tialgeometrischen Abschiatzungen zwar kein exaktes Berechnen der Verzerrungs- und
Spannungsfelder, sie geben jedoch ein Erwartungsbild. Die Berechnung der Haupt-
kriimmungen aus den Hauptkriimmungskreisradien folgt [6].

Ausgehend von der Vektorform der Schraubenflache (2.4) werden die Koeffizienten
der ersten quadratischen Fundamentalform?

E=1, F=0, G =1+v%¢ (2.6)

und die Koeffizienten der zweiten quadratischen Fundamentalform*

L=0 M-—-——2 __ N—y (2.7)

V1 + 5262
eingefiihrt. Darin bezeichnet ¥ die Drillung (1.21). Mit

1 1
0= (LN — M2)p — (EN —2FM + GL)E + (EG — F?) (2.8)

kénnen die Hauptkriimmungen

9 1 e

E* =+ =t — 2.9

1+ 92¢2

3siehe [6], Seite 254f.
4siehe [6], Seite 257
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Abbildung 2.3: Hauptkriimmungen £* an einem willkiirlich gewéhlten Punkt der Mit-
tellinie der Schraubenfliche, dargestellt als Kreise mit Radius r*.

berechnet werden. Abbildung 2.2 illustriert die Beziehung zwischen & und |£*|, bezogen
auf L, fur verschiedene ¢.. Auf der Mittellinie der Schraubenflache (¢ = 0) erreichen
die Hauptkriimmungen ihre Maximalwerte

* 806
kr =+ 2.10
max L ( )
Die Hauptkrimmung nimmt zum Rand hin ab und sie verschwindet fiir £ — co. Die
maximale Hauptkrimmung (2.10) ldsst somit vermuten, dass die Verbiegungen nahe
der Stabachse des Helixaktors am grofsten sind. Sie nehmen mit ¢, linear zu.

Weiterhin koénnen noch die Hauptkrimmungsrichtungen Z—g berechnet werden. Sie
werden hier lediglich fiir die Mittelachse angegeben. Sie betragen fiir £ = 0 immer
dg
— = +1. 2.11
i (211)

Der Wert 1 ist so zu verstehen, dass die zu den Hauptkriimmungen gehérenden Kriim-
mungslinien [6] die Mittellinie immer unter einem Winkel von +m/4 beziehungsweise
+45° schneiden. Abbildung 2.3 illustriert diese Eigenschaft. Mit Hilfe der Hauptkriim-
mung lasst sich der Hauptkriimmungskreisradius

= (2.12)

berechnen und ein entsprechender Kreis mit dem Radius r* konstruieren. Er beriihrt die
Schraubenflache im betrachteten Punkt. Der Kreisbogen ist in diesem Punkt identisch
mit der Kriimmungslinie und er liegt in der Schmiegungsebene der Kriimmungslinie.
In der Skizze kennzeichnet n, den Normalenvektor der Schmiegungsebene.

2.1.2 Faserdehnung

Werden einzelne Fasern auf einen vorverwundenen Tréger geklebt, so erfahren die Fa-
sern bis auf das Verbiegen in die Schraubenlinienform keine Beanspruchungen. Insbe-
sondere werden sie nicht gedehnt. Sind die Fasern zu einem Faserpaket verbunden, wie
zum Beispiel bei Piezokompositen, so werden sie beim Aufkleben verzerrt.
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Abbildung 2.4: Deformation eines Quaders mit Hilfe eines Momentes M in einen vor-
verwundenen Quader, linkes und rechtes Ende gelenkig gelagert, rechtes Ende frei ver-
schiebbar in z-Richtung.

Eine exakte Losung des Problems wird hier nicht diskutiert. Es werden nur die
Dehnungen der Fasern abgeschéitzt. Folgende Deformation wird unterstellt: Ein flacher
Quader ist an beiden Enden gelenkig gelagert, siehe Abbildung 2.4. Der Quader wird
am rechten Ende um ¢, verdreht. Das rechte Ende kann sich dabei frei in 2-Richtung um
w verschieben®. Der Abstand zwischen den Fasern ist unverdnderlich. Es wird lediglich
eine Langsdehnung
Ly — Ly
=1
in Faserrichtung angenommen®. Diese Dehnung ist zu bestimmen. In der Ausgangskon-
figuration ist die Lénge aller Fasern gleich der Lénge des Quaders, also

Sr (2.13)

Lo=L. (2.14)
Nach der Deformation betréigt die Lange der Mittelachse
LY = L+w (2.15)
und somit die Drillung
m:wa. (2.16)

Mit Hilfe der Vektorform der Schraubenfliche (2.4) folgen dann die Raumkurven der
deformierten Fasern

& cos 4 (

b b
rs = | {sindi(¢ |, _§§£§§7 0<(<L+w. (2.17)
¢
Somit ist die Lénge der Fasern

L+4+w 8_’

r
L, = — | d 2.18
= 5« (215)

0

5Die Skizze 2.4 impliziert, dass es zu einer Verlingerung des Quaders kommt - die Verschiebung w
des rechten Endes zeigt in positive z-Richtung. Wie sich spéter zeigen wird, fiihrt das hier angenom-
mene Fasermodell jedoch zu einer Verkiirzung. Dieses Verhalten mag schnell einsehbar sein - es ist
jedoch nicht zwangsldufig. LENZ und VIELSACK beschreiben in [54] Gegenteiliges. Sie berichten, dass
sich zylindrische Vollkérper bei Torsion stets verldngern.

6Die Bezeichnungen der mechanischen Verzerrung mit S und der mechanischen Spannung mit 7
folgen TIERSTEN in [96].
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Abbildung 2.5: Schraubenflachen und gedehnte Faserpakete, b/L = 0, 15.

und letztlich die Faserdehnung

2 2
SF:\/1+£2<%> +2%+%—1. (2.19)

Werden kleine Verschiebungen unterstellt, also
w <L L (2.20)

und ist die Breite des Helixaktors klein gegeniiber der Lange, so betriagt die Dehnung

nidherungsweise
w & e
Sp a2 —<—) . 2.21
F L+2 I (2.21)

Mit einem linearelastischen Materialgesetz, Elastizitdtsmodul c,
TF = ¢ SF, (2.22)

kleinen Faserwinkeln g und verschwindender resultierender Kraft in z-Richtung

+b/2
F,=0= / Tr hdg (2.23)
—b/2
folgt fiir die Verschiebung
~ —% (2.24)
24L

und somit fiir den Dehnungsverlauf

%)2 & v

~|— - —— . 2.2
Sr (L ( 2 24 (225)
Abbildung 2.5 illustriert das Ergebnis. Sie zeigt verschiedene Schraubenfléchen sowie
die zugehorigen Faserpakete. Unter den getroffenen Annahmen ergibt sich fiir Sg ein

quadratischer Verlauf iiber £. Die Fasern werden auf der Mittellinie gestaucht und am
Rand gestreckt. Die Faserdehnung erreicht ihr Maximum am Rand (§ = b/2)

b /02
oy (Z2) 2.2
Smam 12 ( L ) ( 6)



2.1. SCHRAUBENFLACHE 17

907 Pe
/ 2T 10 / .
s

8

/ 1/2m 6
-2 / 4 T

0

2T

\kpL|
o
YrL

1/27
0.05

0 0.05 -0.05 0
¢/ L ¢/L
Abbildung 2.6: Kriimmung kr und Drillung ¥z der Fasern, bezogen auf L.

Die maximale Dehnung nimmt quadratisch mit ¢, und b zu. Das heifst, sind kleine
Faserdehnungen gewiinscht, so miissen sowohl die Breite b des Helixaktors als auch
dessen Vorverwindung . moglichst klein sein.

Die getroffenen Modellannahmen sind einfach und die Beziehung (2.25) schétzt Sg
nur ab. Die tatsidchliche Faserdehnung wird vermutlich kleiner sein als die hier Vorher-
gesagte, da die angenommene kinematische Beziehung zwischen den Verschiebungen
der einzelnen Fasern ausgesprochen steif ist. Die maximale Dehnung (2.26) kann somit
als obere Grenze begriffen werden.

Genauere Losungen kénnen durchaus bestimmt werden, beispielsweise mittels der
Finite-Elemente-Methode. Sie sind jedoch nur sinnvoll, wenn die notwendigen Material-
parameter vollstandig und zuverléssig bekannt sind. Piezokomposite, wie beispielsweise
Macro Fiber Composites, sind heterogene Bauelemente und das Bestimmen effektiver
Materialparameter ist aufwendig. Sie scheitern héufig an nicht verfiigbaren Material-
parametern, siehe dazu die Kritik von DERAEMAEKER et al. in [18].

2.1.3 Faserkriimmung und Faserdrillung

Fasern auf einem vorverwundenen Trager haben Schraubenlinienform. Sie werden so-
mit innerhalb der Schraubenfliche gekriimmt. Fiir kleine Breiten und moderate Vorver-
windungen wird diese Faserkriimmung wohl klein sein und kann vernachléssigt werden.
Nichtsdestotrotz wird die entsprechende Beziehung angegeben. Nach [6] ist die Faser-
kriimmung”

1 L2
kp=—.—2L"° (2.27)
Lot (§) ¢
und damit auch der Faserkriimmungskreisradius
L+ (§)"¢?
rEp = LT’ (2.28)
f(pe

"siehe [6], Seite 250
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Abbildung 2.7: Helikoid und Katenoid.

Bei kleinen Breiten lésst sich die Kriimmung ndherungsweise mit

2
kp ~ € (%) (2.29)
angeben. Abbildung 2.6 zeigt kr, bezogen auf L, fiir ausgewéhlte Vorverwindungen.
Die Kriimmung verschwindet auf der Mittellinie. Sie nimmt mit £ linear und mit ¢,
quadratisch zu. Das heift, am Rand erreicht die Kriimmung der Fasern ihren Maxi-
malwert

b (e ?
EF o 2 (—> . 2.30

Die Drillung einer Faser lasst sich mit Hilfe der Windung der Schraubenlinie be-
stimmen. Sie ist nach [6]®

1 Pe
Ip=— ——M—M. (2.31)
Lovve(g)y
Néherungsweise lasst sich
Op~ 21— ¢ [ﬁr (2.32)
L L

angeben, wieder kleine Breiten unterstellend. Die Drillung der Fasern erreicht ihren
Maximalwert auf der Mittellinie (£ = 0)

Pe
D = 5. 2.33
max L ( )
Der Maximalwert entspricht der Drillung des Helixaktors £¢. Mit zunehmendem Ab-
stand ¢ schwécht sich ¥ ab. Abbildung 2.6 illustriert ¥z, bezogen auf L.

2.1.4 Abwickelbarkeit

Die Schraubenfldche kann nicht auf eine Ebene abgewickelt werden. Sie ist keine ab-
wickelbare Fliche, da die Metriken der Ebene und der Schraubenfliche nicht gleich
sind. Abwickelbare Fliachen sind beispielsweise Zylindermantel und Kegelmantel.
Auch wenn die Schraubenfldche - das Helikoid - nicht abwickelbar ist, so kann sie
auf der Rotationsflache der Kettenlinie - dem Katenoid - abgewickelt werden, siche [19].

8siehe [6], Seite 251
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Abbildung 2.7 zeigt ein Helikoid und das entsprechende Katenoid. Wird das Helikoid
durch die zu Gleichung (2.4) dquivalente Parametrisierung

[ asinh ( cos¢ ]|
asinh (sin¢ (2.34)
ag

..g
o
I

angegeben und wird das Katenoid mit

[ acosh(cos¢ ]|

acosh (siné (2.35)
ag

,.,
S
I

beschrieben?, so ergeben sich fiir die Metriken beider Flichen, gemessen als Koeffizi-
enten der ersten quadratischen Fundamentalform

E = a® cosh? ¢, F =0, G = a® cosh? (. (2.36)

Winkel und Léngen sind auf beiden Flachen lokal gleich. Das heifst, eine in der Form
des Katenoids gefertigte Membran kann ohne weitere Verzerrungen der Fléche in ein
Helikoid deformiert werden. Die Membran wird lediglich verbogen.

2.2 Vorverwundene Piezoaktoren

Der Helixaktor wird durch Piezokeramiken angetrieben. Diese Werkstoffe sind spréde,
und Umformungen des Festkorpers mit Hilfe von Plastifizierungen sind nicht moglich.
Nichtsdestotrotz lassen sich auch mit Piezokeramiken gekriimmte Aktoren realisieren.
Zwei Wege werden im Folgenden skizziert und mit Beispielen illustriert:

e Variante 1: Der Grundkdrper des Helixaktors wird aus Vorstufen der Piezoke-
ramik gefertigt. Das heifit, die charakteristische Form wird vor dem Sintern der
Keramik realisiert. Es bieten sich auf vorgeformten Triagern aufgebrachte Sol-Gele
an, siehe zum Beispiel [53], oder es kénnen sogenannte green tapes eingesetzt wer-
den. Letzteres wird am Beispiel des Helimorphs vorgestellt.

e Variante 2: Ein ebener piezokeramischer Kérper wird auf einen ausreichend steifen
vorverwundenen Trager geklebt. Am Beispiel der schon genannten Piezokompo-
site, hier Macro Fiber Composites, wird dieser Weg erlautert.

2.2.1 Helimorph

Der Helimorph [32,70,86,99] ist ein Piezobiegeaktor aukergewohnlicher Form. Abbil-
dung 2.8 zeigt Bilder des Aktors. Die moglichen Verschiebungen von ca. +3 mm sind
grofs bezogen auf seine Grundfliche von ca. 45 mm x 45 mm.

Die besondere Form des Helimorphs wurde mit Keramikfolien, englisch: green tapes,
realisiert. Aus den ungesinterten Keramikfolien, bestehend aus PZT-Pulver, Binder

9Allein fiir diesen Abschnitt zur Abwickelbarkeit sind die Koordinaten & und ¢ als dimensionslose
Léngen zu begreifen, um einerseits den in [19] eingefiihrten Beziehungen zu entsprechen und anderer-
seits widerspruchsfreie Argumente der trigonometrischen Funktionen zu erlauben. Im Ubrigen ist a
in Gleichung (2.35) der Radius des Katenoids bei ( = 0. Das entsprechende, um 27 vorverwundene
Helikoid hat die Lénge 27a.
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green tapes Priméarhelix Sekundéarhelix

Abbildung 2.9: Herstellung des Helimorphs: a) Laminieren der Keramikfolien, b) For-
men der Primérhelix und ¢) Formen der Sekundérhelix.

Abbildung 2.10: Funktionsprinzip des Helimorphs: a) Deformation der Primérhelix,
b) Deformation der Sekundérhelix.
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und aufgedruckten Elektroden, werden zuerst Laminate gefertigt - der Rohkorper des
Biegeaktors. Danach werden Primérhelix und Sekundirhelix geformt!'®, siche Abbil-
dung 2.9. Anschliefend wird der Korper gesintert und polarisiert. Der so hergestellte
Aktor behilt die gewiinschte Form ohne weitere Stiitzstrukturen bei. Grundsétzlich
ware ein dhnlicher Weg auch fiir den Helixaktor denkbar.

Der Helimorph ist ein Biegeaktor. Das mag nicht ohne weiteres einsehbar sein und
wird deshalb kurz erlautert. Die Primérhelix ist ein in Schraubenlinienform aufge-
wickelter Biegeaktor. Ein angelegtes elektrisches Feld induziert Kriimmungs- und Nei-
gungsidnderungen seiner Stabachse, sieche Abbildung 2.10. Die Primérhelix kann jedoch
auch als Torsionsstab verstanden werden. Die Wickelachse der Primérhelix ist dann die
Stabachse des Torsionsstabs und die Neigungséinderungen der Primérhelix sind dann
Verdrehungen des Torsionsstabs. Der Torsionsstab ist in Kreisform gebogen - die Se-
kundérhelix - und das Verdrehen fiihrt in diesem Fall zu Verschiebungen v senkrecht
zur Stabachse, sieche Abbildung 2.10.

Der Helimorph ist in seiner Gestalt wohl einmalig und das Fertigungsprinzip ist
auch fiir andere Formen wie den hier untersuchten Helixaktor denkbar. Der Helimorph
wird inzwischen von der Firma 1 Ltd vertrieben!!. Er wird in flichigen Lautsprechern
und in Autofokus-Einheiten von Miniaturkameras eingesetzt.

2.2.2 Macro Fiber Composite

Sollen vorgekriimmte Strukturen mit piezokeramischen Aktoren ausgeriistet werden,
so ist das nicht ohne weiteres moglich. Piezokeramische Werkstoffe sind sprode und
bruchempfindlich. Fasern aus Piezokeramik konnen hier Auswege bieten. Ihre Quer-
schnittsabmessungen sind klein - nur wenige hundert Mikrometer - und sie sind aus-
reichend biegsam. Nach dem Einbau der Fasern in die Struktur miissen diese nur noch
mit Elektroden versehen werden und gepolt werden. Dennoch werden heutzutage kaum
Piezofasern eingesetzt.

Die Arbeiten zu Piezofasern haben Arbeiten zu sogenannten aktiven Faserkomposi-
ten, auch: Piezokompositen, stimuliert. Dadurch konnten einige Probleme beim Einbau
von Piezofasern elegant gelost werden, wie zum Beispiel eine unkomplizierte Faser- und
Elektrodenausrichtung oder die elektrische Isolierung des Aktors. Werden Piezofasern,
Elektroden und Tréger in einem ersten Schritt kombiniert - das Komposit - so lésst
sich der Aktor einfacher in die Struktur integrieren. Das heiftt, gegeniiber Piezofasern
sind Piezokomposite insgesamt besser handhabbar. WIERACH und SCHONECKER ge-
ben in [102] einen guten Uberblick zu aktuell verfiigharen Fasern und Kompositen.

Der Macro Fiber Composite, kurz: MFC, ist sicherlich das bekannteste Piezokom-
posit. Abbildung 2.11 zeigt eine Fotografie des Aktors. Entwickelt vom Jet Propulsion
Laboratory der National Aeronautics and Space Administration wird er inzwischen von
der Firma Smart Material GmbH hergestellt und vertrieben!?. Eine sehr gute Ein-
fiihrung zum MFC geben WILKIE et al. von der Entwicklergruppe am Jet Propulsion
Laboratory in [104].

0Die Begriffe Primdrheliz und Sekunddrheliz werden aus den genannten Verdffentlichungen iiber-
nommen.

17 Ltd, St John’s Innovation Centre, Cowley Road, Cambridge, CB4 OWS, England

2 Smart Material GmbH, Lobtauer Str. 69, 01159 Dresden, Deutschland
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Abbildung 2.11: Macro Fiber Composite.

Polyimidfilm mit verklebt mit

Kammelektroden\ Epoxydharz

rechteckige Spannungs -

Piezofasern / versorgung
U

Abbildung 2.12: Aufbau eines Macro Fiber Composites.
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Abbildung 2.13: Komposit aus Matrix und Piezokeramik.

Abbildung 2.12 zeigt den Aufbau des MFCs mit Piezofasern und Elektroden. Die
Elektroden sind als Kammelektroden ausgefiihrt - sie erlauben hohe elektrische Felder
in Faserrichtung. Der Wandler kann bei entsprechender Polarisierung sowohl im d33-
Modus als auch im ds;-Modus betrieben werden.

Die Piezofasern des MFCs sind rechteckig. Sie werden aus Monolithen gesdgt. So
werden hohe Faservolumenanteile erreicht und eine besonders gute Kontaktierung der
Keramik ist moglich. Zwischen Piezokeramik und Elektrode kann kaum Matrixmateri-
al eindringen. Das ist einer der wesentlichen Vorteile gegeniiber normalen Piezofasern,
denn selbst diinnste Matrixschichten zwischen Elektrode und Keramik reduzieren das
nutzbare elektrische Feld stark. Anhand des Beispiels in Abbildung 2.13 wird der Zu-
sammenhang illustriert.

Eine Piezoschicht (Index P) und eine Matrixschicht (Index M) sind in Reihe ge-
schaltet. Die maximal mogliche elektrische Feldstéarke in der Piezokeramik ist

Epo =, (2.37)

wobei U, die Quellenspannung ist. Als tatséchlich erreichbare elektrische Feldstérke
Ep, bezogen auf Ep, lasst sich dann

E 1
P — = (2.38)
EP.Q 1 + 7]5
herleiten. Darin sind €p und ¢), die relativen Permittivitdten und
h
n=-2 (2.39)

" he

ist die relative Schichtdicke der Matrix. Die Permittivitat von Piezokeramiken ist iib-
licherweise grofs gegeniiber der Permittivitdt des Matrixmaterials. Fiir ep der Piezoke-
ramik wird ndherungsweise

ep =~ 1000 &g (2.40)

angenommen, siche Material Sonox P8 in [79]. Fiir €5, der Matrix wird
EMRD €0 (241)

unterstellt, siehe Kunstharz in [13|. Der Quotient ep/e)s ist dadurch sehr grof und
betragt in diesem Beispiel

P 200. (2.42)
EM
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Abbildung 2.14: Tatséchliche elektrische Feldstirke Ep, bezogen auf Ep, iber relativer
Matrixschichtdicke n = hys/hp.

Aufgrund dessen reduzieren selbst kleinste Matrixschichten das nutzbare elektrische
Feld erheblich. Das Diagramm in Abbildung 2.14 zeigt den starken Abfall von Ep/Ep
iiber n bei den gewahlten Materialparametern.

Ist die relative Matrixschichtdicke beispielsweise 5 %, also offensichtlich klein, so
betragt die effektive Feldstirke in der Piezokeramik nur noch 7 % der maximal Mog-
lichen. Eine Feldstirke Ep in der Grofenordnung von Epy kann nur noch durch sehr
hohe Quellenspannungen erreicht werden, hier ca. 13 - Uj.

Piezofasern verursachen moglicherweise keine Schwierigkeiten beim Aufkleben auf
den vorverwundenen Trager. Sehr wohl ist jedoch mit Problemen beim Aufbringen der
Elektroden und beim Erreichen eines zufriedenstellenden elektrischen Feldes zu rech-
nen, insbesondere beim Polarisieren der Piezokeramik. Der Prototyp des Helixaktors
soll zunéchst zeigen, dass das Konzept umsetzbar ist. Anstatt Piezofasern werden des-
halb Macro Fiber Composites als Antriebe eingesetzt, da die oben genannten Probleme
bei ihnen nicht zu erwarten sind.

Ausgewihlte Arbeiten zu MFCs: SODANO et al. [92] und PRETORIUS et al. |73]
bewerten verschiedene Piezokomposite, unter anderen auch die Macro Fiber Compo-
sites. WILKIE et al. dufsern sich in [103| zur Zuverlédssigkeit der MFCs. WILLIAMS
et al. [106] charakterisieren die elektromechanischen Eigenschaften und untersuchen
in [105] experimentell auftretende Nichtlinearitéten.

Zu theoretischen Modellen des MFCs dufsern sich LLOYD et al. in [55] von der
Entwicklergruppe am Jet Propulsion Laboratory sowie BENT und HAGOOD [5,28] und
DERAEMAEKER et al. in [18]. In den Arbeiten werden vor allem effektive Material-
parameter des MFCs entwickelt und diskutiert. Insbesondere DERAEMAEKER et al.
weisen darauf hin, dass momentan nur wenige Verdffentlichungen zur Modellierung
der MFCs bekannt sind. Schwierigkeiten bereitet nicht nur die Homogenisierung des
MFC-Aufbaus, sondern auch fehlende Herstellerangaben zu Materialkonstanten. Bei
NGUYEN und KORNMANN [66] finden sich FEM-Modelle der MFCs, die die Elemente
des Aktors, das heifst, Matrix, Piezofasern und Elektroden, als diskrete Bauelemente
berticksichtigen.

Macro Fiber Composites sind robust und werden vielfiltig eingesetzt. Die folgen-
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de Auflistung stellt lediglich einen Auszug dar, da durch die Kommerzialisierung der
MFCs die Vielfalt der Anwendungen stidndig wichst . SHETA et al. [87] realisieren ein
durch MFCs deformierbares Hohenleitwerk eines F/A-18 Flugzeuges. MASARATI et al.
stellen in [61] ein deformierbares Rotorblatt vor. KEIMER et al. [41] setzen MFCs fir
Parallelkinematiken ein. RUGGIERO, INMAN und PARK [68, 78| verwenden MFCs fiir
experimentelle Untersuchungen an aufblasbaren Strukturen eines Raumfahrzeugs. So-
DANO et al. [91] vergleichen verschiedene Piezowandler fiir die Gewinnung elektrischer
Energie aus mechanischer Energie unter Ausnutzung des piezoelektrischen Effekts, dem
sogenannten energy harvesting. Unter anderem vergleichen sie PZT-Platten und MFCs.

2.3 Prototyp des Helixaktors

Der Prototyp soll zeigen, dass das Konzept grundsétzlich funktioniert, sprich, dass ein
vorverwundener Biegeaktor mit ausgewogenem zweidimensionalem Arbeitsraum reali-
siert werden kann. Der Schwerpunkt der Arbeit ist die Diskussion zum Arbeitsraum, da
ihn diese Problematik von anderen Biegeaktoren unterscheidet. Ausgehend davon sind
weitere Schritte hinsichtlich besonderer Herstellungsverfahren oder aufsergewohnlicher
Regelungskonzepte moglich.

Der Helixaktor wird in dieser Arbeit aus einem vorverwundenen Aluminiumtriager
und einem Macro Fiber Composite gefertigt. Der MFC wird mittels Klammern auf den
vorverwundenen Trager gepresst und mit Cyanacrylatklebstoff (Sekundenkleber) ver-
klebt. Zur Unterteilung des MFCs in verschiedene aktive Elemente werden lediglich die
Kontaktbahnen an bestimmten Stellen getrennt. Die piezokeramischen Fasern werden
nicht unterbrochen. Es gibt somit keinen Steifigkeitssprung an den Elementgrenzen.

Abbildung 2.15 zeigt eine Fotografie des Versuchsaufbaus. Die Skizze in Abbildung
2.17 beschreibt den Aufbau des Prototyps. Darin sind auch die Sensorflichen fiir die
Laser-Wegsensoren dargestellt. Die Tabelle 2.1 fasst die Daten des Tragers, des Macro
Fiber Composites und des Helixaktors zusammen. Im Folgenden werden die gewéhlten
Aktorparameter begriindet.

2.3.1 Vorverwindung, Querschnittsbreite und aktive Elemente

Ab ¢, &~ 7 ist mit ausgewogenen, zweidimensionalen Arbeitsrdumen zu rechnen. Das
zeigen die Optimierungen in Kapitel 4. Grofere Werte fiir ¢, erweitern den Arbeitsraum
nur unwesentlich, es ist jedoch minimal

Pe =T (2.43)
notwendig - eine Forderung, die der Prototyp mit
e = 220° (2.44)

erfiillt.

Im Kapitel 2.1 wurden Hauptkriimmung, Faserdehnung, Faserkriimmung und Faser-
torsion diskutiert. Faserkriimmung und Fasertorsion erscheinen angesichts der kleinen
Querschnittsabmessungen der Piezofasern des MFCs |, ca. 0,2 mm X 0,2 mm, unpro-
blematisch. Die mafkgebliche Beanspruchung wird die Faserdehnung (2.26) sein. Sie soll
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Abbildung 2.15: Versuchsaufbau mit Helixaktor und Laser-Wegsensoren.

moglichst klein sein. Die Faserdehnung ist klein fiir grofe Lénge-zu-Breite-Verhéltnisse
L/b und kleine Vorverwindungen. Die minimale Vorverwindung ist festgelegt, somit
muss L/b moglichst grofs sein. Der Helixaktor wurde mit dem MFC-Typ M14003 rea-
lisiert. Sein Lange-zu-Breite-Verhéltnis betragt

L 140
Zo_mm (2.45)

b 3 mm

Mit der Vorverwindung des Prototyps ist die maximale Faserdehnung nach Gleichung
(2.26)
Sp~6-107" (2.46)

Sie liegt deutlich unterhalb der vom MFC ertragbaren Dehnung von 4,5 - 1073,

Der MFC wird in drei aktive Elemente unterteilt, die unabhéngig voneinander kon-
trollierbar sind. Die Optimierungen in Kapitel 4 zeigen, dass drei unabhéngige Eingén-
ge gegeniiber zwei unabhéngigen Eingéngen unter Umstdnden grofere Arbeitsrdume
ermoglichen.

2.3.2 Querschnittshohe

Biegeaktoren mit kleiner Querschnittshohe erlauben grofse Verschiebungen. Diese be-
kannte Eigenschaft wird mit Hilfe einer einfachen Rechnung illustriert. Gleichzeitig
kann so, zumindest ndherungsweise, die Querschnittshéhe des Helixaktors festgelegt
werden'3.

Neben maximaler Verschiebung am Aktorende sind weitere Optimierungsziele fiir
Biegeaktoren etabliert, wie zum Beispiel die sogenannte Leerlaufenergie, siehe [79], oder
der elektromechanische Kopplungsfaktor, siehe beispielsweise [107].

13Die Breite der Piezokeramik des MFCs und die Breite des Triigers unterscheiden sich um ca. 30 %,
was in dieser Abschitzung jedoch vernachlassigt wird.
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Der Prototyp des Helixaktors ist ein Monomorph. Das heiftt, das Laminat besteht
aus einer Piezoschicht (Index P), dem MFC, und einer Trégerschicht (Index 77), dem
Aluminiumstreifen. Die Schichthohen sind h7 und hp. Der Helixaktor wird als Euler-
Bernoulli-Balken modelliert und die dafiir iiblichen Annahmen werden vorlaufig als
erfiillt angesehen. Detaillierte Diskussionen folgen in Kapitel 3.

STEEL et al. experimentieren in [93] mit Monomorphs, bestehend aus Piezoplatten
und Metalltridgern. Auch sie nutzen das hier verwendete Euler-Bernoulli-Balkenmodell
zum Optimieren der Aktoren. Die vorhergesagten Werte werden erreicht, sowohl hin-
sichtlich Auslenkung als auch hinsichtlich des Schichthéhenverhéltnisses. Die Ergebnis-
se von STEEL et al. sprechen fiir die gewahlte einfache Modellierung.

Die Verzerrung in Léngsrichtung betrégt

S=v"y+w' (2.47)

Die Feldgrofe v(z) ist die Verschiebung in y-Richtung, also in Richtung der Quer-
schnittshohe. Die Feldgrofe w(z) ist die Verschiebung in z-Richtung, also in Richtung
der Stabachse. Die Kriimmung soll maximiert werden, das heifst,

v"” = max! (2.48)
Als konstitutive Gleichungen sollen fiir den elastischen Tréger
Tr=cp S (2.49)
und fiir den MFC im Aktorbetrieb
Tp=cpS+7a (2.50)

geniigen. Die Spannung 74 bezeichnet die im MFC induzierte mechanische Spannung
bei angelegtem elektrischen Feld aufgrund des inversen piezoelektrischen Effektes. Sie
wird als konstant iiber y angenommen. Die Parameter ¢y und cp bezeichnen die Elasti-
zitatskonstanten. Mit den konstitutiven Gleichungen betragen die mechanischen Span-
nungen im Querschnitt

_JoerS fir 0< vy <hr (2.51)
lepS+Ta fir hp <y <hr+hp ‘
Mit den resultierenden Schnittlasten fiir einen mechanisch unbelasteten Aktor
hp+hr hp+hr
M,=0= / bry dy, F,=0= / br dy, (2.52)
0 0
der relativen Hohe der Trégerschicht
hr
= = 2.53
=g (2.53)
sowie der relativen Elastizitdtskonstante der Tragerschicht
y== (2.54)

Cp
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Abbildung 2.16: Kriimmung |u”| des Monomorphs, bezogen auf 74/(hpcp), tiber rela-
tiver Tragerdicke n fiir verschiedene relative Elastizitdtskonstanten v des Tragers.

folgt fiir den Betrag der Kriimmung

6 1

hpcp | (AyP + 1+ 920" + 69n* + dyn) |

lv

Der erste Term ldsst erkennen, dass kleine Hohen hp grofe Kriimmungen erlauben.
Abbildung 2.16 zeigt das Verhalten des zweiten Terms - die auf 74/(hp cp) bezogene
Kriimmung. Kleine 1 bei grofsen v sind optimal. Somit sind diinne, steife Trager bei
insgesamt geringer Aktorhohe fiir grofe Krimmungen erforderlich.

Mit der Hohe des MFCs und den Elastizitdtskonstanten fiir MFC und Aluminium-
trager, siche Tabelle 2.1, folgt die optimale Hohe

n=20,33, hr ~ 0,1 mm (2.56)
der Tragerschicht. Fiir den Prototyp wird ein etwas dickerer Trager mit
hr ~ 0,6 mm (2.57)

verwendet. Er ist robuster als ein Trager mit hp ~ 0, 1 mm. Die erreichbare Kriimmung
betragt jedoch nur 35 % der maximal Erreichbaren.
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Element 2 Element 3

140 mm

Abbildung 2.17: Aufbau und Abmessungen des Prototyps inklusive Sensorfliche.

Trager

Material Aluminium

Elastizitatskonstante c~ 70 GPa

Abmessungen bxhxL=4mmx 0,6 mm x 144 mm

Macro Fiber Composite

Typ, Piezokeramik
Abmessungen
Elastizitatskonstante

max. Betriebstemperatur
zuléssige Betriebsspannung
max. ertragbare Dehnung

M14003, PZT5A1

bx hxL=3mmx 0,3 mm X 140 mm
c = 30,34 GPa

Umaz.op < 66°C

—500 V < U,, <1500 V

Smaz.op = 4,5-1073

min. ertragbarer r>4,3 cm

Kriimmungskreisradius

Helixaktor

Vorverwindung Y = 220°

Lange L =140 mm

Element 1 zp1 = 32 mm, L; =32 mm, C; =~ 0,40 nF
Element 2 Zio = 67 mm, Ly = 35 mm, Cy =~ 0,44 nF
Element 3 zr3 = 140 mm, L3 = 73 mm, C5 ~ 0,92 nF

29

Tabelle 2.1: Eigenschaften des Tragers, des MFCs und des Prototyps des Helixaktors;
Elastizitdtskonstante von Aluminium nach [13], Eigenschaften des MFCs nach [90]; 2
bezeichnen die Trennstellen der aktiven Elemente, L; bezeichnen die Elementlangen,

C; bezeichnen die Kapazitéten, abgeschétzt nach [90].



30

KAPITEL 2. REALISIERUNG DES PROTOTYPS



Kapitel 3

Mathematische Modelle des
Helixaktors

Das Verhalten des Helixaktors lasst sich sowohl experimentell als auch theoretisch
untersuchen. Experimente zeigen das tatséchliche Verhalten des Aktors. Mathematische
Modelle bilden das Verhalten nur niherungsweise ab. Sie erlauben jedoch Einblicke, die
experimentell nur aufwendig bestimmbar sind. Insbesondere Parameterstudien oder
Optimierungen sind mit Hilfe mathematischer Modelle bequem durchfithrbar. Werden
iibersichtliche, symbolische Modelle hergeleitet, so konnen Eigenschaften des Aktors
auch ohne Parameterstudien sofort erkennbar sein.

Anhand eines simplen, statischen Modells des Helixaktors werden Arbeitsraum,
Aktoroptimierung und inverse Aufgabe diskutiert. Ein weiteres, nunmehr dynamisches
Modell beschreibt das Zeitverhalten des Aktors, es zeigt die Eigenschwingungsformen
und es erlaubt Reglerentwiirfe. Im Kapitel 5 werden theoretische Ergebnisse und expe-
rimentelle Ergebnisse verglichen. Sowohl das statische Modell als auch das dynamische
Modell konnen die gemessenen physikalischen Werte nicht vorhersagen, jedoch stimmen
die normierten gemessenen Groéfsen durchweg gut mit den Vorhergesagten iiberein.

Aufgrund der Vorverwindung koppeln die Verschiebungsfelder u(z) und v(z) stark.
Das ist auch im Modell sicherzustellen und ist ein Schwerpunkt der Modellierung. Die
Lage der deformierten Stabachse, beschrieben durch w(z) und v(z), ist jedoch nur in-
sofern wichtig, als dass sie fiir z = L die Ausgangswerte u, und v. des Helixaktors
bereitstellt. Die MFCs sind piezokeramische Aktoren, die ein ausgeprégt nichtlineares
Verhalten zeigen. In diesem ersten Beitrag zum Helixaktor wird auf ein genaues Abbil-
den der Nichtlinearitdten verzichtet und die piezoelektrische Kopplung wird linearisiert.
Die gewonnenen Erkenntnisse, insbesondere zum Arbeitsraum und zur Optimierung,
werden dadurch nicht beeintréachtigt.

Im Rahmen dieser Arbeit besteht kein Interesse an der genauen Bestimmung aller
Feldgrofsen. Zum Beispiel wird nicht nach der exakten Spannungsverteilung oder der
Verteilung des elektrischen Feldes iiber dem Aktorquerschnitt gefragt - ein Zugestéand-
nis an einfache Modelle.

31
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Abbildung 3.1: MFC, betrieben im d33-Modus: Freie Dehnung S iiber elektrischer Span-
nung U. Zyklen mit f = 0,1 Hz, U,,, =500 V, U,, = 2250 V, ¥ = 27°C, aus [90].

3.1 Vorbemerkungen

Das Modellieren des Helixaktors zerfallt in drei Probleme, die vorerst getrennt dis-
kutiert werden: die Beschreibung des Materialverhaltens der MFCs, die Beschreibung
des Aktor-Tréger-Verbundes und die Beschreibung der Vorverwindung. Nach diesen
Voriiberlegungen werden das statische Modell und das dynamische Modell entwickelt.

3.1.1 Zum Materialverhalten der MFCs

Der piezoelektrische Effekt in Einkristallen ist weitgehend linear [79]. Macro Fiber
Composites bestehen jedoch aus Piezokeramiken, sprich Ferroelektrika. Sie sind po-
lykristallin und ihr Materialverhalten ist nichtlinear. Die MFCs zeigen das typische
Hystereseverhalten ferroelektrischer Werkstoffe, siche Abbildung 3.1. In Kapitel 5.2.1
wird zuséatzlich ihr Kriechverhalten illustriert.

KAMLAH beschreibt in [40] das Hystereseverhalten von Ferroelektrika. Er zeigt Mo-
dellansétze und nennt wichtige Beitrdage zu diesem Problem. Sein Bericht ist umfassend
und zitiert mehr als hundert Quellen. KAMLAH geht zwar nicht auf MFCs im speziellen
ein, es bleibt jedoch festzustellen, dass das korrekte Beschreiben und Modellieren des
nichtlinearen Verhaltens von Piezokeramiken sehr aufwendig ist.

Das Materialverhalten von Piezokeramiken kann trotz offensichtlicher Nichtlineari-
taten linear approximiert werden und wohl die meisten Veroffentlichungen zu piezoke-
ramischen Aktoren oder deren Anwendungen beschridnken sich auf lineare konstitutive
Gleichungen. Im Kleinsignalbereich, das heifst, bei kleinen Feldstirken, geben die linea-
ren Beziehungen das Materialverhalten zufriedenstellend wieder. Im Grofisignalbereich
und bei Betrieb in Resonanz mit grofen Auslenkungen sind deutliche Abweichungen
zu erwarten.

PREUMONT é&uflert sich in [74] zur Berticksichtigung des nichtlinearen Material-
verhaltens bei Regelungsproblemen: Bei quasistatischen Anwendungen kann die Hy-
sterese durch geschlossene Regelkreise einfach kompensiert werden. Bei dynamischen
Anwendungen wie aktiver Dadmpfung scheint das Kompensieren der Hysterese mit Hilfe
geschlossener Regelkreise nicht notwendig. PREUMONT befiirchtet, dass die Hysterese-
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kompensation in dynamischen Anwendungen instabile Systemantworten provoziert.

Wege zur Kompensation nichtlinearer Effekte zeigen JANOCHA, KUHNEN und KRE-
JCIin [49-51|. Mit Hilfe sogenannter Hystereseoperatoren gelingen ihnen echtzeitfihige
Kompensationen von Hysterese- und Kriechverhalten. Die Ansétze sind aufwendig, je-
doch sehr effektiv. Wird zwischen Regler und Aktor ein solcher Kompensator geschaltet,
so kann dann von nahezu linearem Materialverhalten ausgegangen werden.

Zum rein mechanischen Verhalten der MFCs duftern sich WILLIAMS et al. in [105].
Im Zugversuch zeigen die MFCs bei kurzgeschlossenen Elektroden linear elastisches
Verhalten fiir Dehnungen in Faserrichtung bis S ~ 1073, Fiir grofere Dehnungen nimmt
die Steigung der Spannungs-Dehnungs-Kurve ab, da plastische Deformationen auftre-
ten. Die Grenze des linear-elastischen Verhaltens von S a~ 1073 geniigt, um bei nor-
malem Betrieb einen proportionalen Zusammenhang zwischen mechanischer Spannung
und mechanischer Dehnung zu unterstellen.

Im Rahmen dieser Arbeit wird lineares Materialverhalten fiir die Macro Fiber Com-
posites angenommen. Eine aufwendige, nichtlineare Modellierung des Verhaltens der
MFCs erscheint hier nicht notwendig. Sie wiirde im Ubrigen einfache Beziehungen ver-
hindern und aufwendige Experimente zur Parameteridentifikation erfordern.

3.1.2 Zum Aktor-Trager-Verbund

Der Helixaktor ist ein schlanker Stab und es bieten sich etablierte Stabmodelle an,
ergénzt um den MFC. Vorerst sollen nur mogliche Ansétze zum Modellieren des Piezo-
laminates - dem Aktor-Tréager-Verbund - diskutiert werden. Die Vorverwindung wird
anschlieffend betrachtet.

Abbildung 3.2 zeigt zwei Schnitte durch den Helixaktor. Sein Aufbau ist ausgespro-
chen heterogen. Ursache ist der Macro Fiber Composite. Zwischen Piezokeramik und
Trager befinden sich Matrix, Elektroden, Polyimidfilm und Klebeschicht. Insbesondere
sind die Feldlinien im MFC stark gekriimmt und es ist klar, dass fiir genaue Model-
le des MFC-Trager-Laminats simple Ansdtze nicht geniigen. Das heiftt: Offensichtlich
kann durch Andern der Feldstiirke die Gestalt des MFCs und somit die Kriimmung des
Helixaktors einfach gedndert werden, jedoch ist das genaue Berechnen aller mechani-
schen und elektrischen Feldgrofsen und letztlich auch der tatsédchlichen Verschiebungen
schwierig.

Es bietet sich an, das Verhalten der MFCs zunéchst zu homogenisieren. Dieses
Gebiet wird von mehreren Autoren bearbeitet und es haben sich zwei wesentliche An-
nahmen durchgesetzt: 1.) Das elektrische Feld zeigt nur in Richtung €3, 2.) der MFC
wird als Monolith mit orthotropem Materialverhalten modelliert. Die notwendigen Ma-
terialparameter werden sowohl in Experimenten, siehe [105,106], als auch mit Hilfe von
Modellrechnungen bestimmt, siehe [5,18,28|. Die genannten Arbeiten beschranken sich
weitgehend auf Zugversuche. Somit kénnen konstante mechanische Spannungen und
Dehnungen iiber dem Aktorquerschnitt angenommen werden. Die Ubertragung auf
Biegeaktoren darf durchaus kritisch gesehen werden, da hier nicht von der genannten
Gleichverteilung ausgegangen werden kann. Unterschiede im Verhalten von Piezofasern,
Matrix und Polyimidfilm sind unter Umsténden bedeutsam. Der Sachverhalt wird hier
nicht weiter diskutiert, da es kein spezielles Problem des Helixaktors ist und im Ubrigen
fiir diese Arbeiten unwesentlich erscheint. Im Folgenden wird unterstellt, dass der MFC
zufriedenstellend als Monolith mit orthotropem Materialverhalten angesehen werden
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Abbildung 3.2: Schnitt durch MFC und Aluminiumtréger. Betrieb im d33-Modus.

Feldlinien

kann. Das elektrische Feld zeigt nur in Richtung €s.

Modelle zu Piezolaminaten werden von vielen Autoren diskutiert. SARAVANOS und
HEYLIGER [80], CHOPRA [9] sowie CRAWLEY und ANDERSON [12] stellen bekannte
Theorien im Uberblick vor und vergleichen die Modelle, teilweise durch eigene Rechnun-
gen und Experimente. Sie betrachten sowohl einfache als auch komplexe Modelle. Einfa-
che Modelle sind zum Beispiel Ansédtze nach der klassischen Laminattheorie, das heiftt,
es wird fiir das gesamte Laminat eine lineare Verschiebungsverteilung ausschlieftlich in
Richtung €3 unterstellt. Dies entspricht der Modellierung als Euler-Bernoulli-Balken®.
Komplexe Modelle erlauben beispielsweise Verschiebungsanséatze fiir jede Schicht und
in jede Richtung.

Der Helixaktor ist schlank. Sein Lénge-Breite-Verhéltnis betrdgt L/b ~ 35. Sein
Lénge-Hohe-Verhéltnis betragt L/h ~ 140. Letzteres ist fiir Ansétze iiber die Laminat-
hohe entscheidend. Der Helixaktor wird als vergleichsweise einfacher Euler-Bernoulli-
Balken modelliert. Schubeffekte und Rotationstréagheiten der Querschnitte werden ver-
nachléssigt und es werden nur Materialparameter in Richtung €3 bendtigt. Die genann-
ten Quellen sprechen fiir eine derartige Modellierung. Die Arbeiten von CRAWLEY und
ANDERSON zeigen, dass ab L/h > 100 Schubeffekte vernachléssigt werden konnen,
unterstellend, dass die Klebeschicht ausreichend steif ist. SARAVANOS und HEYLIGER
berichten, dass ab L/h > 50 selbst einfache Euler-Bernoulli-Balkenmodelle gute Er-
gebnisse liefern.

Der Helixaktor ist ein Monomorph, das heifst, sein Laminat besteht aus einer piezo-
elektrischen Schicht und einem rein mechanischen Tréger. Der Aufbau ist asymmetrisch
beziiglich der z-Achse. Beim Anregen des Aktor sind somit neben den Querverschiebun-
gen der Stabachse auch Langsverschiebungen zu erwarten. Diese Léngsverschiebungen
sind klein gegeniiber den Querverschiebungen und sie kénnen hier vernachléssigt wer-
den. Fiir die Bewertung des Helixaktors sind sie unerheblich. Laminate mit symmetri-
schem Aufbau zeigen a priori nur Querverschiebungen und es ist praktisch, abweichend
vom Prototyp, im Modell einen symmetrischen Laminataufbau anzunehmen. Das heifst,
der Aktor besteht dann aus zwei piezoelektrischen Schichten und ist ein Bimorph. Die

!Schlanke Strukturen sind Stibe. Werden Stiibe nur auf Biegung beansprucht, so kénnen sie auch als
Balken bezeichnet werden. In dieser Arbeit wird die Bezeichnung Balken allein in den Wortgruppen
Euler-Bernoulli-Balken beziehungsweise FEuler-Bernoulli-Balkenmodell verwendet, da es die iibliche
Bezeichnung fiir diese spezielle Stabtheorie ist. In allen anderen Fillen wird durchweg der weiter
gefasste Begriff Stab verwendet. Er schlieftt somit Balken ein.
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elektrischen Felder in der oberen und der unteren piezoelektrischen Schicht sind entge-
gengesetzt gerichtet. Weiterhin wird auf eine rein mechanische Tragerschicht verzichtet.
Auch diese Vereinfachung schrinkt die spéteren Aussagen zum Helixaktor nicht ein.
Entscheidend ist, dass es durch die Macro Fiber Composites zu einer Kriimmungsénde-
rung kommt. Die effektiven Materialparameter fiir diese Bimorph-Formulierung kénnen
mit Hilfe weniger Experimente identifiziert werden. Die notwendigen Parameter der
piezoelektrischen Schichten sind die Elastizitdtskonstante ¢ und die piezoelektrische
Konstante e.

Neben einer Modellierung als Euler-Bernoulli-Balken ware auch eine Modellierung
als Timoshenko-Balken denkbar. Der Aufwand ist kaum grofer. Zwei Probleme spre-
chen jedoch dagegen. Der Helixaktor ist sehr schlank und die Neigung der deformierten
Stabachse u’ sowie der Neigungswinkel des Stabquerschnitts ¢ sind nahezu gleich. In
den beschreibenden partiellen Differentialgleichungen treten Differenzen v’ — 1) auf, die
im Vergleich zu anderen Feldern nahezu verschwinden. Das kann zu numerischen Pro-
blemen fiihren. Weiterhin wére fiir das Laminat ein effektiver Schubmodul festzulegen,
was nicht ohne weiteres zufriedenstellend mdoglich ist. Der erreichte Gewinn an Genau-
igkeit wird wohl durch die Naherungen beim piezoelektrischen Verhalten vernichtet.

Bei der Modellierung des Helixaktors werden Schubeffekte zwischen Trager und
MFC am linken und rechten Rand des MFCs nicht besonders diskutiert. Die Arbeiten
[12,62, 84, 85| befassen sich mit diesem Problem, hier allerdings fiir Piezoplatten.

Die Modellierung von Biegeaktoren als Euler-Bernoulli-Balken ist ein weit verbrei-
teter Ansatz. Er ist es unter anderem deshalb, weil grofe Verschiebungen nur mit
schlanken, langen Biegeaktoren moglich sind. In diesem Zusammenhang ist auch die
Vero6ffentlichung von TIMOSHENKO [97] aus dem Jahr 1925 zur Modellierung eines Bi-
metallstreifens interessant. Auch er nutzt die iiblichen Euler-Bernoulli-Balkenmodelle.

3.1.3 Zur Vorverwindung

Fiir den Helixaktor geniigt die Modellierung als Euler-Bernoulli-Balken mit verdnder-
lichem Querschnitt. An diesem Modell lassen sich die eigentlichen Fragestellungen, wie
Aktorraum und Kopplung zwischen Eingangs- und Ausgangsgrofen, bequem disku-
tieren. Vorverwundene Stdbe sind jedoch an sich bemerkenswert und neben der hier
wichtigen Biegekopplung werden weitere Phanomene herausgestellt. Einen ausgezeich-
neten Einstieg gibt ROSEN in [76]. Der Umfang des Berichts ist wohl einmalig. Er
beschreibt viele Phdnomene vorverwundener Stébe und er zitiert zahlreiche Arbeiten,
sowohl zu Experimenten als auch zu Berechnungen. Insbesondere fasst er Diskussionen
zur Modellierung zusammen.

Im Kontrast zu unverwundenen Stében charakterisiert vorverwundene Stédbe ihr
verdnderlicher Querschnitt, genauer: die Haupttragheitsachsen eines Querschnitts bei
z sind gegeniiber den Haupttragheitsachsen des Querschnitts bei z = 0 um einen Win-
kel ¢(z) verdreht. Einige Korper lassen sich nédherungsweise als vorverwundene Stiabe
modellieren, wie zum Beispiel Luftschrauben, Turbinenschaufeln oder Tragfliigel. Aber
auch nahezu unverwundene Stdbe mit Imperfektionen kénnen als Stdbe mit Vorver-
windung aufgefasst werden.

Bei schlanken Staben wird haufig das sogenannte Fasermodell bemiiht, das heift, die
Vorstellung, dass Stdbe aus diinnen Fasern bestehen, die sich nicht gegenseitig beein-
flussen. Ist der Stab vorverwunden, so sind die gedachten Fasern vorgekriimmt und sie
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haben Schraubenlinienform. Auch vorgekrimmte Stéabe besitzen vorgekriimmte Fasern
und es konnen Analogien zu vorverwundenen Stdben moglich sein. LOVE behandelt
in seiner umfangreichen Abhandlung zur Elastizitdt [56] beide Fille gemeinsam. Seine
kinematischen Beziehungen beriicksichtigen sowohl Vorkriimmung als auch Vorverwin-
dung. Beispiele fiir vorgekriimmte Stdbe wiren Seekabel [25], Drahte in Schraubenlini-
enform [83] oder Modelle zu biologischen Strukturen [44].

Vorverwundene Stébe zeigen sowohl Kopplungen zwischen den Querverschiebungen
als auch Kopplungen zwischen Verdrehung und Langsverschiebung. Eine Kopplung zwi-
schen beiden Effekten besteht nicht, wenn Flachenschwerpunkt und Schubmittelpunkt
des Stabquerschnitts zusammenfallen. Das soll hier gelten. Die beiden Effekte - Biege-
kopplung und Dehnungstorsionskopplung - werden nachfolgend erléautert.

Biegekopplung: Bei unverwundenen, geraden Stdben mit konstantem (Querschnitt
sind die Flichenmomente 2. Grades I, I, und I, fiir alle z gleich. Insbesondere ver-
schwindet das biaxiale Flichenmoment I, bei doppelt symmetrischen Querschnitten,
wenn die z-Achse und die y-Achse mit den Haupttriagheitsachsen zusammenfallen. Bei
vorverwundenen Staben sind die Flachenmomente 2. Grades verdnderlich entlang der
Stabachse. Das biaxiale Flachenmoment I, verschwindet im Allgemeinen nicht und
die Querverschiebungen koppeln. Die Biegekopplung hat weitreichende Konsequenzen,
sowohl fiir statische als auch fiir dynamische Fragestellung.

ROSEN zitiert in seinem Bericht [76] viele Arbeiten zu statischen Problemen. Ne-
ben anderen hat CARNEGIE in [8] die statische Auslenkung von linksseitig fest einge-
spannten, vorverwundenen Stében untersucht. Die Vorhersagen seines Euler-Bernoulli-
Balkenmodells stimmen gut mit seinen Messungen iiberein. Die untersuchten Quer-
schnitte waren doppelt symmetrisch und die Belastung wurde nur am freien Ende
eingeleitet. Die Studie wurde durch Probleme an Tragfliigeln mit gew6lbtem Profil mo-
tiviert. Die Fliigelquerschnitte sind dort nicht symmetrisch und die aerodynamischen
Lasten sind verteilt iiber die Fliigelspannweite. CARNEGIE vermutet jedoch, dass auch
bei diesem Problem Modell und Experiment gut iibereinstimmen.

WAUER erortert in [101] Stabilitétsprobleme vorverwundener Kragtriger. Ein Krag-
trager mit kleinen Imperfektionen - die Vorverwindung - wird durch eine Querkraft
und ein Biegemoment am freien Ende belastet. Es zeigt sich, dass aufgrund der Vor-
verwindung die kritischen Kipplasten gegeniiber perfekt unverwundenen Kragtrigern
abnehmen. Die Annahme perfekt unverwundener Kragtriager ist hinsichtlich Kippen
somit nicht konservativ.

DEN HARTOG [17] weist auf ein besonderes Problem der Flichenmomente 2. Grades
hin. Bei einem vorverwundenen Stab quadratischen Querschnitts verschwindet I, und
die Querverschiebungen sind trotz Vorverwindung nicht gekoppelt. Es kann vermutet
werden, dass ein unverwundener Stab gleichen Querschnitts bei gleicher Belastung auch
gleich grofe Verschiebungen zeigt. DEN HARTOG berichtet, dass der vorverwundene
Stab nachgiebiger ist, dass also trotz gleicher Querschnitte beim vorverwundenen Stab
tatséchlich geringere Biegesteifigkeiten auftreten.

Ein Beispiel fiir friihe Arbeiten zu dynamischen Problemen ist eine Untersuchung
von MAIER. Er berechnet in [60]| Biegeschwingungen von Luftschrauben. Auch Ro-
SEN erortert in [76] dynamische Fragestellungen und nennt weitere Beitrdge, die im
Folgenden auszugsweise zitiert werden.

ANLIKER und TROSCH berechnen in [2] fiir Euler-Bernoulli-Balken und bei acht
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Abbildung 3.3: Normierte Eigenfrequenzen \; = |/wg; (’é—?:) eines linksseitig fest

eingespannten, vorverwundenen Stabs, aus |[2].

verschiedenen Einspannungen die ersten vier Eigenfrequenzen, siehe Abbildung 3.3.
Sie zeigen, dass bei Vorverwindungen bis zu 30° die Eigenfrequenzen um bis zu 150 %
von den Eigenfrequenzen des unverwundenen Stabes abweichen.

DAWSON und CARNEGIE [15] berechnen und vermessen die Schwingungsformen
flacher, vorverwundener Stébe. Ihre umfangreichen Daten sind ausgesprochen wertvoll
zur Verifikation eigener Modelle. Natiirlicherweise koppeln auch hier u(z) und v(z)
stark.

In [16] vergleichen DAWSON et al. Euler-Bernoulli-Balken mit Timoshenko-Balken
fiir verschiedene Schlankheitsgrade. Erganzend fiihren sie Experimente durch. Sie un-
tersuchen Vorverwindungen bis 90°, Stabldngen zwischen 3 in und 20 in und Quer-
schnitte mit Breite-HShe-Verhéltnissen zwischen 8 : 1 und 2 : 1. Die Autoren stel-
len fest, dass bei vorverwundenen Stdben mit einem Lénge-Breite-Verhéltnis klei-
ner als 12 : 1 und einem Léange-Hohe-Verhiltnis kleiner als 96 : 1 Euler-Bernoulli-
Balkenmodelle erkennbare Fehler verursachen. Die entsprechenden Parameter des He-
lixaktors liegen klar oberhalb dieser Grenzen.

Die genannten Arbeiten [2,15,16] zeigen: Besteht lediglich Interesse an der Biege-
kopplung und beschrinkt man sich auf schlanke, vorverwundene Stéabe, so gentigt fiir
den Helixaktor eine Modellierung als Euler-Bernoulli-Balken.

Dehnungstorsionskopplung: Die kinematischen Annahmen zur Biegekopplung sind
denkbar einfach - sie entsprechen den Annahmen bei unverwundenen Stdben. Fiir die
Dehnungstorsionskopplung sind einfache Beziehungen zwar durchaus moglich; es zeigt
sich jedoch, dass das Problem kontrovers diskutiert wird und insbesondere das Faser-
modell kritisch betrachtet wird.

Startpunkt ist fiir viele Autoren die Arbeit von CHU [11] aus dem Jahr 1951. Er
untersucht die Torsionssteifigkeit vorverwundener Stébe, sowohl mit diinnwandigen
Querschnitten als auch mit Vollquerschnitten. Er stellt fest, dass mit zunehmender
Vorverwindung auch die Torsionssteifigkeit zunimmt, siche Abbildung 3.4. Der Effekt
ist nur fiir flache Querschnitte ausgepréigt. Als Mafs fiir die Vorverwindung ist der ma-
ximale Faserwinkel 3 entscheidend. Er ist die maximale Neigung der Fasern gegeniiber
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Abbildung 3.4: Torsionssteifigkeit G'I,, eines vorverwundenen Stabes bezogen auf G1,, 4
eines unverwundenen Stabes tiber dem Faserwinkel 3, aus [11].

der geraden Stabachse, siehe Gleichung (2.5). CHU untersuchte Faserwinkel bis ca. 10°
und beschrinkte sich auf Stdbe mit flachem Querschnitt. Er nutzt das Fasermodell
und schriankt seine Giiltigkeit auf kleine Faserwinkel ein. Seine Vorhersagen und seine
gemessenen Werte stimmen fiir diesen Parameterbereich sehr gut iiberein.

Das Fasermodell impliziert folgende Kopplungen: Wird ein vorverwundener Stab
weiter verdreht, so verkiirzt er sich; wird er entdreht, so verlangert er sich. Diese Kopp-
lung zeigt ROSEN [75] im Experiment: flache, vorverwundene Metallstreifen entdrehen
sich unter Zuglast. LENZ und VIELSACK weisen in [54] auf einen gegenteiligen Effekt
hin. Sie berichten, dass bei Torsionsexperimenten mit Vollzylindern bisher nur Ver-
langerungen der Proben und insbesondere keine Verkiirzungen beobachtet wurden. Sie
sagen weiter, dass alle bis dahin gemachten Versuche zur Erklarung des Effektes mit
dem Fasermodell gescheitert sind. Das Fasermodell lasst Normal- und Tangentialkréfte
aufser acht. Sie zitieren eine Arbeit von RIVLIN, die auf Grundlage nichtlinearer Elasti-
zitéatstheorie eine befriedigende theoretische Erklarung liefert und auch zeigt, das sich
inkompressible Koérper bei Torsion stets verlangern.

Aus den genannten Verdffentlichungen kann Folgendes abgeleitet werden: Das Fa-
sermodell ist fiir flache Querschnitte einsetzbar, bei Vollquerschnitten mit b/h & 1 ist es
nicht anwendbar. Die Behandlung der Dehnungstorsionskopplung erscheint insgesamt
aufwendiger als die Behandlung der Biegekopplung.

Die Dehnungstorsionskopplung ist beim Helixaktor ohne Bedeutung, da sein Quer-
schnitt doppelt symmetrisch ist. In diesem Fall sind die Querverschiebungen von der
Langsverschiebung und der Verdrehung entkoppelt.

3.2 Helixaktor als Euler-Bernoulli-Balken

Im Folgenden werden sowohl ein statisches Modell als auch ein dynamisches Modell
formuliert. Die zugrunde liegenden Gleichungen der linearen Piezoelektrizitdt werden
eingefiihrt, es wird das sogenannte Hauptachsensystem beschrieben sowie Annahmen
und Einschrankungen des Euler-Bernoulli-Balkenmodells diskutiert.
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3.2.1 Grundgleichungen der linearen Piezoelektrizitat

Die Bewegungsgleichungen des Helixaktors werden auf Grundlage der Theorie der li-
nearen Piezoelektrizitdt hergeleitet. TIERSTEN stellt die Theorie in [96] vor und die
entsprechenden Gleichungen werden von ihm iibernommen. Die Gleichungen sind hin-
reichend bekannt und es wird auf eine separate Herleitung verzichtet. Die von TIER-
STEN getroffenen Annahmen gelten dann auch hier. Beispielsweise werden magnetische
Felder und elektrodynamische Effekte vernachlassigt.

Die Gleichungen werden in Koordinatenschreibweise angegeben und es gelten die
tiblichen Vereinbarungen der Tensorrechnung [46], wie Summenkonvention und ver-
kiirzte Schreibweise der partiellen Ableitung. Die angegebenen Gleichungen gelten fiir
ein kartesisches Koordinatensystem. Dessen Koordinaten sind x, y, 2 und dessen Koor-
dinatenrichtungen werden durch die Basisvektoren €;, €; und €3 beschrieben. Fiir die
Indizes gilt

0,7, k,l=1,2,3. (3.1)
Die Gleichungen der Theorie der linearen Piezoelektrizitat sind dann durch

Tiji = Oy, (32)

D;,; = 0, (3.3)

Tij = Cijklskl - ekijEka (3'4)

D; = einSk + cirEy, (3.5)

1
Sk;l = 5 (ukyl + ul,k) , (36)
Ey, = —¢k (3.7)

gegeben. Die Gleichungen (3.2) sind die Gleichgewichtsbedingungen am Volumenele-
ment mit den Koordinaten des Spannungstensors 7;;, der Dichte p sowie den Koor-
dinaten des Verschiebungsvektors wu;. Gleichung (3.3) ist die Ladungsgleichung der
Elektrostatik mit den Koordinaten der elektrischen Flussdichte D;. Die Gleichungen
(3.4) und (3.5) sind die konstitutiven Gleichungen, also das Stoffgesetz, mit den Koor-
dinaten des Verzerrungstensors S;, den Koordinaten des elektrischen Feldes Ej, den
Koordinaten des Elastizitatstensors c¢;ji;, den Koordinaten des piezoelektrischen Ten-
sors ey;; und den Koordinaten des Permittivitétstensors ;. Die Gleichungen (3.6) sind
die Forménderungsbeziehungen. Die Gleichungen (3.7) geben die Bezichungen zwischen
den elektrischen Feldstéarken und dem elektrischen Potential ¢ im Rahmen der tiblichen
Elektrostatik wieder.

3.2.2 Hauptachsensystem

Neben dem kartesischen Koordinatensystem wird ein weiteres Koordinatensystem ein-
gefiihrt - das Hauptachsensystem. Es ist bei vorverwundenen Stében iiblich und wird
zum Beispiel von ROSEN und LOVE in [56, 76| genutzt.

Im kartesischen Koordinatensystem konnen die Bewegungsgleichungen ohne beson-
dere Schwierigkeiten hergeleitet werden, jedoch ergeben sich partielle Differentialglei-
chungen mit veranderlichen Koeffizienten - die trigonometrischen Funktionen aufgrund
der Vorverwindung. Im Hauptachsensystem treten ausschlieflich konstante Koeffizien-
ten auf, jedoch verlangen Neigung und Kriimmung der Biegelinie aufgrund veranderli-
cher Basisvektoren besondere Aufmerksambkeit.
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Abbildung 3.5: Kartesisches Koordinatensystem mit den Basisvektoren €, €5, €3, kar-
tesischen Koordinaten x, y, z und Verschiebungen wu, v, w. Hauptachsensystem mit
den Basisvektoren by, by, bz, krummlinigen Koordinaten &, n, ¢ und Verschiebungen
U, T, W.

Abbildung 3.5 illustriert das kartesische Koordinatensystem und das Hauptachsen-
system. Beide Koordinatensysteme gelten global. Beide Koordinatensysteme sind Iner-
tialsysteme, da ihre Basisvektoren nicht zeitabhéngig sind. Die Koordinatenlinien des
Hauptachsensystems sind jedoch krummlinig.

Die Koordinaten &, n und die Basisvektoren 61, l;g zeigen in Richtung der Quer-
schnittshauptachsen. Sie dndern somit entlang z ihre Richtung. Der Basisvektor 63
zeigt in Richtung der Stabachse und ist identisch mit €;. Die Koordinate ¢ entlang der
Stabachse ist identisch mit z. Soweit moglich und praktisch wird im Folgenden ¢ durch
z ersetzt.

Zwischen kartesischen und krummlinigen Koordinaten bestehen die Beziehungen

x=~Ecos¥( —nsind(, y=¢&sind(+ncosd(, z=¢(. (3.8)
Es wird eine Transformationsmatrix

costz sindz 0
(A;j) = | —sindz cosvz 0 (3.9)
0 0 1

eingefiihrt. Sie beschreibt eine Drehung um €3 von der Grofe des Winkels vz. Sie ist
eine Drehmatrix und somit ist ihre Inverse

A=A"1=A" (3.10)

das heifst,

Die Basisvektoren des Hauptachsensystems kénnen dann mit
b; = A€ (3.12)

angegeben werden.

Die Basisvektoren BZ sind nicht die kovarianten Basisvektoren g; zu den Koordina-
tenlinien &, n, (. Die Basisvektoren BZ sind bei festgehaltenem z unveradnderlich fiir alle
&, n. Die kovarianten Basisvektoren wéren sehr wohl abhéngig von ¢ und 7. Einzig fiir
§=Ound77=0giltl;i:§i.
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Neben den zwei schon eingefithrten Koordinatensystemen existiert noch ein drittes,
lokales Querschnittskoordinatensystem. Es gilt nur im Bereich [z, z + dz] und wird aus
dem Hauptachsensystem abgeleitet. Die Koordinaten &, n, ¢ des Hauptachsensystems
sind auch seine Koordinaten. Sie sind jedoch anders als im Hauptachsensystem gerade
- natiirlich beschriankt auf den Bereich [z, z 4 dz]. Einzig aus diesem Grund kann trotz
krummliniger Koordinaten auf kovariante Ableitungen in den Gleichungen der linearen
Piezoelektrizitét (3.2-3.7) verzichtet werden.

Die Feldgrofsen des Stabmodells héngen nur von z ab. Das iibliche Zusammenfas-
sen iiber dem Querschnitt zum Reduzieren des dreidimensionalen Problems auf ein
eindimensionales Problem beseitigt mogliche Widerspriiche zwischen den Koordina-
ten &, n, ¢ im Hauptachsensystem und im Querschnittskoordinatensystem. Letztlich ist
nur die Lage der Biegelinie gesucht. Deren Lagrangesche Koordinaten sind £ = 0 und
n = 0, womit dann tatsachlich die Basisvektoren b; und die kovarianten Basisvektoren
g; identisch sind.

Tangenten- und Kriimmungsvektor: Ein Ortsvektor ¥ kann sowohl im kartesi-

schen Koordinatensystem

als auch im Hauptachsensystem

—

¥ = T,b; (3.14)

angegeben werden. Die {iberstrichenen Gréfsen sind Koordinaten im Hauptachsensys-
tem. Zwischen beiden Koordinatensystemen wird mit der Transformationsmatrix (3.9)

Ti = Ay, (3.15)
umgerechnet. Der Tangentenvektor der durch r beschriebenen Raumkurve ist
t=(r). (3.16)
Er betragt im kartesischen Koordinatensystem
t = 1,6, = r'é.. (3.17)

Ableitungen der Basisvektoren €; treten nicht auf. Sie sind unabhéngig von z. Im
Hauptachsensystem folgt fiir den Tangentenvektor

S o 5 N/
t=7b; =77b; + 7 (bi> . (3.18)
Werden die partiellen Ableitungen der Basisvektoren nach z ausgefiihrt, so folgt
t = (F) — UT) by + (72 +U71) by + 75 bs. (3.19)
(. ~ / (. ~ / v

=t =19 =13

Ist ¥ die Biegelinie, so beschreiben die Koordinaten des Tangentenvektors die Neigung
der Biegelinie im jeweiligen Koordinatensystem.
Analog zum Tangentenvektor lidsst sich der Kriimmungsvektor? im kartesischen

Koordinatensystem .

Zsiehe zum Begriff Kriimmungsvektor auch Anmerkung zu Gleichung (1.17)
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und im Hauptachsensystem

K = (7 — 207, — 9°T1) by + (74 + 207, — 9°T3) by + T by (3.21)
NG ~~ J/ N ~~ J/ v
T Ty s

herleiten. Diese Beziehungen fiir den Kriimmungsvektor sind bei vorverwundenen Sté-
ben tiblich und sie werden auch schon von LOVE [56] so angegeben.

Die Transformation zwischen den Koordinaten des Tangentenvektors und des Kriim-
mungsvektors kann wie bei r; und 7; in Gleichung (3.15) mit Hilfe der Transformati-
onsmatrix A;; ausgefiihrt werden, also

L= Aty = Ayl (3.22)

und

!

i = Aijk;, ki = Zijkj- (3.23)

3.2.3 Annahmen und Einschrankungen

Fiir den Helixaktor ist ein exaktes Losen der Gleichungen der linearen Piezoelektrizitat
(3.2-3.7) wohl unméglich. Werden jedoch geeignete Annahmen getroffen, so ldsst sich
das komplizierte dreidimensionale Problem auf ein eindimensionales Problem reduzie-
ren, wodurch zufriedenstellende Naherungslosungen moglich werden. Diese Methode,
plausible Annahmen zu treffen und damit zumindest einen Teil der Losung zu erraten,
geht auf ST. VENANT zuriick, siehe [29]. Im Folgenden werden die Annahmen und
Bedingungen fiir das statische und das dynamische Modell des Helixaktors dargestellt
und erlautert.

Annahmen: Der gerade, vorverwundene Stab, modelliert als Euler-Bernoulli-Balken,
ist lokal zwischen z und z + dz immer ein gerader, unverwundener Stab. Es ist ohne
Belang, wie die globale Gestalt des Stabes ist. Insbesondere sind alle Oberflichen eines
Stabquerschnitts [z, z + dz] eben und nicht gekriimmt. Es gelten somit fiir den gera-
den, vorverwundenen Euler-Bernoulli-Balken unmittelbar die Annahmen des geraden,
unverwundenen Fuler-Bernoulli-Balkens:

e A1: Die Stabquerschnitte sind vor und nach der Deformation eben. Die Stab-
querschnitte stehen immer senkrecht zur Biegelinie.

o A2: Es gilt das Prinzip von der elastischen Gleichwertigkeit statisch dquivalenter
Belastungssysteme - das Prinzip von ST. VENANT, siehe beispielsweise [29]. Das
heifst, die Deformation des Stabes durch Belastungssysteme ist in ausreichender
Entfernung von deren Lasteinleitung nur von den resultierenden Schnittlasten
abhéngig.

e A3: Von den Koordinaten des Spannungstensors und des Verzerrungstensors wer-
den nur 733 und S33 berticksichtigt. Alle anderen Eintrége verschwinden. Sie sind
ausreichend klein gegeniiber 733 und Sss.

e A4: Rotationstridgheiten der Stabquerschnitte werden vernachlassigt.
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Die Annahmen A7 bis A/ sind die klassischen Annahmen fiir Euler-Bernoulli-Balken
und bediirfen keiner besonderen Erklarung. Der Helixaktor ist jedoch ein vorverwun-
dener Biegeaktor und insbesondere dazu sind weitere Annahmen notwendig.

e A5: Die Biegesteifigkeiten cl; und cl,, sind die tatséchlichen Biegesteifigkeiten
des vorverwundenen Stabes.

Diese Annahme bezieht sich auf die Verdffentlichung von DEN HARTOG [17] und sie
wurde schon in Kapitel 3.1.3 erwdhnt. DEN HARTOG weisst darauf hin, dass ein unver-
wundener Stab und ein vorverwundener Stab gleicher Querschnittsgeometrie durchaus
unterschiedliche Biegesteifigkeiten zeigen. Sie sind beim vorverwundenen Stab geringer.

e A6: Das Prinzip von ST. VENANT, siehe A2, wird weiter gefasst. Die Deformation
soll auch nahe der Lasteinleitung ausreichend genau allein von den resultierenden
Schnittlasten abhéngen.

o A7: Es geniigt eine lineare Beschreibung des piezoelektrischen Verhaltens.

Die Erweiterung des Prinzips von ST. VENANT in Annahme A6 ist insofern wichtig,
da durch die MFCs keine konzentrierten Lasten sondern verteilte Lasten eingeleitet
werden. Ein gentgend weiter Abstand wie in Annahme A2 ist somit durchweg nicht
moglich.

Die Annahme A7 zum Stoffgesetz wurde ausfiihrlich in Kapitel 3.1.1 diskutiert. Die
lineare Approximation kann nur eine grobe Naherung des nichtlinearen Materialverhal-
tens sein und sie ist ein Zugestédndnis an einfache Modelle.

Der Helixaktor ist ein piezoelektrischer Wandler, dessen Verhalten durch die Glei-
chungen der linearen Piezoelektrizitdt (3.2-3.7) beschrieben wird. Mechanische und
elektrische Feldgrofen des Wandlers beeinflussen sich gegenseitig, hier speziell die me-
chanischen Verschiebungen wu; und das elektrische Potential ¢. Die folgenden Néaherun-
gen erlauben ein a priori bekanntes elektrisches Potential und nur die mechanischen
Verschiebungen verbleiben als unbekannte Feldgrofe. Insbesondere ist ¢ dann unab-
héngig von u;:

e AS8: Die elektrische Feldstiarke ist an einer Stelle z konstant {iber dem Quer-
schnitt. Die elektrischen Feldstérken in der oberen und der unteren Schicht sind
entgegengesetzt gerichtet.

e A9: Innerhalb eines aktiven Elements, das heiftt, innerhalb eines elektrisch ver-
bundenen Bereichs des MFCs, kann eine konstante elektrische Feldstiarke unter-
stellt werden. Sie zeigt lediglich in Richtung €3, sprich nur E3 wird beriicksichtigt.

e A10: Der Helixaktor wird spannungsgeregelt betrieben.

Die Annahme A8 einer konstanten Feldstérke iiber dem Querschnitt approximiert den
Verlauf der elektrischen Feldstiarke im Macro Fiber Composite. Die tatséichliche Ver-
teilung iiber dem MFC-Querschnitt wird wohl kaum bestimmbar sein.

Die Annahme A9 ist durch den ausgesprochen kleinen Elektrodenabstand der MFCs
motiviert. Er betriagt ca. 1/3 mm. Bei statischen Problemen ohne zusétzliche mecha-
nische Lasten darf wohl unterstellt werden, dass die mechanische Dehnung im Bereich
zwischen den Elektroden nahezu konstant ist. Aus der konstitutiven Gleichung (3.4)
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folgt somit auch ein konstantes elektrisches Feld in diesem Bereich. Bei dynamischen
Problemen stellt diese Annahme nur eine grobe Naherung dar. Nichtsdestotrotz lassen
sich die Modelle auch in diesem Fall zufriedenstellend validieren, siehe Kapitel 5.3.3.

Der spannungsgeregelte Betrieb des Helixaktors nach Annahme A10 erzwingt an
den Elektroden ein bestimmtes elektrisches Potential. Somit ist mit A8, A9 und A10
das elektrische Potential vollstéindig festgelegt und es ist inshesondere unabhéngig von
den mechanischen Verschiebungen wu;.

Einschrankungen zur Giiltigkeit der Annahmen: Die genannten Vereinfachun-
gen erlauben erst unter bestimmten Bedingungen sinnvolle Naherungslésungen.

e B1: Die Querschnittsabmessungen b und h sind klein gegeniiber der Stablange,
also

b h
— <1 <. 3.24
7 <1, 7 < (3.24)

Diese Bedingung ist die entscheidende Forderung fiir Euler-Bernoulli-Balken. Nur unter
dieser Voraussetzung sind die Annahmen A7 bis A4 sinnvoll.

e B2: Es werden lediglich kleine Verschiebungen betrachtet.

Mit B2 muss nicht zwischen Lagrangeschen Koordinaten und Eulerkoordinaten unter-
schieden werden. Auch der Unterschied zwischen Bogenldnge s und der Koordinate z
ist hinfallig, somit auch ds ~ dz.

e B3: Der minimale Kriimmungsradius r der Biegelinie ist grofs gegeniiber den
Querschnittsabmessungen. Das heifst,

b h
-1, -« (3.25)
r r

Diese Forderung stellt sicher, dass spéter lediglich kleine Verzerrungen auftreten, hier
nur Ssz. Somit geniigen die linearisierten Forménderungsbeziehungen (3.6).

e B4: Die Biegelinie ist nur schwach geneigt.

Sind die Neigungen klein, so sind wegen Annahme A1 auch die Verdrehungen der Quer-
schnitte klein. Sie sollen insbesondere so klein sein, dass erstens fiir die Neigungswinkel
a um die Koordinatenachsen

ap R —ty, ay Rt bzw. ag & —ly, o R 1 (3.26)

gelten kann. Zweitens sollen die Neigungswinkel so klein sein, dass keine Festlegung
der Drehreihenfolge notwendig ist und eine linearisierte Drehmatrix im Verschiebungs-
ansatz geniigt. Weiterhin erlauben kleine Neigungen kleine Werte ¢y, t5, ¢, t2 und ein
vereinfachter Kriimmungsvektor kann angegeben werden. Der Kriimmungsvektor ist
dann abweichend von den Beziehungen (3.20) und (3.21)

—

k == klél -+ ]{]262 (327)

beziehungsweise oL
K = %1by -+ Fabs, (3.28)

da die Koordinaten ks beziehungsweise ks verschwinden.
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Abbildung 3.6: Faserwinkel  und bezogene Faserkriimmung kL {iber r/L und ¢..
Parameter der gekennzeichneten Punkte: H fiir Helixaktor 4 mm x 1 mm x 140 mm,
Y = 220°%; D fiir Stab nach DAWSON et al. 1 in x 0,125 in x 12 in, ¢, = 90°; C fiir
Stab nach CHU 0,875 in x 0,036 in x 16 in, ¢, = 335°.

e B5: Zum Beschreiben des dynamischen Verhaltens werden nur wenige erste Fi-
genschwingungsformen niedriger Frequenz benotigt.

Nur unter dieser Voraussetzung kénnen Rotationstragheit und Schubeffekte bei dy-
namischen Fragestellungen vernachléssigt werden. Eine Modellierung als Timoshenko-
Balken ist somit nicht erforderlich.

e B06: Der maximal auftretende Faserwinkel 3 und die maximal auftretende Faser-
kriimmung k sind klein.

Der Euler-Bernoulli-Balken besteht - zumindest gedacht - aus langen, diinnen Léngs-
prismen, die unabhéngig voneinander sind. Sie {iben keine Tangential- oder Normalkraf-
te aufeinander aus. Unter anderem diese Annahme erlaubt die einfachen Modellannah-
men des Euler-Bernoulli-Balkens. Der Helixaktor ist vorverwunden und seine gedachten
Fasern sind nicht mehr gerade. Sie sind gekriimmt und gegeniiber der Stabachse geneigt.
Nur fiir kleine Faserwinkel und kleine Faserkriimmungen sind voneinander unabhéngige
Fasern denkbar?.

In Kapitel 2.1, in den Gleichungen (2.5) und (2.27), wurden Beziechungen fiir 5 und
k eingefiihrt. Sie werden hier in linearisierter Form verwendet. Der Faserwinkel ist

r
B~ 7 Pe (3.29)
wahrend sich fiir die Faserkriimmung, bezogen auf die Lange L,
r
kL ~ —p,* 3.30
¢ (3.30)

ergibt. Darin ist r der Abstand von der Stabachse und er betrigt maximal

2 2
r= L;h (3.31)

3Bei unverwundenen Stiben wird hiufig gefordert, dass Querschnittsinderungen nur allméhlich
entlang z erfolgen diirfen. Diese Forderung ist letztlich gleichbedeutend mit Bedingung B6.
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Es zeigt sich in den Gleichungen (3.29) und (3.30), dass fiir kleine Faserwinkel und
fiir kleine Faserkriimmungen nicht zwingend kleine Vorverwindungen ¢, notwendig
sind. Es geniigen ausreichend kleine Querschnittsabmessungen b und A, um auch Stébe
grofser Vorverwindung als Euler-Bernoulli-Balken zu modellieren.

Die Beziehungen (3.29) und (3.30) zwischen ¢., 5 und kL werden in den Diagram-
men in Abbildung 3.6 illustriert. Darin sind auch drei ausgewéahlte Parametersétze ein-
getragen: Index H steht fiir den Prototyp des Helixaktors, Index D steht fiir einen Stab
aus [16] von DAWSON et al., Index C' steht fiir einen Stab aus [11] von CHU. DAWSON et
al. untersuchen das Schwingungsverhalten vorverwundener Stédbe. Bei dem angegebe-
nen Parametersatz ist eine Modellierung als Euler-Bernoulli-Balken noch ausreichend.
CHU untersucht Dehnungstorsionskopplungen mit Hilfe des Fasermodells. Der gewéhl-
te Parametersatz gibt die Grenze des von CHU untersuchten Bereichs an. Rechnung
und Experiment stimmen darin sehr gut iiberein.

Das Festlegen noch tolerierbarer Werte fiir § und kL ist kein spezielles Problem
des Helixaktors und wird hier nicht weiter vertieft. Es betrifft vorverwundene Stébe
generell und wird beispielsweise auch in dem Bericht von ROSEN diskutiert [76]. Der
Prototyp des Helixaktors ist hinsichtlich Faserwinkel und Faserkriimmung den Stédben
von CHU und DAWSON et al. dhnlich. Die Modellierung als Euler-Bernoulli-Balken
erscheint somit auch unter diesem Gesichtspunkt vertretbar.

Die folgenden Bedingungen sind nicht zwingend fiir die Modellierung als Euler-
Bernoulli-Balken erforderlich. Sie reduzieren lediglich den Aufwand fiir die hier unter-
suchten Fragen zum Helixaktor.

e BS§: Die Stabachse ist gerade. Sie ist die Verbindungslinie der Flachenschwer-
punkte aller Querschnitte.

e B9: Der Querschnitt ist doppelt symmetrisch.
e B10: Alle resultierenden Kréfte greifen an der Stabachse an.
e B11: Der Helixaktor wird als Bimorph modelliert.

Die Bedingungen B8 bis B10 stellen sicher, dass der Stab lediglich verbogen wird.
Torsion tritt nicht auf. Wegen Bedingung B11 entkoppeln die Querverschiebungen
und die Langsverschiebung der Stabachse.

3.2.4 Verschiebung und elektrische Feldstarke
Mit den Annahmen A7 bis A4 lésst sich der iibliche Verschiebungsansatz

i = i, + i, (3.32)

eines Euler-Bernoulli-Balkens formulieren. Er besteht aus einem translatorischen Anteil
u; und einem Anteil U, infolge Rotation des Querschnitts. Im kartesischen Koordina-
tensystem sind diese Anteile

i, = [u, v, 0]" (3.33)

sowie
i, =D [.’L’, Y, O]T - [.’L’, Y, O]T : (334)
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Darin sind u und v die Verschiebungen der Stabachse, mithin die Lage der Biegelinie.
Die Drehmatrix D beschreibt die Verdrehungen der Stabquerschnitte um die z- und
y-Achse mit den Drehwinkeln o, und «,. Sie ist

D=D,D, (3.35)
mit den Drehmatrizen
1 0 0 cosay 0 sinay
D,=| 0 cosa, —sina, und D, = 0 1 0 . (3.36)
0 sina, cosa, —sina, 0 cosqy

Die Drehmatrix D wird linearisiert wegen Bedingung B4. Die Drehreihenfolge ist somit
bedeutungslos. Die Drehwinkel werden nédherungsweise durch die Koordinaten ¢; und
to des Tangentenvektors beschrieben, sieche Gleichung (3.26). Somit ist der Verschie-

bungsvektor im kartesischen Koordinatensystem
i=[u, v, —tiz —tyy]" . (3.37)

Mit dem Verschiebungsvektor (3.37) und den Forménderungsbeziehungen (3.6) folgt

533 = —]{71.%' — kgy (338)
beziehungsweise mit den Koordinaten des Kriimmungsvektors (3.20) der Biegelinie
o o
Sz = uk x ’Uk Y. (3.39)

Im Euler-Bernoulli-Balkenmodell wird nur die Koordinate S33 des Verzerrungstensors
benétigt
Auch im Hauptachsensystem lédsst sich S33 ohne besondere Schwierigkeiten und
analog zur Rechnung im kartesischen Koordinatensystem herleiten. Die Dehnung Ss33
ist im Hauptachsensystem
533 = —k’lg - k?g?’] (340)

beziehungsweise mit den Koordinaten des Kriimmungsvektors (3.21) im Hauptachsen-
system

Ssy = — (W' — 200 — 9*u) £ — (V" + 29U — 9°0) 1. (3.41)
:‘Erl :%2

Die Basisvektoren l;l des Hauptachsensystems sind entlang z veradnderlich.

Elektrische Feldstarke: Die elektrische Feldstérke ist innerhalb eines aktiven Ele-
ments konstant und in oberer und unterer Schicht entgegengesetzt orientiert, siehe
Annahme AS8. Somit ist ein Ansatz

Es3(z) = signnE(z) (3.42)

moglich. Abbildung 3.7 illustriert den Ansatz. Die Funktion E bezeichnet die vorge-
gebene und a priori bekannte elektrische Feldstarke, siche Annahmen A8 bis A10. Sie
setzt sich aus den diskreten Werten F; der aktiven Elemente zusammen. Das heifst,

Ne

E(z) = [o(z = 21.) — (2 — zra)] E;. (3.43)

i=1
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obere Schicht (+) —=
untere Schicht (—) —s

Abbildung 3.7: Ansatz fiir die elektrische Feldstérke Ej.

Darin ist ¢ die Heaviside-Funktion. Die z; ; und zgr; bezeichnen die linken und rechten
Grenzen der aktiven Elemente. So sinnvoll und moglich, wird abkiirzend fiir Gleichung
(3.43) nur Gleichung (3.42) genutzt. Widerspriiche zwischen der Bezeichnung E5 sowohl
fiir die elektrische Feldstdarke in z-Richtung als auch fiir die elektrische Feldstarke im
dritten aktiven Element sind dann ausgeschlossen.

Der Helixaktor wird in N, gleichlange aktive Elemente der Lange

Le=— (3.44)

unterteilt und der Verlauf der elektrischen Feldstarke entlang der Stabachse ist somit

Ne

E(z) =) [o(z={i =1} L) — 0(z — iL.)| E;. (3.45)

i=1

Allein praktische Uberlegungen sprechen fiir diese gleichméfige Unterteilung. Die Ver-
schiebungen u, und v, des freien Aktorendes kénnen dann bequem und in tiberschau-
barer, symbolischer Form fiir beliebig viele aktive Elemente hergeleitet werden. Spéater
konnen einzelne aktive Elemente zu groferen Elementen gleicher elektrischer Feldstarke
verschaltet werden.

Ein Ansatz fiir das elektrische Potential ¢ ist nicht zwingend erforderlich. Mit den
Beziehungen (3.7) wére ein moglicher Ansatz

p = —signnFEz. (3.46)

Ein konstanter Anteil ist iberfliissig, da nur Ableitungen von ¢ nach z auftreten.

3.2.5 Querschnittskenngrofien

In den Modellgleichungen des Helixaktors sind diverse Flachenintegrale iiber z, y be-
ziehungsweise liber £, n auszuwerten. Sie werden vor der eigentlichen Herleitung einge-
fiihrt. Der Querschnitt ist doppelt symmetrisch. Ausgesprochen einfach sind die Inte-
grale

A:/ dA, Az/signQUdA, O:/signndA. (3.47)
A A A

Darin ist A der Flacheninhalt des Querschnitts. Die axialen Flachenmomente 2. Grades
und das biaxiale Flichenmoment 2. Grades betragen im Hauptachsensystem

15:/772dA, [n:/g%m, [5,7:/§77dA:0. (3.48)
A A A
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Das biaxiale Flachenmoment I, verschwindet. Die Flichenmomente 2. Grades betra-
gen im kartesischen Koordinatensystem

A A A

Mit Hilfe der Transformationsbeziehungen (3.8) lassen sich # und y durch £ und 7 erset-
zen. Die Flachenmomente 2. Grades betragen dann im kartesischen Koordinatensystem
in Abhéngigkeit der Flachenmomente des Hauptachsensystems

I, = It cos® 9z + I, sin* 9z, I, = I¢sin® 9z + I, cos® ¥z (3.50)

sowie

L., = (I, — I¢) cos ¥z sinvz. (3.51)

Die Flachenmomente 1. Grades

0:/ EdA, 0:/ ndA, O:/ xdA, O:/ ydA (3.52)
A A A A

verschwinden, da Schubmittelpunkt und Flachenschwerpunkt identisch sind. Aufgrund
des gewahlten Ansatzes fir die elektrische Feldstéarke treten weitere, modifzierte Fla-
chenmomente 1. Grades auf - modifiziert, da neben den Koordinaten z, y, &£, n auch
die Signum-Funktion auftritt. Die modifizierten Fldchenmomente 1. Grades um die
&-Achse und n-Achse betragen

B = / signnndA, B, = / signn & dA = 0. (3.53)
A A

Die MFCs erzeugen keine Momente um die 7-Achse, so dass B, verschwindet. Die
modifizierten Flachenmomente 1. Grades betragen im kartesischen Koordinatensystem

B, = / sign(—z sinvz + ycosvz) y dA (3.54)
A

und

B, = / sign(—zsin vz 4+ y cosvz) x dA (3.55)
A

beziehungweise mit Hilfe der modifizierten Flachenmomente 1. Grades des Hauptach-
sensystems

B, = Becos vz, B, = —Be¢sindz. (3.56)

Zur Angabe aller Querschnittskenngréfien im kartesischen Koordinatensystem und im
Hauptachsensystem werden nur A, I¢, I, und B¢ bendtigt. Sie betragen mit der Quer-
schnittsbreite b und der Querschnittshche h:

3 3 2
oM lv e

T T (3.57)
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3.3 Statisches Modell

Mit Hilfe des statischen Modells werden Arbeitsraum und optimale Gestalt des Helixak-
tors bestimmt. Das Modell ist einfach, auf Tragheitseinfliisse sowie zusétzliche Lasten
wird verzichtet und die Beziehungen zwischen den Eingangen des Helixaktors - den
elektrischen Feldstéarken E; der aktiven Elemente - und den Ausgéngen des Helixaktors
- den Verschiebungen des freien Aktorendes u, und v, - konnen noch in geschlosse-
ner Form angegeben werden. Von den konstitutiven Gleichungen (3.4) werden nur die
Anteile in z-Richtung benétigt und abkiirzend kann

T=cS—ekl (3.58)

geschrieben werden. Darin sind 7, S und E die Normalspannung, die mechanische Deh-
nung und die elektrische Feldstérke in z-Richtung. Die Grofen ¢ und e sind die effektive
Elastizitatskonstante und die effektive piezoelektrische Konstante in z-Richtung.
Zunéchst werden die Kriimmungen k; und k- der Biegelinie im Hauptachsensystem
ermittelt. Sie werden in das kartesische Koordinatensystem transformiert. Anschlieffend
werden die Koordinaten u, und v, des Verschiebungsvektors des freien Aktorendes

ﬁe = Ueél —+ Ueéz (359)

berechnet.
Mit verschwindenden resultierenden Schnittlasten

FL;OZ/ 7 dA, Méo:/mdA, M%O:—/WA (3.60)
A A 4

der konstitutiven Gleichung (3.58) und der mechanischen Dehnung im Hauptachsen-
system (3.40) folgen die Koordinaten des Kriimmungsvektors
% T, = B

ki =0 ko = E. 3.61
1 ) 2 C[g ( )

Erwartungsgemif tritt nur ky auf - die MFCs verbiegen die Stabachse in Richtung .
Mit der Transformationsbeziehung (3.23) sind die Koordinaten des Kriimmungsvektors
im kartesischen Koordinatensystem

W =k = —ky sinvz, V" = ky = ko cosVz. (3.62)

Zweimaliges Integrieren der Gleichungen liefert die Verschiebungen am freien Aktor-
ende. Somit sind die Koordinaten des Verschiebungsvektors (3.59) im kartesischen Ko-

ordinatensystem
L =z
Ue | — | —sinvz* .
u, = { o } = //kg [ o8 " } dz"dz. (3.63)
0 0

Die Gestalt des Arbeitsraums ist weder von der Lange des Helixaktors noch von den
Material- und Querschnittskennwerten in Gleichung (3.61) abhéngig. Wesentlich sind
fiir den Arbeitsraum nur die Vorverwindung ¢, und die Unterteilung der aktiven Ele-
mente. Es werden deshalb normierte Verschiebungen und normierte Kriimmungen ein-
gefiihrt.
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Die erreichbare maximale elektrische Feldstérke im MFC wird wohl begrenzt sein.
Somit sind auch die erreichbaren Kriimmungen begrenzt - hier auf +k. Die Kriimmung
ko der Biegelinie wird auf k bezogen und es wird eine normierte Kriimmung

— ko
k=-—- 3.64
k== (3.64)
definiert. Sie nimmt nur Werte im Bereich
—-1<k<1 (3.65)

an. Der Helixaktor ist in N, gleich lange aktive Elemente unterteilt, siche Kapitel
3.2.4. Die in den ¢ Elementen vorzuwahlenden elektrischen Feldstarken E; sind jetzt als
vorzuwithlende normierte Kriimmungen k; aufzufassen. Der Ansatz fiir k(z) ist somit
analog zu Gleichung (3.45):

Ne

E(z) = [o(z = {i — 1} L) — oz — iL.)] k;. (3.66)

=1

Mit & wird die maximale Verschiebung am freien Ende eines unverwundenen Biegeak-
tors berechnet. Sie ist

1~
D = §kL2. (3.67)

Die Verschiebungen des Helixaktors werden darauf bezogen. Die normierten Verschie-
bungen sind

U v
u, = @—e, v, = /&—e (3.68)
e e

u, | 2 — | —sinyz* .
u, = |:Qe ] = ﬁ//ﬁ{ s )" ] dz"dz. (3.69)
0 0

So moglich und sinnvoll, wird auf das Attribut normiert verzichtet. Unterstreichen
kennzeichnet normierte Grofen.
Die Integrationen werden ausgefiihrt und die Beziehung (3.69) in der Form

u, = Gk (3.70)

e A

dargestellt. Darin ist G die normierte statische Ubertragungsmatrix des Helixaktors.
Sie vermittelt zwischen den Eingéngen k;, zusammengefasst im Spaltenvektor

E: @17 EQ) ctt EN6:|T7 (371)

und den Ausgédngen u, und v,, zusammengefasst im Verschiebungsvektor u,. Die sta-
tische Ubertragungsmatrix ist vom Typ (2, IV,). Sie wird nach der Vorschrift

G- [gl, g, ...,gNJ (3.72)
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S A T

SO U L U |

P R

1 2 3 4 5
Ne

Abbildung 3.8: Normierte ausgezeichnete Richtungsvektoren g des Helixaktors bei
gleichmafiger Elementteilung fiir verschiedene ¢, und verschiedene N,. Die x- und
y-Koordinatenachsen sind lediglich angedeutet.

gebildet. Fiir die Spaltenvektoren g in G folgt nach lingerer Rechnung [24]

2 sin ’ﬁe — sin {i=Uee 1)% + Ne—i o5 Z]‘(;e — Qe Ne;,i“ coS (F]\l,z“’e (3.73)
BT g2 | —cos e 4 cos & e %Ne fsin e — g, Necitl gjy (oD |0 1
Die Spaltenvektoren g, beziehungsweise der Vektor
g, = 91.i€1 + g2.€2 (3.74)

sind die normierten ausgezeichneten Richtungsvektoren des Helixaktors®. Sie charak-
terisieren das statische Ubertragungsverhalten des Aktors. Die Verschiebung i, des
freien Aktorendes lésst sich somit als Superposition der gz begreifen, gewichtet mit den
Kriimmungen k, nach Gleichung (3.70). Abbildung 3.8 illustriert die g, fiir ausgewéhlte
Parametersatze. a

Die Singularitét der Richtungsvektoren (3.73) bei ¢, = 0 kann durch Berechnen
des Grenzwertes

= lim g (3.75)
=) We*)O_Z
behoben werden. Es gilt dann
. 0
gz‘ =2 [ 2N, —2i+1 :| . (376)
RE:

Sie beschreiben das statische Ubertragungsverhalten eines unverwundenen Biegeaktors.
Wie nicht anders zu erwarten, sind nur Verschiebungen in y-Richtung moglich.

4 Normiert bezieht sich auf das Normieren in Gleichung (3.68). Die g, sind insbesondere keine
Einheitsvektoren.
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3.4 Dynamisches Modell

Das Randwertproblem zum Beschreiben des dynamischen Verhaltens des Helixaktors
lésst sich trotz starker Biegekopplungen durchaus einfach herleiten, beispielsweise mit
dem Prinzip von Hamilton fiir lineare Piezoelektrizitét [96]. Die Losung des Problems
ist jedoch ausgesprochen schwierig und eine geschlossene Losung ist nicht mdglich®.
In dieser Arbeit zum Helixaktor sollen Naherungslésungen fiir dynamische Probleme
geniigen. Mit Ansatzfunktionen im Ort und gesuchtem Zeitverhalten in Form eines ge-
mischten Ritz-Ansatzes wird das Problem diskretisiert und auf gewthnliche Differen-
tialgleichungen reduziert, die dann zu losen sind. Die Bewegungsgleichungen werden
im Hauptachsensystem hergeleitet und ausgewertet. Das Ergebnis wird anschlieffend
in das kartesische Koordinatensystem transformiert und das Aktorverhalten kann dann
in der Form

u,(t) = f{k(®)} (3.77)

angegeben werden. Wie schon beim statischen Modell ist k der Eingangsvektor und u,
der Ausgangsvektor.

3.4.1 Prinzip von Hamilton fiir den Helixaktor
Das Prinzip von Hamilton fiir lineare Piezoelektrizitiat ist nach TIERSTEN [96]
t t
0= 5/ (T — H) dt+/ SV dt. (3.78)
to to

Darin enthalten sind die kinetische Energie

1
v 2
die Enthalpie
1 1
H = [/ écl-jleijSkl — eijkEiSjk — égijEiEj d‘/, (380)
und die virtuelle Arbeit
oW = / (tpou, — odyp) dO (3.81)
O

mit den Koordinaten des Spannungsvektors ¢, und der Flachenladung o an der Ober-
flache O des Korpers.

Bei der Modellierung des Helixaktors als Euler-Bernoulli-Balken betragen kinetische
Energie

- /V %g(ﬁwQ) v (3.82)

und Enthalpie

1 — _ — — 1
H= / S (kg + k)’ + e (k1€ + Fan) signn E — Fesign’nE? dv (3.83)
\%

°In [2] werden zumindest die Eigenwerte des geraden, vorverwundenen Stabes exakt bestimmt,
wenn auch nur numerisch.
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mit den Kriimmungen k; und ko nach Gleichung (3.41). Die Parameter ¢, e und ¢
bezeichnen die Elastizitatskonstante, die piezoelektrische Konstante und die Permitti-
vitat.
Die virtuelle Arbeit
oW =0 (3.84)

verschwindet. Der mechanische Anteil verschwindet, da keine weiteren mechanischen
Lasten angreifen. Der elektrische Anteil verschwindet, da nur zwei Betriebsfille zugelas-
sen werden. Entweder ist das elektrische Potential vorgegeben, wie bei spannungsgere-
geltem Betrieb oder bei kurzgeschlossenen Elektroden, oder der Stromkreis ist geofinet.
Somit fliefsen keine Strome und die Flachenladungen o an der Oberflache verschwinden.

Die Feldvariablen werden analog zum statischen Modell normiert. Mit den Glei-
chungen (3.67) und (3.68) werden die normierten Verschiebungen

~

=1 kL =13 iz (3.85)

eingefiihrt. Die elektrische Feldstérke wird den Gleichungen (3.61) und (3.64) folgend
durch die normierte Kriimmung £ in der Form

E = —kk—= (3.86)

ersetzt. Praktischerweise werden noch drei Parameter eingefiihrt: ein Biegesteifigkeits-
verhaltnis

T:%, (3.87)
ein Trégheitsparameter ,
S fi (3.88)
sowie ein elektrischer Parameter
U= iféjg . (3.89)
Die Feldgrofen werden in einem Vektor
y =[z z k" (3.90)

zusammengefasst. Das Kriimmungsfeld k verbleibt vorerst als Unbekannte, auch wenn
es im Aktorbetrieb durch Vorgabe des elektrischen Potentials a priori bekannt ist.
Die entsprechenden Nebenbedingungen lassen sich nach dem Diskretisieren bequem
einarbeiten.
Die Koordinate z entlang der Stabachse wird durch eine dimensionslose Koordinate
z mit
z=Lg, 0<z2<1 (3.91)

ersetzt. Das Prinzip von Hamilton (3.78) des Helixaktors kann damit in der Form

//y ATy+ (3.92)

11 00
Yot AHyzz_ TAHYz—yTAHY+
T 21 20 T
Vo ApY:—Ya Any-—y. AHydzdt
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angegeben werden. Darin sind die Matrizen

A
00 8 2 0
Ar=10 8 01, (3.93)
0 0 O
und ,
T H
22 B 0 0 11 % 02 0
Ag=|0 5 0|, Ap=| o Xz o, (3.94)
0 0 0 0 0
Yol i - Toe
00 :30 04 02 21 g - <2p 0
A= 0 = & |, Ag=1|% 0 0|, (3.95)
0 0 —% | 0 0 0
Tz i [ :
20 = 02 0 10 03 —5 —e
Ag=| o -2 1, Ay=|TX& o 0o |. (3.96)
0 0 0 0 0 0

Weiterhin werden die geometrischen Randbedingungen des linksseitig fest eingespann-
ten Helixaktors bendtigt. An linken Rand verschwinden die Verschiebungen

alo = 0, Tlo=0 (3.97)

sowie die Neigungen t,|o, f5]o- Mit den Neigungen nach Gleichung (3.19) und den Be-
dingungen (3.97) gilt dann auch

S
Il

0o=0. (3.98)

,§|0 =0, ,§|

Fiir den rechten Rand - das freie Aktorende - sind keine geometrischen Randbedin-
gungen erforderlich.

Nach dem Lésen der Bewegungsgleichungen sind die Verschiebungen |y, T]; des
freien Aktorendes im Hauptachsensystem bekannt. Mit der Transformation (3.15) kon-
nen die Verschiebungen im kartesischen Koordinatensystem

u =D,q|, D,=| D¥e TOMPe (3.99)
sin ., COS P,

angegeben werden. Das dynamische Problem des Helixaktors ist somit vollsténdig be-
schrieben. Sollen lediglich die normierten Verschiebungen u, v in Abhéngigkeit der
normierten Krimmungen k diskutiert werden, so geniigen die Parameter ¢., T, A und

W. Sind auch die tatsédchlichen Feldgrofen w, v, E iiber z verlangt, so sind noch L, k
und das Verhéltnis cl/eB; festzulegen.

3.4.2 Diskretisieren

ROSEN zitiert in seinem Bericht zu vorverwundenen Stében |76] einige Arbeiten zum
Approximieren der Verschiebungsfelder. Beispielsweise nutzt DAWSON in [14] die Ei-
genfunktionen des unverwundenen Stabes. Thm geniigen neun Ansatzfunktionen, um
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bei Vorverwindungen bis ¢, = 90° zufriedenstellende Ergebnisse bis zur fiinften Ei-
genschwingungsform zu erhalten. DOKUMACI, THOMAS und CARNEGIE nutzen in [20]
Finite Elemente-Ansitze mit kubischen Polynomen. Spéter setzen sie in [95] quintische
Polynome, also Polynome fiinften Grades, ein.

Auch in dieser Arbeit zum Helixaktor werden Finite Elemente-Ansétze mit quin-
tischen Polynomen eingesetzt. Bei diesem Ansatz sind drei globale Koeffizienten pro
Knoten moglich. Sie représentieren die nullte, erste und zweite Ableitung der appro-
ximierten Verschiebungsfelder an der Knotenposition. Das Implementieren von Finite
Elemente-Ansétzen ist gegeniiber dem Implementieren globaler Ansétze etwas aufwen-
diger. Der Aufwand erscheint jedoch gerechtfertigt, da der Finite Elemente-Ansatz die
Feldgrofien wohl weniger einschrankt als beispielsweise ein globaler Ansatz auf Grund-
lage der Eigenfunktionen des unverwundenen Stabes. Im Ubrigen lassen sich bei Finite
Elemente-Formulierungen die geometrischen Randbedingungen besonders einfach be-
riicksichtigen.

Finite Elemente-Ansétze sind weithin bekannt. Gute Einfiihrungen geben beispiels-
weise [4], [47] und [81]. Die folgende Herleitung des Diskretisierens wird deshalb bewusst
kompakt gehalten. Zuerst wird das Prinzip von Hamilton des Helixaktors formell dis-
kretisiert. Danach werden die Finite Elemente-Ansétze sowie der Einbau von Rand-
und Nebenbedingungen erliutert. Die Losung wird durch gewichtetes Uberlagern der
Eigenvektoren angegeben. Abschlieffend wird das dynamische Modell anhand anderer
Arbeiten verifiziert.

Die Feldvariablen @, 7 und k werden mit Hilfe eines gemischten Ritz-Ansatzes

Nau Nav

E=) @0, T=) @0, E= fEdo @10

approximiert. Die a; sind globale Koeffizienten und die v;(z) globale Ansatzfunktionen.
Die Ng,, N4 und Ng sind die Anzahlen der globalen Ansatzfunktionen. Im Prinzip
von Hamilton des Helixaktors (3.92) tritt generell ein Diskretisierungsproblem

t 1 rs t rs
5/ / vy Ay dzdt :/ sa" T adt (3.101)
to 40 to

auf, das vorerst diskutiert wird®. Darin bezeichnen 7 und s den Grad der partiellen
Ableitungen nach z. Der Vektor

_ u v v k k T
a=lay, ..., ay,,,ay,...,ay, , aj, ..., ay | (3.102)

fasst alle
N, = Nay + Now + Nak (3.103)

globalen Koeffizienten a; zusammen. Somit ist nur zu kldren, wie bei gegebener Ma-

trix X die Matrix TI‘S zu berechnen ist. Auch die kinetische Energie kann nach dieser
Vorschrift ohne Probleme variiert und diskretisiert werden. Die auftretenden Zeitablei-
tungen sind separat zu behandeln und es gilt

Lot Lo b0
5/ / X Axdzdt = —/ da’ T adt. (3.104)
to 4O to

®Der {ibliche Faktor 1 in den Energieausdriicken wird durch die Matrizen (3.93)-(3.96) erfasst.
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Zuerst werden die Variationen

t 1 T rs ¢ 1 T 78 T /rs\ T
0 / / y" A yWdzdt = / / sy A y® + oy (A) y"dzdt  (3.105)
tg JO to 4O

ausgefiihrt. Mit den Ansétzen (3.100), hier als
(T) = ’yr(m)az, m € {7, k} (3.106)
geschrieben, und den Variationen der Feldgréften
52 = 45, (3.107)

sowie der Matrix

=13

1 TS
s / V) A 7] dz (3.108)

ist Gleichung (3.105)

s T
// (r>TAy dzdt = /5a Fa+5a ( ) adt (3.109)

beziehungsweise mit

T
r=I' + (E) (3.110)
auch
t 1 T 78 t rs
5/ / y") Ay(s)dgdt:/ sa’ T adt. (3.111)
to 40 to

Somit konnen alle Matrizen (3.93-3.96) nach der Vorschrift (3.111) diskretisiert werden.
Mit der Massenmatrix und der Steifigkeitsmatrix

D 00 22 11 00 21 20 10
MP® =T, KP =T, +Ty+Ty+Ty+Ty+Ty (3.112)

folgt das Prinzip von Hamilton des Helixaktors (3.92) in diskretisierter Form

t
:/ sa’ (MPa+KPa) di. (3.113)

to

Daraus folgt mit dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung das System gewohnli-
cher Differentialgleichungen fiir die globalen Koeffizienten des diskretisierten Problems

da; # 0 : 0=M]d;+ K/ a; (3.114)
beziehungsweise in Matrixschreibweise

sa#0: MPa+KPa=o0. (3.115)
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3.4.3 Finite Elemente-Ansatze

Die dimensionslose Stabldnge wird in N, gleich lange finite Elemente der dimensions-
losen Lange

L - Ni (3.116)
unterteilt. Fiir die Knotenpositionen gilt
z.=L.(e—1), e=1,...,N.+ 1. (3.117)
Innerhalb eines Elementes e wird die lokale Koordinate
Z=z-2z, 0<z<IL, (3.118)

eingefiihrt.

Verschiebungen: Die Verschiebungsfelder werden im Element als quintische Poly-
nome

U(t,2) = c1(t) + ea(t)Z + c3(t) 2% + ca(t) 2® + c5(t) 2* 4 c6(t) 2° (3.119)
approximiert. Mit den Randbedingungen am linken Elementrand
alo =0y, Tlo=0b5C  Tylo=bye (3.120)
und am rechten Elementrand
uly, = by, Wl =08, WL, = bg° (3.121)

wird das Polynom in

u(t,2) = Y 0 (H) Nue(2). (3.122)
i=1
umgeschrieben. Darin sind die b%¢ die lokalen Koeffizienten und die N/*¢(Z) die Form-
funktionen im Element e. Sie betragen

3 4 =5

u.e Z zZ z
N = 1= 1075+ 1575 0% (3.123)
e ~ 23 24 25
A
e _ L 38 32 13
K 2 2L, 2L?%* 2L7%
e 23 24 25
N4' = 10L—63—15L—64+6L—65,
e 23 24 25
ne 123 24 N 1 25
6 - = _ =
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u(z) }_ i /e_i‘

21 22 Z3 24 Z

0 1
a7 u _ pu.l wl _ u _ pu2 w2 _ u . jhu.3 u.3 _ U
u ay = by b41—@4—bl2 by = a7 = by b43_a10
27 u __ pu.l ul _ u _ pu. w2 _ o u _ hu.3 u.3 __ U
u, : ay=>by b L af = by ) by = ay = by by = aly
n . u _ pu.l ul _ u _ ju. w2 _ u . jhu.3 u.d _ u
U,,: a3 =0; b~ = ag = b bg* = ag = b3 bg = ai

Abbildung 3.9: Unterteilung der Stabachse in drei finite Elemente. Beziehungen zwi-
schen den globalen und den lokalen Koeffizienten af und b}°.

Die Formfunktionen der einzelnen Elemente sind gleich.
Die lokalen Koeffizienten eines Elementes sind mit bestimmten globalen Koeffizi-
enten identisch. Abbildung 3.9 illustriert diese Beziehungen zwischen b;“ und aj an

einem Beispiel mit drei Elementen. Der Zusammenhang wird mit Hilfe eines Verkniip-
ba
fungssymbols T, in der Form

ba
b = Tu.eijay (3.124)

angegeben. Das Verkniipfungssysmbol ldsst sich ohne weiteres als Matrix schreiben,
indem die Spaltenvektoren der lokalen Koeffizienten

b*e = [, ..., bee]t (3.125)

fortlaufend hintereinander angeordnet werden. Fiir das skizzierte Beispiel gilt

u

bt o | Y ba Ls,6) 0(6,6)
bu.2 :Tu s Tu: 0(6,3) I(6,6) 0(6,3) . (3126)
b3 al, 06,6) Ls6)

Darin sind I, und O(,,) Einheitsmatrix und Nullmatrix des Typs (z,y).

Mit dem globalen Verschiebungsansatz (3.100), dem Verschiebungsansatz im Ele-
ment (3.122) sowie den Beziehungen (3.124) zwischen lokalen und globalen Koeffizien-
ten folgen die globalen Ansatzfunktionen

Ne 6
ba )
V2 =YY TueiN(2),  j=1,..., Naw (3.127)

e=1 i=1

Die globalen Ansatzfunktionen ~j(z) sind die angestiickelten Formfunktionen der ein-
zelnen Elemente - der Finite Elemente-Ansatz. Die Ansétze fiir v werden analog zu w
hergeleitet.

Elektrische Feldstirke: Die Ansatzfunktionen der elektrische Feldstarke im finiten
Element sind konstante Funktionen. Der Ansatz folgt der im Kapitel 3.2.4 getroffe-
nen Annahme konstanter elektrischer Feldstéarke im aktiven Element des Helizaktors.
Das Gebiet eines aktiven Elementes kann mehrere, zusammenhéngende finite Elemente
umfassen. Somit sind die globalen Ansatzfunktionen fiir k in Gleichung (3.100)

W2 =o(z—z) =0z — ze1)- (3.128)
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Abbildung 3.10: Globale Ansatzfunktionen ~v* und ¥ fiir N, = 3.
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Die 2z, sind die Knotenpositionen nach Gleichung (3.117). Zur Illustration skizziert
Abbildung 3.10 alle globalen Ansatzfunktionen v} und 7% des Beispiels aus Abbildung
3.9.

3.4.4 Einbau der Rand- und Nebenbedingungen

Aufgrund des finite Elemente-Ansatzes lassen sich geometrische Randbedingungen pro-
blemlos einarbeiten, da lediglich zu beriicksichtigen ist, dass einige globale Koeffizienten
am linken und/oder rechten Rand bekannt sind. Diese Koeffizienten werden in einem
Spaltenvektor a¥ zusammengefasst.

Die Einginge der finiten Elemente - die globalen Koeffizienten a¥ -
Eingangsvektor k verschaltet, beschrieben durch die Nebenbedingungen

sind mit dem

a"* =Rk (3.129)

Der Spaltenvektor a* fasst die a¥ zusammen. Die Matrix RP codiert die Verschaltun-
gen.

Die noch verbleibenden N, globalen Koeffizienten werden in dem Spaltenvektor
a" zusammengefasst und der Vektor a der globalen Koeffizienten (3.102) mit

T
a—|aw? as7 akT] (3.130)

angegeben. Die Massenmatrix und die Steifigkeitsmatrix im Differentialgleichungs-
system (3.115) werden dem Aufbau von a folgend unterteilt, das heifst,

MP MP wMP auv KP KP KP a'’
MP MP MP a’ | + | KPP KP K? al | =0. (3.131)
MP MP wMP ak KP? KP KP a”

Die Untermatrizen MY, Mg, MP M und M} sind Nullmatrizen, da nur das elek-
trostatische Problem betrachtet wird. Somit existieren keine Trégheitsterme fiir die
elektrische Feldstarke.

Die Variationen
fa’? =0, Ja*=0 (3.132)

verschwinden, da sowohl a? als auch a* bekannt sind. Die entsprechenden Gleichungen
im Differentialgleichungssystem (3.131) fallen somit weg. Letztlich folgt

MPa" + KPa" = ~-KJYRPk (3.133)
beziehungsweise mit
M = MP, K =K?, S = -KJR” (3.134)
auch B
Ma" + Ka" = Sk. (3.135)

Das System (3.135) gewohnlicher Differentialgleichungen beschreibt das dynamische
Verhalten des Helixaktors in den globalen Koeffizienten a"’. Die Verschiebungen u,
des freien Aktorendes bei z = 1 ergeben sich aus a*’ mit den Ansétzen (3.100) zu

ui=v'ha,  Th=7hd (3.136)
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beziehungsweise mit einer Ausgabematrix T,., die die Ansatzfunktionen bei z = 1
zusammenfasst,
u, = [a),, 7h]" = T.a™. (3.137)

Die Ausgabematrix wahlt die globalen Koeflizienten af und a} des rechten Randes aus.

3.4.5 Losen der Bewegungsgleichungen

Bequemerweise werden zuerst die Eigenfrequenzen und Eigenvektoren berechnet, da-
nach Hauptkoordinaten eingefiihrt [59] und die Losung als gewichtetes Uberlagern der
Eigenvektoren angegeben.

Mit dem iiblichen Ansatz bei linearen Schwingungsproblemen

uv

a'’ = 4"t (3.138)

folgt aus dem Differentialgleichungssystem (3.135) das Eigenwertproblem

(K — w’M)a"™ =0 (3.139)
mit den Eigenkreisfrequenzen wy;, (i = 1,..., N*¥) und den Eigenvektoren a}", zusam-
mengefasst in der Modalmatrix

T =[a", ..., &y ] (3.140)

Die Modalmatrix wird beziiglich der Massenmatrix normiert, also

T'MT =1 (3.141)
und somit auch
TTKT = diag{w3,}. (3.142)
Mit der Hauptachsentransformation
a" =Tq (3.143)

mit den Hauptkoordinaten ¢;, zusammengefasst im Spaltenvektor

q = [q17 ctt qNuU]T7 (3144)

folgt aus Gleichung (3.135) das System entkoppelter, gewohnlicher Differentialgleichun-
gen B
4 + diag{w?,}q = T*Sk. (3.145)

Willkiirlich wird noch eine viskose Dampfung, Dampfungsmaft D, eingefiigt, um ab-
klingende Losungen zu erméglichen. Es wird in allen Bewegungsgleichungen das gleiche
Déampfungsmaft angenommen, da die unterstellte viskose Dampfung ohnehin nur eine
grobe Naherung des tatsdachlichen Verhaltens darstellt. Es gilt dann

q + diag{2Dwo ; }¢ + diag{w;,;}q = T'Sk. (3.146)

Die N,, entkoppelten Gleichungen lassen sich einfach 16sen. Sind die ¢; bekannt, so
kann mit
u, =C./Tq, C.=D.T. (3.147)
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der normierte Verschiebungsvektor des freien Aktorendes in kartesischen Koordinaten
angegeben werden. Darin ist D, die Drehmatrix nach Gleichung (3.99) und T, die
Ausgabematrix nach Gleichung (3.137). Die Matrix C, fasst beide Matrizen zusammen.

Das dynamische Modell des Helixaktors ist mit den Gleichungen (3.146) und (3.147)
hergeleitet. Aus den Gleichungen kann auch ein statisches Modell abgeleitet werden.
Seine statische Ubertragungsmatrix

G=C.K'S. (3.148)

folgt aus den Gleichungen (3.146) und (3.147) bei verschwindenden Beschleunigungen
a*’ und verschwindenden Geschwindigkeiten a“’. Sie konvergiert mit zunehmender

Elementanzahl gegen die Ubertragungsmatrix (3.72) des statischen Modells.

3.4.6 Notwendige Elementanzahl

Die gewéhlten Finite Elemente-Ansétze erfiillen sowohl die Stetigkeitsforderungen des
Euler-Bernoulli-Balkens, das heift, mindestens C!-Stetigkeit der Verschiebungen, als
auch die Darstellbarkeitsforderungen, das heilst, Starrkérperverschiebungen und kon-
stante Kriimmungen sind moglich. Somit konvergiert die Losung mit zunehmender Ele-
mentanzahl gegen die exakte Losung, siehe [47]. Es ist noch zu kléren, wieviele Elemen-
te mindestens notwendig sind. Das Netz wird somit nach der h-Berechnungsmethode
festgelegt [4].

Die notwendige Elementanzahl wird anhand von zwei Kriterien eingestellt. Das erste
Kriterium bewertet den Verschiebungsvektor 6, eines Helixaktors mit einem aktiven
Element, das heift, der Helixaktor besitzt nur einen Eingang. Diese Konfiguration
ist im Betrieb zwar nicht sinnvoll - es werden mindestens zwei unabhingige Eingange
bendtigt - jedoch soll die so ermittelte Elementanzahl vorerst als Abschiatzung geniigen.

Das zweite Kriterium bewertet normierte Eigenfrequenzen

i = oAt (3.149)

Darin ist A der in Gleichung (3.88) eingefiihrte Tragheitsparameter. Die gewéhlte Nor-
mierung der wy; entspricht der Normierung in [2]. Im Ubrigen sind die \; bei unverwun-
denen Stében die Eigenwerte der transzendenten Gleichung, siehe [59]. Die Bewertung
der Eigenfrequenzen beschriankt sich auf wenige erste Eigenfrequenzen, hier auszugs-
weise auf A\; und )g.

Die Elementanzahl wird schrittweise nach der Vorschrift

N.j =2, j=1,2,3,... (3.150)

erhoht. Die quadratische Potenzreihe stellt sicher, dass das verfeinerte Netz immer auch

das Ausgangsnetz enthilt. Die Anderung vom Schritt j zum Schritt j+1 wird bewertet

und jeweils auf den Wert bei Schritt j + 1 bezogen. Liegen die Anderungen unterhalb

einer Schwelle €, so geniigt die Netzeinstellung des Schrittes j und die Losung mit dieser

Netzverfeinerung wird als geniigend nahe an der exakten Losung liegend angenommen.
Fiir 4, wird als Konvergenzmaf

6 = |ﬁe.(j+1) - ﬁe.j|
7 U, (1)l

(3.151)
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eingefiihrt. Fiir A\; betrigt das Konvergenzmafs

Aoy — s
er; = Pgn = Al (3.152)
|Ao+n|
Als Parameterbereiche erscheinen fiir den Helixaktor
4 <T <256, 0 <. <d4dm (3.153)

sinnvoll. Sie orientieren sich auch an den Untersuchungen in [2]. Im Ubrigen ist der
Helixaktor linksseitig fest eingespannt.

Die Diagramme in Abbildung 3.11 zeigen das Konvergenzmaf e iiber der Vorver-
windung .. Die Berechnungen beim Steifigkeitsverhéltnis T = 256 zeigen die hochsten
Werte €. Anhand dieses Parametersatzes wird N, festgelegt. Fiir diese Arbeit soll als
Schwelle

e=10"° (3.154)

geniigen. Das heifst, verbessert sich das Ergebnis bei zunehmender Netzverfeinerung
um weniger als 0,1 %, so geniigt diese Elementanzahl, hier also

N, = 16. (3.155)

Bei den Berechnungen zum Helixaktor werden somit mindestens 16 finite Elemente
verwendet.

3.4.7 Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen

ANLIKER und TROSCH untersuchen in [2] umfassend die Eigenfrequenzen der Bie-
geschwingungen vorverwundener Stdbe. Sie betrachten acht verschiedene Randbedin-
gungen. DAWSON und CARNEGIE berechnen in [15]| die Eigenschwingungsformen vor-
verwundener Stabe. Beide Arbeiten nutzen Euler-Bernoulli-Balkenmodelle.

Vergleichend werden die Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen des Helix-
aktors berechnet. Sie stimmen durchweg sehr gut mit den in [2] und [15] verdffentlichten
Daten iiberein und das dynamische Modell des Helixaktors wird zumindest unter die-
sem Aspekt als verifiziert angesehen. Ein Verifizieren des statischen Modells erscheint
nicht notwendig - es ist ausgesprochen simpel. Die im Experiment gemessen Werte,
siehe Kapitel 5, stimmen gut mit den Vorhergesagten iiberein.

Im Aktorbetrieb sind alle Eingéinge k; bekannt. In den Bewegungsgleichungen (3.135)
treten die k; nur auf der rechten Seite auf. Das Eigenwertproblem des Helixaktors
(3.139) entspricht somit dem Eigenwertproblem des vorverwundenen Stabes. Zu be-
stimmen sind die Eigenfrequenzen wy; sowie die Eigenschwingungsformen w,(z) und

0;(2).

Eigenfrequenzen: Die Eigenfrequenzen des Helixaktors werden fiir den von ANLI-
KER und TROSCH [2] untersuchten Parameterbereich berechnet, das heifft fir Steifig-
keitsverhaltnisse

Y € {4, 25, 256} (3.156)

und fiir Vorverwindungen
0 < e < 540°. (3.157)



3.4. DYNAMISCHES MODELL 65

Die Eigenfrequenzen werden als normierte Eigenfrequenzen \; dargestellt, siche Glei-
chung (3.149). In [2] wurden die ersten vier \; berechnet, hier dagegen alle \; im Bereich

0< N < 14. (3.158)

Von den in [2| untersuchten Randbedingungen werden hier nur fest-frei, also wie beim
Helixaktor (3.97,3.98), und gelenkig-gelenkig, also

U‘OIO, Q‘OZO, Q‘l :0, Q‘l =0 (3159)

diskutiert. Die Diagramme in Abbildung 3.12 zeigen die ); iiber ¢, die im Ubrigen
mit den in [2| veroffentlichten Verldufen tibereinstimmen. In den Diagrammen ist durch
»,— und ,|“ kennzeichnet, ob die zu \; gehorende Eigenschwingungsform bei ¢, = 0°
rein in u-Richtung oder rein in v-Richtung schwingt. Beispielsweise wechseln sich bei
T = 4 horizontale und vertikale Eigenschwingungsformen bis zur fiinften Eigenform ab.
Bei T = 256 treten kaum horizontale Eigenschwingungsformen auf, da die horizontale
Biegesteifigkeit sehr grof gegeniiber der vertikalen Biegesteifigkeit ist.

Die starke Kopplung zwischen den Querverschiebungen eines vorverwundenen Sta-
bes zeigt sich auch in den FEigenfrequenzen. Steigt ¢. an, so beeinflussen sich u-Anteil
und v-Anteil der Eigenschwingungsformen zunehmend. Die erste Eigenkreisfrequenz,
zur nachgiebigeren Biegerichtung gehorend, nimmt zu. Gleichzeitig nimmt die zwei-
te Eigenkreisfrequenz ab. Thre Biegerichtung wird geschwécht. Die weiteren Verldufe
Ai = f(pe) konnen wohl nur zur Kenntnis genommen werden und tiefergehende Inter-
pretationen sind schwierig.

Eigenschwingungsformen: Die Eigenschwingungsformen #,(z) und ,(z) werden
mit Hilfe der Eigenvektoren des diskretisierten Problems (3.135) und den globalen
Ansatzfunktionen (3.100) berechnet. Das kontinuierliche Problem hat unendliche viele
Eigenlosungen. Das diskretisierte Problem besitzt lediglich N,, Eigenlosungen, das
heift, soviele Eigenlosungen wie unbekannte Koeffizienten a;"¥ nach Einbau der Rand-
und Nebenbedingungen.

Die von DAWSON und CARNEGIE in [15] berechneten und experimentell bestimmten
Eigenschwingungsformen wurden fiir den darin untersuchten Bereich

Y € {256, 144, 64, 16}, . € {30°, 60°, 90°} (3.160)

mit dem hier formulierten dynamischen Modell des Helixaktors bei N, = 16 Elementen
nachgerechnet und sie stimmen iiberein. Auszugsweise werden die Eigenschwingungs-
formen fiir

T =25 (3.161)

und
e € {0°,10°, ..., 90°} (3.162)
dargestellt. Die Diagramme in den Abbildungen 3.13 und 3.14 zeigen die Eigenschwin-
gungsformen. In den Diagrammen ist durch ,,— und ,|* gekennzeichnet, ob die Ei-

genschwingungsform des unverwundenen Stabes nur in u-Richtung oder v-Richtung
schwingt - hier als Vorzugsschwingungsform bezeichnet.

Bei der ersten Eigenschwingungsform bleibt die Vorzugsschwingungsform bis ¢, =
90° nahezu unverandert. Die bei ¢, = 0° verschwindende Eigenschwingungsform zeigt
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bei p, = 90° erste, schwache Auslenkungen. Bei hoheren Eigenschwingungsformen
ist die gegenseitige Beeinflussung deutlich ausgeprégter. Die Vorzugsschwingungsform
der sechsten Eigenschwingungsform verliert schon ab ¢, = 50° ihren bei ¢, = 0° zu
beobachtenden Charakter.
Weiterhin werden die Auslenkungsrichtungen der Eigenschwingungsformen am Sta-
bende
e = (&, 4,) (3.163)

illustriert. Bei ¢, = 0 werden ausschlieflich die Richtungen
a. € {0° 90°} (3.164)

beobachtbar sein, also reine @- oder v-Eigenschwingungsformen. Dagegen wird bei
groften ¢, wohl nahezu jede Richtung auftreten.

Die Diagramme in Abbildung 3.15 zeigen die Auslenkungsrichtungen der ersten
sechs Eigenschwingungsformen. Klar erkennbar fithrt steigende Vorverwindung auch
zu steigenden a,. Fiir kleine ¢, ist diese Feststellung noch interpretierbar: Betragt
die Vorverwindung nur wenige Grad und wird am Stabende eine Kraft in y-Richtung
eingeleitet, so zeigt die Richtung der Verschiebung nicht mehr genau in y-Richtung. Sie
wird um wenige Grad im Drehsinn der Vorverwindung verdreht sein. Bekanntermafen
sind statische Biegelinie und erste Eigenschwingungsform bei unverwundenen Stében
durchaus dhnlich. Dartiber hinausgehende Interpretationen der «. sind schwierig.
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Abbildung 3.11: Konvergenzmak €, und €, iiber ¢, bei verschiedenen Steifigkeitsver-
héltnissen Y. Die Anzahl NV, ; ist die zum Schritt j gehorende Anzahl der finiten Ele-

mente.
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Abbildung 3.12: Normierte Eigenfrequenzen J; iiber ¢, mit N, = 16. Die Markierungen

o«

,— und ,,| kennzeichnen, ob die Eigenschwingungsform bei ¢, = 0° ausschlieflich in
u-Richtung oder in v-Richtung schwingt.
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u-Eigenschwingungsform v-Eigenschwingungsform

1. Form ()

SRR

Abbildung 3.13: Eigenschwingungsformen i € {1,2,3} bei verschiedenen .. Steifig-
keitsverhaltnis T = 25, Elementanzahl N, = 16.
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u-Eigenschwingungsform v-Eigenschwingungsform

4. Form (|)

6. Form (|)
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Abbildung 3.14: Eigenschwingungsformen i € {4,5,6} bei verschiedenen .. Steifig-
keitsverhaltnis T = 25, Elementanzahl N, = 16.
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Abbildung 3.15: Auslenkungsrichtungen a, der Eigenschwingungsformen am Stabende.
Die Zahlen bezeichnen die Indizes der Eigenschwingungsformen. Unterbrochene Ver-
laufe kennzeichnen die bei ¢, = 0° reinen u-Eigenschwingungsformen. Durchgezogene
Verlaufe kennzeichnen die bei ¢, = 0° reinen v-Eigenschwingungsformen.
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Kapitel 4

Arbeitsraum, Optimierung und
inverse Aufgabe

Der Arbeitsraum des Helixaktors ist das Gebiet aller erreichbaren Positionen des freien
Aktorendes. Seine Grofe und seine Gestalt sind von den Parametern des Helixaktors
abhéngig und die Berechnung des Arbeitsraumes wird zunéchst hergeleitet. Darauf
aufbauend werden optimale Parameter flir einen maximal giinstigen Arbeitsraum be-
stimmt. Abschlieflend wird die inverse Aufgabe des Helixaktors diskutiert, also das
Festlegen der Eingangswerte bei gegebener Position!.

Die Probleme werden ohne Zeiteinfliisse und ohne weitere mechanische Lasten dis-
kutiert. Somit geniigt das statische Modell (3.70) aus Kapitel 3.3, beschrieben durch

u, = Gk (4.1)

e

mit dem normierten Verschiebungsvektor u,, geschrieben als Spaltenvektor

u, = [u,, v]", (4.2)

—€e

dem normierten Kriimmungsvektor

k: [El)"’aENe]Ta _1 S

ol

;<1 (4.3)
sowie der normierten statischen Ubertragungsmatrix
G-lg....8, ] (4.4)

Die k; sind die Eingéinge des Aktors. Die u, und v, sind die Ausginge.

Es ist letztlich unerheblich, dass G die statische Ubertragungsmatrix des Helixak-
tors ist. Auch jedes andere statische Ubertragungsverhalten, beschrieben durch Glei-
chung (4.1), kann mit den folgenden Methoden untersucht werden. Im Ubrigen mag
man sich den Helixaktor als einen in der xz-y-Ebene operierenden, seriellen Manipulator
mit N, Schubgelenken und den Gelenkvariablen EZ vorstellen.

IDie Bezeichnungen Arbeitsraum und inverse Aufgabe folgen den iiblichen Begriffen der Robotik,
siehe [34].
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4.1 Berechnung des Arbeitsraumes

Der Arbeitsraum des Helixaktors ist das Gebiet aller Positionen, fiir die Losungen zu
den Eingéingen gefunden werden kénnen. Nach [63] ist der hier untersuchte Arbeits-
raum ein Positionsarbeitsraum, englisch: reachable workspace. Positionsarbeitsraum im-
pliziert, dass nur die Verschiebungen u, und v,, jedoch nicht die Neigungen u/ und v/,
betrachtet werden. Die Hiille des Arbeitsraumes OW trennt das erreichbare vom nicht
erreichbaren Gebiet.

Zwei Umstéande konnen Arbeitsrdume von Manipulatoren und somit auch Aktoren
begrenzen. Erstens kann schon die Struktur des Manipulators den Arbeitsraum eingren-
zen. Beispielsweise wird ein Zwei-Arm-Manipulator héchstens Punkte innerhalb einer
Kugel mit dem Radius der gesamten Armlinge erreichen. Zweitens konnen begrenzte
Gelenkvariablen den Arbeitsraum einschrénken.

Die Arbeitsraume von Manipulatoren und Robotern werden intensiv diskutiert. Die
Aufgabe ist anspruchsvoll, da hédufig stark nichtlineare Kinematiken vorliegen. Die Ar-
beiten von ROTH [77] und KUMAR und WALDRON [52] sind viel zitierte, frithe Beitrige
dazu. Der Arbeitsraum und seine Grenzen werden meist mit Hilfe der Jacobi-Matrix J
diskutiert, also der zwischen Eingangs- und Ausgangsgeschwindigkeiten vermittelnden
Matrix, siehe unter anderem [43,45]. Die Jacobi-Matrix des Helixaktors

ou,
(lz‘j) = %7 Uy = Uy, Uy = VU, (4.5)
Ok
ist gleich seiner statischen Ubertragungsmatrix
J=G (4.6)

und somit konstant. Der Arbeitsraum des Helixaktors wird einzig durch die begrenzten
Eingénge limitiert und Berechnungen auf Grundlage der Jacobi-Matrix sind hier nicht
zielfithrend.

Das statische Modell (4.1) beschreibt eine begrenzte Ebene, aufgespannt durch die
Richtungsvektoren g die wiederum durch die Eingéinge k; skaliert werden. Die Rich-
tungsvektoren kénnen durchaus linear abhéngig sein, belsplelswelse bei Helixaktoren
mit mehr als zwei Eingédngen.

Es werden drei Wege zum Berechnen des Arbeitsraumes vorgestellt, wobei allein
der Letztere spater verwendet wird.

4.1.1 Lineare Optimierung

Der wohl naheliegendste Weg zur Hiille des Arbeitsraumes ist ein lineares Optimie-
rungsproblem. Abbildung 4.1 illustriert die Methode bei einer willkiirlich gewéahlten
Ubertragungsmatrix. Die Hiille wird durch die geschlossene Kurve

f(a), 0<a<2r (4.7)

R
I

beschrieben. Bei einem bestimmten, festgehaltenen Winkel « ist die Lénge |w| zu
maximieren, also ein moglichst grofer Abstand zum Ursprung einzustellen. Das ent-
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Abbildung 4.1: Berechnen des Arbeitsraumes mittels linearer Optimierung: a) nor-
mierte Richtungsvektoren g, b) Hiille des Arbeitsraumes W sowie c¢) Verlauf des

Abstandes |w| und der Eingénge k; iiber a.

sprechende lineare Optimierungsproblems ist

ZF: ¢;-d, = max!,
He = G_E7
NB: & i, = 0, (4.8)
k| < 1 (i1=1,...,N,)
mit
Cp = €; cosa + €3 8in a, Cy = —€ sinav + €, cos . (4.9)

Die Zielfunktion ist der Abstand |w|. Die erste Nebenbedingung erzwingt die Verschie-
bung in Richtung . Die zweite Nebenbedingung begrenzt die Eingéinge k;, die auch die
Optimierungsparameter sind. Die Einheitsvektoren ¢; und ¢, projizieren 4, in Rich-
tung o und senkrecht dazu. Mit den optimalen Eingéingen k, ; in Abhingigkeit von «
beschreibt

w(a) = GK, (a) (4.10)
die Hiille des Arbeitsraumes. In Abbildung 4.1 werden die Hiille des Arbeitsraumes
sowie die Funktionen |W|(a) und k,, ;(a) an einem Beispiel illustriert. Die Hiille ist ein
konvexer Polygonzug, in dessen Eckpunkten die Eingénge extremal sind. Die Eckpunkte
geniigen somit zum Beschreiben der Hiille, sie lassen sich aus dem Optimierungsproblem
(4.8) jedoch nur iterativ bestimmen.

4.1.2 Graham Scan

Wie gezeigt, sind die Eingénge in den Eckpunkten der Hiille extremal. Werden somit
alle moglichen Permutationen

El [_17"'7 _17 _1]T7 (411)
k, [—1,..., =1, )7,
EN = [17 ) 17 1]T

(4.12)
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Abbildung 4.2: Berechnen des Arbeitsraumes mittels Graham Scan: normierte Rich-
tungsvektoren gi, Hiille des Arbeitsraumes sowie Verschiebungsvektoren w, aller mog-
lichen Permutationen der Eingéange, gekennzeichnet durch +.

aufgestellt, es sind N = 2", und werden die entsprechenden Positionen
w, =Gk, (i=1,...,2") (4.13)

berechnet, so enthélt diese Punktmenge sicher auch die Eckpunkte der Hiille des Ar-
beitsraumes. Diese Eckpunkte miissen erkannt und in der richtigen Reihenfolge ange-
ordnet werden.

Das Bestimmen der konvexen Hiille aus einer Punktmenge ist ein bekanntes Pro-
blem der Computergeometrie. PREPARATA und SHAMOS geben in [72] eine gute Ein-
fiihrung und sie widmen sich ausfiihrlich dem Berechnen konvexer Hiillen, sowohl fiir
zwei- als auch dreidimensionale Probleme. Ein effizienter Algorithmus ist der sogenann-
te Graham Scan, siehe auch [26]. Er wird hier in etwas verédnderter Form implementiert
und er lésst sich wie folgt beschreiben:

1. Aus der Menge aller Punkte w, wird ein Startpunkt w, ausgewéhlt, der sicher
ein Eckpunkt ist, praktischerweise der Punkt mit kleinster y-Koordinate. Ist das
noch nicht eindeutig, so wird aus dieser Untermenge der Punkt mit kleinster
x-Koordinate gewahlt.

2. Fiir alle Punkte wird der Winkel 3; berechnet, gemessen zwischen dem Vektor
vom Startpunkt zum betrachteten Punkt w; — w, und der x-Achse.

3. Der Index des Startpunktes w, wird in einer Liste abgelegt. Der Punkt wird
jedoch nicht aus der Menge aller Punkte (4.13) entfernt. Der Punkt w,; mit klein-
stem Winkel 3; und kleinstem Abstand zu w, wird zum neuen Startpunkt.

4. Alle Punkte werden um den neuen Startpunkt um einen Winkel —f verdreht.

5. Die Schritte 2, 3 und 4 werden so lange wiederholt, bis der erste Startpunkt
erneut gefunden wird. Die konvexe Hiille ist jetzt bekannt, abgelegt in der Liste
der Indizes.
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Abbildung 4.3: Berechnen des Arbeitsraumes mittels Vorsortieren der normierten Rich-
tungsvektoren: a) Sortieren der Richtungsvektoren und b) Hiille des Arbeitsraumes,
beschrieben durch g.

Im urspriinglichen Algorithmus wird die Punktmenge nach (; sortiert und durchge-
priift, ob drei aufeinanderfolgende Punkte eine einspringende Ecke beschreiben. Ist das
der Fall, so wird der mittlere Punkt geloscht. Da im Schritt 3 der Punkt mit klein-
stem (3 jedoch sicher zu einer Kante der Hiille gehtrt und im besten Fall ein Eckpunkt
ist, so wird die Priifung hier nicht weiter fortgefithrt. Vielmehr wird im Schritt 4 ei-
ne Ausgangssituation analog zu Schritt 1 hergestellt. Die hier gewdhlte Abwandlung
des Graham Scan ist vermutlich etwas rechenintensiver, sie ldsst sich jedoch bequem
implementieren.

Abbildung 4.2 skizziert ein Beispiel mit 6 Eingéngen und es zeigt schon mdgliche
Grenzen dieses kombinatorischen Verfahrens. Mit zunehmender Anzahl der Eingénge
nimmt die Anzahl der zu berticksichtigenden Punkte massiv zu.

Da die Vorschrift fiir alle Punkte w,; bekannt ist - das statische Modell - so wére es
auch denkbar, mit einem beliebigen Eckpunkt zu beginnen und anhand der Richtungs-
vektoren g zu entscheiden, wie die Eingédnge zu dndern sind, um den néchsten Punkt
der Hiille zu erreichen. Letztlich folgt daraus der dritte Algorithmus.

4.1.3 Sortieren der Richtungsvektoren

Der dritte Algorithmus erscheint im Nachhinein geradezu offensichtlich. Er wurde je-
doch iiber die genannten zwei Vorstufen lineare Optimierung und Graham Scan ent-
wickelt und deshalb auch so dargestellt.

Beim Schritt von einer Ecke der Hiille zur Néchsten dndert sich lediglich ein Ein-
gang k,. Diese Eigenschaft zeigt sich beispielsweise in Abbildung 4.1. Andert sich nur
ein Eingang, so kann sich der Ortsvektor benachbarter Ecken nur um einen Richtungs-
vektor gi, genauer sein Doppeltes, unterscheiden. Das Berechnen der Hiille ist dann
ausgesprochen einfach. Der Algorithmus wird wieder an einem Beispiel illustriert, sie-
he Abbildung 4.3. Ausgangspunkt ist das statische Modell (4.1).

In einem ersten Schritt werden die Richtungsvektoren gi umgeordnet und zwar so,
dass deren Richtungswinkel nur im Bereich B

0<ao; <7 (4.14)

liegen und die f nach aufsteigenden «; sortiert sind. Richtungsvektoren mit «o; > 7
werden vor dem Sortieren am Koordinatenursprung gespiegelt. Eine Matrix R* co-
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diert das Umordnen. Sie transformiert die Eingénge k= des sortierten Modells in die
urspriinglichen Eingange

[

=Rk’ (4.15)

Somit ist die sortierte Ubertragungsmatrix
G* =GR~ (4.16)

und das sortierte Modell

u, = G’k

. =Gk . (4.17)
In dem Beispiel in Abbildung 4.3 gilt

0
0

0
R°=1]1
0 -1

1
0. (4.18)
0

. . 7S . . .
Die Eingangswerte k,, ; der Ecken, zusammengefasst in einer Matrix

=S —5 —s

wa = [kfwl? sty kw.2N8]7 (4.19)
betragen im skizzierten Beispiel
B 1 -1 -1 | -1 1 1
K,=|1 1 -1 ] -1 -1 1 |. (4.20)
11 1 | -1 -1 -1

Bei vorsortierter Ubertragungsmatrix folgt die Matrix K, immer diesem Aufbau. Sie
lasst sich mit . .
K - K K (4.21)

und
(,7=1,...,Ne) (4.22)

-1 f 1, fir 1>
= —1, fir i<y
allgemein beschreiben. Mit Gleichung (4.21) und der Transformation (4.15) folgen so-

fort die Eingangswerte

K, =k, - Kyon] = RK,-K | (4.23)

2w.1s

der Hiille des urspriinglichen, nicht sortierten Modells und somit auch in der richtigen
Abfolge die Ecken B
E‘] — %w] (j — 1, ey QNE)' (4.24)

Der Algorithmus wird noch einmal zusammengefasst:

1. Zuerst wird die Ubertragungsmatrix vorsortiert, um die Matrix R® zu ermitteln.

2. Anschliefend wird die Matrix Kl erstellt und die Matrix Kw nach Gleichung
(4.23) bestimmt.

3. Die gesuchten Ecken W, der Hiille werden nach Gleichung (4.24) berechnet.
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Abbildung 4.4: Berechnen des Flidcheninhaltes mittels vorsortierter normierter Rich-
tungsvektoren: a) Richtungsvektoren, b) Zerlegung des Arbeitsraumes in Dreiecke so-
wie ¢) Zerlegung des Arbeitsraumes in Parallelogramme.

Das Bestimmen des Arbeitsraumes nach dieser Methode ist einfach. Die einzige Auf-
gabe besteht im Ermitteln von R? also dem eventuellen Spiegeln und Sortieren der
Richtungsvektoren.

Der Begrift Ecke ist noch abzuschwéchen. Zeigen mehrere gj in die gleiche Richtung,
so gibt Gleichung (4.24) Ecken an, deren angrenzende Kanten parallel zueinander sind.
Es werden somit mehr als die zur Beschreibung der Hiille notwendigen Ecken bertick-
sichtigt. Die iiberfliissigen Ecken werden nicht vernachléassigt, da so bei N, Eingéngen
streng 2N, Ecken auftreten.

4.1.4 Flacheninhalt des Arbeitsraumes

Der Flacheninhalt des Arbeitsraumes lédsst sich mit Hilfe der Integration

27 plw(e)|
Ay = / / rdrdo (4.25)
o Jo

berechnen. Alternativ und deutlich einfacher kann Ay, auch mit den Kreuzprodukten
der Richtungsvektoren bestimmt werden. Die Herleitung wird am Beispiel in Abbildung
4.4 erlautert. Sie zeigt die Richtungsvektoren gf eines Aktors mit vier Eingéngen und
die Hiille des entsprechenden Arbeitsraumes. Es wird vorerst angenommen, dass die
Richtungsvektoren sortiert sind, dass also

G =G, (4.26)

gilt. Diese Bedingung dient einzig dem Verstédndnis der Herleitung und sie wird spéter
fallengelassen.

Jeder Arbeitsraum eines Aktors mit N, Richtungsvektoren lésst sich in 2NV, Dreiecke
unterteilen, sieche Abbildung 4.4, wobei die Dreiecke i und i + N, jeweils gleich sind.
Somit kann der Fldcheninhalt des Arbeitsraumes auch mit Hilfe der Fldcheninhalte
Ap; der Dreiecke geméfs

Ne
Ay =2 ZAD.i (4.27)
i=1

angegeben werden. Der Flacheninhalt der Dreiecke lédsst sich bequem mit dem Betrag
des Kreuzprodukts seiner zwei Seiten w; und —2g° zu

1

- s
Ap = 51, % (—28) (428)
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berechnen. Die w, werden nach dem Algorithmus Vorsortieren der Richtungsvektoren
bestimmt, das heifst, sie werden entsprechend Gleichung (4.24) durch die gj ausge-
driickt. Einsetzen von Gleichung (4.28) in Gleichung (4.27) liefert dann fiir den Fla-
cheninhalt des Arbeitsraumes

Ne—1 Ne

Ay =4) > g *gl (4.29)

i=1 j=i+1

Die Beziehung (4.29) verlangt letztlich, dass jedes mogliche Kreuzprodukt ohne Be-
riicksichtigung der Reihenfolge, ohne Wiederholung aus je zwei Richtungsvektoren aus
den N, Richtungsvektoren zu berechnen ist und deren Betridge aufzusummieren sind.
Ein Schema lasst sich bequem mit der Matrix

0 Ig <l I8 <&l IE X . IE 8,
0 0 \gz X gg\ \gQ X g4\ |g2 X gN|
0 0 0 d xg | ... 5 X g
M., — BBl B e (4.30)
0 0 0 0 . g, , *&,|
00 0 0 ... 0 |

angeben, deren Elemente noch aufzusummieren sind:

Ne Ne

Ay =4 "My, (4.31)

i=1 j=1

Wegen des Summierens in Gleichung (4.31) ist das Vorsortieren der g, letztlich tber-
fliissig.
Die Kreuzprodukte in Gleichung (4.29) konnen auch so verstanden werden, dass

sich der Arbeitsraum aus |
N,!
NP = m (432)

Parallelogrammen zusammensetzt. Abbildung 4.4 skizziert diese Vorstellung.

4.1.5 Gestaltmafs des Arbeitsraumes

Der Helixaktor ist ein bidirektionaler Biegeaktor und sicherlich ist ein ausgewogener
Arbeitsraum fiir einen bidirektionalen Biegeaktor wiinschenswert. Unter ausgewogen
wird hier verstanden, dass der Aktor moglichst in alle Richtungen gleich weite Ver-
schiebungen erlaubt, also ein moglichst isotroper Arbeitsraum.

Die Hiille des Arbeitsraumes ist zumindest ndherungsweise einer Ellipse dhnlich
und deren Geometrie wird zum Bewerten der Gestalt des Arbeitsraumes herangezogen.
Abbildung 4.5 unterstreicht diese Approximation an drei Beispielen. Wird die maximal
mogliche Verschiebung im Arbeitsraum als Linge der groffen Halbachse der Ellipse
begriffen, also

a = max |[w(a)|, 0<a<2m, (4.33)
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Abbildung 4.5: Approximieren des Arbeitsraumes durch eine Ellipse. Beispiele fiir einen
Helixaktor mit N, = 4 und gleichméfig unterteilten aktiven Elementen.

und betragt der Radius eines zu Ay, flachengleichen Kreises

A
r=1/=%, (4.34)
T
so lasst sich ein ExzentritatsmaR
=" 0<p<i (4.35)

a
definieren. Die Lange der kleinen Halbachse der Ellipse betragt dann

b = pa. (4.36)

Ist p nahezu 1, so gilt der Arbeitsraum als ausgewogen und als nahezu isotrop. Ver-
schwindet p, so gilt der Arbeitsraum als stark anisotrop. Das Exzentritdtsmals einer
Linie ist 0, das eines Kreises ist 1.

4.1.6 Beispiele zum Arbeitsraum

Abbildung 4.6 zeigt die Arbeitsraume fiir einen représentativen Parameterbereich. Ein-
fach erkennbar ist eine gewisse Vorverwindung fiir einen ausgewogenen Arbeitsraum
notwendig. Mit zunehmender Anzahl der Eingénge nimmt auch die Grofe des Arbeits-
raumes zu, gut erkennbar beispielsweise bei ¢, = 27. Bei grofser Vorverwindung und
vielen Eingéngen, hier ¢, = 207 und N, = 200, stellt sich ein kreisférmiger Arbeits-
raum ein.

Der Flacheninhalt Ay, und das Gestaltmafl p charakterisieren den Arbeitsraum.
In Abbildung 4.6 zeigt sich, dass groke Ay, und grofe p korrelieren, dass also ein
grofer Flacheninhalt des Arbeitsraumes einen ausgewogenen, kreiséhnlichen Arbeits-
raum bedingt. Offensichtlich sind die maximal méglichen Verschiebungen begrenzt und
ein grofser Flacheninhalt ist nur durch Aufweiten der Hiille des Arbeitsraumes moglich.

Die bis hierher angenommene gleichméfige Unterteilung der aktiven Elemente ent-
lang der Stabachse, siche Gleichung (3.66), ist sicher noch nicht zufriedenstellend und
sie wird im Folgenden optimiert.

4.2 Optimale Aktorgestaltung

Bei Piezobiegeaktoren sind verschiedene Optimierungsziele etabliert. Naheliegend ist
ein moglichst grofer Verschiebungs- und/oder Kraftbereich. Ublich sind jedoch auch
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Abbildung 4.6: Arbeitsraum des Helixaktors fiir verschiedene N, und ¢, bei gleich-
makiger Elementteilung. Flécheninhalt des Arbeitsraumes Ay;,. Exzentritatsmall p des
Arbeitsraumes.
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N; =2

Abbildung 4.7: Zu optimierende Parameter: Anzahl der Eingdnge N;, Vorverwindung
@, sowie die Topologie der aktiven Elemente, beschrieben durch die Anzahl der aktiven
Elemente N, die Verschaltung r und die Positionen der Trennstellen z, ;.

der elektromechanische Kopplungsfaktor [3,107] oder die Leerlaufenergie [79], zum Teil
massebezogen als Energiedichte [108]. Die hier gezeigten Optimierungen beschrinken
sich auf mogliche Verschiebungen. Eine konkrete Aufgabe fiir den Helixaktor ist noch
nicht festgelegt und ein Aktor mit moglichst grofsem und ausgewogenem Arbeitsraum
erscheint wiinschenswert, wohl unter der Maftgabe weniger Eingéinge und geringer Vor-
verwindung. Die Grofse des Arbeitsraumes léasst sich bequem anhand seines Flachenin-
haltes bewerten. Da grofe Ay, auch ausgewogene Arbeitsrdume bedingen, siehe Kapitel
4.1.6, wird das Gestaltmals p beim Optimieren nicht berticksichtigt.

Der Arbeitsraum des Helixaktors héngt einzig von drei Parametern ab, die optimal
zu wihlen sind: von der Vorverwindung ¢., von der Anzahl der Eingénge NV; sowie von
der Topologie der aktiven Elemente. Unter Topologie der aktiven Elemente wird so-
wohl die Gestalt der aktiven Elemente als auch deren Verschaltung mit den Eingéngen
verstanden. Das eigentlich Herausfordernde ist die Topologieoptimierung. Abbildung
4.7 illustriert das Problem. Bei vorgegebener Anzahl der Eingénge sind sowohl Anzahl,
Grofse und Lage der aktiven Elemente als auch deren Verschaltung mit den Eingin-
gen zu optimieren. Das Problem zeigt sowohl kontinuierliche Optimierungsparameter
- Lage und Grofse der aktiven Elemente - als auch diskrete Optimierungsparameter -
die Anzahl der aktiven Elemente und deren Verschaltung. Ohne Zweifel sind solche
Optimierungsprobleme anspruchsvoll. Insbesondere der kombinatorische Aspekt - die
Verschaltung - bereitet Schwierigkeiten.

Zur Losung diskreter beziehungsweise kombinatorischer Optimierungsprobleme sind
vielféltige Verfahren bekannt, siehe unter anderem die Lehrbiicher [7,65] oder zu kombi-
natorischen Optimierungsproblemen bei Sensor- und Aktorplatzierungen [67]. Letztlich
wird mit Hilfe eines jeden Verfahrens ein moglichst eleganter Weg zum globalen Ma-
ximum gesucht, ohne jedoch eine ,astronomische Zahl von Moglichkeiten zu priifen
(Zitat aus [7]).

Anstatt aus der Menge etablierter Verfahren ein Vielversprechendes auszuwéhlen,
wird hier auf das denkbar Einfachste zuriickgegriffen: das Untersuchen aller moglichen
Kombinationen, also aller méglichen Verschaltungen. Unter dem Blickwinkel eines mog-
lichst eleganten Optimierungsverfahrens mag dieser Weg enttéduschen, er hat jedoch
einen wichtigen Vorteil: es wird fiir das Optimierungsproblem sicher die beste Losung
gefunden. Das simple statische Modell erlaubt das Bewerten von mehr als tausend
Konfigurationen pro Sekunde. So sind durchaus viele Konfigurationen priifbar, wenn
auch nicht ,astronomisch* viele Kombinationen, was im Ubrigen nicht notwendig ist.
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Abbildung 4.8: Optimale Gestaltung des unverwundenen, bidirektionalen Biegeaktors.

4.2.1 Unverwundener, bidirektionaler Biegeaktor

In direkter Konkurrenz zum Helixaktor mag ein aus zwei unverwundenen Biegeaktoren
kombinierter Aktor stehen, sieche Abbildung 4.8. Vergleichend wird fiir ihn der maximal
mogliche Ay, bestimmt. Seine normierten Eingéngen k£, und k, liegen im Bereich

-1<

tal

<1, 1<k <L (4.37)
In Abhéngigkeit der Lage der Trennstelle z, betrigt die statische Ubertragungsmatrix

G 0 VP (4.38)

Der Flidcheninhalt des Arbeitsraumes ldsst sich beispielsweise mit Gleichung (4.29)
bestimmen und nach kurzer Rechnung folgen

5
27— % (4.39)

als optimale Lage der Trennstelle und

als maximal moglicher Flicheninhalt. Die Hiille des Arbeitsraumes ist dann im Ubrigen
ein Quadrat mit dem Gestaltmals

2
p=1/2~0,8. (4.41)
T

Die statische Ubertragungsmatrix des optimierten unverwundenen, bidirektionalen Bie-
geaktors ist somit
1
G = [ 2

0

= O

} . (4.42)

4.2.2 Formulieren des Optimierungsproblems

Die Topologie der aktiven Elemente lasst sich wie folgt beschreiben. Der Helixaktor
besitzt N; Einginge und N, aktive Elemente. Das erste aktive Element beginnt bei
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z = 0. Das letzte aktive Element endet bei z = 1. Die Trennstellen zwischen den
aktiven Elementen liegen bei z,; mit ¢« = 1,..., N, — 1. Sie lassen sich in einem Vektor

2z =241, gt.(Ne—l)] (4.43)

zusammenfassen. Jedes aktive Element ist mit einem Eingang verbunden. Auch das
Negative des Eingangs soll erlaubt sein, da es technisch realisierbar ist. Das Verschalten
der aktiven Elemente mit den Eingédngen wird mit Hilfe eines Vektors

r=1[ry,...,rn,] (4.44)

codiert, wobei r; die Verkniipfung des i.ten aktiven Elementes mit dem Eingang des
Indexes r;, also k, , beschreiben. Die Eintrige r; konnen somit die Werte

rie{l,=1,2, -2, ..., Ny, =N;}  (i=1,...,N,) (4.45)

annehmen. Die Topologieoptimierung sucht bei festgelegter Anzahl der Eingénge und
festgelegter Vorverwindung die optimale Anzahl aktiver Elemente N., eine optimale
Verschaltung r und eine optimale Lage der Trennstellen z,. Das Optimierungsproblem
ist somit

ZF: Ay = max!,
NB: N, < N, (Ne=1,2,...),
ri € {1,-1,..., N;, —N;} (t=1,..., No), (4.46)
0 < z,;<1 (j=1,..., N.—1),
Zrj < Zejtr

Es ist ein nichtlineares Optimierungsproblem, bedingt durch das Berechnen des Fla-
cheninhaltes des Arbeitsraumes.

Die moglichen Losungen des Optimierungsproblems (4.46) werden im Folgenden
eingeschrankt. Insbesondere sollen als Trennstellen nur feste Positionen

o1 ‘
2y =i G=1,....N.—1) (4.47)
zuldssig sein. Das Optimierungsproblem lésst sich dann als rein kombinatorisches Pro-
blem formulieren.

In einem ersten Schritt wird der Helixaktor in eine bestimmte Anzahl aktiver Ele-
mente gleicher Linge unterteilt. Somit sind N, und die Lage der Trennstellen (4.47)
a priori bekannt. Einzig die Verschaltung r verbleibt als Optimierungsparameter. Das
Optimierungsproblem im ersten Schritt ist

ZF: Ay = max!,

NB: 1 € {l, -1, ...,N;, —N;} (i=1,..., N, (4.48)

Das Optimierungsproblem besitzt nur ganzzahlige Parameter - die r; des Verschal-
tungsvektors r. Die Anzahl aller méglichen, zu priifenden Verschaltungen des ersten
Schrittes betréagt

Ny = (2N;) Vet (4.49)

Da das erste Element immer mit dem ersten Eingang verbunden ist, folgt als Exponent
in Gleichung (4.49) N, — 1 anstatt N..
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". 1 'ropt

Abbildung 4.9: Zwei-Schritt-Topologieoptimierung: a) Ausgangstopologie, b) optimier-
te Verschaltung, ¢) Optimieren der Positionen der Trennstellen.

Nach dem ersten Schritt ist eine optimale Verschaltung bekannt. Gleich beschaltete
aktive Elemente lassen sich zusammenfassen. Das heifst, aus r, N, und z, ; des ersten
Schrittes werden r°, N°?* und die entsprechenden Trennstellen z} ; abgeleitet.

Im zweiten Optimierungsschritt bleibt die Verschaltung r°?* unverandert und einzig
die Lage der Trennstellen wird variiert - maximal um

Az, — — (4.50)
zZ; = —, .
¢ Ne
also maximal um die Lange der aktiven Elemente des ersten Optimierungsschrittes.
Das Optimierungsproblem des zweiten Schrittes wird somit durch

ZF: Ay = max!,
NB: z},— Az < 2% <z +Az, (4.51)
0 < z¥ <1 (j=1,..., N¥t — 1), '
§?§‘t < 2%‘11-

beschrieben. Dieses kontinuierliche Optimierungsproblem fiir die Trennstellen gtggt wird
als diskretes Optimierungsproblem gelost, was nicht zwingend erforderlich ist, jedoch
einfach zum globalen Maximum fiihrt. Die Positionen gf_’f der Trennstellen diirfen im
moglichen Gebiet [g;j—Agt, z ;+Az] nur N; diskrete, gleichverteilte Werte annehmen.
Fiir N; geniigen kleine Anzahlen und die

Ny = N (4.52)

Varianten sind schnell nach einer optimalen Lésung durchsuchbar, die dann sicher das
maximal mogliche Ay, bei dieser Unterteilung liefert.

Abbildung 4.9 illustriert die Zwei-Schritt-Optimierung an einem Helixaktor mit zwei
Eingéngen. Zuerst wird bei grober Unterteilung die optimale Verschaltung berechnet,
hier mit N, = 8. Es ergibt sich als optimale Verschaltung

r=[1,1,221,1,1,1] (4.53)

und somit zusammengefasst

r?t = [1a 2, 1]a ngt =3, gtl.l -3 Zt2 = g (454)
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Im zweiten Schritt werden die Positionen der Trennstellen innerhalb der Gebiete

1, 1 1

1
{2;1 - ga Zeq g} ) {21},2 - g, &;2 + §:| (4.55)

weiter optimiert.

4.2.3 Parameterbereich, Einstellen der Optimierungsschritte

Einem bidirektionalen Biegeaktor, bestehend aus zwei unverwundenen Biegeaktoren,
geniigen zwei Eingédnge. Die Anzahl der Eingéinge des Helixaktors wird deshalb auf

N; € {2, 3, 8} (4.56)

beschréankt. Deutlich grofere Anzahlen sind schon wegen des gewahlten Losungsweges
- dem Durchprobieren - unpraktisch. Der Bereich méglicher Vorverwindungen wird auf

0 < @ < 720° (4.57)

eingegrenzt. Die spiteren Ergebnisse begriinden diesen Bereich. Der Helixaktor mit
©e = 0° muss nicht untersucht werden, da hier 4, = 0 gilt.

Einstellen des ersten Optimierungsschrittes: In dem ersten Optimierungsschritt
wird jede mogliche Verschaltung der gleichméfig unterteilten aktiven Elemente mit den
Eingédngen gepriift. Die Anzahl der aktiven Elemente N, ist dabei so grof wie moglich
zu wahlen. Sie wird jedoch wegen der vielen, zu priifenden Varianten, siehe Gleichung
(4.49), begrenzt sein. Es wird fiir die Topologieoptimierung

N, =38 (4.58)

festgelegt und im Folgenden gezeigt, dass diese obere Grenze durchaus zufriedenstellt.
Der Helixaktor wird in

N, €{3,4,5,6, 7,8} (4.59)

gleich lange aktive Elemente unterteilt und allein der erste Optimierungsschritt ausge-
fithrt. In Abhéngigkeit der Vorverwindung und der Anzahl der aktiven Elemente stellt
sich eine optimale Verschaltung ein und somit auch ein maximales Ay,. Die Diagram-
me in Abbildung 4.10 zeigen das Ergebnis. Der unterbrochene Verlauf gibt Ay, (p.)
fiir N, = N; an, sprich jedes aktive Element kann separat kontrolliert werden. Dieser
Verlauf beschreibt somit den maximal moglichen Fldcheninhalt des Arbeitsraumes bei
dieser Elementteilung. Die durchgezogenen Verldufe geben Ay, (¢.) fir N; = 2 und
N; = 3 wieder.

Fiir sehr grofse N,, hier N. = 200, steigt Ay, mit zunehmenden ¢, an und das
hohe Niveau wird beibehalten. Ist N, jedoch klein, so fillt der Verlauf bei groken
Vorverwindungen wieder ab. Das zeigen die Diagramme in Abbildung 4.10.

Der Abfall des Ay, (p.)-Verlaufs bei grofsen Vorverwindungen ist nachvollziehbar.
Jedes aktive Element kann auch als Helixaktor mit einem Eingang verstanden werden.
Ein solcher Helixaktor wird sich bei grofsen Vorverwindungen in Schraubenlinienform
verbiegen und die Verschiebung des freien Endes wird dann klein gegeniiber den Ver-
schiebungen eines nahezu unverwundenen Helixaktors sein. Die Richtungsvektoren in
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N, =3 N; = N, N, = N; = N,
1 17\[1:3 — NZ:3
. —9 2

Z
I

1 7 N 7\[ -
= = I
0.5 .

Abbildung 4.10: Einstellen des ersten Optimierungsschrittes: maximal erreichbarer Ay,
fiir N; = N, fir N; = 2 sowie fiir N; = 3 bei gleichméafiger Unterteilung der aktiven
Elemente.
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Abbildung 4.6 bei N, = 1 illustrieren diesen Effekt. Sind die moglichen Verschiebungen
klein, so ist auch Ay, klein. Kleine Vorverwindungen

Pe
Ap = N (4.60)
der aktiven Elemente sind somit anzustreben. Wenige N, fithren jedoch zu groften Ay
und es sind nur noch kleine Verschiebungen moglich. Zwangslaufig ist der Flacheninhalt
des Arbeitsraumes klein und somit fallt Ay, (¢.) bei grofen ¢, ab.

Aus dem Niveauabfall bei N; = 3, sieche Abbildung 4.10 fir N, = 8, wird der
Schluss gezogen, dass bis ¢, ~ 470° mit tatséchlich optimalen Ergebnissen zu rechnen
ist, sprich, dass andere, leistungsfahigere Optimierungsverfahren die hier gefundenen
Lésungen nur wenig verbessern. Ab ¢, ~ 470° werden die Ergebnisse nur als optimal
im Sinne des hier eingesetzten Optimierungsverfahrens angesehen. Bei N; = 2 werden
die Ergebnisse als durchweg optimal angesehen, da das Niveau von Ay, gehalten wird.

Einstellen des zweiten Optimierungsschrittes: Fiir den zweiten Optimierungs-
schritt ist nur die Anzahl der moglichen Trennstellenverschiebungen N; vorzugeben.
Eine maximale Anzahl von

N, =7 (4.61)

hat sich als praktisch erwiesen - primér begrenzt durch die Anzahl der zu priifenden
Varianten, siehe Gleichung (4.52). Grofsere Werte wiirden die Lage der Trennstellen
préaziser optimieren und das maximal erreichbare Ay, wird wohl etwas grofer sein. Fiir
diese erste Topologieoptimierung zum Helixaktor soll die Einstellung Ny = 7 geniigen.

4.2.4 Optimale Topologie

Die optimale Topologie wurde fiir drei Helixaktoren berechnet: fir N; = 2, N; = 3 und
N; = N, = 200. Der Letztere soll hier als das maximal Md&gliche verstanden werden,
alternativ zu Ay, bei N; = N, — oo. Die Ergebnisse werden im Folgenden diskutiert.

Arbeitsraum: Die Diagramme in Abbildung 4.11 zeigen den maximal mdglichen
Flécheninhalt des Arbeitsraumes. Der Aktor mit N; = 200 erreicht im beriicksichtigten
Intervall der Vorverwindung maximal

Al =1,27. (4.62)

Dieser Wert wird als der maximal erreichbare Flacheninhalt des Arbeitsraumes ange-
sehen. Der Helixaktor mit N; = 2 erreicht maximal 64 % des Wertes. Der Helixaktor
mit V; = 3 erreicht maximal 82 % des Wertes. Offensichtlich erreichen jedoch alle drei
Verldufe ab ¢, ~ 180° ein hohes Niveau und Ay, nimmt anschliefend nur noch wenig
zu.

Begniigt man sich mit etwas geringerem Ay, beispielsweise 95 % des jeweils Maxi-
malen eines jeden Aktors, so geniigt beim Helixaktor mit N; = 2 schon ¢, = 162° und
beim Helixaktor mit V; = 3 schon ¢, = 180°. Abbildung 4.14 zeigt, dass bei diesen
moderaten Vorverwindungen auch ausgewogene Arbeitsraume moglich sind. Mit ande-
ren Worten: fiir grofie A;;; und einen offensichtlich zweidimensionalen Arbeitsraum sind
zwei oder drei Eingdnge und Vorverwindungen von ca. 180° vollig ausreichend - das ist
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Aktor e °] Aw  Aw/AW  p

N; = N, =200, A}, 7200 1,27 1 0,95
N; =2, max (Ay) 396° 0,82 0,64 0,75
N; =2,0,95 - max (Ay) 162° 0,78 0,61 0,62
N; =3, max (Ay,) 432° 1,04 0,82 0,85
N; =3, 0,95 - max (4y) 180° 1,00 0,79 0,75
N; = 2, unverw. bidirekt. B. 1,00 0,79 0, 80

Tabelle 4.1: Bei optimaler Topologie der aktiven Elemente maximal erreichbare Ay,
und entsprechende p fiir Helixaktoren mit N; = N, = 200, N; = 2, N; = 3 sowie fiir
den unverwundenen, bidirektionalen Biegeaktor.

die Kernaussage der Topologieoptimierung. Abbildung 4.14 zeigt optimale Topologien
und zugehdrige Arbeitsrdume bei ausgewéahlten Vorverwindungen.

Tabelle 4.1 enthélt alle genannten Werte. Sie zeigt auch, dass der A, eines He-
lixaktors mit zwei oder drei Eingéngen durchaus mit dem A;,, des unverwundenen,
bidirektionalen Biegeaktors aus Kapitel 4.2.1 vergleichbar ist.

Im Ubrigen zeigen die Ergebnisse in Abbildung 4.12, dass sowohl gleiche Lingen der
Richtungsvektoren als auch gleiche Winkeldifferenzen zwischen den Richtungsvektoren
optimal sind - bei N; = 2 ca. 90° und bei N; = 3 ca. 60°. Mit zunehmender Vor-
verwindung nahert sich die Hiille des Arbeitsraumes bei N; = 2 einem Quadrat und
bei N; = 3 einem regelméafigen Sechseck an - die bei N; = 2 beziehungsweise N; = 3
maximal mogliche Isotropie des Arbeitsraumes.

Topologie der aktiven Elemente: Abbildung 4.13 skizziert die optimalen Topolo-
gien der aktiven Elemente. Die Trennstellen und Verschaltungen werden sowohl iiber
z als auch tber

©(2) = zpe (4.63)

aufgetragen. Der Winkel ¢(z) ist die Verdrehung eines Abschnittes dz des Helixaktors
an der Stelle z. Dieser Abschnitt ermdglicht allein Verschiebungen in Richtung ¢(z)
oder ¢(z) + 7, denn er ist ein unverwundener Biegeaktor der Lénge dz, insgesamt
verdreht um ¢(z).

In der ¢(z)-Darstellung setzt der Optimierer die Trennstellen zwischen den aktiven
Elementen im Abstand von ca. 90° bei NV; = 2 und im Abstand von ca. 60° bei N; = 3.
Genau dann sind die optimalen Hiillen Quadrat und regelmafiges Sechseck moglich.
Damit sind auch die sich einstellenden Verschaltungsabfolgen entlang z nachvollziehbar.
Bei N; = 2 wird sich

r=1[1,2 -1,-2,1,2,...] (4.64)

einstellen und bei N; = 3 wird sich
r=1[1,2,3, -1, -2, -3,1,2,3,...] (4.65)

ergeben. Der Optimierer verbindet Gebiete dhnlicher Verschiebungsrichtungen mit den
gleichen Eingéngen.

Die Ergebnisse des Helixaktors mit V; = 3 sollten fiir ¢, > 470° nicht interpretiert
werden, sieche Anmerkung in Kapitel 4.2.3 zum Einstellen des ersten Optimierungs-
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zwei unabhéngige Eingédnge drei unabhéngige Einginge
1.5 1.5
N; = N.|= 200 N; = N.|= 200
1.25 g— 1.25 g
/] ./
< 0.75 /’ == = < 0.75 / :

/
0 0
0 180 360 540 720 0 180 360 540 720
ve [°] @e [°]
1 /ﬂ\v/Nﬁ¥\fuN-“\~/ 1 //—a/’ ‘“\
"2 0.95 "2 0.95 1
. <
< 0.9 < 0.9
Sl | o \
~ ~
q% 0.85 / q% 0.85 /
0.8 0.8
0 180 360 540 720 0 180 360 540 720
e [°] e [°]
1 1
I I
W\/\/\/‘
0.75 //—KT/ 0.75
//@@:Ne:mo / N; = N.|= 200
a 0.5 // ;=2 a 0.5 / N; =3
0.25H 0.25H
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@e [°] @e [°]

Abbildung 4.11: Optimale Topologie bei zwei (N; = 2) und drei (IV; = 3) unabhéngigen
Eingéngen: maximaler A, maximaler relativer Ay, sowie p; vergleichend auch fiir
N; = N, = 200. Der unterbrochene Funktionsverlauf in Ay, (¢.) ist der maximale Ay,
nach dem erstem Optimierungsschritt.
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Abbildung 4.12: Winkeldifferenzen A« zwischen den Richtungsvektoren sowie Léngen
der Richtungsvektoren | gj| bei optimaler Topologie.
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Abbildung_él.lij: O_ptimale Topologien fiir N; = 2 und N; = 3. Die Zgicherl L1200 3¢
stehen fir k,, k,, ky. Die Zeichen ,n1%, ,n2“ n3* stehen fiir —k,, —k,, —ks.
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Abbildung 4.14: Optimale Topologien der aktiven Elemente und zugehorige Arbeits-
rdume bei ausgewéhlten ..
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schrittes.

Werden im Ubrigen der unverwundene, bidirektionale Biegeaktor und der Helixak-
tor mit N; = 2, ¢, = 162° verglichen, so ergibt sich bei beiden Aktoren nahezu die
gleiche Position der Trennstelle

20,3 (4.66)

zwischen den zwei aktiven Elementen.

4.3 Inverse Aufgabe des Helixaktors

Unter der inversen Aufgabe des Helixaktors wird das Bestimmen der Eingéinge k; bei
gegebenem Verschiebungsvektor @, verstanden. Sie wird nur anhand des statischen
Modells (3.70) diskutiert, das heifst, im Sinne einer quasistatischen Steuerung.

Der Helixaktor besitzt die zwei Ausgédnge u, und v,. Fiir einen Aktor mit NV; = 2
betragen die Eingangswerte dann sofort

=G 'u,. (4.67)

€

(=]

Die statische Ubertragungsmatrix ist quadratisch und invertierbar, wenn sie regulir
ist. Besitzt der Aktor iiberzdhlige Eingénge, das heifst, gilt

N; >3, (4.68)

so ist G nicht mehr quadratisch und nicht mehr invertierbar. Die statische Ubertra-
gungsmatrix ist vom Typ (2, N;) und das Gleichungssystem (3.70) des statischen Mo-
dells ist dann unterbestimmt. Die Eingéinge k; lassen sich vorerst nicht festlegen und
weitere Bedingungen sind notwendig. Im Folgenden wird diskutiert, wie dann

k= f(u) (4.69)

zu losen ist. Es werden drei Wege zur Losung der inversen Aufgabe beschrieben, wobei
die sogenannte Sektormethode bevorzugt wird.

4.3.1 Methode der kleinsten Norm des Eingangsvektors

Auch ohne spezielle Aufgabe fiir den Helixaktor kann wohl gefordert werden, dass die
Eingénge bei gegebenem u, moglichst klein sein sollen. Als skalare Zielfunktion bietet
sich dann die euklidische Norm des Eingangsvektors k an, das heifst, es wird

k| = min! (4.70)

verlangt. Mit den Nebenbedingungen, dass 4, zu erreichen ist und dass die Einginge
begrenzt sind, folgt ein quadratisches Optimierungsproblem

ZF: |k| = min!,
NB: u, = Gk, (4.71)
-1 < k<1 (i=1,..., N;),

wobei die k; die Optimierungsparameter sind. Ist die gewiinschte Position @, gegeben,
so lasst sich mit dem Optimierungsproblem auch die Loésung der inversen Aufgabe
(4.69) berechnen. Der Zusammenhang zwischen i, und k ist nur stiickweise linear, da
die k; auf 1 begrenzt sind. Bei Positionen nahe der Grenze des Arbeitsraumes kénnen
einzelne Eingéinge schon gesittigt sein. Das heift, fiir diese Eingéinge gilt dort k; = +1.
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4.3.2 Methode der Pseudoinversen

Begniigt man sich mit dem linearen Bereich des Kennfeldes aus dem Optimierungspro-
blem (4.71), das heift, werden u, und v, nur soweit vergrofert, bis einer der Eingénge
+1 erreicht, so kann die Losung der inversen Aufgabe des Optimierungsproblems einfa-
cher bestimmt werden. Letztlich wird die Nebenbedingung —1 < EZ < 1 auflerhalb des
Optimierungsproblems gepriift und im Optimierungsproblem fallen gelassen. Es folgt
ein vereinfachtes Optimierungsproblem

ZF: |k| = min!,

NB: u, — Gk. (4.72)
Die Losung des Problems lasst sich bequem mit
k=G'u, (4.73)
angeben, wobei G die Moore-Penrose-Pseudoinverse
G'=G'(GG")! (4.74)

ist, siehe [42]. Die Zeilen von G miissen linear unabhéngig sein, was hier unterstellt
wird. Die Moore-Penrose-Pseudoinverse gibt fiir ein Problem

b(m) = A(mm)X(n) (475)

mit m < n die Losung

x=A"b (4.76)

kleinster euklidischer Norm |x| an. Das Problem entspricht somit dem vereinfachten
quadratischen Optimierungsproblem (4.72).

Wird die Losung der inversen Aufgabe mittels der Pseudoinversen berechnet, so
verkleinert sich der nutzbare Arbeitsraum. Die Hiille des zugehorigen Arbeitsraumes
beschreibt dann genau die Punkte w, bei denen mindestens einer der Eingénge gerade
k; = %1 erreicht.

4.3.3 Sektormethode

Wie in Kapitel 4.1.3 gezeigt, lasst sich die Hiille des Arbeitsraumes bequem mit Hilfe
der vorsortieren Richtungsvektoren berechnen. Sind die Eingangswerte der Ecken

K,-[K, .. k"] (4.77)
aus K, nach Gleichung (4.23) bestimmt?, so lassen sich die Ecken w* mit
w'=Gk  (s=1,...,2N,) (4.78)

angeben. Diese Ergebnisse werden zum Losen der inversen Aufgabe genutzt.

2Die Indizierungen der k” in Gleichung (4.77) und der k,, ; in Gleichung (4.23) weichen voneinander
ab. Dieser Unterschied ist fiir das Herleiten der Sektormethode notwendig. Jedoch sind die Matrizen

K, in beiden Gleichungen identisch und somit auch kK = k,
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Abbildung 4.15: Sektormethode: a) willkiirlich gewéhlte, normierte Richtungsvektoren,
b) Ortsvektoren der Ecken der Hiille des Arbeitsraumes sowie c¢) Basisvektoren der
Sektoren.

Der Arbeitsraum wird in 2N, Sektoren zerlegt, wobei Sektor s das durch den Ur-
sprung, Ecke s und Ecke s+1 beschriebene Dreieck ist. Aus den k” werden die Vektoren

— 1 /—s —s —s 1 /—s s
k1:§<k+1+k>, 32:§(k“—g) (s=1,...,2N.) (4.79)

sowie die Vektoren €; und €; mit
ci = Gk, c; = Gk, (s=1,...,2N,) (4.80)

gebildet. Die Vektoren C; sind eine Zerlegung der Ortsvektoren w” der Ecken, siehe
Abbildung 4.15, und sie lassen sich als schiefwinklige, nicht normierte Basisvektoren
eines zu Sektor s gehorenden Koordinatensystems begreifen. Jede Position

u, = u,€; +v,.6 (4.81)
lasst sich dann auch durch
i, = /¢ +75S; (4.82)

beschreiben. Die v; sind die Koordinaten des Sektorkoordinatensystems. Mit einem
Transformationstensor

und einem Metriktensor

Cy)=¢c-¢ (kiji=12) (4.84)

j

folgt die Koordinatentransformation zwischen kartesischen Koordinaten und Sektorko-
ordinaten

M= (o)t A { S } . 4.85

| eta] (455)

Der Verschiebungsvektor U, zeigt genau dann in den Sektor s, wenn die Bedingungen
0<yw<l, —-mW<m<n (4.86)

erfiillt sind. Die Zuordnung ist eindeutig. Einzig fiir i, :_6 kann kein Sektor identifiziert
werden, was jedoch bedeutungslos ist, da dann immer k = 0 gelten kann.
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Ist der entsprechende Sektor s gefunden und sind somit auch die Koordinaten +;
bekannt, so ldsst sich der Verschiebungsvektor mit Gleichung (4.82) angeben, also

U, = 7€ + 756, (4.87)
Mit den Koordinaten ¢ nach Gleichung (4.85) folgt dann
i, = (g, &](C) T Alu,. (4.88)

Werden die Basisvektoren der Sektoren durch die Bezichungen (4.80) und (4.79) ersetzt,
so folgt

u =G K7+ KT K] (c) A

1
- 4.89
u 2 ( )

s

g

=k
womit der gesuchte Eingangsvektor k bestimmt ist. Daraus kann die Stellmatrix

1 7S 7S TS S —
RS:§[3“+3,g“—g}(CS) A (4.90)

abgelesen werden und der Eingangsvektor kann bequem mit

K=Ru, (4.91)
angegeben werden. Gleichung (4.91) ist die Losung der inversen Aufgabe nach der
Sektormethode.

Ist die Ubertragungsmatrix G eines Aktors bekannt, so werden einmalig alle Trans-
formationstensoren A*® nach Gleichung (4.83), alle Metriktensoren C*® nach Gleichung
(4.84) sowie alle Stellmatrizen R* nach Gleichung (4.90) berechnet. Bei gegebenem u,
werden in einem ersten Schritt die Bedingungen (4.86) gepriift und somit der giiltige
Sektor s ermittelt. Anschlieffend wird die entsprechende Stellmatrix R® ausgewéhlt und
mit Gleichung (4.91) der Eingangsvektor k bestimmt.

Die Losung der inversen Aufgabe nach der Sektormethode ist wie die Losung nach
der Methode der kleinsten Norm des Eingangsvektors nur stiickweise linear. Die Gren-
zen der einzelnen Gebiete rein linearen Verhaltens sind die Sektorgrenzen, also die
Strecken vom Ursprung zu den Ecken der Hiille des Arbeitsraumes.

Abbildung 4.16 illustriert fiir alle drei Verfahren die Losungen der inversen Aufgabe.
Sowohl mit der Sektormethode als auch der Methode der kleinsten Norm des Eingangs-
vektors kann jeder Punkt des Arbeitsraumes angefahren werden. Das Losen nach der
Sektormethode erscheint praktischer als nach der Methode der kleinsten Norm, da kein
Optimierungsproblem fiir jeden G, zu 16sen ist. Die Funktionen k;(ii,) erscheinen bei
der Sektormethode ausgewogener als bei der Methode der kleinsten Norm, insbeson-
dere nahe der Grenze des Arbeitsraumes. Die Sektormethode wird deshalb bevorzugt.
Gentigt auch ein reduzierter Arbeitsraum, so kann auf die Methode der Pseudoinversen
zuriickgegriffen werden.
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Methode der
Pseudoinversen

Methode der
minimalen Norm

Sektormethode

Abbildung 4.16: Losung der inversen Aufgabe fiir einen willkiirlich gewéhlten Helixak-
tor mit drei Eingiingen: notwendige Eingangswerte k; fiir die Positionen u, = [u,, v |*.
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Kapitel 5

Experimente

Im Folgenden wird das Ubertragungsverhalten des Aktors analysiert, insbesondere um
daraus die Parameter des statischen und dynamischen Modells zu identifizieren. Als
Funktionsnachweis wird eine simple, integrale Positionsregelung aufgebaut, auch unter
Verwendung der Losung der inversen Aufgabe. Es wird sich zeigen, dass die gewéahlten
Euler-Bernoulli-Balkenmodelle durchaus zufriedenstellen und aufwendigere Modellie-
rungen, insbesondere der Vorverwindung, nicht zwingend erforderlich sind.

Das schon erwdhnte nichtlineare Materialverhalten der piezokeramischen Antriebe,
der MFCs, ist auch im Experiment zu beobachten. Sowohl im statischen als auch im
dynamischen Modell wurden diese Nichtlinearitdten durch lineare Zusammenhénge ap-
proximiert. Genaue Vorhersagen sind deshalb kaum zu erwarten. Es gelingt nicht, die
physikalischen Werte korrekt zu berechnen, wie beispielsweise maximale Verschiebun-
gen oder Eigenfrequenzen, jedoch konnen bezogene Werte gut vorhergesagt werden,
wie die normierten Richtungsvektoren der statischen Ubertragungsmatrix oder die Ei-
genschwingungsformen des Aktorendes.

Der Aufbau des Prototyps wird detailliert in Kapitel 2.3 beschrieben und weitere
Erlduterung sind hier nicht erforderlich. Zum Auswerten der theoretischen Modelle
werden lediglich ausgewéhlte Parameter aus Tabelle 2.1 benétigt, die ergdnzend in
Tabelle 5.1 zusammengefasst werden.

Zur besseren Unterscheidung der Modelle werden die in Kapitel 3 eingefiihrten
Modelle als theoretische Modelle und die im Experiment identifizierten Modelle als
gemessene Modelle bezeichnet.

Anmerkungen zu den Ein- und Ausgangsgrofsen: Der Betriebsbereich der Ma-
cro Fiber Composites mit einer Mittelspannung

U =500 V (5.1)

ist unsymmetrisch, siehe Tabelle 2.1. In den Modellen werden symmetrische Betriebs-
bereiche angenommen und es ist somit praktisch, anstatt der tatsédchlichen Spannung
U* eine um U}, korrigierte Spannung

U=U"-U, (5.2)

zu verwenden. Soweit moglich und sinnvoll werden nur diese Spannungen angegeben.
Die Spannungen Uy, Us, Us der aktiven Elemente sind die Eingénge des Helixaktors.
Die Verschiebungen u., v, des freien Aktorendes sind die Ausgénge des Helixaktors. In
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Helixaktor

Vorverwindung Y = 220°
Lénge-Breite-Verhéltnis b/h =3/1
normierte Lage der ersten Trennstelle Z;1 = 32/140
normierte Lage der zweiten Trennstelle Z;9 = 67/140

Anzahl der finiten Elemente des dynamischen Modells Ne=140

Tabelle 5.1: Ausgewéhlte Parameter des Prototyps.

den Modellbeschreibungen werden die normierten Eingéinge k,, k,, k5 und die normier-
ten Ausgénge u,, v, benutzt. Zwischen den normierten Gréfen und den physikalischen
Grofen vermitteln die Beziehungen (3.64) und (3.68), hier speziell

= U :
Ei = =, 1 = 1, 2, 3 (53)
Ui
beziehungsweise
u v
_ e =< 5.4
Qe i}e ? ge i}e ( )

Als Bezugsspannungsamplitude wird fiir alle Experimente
U=450V (5.5)

festgelegt. Die Bezugsverschiebung v, wird erst anhand der gemessenen statischen
Ubertragungsmatrix festgelegt.

5.1 Versuchsaufbau

Abbildung 5.1 zeigt den Versuchsaufbau bei allen Experimenten. Zentrales Element
ist ein dSPACE-System. Es realisiert die Datenerfassung, die Ansteuerung des Ak-
tors sowie die Regleralgorithmen. Die Verschiebungen des freien Aktorendes werden
mit Laser-Wegsensoren gemessen. Die Wegsensoren und der Helixaktor sind auf ei-
nem robusten Gestell montiert, siche Abbildung 2.15. Die MFCs werden mit einem
spannungsgeregelten Piezoverstarker betrieben. Fiir die experimentelle Modalanalyse
werden ergénzend ein Signalgenerator und ein Laser-Doppler-Vibrometer zur Messung
der Verschiebungsgeschwindigkeiten verwendet.

Bei allen Messungen von ., v, . und v, entsprechen Lagen und Richtungen der
Koordinatenachsen den Konventionen in Abbildung 3.5.

dSPA CE-System, Signalgenerator: Das dSPACE-System! ist ein Echtzeitsystem
zum einfachen Realisieren von Regelungsalgorithmen. Die Datenerfassung, die Ansteue-
rung und die Algorithmen werden im Programm MATLAB-SIMULINK? implemen-
tiert. Die Controllerkarte - der eigentliche Echtzeitrechner - wird in einem Personalcom-
puter installiert. Das hier verwendete ds1104-System besitzt unter anderem 8 analoge

LdSPACE GmbH, Technologiepark 25, 33100 Paderborn.
2The MathWorks Deutschland Offices, Adalperostr. 45, 85737 Ismaning.
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Abbildung 5.1: Versuchsaufbau.
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Ausgénge und 8 analoge Eingénge, die jeweils Spannungen im Bereich +10 V messen
und ausgeben konnen.

Der Signalgenerator Agilent 33250A3 wird allein bei der experimentellen Modalana-
lyse eingesetzt. Die Signale konnen auch mit dem dSPACE-System generiert werden.
Das Generieren ist jedoch mit Hilfe des Signalgenerators insgesamt bequemer.

Piezoverstirker: In den Experimenten werden drei Piezoverstirker E-507* einge-
setzt. Sie verstarken die Ansteuerspannungen des dSPACE-Systems und erlauben Aus-
gangsspannungen im Bereich

0V <U* <1000V (5.6)

beziehungsweise
—500 V< U <500 V. (5.7)

Die Verstarkung wird als ideal angenommen und nicht weiter gepriift, unterstellend,
dass die Fehler aufgrund der Linearisierung des Materialverhaltens der MFCs grofer
als die Fehler des Verstarkers sind.

Die Kapazitidten der aktiven Elemente von ca. 1 nF, sieche Tabelle 2.1, sind klein
verglichen mit anderen Piezoaktoren. Bei diesen kleinen Kapazitdten ermdglichen die
E-507-Verstarker selbst bei Frequenzen bis 1 kHz Spannungsamplituden von +500 V.

Zu jedem Ausgang des Verstérkers sind Widerstéande von 20 MS2 parallelgeschaltet.
Sie entladen die MFCs bei abgeschaltetem Verstarker und schiitzen vor Stromschlag.

Wegsensoren: Die Verschiebungen u, und v, werden mit zwei REF603-Sensoren® ge-
messen. Es sind beriihrungslose Laser-Wegsensoren, die nach dem Triangulationsprin-
zip arbeiten. Die Sensoren benétigen am Messort ebene Riickstrahlflachen. Das freie
Aktorende besitzt deshalb zwei Sensorflichen als Riickstrahlflichen, siehe Abbildung
2.17. Die Sensoren iibersetzen Positionen im Messbereich von 0 mm bis 15 mm linear
in Spannungen von 0 V bis 10 V.

Der absolute Fehler der Wegsensoren wird mit

Az = £50 um (5.8)

angenommen. Der Fehler besteht aus einem Linearisierungsfehler von 4+15 pum laut
Hersteller und einem Fehler von ca. £30 pum aufgrund der Streuung der Messwer-
te. Letzterer wurde experimentell bei festgehaltener Position bestimmt und beinhaltet
auch mogliche Fehler des dSPACE-Systems. Bei vorlaufender Messung und bei sehr
vielen Messereignissen lagen mindestens 99,9 % der Messwerte innerhalb der Fehler-
grenzen von =£30 pm.

Bei U = 450 V, also bei nahezu maximal moglichem Spannungsbereich, betriagt die
Breite des Arbeitsraumes des Prototyps 7,4 mm und die Hohe 7,2 mm. Der relative
Fehler

Az 50 pm
x

~ 1%, (5.9)

op 7,2 mm

3 Agilent Technologies Deutschland GmbH, Herrenberger Str. 130, 71034 Béblingen.
4 Physik Instrumente (PI) GmbH & Co. KG, Auf der Romerstr. 1, 76228 Karlsruhe.
5disynet Gmbh, Westwall 12, D-41379 Briiggen; Sensor RF603-15/15-232-U-12.
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bezogen auf die Breite des Arbeitsraumes, erscheint somit ausreichend klein.

Die RF603-Sensoren werden auch bei den Regelungsexperimenten eingesetzt. LUN-
ZE [58] und PREUMONT [74] dufsern sich zur Wahl der Abtastfrequenz bei maximal
auftretender Frequenz fg, im Regelkreis. Sie empfehlen mindestens

fs ~ 2OfGr (510)

beziehungsweise

fs = 100 fcy. (5.11)

Wird f, entsprechend gewahlt, so sind sinusférmige Signale bei fg,. gut abtastbar und
im Ubrigen kann ein zeitkontinuierlicher Regler dann ohne wesentliche Anderungen
als zeitdiskreter Regler verwendet werden. Die Abtastfrequenz der RF603-Sensoren
betragt

fs = 1000 Hz. (5.12)
Somit wiren maximal

far =50 Hz (5.13)
beziehungsweise

far =10 Hz (5.14)

moglich. Die erste Eigenfrequenz des Prototyps liegt bei ca. 20 Hz. Ausgeprégte Re-
sonanzen sind jedoch mindestens bis 170 Hz beobachtbar. Diese Resonanzen kénnen
mit den RF603-Sensoren nicht zufriedenstellend beobachtet werden und es sind somit
nur Regelungen geringer Dynamik realisierbar. Sie beschranken sich hier auf integrale
Regelungen.

Laser-Doppler-Vibrometer: Bei der experimentellen Modalanalyse wird ein Laser-
Doppler-Vibrometer® eingesetzt, da die Abtastfrequenz der Wegsensoren hierfiir zu
gering ist. Es misst die Geschwindigkeiten des freien Aktorendes. Die Geschwindigkeiten
e und v, werden in separaten Experimenten gemessen, da so ein einziges Vibrometer
geniigt. Die Abtastfrequenz des Vibrometers ist deutlich grofer als die wohl maximal
beobachtbare Eigenfrequenz des Prototyps.

Der Messfehler des Vibrometers betrégt laut Hersteller bei dem gewahlten Messbe-
reich

Az = 49 mm/s. (5.15)

In den Experimenten zur Modalanalyse traten maximale Geschwindigkeitsamplituden
zwischen 190 mm/s und 640 mm/s auf. Auch hier erscheint der relative Fehler

Ad_ mm/s _ oo (5.16)

ipp 190 mm/s

bezogen auf die maximalen Amplituden, ausreichend klein.

6 Polytec GmbH, Polytec-Platz 1-7, 76337 Waldbronn; Messkopf OFV-505, Controller OFV-5000,
Decoder VD-02.
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Abbildung 5.2: Kriechverhalten des Prototyps bei Wegmessung.

5.2 Quasistatisches Ubertragungsverhalten

Die folgenden Experimente illustrieren das Kriechverhalten, die ausgezeichneten Rich-
tungsvektoren des Prototyps sowie seinen Arbeitsraum. Die identifizierten Richtungs-
vektoren erlauben einerseits das Validieren des statischen Modells. Andererseits werden
sie fiir die integrale Positionsregelung benétigt.

Bei den folgenden Experimenten liegen die Anregungsfrequenzen weit unterhalb der
ersten Eigenfrequenz des Prototyps. Die Experimente werden deshalb als quasistatisch
bezeichnet, auch wenn Zeiteinfliissse aufgrund des Kriechens sehr wohl auftreten.

5.2.1 Kriechverhalten

Die Diagramme in Abbildung 5.2 illustrieren das Kriechverhalten des Prototyps. In dem
Versuch wurde U; in 0,5 s von —450 V auf 450 V erhoht. Bei dieser Ubergangszeit sind
noch keine Schwingungen beobachtbar und es wéare zu erwarten, dass u. sehr schnell
gegen seinen Endwert bei 450 V konvergiert. Nichtsdestotrotz erreicht die Verschiebung
nach 0,5 s nur etwa 83 % der spiteren Verschiebungsdifferenz Au,, hier gemessen nach
30 s. Nach etwa 18 s wird ca. 99 % von Au, erreicht.

Das in den Diagrammen gezeigte Verhalten fiir u, tiber U; kann so auch bei allen wei-
teren Eingangs-Ausgangs-Kombinationen beobachtet werden. Die angegebenen Werte
wurden bei ansteigender Spannung bestimmt, gemittelt iiber alle Eingangs- Ausgangs-
Kombinationen und gemittelt iiber 5 Versuche.

Das Kriechverhalten wird bei der Positionsregelung mittels I-Anteil kompensiert
und hier nicht weiter untersucht. In den Experimenten zum Bestimmen der statischen
Ubertragungsmatrix wird es bei der Wahl der Anregungsfrequenz beriicksichtigt. Wird
die Anregungsfrequenz zu grof gewahlt, so sind die gemessenen Verschiebungen deutlich
kleiner als die tatsédchlich maximal Mdoglichen.

5.2.2 Identifikation der statischen Ubertragungsmatrix

Theoretische statische Ubertragungsmatrix: Das statische Modell (3.70) be-
schreibt die Beziehungen zwischen dem normierten Eingangsvektor k und dem nor-
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mierten Ausgangsvektor u,. Die normierte statische Ubertragungsmatrix G vermittelt
zwischen Beiden. Mit den Parametern des Prototyps, siche Tabelle 5.1, ergibt sich die
theoretische normierte statische Ubertragungsmatrix

—-0,16 —0,30 —0,15

M _
"= 0,36 0,08 —0,19 |~ (5.17)

Gemessene statische Ubertragungsmatrix: Zur experimentellen Bestimmung
der statischen Ubertragungsmatrix wird jeweils ein Eingang des Prototyps harmo-
nisch angeregt und es werden die Spannungs-Verschiebungs-Verldaufe aufgezeichnet.
Die Diagramme in Abbildung 5.3 zeigen die gemessenen Verldufe bei f = 0,05 Hz
und U € {250 V, 450 V}. Wie zu erwarten sind ausgeprigte Hysteresen aufgrund des
Materialverhaltens der MFCs erkennbar.

Die Spannungs-Verschiebungs-Verldufe werden fiir U = 450 V linear interpoliert

und mittlere Anstiege g’;; und g(q}? bestimmt. Sie sind die Elemente der gemessenen
statischen Ubertragungsmatrix
ou ou ou
£ £ < -1,85 —3,36 —1,86
GS— | o 9. qus | — qp-3m ) ’ ’ 5.18
{ il ] V| 3,65 0,81 -2,02 (5.18)
des gemessenen statischen Modells
[tte, ve]T = G [Uy, Uy, Us]T. (5.19)

Der Aktor-Trager-Verbund des Helixaktors ist kompliziert, er wurde jedoch ausgespro-
chen einfach modelliert. Das Bewerten der tatsdchlichen physikalischen Verschiebungen
ist somit wenig sinnvoll und aus G° wird eine normierte gemessene statische Ubertra-
gungsmatrix G° berechnet.

Im besten Fall bei perfekter Ubereinstimmung zwischen Modell und Experiment
besteht zwischen G und G mit den Normierungen (5.3) und (5.4) die Beziehung

~

av - Yas (5.20)

G Y
Die GM und G° wiirden sich nur um den konstanten Faktor U/d, voneinander un-
terscheiden. Sicher werden Modell und Experiment nicht perfekt iibereinstimmen und
somit lésst sich auch keine Bezugsverschiebung o, angeben. Mittels Ausgleichsrechnung
kann jedoch zumindest eine Bezugsverschiebung

B, = 4,88 mm (5.21)

bestimmt werden, bei der moglichst kleine Unterschiede zwischen linker und rechter
Seite der Gleichung (5.20) bestehen. Somit lésst sich eine normierte gemessene statische
Ubertragungsmatrix

G — EGS _ -0,17 -0,31 -0,17

- De 0,34 0,07 -0,19 (5.22)

angeben.
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Abbildung 5.3: Quasistatische Spannungs-Verschiebungs-Verlaufe. Dargestellt sind fiinf
zusammenhéngende Perioden, jeweils fiir U =250 V und U = 450 V. Die unterbroche-
nen Linien geben die interpolierten Verldufe an.
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Abbildung 5.4: Richtungsvektoren und Arbeitsraume der theoretischen und gemessenen
statischen Ubertragungsmatrizen.

Die Diagramme in Abbildung 5.4 vergleichen G und G anhand der zugehérigen
Richtungsvektoren sowie der entsprechenden Arbeitsrdaume. Klar erkennbar stimmen
Modell und Experiment gut iiberein. Die Richtungen und Langen der Richtungsvek-
toren weichen nur wenig voneinander ab. Mit anderen Worten: Das in Kapitel 3.3
formulierte, denkbar einfache Euler-Bernoulli-Balkenmodell ermd&glicht gute Vorhersa-
gen der normierten Richtungsvektoren des Helixaktors. Auch wenn diese Feststellung
nur fiir den Prototyp gepriift wurde, so darf vermutet werden, dass auch bei ande-
ren Parametern, insbesondere bei kleineren Vorverwindungen, Modell und Experiment
ahnlich gut tibereinstimmen.

Grenzen des Arbeitsraumes: Die Diagramme in Abbildung 5.5 zeigen die Ver-
schiebungspfade beim Abfahren der Grenzen des Arbeitsraumes fir U € {250 V, 450 V}.

Es werden zwei Fille dargestellt. Im ersten Fall werden die Spannungen bei der
Fahrt von einer Ecke zur néchsten sehr schnell gedndert, hier linear in 2 s. Anschlieffend
werden die Spannungen fiir 28 s konstant gehalten. Ohne Rast in den Ecken wiirde das
Kriechverhalten der MFCs zu Verrundungen der Ecken fithren. Das zweite Diagramm
zeigt genau diesen Fall. Der Wechsel von einer Ecke zur néchsten in 30 s erfolgt zwar
deutlich langsamer als im ersten Fall, jedoch wird nach Erreichen einer Ecke sofort die
nachste Ecke angefahren. In beiden Fillen betrigt die Umlaufzeit 120 s.

Auch anhand der gemessenen statischen Ubertragungsmatrix (5.18) kann der mog-
liche Arbeitsraum des Prototyps berechnet werden. Er ist in den Diagrammen einge-
tragen. Zu erwarten wéren deckungsgleiche Grenzen. Tatséchlich zeigt sich ein etwas
kleinerer Arbeitsraum. In den Experimenten zu G® mit f = 0,05 Hz wird der gesamte
Spannungsbereich in 10 s durchfahren. Aufgrund des ausgeprigten Kriechverhaltens
geniigt diese Zeit nicht zum Erreichen der maximal moglichen Verschiebungen. Somit
prognostiziert G etwas geringere Ubertragungsfaktoren, als tatséchlich mdglich wiéren.
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Abbildung 5.5: Abfahren der Grenzen des Arbeitsraumes, sowohl mit als auch ohne
Rast in den Ecken, jeweils fiir U = 250 V und U = 450 V. Die unterbrochenen Kurven
kennzeichnen die Grenzen auf Grundlage der gemessenen statischen Ubertragungsma-

trix bei U = 450 V.

5.3 Dynamisches Ubertragungsverhalten

Die Identifikation eines dynamischen Modells des Prototyps erlaubt einerseits die Vali-
dierung des theoretischen dynamischen Modells. Andererseits kann mit diesem Modell
naherungsweise die Verstarkung der Positionsregelung festgelegt werden.

Der Prototyp des Helixaktors entspricht nicht dem Helixaktor des theoretischen
dynamischen Modells, priméar aufgrund der Sensorflichen am freien Aktorende. Die
Masse der Sensorflachen betragt ca. 10 % der Masse des Aktor-Triager-Laminats. Auch
wenn die Masse der Sensorflachen klein erscheint, so ist sie doch am freien Aktorende
konzentriert und die Massenverteilung des Modells und des Prototyps weichen vonein-
ander ab. Weiterhin sind die Abmessungen der Sensorflichen deutlich grofser als die
Querschnittsabmessungen des Aktors. Auch die Rotationstréagheiten der Sensorflichen
werden somit das Systemverhalten beeinflussen.

Aufgrund der genannten Trégheitsunterschiede erscheint es wenig sinnvoll, die iden-
tifizierten Eigenfrequenzen zu bewerten. Modell und Experiment werden nur hinsicht-
lich der ersten Eigenschwingungsformen und der Wirkungen der Eingénge auf die Ei-
genschwingungsformen verglichen, unterstellend dass zumindest fiir diese ersten Reso-
nanzen nur geringe Abweichungen auftreten.

5.3.1 Struktur des dynamischen Modells

Die Struktur des gemessenen dynamischen Modells folgt der Struktur des theoreti-
schen dynamischen Modells aus Kapitel 3.4. Die Systemgleichungen des theoretischen
Modells,

4 + diag{2Dwy ; }q + diag{w],}q = T'Sk (5.23)

und
u, =C./Tq, (5.24)
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werden aus den Gleichungen (3.146) und (3.147) iibernommen. Darin bezeichnet g den
Vektor der Hauptkoordinaten

q= [qla R th]T (525)
und T bezeichnet die Modalmatrix
T = [a}", .. é%j] (5.26)

mit den Eigenvektoren a}", siehe Gleichungen (3.144) und (3.140). Die Matrix S be-
schreibt die Wirkungen der Eingéinge k auf die Hauptkoordinaten. Die Matrix C,
vermittelt zwischen den Hauptkoordinaten und den Ausgéngen u,.

Die Gleichungen (5.23) und (5.24) kénnen im Bildbereich zu einer Gleichung

U.(j9) = G(IQK(Q) (5.27)
mit

C.awa”’s (5.28)

Z —Q2 + 2Dw0th +wi,

zusammengefasst werden. Die Variable ) ist die Frequenz. Die Matrix G(j2) bezeich-
net die Frequenzgangmatrix

G ={G, ()},  r=12  m=123 (5.29)
mit den Frequenzgingen G,,, (7). Die Vektoren K(j€) und U, (j) mit
K(jQ) = [K,(Q), K>(i9), K;(iQ)]" (5.30)

und
U, (jQ) = [U,, (), U ,()]" (5.31)

bezeichnen die Fouriertransformierten des Eingangsvektors k(¢) und des Ausgangsvek-
tors u, ().

Die Darstellung von G(j€2) in Gleichung (5.28) enthélt neben den Eigenfrequenzen
und dem Dampfungsmafs insbesondere die Eigenvektoren ai” sowie die Matrizen C,
und S. Im Experiment wird das Matrizenprodukt C.a a** S gemessen, das nicht
eindeutig in &Y, C, und S zerlegt werden kann. Wegen C, und S koénnen nur die
projizierten Elgenvektoren C.a" und ST a nicht jedoch die Eigenvektoren selbst
beobachtet werden. Das Matrizenprodukt wird deshalb nach der Vorschrift

C.a"a" ™S = qvivh’ vi =1, vl =1 (5.32)

parametrisiert. Die Vektoren v¥ und v¥ sind somit verschiedene Projektionen ein und
des selben Eigenvektors. Bei der ¢-ten Resonanz beschreibt vi* das Verhéltnis zwischen
den Ausgingen u, und v,. Der Vektor vF beschreibt den Einfluss der Einginge auf
die Ausginge. Willkiirlich festgelegt sind beide v und v¥ Einheitsvektoren und ein
weiterer Koeffizient a, ist erforderlich.

Mit a;, v¥ und vF anstatt T, C, und S ist die Frequenzgangmatrix

t 1 T
G(iQ) = \% V, = a,vivF. 5.33
_(j ) tzl —Qz—I—QDwo_th—l—w(Q).t t t = AtV Vy ( )
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Sollen die v¥ und v¥ eindeutig bestimmt werden, so sind mindestens eine Zeile und
eine Spalte des dyadischen Produkts V; zu identifizieren. Im Gegensatz dazu geniigt bei
der experimentellen Modalanalyse rein mechanischer Systeme die Identifizierung einer
Spalte oder einer Zeile. Besteht Kollokation zwischen den Punkten der Lasteinleitung

und den Punkten der Verschiebungsmessung, so gilt dort v{* = v}.

5.3.2 Experimentelle Modalanalyse

Zur Identifikation der Modellparameter werden nach NATKE [64] bestimmte Verfah-
ren der experimentellen Modalanalyse ausgewéhlt, die als robust und einfach gelten.
Die Verfahren unterstellen, dass das Systemverhalten niherungsweise als lineare Uber-
lagerung N, unabhéngiger, linearer, zeitinvarianter Systeme mit einem Freiheitsgrad
und der Eigenfrequenz wy,; begriffen werden kann. Die Frequenzgangmatrix in Glei-
chung (5.33) besitzt genau diese Eigenschaft. In der Umgebung von wy, betrigt sie
nidherungsweise

1
—QQ + QDWOth —+ w(Q).t

G(iQ) =G, +B:,  G(iQ) = V.. (5.34)

Die Matrix G,(j€2) ist die Frequenzgangmatrix des zur ¢-ten Resonanz gehorenden
Einfreiheitsgradsystems. Die Matrix B; fasst alle weiteren G,(j€2) zusammen. Thre
Eintrage sind nahe wg; anndhernd konstant und die Frequenzgangmatrix des Gesamt-
systems ist gegeniiber der Frequenzgangmatrix des Einfreiheitsgradsystems lediglich
um die komplexe Matrix B; verschoben.

Die Identifikation verlduft in zwei Schritten. Im ersten - experimentellen - Schritt
wird die Frequenzgangmatrix G(j€2) gemessen. Im zweiten Schritt - der eigentlichen
Identifikation - werden klar hervortretende Resonanzen ausgewahlt und bei allen ausge-
wéhlten Resonanzen die Frequenzgangmatrizen G,(j$2) analysiert, das heifst, es werden
wot, Dy sowie V, identifiziert. Die Elemente G, ., (j€2) der Frequenzgangmatrix werden
in getrennten Versuchen gemessen.

Eigenfrequenz wg;: NATKE schliagt zum Bestimmen der Eigenfrequenz das Imagi-
narteilkriterium vor. Darf kleine Dampfung unterstellt werden, so erreicht der Imagi-
narteilfrequenzgang ndherungsweise bei wg; sein Extremum

1
2DW0¢2

%{Qrm(jwo.t)} ~ ‘/t.rm + %{Btrm} (535)
Aus dem gemessenen Imaginérteilfrequenzgang in der Umgebung von wy; wird die
Frequenz wg; des Extremwerts abgelesen, die dann ndherungsweise der Eigenfrequenz

Wo.t ~ WR.t (5.36)

entspricht.

Abbildung 5.6 illustriert das Identifizieren von wg,; an einem Beispiel. Vor dem
eigentlichen Ablesen der Frequenz wird aus den verrauschten Messwerten ein interpo-
lierter Funktionsverlauf approximiert. Der angenommene Funktionsverlauf entspricht
dem Imaginarteilfrequenzgang eines Einfreiheitsgradsystems. Beim Interpolieren wird
zwangslaufig auch ein Dédmpfungsmals ermittelt, was jedoch ignoriert wird.
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Abbildung 5.6: Beispiele zur Identifizierung der Eigenfrequenz, des Dédmpfungsmafses
sowie des Ortskurvendurchmessers.
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Die Eigenfrequenzen wy, aller Frequenzgénge G, ,,,,(jQ2) sind theoretisch gleich, im
Experiment sind sie es jedoch nicht. NATKE schlégt eine gewichtete Mittelung aller
Eigenfrequenzen vor, wobei mit den Elementen von V,; gewichtet wird, also

2
>

r=1

| ‘/t.rm |w0.t.rm

— . (5.37)
Z_l Virml

Wo.t =

M“ ﬁMw

r=1

Identifizierte Eigenfrequenzen grofer |G, .., (jwos)| werden somit bevorzugt, was sinn-
voll erscheint.

Dampfungsmafl D,: Das Dampfungsmall wird aus den gemessenen Realteilfrequenz-
gangen R{G,,,(7Q)} ermittelt. Abbildung 5.6 illustriert das Verfahren. Wieder wird ein
interpolierter Funktionsverlauf bestimmt, der dem Verlauf des Realteilfrequenzgangs ei-
nes Einfreiheitsgradsystems entspricht. Das Dampfungsmals des interpolierten Verlaufs
entspricht dem identifizierten Dampfungsmaf D,. Die dabei bestimmte Eigenfrequenz
wird ignoriert. Sie wiirde theoretisch der tatsédchlichen Eigenfrequenz entsprechen, was
im Experiment jedoch so nicht eintritt.

Das Identifizieren des Dampfungsmafses anhand des interpolierten Realteilfrequenz-
gangs entspricht weitgehend dem von NATKE vorgeschlagenen Messen der Extrem-
wertabszissen des Realteilfrequenzgangs. Sind die Frequenzen 2, und €2, der Extrema
bekannt, so lasst sich daraus mit

10

Yo (5.38)

ein Dampfungsmaf des Einfreiheitsgradsystems ermitteln.
Wie schon bei der Berechnung der Eigenfrequenz wird beim Dampfungsmals durch
gewichtete Mittelung der D ,,, ein mittleres Dampfungsmall D; bestimmt, siehe Glei-

chung (5.37).

Dyadisches Produkt V;: Gilt D < 1, so betragt die Frequenzgangmatrix im Re-
sonanzfall annédhernd

G(jwor) = —j V:+ B, (5.39)

2Dwy 42

Anstatt bei wg; aus allen G, die Betrige |G,.,,| abzulesen und daraus V; .,, zu bestim-
men, empfehlen NATKE [64] und auch andere [31] das Messen des Ortskurvendurch-
messers. Bei kleiner Dadmpfung kann die Ortskurve in der Umgebung von wy; als Kreis
approximiert werden. Der Durchmesser d;,,, des Kreises entspricht ndherungsweise
dem Betrag |G, ,,,|, woraus mit D; und wy; sofort

|V;rm| ~ dt.rm2Dw0.t2 (540)

folgt. Das Ergebnis wird somit nicht durch B, verfilscht. Die Matrix B; verschiebt
lediglich die Position des Kreises. Abbildung 5.6 verdeutlicht die Methode. In der Orts-
kurve des Beispiels ist auch eine weitere Resonanz erkennbar. Thr Betrag ist jedoch
klein und sie wird hier nicht beriicksichtigt. Vermutlich zeigt sie die Resonanz einer der
Anschlussdrahte des Prototyps.
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Das Vorzeichen von V., kann beispielsweise am Extremum von ${G,,,(jwo+} ab-
gelesen werden. Ist es ein Minimum, so ist V;,,, positiv. Ist es ein Maximum, so ist
Virm negativ.

Aus dem ermittelten dyadischen Produkt V; werden die v, v sowie a; identifiziert.
Die Elemente von V; sind wegen des dyadischen Produkts der projizierten Eigenvek-
toren nicht unabhéngig voneinander. Somit konnen aufgrund von Mess- und Modell-
fehlern nur projizierte Eigenvektoren gefunden werden, die das dyadische Produkt

V= atvafT (5.41)

naherungsweise erfiillen. In einem ersten Schritt wird eine mittlere Verschiebungsrich-
tung v aus allen Spalten von V; bestimmt. Anschliefend wird mittels Ausgleichsre-
chung aus Gleichung (5.41) der Vektor v und die Konstante a; berechnet.

5.3.3 Identifizierte Eigenlosungen

In getrennten Experimenten wurden alle Elemente G, (j€2) der Frequenzgangma-
trix gemessen. Die Eingénge des Prototyps wurden mit einem Rechteckimpuls, Breite
At = 1 ms, Amplitude U =900V, angeregt und die Zeitverlaufe 1. (t) beziechungsweise
ve(t) iiber 30 s gemessen’. Die physikalischen Zeitverliufe werden entsprechend den
Gleichungen (5.3) und (5.4) und mit der im quasistatischen Versuch bestimmten Be-
zugsverschiebung (5.21) normiert. Mittels diskreter Fouriertransformation lassen sich
daraus naherungsweise die Frequenzgiange

G, (0) = % (5.42)

bestimmen.

Frequenzginge, Eigenfrequenzen, Dampfungsmafi: Abbildung 5.7 zeigt die ge-
messenen normierten Frequenzgénge des Prototyps. Die Anregung mittels Rechteckim-
puls approximiert eine Dirac-Stokanregung. Der erste Nullpunkt der Fouriertransfor-
mierten des verwendeten Rechteckimpulses liegt bei f = 1000 Hz. Die Abtastfrequenz
des dSPACE-Systems betrégt in diesen Versuchen f, = 2500 Hz. Somit werden nur klar
unterhalb dieser Frequenzen liegende Bereiche analysiert. Die Frequenzgéinge werden
zwar bis 800 Hz dargestellt und auch die Eigenfrequenzen bis dahin bestimmt, jedoch
werden Dampfungsmaf, Ortskurvendurchmesser und die Vorzeichen der Elemente von
V, nur bis 500 Hz ausgewertet®.

In den dargestellten Frequenzgéngen sind die untersuchten Resonanzen durch fort-
laufende Ziffern gekennzeichnet. Tabelle 5.2 fasst ihre Eigenfrequenzen zusammen. Ne-
ben den ausgewédhlten Resonanzen zeichnen sich auch weitere Resonanzen ab. Deren
Beitrage sind jedoch klein gegeniiber den Ausgewihlten und sie werden nicht analy-
siert. Es wird angenommen, dass sie keine auch im theoretischen dynamischen Modell

"Die nicht angeregten Eingiinge wurden auf U = 0 V gehalten.

8Die Wahl der oberen Grenze orientiert sich an LUNZEs Diskussion zur Abtastfrequenz bei Reglern
[58]. Bei fs = 6fq, ist eine harmonische Schwingung noch vertretbar als Solche erkennbar. Bei fs =
2500 Hz wére eine sinnvolle Obergrenze somit fg, = 417 Hz. Es wird hier fg, ~ 500 Hz festgelegt.
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Abbildung 5.7: Betridge der normierten Frequenzginge des Prototyps und des gemes-
senen dynamischen Modells.
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wiedergebbaren Resonanzen zeigen. Wie schon angedeutet, kann es sich beispielsweise
um Resonanzen der Anschlussdrihte handeln.

Aufgrund der unterschiedlichen Massenverteilungen des Modells und des Prototyps
werden die identifizierten Eigenfrequenzen nicht bewertet und sie werden hier lediglich
zur Kenntnis genommen.

Das identifizierte Dampfungsmafl betragt in allen Messungen bei allen Resonanzen
ca. 0,7 %. Die experimentelle Bestimmung des Dampfungsmafes darf durchaus kri-
tisch gesehen werden und es wird fiir das gemessene dynamische Modell des Prototyps
néherungsweise

D=D,~1% (5.43)

festgelegt.

Eigenvektoren: Tabelle 5.2 zeigt die ersten vier Eigenvektoren des Prototyps und
vergleichend die Eigenvektoren des theoretischen Modells mit den Parametern aus Ta-
belle 5.1. Dargestellt sind sowohl die projizierten Eigenvektoren v, also die Eigen-
schwingungsformen des Aktorendes, als auch die Vektoren vF, also die Wirkungen der
Eingénge auf die Ausginge, mithin die Skalierungen der v§'. Fiir v}{* werden auch deren
Richtungswinkel
tan a ; = Ut—u2 (5.44)
Ut

angegeben. Weiterhin zeigt die Tabelle fiir das theoretische Modell die normierten
Eigenfrequenzen )\, siche Gleichung (3.149) sowie die fiir das gemessene Modell die
Déampfungsmafe D; und die Konstante a; des dyadischen Produkts (5.41).

Offensichtlich sind die vorgesagten projizierten Eigenvektoren vi' nahezu identisch
mit den identifizierten vi'. Deren Richtungswinkel . ; unterscheiden sich nur um wenige
Grad voneinander. Auch die Verhéltnisse der Eingangswirkungen, beschrieben durch
vF, sind annihernd gleich.

Aus den gemessenen Frequenzgéngen werden lediglich die ersten vier Eigenvektoren
identifiziert, das heifst, alle Eigenlosungen bis ca. 500 Hz.

5.3.4 Gemessenes dynamisches Modell

Aus den identifizierten ersten vier Eigenlosungen wird das gemessene dynamische Mo-
dell

U, (j9) = G”(jQK(jQ) (5.45)

synthetisiert. Seine Frequenzgangmatrix betrédgt mit den in Tabelle 5.2 angegebenen
Werten

\% V = avivh' 5.46
Z QQ+2Dw0th+w0t v VeV (5.46)

mit
Wo.t — 27Tf0.t (547)

und
Vi = [coS aey, sinae,”. (5.48)
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FEM exp. Modalanalyse
1. Eigenlosung
)\] = 1,99 fO.l = 218 Hz
ik, vk, Qe1 = _5f70889 Vil ) vigh, Gel = _Sf’0685
vh = | 0,46 \ vi = | 0,51
+ 0,05 —k 0,12
y vk, vk, a, = 8,36-10°1/s?
D, = 0,01
T
2. Eigenlosung
A = 2,49 foo = 350Hz
Qe = 31710 Qe = 29,30
ok 0,31 ok 0,14
VaUs.2 vk = —0,76 VaU22 vh = —0,71
—|/ —0,57 -+ —0,69
vivk, vivk, vk, vivk, a, = 1,59-10" 1/s?
Dy = 0,01
3. Eigenlosung
A3 = 5,39 fos = 1654 Hz
Me3 = 62790 Qg3 = 62,50
u,k
vk —0,15 vivk, —0,01
82 vk = | 0,08 _|[ vE o= | 0,22
++ 0,99 + —0,97

vivk, vivk, a, = 3,06-10" 1/s’
ViUl Ds = 0,01
4. Figenlosung
A = 6,55 fos = 303,6 Hz
vivk, ey = —50,2° viok, eq = —bH8,9°
0,42 0,48
vk = | 0,79 vk = | 0,60
BN "\ 0,45 0,63
a, = 2,32-10" 1/s?
vivk,  vivl, vivi N L Dy = 0,01
ViUss
weitere Xs = 9,21 fos = 583,6 Hz
Eigenfrequenzen As = 10,93 fos = 598,0 Hz
)\7 = 13737 f0_7 = 779.2 Hz

Tabelle 5.2: Figenlosungen des theoretischen dynamischen Modells, bestimmt mittels
Ritz-Diskretisierung, und Eigenl6sungen des gemessenen dynamischen Modells, be-
stimmt mittels experimenteller Modalanalyse.
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Abbildung 5.8: Richtungsvektoren der normierten statischen Ubertragungsmatrizen des
theoretischen statischen Modells GM , des gemessenen statischen Modells QS sowie des
gemessenen dynamischen Modells G”. Die ,+* markieren die Endpunkte der gj” des
theoretischen statischen Modells. B

Die Diagramme in Abbildung 5.7 zeigen neben den gemessenen Frequenzgiangen des
Prototyps auch die Frequenzginge des gemessenen dynamischen Modells. Wie zu er-
warten werden zwar die Eigenfrequenzen gut wiedergegeben, jedoch verschieben sich
aufgrund vernachlassigter Eigenlosungen die Minima der Frequenzginge.

Im Zeitbereich lasst sich das gemessene dynamische Modell mit den Bewegungsglei-
chungen

q + diag{2Dwy  }q + diag{w?, }q = Tk, t=1,2,3, 4, (5.49)
der Ausgangsgleichung
u =T,q (5.50)
und den Modalmatrizen
T, =[v], ..., vi], T = [aV], ..., asv]] (5.51)

darstellen.

Aus dem Frequenzgang des gemessenen dynamischen Modells lasst sich fiir €2 = 0 Hz
eine statische Ubertragungsmatrix

(5.52)

ogm‘ —

bestimmen und den statischen Ubertragungsmatrizen des theoretischen statischen Mo-
dells (5.17) und des gemessenen statischen Modells (5.22) gegeniiberstellen. In Abbil-
dung 5.8 sind die normierten ausgezeichneten Richtungsvektoren aller Ubertragungs-
matrizen skizziert. Auch bei diesem Vergleich stimmen offensichtlich die Richtungen
und Langen der Richtungsvektoren gut iiberein.

Letztlich zeigen sowohl die experimentelle Modalanalyse als auch die quasistatischen
Experimente, dass die gewahlten einfachen Euler-Bernoulli-Balkenmodelle gentigen und
insbesondere zum Beschreiben der Vorverwindung keine aufwendigeren Modelle not-
wendig sind.
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5.4 Positionsregelung

In Kapitel 4.3 wurden drei Losungen der inversen Aufgabe des Helixaktors diskutiert:
die Methode der kleinsten Norm des Eingangsvektors, die Methode der Pseudoinver-
sen sowie die Sektormethode. Die ersten beiden Methoden werden nicht im Experiment
demonstriert, da ihre Implementierung klar ist: bei gegebenem u, wird ein quadrati-
sches Optimierungsproblem gelost, das den Eingangsvektor k bereitstellt. Die dritte
Methode - die Sektormethode - 16st die inverse Aufgabe durch geschicktes Zerlegen des
Arbeitsraumes in Sektoren. IThr Verfahren wird am Beispiel einer simplen integralen
Positionsregelung, kurz: I-Regler, demonstriert.

Abbildung 5.9 a) zeigt einleitend eine reine Positionssteuerung nach der Sektorme-
thode, das heifst, die Regelabweichung

Au=u, —u, (5.53)

zwischen Soll-Position u,, und Ist-Position u, wird nicht zuriickgefiithrt. Springt die
Soll-Position auf u,,, so wird sich nur annahernd

tlim u,(t) ~u, (5.54)

einstellen.

Die Stellmatrix R® ist bei der Sektormethode verénderlich und sie muss entspre-
chend des angefahrenen Sektors vorgewahlt werden. In Kapitel 4.3.3 wird detailliert
beschrieben, wie der Sektor aus der Soll-Position bestimmt werden kann, wie also

s= flu,) (5.55)

festzulegen ist.

5.4.1 Reglerstruktur

Der Prototyp des Helixaktors besitzt drei Eingédnge. Somit ldsst sich der Arbeitsraum
streng in sechs Sektoren zerlegen, in denen jeweils bestimmte Stellmatrizen gelten. Mit
der gemessenen statischen Ubertragungsmatrix (5.22) und der Vorschrift (4.90) kénnen
alle R® berechnet werden. Jede Stellmatrix R® setzt sich aus zwei Vektoren

rf =R1,0", rf=R0,1", R =[5 r] (5.56)

w? v

zusammen. Der Vektor k = r? ermdglicht reine u-Fahrten, der Vektor k = r? ermdglicht
reine v-Fahrten. Tabelle 5.3 illustriert die Vektoren r; und r;. Erganzend werden auch
die zugehorigen Sektoren dargestellt. Im Ubrigen fithren gegeniiberliegende Sektoren
zu gleichen Stellmatrizen und es gilt

R*tVe = R*, (5.57)

Somit geniigen bei sechs Sektoren drei Stellmatrizen R”.

Der Positionsregler ist ein I-Regler. Ublicherweise wird als Reglermatrix die Inverse
der statischen Ubertragungsmatrix gewihlt, siche [58]. Die in Kapitel 4.3 diskutier-
ten Losungen der inversen Aufgabe liefern genau diese ,Invertierungen® der statischen
Ubertragungsmatrix. Bei der Sektormethode betrigt die Reglermatrix somit

K; = 8R’. (5.58)
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Abbildung 5.9: Reglerentwiirfe zur Sektormethode: a) reine Steuerung, b) I-Regler, In-
tegrator vor oder nach R, ¢) [-Regler, verschiedene Abgriffe zur Sektoridentifizierung,
d) im Experiment implementierter I-Regler.
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R! R? R3
Sektor
u-Fahrt r, r? 3
1 1 1
0
-1 -1 -1
k ky ky ky ky Ky ky ky ky
v-Fahrt r, r; r)
1 1 1
0 0
-1 - -1
ky ky ky ky ky Ky ky ky Ky

Tabelle 5.3: Stellmatrizen des Prototyps nach der Sektormethode.
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Die Verstarkung ( ist spater noch einzustellen. Die Reglermatrix K; ist verdnderlich,
da R? verdanderlich ist. Insbesondere wird sich die Reglermatrix an den Sektorgrenzen
sprunghaft dndern.

Abbildung 5.9 b) illustriert zwei mogliche Entwiirfe des I-Reglers mit den Regler-
gesetzen

t
k= / BRE*Au dt (5.59)
0
und
t
k = fR® / Au dt. (5.60)
0

In den Skizzen bezeichnet u,; den Verschiebungsvektor des Integratorausgangs, hier als
Integrator-Position bezeichnet.

Die Reglerentwiirfe unterscheiden sich hinsichtlich der Lage des Integrators und
der Reglermatrix. Beim ersten Entwurf kann die Reglermatrix problemlos sprunghaft
gedndert werden, da sie vor dem Integrator steht. Der Integrator gléittet die Spriinge.
Trotz allem ist der erste Reglerentwurf unbrauchbar, da der Integrator drei unabhdngige
Ausgénge besitzt.

Befindet sich u,, innerhalb des zuldssigen Arbeitsraumes, so existiert mindestens
ein zuldssiger Eingangsvektor

k, = f(u,), (5.61)

im besten Fall ein geeignet gewédhlter. Aufgrund der iiberzéhligen Eingénge des Helix-
aktors existieren bei gegebenem u,, jedoch beliebig viele Losungen k. Sollen sich mit
zunehmender Zeit keine unzuldssigen Eingangswerte ergeben, so muss die Regelung
sicherstellen, dass k gegen k, konvergiert. Diese Forderung wird genau dann erfiillt,
wenn die Anzahl der Regelgréfsen der Anzahl der Integratorausginge entspricht, da
dann keine iiberzahligen unabhdingigen Eingénge existieren. Der zweite Reglerentwurf
zeigt diesen Fall und somit den einzig praktikablen Entwurf?.

Die Reglermatrix wird sich im Betrieb sprunghaft dndern und im zweiten Entwurf
wire im Moment des Umschaltens mit Spriingen des Eingangsvektors k zu rechnen.
Wird jedoch genau dann umgeschaltet, wenn der Verschiebungspfad eine Sektorgrenze
iiberschreitet, so treten keine k-Spriinge auf. Zeigt ein Verschiebungsvektor genau auf
eine Sektorgrenze, so sind zwar zwei unterschiedliche Reglermatrizen moglich. Beide
fithren jedoch auf der Sektorgrenze zu gleichen Eingangsvektoren. Abbildung 4.16 mag
das verdeutlichen.

Es bleibt noch zu klaren, welche der drei Positionen u,,, u; oder u, zur Identifizie-
rung des Sektors und somit auch zum Umschalten der Reglermatrix genutzt werden
kann. Der Reglerentwurf in Abbildung 5.9 c) illustriert das Problem. Naheliegend wére
eine Sektoridentifizierung mit der Soll-Position oder der Ist-Position. Einzig praktikabel
ist jedoch u;, also eine Identifizierung auf Grundlage der Integrator-Position. Sie steht
iiber R* in direkter Beziehung zu k und ist die Projektion des aktuell eingestellten k
in den zuldssigen Arbeitsraum.

Abbildung 5.9 d) skizziert den im Experiment implementierten Regler.

YWire K; konstant, was hier jedoch nicht gilt, so miisste nicht zwischen erstem und zweitem
Entwurf unterschieden werden. Der Integrator kann dann beliebig platziert werden.
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Abbildung 5.10: Strahlfahrten: Ist-Positionen u, bei verschiedenen Winkeln a sowie
die Sprungantworten |u,(t)| bei verschiedenen Verstarkungen g.

5.4.2 Beispiele

Strahlfahrten: Der Positionsregler wird an zwei Beispielen demonstriert. Im ersten
Beispiel wird alle 5 s zwischen
u,=0 (5.62)

und
u, = 0,4[cosa, sina]® (5.63)

umgeschaltet. Es werden somit vom Ursprung beginnende Strahlen abgefahren.

Das erste Diagramm in Abbildung 5.10 zeigt die Ist-Positionen, hier fiir eine Ver-
starkung 4 = 4 und fiir Winkel oo = 0°, 307, ..., 330°. Die kreiséhnlichen Polygonziige
markieren Abstande |u,(t)| gleicher Zeitdauern At nach der sprunghaften Erhéhung
von u,. Da die Polygonziige kreisdhnlich sind, treten offensichtlich bei allen Rich-
tungen gleiche Verschiebungsgeschwindigkeiten auf. Das ist angesichts der durchaus
unterschiedlichen Reglermatrizen R® nicht zwangslaufig.

Das zweite Diagramm in Abbildung 5.10 zeigt die iiber alle o gemittelten Sprung-
antworten |u,(¢)| bei verschiedenen Verstiarkungen. Die maximal dargestellte Verstér-
kung

G=6 (5.64)

kann als Stabilitdtsgrenze des Regelkreises begriffen werden. Bei § ~ 7,5 sind schwach
mit der Zeit zunehmende Schwingungen beobachtbar, also instabiles Verhalten. Bei 5 ~
5,5 sind schwach mit der Zeit abnehmende Schwingungen beobachtbar, also stabiles
Verhalten.

Als Verstarkung des Regelkreises in allen Sektoren wird letztlich

B=4 (5.65)

festgelegt, also ein klar unterhalb der experimentell bestimmten Stabilitatsgrenze lie-
gender Wert.

Die Stabilitatsgrenze der Verstarkung kann auch ndherungsweise anhand des ge-
messenen dynamischen Modells ermittelt werden. Mit den Modellgleichungen (5.49)



5.4. POSITIONSREGELUNG 125

und (5.50), sowie dem Reglergesetz (5.60) folgt das Zustandsraummodell

a 0 I 0 q 0
r = —diag{wy;?} —diag{2Dw;} T,;'R* r |+ 0 [u,,
u = T.q (5.66)

des Regelkreises. Die Verstarkung (3 ist genau so zu bestimmen, dass alle Eigenwerte der
Systemmatrix in der linken Halbebene liegen, jedoch fiir mindestens einen Eigenwert

RIN =0 (5.67)

gilt. Bei dieser Verstarkung verhélt sich der Regelkreis grenzstabil. Da in jedem Sektor
unterschiedliche R* gelten, so ergeben sich auch unterschiedliche Verstarkungen 3° mit

pt=2,82, pr =211, 3% =2,84. (5.68)

Das gemessene dynamische Modell - ein lineares, zeitinvariantes Modell - approximiert
nur grob das tatsdchlich stark nichtlineare Verhalten des Prototyps. Insofern sind die
Unterschiede zwischen vorhergesagter Stabilitdtsgrenze von § ~ 3 und tatséchlicher
Stabilitdtsgrenze von [ & 6, siche Gleichung (5.64), durchaus tolerierbar.

Rechteckfahrten: Im zweiten Beispiel werden Rechtecke der Kantenldnge
a=0,6 (5.69)

abgefahren. Die Soll-Position wird innerhalb At linear von einer Ecke zur néchsten
verfahren. Die Diagramme in Abbildung 5.11 vergleichen sowohl Soll- und Ist-Position
als auch Soll- und Integrator-Position, jeweils fiir At € {0,5 s, 2's, 4 s}.

I-Regelungen sind grundsitzlich langsame Regelungen und bei schnellen Soll-Ande-
rungen folgen grofte Regelabweichungen. Das zeigen auch die u,-u . -Diagramme. Inte-
ressanter ist jedoch die Darstellung der Integrator-Position u; bei guter Sollwertfolge,
hier insbesondere fiir At = 4 s. Im Vergleich zwischen Soll- und Integrator-Position
zeigen sich trotz guter Sollwertfolge grofse Abweichungen. Sie sind wohl auf nichtlineare
Effekte der MFCs zuriickzufiihren, die der I-Regler kompensiert - erkennbar an dem
Unterschied zwischen u,, und u,.

Die Markierungen in der u,-u,-Darstellung deuten die Sektorgrenzen an, das heift,
genau die Positionen, bei denen die Reglermatrix umgeschaltet wird. Offensichtlich
treten trotz des Umschaltens keine Storungen der Ist-Position auf.
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und Ist-Position sowie zwischen Soll- und Integrator-Position.




Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

6.1 Zusammenfassung

Viele Biegeaktoren erlauben nur eindimensionale Arbeitsraume. Nichtsdestotrotz sind
einige Wege bekannt, wie sich auch mit Biegeaktoren zweidimensionale Arbeitsraume
realisieren lassen. Die vorliegende Arbeit skizziert eine weitere Losung - das Konzept des
Helixaktors. Die wohl wichtigste Frage zum Helixaktor ist seine optimale Gestaltung
- nur dann ist er brauchbar. Das Problem wird hier umfassend diskutiert. Es werden
auch weitere Aspekte erdrtert, wie sinnvolle Modelle, schnelle Wege zur Konstruktion
des Arbeitsraumes, Positionierprobleme und der Bau eines Prototyps.

Die Gestalt des Helixaktors entspricht ndherungsweise einer Schraubenfliche. Aus-
gewahlte Figenschaften des Helixaktors lassen sich anhand der Schraubenfliche zu-
mindest abschétzen. Wird beispielsweise ein vormals unverwundener Streifen in die
Form der Schraubenfliche verdreht, so nehmen die Lédngsdehnungen quadratisch mit
der Vorverwindung und der Querschnittsbreite zu. Der Prototyp des Helixaktors wird
durch Piezokeramiken angetrieben. Bekanntermafsen sind Piezokeramiken ausgespro-
chen sprode und empfindlich gegeniiber Dehnungen. Die abgeschéatzten Langsdehnun-
gen zeigen, dass dann kleine Vorverwindungen und kleine Breiten giinstig sind.

Der Prototyp des Helixaktors ist ein Monomorph. Er besteht aus einem vorverwun-
denem Aluminiumtréger mit aufgeklebtem Macro Fiber Composite. Die Abmafe des
Prototyps betragen

L ~ 140 mm, bx h~3mmx 1 mm. (6.1)

Er ist somit ausgesprochen schlank und bei einem unverwundenen Biegeaktor wéren
Euler-Bernoulli-Balkenmodelle ohne besonderen Nachweis sinnvoll. Der Helixaktor ist
jedoch ein vorverwundender Biegeaktor. Eine umfangreiche Literaturstudie zu vorver-
wundenen Stdben belegt, dass auch stark vorverwundene Stdbe als Euler-Bernoulli-
Balken modellierbar sind, siche vor allem [76]. Der maximale Faserwinkel der gedach-
ten Langsfasern erscheint besonders wichtig. Ist er klein, so kann ein vorverwundener
Stab als stiickweise unverwundener Stab approximiert werden. Die Vorverwindung des
Prototyps betragt 220° und sie ist durchaus groft. Sein maximaler Faserwinkel betragt
jedoch nur 3, 2°.

Auf Grundlage der etablierten Euler-Bernoulli-Balkenmodelle werden ein statisches
und ein dynamisches Modell des Helixaktors hergeleitet. Die Vorverwindung bereitet
dabei keine besonderen Schwierigkeiten. Das Materialverhalten der piezokeramischen
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Antriebe wird in den Modellen linearisiert. Somit werden nichtlineare Effekte der Pie-
zokeramik vernachléssigt. Trotzdem lassen sich die Modelle zufriedenstellend im Expe-
riment validieren.

Das dynamische Modell des Helixaktors wird in dieser Arbeit nur validiert, sonst
jedoch nicht weiter benétigt. Im Gegensatz dazu wird anhand des statischen Modells
der Arbeitsraum diskutiert, der Helixaktor optimiert und die inverse Aufgabe gelost.
Das statische Modell beschreibt die Verschiebung des freien Aktorendes in Abhingig-
keit der Eingangswerte. Es vernachlassigt weitere mechanische Lasten, um moglichst
einfache Eingangs-Ausgangs-Beziehungen angeben zu kénnen.

Besitzt der Helixaktor NN, aktive Elemente, mithin /N, unabhingige Eingénge, so
enthilt seine statische Ubertragungsmatrix N, ausgezeichnete Richtungsvektoren. Aus
den Richtungsvektoren lédsst sich sofort der Arbeitsraum des Helixaktors bestimmen,
also das Gebiet aller erreichbaren Positionen. Werden die Richtungsvektoren nach ih-
rem Richtungswinkel vorsortiert, so kann die Hiille des Arbeitsraumes durch einfaches
Aneinanderreihen der Richtungsvektoren konstruiert werden.

Auch ohne konkrete Arbeitsaufgabe fiir den Helixaktor erscheint ein moglichst
grofer und ausgewogener Arbeitsraum sinnvoll. Ein gutes Maf fiir beide Ziele ist der
Flacheninhalt des Arbeitsraumes. Basierend darauf wird ein Optimierungsproblem for-
muliert. Das Optimierungsproblem ist anspruchsvoll, da einerseits kontinuierliche Pa-
rameter auftreten, wie die Vorverwindung, anderseits aber auch diskrete Parameter
erforderlich sind, wie die Anzahl der unabhingigen Eingénge oder die Topologie der
aktiven Elemente. Das Optimierungsproblem wird hier in zwei kombinatorische Opti-
mierungsprobleme zerlegt und es ist dadurch gut 16sbar.

Die optimalen Topologien der aktiven Elemente werden fiir Vorverwindungen bis
720° berechnet. Zwei Ergebnisse verdienen besondere Erwdhnung. Erstens geniigen
fiir grofe, zweidimensionale Arbeitsrdaume zwei oder drei unabhéngige Eingéinge und
Vorverwindungen von ca. 180°. Zweitens wird sich als optimale Verschaltung zwischen
den aktiven Elementen und den unabhéngigen Eingéngen immer

r=1[1,213-1,-2-31,23,...] (6.2)

einstellen, hier angegeben fiir drei unabhingige Eingénge.

Die inverse Aufgabe des Helizaktors ist das Bestimmen giinstiger Eingangswerte bei
gegebener Position. In dieser Arbeit werden drei Wege diskutiert. Die ersten beiden
Verfahren losen ein quadratisches Optimierungsproblem. Das dritte Verfahren - die
hier eingefiihrte Sektormethode - nutzt eine geschickte Zerlegung des Arbeitsraumes in
Sektoren. Mit ihr konnen auf einfachem Weg alle Punkte innerhalb des Arbeitsraumes
angefahren werden. In Abhéngigkeit des angefahrenen Sektors wird eine bestimmte
Stellmatrix vorgewahlt, mit der die Eingangswerte berechnet werden. Das Verfahren
wird auch experimentell demonstriert.

6.2 Ausblick

Diese erste Arbeit zum Helixaktor beschreibt wesentliche Fragen seiner Realisierung.
Einige Probleme konnten geltst werden. Beispielsweise geniigen fiir den Helixaktor
Euler-Bernoulli-Balkenmodelle. Auch die Topologie der aktiven Elemente erscheint op-
timal und sie erlaubt klar zweidimensionale Arbeitsraume.
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Der Prototyp des Helixaktors wird mit Macro Fiber Composites angetrieben. Es
ware denkbar, auf Grundlage der hier berechneten optimalen Topologien einen beson-
ders konfektionierten MFC zu fertigen, der dann bequem auf einen vorverwundenen
Tréager aufgeklebt werden kann. Bei diesem MFC ist allein das Layout der Kontakt-
bahnen zu modifizieren, so dass sich die notwendige Elementteilung ergibt. Neuartige
Fertigungsmethoden sind somit nicht erforderlich. Der Prototyp des Helixaktors wurde
aus einem vollstdndig durchkontaktierten MFC gefertigt, dessen Kontaktbahnen nach-
traglich unterbrochen wurden. Mit dem vorgeschlagenen, speziellen MFC wére dies
iiberfliissig!.

Neben dem hier realisierten Helixaktor mit Macro Fiber Composites ware auch
ein vorverwundener piezokeramischer Grundkorper denkbar. Das heiftt, die charakte-
ristische Form des Helixaktors wird vor dem Sintern der Keramik erzeugt. Der hier
erwahnte Helimorph lasst vermuten, dass dieser Weg moglich ist. Der Helimorph be-
sitzt durchgehende Kontakte auf Unter- und Oberseite. Fiir den Helixaktor miissen
diese Kontakte jedoch an bestimmten Stellen unterbrochen werden. Insbhesondere diese
technologische Fragestellung wére somit zu kléren.

Der Helixaktor ist ein gerader Stab konstanter Vorverwindung. Sein Konzept muss
jedoch keineswegs auf solche Stdbe beschriankt bleiben. Auch beliebig vorgekriimm-
te und vorverwundene Stébe sind als Grundkoérper moglich. Bei geschickter Platzie-
rung der aktiven Elemente ist dann ein Biegeaktor mit dreidimensionalem Arbeits-
raum realisierbar. Die hier eingefiihrten Stabmodelle lassen sich entsprechend erweitern.
Bleibt der Aktor nach wie vor schlank, so geniigen auch in diesem Fall Euler-Bernoulli-
Balkenmodelle. Die hergeleiteten Methoden zum Arbeitsraum, zur Optimierung und
zur inversen Aufgabe beschridnken sich zwar auf zweidimensionale Arbeitsraume, es ist
jedoch denkbar, sie entsprechend fiir dreidimensionale Arbeitsrdume zu erweitern.

! Als Ausgangspunkt wiirde sich der Typ M14003 anbieten. Er wird auch in dieser Arbeit verwendet.
Mogliche optimale Topologien, sprich Elementteilungen, zeigt beispielsweise Abbildung 4.14. Es ist
bekannt, dass der Hersteller der MFCs individuelle Kundenwiinsche zum Layout der Kontaktbahnen
realisieren kann.
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