





Theorie und Numerik unidirektional
verstarkter Faserverbundwerkstoffe:
3D Finite-Element-Untersuchungen der

Faser-Matrix Mikroinstabilitaten

Zur Erlangung des akademischen Grades eines
DOKTOR-INGENIEURS
von der Fakultat fiir

Bauingenieur-, Geo und Umweltwissenschaften

der Universitét Fridericiana zu Karlsruhe (TH)

genehmigte

DISSERTATION

von

Dipl.—Ing. Jens Harich

aus Karlsruhe

Tag der miindlichen Priifung: 21. Februar 2008

Hauptreferent: Prof. Dr.—Ing. habil. W. Wagner
Korreferent: Prof. Dr.—Ing. habil. Y. Lapusta

Karlsruhe 2008



Herausgeber:

Prof. Dr.-Ing. habil. W. Wagner

Organisation und Verwaltung:

Institut fir Baustatik
Universitat Karlsruhe
Postfach 6980

76128 Karlsruhe

Telefon: (0721) 608-2280
Telefax: (0721) 608-6015
E-mail: baustatik@bs.uni-karlsruhe.de

(© 2008  Jens Harich
Institut fur Baustatik
Universitat Karlsruhe
Kaiserstrafie 12
76131 Karlsruhe

Alle Rechte, insbesondere das der Ubersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten. Unter
Angabe der Quelle ist es gestattet, dieses Heft ganz oder teilweise auf fotomechani-
schem Wege (Fotokopie, Mikrokopie) zu vervielfaltigen oder in elektronischen Medien
zu speichern.

ISBN 978-3-935322-15-7



Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand wahrend meiner Tatigkeit als wissenschaftlicher
Assistent am Institut fiir Baustatik der Universitit Karlsruhe (TH).

Ganz besonders herzlich mochte ich mich beim Hauptreferenten und Instituts-
leiter Herrn Prof. Dr.-Ing. habil. W. Wagner fiir seine stetige, fachkundige und
wissenschaftliche Betreuung bedanken. Seine sehr angenehme und dem wissen-
schaftlichen Arbeiten zutréigliche Art der Leitung des Instituts war die Grundlage
fiir das Gelingen dieser Arbeit. Dazu trug auch die hervorragende technische Aus-
stattung des Instituts bei.

Herrn Prof. Dr.-Ing. habil. Y. Lapusta danke ich sehr fiir die vielen wertvol-
len Fachdiskussionen und die andauernde Betreuung des Themas. Seine kritische
Durchsicht und bereitwillige Ubernahme des Korreferats bildeten den Abschluss
einer intensiven Zusammenarbeit.

Mein Dank gilt allen Kollegen und Mitarbeitern des Instituts fiir Baustatik fiir
die stets gute und konstruktive Zusammenarbeit. Besonders hervorzuheben sind
hierbei die Herren PD. Dr.-Ing. habil. S. Klinkel, Dr.-Ing. I. Miinch sowie Dipl.-
Ing. C. Balzani fiir diverse wertvolle Hilfestellungen.

Ohne die Unterstiitzung meiner Eltern auf privater Ebene hatte diese Arbeit
nicht gelingen konnen. Fiir all die Miithen und die geopferte Zeit danke ich herzlich.

Karlsruhe, im Marz 2008 Jens Harich






Kurzfassung

Strukturen aus Faserverbundwerkstoffen zeigen unterschiedliche Versagensme-
chanismen, welche u. a. von der Verstarkungsart durch die Fasern abhangen.
Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem Mikroinstabilitdtsverhalten von uni-
direktional verstarkten Faserverbundwerkstoffen. Unter Druckbelastung in Fa-
serlangsrichtung eines unidirektional verstarkten Faserverbundwerkstoffs beginnt
der Schadigungs- bzw. Versagensprozess haufig mit der Instabilitat einzelner oder
mehrerer Fasern auf Mikroebene. Aufgrund der grofien Schlankheit der Fasern
entziehen sich diese der Druckbelastung durch seitliches Ausweichen. Dabei stellt
sich eine abstiitzende Wirkung durch das faserumgebende Matrixmaterial ein.

Das Mikroinstabilitatsverhalten wird mit Hilfe der Methode der Finiten Elemen-
te an verschiedenen Probekorpern mit unterschiedlichen Netzgeometrien unter-
sucht. Aus mikroskopischer Sicht ist die Anordnung aus Fasern und Matrix ein
dreidimensionales Problem. Daher wird die Geometrie der Modellprobleme mit
speziellen Volumenelementen diskretisiert. Es wird eine Einheitszelle eingefiihrt,
welche durch die Wahl bestimmter Randbedingungen reprasentativ fiir die innere
Struktur des Verbundwerkstoffs ist.

Fiir die Berechnungen wird das Mikroinstabilitatsverhalten einer Faser in einer
Matrix zunachst auf das Stabilitatsverhalten des elastisch gebetteten Balkens
zuriickgefithrt. Im Anschluss daran wird eine dreidimensionale analytische Be-
schreibung des Stabilitatsverhaltens einer Einzelfaser in einer Matrix zum Ver-
gleich zu den numerischen Losungen vorgestellt.

Durch eine Variation der Grofle der faserumschlieBenden Matrix kann gezeigt
werden, dass bei der Modellierungswahl ein ausreichend grofler Matrixbereich
angenommen wird. Aufgrund des anisotropen Verhaltens bestimmter Faserarten
werden neben isotropen auch anisotrope Fasern bei der Stabilitatsuntersuchung
beriicksichtigt. Es wird weiterhin der Einfluss der faserparallelen Oberflache der
Matrix auf das Stabilitatsverhalten der Faser analysiert. Um periodisch angeord-
nete Fasern in der Matrix untersuchen zu kénnen, miissen entsprechende Randbe-
dingungen gefunden und auf die Einheitszelle angewendet werden. Dabei werden
in allen Féllen Symmetrieeigenschaften zur Minimierung des Berechnungsauf-
wands ausgenutzt.

Die Ergebnisse der numerischen Untersuchungen werden qualitativ und quanti-
tativ mit analytischen und experimentellen Werten verglichen.



Abstract

Fiber-reinforced composite materials subjected to compression along in the fibers
direction demonstrate different failure mechanisms. One of these is fiber instabili-
ty at the micro-level, which also is called microbuckling. The topic of this work is
a study of the microbuckling behavior of unidirectional fiber-reinforced composite
materials.

The internal structure of such materials at the micro-level is essentially three-
dimensional. Therefore, a displacement based hexahedral geometric non-linear
finite element with trilinear shape functions is employed. Characteristic cells and
corresponding boundary conditions, which are representative for the internal mi-
crostructure of the composite, are introduced.

Firstly, the microbuckling of a fiber in a matrix is analyzed using a simplified
model of an infinite beam on an elastic foundation. Then, a three-dimensional
analytical description of the stability behavior of a single fiber in a matrix is
presented to have comparative solutions for the numerical calculations.

Some alternative finite element discretizations are compared in order to model the
characteristic cell. The region of the matrix must be large enough to investigate
the stability behavior of a single fiber in a matrix. Therefore, different widths of
the fiber surrounding matrix are chosen to exclude influences of the boundary.

Transversely isotropic material behavior is taken into account to model some
anisotropic fibers. The free surface of the matrix has also influence on the fiber
microbuckling. This influence was studied as well. To analyze periodical fiber
arrangements, the appropriate boundary conditions are employed. The symmetry
of the problem is used to reduce the number of degrees of freedom in the numerical
calculations.

The obtained results are compared qualitatively and quantitatively with analyti-
cal solutions and experiments.



Larissa, Jan und Josefina,
Monika und Franz Josef.
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1 Einleitung

1.1 Motivation und Einordnung

Faserverbundwerkstoffe bestehen aus Fasern, die in einem Matrixmaterial ein-
gebettet sind. Aufgrund der geringen Rohdichte sowohl der Fasern als auch der
Matrix entstehen so vergleichsweise leichte Werkstoffe mit sehr hohen Festigkeits-
und Steifigkeitseigenschaften. Die Materialeigenschaften eines Faserverbundwerk-
stoffs hangen mafigeblich von seinen Komponenten ab, also von den Faser- und
den Matrixeigenschaften sowie der Verbundwirkung in der Grenzflache zwischen
Faser und Matrix (Interface). Optimale Festigkeits- und Steifigkeitseigenschaf-
ten in einer Richtung werden erzielt, indem die Fasern in nur diese Richtung
in das Matrixmaterial eingelegt und gestreckt werden. Es entsteht ein unidirek-
tional verstarkter Faserverbundwerkstoff, der in Faserrichtung hervorragende Ei-
genschaften aufweist. In Querrichtung wirkt sich die Verstarkung durch die Fa-
sern weniger stark aus, womit die mechanischen Eigenschaften um ein bis zwei
GroBenordnungen geringer sind als in Faserlangsrichtung. Aufgrund wechselnder
Beanspruchung werden unidirektional verstirkte Faserverbundwerkstoffe daher in
Schichten unterschiedlicher Faserorientierungen hergestellt. Jede einzelne Schicht
verhalt sich aufgrund unterschiedlicher Steifigkeiten von Fasern und Matrix an-
isotrop. Mit Hilfe von Homogenisierungsmethoden werden einer einzelnen Schicht
effektive Werkstoffkenngréfien zugewiesen. Mit dieser verschmierten Betrachtung
einer Schicht kann ein Laminat, bestehend aus mehreren Einzelschichten und so-
mit eine gesamte Struktur aus Faserverbundwerkstoffen untersucht werden. Zur
Analyse des Tragverhaltens von Faserverbundstrukturen hat sich die Methode
der Finiten Elemente etabliert, die im elastischen Bereich sehr gute Vorhersa-
gen liefert. Wihrend einer Spannungsanalyse kann durch die Anwendung von
Versagenskriterien die Tragfahigkeit einer Struktur aus Faserverbundwerkstoffen
vorhergesagt werden.

Die Komplexitat der inneren Struktur von inhomogenen Faserverbundwerkstof-
fen bestimmt eine Vielzahl von Versagens- und Schadigungsmechanismen. Diese
miissen jedoch zuverléssig und systematisch untersucht werden. Allein fiir Druck-
belastung sind Knicken der Fasern, Ablosungen zwischen Fasern und Matrix,
Matrix-Risse oder Faserbriiche als gefdhrliche Versagens- bzw. Schadigungsme-
chanismen auf der Mikroebene bekannt. Haufig beginnt der Versagens- bzw.
Schadigungsprozess unter Druckbelastung mit der Instabilitat einzelner oder meh-
rerer Fasern.

Aufgrund der groflen Schlankheit der Fasern entziehen sich diese der Last bei
Druckbeanspruchung durch seitliches Ausweichen. Die abstiitzende Wirkung
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muss das Matrixmaterial iibernechmen. Das Matrixmaterial kann dies aber nur
bis zu einem gewissen Grad. Hierbei hat Puck [114] festgestellt, dass mit zuneh-
mendem Faseranteil die stiitzende Wirkung durch das Matrixmaterial abnimmt.
Das seitliche Ausweichen der Fasern unter Druckbelastung wird in diesem Zu-
sammenhang als Mikrobeulen bezeichnet. Bedingt durch das Mikrobeulen wird
die Festigkeit der Fasern nicht voll ausgenutzt. Das Mikrobeulen wiederum kann
andere Versagensmechanismen hervorrufen oder zumindest dazu beitragen. So
konnen Delaminationen durch Instabilitaten auf der Mikroebene initiiert werden.

Durch den oben beschriebenen Homogenisierungsprozess werden Phanomene auf
der Mikroebene, wie das Mikrobeulen, welches zum Schichtversagen und zum Ver-
sagen der gesamten Struktur fiithren kann, jedoch nicht mehr abgebildet. Daher
miissen Methoden entwickelt werden, um dieses Phanomen exakter zu beschrei-
ben. Dies ist das Hauptziel der vorliegenden Arbeit.

1.2 Stand der Wissenschaft

Das Mikrobeulen als Versagens- bzw. Schadigungsart von Faserverbundwerkstof-
fen wurde zunéchst von ROSEN [123] und SCHUERCH [132] behandelt, welche
Faser und Matrix als zweidimensionale Schichten betrachten. Diese Arbeiten ba-
sieren auf den Untersuchungen von TIMOSHENKO & GERE [144], die das Sta-
bilitatsverhalten elastisch gebetteter Balken unterschiedlicher Lange und Bet-
tungsmoduli untersuchen. SADOVSKY ET AL. [125] schlagen zur Untersuchung
des Mikrobeulens die Kombination einer eindimensionalen Betrachtung der Faser
mit einer dreidimensionalen Betrachtung der Matrix vor. Guz [56] entwickelt eine
linearisierte dreidimensionale Naherung zur Mikroinstabilitatsuntersuchung. Das
Verhalten von Faserverbundwerkstoffen unter Druckbelastung wird in Artikeln
von GUYNN ET AL. [55], GUZ [57], SCHULTHEISZ & WAAS [133] oder FLECK [49]
verallgemeinert. Ein Uberblick iiber dreidimensionale Modelle und Methoden der
Stabilitatstheorie bei Faserverbundwerkstoffen findet sich beispielsweise in GUZ
[57] oder Guz & LAPUSTA [60]. Im Zusammenhang dazu haben Guz [59], LA-
PUSTA & WAGNER [93] oder ZHUK ET AL. [165] Beulphdnomene in unterschiedli-
chen Skalen untersucht. Es sei darauf hingewiesen, dass die Mehrheit existierender
Modelle, die das Beulen auf Mikroebene von Faserverbundwerkstoffen beschrei-
ben, auf einer zweidimensionalen Formulierung beruhen. Die dreidimensionale
mechanische Beschreibung von Faserinstabilitaten auf Mikroebene, insbesondere
durch die Verwendung von dreidimensionalen Finiten Elementen, hat bedeutend
weniger Aufmerksamkeit erhalten, obwohl das Spannungs-Dehnungs-Feld in der
Néhe der Faser ausgepragt dreidimensional ist.

Neben dem Mikrobeulen ist das Schubknicken (kinking) bekannt, welches bei fa-
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serparalleler Druckbeanspruchung in Verbindung mit Schubspannungen hervorge-
rufen wird und von einer Mikroinstabilitdt oder/und einer imperfekten Faserori-
entierung ausgeht. Das Schubknicken wird in den Arbeiten von EVANS & ADLER
[46], BUDIANSKY [22] und BUDIANSKY & FLECK [23] behandelt. Eine Kombi-
nation des Mikrobeulens und des Schubknickens als Versagensmechanismus wird
in den Arbeiten von STEIF [136] oder SCHAPERY [128] untersucht.

Mit Hilfe der Finite-Element-Methode wird seit langerer Zeit das Verhalten diinn-
wandiger Faserverbundstrukturen untersucht.

Die Arbeiten von WAGNER & GRUTTMANN [153] und GRUTTMANN & WAG-
NER [54] fur Vier-Knoten-Schalenelemente mit gemischten Ansétzen seien an die-
ser Stelle exemplarisch genannt. Zur Untersuchung lokaler Effekte, bei denen
der dreidimensionale Spannungszustand vorliegen muss, werden zunehmend Vo-
lumenelemente eingesetzt, was nicht zuletzt auf die rasant anwachsenden Rech-
nerkapazititen zuriickzufithren ist. Dabei ist der Ubergang vom Schalen- zum
Volumenkonzept flieend, da z. B. zur Unterdriickung bestimmter Versteifungsef-
fekte in Schalendickenrichtung spezielle Ansétze gewihlt werden. KLINKEL [80] u.
a. pragen in diesem Zusammenhang den Begriff des Volumen-Schalen-Elements.

Das Stabilitatsverhalten von Faserverbundstrukturen wird z. B. in WAGNER &
GRUTTMANN [154], GRUTTMANN & WAGNER [54] oder DEGENHARDT ET AL.
[38] untersucht. Einen Beitrag zum Stabilitdtsverhalten von faserverstarkten Plat-
ten geben THURLEY & MARSHALL [143].

WALSH ET AL. [158] oder BASCHEK ET AL. [13] haben Eigenschaften von Faser-
verbundwerkstoffen bei hohen und tiefen Temperaturen untersucht. Diese waren
durch die enormen Temperaturschwankungen hoch aufsteigender Flugzeuge mo-
tiviert. Das Entstehen von Eigenspannungen bei Faserverbundwerkstoffen, ver-
ursacht durch das Schrumpfen duroplastischer Harze beim Erharten, wurde bei-
spielsweise in SCHNACK & MESKE [130] behandelt. SADOVSKY ET AL. [125]
gehen in diesem Zusammenhang auf mogliche Instabilititen der Fasern beim
Schrumpfen der Matrix ein. Erreicht die Schrumpfung der Matrix die kritische
Gesamtdehnung des Faserverbundwerkstoffs, so beult dieser auf der Mikroebene.
Aufgrund eines Feuchtigkeitsgefilles kann in das Harzmaterial Wasser diffundie-
ren, welches hygroskopische Dehnungen hervorruft. Die mit der hygroskopischen
Eigendehnung verbundenen Anderungen der Eigenschaften von Verbundwerkstof-
fen werden in POMIES & CARLSSON [113] oder CLARK ET AL. [26] behandelt.
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1.3 Gliederung der Arbeit

In dieser Arbeit wird das Mikrobeulen von unidirektional verstarkten Verbund-
werkstoffen mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente untersucht. Es wird
jeweils die kritische Verkiirzung in Faserlangsrichtung bei Erreichen des Stabi-
litatspunktes berechnet. Hierzu werden verschiedene Modellierungen entwickelt
und diskutiert.

In Kapitel 2 werden kontinuumsmechanische Grundlagen zusammengestellt, die
zur Beschreibung der mechanischen Zusammenhange erforderlich sind. Sie bilden
die Grundlage fiir eine lineare und nichtlineare Finite-Element-Formulierung. Ne-
ben der Kinematik nehmen die stofffreien Gleichungen der Mechanik eine zentrale
Stellung ein.

Die Thematik von Faserverbundwerkstoffen wird in Kapitel 3 behandelt. Nach ei-
ner Diskussion grundlegender Eigenschaften dieser Werkstoffe und nach der Dar-
stellung einiger Anwendungsgebiete werden zunéchst die Bestandteile von Faser-
verbundwerkstoffen erlautert. Da polymere Werkstoffe in der Regel als Matrixma-
terial zum Einsatz kommen, werden diese Materialien nach ihren Eigenschaften
klassifiziert. Die am haufigsten verwendeten Fasermaterialien (Glas-, Kohlenstoff-
und Aramidfasern) werden vorgestellt. Das anisotrope Materialgesetz eines unidi-
rektional verstarkten Faserverbundwerkstoffs wird mit Hilfe von Symmetrieebe-
nen abgeleitet und mittels Ingenieurkonstanten dargestellt. Da hierbei effektive
Materialkennwerte Verwendung finden, werden Homogenisierungsmethoden an-
gegeben, um fiir Faserverbundwerkstoffe diese effektiven Materialkennwerte aus
den Kennwerten der Einzelkomponenten bereitzustellen.

In Kapitel 4 werden unterschiedliche Versagensmechanismen von Faserverbund-
werkstoffen erlautert. Es werden einige klassische Versagenskriterien einer Ein-
zelschicht angegeben, welche effektive Materialkennwerte dieser Schicht zugrun-
de legen. Das Prinzip von Degradationsmodellen nach Erreichen der First-Ply-
Failure-Last wird vorgestellt. Es folgen Ursachen von Delaminationen sowie das
zugehorige Versagenskriterium nach HASHIN [65]. Die Grundlagen fiir die Ent-
wicklung von Interface-Elementen zur Beschreibung fortschreitender Delamina-
tion werden dargestellt.

Die geometrisch nichtlineare Finite-Element-Formulierung, basierend auf einem
dreidimensionalen 8-Knoten-Volumenelement mit trilinearen Ansatzen, wird in
Kapitel 5 angegeben. Nach Einfiihrung der schwachen Form des Gleichgewichts
und der Linearisierung werden nichtlineare Algorithmen zur Losung des Rand-
wertproblems vorgestellt. Zur Stabilitatsuntersuchung von Faserverbundwerkstof-
fen auf der Mikroebene werden die begleitende Eigenwertanalyse und das Bisek-
tionsverfahren verwendet. Die Klassifizierung singularer Punkte sowie Methoden
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zur Analyse des Nachbeulverhaltens runden dieses Kapitel ab.

Kapitel 6 beschaftigt sich mit der Mikroinstabilitat von Faserverbundwerkstoffen.
Zunachst wird das Modell eines elastisch gebetteten Balkens diskutiert. Hierbei
ist der Bettungsmodul aus den Materialkennwerten der Matrix zu ermitteln. Es
folgt die Untersuchung einer einzelnen Faser in einer Matrix. Hierzu wird zunéchst
eine analytische Losung des Problems nach LAPUSTA & WAGNER [93] vorgestellt.
Aufgrund des anisotropen Verhaltens einiger Faserarten werden neben isotropen
auch anisotrope Fasern bei der Stabilitatsuntersuchung mit Hilfe der Methode der
Finiten Elemente einbezogen. Nach der Beriicksichtigung von Randeffekten wer-
den periodisch angeordnete Fasern in der Matrix untersucht. Es werden Symme-
trieeigenschaften genutzt, um den Rechenaufwand zu minimieren. Dazu werden
geeignete Randbedingungen gefunden und auf die Einheitszelle abgebildet. Mit
dem Vergleich zu experimentellen Untersuchungen des Problems schliefit dieses
Kapitel.

Die Arbeit endet in Kapitel 7 mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Zur Beschreibung mechanischer Zusammenhénge werden zunachst einige Begrif-
fe definiert. Dieses Kapitel stellt kontinuumsmechanische Grundlagen fiir das
Verhalten von Festkorpern zusammen, welche die Basis flir eine lineare und
nichtlineare Finite-Element-Formulierung bilden. Die Kontinuumsmechanik fes-
ter Korper stellt eine Idealisierung realer Strukturen dar. Dabei wird ein ma-
terieller Korper als Menge materieller Punkte im euklidischen Raum E? ange-
sehen. Diese Herangehensweise erlaubt es, bekannte mathematische Werkzeuge
wie Differential- und Integralrechnung zur Analyse der mechanischen Zusam-
menhange zu verwenden. Es werden Verzerrungen und Spannungen eingefiihrt,
die mit Hilfe des in Kapitel 3.7 eingefiihrten Stoffgesetzes miteinander verkniipft
werden. Neben der Kinematik nehmen die stofffreien Gleichungen der Mechanik
dabei eine zentrale Stellung ein. Eine ausfiihrliche Darstellung der kontinuumsme-
chanischen Grundlagen ist beispielsweise in BASAR & WEICHERT [9], MARSDEN
& HucHES [98], NoLL [105], OGDEN [107] oder STEIN & BARTHOLD [137] zu
finden.

2.1 Kinematik

In der Kontinuumsmechanik dient die Kinematik zur Beschreibung der Bewe-
gung von Korpern in Abhéngigkeit der Zeit. Ein Korper B mit der Oberflache
OB kann als Menge von Punkten M im euklidischen Raum E3 aufgefasst werden.
Zum Zeitpunkt t = ty befindet sich der Korper By in seinem Ausgangszustand,
der Referenzkonfiguration. Zum Zeitpunkt ¢ > 0 befindet sich der Korper B; in
einem deformierten Zustand, der Momentankonfiguration. Ein Punkt der Refe-
renzkonfiguration wird mit den Lagrangeschen oder materiellen Koordinaten X,
in der Momentankonfiguration mit den Eulerschen oder rdaumlichen Koordinaten
x identifiziert. Die Deformation ® des Korpers stellt eine Abbildung zwischen
beiden Konfigurationen dar. Benachbarte Punkte befinden sich nach der Defor-
mation nach wie vor in der Nachbarschaft. Um eine Selbstdurchdringung oder
Spiegelung auszuschlieffen, muss ® stetig und bijektiv sein. Es wird

x:=®(X,t) bzw. X :=® ' (x,1) (2.1)

definiert, wobei @ als Lagrangesche oder materielle, ®~! als Eulersche oder raum-
liche Abbildung bezeichnet wird. Konvektive Koordinaten sind in den Korper
eingeritzt gedachte kartesische oder krummlinige Koordinaten. Ausgehend von
einem kartesischen Koordinatensystem e; befindet sich der Korper zunéchst in
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der Referenzkonfiguration mit dem Ortsvektor X und den Basisvektoren G;, die
tangential an den konvektiven Koordinaten verlaufen. Die Basisvektoren G; der
Referenzkonfiguration gehen bei der Deformation in die Basisvektoren g; der Mo-
mentankonfiguration iiber. Eine grafische Veranschaulichung ist in Abbildung 2.1
gegeben.

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
D(X,t)

— T

Abbildung 2.1: Abbildung ® zwischen Referenz- und Momentankonfiguration

Im Weiteren sollen Gréflen in der Referenzkonfiguration durch Gro3buchstaben
und Groflen in der Momentankonfiguration durch Kleinbuchstaben notiert wer-
den. Zwischen den Ortsvektoren der jeweiligen Konfiguration und den kovarianten
Basisvektoren gelten folgende Beziehungen

oX Lo
8€Z Y gZ L 8£Z 9

Uber die Orthogonalititsbedingung G, - G/ = ¢/ und g; - g/ = ) wird die
kontravariante Basis bestimmt, wobei

G; = i=1,2,3. (2.2)

i J1 fiwi= 23)
' 0 fiiri#j '

das Kronecker-Symbol ist. Aus den ko- und kontravarianten Basisvektoren folgen
dann die ko- und kontravarianten Metrikkoeffizienten der Referenzkonfiguration
und der Momentankonfiguration
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Gi; = G;i-Gj, GV = G'-G7,
y o (2.4)
95 = 88, g7 = g-g.
Mit den Metrikkoeffizienten ist der Identitatstensor zweiter Stufe in der jeweiligen
Konfiguration gegeben

G = GUGZ(X)GJ — GijGi®Gj7
, : g (2.5)
g = 9;8®g = ¢'g®g;.
Der Wechsel zwischen ko- und kontravarianten Groflen einer Konfiguration, das
so genannte ”Heben und Senken” der Indizes, ergibt sich zu

G' = GYGy, G = G;G’,
, g , (2.6)
g = 9”8, g = 08 .
Die Basisvektoren G; lassen sich mit einer push-forward-Operation
g =FG; (2.7)

in die Momentankonfiguration g; iiberfiihren. Hierbei ist die lineare Abbildung F
der materielle Deformationsgradient. Aus der linearen Abbildungsvorschrift (2.7)
lasst sich der Deformationsgradient durch

F=g oG’ (2.8)

darstellen. Eine weitere Darstellung des Deformationsgradienten lautet

_ox
09X

Der Deformationsgradient F transformiert damit ein unverformtes Linienelement

F = Gradx . (2.9)

dX der Referenzkonfiguration auf ein verformtes Linienelement dx der Momen-
tankonfiguration. Um stets den Zusammenhang zur Ausgangslage des Korpers
herstellen zu konnen, muss die Abbildung F eineindeutig sein. Dies ist gleichbe-
deutend mit der Existenz einer inversen Abbildung F~!, was wiederum an die
Bedingung det F # 0 gekoppelt ist. Wird auflerdem det F > 0 gefordert, so sind
Selbstdurchdringungen des Korpers ausgeschlossen. Die inverse Abbildung F~1
lautet

X ,
F!= aa_x =gradX=G;,®g’", (2.10)
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womit die pull-back-Operation

G, =F'g (2.11)

angegeben werden kann. Das infinitesimale Volumenelement dV' der Referenzkon-
figuration und das infinitesimale Volumenelement dv der Momentankonfiguration
kann mit

dv = J dV (2.12)

beschrieben werden. Hierbei ist

J:=detF >0 (2.13)

die Jakobi-Determinante. Sie ist eine skalare Grofle und wird auch als Volumen-
verhéaltnis oder Dilatation bezeichnet.

Die polare Zerlegung des Deformationsgradienten lautet

F=RU=VR. (2.14)

Hierbei ist U der symmetrische (U = U?) und positiv definite (det U > 0) ma-
terielle Rechts-Strecktensor. V ist der symmetrische (V = VT) raumliche Links-
Strecktensor. Der Tensor R ist ein eigentlich orthogonaler Drehtensor (RT R = 1,
detR =1d. h. R € SO(3)). Die Zerlegung kann als Trennung in objektive Ver-
zerrungen U bzw. V und eine Starrkorperrotation R aufgefasst werden.

Fiir eine spatere Arbeitsdefinition wird der Greensche Verzerrungstensor

E .= % (FT'F—1) (2.15)

als Verzerrungsmafl eingefithrt. Er ist invariant gegen Starrkorperrotation und
-translation und verschwindet somit bei einer reinen Starrkorperbewegung.

Dies wird nachfolgend gezeigt. In Abbildung 2.2 folgt einer Deformation mit der
Verzerrung E eine Starrkérperbewegung. Fiir den sich einstellenden Zustand gilt

x=Q(t)x+c(t), (2.16)

wobei die Starrkorperbewegung mit einem Drehtensor Q(t) € SO(3) und einem
Vektor c(t) stattfindet. Mit Gleichung (2.16) ergibt sich der Deformationsgradient
nun zu
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Starrkd -
Momentankon- — Q\ arrkorper

. rotation
figuration .
Starrkorper-
. translation

Referenzkon-
figuration

Powd

Abbildung 2.2: Starrkérperbewegung aus Rotation Q und Translation ¢ nach einer

Deformation

P dx d(Qx+c) d(Qx) Qdx
T dX dX 04X 04X

Einsetzen von F = QF in Gleichung (2.15) liefert die Verzerrung E

= QF . (2.17)

o ((QF)TQF—l):%(FT@F—l):E, (2.18)

N | —

=1

womit gezeigt ist, dass sich der Greensche Verzerrungstensor E bei einer
Starrkorperbewegung nicht dndert. Bei dem quadratischen Term FTF spielen
die Vorzeichen der Koeffizienten von F keine Rolle (Richtungsunabhéngigkeit).
Mit Hilfe der polaren Zerlegung (2.14) kann der materielle Rechts-Cauchy-Green-
Tensor eingefiihrt werden

C=F'F=RURU=U'"R'RU=UTU=U?. (2.19)

Hieraus ist die Symmetrie (E = ET) des Greenschen Verzerrungstensors zu er-
kennen. Mit der in Gleichung (2.5) notierten Identitét und mit Gleichung (2.8)
lautet die Darstellung des Greenschen Verzerrungstensors

1

E=_(F'F-1)=_((Gog)(ged)-6;GaG6)

DN | —

2.20
1 o o (2:20)
:§(glJ_Gm)G ®G]:EZ]G ®G]
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und man erkennt an den Basen G’ ® G/, dass sich dieses Verzerrungsmaf auf die
Referenzkonfiguration bezieht. Spater wird gezeigt, dass die Cauchy-Spannung o
der Momentankonfiguration mit Hilfe einer pull-back-Operation auf die Referenz-
konfiguration transformiert werden muss, um die Spannungen und Verzerrungen
konstitutiv zu verkniipfen. In Abbildung 2.1 wurde die Beziehung

x=X+u (2.21)

bereits visualisiert. Wegen der Linearitat des Gradientenoperators gilt

F = Gradx = Grad (X +u) = Grad X + Gradu = 1 + Grad u . (2.22)

Nun wird der materielle Verschiebungsgradient H := Grad u eingefiihrt und durch
den Zusammenhang F = 1 + H lasst sich der Greensche Verzerrungstensor ange-

ben zu
1
E:§(H+HT+HTH). (2.23)
Eine Trennung in einen linearen und einen nichtlinearen Anteil des Greenschen
Verzerrungstensors
1 T |
Ejn = 3 (H+H") , E,iin = 3 (H" H) (2.24)

ist moglich.

2.2 Spannungen

Spannung ist die im Innern eines Korpers wirkende Kraft, bezogen auf die zu-
gehorige Schnittflache in der Momentankonfiguration. Somit kann ein Spannungs-
vektor t iiber

df

t=—
da ’

(2.25)
definiert werden, wobei df der Kraftvektor auf der Schnittflache da ist. Der Span-
nungsvektor t dndert sich je nach Schnittrichtung, also mit der Normalen n der
Schnittflache. Mit Hilfe einer linearen Abbildung o kann der Normalenvektor n
auf den Spannungsvektor t abgebildet werden. Das Cauchy-Theorem lautet
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t=on (2.26)
und man erkennt, bezogen auf das vektorielle Flachenelement da mit dem Span-
nungsvektor aus Gleichung (2.25)

df =oda mit da=nda. (2.27)

Hierbei ist o der auf die Momentankonfiguration bezogene Cauchysche Span-
nungstensor und kann in Indexnotation zu

c=0g g (2.28)

angegeben werden. In Abschnitt 2.3.3 wird gezeigt, dass der Cauchysche Span-
nungstensor o symmetrisch ist. Der Kirchhoffsche Spannungstensor 7 = J o ist
ein weiterer raumlicher Spannungstensor und wird durch die Jakobi-Determinante
J transformiert. Um im Rahmen konstitutiver Uberlegungen das in der Referenz-
konfiguration notierte Greensche Verzerrungsmafl E mit Spannungen verkniipfen
zu konnen, muss ein ebenfalls auf die Referenzkonfiguration bezogenes Span-
nungsmafl gefunden werden (vgl. Kapitel 2.3.4). Mit Hilfe der Transformation
des Volumenelements (2.12) gilt

da-dx = JdA-dX
= JdA -Fldx
= JFTdA . dx (2.29)

und es ergibt sich die Transformation eines vektoriellen Flachenelements

da=JF TdA . (2.30)

Hiermit kann der Schnittkraftvektor df nach Gleichung (2.27) umgeschrieben
werden zu

df =ocda=PdA. (2.31)

Man definiert den 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor durch

P=JoF . (2.32)
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Der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor kann durch Einsetzen von Gleichung
(2.10) und Transponieren der Inversen des Deformationsgradienten aus Gleichung
(2.28) in Indexnotation geschrieben werden

P = Jo'(gi®g)(g"®Gy)
= P¥gi®Gy
= Pig,eG,. (2.33)

An den Basen wird deutlich, dass sich der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor teil-
weise auf die Referenz, teilweise auf die Momentankonfiguration bezieht. Um ein
Spannungsmafl zu generieren, das sich vollstandig auf die Referenzkonfiguration
bezieht, wird der Schnittkraftvektor zusatzlich durch eine pull-back-Operation
zuriick auf die Referenzkonfiguration transformiert

F'df =SdA (2.34)

und man erhalt die Darstellung des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors

S=JF'oFT=F'P. (2.35)

In analoger Weise zur Zwischenrechnung nach Gleichung (2.33) ergibt sich S mit
Gleichung (2.10) in Indexschreibweise

S=5"G;® G (2.36)

und es wird deutlich, dass sich der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor vollstandig
auf die Referenzkonfiguration bezieht. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen,
dass dieser Spannungstensor physikalisch nicht interpretierbar und als eine reine
Rechengrofie anzusehen ist.

2.3 Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt werden die mechanischen Bilanzgleichungen Massenbilanz,
Impuls- und Drehimpulsbilanz sowie die Energiebilanz wiedergegeben. Diese Dif-
ferentialgleichungen enthalten keine konstitutiven Aussagen, sie sind daher stoff-
frei und stellen die fundamentalen Beziehungen der Kontinuumsmechanik dar.
Sie sind von axiomatischem Charakter und voneinander unabhéngig.
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2.3.1 Massenbilanz

Die Massenbilanz besagt, dass die Masse m eines Korpers wahrend eines Ver-
formungsprozesses erhalten bleibt. Eine Massenzufuhr tiber die Oberflache oder
eine Massenzunahme im Innern des Volumens ist ausgeschlossen. Die Masse ei-
nes Korpers ist die Dichte, integriert iiber das gesamte Volumen eines Korpers.
Sowohl die Dichte als auch das Volumen andern sich wahrend einer Deformation.
In der Momentankonfiguration ist p = p(x,t) die Dichte mit dem zugehorigen
Volumen dv. Bezogen auf die Referenzkonfiguration ist die Dichte py = po(X)
und das Volumen dV. Die Massenbilanz lautet

m = /,00 dV = /pdv = konst . (2.37)
Bo By

Mit Gleichung (2.12) kann die Massenbilanz umgeformt werden zu

/(po o)AV =0 . (2.38)

Bo

Da diese Formulierung fiir ein beliebig kleines Teilvolumen gilt, muss der Inte-
grand in Gleichung (2.38) verschwinden und man erkennt den Zusammenhang
zwischen der Dichte in Referenz- und Momentankonfiguration

po=pd. (2.39)
Uber das Verschwinden der zeitlichen Ableitung motiviert

d
—m=0 2.40

folgt mit Hilfe der Kettenregel und der Rechenregel J = Jdivk

d d
Bo BO
Bo

—/(p+pdiv>'<)dv—o ,
Bt
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wobei die lokale Form

p+pdivk =0 (2.42)

als Kontinuitatsbedingung bezeichnet wird.

2.3.2 Impulsbilanz

Nach dem zweiten und dritten Newtonschen Axiom ist der Gesamtimpuls in ei-
nem abgeschlossenem System konstant. Allgemein ist fiir einen Korper die zeit-
liche Ableitung des Impulses I gleich der Summe aller angreifenden Volumen-
und Oberflachenkrifte p. Formal kann diese Aussage folgendermaflen angegeben
werden

wobei der Impuls I durch

]::/deU:/pOXdV (2.44)

Bt Bo

in Momentan- und Referenzkonfiguration definiert ist. Die resultierende Kraft p
ergibt sich aus der massenbezogenen Beschleunigung by bzw. b und der auf die
Oberflache wirkenden Spannung ty bzw. t zu

p:/pbdv+/tda:/p0bod\/+/todA. (2.45)

By 0By Bo 0Bo

Damit ergibt sich das dynamische Kraftegleichgewicht in raumlicher und materi-
eller Darstellung

% p}'{dv:/pbdv+/tda,

B Bt OB¢
(2.46)

d
Bo Bo 9By

Der GauBsche Integralsatz tiberfithrt ein Oberflachenintegral in ein Volumenin-
tegral. Hiermit sowie mit dem Cauchy-Theorem nach Gleichung (2.26) ergeben
sich aus den Gleichungen (2.46) die lokalen Feldgleichungen
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dive+p(b—-—%)=0 in B,
(2.47)
Div [FS] + po (b() — X) =0 in BO

sowie

on=t auf B,
(2.48)
FSN = t() auf B[) .

Hierbei ist n, wie bereits in Gleichung (2.26) eingefiihrt, der Flachennormalenvek-
tor der Momentankonfiguration und N der Flachennormalenvektor der Referenz-
konfiguration. Die lokale dynamische Feldgleichung bzw. Kraftegleichgewichtsbe-
dingung (2.47) wird auch Erste Cauchysche-Bewegungsgleichung genannt.

2.3.3 Drehimpulsbilanz

Die Drehimpulsbilanz postuliert, analog zur Impulsbilanz, den Zusammenhang
zwischen Moment und Drehimpuls. Demzufolge ist die zeitliche Anderung des
Drehimpulses L, beziiglich eines beliebigen Drehpunktes p gleich der Summe der
Momente m,, infolge der von auflen wirkenden Volumen- und Oberflachenkrafte.

4
dt

Nach dem Schnittprinzip gilt diese Aussage fiir jeden beliebigen, noch so kleinen

L,=m, . (2.49)

Teilkorper. Der raumliche bzw. materielle Drehimpuls beziiglich des Punktes p
ist definiert mit

Lp:/(x—xp)Xp)'cdv:/(x—xp)xpgde. (2.50)
By Bo

Die Summe der Momente beziiglich p

mp:/(x—xp)prdv—l—/(x—xp)xtda

Iz 0B,
(2.51)
= /(X—xp) X pobodV + /(X—Xp) X todA
Bo 0B

liefert schliellich die Drehimpulsbilanz in der entsprechenden Konfiguration
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d
e (X—Xp)XdeUI/(X—Xp)prdv—l-/(X—Xp)Xtda,
B: B Bt
d :
T (x—xp)xpode:/(x—xp)xpobng—l—/(X—Xp)xtOdA.
Bo Bo B,

(2.52)

Im statischen Fall entspricht die Drehimpulsbilanz der Momentengleichgewichts-
aussage (XM = 0). Aus Gleichung (2.52) lasst sich nach Umformungen die Sym-
metrie des Cauchyschen Spannungstensors o = o ableiten, was im Folgenden
gezeigt wird. Hierzu wird zunéchst die linke Seite von Gleichung (2.52) mit Hilfe
der Kontinuitdtsbedingung geméafi Gleichung (2.42) und unter Anwendung der
Kettenregel umgeformt

%Lp:% p(x—xp)xicdv:%/{p(x—xp)XX}JdV
Bo

Bt

z/%{pJ(x—xp)XX}dV

Bo
(2.53)
:/[(p—l—pdivic)(x—xp) XX+pXXX+p(x—x,) x%|JdV
Bo =0 =0
:/p(x—xp)xj'(dv.
Bt

Mit dem Cauchy-Theorem nach Gleichung (2.26) lasst sich das Oberflacheninte-
gral aus Gleichung (2.52) mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes fiir Kreuzpro-
dukte (vgl. DE BOER [36]) in ein Volumenintegral transformieren

/(x —x,) X (on)da = /(x —x,) xdive +grad (x —x,) x odv . (2.54)
OBt By

Die eben umgeformten Terme (2.53) und (2.54) kénnen dann in Gleichung (2.52)
eingesetzt werden, welche mit der lokalen Kréftegleichgewichtsbedingung (2.47)
auf die Beziehung
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/[(x—xp) x (dive —|—£b—p5'§) +grad (x —x,) x o]dv =0 (2.55)

Bt =0

und schliellich auf

/grad (x—x,) xodv=0 (2.56)
By
fithrt. Wegen
grad (x — x,) = gradx — gradx, =1—0 (2.57)

vereinfacht sich die Darstellung (2.56) weiter und fiithrt auf

/1><0'dv:0. (2.58)
By

Da die Drehimpulsbilanz in jedem Punkt erfiillt sein muss, verschwindet der In-
tegrand und es muss gelten

1xo=0. (2.59)

Nach DE BOER [36] gilt als Rechenregel fiir das Kreuzprodukt zweier Tensoren
A x B =E?: (AB”), wobei E? ein Einheitstensor 3. Stufe ist. Damit ist Bedin-
gung (2.59)

1xo=FE:(1c’)=E: 0"
=1/\9g ¢k g, R QL : Tmi glogh= 1/y/9 PRL 55- o om g (2.60)
= 1/\/§ €ijk0'kj g = 0.

Hierbei ist g = (g’ x g’)-g" das Spatprodukt der dualen Basis. Das Permutations-

symbol e¥* ist fiir eine gerade Permutation +1, fiir eine ungerade Permutation

—1 und in allen anderen Féallen verschwindet es

1 fiir ijk = 123, 312, 231
eF = ¢ 1 fir ijk = 321, 213, 132 (2.61)

0 sonst .
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Damit kann Bedingung (2.60) fiir z. B. i = 1 entsprechend ausgewertet werden

112 113
e o111+ e o112 + € o
X ,011 T ,012 T ,013

= =0 =
131 132 133

+ e o031 + € O30 + €
A ,031 T ,032 T ,
=0 =—1 =0

0'33:0

und man erkennt oo3 = 035. Die Gleichheit der verbleibenden Nebendiagonal-
elemente 013 = 031 und o5 = 097 wird auf analoge Weise abgeleitet, womit die
Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors o = o’ gezeigt ist.

2.3.4 Bilanz der Energie

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik ist die Bilanz der Energie und besagt,
dass ein abgeschlossenes System die Energie als Zustandsgrofle besitzt. In der Ela-
stostatik beschrankt sich die Energieerhaltung auf Bewegungsgrofien, Kraftgrofien
und thermische Groflen. Eine ausfiihrliche Darstellung der Thermodynamik fin-
det sich in DOERING ET AL. [39], LucaAs [95] oder LANGEHEINECKE ET AL.
87].

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie E eines Systems ist gleich der Summe
der Leistung der aufleren Volumen- und Oberflachenkrafte ¢ sowie der dufleren
Warmezufuhr ). Formal bedeutet dies

d . )
— E=W" : 2.62
pp +Q (2.62)

Die Energie E kann als Summe der kinetischen Energie K und der inneren Energie
U (Ruheenergie) notiert werden. Die Definition der Energie F ist

1 1
E::/p(u+EX-X)dv:/po(ujt?c-k)dV, (2.63)
Bt Bo

wobei u die innere Energiedichte ist, die auch als Ruheenergie bezeichnet wird.
Die kinetische Energie ist definiert mit

1 1
K::/péx-de:/poéx-de. (2.64)
Bt BO
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Die Summe der Leistung der duBeren Volumen- und Oberflichenkréfte e sowie
die dufere Warmezufuhr () lauten

W”t:/pb-)'(dvjt/t- Xda:/pobo-XdV—i—/to- xdA (2.65)
By OB Bo 9B

und

Q:/prdv+/(—q)- nda:/pordV~|— /(—Q)-NdA. (2.66)

Bt 0B Bo OBy

Hierbei ist r die spezifische Warmezufuhr sowie q und Q der Warmeflussvek-
tor der jeweiligen Konfiguration, wobei q = JF~T Q analog zu Gleichung (2.29)
gilt. Die zeitliche Anderung der inneren Energie ist nach dem ersten Hauptsatz
der Thermodynamik gleich der inneren Spannungsleistung und der Warmemen-
genanderung

d . .
—U=wm : 2.67
P +Q (2.67)
Dies liefert mit der additiven Aufspaltung %E = %K + % U der zeitlichen
Anderung der gesamten Energie eingesetzt in Gleichung (2.62), dass die zeitliche
Anderung der kinetischen Energie gleich der Leistung der Volumen- und Ober-

flachenkrafte abziiglich der inneren Spannungsleistung ist

d . .
— K =Wt —wmt 2.68

Hieraus ist der Arbeitssatz der Mechanik ableitbar, denn bei Beschrankung auf
quasi-statische Prozesse verschwinden zeitliche Wegénderungen (X = 0) und nach

Integration folgt

wert = wint (2.69)

Da beliebige Verzerrungs- und Spannungstensoren nicht miteinander kombiniert
werden konnen, geben z. B. MACVEAN [97], OGDEN [107] oder SANSOUR UND
KOLLMANN [126] eine Zusammenstellung arbeitskonformer Gréfien wieder. In der
folgenden Zusammenstellung werden Temperatureinflissse aufler Acht gelassen.
Fiir hyperelastische Materialien gilt, dass die spezifische Formanderungsenergie-
dichte Wyg und die Forminderungsenergie W beziiglich der Spannungen Po-
tentialcharakter besitzen. Wy ist somit wegunabhangig, hangt also nur von der
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Differenz zwischen Anfangs- und Enddeformationszustand ab. Mit Wg lasst sich
die zeitliche Anderung von W also die Elementarleistung W in materieller
Schreibweise

5 g V=] g BV (2.70)
Bo BO

irint _ /OWOS OB [ OWos

angeben. Aufgrund des Potentialcharakters der Forméanderungsenergie ergibt sich
fiir hyperelastische Materialien der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor zu

 OWos
S =2t

Die zeitliche Ableitung des Greenschen Verzerrungstensors, also der materiel-

(2.71)

le Verzerrungsgeschwindigkeitstensor oder Verzerrungsratentensor, folgt aus der
Produktregel

E = %(FTFJFFTF) : (2.72)
wobei
F= g—; = Gradx (2.73)

den materiellen Geschwindigkeitsgradienten darstellt. Aus einer push-forward-
Operation des materiellen Geschwindigkeitsgradienten erhéalt man den raumlichen
Geschwindigkeitsgradienten

. O
1=FF!= a_i = gradx . (2.74)
Der raumliche Deformationsgeschwindigkeitstensor d ergibt sich aus der Trans-

formation des materiellen Verzerrungsratentensors in die Momentankonfiguration
und lautet

d = F'EF!
1
= 3 1+17) . (2.75)
Das Skalarprodukt S : E wird mit Hilfe der Definition iiber die Spur® genauer
untersucht

tr(A+B) =trA + trB  und tr(ATB) = tr(ABT) = tr(AB) = tr(BA)
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S:E=tr(STE) :tr(%STFTFJr%STFTF)

—tr(FS)'F) = FS:F = P:F

| | (2.76)
=tr(rF ) F)=tr(+"FF ) =711
1 . 1 .
(G FF o (FF)) =7:d.
Es ergeben sich damit folgende arbeitskonforme Paarungen:
Wi"t:/S:Edvz/P;de:/r:ddv. (2.77)

Bo Bo Bo

Der dritte Term aus Gleichung (2.77) lasst sich mit der Transformationsbezie-
hung fiir ein Volumenelement dv = JdV (2.12) in die Momentankonfiguration
iiberfiihren und es ergibt sich die arbeitskonforme Paarung fiir den Cauchyschen

Spannungstensor

Wint = /0’ cddo . (2.78)

B
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3 Faserverbundwerkstoffe

3.1 Abgrenzung und Uberblick

Die Werkstoffkunde beschéftigt sich nach HORNBOGEN [72] tiberwiegend mit
kiinstlich erzeugten Werkstoffen. HORNBOGEN [72] teilt die klassische Werkstoft-
kunde in drei Werkstoffklassen ein: Metalle, Keramiken und Polymere.

Metalle sind gute elektrische Leiter und chemisch meist bestandig. Sie reflek-
tieren Licht und schmelzen bei hohen Temperaturen. Sie zeigen auch bei tiefen
Temperaturen plastisches Verformungsvermogen.

Keramische Werkstoffe sind schlechte elektrische Leiter, dafiir chemisch sehr
bestindig. Sie konnen durchsichtig sein und sie schmelzen, dhnlich wie Metalle,
bei hohen Temperaturen. Sie weisen in der Regel kein plastisches Verformungs-
verhalten auf.

Polymere sind schlechte elektrische Leiter und chemisch bedingt bestandig. Bei
hohen Temperaturen schmelzen oder zersetzen sie sich. Sie verhalten sich bei
tiefen Temperaturen sprode, bei erhohter Temperatur werden sie jedoch zuneh-
mend plastischer. Die tibliche Bezeichnung fiir Polymere ist der Begriff Kunststof-
fe. Diese Bezeichnung entspringt keiner Logik, denn die Herstellung nahezu aller
Werkstoffe geschieht auf kiinstlichem Wege. Die Bezeichnung Kunststoffe leitet
sich von der 1911 erstmals erschienenen gleichnamigen Fachzeitschrift ab, in der
Publikationen iiber die damals neuen Werkstoffe verdffentlicht wurden. Der inter-
national iibliche Ausdruck fiir Polymere ist Plastik (plastics [englisch], plastique
[franzosisch] bzw. plastmass [russisch]).

Werden mindestens zwei Werkstoffe aus verschiedenen oder gleichen Werkstoft-
klassen kombiniert, entsteht ein neuer Werkstoff, der als Verbundwerkstoff oder
Kompositwerkstoff bezeichnet wird. Dabei weisen Verbundwerkstoffe neue, ge-
geniiber den FEinzelwerkstoffen veranderte Gebrauchseigenschaften auf, welche
von den FEigenschaften und dem Volumenanteil sowie deren Orientierung und
Wechselwirkung der jeweiligen Einzelkomponenten abhangen.

Nicht nur physikalische Eigenschaften entscheiden iiber den Einsatz von Werkstof-
fen, sondern oft auch der Werkstoffpreis. Im Bauwesen zahlen Stahl, Holz sowie
Beton und Mauerwerk zu den preiswerten Baustoffen, wobei Stahl zu den metal-
lischen und Beton zu den keramischen Werkstoffen gehort. Holz ist ein natiirli-
ches Polymer, das mit seiner Rohrenstruktur aus Zellulose (CgH10Os), und der
Hemizellulosematrix eingebettet in Lignin sehr an unidirektional verstarkte Ver-
bundwerkstoffe erinnert (vgl. BLASS ET AL. [18]).
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Stahlkonstruktionen kénnen, abgesehen vom Korrosionsschutz, als reine Stahl-
konstruktionen ohne Zuhilfenahme weiterer Werkstoffe ausgefiihrt werden. Holz-
konstruktionen benotigen an Verbindungsstellen, den so genannten Knotenpunk-
ten, Stahl in Form von Négeln, Diibeln, Blechen usw. Beton kann in Fundamenten
oder Fahrbahnen zum Einsatz kommen. In Tragkonstruktionen aus Beton treten
jedoch Zugspannungen auf, die der Beton nicht aufnehmen kann. Er wird daher
mit Stahl armiert und ist somit ein Verbundwerkstoff.

Welche wirtschaftliche Rolle unterschiedliche Werkstoffe im letzten Jahrhundert
spielten, zeigen die in Abbildung 3.1 dargestellten produzierten Werkstoffmassen
nach HORNBOGEN [72]. Die Nachfrage nach Stahl nimmt nach wie vor stetig
zu. Obgleich Polymere teuer sind, ist die Nachfrage fiir diese Werkstoffe in der
zweiten Halfte des letzten Jahrhunderts stark gestiegen mit zeitgleich sinkender
Nachfrage nach Buntmetallen. Auffallend ist auch der relativ schnelle und
anhaltende Anstieg der Nachfrage nach Faserverbundwerkstoffen.

1000

—a— Fasefverstéirkte Wefkstoffe
—— Stahl

—&— Polymere

—a— Aluminium |
100 -+ —e— Kupfer + Zink

v //’
/

6

Produktion in 10 ¢

10

o /

1900 1920 1940 1960 1980 2000
Jahr

Abbildung 3.1: Produzierte Massen wichtiger Werkstoffe (USA) des letzten Jahrhun-
derts, (HORNBOGEN [72])

Werkstoffe werden in erster Linie mechanisch beansprucht. Eine Gegeniiberstel-
lung der relativen Kosten in Bezug auf die Zugfestigkeit o, von Baustahl S355
ist in Tabelle 3.1 dargestellt und macht die Attraktivitat von Baustahl deutlich.
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Zudem wird die hohe gewichtsbezogene Festigkeit von mit Glasfasern verstarktem

Kunstharz (GFK) deutlich.

Werkstoff Zugfestigkeit | Dichte Kosten
e p pro s
e 2| (S355 = 1)
Baustahl, Stahlblech 370 7.8 1
graues Gusseisen 120 7,3 3
Aluminiumlegierung 200 2,7 3,5
Polyvinylchlorid 40 1,4 4
GFK 500 1,9 10
Polyathylen 10 0.9 12

Tabelle 3.1: relative Kosten in Bezug auf die Zugfestigkeit o, von Baustahl S355

Polymere finden Verwendung, wenn der Anspruch an die Werkstofffestigkeit ge-

ring ist und gleichzeitig das Gewicht begrenzt bleiben soll, wie beispielsweise bei

Gehausen von Haushaltsgeraten und Elektronikartikeln oder als Verkleidungsteile
im Fahrzeug- und Flugzeugbau. Ist dagegen der Anspruch an die Werkstoftfestig-
keit sehr hoch bei gleichzeitiger Gewichtsminimierung, so kommen faserverstarkte

Polymerwerkstoffe zum Einsatz.
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Abbildung 3.2: Spezifische Festigkeiten und Steifigkeiten von Faserverbundwerkstof-
fen und metallischen Werkstoffen, (NIEDERSTADT [103])
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In Abbildung 3.2 ist gemafl NIEDERSTADT [103] das Verhéltnis von spezifischer
Festigkeit o,/pg zu spezifischer Steifigkeit F/pg fiir einige Faserverbundwerk-
stoffe und die Metalle Stahl, Aluminium und Titan in der Dimension Lénge dar-
gestellt. Die Abkiirzungen AFK, BFK und CFK stehen hierbei fiir Aramid-, Bor-
und Kohlenstoff-Faser-Kunststoffe. Es fallt auf, dass Verbundwerkstoffe aus CFK
besonders hohe spezifische Steifigkeiten und Festigkeiten besitzen, was den Ein-
satz in Extrembereichen rechtfertigt.

3.2 Bemerkungen zu Faserverbundwerkstoffen

Das Ziel beim Einsatz eines Faserverbundwerkstoffs ist die Erzielung optimaler
mechanischer Figenschaften wie Steifigkeit und Festigkeit bei geringem Gewicht.
Faserverbundwerkstoffe bestehen aus diinnen Fasern hoher Festigkeit und Stei-
figkeit, die in einem Matrixmaterial eingebettet sind. Die Fasern weisen hierbei
aufgrund hoher chemischer Reinheit und extremer Schlankheit (vgl. Abbildung
3.3) eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit von Fehlstellen (Fremdmolekiile, Ver-
setzungen, Kerben) auf, wodurch die hohe Festigkeit begriindet ist.

Abbildung 3.3: Groflenvergleich einer Kohlenstofffaser mit einem menschlichen Haar

Das Matrixmaterial schiitzt dabei die Fasern vor dufleren Einfliissen, sorgt fiir die
Ubertragung von Schubkriften und hélt die Fasern in einer gewiinschten Orientie-
rung, stabilisiert diese also. Die Festigkeits- und Steifigkeitswerte des Matrixmate-
rials liegen deutlich unter denen der Fasern (vgl. Tabelle 3.2 bzw. 3.3). Die hohe
gewichtsbezogene Festigkeit und die Moglichkeit der Anpassung an den Kraft-
fluss sowie gute Ermiidungseigenschaften zeichnen Faserverbundwerkstoffe aus.
Die geringe Bruchdehnung der Fasern und Temperaturbestindigkeit des Matrix-
materials sowie die geringe Bruchfestigkeit senkrecht zur Faserrichtung sind als
Nachteile anzusehen. Eine vertiefte Darstellung vorteilhafter und weniger vorteil-
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hafter Eigenschaften von faserverstarkten Kunststoffen findet sich beispielsweise
in DOMKE [41], VEREIN DEUTSCHER INGENIEURE [148] oder HORNBOGEN [72].

3.3 Einsatzgebiete von Faserverbundwerkstoffen

Faserverbundwerkstoffe 16sen aufgrund ihrer vorteilhaften mechanischen und che-
mischen Eigenschaften in vielen Bereichen metallische Werkstoffe ab. Sie finden
beispielsweise im Flugzeugbau (z. B. Hohenleitwerk vgl. Abbildung 3.4, Heckteile,
etc.) oder bei Windkraftradern Verwendung, aber auch bei Hochleistungssport-
geraten, die extrem leicht und damit wenig trage, aber dennoch sehr steif sein
miissen. Tennisschldger und Wintersportgerate wie Ski oder Snowboards fallen in
diesen Bereich.

Abbildung 3.4: Hohenleitwerk eines Flugzeugs

Insbesondere beim Flugzeugbau ist derzeit ein wesentlicher Wechsel in der An-
wendung von Faserverbundwerkstoffen zu beobachten. Wurden bisher nur Se-
kundarstrukturen aus diesen Materialien erstellt, werden nun auch Primarbau-
teile, wie z. B. Teile des Rumpfes und der Fliigel sowie das vollstandige Hohen-
und Seitenleitwerk aus Faserverbundstrukturen erstellt. Aktuelles Beispiel ist der
Airbus A380, bei dem der Faserverbundanteil bei etwa 40 % liegt.

Im Fahrzeugbau werden Faserverbundwerkstoffe aufgrund der Moglichkeit der
freien Formgebung in erster Linie als Verkleidungsteile verwendet. Fronthauben,
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Fahrerkabinen von Lastkraftwagen oder Kofferraumdeckel sind einige Beispie-
le. Im Omnibusbau werden vollsténdig selbsttragende Karosserien aus Faserver-
bundwerkstoffen hergestellt, was zu einer enormen Gewichtsreduzierung fiihrt. Im
Rennsport werden Monoqoques aus hochwertigen Faserverbundwerkstoffen her-
gestellt. Die erheblich geringere Massentréagheit der Walzen von Druckmaschinen
aus CFK gegeniiber Stahlwalzen ermoglicht in vielen Féallen den Verzicht des
Walzenantriebs. Stattdessen kann im sog. Schleppbetrieb gefahren werden.

Der GroBteil aller Yachten und Sportboote ist aus besagtem Werkstoff gefertigt
und hat aufgrund der vergleichsweise einfacheren Formgestaltung die Holzbau-
weise fast vollig verdrangt. Dank der Gewichtsersparnis besitzen solche Boote
einen geringeren Tiefgang, was den Bedarf einer geringeren Antriebsenergie zur
Folge hat.

Hinsichtlich der chemischen Bestandigkeit sind Faserverbundwerkstoffe auch im
Apparate-, Rohrleitungs- und Behalterbau zu finden. Wegen der magnetischen
Passivitat und der elektrischen Isolationsfahigkeit sind Faserverbundwerkstoffe
in der Elektrotechnik weit verbreitet.

Abbildung 3.5: Bewehrungsstibe aus Faserverbundwerkstoffen, SCHOCK BAUTEILE
GMBH [129]
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Angesichts ihrer Korrosionsbestandigkeit werden im Bauwesen Spannkabel aus
Faserverbundwerkstoffen zur Vorspannung von Beton eingesetzt. Es finden auch
schlaffe Bewehrungsstiabe aus GFK im Bauwesen Verwendung (vgl. Abbildung
3.5, ScHOCK BAUTEILE GMBH [129]). Verdnderten Nutzungsbedingungen und
der damit verbundenen Abtragung erhohter Verkehrslasten begegnet man durch
nachtraglich aufgeklebte oder eingeschlitzte CFK-Laschen bei biegebeanspruch-
ten Bauteilen aus Stahlbeton oder Holz.

Im Bereich von Ausklinkungen sind Brettschichtholztrager stark querzuggeféhr-
det. Eine Verstarkung durch Auflaminieren von Faserverbundwerkstoffen im quer-
zuggefahrdeten Bereich erhoht die Tragfahigkeit dieser Diskontinuitétsbereiche
um ein Vielfaches.

In Abbildung 3.6 ist die 1997 in Kolding (Dédnemark) errichtete FuBgénger-
und Radfahrerbriicke dargestellt, die nahezu vollstandig aus glasfaserverstarktem
Kunststoff besteht. Lediglich die Schraubenverbindungen der asymmetrischen
Schragseilkonstruktion sind aus Stahl. Sie wurde nach Angabe der herstellenden
Firma (FIBERLINE COMPOSITES A /S [48]) in drei Teilen komplett vorgefertigt
und innerhalb 18 Stunden wahrend drei Nachten bei laufendem Bahnbetrieb auf-

gestellt.

Abbildung 3.6: Fulgidnger- und Radfahrerbriicke als reine Faserverbundkonstruktion
in Kolding (Ddnemark), FIBERLINE COMPOSITES A /S [48]
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3.4 Polymere Werkstoffe

In diesem Kapitel werden Polymere etwas ausfiihrlicher behandelt, da diese Werk-
stoffe meist als Matrixmaterial von Faserverbundwerkstoffen zum Einsatz kom-
men. Polymere zahlen grundsatzlich zu den Leichtwerkstoffen mit einem spezi-
fischen Gewicht um 1g/cm?® oder wenig dariiber. Dariiber hinaus gehoren sie
zu den organischen Werkstoffen. Der Umgang und der Gebrauch von organi-
schen Werkstoffen ist nicht neu, denn die Verwendung von Holz als organischer
Werkstoff geht bis zum Ursprung der Menschheit zuriick. Die spiate Herstellung
kiinstlicher polymerer Werkstoffe lasst sich darauf zuriickfiithren, dass erst durch
die Entwicklung physikalischer Instrumente Ende des 20. Jahrhunderts der Auf-
bau der natiirlichen Polymere wie Holz oder Leder entschliisselt werden konnte.
Man entdeckte Riesenmolekiile, welche aus immer wiederkehrenden Einheiten in
groffer Anzahl zusammengesetzt waren. Neu ist daher die ab etwa Anfang der
30er Jahre beginnende kiinstliche Herstellung organischer Werkstoffe mit dem
Ziel neuer oder verbesserter technischer Eigenschaften, wie beispielsweise der di-
elektrischen Wirkung des Polyathylens oder des sehr guten Warmeleitwiderstands
von geschaumtem Polyurethan.

Polymere bestehen aus langen Kettenmolekiilen, den sog. Makromolekiilen, die
durch Verbinden kiirzerer Molekiile, den Monomeren, hergestellt werden. Dabei
besteht ein Makromolekiil aus tiber 10.000 Monomeren. Bei einer millionenfa-
chen Vergroflerung ware ein solches Makromolekiil etwa 20 cm breit und 1km
lang. Monomere bestehen hauptsachlich aus den Elementen Kohlenstoff C' und
Wasserstoff H sowie Sauerstoff O, Stickstoff N, Schwefel S und Chlor CI. Bei
der Herstellung von Makromolekiilen durch Monomere werden drei Methoden
unterschieden: die Polymerisation, die Polykondensation sowie die Polyaddition.
In Abbildung 3.7 ist zu jeder Herstellungsmethode ein Beispiel dargestellt (vgl.
ARPE [5]).

Bei der Polymerisation werden die Doppelbindungen der Monomere mit Hilfe
von Katalysatoren oder Radikalen aufgebrochen und diese zu langen Makromo-
lekiilen zusammengefiigt. Werden hierbei gleiche Sorten von Monomeren verwen-
det, so entsteht ein Homopolymerisat, andernfalls ein Copolymerisat. Beispiele
fiir Polymerisate und Anwendungsbereiche sind Polyethylen (PE) fiir Flaschen
oder Rohrleitungen, Polypropylen (PP) fiir Gerdtegehduse oder Polymethylme-
thacrylat (PMMA) fiir Verglasungen.

Die Polykondensation verkettet gleiche oder verschiedene Monomere unter Ab-
spaltung von Nebenprodukten wie Wasser oder Alkohol zu Makromolekiilen. Bei-
spiele fiir Polykondensate sind Polyethylenterephthalat (PET) fiir Folien, un-
geséttigter Polyester (UP) als Matrixmaterial fiir Faserverbundwerkstoffe, Poly-
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carbonat (PC) fiir CDs oder Polyamide (PA) fiir Befestigungsmittel wie Diibel.

Bei der Polyaddition werden verschiedene Monomere durch Platzwechsel eini-
ger Atome oder Atomgruppen ohne Abspaltung von Nebenprodukten verkettet.
Polyurethan (PUR) fiir Rollen oder Lager, Polyurethanschaum (PUR-Schaum)
als Warmedammstoffplatten oder Epoxide (EP) fiir Klebstoffe oder als Matrix-
material fiir Faserverbundwerkstoffe sind Vertreter der Polyaddukte.

Polymerisation — Polymerisat

H H H H HHHH

0=C + 0=0  —> |-C-C-0=C-

H O HO Hamnal
Vinylchlorid Polyvinylchlorid ( PVC)

Polykondensation —> Polykondensat

H,0
C—@—c + HO-[CH,),~ OH L»l—o—c—@—c—o—CHz—CHz—]
HO OH "
Terephthalséure Butylenglykol Polyethylenterephthalat ( PET )

Polyaddition —> Polyaddukt

I H H
O O

Butylenglykol Hexandisocyanat Polyurethan ( PU )

HO—[CH2]4—OH+O—C—N—[CH2]6—N—C—O—>lO [CH,];i O-C—N-[CH,]~N c—]

n
Abbildung 3.7: Beispiele zur Polymerisation, -kondensation und -addition

Fiir einen vertieften Einblick der chemischen Hintergriinde von Polymeren sei an
dieser Stelle z. B. auf ARPE [5], FEDTKE [47] oder KAISER [76] verwiesen.

Das Ausmaf} der Vernetzung der Kettenmolekiile untereinander entscheidet maf3-
geblich die Werkstoffeigenschaften und teilt die Polymere in drei charakteristische
Gruppen: Thermoplaste, Duroplaste und Elastoplaste. In Abbildung 3.8 ist der
schematische Aufbau dieser Haupttypen dargestellt (vgl. z. B. DOMININGHAUS
[40]). In den folgenden Unterkapiteln werden diese Haupttypen kurz behandelt.
Eine ausfiihrliche Darstellung der Eigenschaften der Polymerhauptgruppen findet
sich beispielsweise bei DOMININGHAUS [40] oder MICHAELI ET AL [100].
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Thermoplaste Duroplaste Elastoplaste

Abbildung 3.8: Schematischer Aufbau der Polymerhaupttypen (DOMININGHAUS [40])

3.4.1 Thermoplaste

Die langen Kettenmolekiile der Thermoplaste sind untereinander nicht vernetzt.
Ihre Struktur ist entweder amorph, d.h. die Molekiilketten sind unregelmafig
angeordnet, oder teilkristallin mit stellenweise parallel angeordneten Molekiilket-
ten. Oberhalb der sog. Glasiibergangstemperatur verfliissigen sich Thermoplaste,
darunter erstarren sie. Dieser Vorgang ist reversibel. Der Elastizitatsmodul von
Thermoplasten ist wie auch die Zugfestigkeit zum Teil sehr unterschiedlich und
stark von der Art des Thermoplasts abhéngig.

Im Bauwesen kommen Thermoplaste in vielfaltiger Weise zum Einsatz: als Rohre
zur Entwasserung oder im Liiftungsbau, in Form von Folien schiitzen sie Bauwerke
vor Feuchtigkeit, als Fugenbander verhindern sie bei Arbeitsfugen im Erdreich
das Eindringen von driickendem Wasser. Sie werden als preiswerte Boden- oder
Wandbeldge verwendet und aufgeschaumt zur Warmedammung oder als Kern
von Sandwichelementen benutzt. Als Fensterrahmen werden Thermoplaste seit
den 1970er Jahren eingesetzt.

3.4.2 Duroplaste

Nach Zugabe des Harters vernetzen sich die Makromolekiile des zunachst fliissigen
duroplastischen Harzes sehr stark untereinander. Dieser Vorgang ist irreversibel,
denn vor Erreichen der Glasiibergangstemperatur zersetzen sich Duroplaste. Sie
werden aufgrund des fliissigen Ausgangszustands héufig als Matrixmaterial eines
Faserverbundwerkstoffs verwendet.

Im Bauwesen werden Duroplaste als Anstriche zum Schutz vor mechanischem,
chemischem und atmosphéarischem Angriff verwendet. Neben der Funktion als
korrosionsverhiitende Uberziige konnen Duroplaste auch geschaumt werden und
kommen so als Warmedammstoffplatten oder als Kern von Sandwichelementen
zum Einsatz.
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3.4.3 Elastoplaste

Der Vernetzungsgrad von Elastoplasten bzw. Elastomeren liegt wie ihre Eigen-
schaften zwischen dem der Thermoplaste und dem der Duroplaste. Wie die Ther-
moplaste lassen sie sich wieder verfliissigen, allerdings ist hierzu neben hoherer
Temperatur auch erhohter Druck notwendig. Bemerkenswert ist gerade bei diesen
Polymeren eine Bruchdehnung &, von bis zu 800 %.

Im Bauwesen dienen Elastomere zur Fugendichtung oder als Lagerung zwischen
Bauteilen. Bei geringer Last geniigen unbewehrte Elastomerlager. Bei grofien La-
sten, wie es beispielsweise bei Briicken der Fall ist, werden die Elastomere mit
Stahlblechen quer zur Lastrichtung bewehrt. Aufgrund der Querdehnungsbehin-
derung durch die Stahlbleche wird die Stauchung des Lagers minimiert, jedoch
bleibt die gewiinschte Scherfahigkeit erhalten.

In Tabelle 3.2 sind ausgewahlte polymere Werkstoffkenngréfien nach ALTENBACH
[2] dargestellt. Weitere physikalische Eigenschaften géingiger Polymere sind in
KAMPF [82] katalogisiert dargestellt.

Polymer Dichte Elastizitats- Zug- thermischer Aus-
modul festigkeit | dehnungskoeffizient
p E Ou or
el [10% - 0] [z o
UP-Harze 1,2-1,30 342 40 - 70 80 — 150
Epoxidharz 1,1 - 1,20 3-6,0 30 — 100 45 — 80
Thermoplaste | 0,9 — 1,42 1-50 25 — 250 10 - 27
Balsaholz 0,1 -0,19 2-6,0 8§18
Schaume
Polyurethan | 0,03 — 0,07 | 0,025 — 0,06
Polystyren 0,03 -0,07 | 0,020 — 0,03 | 0,25 — 1,25

Tabelle 3.2: Ausgewihlte Werkstoffkenngréfien verschiedener Matrixwerkstoffe, (AL-
TENBACH [2])

3.5 Fasermaterialien

Zur Verstarkung polymerer Werkstoffe kommen hauptsachlich Glasfasern, Koh-
lenstofffasern sowie Aramidfasern zum Einsatz, auf die sich dieses Kapitel be-
schrankt. In ausgewahlten Féllen werden auch Bor-, Keramik-, Siliziumcarbid-,
Polyethylen- oder Aluminiumoxidfasern verwendet. Fasern sind gekennzeichnet
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durch hohe Festigkeit und Steifigkeit. Sie sind im Allgemeinen anisotrop und
sprode. Wegen ihrer im Normalfall deutlich geringeren Bruchdehnung als der des
Matrixmaterials wird ihre Zugfestigkeit voll ausgenutzt, was im Hinblick auf die
hohen Herstellungskosten der Fasern beabsichtigt ist.

Glasfasern werden mit hoher Geschwindigkeit aus einer Glasschmelze, die
hauptséchlich aus Siliziumdioxid (Si03) besteht, durch Diisen gezogen oder ge-
presst. Da sich duroplastische Harze nicht chemisch an Glas binden, wird direkt
nach dem Ziehen aus der Glasschmelze eine Schlichte mit Haftvermittler auf die
Faser aufgebracht, welche sich chemisch an die Faser bindet. Durch den relativ
schnellen Abkiihlvorgang nimmt das Siliziumdioxid nach dem Schmelzen ohne
Kristallbildung eine amorphe Struktur an, weshalb Glasfasern im Vergleich zu
den anderen beiden Faserarten isotropes Materialverhalten aufweisen. Zur geziel-
ten Anderung physikalischer Eigenschaften werden dem Siliziumdioxid noch wei-
tere Oxide wie Aluminiumtrioxid (AlOj3), Kalziumoxid (CaO), Magnesiumoxid
(M gO) oder Bibortrioxid (B;O3) und in wesentlich geringeren Mengen noch wei-
tere Oxide beigemischt. Durch das Dotieren mit den genannten Oxiden erhalt
man z. B. M-, oder R/S-Glasfasern fiir besonders hohe Steifigkeiten bzw. Festig-
keiten. Der Gesamtanteil zusatzlicher Oxide liegt bei Glasfasern bei 25 bis 35 %
(vgl. FLEMMING ET AL. [50]). Die bis zu 40-fach hohere Zugfestigkeit von Glas-
fasern im Vergleich zu Normalglas mit gleicher chemischer Zusammensetzung ist
auf den Grofleneffekt, also der grofien Schlankheit der Fasern zuriickzufiihren.
Die Zugfestigkeit sinkt mit steigendem Durchmesser der Glasfasern, da sich mit
der Vergroferung der Querschnittsflache die Wahrscheinlichkeit von Fehlstellen
erhoht, diese an Grofie zunehmen und sich damit die fehlerfreie Lange verringert.
In Abbildung 3.9 ist die fehlerfreie Lange qualitativ dargestellt. Glasfasern wer-
den mit einem Faserdurchmesser zwischen 5 und 13 pm hergestellt und nach dem
Ziehen zu Rovings versponnen. Rovings sind Biindel von zumeist 60 Faden, von
denen jeder einzelne aus bis zu 800 Elementarfaden besteht.

Normalglas Glasfaser

Fehlstelle
~ fehlerfreie Lange /

Abbildung 3.9: Grofieneffekt der Glasfaser
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Kohlenstofffasern unterscheiden sich durch ihre drei unterschiedlichen Herstel-
lungsverfahren:

1. Einkristallwachstum in einem Kohlelichtbogen,

2. Entstehung aus der Dampfphase durch thermische Zersetzung eines Koh-
lenwasserstoffgases,

3. Pyrolyse von organischen Polyacrylnitrilfasern (PAN).

Kohlenstofffasern aus den ersten beiden Herstellungsverfahren sind sehr teuer.
Daher werden im Allgemeinen nur Fasern verwendet, die mit der Pyrolyse produ-
ziert werden. Dabei entstehen aus den PAN-Fasern bei 300 °C Kohlenstofffasern
niedriger Festigkeit. Durch die Karbonisierung bei 1600 °C nimmt die Festigkeit
stark zu (um ca. 36 %), die Steifigkeit weniger stark (um ca. 15 %) und es entste-
hen hochfeste (HT) Kohlenstofffasern. Hochsteife bzw. hochmodule (HM) Koh-
lenstofffasern entstehen durch Graphitierung bei 3000 °C. Gegeniiber hochfesten
Kohlenstofffasern zeigen sie eine deutliche Abnahme der Festigkeit, jedoch eine
deutliche Zunahme der Steifigkeit.

th

E{"=357-10% N/mm?
L7 2,455 By'/BL'~ 28
m] >T/\T'\
M
R E T /“\»/"*y Ej"=1050-10° N/mm?
2 g
g S S SERD .
= 2 ‘VY%*"'\;. —— Faserrichtung
— \W’ “ TS
5| SRR
& e 4 ™™__schwache Van-der-Waals-Bind
m/ W 9 | scnwacne van-der aalS-bmaung
W&w
&

starke kovalente Bindung

Abbildung 3.10: Gitteraufbau des Kohlenstoffkristalls (MCGUIRE [99)])

Die Graphitschicht ist das elementare Strukturelement der Kohlenstofffaser und
mit dem Elektronenmikroskop nachweisbar. Kohlenstofffasern weisen eine sehr
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geringe Dichte auf und sind sprode. Thre Steifigkeit und Festigkeit in Faser-
richtung sind deutlich hoher als quer zur Faserrichtung. Der theoretische Ela-
stizitatsmodul in Faserrichtung ist Eﬁh = 1050 - 10> N/mm? und in Querrichtung
E% =37,5-10° N/mm?, was zu einem Verhiltnis von Eﬁh/Eih ~ 28 fithrt (vgl.
Abbildung 3.10). Um die mit Durchmessern zwischen 5 und 10 gm sehr diinnen
Fasern beim Verarbeitungsprozess vor Beschiadigungen zu schiitzen, werden sie
mit einer Schlichte aus hartefreiem Epoxidharz, jedoch ohne Haftvermittler, be-
spriitht. Einen umfassenden und vertiefenden Einblick in die Thematik der Koh-
lenstofffasern und der Verbundwerkstoffe mit diesen Fasern findet sich in MOR-

GAN [102].

Aramidfasern sind stark richtungsorientierte aromatische Polyamide, die
durch die bereits erlauterte Polykondensation hergestellt werden. Sie gehdren da-
mit zu den Vertretern polymerer Fasern. In Abbildung 3.11 ist die Polykondensa-
tionsreaktion einer Aramidfaser vom Typ Kevlar (du Pont) dargestellt. Aramid-
fasern unterscheiden sich kaum in ihrer Festigkeit, werden aber mit verschiedenen
Steifigkeiten hergestellt (hochzih, hochsteif und extrem steif). Ihre Steifigkeit und
Festigkeit in Faserrichtung ist wie auch bei der Kohlenstofffaser deutlich hoher als
quer zur Faserrichtung, da die Makromolekiile untereinander iiber Wasserstoff-
briicken verbunden sind. Der Durchmesser einer Faser liegt bei 12 um. Wie die
Kohlenstofffaser wird sie mit einer Schlichte bespriiht, um sie vor Beschadigungen
wéahrend des Verarbeitungsprozesses zu schiitzen. Aramidfasern werden zumeist
in Rovings oder Geweben als Verbundfasern verarbeitet. Aufgrund der besonde-
ren Temperaturfestigkeit mit einer Glasiibergangstemperatur von bis zu 550°C
und der relativ hohen Bruchdehnung der Aramidfasern werden diese in Sicher-
heitskleidung und zur thermischen Abschirmung von Maschinenteilen eingesetzt.

N N + CZ—C’—< :}—C—Cl
H H

2 2

P-phenylendiamid (PPD)  Terephthaloxilchlorid (TCI)

2HCI _EOi_gOg_

n
Poly-p-phenylenterephtalamid (PPTA)

Abbildung 3.11: Reaktionsgleichung zur Herstellung einer Aramidfaser
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Einen Uberblick beziiglich Herstellung und Eigenschaften der jeweiligen Faser-
arten gibt der VEREIN DEUTSCHER INGENIEURE [148], BERTHELOT [17] oder
FLEMMING ET AL. [50]. In Tabelle 3.3 sind geméd SCHURMANN [131] aus-
gewahlte Eigenschaften der drei Fasertypen gegeniibergestellt und zum Vergleich
Kenngroflen fiir hochfesten Stahl sowie Aluminium angegeben. Bemerkenswert
ist der inverse thermische Ausdehnungskoeffizient der Aramid- und Kohlenstoff-
fasern in Faserlangsrichtung. Die langen in Faserlangsrichtung angeordneten
Molekiilketten der Aramidfasern schwingen bei Temperaturerhohung in Quer-
richtung um ein Vielfaches mehr als in Langsrichtung. Bei den Kohlenstoftfasern
lassen die schwachen Van-der-Waals-Bindungen ebenfalls wesentlich grofiere
Querschwingungen zu als die kovalente Bindung in Léngsrichtung. Daher ist
die Temperaturdehnung in Faserquerrichtung positiv und betragsméaflig eine
Groflenordnung grofler als in Langsrichtung.

Faserwerkstoff | Faser-& Dichte E-Modul Zug- therm.
festigkeit | Ausd.koeff.
d p E Oy Qr

[11m] =] | [10°- 505 | [10° - 5] g
Glas 7-13 | 2,14-255| 5587 | 1,664,500 3,50 - 7,20
Kohlenstoft 5-10 | 1,74 -1,90 | 230 - 450 | 2,1 -45 |-0,45—-1,08
Aramid 12 1,44 - 1,45 | 67 — 130 2.8 -2
zum Vergleich:
Stahl 7,83 210 04-12 13
Aluminium 2,71 70 0,3 23

Tabelle 3.3: Ausgewédhlte Werkstoffkenngroflen verschiedener Faserwerkstoffe,
(SCHURMANN [131])

3.6 Verstarkungsarten

Faserverstarkte Polymerwerkstoffe werden nach der Ausrichtung der Fasern un-
terschieden. Bei Verstarkung durch Wirrfasern liegen die Fasern zufallig in der
Matrix, sind also weder gestreckt noch in einer Richtung bevorzugt orientiert.
Die Tragfahigkeit der Fasern kann deshalb nicht voll ausgenutzt werden. Die Ei-
genschaften der Matrix werden jedoch in alle Richtungen gleichméfig verbessert.
Wegen der einfachen Herstellungsweise werden Thermoplaste oft durch kurze Fa-
sern ab 0,1 mm bis ca. 1 mm Léange verstarkt, wobei die Fasern schon vor dem
Gieflen zugegeben werden. Duroplaste hingegen werden mit Wirrfasermatten aus
langen Fasern im Handauflegeverfahren verstarkt.
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Bei unidirektionaler Verstarkung, auch Strangverstarkung genannt, werden die
Fasern entlang einer Richtung in Biindeln, so genannten Rovings, eingelegt und
gestreckt. Es wird die maximale Beanspruchbarkeit in dieser Richtung erreicht
und die Faserfestigkeit voll ausgenutzt. Die Belastbarkeit in Querrichtung ist
allerdings sehr gering.

In einem Gewebe sind Fasern in variablen Verhaltnissen senkrecht zueinander
verwoben. Da die Fasern in Gewebematten miteinander verwoben und nicht ge-
streckt sind, kann die Faserfestigkeit nicht voll ausgenutzt werden. In Abbildung
3.12 sind die eben genannten Zusammenhénge fiir die Festigkeit o, = o,(a)
gemafl DOMKE [41] qualitativ dargestellt.

(¢
yA% t. Y :

oY) >< v ll®4}

x x
Wirrfasern Kreuzgewebe

[ | A\ N T
e N [/ ——r

Strangverstiarkung

Abbildung 3.12: Verstiarkungsarten gemafi DOMKE [41]

Ein unidirektional verstarkter Faserverbundwerkstoff besitzt nur dann optima-
le Eigenschaften, wenn die von auflen einwirkenden Krafte in die Fasern einge-
leitet werden. Diese Krafteinleitung geschieht iiber Schubspannungen 7 in der
Grenzflache zwischen Faser und Matrix, die auch Interface genannt wird. Zu dem
Lastaufbau entlang der Faser lassen sich zwei grundlegende Modellvorstellungen
unterscheiden. Dies sind die Shear-Lag-Theorie nach Cox [28] und die elastisch-
plastische Analyse nach KELLY [78] bzw. KELLY & TYSON [79]. Bei der Shear-
Lag-Theorie ist die Faser von einer zylindrischen Matrix umgeben. Beide Ma-
terialien sind ideal elastisch und haften perfekt aneinander. Die Bruchdehnung
der Matrix liegt zudem tiber der der Faser und an den Faserenden findet keine
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Kraftiibertragung statt. Diese Annahmen fiihren zu groien Schubspannungsspit-
zen an den Faserenden.

Bei der elastisch-plastischen Analyse nach KELLY [78] bzw. KELLY & TYSON
[79] werden diese Schubspannungsspitzen durch plastisches MatrixflieBen abge-
baut und fiihren mit der Annahme eines ideal elastisch-plastischen Matrixver-
haltens auf eine konstante Grenzschubspannung ¢, zwischen Faser und Matrix.
Um die Festigkeit der Faser of vollstindig auszunutzen, muss diese eine Min-
destlange, die sog. kritische Faserlange [x,;; aufweisen. Unter den oben genannten
Voraussetzungen ergibt sich mit dem Faserdurchmesser d die kritische Faserlange

dof
QTGT .

(3.1)

[ krit —

Entscheidend fiir die Kraftiibertragung ist die schubfeste Haftung der Faser in
der Matrix. Sie wird iiber den sich in der Schlichte befindlichen Haftvermittler
sichergestellt, der sich chemisch sowohl an das Faser- als auch an das Matrix-
material bindet. Die maximal {ibertragbare Grenzschubspannung 7g, wird mit-
tels Faserauszugsversuchen (Pull-Out-Versuchen) fiir bestimmte Faser-Matrix-
Kombinationen bestimmt (siche hierzu z. B. CORDES & DANIEL [27]). Mit Hilfe
der Finite-Element-Methode werden solche Auszugsversuche numerisch mittels
sog. Interface-Elementen simuliert. Die Grundidee dieser Elemente ist in Kapitel
4.4.2 dargestellt.

3.7 Anisotropes Materialverhalten

In den folgenden Ausfiihrungen wird ein Stoffgesetz fiir anisotrope, linear-
elastische Materialien hergeleitet, da unidirektional verstarkte Faserverbundwerk-
stoffe, bedingt durch ihre Mikrostruktur, ein derartiges Materialverhalten besit-
zen. Die Materialformulierung beruht auf einer makroskopischen Betrachtung, bei
der die Homogenitat des Materials vorausgesetzt wird. In Kapitel 3.8 werden da-
her einige Homogenisierungsverfahren vorgestellt. Die Ausgangskonfiguration sei
undeformiert und spannungsfrei. Temperatureinfliisse bleiben unberiicksichtigt,
es werden also lediglich isotherme Prozesse betrachtet.

Die Darstellung der monotropen, orthotropen, transversal isotropen sowie der
isotropen Materialmatrix erfolgt geméafl ALTENBACH [2], [3] und [4] sowie NIE-
DERSTADT [103], YE [163] oder ZOHDI & WRIGGERS [168], nach dem Prinzip der
materiellen Symmetrie. Ein bestimmtes Material ist demnach invariant beziiglich
Spiegelungen an speziellen Symmetrieebenen.
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Mit der Forderung einer quadratischen Formanderungsenergiefunktion ist der li-
neare Zusammenhang der Spannungen und der Verzerrungen sichergestellt und
fithrt auf das verallgemeinerte Hookesche Stoffgesetz

S=C:E. (3.2)

Der Materialtensor C ist eine lineare Abbildung der Verzerrungen auf die Span-
nungen, weshalb dieser von vierter Stufe ist. In Indexnotation folgt daher

S = Ck By (3.3)

Der Materialtensor besitzt zunichst 3* = 81 unabhingige Komponenten.
Aufgrund der in Abschnitt 2.3 gezeigten Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensors folgt fiir den Materialtensor beziiglich der ersten beiden Indizes
1]

und wegen der Symmetrie des Greenschen Verzerrungstensors (vgl. Abschnitt 2.1)
ergibt sich beziiglich der letzten beiden Indizes k < [

womit sich die Anzahl der unabhéngigen Komponenten des Materialtensors C auf
(3% — 3)% = 36 reduziert.

Bei elastischen Materialien kann die von den Spannungen geleistete Arbeit weg-
abhangig sein. In diesem Fall spricht man von Cauchy-elastischen Materialien. Bei
hyperelastischen oder Greenschen Materialien besitzt die Formanderungsenergie-
dichte Potentialcharakter, ist also wegunabhangig. Damit gilt die in Gleichung
(2.71) eingefiihrte Beziehung, die sich in Indexnotation angeben lésst

W

ij
S 0B,

(3.6)

Mit dem verallgemeinerten Hookeschen Gesetz (3.3) folgt durch Differenzieren
nach den Verzerrungen der Materialtensor

. 0 oW,
ijkl _ 7 0S
oo (W), -
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Nach dem Satz von Schwarz ist die Reihenfolge der Ableitungen vertauschbar, so
dass Gleichung (3.7) auch in der Form

. o [ JOW,
klij _ 08

geschrieben werden kann. Formal folgt also der Materialtensor aus der zweifachen
partiellen Ableitung der Formanderungsenergie

0*Wos
=T

(3.9)

Die Beschriankung auf hyperelastische Materialien fiihrt mit Gleichung (3.7) und
(3.8) zu einer weiteren Symmetrie des Materialtensors, denn die beiden vorderen
und hinteren Indexpaare diirfen vertauscht werden (ij) < (kl). Die Anzahl un-
abhangiger Materialkomponenten reduziert sich damit auf 21. Ein Material mit
21 unabhangigen Materialkomponenten wird aleotrop oder triklin bezeichnet.

Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften des Spannungs- und Verzerrungs-
tensors konnen die mafigebenden Terme dieser Tensoren in Vektornotation ange-
geben werden

= [Sll 5122 S33 512 513 823 ]T
E = [Ey Ey Es3 2B 2B 2Ex3]" . (3.10)

Der vierstufige Materialtensor C kann analog infolge der eingefiihrten Vektorno-
tation als Matrix C dargestellt werden

[ Cll C’12 C13 C'14 Cl5 CIG
022 023 024 C125 C’26
033 C(34 C135 C’36 (3 11)

S Y M 055 056

3.7.1 Richtungstransformation

In vielen Féllen fallt die lokale Materialrichtung nicht mit dem globalen Koor-
dinatensystem zusammen. In Abbildung 3.13 ist ein Ausschnitt eines dreilagigen
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Faserverbundwerkstoffs mit der globalen Basis e; und lokalen Koordinaten e;
dargestellt.

Abbildung 3.13: Faserverbundlaminat und mogliche Koordinatensysteme

Die Richtungstransformation von dem lokalen Koordinatensystem e zum glo-
balen Koordinatensystem e; erfolgt durch skalare Multiplikation des Greenschen
Verzerrungstensors von links und rechts mit e} bzw. €

E’Z{j(eg ® e;-) = Eij(e;®ey)
e - Eij(e;@e)) ¢ =e, - Ljle;®e)) ¢ (312
3.12
Ez{j (5Zk(5jl = eﬁf - € Eij €; - e;

By = (e, -ei)Eij(e; - €)) .

Es ergibt sich mit t;; = €]- e und unter Beriicksichtigung der in (3.10) eingefiihr-
ten Notation die Transformationsbeziehung

E =TpE, (3.13)

wobel
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(t11)?  (t12)*  (t13)? t11t12 t11t13 t1ot13
(t21)*  (t22)*  (t23)? ta1t92 ta1ta3 t2ota3
(t31)*  (t32)*  (t33)? 31132 t31t33 32133

Tg =
2011t91  2tiatan 2ti3tas tiitas + tiator  tiites + Liglar  Tialeg + Liglon

2011ts1 2tiatss 2tigtss tiitsa + tiatsr  tiitss + tistsr  tialss + tistse
| 2001131 2toatzn  2ta3lzs  tortsn + loolar  tortzz + faglsr  tootzz + fostsn |
(3.14)

die zugehorige Transformationsmatrix ist. Die Transformationsmatrix kann auch
mit dem Winkel ¢ beziiglich der Basis e; dargestellt werden. Da der Richtungs-
cosinus zweier Vektoren der Lange 1 gleich dem Skalarprodukt dieser Vektoren
ist, gilt

ti. =€) - er = cos (e}, ey) . (3.15)

Mit der Reduktionsformel der trigonometrischen Funktion cos (90° 4 ¢) = Fsing
folgt die Transformationsmatrix

c? s2 0 sc 0 0]
-2 2 0 —sc 0 0
0 0 1 0 0 O c = COs
Tg = 3.16
b —2s¢ 2s¢ 0 2—s2 0 0]~ s = singp (3.16)
0 0 0 0 c s
0 0 0 0 -5 ¢ |

Um nun den Zusammenhang zwischen der Materialmatrix C beziiglich des globa-
len Basissystems und der entsprechenden Materialmatrix C’ beziiglich der lokalen
Basis zu erkennen, wird die Formanderungsenergiedichte Wyg betrachtet. Da die
Forménderungsenergiedichte eine skalare Grofe ist, gilt der Zusammenhang

1 1
Wos = 5 E'CE = 3 E’CE . (3.17)

Diese Energiedquivalenz fiihrt mit Gleichung (3.13) auf die Transformation der
Materialmatrix beziiglich des konvektiven und des orthonormierten Basissystems

C=TLCTy. (3.18)

Mit dem in Vektornotation formulierten Stoffgesetz S = C E folgt aus Gleichung
(3.17) unter Zuhilfenahme von Gleichung (3.13) die Transformationsvorschrift fiir
den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungsvektor
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S=TLS . (3.19)

Mit den Transformationsbeziehungen (3.13), (3.18) und (3.19) lassen sich die
Verzerrungen, die Materialmatrix und die Spannungen in beliebige Koordinaten-
systeme umrechnen.

3.7.2 Monotropie

Mit Hilfe der in Kapitel 3.7.1 eingefiithrten Transformationsbeziehung kann die
trikline Materialmatrix aus Gleichung (3.11) zunéchst zu einer monotropen Mate-
rialmatrix vereinfacht werden. Monotropes Material ist durch eine Symmetrieebe-
ne charakterisiert. Eine Spiegelung zu dieser Ebene erhélt die Materialeigenschaf-
ten und damit die Koeffizienten der Materialmatrix. VOIGT [149] nennt solche
Spiegelungen (oder Drehungen), die die Koeffizienten der Materialmatrix erhal-
ten, Deckbewegungen und leitet diese an unterschiedlichen Kristallgittertypen
her. Ausgehend von einem orthonormierten Bezugssystem e; lasst sich die Trans-
formationsmatrix fiir eine Spiegelung beziiglich der 1-2-Ebene mit Hilfe des Ska-
larprodukts t;; = €] - e; darstellen. Dabei geht der Basisvektor ez iiber in den
Basisvektor —ej. Die Basen €| = e; sowie €}, = e, bleiben dabei erhalten. Diese
Vereinbarung fithrt auf die Transformationsmatrix

Ty = (3.20)

O O = O O O

o O O O O
o O O O = O
o O O = O O

Die Anwendung der Transformationsvorschrift C3 = Tg C,Tg aus Gleichung
(3.18) liefert mit dem Erhalt der Koeffizienten die Materialmatrix fiir monotropes

Materialverhalten
[ C;y Cia Ci3 Ciy 0 0 |
Co Ca3 Ty 0 0
Cs3 Cs O 0
Ciy = 3.21
' Cu 0 0 (3:21)
S Y M 055 065
i Cos |
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Es gentigen 13 unabhangige elastische Konstanten, um monotropes Materialver-
halten beschreiben zu konnen.

3.7.3 Orthotropie

Ausgehend von monotropem Materialverhalten beziiglich der 1-2-Ebene in einem
orthonormierten Bezugssystem wird nun eine weitere Symmetrieebene in der 1-3-
Ebene eingefiihrt, zu der die Komponenten der Materialmatrix erhalten bleiben.
Dies fiihrt mit e, = —ey bei Erhalten der anderen beiden Basisvektoren auf die
Transformationsmatrix

100 0 0 0
010 0 0 0
001 0 0 0

Te=1000 210 o0 (3.22)
000 0 1 0
(000 0 0 —1

Die monotrope Materialmatrix (3.21) geht entsprechend der Transformationsbe-
ziechung Cy = TL C3Tg aus Gleichung (3.18) in

[ C)y O Ci3 0 0 0
022 023 0 0 0
Cs3 0 0 0
Cq = 3.23
) Cu 0 0 (3.23)
S Y M Css O
i Cos |

iiber. Das orthotrope Material kann mit 9 unabhangigen elastischen Konstanten
beschrieben werden. Die Anwendung der Transformationsmatrix beziiglich der
Symmetrie der 2-3-Ebene liefert keine neue Materialmatrix. Materialsymmetrie
beziiglich zweier orthogonaler Ebenen hat also die Symmetrie der dritten noch
verbleibenden Ebene zur Folge. VOIGT [149] nennt das Materialverhalten drei
zueinander senkrecht stehender Symmetrieebenen rombische Anisotropie.

3.7.4 Transversale Isotropie

Zusatzlich zu drei zueinander senkrecht stehenden Symmetrieebenen hat ein
transversal isotropes Material eine Vorzugsachse, d. h. richtungsunabhéangige Ei-
genschaften der zur Vorzugsachse senkrecht stehenden Ebene. Wird ausgehend
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von orthotropem Materialverhalten die 1-Achse als Vorzugsachse gewahlt, so

stellt sich die Richtungsunabhangigkeit in der 2-3-Ebene ein. Beliebige Drehungen

des Koordinatensystems um die 1-Achse liefern die Bedingungen fiir die transver-

sale Isotropie. Zunéchst wird eine Drehung um 90°, im Anschluss eine Drehung
um 45° durchgefiihrt. Die Drehung um die Vorzugsachse um 90° hat eine Aktivie-

rung der Dehn- bzw. Normalspannungsanteile zur Folge. Es gilt €| = ey, €, = e3

und e; = —ey und die Transformationsmatrix erhélt damit folgende Gestalt
(100 0 0 0 ]
001 0 0 O
010 0 0 O
Tp = .24
P7looo0o 0 1 0 (3.24)
000 —-10 0
000 0 0 —1]

Die Transformationsvorschrift Cgge = T% CoTg aus Gleichung (3.18) liefert

[ C11 Cip Cip 0 0
Co Cy 0 0
Cy 0 0
C o —
90 Cu 0
S Y M Cu

o O O O O

C(66

(3.25)

Eine weitere Drehung um 45° aktiviert ausschliefSlich Gleitungen bzw. Schubspan-

nungen. Es gilt also €] = ey, e, = [0 \/LQ \/Li |” und e} = [0
Transformationsmatrix lautet
1 0 0 O 0 0 ]
11 1
0 ? ? 0 0 51
T, — 035 3 (1) (1) —3
00 O ?5 721 0
00 0 L —1 0
(01 -1 0 0 0 |

L — 2|7 Die

V2 V2

(3.26)

und die Transformationsvorschrift Cy50 = T'L Cooe T aus Gleichung (3.18) liefert
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[ C;y Cla Cip 0 0 0
Cyp Cy 0 0 0
Cye 0 0 0
C: = 3.27
i Cua 0 (320
S Y M Cu 0
i %(022 — Ca3) ]

und es wird deutlich, dass transversal isotropes Material 5 unabhangige elastische
Konstanten besitzt. Daher wurde Cys0 durch Cs ersetzt.

3.7.5 Orthotropie und transversale Isotropie in Ingenieurkonstanten

Durch geeignete physikalische Versuche werden nun die Materialkonstanten fiir
orthotropes und transversal isotropes Material bestimmt. Hierfiir werden an ei-
ner Probe Zug- und Scherversuche durchgefiihrt. Aufgrund einer definierten Last
werden definierte Spannungen auf die Probe aufgebracht und die Verzerrungen ge-
messen. Es werden also nicht die Spannungen S = CE sondern die Verzerrungen
E = C~! S gemessen. Die Inverse der Materialmatrix wird als Nachgiebigkeitsma-
trix N = C~! bezeichnet. Invertieren der Transformationsbeziehung (3.18) liefert
N =T.'N LT;JT, woraus sich mit gleichen Uberlegungen wie in den Kapiteln
3.7.2 bis 3.7.4 beschrieben, die Nachgiebigkeitsmatrizen Ng und N5 ergeben. Die
Verzerrungs-Spannungsbedingungen lauten dann

[ Nii Niz Niz 0 0 0 ][ SH"] [ En ]
Nos Nos 0 0 0 S22 FEy
N22 0 0 0 533 Egg
— 3.28
Ny 0 S12 2 Fis ’ ( )
S Y M Ngs O S13 2 F5
i Nes | | S | 2 Fo3
— N,
[ Nii Nig Nip 0 0 0 IR [ En ]
Noy Nos 0 0 0 S22 FEoy
N22 0 0 0 533 E33
= . (3.29
Ny 0 S12 2 s ( )
S Y M Ny 0 13 2E3
L 2(N22 — N23) 1L 523 i L 2E23 i
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Die Probe aus orthotropem Material wird drei einachsigen Zugversuchen unter-
worfen. Der Zugversuch in 1-Richtung liefert eine messbare Langsdehnung FE'iy
in Richtung der wirkenden Spannung S sowie senkrecht dazu zwei messbare
Querdehnungen Fys und FEs3. Aus Gleichung (3.28) und der Definition der Quer-
dehnzahl v19 = —Fy/Eyy baw. 113 = — E33/ Eqp resultiert

En 1 Es V12 FEss V13
St 2T gn B’ T su E, (3:30)

Ny
Hierbei ist E; der Elastizitatsmodul in Faserrichtung. Uber einen einachsigen Zug-
versuch in 2-Richtung erhalt man eine messbare Langsdehnung FEss in Richtung
der wirkenden Spannung S?? und senkrecht dazu zwei messbare Querdehnungen
Ey1 und Ejs3. Mit Hilfe von Gleichung (3.28) und der Definition der Querdehnzahl
V91 = —FEy1/ Fas baw. 193 = — E33/ Fy folgt

En V21 Es 1 Es3 Va3
522 B, 2T 82 g, 22 By’ (3:31)

Nz
wobei Ey den Elastizitatsmodul in 2-Richtung darstellt. In gleicher Weise erhalt
man durch einen einachsigen Zugversuch in 3-Richtung mit der Definition der
Querdehnzahl V31 — —EH/Egg bzw. V3g — _E22/E33

Epy V31 Ess V32 Ess 1
et R Noog = —22 — 22 Ngz = — = —— . (3.32
S% By SECE RO w=gw =g, 39

Nis

Aufgrund der Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix Ng folgt fiir die Nebendia-
gonalelemente der Zusammenhang

Vi2 Va1 V13 V31 V23 V32

Yiz _ P21 713 78t = =22 3.33
E, By’ E, B3’ Ey  Es (3.33)
Der Schubversuch in der 1-2-Ebene aufgrund der Schubspannung S'? liefert Glei-
tungen 2 E15. Der Schubmodul ist definiert mit G5 = S2/2 Ej,. Damit ergibt

sich fur

2B, 1

Mit entsprechenden Schubversuchen in den beiden verbleibenden Ebenen ergeben
sich die Eintrage der Nachgiebigkeitsmatrix
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2B 1 2L53 1
Die Nachgiebigkeitsmatrix fiir orthotropes Materialverhalten erhélt mit den ein-
gefiihrten Ingenieurkonstanten folgende Gestalt

kom0 0 0

A om0 0 0

L 0 0 o0

N, = 2 (3.36)
0 0
G2

S Y M GLB 0

_1

L Gaz -

Nun sei geméafl Abbildung 3.14 die 1-Achse die Vorzugsachse eines transversal iso-
tropen Materials. In der 2-3-Ebene besitzt der Werkstoff isotrope Eigenschaften,
womit sich die Nachgiebigkeit N5 ergibt

Abbildung 3.14: Schematische Darstellung eines transversal isotropen Materials mit

den fiinf unabhéangigen Materialkonstanten

e U
Lo—m o0 0 0
L0 0 0
N, = (3.37)
L0 0
G2
S Y M G%Q 0
2(1+l/23)
| E

Durch Invertierung der Nachgiebigkeitsmatrix folgt die Materialmatrix der trans-
versalen Isotropie mit Ingenieurkonstanten
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[ Bi(1—13) Ejvia(l+vs) Ejvi(l4+ws) 0 0 0
E5(1— V122%) E5 (v + V122%) 0 0 0
E3(1 - V%Q%) 0 0
Cs = G 0 0
S Y M G 0
Ey
| 2 (1 + I/23) i
(3.38)
mit
* * 2 E2
El :El/A, EQZEQ/A und A:(1+V23)(1—V23—2V125> .
1

Der letzte Diagonaleintrag ist der Schubmodul G55 in 2-3-Ebene und es gilt der
Zusammenhang

Ey
Vg3 = —
=5 G

(3.39)

Aus den Eintrdgen in Gleichung (3.38) lassen sich Anforderungen an die Materi-
alparameter ableiten, welche in Kapitel 3.7.7 angegeben werden.

3.7.6 Isotropie

[sotropes Material hat punktsymmetrische Eigenschaften, weist also unendlich
viele Symmetrieebenen auf. Eine beliebige Drehung der Materialmatrix C5 aus
Gleichung (3.27) um die 2- oder 3- Achse liefert den Elastizitdtsmodul und die
Querdehnzahl als unabhangige Materialkonstanten. Der einachsige Zugversuch
geniigt, um diese fiir eine isotrope Probe zu bestimmen. Die Nachgiebigkeitsma-
trix und die Materialmatrix nehmen dann folgende Gestalt an

[1 —v —v 0 0 ]
1 —v 0 0
N, = i ! 0 0 0 (3.40)
E 2(1+v) 0 0
S Y M 2(1+v) 0
_ 2(1+v) |
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bzw.
[ 1—v v v 0 0 0 |
1—v v 0 0 0
E 1—v 0 0 0
C, = Yy (3.41)
(I+v)(1-2v) =2 0 0
S Y M =2r 0
1-2v
L 2

3.7.7 Anforderungen an die Ingenieurkonstanten bei transversaler
Isotropie

In Kapitel 3.7 wurde die Symmetrie der Materialmatrix gezeigt. Dariiberhinaus
wurde in Gleichung (3.17) die Formanderungsenergiedichte Wys = %ETCE ein-
gefiihrt. Die Formanderungsenergiedichte ist eine skalare Grofle und stets positiv.
Sie verschwindet nur in der unverformten Referenzkonfiguration, wenn also E = 0
gilt. Da die Verzerrungen beliebige Werte annehmen kénnen, muss die Material-
matrix C positiv definit sein. Damit ist C formal auch invertierbar. Die positive
Definitheit stellt gewisse Bedingungen an C bzw. an die Nachgiebigkeit N und
damit an die Koeffizienten dieser Matrizen. Zunéchst wird der Fall betrachtet,
dass jeweils nur ein Eintrag der Verzerrungen von Null verschieden ist. Fiir festes
1 gilt dann

Wos = 1 (E)iCy (B); = 101" (E);

>0 . 3.42
: - Cii (E) (3.42)

Es wird deutlich, dass alle Hauptdiagonalelemente von C positiv sein miissen.
Hieraus ergeben sich die Bedingungen

E1>O, E2>O, G12>O, G23>0. (343)

Wegen Gleichung (3.39) gilt

Ey
Gy=—"—"—>0 = 1p3>-1. 3.44
Eine symmetrische Matrix ist positiv definit, wenn die Determinante dieser Ma-
trix und die Determinante der fithrenden Hauptuntermatrizen positiv sind. Diese
Uberlegung fiihrt bei transversal isotropem Materialverhalten auf folgende Be-

dingungen:
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52
1 V12
- 2
= Boj_ Ll v, _N/&< <\/& 3.45
_2 i El E2 E12 E’2 V12 E2 ’ ( : )
E, E,
1 Va3
- —= 2
E, By |_ 1 vs _
v =@ B0 > l<m<l. (34)
E, E,
1 e v
& 1E1 £ 2 2 ( )Ez
Can— | 222 2 P28 =1—1p3 =205 (1 +103)=— >0 3.47
det Czx3 B 5 A B, (3.47)

Abbildung 3.15: Geltungsbereich der Querdehnzahlen eines transversal isotropen Ma-

terials
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Fiir transversal isotropes Material sind negative Querdehnzahlen theoretisch
zuldssig. In Abbildung 3.15 ist fiir ein Verhéltnis der E-Moduli E;/FE; = 10
(/ E1/Ey = 3.162) der Bereich der zuldssigen Wertepaare v und 153 grau ein-
gefarbt. Reale Werkstoffe besitzen Querdehnzahlen im Bereich zwischen 0 und
0,5. Dieser Bereich ist als weifles Quadrat dargestellt. Damit wird deutlich, dass
die Bedingungen (3.45) bis (3.47) im Allgemeinen erfiillt sind, da die Parabel mit
zunehmendem Verhéltnis F;/FE> immer flacher wird. Weist die Vorzugsachse im
Vergleich zu den beiden anderen Achsen jedoch einen geringeren E-Modul auf,
so miissen die Bedingungen streng gepriift werden. Dieser eher theoretische Fall
ist jedoch von untergeordneter Bedeutung, da es sich hier z. B. um eine unidi-
rektionale Verstarkung handeln wiirde, deren Verstarkungsfasern einen niedrige-
ren E-Modul als das umgebende Matrixmaterial hatten. Isotropes Material mit
E, = E5 und v5 = 3 = v ist ebenfalls dargestellt und es wird deutlich, dass
hier v < 0,5 gelten muss.

3.8 Homogenisierung

Homogenisierung bezeichnet das Ersetzen eines heterogenen Materials durch ein
homogenes Ersatzmaterial mit dquivalentem Verhalten. Auf der Mikroskala be-
stehen Faserverbundwerkstoffe aus Fasern und Matrix. Diese sind oft im elasti-
schen Bereich isotrop. Einige Fasern zeigen dariiber hinaus transversal isotrope
Eigenschaften. Um die Eigenschaften von unidirektional verstarkten Faserver-
bundwerkstoffen mittels einer Homogenisierung zu bestimmen, nutzt man daher
die Materialparameter von Faser und Matrix. Dabei stellt das sog. reprasentative
Volumenelement die Materialeigenschaften in homogenisierter Form auf der Mi-
kroskala dar (vgl. HILL [68] oder HASHIN & SHTRIKMAN [66]). Es stellt einen
Punkt des Kontinuums als materielles Volumenelement dar, das in seiner Grofle
statistisch reprasentativ fiir die Mikrostruktur des betrachteten Punktes ist. Su-
QUET [140] motiviert die Einheitszelle aufgrund der Periodizitdt der Mikrostruk-
tur. Hierbei setzt sich die innere Struktur des Verbundwerkstoffs aus regelmafliig
aufeinander folgenden Einheitszellen zusammen. Damit wird das repréasentati-
ve Volumenelement auf die periodische Einheitszelle mit periodischen Randbe-
dingungen reduziert. Abbildung 3.16 stellt die Mikroebene eines unidirektional
verstarkten Faserverbundwerkstoffs und das reprasentative Volumenelement so-
wie die Einheitszelle innerhalb einer periodischen (quadratischen) Faserverteilung
dar (vgl. DOBERT [34]) und zeigt die Grenze zu noch feinerer Auflésung (Piko-
bzw. Nanoebene). Die Makroebene ist ein Schichtverbund aus homogenisierten
Einzelschichten, womit eine Strukturanalyse moglich wird.
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Piko- und Nanoebene Mikroebene
Atomare bzw. Représentatives
Molekulare Gefiigestruktur Volumenelement Einheitszelle
Struktur / ®
e 0,0 @
0o g 00000
® .: e0l® 00000
0® ¢% 00000
© 0% © ®° (po0000
@ o o0 ()
o o ® )

Abbildung 3.16: Mikroebene und représentatives Volumenelement mit Einheitszelle

Das Gesamtvolumen V' der Einheitszelle besteht aus dem Faservolumen V; und
dem Matrixvolumen V,,. Der bezogene Volumenanteil der Konstituenten ergibt
sich durch Division des Gesamtvolumens

1=vo +o™
VI Af
: f_ _ _ . f
mit v = % (— i —a) (3.48)
und v —7(—7—@ ) .

Der Abstand e von einem Rand der Faser zum néchsten ist ein Maf3 fiir den
Faseranteil. Wahlt man e = xz.d als Vielfaches des Faserdurchmessers, so kann
der Faseranteil bzw. das dem Faseranteil entsprechende Vielfache z,. fiir eine
quadratische Faseranordnung in der Form

fo__ ™ b S S 3.49
T A 1y s e =\ 17 (3.49)

angegeben werden. Bei quadratischer Faseranordnung betragt der maximale Fa-
seranteil v/ = 7/4 = 0,785. Der funktionale Zusammenhang fiir diese Art der
Faseranordnung ist in Abbildung 3.17 wiedergeben.
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0,8 7
00000 — 06 -
Q
00000 £ 04
00000 % ’
XXX Y] = 02
00000 0 T
o 1 2 3 4
Einheitszelle M z, = e/d

Abbildung 3.17: Geometrie der Einheitszelle

Bei hexagonaler Faseranordnung liegt der maximale Faseranteil bei v/ =
V/3m/6 = 0,907. In Abbildung 3.18 sind die beiden unterschiedlichen Faseran-
ordnungen grafisch veranschaulicht (vgl. z. B. SCHURMANN [131]).

B G

Abbildung 3.18: Dichteste quadratische und hexagonale Faseranordnung

In der Literatur wird der Faservolumenanteil v/ oft mit dem griechischen Buch-
staben ¢ identifiziert. Er kann jedoch geméB Gleichung (3.48) auch iiber den
dquivalenten Flachenanteil @/ angegeben werden. Neben dem Faservolumenanteil
wird der Fasermassenanteil ¥ eingefiihrt und lautet mit den jeweiligen Massen
m’ = p/ VI bzw. m™ = p™ V™ der Konstituenten

mf ol of
U = = ) 3.50
mf +mm  pfof 4 pm (1 —of) (8:50)

Der Zusammenhang zwischen dem Faservolumenanteil v/ und dem Fasermas-
senanteil ¥ ist in Abbildung 3.19 fiir einen faserverstiarkten Epoxidharz mit der
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Dichte pP¥ = 1,2g/dm? dargestellt, wobei fiir die Dichte der Fasern jeweils
Glasfasern mit p“F = 2,5 g/dm?, Kohlenstofffasern mit p* = 1,8 g/dm? sowie
Aramidfasern mit pf = 1,45 g/dm?® gewihlt wurden.

1,0
7
0.8 A g
— e
) g
g 06 A
g o
2 v
3 rd
£ 04 2]
Q , /' 7
@ /)
F / ‘/"
0.2 s .
i ——  Glasfaser-Epoxid
// — — Kohlenstofffaser-Epoxid
0.0 S Aramidfaser-Epoxid

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Faservolumenanteil vf

Abbildung 3.19: Zusammenhang zwischen Faservolumen- und Fasermassenanteil am
Beispiel eines Epoxidharzes der Dichte p* = 1,2 g/dm?

3.8.1 Zweidimensionale Homogenisierungsmethode

Nachfolgend wird zunéchst eine zweidimensionale Homogenisierungsmethode
fiir unidirektional verstarkte Faserverbundwerkstoffe unter der Annahme kleiner
elastischer Verzerrungen, Isotropie von Faser- und Matrixmaterial, idealer
Haftung zwischen Faser und Matrix und gleichmafliger Verteilung der Fasern im
Matrixmaterial dargestellt. Fiir den effektiven E-Modul £ und die Querdehnzahl
1o wird diese Methode auch Mischungsregel genannt. Die tibrigen effektiven
Groflen konnen ebenfalls aus der zweidimensionalen Betrachtungsweise abgeleitet
werden. Weitere Homogenisierungsmethoden konnen beispielsweise DANIEL &
IsHAT [32], KOLLAR & SPRINGER [84] NIEDERSTADT [103] oder TSAl & HAHN
[147] entnommen werden. Die Darstellung effektiver Elastizitatsgrofien erfolgt
aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht in der in Gleichung (3.10) eingefiihrten
Schreibweise. Stattdessen werden Spannungen mit o und 7 und Verzerrungen
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mit ¢ angegeben und entsprechend indiziert. Um eine Verwechslung mit der
Querdehnzahl v/ bzw. ™ zu vermeiden, wird der Volumenanteil der Fasern
v/ bzw. der Matrix v™ mit dem Aquivalent der Flichenanteile o/ sowie a™
angegeben.

Effektiver Elastizitatsmodul E; in Faserrichtung

Die Bestimmung des effektiven Elastizitatsmoduls in Faserrichtung FE; erfolgt
unter der Annahme gleicher Dehnungen fiir die Fasern 5{ und fiir die Matrix ",
was einer Parallelschaltung zweier Federn entspricht. Die resultierende Kraft F
ergibt sich aus der Addition der Teilkrafte der einzelnen Phasen

F=o] A 4o A™ . (3.51)

Die effektive Spannung o, ergibt sich damit durch den Bezug auf die Gesamt-
querschnittsflache

F_O’{Af_i_O'{nAm
A A A

(3.52)

o1 =

Die Spannungen lassen sich tiber das Hookesche Gesetz in gewohnter Weise dar-
stellen

0'1:E1€1 s U{:EfS{ s O';n:Em&Jln . (353)

Nach Einsetzen dieser Spannungen in Gleichung (3.52) ergibt sich aufgrund der
Voraussetzung gleicher Dehnungen der effektive Elastizitatsmodul in Faserrich-
tung zu

Ei=ad B/ +a"E"=d' B + (1 —af)E™ | (3.54)

Effektiver Elastizitatsmodul E,; in Faserquerrichtung

Die Bestimmung des effektiven Elastizitatsmoduls in Faserquerrichtung Fs er-
folgt durch Anlegen einer Spannung o5. Mit Hilfe des Schnittprinzips ergibt sich
die Gleichheit der Spannungen der einzelnen Phasen oy, = a§ = o', was einer

Reihenschaltung von Federn entspricht.

Fiir die Anderung Ab der Breite b ergibt sich gema Abbildung 3.20 der anteilige
Zuwachs Ab = Ab/ + Ab™. Die Gesamtdehnung lisst sich damit angeben zu
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REXEN SR L

Matrix
b Faser b+Ab
Matrix

4
YYYVYVYYD

Abbildung 3.20: Mechanisches Modell zur Ermittlung des effektiven Elastizitatsmo-

duls F5 in Faserquerrichtung

Ab AW+ Ab™
Eg=—=—"T—.

; ; (3.55)

Die Ausgangsbreite b ergibt sich aus der Summe der Anteile b/ und b™. Auflerdem
gilt anteilig b/ = a/ b und ™ = a™b. Damit kann die Dehnung der jeweiligen
Phase angegeben werden

;AW A AT AR
-

= Hegr e (3.56)

€

Durch Erweitern von Gleichung (3.55) mit der iiber den Volumenanteilen ausge-
driickten Ausgangsbreite

AbS afb+ A a™ b
b alb b am™b

&9 = (357)
ergibt sich der Zusammenhang fiir die Gesamtdehnung aus der Summe der an-
teiligen Phasendehnungen nach Gleichung (3.56) zu

e =al el +am el (3.58)

Das Einsetzen des Hookeschen Gesetzes (3.53) der jeweiligen Phasen liefert mit
der Gleichheit der Spannungen den effektiven Elastizitatsmodul in Faserquerrich-
tung

1 f m Ef g™
. + a_ bzw. E, =

— . 3.59
E, EI E™ (1 —al)Ef +af E™ (3:59)
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Effektive Querdehnzahl v,

Die Bestimmung der effektiven Querdehnzahl 145 erfolgt tiber die Definition dieser
GroBle

€
Vg = —— (3.60)

€1
Durch Anlegen einer Spannung o; in Faserrichtung resultiert eine Dehnung £; in
Faserrichtung und eine Dehnung e5 quer dazu. Fiir Dehnungen in Querrichtung

gilt die Beziehung aus Gleichung (3.58), welche mit den Querdehnzahlen der

einzelnen Phasen 5£ =—vf a{ sowie 5" = —v™ " folgende Gestalt annimmt
gy =—al el —amymem (3.61)

Unter Beachtung der Gleichheit der Dehnungen in Faserrichtung ergibt sich die
effektive Querdehnung durch Einsetzen der Dehnung €5 geméf Gleichung (3.61)
in die Definition der Querdehnzahl (3.60) zu

vio=al vl +am" v =ad' v + (1 —al) ™. (3.62)

Effektiver Schubmodul G,

Zur Bestimmung des effektiven Schubmoduls wird in Abbildung (3.21) die Sche-
rung der Einheitszelle aufgrund einer Schubspannung 715 betrachtet. Das Schnitt-
prinzip liefert die Gleichheit der Schubspannungen der jeweiligen Phasen 715 =
Tlfg = 7{5. Die Scherungen der jeweiligen Phasen sind jedoch unterschiedlich und
ergeben sich aufgrund der unterschiedlichen Schubmoduli zu

f m
f_ T2 m _ T12
/y - Gf ) 7 - Gm . (3.63)

Der Schubweg A setzt sich aus der Summe der jeweiligen Schubwege

A=A+ A (3.64)
zusammen, wobei sich diese Schubwege jeweils in der Form

A=~b, A =~T b A = 4™y (3.65)

angeben lassen. Die anteiligen Phasenbreiten lassen sich wieder iiber die Volu-
menanteile b/ = a/ b und b™ = a™b ausdriicken. Aufgrund der Gleichheit der
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Schubspannungen ergibt sich durch Einsetzen der Beziehungen (3.63) und (3.65)
in Gleichung (3.64) der Zusammenhang fiir den effektiven Schubmodul

1 al n a™ by G GIGm
—_— — _— 7 . = .
G, GI ' Gnm 2T 1 =G +af G™

(3.66)

Matrix / /

b Faser . / TA"/2
12 :
Matrix # i Al

Abbildung 3.21: Mechanisches Modell zur Ermittlung des effektiven Schubmoduls
G12

Effektive Querdehnzahl v3

Zur Ermittlung der effektiven Querdehnzahl 153 schlagt FOYE [51] die Anwendung
von Gleichung (3.62) mit zusétzlicher Einbeziehung der Dehnungsbehinderung
der Matrix durch die Fasern vor. Der Ansatz lautet

vz = al vl + (1 —af)v™el] (3.67)

Durch eine Querbelastung o, bauen sich in der Matrix aufgrund der Dehnungs-
behinderung auch Spannungen o; in Faserlangsrichtung auf. Die Dehnung in Fa-
serlangsrichtung lésst sich fiur diesen Fall mit dem Elastizitdtsgesetz (3.29) dar-
stellen

=22, (3.68)

Aufgrund der Dehnungsbehinderung durch die Fasern entstehen Spannungen o7*
in der Matrix. Fiir die Dehnungen der Matrix folgt dabei mit dem Elastizitats-
gesetz (3.29)
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1 e
67171 = ﬁal — WJQ s (369)
m 1
ESn = —%01 -+ WOQ s (370)
4 4
E3 = _ﬁ g1 — WUQ . (371)

Nun wird die Querspannung als Einheitsspannung o, = 1 aufgebracht. Damit
ergibt sich unter Annahme gleicher Dehnungen ¢; = &7 aus Gleichung (3.69)
unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.68) die resultierende Matrixspannung

o = ™ VE—lf +om (3.72)

Die effektiv wirksame Querdehnzahl der Matrix v™// ergibt sich aufgrund der
Dehnungsbehinderung aus Gleichungen (3.70) und (3.71)

" 1+ 0™ — vip——

meeff _ €3 . m 1

v ==y 3.73
. b (3.73)

1— m)2 m -
(V ) +v V12E1

und es folgt mit Gleichung (3.67) die effektive Querdehnzahl

Em
1+v™ — 1/12?
voz = al vI 4+ (1 —al) ™ 1Em . (3.74)
1 — m)2 m
(1™)2 + v g 2

Eine Umrechnung der Querdehnzahl 153 in den Schubmodul Gag erfolgt aufgrund
der Isotropie der 2-3-Ebene mit Gleichung (3.39).

Die zweidimensionale Homogenisierungsmethode liefert gut iibereinstimmende
Ergebnisse mit experimentellen Untersuchungen fiir den effektiven Elastizitats-
modul £ und die effektive Querdehnzahl vy, in Faserrichtung (vgl. z. B. NIEDER-
STADT [103]). Die Querdehnzahl vy liefert geméa SCHURMANN [131] ebenfalls gut
iibereinstimmende Ergebnisse. Fiir den Elastizitatsmodul F, sowie den Schubmo-
dul G5 weichen diese jedoch je nach Faser-Matrix-Kombination von experimen-
tellen Untersuchungen ab. Daher wurden erweiterte Homogenisierungsmethoden
entwickelt, auf welche im folgenden Kapitel eingegangen wird.
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3.8.2 Erweiterte Homogenisierungsmethoden

Zur Prognose effektiver Materialkennwerte wurde z. B. von HILL [70] die selbst-
konsistente Methode entwickelt. Diese betrachtet eine Faser eingebettet in einer
unendlich grofien Matrix. Dabei wird von der durch ESHELBY [45] eingefiihr-
ten Methode Gebrauch gemacht. Erweitert wurde diese Methode durch CHRI-
STENSEN & Lo [25] oder HALPIN & KARDOS [62] zur generalisierten selbst-
konsistenten Methode. Diese Methode betrachtet eine einzelne Faser eingebettet
in einem zylinderformigen Matrixmaterial, welches wiederum von einem effek-
tiven Medium mit effektiven Materialeigenschaften des Faserverbundwerkstoffs
umgeben ist. Mit Ansétzen iiber das Minimum der potentiellen Energie bzw.
der komplementaren Energie konnen obere und untere Schranken fiir effektive
Materialkennwerte angegeben werden. Hierunter fallen die Arbeiten von REUSS
[117], HASCHIN & SHTRIKMAN [66] oder HILL [69]. HUET [73] und SAB [124]
untersuchen unter Einarbeitung unterschiedlicher Randbedingungen den Einfluss
der Grofle des reprasentativen Volumenelements. Einen Uberblick {iber erweiterte
Homogenisierungsmethoden findet sich z. B. bei CHRISTENSEN [24].

NIEDERSTADT [103] gibt erweiterte Gleichungen zur Homogenisierung fiir den
Elastizitatsmodul Es in Faserquerrichtung und fiir den Schubmodul G5 an und
vergleicht diese mit den in den Arbeiten von TSAT & HAHN [147] und Puck [115]
entnommenen Gleichungen zur Homogenisierung dieser Materialkennwerte. Diese
Beziehungen setzten isotrope Faser- und Matrixeigenschaften voraus. Sie werden
in den folgenden Gleichungen (3.75) bis (3.80) angegeben und sind zum Vergleich
in den Abbildungen 3.22 und 3.23 als Funktion des Faservolumenanteils mit Wer-
ten B/ = 73-10® N/mm? und v/ = 0, 18 fiir das Faser- sowie E™ = 4-10° N/mm?
und v = 0,4 fir das Matrixmaterial dargestellt. Diese Materialkennwerte sind
typische Werte fiir glasfaserverstirkte Epoxidharze (vgl. Tabelle 3.2 und 3.3).

BEm (1+0,85 (af)?)

Puck
E, = (m)2 L N (3.75)
al +(1—a’)"
(1= (m)?)E
Em -
= 1(,,\2 m\2] 2 m f
ENied a_f+1—af_af( —af) Ef[(y) + ")) v (3.76)
2 Ef Em al BEf + (1 —af) Em ’

. 1 af  0,5(1—a"H)]\ "
Tsai __ _ ’ -7
B = (af +0,5(1 —al) | EY AT D (3:77)
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1+0,6Val)G™
Gla™ = ( G;t ,6Val) (3.78)
= . \1,25
ol &7 +(1—a’)
Nied al 1—a/\™"'
, 1 a’ 0,5(1—a') !
Tsai __ _ L S
Gy = (af +0,5(1 — af) {Gf T Gm D (3.80)
| = = = =2D-Methode
60 —a— Puck
A Niederstadt
Tsai
40 -

—e— Berthelot

E-Modul E, [10°> N/mm?]
o
S

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
L f
Faservolumenanteil a

Abbildung 3.22: Vergleich der Homogenisierungsgleichungen fiir Fo

BERTHELOT [17] stellt Vergleiche der jeweiligen Homogenisierungsmethoden mit
Versuchsergebnissen von glasfaser-, kohlenstofffaser- und aramidfaserverstarkten
Verbundwerkstoffen gegeniiber und gibt Empfehlungen fiir die Wahl der jeweili-
gen Homogenisierungsmethode an. Fiir die drei genannten Faserarten schlagt er
folgende Gleichungen fiir effektive Materialparameter vor, welche ebenfalls in den
Abbildungen 3.22 und 3.23 fiir E5 und G5 mit den oben aufgefiithrten Material-
parametern fiir glasfaserverstarkte Epoxidharze dargestellt sind.

E, = o B/ +(1—-a’)E™ gemiB Gleichung (3.54),

vip = a’ vl +(1—a’)v™ gemiB Gleichung (3.62),

G'(1+af)+G™(1 —af)
G = GrAd) T e tal) (3:81)
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Schubmodul G, [10° N/mm?]

30 f
= = = =2D-Methode
—#— Puck A
A Niederstadt '
20 Tsai L
—eo— Berthelot y
10 -
0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

L f
Faservolumenanteil a

Abbildung 3.23: Vergleich der Homogenisierungsgleichungen fiir G149

f
Gy = G| 14— e . (3.82)
G 3207 T3 (1—a)
Gl =G 23(12”1/"1) + % Gm
2
E, = 3.83
? R w2, (3:83)
mit
Em
K, = ,
2(1 = 2up,) (1 +v™)
f
a
. (3.84
* 1 1—al (3.84)

Ef o Em 4 1
3(1—-2v/f) 3(1—2vm™) 3

+ Em™ 4 vm
(G =G™)  sagpm T 3G

Auffallend ist hierbei, dass die von BERTHELOT [17] vorgeschlagenen Gleichun-
gen fiir den gesamten Bereich des Faservolumenanteils etwa eine untere Grenze
fiir den jeweiligen effektiven Materialkennwert darstellen. Nach BERTHELOT [17]
ergibt sich fiir diese Gleichungen eine gute Ubereinstimmung mit experimentell
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bestimmten Materialkennwerten. Mit Hilfe von Gleichung (3.39) kann der trans-
versale Schubmodul Gas in die zugehorige Querdehnzahl o3 tiberfiihrt werden.
Die Gleichungen (3.81) und (3.82) entsprechen jeweils der unteren Schranke der
von HILL [69] und HASHIN [64] vorgestellten Energiemethode, wobei Gleichun-
gen (3.81) auch das Ergebnis der selbstkonsistenten Methode nach HiLL [70]
und (3.82) das Resultat der generalisierten selbstkonsistenten Methode geméf
CHRISTENSEN & Lo [25] ist. Bei der direkten Methode werden effektive Mate-
rialkennwerte mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente bestimmt. Hierunter
fallen Arbeiten von SUQUET [140], ZOHDI ET AL [167] oder DOBERT [34].
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4 Versagen von Faserverbundwerkstoffen

Faserverbundwerkstoffe versagen aufgrund unterschiedlicher Mechanismen. Um
das Versagen einer Struktur aus faserverstarkten Werkstoffen vorherzusagen, wur-
den diverse Versagenskriterien entwickelt. In den folgenden beiden Unterkapiteln
werden die grundlegenden Mechanismen und Kriterien vorgestellt.

4.1 Versagensmechanismen

Faserverbundwerkstoffe zeigen unterschiedlichste Versagensmechanismen. Je nach
Belastungszustand entstehen Matrixrisse, Ablosungen im Faser-Matrixbereich,
Faserbriiche, Delaminationen oder Ausweichen von Fasern aus der Belastungs-
ebene. Unter Zugbeanspruchung beispielsweise konnen Mikrorisse im Matrixma-
terial in Grofle und Anzahl wachsen, sich vereinigen und zum Versagen auf der
Makroebene fiihren.

Unter Zug kann es zum Matrixbruch kommen, wenn das Matrixmaterial sprode
und der Verbund zwischen Faser und Matrix sehr stark ist. Bei relativ schwachem
Verbund zwischen Faser und Matrix kommt es zu Ablosungen zwischen Fasern
und dem Matrixmaterial. Zum Schubbruch mit Einschniirung kann es bei dukti-
ler Matrix und starkem Verbund zwischen Faser und Matrix kommen. Mit dem
Versagen unter Zug in Faserrichtung haben sich u. a. ROSEN [122], BADER [10]
oder LEE & DANIEL [94] beschéftigt.

Matrixrisse entstehen sowohl unter Querzug als auch unter Querdruck. Unter
Querdruck bilden sich an beliebigen Stellen kleine Matrixrisse, die sich bei Last-
steigerung zu einem durchgehenden Schubriss verbinden konnen. Die Matrix kann
sich dabei von der Faser ablosen. Es kann sogar zum Fasersplit kommen, bei dem
einzelne Fasern aufgerissen werden. Annahernd senkrechte Risse bilden sich un-
ter Querzug aus. Hierbei kann sich die Matrix ebenfalls von den Fasern ablosen
oder diese auftrennen. Die komplexen Versagensvorgange bei Matrixrissen sind
bis heute Gegenstand der Forschung. Einen Uberblick iiber Veroffentlichungen zu
diesem Thema liefern KwoN & BRENNER [86]. Unterschiedliche Versagensarten
einer Faserschicht sind nach SCHULTZ [134] in Abbildung 4.1 dargestellt.

Durch den Schichtaufbau von Laminaten kann es zu weiteren Phianomenen wie
erhohten Randquerzug- oder Randschubspannungen kommen, die ihrerseits De-
laminationen auslosen konnen. Durch Biegebeanspruchungen gekriimmter Struk-
turen kann es zu Querzugspannungen kommen, die wiederum Delaminationen
hervorrufen konnen.
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Bruchbild
Langszug
Faserbruch (" >¢/ ) Matrixbruch (¢/ >e”
Langsdruck S S S
out-of-phase- in-phase- Schubversagen
Mikrobeulen Mikrobeulen
O L& ® O
°o® ° °® °
Querzug ‘_:o/'.. o[ ‘_:o o'}.. o™
/0% o (X
Matrixbruch Zwischenfaserbruch
in Grenzflache
Querdruck W
Schub ohne Faserbruch Schub mit Faserbruch

Abbildung 4.1: Versagensarten von Faserschichten

In der Literatur finden sich zahlreiche Aufsiatze zum Thema Delamination als
Schiadigungsart von Faserverbundwerkstoffen. Luo & HANAGUD [96], MULLER
& VIELSACK [101] oder STEINER [139] entwickeln Methoden zur Auffindung von
Delaminationen. Andere Arbeiten beschaftigen sich mit dem Thema fortschrei-
tender Delamination. Bruchmechanische Anséatze zur Beschreibung dieses Phéno-
mens liegen z. B. den Arbeiten von DAVIDSON [33], KRUGER [85], NILSSON &
STORAKERS [104], TESSMER [141], WANG ET AL. [159] oder ZHANG [164] zu-
grunde. BALZANI & WAGNER [11], CRISTFIELD ET AL. [31] oder WAGNER ET
AL. [156] beschreiben Delamination mit Hilfe von kohésiven Interface-Elementen.
Mogliche Interaktionen von Anfangsschadensmodi bis hin zum Versagen eines
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Faserverbundwerkstoffs sind nach OcHoA & REDDY [106] in Abbildung 4.2 zu-
sammengestellt.

Faser/
Matrix Schicht Laminat
Matrixversagen
an
Matrix-Risse Schichtgrenzen
\ Quer- /
Risse Y
/ Delamination
Ablosungen
Faser/Matrix \ {
Schicht- Beulen im
Versagen Sublaminat
Knicken /
der Fasern y -
Druck-
Versagen
Faser-
Faser- |_—"|  Versagen \
Briiche Zug-
Versagen

Abbildung 4.2: Versagensarten von Faserverbundstrukturen

Das Stabilitatsverhalten von Faserverbundstrukturen wird beispielsweise in WAG-
NER & GRUTTMANN [154] oder DEGENHARDT ET AL. [38] untersucht. Einen
Beitrag zum Stabilitdtsverhalten von faserverstarkten Platten geben THURLEY
& MARSHALL [143].

Das Verhalten von Faserverbundwerkstoffen unter axialer Druckbelastung in Fa-
serrichtung bedarf weiterer Aufmerksamkeit. Unter Druckbelastung kann es zu
Instabilitaten auf Mikroebene bzw. Faser-Matrix-Instabilitdten (Ausbeulen auf
Mikroebene) kommen. Dies kann zu einer Kettenreaktion fithren, die einen Bruch
zur Folge hat. Dabei entstehen recht ausgedehnte und stark zerkliiftete Bruchbe-
reiche. Auf das Mikrobeulen wird in Kapitel 6 eingegangen.
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Im Gegensatz zum Zwischenfaserbruch sind fiir den Faserbruch vor allem Zug-
und Druckspannungen in Faserrichtung ein Maf fiir die Bruchbedingungen. Puck
[116] bemerkt, dass die Zugfestigkeit der Schicht analytisch zutreffend ermittelbar
ist, da die Homogenisierung in Faserrichtung sehr gute effektive Materialkennwer-
te liefert (vgl. Kapitel 3.8). Die Druckfestigkeit hingegen wird durch Instabilitéten
auf Mikroebene, dem Mikrobeulen, begrenzt und muss i. d. R. experimentell be-
stimmt werden.

4.2 Versagenskriterien

Unter Gebrauchslast diirfen bei Konstruktionen aus Faserverbundwerkstoffen kei-
ne irreversiblen Schadigungen des Materials eintreten. Die Versagenskriterien fiir
Faserverbundwerkstoffe beziehen sich oft auf eine Einzelschichtanalyse mit ho-
mogenisierten Materialkennwerten, bei der untersucht wird, welche Schicht bei
steigender Last zuerst an ihre Versagensgrenze gelangt. Hierbei handelt es sich
um die sog. First-Ply-Failure-Last bzw. um eine First-Ply-Failure-Analyse.

Die unterschiedlichen Versagenskriterien fiir anisotrope Werkstoffe konnen in die
Gruppe der entkoppelten und der gekoppelten Versagenskriterien unterteilt wer-
den. Bei den entkoppelten Versagenskriterien werden die faserorientierten Span-
nungen einer Schicht nicht miteinander verkniipft. Tritt beispielsweise nur eine
elementare Beanspruchungsart auf, konnen die berechneten Spannungswerte un-
mittelbar mit experimentell ermittelten Festigkeitswerten verglichen werden. Es
tritt keine Interaktion unterschiedlicher Spannungen auf und es kann das Kriteri-
um der maximalen Spannung und der maximalen Dehnung angewendet werden.
In aller Regel kommt es jedoch zu einer Uberlagerung unterschiedlicher Span-
nungskomponenten, so dass verschiedene Versagensmodi eintreten kénnen. Es
existieren daher gekoppelte pauschale Versagenskriterien, welche die auftreten-
den Spannungen in nur einer Gleichung miteinander verkniipfen sowie nichtpau-
schale Versagenskriterien zur Differenzierung der Bruchart. Da die Schubfestig-
keit einer UD-Schicht unabhangig vom Richtungssinn der Schubspannung ist,
muss ein gekoppeltes Versagenskriterium vom Vorzeichen der wirkenden Schub-
spannung unabhangig sein. Dies gelingt mittels polynomialer Versagenskriterien
zweiter Ordnung der Form

g(S)=8STAS<1. (4.1)

Die Bedingung (4.1) stellt eine Bruchflache im Spannungsraum dar. Da die Bruch-
spannungen endlich sind, muss die Bruchflache geschlossen sein. Jeder Punkt in-
nerhalb dieser Bruchflache reprisentiert einen Spannungszustand, der nicht zum
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Versagen fiihrt. Punkte auf oder aulerhalb der Bruchflache kennzeichnen Versa-
gen. In Bedingung (4.1) ist A eine (6 x 6)-Matrix, in der die Bruchspannungen
gewichtet werden und das jeweilige Versagenskriterium definieren. Die Festigkei-
ten einer homogenisierten Schicht werden nun wie folgt eingefiihrt

011 Léngszugfestigkeit (lokale 1-Richtung),

o3,  Léngsdruckfestigkeit (lokale 1-Richtung),

092 Querzugfestigkeit (lokale 2-Richtung),

g5, Querdruckfestigkeit (lokale 2-Richtung),

o33 Zugfestigkeit (lokale 3-Richtung), (4.2)
03, Druckfestigkeit (lokale 3-Richtung),

d12  Schubfestigkeit (lokale 1-2-Ebene),

g13  Schubfestigkeit (lokale 1-3-Ebene),

023 Schubfestigkeit (lokale 2-3-Ebene).

In der Literatur sind die Bezeichnungen der Festigkeiten uneinheitlich. So werden
z. B. die Festigkeiten nach TsA1 & WU [146] mit X und X" fir die Langszug- und
Langsdruckfestigkeit, mit Y bzw. Y’ und Z bzw. Z’ fiir die Querzug- bzw. Quer-
druckfestigkeiten und die Schubfestigkeiten mit R, ) bzw. S bezeichnet. PUck
[116] beschrankt sich auf transversal isotropes Material und wahlt jeweils Rﬁﬂ,

Rﬁ_), R(f), Ri_), Ry bzw. Ry, . Er setzt damit die Gleichheit der Festigkeiten
in Querrichtung sowie die Gleichheit der Schubfestigkeiten in lokaler 1-2- und
lokaler 1-3-Ebene voraus.

4.2.1 Tsai-Wu-Kriterium

Eine Form des polynomialen Versagenskriteriums, in das lineare oder quadra-
tische Spannungskombinationen einfliefen, ist das Tsai-Wu-Kriterium, TSAT &
Wu [146]

AL Sy + AleSijSrs — 1 <0 mit (4,7,7,8 =1,2,3) . (4.3)
Dieses Kriterium geht von der Annahme einer geschlossenen Versagensflache im
Spannungsraum aus. Da die Spannungen auf die Orthotropieachsen bezogen sind,
hat das Vorzeichen der Schubspannungen S;; keinen Einfluss auf die Festigkeit.
Daher werden die linearen Schubspannungsterme aus Gleichung (4.3) gestrichen
und das Kriterium fiir orthotropes Material lautet
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AT1 Sll ‘l' A§2 522 + A§3 S33+
ATHI (Sll>2 + A§222 (522)2 + A§333 <S33)2+

(4.4)
Abgog (S23)? + Afpay (S51)? + Afarp (S12)*+
Alj99 S11 S22 + ASyz3 Saa S33 + Ajj33 S11 S33 < 1
mit den Festigkeitskomponenten
1 1
Ay = —— = (ii = 11,22,33) ,
Oii Oy
1
Ay = —— (131 = 1111, 2222,3333) ,
04 Tii
] (4.5)
Any = o (ijij = 1212,2323,3131)
2F
A = —— (iijj = 1122, 1133,2233) .
V011 011039 022
Sehr oft wird fiir den Parameter F; = —% gewahlt. Bei der Berechnung miissen

die Spannungen in lokaler Materialrichtung vorliegen. Gegebenfalls miissen sie
zunachst entsprechend transformiert werden, da sich die Festigkeiten &;; stets
auf das lokale Koordinatensystem beziehen. Die Festigkeitstensoren zweiter (Aj;)
bzw. vierter Ordnung (A},
per Materialien Symmetrien auf. Wegen der vorkommenden linearen Spannungs-

) weisen analog zu den Elastizitétstensoren anisotro-

anteile (Aj;) ist darauf hinzuweisen, dass es sich bei dem Tensor A* nicht um den
Festigkeitstensor A nach Gleichung (4.1) handelt.

Fiir den ebenen Spannungszustand vereinfacht sich Gleichung (4.4) um alle Ter-
me, die mit 3 indiziert sind. Mit den Festigkeitskomponenten gemafi Gleichung
(4.5) lautet dann das Tsai-Wu-Kriterium fiir den ebenen Spannungszustand

1 1 1 1 1 1
<A - = )511+ <A—— — )522+ 2 (S11)* + P (Sa2)”

011 011 022 099

1 S12)?
- WSHSQQ‘}‘%Sl-
011 011022 022 (12)

Gleichung (4.6) stellt eine Ellipse dar, die, bedingt durch die beiden ersten linea-
ren Terme ihr Zentrum nicht im Koordinatenursprung hat. S5 kann als Parameter
identifiziert werden, der die Grofle der Ellipse mitbestimmt (vgl. Abbildung 4.3).
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Abbildung 4.3: Das Tsai-Wu-Kriterium im S71-S22-Spannungsraum

Das Tsai-Wu-Kriterium ist ein gekoppeltes Pauschalkriterium, da es Versagen in
nur einer Gleichung formuliert. Dies fithrt jedoch dazu, dass nicht differenziert
werden kann, um welche Art von Versagen es sich handelt.

4.2.2 Tsai-Hill-Kriterium

Das Tsai-Hill-Kriterium ist ebenfalls ein gekoppeltes Pauschalkriterium. Beim
allgemeinen Versagenskriterium nach Tsai-Wu gehen Spannungen sowohl in li-
nearer als auch in quadratischer Form ein und es sind unterschiedliche Zug- und
Druckfestigkeiten in den Hauptrichtungen des Materials moglich. Beim Tsai-Hill-
Kriterium gehen alle Spannungen ausschliellich in quadratischer Form ein.

A*

iJrs

Si;Sps —1 <0 mit (i,5,r,s=1,2,3) . (4.7)

Die Zug- und Druckfestigkeiten sind betragsmafiig gleich, so dass sich die un-
abhangigen Festigkeitskomponenten auf 6 reduzieren, siehe z. B. DE BORST &
FEENSTRA [37]. Auch hier miissen die Spannungen im lokalen Materialkoordina-
tensystem vorliegen oder in dieses transformiert werden.

~ Ak A ~ ok A Ak
011 = 011 0922 = 099 , 033 = 033 - (48)

Dabei gilt
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Afln (Sll>2 + A§222 (522)2 + A§333 <S33)2+
Al (S23) 4+ Ajya) (S51)” + Afypy (S12)*+
A¥ 199 S11 S22 + Abogs Soo S35 + Aj133 S11 S33 < 1

mit

1
A* -
1141 ~ D
03
1
Ar.. =
ijij -
(Gij)?
1 1
* I
A1122 - _(AQ +A2
011 03
1 1
* _
Aspss = —(5 +
022 033
1 1
Ay = —(+
3311 ) )
033 01

(idii = 1111, 2222, 3333) |,

(ijij = 1212,2323,3131)

—_

Q»
SN
w

—_

Q>
s
-

—_

Q»
N
S

ol 1 1
P2 (6n)? (0m)? (633)7
1 1 1 1
Cy == - — — + —
272 (6n)? (0m)?  (633)?
1 1 1 1
Cs = - |+—= + = - =
’ (011)? (022)? (033)?
gilt fiir die Festigkeitsmatrix
[ Cy+Cs  —C
-3 C1+C4
A —CY —Ch
0 0
0 0
0 0

Das Tsai-Hill-Kriterium lautet damit

Cy + Cy

0
0

1
Cy = —~
1T (612)
1
Cs = =
° (013)
1
Cs = —
‘ (023)
0 0 ]
0 0
0O O
0 O
Cs 0
0 Cs

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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g(S)=STAS<1. (4.13)

Fiir den ebenen Spannungszustand vereinfacht sich das Tsai-Hill-Kriterium in
entsprechender Weise wie das Tsai-Wu-Kriterium. Da beim Tsai-Hill-Kriterium
die Spannungen ausschliellich in quadratischer Form eingehen, lasst es sich wie
folgt angeben

[\

(S12)" _ (4.14)

(012)* —

(522)2_( 11

(611)*  (G22)?

) S11 S22 +

Gleichung (4.14) stellt eine Ellipse dar, die ihr Zentrum im Koordinatenursprung
des S71-Soo-Spannungsraums hat. Die Schubspannung Si5 ist ein Mafl fiir die
Grofle der Ellipse. Abbildung 4.4 veranschaulicht das Tsai-Hill-Kriterium grafisch.

Abbildung 4.4: Das Tsai-Hill-Kriterium im S71-S92-Spannungsraum

4.2.3 Von Mises-Kriterium

Bei der Plastifizierung isotroper Materialien spielen nur deviatorische Spannungs-
anteile eine Rolle. Dieser von von Mises entdeckte Zusammenhang kann als Son-
derfall des Tsai-Hill-Kriteriums interpretiert werden. Der Festigkeitstensor A, mit
dem sich dieses Kriterium geméf Gleichung (4.13) iiberpriifen lasst, lautet
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1 L L 000
2 2
1 1
—= 1 —= 0 0 0
2 2
1 1
A= - = 1 00 0 . (415)
2 2
0 0 03 00
0 0 00320
0 0 000 3

Das von Mises-Kriterium lautet dann mit der Grenzspannung o, des isotropen
Materials, welches aus einem einfachen Zugversuch bestimmt wird

VSTAS < o, . (4.16)

Fiir den ebenen Spannungszustand in Hauptspannungsrichtungen S;; ergibt sich
mit der Festigkeitsmatrix (4.15) das von Mises-Kriterium zu

\/(511)2 — S11 S22+ (S22)2 < 0, . (4.17)

Nach einer Umformung erhélt Gleichung (4.17) die Form

(511)2 . 5’11 522 (522>2
@2 (02 | (o)

und kann wie in Abbildung 4.5 als Ellipse im S1;-S22-Spannungsraum dargestellt

<1 (4.18)

werden.

522

o,

-0,

Abbildung 4.5: von Mises-Kriterium im Hauptspannungsraum
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4.2.4 Kriterium nach Hashin

Das Pauschalkriterium nach Tsai-Wu ist mathematisch elegant, da es das Versa-
gen einer Schicht in nur einer Gleichung darstellt. Es ist aber nicht in der Lage
zu differenzieren, ob es sich um einen Faserbruch oder einen Zwischenfaserbruch
handelt. Das von HASHIN [65] vorgeschlagene nichtpauschale Versagenskriterium
stellt dagegen differenzierte Kriterien fiir Faserbruch und Zwischenfaserbruch dar.
Fiir den reinen Faserbruch gelten die Kriterien jeweils fiir Zug- bzw. Druckspan-
nungen getrennt

S\ 2 Si\2 [ S5)?
9(S)re = (A“) +(A12) +(A13> <1, (4.19)
011 012 013

9(S)re = (%1)2 <1. (4.20)

Fiir den Zwischenfaserbruch fiir Zug- bzw. Druckspannungen gelten

Sos +S33\°  [S12\° [ Si3)°
9(S)z = <u) +<A12) +(A13)
099 012 013

2
. (523 —A522 533) <1, (4.21)

023

6%\ 2
< 32) .
2093
+<§12>2+ (513)2+ <523 —AS22533)2§1. (122)
012 013 023

4.2.5 Maximalspannungskriterium

Sag + Ss3

Jalt 3
022

9(S)ze =

S + Sz \ 2
+( 22 + 33)

25‘23

Das Maximalspannungskriterium ist ein entkoppeltes Versagenskriterium, bei
dem das Material versagt, wenn mindestens eine Spannungskomponente in loka-
ler Materialrichtung den zugehorigen Festigkeitsgrenzwert erreicht. Diese Aussage
lasst sich angeben zu

o, <Su<on, 059 < Sop < 093 033 < S33 < 033,
R R A (4.23)
| 612 < S12 s |o13] < Si3, | Ga3 | < Sag .
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Abbildung 4.6: Maximalspannungskriterium im S71-5922-S12-Spannungsraum

Im Falle des ebenen Spannungszustands kann dieses Maximalspannungskriterium
im S11-S92-S12-Spannungsraum grafisch dargestellt werden, vgl. Abbildung 4.6.

Neben den o.g. quadratischen Kriterien werden das Maximalspannungs- und Ma-
ximaldehnungskriterium am haufigsten verwendet.

4.2.6 Maximaldehnungskriterium

Das Maximaldehnungskriterium ist ein ebenso entkoppeltes Versagenskriterium,
bei dem das Material versagt, wenn mindestens eine Dehnungskomponente in
lokaler Materialrichtung den zugehorigen Grenzwert erreicht.

en < By <én, €59 < Fagy < ég €33 < B33 < é33, (4.24)
| 12| < Eig | 13| < B, | €23 | < Eas .

Im Falle des ebenen Dehnungszustands kann das Maximaldehnungskriterium
im FE11- Foo- F1o-Dehnungsraum analog zum Maximalspannungskriterium fiir den
ebenen Spannungszustand grafisch dargestellt werden.

4.3 Degradationsmodelle

Im Rahmen First-Ply-Failure-Analyse (FPF) wird das Versagen einer Schicht
gleichgesetzt mit dem Versagen eines Laminats. Dieses Konzept beriicksichtigt
jedoch nicht die verbleibende Tragfahigkeit ungeschadigter Schichten. Nach FEr-
reichen eines Faser- oder Zwischenfaserbruchs in einer Schicht kann durch Span-
nungsumlagerung die Last u. U. weiter gesteigert werden. Das Laminatversagen
tritt erst dann ein, wenn die letzte Schicht versagt. In diesem Zusammenhang
spricht man vom Grenzlastkonzept der letzten Schicht oder der Last-Ply-Failure-
Analyse (LPF). Mit Hilfe der o. a. Versagenskriterien wird die Grenzlast fiir FPF
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berechnet. Fiir die gebrochene Schicht werden entsprechende Steifigkeiten redu-
ziert. Die Reduktion der Steifigkeit wird als Degradation bezeichnet und fithrt zur
Spannungsumlagerung auf andere Schichten. Bei weiterer Laststeigerung kommt
es zum Versagen einer anderen Schicht und zu einer erneuten Reduzierung der
Steifigkeit. Dieses Szenario wird so lange wiederholt, bis die letzte Schicht versagt.

Ein einfaches Degradationsmodell nutzen TOBAJAS ET AL. [145], bei welchem
eine Steifigkeitsreduktion vorgenommen wird, wenn das Tsai-Wu-Kriterium (4.4)
nicht mehr erfiillt ist. Bei dieser Steifigkeitsreduktion wird zunéachst der Elasti-
zitdtsmodul E; gleich dem Elastizitatsmodul Fy gesetzt. Anschliefend wird der
Elastizitdtsmodul E, auf 10 % der Ausgangssteifigkeit reduziert. Wird das Tsai-
Wu-Kriterium verletzt, so gilt

(4.25)

Unter Zuhilfenahme des Versagenskriteriums nach HASHIN [65] schlagen ORIFICI
ET AL. [108] ein Degradationsmodell vor, welches in Anlehnung an TOBAJAS
ET AL. [145] die elastischen Materialparameter reduziert. Beim Eintreten eines
Faserbruchs geméfl Gleichung (4.19) bzw. (4.20) werden alle Materialparameter
auf 10 % ihrer Ausgangswerte reduziert

Ey = 0,1E;,

Ey, = 0,1F,,
G = 0,1Gy2, (4.26)
vig = 0,19,

vog = 0,1uv3.

Ereignet sich ein Zwischenfaserbruch, ist Gleichung (4.21) bzw. (4.22) nicht mehr
eingehalten und es werden folgende Materialparameter auf 10 % ihrer Ausgangs-
werte gesetzt

E2 = 0, 1E2 5 (4 27)

Vg = 0,].V12.

Der Zwischenfaserbruch ist weit weniger kritisch als der Faserbruch, da lediglich
der Elastizitatsmodul F, sowie die Querdehnzahl 15 reduziert werden. Es ist
also denkbar, dass nach einem Zwischenfaserbruch die Last in der Schicht weiter
gesteigert werden kann, bis ein Faserbruch entsteht.
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Ein weiteres Degradationsmodell schldgt DORNINGER [42] vor. Er benutzt das
Tsai-Wu-Kriterium, um Zwischenfaserbruch zu prognostizieren. Wird dieses Kri-
terium an irgendeiner Stelle nicht mehr eingehalten, so wird an dieser Stelle ei-
ne Steifigkeitsreduktion vorgenommen, indem dort die transversalen Anteile der
Materialmatrix C; aus Gleichung (3.38) reduziert werden. Es ergibt sich fiir die
Materialmatrix CJ** nach dem Zwischenfaserbruch

[ BrC;y 0O 0O 0O 0 O
0 0 0 0 0
0 0 0 0
Cre = 4.28
5 044 O ( )
S Y M Cu 0
0

Dabei werden diejenigen Terme zu Null gesetzt, die von der transversalen Materi-
alrichtung abhéngen. Die Reduktion des ersten Diagonalelements C; durch den
Faktor Op griindet sich auf den Wegfall des in Léngsrichtung tragenden Matrix-
anteils und héngt vom Aufbau und der Zusammensetzung des Faserverbundwerk-
stoffs ab. Der qualitative Verlauf des Elastizitatsgesetzes bei Zwischenfaserbruch
ist fiir den eindimensionalen Belastungszustand in Abbildung 4.7 gemafl DOR-
NINGER [42] dargestellt.

Spannung S,
A ,C5 o
Zustand ¢ + 1
/ Tsai-Wu-Kriterium
verletzt
Zustand ¢
A Oy
) \ Dehnung E,
Br Ciy

Abbildung 4.7: Eindimensionales Elastizititsgesetz bei Zwischenfaserbruch (DOR-
NINGER [42])

In Kapitel 3.7.7 wurde mit Hilfe einiger Uberlegungen beziiglich der Forménde-
rungsenergiedichte gefordert, dass die Hauptdiagonalelemente der Materialmatrix
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positiv sein miissen. Daher sollte statt dem Nullsetzen der Diagonalelemente in
Gleichung (4.28) lediglich ein kleiner, positiver Wert angesetzt werden.

Fiir den Faserbruch wird das Maximalspannungskriterium herangezogen, d. h.
bei Uberschreiten der Grenzspannung in Faserlingsrichtung o7 < S < on
wird Faserbruch angenommen und die Steifigkeit in der Weise reduziert, dass in
Faserldngsrichtung die transversale Steifigkeit Csy angesetzt wird. Daraus ergibt
sich die reduzierte Materialmatrix zu

[ Cyp Cis Cia 0 0 0
Cy Ca 0 0 0
cle= C2 (2 ) 0 8 (4.29)
S Y M Cyuy 0
i %(Cbz — Cys) |

Das erste Diagonalelement C;, also die Vorzugsachse der transversal isotropen
Materialmatrix, wird aufgegeben und gleich dem zweiten Diagonalelement Css ge-
setzt. Dies entspricht der Uberlegung, dass nach Faserbruch nur noch das Matrix-
material zur Spannungsiibertragung beitréagt. Diese grofle Steifigkeitsanderung
fiihrt normalerweise zum Kollaps der gesamten Schicht. Der qualitative Verlauf
des Elastizitatsgesetzes bei Faserbruch ist am Beispiel des eindimensionalen Be-
lastungszustands in Abbildung 4.8 gemafl DORNINGER [42] dargestellt.

Spannung S,
A

Zustand 7 + 1 .

Maximalspannungskriterium
verletzt
Zustand ¢

011, C, = CM\ Dehnung E',

>

Abbildung 4.8: Eindimensionales Elastizitétsgesetz bei Faserbruch (DORNINGER [42])
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4.4 Delamination

Das Ablosen zweier aneinander angrenzender Schichten innerhalb eines Faserver-
bundwerkstoffs wird als Delamination bezeichnet. In vielen Fallen ist eine Dela-
mination von auen nicht sichtbar. Daher entwickeln z. B. Luo & HANAGUD [96],
MULLER & VIELSACK [101] oder STEINER [139] Methoden zur Auffindung von
Delaminationen. Bei transparenten Glasfaser-Epoxidharz-Verbunden sind Dela-
minationen durch milchige Triibungen zu erkennen. Die Lebensdauer einer Fa-
serverbundkonstruktion wird durch wachsende Delamination erheblich reduziert.
Zahlreiche Arbeiten beschaftigen sich daher mit dem Thema fortschreitender De-
lamination. Bruchmechanische Ansétze zur Beschreibung dieses Phénomens lie-
gen z. B. den Arbeiten von DAVIDSON [33], KRUGER [85], NILSSON & STORA-
KERS [104], WANG ET AL. [159], TESSMER [141] oder ZHANG [164] zugrunde.
BALzZANI & WAGNER [11], CRISTFIELD ET AL. [31] oder WAGNER ET AL. [156]
beschreiben Delamination mit Hilfe von kohésiven Interface-Elementen.

Die Ursachen fiir die Entstehung von Delaminationen sind vielfaltig. Durch man-
gelhafte Fabrikation konnen einzelne Schichten einen schlechten gegenseitigen
Verbund aufweisen. Verursacht durch wechselnde Beanspruchung kann es dann
zu Delaminationen kommen.

Durch eine Schlagheanspruchung, beispielsweise durch ein Projektil, wird das
Material in direkter Umgebung des Einschlagbereichs augenblicklich stark defor-
miert, noch bevor die Gesamtstruktur hinsichtlich der Massentragheit auf die-
se Belastung reagiert. Es entstehen ortlich grofie transversale Schub- und Nor-
malspannungen, die Delaminationen verursachen kénnen. GARG [53] zeigt die
Abhéngigkeit der Groéfle des Einwirkungsgegenstands und der Einwirkungsge-
schwindigkeit, wonach kleinere Geschwindigkeiten eher zu Delamination fiihren.
GroBere Geschwindigkeiten fithren zum Aufreilen ganzer Schichten oder zu einer
kompletten Durchdringung des Laminatquerschnitts.

Spannungen an freien Randern konnen Randdelaminationen hervorrufen. Pi1-
PES & PAGANO [112] und PAGANO [110] haben diesen Effekt an einem zug-
beanspruchten, vierlagigen Faserverbundstreifen mit symmetrischem [0°,90°]
Schichtaufbau nachgewiesen. Die 0°-Schicht wiirde unter einer Zugbeanspruchung
wesentlich stérker kontrahieren als die 90°-Schicht (vgl. Abbildung 4.9 a). Auf-
grund des Laminatverbunds entstehen interlaminare Schubspannungen Sss, die
am Rand am grofiten sind und zur Mitte hin durch das Aufbauen von Zug- bzw.
Druckspannungen Sy der jeweiligen Schichten abklingen. Die Normalspannungen
Sgo bilden Biegemomente, die das Bestreben haben, die beiden Hélften [0°,90°]
und [90°,0°] auseinanderzubiegen. Es entstehen Zugspannungen Ss3 zwischen den
90°-Schichten, welche die Biegung der jeweiligen Halften verhindert. Erreichen
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diese Zugspannungen Ss3 die entsprechende Festigkeit, entstehen Randdelamina-
tionen.

0°
90°
90°

Abbildung 4.9: Zugprobe eines Lamitats der Schichtung [0°,90°]g

Unter Langsdruck konnen Fasern in der Matrix ausbeulen, was zum Ablosen an-
grenzender Schichten fithren kann. Ein Zwischenfaserbruch des Modus C, ver-
ursacht durch Querdruckspannungen S;; < 0 in Verbindung mit Schubspan-
nungen Sez (vgl. Puck [116]), erzeugt einen keilférmigen Bruchkérper, der zur
Ablosung der angrenzenden Laminatschicht fithren und Delamination auslésen
kann (vgl.Abbildung 4.10).

[] o o [] LR

W
.:o 00 0% o0 ol
0, 00,,00 000
oe © [

Abbildung 4.10: Delamination ausgelost durch einem Zwischenfaserbruch (Mode C)

4.4.1 Delaminationskriterium nach Hashin

Ein Versagenskriterium zur Bestimmung von Delaminationen, d. h. Schichtablo-
sungen innerhalb einer Faserverbundstruktur, ist das Hashin-Kriterium, HASHIN
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[65]. Danach kommt es zu Delaminationen, sobald die Kombination der inter-
laminaren Spannungen S22, 5% und S?? einen bestimmten Wert erreicht haben.
Das Delaminationskriterium lautet

_ (533)2 . (513)(26_,_)(2523)2 “ it (&13)2 _ (623)2 ) (4.30)

Fiir die Festigkeitsmatrix A gemafl Gleichung (4.1) gilt damit

00 0 0 o0 0
00 0 0 o0 0
1
00 & 0 0 0
033
A=100 0 0 O 0 . (4.31)
1
00 0 0 0
013
1
00 O 0 o0 —
L 0—13 -

Die Spannungen miissen insofern in lokaler Materialkoordinatenrichtung vorlie-
gen, dass die 3-Richtung der Koordinatensysteme iibereinstimmt. Obige Bruch-
bedingung beriicksichtigt den allgemeinen Fall einer Delamination, d. h. den sog.
Mixed-Mode, der die Sonderfalle Modus-I mit reiner Zugbeanspruchung sowie
Modus-IT und Modus-III mit reiner Schubbeanspruchung enthélt (vgl. auch Ab-
bildung 4.12). Da nur 3 Spannungskomponenten in das Delaminationskriterium
eingehen, kann es grafisch dargestellt werden (vgl. Abbildung 4.11).

g(S)

Abbildung 4.11: Delaminationskriterium nach Hashin
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Mit der von Hashin vorgestellten Bedingung ist das Belastungsniveau der ersten
Schadigung durch Delamination berechenbar. Die Untersuchung fortschreitender
Delamination kann mit Hilfe von Interface-Elementen geschehen.

4.4.2 Interface-Elemente bei Delamination

In diesem Unterkapitel wird die Idee kohasiver Interface-Elemente vorgestellt.
Fiir einen vertieften Einblick wird an entsprechender Stelle auf weiterfithrende
Literatur verwiesen.

Bei Betrachtung der Relativbewegung zweier Rissoberflichen kann in Abhéngig-
keit des auftretenden Spannungsfeldes zwischen drei verschiedenen Rissoffnungs-
arten unterschieden werden, welche in Abbildung 4.12 dargestellt sind. Modus I
wird durch eine reine Zugbeanspruchung, Modus II und Modus III werden durch
Schubbeanspruchungen verursacht.

Modus I Modus II Modus 111
i
I I I
I I I
2 A 2
Poml w1 1
- - — 5 - —
T 7 = > 3 -/--’— -----»3 —m— -»3
I/// 7 // ‘ 2,7 7 ‘
7z g /7 Vs 4—7/// Ve
‘vz /| // /7 Va4
/ / p “
4 7 7
7 /7 /7
/ | /
L I'4

Abbildung 4.12: Rissoffnungsarten

Ist die Lage eines Risses, z. B. durch einen Wechsel der verwendeten Materialien,
im Vorfeld bekannt, eignet sich zur numerischen Erfassung und Beschreibung des
Rissverhaltens im Rahmen der Methode der Finiten Elemente die Verwendung
sog. Interface-Elemente. Mit diesen konnen Delaminationen zwischen einzelnen
Schichten eines Laminats oder aber auch Grenzschichtablésungen (debonding)
in der Grenzflache zwischen Faser und Matrix simuliert werden. Hierbei konnen
Interface-Elemente mit einer initialen Dicke von Null (vgl. z. B. CRISFIELD ET
AL. [30], DE ANDRES ET AL. [35] oder ORTIZ & PANDOLFI [109]) oder Elemente
mit einer gewissen Anfangsdicke (vgl. z. B. HAN ET AL. [63] oder WAGNER &
BALzANI [152]) verwendet werden.
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Interface-Elemente basieren auf dem von DUGDALE [43] und BARENBLATT [12]
entwickelten Kohéasionsrissmodell. Dabei wird angenommen, dass iiber einen be-
reits geoffneten Riss aufgrund molekularer Kréafte noch Spannungen iibertragen
werden kénnen. Wéahrend bei dem Ansatz von DUGDALE [43] die iibertragenen
Spannungen in der kohésiven Zone konstant sind, nehmen diese bei BARENBLATT
[12] mit zunehmender Risséffnung ab und verschwinden am Ende der kohésiven
Zone.

Bei den Interface-Elementen mit einer initialen Dicke von Null wird die Rissoff-
nung durch die Relativverschiebung u zweier zunachst positionsgleicher Punkte
eingefiihrt. Die kritische Rissoffnung . gibt diejenige Rissoffnung an, bei der die
maximale Spannung o, in der Rissfuge iibertragen wird. In Abbildung 4.13 ist
gemaB HAN ET AL. [63] die kohésive Zone sowie die qualitative Spannungsver-
teilung innerhalb der Prozesszone fiir eine Rissoffnung nach Modus I dargestellt.
Die kritische Spannung o, entspricht in diesem Fall der Zugfestigkeit 633 aus
Gleichung (4.30) bei kritischer Risséffnung ..

SIS SRR S RRAN

«—— Prozesszone ————»
spannungs-| kohisive
freier Riss | Zone

T A A A AN

Abbildung 4.13: Kohisionsrissmodell nach HAN ET AL. [63]

Die Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung gilt fiir einen Ort in der Prozesszone vom
ungerissenen bis zum vollstandig gerissenen Zustand. Im ungerissenen Zustand
ist dieser Ort die Stelle der beiden positionsgleichen Punkte. Im gerissenen Zu-
stand reprasentiert dieser Ort zwei Punkte auf den entstandenen Rissflachen. Die
Spannungs-Rissoffnungs-Beziehung kann in Anlehnung an DE ANDRES ET AL.
[35] bzw. ORT1Z & PANDOLFI [109] mittels einer SMITH-FERRANTE-FUNKTION
[121] der Form
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~

o=o(t)=eo, g e~/ (4.32)
dargestellt werden. Dabei ist e &~ 2, 71828 die Eulersche Zahl. Der Verlauf dieser
Exponentialfunktion ist in Abbildung 4.14 qualitativ dargestellt. Die kritische
Energiefreisetzungsrate G ist die freigesetzte Energie pro neu erzeugter, span-
nungsfreier Rissoberflache. Sie ist eine materialabhangige Grofie und wird fiir den
jeweiligen Modus mittels standardisierter Versuche ermittelt (siche z. B. [6], [7],
8] oder [75]).

=iy

Y

=y

Abbildung 4.14: Spannungs-Riss6ffnungs-Beziehung vom Typus SMITH-FERRANTE
[121]

Die kritische Energiefreisetzungsrate wird auch als Bruchenergie bezeichnet und
entspricht der Flache unter der Spannungs-Rissoffnungskurve. Die Integration
von Gleichung (4.32) fiihrt auf

G(1) = e i, [1 — (1 + l) eﬁ/ﬁc] (4.33)
Ue

und gibt die Energiefreisetzungsrate bei einer bestimmten relativen Rissoffnung «

an. Die Bruchenergie ergibt sich iiber die Grenzbetrachtung von Gleichung (4.33)

zu

Gy = lim G(u) = eo. U, . (4.34)

Damit lasst sich ein Schadigungsparameter Z als Quotient der Energiefreiset-
zungsrate und der Bruchenergie definieren
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G(a)

Z = —=
Gy

Zel, 1] . (4.35)

Die Zuhilfenahme des Kohasionsrissmodells fithrt auf ein entfestigendes Mate-
rialverhalten im Bereich der Delamination bzw. der Grenzschichtablosung, wel-
ches sich bei fortschreitendem Wachstum des Risses auf die Gesamtsteifigkeit der
Struktur auswirkt. Bei den in dieser Arbeit untersuchten Faserverbundstruktu-
ren ist zumindest die Moglichkeit der Grenzschichtablosung bei Eintreten von
Mikroinstabilitaten zu erwahnen, wie in Abbildung 4.15 schematisch dargestellt.

-1.347E-01 min
-1.129E-01
-9.112E-02
-6.931E-02
-4.751E-02
-2.571E-02
-3.910E-03
1.789E-02
3.969E-02
6.149E-02
8.330E-02
1.051E-01
1.269E-01
1.487E-01
1.705E-01 max

FEAP

To3
-9.563E-02 min
-8.197E-02
-6.831E-02
-5.465E-02
-4.098E-02
-2.732E-02
-1.366E-02
2.151E-16
1.366E-02
2.732E-02
4.098E-02
5.465E-02
6.831E-02
8.197E-02
9.563E-02 max

FEAP

Abbildung 4.15: Ausgebeulte Faser in der Matrix (links) und Verlauf der Spannungs-

komponente o33 sowie 1o3 auf der Matrixober- bzw. Grenzfliche (rechts)

Die Spannungsanalyse aus der Finite-Element-Untersuchung einer ausgebeulten
Faser in einer Matrix untermauert die Gefahr einer solchen Grenzschichtablosung,
wie der Verlauf der Spannungskomponente o33 bzw. 753 in Abbildung 4.15 zeigt.
So sind z. B. deutlich Zugspannungen im Bereich der ausgebeulten Faser zwischen
Matrix und Faser zu erkennen.
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5 Finite-Element-Formulierung

Bei der Methode der Finiten Elemente werden die Eigenschaften des Kontinuums
bzw. aller materiellen Punkte auf endlich viele diskrete Knoten bzw. definierte Ge-
biete zwischen diesen reduziert. Diese Gebiete werden Finite Elemente genannt,
wobei alle im Element vorhandenen Eigenschaften mittels Ansatzfunktionen auf
die Knoten projiziert werden. Die Knotenfreiheitsgrade, z. B. klassischerweise
Verschiebungen oder Verdrehungen, sind die Unbekannten des Systems.

5.1 Schwache Form des Gleichgewichts und Linearisie-

rung

In Kapitel 2.3 wurden die grundlegenden kontinuumsmechanischen Feldgleichun-
gen vorgestellt. Diese stellen ein gekoppeltes System von Differentialgleichun-
gen mit Randbedingungen dar, welches nur in Ausnahmeféllen in analytischer
Form losbar ist. Daher sind alternative Formulierungen notwendig. Die Metho-
de der Finiten Elemente basiert auf dem Prinzip der Variationsrechnung und
einer sogenannten schwachen Form des Gleichgewichts. Die Existenz einer Po-
tentialfunktion ist dabei nicht erforderlich, was insbesondere fiir Probleme mit
nichtkonservativer Belastung oder Reibung vorteilhaft ist, vgl. WRIGGERS [161].
Fiir den statischen Fall folgt die schwache Form des Gleichgewichts in Lagrange-
scher Formulierung aus der lokalen Form der Impulsbilanz (2.47) nach skalarer
Multiplikation mit einer vektorwertigen Testfunktion m und Integration iiber das
Referenzvolumen B

Bo

Mit der Umformung des ersten Terms

Divin-P] = (0 Py).,j = ni,; Pij +ni Pij,;
= Gradn:P+n-DivP
< mn-DivP =Div[n-P] - P : Gradn (5.2)

und unter Anwendung des Gauflschen Integralsatzes
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folgt aus Gleichung (5.1) nach Einarbeitung der Spannungsrandbedingungen
(2.48) die schwache Form des Gleichgewichts

—/P:GradndV—i—/pobo-ndV~l—/to-ndA:()
By By 9B

= G(u,n) = /P:GradndV—/pgbo-ndV—/tg-ndA:O(5.4)
Bo Bo 0B,

Das Verschiebungsfeld u = X —x ist ein unbekanntes Feld im Funktional G(u, n).
Die Testfunktion n wird spater separiert und nicht weiter spezifiziert. Bei der
Losung des Funktionals G werden die Kinematik und das Stoffgesetz exakt, das
Gleichgewicht jedoch nur im integralen Mittel erfiillt. Die schwache Form des
Gleichgewichts ist identisch mit der Variation des Potentials nach der Verschie-
bung u. Mit der von Verzerrungen E abhangigen Formanderungsenergiedichte
Wys(E) wird das Potential

H(“):/WOSdV_/pObO'udV—/to'UdA —  min. (5.5)
Bo Bo 9Bo

Die Variation von Gleichung (5.5) nach der Verschiebung u ergibt

OWos

STI(u, 511):/ :6EdV—/p0bo-5udV—/to-éudAzo (5.6)

Bo Bo 0Bo

und korrespondiert mit Gleichung (5.4). Hierbei ist dE die erste Variation des in
Gleichung (2.20) angegebenen Greenschen Verzerrungstensors und ergibt sich zu

B Jdu
= 55 -

SE — % (g g+g- 0g)G©G  mit g (5.7)
Die notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein des Gleichgewichtszustands
eines Systems ist das Verschwinden der ersten Variation. Damit entspricht Glei-
chung (5.6) dem Prinzip vom stationdren Wert des Potentials. Die Losung dieses
Randwertproblems erfolgt direkt oder im nichtlinearen Fall iterativ mit Hilfe des
Newton-Raphson-Verfahrens. Dabei wird Gleichung (5.6) an der Stelle der ge-
suchten Verschiebung u in einer Taylorreihe entwickelt und linearisiert. Terme
quadratischer und hoherer Ordnung werden dabei vernachlassigt. Durch diese
konsistente Linearisierung wird eine quadratische Konvergenz in der Nahe der
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Losung sichergestellt (vgl. WRIGGERS [161]). Mit Hilfe der Richtungsableitung
(Gateaux-Ableitung)

DII(u) -7 = [T (u+ )] ) (5.8)

lasst sich die Linearisierung der ersten Variation des Potentials in der Form

Lin[ oIl (u + Au, 6u) ] = 61l (u, 6u) + DIl (u, du) - Au=0 (5.9)

angeben. Hierbei ist

0*Wos
DIl (u, du) - Au = / <5E: SR AE +

Bo

OWos
OE

: AéE) av .  (5.10)

Die Linearisierung der Variation der Verzerrung E ergibt sich mit Ag; = 0Au/d¢’
zu

1 . .
AGE = 5 (dg; - Agj + Ag; - 0g;)G' © G (5.11)

Unter Einarbeitung des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors aus Gleichung (2.71)
und des Materialtensors (3.9) folgt aus Gleichung (5.9)

/5E:C:AE+S:A6EdV:

BO (5.12)

— /SéEdV+/p0bo5udV+/t05udA
Bo Bo 9Bo

Ausfiihrlich wird das Thema Linearisierung u. a. in den Arbeiten von HUGHES
& PISTER [74], MARSDEN & HUGHES [98] oder WRIGGERS [160] behandelt.

Die in diesem Kapitel dargestellte Formulierung bezieht sich auf ein konvekti-
ves Koordinatensystem. Die Darstellung des Materialtensors mit Ingenieurkon-
stanten ist jedoch an orthonormierte Basisvektoren gebunden. Daher wird eine
Transformation von der orthonormierten Basis t; auf die konvektive Basis G; er-
forderlich. Zunachst wird die orthogonale Basis t; mit Hilfe des Kreuzprodukts
aus G, konstruiert.

G1 Gl X GQ

t, = to =t; X t3 ts = m . (513)
1 2
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Durch skalare Multiplikation des Greenschen Verzerrungstensors von links und
rechts mit t;, bzw. t; ergibt sich mit t} = t; - G* und unter Beriicksichtigung der
in (3.10) eingefiihrten Notation die Transformationsbeziehung

E, =T;E. (5.14)

Dabei ist Tg die zugehorige Transformationsmatrix in Analogie zu Gleichung
(3.14). Ferner gelten die Beziehungen (vgl. z. B. KLINKEL [80])

C=TLC,Tg, S=TLS, . (5.15)

5.2 Nichtlineare Finite-Element-Formulierung
5.2.1 Dreidimensionale Elementformulierung und Grundgleichungen

Die im vorigen Kapitel formulierte schwache Form des Gleichgewichts kann im
Rahmen der Finite-Element-Methode naherungsweise gelost werden. In diesem
Kapitel werden die hierzu notwendigen Gleichungen aufbereitet. Einen vertieften
Einblick zur Methode der Finiten Elemente findet sich z. B. bei BATHE [14],
FuNGg & ToONG [52] oder ZIENKIEWICZ & TAYLOR [166].

Die in dieser Arbeit zu betrachtende Struktur B wird in eine endliche Anzahl von
Teilgebieten €. zerlegt, siche Abbildung 5.1

B'= | Q. (5.16)

Abbildung 5.1: Struktur B" und Teilgebiet €,
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Hierbei ist | ein Operator, welcher den Zusammenbau aller Teilgebiete mit An-
zahl numel (‘number of elements’) symbolisch darstellt. Der hochgestellte In-
dex h kennzeichnet hierbei die Naherungscharakteristik. Aufgrund der universel-
len Anwendbarkeit ist im Rahmen der Finite-Element-Methode das sog. isopa-
rametrische Konzept verbreitet. Dabei werden sowohl die Elementgeometrie als
auch die Verschiebungen mit den gleichen Ansatzfunktionen approximiert. Das in
konvektiven Koordinaten formulierte Volumenelement wird dabei auf einen Ein-
heitsquader der Kantenlidnge 2 im lokalen £-Koordinatensystem mit £ =1, 2, 3
abgebildet. Die Ansatzfunktionen sind damit unabhéngig von der Elementgeo-
metrie und miissen einige Voraussetzungen erfiillen. Das Verschiebungsfeld muss
im Element und iiber die Elementgrenzen hinweg stetig wiedergegeben wer-
den. Starrkorperbewegungen und konstante Verzerrungszustande miissen eben-
falls darstellbar sein. Mit steigender Anzahl von Elementen nimmt damit die Giite
der Naherungslosung zu und konvergiert gegen die der Theorie zugrunde liegende
exakte Losung. Fiir das in dieser Arbeit verwendete 8-Knoten-Volumenelement
werden trilineare Ansatzfunktionen der Form

Np = 51+ €)1+ 81 +€¢) (5:17)

benutzt. Hierbei ist I die Knotennummer, N die zum jeweiligen Knoten gehoren-
de Ansatzfunktion und &}, €7, & sind die lokalen Koordinaten des betreffenden

Knotens.

Abbildung
= (-1[1]1)
(1-1]1)
g
el ~---
. %m-l)
“"”M(Ml-l)

Abbildung 5.2: links: globales Koordinatensystem und 8-Knoten-Volumenelement mit
Knotennummern, rechts: Abbildung auf Einheitselement mit lokalem Koordinatensy-

stem

Das lokale Koordinatensystem liegt dabei, wie in Abbildung 5.2 skizziert, im
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Elementmittelpunkt. Die Geometrie der Referenz- und Momentankonfiguration
lasst sich iiber

nel nel
X = Z N; X, bzw. x" = Z N;x; mit x" = X"yt
I=1 I=1

(5.18)

aus den Ansatzfunktionen N; approximieren. Hierbei steht nel ('nodes per
element’) fiir die Anzahl der Knoten je Element. Der Verschiebungsvektor u”
folgt aus den jeweiligen Knotenverschiebungen v;

nel

llh = ZN[ Vi mit Vi = v . (519)
I=1 w

Die kartesische Ableitung der Ansatzfunktionen nach den Referenzkoordinaten
ist gegeben durch

- ON, T _ % -
0X4 ¢t
ON; | (.1 | ONg
ax, | = J ae2 , (5.20)
oN; oN,
| 0X3 | | 08° |
mit der Jakobi-Matrix
[ 0X, 0X, 0X;3 ]
ot ol o0&t
0X:1 0X, 0X3
J= o oe o (5.21)
00X, 0X, 0X;
| 08¢ 0¢  0¢ |
Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wird diese approximiert iiber
i aN] aN[ aNI i
a_ngll o¢! Xor o¢! Xar
nel
ON ON ON
J= WJ Xy 8521 Xy, 0521 Xa | . (5.22)
=1
8N] aN[ aNI
5a X g X G Xur
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Die in Gleichung (2.2) eingefithrten Basisvektoren lassen sich mit der partiellen
Ableitung N;; = ON;/0¢" darstellen

nel nel

G? = ZNLi X[ g? = ZNLZ‘ X7 . (523)
I=1 I=1

Die erste Variation des Greenschen Verzerrungstensors kann damit auf Element-
ebene wie folgt angegeben werden

ng Ni4
g%’ NI,Z
T
. g3 NI,S
= B;ov mit B; = . 5.24
Z o ! g2TN1,1+g1TNI,2 ( )
gl Ni1i+gl Nis
i gl Nio+gl Nis i

Nach Einsetzen von Gleichung (5.19) und (5.24) in die linearisierte schwache Form
des Gleichgewichts (5.12) gilt fiir die linke und rechte Seite die Approximation
auf Elementebene

~

nel
Z vi Kf i Avie
1K=
ov

(er st . er ext)

ne

SvTKS Ave =

mIIM

(5.25)

5VeT (fe,int _ fe,ezt) —

I=1

Hierbei sind f{""" und " der interne und externe Lastvektor fiir den Knoten I
und ergeben sich zu

frt = / BTS dv (5.26)
Be
f}z,ext = /NI £o b() dVv + / NIT to dA . (527)
B OB

Die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix fiir die Knoten I und K K%, setzt
sich zusammen aus

KS = /B?c By + G dV | (5.28)

B3
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wobei sich die Matrix Grx = diag(Grx, Grx,Grx) aus der Linearisierung der
ersten Variation der Verzerrungen multipliziert mit den Spannungen ergibt

nel nel

S:AE =) Y ov] G Avg . (5.29)

I=1 K=1

Die Komponenten von Gjg lassen sich angeben als

Grx ZSHNI,1NK,1 + S22N1,2NK,2 + S33NI,3NK,3 + SIQ(NI,lNK,Q + N;oNgk 1)

+ 513(N171NK,3 + NisNga1) + 523(N1,2NK,3 + Ni3sNkp) .
(5.30)

In Anlehnung an Aussage (5.16) wird die Gesamtstruktur aus den einzelnen Ele-
menten zusammengebaut und es ergibt sich fiir die tangentiale Steifigkeitsmatrix
K+ sowie das Residuum G

numel numel
G(v, N)=R(v) = P = [ J (£ =) wd K= ] K. (531)
e=1

e=1

Das Gleichungssystem aus Gleichung (5.12) l4sst sich in der Form

Gv,\)+KrAv=0 (5.32)

aufstellen, wobei A der Laststeigerungsfaktor ist. Ein Gleichgewichtszustand ist
erreicht, wenn das Residuum G(v, A) verschwindet, wenn also die internen Re-
aktionskrafte gleich den externen Lasten sind

G(v,\) =R(V) = AP =0 (5.33)

Wegen der nichtlinearen Zusammenhénge in R(v) wird das in Kapitel 5.3.1
erlauterte Newton-Raphson-Verfahren angewendet. An dieser Stelle sei ange-
merkt, dass obige Gleichgewichtsaussage dem globalen Verschwinden der ersten
Variation des Potentials gemafl Gleichung (5.6) entspricht.

Die Auswertung der Integrale aus den Gleichungen (5.26) bis (5.28) erfolgt nu-
merisch mit Hilfe der Gaufl-Punkt-Integration. Hierbei werden die Felder der
Formulierung an m Stiitzstellen, den sog. GauB-Punkten, ausgewertet und die
gewichtete Summe iiber alle Stiitzstellen gebildet. Dabei ist zu beachten, dass m



96 5 FINITE-ELEMENT-FORMULIERUNG

GauB-Punkte bei einem Polynom n = (2m — 1)-ten Grades zu einem exakten
Integrationsergebnis fithren.

In K% ;5 treten die verwendeten trilinearen Ansatzfunktionen jeweils quadra-
tisch in ihren partiellen Ableitungen auf. Es werden m = (n + 1)/2 =1,5 und
damit 2 GauB-Punkte je Richtung erforderlich. Aufgrund der drei Richtungen
€,i=1,2,3 werden 2 x 2 x 2 = 8 GauB-Punkte zur Integration im Element
verwendet. Die Wichtungsfaktoren w besitzen dabei den Wert 1, die Stiitzstel-
len befinden sich bei & = +1/4/3. Obige Aussagen gelten nur fiir rechtwinklige
Finite-Element-Netze. Andernfalls entstehen in J gebrochen rationale Funktionen
und die Integration erfolgt nur naherungsweise.

Durch die Jakobideterminante ist das Volumenverhaltnis zwischen den lokalen
und globalen Koordinaten

AV = det Jd¢' de2de? . (5.34)

gegeben. Damit folgt z. B. fiir die knotenbezogene tangentiale Steifigkeitsmatrix

KS o = / (BICBg + Gk) dV (5.35)
Bj
= / / / (BICBk + Gyk) det Jde' de? de? . (5.36)
51 52 53

sowie nach Einfithrung der numerischen Gaufl-Punkt-Integration

Mgl Me2 M3

KS e =Y Y ) (BICBy + Gix) det T wy (&) wy (&%) w, (€%) (5.37)

p=1 g=1 r=1

mit
7’L§1 = n§2 = TL&S =2. (538)

5.2.2 Versteifungseffekte bei Biegung

In Kapitel 5.2 wurden aufgrund der Einfachheit, z. B. bei der Vernetzung der
Volumenelemente, lineare Ansatzfunktionen gewéhlt. Damit lassen sich jedoch
diinne, biegebeanspruchte Strukturen nur eingeschrinkt untersuchen. Das ent-
stehende zu steife Verhalten kann durch hohere (z. B. quadratische) Ansétze ab-
gemildert oder durch andere Mafinahmen modifiziert werden. Gerade bei diinnen
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Strukturen gewinnen diese Versteifungseffekte an Einfluss. Zur Unterdriickung
dieser Locking-Effekte findet sich in der Literatur eine Vielzahl an Beitragen. Re-
duzierte Integration, hybride oder gemischte Variationsprinzipien finden sich z.
B. in ZIENKEWICZ & TAYLOR [166], BELYTSCHKO ET AL. [16], BATHE [14] oder
KLINKEL & WAGNER [81]. Fiir diinne Strukturen wird im Folgenden der hybride
Verzerrungsansatz nach SANSOUR & KOLLMANN [127] auf ein dreidimensionales
Volumenelement weiterentwickelt.

5.2.3 Methode der hybriden Verzerrungen

In diesem Kapitel wird ein hybrider Verzerrungsansatz zur Minderung von
Locking-Effekten vorgestellt. Dabei wird die Formulierung von SANSOUR &
KOLLMANN [127] auf ein dreidimensionales Volumenelement erweitert. Die Ge-
samtenergie aus Gleichung (5.5) wird durch ein hybrides Verzerrungsfeld E er-
weitert. Damit priisentiert sich die Gesamtenergie I durch die drei Felder u, E
und S iiber

Il(u, E, S):/WOS—S:(E—E) dV—/pobo-udV—/to-udA. (5.39)
B() BU a80

Mit der Formanderungsenergiedichte

Wos(E) = %E C:E (5.40)
und den Beziehungen
s = Mos _¢.p : (5.41)
OE
2
_ I Wos (5.42)
OE?

reduziert sich die Abhéingigkeit der Gesamtenergie auf die beiden Felder u und E

H(u, E)_/Wos—ag[]/é)s(E—E) dV—/pOboudV—/toudA (543)

Bo Bo 0Bo

Die erste Variation der Gesamtenergie liefert
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2
6T (u, E, 5u,5E)—/8¥55 :5EdV—/(E—E):aWOS:5EdV

OE?
BO " (5.44)
—/pobo-éudV— /to-éudA:().
Bo 9By

Nach der Nebenrechnung S : 0E = Div [0u-P] —du-Div P und unter Anwendung
des GaufBischen Integralsatzes lassen sich aus Gleichung (5.44) die Eulergleichun-
gen ableiten

DlVP+p0b0:0 iHBO
PN —-ty=0 auf B, (5.45)
E —E=0 in BO .
Gleichung (5.44) enthélt somit in schwacher Form die Impulsbilanz als statische
Feldgleichungen, die statischen Randbedingungen sowie die geometrischen Feld-
gleichungen. Das Funktional aus Gleichung (5.39) enthélt also die Euler-Lagrange-

Gleichungen des Standardproblems und ist damit zulassig. Die Linearisierung
geméB Gleichung (5.9) liefert

D6II(u, E, du, /E) - (Au, AE) =

2 2
SE 8‘735 :AEdV—/éE: ans - AE d
Bo OB Bo oF (546)
2
g . I Wos :AEdV+/ OWos - ASE dV .
; OE? ; OE

Zur Konstruktion des hybriden Verzerrungstensors formuliert BRAESS [19] die
Ladyshenskaya-Babuska-Brezzi-Bedingung. Sie besagt, dass ein beliebiger virtu-
eller Verzerrungszustand aus den Spannungen S = C : E aus Gleichung (5.41)
Arbeit verrichten muss. Die Spannungen diirfen also nicht orthogonal zu den
gewahlten Verzerrungen sein.

J, S OEAV

inf = (5.47)
SEEIER sxeoxh 10X [|OE||
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Die hybriden Verzerrungen enthalten den Ansatz

wobei die mit dem Index 0 versehenen Grofien im Elementmittelpunkt ausge-
wertet werden. Die Koeflizienten Eij und E?j werden entsprechend der in (3.10)
eingefiihrten Schreibweise als Vektoren E und E° notiert. Damit lautet Gleichung
(5.48) in Matrixschreibweise

- det JO ~
E=——TyE 5.49
det J E ) ( )
wobei sich die Transformationsmatrix analog zu Gleichung (3.13) mit den Koef-

fizienten t9, = G, - GE ergibt.

Fiir die hybriden Verzerrungen im Elementmittelpunkt E® wird eine iiber die Ele-
mentgrenzen hinweg diskontinuierliche Interpolation gewahlt, was den einfachen
Ansatz

E’ =M(¢ €2, a (5.50)

erlaubt. Der Vektor der unabhéngigen inneren Freiheitsgrade wird hierbei mit o
eingefiithrt. Das 8-Knoten-Volumenelement mit jeweils drei Knotenfreiheitsgraden
besitzt 24 Verschiebungszustande. Ohne die Starrkorperbewegungen erhalt man
18 Verschiebungszustande, fiir welche die Verzerrungsenergie ungleich Null ist.

Um die Interpolationsmatrix M zu konstruieren, werden zunachst die appro-
ximierten Verschiebungen als Linearkombination der einzelnen Polynomanteile
dargestellt und es ergibt sich mit den Ansatzfunktionen N; gemafi Gleichung
(5.17)

8
llh = E N]V[
=1

i (5.51)
= [ (ha)rvi+ (ha)vi&l + (ha)rvi&® + (ha);vi €

I=1

+(hs)1 viE'E + (he)r viE & + (h)rvi &€ + (hs) vi E'6767 ] .
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Die Vektoren h; = (h;);

1

h1:§[11111111]T,
1

hp=o[-1 1 1 -1 -1 1 1 -1]7,
1

hy=o[-1 -1 1 1 -1 -1 1 17,
1

hy=o[-1 -1 -1 -1 1 1 1 17,
| (5.52)

hs=g[ 1 -1 1 -1 1 -1 1 —1]7,
1

he=g[ 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1]7,
1

he=c[ 11 -1 -1 -1 -1 1 17,
1

hg_é[—1 1 -1 1 1 -1 1 —-1]7,

mit 1

stehen rechtwinklig aufeinander und bilden eine orthogonale Basis im IR®. Sie
stellen Grundtypen von Verschiebungen (Starrkérperverschiebungen, Dehnungen
und Gleitungen) dar, womit sich jeder denkbare Verschiebungszustand durch ge-
eignete Wahl der Faktoren «;, 3; und ~; darstellen lasst

a= Oélhif + Oéghg + Oéghg + Oé4hZ + Oé5hg + Oéﬁhg + Oé7h? + Oéghg s
v = fihy + fohy + Gshy + Gihy + Gshy + fshg 4 G7hy + Sshg (5.54)
w = yihy + %hy + yshy’ + by + yshy’ + yehg” + y7hy 4+ shg’

Die Einheitsverschiebungszusténde sind fiir die 3 Richtungen (u, v, w) in Abbil-
dung 5.3 dargestellt. Die partiellen Ableitungen von u” nach den konvektiven
Koordinaten sind gegeben mit

8
u,’gl = Z [ (ha)rvi+ (hs)rvi& + (he)rvi&® + (hs)vi £ | |
11,22 = [ (ha)rvi+ (hs)rvi& + (he)vi&® + (hs)vi E€° ], (5.55)

u,?s = [ (ha)r v+ (he)r vi €' + (hy) v € + (hg)r vy £1€2 ] .
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| i
i I
a7 1
hi A~ h!
| N
i Bl
| _
S 7 =T
hg A/ hs /
|
| W
I D
L7 e
he L7 he | L
i
// |
//| /
i T
| L
L] i/l_/__é
hy LA h;

/> /=
by 7 by

hg

Abbildung 5.3: Einheitsverschiebungszustande der G-, v- und w-Verschiebung
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Die Funktionsanteile der hybriden Verzerrungen lassen sich damit wie folgt an-
geben

E) = g (5.56)

2B = uj Ui (5.57)
Fiir die Dehnung E?, ergibt sich hieraus

EY = an 4+ an€® + s’ + au%¢° (5.58)

und fiir die Gleitung 2EY, folgt nach Streichen der unerwiinschten Dehnungen

2FY, = ag + ap€? . (5.59)

Fir die tibrigen Verzerrungskomponenten wird analog verfahren und es ergibt
sich fiir die Interpolationsmatrix M die Gestalt

I
[N
Iy
w
ans
[N
I
w
JYLO
%O
M
m @
w
o O

0
0
£

o O O
o O O O

ax;
w

oo oMo o
"
(Y]

S O O o O =
o O O o O
o O O o O
o O O O = O
o O O O
o O O O
o O O O
O O O = O O
N
I
A
I
N
o O = O O O
o R O O O O
_ o O O O O
o O O o O

0
0
0

o O O

o O

@]
DI

—_

(5.60)

Um die Ubersicht zu wahren wird die abkiirzende Schreibweise E = M a mit

~ detJO
M=—2T\M 61
detJ ~F (5:61)

eingefithrt. Mit der Approximation der virtuellen hybriden Verzerrungen

E = M (5.62)

ergibt sich mit Gleichung (5.44) und (5.46) auf Elementebene das Gleichungssy-
stem

Ave©
A«

K¢ L¢

LeT He he

fe,ea:t . fe,int
= [ ! ! ] , (5.63)
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mit
nel nel nel
K= 3> [ewar. 1= ) [Biemav,
=1 K=1p I=1g,
nel nel
He = Z/MTCMdV, he = Z/MTC(E—E)dV,
=1 =13,
nel nel
feint  — Z/B?@E v, feert = " /NITpObO dv+/N,Tto dA
I=1p =1\ B¢ oBg

(5.64)

Da die hybriden Verzerrungen diskontinuierlich iiber die Elementgrenzen hinweg
interpoliert werden, kann der inkrementelle Vektor Aa auf Elementebene elimi-
niert werden, was auf das statisch kondensierte System

K°Av® = R (5.65)

mit

K% — Ke - Le (He>71 (Le>T U.Hd Re — fe,ext o fe,'mt o Le (He)fl he (566)

fithrt. Der Zusammenbau zu einem System der Gesamtstruktur erfolgt in Anleh-
nung an Gleichung (5.16) und ergibt mit

numel

G(v, N) =R(v) = AP = | J (£ +L° (H") ' h® — f>) (5.67)
e=1
und
numel
Kr= |J K (5.68)
e=1

einen zu Gleichung (5.66) entsprechender Ausdruck

G(v, ) +KrAv=0. (5.69)
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5.3 Nichtlineare Algorithmen

In diesem Kapitel werden numerische Losungsverfahren fiir nichtlineare Probleme
der Strukturmechanik diskutiert. Im Speziellen sind dies das Newton-Raphson-
Verfahren und das Bogenlangenverfahren. Die Losung nichtlinearer Eigenwertpro-
bleme wird ebenfalls behandelt. Zum Auffinden von singularen Punkten kommt
dabei ein Bisektionsverfahren zur Anwendung.

5.3.1 Laststeigerung

Um Gleichung (5.33) zu lésen, wird diese Gleichung linearisiert und entspricht
dann Gleichung (5.32). Der Verschiebungszustand v kann, ausgehend von einem
bekannten Zustand v, \ fiir einen neuen Lastzustand A = A + A\ mit Hilfe des
Newton-Raphson-Verfahrens iterativ gefunden werden. Die Konvergenz ist dabei
in der Nédhe der Losung quadratisch. Der Algorithmus des Newton-Raphson-
Verfahrens ist in Tafel 5.1 wiedergegeben.

gegeben: AX, v, A P
A G() G]
Schleife iiber alle Lastschritte A\ (A+AL)P i
a) A=+ A\ KTli
b) Gleichgewichtsiteration i = 0, v; = v
_ K, ! |
1) Gz = RZ<Vz) — P AP ! = ! mN}
2) |Gi|| <TOL = gehe zu a) X |
3) Avi = —(Kr) ™ (v)Gi(vi) T
o Avy 0 Avy
4) Vil = Vi + AVZ‘ H—»N—H »
V=Y, v, v, v

c)i=i+1 gehezul)

Tafel 5.1: Newton-Raphson-Algorithmus

Gehoren zu einem Lastfaktor A jedoch mehr als nur ein Verschiebungszustand, ist
die Losung nicht eindeutig. Derartige Falle treten z. B. bei Stabilitatsproblemen
im iiberkritischen Bereich auf, bei denen die klassische Laststeuerung versagt.
In solchen Fallen wird eine verschiebungsgesteuerte Berechnung zur Losung von
Gleichung (5.32) erforderlich. Diese versagt erst dann, wenn zu einem Verschie-
bungszustand mehr als ein Lastzustand gehort. Aufgrund dessen wurde das Bo-
genlingenverfahren von RIks [119] formuliert. Ein Uberblick hierzu findet sich in
RIKS [120] oder WAGNER [151].
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5.3.2 Pfadverfolgung durch das Bogenliangenverfahren

Wie bereits erwahnt, versagen last- bzw. verschiebungsgesteuerte Berechnungen,
wenn zu einer vorgegebenen Last mehr als ein Verschiebungszustand bzw. zu ei-
nem Verschiebungszustand mehr als ein Lastzustand existiert (vgl. Abbildung
5.4). Daher wurde von RIKS [119] das Bogenldngenverfahren entwickelt, welches
in der Lage ist, einen allgemeinen Last-Verschiebungspfad zu verfolgen. Varian-
ten des Bogenldngenverfahrens finden sich z. B. in CRISFIELD [29] oder WAGNER
[150], die sich im Wesentlichen durch die Wahl der Nebenbedingung unterschei-

den.

AP A Laststeuerung AP A
versagt

2T M - - - - - > Korrektor-
= . iteration
O A 7o)
: T :
@ A = e [
2 28
— % 2 [

5 o

= > B >

v Vov,.,, v

Verschiebungssteuemnu Bogenldngenverfahren

Abbildung 5.4: Idee des Bogenldngenverfahrens

Bei der reinen Laststeuerung wird der Lastfaktor A\ konstant gehalten und die
zugehorige Verschiebung ermittelt. Bei der reinen Verschiebungssteuerung wird
eine konstante Einzelverschiebung vorgegeben, das Gleichungssystem an entspre-
chender Stelle um die jeweiligen Zeilen und Spalten gestrichen, die entstehenden
Zwiange auf der rechten Seite beriicksichtigt und der Gesamtverschiebungszustand
sowie der zugehorige Lastfaktor ermittelt. Die Idee des Bogenlangenverfahrens be-
steht nun in der gleichzeitigen Anderung von Last und Verschiebung innerhalb
einer Gleichgewichtsiteration. Daher handelt es sich bei diesem Verfahren um ein
Zweischrittverfahren mit einem Pradiktor- und mehreren Korrektorschritten. Es
wird eine Nebenbedingung f = p-q = 0 mit

p! =[Av;, AN] und g =[v—v’, A=) (5.70)

eingefiihrt, welche die Form der Korrektoriteration beschreibt. Sie kann formal
ausgeschrieben werden durch
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fv, ) =Av] (v—v)+ AN =X =0. (5.71)

Die Gleichgewichtsaussage (5.33) wird um diese Nebenbedingung erweitert und
lautet damit

G(v, \) = { R}‘E)VT;)P ] . (5.72)

Es kann gezeigt werden, dass sich hieraus Last- und Verschiebungssteuerung als
Sonderfille ableiten lassen, siehe z. B. WAGNER [150]. Die Linearisierung an der
Stelle k fithrt mit

k
G _ a4 p. g®Av® 1+ 29 Aw g
v(k) OA (5.73)
pon g0 9T N OF Ay
ov oA

fiir konservative Lasten auf das Gleichungssystem

Av(F) G )
][] e

Mit der Aufteilung des Gesamtverschiebungsinkrements

KY —p

AvE) = AXB AV 4 AvE) (5.75)

erhélt man aus der ersten Zeile fiir den Iterationsschritt k£ die beiden Aussagen

KPAVY =P baw. KPAVY = —Gg® (5.76)

Das noch unbekannte Inkrement des Lastparameters erhélt man aus der zweiten
Zeile und es sich ergibt sich mit Gleichung (5.76)

(k)
f® + AvIAvg

ANF) = — :
AVIAVE 4 AN,

(5.77)

Aus einer vorgegebenen Bogenlange As wird der Lastschritt A); wie folgt errech-
net
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Ay =8 (5.78)

\/ AV%AV Pi

Damit kann das in Tafel 5.2 dargestellte Bogenlangenverfahren auf allgemeine
Last-Verschiebungskurven angewendet werden.

gegeben: As, v;, \;

Pradiktor: Avp; = (Kg;) ' P
As
VAVE Avp;

AVi = A)\iAVPi

AN =

Korrektor: k=0, v’ =v; + Av;, A\ =\ + AN
1) AV = (KI)-1p
AV(Gk) _ —(Kg“))—l G*)
fk) 4 Avavg)
AVIAVE 1+ AN,
AvF) = A)\(k)Avg) + Avg)

2) ANK =

3) AEFD = \(B) 1 ANR)

4) |G (v AED) || < TOL
nein: = k=~k+1 gehezul)

ja: = Vi = V(k+1) /\Z'+1 = )\(k+1)

9

Nachster Lastschritt ¢ = ¢ 4+ 1 gehe zu Pradiktor

Tafel 5.2: Algorithmus des Bogenlangenverfahrens

5.3.3 Lineare und nichtlineare Eigenwertanalyse

Neben der Pfadverfolgung durch Last- oder Verschiebungssteuerung bzw. Bo-
genlangenverfahren konnen auch andere Effekte auftreten. Durchschlags- und
Verzweigungspunkte werden allgemein als singulare Punkte bezeichnet. Dariiber
hinaus existieren die Bezeichnungen Stabilitats- oder Instabilitatspunkte. Die zum
singularen Punkt gehorende Last wird als Knick- bzw. Beullast oder allgemein als
kritische Last bezeichnet. Aus der Diskussion der Last-Verschiebungskurve erhélt
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man Kriterien fir das nichtlineare Stabilitatsverhalten einer Struktur. Hierzu sind
diese Kurven hinsichtlich singularer Punkte zu untersuchen.

Steigt die Last-Verschiebungskurve monoton an und besitzt keinen Verzweigungs-
punkt, so liegt kein Stabilitatsproblem, sondern ein Spannungsproblem vor. Exi-
stieren jedoch zu einem Lastniveau A mehrere Gleichgewichtslagen v;, so ist das
Stabilitatsverhalten der Struktur zu untersuchen. In diesem Fall gibt es dann keine
eindeutige Zuordnung zwischen Last und zugehoriger Verschiebung. In Abbildung
5.5 liegt im Zustand L; und L, jeweils ein Durchschlagspunkt vor, wahrend B
einen Verzweigungspunkt darstellt. Eine ausfiihrliche Diskussion zu diesem The-
ma findet sich z. B. bei KOITER [83], THOMPSON & HUNT [142], BUDIANSKY
[21] oder BAZANT & CEDOLIN [15].

Der Bereich der Last-Verschiebungskurve vor Erreichen eines singularen Punktes
wird Vorbeulbereich, der Bereich danach Nachbeulbereich genannt. Beim Errei-
chen von singularen Punkten kann es zu einem dynamischen Verhalten der Struk-
tur kommen, so z. B. beim Erreichen eines Durchschlagspunktes L; oder eines
Verzweigungspunktes B auf einen stabilen Ast.

AP A AP A AP Primérpfad
A, Ly B .
A N Sekundirpfad
1
1 I,
\/ v, v v v, v, v ' \/ v, v
Spannungsproblem Durchschlagproblem Verzweigungsproblem

Abbildung 5.5: Allgemeines Stabilitétsverhalten

Das Verschwinden der 2. Variation der potentiellen Energie ist ein Kriterium
fiir das Vorhandensein eines singuldren Punktes. PLUGER [111] fiihrt hierzu zum
vorhandenen Gleichgewichtszustand G¢ mit zugehorigem Verschiebungszustand
v, eine benachbarte Gleichgewichtslage GY mit dem Verschiebungszustand v bei
gleichem Lastniveau A ein. Der Grund- und der Nachbarzustand lauten ausgehend
von Gleichung (5.32)

GG(Vl, /\) + KTV1 =0 bzw. GN(VQ, /\) + KTV2 =0. (579)

Aufgrund der Gleichheit des Lastniveaus G¢(vi, ) = G (v,, \) konnen obige
Zustande gleichgesetzt werden und es verbleibt das homogene Gleichungssystem
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KrAv=0, mitAv=v;—vy. (5.80)

Das Gleichungssystem besitzt nichttriviale Losungen fiir det Ky = 0, was sich
ebenfalls durch das spezielle Eigenwertproblem

(Kr —w;1) ¢ =0 (5.81)

darstellen lasst. Hierbei ist w; der i-te Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor ¢.
Kritische Punkte sind fir w; = 0 erreicht.

Fiir die Bemessung eines Systems ist die niedrigste Beullast von Interesse, insbe-
sondere bei Systemen mit einem dynamischen Nachbeulverhalten, bei dem sich
schlagartig grofle Verformungen einstellen, was somit das Versagen einer Struktur
zur Folge haben kann.

Ist nur eine naherungsweise Berechnung des ersten singuldaren Punktes von In-
teresse, bedient man sich der klassischen oder der linearen Beulanalyse. Im
Rahmen dieser Vorgehensweise wird ein allgemeines Eigenwertproblem fiir den
Lastparameter A formuliert und die Vorbeulverschiebungen in einer Potenzreihe
v = Av; + A%vy + A3vs + ... beziiglich des Lastparameters entwickelt. Das Strei-
chen hoherer Terme fiihrt auf die Formulierung eines linearen Eigenwertproblems.
Die tangentiale Steifigkeitsmatrix wird hinsichtlich ihrer Abhangigkeit von den
Verschiebungen in einen linearen Anteil Ky, in die Anfangsverschiebungsmatrix
Ky und die Anfangsspannungsmatrix K, zerlegt. Die Beschrankung auf lineare
Verschiebungsanteile fithrt auf linearisierte Steifigkeitsmatrizen K5 und K% und
damit auf die lineare Eigenwertanalyse

Ko+ AKE+KH] 9y =0. (5.82)

Unter Vernachldssigung der Matrix K¥ wird der Einfluss des Vorbeulverhaltens
unterdriickt und man erhélt das klassische Eigenwertproblem

(Ko + AKX =0. (5.83)

Der Parameter A ist ein Faktor, der beschreibt, wie weit der aktuelle Lastfaktor
A vom kritischen Lastfaktor abweicht. Die geschatzte kritische Last ist AAP mit
dem zugehorigen Eigenvektor ). Sie ist genau erreicht fiir A = 1. Die lineare und
die klassische Beulanalyse sind als Sonderfall in der speziellen Beulanalyse (5.81)
enthalten. Es ist bekannt, dass die Losung der linearen Beulanalyse erheblich von
der tatsachlichen, nichtlinearen Losung abweichen kann, sieche z. B. BRENDEL
20].
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Dartiber hinaus fiithrt im Rahmen der Methode der Finiten Elemente die Zerle-
gung der tangentialen Steifigkeitsmatrix K zunachst zu einem erhohten Kodie-
rungsaufwand, da die Anteile von K7 nicht getrennt voneinander vorliegen. Ein
spezieller Eigenwertlosungsalgorithmus wird aufgrund der nicht positiven Defi-
nitheit der Matrizen K% und K% erforderlich. Eine solche Separierung ist nicht
immer moglich, siehe z. B. bei Elementformulierungen mit endlichen Rotationen,
z. B. WAGNER & GRUTTMANN [153], WAGNER & GRUTTMANN [155].

Eine einfache Methode zum Auffinden von singuldren Punkten ist die Untersu-
chung der Determinante von Ky . Hierbei wird begleitend zur Berechnung des
aktuellen Lastzustandes die Determinante von K7 beobachtet. Die Determinante
von K7 kann bei der Dreieckszerlegung von K7 = L D L7 leicht ermittelt werden
und liefert dabei die folgende Aussage tiber die Art des Gleichgewichtszustandes,
die allerdings nicht eindeutig ist

det Kr >0 — stabiles Gleichgewicht
det Kr =0 —— indifferentes Gleichgewicht
det Kr <0 — instabiles Gleichgewicht .

Grundsétzlich werden instabile Pfade durch ein oder mehrere negative Diagonal-
elemente D;; von K7 beschrieben und es gilt

alle D;; >0 — Koy positiv definit stabiles Gleichgewicht
mind.1 D; =0 — Ky positiv semidefinit indifferentes Gleichgewicht
mind.1 D; <0 — Kgp negativ definit instabiles Gleichgewicht .

Die Bestimmung singuldrer Punkte erfolgt im Rahmen dieser Arbeit mit Hilfe
eines Bisektionsverfahrens, welches im folgenden Kapitel erlautert wird.

5.3.4 Bisektionsverfahren

Zur Auffindung singulérer Punkte geniigt es, die Vorzeichen der Diagonalelemente
der tangentialen Steifigkeitsmatrix zu observieren. Hierzu dient ein Bisektionsver-
fahren, siche z. B. WAGNER & WRIGGERS [157], welches in eine Last- oder in
eine Verschiebungssteuerung implementiert werden kann, vgl. hierzu auch KEL-
LER [77]. Treten bei Laststeigerung zu einem Lastschritt k + 1 ein oder mehrere
negative Diagonalelemente D;; < 0 auf, wird die Last um A\ auf den Lastschritt
k verringert und der Lastschritt verkleinert. Die Verkleinerung des Lastschritts
muss hierbei nicht eine Halbierung sein, sondern liegt im Bereich A\,., = £ - A\
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mit 0 < £ < 1. In einem Bogenlangenverfahren muss die Moglichkeit der Lastum-
kehr sowie der Modifikation der Bogenlange realisiert sein. Erreicht die Grofie
des Lastschritts eine gewisse Toleranz A\ < TOL, ist der singuliare Punkt mit
zugehoriger kritischer Last und Verschiebung gefunden.

5.3.5 Nachbeulbereich bei Verzweigungsproblemen

Wird bei einem Verzweigungsproblem die Last-Verformungskurve ab dem Ver-
zweigungspunkt auf dem Sekundarpfad verfolgt, muss zunéchst der Verzweigungs-
punkt B bestimmt werden. Hierzu dient das im vorigen Abschnitt vorgestellte Bi-
sektionsverfahren innerhalb des Bogenlangenverfahrens. Formal ist zunachst zu
priifen, ob der singulare Punkt tatsachlich einen Verzweigungspunkt darstellt. In
Anlehnung an STEIN ET AL. [138] wird das Residuum an der Stelle ¥, A in einer
Taylorreihe entwickelt

GV, \) =G, \N)+D,GAV+D,GAN+... |, (5.84)
N—_—— —_—— = N——
GN=0 GG=0 Kr -P

was aufgrund der Gleichheit des Grund- und Nachbarzustands auf die Beziehun-
gen

Kr Av — AAP =0 (5.85)

fiihrt. Beschreibt (¥, A) einen singuliren Punkt, so verschwindet der Eigenwert
in Gleichung (5.81) und es gilt

Kr¢p=0. (5.86)

Aufgrund der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix Kz ist der Rechts- und Linksei-
genvektor identisch. Neben Gleichung (5.86) gilt also auch ¢’ Ky = 0 und nach
Multiplikation von Gleichung (5.85) mit dem Linkseigenvektors ¢! folgt die Be-
dingung

P'PAN=0, (5.87)

die nach SPENCE & JEPSON [135] oder auch WRIGGERS ET AL. [162] auf die
Art des singularen Punktes mit Hilfe der Fallunterscheidung
=0 Verzweigungspunkt
T
P - 5.88
¢ { # 0 Durchschlagspunkt (5.88)
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schlielen lasst. Aus der Betrachtung der Lastschrittanderung A\ lasst sich zusatz-
lich beurteilen, ob es sich bei dem Verzweigungspunkt fiir ¢’ P = 0 um eine
symmetrische (AA=0) oder eine antimetrische (AX # 0) Verzweigung handelt,
vgl. Abbildung 5.6. Eine detaillierte Darstellung und weitere Klassifizierung von
singuléren Punkten findet sich in WAGNER [151].

AP AP AP

Al B ﬁm B =0

» » »
> > >

Il
S

\% v \4
AL=0, @¢'P#0 AL#0, @¢'P=0 AL=0, ¢'P=0
Durchschlagpunkt asymmetrischer symmetrischer
Verzweigungspunkt Verzweigungspunkt

Abbildung 5.6: Art des singuldren Punktes

Ist ein singularer Punkt als Verzweigungspunkt identifiziert und das spezielle Ei-
genwertproblem geméf Gleichung (5.81) geldst, wird der errechnete Eigenvektor
¢, auf den aktuellen Verschiebungszustand v in der Form v = v+4( qgl aufaddiert.
Mit dem Skalierungsfaktor ¢ wird der Eigenvektor ¢; = ¢, /||, betragsméBig der
GroBle des aktuellen Verschiebungszustands v angepasst. Die Grofle der Storung
von Vv zu Vv ist so zu wahlen, dass ein Wechsel auf den sekundaren Pfad erfolgt.
Dabei fithren zu kleine Werte von ( dazu, dass in der nachfolgenden Iteration eine
Losung auf dem Ausgangspfad gefunden wird. Alternativ fithren zu grofie Werte
von (¢ dazu, dass keine Losung gefunden wird. Weitere Strategien zu Pfadwech-
selprozeduren finden sich z. B. in RIKS [120] oder RHEINBOLDT [118].
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6 Mikroinstabilitat

Im Folgenden wird das Stabilitatsverhalten einer Faser bzw. mehrerer Fasern in
einem Matrixmaterial anhand verschiedener FE-Modellierungen untersucht. Das
sog. Mikrobeulen wird zunachst auf einen elastisch gebetteten Balken zuriick-
gefiihrt und dort die kritische Dehnung bei Erreichen des Stabilitatspunktes an-
gegeben. Obwohl dieses klassische Modell fiir die hier untersuchten Probleme sehr
vereinfacht ist, dient es zur Einschatzung der Grolenordnung der Ergebnisse ei-
ner einzelnen Faser in einem Matrixmaterial, gewonnen aus einer Berechnung mit
Hilfe der Finite-Element-Methode. Eine analytische Losung einer einzelnen Faser
in einer Matrix liegt z. B. der Arbeit von LAPUSTA & WAGNER [93] zugrun-
de, welche ebenfalls zur Einschatzung der Qualitat der numerischen Ergebnisse
dient. Es wird eine Faser in einer Matrix in der Nahe des freien Randes modelliert
und mit analytischen Losungen verglichen. Die analytischen Vergleichslosungen
dienen zur Beurteilung der Qualitat der verwendeten FE-Modellierungen. Fiir
periodisch angeordnete Fasern in einer Reihe sowie fiir biperiodisch angeordnete
Fasern werden zur Minderung des Berechnungsaufwands entsprechende Randbe-
dingungen verwendet. Die Mikroinstabilitatsuntersuchung vieler Fasern kann da-
mit auf eine Einheitszelle zuriickgefiihrt werden. Die gewonnenen Ergebnisse der
biperiodisch angeordneten Fasern werden experimentell ermittelten Ergebnissen
gegeniibergestellt.

6.1 Allgemeines

Unter Druckbelastung in Faserrichtung eines unidirektional verstarkten Faser-
verbundwerkstoffs kann es zu Instabilitdten auf Mikroebene (Ausbeulen auf Mi-
kroebene) kommen. Das Mikrobeulen kann Delamination auslésen, wodurch die
Steifigkeit eines Laminats reduziert wird. Unter Umstanden kann das Mikrobeu-
len das Versagen einer ganzen Struktur zur Folge haben. Daher ist es wichtig,
diese Schédigungsart genauer zu analysieren. ROSEN [123] und SCHUERCH [132]
betrachten Faser und Matrix als zweidimensionale Schichten. Thre Arbeit basiert
auf den Untersuchungen von TIMOSHENKO & GERE [144], die das Stabilitétsver-
halten elastisch gebetteter Balken unterschiedlicher Lange und Bettungsmoduli
untersuchen. SADOVSKY ET AL. [125] schlagen die Kombination einer eindimen-
sionalen Betrachtung der Faser mit einer dreidimensionalen Betrachtung der Ma-
trix vor. Das Verhalten von Faserverbundwerkstoffen unter Druckbelastung wird
in Arbeiten von GUYNN ET AL. [55], GUZ [57], SCHULTHEISZ & WAAS [133] so-
wie FLECK [49] verallgemeinert. Einen Uberblick iiber dreidimensionale Modelle
und Methoden der Stabilitatstheorie bei Faserverbundwerkstoffen ist beispiels-
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weise in GUzZ & LAPUSTA [60] zu finden. Im Zusammenhang dazu haben Guz
[59], LAPUSTA & WAGNER [93] und ZHUK ET AL. [165] Beulphdnomene in un-
terschiedlichen Skalen untersucht. Es sei darauf hingewiesen, dass die Mehrheit
existierender Modelle, die das Ausbeulen auf Mikroebene von Verbundwerkstoffen
beschreiben, auf einer zweidimensionalen Formulierung beruhen. Die dreidimen-
sionale mechanische Beschreibung des Faserbeulens auf Mikroebene, insbesondere
durch die Verwendung von dreidimensionalen Finiten Elementen, hat bedeutend
weniger Aufmerksamkeit erhalten, obwohl das Spannungs-Dehnungs-Feld in der
Néhe der Faser ausgepragt dreidimensional ist.

Das Mikrobeulen kann geméfl Abbildung 6.1 auf die in Kapitel 3.8 dargestellte
Einheitszelle reduziert werden, da sich in Faserlangsrichtung die Beulwelle des
Mikrobeulens beliebig oft wiederholt. Es kann also von der Periodizitat des Mi-
krobeulens in longitudinaler Richtung Gebrauch gemacht werden. An dieser Stelle
wird die Hohe h der Einheitszelle eingefiihrt, welche gerade der Beullange ent-
spricht. Um das Mikrobeulen korrekt auf die Einheitszelle der Hohe h abzubilden,
sind entsprechende Randbedingungen zu beriicksichtigen. Auf die Randbedingun-
gen wird genauer in Kapitel 6.4 eingegangen.

Beulhalbwelle entspricht
Knicklange s, des elastisch

gebetteten Balkens

Beulhalbwelle entspricht
Hohe h der Einheitszelle

Abbildung 6.1: Mikrobeulen der Einheitszelle mit Zellhohe A

6.2 Elastisch gebetteter Balken

Eine mogliche analytische Beschreibung des Mikrobeulens einer einzelnen Faser in
einer Matrix ist iber die Betrachtung eines elastisch gebetteten Balkens gegeben.
Im Folgenden wird eine Einzelfaser in einer geniigend groflen Matrix betrachtet,
d. h. Interaktionen zwischen den Fasern werden ausgeschlossen. In Abbildung 6.1
ist der Zusammenhang zwischen der Beulhalbwelle der Einheitszelle der Hohe A
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sowie der Knicklange sg; des entsprechenden elastisch gebetteten Balkens grafisch
veranschaulicht.

TIMOSHENKO & GERE [144] geben ausgehend vom Potential des Balkens und
der Bettung das Stabilitatsverhalten des elastisch gebetteten Balkens endlicher
Lange an. Aufbauend darauf stellt ALBER [1], in Anlehnung an HETENYI [67], die
notigen Zusammenhange des unendlich langen, elastisch gebetteten Balkens dar.
Das Momentengleichgewicht am verformen Balkenelement der Lange dx liefert
gemafl Abbildung 6.2

A
w w + dw
45—‘1N+ dN
AP M+dM

p=kw Q,+dQ,

Abbildung 6.2: Differentielles Balkenelement

d 2
(M+dM)—M—Ndw—dex—kw%:o. (6.1)
Hierbei ist k& [N/mm?] der Bettungsmodul, der bereits mit der Breite b des ela-
stisch gebetteten Balkens multipliziert ist. Unter Vernachlassigung des hoheren

Terms folgt daraus

dm dw

— - N——-Q,=0. 6.2
dx dx @ (62)

Die Normalkraft N wird entgegen der iiblichen Konvention als Druckkraft positiv

eingefithrt. Aus der Summe der Querkrafte folgt die Beziehung

d@,
dx

— kw . (6.3)

Nach einmaligem Differenzieren von Gleichung (6.2) und Einsetzen der Diffe-
rentialgleichung des Biegebalkens M = —EI(d*w/dz?) folgt unter Verwendung
von Gleichung (6.3) die homogene Differentialgleichung des elastisch gebetteten
Balkens
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d*w d*w

Gleichung (6.4) besitzt mit den eingefiihrten Hilfsvariablen

\/ 4E1 4EI \/ 4E1 4EI (6.5)

die allgemeine Losung

w(z) =Cre* cos(Bx)+ Coe " cos(fx)

+ Cse*“sin(fx) + Cpe*"sin(fx) .

(6.6)

Fiir den unendlich langen, elastisch gebetteten Balken darf w(z) nicht iiber alle
Maflen wachsen. Diese Bedingung fithrt zum Verschwinden der Integrationskon-
stanten € und Cj5. Die Knickbiegelinie ist eine iiber die gesamte Balkenlange
verlaufende Sinuskurve mit nicht abklingender Amplitude, was zu der Forderung
« = 0 fithrt. Damit ergibt sich mit Gleichung (6.5)i,xs die Knicklast

Ngi = 2VEkEI . (6.7)

Der Abstand der Wendepunkte der Knickbiegelinie ergibt die Knicklange, die
der halben Periode 7 der trigonometrischen Sinusfunktion der Frequenz 3 ent-
spricht. Nach Einarbeitung von Gleichung (6.7) in Gleichung (6.5),ccnts folgt die
Knicklange

sgi=7n/B=m\EI/k . (6.8)

Der Bettungsmodul k£ hangt von den Materialkennwerten £™ und v der Matrix
und der Geometrie des elastisch gebetteten Balkens ab. Zur Bestimmung von k
schldgt HIRSCHFELD [71] die Beziehung

D SR
Vb 1= (m)?

vor. Hierbei ist x = x(I/b) ein vom Léngen- zu Breitenverhéltnis [/b des elastisch
gebetteten Balkens abhéngiger Formbeiwert (vgl. Tabelle 6.1).

(6.9)
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b(=sg/d)| 2 3 5 10 100
X | 109 113 122 141 271

Tabelle 6.1: Formbeiwert x = x(I/b) nach HIRSCHFELD [71]

Wiirde zur Bestimmung des Formbeiwerts x die unendlich lange Faser in Ansatz
gebracht, ginge der Bettungsmodul nach Gleichung (6.9) gegen null. Daher wird
die benachbarte Gleichgewichtslage der ausgeknickten Faser gemafl Abbildung
6.1 betrachtet. Der Bettungsmodul wird im Bereich der Knicklange sg; aktiviert,
womit die Wahl des Léngen-/ Breitenverhéltnisses [/b gleich dem Verhéltnis der
auf den Faserdurchmesser bezogenen Knicklange sk /d gerechtfertigt ist. Mit Hilfe
von Gleichung (6.8) ist nun der Bettungsmodul geméf Gleichung (6.9) iterativ
bei gleichzeitiger linearer Interpolation von y anhand Tabelle 6.1 ermittelbar. Das
Schema zur Bestimmung des Bettungsmoduls ist in Tafel 6.1 dargestellt.

1) Wahl eines Startwerts der bezogenen Knicklange sg;/d

2) Bestimmung von x durch lineare Interpolation (Tabelle 6.1)
X £

3) k= Ski/d 1- (vm)?

geméf Gleichung (6.9)

2\ 7eu ET . )
4) <SK ) = Tu= geméf Gleichung (6.8)

d dvV k
SKi\™"  SKi
— TOL
) | (F) a| <710
. SKi\™""  SKi
nein — ( d ) == — gehe zu 2)
ja — Ende

Tafel 6.1: Iterative Bestimmung des Bettungsmoduls &

Da die Faser vollstandig von der Matrix umgeben ist, wird die Bettung beidsei-
tig angesetzt und der in Schritt 3) bestimmte Bettungsmodul nach Tafel 6.1 mit
dem Faktor 2 versehen. Ist der Bettungsmodul bestimmt, lasst sich die kritische
Dehnung uy/sg;, bei welcher die Faser beult, aus der Knicklast (6.7) durch Divi-
sion der Dehnsteifigkeit der Faser EA bestimmen. Hierbei ist u; die Verkiirzung
des elastisch gebetteten Balkens der Lange sg;. Damit ergibt sich die kritische
Dehnung

ul/sKi:NKi/EA. (610)

Auf dieses FErgebnis und dessen Auswertung wird an spaterer Stelle zurtickgegrif-
fen.
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Fiir den Grenzfall llvli% wird aus Gleichung (6.8) deutlich, dass die Knicklange sx;
iiber alle Maflen wéchst, also der gesamten unendlichen Balkenlédnge entspricht.
Fiir den bekannten Eulerknickstab bedeutet eine unendlich lange Knicklange,
dass der Balken keine axiale Druckkraft aufnehmen kann. Diese Grenzbetrach-
tung deckt sich mit Gleichung (6.7), fiir welche fiir ein Verschwinden des Bet-

tungsmoduls k, die kritische Last Ng; verschwindet.

6.3 Dreidimensionale analytische Beschreibung

In diesem Abschnitt wird eine dreidimensionale analytische Beschreibung des
Stabilitatsverhaltens einer Einzelfaser in einer Matrix gemafl LAPUSTA & WAG-
NER [93] vorgestellt. Auf die Aufbereitung der mechanischen Zusammenhénge der
dreidimensionalen Stabilitatstheorie deformierbarer Korper wird an dieser Stelle
verzichtet und auf die Arbeit von Guz [58] und der dort verwendeten Notation
verwiesen.

Zunachst wird ein Bereich eines unidirektional verstarkten Verbundwerkstoffs in
Augenschein genommen. Die mikromechanische Betrachtung beschrankt sich auf
eine dreidimensionale charakteristische Zelle, bestehend aus einer Faser und einem
Matrixbereich, welche in Abbildung 6.3 grau hinterlegt ist. Fiir diesen Fall wird
zwischen den jeweiligen Fasern eine gegenseitige Interaktion ausgeschlossen. Diese
Annahme ist gleichbedeutend mit der Annahme einer Einzelfaser, welche in einem
unendlich groflen Matrixmaterial eingebettet ist.

Abbildung 6.3: Wahl der charakteristischen Zelle und des Koordinatensystems

Es werden Lagrangesche Koordinaten (r, 6, z) fiir die Faser und die Matrix
eingefithrt. Die z-Achse stimmt mit der Faserachse x3 iiberein. Unter axialer
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Belastung ist im vorkritischen Bereich die Verkiirzung e/ der Faser gleich der
Verkiirzung €™ der Matrix. Die Annahme eines perfekten Verbunds in der Grenz-
fliche (r = R mit R= Faserradius) zwischen Faser und Matrix fiithrt auf Uber-
gangsbedingungen fiir Verschiebungen und Krafte der Form

uf:u:”, ugzu;”, ugzu?,
) (6.11)
pl =pm.  pL=pPy, PlL=pP".

Ein Stabilitatsfall liegt vor, wenn bei einem Lastniveau neben der Gleichgewichts-
lage im Grundzustand eine benachbarte Gleichgewichtslage (Nachbarzustand)
existiert. Das Gleichgewicht ist durch die folgenden Gleichungen nach Guz [58]
fiir das Fasergebiet V/ und das Matrixgebiet V™ beschrieben

(z;) e VIt [wg;aﬁugﬂ],,- =0, (6.12)
(x;) e V™ [w%ﬁuzﬂh =0. (6.13)

f
itaf

und der Matrix sowie der Spannung im vorkritischen Bereich. Mit den Funktionen

Die Groflen wy,, 5 und wiy, 5 sind abhingige Koeffizienten des Materials der Faser

Y/ und y/ gilt fiir die Verschiebungen der Faser

10 0?
F =y — I 14
Y. v oro- < (6.14)
0 1 0?
fF_—_ 2 f_ f 1
K or 4 r 900, X (6.15)
ul = ! (w{ﬂlA + u%0113_82 > X’ (6.16)
wiigs + Wing 02°
und mit ¢ und ™ gilt fiir die Verschiebungen der Matrix
10 0?
== — mn 6.17
U = 00 oroz (6.17)
0 1 0?
m - m - m .1
46 or 0002 X (6.18)
1 0? )
T+ Wl ( 1111 311375 3 ( )

Dabei ist

0? 10 1 0?
=2 -2 -2 2
or? + r Or + r? 062 (6.20)
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der zweidimensionale Laplace-Operator. Gemafi Guz [58] sind die Bedingungen
(6.12) und (6.13) erfiillt, wenn fiir die Funktionen ¢/, x/, ™ und x™ gilt

bzw.

2
(a+rgz) ol =0

0? 0?
(A rgs) (a+@rys) =0

82
(A+ (CT)Q@) P =0,

0? 0?
(A @rgs) (ar@rgs) =0

(6.21)

(6.22)

Die Koeffizienten (¢)? und (¢/)? héingen von w5 und w,,; ab und haben die

Form
()
(¢5)?
mit
Cf
und

(G5)?

mit

f
Wi113

f )
Wi221

f f
W3333 W3113
ij:\/(cf)2_f—f—’
Wit11 Wisst

f f f f f f f f
Wi111W3333 T Wigg1W3113 — <W3131 + W1133)<W1313 + W3311)

f f
2wy111Wiss

m
Ws113

m )
Wi221

WHEaa W
cmi\/(cm)Q— 3333 3113’

m m
Wit11 w133t

m m m m m m m m
WiT11Wess3 + Wi Witz — (Wiis) + Wiiss) (W33 + Wh3g)

m m
2 Wi Wi

(6.23)

(6.24)

, (6.25)

(6.26)

(6.27)

. (6.28)
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Fiir elastische Materialien gilt (¢)2 # (¢1)2, (¢2")? # (¢2)?. Die Ubergangsbe-
dingungen geméB Gleichung (6.11) nehmen dann folgende Gestalt an

, (6.29)

ou! 10ug  wu, ouf
Pr]; = w{111 or + W{122 (;W + 7) + W{133E

ou™ ( 1 dug uT) ou™
— + -

= Wﬁna_;waﬁn + W33 8; = P, (6.30)

oul 10u Ug
22— 0 f - r_ v
0 Wi221 or + Wigg 00

’
m ouy' m [ 10u, g m
W1201 8_: + Wiago (;% - 7) = Py, (6.31)
ouf ouf m our m oul’ .
Pr}; = W{313 02 +w{331 or = w1313W+W13317 = b7 (6-32)

Mit der Liange L der Beulhalbwelle der Faser wird die Abkiirzung v = wL~!
eingefiihrt. Die Funktionen ¢/ und x/ der Fasern, welche die Gleichungen (6.21)
erfiillen, konnen als Reihe entwickelt werden

Yl = Z ma Sin(yz) L.(¢yr) sin(nd) | (6.33)

ZZX cos(vz) I,(¢Iyr) cos(nh) . (6.34)

n=0 s=2

Gleiches gilt fiir die Matrix
= Z X sin(yz) Ky (¢ yr) sin(nf) | (6.35)

oo 3
Z Z s €08(72) K (¢ yr) cos(nd) (6.36)
n=0 s=2

wobei anp Xng, Xf3 und X7, X7, X' unbekannte Koeffizienten sind. Ein-

setzen der Gleichungen (6.33) bis (6.36) in Gleichungen (6.21) bis (6.22) fiihrt
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jeweils mit der Substitution z = ij ™~r und unter Anwendung der Kettenregel
0/0x - Oz /Or auf die Besselsche Differentialgleichung

2

a:Z% + :L'g—gyc —(2*+n*)y=0. (6.37)

Losungen dieser Differentialgleichung sind die Bessel-Funktion I, (x) sowie die
MacDonald-Funktion K, (z), womit gezeigt ist, dass die Ansétze (6.33) bis (6.36)
die Bedingungen (6.21) und (6.22) erfiillen. Die Einarbeitung der Ubergangs-
bedingungen (6.11) fir » = R fithrt mit Gleichungen (6.14) bis (6.19) sowie
Gleichungen (6.29) bis (6.32) auf ein unendliches System homogener Gleichungen

B! X! +Br,Xm =0, k=1...6, l=1...3, n=0...00, (6.38)

bzw. in ausgeschriebener Form

Bg,n B£,12 B£,13 Bgfn B1T12 BZ,LB Xf:@
Bg,m 35,22 35,23 32?21 B:Zzz 3%3 Xr]:,z
Br{,?,l B£,32 BT{,33 BZ:LZSI BrrLr,L32 BZ?33 X?f,S _ 0 n = O 00
B£,41 B£,42 35,43 BZ?41 32342 377;}43 Xﬁﬁ - B ’
Bls Bl Bl Bl Bl Bl || XD
LBla Ble Big Biw Ble Bls | L X0 ]
B,

(6.39)

wobei die Einsteinsche Summenkonvention (beziiglich n) anzuwenden ist. Die
Koeffizientenfunktionen Bj: w bzw. B, der Koeffizientenmatrix B,, lauten mit
dem Parameter der Beulhalbwelle

Kk=yR=m (6.40)

und der Abkiirzung

ol , 0K,

fiir die ersten drei Zeilen
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Zeile 1: Zeile 2:

n
Br{,ll = Ejn( {"f) ) By{,Ql = LQ(C{"“') )

K nk
Br{,w = ELQ( g“) ) B£,22 = ﬁfn(d’f) )

K nk
35,13 = Elylz( g"f) ) B£,23 = @In(@{/‘ﬁ) )
By = —p K. By = —K ().

KR m _
BZ:LIZ = _E KTIL( énli) ) Bn,22 - R2 K/ (CQ ) 3
K" m — m
BrTlS = R K (¢G'k) Bn,23 = _ﬁ K;L(C:s K)
Zeile 3:
Bi,?’l = 0,
B) 32 = ; [Wnn (I//@z ) + I (Cg"@) - n_2 I (Cg”))
7 W{133 + u){313 R?
W:{HB R2 (Cz )} )
Bf33 = ; [Wnn (I"(Cs ) + I (C:{“) - n_2] (C:{’i))
’ w{133 + w{313 R?
W3J:113 R2 (C:s )} )

5 - [ (K”<< W)+ KLGR) — Rl >)
n32 = T (G2 ) — o5 Kn(Go'h
.32 T Wl w1111 2 2 R2 2

(2
_W?ﬁmﬁ Kn(cgn“)] )
5 - { (K”<< K) + E(G) — o K >)
= — k) — — K, ((T'k
n,33 T+ Wl w1111 3 n\G3 R2 3

K,2

_W?ﬁwﬁKn(@%)] .

Die verbleibenden drei Zeilen ergeben sich sinngemafl, wobei diese etwas ldngere
Ausdriicke ergeben, da die Ubergangsbedingungen fiir die Krafte nach Gleichun-
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gen (6.30) bis (6.32) Kombinationen partieller Ableitungen der Verschiebungen
(6.14) bis (6.19) enthalten. Eine nichttriviale Losung von Gleichung (6.38) bzw.
(6.39) ergibt sich, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix B,, verschwin-
det

Det [B,,] = Det [B,(¢.., k)] =0, (6.42)

wobei die Determinante der Koeffizientenmatrix Bestimmungsgleichungen fiir die
kritische Dehnung ¢, in Abhéngigkeit des Parameters der Beulhalbwelle « liefert.
Gleichung (6.42) wird fiir vorgegebene Werte fiir x sowie Materialparameter nu-
merisch gelost, wobei fiir elastisches Material jeweils fiir die Faser bzw. die Matrix
gilt

0 0 0
Wi = A+ 20+ 07y, wWas = A+ 20+ 05y, wazzz = A+ 2+ 033,
W1122 = W2211 = W1133 = W3311 = W2233 = W3322 = >\,
Wi1212 = Wa2121 = W1313 = W3131 = W2323 = W3232 = M,

w2112 = W2332 = [+ 032, w1221 = Wi1331 = M+ 0?1, w3113 = W3223 = [+ 033-
(6.43)
Fiir ein bestimmtes ' bildet die zugehorige kleinste Dehnung €, einen Punkt
in einem ¢,,-k-Diagramm. Der Parameter der Beulhalbwelle x wird sukzessive
verandert, so dass sich fiir die jeweils kleinste Dehnung ¢’ (k') weitere Punkte
im €,,-k-Diagramm ergeben. Das Minimum in diesem ¢,,-x-Diagramm liefert die
kritische Dehnung mit zugehoriger Beulhalbwelle

£ = min(e’_(k)) . (6.44)
In Guz & LAPUSTA [60] wurde gezeigt, dass sich fiir 10 Gleichungen des Systems
(6.38) die kritische Dehnung e, bereits mit einer Genauigkeit von 10~* angeben
lasst.

Das Modell mit perfektem Verbund stellt eine obere Grenze der kritischen Deh-
nung ., dar, die schon bei wenigen Defekten in der Grenzschicht zwischen Faser
und Matrix unterschritten werden. Im Rahmen der mechanischen Beschreibung
ist es schwierig, einzelne Defekte zu berticksichtigen. Daher wird, was den Verbund
in der Grenzschicht angeht, ein Fall konstruiert, der eine untere Grenze der kri-
tischen Dehnungen ¢, angibt. Die Wirklichkeit liegt dann irgendwo dazwischen.
Es werden also Ubergangsbedingungen konstruiert, die lediglich Gleichheit der
Normalkomponenten der Verschiebungen uf, u™ sowie die der Krifte P/, P™
fordern, wahrend die restlichen Kréfte verschwinden



6.3 Dreidimensionale analytische Beschreibung 125

(6.45)
pPhL=0, P2=0, PL=0, P"=0.

Diese Ubergangsbedingungen sind gleichbedeutend mit einem reibungsfreien Ver-
bund in der Grenzflache zwischen Faser und Matrix. Fiir den reibungsfreien Ver-
bund lassen sich in analoger Weise minimale kritische Dehnungen €. mit zu-
gehorigen Parametern der Beulhalbwelle x finden.

In LapusTA & WAGNER [93] finden sich auch Formulierungen fiir Fasern mit
perfektem und gleitendem Verbund zwischen Faser und Matrix, die Effekte der
faserparallelen freien Oberflache berticksichtigen. Hierbei werden neben den lo-
kalen Koordinaten (7, 6, z;) fiir die Faser Koordinaten (z1, z3, x3) bzw. (z, y, 2)
fiir die Matrix eingefiihrt. Die z- sowie die x3-Achse zeigen in Faserrichtung, wo-
bei sich die z-Achse auf dem freien Rand der Matrix befindet. Die z;-Achse fallt
mit der x3-Achse der Faser zusammen. Es wird wieder angenommen, dass Fasern
untereinander nicht in Interaktion treten. Der Bereich, der fiir eine mechanische
Beschreibung des Problems herangezogen wird, ist in Abbildung 6.4 grau hinter-
legt.

Abbildung 6.4: Charakteristische Zelle und Koordinatensysteme bei Existenz einer
freien Oberfléche

Bei der Losung an der unbelasteten freien Oberflache der Matrix werden zusatz-
lich entsprechende Kraftrandbedingungen eingefiihrt

p,=0, Pr=0 P2=0, (6.46)

sowie zusatzliche Glieder in den Losungen fiir die Funktionen ™ und x™ nach
Gleichung (6.35) und (6.36). Im Rahmen dieser Arbeit wird auf die Einzelhei-
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ten nicht eingegangen und auf entsprechende Literatur (Guz [57], LAPUSTA &
WAGNER [93] oder LAPUSTA [88]) verwiesen.

Die Ergebnisse der in diesem Kapitel dargestellten Varianten zur Bestimmung
der minimalen kritischen Dehnung ¢, dienen in den weiteren Kapiteln als Ver-
gleichswerte und werden an entsprechender Stelle bereitgestellt.

6.4 Instabilitat einer isotropen Einzelfaser in einer Matrix
6.4.1 Beschreibung der Modellierung

Es wird das Stabilitatsverhalten einer Einheitszelle eines Faserverbundwerkstoffs
untersucht. Die Einheitszelle besteht zunéchst in Anlehnung an Kapitel 3.8 aus
einer einzelnen Faser in einer Matrix. Der Durchmesser d der Faser bleibt un-
verandert, wohingegen die Hohe A der Einheitszelle variiert wird. Um Randein-
fliilsse auf das Stabilitdtsverhalten in diesem Fall auszuschlielen, wird die Breite
der Einheitszelle b = h gewahlt. Zur Rechtfertigung dieser Wahl werden Berech-
nungen mit groferer Breite (b = 2h) durchgefiithrt. Die Einheitszelle wird am
unteren Rand in longitudinaler z;-Richtung gehalten. Alle Knoten des oberen
Randes erfahren dieselbe Verschiebung in x1-Richtung, was dem Modell einer rei-
bungsfreien starren Platte entspricht. Durch diese Randbedingungen an Ober-
und Unterseite der Einheitszelle wird das Mikrobeulen geméafi Abbildung 6.1
(rechts) realisiert und die Periodizitat des Mikrobeulens in Faserlangsrichtung
ausgenutzt. Der Verbund zwischen Faser und Matrix ist perfekt, d. h. sowohl
Verschiebungen als auch Krafte in der Grenzflache zwischen beiden Phasen sind
identisch. Die seitlichen Rander der Zelle sind unbelastet und in ihrer Verformung
nicht behindert.

i ¢ ¢ i i i ¢ l starre Platte

Matrix

Faser

Matrix
h

R

Abbildung 6.5: Einheitszelle mit gewahlten Koordinaten z1, xo und z3 sowie r und s
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Abbildung 6.5 zeigt die Einheitszelle mit dem eingefithrten Koordinatensystem,
den Maflen und den erlauterten Randbedingungen. Die angenommene Geometrie
der Einheitszelle entspricht einem sehr geringen Faservolumenanteil und schlief3t
Interaktionen von Fasern untereinander aus. Unter der Annahme von Schadigun-
gen des Matrixmaterials im Bereich der Einheitszelle kann das Modell als Grund-
lage zur Einarbeitung von einzelnen nichtperiodischen Matrixfehlern dienen, wel-
che Einfluss auf das lokale Stabilitatsverhalten haben. Derartige Schadigungen
konnen in einfacher Naherung iiber eine Herabsetzung des E-Moduls E™ der Ma-
trix in der Form E™ = E™ (1—¢) und/oder iiber eine entsprechende Herabsetzung
des Schubmoduls G™ = G™ (1 — () geschehen, wobei ¢ ein Schiadigungsparame-
ter ist. Auf die Art der Schadigung wird an dieser Stelle nicht eingegangen. In
den folgenden Kapiteln wird diese Schadigungsart indirekt diskutiert, indem das
Stabilitatsverhalten der Einheitszelle mit verschiedenen E-Moduli E™ fiir das
Matrixmaterial analysiert wird. Untersuchungen zum Einfluss von Matrixfehlern
auf das Stabilitatsverhalten auf Mikroebene finden sich z. B. bei LAPUSTA &
WAGNER [92]. Dort wird die Schadigung als zylindrischer Hohlraum in der Néhe
einer Faser und der Schadigung der Grenzschicht angenommen.

Faserinteraktionen und deren Einfluss auf das Mikroinstabilitatsverhalten konnen
Beriicksichtigung finden, wenn periodische Randbedingungen an den seitlichen
Réandern eingearbeitet werden. Diese Fragestellung wird an spaterer Stelle dis-
kutiert. Um die Anzahl der Freiheitsgrade zu reduzieren und damit Rechenzeit
einzusparen, wird die Symmetrie der Beulebene ausgenutzt und unter Einarbei-
tung entsprechender Symmetrierandbedingungen am halben System gerechnet.
In Abbildung 6.6 ist jeweils die Symmetrie der Beulebene gekennzeichnet. Fiir
beide Phasen wird isotropes Materialverhalten vorausgesetzt, so dass die Mate-
rialmatrix Cy entsprechend Gleichung (3.41) Verwendung findet. Es werden fiir
das Faser- und das Matrixmaterial die Materialparameter entsprechend der fol-
genden Tabelle 6.2 gewahlt.

Ef = 390-10° N/mm? vi = 0,30
E™ = 24375103 N/mm? o= 0,30
d = 8,0 pum

Tabelle 6.2: Materialdaten fir die Faser und die Matrix sowie Durchmesser der Faser

Die zur kritischen Beullast gehorende kritische axiale Verschiebung w; in Fa-
serlangsrichtung wird mit dem in Kapitel 5.3.4 beschriebenen Bisektionsverfahren
berechnet, woraus im Anschluss die kritische Verkiirzung u,/h bestimmt wird.

Fiir die Untersuchung einer Einzelfaser in einer sehr groflen Matrix ist die Mo-
dellierung einer kreiszylindrischen Faser eingebettet in einer kreiszylindrischen
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Matrix nahe liegend. Das Einbeziehen von Interaktionen der Fasern untereinan-
der bzw. periodische Randbedingungen konnen bei dieser Modellierung jedoch
nur mit grofem Aufwand eingearbeitet werden. Daher wird die Einheitszelle mit
zwei weiteren Netzgeometrien diskretisiert. Zusatzlich zur kreiszylindrischen Fa-
ser, eingebettet in einer kreiszylindrischen Matrix, besitzt die zweite Modellie-
rung ebenfalls eine kreiszylindrische Faser, jedoch eine quaderférmig berandete
Matrix. Aufgrund der Einfachheit der Netzgeometrie wird schliefSlich noch eine
dritte Modellierung mit quadratischem Faserquerschnitt und einer quaderformig
berandeten Matrix gewéhlt. Die Abbildung 6.6 zeigt die drei unterschiedlichen
Modellierungen in der ersten Beuleigenform sowie die zugehorigen Details der
Faserdiskretisierung. Die erste und dritte Modellierung wurde bereits in LAPU-
STA ET AL. [89] vorgestellt.

N A
> > >
[, 3 S5
5 =7l
N o NN
\NEZ2 VT NN\ -
NN\ZZZ: 278NN P27 (o2
N SSSNsigzzz 2
W iz
\/’ \ﬂii’/ Symmetrieebene

Abbildung 6.6: Eigenformen der verschiedenen FE-Modellierungen der Einheitszelle

und Details der Diskretisierung der Fasern

Fiir die erste und zweite FE-Modellierung werden 12 Elemente in r- und s-
Richtung und £ = 12 Elemente in z1-Richtung gewahlt. Das dritte Modell besitzt
m = 16 Elemente in z3-, n = 8 Elemente in x5- und ebenfalls £ = 12 Elemente in
x1-Richtung. Die Koordinaten x; sowie r und s wurden bereits in Abbildung 6.5
eingefiihrt. Spater werden diese Parameter zur Netzverfeinerung und einer damit
verbundenen Konvergenzuntersuchung genutzt.

6.4.2 Numerische Ergebnisse

Die Hohe h der Einheitszelle wird nun variiert und die kritische Verschiebung
uy bei Erreichen des Stabilitatspunktes als Funktion der Lange L = h der Beul-
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halbwelle berechnet. Die kritische Verkiirzung u, /L wird als Funktion der auf den
Faserdurchmesser d bezogenen dimensionslosen Lange L/d angegeben. Hieraus re-
sultieren die in Abbildung 6.7 angegebenen Verlaufe fiir die drei unterschiedlichen
FE-Netze. Die minimalen kritischen Verkiirzungen sind in Tabelle 6.3 angegeben.

0,0785 \ A
0,0775 &J;/

—— Modellierung 1
0,0765 —=— Modellierung 2

S —— Modellierung 3
3
0,0755 .\-\-././,l
. M
0,0735 ' ‘ ‘
4,00 425 450 475 5,00 525 550
L/d

Abbildung 6.7: Kritische Verkiirzung w; /L = f(L/d)

| L/d | w/L
Modellierung 1 | 4,3125 | 0,0737
Modellierung 2 | 4,2813 | 0,0747
Modellierung 3 | 4,9367 | 0,0776

Tabelle 6.3: Minimale kritische Verkiirzung der drei FE-Modellierungen

Die Modellierung 3 liefert eine minimale kritische Verkiirzung, welche um 5,3 %
von dem Ergebnis der Modellierung 1 abweicht, wohingegen die Modellierung 2
lediglich um 1,4 % davon abweicht. Im Vergleich zu Modellierung 1 und 2 ist die
dritte Modellierung sehr einfach zu diskretisieren. Auf der anderen Seite erfas-
sen die Modellierungen mit der kreiszylindrischen Faser die Geometrie der Faser
wesentlich exakter und sollten fiir weitere Untersuchungen verwendet werden,
in jedem Fall dann, wenn hohe Anforderungen an die Qualitat der Ergebnisse
gestellt werden.

In einer weiteren Untersuchung wird die Breite der Matrix vergréfiert. Die mini-
male kritische Verkiirzung weicht fiir eine Verdopplung der Breite b = 2h in Bezug
auf die Ausgangsbreite b = h um weniger als 3% ab. Aufgrund dieser geringen
Abweichung kann die Wahl der Breite b = h als ausreichend grof3 angesehen
werden, um Randeinfliisse auszuschlieflen.
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Zur Verdeutlichung des Einflusses der Nichtlinearitat des Problems, wird das
lineare Eigenwertproblem nach Gleichung (5.82) gelést und mit den Ergebnis-
sen des speziellen Eigenwertproblems entsprechend Gleichung (5.81) fiir die Aus-
gangsnetze gemafl Abbildung 6.6 verglichen. Die berechneten minimalen kriti-
schen Verkiirzungen und die Abweichung in Bezug auf die Ergebnisse des speziel-
len Eigenwertproblems sind in Tabelle 6.4 angegeben. Hierbei sind Abweichungen
der minimalen kritischen Verkiirzung wu;/L festzustellen, was die Nichtlinearitét
des Problems unterstreicht und die Anwendung des Bisektionsverfahrens recht-

fertigt.
L/d uy/L uy/L Abweichung
spezielles lineares zum speziellen
Eigenwertproblem | Eigenwertproblem | Eigenwertproblem
Mod. 1 | 4,3125 0,0737 0,0690 6,4 %
Mod. 2 | 4,2813 0,0747 0,0697 6,7 %
Mod. 3 | 4,9367 0,0776 0,0750 3,4 %

Tabelle 6.4: Abweichung der minimalen kritischen Verkiirzung der linearen und nicht-

linearen Eigenwertanalyse

6.4.3 Konvergenzuntersuchung

Die Abbildung 6.8 zeigt Konvergenzstudien fiir die jeweilige minimale kritische
Verkiirzung u; /L bei Erreichen des Stabilitédtspunktes der drei verwendeten Mo-
dellierungen. Es wird jeweils die Anzahl der Elemente in einer Richtung erhoht,
wahrend in den beiden verbleibenden Richtungen die Elementanzahl unverandert
bleibt. Die Konvergenzstudie liefert eine Abweichung D [%] der minimalen kriti-
schen Verkiirzung in Bezug auf ein Netz, bei dem die Dehnungsanderung aufgrund
einer weiteren Netzverfeinerung kleiner als 0, 1 % ist. Dabei zeigt sich, dass bei den
Modellierungen 1 und 2 eine Verfeinerung in der Ebene senkrecht zur Faserrich-
tung schnell zu einer auskonvergierten Losung fiihrt, wohingegen die Verfeinerung
in Faserrichtung weniger schnell konvergiert.

Insgesamt wird aus der Konvergenzstudie deutlich, dass die Summe der Abwei-
chungen zwischen den auskonvergierten Ergebnissen je Richtung und Netz, wel-
ches in Kapitel 6.4.1 gewahlt wurde, in einem Bereich von 0 bis 7% liegt. Fiir
eine spezielle Wahl der Netzverfeinerung r = 12, s = 20 und £ = 18 erhélt
man u;/L = 0,0716 fiir die Modellierung 1 sowie u;/L = 0,0724 fiir die zwei-
te Modellierung. Dies sind beinahe gleiche minimale kritische Verkiirzungen mit
einer Abweichung von nur noch 1,1% in Bezug auf die erste Modellierung, was
den sehr geringen Finfluss der Geometrie des Randes der Einheitszelle auf das
Mikrobeulverhalten der Einzelfaser unterstreicht.
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Abbildung 6.8: Konvergenzverhalten der Modellierungen 1, 2 und 3
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6.4.4 Vergleich mit einer analytischen Losung

LApPUSTA & WAGNER [93] stellen eine analytische Losung fiir das Mikrobeulen ei-
ner einzelnen Faser in einem Matrixmaterial vor. In Kapitel 6.3 wurden die grund-
legenden Zusammenhénge bereits aufbereitet. Es werden dort zwei Grenzfélle be-
trachtet. Der erste Grenzfall beschreibt den vollstandigen Verbund zwischen Faser
und Matrix. Der zweite Grenzfall stellt ein reibungsfreies Gleiten zwischen Faser
und Matrix dar, d. h. es existieren keine Schubkréfte in der Grenzflache zwischen
Faser und Matrix.

Es zeigt sich, dass fiir den zweiten Grenzfall das Mikrobeulen schon bei etwa 20 %
geringeren minimalen kritischen Dehnungen w;/L eintritt als fiir den Grenzfall
des perfekten Verbunds. Da im Rahmen dieser Arbeit jeweils von einem per-
fekten Verbund ausgegangen wird, beschrankt sich der Vergleich der analyti-
schen Losungen auf den ersten Grenzfall. Bei den gewahlten Materialparametern
Ef =390-10% N/mm?, E™ = 2,4375-10° N/mm? und einer Querdehnzahl von
v/ =™ = 0,3 ergibt sich bei LAPUSTA & WAGNER [93] eine minimale kritische
Dehnung u,/L = 0,067.

Zum Vergleich sind die analytische Losung und die FE-Losung der Modellierungen
1 und 2 fiir eine spezielle Wahl der Netzverfeinerung r = 12, s = 20 und k =
18 sowie die Losung des elastisch gebetteten Balkens in Tabelle 6.5 dargestellt.
Dabei wird fiir den elastisch gebetteten Balken der Bettungsmodul gemafl Tafel
6.1 iterativ ermittelt. Es ergibt sich fiir den E-Modul der Matrix von E™ =
2,4375-10° N/mm? ein Bettungsmodul von k = 2,917 - 10> N/mm?.

L/d | w/L
analytisch nach [93] | 4,91 | 0,0670
FE-Modellierung 1 | 4,31 | 0,0716
FE-Modellierung 2 | 4,28 | 0,0724
gebetteter Balken 5,03 | 0,0488

Tabelle 6.5: Vergleich der minimalen kritischen Verkiirzung mit analytischen Losungen

Es zeigt sich eine gute Ubereinstimmung der kritischen Beullinge L /d. Die oben
beschriebenen Modellierungen 1 und 2 liefern mit der minimalen kritischen Deh-
nung von u; /L = 0,0716 und /L = 0,0724 eine Uberschitzung von 7 bzw. 8 %
in Bezug auf die analytische Losung nach LAPUSTA & WAGNER [93]. Die Losung
des elastisch gebetteten Balkens unterschatzt die minimale kritische Dehnung um
27 % in Bezug auf die analytische Losung.



6.5 Instabilitat einer anisotropen Einzelfaser in einer Matrix 135

6.5 Instabilitat einer anisotropen Einzelfaser in einer Ma-

trix

Es wird erneut das Stabilitatsverhalten einer einzelnen Faser in einer Matrix
analysiert. Nun wird jedoch abweichend vom vorigen Kapitel transversal isotro-
pes Fasermaterial betrachtet, womit Kohlenstofffasern und Aramidfasern in guter
Naherung abgebildet werden. Fiir das Fasermaterial wird die Materialmatrix Cs
entsprechend Gleichung (3.38) verwendet. Die Untersuchungen des vorigen Kapi-
tels haben gezeigt, dass die beiden Modellierungen 1 und 2 gut iibereinstimmende
Ergebnisse liefern. Daher wird im Folgenden mit der kreiszylindrischen Faser ein-
gebettet in einer quaderformigen Matrix (Modellierung 2) gearbeitet. Eine Inter-
aktion mehrerer Fasern und die damit verbundenen periodischen Randbedingun-
gen kann bei dieser Modellierung realisiert werden, wie in Kapitel 6.7 ersichtlich
wird. Die dritte Netzgeometrie (quadratischer Faserquerschnitt mit quaderférmig
berandeter Matrix) wére hierfiir ebenfalls geeignet, obgleich die Fasergeometrie
nicht exakt abbildbar ist. In Abbildung 6.9 ist die Modellwahl und das verwendete
Netz in der ersten Beuleigenform dargestellt.
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Abbildung 6.9: Modellwahl und zugehorige Netzgeometrie in der ersten Beulform

Fiir die transversal isotrope Faser werden die fiir Kohlenstofffasern typischen
Materialparameter gemafl Tabelle 6.6 gewahlt:

El = 390-10° N/mm? v, = 0,20
E] = 14-10° N/mm? vl = 0,25
GI, = 20-10° N/mm? d = 8,0 um

Tabelle 6.6: Materialdaten des verwendeten transversal isotropen Fasermaterials
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Fiir das isotrope Matrixmaterial wird eine Querdehnzahl von v = 0,34 und
verschiedene E-Moduli E™ = 2,6 /2,4375/2,0/1,3-10®> N/mm? gewihlt . Das
FE-Netz besteht aus 12 Elementen in r- und s-Richtung sowie £ = 12 Elementen
in x;-Richtung (vgl. Abbildung 6.9).

ggzé i»:_ . - —— =26 -10*N/mm>
0,048 | auy : gmi 2,4013133- ]1\23N/Tm2
S 0,046 i =] —— = 1:3 . 103N/Z$2
S 0,044
0,042
0,040 W
0,038 | | |

1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0
L/d

Abbildung 6.10: Kritische Verkiirzungen u;/L = f(L/d)

Der jeweilige Stabilitatspunkt wird mit dem in Kapitel 5.3.4 beschriebenen Bisek-
tionsverfahren berechnet und anschlieBend das spezielle Eigenwertproblem gemaf
Gleichung (5.81) gelost. Abbildung 6.10 stellt die kritische Verkiirzung w; /L als
Funktion der Beulhalbwelle L/d fiir die vier verschiedenen E-Moduli des Matrix-
materials dar.
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Abbildung 6.11: Minimale kritische Verkiirzung u; /L sowie Beulldnge (L/d) fiir ver-
schiedene Matrix-E-Moduli
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Es wird ersichtlich, dass mit sinkendem E-Modul des Matrixmaterials die
Beulldnge L/d zunimmt, wéhrend die kritische Verktrzung w;/L sinkt. Dieser
Zusammenhang ist in Abbildung 6.11 grafisch veranschaulicht. Im Vergleich zu
dem Berechnungsergebnis mit isotropem Fasermaterial des vorigen Kapitels tritt
der Stabilitatsfall bei geringeren kritischen Verkiirzungen ein. In Tabelle 6.7 sind
die minimalen kritischen Verkiirzungen und die zugehorigen Beullangen fiir das
jeweilige Matrixmaterial gegentibergestellt.

E [N/mm? | w/L | L/d
Matrix 1 | 2,6000 - 10% | 0,0500 | 1,875
Matrix 2 | 2,4375-10% | 0,0492 | 2,063
Matrix 3 | 2,0000 - 10 | 0,0464 | 2,625
Matrix 4 | 1,3000 - 10® | 0,0395 | 3,625

Tabelle 6.7: Kritische Beulldnge L/d mit zugehoriger minimaler kritischer Verkiirzung

u1/L der vier verschiedenen Matrixmaterialien

Eine Konvergenzuntersuchung mit einer Netzverfeinerung von r = 12, s = 20
und k£ = 18 Elementen ergibt eine Reduzierung der minimalen kritischen Deh-
nungen u1 /L von 0,58 % fiir das Matrixmaterial 1, 0,66 % fiir das Matrixmaterial
2,0,90 % fur 3 und 1, 32 % fiir das Matrixmaterial 4 jeweils in Bezug auf das Aus-
gangsnetz mit einer Diskretisierung von » = s = k = 12 Elementen. Das anisotro-
pe Fasermaterial reduziert im Vergleich zum isotropen Fall des vorigen Kapitels
wesentlich die kritische Verkiirzung und damit die kritische Beullast. Die Differenz
der kritischen Verkiirzung betragt 34 % in Bezug auf das Ergebnis mit isotropem
Fasermaterial. Diese grofe Differenz ist auf den im Vergleich zum isotropen Faser-
material wesentlich geringeren Schubmodul zuriickzufiihren. Im isotropen Fall re-
sultiert dieser aus den beiden Materialkennwerten £/ und v/ geméB der Vorschrift

B
Gl = m aus Gleichung (3.41) und ergibt mit den Materialparametern des
v

vorigen Kapitels einen Schubmodul von G/ = 153,8 - 10> N/mm?, wohingegen
der Schubmodul fiir die hier verwendete Kohlenstoftfaser G{2 = 20-10° N/mm?
betragt.

Bei Kohlenstoff- und Aramidfasern ist die Verwendung von transversal isotropem
Material also unbedingt erforderlich, da sonst die kritische Beullast iiberschatzt
wird. LAPUSTA ET. AL. [90], [91] haben auf diesen Sachverhalt hingewiesen und
dies ebenfalls auf den wesentlich geringeren Schubmodul des transversal isotropen
Fasermaterials zuriickgefiihrt.
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6.6 Einbeziehung von Randeffekten
6.6.1 Isotropes Fasermaterial

Zur Einbeziehung von Effekten des freien Randes auf das Stabilitatsverhalten
wird die kritische Verkiirzung wu;/L einer Faser in der Nihe des freien Randes
berechnet. Dazu wird der Abstand ¢ der Faser zum freien Rand eingefiihrt und
als dimensionslose Grofle ¢/d auf den Faserdurchmesser bezogen. Zunéchst wird
sowohl die Faser als auch die Matrix mit isotropem Materialverhalten und qua-
dratischem Faserquerschnitt (Modellierung 3) betrachtet. Hierbei wird senkrecht
zur Symmetrieachse das FE-Netz sukzessive abgebaut, bis die Faser den freien
Rand erreicht hat.
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Abbildung 6.12: Modellwahl mit Randdistanzparameter ¢

Abbildung 6.12 zeigt die Modellwahl mit dem eingefithrten Parameter ¢ zum
freien Rand hin. In Kapitel 6.4 wurde die Wahl der Breite der Matrix b = h
gerechtfertigt. Hierbei wurde gezeigt, dass sich die kritische Verkiirzung u/L
so verhalt, als sei die Faser von einer unendlich breiten Matrix umgeben. Zur
Veranschaulichung des sukzessiven Abbaus der Elemente der Matrix zum freien
Rand hin ist in Abbildung 6.13 jeweils die erste Beuleigenform fiir eine Rand-
distanz ¢/d = 0 sowie ¢/d = 1 mit zugehoriger Finite-Element-Diskretisierung
(Modellierung 3) dargestellt.

Ef = 390-10° N/mm? v = 0,30
E™ = 24375-103 N/mm? v™ = 0,30
d = 8,0 um

Tabelle 6.8: Materialdaten fiir die Faser und die Matrix sowie Durchmesser der Faser
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Fiir das Faser- und das Matrixmaterial werden die Materialparameter wie in

6.6 FEinbeziehung von Randeffekten

Tabelle 6.8 angegeben gewahlt.

Abbildung 6.13: FE-Netz fiir ¢/d = 0 und ¢/d = 1 in jeweils erster Beuleigenform

4,9

0,075
0,070

Zur Berechnung der Kurve der minimalen kritischen Verkiirzung w,/L als Funk-
0,080

wendet und zur Bestimmung der Beuleigenform das spezielle Eigenwertproblem
geméfl Gleichung (5.81) gelost. Das Berechnungsergebnis ist in Abbildung 6.14
lasst sich ebenfalls auf die Verringerung der abstiitzenden Wirkung der Matrix

tion des Randdistanzparameters ¢/d wird erneut das Bisektionsverfahren ange-
dargestellt. Die kritische Beullange L/d wichst mit kleiner werdendem Randab-
stand der Faser, da sich die stiitzende Wirkung durch die Matrix verringert. Die
kritische Verkiirzung w; /L nimmt mit kleiner werdendem Randabstand ¢ ab. Dies

auf die Faser erklaren.
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Abbildung 6.14: Kritische Verkiirzung u1 /L und bezogene Beulldnge L/d iiber Rand-

distanzparameter ¢/d



138 6 MIKROINSTABILITAT

Im Weiteren wird eine kreiszylindrische Faser in einer quaderformigen Matrix
(Modellierung 2) in der Néhe des freien Randes untersucht. Hierbei muss eine
Anderung der Netzgeometrie vorgenommen werden, da ein einfaches Stauchen
des Netzes des zum freien Rand hin schrumpfenden Matrixmaterials zu einer
stark verzerrten Netzgeometrie fithrt, wie in Abbildung 6.15 (links) zu sehen ist.
Daher wird die Matrix zum freien Rand hin geméaf8 Abbildung 6.15 (rechts) mit
einer modifizierten Randnetzgeometrie diskretisiert.

\ \
\ |

Abbildung 6.15: Modifizierte Netzgeometrie fiir die Einzelfaser im Randbereich

Fiir das Faser- und das Matrixmaterial werden die Materialparameter gemaf
Tabelle 6.8 gewahlt. Abbildung 6.16 zeigt die Verringerung der Elementanzahl
zum kleiner werdenden Rand fiir eine Randdistanz ¢/d = 0,01 /0,5 /1, 5.

Abbildung 6.16: Verwendete FE-Netze fiir die Randdistanz ¢/d = 0,01/0,5/1,5

Fiir die Modellierung 2 wird die kritische Verkiirzung u, /L explizit mit einer Ma-
trixbreite von b = h und b = 2 h berechnet. Es ergibt sich durch die Verdopplung
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der Breite b der Matrix fiir die kritische Verkiirzung w;/L lediglich eine Ver-
groflerung von weniger als einem Prozent, so dass, abgesehen vom freien Rand,
die Annahme einer Einzelfaser eingebettet in eine unendlich breite Matrix be-
reits fiir die Breite b = h gerechtfertigt ist. Der Verlauf der minimalen kritischen
Verkiirzung u; /L sowie die zugehorige bezogene Beullange L/d als Funktion der
Randdistanz ¢/d ist fiir b = h und b = 2 h in Abbildung 6.17 dargestellt.

0,080 5,25 o =7
0,075 | -)b=2h
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e ’ ~ A \| |-®-b=2h (verzerrt)
> 0,065 3 4,75
S 0.
¢ | @
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Randdistanz c/d Randdistanz ¢/d

Abbildung 6.17: Kritische Verkiirzung u; /L und bezogene Beullidnge L/d iber Rand-

distanzparameter ¢/d

Durch die verzerrte Netzgeometrie zeigt sich eine deutliche Diskrepanz der kri-
tischen Verkiirzung u;/L in der Néhe des freien Randes im Vergleich zur modi-
fizierten Diskretisierung. Dieser Einfluss ist jedoch bei einem Randabstand von
etwa ¢/d = 2 abgeklungen. Ausgehend von der Einzelfaser, eingebettet in eine
in allen Richtungen breite Matrix, verringert sich die kritische Verkiirzung bei
einer Breite b = h von uy/L = 0,075 auf einen Wert von w; /L = 0,053 fiir die
Faser direkt am freien Rand, was einer Verringerung von 30 % entspricht. Der
Unterschied der kritischen Verkiirzung fiir die Matrixbreite b = 2 h liegt hierbei
unter einem Prozent und die Differenz der Beulldnge bei 1,2 %.

LAPUSTA & WAGNER [93] haben auf analytischem Wege eine Faser eingebettet
in einer Matrix in der Nahe des freien Randes untersucht. Dort werden die Materi-
alparameter gemafl Tabelle 6.8 verwendet. Der Verlauf der kritischen Verkiirzung
u1/L in Abhéngigkeit der Randdistanz c¢/d ist in Abbildung 6.18 wiedergege-
ben. Qualitativ stimmt der Verlauf der kritischen Dehnung in Abhéngigkeit der
Randdistanz mit den hier berechneten numerischen Ergebnissen iiberein. Es er-
gibt sich fiir eine Faser unmittelbar am freien Rand eine kritische Verkiirzung von
u1/L = 0,048 und fiir den Abstand ¢/d = 3 ein Wert u;/L = 0,065. Die mit der
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Modellierung 2 ermittelte kritische Verkiirzung unmittelbar am freien Rand ist
um 10,4 % grofer als diejenige von LAPUSTA & WAGNER [93].
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0,063
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Abbildung 6.18: Kritische Verkiirzung u;/L iiber Randdistanzparameter ¢/d nach
LapusTA & WAGNER [93]

Die Einzelfaser, die sich direkt am freien Rand befindet, entspricht dem Modell
des elastisch gebetteten Balkens aus Kapitel 6.2. Fiir den Bettungsmodul ergibt
sich gemaf Tafel 6.1 fiir die Materialparameter der Matrix nach Tabelle 6.8 ein
Wert von k = 1,370 - 10> N/mm?. Daraus resultiert aus Gleichung (6.10) eine
kritische Dehnung von w; /L = 0, 033.

6.6.2 Transversal isotropes Fasermaterial

Nun werden die Effekte des freien Randes mit transversal isotropem Fasermateri-
al untersucht, was im Hinblick auf Kohlenstoff- oder Aramidfasern gerechtfertigt
ist. In Anlehnung an Kapitel 6.5 wird fiir die Faser mit den in Tabelle 6.9
angegebenen Materialparametern gerechnet. Die jeweiligen E-Moduli der Matrix
konnen Tabelle 6.10 entnommen werden.

El = 390-10° N/mm? v, = 0,20
E] = 14-10° N/mm? v, = 0,25
GI, = 20-10° N/mm? d = 8,0 um

Tabelle 6.9: Materialdaten des verwendeten Fasermaterials

Die gewonnenen Erkenntnisse aus dem vorangehenden Unterkapitel werden kon-
sequent umgesetzt. Es wird daher lediglich mit einer Matrixbreite b = h und
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der modifizierten Netzgeometrie geméfi Abbildung 6.15 (rechts) gerechnet. Die
Kurven der minimalen kritischen Verkiirzung u;/L sowie die Beullange L/d in
Abhéngigkeit des Randdistanzparameters ¢/d sind in Abbildung 6.19 fiir die vier
unterschiedlichen Matrixmaterialien dargestellt.
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Abbildung 6.19: Kritische Verkiirzung u;/L und Beullinge L/d tiber Randdistanz
c/d

Es zeigt sich die gleiche Tendenz wie bei isotropem Fasermaterial in der Nahe
des freien Randes. Dartiber hinaus wird der mit sinkendem E-Modul des
Matrixmaterials schwécher werdende stiitzende Einfluss deutlich.

E [Nfmm?] | (ur/L)* | (w/L)" | D

Matrix 1 | 2,6000-10% | 0,0501 | 0,0404 | 19,4 %
Matrix 2 | 2,4375-10% | 0,0492 | 0,0394 | 20,1%
Matrix 3 | 2,0000-10® | 0,0464 | 0,0362 | 21,8%
Matrix 4 | 1,3000-10% | 0,0395 | 0,0299 | 24,4%

Tabelle 6.10: Differenz D von (u;/L)* und (u1/L)°

Der Stabilitatsfall tritt bei der Matrix mit dem hoéchsten E-Modul im Vergleich zu
den anderen Matrixmaterialien spater ein. Die prozentuale Differenz D der mini-
malen kritischen Verkiirzung zwischen der Faser in einer breiten Matrix (u;/L)>
aus Kapitel 6.5 und der minimalen kritischen Verkiirzung (u;/L)° direkt am
Rand, bezogen auf (u;/L)>, ist in Tabelle 6.10 angegeben. Je weicher das Ma-
trixmaterial ist, desto grofler wird die prozentuale Differenz D, so dass der Sta-
bilitatsfall demnach bei weicherem Matrixmaterial und geringerem Randabstand
frither eintritt.
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6.7 Periodizitat
6.7.1 Periodizitat einer Faserreihe

In der nun folgenden Untersuchung wird das Stabilitatsverhalten einer peri-
odisch angeordneten Faserreihe mit sehr vielen Fasern betrachtet. Beim in-phase-
Mikrobeulen weichen die Fasern der Druckbeanspruchung gleichgerichtet aus, wo-
hingegen beim out-of-phase-Mikrobeulen die Fasern gleich, aber entgegengesetzt
gerichtet ausweichen, vgl. Abbildung 6.20. Diese Arbeit beschrankt sich auf die
Untersuchung des in-phase-Mikrobeulens, da dies, wie z. B. schon von ROSEN
[123] gezeigt wurde, zu kleineren kritischen Lasten fiihrt und damit mafigebend
ist.

Unter der Annahme von in-phase-Mikrobeulen werden periodische Randbedin-
gungen eingefiihrt, um die Anzahl der Freiheitsgrade zu reduzieren und Rechen-
zeit einzusparen. Um Randeffekte auszuschliefen, besitzt die Matrix die Breite
b = h in x3-Richtung. Es werden Eigenwertuntersuchungen sowohl fiir isotro-
pes als auch transversal isotropes Fasermaterial durchgefithrt. Die Symmetrie der
Beulebene wird genutzt, so dass am halben System gerechnet und die Anzahl
der Freiheitsgrade reduziert werden kann. Daher werden entsprechende Verschie-
bungsbehinderungen an der zi-zo-Symmetrieebene in Richtung z3 eingefiihrt.

VYV YV VoYY VYV VYV v vy

ORI N

Abbildung 6.20: Periodisches in-phase (links) und out-of-phase (rechts) Mikrobeulen

Das in-phase-Mikrobeulen besitzt einen solchen Charakter, dass eine einzelne
Faser eingebettet in einer Matrix untersucht werden kann, wenn entsprechende
sog. antimetrische Randbedingungen gefunden werden. Aus der Baustatik ist die
Reduktion symmetrischer Systeme unter Zuhilfenahme von Symmetrie- bzw. An-
timetrierandbedingungen bekannt. Besitzt ein System viele Symmetrieachsen, so
kann das System in der Weise reduziert werden, dass es genau zwei Symmetrie-
ebenen besitzt und bei der richtigen Wahl der Randbedingungen das Verhalten
des gesamten Systems widerspiegelt. Im vorliegenden Fall befinden sich die x1-23-
Symmetrieebenen bei den beiden Koordinaten x5 = £1/2(d + €). Es muss jeder
Punkt auf der einen Symmetrieebene die gleiche Randbedingung erhalten wie
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der entsprechende Punkt auf der gegeniiberliegenden Symmetrieebene. Da sich
die periodische Einheitszelle bei Belastung verkiirzt, konnen keine Verschiebungs-
behinderungen im klassischen Sinne in z;-Richtung (Faserrichtung) angeordnet
werden. Die antimetrischen Randbedingungen werden hier durch paarweise Vor-
gabe gleicher Verschiebungen in Faserrichtung realisiert. In Abbildung 6.21 ist
der gerade beschriebene Sachverhalt fiir n Fasern angeordnet in einer Reihe dar-
gestellt.

AR R R R RRRR’

L3

starre Platte l

- | paarweise
- | gleiche
" | Knotenver-

- | schiebung
n(d+e) idi
EEEEEEEEY: 22

Abbildung 6.21: Systemskizze und Modellwahl mit periodischen Randbedingungen

Eine Untersuchung an vielen Fasern unter vorgegebenem Faserabstand e rechtfer-
tigt diese Modellwahl. In diesem Fall fithrt ein FE-Modell mit einer groen Anzahl
von Fasern mit dem Abstand e zu einer identischen kritischen Verkiirzung u, /L,
wenn diese mit Hilfe der Einheitszelle mit periodischen Randbedingungen be-
rechnet wird. Abbildung 6.22 zeigt die Systemreduktion auf die Einheitszelle mit
periodischen Randbedingungen.

Paarweise gleiche Knotenverschiebung in Faserrichtung
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Abbildung 6.22: Periodisches Mikrobeulen und Systemreduktion auf die Einheitszelle

mit periodischen Randbedingungen
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Zur Verdeutlichung des gewéhlten FE-Netzes ist in Abbildung 6.23 das verwen-
dete Netz in der ersten Beuleigenform angegeben.

Abbildung 6.23: FE-Netz der Faserreihe reduziert auf ein doppelsymmetrisches Sy-

stem in der ersten Beuleigenform

Fiir isotropes Fasermaterial werden die Materialparameter gemafi Tabelle 6.2
iitbernommen. Fiir transversal isotropes Fasermaterial werden Kenngréfien ent-
sprechend Tabelle 6.6 verwendet. Die Fasern werden in einer isotropen Ma-
trix mit einer Querdehnzahl von 0.34 und den E-Moduli von jeweils E™ =
2,6/2,4375/2,0/1,3 - 10> N/mm? eingebettet. Mit Hilfe des Bisektionsver-
fahrens wird die kritische Verkiirzung w,/L berechnet und mit dem speziellen
Eigenwertproblem (5.81) die zugehorige Beuleigenform bestimmt.

0,038
~___— — isotrop 160
U IR isotrop 170
0,034
’ —— ['=2.6-10°N/mm?
n . —a— F"=2.4375 103 N/mm?>
0,030 e "
She Ao —— E"=2,0-10°N/mm?
s 0.026 —e— E"=13-10°N/mm?
’ AdsdA
0,022
0,018 \MA
0 5 10 15 20 25

L/d

Abbildung 6.24: Kritische Verkiirzung u;/L = f(L/d) fiir transversal isotrope und

isotrope Fasern fiir verschiedene Matrix-E-Moduli in einer Reihe
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Abbildung 6.24 zeigt die daraus resultierende kritische Verkiirzung u, /L fiir trans-
versal isotrope und isotrope Fasern als Funktion der Beulhalbwelle L/d mit einem
Faserabstand von e/d = 0,25. Mit steigendem Elastizitdtsmodul des Matrixma-
terials sinkt auch in diesem Fall die Beullinge L/d bei steigender minimaler kri-
tischer Verkiirzung w; /L. Das Stabilitdtsverhalten der Faserreihe mit transversal
isotropem Fasermaterial besitzt kleinere kritische Verkiirzungen als das der isotro-
pen Faserreihe. Die dimensionslose Beullinge L/d sowie die zugehorige minimale
kritische Verkiirzung u;/L sind in Abbildung 6.25 fiir die transversal isotrope
Faserreihe jeweils in Abhéngigkeit des Elastizitatsmoduls des Matrixmaterials
dargestellt und veranschaulichen diese Tendenz.

0,030 2 11 \
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12 1,6 20 24 28 12 1,6 20 24 28
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Uy
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Abbildung 6.25: Minimale kritische Verkiirzung u; /L sowie Beulldnge (L/d) fir ver-
schiedene Matrix-E-Moduli

In LAPUSTA [88] finden sich analytische Losungen fir die kritische Verkiirzung
uy/L einer Faserreihe fiir isotropes, inkompressibles Neo-Hooke-Material in einer
unendlich breiten Matrix. Bei einem Verhiltnis £/ /E™ = 170 ergibt sich dort fiir
einen Faserabstand e/d = 0, 25 eine minimale kritische Verkiirzung u,/L = 0, 036
bei einer Beullinge von L/d = 11,23. Zum Vergleich wird daher an der oben
beschriebenen Modellierung erneut die minimale kritische Dehnung berechnet.
Fiir Dehnungen im Bereich von 7-10 % liefern St. Venant-Kirchhoff-, bzw. Neo-
Hook-Materialien annéhernd identische Ergebnisse, wie KLINKEL [80] an einer
Zugprobe gezeigt hat. Daher wurde die kritische Verkiirzung u;/L als Funktion
der bezogenen Beullinge L/d fiir ein Verhiltnis E//E™ = 170 sowie einer Quer-
dehnzahl von v/ = v™ = 0,3 berechnet, in Abbildung 6.24 aufgenommen und
mit "isotrop 170" bezeichnet. Die minimale kritische Verkiirzung betragt hierbei
0,034 und weicht damit um 5% von der analytischen Losung ab.
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6.7.2 Biperiodizitat

In Kapitel 3.8 wurde die Einheitszelle als Volumenelement eingefiihrt, das in sei-
ner Grofle reprasentativ fiir die Mikrostruktur des betrachteten Teilvolumens des
Materials ist. Mit der Wahl entsprechender Randbedingungen kann die periodi-
sche Einheitszelle mit den Erkenntnissen der in einer Reihe angeordneten Fasern
modelliert werden. Die innere Struktur des Verbundwerkstoffs setzt sich dann
aus regelmaflig aufeinander folgenden Einheitszellen zusammen, womit das re-
prasentative Volumenelement auf die periodische Einheitszelle mit periodischen
Randbedingungen reduziert wird. Unter der Annahme von periodischem in-phase-
Mikrobeulen gemafi Abbildung 6.20 werden zunachst einige Randbedingungen
eingefiihrt.

Die Symmetrie der Beulebene wird ausgenutzt, so dass am halben System ge-
rechnet werden kann. Diese Halbierung fiihrt auf einen unendlichen Halbraum.
Aus diesem wird ein unendlich langer Streifen der Breite 1/2(d + €), indem fiir
alle Punkte in der Ebene parallel zur Beulebene (z1-z5-Ebene) an der Stelle
xg = 1/2(d + e) lediglich gleiche Verschiebungen in z3-Richtung zugelassen wer-
den. Aus diesem Streifen entsteht in Analogie zum vorigen Unterkapitel schliefSlich
die periodische Einheitszelle. Unter Vorgabe paarweiser gleicher Verschiebungen
in z;-Richtung an den Symmetrieebenen bei x5 = £1/2(d + €) sind die fiir die
Einheitszelle notwendigen periodischen Randbedingungen eingearbeitet. Die Ein-
heitszelle mit den beschriebenen Randbedingungen ist in Abbildung 6.26 grafisch
dargestellt.

Ebene gleicher Verschiebungen in z;-Richtung

ERRRRR
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paarweise periodische
Randbedingungen
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Symmetrieebene:
Verschiebungen
e e u; = 0 in z;-Richtung
2 d 2
R
Einheitszelle

Abbildung 6.26: Systemskizze und Wahl der biperiodischen Randbedingungen
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6.7 Periodizitat
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dete Faserabstand von e/d = 0,25 bzw. e/d = 0,50 entspricht geméfl Gleichung
(3.49) einem Faservolumenanteil von 50 bzw. 35%. In Abbildung 6.27 ist das
biperiodische Mikrobeulen an einem Ausschnitt des unidirektional verstarkten
Der Verlauf der kritischen Verkiirzung u;/L als Funktion der Beulwelle L/d ist

Abbildung 6.27: Biperiodisches Mikrobeulen mit gewéhlter Einheitszelle unter Aus-
in Abbildung 6.28 fiir den jeweiligen Faserabstand dargestellt.

Faserverbundwerkstoffs sowie die Einheitszelle in der ersten Beuleigenform dar-
nutzung der Symmetrie in erster Beuleigenform

In Kapitel 3.8 wurde der Faserabstand e = . d als Maf fiir den Faseranteil eines
unidirektional verstarkten Faserverbundwerkstoffs eingefithrt. Der hier verwen-

gestellt.
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Abbildung 6.28: Kritische Verkiirzung u; /L

Moduli fiir einen Faserabstand e/d = 0,25 (links) und e/d = 0,50 (rechts)
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Fiir das Mikrobeulen des biperiodischen Systems aus Fasern und Matrix ist aus
Abbildung 6.28 ersichtlich, dass sich ab einer Beulhalbwelle von etwa L/d = 100

jeweils eine untere Grenze fiir die kritische Verkiirzung u; /L einstellt.

Fiir isotrope Fasern mit £/ = 390 - 103 N/mm?, E™ = 2,4375-10*> N/mm? und
einer Querdehnzahl von v/ = v™ = 0,3 ergibt sich eine kritische Verkiirzung
fiir einen Faserabstand e/d = 0,25 von u;/L = 0,0169 und fiir e/d = 0,50 von
u1/L = 0,0166. Die jeweilige kritische Verkiirzung u; /L fiir transversal isotropes
Fasermaterial ist in Tabelle 6.11 fiir die verschiedenen Matrixsteifigkeiten ange-
geben.

e/d | E [N/mm?| | ui/L
Matrix 1 0,25 | 2,6000 - 10* | 0,0139
0,50 | 2,6000 - 10% | 0,0142
Matrix 2 0,25 | 2,4375-10% | 0,0131
0,50 | 2,4375-10% | 0,0134
Matrix 3 0,25 | 2,0000 - 10® | 0,0110
0,50 | 2,0000 - 10% | 0,0111
Matrix 4 0,25 | 1,3000 - 10® | 0,0075
0,50 | 1,3000 - 10% | 0,0075

Tabelle 6.11: Kritische Verkiirzung u; /L der verschiedenen Matrix-E-Moduli fiir einen
Faserabstand e/d = 0,25 und e/d = 0,50

EHRENSTEIN [44] merkt an, dass die Beullange des Mikrobeulens in weiten Berei-
chen streut, i. d. R. jedoch zwischen dem 10- bis 100-fachen des Faserdurchmes-
sers. Er fiihrt diese Streuung auf die Problematik des Druckversuchs eines unidi-
rektional verstarkten Verbundwerkstoffes in Bezug auf die Versuchsbedingungen
(Lasteinleitung und damit verbundene ungewollte Ausmitten, Imperfektionen der
Fasergeometrie und -anordnung usw.) zuriick. Die numerischen Ergebnisse unter-
streichen die fehlende Eindeutigkeit in Bezug auf die Beullange.

ROSEN [123] hat in seiner linearen, zweidimensionalen Stabilitdtsuntersuchung
bereits gezeigt, dass die sich einstellende Beulhalbwelle, bezogen auf den Fa-
serdurchmesser, sehr grof§ ist und mit zunehmendem Faservolumenanteil immer
grofler wird.

HAHN & SoHr [61] haben das Mikroinstabilitdtsverhalten an unterschiedli-
chen Proben untersucht. Fiir Kohlenstofffasern T700 mit einem E-Modul von
E/ = 234 - 10 N/mm? eingebettet in Epoxidharz (Epon 815) mit E™ =
2,13 - 10> N/mm? (entspricht einem Verhiltnis von EY/E™ = 110) ergibt sich
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dort bei einem Faservolumenanteil von 50 % eine kritische Verkiirzung w;/L im
Bereich zwischen 0,0190 — 0,0214. Fiir diese Materialkennwerte ergibt sich mit
Hilfe der numerischen Modellierung (vgl. Abbildung 6.27) unter Verwendung iso-
troper Materialeigenschaften und einer Querdehnzahl von v/ = v™ = 0,3 eine
minimale kritische Dehnung von w;/L = 0,0236 fiir einen Faservolumenanteil
von ebenfalls 50 %. Die Uberschétzung der kritischen Verkiirzung liegt in einem
Bereich zwischen 10 und 24 %.

Aufgrund des transversal isotropen Materialverhaltens der Kohlenstofffasern
wird mit den in Tabelle 6.12 angegebenen Grofien erneut die kritische Verkiirzung
berechnet. Die Materialkenngrofien fiir die Kohlenstofffasern T700 konnen z.
B. SCHURMANN [131] entnommen werden. Es ergibt sich damit eine kritische
Verkiirzung von w; /L = 0,022 mit einer Abweichung zwischen 3 und 16 % in
Bezug auf die Messergebnisse.

El = 23410 N/mm? v, = 0,23
Ef = 28-10° N/mm? vl, = 0,23
GI, = 50-10° N/mm? d = 8,0um

Tabelle 6.12: Materialdaten der verwendeten Kohlenstofffaser

Diese Abweichungen lassen sich durch die dem Experiment zugrunde liegenden
Unscharfen erklaren, denn neben Matrixfehlern und Imperfektionen seitens der
Faserausrichtung und der Lasteinleitung ist der Verbund zwischen Faser und Ma-
trix nicht perfekt. LAPUSTA & WAGNER [93] haben gezeigt, dass die kritischen
Verkiirzungen durch die Annahme eines imperfekten Verbunds zwischen Faser
und Matrix um bis zu 16 % geringer sein konnen als bei perfektem Verbund.
Des Weiteren ist in LAPUSTA & WAGNER [92] dargestellt, dass sich die kritische
Verkiirzung je nach Grofle und Abstand einer Fehlstelle in der Matrix bei per-
fektem Verbund zwischen Faser und Matrix um bis zu 20 % und bei vollstandig
reibungsfreiem Verbund und einer Fehlstelle sogar um bis zu 36 % reduziert.

Bei der Modellierung mit Finiten Elementen wiirde sich unter Berticksichtigung
von Fehlstellen im Matrixmaterial der Form E™ = E™ (1—(), wobei ¢ ein Schidi-
gungsparameter ist, die kritische Verkiirzung weiter verringern und den experi-
mentellen Ergebnissen sehr nahe kommen. Mit den entwickelten Modellierungen
und Berechnungsmethoden ist damit ein geeignetes Werkzeug entstanden, um das
Mikroinstabilitatsverhalten von Faserverbundwerkstoffen im Vorfeld sehr genau
abzuschatzen.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde das Mikroinstabilitdtsverhalten von unidirektio-
nal verstarkten Faserverbundwerkstoffen mit Hilfe der Finite-Element-Methode
simuliert. Es wurde jeweils die kritische Verkiirzung in Faserlangsrichtung und die
zugehorige Beullange bei Erreichen des Stabilitdatspunktes anhand verschiedener
Modellierungen berechnet.

Zunachst wurden kontinuumsmechanische Grundlagen als Voraussetzung fiir eine
geometrisch lineare und nichtlineare Finite-Element-Formulierung bereitgestellt.
Anschlieflend wurden einige Anwendungsgebiete von Faserverbundwerkstoffen
dargestellt sowie die Bestandteile dieser Werkstoffe erlautert. Da das Matrix-
material eines Faserverbundwerkstoffs meist aus einem Polymer besteht, wurden
die Polymerhauptgruppen, deren struktureller Aufbau sowie deren Eigenschaften
vorgestellt. Es folgte die Darstellung der in der Praxis hauptséchlich verwendeten
Faserarten. Hierbei wurden wiederum deren struktureller Aufbau und die me-
chanischen Eigenschaften sowie die jeweilige Herstellungsart beschrieben. Dem
anisotropen Materialverhalten von Faserverbundwerkstoffen auf der Makroebe-
ne wurde durch die Aufbereitung des entsprechenden anisotropen Stoffgesetzes
Rechnung getragen. Kohlenstoff- und Aramidfasern weisen ebenfalls anisotropes
Materialverhalten auf und konnen daher mit Hilfe des aufbereiteten Stoffgeset-
zes beschrieben werden. Durch geeignete Homogenisierungsverfahren konnte der
inhomogene Werkstoff, bestehend aus Fasern und Matrix, in ein homogenes Er-
satzmaterial mit effektiven Werkstoffkenngrofen iiberfithrt werden. Dabei wurde
der Faservolumenanteil als zentrale Variable definiert.

Faserverbundwerkstoffe zeigen unterschiedliche Versagensmechanismen. Diese
wurden erlautert und im Anschluss daran verschiedene Versagenskriterien so-
wie einige Degradationsmodelle vorgestellt. Auf das Thema Delamination, das
zugehorige Versagenskriterium und die Vorstellung der Grundlagen fiir die Ent-
wicklung kohésiver Interface-Elemente zur Beschreibung fortschreitender Delami-
nation wurde separat eingegangen.

Der geometrisch nichtlinearen Finite-Element-Formulierung liegt die schwache
Form des Gleichgewichts zugrunde. Dank der isoparametrischen Formulierung
wurde sowohl die Geometrie als auch die Verschiebung einer Struktur mit densel-
ben Ansatzen approximiert. Die Methode der hybriden Verzerrungen wurde als
eine Moglichkeit zur Minderung von Schublocking vorgestellt. Mit Hilfe des Bi-
sektionsverfahrens konnten singulare Punkte berechnet und iiber eine begleitende
Eigenwertanalyse die zugehorige Eigenform bestimmt werden.

Das Stabilitatsverhalten einer Faser in einer Matrix konnte zunachst auf das
verhaltnismafig einfache Stabilitatsverhalten des elastisch gebetteten Balkens un-
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endlicher Lange zuriickgefiihrt werden. Hierbei war die Bestimmung des Bettungs-
moduls aus den Materialkennwerten der Matrix erforderlich. Im Anschluss daran
erfolgte die Aufbereitung der dreidimensionalen analytischen Beschreibung des
Stabilitatsverhaltens einer Einzelfaser in einer Matrix. Es wurden unterschiedliche
FE-Modellierungen zur Beschreibung der Geometrie der Einheitszelle entwickelt
und untereinander verglichen. Dabei konnte durch eine Variation der Gréfle der
faserumschliefenden Matrix gezeigt werden, dass bei der Modellierungswahl eine
geniigend grofie Matrix gewahlt wurde. Aufgrund des anisotropen Verhaltens der
bereits genannten Faserarten wurden neben isotropen auch anisotrope Fasern bei
der Stabilitatsuntersuchung berticksichtigt. Nach der Untersuchung des Einflusses
der faserparallelen Oberflache auf das Stabilitatsverhalten wurden periodisch an-
geordnete Fasern in der Matrix untersucht. Es konnten Symmetrieeigenschaften
genutzt werden, um den Berechnungsaufwand zu minimieren. Dazu mussten ge-
eignete Randbedingungen gefunden und auf die Einheitszelle abgebildet werden.
Es folgten schliellich Vergleiche zu experimentellen Untersuchungen.

Insgesamt konnte eine Methode entwickelt werden, bei welcher die kritische
Verkiirzung eines Faserverbundwerkstoffs bei Erreichen der Mikroinstabilitéat be-
stimmbar ist. Aufgrund der perfekten Verbundbedingungen in der Grenzflache
zwischen Faser und Matrix entsprechen die erhaltenen Ergebnisse einer oberen
Schranke fiir die kritische Verkiirzung, da reale Materialien und Grenzflaichen
geschédigt sind. Eine untere Schranke fiir die kritische Verkiirzung (z. B. beziiglich
der Grenzfliache mit Defekten oder Schiadigung) kann im Rahmen einer Untersu-
chung mit der Methode der Finiten Elemente durch eine entsprechende Model-
lierung des Verbunds in der Grenzflache zwischen Faser und Matrix numerisch
bestimmt werden. Man kann z. B. gleiche Verschiebungen nur in Faserquerrich-
tung positionsgleicher Punkte vorgeben. Eine weitere Moglichkeit, die Grenzflache
wirklichkeitsnaher abzubilden, ist durch die Verwendung von Interface-Elementen
zu realisieren. Dariiber hinaus kann bei Erreichen des Stabilitatspunktes durch
Aufbringen der zugehorigen und entsprechend skalierten ersten Eigenform als Im-
perfektion ein Pfadwechsel vom Priméarpfad auf den Sekundarpfad erfolgen und
so das Nachbeulverhalten studiert werden. Die Einarbeitung geometrischer Im-
perfektionen kann dabei entscheidende Auswirkungen auf das Mikroinstabilitéts-
verhalten haben und konnte in zukiinftigen Untersuchungen auch im Hinblick auf
das Nachbeulverhalten Beriicksichtigung finden.
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