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Kurzfassung

Strukturen aus Faserverbundwerkstoffen zeigen unterschiedliche Versagensme-
chanismen, welche u. a. von der Verstärkungsart durch die Fasern abhängen.
Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem Mikroinstabilitätsverhalten von uni-
direktional verstärkten Faserverbundwerkstoffen. Unter Druckbelastung in Fa-
serlängsrichtung eines unidirektional verstärkten Faserverbundwerkstoffs beginnt
der Schädigungs- bzw. Versagensprozess häufig mit der Instabilität einzelner oder
mehrerer Fasern auf Mikroebene. Aufgrund der großen Schlankheit der Fasern
entziehen sich diese der Druckbelastung durch seitliches Ausweichen. Dabei stellt
sich eine abstützende Wirkung durch das faserumgebende Matrixmaterial ein.

Das Mikroinstabilitätsverhalten wird mit Hilfe der Methode der Finiten Elemen-
te an verschiedenen Probekörpern mit unterschiedlichen Netzgeometrien unter-
sucht. Aus mikroskopischer Sicht ist die Anordnung aus Fasern und Matrix ein
dreidimensionales Problem. Daher wird die Geometrie der Modellprobleme mit
speziellen Volumenelementen diskretisiert. Es wird eine Einheitszelle eingeführt,
welche durch die Wahl bestimmter Randbedingungen repräsentativ für die innere
Struktur des Verbundwerkstoffs ist.

Für die Berechnungen wird das Mikroinstabilitätsverhalten einer Faser in einer
Matrix zunächst auf das Stabilitätsverhalten des elastisch gebetteten Balkens
zurückgeführt. Im Anschluss daran wird eine dreidimensionale analytische Be-
schreibung des Stabilitätsverhaltens einer Einzelfaser in einer Matrix zum Ver-
gleich zu den numerischen Lösungen vorgestellt.

Durch eine Variation der Größe der faserumschließenden Matrix kann gezeigt
werden, dass bei der Modellierungswahl ein ausreichend großer Matrixbereich
angenommen wird. Aufgrund des anisotropen Verhaltens bestimmter Faserarten
werden neben isotropen auch anisotrope Fasern bei der Stabilitätsuntersuchung
berücksichtigt. Es wird weiterhin der Einfluss der faserparallelen Oberfläche der
Matrix auf das Stabilitätsverhalten der Faser analysiert. Um periodisch angeord-
nete Fasern in der Matrix untersuchen zu können, müssen entsprechende Randbe-
dingungen gefunden und auf die Einheitszelle angewendet werden. Dabei werden
in allen Fällen Symmetrieeigenschaften zur Minimierung des Berechnungsauf-
wands ausgenutzt.

Die Ergebnisse der numerischen Untersuchungen werden qualitativ und quanti-
tativ mit analytischen und experimentellen Werten verglichen.



Abstract

Fiber-reinforced composite materials subjected to compression along in the fibers
direction demonstrate different failure mechanisms. One of these is fiber instabili-
ty at the micro-level, which also is called microbuckling. The topic of this work is
a study of the microbuckling behavior of unidirectional fiber-reinforced composite
materials.

The internal structure of such materials at the micro-level is essentially three-
dimensional. Therefore, a displacement based hexahedral geometric non-linear
finite element with trilinear shape functions is employed. Characteristic cells and
corresponding boundary conditions, which are representative for the internal mi-
crostructure of the composite, are introduced.

Firstly, the microbuckling of a fiber in a matrix is analyzed using a simplified
model of an infinite beam on an elastic foundation. Then, a three-dimensional
analytical description of the stability behavior of a single fiber in a matrix is
presented to have comparative solutions for the numerical calculations.

Some alternative finite element discretizations are compared in order to model the
characteristic cell. The region of the matrix must be large enough to investigate
the stability behavior of a single fiber in a matrix. Therefore, different widths of
the fiber surrounding matrix are chosen to exclude influences of the boundary.

Transversely isotropic material behavior is taken into account to model some
anisotropic fibers. The free surface of the matrix has also influence on the fiber
microbuckling. This influence was studied as well. To analyze periodical fiber
arrangements, the appropriate boundary conditions are employed. The symmetry
of the problem is used to reduce the number of degrees of freedom in the numerical
calculations.

The obtained results are compared qualitatively and quantitatively with analyti-
cal solutions and experiments.



Larissa, Jan und Josefina,
Monika und Franz Josef.
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3.1 Abgrenzung und Überblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Bemerkungen zu Faserverbundwerkstoffen . . . . . . . . . . . . . 26

3.3 Einsatzgebiete von Faserverbundwerkstoffen . . . . . . . . . . . . 27

3.4 Polymere Werkstoffe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4.1 Thermoplaste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.4.2 Duroplaste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.4.3 Elastoplaste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.5 Fasermaterialien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.6 Verstärkungsarten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.7 Anisotropes Materialverhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.7.1 Richtungstransformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.7.2 Monotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.7.3 Orthotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.7.4 Transversale Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45



X INHALTSVERZEICHNIS

3.7.5 Orthotropie und transversale Isotropie in Ingenieurkon-

stanten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.7.6 Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.7.7 Anforderungen an die Ingenieurkonstanten bei transversa-

ler Isotropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.8 Homogenisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.8.1 Zweidimensionale Homogenisierungsmethode . . . . . . . . 56

3.8.2 Erweiterte Homogenisierungsmethoden . . . . . . . . . . . 62

4 Versagen von Faserverbundwerkstoffen 66

4.1 Versagensmechanismen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.2 Versagenskriterien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4.2.1 Tsai-Wu-Kriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.2.2 Tsai-Hill-Kriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2.3 Von Mises-Kriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.2.4 Kriterium nach Hashin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2.5 Maximalspannungskriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.2.6 Maximaldehnungskriterium . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.3 Degradationsmodelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.4 Delamination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.4.1 Delaminationskriterium nach Hashin . . . . . . . . . . . . 82

4.4.2 Interface-Elemente bei Delamination . . . . . . . . . . . . 84

5 Finite-Element-Formulierung 88

5.1 Schwache Form des Gleichgewichts und Linearisierung . . . . . . . 88

5.2 Nichtlineare Finite-Element-Formulierung . . . . . . . . . . . . . . 91

5.2.1 Dreidimensionale Elementformulierung und Grundglei-

chungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.2.2 Versteifungseffekte bei Biegung . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.2.3 Methode der hybriden Verzerrungen . . . . . . . . . . . . . 97

5.3 Nichtlineare Algorithmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.3.1 Laststeigerung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104



INHALTSVERZEICHNIS XI

5.3.2 Pfadverfolgung durch das Bogenlängenverfahren . . . . . . 105

5.3.3 Lineare und nichtlineare Eigenwertanalyse . . . . . . . . . 107

5.3.4 Bisektionsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

5.3.5 Nachbeulbereich bei Verzweigungsproblemen . . . . . . . . 111

6 Mikroinstabilität 113

6.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

6.2 Elastisch gebetteter Balken . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

6.3 Dreidimensionale analytische Beschreibung . . . . . . . . . . . . . 118

6.4 Instabilität einer isotropen Einzelfaser in einer Matrix . . . . . . . 126

6.4.1 Beschreibung der Modellierung . . . . . . . . . . . . . . . 126

6.4.2 Numerische Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

6.4.3 Konvergenzuntersuchung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

6.4.4 Vergleich mit einer analytischen Lösung . . . . . . . . . . 132

6.5 Instabilität einer anisotropen Einzelfaser in einer Matrix . . . . . 133

6.6 Einbeziehung von Randeffekten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.6.1 Isotropes Fasermaterial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.6.2 Transversal isotropes Fasermaterial . . . . . . . . . . . . . 140

6.7 Periodizität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.7.1 Periodizität einer Faserreihe . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.7.2 Biperiodizität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

7 Zusammenfassung und Ausblick 150

Literaturverzeichnis 152





1

1 Einleitung

1.1 Motivation und Einordnung

Faserverbundwerkstoffe bestehen aus Fasern, die in einem Matrixmaterial ein-

gebettet sind. Aufgrund der geringen Rohdichte sowohl der Fasern als auch der

Matrix entstehen so vergleichsweise leichte Werkstoffe mit sehr hohen Festigkeits-

und Steifigkeitseigenschaften. Die Materialeigenschaften eines Faserverbundwerk-

stoffs hängen maßgeblich von seinen Komponenten ab, also von den Faser- und

den Matrixeigenschaften sowie der Verbundwirkung in der Grenzfläche zwischen

Faser und Matrix (Interface). Optimale Festigkeits- und Steifigkeitseigenschaf-

ten in einer Richtung werden erzielt, indem die Fasern in nur diese Richtung

in das Matrixmaterial eingelegt und gestreckt werden. Es entsteht ein unidirek-

tional verstärkter Faserverbundwerkstoff, der in Faserrichtung hervorragende Ei-

genschaften aufweist. In Querrichtung wirkt sich die Verstärkung durch die Fa-

sern weniger stark aus, womit die mechanischen Eigenschaften um ein bis zwei

Größenordnungen geringer sind als in Faserlängsrichtung. Aufgrund wechselnder

Beanspruchung werden unidirektional verstärkte Faserverbundwerkstoffe daher in

Schichten unterschiedlicher Faserorientierungen hergestellt. Jede einzelne Schicht

verhält sich aufgrund unterschiedlicher Steifigkeiten von Fasern und Matrix an-

isotrop. Mit Hilfe von Homogenisierungsmethoden werden einer einzelnen Schicht

effektive Werkstoffkenngrößen zugewiesen. Mit dieser verschmierten Betrachtung

einer Schicht kann ein Laminat, bestehend aus mehreren Einzelschichten und so-

mit eine gesamte Struktur aus Faserverbundwerkstoffen untersucht werden. Zur

Analyse des Tragverhaltens von Faserverbundstrukturen hat sich die Methode

der Finiten Elemente etabliert, die im elastischen Bereich sehr gute Vorhersa-

gen liefert. Während einer Spannungsanalyse kann durch die Anwendung von

Versagenskriterien die Tragfähigkeit einer Struktur aus Faserverbundwerkstoffen

vorhergesagt werden.

Die Komplexität der inneren Struktur von inhomogenen Faserverbundwerkstof-

fen bestimmt eine Vielzahl von Versagens- und Schädigungsmechanismen. Diese

müssen jedoch zuverlässig und systematisch untersucht werden. Allein für Druck-

belastung sind Knicken der Fasern, Ablösungen zwischen Fasern und Matrix,

Matrix-Risse oder Faserbrüche als gefährliche Versagens- bzw. Schädigungsme-

chanismen auf der Mikroebene bekannt. Häufig beginnt der Versagens- bzw.

Schädigungsprozess unter Druckbelastung mit der Instabilität einzelner oder meh-

rerer Fasern.

Aufgrund der großen Schlankheit der Fasern entziehen sich diese der Last bei

Druckbeanspruchung durch seitliches Ausweichen. Die abstützende Wirkung
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muss das Matrixmaterial übernehmen. Das Matrixmaterial kann dies aber nur

bis zu einem gewissen Grad. Hierbei hat Puck [114] festgestellt, dass mit zuneh-

mendem Faseranteil die stützende Wirkung durch das Matrixmaterial abnimmt.

Das seitliche Ausweichen der Fasern unter Druckbelastung wird in diesem Zu-

sammenhang als Mikrobeulen bezeichnet. Bedingt durch das Mikrobeulen wird

die Festigkeit der Fasern nicht voll ausgenutzt. Das Mikrobeulen wiederum kann

andere Versagensmechanismen hervorrufen oder zumindest dazu beitragen. So

können Delaminationen durch Instabilitäten auf der Mikroebene initiiert werden.

Durch den oben beschriebenen Homogenisierungsprozess werden Phänomene auf

der Mikroebene, wie das Mikrobeulen, welches zum Schichtversagen und zum Ver-

sagen der gesamten Struktur führen kann, jedoch nicht mehr abgebildet. Daher

müssen Methoden entwickelt werden, um dieses Phänomen exakter zu beschrei-

ben. Dies ist das Hauptziel der vorliegenden Arbeit.

1.2 Stand der Wissenschaft

Das Mikrobeulen als Versagens- bzw. Schädigungsart von Faserverbundwerkstof-

fen wurde zunächst von Rosen [123] und Schuerch [132] behandelt, welche

Faser und Matrix als zweidimensionale Schichten betrachten. Diese Arbeiten ba-

sieren auf den Untersuchungen von Timoshenko & Gere [144], die das Sta-

bilitätsverhalten elastisch gebetteter Balken unterschiedlicher Länge und Bet-

tungsmoduli untersuchen. Sadovsky et al. [125] schlagen zur Untersuchung

des Mikrobeulens die Kombination einer eindimensionalen Betrachtung der Faser

mit einer dreidimensionalen Betrachtung der Matrix vor. Guz [56] entwickelt eine

linearisierte dreidimensionale Näherung zur Mikroinstabilitätsuntersuchung. Das

Verhalten von Faserverbundwerkstoffen unter Druckbelastung wird in Artikeln

von Guynn et al. [55], Guz [57], Schultheisz & Waas [133] oder Fleck [49]

verallgemeinert. Ein Überblick über dreidimensionale Modelle und Methoden der

Stabilitätstheorie bei Faserverbundwerkstoffen findet sich beispielsweise in Guz

[57] oder Guz & Lapusta [60]. Im Zusammenhang dazu haben Guz [59], La-

pusta & Wagner [93] oder Zhuk et al. [165] Beulphänomene in unterschiedli-

chen Skalen untersucht. Es sei darauf hingewiesen, dass die Mehrheit existierender

Modelle, die das Beulen auf Mikroebene von Faserverbundwerkstoffen beschrei-

ben, auf einer zweidimensionalen Formulierung beruhen. Die dreidimensionale

mechanische Beschreibung von Faserinstabilitäten auf Mikroebene, insbesondere

durch die Verwendung von dreidimensionalen Finiten Elementen, hat bedeutend

weniger Aufmerksamkeit erhalten, obwohl das Spannungs-Dehnungs-Feld in der

Nähe der Faser ausgeprägt dreidimensional ist.

Neben dem Mikrobeulen ist das Schubknicken (kinking) bekannt, welches bei fa-
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serparalleler Druckbeanspruchung in Verbindung mit Schubspannungen hervorge-

rufen wird und von einer Mikroinstabilität oder/und einer imperfekten Faserori-

entierung ausgeht. Das Schubknicken wird in den Arbeiten von Evans & Adler

[46], Budiansky [22] und Budiansky & Fleck [23] behandelt. Eine Kombi-

nation des Mikrobeulens und des Schubknickens als Versagensmechanismus wird

in den Arbeiten von Steif [136] oder Schapery [128] untersucht.

Mit Hilfe der Finite-Element-Methode wird seit längerer Zeit das Verhalten dünn-

wandiger Faserverbundstrukturen untersucht.

Die Arbeiten von Wagner & Gruttmann [153] und Gruttmann & Wag-

ner [54] für Vier-Knoten-Schalenelemente mit gemischten Ansätzen seien an die-

ser Stelle exemplarisch genannt. Zur Untersuchung lokaler Effekte, bei denen

der dreidimensionale Spannungszustand vorliegen muss, werden zunehmend Vo-

lumenelemente eingesetzt, was nicht zuletzt auf die rasant anwachsenden Rech-

nerkapazitäten zurückzuführen ist. Dabei ist der Übergang vom Schalen- zum

Volumenkonzept fließend, da z. B. zur Unterdrückung bestimmter Versteifungsef-

fekte in Schalendickenrichtung spezielle Ansätze gewählt werden. Klinkel [80] u.

a. prägen in diesem Zusammenhang den Begriff des Volumen-Schalen-Elements.

Das Stabilitätsverhalten von Faserverbundstrukturen wird z. B. in Wagner &

Gruttmann [154], Gruttmann & Wagner [54] oder Degenhardt et al.

[38] untersucht. Einen Beitrag zum Stabilitätsverhalten von faserverstärkten Plat-

ten geben Thurley & Marshall [143].

Walsh et al. [158] oder Baschek et al. [13] haben Eigenschaften von Faser-

verbundwerkstoffen bei hohen und tiefen Temperaturen untersucht. Diese waren

durch die enormen Temperaturschwankungen hoch aufsteigender Flugzeuge mo-

tiviert. Das Entstehen von Eigenspannungen bei Faserverbundwerkstoffen, ver-

ursacht durch das Schrumpfen duroplastischer Harze beim Erhärten, wurde bei-

spielsweise in Schnack & Meske [130] behandelt. Sadovsky et al. [125]

gehen in diesem Zusammenhang auf mögliche Instabilitäten der Fasern beim

Schrumpfen der Matrix ein. Erreicht die Schrumpfung der Matrix die kritische

Gesamtdehnung des Faserverbundwerkstoffs, so beult dieser auf der Mikroebene.

Aufgrund eines Feuchtigkeitsgefälles kann in das Harzmaterial Wasser diffundie-

ren, welches hygroskopische Dehnungen hervorruft. Die mit der hygroskopischen

Eigendehnung verbundenen Änderungen der Eigenschaften von Verbundwerkstof-

fen werden in Pomies & Carlsson [113] oder Clark et al. [26] behandelt.
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1.3 Gliederung der Arbeit

In dieser Arbeit wird das Mikrobeulen von unidirektional verstärkten Verbund-

werkstoffen mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente untersucht. Es wird

jeweils die kritische Verkürzung in Faserlängsrichtung bei Erreichen des Stabi-

litätspunktes berechnet. Hierzu werden verschiedene Modellierungen entwickelt

und diskutiert.

In Kapitel 2 werden kontinuumsmechanische Grundlagen zusammengestellt, die

zur Beschreibung der mechanischen Zusammenhänge erforderlich sind. Sie bilden

die Grundlage für eine lineare und nichtlineare Finite-Element-Formulierung. Ne-

ben der Kinematik nehmen die stofffreien Gleichungen der Mechanik eine zentrale

Stellung ein.

Die Thematik von Faserverbundwerkstoffen wird in Kapitel 3 behandelt. Nach ei-

ner Diskussion grundlegender Eigenschaften dieser Werkstoffe und nach der Dar-

stellung einiger Anwendungsgebiete werden zunächst die Bestandteile von Faser-

verbundwerkstoffen erläutert. Da polymere Werkstoffe in der Regel als Matrixma-

terial zum Einsatz kommen, werden diese Materialien nach ihren Eigenschaften

klassifiziert. Die am häufigsten verwendeten Fasermaterialien (Glas-, Kohlenstoff-

und Aramidfasern) werden vorgestellt. Das anisotrope Materialgesetz eines unidi-

rektional verstärkten Faserverbundwerkstoffs wird mit Hilfe von Symmetrieebe-

nen abgeleitet und mittels Ingenieurkonstanten dargestellt. Da hierbei effektive

Materialkennwerte Verwendung finden, werden Homogenisierungsmethoden an-

gegeben, um für Faserverbundwerkstoffe diese effektiven Materialkennwerte aus

den Kennwerten der Einzelkomponenten bereitzustellen.

In Kapitel 4 werden unterschiedliche Versagensmechanismen von Faserverbund-

werkstoffen erläutert. Es werden einige klassische Versagenskriterien einer Ein-

zelschicht angegeben, welche effektive Materialkennwerte dieser Schicht zugrun-

de legen. Das Prinzip von Degradationsmodellen nach Erreichen der First-Ply-

Failure-Last wird vorgestellt. Es folgen Ursachen von Delaminationen sowie das

zugehörige Versagenskriterium nach Hashin [65]. Die Grundlagen für die Ent-

wicklung von Interface-Elementen zur Beschreibung fortschreitender Delamina-

tion werden dargestellt.

Die geometrisch nichtlineare Finite-Element-Formulierung, basierend auf einem

dreidimensionalen 8-Knoten-Volumenelement mit trilinearen Ansätzen, wird in

Kapitel 5 angegeben. Nach Einführung der schwachen Form des Gleichgewichts

und der Linearisierung werden nichtlineare Algorithmen zur Lösung des Rand-

wertproblems vorgestellt. Zur Stabilitätsuntersuchung von Faserverbundwerkstof-

fen auf der Mikroebene werden die begleitende Eigenwertanalyse und das Bisek-

tionsverfahren verwendet. Die Klassifizierung singulärer Punkte sowie Methoden
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zur Analyse des Nachbeulverhaltens runden dieses Kapitel ab.

Kapitel 6 beschäftigt sich mit der Mikroinstabilität von Faserverbundwerkstoffen.

Zunächst wird das Modell eines elastisch gebetteten Balkens diskutiert. Hierbei

ist der Bettungsmodul aus den Materialkennwerten der Matrix zu ermitteln. Es

folgt die Untersuchung einer einzelnen Faser in einer Matrix. Hierzu wird zunächst

eine analytische Lösung des Problems nach Lapusta & Wagner [93] vorgestellt.

Aufgrund des anisotropen Verhaltens einiger Faserarten werden neben isotropen

auch anisotrope Fasern bei der Stabilitätsuntersuchung mit Hilfe der Methode der

Finiten Elemente einbezogen. Nach der Berücksichtigung von Randeffekten wer-

den periodisch angeordnete Fasern in der Matrix untersucht. Es werden Symme-

trieeigenschaften genutzt, um den Rechenaufwand zu minimieren. Dazu werden

geeignete Randbedingungen gefunden und auf die Einheitszelle abgebildet. Mit

dem Vergleich zu experimentellen Untersuchungen des Problems schließt dieses

Kapitel.

Die Arbeit endet in Kapitel 7 mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Zur Beschreibung mechanischer Zusammenhänge werden zunächst einige Begrif-

fe definiert. Dieses Kapitel stellt kontinuumsmechanische Grundlagen für das

Verhalten von Festkörpern zusammen, welche die Basis für eine lineare und

nichtlineare Finite-Element-Formulierung bilden. Die Kontinuumsmechanik fes-

ter Körper stellt eine Idealisierung realer Strukturen dar. Dabei wird ein ma-

terieller Körper als Menge materieller Punkte im euklidischen Raum E3 ange-

sehen. Diese Herangehensweise erlaubt es, bekannte mathematische Werkzeuge

wie Differential- und Integralrechnung zur Analyse der mechanischen Zusam-

menhänge zu verwenden. Es werden Verzerrungen und Spannungen eingeführt,

die mit Hilfe des in Kapitel 3.7 eingeführten Stoffgesetzes miteinander verknüpft

werden. Neben der Kinematik nehmen die stofffreien Gleichungen der Mechanik

dabei eine zentrale Stellung ein. Eine ausführliche Darstellung der kontinuumsme-

chanischen Grundlagen ist beispielsweise in Başar & Weichert [9], Marsden

& Hughes [98], Noll [105], Ogden [107] oder Stein & Barthold [137] zu

finden.

2.1 Kinematik

In der Kontinuumsmechanik dient die Kinematik zur Beschreibung der Bewe-

gung von Körpern in Abhängigkeit der Zeit. Ein Körper B mit der Oberfläche

∂B kann als Menge von Punkten M im euklidischen Raum E3 aufgefasst werden.

Zum Zeitpunkt t = t0 befindet sich der Körper B0 in seinem Ausgangszustand,

der Referenzkonfiguration. Zum Zeitpunkt t > 0 befindet sich der Körper Bt in

einem deformierten Zustand, der Momentankonfiguration. Ein Punkt der Refe-

renzkonfiguration wird mit den Lagrangeschen oder materiellen Koordinaten X,

in der Momentankonfiguration mit den Eulerschen oder räumlichen Koordinaten

x identifiziert. Die Deformation Φ des Körpers stellt eine Abbildung zwischen

beiden Konfigurationen dar. Benachbarte Punkte befinden sich nach der Defor-

mation nach wie vor in der Nachbarschaft. Um eine Selbstdurchdringung oder

Spiegelung auszuschließen, muss Φ stetig und bijektiv sein. Es wird

x := Φ (X, t) bzw. X := Φ−1 (x, t) (2.1)

definiert, wobei Φ als Lagrangesche oder materielle, Φ−1 als Eulersche oder räum-

liche Abbildung bezeichnet wird. Konvektive Koordinaten sind in den Körper

eingeritzt gedachte kartesische oder krummlinige Koordinaten. Ausgehend von

einem kartesischen Koordinatensystem ei befindet sich der Körper zunächst in
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der Referenzkonfiguration mit dem Ortsvektor X und den Basisvektoren Gi, die

tangential an den konvektiven Koordinaten verlaufen. Die Basisvektoren Gi der

Referenzkonfiguration gehen bei der Deformation in die Basisvektoren gi der Mo-

mentankonfiguration über. Eine grafische Veranschaulichung ist in Abbildung 2.1

gegeben.

G1dx
1

g1dx
1

G2dx
2

g2dx
2

G3dx
3

g3dx
3

x
1

x
1

x
3

x
3

x
2

x
2

X

x

u

F ( ,t)X
-1

F( ,t)X

e3

e1

e2

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Abbildung 2.1: Abbildung Φ zwischen Referenz- und Momentankonfiguration

Im Weiteren sollen Größen in der Referenzkonfiguration durch Großbuchstaben

und Größen in der Momentankonfiguration durch Kleinbuchstaben notiert wer-

den. Zwischen den Ortsvektoren der jeweiligen Konfiguration und den kovarianten

Basisvektoren gelten folgende Beziehungen

Gi :=
∂X

∂ξi
, gi :=

∂x

∂ξi
, i = 1, 2, 3 . (2.2)

Über die Orthogonalitätsbedingung Gi · Gj = δ j
i und gi · gj = δ j

i wird die

kontravariante Basis bestimmt, wobei

δ j
i =

{
1 für i = j

0 für i 6= j
(2.3)

das Kronecker-Symbol ist. Aus den ko- und kontravarianten Basisvektoren folgen

dann die ko- und kontravarianten Metrikkoeffizienten der Referenzkonfiguration

und der Momentankonfiguration
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Gij = Gi ·Gj , Gij = Gi ·Gj ,

gij = gi · gj , gij = gi · gj .
(2.4)

Mit den Metrikkoeffizienten ist der Identitätstensor zweiter Stufe in der jeweiligen

Konfiguration gegeben

G = Gij Gi ⊗Gj = Gij Gi ⊗Gj ,

g = gij gi ⊗ gj = gij gi ⊗ gj .
(2.5)

Der Wechsel zwischen ko- und kontravarianten Größen einer Konfiguration, das

so genannte ”Heben und Senken” der Indizes, ergibt sich zu

Gi = Gij Gj , Gi = Gij Gj ,

gi = gij gj , gi = gij gj .
(2.6)

Die Basisvektoren Gi lassen sich mit einer push-forward-Operation

gi = FGi (2.7)

in die Momentankonfiguration gi überführen. Hierbei ist die lineare Abbildung F

der materielle Deformationsgradient. Aus der linearen Abbildungsvorschrift (2.7)

lässt sich der Deformationsgradient durch

F = gi ⊗Gi (2.8)

darstellen. Eine weitere Darstellung des Deformationsgradienten lautet

F =
∂x

∂X
= Gradx . (2.9)

Der Deformationsgradient F transformiert damit ein unverformtes Linienelement

dX der Referenzkonfiguration auf ein verformtes Linienelement dx der Momen-

tankonfiguration. Um stets den Zusammenhang zur Ausgangslage des Körpers

herstellen zu können, muss die Abbildung F eineindeutig sein. Dies ist gleichbe-

deutend mit der Existenz einer inversen Abbildung F−1, was wiederum an die

Bedingung detF 6= 0 gekoppelt ist. Wird außerdem detF > 0 gefordert, so sind

Selbstdurchdringungen des Körpers ausgeschlossen. Die inverse Abbildung F−1

lautet

F−1 =
∂X

∂x
= gradX = Gi ⊗ gi , (2.10)
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womit die pull-back-Operation

Gi = F−1 gi (2.11)

angegeben werden kann. Das infinitesimale Volumenelement dV der Referenzkon-

figuration und das infinitesimale Volumenelement dv der Momentankonfiguration

kann mit

dv = J dV (2.12)

beschrieben werden. Hierbei ist

J := detF > 0 (2.13)

die Jakobi-Determinante. Sie ist eine skalare Größe und wird auch als Volumen-

verhältnis oder Dilatation bezeichnet.

Die polare Zerlegung des Deformationsgradienten lautet

F = RU = VR . (2.14)

Hierbei ist U der symmetrische (U = UT ) und positiv definite (detU > 0) ma-

terielle Rechts-Strecktensor. V ist der symmetrische (V = VT ) räumliche Links-

Strecktensor. Der Tensor R ist ein eigentlich orthogonaler Drehtensor (RT R = 1,

detR = 1 d. h. R ∈ SO(3)). Die Zerlegung kann als Trennung in objektive Ver-

zerrungen U bzw. V und eine Starrkörperrotation R aufgefasst werden.

Für eine spätere Arbeitsdefinition wird der Greensche Verzerrungstensor

E :=
1

2
(FT F− 1) (2.15)

als Verzerrungsmaß eingeführt. Er ist invariant gegen Starrkörperrotation und

-translation und verschwindet somit bei einer reinen Starrkörperbewegung.

Dies wird nachfolgend gezeigt. In Abbildung 2.2 folgt einer Deformation mit der

Verzerrung E eine Starrkörperbewegung. Für den sich einstellenden Zustand gilt

x̄ = Q(t)x + c(t) , (2.16)

wobei die Starrkörperbewegung mit einem Drehtensor Q(t) ∈ SO(3) und einem

Vektor c(t) stattfindet. Mit Gleichung (2.16) ergibt sich der Deformationsgradient

nun zu



10 2 KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN

Referenzkon-
figuration

X

c

e
i

Q

Qx
x

x

Momentankon-
figuration

Starrkörper-
rotation

Starrkörper-
translation

P0

P

P

Abbildung 2.2: Starrkörperbewegung aus Rotation Q und Translation c nach einer
Deformation

F̄ =
dx̄

dX
=

d(Qx + c)

dX
=

d(Qx)

dX
=

Q dx

dX
= QF . (2.17)

Einsetzen von F̄ = QF in Gleichung (2.15) liefert die Verzerrung Ē

Ē =
1

2
((QF)TQF− 1) =

1

2
(FT QTQ︸ ︷︷ ︸

=1

F− 1) = E , (2.18)

womit gezeigt ist, dass sich der Greensche Verzerrungstensor E bei einer

Starrkörperbewegung nicht ändert. Bei dem quadratischen Term FTF spielen

die Vorzeichen der Koeffizienten von F keine Rolle (Richtungsunabhängigkeit).

Mit Hilfe der polaren Zerlegung (2.14) kann der materielle Rechts-Cauchy-Green-

Tensor eingeführt werden

C := FT F = (RU)T RU = UT RTRU = UT U = U2 . (2.19)

Hieraus ist die Symmetrie (E = ET ) des Greenschen Verzerrungstensors zu er-

kennen. Mit der in Gleichung (2.5) notierten Identität und mit Gleichung (2.8)

lautet die Darstellung des Greenschen Verzerrungstensors

E =
1

2
(FT F− 1) =

1

2
( (Gi ⊗ gi) (gj ⊗Gj)−Gij Gi ⊗Gj )

=
1

2
(gij −Gij)G

i ⊗Gj = Eij Gi ⊗Gj

(2.20)



2.2 Spannungen 11

und man erkennt an den Basen Gi⊗Gj, dass sich dieses Verzerrungsmaß auf die

Referenzkonfiguration bezieht. Später wird gezeigt, dass die Cauchy-Spannung σ

der Momentankonfiguration mit Hilfe einer pull-back-Operation auf die Referenz-

konfiguration transformiert werden muss, um die Spannungen und Verzerrungen

konstitutiv zu verknüpfen. In Abbildung 2.1 wurde die Beziehung

x = X + u (2.21)

bereits visualisiert. Wegen der Linearität des Gradientenoperators gilt

F = Gradx = Grad (X + u) = GradX + Gradu = 1 + Gradu . (2.22)

Nun wird der materielle Verschiebungsgradient H := Gradu eingeführt und durch

den Zusammenhang F = 1+H lässt sich der Greensche Verzerrungstensor ange-

ben zu

E =
1

2
(H + HT + HT H) . (2.23)

Eine Trennung in einen linearen und einen nichtlinearen Anteil des Greenschen

Verzerrungstensors

Elin :=
1

2
(H + HT ) , Enlin :=

1

2
(HT H) (2.24)

ist möglich.

2.2 Spannungen

Spannung ist die im Innern eines Körpers wirkende Kraft, bezogen auf die zu-

gehörige Schnittfläche in der Momentankonfiguration. Somit kann ein Spannungs-

vektor t über

t :=
df

da
, (2.25)

definiert werden, wobei df der Kraftvektor auf der Schnittfläche da ist. Der Span-

nungsvektor t ändert sich je nach Schnittrichtung, also mit der Normalen n der

Schnittfläche. Mit Hilfe einer linearen Abbildung σ kann der Normalenvektor n

auf den Spannungsvektor t abgebildet werden. Das Cauchy-Theorem lautet
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t = σ n (2.26)

und man erkennt, bezogen auf das vektorielle Flächenelement da mit dem Span-

nungsvektor aus Gleichung (2.25)

df = σ da mit da = n da . (2.27)

Hierbei ist σ der auf die Momentankonfiguration bezogene Cauchysche Span-

nungstensor und kann in Indexnotation zu

σ = σij gi ⊗ gj (2.28)

angegeben werden. In Abschnitt 2.3.3 wird gezeigt, dass der Cauchysche Span-

nungstensor σ symmetrisch ist. Der Kirchhoffsche Spannungstensor τ = J σ ist

ein weiterer räumlicher Spannungstensor und wird durch die Jakobi-Determinante

J transformiert. Um im Rahmen konstitutiver Überlegungen das in der Referenz-

konfiguration notierte Greensche Verzerrungsmaß E mit Spannungen verknüpfen

zu können, muss ein ebenfalls auf die Referenzkonfiguration bezogenes Span-

nungsmaß gefunden werden (vgl. Kapitel 2.3.4). Mit Hilfe der Transformation

des Volumenelements (2.12) gilt

da · dx = J dA · dX
= J dA · F−1 dx

= J F−T dA · dx (2.29)

und es ergibt sich die Transformation eines vektoriellen Flächenelements

da = J F−T dA . (2.30)

Hiermit kann der Schnittkraftvektor df nach Gleichung (2.27) umgeschrieben

werden zu

df = σ da = P dA . (2.31)

Man definiert den 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor durch

P := J σ F−T . (2.32)
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Der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor kann durch Einsetzen von Gleichung

(2.10) und Transponieren der Inversen des Deformationsgradienten aus Gleichung

(2.28) in Indexnotation geschrieben werden

P = J σij (gi ⊗ gj) (gk ⊗Gk)

= J δk
j σij (gi ⊗Gk)

= P ik gi ⊗Gk

= P ij gi ⊗Gj . (2.33)

An den Basen wird deutlich, dass sich der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor teil-

weise auf die Referenz, teilweise auf die Momentankonfiguration bezieht. Um ein

Spannungsmaß zu generieren, das sich vollständig auf die Referenzkonfiguration

bezieht, wird der Schnittkraftvektor zusätzlich durch eine pull-back-Operation

zurück auf die Referenzkonfiguration transformiert

F−1 df = S dA (2.34)

und man erhält die Darstellung des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors

S = J F−1 σ F−T = F−1 P . (2.35)

In analoger Weise zur Zwischenrechnung nach Gleichung (2.33) ergibt sich S mit

Gleichung (2.10) in Indexschreibweise

S = Sij Gi ⊗Gj (2.36)

und es wird deutlich, dass sich der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor vollständig

auf die Referenzkonfiguration bezieht. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen,

dass dieser Spannungstensor physikalisch nicht interpretierbar und als eine reine

Rechengröße anzusehen ist.

2.3 Bilanzgleichungen

In diesem Abschnitt werden die mechanischen Bilanzgleichungen Massenbilanz,

Impuls- und Drehimpulsbilanz sowie die Energiebilanz wiedergegeben. Diese Dif-

ferentialgleichungen enthalten keine konstitutiven Aussagen, sie sind daher stoff-

frei und stellen die fundamentalen Beziehungen der Kontinuumsmechanik dar.

Sie sind von axiomatischem Charakter und voneinander unabhängig.
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2.3.1 Massenbilanz

Die Massenbilanz besagt, dass die Masse m eines Körpers während eines Ver-

formungsprozesses erhalten bleibt. Eine Massenzufuhr über die Oberfläche oder

eine Massenzunahme im Innern des Volumens ist ausgeschlossen. Die Masse ei-

nes Körpers ist die Dichte, integriert über das gesamte Volumen eines Körpers.

Sowohl die Dichte als auch das Volumen ändern sich während einer Deformation.

In der Momentankonfiguration ist ρ = ρ(x, t) die Dichte mit dem zugehörigen

Volumen dv. Bezogen auf die Referenzkonfiguration ist die Dichte ρ0 = ρ0(X)

und das Volumen dV . Die Massenbilanz lautet

m =

∫

B0

ρ0 dV =

∫

Bt

ρ dv = konst . (2.37)

Mit Gleichung (2.12) kann die Massenbilanz umgeformt werden zu

∫

B0

(ρ0 − ρ J) dV = 0 . (2.38)

Da diese Formulierung für ein beliebig kleines Teilvolumen gilt, muss der Inte-

grand in Gleichung (2.38) verschwinden und man erkennt den Zusammenhang

zwischen der Dichte in Referenz- und Momentankonfiguration

ρ0 = ρ J . (2.39)

Über das Verschwinden der zeitlichen Ableitung motiviert

d

dt
m = 0 (2.40)

folgt mit Hilfe der Kettenregel und der Rechenregel J̇ = J div ẋ

d

dt

∫

B0

ρ0 dV =
d

dt

∫

B0

ρ J dV

=

∫

B0

J (ρ̇ + ρ div ẋ) dV

=

∫

Bt

(ρ̇ + ρ div ẋ) dv = 0 ,

(2.41)
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wobei die lokale Form

ρ̇ + ρ div ẋ = 0 (2.42)

als Kontinuitätsbedingung bezeichnet wird.

2.3.2 Impulsbilanz

Nach dem zweiten und dritten Newtonschen Axiom ist der Gesamtimpuls in ei-

nem abgeschlossenem System konstant. Allgemein ist für einen Körper die zeit-

liche Ableitung des Impulses I gleich der Summe aller angreifenden Volumen-

und Oberflächenkräfte p. Formal kann diese Aussage folgendermaßen angegeben

werden

d

dt
I = p , (2.43)

wobei der Impuls I durch

I :=

∫

Bt

ρ ẋ dv =

∫

B0

ρ0 ẋ dV (2.44)

in Momentan- und Referenzkonfiguration definiert ist. Die resultierende Kraft p

ergibt sich aus der massenbezogenen Beschleunigung b0 bzw. b und der auf die

Oberfläche wirkenden Spannung t0 bzw. t zu

p =

∫

Bt

ρb dv +

∫

∂Bt

t da =

∫

B0

ρ0 b0 dV +

∫

∂B0

t0 dA . (2.45)

Damit ergibt sich das dynamische Kräftegleichgewicht in räumlicher und materi-

eller Darstellung

d

dt

∫

Bt

ρ ẋ dv =

∫

Bt

ρb dv +

∫

∂Bt

t da ,

d

dt

∫

B0

ρ0 ẋ dV =

∫

B0

ρ0 b0 dV +

∫

∂B0

t0 dA .

(2.46)

Der Gaußsche Integralsatz überführt ein Oberflächenintegral in ein Volumenin-

tegral. Hiermit sowie mit dem Cauchy-Theorem nach Gleichung (2.26) ergeben

sich aus den Gleichungen (2.46) die lokalen Feldgleichungen
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div σ + ρ (b− ẍ) = 0 in Bt ,

Div [FS] + ρ0 (b0 − ẍ) = 0 in B0

(2.47)

sowie

σ n = t auf Bt ,

FSN = t0 auf B0 .
(2.48)

Hierbei ist n, wie bereits in Gleichung (2.26) eingeführt, der Flächennormalenvek-

tor der Momentankonfiguration und N der Flächennormalenvektor der Referenz-

konfiguration. Die lokale dynamische Feldgleichung bzw. Kräftegleichgewichtsbe-

dingung (2.47) wird auch Erste Cauchysche-Bewegungsgleichung genannt.

2.3.3 Drehimpulsbilanz

Die Drehimpulsbilanz postuliert, analog zur Impulsbilanz, den Zusammenhang

zwischen Moment und Drehimpuls. Demzufolge ist die zeitliche Änderung des

Drehimpulses Lp bezüglich eines beliebigen Drehpunktes p gleich der Summe der

Momente mp infolge der von außen wirkenden Volumen- und Oberflächenkräfte.

d

dt
Lp = mp . (2.49)

Nach dem Schnittprinzip gilt diese Aussage für jeden beliebigen, noch so kleinen

Teilkörper. Der räumliche bzw. materielle Drehimpuls bezüglich des Punktes p

ist definiert mit

Lp =

∫

Bt

(x− xp)× ρ ẋ dv =

∫

B0

(x− xp)× ρ0 ẋ dV . (2.50)

Die Summe der Momente bezüglich p

mp =

∫

Bt

(x− xp)× ρb dv +

∫

∂Bt

(x− xp)× t da

=

∫

B0

(x− xp)× ρ0 b0 dV +

∫

∂B0

(x− xp)× t0 dA

(2.51)

liefert schließlich die Drehimpulsbilanz in der entsprechenden Konfiguration
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d

dt

∫

Bt

(x− xp)× ρ ẋ dv =

∫

Bt

(x− xp)× ρb dv +

∫

∂Bt

(x− xp)× t da ,

d

dt

∫

B0

(x− xp)× ρ0 ẋ dV =

∫

B0

(x− xp)× ρ0 b0 dV +

∫

∂B0

(x− xp)× t0 dA .

(2.52)

Im statischen Fall entspricht die Drehimpulsbilanz der Momentengleichgewichts-

aussage (ΣM = 0). Aus Gleichung (2.52) lässt sich nach Umformungen die Sym-

metrie des Cauchyschen Spannungstensors σ = σT ableiten, was im Folgenden

gezeigt wird. Hierzu wird zunächst die linke Seite von Gleichung (2.52) mit Hilfe

der Kontinuitätsbedingung gemäß Gleichung (2.42) und unter Anwendung der

Kettenregel umgeformt

d

dt
Lp =

d

dt

∫

Bt

ρ (x− xp)× ẋ dv =
d

dt

∫

B0

{ρ (x− xp)× ẋ} J dV

=

∫

B0

d

dt
{ρ J (x− xp)× ẋ} dV

=

∫

B0

[ ( ρ̇ + ρ div ẋ︸ ︷︷ ︸
=0

)(x− xp)× ẋ + ρ ẋ× ẋ︸ ︷︷ ︸
=0

+ρ (x− xp)× ẍ ] J dV

=

∫

Bt

ρ (x− xp)× ẍ dv .

(2.53)

Mit dem Cauchy-Theorem nach Gleichung (2.26) lässt sich das Oberflächeninte-

gral aus Gleichung (2.52) mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes für Kreuzpro-

dukte (vgl. De Boer [36]) in ein Volumenintegral transformieren

∫

∂Bt

(x− xp)× (σn) da =

∫

Bt

(x− xp)× div σ + grad (x− xp)× σ dv . (2.54)

Die eben umgeformten Terme (2.53) und (2.54) können dann in Gleichung (2.52)

eingesetzt werden, welche mit der lokalen Kräftegleichgewichtsbedingung (2.47)

auf die Beziehung
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∫

Bt

[ (x− xp)× ( div σ + ρb− ρ ẍ︸ ︷︷ ︸
=0

) + grad (x− xp)× σ ] dv = 0 (2.55)

und schließlich auf

∫

Bt

grad (x− xp)× σ dv = 0 (2.56)

führt. Wegen

grad (x− xp) = gradx− gradxp = 1− 0 (2.57)

vereinfacht sich die Darstellung (2.56) weiter und führt auf

∫

Bt

1× σ dv = 0 . (2.58)

Da die Drehimpulsbilanz in jedem Punkt erfüllt sein muss, verschwindet der In-

tegrand und es muss gelten

1× σ = 0 . (2.59)

Nach de Boer [36] gilt als Rechenregel für das Kreuzprodukt zweier Tensoren

A×B = E3 : (ABT ), wobei E3 ein Einheitstensor 3. Stufe ist. Damit ist Bedin-

gung (2.59)

1× σ = E3 : (1σT ) = E3 : σT

= 1/
√

g eijk gi ⊗ gj ⊗ gk : σml g
l ⊗ gm = 1/

√
g eijk δl

j δm
k σml gi

= 1/
√

g eijk σkj gi = 0 .

(2.60)

Hierbei ist g = (gi×gj)·gk das Spatprodukt der dualen Basis. Das Permutations-

symbol eijk ist für eine gerade Permutation +1, für eine ungerade Permutation

−1 und in allen anderen Fällen verschwindet es

eijk =





1 für ijk = 123, 312, 231

−1 für ijk = 321, 213, 132

0 sonst .

(2.61)
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Damit kann Bedingung (2.60) für z. B. i = 1 entsprechend ausgewertet werden

e111︸︷︷︸
=0

σ11 + e112︸︷︷︸
=0

σ12 + e113︸︷︷︸
=0

σ13

+ e121︸︷︷︸
=0

σ21 + e122︸︷︷︸
=0

σ22 + e123︸︷︷︸
=1

σ23

+ e131︸︷︷︸
=0

σ31 + e132︸︷︷︸
=−1

σ32 + e133︸︷︷︸
=0

σ33 = 0

und man erkennt σ23 = σ32. Die Gleichheit der verbleibenden Nebendiagonal-

elemente σ13 = σ31 und σ12 = σ21 wird auf analoge Weise abgeleitet, womit die

Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors σ = σT gezeigt ist.

2.3.4 Bilanz der Energie

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik ist die Bilanz der Energie und besagt,

dass ein abgeschlossenes System die Energie als Zustandsgröße besitzt. In der Ela-

stostatik beschränkt sich die Energieerhaltung auf Bewegungsgrößen, Kraftgrößen

und thermische Größen. Eine ausführliche Darstellung der Thermodynamik fin-

det sich in Doering et al. [39], Lucas [95] oder Langeheinecke et al.

[87].

Die zeitliche Änderung der Gesamtenergie E eines Systems ist gleich der Summe

der Leistung der äußeren Volumen- und Oberflächenkräfte Ẇ ext sowie der äußeren

Wärmezufuhr Q̇. Formal bedeutet dies

d

dt
E = Ẇ ext + Q̇ . (2.62)

Die Energie E kann als Summe der kinetischen Energie K und der inneren Energie

U (Ruheenergie) notiert werden. Die Definition der Energie E ist

E :=

∫

Bt

ρ (u +
1

2
ẋ · ẋ) dv =

∫

B0

ρ0 (u +
1

2
ẋ · ẋ) dV , (2.63)

wobei u die innere Energiedichte ist, die auch als Ruheenergie bezeichnet wird.

Die kinetische Energie ist definiert mit

K :=

∫

Bt

ρ
1

2
ẋ · ẋ dv =

∫

B0

ρ0
1

2
ẋ · ẋ dV . (2.64)



20 2 KONTINUUMSMECHANISCHE GRUNDLAGEN

Die Summe der Leistung der äußeren Volumen- und Oberflächenkräfte Ẇ ext sowie

die äußere Wärmezufuhr Q̇ lauten

Ẇ ext =

∫

Bt

ρb · ẋ dv +

∫

∂Bt

t · ẋ da =

∫

B0

ρ0 b0 · ẋ dV +

∫

∂B0

t0 · ẋ dA (2.65)

und

Q̇ =

∫

Bt

ρ r dv +

∫

∂Bt

(−q) · n da =

∫

B0

ρ0 r dV +

∫

∂B0

(−Q) · N dA . (2.66)

Hierbei ist r die spezifische Wärmezufuhr sowie q und Q der Wärmeflussvek-

tor der jeweiligen Konfiguration, wobei q = J F−T Q analog zu Gleichung (2.29)

gilt. Die zeitliche Änderung der inneren Energie ist nach dem ersten Hauptsatz

der Thermodynamik gleich der inneren Spannungsleistung und der Wärmemen-

genänderung

d

dt
U = Ẇ int + Q̇ . (2.67)

Dies liefert mit der additiven Aufspaltung d
dt

E = d
dt

K + d
dt

U der zeitlichen

Änderung der gesamten Energie eingesetzt in Gleichung (2.62), dass die zeitliche

Änderung der kinetischen Energie gleich der Leistung der Volumen- und Ober-

flächenkräfte abzüglich der inneren Spannungsleistung ist

d

dt
K = Ẇ ext − Ẇ int . (2.68)

Hieraus ist der Arbeitssatz der Mechanik ableitbar, denn bei Beschränkung auf

quasi-statische Prozesse verschwinden zeitliche Wegänderungen (ẋ = 0) und nach

Integration folgt

W ext = W int . (2.69)

Da beliebige Verzerrungs- und Spannungstensoren nicht miteinander kombiniert

werden können, geben z. B. Macvean [97], Ogden [107] oder Sansour und

Kollmann [126] eine Zusammenstellung arbeitskonformer Größen wieder. In der

folgenden Zusammenstellung werden Temperatureinflüsse außer Acht gelassen.

Für hyperelastische Materialien gilt, dass die spezifische Formänderungsenergie-

dichte W0S und die Formänderungsenergie W int bezüglich der Spannungen Po-

tentialcharakter besitzen. W0S ist somit wegunabhängig, hängt also nur von der
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Differenz zwischen Anfangs- und Enddeformationszustand ab. Mit W0S lässt sich

die zeitliche Änderung von W int, also die Elementarleistung Ẇ int in materieller

Schreibweise

Ẇ int =

∫

B0

∂W0S

∂E
:
∂E

∂t
dV =

∫

B0

∂W0S

∂E
: Ė dV (2.70)

angeben. Aufgrund des Potentialcharakters der Formänderungsenergie ergibt sich

für hyperelastische Materialien der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor zu

S :=
∂W0S

∂E
. (2.71)

Die zeitliche Ableitung des Greenschen Verzerrungstensors, also der materiel-

le Verzerrungsgeschwindigkeitstensor oder Verzerrungsratentensor, folgt aus der

Produktregel

Ė =
1

2
(FT Ḟ + ḞT F) , (2.72)

wobei

Ḟ =
∂ẋ

∂X
= Grad ẋ (2.73)

den materiellen Geschwindigkeitsgradienten darstellt. Aus einer push-forward-

Operation des materiellen Geschwindigkeitsgradienten erhält man den räumlichen

Geschwindigkeitsgradienten

l = Ḟ F−1 =
∂ẋ

∂x
= grad ẋ . (2.74)

Der räumliche Deformationsgeschwindigkeitstensor d ergibt sich aus der Trans-

formation des materiellen Verzerrungsratentensors in die Momentankonfiguration

und lautet

d = F−1 Ė F−1

=
1

2
(l + lT ) . (2.75)

Das Skalarprodukt S : Ė wird mit Hilfe der Definition über die Spur1 genauer

untersucht
1tr(A + B) = trA + trB und tr(AT B) = tr(ABT ) = tr(AB) = tr(BA)
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S : Ė = tr (ST Ė) = tr (
1

2
ST FT Ḟ +

1

2
ST ḞT F)

= tr ((FS)T Ḟ) = FS : Ḟ = P : Ḟ

= tr ((τ F−T )T Ḟ) = tr (τ T Ḟ F−1) = τ : l

= tr (
1

2
τ T Ḟ F−1 +

1

2
τ T (Ḟ F−1)T ) = τ : d .

(2.76)

Es ergeben sich damit folgende arbeitskonforme Paarungen:

Ẇ int =

∫

B0

S : Ė dV =

∫

B0

P : Ḟ dV =

∫

B0

τ : d dV . (2.77)

Der dritte Term aus Gleichung (2.77) lässt sich mit der Transformationsbezie-

hung für ein Volumenelement dv = J dV (2.12) in die Momentankonfiguration

überführen und es ergibt sich die arbeitskonforme Paarung für den Cauchyschen

Spannungstensor

Ẇ int =

∫

Bt

σ : d dv . (2.78)
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3 Faserverbundwerkstoffe

3.1 Abgrenzung und Überblick

Die Werkstoffkunde beschäftigt sich nach Hornbogen [72] überwiegend mit

künstlich erzeugten Werkstoffen. Hornbogen [72] teilt die klassische Werkstoff-

kunde in drei Werkstoffklassen ein: Metalle, Keramiken und Polymere.

Metalle sind gute elektrische Leiter und chemisch meist beständig. Sie reflek-

tieren Licht und schmelzen bei hohen Temperaturen. Sie zeigen auch bei tiefen

Temperaturen plastisches Verformungsvermögen.

Keramische Werkstoffe sind schlechte elektrische Leiter, dafür chemisch sehr

beständig. Sie können durchsichtig sein und sie schmelzen, ähnlich wie Metalle,

bei hohen Temperaturen. Sie weisen in der Regel kein plastisches Verformungs-

verhalten auf.

Polymere sind schlechte elektrische Leiter und chemisch bedingt beständig. Bei

hohen Temperaturen schmelzen oder zersetzen sie sich. Sie verhalten sich bei

tiefen Temperaturen spröde, bei erhöhter Temperatur werden sie jedoch zuneh-

mend plastischer. Die übliche Bezeichnung für Polymere ist der Begriff Kunststof-

fe. Diese Bezeichnung entspringt keiner Logik, denn die Herstellung nahezu aller

Werkstoffe geschieht auf künstlichem Wege. Die Bezeichnung Kunststoffe leitet

sich von der 1911 erstmals erschienenen gleichnamigen Fachzeitschrift ab, in der

Publikationen über die damals neuen Werkstoffe veröffentlicht wurden. Der inter-

national übliche Ausdruck für Polymere ist Plastik (plastics [englisch], plastique

[französisch] bzw. plastmass [russisch]).

Werden mindestens zwei Werkstoffe aus verschiedenen oder gleichen Werkstoff-

klassen kombiniert, entsteht ein neuer Werkstoff, der als Verbundwerkstoff oder

Kompositwerkstoff bezeichnet wird. Dabei weisen Verbundwerkstoffe neue, ge-

genüber den Einzelwerkstoffen veränderte Gebrauchseigenschaften auf, welche

von den Eigenschaften und dem Volumenanteil sowie deren Orientierung und

Wechselwirkung der jeweiligen Einzelkomponenten abhängen.

Nicht nur physikalische Eigenschaften entscheiden über den Einsatz von Werkstof-

fen, sondern oft auch der Werkstoffpreis. Im Bauwesen zählen Stahl, Holz sowie

Beton und Mauerwerk zu den preiswerten Baustoffen, wobei Stahl zu den metal-

lischen und Beton zu den keramischen Werkstoffen gehört. Holz ist ein natürli-

ches Polymer, das mit seiner Röhrenstruktur aus Zellulose (C6H10O5)n und der

Hemizellulosematrix eingebettet in Lignin sehr an unidirektional verstärkte Ver-

bundwerkstoffe erinnert (vgl. Blaß et al. [18]).
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Stahlkonstruktionen können, abgesehen vom Korrosionsschutz, als reine Stahl-

konstruktionen ohne Zuhilfenahme weiterer Werkstoffe ausgeführt werden. Holz-

konstruktionen benötigen an Verbindungsstellen, den so genannten Knotenpunk-

ten, Stahl in Form von Nägeln, Dübeln, Blechen usw. Beton kann in Fundamenten

oder Fahrbahnen zum Einsatz kommen. In Tragkonstruktionen aus Beton treten

jedoch Zugspannungen auf, die der Beton nicht aufnehmen kann. Er wird daher

mit Stahl armiert und ist somit ein Verbundwerkstoff.

Welche wirtschaftliche Rolle unterschiedliche Werkstoffe im letzten Jahrhundert

spielten, zeigen die in Abbildung 3.1 dargestellten produzierten Werkstoffmassen

nach Hornbogen [72]. Die Nachfrage nach Stahl nimmt nach wie vor stetig

zu. Obgleich Polymere teuer sind, ist die Nachfrage für diese Werkstoffe in der

zweiten Hälfte des letzten Jahrhunderts stark gestiegen mit zeitgleich sinkender

Nachfrage nach Buntmetallen. Auffallend ist auch der relativ schnelle und

anhaltende Anstieg der Nachfrage nach Faserverbundwerkstoffen.
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Abbildung 3.1: Produzierte Massen wichtiger Werkstoffe (USA) des letzten Jahrhun-
derts, (Hornbogen [72])

Werkstoffe werden in erster Linie mechanisch beansprucht. Eine Gegenüberstel-

lung der relativen Kosten in Bezug auf die Zugfestigkeit σu von Baustahl S355

ist in Tabelle 3.1 dargestellt und macht die Attraktivität von Baustahl deutlich.
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Zudem wird die hohe gewichtsbezogene Festigkeit von mit Glasfasern verstärktem

Kunstharz (GFK) deutlich.

Werkstoff Zugfestigkeit Dichte Kosten

σu ρ pro N
mm2

N
mm2

g
cm3 (S355 = 1)

Baustahl, Stahlblech 370 7,8 1

graues Gusseisen 120 7,3 3

Aluminiumlegierung 200 2,7 3,5

Polyvinylchlorid 40 1,4 4

GFK 500 1,9 10

Polyäthylen 10 0.9 12

Tabelle 3.1: relative Kosten in Bezug auf die Zugfestigkeit σu von Baustahl S355

Polymere finden Verwendung, wenn der Anspruch an die Werkstofffestigkeit ge-

ring ist und gleichzeitig das Gewicht begrenzt bleiben soll, wie beispielsweise bei

Gehäusen von Haushaltsgeräten und Elektronikartikeln oder als Verkleidungsteile

im Fahrzeug- und Flugzeugbau. Ist dagegen der Anspruch an die Werkstofffestig-

keit sehr hoch bei gleichzeitiger Gewichtsminimierung, so kommen faserverstärkte

Polymerwerkstoffe zum Einsatz.
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Abbildung 3.2: Spezifische Festigkeiten und Steifigkeiten von Faserverbundwerkstof-
fen und metallischen Werkstoffen, (Niederstadt [103])
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In Abbildung 3.2 ist gemäß Niederstadt [103] das Verhältnis von spezifischer

Festigkeit σu/ρ g zu spezifischer Steifigkeit E/ρ g für einige Faserverbundwerk-

stoffe und die Metalle Stahl, Aluminium und Titan in der Dimension Länge dar-

gestellt. Die Abkürzungen AFK, BFK und CFK stehen hierbei für Aramid-, Bor-

und Kohlenstoff-Faser-Kunststoffe. Es fällt auf, dass Verbundwerkstoffe aus CFK

besonders hohe spezifische Steifigkeiten und Festigkeiten besitzen, was den Ein-

satz in Extrembereichen rechtfertigt.

3.2 Bemerkungen zu Faserverbundwerkstoffen

Das Ziel beim Einsatz eines Faserverbundwerkstoffs ist die Erzielung optimaler

mechanischer Eigenschaften wie Steifigkeit und Festigkeit bei geringem Gewicht.

Faserverbundwerkstoffe bestehen aus dünnen Fasern hoher Festigkeit und Stei-

figkeit, die in einem Matrixmaterial eingebettet sind. Die Fasern weisen hierbei

aufgrund hoher chemischer Reinheit und extremer Schlankheit (vgl. Abbildung

3.3) eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit von Fehlstellen (Fremdmoleküle, Ver-

setzungen, Kerben) auf, wodurch die hohe Festigkeit begründet ist.

10 mm

Haar

Faser

Abbildung 3.3: Größenvergleich einer Kohlenstofffaser mit einem menschlichen Haar

Das Matrixmaterial schützt dabei die Fasern vor äußeren Einflüssen, sorgt für die

Übertragung von Schubkräften und hält die Fasern in einer gewünschten Orientie-

rung, stabilisiert diese also. Die Festigkeits- und Steifigkeitswerte des Matrixmate-

rials liegen deutlich unter denen der Fasern (vgl. Tabelle 3.2 bzw. 3.3). Die hohe

gewichtsbezogene Festigkeit und die Möglichkeit der Anpassung an den Kraft-

fluss sowie gute Ermüdungseigenschaften zeichnen Faserverbundwerkstoffe aus.

Die geringe Bruchdehnung der Fasern und Temperaturbeständigkeit des Matrix-

materials sowie die geringe Bruchfestigkeit senkrecht zur Faserrichtung sind als

Nachteile anzusehen. Eine vertiefte Darstellung vorteilhafter und weniger vorteil-
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hafter Eigenschaften von faserverstärkten Kunststoffen findet sich beispielsweise

in Domke [41], Verein Deutscher Ingenieure [148] oder Hornbogen [72].

3.3 Einsatzgebiete von Faserverbundwerkstoffen

Faserverbundwerkstoffe lösen aufgrund ihrer vorteilhaften mechanischen und che-

mischen Eigenschaften in vielen Bereichen metallische Werkstoffe ab. Sie finden

beispielsweise im Flugzeugbau (z. B. Höhenleitwerk vgl. Abbildung 3.4, Heckteile,

etc.) oder bei Windkrafträdern Verwendung, aber auch bei Hochleistungssport-

geräten, die extrem leicht und damit wenig träge, aber dennoch sehr steif sein

müssen. Tennisschläger und Wintersportgeräte wie Ski oder Snowboards fallen in

diesen Bereich.

Abbildung 3.4: Höhenleitwerk eines Flugzeugs

Insbesondere beim Flugzeugbau ist derzeit ein wesentlicher Wechsel in der An-

wendung von Faserverbundwerkstoffen zu beobachten. Wurden bisher nur Se-

kundärstrukturen aus diesen Materialien erstellt, werden nun auch Primärbau-

teile, wie z. B. Teile des Rumpfes und der Flügel sowie das vollständige Höhen-

und Seitenleitwerk aus Faserverbundstrukturen erstellt. Aktuelles Beispiel ist der

Airbus A380, bei dem der Faserverbundanteil bei etwa 40% liegt.

Im Fahrzeugbau werden Faserverbundwerkstoffe aufgrund der Möglichkeit der

freien Formgebung in erster Linie als Verkleidungsteile verwendet. Fronthauben,
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Fahrerkabinen von Lastkraftwagen oder Kofferraumdeckel sind einige Beispie-

le. Im Omnibusbau werden vollständig selbsttragende Karosserien aus Faserver-

bundwerkstoffen hergestellt, was zu einer enormen Gewichtsreduzierung führt. Im

Rennsport werden Monoqoques aus hochwertigen Faserverbundwerkstoffen her-

gestellt. Die erheblich geringere Massenträgheit der Walzen von Druckmaschinen

aus CFK gegenüber Stahlwalzen ermöglicht in vielen Fällen den Verzicht des

Walzenantriebs. Stattdessen kann im sog. Schleppbetrieb gefahren werden.

Der Großteil aller Yachten und Sportboote ist aus besagtem Werkstoff gefertigt

und hat aufgrund der vergleichsweise einfacheren Formgestaltung die Holzbau-

weise fast völlig verdrängt. Dank der Gewichtsersparnis besitzen solche Boote

einen geringeren Tiefgang, was den Bedarf einer geringeren Antriebsenergie zur

Folge hat.

Hinsichtlich der chemischen Beständigkeit sind Faserverbundwerkstoffe auch im

Apparate-, Rohrleitungs- und Behälterbau zu finden. Wegen der magnetischen

Passivität und der elektrischen Isolationsfähigkeit sind Faserverbundwerkstoffe

in der Elektrotechnik weit verbreitet.

Abbildung 3.5: Bewehrungsstäbe aus Faserverbundwerkstoffen, Schöck Bauteile

GmbH [129]
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Angesichts ihrer Korrosionsbeständigkeit werden im Bauwesen Spannkabel aus

Faserverbundwerkstoffen zur Vorspannung von Beton eingesetzt. Es finden auch

schlaffe Bewehrungsstäbe aus GFK im Bauwesen Verwendung (vgl. Abbildung

3.5, Schöck Bauteile GmbH [129]). Veränderten Nutzungsbedingungen und

der damit verbundenen Abtragung erhöhter Verkehrslasten begegnet man durch

nachträglich aufgeklebte oder eingeschlitzte CFK-Laschen bei biegebeanspruch-

ten Bauteilen aus Stahlbeton oder Holz.

Im Bereich von Ausklinkungen sind Brettschichtholzträger stark querzuggefähr-

det. Eine Verstärkung durch Auflaminieren von Faserverbundwerkstoffen im quer-

zuggefährdeten Bereich erhöht die Tragfähigkeit dieser Diskontinuitätsbereiche

um ein Vielfaches.

In Abbildung 3.6 ist die 1997 in Kolding (Dänemark) errichtete Fußgänger-

und Radfahrerbrücke dargestellt, die nahezu vollständig aus glasfaserverstärktem

Kunststoff besteht. Lediglich die Schraubenverbindungen der asymmetrischen

Schrägseilkonstruktion sind aus Stahl. Sie wurde nach Angabe der herstellenden

Firma (Fiberline Composites A/S [48]) in drei Teilen komplett vorgefertigt

und innerhalb 18 Stunden während drei Nächten bei laufendem Bahnbetrieb auf-

gestellt.

Abbildung 3.6: Fußgänger- und Radfahrerbrücke als reine Faserverbundkonstruktion
in Kolding (Dänemark), Fiberline Composites A/S [48]
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3.4 Polymere Werkstoffe

In diesem Kapitel werden Polymere etwas ausführlicher behandelt, da diese Werk-

stoffe meist als Matrixmaterial von Faserverbundwerkstoffen zum Einsatz kom-

men. Polymere zählen grundsätzlich zu den Leichtwerkstoffen mit einem spezi-

fischen Gewicht um 1 g/cm3 oder wenig darüber. Darüber hinaus gehören sie

zu den organischen Werkstoffen. Der Umgang und der Gebrauch von organi-

schen Werkstoffen ist nicht neu, denn die Verwendung von Holz als organischer

Werkstoff geht bis zum Ursprung der Menschheit zurück. Die späte Herstellung

künstlicher polymerer Werkstoffe lässt sich darauf zurückführen, dass erst durch

die Entwicklung physikalischer Instrumente Ende des 20. Jahrhunderts der Auf-

bau der natürlichen Polymere wie Holz oder Leder entschlüsselt werden konnte.

Man entdeckte Riesenmoleküle, welche aus immer wiederkehrenden Einheiten in

großer Anzahl zusammengesetzt waren. Neu ist daher die ab etwa Anfang der

30er Jahre beginnende künstliche Herstellung organischer Werkstoffe mit dem

Ziel neuer oder verbesserter technischer Eigenschaften, wie beispielsweise der di-

elektrischen Wirkung des Polyäthylens oder des sehr guten Wärmeleitwiderstands

von geschäumtem Polyurethan.

Polymere bestehen aus langen Kettenmolekülen, den sog. Makromolekülen, die

durch Verbinden kürzerer Moleküle, den Monomeren, hergestellt werden. Dabei

besteht ein Makromolekül aus über 10.000 Monomeren. Bei einer millionenfa-

chen Vergrößerung wäre ein solches Makromolekül etwa 20 cm breit und 1 km

lang. Monomere bestehen hauptsächlich aus den Elementen Kohlenstoff C und

Wasserstoff H sowie Sauerstoff O, Stickstoff N , Schwefel S und Chlor Cl. Bei

der Herstellung von Makromolekülen durch Monomere werden drei Methoden

unterschieden: die Polymerisation, die Polykondensation sowie die Polyaddition.

In Abbildung 3.7 ist zu jeder Herstellungsmethode ein Beispiel dargestellt (vgl.

Arpe [5]).

Bei der Polymerisation werden die Doppelbindungen der Monomere mit Hilfe

von Katalysatoren oder Radikalen aufgebrochen und diese zu langen Makromo-

lekülen zusammengefügt. Werden hierbei gleiche Sorten von Monomeren verwen-

det, so entsteht ein Homopolymerisat, andernfalls ein Copolymerisat. Beispiele

für Polymerisate und Anwendungsbereiche sind Polyethylen (PE) für Flaschen

oder Rohrleitungen, Polypropylen (PP) für Gerätegehäuse oder Polymethylme-

thacrylat (PMMA) für Verglasungen.

Die Polykondensation verkettet gleiche oder verschiedene Monomere unter Ab-

spaltung von Nebenprodukten wie Wasser oder Alkohol zu Makromolekülen. Bei-

spiele für Polykondensate sind Polyethylenterephthalat (PET) für Folien, un-

gesättigter Polyester (UP) als Matrixmaterial für Faserverbundwerkstoffe, Poly-
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carbonat (PC) für CDs oder Polyamide (PA) für Befestigungsmittel wie Dübel.

Bei der Polyaddition werden verschiedene Monomere durch Platzwechsel eini-

ger Atome oder Atomgruppen ohne Abspaltung von Nebenprodukten verkettet.

Polyurethan (PUR) für Rollen oder Lager, Polyurethanschaum (PUR-Schaum)

als Wärmedämmstoffplatten oder Epoxide (EP) für Klebstoffe oder als Matrix-

material für Faserverbundwerkstoffe sind Vertreter der Polyaddukte.
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Abbildung 3.7: Beispiele zur Polymerisation, -kondensation und -addition

Für einen vertieften Einblick der chemischen Hintergründe von Polymeren sei an

dieser Stelle z. B. auf Arpe [5], Fedtke [47] oder Kaiser [76] verwiesen.

Das Ausmaß der Vernetzung der Kettenmoleküle untereinander entscheidet maß-

geblich die Werkstoffeigenschaften und teilt die Polymere in drei charakteristische

Gruppen: Thermoplaste, Duroplaste und Elastoplaste. In Abbildung 3.8 ist der

schematische Aufbau dieser Haupttypen dargestellt (vgl. z. B. Domininghaus

[40]). In den folgenden Unterkapiteln werden diese Haupttypen kurz behandelt.

Eine ausführliche Darstellung der Eigenschaften der Polymerhauptgruppen findet

sich beispielsweise bei Domininghaus [40] oder Michaeli et al [100].



32 3 FASERVERBUNDWERKSTOFFE

Duroplaste ElastoplasteThermoplaste

Abbildung 3.8: Schematischer Aufbau der Polymerhaupttypen (Domininghaus [40])

3.4.1 Thermoplaste

Die langen Kettenmoleküle der Thermoplaste sind untereinander nicht vernetzt.

Ihre Struktur ist entweder amorph, d.h. die Molekülketten sind unregelmäßig

angeordnet, oder teilkristallin mit stellenweise parallel angeordneten Molekülket-

ten. Oberhalb der sog. Glasübergangstemperatur verflüssigen sich Thermoplaste,

darunter erstarren sie. Dieser Vorgang ist reversibel. Der Elastizitätsmodul von

Thermoplasten ist wie auch die Zugfestigkeit zum Teil sehr unterschiedlich und

stark von der Art des Thermoplasts abhängig.

Im Bauwesen kommen Thermoplaste in vielfältiger Weise zum Einsatz: als Rohre

zur Entwässerung oder im Lüftungsbau, in Form von Folien schützen sie Bauwerke

vor Feuchtigkeit, als Fugenbänder verhindern sie bei Arbeitsfugen im Erdreich

das Eindringen von drückendem Wasser. Sie werden als preiswerte Boden- oder

Wandbeläge verwendet und aufgeschäumt zur Wärmedämmung oder als Kern

von Sandwichelementen benutzt. Als Fensterrahmen werden Thermoplaste seit

den 1970er Jahren eingesetzt.

3.4.2 Duroplaste

Nach Zugabe des Härters vernetzen sich die Makromoleküle des zunächst flüssigen

duroplastischen Harzes sehr stark untereinander. Dieser Vorgang ist irreversibel,

denn vor Erreichen der Glasübergangstemperatur zersetzen sich Duroplaste. Sie

werden aufgrund des flüssigen Ausgangszustands häufig als Matrixmaterial eines

Faserverbundwerkstoffs verwendet.

Im Bauwesen werden Duroplaste als Anstriche zum Schutz vor mechanischem,

chemischem und atmosphärischem Angriff verwendet. Neben der Funktion als

korrosionsverhütende Überzüge können Duroplaste auch geschäumt werden und

kommen so als Wärmedämmstoffplatten oder als Kern von Sandwichelementen

zum Einsatz.
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3.4.3 Elastoplaste

Der Vernetzungsgrad von Elastoplasten bzw. Elastomeren liegt wie ihre Eigen-

schaften zwischen dem der Thermoplaste und dem der Duroplaste. Wie die Ther-

moplaste lassen sie sich wieder verflüssigen, allerdings ist hierzu neben höherer

Temperatur auch erhöhter Druck notwendig. Bemerkenswert ist gerade bei diesen

Polymeren eine Bruchdehnung εu von bis zu 800 %.

Im Bauwesen dienen Elastomere zur Fugendichtung oder als Lagerung zwischen

Bauteilen. Bei geringer Last genügen unbewehrte Elastomerlager. Bei großen La-

sten, wie es beispielsweise bei Brücken der Fall ist, werden die Elastomere mit

Stahlblechen quer zur Lastrichtung bewehrt. Aufgrund der Querdehnungsbehin-

derung durch die Stahlbleche wird die Stauchung des Lagers minimiert, jedoch

bleibt die gewünschte Scherfähigkeit erhalten.

In Tabelle 3.2 sind ausgewählte polymere Werkstoffkenngrößen nach Altenbach

[2] dargestellt. Weitere physikalische Eigenschaften gängiger Polymere sind in

Kämpf [82] katalogisiert dargestellt.

Polymer Dichte Elastizitäts- Zug- thermischer Aus-

modul festigkeit dehnungskoeffizient

ρ E σu αT

[ g
cm3 ] [103 · N

mm2 ] [ N
mm2 ] [ 1

106K
]

UP-Harze 1,2 – 1,30 3 – 4,2 40 – 70 80 – 150

Epoxidharz 1,1 – 1,20 3 – 6,0 30 – 100 45 – 80

Thermoplaste 0,9 – 1,42 1 – 5,0 25 – 250 10 – 27

Balsaholz 0,1 – 0,19 2 – 6,0 8 – 18

Schäume

Polyurethan 0,03 – 0,07 0,025 – 0,06

Polystyren 0,03 – 0,07 0,020 – 0,03 0,25 – 1,25

Tabelle 3.2: Ausgewählte Werkstoffkenngrößen verschiedener Matrixwerkstoffe, (Al-

tenbach [2])

3.5 Fasermaterialien

Zur Verstärkung polymerer Werkstoffe kommen hauptsächlich Glasfasern, Koh-

lenstofffasern sowie Aramidfasern zum Einsatz, auf die sich dieses Kapitel be-

schränkt. In ausgewählten Fällen werden auch Bor-, Keramik-, Siliziumcarbid-,

Polyethylen- oder Aluminiumoxidfasern verwendet. Fasern sind gekennzeichnet
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durch hohe Festigkeit und Steifigkeit. Sie sind im Allgemeinen anisotrop und

spröde. Wegen ihrer im Normalfall deutlich geringeren Bruchdehnung als der des

Matrixmaterials wird ihre Zugfestigkeit voll ausgenutzt, was im Hinblick auf die

hohen Herstellungskosten der Fasern beabsichtigt ist.

Glasfasern werden mit hoher Geschwindigkeit aus einer Glasschmelze, die

hauptsächlich aus Siliziumdioxid (SiO2) besteht, durch Düsen gezogen oder ge-

presst. Da sich duroplastische Harze nicht chemisch an Glas binden, wird direkt

nach dem Ziehen aus der Glasschmelze eine Schlichte mit Haftvermittler auf die

Faser aufgebracht, welche sich chemisch an die Faser bindet. Durch den relativ

schnellen Abkühlvorgang nimmt das Siliziumdioxid nach dem Schmelzen ohne

Kristallbildung eine amorphe Struktur an, weshalb Glasfasern im Vergleich zu

den anderen beiden Faserarten isotropes Materialverhalten aufweisen. Zur geziel-

ten Änderung physikalischer Eigenschaften werden dem Siliziumdioxid noch wei-

tere Oxide wie Aluminiumtrioxid (AlO3), Kalziumoxid (CaO), Magnesiumoxid

(MgO) oder Bibortrioxid (B2O3) und in wesentlich geringeren Mengen noch wei-

tere Oxide beigemischt. Durch das Dotieren mit den genannten Oxiden erhält

man z. B. M-, oder R/S-Glasfasern für besonders hohe Steifigkeiten bzw. Festig-

keiten. Der Gesamtanteil zusätzlicher Oxide liegt bei Glasfasern bei 25 bis 35 %

(vgl. Flemming et al. [50]). Die bis zu 40-fach höhere Zugfestigkeit von Glas-

fasern im Vergleich zu Normalglas mit gleicher chemischer Zusammensetzung ist

auf den Größeneffekt, also der großen Schlankheit der Fasern zurückzuführen.

Die Zugfestigkeit sinkt mit steigendem Durchmesser der Glasfasern, da sich mit

der Vergrößerung der Querschnittsfläche die Wahrscheinlichkeit von Fehlstellen

erhöht, diese an Größe zunehmen und sich damit die fehlerfreie Länge verringert.

In Abbildung 3.9 ist die fehlerfreie Länge qualitativ dargestellt. Glasfasern wer-

den mit einem Faserdurchmesser zwischen 5 und 13 µm hergestellt und nach dem

Ziehen zu Rovings versponnen. Rovings sind Bündel von zumeist 60 Fäden, von

denen jeder einzelne aus bis zu 800 Elementarfäden besteht.

Fehlstelle

fehlerfreie Länge

Normalglas Glasfaser

Abbildung 3.9: Größeneffekt der Glasfaser
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Kohlenstofffasern unterscheiden sich durch ihre drei unterschiedlichen Herstel-

lungsverfahren:

1. Einkristallwachstum in einem Kohlelichtbogen,

2. Entstehung aus der Dampfphase durch thermische Zersetzung eines Koh-

lenwasserstoffgases,

3. Pyrolyse von organischen Polyacrylnitrilfasern (PAN).

Kohlenstofffasern aus den ersten beiden Herstellungsverfahren sind sehr teuer.

Daher werden im Allgemeinen nur Fasern verwendet, die mit der Pyrolyse produ-

ziert werden. Dabei entstehen aus den PAN-Fasern bei 300 ◦C Kohlenstofffasern

niedriger Festigkeit. Durch die Karbonisierung bei 1600 ◦C nimmt die Festigkeit

stark zu (um ca. 36 %), die Steifigkeit weniger stark (um ca. 15 %) und es entste-

hen hochfeste (HT) Kohlenstofffasern. Hochsteife bzw. hochmodule (HM) Koh-

lenstofffasern entstehen durch Graphitierung bei 3000 ◦C. Gegenüber hochfesten

Kohlenstofffasern zeigen sie eine deutliche Abnahme der Festigkeit, jedoch eine

deutliche Zunahme der Steifigkeit.
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Abbildung 3.10: Gitteraufbau des Kohlenstoffkristalls (McGuire [99])

Die Graphitschicht ist das elementare Strukturelement der Kohlenstofffaser und

mit dem Elektronenmikroskop nachweisbar. Kohlenstofffasern weisen eine sehr



36 3 FASERVERBUNDWERKSTOFFE

geringe Dichte auf und sind spröde. Ihre Steifigkeit und Festigkeit in Faser-

richtung sind deutlich höher als quer zur Faserrichtung. Der theoretische Ela-

stizitätsmodul in Faserrichtung ist Eth
‖ = 1050 · 103 N/mm2 und in Querrichtung

Eth
⊥ = 37, 5 · 103 N/mm2, was zu einem Verhältnis von Eth

‖ /Eth
⊥ ≈ 28 führt (vgl.

Abbildung 3.10). Um die mit Durchmessern zwischen 5 und 10 µm sehr dünnen

Fasern beim Verarbeitungsprozess vor Beschädigungen zu schützen, werden sie

mit einer Schlichte aus härtefreiem Epoxidharz, jedoch ohne Haftvermittler, be-

sprüht. Einen umfassenden und vertiefenden Einblick in die Thematik der Koh-

lenstofffasern und der Verbundwerkstoffe mit diesen Fasern findet sich in Mor-

gan [102].

Aramidfasern sind stark richtungsorientierte aromatische Polyamide, die

durch die bereits erläuterte Polykondensation hergestellt werden. Sie gehören da-

mit zu den Vertretern polymerer Fasern. In Abbildung 3.11 ist die Polykondensa-

tionsreaktion einer Aramidfaser vom Typ Kevlar (du Pont) dargestellt. Aramid-

fasern unterscheiden sich kaum in ihrer Festigkeit, werden aber mit verschiedenen

Steifigkeiten hergestellt (hochzäh, hochsteif und extrem steif). Ihre Steifigkeit und

Festigkeit in Faserrichtung ist wie auch bei der Kohlenstofffaser deutlich höher als

quer zur Faserrichtung, da die Makromoleküle untereinander über Wasserstoff-

brücken verbunden sind. Der Durchmesser einer Faser liegt bei 12 µm. Wie die

Kohlenstofffaser wird sie mit einer Schlichte besprüht, um sie vor Beschädigungen

während des Verarbeitungsprozesses zu schützen. Aramidfasern werden zumeist

in Rovings oder Geweben als Verbundfasern verarbeitet. Aufgrund der besonde-

ren Temperaturfestigkeit mit einer Glasübergangstemperatur von bis zu 550◦C
und der relativ hohen Bruchdehnung der Aramidfasern werden diese in Sicher-

heitskleidung und zur thermischen Abschirmung von Maschinenteilen eingesetzt.
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Abbildung 3.11: Reaktionsgleichung zur Herstellung einer Aramidfaser
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Einen Überblick bezüglich Herstellung und Eigenschaften der jeweiligen Faser-

arten gibt der Verein Deutscher Ingenieure [148], Berthelot [17] oder

Flemming et al. [50]. In Tabelle 3.3 sind gemäß Schürmann [131] aus-

gewählte Eigenschaften der drei Fasertypen gegenübergestellt und zum Vergleich

Kenngrößen für hochfesten Stahl sowie Aluminium angegeben. Bemerkenswert

ist der inverse thermische Ausdehnungskoeffizient der Aramid- und Kohlenstoff-

fasern in Faserlängsrichtung. Die langen in Faserlängsrichtung angeordneten

Molekülketten der Aramidfasern schwingen bei Temperaturerhöhung in Quer-

richtung um ein Vielfaches mehr als in Längsrichtung. Bei den Kohlenstofffasern

lassen die schwachen Van-der-Waals-Bindungen ebenfalls wesentlich größere

Querschwingungen zu als die kovalente Bindung in Längsrichtung. Daher ist

die Temperaturdehnung in Faserquerrichtung positiv und betragsmäßig eine

Größenordnung größer als in Längsrichtung.

Faserwerkstoff Faser-∅ Dichte E-Modul Zug- therm.

festigkeit Ausd.koeff.

d ρ E σu αT

[µm] [ g
cm3 ] [103 · N

mm2 ] [103 · N
mm2 ] [ 1

106K
]

Glas 7 – 13 2,14 – 2,55 55 – 87 1,65 – 4,50 3,50 – 7,20

Kohlenstoff 5 – 10 1,74 – 1,90 230 – 450 2,1 – 4,5 -0,45 – -1,08

Aramid 12 1,44 – 1,45 67 – 130 2,8 -2

zum Vergleich:

Stahl 7,83 210 0,4 – 1,2 13

Aluminium 2,71 70 0,3 23

Tabelle 3.3: Ausgewählte Werkstoffkenngrößen verschiedener Faserwerkstoffe,
(Schürmann [131])

3.6 Verstärkungsarten

Faserverstärkte Polymerwerkstoffe werden nach der Ausrichtung der Fasern un-

terschieden. Bei Verstärkung durch Wirrfasern liegen die Fasern zufällig in der

Matrix, sind also weder gestreckt noch in einer Richtung bevorzugt orientiert.

Die Tragfähigkeit der Fasern kann deshalb nicht voll ausgenutzt werden. Die Ei-

genschaften der Matrix werden jedoch in alle Richtungen gleichmäßig verbessert.

Wegen der einfachen Herstellungsweise werden Thermoplaste oft durch kurze Fa-

sern ab 0,1 mm bis ca. 1 mm Länge verstärkt, wobei die Fasern schon vor dem

Gießen zugegeben werden. Duroplaste hingegen werden mit Wirrfasermatten aus

langen Fasern im Handauflegeverfahren verstärkt.
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Bei unidirektionaler Verstärkung, auch Strangverstärkung genannt, werden die

Fasern entlang einer Richtung in Bündeln, so genannten Rovings, eingelegt und

gestreckt. Es wird die maximale Beanspruchbarkeit in dieser Richtung erreicht

und die Faserfestigkeit voll ausgenutzt. Die Belastbarkeit in Querrichtung ist

allerdings sehr gering.

In einem Gewebe sind Fasern in variablen Verhältnissen senkrecht zueinander

verwoben. Da die Fasern in Gewebematten miteinander verwoben und nicht ge-

streckt sind, kann die Faserfestigkeit nicht voll ausgenutzt werden. In Abbildung

3.12 sind die eben genannten Zusammenhänge für die Festigkeit σu = σu(α)

gemäß Domke [41] qualitativ dargestellt.
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Abbildung 3.12: Verstärkungsarten gemäß Domke [41]

Ein unidirektional verstärkter Faserverbundwerkstoff besitzt nur dann optima-

le Eigenschaften, wenn die von außen einwirkenden Kräfte in die Fasern einge-

leitet werden. Diese Krafteinleitung geschieht über Schubspannungen τ in der

Grenzfläche zwischen Faser und Matrix, die auch Interface genannt wird. Zu dem

Lastaufbau entlang der Faser lassen sich zwei grundlegende Modellvorstellungen

unterscheiden. Dies sind die Shear-Lag-Theorie nach Cox [28] und die elastisch-

plastische Analyse nach Kelly [78] bzw. Kelly & Tyson [79]. Bei der Shear-

Lag-Theorie ist die Faser von einer zylindrischen Matrix umgeben. Beide Ma-

terialien sind ideal elastisch und haften perfekt aneinander. Die Bruchdehnung

der Matrix liegt zudem über der der Faser und an den Faserenden findet keine
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Kraftübertragung statt. Diese Annahmen führen zu großen Schubspannungsspit-

zen an den Faserenden.

Bei der elastisch-plastischen Analyse nach Kelly [78] bzw. Kelly & Tyson

[79] werden diese Schubspannungsspitzen durch plastisches Matrixfließen abge-

baut und führen mit der Annahme eines ideal elastisch-plastischen Matrixver-

haltens auf eine konstante Grenzschubspannung τGr zwischen Faser und Matrix.

Um die Festigkeit der Faser σf
u vollständig auszunutzen, muss diese eine Min-

destlänge, die sog. kritische Faserlänge lkrit aufweisen. Unter den oben genannten

Voraussetzungen ergibt sich mit dem Faserdurchmesser d die kritische Faserlänge

lkrit =
d σf

u

2 τGr

. (3.1)

Entscheidend für die Kraftübertragung ist die schubfeste Haftung der Faser in

der Matrix. Sie wird über den sich in der Schlichte befindlichen Haftvermittler

sichergestellt, der sich chemisch sowohl an das Faser- als auch an das Matrix-

material bindet. Die maximal übertragbare Grenzschubspannung τGr wird mit-

tels Faserauszugsversuchen (Pull-Out-Versuchen) für bestimmte Faser-Matrix-

Kombinationen bestimmt (siehe hierzu z. B. Cordes & Daniel [27]). Mit Hilfe

der Finite-Element-Methode werden solche Auszugsversuche numerisch mittels

sog. Interface-Elementen simuliert. Die Grundidee dieser Elemente ist in Kapitel

4.4.2 dargestellt.

3.7 Anisotropes Materialverhalten

In den folgenden Ausführungen wird ein Stoffgesetz für anisotrope, linear-

elastische Materialien hergeleitet, da unidirektional verstärkte Faserverbundwerk-

stoffe, bedingt durch ihre Mikrostruktur, ein derartiges Materialverhalten besit-

zen. Die Materialformulierung beruht auf einer makroskopischen Betrachtung, bei

der die Homogenität des Materials vorausgesetzt wird. In Kapitel 3.8 werden da-

her einige Homogenisierungsverfahren vorgestellt. Die Ausgangskonfiguration sei

undeformiert und spannungsfrei. Temperatureinflüsse bleiben unberücksichtigt,

es werden also lediglich isotherme Prozesse betrachtet.

Die Darstellung der monotropen, orthotropen, transversal isotropen sowie der

isotropen Materialmatrix erfolgt gemäß Altenbach [2], [3] und [4] sowie Nie-

derstadt [103], Ye [163] oder Zohdi & Wriggers [168], nach dem Prinzip der

materiellen Symmetrie. Ein bestimmtes Material ist demnach invariant bezüglich

Spiegelungen an speziellen Symmetrieebenen.
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Mit der Forderung einer quadratischen Formänderungsenergiefunktion ist der li-

neare Zusammenhang der Spannungen und der Verzerrungen sichergestellt und

führt auf das verallgemeinerte Hookesche Stoffgesetz

S = C : E . (3.2)

Der Materialtensor C ist eine lineare Abbildung der Verzerrungen auf die Span-

nungen, weshalb dieser von vierter Stufe ist. In Indexnotation folgt daher

Sij = Cijkl Ekl . (3.3)

Der Materialtensor besitzt zunächst 34 = 81 unabhängige Komponenten.

Aufgrund der in Abschnitt 2.3 gezeigten Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoff-

Spannungstensors folgt für den Materialtensor bezüglich der ersten beiden Indizes

i ↔ j

Cijkl = Cjikl (3.4)

und wegen der Symmetrie des Greenschen Verzerrungstensors (vgl. Abschnitt 2.1)

ergibt sich bezüglich der letzten beiden Indizes k ↔ l

Cijkl = Cijlk , (3.5)

womit sich die Anzahl der unabhängigen Komponenten des Materialtensors C auf

(32 − 3)2 = 36 reduziert.

Bei elastischen Materialien kann die von den Spannungen geleistete Arbeit weg-

abhängig sein. In diesem Fall spricht man von Cauchy-elastischen Materialien. Bei

hyperelastischen oder Greenschen Materialien besitzt die Formänderungsenergie-

dichte Potentialcharakter, ist also wegunabhängig. Damit gilt die in Gleichung

(2.71) eingeführte Beziehung, die sich in Indexnotation angeben lässt

Sij =
∂W0S

∂Eij

. (3.6)

Mit dem verallgemeinerten Hookeschen Gesetz (3.3) folgt durch Differenzieren

nach den Verzerrungen der Materialtensor

Cijkl =
∂

∂Ekl

(
∂W0S

∂Eij

)
. (3.7)
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Nach dem Satz von Schwarz ist die Reihenfolge der Ableitungen vertauschbar, so

dass Gleichung (3.7) auch in der Form

Cklij =
∂

∂Eij

(
∂W0S

∂Ekl

)
(3.8)

geschrieben werden kann. Formal folgt also der Materialtensor aus der zweifachen

partiellen Ableitung der Formänderungsenergie

C =
∂2W0S

∂E2
. (3.9)

Die Beschränkung auf hyperelastische Materialien führt mit Gleichung (3.7) und

(3.8) zu einer weiteren Symmetrie des Materialtensors, denn die beiden vorderen

und hinteren Indexpaare dürfen vertauscht werden (ij) ↔ (kl). Die Anzahl un-

abhängiger Materialkomponenten reduziert sich damit auf 21. Ein Material mit

21 unabhängigen Materialkomponenten wird aleotrop oder triklin bezeichnet.

Unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften des Spannungs- und Verzerrungs-

tensors können die maßgebenden Terme dieser Tensoren in Vektornotation ange-

geben werden

S := [ S11 S22 S33 S12 S13 S23 ]T ,

E := [ E11 E22 E33 2E12 2E13 2E23 ]T . (3.10)

Der vierstufige Materialtensor C kann analog infolge der eingeführten Vektorno-

tation als Matrix C dargestellt werden

C =




C11 C12 C13 C14 C15 C16

C22 C23 C24 C25 C26

C33 C34 C35 C36

C44 C45 C46

S Y M C55 C56

C66




. (3.11)

3.7.1 Richtungstransformation

In vielen Fällen fällt die lokale Materialrichtung nicht mit dem globalen Koor-

dinatensystem zusammen. In Abbildung 3.13 ist ein Ausschnitt eines dreilagigen
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Faserverbundwerkstoffs mit der globalen Basis ei und lokalen Koordinaten e′i
dargestellt.
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Abbildung 3.13: Faserverbundlaminat und mögliche Koordinatensysteme

Die Richtungstransformation von dem lokalen Koordinatensystem e′i zum glo-

balen Koordinatensystem ei erfolgt durch skalare Multiplikation des Greenschen

Verzerrungstensors von links und rechts mit e′k bzw. e′l

E ′
ij(e

′
i ⊗ e′j) = Eij(ei ⊗ ej)

e′k · E ′
ij(e

′
i ⊗ e′j) · e′l = e′k · Eij(ei ⊗ ej) · e′l
E ′

ij δikδjl = e′k · ei Eij ej · e′l
E ′

kl = (e′k · ei)Eij(ej · e′l) .

(3.12)

Es ergibt sich mit tik = e′i ·ek und unter Berücksichtigung der in (3.10) eingeführ-

ten Notation die Transformationsbeziehung

E′ = TE E , (3.13)

wobei
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TE =




(t11)
2 (t12)

2 (t13)
2 t11t12 t11t13 t12t13

(t21)
2 (t22)

2 (t23)
2 t21t22 t21t23 t22t23

(t31)
2 (t32)

2 (t33)
2 t31t32 t31t33 t32t33

2t11t21 2t12t22 2t13t23 t11t22 + t12t21 t11t23 + t13t21 t12t23 + t13t22

2t11t31 2t12t32 2t13t33 t11t32 + t12t31 t11t33 + t13t31 t12t33 + t13t32

2t21t31 2t22t32 2t23t33 t21t32 + t22t31 t21t33 + t23t31 t22t33 + t23t32




(3.14)

die zugehörige Transformationsmatrix ist. Die Transformationsmatrix kann auch

mit dem Winkel ϕ bezüglich der Basis ei dargestellt werden. Da der Richtungs-

cosinus zweier Vektoren der Länge 1 gleich dem Skalarprodukt dieser Vektoren

ist, gilt

tik = e′i · ek = cos (e′i , ek) . (3.15)

Mit der Reduktionsformel der trigonometrischen Funktion cos (90◦±ϕ) = ∓sin ϕ

folgt die Transformationsmatrix

TE =




c2 s2 0 sc 0 0

−s2 c2 0 −sc 0 0

0 0 1 0 0 0

−2sc 2sc 0 c2 − s2 0 0

0 0 0 0 c s

0 0 0 0 −s c




,
c := cos ϕ

s := sin ϕ
. (3.16)

Um nun den Zusammenhang zwischen der Materialmatrix C bezüglich des globa-

len Basissystems und der entsprechenden Materialmatrix C′ bezüglich der lokalen

Basis zu erkennen, wird die Formänderungsenergiedichte W0S betrachtet. Da die

Formänderungsenergiedichte eine skalare Größe ist, gilt der Zusammenhang

W0S =
1

2
E′TC′E′ =

1

2
ETCE . (3.17)

Diese Energieäquivalenz führt mit Gleichung (3.13) auf die Transformation der

Materialmatrix bezüglich des konvektiven und des orthonormierten Basissystems

C = TT
E C′TE . (3.18)

Mit dem in Vektornotation formulierten Stoffgesetz S = CE folgt aus Gleichung

(3.17) unter Zuhilfenahme von Gleichung (3.13) die Transformationsvorschrift für

den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungsvektor
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S = TT
E S′ . (3.19)

Mit den Transformationsbeziehungen (3.13), (3.18) und (3.19) lassen sich die

Verzerrungen, die Materialmatrix und die Spannungen in beliebige Koordinaten-

systeme umrechnen.

3.7.2 Monotropie

Mit Hilfe der in Kapitel 3.7.1 eingeführten Transformationsbeziehung kann die

trikline Materialmatrix aus Gleichung (3.11) zunächst zu einer monotropen Mate-

rialmatrix vereinfacht werden. Monotropes Material ist durch eine Symmetrieebe-

ne charakterisiert. Eine Spiegelung zu dieser Ebene erhält die Materialeigenschaf-

ten und damit die Koeffizienten der Materialmatrix. Voigt [149] nennt solche

Spiegelungen (oder Drehungen), die die Koeffizienten der Materialmatrix erhal-

ten, Deckbewegungen und leitet diese an unterschiedlichen Kristallgittertypen

her. Ausgehend von einem orthonormierten Bezugssystem ei lässt sich die Trans-

formationsmatrix für eine Spiegelung bezüglich der 1-2-Ebene mit Hilfe des Ska-

larprodukts tik = e′i · ek darstellen. Dabei geht der Basisvektor e3 über in den

Basisvektor −e′3. Die Basen e′1 = e1 sowie e′2 = e2 bleiben dabei erhalten. Diese

Vereinbarung führt auf die Transformationsmatrix

TE =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1




. (3.20)

Die Anwendung der Transformationsvorschrift C13 = TT
E C⊥TE aus Gleichung

(3.18) liefert mit dem Erhalt der Koeffizienten die Materialmatrix für monotropes

Materialverhalten

C13 =




C11 C12 C13 C14 0 0

C22 C23 C24 0 0

C33 C34 0 0

C44 0 0

S Y M C55 C65

C66




. (3.21)
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Es genügen 13 unabhängige elastische Konstanten, um monotropes Materialver-

halten beschreiben zu können.

3.7.3 Orthotropie

Ausgehend von monotropem Materialverhalten bezüglich der 1-2-Ebene in einem

orthonormierten Bezugssystem wird nun eine weitere Symmetrieebene in der 1-3-

Ebene eingeführt, zu der die Komponenten der Materialmatrix erhalten bleiben.

Dies führt mit e′2 = −e2 bei Erhalten der anderen beiden Basisvektoren auf die

Transformationsmatrix

TE =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 −1




. (3.22)

Die monotrope Materialmatrix (3.21) geht entsprechend der Transformationsbe-

ziehung C9 = TT
E C13TE aus Gleichung (3.18) in

C9 =




C11 C12 C13 0 0 0

C22 C23 0 0 0

C33 0 0 0

C44 0 0

S Y M C55 0

C66




(3.23)

über. Das orthotrope Material kann mit 9 unabhängigen elastischen Konstanten

beschrieben werden. Die Anwendung der Transformationsmatrix bezüglich der

Symmetrie der 2-3-Ebene liefert keine neue Materialmatrix. Materialsymmetrie

bezüglich zweier orthogonaler Ebenen hat also die Symmetrie der dritten noch

verbleibenden Ebene zur Folge. Voigt [149] nennt das Materialverhalten drei

zueinander senkrecht stehender Symmetrieebenen rombische Anisotropie.

3.7.4 Transversale Isotropie

Zusätzlich zu drei zueinander senkrecht stehenden Symmetrieebenen hat ein

transversal isotropes Material eine Vorzugsachse, d. h. richtungsunabhängige Ei-

genschaften der zur Vorzugsachse senkrecht stehenden Ebene. Wird ausgehend
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von orthotropem Materialverhalten die 1-Achse als Vorzugsachse gewählt, so

stellt sich die Richtungsunabhängigkeit in der 2-3-Ebene ein. Beliebige Drehungen

des Koordinatensystems um die 1-Achse liefern die Bedingungen für die transver-

sale Isotropie. Zunächst wird eine Drehung um 90◦, im Anschluss eine Drehung

um 45◦ durchgeführt. Die Drehung um die Vorzugsachse um 90◦ hat eine Aktivie-

rung der Dehn- bzw. Normalspannungsanteile zur Folge. Es gilt e′1 = e1, e′2 = e3

und e′3 = −e2 und die Transformationsmatrix erhält damit folgende Gestalt

TE =




1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 −1




. (3.24)

Die Transformationsvorschrift C90◦ = TT
E C9TE aus Gleichung (3.18) liefert

C90◦ =




C11 C12 C12 0 0 0

C22 C23 0 0 0

C22 0 0 0

C44 0 0

S Y M C44 0

C66




. (3.25)

Eine weitere Drehung um 45◦ aktiviert ausschließlich Gleitungen bzw. Schubspan-

nungen. Es gilt also e′1 = e1, e′2 = [ 0 1√
2

1√
2
]T und e′3 = [ 0 1√

2
− 1√

2
]T . Die

Transformationsmatrix lautet

TE =




1 0 0 0 0 0

0 1
2

1
2

0 0 1
2

0 1
2

1
2

0 0 −1
2

0 0 0 1√
2

1√
2

0

0 0 0 1√
2
− 1√

2
0

0 1 −1 0 0 0




(3.26)

und die Transformationsvorschrift C45◦ = TT
E C90◦TE aus Gleichung (3.18) liefert
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C5 =




C11 C12 C12 0 0 0

C22 C23 0 0 0

C22 0 0 0

C44 0

S Y M C44 0
1
2
(C22 − C23)




(3.27)

und es wird deutlich, dass transversal isotropes Material 5 unabhängige elastische

Konstanten besitzt. Daher wurde C45◦ durch C5 ersetzt.

3.7.5 Orthotropie und transversale Isotropie in Ingenieurkonstanten

Durch geeignete physikalische Versuche werden nun die Materialkonstanten für

orthotropes und transversal isotropes Material bestimmt. Hierfür werden an ei-

ner Probe Zug- und Scherversuche durchgeführt. Aufgrund einer definierten Last

werden definierte Spannungen auf die Probe aufgebracht und die Verzerrungen ge-

messen. Es werden also nicht die Spannungen S = CE sondern die Verzerrungen

E = C−1 S gemessen. Die Inverse der Materialmatrix wird als Nachgiebigkeitsma-

trix N = C−1 bezeichnet. Invertieren der Transformationsbeziehung (3.18) liefert

N = T−1
E N⊥T−T

E , woraus sich mit gleichen Überlegungen wie in den Kapiteln

3.7.2 bis 3.7.4 beschrieben, die Nachgiebigkeitsmatrizen N9 und N5 ergeben. Die

Verzerrungs-Spannungsbedingungen lauten dann




N11 N12 N13 0 0 0

N22 N23 0 0 0

N22 0 0 0

N44 0

S Y M N55 0

N66




︸ ︷︷ ︸
= N9




S11

S22

S33

S12

S13

S23




=




E11

E22

E33

2 E12

2 E13

2 E23




, (3.28)




N11 N12 N12 0 0 0

N22 N23 0 0 0

N22 0 0 0

N44 0

S Y M N44 0

2 (N22 −N23)




︸ ︷︷ ︸
= N5




S11

S22

S33

S12

S13

S23




=




E11

E22

E33

2 E12

2 E13

2 E23




. (3.29)
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Die Probe aus orthotropem Material wird drei einachsigen Zugversuchen unter-

worfen. Der Zugversuch in 1-Richtung liefert eine messbare Längsdehnung E11

in Richtung der wirkenden Spannung S11 sowie senkrecht dazu zwei messbare

Querdehnungen E22 und E33. Aus Gleichung (3.28) und der Definition der Quer-

dehnzahl ν12 = −E22/E11 bzw. ν13 = −E33/E11 resultiert

N11 =
E11

S11
=

1

E1

, N21 =
E22

S11
= −ν12

E1

, N31 =
E33

S11
= −ν13

E1

. (3.30)

Hierbei ist E1 der Elastizitätsmodul in Faserrichtung. Über einen einachsigen Zug-

versuch in 2-Richtung erhält man eine messbare Längsdehnung E22 in Richtung

der wirkenden Spannung S22 und senkrecht dazu zwei messbare Querdehnungen

E11 und E33. Mit Hilfe von Gleichung (3.28) und der Definition der Querdehnzahl

ν21 = −E11/E22 bzw. ν23 = −E33/E22 folgt

N12 =
E11

S22
= −ν21

E2

, N22 =
E22

S22
=

1

E2

, N32 =
E33

S22
= −ν23

E2

, (3.31)

wobei E2 den Elastizitätsmodul in 2-Richtung darstellt. In gleicher Weise erhält

man durch einen einachsigen Zugversuch in 3-Richtung mit der Definition der

Querdehnzahl ν31 = −E11/E33 bzw. ν32 = −E22/E33

N13 =
E11

S33
= −ν31

E3

, N23 =
E22

S33
= −ν32

E3

, N33 =
E33

S33
= − 1

E3

. (3.32)

Aufgrund der Symmetrie der Nachgiebigkeitsmatrix N9 folgt für die Nebendia-

gonalelemente der Zusammenhang

ν12

E1

=
ν21

E2

,
ν13

E1

=
ν31

E3

,
ν23

E2

=
ν32

E3

. (3.33)

Der Schubversuch in der 1-2-Ebene aufgrund der Schubspannung S12 liefert Glei-

tungen 2 E12. Der Schubmodul ist definiert mit G12 = S12/2 E12. Damit ergibt

sich für

N44 =
2 E12

S12
=

1

G12

. (3.34)

Mit entsprechenden Schubversuchen in den beiden verbleibenden Ebenen ergeben

sich die Einträge der Nachgiebigkeitsmatrix
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N55 =
2 E13

S13
=

1

G13

, N66 =
2 E23

S23
=

1

G23

. (3.35)

Die Nachgiebigkeitsmatrix für orthotropes Materialverhalten erhält mit den ein-

geführten Ingenieurkonstanten folgende Gestalt

N9 =




1
E1

−ν12

E1
−ν13

E1
0 0 0

1
E2

−ν23

E2
0 0 0

1
E3

0 0 0
1

G12
0 0

S Y M 1
G13

0
1

G23




. (3.36)

Nun sei gemäß Abbildung 3.14 die 1-Achse die Vorzugsachse eines transversal iso-

tropen Materials. In der 2-3-Ebene besitzt der Werkstoff isotrope Eigenschaften,

womit sich die Nachgiebigkeit N5 ergibt

1

2

3

E1

E E2 3=

G12 , =n
12 13

G13 , n

n
23

n n

n

Abbildung 3.14: Schematische Darstellung eines transversal isotropen Materials mit
den fünf unabhängigen Materialkonstanten

N5 =




1
E1

−ν12

E1
−ν12

E1
0 0 0

1
E2

−ν23

E2
0 0 0

1
E2

0 0 0
1

G12
0 0

S Y M 1
G12

0
2 (1+ν23)

E2




. (3.37)

Durch Invertierung der Nachgiebigkeitsmatrix folgt die Materialmatrix der trans-

versalen Isotropie mit Ingenieurkonstanten
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C5 =




E∗
1(1− ν2

23) E∗
2ν12(1 + ν23) E∗

2ν12(1 + ν23) 0 0 0

E∗
2(1− ν2

12
E2

E1
) E∗

2(ν23 + ν2
12

E2

E1
) 0 0 0

E∗
2(1− ν2

12
E2

E1
) 0 0 0

G12 0 0

S Y M G12 0

E2

2 (1 + ν23)




(3.38)

mit

E∗
1 = E1/∆ , E∗

2 = E2/∆ und ∆ = (1 + ν23)(1− ν23 − 2ν2
12

E2

E1

) .

Der letzte Diagonaleintrag ist der Schubmodul G23 in 2-3-Ebene und es gilt der

Zusammenhang

ν23 =
E2

2 G23

− 1 . (3.39)

Aus den Einträgen in Gleichung (3.38) lassen sich Anforderungen an die Materi-

alparameter ableiten, welche in Kapitel 3.7.7 angegeben werden.

3.7.6 Isotropie

Isotropes Material hat punktsymmetrische Eigenschaften, weist also unendlich

viele Symmetrieebenen auf. Eine beliebige Drehung der Materialmatrix C5 aus

Gleichung (3.27) um die 2- oder 3- Achse liefert den Elastizitätsmodul und die

Querdehnzahl als unabhängige Materialkonstanten. Der einachsige Zugversuch

genügt, um diese für eine isotrope Probe zu bestimmen. Die Nachgiebigkeitsma-

trix und die Materialmatrix nehmen dann folgende Gestalt an

N2 =
1

E




1 −ν −ν 0 0 0

1 −ν 0 0 0

1 0 0 0

2 (1 + ν) 0 0

S Y M 2 (1 + ν) 0

2 (1 + ν)




(3.40)
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bzw.

C2 =
E

(1 + ν)(1− 2ν)




1− ν ν ν 0 0 0

1− ν ν 0 0 0

1− ν 0 0 0
1−2 ν

2
0 0

S Y M 1−2 ν
2

0
1−2 ν

2




. (3.41)

3.7.7 Anforderungen an die Ingenieurkonstanten bei transversaler

Isotropie

In Kapitel 3.7 wurde die Symmetrie der Materialmatrix gezeigt. Darüberhinaus

wurde in Gleichung (3.17) die Formänderungsenergiedichte W0S = 1
2
ETCE ein-

geführt. Die Formänderungsenergiedichte ist eine skalare Größe und stets positiv.

Sie verschwindet nur in der unverformten Referenzkonfiguration, wenn also E = 0

gilt. Da die Verzerrungen beliebige Werte annehmen können, muss die Material-

matrix C positiv definit sein. Damit ist C formal auch invertierbar. Die positive

Definitheit stellt gewisse Bedingungen an C bzw. an die Nachgiebigkeit N und

damit an die Koeffizienten dieser Matrizen. Zunächst wird der Fall betrachtet,

dass jeweils nur ein Eintrag der Verzerrungen von Null verschieden ist. Für festes

i gilt dann

W0S =
1

2
(E)iCii (E)i =

1

2
Cii (E)2

i > 0 . (3.42)

Es wird deutlich, dass alle Hauptdiagonalelemente von C positiv sein müssen.

Hieraus ergeben sich die Bedingungen

E1 > 0 , E2 > 0 , G12 > 0 , G23 > 0 . (3.43)

Wegen Gleichung (3.39) gilt

G23 =
E2

2 (1 + ν23)
> 0 ⇒ ν23 > −1 . (3.44)

Eine symmetrische Matrix ist positiv definit, wenn die Determinante dieser Ma-

trix und die Determinante der führenden Hauptuntermatrizen positiv sind. Diese

Überlegung führt bei transversal isotropem Materialverhalten auf folgende Be-

dingungen:
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∣∣∣∣∣∣∣

1

E1

−ν12

E1

−ν12

E1

1

E2

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

E1

1

E2

− ν2
12

E2
1

> 0 ⇒ −
√

E1

E2

< ν12 <

√
E1

E2

, (3.45)

∣∣∣∣∣∣∣

1

E2

−ν23

E2

−ν23

E2

1

E2

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

E2
2

− ν2
23

E2
2

> 0 ⇒ −1 < ν23 < 1 , (3.46)

det C̄3×3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

E1

−ν12

E1

−ν12

E1

−ν12

E1

1

E2

−ν23

E2

−ν12

E1

−ν23

E2

1

E2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1− ν2
23 − 2 ν2

12 (1 + ν23)
E2

E1

> 0

⇒ 1− 2ν2
12

E2

E1

> ν23 .

(3.47)

1

12
n

23
n
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E1 / =E

2
1
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12
n

23
n

det C̄3×3

Abbildung 3.15: Geltungsbereich der Querdehnzahlen eines transversal isotropen Ma-
terials
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Für transversal isotropes Material sind negative Querdehnzahlen theoretisch

zulässig. In Abbildung 3.15 ist für ein Verhältnis der E-Moduli E1/E2 = 10

(
√

E1/E2 = 3.162) der Bereich der zulässigen Wertepaare ν12 und ν23 grau ein-

gefärbt. Reale Werkstoffe besitzen Querdehnzahlen im Bereich zwischen 0 und

0,5. Dieser Bereich ist als weißes Quadrat dargestellt. Damit wird deutlich, dass

die Bedingungen (3.45) bis (3.47) im Allgemeinen erfüllt sind, da die Parabel mit

zunehmendem Verhältnis E1/E2 immer flacher wird. Weist die Vorzugsachse im

Vergleich zu den beiden anderen Achsen jedoch einen geringeren E-Modul auf,

so müssen die Bedingungen streng geprüft werden. Dieser eher theoretische Fall

ist jedoch von untergeordneter Bedeutung, da es sich hier z. B. um eine unidi-

rektionale Verstärkung handeln würde, deren Verstärkungsfasern einen niedrige-

ren E-Modul als das umgebende Matrixmaterial hätten. Isotropes Material mit

E1 = E2 und ν12 = ν23 = ν ist ebenfalls dargestellt und es wird deutlich, dass

hier ν < 0, 5 gelten muss.

3.8 Homogenisierung

Homogenisierung bezeichnet das Ersetzen eines heterogenen Materials durch ein

homogenes Ersatzmaterial mit äquivalentem Verhalten. Auf der Mikroskala be-

stehen Faserverbundwerkstoffe aus Fasern und Matrix. Diese sind oft im elasti-

schen Bereich isotrop. Einige Fasern zeigen darüber hinaus transversal isotrope

Eigenschaften. Um die Eigenschaften von unidirektional verstärkten Faserver-

bundwerkstoffen mittels einer Homogenisierung zu bestimmen, nutzt man daher

die Materialparameter von Faser und Matrix. Dabei stellt das sog. repräsentative

Volumenelement die Materialeigenschaften in homogenisierter Form auf der Mi-

kroskala dar (vgl. Hill [68] oder Hashin & Shtrikman [66]). Es stellt einen

Punkt des Kontinuums als materielles Volumenelement dar, das in seiner Größe

statistisch repräsentativ für die Mikrostruktur des betrachteten Punktes ist. Su-

quet [140] motiviert die Einheitszelle aufgrund der Periodizität der Mikrostruk-

tur. Hierbei setzt sich die innere Struktur des Verbundwerkstoffs aus regelmäßig

aufeinander folgenden Einheitszellen zusammen. Damit wird das repräsentati-

ve Volumenelement auf die periodische Einheitszelle mit periodischen Randbe-

dingungen reduziert. Abbildung 3.16 stellt die Mikroebene eines unidirektional

verstärkten Faserverbundwerkstoffs und das repräsentative Volumenelement so-

wie die Einheitszelle innerhalb einer periodischen (quadratischen) Faserverteilung

dar (vgl. Döbert [34]) und zeigt die Grenze zu noch feinerer Auflösung (Piko-

bzw. Nanoebene). Die Makroebene ist ein Schichtverbund aus homogenisierten

Einzelschichten, womit eine Strukturanalyse möglich wird.
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Repräsentatives
Volumenelement Einheitszelle

Atomare bzw.
Molekulare
Struktur

Gefügestruktur

MikroebenePiko- und Nanoebene } }
Abbildung 3.16: Mikroebene und repräsentatives Volumenelement mit Einheitszelle

Das Gesamtvolumen V der Einheitszelle besteht aus dem Faservolumen Vf und

dem Matrixvolumen Vm. Der bezogene Volumenanteil der Konstituenten ergibt

sich durch Division des Gesamtvolumens

1 = vf + vm

mit vf =
V f

V

(
=

Af

A
= af

)

und vm =
V m

V

(
=

Am

A
= am

)
.

(3.48)

Der Abstand e von einem Rand der Faser zum nächsten ist ein Maß für den

Faseranteil. Wählt man e = xe d als Vielfaches des Faserdurchmessers, so kann

der Faseranteil bzw. das dem Faseranteil entsprechende Vielfache xe für eine

quadratische Faseranordnung in der Form

vf =
π

4 (xe + 1)2
bzw. xe =

√
π

4 vf
− 1 (3.49)

angegeben werden. Bei quadratischer Faseranordnung beträgt der maximale Fa-

seranteil vf = π/4 = 0, 785. Der funktionale Zusammenhang für diese Art der

Faseranordnung ist in Abbildung 3.17 wiedergeben.
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Abbildung 3.17: Geometrie der Einheitszelle

Bei hexagonaler Faseranordnung liegt der maximale Faseranteil bei vf =√
3π/6 = 0, 907. In Abbildung 3.18 sind die beiden unterschiedlichen Faseran-

ordnungen grafisch veranschaulicht (vgl. z. B. Schürmann [131]).

Abbildung 3.18: Dichteste quadratische und hexagonale Faseranordnung

In der Literatur wird der Faservolumenanteil vf oft mit dem griechischen Buch-

staben ϕ identifiziert. Er kann jedoch gemäß Gleichung (3.48) auch über den

äquivalenten Flächenanteil af angegeben werden. Neben dem Faservolumenanteil

wird der Fasermassenanteil Ψ eingeführt und lautet mit den jeweiligen Massen

mf = ρf V f bzw. mm = ρm V m der Konstituenten

Ψ =
mf

mf + mm
=

ρf vf

ρf vf + ρm (1− vf )
. (3.50)

Der Zusammenhang zwischen dem Faservolumenanteil vf und dem Fasermas-

senanteil Ψ ist in Abbildung 3.19 für einen faserverstärkten Epoxidharz mit der
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Dichte ρEP = 1, 2 g/dm3 dargestellt, wobei für die Dichte der Fasern jeweils

Glasfasern mit ρGF = 2, 5 g/dm3, Kohlenstofffasern mit ρCF = 1, 8 g/dm3 sowie

Aramidfasern mit ρAF = 1, 45 g/dm3 gewählt wurden.
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Abbildung 3.19: Zusammenhang zwischen Faservolumen- und Fasermassenanteil am
Beispiel eines Epoxidharzes der Dichte ρEP = 1, 2 g/dm3

3.8.1 Zweidimensionale Homogenisierungsmethode

Nachfolgend wird zunächst eine zweidimensionale Homogenisierungsmethode

für unidirektional verstärkte Faserverbundwerkstoffe unter der Annahme kleiner

elastischer Verzerrungen, Isotropie von Faser- und Matrixmaterial, idealer

Haftung zwischen Faser und Matrix und gleichmäßiger Verteilung der Fasern im

Matrixmaterial dargestellt. Für den effektiven E-Modul E1 und die Querdehnzahl

ν12 wird diese Methode auch Mischungsregel genannt. Die übrigen effektiven

Größen können ebenfalls aus der zweidimensionalen Betrachtungsweise abgeleitet

werden. Weitere Homogenisierungsmethoden können beispielsweise Daniel &

Ishai [32], Kollár & Springer [84] Niederstadt [103] oder Tsai & Hahn

[147] entnommen werden. Die Darstellung effektiver Elastizitätsgrößen erfolgt

aus Gründen der Übersichtlichkeit nicht in der in Gleichung (3.10) eingeführten

Schreibweise. Stattdessen werden Spannungen mit σ und τ und Verzerrungen
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mit ε angegeben und entsprechend indiziert. Um eine Verwechslung mit der

Querdehnzahl νf bzw. νm zu vermeiden, wird der Volumenanteil der Fasern

vf bzw. der Matrix vm mit dem Äquivalent der Flächenanteile af sowie am

angegeben.

Effektiver Elastizitätsmodul E1 in Faserrichtung

Die Bestimmung des effektiven Elastizitätsmoduls in Faserrichtung E1 erfolgt

unter der Annahme gleicher Dehnungen für die Fasern εf
1 und für die Matrix εm

1 ,

was einer Parallelschaltung zweier Federn entspricht. Die resultierende Kraft F

ergibt sich aus der Addition der Teilkräfte der einzelnen Phasen

F = σf
1 Af + σm

1 Am . (3.51)

Die effektive Spannung σ1 ergibt sich damit durch den Bezug auf die Gesamt-

querschnittsfläche

σ1 =
F

A
=

σf
1 Af

A
+

σm
1 Am

A
. (3.52)

Die Spannungen lassen sich über das Hookesche Gesetz in gewohnter Weise dar-

stellen

σ1 = E1 ε1 , σf
1 = Ef εf

1 , σm
1 = Em εm

1 . (3.53)

Nach Einsetzen dieser Spannungen in Gleichung (3.52) ergibt sich aufgrund der

Voraussetzung gleicher Dehnungen der effektive Elastizitätsmodul in Faserrich-

tung zu

E1 = af Ef + am Em = af Ef + (1− af ) Em . (3.54)

Effektiver Elastizitätsmodul E2 in Faserquerrichtung

Die Bestimmung des effektiven Elastizitätsmoduls in Faserquerrichtung E2 er-

folgt durch Anlegen einer Spannung σ2. Mit Hilfe des Schnittprinzips ergibt sich

die Gleichheit der Spannungen der einzelnen Phasen σ2 = σf
2 = σm

2 , was einer

Reihenschaltung von Federn entspricht.

Für die Änderung ∆b der Breite b ergibt sich gemäß Abbildung 3.20 der anteilige

Zuwachs ∆b = ∆bf + ∆bm. Die Gesamtdehnung lässt sich damit angeben zu
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Abbildung 3.20: Mechanisches Modell zur Ermittlung des effektiven Elastizitätsmo-
duls E2 in Faserquerrichtung

ε2 =
∆b

b
=

∆bf + ∆bm

b
. (3.55)

Die Ausgangsbreite b ergibt sich aus der Summe der Anteile bf und bm. Außerdem

gilt anteilig bf = af b und bm = am b. Damit kann die Dehnung der jeweiligen

Phase angegeben werden

εf
2 =

∆bf

bf
=

∆bf

af b
, εm

2 =
∆bm

bm
=

∆bm

am b
. (3.56)

Durch Erweitern von Gleichung (3.55) mit der über den Volumenanteilen ausge-

drückten Ausgangsbreite

ε2 =
∆bf

b

af b

af b
+

∆bm

b

am b

am b
(3.57)

ergibt sich der Zusammenhang für die Gesamtdehnung aus der Summe der an-

teiligen Phasendehnungen nach Gleichung (3.56) zu

ε2 = af εf
2 + am εm

2 . (3.58)

Das Einsetzen des Hookeschen Gesetzes (3.53) der jeweiligen Phasen liefert mit

der Gleichheit der Spannungen den effektiven Elastizitätsmodul in Faserquerrich-

tung

1

E2

=
af

Ef
+

am

Em
bzw. E2 =

Ef Em

(1− af )Ef + af Em
. (3.59)
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Effektive Querdehnzahl ν12

Die Bestimmung der effektiven Querdehnzahl ν12 erfolgt über die Definition dieser

Größe

ν12 := −ε2

ε1

. (3.60)

Durch Anlegen einer Spannung σ1 in Faserrichtung resultiert eine Dehnung ε1 in

Faserrichtung und eine Dehnung ε2 quer dazu. Für Dehnungen in Querrichtung

gilt die Beziehung aus Gleichung (3.58), welche mit den Querdehnzahlen der

einzelnen Phasen εf
2 = −νf εf

1 sowie εm
2 = −νm εm

1 folgende Gestalt annimmt

ε2 = −af νf εf
1 − am νm εm

1 . (3.61)

Unter Beachtung der Gleichheit der Dehnungen in Faserrichtung ergibt sich die

effektive Querdehnung durch Einsetzen der Dehnung ε2 gemäß Gleichung (3.61)

in die Definition der Querdehnzahl (3.60) zu

ν12 = af νf + am νm = af νf + (1− af ) νm . (3.62)

Effektiver Schubmodul G12

Zur Bestimmung des effektiven Schubmoduls wird in Abbildung (3.21) die Sche-

rung der Einheitszelle aufgrund einer Schubspannung τ12 betrachtet. Das Schnitt-

prinzip liefert die Gleichheit der Schubspannungen der jeweiligen Phasen τ12 =

τ f
12 = τm

12. Die Scherungen der jeweiligen Phasen sind jedoch unterschiedlich und

ergeben sich aufgrund der unterschiedlichen Schubmoduli zu

γf =
τ f
12

Gf
, γm =

τm
12

Gm
. (3.63)

Der Schubweg ∆ setzt sich aus der Summe der jeweiligen Schubwege

∆ = ∆f + ∆m (3.64)

zusammen, wobei sich diese Schubwege jeweils in der Form

∆ = γ b , ∆f = γf bf , ∆m = γm bm (3.65)

angeben lassen. Die anteiligen Phasenbreiten lassen sich wieder über die Volu-

menanteile bf = af b und bm = am b ausdrücken. Aufgrund der Gleichheit der
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Schubspannungen ergibt sich durch Einsetzen der Beziehungen (3.63) und (3.65)

in Gleichung (3.64) der Zusammenhang für den effektiven Schubmodul

1

G12

=
af

Gf
+

am

Gm
bzw. G12 =

Gf Gm

(1− af )Gf + af Gm
. (3.66)

b Faser
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Abbildung 3.21: Mechanisches Modell zur Ermittlung des effektiven Schubmoduls
G12

Effektive Querdehnzahl ν23

Zur Ermittlung der effektiven Querdehnzahl ν23 schlägt Foye [51] die Anwendung

von Gleichung (3.62) mit zusätzlicher Einbeziehung der Dehnungsbehinderung

der Matrix durch die Fasern vor. Der Ansatz lautet

ν23 = af νf + (1− af ) νm,eff . (3.67)

Durch eine Querbelastung σ2 bauen sich in der Matrix aufgrund der Dehnungs-

behinderung auch Spannungen σ1 in Faserlängsrichtung auf. Die Dehnung in Fa-

serlängsrichtung lässt sich für diesen Fall mit dem Elastizitätsgesetz (3.29) dar-

stellen

ε1 = −ν12

E1

σ2 . (3.68)

Aufgrund der Dehnungsbehinderung durch die Fasern entstehen Spannungen σm
1

in der Matrix. Für die Dehnungen der Matrix folgt dabei mit dem Elastizitäts-

gesetz (3.29)
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εm
1 =

1

Em
σ1 − νm

Em
σ2 , (3.69)

εm
2 = − νm

Em
σ1 +

1

Em
σ2 , (3.70)

εm
3 = − νm

Em
σ1 − νm

Em
σ2 . (3.71)

Nun wird die Querspannung als Einheitsspannung σ2 = 1 aufgebracht. Damit

ergibt sich unter Annahme gleicher Dehnungen ε1 = εm
1 aus Gleichung (3.69)

unter Berücksichtigung von Gleichung (3.68) die resultierende Matrixspannung

σm
1 = −Em ν12

E1

+ νm . (3.72)

Die effektiv wirksame Querdehnzahl der Matrix νm,eff ergibt sich aufgrund der

Dehnungsbehinderung aus Gleichungen (3.70) und (3.71)

νm,eff = −εm
3

εm
2

= νm
1 + νm − ν12

Em

E1

1− (νm)2 + νm ν12
Em

E1

(3.73)

und es folgt mit Gleichung (3.67) die effektive Querdehnzahl

ν23 = af νf + (1− af ) νm
1 + νm − ν12

Em

E1

1− (νm)2 + νm ν12
Em

E1

. (3.74)

Eine Umrechnung der Querdehnzahl ν23 in den Schubmodul G23 erfolgt aufgrund

der Isotropie der 2-3-Ebene mit Gleichung (3.39).

Die zweidimensionale Homogenisierungsmethode liefert gut übereinstimmende

Ergebnisse mit experimentellen Untersuchungen für den effektiven Elastizitäts-

modul E1 und die effektive Querdehnzahl ν12 in Faserrichtung (vgl. z. B. Nieder-

stadt [103]). Die Querdehnzahl ν23 liefert gemäß Schürmann [131] ebenfalls gut

übereinstimmende Ergebnisse. Für den Elastizitätsmodul E2 sowie den Schubmo-

dul G12 weichen diese jedoch je nach Faser-Matrix-Kombination von experimen-

tellen Untersuchungen ab. Daher wurden erweiterte Homogenisierungsmethoden

entwickelt, auf welche im folgenden Kapitel eingegangen wird.
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3.8.2 Erweiterte Homogenisierungsmethoden

Zur Prognose effektiver Materialkennwerte wurde z. B. von Hill [70] die selbst-

konsistente Methode entwickelt. Diese betrachtet eine Faser eingebettet in einer

unendlich großen Matrix. Dabei wird von der durch Eshelby [45] eingeführ-

ten Methode Gebrauch gemacht. Erweitert wurde diese Methode durch Chri-

stensen & Lo [25] oder Halpin & Kardos [62] zur generalisierten selbst-

konsistenten Methode. Diese Methode betrachtet eine einzelne Faser eingebettet

in einem zylinderförmigen Matrixmaterial, welches wiederum von einem effek-

tiven Medium mit effektiven Materialeigenschaften des Faserverbundwerkstoffs

umgeben ist. Mit Ansätzen über das Minimum der potentiellen Energie bzw.

der komplementären Energie können obere und untere Schranken für effektive

Materialkennwerte angegeben werden. Hierunter fallen die Arbeiten von Reuss

[117], Haschin & Shtrikman [66] oder Hill [69]. Huet [73] und Sab [124]

untersuchen unter Einarbeitung unterschiedlicher Randbedingungen den Einfluss

der Größe des repräsentativen Volumenelements. Einen Überblick über erweiterte

Homogenisierungsmethoden findet sich z. B. bei Christensen [24].

Niederstadt [103] gibt erweiterte Gleichungen zur Homogenisierung für den

Elastizitätsmodul E2 in Faserquerrichtung und für den Schubmodul G12 an und

vergleicht diese mit den in den Arbeiten von Tsai & Hahn [147] und Puck [115]

entnommenen Gleichungen zur Homogenisierung dieser Materialkennwerte. Diese

Beziehungen setzten isotrope Faser- und Matrixeigenschaften voraus. Sie werden

in den folgenden Gleichungen (3.75) bis (3.80) angegeben und sind zum Vergleich

in den Abbildungen 3.22 und 3.23 als Funktion des Faservolumenanteils mit Wer-

ten Ef = 73·103 N/mm2 und νf = 0, 18 für das Faser- sowie Em = 4·103 N/mm2

und νm = 0, 4 für das Matrixmaterial dargestellt. Diese Materialkennwerte sind

typische Werte für glasfaserverstärkte Epoxidharze (vgl. Tabelle 3.2 und 3.3).

EPuck
2 =

Em

1− (νm)2
· (1 + 0, 85 (af )2)

af
Em

(1− (νm)2)Ef
+ (1− af )1,25

(3.75)

ENied
2 =


 af

Ef
+

1− af

Em
− af (1− af )

Em

Ef
[(νf )2 + (νm)2]− 2 νm νf

af Ef + (1− af ) Em




−1

(3.76)

ETsai
2 =

(
1

af + 0, 5(1− af )

[
af

Ef
+

0, 5(1− af )

Em

])−1

(3.77)
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GPuck
12 =

(1 + 0, 6
√

af ) Gm

af
Gm

Gf
+ (1− af )1,25

(3.78)

GNied
12 =

(
af

Gf
+

1− af

Gm

)−1

(3.79)

GTsai
12 =

(
1

af + 0, 5(1− af )

[
af

Gf
+

0, 5(1− af )

Gm

])−1

(3.80)
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Abbildung 3.22: Vergleich der Homogenisierungsgleichungen für E2

Berthelot [17] stellt Vergleiche der jeweiligen Homogenisierungsmethoden mit

Versuchsergebnissen von glasfaser-, kohlenstofffaser- und aramidfaserverstärkten

Verbundwerkstoffen gegenüber und gibt Empfehlungen für die Wahl der jeweili-

gen Homogenisierungsmethode an. Für die drei genannten Faserarten schlägt er

folgende Gleichungen für effektive Materialparameter vor, welche ebenfalls in den

Abbildungen 3.22 und 3.23 für E2 und G12 mit den oben aufgeführten Material-

parametern für glasfaserverstärkte Epoxidharze dargestellt sind.

E1 = af Ef + (1− af ) Em gemäß Gleichung (3.54),

ν12 = af νf + (1− af ) νm gemäß Gleichung (3.62),

G12 =
Gf (1 + af ) + Gm(1− af )

Gf (1− af ) + Gm(1 + af )
, (3.81)
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Abbildung 3.23: Vergleich der Homogenisierungsgleichungen für G12

G23 = Gm




1 +
af

Gm

Gf −Gm
+

Em

3(1−2νm)
+ 7

3
Gm

2 Em

3(1−2νm)
+ 8

3
Gm

(1− af )




, (3.82)

E2 =
2

1

2K1

+
1

G23

+
2ν2

12

E1

, (3.83)

mit

K1 =
Em

2(1− 2νm)(1 + νm)
,

+
af

1
Ef

3(1−2νf )
− Em

3(1−2νm)
+ 1

3
(Gf −Gm)

+
1− af

Em

3(1−2νm)
+ 4

3
Gm

. (3.84)

Auffallend ist hierbei, dass die von Berthelot [17] vorgeschlagenen Gleichun-

gen für den gesamten Bereich des Faservolumenanteils etwa eine untere Grenze

für den jeweiligen effektiven Materialkennwert darstellen. Nach Berthelot [17]

ergibt sich für diese Gleichungen eine gute Übereinstimmung mit experimentell
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bestimmten Materialkennwerten. Mit Hilfe von Gleichung (3.39) kann der trans-

versale Schubmodul G23 in die zugehörige Querdehnzahl ν23 überführt werden.

Die Gleichungen (3.81) und (3.82) entsprechen jeweils der unteren Schranke der

von Hill [69] und Hashin [64] vorgestellten Energiemethode, wobei Gleichun-

gen (3.81) auch das Ergebnis der selbstkonsistenten Methode nach Hill [70]

und (3.82) das Resultat der generalisierten selbstkonsistenten Methode gemäß

Christensen & Lo [25] ist. Bei der direkten Methode werden effektive Mate-

rialkennwerte mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente bestimmt. Hierunter

fallen Arbeiten von Suquet [140], Zohdi et al [167] oder Döbert [34].
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4 Versagen von Faserverbundwerkstoffen

Faserverbundwerkstoffe versagen aufgrund unterschiedlicher Mechanismen. Um

das Versagen einer Struktur aus faserverstärkten Werkstoffen vorherzusagen, wur-

den diverse Versagenskriterien entwickelt. In den folgenden beiden Unterkapiteln

werden die grundlegenden Mechanismen und Kriterien vorgestellt.

4.1 Versagensmechanismen

Faserverbundwerkstoffe zeigen unterschiedlichste Versagensmechanismen. Je nach

Belastungszustand entstehen Matrixrisse, Ablösungen im Faser-Matrixbereich,

Faserbrüche, Delaminationen oder Ausweichen von Fasern aus der Belastungs-

ebene. Unter Zugbeanspruchung beispielsweise können Mikrorisse im Matrixma-

terial in Größe und Anzahl wachsen, sich vereinigen und zum Versagen auf der

Makroebene führen.

Unter Zug kann es zum Matrixbruch kommen, wenn das Matrixmaterial spröde

und der Verbund zwischen Faser und Matrix sehr stark ist. Bei relativ schwachem

Verbund zwischen Faser und Matrix kommt es zu Ablösungen zwischen Fasern

und dem Matrixmaterial. Zum Schubbruch mit Einschnürung kann es bei dukti-

ler Matrix und starkem Verbund zwischen Faser und Matrix kommen. Mit dem

Versagen unter Zug in Faserrichtung haben sich u. a. Rosen [122], Bader [10]

oder Lee & Daniel [94] beschäftigt.

Matrixrisse entstehen sowohl unter Querzug als auch unter Querdruck. Unter

Querdruck bilden sich an beliebigen Stellen kleine Matrixrisse, die sich bei Last-

steigerung zu einem durchgehenden Schubriss verbinden können. Die Matrix kann

sich dabei von der Faser ablösen. Es kann sogar zum Fasersplit kommen, bei dem

einzelne Fasern aufgerissen werden. Annähernd senkrechte Risse bilden sich un-

ter Querzug aus. Hierbei kann sich die Matrix ebenfalls von den Fasern ablösen

oder diese auftrennen. Die komplexen Versagensvorgänge bei Matrixrissen sind

bis heute Gegenstand der Forschung. Einen Überblick über Veröffentlichungen zu

diesem Thema liefern Kwon & Brenner [86]. Unterschiedliche Versagensarten

einer Faserschicht sind nach Schultz [134] in Abbildung 4.1 dargestellt.

Durch den Schichtaufbau von Laminaten kann es zu weiteren Phänomenen wie

erhöhten Randquerzug- oder Randschubspannungen kommen, die ihrerseits De-

laminationen auslösen können. Durch Biegebeanspruchungen gekrümmter Struk-

turen kann es zu Querzugspannungen kommen, die wiederum Delaminationen

hervorrufen können.
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Abbildung 4.1: Versagensarten von Faserschichten

In der Literatur finden sich zahlreiche Aufsätze zum Thema Delamination als

Schädigungsart von Faserverbundwerkstoffen. Luo & Hanagud [96], Müller

& Vielsack [101] oder Steiner [139] entwickeln Methoden zur Auffindung von

Delaminationen. Andere Arbeiten beschäftigen sich mit dem Thema fortschrei-

tender Delamination. Bruchmechanische Ansätze zur Beschreibung dieses Phäno-

mens liegen z. B. den Arbeiten von Davidson [33], Krüger [85], Nilsson &

Storakers [104], Tessmer [141], Wang et al. [159] oder Zhang [164] zu-

grunde. Balzani & Wagner [11], Cristfield et al. [31] oder Wagner et

al. [156] beschreiben Delamination mit Hilfe von kohäsiven Interface-Elementen.

Mögliche Interaktionen von Anfangsschadensmodi bis hin zum Versagen eines
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Faserverbundwerkstoffs sind nach Ochoa & Reddy [106] in Abbildung 4.2 zu-

sammengestellt.
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Knicken
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Brüche
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Versagen
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Quer-
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Abbildung 4.2: Versagensarten von Faserverbundstrukturen

Das Stabilitätsverhalten von Faserverbundstrukturen wird beispielsweise in Wag-

ner & Gruttmann [154] oder Degenhardt et al. [38] untersucht. Einen

Beitrag zum Stabilitätsverhalten von faserverstärkten Platten geben Thurley

& Marshall [143].

Das Verhalten von Faserverbundwerkstoffen unter axialer Druckbelastung in Fa-

serrichtung bedarf weiterer Aufmerksamkeit. Unter Druckbelastung kann es zu

Instabilitäten auf Mikroebene bzw. Faser-Matrix-Instabilitäten (Ausbeulen auf

Mikroebene) kommen. Dies kann zu einer Kettenreaktion führen, die einen Bruch

zur Folge hat. Dabei entstehen recht ausgedehnte und stark zerklüftete Bruchbe-

reiche. Auf das Mikrobeulen wird in Kapitel 6 eingegangen.
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Im Gegensatz zum Zwischenfaserbruch sind für den Faserbruch vor allem Zug-

und Druckspannungen in Faserrichtung ein Maß für die Bruchbedingungen. Puck

[116] bemerkt, dass die Zugfestigkeit der Schicht analytisch zutreffend ermittelbar

ist, da die Homogenisierung in Faserrichtung sehr gute effektive Materialkennwer-

te liefert (vgl. Kapitel 3.8). Die Druckfestigkeit hingegen wird durch Instabilitäten

auf Mikroebene, dem Mikrobeulen, begrenzt und muss i. d. R. experimentell be-

stimmt werden.

4.2 Versagenskriterien

Unter Gebrauchslast dürfen bei Konstruktionen aus Faserverbundwerkstoffen kei-

ne irreversiblen Schädigungen des Materials eintreten. Die Versagenskriterien für

Faserverbundwerkstoffe beziehen sich oft auf eine Einzelschichtanalyse mit ho-

mogenisierten Materialkennwerten, bei der untersucht wird, welche Schicht bei

steigender Last zuerst an ihre Versagensgrenze gelangt. Hierbei handelt es sich

um die sog. First-Ply-Failure-Last bzw. um eine First-Ply-Failure-Analyse.

Die unterschiedlichen Versagenskriterien für anisotrope Werkstoffe können in die

Gruppe der entkoppelten und der gekoppelten Versagenskriterien unterteilt wer-

den. Bei den entkoppelten Versagenskriterien werden die faserorientierten Span-

nungen einer Schicht nicht miteinander verknüpft. Tritt beispielsweise nur eine

elementare Beanspruchungsart auf, können die berechneten Spannungswerte un-

mittelbar mit experimentell ermittelten Festigkeitswerten verglichen werden. Es

tritt keine Interaktion unterschiedlicher Spannungen auf und es kann das Kriteri-

um der maximalen Spannung und der maximalen Dehnung angewendet werden.

In aller Regel kommt es jedoch zu einer Überlagerung unterschiedlicher Span-

nungskomponenten, so dass verschiedene Versagensmodi eintreten können. Es

existieren daher gekoppelte pauschale Versagenskriterien, welche die auftreten-

den Spannungen in nur einer Gleichung miteinander verknüpfen sowie nichtpau-

schale Versagenskriterien zur Differenzierung der Bruchart. Da die Schubfestig-

keit einer UD-Schicht unabhängig vom Richtungssinn der Schubspannung ist,

muss ein gekoppeltes Versagenskriterium vom Vorzeichen der wirkenden Schub-

spannung unabhängig sein. Dies gelingt mittels polynomialer Versagenskriterien

zweiter Ordnung der Form

g(S) = STAS ≤ 1 . (4.1)

Die Bedingung (4.1) stellt eine Bruchfläche im Spannungsraum dar. Da die Bruch-

spannungen endlich sind, muss die Bruchfläche geschlossen sein. Jeder Punkt in-

nerhalb dieser Bruchfläche repräsentiert einen Spannungszustand, der nicht zum
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Versagen führt. Punkte auf oder außerhalb der Bruchfläche kennzeichnen Versa-

gen. In Bedingung (4.1) ist A eine (6 × 6)-Matrix, in der die Bruchspannungen

gewichtet werden und das jeweilige Versagenskriterium definieren. Die Festigkei-

ten einer homogenisierten Schicht werden nun wie folgt eingeführt

σ̂11 Längszugfestigkeit (lokale 1-Richtung),

σ̂∗11 Längsdruckfestigkeit (lokale 1-Richtung),

σ̂22 Querzugfestigkeit (lokale 2-Richtung),

σ̂∗22 Querdruckfestigkeit (lokale 2-Richtung),

σ̂33 Zugfestigkeit (lokale 3-Richtung),

σ̂∗33 Druckfestigkeit (lokale 3-Richtung),

σ̂12 Schubfestigkeit (lokale 1-2-Ebene),

σ̂13 Schubfestigkeit (lokale 1-3-Ebene),

σ̂23 Schubfestigkeit (lokale 2-3-Ebene).

(4.2)

In der Literatur sind die Bezeichnungen der Festigkeiten uneinheitlich. So werden

z. B. die Festigkeiten nach Tsai & Wu [146] mit X und X ′ für die Längszug- und

Längsdruckfestigkeit, mit Y bzw. Y ′ und Z bzw. Z ′ für die Querzug- bzw. Quer-

druckfestigkeiten und die Schubfestigkeiten mit R, Q bzw. S bezeichnet. Puck

[116] beschränkt sich auf transversal isotropes Material und wählt jeweils R
(+)
‖ ,

R
(−)
‖ , R

(+)
⊥ , R

(−)
⊥ , R⊥‖ bzw. R⊥⊥. Er setzt damit die Gleichheit der Festigkeiten

in Querrichtung sowie die Gleichheit der Schubfestigkeiten in lokaler 1-2- und

lokaler 1-3-Ebene voraus.

4.2.1 Tsai-Wu-Kriterium

Eine Form des polynomialen Versagenskriteriums, in das lineare oder quadra-

tische Spannungskombinationen einfließen, ist das Tsai-Wu-Kriterium, Tsai &

Wu [146]

A∗
ijSij + A∗

ijrsSijSrs − 1 ≤ 0 mit (i, j, r, s = 1, 2, 3) . (4.3)

Dieses Kriterium geht von der Annahme einer geschlossenen Versagensfläche im

Spannungsraum aus. Da die Spannungen auf die Orthotropieachsen bezogen sind,

hat das Vorzeichen der Schubspannungen Sij keinen Einfluss auf die Festigkeit.

Daher werden die linearen Schubspannungsterme aus Gleichung (4.3) gestrichen

und das Kriterium für orthotropes Material lautet
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A∗
11 S11 + A∗

22 S22 + A∗
33 S33+

A∗
1111 (S11)

2 + A∗
2222 (S22)

2 + A∗
3333 (S33)

2+

A∗
2323 (S23)

2 + A∗
3131 (S31)

2 + A∗
1212 (S12)

2+

A∗
1122 S11 S22 + A∗

2233 S22 S33 + A∗
1133 S11 S33 ≤ 1

(4.4)

mit den Festigkeitskomponenten

A∗
ii =

1

σ̂ii

− 1

σ̂∗ii
(ii = 11, 22, 33) ,

A∗
iiii =

1

σ̂∗ii σ̂ii

(iiii = 1111, 2222, 3333) ,

A∗
ijij =

1

(σ̂ij)2
(ijij = 1212, 2323, 3131)

A∗
iijj =

2F ∗
ij√

σ̂∗11 σ̂11σ̂∗22 σ̂22

(iijj = 1122, 1133, 2233) .

(4.5)

Sehr oft wird für den Parameter F ∗
ij = −1

2
gewählt. Bei der Berechnung müssen

die Spannungen in lokaler Materialrichtung vorliegen. Gegebenfalls müssen sie

zunächst entsprechend transformiert werden, da sich die Festigkeiten σ̂ij stets

auf das lokale Koordinatensystem beziehen. Die Festigkeitstensoren zweiter (A∗
ij)

bzw. vierter Ordnung (A∗
ijrs) weisen analog zu den Elastizitätstensoren anisotro-

per Materialien Symmetrien auf. Wegen der vorkommenden linearen Spannungs-

anteile (A∗
ij) ist darauf hinzuweisen, dass es sich bei dem Tensor A∗ nicht um den

Festigkeitstensor A nach Gleichung (4.1) handelt.

Für den ebenen Spannungszustand vereinfacht sich Gleichung (4.4) um alle Ter-

me, die mit 3 indiziert sind. Mit den Festigkeitskomponenten gemäß Gleichung

(4.5) lautet dann das Tsai-Wu-Kriterium für den ebenen Spannungszustand

(
1

σ̂11

− 1

σ̂∗11

)
S11 +

(
1

σ̂22

− 1

σ̂∗22

)
S22 +

1

σ̂∗11 σ̂11

(S11)
2 +

1

σ̂∗22 σ̂22

(S22)
2

−
√

1

σ̂∗11 σ̂11σ̂∗22 σ̂22

S11 S22 +
(S12)

2

(σ̂12)2
≤ 1 .

(4.6)

Gleichung (4.6) stellt eine Ellipse dar, die, bedingt durch die beiden ersten linea-

ren Terme ihr Zentrum nicht im Koordinatenursprung hat. S12 kann als Parameter

identifiziert werden, der die Größe der Ellipse mitbestimmt (vgl. Abbildung 4.3).
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Abbildung 4.3: Das Tsai-Wu-Kriterium im S11-S22-Spannungsraum

Das Tsai-Wu-Kriterium ist ein gekoppeltes Pauschalkriterium, da es Versagen in

nur einer Gleichung formuliert. Dies führt jedoch dazu, dass nicht differenziert

werden kann, um welche Art von Versagen es sich handelt.

4.2.2 Tsai-Hill-Kriterium

Das Tsai-Hill-Kriterium ist ebenfalls ein gekoppeltes Pauschalkriterium. Beim

allgemeinen Versagenskriterium nach Tsai-Wu gehen Spannungen sowohl in li-

nearer als auch in quadratischer Form ein und es sind unterschiedliche Zug- und

Druckfestigkeiten in den Hauptrichtungen des Materials möglich. Beim Tsai-Hill-

Kriterium gehen alle Spannungen ausschließlich in quadratischer Form ein.

A∗
ijrsSijSrs − 1 ≤ 0 mit (i, j, r, s = 1, 2, 3) . (4.7)

Die Zug- und Druckfestigkeiten sind betragsmäßig gleich, so dass sich die un-

abhängigen Festigkeitskomponenten auf 6 reduzieren, siehe z. B. de Borst &

Feenstra [37]. Auch hier müssen die Spannungen im lokalen Materialkoordina-

tensystem vorliegen oder in dieses transformiert werden.

σ̂11 = σ̂∗11 , σ̂22 = σ̂∗22 , σ̂33 = σ̂∗33 . (4.8)

Dabei gilt
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A∗
1111 (S11)

2 + A∗
2222 (S22)

2 + A∗
3333 (S33)

2+

A∗
2323 (S23)

2 + A∗
3131 (S31)

2 + A∗
1212 (S12)

2+

A∗
1122 S11 S22 + A∗

2233 S22 S33 + A∗
1133 S11 S33 ≤ 1

(4.9)

mit

A∗
iiii =

1

σ̂2
ii

(iiii = 1111, 2222, 3333) ,

A∗
ijij =

1

(σ̂ij)2
(ijij = 1212, 2323, 3131)

A∗
1122 = −(

1

σ̂2
11

+
1

σ̂2
22

− 1

σ̂2
33

)

A∗
2233 = −(

1

σ̂2
22

+
1

σ̂2
33

− 1

σ̂2
11

)

A∗
3311 = −(

1

σ̂2
33

+
1

σ̂2
11

− 1

σ̂2
22

) .

(4.10)

Nach Einführen der Abkürzungen

C1 =
1

2

[
− 1

(σ̂11)2
+

1

(σ̂22)2
+

1

(σ̂33)2

]
, C4 =

1

(σ̂12)2
,

C2 =
1

2

[
+

1

(σ̂11)2
− 1

(σ̂22)2
+

1

(σ̂33)2

]
, C5 =

1

(σ̂13)2
,

C3 =
1

2

[
+

1

(σ̂11)2
+

1

(σ̂22)2
− 1

(σ̂33)2

]
, C6 =

1

(σ̂23)2
,

(4.11)

gilt für die Festigkeitsmatrix

A =




C2 + C3 −C3 −C2 0 0 0

−C3 C1 + C3 −C1 0 0 0

−C2 −C1 C1 + C2 0 0 0

0 0 0 C4 0 0

0 0 0 0 C5 0

0 0 0 0 0 C6




. (4.12)

Das Tsai-Hill-Kriterium lautet damit
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g(S) = STAS ≤ 1 . (4.13)

Für den ebenen Spannungszustand vereinfacht sich das Tsai-Hill-Kriterium in

entsprechender Weise wie das Tsai-Wu-Kriterium. Da beim Tsai-Hill-Kriterium

die Spannungen ausschließlich in quadratischer Form eingehen, lässt es sich wie

folgt angeben

(S11)
2

(σ̂11)2
+

(S22)
2

(σ̂22)2
−

(
1

(σ̂11)2
+

1

(σ̂22)2

)
S11 S22 +

(S12)
2

(σ̂12)2
≤ 1 . (4.14)

Gleichung (4.14) stellt eine Ellipse dar, die ihr Zentrum im Koordinatenursprung

des S11-S22-Spannungsraums hat. Die Schubspannung S12 ist ein Maß für die

Größe der Ellipse. Abbildung 4.4 veranschaulicht das Tsai-Hill-Kriterium grafisch.
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Abbildung 4.4: Das Tsai-Hill-Kriterium im S11-S22-Spannungsraum

4.2.3 Von Mises-Kriterium

Bei der Plastifizierung isotroper Materialien spielen nur deviatorische Spannungs-

anteile eine Rolle. Dieser von von Mises entdeckte Zusammenhang kann als Son-

derfall des Tsai-Hill-Kriteriums interpretiert werden. Der Festigkeitstensor A, mit

dem sich dieses Kriterium gemäß Gleichung (4.13) überprüfen lässt, lautet
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A =




1 −1

2
−1

2
0 0 0

−1

2
1 −1

2
0 0 0

−1

2
−1

2
1 0 0 0

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3




. (4.15)

Das von Mises-Kriterium lautet dann mit der Grenzspannung σv des isotropen

Materials, welches aus einem einfachen Zugversuch bestimmt wird

√
STAS ≤ σv . (4.16)

Für den ebenen Spannungszustand in Hauptspannungsrichtungen S̄ii ergibt sich

mit der Festigkeitsmatrix (4.15) das von Mises-Kriterium zu

√
(S̄11)2 − S̄11 S̄22 + (S̄22)2 ≤ σv . (4.17)

Nach einer Umformung erhält Gleichung (4.17) die Form

(S̄11)
2

(σv)2
− S̄11 S̄22

(σv)2
+

(S̄22)
2

(σv)2
≤ 1 (4.18)

und kann wie in Abbildung 4.5 als Ellipse im S̄11-S̄22-Spannungsraum dargestellt

werden.
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- sv
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Abbildung 4.5: von Mises-Kriterium im Hauptspannungsraum
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4.2.4 Kriterium nach Hashin

Das Pauschalkriterium nach Tsai-Wu ist mathematisch elegant, da es das Versa-

gen einer Schicht in nur einer Gleichung darstellt. Es ist aber nicht in der Lage

zu differenzieren, ob es sich um einen Faserbruch oder einen Zwischenfaserbruch

handelt. Das von Hashin [65] vorgeschlagene nichtpauschale Versagenskriterium

stellt dagegen differenzierte Kriterien für Faserbruch und Zwischenfaserbruch dar.

Für den reinen Faserbruch gelten die Kriterien jeweils für Zug- bzw. Druckspan-

nungen getrennt

g(S)Ft =

(
S11

σ̂11

)2

+

(
S12

σ̂12

)2

+

(
S13

σ̂13

)2

≤ 1 , (4.19)

g(S)Fc =

(
S11

σ̂∗11

)2

≤ 1 . (4.20)

Für den Zwischenfaserbruch für Zug- bzw. Druckspannungen gelten

g(S)Zt =

(
S22 + S33

σ̂22

)2

+

(
S12

σ̂12

)2

+

(
S13

σ̂13

)2

+

(
S23 − S22 S33

σ̂23

)2

≤ 1 , (4.21)

g(S)Zc =
S22 + S33

σ̂∗22

[(
σ̂∗22

2σ̂23

)2

− 1

]
+

(
S22 + S33

2σ̂23

)2

+

(
S12

σ̂12

)2

+

(
S13

σ̂13

)2

+

(
S23 − S22 S33

σ̂23

)2

≤ 1 . (4.22)

4.2.5 Maximalspannungskriterium

Das Maximalspannungskriterium ist ein entkoppeltes Versagenskriterium, bei

dem das Material versagt, wenn mindestens eine Spannungskomponente in loka-

ler Materialrichtung den zugehörigen Festigkeitsgrenzwert erreicht. Diese Aussage

lässt sich angeben zu

σ̂∗11 ≤ S11 ≤ σ̂11 , σ̂∗22 ≤ S22 ≤ σ̂22 , σ̂∗33 ≤ S33 ≤ σ̂33 ,

| σ̂12 | ≤ S12 , | σ̂13 | ≤ S13 , | σ̂23 | ≤ S23 .
(4.23)
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Abbildung 4.6: Maximalspannungskriterium im S11-S22-S12-Spannungsraum

Im Falle des ebenen Spannungszustands kann dieses Maximalspannungskriterium

im S11-S22-S12-Spannungsraum grafisch dargestellt werden, vgl. Abbildung 4.6.

Neben den o.g. quadratischen Kriterien werden das Maximalspannungs- und Ma-

ximaldehnungskriterium am häufigsten verwendet.

4.2.6 Maximaldehnungskriterium

Das Maximaldehnungskriterium ist ein ebenso entkoppeltes Versagenskriterium,

bei dem das Material versagt, wenn mindestens eine Dehnungskomponente in

lokaler Materialrichtung den zugehörigen Grenzwert erreicht.

ε̂∗11 ≤ E11 ≤ ε̂11 , ε̂∗22 ≤ E22 ≤ ε̂22 , ε̂∗33 ≤ E33 ≤ ε̂33 ,

| ε̂12 | ≤ E12 , | ε̂13 | ≤ E13 , | ε̂23 | ≤ E23 .
(4.24)

Im Falle des ebenen Dehnungszustands kann das Maximaldehnungskriterium

im E11-E22-E12-Dehnungsraum analog zum Maximalspannungskriterium für den

ebenen Spannungszustand grafisch dargestellt werden.

4.3 Degradationsmodelle

Im Rahmen First-Ply-Failure-Analyse (FPF) wird das Versagen einer Schicht

gleichgesetzt mit dem Versagen eines Laminats. Dieses Konzept berücksichtigt

jedoch nicht die verbleibende Tragfähigkeit ungeschädigter Schichten. Nach Er-

reichen eines Faser- oder Zwischenfaserbruchs in einer Schicht kann durch Span-

nungsumlagerung die Last u. U. weiter gesteigert werden. Das Laminatversagen

tritt erst dann ein, wenn die letzte Schicht versagt. In diesem Zusammenhang

spricht man vom Grenzlastkonzept der letzten Schicht oder der Last-Ply-Failure-

Analyse (LPF). Mit Hilfe der o. a. Versagenskriterien wird die Grenzlast für FPF
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berechnet. Für die gebrochene Schicht werden entsprechende Steifigkeiten redu-

ziert. Die Reduktion der Steifigkeit wird als Degradation bezeichnet und führt zur

Spannungsumlagerung auf andere Schichten. Bei weiterer Laststeigerung kommt

es zum Versagen einer anderen Schicht und zu einer erneuten Reduzierung der

Steifigkeit. Dieses Szenario wird so lange wiederholt, bis die letzte Schicht versagt.

Ein einfaches Degradationsmodell nutzen Tobajas et al. [145], bei welchem

eine Steifigkeitsreduktion vorgenommen wird, wenn das Tsai-Wu-Kriterium (4.4)

nicht mehr erfüllt ist. Bei dieser Steifigkeitsreduktion wird zunächst der Elasti-

zitätsmodul E1 gleich dem Elastizitätsmodul E2 gesetzt. Anschließend wird der

Elastizitätsmodul E2 auf 10% der Ausgangssteifigkeit reduziert. Wird das Tsai-

Wu-Kriterium verletzt, so gilt

E1 := E2 ,

E2 := 0, 1 E2 .
(4.25)

Unter Zuhilfenahme des Versagenskriteriums nach Hashin [65] schlagen Orifici

et al. [108] ein Degradationsmodell vor, welches in Anlehnung an Tobajas

et al. [145] die elastischen Materialparameter reduziert. Beim Eintreten eines

Faserbruchs gemäß Gleichung (4.19) bzw. (4.20) werden alle Materialparameter

auf 10% ihrer Ausgangswerte reduziert

E1 := 0, 1 E1 ,

E2 := 0, 1 E2 ,

G12 := 0, 1 G12 ,

ν12 := 0, 1 ν12 ,

ν23 := 0, 1 ν23 .

(4.26)

Ereignet sich ein Zwischenfaserbruch, ist Gleichung (4.21) bzw. (4.22) nicht mehr

eingehalten und es werden folgende Materialparameter auf 10 % ihrer Ausgangs-

werte gesetzt

E2 := 0, 1 E2 ,

ν12 := 0, 1 ν12 .
(4.27)

Der Zwischenfaserbruch ist weit weniger kritisch als der Faserbruch, da lediglich

der Elastizitätsmodul E2 sowie die Querdehnzahl ν12 reduziert werden. Es ist

also denkbar, dass nach einem Zwischenfaserbruch die Last in der Schicht weiter

gesteigert werden kann, bis ein Faserbruch entsteht.
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Ein weiteres Degradationsmodell schlägt Dorninger [42] vor. Er benutzt das

Tsai-Wu-Kriterium, um Zwischenfaserbruch zu prognostizieren. Wird dieses Kri-

terium an irgendeiner Stelle nicht mehr eingehalten, so wird an dieser Stelle ei-

ne Steifigkeitsreduktion vorgenommen, indem dort die transversalen Anteile der

Materialmatrix C5 aus Gleichung (3.38) reduziert werden. Es ergibt sich für die

Materialmatrix Cmc
5 nach dem Zwischenfaserbruch

Cmc
5 =




βE C11 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

C44 0

S Y M C44 0

0




. (4.28)

Dabei werden diejenigen Terme zu Null gesetzt, die von der transversalen Materi-

alrichtung abhängen. Die Reduktion des ersten Diagonalelements C11 durch den

Faktor βE gründet sich auf den Wegfall des in Längsrichtung tragenden Matrix-

anteils und hängt vom Aufbau und der Zusammensetzung des Faserverbundwerk-

stoffs ab. Der qualitative Verlauf des Elastizitätsgesetzes bei Zwischenfaserbruch

ist für den eindimensionalen Belastungszustand in Abbildung 4.7 gemäß Dor-

ninger [42] dargestellt.

Dehnung E11

Spannung S11

C11

b
E
C11

Zustand i

Zustand + 1i

Tsai-Wu-Kriterium
verletzt

5 5
mc

Abbildung 4.7: Eindimensionales Elastizitätsgesetz bei Zwischenfaserbruch (Dor-

ninger [42])

In Kapitel 3.7.7 wurde mit Hilfe einiger Überlegungen bezüglich der Formände-

rungsenergiedichte gefordert, dass die Hauptdiagonalelemente der Materialmatrix
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positiv sein müssen. Daher sollte statt dem Nullsetzen der Diagonalelemente in

Gleichung (4.28) lediglich ein kleiner, positiver Wert angesetzt werden.

Für den Faserbruch wird das Maximalspannungskriterium herangezogen, d. h.

bei Überschreiten der Grenzspannung in Faserlängsrichtung σ̂∗11 ≤ S11 ≤ σ̂11

wird Faserbruch angenommen und die Steifigkeit in der Weise reduziert, dass in

Faserlängsrichtung die transversale Steifigkeit C22 angesetzt wird. Daraus ergibt

sich die reduzierte Materialmatrix zu

Cfc
5 =




C22 C12 C12 0 0 0

C22 C23 0 0 0

C22 0 0 0

C44 0

S Y M C44 0
1
2
(C22 − C23)




. (4.29)

Das erste Diagonalelement C11, also die Vorzugsachse der transversal isotropen

Materialmatrix, wird aufgegeben und gleich dem zweiten Diagonalelement C22 ge-

setzt. Dies entspricht der Überlegung, dass nach Faserbruch nur noch das Matrix-

material zur Spannungsübertragung beiträgt. Diese große Steifigkeitsänderung

führt normalerweise zum Kollaps der gesamten Schicht. Der qualitative Verlauf

des Elastizitätsgesetzes bei Faserbruch ist am Beispiel des eindimensionalen Be-

lastungszustands in Abbildung 4.8 gemäß Dorninger [42] dargestellt.

Dehnung E11

Spannung S11

C11

Zustand i

Zustand + 1i

Maximalspannungskriterium
verletzt

C11 = C22

5 5
fc

Abbildung 4.8: Eindimensionales Elastizitätsgesetz bei Faserbruch (Dorninger [42])
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4.4 Delamination

Das Ablösen zweier aneinander angrenzender Schichten innerhalb eines Faserver-

bundwerkstoffs wird als Delamination bezeichnet. In vielen Fällen ist eine Dela-

mination von außen nicht sichtbar. Daher entwickeln z. B. Luo & Hanagud [96],

Müller & Vielsack [101] oder Steiner [139] Methoden zur Auffindung von

Delaminationen. Bei transparenten Glasfaser-Epoxidharz-Verbunden sind Dela-

minationen durch milchige Trübungen zu erkennen. Die Lebensdauer einer Fa-

serverbundkonstruktion wird durch wachsende Delamination erheblich reduziert.

Zahlreiche Arbeiten beschäftigen sich daher mit dem Thema fortschreitender De-

lamination. Bruchmechanische Ansätze zur Beschreibung dieses Phänomens lie-

gen z. B. den Arbeiten von Davidson [33], Krüger [85], Nilsson & Stora-

kers [104], Wang et al. [159], Tessmer [141] oder Zhang [164] zugrunde.

Balzani & Wagner [11], Cristfield et al. [31] oder Wagner et al. [156]

beschreiben Delamination mit Hilfe von kohäsiven Interface-Elementen.

Die Ursachen für die Entstehung von Delaminationen sind vielfältig. Durch man-

gelhafte Fabrikation können einzelne Schichten einen schlechten gegenseitigen

Verbund aufweisen. Verursacht durch wechselnde Beanspruchung kann es dann

zu Delaminationen kommen.

Durch eine Schlagbeanspruchung, beispielsweise durch ein Projektil, wird das

Material in direkter Umgebung des Einschlagbereichs augenblicklich stark defor-

miert, noch bevor die Gesamtstruktur hinsichtlich der Massenträgheit auf die-

se Belastung reagiert. Es entstehen örtlich große transversale Schub- und Nor-

malspannungen, die Delaminationen verursachen können. Garg [53] zeigt die

Abhängigkeit der Größe des Einwirkungsgegenstands und der Einwirkungsge-

schwindigkeit, wonach kleinere Geschwindigkeiten eher zu Delamination führen.

Größere Geschwindigkeiten führen zum Aufreißen ganzer Schichten oder zu einer

kompletten Durchdringung des Laminatquerschnitts.

Spannungen an freien Rändern können Randdelaminationen hervorrufen. Pi-

pes & Pagano [112] und Pagano [110] haben diesen Effekt an einem zug-

beanspruchten, vierlagigen Faserverbundstreifen mit symmetrischem [0◦, 90◦]S
Schichtaufbau nachgewiesen. Die 0◦-Schicht würde unter einer Zugbeanspruchung

wesentlich stärker kontrahieren als die 90◦-Schicht (vgl. Abbildung 4.9 a). Auf-

grund des Laminatverbunds entstehen interlaminare Schubspannungen S23, die

am Rand am größten sind und zur Mitte hin durch das Aufbauen von Zug- bzw.

Druckspannungen S22 der jeweiligen Schichten abklingen. Die Normalspannungen

S22 bilden Biegemomente, die das Bestreben haben, die beiden Hälften [0◦,90◦]
und [90◦,0◦] auseinanderzubiegen. Es entstehen Zugspannungen S33 zwischen den

90◦-Schichten, welche die Biegung der jeweiligen Hälften verhindert. Erreichen
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diese Zugspannungen S33 die entsprechende Festigkeit, entstehen Randdelamina-

tionen.

0°

0°

90°

90°

1

2

3

a)

0°

90°

90°

23

33

S

0°

0°

90°

90°

S
b)

Abbildung 4.9: Zugprobe eines Lamitats der Schichtung [0◦, 90◦]S

Unter Längsdruck können Fasern in der Matrix ausbeulen, was zum Ablösen an-

grenzender Schichten führen kann. Ein Zwischenfaserbruch des Modus C, ver-

ursacht durch Querdruckspannungen S22 < 0 in Verbindung mit Schubspan-

nungen S23 (vgl. Puck [116]), erzeugt einen keilförmigen Bruchkörper, der zur

Ablösung der angrenzenden Laminatschicht führen und Delamination auslösen

kann (vgl.Abbildung 4.10).

Abbildung 4.10: Delamination ausgelöst durch einem Zwischenfaserbruch (Mode C)

4.4.1 Delaminationskriterium nach Hashin

Ein Versagenskriterium zur Bestimmung von Delaminationen, d. h. Schichtablö-

sungen innerhalb einer Faserverbundstruktur, ist das Hashin-Kriterium, Hashin
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[65]. Danach kommt es zu Delaminationen, sobald die Kombination der inter-

laminaren Spannungen S33, S13 und S23 einen bestimmten Wert erreicht haben.

Das Delaminationskriterium lautet

g(S) =
(S33)2

(σ̂33)2
+

(S13)2 + (S23)2

(σ̂13)2
≤ 1 mit (σ̂13)

2 = (σ̂23)
2 . (4.30)

Für die Festigkeitsmatrix A gemäß Gleichung (4.1) gilt damit

A =




0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0
1

σ̂2
33

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
1

σ̂2
13

0

0 0 0 0 0
1

σ̂2
13




. (4.31)

Die Spannungen müssen insofern in lokaler Materialkoordinatenrichtung vorlie-

gen, dass die 3-Richtung der Koordinatensysteme übereinstimmt. Obige Bruch-

bedingung berücksichtigt den allgemeinen Fall einer Delamination, d. h. den sog.

Mixed-Mode, der die Sonderfälle Modus-I mit reiner Zugbeanspruchung sowie

Modus-II und Modus-III mit reiner Schubbeanspruchung enthält (vgl. auch Ab-

bildung 4.12). Da nur 3 Spannungskomponenten in das Delaminationskriterium

eingehen, kann es grafisch dargestellt werden (vgl. Abbildung 4.11).
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s
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Abbildung 4.11: Delaminationskriterium nach Hashin
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Mit der von Hashin vorgestellten Bedingung ist das Belastungsniveau der ersten

Schädigung durch Delamination berechenbar. Die Untersuchung fortschreitender

Delamination kann mit Hilfe von Interface-Elementen geschehen.

4.4.2 Interface-Elemente bei Delamination

In diesem Unterkapitel wird die Idee kohäsiver Interface-Elemente vorgestellt.

Für einen vertieften Einblick wird an entsprechender Stelle auf weiterführende

Literatur verwiesen.

Bei Betrachtung der Relativbewegung zweier Rissoberflächen kann in Abhängig-

keit des auftretenden Spannungsfeldes zwischen drei verschiedenen Rissöffnungs-

arten unterschieden werden, welche in Abbildung 4.12 dargestellt sind. Modus I

wird durch eine reine Zugbeanspruchung, Modus II und Modus III werden durch

Schubbeanspruchungen verursacht.

1

2

3

1

2

3

1

2

3

Modus I Modus II Modus III

Abbildung 4.12: Rissöffnungsarten

Ist die Lage eines Risses, z. B. durch einen Wechsel der verwendeten Materialien,

im Vorfeld bekannt, eignet sich zur numerischen Erfassung und Beschreibung des

Rissverhaltens im Rahmen der Methode der Finiten Elemente die Verwendung

sog. Interface-Elemente. Mit diesen können Delaminationen zwischen einzelnen

Schichten eines Laminats oder aber auch Grenzschichtablösungen (debonding)

in der Grenzfläche zwischen Faser und Matrix simuliert werden. Hierbei können

Interface-Elemente mit einer initialen Dicke von Null (vgl. z. B. Crisfield et

al. [30], De Andrés et al. [35] oder Ortiz & Pandolfi [109]) oder Elemente

mit einer gewissen Anfangsdicke (vgl. z. B. Han et al. [63] oder Wagner &

Balzani [152]) verwendet werden.
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Interface-Elemente basieren auf dem von Dugdale [43] und Barenblatt [12]

entwickelten Kohäsionsrissmodell. Dabei wird angenommen, dass über einen be-

reits geöffneten Riss aufgrund molekularer Kräfte noch Spannungen übertragen

werden können. Während bei dem Ansatz von Dugdale [43] die übertragenen

Spannungen in der kohäsiven Zone konstant sind, nehmen diese bei Barenblatt

[12] mit zunehmender Rissöffnung ab und verschwinden am Ende der kohäsiven

Zone.

Bei den Interface-Elementen mit einer initialen Dicke von Null wird die Rissöff-

nung durch die Relativverschiebung û zweier zunächst positionsgleicher Punkte

eingeführt. Die kritische Rissöffnung ûc gibt diejenige Rissöffnung an, bei der die

maximale Spannung σc in der Rissfuge übertragen wird. In Abbildung 4.13 ist

gemäß Han et al. [63] die kohäsive Zone sowie die qualitative Spannungsver-

teilung innerhalb der Prozesszone für eine Rissöffnung nach Modus I dargestellt.

Die kritische Spannung σc entspricht in diesem Fall der Zugfestigkeit σ̂33 aus

Gleichung (4.30) bei kritischer Rissöffnung ûc.

spannungs-
freier Riss

kohäsive
Zone

Prozesszone

s

s
c

u
c

^

Abbildung 4.13: Kohäsionsrissmodell nach Han et al. [63]

Die Spannungs-Rissöffnungs-Beziehung gilt für einen Ort in der Prozesszone vom

ungerissenen bis zum vollständig gerissenen Zustand. Im ungerissenen Zustand

ist dieser Ort die Stelle der beiden positionsgleichen Punkte. Im gerissenen Zu-

stand repräsentiert dieser Ort zwei Punkte auf den entstandenen Rissflächen. Die

Spannungs-Rissöffnungs-Beziehung kann in Anlehnung an De Andrés et al.

[35] bzw. Ortiz & Pandolfi [109] mittels einer Smith-Ferrante-Funktion

[121] der Form



86 4 VERSAGEN VON FASERVERBUNDWERKSTOFFEN

σ = σ(û) = e σc
û

ûc

e−û/ûc (4.32)

dargestellt werden. Dabei ist e ≈ 2, 71828 die Eulersche Zahl. Der Verlauf dieser

Exponentialfunktion ist in Abbildung 4.14 qualitativ dargestellt. Die kritische

Energiefreisetzungsrate Gf ist die freigesetzte Energie pro neu erzeugter, span-

nungsfreier Rissoberfläche. Sie ist eine materialabhängige Größe und wird für den

jeweiligen Modus mittels standardisierter Versuche ermittelt (siehe z. B. [6], [7],

[8] oder [75]).

s

sc

Gf

u^

uc
^

Abbildung 4.14: Spannungs-Rissöffnungs-Beziehung vom Typus Smith-Ferrante

[121]

Die kritische Energiefreisetzungsrate wird auch als Bruchenergie bezeichnet und

entspricht der Fläche unter der Spannungs-Rissöffnungskurve. Die Integration

von Gleichung (4.32) führt auf

G(û) = e σcûc

[
1−

(
1 +

û

ûc

)
e−û/ûc

]
(4.33)

und gibt die Energiefreisetzungsrate bei einer bestimmten relativen Rissöffnung û

an. Die Bruchenergie ergibt sich über die Grenzbetrachtung von Gleichung (4.33)

zu

Gf = lim
û→∞

G(û) = e σc ûc . (4.34)

Damit lässt sich ein Schädigungsparameter Z als Quotient der Energiefreiset-

zungsrate und der Bruchenergie definieren
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Z :=
G(û)

Gf

Z ∈ [0, 1] . (4.35)

Die Zuhilfenahme des Kohäsionsrissmodells führt auf ein entfestigendes Mate-

rialverhalten im Bereich der Delamination bzw. der Grenzschichtablösung, wel-

ches sich bei fortschreitendem Wachstum des Risses auf die Gesamtsteifigkeit der

Struktur auswirkt. Bei den in dieser Arbeit untersuchten Faserverbundstruktu-

ren ist zumindest die Möglichkeit der Grenzschichtablösung bei Eintreten von

Mikroinstabilitäten zu erwähnen, wie in Abbildung 4.15 schematisch dargestellt.

s
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Abbildung 4.15: Ausgebeulte Faser in der Matrix (links) und Verlauf der Spannungs-
komponente σ33 sowie τ23 auf der Matrixober- bzw. Grenzfläche (rechts)

Die Spannungsanalyse aus der Finite-Element-Untersuchung einer ausgebeulten

Faser in einer Matrix untermauert die Gefahr einer solchen Grenzschichtablösung,

wie der Verlauf der Spannungskomponente σ33 bzw. τ23 in Abbildung 4.15 zeigt.

So sind z. B. deutlich Zugspannungen im Bereich der ausgebeulten Faser zwischen

Matrix und Faser zu erkennen.
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5 Finite-Element-Formulierung

Bei der Methode der Finiten Elemente werden die Eigenschaften des Kontinuums

bzw. aller materiellen Punkte auf endlich viele diskrete Knoten bzw. definierte Ge-

biete zwischen diesen reduziert. Diese Gebiete werden Finite Elemente genannt,

wobei alle im Element vorhandenen Eigenschaften mittels Ansatzfunktionen auf

die Knoten projiziert werden. Die Knotenfreiheitsgrade, z. B. klassischerweise

Verschiebungen oder Verdrehungen, sind die Unbekannten des Systems.

5.1 Schwache Form des Gleichgewichts und Linearisie-

rung

In Kapitel 2.3 wurden die grundlegenden kontinuumsmechanischen Feldgleichun-

gen vorgestellt. Diese stellen ein gekoppeltes System von Differentialgleichun-

gen mit Randbedingungen dar, welches nur in Ausnahmefällen in analytischer

Form lösbar ist. Daher sind alternative Formulierungen notwendig. Die Metho-

de der Finiten Elemente basiert auf dem Prinzip der Variationsrechnung und

einer sogenannten schwachen Form des Gleichgewichts. Die Existenz einer Po-

tentialfunktion ist dabei nicht erforderlich, was insbesondere für Probleme mit

nichtkonservativer Belastung oder Reibung vorteilhaft ist, vgl. Wriggers [161].

Für den statischen Fall folgt die schwache Form des Gleichgewichts in Lagrange-

scher Formulierung aus der lokalen Form der Impulsbilanz (2.47) nach skalarer

Multiplikation mit einer vektorwertigen Testfunktion η und Integration über das

Referenzvolumen B0

∫

B0

η · (Div P + ρ0 b0) dV = 0 . (5.1)

Mit der Umformung des ersten Terms

Div[η ·P] = (ηi Pij),j = ηi,j Pij + ηi Pij,j

= Grad η : P + η ·Div P

⇔ η ·Div P = Div[η ·P]−P : Grad η (5.2)

und unter Anwendung des Gaußschen Integralsatzes

∫

B0

Div[η ·P] dV =

∫

∂B0

η ·PN︸︷︷︸
t0

dA (5.3)
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folgt aus Gleichung (5.1) nach Einarbeitung der Spannungsrandbedingungen

(2.48) die schwache Form des Gleichgewichts

−
∫

B0

P : Grad η dV +

∫

B0

ρ0 b0 · η dV +

∫

∂B0

t0 · η dA = 0

⇒ G(u, η) :=

∫

B0

P : Grad η dV −
∫

B0

ρ0 b0 · η dV −
∫

∂B0

t0 · η dA = 0 (5.4)

Das Verschiebungsfeld u = X−x ist ein unbekanntes Feld im Funktional G(u, η).

Die Testfunktion η wird später separiert und nicht weiter spezifiziert. Bei der

Lösung des Funktionals G werden die Kinematik und das Stoffgesetz exakt, das

Gleichgewicht jedoch nur im integralen Mittel erfüllt. Die schwache Form des

Gleichgewichts ist identisch mit der Variation des Potentials nach der Verschie-

bung u. Mit der von Verzerrungen E abhängigen Formänderungsenergiedichte

W0S(E) wird das Potential

Π(u) =

∫

B0

W0S dV −
∫

B0

ρ0 b0 · u dV −
∫

∂B0

t0 · u dA −→ min. (5.5)

Die Variation von Gleichung (5.5) nach der Verschiebung u ergibt

δΠ(u, δu) =

∫

B0

∂W0S

∂E
: δE dV −

∫

B0

ρ0 b0 · δu dV −
∫

∂B0

t0 · δu dA = 0 (5.6)

und korrespondiert mit Gleichung (5.4). Hierbei ist δE die erste Variation des in

Gleichung (2.20) angegebenen Greenschen Verzerrungstensors und ergibt sich zu

δE =
1

2
(δgi · gj + gi · δgj)G

i ⊗Gj mit δgi =
∂δu

∂ξi
. (5.7)

Die notwendige Bedingung für das Vorhandensein des Gleichgewichtszustands

eines Systems ist das Verschwinden der ersten Variation. Damit entspricht Glei-

chung (5.6) dem Prinzip vom stationären Wert des Potentials. Die Lösung dieses

Randwertproblems erfolgt direkt oder im nichtlinearen Fall iterativ mit Hilfe des

Newton-Raphson-Verfahrens. Dabei wird Gleichung (5.6) an der Stelle der ge-

suchten Verschiebung u in einer Taylorreihe entwickelt und linearisiert. Terme

quadratischer und höherer Ordnung werden dabei vernachlässigt. Durch diese

konsistente Linearisierung wird eine quadratische Konvergenz in der Nähe der
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Lösung sichergestellt (vgl. Wriggers [161]). Mit Hilfe der Richtungsableitung

(Gateaux-Ableitung)

D Π(u) · η =
d

dε
[ Π (u + εη) ]

∣∣∣∣
ε=0

(5.8)

lässt sich die Linearisierung der ersten Variation des Potentials in der Form

Lin[ δΠ (u + ∆u, δu) ] = δΠ (u, δu) + D δΠ (u, δu) ·∆u = 0 (5.9)

angeben. Hierbei ist

D δΠ (u, δu) ·∆u =

∫

B0

(
δE :

∂2W0S

∂E2
: ∆E +

∂W0S

∂E
: ∆δE

)
dV . (5.10)

Die Linearisierung der Variation der Verzerrung E ergibt sich mit ∆gi = ∂∆u/∂ξi

zu

∆δE =
1

2
(δgi ·∆gj + ∆gi · δgj)G

i ⊗Gj . (5.11)

Unter Einarbeitung des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors aus Gleichung (2.71)

und des Materialtensors (3.9) folgt aus Gleichung (5.9)

∫

B0

δE : C : ∆E + S : ∆δE dV =

−
∫

B0

S : δE dV +

∫

B0

ρ0b0 · δu dV +

∫

∂B0

t0 · δu dA .

(5.12)

Ausführlich wird das Thema Linearisierung u. a. in den Arbeiten von Hughes

& Pister [74], Marsden & Hughes [98] oder Wriggers [160] behandelt.

Die in diesem Kapitel dargestellte Formulierung bezieht sich auf ein konvekti-

ves Koordinatensystem. Die Darstellung des Materialtensors mit Ingenieurkon-

stanten ist jedoch an orthonormierte Basisvektoren gebunden. Daher wird eine

Transformation von der orthonormierten Basis ti auf die konvektive Basis Gi er-

forderlich. Zunächst wird die orthogonale Basis ti mit Hilfe des Kreuzprodukts

aus Gi konstruiert.

t1 =
G1

| G1 | t2 = t1 × t3 t3 =
G1 ×G2

| G1 ×G2 | . (5.13)
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Durch skalare Multiplikation des Greenschen Verzerrungstensors von links und

rechts mit tk bzw. tl ergibt sich mit t k
i = ti ·Gk und unter Berücksichtigung der

in (3.10) eingeführten Notation die Transformationsbeziehung

E⊥ = TE E . (5.14)

Dabei ist TE die zugehörige Transformationsmatrix in Analogie zu Gleichung

(3.14). Ferner gelten die Beziehungen (vgl. z. B. Klinkel [80])

C = TT
E C⊥TE , S = TT

E S⊥ . (5.15)

5.2 Nichtlineare Finite-Element-Formulierung

5.2.1 Dreidimensionale Elementformulierung und Grundgleichungen

Die im vorigen Kapitel formulierte schwache Form des Gleichgewichts kann im

Rahmen der Finite-Element-Methode näherungsweise gelöst werden. In diesem

Kapitel werden die hierzu notwendigen Gleichungen aufbereitet. Einen vertieften

Einblick zur Methode der Finiten Elemente findet sich z. B. bei Bathe [14],

Fung & Tong [52] oder Zienkiewicz & Taylor [166].

Die in dieser Arbeit zu betrachtende Struktur B wird in eine endliche Anzahl von

Teilgebieten Ωe zerlegt, siehe Abbildung 5.1

Bh =
numel⋃
e=1

Ωe . (5.16)

Bh

Ωe

Abbildung 5.1: Struktur Bh und Teilgebiet Ωe
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Hierbei ist
⋃

ein Operator, welcher den Zusammenbau aller Teilgebiete mit An-

zahl numel (’number of elements’) symbolisch darstellt. Der hochgestellte In-

dex h kennzeichnet hierbei die Näherungscharakteristik. Aufgrund der universel-

len Anwendbarkeit ist im Rahmen der Finite-Element-Methode das sog. isopa-

rametrische Konzept verbreitet. Dabei werden sowohl die Elementgeometrie als

auch die Verschiebungen mit den gleichen Ansatzfunktionen approximiert. Das in

konvektiven Koordinaten formulierte Volumenelement wird dabei auf einen Ein-

heitsquader der Kantenlänge 2 im lokalen ξi-Koordinatensystem mit ξi = 1, 2, 3

abgebildet. Die Ansatzfunktionen sind damit unabhängig von der Elementgeo-

metrie und müssen einige Voraussetzungen erfüllen. Das Verschiebungsfeld muss

im Element und über die Elementgrenzen hinweg stetig wiedergegeben wer-

den. Starrkörperbewegungen und konstante Verzerrungszustände müssen eben-

falls darstellbar sein. Mit steigender Anzahl von Elementen nimmt damit die Güte

der Näherungslösung zu und konvergiert gegen die der Theorie zugrunde liegende

exakte Lösung. Für das in dieser Arbeit verwendete 8-Knoten-Volumenelement

werden trilineare Ansatzfunktionen der Form

NI =
1

8
(1 + ξ1

I ξ
1)(1 + ξ2

I ξ
2)(1 + ξ3

I ξ
3) (5.17)

benutzt. Hierbei ist I die Knotennummer, N die zum jeweiligen Knoten gehören-

de Ansatzfunktion und ξ1
I , ξ2

I , ξ3
I sind die lokalen Koordinaten des betreffenden

Knotens.

6

5
7

8

1

2

4

3

X1

X2

X3

x
1

(-1|-1|1)
(-1|1|1)

(1|1|1)

(-1|1|-1)

(1|1|-1)
(1|-1|-1)

(-1|-1|-1)

(1|-1|1)

1

2

8

7

6

5

4

3

x
2

x
3

Abbildung

Abbildung 5.2: links: globales Koordinatensystem und 8-Knoten-Volumenelement mit
Knotennummern, rechts: Abbildung auf Einheitselement mit lokalem Koordinatensy-
stem

Das lokale Koordinatensystem liegt dabei, wie in Abbildung 5.2 skizziert, im
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Elementmittelpunkt. Die Geometrie der Referenz- und Momentankonfiguration

lässt sich über

Xh =
nel∑
I=1

NI XI bzw. xh =
nel∑
I=1

NI xI mit xh = Xh + uh

(5.18)

aus den Ansatzfunktionen NI approximieren. Hierbei steht nel (’nodes per

element’) für die Anzahl der Knoten je Element. Der Verschiebungsvektor uh

folgt aus den jeweiligen Knotenverschiebungen vI

uh =
nel∑
I=1

NI vI mit vI :=




u

v

w


 . (5.19)

Die kartesische Ableitung der Ansatzfunktionen nach den Referenzkoordinaten

ist gegeben durch




∂NI

∂X1

∂NI

∂X2

∂NI

∂X3




= J−1




∂NI

∂ξ1

∂NI

∂ξ2

∂NI

∂ξ3




, (5.20)

mit der Jakobi-Matrix

J =




∂X1

∂ξ1

∂X2

∂ξ1

∂X3

∂ξ1

∂X1

∂ξ2

∂X2

∂ξ2

∂X3

∂ξ2

∂X1

∂ξ3

∂X2

∂ξ3

∂X3

∂ξ3




. (5.21)

Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wird diese approximiert über

J =
nel∑
I=1




∂NI

∂ξ1
X1I

∂NI

∂ξ1
X2I

∂NI

∂ξ1
X3I

∂NI

∂ξ2
X1I

∂NI

∂ξ2
X2I

∂NI

∂ξ2
X3I

∂NI

∂ξ3
X1I

∂NI

∂ξ3
X2I

∂NI

∂ξ3
X3I




. (5.22)
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Die in Gleichung (2.2) eingeführten Basisvektoren lassen sich mit der partiellen

Ableitung NI,i = ∂NI/∂ξi darstellen

Gh
i =

nel∑
I=1

NI,i XI gh
i =

nel∑
I=1

NI,i xI . (5.23)

Die erste Variation des Greenschen Verzerrungstensors kann damit auf Element-

ebene wie folgt angegeben werden

δEh =
nel∑
I=1

BIδvI mit BI =




gT
1 NI,1

gT
2 NI,2

gT
3 NI,3

gT
2 NI,1 + gT

1 NI,2

gT
3 NI,1 + gT

1 NI,3

gT
3 NI,2 + gT

2 NI,3




. (5.24)

Nach Einsetzen von Gleichung (5.19) und (5.24) in die linearisierte schwache Form

des Gleichgewichts (5.12) gilt für die linke und rechte Seite die Approximation

auf Elementebene

δveT Ke
T ∆ve =

nel∑
I=1

nel∑
K=1

δvT
I Ke

T IK ∆vK

δveT ( f e,int − f e,ext) =
nel∑
I=1

δvT
I ( f e,int

I − f e,ext
I )

(5.25)

Hierbei sind f e,int
I und f e,ext

I der interne und externe Lastvektor für den Knoten I

und ergeben sich zu

f e,int
I =

∫

Be
0

BT
I S dV (5.26)

f e,ext
I =

∫

Be
0

NT
I ρ0 b0 dV +

∫

∂Be
0

NT
I t0 dA . (5.27)

Die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix für die Knoten I und K Ke
T IK setzt

sich zusammen aus

Ke
T IK =

∫

Be
0

BT
I CBK + GIK dV , (5.28)
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wobei sich die Matrix GIK = diag(GIK , GIK , GIK) aus der Linearisierung der

ersten Variation der Verzerrungen multipliziert mit den Spannungen ergibt

S : ∆δE =
nel∑
I=1

nel∑
K=1

δvT
I GIK ∆vK . (5.29)

Die Komponenten von GIK lassen sich angeben als

GIK =S11NI,1NK,1 + S22NI,2NK,2 + S33NI,3NK,3 + S12(NI,1NK,2 + NI,2NK,1)

+ S13(NI,1NK,3 + NI,3NK,1) + S23(NI,2NK,3 + NI,3NK,2) .

(5.30)

In Anlehnung an Aussage (5.16) wird die Gesamtstruktur aus den einzelnen Ele-

menten zusammengebaut und es ergibt sich für die tangentiale Steifigkeitsmatrix

KT sowie das Residuum G

G(v, λ) = R(v)− λP =
numel⋃
e=1

( f e,int − f e,ext) und KT =
numel⋃
e=1

Ke
T . (5.31)

Das Gleichungssystem aus Gleichung (5.12) lässt sich in der Form

G(v, λ) + KT ∆v = 0 (5.32)

aufstellen, wobei λ der Laststeigerungsfaktor ist. Ein Gleichgewichtszustand ist

erreicht, wenn das Residuum G(v, λ) verschwindet, wenn also die internen Re-

aktionskräfte gleich den externen Lasten sind

G(v, λ) = R(v)− λP = 0 . (5.33)

Wegen der nichtlinearen Zusammenhänge in R(v) wird das in Kapitel 5.3.1

erläuterte Newton-Raphson-Verfahren angewendet. An dieser Stelle sei ange-

merkt, dass obige Gleichgewichtsaussage dem globalen Verschwinden der ersten

Variation des Potentials gemäß Gleichung (5.6) entspricht.

Die Auswertung der Integrale aus den Gleichungen (5.26) bis (5.28) erfolgt nu-

merisch mit Hilfe der Gauß-Punkt-Integration. Hierbei werden die Felder der

Formulierung an m Stützstellen, den sog. Gauß-Punkten, ausgewertet und die

gewichtete Summe über alle Stützstellen gebildet. Dabei ist zu beachten, dass m
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Gauß-Punkte bei einem Polynom n = (2m − 1)-ten Grades zu einem exakten

Integrationsergebnis führen.

In Ke
T IK treten die verwendeten trilinearen Ansatzfunktionen jeweils quadra-

tisch in ihren partiellen Ableitungen auf. Es werden m = (n + 1)/2 =1,5 und

damit 2 Gauß-Punkte je Richtung erforderlich. Aufgrund der drei Richtungen

ξi, i = 1, 2, 3 werden 2 × 2 × 2 = 8 Gauß-Punkte zur Integration im Element

verwendet. Die Wichtungsfaktoren w besitzen dabei den Wert 1, die Stützstel-

len befinden sich bei ξi = ±1/
√

3. Obige Aussagen gelten nur für rechtwinklige

Finite-Element-Netze. Andernfalls entstehen in J gebrochen rationale Funktionen

und die Integration erfolgt nur näherungsweise.

Durch die Jakobideterminante ist das Volumenverhältnis zwischen den lokalen

und globalen Koordinaten

dV = detJ dξ1 dξ2 dξ3 . (5.34)

gegeben. Damit folgt z. B. für die knotenbezogene tangentiale Steifigkeitsmatrix

Ke
T IK =

∫

Be
0

(BT
I CBK + GIK) dV (5.35)

=

∫

ξ1

∫

ξ2

∫

ξ3

(BT
I CBK + GIK) detJ dξ1 dξ2 dξ3 . (5.36)

sowie nach Einführung der numerischen Gauß-Punkt-Integration

Ke
T IK =

nξ1∑
p=1

nξ2∑
q=1

nξ3∑
r=1

(BT
I CBK + GIK) detJwp(ξ

1) wq(ξ
2) wr(ξ

3) (5.37)

mit

nξ1 = nξ2 = nξ3 = 2 . (5.38)

5.2.2 Versteifungseffekte bei Biegung

In Kapitel 5.2 wurden aufgrund der Einfachheit, z. B. bei der Vernetzung der

Volumenelemente, lineare Ansatzfunktionen gewählt. Damit lassen sich jedoch

dünne, biegebeanspruchte Strukturen nur eingeschränkt untersuchen. Das ent-

stehende zu steife Verhalten kann durch höhere (z. B. quadratische) Ansätze ab-

gemildert oder durch andere Maßnahmen modifiziert werden. Gerade bei dünnen
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Strukturen gewinnen diese Versteifungseffekte an Einfluss. Zur Unterdrückung

dieser Locking-Effekte findet sich in der Literatur eine Vielzahl an Beiträgen. Re-

duzierte Integration, hybride oder gemischte Variationsprinzipien finden sich z.

B. in Zienkewicz & Taylor [166], Belytschko et al. [16], Bathe [14] oder

Klinkel & Wagner [81]. Für dünne Strukturen wird im Folgenden der hybride

Verzerrungsansatz nach Sansour & Kollmann [127] auf ein dreidimensionales

Volumenelement weiterentwickelt.

5.2.3 Methode der hybriden Verzerrungen

In diesem Kapitel wird ein hybrider Verzerrungsansatz zur Minderung von

Locking-Effekten vorgestellt. Dabei wird die Formulierung von Sansour &

Kollmann [127] auf ein dreidimensionales Volumenelement erweitert. Die Ge-

samtenergie aus Gleichung (5.5) wird durch ein hybrides Verzerrungsfeld Ě er-

weitert. Damit präsentiert sich die Gesamtenergie Π durch die drei Felder u, Ě

und S über

Π(u, Ě, S) =

∫

B0

W0S − S : (Ě−E) dV −
∫

B0

ρ0 b0 · u dV −
∫

∂B0

t0 · u dA . (5.39)

Mit der Formänderungsenergiedichte

W0S(Ě) =
1

2
Ě : C : Ě (5.40)

und den Beziehungen

S =
∂W0S

∂Ě
= C : Ě , (5.41)

C =
∂2W0S

∂Ě2
(5.42)

reduziert sich die Abhängigkeit der Gesamtenergie auf die beiden Felder u und Ě

Π(u, Ě) =

∫

B0

W0S− ∂W0S

∂Ě
: (Ě−E) dV −

∫

B0

ρ0 b0 ·u dV −
∫

∂B0

t0 ·u dA . (5.43)

Die erste Variation der Gesamtenergie liefert
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δΠ(u, Ě, δu, δĚ) =

∫

B0

∂W0S

∂Ě
: δE dV −

∫

B0

(Ě− E) :
∂2W0S

∂Ě2
: δĚ dV

−
∫

B0

ρ0 b0 · δu dV −
∫

∂B0

t0 · δu dA = 0 .

(5.44)

Nach der Nebenrechnung S : δE = Div [δu ·P]−δu ·Div P und unter Anwendung

des Gaußschen Integralsatzes lassen sich aus Gleichung (5.44) die Eulergleichun-

gen ableiten

Div P + ρ0 b0 = 0 in B0

PN− t0 = 0 auf B0

Ě− E = 0 in B0 .

(5.45)

Gleichung (5.44) enthält somit in schwacher Form die Impulsbilanz als statische

Feldgleichungen, die statischen Randbedingungen sowie die geometrischen Feld-

gleichungen. Das Funktional aus Gleichung (5.39) enthält also die Euler-Lagrange-

Gleichungen des Standardproblems und ist damit zulässig. Die Linearisierung

gemäß Gleichung (5.9) liefert

D δΠ(u, Ě, δu, δĚ) · (∆u, ∆Ě) =

∫

B0

δE :
∂2W0S

∂Ě2
: ∆Ě dV −

∫

B0

δĚ :
∂2W0S

∂Ě2
: ∆Ě d

+

∫

B0

δĚ :
∂2W0S

∂Ě2
: ∆E dV +

∫

B0

∂W0S

∂Ě
: ∆δE dV .

(5.46)

Zur Konstruktion des hybriden Verzerrungstensors formuliert Braess [19] die

Ladyshenskaya-Babus̆ka-Brezzi-Bedingung. Sie besagt, dass ein beliebiger virtu-

eller Verzerrungszustand aus den Spannungen S = C : Ě aus Gleichung (5.41)

Arbeit verrichten muss. Die Spannungen dürfen also nicht orthogonal zu den

gewählten Verzerrungen sein.

inf
δĚ∈δĚh

sup
δx∈δxh

∫
B0

S : δE dV

‖δx‖ ‖δĚ‖ > 0 . (5.47)
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Die hybriden Verzerrungen enthalten den Ansatz

Ě = Ěij Gi ⊗Gj =
detJ0

detJ
Ě0

ij Gi
0 ⊗Gj

0 , (5.48)

wobei die mit dem Index 0 versehenen Größen im Elementmittelpunkt ausge-

wertet werden. Die Koeffizienten Ěij und Ě0
ij werden entsprechend der in (3.10)2

eingeführten Schreibweise als Vektoren Ě und Ě0 notiert. Damit lautet Gleichung

(5.48) in Matrixschreibweise

Ě =
detJ0

detJ
T0

E Ě0 , (5.49)

wobei sich die Transformationsmatrix analog zu Gleichung (3.13) mit den Koef-

fizienten t0
ik = Gi ·Gk

0 ergibt.

Für die hybriden Verzerrungen im Elementmittelpunkt Ě0 wird eine über die Ele-

mentgrenzen hinweg diskontinuierliche Interpolation gewählt, was den einfachen

Ansatz

Ě0 = M(ξ1, ξ2, ξ3)α (5.50)

erlaubt. Der Vektor der unabhängigen inneren Freiheitsgrade wird hierbei mit α

eingeführt. Das 8-Knoten-Volumenelement mit jeweils drei Knotenfreiheitsgraden

besitzt 24 Verschiebungszustände. Ohne die Starrkörperbewegungen erhält man

18 Verschiebungszustände, für welche die Verzerrungsenergie ungleich Null ist.

Um die Interpolationsmatrix M zu konstruieren, werden zunächst die appro-

ximierten Verschiebungen als Linearkombination der einzelnen Polynomanteile

dargestellt und es ergibt sich mit den Ansatzfunktionen NI gemäß Gleichung

(5.17)

uh =
8∑

I=1

NI vI

=
8∑

I=1

[
(h1)I vI + (h2)I vI ξ1 + (h3)I vI ξ2 + (h4)I vI ξ3

+(h5)I vI ξ1ξ2 + (h6)I vI ξ1ξ3 + (h7)I vI ξ2ξ3 + (h8)I vI ξ1ξ2ξ3
]

.

(5.51)
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Die Vektoren hi = (hi)I

h1 =
1

8
[ 1 1 1 1 1 1 1 1 ]T ,

h2 =
1

8
[ −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 ]T ,

h3 =
1

8
[ −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 ]T ,

h4 =
1

8
[ −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 ]T ,

h5 =
1

8
[ 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 ]T ,

h6 =
1

8
[ 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1 ]T ,

h7 =
1

8
[ 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 ]T ,

h8 =
1

8
[ −1 1 −1 1 1 −1 1 −1 ]T ,

(5.52)

mit

hi · hj =
1

8
δij (5.53)

stehen rechtwinklig aufeinander und bilden eine orthogonale Basis im IR8. Sie

stellen Grundtypen von Verschiebungen (Starrkörperverschiebungen, Dehnungen

und Gleitungen) dar, womit sich jeder denkbare Verschiebungszustand durch ge-

eignete Wahl der Faktoren αi, βi und γi darstellen lässt

û = α1h
u
1 + α2h

u
2 + α3h

u
3 + α4h

u
4 + α5h

u
5 + α6h

u
6 + α7h

u
7 + α8h

u
8 ,

v̂ = β1h
v
1 + β2h

v
2 + β3h

v
3 + β4h

v
4 + β5h

v
5 + β6h

v
6 + β7h

v
7 + β8h

v
8 ,

ŵ = γ1h
w
1 + γ2h

w
2 + γ3h

w
3 + γ4h

w
4 + γ5h

w
5 + γ6h

w
6 + γ7h

w
7 + γ8h

w
8 .

(5.54)

Die Einheitsverschiebungszustände sind für die 3 Richtungen (u, v, w) in Abbil-

dung 5.3 dargestellt. Die partiellen Ableitungen von uh nach den konvektiven

Koordinaten sind gegeben mit

u,hξ1 =
8∑

I=1

[
(h2)I vI + (h5)I vI ξ2 + (h6)I vI ξ3 + (h8)I vI ξ2ξ3

]
,

u,hξ2 =
8∑

I=1

[
(h3)I vI + (h5)I vI ξ1 + (h7)I vI ξ3 + (h8)I vI ξ1ξ3

]
,

u,hξ3 =
8∑

I=1

[
(h4)I vI + (h6)I vI ξ1 + (h7)I vI ξ2 + (h8)I vI ξ1ξ2

]
.

(5.55)
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Abbildung 5.3: Einheitsverschiebungszustände der û-, v̂- und ŵ-Verschiebung
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Die Funktionsanteile der hybriden Verzerrungen lassen sich damit wie folgt an-

geben

Ě0
ii = ui,

h
ξi , (5.56)

2Ě0
ij = uj,

h
ξi +ui,

h
ξj . (5.57)

Für die Dehnung Ě0
11 ergibt sich hieraus

Ě0
11 = α1 + α1ξ

2 + α3ξ
3 + α4ξ

2ξ3 (5.58)

und für die Gleitung 2Ě0
12 folgt nach Streichen der unerwünschten Dehnungen

2Ě0
12 = α13 + α14ξ

3 . (5.59)

Für die übrigen Verzerrungskomponenten wird analog verfahren und es ergibt

sich für die Interpolationsmatrix M die Gestalt

M =




1 ξ2 ξ3 ξ2ξ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 ξ1 ξ3 ξ1ξ3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ1 ξ2 ξ1ξ2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ3 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ξ1




.

(5.60)

Um die Übersicht zu wahren wird die abkürzende Schreibweise Ě = M̌α mit

M̌ =
detJ0

detJ
T0

E M (5.61)

eingeführt. Mit der Approximation der virtuellen hybriden Verzerrungen

δĚ = M̌ δα (5.62)

ergibt sich mit Gleichung (5.44) und (5.46) auf Elementebene das Gleichungssy-

stem

[
Ke Le

LeT He

][
∆ve

∆α

]
=

[
f e,ext
I − f e,int

I

he

]
, (5.63)
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mit

Ke =
nel∑
I=1

nel∑
K=1

∫

B0

GIK dV , Le =
nel∑
I=1

∫

B0

BT
I C M̌ dV ,

He =
nel∑
I=1

∫

B0

M̌TC M̌ dV , he =
nel∑
I=1

∫

B0

M̌TC (Ě− E) dV ,

f e,int =
nel∑
I=1

∫

B0

BT
I C Ě dV , f e,ext =

nel∑
I=1




∫

Be
0

NT
I ρ0 b0 dV +

∫

∂Be
0

NT
I t0 dA


 .

(5.64)

Da die hybriden Verzerrungen diskontinuierlich über die Elementgrenzen hinweg

interpoliert werden, kann der inkrementelle Vektor ∆α auf Elementebene elimi-

niert werden, was auf das statisch kondensierte System

Ke ∆ve = Re (5.65)

mit

Ke
T = Ke − Le (He)−1 (Le)T und Re = f e,ext − f e,int − Le (He)−1 he (5.66)

führt. Der Zusammenbau zu einem System der Gesamtstruktur erfolgt in Anleh-

nung an Gleichung (5.16) und ergibt mit

Ǧ(v, λ) = Ř(v)− λP =
numel⋃
e=1

( f e,int + Le (He)−1 he − f e,ext) (5.67)

und

ǨT =
numel⋃
e=1

Ke (5.68)

einen zu Gleichung (5.66) entsprechender Ausdruck

Ǧ(v, λ) + ǨT ∆v = 0 . (5.69)
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5.3 Nichtlineare Algorithmen

In diesem Kapitel werden numerische Lösungsverfahren für nichtlineare Probleme

der Strukturmechanik diskutiert. Im Speziellen sind dies das Newton-Raphson-

Verfahren und das Bogenlängenverfahren. Die Lösung nichtlinearer Eigenwertpro-

bleme wird ebenfalls behandelt. Zum Auffinden von singulären Punkten kommt

dabei ein Bisektionsverfahren zur Anwendung.

5.3.1 Laststeigerung

Um Gleichung (5.33) zu lösen, wird diese Gleichung linearisiert und entspricht

dann Gleichung (5.32). Der Verschiebungszustand v kann, ausgehend von einem

bekannten Zustand v̄, λ̄ für einen neuen Lastzustand λ = λ̄ + ∆λ mit Hilfe des

Newton-Raphson-Verfahrens iterativ gefunden werden. Die Konvergenz ist dabei

in der Nähe der Lösung quadratisch. Der Algorithmus des Newton-Raphson-

Verfahrens ist in Tafel 5.1 wiedergegeben.

gegeben: ∆λ, v̄, λ̄

Schleife über alle Lastschritte ∆λ

a) λ = λ̄ + ∆λ

b) Gleichgewichtsiteration i = 0, vi = v̄

1) Gi = Ri(vi)− λP

2) ‖Gi ‖ < TOL ⇒ gehe zu a)

3) ∆vi = −(KT )−1(vi)Gi(vi)

4) vi+1 = vi + ∆vi

c) i = i + 1 gehe zu 1)

P

vv
1

(l+Dl)P

v = v
0

v
2

K
T0

K
T1

G
0

G
1

R
1

R
0

lP

R
2

Dv
0

Dv
1

Tafel 5.1: Newton-Raphson-Algorithmus

Gehören zu einem Lastfaktor λ jedoch mehr als nur ein Verschiebungszustand, ist

die Lösung nicht eindeutig. Derartige Fälle treten z. B. bei Stabilitätsproblemen

im überkritischen Bereich auf, bei denen die klassische Laststeuerung versagt.

In solchen Fällen wird eine verschiebungsgesteuerte Berechnung zur Lösung von

Gleichung (5.32) erforderlich. Diese versagt erst dann, wenn zu einem Verschie-

bungszustand mehr als ein Lastzustand gehört. Aufgrund dessen wurde das Bo-

genlängenverfahren von Riks [119] formuliert. Ein Überblick hierzu findet sich in

Riks [120] oder Wagner [151].
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5.3.2 Pfadverfolgung durch das Bogenlängenverfahren

Wie bereits erwähnt, versagen last- bzw. verschiebungsgesteuerte Berechnungen,

wenn zu einer vorgegebenen Last mehr als ein Verschiebungszustand bzw. zu ei-

nem Verschiebungszustand mehr als ein Lastzustand existiert (vgl. Abbildung

5.4). Daher wurde von Riks [119] das Bogenlängenverfahren entwickelt, welches

in der Lage ist, einen allgemeinen Last-Verschiebungspfad zu verfolgen. Varian-

ten des Bogenlängenverfahrens finden sich z. B. in Crisfield [29] oder Wagner

[150], die sich im Wesentlichen durch die Wahl der Nebenbedingung unterschei-

den.

v

Laststeuerung
versagt

Verschiebungssteuerung

V
er

sc
h

ie
b

u
n

g
s-

st
eu

er
u

n
g

v
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sa
g

t

L
a
st
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e
u

e
ru

n
g

v

Korrektor-
iteration

Bogenlängenverfahren

lP lP

v
i

Dv
i

l
i

l
i+1

D
l
i

v
i+1v0

l
0

D
s

Abbildung 5.4: Idee des Bogenlängenverfahrens

Bei der reinen Laststeuerung wird der Lastfaktor ∆λ konstant gehalten und die

zugehörige Verschiebung ermittelt. Bei der reinen Verschiebungssteuerung wird

eine konstante Einzelverschiebung vorgegeben, das Gleichungssystem an entspre-

chender Stelle um die jeweiligen Zeilen und Spalten gestrichen, die entstehenden

Zwänge auf der rechten Seite berücksichtigt und der Gesamtverschiebungszustand

sowie der zugehörige Lastfaktor ermittelt. Die Idee des Bogenlängenverfahrens be-

steht nun in der gleichzeitigen Änderung von Last und Verschiebung innerhalb

einer Gleichgewichtsiteration. Daher handelt es sich bei diesem Verfahren um ein

Zweischrittverfahren mit einem Prädiktor- und mehreren Korrektorschritten. Es

wird eine Nebenbedingung f = p · q = 0 mit

pT = [∆vi, ∆λi] und qT = [v − v0, λ− λ0] (5.70)

eingeführt, welche die Form der Korrektoriteration beschreibt. Sie kann formal

ausgeschrieben werden durch
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f(v, λ) = ∆vT
i (v − v0) + ∆λi(λ− λ0) = 0 . (5.71)

Die Gleichgewichtsaussage (5.33) wird um diese Nebenbedingung erweitert und

lautet damit

Ĝ (v, λ) =

[
R(v)− λP

f (v, λ)

]
. (5.72)

Es kann gezeigt werden, dass sich hieraus Last- und Verschiebungssteuerung als

Sonderfälle ableiten lassen, siehe z. B. Wagner [150]. Die Linearisierung an der

Stelle k führt mit

G(k+1) = G(k) + Dv G(k)∆v(k) +
∂G(k)

∂λ
∆λ(k) = 0

f (k+1) = f (k) +
∂f (k)

∂v
∆v(k) +

∂f

∂λ
∆λ(k) = 0

(5.73)

für konservative Lasten auf das Gleichungssystem

[
K

(k)
T −P

∆vT
i ∆λi

][
∆v(k)

∆λ(k)

]
= −

[
G(k)

f (k)

]
. (5.74)

Mit der Aufteilung des Gesamtverschiebungsinkrements

∆v(k) = ∆λ(k)∆v
(k)
P + ∆v

(k)
G (5.75)

erhält man aus der ersten Zeile für den Iterationsschritt k die beiden Aussagen

K
(k)
T ∆v

(k)
P = P bzw. K

(k)
T ∆v

(k)
G = −G(k) . (5.76)

Das noch unbekannte Inkrement des Lastparameters erhält man aus der zweiten

Zeile und es sich ergibt sich mit Gleichung (5.76)

∆λ(k) = − f (k) + ∆vT
i ∆v

(k)
G

∆vT
i ∆v

(k)
P + ∆λi

. (5.77)

Aus einer vorgegebenen Bogenlänge ∆s wird der Lastschritt ∆λi wie folgt errech-

net
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∆λi =
∆s√

∆vT
Pi∆vPi

. (5.78)

Damit kann das in Tafel 5.2 dargestellte Bogenlängenverfahren auf allgemeine

Last-Verschiebungskurven angewendet werden.

gegeben: ∆s, vi, λi

Prädiktor: ∆vPi = (KTi)
−1 P

∆λi =
∆s√

∆vT
Pi∆vPi

∆vi = ∆λi∆vPi

Korrektor: k = 0, v0 = vi + ∆vi, λ0 = λi + ∆λi

1) ∆v
(k)
P = (K

(k)
T )−1 P

∆v
(k)
G = −(K

(k)
T )−1 G(k)

2) ∆λ(k) = − f (k) + ∆vT
i ∆v

(k)
G

∆vT
i ∆v

(k)
P + ∆λi

∆v(k) = ∆λ(k)∆v
(k)
P + ∆v

(k)
G

3) λ(k+1) = λ(k) + ∆λ(k)

v(k+1) = v(k) + ∆v(k)

4) ‖G (v(k+1), λ(k+1)) ‖ < TOL

nein: ⇒ k = k + 1 gehe zu 1)

ja: ⇒ vi+1 = v(k+1), λi+1 = λ(k+1)

Nächster Lastschritt i = i + 1 gehe zu Prädiktor

Tafel 5.2: Algorithmus des Bogenlängenverfahrens

5.3.3 Lineare und nichtlineare Eigenwertanalyse

Neben der Pfadverfolgung durch Last- oder Verschiebungssteuerung bzw. Bo-

genlängenverfahren können auch andere Effekte auftreten. Durchschlags- und

Verzweigungspunkte werden allgemein als singuläre Punkte bezeichnet. Darüber

hinaus existieren die Bezeichnungen Stabilitäts- oder Instabilitätspunkte. Die zum

singulären Punkt gehörende Last wird als Knick- bzw. Beullast oder allgemein als

kritische Last bezeichnet. Aus der Diskussion der Last-Verschiebungskurve erhält
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man Kriterien für das nichtlineare Stabilitätsverhalten einer Struktur. Hierzu sind

diese Kurven hinsichtlich singulärer Punkte zu untersuchen.

Steigt die Last-Verschiebungskurve monoton an und besitzt keinen Verzweigungs-

punkt, so liegt kein Stabilitätsproblem, sondern ein Spannungsproblem vor. Exi-

stieren jedoch zu einem Lastniveau λ mehrere Gleichgewichtslagen vi, so ist das

Stabilitätsverhalten der Struktur zu untersuchen. In diesem Fall gibt es dann keine

eindeutige Zuordnung zwischen Last und zugehöriger Verschiebung. In Abbildung

5.5 liegt im Zustand L1 und L2 jeweils ein Durchschlagspunkt vor, während B

einen Verzweigungspunkt darstellt. Eine ausführliche Diskussion zu diesem The-

ma findet sich z. B. bei Koiter [83], Thompson & Hunt [142], Budiansky

[21] oder Bazant & Cedolin [15].

Der Bereich der Last-Verschiebungskurve vor Erreichen eines singulären Punktes

wird Vorbeulbereich, der Bereich danach Nachbeulbereich genannt. Beim Errei-

chen von singulären Punkten kann es zu einem dynamischen Verhalten der Struk-

tur kommen, so z. B. beim Erreichen eines Durchschlagspunktes L1 oder eines

Verzweigungspunktes B auf einen stabilen Ast.

v vv

Spannungsproblem Durchschlagproblem

L
1

L
2

Verzweigungsproblem

B

Primärpfad

Sekundärpfad

v
3

v v
21

lP lP

v v
21

v v
21

lP

l1

l2

l1
l1

Abbildung 5.5: Allgemeines Stabilitätsverhalten

Das Verschwinden der 2. Variation der potentiellen Energie ist ein Kriterium

für das Vorhandensein eines singulären Punktes. Plüger [111] führt hierzu zum

vorhandenen Gleichgewichtszustand GG mit zugehörigem Verschiebungszustand

v1 eine benachbarte Gleichgewichtslage GN mit dem Verschiebungszustand v2 bei

gleichem Lastniveau λ ein. Der Grund- und der Nachbarzustand lauten ausgehend

von Gleichung (5.32)

GG(v1, λ) + KTv1 = 0 bzw. GN(v2, λ) + KTv2 = 0 . (5.79)

Aufgrund der Gleichheit des Lastniveaus GG(v1, λ) = GN(v2, λ) können obige

Zustände gleichgesetzt werden und es verbleibt das homogene Gleichungssystem
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KT ∆v = 0 , mit ∆v = v1 − v2 . (5.80)

Das Gleichungssystem besitzt nichttriviale Lösungen für detKT = 0, was sich

ebenfalls durch das spezielle Eigenwertproblem

(KT − ωi1) φ = 0 (5.81)

darstellen lässt. Hierbei ist ωi der i-te Eigenwert mit zugehörigem Eigenvektor φ.

Kritische Punkte sind für ωi = 0 erreicht.

Für die Bemessung eines Systems ist die niedrigste Beullast von Interesse, insbe-

sondere bei Systemen mit einem dynamischen Nachbeulverhalten, bei dem sich

schlagartig große Verformungen einstellen, was somit das Versagen einer Struktur

zur Folge haben kann.

Ist nur eine näherungsweise Berechnung des ersten singulären Punktes von In-

teresse, bedient man sich der klassischen oder der linearen Beulanalyse. Im

Rahmen dieser Vorgehensweise wird ein allgemeines Eigenwertproblem für den

Lastparameter Λ formuliert und die Vorbeulverschiebungen in einer Potenzreihe

v = Λv1 + Λ2v2 + Λ3v3 + ... bezüglich des Lastparameters entwickelt. Das Strei-

chen höherer Terme führt auf die Formulierung eines linearen Eigenwertproblems.

Die tangentiale Steifigkeitsmatrix wird hinsichtlich ihrer Abhängigkeit von den

Verschiebungen in einen linearen Anteil K0, in die Anfangsverschiebungsmatrix

KU und die Anfangsspannungsmatrix Kσ zerlegt. Die Beschränkung auf lineare

Verschiebungsanteile führt auf linearisierte Steifigkeitsmatrizen KL
U und KL

σ und

damit auf die lineare Eigenwertanalyse

[K0 + Λ(KL
U + KL

σ )] ψ = 0 . (5.82)

Unter Vernachlässigung der Matrix KL
U wird der Einfluss des Vorbeulverhaltens

unterdrückt und man erhält das klassische Eigenwertproblem

(K0 + ΛKL
σ ) ψ = 0 . (5.83)

Der Parameter Λ ist ein Faktor, der beschreibt, wie weit der aktuelle Lastfaktor

λ vom kritischen Lastfaktor abweicht. Die geschätzte kritische Last ist ΛλP mit

dem zugehörigen Eigenvektor ψ. Sie ist genau erreicht für Λ = 1. Die lineare und

die klassische Beulanalyse sind als Sonderfall in der speziellen Beulanalyse (5.81)

enthalten. Es ist bekannt, dass die Lösung der linearen Beulanalyse erheblich von

der tatsächlichen, nichtlinearen Lösung abweichen kann, siehe z. B. Brendel

[20].
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Darüber hinaus führt im Rahmen der Methode der Finiten Elemente die Zerle-

gung der tangentialen Steifigkeitsmatrix KT zunächst zu einem erhöhten Kodie-

rungsaufwand, da die Anteile von KT nicht getrennt voneinander vorliegen. Ein

spezieller Eigenwertlösungsalgorithmus wird aufgrund der nicht positiven Defi-

nitheit der Matrizen KL
U und KL

σ erforderlich. Eine solche Separierung ist nicht

immer möglich, siehe z. B. bei Elementformulierungen mit endlichen Rotationen,

z. B. Wagner & Gruttmann [153], Wagner & Gruttmann [155].

Eine einfache Methode zum Auffinden von singulären Punkten ist die Untersu-

chung der Determinante von KT . Hierbei wird begleitend zur Berechnung des

aktuellen Lastzustandes die Determinante von KT beobachtet. Die Determinante

von KT kann bei der Dreieckszerlegung von KT = LDLT leicht ermittelt werden

und liefert dabei die folgende Aussage über die Art des Gleichgewichtszustandes,

die allerdings nicht eindeutig ist

detKT > 0 −→ stabiles Gleichgewicht

detKT = 0 −→ indifferentes Gleichgewicht

detKT < 0 −→ instabiles Gleichgewicht .

Grundsätzlich werden instabile Pfade durch ein oder mehrere negative Diagonal-

elemente Dii von KT beschrieben und es gilt

alle Dii > 0 −→ KT positiv definit stabiles Gleichgewicht

mind.1 Dii = 0 −→ KT positiv semidefinit indifferentes Gleichgewicht

mind.1 Dii < 0 −→ KT negativ definit instabiles Gleichgewicht .

Die Bestimmung singulärer Punkte erfolgt im Rahmen dieser Arbeit mit Hilfe

eines Bisektionsverfahrens, welches im folgenden Kapitel erläutert wird.

5.3.4 Bisektionsverfahren

Zur Auffindung singulärer Punkte genügt es, die Vorzeichen der Diagonalelemente

der tangentialen Steifigkeitsmatrix zu observieren. Hierzu dient ein Bisektionsver-

fahren, siehe z. B. Wagner & Wriggers [157], welches in eine Last- oder in

eine Verschiebungssteuerung implementiert werden kann, vgl. hierzu auch Kel-

ler [77]. Treten bei Laststeigerung zu einem Lastschritt k + 1 ein oder mehrere

negative Diagonalelemente Dii < 0 auf, wird die Last um ∆λ auf den Lastschritt

k verringert und der Lastschritt verkleinert. Die Verkleinerung des Lastschritts

muss hierbei nicht eine Halbierung sein, sondern liegt im Bereich ∆λneu = ξ ·∆λ
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mit 0 < ξ < 1. In einem Bogenlängenverfahren muss die Möglichkeit der Lastum-

kehr sowie der Modifikation der Bogenlänge realisiert sein. Erreicht die Größe

des Lastschritts eine gewisse Toleranz ∆λ < TOL, ist der singuläre Punkt mit

zugehöriger kritischer Last und Verschiebung gefunden.

5.3.5 Nachbeulbereich bei Verzweigungsproblemen

Wird bei einem Verzweigungsproblem die Last-Verformungskurve ab dem Ver-

zweigungspunkt auf dem Sekundärpfad verfolgt, muss zunächst der Verzweigungs-

punkt B bestimmt werden. Hierzu dient das im vorigen Abschnitt vorgestellte Bi-

sektionsverfahren innerhalb des Bogenlängenverfahrens. Formal ist zunächst zu

prüfen, ob der singuläre Punkt tatsächlich einen Verzweigungspunkt darstellt. In

Anlehnung an Stein et al. [138] wird das Residuum an der Stelle v̄, λ̄ in einer

Taylorreihe entwickelt

G(ṽ, λ̃)︸ ︷︷ ︸
GN=0

= G(v̄, λ̄)︸ ︷︷ ︸
GG=0

+ Dv G︸ ︷︷ ︸
KT

∆v + DλG︸ ︷︷ ︸
−P

∆λ + . . . , (5.84)

was aufgrund der Gleichheit des Grund- und Nachbarzustands auf die Beziehun-

gen

KT ∆v −∆λP = 0 (5.85)

führt. Beschreibt (v̄, λ̄) einen singulären Punkt, so verschwindet der Eigenwert

in Gleichung (5.81) und es gilt

KT φ = 0 . (5.86)

Aufgrund der Symmetrie der Steifigkeitsmatrix KT ist der Rechts- und Linksei-

genvektor identisch. Neben Gleichung (5.86) gilt also auch φTKT = 0 und nach

Multiplikation von Gleichung (5.85) mit dem Linkseigenvektors φT folgt die Be-

dingung

φTP∆λ = 0 , (5.87)

die nach Spence & Jepson [135] oder auch Wriggers et al. [162] auf die

Art des singulären Punktes mit Hilfe der Fallunterscheidung

φTP =

{
= 0 Verzweigungspunkt

6= 0 Durchschlagspunkt
(5.88)
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schließen lässt. Aus der Betrachtung der Lastschrittänderung ∆λ lässt sich zusätz-

lich beurteilen, ob es sich bei dem Verzweigungspunkt für φTP = 0 um eine

symmetrische (∆λ=0) oder eine antimetrische (∆λ 6= 0) Verzweigung handelt,

vgl. Abbildung 5.6. Eine detaillierte Darstellung und weitere Klassifizierung von

singulären Punkten findet sich in Wagner [151].

L
Dl = 0

lP

v

B

lP

v

Dl
B

lP

v

Dl = 0

Dl = 0, P = 0P = 0 Dl = 0, Dl = 0, P = 0

Durchschlagpunkt asymmetrischer
Verzweigungspunkt

symmetrischer
Verzweigungspunkt

T TT

Abbildung 5.6: Art des singulären Punktes

Ist ein singulärer Punkt als Verzweigungspunkt identifiziert und das spezielle Ei-

genwertproblem gemäß Gleichung (5.81) gelöst, wird der errechnete Eigenvektor

φi auf den aktuellen Verschiebungszustand v̄ in der Form v̂ = v̄+ζφ̂i aufaddiert.

Mit dem Skalierungsfaktor ζ wird der Eigenvektor φ̂i = φi/‖φi‖ betragsmäßig der

Größe des aktuellen Verschiebungszustands v̄ angepasst. Die Größe der Störung

von v̄ zu v̂ ist so zu wählen, dass ein Wechsel auf den sekundären Pfad erfolgt.

Dabei führen zu kleine Werte von ζ dazu, dass in der nachfolgenden Iteration eine

Lösung auf dem Ausgangspfad gefunden wird. Alternativ führen zu große Werte

von ζ dazu, dass keine Lösung gefunden wird. Weitere Strategien zu Pfadwech-

selprozeduren finden sich z. B. in Riks [120] oder Rheinboldt [118].
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6 Mikroinstabilität

Im Folgenden wird das Stabilitätsverhalten einer Faser bzw. mehrerer Fasern in

einem Matrixmaterial anhand verschiedener FE-Modellierungen untersucht. Das

sog. Mikrobeulen wird zunächst auf einen elastisch gebetteten Balken zurück-

geführt und dort die kritische Dehnung bei Erreichen des Stabilitätspunktes an-

gegeben. Obwohl dieses klassische Modell für die hier untersuchten Probleme sehr

vereinfacht ist, dient es zur Einschätzung der Größenordnung der Ergebnisse ei-

ner einzelnen Faser in einem Matrixmaterial, gewonnen aus einer Berechnung mit

Hilfe der Finite-Element-Methode. Eine analytische Lösung einer einzelnen Faser

in einer Matrix liegt z. B. der Arbeit von Lapusta & Wagner [93] zugrun-

de, welche ebenfalls zur Einschätzung der Qualität der numerischen Ergebnisse

dient. Es wird eine Faser in einer Matrix in der Nähe des freien Randes modelliert

und mit analytischen Lösungen verglichen. Die analytischen Vergleichslösungen

dienen zur Beurteilung der Qualität der verwendeten FE-Modellierungen. Für

periodisch angeordnete Fasern in einer Reihe sowie für biperiodisch angeordnete

Fasern werden zur Minderung des Berechnungsaufwands entsprechende Randbe-

dingungen verwendet. Die Mikroinstabilitätsuntersuchung vieler Fasern kann da-

mit auf eine Einheitszelle zurückgeführt werden. Die gewonnenen Ergebnisse der

biperiodisch angeordneten Fasern werden experimentell ermittelten Ergebnissen

gegenübergestellt.

6.1 Allgemeines

Unter Druckbelastung in Faserrichtung eines unidirektional verstärkten Faser-

verbundwerkstoffs kann es zu Instabilitäten auf Mikroebene (Ausbeulen auf Mi-

kroebene) kommen. Das Mikrobeulen kann Delamination auslösen, wodurch die

Steifigkeit eines Laminats reduziert wird. Unter Umständen kann das Mikrobeu-

len das Versagen einer ganzen Struktur zur Folge haben. Daher ist es wichtig,

diese Schädigungsart genauer zu analysieren. Rosen [123] und Schuerch [132]

betrachten Faser und Matrix als zweidimensionale Schichten. Ihre Arbeit basiert

auf den Untersuchungen von Timoshenko & Gere [144], die das Stabilitätsver-

halten elastisch gebetteter Balken unterschiedlicher Länge und Bettungsmoduli

untersuchen. Sadovsky et al. [125] schlagen die Kombination einer eindimen-

sionalen Betrachtung der Faser mit einer dreidimensionalen Betrachtung der Ma-

trix vor. Das Verhalten von Faserverbundwerkstoffen unter Druckbelastung wird

in Arbeiten von Guynn et al. [55], Guz [57], Schultheisz & Waas [133] so-

wie Fleck [49] verallgemeinert. Einen Überblick über dreidimensionale Modelle

und Methoden der Stabilitätstheorie bei Faserverbundwerkstoffen ist beispiels-
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weise in Guz & Lapusta [60] zu finden. Im Zusammenhang dazu haben Guz

[59], Lapusta & Wagner [93] und Zhuk et al. [165] Beulphänomene in un-

terschiedlichen Skalen untersucht. Es sei darauf hingewiesen, dass die Mehrheit

existierender Modelle, die das Ausbeulen auf Mikroebene von Verbundwerkstoffen

beschreiben, auf einer zweidimensionalen Formulierung beruhen. Die dreidimen-

sionale mechanische Beschreibung des Faserbeulens auf Mikroebene, insbesondere

durch die Verwendung von dreidimensionalen Finiten Elementen, hat bedeutend

weniger Aufmerksamkeit erhalten, obwohl das Spannungs-Dehnungs-Feld in der

Nähe der Faser ausgeprägt dreidimensional ist.

Das Mikrobeulen kann gemäß Abbildung 6.1 auf die in Kapitel 3.8 dargestellte

Einheitszelle reduziert werden, da sich in Faserlängsrichtung die Beulwelle des

Mikrobeulens beliebig oft wiederholt. Es kann also von der Periodizität des Mi-

krobeulens in longitudinaler Richtung Gebrauch gemacht werden. An dieser Stelle

wird die Höhe h der Einheitszelle eingeführt, welche gerade der Beullänge ent-

spricht. Um das Mikrobeulen korrekt auf die Einheitszelle der Höhe h abzubilden,

sind entsprechende Randbedingungen zu berücksichtigen. Auf die Randbedingun-

gen wird genauer in Kapitel 6.4 eingegangen.

Beulhalbwelle entspricht
Höhe der Einheitszelleh

h

Beulhalbwelle entspricht
Knicklänge des elastisch

gebetteten Balkens

s
Ki

s
Ki

Abbildung 6.1: Mikrobeulen der Einheitszelle mit Zellhöhe h

6.2 Elastisch gebetteter Balken

Eine mögliche analytische Beschreibung des Mikrobeulens einer einzelnen Faser in

einer Matrix ist über die Betrachtung eines elastisch gebetteten Balkens gegeben.

Im Folgenden wird eine Einzelfaser in einer genügend großen Matrix betrachtet,

d. h. Interaktionen zwischen den Fasern werden ausgeschlossen. In Abbildung 6.1

ist der Zusammenhang zwischen der Beulhalbwelle der Einheitszelle der Höhe h
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sowie der Knicklänge sKi des entsprechenden elastisch gebetteten Balkens grafisch

veranschaulicht.

Timoshenko & Gere [144] geben ausgehend vom Potential des Balkens und

der Bettung das Stabilitätsverhalten des elastisch gebetteten Balkens endlicher

Länge an. Aufbauend darauf stellt Alber [1], in Anlehnung an Hetényi [67], die

nötigen Zusammenhänge des unendlich langen, elastisch gebetteten Balkens dar.

Das Momentengleichgewicht am verformen Balkenelement der Länge dx liefert

gemäß Abbildung 6.2

w

z

x dx

w w+ d

N

M

Qv

Q Q+ d vv

M M+ d

N N+ d

p kw=

Abbildung 6.2: Differentielles Balkenelement

(M + dM)−M −Ndw −Qvdx− kw
dx2

2
= 0 . (6.1)

Hierbei ist k [N/mm2] der Bettungsmodul, der bereits mit der Breite b des ela-

stisch gebetteten Balkens multipliziert ist. Unter Vernachlässigung des höheren

Terms folgt daraus

dM

dx
−N

dw

dx
−Qv = 0 . (6.2)

Die Normalkraft N wird entgegen der üblichen Konvention als Druckkraft positiv

eingeführt. Aus der Summe der Querkräfte folgt die Beziehung

dQv

dx
= kw . (6.3)

Nach einmaligem Differenzieren von Gleichung (6.2) und Einsetzen der Diffe-

rentialgleichung des Biegebalkens M = −EI(d2w/dx2) folgt unter Verwendung

von Gleichung (6.3) die homogene Differentialgleichung des elastisch gebetteten

Balkens
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EI
d4w

dx4
+ N

d2w

dx2
+ kw = 0 . (6.4)

Gleichung (6.4) besitzt mit den eingeführten Hilfsvariablen

α =

√√
k

4EI
− N

4EI
, β =

√√
k

4EI
+

N

4EI
(6.5)

die allgemeine Lösung

w(x) = C1 eα x cos(β x) + C2 e−α x cos(β x)

+ C3 eα x sin(β x) + C4 e−α x sin(β x) .
(6.6)

Für den unendlich langen, elastisch gebetteten Balken darf w(x) nicht über alle

Maßen wachsen. Diese Bedingung führt zum Verschwinden der Integrationskon-

stanten C1 und C3. Die Knickbiegelinie ist eine über die gesamte Balkenlänge

verlaufende Sinuskurve mit nicht abklingender Amplitude, was zu der Forderung

α = 0 führt. Damit ergibt sich mit Gleichung (6.5)links die Knicklast

NKi = 2
√

k EI . (6.7)

Der Abstand der Wendepunkte der Knickbiegelinie ergibt die Knicklänge, die

der halben Periode π der trigonometrischen Sinusfunktion der Frequenz β ent-

spricht. Nach Einarbeitung von Gleichung (6.7) in Gleichung (6.5)rechts folgt die

Knicklänge

sKi = π/β = π 4
√

EI/k . (6.8)

Der Bettungsmodul k hängt von den Materialkennwerten Em und νm der Matrix

und der Geometrie des elastisch gebetteten Balkens ab. Zur Bestimmung von k

schlägt Hirschfeld [71] die Beziehung

k =
χ√
l/b

· Em

1− (νm)2
(6.9)

vor. Hierbei ist χ = χ(l/b) ein vom Längen- zu Breitenverhältnis l/b des elastisch

gebetteten Balkens abhängiger Formbeiwert (vgl. Tabelle 6.1).
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l/b (:= sKi/d) 2 3 5 10 100

χ 1,09 1,13 1,22 1,41 2,71

Tabelle 6.1: Formbeiwert χ = χ(l/b) nach Hirschfeld [71]

Würde zur Bestimmung des Formbeiwerts χ die unendlich lange Faser in Ansatz

gebracht, ginge der Bettungsmodul nach Gleichung (6.9) gegen null. Daher wird

die benachbarte Gleichgewichtslage der ausgeknickten Faser gemäß Abbildung

6.1 betrachtet. Der Bettungsmodul wird im Bereich der Knicklänge sKi aktiviert,

womit die Wahl des Längen-/ Breitenverhältnisses l/b gleich dem Verhältnis der

auf den Faserdurchmesser bezogenen Knicklänge sKi/d gerechtfertigt ist. Mit Hilfe

von Gleichung (6.8) ist nun der Bettungsmodul gemäß Gleichung (6.9) iterativ

bei gleichzeitiger linearer Interpolation von χ anhand Tabelle 6.1 ermittelbar. Das

Schema zur Bestimmung des Bettungsmoduls ist in Tafel 6.1 dargestellt.

1) Wahl eines Startwerts der bezogenen Knicklänge sKi/d

2) Bestimmung von χ durch lineare Interpolation (Tabelle 6.1)

3) k =
χ√

sKi/d
· Em

1− (νm)2
gemäß Gleichung (6.9)

4)
(sKi

d

)neu

=
π

d
4

√
EI

k
gemäß Gleichung (6.8)

5)
∣∣∣
(sKi

d

)neu

− sKi

d

∣∣∣ < TOL

nein →
(sKi

d

)neu

:=
sKi

d
→ gehe zu 2)

ja → Ende

Tafel 6.1: Iterative Bestimmung des Bettungsmoduls k

Da die Faser vollständig von der Matrix umgeben ist, wird die Bettung beidsei-

tig angesetzt und der in Schritt 3) bestimmte Bettungsmodul nach Tafel 6.1 mit

dem Faktor 2 versehen. Ist der Bettungsmodul bestimmt, lässt sich die kritische

Dehnung u1/sKi, bei welcher die Faser beult, aus der Knicklast (6.7) durch Divi-

sion der Dehnsteifigkeit der Faser EA bestimmen. Hierbei ist u1 die Verkürzung

des elastisch gebetteten Balkens der Länge sKi. Damit ergibt sich die kritische

Dehnung

u1/sKi = NKi/EA . (6.10)

Auf dieses Ergebnis und dessen Auswertung wird an späterer Stelle zurückgegrif-

fen.
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Für den Grenzfall lim
k→0

wird aus Gleichung (6.8) deutlich, dass die Knicklänge sKi

über alle Maßen wächst, also der gesamten unendlichen Balkenlänge entspricht.

Für den bekannten Eulerknickstab bedeutet eine unendlich lange Knicklänge,

dass der Balken keine axiale Druckkraft aufnehmen kann. Diese Grenzbetrach-

tung deckt sich mit Gleichung (6.7), für welche für ein Verschwinden des Bet-

tungsmoduls k, die kritische Last NKi verschwindet.

6.3 Dreidimensionale analytische Beschreibung

In diesem Abschnitt wird eine dreidimensionale analytische Beschreibung des

Stabilitätsverhaltens einer Einzelfaser in einer Matrix gemäß Lapusta & Wag-

ner [93] vorgestellt. Auf die Aufbereitung der mechanischen Zusammenhänge der

dreidimensionalen Stabilitätstheorie deformierbarer Körper wird an dieser Stelle

verzichtet und auf die Arbeit von Guz [58] und der dort verwendeten Notation

verwiesen.

Zunächst wird ein Bereich eines unidirektional verstärkten Verbundwerkstoffs in

Augenschein genommen. Die mikromechanische Betrachtung beschränkt sich auf

eine dreidimensionale charakteristische Zelle, bestehend aus einer Faser und einem

Matrixbereich, welche in Abbildung 6.3 grau hinterlegt ist. Für diesen Fall wird

zwischen den jeweiligen Fasern eine gegenseitige Interaktion ausgeschlossen. Diese

Annahme ist gleichbedeutend mit der Annahme einer Einzelfaser, welche in einem

unendlich großen Matrixmaterial eingebettet ist.

r

x
1

x
2

x
3

q

Abbildung 6.3: Wahl der charakteristischen Zelle und des Koordinatensystems

Es werden Lagrangesche Koordinaten (r, θ, z) für die Faser und die Matrix

eingeführt. Die z-Achse stimmt mit der Faserachse x3 überein. Unter axialer
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Belastung ist im vorkritischen Bereich die Verkürzung εf der Faser gleich der

Verkürzung εm der Matrix. Die Annahme eines perfekten Verbunds in der Grenz-

fläche (r = R mit R =Faserradius) zwischen Faser und Matrix führt auf Über-

gangsbedingungen für Verschiebungen und Kräfte der Form

uf
r = um

r , uf
θ = um

θ , uf
z = um

z ,

P f
rr = Pm

rr , P f
rθ = Pm

rθ , P f
rz = Pm

rz .
(6.11)

Ein Stabilitätsfall liegt vor, wenn bei einem Lastniveau neben der Gleichgewichts-

lage im Grundzustand eine benachbarte Gleichgewichtslage (Nachbarzustand)

existiert. Das Gleichgewicht ist durch die folgenden Gleichungen nach Guz [58]

für das Fasergebiet V f und das Matrixgebiet V m beschrieben

(xi) ∈ V f : [ωf
itαβuf

α,β],i = 0 , (6.12)

(xi) ∈ V m : [ωm
itαβum

α,β],i = 0 . (6.13)

Die Größen ωf
itαβ und ωm

itαβ sind abhängige Koeffizienten des Materials der Faser

und der Matrix sowie der Spannung im vorkritischen Bereich. Mit den Funktionen

ψf und χf gilt für die Verschiebungen der Faser

uf
r =

1

r

∂

∂θ
ψf − ∂2

∂r ∂z
χf , (6.14)

uf
θ = − ∂

∂r
ψf − 1

r

∂2

∂θ ∂z
χf , (6.15)

uf
z =

1

ωf
1133 + ωf

1313

(
ωf

1111∆ + ωf
3113

∂2

∂z2

)
χf (6.16)

und mit ψm und χm gilt für die Verschiebungen der Matrix

um
r =

1

r

∂

∂θ
ψm − ∂2

∂r ∂z
χm , (6.17)

um
θ = − ∂

∂r
ψm − 1

r

∂2

∂θ ∂z
χm , (6.18)

um
z =

1

ωm
1133 + ωm

1313

(
ωm

1111∆ + ωm
3113

∂2

∂z2

)
χm . (6.19)

Dabei ist

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
(6.20)
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der zweidimensionale Laplace-Operator. Gemäß Guz [58] sind die Bedingungen

(6.12) und (6.13) erfüllt, wenn für die Funktionen ψf , χf , ψm und χm gilt

(
∆ + (ζf

1 )2 ∂2

∂z2

)
ψf = 0 ,

(
∆ + (ζf

2 )2 ∂2

∂z2

)(
∆ + (ζf

3 )2 ∂2

∂z2

)
χf = 0 , (6.21)

bzw.

(
∆ + (ζm

1 )2 ∂2

∂z2

)
ψm = 0 ,

(
∆ + (ζm

2 )2 ∂2

∂z2

)(
∆ + (ζm

3 )2 ∂2

∂z2

)
χm = 0 . (6.22)

Die Koeffizienten (ζm
j )2 und (ζf

j )2 hängen von ωm
itαβ und ωf

itαβ ab und haben die

Form

(ζf
1 )2 =

ωf
3113

ωf
1221

, (6.23)

(ζf
2,3)

2 = cf ±
√

(cf )2 − ωf
3333

ωf
1111

ωf
3113

ωf
1331

, (6.24)

mit

cf =
ωf

1111ω
f
3333 + ωf

1331ω
f
3113 − (ωf

3131 + ωf
1133)(ω

f
1313 + ωf

3311)

2 ωf
1111ω

f
1331

, (6.25)

und

(ζm
1 )2 =

ωm
3113

ωm
1221

, (6.26)

(ζm
2,3)

2 = cm ±
√

(cm)2 − ωm
3333

ωm
1111

ωm
3113

ωm
1331

, (6.27)

mit

cm =
ωm

1111ω
m
3333 + ωm

1331ω
m
3113 − (ωm

3131 + ωm
1133)(ω

m
1313 + ωm

3311)

2 ωm
1111ω

m
1331

. (6.28)
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Für elastische Materialien gilt (ζf
2 )2 6= (ζf

3 )2, (ζm
2 )2 6= (ζm

3 )2. Die Übergangsbe-

dingungen gemäß Gleichung (6.11) nehmen dann folgende Gestalt an

um
r = uf

r , um
θ = uf

θ , um
z = uf

z , (6.29)

P f
rr = ωf

1111

∂uf
r

∂r
+ ωf

1122

(
1

r

∂uθ

∂θ
+

ur

r

)
+ ωf

1133

∂uf
z

∂z

= ωm
1111

∂um
r

∂r
+ ωm

1122

(
1

r

∂uθ

∂θ
+

ur

r

)
+ ωm

1133

∂um
z

∂z
= Pm

rr , (6.30)

P f
rθ = ωf

1221

∂uf
θ

∂r
+ ωf

1212

(
1

r

∂ur

∂θ
− uθ

r

)

= ωm
1221

∂um
θ

∂r
+ ωm

1212

(
1

r

∂ur

∂θ
− uθ

r

)
= Pm

rθ , (6.31)

P f
rz = ωf

1313

∂uf
r

∂z
+ ωf

1331

∂uf
z

∂r
= ωm

1313

∂um
r

∂z
+ ωm

1331

∂um
z

∂r
= Pm

rz . (6.32)

Mit der Länge L der Beulhalbwelle der Faser wird die Abkürzung γ = πL−1

eingeführt. Die Funktionen ψf und χf der Fasern, welche die Gleichungen (6.21)

erfüllen, können als Reihe entwickelt werden

ψf =
∞∑

n=1

Xf
n,1 sin(γz) In(ζf

1 γr) sin(nθ) , (6.33)

χf =
∞∑

n=0

3∑
s=2

Xf
n,s cos(γz) In(ζf

s γr) cos(nθ) . (6.34)

Gleiches gilt für die Matrix

ψm =
∞∑

n=1

Xm
n,1 sin(γz) Kn(ζm

1 γr) sin(nθ) , (6.35)

χm =
∞∑

n=0

3∑
s=2

Xm
n,s cos(γz) Kn(ζm

s γr) cos(nθ) , (6.36)

wobei Xf
n,1, Xf

n,2, Xf
n,3 und Xm

n,1, Xm
n,2, Xm

n,3 unbekannte Koeffizienten sind. Ein-

setzen der Gleichungen (6.33) bis (6.36) in Gleichungen (6.21) bis (6.22) führt
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jeweils mit der Substitution x = ζf,m
j γr und unter Anwendung der Kettenregel

∂/∂x · ∂x/∂r auf die Besselsche Differentialgleichung

x2 ∂2y

∂x2
+ x

∂y

∂x
− (x2 + n2) y = 0 . (6.37)

Lösungen dieser Differentialgleichung sind die Bessel-Funktion In(x) sowie die

MacDonald-Funktion Kn(x), womit gezeigt ist, dass die Ansätze (6.33) bis (6.36)

die Bedingungen (6.21) und (6.22) erfüllen. Die Einarbeitung der Übergangs-

bedingungen (6.11) für r = R führt mit Gleichungen (6.14) bis (6.19) sowie

Gleichungen (6.29) bis (6.32) auf ein unendliches System homogener Gleichungen

Bf
n,klX

f
n,l + Bm

n,klX
m
n,l = 0 , k = 1 . . . 6 , l = 1 . . . 3 , n = 0 . . .∞ , (6.38)

bzw. in ausgeschriebener Form




Bf
n,11 Bf

n,12 Bf
n,13 Bm

n,11 Bm
n,12 Bm

n,13

Bf
n,21 Bf

n,22 Bf
n,23 Bm

n,21 Bm
n,22 Bm

n,23

Bf
n,31 Bf

n,32 Bf
n,33 Bm

n,31 Bm
n,32 Bm

n,33

Bf
n,41 Bf

n,42 Bf
n,43 Bm

n,41 Bm
n,42 Bm

n,43

Bf
n,51 Bf

n,52 Bf
n,53 Bm

n,51 Bm
n,52 Bm

n,53

Bf
n,61 Bf

n,62 Bf
n,63 Bm

n,61 Bm
n,62 Bm

n,63




︸ ︷︷ ︸
Bn




Xf
n,1

Xf
n,2

Xf
n,3

Xm
n,1

Xm
n,2

Xm
n,3




= 0 , n = 0 . . .∞ ,

(6.39)

wobei die Einsteinsche Summenkonvention (bezüglich n) anzuwenden ist. Die

Koeffizientenfunktionen Bf
n,kl bzw. Bm

n,kl der Koeffizientenmatrix Bn lauten mit

dem Parameter der Beulhalbwelle

κ = γR = π
R

L
(6.40)

und der Abkürzung

I ′n =
∂In

∂r
bzw. K ′

n =
∂Kn

∂r
(6.41)

für die ersten drei Zeilen
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Zeile 1:

Bf
n,11 =

n

R
In(ζf

1 κ) ,

Bf
n,12 =

κ

R
I ′n(ζf

2 κ) ,

Bf
n,13 =

κ

R
I ′n(ζf

3 κ) ,

Bm
n,11 = − n

R
Kn(ζm

1 κ) ,

Bm
n,12 = − κ

R
K ′

n(ζm
2 κ) ,

Bm
n,13 = − κ

R
K ′

n(ζm
3 κ) ,

Zeile 2:

Bf
n,21 = I ′n(ζf

1 κ) ,

Bf
n,22 =

nκ

R2
In(ζf

2 κ) ,

Bf
n,23 =

nκ

R2
In(ζf

3 κ) ,

Bm
n,21 = −K ′

n(ζm
1 κ) ,

Bm
n,22 = −nκ

R2
K ′

n(ζm
2 κ) ,

Bm
n,23 = −nκ

R2
K ′

n(ζm
3 κ) ,

Zeile 3:

Bf
n,31 = 0 ,

Bf
n,32 =

1

ωf
1133 + ωf

1313

[
ωf

1111

(
I ′′n(ζf

2 κ) + I ′n(ζf
2 κ)− n2

R2
In(ζf

2 κ)

)

−ωf
3113

κ2

R2
In(ζf

2 κ)

]
,

Bf
n,33 =

1

ωf
1133 + ωf

1313

[
ωf

1111

(
I ′′n(ζf

3 κ) + I ′n(ζf
3 κ)− n2

R2
In(ζf

3 κ)

)

−ωf
3113

κ2

R2
In(ζf

3 κ)

]
,

Bm
n,31 = 0 ,

Bm
n,32 =

−1

ωm
1133 + ωm

1313

[
ωm

1111

(
K ′′

n(ζm
2 κ) + K ′

n(ζm
2 κ)− n2

R2
Kn(ζm

2 κ)

)

−ωm
3113

κ2

R2
Kn(ζm

2 κ)

]
,

Bm
n,33 =

−1

ωm
1133 + ωm

1313

[
ωm

1111

(
K ′′

n(ζm
3 κ) + K ′

n(ζm
3 κ)− n2

R2
Kn(ζm

3 κ)

)

−ωm
3113

κ2

R2
Kn(ζm

3 κ)

]
.

Die verbleibenden drei Zeilen ergeben sich sinngemäß, wobei diese etwas längere

Ausdrücke ergeben, da die Übergangsbedingungen für die Kräfte nach Gleichun-
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gen (6.30) bis (6.32) Kombinationen partieller Ableitungen der Verschiebungen

(6.14) bis (6.19) enthalten. Eine nichttriviale Lösung von Gleichung (6.38) bzw.

(6.39) ergibt sich, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix Bn verschwin-

det

Det [Bn] = Det [Bn(εzz, κ)] = 0 , (6.42)

wobei die Determinante der Koeffizientenmatrix Bestimmungsgleichungen für die

kritische Dehnung εzz in Abhängigkeit des Parameters der Beulhalbwelle κ liefert.

Gleichung (6.42) wird für vorgegebene Werte für κ sowie Materialparameter nu-

merisch gelöst, wobei für elastisches Material jeweils für die Faser bzw. die Matrix

gilt

ω1111 = λ + 2µ + σ0
11, ω2222 = λ + 2µ + σ0

22, ω3333 = λ + 2µ + σ0
33,

ω1122 = ω2211 = ω1133 = ω3311 = ω2233 = ω3322 = λ,

ω1212 = ω2121 = ω1313 = ω3131 = ω2323 = ω3232 = µ,

ω2112 = ω2332 = µ + σ0
22, ω1221 = ω1331 = µ + σ0

11, ω3113 = ω3223 = µ + σ0
33.

(6.43)

Für ein bestimmtes κi bildet die zugehörige kleinste Dehnung εi
zz einen Punkt

in einem εzz-κ-Diagramm. Der Parameter der Beulhalbwelle κ wird sukzessive

verändert, so dass sich für die jeweils kleinste Dehnung εi
zz(κ

i) weitere Punkte

im εzz-κ-Diagramm ergeben. Das Minimum in diesem εzz-κ-Diagramm liefert die

kritische Dehnung mit zugehöriger Beulhalbwelle

εcr = min
i

(εi
zz(κ)) . (6.44)

In Guz & Lapusta [60] wurde gezeigt, dass sich für 10 Gleichungen des Systems

(6.38) die kritische Dehnung εcr bereits mit einer Genauigkeit von 10−4 angeben

lässt.

Das Modell mit perfektem Verbund stellt eine obere Grenze der kritischen Deh-

nung εcr dar, die schon bei wenigen Defekten in der Grenzschicht zwischen Faser

und Matrix unterschritten werden. Im Rahmen der mechanischen Beschreibung

ist es schwierig, einzelne Defekte zu berücksichtigen. Daher wird, was den Verbund

in der Grenzschicht angeht, ein Fall konstruiert, der eine untere Grenze der kri-

tischen Dehnungen εcr angibt. Die Wirklichkeit liegt dann irgendwo dazwischen.

Es werden also Übergangsbedingungen konstruiert, die lediglich Gleichheit der

Normalkomponenten der Verschiebungen uf
r , um

r sowie die der Kräfte P f
rr, Pm

rr

fordern, während die restlichen Kräfte verschwinden
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uf
r = um

r , P f
rr = Pm

rr ,

P f
rθ = 0 , Pm

rθ = 0 , P f
rz = 0 , Pm

rz = 0 .
(6.45)

Diese Übergangsbedingungen sind gleichbedeutend mit einem reibungsfreien Ver-

bund in der Grenzfläche zwischen Faser und Matrix. Für den reibungsfreien Ver-

bund lassen sich in analoger Weise minimale kritische Dehnungen εcr mit zu-

gehörigen Parametern der Beulhalbwelle κ finden.

In Lapusta & Wagner [93] finden sich auch Formulierungen für Fasern mit

perfektem und gleitendem Verbund zwischen Faser und Matrix, die Effekte der

faserparallelen freien Oberfläche berücksichtigen. Hierbei werden neben den lo-

kalen Koordinaten (r, θ, z1) für die Faser Koordinaten (x1, x2, x3) bzw. (x, y, z)

für die Matrix eingeführt. Die z- sowie die x3-Achse zeigen in Faserrichtung, wo-

bei sich die z-Achse auf dem freien Rand der Matrix befindet. Die z1-Achse fällt

mit der x3-Achse der Faser zusammen. Es wird wieder angenommen, dass Fasern

untereinander nicht in Interaktion treten. Der Bereich, der für eine mechanische

Beschreibung des Problems herangezogen wird, ist in Abbildung 6.4 grau hinter-

legt.

q

r

x

y

x
1

x
2

x
3 z

Abbildung 6.4: Charakteristische Zelle und Koordinatensysteme bei Existenz einer
freien Oberfläche

Bei der Lösung an der unbelasteten freien Oberfläche der Matrix werden zusätz-

lich entsprechende Kraftrandbedingungen eingeführt

Pm
yy = 0, Pm

yx = 0, Pm
yz = 0 , (6.46)

sowie zusätzliche Glieder in den Lösungen für die Funktionen ψm und χm nach

Gleichung (6.35) und (6.36). Im Rahmen dieser Arbeit wird auf die Einzelhei-
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ten nicht eingegangen und auf entsprechende Literatur (Guz [57], Lapusta &

Wagner [93] oder Lapusta [88]) verwiesen.

Die Ergebnisse der in diesem Kapitel dargestellten Varianten zur Bestimmung

der minimalen kritischen Dehnung εcr dienen in den weiteren Kapiteln als Ver-

gleichswerte und werden an entsprechender Stelle bereitgestellt.

6.4 Instabilität einer isotropen Einzelfaser in einer Matrix

6.4.1 Beschreibung der Modellierung

Es wird das Stabilitätsverhalten einer Einheitszelle eines Faserverbundwerkstoffs

untersucht. Die Einheitszelle besteht zunächst in Anlehnung an Kapitel 3.8 aus

einer einzelnen Faser in einer Matrix. Der Durchmesser d der Faser bleibt un-

verändert, wohingegen die Höhe h der Einheitszelle variiert wird. Um Randein-

flüsse auf das Stabilitätsverhalten in diesem Fall auszuschließen, wird die Breite

der Einheitszelle b = h gewählt. Zur Rechtfertigung dieser Wahl werden Berech-

nungen mit größerer Breite (b = 2h) durchgeführt. Die Einheitszelle wird am

unteren Rand in longitudinaler x1-Richtung gehalten. Alle Knoten des oberen

Randes erfahren dieselbe Verschiebung in x1-Richtung, was dem Modell einer rei-

bungsfreien starren Platte entspricht. Durch diese Randbedingungen an Ober-

und Unterseite der Einheitszelle wird das Mikrobeulen gemäß Abbildung 6.1

(rechts) realisiert und die Periodizität des Mikrobeulens in Faserlängsrichtung

ausgenutzt. Der Verbund zwischen Faser und Matrix ist perfekt, d. h. sowohl

Verschiebungen als auch Kräfte in der Grenzfläche zwischen beiden Phasen sind

identisch. Die seitlichen Ränder der Zelle sind unbelastet und in ihrer Verformung

nicht behindert.
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Abbildung 6.5: Einheitszelle mit gewählten Koordinaten x1, x2 und x3 sowie r und s
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Abbildung 6.5 zeigt die Einheitszelle mit dem eingeführten Koordinatensystem,

den Maßen und den erläuterten Randbedingungen. Die angenommene Geometrie

der Einheitszelle entspricht einem sehr geringen Faservolumenanteil und schließt

Interaktionen von Fasern untereinander aus. Unter der Annahme von Schädigun-

gen des Matrixmaterials im Bereich der Einheitszelle kann das Modell als Grund-

lage zur Einarbeitung von einzelnen nichtperiodischen Matrixfehlern dienen, wel-

che Einfluss auf das lokale Stabilitätsverhalten haben. Derartige Schädigungen

können in einfacher Näherung über eine Herabsetzung des E-Moduls Em der Ma-

trix in der Form Ẽm = Em (1−ζ) und/oder über eine entsprechende Herabsetzung

des Schubmoduls G̃m = Gm (1 − ζ) geschehen, wobei ζ ein Schädigungsparame-

ter ist. Auf die Art der Schädigung wird an dieser Stelle nicht eingegangen. In

den folgenden Kapiteln wird diese Schädigungsart indirekt diskutiert, indem das

Stabilitätsverhalten der Einheitszelle mit verschiedenen E-Moduli Em für das

Matrixmaterial analysiert wird. Untersuchungen zum Einfluss von Matrixfehlern

auf das Stabilitätsverhalten auf Mikroebene finden sich z. B. bei Lapusta &

Wagner [92]. Dort wird die Schädigung als zylindrischer Hohlraum in der Nähe

einer Faser und der Schädigung der Grenzschicht angenommen.

Faserinteraktionen und deren Einfluss auf das Mikroinstabilitätsverhalten können

Berücksichtigung finden, wenn periodische Randbedingungen an den seitlichen

Rändern eingearbeitet werden. Diese Fragestellung wird an späterer Stelle dis-

kutiert. Um die Anzahl der Freiheitsgrade zu reduzieren und damit Rechenzeit

einzusparen, wird die Symmetrie der Beulebene ausgenutzt und unter Einarbei-

tung entsprechender Symmetrierandbedingungen am halben System gerechnet.

In Abbildung 6.6 ist jeweils die Symmetrie der Beulebene gekennzeichnet. Für

beide Phasen wird isotropes Materialverhalten vorausgesetzt, so dass die Mate-

rialmatrix C2 entsprechend Gleichung (3.41) Verwendung findet. Es werden für

das Faser- und das Matrixmaterial die Materialparameter entsprechend der fol-

genden Tabelle 6.2 gewählt.

Ef = 390 · 103 N/mm2 νf = 0, 30

Em = 2, 4375 · 103 N/mm2 νm = 0, 30

d = 8, 0 µm

Tabelle 6.2: Materialdaten für die Faser und die Matrix sowie Durchmesser der Faser

Die zur kritischen Beullast gehörende kritische axiale Verschiebung u1 in Fa-

serlängsrichtung wird mit dem in Kapitel 5.3.4 beschriebenen Bisektionsverfahren

berechnet, woraus im Anschluss die kritische Verkürzung u1/h bestimmt wird.

Für die Untersuchung einer Einzelfaser in einer sehr großen Matrix ist die Mo-

dellierung einer kreiszylindrischen Faser eingebettet in einer kreiszylindrischen
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Matrix nahe liegend. Das Einbeziehen von Interaktionen der Fasern untereinan-

der bzw. periodische Randbedingungen können bei dieser Modellierung jedoch

nur mit großem Aufwand eingearbeitet werden. Daher wird die Einheitszelle mit

zwei weiteren Netzgeometrien diskretisiert. Zusätzlich zur kreiszylindrischen Fa-

ser, eingebettet in einer kreiszylindrischen Matrix, besitzt die zweite Modellie-

rung ebenfalls eine kreiszylindrische Faser, jedoch eine quaderförmig berandete

Matrix. Aufgrund der Einfachheit der Netzgeometrie wird schließlich noch eine

dritte Modellierung mit quadratischem Faserquerschnitt und einer quaderförmig

berandeten Matrix gewählt. Die Abbildung 6.6 zeigt die drei unterschiedlichen

Modellierungen in der ersten Beuleigenform sowie die zugehörigen Details der

Faserdiskretisierung. Die erste und dritte Modellierung wurde bereits in Lapu-

sta et al. [89] vorgestellt.

1. 2. 3.

SymmetrieebeneSymmetrieebeneSymmetrieebene

1. 2. 3.

SymmetrieebeneSymmetrieebeneSymmetrieebene

1. 2. 3.

SymmetrieebeneSymmetrieebeneSymmetrieebene

1. 2. 3.

SymmetrieebeneSymmetrieebeneSymmetrieebene

Abbildung 6.6: Eigenformen der verschiedenen FE-Modellierungen der Einheitszelle
und Details der Diskretisierung der Fasern

Für die erste und zweite FE-Modellierung werden 12 Elemente in r- und s-

Richtung und k = 12 Elemente in x1-Richtung gewählt. Das dritte Modell besitzt

m = 16 Elemente in x3-, n = 8 Elemente in x2- und ebenfalls k = 12 Elemente in

x1-Richtung. Die Koordinaten xi sowie r und s wurden bereits in Abbildung 6.5

eingeführt. Später werden diese Parameter zur Netzverfeinerung und einer damit

verbundenen Konvergenzuntersuchung genutzt.

6.4.2 Numerische Ergebnisse

Die Höhe h der Einheitszelle wird nun variiert und die kritische Verschiebung

u1 bei Erreichen des Stabilitätspunktes als Funktion der Länge L = h der Beul-
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halbwelle berechnet. Die kritische Verkürzung u1/L wird als Funktion der auf den

Faserdurchmesser d bezogenen dimensionslosen Länge L/d angegeben. Hieraus re-

sultieren die in Abbildung 6.7 angegebenen Verläufe für die drei unterschiedlichen

FE-Netze. Die minimalen kritischen Verkürzungen sind in Tabelle 6.3 angegeben.
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0,0775

0,0785
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u
L
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/

L d/

Modellierung 1
Modellierung 2
Modellierung 3

Abbildung 6.7: Kritische Verkürzung u1/L = f(L/d)

L/d u1/L

Modellierung 1 4,3125 0,0737

Modellierung 2 4,2813 0,0747

Modellierung 3 4,9367 0,0776

Tabelle 6.3: Minimale kritische Verkürzung der drei FE-Modellierungen

Die Modellierung 3 liefert eine minimale kritische Verkürzung, welche um 5, 3 %

von dem Ergebnis der Modellierung 1 abweicht, wohingegen die Modellierung 2

lediglich um 1, 4 % davon abweicht. Im Vergleich zu Modellierung 1 und 2 ist die

dritte Modellierung sehr einfach zu diskretisieren. Auf der anderen Seite erfas-

sen die Modellierungen mit der kreiszylindrischen Faser die Geometrie der Faser

wesentlich exakter und sollten für weitere Untersuchungen verwendet werden,

in jedem Fall dann, wenn hohe Anforderungen an die Qualität der Ergebnisse

gestellt werden.

In einer weiteren Untersuchung wird die Breite der Matrix vergrößert. Die mini-

male kritische Verkürzung weicht für eine Verdopplung der Breite b = 2h in Bezug

auf die Ausgangsbreite b = h um weniger als 3 % ab. Aufgrund dieser geringen

Abweichung kann die Wahl der Breite b = h als ausreichend groß angesehen

werden, um Randeinflüsse auszuschließen.
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Zur Verdeutlichung des Einflusses der Nichtlinearität des Problems, wird das

lineare Eigenwertproblem nach Gleichung (5.82) gelöst und mit den Ergebnis-

sen des speziellen Eigenwertproblems entsprechend Gleichung (5.81) für die Aus-

gangsnetze gemäß Abbildung 6.6 verglichen. Die berechneten minimalen kriti-

schen Verkürzungen und die Abweichung in Bezug auf die Ergebnisse des speziel-

len Eigenwertproblems sind in Tabelle 6.4 angegeben. Hierbei sind Abweichungen

der minimalen kritischen Verkürzung u1/L festzustellen, was die Nichtlinearität

des Problems unterstreicht und die Anwendung des Bisektionsverfahrens recht-

fertigt.

L/d u1/L u1/L Abweichung

spezielles lineares zum speziellen

Eigenwertproblem Eigenwertproblem Eigenwertproblem

Mod. 1 4,3125 0,0737 0,0690 6,4%

Mod. 2 4,2813 0,0747 0,0697 6,7%

Mod. 3 4,9367 0,0776 0,0750 3,4%

Tabelle 6.4: Abweichung der minimalen kritischen Verkürzung der linearen und nicht-
linearen Eigenwertanalyse

6.4.3 Konvergenzuntersuchung

Die Abbildung 6.8 zeigt Konvergenzstudien für die jeweilige minimale kritische

Verkürzung u1/L bei Erreichen des Stabilitätspunktes der drei verwendeten Mo-

dellierungen. Es wird jeweils die Anzahl der Elemente in einer Richtung erhöht,

während in den beiden verbleibenden Richtungen die Elementanzahl unverändert

bleibt. Die Konvergenzstudie liefert eine Abweichung D [%] der minimalen kriti-

schen Verkürzung in Bezug auf ein Netz, bei dem die Dehnungsänderung aufgrund

einer weiteren Netzverfeinerung kleiner als 0, 1 % ist. Dabei zeigt sich, dass bei den

Modellierungen 1 und 2 eine Verfeinerung in der Ebene senkrecht zur Faserrich-

tung schnell zu einer auskonvergierten Lösung führt, wohingegen die Verfeinerung

in Faserrichtung weniger schnell konvergiert.

Insgesamt wird aus der Konvergenzstudie deutlich, dass die Summe der Abwei-

chungen zwischen den auskonvergierten Ergebnissen je Richtung und Netz, wel-

ches in Kapitel 6.4.1 gewählt wurde, in einem Bereich von 0 bis 7 % liegt. Für

eine spezielle Wahl der Netzverfeinerung r = 12, s = 20 und k = 18 erhält

man u1/L = 0, 0716 für die Modellierung 1 sowie u1/L = 0, 0724 für die zwei-

te Modellierung. Dies sind beinahe gleiche minimale kritische Verkürzungen mit

einer Abweichung von nur noch 1, 1 % in Bezug auf die erste Modellierung, was

den sehr geringen Einfluss der Geometrie des Randes der Einheitszelle auf das

Mikrobeulverhalten der Einzelfaser unterstreicht.
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6.4.4 Vergleich mit einer analytischen Lösung

Lapusta & Wagner [93] stellen eine analytische Lösung für das Mikrobeulen ei-

ner einzelnen Faser in einem Matrixmaterial vor. In Kapitel 6.3 wurden die grund-

legenden Zusammenhänge bereits aufbereitet. Es werden dort zwei Grenzfälle be-

trachtet. Der erste Grenzfall beschreibt den vollständigen Verbund zwischen Faser

und Matrix. Der zweite Grenzfall stellt ein reibungsfreies Gleiten zwischen Faser

und Matrix dar, d. h. es existieren keine Schubkräfte in der Grenzfläche zwischen

Faser und Matrix.

Es zeigt sich, dass für den zweiten Grenzfall das Mikrobeulen schon bei etwa 20%

geringeren minimalen kritischen Dehnungen u1/L eintritt als für den Grenzfall

des perfekten Verbunds. Da im Rahmen dieser Arbeit jeweils von einem per-

fekten Verbund ausgegangen wird, beschränkt sich der Vergleich der analyti-

schen Lösungen auf den ersten Grenzfall. Bei den gewählten Materialparametern

Ef = 390 · 103 N/mm2, Em = 2, 4375 · 103 N/mm2 und einer Querdehnzahl von

νf = νm = 0, 3 ergibt sich bei Lapusta & Wagner [93] eine minimale kritische

Dehnung u1/L = 0, 067.

Zum Vergleich sind die analytische Lösung und die FE-Lösung der Modellierungen

1 und 2 für eine spezielle Wahl der Netzverfeinerung r = 12, s = 20 und k =

18 sowie die Lösung des elastisch gebetteten Balkens in Tabelle 6.5 dargestellt.

Dabei wird für den elastisch gebetteten Balken der Bettungsmodul gemäß Tafel

6.1 iterativ ermittelt. Es ergibt sich für den E-Modul der Matrix von Em =

2, 4375 · 103 N/mm2 ein Bettungsmodul von k = 2, 917 · 103 N/mm2.

L/d u1/L

analytisch nach [93] 4,91 0,0670

FE-Modellierung 1 4,31 0,0716

FE-Modellierung 2 4,28 0,0724

gebetteter Balken 5,03 0,0488

Tabelle 6.5: Vergleich der minimalen kritischen Verkürzung mit analytischen Lösungen

Es zeigt sich eine gute Übereinstimmung der kritischen Beullänge ÃL/d. Die oben

beschriebenen Modellierungen 1 und 2 liefern mit der minimalen kritischen Deh-

nung von u1/L = 0, 0716 und u1/L = 0, 0724 eine Überschätzung von 7 bzw. 8%

in Bezug auf die analytische Lösung nach Lapusta & Wagner [93]. Die Lösung

des elastisch gebetteten Balkens unterschätzt die minimale kritische Dehnung um

27% in Bezug auf die analytische Lösung.
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6.5 Instabilität einer anisotropen Einzelfaser in einer Ma-

trix

Es wird erneut das Stabilitätsverhalten einer einzelnen Faser in einer Matrix

analysiert. Nun wird jedoch abweichend vom vorigen Kapitel transversal isotro-

pes Fasermaterial betrachtet, womit Kohlenstofffasern und Aramidfasern in guter

Näherung abgebildet werden. Für das Fasermaterial wird die Materialmatrix C5

entsprechend Gleichung (3.38) verwendet. Die Untersuchungen des vorigen Kapi-

tels haben gezeigt, dass die beiden Modellierungen 1 und 2 gut übereinstimmende

Ergebnisse liefern. Daher wird im Folgenden mit der kreiszylindrischen Faser ein-

gebettet in einer quaderförmigen Matrix (Modellierung 2) gearbeitet. Eine Inter-

aktion mehrerer Fasern und die damit verbundenen periodischen Randbedingun-

gen kann bei dieser Modellierung realisiert werden, wie in Kapitel 6.7 ersichtlich

wird. Die dritte Netzgeometrie (quadratischer Faserquerschnitt mit quaderförmig

berandeter Matrix) wäre hierfür ebenfalls geeignet, obgleich die Fasergeometrie

nicht exakt abbildbar ist. In Abbildung 6.9 ist die Modellwahl und das verwendete

Netz in der ersten Beuleigenform dargestellt.
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Abbildung 6.9: Modellwahl und zugehörige Netzgeometrie in der ersten Beulform

Für die transversal isotrope Faser werden die für Kohlenstofffasern typischen

Materialparameter gemäß Tabelle 6.6 gewählt:

Ef
1 = 390 · 103 N/mm2 νf

12 = 0, 20

Ef
2 = 14 · 103 N/mm2 νf

23 = 0, 25

Gf
12 = 20 · 103 N/mm2 d = 8, 0 µm

Tabelle 6.6: Materialdaten des verwendeten transversal isotropen Fasermaterials
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Für das isotrope Matrixmaterial wird eine Querdehnzahl von νm = 0, 34 und

verschiedene E-Moduli Em = 2, 6 / 2, 4375 / 2, 0 / 1, 3 · 103 N/mm2 gewählt . Das

FE-Netz besteht aus 12 Elementen in r- und s-Richtung sowie k = 12 Elementen

in x1-Richtung (vgl. Abbildung 6.9).
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Der jeweilige Stabilitätspunkt wird mit dem in Kapitel 5.3.4 beschriebenen Bisek-

tionsverfahren berechnet und anschließend das spezielle Eigenwertproblem gemäß

Gleichung (5.81) gelöst. Abbildung 6.10 stellt die kritische Verkürzung u1/L als

Funktion der Beulhalbwelle L/d für die vier verschiedenen E-Moduli des Matrix-

materials dar.
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schiedene Matrix-E-Moduli
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Es wird ersichtlich, dass mit sinkendem E-Modul des Matrixmaterials die

Beullänge L/d zunimmt, während die kritische Verkürzung u1/L sinkt. Dieser

Zusammenhang ist in Abbildung 6.11 grafisch veranschaulicht. Im Vergleich zu

dem Berechnungsergebnis mit isotropem Fasermaterial des vorigen Kapitels tritt

der Stabilitätsfall bei geringeren kritischen Verkürzungen ein. In Tabelle 6.7 sind

die minimalen kritischen Verkürzungen und die zugehörigen Beullängen für das

jeweilige Matrixmaterial gegenübergestellt.

E [N/mm2] u1/L L/d

Matrix 1 2, 6000 · 103 0,0500 1,875

Matrix 2 2, 4375 · 103 0,0492 2,063

Matrix 3 2, 0000 · 103 0,0464 2,625

Matrix 4 1, 3000 · 103 0,0395 3,625

Tabelle 6.7: Kritische Beullänge L/d mit zugehöriger minimaler kritischer Verkürzung
u1/L der vier verschiedenen Matrixmaterialien

Eine Konvergenzuntersuchung mit einer Netzverfeinerung von r = 12, s = 20

und k = 18 Elementen ergibt eine Reduzierung der minimalen kritischen Deh-

nungen u1/L von 0, 58 % für das Matrixmaterial 1, 0, 66 % für das Matrixmaterial

2, 0, 90 % für 3 und 1, 32 % für das Matrixmaterial 4 jeweils in Bezug auf das Aus-

gangsnetz mit einer Diskretisierung von r = s = k = 12 Elementen. Das anisotro-

pe Fasermaterial reduziert im Vergleich zum isotropen Fall des vorigen Kapitels

wesentlich die kritische Verkürzung und damit die kritische Beullast. Die Differenz

der kritischen Verkürzung beträgt 34 % in Bezug auf das Ergebnis mit isotropem

Fasermaterial. Diese große Differenz ist auf den im Vergleich zum isotropen Faser-

material wesentlich geringeren Schubmodul zurückzuführen. Im isotropen Fall re-

sultiert dieser aus den beiden Materialkennwerten Ef und νf gemäß der Vorschrift

Gf =
Ef

2 (1 + νf )
aus Gleichung (3.41) und ergibt mit den Materialparametern des

vorigen Kapitels einen Schubmodul von Gf = 153, 8 · 103 N/mm2, wohingegen

der Schubmodul für die hier verwendete Kohlenstofffaser Gf
12 = 20 · 103 N/mm2

beträgt.

Bei Kohlenstoff- und Aramidfasern ist die Verwendung von transversal isotropem

Material also unbedingt erforderlich, da sonst die kritische Beullast überschätzt

wird. Lapusta et. Al. [90], [91] haben auf diesen Sachverhalt hingewiesen und

dies ebenfalls auf den wesentlich geringeren Schubmodul des transversal isotropen

Fasermaterials zurückgeführt.
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6.6 Einbeziehung von Randeffekten

6.6.1 Isotropes Fasermaterial

Zur Einbeziehung von Effekten des freien Randes auf das Stabilitätsverhalten

wird die kritische Verkürzung u1/L einer Faser in der Nähe des freien Randes

berechnet. Dazu wird der Abstand c der Faser zum freien Rand eingeführt und

als dimensionslose Größe c/d auf den Faserdurchmesser bezogen. Zunächst wird

sowohl die Faser als auch die Matrix mit isotropem Materialverhalten und qua-

dratischem Faserquerschnitt (Modellierung 3) betrachtet. Hierbei wird senkrecht

zur Symmetrieachse das FE-Netz sukzessive abgebaut, bis die Faser den freien

Rand erreicht hat.
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Abbildung 6.12: Modellwahl mit Randdistanzparameter c

Abbildung 6.12 zeigt die Modellwahl mit dem eingeführten Parameter c zum

freien Rand hin. In Kapitel 6.4 wurde die Wahl der Breite der Matrix b = h

gerechtfertigt. Hierbei wurde gezeigt, dass sich die kritische Verkürzung u1/L

so verhält, als sei die Faser von einer unendlich breiten Matrix umgeben. Zur

Veranschaulichung des sukzessiven Abbaus der Elemente der Matrix zum freien

Rand hin ist in Abbildung 6.13 jeweils die erste Beuleigenform für eine Rand-

distanz c/d = 0 sowie c/d = 1 mit zugehöriger Finite-Element-Diskretisierung

(Modellierung 3) dargestellt.

Ef = 390 · 103 N/mm2 νf = 0, 30

Em = 2, 4375 · 103 N/mm2 νm = 0, 30

d = 8, 0 µm

Tabelle 6.8: Materialdaten für die Faser und die Matrix sowie Durchmesser der Faser
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Für das Faser- und das Matrixmaterial werden die Materialparameter wie in

Tabelle 6.8 angegeben gewählt.

Abbildung 6.13: FE-Netz für c/d = 0 und c/d = 1 in jeweils erster Beuleigenform

Zur Berechnung der Kurve der minimalen kritischen Verkürzung u1/L als Funk-

tion des Randdistanzparameters c/d wird erneut das Bisektionsverfahren ange-

wendet und zur Bestimmung der Beuleigenform das spezielle Eigenwertproblem

gemäß Gleichung (5.81) gelöst. Das Berechnungsergebnis ist in Abbildung 6.14

dargestellt. Die kritische Beullänge L/d wächst mit kleiner werdendem Randab-

stand der Faser, da sich die stützende Wirkung durch die Matrix verringert. Die

kritische Verkürzung u1/L nimmt mit kleiner werdendem Randabstand c ab. Dies

lässt sich ebenfalls auf die Verringerung der abstützenden Wirkung der Matrix

auf die Faser erklären.
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Im Weiteren wird eine kreiszylindrische Faser in einer quaderförmigen Matrix

(Modellierung 2) in der Nähe des freien Randes untersucht. Hierbei muss eine

Änderung der Netzgeometrie vorgenommen werden, da ein einfaches Stauchen

des Netzes des zum freien Rand hin schrumpfenden Matrixmaterials zu einer

stark verzerrten Netzgeometrie führt, wie in Abbildung 6.15 (links) zu sehen ist.

Daher wird die Matrix zum freien Rand hin gemäß Abbildung 6.15 (rechts) mit

einer modifizierten Randnetzgeometrie diskretisiert.

Abbildung 6.15: Modifizierte Netzgeometrie für die Einzelfaser im Randbereich

Für das Faser- und das Matrixmaterial werden die Materialparameter gemäß

Tabelle 6.8 gewählt. Abbildung 6.16 zeigt die Verringerung der Elementanzahl

zum kleiner werdenden Rand für eine Randdistanz c/d = 0, 01 / 0, 5 / 1, 5.

Abbildung 6.16: Verwendete FE-Netze für die Randdistanz c/d = 0, 01 / 0, 5 / 1, 5

Für die Modellierung 2 wird die kritische Verkürzung u1/L explizit mit einer Ma-

trixbreite von b = h und b = 2 h berechnet. Es ergibt sich durch die Verdopplung
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der Breite b der Matrix für die kritische Verkürzung u1/L lediglich eine Ver-

größerung von weniger als einem Prozent, so dass, abgesehen vom freien Rand,

die Annahme einer Einzelfaser eingebettet in eine unendlich breite Matrix be-

reits für die Breite b = h gerechtfertigt ist. Der Verlauf der minimalen kritischen

Verkürzung u1/L sowie die zugehörige bezogene Beullänge L/d als Funktion der

Randdistanz c/d ist für b = h und b = 2 h in Abbildung 6.17 dargestellt.
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Abbildung 6.17: Kritische Verkürzung u1/L und bezogene Beullänge L/d über Rand-
distanzparameter c/d

Durch die verzerrte Netzgeometrie zeigt sich eine deutliche Diskrepanz der kri-

tischen Verkürzung u1/L in der Nähe des freien Randes im Vergleich zur modi-

fizierten Diskretisierung. Dieser Einfluss ist jedoch bei einem Randabstand von

etwa c/d = 2 abgeklungen. Ausgehend von der Einzelfaser, eingebettet in eine

in allen Richtungen breite Matrix, verringert sich die kritische Verkürzung bei

einer Breite b = h von u1/L = 0, 075 auf einen Wert von u1/L = 0, 053 für die

Faser direkt am freien Rand, was einer Verringerung von 30 % entspricht. Der

Unterschied der kritischen Verkürzung für die Matrixbreite b = 2 h liegt hierbei

unter einem Prozent und die Differenz der Beullänge bei 1, 2 %.

Lapusta & Wagner [93] haben auf analytischem Wege eine Faser eingebettet

in einer Matrix in der Nähe des freien Randes untersucht. Dort werden die Materi-

alparameter gemäß Tabelle 6.8 verwendet. Der Verlauf der kritischen Verkürzung

u1/L in Abhängigkeit der Randdistanz c/d ist in Abbildung 6.18 wiedergege-

ben. Qualitativ stimmt der Verlauf der kritischen Dehnung in Abhängigkeit der

Randdistanz mit den hier berechneten numerischen Ergebnissen überein. Es er-

gibt sich für eine Faser unmittelbar am freien Rand eine kritische Verkürzung von

u1/L = 0, 048 und für den Abstand c/d = 3 ein Wert u1/L = 0, 065. Die mit der
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Modellierung 2 ermittelte kritische Verkürzung unmittelbar am freien Rand ist

um 10,4% größer als diejenige von Lapusta & Wagner [93].
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Abbildung 6.18: Kritische Verkürzung u1/L über Randdistanzparameter c/d nach
Lapusta & Wagner [93]

Die Einzelfaser, die sich direkt am freien Rand befindet, entspricht dem Modell

des elastisch gebetteten Balkens aus Kapitel 6.2. Für den Bettungsmodul ergibt

sich gemäß Tafel 6.1 für die Materialparameter der Matrix nach Tabelle 6.8 ein

Wert von k = 1, 370 · 103 N/mm2. Daraus resultiert aus Gleichung (6.10) eine

kritische Dehnung von u1/L = 0, 033.

6.6.2 Transversal isotropes Fasermaterial

Nun werden die Effekte des freien Randes mit transversal isotropem Fasermateri-

al untersucht, was im Hinblick auf Kohlenstoff- oder Aramidfasern gerechtfertigt

ist. In Anlehnung an Kapitel 6.5 wird für die Faser mit den in Tabelle 6.9

angegebenen Materialparametern gerechnet. Die jeweiligen E-Moduli der Matrix

können Tabelle 6.10 entnommen werden.

Ef
1 = 390 · 103 N/mm2 νf

12 = 0, 20

Ef
2 = 14 · 103 N/mm2 νf

23 = 0, 25

Gf
12 = 20 · 103 N/mm2 d = 8, 0 µm

Tabelle 6.9: Materialdaten des verwendeten Fasermaterials

Die gewonnenen Erkenntnisse aus dem vorangehenden Unterkapitel werden kon-

sequent umgesetzt. Es wird daher lediglich mit einer Matrixbreite b = h und
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der modifizierten Netzgeometrie gemäß Abbildung 6.15 (rechts) gerechnet. Die

Kurven der minimalen kritischen Verkürzung u1/L sowie die Beullänge L/d in

Abhängigkeit des Randdistanzparameters c/d sind in Abbildung 6.19 für die vier

unterschiedlichen Matrixmaterialien dargestellt.
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Abbildung 6.19: Kritische Verkürzung u1/L und Beullänge L/d über Randdistanz
c/d

Es zeigt sich die gleiche Tendenz wie bei isotropem Fasermaterial in der Nähe

des freien Randes. Darüber hinaus wird der mit sinkendem E-Modul des

Matrixmaterials schwächer werdende stützende Einfluss deutlich.

E [N/mm2] (u1/L)∞ (u1/L)0 D

Matrix 1 2, 6000 · 103 0,0501 0,0404 19,4%

Matrix 2 2, 4375 · 103 0,0492 0,0394 20,1%

Matrix 3 2, 0000 · 103 0,0464 0,0362 21,8%

Matrix 4 1, 3000 · 103 0,0395 0,0299 24,4%

Tabelle 6.10: Differenz D von (u1/L)∞ und (u1/L)0

Der Stabilitätsfall tritt bei der Matrix mit dem höchsten E-Modul im Vergleich zu

den anderen Matrixmaterialien später ein. Die prozentuale Differenz D der mini-

malen kritischen Verkürzung zwischen der Faser in einer breiten Matrix (u1/L)∞

aus Kapitel 6.5 und der minimalen kritischen Verkürzung (u1/L)0 direkt am

Rand, bezogen auf (u1/L)∞, ist in Tabelle 6.10 angegeben. Je weicher das Ma-

trixmaterial ist, desto größer wird die prozentuale Differenz D, so dass der Sta-

bilitätsfall demnach bei weicherem Matrixmaterial und geringerem Randabstand

früher eintritt.
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6.7 Periodizität

6.7.1 Periodizität einer Faserreihe

In der nun folgenden Untersuchung wird das Stabilitätsverhalten einer peri-

odisch angeordneten Faserreihe mit sehr vielen Fasern betrachtet. Beim in-phase-

Mikrobeulen weichen die Fasern der Druckbeanspruchung gleichgerichtet aus, wo-

hingegen beim out-of-phase-Mikrobeulen die Fasern gleich, aber entgegengesetzt

gerichtet ausweichen, vgl. Abbildung 6.20. Diese Arbeit beschränkt sich auf die

Untersuchung des in-phase-Mikrobeulens, da dies, wie z. B. schon von Rosen

[123] gezeigt wurde, zu kleineren kritischen Lasten führt und damit maßgebend

ist.

Unter der Annahme von in-phase-Mikrobeulen werden periodische Randbedin-

gungen eingeführt, um die Anzahl der Freiheitsgrade zu reduzieren und Rechen-

zeit einzusparen. Um Randeffekte auszuschließen, besitzt die Matrix die Breite

b = h in x3-Richtung. Es werden Eigenwertuntersuchungen sowohl für isotro-

pes als auch transversal isotropes Fasermaterial durchgeführt. Die Symmetrie der

Beulebene wird genutzt, so dass am halben System gerechnet und die Anzahl

der Freiheitsgrade reduziert werden kann. Daher werden entsprechende Verschie-

bungsbehinderungen an der x1-x2-Symmetrieebene in Richtung x3 eingeführt.

Abbildung 6.20: Periodisches in-phase (links) und out-of-phase (rechts) Mikrobeulen

Das in-phase-Mikrobeulen besitzt einen solchen Charakter, dass eine einzelne

Faser eingebettet in einer Matrix untersucht werden kann, wenn entsprechende

sog. antimetrische Randbedingungen gefunden werden. Aus der Baustatik ist die

Reduktion symmetrischer Systeme unter Zuhilfenahme von Symmetrie- bzw. An-

timetrierandbedingungen bekannt. Besitzt ein System viele Symmetrieachsen, so

kann das System in der Weise reduziert werden, dass es genau zwei Symmetrie-

ebenen besitzt und bei der richtigen Wahl der Randbedingungen das Verhalten

des gesamten Systems widerspiegelt. Im vorliegenden Fall befinden sich die x1-x3-

Symmetrieebenen bei den beiden Koordinaten x2 = ±1/2(d + e). Es muss jeder

Punkt auf der einen Symmetrieebene die gleiche Randbedingung erhalten wie
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der entsprechende Punkt auf der gegenüberliegenden Symmetrieebene. Da sich

die periodische Einheitszelle bei Belastung verkürzt, können keine Verschiebungs-

behinderungen im klassischen Sinne in x1-Richtung (Faserrichtung) angeordnet

werden. Die antimetrischen Randbedingungen werden hier durch paarweise Vor-

gabe gleicher Verschiebungen in Faserrichtung realisiert. In Abbildung 6.21 ist

der gerade beschriebene Sachverhalt für n Fasern angeordnet in einer Reihe dar-

gestellt.
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Abbildung 6.21: Systemskizze und Modellwahl mit periodischen Randbedingungen

Eine Untersuchung an vielen Fasern unter vorgegebenem Faserabstand e rechtfer-

tigt diese Modellwahl. In diesem Fall führt ein FE-Modell mit einer großen Anzahl

von Fasern mit dem Abstand e zu einer identischen kritischen Verkürzung u1/L,

wenn diese mit Hilfe der Einheitszelle mit periodischen Randbedingungen be-

rechnet wird. Abbildung 6.22 zeigt die Systemreduktion auf die Einheitszelle mit

periodischen Randbedingungen.

Paarweise gleiche Knotenverschiebung in Faserrichtung

System-
reduktion

Abbildung 6.22: Periodisches Mikrobeulen und Systemreduktion auf die Einheitszelle
mit periodischen Randbedingungen
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Zur Verdeutlichung des gewählten FE-Netzes ist in Abbildung 6.23 das verwen-

dete Netz in der ersten Beuleigenform angegeben.

Abbildung 6.23: FE-Netz der Faserreihe reduziert auf ein doppelsymmetrisches Sy-
stem in der ersten Beuleigenform

Für isotropes Fasermaterial werden die Materialparameter gemäß Tabelle 6.2

übernommen. Für transversal isotropes Fasermaterial werden Kenngrößen ent-

sprechend Tabelle 6.6 verwendet. Die Fasern werden in einer isotropen Ma-

trix mit einer Querdehnzahl von 0.34 und den E-Moduli von jeweils Em =

2, 6 / 2, 4375 / 2, 0 / 1, 3 · 103 N/mm2 eingebettet. Mit Hilfe des Bisektionsver-

fahrens wird die kritische Verkürzung u1/L berechnet und mit dem speziellen

Eigenwertproblem (5.81) die zugehörige Beuleigenform bestimmt.
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Abbildung 6.24: Kritische Verkürzung u1/L = f(L/d) für transversal isotrope und
isotrope Fasern für verschiedene Matrix-E-Moduli in einer Reihe
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Abbildung 6.24 zeigt die daraus resultierende kritische Verkürzung u1/L für trans-

versal isotrope und isotrope Fasern als Funktion der Beulhalbwelle L/d mit einem

Faserabstand von e/d = 0, 25. Mit steigendem Elastizitätsmodul des Matrixma-

terials sinkt auch in diesem Fall die Beullänge L/d bei steigender minimaler kri-

tischer Verkürzung u1/L. Das Stabilitätsverhalten der Faserreihe mit transversal

isotropem Fasermaterial besitzt kleinere kritische Verkürzungen als das der isotro-

pen Faserreihe. Die dimensionslose Beullänge L/d sowie die zugehörige minimale

kritische Verkürzung u1/L sind in Abbildung 6.25 für die transversal isotrope

Faserreihe jeweils in Abhängigkeit des Elastizitätsmoduls des Matrixmaterials

dargestellt und veranschaulichen diese Tendenz.
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Abbildung 6.25: Minimale kritische Verkürzung u1/L sowie Beullänge (L/d) für ver-
schiedene Matrix-E-Moduli

In Lapusta [88] finden sich analytische Lösungen für die kritische Verkürzung

u1/L einer Faserreihe für isotropes, inkompressibles Neo-Hooke-Material in einer

unendlich breiten Matrix. Bei einem Verhältnis Ef/Em = 170 ergibt sich dort für

einen Faserabstand e/d = 0, 25 eine minimale kritische Verkürzung u1/L = 0, 036

bei einer Beullänge von L/d = 11, 23. Zum Vergleich wird daher an der oben

beschriebenen Modellierung erneut die minimale kritische Dehnung berechnet.

Für Dehnungen im Bereich von 7–10% liefern St. Venant-Kirchhoff-, bzw. Neo-

Hook-Materialien annähernd identische Ergebnisse, wie Klinkel [80] an einer

Zugprobe gezeigt hat. Daher wurde die kritische Verkürzung u1/L als Funktion

der bezogenen Beullänge L/d für ein Verhältnis Ef/Em = 170 sowie einer Quer-

dehnzahl von νf = νm = 0, 3 berechnet, in Abbildung 6.24 aufgenommen und

mit ”isotrop 170” bezeichnet. Die minimale kritische Verkürzung beträgt hierbei

0,034 und weicht damit um 5 % von der analytischen Lösung ab.
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6.7.2 Biperiodizität

In Kapitel 3.8 wurde die Einheitszelle als Volumenelement eingeführt, das in sei-

ner Größe repräsentativ für die Mikrostruktur des betrachteten Teilvolumens des

Materials ist. Mit der Wahl entsprechender Randbedingungen kann die periodi-

sche Einheitszelle mit den Erkenntnissen der in einer Reihe angeordneten Fasern

modelliert werden. Die innere Struktur des Verbundwerkstoffs setzt sich dann

aus regelmäßig aufeinander folgenden Einheitszellen zusammen, womit das re-

präsentative Volumenelement auf die periodische Einheitszelle mit periodischen

Randbedingungen reduziert wird. Unter der Annahme von periodischem in-phase-

Mikrobeulen gemäß Abbildung 6.20 werden zunächst einige Randbedingungen

eingeführt.

Die Symmetrie der Beulebene wird ausgenutzt, so dass am halben System ge-

rechnet werden kann. Diese Halbierung führt auf einen unendlichen Halbraum.

Aus diesem wird ein unendlich langer Streifen der Breite 1/2(d + e), indem für

alle Punkte in der Ebene parallel zur Beulebene (x1-x2-Ebene) an der Stelle

x3 = 1/2(d + e) lediglich gleiche Verschiebungen in x3-Richtung zugelassen wer-

den. Aus diesem Streifen entsteht in Analogie zum vorigen Unterkapitel schließlich

die periodische Einheitszelle. Unter Vorgabe paarweiser gleicher Verschiebungen

in x1-Richtung an den Symmetrieebenen bei x2 = ±1/2(d + e) sind die für die

Einheitszelle notwendigen periodischen Randbedingungen eingearbeitet. Die Ein-

heitszelle mit den beschriebenen Randbedingungen ist in Abbildung 6.26 grafisch

dargestellt.
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Abbildung 6.26: Systemskizze und Wahl der biperiodischen Randbedingungen
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In Kapitel 3.8 wurde der Faserabstand e = xe d als Maß für den Faseranteil eines

unidirektional verstärkten Faserverbundwerkstoffs eingeführt. Der hier verwen-

dete Faserabstand von e/d = 0, 25 bzw. e/d = 0, 50 entspricht gemäß Gleichung

(3.49) einem Faservolumenanteil von 50 bzw. 35 %. In Abbildung 6.27 ist das

biperiodische Mikrobeulen an einem Ausschnitt des unidirektional verstärkten

Faserverbundwerkstoffs sowie die Einheitszelle in der ersten Beuleigenform dar-

gestellt.

Abbildung 6.27: Biperiodisches Mikrobeulen mit gewählter Einheitszelle unter Aus-
nutzung der Symmetrie in erster Beuleigenform

Der Verlauf der kritischen Verkürzung u1/L als Funktion der Beulwelle L/d ist

in Abbildung 6.28 für den jeweiligen Faserabstand dargestellt.
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Abbildung 6.28: Kritische Verkürzung u1/L = f(L/d) der verschiedenen Matrix-E-
Moduli für einen Faserabstand e/d = 0, 25 (links) und e/d = 0, 50 (rechts)
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Für das Mikrobeulen des biperiodischen Systems aus Fasern und Matrix ist aus

Abbildung 6.28 ersichtlich, dass sich ab einer Beulhalbwelle von etwa L/d = 100

jeweils eine untere Grenze für die kritische Verkürzung u1/L einstellt.

Für isotrope Fasern mit Ef = 390 · 103 N/mm2, Em = 2, 4375 · 103 N/mm2 und

einer Querdehnzahl von νf = νm = 0, 3 ergibt sich eine kritische Verkürzung

für einen Faserabstand e/d = 0, 25 von u1/L = 0, 0169 und für e/d = 0, 50 von

u1/L = 0, 0166. Die jeweilige kritische Verkürzung u1/L für transversal isotropes

Fasermaterial ist in Tabelle 6.11 für die verschiedenen Matrixsteifigkeiten ange-

geben.

e/d E [N/mm2] u1/L

Matrix 1 0,25 2, 6000 · 103 0,0139

0,50 2, 6000 · 103 0,0142

Matrix 2 0,25 2, 4375 · 103 0,0131

0,50 2, 4375 · 103 0,0134

Matrix 3 0,25 2, 0000 · 103 0,0110

0,50 2, 0000 · 103 0,0111

Matrix 4 0,25 1, 3000 · 103 0,0075

0,50 1, 3000 · 103 0,0075

Tabelle 6.11: Kritische Verkürzung u1/L der verschiedenen Matrix-E-Moduli für einen
Faserabstand e/d = 0, 25 und e/d = 0, 50

Ehrenstein [44] merkt an, dass die Beullänge des Mikrobeulens in weiten Berei-

chen streut, i. d. R. jedoch zwischen dem 10- bis 100-fachen des Faserdurchmes-

sers. Er führt diese Streuung auf die Problematik des Druckversuchs eines unidi-

rektional verstärkten Verbundwerkstoffes in Bezug auf die Versuchsbedingungen

(Lasteinleitung und damit verbundene ungewollte Ausmitten, Imperfektionen der

Fasergeometrie und -anordnung usw.) zurück. Die numerischen Ergebnisse unter-

streichen die fehlende Eindeutigkeit in Bezug auf die Beullänge.

Rosen [123] hat in seiner linearen, zweidimensionalen Stabilitätsuntersuchung

bereits gezeigt, dass die sich einstellende Beulhalbwelle, bezogen auf den Fa-

serdurchmesser, sehr groß ist und mit zunehmendem Faservolumenanteil immer

größer wird.

Hahn & Sohi [61] haben das Mikroinstabilitätsverhalten an unterschiedli-

chen Proben untersucht. Für Kohlenstofffasern T700 mit einem E-Modul von

Ef = 234 · 103 N/mm2 eingebettet in Epoxidharz (Epon 815) mit Em =

2, 13 · 103 N/mm2 (entspricht einem Verhältnis von Ef/Em = 110) ergibt sich
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dort bei einem Faservolumenanteil von 50% eine kritische Verkürzung u1/L im

Bereich zwischen 0,0190 – 0,0214. Für diese Materialkennwerte ergibt sich mit

Hilfe der numerischen Modellierung (vgl. Abbildung 6.27) unter Verwendung iso-

troper Materialeigenschaften und einer Querdehnzahl von νf = νm = 0, 3 eine

minimale kritische Dehnung von u1/L = 0, 0236 für einen Faservolumenanteil

von ebenfalls 50%. Die Überschätzung der kritischen Verkürzung liegt in einem

Bereich zwischen 10 und 24%.

Aufgrund des transversal isotropen Materialverhaltens der Kohlenstofffasern

wird mit den in Tabelle 6.12 angegebenen Größen erneut die kritische Verkürzung

berechnet. Die Materialkenngrößen für die Kohlenstofffasern T700 können z.

B. Schürmann [131] entnommen werden. Es ergibt sich damit eine kritische

Verkürzung von u1/L = 0, 022 mit einer Abweichung zwischen 3 und 16 % in

Bezug auf die Messergebnisse.

Ef
1 = 234 · 103 N/mm2 νf

12 = 0, 23

Ef
2 = 28 · 103 N/mm2 νf

23 = 0, 23

Gf
12 = 50 · 103 N/mm2 d = 8, 0 µm

Tabelle 6.12: Materialdaten der verwendeten Kohlenstofffaser

Diese Abweichungen lassen sich durch die dem Experiment zugrunde liegenden

Unschärfen erklären, denn neben Matrixfehlern und Imperfektionen seitens der

Faserausrichtung und der Lasteinleitung ist der Verbund zwischen Faser und Ma-

trix nicht perfekt. Lapusta & Wagner [93] haben gezeigt, dass die kritischen

Verkürzungen durch die Annahme eines imperfekten Verbunds zwischen Faser

und Matrix um bis zu 16% geringer sein können als bei perfektem Verbund.

Des Weiteren ist in Lapusta & Wagner [92] dargestellt, dass sich die kritische

Verkürzung je nach Größe und Abstand einer Fehlstelle in der Matrix bei per-

fektem Verbund zwischen Faser und Matrix um bis zu 20 % und bei vollständig

reibungsfreiem Verbund und einer Fehlstelle sogar um bis zu 36% reduziert.

Bei der Modellierung mit Finiten Elementen würde sich unter Berücksichtigung

von Fehlstellen im Matrixmaterial der Form Ẽm = Em (1−ζ), wobei ζ ein Schädi-

gungsparameter ist, die kritische Verkürzung weiter verringern und den experi-

mentellen Ergebnissen sehr nahe kommen. Mit den entwickelten Modellierungen

und Berechnungsmethoden ist damit ein geeignetes Werkzeug entstanden, um das

Mikroinstabilitätsverhalten von Faserverbundwerkstoffen im Vorfeld sehr genau

abzuschätzen.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde das Mikroinstabilitätsverhalten von unidirektio-

nal verstärkten Faserverbundwerkstoffen mit Hilfe der Finite-Element-Methode

simuliert. Es wurde jeweils die kritische Verkürzung in Faserlängsrichtung und die

zugehörige Beullänge bei Erreichen des Stabilitätspunktes anhand verschiedener

Modellierungen berechnet.

Zunächst wurden kontinuumsmechanische Grundlagen als Voraussetzung für eine

geometrisch lineare und nichtlineare Finite-Element-Formulierung bereitgestellt.

Anschließend wurden einige Anwendungsgebiete von Faserverbundwerkstoffen

dargestellt sowie die Bestandteile dieser Werkstoffe erläutert. Da das Matrix-

material eines Faserverbundwerkstoffs meist aus einem Polymer besteht, wurden

die Polymerhauptgruppen, deren struktureller Aufbau sowie deren Eigenschaften

vorgestellt. Es folgte die Darstellung der in der Praxis hauptsächlich verwendeten

Faserarten. Hierbei wurden wiederum deren struktureller Aufbau und die me-

chanischen Eigenschaften sowie die jeweilige Herstellungsart beschrieben. Dem

anisotropen Materialverhalten von Faserverbundwerkstoffen auf der Makroebe-

ne wurde durch die Aufbereitung des entsprechenden anisotropen Stoffgesetzes

Rechnung getragen. Kohlenstoff- und Aramidfasern weisen ebenfalls anisotropes

Materialverhalten auf und können daher mit Hilfe des aufbereiteten Stoffgeset-

zes beschrieben werden. Durch geeignete Homogenisierungsverfahren konnte der

inhomogene Werkstoff, bestehend aus Fasern und Matrix, in ein homogenes Er-

satzmaterial mit effektiven Werkstoffkenngrößen überführt werden. Dabei wurde

der Faservolumenanteil als zentrale Variable definiert.

Faserverbundwerkstoffe zeigen unterschiedliche Versagensmechanismen. Diese

wurden erläutert und im Anschluss daran verschiedene Versagenskriterien so-

wie einige Degradationsmodelle vorgestellt. Auf das Thema Delamination, das

zugehörige Versagenskriterium und die Vorstellung der Grundlagen für die Ent-

wicklung kohäsiver Interface-Elemente zur Beschreibung fortschreitender Delami-

nation wurde separat eingegangen.

Der geometrisch nichtlinearen Finite-Element-Formulierung liegt die schwache

Form des Gleichgewichts zugrunde. Dank der isoparametrischen Formulierung

wurde sowohl die Geometrie als auch die Verschiebung einer Struktur mit densel-

ben Ansätzen approximiert. Die Methode der hybriden Verzerrungen wurde als

eine Möglichkeit zur Minderung von Schublocking vorgestellt. Mit Hilfe des Bi-

sektionsverfahrens konnten singuläre Punkte berechnet und über eine begleitende

Eigenwertanalyse die zugehörige Eigenform bestimmt werden.

Das Stabilitätsverhalten einer Faser in einer Matrix konnte zunächst auf das

verhältnismäßig einfache Stabilitätsverhalten des elastisch gebetteten Balkens un-
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endlicher Länge zurückgeführt werden. Hierbei war die Bestimmung des Bettungs-

moduls aus den Materialkennwerten der Matrix erforderlich. Im Anschluss daran

erfolgte die Aufbereitung der dreidimensionalen analytischen Beschreibung des

Stabilitätsverhaltens einer Einzelfaser in einer Matrix. Es wurden unterschiedliche

FE-Modellierungen zur Beschreibung der Geometrie der Einheitszelle entwickelt

und untereinander verglichen. Dabei konnte durch eine Variation der Größe der

faserumschließenden Matrix gezeigt werden, dass bei der Modellierungswahl eine

genügend große Matrix gewählt wurde. Aufgrund des anisotropen Verhaltens der

bereits genannten Faserarten wurden neben isotropen auch anisotrope Fasern bei

der Stabilitätsuntersuchung berücksichtigt. Nach der Untersuchung des Einflusses

der faserparallelen Oberfläche auf das Stabilitätsverhalten wurden periodisch an-

geordnete Fasern in der Matrix untersucht. Es konnten Symmetrieeigenschaften

genutzt werden, um den Berechnungsaufwand zu minimieren. Dazu mussten ge-

eignete Randbedingungen gefunden und auf die Einheitszelle abgebildet werden.

Es folgten schließlich Vergleiche zu experimentellen Untersuchungen.

Insgesamt konnte eine Methode entwickelt werden, bei welcher die kritische

Verkürzung eines Faserverbundwerkstoffs bei Erreichen der Mikroinstabilität be-

stimmbar ist. Aufgrund der perfekten Verbundbedingungen in der Grenzfläche

zwischen Faser und Matrix entsprechen die erhaltenen Ergebnisse einer oberen

Schranke für die kritische Verkürzung, da reale Materialien und Grenzflächen

geschädigt sind. Eine untere Schranke für die kritische Verkürzung (z. B. bezüglich

der Grenzfläche mit Defekten oder Schädigung) kann im Rahmen einer Untersu-

chung mit der Methode der Finiten Elemente durch eine entsprechende Model-

lierung des Verbunds in der Grenzfläche zwischen Faser und Matrix numerisch

bestimmt werden. Man kann z. B. gleiche Verschiebungen nur in Faserquerrich-

tung positionsgleicher Punkte vorgeben. Eine weitere Möglichkeit, die Grenzfläche

wirklichkeitsnäher abzubilden, ist durch die Verwendung von Interface-Elementen

zu realisieren. Darüber hinaus kann bei Erreichen des Stabilitätspunktes durch

Aufbringen der zugehörigen und entsprechend skalierten ersten Eigenform als Im-

perfektion ein Pfadwechsel vom Primärpfad auf den Sekundärpfad erfolgen und

so das Nachbeulverhalten studiert werden. Die Einarbeitung geometrischer Im-

perfektionen kann dabei entscheidende Auswirkungen auf das Mikroinstabilitäts-

verhalten haben und könnte in zukünftigen Untersuchungen auch im Hinblick auf

das Nachbeulverhalten Berücksichtigung finden.
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[9] Başar, Y. /Weichert, D.: Nonlinear Continuum Mechanics of Solids.

Springer-Verlag, Berlin / Heidelberg, 2000.

[10] Bader, M.G.: Tensile strength of uniaxial composites. Sci. and Eng. of

Composite Materials 1(1) (1988), S. 1–11.

[11] Balzani, C. /Wagner, W.: An interface element for the simulation of

delamination in unidirectional fiber-reinforced composite laminates. Engi-

neering Fracture Mechanics doi:10.1016/j.engfracmech.2007.03.013 (2007).



LITERATUR 153

[12] Barenblatt, G.I.: The mathematical theory of equilibrium crack in the

brittle fracture. Advance in Applied Mechanics 7 (1962), S. 55–129.

[13] Baschek, G. /Hartwig, G. / Zahradnik, F.: Effect of water absorp-

tion in polymers at low and high temperatures. Polymer 40 (1999), S. 3433–

3441.

[14] Bathe, K.-J. /Altenbach, J. /Kissing, W.: Finite-Element-Metho-

den. Band 2, Springer-Verlag, Berlin / Heidelberg, 2002.

[15] Bazant, Z.P. /Cedolin, L.: Stability of Structures: Elastic, Inelastic,

Fracture and Damage Theories. Oxford University Press, New York / Ox-

ford, 1991.

[16] Belytschko, T.and Liu, W.K. /MorannB.: Nonlinear Finite Ele-

ments for Continua and Structures. John Wiley & Sons, Inc., New York,

1999.

[17] Berthelot, J.-M.: Composite Materials: Mechanical Behavior and Struc-

tural Analysis. Springer-Verlag, New York / Berlin / Heidelberg / Barcelona

/ Budapest / Hong Kong / London / Milan / Paris / Singapore / Tokyo,

1999.

[18] Blass, H.J. /Görlacher, R. / Steck, G.: Informationsdienst Holz:

Holzbauwerke STEP 1 - Konstruktion und Bemessung. Druckhaus Fromm,

Osnabrück / Wien / Zürich, 1995.
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Vimbucher Straße 2, 76534 Baden-Baden, http://www.schoeck.de (2007).

[130] Schnack, E. /Meske, R.: Eigenspannungen bei viskoelastischen Ver-

bundwerkstoffen. Institut für technische Mechanik/Festigkeitslehre, Uni-

versität Karlsruhe, 1996 Schn 245/18-1, ES-COMP.
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mit der Methode der Finiten Elemente. Dissertation, Universität Hannover,

Institut für Baumechanik und Numerische Mechanik, 1991.

[152] Wagner, W. /Balzani, C.: Simulation of delamination in strin-

ger stiffened fiber-reinforced composite shells. Comput. & Struct.

doi:10.1016/j.compstruc.2007.04.018 (2007).

[153] Wagner, W. /Gruttmann, F.: A simple finite rotation formulation for

composite shell elements. Eng. Comp. 11 (1994), S. 145–176.

[154] Wagner, W. /Gruttmann, F.: On efficient FE-formulations in the

stability analysis of thin-walled structures. Sixth World Congress on Com-

putational Mechanics (WCCM VI) (2004), S. 1–10.

[155] Wagner, W. /Gruttmann, F.: A robust nonlinear mixed hybrid qua-

drilateral shell element. Int. J. Num. Meth. Eng. 64 (2005), S. 635–666.

[156] Wagner, W. /Gruttmann, F. / Sprenger, W.: A finite element for-

mulation for the simulation of propagating delamination in layered compo-

site structures. Int. J. Num. Meth. Eng. 51 (2001), S. 1337–1359.

[157] Wagner, W. /Wriggers, P.: A simple method for the calculation of

postcritical branches. Eng. Comp. 5 (1988), S. 103–109.

[158] Walsh, R.P. /McColskey, J.D. /Reed, R.P.: Low temperature pro-

perties of a unidirectionally reinforced epoxy fiberglass composite. Cryoge-

nics 35 (1995), S. 732–725.

[159] Wang, A.S.D. / Slomiana, M. /Bucinell, R.B.: Delamination crack

growth in composite laminates. In: Johnson, W.S., (Hrsg.), Delamina-

tion and Debonding of Materials, ASTM, S. 135–167, Philadelphia, 1995.



LITERATUR 165

[160] Wriggers, P.: Konsistente Linearisierung in der Kontinuumsmechanik

und ihre Anwendung auf die Finite-Elemente-Methode. Dissertation, Uni-

versität Hannover, Institut für Baumechanik und Numerische Mechanik,

1988.

[161] Wriggers, P.: Nichtlineare Finite-Element-Methoden. Springer-Verlag,

Berlin / Heidelberg / New York / Barcelona / Hong Kong / London /

Mailand / Paris / Singapur / Tokio, 1. Auflage, 2001.

[162] Wriggers, P. /Wagner, W. /Miehe, C.: A quadratical convergent

procedure for the calculation of stability points in finite element analysis.

Comput. Meth. Appl. Mech. Eng. 70 (1988), S. 329–347.

[163] Ye, J.: Laminated Composite Plates and Shells. Springer-Verlag, London /

Berlin / Heidelberg / New York / Hong Kong / Milan / Paris / Tokio, 2003.

[164] Zhang, S.Y.: A new model for the energy release rate of fibre/matrix

interfacial fracture. Composites Science and Technology 58 (1998), S. 163–

166.

[165] Zhuk, Ya.A. / Soutis, S. /Guz, I.A.: Stiffened composite panels with

a stress concentrator und in-plane compression. International Applied Me-

chanics 2(38) (2002), S. 240–252.

[166] Zienkiewicz, O.C. /Taylor, R.L.: The Finite Element Method. Band

1-3, Butterworth-Heinemann, Oxford / Auckland / Boston / Johannis-

burg / Melbourne / New Delhi, 6th. Auflage, 2005.

[167] Zohdi, T.I. / Feucht, M. /Gross, D. /Wriggers, P.: A description

of macroscopic damage via microstructural constraints and lokal stiffness

reduction. Int. J. Num. Meth. Eng. 43 (1998), S. 493–506.

[168] Zohdi, T.I. /Wriggers, P.: Introduction to Computational Microme-

chanics. Band 20, Springer-Verlag, Heidelberg, 2005.





Berichte des Instituts für Baustatik,
Universität Fridericiana Karlsruhe (TH)

Verzeichnis der bisher erschienenen Berichte:

51/1: Beitrag zur Ermittlung der zeitabhängigen Eigenspannungen in Ver-
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