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Einleitung

Der Ausgangspunkt dieser Untersuchung ist eine Folge von Distributionen
auf Z,, die in drei verschiedenen Darstellungen auftritt: Als Bernoullidis-
tributionen Ej, werden die Glieder der Folge durch die Bernoullipolynome
definiert. Als Hurwitzdistributionen Hj hingen sie mit speziellen Werten der
Hurwitz’schen Zetafunktion zusammen. Als Standarddistributionen L,y
erhélt man sie als Fouriertransformierte spezieller Werte Dirichlet’scher L-
Reihen. (In Satz und Korollar weise ich nach, dass dies tatséchlich
drei verschiedene Ausprigungen der selben Sache sind.)

T. Kubota und H. W. Leopoldt schlossen die Untersuchungen dieser Folge
von Distributionen mit ihrer 1964 erschienenen Arbeit [7] ab. Zusammenfas-
send weifs man Folgendes:

(i) Die Distributionen sind iiber die Gleichung Ej(da) = a*~'E;(da) ver-
bunden.

(i) Sie nehmen nur rationale Werte an.
(iii) Thre Werte gehorchen strengen Kongruenzbedingungen.

(iv) Diese erlauben es, die Distributionen so zu modifizieren, dass sie ganz
beziiglich p werden.

(v) Mit ihrer Hilfe kann man eine p-adisch analytische Funktion konstru-
ieren, die spezielle Werte Dirichlet’scher L-Reihen interpoliert.

Betrachtet man die Interpretation als Ly, ) genauer, so erkennt man,
dass die untersuchte Folge von Distributionen eng mit dem Korper Q der
rationalen Zahlen und der Familie (Q(gpn))nen von Kreisteilungskérpern
zusammenhéngt. Es ergeben sich zwei Richtungen moglicher Verallgemei-
nerung, fiir die man ebenfalls das obige Programm (i) bis (v) durchfithren
mochte:

Einerseits kann man den Korper Q durch andere algebraische Zahlkorper
ersetzen, die Familie von Erweiterungskorpern aber beibehalten (genauer:
durch eine entsprechende Familie abelscher Erweiterungen ersetzen). Diese
Verallgemeinerung gelang Ende der 1970er Jahre P. Deligne und A. Ribet
[4], P. Cassou-Nogues [3| und D. Barsky [1].
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Andererseits kann man am Grundkorper Q festhalten, jedoch den dar-
iiberliegenden Korperturm erweitern, so dass insbesondere auch iiber Q nicht-
abelsche Korper enthalten sind. Diesen Weg wollen wir hier beschreiten.
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Bezeichnungen

N bezeichne die Menge {1,2,3,...}. In einer Summe }_ .
x die irreduziblen Charaktere der Gruppe G. In einer Summe Zarep. G/H
durchlaufe a ein beliebiges Vertretersystem von G/H. Linksoperationen einer
Gruppe werden gelegentlich in Potenzschreibweise notiert, in diesem Fall
muss man (a’)” = a”? beachten. Mit Charakteren einer Gruppe sind stets
effektive Charaktere gemeint, das heiftt solche der Form x = trop fiir eine
komplexe Darstellung p. Virtuelle Charaktere sind Z-Linearkombinationen
von Charakteren. Homomorphismen G — C* bezeichne ich stets explizit als

¢ durchlaufe

eindimensionale Charaktere.



Kapitel 1

Einige Eigenschaften
Artin’scher L-Funktionen

Die folgenden Uberlegungen bilden den Kern des Beweises der Rationalitiit
der Standarddistributionen (Satz [2.17). Sie sind in einem eigenen Kapitel
zusammengefasst, da sie im Gegensatz zum Rest der Arbeit nicht die Sprache
der Distributionen und Mafe voraussetzen.

1.1 Grundlagen

Sei L|K eine galoissche Erweiterung algebraischer Zahlkérper. Wir betrach-
ten eine komplexe Darstellung p : G(L|K) — GL,(C) der Galoisgruppe.
Sei x := trop der zugehdrende Charakter, V' der zugehérende C|G(L|K)]-
Modul. Sei S eine endliche Menge von Primidealen von K. Die Artin’sche
L-Funktion zu dieser Darstellung ohne die zu Primidealen aus S gehtérenden
Eulerfaktoren bezeichnen wir je nach Situation mit

ES(L|K3 P 5) = ‘CS(L|K7X7 8) = 'CS(L|K7 Vi 5)'
Ist S =0, so wird es hidufig von der Notation ausgenommen,
L(LIK, p, s) := Ly(L|K, p, s) etc.

Warnung. Im Gegensatz zur in manchen Biichern iiblichen Schreibweise
sind Eulerfaktoren zu unendlichen Primstellen (Gammafaktoren) stets aus-
geschlossen, ohne dass die entsprechenden Primstellen in S auftauchen.

Die folgenden fundamentalen Eigenschaften Artin’scher L-Reihen zeigt
Neukirch fiir S = 0 in [12], Kap. VII, Sa. 10.4; der Beweis behandelt jedoch
die einzelnen Eulerfaktoren getrennt, so dass er auch fiir S # () gilt. Die
Abbildung x — Lg(L|K, x, s) ist ein Homomorphismus der additiven Halb-
gruppe der Charaktere von G(L|K) in die Multiplikativgruppe M(C)* des
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8 Thomas Bliem §1.2

Korpers der meromorphen Funktionen auf C. Man kann diesen kanonisch
auf die Gruppe aller virtuellen Charaktere fortsetzen. Ist L’| K eine weitere
endliche galoissche Erweiterung mit L C L’, so induziert p eine Darstellung
von G(L'|K). Fiir die zugehorenden L-Funktionen gilt dann

ES(L,|K’pa 5) :'CS(L|K7P7 8)' (11)

Man konnte daher auch den Kérper L von der Notation ausnehmen und fiir
eine Darstellung p der absoluten Galoisgruppe G g, die liber einen endlichen
Quotienten faktorisiert, die L-Funktion Lg(K, p,s) definieren. Wir werden
dennoch die traditionelle Bezeichnung bevorzugen und stets einen Kérper L
angeben, iiber dem sich die betrachtete Darstellung definieren lésst. Ebenso
induziert fur L|M|K jeder Charakter ¢ von G(L|M) einen Charakter 1, von
G(L|K), und es gilt

L3(LIM, ¢, 5) = Ls(LIK, s, 5), (1.2)

fiir S := {9 von M : Pp fiir ein p € S}. Fiir den Charakter 1 zur trivialen
Darstellung von G(L|K) und S = @ erhilt man gerade die Dedekind’sche
Zetafunktion zum Koérper K,

L(LIK,1,s) = (k(s).

1.2 Transformationsverhalten spezieller L-Werte un-
ter Aut(C)-Operation

Wir untersuchen in diesem Paragraphen, wie sich Korperautomorphismen
von C auf spezielle Werte Artin’scher L-Reihen auswirken (siehe Satz [1.8).
Wir betrachten dabei die Stellen s = 1 — k fiir £ € N. Betrachtet man
insbesondere s = 0, so erhélt man einen Spezialfall der Vermutung von
Stark, die Tate in [15], ch. IIL, th. 1.2 zeigt. Die folgenden Uberlegungen sollte
man als Verallgemeinerungen dieses Satzes verstehen. Der Beweis dhnelt fiir
ungerade k stark dem bei Tate vorgestellten, fiir gerade k& muss man etwas
anders vorgehen.

Sei zunéchst G eine beliebige endliche Gruppe. Die Gruppe Aut(C) ope-
riert von links auf der Menge der komplexwertigen Klassenfunktionen von G
durch

a

X" i =aoyx.

Lemma 1.1. Die Operation von Aut(C) auf der Menge der Klassenfunktio-
nen von G erfillt:

(i) Die Mengen der virtuellen Charaktere und der Charaktere sind invari-
ant.

(i1) Fir virtuelle Charaktere bleibt die Dimension x (1) erhalten.
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(111) Fir je zwei Klassenfunktionen x und ¢ gilt
(X +¢)* =x*+ ¢

(iv) Die Menge der irreduziblen Charaktere ist invariant.

Beweis. Wir betrachten die folgende Operation von Aut(C) auf komplexen
G-Moduln: Sei V ein G-Modul und o € Aut(C). Dann sei V¢ := V als
Menge. Die Skalarmultiplikation sei jedoch durch

gegeben. Gruppenelemente sollen auf V* genauso wie auf V operieren, das
heifst

0 q& :=0.

Diese Operation ist linear, denn es gilt einerseits
0o +x) =01 +22) =021 +002 =021 +0 421

fir 0 € G und x /5 € V, sowie andererseits

-1 -1

Y x)=2% (0x) =24 (041T)

0a(zarx)=0(z
firce@G, zeCundx e V.
Sei nun (eq, ..., ey,) eine Basis von V. Wir zeigen, dass (e;) auch eine Basis
von V@ ist: Sei € V beliebig. Dann hat x eine Darstellung x = ), z;e; mit
z; € C. Also gilt

—1
— _ )\« _ (6%
T = E zi€; = E () e = E z o €y

das heifst x ist auch in V¢ als Linearkombination der e; darstellbar. Damit
ist (e;) ein Erzeugendensystem von V. Seien nun andererseits z; € C mit
> i % o€ =0. Dann gilt

-1

— — o

O—E zi-aei—g zi e
) %

Da (e;) eine Basis von V ist, folgt 2?71 = 0 fiir alle 7. Also ist auch auch
z; = 0 fiir alle 7, und (e;) ist eine Basis von V.
Sei (zj;) die Matrix von o € G bei Operation auf V. Fiir jedes 4 gilt also

-1
— — — N\« _ (0%
0 q€ =06 = § Zijej = E (Zij) €j = E Zij " €j-

J J J
Die Matrix von o bei Operation auf V¢ ist also (2f}). Folglich gilt auch fiir
die Spuren, dass trye o = (try o).
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Die beschriebene Operation von Aut(C) auf G-Moduln induziert also die
gewiinschte Operation auf den Charakteren. Daraus folgt die erste Aussage.
Die zweite und die dritte Aussage sind offensichtlich. Die vierte Aussage kann
man wie folgt einsehen: Nach (i) ist die Menge der Charaktere invariant, nach
(iii) die Teilmenge der reduziblen Charaktere. Also ist auch die Differenz
dieser Mengen, die Menge der irreduziblen Charaktere, invariant. O

Sei nun H eine Untergruppe von G. Man kann jeder Klassenfunktion
auf H die induzierte Klassenfunktion ¢, auf G wie folgt zuordnen: Zunéchst
setze man ¢ auf G fort durch ¢ (o) := 0 fiir 0 ¢ H. Dann ist ¢, durch

1 -
¥u(0) = T Y dlror)

T€G

fiir o € G gegeben. Die Operation von Aut(C) auf der Menge der Klassen-
funktionen ist mit der Induktion vertraglich:

Lemma 1.2. Sei H eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann gilt
fiir jedes o € Aut(C) und jede Klassenfunktion 1 auf H :

()™ = ()

Beweis. Mit der oben angegebenen expliziten Formel fiir induzierte Funk-
tionen rechnet man direkt nach:

a 1 - ’
Yo(0)® = (HZQ,Z)(TUT 1)>

TEG

= L v tror)

TEG

= (¥%)«(0)
fiir jedes 0 € H. O

Sei im Folgenden wieder L|K eine galoissche Erweiterung algebraischer
Zahlkorper, G := G(L|K) und S eine endliche Menge von Primidealen von
K. Fiir jeden G-Modul V' und jedes k € N bezeichne rg (V') die Nullstel-
lenordnung der zugehorenden Artin’schen L-Funktion Lg(L|K,V,s) an der
Stelle s = 1 — k. Fiir S = () kiirzen wir die Notation zu (V) := rp (V') ab.

Fiir jede (endliche oder unendliche) Primstelle f von L sei g ein zu-
gehoérender Frobeniusautomorphismus. Fiir |oo ist g eindeutig bestimmt,
da unendliche Primstellen stets unverzweigt sind. In diesem Fall sei V¥% :=
{z €V : plop)r = x} sowie V= := {x € V : —p(¢op)x = =}. Der Vektor-
raum V zerlegt sich dann in eine direkte Summe V = V%% @ V~¥% siche
Neukirch, [12], Kap. VII, Beginn von § 12.
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Lemma 1.3. Zu jeder Primstelle p von K wdihle eine Fortsetzung Plp von
L. Die Nullstellenordnungen rs (V) erfillen dann

—dim VY + 3, dim Ve + 37 odim VP k=1,
rse(V) = < [{p: p komplez}| - dimV + Zp ooy M V™ =246,...,
3 oo dim V7% k=3,57,...

Insbesondere ist rg (V) fir k # 1 von S unabhingig. Auferdem ist rg (V')
fir alle k € N nichtnegativ.

Beweis. Den Fall k = 1 zeigt Tate in [15], ch. I, pr. 3.4. Man beachte
dabei: Die Menge S ausgeschlossener Eulerfaktoren taucht in Tates Formel
nicht explizit auf, ist aber nach Vereinbarung 3.0 stets mitzudenken. Die
unendlichen Primstellen werden nicht gesondert behandelt, da sie bei Tate
stets in S enthalten sind.

Die iibrigen Félle (k > 2) berechnet man unter Verwendung der Funktio-
nalgleichung fiir vollstdndige Artin’sche L-Reihen mit Beriicksichtigung der
Nullstellenordnungen fehlender Eulerfaktoren wie folgt:

Sei I'(s) die Gammafunktion,

Le(s) :==2(2m)™°0(s) und  Lr(s) := 7 %/?T(s/2).
Fiir jedes Primideal p von K bezeichne
Lo(LIK, X, 5) = det(1 — pop(Tp) ~*[V¥) !

den Eulerfaktor zu p. Fiir die unendlichen Primstellen p seien die Eulerfak-
toren durch
Lc(s)dimV p komplex,
Ly(L|K,x,s) = ) -
o(L1K X 9) {I/R(s)d‘mvcpaﬁ3 Lr(s + 1)dmV ' p reell
gegeben. Wir betrachten nun die vollstindige Artin’sche L-Reihe zu V|
ALK, x,8) = e [ Lo(ZIK x,9),

p Primstelle

wobei ¢(x) > 0 eine geeignete Konstante ist. (Siehe Neukirch, [12], Kap. VII,
Def. 12.2.) Die vollstandige L-Reihe erfiillt die Funktionalgleichung

A(L|K7Xa S) = W(X)A(L‘Kvia 1- 5)

mit einer Konstanten W (y) vom Betrag 1 (Neukirch, [12], Kap. VII, Th.
12.6). Insbesondere erfiillen fiir alle sy € C die Nullstellenordnungen in sg
beziehungsweise 1 — sq, dass vs, (A(L|K, x,s)) = vi—s, (A(L|K, X, s)). Setzt
man hier konkret sg = 1 — k fiir £ > 2 ein, so erhélt man

Ul—k(A(L|KaX7S)) = ka(A(L|K7X78)) = 0.
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Die zweite Gleichheit erhélt man dabei wie folgt: Als konvergentes Produkt
kann L(L|K, x, s) keine Null- oder Polstellen in {Re s > 1} haben. Auch die
verbliebenen endlich vielen Faktoren der vollstdndigen Artin’sche L-Reihe
zu Y haben dort keine Null- oder Polstellen, da die Gammafunktion keine
Null- oder Polstellen in {Res > 0} hat.

Es gilt also mit Sy = {p von K : p|oo}:

0= Ul—k(A(L|K7 X5 S))

= V1—k C(X)S/2 : ES(L|K3Xa 5) : H ‘CP(L|K7Xa S)

pPESUSos
=0+r5e(V)+ > v1i(Lp(LIK, X, 5)).
pPESUSos
Nach 75, (V) aufgelost ergibt sich
rep(V) == > 01 (Lp(LIK, X, 9)). (1.3)

PESUS

Das Problem ist also darauf reduziert, die Nullstellenordnung der auf der
rechten Seite von (1.3) auftretenden Eulerfaktoren in s = 1—Fk zu bestimmen.

Sei zunéchst p € S. Der Frobeniusautomorphismus ¢ hat (als Element
der endlichen Gruppe G(L|K)) endliche Ordnung, also sind alle Eigenwerte
Einheitswurzeln. Insbesondere haben alle Eigenwerte den Betrag 1. Der zu-
gehorende Eulerfaktor det(1 — ogp(9p) ~*|V#)~! kann daher keine Polstelle
fir s € R\ {0} haben, das heifst vi_,(Lp(L|K, X, s)) = 0.

Sei nun p komplex. Es ist

vk (Lp(LIK, X, 5)) = vik(La(s)™™Y)
=dimV - v1_(Lc(s))
=dimV - v1_(2(27)"°T'(s))
=—dimV.
Sei schliefslich p reell. Es ist

v k(LR (5)) = v1 k(7T (5/2)) = v1 (T (5/2)) = v(a_1)/2(T(s))
{—1 (1 —k)/2 ganz, d.h. k ungerade,

0 sonst.
Damit gilt

vk (Lp(LIK, X, 8)) = 011 (Lr ()5 V™ Ly (s + 1)3m V)
= dim V¥ vy (Lr(s)) + dim V= vy (Lr(s + 1)
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—dimV¥®  k ungerade,
—dimV~%® L gerade.

Einsetzen dieser Nullstellenordnungen in Formel (1.3) ergibt nun fiir ge-
rade k

TS,]C(V) = - Z vl—k(EP(L|Ka X S))
PESUS

- Z dim V + Z dim V—¢%

p komplex p reell

= |{p : p komplex}| - dim V + Z dim V%%,
p reell

Fiir ungerade k ergibt sich entsprechend

rop(V) == Y v w(Lp(L|K, X, 5))
peESUS~

= Z dimV+ZdimV*"‘n

p komplex p reell

- Zdim Ver,

ploo

Der Ubergang zur letzten Zeile ist dabei mdoglich, da fiir komplexe p stets
o = 1 und daher V¥% =V gilt. U

Lemma 1.4. Die Zahlen rg, sind invariant unter der Operation von Aut(C),
das heifst fir alle o € Aut(C), k € N gilt

rse(VY) = rsp(V).

Beweis. Wegen der expliziten Formeln in Lemma [1.3/und da G auf V¢ wie
auf V operiert, reicht es zu zeigen, dass die Dimension jedes komplexen
Vektorraums V' invariant unter der Operation von Aut(C) ist, das heifst

dimV =dimV*

fiir alle & € Aut(C). Dies ist tatséchlich der Fall, da jede Basis von V' auch
eine Basis von V¢ ist, wie wir im Beweis von Lemma 1.1/ gesehen haben. [

Fiir einen Charakter x von G(L|K) bezeichne L, die minimale Erweite-
rung von K, iiber deren Galoisgruppe x definiert ist, das heifst

L, = L*ex,

Ein total imagindrer Zahlkorper heifft ein CM-Kdrper, wenn er eine qua-
dratische Erweiterung eines total reellen Zahlkorpers ist. Ein Zahlkorper ist
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genau dann ein CM-Koérper, wenn auf ihm die komplexe Konjugation einen
eindeutigen, das heifst von der Einbettung in C unabhéngigen, nichttrivialen
Automorphismus definiert. (Siehe Lang, [8], ch. 1, § 2.)

Der Korper L, beeinflusst das Nullstellenverhalten von £(L|K, x, s) wie
folgt:

Satz 1.5. Sei x ein Charakter von G(L|K).

(i) Enthdlt x nicht den trivialen Charakter als Summanden und istrgi(x) =
0, so ist K total reell und L, ein CM-Kérper.

(it) Ist k € {3,5,7,...} und rsx(x) = 0, so ist K total reell und L, ein
CM-Kdorper.

(iii) Fir gerade k ist rg(x) = 0 genau dann, wenn L, total reell ist.

Beweis. Wegen der Funktorialitdt der Artin’schen L-Reihen in Gleichung
(1.1) héngt die Nullstellenordnung g ;(x) nicht von L ab, sondern nur von x
als Charakter der absoluten Galoisgruppe G k. Gleiches gilt fiir die minimale
Erweiterung L, von K, iiber deren Galoisgruppe x definiert ist. Man kann
also annehmen, dass L = L, dass also die Darstellung injektiv ist.

Wir betrachten zunéchst ungerade k. Nach der expliziten Berechnung der
Nullstellenordnung in Lemma folgt dann aus rgx(x) =0, dass V¥® =0
fiir alle p|oo. Die Ordnung der Automorphismen @ ist ein Teiler von 2. Die
Jordan’sche Normalform von p(ps) kann daher auf der Hauptdiagonalen nur
Eintrdge 1 und —1 enthalten, auf der Nebendiagonalen nur 0. Zusammen
mit V¥® = 0 folgt p(pgp) = —1 fiir alle p und alle Wahlen der P|p. Da die
Darstellung injektiv ist, folgt daraus, dass alle gz gleich sind. Folglich ist K
total reell und L ein CM-Korper.

Sei nun k gerade. Wegen Lemma [1.3] bedeutet dann rgx(x) = 0, dass
es keine komplexen Primstellen gibt und dass V=% = 0 fiir alle reellen p.
Daraus folgt wie oben, dass —p(¢g) = —1, also p(pp) = 1, also g = 1 fiir
alle p und 3, dass also alle p|oo total zerlegt sind. Somit muss auch L total
reell sein. Ist umgekehrt L total reell, so hat K keine komplexen Primstellen
und die reellen p sind in L total zerlegt, so dass ¢y = 1. Aus Lemma (1.3
liest man dann ab, dass rgx(x) = 0. O

Fiir den Beweis von Satz[1.8 benotigen wir die folgende Serre’sche Ver-
feinerung des Induktionssatzes von Brauer:

Lemma 1.6. Sei G eine endliche Gruppe mit Zentrum Z und x ein ir-
reduzibler Charakter von G. Dann ist die Einschrinkung von x auf Z ein
Vielfaches eines eindimensionalen Charakters i : Z — C*, und x hat eine

Darstellung
X = Z T4 X -
7
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Dabei sind die H; Untergruppen von G und enthalten Z, die x; sind eindi-
mensionale Charaktere von H;, deren Finschrinkung auf Z gerade v ist, und
n; € Z sind ganze Zahlen.

Beweis. Siehe Tate, [15], ch. III, le. 1.3. O

Lemma 1.7. Sei x ein Charakter von G(L|K) und k € N mit Lg(L|K, x,1—
k) # 0. Dann gibt es Zwischenkérper K; von L|K, eindimensionale Charak-
tere x; von G(L|K;) und n; € Z, fir die gilt

(i) x = >2;niXix und
mit S; == {PB von K; : Blp fir einp € S}.

Beweis. Sei zunéchst y irreduzibel. Wenn yx eindimensional ist, ist nichts zu
zeigen. Sei daher x mehrdimensional, insbesondere x # 1. Wegen Gleichung
(1.1) tiber die Unabhéngigkeit Artin’scher L-Reihen vom Korper L kann man
L = L, voraussetzen. Der erste Teil von (ii) ist einfach Gleichung (1.2) iiber
Artin’sche L-Reihen zu induzierten Charakteren, gilt also viel allgemeiner.

Sei zunéchst k gerade. Satz [1.5] besagt dann, dass L total reell ist. Nach
dem (urspriinglichen) Induktionssatz von Brauer gibt es Zwischenkorper K;
von L|K, eindimensionale Charaktere y; von G(L|K;) und n; € Z, fur
die (i) gilt. Da L total reell ist, haben nach Satz [1.5 auch die L-Reihen
Ls(L|K, Xix,s) keine Nullstelle in s = 1 — k. Damit ist der zweite Teil von
(ii) gezeigt.

Sei nun k ungerade. Satz [1.5 besagt dann, dass K total reell und L
ein CM-Korper ist. Sei Z das Zentrum vom G(L|K). Geméaf Lemma 1.6
wahlen wir Zwischenkérper K; von L|K mit Z C G(L|K;), eindimensionale
Charaktere x; von G(L|K;) und n; € Z. Diese erfiillen dann (i). Da L ein CM-
Kérper ist, stimmen alle pg fiir P|oo {iberein. Sei 7 dieser Automorphismus.
Sei j : L — C eine beliebige Einbettung. Damit ist 7 durch 7(z) = j~1(j(2))
gegeben. Fiir beliebige 0 € G(L|K) gilt

(o707 (2) = 0~ (j(0712))
= (jo™ )" (GoN)(2)
=7(2),
da auch jo ! eine Einbettung von L in C ist. Alsoist 7 € Z. Sei 1) : Z — C*
wie in Lemma /1.6l Im Beweis zu Satz[1.5 haben wir p(7) = —1 gesehen. Also

gilt x(7) = —x(1). Da x = x(1)¢ auf Z folgt ¥(7) = —1. Wegen x; = ¢ auf
Z folgt also

xi(T) = —1 (1.4)
fiir alle 7. Sei nun ¢ fest, p eine unendliche Primstelle von K; und ‘B ihre
Fortsetzung auf L. Dann ist der Frobeniusautomorphismus ¢sz zu ‘B durch
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op(z) = 771(5(2)) fiir eine Einbettung j : L — C gegeben. Daher ist op =
7. Wegen folgt also xi(pp) = —1, also V;"* = 0. Nach Lemma [1.3
folgt rg, k(xi) = 0. Die L-Reihe Lg,(L|Kj, xi,s) hat also keine Nullstelle in
s =1 — k. Damit ist (ii) auch fiir ungerade k gezeigt.

Abschliefend behandeln wir den Fall reduzibler xy = > ; 9. Wir haben
Ls(L|K,x,1—k) # 0 vorausgesetzt. Artin’sche L-Reihen kénnen nach Lem-
ma 1.3 keine Polstelle in s = 1 — k haben. Daher muss auch £g(L|K, xU),1—
k) # 0 fiir alle j gelten. Nach dem bisher Gezeigten findet man also fiir jede
irreduzible Komponente x9) von x eine Zerlegung y¥) = > nfj ) Xz(‘] ) mit (i)
und (ii). Fir x ist dann

x=Y =330
J Jj o1
eine Zerlegung mit (i) und (ii). O

Satz 1.8. Sei x ein Charakter von G(L|K). Dann gilt fir alle o € Aut(C)
und k € N:

Ls(LIK,x,1—k)*=Ls(LIK,x“1—k).
Beweis. Wenn der Satz fiir alle irreduziblen Charaktere gezeigt ist, folgt fiir

beliebige x = >, xi, dass

ES(L‘K7X78>a = H£S(L‘K7Xias)a

= HES(L|K7X?’S)

(2

= Ls(L|K, x,s).

Wir setzten daher ohne Einschrankung im Folgenden y als irreduzibel voraus.
Sei zunéchst x eindimensional. Die Artin’sche L-Reihe Lg(L|K, x,1 —k)
entspricht dann einer Hecke’schen L-Reihe,

ES(L‘K7X73> = L(X,S) - Z X(a)(mcois
(a,m)=1

fiir ein ganzes Ideal m von K, wobei wir den y entsprechenden Heckecharak-
ter auf J™/P™ ebenfalls mit x bezeichnet haben. Diese Hecke’sche L-Reihe
zerlegt sich weiter

ﬁS(L’Kv)(a S) = L(X7S)
= 3 @)

(a,m)=1
= > x@ ) (M) (1.5)
arep. J™ /P™ beaP™

b ganz

— Y M@H(s,aP™)

arep. J™ /P™
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mit den partiellen Zetafunktionen H(s,aP™) 1= 3 e ipm b gan, (T0) . (Sie-
he auch Beispiel 2.7.)

Gleichung (1.5) ist zunéchst nur fiir Re s > 1 giiltig. Da die dufteren Ter-
me jedoch eine eindeutig bestimmte meromorphe Fortsetzung auf ganz C
haben, stimmen sie auch dort iiberein. Die Werte der partiellen Zetafunk-
tionen H(s,aP™) an den Stellen s =1 — k, k € N sind nach dem Satz von
Siegel/Klingen rational (insbesondere endlich), siche Neukirch, [12], Kap.
VII, Ko. 9.9. Also gilt

Ls(LIK, x,1-k)*= > x(a)*H(s,aP™) = Ls(L|K,x* 1 - k),
arep. J™ /P™

wie gewiinscht.

Nun zum allgemeinen Fall: Sei x ein beliebiger irreduzibler Charakter
von G(L|K). Im Beweis zu Lemma [1.1] haben wir gesehen, dass man den
zu x“ gehorenden G(L|K)-Modul V¢ erhélt, indem man die Operation von
G(L|K) auf V beibehélt und V' lediglich mit einer neuen komplexen Vektor-
raumstruktur versieht. Daraus folgt, dass ker p = ker p®, dass also Ly, = Lya.
Wir kénnen daher ohne Einschrdnkung annehmen, dass L = L, = L,«, dass
also die Darstellungen p und p® injektiv sind. Der Fall y = 1 wurde bereits
im ersten Schritt behandelt. Wir schlieffen ihn daher im Folgenden aus, da
er fliir £ = 1 einer Sonderbehandlung bediirfte. Wegen Lemma 1.4/ verschwin-
det mit der L-Funktion zu x auch diejenige zu x“ an der Stelle s =1 — k
und umgekehrt. Man kann also rg(x) = 0 voraussetzen. Unser Ziel ist es,
den allgemeinen Fall durch Brauerinduktion auf den bereits behandelten Fall
eindimensionaler Charaktere zuriickzufiihren.

Gemél Lemma wahlen wir Zwischenkoérper K; von L|K, eindimen-
sionale Charaktere x; von G(L|K;) und n; € Z so, dass x = >, nixi« und
dass die L-Reihen zu den x; keine Nullstellen in s = 1 — k£ haben. Fiir ein-
dimensionale Charaktere haben wir die gewiinschte Transformationsformel
schon gezeigt. Wir konnen daher direkt nachrechnen:

Ls(LIK, x,1—k)* = Ls(LIK,Y nixi, 1 — k)

(2

= (H Ls(L|K, Xix,1— k)m) da keine Nullst.

(2

= (H Ls, (LK, xi, 1 — /{:)m) nach (1.2)

:HES(L|Ka (X7 ) 1 — k)™ nach
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=1 £s(LIK, (xi)™ 1 — k)™

(2

= Ls(LIK, Y ni(xix)® 1 — k)

7

= Ls(L|K, (Z anz*) 1 —k)

= ﬁS(L’Kvxaal - k)

nach Le. 1.2

§1.2



Kapitel 2

(zaloisdistributionen

2.1 Einfiihrung

Definition. Sei X = @Xi (¢ € I) ein proendlicher topologischer Raum
und A eine abelsche Gruppe. Eine Abbildung F' : |J, X; — A heift eine
Distribution auf X mit Werten in A, falls fiir alle 4,7 € I, ¢ < j und
x € X, die Distributionsrelation

Fla)= Y Fy) (2.1)
yeX;

y!—)l’

erfillt ist. Die abelsche Gruppe der Distributionen auf X mit Werten in A
bezeichnen wir mit Dist(X, A).

Bemerkung. Die Distributionsrelation besagt, dass
Dist(X, A) = lim Abb(X;, 4),

wenn die Abbildungen ¢;; im projektiven System (Abb(XZ-, A))iel als
(@i F)(x) == F(y)
y—z
gewahlt werden.

Beispiel 2.1. Fiir N,a € N sei

H(s,amod N) := Z n=°.
n>1
n=a (N)
Dann ist (¢ mod N) — H(s,a mod N) eine Distribution auf Z = imZ/NZ
mit Werten im komplexen Vektorraum der formalen Dirichletreihen in einer
Variablen s. Die Dirichletreihen H(s,a mod N) konvergieren fiir Res > 1

19
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und haben meromorphe Fortsetzungen auf C mit einzigem Pol in s = 1
(sieche Washington, |16], ch. 4, Absatz tiber die Hurwitz’sche Zetafunktion).
Wir kénnen die Distribution also auch mit Werten im Koérper M(C) der
meromorphen Funktionen auf C betrachten.

Beispiel 2.2. Sei B () das k-te Bernoullipolynom, gegeben durch die Tay-
lorentwicklung
Pt e Zk
= ZBk(x)H.
k=0

Fir x € R bezeichne (z) das Element in z + Z mit 0 < (z) < 1. Dann
definiert

B N
Er(amod N) := Nklik“i;/ )
eine Distribution E} auf Z mit Werten in Q. (Das zeigt etwa Lang in [9], ch.
2, § 2.) F} heift die k-te Bernoullidistribution.

Warnung. Die iibliche Definition von (z) behandelt die Grenzfille genau
umgekehrt. Unsere Definition ist jedoch in diesem Kontext niitzlicher, da nur
mit ihr Satz (2.6 auch fiir & =1 gilt.

Lemma 2.3. Sei F' eine Distribution auf X mit Werten in A undp : A — B
ein Homomorphismus abelscher Gruppen. Dann ist @ o F' eine Distribution
auf X mit Werten in B.

Beweis. Klar. O
Beispiel 2.4. Sei sg € C, sg # 1. Mit H wie in Beispiel 2.1 definiert dann
(a mod m) — H(sg,a mod m)

eine Distribution auf Z mit Werten in C. Der Homomorphismus p ist in
diesem Fall die Auswertung an sqg. Die auf diese Weise fiir so =1—k, kK € N
erhaltene Distribution nennt man die k-te Hurwitzdistribution H.

Modulwertige Distributionen kann man zur Integration lokal konstanter
Funktionen benutzen: Sei X = @Xi weiterhin ein proendlicher topologi-
scher Raum, R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Fiir ¢ € [ sei
7+ X — X; die kanonische Projektion. Fiir y € X; ist dann m; *({y}) eine
offene, abgeschlossene Teilmenge von X.

Eine Funktion f : X — R heifst iber X; faktorisierend, falls es eine
Abbildung f : X; — R mit f = fom; gibt. Wir nennen f : X — R iiber ein
X, faktorisierend, falls f iiber X, faktorisiert fiir ein 7 € I. Es bezeichne
S(X, R) den R-Modul aller Funktionen, die iiber ein X; faktorisieren. Dies
sind genau die lokal konstanten Funktionen.
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Definition. Sei F' eine Distribution auf X mit Werten in M, f € S(X, R).

Dann heifdt
/X FWFy) = Y Fw)Fy

yeX;

das Integral von f iiber X beziiglich F', wobei i so grof gewahlt sei, dass f
iber X; faktorisiert.

Fiir Mengen A C B bezeichnet 14 : B — {0,1} die charakteristische
Funktion von A.

Satz 2.5. Die R-Moduln Dist(X, M) und Hompg(S(X, R), M) sind kano-
nisch isomorph. Dabei entspricht die Distribution F' dem Homomorphismus

O mit
=/ fy)F(d
X

Umgekehrt entspricht einem Homomorphismus ® die Distribution F' mit
Fy) = (Lo )
firy € X;.

Beweis. Wir zeigen, dass die Verkettung der angegebenen Abbildungen in
beiden Reihenfolgen die Identitét ergibt Sei dazu Zunéichst F € Dist(X, M).
Sei ® der Homomorphismus mit ®(f) = [ f x . Dann gilt fiir jedes
1€l und y € X;:

P(Lroyp) = /X Lo (g (2)F(d2)
=D Loy F @)

ze€X;

=D Ly ()F()

ze€X;
= F(y).

Sei andererseits ® € Homp(S(X, R), M). Sei F' die Distribution mit F'(y) :=
<I>(17T¢1({y})) fir y € X;. Dann gilt fiir jedes i € I und jedes f € S(X, R),
das iiber X, faktorisiert:

/f =Y fwF

yeX;

= > T2y

yeX;

=0 | > FW)l 1y

yeX;



22 Thomas Bliem §2.2

= o(f).
O

Wir werden gelegentlich die beiden Seiten der obigen Isomorphie identi-
fizieren und setzen daher

F(f) = /X F () F(dy).

Bemerkung. Satz [2.5 bereinigt eine Ungenauigkeit in der Definition des
Begriffs der Distribution: Man spricht von Distributionen auf dem proendli-
chen topologischen Raum X. Die Definition hiangt jedoch von der gewéhlten
Darstellung X = anXi ab. Genauer miisste man also von Distributionen
des projektiven Systems (X;) sprechen. Sei A eine abelsche Gruppe. Nach
Satz (fir R=7, M = A) ist nun die Gruppe Dist(X, A) kanonisch zu
Homgz(S(X,Z), A) isomorph. Dist(X, A) ist also tatsdchlich eine Invariante
des topologischen Raumes X.

2.2 Bernoulli- und Hurwitzdistributionen

Dieser Abschnitt stellt einige Eigenschaften der Bernoullidistributionen Fy,
aus Beispiel 2.2 und der Hurwitzdistributionen Hj, aus Beispiel 2.4 zusam-
men.

Satz 2.6. Fir alle k € N gilt
Hy = —Ey,

das heifit die Bernoulli- und Hurwitzdistributionen stimmen bis auf das Vor-
zeichen tiberein. Insbesondere hat auch Hy Werte in Q.

Beweis. Fiir 0 < z <1 bezeichne ((s,z) := Y .2 (z +4)~* die (meromorph
auf C fortgesetzte) Hurwitz’sche Zetafunktion. Fir N € N, 1 <a < N gilt

WE

H(s,amod N)=)» (a+kN)"*®

i
o

—N—* i(a/N k)
k=0
= N"°((s,a/N)

Die obige Rechnung ist zunéchst nur fiir Res > 1 giiltig. Da die dufseren
Terme jedoch eine eindeutig bestimmte meromorphe Fortsetzung auf ganz
C haben, stimmen diese auch dort iiberein. Nach Washington, [16], th. 4.2,
ist ((1 — k,x) = —By(z)/k fir 0 < z < 1, insgesamt also

Hi(amod N) = H(1 — k,amod N)



§2.2 Arithmetik nichtabelscher partieller Zetawerte 23

= N*1¢(1 - k,a/N)
= —N*1By(a/N)/k
= —Fi(a mod N).

Die Tatsache, dass wir a als Vertreter in {1, ..., N} gewéhlt haben, entspricht
dabei der Bedingung 0 < (z) < 1, vergleiche die Warnung auf Seite 20. [

Beispiel 2.7. Die Hurwitzdistributionen aus Beispiel und 2.4 kann man
durch Einschrinkung auch als Distributionen auf Z; und Zj fiir jede Prim-
zahl p betrachten. Die auf Z; definierte Version erlaubt die folgende Ver-
allgemeinerung: Sei K ein algebraischer Zahlkorper. Fiir ein Ideal m von K
bezeichne J™ die Gruppe der zu m teilerfremden Ideale von K und P™ die
Untergruppe der Hauptideale, die durch ein total positives Element erzeugt
werden, das in der Klasse von 1 modulo m liegt. (Somit gilt laut Klassen-
korpertheorie G(K™|K) = J™/P™, wobei K™ den Strahlklassenkorper zu m
bezeichnet. Im projektiven Limes ergibt sich G% = lim J m/P™) Fiir jedes
zu m teilerfremde Ideal a von K sei

H(s,aP™):= Y  (MNb)~*
bcaP™
b ganz

die partielle Zetafunktion zu a, die bereits im Beweis zu Satz verwen-
det wurde. Sei nun p ein festes Primideal von K und KP~ = (J, . K*"
die Vereinigung aller Strahlklassenkorper zu p-Potenzen. Wenn wir m der
Form m = p" betrachten, erhalten wir eine Distribution auf lim J?/ P =
lim .J P"/PP" = G(KP”|K) mit Werten im Vektorraum der formalen Dirich-
letreihen in s bzw. (nach Fortsetzung) im Koérper der meromorphen Funktio-
nen auf C. Diese Funktionen haben an den Stellen s = 1 —k fiir £ € N keine
Pole (sondern nehmen nach dem unten zitierten Satz von Siegel /Klingen dort
sogar rationale Werte an). Mit dem Lemma [2.3 erhalten wir also fir k € N
wieder Distributionen H ,f mit Werten in C durch

HE(aP?"):= H(1 — k,aP"").
Diese werden wir ebenfalls als Hurwitzdistributionen bezeichnen.

Warnung. Die Wahl eines festen Primideals p erscheint auf den ersten Blick
tiberflissig: Fiir jede Klasse aP™ € J™/P™ kann man H(s,aP™) definie-
ren. Allerdings erfiillen diese Funktionen nicht mehr die Distributionsrelati-
on (2.1), so dass man keine Distribution auf lim J™/P™ = G% erhilt. Dies
liegt am Fehlen von Eulerfaktoren bei Hecke’schen L-Reihen zu nichtprimiti-
ven Charakteren. Durch Verwendung Artin’scher L-Reihen kann man diesen
Mangel beheben (siche Abschnitt [2.5).
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Satz 2.8 (Siegel, Klingen). Die Hurwitzdistributionen zu jedem algebrai-
schen Zahlkérper K haben Werte in Q, das heifst

H{ € Dist(lim J*/P"", Q).

Beweis. Siehe zum Beispiel Neukirch, [12], Kap. VII, Ko. 9.9. O

2.3 Die Algebra der Distributionen

Sei G = lim G; (i € I) eine proendliche Gruppe und A ein Ring. Die abelsche
Gruppe Dist(G, A) wird dann ein A-Modul, indem A werteweise auf den
Distributionen operiert.

Definition. Wir definieren das Faltungsprodukt auf Dist(G, A) durch

(F*G)(c) == > F(a)G(b)

ab=c

fir ¢ € G;, wobei (a,b) die Paare von Elementen von G; durchlauft, die
ab = c erfiillen. Dist(G, A) ist damit eine A-Algebra.

Definition. Fiir eine proendliche Gruppe G = lim G; (i € I) und einen Ring
A sei
A[IG]) = lim A[G

der vollstindige Gruppenring von G mit Koeffizienten in A.

Satz 2.9. Die A-Algebren Dist(G, A) und A[[G]] sind kanonisch isomorph.

Beweis. Wegen der Isomorphie Dist(G, A) = lim Abb(G;, A) aus der Bemer-
kung auf Seite [19 sind die beiden Objekte sicher als abelsche Gruppen und
A-Moduln isomorph. Man muss sich also nur noch von der Ubereinstimmung
der Produkte tiberzeugen. Tatséchlich ist das Produkt in den Gruppenringen
A[G;] genau wie das Faltungsprodukt definiert. O

Definition. Fiir ein Element § = " ¢, - o in einem beliebigen Gruppenring
heike 6 := Y ¢, - 07! das zu 0 opposite Element.

Beispiel 2.10. Sei F' € Dist(Z;,Q) die Einschrénkung der ersten Ber-
noullidistribution Ey auf Z; = G(Q(up=)|Q) = Im G(Q(kpn)|Q). Fiir a €
(Z/p"Z)* sei o, € G(Q(1pn)|Q) der Automorphismus, der auf p"-ten Ein-
heitswurzeln durch (7* = (% operiert. Wegen Bj(z) = x — 1/2 entspricht F'
als Element von Q[[G(Q(pp=)|Q)]] der Familie (6(p"))neN mit

p")= Y. Bi(a/p")-0a
a=1,....p"—1
(a,p)=1
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o Z < a 1> o
pu— - — . a-
a=1,...,p"—1 pn 2
(a,p)=1

Man erhilt also durch 0(p™) opposite Stickelbergerelemente. Allgemein erhlt
man durch Betrachten von Ej (k € N) die oppositen k-ten Stickelbergerele-
mente 0 (p™) aus Lang, [9], ch. 2, § 3.

(Lieber wiirde man statt p™ wirklich alle N betrachten. Das geht aus den
in der Warnung zu Beispiel 2.7 angegebenen Griinden nicht: Die Einschran-
kung von Fj auf Z* ist keine Distribution.)

2.4 Klassendistributionen und die skalare Fourier-
transformation
Auf proendlichen Gruppen erhélt man Distributionen als Fouriertransfor-

mierte von Charakterfunktionen (siehe Satz . Um dies zu zeigen beno-
tigen wir zunéchst die folgende Orthogonalitétsrelation:

Lemma 2.11. Sei G eine endliche Gruppe, H normal in G, auflerdem x
ein irreduzibler Charakter und c ein Element von G. Dann gilt

Z @ {|H| -X(€) falls py tiber G/H faktorisiert,
x\¢) =

Pyt 0 sonst,
cH=cH

wobei p, eine zu X gehorende Darstellung bezeichne.

Beweis. Der erste Fall ist offensichtlich. Im zweiten Fall gilt fir alle irredu-
ziblen Charaktere x’, fiir die p,s iiber G/H faktorisiert, dass x # x’. Also
folgt aus den Orthogonalitétsrelationen

R TeT Z x(a
acG
Sei f: G/H — C gegeben durch
) =Y x(ab).
beH
f ist eine Klassenfunktion auf G/H, denn

flxaz™ Z x(raz™

beH

= Z x(zaz tzbr™t)

beH
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= Z x(zabz™t)

beH

= x(ab).

Fiir jeden irreduziblen Charakter x’ von G/H gilt

/ 1 —/
UXorm =iy 2 JX@

:aﬁH)§jj§nwwwm

a mod HbeH

= konst. - (x, X')a
—0.

Da die x’ eine Orthonormalbasis des Raumes der komplexwertigen Klassen-
funktionen auf G/H bilden, folgt f = 0. O

Sei G = lim G; (i € I) eine proendliche Gruppe und V' ein komplexer
Vektorraum.

Definition. Eine Charakterfunktion von G mit Werten in V ist eine
Abbildung, die jedem irreduziblen Charakter von G, der {iber ein G; fakto-
risiert, ein Element aus V' zuordnet. ChFct(G, V') bezeichne den komplexen
Vektorraum der Charakterfunktionen von G' mit Werten in V.

Eine Distribution F' auf einer proendlichen Gruppe G mit Werten in V'
heifst eine Klassendistribution, falls sie auf jeder Konjugationsklasse jedes
endlichen Quotienten G; konstant ist. ClDist(G, V') bezeichne die Menge der
Klassendistributionen auf G mit Werten in V.

Satz 2.12. Die Vektorraume ClDist(G, V) und ChFct(G, V') sind kanonisch
isomorph. Dabei entspricht einer Distribution F die Charakterfunktion ® mit

Mm:éﬂﬂﬂw)

Umgekehrt entspricht einer Charakterfunktion ® die Distribution F mit

Flo)= g1 ¥ 00 %(0)

il

x von G5
fir o € G;.
Beweis. Der entscheidende Punkt ist, einzusehen, dass die Zuordnung & —

F' tatsachlich stets eine Distribution liefert. Man muss dazu die Distributi-
onsrelation (2.1) verifizieren. Sei also ¢ < j, ¢ € GG;. Dann gilt

E:ﬂﬂzfj§:¢W) x(7)

TEGj
TH—0
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1
|Gil

¢ x vonG;

®(x)x(0)
= F(0),

wobei der Ubergang zur zweiten Zeile dadurch gerechtfertigt ist, dass Y. y(7)

laut Lemma 2.11 gerade 0 bzw. % X(0) ist. F ist als Linearkombination von
Charakteren definiert. Also ist F auch konstant auf Konjugationsklassen, al-
so eine Klassendistribution.

Dass die beiden Abbildungen invers zueinander sind, kann man nun un-
mittelbar mit Hilfe der Orthogonalitétsrelationen fiir Charaktere wie folgt
nachrechnen: Sei zunéchst ® eine beliebige Charakterfunktion und F' die da-
zu wie im Satz definierte Distribution. Dann gilt fiir jeden Charakter x, der
iiber G; faktorisiert:

/G (@) F(do) = 3 x(0)F(0)

oeG;

= > x(o) A > dW)(o)
oc€G; v Y von G,

= Y Wi X )i
Y vonG; ! o€eG;

= > W) v)
Y von G

= ®(x)-

Sei nun umgekehrt F' eine beliebige Klassendistribution und ¢ die dazu wie
im Satz definierte Charakterfunktion. Dann gilt fiir o € G;:

T IDSILICEIT DS / F(dr)5(0)

v x vonG; XvonG
T2 DX ()
XvonG TEG;

> |é| > F(x(r) | x(0)
x von G; ¢ T€G;

= > (Fle,, 0)x(o)
x von G

= Y (Fle:,x)x(o)
x von G;

= > Flamx | (@)

x von G;
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= F(o).
|

Wir werden aufgrund von Satz[2.12 Distributionen und zugehorende Cha-
rakterfunktionen gelegentlich identifizieren und mit dem gleichen Buchsta-
ben bezeichnen.

Die durch Satz [2.12] erhaltenen Distributionen sind konstant auf jeder
Konjugationsklasse jedes endlichen Quotienten der zugrundeliegenden pro-
endlichen Gruppe. Es ist daher gelegentlich handlicher, direkt zu Distribu-
tionen auf einem geeigneten Klassenraum iiberzugehen. Dies ist wie folgt
moglich:

Satz 2.13. Sei G =1lim G, (i € I) eine proendliche Gruppe. Fir jeden end-
lichen Quotienten G; bezeichne Cl(G;) die Menge der Konjugationsklassen.
F sei eine Distribution auf G, die auf jedem Element jedes C1(G;) konstant
ist. Fir c € CI(G;), o € ¢ sei

E(e)=le| F(o) = Y F(r).

TEC

Dies definiert eine Distribution F auf dem proendlichen topologischen Raum
Cl(G) = @Cl(Gi).

Beweis. Der projektive Limes lim Cl(G;) ist wohldefiniert, da konjugierte
Elemente in einem endlichen Quotienten G; auf im kleineren Quotienten
G; (i < j) konjugierte Elemente abgebildet werden. Man muss also nur noch
die Distributionsrelation (2.1) nachrechnen. Sei dazu ¢ < j, ¢ € Cl(G;). Dann
gilt

F(c) =Y F(r)

Sy Y

TEC TH—T

DL

é—c TEC

c—c

wobei der Ubergang zur dritten Zeile aus dem folgenden Grund gerechtfertigt
ist: Im ersten Fall wird iiber {7 € G; : ¢;;(7) ~ o} summiert, im zweiten
Fall iiber {7 € G, : 7 ~ 7 und ¢;;(7') ~ o fir ein 7/ € G,}. Tatséchlich
sind diese beiden Mengen gleich. O
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2.5 Die Standarddistributionen

Satz [2.12] erlaubt es, Charakterfunktionen in Distributionen umzuwandeln.
Das nutzen wir fiir die folgende Konstruktion aus.

Sei K ein algebraischer Zahlkorper, G i die absolute Galoisgruppe von K
und S eine endliche Menge von Primidealen von K. Fiir jeden Charakter x je-
des endlichen Quotienten G(L|K) bezeichne Lg(L|K, py, s) die zugehorende
Artin’sche L-Reihe ohne die zu Primidealen aus S gehérenden Eulerfaktoren.
Fiir L|K endlich galoissch und o € G(L|K) sei

1
Ls(s,0) = ———— Ls(LIK, py,s)-x(o)
|G(L|K) XVOHEG%MK) *

die partielle Zetafunktion zu o. Dann ist 0 — Lg(s,0) geméf Satz[2.12
eine Distribution auf G g mit Werten in M(C). Die Bezeichnung als ,par-
tielle Zetafunktion® ist dadurch gerechtfertigt, dass Lg(s,1) = (k, s(s) fiir
den trivialen Automorphismus 1 € Gq, wobei (k s(s) die Dedekind’sche Ze-
tafunktion zu K ohne die zu Primidealen aus S gehdrenden Eulerfaktoren
bezeichnet. Die Distributionsrelation besagt damit, dass man fiir jede
endliche Galoiserweiterung L|K eine additive Zerlegung

Cks(s)= >, Ls(s,0)
c€G(L|K)

der Dedekind’schen Zetafunktion erhalt.

Wie in Beispiel kann man auch die partiellen Zetafunktionen an einer
Stelle sy auswerten, an der keine von ihnen einen Pol hat. Man erhélt so
eine Distribution o +— Lg(sg,0) mit Werten in C. Nach Lemma [1.3 haben
Artin’sche L-Reihen keine Pole in s = 1 — k. Also konnen auch partielle
Zetafunktionen dort keine Pole haben. Die obige Konstruktion ist also fiir
so = 1 — k moglich.

Definition. Wir bezeichnen die so erhaltene Distribution mit Lé( i das heifst
L§i(o) = Lg(1 — k,0).

qu(k heift die k-te Standarddistribution zu S auf Gg. Fir K = Q schrei-
ben wir kurz Lg := L?k'

Satz[2.12 besagt also in diesem Fall, dass
Ls(EIE 1 =F) = [ x(o) (o) (22)
K

fiir alle irreduziblen Charaktere x jedes endlichen Quotienten von G .
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Warnung. Gleichung (2.2) wird falsch, wenn man die Voraussetzung der
Irreduzibilitdt von y fallen lasst: Das sieht man schon daran, dass sich die
linke Seite bei Addition von Charakteren multiplikativ verhélt, die rechte
Seite aber additiv.

Die Funktionen Lg(s, o) hangen mit den Funktionen H (s,a mod m) aus
Beispiel 2.1/ wie folgt zusammen:

Satz 2.14. Sei p eine Primzahl, n € N. 0 € G(Q(upn)|Q) operiere auf
p"-ten Einheitswurzeln durch (7 = (* fir a € (Z/p"Z)*. Dann gilt (mit
S=10)

1
(p—1)pnt

Beweis. Sei G = G(Q(pn)|Q). Fiir jeden Charakter x von G bezeichne x
ebenfalls den zugehdrenden primitiven Dirichletcharakter. Fir s € C mit
Res > 1 gilt dann

G| =Y LQup)IQ. x, 8) - X(0)

xeG’

= > > xtmym~*x(a™)

Xeémzl

= Z Z x(a™tm)m=2

xeG m=1

Ly(s,0) = H(s,a mod p") + H(s,p mod p).

o0

:Z Zx(cflm) m=°.

m=1 XGG
Wegen
0, falls a='m # 1 (p") und p { m,
Z x(a™'m) =< |G|, fallsa"'m =1 (p"), sowie
xe@ 1,  fallsp|m (beachte y = 1)
folgt

G| - L(s,0) = |G - Z m*8+|G|st

n

und damit die Behauptung. O

Korollar 2.15. Sei p eine Primzahl, n € N. 0 € G(Q(upn)|Q) operiere
auf p"-ten Einheitswurzeln durch (7 = ¢ fir a € (Z/p™Z)*. Dann gilt (mit

S={r})
Ly (s,0) = H(s,amod p").
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Beweis. Da H(s,p mod p) = p~*((s) folgt aus Satz[2.14:

H(s,amod p") = L(s,0) — |é|p3<( s)
= L(s,0) — ﬁ (1-(1=p7%))<(s)
= L(s,0) — é (C(S) —(1 —p_S)C(S))

1 —s
=@ | 2 £QUuIQx 9X(e) = ¢() + (L =p7)C(s)
xvon G

In der Summe {iiber alle y wird also der Summand zum trivialen Charak-
ter x = 1 durch den entsprechenden Summanden ersetzt, bei dem der p-

Eulerfaktor entfernt wurde. Da y(p) = 0 fiir alle x # 1 konnen wir schreiben

Hisamodp") = 2 |30 (1= X0 )E(QUi ) IQ . 9X(0)

x von G
1
x von G
= Lipy(s,0)
und erhalten das Korollar. O

Der Zusammenhang zwischen den Hurwitzdistributionen und den Stan-
darddistributionen zeigt sich auch iiber anderen Grundkoérpern als Q. In
diesem Fall zeigen wir der Einfachheit halber direkt die Korollar [2.15 ent-
sprechende Version, die ohnehin die natiirlichere ist.

Satz 2.16. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, p ein Primideal von K und
n € N. Seim := p"™ und L := K™ der Strahlklassenkdrper zu m. Sei a ein
ganzes, zu p teilerfremdes Ideal von K, sowie o := (a,L|K) € G(L|K) der
thm tber das Artinsymbol zugeordnete Automorphismus. Dann gilt

Lipy(s,0) = H(s,aP™).

Beweis. Sei G := G(L|K). Fiir einen Charakter y von G bezeichne x eben-
falls den (nicht notwendig primitiven) zugehérenden Heckecharakter auf der
Strahlklassengruppe J™/P™. Damit gilt L\ (L|K, x,s) = L(x, s) fiir jedes
X, wobei L(x, s) die Hecke’sche L-Reihe bezeichnet. Es gilt:

G| Ly (s,0) = > Lipy(LIE, x,5)x(0)

xvon G
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_ ZL X, 1
= Z > x(6)(9b) *x(a™)

X (b,p)=1
¥ <Z>< (ba! ) by
(b.p)=
Da
G| ba~!=1inJm/P™
Zx(bafl) _ {| | a m / )
0 sonst
X
ist also
|G| Ly (s,0) =G| > (9Mb)~* = |G| H(s,aP™),
beaPT“
b ganz
und die Behauptung folgt. O

2.6 Rationalitat der Standarddistributionen

Satz 2.17. Sei L|K eine endliche galoissche Erweiterung algebraischer Zahl-
kérper, o € G(L|K) und S eine beliebige endliche Menge von Primidealen
i K. Dann gilt

LS(l_kaU) €Q

fiir die partielle Zetafunktion Lg(s,o) aus Abschnitt[2.5 und jedes k € N.
Mit anderen Worten hat also die Standarddistribution Lé(k auf G Werte in

Q.
Beweis. Sei a € Aut(C) beliebig. Dann gilt nach Satz (1.8

Ls(1—k,0)* = |G| Y. Ls(LIK.x.1 - k)x(0)
x von G

> Ls(LIK,x,1—k)*X*(0)
xvon G

Z ‘CS(L|K3 Xaa 1- k)xa(ail)

xvon G

1 _
= @ Z ES(L’K7X71_k)X(O' 1)
xvon G

|G| > Ls(LIK,x,1 = k)x(0)
xvon G

IGI

_@

=Lgs(l —k,o0).

Lg(1 — k, o) ist also invariant unter Aut(C) und damit rational. O



Kapitel 3

Distributionen auf GLy(Z))

Bisher haben wir Standarddistributionen auf G'q betrachtet. Die zugehoéren-
de Familie von Korpererweiterungen von Q ist die Familie aller algebraischen
Erweiterungen. Im abelschen Fall entspricht dies der Untersuchung der Ber-
noullidistributionen auf Z, das heift beziiglich der Familie aller abelscher
Erweiterungen von Q. Schon im abelschen Fall erhélt man jedoch viele Er-
gebnisse nur fiir die Einschrankung der Distributionen auf Z,,, das heifst fiir
die Familie der p™-ten Kreisteilungskorper iiber Q. Das Ziel dieses Kapitels
ist es, eine entsprechende Familie nichtabelscher Erweiterungen von Q zu
untersuchen und so weitere Erkenntnisse {iber die Standarddistributionen zu
erhalten.

3.1 Einfithrung

Sei E eine iiber Q definierte elliptische Kurve und p eine Primzahl. Der
(Z/p"Z)-Modul der p"-ten Teilungspunkte von E iiber Q wird mit E[p"]
bezeichnet. Q(E[p"]) bezeichne den kleinsten Erweiterungskorper von Q,
iiber dem alle p™-ten Teilungspunkte definiert sind. Wir setzen im Folgenden
voraus, dass die natiirliche Galoisdarstellung

G(Q(EP"])IQ) — Aut(E[p"])

fir alle n surjektiv ist. (Wie Serre in [13| gezeigt hat, ist dies der Normal-
fall.) Wir wahlen eine feste Basis von E[p"] und konnen damit identifizieren:
E[p"] = (Z/p"Z)?, Aut(E[p"]) = GLa(Z/p"Z). Im projektiven Limes ergibt
sich fiir Q(E[p™]) := UQ(E[P"])

G(Q(EP™)IQ) = Aut(T,(E)) = GLa(Zy),

wobei Tj,(E) := lim E[p"] den Tatemodul bezeichnet.

Sei Ly, die Einschrinkung der k-ten Standarddistribution aus Ab-
schnitt 2.5/ auf G(Q(E[p™>])|Q) = GL2(Z,). Diese Distribution wird im Fol-
genden untersucht.

33
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3.2 Folgerungen aus der Distributionsrelation

Die Standarddistributionen sind auf ganz G q definiert. Wir betrachten hier
die Einschrankung auf G(Q(E[p>])|Q), was dem Korperturm (Q(E[p"]))nen
der p™-ten Teilungspunkte von E entspricht. Durch Vergleich mit anderen
Korpertiirmen liefert (2.1) jeweils Relationen der Werte der Distribution.
Wir werden hier den klassischen Turm der p™-ten Kreisteilungskérper zum
Vergleich heranziehen.

Satz 3.1. Das Diagramm

Aw(Ep") —  (z/prz)*

H H

GQEP"])IQ) —— G(Q(1)IQ)

1st kommutativ.

Beweis. Der untere Homomorphismus ist wohldefiniert, das heifst p,» C
Q(E[p"]) laut Silverman, [14], ch. III, co. 8.1.1. Sei

() Ep"] < E[p"] = pypr

die Weilpaarung und {S,T'} eine Basis von E[p"]. Dann ist ¢ := (5,7
eine primitive p"-te Einheitswurzel. Sei 0 € G(Q(E[p"])|Q). Dann gibt es
eindeutig bestimmte a,b, ¢, d € Z/p"Z mit

S7 =[S + [T, T7 = [b]S + [dIT.

Es folgt

_ S, S)ab . (57 T)ad . (T, S)bc . (T, T)cd

—(S T)adfbc
— Cadfbc

(
(
= ([a)S + [T, [b]S + [d|T)
(
(

und damit die Behauptung. O

Korollar 3.2. Seia € (Z/p"Z)* und k € N. Dann gilt

_ nB a p”
> Lyy(i—ke)=—p*Y w
ceAut(E[pm))
det c=a
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Beweis. Sei o € G(Q(upn)|Q) der Automorphismus mit (7 = ¢* fiir { € pupn.
Dann gilt nach Anwendung von Satz (2.1), Korollar 2.15 und Satz [2.6
(in dieser Reihenfolge)

Z L{p}(l_k7c) = Z L{P}(l_va)

ceAut(E[p™]) TEG(Q(E[P"))IQ)
det c=a TIQ(Hpn):O'
= L{p}(l - k,O’)

= H(1 — k,a mod p")
(k—1)n Br({a/p"))
k: )

womit das Korollar gezeigt ist. O

=P

3.3 Distributionen und die matrixwertige Fourier-
transformation

In Satz[2.12 haben wir gesehen, dass fiir jede proendliche Gruppe G der Vek-
torraum der komplexwertigen Klassendistributionen auf G kanonisch zum
Vektorraum aller komplexwertigen Charakterfunktionen von G isomorph ist,

CIDist(G, C) = ChFct(G, C).

Dies folgt durch Ubergang zum projektiven Limes daraus, dass fiir jede end-
liche Gruppe die Charaktere eine Basis des Raumes aller komplexwertiger
Klassenfunktionen auf GG bilden. Wir werden nun eine Version der Fourier-
transformation kennenlernen, mit deren Hilfe man auch Funktionen erhalten
kann, die nicht konstant auf den Konjugationsklassen sind. Ihre Anwendung
findet diese Theorie im Beweis von Lemma [3.13!

Sei G zunéchst eine endliche Gruppe und K ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper der Charakteristik 0. Wir verwenden die folgenden Bezeichnun-
gen:

Definition. Fct(G) sei der Vektorraum der Abbildungen von G nach K.
Elemente von Fct(G) werden Funktionen auf G genannt.

ClFct(QG) sei der Vektorraum derjenigen Funktionen auf G, die auf Kon-
jugationsklassen konstant sind. Elemente von ClFct(G) werden Klassen-
funktionen auf G' genannt.

ChFct(G) sei der Vektorraum der Abbildungen, die jedem irreduziblen
Charakter von G ein Element von K zuordnen. Elemente von ChFct(G)
werden Charakterfunktionen von G genannt.

MChFct(G) sei der Vektorraum der Abbildungen, die jedem irreduziblen
Charakter x von G einen K-Endomorphismus des Darstellungsraumes V,
zuordnen. Elemente von MChFct(G) werden matrixwertige Charakter-
funktionen von G genannt.



36 Thomas Bliem §3.3

EndK(Vx)

L X[\

Abbildung 3.1: Veranschaulichung von MChFct(G).

Man sollte sich Elemente von MChFct(G) wie Schnitte in ein Vektor-
raumbiindel vorstellen, siehe Abbildung [3.1. Wir haben nun die folgenden
Lemmata iiber verschiedene Versionen der Fouriertransformation:

Lemma 3.3. Die Abbildung SFT : ClFct(G) — ChFct(G), gegeben durch

(SFT f)(x) :== Y f(o)x(0),

oceG
ist ein Vektorraumisomorphismus. Die Umkehrabbildung ist durch

1

(SFT' F)(o) = al

> Fx(e™)

x von G
gegeben.

Die nétige Rechnung haben wir im Wesentlichen bereits im Beweis zu
Satz2.12Inachvollzogen. Allerdings soll hier nicht mehr K = C vorausgesetzt
werden und die Bezeichnungen haben sich gedndert. Daher hier ein Beweis:

Beweis. Der Vektorraum ClFct(G) ist mit der Bilinearform ( , ) versehen,
wobei )
(o.) = 12 Y elo)lo ™).
Gl 2=

Nach Lang, [10], ch. XVIII, th. 5.1 bilden die irreduziblen Charaktere eine
Orthonormalbasis von ClFct(G) beziiglich dieser Bilinearform. Insbesondere
haben die beiden Vektorrdume ClFct(G) und ChFct(G) die gleiche endliche
Dimension. Es reicht daher, zum Beispiel SFT o SFT ! = 1 nachzurechnen.
Tatséchlich gilt fiir ¥ € ChFct(G) und jeden irreduziblen Charakter x von
G:

(SFTSFT™' F)(x) = Y _(SFT~' F)(0)x(0)
ceG
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Z Z Hx(o)

UGG wvonG

- ¥ Rl vl

Y von G UEG
Da
_ 1 ¢= X5
> (e x(o) = () = {
IGI = 0 ¢¥#x
ist also wie gewiinscht (SFTSFT~! F)(x) = F(x). O

Lemma 3.4. Die Abbildung MFT : Fct(G) — MChFct(G), gegeben durch
FT )0 = 3 S0
ocG

ist ein Vektorraumisomorphismus. Die Umkehrabbildung ist durch

,—(1;, S Xt (oo™ F ()

x vonG

(MFT™! F)(0) =

gegeben.

Beweis. Diese Aussage steht i. W. bei Fulton/Harris, [5], allerdings nur als
Ubung (ex. 3.32) und nur fiir K = C. Daher hier der Nachweis: Die Vek-
torrdume Fct(G) und MChFct(G) haben die gleiche endliche Dimension.
(1G] =>_, x(1)2, siehe Lang, [10], ch. XVIII, Formel vor pr. 4.2.) Also reicht
es, zum Beispiel MFT~! o MFT = 1 nachzurechnen. Tatsichlich gilt fiir alle
fe€Fct(G)und o € G

(MFT‘lMFTf)(U)=,—é, S x(D)tr (py (o~ )MET £)(x))

xvon G
= |_C1¥| Z x(1) tr <,0X(Jl) Zf(T)Px(T)>
xvon G T
=@ Y Xt (o))
|G| 7€ XvonG
LS Y xxe )
|G| 7€ XvonG
= f(o).

Der Ubergang zur letzten Zeile ist dabei aus den folgenden Griinden méglich:
Nach Lang, [10], ch. XVIII, pr. 4.3 und der vorausgehenden Formel ist

> x(l)x(0)={(|)G| Z;i
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Also folgt

S x(x(o'r) = {‘G‘ i

xvonG 0 U#T

und in unserer Rechnung bleibt nur der Summand mit 7 = ¢ iibrig.

§ 3.3

O

MEFT ist auch ein Isomorphismus von K-Algebren, wenn man Fct(G) mit

dem Faltungsprodukt versieht.

Der folgende Satz beschreibt, wie die beiden Versionen SE'T und MFT der
Fouriertransformation zusammenhéngen. Die kanonische Einbettung K —
Endg (V), die Skalare mit der zugehorigen Diagonalmatrix identifiziert, wird
zur Vereinfachung der Notation ohne besondere Bezeichnung implizit verwen-

det.

Satz 3.5. Sei I : ChFct(G) — MChFct(G) die durch

1
(L)) == —75F(X)
X
gegebene Finbettung. Dann ist das Diagramm

Fet(G) L, MChFet(G)

I K

ClFct(G) XX ChFct(G)
kommutativ.

Beweis. Sei f € ClFct(G). Dann gilt einerseits

(SFT/)(x) = D flo)trpy(o —tr<Zf

ceG oeG

andererseits

(MET f)(x) = >_ f(o

ceG

(MFT f)(x) ist fiir f € ClFct(G) sogar ein G-Endomorphismus, denn fiir

T e G gilt

px(T) - (MET f)(x) - px(77) = py(7) (Z f(@)px (o)

oceG

—Zf o)py(ToT™ h

oeG

=Y [ lor)py(o)

oeG
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= Z f(o)px(o)

oeG
= (MFT f)(x)-

Nach Schurs Lemma ist daher (MFT f)(x) ein Skalar. Die Abbildung z —
x (1)~ 'z ist der einzige Schnitt von tr, in dessen Bild nur Skalare liegen. [

Vermutung 3.6. Fiir proendliche Gruppen G induziert MFT in Analogie
zu Satz einen Isomorphismus

Dist(G, K) — MChFct(G),

wobei ein Element von MChFct(G) jedem Charakter von G, der iiber ein G;
faktorisiert, einen G-Endomorphismus des zugehoérenden Darstellungsraumes
zuordnet.

3.4 Mafse auf proendlichen Raumen

Sei X ein proendlicher topologischer Raum und R ein kommutativer Ring.
In Satz [2.5] haben wir einen kanonischen Isomorphismus zwischen den R-
Moduln Dist(X, R) und Hompg(S(X, R),R) =: S(X,R)" konstruiert. Ge-
geben ist dieser Isomorphismus durch das Integral [y f(y)u(dy) fir p €
Dist(X, R) und f € S(X, R).

Sei nun R = O der Bewertungsring eines vollstdndig nichtarchimedisch
bewerteten Korpers. Wir setzten in diesem Fall Meas(X, Q) := Dist(X, O)
und nennen die Elemente von Meas(X, Q) Mafie auf X mit Werten in O.

Satz 3.7. Fir jedes Maf§ u € Meas(X, Q) ist das zugehorige Funktional
[ = [ fly)uldy) stetig auf C(X,0) fortsetzbar. Wir erhalten also einen

Isomorphismus zwischen Meas(X, Q) und dem Raum C(X,0)" der stetigen
Funktionale auf C(X,O).

Ahnliche Versionen dieses Satzes findet man bei Hida ([6], § 4.3, pr. 2)
und bei Mazur/Swinnerton-Dyer ([11], § 7.1, pr.).

Beweis. Sei p € Meas(X,0) ein Mah und ® : S(X,0) — O das zugeho-
rige Funktional. Wir versehen C(X, Q) mit der Supremumsnorm ||f||o :=
sup{f(y) : y € X}. Damit wird C(X, Q) ein O-Banachmodul.

Fir y € X; und 7 beliebig ist |u(y)| < 1. Fir f € S(X,0) ist da-
her |®(f)| < ||fllco, das heift der Operator @ ist beschrankt (durch 1),
also stetig. ® ldsst sich daher eindeutig zu einem stetigen Funktional auf

C(X,0) =S8(X,0) fortsetzen. O

Lemma 3.8. Seien X und Y proendliche topologische Réiume, p : X —Y
stetig und p € Meas(X,0) ein Maff auf X. Fir f € C(Y,0) sei o*f =
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fop e C(X,0). Dann gibt es ein genau ein Mafl p.pu € Meas(Y,O) auf Y
mit der Eigenschaft

/X (" F)(@)ulde) = /Y F ) (e)(dy)

fiir alle f € C(Y,R).

Tatséchlich kénnte man o, u explizit angeben, wir haben jedoch keine
Verwendung fiir eine solche Formel.

Beweis. Die linke Seite der Gleichung definiert ein stetiges Funktional auf
C(Y,0). Da C(X,0) = Meas(X, Q) wird dieses durch genau ein Mak ¢,
dargestellt. O

3.5 Eine Konstruktion p-adischer L-Funktionen zu
Mafien auf GLy(Z,)

Diese Konstruktion folgt der bei Lang, [9], ch. 4, § 3, vorgestellten. Rufen wir
uns zunéchst den klassischen Fall in Erinnerung: Die Bernoullidistributionen
E}) sind Distributionen auf Z;, mit Werten in Q. Wahlt man ¢ € Z, und
definiert Ej .(da) := Eg(da) — c*Ex(c™'da), so haben die Distributionen
E}. Werte in Z,, sind also Mafe. Die Mafe Ej . héngen tiber Ej .(da) =
a* 1B (¢ 'da) zusammen.
Der analoge Sachverhalt fiir die Standarddistributionen Ly , auf GLa(Zy)

wire der folgende: Sei ¢ € Zy;. Wir fassen c als Element von GL2(Zj) auf, so
dass det ¢ = ¢?. Sei Lipy ke die durch

Lipy keldo) = Ligy (do) = (det ) L) 4(c ™ do)
gegebene Distribution auf GLy(Z;) mit Werten in Q).

Vermutung 3.9. Die so definierten Distributionen L, . haben Werte
in Z, fiir alle &, sind also Make. Diese Make héingen iiber L .(do) =
(det 0)* 'L 1 .(do) zusammen.

Wir betrachten nun allgemein Distributionen mit diesen Eigenschaften.
Sei (Fj)ken eine Folge von Klassendistributionen auf GL2(Z,) mit Werten
in Q. Fir c € Zj, und k € N setze

Fy.o(do) := Fy(do) — (det ¢)* Fy (¢ do).
Die Distributionen Fj}, sollen nun die folgenden Axiome erfiillen:
Al. Fiir alle ¢ € Zj und k € N hat Fy . Werte in Zj, ist also ein Mak.

A2. F (do) = (deto)* "1 Fy .(do) fiir alle ¢ € Zj, und k € N.
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Diese Axiome erlauben es, eine p-adische L-Funktion zu konstruieren, siehe
Satz Zunéchst ist dazu jedoch etwas Vorarbeit notig.
Fiir a € Zj, schreiben wir

a={(a) w(a)

mit einer (p — 1)-ten Einheitswurzel w(a). Damit ist w der Teichmiillercha-
rakter und (a) € 1+ pZ,. Fir 0 € GLa(Z,) sei @(0) := w(det o). Damit ist
@ ein eindimensionaler Charakter auf GLy(Zp).

Definition. Eine Funktion f : Z, — C, heifit p-adisch analytisch auf Z,,
falls sie um 0 in eine auf ganz Z, konvergente Potenzreihe mit Koeffizienten
in C, entwickelt werden kann. Eine Funktion g : B — Z, heifst p-adisch
meromorph auf Z,, falls es p-adisch analytische Funktionen p und ¢ gibt
mit ¢ # 0, B =1Z,\ ¢ *({0}) und g = p/q auf B.

Lemma 3.10. Sei O der Bewertungsring von C, und p1 € Meas(GL2(Z,), O)

ein Majf$. Dann ist
/ (det o)’ u(do)
GL2(Zp)

als Funktion von s p-adisch analytisch auf Z,,.

Beweis. Nach Lemma [3.8 ist

| detoputdo) = [ @) (et p)(da)
GL2(Z1))

Z;

fiir ein Maf det, p € Meas(Zy, O). Die rechte Seite dieser Gleichung ist p-
adisch analytisch nach Lang, 9], ch. 4, le. nach th. 3.1. O

Wir wihlen nun feste Einbettungen Q — C und Q — Qp C C,. Damit
kénnen wir Charaktere sowohl komplex als auch p-adisch auffassen.

Satz 3.11. Seien Fj, € Dist(GL2(Zy), Q) Distributionen, die die Azxiome
Al und A2 erfillen. Zu jedem irreduziblen Charakter x jedes endlichen Quo-
tienten von GLa(Z,) gibt es dann genau eine p-adisch meromorphe Funktion
Ly(x,s) auf Z,, mit der

Ly 1— k) = /G IR LA (3.1)

fir alle k € N gilt.

Fiir den angestrebten Fall Fy, = Ly, . gilt dabei nach (2.2)

| @A) = Loy (KIQE 1 b
GL2(Zp)
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Falls Vermutung [3.9] zutrifft, erhalten wir also mit Satz [3.11] eine Interpola-
tion spezieller Werte Artin’scher L-Reihen,

Lp(l - k?X) = ‘C{p}(K’Q7X(:}_k7 1- k)

Im Lichte der Warnung in § [2.5 (siehe Seite [30) sollte man dabei beach-
ten, dass mit x stets auch y@ ¥ irreduzibel ist, da & ein eindimensionaler
Charakter ist.

Beweis. Gleichung (3.1) legt die Werte von L,(x,1 —k) auf {1 —k: k € N}

fest. Da diese Menge dicht in Z,, liegt, ist die postulierte Funktion eindeutig

bestimmt. Thre Existenz wird durch die folgende Konstruktion sichergestellt:
Sei ¢ € Z;, so, dass (det c) keine Einheitswurzel ist. Sei f die durch

f(s):= / (det o) ~*x (o) det(0) "' Fy o(do)
GL2(Z1))

auf Z,, erklarte Funktion. Wir zeigen, dass die durch

c){det c)1—3 -1
Ly(x.s) = (1—%) £(s) (3.2)

gegebene Funktion das Verlangte leistet. (Da wir die Eindeutigkeit bereits
eingesehen haben, ist diese Funktion dann insbesondere unabhéngig von c.)
Es ist

= eto)l—s o
f(s) = /G o et

fiir das MaR pu(do) := x(o) det(o) "L Fy o(do) auf GLy(Z,). Nach Lemma[3.10
ist f also p-adisch analytisch auf Z,. Der Nenner 1 — y(c)(det c)'=%/x(1) ist
ebenfalls p-adisch analytisch auf Z, und nicht die Nullfunktion. Damit ist
die durch (3.2) gegebene Funktion p-adisch meromorph. Es bleibt also zu
zeigen, dass sie tatséchlich (3.1) erfiillt. Direktes Nachrechnen ergibt

£ ) = [(det o) (o) (det o) Fdo)
_ / (det 0)* 1 x(0)D(0) " F o(do)
_ / (det o) (x&*)(0) Fro(do)
_ / (x&™")(0) Fio(do)
= (1- QLD [ 024y (0) (i)

x(1)

- (1 - %f)mk) / (x@ %) (o) Fi.(do).




§3.5 Arithmetik nichtabelscher partieller Zetawerte 43

Der Ubergang zur zweitletzten Zeile wird dabei durch Lemma [3.13 gerecht-
fertigt, das wir auf den Charakter y& " (statt x) anwenden.

Die Darstellung p faktorisiert nach Voraussetzung iiber eine endliche
Gruppe GL2(Z/p"Z). Das Element c liegt im Zentrum von GLy(Z,), al-
so liegt sein Bild im Zentrum von GLy(Z/p™Z). Nach Schurs Lemma ist also
p(c) eine skalare Matrix a mit einer Einheitswurzel . Es gilt x(c) = tr p(c) =
X(Da, also ist @ = x(c)/x(1). Nach Wahl von ¢ ist aber (detc) keine Ein-
heitszurzel. Also ist auch (det c)¥ keine Einheitswurzel fiir k¥ € N. Insgesamt
folgt x(c)(det c)*/x(1) # 1 fiir alle & € N. Daher verschwindet der Faktor
1 — x(c){det c)*/x(1) fiir kein k¥ € N. Man kann ihn also herausdividieren
und erhélt (3.1). O

Zum Beweis von Lemma [3.13/ muss man matrixwertige lokal konstante
Funktionen integrieren. Diese Integrale sind komponentenweise erklart. Sie
erfiillen die folgende Rechenregel:

Lemma 3.12. Sei X ein proendlicher topologischer Raum, R ein kommuta-
twer Ring, A € M,(R) eine konstante Matriz, B € S(X, M, (R)) eine lokal
konstante, matrizwertige Funktion und p € Dist(X, R) eine Distribution.
Dann gilt

/ AB(o)u(do) = A / B(o)u(do).

Beweis. Tiefgestellte Indizes ij bezeichnen die (i,7)-te Komponente einer
Matrix. Dann kann man komponentenweise nachrechnen

([ aB@utn) = [(@aB@),utin)

ij

so dass die beiden Seiten der behaupteten Gleichung iibereinstimmen. U

Lemma 3.13. Fir jeden irreduziblen Charakter x jedes endlichen Quotien-
ten von GLa(Zy) gilt

[ 15ictao) = (1= MULDY [0,
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Vergleiche fiir den klassischen Fall Lang, [9], ch. 2, th. 2.4.

Beweis. Sei p die zu x gehorende Darstellung. Es gilt:

[ p(0)Frctde) = [ plo)Futde) - @erc)* [ plo)Fi(e o)
— [ b@)Fildo) - (et [ pleo)Fido)
— [ blo)Fitdo) — (et ste) [ p(o) (o).

Dabei ist der Ubergang zur letzten Zeile der Schritt, der den Ubergang von
Charakteren zu Darstellungen notwendig macht: Beim Betrachten nichta-
belscher Charaktere kénnte man c¢ nicht aus dem Integral herausziehen. Fiir
Darstellungen ermoglicht jedoch Lemma [3.12 diesen Schritt. Wir haben also

[ p)Fctde) = (1= (et p(@) [ plo)Fitdo). (33)

Wir betrachten nun die einzelnen Terme von (3.3). Die Darstellung p fakto-
risiert iiber einen endlichen Quotienten G von GL2(Z,). Es ist also

[ plo)Fitdo) = 3 plo)File) = (MFT Fela) ()
celG

Fy, ist eine Klassendistribution, also folgt aus Satz 3.5, dass
(MFT Fi|a)(x) = (I SFT Fila)(x)

- ﬁ 3" X(0)Fi(o)
oelG

= ﬁ/X(U)Fk(dU)'

Dabei sind Skalare wieder kanonisch mit der entsprechenden Diagonalmatrix
identifiziert. Insgesamt haben wir also gesehen, dass

[ rorBin) = — [ x(o)Fitao),

1
x(1)
Insbesondere ist also der letzte Term [ p(o)Fy(do) von (3.3) eine skalare
Matrix. Da ¢ in Zj, also im Zentrum von GL2(Z,) liegt, ist auch Fj . eine
Klassendistribution. Mit der gleichen Argumentation wie eben folgt

/p(a)Fk,c(da) = ﬁ/x(a)Fk@(dU).
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Damit ist also auch der erste Term [ p(o)Fj.(do) von (3.3) eine skalare
Matrix. Folglich muss auch der verbliebene Term 1— (det ¢)¥p(c) eine skalare
Matrix sein, also

_, _ (deto)x(c)
1— (dete)fple) =1 — -

Die Gleichung (3.3) wird damit zu

et cC k C

Durchmultiplizieren dieser Gleichung mit (1) liefert das Lemma. O

3.6 Mehrdimensionale abelsche Fouriertransforma-
tion

Die Motivation fiir die Untersuchungen dieses Paragraphen ist die folgende:
Das natiirliche Objekt der Untersuchung im abelschen Fall sind die Distri-
butionen Ly, 1 auf G(Q(pp=)|Q) = Zj. Jedoch ist es oft handlicher, diese
Distribution auf Z, fortgesetzt zu betrachten: Entweder setzt man einfach
durch 0 fort, oder man verwendet die Hurwitzdistributionen Hj bzw. die
Bernoullidistributionen Fy.

Warnung. Z, und Z; hingen auf zwei Arten zusammen: Erstens ist Z,
ein Faktor und Quotient von Z7 und korrespondiert so zu einer Pro-p-
Teilerweiterung Q> von Q(p=)|Q. Zweitens ist Z; als Teilmenge in Zj, ent-
halten. Dieser zweite Zusammenhang wird hier angesprochen. Insbesondere
sollte man die klassischen Bernoullidistributionen nicht als zu Q°°, sondern
als zu Q(fpp~) gehdrend betrachten.

Man kann nun auch die Standarddistributionen Ly auf Ma(Z,) =
ZI(,2’2) = Zf, fortsetzen, und sie eventuell so einfacher beschreiben. Wir entwi-
ckeln daher zunachst allgemein die mehrdimensionale abelsche Fourieranaly-
sis (in Dimension d, angestrebt ist der Fall d = 4). Klassische Vorlagen sind
fiir den eindimensionalen, p-adischen Fall Lang, [9], ch. 4, §§ 1 u. 2, sowie
fiir den mehrdimensionalen, archimedischen Fall Bauer, [2], §§ 22 u. 25.

Sei d € N und O der Bewertungsring von C,. Sei m das maximale Ideal

von O.
Definition. Sei y € Meas(Z¢%, ). Dann heit die Funktion @ : (1+m)? —
O, gegeben durch

d

(t) == / tYu(dy), wobei t¥ ;= Ht;?/i,
z i1

die charakteristische Funktion von pu.
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Satz 3.14. Fir k€ N¢ sei

ag(p) = /Zg (Z)u(dy), wobei <Z> = f[l <ZZ>

n

O(t) = Z ar(p)(t — D, wobei (t — 1)k = H(tl — ki,

keNE i=1

Dann gilt

Insbesondere ist ® analytisch auf (1 +m)<,

Beweis. Setze x; :==t; — 1. Dann gilt

d
o) = | T[# iy

p 1=1

d
= /ZdH(l +2;)Y pu(dy)

r1=1

= /Zd ﬁ <i (i)w’“> p(dy)

= /Zd > ﬁ (Zé)wku(dy)

P keNg =1 v

= Z ar(p)z”

keNgd
und damit die Behauptung. O

Wendet man Satz(3.14 fir t =1 := (1,...,1) an, so ergibt sich
| utd) = 2(1), (3.4)
z

Satz 3.15. Sei ty € (14 m)?. Die charakteristische Funktion von ji(dy) :=
tou(dy) ist dann
O(t) = D(tg - t),

wobei to -t durch (to - t); = toit; gegeben sei.

Beweis. Fiir t € (1 4+m)? gilt
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= / tUtgu(dy)
d

= /Z (to-8)p(dy)
=Dty - t).
0

. Sei f eine Funktion auf Zg, die iiber (Z/p"Z)? faktorisiert. Fiir ¢ € Mgn
sel

fO=— S fwc.

ye(Z/pnZ)*
Dann gilt
= FO¢, (3.5)
cepty
denn

™Y O =] ( > f@)c?) <

Cendn Cepd, \ge(z/pz)¢

= > Y, ¢

ge(z/pnz)? CEdn
="' f(y)-
Satz 3.16. Die charakteristische Funktion von fi(dy) := f(y)u(dy) ist

o)=Y FQOB(C-1).

Ceﬂzn

Beweis. Fiir t € (14 m)? gilt

B(1) = / 9 £ () uldy)

d
P
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Sei d = 4. Wir identifizieren Zj mit My(Z,) durch (y1,y2,y3,y4) —
(g},) i ) Sei £ eine primitive p-te Einheitswurzel. Wir identifizieren My (F))
mit ,u;l) durch (: g) — (€2,€P,€7,¢9). Ein Einheitswurzelvektor ¢ € M; \ {1}
heifst reguldr bzw. singulér, falls die entsprechende Matrix diese Eigen-
schaft hat. Der Einheitswurzelvektor ( =1 = (1,1,1, 1) entspricht der Null-
matrix, soll aber weder als singulér noch als regulér gelten. Diese Klassifika-
tion ist unabhéngig von der Wahl von &.

Das folgende Lemma stellen wir fiir den Beweis von Satz bereit:

Lemma 3.17. Durchliuft (a,b) die Menge F, x Fy,, so nimmt a-b den Wert
0 genau (2p — 1)-mal an, jeden anderen Wert genau (p — 1)-mal.

Bewers. Klar. O

Satz 3.18. Die charakteristische Funktion von fi(do) := 1gyyz,)(0)p(do)
ist dann

b(t) = (UD)(t) :=
2 _
p+De-1)° B(t) + 2 tI)(C-t)—i—]% > o).

3
b b CEnp CEny
¢ sing. ¢ reg.

Beweis. Sei ¢ € ,u;% mit ¢ # 1. Zu ¢ betrachten wir wie oben o, 3,7,0 € F),
mit ¢ = &%, (& = &P, (3 = €7 und ¢ = &0 fiir eine feste, primitive p-te
Einheitswurzel £. Sei L¢ : My(F,) — F,, die durch

L¢ <CCL Z) = aa + Bb+ ye+ dd
gegebene Linearform. Hiermit definieren wir

A(CQ) = {y € Ma(Fyp) : L¢(y) = dety = 0} .

Die Zahl A hangt nun wie folgt von ¢ ab:

AC) = {p(Qp -1) ¢ singu}ér, (3.6)
P ¢ regular.

Man sieht das durch die folgende Fallunterscheidung ein: ¢ heifst vom Typ
(é (1)), falls a, 8 # 0 und v = & = 0. Analog sind weitere Typen fiir jede
(2 x 2)-Matrix mit Koeffizienten aus {0, 1} definiert.

1. Fall: ¢ ist vom Typ (}9), also singulér. In diesem Fall gilt A(¢) =
H(‘; fl) rad—bec=0, a= O} ‘ Man kann also d beliebig wihlen (p Moglich-
keiten). Wegen der Bedingung be = 0 gibt es nach Lemma [3.17 genau 2p — 1
Moglichkeiten fiir die Wahl von b und c. Insgesamt ist also A(¢) = p(2p —1).
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2. Fall: ¢ ist vom Typ (}9), also regulér. In diesem Fall gilt A(¢) =
H(gg) cad —bc=0, aa+ dd = 0}‘ Falls a = 0, so ist auch d,ad,bc = 0,
und wegen Lemma[3.17 ergeben sich genau 2p— 1 Moglichkeiten fiir die Wahl
von b und c. Falls a # 0, so ist sind auch d, ad, bc # 0, und wegen des gleichen
Lemmas ergeben sich fiir jede der p — 1 méglichen Werte von a wieder p — 1
Mdglichkeiten fiir b und c. Insgesamt ist also A({) =2p — 1+ (p — 1)2 = p°.

3. Fall: ¢ ist vom Typ (é é), also singulédr. In diesem Fall gilt A(¢) =
H(Zg) sad — bec =0, aa—i—ﬁb:O}‘. Falls a = 0, so ist auch b = 0 und ¢
und d kénnen frei gewihlt werden, so dass es p? Moglichkeiten gibt. Falls
a # 0, so ist auch b # 0 eindeutig durch a bestimmt, und man kann
einen der Werte ¢ und d frei wiahlen, wihrend der andere durch die De-
terminantenbedingung bestimmt ist, so dass sich fiir jede der p — 1 mog-
lichen Wahlen von a weitere p Moglichkeiten ergeben. Insgesamt ist also
MO =p*+ (- 1p=p2p—1).

4. Fall: ¢ ist vom Typ (% (1)), also reguldr. In diesem Fall gilt \({) =
H(Z 3) cad—bc=0, aa+ Bb+vc= 0} ‘ Durch Auflosen der zweiten Glei-

07

chung nach ¢ erhalten wir ¢ = —50 = %b. Einsetzen in die erste Gleichung

liefert ad + %ab—k %bQ = 0, bzw. dquivalent a(d+ %b) = —%bz. Nach Lemma
3.17 gibt es fiir b = 0 also genau 2p — 1 Moglichkeiten zur Wahl von a und
d. Fiir jede der p — 1 méoglichen Wahlen von b # 0 gibt es nach dem gleichen
Lemma p—1 giiltige Wahlen fiir a und d. Der Wert von c ist jeweils eindeutig
bestimmt, so dass sich insgesamt A(¢) = 2p — 1+ (p — 1)2 = p? ergibt.

5. Fall: ¢ ist vom Typ (% %) In diesem Fall kann ¢ sowohl regulér als
auch singulér sein. Wir betrachten eine weitere Symmetrie: GL2(F,) ope-
riert linear auf M5(F,) durch Linksmultiplikation, und diese Operation lésst
GLy(F,) C My(F,) invariant. Ist ¢ der Vektor von Einheitswurzeln mit
Li=Lco (24) fir (%) € GLy(Fp), so gilt daher A\(¢) = A(C). Es gilt

o o)=u (200

(:Ua +yc xb—+ yd)
L¢

za+uc zb+ud
= (ax +vyz)a + (Bz + 02)b
+ (ay + yu)c + (By + du)d,

so dass L¢ also zur Matrix

axr +vz Px+ 6z
ay +yu By + du

gehort. Seien nun «, 8,7,0 # 0. Wir werden x, y, z und u so wéihlen, dass ¢
vom Typ (}14) oder (§3) ist: Wahle (y,u) L (8,6), so dass By + du = 0.
Man kann dann z und z so wéhlen, dass ax + vz # 0 und Bz + 6z # 0. Es
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ist dann
ay +vyu =0 genau dann, wenn («,7) || (5,9),

und wir haben den Fall auf den 3. und 4. Fall zuriickgefiihrt.

Alle tibrigen Typen von Einheitswurzelvektoren erhélt man aus den be-
handelten durch Symmetrie. Damit ist (3.6) gezeigt.

Wir definieren

v(¢) == Hy € GLa(Fy) : L¢(y) = 0}

M;(F)) zerlegt sich disjunkt in Ms(F),) = GL2(Fp,) U{y € Ma(F)) : dety =
0} und L¢ hat in My(F,) genau p® Nullstellen. (Dazu haben wir ( # 1
vorausgesetzt.) Also folgt aus (3.6)

p(p—1)? ( singulér,

p?(p—1) ( regulir. (3.7)

v(Q)=p" =) = {

Sei nun f = 1gp,(#,). Aus v(¢) kann man wie folgt £(¢) berechnen: Mit
y=(24) silt

fO=% 3 e

yEM2(Fp)
>
y€GL2(Fp)

Z é-anerJr“/chéd

yeGL2(Fyp)

:i4 3 gk,

y€GL2(Fp)

EAJ - S

3 |

3

In der letzten Summe liefert jedes y mit L¢(y) = 0 einen Summanden 1. F}
operiert auf GLo(F)) durch Multiplikation. Jede Bahn eines y mit L¢(y) # 0
liefert einen Summanden —1. Also gilt

70 = o (vie) - F=C=e)

— 4 (w0 -sto+ 0 -1+ )

v(Q) = (p+D(p—1)
PPp-1)
Aus (3.7) errechnet man dann

—

~P  ( singulér,

10 = {piz ¢ regular.
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Fiir ¢ = 1 sieht man direkt, dass

_pe+De-1 _ @+DHE-1*

p* p?
Damit ergibt Satz[3.16 das gewiinschte Ergebnis:

o)=Y f(OP(¢-1)

f(1) = pi (GLa(F)|

Ceny
=fmew) + Y fO2C-H)+ Y (1)
¢ sing. ¢ reg.
—1)2 _
- —(p“);f D) + 1p3pCZ O(C-t) + %CZ (¢ 1),
sing. reg.

Sei nun wieder d € N beliebig.
Definition. Sei k € N&. Dann heift

My (p) := /Z yFp(dy)

d
P

das k-te Moment von p. Wir definieren auflerdem den Differentialoperator

d ki

i=1

Satz 3.19. Sei k € N¢. Die charakteristische Funktion von y*u(dy) ist
dann Dy ®. Insbesondere ist

My(p) = (D ®)(1).

Beweis. Man muss o.B.d. A. nur den Fall £ = (1,0,...,0) betrachten, der
Rest folgt dann aus Symmetriegriinden und mit Induktion. Wir méchten eine
p-adische Version der Leibnitzformel iiber Differenziation unter dem Integral
verwenden. Um den Gedankengang nicht zu unterbrechen, wird diese unten
als Satz nachgereicht. Hier nur ihre Anwendung: Seien to,...t5 € 14+ m
fest. Sei f : (1+m) x Z& — O die durch

d
flty) = =t [Te
=2

gegebene Funktion. Dann gilt fiir ¢y € 1+ mund y € Zg:

d

flty) =t [

=2
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Il
/\

Z yl (t —1) )Ht%

k

O

fr(y)(tr — 1)F

pqu

k

o

iy
=)

mit fr € C(Zg, O) gegeben durch fi(y) = (ykl) HZ o tY". Die Funktion f
wird also durch eine Potenzreihe aus C(ZZ, O)[[t1 — 1]] dargestellt. Damit ist
Satz fiir tY anwendbar. Fiir t € 1 +m gilt also

D)0 =ty | )
0 1 .
= /Zg tla—hi]—[lt?w(dy)
d
_ /Z gt ] 2 tay)

P =2

= / Yy p(dy).
Zd

P

Die Leibnitzformel wurde dabei beim Ubergang zur zweiten Zeile angewen-
det. O

Beispiel 3.20. Im Folgenden eine Anwendung, um die Bedeutung dieser
Theorie zu illustrieren: Sei p ein Maf auf M2(Z,), zum Beispiel ein durch 0
fortgesetztes Maf auf GLg(Z,). Dann gilt

(det y)p(dy) = yryap(dy) — y2ysp(dy),

also ist die charakteristische Funktion von fi := (dety)u(dy) durch

O(t) = (D(1,0,01)®)(t) = (D0,1,1,0)®)(t)

2 0?2
®
(tlt“ ot,0t4 bt 36t28t3> (*)

gegeben. Betrachtet man zum Beispiel 4 = Ly, . und ist Vermutung 3.9
zutreffend, so kann man aus der charakteristischen Funktion von L.
diejenigen sémtlicher Ly, 1 . (k € N) gewinnen.

Wir zeigen nun die im Beweis zu Satz angekiindigte Version der
Leibnitzformel iiber Differenziation unter dem Integral. Zur Vereinfachung
der Notation betrachten wir hier Funktionen auf m anstatt auf 1 + m.
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Sei O der Bewertungsring eines vollsténdig nichtarchimedisch bewerteten
Korpers, X ein proendlicher topologischer Raum und p € Meas(X, Q) ein
Mak. Sei f € C(X,0O)[[t]] eine Potenzreihe mit Koeffizienten in C'(X,O).
Der O-Modul C(X, Q) wird ein Banachmodul, wenn man ihn mit der Su-
premumsnorm || || versieht. Die Potenzreihe f ist konvergent auf m, stellt
also eine Funktion f: m — C(X, Q) dar. Eine Funktion, die auf diese Weise
entsteht, nennen wir analytisch.

Satz 3.21. Sei f : m — C(X,0) eine analytische Funktion. Dann ist
Jx F(t,y)u(dy) nach t differenzierbar und erfillt

% /X fty)u(dy) = /X %f(t,y),u(dy). (3.8)

Beweis. Sei f durch die Potenzreihe f = "t f; mit f; € C(X, O) dargestellt.
Sei tg € m beliebig. Dann gilt:

0 i
/ 5/ )| uldy) = / (Z ity 1fi(y)> p(dy).
t=to i=1
Da das Integral linear und stetig auf C'(X, Q) ist, ist dies
o i 9 i
=it | fily)ldy) = g > ot [ fily)u(dy)
i=1 =0

Wiederum wegen der Linearitdt und Stetigkeit des Integrals kdnnen wir wei-
terrechnen

0 >
=D (e >> (dy)
m/(; y) | u(dy

t=to

= %/f(t,y)u(dy)

t=to t=to
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