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1 Einleitung

Sprache ist die wichtigste Verstindigungsform des Menschen. Sie erlangt damit
eine herausragende Bedeutung fiir die Entwicklung moderner Kommunikations-
mittel. Thre Verarbeitung durch technische Systeme findet heute breite Anwendung
in der Telekommunikation, der akustischen Mensch-Maschine-Interaktion und der
Medizintechnik. Typische Beispiele sind die Sprachiibertragung mit Mobiltelefo-
nen, Freisprecheinrichtungen oder etwa Kommunikationsanlagen in Flugzeugcock-
pits. Im medizinischen Bereich ist der Einsatz von Horgerédten zu nennen. In An-
wendungen wie sprachaktivierten Wahleinrichtungen, automatischen Informations-
systemen oder der Steuerung von Robotern kommuniziert der Mensch dagegen mit
Maschinen. Hierbei wird die Sprache nicht nur iibertragen, sondern muss auch von
einem technischen System erkannt werden.

Haufig ist das Sprachsignal allerdings durch eine additive Storung iiberlagert,
wie es in Abbildung 1.1 dargestellt ist. Dies konnen beispielsweise vorbeifahren-
de Fahrzeuge, Maschinenldrm in Fabrikhallen oder Hintergrundgeridusche in einem
Restaurant sein. In den meisten Fillen ist die Stérung, wie auch die Sprache selbst,
nichtstationdr. Die spektralen Eigenschaften dndern sich also im Laufe der Zeit.
Dabher stellt die Reduktion der Storung zur Steigerung der Sprachqualitit und Er-
kennungsrate eine Herausforderung an die Signalverarbeitung dar. Durch die Ent-
fernung der Stérung werden allerdings auch immer Sprachanteile beeintrichtigt.
Diese Sprachverzerrungen machen sich dem menschlichen Gehor unangenehm be-
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Abbildung 1.1: Storszenario und anschlieBende Filterung
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(a) Geeignete Spektren zur Filterung im (b) Energieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene
Frequenzbereich

Abbildung 1.2: Beispiele fiir ein geeignetes und ein ungeeignetes gestortes Signal zur Fil-
terung im Frequenzbereich

merkbar. Aus diesem Grund ist es wichtig, eine moglichst genaue Schitzung der
Storung zu jedem Zeitpunkt zu kennen. Dies wird durch die Nichtstationaritit der
meisten Storungen erschwert. Eine Signaldarstellung im Frequenzbereich ist da-
her nicht sinnvoll. Stattdessen muss die gestorte Sprache gleichzeitig in Zeit und
Frequenz dargestellt werden. Dies lasst sich auf die Filterung aller nichtstationérer
Signale verallgemeinern.

Die Aufgabe der Signalfilterung kann als Separation zweier Signalanteile (Nutz-
signal und Stdrung) verstanden werden. Hierfiir ist deren mathematische Darstel-
lung wichtig. In Abbildung 1.2a ist ein beispielhaftes Spektrum eines gestorten Si-
gnals gezeigt, fiir das die Trennung in Nutzsignal und Stérung im Frequenzbereich
sehr gut gelingt. Auch bei nichtstationdren Stérungen wire eine Trennung noch
moglich, solange sich die beiden zu trennenden Anteile nur unwesentlich spek-
tral iberlappen. Dies ist bei Betrachtung des Beispiels in Abbildung 1.2b nicht der
Fall. Nutzsignal und Storung iiberlappen sich spektral vollstindig und eine Tren-
nung iiber den Frequenzbereich ist nicht mehr moglich. Die zusitzliche Beachtung
der Zeitinformation erméglicht aber eine effektive Trennung beider Anteile, falls
eine Schitzung der Storenergieverteilung durchgefiihrt wird. Aus diesem Grund
sind Zeit-Frequenz-Darstellungen bei der Filterung nichtsationirer Stérungen und
Signale dem reinen Frequenzbereich iiberlegen.

1.1 Stand der Technik

Frequenzselektive Filter

Die klassische Filterung arbeitet mit frequenzselektiven Filtern, die bestimm-
te Spektralbereiche dimpfen. Die Ergebnisse sind fiir stationdre Stoérungen in
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Abbildung 1.3: Schema eines adaptiven Filters

der Regel sehr gut, falls sich Storung und Nutzsignal nicht wesentlich spektral
iiberlappen. Fiir langsam veridnderliche Stérungen werden adaptive Filter einge-
setzt [Bel87, TCRJL87]. Dabei handelt es sich um digitale FIR-Filter, deren Im-
pulsantwort im Laufe der Zeit angepasst wird. Der prinzipielle Ablauf ist in Abbil-
dung 1.3 gezeigt. Andert sich das zu filternde Signal allerdings zu schnell, konver-
giert die Adaption nicht und die Filterung versagt. Ein weiteres Problem stellt die
Kenntnis des Referenzsignals x.¢(n) dar. In der Sprachsignalverarbeitung wird von
einem zweiten Mikrofon nahe der Storquelle ausgegangen, das daher lediglich die
Storung ohne Spracheinfluss misst [EWCH96]. Bei der Technik des Beamformings
werden ebenfalls mehrere Mikrofone verwendet. Dabei wird eine Stérquelle raum-
lich geortet und ausgeblendet [FMF92]. Da in dieser Arbeit von einem einzigen
Messsignal ausgegangen wird, ist die klassische Filterung vollkommen ungeeignet
zur Entfernung nichtstationdrer Stérungen.

Spektrale Subtraktion

Im Bereich der Filterung mittels Zeit-Frequenz-Darstellungen basieren die meis-
ten Verfahren auf der Kurzzeit-Fourier-Transformation (STFT). Diese besitzt in
der gesamten Zeit-Frequenz-Ebene die gleiche Zeit-Frequenz-Unschérfe. Zur Fil-
terung wire allerdings eine moglichst kompakte Lokalisierung der Signalenergie
wiinschenswert. Dieses Ziel kann mittels der STFT nur dann erreicht werden, wenn
das Signal auch tatsichlich fiir alle Zeiten und Frequenzen die gleiche Kompaktheit
besitzt. Dies ist bei vielen Signalen nicht der Fall. Beispielsweise besitzen Bilder
oder EKG-Signale ihre hochfrequenten Informationen in 6rtlich bzw. zeitlich kur-
zen Intervallen und erfordern daher fiir verschiedene Frequenzbereiche verschie-
dene Kompromisse bzgl. der Zeit-Frequenz-Unschirfe. Bei Verwendung der STFT
als Signaldarstellung ist das Verfahren der Spektralen Subtraktion am weitesten
verbreitet. Dabei wird die Energieverteilung der Storung zeit-frequenzabhingig ge-
schitzt und von der STFT des gestorten Signals subtrahiert. In der Sprachfilterung
wird dazu meist eine Sprechpausendetektion durchgefiihrt. Das Leistungsdichte-
spektrum der Storung wird darauthin in einer Sprechpause bestimmt und wihrend
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der Filterung des folgenden Sprachsegments als stationédr behandelt [Bol79]. Al-
ternativ kann auch eine Rauschbodenschitzung in jedem Frequenzband der STFT
durchgefiihrt und dieser bei der Filterung subtrahiert werden [Mar94].

Alle auf der STFT basierenden Verfahren haben dabei einen gemeinsamen Nach-
teil. Durch die gleichzeitige Betrachtung von Zeit und Frequenz tritt eine Zeit-
Frequenz-Unschirfe auf. Fiir eine moglichst effiziente Filterung muss das Signal al-
lerdings moglichst scharf dargestellt werden. Der Kompromiss zwischen zeitlicher
Schirfe und Frequenzschirfe wird bei der STFT fiir die gesamte Zeit-Frequenz-
Ebene gleich gewihlt. Eine adaptive Anpassung an das Signal ist nicht moglich,
was zu einer Verschlechterung des Filterergebnisses fiihrt. In der Sprachsignalver-
arbeitung tritt bei der Spektralen Subtraktion dariiber hinaus noch sogenanntes Mu-
sical Noise auf, das sich besonders unangenehm dem menschlichen Gehor bemerk-
bar macht.

Stochastische Schétzer

Ein anderer Ansatz zur Sprachsignalfilterung modelliert jeden Koeffizienten der
STFT als stochastische Variable. Darauf basierend werden Schitzer fiir die Koef-
fizientenamplituden abgeleitet [EM85, Mar(05]. Diese setzen ebenso wie die Spek-
trale Subtraktion eine Schitzung der Storung voraus. Das weit verbreitete Ephraim-
Malah-Filter fithrt dazu eine Rauschbodenschétzung durch [EM84]. Der Nachteil
der konstanten Zeit-Frequenz-Unschirfe bleibt allerdings auch bei diesen Verfah-
ren bestehen.

Schwellwertfilterung mittels Wavelets und Wavelet Packets

Zur Filterung von Signalen, deren hochfrequente Informationen zeitlich kom-
pakt lokalisiert sind, fiir tiefe Frequenzen allerdings eine gute Frequenzauflo-
sung erfordern, bietet sich die Wavelet-Transformation an. Fiir allgemeine Si-
gnale ist allerdings auch diese Repridsentation nicht geeignet. Eine flexible Zeit-
Frequenz-Darstellung, deren Auflosung sich an das gegebene Signal anpasst, sind
die sogenannten Wavelet Packets. Sie stellen eine Verallgemeinerung der Wavelet-
Transformation dar und sind eine redundante, iiberbestimmte Signaldarstellung. Ei-
ne nicht-redundante Untermenge der Wavelet-Packet-Koeffizienten, die dennoch
die gesamte Zeit-Frequenz-Ebene erfasst, wird Basis genannt. Es wird nun aus dem
vollstindigen Wavelet Packet eine an das gegebene Signal angepasste Basis ge-
wihlt. Die eigentliche Filterung erfolgt iiber eine nichtlineare Schwellwertfilterung
in Abhéngigkeit der geschitzten Storung. Die géngigen Verfahren setzen dazu al-
lerdings weilles oder farbiges, stationdres Rauschen voraus [DJ94, Don95, JS97].
Fiir die Filterung nichtstationirer Storungen ist eine zeit-frequenzabhéngige Stor-
schitzung notig. Bei der Filterung von Sprachsignalen kann dazu, dhnlich wie bei
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Verwendung der STFT, die Storung in Sprechpausen geschitzt werden [SAO1]. Ein
anderer Ansatz schitzt die Energie der Storung in der Zeit-Frequenz-Ebene durch
den sogenannten Teager-Energieoperator [BRO1]. Eine verldssliche Rauschboden-
schitzung wie bei Verwendung der STFT findet hier jedoch nicht statt und mindert
so die Effektivitit der Wavelet-(Packet-)Filterung bei nichtstationiren Stérungen.

Neben den unzureichenden Storschitzern im Wavelet-(Packet-)Bereich weisen
Wavelet Packets als Signaldarstellung noch einige Méngel auf. Zum einen exis-
tieren bisher lediglich reelle Wavelet Packets. Dies fiihrt zu Nachteilen gegeniiber
Darstellungen mit analytischen Basisfunktionen, wie beispielsweise der STFT. Des
Weiteren hiingt die Giite der Filterung von der Wahl der Basis aus dem Wavelet
Packet ab. Dabei wird bisher allerdings die Storung nicht betrachtet, was zu ei-
ner Verschlechterung der Filterung fiihrt. SchlieBlich existieren auch Signale, deren
Komponenten mit keiner Basis eines Wavelet Packets optimal dargestellt werden
konnen.

1.2 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit

Im Blickpunkt dieser Arbeit steht die Filterung nichtstationdrer Signale und
Storungen. Aufgrund der Nichtstationaritit kommen dazu nur Zeit-Frequenz-
Darstellungen in Frage. Kapitel 2 bietet daher einen Einblick in die Zeit-Frequenz-
Analyse und Filterung. Die bestmdgliche Filterung allgemeiner Signale erfordert
die Verwendung von Wavelet Packets. Ziel dieser Arbeit ist unter anderem die
Verbesserung und optimale Ausnutzung der Wavelet-Packet-Darstellung zur Fil-
terung. Dazu werden in Kapitel 3 Erweiterungen vorgestellt, welche die Wavelet-
Packet-Filterung unabhingig von der speziellen Anwendung verbessern. In Ab-
schnitt 3.1 werden zunichst die Schwichen reellwertiger Wavelets bzw. Wavelet-
Packet-Basisfunktionen herausgearbeitet. Diese wirken sich nachteilig auf die Stor-
schitzung und Filterung aus. Die Wavelet-Packet-Filterbank wird daher zu Analy-
tischen Wavelet Packets erweitert. Diese beheben die vorherigen Schwéchen und
sorgen somit fiir eine verbesserte Storschitzung und Filterung.

Neben der Erweiterung der eigentlichen Darstellung wird in Abschnitt 3.2 be-
trachtet, welche Auswirkungen iiberlagerte Storungen auf die Wahl der nicht-
redundanten Basis des Wavelet Packets haben. Die herkommlichen Verfahren set-
zen weiles Rauschen voraus, das die Basiswahl im Mittel nicht beeinflusst. Dies
trifft allerdings fiir farbige oder nichtstationdre Storungen nicht zu. Aus diesem
Grund wird ein neues Giitemal3 zur Basiswahl entwickelt, das den mittleren, qua-
dratischen Fehler nach der Filterung schitzt, womit eine direkte Bewertung der
Filtergiite stattfindet.

Abschnitt 3.3 beschiftigt sich mit dem Problem, dass manche Signale in keiner
Basis des Wavelet Packets zufriedenstellend dargestellt werden konnen. Es wird
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daher ein Verfahren entwickelt, das simtliche Koeffizienten eines Wavelet Packets
bei der Filterung beriicksichtigt, anstatt lediglich eine nicht-redundante Untermen-
ge. Dabei soll das Verfahren von vergleichbarem Rechenaufwand wie die Filterung
mittels einer Basiswahl sein.

Neben der Erweiterung der Zeit-Frequenz-Darstellung ist eine Schitzung der
Storenergieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene zur Filterung nichtstationérer
Storungen von entscheidender Bedeutung. Dies kann allerdings nur anwendungs-
spezifisch gelost werden. In Kapitel 4 werden fiir die Filterung von Sprachsignalen
geeignete Storschitzverfahren entwickelt. Dabei werden drei Klassen von Storun-
gen unterschieden. Zunichst wird in Abschnitt 4.3 allgemeines, nichtstationéres
Hintergrundrauschen betrachtet. Die aus dem STFT-Bereich bekannten Verfahren
zur Rauschbodenschitzung werden dazu auf Wavelet Packets iibertragen. Des Wei-
teren wird ein Kalman-Filter entworfen, um Modellwissen iiber die Stérung mit in
die Schitzung einzubeziehen.

Eine spezielle Storerklasse stellen die periodischen Stérungen dar. Sie sind be-
deutsam, da sie iiblicherweise in der Umgebung von Maschinen auftreten. In Ab-
schnitt 4.4 wird daher ein Verfahren vorgestellt, mit dem die Energieverteilung einer
Periode der Storung analysiert werden kann.

Schliellich werden in Abschnitt 4.5 impulsartige Storungen betrachtet. Diese
weisen normalerweise eine mindestens so grole Dynamik wie die Sprache auf und
verletzen damit die Voraussetzungen fiir die Verfahren in Abschnitt 4.3. Da fiir
impulsartige Storungen eine Filterung nur in solchen Zeitintervallen sinnvoll ist,
in denen tatsdchlich eine Storung vorliegt, wird eine Detektion der Impulsstorer
vorgenommen.

Eine umfassende Evaluation der entworfenen Storschitzverfahren zur Sprach-
signalfilterung zusammen mit den in Kapitel 3 entwickelten Erweiterungen der
Wavelet-Packet-Darstellung wird in Kapitel 5 durchgefiihrt. Eine Zusammenfas-
sung der Arbeit findet sich in Kapitel 6.



2 Zeit-Frequenz-Analyse

Eine weit verbreitete Darstellung von Signalen ist ihre Betrachtung im Frequenzbe-
reich (oder Fourier-Bereich) mittels der Fourier-Transformation, siehe z.B. [KJ08].

Definition 2.1 (Fourier-Transformation)
Die Fourier-Transformierte Y (f) eines zeitkontinuierlichen Signals y(t) ist gege-
ben durch

Y(f) = F (o)) = / yexp (-2

Diese kann auch als Innenprodukt des zu analysierenden Signals mit einer komple-
xen harmonischen Schwingung der Frequenz f geschrieben werden:

Y(f) = / :ymexp(—jznfz)dt = (), exp(2nft)) . @1

Dadurch lisst sich die Fourier-Transformierte Y (f) als AhnlichkeitsmaB des Si-
gnals y(¢) und der betrachteten komplexen Schwingung exp (j27 f) interpretieren.
Die Darstellung im Fourier-Bereich findet unter anderem eine so breite Verwen-
dung, da das Konzept der ,,Frequenz* in vielen Bereichen der Wissenschaft An-
wendung findet, z.B. in der Physik, Astronomie, Biologie, Elektrotechnik etc., in
denen periodische Phinomene auftreten.

Mittels der Fourier-Transformation ist es also moglich, ein Signal beziiglich sei-
nes Frequenzgehaltes zu analysieren oder zu verarbeiten. Gleichung (2.1) offen-
bart allerdings einen entscheidenden Nachteil: Die Analysefunktionen der Fourier-
Transformation sind komplexe harmonische Schwingungen, deren Betrag unabhén-
gig von der Zeit konstant eins ist und die sich somit iiber den gesamten Zeitbereich
erstrecken. Daher liefert ein bestimmter Wert der Fourier-Transformation bei einer
festen Frequenz fj zwar die Information, mit welcher Amplitude |Y (fp)| und Pha-
senlage ZY (fy) die entsprechende komplexe Schwingung im Signal enthalten ist,
sie beinhaltet allerdings keine explizite Information tiber die Zeitpunkte, an denen
bestimmte Frequenzanteile auftreten. Beispielsweise ist die Fourier-Transformierte
des Dirac-Impulses gleich eins:

F5()} =1
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Alle Frequenzen sind also gleichermaflen enthalten. Verschiebt man den Dirac-
Impuls zeitlich, so bewirkt dies eine Phasenidnderung der gesamten Fourier-
Transformierten. Es ldsst sich also sagen, dass die zeitliche Information nicht ver-
loren geht, sondern sich auf alle Werte der Fourier-Transformierten verteilt. Damit
ist eine explizite Analyse oder Verarbeitung des Frequenzgehaltes eines Signals
zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht moglich. Dies motiviert die Einfithrung von
Darstellungen, die ein Signal sowohl in der Frequenz als auch in der Zeit repréasen-
tieren.

Die existierenden Verfahren zur Zeit-Frequenz-Analyse lassen sich in zwei Klas-
sen einteilen. Einerseits gibt es Verfahren, welche die Energieverteilung des Signals
in Zeit und Frequenz berechnen. Hierzu gehort beispielsweise die Wigner-Ville-
Verteilung. Da die Energie allerdings quadratisch vom Signal abhingt, treten bei
diesen Verfahren im Allgemeinen sogenannte Kreuzterme auf. Diese geben filsch-
licherweise Energieanteile in Bereichen der Zeit-Frequenz-Ebene an, in denen das
Signal keine bzw. andere Energieanteile besitzt. Es miissen daher Malnahmen zur
Minderung der Kreuzterme vorgenommen werden. Des Weiteren ist eine perfekte
Rekonstruktion des Signals im Zeitbereich nur in wenigen Fillen moglich, so dass
sie sich fiir die angestrebte Filterung nichtstationédrer Signale nicht eignen. Daher
werden diese Verfahren in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet. Interessierte Leser
seien z.B. auf [KSWO08] verwiesen.

Die zweite Klasse der Verfahren vergleicht das zu analysierende Signal mit ei-
ner zeit- und frequenzabhéngigen Fensterfunktion mittels Innenproduktbildung. Sie
sind daher der Fourier-Transformation dhnlich. Da es sich bei diesen Verfahren um
lineare Transformationen handelt, die auch eine perfekte Rekonstruktion des analy-
sierten Signals ermoglichen, eignen sie sich generell zur Filterung. In Abschnitt 2.1
werden zunichst einige Begriffe der Signaltheorie eingefiihrt. AnschlieBend wird
die Heisenbergsche Unschirferelation vorgestellt, die bei allen Verfahren mittels
Fensterfunktionen beriicksichtigt werden muss. Die Unschérferelation besagt, dass
die Schirfe der Zeit-Frequenz-Darstellung nicht gleichzeitig in Zeit und Frequenz
beliebig fein sein kann. Des Weiteren wird in die Konzepte der Signaldarstellung
in Funktionenrdumen und Frames eingefiihrt. Darauthin stellt Abschnitt 2.2 das
wohl bekannteste Verfahren zur Zeit-Frequenz-Analyse vor: die Kurzzeit-Fourier-
Transformation. Diese zeichnet sich durch eine konstante Zeit-Frequenz-Schérfe
in der gesamten Zeit-Frequenz-Ebene aus. Eine verwandte Transformation ist die
Wavelet-Transformation, die in Abschnitt 2.3 hergeleitet wird und die Eigenschaft
besitzt, hohe Frequenzanteile zeitlich scharf, niedrige Frequenzanteile dagegen fre-
quenzscharf darzustellen. Dies ist fiir eine gro3e Klasse von Signalen vorteilhaft.
Der Ubergang zur Diskreten Wavelet Transformation (DWT) ist in Abschnitt 2.4
ausgefiihrt. Eine michtige Erweiterung der DWT stellen die sogenannten Wavelet
Packets in Abschnitt 2.5 dar, die aufgrund ihrer Redundanz eine an das zu ana-
lysierende Signal angepasste Zeit-Frequenz-Darstellung ermoglichen. SchlieBllich
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fiihrt Abschnitt 2.6 in die etablierten Verfahren zur Filterung mittels Zeit-Frequenz-
Darstellungen ein.

2.1 Signalreprasentation in der Zeit-Frequenz-Ebene

Zunichst werden einige Signaleigenschaften definiert, die zur Beschreibung
der Heisenbergschen Unschérferelation notwendig sind. Daraufhin fithrt Ab-
schnitt 2.1.2 in das Prinzip der Funktionenriume und Frames ein, das allen fol-
genden Zeit-Frequenz-Darstellungen gemein ist.

2.1.1 Heisenbergsche Unscharferelation

Angelehnt an den physikalischen Begriff der ,,Energie* kann auch fiir Signale eine
Energie definiert werden. Diese darf aber nicht mit der physikalischen Signalener-
gie verwechselt werden.

Definition 2.2 (Signalenergie und Energiesignal)
Die Energie eines zeitkontinuierlichen Signals x(t) ist durch

Exz/ lx()|*de

definiert. Ist diese endlich, handelt es sich um ein sogenanntes Energiesignal und
fiir Norm und Innenprodukt gilt:

Ex = |lx()* = {x(0),x(2)

Analog ist die Energie eines zeitdiskreten Signals x(n) durch

E.= Z lx(n)|?

n=—oo

sowie Norm und Innenprodukt iiber die Beziehung

Ex = |lx(n)|]* = (x(n),x(n))

definiert.

Bemerkung 2.1
Die Energie eines zeitdiskreten Signals x, (1), das durch Abtastung eines zeitkon-
tinuierlichen Signals x(¢) mit der Abtastfrequenz f4 hervorgeht, ist nicht iden-
tisch mit der Energie des zeitkontinuierlichen Signals. Stattdessen gilt folgender
Zusammenhang (siehe [KSWO08]):

Ex* = fA -Ey
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Soll die mittlere Zeit bzw. Frequenz eines Signals berechnet werden, so konnen die
normierten Energiedichten

(o) ] X()2
EOIE b X

dhnlich einer Wahrscheinlichkeitsdichte betrachtet werden. Die mittlere Zeit ¢, bzw.
Frequenz f, sind dann die ersten Momente dieser Dichten.

Definition 2.3 (Mittlere Zeit und mittlere Frequenz)
Die mittlere Zeit ist durch

[ P
o= [T

und die mittlere Frequenz durch

X(f)?
d
/ f HXfH2 /

definiert.

Analog dazu konnen die Standardabweichungen als Maf} dafiir gesehen werden,
innerhalb welchen Intervalls die Energie in Zeit- bzw. Frequenzrichtung um die
mittleren Werte lokalisiert ist. Sie werden Zeitdauer und Bandbreite genannt.

Definition 2.4 (Zeitdauer und Bandbreite)
Die Zeitdauer A, eines Signals berechnet sich gemif

e (1)
8= [ enr O

die Bandbreite Ay analog durch
” X(f)P?
S
1=V IR(R

Die Heisenbergsche Unschérferelation besagt nun, dass das Produkt aus Zeitdauer
und Bandbreite niemals Kleiner als eine bestimmte untere Schranke sein kann.

Satz 2.1 (Heisenbergsche Unschaérferelation)
Das Produkt aus Zeitdauer A; und Bandbreite Ay eines Energiesignals erfiillt
immer die Ungleichung

1

A[ Af 4
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Abbildung 2.1: Lokalisation der Signalenergie in der Zeit-Frequenz-Ebene

Das Gleichheitszeichen gilt lediglich fiir Signale der Form
X(t)=A- e b (t—1)? o2t 7

was einer mit dem Gaul3-Fenster gefensterten komplexen Schwingung entspricht.

Der Beweis dieses Satzes ist unter anderem in [KJO8] oder [Mal99] zu finden. Ver-
steht man die Standardabweichungen A; und Ay (oder Vielfache davon) als Inter-
valle, in denen die wesentliche Signalenergie in Zeit und Frequenz konzentriert ist,
so legen mittlere Zeit, mittlere Frequenz, Zeitdauer und Bandbreite ein Rechteck
in der Zeit-Frequenz-Ebene fest, das die Lokalisation der Signalenergie beschreibt.
Dies ist graphisch in Abbildung 2.1 zu sehen.

Die Flidche dieses Rechteckes kann gemél der Unschirferelation nicht beliebig
klein werden. Wird zur Analyse eines Signals x(7) gemiR

c(i) = (x(1), @i(1))

eine Fensterfunktion ¢;(¢) mit sehr kurzer Zeitdauer gewihlt, so muss die zugeho-
rige Bandbreite dementsprechend grof3 sein. Dadurch analysiert und représentiert
der Koeffizient ¢(i) die Signalenergie mit einer sehr guten Zeitschérfe, aber einer
hohen Frequenzunschirfe. Umgekehrt gilt, dass eine Fensterfunktion mit sehr guter
Frequenzschirfe eine lange Zeitdauer und damit eine grof3e Zeitunschirfe aufweist.
Dieses Problem stellt eine generelle Herausforderung in der Zeit-Frequenz-Analyse
dar und betrifft alle in diesem Kapitel behandelten Verfahren. Es muss ein Kompro-
miss aus Zeit- und Frequenzschirfe gewihlt werden. Die Verfahren unterscheiden
sich allerdings darin, wie dieser Kompromiss gewihlt werden kann. Die Kurzzeit-
Fourier-Transformation weist zum Beispiel die gleiche Zeit-Frequenz-Unschirfe
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fuir alle Zeiten und Frequenzen auf, wihrend die Wavelet-Transformation eine bes-
sere Zeitschirfe bei hohen Frequenzen und eine bessere Frequenzschirfe bei nied-
rigen Frequenzen besitzt.

Da nach Satz 2.1 ein moduliertes Gaul3-Fenster das kleinste Zeitdauer-Band-
breite-Produkt besitzt, wird es bevorzugt in der Zeit-Frequenz-Analyse eingesetzt,
zum Beispiel als GauB-Fenster bei der Kurzzeit-Fourier-Transformation oder als
Gabor-Wavelet bei der Wavelet-Transformation.

2.1.2 Funktionenrdume

Da im Rahmen dieser Arbeit nicht nur Signalanalyse, sondern Filterung durchge-
fiihrt werden soll, wird in diesem Abschnitt die Signaldarstellung in Funktionen-
rdaumen vorgestellt. Damit wird auch die Signalsynthese aus einer Zeit-Frequenz-
Darstellung moglich.

Signale konnen mathematisch durch Funktionen beschrieben und damit als Vek-
toren behandelt werden. Somit spannen mehrere Funktionen durch Linearkombina-
tion einen Vektor- bzw. Funktionenraum auf, in dem andere Funktionen reprisen-
tiert werden konnen.

Beispiel 2.1 (Funktionenraum)
Die Funktionen xo(t) = 1, x{(t) =t und x»(t) = ¢ spannen den Raum aller Funk-
tionen auf, die sich durch

x(t) = apxo(t) + a1 x1(t) + ar x2(¢)

darstellen lassen. Dies ist z.B. die Funktion x(t) = > — I mita, = 1, a; = 0 und
ag — —1.

Allgemein lésst sich also ein Vektor y (bzw. ein Funktion y(¢)) durch Linearkombi-
nation der sogenannten Basisvektoren 9, (bzw. Basisfunktionen) darstellen:

N
y=> a [ (2.2)
i=1

Um die Koeffizienten a; zu berechnen werden nun die Skalarprodukte von y mit
den Basisvektoren ?, gebildet, die sich in Matrixschreibweise durch

<y,.(p1> <‘p1’.‘p1> <¢N.’q)l> ar

<%;PN> (2,0,) = (ov0,) ) \ o

(o)
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zusammenfassen lassen. Eine eindeutige Bestimmung der Koeffizienten a; ist nur
dann moglich, wenn die Matrix G invertierbar ist. Dies ist aber genau dann der Fall,
wenn die Basisvektoren [ linear unabhéngig sind. Trifft dies zu, ldsst sich keiner
der Basisvektoren durch die ibrigen vollstindig darstellen. Somit kann auf keinen
der Vektoren zur Erzeugung des aufgespannten Vektorraumes verzichtet werden.
Die Menge der Basisfunktionen wird dann Basis genannt.

Definition 2.5 (Basis)
Eine Menge von Basisvektoren (91 ooy QN) beziehungsweise Basisfunktionen
(@1(),...,0n(t)) spanne einen Vektor- bzw. Funktionenraum auf. Sind die Ba-
sisvektoren bzw. -funktionen linear unabhingig, werden sie Basis genannt.

Entspricht die Matrix G der Einheitsmatrix, sind die Innenprodukte (y, g) mit den
gesuchten Koeffizienten q; identisch. Dazu muss fiir die Innenprodukte der Basis-
funktionen

(2:9,) =8

gelten, wobei &;; das Kronecker-Symbol bezeichnet. Dies entspricht der Eigen-
schaft der Orthonormalitit.

Definition 2.6 (Orthonormalitat)
Zwei Vektoren x| und x, werden als zueinander orthonormal bezeichnet, falls

(X1,X) = Gij 24
gilt.

Die Eigenschaft der Orthonormalitit bedeutet zum einen, dass alle Vektoren die
Norm eins besitzen. Dadurch sind alle Basisfunktionen auf die selbe Energie nor-
miert. Wiirde man auf die Normierung verzichten, wiirden die Basisvektoren als
orthogonal bezeichnet werden. Dies bedeutet, dass die in einer Basisfunktion ent-
haltene Information in keiner anderen Basisfunktion enthalten ist. Orthogonalitit ist
eine wichtige Eigenschaft fiir viele Anwendungen wie Kompression, Dateniibertra-
gung etc. Die Diskrete Fourier-Transformation (DFT) verwendet beispielsweise ein
orthogonales Basissystem.

Sind die Basisfunktionen nur linear unabhéngig aber nicht orthogonal, so ist die
in einer Basisfunktion enthaltene Information teilweise auch in anderen Basisfunk-
tionen enthalten. Sind die Basisfunktionen dagegen auch nicht linear unabhingig,
so ist die Information einer Basisfunktion vollstindig in den anderen Basisfunk-
tionen enthalten. Das Funktionensystem enthélt also redundante Informationen. Da
das erzeugende Funktionensystem iiberbestimmt ist, existiert keine eindeutige Lo-
sung fiir Gleichung (2.3) mehr. Die Redundanz bedeutet zwar einerseits mehr tech-
nischen Aufwand (z.B. bei der Kompression) als eigentlich nétig wire, kann aber
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auf der anderen Seite auch beispielsweise fiir mehr Robustheit bei der Dateniiber-
tragung genutzt werden (siehe [Lin97]). Die Darstellung der Wavelet Packets in Ab-
schnitt 2.5 sind eine solche redundante Darstellung, bei der eine an das Signal ange-
passte orthonormale Basis aus allen vorhandenen Basisfunktionen gewéhlt werden
kann.

Um aber eine sinnvolle Signaldarstellung mit redundanten Funktionensystemen
zu gewihrleisten, muss der Begriff des Frames eingefiihrt werden.

Definition 2.7 (Frame, Tight Frame)
Ein Funktionensystem {@;(t),i € I} spanne einen Hilbert-Raum ® auf, wobei I
die Indexmenge aller Basisfunktionen darstellt. Gilt fiir alle Signale x(t) € ®

0<A-[|x(t) <Z| D) <B-|x(0)]* <o 2.5)

so wird das Funktionensystem Frame genannt. Gilt A = B, so wird das Funktio-
nensystem als Tight Frame bezeichnet.

Dies bedeutet, dass jedes Signal x(¢) € ¢ mit endlicher, aber von null verschiede-
ner Energie E, = ||x(¢)||*> zu Frame-Koeffizienten (x(), ;(t)) mit in der Summe
endlicher, von null verschiedener Energie fiihrt. In [Mal99] ist gezeigt, dass die Be-
dingung (2.5) hinreichend und notwendig ist, damit das Signal x(7) aus den Frame-
Koeffizienten rekonstruiert werden kann.

Eine Basis ist damit ein Frame, bei dem die Basisfunktionen linear unabhéngig
sind. Ist im Falle eines Tight Frames die Framegrenze A = 1, so handelt es sich um
eine orthonormale Basis. Falls ||¢;(¢)|| = 1 aber A > 1 gilt, so ist der Tight Frame
redundant und A kann als Redundanz-Faktor betrachtet werden. Ein Beispiel fiir
einen redundanten Tight Frame sind Wavelet Packets (Abschnitt 2.5). Fiir weiter-
fithrende Theorie sei auf [Mal99] und [KSWO08] verwiesen.

2.2 Kurzzeit-Fourier-Transformation

Am Anfang diesen Kapitels wurde festgestellt, dass die Fourier-Transformation
das Innenprodukt des zu analysierenden Signals x(¢) mit komplexen harmonischen
Schwingungen berechnet. Nach dem Formalismus von Abschnitt 2.1 stellen diese
komplexen Schwingungen also die Menge der Basisfunktionen dar, beziiglich derer
das Signal analysiert wird. Wie bereits erwihnt, stellt die unendliche Ausbreitung
im Zeitbereich ein Problem bei der Analyse nichtstationdrer Signale dar. Es liegt
also nahe, das Problem dadurch zu 16sen, indem man die Basisfunktionen zeitlich
begrenzt. Dies geschieht durch Multiplikation der Basisfunktionen mit einem zeit-
lich kompakten Fenster y(z). Damit man allerdings nicht nur wihrend der Zeitdauer
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des Fensters () das Signal x(¢) analysieren kann, muss das Fenster zeitlich ver-
schoben werden. Man erhilt damit schlieBlich die Kurzzeit-Fourier-Transformation
(Short-Time Fourier Transform):

Definition 2.8 (Kurzzeit-Fourier-Transformation, STFT)
Die Kurzzeit-Fourier-Transformierte des Signals x(t) bzgl. des Analysefensters
v(¢) sei durch

F(t.£) = (x(t),¥(t = 7) exp (j2x 1))
- / Zx(t) Yt —T)exp(—j2mfr)dt 2.6)
=F{x(t)y(t—1)}
gegeben.

2.2.1 Interpretationen

Definition 2.8 ldsst verschiedene Interpretationen zu (siehe auch [KSWO0S8]). Zum
einen beschreibt die STFT die Fourier-Transformierte eines gefensterten Signals.
Da die Zeitdauer des Fensters groBer null ist, erhdlt man eine bestimmte Zeit-
unschérfe. Mit der Fensterung im Zeitbereich geht durch den Leckeffekt (siche
[KJO8]) aber auch eine Frequenzunschirfe einher. Ein breiteres Fenster im Zeitbe-
reich erzeugt dabei einen geringeren Leckeffekt und somit eine bessere Frequenz-
schirfe. Umgekehrt wird die Zeitschirfe der STFT besser, wenn die Zeitdauer des
Fensters y(¢) moglichst kurz gewihlt wird. Diese Interpretation spielt eine wichtige
Rolle in der Praxis, da ein vorliegendes Signal lediglich gefenstert werden muss,
um dann auf bewihrte Implementierungen der Fourier-Transformation zuriickgrei-
fen zu konnen.

Eine oft niitzlichere Betrachtungsweise ist die Interpretation der STFT als Innen-
produktbildung des Signals x(¢) mit einer zeit- und frequenzverschobenen Fenster-
funktion y(r — 7)exp (27 ft). Gilt fiir das unverschobene Fenster t, = f, = 0, so
ist die mittlere Zeit des verschobenen Fensters gleich 7 und die mittlere Frequenz
gleich f. Die Zeit-Frequenz-Unschirfe kommt dann zustande, da das verschobe-
ne Fenster die Unschirferelation aus Abschnitt 2.1.1 einhalten muss und somit
nicht gleichzeitig in Zeit und Frequenz beliebig scharf lokalisiert sein kann. Dies
lasst sich wiederum auf den Leckeffekt zuriickfiihren, der durch die Fensterung
der komplexen harmonischen Schwingung mit dem unverschobenen Fenster y(r)
entsteht. Die Innenproduktbildung des Signals mit dem zeit- und frequenzverscho-
benen Fenster liefert somit keine Information iiber einen einzelnen Punkt in der
Zeit-Frequenz-Ebene, sondern iiber einen gewissen Bereich, indem die Energie des
Fensters wesentliche von null abweichende Werte aufweist, sieche Abbildung 2.2.
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Abbildung 2.2: Zeit- und frequenzverschobenes Fenster y(r — T)exp (27 ft) bei der STFT

Beispiel 2.2 (STFT)
In diesem Beispiel wird als Testsignal die Summe zweier modulierter Gauf3-
Impulse mittels der STFT analysiert.

1

A —1)?
0= (i) o () e

1

+ ! ' ex _(1—12)2 exp (j27 fat)
2nAZ, Pl A, P2

Dabei sei ein Impuls scharf in der Zeit, der andere scharf in der Frequenz lokali-
siert:

t1=2,5s th=1s |,

1
Ag=2 Ay — —
1= S8 2= 7000°
fir94Hz f»=375Hz

Aufgrund der unterschiedlichen Lokalisation der Signalenergie in Zeit- und Fre-
quenzrichtung der beiden Signalanteile kann kein zufriedenstellender Kompro-
miss fiir die Lénge des Fensters (¢) gefunden werden. Abbildung 2.3 zeigt den
Vergleich zweier Spektrogramme' bei Verwendung von GauB-Fenstern unter-
schiedlicher Linge. Wird die Fensterldnge grofl gewihlt, so tritt wenig Leckef-
fekt auf und die Frequenzschirfe ist entsprechend grofl. Andererseits erhdlt man

!Betragsquadrat der STFT
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Abbildung 2.3: Spektrogramme zum Vergleich der STFT bei Verwendung von GaufB-
Fenstern unterschiedlicher Linge

durch das breite Fenster keine gute Zeitschirfe. In Abbildung 2.3a ist die erste
Signalkomponente dementsprechend scharf aufgelost, wihrend die zweite ver-
schwommen dargestellt ist. In Abbildung 2.3b verhiilt es sich genau umgekehrt.
Aufgrund eines schmalen Fensters wird die zweite Signalkomponente scharf in
der Zeit analysiert, wihrend die erste in der Frequenz verschmiert.

2.2.2 Rekonstruktion

Um die STFT zur Filterung einzusetzen muss eine Moglichkeit der Riicktransfor-
mation existieren. Dazu wird das gesuchte Signal x(7) gemiB Abschnitt 2.1.2 als Li-
nearkombination zeit- und frequenzverschobener Fenster §(t — 7)exp (j27 ft) ange-

nommen. Fiir kontinuierliche Verschiebungen muss die Summe in Gleichung (2.2)
als Integral geschrieben werden:

w0 = [ [ RN Dexp(2ns drar @7

Um eine Bedingung fiir perfekte Rekonstruktion fiir das Analysefenster (¢) und
das Synthesefenster ¥(¢) zu finden, wird die Kurzzeit-Fourier-Transformierte aus
Gleichung (2.6) fiir F/(7,f) eingesetzt. Dies fiihrt nach [KSWO08] zu

1

(7(t),y(t)) =1 . (2.8)
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Diese Bedingung stellt lediglich eine schwache Forderung dar. Meist wird das glei-
che auf die Energie eins normierte Fenster fiir Analyse und Synthese benutzt. Be-
sonders hdufig verwendet wird das sogenannte Gaul3-Fenster

Y(6) = 70) = (i) exp (—Qﬂ)

aufgrund seines optimalen Zeitdauer-Bandbreite-Produkts, siche Abschnitt 2.1.1.

2.2.3 Diskrete Kurzzeit-Fourier-Transformation

Da zur Verarbeitung mit einem Digitalrechner nur diskrete Werte verarbeitet wer-
den konnen, sollen zunéchst die Verschiebungen 7 und f sowie anschlieBend das
Signal x(¢) diskretisiert werden.

Diskretisierung der Hin-Transformation

Die STFT (2.6) ldsst sich mittels diskreter Verschiebungen T =mT, f = kF durch

=

FY(mk) = / ()7t —mT)exp(— j2mkFt) dt

beschreiben. Des Weiteren stehen einem Digitalrechner lediglich Werte des Signals
zu diskreten Zeitpunkten iiber einem endlichen Zeitraum zur Verfiigung. Wie bei
der DFT wird nun aufgrund der Diskretisierung des Spektralbereichs angenommen,
dass sich das Signal auflerhalb dieses Zeitraums periodisch fortsetzt (siche [KJOS]).
Mit der Darstellung des abgetasteten Signals als gewichteter Dirac-Kamm erhélt
man nach [KSWO08] schlieflich

=

—1
FY(mk)="Y x(n)y (n—mAM)exp(—j2mkn/K) (2.9)

n Yk ()

I
o

als Diskrete STFT (DSTFT) des zeitdiskreten Signals x(n). Dabei wurden die dis-
kreten Schrittweiten 7 und F als Vielfache der kleinstmoglichen Verschiebungen
taund Af = f4 /N gewihlt

T=AM-ty, F=AK-Af
wobei
N=AM-M=AK-K

gilt. Abbildung 2.4 macht die Zusammenhinge deutlich.



2.2 Kurzzeit-Fourier-Transformation 19

2

N-Af
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fa=K-F
F =
L 3 L 3
L 3 L 3

| | i i
S~
<
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T=AM- t,
) M-T=N-1

Abbildung 2.4: DSTFT-Fensterpositionen in der Zeit-Frequenz-Ebene (Quadrate)

Die Wahl von AM und AK kann jedoch nicht beliebig sein. Ahnlich wie das
gewohnliche Abtasttheorem verlangt, dass ein zeitkontinuierliches Signal im Zeit-
bereich mit ausreichend vielen Abtastwerten erfasst wird, so kann gezeigt wer-
den, dass die Zeit-Frequenz-Ebene ebenfalls mit ausreichend vielen zeit-frequenz-
verschobenen Fenstern ,,abgetastet werden muss. Andernfalls geht Information
tiber das zugrunde liegende Signal verloren. Nach [KSWO08] muss fiir die diskreten
Verschiebungen

T-F<I1

gelten. Wihlt man 7 und F gerade so, dass das Gleichheitszeichen gilt, spricht man
von , kritischer* Abtastung. Dies ist der Grenzfall, bei dem noch keine notwendige
Information verloren geht. Wihlt man das Produkt 7T - F kleiner als eins, so wird
die Zeit-Frequenz-Ebene an mehr Stellen abgetastet als unbedingt nétig wire. Der
Grad der Uberabtastung betrigt dann

_ M-K  Anzahl der Abtaststellen in der Zeit-Frequenz-Ebene

o =
N Anzahl der Abtastpunkte der zeitdiskreten Funktion —
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Diskrete Rekonstruktion

Analog zu Gleichung (2.9) kann nun ein diskretes Synthesefenster mit diskreten
Verschiebungen in Zeit und Frequenz definiert werden:

Yinie(n) = ¥(n —mAM) exp (j2mkn /K)
Damit ergibt sich aus Gleichung (2.7) die Rekonstruktionsformel

M-1K-1

2(n) =D D FYmk) fur(n) (2.10)
m=0 k=0
wobei diese nur dann exakt ist, wenn das Analyse- und Synthesefenster die Bedin-
gung

N

-1
N > Hn) v (n—k-K)exp(—j2rmn/AM) = 8, - &
n=0

AK -AM

erfiillen, siehe [KSWOS8]. Diese Bedingung ist zwar restriktiver als die Bedin-
gung (2.8) fiir die kontinuierliche STFT, bietet aber immer noch eine grofle Anzahl
zuldssiger Fenster. Auf die Berechnung soll aber nicht ndher eingegangen werden,
da im Folgenden lediglich zeitlich beschrinkte Fenster betrachtet werden.

Analyse mit zeitlich beschrankter Fensterfunktion

Es beschleunigt die Berechnung in der Praxis, wenn die Fensterfunktionen auf ein
bestimmtes Zeitintervall beschridnkt sind. Daher wird nun angenommen, dass das
zeitdiskrete Analysefenster y(n) eine ungerade Linge L besitzt und

Yn)=0 Vinl> 0

1Y)l =1

gilt. Damit muss in Gleichung (2.9) nur noch iiber das Zeitintervall des Analyse-
fensters summiert werden und man erhélt:

m-AM+E51

FYmk)= Y x(n)y(n) . 2.11)

_ L—1
n=m-AM— =5~

Dabei kann durchaus die Anzahl der Fensterpositionen in Frequenzrichtung K (ent-
spricht der Anzahl der Spektralwerte der DFT des gefensterten Signals) grof3er sein
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als die Lédnge L des Fensters. Da zur Berechnung der DSTFT eine K-Punkte-DFT
des gefensterten Signals durchgefiihrt werden muss, ist in diesem Fall das Anhén-
gen von K — L Nullen nétig. Dieses sogenannte Zeropadding dndert das Spektrum
eines zeitdiskreten Signals nicht, liefert allerdings eine DFT mit mehr Spektralwer-
ten, siche [KJO8].

Rekonstruktion mit zeitlich beschrankter Fensterfunktion

Das zur Rekonstruktion nétige Synthesefenster ¥(n) wird zuniichst auf dem glei-
chen Zeitintervall von null verschieden und damit von gleicher Linge L wie das
Analysefenster angenommen. Fiir diesen Fall ldsst sich mittels des folgenden Sat-
zes vergleichsweise einfach ein zu y(n) passendes Synthesefenster finden.

Satz 2.2 (Inverse DSTFT mit zeitlich beschriankten Fenstern)
Fiir eine gegebene DSTFT ny(ch) kann die inverse Transformation mittels

Z ZF m,k) ¥(n—m-AM)exp (j2rnk/K)
"H meMy, k=0

1 L— L—
N T3 L<n< L
Y(n) = K-v(n) g a3
0 sonst

berechnet werden. Dabei ist M,, die Menge aller Indizes der diskreten Zeitver-
schiebungen m, fiir die das verschobene Analyse- bzw. Synthesefenster zum Zeit-
punkt n einen von null verschiedenen Wert annimmt. Die Kardinalitit (Méchtig-
keit) dieser Menge lésst sich durch

n Lot h_ L=l
M, || = | - 2
AM AM

berechnen.

Beweis 2.2
Ausgehend von Gleichung (2.10) kann die Summation auf diejenigen Verschie-
bungen m beschrinkt werden, fiir die bei gegebenem n das Fenster ungleich null
ist. Dies ist fiir

—1

~
~

L-1
2

- !
_N‘
IA
S
|
3
IA

L—1
2

4
.
% +
N
I
3
I
s
S
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erfiillt. Die Menge dieser m werde M,, genannt. Die Rekonstruktionsgleichung
vereinfacht sich damit zu

=Y > Fl(mk)y(n—m-AM)exp(j2nnk/K)
meM, k=0

Durch Einsetzen der DSFTF nach Gleichung (2.11) erhélt man nach dem Zusam-
menfassen der Exponentialterme und Vertauschen der Summationsreihenfolge:

m-AM+ LE] K—1 ,
N i (n—n")k
E g y(n' —m-AM)§(n —m-AM) (S S
MEMy p— o AM— k=0

Mit Hilfe der diskreten Poisson’schen Summenformel (siehe z.B. [KSWO08])

Ze’z’"‘k/K K- ZSn q-K)

g=—o0
lasst sich dies zu

mAM+L2‘

q=—meMy ,/—;y AM,i
Jn—m-AM)S(n—n' —q-K)

umformen. Aufgrund der Ausblendeigenschaft des Dirac-Impulses und der
Grenzen der Summation iiber n’ ergibt sich schlieBlich:

meM,
Fiir eine perfekte Rekonstruktion muss also
K-> y(n—m-AM)7(n—m-AM) = 1
meM,

gelten. Der Ansatz
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wobei ||M,|| die Kardinalitdt von M, bezeichnet. Der rekonstruierte Signalwert
unterscheidet sich also vom tatsichlichen Wert lediglich durch den Faktor ||M,]|,
der vom Zeitpunkt n der Rekonstruktion abhéngt. Wird ||M,, || kompensiert, erhilt
man die Gleichungen des Satzes 2.2.

2.3 Kontinuierliche Wavelet-Transformation

Die Kurzzeit-Fourier-Transformation hat aufgrund ihrer Anschaulichkeit und der
Einfachheit ihrer Implementierung die weiteste Verbreitung zur Zeit-Frequenz-
Analyse gefunden. Wie alle Analysemethoden, die ein Signal mit einer zeit- und
frequenzverschobenen Basisfunktion vergleichen, muss bei der STFT ein Kompro-
miss aus Zeit- und Frequenzschirfe gewihlt werden. Bei Verwendung einer Ba-
sisfunktion (moduliertes Analysefenster bei der STFT) mit konstanter Zeitdauer
bzw. Bandbreite wird dieser Kompromiss allerdings fiir die gesamte Zeit-Frequenz-
Ebene gleich getroffen. So ist es in Beispiel 2.2 nicht moglich, gleichzeitig eine Si-
gnalkomponente mit kurzer Zeitdauer bei hohen Frequenzen als auch eine Signal-
komponente mit kleiner Bandbreite bei niedrigen Frequenzen aufzulosen. Gerade
die Klasse der Signale, deren hohe Frequenzanteile zeitlich stark lokalisiert und de-
ren niedrige Frequenzanteile scharf in der Frequenz sind, ist in der Praxis sehr grof3.
Beispielsweise sind Kanten in Bildern raumlich lokalisiert und entsprechen den ho-
hen Ortsfrequenzen, wihrend die von den Kanten eingeschlossenen Flidchen eher
niedrige Ortsfrequenzen aufweisen. Andere Beispiele sind seismologische Messun-
gen oder auch menschliche Sprache, sieche Abschnitt 4.1. Aus diesem Grund ist
die Idee der Wavelet-Transformation, hohe Frequenzen zeitlich scharf und niedrige
Frequenzen frequenzscharf aufzultsen.

Zunichst wird in Abschnitt 2.3.1 die Wavelet-Transformation definiert und Be-
dingungen fiir zuldssige Wavelets aufgestellt. AnschlieBend werden beispielhaft ei-
nige hiufig verwendete Wavelets vorgestellt. Abschlielend wird die Rekonstrukti-
on des Signals im Zeitbereich aus der Wavelet-Transformierten hergeleitet.

2.3.1 Definition und zuldssige Wavelets

Wie bei der STFT, so wird auch die Wavelet-Transformation als Projektion des zu
analysierenden Signals auf Basisfunktionen berechnet, deren Energien in bestimm-
ten Bereichen der Zeit-Frequenz-Ebene lokalisiert sind. Bei der Anderung der mitt-
leren Frequenz der Basisfunktion soll sich nun allerdings, im Gegensatz zur STFT,
auch die Bandbreite &dndern. Dies wird erreicht, indem die mittlere Frequenz nicht
durch Modulation, sondern durch Skalierung der Basisfunktionen veridndert wird.
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Definition 2.9 (Wavelet-Transformation)
Die Wavelet-Transformation ist das Innenprodukt des zu analysierenden Signals
x(t) mit skalierten und zeitverschobenen Basisfunktionen (Wavelets):

WY (a,b) = (x(t), Wap(t)) = \/lg/:x(t) v* (tab) dr (2.12)

Vap(t) = \/1H v (t;b>

y(t) wird Mutter-Wavelet genannt. Es muss mittelwertfrei sein und die Zulis-
sigkeitsbedingung (s. Definition 2.10) ertiillen.

Der Vorfaktor 1/4/]a| garantiert dabei, dass sich die Energie der Wavelets bei der
Skalierung nicht dndert. Diese Darstellung in der Zeit-Skalierungs-Ebene ist aller-
dings deutlich weniger anschaulich als die Darstellung in der Zeit-Frequenz-Ebene.
Daher soll auf eine entsprechende Reprisentation iibergegangen werden.

Besitzt das Mutter-Wavelet y/() die mittlere Zeit ¢y, = 0 und eine mittlere Fre-
quenz fy # 0, so ergeben sich mittlere Zeit und Frequenz des skalierten und ver-
schobenen Wavelets zu

fy

tl//a.b = b ’ fWG.b = 7

Damit erhidlt man eine Zeit-Frequenz-Darstellung der Wavelet-Transformation, in-
dem man f:= fy, , und T:=1y,  setzt:

WY (c.f) = \/z | v (j{; -5 ar

Abbildung 2.5 veranschaulicht die Zusammenhénge in der Zeit-Frequenz-Ebene.
Die Skalierung a verindert die mittlere Frequenz, Zeitdauer und Bandbreite des
Wavelets. Fiir ty, = 0 é@ndert sich die mittlere Zeit jedoch nicht. Diese wird durch
die Zeitverschiebung b beeinflusst.

Beispiel 2.3 (Vergleich STFT und Wavelet-Transformation)

Es wird nun ein Vergleich zwischen der STFT und der Wavelet-Transformation
angestellt. Dazu wird das gleiche Testsignal wie in Beispiel 2.2 auf Seite 17 ana-
lysiert. In diesem Beispiel wurde gezeigt, dass je nach Wahl der Breite des Ana-
lysefensters der STFT eine Signalkomponente scharf dargestellt werden kann,
nicht jedoch beide gleichzeitig. Das Spektrogramm fiir ein langes Analysefenster
ist nochmals in Abbildung 2.6a gezeigt. Daneben ist das sogenannte Skalogramm
in Zeit-Frequenz-Darstellung |W,” (t,f)|? zu sehen. Verwendet wurde dabei ein
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i

Skalierung
fv —————1 [T ]
a 1 I A
Zeitverschiebung
Abbildung 2.5: Skalierte und zeitverschobene Basisfunktionen (Wavelets)
— 1 t=b i = i
Wap(t) = NI W( - > bei der Wavelet-Transformation

Gabor-Wavelet (siche Abschnitt 2.3.3) mit 62 = 3000 und fy = 375Hz. Man
erkennt, dass beide Signalkomponenten scharf dargestellt werden konnen. Dies
liegt daran, dass die Wavelet-Transformation hohe Frequenzen zeitlich scharf
und niedrige Frequenzen frequenzscharf auflost, was gerade der Lokalisation der
Signalenergie des Testsignals entspricht.

2.3.2 Rekonstruktion

In Definition 2.9 wurde bereits erwihnt, dass Wavelets notwendigerweise mittel-
wertfrei sein miissen, das heifit es gilt fy, # 0. Ansonsten wire die mittlere Fre-
quenz der skalierten Wavelets unabhéngig von der Skalierung immer null. Des
Weiteren ist es natiirlich wiinschenswert, dass das urspriingliche Signal aus der
Wavelet-Transformierten rekonstruiert werden kann. Daher wird nun eine Bedin-
gung eingefiihrt, die beides gewéhrleistet.

Definition 2.10 (Zulassigkeitsbedingung)
Ein stiickweise stetiges Energiesignal y(t), das die Bedingung

)P
Co - df < oo 2.13
v /700 |f| f< ( )

erfiillt, ist ein giiltiges Wavelet.

Diese Bedingung schlieft die Mittelwertfreiheit des Wavelets mit ein. Des Weite-
ren zeigten Grossmann und Morlet [GM84] im Jahr 1984, dass die Einhaltung der
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Abbildung 2.6: Vergleich zwischen STFT und Wavelet-Transformation anhand der Energie-
verteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene fiir ein Testsignal

Zulissigkeitsbedingung die Rekonstruktion des Signals ermdglicht sowie Energie-
erhaltung garantiert.

Satz 2.3 (Rekonstruktion und Energieerhaltung bei reellen Wavelets)

Eine reellwertige Wavelet-Funktion y(t) erfiille die Zulissigkeitsbeding-
ung (2.13). Jedes Energiesignal x(t) kann dann gemiB

1= 1 -b\ . d
X(I):Cu//o [ Wx"’(a,b)\/aw(a)db; (2.14)

rekonstruiert werden. Des Weiteren gilt fiir die Energieerhaltung:

© 1 <[ da
/ )P = o | [ wranrants

2.3.3 Ausgewahlte Wavelet-Funktionen

Ein giiltiges Wavelet muss lediglich die Zulissigkeitsbedingung (2.13) einhalten.
Diese ist nicht sehr restriktiv und so werden weitere Bedingungen aus den Bediirf-
nissen der Praxis abgeleitet, um fiir die Anwendung interessante Wavelets zu ent-
werfen. Dies sind zum Beispiel ein endliches Trigerintervall® oder ein moglichst
kleines Zeitdauer-Bandbreite-Produkt. Da der Wavelet-Entwurf jedoch nicht Teil
dieser Arbeit ist, wird an dieser Stelle nicht ndher darauf eingegangen, sondern es

werden lediglich zwei der am hidufigsten verwendeten kontinuierlichen Wavelets
vorgestellt.

2Gemeint ist die Zeitdauer, in der die Wavelet-Funktion von null verschiedene Werte aufweist.
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Haar-Wavelet

Das élteste Wavelet wurde 1910 von Alfred Haar vorgestellt [Haal0], auch wenn
damals der Begriff ,,Wavelet™ noch nicht verwendet wurde. Haar entdeckte, dass
die Funktion

1 fur0<r<1/2
y)=<9 -1 firl/2<r<1
0 sonst

durch dyadische Skalierungen und Verschiebungen gemif3

1 t—2km
Wk ok (1) = ﬁ v T

eine orthonormale Basis des Raums der Energiesignale aufspannt. Wird die Haar-
Funktion als Wavelet verwendet, ergibt sich eine Konstante entsprechend der Zu-
ldssigkeitsbedingung von Cy, = 2 V271 In2.

Der Vorzug des Haar-Wavelets ist seine leichte Realisierbarkeit, vor allem auch
sein endliches Tréager-Intervall. Nachteilig ist jedoch, dass die Spriinge des Haar-
Wavelets mit einem nur langsamen Abfall des Spektrums W(f) einhergehen. Dies
fiihrt zu einer schlechten Frequenzschirfe gegeniiber anderen Wavelets. Bei der
Diskreten Wavelet-Transformation (Abschnitt 2.4) ist das Haar-Wavelet mit dem
Daubechies-1-Wavelet identisch.

Gabor-Wavelet

In Abschnitt 2.1.1 wurde das GauB-Fenster als die Funktion mit dem idealen
Zeitdauer-Bandbreite-Produkt vorgestellt. Es liegt daher nahe, ein moduliertes
GauB-Fenster

1\ (2
v(t) = (7r0'2> exp (2;2> exp (j27fyt)

als Wavelet zu verwenden. Dieses wird dann Gabor- oder auch Morlet-Wavelet ge-
nannt. In dieser Form ist das Gabor-Wavelet allerdings nur niherungsweise mittel-
wertfrei. In manchen Anwendungen kann dies toleriert werden. Andernfalls muss
man den Gleichanteil subtrahieren, um ein zuldssiges Wavelet zu erhalten.

2.4 Diskrete Wavelet-Transformation

Wie auch bei der Fourier-Transformation oder der STFT, so ist die kontinuierli-
che Wavelet-Transformation fiir die Verarbeitung mit Digitalrechnern ungeeignet.
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Dabher soll in diesem Abschnitt die Diskrete Wavelet-Transformation (DWT) ein-
gefiihrt werden, indem zuerst die Skalierungen und Zeitverschiebungen diskreti-
siert werden (Abschnitt 2.4.1). Das Prinzip der Mehrfachauflosung (Multiresolution
Analysis, MRA) wird in Abschnitt 2.4.2 vorgestellt. Dies fiihrt in Abschnitt 2.4.3
zur Realisierung der DWT mittels Multiraten-Filterbdnken. Damit ist eine effiziente
Implementierung auf Digitalrechnern moglich. Abschlieend geht Abschnitt 2.4.4
auf einige Belange der praktischen Anwendung der DWT ein.

2.4.1 Diskretisierung von Skalierung und Zeitverschiebung

Da die Wavelet-Transformierte in Gleichung (2.12) in der Praxis nicht fiir das Kon-
tinuum aller Skalierungen a und Zeitverschiebungen b berechnet werden kann,
miissen diese diskretisiert werden. Die diskreten Skalierungen a; werden dazu dya-
disch gestaffelt. Die diskreten Zeitverschiebungen werden mit zunehmender Ska-
lierung entsprechend groBer. Damit erhilt man

ak:2k s bm7k:mTk:m~2k~T N

wobei T die diskrete Zeitverschiebung fiir @ = 1 bezeichnet. Der Grund fiir das
Anwachsen der Zeitverschiebung mit der Skalierung liegt anschaulich darin, dass
sich unabhiingig von der Skalierung die verschobenen und skalierten Wavelet-
Funktionen gleich stark iiberlappen sollen. Damit ist der Entwurf orthonormaler
Waveletsysteme moglich, siche [Mal99]. Die Wavelet-Transformation fiir diskrete
Skalierungen und Verschiebungen ergibt sich somit zu:

wa(mvk) - <x(f)7llfm.k(f)> ’
Y i(t) =27y (2%t —mT)

Bilden die Wavelet-Funktionen { Y, () } m xcz eine orthonormale Basis des Raums
der Energiesignale, so vereinfacht sich die Rekonstruktion zu

() = Z Z wa(m’k)'ll/m,k(t)

k=—com=—oc0

2.4.2 Mehrfachauflésungsanalyse

Im Jahr 1989 gelang es Mallat [Mal89] die Berechnung der Diskreten Wave-
let-Transformation auf Multiraten-Filterbdnke zuriickzufiihren. Dazu fiihrte er zu-
nichst den Begriff der Mehrfachauflosungsanalyse (MRA) ein.

Definition 2.11 (Mehrfachauflésungsanalyse, MRA)
Eine Folge {V}rcz von abgeschlossenen Unterrdumen des Raums der
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quadratisch-integrierbaren Funktionen L>(IR) (Energiesignale) bildet eine Mehr-
fachauflosungsanalyse, wenn die folgenden sechs Eigenschaften erfiillt sind:

1. Verschiebungsinvarianz: Funktionen des Raumes 'V sind invariant gegen-
iiber Zeitverschiebungen umm -2~ - T:

VmkeZ, x(t)e€Viex(t—m2ET) eV,

2. Hierarchie: Die Unterrdume sind einander untergeordnet gemif:

Vk € Z, Vk+1 C Vi

3. Skalierung: Die Skalierung einer Funktion x(¢) um den Faktor zwei be-
wirkt, dass sie nun in dem eine Stufe niedrigeren Raum liegt:

t
VkeZ, x(t)eVisx <§> € Vit

4. Abwartsvolistindigkeit: Der Durchschnitt aller Unterrdume ist das Nullsi-
gnal:

lim V=N, __ =
Pt M- = 10}

5. Aufwirtsvollstindigkeit: Die Vereinigung aller Unterrdume entspricht dem
Raum der quadratisch-integrierbaren Funktionen L*(R):

Jim Vi =Ur Vi=L*(R)

6. Basis: Es existiert eine Funktion @(t), deren zeitliche Verschiebungen
{@(t —mT)} ez eine Basis des Unterraums Vy bilden.

Die Ordnung der Unterrdume ist in Abbildung 2.7 dargestellt. Die Projektion eines
Signals x(z) auf einen Unterraum V;, wird mit x;(7) bezeichnet. Im Folgenden wird
angenommen, dass das zu analysierende Signal x(¢) vollstindig im Raum Vy liegt,
der somit den hochsten Raum darstellt. Damit lédsst es sich nach Abschnitt 2.1.2
durch Linearkombination der Basisfunktionen des Raums V¢ gemif

oo

x(t) =x0(t) = Y e(m)p(t—mT), c(m)={(x(t),p(t —mT))

m=—oco

darstellen. Die untergeordneten Raume konnen mittels der skalierten Basisfunktio-
nen des Raums V)

Pmge =252 @27 t —mT)
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Abbildung 2.7: Beziehungen zwischen den Réumen V; und Wy fiir verschiedene k

aufgespannt werden, wobei sinnvollerweise die Energie dieser neuen Basisfunktio-
nen wieder durch einen Vorfaktor konstant gehalten wird. Die Funktion ¢(¢) wird
daher auch Skalierungsfunktion genannt. Damit kann die Projektion des zu analy-
sierenden Signals auf einen Unterraum V; durch

oo

xk(t) = Z Ck(m)(pm,k(t)v Ck(m) = <X(Z‘),(Pm7k(l‘)>

m=-—oo

dargestellt werden. Beispielhaft zeigt Abbildung 2.8 die Symmlet-4-Skalierungs-
funktion fiir drei verschiedene Skalierungsstufen und mehrere Zeitverschiebungen
(es wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur jede vierte Verschiebung einge-
zeichnet).

Der Name Mehrfachauflosungsanalyse rithrt daher, dass sich die zeitliche Auf-
1osung der Basisfunktionen durch die Skalierung mit jeder Stufe der Unterrdume
halbiert. Das Signal wird also mit verschiedenen zeitlichen Auflosungen analysiert.
Die Projektionen x () des Signals auf die Unterrdiume des Raums V werden daher
auch als Approximation interpretiert. Die Differenz zwischen der Approximation
der Stufe k£ und der Approximation der nichsten Stufe kann dementsprechend als
Detailinformation angesehen werden. Fiir die Detailsignale y; gilt der Zusammen-
hang:

Xk = Xg+1 + Yi+1

Die Detailsignale liegen in Rdumen W, die wie Zwiebelschichten um den Raum
Vmax mit der grobsten zeitlichen Auflosung liegen. Dies ist schematisch in Abbil-
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Abbildung 2.8: Symmlet-4-Skalierungsfunktion

dung 2.7 dargestellt. Ahnlich den Voraussetzungen der Mehrfachauflésungsanalyse
gilt fiir diese Raume:

Wi LV, Wil W;,  k#j,
Vi = Vi1 UWiit, kEIEL,Vk = Urez Wi = L*(R)

Der Raum Wy werde von den Basisfunktionen {y(t —mT)},,c7z aufgespannt. Ana-
log zu den Skalierungsfunktionen bilden die dyadisch skalierten und verschobenen
Funktionen

Vni(t) =272y (2"‘: - mT) (2.15)

dann die Basisfunktionen des Raumes W;. Dies sind aber gerade die Wavelet-
Funktionen fiir diskrete Verschiebungen und Skalierungen aus Abschnitt 2.4.1, da
die Raume V; Tiefpassriume® sind und die Differenzriume W) dementsprechend
Bandpasssignale enthalten und von solchen aufgespannt werden.

Mit Hilfe der Wavelets als Basisfunktionen lassen sich die Detailsignale als Rei-
henentwicklung

Ye(t) = di(m) Ymi(t)

m=—oo

3Signalriume, die auch Tiefpasssignale enthalten.
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mit den Entwicklungskoeffizienten dy (m) darstellen. Das zu analysierende Signal
x(t) = xo(t) wird nun als Summe der Projektion x, (¢) auf den Unterraum V;, und
der Differenzsignale aller dariiberliegenden Differenzraume {Wi }iejo,) angege-
ben:

1) = x, (t +Zyk
:Z% m) P, (¢ +szk m) Yo i(t) (2.16)

m—=—oo —(0) m=—oc

Damit muss die Wavelet-Transformierte nicht mehr fiir unendlich viele Skalie-
rungsstufen k = 0. .. oo, sondern nur noch fiir k; 41 Skalierungen berechnet werden.
Dies kann dariiber hinaus rekursiv erfolgen, indem zuerst von x¢(¢) die Details y; (¢)
abgespalten werden, von x; (¢) die Details y,(#) usw. bis zur gewiinschten grobsten
Auflosungsstufe k;. Das verbleibende Signal x;, (f) wird Approximation der Stufe
k; von x(¢) genannt.

2.4.3 Realisierung mittels Multiraten-Filterbanken

In Abschnitt 2.1.2 wurden die vorteilhaften Eigenschaften orthonormaler Basen
angesprochen. Daher soll im Folgenden davon ausgegangen werden, dass die
Wavelet-Funktionen ,, x(¢) so entworfen wurden, dass sie zueinander orthonor-
mal sind. Unter dieser Voraussetzung hat Stéphane Mallat aus dem Ansatz der
MRA (Abschnitt 2.4.2) die effiziente Berechnung mittels Filterbidnken hergeleitet.
Sind die Wavelets nicht orthogonal, so miissen zur Analyse und Synthese zwei ver-
schiedene Sitze von Wavelets verwendet werden, die dann zueinander orthogonal
sein miissen (man spricht von Biorthogonalitit). Fiir den Entwurf biorthogonaler
Wavelet-Basen sei auf [CDF92] und [Dau92] verwiesen.

Zunichst miissen noch die Begriffe Upsampling und Downsampling definiert
werden.

Definition 2.12 (Downsampling, Upsampling)
Der Operator |, {-} bezeichnet die Downsampling-Operation, die von einem
zeitdiskreten Signal lediglich die Werte mit geradem Zeitindex bewahrt, die an-
deren werden verworfen. Dies lasst sich mathematisch durch

xg(m) =12 {x(n)} = x(2m)
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ausdriicken. Entsprechend ist die Upsampling-Operation 1, {-}, die jeweils zwi-
schen zwei benachbarten Signalwerten eine Null einfiigt, durch

x(n) firm=2n
0 sonst

xu(m) =Tz {x(n)} = {

definiert.
Mit diesen Begriffen lisst sich der folgende Satz angeben.

Satz 2.4 (Berechnung der DWT durch eine Multiraten-Filterbank)
Die Skalierungs- und Wavelet-Koeffizienten c;(m) bzw. di(m) einer orthogona-
len DWT lassen sich durch Filterung der Koeffizienten der vorherigen Stufe mit
linearen Tiefpassfiltern grp(n) bzw. Hochpassfiltern gyp(n) und Downsampling
berechnen:

Chr1(m Z grp(2m —n) cx(n) =12 {grp(n) * cr(n)} (2.17)
d1 (m Z gup(2m —n)cp(n) =2 {gup(n) xcr(n)} . (2.18)

Analog zur Analyse erfolgt die Rekonstruktion mittels einer inversen Filterbank,
die aus Upsampling-Operationen sowie aus den Synthese-Tiefpassfiltern hp(n)
und Hochpassfiltern hyp(n) besteht:

o Z hrp(m —2n) ciir (n Z hup(m—2n)diy 1 (n)  (2.19)

=T2 {cxr1(n)} xhrp(m)+ T2 {diy1(n) } * hup(m)

Diese Berechnungen lassen sich rekursiv mittels Multiraten-Filterbinken reali-
sieren, siehe Abbildung 2.9. Der Zusammenhang zwischen den Analyse- und
Synthesefiltern ist

grp(n) = hrp(—n), gup(n) = hjp(—n) . (2.20)

Der zugehorige Beweis ist in Anhang B.1 zu finden.

Conjugate Mirror Filter

Filterbianke der Struktur in Abbildung 2.9 wurden von Mallat nicht neu erfunden,
sondern waren in der digitalen Signalverarbeitung schon ldnger bekannt. Bereits
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Abbildung 2.9: Multiraten-Filterbénke zur Berechnung der DWT und deren Rekonstruktion

1976 entdeckten Croisier, Esteban und Galand [CEG76], dass die Zerlegung und
perfekte Rekonstruktion unter Verwendung von Tiefpass- und Hochpassfiltern so-
wie Down- und Upsampling-Operationen moglich ist. Sie nannten die entspre-
chenden Filter Quadrature Mirror Filter (QMF), die allerdings bis auf das Haar-
Filter keine endlich lange Impulsantwort besalen. Spiter zeigten Smith und Barn-
well [SBI84] sowie Mintzer [Min85], welche Bedingungen fiir FIR-Filter gelten
miissen, um eine Filterbank mit perfekter Rekonstruktion zu erhalten. Diese Filter
werden Conjugate Mirror Filter (CMF) genannt, wobei in der Literatur nicht immer
zwischen den Begriffen QMF und CMF unterschieden wird.

Es kann gezeigt werden, dass fiir eine Multiraten-Filterbank nach Satz 2.4 mit
perfekter Rekonstruktion die Bedingungen

HQ)P+|HQ+m) =2
hup(n) = (=1)"hrp(—n+(1+21)), l€Z (2.21)

erfiillt sein miissen, wobei Q = 27 f/f4 die normierte Kreisfrequenz darstellt. In
Gleichung (2.21) kann die Modulation des Tiefpass-Filters auch mit (—1)"*! voll-
zogen werden. Dies hat auf die perfekte Rekonstruktion keinen Einfluss, da sich
der zusitzliche Faktor —1 durch die Berechnung der zugehorigen Analysefilter
mittels (2.20) in der gesamten Filterbank aufhebt. Die gleiche Begriindung recht-
fertigt, warum Verschiebungen um 2/ erlaubt sind, wobei [ frei gewihlt werden
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Abbildung 2.10: Amplitudenginge der Filter Arp(n) und hpp(n) fir das Symmlet-4-
Wavelet; durchgezogene Linie: |Hrp(2)|, gestrichelte Linie: |Hyp(Q)|

kann. Die Verschiebung muss allerdings eine gerade Zahl sein, da ansonsten die
Downsampling-Operationen das Ergebnis verfilschen wiirden. In der Regel wird
I so gewihlt, dass das Tiefpass- und Hochpassfilter auf dem gleichen Zeitintervall
von null verschieden sind.

Zusitzlich zu den obigen Bedingungen miissen Voraussetzungen eingehalten
werden, damit die Multiraten-Filterbank eine Mehrfachauflésungsanalyse nach De-
finition 2.11, also eine giiltige DWT, berechnet. Auf die genauen mathematischen
Bedingungen wird an dieser Stelle jedoch nicht niher eingegangen, da der Filter-
entwurf nicht Teil der vorliegenden Arbeit war, sondern es wird auf [BGG98] oder
[KSWO08] verwiesen. Wichtig ist jedoch, dass das Filter irp(n) der Skalierungsriu-
me ein Tiefpassfilter ist, wihrend es sich bei dem Filter App(n) der Wavelet-Riume
um ein Hochpassfilter handelt. Dies ist beispielhaft fiir das Symmlet-4-Wavelet in
Abbildung 2.10 gezeigt.

Zeit-Frequenz-Darstellung

Damit kann den DWT-Koeffizienten in Abbildung 2.9 fiir jede Skalierungsstufe
ein bestimmtes Frequenzband zugeordnet werden. Dies ist schematisch in Abbil-
dung 2.11 dargestellt. Die Frequenz F bezeichnet dabei die hochste Frequenz, die
von der Skalierungsfunktion ¢(z) erfasst wird, also die hichste Frequenz der Si-
gnale des Raums V. Die Bandbreite der Frequenzbznder halbiert sich mit jeder
Filterbankstufe. Dies kann zum Beispiel dadurch erklidrt werden, dass die Analyse-
bzw. Synthesefilter wie in Abbildung 2.10 zu sehen den vorhandenen Frequenz-
bereich in einen Tiefpass- und einen Hochpassbereich aufteilen. Das erste Hoch-
passfilter spaltet also vom Frequenzintervall [0, F| des Raums Vy die hochfrequen-
te Hilfte [F/2,F] ab. Das Hochpassfilter der niichsten Stufe spaltet ebenfalls die
hochfrequente Hilfte des verfiigbaren Spektrums ab. Dies ist dann aber nur noch
der Frequenzbereich [0, F /2]. Dies fiihrt zu der gezeigten Frequenzbandstruktur.
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Abbildung 2.11: Frequenzbinder der einzelnen Koeffizienten (schematisch)

Wihrend die Breite der Frequenzbénder mit jeder Stufe um den Faktor zwei
kleiner wird, nimmt die Dichte der Koeffizienten in zeitlicher Richtung um den
Faktor zwei ab. Dies entspricht der Tatsache, dass die diskreten Zeitverschiebun-
gen der Wavelets der Skalierungsstufe k zu T = 2K T festgesetzt wurden. Damit
lasst sich eine idealisierte Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene mittels der DWT
zeichnen, wie sie in Abbildung 2.12 dargestellt ist. Die Rechtecke besitzen dabei
nicht zwangsweise als Seitenldngen die doppelte Zeitdauer bzw. Bandbreite der
entsprechenden Wavelet- oder Skalierungsfunktion wie in Abschnitt 2.1.1, sondern
veranschaulichen lediglich, wie die Zeit-Frequenz-Ebene durch die Multiraten-
Filterbank aufgeteilt wird.

2.4.4 Praktische Anwendung
Wahl des Filtertyps

Die am weitesten verbreiteten Filter wurden von Ingrid Daubechies entwi-
ckelt [Dau92]. Fur FIR-Filter einer festen Linge N erreichen sie die schirfste Tren-
nung zwischen Hochpass- und Tiefpassbereich. Des Weiteren sind die Filter mi-
nimalphasig. Die resultierenden Wavelets werden dadurch allerdings stark unsym-
metrisch innerhalb ihres Trigerintervalls. Die Eigenschaft der Symmetrie ist aller-
dings fiir viele Anwendungen wiinschenswert. Beispielsweise werden die Wavelet-
Koeffizienten oft als Energie des Signals innerhalb eines bestimmten Bereichs der
Zeit-Frequenz-Ebene interpretiert. Ist die Energie des Wavelets um die mittlere Zeit
des Trégerintervalls konzentriert, kann der entsprechende Koeffizient diesem Zeit-
punkt in der Zeit-Frequenz-Ebene zugeordnet werden. Des Weiteren sind FIR-Filter
mit symmetrischen Impulsantworten linearphasig, was beispielsweise im Audiobe-
reich eine wiinschenswerte Eigenschaft ist.

Es kann gezeigt werden, dass das Haar-Filter das einzige CMF ist, das per-
fekte Symmetrie besitzt. Daubechies entwickelte aber aus der Berechnung der
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Abbildung 2.12: Zeit-Frequenz-Aufteilung der DWT

Daubechies-Filter heraus eine weitere Art von Filtern, die sogenannten Symmlets,
die nahezu linearphasig sind.

Weitere Filtertypen sind Coiflets, das Battle-Lemarié-Filter oder das Vaidyan-
athan-Hoang-Filter [VH88]. Da die Wahl des Filtertyps aber fiir die meisten An-
wendungen von untergeordneter Bedeutung ist, soll auf diese nicht weiter einge-
gangen werden.

Wahl der Filterlange

Die meisten Filtertypen konnen mit verschiedenen Lingen der Impulsantwort ent-
worfen werden. Je linger die FIR-Impulsantwort ist, desto mehr Nullstellen besitzt
deren z-Transformierte und desto steiler kann der Ubergang zwischen Hoch- und
Tiefpassbereich realisiert werden. Die Wahl der Filterldnge hat damit also direkten
Einfluss auf die Zeit-Frequenz-Schirfe der Wavelets. Je kiirzer die Filterimpulsant-
worten, desto schérfer ist die Signalreprisentation in der Zeit, aber desto unschér-
fer ist sie in der Frequenz. Der beste Kompromiss aus Filterlange und Steilheit der
Tiefpass-/Hochpasstrennung muss je nach Anwendung individuell gefunden wer-
den.
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Abtastwerte als Eingangskoeffizienten

In Satz 2.4 wurde beschrieben, wie die Koeffizienten co(m) mittels einer
Multiraten-Filterbank zerlegt und rekonstruiert werden konnen. In der digitalen Si-
gnalverarbeitung besteht aber normalerweise nicht die Moglichkeit, diese Koeffizi-
enten durch Innenproduktbildung des zeitkontinuierlichen Signals mit den Skalie-
rungsfunktionen @(t —mT) zu berechnen. Stattdessen steht das abgetastete, zeit-
diskrete Signal x(n) zur Verfiigung. Die Abtastwerte werden daher oft direkt als
Skalierungskoeffizienten verwendet:

co(n) =~ x(n)

Dies lésst sich damit rechtfertigen, dass die Abtastwerte einfach als Skalierungsko-
effizienten cy(n) interpretiert werden konnen, die aus der Innenproduktbildung des
zeitkontinuierlichen Signals mit einer bestimmten Skalierungsfunktion hervorge-
gangen sind. Bei der Rekonstruktion wird dann das zeitkontinuierliche Signal xo(r)
nicht iiber die Reihenentwicklung

oo

xo() = 3 x(n) @t —nT)

n=—o0

rekonstruiert, sondern mittels eines herkommlichen Rekonstruktionsfilters, sie-
he [KJOS8]. Voraussetzung ist natiirlich, dass das Abtasttheorem eingehalten wurde.
In Abbildung 2.12 wird damit T =14 und F = f4 /2.

Die Rechenkomplexitit der DWT bei der Analyse eines zeitdiskreten Signals der
Linge N betrigt lediglich O(N), siehe Anhang B.3.1, und ist damit geringer als die
Rechenkomplexitit der FFT (Fast Fourier Transform), die O(N1d (N)) betrigt.

Zyklische Faltung

Die Multiraten-Filterbénke sind zwar prinzipiell in der Lage, ein Signal ohne be-
schrinkte Léange fortlaufend zu filtern wihrend die Messung erfolgt, jedoch ist in
vielen Anwendungen die Verarbeitung eines bereits aufgezeichneten Signals, das
dann eine endliche Linge von N Werten aufweist, notwendig.

In [Mal99] sind drei Verfahren vorgestellt, die dieses Problem behandeln. So
wird zum Beispiel die Faltung der Wavelet-Funktionen (im Falle symmetrischer
Wavelets) oder der Entwurf spezieller Rand-Wavelets vorgeschlagen. Die ein-
fachste Methode ist allerdings, das zeitdiskrete Signal x(n) auBerhalb des Inter-
valls [0, N — 1] bzw. die Koeffizienten c¢;(m) und di(m) auBerhalb des Intervalls
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Abbildung 2.13: Zyklische Faltung mit verschiedenen Moglichkeiten der Fortsetzung (grau)

[0,N /2% — 1] periodisch fortzusetzen. Es gibt dabei allerdings mehrere Moglichkei-
ten diese zyklische Faltung umzusetzen. Eine diskrete Faltung ist durch

N-1
c(m)*h(m) = Zh(m —n)c(n), 0<m<N (2.22)
n=0

gegeben, wobei c¢(m) die zu filternden Koeffizienten, i(m) die Filter-Impulsantwort
und N die Linge der Koeffizienten sind. Bei Verwendung von FIR-Filtern der Lén-
ge Ny muss allerdings nur iiber Ny Werte summiert werden. Es stellt sich nun
die Frage, auf welchem Intervall die inverse Impulsantwort 4(—m) ungleich null
ist. Ist dies beispielsweise das Intervall [0,N; — 1], so muss die Koeffizientenfol-
ge c(m) am Ende mit Ny — 1 Werten erweitert werden, wie es in Abbildung 2.13a
gezeigt ist. Dies fiihrt allerdings dazu, dass ein Koeffizient é(m’) der gefilterten
Wertefolge Informationen iiber die urspriinglichen Koeffizienten ¢(m) im Intervall
m € [m',m’ + Ny — 1] enthilt. Wire die Energie des Filters h(m) gleichmiBig iiber
dessen Trégerintervall verteilt, so ergibe sich eine Linksverschiebung der Informa-
tion. Eine andere Moglichkeit ist daher, die zyklische Erweiterung der Koeffizien-
tenfolge nicht einseitig (Abbildung 2.13a), sondern symmetrisch vorzunehmen. Da
bei Filtern gerader Linge eine ungerade Anzahl an Koeffizienten wiederholt wer-
den muss, ist die symmetrische Erweiterung in diesem Fall nicht exakt moglich.
In Abbildung 2.13b wurden Ny/2 Werte links und Ny/2 — 1 Werte rechts erwei-
tert. Damit erhélt man fiir die Annahme einer gleichmiBig verteilten Energie eine
minimale zeitliche Verschiebung.
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Abbildung 2.14: Vergleich der Darstellungen der Koeffizientenenergien eines Chirps in der
Zeit-Frequenz-Ebene

Es hingt allerdings von den verwendeten Filtern ab, welche Art der Erweite-
rung eine bessere Reprisentation darstellt. Die Energie der Daubechies-Wavelets
(und Filter) ist beispielsweise zu Beginn des Trigerintervalls konzentriert. Daher
liefert die Verwendung der einseitigen Erweiterung gute Ergebnisse. Dies ist in
Abbildung 2.14a fiir ein Daubechies-4-Filter (Linge 8) am Beispiel eines linea-
ren Chirp-Signals gezeigt. Um das Chirp-Signal allerdings anschaulicher darstellen
zu konnen, wurden Wavelet Packets verwendet, die eine Verallgemeinerung der
DWT darstellen, siche Abschnitt 2.5. Im Gegensatz zur einseitigen Erweiterung
verschlechtert die Verwendung der symmetrischen Erweiterung sogar die Darstel-
lung geringfiigig, siche Abbildung 2.14b. Das Symmlet-4-Wavelet verhilt sich dem
entgegengesetzt. Die Abbildungen 2.14(c) und (d) zeigen, dass die symmetrische
Erweiterung hier ein deutlich befriedigenderes Resultat bringt.

Die Art der zu verwendenden zyklischen Erweiterung hiangt daher von den ver-
wendeten Filtern ab. Jedoch ist zu sagen, dass fiir viele Anwendungen dies gar keine
Rolle spielt, ndmlich dann, wenn der zeitliche Zusammenhang der Informationen
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mehrerer Frequenzbénder nicht relevant ist. Dies ist beispielsweise bei der Filter-
ung stationdren weilen Rauschens der Fall. Demgegeniiber ist die Beachtung der
zeitlichen Ausrichtung bei der Detektion von Sprechpausen unerldsslich [WS08].

2.4.5 Verschiebungsinvariante Wavelet-Transformation
Verschiebungsinvarianz

In vielen Anwendungen ist es wiinschenswert, dass eine Transformation verschie-
bungsinvariant ist. Das heif3t, dass eine Verschiebung des Eingangssignals ledig-
lich eine entsprechende Verschiebung der Transformierten zur Folge hat. Es kann
gezeigt werden, dass die kontinuierliche Wavelet-Transformation verschiebungs-
invariant ist, siche [KSWO8]. Fiir die DWT gilt diese Eigenschaft nicht mehr, da
die Wavelet- bzw. Skalierungs-Koeffizienten der Unterrdume fiir k > 0 durch die
Downsampling-Operationen nicht mehr die gleiche zeitliche Auflésung besitzen
und daher nicht jede beliebige zeitliche Verschiebung darstellen konnen.

Wird beispielsweise die Folge der Eingangskoeffizienten cy(m) um einen Koef-
fizienten verschoben, so sind die Koeffizienten der folgenden Stufen vollkommen
andere als ohne Verschiebung, da die Downsampling-Operation der ersten Stufe
gerade diejenigen Koeffizienten behilt, die sie ohne Verschiebung verworfen hit-
te. Werden die Eingangskoeffizienten um zwei verschoben, so verschieben sich die
Koeffizienten ¢ (m) bzw. d;(m) um eins, die Koeffizienten aller weiteren Stufen
sind aber wiederum vollig verschieden. Allgemein kann daher folgender Satz an-
gegeben werden.

Satz 2.5 (Verschiebungsinvarianz der Multiraten-Filterbanke)
Werden die Eingangskoeffizienten co(m) einer Multiraten-Filterbank nach Ab-
bildung 2.9 umm’ = 2 Werte verschoben, so verschieben sich die Koeffizienten
cx(m) bzw. d;(m) entsprechend:

co(m) = co(m—m') = co (m—Zkl>
= cilm) = (m B 2k/7k) . di(m) =4y (m - 2’<’*’<)

falls k < k. Ansonsten sind die Koeffizienten nicht verschiebungsinvariant.

Beispiel 2.4 (Verschiebungsvarianz)
Dieses Beispiel zeigt die Verschiebungsvarianz der Multiraten-Filterbénke an-
hand eines Dirac-Impulses:

co(m) = 6(m—2248)
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Abbildung 2.15: Auswirkung der Verschiebung eines Dirac-Impulses um drei Abtastwerte
nach rechts auf die Wavelet-Koeffizienten dy (m)

Die Wavelet-Koeffizienten dg(m) der sechsten Stufe sind in Abbildung 2.15a
dargestellt. Wird nun die Folge der Koeffizienten co(m) um lediglich drei Wer-
te nach rechts verschoben, so ergeben sich die Wavelet-Koeffizienten in Abbil-
dung 2.15a. Es zeigt sich, dass die Form der Wavelet-Koeffizienten durch die
Verschiebung der Eingangsfolge verdndert wurde. Anstelle eines einzigen deutli-
chen Maximums bei ca. 2048 /2% ~ 35, erhilt man zwei vergleichbar ausgepriigte
Spitzen.

Undecimated Wavelet Transform (Algorithme a trous)

Um das oben beschriebene Problem der Verschiebungvarianz zu 16sen, kann die
sogenannte Undecimated Wavelet Transform (UWT), auch Algorithme a trous ge-
nannt, verwendet werden, siehe [Bin05, Mal99, LGO™95]. Um Verschiebungsinva-
rianz der Analyse zu erreichen, wird beim Ubergang von der ersten Stufe k = 0 zur
zweiten Stufe k = 1 nach der Filterung kein Downsampling angewandt. Wihrend
also durch Downsampling lediglich die Koeffizienten mit geradem oder ungeradem
Index in die zweite Stufe gelangen wiirden, bleiben somit beide giiltigen Teilfolgen
erhalten. Damit aber bei der folgenden Faltung mit den Filter-Impulsantworten die
korrekten Koeffizienten miteinander verarbeitet werden, muss Upsampling auf die
Impulsantworten dieser Stufe angewandt werden. Anstelle eines Downsamplings
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der Koeffizienten wurde also ein Upsampling der Filter durchgefiihrt. Verallgemei-
nert man dies, lauten die Filter-Impulsantworten der Stufen k > O:

grei(n) =15 {grp(n)} gupx(n) =15 {gup(n)}
hrpi(n) =15 {htp(n)} hup () =15 {hup(n)}

Es wird damit bei der Analyse die Anzahl der Koeffizienten von einer Stufe zur
nichsten verdoppelt, da die Wavelet- und Skalierungs-Koeffizienten einer Stufe je-
weils soviele Koeffizienten besitzen wie die Skalierungskoeffizienten der vorheri-
gen Stufe. Die Energie bleibt damit nicht mehr erhalten, sondern wird mit jeder
Stufe verdoppelt. Bei der Rekonstruktion tritt daher ein Faktor 1/2 hinzu, der dies
korrigiert:

ck(m) = 1 (Ck+1 (m) * hTP’k(m) + dk+1 (m) * th,k(m))

2
Dies kann auch als Riicktransformation der Koeffizienten von ¢ (m) und dy. (m)
mit ungeradem und geradem Index und anschlieBender Mittelung interpretiert wer-
den. Ein Schaubild der resultierenden Filterbank ist in Abbildung 2.16 gezeigt.

Beispiel 2.5 (Verschiebungsinvarianz der UWT)
Abschlieend wird erneut als Eingangskoeffizientenfolge der Dirac-Impuls aus
Beispiel 2.4 betrachtet. Ein Ausschnitt der Wavelet-Koeffizienten dg (m), die mit-
tels der UWT berechnet wurden, ist in Abbildung 2.17 zu sehen. Man erkennt,
dass die Form des Koeffizientenverlaufs sich trotz Verschiebung der Eingangs-
folge nicht @ndert, sondern sich um die gleiche Anzahl an Werten verschiebt.

Der Nachteil der UWT stellt ihre erhohte Rechenkomplexitit im Vergleich zur
DWT dar. Diese betrigt O(N1d(N)) und ist damit genauso grof wie die der
FFT [LGO196].

2.5 Wavelet Packets

In Abschnitt 2.3 wurde die kontinuierliche Wavelet-Transformation eingefiihrt,
um eine bestimmte Klasse von Signalen gegeniiber der STFT schirfer in der
Zeit-Frequenz-Ebene darstellen zu konnen. Fiir die diskrete STFT bzw. diskrete
Wavelet-Transformation bedeutet eine hohe Zeit-Frequenz-Schirfe, dass die Si-
gnalenergie in moglichst wenigen, betragsmaBig grofSen Koeffizienten konzentriert
ist. Diese Eigenschaft ist allerdings nicht nur zu einer anschaulichen Signalanalyse
in der Zeit-Frequenz-Ebene, sondern auch fiir Anwendungen wie Datenkompressi-
on und Filterung wiinschenswert.
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Abbildung 2.16: Filterbianke der Undecimated Wavelet Transform

In Beispiel 2.3 wurde gezeigt, dass die Wavelet-Transformation zur Darstellung
von Signalen geeignet ist, deren hochfrequente Spektralanteile lediglich in kurz-
en Zeitbereichen auftreten. Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass die DWT fiir
Signale auflerhalb dieser Klasse keine zufriedenstellende Darstellung liefert.

Beispiel 2.6 (Ungeeignete DWT-Analyse)
Es werde eine Sinusschwingung

x(t) = sin (2w for)

mit konstanter Frequenz fy mit der Abtastfrequenz fy abgetastet. Die Eigen-
frequenz der Sinusschwingung sei dabei fo = % fa, womit das Abtasttheorem
eingehalten wird. Die Abtastwerte werden nun gemifl Abschnitt 2.4.4 als DWT-
Koeffizienten c(m) interpretiert und mittels einer Multiraten-Filterbank analy-
siert. Triagt man die Koeffizientenenergien in der Zeit-Frequenz-Ebene auf, wo-
bei eine dunklere Fiarbung eine hohere Energie reprisentiert, so erhilt man die
Darstellung in Abbildung 2.18. Die Frequenz fy liegt innerhalb des Frequenz-
bandes fy/2 < fo < fn, das den Koeffizienten d;(m) zuzuordnen ist. Andere
Koeffizienten enthalten ebenfalls ein wenig Signalenergie, da die verwendeten
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Abbildung 2.17: Auswirkung der Verschiebung eines Dirac-Impulses um drei Abtastwerte
nach rechts auf die Wavelet-Koeffizienten dg(m) der UWT

FIR-Filter (Daubechies-4) keine idealen Tiefpass- bzw. Hochpassfilter sind. Man
erkennt nun, dass die feine Frequenz des Signals x(#) mit der DWT nicht auf-
gelost werden kann, da die zu den Koeffizienten dj(m) zugehorigen Wavelet-
Funktionen zeitlich scharf lokalisiert sind. Daher fiihrt die hochfrequente Si-
nusschwingung zu dem schwarz-weilen Muster in der oberen Hilfte der Abbil-
dung 2.18. Die Signalenergie verteilt sich iiber sehr viele Koeffizienten und die
DWT ist somit keine geeignete Transformation zur Analyse oder Verarbeitung
dieses Signals.

Wie das obige Beispiel zeigt, ist die DWT nicht allgemein als brauchbare Dar-
stellung einsetzbar. Das Gleiche gilt fiir die Kurzzeit-Fourier-Transformation, die
in der gesamten Zeit-Frequenz-Ebene die gleiche Zeit-Frequenz-Schirfe aufweist.
Um Signale unterschiedlicher Charakteristiken moglichst scharf darzustellen wird
daher eine Darstellung benétigt, die nicht von vornherein eine feste Aufteilung der
Zeit-Frequenz-Ebene vornimmt, sondern die sich an die Eigenschaften des Signals
(Energieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene) anpasst. Eine solche Darstellung
sind Wavelet Packets, eine einfache aber michtige Erweiterung der Multiraten-
Filterbdnke.

2.5.1 Erweiterung der Multiraten-Filterbanke

In Beispiel 2.6 wurde gezeigt, dass die hohe Zeitauflosung der DWT bei hohen
Frequenzen nicht immer optimal ist. Um die gegebene Sinusschwingung kom-
pakt in der Zeit-Frequenz-Ebene darzustellen, miisste die Eigenfrequenz f; der
Schwingung moglichst scharf aufgelost werden. Zu diesem Zweck liegt es nahe,
die Wavelet-Koeffizienten d; (m) weiter zu zerlegen, da diese mafigeblich die Fre-
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Abbildung 2.18: Koeffizienten-Energieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene fiir eine
Sinus-Schwingung der Frequenz fy durch Diskrete Wavelet-Transforma-
tion

quenz fy erfassen. Dies geschieht wiederum mittels der Filter gtp und gyp bei der
Analyse, bzw. mittels der Filter Atp und hyp bei der Synthese. Verallgemeinert man
diesen Ansatz, konnen alle Tiefpass- und Hochpasskoeffizienten rekursiv aufge-
spaltet werden, womit man eine Filterbank nach Abbildung 2.19 erhilt. Die Koef-
fizienten der Filterbank lassen sich gemifl Abbildung 2.20 in einem binidren Baum
anordnen und werden mit

ap(m), 0<k<K, 0<bhb<2F-1

bezeichnet. Dabei ist k die Stufe bzw. Tiefe des Knotens im Baum (bzw. in der Fil-
terbank), b ist der Index des Knotens innerhalb dieser Tiefe, wobei die Mittenfre-
quenzen der zugehorigen Frequenzbinder entsprechend geordnet seien (siehe Ab-
bildung 2.6) und m ist der zeitliche Index innerhalb eines einzelnen Knotens bzw.
Frequenzbandes. Die Menge aller Koeffizienten cy ;(m) wird als Wavelet Packet
bezeichnet. Mit zunehmender Tiefe k wird nun, genau wie bei der DWT, die Fre-
quenzauflosung durch die sukzessive Aufspaltung der Frequenzbinder mit jeder
Stufe um den Faktor zwei feiner, wihrend gleichzeitig die Zeitauflosung mit jeder
Stufe aufgrund des Downsamplings um den Faktor zwei grober wird.

Bei Betrachtung der Filterbank in Abbildung 2.19 fillt auf, dass bei der Auf-
spaltung eines Knotens, der die hohen Frequenzanteile seines iibergeordneten Kno-
tens reprdsentiert, das Hoch- und Tiefpassfilter vertauscht wird. So stellen bei-
spielsweise die Koeffizienten c; ;(m) die hohen Frequenzanteile der Koeffizien-
ten coo(m) dar. Bei der Aufspaltung der Koeffizienten ¢y 1 (m) wird das Ergebnis
der Tiefpassfilterung den hoherfrequenten Koeffizienten ¢, 3(m) und das Ergebnis
der Hochpassfilterung den niederfrequenten Koeffizienten c; » (m) zugewiesen. Die
Notwendigkeit dieser Vertauschung macht Abbildung 2.21 deutlich. Ein schema-
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Abbildung 2.19: Dreistufige Wavelet-Packet-Filterbank

tisches Spektrum Cpo(f) der zugehorigen Koeffizienten mit Nyquistfrequenz fy
ist in Abbildung 2.21a dargestellt. Die hohen Frequenzen sind mit H, die tiefen
mit 7 gekennzeichnet. Zur Berechnung der Koeffizienten ¢ ; (m) wird das Spek-
trum Coo(f) zunidchst mit einem Hochpass Gup(f) gefiltert. Das Ergebnis ist in
Abbildung 2.21b dargestellt. Der zweite Schritt ist die Downsampling-Operation.
Diese kann im Frequenzbereich als ideale Rekonstruktion mit einem Rechteckfil-
ter der Breite 2 - fy und anschliefender Abtastung mit der halbierten Abtastfre-
quenz f4 = fa/2 = fy/2 interpretiert werden. Es ergibt sich das Spektrum in Abbil-
dung 2.21c. Man erkennt, dass die hohen Frequenzanteile der Koeffizienten cq ()
in den tieffrequenten Bereich der Koeffizienten ¢ | (m) abgebildet wurden. Aus die-
sem Grund liefert eine Tiefpassfilterung der Koeffizienten c; ;(m) die hohen Fre-
quenzanteile des urspriinglichen Signals. Analog erhilt man die tiefen Frequenzan-
teile der Koeffizienten ¢ o(m) durch Hochpassfilterung der Koeffizienten c; j (m).
Dies lasst sich auf alle Knoten verallgemeinern, welche die hohen Frequenzanteile
ihres iibergeordneten Knotens darstellen.

Beispiel 2.7 (Wavelet-Packet-Koeffizienten eines Chirp-Signals)
Es wird nun anhand eines linearen Chirp-Signals gezeigt, dass die vorgestellte
Vertauschung der Tiefpass- und Hochpassfilter korrekt ist. Ein lineares Chirp-
Signal ist eine Kosinusschwingung, deren Frequenz linear mit der Zeit anwéchst.
In Abbildung 2.22 sind die Wavelet-Packet-Koeffizienten der dritten Stufe zu
sehen. Man erkennt, wie mit fortschreitendem Zeitindex die Signalenergie geméaf
der Ordnung nach dem Index b von einem Knoten auf den néchsten iibergeht. Die
Vertauschung der Hochpass- und Tiefpassfilter gemifl Abbildung 2.19 hat also
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Abbildung 2.20: Wavelet-Packet-Baum

den gewiinschten Effekt erbracht. Die Frequenzbinder sind geméf dem Index b
von niedrigen zu hohen Frequenzen angeordnet.

Im Gegensatz zu den Basisfunktionen der Diskreten Wavelet-Transformation (2.15)
gehen die Basisfunktionen der Wavelet Packets nicht mehr alleine durch Verschie-
bung und Skalierung aus einem Mutter-Wavelet hervor. Sie konnen berechnet wer-
den, indem ein einzelner Koeffizient ¢ ,(m') zu eins gesetzt wird, alle anderen zu
null. Die Riicktransformation ergibt dann die zugehdrigen Koeffizienten cf, 5 (m) des
Raumes V. Bei Verwendung des zeitdiskreten Signals x(m) als Eingangskoeffizi-
entenfolge c;, ,(m) konnen diese direkt als zeitdiskrete Basisfunktionen interpretiert
werden. Andernfalls lisst sich die zum Koeffizienten cxp(m'") zugehorige zeitkon-
tinuierliche Basisfunktion @y j, ,,/ (¢) mittels

oo

Pr o (1) = Z c0,0(m) @(1)

m=—oo

berechnen. Dabei ist ¢(z) die herkdmmliche Skalierungsfunktion, deren zeitver-
schobene Varianten den Raum V aufspannen. Da eine explizite Kenntnis der Basis-
funktionen ¢y 5, v (¢) fiir die Berechnung eines Wavelet Packtes mittels Multiraten-
Filterbidnken nicht notig ist, wird fiir die Berechnung der Skalierungsfunktionen
¢(t) aus der Tiefpass-Impulsantwort App(n) auf [KSWO08] und [BGG98] verwie-
sen.
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Abbildung 2.21: Schematische Anschauung der TP/HP-Vertauschung bei Hochpasssigna-
len

2.5.2 Redundanz des Wavelet-Packet-Baums

Im Gegensatz zu anderen Darstellungen wie der FFT oder der DWT stellen Wavelet
Packets eine redundante Signalreprésentation dar. Liegen sdmtliche Koeffizienten
eines kompletten Wavelet Packets der maximalen Tiefe K vor, so ist das urspriing-
liche Signal x(n) aus den Koeffizienten ¢y ,(n) jeder Ebene k' fiir sich genom-
men rekonstruierbar. Ausgedriickt mit den Begriffen der Frame-Theorie (siche Ab-
schnitt 2.1.2) handelt es sich bei Wavelet Packets um einen (K + 1)-fach redundan-
ten Tight Frame, da die Signalenergie E, durch die Aufspaltungen der Filterbank
nicht verdndert wird und daher in jeder Ebene enthalten ist.

Einerseits stellt Redundanz einen Nachteil dar, da zur Berechnung oder Speiche-
rung einer erhohten Menge an Koeffizienten mehr Rechenzeit bzw. mehr Speicher-
platz von Noten ist. Die Redundanz erlaubt aber andererseits, eine orthonormale
(nicht-redundante) Basis aus dem Frame zu wihlen, die ein zu analysierendes Si-
gnal moglichst scharf in der Zeit-Frequenz-Ebene darstellt. Die zu wihlende ortho-
normale Basis stellt eine Untermenge des kompletten Baums dar, die dennoch die
Information des Signals vollstindig erfasst. Ein Beispiel im Falle eines zweistufigen



50 2 Zeit-Frequenz-Analyse

2 2 2
0 0 0
-2 -2 -2
0 50 100 0 50 100 0 50 100
(@) c30(m) (b) 3,1 (m) (c) c32(m)
2 2 2
0 0 0
-2 -2 -2
0 50 100 0 50 100 0 50 100
(d) c33(m) (e) c3.4(m) () c3,5(m)
2 2
0 0
-2 -2
0 50 100 0 50 100
(g) c36(m) (h) c37(m)

Abbildung 2.22: Wavelet-Packet-Koeffizienten eines Chirp-Signals nach der dritten Stufe
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Abbildung 2.23: Beispiele fiir mogliche Zeit-Frequenz-Aufteilungen einer zweistufigen
WP-Filterbank

Wavelet-Packet-Baums ist in Abbildung 2.23 zu sehen. Mit jeder Basiswahl korre-
spondiert eine bestimmte Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene. Abbildung 2.23a
zeigt die herkommliche Wavelet-Aufteilung, bei der hohe Frequenzbereiche fre-
quenzscharf aufgelost werden. Demgegeniiber sind in Abbildung 2.23b alle Knoten
der untersten Ebene gewihlt, womit die maximale mit diesem Wavelet Packet er-
reichbare Frequenzauflosung gewihlt wird. Dies dhnelt der Aufteilung mittels der
STFT. Wire es dagegen giinstiger, tiefe Frequenzbereiche zeitscharf und hohe Fre-
quenzbereiche frequenzscharf aufzuteilen, wiirde sich die Basis in Abbildung 2.23¢
eignen. Dies wire in Beispiel 2.6 wiinschenswert.

Bei zwei Stufen sind insgesamt fiinf Basen moglich. Diese Anzahl wichst rapi-
de mit der Baumtiefe K an. Dies ist fiir die Baumtiefen 0 < K < 8 in Tabelle 2.1
gezeigt. Der Beweis zur Berechnung befindet sich in Anhang B.2. Die Rechen-
komplexitit von Wavelet Packets betrigt dennoch lediglich O(N1d (N)) (siehe An-
hang B.3.2) und ist damit gleich hoch wie die der FFT und UWT.

Wie eingangs erwéhnt ist fiir die meisten Anwendungen wie Signalanalyse,
Kompression und Filterung eine méglichst scharfe bzw. kompakte Darstellung des
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K 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Bx 1 2 5 26 677 458330 210-10° 44-10°' 1,9-10%

Tabelle 2.1: Anzahl moglicher Basen Bk bei maximaler Tiefe K

Signals gewiinscht. Es kann daher aus der Vielzahl der moglichen Basen eines
Wavelet Packets diejenige ausgewéhlt und verwendet werden, welche die Signal-
energie in moglichst wenigen, gro3en Koeffizienten représentiert.

2.5.3 Wahl einer besten Basis

GemiB den bisherigen Uberlegungen soll eine “beste” Basis die Signalenergie in
moglichst wenigen, betragsméBig grofen Koeffizienten konzentrieren. Dies fiihrt
zur folgenden Definition [Mal99]:

Definition 2.13 (Beste Basis)
Ein gegebenes Signal x(t) soll mittels einer der Basen B*, A € IN dargestellt wer-
den. Die Basisfunktionen der Basis B* seien mit ¢} (t),0 < m < N bezeichnet,
wobei A der Index der Basis und m der Index der Basisfunktion innerhalb der
entsprechenden Basis ist. Die Indexmenge I,AW enthalte die Indizes m der M gro3-
ten Koeffizienten (x(t), ot (t)) der Basis B*. Der Approximationsfehler unter
ausschlieBlicher Verwendung der M grofiten Koeffizienten ist damit:

(M) =[x = 3 ’<x(t),<p$(t)>\2

me],%,

Als beste Basis wird diejenige Basis bezeichnet, tiir die der Approximationsfeh-
ler fiir alle M > 1 am kleinsten ist.

In der Praxis ldsst sich die beste Basis finden, indem eine Kostenfunktion definiert
wird, beziiglich der die optimale Basis ausgewihlt wird. Da lediglich orthonormale
Basen betrachtet werden, kann ein additives Giitemaf} verwendet werden, bei dem
jeder Koeffizient einzeln bewertet wird:

N—1 X 2 2
J(x(t)2)=> @ (W) . (2.23)

Die normierten Koeffizientenenergien werden mit der Funktion ®(z) bewertet und
zum Gesamtgiitemal J addiert. Nach [Mal99] liefert die Minimierung dieses Giite-
maBes die beste Basis, falls die Bewertungsfunktion ®(z) konkav ist, wie beispiels-
weise die Funktion in Abbildung 2.24. Anschaulich kann dies gemacht werden,

m=0
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Abbildung 2.24: Entropie-Funktion als Beispiel fiir eine konkave Giitefunktion

indem lediglich zwei normierte Koeffizienten betrachtet werden. Wird der groBere
der beiden Koeffizienten noch grofer, so muss der kleinere Koeffizient aufgrund der
Energieerhaltung dafiir kleiner werden. Werden diese neuen Koeffizienten mit einer
konkaven Funktion (s. Abbildung 2.24) bewertet, ist die Summe kleiner als fiir die
urspriinglichen normierten Koeffizienten. Diese Uberlegung lisst sich auf mehrere
Koeffizienten iibertragen, fiir den formalen Beweis sei auf [Mal99] verwiesen.

Eine hiufig verwendete konkave Funktion ist die Entropie-Funktion

—zlnz, 0<z<1
D(7) = ’ - ,
2 {0, o

die in Abbildung 2.24 dargestellt ist. Damit ergibt sich das Giitemall in Glei-
chung (2.23) zu

=

Tt A) = —

0o <|<x<t>,¢,¢<t>>12) .24)

o k) ()1

3
Il

Aufgrund der rasch anwachsenden Anzahl an méglichen Basen wire es mit hohem
Rechenaufwand verbunden, wenn die obige Giitefunktion fiir jede Basis berech-
net und anschlieend die Basis mit dem kleinsten Giitemal3 gewihlt wiirde. Ein
von Coifman und Wickerhauser vorgestelltes Verfahren ermoglicht allerdings ei-
ne sehr viel schnellere Basissuche [CW92]. Dabei bedient man sich des Prinzips
der Dynamischen Programmierung, bei dem mehrere gleichartige Probleme gelost
werden, die Teil eines iibergeordneten Problems sind. Im Falle der Basissuche ist
das Teilproblem die Entscheidung, ob es giinstiger ist einen Knoten ¢y, oder des-
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sen Folgeknoten ¢y 12, und cx4q2p+1 zu verwenden. Dazu werden zunichst die
Kosten fiir jeden einzelnen Knoten (k,b) analog zu Gleichung (2.24) mittels

2 2
Ciop (x(1)) == |Ck’2(m)| In ( ’c"”’ém)! ) (2.25)

berechnet. Es wird nun sukzessive von der tiefsten bis zur obersten Ebene entschie-
den, ob ein Knoten oder dessen Folgeknoten verwendet werden soll. Dazu werden
zunéchst die Knoten der untersten Stufe K betrachtet. Ein solcher Knoten fiir sich
genommen ldsst sich auf keine andere Weise darstellen, da keine Folgeknoten exis-
tieren, die ihn reprisentieren konnten. Die optimalen Kosten Ok, fiir die Knoten
der untersten Stufe K entsprechen daher den Kosten Ck . Fiir die Knoten der vor-
letzten Stufe muss nun jeweils entschieden werden, ob es giinstiger ist die entspre-
chenden Folgeknoten zu verwenden oder nicht. Aufgrund des additiven Giitema-
Bes und da die beiden Folgeknoten denselben Funktionenraum wie der betrachtete
Knoten (k,b) reprisentieren, werden die Kosten des betrachteten Knotens Cy ;, mit
der Summe der optimalen Kosten der Folgeknoten Oy 1 2, + Oj+1,25+1 verglichen.
Ist die Verwendung des betrachteten Knotens giinstiger, werden die beiden Folge-
knoten eliminiert und die optimalen Kosten des Knotens (k,b) entsprechen seinen
eigenen Kosten. Im anderen Fall sind die Folgeknoten die bessere Représentation
und die optimalen Kosten des Knotens (k,b) entspricht der Summe der optimalen
Kosten der beiden Folgeknoten. Zusammengefasst erhilt man:

Oy — Crs falls Cy p < Ok1126 + Okg1,20+1
’ Oky126 + Ory1 641, falls Gy > Opy1 06 + Ory1,2041

Die schrittweise Durchfithrung dieses Verfahrens liefert schlieBlich die optimale
Basis mit den minimalen Kosten. Dies soll anhand eines Beispiels veranschaulicht
werden.

Beispiel 2.8 (Basiswahl mittels Dynamischer Programmierung)
Es sei eine zweistufige Wavelet-Packet-Filterbank gegeben, deren Kosten aller
Knoten in Abbildung 2.25a dargestellt ist. Im ersten Schritt muss entschieden
werden, ob es giinstiger ist die Knoten der vorletzten Stufe (1,b) oder ihre Fol-
geknoten zu verwenden. Dies ist durch die gestrichelten Linien angedeutet. Fiir
den linken Knoten gilt, dass die optimalen Kosten der Folgeknoten

020+ 0,1 =5+6=11

groBer ist als die Kosten des betrachteten Knotens Cj o = 3. Die Folgeknoten
werden also eliminiert und die optimalen Kosten des Knotens (1,0) entsprechen
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(a) Schritt 1: Unterste Ebene (b) Schritt 2 (c) Ergebnis

Abbildung 2.25: Beispiel zur Wahl der besten Basis. In den Knoten sind die jeweiligen Kos-
ten (kumulierte Entropien) angegeben.

seinen eigenen Kosten Cj o, siche Abbildung 2.25b. Fiir den Knoten (1,1) gilt je-
doch, dass die (optimalen) Kosten der Folgeknoten kleiner sind als seine eigenen
Kosten:

O220+023=142=3<5=Cy

Daher sind die Knoten (2,2) und (2,3) Teil der besten Basis und die optimalen
Kosten des Knotens (1,1) entsprechen O, 2 + 023 = 3.

Im zweiten Schritt werden die Knoten der nachsthoheren Ebene betrachtet, was
in diesem Falle bereits der Wurzelknoten ist. Da die Summe der optimalen Kos-
ten der Knoten (1,0) und (1,1) kleiner ist als die Kosten des Wurzelknotens,
wird der Baum nicht weiter beschnitten. Das Ergebnis ist in Abbildung 2.25¢
dargestellt. Die optimalen Kosten entsprechen

000 =010+011=06
Damit bilden die Knoten (1,0), (2,2) und (2,3) die beste Basis.

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll das einfithrende Beispiel 2.6 nochmals auf-
gegriffen werden, um daran den Vorteil der Wavelet Packets zu demonstrieren.

Beispiel 2.9 (Analyse einer Sinusschwingung mittels Wavelet Packets)
Es werde wie in Beispiel 2.6 eine Sinussschwingung

x(t) = sin (271 fot)
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Abbildung 2.26: Koeffizienten-Energieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene fiir eine

2.

Sinus-Schwingung

mit konstanter Frequenz f; abgetastet. Die Eigenfrequenz der Sinusschwin-
gung sei dabei wie zuvor fy = % fa. Die Analyse mittels der diskreten Wavelet-
Transformation (DWT) lieferte keine befriedigende Darstellung. Die Energie-
verteilung der Koeffizienten in der Zeit-Frequenz-Ebene ist nochmals in Abbil-
dung 2.26a gezeigt. Die zugehorigen Koeffizienten sind in Abbildung 2.27a zu
sehen. Die Analyse mittels einer vierstufigen WP-Filterbank und die Darstellung
in der besten Basis ergibt dagegen die Energieverteilung und die Koeffizienten in
den Abbildungen 2.26b bzw. 2.27b. Man erkennt, dass die Sinus-Schwingung so
fein wie moglich aufgelost wurde. Die Energieanteile bei etwa fy /4 rithren von
den nicht-idealen Filtern her. Man erkennt des Weiteren, dass es nur noch wenige
groB3e Koeffizienten gibt.

Bei der DWT-Darstellung werden 32 Koeffizienten benotigt, um 95% der Signal-
energie zu erfassen. In der WP-Darstellung sind lediglich sechs Koeffizienten
dafiir notwendig. Sie eignet sich daher besser fiir die Kompression wie auch fiir
die Filterung, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.

6 Zeit-Frequenz-Filterung

Nachdem in den vergangenen Abschnitten ausfiihrlich auf die Signaldarstellung
mittels der STFT, der Wavelet-Transformation und Wavelet Packets eingegangen
wurde, sollen diese nun zur Filterung verrauschter Signale angewandt werden. Zu-
nichst wird verdeutlicht, welche Vorteile sich bei der Filterung basierend auf Zeit-
Frequenz-Darstellungen gegeniiber der Filterung im Frequenzbereich ergeben. An-
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Abbildung 2.27: Betrag der Koeffizienten bei Analyse des Sinus-Signals

schlieBend werden die beiden verbreitetsten Verfahren vorgestellt: die Spektrale
Subtraktion mittels der STFT und Wavelet-Schwellwertfilterung mit Wavelets und
Wavelet Packets.

2.6.1 Vorteile der Zeit-Frequenz-Darstellung fiir die Filterung

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dass ein gemessenes Signal y(¢) die Sum-
me aus dem Nutzsignal x(7) und einer additiven Storung d(z) ist:

¥() = x(t) +d(t)

Die Aufgabe der Filterung ist es nun, das Nutzsignal von der Storung wieder zu
trennen. Klassisch werden dazu frequenzselektiven Filter eingesetzt, deren Fre-
quenzgang so entworfen wurde, dass sie die Spektren von Nutzsignal und Stérung
voneinander trennen [KJ08, KKO02]. Dies ist allerdings nur dann effektiv moglich,
wenn sich Storung und Nutzsignal spektral nicht wesentlich tiberlappen. Dies ist
beispielhaft in Abbildung 2.28 dargestellt. In diesem Fall ergibt sich durch Zeit-
Frequenz-Filterung kein Vorteil. Jedoch iiberlappen sich Nutzsignal und Stérung
spektral in vielen praktischen Anwendungen. Die zusétzliche Beriicksichtigung der
Zeit kann dann eine bessere Trennung ermdglichen. Dies ist fiir ein Beispiel in Ab-
bildung 2.29 dargestellt. Das Nutzsignal und die Storung tiberlappen sich vollstéin-
dig, wenn lediglich der Frequenz- oder der Zeitbereich betrachtet wird. Damit wire
eine effektive Filterung nicht moglich. Eine Beriicksichtung von Zeit und Frequenz
gleichzeitig erlaubt aber eine Trennung in der Zeit-Frequenz-Ebene, da in diesem
Fall die Energie der Storung scharf lokalisiert ist. Ein Teil der Nutzsignalenergie
wird zwar bei der Entfernung der Stérung beeinflusst, der grofite Anteil braucht
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Abbildung 2.28: Geeignete Spektren zur Filterung im Frequenzbereich
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Abbildung 2.29: Energieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene; Trennung allein im Fre-
quenzbereich ist nicht moglich, dafiir aber unter Beriicksichtigung von Fre-
quenz und Zeit.

allerdings nicht verdndert zu werden. Damit ergibt sich eine sehr viel bessere Fil-
terung als im Frequenz- oder Zeitbereich.

Der zweite Vorteil der Zeit-Frequenz-Darstellungen ist die explizite Beriicksich-
tigung der Zeit, womit eine Filterung nichtstationdrer Stérungen moglich wird.
Nichtstationédre Storungen sind Storsignale, deren statistische Eigenschaften (bzw.
der “Kurzzeit-Frequenzgehalt”) sich im Laufe der Zeit @ndert. Findet diese Ver-
dnderung sehr langsam statt, so konnen auch adaptive Filter zum Einsatz kom-
men [TCRIJLS87, Bel87]. Diese verwenden zur eigentlichen Filterung normalerwei-
se digitale FIR-Filter, deren Impulsantworten basierend auf einem Giitemaf} adap-
tiert werden. Dafiir wird allerdings meistens ein Referenzsignal benétigt, das in der
Realitdt nicht immer verfiigbar ist. Ein weiterer Nachteil der adaptiven Filter gegen-
tiber Zeit-Frequenz-Darstellungen besteht darin, dass die Adaption vergleichsweise
langsam stattfindet, da die Nichtstationaritit der Storung nicht explizit beriicksich-
tigt wird.
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Zusammenfassend ist der Einsatz von Zeit-Frequenz-Darstellungen zur Filterung
unter folgenden Bedingungen sinnvoll:

* Nutzsignal und Storung iiberlappen sich zeitlich und spektral.

* Durch die Wahl einer geeigneten Darstellung ist das Nutzsignal, die Storung
oder beide Anteile in der Zeit-Frequenz-Ebene lokalisierbar und iiberlappen
sich dort nur noch geringfiigig.

 Es handelt sich um eine schnell veridnderliche, nichtstationire Storung.

Fiir eine moglichst effektive Entfernung der Stérung bei gleichzeitig moglichst ge-
ringer Beeinflussung des Nutzsignals muss die Energieverteilung der Stdrung in der
Zeit-Frequenz-Ebene geschitzt werden.

2.6.2 Spektrale Subtraktion mittels der STFT

In Abschnitt 2.2 wurde die Kurzzeit-Fourier-Transformation (STFT) vorgestellt.
Das bekannteste Verfahren zur Filterung mit Kurzzeit-Spektren heiit Spektra-
le Subtraktion (Spectral Subtraction) und wird bereits seit Jahrzehnten ange-
wandt [Bol79]. Wie der Name schon andeutet, wird die Storung vom gemessenen,
gestorten Signal im STFT-Bereich subtrahiert. Dazu wird angenommen, dass eine
Schitzung des Betrags der STFT-Koeffizienten der Storung

D(m.k) =E{|F}(mk)|}

bekannt ist. In der Sprachsignalfilterung kann beispielsweise das Storspektrum in
Sprechpausen geschitzt und dann wihrend der Dauer des nichsten Sprachsegments
als stationdr angenommen werden. Die Filterung erfolgt dann durch
14 iLF) (m,k 14
FY(mk) = {(Fy (i1 =D(mi) /7, || > Dl
sons

)

Die gestorte Phase wird also nicht veridndert, sondern lediglich der Betrag. Des
Weiteren soll der Betrag der gefilterten STFT natiirlich nicht negativ werden. Dies
ist in Abbildung 2.30a beispielhaft fiir ein Sprachsignal bei einer bestimmten Zeit-
verschiebung 71 gezeigt. Das geschitzte Rauschspektrum ist gestrichelt und das
verrauschte Spektrum in grau gezeichnet. Man erkennt anhand des gefilterten Spek-
trums in Abbildung 2.30b ein typisches Problem dieses Verfahrens. Aufgrund der
stochastischen Natur der Stérung liegen einzelne Spektralwerte iiber dem entspre-
chenden Schitzwert D(7i1,k). Das gefilterte Signal weist daher Storanteile bei iso-
lierten Frequenzen auf, die nicht mehr rauschihnlich, sondern tonhaft sind. Man
spricht daher in der Sprachfilterung von sogenanntem Musical Noise, das sich trotz
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Abbildung 2.30: Spektrale Subtraktion: Kurzzeit-Skektren zu einem festen Zeitpunkt 7i;
hell: verrauschtes Spektrum, dunkel: Spektrum des Nutzsignals, gestri-
chelt: geschitztes Rauschspektrum

relativ geringer Leistung fiir den Menschen unangenehm anhort. Es besteht die
Mboglichkeit, nicht die Schitzung D(m,k), sondern ein Vielfaches davon zu subtra-
hieren. Dies fiihrt im Gegenzug allerdings zu mehr Verzerrungen des Nutzsignals.

2.6.3 Wavelet-Schwellwertfilterung

Ahnlich wie beim Verfahren der Spektralen Subtraktion im STFT-Bereich, so wird
bei der Wavelet-Schwellwertfilterung (auch Wavelet Thresholding genannt) die
Storenergie basierend auf einer Schitzung unterdriickt. Dazu stehen verschiedene
Schwellwertfunktionen zur Auswahl. Dabei wird zunichst von weiflem, normalver-
teiltem Rauschen als Stérung ausgegangen. Es ist in Anhang B.4 gezeigt, dass ad-
ditives weiBes, normalverteiltes Rauschen mit Varianz 62 auf einem Signal zu wie-
derum weiBem, normalverteiltem Rauschen mit Varianz 62 in jeder orthonormalen
Basiszerlegung fiihrt. Die Storenergie, die jeder Wavelet-Koeffizient enthilt, ist al-
so in diesem Fall im Mittel konstant gleich 2. Dies ist anschaulich, da das Spek-
trum von weilem Rauschen konstant ist und sich aufgrund der Stationaritit tiber
der Zeit nicht verindert. Die beste Basis der Wavelet Packets aus Abschnitt 2.5.3
eignet sich daher gut zur Filterung, da dann die Nutzsignalenergie in wenigen Ko-
effizienten konzentriert wird und diese wahrscheinlicher iiber dem Energieniveau
der Storung liegen.

Dies ist anschaulich in Abbildung 2.31 gezeigt. Die beiden Abbildungen in der
ersten Zeile zeigen ein Sprachsignal im Zeitbereich bzw. die Koeffizienten der zu-
gehorigen besten Basis. In Abbildung 2.31c wird ein weiles, GauB3sches Rauschen
dem Sprachsignal iiberlagert. Man erkennt anhand der Koeffizienten mit hohem
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Abbildung 2.31: Wavelet-Schwellwertfilterung am Beispiel eines Sprachsignals und additi-
vem weilem, Gaulschem Rauschen
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Index in Abbildung 2.31d, fiir die das Sprachsignal nur geringe Signalanteile auf-
weist, dass die Storenergie in den Koeffizienten der besten Basis im Mittel wie be-
hauptet konstant ist. Werden alle Koeffizienten unter einer gewissen Schwelle (ca.
0,3) unterdriickt, kann damit die Storung fast vollstidndig entfernt werden. Das Er-
gebnis zeigt Abbildung 2.31f und die Riicktransformation in den Zeitbereich liefert
Abbildung 2.31e. Das urspriingliche Sprachsignal wurde sehr gut rekonstruiert.

Es werden nun verschiedene Funktionen vorgestellt, mit denen die Storenergie
in den Koeffizienten der besten Basis unterdriickt werden kann.

Hard Thresholding

Nach der Zerlegung in die beste Basis sind alle Koeffizienten mit |c 4(n)| < o mit
hoher Wahrscheinlichkeit der Storung zuzurechnen. Daher wird ein Schwellwert T
in Abhiingigkeit von ¢ gewihlt. Ublich ist 6 < T < 3 0. Alle Koeffizienten mit
Betragen unterhalb des Schwellwertes werden als reine Stérung interpretiert und
vollstindig unterdriickt. Alle Koeffizienten mit Betridgen oberhalb des Schwellwer-
tes werden dagegen dem Nutzsignal zugeordnet und nicht verdndert. Dies lésst sich
mathematisch durch

pr(x) = {07 A <T

x, |x>T

ausdriicken, siehe Abbildung 2.32a. Die Mathematiker Donoho und Johnstone ana-
lysierten formal den mittleren quadratischen Fehler dieser Filtermethode und zeig-
ten ihre Effektivitat verglichen mit einer theoretischen optimalen Dampfungsfunk-
tion [DJ94]. In der Praxis entsteht allerdings durch Hard Thresholding besonders
viel Musical Noise, da jeder Koeffizient, der den Schwellwert iiberschreitet, nicht
verdndert wird. Enthilt ein solcher Koeffizient allerdings hauptséchlich Storener-
gie, so wird diese nicht gefiltert und macht sich stark bemerkbar.

Soft Thresholding

Als Fortfithrung des Hard Thresholding werden beim Soft Thresholding ebenfalls
alle Koeffizienten unterhalb des Schwellwerts unterdriickt. Jedoch werden zusitz-
lich alle anderen Koeffizienten um den Schwellwert vermindert:

) = {0, X <T
PO = \sign (@) (W= 1), x| >7T

Dies ist in Abbildung 2.32b dargestellt. Soft Thresholding entspricht der Spektralen
Subtraktion bei der STFT. Eine mathematische Analyse ist in [Don95] zu finden.
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Abbildung 2.32: Vergleich der Ddmpfungsfunktionen

Das Musical Noise wird im Vergleich zu Hard Thresholding zwar gemildert, je-
doch wird auch von grolen Koeffizienten der Schwellwert subtrahiert. Dies muss
nicht immer eine Verbesserung des Signals bedeuten. Betrachtet man einen Koeffi-
zienten, dessen Nutzsignalanteil dem Betrage nach groB ist, so kann der Storanteil
diesen Betrag vergrofern oder vermindern. Eine generelle Subtraktion des Schwell-
werts ist also nicht sinnvoll, sondern wiirde in manchen Fillen sogar eine Ver-
schlechterung durch die Filterung bedeuten.

Garrotte Thresholding

Basierend auf den vorangegangenen Uberlegungen zum Soft Thresholding wird
nun eine Dampfungsfunktion vorgestellt, die einen Kompromiss zwischen Hard
und Soft Thresholding bietet. Zum einen sollen samtliche Koeffizienten unterhalb
des Schwellwertes unterdriickt werden. Des Weiteren soll die Funktion an der Stel-
le des Schwellwertes stetig sein, um kein zu deutliches Musical Noise zu erzeu-
gen. SchlieBlich soll die Funktion Koeffizienten immer weniger dimpfen, je weiter
sie iiber dem Schwellwert liegen. Diese drei Eigenschaften erfiillt die sogenannte
(nicht-negative) Garrotte-Funktion [AMDO04]:

x—4—=, |x|>T

0, |x| <T

pr(x) = { 2 . (2.26)
x 7

Abbildung 2.32c zeigt den graphischen Verlauf der Funktion. Sie eignet sich insbe-

sondere auch zur Filterung von Sprachsignalen, da bei gro3en Koeffizientenenergi-

en der Maskierungseffekt des menschlichen Gehors Fehler teilweise verdeckt, siehe

Abschnitt 4.6.
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Farbiges und nichtstationares Rauschen

Die vorgestellten Dampfungsfunktionen eigenen sich prinzipiell auch zur Filter-
ung von farbigem und nichtstationdrem Rauschen. Fiir farbiges Rauschen muss
lediglich ein separater Schwellwert fiir jedes Frequenzband gewihlt werden, sie-
he [JS97]. Da sich bei nichstationdren Stérungen die Statistik des Rauschens mit
der Zeit verdndert, muss in diesem Fall der Schwellwert nicht nur frequenzabhén-
ging, sondern auch zeitabhingig sein. Da der Schwellwert aber von der Verteilung
der Storenergie abhingt, muss diese fiir nichtstationdre Storungen zeit- und fre-
quenzabhingig geschitzt werden. Verschiedene Verfahren fiir diesen Zweck zur
Anwendung auf Sprachsignale werden in den Abschnitten 4.3 bis 4.5 vorgestellt.



3 Erweiterte Wavelet-Packet-Darstellung

Im vorangegangenen Kapitel wurde in die Analyse und Filterung mittels Zeit-
Frequenz-Darstellungen eingefiihrt. Fiir beide Zwecke erwies sich eine scharfe Dar-
stellung des Signals in der Zeit-Frequenz-Ebene als wiinschenswert. Aufgrund ih-
rer Anpassungsfdhigkeit an unbekannte Signalcharakteristiken eignen sich daher
Wavelet Packets besonders gut fiir diese Anwendungen. Im folgenden Kapitel wird
die Wavelet-Packet-Darstellung erweitert, um einige ihrer Schwichen zu beheben
und damit die spétere Analyse und Filterung zu verbessern. Zuerst werden dazu in
Abschnitt 3.1 die reellen Wavelet Packets auf analytische Wavelet Packets erweitert.
Damit werden zwei typische Nachteile bei Verwendung reeller Basisfunktionen be-
hoben, ndmlich die Verschiebungsvarianz und Oszillationen der Koeffizientenver-
laufe. In Abschnitt 3.2 wird anschlieBend auf das Problem der optimalen Basis-
wahl unter Storeinfluss eingegangen, da das reine Nutzsignal im Normalfall nicht
fiir die Basiswahl zur Verfiigung steht. Dazu wird ein Schitzer fiir den mittleren
quadratischen Fehler nach der Filterung entworfen, der die Entropie als Giitemal3
der Basiswabhl ersetzt. SchlieBlich wird in Abschnitt 3.3 untersucht, wie ohne Wahl
einer orthonormalen Basis, sondern unter Beriicksichtigung des gesamten Wavelet-
Packet-Frames eine Filterung durchgefiihrt werden kann.

3.1 Analytische DWT und Wavelet Packets

Alle herkommlichen Filter fiir die DWT oder Wavelet Packets, wie Daubechies-
Filter, Symmlets, Coiflets etc., besitzen reelle Impulsantworten. Dies hat den Vor-
teil, dass keine komplexe Arithmetik implementiert werden muss. Im Gegensatz zu
Transformationen mit analytischen Basisfunktionen, wie der DFT und der STFT,
ergeben sich dadurch allerdings einige Nachteile. Diese werden in Abschnitt 3.1.1
niher beschrieben. Anschlieend bietet Abschnitt 3.1.2 einen Losungsansatz mit
Hilfe analytischer Basisfunktionen. Daraufhin wird in Abschnitt 3.1.3 die von
Kingsbury entwickelte Dual-Tree Complex Wavelet Transform (DTCWT) vorge-
stellt. Diese berechnet in zwei unabhiingigen Filterbinken (“Dual Trees”) Real-
und Imaginirteil einer komplexen Wavelet-Transformation mit analytischen Wave-
lets [Kin98, Kin00, SBKO05]. Die Prinzipien der DTCWT werden anschlieSend
in Abschnitt 3.1.4 verallgemeinert und erweitert, um Analytische Wavelet Packets
(AWP) zu konstruieren. Deren bessere Eignung zur Filterung zeigt die Untersu-
chung der stochastischen Eigenschaften in Abschnitt 3.1.5. AbschlieBend verdeutli-
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chen mehrere Simulationen die erreichten Verbesserungen gegeniiber reellen Wave-
let Packets.

3.1.1 Probleme reeller Basisfunktionen

In [SBKOS5] wurden vier Probleme reeller Wavelets (allgemeiner: reeller Basisfunk-
tionen) aufgefiihrt, von denen zwei in dieser Arbeit ndher betrachtet werden, da sie
fiir die Filterung besonders relevant sind.

Verschiebungsvarianz

In Abschnitt 2.4.5 wurde bereits erlidutert, dass die DWT im Gegensatz zur konti-
nuierlichen Wavelet-Transformation im Allgemeinen nicht verschiebungsinvariant
ist. Grund dafiir sind die Downsampling- bzw. Upsampling-Operatoren der Filter-
binke. Eine zeitliche Verschiebung des Eingangssignals resultiert dadurch nicht in
einer zeitlichen Verschiebung der Wavelet-(Packet)-Koeffizienten, sondern es fin-
det auch eine Verdnderung der Form der Koeffizientenverldufe statt. Dies wurde
anschaulich in Beispiel 2.4 auf Seite 42 gezeigt.

Die Verschiebungsvarianz wirkt sich negativ auf Signalanalyse und Filterung
aus. Sollen beispielsweise bestimmte Ereignisse aus den Koeffizientenverldaufen de-
tektiert werden, so darf deren Form nicht vom Auftrittszeitpunkt des Ereignisses
abhiingen. Fiir die nichtstationére Filterung muss eine Schitzung der Energievertei-
lung der Storung in der Zeit-Frequenz-Ebene vorgenommen werden. Bei Verwen-
dung einer verschiebungsvarianten Transformation fithren dann aber bereits klei-
ne zeitliche Abweichungen der Stérung zu einer vergleichsweise ungenauen Stor-
schitzung.

Oszillationen der Koeffizientenverlaufe

Bei Wavelets muss es sich nach der Zuléssigkeitsbedingung (2.13) um Bandpasssi-
gnale handeln. Dies gilt auch fiir die Basisfunktionen der Wavelet Packets @y j, ,, ()
fiir b > 0. Reellwertige Bandpasssignale fiihren allerdings Oszillationen aus. Dies
ist beispielhaft in Abbildung 3.1 anhand des Daubechies-8-Wavelets gezeigt. Die
Projektion eines Signals auf oszillierende Basisfunktionen erzeugt allerdings wel-
lige bzw. ,,0szillierende* Koeffizientenverldufe. Wiirde beispielsweise ein Signal
mit Unstetigkeit mittels der DWT analysiert, so wiirden die Wavelet-Koeffizienten
dy(m) in der Umgebung der Unstetigkeitsstelle oszillieren. Dies ist ungiinstig fiir
die Aufgabe der Signalanalyse, da die Koeffizienten normalerweise als Energiege-
halt des Signals in einem bestimmten Bereich der Zeit-Frequenz-Ebene interpretiert
werden. In diesem Fall sollte der Betrag der Koeffizienten allerdings monoton ab-
fallen, je weiter man sich von der Unstetigkeitsstelle entfernt. Durch die Oszillatio-
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Abbildung 3.1: Daubechies-8-Wavelet

nen dagegen konnen die Koeffizientenbetridge auch nahe an der Unstetigkeitsstelle
sehr klein werden.

Beispiel 3.1 (Schwingungsanalyse mittels reeller Basisfunktionen)
Es werde ein Signal bestehend aus zwei Sinusschwingungen gleicher Frequenz
aber unterschiedlicher Amplitude analysiert:

1
x(t) =sin (2mfot) ro 25 (t — 0,15s) + 3 sin (27 fot) 1025 (¢ — 0,45)

Es ist in Abbildung 3.2a dargestellt. Das Signal werde mittels einer fiinfstufigen
Wavelet-Packet-Filterbank analysiert. Die Betriige der Koeffizienten cs 4(m), die
mit einem Frequenzbereich korrespondieren, in dem die Frequenz fj liegt, sind in
Abbildung 3.2b aufgetragen. Interpretiert man die Koeffizienten als Energie des
Signals in einem bestimmten Bereich der Zeit-Frequenz-Ebene, so miissten die
Koeffizientenbetrége fiir m < 9 und m > 9 jeweils ndherungsweise konstant und
durch eine kurze Pause getrennt sein. Des Weiteren miissten die Koeffizientenbe-
tridge des ersten Zeitabschnitts doppelt so grof} sein wie die Koeffizientenbetrige
des zweiten Abschnitts, da auch die Amplituden der Sinusschwingungen sich um
den Faktor zwei unterscheiden. Abbildung 3.2b zeigt allerdings ein vollig ande-
res Verhalten. Die Koeffizientenbetrige sind weder in der linken (m < 9), noch in
der rechten Hilfte (m > 9) konstant. Dariiber hinaus gibt es Koeffizienten nahe
null bei m =4 und m = 14, obwohl diese genau im Trigerintervall der jeweiligen
Sinusschwingung liegen. Die Pause zwischen beiden Schwingungen ist damit als
solche nicht mehr aus den Koeffizientenverldufen detektierbar.

3.1.2 Analytische Basisfunktionen

Es muss nun eine Signaldarstellung gewihlt werden, die beide erlauterten Proble-
me behebt. In Abschnitt 2.4.5 wurde die Undecimated Wavelet Transform (UWT)
vorgestellt. Durch den Verzicht auf Downsampling-Operatoren kann dabei eine ver-
schiebungsinvariante Darstellung erreicht werden. Es ist zwar moglich, dieses Prin-
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Abbildung 3.2: Signalanalyse mit reellen Basisfunktionen

zip auf Wavelet Packets zu tibertragen (Undecimated Wavelet Packets, UWP), je-
doch fiihrt dies zu einer hohen Rechenkomplexitit von O(N?), wie in Anhang B.3.3
gezeigt ist. Des Weiteren wird durch die UWT das Problem der oszillierenden Ko-
effizientenverldufe nicht gelost.

Es wurde bereits erwihnt, dass die beschriebenen Probleme mittels analy-
tischer Basisfunktionen gelost werden konnen. Dies kann mittels der Fourier-
Transformation anschaulich gemacht werden. Zuerst wird das Problem der
oszillierenden Koeffizientenverldufe betrachtet. Die Integralkerne der Fourier-
Transformation sind komplexe harmonische Schwingungen:

@5, (t) =exp(j2zfor) o—e @y (f)=6(f—fo)

Die Kerne sind also fiir fy # 0 analytisch bzw. anti-analytisch, da sie lediglich
einen Spektralanteil fiir positive bzw. negative Frequenzen besitzen. Der Betrag
von @y, (t) ist nicht nur glatt (oszillationsfrei), sondern sogar konstant. Allerdings
sind Real- bzw. Imaginirteil der Kernfunktionen wieder reelle Schwingungen. Um-
gekehrt kann aus einem reellen Wavelet (bzw. einer Wavelet-Packet-Basisfunktion)
das zugehorige analytische Signal berechnet werden. Dessen Betrag weist einen
glatten Verlauf auf und entspricht der komplexen Einhiillenden des reellen Wave-
lets.

Das Problem der Verschiebungsvarianz kann durch Verwendung analytischer
Basisfunktionen nicht vollstindig gelost werden. Dazu miisste jeder Signalunter-
raum der Wavelet Packets die gleiche zeitliche Auflosung besitzen, was aber ge-
rade den rechenaufwindigen Undecimated Wavelet Packets entspricht. Dennoch
mildern analytische Basisfunktionen die Verschiebungsvarianz erheblich, da auf-
grund der glatteren Koeffizientenverldufe eine Verschiebung des Signals nur noch
eine miBige Anderung der Koeffizientenbetriige zur Folge hat. Dies lisst sich auch
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Abbildung 3.3: Multiraten-Filterbank der Dual-Tree Complex Wavelet Transform

so interpretieren, dass die Verschiebung des Signals sich auch auf die Phase der
komplexwertigen Koeffizienten auswirkt und nur noch teilweise auf den Betrag.

3.1.3 Dual-Tree Complex Wavelet Transform (DTCWT)

Zur Vermeidung bzw. Milderung der Probleme aus Abschnitt 3.1.1 sollen nun ana-
Iytische Wavelets

Wi (1) = Wk (0) + Y (1)

fiir die DWT verwendet werden. Das Imaginirteil-Wavelet l//rz“,;‘ () muss dazu die

Hilbert-Transformierte des Realteil-Wavelets lyn?,i(t) sein. Die Verwendung kom-
plexwertiger Wavelets fiihrt zu komplexwertigen Koeffizienten:

g (m) = d* (m) + jdi™ (m) . 3.1)

Aufgrund der Linearitit der obigen Gleichung (3.1) konnen die Koeffizienten des
Realteils und des Imaginirteils unabhéngig voneinander in zwei Filterbinken be-
rechnet werden. Dieser Ansatz wurde urspriinglich von Kingsbury entwickelt und
nennt sich Dual-Tree Complex Wavelet Transform [Kin98, SBKO0S5]. Man spricht
auch von zwei Filterbank-,,.Bdumen®, aus denen sich der englische Name ableitet.
Eine solche Filterbank ist in Abbildung 3.3 gezeigt. Damit die erhaltenen Koeffi-
zienten zu analytischen Basisfunktionen gehoren, miissen bestimmte Bedingungen
fiir die Beziehung der Filter des Imaginidr-Baums zu den Filtern des Real-Baums
gelten [Sel01, SBKO5]. Diese werden spiter in diesem Abschnitt behandelt. Des
Weiteren unterscheiden sich die Filter der obersten Stufe von den iibrigen Filtern
und sind daher mit dem zusitzlichen Index O gekennzeichnet.
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Abbildung 3.4: Multiraten-Filterbank der Inversen Dual-Tree Complex Wavelet Transform

Inverse Dual-Tree Complex Wavelet Transform (IDTCWT)

Bei der DTCWT nach Abbildung 3.3 handelt es sich im Prinzip um zwei einzel-
ne Multiraten-Filterbdnke, deren Berechnung unabhiingig voneinander moglich ist.
Das urspriingliche Signal lédsst sich damit aus den Realteil-Koeffizienten d,im (m)
oder Imaginirteil-Koeffizienten d,gm (m) allein durch Verwendung der entsprechen-
den inversen Filterbank rekonstruieren. Man erhélt also aus beiden Anteilen je ei-
ne Rekonstruktion, die anschlieBend gemittelt werden konnen. Dies ist in Abbil-
dung 3.4 dargestellt.

Da bei der Hintransformation mit orthonormalen Multiraten-Filterbdnken Real-
und Imagindrbaum beide die Signalenergie erhalten, bewahren in diesem Fall die
komplexen Koeffizienten nicht die Signalenergie, sondern diese wichst um den
Faktor zwei an. Dies wird durch den Faktor % der Mittelung am Ausgang der Syn-
thesefilterbank kompensiert. Alternativ zur Mittelung kann der Faktor % auch auf
die Hin- und Riicktransformation aufgeteilt werden, indem die Filterkoeffizienten
der Filter der obersten Stufe beider Baume mit % multipliziert werden. Dadurch
erhilt die DTCWT insgesamt die Signalenergie. Diese Implementierung wird im
Folgenden verwendet.

Eine andere Art der Inversen DTCWT wurde in [CDP06] vorgestellt. Dabei wird
die Riicktransformierte nicht durch einfache Mittelung, sondern iiber eine Pseudo-
Inverse berechnet, um die Berechnung robuster gegen Rechenungenauigkeiten zu
machen. Diese Methode wurde in dieser Arbeit jedoch nicht verwendet, da keine
derartigen Probleme auftraten.
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Filterbankbedingungen fiir analytische Wavelets

Es wird nun betrachtet, welche Bedingungen fiir die Filter gelten miissen, damit die
zugehorigen Wavelet-Funktionen analytisch sind. Dies entspricht der Forderung,
dass das Imaginarteil-Wavelet die Hilbert-Transformierte des Realteil-Wavelets ist:

varn() =3 {yi (o)} (3.2)

Dies bedeutet fiir die Filterbank, dass die Impulsantwort eines Filterbankpfades im
Realbaum (z.B. von y(m) nach d5*¢ (m) in Abbildung 3.3) Hilbert-transformiert zum
korrespondierenden Pfad im Imaginédrbaum sein muss. Selesnick bewies in [Sel01],
dass Gleichung (3.2) genau dann erfiillt ist, wenn die Synthese-Tiefpassfilter die
sogenannte Half-Sample-Delay-Bedingung

hiyp (n) = hiy (n—0,5) (3.3)

einhalten. Dies gilt allerdings nur bei Verwendung unendlich vieler Tiefpassfilter-
stufen, da zum Beweis von (3.3) die Gleichung

oI (G5 (3))

verwendet wurde, die die Skalierungsfunktion ¢(¢) durch Verkettung unendlich
vieler Tiefpassfilterstufen darstellt. Dabei ist Q die auf die Abtastfrequenz fj nor-
mierte Kreisfrequenz 27/ f4. Bei Verwendung einer endlichen Anzahl an Filter-
stufen miissen die Filter der obersten Ebene die Bedingung

h%?o(”) = h%{Pe,o(” —-1)

einhalten, wie spiter in diesem Abschnitt gezeigt wird. Dies ist eine einfache Ver-
schiebung um einen Abtastwert. Daher eignen sich sidmtliche der iiblichen Filter,
wie Daubechies oder Symmlets, fiir die obersten Stufen.

Die Half-Sample-Delay-Bedingung (3.3) ist dagegen im Zeitbereich schwierig
zu interpretieren, da eine zeitdiskrete Impulsantwort nur um eine ganzzahlige An-
zahl an Abtastwerten verschoben werden kann. Einfacher lisst sich diese Bedin-
gung aber im Frequenzbereich interpretieren:

|Hip'(Q)] = [HF (Q)]
ZH(Q) = ZHFE(Q) - 0,5Q

Da bei der Herleitung der Bedingung (3.3) die Verwendung einer Hochpass- und
einer unendlichen Anzahl an Tiefpassstufen angenommen wurde, sind allerdings
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die zu den Skalierungskoeffizienten c;(m) und zu den Waveletkoeffizienten d; (m)
der ersten Stufe gehorenden Basisfunktionen nicht analytisch, da diese lediglich
von Tiefpassstufen bzw. von einer Hochpassstufe verarbeitet werden. Damit lédsst
sich folgender Satz angeben:

Satz 3.1 (Dual-Tree Complex Wavelet Transform (DTCWT))
Mittels der Filterbank aus Abbildung 3.3 lassen sich Realteil d,?%e (m) und Imagi-
néirteil dJ™ (m) der komplexen Koeffizienten

di’ (m) = di* (m) + jdf"™ (m)

berechnen. Die zugehorigen Wavelet-Funktionen sind analytisch, falls fiir die
Filter der obersten Stufe

hTPO( )= h?ﬁo(” —-1) (3.4)
und fiir die Filter aller weiteren Stufen

IH P Q)| = |HFF (Q)] 3.5)
ZHE(Q) - ZHF(Q) = —0,5Q (3.6)

gilt. Nicht analytisch sind die zu den Skalierungskoeffizienten cy(m) und zu den
Waveletkoeffizienten d, (m) der ersten Stufe gehérenden Basisfunktionen.

Bemerkung 3.1 (FIR-Filter fiir die DTCWT)
Beim Einsatz von Multiraten-Filterbdnken wie der DWT oder auch Wavelet
Packets ist es iiblich, FIR-Filter zur praktischeren Implementierung einzusetzen.
Dies korrespondiert mit der Verwendung von Basisfunktionen, die auf ein end-
liches Zeitintervall begrenzt sind. Nimmt man an, dass die Filter des Realbaums
FIR-Filter sind, so sind die zugehorigen Wavelets lyﬁi(l) zeitbegrenzt. Dann

folgt allerdings, dass die Imaginirteil-Wavelets l//g",: (t) nicht zeitbegrenzt sein
konnen, da sich die Hilbert-Transformation (3.2) im Zeitbereich durch die Fal-
tung des Realteil-Wavelets mit dem Quadraturfilter go ()

Wk (1) = 80() * Wk (1)

ergibt [KJO8] und go(r) selbst nicht zeitbeschrinkt ist. Es kdnnen daher niemals
die Filter des Real- und Imaginidrbaums beide gleichzeitig FIR-Filter sein, falls
die Basisfunktionen perfekt analytisch sein sollen. In der Praxis gibt man aber
der begrenzten Impulsantwort den Vorzug vor perfekt analytischen Wavelets und
entwirft daher FIR-Filter, die die Gleichungen (3.5) und (3.6) moglichst genau
einhalten.
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Von Kingsbury und Selesnick wurden verschiedene FIR-Filter entwickelt, die die
Bedingungen (3.5) und (3.6) ndherungsweise einhalten [Kin98, Kin00, SBKO05].
Kiirzlich wurden auch IIR-Filter vorgestellt, die perfekt analytische Basisfunktio-
nen besitzen [CUOS]. In dieser Arbeit werden die sogenannten Q-Shift-14-Filter
verwendet, bei denen es sich um FIR-Filter mit niherungsweiser Symmetrie han-
delt. Die Filterkoeffizienten finden sich in Anhang C.

Veranschaulichung des Frequenzgangs der IDTCWT

Bevor in Abschnitt 3.1.4 auf Analytische Wavelet Packets libergegangen wird, soll
zundchst veranschaulicht werden, wie analytische Basisfunktionen bei der IDT-
CWT entstehen. Wenn das Imaginirteil-Wavelet die Hilbert-Transformierte des
Realteil-Wavelets ist, dann muss im Frequenzbereich

Y™ (Q) = [y™(Q)|  und
jm+2ml, Q<0
Zy7™(Q) — LyTF(Q) = {0, Q=0 (3.7)
—lr+oml, Q>0

mit / € Z gelten. Fiir die Filterbdnke bedeutet dies, dass die Amplitudengénge der
Filterbankpfade von y(m) bis di(m) in beiden Bdumen identisch sein miissen, wih-
rend die Phasengiinge bei Q = 0 einen Sprung von /2 nach —x /2 aufweisen. Die
in den folgenden Simulationen verwendeten Q-Shift-14-Filter halten die Bedingung
des Amplitudengangs (3.5) exakt ein. In Abbildung 3.5 liegen daher die Linien der
Amplitudengiinge des Real- und Imaginirteilfilters direkt aufeinander. Die Phasen-
bedingung (3.6) wird jedoch lediglich approximiert. Fiir das Synthese-Tiefpassfilter
wire die ideale Phasendifferenz

APL(Q) = ZHI(Q) — LZHTF (Q) = —0,5Q

Die Impulsantwort des Hochpassfilters geht nach Gleichung (2.21) aus der Impuls-
antwort des Tiefpassfilters durch Modulation mit (—1)", Zeitumkehr und Verschie-
bung hervor. Die Zeitumkehr bewirkt eine Negierung der Phasendifferenz, die Mo-
dulation eine Frequenzverschiebung um 7. Die Zeitverschiebung der Impulsant-
wort bleibt in der Phasendifferenz ohne Folgen, da sie sich auf das Realteil- und
Imaginirteilfilter gleichermallen auswirkt und sich in der Differenz aufhebt. Damit
ist die ideale Phasendifferenz fiir das Synthese-Hochpassfilter

Adiip(Q) = ~APTp(Q— 1) =0,5(Q — )
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Abbildung 3.5: Frequenzginge von Q-Shift-Filtern (Linge 14) der inversen DTCWT; ge-
strichelt: Baum fRe, durchgehend: Baum Jm

Obwohl die verwendeten Q-Shift-14-Filter die ideale Phasendifferenz nur anni-
hern, wirkt sich dies bei den folgenden Simulationen nicht stérend aus, da die Pha-
sendifferenz im Durchlassbereich sehr gut approximiert wird, wie Abbildung 3.5

zeigt.

Zur Berechnung des Spektrums der Basisfunktionen wird nun folgendermaBen
vorgegangen: Ein einzelner Wavelet-Koeffizient d5*(0) bzw. d3™(0) der dritten
Stufe und Zeitverschiebung null wird in beiden Bdumen zu eins gesetzt, simtliche
anderen Koeffizienten zu null. Gemil Gleichung (2.16) ergibt die Riicktransfor-
mation in den Zeitbereich dann gerade die zugehorige Wavelet-Funktion. Da in
dieser Arbeit allerdings mit zeitdiskreten Signalen gearbeitet wird, entspricht die
Ausgangs-Koeffizientenfolge co(m) einer zeitdiskreten Wavelet-Funktion, die ana-
Iytisch sein soll. Abbildung 3.6 zeigt nun Schritt fiir Schritt die Amplitude und
Phasendifferenz der Koeffizientenfolge beim Durchlaufen der inversen Filterbank.

Wird ein einzelner Koeffizient der Skalierung k' = 3 und der Zeitverschiebung
null in beiden Bdumen zu eins gesetzt, alle anderen zu null, so liefern alle Eingénge
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Abbildung 3.6: Frequenzgangsvergleich zwischen den Bdumen Jm und fRe bei der IDT-
CWT nach verschiedenen Operationen; gestrichelt: Ziel-Phasendifferenz
der Hilbert-Transformation, s. Gleichung (3.7), gepunktet: Mittenfrequenz
des Durchlassbereichs der Filterbank bis zur entsprechenden Stufe.
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Abbildung 3.7: Steigung der Phasendifferenz innerhalb der Filterbank

der Filterbank mit di(m), (k # k') V (k = k' Am # 0) keine Beitrige zur Rekon-
struktion und es muss lediglich ein einzelner Pfad in beiden Filterbinken betrachtet
werden. Dieser relevante Pfad ist in Abbildung 3.7 gezeigt. Da sich die Pfade beider
Bédume von der Struktur der Downsampler, Hochpass- und Tiefpassfilter gleichen,
ist nur ein Pfad dargestellt. Im SRe-Baum der Dual-Tree-Filterbank werden dabei
die fRe-Filter verwendet, im Jm-Baum entsprechend die Jm-Filter.

Das diskrete Eingangssignal des betrachteten Pfades ist ein diskreter Dirac-
Impuls 6 (m), da nur ein Wavelet-Koeffizient dieser Stufe ungleich null ist. Die erste
Operation ist ein Upsampling, das den Dirac-Impuls nicht verdndert. Als nichstes
folgt die Filterung mit dem entsprechenden Synthese-Hochpassfilter hgﬁ bzw. hg}?
Die Faltung eines Dirac-Impulses mit einer beliebigen Impulsantwort ergibt aller-
dings die Impulsantwort selbst. Damit ist das Spektrum der Koeffizienten cg‘e (m)
bzw. cgm (m) nach der Hochpassfilterung in Abbildung 3.6a identisch mit dem Fre-
quenzgang der Hochpassfilter, der in Abbildung 3.5b gezeigt ist. Die Steigung der
Phasendifferenz betragt % Die gestrichelte Linie kennzeichnet die gewiinschte Pha-
sendifferenz, die durch die Phasendrehung der Hilbert-Transformation (3.7) gege-
ben ist. Man kann erkennen, dass die gewiinschte Phasendifferenz bisher nur ange-
nihert wird: Die Phasendifferenz ist nicht flach (Steigung ndherungsweise gleich
null) und ihr Abstand zur gewiinschten Phasendifferenz in der Mitte des Durchlass-
bereichs (in dieser Stufe Q = £7) betrigt 7. Allerdings ist die Rekonstruktion nach
dieser Stufe noch nicht vollstindig.

Die néchste Operation ist ein Upsampling. Dies fiihrt zu einer Stauchung des
Spektrums in Frequenzrichtung um den Faktor zwei und damit zu einer Verdopp-
lung der Steigung der Phasendifferenz auf eins. Dies ist in Abbildung 3.6b darge-
stellt. Die folgenden Tiefpassfilter 435 bzw. h{}} besitzen eine Phasendifferenz der
Steigung —1, so dass die Koeffizienten ¢*(m) bzw. ¢i™(m) nach der Filterung
eine Phasendifferenz von 1 — 0,5 = 0,5 aufweisen. Die von der Downsampling-
Operation erhohte Steigung der Phasendifferenz wird damit gerade kompensiert,
wie Abbildung 3.6¢ zeigt. Des Weiteren halbiert sich der Abstand der tatsichlichen
zur gewiinschten Phasendifferenz in der Mitte des Durchlassbereichts (Q = i%)

auf 7. In der gegebenen dreistufigen Filterbank ist damit bereits die letzte Stufe
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erreicht. Wiirden stattdessen weitere Stufen aus Upsampling-Operatoren und Tief-
passfiltern folgen, so wiirde sich der Abstand zwischen tatsidchlicher und gewiinsch-
ter Phasendifferenz jeweils halbieren. Fiir unendlich viele Stufen konvergiert daher
die tatsichliche zur gewiinschten Phasendifferenz. Fiir eine endliche Anzahl an Stu-
fen wird allerdings der Abstand immer grofler null sein. Des Weiteren wird die Stei-
gung der Phasendifferenz nach jedem Tiefpassfilter % betragen (s. Abbildung 3.7)
und damit nicht flach sein.

Aus diesem Grund werden nun in der obersten Stufe der Filterbank nach
der letzten Upsampling-Operation (Abbildung 3.6d) von der Half-Sample-Delay-
Bedingung abweichende Filter eingesetzt. Die Tiefpassfilter h%}fo bzw. h%‘ll,‘o der
obersten Stufe miissen den Abstand der tatsdchlichen zur gewiinschten Phasendif-
ferenz nicht nur halbieren, sondern vollstindig beseitigen. Aulerdem muss die Stei-
gung der Phasendifferenz von +1 vollstindig ausgeglichen werden. Dies wird er-
reicht, indem die Filter h%}fo bzw. h%g,lo eine Phasendifferenz mit doppelter Steigung
hinzufiigen, verglichen mit den Filtern nach der Half-Sample-Delay-Bedingung.
Dies fiihrt zu Bedingung (3.4):

h%‘ﬁ?o(n) = h?ﬁo(” —-1)

Die zugehorigen Frequenzginge sind in Abbildung 3.8 gezeigt. Damit wird die
Steigung der Phasendifferenz zwischen Real- und Imaginir-Tiefpassfilter gleich
—1 und die Steigung der Phasendifferenz der Koeffizienten nach der letzten
Upsampling-Operation wird vollstindig korrigiert. Dies ist in Abbildung 3.9a ge-
zeigt. Behandelt man die erhaltenen Koeffizientenfolgen aus beiden Bdumen als
zeitdiskrete Wavelet-Funktionen, so ldsst sich ein komplexes Wavelet durch

Wi (n) = wis (n) + j wg (n)

bilden. Dessen Spektrum ist in Abbildung 3.9b zu sehen. Man erkennt, dass es
nahezu analytisch ist, da es kaum Spektralanteile bei negativen Frequenzen enthilt.

Es wurden auf gleiche Weise die Amplitudenspektren der Wavelet-Funktionen
der Stufen k = 1,2,3 und 4 sowie der Skalierungsfunktion fiir kK = 4 berechnet. Die
Wahl der Zeitverschiebung m spielt dabei keine Rolle, weil die Zeitverschiebung
eines Signals lediglich in einer Phasenénderung resultiert, die auf die Analytizitét
des Spektrums keinen Einfluss hat. Die Amplitudenspektren und der zugehorige
Wavelet-Packet-Baum sind in Abbildung 3.10 zu sehen. Der DTCWT-Baum sym-
bolisiert eine Dual-Tree-Filterbank mit den Filtern ()7 im 9Re-Raum bzw. (-)7™
im Jm-Baum. Man erkennt, dass die Spektren fiir |‘Pg 4> IPC 5] und [P, | ana-
lytisch sind, nicht jedoch fiir das Wavelet der obersten Stufe [P || und die Ska-
lierungsfunktion |®S ,|. Dies liegt daran, dass fiir die Herleitung der Half-Sample-
Delay-Bedingung vorausgesetzt wurde, dass die Koeffizienten von einer Hochpass-
und mindestens einer Tiefpass-Filterstufe verarbeitet werden. Dies ist aber fiir
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Abbildung 3.8: Frequenzginge der Filter der obersten Stufe (Ldnge 10) bei der IDTCWT;
gestrichelt: Baum e, durchgehend: Baum Jm

die Skalierungskoeffizienten cff und die Wavelet-Koeffizienten der ersten Stufe
dF nicht der Fall. Die Skalierungskoeffizienten werden lediglich von Tiefpass-
Filterstufen verarbeitet, die Koeffizienten dF nur von der obersten Hochpass-
Filterstufe. Damit kann allerdings keine flache Phase erreicht werden, da dazu Fil-
terstufen mit Phasendifferenzen entgegen gesetzer Steigungen benotigt werden, al-

so sowohl Tiefpass- als auch Hochpass-Filterstufen.

3.1.4 Analytische Wavelet Packets

Die Prinzipien der DTCWT werden nun auf Wavelet Packets iibertragen, um de-
ren Anpassungsfdahigkeit mit den positiven Eigenschaften analytischer Basisfunk-
tionen zu vereinen. Der direkte Ansatz wire, in der Dual-Tree-Filterbank aus
Abbildung 3.3 nicht nur die Skalierungskoeffizienten, sondern alle Koeffizien-
ten rekursiv aufzuspalten, wie dies in Abschnitt 2.5.1 bei der Erweiterung der
DWT auf Wavelet Packets gemacht wurde. Dies wurde von Jalobeanu vorgeschla-
gen [JBFZ00, JBZ03]. Berechnet man allerdings analog zu Abschnitt 3.1.3 die Be-
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Abbildung 3.9: Frequenzgang der IDTCWT nach einer Reihe von Operationen und das
Spektrum der resultierenden analytischen Basisfunktion

tragsspektren einiger Basisfunktionen fiir die in Abbildung 3.11a beispielhaft ge-
zeigte Wavelet-Packet-Aufteilung, so erhélt man Abbildung 3.11b. Man erkennt,
dass keine der gewihlten Basisfunktionen analytisch ist, da alle Betragsspektren
betrédchtliche Spektralanteile bei negativen Frequenzen besitzen.

Ein anderes Verfahren von Chaux, Duval und Pesquet [CDP06] dient zum Ent-
wurf analytischer M-Band-Wavelets. Fiir M = 2",n € IN lassen sich diese als Un-
termenge der Wavelet Packets interpretieren. Von Bayram und Selesnick [BS06]
stammt eine Vorgehensweise, wie die Berechnung der M-Band-Wavelets als Spezi-
alfall von Wavelet Packets auch fiir Dual-Tree-Filterbinke durchfiihrbar ist. Dabei
werden fiir die weitere Aufspaltung von Hochpassriumen in beiden Filterbidnken
die gleichen Filter A% und A} verwendet. Dieses Verfahren liefert zwar analy-
tische M-Band-Wavelets, jedoch handelt es sich dabei nicht um ein vollstidndiges
Wavelet Packet und der Vorteil der Anpassungsfiahigkeit geht verloren. Es wird
daher im Folgenden eine eigene Vorschrift zur Konstruktion vollstindiger Anaylti-
scher Wavelet Packets hergeleitet.
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Abbildung 3.10: Analytische Basisfunktionen der DTCWT

Betrachtung der IDTCWT

Um zu erkldren, warum der direkte Ansatz nach Jalobeanu keine analytischen Ba-
sisfunktionen erzeugt, soll nochmals die inverse DTCWT betrachtet werden. Bei
der schrittweisen Veranschaulichung der IDTCWT in Abschnitt 3.1.3 wurde bereits
darauf hingewiesen, dass die zu den Skalierungskoeffizienten und den Waveletko-
effizienten dF (m) zugehorigen Basisfunktionen nicht analytisch sind, da dazu die
entsprechenden Koeffizienten von einer Hochpassstufe, kK — 2 Tiefpassstufen und
schlieBlich der Tiefpassstufe der obersten Ebene verarbeitet werden miissen. Diese
Anordnung trifft auf keine der in Abbildung 3.11a ausgewihlten Koeffizienten zu,
womit die zugehorigen Basisfunktionen auch nicht analytisch sein kénnen.

Es wird nun die Steigung der Phasendifferenz innerhalb eines IDTCWT-Pfades
allgemeiner betrachten. Dies wird in Abbildung 3.12 veranschaulicht. Es ist da-
bei nur ein Pfad gezeigt, da die Abfolge der Upsampling-Operatoren, Hochpass-
und Tiefpassfilter im Real- und Imaginidrbaum gleich ist. Eine Hochpassfilterstufe
trage eine Phasendifferenz der Steigung +a bei. Folglich ist die Steigung der Pha-
sendifferenz der Tiefpassfilterstufen gerade — . Die Filterstufe der obersten Stufe
h; o muss dann eine Phasendifferenz der Steigung —2o hinzufiigen, um eine flache
Phasendifferenz am Ausgang zu erzeugen. Bei der IDTCWT entspricht o = % und
hi o = htpp. Fiir Filterstufen rechts der gestrichpunkteten Linie in Abbildung 3.13
gilt dies allerdings nicht, da dort ein Hochpassfilter in der obersten Stufe verwendet
wird. Dieser Unterschied wird spiter Beriicksichtigung finden.

Des Weiteren kann ausgenutzt werden, dass die Phasendifferenz eines Filterpaa-
res h3% / hi invertiert wird, wenn die Filter zwischen den beiden Béumen ver-
tauscht werden. Das heiflt, wenn die Verwendung eines Re-Filters im $Re-Baum
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Abbildung 3.11: Nicht-analytische Basisfunktionen der Wavelet Packets des direkten An-

satzes
Steigung der Phasendifferenz: o 2(.X @ 2‘.)5 0,
+o box2 - box2 0 20 '
k —2 times

Abbildung 3.12: Steigung der Phasendifferenz innerhalb der Filterbank; IDTCWT: i = TP
und a = 1/2, gespiegelte Stufen (gestrichelt in Abbildung 3.13): i = HP
und ot = —1/2

und des entsprechenden Jm-Filters im Jm-Baum eine Phasendifferenz der Stei-
gung ¢ erzeugt, dann sorgt die Verwendung des Jm-Filters im Sie-Baum und des
entsprechenden fRe-Filters im Jm-Baum fiir eine Phasendifferenz der Steigung — .

Konstruktion der AWP-Filterbank

Mit den obigen Betrachtungen kann schliellich eine vollstindige analytische
Wavelet-Packet-Filterbank konstruiert werden. In Abbildung 3.13 sind beide Biu-
me Re und Jm eines vollstindigen Wavelet Packets gezeigt. Im Folgenden wird
zwischen den linken und rechten Baumbhilften unterschieden, die durch die ge-
strichpunkteten Linien voneinander getrennt sind. Die durchgezogenen Linien mar-
kieren die herkommlichen DTCWT-Filterstufen. Jeder Pfad von der Wurzel des
Baumes bis zu einem Ende der DTCWT (mit Ausnahme des niedrigsten und hochs-
ten Frequenzbandes) sorgt fiir eine korrekte Phasendifferenz zwischen der $Re- und
der Jm-Filterbank. Daher ist es nicht notig, dass die gepunkteten Stufen der linken
Seite eine weitere Phasendifferenz hinzufiigen. Im Gegenteil: Wiirden die gepunk-
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Abbildung 3.13: Analytischer Wavelet-Packet-Baum; durchgehend: herkémmliche Filter-
paare (JRe, Jm), gestrichelt: vertauschte Filterpaare (Jm, Re), gepunktet:
identische Filter (JRe, Pe)
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teten Stufen eine Phasendifferenz aufweisen, so wiirde damit die erreichte Nachbil-
dung des Phasengangs der Hilbert-Transformation wieder zunichte gemacht. Folg-
lich miissen die gepunkteten Stufen der linken Seite in beiden Bdumen die gleichen
Filter verwenden. In Abbildung 3.13 sind dies die PRe-Filter.

Nun werden die rechten Hilften der Filterbinke betrachtet. In Abbildung 3.13
fillt auf, dass das Schema der Tiefpass- und Hochpassfilter in den gestrichelten
Stufen gerade gespiegelt zu den entsprechenden DTCWT-Stufen ist. Der einzige
Unterschied stellt das Filter der obersten Stufe dar. Dies sind Tiefpassfilter htpg
links und Hochpassfilter ippg rechts der gestrichpunkteten Linie in Abbildung 3.13.
Betrachtet man wieder nur einen einzigen Pfad wie in Abbildung 3.12, so ist in den
gestrichelten Pfaden h; ¢ = hypo und es gilt daher @ = —%. Damit also die gestri-
chelten Stufen die korrekte Phasendifferenz erzeugen, miissen die entsprechenden
Tiefpassfilter eine Phasendifferenz der Steigung —ot = % und die Hochpassfilter
eine Phasendifferenz der Steigung o = —% hinzufiigen. Diese Phasendifferenzen
sind gerade negiert zu den Phasendifferenzen der Filter der IDTCWT. Wie bereits
erwihnt lédsst sich diese Negierung durch eine Vertauschung der Filter der betrof-
fenen Stufen zwischen dem PRe- und dem Jm-Baum erreichen, wie es in Abbil-
dung 3.13 dargestellt ist.

SchlieBlich kann fiir die gepunkteten Stufen der rechten Seiten die gleiche Re-
gel angewandt werden wie fiir die gepunkteten Stufen der linken Seiten: Da die
gestrichelten Stufen von ihren Enden bis zur Wurzel die korrekte Phasendifferenz
erzeugen, miissen die gepunkteten Stufen eine Phasendifferenz von null aufweisen,
was durch die Verwendung gleicher Filter in beiden Baumen erreicht wird. Nach
wie vor wird allerdings der Pfad des niedrigsten und des hochsten Frequenzbandes
keine analytische Basisfunktion besitzen, da in diesen ausschlieBlich Tiefpass- bzw.
Hochpassfilter verwendet werden.

Abschliefend wurden in Abbildung 3.14 die Spektren der gleichen Basisfunk-
tionen berechnet wie in Abbildung 3.11. Man erkennt deutlich, dass die resultie-
renden Basisfunktionen nahezu analytisch sind, da fast keine Spektralanteile bei
negativen Frequenzen existieren. Abbildung 3.15 zeigt die zu den Spektren in Ab-
bildung 3.11 und 3.14 zugehorigen Basisfunktionen im Zeitbereich. Man erkennt
den welligen Verlauf des Betrags der Basisfunktionen des Ansatzesnach Jalobeanu
in der linken Spalte. Dagegen ist der Betrag der Basisfunktionen nach dem oben
vorgestellten Verfahren deutlich glatter, was eine der gewiinschten Eigenschaften
verglichen mit reellen Wavelets ist. Es fillt jedoch auf, dass die Basisfunktion 1//?2
in Abbildung 3.15b im Vergleich mit den anderen Basisfunktionen weniger glatt ist.
Dies riihrt allerdings nicht von mangelnder Analytizitét her, sondern von der zwei-
ten Spektralkomponente in Abbildung 3.14b unten, die durch nicht-ideale Tiefpass-
bzw. Hochpassfilter verursacht wird.
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Abbildung 3.14: Analytische AWP Basisfunktionen

3.1.5 Stochastische Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden die stochastischen Eigenschaften analytischer Basis-
funktionen untersucht, um ihre bessere Eignung zur Zeit-Frequenz-Filterung zu zei-
gen. In Abschnitt 2.6.3 wurde erldutert, dass bei der Wavelet-Schwellwertfilterung
alle Koeffizienten, die dem Betrage nach unterhalb eines Schwellwertes liegen, zu
null gesetzt werden. Dieser Schwellwert T konnte daher sinnvollerweise zu

T=+\/E{n*(t)} =0

gewiihlt werden, wenn n(f) ein mittelwertfreies normalverteiltes, weies Rauschen
mit Standardabweichung ¢ ist. Aufgrund der stochastischen Natur von Storungen
wiirden allerdings in diesem Fall viele Koeffizienten iiber dem Schwellwert liegen.
Daher wird er in der Praxis meist hoher gewéhlt. Durch einen erhdhten Schwellwert
werden allerdings auch mehr Anteile des Nutzsignals herausgefiltert. Der glattere
Verlauf der komplexen Koeffizientenenergien sorgt nun dafiir, dass der Schwellwert
bei gleicher Varianz der Storung niedriger gewihlt werden kann, womit eine bessere
Filterung erzielt wird.

Diese Erlduterung wird nun am Beispiel eines normalverteilten, weillen Rausch-
prozesses verdeutlicht, indem zunéchst Erwartungswert und Varianz der Energien
reeller und komplexer Koeffizienten berechnet und anschliefend verglichen wer-
den.
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Abbildung 3.15: Vergleich einiger Basisfunktionen im Zeitbereich bei analytischen und
nicht-analytischen Wavelet Packets; gestrichelt: Realteil, gepunktet: Ima-
gindrteil, durchgehend: Betrag

Energie reeller Koeffizienten

Es werde ein mittelwertfreies normalverteiltes, weiles Rauschen n(¢) der Varianz
o analysiert. Fiir die Analyse eines solchen Signal gilt nach [Mal99] der folgende
Satz:

Satz 3.2 (Normalverteiltes, weiBes Rauschen in orthonormalen Basen)
Der stochastische Prozess n(t) sei mittelwertfreies, normalverteiltes, weiles
Rauschen mit Varianz 6% (N(0; 62)- Verteilung):

E{n(t])n(tz)} = 026(2‘] —2‘2) . (3.8)

Die Koeffizienten eines orthonormalen Funktionensystems ¢;(¢),i =0...N — 1
mit

oo N—1
ai = (n(t).i(1)) = / n0f (0t (1) =3 ani) (3.9)
i=0

—o0

stellen dann ebenfalls einen weiBen Rauschprozess mit N(0; 62)-Verteilung dar:

E{a,-aj} = 625,‘1'
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Der zugehorige Beweis findet sich in Anhang B.4. Da die DWT wie auch die aus
einem reellen Wavelet Packet gewihlte Basis orthonormal sind, ldsst sich der obi-
ge Satz auf diese anwenden. Der analysierte Rauschprozess n(t) sorgt also fiir
N(0; 6%)-verteilte Wavelet-(Packet-)Koeffizienten X :

1 x?
fX(x): \/ﬁdexp (_262)

Da aber die Koeffizientenenergien betrachtet werden, muss die Dichtefunktion der
Zufallsvariablen Y = X2 berechnet werden. Nach [JWO0O] lisst sich die Dichte ge-
mal

A

0 ,sonst

berechnen. Damit folgt fiir die Dichte der Energie reeller Koeffizienten:

500505 [ = (552) 72 ()]

1

V2Tyo P <_ 262)
Erwartungswert und Varianz dieser Dichtefunktion existieren und ergeben sich zu:

E{y}=¢’ Var (y) = 26*

Energie komplexer Koeffizienten

Es wird nun gezeigt, dass die Varianz der Energie komplexer Koeffizienten kleiner
ist als die der reellen Koeffizienten. Dazu werden wieder stochastische Variablen
eingefiihrt: X sei die Koeffizientenenergie \c,?}f (m)|? des Realteils, Y die Koeffizien-
tenenergie ‘Ci{?; (m)|* des Imaginirteils und Z die Energie |c£b (m)|* der komplexen
Koeffizienten. Die Energie der komplexen Koeffizienten lésst sich durch

2 2 2
Z = |eip(m) = e (m)P + ey (m)? =X +Y

aus den beiden Anteilen X und Y berechnen. Die Dichtefunktion fz(z) ldsst sich
damit gemal [JWO00] durch

5@ = [ stxa=nar= [ plep) s (3.10)
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Abbildung 3.16: Histogramme zur numerischen Approximation der Dichten fy(y),
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berechnen. Die gemeinsame Verbunddichte f(x,y) ldsst sich bei Annahme der Un-
abhingigkeit von X und Y, also von Realteil- und Imaginérteilenergie, durch

fey) = fx(x) - fr(y)

ausdriicken. Diese Annahme scheint zunichst fragwiirdig, da aus dem Real- oder
Imaginirteil mittels der entsprechenden Filterbank das Zeitsignal und damit wie-
derum der jeweils andere Anteil berechenbar ist. Nach [SBKO05] sind das Real- und
Imaginir-Wavelet aber gerade um die Hilfte der regulidren Zeitverschiebung gegen-
einander verschoben:

Yt —mT) = y™(t — (m+0,5)T)

Da n(z) ein weiBer Rauschprozess ist, bei dem zeitlich benachbarte Werte unkorre-
liert sind, stiitzt dies die Annahme der Unhingigkeit von X und Y.

Um diese Annahme experimentell zu stiitzen, wurde ein computer-generiertes
normalverteiltes, weiBes Rauschen der Varianz o2 mittels Analytischer Wavelet
Packets analysiert. Es wurden 2'® Werte verwendet. Das Histogramm fiir die Ko-
effizientenenergien des Imaginérteils ist in Abbildung 3.16a gezeigt und stellt eine
Anniherung der Randdichte fy(y) dar. Werden nun nur diejenigen Imaginirteil-
Koeffizienten betrachtet, fiir die die Koeffizientenenergie des Realteils zwischen 0
und 0,2 liegt, ergibt sich das Histogramm in Abbildung 3.16b. Die analoge Be-
trachtung des Imaginiranteils bei einer Realteilenergie zwischen 1 und 1,2 ist in
Abbildung 3.16c zu sehen. Man erkennt, dass alle drei Histogramme der gleichen
Verteilung folgen, auch wenn es aufgrund des begrenzten Stichprobenumfangs ge-
ringe Unterschiede gibt. Damit wird die Annahme der Unabhingigkeit gestiitzt.

Es miissen nun die Randdichten fx (x) und fy (y) berechnet werden. Da Real- wie
Imaginirteil durch eine Multiraten-Filterbank berechnet werden, kann das Ergebnis
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fuir reelle Koeffizienten verwendet werden. Da allerdings aus Griinden der Energie-

erhaltung in jedem Baum der zusitzliche Faktor = hinzutritt, sind die Real- und

V2
Imaginirteilkoeffizienten N (O; %2) -verteilt. Damit folgt fiir die Dichten der zuge-
horigen Energien:

1
w09 = ger(—gr) x>0
1
fY(Y)ZmGexp(—%) ,y>0

Der Erwartungswert beider Dichten ist E{x} = E{y} = 6?/2. Die Energie teilt
sich also auf beide Baume gleichméaBig auf, bleibt aber in der Summe erhalten. Aus
Gleichung (3.10) folgt damit schlieBlich fiir x,y,z > 0:

falz) = /0 (=) fx (¥)dx

1 Z z 1
= —exp (——) ————dx
no? o2) Jo Vox—x2

1
= —52CxP (—%) (—arcsin (—1)+arcsin (1))
—x/2 /2

1 Z
(3
Man erhilt eine Exponentialverteilung mit den Momenten
E{z}=0> und Var(z)=oc* . (3.11)

Die mittlere Energie der komplexen Koeffizienten ist 62 und entspricht damit der
Energie der reellen Koeffizienten. Es gilt also Energieerhaltung. Die Varianz der
Koeffizientenenergie ist allerdings nur ¢ und ist damit halb so groB wie die der
reellen Koeffizientenenergien. Die Energie der komplexen Koeffizienten streut also
weniger um die mittlere Energie 62, was dem gewiinschten glatteren Koeffizien-
tenverlauf bei Verwendung Analytischer Wavelet Packets entspricht. Wie bereits
erwihnt ist dies fiir viele Anwendungen wiinschenswert, vor allem in der Signal-
analyse. Fiir die Filterung ergibt sich der Vorteil, dass aufgrund der geringeren
Streuung um die mittlere Energie weniger Koeffizienten durch die Stérung tiber
den gewihlten Filter-Schwellwert gehoben werden. Dadurch entsteht weniger Rest-
rauschen im gefilterten Signal. Alternativ konnte der Schwellwert auch abgesenkt
werden, so dass das gefilterte Signal die gleiche Menge an Restrauschen enthilt,
dafiir aber die Verzerrungen des Nutzsignals geringer sind.
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Abbildung 3.17: Beispiel: Verschiebungsinvarianz

3.1.6 Evaluation

Es werden nun die erreichten Verbesserungen der Analytischen Wavelet Packets
(AWP) gegeniiber den reellen Wavelet Packets (RWP) verglichen. In zwei der fiinf
Beispiele werden dariiber hinaus noch die Ergebnisse mittels der Undecimated
Wavelet Transform (UWT) und der Undecimated Wavelet Packets (UWP) vergli-
chen.

Beispiel 3.2 (Verschiebungsinvarianz)

Eines der beiden in Abschnitt 3.1.1 erlduterten Probleme reeller Basisfunktionen
stellt die Verschiebungsvarianz aufgrund des Downsamplings dar. Dieses Pro-
blem verdeutlicht nochmals Abbildung 3.17. Zunichst wird ein diskreter Dirac-
Impuls zum Zeitpunkt ny = 2248 als Eingangssignal x(n) = & (n —2248) verwen-
det. Die Betridge der RWP-Koeffizienten c¢; > (n) bei Verwendung von Symmlet-
7-Filtern (Lidnge 14) sind in Abbildung 3.17a gezeigt. Die Verschiebung des
Eingangssignals um einen einzigen Abtastschritt liefert die Koeffizientenfolge in
Abbildung 3.17c. Man erkennt sofort die deutliche Veridnderung der Form. Das
deutliche Maximum in Abbildung 3.17a geht durch die Verschiebung verloren.
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Werden die AWP-Koeffizienten beider Eingangssignale mittels Q-Shift-14-
Filtern berechnet, so ergeben sich die Abbildungen 3.17(b) und (d). Die Form
des Verlaufs dndert sich nur noch geringfiigig. Das Maximum ist in beiden Ab-
bildungen gut zu erkennen. Es ergibt sich allerdings eine Verschiebung der Ko-
effizientenenergie nach rechts (entsprechend der Verschiebung des analysierten
Signals).

Eine Verschiebung des Eingangssignals (k = 0) um einen Abtastschritt wiirde
eine Verschiebung der Koeffizienten c; »(m) um 0,25 bedeuten. Berechnet man
die mittleren Zeiten der in Abbildung 3.17 gezeigten Koeffizientenfolgen durch

le22(n)]? 2
M= m Eopa =3 lesan)

n €2

wobei E,, die Koeffizientenenergie des entsprechenden Knotens ist, so ergibt
sich fiir die reellen Koeffizienten in diesem Beispiel eine Verschiebung von 0,83
und fiir die komplexen Koeffizienten eine Verschiebung von 0,15. Die komplexen
Koeffizienten liegen also deutlich ndher am idealen Wert.

Betrachtet man dariiber hinaus die Energie der Koeffizientenfolgen vor und nach
der Verschiebung, so stellt man fest, dass die Energie der reellen Koeffizienten
von E, , = 0,4 auf 0,08 deutlich abnimmit. Eine rein zeitliche Verschiebung sollte
allerdings keinen Einfluss auf die Verteilung der Energie auf die Frequenzbénder
haben. Die Energie der komplexen Koeffizienten dndert sich lediglich von E &, =

0,25 auf 0,27, bleibt also beinahe konstant.

Beispiel 3.3 (Glattheit des Koeffizientenverlaufs)
In Beispiel 3.1 auf Seite 67 wurde ein Signal bestehend aus zwei Sinusschwin-
gungen unterschiedlicher Amplitude

1
x(t) = sin (2xfor) ro25(t —0,158) + 3 sin (27 fot) 1o 25(f — 0,45)

mittels reeller Wavelet Packets untersucht. Die Koeffizientenbetrige des Knotens
(5,4), der wesentliche Anteile dieses Signals enthilt, sind nochmals in Abbil-
dung 3.18a dargestellt. Wird das gleiche Signal mittels AWP analysiert, ergeben
sich die Koeffizientenbetrige in Abbildung 3.18b. Man erkennt deutlich die Ver-
besserung in der Glattheit der Koeffizientenverldaufe. Durch die reellen Koeffizi-
enten wire eine Pausendetektion oder eine exakte Bestimmung der Amplituden
der Schwingungen nicht moglich gewesen. Mittels der komplexen Koeffizienten
stellt dies kein Problem dar.
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Abbildung 3.18: Vergleich der Koeffizientenenergieverldufe bei analytischen und reellen
Wavelet Packets
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Abbildung 3.19: Detektion von Sprache

Beispiel 3.4 (Sprachwahrscheinlichkeit)

Ein praktisches Problem, fiir das sich die Verwendung der AWP unter anderem
bewihrt hat, ist die Detektion von Sprache in der Zeit-Frequenz-Ebene. Dies
wird in Abschnitt 4.3 im Rahmen der Storschidtzung durchgefiihrt. In Abbil-
dung 3.19 wird bereits verdeutlicht, dass die AWP hierfiir Verbesserungen er-
zielen. Aufgrund der oszillierenden Verldufe der reellen Koeffizienten in Abbil-
dung 3.19a ist eine Sprachdetektion nur schwer moglich. Wiirde mittels eines
einfachen Schwellwertes (z.B. bei 0,2) auf Sprache oder Sprechpause detektiert,
so wiirden auch in Sprachabschnitten wie beispielsweise von 1,8 s bis 2,0 s viele
Sprechpausen gefunden werden. Dagegen fillt die Detektion mittels der komple-
xen Koeffizienten in Abbildung 3.19b aufgrund ihres glatteren Verlaufs sehr viel
genauer aus.
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Abbildung 3.20: Vergleich der Filterresultate fiir verschiedenes SNR

Beispiel 3.5 (Filterung kiinstlicher Signale)

Es wird nun die Leistungsfihigkeit zur Filterung mit anderen Verfahren ver-
glichen. Als Testsignale werden die Signale ,,.Doppler und ,,Bumps® aus
der Wavelab-Toolbox verwendet. Diese wurden mit normalverteiltem, weillem
Pseudo-Rauschen mit unterschiedlichem SNR iiberlagert. Als Filtermethode
diente Hard Thresholding (s. Abschnitt 2.6.3) mit einem Schwellwert von
T = 30. Das resultierende SNR der gefilterten Signale in Abhingigkeit des SNR
der verrauschten Signale ist in Abbildung 3.20 zu sehen. Man erkennt, dass die
Filterung mittels AWP immer mindestens so gut wie die mittels der anderen Ver-
fahren ist. Fiir das Signal Doppler ist sie sogar immer besser als das zweitbeste
Verfahren (UWP) bei gleichzeitig drastisch reduziertem Rechenaufwand. Das Si-
gnal Bumps ist bereits in der herkommlichen Wavelet-Basis sehr gut darstellbar.
Daher ist die Filterung mittels UWT und UWP immer etwa gleich gut. Auch fiir
dieses Beispiel ist die Filterung mittels AWP jedoch immer besser oder mindes-
tens so gut wie mit den beiden Undecimated-Verfahren.

Beispiel 3.6 (Sprachsignalfilterung)

AbschlieBend wird vorgreifend ein Beispiel aus Abschnitt 4.4 gezeigt. In diesem
Abschnitt werden periodische Stérungen betrachtet, wie sie beispielsweise in der
Nihe von Maschinen auftreten. Dazu wird die Verteilung der Storenergie einer
Periode in der Zeit-Frequenz-Ebene geschitzt und dient anschlieBend als Grund-
lage fiir die Wahl der Filterschwellwerte. Da allerdings realistische Stérungen
keine vollig konstante Periode aufweisen, verschlechtert die Verschiebungsvari-
anz der reellen Wavelet Packets die Storschidtzung und damit auch die Filterung.
In Abbildung 3.21 wurde ein Sprachsignal mit einer Reihe von Chirps iiberlagert,
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Abbildung 3.21: Sprachfilterung bei einer Chirp-Stérung mit Variationen der Periode

wobei der Abstand zwischen den Chirps durch eine normalverteilte Verschie-
bung variiert wird, deren Standardabweichung 5 % des Erwartungswerts betrigt.
Abbildung 3.21e zeigt das Filterresultat nach Filterung mit RWP. Es sind deut-
liche Reststorungen zu sehen, die von Chirps herriihren, deren Periode deutlich
vom Periodenmittelwert abweicht. Demgegeniiber steht das Ergebnis der Filter-
ung mittels AWP in Abbildung 3.21f. Es zeigt sich, dass die Reststorung deut-
lich geringer ausfillt, was auf die geringeren Abweichungen der Storung von der
Storschidtzung aufgrund der verbesserten Verschiebungsvarianz zuriickzufiihren
1st.
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3.2 Optimale Basiswahl unter Storeinfluss

In Abschnitt 2.5.3 wird die Wahl einer besten Basis aus einem vollstdndigen Wave-
let Packet erldutert. Dabei ist die ,,beste* Basis diejenige, die das Giitemal}

= (). 0* (1)) 2

minimiert. Die Bewertungsfunktion &(-) weist dabei jedem normierten Koeffizien-
ten eine bestimmte Giite zu. Die kumulierte Giite aller N Koeffizienten ergibt dann
das gesamte Giitemaf J. Als Bewertungsfunktion ®(-) wurde bisher die Entropie-
funktion verwendet (siehe Abbildung 2.24 auf Seite 53). Dadurch wird eine Ba-
sis gewihlt, die die Signalenergie in wenigen, betragsmifBig groen Koeffizienten
konzentriert. Zur Filterung von stationdrem, weilem, normalverteiltem Rauschen
ist dies sicherlich sinnvoll, da sich dabei die Storenergie gleichméBig auf alle Ko-
effizienten verteilt, wie in Anhang B.4 bewiesen wird. Durch die Konzentration
der Signalenergie in wenigen, gro3en Koeffizienten werden moglichst viele tiber
dem Rauschniveau liegen und sich optimal mittels Wavelet-Schwellwertfilterung
trennen lassen. Dies wurde in Abbildung 2.31 auf Seite 61 veranschaulicht. Zur
Basiswahl steht allerdings nicht das reine, sondern lediglich das gestorte Signal
zur Verfiigung. Dies beeinflusst natiirlich die Basiswahl. Da allerdings weil3es, nor-
malverteiltes Rauschen im Mittel eine gleichméBige Energieverteilung in der Zeit-
Frequenz-Ebene aufweist, gibt es keine Priferenz fiir eine bestimmte Zeit- oder
Frequenzschirfe durch die Storung. Die Anderung der Basiswahl aufgrund von
weillem Rauschen ist somit fiir die Filterung vernachldssigbar.

Anders stellt es sich jedoch dar, wenn eine farbige oder nichtstationdre Stérung
betrachtet wird. In diesem Fall besitzt die Storung eine bestimmte Lokalisation
der Energie in der Zeit-Frequenz-Ebene und wird damit die Basiswahl womog-
lich signifikant beeinflussen. Beispielsweise wird eine schmalbandige Storung eine
frequenzfeine Auflésung des entsprechenden Frequenzbereichs verursachen. Diese
Beeinflussung wird in den meisten Fillen nachteilig fiir die Filterung sein. Es ist
allerdings auch eine positive Auswirkung moglich, ndmlich dann, wenn die Sto-
rung so schmalbandig und von so hoher Leistung ist, dass eine Konzentration der
Storenergie in moglichst wenigen Koeffizienten und deren anschlieBende Unter-
driickung die beste Filterung darstellen. Anstatt der Entropie sollte also ein Giite-
mal} verwendet werden, das direkt die Giite des gefilterten Signals bestimmt. Dies
ist naheliegenderweise der mittlere quadratische Fehler (MSE, mean square error)

m=0

N—-1
7= km) —zm)*
n=0
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wobei x(n) ein zeitdiskretes, reines Signal der Lénge N und £(n) das entsprechende
gefilterte Signal darstellt. Problematisch an diesem Giitemalf ist, dass das wahre
Signal x(n) nicht bekannt ist, sondern lediglich das gestorte Signal

y(n) =x(n) +d(n) (3.12)

sowie bestimmte Informationen iiber die Stérung d(n) aus einer Storschitzung. Der
MSE muss also geschitzt werden. Da er vom gefilterten Signal £(n) abhingt, ist er
auch abhingig von der Schwellwertfunktion pr(-) und dem Schwellwert 7. Fiir
Soft Thresholding (siehe Abschnitt 2.6.3) wurde ein entsprechender Schitzer von
Donoho und Johnstone entwickelt [DJ95]. Sie konnten zeigen, dass es sich dabei
um einen SURE-Schitzer (Stein’s Unbiased Risk Estimate) handelt, der also mit-
telwertfrei ist. Analog dazu hat Krim einen Schitzer fiir Hard Thresholding entwi-
ckelt [KTMD99]. Dieser ist zwar nicht vollig mittelwertfrei, der Bias (Mittelwert)
ist allerdings sehr klein und kann dariiberhinaus durch ML-Schitzung geschitzt
und abgezogen werden.

Es wird nun im Folgenden ein Ansatz fiir die MSE-Schétzung mit beliebigen
Schwellwertfunktionen entwickelt. Dieser wird dann auf die Garrotte-Funktion an-
gewandt, da diese gegeniiber dem Hard- und Soft-Thresholding die besseren Er-
gebnisse bei der Filterung liefert.

3.2.1 Allgemeiner Ansatz zur MSE-Schétzung

Das gestorte Signal y(n) werde in einer orthonormalen Basis des Wavelet-Packet-
Frames dargestellt. Aufgrund der Linearitét der Wavelet-Packet-Transformation gilt
dann

Y =Xn+Dp

Dabei seien Y,,, X, und D,, die m-ten Koeffizienten des gestorten Signals, des rei-
nen Signals und der Stérung in der gewihlten Basis. Die nichtlineare Schwellwert-
funktion liefert fiir jeden gestorten Koeffizienten Y, einen geschitzten Koeffizien-
ten

Xn=p1,Yn) . (3.13)

Dabei sei T, ein Schwellwert, der fiir jeden Koeffizienten individuell ist. Bei kom-
plexwertigen Koeffizienten wird lediglich der Betrag gefiltert und die gestorte Pha-
se fiir die gefilterten Koeffizienten verwendet:

X = p1,(|Ynl) - exp (jLYm)
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Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im Folgenden aber die Form (3.13) ver-
wendet, wobei X, und Y, im Falle komplexer Koeffizienten die entsprechenden
Betrige bezeichnen. Gleichung (3.13) lésst sich auch als

Ym = a(Ym,Tm) Y

schreiben. Die Dampfung a ist dabei sowohl vom Schwellwert 7,,,, als auch von Y,
selbst abhingig. Die Operation ist also nach wie vor nichtlinear. Durch Umformun-
gen erhélt man:

Xn = a(YmJ;n) m
=a(Yy,Tn) - Xm + a(Yn,Tn) - Dy,
=(1- a(Yn,T))) X +a(Yu,T) - Dy

v
(1-

a(YmvT;n)) X +a(Ym7Tm) Dy,

F Xm F D

m_

Der Gesamtfehler zwischen geschitztem und wahrem Koeffizienten ist damit
Ey :FXm"‘FDm = (a(YmaTm)_l)'Xm +a(Ym7Tm)'Dm . (3.14)

Der Term Fy,, wird als Signalverzerrung bezeichnet, da er als Dampfung des wahren
Signalanteils X, interpretiert werden kann. Der Ausdruck Fp, wird Restrauschen
genannt, da er den Anteil des Rauschens darstellt, der nach der Filterung noch vor-
handen ist. Zur Verdeutlichung der beiden Begriffe wird ein Beispiel betrachtet.

Beispiel 3.7 (Restrauschen und Signalverzerrung bei Garrotte-Filterung)
Ein Signal werde mit weiBem Rauschen der Varianz o2 additiv iiberlagert. An-
schlieend werden die WP-Koeffizienten mittels der Garrotte-Funktion gefiltert.
Fiir die Garrotte-Funktion (2.26) ergibt sich der Ddmpfungsfaktor

0, fiir Y| < Ty
aG(YmaTm) = T2
1-— Tl sonst

Ordnet man die Koeffizienten der Grofe des Betrages |Y;,| nach an, so ergeben
sich fiir die Fehlerenergien von Restrauschen und Signalverzerrung (hier Sprach-
verzerrung) die schematischen Verldufe in Abbildung 3.22. Die senkrechte, ge-
strichelte Linie entspricht dabei der Grenze, bei der die Koeffizientenbetrige |Y,, |
den Schwellwert T,, iiberschreiten. Fiir Koeffizienten, die kleiner als der Schwell-
wert sind, wichst zunéchst die Signalverzerrung Fx,, an, da alle Koeffizienten mit
|Y,u| < T, vollstindig unterdriickt werden und die Wahrscheinlichkeit fiir Nutz-
signalenergie mit wachsendem |Y,,| steigt. Aufgrund der vollstindigen Unter-
driickung gibt es noch keinen Fehler durch Restrauschen. Ab dem Schwellwert
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Abbildung 3.22: Schematische Verteilung des Restrauschens und der Sprachverzerrung auf
die einzelnen Koeffizienten

wichst der Faktor a an, die Koeffizienten werden weniger geddmpft. Dadurch
sinkt zwar die Signalverzerrung, das Restrauschen Fp, wird allerdings grofer
null. Fiir |¥,,| — oo konvergiert Fx,, gegen null und Fp,, gegen 62, da die Garrotte-
Funktion groBe Koeffizienten nur noch unwesentlich dimpft. Der Gesamtfehler
strebt damit ebenfalls gegen 62, wie man auch in Abbildung 3.22 erkennt.

Es soll nun eine Schitzung R, (Y;n,T;,) fiir den MSE Ry, (Y;,,T;,) des m-ten gefilter-
ten Koeffizienten X,,, fiir einen gegebenen Betrag |Y,,| des gestorten Koeffizienten
und Schwellwerts T, gefunden werden. Nimmt man die Stérung D,, und das Signal
X, als unkorreliert voneinander an, folgt fiir den MSE des m-ten Koeffizienten:

Ry (Y, Ty) = E{|Fu?} "=V E {72}
=E{F, +Fx, Fp,+Fp, Fx, +Fp,}

=E{|R, "} +E{IF, P}

Mit Gleichung (3.14) folgt:

Ris(Yi,Ton) = (a(Y, Trn) — 1)* - E{|Xun|*} + @* (Yo, Ton) - E{|Dyu|*}
— (@Y, T) = 1) E{|Xu*} + (Y, Ton) - 02 (3.15)

Die mittlere Storenergie des m-ten Koeffizienten wird dabei mit 62 bezeichnet. Im
Fall von weiBem Rauschen ist 62 = 6 gerade die Varianz des Rauschens. Fiir sta-
tiondres, farbiges Rauschen gilt fiir jedes Frequenzband (Knoten im WP-Baum) ein
eigenes o2, dieses ist dort aber fiir alle Koeffizienten gleich. Fiir nichtstationre Sto-
rungen miissen entsprechende Schitzalgorithmen entworfen werden, die fiir jeden
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Koeffizienten eine eigene mittlere Storenergie 6 schiitzen. Fiir akustische Storun-
gen werden entsprechende Verfahren in den Abschnitten 4.3 bis 4.5 vorgestellt. Die
Schwellwerte T, konnen dann proportional zu 6, gewihlt werden.

Schwieriger erweist sich bei mangelndem a-priori-Wissen die Bestimmung der
mittleren Signalenergie E { |Xm|2} des entsprechenden Koeffizienten. Dies gilt ins-
besondere auch fiir Sprachsignale aufgrund der schnellen Verinderlichkeit von
Sprache. Findet man einen Schatzwert fiir E { \Xm\z}, so liefert Gleichung (3.15)
fiir eine beliebige Schwellwertfunktion (bzw. entsprechenden Dampfungsfaktor a)
einen Schitzwert fiir den MSE. Das Problem der MSE-Schitzung wurde damit in
das Problem der Schitzung von E {|X,,|* } tiberfiihrt.

3.2.2 Garrotte-MSE-Schatzer

Es soll nun speziell die Garrotte-Funktion als Schwellwertfunktion verwendet wer-
den. Damit gilt:

0, fiir |Y,,| < Ty
a(YmaTm) = aG(YmaTm) = T2 . (3.16)
— W’ sonst

Es verbleibt das Problem der Schitzung von E {|X,,|? }. Da bei Unkorreliertheit von
Signal und Storung E{|Y,,[*} = E{|X,u|*} + E{|Dn|*} gilt, konnte der gesuchte
Erwartungswert durch

Ex, :=E{|Xu*} =E{|Vu|*} —E{|Du|*} (3.17)

berechnet werden. Allerdings ist auch E { Y, \2} nicht bekannt, sondern nur der Ko-
effizientenbetrag |Y,,| des gemessenen, gestorten Signals. Fiir eine gegebene Reali-
sierung der Storung D,,, ist allerdings |Y;,|* im Allgemeinen nicht gleich dem Mittel-
wert E {|¥,,*}. Dennoch wird in [DJ95] und [KTMD99] der Erwartungswert (3.17)
durch

F 2 2
E)l(m = |Ym‘ — Oy

geschitzt. Diese Schitzung hat allerdings einige Schwichen. Insbesondere kann
E)'(m negativ werden, obwohl eine Energie nur positiv sein kann. Verwendet man
daher zur Schitzung

B2 — Yl* — 05, wenn |Y,|* > o,
X 0, sonst

als Schitzwert fiir Ex,,, entspricht dies dem Soft Thresholding (Abschnitt 2.6.3).
Soft Thresholding hat allerdings den Nachteil, dass auch Koeffizienten mit groem
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Betrag (bzw. in diesem Falle groBer Energie) gedampft werden. Aus diesem Grund
war die Garrotte-Funktion zur Schitzung der Koeffizientenbetrige besser als Soft
Thresholding und folglich sollte sie daher auch bei der Schitzung von Ex, den
Vorzug erhalten. Damit ergibt sich:

EXm = az(Ymao-m) : |Ym|2

Als Schwellwert wird dabei ¢, verwendet, da angenommen wird, dass alle Koef-
fizienten mit |Y,,| < o, lediglich Storung enthalten. Ab |Y,,| = o, konvergiert die
Schitzung dann gegen

Ex, "= Y.)* . (3.18)

Dies ist sinnvoll, da bei grofen Koeffizienten mit einem Betrag |Y,,| > o, die Sto-
rung sehr viel kleiner als der Nutzsignalanteil sein wird.

Setzt man schlielich die Gleichungen des Garrotte-Dampfungsfaktors (3.16)
und des Schitzwerts (3.18) fiir E{|X,,|*} in Gleichung (3.15) ein, so erhilt man
fir 7, > o, drei Wertebereiche des Garrotte-MSE-Schiitzers:

1. Y| < 0p:

A 2 A 2
Rm(YnuTm) = (aG(YmaTm) _1) : EXm +(aG(Ym7Tm)) 6,121 =0
=0 =0 =0

2. O < |Yu| < Tp:

5 2 S 2
Ry (Y, Tin) = (aG(YmaT;n) _1) - Ex, +(aG(Ym7Tm)) Gr%[
—_——— ~— —_———
- =ag, (Y On) Y2 =0

= ag(Ym,Om) - |Vl

3. T < |Yml:
N 2 ~ 2
Ru(Y,Tw) = (a6(Ym,Tw) —1)" - Ex,,  +(aG(YmTn)) o2
N——— N~~~ N————
—1— Tr% :azg(ymv(’m)'lym‘z —1— Tr%

[Ym|?

_ T (,_ % 2+1 T 262
A 1Y, |2 Y, 2 m
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Abbildung 3.23: MSE-Schitzung bei einem Sprachsignal mit weilem Rauschen

Zusammengefasst erhélt man:

0, fiir |Y,,| < o
2\ 2
Rin(Yn,Tn) = (1 - \1272) '|Ym|27 fiir 6, < [Yin| < T
{h A 72 \? "
e (1) + (1) oh fur T <[,
(3.19)

Beispiel 3.8 (MSE-Schatzung bei einem Sprachsignal mit weiBem Rauschen)

Ein Sprachsignal mit N = 2! Abtastwerten wird mit einem normalverteilten,
weillen Rauschen der Standardabweichung ¢ = 0,01 tiberlagert. Es wird eine
AWP-Analyse durchgefiihrt und eine orthonormale Basis gewéhlt. Die mittlere
Storenergie jedes AWP-Koeffizienten ist 62 = 62 = 107*. Zu jedem gestorten
Koeffizienten Y, wird ein zugehdriges MSE R, (Y,,,T;,) fiir T, = 20 geschiitzt.
AnschlieBend werden die Koeffizienten mittels der Garrotte-Funktion gefiltert.
Aus der Differenz der reinen und der gefilterten Koeffizienten kann der tatsich-
liche MSE R, fiir jeden Koeffizienten berechnet werden. Ordnet man die Werte
von R,, und R,, der GréBe des Betrages |Y,,| nach an, so ergeben sich die beiden
Verldufe in den Abbildungen 3.23a und 3.23b. Man erkennt, dass der wahre
MSE prinzipiell dem schematischen Verlauf in Abbildung 3.22 folgt. Jedoch ist
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eine Bewertung des geschiitzten MSE R,, durch Vergleich mit dem wahren MSE
R,, aufgrund des stochastischen Charakters von R,, schwierig.

Daher wird nun das oben beschriebene Vorgehen fiir 50 Realisierungen des
Rauschprozesses wiederholt. Die erhaltenen MSE Rﬁ,’;) bzw. I?S,i) werden jeweils
gemittelt. Die Resultate konnen als die Mittelwerte E{R,,} und E{R,, } interpre-
tiert werden. Dies stimmt allerdings nur niherungsweise, da bei der Mittelung
Werte mit gleichem Index m miteinander gemittelt werden, was nicht gleichbe-
deutend ist mit einem gleichen Koeffizientenbetrag |Y,,|. Dennoch erkennt man
nun durch den Vergleich der Abbildungen 3.23c und 3.23d die gute Ubereinstim-
mung zwischen geschitztem und tatsdchlichem MSE. Der Betrag des Bias

|bm‘ = |E{Rm}_E{Iém}’ (3.20)

ist in Abbildung 3.24 zu sehen. Die grofite Abweichung zwischen geschitztem
und tatséchlichem MSE liegt dabei genau beim Schwellert |Y,,| = T,,. Da die
gemittelten Verldufe in Abbildung 3.23(c) und (d) allerdings aufgrund der Mit-
telung nach dem Index nicht genau den Erwartungswerten entsprechen, ist der
Bias teilweise auf diese Verfalschung zuriickzufiihren.

3.2.3 Erwartungstreue und Konsistenz

Zwei wichtige Eigenschaften zur Beschreibung von Schitzern sind die Erwar-
tungstreue und die Konsistenz. Erwartungstreue bedeutet, dass bei Interpretati-
on von |Y,| als stochastischer Variable der Erwartungswert des geschitzten MSE
E{Ry(Yn,T;y) } mit dem des tatséichlichen Fehlers E {R,,(Y,s,T;4)} identisch ist. Die
Differenz beider Erwartungswerte, der sogenannte Bias

b =E{Rn(Yn,Tn)} —E{Rn(¥.T)}

verschwindet daher. Konsistenz nennt man die Eigenschaft, dass mit einem zu-
nehmenden Stichprobenumfang die Kovarianz des Schitzwertes kleiner wird, die
Schitzung wird also genauer.



102 3 Erweiterte Wavelet-Packet-Darstellung

Zuerst wird die Konsistenz betrachtet. Bei der Verwendung eines Signals mit
mehr Abtastwerten (lingere Beobachtungszeit) existieren auch entsprechend mehr
WP-Koeffizienten. Zur Schitzung eines MSE R, (Y;,,T;,) wird aber immer nur ein
einziger Koeffizient Y,, verwendet, unabhingig von der Signallinge. Von daher
kann der Schitzer nicht als konsistent bezeichnet werden, die Definition ist unter
diesen Umsténden nicht anwendbar.

Die Priifung der Erwartungstreue gestaltet sich schwieriger. Die gestorten Koef-
fizienten Y, werden als stochastische Variablen betrachtet. Entsprechend sind auch
das tatsichliche und geschitzte MSE R,,(Y,,,T,) bzw. R, (Y, T,,) stochastische
Groflen. Es wird zunichst der Erwartungswert des tatsdchlichen MSE betrachtet.
Dabei werden zwei Fille unterschieden:

1. Y| < T, (lediglich Signalverzerrung):
E{Rm(Ymva)} =E { ‘Xm _Xm|2} =E { |Xm|2}

2. |Yu| > T, (Signalverzerrung und Restrauschen): In diesem Fall erhilt man
mit Gleichung (3.15):

T 2 \?
E{Ry(Yn, D)} =E ’"4E{Xm2}+( - ’”2> O ¢ -
Yo |Yon
An der unteren Intervallgrenze Y,, = T, ist der Erwartungswert des MSE
E{R (Y = T, T) } = E{|Xu|*}

und ist damit stetig. Fiir groe Betrige von |Y,,| nihert sich der MSE der
mittleren Rauschenergie 62 an.

Als zweites wird der Erwartungswert des geschitzten MSE E{I?m (Ym,Tm)} be-
trachtet. Dabei miissen drei Bereiche unterschieden werden:

1. Y| < o, (vollstindige Koeffizientenunterdriickung, Nutzsignalabwesenheit
angenommen, kein Fehler):

E {Rm(YmaI;n)} =0

2. O < |Ym| < T, (vollstindige Koeffizientenunterdriickung, wenig Nutzsig-
nalenergie verglichen zur Storenergie vorhanden, Signalverzerrung wichst):

2\ 2
E{ R (Yo T) } = E{ ('Ym| B |(;:|) }

1
:E{Ym|2}—26,f,+aj,E{W2}
m
1

:E{X,nz}—c,ﬁJro,jE{ } . (3.21)

[Ynl?
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Der Erwartungswert E { ﬁ } existiert allerdings nicht immer. Insbesondere
m

bei Annahme einer Normalverteilung des entsprechenden Real- und Imagi-
nérteils der Koeffizienten Y, zeigt sich, dass das Integral zur Berechnung des
Erwartungswertes nicht konvergiert und dieser daher nicht existiert. Der Be-
weis dazu findet sich in Anhang B.5. Der Erwartungswert E {Rm(Ym,Tm)}
kann allerdings an den Grenzen des Definitionsbereichs berechnet werden.
Wird der Schwellwert fiir alle Koeffizienten als ein Vielfaches der entspre-
chenden Standardabweichung o,, der Stérung gesetzt

Ty = On - Oy )
so nimmt E {I@m(Ym,Tm)} an den Grenzen Y,, = 0, und Y,, = T,, die Werte

E{Ry(Y;n =0n,T)} =0 und

th

an.

3. T < |Yu| (Koeffizientenddmpfung nimmt ab, Signalverzerrung nimmt ab,
Restrauschen nimmt zu):

A T4 N 72 \2
E{R,(Y,,T,)} =Ed [ |¥,|— 2 1 tm o2
{ ( ) )} { ‘Ym|4 (| | |Ym|) + < |Ym|2> -

Trﬁ 2 2 (731 7;1% ? 2
:E{Ym|4 (|Xm| Ot )t 1_|Ym|2 o2

Dieser Ausdruck strebt fiir groBe |Y,,| gegen die mittlere Storenergie 2. Der
rechtsseitige Grenzwert von E{R,,(Y,s,T») } fiir |¥,,| — T, = O - Oy strebt
gegen E{R,(T,,T;1) }, womit der Erwartungswert der Schitzung stetig ist.

Um eine Aussage iiber die Giite der Schitzung zu treffen, wird der Bias in allen
drei Bereichen berechnet und der maximale Bias gesucht.

L. ‘Ym| S Om:
bn =E{Ru} —E{R,}
=E{[X.[*}

Der Bias hingt in diesem Bereich also vom gegebenen Signal ab. Im Allge-
meinen ist er grofer null. Allerdings wird er typischerweise nur sehr klein
sein, da fiir |Y,,| < o;, die Wahrscheinlichkeit, dass in |Y,,| Nutzsignalanteile
enthalten sind, sehr gering ist.
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2. O < |Yu| <Ty:

1
meG,i—G;i‘E{W}

Interpretiert man den Bias als eine Funktion von |Y,,|, liegt er fiir 7,, = o4y, - Gy
im Bereich:

1
bne|0,(1—— ) c?
o (1-5) =

3. T < |Yml:

T4 64
by =E{ =" (o2 — " .
= (o))

Untersucht man den Bias als Funktion von |¥,,| auf Maxima, so liegt das
_ V6

einzige Maximum fiir |Y,,| > 0 bei |Y,"**| = %52 6,,,. Gilt fiir den Schwellwert
T > Y%, so liegt dieses Maximum nicht im betrachteten Wertebereich.
Es existiert dann ein Randmaximum bei |Y,,| = T,,, das allerdings kleiner
als das Maximum bei |¥;7**| ist. Um den maximalen (schlechtesten) Bias zu
untersuchen, muss also 7, < |Y,7#*| gelten. Aufgrund der Stetigkeit ist dies
dann auch der maximale Bias in allen Bereichen. Er ergibt sich zu:

byt = B{Ru (Y™, Tn) } — E { R (V0™ T,) }
Tt 4
=T, < |y
o227 " < ™
Da fiir eine effektive Filterung sinnvollerweise T,,, > o, gelten muss, wird

wegen T, < éc der Schwellwert zu T,, = o, gesetzt. Man erhilt damit
einen relativen maximalen Bias von
bmax,l 4
Ty=0pn: ———=-=280%

Ru(Ymx G,) 5
Da man den Schwellwert iiblicherweise im Intervall o,, < T, < 3 ¢,, wibhlt,
wird der maximale Bias nun noch fiir 7,, = 2 6,, und T,, = 3 G,,, untersucht.
In beiden Fillen liegt ¥,"®* nicht mehr im betrachteten Wertebereich. Daher
ist der maximale Bias nun bei |Y,,| = T, zu finden:

bgqlax‘z(Tm) = E{Rm(Ym = TmaTm)} _E{Rm(Ym = TnnTm)}

4
—2_ 9 T > [ymax|
- ¥m T27 m m

m
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Xn
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n

Abbildung 3.25: Testsignal

Der relative maximale Bias ergibt sich damit zu:

pm2 (2 g, 1

T, =20: sz%%%
Ry(204,20,) 3
bmax,2 3 1

To=3c,: LmGom 155
R,(306,,30,) 8

Aus den obigen Betrachtungen erkennt man, dass die Giite der MSE-Schitzung
vom gewihlten Schwellwert 7,, abhingt. Fir 7, = 20, oder T,, = 30, ist der
maximale Bias klein genug, um die Basiswahl nur unwesentlich zu beeintréchtigen.
Bei einem kleinen Schwellwert von 7, = o, ist der Fehler vergleichsweise grof,
allerdings nur fiir wenige Koeffizienten in der Nédhe des Schwellwertes. Somit ist
der Schitzwert (3.19) ein geeignetes Kriterium zur Basiswahl.

3.2.4 Filterung bei Basiswahl mittels Garrotte-MSE-Schéatzung

Ziel der MSE-Schitzung war es, die Entropie durch ein Giitemal} zu ersetzen, das
direkt die Qualitit des gefilterten Signals beriicksichtigt. Dabei ist nicht zu erwar-
ten, dass das MSE als Giitemal} zur Basiswahl der Entropie stets iiberlegen ist. Im
Falle von stationdrem, weilem Rauschen beispielsweise verteilt sich die Storener-
gie im Mittel gleichmiBig auf alle Koeffizienten der Zeit-Frequenz-Darstellung.
Damit weist diese Storart keine Priferenz fiir die Basiswahl auf. Fiir eine konkrete
Realisierung des Rauschens wird die Basiswahl zwar trotzdem im Vergleich zum
unverrauschten Fall veridndert, jedoch wird diese Wirkung in den meisten Féllen
unwesentlich sein.

Beispiel 3.9 (Filterung eines kiinstlichen Signals bei weiBem Rauschen)
Es wird ein kiinstlich erzeugtes Signal bestehend aus einer Sinusschwingung und
einem Dirac-Impuls betrachtet. Das Signal ist in Abbildung 3.25 dargestellt. Da
die Sinus-Komponente der Energie nach dominierend ist, wird die kompaktes-
te Zeit-Frequenz-Darstellung die einzelne Frequenz des Sinus gut auflosen, also
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einen entsprechend tiefen Knoten des WP-Baums wihlen, wihrend in den an-
deren Frequenzbereichen eine gute Zeitauflosung aufgrund des Dirac-Impulses
bevorzugt wird. Eine Storung, auch weiles Rauschen, wird die Basiswahl be-
eintrichtigen. Es soll daher nun untersucht werden, ob fiir variierende Signal-
Rausch-Verhiltnisse (Signal to Noise Ratio, SNR) die Entropie oder der ge-
schitzte MSE robuster gegen Storeinfluss ist.

Fiir die SNR-Stufen —5 bis 415 dB werden jeweils 50 Realisierungen eines wei-
Ben Rauschprozesses mit entsprechender Varianz 62 erzeugt. Die verrauschten
Signale werden jeweils mittels Entropie- und MSE-Basiswahl analysiert und ge-
filtert. Dabei wurde der Schwellwert fiir alle Koeffizienten zu 7' = 2 - ¢ gewihlt.
Fiir alle 50 Realisierungen einer SNR-Stufe SNR, werden jeweils die resultie-
renden Fehlerbetrige

el) . (SNR,) Z |x(n) (n)|? (3.22)
berechnet und anschlieBend gemittelt:
50
emse(SNRy) Z :(SNR,) . (3.23)
Daraus kann das zugehorige SNR mittels

(S P
SNRMSE(SNRy) =10-log < eMSE(SNR ) (3.24)

berechnet werden. Die Berechnung des SNR bei Entropie-Basiswahl
SNREn (SNR,) erfolgt analog. Abbildung 3.26 zeigt die resultierenden
Verldufe SNRgq (SNRy) und SNRyise (SNR, ). Beide Basiswahlverfahren liefern
im Mittel etwa gleich gute Filterergebnisse, was den vorherigen Uberlegungen
entspricht.

Das mittlere Filterergebnis iiber mehrere Realisierungen ist also fiir beide Giite-
male gleich gut. Es wird nun untersucht, wie sich das SNR des gefilterten Signals
fiir einzelne Realisierungen verhilt. Dafiir werden 200 Realisierungen des wei-
Ben Rauschprozesses erzeugt. Die Varianz 67 ist so eingestellt, dass das mittlere
SNR des gestorten Signals 4 dB betrégt. Die sonstigen Parameter der Filterung
werden nicht verdndert. Es ergeben sich fiir die betrachteten Realisierungen die
SNR in Abbildung 3.27. Man erkennt nun, dass die Filterung mittels Entropie-
Basiswahl in Abbildung 3.27a mehrfach deutliche Abweichungen vom mittleren
SNR (gestrichelt) nach unten aufweisen. Solche Abweichungen treten bei der
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Abbildung 3.26: Filterergebnisse des Sinus-Impuls-Signals fiir verschiedene SNR
(jeweils 50 Realisierungen des Rauschens). Durchgezogene Linie:
SNRwmsg (SNRy), gestrichelte Linie: SNRgqy (SNR,)
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Abbildung 3.27: Verschiedene SNRs des gefilterten Signals fiir verschiedene Realisierun-
gen des weillen Rauschens bei einem SNR, von 4 dB

Filterung mittels MSE-Basiswahl nicht auf, wie in Abbildung 3.27b dargestellt
ist. Im Mittel sind zwar beide Filterungen in etwa gleich gut, bei der Entropie-
Basis ist es aber moglich, bei einer ungiinstigen Realisierung des Rauschens eine
Basis zu wihlen, mit der die Filterung deutlich schlechtere Ergebnisse liefert.
Die MSE-Basiswahl ist also robuster gegen mogliche Fehler bei der Basiswahl
aufgrund des weillen Rauschens.

Anders als bei weilem Rauschen besitzt beispielsweise farbiges Rauschen eine Pri-
ferenz in der Zeit-Frequenz-Ebene. Eine Maximierung der Entropie bei der Basis-
wahl kann zum einen dazu fiithren, dass viel Rauschenergie in einem Koeffizienten
gesammelt wird, der dann durch die Garrotte-Funktion relativ gering gefiltert wird.
Dies wire eine negative Auswirkung auf das Filterergebnis. Des Weiteren sorgt die
Spezialisierung der Basis auf die Storung fiir eine schlechtere Darstellung des Nutz-
signals in der Zeit-Frequenz-Ebene und damit zu einer schlechteren Filterung. Auf
der anderen Seite ist es allerdings moglich, dass die Storung durch eine moglichst
kompakte Zeit-Frequenz-Darstellung durch das Unterdriicken weniger Koeffizien-
ten besonders effizient entfernt werden kann. Dies stellt aber einen Sonderfall dar.
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Abbildung 3.28: Filterergebnisse des Sprachsignals fiir verschiedene SNR (jeweils 50 Rea-
lisierungen des farbigen Rauschens)

Beispiel 3.10 (Sprachsignalfilterung bei farbigem Rauschen)
Es wird nun als Nutzsignal ein Sprachsignal aus der PhonDat2-Datenbank ver-
wendet (,,Guten Tag™) [Bay]. Es wird ein weilles Rauschen der Varianz o? er-
zeugt und mittels des Filters

A

M CEEn )

.

. 20 =0,95-exp (]2)

in ein farbiges Rauschen umgewandelt. Dabei wird der Faktor A so gewihlt, dass
die maximale Verstirkung |G (z =exp(jZz))| = 1 betrigt. Die Stérung wird
soweit verstérkt, dass sich ein vorgegebenes SNR, von —5 bis 15 dB ergibt. Die
Uberlagerung von Sprachsignal und Stérung wird mittels AWP analysiert, eine
Basis basierend auf beiden GiitemaBen (MSE und Entropie) gewihlt und mittels
Wavelet-Schwellwertfilterung (Garrotte-Funktion) gefiltert. Der Schwellwert in
jedem Frequenzband p wird dabei zu T, = 2 - 0,, gewilhlt. Die Standardabwei-
chung o, der Stdrung im entsprechenden Frequenzband wird gemif

o, = median(|cy(p,n)|)/0,6745

geschitzt [DJ94, Mal99]. Das SNR des gestorten Signals wird zwischen —5 und
15 dB variiert. Fiir jede SNR-Stufe wird das oben beschriebene Vorgehen fiir
50 Realisierungen des Rauschens durchgefiihrt. Das zugehorige mittlere SNR
nach der Filterung wird durch die Gleichungen (3.22)—(3.24) berechnet. Die Er-
gebnisse sind in Abbildung 3.28 dargestellt. Im Gegensatz zu weillem Rauschen
liegt das geschitzte SNR bei MSE-Basiswahl immer 1 bis 4,5 dB iiber dem SNR
bei Entropie-Basiswahl. Insbesondere wichst der Gewinn bei MSE-Basiswahl
gegeniiber der Entropie fiir wachsendes SNR, an, siche Abbildung 3.28b. Dies
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Abbildung 3.29: Beispiel fiir ein Signal, dessen Komponenten nicht gleichzeitig kompakt in
einer orthonormalen Basis des Wavelet-Packet-Frames dargestellt werden
konnen

erklért sich dadurch, dass zwei Effekte zum Tragen kommen. Einerseits soll die
Sprache moglichst kompakt dargestellt werden. Das farbige Rauschen beeinflusst
die Entropie-Basiswahl und verschlechtert dadurch die Filterung. Bei niedrigem
SNR allerdings (starke Storung) ist es auch vorteilhaft, die Stérung komprimiert
darzustellen, damit sie moglichst wenige Koeffizienten des Nutzsignals beein-
flusst. Daher wird der Gewinn der MSE-Schiitzers geringer fiir schlechte SNR,,.

3.3 Filterung mit Hilfe des gesamten Wavelet-Packet-Frames

In Abschnitt 2.5.2 wurde ausfiihrlich erldutert, dass ein vollstindiges Wavelet
Packet einen Tight Frame darstellt. Es handelt sich also nicht um eine (orthonor-
male) Basis, sondern es sind redundante Informationen enthalten. Das Signal im
Zeitbereich (bzw. in der Wurzel des WP-Baumes) konnte z.B. allein aus den Ko-
effizienten cy ,(n) fiir k = 1 rekonstruiert werden, allerdings auch aus den Koeffi-
zienten der Stufe k = 2 oder jeder anderen Stufe. Diese Redundanz wurde bisher
dazu verwendet, um eine orthonormale, nicht-redundante Basis zu wihlen, die an
das gegebene Signal angepasst ist.

Generell ist es wiinschenswert (z.B. zur Signalanalyse, Kompression, Filter-
ung bei weiem Rauschen), dass sich ein Signal durch die verwendete Darstel-
lung in moglichst wenigen Koeffizienten darstellen lisst. Es gibt allerdings Fille,
in denen sich keine geeignete orthonormale Basis innerhalb des Wavelet-Packet-
Frames finden ldsst. Ein solches Signal zeigt Abbildung 3.29. Es besteht aus einer
Sinusschwingung und einem Dirac-Impuls. Die Koeffizientenenergie in der Zeit-
Frequenz-Ebene fiir die beste Basis gemifl Entropie-Wahl ist in Abbildung 3.29b
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gezeigt. Man erkennt, dass die Sinus-Komponente aufgrund ihrer groBen Ener-
gie gegentiber dem Impuls frequenzscharf dargestellt wird. Auch der Dirac-Impuls
wird in der oberen Hilfte der Zeit-Frequenz-Ebene gut, also hier zeitscharf, re-
préasentiert. Jedoch sorgt die Dominanz der Sinusschwingung fiir eine suboptima-
le Darstellung des Impulses in der unteren Hilfte der Zeit-Frequenz-Ebene. Die
Energie des Impulses verteilt sich auf viele Koeffizienten. Wiirde dieses Signal mit
weilem Rauschen tiberlagert und mittels Wavelet-Schwellwertfilterung gefiltert, 14-
gen viele Koeffizienten, die Signalenergie der Impulskomponente tragen, unterhalb
oder in der Nihe des Schwellwertes und wiirden stark gefiltert. Fiir den Dirac-
Impuls wire die kompakteste Basiswahl der Wurzelknoten co o(n), also der diskrete
Zeitbereich. Auch in den Koeffizienten anderer Knoten mit geringer Tiefe k£ wire
seine Energie noch weitestgehend konzentriert. Obwohl also im Wavelet-Packet-
Frame Basisfunktionen enthalten sind, die den Impuls gut darstellen, sind diese
nicht Teil der gewihlten orthonormalen Basis. Sie spielen daher bei der Filterung
bisher keine Rolle.

Es wurden bereits Verfahren entwickelt, die eine nicht-orthogonale Darstellung
aus dem Wavelet-Packet-Frame wihlen. Die beiden bekanntesten Verfahren dieser
Art heilen Matching Pursuit von Mallat und Zhang [MZ93], sowie Basis Pursuit
von Chen, Donoho und Saunders [CDS98]. Beide Verfahren werden kurz in Ab-
schnitt 3.3.1 vorgestellt. Sie haben allerdings den Nachteil, dass die Berechnungen
sehr zeitintensiv sind. Des Weiteren werden auch hier nur eine Untermenge aller
Basisfunktionen des Frames verwendet. Die Grundidee des in Abschnitt 3.3.2 ent-
wickelten Verfahrens ist daher, dass unter Einbeziehung aller Koeffizienten eines
Wavelet Packets eine bessere Filterung moglich ist, da dadurch die Redundanz des
Wavelet Packets groStmoglich genutzt wird. Dabei sollen die einzelnen Koeffizi-
enten bzw. Basisfunktionen gemif ihrer Giite zur Filterung beriicksichtigt werden.
Das entwickelte Verfahren wird in Abschnitt 3.3.3 validiert.

3.3.1 Nicht-Orthogonale Signaldarstellungen

Beide der im Folgenden vorgestellten Verfahren zielen darauf ab, ein Signal x(r)
mittels einer bestimmten Anzahl N an Funktionen ¢;(¢) zu approximieren.

N
x(t) %ZCi(Pi(f)
i=1

Die Gesamtheit aller N, Funktionen ¢;(¢) bildet den Frame F (das Wavelet Packet):

F = {‘Pi(t)}lgigzvq, . (3.25)

Dabei ist die Wahl der Funktionen zur Signaldarstellung nicht auf orthonormale Ba-
sen eingeschrinkt. Auf beide Verfahren trifft zu, dass sie gegeniiber der Wahl einer
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orthonormalen Basis sehr viel langsamer sind und somit in Online-Anwendungen
nicht zum Einsatz kommen konnen.

Matching Pursuit

Im Folgenden werden alle Signale als Vektoren (z.B. x) geschrieben. Das Matching
Pursuit ist ein iteratives Verfahren. Im ersten Schritt wird das Signal x lediglich

durch die Funktion ?, dargestellt, wobei der Koeffizient co = <§, 90> dem Betrage

nach von allen Koeffizienten der grofte sei. Der Anteil des Signals x, der nicht von
?, dargestellt werden kann, ist das sogenannte Residuum:

1
Res\) =x— <£,90>90
Es wird nun in jedem Iterationsschritt m diejenige Framefunktion @, zur Signaldar-

stellung hinzugenommen, die mit dem entsprechenden Residuum Res(xm) die grofite
Korrelation aufweist, also den Koeffizienten mit grofitem Betrag besitzt. Die Pro-

jektion des Residuums @"1) auf diese Funktion wird vom Residuum selbst subtra-

hiert, um das neue Residuum @m+l) zu erhalten:
@)((m—kl) _ @n1) . <R469§¢m),9m>ﬂm

Das Verfahren bricht ab, wenn N Framefunktionen der Signaldarstellung von x hin-
zugefiigt wurden. Alternativ konnen die Iterationen auch enden, wenn das Residu-
um unter eine bestimmte Schranke fillt. Das Signal x wird schlieBlich durch

=3 (e, ), + s

m=0
dargestellt. Angewandt auf Wavelet Packets bedeutet dies, dass das Signal x zuerst
vollstidndig mittels einer Multiraten-Filterbank zerlegt wird. Anschlie3end wird der
betragsmiBig grofite Koeffizient im gesamten Paket gesucht. Alle Koeffizienten au-
er diesem einen miissen zu null gesetzt und eine Signalsynthese durchgefiihrt wer-
den. Man erhélt so durch Subtraktion des rekonstruierten Signals im Wurzelknoten

vom zeitdiskreten Signal x das erste Residuum R@(l). Dieses muss nun fiir jede
Iteration durch die vollstindige Filterbank analysiert, der groBte Koeffizient ge-
funden und dieser zuriicktransformiert werden. Pro Funktion [ in der gewihlten
Signaldarstellung muss also eine WP-Analyse und Synthese durchgefiihrt werden.
Dies bedeutet einen sehr hohen Rechenaufwand. Das zweite Problem dieses Verfah-
rens ist, dass die gefundene Signaldarstellung nicht global optimal sein muss. Wenn
beispielsweise die erste gefundene Framefunktion nicht Teil der global optimalen
Losung ist, kann die mittels Matching Pursuit gefundene Darstellung insgesamt
nicht global optimal sein. Dieses Problem wird von Basis Pursuit gelost.
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Basis Pursuit

Basis Pursuit wurde von Chen, Donoho und Saunders [CDS98] entwickelt und stellt
ein globales Optimierungsverfahren zur Signaldarstellung dar. Es wird dabei die
L;-Norm der Koeffizienten

N
Dl
i=1

unter der Nebenbedingung

N
X = g ¢ 9,
i=1

minimiert. Dieses Optimierungsproblem ist zunéchst nichtlinear, kann aber in ein
lineares Optimierungsproblem umformuliert werden. Im Gegensatz zu Matching
Pursuit erhélt man eine global optimale (bzgl. der L;-Norm), nicht-orthogonale Si-
gnaldarstellung. Jedoch ist der Rechenaufwand nochmals deutlich groer [Mal99].

3.3.2 Das Verfahren der Redundanten Synthese

Die bisherigen nicht-orthogonalen Verfahren wurden unter dem Gesichtspunkt ei-
ner optimalen Signaldarstellung mittels nicht-orthogonaler Funktionen eines Fra-
mes entwickelt. Dabei war vor allem der hohe Rechenaufwand ein grofles Problem.
Die grundlegende Idee des im Folgenden prisentierten Verfahrens ist, dass samtli-
che Framefunktionen in die Signaldarstellung bzw. Filterung eingehen. Dabei sol-
len allerdings alle Funktionen gemif8 ihrer Giite, also abhingig von ihrer Nutz- und
Storenergie, beriicksichtigt werden. Als Giite wird dabei das geschitzte MSE (3.19)
jedes Koeffizienten aus Abschnitt 3.2 verwendet.
Folgende Schritte miissen zunéchst vorausgesetzt werden:

1. Das gegebene gestorte Signal wurde mittels einer (reellen oder analytischen)
Wavelet-Packet-Filterbank analysiert.

2. Eine zeit-frequenz-abhingige Schitzung der Storung wurde durchgefiihrt
(siehe Abschnitt 4.3 bis 4.5).

3. Die Koeffizienten in allen Knoten des Wavelet Packets wurde mittels
Wavelet-Schwellwertfilterung gefiltert.

4. Auf Basis der Koeffizienten des gestorten Signals wurde eine MSE-
Schitzung fiir jeden Koeffizienten des Wavelet Packets durchgefiihrt (siche
Gleichung (3.19)).
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£(n)
[T]

Filterung 1] Mittelung
I Xr(n)

Abbildung 3.30: Ein Iterationsschritt des Verfahrens der Redundanten Synthese

Da das Verfahren moglichst wenig Rechenzeit in Anspruch nehmen soll, wird dhn-
lich wie bei der orthonormalen Basiswahl das Gesamtproblem auf das sich wieder-
holende Teilproblem eines einstufigen Wavelet-Packet-Baums reduziert. Dies ist in
Abbildung 3.30 dargestellt. Die gefilterten Koeffizienten des Elternknotens werden
mit X (n) bezeichnet, die der beiden Folgeknoten mit Xp; (n') und Xz (n'). Durch
eine Stufe der Synthese-Filterbank kann aus den Folgekoeffizienten Xz (n) und
Xrp(n') ein Filterergebnis X (n) im Raum des Elternknotens berechnet werden.
Bei Wahl einer orthonormalen Basis iiber das in Abschnitt 2.5.3 beschriebene Ver-
fahren wiirde nur eines der beiden Filterergebnisse verwendet werden (Xg(n) oder
Xr(n)), das andere wiirde verworfen. Die Beriicksichtigung beider Filterergebnisse
kann nun iiber eine gewichtete Mittelung

wr(n) Xr(n) +wg(n) Xg (n)
wr(n) +wg(n)

erreicht werden. Die Gewichte wrg bzw. wg sollen aus den geschitzten quadra-
tischen Fehlern (MSE) der Koeffizienten berechnet werden. Je kleiner der MSE,
desto ,,besser* ist der Koeffizient und desto grofler sollte das Gewicht gewihlt wer-
den.

Transformation des MSE

Ein Problem besteht allerdings darin, dass der MSE fiir die Eltern- und Folgeko-
effizienten in unterschiedlichen Signalrdumen geschitzt wurde. Fiir die Mittelung
der Koeffizienten werden diese allerdings in den selben Raum (den der Elternko-
effizienten) transformiert. Aus diesem Grund miissen auch die MSE der Folgeko-
effizienten in die nédchsthohere Ebene umgerechnet werden. Durch die Faltung in
einer Synthese-Filterbankstufe wird ein Koeffizient des Elternknotens von mehre-
ren Koeffizienten der Folgeknoten beeinflusst. Dies kann bei der Umrechnung des
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MSE dadurch beriicksichtigt werden, indem der MSE ebenfalls mit der Synthese-
Filterbank von den Folgeknoten zum Elternknoten transformiert wird. Da der MSE
allerdings bereits eine quadratische GroBe ist und eine Filterbankstufe die Ener-
gie des Eingangssignals erhélt, muss vor der Transformation die Wurzel des MSE
gezogen werden. Man erhilt damit

Xr(n) = WP, {XpL(n), Xpu(n')}
2
RF(n) = (\’VP]1 {\/IQFL(H'), \/IQFH (n') }) )

wobei WPI*l eine einstufige inverse Wavelet-Packet-Filterbank bezeichnet.

Berechnung der Gewichte

Nach der Transformation der Folgekoeffizienten und der zugehorigen quadrati-
schen Fehler in den Raum der Elternkoeffizienten miissen aus dem MSE der El-
ternkoeffizienten R () und der transformierten Folgekoeffizienten Ry (n) passende
Gewichte berechnet werden. Je groBer der MSE, desto kleiner muss das Gewicht
sein. Dazu eignet sich beispielsweise eine abklingende Exponentialfunktion. Da
der MSE allerdings fiir Signale groer Energie ebenfalls groflere Werte annimmt,
als bei Signalen kleiner Energie, sollte der MSE der Koeffizienten relativ zum ma-
ximalen MSE R,,.x aller Koeffizienten betrachtetet werden. Die Gewichte werden
daher nach den Formeln

wg(n) = exp (_ij(n) -a) (3.26)
wr(n) = exp (—];F(n) -a> (3.27)

gebildet. Ein Koeffizient mit einem MSE nahe null wird dann mit w = 1 gewich-
tet, derjenige Koeffizient mit dem maximalen MSE dagegen mit w = exp(—a).
Uber den Faktor a kann daher eingestellt werden, wie klein das Gewicht des Ko-
effizienten mit maximalem MSE ist. Dies beeinflusst auch alle anderen Gewichte.
Als zweckméBig haben sich Werte zwischen 10 und 30 herausgestellt, wie in Ab-
schnitt 5.4 experimentell gezeigt wird.

Gegen die Normierung auf den maximalen MSE spricht, dass unklar ist, wie
»gut* oder ,,schlecht* dieser tatsdchlich ist. Daher erscheint eine allgemein giiltige
Einstellung des Parameters a als schwierig. Eine andere Moglichkeit der Nomie-
rung wire der Bezug auf die Signalenergie E, des gestorten Signals. Experimen-
tell konnte allerdings durch Normierung auf die Signalenergie keine wesentlichen
Verbesserungen gegeniiber der Normierung auf den maximalen MSE festgestellt
werden.
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Gewichtete Mittelung

Nach der Berechnung der Gewichte ist eine Mittelung der Koeffizienten moglich:

< wi(m)Re(n) + we (n)Re (n)
X(n) = we (n) +wr(n) o

— (1= W (n)) X () + wip () - (n), Wi () =

Erweiterung auf K Stufen

Bisher wurde lediglich eine einstufige Wavelet-Packet-Filterbank betrachtet. Fiir
eine vollstindige Filterbank der maximalen Tiefe K ldsst sich die beschriebene
Vorgehensweise iterativ anwenden. Dabei werden zunichst alle Koeffizienten der
untersten Ebene K sowie die zugehorigen MSE eine Ebene hoher transformiert,
die Gewichte berechnet und die gewichtete Mittelung der Koeffizienten durchge-
fiihrt. Dies ldsst sich fiir den gesamten WP-Baum von unten nach oben fortsetzen,
bis schlieBlich die Wurzel und damit das Signal im Zeitbereich erreicht ist. Je-
doch muss beachtet werden, dass die Koeffizienten eines Folgeknotens der Ebene
k' < K, der durch eine gewichtete Mittelung hervorgegangen ist, die Informatio-
nen der eigenen sowie aller unter ihm liegenden K — k' Ebenen triigt. Dies muss
bei der Berechnung der Gewichte beriicksichtigt werden, indem die Gewichte eines
Folgeknotens in Ebene k mit K — k verstirkt werden.

Diese Aussage wird nun auch mathematisch gezeigt. Aufgrund der Linearitit der
Wavelet-Packet-Transformation wire es moglich, die gefilterten Koeffizienten und
die zugehorigen MSE jeder Ebene in den Zeitbereich zuriick zu transformieren und
dort zu mitteln. Das gesamte Filterergebnis im Zeitbereich ergibt sich dann durch

YK ) Kilw)
X(n)= . 3.29
=5 ) (329

Dabei bezeichnet X;(n) das Filterergebnis im Zeitbereich, wenn allein die Koeffi-
zienten der Ebene k zur Synthese verwendet werden. ¥(n) sind die zugehdrigen
Gewichte, die aufgrund der Mittelung in der Ebene k = 0 (Zeitbereich) nicht mit
den Gewichten wg (1) bzw. wg (n) tibereinstimmen. Zur Vereinfachung der Schreib-
weise wird im Folgenden der Zeitindex n nicht geschrieben. Spaltet man von der
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Summe in Gleichung (3.29) die Filterergebnisse der untersten Ebenen K bis k' + 1
ab, so erhilt man:

— 1
X= SF : Z Vka-f—ZYka

k=k'+1

1 Zk w1 Ye(n v N
= : Ye(n)+ > nXe
ZkK:on ( Zk k/+17k( ) Z kz:;

k=k'+1

Werden die Filterergebnisse und Gewichte der Ebenen K bis k' + 1 gemiR

Zk w1 e(n ) k(n)

Xk’+1 und
Zk:k/+1 %e(n)
1 K
Y=g Z %e(n)
k=k'+1
gemittelt, so ergibt sich schlieBlich
1 K—1
X:Ki (K_k/)7k/+1xk’+l+Yk’Xk’+ZYk'Xk
> k=0 %k k=0

Man erkennt, dass bei einer Fusionierung des gemittelten Filterergebnisses
Xp41(n) mit dem Filterergebnis Xjs(n) der nichsthoheren Ebene &’ mittels ge-
wichteter Mittelung das mittlere Gewicht ¥, (n) mit (K — k') verstirkt werden
muss. Da die Wavelet-Packet-Transformation eine lineare Transformation ist, kann
die Mittelung auch anstatt in der Ebene k = 0 in der entsprechenden Ebene k = &’
durchgefiihrt werden. Es ergibt sich damit folgendes Vorgehen:

1. Analysiere das gestorte Signal mittels Wavelet Packets.

2. Schitze fiir jeden Koeffizienten den MSE.

3. Filtere die Koeffizienten aller Knoten mittels Wavelet-Schwellwertfilterung.
4. Setze k=K — 1.

5. Wihle die Knoten der Ebene k als Elternknoten.

a) Transformiere den gemittelten MSE sowie die gemittelten Koeffizien-
ten der Ebene k+ 1 in die Ebene k.
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b) Berechne mittels der Formel (3.26) die Gewichte der Koeffizienten der
Elternknoten und mittels

wr(n) = (K —k)-exp (—IZE;) -a) (3.30)

die Gewichte der Koeffizienten der Folgeknoten. Fiihre die gewichtete
Mittelung der Koeffizienten nach Gleichung (3.28) durch.
¢) Mittle die Gewichte wg (n) und wr (n)

1
We(n) = 17K % (wg(n) +wr(n))
und berechne den zugehoérigen MSE durch Umkehrung von Glei-
chung (3.26) mittels

D Rmax

Re(n) = =" 1n (w (1)

6. Dekrementiere die Ebene k.

7. Wiederhole Schritt 5 und 6 bis zum Erreichen des Wurzelknotens.

3.3.3 Validierung

Betrachtet man die Laufzeit des vorgestellten Verfahrens im Vergleich zur Filter-
ung in einer orthonormalen Basis, so ist diese ungefihr um den Faktor zwei grofer.
Dies riihrt daher, dass die Filterbank nicht nur die Koeffizienten, sondern zusitzlich
auch den MSE transformieren muss. Die Rechenkomplexitit 1dsst sich damit durch
O(Nlog, N) bei einem Signal der Linge N angeben. Verglichen mit Matching Pur-
suit ist der Rechenaufwand betrichtlich kleiner, da die Filterbank beim Verfahren
der Redundanten Synthese insgesamt nur dreimal berechnet werden muss (einmal
zur Analyse und zweimal zur Synthese von Koeffizienten und MSE). Im Gegensatz
dazu muss bei Matching Pursuit fiir jede verwendete Basisfunktion eine Analyse
und Synthese durchgefiihrt werden. Verwendet man N Basisfunktionen fiihrt dies
zu einer Rechenkomplexitit von O(N?log, N).

Abschlieend soll anhand eines Beispiels dhnlich der Motivation in Abbil-
dung 3.29 der Vorteil des entwickelten Verfahrens verglichen mit einer orthonor-
malen Basiswahl gezeigt werden.

Beispiel 3.11 (Filterung bei Anwendung der Redundanten Synthese)
Es wird das kurze Signal mit N = 128 Werten in Abbildung 3.31a betrachtet. Es
besteht aus zwei Komponenten: einer Rechteckfolge und einem Dirac-Impuls.
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Abbildung 3.31: Vergleich der Filterung in einer orthonormalen Basis und mittels der Red-

undanten Synthese
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Das Signal wird mit einem weillen, normalverteilten Rauschen der Standard-
abweichung ¢ = 0,08 iiberlagert. Aufgrund der kurzen Signalldnge in diesem
Beispiel wird zur Analyse das Haar-Wavelet verwendet. Zur Filterung wird die
Garrotte-Funktion eingesetzt. Die Redundante Synthese ergibt das gefilterte Si-
gnal im Zeitbereich in Abbildung 3.31c, sowie in der Zeit-Frequenz-Ebene in
Abbildung 3.31d. Beide Komponenten sind in beiden Abbildungen gut zu er-
kennen. Wird dagegen mittels der Entropie als Giitemal} eine orthonormale Ba-
sis gewdhlt und das Signal rekonstruiert, erhilt man die Ergebnisse in den Ab-
bildungen 3.31e und 3.31f. Man erkennt, dass die Rechteckfolge etwas besser
als mittels der Redundanten Synthese gefiltert wurde. Dies liegt daran, dass die
Rechteckfolge die dominante Signalkomponente ist und in der gewéhlten Basis
in einem einzigen grofen Koeffizienten mit gutem lokalen SNR dargestellt wird.
Allerdings sorgt die dominante Komponente auch fiir eine schlechte Darstellung
des Dirac-Impulses in gro3en Bereichen der Zeit-Frequenz-Ebene. Dies fiihrt zu
einer Uberfilterung der Impulskomponente. Sie ist im gefilterten Signal durch die
Basiswahl fast vollig verschwunden. Das Verfahren der Redundanten Synthese
garantiert dagegen, dass keine Signalkomponente aufgrund einer Unvereinbar-
keit mit anderen Komponenten schlecht gefiltert wird.

Beispiel 3.12 (Sprachsignalfilterung mittels Redundanter Synthese)

Als Nutzsignal wird nun das Sprachsignal aus Beispiel 3.10 verwendet und mit
einem weillen, normalverteilten Rauschen mit Standardabweichung o = 0,05
iiberlagert. Das reine und das gestorte Signal sind in den Abbildungen 3.32(a)
und (b) gezeigt. Als Schwellwert der Garrotte-Filterung wurde 7 = 1,50 ge-
wihlt. Man erhélt damit die Filterergebnisse in den Abbildungen 3.32(c) und
(d). Das Ergebnis mittels Redundanter Synthese enthilt weniger Rauschen. Dies
gilt ebenfalls, wenn man das SNR wie in den vorangegangenen Beispielen fiir
50 Realisierungen des Rauschens mittelt. Es ergibt sich dann fiir die Redundante
Synthese ein mittleres SNR von 32,4 dB und fiir die Basiswahl ein SNR von 29,9
dB. Der subjektive Eindruck ist sogar noch deutlich besser, da das sogenannte
Musical Noise (siehe Abschnitt 2.6.2) reduziert ist. Das bessere Filterergebnis
ergibt sich dadurch, dass durch die Mittelung iiber mehrere Ebenen bei der Red-
undanten Synthese eine zusitzliche Rauschreduktion eintritt. Man kann daher
den Schwellwert zur Filterung niedriger setzen, um bei gleichem Restrauschen
weniger Sprachverzerrungen zu erhalten.

Senkt man den Schwellwert weiter auf 7 = ¢ ab, so ergeben sich dann auch
deutlichere Unterschiede bzgl. des SNR. Fiir die Redundante Synthese erhélt
man nach der Filterung 31,5 dB, fiir die Basiswahl lediglich 22,4 dB.
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Abbildung 3.32: Sprachsignalfilterung in einer orthonormalen Basis und mittels der Redun-
danten Synthese



4 Nichtstationare Sprachsignalfilterung

Bisher wurde das Problem der Zeit-Frequenz-Filterung fiir allgemeine Signale be-
trachtet. In diesem Kapitel sollen die in Abschnitt 3.1 entwickelten Analytischen
Wavelet Packets und das Verfahren zur optimalen Basiswahl unter Storeinfluss (Ab-
schnitt 3.2) zur Filterung von Sprachsignalen eingesetzt werden. Dabei wird ebenso
wie in den vorangegangenen Kapiteln lediglich die Uberlagerung eines Sprachsi-
gnals x(7) mit einer additiven Storung d(¢) betrachtet. Die Entfernung des Hall-
Effekts wird nicht behandelt.

Die Motivation zur Filterung von Sprache liegt in den vielfiltigen Anwendungen
wie Horgeriten, Freisprecheinrichtungen etc. und wurde in Kapitel 1 bereits aus-
fiihrlich dargelegt. In dieser Arbeit liegt der Fokus auf der Verbesserung der Sprach-
qualitit. Dies ist im Allgemeinen nicht gleichbedeutend mit einer Verbesserung der
Erkennungsrate fiir Spracherkennungssysteme. Der Begriff ,,Sprachqualitét* ist ein
subjektiver Begriff, der schwierig exakt zu definieren ist. Einerseits ist es das Ziel
der Filterung, moglichst viel Storenergie zu entfernen. Andererseits soll dabei die
Sprache selbst moglichst wenig beeintrichtigt werden.

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliedert: Zunichst bietet Abschnitt 4.1 eine Einfiih-
rung in die charakteristischen Eigenschaften von Sprache, um die Herausforderung
der gestellten Aufgabe aufzuzeigen. Anschliefend findet eine Klassifikation ver-
schiedener Audiostorungen statt, die eine separate Behandlung in der Storschitzung
erfordern. Aufgrund des stark nichtstationdren Charakters der Sprache, wie auch
vieler Audiostérungen, liegt eine Filterung mittels Zeit-Frequenz-Darstellungen na-
he. Die Filterung ist somit nichtstationdr, also zeitlich veridnderlich. Abschnitt 4.2
bietet einen Uberblick iiber das vollstindige Verfahren. Dieses beinhaltet im We-
sentlichen die Schitzung der Storenergie in der Zeit-Frequenz-Ebene fiir die ver-
schiedenen Storerklassen in den Abschnitten 4.3 bis 4.5 sowie eine auf Grundlage
dieser Storschitzung durchgefiihrte Schwellwertfiltung, auf die in Abschnitt 4.6
niher eingegangen wird.

4.1 Charakteristische Eigenschaften von Sprache

Schall l4dsst sich als mechanische Druckwelle in einem Medium beschreiben. Dies
kann Luft, aber auch Wasser, sonstige Gase oder ein Festkorper sein. Da sich Schall
also als Welle ausbreitet, besitzt er typische Welleneigenschaften wie Frequenz und
Amplitude. Der Mensch erzeugt Schall im Wesentlichen auf drei Arten [Wen04,
RS78]:



122 4 Nichtstationdre Sprachsignalfilterung

1. Stimmbhaft: Luft stromt an der Glottis, dem Spalt zwischen den Stimmbén-
dern, vorbei und regt diese zu Schwingungen an. Es bildet sich je nach Spre-
cher und gewihlter Tonhohe eine Grundfrequenz mit Obertdnen aus. Dies ist
z.B. bei den Vokalen der Fall.

2. Frikativ: Luft stromt durch eine Engstelle, normalerweise zwischen Zunge
und Mundraum, was zu turbulenten Verwirbelungen fiihrt. Dies erzeugt einen
rauschédhnlichen Ton. Ein Beispiel ist das ,,s*.

3. Plosiv: Hinter den Lippen oder der Zunge wird Druck aufgebaut, der schlief3-
lich ,,explosionsartig* entlassen wird. Als Beispiel sei das ,,t* oder ,,b* ge-
nannt.

Der Schall entsteht also im Rachen- oder Mundraum, die zusammen mit dem Na-
senraum den sogenannten Vokaltrakt bilden. Der Vokaltrakt stellt einen variablen
Resonanzkorper dar und besitzt bestimmte Resonanzfrequenzen, die sogenannten
Formanten, sowie auch Frequenzen starker Dampfung, die Anti-Formanten genannt
werden. Der Vokaltrakt 1dsst sich stark variieren z.B. durch das Schlieen der Lip-
pen, die Position des Gaumensegels und vor allem die Lage der Zuge, wodurch sich
das Resonanzverhalten und damit die Formanten verindern. Eben diese Formanten
sind es aber im Wesentlichen, die dariiber entscheiden, welcher Laut gesprochen
wird. Bei normaler menschlicher Sprache éndert sich der Vokaltrakt und damit der
gesprochene Laut etwa alle 30 - 100 ms. Sprache ist damit selbst ein hochst nicht-
stationires Signal.

4.1.1 Phonemklassen und spektrale Eigenschaften

Das Fachgebiet der Phonetik bezeichnet als ,,Phonem* (Laut) die kleinste bedeu-
tungsunterscheidende Einheit einer bestimmten Sprache. Sie sind daher (zumindest
in der deutschen Sprache) unabhéngig von Tonhohe oder Lautstirke . Die Phoneme
entsprechen im Deutschen in etwa den Buchstaben des Alphabets. Es existieren al-
lerdings mehr Phoneme als Buchstaben. So bilden drei Buchstaben den Laut ,,sch*,
der allerdings ein eigenes Phonem darstellt. Nach [RS78] lassen sich die Phoneme
in verschiedene Klassen unterteilen. Gliedert man sie vereinfacht nach der haupt-
sdchlichen Anregungsart, ergeben sich die folgenden drei Klassen.

Vokale und Nasale

Die Vokale entstehen durch die erste Anregungsart, also durch die Vibrationen der
Stimmbénder. Sie zeichnen sich daher durch ein Spektrum mit scharfen Spektralan-
teilen bei Vielfachen der Grundfrequenz aus. Die Grundfrequenz bestimmt dabei
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die Tonhohe. Die verschiedenen Vokale unterscheiden sich durch den Frequenz-
gang des Vokaltraktes. Die meiste Signalenergie ist bei Vokalen im Frequenzbe-
reich unterhalb von 2 kHz konzentriert. Beispielhaft sind die Betragsspektren der
Laute ,,a* und ,,e* in den Abbildungen 4.1(a) und (b) gezeigt.

Auch bei der Gruppe der Nasalen wird der Vokaltrakt durch die Stimmbénder
angeregt, jedoch entweicht die Luft nicht durch den Mund, sondern durch die Nase.
Beispiele fiir Spektren von Nasalen sind in den Abbildungen 4.1c und (d) gezeigt.

Frikative

Frikative entstehen, wie der Name schon sagt, hauptsichlich durch die in der obigen
Aufzdhlung unter Punkt zwei beschriebene rauschihnliche Anregung des Vokal-
traktes. Sie besitzen daher auch wesentliche hohe Frequenzanteile. Zusétzlich zur
frikativen Anregung kann noch die stimmhafte Anregung durch die Stimmbénder
hinzukommen. Man kann daher zwischen stimmhaften und stimmlosen Frikativen
unterscheiden. Beispiele fiir Frikative sind das stimmlose ,,s* wie in ,,Rasse* oder
das stimmhafte Phonem ,,w* wie in ,,Lowe*. Abbildung 4.1e zeigt das Betragsspek-
trum des Lautes ,,s%.

Plosive

Die plosiven Phoneme entstehen durch den Aufbau von Druck hinter der Zunge
oder den Lippen und dessen plotzliche Freilassung. Dies sind beispielsweise das
LU wie in ,toll* oder das ,,b* wie in ,,Bild*. Aufgrund der Produktion des Lautes
sind Plosive von Natur aus zeitlich sehr kurz und haben daher gemal des Zeitdauer-
Bandbreite-Produktes (s. Abschnitt 2.1.1) ein breites Spektrum. Dies ist beispiel-
haft fiir den Laut ,,t in Abbildung 4.1f gezeigt.

4.1.2 Quellen-Filter-Modell

Wihrend die Phonetik detailliert zwischen verschiedenen Phonemklassen unter-
scheidet, ist fiir den praktischen Einsatz meistens eine vereinfachte Modellierung
zweckmaBiger. Dabei wird zunéchst das gesamte Spracherzeugungssystem ledig-
lich auf die Anregung des Vokaltraktes V (f) durch ein Anregungssignal U (f) redu-
ziert [Wen04]. Es wird also die Glottis sowie die Lippenabstrahlung vernachlissigt,
bzw. mit in das Verhalten des Vokaltraktmodells einbezogen. Das Anregungssignal
setzt sich, je nach Phonem mit unterschiedlicher Gewichtung, aus einem stimm-
haften und einem stimmlosen Anteil zusammen, was in Abbildung 4.2 dargestellt
ist. Die stimmhafte Anregung wird als ideale Dirac-Folge im Frequenzbereich mo-
delliert, wobei die Periodendauer der Folge gerade der Grundfrequenz des Lautes
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Abbildung 4.1: Beispielhafte Spektren fiir verschiedene Phoneme
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Abbildung 4.2: Quellen-Filter-Modell

entspricht und damit die Tonhohe bestimmt. Die stimmlose Anregung wird dage-
gen als stochasticher weiler Rauschprozess angenommen, dessen Leistungsdichte
sich gleichmiBig auf den gesamten Frequenzbereich verteilt. Der Vokaltrakt selbst
wird aufgrund der Wichtigkeit der Formanten, sowie der vergleichsweise einfachen
Schitzbarkeit der Filterkoeffizienten als AR-Modell (autoregressives Modell, sie-
he [KJOS8]) angesetzt.

Mit dieser vereinfachten Art der Modellierung lassen sich die meisten Phone-
me hinreichend gut nachbilden. Jedoch stellt selbst ein Sprachsignal mit diesen
vereinfachten Annahmen hohe Anforderungen an die Filterung. Zum einen ist ein
Sprachsignal hochgradig nichtstationér, da sich alle 30-100 ms die Konfiguration
des Vokaltraktes bzw. die Anregung dndern. Des Weiteren weisen die Phoneme
groBe Unterschiede beziiglich ihrer Zeit-Frequenz-Energieverteilung auf. Wihrend
z.B. Vokale frequenzscharf und zeitlich lang ausgedehnt sind, konzentriert sich die
Energie von Plosiven auf einen kiirzeren Zeitraum, aber einen breiteren Frequenz-
bereich. Da auch die in der Natur vorkommenden Stérungen sehr verschieden und
dariiber hinaus oft nichtstationér sind, stellt die Filterung von Sprachsignalen eine
groB3e Herausforderung an die Filterung dar.

4.2 Uberblick

Im Folgenden soll ein Uberblick iiber das in dieser Arbeit entwickelte Filterverfah-
ren gegeben werden. Da es sich bei Sprache wie auch bei akustischen Stérungen im
Allgemeinen um nichtstationire Signale handelt, liegt die Verwendung von Zeit-
Frequenz-Filterverfahren (Abschnitt 2.6) nahe. Dies wire prinzipiell auch mittels
einer STFT-basierten Filterung moglich. Jedoch ist aufgrund der grofen Vielfalt
menschlicher Laute wie auch akustischer Storungen die Verwendung von anpas-
sungsfihigen Zeit-Frequenz-Darstellungen wie Wavelet Packets sinnvoller.
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4.2.1 Ablauf der Filterung

Die Filterung eines verrauschten Signals kann als Trennung in reines Signal und
Storung verstanden werden. Werden keinerlei Voraussetzungen und Annahmen an
das Sprachsignal und die Storung gestellt und liegen dariiber hinaus keine weiteren
Information z.B. von einem zweiten Mikrofon vor, so lisst sich diese Trennungsauf-
gabe nicht durchfithren. Im Gegensatz zu Techniken mit mehreren Mikrofonen wie
Beamforming [FMF92] soll in dieser Arbeit lediglich das Signal eines einzelnen
Mikrofons genutzt werden. Es miissen daher Voraussetzungen getroffen werden.
Da es sich bei dem Nutzsignal um Sprache mit den im vorigen Abschnitt erldu-
terten Eigenschaften handelt, konnen folgende Annahmen getroffen werden. Ein
Sprachsignal:

e ist stark nichtstationir (stationédrer Zeitraum 30-100 ms),
* erstreckt sich auf den gesamten horbaren Bereich (bis 20 kHz) und
* hat gro3e Energie nur im Bereich unter 2 kHz (stimmhafte Sprache).

Diese Annahmen reichen leider nicht aus, um Stérungen jeglicher Art von Sprache
zu trennen. Daher muss weitere Information iiber die Stérung herangezogen wer-
den. Dazu wird die Storenergieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene geschitzt, um
die Storung moglichst effektiv entfernen zu konnen.

Abbildung 4.3 zeigt einen Uberblick iiber das Verfahren. Zunzichst wird das ge-
storte, zeitdiskrete Signal y(n) mittels Analytischer Wavelet Packets zerlegt und
die Koeffizienten c,(p,n) der besten Basis gewihlt. Dabei stellt p den Index des
Frequenzbandes und n den zeitlichen Koeffizientenindex innerhalb des entspre-
chenden Frequenzbandes dar. Da die spitere Filterung lediglich die Betrige der
Koeffizienten verdndert, nicht jedoch die Phase, werden im Folgenden nur noch
die Koeffizientenbetrige |c,(p,n)| weiterverarbeitet. Aus diesen wird zundchst die
Storenergieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene, also der Stéranteil ¢, (p,n), die
jeder einzelne Koeffizient enthilt, geschitzt. Daraus konnen Schwellwerte ¢y (p,n)
fiir jeden einzelnen Koeffizienten abgeleitet werden. Die Verfahren zur Storschit-
zung und Schwellwertbestimmung hingen allerdings von der Art der Stérung ab
und werden in den Abschnitten 4.3 bis 4.5 niher erldutert. Mit den Schwellwerten
¢ (p,n) konnen die Betriige der gestorten Koeffizienten gefiltert werden.

SchlieBlich werden die gefilterten Koeffizientenbetriige |cfic(p,n)| mit der Phase
der gestorten Koeffizienten durch

Cﬁlt(p,n) = |Cﬁlt(]7,n)| . elc}'(p-,")

kombiniert. Die inverse AWP-Transformation liefert das gefilterte Sprachsignal.
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Abbildung 4.3: Uberblick iiber die Sprachsignalfilterung

4.2.2 Klassifikation von Stérungen

Wie bereits erwiéhnt, ist das zu verwendende Verfahren zur Storschitzung von der
Art der Storung abhingig. Dies liegt daran, dass die moglichen Storquellen sehr
vielfdltig sind. Es existieren beispielsweise schmalbandige Storungen (Tone einer
einzelnen Frequenz), impulsartige Storungen wie Regentropfen oder Tastaturlarm
(sehr kurzzeitig), breitbandige, langsam verédnderliche Storungen etc. Es ist daher
kaum moglich, ein einzelnes Verfahren zu entwickeln, dass die Storenergie jeder
moglichen Audiostorung zuverldssig schitzt, da in diesem Fall kaum Annahmen
tiber die Storung getroffen werden konnten. Aus diesem Grund werden die Storun-
gen in vier Klassen eingeteilt:

1. Langsam veridnderliches Hintergrundrauschen: Langsam verinderlich bedeu-
tet in diesem Fall, dass die Storung sich langsamer als die Sprache dndert. Das
heiflt, die Leistungsdichte der Storung sollte sich innerhalb von 100 ms nicht
wesentlich édndern. Beispiele sind vorbeifahrende Fahrzeuge an einer Strafe
oder auch der oben erwiéhnte stationire Schmalbandstorer. Diese Storerklasse
wird durch ein von der Sprachwahrscheinlichkeit abhiingiges Glittungsver-
fahren in Abschnitt 4.3 behandelt.
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2. Systematisch verdnderliche Storungen: Eine solche Storung verdndert sich
nach einem bestimmten Muster und kann daher modelliert werden. Ein Bei-
spiel ist ein Chirp-Signal oder auch ein vorbeifahrendes Fahrzeug, da die
Storung in diesem Fall zuerst lauter und anschlieBdend leiser wird. Die sys-
tematischen Storungen werden durch ein zusitzliches Kalman-Filter als Er-
weiterung des Verfahrens in Abschnitt 4.3 erfasst.

3. Periodische Storungen: Viele Storungen entstehen durch Maschinen, die
einen periodischen Arbeitszyklus aufweisen. Diese Klasse ist fiir die Praxis
wichtig und wird deshalb in Abschnitt 4.4 separat behandelt.

4. Impulsartige Storungen: Manche Storungen, wie Klopfgerdusche oder Re-
gen, weisen ein vollig anderes Zeit-Frequenz-Verhalten auf als die bisher
betrachteten Storerarten. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass sich plétzlich,
allerdings nur kurzzeitig, die Rauschleistung dndert. Ein Verfahren zur De-
tektion und Schitzung von Impulsstorern wird in Abschnitt 4.5 vorgestellt.

4.3 Schatzung von allgemeinem nichtstationdrem
Hintergrundrauschen

Fiir die meisten Hintergrundstérungen trifft zu, dass ihre Leistungsdichte sich lang-
samer zeitlich verdndert als die der Sprache. Sie stellen damit die allgemeinste
Storerklasse dar. Unter der Annahme, dass die Sprache zeitvarianter ist als die Sto-
rung, wurden in der Vergangenheit Verfahren entwickelt, die in jedem Frequenz-
band das Energieminimum verfolgen, siehe z.B. [Mar0O1, RL0O6]. Diese Verfahren
basieren zwar auf der STFT, lassen sich aber mittels einiger Modifikationen auf
Wavelet Packets iibertragen.

Ein Uberblick iiber das entwickelte Verfahren ist in Abbildung 4.4 gezeigt. Zu-
nichst werden die Betrige |c,(p,n)| der Wavelet-Packet-Koeffizienten des gestorten
Signals verwendet, um in der Zeit-Frequenz-Ebene Sprachbereiche zu detektieren.
Die Sprachwahrscheinlichkeiten ¢ (p,n) fiir jeden Koeffizienten sowie die Koeffizi-
entenbetrige selbst werden anschlieend in zeit- und frequenzéquidistante Darstel-
lungen Y (I,m) bzw. S(I,m) aufgespalten, was eine Voraussetzung fiir die folgen-
den Verfahrensschritte ist. Eine zeit- und frequenzabhiingige Glittung der gestorten
Koeffizienten Y (I,m) fiihrt unter Beriicksichtigung der Sprachwahrscheinlichkeiten
S(1,m) zu einer ersten Schitzung D(I,m) der Stérung. Andert sich die Stérung al-
lerdings schnell bezogen auf die Sprache, so ist diese Schétzung zu trige um ein
gutes Ergebnis zu erzielen. Folgt die Anderung der Stérung dabei aber einer be-
stimmten Systematik, so kann diese modelliert werden. In diesem Fall dient ein
Kalman-Filter dazu, die erste Schitzung weiter zu verbessern. Dazu stiitzt es sich
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Abbildung 4.4: Schitzung von allgemeinem nichtstationdrem Hintergrundrauschen
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in Sprachbereichen auf die erste Schitzung D(I,m) und sein Modell, in Sprechpau-
sen dagegen auf die Koeffizienten Y (I,m), die dann lediglich Stérung enthalten. Die
Schwellwerte werden abschlieend entsprechend der geschétzten Storenergie und
der Sprachwahrscheinlichkeit bestimmt.

4.3.1 Bestimmung der Sprachwahrscheinlichkeit

Fiir die Schitzung der Storung ist es duBerst niitzlich zu wissen, welche Koeffizi-
enten mit Sprache behaftet sind. Unter der Annahme, dass sich die Sprache deut-
lich schneller verdndert als die Storung, kann auf Sprachanwesenheit geschlossen
werden, indem die aktuelle Energie in einem bestimmten Frequenzband mit einem
lokalen Energieminimum verglichen wird. Wichst die aktuelle Energie schneller
an als das Energieminimum folgen kann, wird Sprache detektiert.

Bestimmung mittels der STFT

Im Folgenden wird zunéchst der Algorithmus von Rangachari [RL06] zusammen-
gefasst, der dann als Grundlage fiir das Wavelet-Packets-basierte Verfahren dient.
Dabei sei Y (I,m) die STFT des gestorten Signals y(n) mit dem Frequenzindex / und
dem Zeitindex m.

1. Das Spektrogramm Q(I,m) = |Y (I,m)|*> wird durch Tiefpassfilterung in zeit-
licher Richtung geglittet:

P(lm)=nP(Im—1)+(1-nm)0(,m), ne(0,1) . 4.1)

2. Das lokale Minimum Py, (/,m) wird mittels

P () = P(L,m), falls Prin (I,m — 1) > P(l,m)
min{{,M) = '}/Pmin(lvm*1)+11—;E(P(l’m)7ﬁp(lvmil))’ sonst
4.2)

fiir B,y € (0,1) berechnet.
3. Berechnung des Verhiltnisses

S, (I,m) = P(I,m) / Pin(I,m)

4. Bestimmung der Sprachwahrscheinlichkeit durch

S(m) = 1 (Sprache vorhanden) ,wenn S,(I,m) > 6(I)
R K| (Sprache abwesend) ,sonst

mit dem frequenzabhéngigen Schwellwert &(1).
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Beispiel 4.1 (Sprachdetektion mittels STFT)

Im folgenden Beispiel wurde eine Datei (hpta5010) aus dem Sprachkorpus Phon-
dat2 des Bayrischen Archivs fiir Sprachsignale verwendet [Bay]. Die Abtastrate
betrigt f4 = 16kHz. Das Sprachsignal wurde mit einem farbigen Rauschen mit
linear anwachsender Resonanzfrequenz (Chirprauschen) iiberlagert. Das Spek-
trogramm des gestorten Signals bei einer Uberlappung der STFT-Fenster von
50 % ist in Abbildung 4.5a zu sehen. Zur Verdeutlichung des Verfahrens wird
das Frequenzband bei fo = 300Hz betrachtet. Der entsprechende Frequenzin-
dex werde mit /o bezeichnet. Abbildung 4.6a zeigt den geglitteten Energiever-
lauf P(ly,m) des entsprechenden Frequenzbandes nach Gleichung (4.1), sowie
das verfolgte Minimum Py, (lo,m) nach Gleichung (4.2). Dabei wurde n = 0,5,
B =0,8 und y= 0,998 gewihlt. Das Verhiltnis S, (lp,m) = S(lp,m) /Smin (lo,m) ist
fiir das entsprechende Frequenzband in Abbildung 4.6b zu sehen. Die Schwell-
werte wurden experimentell zu

3,5, 0< f; <500Hz

s1y— 1% 500 Hz < f; < 1500 Hz
5, 1500 Hz < f; < 3000 Hz
10, 3000Hz < f;

bestimmt (gestrichelte Linie in Abbildung 4.6b). Damit ergeben sich im betrach-
teten Frequenzband die detektierten Sprachbereiche in Abbildung 4.6c. Fiihrt
man dieses Verfahren fiir alle Frequenzbinder durch, erhdlt man die Sprach-
wahrscheinlichkeit S(I,m) in der Zeit-Frequenz-Ebene, die in Abbildung 4.5b
dargestellt ist. Es zeigt sich die gute Ubereinstimmung mit den fiir den mensch-
lichen Betrachter erkennbaren Sprachbereichen des gestorten Signals in Abbil-
dung 4.5a.

Adaption des STFT-Algorithmus auf AWP

Um den vorgestellten Algorithmus auf Wavelet Packets zu iibertragen muss be-
riicksichtigt werden, dass die Frequenzbédnder der Wavelet-Packet-Darstellung im
Allgemeinen verschiedene zeitliche Auflosungen haben, wihrend sie bei der STFT
konstant ist. Betrachtet man zunéchst Schritt 1 des Algorithmus, so ldsst sich Glei-
chung (4.1) im z-Bereich durch
R
0@) 1-nz!
darstellen. Dies entspricht einem Filter mit einem Pol bei z.. = 17 und damit fiir
N € (0,1) einem Tiefpassfilter mit stationérer Verstirkung E(z = 1) = 1. Durch Va-
riation des Parameters 1) kann zwar der Amplitudengang dieses Filters beeinflusst
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Abbildung 4.5: Zeit-Frequenz-Ebenen zur Storschitzung mittels STFT
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fo=300Hz



134 4 Nichtstationdre Sprachsignalfilterung

werden, es lisst sich allerdings nicht die gleiche Filterwirkung fiir alle zeitlichen
Auflosungen der Wavelet-Packet-Frequenzbénder erzeugen, da dazu eine Skalie-
rung des Amplitudengangs in Frequenzrichtung notig wire. Dies ist durch einfache
Verschiebung des Pols nicht moglich.
Auf gleiche Weise ldsst sich die untere Zeile von Gleichung (4.2) in zwei Schrit-
ten als Verkettung der Filter
Poin(z)  1-Bz!

B(z) = P) ~ 1-B und G(z) =

Prnin(Z) _ I Y
prnin (Z) 1- '}’Z71

interpretieren. Das Filter B(z) besitzt eine Nullstelle bei zo = 8 € (0,1) und eine
stationdre Verstirkung von B(z = 1) = 1. Somit lisst es den Gleichanteil unge-
diampft passieren, wihrend hohe Frequenzen verstiarkt werden. Das darauf folgen-
de Filter G(z) ist wie das Filter E(z) als Tiefpassfilter mit stationirer Verstirkung
G(z=1) =1 zu interpretieren. Somit ist es auch fiir die Filter B(z) und G(z) nicht
moglich, den Amplitudengang durch Variation der Parameter § bzw. v zu skalieren.

Statt der Verwendung der Tiefpassfilter E(z) und G(z) werden daher Moving-
Average-Filter (MA-Filter) eingesetzt. Die Impulsantwort und der Frequenzgang
zeitkontinuierlicher MA-Filter lauten:

§() = 2rr(t) o—s Gf)=si(xfT)
Der Frequenzgang ldsst sich also durch Variation des Parameters 7', der Fensterbrei-
te, skalieren. Da sich die zeitliche Auflésung der Frequenzbinder mit jeder Analy-
sestufe um den Faktor zwei halbiert, muss auch die Fensterbreite der MA-Filter
entsprechend halbiert werden. Die Fensterbreite des zeitdiskreten MA-Filters MA;
fiir die oberste Stufe k = 0 werde mit w; o bezeichnet. Die Fensterbreite in Stufe k
ergibt sich dann durch:

Wi
2k

Wi =

Anstatt der Parameter 1 und ¥ sind somit die Fensterbreiten wy o und w» ¢ der bei-
den MA-Filter einzustellen, die die Filter E(z) und G(z) ersetzen. Das Ergebnis der
Glittung der gestorten Koeffizienten |c,(p,n)| mittels des ersten MA-Filters MA
werde cga(p,n) genannt.

Die Verstirkung hoher Frequenzanteile nach Gleichung (4.2) kann durch die An-
wendung eines weiteren MA-Filters MA{-} gemiB der Operation

chigh (Pn) = & (Cata(Pn) — MA{cglan(p,n)}) + MA{cgra(p:n) }
hohe Frequenzanteile

= & cgan(p,n) — (@ —1)-MA{cgau(p;n) }
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Abbildung 4.7: Ablauf der Minimumsbestimmung in einem Frequenzband p

erreicht werden, wobei @ > 1 der Verstirkungsfaktor der hohen Frequenzanteile
ist und der Gleichanteil nach wie vor identisch passieren kann. In Experimenten
hat sich jedoch herausgestellt, dass dieser Schritt nicht unbedingt notwendig ist
und « daher in der Regel zu eins gesetzt werden kann. Zur Vereinfachung wird im
Folgenden daher cgja(p,n) anstatt chigh(p,n) verwendet.

Der Verlauf des gesuchten lokalen Minimums cpiq (p,n) ergibt sich schlieflich
durch Glittung eines Referenzsignals cref(p,n) mit dem zweiten MA-Filter MA, {-}
der Fensterbreite w, ;. Dabei muss jedoch sichergestellt werden, dass das Mini-
mum stets kleiner als der Verlauf cglan(p,n) ist. Das Vorgehen fiir ein Frequenz-
band p ist in Abbildung 4.7 gezeigt. Nach der Initialisierung des Referenzsignals
und des Minimums fiir die Zeiten n = —w, +1,...,—1 wird fiir n = 0 gepriift,
ob der geglittete Koeffizientenverlauf cgjo(p,n) iiber dem zuvor berechneten Mi-
nimum cpin (p,n — 1) liegt. Ist dies der Fall, kann als Referenzsignal zum Zeitpunkt
n fir die weitere Minimumsbestimmung der Wert cgkm(p,n) verwendet werden.
Das Minimum ergibt sich dann als Mittelwert der vergangenen w; ; Werte des Re-
ferenzsignals. Sollte allerdings cglan(p,n) nicht iiber dem zuvor berechneten Mi-
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nimum liegen, wird als Minimum zum Zeitpunkt n der Wert cgja(p,n) anstelle
der Mittelwertbildung verwendet. Damit die zuriickliegenden Bereiche, in denen
Calatt(P,1) > cmin(p,n — 1) galt, keinen Einfluss auf die zukiinftigen Mittelwertbil-
dungen haben, wird das Referenzsignal der zuriickliegenden w, ; — 1 Werte auf den
Wert cgra(p,n) gesetzt. Dieses Verfahren wird fiir alle Zeitpunkte n € [0,N, (k) — 1]
eines Frequenzbandes p durchgefiihrt, wobei N, (k) die Anzahl der Koeffizienten
eines Knotens in Ebene & ist.

SchlieBlich wird das Verhiltnis ¢,(p,n) = cglaw(p:1)/cmin(p,n) gebildet und wie
beim STFT-basierten Verfahren mittels frequenzabhingiger Schwellwerte 8 (p) auf
Sprache oder Sprechpause geschlossen:

(pn) 1 (Sprache anwesend) ,wenn S,(p,n) > &(p)
cs(pn) =
* 0 (Sprache abwesend) ,sonst

AbschlieBend wird das Verfahren nochmals zusammengefasst:

1. MA-Filterung (typisch: wjo=50ms) der gestorten Koeffizientenbetrige
‘cy(le)‘ — Cglatt(pan)

2. Optional: Verstiarkung hoher Spektralanteile (typisch: o = 1, keine Verstir-
kung)

3. In jedem Zeitschritt  fiir jedes Frequenzband p:

* Erzeugung des Referenzsignals crer(p,n) fiir die vergangenen w; ; Wer-
te (typisch: wyp 0 =25), siche Abbildung 4.7

* Berechnung des Minimums durch Mittelwertbildung:

wa—1

1 .
Cmin(P»”) = Z Cref(pvn - l)

w
2k o

4. Bildung des Verhiltnisses ¢,(p,n) = cglai(p:1)/Cmin(P1)

5. Schwellwertentscheidung — c¢;(p,n)

Beispiel 4.2 (Sprachdetektion mittels AWP)
Es wird nun demonstriert, dass die Anpassung des STFT-basierten Verfahrens
an eine Wavelet-Packet-Darstellung vergleichbare Ergebnisse liefert. Dazu wird
nochmals das Sprachsignal und das Chirprauschen aus Beispiel 4.1 verwendet.
Die Koeffizientenbetrige |c,(p,n)| in der Zeit-Frequenz-Ebene sind in Abbil-
dung 4.8a dargestellt. Die Anwendung des beschrieben Verfahrens liefert die
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Sprachanwesenheit in Abbildung 4.8b, die ein zum STFT-Verfahren gleichwer-
tiges Ergebnis darstellt. Die Parameter wurden dabei folgendermaflen gewaihlt:

wi0=51,2ms, wr =28,

2,  0<f,<500Hz

2, 500 Hz < f, <1500 Hz
o=1, o(p) =
3,5, 1500 Hz < f}, <3000 Hz

5, 3000Hz< fp

4.3.2 Zeit- und frequenzaquidistante Aufteilung der Koeffizientenenergie

Nachdem zu den gestorten Koeffizientenbetrégen |cy(p,n)| die Sprachwahrschein-
lichkeiten c;(p,n) berechnet wurden, werden diese in eine zeit- und frequenzéquidi-
stante Darstellung aufgeteilt, wie im Uberblick in Abbildung 4.3 gezeigt ist. Grund
dafiir ist, dass das spéter eingesetzte Kalman-Filter in Abschnitt 4.3.4 dies erfordert.
Die Aufteilung findet allerdings bereits vor der ersten Schitzung in Abschnitt 4.3.3
statt, da die Implementierung des Schitzalgorithmus dadurch vereinfacht wird.

Beispielhaft wird die Wavelet-Packet-Aufteilung der Zeit-Frequenz-Ebene in
Abbildung 4.9a betrachtet. Zunichst werden die Koeffizienten zeitlich neu aufge-
teilt, indem jedes Frequenzband auf die gleiche zeitliche Auflosung gebracht wird.
Dabei muss die Energie der Koeffizienten erhalten bleiben. Als einheitliche zeit-
liche Auflosung wird die feinste zeitliche Auflosung der in der besten Basis ent-
haltenen Frequenzbénder gewihlt. Im Beispiel in Abbildung 4.9 ist dies das Fre-
quenzband p = 3. Da das Frequenzband mit der feinsten zeitlichen Auflosung zu
dem hochsten Knoten im Wavelet-Packet-Baum gehort, wird die Tiefe dieses Fre-
quenzbandes mit ki, bezeichnet. Die Zeitauflosung eines Frequenzbandes, das im
Wavelet-Packet-Baum in Tiefe k angeordnet ist, muss dann um den Faktor

21(
Ul = = 2k hmin

min
erhoht werden. Dazu wird jeder Koeffizient entsprechend oft wiederholt. Um aller-
dings Energieerhaltung zu gewihrleisten, muss jeder Koeffizient durch /U geteilt
werden. Damit ergeben sich die zeitdquidistanten Koeffizienten durch:

)l _ |Cy(Pan)|

o fir men-U,(n+1)-U—1] . 4.3)

‘Ey(l%m

Das Ergebnis fiir das betrachtete Beispiel ist in Abbildung 4.9b gezeigt. Zusitzlich
zur zeitlichen Aufteilung macht die spatere AR-Modellschitzung in Abschnitt 4.3.4
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Abbildung 4.8: Zeit-Frequenz-Ebenen zur Storschitzung mittels AWP
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Abbildung 4.9: Beispiel zur dquidistanten Zeit-Frequenz-Aufteilung der WP-Koeffizienten
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eine dquidistante Frequenzaufteilung notwendig. Dabei wird analog zur zeitlichen
Aufteilung vorgegangen. Die Ebene der feinsten Frequenzauflosung ist am tiefs-
ten im Wavelet-Packet-Baum angeordnet und wird daher mit k¢ bezeichnet. Der
Upsampling-Faktor der Frequenz lautet damit

zkmax

f p— kmax_k
Ul =% =2

Die zeit- und frequenzéquidistante Darstellung ergibt sich dann durch:

Y(l,m)zw fir 1€L, . (4.4)

vl

Dabei bezeichnet L, die Indexmenge aller Frequenzbiinder / (dquidistante Auftei-
lung), die zum Frequenzband p in der urspriinglichen Aufteilung gehdren. Abbil-
dung 4.9c zeigt die zeit- und frequenziquidistante Zeit-Frequenz-Aufteilung.

4.3.3 Erste Schatzung durch Glattung

Die iiblichen STFT-basierten Verfahren zur Schitzung des Hintergrundrau-
schens basieren auf einer zeit-/frequenzabhédngigen Glittung der gestdrten STFT-
Amplituden. Dabei werden die Amplituden in Bereichen von Sprachanwesenheit
sehr stark geglittet, womit die Sprache kaum FEinfluss auf die geschitzte Storung
hat, wihrend die Gléttung in Bereichen ohne Sprache lediglich schwach ist. Dieses
Vorgehen kann direkt auf die gewonnene dquidistante Zeit-Frequenz-Darstellung
Y (I,m) angewendet werden. Dazu muss allerdings zunéchst die Sprachwahrschein-
lichkeit der WP-Koeffizienten ¢ (p,n) aus Abschnitt 4.3.1 in die gleiche zeit- und
frequenziquidistante Darstellung iiberfithrt werden wie dies fiir die gestorten Ko-
effizienten ¢, (p,n) gemacht wurde. Da allerdings die Sprachwahrscheinlichkeit nur
null oder eins werden soll, darf dabei die Energie dieser Werte nicht wie bei den
WP-Koeffizienten aufgeteilt werden. Daher sind die entsprechenden Berechnungs-
gleichungen mit (4.3) und (4.4) identisch, mit Ausnahme der entfallenden Normie-

rungsfaktoren 1//U; und 1/4/U, ,'cf . Die resultierende zeit- und frequenziquidistan-

te Sprachwahrscheinlichkeit wird mit S(I,m) bezeichnet.
Um kurzzeitige Fehldetektionen der Sprachwahrscheinlichkeit zu beseitigen,
kann S(I,m) zunéchst geglittet werden:

Sglatt(lvm) =0p Sglatt(l»m) + (1 - ap) S(l,m)

Diese Glittung sollte aber moglichst schwach gewihlt werden, um kurzzeitige Pho-
neme wie die Plosive noch zu detektieren. Ein typischer Wert ist o, = 0,05. In An-
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lehnung an die STFT-basierten Verfahren soll die Stérung durch eine zeit-frequenz-
abhingige Glattung gemil

D(1,m) = a(l,m)D(I;m — 1)+ (1 — ax(I,m)) Y (I,m)

erfolgen, wobei der Glittungsfaktor o (I,m) von der Sprachwahrscheinlichkeit ab-
héngt. In Bereichen héchster Sprachwahrscheinlichkeit (p(I,m) = 1) sollen die ge-
storten Koeffizienten Y (/,m) tiberhaupt nicht in die Schitzung eingehen. Folglich
muss in diesem Falle o (/,m) ebenfalls gleich eins sein. Fiir den umgekehrten Fall
(Sprachabwesenheit, Sgjq(/,m) = 0) ist dagegen die Glittung nicht gleich null zu
setzen. Stattdessen ist eine bestimmte minimale Glittung in diesem Fall durchaus
von Vorteil, um trotz der stochastischen Natur der Storungen die lokale mittlere
Storenergie zu bestimmen. Daher wird der Glattungsfaktor durch

Ots(l,m) =0y + (1 — Otd)Sglm(l,m)
berechnet. Dabei ist ¢f; die minimale Gléttung bei Sprachabwesenheit.

Beispiel 4.3 (Stérschatzung mit AWP)

Fiir das Sprachsignal und das Chirprauschen aus den Beispielen 4.1 und 4.2
wurde nun nach dem oben beschriebenen Verfahren eine Storschitzung sowohl
mittels der STFT- als auch der AWP-Darstellung durchgefiihrt. Dabei wurden
die detektierten Sprachwahrscheinlichkeiten aus diesen Beispielen herangezo-
gen. Fiir die STFT wurde a5TFT = 0,95 und fiir die AWP o)VP = 0,99 gewihlt,
um die unterschiedlichen zeitlichen Auflésungen der Darstellungen zu beriick-
sichtigen, die sich ungefihr um den Faktor fiinf unterscheiden. Auf die Glittung
der Sprachwahrscheinlichkeit wurde verzichtet (a;, = 0). Damit ergeben sich
gleichwertige Schitzergebnisse, wie in den Abbildungen 4.5¢ (Seite 132, STFT)
und 4.8c (Seite 138, AWP) durch Vergleich mit den Zeit-Frequenz-Darstellungen
des gestorten Signals zu sehen ist.

Anpassung an das Verfahren der Redundanten Synthese

Das bisher beschriebene Verfahren ldsst sich einfach fiir das Verfahren der Red-
undanten Synthese aus Abschnitt 3.3.2 anpassen. Dazu muss die Bestimmung der
Sprachwahrscheinlichkeit wie in Abschnitt 4.3.1 beschrieben durchgefiihrt werden,
jedoch nicht nur fiir die Knoten einer bestimmten Basis, sondern fiir alle Knoten des
Wavelet-Packet-Baums. Anstatt der zeit- und frequenziquidistanten Aufteilung der
Koeffizientenenergien und der rekursiven Gléttung wird wie bei der Berechnung
des Minimums in Abschnitt 4.3.1 ein Referenzsignal erzeugt. Der Ablauf fiir die
Koeffizienten eines Knotens (k,b) ist in Abbildung 4.10 gezeigt. Dabei bezeichnet
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Abbildung 4.10: Storschitzung fiir die Redundante Synthese
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c,y{’b(n) die Koeffizienten des gestorten Signals im Knoten (k,b), ¢; ,(n) die ent-

sprechende Sprachwahrscheinlichkeit, ¢if (n) das Referenzsignal und ci »(n) die

geschitzte Stérung. In einem Knoten (k,b) wird nach der Initialisierung des Re-
ferenzsignals fiir jeden Zeitpunkt gepriift, ob Sprachabwesenheit vorliegt. Ist dies
der Fall, wird als Referenzsignal zum Zeitpunkt n der gestorte Koeffizientenbetrag
verwendet. Der Koeffizientenbetrag der geschitzten Stérung kann dann iiber eine
Mittelwertbildung der vergangenen ws ; Werte des Referenzsignals berechnet wer-
den. Im Fall von Sprachanwesenheit soll der gestorte Koeffizient keinen Einfluss
auf die Storschitzung haben. Der Wert des Referenzsignals zum Zeitpunkt n wird
daher ebenfalls durch eine Mittelwert der vergangenen w3, Werte des Referenzsi-

gnals berechnet. Der Schitzung des Koeffizientenbetrages ci_b(n) erfolgt darauthin
wie im Fall der Sprachabwesenheit.

4.3.4 Storschatzung mittels Kalman-Filter

Fiir eine Storung hoher Dynamik, also schneller Verdnderlichkeit, ist die Storschiit-
zung des vorangegangenen Abschnitts 4.3 moglicherweise zu langsam, um die Sto-
rung hinreichend gut zu schétzen. Liegt der Verdnderung der Storung keine Syste-
matik zugrunde, so muss die Storcharakteristik {iber einen groBeren Zeitraum be-
trachtet werden. Sind die Anderungen allerdings systematisch, so kénnen sie mo-
delliert und mitgeschitzt werden. Zu diesem Zweck wird zunéchst ein allgemeines
Modell der Storung entworfen. Darauthin werden dessen Parameter als zu schit-
zende Groflen in einen Zustandsraum iiberfiihrt. Schlieflich wird eine Methode
vorgestellt, wie unter Beriicksichtigung der Sprachwahrscheinlichkeit der Kalman-
Filter-Algorithmus Anwendung finden kann.

Modell der Stérung

Ein allgemeiner farbiger, stationirer Rauschprozess d(n) kann durch einen weiBen,
mittelwertfreien Rauschprozess ¢(n) modelliert werden, der ein Filter mit entspre-
chendem Frequenzgang durchliuft. Gebriuchliche zeitdiskrete Modellformen sind
die AR-, die MA- und die ARMA-Form [KJ08]. Die grofite Verbreitung fiir die
Modellierung von Stérungen besitzt das AR-Modell [KK02]

g g

G(z) =
(2) l+aiz"+...+avz ™V (2= 2e01) (2= Zeon)

aufgrund der vergleichsweise einfachen Bestimmbarkeit der Filterkoeffizienten a;
sowie der Eignung zur Modellierung schmalbandiger Storungen. In der obigen
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Form entspricht N der Filterordnung bzw. der Anzahl der Polstellen z.; und g der
stationdren Verstiarkung. Jeder Pol lésst sich in Polarform

durch Betrag A; und Phase ¢; darstellen. Da alle in dieser Arbeit betrachteten Sto-
rungen reellwertig sind, ist deren Betragsspektrum achsensymmetrisch. Daher wird
angenommen, dass jeweils zwei Pole des Modells konjugiert komplex zueinander
sind:

P
20,1 = Zoo 14N /2

Es sind also lediglich die Betriige und Phasen von N /2 Polen, sowie die Verstirkung
g unbekannt.

Zustandsraummodell
Ein lineares Kalman-Filter setzt ein Zustandsraummodell der Form

x(m+1) = Ax(m) + Bu(m) + w(m)
y(m) = Cx(m)+v(m)

voraus, wobei m den Zeitindex darstellt. Die Matrizen A, B und C konnen zwar im
Allgemeinen zeitvariant angenommen werden, zur vereinfachten Notation soll je-
doch auf den Zeitindex m verzichtet werden. Unter der Annahme von normalverteil-
ten, weiBen, mittelwertfreien Rauschprozessen w(m) und v(m) liefert das Kalman-
Filter den Minimum-Varianz-Schitzwert £(m) [Wen07, GAO1]. Dabei wird zu-
nichst auf Basis des Systemmodells ein Pridiktionsschitzwert 2~ (m) (a-priori-
Schitzwert) mit zugehoriger Pridiktionsschitzfehlerkovarianzmatrix P, .(m) (a-
priori-Kovarianzmatrix) durch die Priadiktions-Gleichungen o

3 (m+1)=Ax(m)+Bu(m)

Po(m+1)=AP, (m)AT+P,,
berechnet. Dabei stellt P,,,, die Kovarianzmatrix des Systemrauschens w dar. In
einem zweiten Schritt — Mess-, Update- oder Filterschritt genannt — wird der a-

priori-Schitzwert durch den Messwert y(m) verbessert, wobei die Kovarianz des
Messrauschens beriicksichtigt wird:

2(m) =& (m)+K(m) (y(m)—C&™ (m))

K(m) =P, (m) ct (QB;E(m) "+ By!) R
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Dabei ist P, die Kovarianzmatrix des Messrauschens v und / die Einheitsmatrix.
%(m) wird a-posteriori-Schitzwert genannt.

Da die betrachteten Storungen im Allgemeinen nichtstationér sind, reicht es nicht
aus, lediglich die Parameter des Stormodells als Zustinde x zu verwenden. Eine
Verdnderung der Storung geht mit einer Verschiebung der Pole z..; in der z-Ebene
einher. Diese Bewegung muss ebenfalls vom Zustandsraummodell erfasst werden.
Fiir ein moglichst passendes Modell muss Vorwissen iiber die systematische Ver-
anderlichkeit der Storung herangezogen werden. Ist dies nicht moglich, so kann
allgemein zusitzlich zur Lage der Pole in der z-Ebene — représentiert durch die Pa-
rameter g, A; und ¢; — dhnlich einer Taylor-Reihenentwicklung die ,,Geschwindig-
keit*, die ,,Beschleunigung* usw. der Pole im Zustandsraummodell beriicksichtigt
werden. Dazu miissen die entsprechenden Differenzen der Stormodellparameter

Ag(m) = A" g(m) — A" g(m—1),
AAi(m) = A Ai(m) — AT A (m - 1), (4.5)
N @i(m) = N gi(m) — A gi(m— 1)

mit » € IN in den Zustand x aufgenommen werden. Ein allgemeines Modell erster
Ordnung ist durch

-x(m). 4.6)

[N eNoNe N

1 0
1 0
0 1
0 1
0 0

[eNeNel ==
—_ o OO O
—_—_- 0 O OO

o

Ap(m+1) 0000

gegeben. Es prédiziert die Position der Pole unter der Annahme einer gleichfor-
migen Bewegung der Pole in der z-Ebene. Eine Erweiterung um die ,,Beschleu-
nigungen® A2g etc. wiirde ein allgemeines Modell zweiter Ordnung liefern. Die
Eingangsmatrix B wurde im obigen Modell zu null gesetzt. Wenn es eine mess-
bare GroBle gibe, die das Verhalten der zu schitzenden Parameter (und damit die
Storung) beeinflusst, konnte diese durch die Matrix B beriicksichtigt werden.

Fiir die Umsetzung der Messgleichung spielt die Wahl der ,,Messgroflen® ei-
ne wichtige Rolle. Tatsidchlich gemessen wird das verrauschte Signal. Die AWP-
Analyse und anschliefende zeit- und frequenziquidistante Aufteilung stellen die
Zeit-Frequenz-Darstellung |Y (I,m)| zur Verfiigung. Nun konnen die prédizierten
Koeffizientenbetriige |Y ~(I,m')| aus den Stormodellparameter zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt m’ berechnet werden, indem abschnittsweise iiber den geschétzten
Frequenzgang G(z = exp (j27ft4)) integriert wird. Diese Abbildung ist allerdings
nichtlinear, womit nichtlineare Kalman-Filter wie das erweiterte oder das Sigma-
Point-Kalman-Filter [vdM04] zum Einsatz kommen miissten. Die Implementierung
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eines Sigma-Point-Kalman-Filters erwies sich allerdings als sehr sensibel auf die
Wahl der einzustellenden Parameter. Des Weiteren benétigte es vergleichsweise
viel Rechenzeit. Daher wurde in [WS08] eine andere Vorgehensweise vorgestellt.

Anstatt die Koeffizientenbetriage als Messgroflen zu verwenden wird in jedem
Abtastschritt zu dem gegebenen #dquidistanten Koeffizientenverlauf |Y (I,m’)| mit-
tels AR-Modellschitzung die ,,gemessenen® Stormodellparameter zum Zeitpunkt
m' berechnet. Dies kann beispielsweise durch LMS-Schitzung erfolgen [Lju99].
Dadurch kénnen die ZustandsgroBen direkt als MessgrofSen verwendet werden und
man erhilt die einfache Messgleichung:

ym)=x(m) = C=I

Einsatz des Kalman-Filters

Da das Kalman-Filter die Parameter des Stormodells schitzt, stellt die Sprache die
»torung® beziiglich der Kalman-Schitzung dar, die durch das Messrauschen v be-
riicksichtigt werden muss. Es lassen sich dabei Sprechpausen von Sprachabschnit-
ten unterscheiden. Da die Frequenzinformation der Sprachanwesenheit S(/,m) fiir
das Kalman-Filter ohne Bedeutung ist, muss diese eliminiert werden. Dazu wird
einfach die Sprachwahrscheinlichkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt m aufsum-
miert und mit einer zu wihlenden Schwelle s (z.B. 0,08) verglichen:

L) m
s(m) = 1, wenn 21%5(1) = &
07 sonst

Dabei ist L die Anzahl der Frequenzbénder.

Wihrend Sprechpausen liegt ausschlieBlich die Storung vor. Daher konnte die
Messfehlerkovarianzmatrix P, auf sehr kleine Werte gesetzt werden. Aufgrund
der stochastischen Natur von Storungen ist es allerdings sinnvoller, die Kovarianzen
der einzelnen Messgrofen durch iibliche Verfahren, siehe z.B. [KE08], schitzen zu
lassen. Die Kreuzkovarianzen konnen zu null angenommen werden. Es erweist sich
dariiber hinaus als niitzlich, die geschitzten Kovarianzen noch mit den Faktoren
G,, zu verstirken, um eine groBere Beriicksichtigung des Modells und damit eine
glattere Schiitzung zu erzwingen.

Da die Energie der Sprache nicht als weifles, normalverteiltes Rauschen in
Sprachabschnitten zu interpretieren ist, verletzt dies die Voraussetzungen des
Kalman-Filters. Es liefert daher nicht mehr den Minimum-Varianz-Schitzwert. Es
konnen dennoch sinnvolle Ergebnisse erzielt werden, indem die Messfehlerkova-
rianzen wihrend Sprache auf sehr grole Werte gesetzt werden. Dadurch verlédsst
sich das Kalman-Filter bei der Storschidtzung wihrend Sprachabschnitten fast aus-
schlieBlich auf seine Priadiktion auf Basis des Modells und der geschitzten Parame-
ter zum Ende der letzten Sprechpause. Da im Zustandsraum allerdings nicht nur die
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Parameter des Stormodells, sondern dariiber hinaus die Bewegung der Pole in der
z-Ebene erfasst werden konnen, ist die Pradiktion auch fiir nichtstationire Storun-
gen geeignet. Eine Verringerung des Einflusses der Sprache ist auerdem dadurch
moglich, dass in Sprachabschnitten die zuvor geschiitzte Strung |D(1,m)| aus Ab-
schnitt 4.3.3 anstelle der gestorten Koeffizienten |Y (I,m)| verwendet wird.

Weiterhin ist zu beachten, dass durch die Differenzbildung zur Berechnung der
A-GroBen nach Gleichung (4.5) hohe Frequenzen verstirkt werden. Dadurch wird
das Rauschen der Stormodellparameter g, A; und ¢; wihrend Sprechpausen deutlich
verstirkt und die so berechneten A-GroBen fithren in der Pradiktion des folgenden
Sprachabschnitts zu Fehlern. Daher ist es sinnvoll, die A-Groen iiber einen grofie-
ren Zeitraum zu berechnen, z.B. fiir die Phase gemif

r

wobei die riickblickende Grofle r maximal bis zum Beginn der letzten Sprech-
pause zuriickreichen darf. Anstatt eine Gerade durch die beiden Punkte ¢(m) und
¢©(m—r) zu legen, kann auch mittels einer Least-Squares-Ausgleichsrechnung ba-
sierend auf den Messwerten @(m) bis @(m —r) eine Gerade fiir dieses Intervall
berechnet und deren Steigung als A@(m) verwendet werden.

SchlieBlich kann die Kovarianz des Systemrauschens P,,,, auf eine konstante
GroBe eingestellt werden, um die Unsicherheit der Glittungsschitzung aus Ab-
schnitt 4.3.3 zu beriicksichtigen.

Beispiel 4.4 (Schatzung der Polphase eines Chirprauschens)
Das vorgestellte Verfahren zur modellbasierten Storschitzung wird anhand des
gleichen mit Chirprauschen tiberlagerten Sprachsignals wie in den Beispielen 4.2
und 4.3 demonstrieren, dass die Phase des Pols des zugrundeliegenden Stor-
modells besser geschitzt werden kann. Die Phase des Pols in der oberen z-
Halbebene betrigt zu Beginn 0,37 und nimmt linear bis auf 0,77 zu. Die Start-
werte der Schitzung werden zu

(0) 0,007
Ag(0) 10-*
. A0 0,55 _
20)= AAEO; = |0 Pee(n) = 1071
¢(0) 03
A@(0) 1074

gesetzt. Das Prozessrauschen wird konstant zu

P, =10"%.1

“ww
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gewihlt. Die Kovarianzmatrix P, des Messrauschens wird in Sprachintervallen
ebenfalls auf einen festen Wert gesetzt:

PSprache _ 105 i

=Yy

In Sprechpausen werden dagegen die Kovarianzen fiir die einzelnen Messgrofen
geschitzt, verstirkt und zur Messfehlerkovarianzmatrix zusammengesetzt:

4 a0
10%- 63
10%- 62,
10%- 6,
10°- 63,

Py = diag

Dabei erzeugt der Operator diag eine Diagonalmatrix mit dem iibergebenen Vek-
tor in der Hauptdiagonalen. Zu Beginn der Kalman-Filterung liegen allerdings
nur wenige Messwerte vor, wodurch die geschitzten Kovarianzen nicht zuver-
lassig sind. Daher wird die Messfehlerkovarianzmatrix fiir die ersten 10 Abtast-
schritte fest auf

1074
10~4
1
1
1072
1072

Start __ 52
Py = diag

eingestellt. Mit diesen Einstellungen des Kalman-Filters erhdlt man fiir das ge-
gebene Beispiel schlieBlich das Ergebnis in Abbildung 4.11. In beiden Teilab-
bildungen ist in grau die ideale, lineare Polphase eingezeichnet. In der oberen
Abbildung ist die mittels AR-Modellschidtzung aus den gestorten Koeffizienten
Y (I,m) erhaltene Polphase zu sehen. Man erkennt, dass in Sprachintervallen die
Polphase stark abgesenkt wird, da die Sprache die groBiten Energieanteile bei
tiefen Frequenzen aufweist. Es wird deutlich, dass dieses Signal in Sprachin-
tervallen nicht als Messung fiir das Kalman-Filter dienen kann, da das additive
,,Rauschen* v nicht mittelwertfrei ist.

In Abbildung 4.11b ist daher als durchgezogene Linie die Polphase zu sehen, die
in Sprachintervallen zur AR-Schitzung die geschitzte Storung D(I,m) anstatt
der gestorten Koeffizienten Y (I/,m) verwendet. Diese weist zwar immer noch ei-
ne mittelwertbehaftete Storung auf, jedoch ist der Mittelwert deutlich geringer
als bei der Polphase in Abbildung 4.11a. Das Kalman-Filter stiitzt sich nun in
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(b) Reale Polphase (grau), Polphase durch erste Schitzung (durchgezo-
gen) und durch Kalman-Filter geschitzte Polphase (gestrichelt)

Abbildung 4.11: Schitzung der Polphase mittels Kalman-Filterung
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Sprachintervallen hauptsichlich auf die Pradiktion mittels des Zustandsraummo-
dells (4.6), wihrend in Sprechpausen der gestorte Verlauf geglittet wird. Die
erste Schitzung wird damit weiter verbessert und liegt nun in den meisten Spra-
chintervallen exakt auf der tatsdchlichen Phase.

4.3.5 Berechnung der Schwellwerte

Aus den geschitzten Storparametern g(n), A;(n) und @;(n) miissen zum Zwe-
cke der Filterung noch die entsprechenden Schwellwerte berechnet werden. Da-
zu wird zunichst die Zeit-Frequenz-Verteilung der Storung Dgg(I,m) aus den ge-
schitzten Parametern rekonstruiert. Da die Darstellungen Y (1,m) bzw. D(I,m) zu
einem festen Zeitpunkt m als Abtastwerte eines zugehorigen Spektrums in die AR-
Modellschitzung eingingen, wird die gesuchte Verteilung Dgg(,m) durch Abtas-
tung des geschitzten Amplitudengangs G(z = exp (j27 ft4)) zum Zeitpunkt m ge-
funden:

‘DKF<l7m)| = |G<Z — ej(l'BminJerin/z) 7m)|

Dabei ist By, die Bandbreite (im Bogenmal}) des Frequenzbandes mit der feins-
ten Frequenzauflosung in der urspriinglichen Zeit-Frequenz-Aufteilung. Nun miis-
sen die geschitzten Storkoeffizienten der dquidistanten Zeit-Frequenz-Aufteilung
Dxg(1,m) in die urspriingliche Wavelet-Packet-Aufteilung iiberfiihrt werden. Dazu
werden sie zundchst unter Beachtung der Energieerhaltung geméif

ep(pm)| = [ D¥e (4.7)
leLy

in Frequenzrichtung zusammengefasst, wobei L, die Indexmenge aller Frequenz-
bander / (in dquidistanter Aufteilung) ist, die zum Frequenzband p (in urspriingli-
cher Aufteilung) gehoren. Im zweiten Schritt miissen die Koeffizienten |¢j(p,m)|
wieder in die urspriingliche Zeitaufteilung tiberfiihrt werden:

lep(pn)| = eplpm)P . (4.8)

meM,
Dabei beschreibt M,, die Menge der Zeitindizes m, die zum Zeitindex n gehoren.

Beispiel 4.5 (Modellbasierte Storschatzung anhand eines Chirprauschens)
Anhand der in Beispiel 4.4 durchgefiihrten Schitzung der Polphase des Stor-
modells G(z) fiir das verwendete Chirprauschen wird nun die geschiitzte Zeit-
Frequenz-Energieverteilung der Storung in der urspriinglichen Wavelet-Packet-
Aufteilung bestimmt. Abbildung 4.12a zeigt die gestorten zeit- und frequenz-
dquidistanten Koeffizienten Y (I/,m’) (grau) zu einem festen Zeitpunkt m’, der
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t = 1,8s entspricht, sowie die Abtastwerte des geschitzten Stérmodells |G(z,m’)]
(schwarz). Die hohen Amplituden von Y (I,m') fiir ® < 0,27 rithren dabei von
Sprache mit stimmhafter Anregung her. Es ist zu sehen, dass die modellgestiitz-
te Schitzung davon nicht negativ beeinflusst wird, da sich das Kalman-Filter in
Sprachintervallen auf die Priadiktion verlisst.

Die Zusammenfassung der Koeffizienten ¥ (I,m) bzw. D(I,m) in Frequenzrich-
tung gemil Gleichung (4.7) fiihrt zu Abbildung 4.12. Man erkennt, dass je nach
Breite der urspriinglichen WP-Frequenzbénder unterschiedlich viele Koeffizien-
ten zusammengefasst werden. SchlieBlich fiihrt die Zusammenfassung der Ko-
effizienten |¢p(p,m)| in zeitlicher Richtung gemiB Gleichung (4.8) zu den ge-
schitzten Koeffizienten |cp(p,n)| der Storung in der urspriinglichen Wavelet-
Packet-Aufteilung. Diese sind in Abbildung 4.12¢ dargestellt. Man erkennt, dass
die Schitzung der Stérung in den kurzzeitigen Sprechpausen zwischen 0,7 und
3,4 s aktualisiert wird, wihrend das Kalman-Filter dazwischen vorwiegend pré-
diziert.

AbschlieBend miissen die Schwellwerte in Abhédngigkeit der geschitzten Storver-
teilung cp(p,n) gewihlt werden. Um die Stérung wirksam zu entfernen, sollte der
Schwellwert ¢ (p,n) mindestens so groB sein wie der entsprechende geschiitzte
Storanteil. Dabei kann zusitzlich die Sprachwahrscheinlichkeit ¢;(p,n) beriicksich-
tigt werden. Ist wahrscheinlich Sprache in einem bestimmten Koeffizienten ¢, (p,n)
vorhanden, so sollte die Filterung schwicher sein als in Bereichen ohne Sprache,
da dadurch die Sprache weniger verzerrt wird, was fiir den Zuhorer angenehmer
klingt. Anders gesagt wird die Filterung in Bereichen der Sprachabwesenheit ver-
stiarkt. Die Schwellwerte ergeben sich damit zu

cn(pon) = Oins - [cp(p,n)|, wenn cg(p,n) =1 (Sprache)
! y ath . ‘CD (pan)|’ wenn cg (p,l’l) = O (SprechanSe)

Typische Werte sind beispielsweise (s = 1 und og, = 2.

4.4 Schatzung periodischer Stérungen

Eine haufige akustische Storungsquelle sind periodisch arbeitende Maschinen und
Prozesse, wie sie beispielsweise in Fabrikhallen auftreten. Aufgrund der zyklischen
Arbeitsweise lassen sich die erzeugten Storungen als zyklostationire Prozesse be-
schreiben. Die stochastischen Eigenschaften (bzw. die Dichte f(d)) der Stérung d
sind dabei nicht stationir, allerdings mit einer festen Periode L periodisch:

f(d;t+mL) = f(d;t), meZz
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Amplitude
e

e T
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Norm. Kreisfrequenz / &
(a) Koeffizientenbetrdge zum Zeitpunkt ¢+ = 1,8 s, grau: Messwerte
Y (I,m'), schwarz: abgetasteter Amplitudengang Dy (,m’)

0.5
0.4¢ 1
0.3} ]
0.2¢ 1
0.1} 1

Amplitude

() et Lo t imtsitinn 1 e 1191 1ot | oAttt Totint Povinmt ton
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Norm. Kreisfrequenz /
(b) Zusammengefasste Koeffizientenbetrige zum Zeitpunkt + = 1,8 s,
grau: & (p,m’), schwarz: & (p,m’)

8 0dB
& 6f ]
4
S 4af . -10dB
=
g
£ 2f .
0 : : : : : : : -20dB
o o5 1 15 2 25 3 35
Zeit/s

(c) Geschitzte Storung in der Zeit-Frequenz-Ebene

Abbildung 4.12: Schitzung eines Chirprauschens mittels Kalman-Filterung
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Abbildung 4.13: Maschinenldrm als periodische Stérung. Die Zeit-Frequenz-Darstellung
offenbart die nur niherungsweise Zyklostationaritit.

Die Leistungsdichte Sy,(f) der Stérung ist also zeitlich veridnderlich, wiederholt
sich allerdings mit fester Periode. Ein reales, aufgezeichnetes Signal eines Motors
ist in Abbildung 4.13 zu sehen. Die Zeit-Frequenz-Darstellung zeigt dabei, dass
die Annahme der Zyklostationaritdt nur ndherungsweise gilt: Jede Periode weist
eine leicht unterschiedliche Energieverteilung auf. Dies liegt zum einen an dem
stochastischen Charakter von Storungen. Des Weiteren ist die Periode realistischer
Storungen nicht vollkommen konstant. Aufgrund der Verschiebungsvarianz reeller
Wavelets und Wavelet Packets — siehe Abschnitt 3.1.1 — wirkt sich dies besonders
stark auf die reellwertigen WP-Koeffizienten aus. Daher ist der Einsatz der Analy-
tischen Wavelet Packets sinnvoller.

Dieser Abschnitt ist wie folgt gegliedert. Zunichst wird die Period-Wavelet-
Packets-Transformation (PWP) vorgestellt, mit der die Analyse einer Signalperiode
beliebiger Linge moglich ist. Basierend auf dieser Darstellung werden daraufthin
die zeit- und frequenzabhingigen Schwellwerte bestimmt. Abschliefend wird auf
die bei Signalen endlicher Léange auftretenden Probleme eingegangen.
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c(n) cr(n) c2(n)

—»g(n) > |2 ——

Abbildung 4.14: WP-Filterstufe

i) [a|B[c[D[A][B[c[D] --- | cn)[a]B[c|D[E[A]B|C|D]E]-]

crmlo] tfa]3fof 1]2][3] - | es[o]1]2]3[4]0] 1[2][3[4]-]

eom[o]2]o]2]o]2]o]2] - | em[of2]4]1]3]0][2][4]1[3]~]
(a) Periode gerade (b) Periode ungerade

Abbildung 4.15: Beispiele zur Verarbeitung von Koeffizientenfolgen mit gerader bzw. un-
gerader Periode, in grau sind die Koeffizienten mit geradem Index hervor-
gehoben

4.4.1 Period Wavelet Packets

Die Periodizitit der betrachteten Storungen ist eine Information, die bei der Stor-
schitzung ausgenutzt werden kann. Dazu wird im Fall periodischer Stérungen die
Energieverteilung einer Periode der Storung in der Zeit-Frequenz-Ebene bestimmt.
Da sich die Storenergieverteilung nach der getroffenen Annahme periodisch fort-
setzt, ist auch in darauf folgenden Sprachintervallen die Storenergie in der Zeit-
Frequenz-Ebene bekannt. Daraus kénnen dann entsprechende Schwellwerte fiir je-
den einzelnen WP-Koeffizienten abgeleitet werden.

Als problematisch erweist sich, dass eine Periode eine beliebige Linge aufwei-
sen kann, wihrend mit einer Wavelet-Packet-Filterbank in Blockverarbeitung le-
diglich Signale dyadischer Léinge verarbeitet werden konnen. Grund dafiir sind die
Downsampling-Operatoren, die die Linge der Koeffizientenfolgen mit jeder Filter-
bankstufe halbieren. Daher miisste ab derjenigen Stufe, die zuerst eine Koeffizien-
tenfolge ungerader Liange zu verarbeiten hat, ein anderes Vorgehen gewéhlt werden.
Im Folgenden wird allerdings ein einheitliches Verfahren vorgestellt [WKO7].

Betrachtet wird dazu eine Hochpass- oder Tiefpassfilterstufe der Analysefilter-
bank in Abbildung 4.14. Die periodische Koeffizientenfolge c¢(n) mit Periode L
werde zundchst mit einem Hoch- oder Tiefpassfilter g(n) gefaltet. Die gefilter-
ten Koeffizienten cy(n) sind ebenfalls periodisch mit Periode L. Aufgrund der
Downsampling-Operation werden in Abbildung 4.15 zwei Fille betrachtet. In dem
gegebenen Beispiel wird ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, dass
die Downsmpling-Operatoren die geradzahligen Abtastwerte behalten.
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In Abbildung 4.15a ist zunéchst der Fall einer Koeffizientenfolge mit geradzah-
liger Periode gezeigt. In diesem Beispiel ist L = 4. Die einzelnen Perioden sind
in der Abbildung durch Doppelstriche voneinander getrennt. Es wird dadurch ver-
deutlicht, dass nach dem Downsampling einer Koeffizientenfolge gerader Periode
die Ausgangskoeffizientenfolge c,(n) gerade aus den Koeffizienten mit geradzah-
ligem Index n besteht. Die Periodenlidnge halbiert sich also und betrigt nach dem
Downsampling L/2. Jedoch sind alle Vielfachen von L/2 wiederum giiltige Peri-
odenlingen der Folge c3(n).

Den kontriren Fall zeigt Abbildung 4.15b. Die Periodenlidnge ist hier ungerade
mit L = 5. Man erkennt, dass der Downsampling-Operator zuerst die Koeffizien-
ten mit geradem Index der ersten Periode behilt. Aus der zweiten Periode werden
anschlieBend die Koeffizienten mit ungeradem Index hinzugefiigt. Dieses Schema
wiederholt sich, womit die Periode der Koeffizientenfolge c,(n) gleich L ist. Zu-
sammengefasst kann also gesagt werden, dass bei der Analyse eines periodischen
Signals mit Periode L auch nach beliebig vielen Filterbankstufen die Linge L eine
giiltige Periode der Ausgangskoeffizientenfolge ist.

Aufgrund dieser Uberlegungen muss zur Analyse einer einzigen Periode beliebi-
ger Linge eines periodischen Signals der Downsampling-Operator ersetzt werden,
da ansonsten die Koeffizientenfolge um den Faktor zwei verkiirzt wird, wéahrend die
Periodenlidnge konstant bleibt. Statt dem Downsampling-Operator kann ein Sortier-
operator verwendet werden. Dieser muss im Falle einer geraden Periodenlédnge, die
Koeffizienten cy(n) mit geradem Index einmal wiederholen. Im Falle einer unge-
raden Periode werden die Koeffizienten mit ungeradem Index an die Koeffizienten
mit geradem Index angehéngt. Dies ldsst sich mathematisch durch

cp(n) =c(n)xg(n)
% Werte % Werte
—_———
[ ¢f.even(m),Creven(m) | L gerade
[ cfeven(m),croaa(l) | L ungerade
———— N —

e2(n) = [c2(0),...,co(L—1)] = {

L Werte

|—%—| Werte I_%J Werte

ausdriicken, wobei ¢ even(m) die Koeffizienten von ¢y(n) mit geradem Index und
Cfodd(l) die Koeffizienten mit ungeradem Index sind. Die Analyse eines Signals
fiihrt damit zu einem Wavelet-Packet-Baum wie bei den gewdhnlichen Wavelet
Packets in Abbildung 2.20 (Seite 48), jedoch ist die Anzahl der Koeffizienten in
jedem Knoten konstant N, = L.

4.4.2 Adaptive Bestimmung des Schwellwert-Packets

Mit dem oben beschriebenen Sortieroperator anstelle des Downsampling-Operators
ist es moglich, eine einzige Storperiode beliebiger Linge zu analysieren. Da sich
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allerdings die verschiedenen Perioden leicht unterscheiden, ist es zweckmiBig die
Storverteilung iiber mehrere Perioden zu mitteln. Da sich im Laufe der Filterung
die Storung systematisch verdndern konnte — beispielsweise konnte die Lautstirke
ansteigen — sollte die Mittelung jiingere Storperioden hoher gewichten als weiter
zuriickliegende:

Zir=1 A’r_ipi (k’bvn)
Yim A

Dabei stellt P;(k,b,n) das PWP der i-ten Periode der Stérung und F,(k,b,n) das
Schwellwertpaket nach der adaptiven Mittelung von r Perioden dar. Der Faktor A
ist ein Vergessensfaktor, der ein i Perioden zuriickliegendes Storpacket P._;(k,b,n)
mit A’ gewichtet. Rekursiv wird die Mittelung durch die Formeln

F,(k.b,n) =

Fl (kaban) = Pl (k,b,l’l)
_ Z?:I )‘r_iPi(kvle)
Sig A

erreicht, die in Anhang B.6 bewiesen sind.

Die adaptive Mittelung liefert die mittlere Zeit-Frequenz-Verteilung einer Peri-
ode der Storung. Aufgrund der stochastischen Natur der Storung liegen allerdings
Koeffizienten iiber dem entsprechenden Mittelwert. Wie auch in Abschnitt 4.3 kann
es daher sinnvoll sein, die Schwellwerte als ein Vielfaches der mittleren Storkoeffi-
zientenbetrige zu setzen. Alternativ zur gewichteten Mittelung (4.9) kann auch das
Maximum des aktuellen Storpakets P- und der geddmpften, vergangenen Schétzung
gebildet werden:

Fr (k’b7n)

4.9)

Fop1 (kbn) = max{Pr.1 (k,b.n), A -Fr(k,bn)} . (4.10)

Diese Form ist allerdings anfilliger gegen Fehler, womit eine ausreichend hohe
Diampfung (kleines A) wichtiger ist, als bei der adaptiven Mittelung.

4.4.3 Uberfithrung in WP-Darstellung

Wurde nun in Sprechpausen die Storverteilung Fj(k,b,n) mittels der PWP-
Transformation bestimmt, und wurde ein zu filterndes Signal y(n) = x(n) 4+ d(n)
einer bestimmten Lange N mittels Wavelet Packets analysiert, so muss die geschitz-
te Storverteilung F,(k,b,n) noch in eine WP-Darstellung iiberfiihrt werden, um mit
der Darstellung des gestorten Signals vergleichbar zu sein. Jeder Knoten des PWP-
Baums enthilt L Koeffizienten. Ein Frequenzband des WP-Baums in Ebene k ent-
hilt dagegen N, (k) = N /2% Koeffizienten. Fiir einen Knoten, fiir den N, (k) > L
gilt, miissen die Koeffizienten F,(k,b,n) so oft wiederholt werden, bis die bendtigte
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(a) Zyklische Faltung, Fortsetzungsfehler (b) Periodenkorrigierte Faltung

Abbildung 4.16: Beispiel: Signallinge N = 8, Periode L =5, AL = 3, grau: Wiederholungen

Linge erreicht ist. Umgekehrt muss die Koeffizientenfolge F, (k,b,n) entsprechend
gekiirzt werden, falls fiir einen Knoten N, (k) < L gilt. Man erhilt so die Storvertei-
lung in WP-Darstellung F"? (k,b,n) fiir eine gegebene Linge N des gemessenen,
gestorten Signals. Daraus konnen die geschitzten Storbetrige ¢ ;(p,n) der Storung
in der gewihlten Basis extrahiert werden. Schliellich ergeben sich die Schwellwer-
te e (p,n) als ein Vielfaches der geschitzten Storkoeffizienten:

Cth(pvn) = Oh Cj(p,l’l)

4.4.4 Signale endlicher Lédnge

Wie bereits in Abschnitt 2.4.4 erldutert wurde, wird bei der Analyse von Signalen
endlicher Linge eine zyklische Faltung in den Filterbdnken verwendet. Da aller-
dings bei der Analyse des gestorten Signals mittels der WP-Transformation nur ein
Signal dyadischer Linge verwendet werden kann, liegt im Allgemeinen eine nicht-
ganzzahlige Anzahl an Perioden im analysierten Intervall. Die Signalldnge ldsst
sich also durch

N=iL+AL, O0<AL<L

darstellen, wobei AL die Linge der letzten, nicht vollendeten Periode ist. Fiir AL > 0
entsteht durch die zyklische Fortsetzung ein Fehler in der Periodizitit. Dies ist fiir
eine beispielhafte Koeffizientenfolge in Abbildung 4.16a gezeigt. Durch die zykli-
sche Fortsetzung wird die unvollstindige, letzte Periode nicht korrekt fortgesetzt.
Da dieser Fortsetzungsfehler bei der Uberfithrung des Schwellwertpakets F (k,b,n)
von der PWP- in die WP-Darstellung nicht auftritt, ergibt sich eine Abweichung der
Darstellung der analysierten und der geschitzten Storung an den Réndern des Zei-
tinvervalls. Dies fiihrt zu einer Verschlechterung der Filterung. Der Effekt macht
sich mit zunehmender Filterbanktiefe immer mehr bemerkbar, da mit jeder Stufe
der Fehler weiter in das Zeitinvervall eindringt.

Periodische Fortsetzung unter Beachtung der Zyklizitat

Eine Losung dieses Problems stellt eine periodenkorrigierte Faltung dar [WKO7].
Anstatt das Signal bei der Faltung ab n = 0 zu wiederholen, wird es erst ab n = AL
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Abbildung 4.17: Beispiel fiir ein Composite Wavelet Packet (CWP) aus WP und PWP,
Ki:it = 2, schwarz: WP-Knoten, grau: PWP-Knoten

wiederholt. Das Prinzip ist in Abbildung 4.16b gezeigt. Die letzte Periode wird feh-
lerfrei fortgesetzt. Analog muss im Falle einer linksseitigen Fortsetzung die Wie-
derholung nicht ab dem letzten Koeffizientenn =N — 1, sondern abn =N —1 — AL
beginnen. Diese periodenkorrigierte Faltung kann leider nur bis zu einer kritischen
Filterbanktiefe von

Kirit = [logy N —log, L+1]

durchgefiihrt werden, da die Liangen der Koeffizientenfolgen fiir k > Ky kiirzer
sind als die Periodenlidnge:

Ne(k > Kyie) < L

Um dieses Problem zu umgehen kann ab der kritischen Tiefe die PWP- anstatt der
WP-Transformation verwendet werden. Dadurch bleibt die Anzahl der Koeffizi-
enten in jedem Knoten konstant und eine periodenkorrigierte Faltung ist moglich.
Eine solche zusammengesetzte Struktur ist in Abbildung 4.17 gezeigt und wird
Composite Wavelet Packet genannt. Nach der vollstindigen Berechnung dieses Pa-
kets kann es genauso wie ein PWP in eine dquivalente WP-Darstellung iiberfiihrt
werden, siehe Abschnitt 4.4.3.

Diese Methode hat einen entscheidenden Nachteil. Das analysierte Signal setzt
sich aus einer als periodisch angenommenen Stérung und einem Sprachsignal zu-
sammen. Das Sprachsignal ist allerdings nicht periodisch. Da die periodenkorrigier-
te Faltung aber einige Koeffizienten nicht wiederholt, entsteht ein Informationsver-
lust des nicht-periodischen Anteils des Signals, also der Sprache. Die Filterbank
verliert beziiglich der Sprache also die Perfect-Reconstruction-Eigenschaft.

Berechnung eigener Schwellwerte fiir die Randkoeffizienten

Anstatt der periodenkorrigierten Faltung ist es auch moglich, das gestorte Signal
mittels einer normalen WP-Transformation zu analysieren und stattdessen separa-
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Abbildung 4.18: Beispiel zur Entstehung der Randkoeffizienten (grau)

te Schwellwerte fiir die Randkoeffizienten zu berechnen. Die Anzahl der Rand-
koeffizienten N, (k), also derjenigen Koeffizienten, bei denen es eine Abweichung
der WP- und der PWP-Analyse periodischer Signale gibt, ist dabei nach oben be-
schriankt und wichst nicht mit der Filterbanktiefe k streng monoton an:

max{N,(k)} =Ny —2

Dabei ist Ny die Linge der FIR-Impulsantworten. Der Beweis ist in Anhang B.7
zu finden. In jeder Stufe ldsst sich die Anzahl der benétigten Randwerte rekursiv
durch

: N.(0) =0

No(k+1) = {Ne(k) +Np— IJ ,
berechnen. Die Entstehung der Randwerte ist zunédchst anhand eines Beispiels in
Abbildung 4.18 veranschaulicht. Analysiert wird ein Signal endlicher Linge mit
N =16, AL = 6 und einer Filterlinge Ny = 4. Bei einer einseitigen Erweiterung
miissen Ny — 1 = 3 Werte zyklisch fortgesetzt werden. Entsprechend entstehen bei
der Filterung drei Randkoeffizienten, die in Abbildung 4.18 grau hervorgehoben
sind. Der Downsampling-Operator erhilt allerdings nur einen einzigen dieser Wer-
te. An den bereits berechneten Randwert werden in der néchsten Filterstufe wieder-
um Ny — 1 = 3 Werte durch zyklische Fortsetzung angehingt, so dass schlieflich
nach der zweiten Stufe vier Randwerte existieren. Wurde ein PWP F,(k,b,n) einer
Periode der Stérung nach Abschnitt 4.4.1 und 4.4.2 berechnet, so kann dazu fiir
jeden Knoten (k,b) eine zugehorige Folge Ff(k,b,n) von N, (k) Randkoeffizienten
berechnet werden, indem der Fehler aufgrund der nicht-periodentreuen Fortsetzung
nachgebildet wird. Dafiir miissen fiir jeden Knoten (k,b) fiir k = 0 bis k = K die fol-
genden Schritte ausgefiihrt werden:

1. Zyklische Erweiterung der Koeffizienten F}(k,b,n) des Knotens (k,b) um AL.
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2. Die letzten N, (k) Koeffizienten mit den zuvor fiir diese Stufe berechneten
Randkoeffizienten Ff (k,b,n) ersetzen.

3. Zyklische Faltung (Hochpass- und Tiefpassfilter) und Downsampling durch-
fiihren.

4. Die letzten N,(k+ 1) Werte sind die Randwerte F¢(k+ 1,2b,n) und Ff(k+
1,2b+1,n).

Bei der Uberfilhrung der geschitzten Storverteilung Fy(k,b,n) in eine WP-
Darstellung nach Abschnitt 4.4.3 tritt anschlieBend in jedem Knoten kb eine Er-
setzung der N, (k) entsprechenden Koeffizienten durch die berechneten Randkoef-
fizienten F? (k,b,n) hinzu.

Beispiel 4.6 (Schatzung einer periodischen Motorenstérung)
AbschlieBlend wird ein realistisches Beispiel zur periodischen Storschitzung be-
trachtet. Es wurde ein aufgezeichnetes Motorengerdusch als Storsignal verwen-
det. Die Abtastfrequenz betrigt f4 = 22,05kHz. Es wurden zur Analyse Analyti-
sche Wavelet Packets mit q-Shift-14-Filtern und einer maximalen Baumtiefe von
K = 8 verwendet. Die Verteilung der Koeffizientenenergie in der Zeit-Frequenz-
Ebene fiir mehrere Perioden ist in Abbildung 4.19a zu sehen.

Es wird nun eine Storschitzung mittels des vorgestellten Verfahrens durchge-
fithrt. Dazu werden 10 Perioden der Storung verwendet, die direkt dem in Ab-
bildung 4.19a gezeigten Signalausschnitt vorangegangen sind. Es wird die ad-
aptive Mittelung nach Gleichung (4.9) sowie die adaptive Maximumbildung
nach Gleichung (4.10) angewendet. Fiir A = 0,95 erhilt man die Zeit-Frequenz-
Darstellungen in den Abbildungen 4.19b und 4.19c. Man erkennt die gute Uber-
einstimmung der Schitzung mit der tatsdchlichen Storung.

4.5 Schatzung impulsartiger Stérungen

Bei der Schitzung von allgemeinem nichtstationdrem Hintergrundrauschen in Ab-
schnitt 4.3 wurde angenommen, dass sich die Leistungsdichte der Storung langsa-
mer verdndert als die der Sprache. Dieser Ansatz kann daher keine Storungen erfas-
sen, die schlagartig auftreten. Andert sich die Storung zu bestimmten Zeitpunkten
plotzlich, veridndert sich ansonsten aber langsam verglichen mit der Sprache, so
benotigt das in Abschnitt 4.3 vorgestellte Verfahren einige Sekunden, um sich an
die neue Storcharakteristik zu adaptieren. Zwischen den Zeitpunkten der schlagar-
tigen Anderungen ist die Schitzung allerdings zur Filterung verwendbar. Proble-
matischer sind daher Stérungen, die sich schlagartig zuschalten und nur von kurzer
Zeitdauer sind, sogenannte impulsartige Storungen oder Impulsstorer. Dabei wird
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x(t) ) . y(t)

Abbildung 4.20: Signalmodell von zeitinvarianten Impulsstorern

in der Sprachverarbeitung unter dem Begriff ,,Impuls nicht ein idealer Dirac-Stof3
0(1), also ein einzelner verfilschter Wert, verstanden, sondern eine Storung meh-
rerer aufeinanderfolgender Abtastwerte, die allerdings nur kurzzeitig auftritt. Bei-
spiele fiir Impulsstorungen sind Regentropfen auf Fensterscheiben, die Gerdusche
beim Anschlagen der Computertastatur oder auch Komponenten von Maschinen-
larm. Da die einzelnen Impulse normalerweise zufillig auftreten, steht das Problem
ihrer Detektion im Vordergrund.

Es werden zwei verschiedene Modelle fiir Impulsstorungen unterschieden. Ab-
schnitt 4.5.1 behandelt die sogenannten zeitinvarianten Impulsstorer. Dabei wird
angenommen, dass die der Storung zugrundeliegende Quelle stationér ist und da-
her die Leistungsdichte der Stérung wihrend der Zeitdauer der Impulse konstant
ist. Verdndert sich die Leistungsdichte allerdings wihrend der Dauer eines Impul-
ses, so wird diese Storung als zeitvarianter Impulsstorer bezeichnet. Diese Klasse
wird in Abschnitt 4.5.2 behandelt.

4.5.1 Zeitinvariante Impulsstérer

Zunichst werde das Signalmodell in Abbildung 4.20 angenommen. Dabei stellt
d(t) eine stationire Storung dar. Diese wird durch einen Schalter kurzzeitig ein-
und ausgeschaltet. Die Zeitdauern der Impulse sowie die Auftretenszeitpunkte seien
dabei unbekannt. Mathematisch lésst sich dieser Zusammenhang durch

Zd rT, )

[=—o0

darstellen, wobei sich die einzelnen Rechteckfunktionen rr, (r —#;) nicht iiberlappen
diirfen. Es wird angenommen, dass das Leistungsdichtespektrum der Stérung d(r)
bestimmt werden kann, z.B. durch die Analyse des Signals in Sprechpausen. Um
die Storung wirksam zu entfernen, miissen die Ein- und Ausschaltzeitpunkte detek-
tiert werden. Da es also wichtig ist, dass alle Frequenzbénder die gleiche zeitliche
Auflosung besitzen, muss die STFT oder Wavelet Packets in zeitdquidistanter Dar-
stellung (siehe Abschnitt 4.3.2) zur Anwendung kommen. Die folgenden Verfahren
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werden der Anschaulichkeit wegen mittels der STFT entworfen [WKO08], sie wer-
den allerdings spiter ohne EinbuBlen der Leistungsfahigkeit auf Wavelet Packets
ibertragen.

Detektion durch spektrale Anderungen

Die hier betrachteten zeitinvarianten Impulsstorungen haben zwei wesentliche Ei-
genschaften, die zur Detektion ausgenutzt werden konnen. Zum einen wird ange-
nommen, dass das Ein- und Ausschalten schlagartig erfolgt. Zweitens wird das Be-
tragsspektrum der Storung als bekannt vorausgesetzt. Daher kann bei einer Ande-
rung des Kurzzeit-Spektrums Y7 (m,k) entsprechend dem geschitzten Storspektrum
auf das Ein- bzw. Ausschalten des Impulsstorers geschlossen werden. Es wird daher
das sogenannte Differenzspektrum

Y (mk) = [Y¥ (m,k)| = Y7 (m — 1,k)]

definiert. Die Betragsbildung wird vor der Subtraktion durchgefiihrt, um Ein- und
Ausschaltvorginge voneinander unterscheiden zu kénnen. Das diskrete Spektrum
der Storung werde mit Sy (k) bezeichnet. Die Ahnlichkeit zwischen Y/(m,k) und
S, (k) wird nun mittels zweier AhnlichkeitsmaBe bewertet.

Kreuzkorrelationsfunktion Die Kreuzkorrelationsfunktion zweier ergodischer
stochastischer Prozesse x(¢) und y(¢) ist durch

Ryy(7) = (x(t 4 7).(1))

gegeben, siche [KEOS, Pap91]. Sie wird auch der Einfachheit halber ,,Korrelation*
genannt. Um ein von der Energie der Signale unabhingigs AhnlichkeitsmaB zu
erhalten, wird die normierte Korrelation, der sogenannte Korrelationskoeffizient,
durch

O R0 R VG, 50) 0050

berechnet. Der Korrelationskoeffizient liegt damit immer im Bereich ry,(7) €
[—1,1]. Ein Korrelationskoeffizient gleich eins bedeutet eine maximale Ahnlichkeit
zwischen den beiden Signalen. Ein Wert von —1 bedeutet ebenfalls eine maximale
Ahnlichkeit, allerdings mit entgegengesetztem Vorzeichen. Véllig unihnliche Si-
gnale dagegen weisen idealerweise einen Korrelationskoeffizienten von null auf.
Um die Ahnlichkeit zwischen dem Differenzspektrum zum Zeitpunkt 7, und dem

Ro(t) (x(t+1), ¥(1))
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Storspektrum zu bestimmen, muss der Korrelationskoeffizient in diskreter Form
durch

- o Y, &) 1S4(0)|
— 2 —
VIS [Walon, 0 IS 1400

berechnet werden. Zur Detektion miissen nun zwei Schwellwerte K., und K5 ge-
wiihlt werden. Dabei muss ke, positiv, Kuus negativ sein. Beim Uberschreiten von
Kein Wird ein Einschalten zum Zeitpunkt m detektiert, beim Unterschreiten von Kyys
dementsprechend ein Ausschalten. Typische Werte sind ki, = 0,5 und K,y = —0,5.

Fyn(m

Spektrale Distanz  Ein anderes hiiufig verwendetes Ahnlichkeitsmaf ist die spek-
trale Distanz [KEOS]:
(Y (f).X(f)) = Y (5) = X(f)IP
= Y I+ IX () =2 Re{ (X(f), Y(f)) }

Wie bei der Verwendung des Korrelationskoeffizienten ist es aus Griinden der Un-
abhingigkeit von der Signalenergie sinnvoll, eine Normierung durchzufiihren:

_IYDIP+IX()IP =2 Re{ (X (), Y () }
1Y ()1 + 12X ()2

Es gilt dnorm (Y (f), X(f)) € [0,2]. Ein normierter Abstand von null entspricht iden-
tischen Spektren. Ein normierter Abstand von zwei bedeutet identische Spektren,
jedoch mit negativem Vorzeichen. Orthogonale Signale schlieflich weisen einen
normierten Abstand von eins auf. Der normierte Abstand des Differenzspektrums
und des Storspektrums kann damit durch

dnorm (Y (m k), [Sa(k)])

B+ 101 2 Re{ (1Sa(R)], Ye(m k) }

- Y2 m )| + 1S4 (R) 1

S ¥l )+ S 180 (0) P 2 Re ST ¥ (m k) -[Sa(K)
- 120 [Yhalm k)| + £ 18a (k) '

berechnet werden. Analog zur Detektion mittels des Korrelationskoeffizienten miis-
sen zwei Schwellwerte Aei, und Auys eingefiithrt werden. Dabei wird beim Unter-
schreiten von A, ein Einschaltvorgang, beim Uberschreiten von A, dagegen ein
Ausschaltvorgang detektiert. Typsische Werte sind in diesem Fall A, = 0,5 und
Aaus = 1,5.

dnorm (Y (f), X ()
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Detektion durch Signaleigenschaften

Ein zweiter Detektionsansatz besteht in der Auswertung bestimmter Signaleigen-
schaften. Dies ist motiviert durch die Annahme, dass die Stérung gewisse Eigen-
schaften des Signals veridndert und sich deswegen eine Detektion innerhalb eines
Merkmalsraums durchfiihren ldsst. Als Signaleigenschaften werden die lokale Si-
gnalenergie, die Mittenfrequenz und die Bandbreite betrachtet.

Die Energie zu einem Zeitpunkt m kann aus der STFT mittels

K—1

Ep = Y (mk)

k=0

berechnet werden. Die Mittenfrequenz ist im Allgemeinen das erste Moment der
normierten Energiedichte im Spektralbereich [KSWOS]:

/ /fY 2f

Da reellwertige Signale angenommen werden, ist das Betragsspektrum allerdings
symmetrisch, d.h. eine gerade Funktion. Daher ist die Beachtung der positiven Half-
te des Spektrums ausreichend. Des Weiteren kann die kontinuierliche Frequenz f
diskretisiert werden. Man erhilt schlieBlich:

K/2

1 2
Iu =gy > kY mb)l?
m
k=0
Die Bandbreite im Sinne von [KSWO08] ist das zweite, zentrale Moment der no-

mierten Energiedichte:

s [7 o YOOP
5= L0 e

Sie ldsst sich als die mittlere, quadratische Abweichung der Signalenergie von der
Mittenfrequenz im Spektralbereich interpretieren und ist daher ein Mal} fiir die
Kompaktheit des Spektrums. Unter der Beriicksichtigung lediglich positiver Fre-
quenzen und einer Diskretisierung der Frequenz erhilt man:

K/2

= a2k fm) b

ka

Diese drei angegebenen Merkmale konnen in einem dreidimensionalen Merkmals-
raum vereinigt werden. Die Detektion von Impulsstorungen ist dann moglich, da
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Abbildung 4.21: Beispiel des dreidimensionalen Merkmalsraums; Kreise: reine Sprache,
Kreuze: gestorte Sprache, gestrichelt: Entscheidungsgrenzen

Kurzzeit-Spektren die eine solche Storung enthalten nur in bestimmten Berei-
chen des Merkmalsraums auftreten. Dies ist fiir ein beispielhaftes Signal in Ab-
bildung 4.21 gezeigt. Die Abbildungen 4.21a bis (c) zeigen die Projektionen der
Merkmale auf die drei moglichen Ebenen (Bandbreite - Mittenfrequenz, Energie -
Bandbreite und Energie - Mittenfrequenz). Die Kreise kennzeichnen die Kurzzeit-
Spektren des reinen Sprachsignals. Nach der Uberlagerung des Sprachsignals mit
Impulsstérungen erhilt man die Kurzzeit-Spektren, die als Kreuze eingezeichnet
sind. Man erkennt, dass die von Impulsstorern beeinflussten Kurzzeit-Spektren
(nicht von Kreisen umschlossene Kreuze) sich von den stérungsfreien Spektren
trennen lassen. Zur Trennung werden im dreidimensionalen Merkmalsraum zwei
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Quader definiert, die in den Projektionen in Abbildung 4.21 als Rechtecke erschei-
nen. Formell sind die Quader durch

Quader 1 Quader 2
EY € [0;20] E} €0;1]
¥ elo;0,1] ¥ c0;0,45]
A%(m) €10;0,1] A% (m) €10,0,3]

definiert. Der erste Quader beinhaltet grole Energiewerte, aber kleine Mittenfre-
quenzen und Bandbreiten. Der zweite Quader dagegen umschlieft kleine Energi-
en, allerdings grofe Mittenfrequenzen und Bandbreiten. Dies ist der menschlichen
Sprache angepasst. Stimmhafte Laute besitzen hohe Energien, sind allerdings bei
tiefen Frequenzen konzentriert. Stimmlose Laute dagegen weisen weniger Ener-
gie, dafiir allerdings ein breiteres Spektrum bei hoheren Frequenzen auf. Folglich
werden alle Spektren, deren Merkmale innerhalb eines dieser Quader liegen, als
storungsfrei detektiert, alle aulerhalb als storimpulsbehaftet.

Beispiel 4.7 (Detektion von zeitinvarianten Impulsstérern)

Ein Sprachsignal von neun Sekunden Linge wurde aufgezeichnet. Es ist in Ab-
bildung 4.22a dargestellt. Ein farbiges Rauschen wurde generiert, indem ein wei-
Ber Rauschprozess mit einem Tiefpassfilter erster Ordnung gefiltert wurde. Das
farbige Rauschen wurde nur fiir kurze Zeitdauern an zufdlligen Zeitpunkten dem
Sprachsignal iiberlagert. Dies wurde fiir verschiedene SNR des Impulsstorers
durchgefiihrt. Die Abbildungen 4.22(b) bis (d) zeigen die gestorten Signale. Die
Ergebnisse der Detektion mittels der Methode der spektralen Anderungen zeigt
Abbildung 4.23. In grau ist der wahre, in schwarz der detektierte Impulsindika-
tor eingezeichnet. Die Ergebnisse bei Verwendung des Korrelationskoeffizienten
sind in der linken Spalte, die Ergebnisse bei Verwendung der spektralen Distanz
in der rechten Spalte abgebildet. Man erkennt, dass mit beiden Verfahren die
meisten Impulse erkannt werden, bei einer einzigen Fehldetektion. Durch eine
Korrektur der Detektionsgrenzen Kein, Kaus» Aein Und Ay konnte ein besserer
Kompromiss gefunden werden. In den Abbildungen 4.23(a), (c), (d) und (e) ist
zudem ein grundlegendes Problem der Detektion durch spektrale Anderungen
festzustellen. Es kann passieren, dass das Ausschalten eines Impulsstorers nicht
erkannt wird und der geschitzte Impulsindikator so bis zum nédchsten Impuls ak-
tiv bleibt. Andererseits kann auch ein filschlicherweise detektiertes Einschalten
zu einem lange Zeit aktiven Impulsindikator fiihren. Dieser Effekt kann gemin-
dert werden, indem eine maximale Zeitdauer fiir einen Impuls festgeschrieben
wird, nach der sich der geschitzte Impulsindikator auch ohne ein detektiertes
Aussschalten zu null setzt.
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Abbildung 4.22: Klares Sprachsignal und gestortes Signal bei verschiedenem SNR

Die Ergebnisse fiir die Detektion mittels Signaleigenschaften zeigt Abbil-
dung 4.24. Es werden beinahe alle Impulse erkannt, dafiir existieren leider auch
bei allen drei Fillen je zwei Fehldetektionen. Vergleicht man das Ergebnis mit
der Detektion iiber spektrale Anderungen, so ist der Detektion iiber Signaleigen-
schaften der Vorzug zu geben, da die Detektionsergebnisse zumindest gleichwer-
tig sind, jedoch bei der Detektion mittels Signaleigenschaften keine dauerhaften
Impulsstorer detektiert werden konnen.

Ubergang auf Wavelet Packets

Die bisherigen Uberlegungen galten fiir eine Signaldarstellung in der Zeit-
Frequenz-Ebene mittels der STFT. Prinzipiell lassen sich die entwickelten Verfah-
ren aber auch auf eine WP-Darstellung iibertragen, da in beiden Fillen die Koef-
fizienten ein MalB fiir die Energie des Signals in einem bestimmten Bereich der
Zeit-Frequenz-Ebene darstellen. Da sich die Detektion mittels Signaleigenschat-
ten als vorteilhafter erwies, soll nur dieses auf Wavelet Packets {ibertragen werden.
Fiir das bisherige Verfahren wird allerdings eine zeitdquidistante Zeit-Frequenz-
Darstellung vorausgesetzt. Die WP-Darstellung konnte also wie bereits in Ab-
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Abbildung 4.23: Detektion durch spektrale Andergung; grau: wahrer Impulsindikator,
schwarz: geschitzter Impulsindikator

schnitt 4.3.2, Gleichung (4.3), in jedem Frequenzband auf die Koeffizientenrate des
Frequenzbandes der feinsten Zeitauflosung aufgeteilt werden. Es hat sich allerdings
gezeigt, dass eine zu feine Zeitauflosung nicht sinnvoll ist, da die Signaleigenschat-
ten (Energie, Mittenfrequenz und Bandbreite) erst ab der Betrachtung iiber eine ge-
wisse Zeitdauer charakteristisch fiir Sprache sind. Fiir die Baumtiefe der Filterbank
muss also eine minimale Tiefe Ky, vorgegeben werden. Dies entspricht bei der
STFT einer minimalen Fensterldnge des Analysefensters. Als minimale Zeitauflo-
sung hat sich experimentell 6 ms erwiesen.

Entspricht nun das Frequenzband mit der feinsten Zeitauflosung einem Kno-
ten mit k > Kpin, so kann das Verfahren zur Koeffizientenaufteilung nach Ab-
schnitt 4.3.2 direkt angewandt werden. Andernfalls werden alle Koeffizienten der
Frequenzbinder mit k > Kp,;, gemil Gleichung (4.3) aufgeteilt, wihrend die Koef-
fizienten mit k < Kp;, nach Gleichung (4.8) zusammengefasst werden. Des Weite-
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Abbildung 4.24: Detektion durch Signaleigenschaften; grau: wahrer Impulsindikator,
schwarz: geschitzter Impulsindikator

ren muss die Mittenfrequenz f, jedes Frequenzbandes p berechnet werden. Damit
lassen sich die drei Merkmale durch

P-1
Ey =" |&(p.m)]®
p=0
=
1= S fy-lelpm)P
m,—0
1 P—1
N m) = = S (fo = fi elp.m)?
m,—0

berechnen. Dabei stellt P die Anzahl der Frequenzbédnder (Knoten) in der gewihlten
Basis dar. AnschlieBend erfolgt die Detektion wieder anhand der Position des Merk-

rJmo

malsvektors U (m) = [E,{l 4 A%(m) beziiglich der definierten Quader im Merk-

malsraum.
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Abbildung 4.25: Vergleich der Detektion basierend auf STFT- oder AWP-Darstellung

Beispiel 4.8 (Vergleich der Detektion basierend auf STFT und AWP)
Das in Beispiel 4.7 verwendete Sprachsignal wird wieder mit Impulsstorern iiber-
lagert, diesmal bei einem SNR von —1. Die Detektion mittels Signaleigenschaf-
ten wurde basierend auf STFT- sowie auf AWP-Darstellung durchgefiihrt. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 4.25 dargestellt. Man erkennt, dass beide Ergeb-
nisse gleichwertig sind.

Wihlen der Schwellwerte

Da es sich bei der Storquelle d(7) um ein stationires, farbiges Rauschen handelt,
muss fiir jedes Frequenzband ein eigener Schwellwert gewihlt werden. Dazu wird
aus Impulsstorungen wihrend Sprachabwesenheit die durchschnittliche Koeffizi-
entenenergie (71% =E{|c(p,n) |2} in jedem Frequenzband p bestimmt. Wie bei der
Filterung von gewohnlichem farbigen Rauschen kann ein Vielfaches von o, als
sinnvoller Schwellwert gewihlt werden. Jedoch wird dieser Schwellwert nur an-
gewandt, wenn ein Impulsstorer detektiert wurde. Ansonsten soll keine Filterung
stattfinden und folglich der Schwellwert zu null gesetzt. Dies ldsst sich durch

O -0y, wenn l(n)€dJ
cm(p,n):{oh P Sonst“() (@.11)

zusammenfassen. Dabei ist (t(n) der Merkmalsvektor und J der Bereich des Merk-
malsraums, indem Impulsstorer detektiert werden.

4.5.2 Zeitvariante Impulsstorer

Im Gegensatz zu den zeitinvarianten Impulsstorern aus dem vorigen Abschnitt wird
nun nicht mehr vorausgesetzt, dass die Storquelle d(¢) stationir sei und iiber einen
Schalter ideal ein- und ausgeschaltet wird. Stattdessen wird angenommen, dass die
Energieverteilung eines Impulses in der Zeit-Frequenz-Ebene im Mittel fiir alle Im-
pulse gleich ist, beispielsweise wie in Abbildung 4.26. Diese Annahme ist dann
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Abbildung 4.26: Beispielhafte Energieverteilung eines Impulses
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Abbildung 4.27: Signalmodell fiir zeitvariante Impulsstérungen

gerechtfertigt, wenn die Impulse aus derselben Stoérquelle stammen, beispielswei-
se von Regen, Klatschgerduschen etc. Das Auftreten dieser Impulse sei nach wie
vor zufillig. Dies ist in Abbildung 4.27 durch ein Triggersignal dargestellt, das
die Storimpulse initiiert. Dabei kann auch ein weiterer Impuls beginnen, bevor der
vorhergehende vollstindig abgeklungen ist. Die meisten in der Realitdt vorkom-
menden Impulse weisen eine dhnliche Energieverteilung wie in Abbildung 4.26
auf. Zunichst besitzt ein Impulsstorer (beispielsweise ein Klatschen) eine gewisse
spektrale Farbung. Nach der akustischen Anregung des Schalls werden die Schwin-
gungen des Storers bzw. der Luft exponentiell gedampft. Die Grundidee fiir das
folgende neue Verfahren ist, dass aus aufgezeichneten Impulsen ohne Sprache ein
Referenzmuster der Energieverteilung in der Zeit-Frequenz-Ebene erstellt wird, das
im Folgenden ,,Template* genannt wird. Dabei wird wie in Abschnitt 4.5.1 zuerst
der vereinfachten Anschauung wegen ein STFT-basiertes Verfahren entwickelt, das
dann auf AWP iibertragen wird. Des Weiteren miissen bei der STFT-Darstellung le-
diglich positive Frequenzen des Signals beriicksichtigt werden, da die betrachteten
Signale reellwertig sind und die entwickelten Verfahren lediglich den Betrag der
STFT-Koeffizienten verwenden.
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Das Verfahren untergliedert sich in die folgenden Schritte:

1. Berechnung des Templates
2. Suchen des Templates in der STFT des gestorten Signals
3. Spektrale Subtraktion (bei der STFT) bzw. Wavelet-Schwellwertfilterung

Template-Berechnung

Es wurde zunichst versucht, ein parametrisches Modell des Templates fiir realisti-
sche Impulsstorer zu entwickeln, da insbesondere das exponentielle Abklingen in
zeitlicher Richtung fiir alle gemessenen Impulsstérungen charakteristisch war. Die
Parameter des Modells konnen dann von mehreren gemessenen Impulsen mittels
geeigneter Schitzverfahren bestimmt werden. Es hat sich allerdings gezeigt, dass
ein nicht-parametrischer Ansatz bessere Ergebnisse liefert.

Die STFT-Darstellungen mehrerer gemessener Impulse werden zuerst so in Zeit-
und Frequenzrichtung verschoben, dass die Koeffizienten mit maximaler Amplitu-
de aufeinander zum Liegen kommen:

Y5 (m k)| = Y (m—mo ik —ko )| (4.12)

Dabei stellt (mg;,ko;) jeweils den Punkt mit maximaler Amplitude in der Zeit-
Frequenz-Ebene und Yl-y(m,k) die STFT-Darstellung des i-ten gemessenen Storim-
pulses dar. Das Template M,,; wird nun als die Mittelung aller zentrierten STFT-
Darstellungen Yojfi(m,k) berechnet

1
1
i=1

wobei I die Menge der gemessenen Impulse bezeichnet. Abschliefend wird das
Template auf einen endlichen Bereich von 77 x T, Werten beschrinkt. Auf3erhalb
dieses Bereichs sollte das Template keine wesentlichen Signalanteile mehr enthal-
ten.

Detektion

Nachdem ein Template berechnet wurde, kann dies in der STFT des gestorten Si-
gnals y(¢) wiedergefunden werden. Dazu werden die lokalen Maxima des zweidi-
mensionalen Korrelationskoeffizienten

S SR Y (mt iy ket )] - M(iy i2)

RYM mk

Ti—1 -1 . N2 -l Dl N
\/Elll 0 122 o Y7(m+i1k+i2)| 'Eillzo Zi;:o |M (i1, i2)|
(4.14)
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gesucht. Zu diesem Zweck werden alle Korrelationswerte unter einer bestimmten
Schwelle zu null gesetzt und fiir das weitere Vorgehen ignoriert. Fiir die verblei-
benden Bereiche in der Zeit-Frequenz-Ebene, fiir die der Korrelationskoeffizient
ungleich null ist, werden nun die lokalen Maxima bestimmt. Es kann dariiber hinaus
notwendig sein, alle Korrelationskoeffizienten zu null zu setzen, die einer Frequenz
kleiner 1,8 kHz entsprechen, da die hohen Signalanteile der Sprache bei tiefen Fre-
quenzen zu entsprechend hohen Korrelationskoeffizienten fiihrten.

Das beschriebene Verfahren vereinfacht sich wenn angenommen wird, dass die
Impulse nur in zeitlicher Richtung gegeneinander verschoben sind. Dafiir muss der
Korrelationskoeffizient Ry (m,k) nach Gleichung (4.14) fiir die feste, mittlere Fre-
quenzverschiebung

1 1
k== ko,
i=1

ausgewertet und die Maxima beziiglich m wie oben beschrieben gesucht werden.

~|

Ubergang auf Wavelet Packets

Nach Moglichkeit sollte die Basiswahl zur Analyse der einzelnen Storimpulse al-
lein auf der Storung beruhen, damit die Impulse so prignant wie moglich darge-
stellt werden. Nach der Basiswahl und der Extraktion der entsprechenden WP-
Koeffizienten aus dem AWP werden diese wieder in eine zeitdquidistante Darstel-
lung nach Abschnitt 4.3.2 iiberfiihrt. Die Berechnung des Templates erfolgt dann
nach den Gleichungen (4.12) und (4.13), wobei allerdings auf die Verschiebung in
Frequenzrichtung verzichtet wird.

Zur Detektion wird das gestorte Signal zunichst einer AWP-Analyse unterzogen
und in eine zeitdquidistante Darstellung iiberfiithrt. Wie in der STFT-Darstellung
werden mittels Gleichung (4.14) die Korrelationskoeffizienten ermittelt. Da die Im-
pulse bei der Template-Berechnung allerdings nicht frequenzverschoben wurden,
wird diesmal Ry (m,0) ausgewertet. Die Maximasuche erfolgt dann analog zum
Vorgehen in der STFT-Darstellung. Es wird ein als Impulsindikator bezeichnetes
Signal erzeugt werden, das die zeitliche Lage der Impulse angibt:

1, falls lokales Maximum von Ry (m,0) bei m
fimp (m) = 0, sonst

Schwellwert-Berechnung

Das zeit- und frequenz-abhiingige Template M(p,m) (zeitiquidistante AWP-
Darstellung) muss jeweils an die vom Impulsindikator fimp(m) angezeigten Zeit-
punkte verschoben und bei Uberlappung kumuliert werden. Dies erreicht man am
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Abbildung 4.28: Sprachsignal (schwarz) und iiberlagerte Stérung (grau)
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einfachsten durch eine Faltung jedes Frequenzbandes p des Templates mit dem
Impulsindikator. Die Schwellwerte ergeben sich durch die so geschitzte Storung
multipliziert mit einem Faktor o4, analog zu Formel (4.11). Abschlielend werden
die Schwellwerte mittels Gleichung (4.8) in die urspriingliche AWP-Darstellung
iiberfiihrt.

Beispiel 4.9 (Schitzung von zeitvarianten Impulsstérern)

AbschlieBend wird das Verfahren an einem selbst aufgezeichneten Sprachsignal
getestet. Als Storung werden durch Aufeinanderschlagen der Hinde erzeugte
Klatschgerdusche verwendet, die ebenfalls selbst aufgenommen wurden. Abbil-
dung 4.28 zeigt das Sprachsignal (schwarz) sowie die Klatschgerdusche (grau).
Der Abstand zwischen den einzelnen Klatschgerduschen variiert dabei deutlich,
wihrend die Intensitit weitestgehend gleich stark ist. Um auch die schwicheren
Signalanteile der Storung besser zu erkennen, wird die logarithmische Koeffizi-
entenenergie

B (p.n) =10-log (|c(p.n)|?)

betrachtet. Die logarithmische Energie der Storimpulse ist in Abbildung 4.29a
dargestellt. Der Vergleich mit der geschitzten Stérung in Abbildung 4.29b zeigt
eine gute Ubereinstimmung. Das Template weist fiir hohe Frequenzen eine ge-
ringere Energie auf als die tatsidchliche Storung. Daher kann es fiir die Filterung
sinnvoll sein, die Schwellwerte als ein Vielfaches der geschitzten Storenergie
festzulegen.

4.6 Filterung und Ricktransformation

Nach der Schitzung der Storenergie und der Wahl der entsprechenden Schwellwer-
te in den Abschnitte 4.3 bis 4.5 ist die eigentlich Filterung vergleichsweise ein-
fach. Jeder Koeffizient ¢, (p,n) wird mittels einer Schwellwertfilterung verarbeitet.
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Abbildung 4.29: Sprachsignal (schwarz) und iiberlagerte Storung (grau)

Dazu muss eine Schwellwertfunktion gewihlt werden. Die beiden am héufigsten
verwendeten Funktionen sind die Hard- und Soft-Thresholding-Funktion, die in
Abschnitt 2.6.3 vorgestellt wurden.

Das Hard Thresholding weist iiblicherweise eine gute Filterung beziiglich des
SNR auf. Jedoch hat es den Nachteil, dass die Schwellwertfunktion unstetig an der
Stelle des Schwellwertes ist. Verrauschte Koeffizienten, die iiber dem Schwellwert
liegen, werden dadurch iiberhaupt nicht gefiltert. Dies macht sich als tonhafte Sto-
rung bemerkbar, die Musical Noise genannt wird. Da diese Art des Restrauschens
besonders unangenehm empfunden wird, miissen die Schwellwerte bei Hard Thres-
holding durch Wahl der Faktoren ¢y, entsprechend hoch gewihlt werden. Dies fiihrt
allerdings zu einer zusétzlichen Sprachverzerrung. Das Hard Thresholding ist daher
nicht geeignet zur Sprachsignalfilterung.

Soft Thresholding bei der Wavelet-Filterung entspricht im Prinzip der Spektralen
Subtraktion bei der STFT. Da auch Koeffizienten iiber dem Schwellwert um diesen
vermindert werden, kann der Verstiarkungsfaktor o4, kleiner als bei Hard Thres-
holding gewihlt werden. Es ergibt sich allerdings das Problem, dass betragsméaBig
grofle Koeffizienten ebenfalls gefiltert werden, auch wenn diese iiberwiegend Spra-
che enthalten. Schon aus Sicht der SNR-Optimierung wire es besser, Koeffizienten
mit grolem Betrag gegeniiber dem Schwellwert nicht zu filtern. Bei Sprache kommt
zusitzlich hinzu, dass die menschliche Wahrnehmung die sogenannte Verdeckungs-
oder Maskierungseigenschaft besitzt [Vir99]. Eine Stérung wird demnach nicht
wahrgenommen, wenn sie unter der sogenannten Maskierungsschwelle liegt, die
von einer zeitlich und spektral benachbarten lauteren Gerduschquelle ausgebildet
wird. Dies ist ein zusitzlicher Grund, betragsmifig gro3e Koeffizienten nicht zu
filtern.

Beide Vorziige, den stetigen Ubergang an der Stelle des Schwellwertes (Soft
Thresholding) und die fehlende Dampfung groBer Koeffizienten (Hard Threshol-
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ding) vereint die nicht-negative Garrotte-Funktion. Sie wird daher in dieser Arbeit
als Schwellwertfunktion verwendet.

Nach der Schwellwertfilterung der Koeffizientenbetrige werden die gefilterten
Koeffizienten durch

crin(k) = g (k)| - e

gebildet. AbschlieBend berechnet sich das gefilterte Signal im Zeitbereich iiber die
inverse Analytische Wavelet-Packet-Transformation.
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5 Evaluation der Sprachsignalfilterung

Die entwickelten Verfahren zur Signaldarstellung und Filterung (Abschnitt 3) sowie
die Storschitzungen fiir verschiedene Storszenarien werden im Folgenden gemein-
sam evaluiert. Dazu werden die beiden in Abbildung 5.1 gezeigten Sprachsignale
verwendet. Beide Sprecher sind unterschiedlichen Geschlechts und sprechen ver-
schiedene Sitze, die beide etwa 4 Sekunden lang sind. Die Abtastfrequenz betragt
16 kHz. Da in den Abschnitten 4.3 bis 4.5 zur Storschitzung zwischen verschiede-
nen Storerklassen unterschieden wurde, werden die jeweiligen Verfahren fiir ent-
sprechende Storungen in den Abschnitten 5.1 bis 5.3 getrennt evaluiert. Das Ver-
fahren der Redundanten Synthese wird mit den Anpassungen zur Storschitzung
aus Abschnitt 4.3.3 separat in Abschnitt 5.4 fiir allgemeines nichtstationdres Hin-
tergrundrauschen betrachtet und mit den Ergebnissen durch Basiswahl verglichen.

Zur Evaluation wird zunichst eine objektive Bewertung mittels des Signal-zu-
Rausch-Verhiltnisses (SNR) des gefilterten Signals

_ >y () )
>HRe=10-loenn (zn [x(n) — £(n)

vorgenommen. Dabei wird das SNR des gestorten Signals zwischen —5 und 10 dB
variiert. Die Verbesserung des SNRs eignet sich insbesondere dazu, die Entfernung
der Storung zu bewerten. Die subjektive Qualitit eines Sprachsignals korreliert al-
lerdings nicht streng mit der Verbesserung des SNR. Daher wird zusétzlich der
sogenannte Mean Opinion Score (MOS) iiber das PESQ-Verfahren' berechnet, das
von der International Telecommunication Union zur automatischen Bewertung von
Sprachqualitit empfohlen wird. Dadurch kann im Gegensatz zum SNR besser be-
wertet werden, wie sich die durch die Filterung verursachten Sprachverzerrungen
auf die Wahrnehmung auswirken. Der niedrigste Wert dabei ist eins.

Um eine Aussage iiber die Verbesserungen der entwickelten Verfahren machen
zu konnen, werden die erzielten Ergebnisse mit denen anderer etablierter Verfahren
verglichen. Da in dieser Arbeit von einem einzigen Mikrofon ausgegangen wird,
konnen Beamforming-Verfahren nicht angewandt werden. Stattdessen wird als ers-
tes Verfahren die Spektrale Subtraktion herangezogen, wie sie in Abschnitt 2.6.2
vorgestellt wurde. Die Storenergie wird dabei stationér tiber der Frequenz geschitzt.

Das zweite verglichene Verfahren ist das ebenfalls weit verbreitete Ephraim-
Malah-Filter [EM84]. Es basiert auf einem stochastischen Modell der STFT-
Koeffizienten und beinhaltet eine Schitzung der Signalanwesenheit.

'ITU Recommendation P.862 : Perceptual evaluation of speech quality (PESQ)
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Amplitude
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(a) Sprecher 1:,,Guten Tag, wann geht morgen Vormittag ein
Zug nach Frankfurt?, weiblich (Datei awed5010.nis)

0,5
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(b) Sprecher 2:,,Ich mochte am ersten Feiertag nach Koblenz
fahren.”, méannlich (Datei chkd5040.nis)

Abbildung 5.1: Zur Evaluation verwendete Sprachsignale aus der PhonDat2-Daten-
bank [Bay]
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Abbildung 5.2: Stérung 2: Vorbeifahrendes Fahrzeug

Fiir die auf Wavelet Packets basierenden Verfahren werden Filterbidnke der ma-
ximalen Tiefe K = 8 verwendet. Bei Analytischen Wavlet Packets werden g-Shift-
14-Filter eingesetzt, bei reellen Filterbianken Symmlets der Linge 14.

5.1 Allgemeines nichtstationares Hintergrundrauschen

Um die Qualitit der in Abschnitt 4.3 entwickelten Verfahren zu testen, werden
drei verschiedene Storungen verwendet. Zum einen wird ein farbiges Rauschen
mit linear anwachsender Mittenfrequenz iiberlagert, wie es bereits in Beispiel 4.3
verwendet wurde. Es ist in Abbildung 4.8 auf Seite 138 abgebildet und wird als
Chirprauschen bezeichnet. Die zweite verwendete Storung ist das aufgezeichnete
Gerdusch eines Fahrzeugs, das sich ndhert und schlielich den Beobachter passiert.
Die entsprechende Verteilung der Storenergie in der Zeit-Frequenz-Ebene zeigt Ab-
bildung 5.2. Bei der dritten verwendeten Storung handelt es sich um ein stationdres,
weilles, normalverteiltes Rauschen, mit dem die Leistungsfahigkeit der entwickel-
ten nichtstationdren Verfahren bei einer stationédren Storung iiberpriift wird. Auf-
grund der stochastischen Natur des farbigen und weilen Rauschens wird fiir jede
Stufe von SNR, 20 Realisierungen des jeweiligen Rauschens erzeugt. Das gemit-
telte SNR ergibt sich iiber die Gleichungen (3.23) und (3.24), der gemittelte MOS
ergibt sich iiber eine einfache Mittelung der MOS der einzelnen Realisierungen.

5.1.1 Reelle und Analytische Wavelet-Packet-Filterung bei
Entropie-Basiswahl

Zuerst wird untersucht, wie unterschiedlich die Filterergebnisse bei Verwendung
von reellen gegeniiber Analytischen Wavelet Packets sind. Fiir beide Darstellungs-
arten wird eine Storschitzung mit gleichen Parametern nach Abschnitt 4.3 durch-
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gefiihrt, wobei das Kalman-Filter nicht verwendet wird. Die Schwellwerte wurden
zu

co(p) = {1 -lep(pyn)|, wenn cg(p,n) =1 (Sprache) 5.1)

2-|cp(p,n)|,  wenn cg(p,n) = 0 (Sprechpause)

gewihlt. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 5.3 und 5.4 zu sehen.

Wie in Abschnitt 3.1.5 mathematisch gezeigt wurde, konnen die Schwellwerte
bei Analytischen Wavelet Packets niedriger gewéhlt werden, um die gleiche Damp-
fung der Storung wie bei reellen Wavelet Packets zu erhalten. Da in dieser Simulati-
on allerdings fiir beide Darstellungen die gleichen Schwellwerte verwendet wurden,
enthilt das gefilterte Signal mittels reeller Wavelet Packets mehr Restrauschen. Des
Weiteren wurde in Beispiel 3.4 bereits gezeigt, dass die Sprechpausenerkennung
bei Analytischen Wavelet Packets aufgrund der glatten Koeffizientenverldufe bes-
sere Ergebnisse liefert. Dies verbessert die Schitzung der Storung sowie die Wahl
der Schwellwerte nach Gleichung (5.1). Dadurch erklirt sich die Uberlegenheit der
analytischen gegeniiber den reellen Wavelet Packets in den durchgefiihrten Simu-
lationen.

Auch im Vergleich zu den Referenzverfahren konnten die erzielten Ergebnisse
durch AWP-Filterung deutlich verbessert werden. Lediglich fiir das weile Rau-
schen und hohes SNR erreicht das Ephraim-Malah-Filter bzgl. des SNRs gleich
gute Ergebnisse.

5.1.2 Vergleich zwischen Entropie- und MSE-Basiswahl

Im Folgenden werden nun Analytische Wavelet Packets verwendet. Es wird ver-
glichen welchen Unterschied die Basiswahl nach dem Entropie- und dem MSE-
Kriterium auf die Sprachsignalfilterung hat. Bei Verwendung gleich gewéhlter Pa-
rameter wie in Abschnitt 5.1.1 ergeben sich die Ergebnisse in den Abbildungen 5.5
und 5.6.

Insgesamt ldsst sich keine klare Préferenz fiir die Entropie- oder die MSE-
Basiswahl erkennen. Dies war zu erwarten, da bereits das Beispiel in Abbil-
dung 3.27, Seite 107 gezeigt hat, dass beide Basiswahlverfahren fiir eine breitban-
dige Storung im Mittel etwa gleich gute Ergebnisse liefern. Jedoch ist die Entropie-
Basiswahl nach wie vor anfilliger fiir eine ungiinstige Realisierung des Rauschpro-
zesses. Da in diesem Kapitel jedoch stets das mittlere SNR bzw. MOS verglichen
wird, wird im Folgenden die Entropie-Basiswahl verwendet.
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Abbildung 5.5: SNR-Vergleich der Filterung bei Storschitzung nach Abschnitt 4.3 ohne
Kalman-Filter
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Abbildung 5.6: MOS-Vergleich der Filterung bei Storschitzung nach Abschnitt 4.3 ohne
Kalman-Filter
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5.1.3 Verwendung des Kalman-Filters

AbschlieBend wird fiir allgemeines nichtstationdres Hintergrundrauschen die zu-
sétzliche Verwendung des Kalman-Filters evaluiert. Fiir das Chirprauschen wird
das allgemeine Zustandsraummodell erster Ordnung (4.6)

gm+D] 1100 0 0
Agm+1)| o 1 0 0 0 0
A(m+1 001100
x(m+1) = AAE +1;:000100 x(m)
om+1)| 0 0 0 0 1 1
Apm+1)| o 0 0 0 0 1

verwendet. Fiir den Verkehrsldrm oder das stationire, weille Rauschen wiire dieses
Modell zwar ebenfalls einsetzbar, enthielte aber mehr Zustandsgrofien als unbe-
dingt notig. Bei Betrachtung von Abbildung 5.2 fillt auf, dass sich die Mittenfre-
quenz des vorbeifahrenden Fahrzeugs nicht @ndert, sondern stets nahe 0 Hz liegt.
Daher wird fiir die Schitzung des Verkehrsldrms ein Stormodell mit einem einzigen
reellen Pol aufgestellt:

8

Ga(2) = A gA R,

Die Phase des Pols ist stets konstant null. Das zugehorige Zustandsraummodell ist:

gm+1)] 1 1.0 0
Agm+1)| o 1 0 0

X+ D=1 U = lo o 1 1 *m
Am+1)] [0 0 0 1

Fiir das weifle Rauschen schlielich ist kein einziger Pol im Stérmodell mehr nétig,
da es keine spektrale Fiarbung aufweist. Daher ist nur die Verstirkung g bzw. deren
Anderung Ag zu schitzen. Das Zustandsraummodell fiir weifes Rauschen ergibt
sich damit durch:

st = o] <o 1]

Die Ergebnisse in den Abbildungen 5.7 und 5.8 zeigen fiir das Chirprauschen und
den Verkehrsldrm eine Verschlechterung. Auch fiir das weifle Rauschen ist ledig-
lich eine minimale Verbesserung zu erkennen. Dies liegt an mehreren Griinden.
Zum einen lassen sich reale Storungen wie der Verkehrsldrm nur ndherungswei-
se durch AR-Modelle modellieren. Das eigentliche Problem stellt allerdings die
Schitzung der Sprachwahrscheinlichkeit dar. In Abbildung 5.9a ist die detektier-
te Sprachwahrscheinlichkeit sowie zum Vergleich das reine Sprachsignal gezeigt.
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Abbildung 5.7: SNR-Vergleich der Filterung bei Storschitzung nach Abschnitt 4.3 mit
Kalman-Filter (Entropie-Basiswahl)
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Man erkennt, dass die Detektion gut funktioniert. Dennoch fiihren kleine Fehler
in der Sprachdetektion zu einer deutlichen Verfilschung der geschitzten Storung.
Dies ist beispielsweise bei 2 und bei 2,75 Sekunden in Abbildung 5.9b am Bei-
spiel des Chirprauschens zu sehen. Da das Kalman-Filter so eingestellt ist, dass
es sich in detektierten Sprechpausen fast ausschlielich auf das gestorte Signal als
Storschitzung verldsst, fiithrt eine kurzzeitige Fehldetektion sofort zu deutlichen
Verfialschungen der Schitzung durch die Sprache. Dies wirkt sich zudem auf al-
le Frequenzbinder aus, da diese durch das Stormodell miteinander gekoppelt sind.
Des Weiteren ist die Storschitzung mittels des Glattungsverfahrens bereits so ef-
fektiv, dass eine deutliche Verbesserung wohl auch bei einer robusteren Einstel-
lung des Kalman-Filters nicht zu erzielen ist. Der Einsatz des Kalman-Filters zur
Sprachsignalfilterung kann daher im Allgemeinen nicht empfohlen werden. Ledig-
lich fiir eine Storung, die sich zu schnell fiir den Schitzalgorithmus durch Glattung
verdndert und fiir die ein genaues Modell des Storspektrums sowie der zeitlichen
Veridnderung entworfen werden kann, ist der Einsatz des Kalman-Filters sinnvoll.
Des Weiteren wire es denkbar, dass sich dieser Ansatz bei anderen Anwendungen
als der Sprachsignalfilterung als niitzlich erweist.

5.2 Periodische Stérungen

Zur Evaluation der Verfahren fiir periodische Stérungen werden zwei Stérungen
verwendet: eine Chirpreihe und der Larm eines Motors. Fiir die Chirpreihe wird
zunichst ein Chirpsignal erzeugt, dessen Frequenz innerhalb von 213 - 3 = 6144
Abtastwerten (entspricht ca. 384 ms) von null auf 1600 Hz anwichst. Dieses
Chirpsignal wurde periodisch alle 7 = 2!3 Abtastwerte wiederholt, wobei es je-
weils zufillig verschoben wurde. Die Verschiebungen besitzen eine mittelwertfreie
Normalverteilung mit einer Standardabweichung von 5 % der Periodenlidnge T.
Der Motorenldrm wurde von einer Maschine mit nahezu konstanter Drehzahl auf-
genommen. Die Periodenldnge wurde iiber eine Autokorrelationsfunktion (AKF)
geschitzt und betragt T = 1981 Abtastwerte, was 124 ms entspricht. Die Zeit-
Frequenz-Energieverteilung dieser Storung wurde bereits in Abbildung 4.19 dar-
gestellt.

Es werden drei eigene Verfahren miteinander und mit den Referenzverfahren
verglichen. Dies sind:

1. PWP-Korr: Schitzung der Storung mittels PWP (Period Wavelet Packets),
periodenkorrigierter Faltung und adaptiver Mittelung

2. PWP-Rand-Mittelung: Schitzung der Storung mittels PWP (Period Wavelet
Packets), separaten Randkoeffizienten und adaptiver Mittelung
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Abbildung 5.9: Storschitzung durch Kalman-Filterung bei nicht-idealer Sprachdetektion

3. PWP-Rand-Max: Schitzung der Storung mittels PWP (Period Wavelet
Packets), separaten Randkoeffizienten und adaptiver Maximumbildung

Fiir die adaptive Mittelung bzw. Maximumbildung werden Nanarysis = 20 Perioden
des Storsignals zur Storschidtzung verwendet. Es muss noch ein Verstirkungsfaktor
oy, zur Schwellwertwahl gewihlt werden. In den Experimenten mit den oben ge-
nannten Filterverfahren fiel auf, dass mit einem einzigen Faktor oy, nicht fiir hohes
wie fiir niedriges SNR gute Ergebnisse erzielt werden konnen. Bei einer Wahl von
oy, = 1 fiir die Verfahren PWP-Korr und PWP-Rand-Mittelung bzw. o4, = 0,5 fiir
PWP-Rand-Max werden gute Ergebnisse fiir nieriges SNR erreicht, wie in Abbil-
dung 5.10 zu sehen ist. Man erkennt, dass zwar die Stérung bei niedrigem SNR
gut entfernt wird, jedoch wird bei hohem SNR auch viel von den Sprachanteilen
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verfilscht, was das gefilterte SNR wie den MOS negativ beeinflusst. Wird dagegen
der Schwellwert vergleichsweise niedrig gesetzt, so erhélt man die Ergebnisse in
Abbildung 5.11. Die Filterung verdndert das gestorte Sprachsignal bei niedrigem
SNR nur unwesentlich, jedoch wird bei hohem SNR ein sehr viel besseres SNR
und MOS erzielt.

Ein Kompromiss lésst sich finden, indem die Schwellwertverstirkung oy, anhand
des SNR adaptiert wird. Fiir SNR— —co soll oy, gegen oo gehen. Fiir SNR— oo
strebe oy, gegen null. Aus diesem Grund wird eine exponentielle Anpassung ange-
setzt:

(5.2)

SNR—-A
B

O4h = €Xp (-

Um die zwei Parameter A und B zu bestimmen, miissen zwei Referenzpunkte
(SNR, )1 und (SNR,04p)2 festgelegt werden. Dazu werden jeweils die beiden
zuvor eingestellten Schwellwertverstirkungen bei einem SNR von —5 und 10 dB
gewdhlt. Das tatsdchliche SNR steht zur Auswertung der Funktion (5.2) nicht zur
Verfligung, kann allerdings durch Verwendung der Energie E ; der geschéitzten Sto-
rung durch

o Ey—E;

d

angenihert werden. Dieses Prinzip wurde auf die Verfahren PWP-Rand-Mittelung
und PWP-Rand-Max angewandt. Man erhilt damit schlieflich die Ergebnisse in
Abbildung 5.12, die durchgehend bessere Ergebnisse beziiglich des SNR als die Re-
ferenzverfahren zeigen. Die Verbesserung beziiglich des MOS kann nur fiir SNR,,
groBer null bzw. groBer 5 belegt werden. Dies liegt daran, dass die Storenergie,
insbesondere bei der Chirpreihe, sehr kompakt in der Zeit-Frequenz-Ebene lokali-
siert ist. Das lokale SNR der betreffenden Koeffizienten ist daher sehr niedrig. Eine
Filterung kann die Sprachqualitit dieser Koeffizienten nicht verbessern, da durch
Filterung die Sprache in diesen Koeffizienten ebenfalls entfernt wird, was zwar zu
einer Verbesserung des SNR, nicht aber des MOS fiihrt.

5.3 Impulsartige Stérungen

Auch fiir impulsartige Storungen werden zwei Beispiele betrachtet. Zum einen wird
eine Sequenz idealer Impulsstorer per Computer erzeugt, die dem zeitinvarianten
Modell in Abschnitt 4.5.1 entsprechen. Die Impulse besitzen dabei eine gleichver-
teilte Lange mit einem Mittelwert von 1000 Abtastwerten (entspricht 62,5 ms) und
einer Standardabweichung von 500 Abtastwerten. Die Abstinde zwischen den Ein-
schaltzeitpunkten sind exponentialverteilt [JW00] mit A = 10*. Die spektrale Fir-
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Abbildung 5.11: Vergleich bei periodischen Stérungen, Schwellwert niedrig



5.3 Impulsartige Stérungen 195

m
= ©n
P o
a4
& =
%)
-5 0 5 10
SNR, /dB SNR, /dB
(a) Sprecher 1, Chirpreihe (b) Sprecher 1, Chirpreihe
m
= g
5y
a4
& =
%)
5 0 5 10 -5 0 5 10
SNR, /dB SNR, / dB
(c) Sprecher 2, Chirpreihe (d) Sprecher 2, Chirpreihe
m
= »
2 S
Z
%)
5 0 5 10 -5 0 5 10
SNR, / dB SNR, / dB
(e) Sprecher 1, Motorenldrm (f) Sprecher 1, Motorenldrm
1,8
m
o 8 1,6
QZ? = 1,4
7 1,2
1
-5 0 5 10 -5 0 5 10
SNR, /dB SNR, / dB
(g) Sprecher 2, Motorenldrm (h) Sprecher 2, Motorenldrm

PWP-Rand-Mittelung (——) PWP-Rand-Max (—)
Ephraim-Malah-Filter (—)  Spektrale Subtraktion (— )  Ungefiltert ( )

Abbildung 5.12: Vergleich bei periodischen Storungen, adaptiver Schwellwert



196 5 Evaluation der Sprachsignalfilterung

bung wird in diesem Fall als weill angenommen, um diese Stérung von der zweiten
zu unterscheiden.

Fiir die zweite Stérung wird eine Reihe von Impulsen erzeugt, indem mit den
Hinden verschieden stark geklatscht wird. Die einzelnen Impulse werden zufillig
angeordnet, wobei der Abstand der Auftretenszeitpunkte wieder exponentialverteilt
mit A = 10% ist. Da fiir beide Storarten aufgrund der zufilligen Auftretenszeitpunkte
die Anzahl der Impulse pro Versuch nicht konstant ist, wird die Storenergie auf die
Anzahl Njp, der Impulse normiert:

SNR, = 10-log <EX>
Ed / Nimp
Aufgrund dieser verinderten Berechnung wird im Gegensatz zu den vorherigen
Simulationen ein SNR-Bereich von O bis 15 dB betrachtet.

Es wird die Detektion mittels Signaleigenschaften (zeitinvariantes Modell) sowie
die Detektion iiber Template Matching (zeitvariantes Modell) anhand beider Sto-
rungen evaluiert. Von den bisherigen Referenzverfahren ist nicht zu erwarten, dass
sie fiir impulsartige Storungen gute Ergebnisse liefern. Die verwendete Spektrale
Subtraktion arbeitet stationdr, wihrend das Ephraim-Malah-Filter voraussetzt, dass
die Sprache dynamischer ist als die Storung. Daher wurde zusitzlich ein Median-
Filter implementiert. Das Median-Filter ist aus der Bildverarbeitung bekannt. Es
weist einem gefilterten Signal den Median des gestorten Signals in einer gewis-
sen Umgebung des betrachteten Orts (bzw. Zeitpunktes) zu. Impulse kénnen damit
gut entfernt werden, wenn diese hinreichend kurz sind. Bei Sprachsignalen ist ein
Impuls allerdings nicht ideal, sondern besitzt eine zeitliche Ausdehnung. Der wei-
tere Nachteil ist, dass das Median-Filter das Sprachsignal im gesamten Zeitbereich
beeinflusst, wihrend die in Abschnitt 4.5.1 entwickelten Methoden die Impulse de-
tektieren und gezielt entfernen. Dennoch gibt es den Ansatz der Median-Filterung
auch in der Sprachsignalfilterung. Zum Vergleich mit den in dieser Arbeit entwi-
ckelten Methoden wurde das Verfahren in [Non0O8] an Wavelet Packets angepasst.
Die Fensterldnge wgy des Median-Filters im Zeitbereich wurde zu 100 ms gewdhlt.
Die Fensterldnge in einem Frequenzband der Ebene k wurde durch

wo
T2k

angepasst. Die Schwellwertverstiarkungen wurden fiir das zeitinvariante Modell zu
oy, = 0,3 und fiir das zeitvariante Modell zu o, = 0,25 gewihlt. Es ergeben sich
damit die Ergebnisse in Abbildung 5.13. Im Fall der weilen, idealen Impulsstorer
ist die Filterung basierend auf dem zeitinvarianten Signalmodell von allen ande-
ren Verfahren unerreicht. Die Klatschgerausche sollten eigentlich eher zum zeit-
varianten Modell passen. Uberraschend ist daher, dass bei Betrachtung der Abbil-
dungen 5.13(e) bis (h) das zeitinvariante Signalmodell bessere Ergebnisse liefert.

Wk
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Beziiglich des SNR ist sogar das Median-Filter besser als das zeitvariante Modell.
Fiir hohes SNR, erzielt das Median-Filter auerdem gleich gute Ergebnisse wie das
zeitinvariante Modell. Jedoch trifft dies nur bei Betrachtung des SNR zu. Beziiglich
des MOS ist das Median-Filter immer schlechter als beide in Abschnitt 4.5 entwi-
ckelten Filterverfahren. Dies riihrt unter anderem daher, dass das Median-Filter zu
jedem Zeitpunkt das Signal filtert, auch wenn kein Storimpuls im Signal enthalten
ist.

5.4 Redundante Synthese bei nichtstationdrem
Hintergrundrauschen

Durch die Erweiterung der Storschitzung fiir nichtstationédres Hintergrundrauschen
auf den kompletten Wavelet-Packet-Baum in Abschnitt 4.3.3 ist das Verfahren der
Redundanten Synthese fiir diese Storerklasse anwendbar. Dazu soll zunichst an ei-
nigen Beispielen die Wahl des Parameters a betrachtet werden, der an der Berech-
nung der Gewichte in den Gleichungen (3.26) und (3.30) beteiligt ist. Dazu wurde
das Sprachsignal awed5010 (Sprecher 1) verwendet und bei verschiedenen SNR
Stufen mit zwei unterschiedlichen Storungen iiberlagert. Das SNR und der MOS
des gefilterten Signals sind iliber dem Faktor a in Abbildung 5.14 aufgetragen. Man
erkennt fiir alle Beispiele, dass das SNR fiir @ = 0 minimal ist. Dies entspricht ei-
ner gleichen Gewichtung aller Koeffizienten unabhéngig von der geschitzten Giite
R,,. Fiir a > 10 befindet sich das SNR ndherungsweise auf einem konstanten Ni-
veau. Der MOS dagegen ldsst einen Abwirtstrend fiir anwachsendes a erkennen.
Der Faktor a wird daher in den folgenden Simulationen auf 15 gesetzt.

Das Verfahren der Redundanten Synthese wird nun mit der Entropie-Basiswahl
aus Abschnitt 5.1 verglichen. Dazu werden die gleichen Stérungen und Einstellun-
gen wie zuvor verwendet. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 5.15 und 5.16
dargestellt. Beziiglich des SNR lassen sich nur geringfiigige Verbesserungen erzie-
len. Die Betrachtung des MOS zeigt jedoch in allen auBler zwei Fillen eine deut-
liche Verbesserung. In diesen beiden Fillen ist die Filterung mittels Redundante
Synthese gleich gut wie die Filterung per Basiswahl.

Aufschlussreich ist auch eine Horprobe des gefilterten Signals. Alle Filterverfah-
ren, die in irgendeiner Weise die Storung subtrahieren (Spektrale Subtraktion aber
auch Wavelet-Schwellwertfilterung), erzeugen sogenanntes Musical Noise. Durch
die stochastische Natur des Rauschens werden einzelne gestorte Koeffizienten gro-
Ber sein als der zu subtrahierende Wert (bzw. Schwellwert). Bei einer Filterung ba-
sierend auf einer Zeit-Frequenz-Darstellung erzeugt dies einen Ton, der nur fiir kur-
ze Zeit présent ist. Alle solche Tone gemeinsam bilden das Musical Noise, das als
besonders unangenehm empfunden wird. Das Verfahren der Redundanten Synthese
mindert Muscial Noise nun deutlich, da ein gefilterter Wert sich aus der gemittel-
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ten Information mehrerer Wavelet-Koeffizienten ergibt, von denen nur ein Teil mit
Musical Noise behaftet ist.

5.5 Zusammenfassende Bewertung

Die Verwendung Analytischer Wavelet Packets konnte die Filterung entscheidend
verbessern. Der Einsatz von Entropie- oder MSE-Basiswahl hatte dagegen keinen
bedeutenden Einfluss. Dies liegt teilweise an der Breitbandigkeit der verwende-
ten Storungen. Zum anderen zeigte bereits die Evaluation in Abschnitt 3.2.4, dass
sich die Ergebnisse beider Basiswahlverfahren im Mittel iiber mehrere Realisie-
rungen nicht wesentlich unterscheiden, obwohl die MSE-Basiswahl robuster gegen
eine konkrete ungiinstige Realisierung des Rauschprozesses ist. Das Kalman-Filter
zur verbesserten Storschitzung bei nichtstationdrem Hintergrundrauschen fiihrte zu
keiner Verbesserung, sondern in manchen Fillen zu einer Verschlechterung. Dies
liegt zum einen daran, dass die Bestimmung der Sprachwahrscheinlichkeit noch
nicht hinreichend genau funktioniert, zum anderen ist die Schitzung iiber das Glit-
tungsverfahren fiir die verwendeten Storungen bereits sehr gut.

Die Filterung mittels Analytischer Wavelet Packets ohne Kalman-Filter zeigte
sich den Referenzverfahren bei nichtstationdrem Hintergrundrauschen iiberlegen.
Lediglich fiir hohes SNR bei weilem Rauschen und Chirprauschen erzielte das
Ephraim-Malah-Filter vergleichbare Resultate wie die AWP-Filterung. Bei periodi-
schen Storungen waren die Gewinne der AWP-Filterung in allen Féllen und SNR-
Bereichen deutlich grofler als die der Referenzverfahren. Bei impulsartigen Sto-
rungen erwies sich die Filterung nach dem zeitinvarianten Signalmodell fiir ,,wei-
Be* Impulse immer besser als die Filterung nach dem zeitvarianten Signalmodell
oder mittels Median-Filterung. Das Ephraim-Malah-Filter und Spektrale Subtraki-
on versagten vollig. Beziiglich des SNRs erreichte die Median-Filterung im Falle
von Klatschgerduschen und geringer Storenergie vergleichbare Ergebnisse wie die
AWP-Filterung. Jedoch offenbarte der MOS-Wert, dass die Sprachverstdndlichkeit
bei der Median-Filterung stirker leidet.

Das Verfahren der Redundanten Synthese erzielte schlieflich vergleichbare Er-
gebnisse beziiglich des SNR wie die Entropie-Basiswahl. Jedoch konnte der MOS-
Wert je nach Sprach- und Storsignal moderat bis deutlich verbessert werden. Hor-
proben ergaben insbesondere eine Reduzierung des Musical Noise. Somit stellt die-
ses Verfahren die beste erreichte Filterung dar.
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Abbildung 5.13: Vergleich der Filterung bei impulsartigen Stérungen
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6 Zusammenfassung

Die verbale Kommunikation iiber digitale Kanéle hat in den vergangenen Jahren
rasanten Einzug in den menschlichen Alltag gehalten. Ob Mobiltelefone, automa-
tische Informationssysteme oder Horgeriite: Die digitale Verarbeitung und Uber-
tragung von Sprache trigt in vielen Lebensbereichen zur Erhéhung der Lebens-
qualitiit bei. Damit steigen auch die Anforderungen an die Sprachqualitit im Hin-
blick auf eine verbesserte Verstindlichkeit und automatische Erkennung. Die Nicht-
stationaritdt von Sprache und Storungen stellt dabei eine besondere Herausforde-
rung bei der Sprachsignalfilterung dar. Hierauf zielt der Einsatz von Zeit-Frequenz-
Darstellungen ab.

Die Filterung nichtstationirer Signale und Storungen ist allerdings nicht nur in
der Sprachverarbeitung von Interesse, sondern findet sich in vielen Anwendungen
aus allen Bereichen der Signalverarbeitung wieder. Daher war es das Ziel dieser
Arbeit, sowohl die Filterung allgemeiner Signale durch eine erweiterte Wavelet-
Packet-Darstellung zu verbessern, als auch Storschétzer fiir die Sprachsignalfilte-
rung zu entwickeln, um die neuartige Wavelet-Packet-Filterung wirksam einsetzen
zu konnen.

Analytische Wavelet Packets

Fiir eine effektive Entfernung nichtstationérer Storungen bei gleichzeitig moglichst
geringer Beeinflussung des Nutzsignals ist eine Schétzung der Storenergievertei-
lung in der Zeit-Frequenz-Ebene unerlisslich. Diese wird allerdings durch zwei
gravierende Nachteile reeller Wavelet Packets erschwert: Thre Verschiebungsvari-
anz sowie die Oszillationen der Wavelet-Packet-Basisfunktionen. Eine Moglichkeit
zur Umgehung der Verschiebungsvarianz ist die Undecimated Wavelet Transform.
Allerdings verdoppelt diese bei der Analyse mit jeder Stufe die Anzahl der Ko-
effizienten. Des Weiteren bleibt das Problem der oszillierenden Koeffizientenver-
laufe ungelost. Aus diesen Griinden stellt sie keinen gangbaren Weg dar. Dagegen
erreicht die Dual-Tree Complex Wavelet Transform (DTCWT) durch ndherungs-
weise analytische Wavelets eine Losung beider Probleme. Die Erweiterung der DT-
CWT zu Analytischen Wavelet Packets ist allerdings nicht durch einfache Aufspal-
tung aller Frequenzbénder zu einem vollstindigen Wavelet-Packet-Baum moglich.
Hierzu wurde ein Vertauschungsschema der Filter zwischen reellem und imagi-
nidrem Baum entwickelt, durch das man analytische Basisfunktionen der Wavelet
Packets erhilt. Die stochastischen Eigenschaften der komplexen Wavelet-Packet-
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Koeffizienten zur Filterung wurden in Abschnitt 3.1.5 untersucht. Es zeigte sich,
dass der Filterschwellwert bei Verwendung Analytischer Wavelet Packets bei glei-
cher Rauschunterdriickung niedriger gesetzt werden kann. Dies fiihrt zu einer ver-
minderten Signalverzerrung. Mehrere Beispiele demonstrierten die erzielten Ver-
besserungen anhand der Verschiebungsinvarianz, Sprachdetektion sowie Filterung
kiinstlich erzeugter Signale und Sprache.

Basiswahl unter Storeinfluss

Herkommliche Verfahren der Filterung mittels Wavelet Packets setzen weil3es,
nichtstationdres Rauschen voraus. Dieses beeinflusst die Basiswahl mittels des
Entropie-Kriteriums im Mittel nur unwesentlich. Fiir farbiges oder nichtstationires
Rauschen gilt dies allerdings nicht. Daher wurde in Abschnitt 3.2 der mittlere, qua-
dratische Fehler (MSE) anstelle der Entropie als zu minimierendes Giitemal} bei
der Basiswahl verwendet. Da der wahre MSE in realen Anwendungen nicht bere-
chenbar ist, wurde zunéchst ein allgemeiner Ansatz zur MSE-Schitzung vorgestellt
und auf die bei der Filterung eingesetzte Garrotte-Schwellwertfunktion angewandt.
Die niherungsweise Erwartungstreue des Schétzers wurde mathematisch und ex-
perimentell gezeigt. Simulationen demonstrierten die verbesserte Robustheit der
Basiswahl und damit der Filterung gegeniiber verschiedenen Realisierungen des
Rauschens.

Filterung mit Hilfe des gesamten Wavelet-Packet-Frames

Manche Signale sind in keiner gewihlten orthonormalen Basis des Wavelet Packets
befriedigend darstellbar. Diese Problematik wurde in Abschnitt 3.3 behandelt. Wird
eine Komponente des Signals in der gewihlten Basis nicht kompakt dargestellt,
fiihrt dies zu einer Aufteilung der entsprechenden Energie auf viele Koeffizienten,
die nidher am entsprechenden Filterschwellwert oder sogar darunter liegen. Eine
unerwiinschte Verschlechterung dieser Signalkomponente ist der Fall. Aus diesem
Grund wurde das Verfahren der Redundanten Synthese entwickelt, das séamtliche
Koeffizienten des Wavelet Packets zur Rekonstruktion des gefilterten Signals ver-
wendet. Dabei beriicksichtigt es die einzelnen Koeffizienten geméa8 ihrer geschitz-
ten Giite, dem MSE. Die Filterergebnisse beziiglich des SNR sind mit denen mittels
Basiswahl vergleichbar. Der grofle Vorteil besteht allerdings darin, dass keine Si-
gnalkomponente durch die Filterung stark verzerrt wird. Dies wurde anhand von
Beispielen verdeutlicht.

Stérschatzung bei der Sprachsignalfilterung

Neben der Darstellung des zu filternden Signals in der Zeit-Frequenz-Ebene ist
die Storschitzung der Schliissel zu einer effektiven Filterung. Daher wurden fiir
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verschiedene Storerklassen entsprechende Schitzverfahren entwickelt. Fiir allge-
meines, nichtstationédres Hintergrundrauschen wurde in Abschnitt 4.3 ein Verfahren
aus dem STFT-Bereich adaptiert. Dabei wird die Sprachwahrscheinlichkeit in der
Zeit-Frequenz-Ebene geschitzt. Diese Detektion konnte aufgrund der glatteren Ko-
effizientenverlidufe durch die Verwendung von Analytischen Wavelet Packets be-
deutend verbessert werden. Die eigentliche Storschitzung erfolgt tiber eine zeit-
frequenzabhingige Glittung der Koeffizientenenergie eines Referenzsignals, auf
das die Sprache wihrend detektierten Sprachbereichen keinen Einfluss hat. Ener-
gieanteile der Sprache im gestorten Signal schlagen sich so idealerweise nicht mehr
in der geschitzten Storung nieder. Des Weiteren wurde ein Kalman-Filter zur mo-
dellbasierten Verbesserung der ersten Schitzung entworfen. Dies erwies sich aller-
dings in der Evaluation als nicht zielfithrend. Zum einen ist die Schitzung des ers-
ten Schitzverfahrens bereits sehr gut, zum anderen wiirde ein sinnvoller Einsatz des
vorgestellten Kalman-Filters eine perfekte Sprechpausendetektion voraussetzen.

Periodische Stérungen wurden aufgrund ihres hiufigen Auftretens in der Nihe
von Maschinen in Abschnitt 4.4 gesondert betrachtet. Dabei wurde eine neue Art
der Filterbank vorgestellt, die eine Periode der Storung mit beliebiger Linge zu
analysieren vermag. Damit kann eine adaptive Schitzung der Storenergieverteilung
einer Periode durchgefiihrt werden, die dann wihrend Sprachintervallen zur Verfii-
gung steht. Da realistische Storungen keine perfekte Periodizitit aufweisen, wiirde
dies bei Verwendung von reellen Wavelet Packets aufgrund ihrer Verschiebungsva-
rianz zu ungenauen Storschitzungen fithren. Folglich fiihrte die Verwendung der
Analytischen Wavelet Packets zu verbesserten Filterergebnissen.

Impulsartige Storungen sind die dritte Klasse der betrachteten Storungen, die in
Abschnitt 4.5 behandelt wurden. Aufgrund ihrer sehr dynamischen Veridnderung
erfiillen sie nicht die Voraussetzungen zur Anwendung des Verfahrens nach Ab-
schnitt 4.3. Um in Abwesenheit einer Storung eine Filterung zu vermeiden, wur-
den zwei Detektionsverfahren basierend auf unterschiedlichen Signalmodellen ent-
wickelt. Das erste Verfahren setzt stationire stochastische Eigenschaften der Sto-
rung wihrend der Dauer des Impulses voraus. Uber einen erzeugten Merkmalsraum
werden impulsbehaftete von unbehaftete Zeitpunkten unterschieden. Das zweite
Signalmodell geht von einer gleichen Energieverteilung der Impulse in der Zeit-
Frequenz-Ebene aus. Mittels Template-Matching-Verfahren werden die Storungen
lokalisiert. In der abschlieBenden Evaluation zeigte das Verfahren basierend auf
dem ersten Signalmodell die besseren Ergebnisse.

Bewertung

Die abschlieBende Evaluation in Kapitel 5 zeigte die Leistungsfahigkeit aller entwi-
ckelten Verfahren. Die Analytischen Wavelet Packets erwiesen sich den reellen weit
iberlegen, was mafBigeblich der verbesserten Sprachdetektion und Stdrschitzung
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zuzurechnen ist. Der Vergleich zwischen Entropie- und MSE-Basiswahl ergab im
Mittel keine Priferenz. Dies liegt zum einen an der Breitbandigkeit der verwendeten
Storungen. Zum anderen wurde bereits in Abschnitt 3.2.4 gezeigt, dass sich die Fil-
terergebnisse im Mittel zwar gleichen, jedoch die Entropie-Basiswahl fiir einzelne
Realisierungen versagt. Schlielich fiihrte das Verfahren der Redundanten Synthese
zu leichten Gewinnen beziiglich des SNR gegeniiber der Basiswahl. Wichtiger je-
doch sind die deutlichen Verbesserungen der subjektiven Wahrnehmung. Dies liegt
unter anderem daran, dass alle wesentlichen Sprachmerkmale erhalten bleiben und
nicht durch eine ungiinstige Basiswahl verloren gehen. Des Weiteren konnte das
Musical Noise deutlich reduziert werden, was bei allen herkommlichen Rausch-
subtraktionsverfahren auftritt und besonders unangenehm wahrgenommen wird.



A Nomenklatur

A.1 Abkirzungen

Akronym  Bedeutung
AWP Analytische Wavelet Packets
CMF Conjugate Mirror Filter
DFT Diskrete Fourier-Transformation
DTCWT Dual-Tree Complex Wavelet Transform
FFT Fast Fourier Transform
FIR Finite Impulse Response
IR Infinite Impulse Response
IDTCWT  Inverse Dual-Tree Complex Wavelet Transform
MA Moving Average
MOS Mean Opinion Score
MSE Mean Square Error (mittlerer quadratischer Fehler)
PWP Period Wavelet Packets
QMF Quadrature Mirror Filter
RWP Reelle Wavelet Packets
SNR Signal to Noise Ratio (Signal-zu-Rausch-Verhiltnis)
STFT Short-Time-Fourier-Transformation
SURE Stein’s Unbiased Risk Estimate
UWP Undecimated Wavelet Packets
UWT Undecimated Wavelet Transform
WP Wavelet Packet
A.2 Symbole

Lateinische Symbole:

Symbol Bedeutung
a Skalierung bei der Wavelet-Transformation
ag Diskrete dyadische Skalierung

a(Yy,Ty)

Diampfung bei der Schwellwertfilterung
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Symbol Bedeutung

A Systemmatrix (Kalman-Filter)

A; Betrige der Pole (Stérmodell)

b - Frequenzbandsindex innerhalb einer Ebene (Wavelet Packets)
- Zeitverschiebung (Wavelets)

b Bias des geschitzten MSE mit Index m

bink Diskrete dyadische Zeitverschiebung (Wavelets)

B Eingangsmatrix (Kalman-Filter)

Bin Minimale Bandbreite der Frequenzbinder der besten Basis

Bg Max. Anzahl moglicher Basen bei einem WP der max. Tiefe K

chn(p,n) Gefilterte Koeffizienten der besten Basis im Frequenzband p

caa(pin)  Geglittete Koeffizientenbetriige der besten Basis

chigh(psn)  Geglittete Koeffizientenbetriige in bester Basis, hohe Frequen-
zen verstirkt

ck(m) Skalierungskoeffizienten der DWT

Crp(m) Wavelet-Packet-Koeffizienten im Knoten (k,b)

C}; »(m) Wavelet-Packet-Koeffizienten des Signals y im Knoten (k,b)

cielf?(m) Referenzsignal im Knoten (k,b)

Cmin(p,n) Lokales Minimum der geglitteten Koeffizientenbetrige, beste
Basis

Cret(pyh) Referenzfolge in bester Basis

cs(p,n) Sprachwahrscheinlichkeit in bester Basis

ct(p,n) Schwellwerte fiir jeden Koeffizienten in bester Basis

cy(p,n) Gestorte Koeffizienten der besten Basis

cp(pyn) Geschitzte Koeffizientenamplituden der Storung in bester Basis

ep(p.m) Geschitzte Koeffizientenamplituden der Storung in zeitdquidi-
stanter Aufteilung

c Ausgangsmatrix (Kalman-Filter)

Cy Zuldssigkeitskonstante des Wavelets y/(7)

Crp Kosten des Knotens (k,b)

d(n) Storung

di(m) Wavelet-Koeffizienten bei der DWT

D(m k) STFT der Stérung

D(I,m) Koeffizienten der Storung in dquidistanter Aufteilung

D(l,m) Geschitzte Koeffizienten der Storung

E{} Erwartungswert

EY Lokale Energie des Signals y zum Zeitpunkt m

E, Energie des Signals x(¢) bzw. x(n)

f Frequenz

fa Abtastfrequenz
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A.2 Symbole

Symbol Bedeutung

fr Lokale Mittenfrequenz des Signals y zum Zeitpunkt m

S Mittlere Frequenz des Signals x(¢) bzw. x(n)

Fx(x) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion von X

S(xy) Verbunddichte von X und Y

F Frequenzverschiebung der Fenster bei der diskreten STFT

E, Gesamtfehler bei der Filterung des m-ten Koeffizienten

F, Adaptiv geschitztes PWP einer Storperiode nach r Perioden

Ef PWP einer der Randkoeffizienten einer Storperiode nach r Pe-
rioden

FWP Adaptiv geschitztes WP einer Stérperiode nach r Perioden

Fp, Restrauschen bei der Filterung des m-ten Koeffizienten

Fx, Signalverzerrung bei der Filterung des m-ten Koeffizienten

El(z.f) STFT des Signals x(r) mittels des Analysefensters y(z) bei der
Zeitverschiebung 7 und Frequenz f

EY (m,k) STFT des Signals x(n) mittels des Analysefensters y(n) bei der
Zeitverschiebung m AM und Frequenz k/K

g Verstirkung (AR-Stérmodell)

go(t) Quadraturfilter (Hilbert-Transformator)

gup(n) Hochpass-Analysefilter

gupo(n) Hochpass-Analysefilter der obersten Stufe

grp(n) Tiefpass-Analysefilter

grpo(n) Tiefpass-Analysefilter der obersten Stufe

G,, Diagonalmatrix zur Verstirkung der geschitzten Messfehlerko-

B varianzen (Kalman-Filter)

hup(n) Hochpass-Synthesefilter

hyupo(n) Hochpass-Synthesefilter der obersten Stufe

hrp(n) Tiefpass-Synthesefilter

hrpo(n) Tiefpass-Synthesefilter der obersten Stufe

I Einheitsmatrix

Timp Impulsindikator

J Giitemal} zur Basiswahl

k - Index der Frequenzverschiebung (STFT)
- Index der dyadischen Skalierung (Wavelets)
- Index der Filterbanktiefe (Wavelet Packets)

K Maximale Filterbanktiefe (Wavelet Packets)

K Kalman-Gain-Matrix (Kalman-Filter)

Kirie Kritische Filterbanktiefe (PWP)

Kmin Filterbanktiefe fiir feinste erlaubte Zeitauflosung (Impulsstorer)

/ Frequenzbandindex der dquidistanten WP-Aufteilung
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Symbol Bedeutung

L - Lange eines zeitlich beschriankten Fensters (STFT)
- Periodenlinge in Abtastwerten einer periodischen Storung
- Anzahl der Frequenzbinder in dquidistanter Darstellung

m - Index der Zeitverschiebung der Basisfunktionen
- Zeitindex der dquidistanten WP-Aufteilung

M(m k) Zeit-Frequenz-Muster (Template) eines Impulses

n Zeitindex eines zeitdiskreten Signals oder einer Koeffizienten-
folge

N Linge in Abtastwerten eines endlichen diskreten Signals

N, Anzahl Randkoeffizienten (PWP)

Ny Liange der Filterimpulsantwort

Nimp Anzahl der Impulse wihrend des Beobachtungszeitraums

Ny Anzahl an Basisfunktionen in einem Frame

Orp Optimale Kosten des Knotens (k,b)

sign(-) Vorzeichenfunktion

)4 Frequenzbandindex der Bénder der besten Basis (Wavelet
Packets)

P, PWP der i-ten Storperiode

P(l,m) Koeffizientenenergie, STFT oder dquidistante WP-Aufteilung

Pnin(l,m)  Koeffizientenenergieminimum, STFT oder #quidistante WP-
Aufteilung

P, Kovarianzmatrix des Systemrauschens (Kalman-Filter)

B;W Kovarianzmatrix des Messrauschens (Kalman-Filter)

P A-Posteriori-Kovarianzmatrix (Kalman-Filter)

P, Pradiktionsschitzfehlerkovarianzmatrix (Kalman-Filter)

rx; Korrelationskoeffizient von x und y

R MSE des m-ten Koeffizienten

R, Geschitzter MSE des m-ten Koeffizienten

R MSE der gefilterten Elternkoeffizienten

R MSE der gefilterten Folgekoeffizienten

Rry MSE der gefilterten Folgekoeffizienten des Hochpass-Knotens

Rrr MSE der gefilterten Folgekoeffizienten des Tiefpass-Knotens

Rimax Maximaler Koeffizienten-MSE

Ryy Kreuzkorrelationsfunktion von x und y

s(m) Rein zeitliche Sprachwahrscheinlichkeit

S(1,m) Sprachwahrscheinlichkeit in &dquidistanter Aufteilung oder
STFT

Sotatt Geglittete Sprachwahrscheinlichkeit

Sy (1,m) Verhiltnis Koeffizientenergie zu entspr. Minimum
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Symbol Bedeutung

t Zeit

A Abtastzeit

ty Mittlere Zeit des Signals x(7) bzw. x(n)

T - Schwellwert bei der Schwellwertfilterung
- Zeitverschiebung der Fenster bei der diskreten STFT

Tn Zum m-ten Koeffizienten zugehoriger Schwellwert bei der
Schwellwertfilterung

u EingangsgroBe (Kalman-Filter)

U,‘(f Upsampling-Faktor bzgl. Frequenz

U; Upsampling-Faktor bzgl. Zeit

v Messrauschen (Kalman-Filter)

w Systemrauschen (Kalman-Filter)

We Mittelung der Gewichte der Eltern- und Folgekoeffizienten

WE Gewichte der Elternkoeffizienten

Wg Gewichte der Folgekoeffizienten

Wik Fenterbreiten der MA-Filter in Stufe k

WPI’1 Einstufige inverse WP-Filterbank

Y (a,b) Wavelet-Transformierte des Signals x(7) mittels des Wavelets
v(r)

WY (m,k)  Wavelet-Transformierte des Signals x(r) mittels des Wavelets
y(1) bei diskreten dyadischen Verschiebungen bzw. Skalierun-
gen

X Zustandsvektor (Kalman-Filter)

x(n) Reines zu filterndes Signal (Sprachsignal)

£(n) Gefiltertes Signal

x(1) Rekonstruktion von x()

X A-Posteriori-Schitzwert (Kalman-Filter)

X Prédiktionsschitzwert (Kalman-Filter)

Xm m-ter WP-Koeffizient (gesamter Baum) des Signals x(n)

X Mittelung aus gefilterten Eltern- und Folgekoeffizienten

X Gefilterte Elternkoeffizienten

Xr Gefilterte Folgekoeffizienten

Xry Gefilterte Folgekoeffizienten des Hochpass-Knotens

XL Gefilterte Folgekoeffizienten des Tiefpass-Knotens

X(f) Spektrum von x(¢)

y Messgrofien (Kalman-Filter)

y(n) Verrauschtes Signal

WP-Koeffizienten in dquidistanter Aufteilung
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Symbol Bedeutung

Y¥(mk) STFT des Signals y
Y[ (mk)  Differenz-STFT des Signals y

Griechische Symbole:

Symbol Bedeutung

a Verstiarkungsfaktor hoher Frequenzen bei der Bestimmung des
lokalen Koeffizientenminimums

oy Minimum von 0

o Glattungsfaktor der Sprachwahrscheinlichkeit

(o Glittungsfaktor zur Stoérschitzung

O4h Schwellwertverstiarkung

Olh.s Schwellwertverstarkung bei Sprachanwesenheit

o Schwellwert fiir Sprachdetektion

Oij Kronecker-Symbol

AA Anderung der Polamplitude A

Af Bandbreite

Ag Anderung der Verstirkung g

A Zeitdauer

Af Frequenzauflosung bei der DFT

AL Anzahl Abtastwerte der letzten, unvollstianigen Periode

Ap Anderung der Polphase ¢

APHL(Q) Phasendifferenz der komplexen Tiefpass-Synthesefilter
APHL(Q) Phasendifferenz der komplexen Hochpass-Synthesefilter

et (M) Approximationsfehler der M groRten Koeffizienten der Basis A
¥(t) Analysefenster bei der STFT

Y (n) Gewichte bezogen auf die oberste Ebene

Yi(n) Gemittelte Gewichte bezogen auf die oberste Ebene

7(t) Synthesefenster bei der STFT

A Vergessensfaktor

u Merkmalsvektor (Impulsstorer)

pr(-) Schwellwertfunktion

o? Varianz eines stochastischen Prozesses

GI% Mittlere Storenergie in Band p wihrend eines Impulses
(1) Mutter-Skalierungsfunktion

Omi(t) Diskret skalierte und zeitverschobene Skalierungsfunktion

Phasen der Pole (Stérmodell)
i-te Basisfunktion

£ 8
=
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Symbol Bedeutung
o (1) m-te Basisfunktion der Basis A

y(r) Mutter-Wavelet

V(1) Skaliertes und zeitverschobenes Wavelet

Wi k(1) Diskret skaliertes und zeitverschobenes Wavelet

D(-) Koeffizienten-Bewertungsfunktion

Q Normierte Kreisfrequenz

Sonstige Symbole:

Symbol Bedeutung

L{} Downsampling-Operation

T2 {} Upsampling-Operation

<g,y> Innenprodukt von x und y

(~)% Realteil (von Wavelet, Skalierungsfunktion, WP-Koeffizienten
oder Filterkoeffizienten)

(-)7m Imaginidrteil (von Wavelet, Skalierungsfunktion, WP-
Koeffizienten oder Filterkoeffizienten)

(')‘D Komplexe GroBe (von Wavelet, Skalierungsfunktion, WP-
Koeffizienten oder Filterkoeffizienten)

BA Menge moglicher Basen

Fourier-Transformation
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B Beweise

B.1 Berechnung der DWT durch eine Multiraten-Filterbank

Der Raum V) ist ein Unterraum des Raumes V_;. Daher kann die Skalierungsfunk-
tion ¢(r), deren zeitverschobene Varianten gerade die Basis des Raums V bilden,
als Linearkombination der Basisfunktionen des Raumes V_; dargestellt werden.
Dies sind die um den Faktor zwei gestauchten und verschobenen Varianten von

o(1):

Zth )V2(2t —nT) . (B.1)

n=—oo

In gleicher Weise lésst sich die Wavelet-Funktion y/(¢) des Raums Wy in die Ska-
lierungsfunktionen des iibergeordneten Raums V_; entwickeln:

w(t)= > hup(n) V22t —nT) . (B.2)

Die Koeffizienten Atp(n) und App(n) treten hierbei noch nicht als Filterimpulsant-
worten, sondern lediglich als Entwicklungskoeffizienten auf. Die um den Faktor
2k skalierten und um 2*mT zeitverschobenen Varianten von ¢(z) lassen sich damit
durch

0 (2*kt—mT) - f: hip(n) V2 @ (2*’“1);— (2m+n)T)

n—=—oo

darstellen. Durch die Variablensubstitution p = 2m + n erhiélt man
<p(2*’<t—mT) Z hrp(p— 2m)f<p( (k= 1t—pT> . (B.3)

Sind die Skalierungsfunktionen @, «(r) und Wavelets ,, «(¢) orthonormal, so las-
sen sich die zugehorigen Koeffizienten ¢ (m) und dj(m) nach Abschnitt 2.1.2 durch
Innenproduktbildung berechnen:

= (x(t), Qmi(1)) = /wx(t)Z’k/zrp* (Z*kt—mT) dt
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Durch Verwendung von Gleichung (B.3) und Vertauschung von Summation und
Integration ergibt sich:

m) = Z h}P(p—Zm)/ x(1)2~*=1/2 p* (27<k71>t—pT) dt

p=—o

=c;—1(p)

Dies entspricht einer Faltung der Koeffizienten c;_; (p) mit grp(p) = Wp(—p) und
anschlieBendem Downsampling und beweist damit Gleichung (2.17). Die Herlei-
tung fiir die Berechnung der Wavelet-Koeffizienten durch Gleichung (2.18) verlduft
analog.

Zum Beweis der Synthesegleichung (2.19) wird eine beliebige Funktion x;_1 ()
des Raumes V;_; betrachtet, die sich mit Hilfe der entsprechenden Skalierungs-
funktionen als Reihenentwicklung

oo

X-1(t) €EVicr = x 1 (t) = Z -1 (m)2~* D2 g (2_(k_l>f—mT)

m=—oo

ausdriicken ldsst. Der Raum V;_; ldsst sich aber in die Raume V; und W;, zerlegen
und dadurch ist eine Berechnung mittels

oo

Xp—1(t) = Z cx(m)272 ¢ (271‘[ - mT)

i
/ ~
+m;mdk —k/2 ( 2k mT)

moglich. Durch Einsetzen der Gleichungen (B.1) und (B.2) ergibt sich:

X1 (1) = i cx(m) i hrp(n) 2*<’<*1>/2<p(2*<k*1>t_(zm+n) T)

o - =02m+nk—1 (t)
+—§:ddm)}:/mﬂ@24””ﬂ¢(2*“”p—@m+nﬂj.

=P2m+nk—1 (f)
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Die Skalierungskoeffizienten c_(m) lassen sich wieder durch Innenproduktbil-
dung berechnen. Nach Vertauschung von Integration und Summation, sowie der
Beachtung der Orthonormalitit der Skalierungsfunktionen erhilt man schlieBlich:

ck—1(m') = < (t), Qo 1 (¢ )>:<xk71(t) (Pm’kfl(t»
= Z ck(m ZhTP / Oomtnje—1( (Pm/k () dt

m=—oo n=-—o°
+ Z di(m Z hup(n / Pomtnk— 1( (Pm’k 1()
m=—co n=-—oo
8(2m+n—m')

=

ci(m) hrp(m' —2m) + Y " di(m) hup(m' —2m)

m=—oo

Il
o

Die Interpretation als Upsampling der Koeffizienten ci(m) bzw. di(m) und an-
schlieBender Filterung soll anhand des ersten Summanden fiir die Verschiebung
m =0

Z Ck (m) th(—Zm)

m=—oo

erklirt werden. Dieser Term kann als Innenprodukt der Koeffizienten c¢j(m) mit
den gespiegelten und downgesampelten Filterkoeffizienten htp(—2m) aufgefasst
werden. Der gleiche Effekt lisst sich aber auch durch Upsampling der Koeffizienten
cx(m) erreichen, siehe Abbildung B.1. Unter Hinzunahme der Verschiebung m’ 1sst
sich jede der beiden Summen als Faltung interpretieren.

B.2 Anzahl der Basen in Wavelet Packets

Enthilt eine Ebene i Knoten, so konnen null bis i Knoten aufgespalten werden.
Sollen j der i Knoten aufgespalten werden, existieren dazu (1) mogliche Kombina-
tionen. Da jeder aufgespaltene Knoten zwei Folgeknoten besitzt, existieren dann in
der néchsten Ebene 2 j Knoten, von denen null bis 2 aufgespalten werden konnen.
Fiithrt man dies rekursiv fort, ergibt sich als Anzahl Bx moglicher Basen fiir einen
Baum der Tiefe K

slosese ] e
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cr(l)
A
O o I O O—L—bl
-3 -2 -1 0
hrp(—1)
i
302 -1 0 |

Abbildung B.1: Zum Beweis der Synthesegleichung; Kreise entsprechen eingefiigten Nul-
len

wobei die Rekursion K-mal durchgefiihrt werden muss. Die Summen konnen mit-
tels der binomischen Formel

n

3 (Z) "B = (a+b)"

k=0

aufgelost werden. Wird die innerste der K Summen in Gleichung (B.4) betrachtet,
ergibt sich:

2j

5 -

k=0

Betrachtet man die letzten beiden Summationen, erhilt man wiederum mittels der
binomischen Formel:

SR -E0

Bei erreichen der duBersten Summation muss der entsprechende Index gleich 1/2
gesetzt werden, um die Anzahl B nach Gleichung (B.4) zu erhalten. Man erkennt,
dass durch die Verwendung der binomischen Formel die Anzahl Bg . bei Verwen-
dung einer weiteren Stufe einfach durch

Bky1 =B +1
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berechnet werden kann. Mit By = 1 lésst sich damit iterativ die Anzahl By fiir eine
beliebige Tiefe K berechnen. Fiir 0 < K < 8 ergibt sich Tabelle 2.1.

B.3 Rechenaufwandsabschéatzungen

Es wird angenommen, dass ein zeitdiskretes Signal der endlichen Linge N gemal}
Abschnitt 2.4.4 als Folge der Eingangskoeffizienten co(m) bzw. ¢ o(m) verwendet
wird. Die verwendeten Filter verwenden FIR-Impulsantworten der Linge Ny. Fiir
die erste Filterbankstufe sind dann fiir die Hoch- und Tiefpassfilterung gemeinsam
2NNy Multiplikationen und 2N(N; — 1) Additionen notwendig. Es wird im Fol-
genden zwischen den Filterbinken fiir die DWT, Wavelet Packets und Undecima-
ted Wavelet Packets unterschieden. Es werden allerdings nur noch die Anzahl der
Multiplikationen betrachtet, da die Anzahl der Additionen immer dem (Ny—1)/Ny-
fachen der Anzahl der Multiplikationen entspricht.

B.3.1 Diskrete Wavelet-Transormation

Da bei der DWT die Anzahl der zu verarbeitenden Koeffizienten mit jeder Stufe um
den Faktor zwei halbiert wird, lédsst sich die Anzahl der benotigten Multiplikationen
fiir K Stufen mit

N N
Nl?u‘ﬁ'thz(N+2+-~+2K_1>Nf

K-1 1 i
-3 (s)
i=0

angeben. Mittels der geometrischen Reihe und der maximalen Baumtiefe Kp,x =
1d (N) lisst sich dies als

1 K
NOWT = 2NN, (2—2(2) )

1
< 2NNy (2— 2N) = 4NNy — 4Ny
= O(N)

abschétzen.

B.3.2 Wavelet Packets

Bei Wavelet Packets wird zwar auch die Downsampling-Operation angewandt, da
allerdings im Gegensatz zur DWT auch die Hochpassanteile aufgespaltet werden,



220 B Beweise

miissen in jeder Ebene N Koeffizienten verarbeitet werden. Die Anzahl der Mul-
tiplikationen in jeder Stufe entspricht also 2NNy. Fiir K Stufen ergibt sich mit
Kmax = 1d(N) die Abschitzung:

N,

mi

matt = 2KNNy
<2NId(N)N; = O(NId(N))

B.3.3 Undecimated Wavelet Packets

Wird wie bei der Undecimated Wavelet Transform (Abschnitt 2.4.5) bei Wavelet
Packets auf das Downsampling verzichtet, so verdoppelt sich die Anzahl der zu
verarbeitenden Koeffizienten mit jeder Stufe, da die Anzahl der Koeffizienten pro
Frequenzband konstant bleibt, sich die Anzahl der Frequenzbénder aber bei Wave-
let Packets mit jeder Stufe verdoppelt. In der k-ten Stufe miissen demnach 2¥NN [
Multiplikationen ausgefiihrt werden. Fiir K Stufen ergibt sich mittels der geometri-
schen Reihe und Kpnax = 1d (N):

NIWP — NNf22' NNy (Zz’ — 1) = NNy (2K+1 —2)
< NNy (2N —2) =Ny(2N*—2N) = O(N?)
B.4 Normalverteiltes, weiBes Rauschen in orthonormalen
Basen

Es sei n(t) ein weiBes Rauschen mit N(0; 62)-Verteilung. Die Funktionen ¢;(t),i =
0...N — 1 bilden ein orthonormales Funktionensystem. Fiir die zugehorigen Koef-
fizienten a; folgt damit:

Efaa}® [~ [ o) e e

(33) 62/ / o) 9;(7)8(t — t)drde
= 62/_00 ¢i(7)@;(t)dT

(2 4) 25
ij
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B.5 Existenz eines Erwartungswertes

Es soll gezeigt werden, dass der Erwartungswert E{ﬁ} in Gleichung (3.21)

nicht existiert. Dabei bezeichnet Y, die komplexen Wavelet-Packet-Koeffizienten
des gestorten Signals. Dieses setzt sich aus dem Nutzsignalanteil X, und der ad-
ditiven Storung N,, zusammen. Beide Anteile konnen als stochastische Prozesse
interpretiert werden. Realteil und Imaginirteil der einzelnen Koeffizienten fiir ein
festes m stellen dann Zufallsvariablen dar. Fiir diese wird

Re{X,} € N(0,6%,/2) , Jm{X,,} € N(0,6,/2) |,
Re{N,} € N(0,62/2) , Jm{N,,} € N(0,62/2)

angenommen. Die mittleren Energien der Koeffizienten ergeben sich gemill Ab-
schnitt 3.1.5 zu E{|X,|[*} = o%,, und E{|N,,|*} = 02. Daraus kann direkt auf
die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Betrags |V;,| geschlossen werden. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung des Betrags eines komplexen stochastischen Prozesses,
welcher einen normalverteilten Realteil und einen normalverteilten Imaginérteil be-
sitzt, gehorcht einer Rayleigh-Verteilung [Pro95]:

‘Ym| ‘Ym|2
f\Y,n\(‘YmD:OT'eXP 5.2 s |Ym| =0 B.5)
Y)ﬂ ’ Ym
- og +0m
Ym - 2

1
Y

tion entsprechend [Pap91] durchgefiihrt:

1
Z=g(|Vnl) = A

Um den Erwartungswert E{ } zu bestimmen, wird eine Variablentransforma-

Zunichst werden die Wurzeln fiir |Y,,| ermittelt:

1
Y.l1 = —
Yol VZ
Ynl2 = !
m:T Tz

Die zweite Wurzel entfillt, da diese keine giiltige Losung darstellt. Die Ableitung
von g(|Y;,|) nach |Y,,| lautet

2

/
Y| = ——=
g(| m‘) |Ym|3
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Nun kann die Wahrscheinlichkeitsdichte f7(Z) angegeben werden:

fi . 1
-t ()

Mit Gl. (B.5) ergibt sich

£@) = exp< ! -1> 20

B 20'1%7, Z

Der Erwartungswert kann nun gebildet werden:
1 {en]
E{z} =E{Z} :/ Z-f,(Z2)dzZ
|Yonl 0

11 11
=50 [ ZXP| 5 | dZ
20y Jo Z 20y Z

Die Integralgrenzen liegen hierbei bei |Y,, min| = 0 und |¥,; max| = oo. Mit

1

W=—
z

dz 1 1

S dZ=——dW

aw W2 w2

ergibt sich

gl ! LMy Low L) aw
- —_— .ex - . —_ .
a2 " 202 Ji TP\ 202, w2

Lo 1
ZO'Ym 0 26Ym

Aus einer Integraltabelle [BMMO00] kann

o . .x)? «
[ e camar= s 81 0 +]

(B.6)

entnommen werden. Da dieser Ausdruck divergiert, divergiert auch das Integral in

1

A nicht existiert.
m

Gleichung (B.6), womit der Erwartungswert E
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B.6 Adaptive Schatzung der Schwellwertpakete

Es werde eine periodische Storung betrachtet. Die PWP-Analyse der i-ten Peri-
ode in einer gewihlten Basis sei mit P;(p,n) bezeichnet. Das aus i Perioden adap-
tiv geschiitzte Paket sei Fj(p,n). Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die
Argumente (p,n) im Folgenden nicht geschrieben. Da fiir die erste Periode keine
Information tiber zuriickliegende Perioden bekannt ist, wird

F =P

gesetzt. Wird nun F, bestimmt, so soll das vergangene Paket P, mit einem Verges-
sensfaktor A gewichtet werden:

P AP+ P, B AIP1 +)LOP2
SR R T R Y

Fiihrt man eine gewichtete Mittelung von r Storpaketen P, durch erhélt man:

P i AR
r— —1 .
iz M
Die Berechnung des nichsten Schwellwertpakets F,,| wird nun auf eine rekursive

Formel zuriickgefiihrt, die lediglich von der vergangenen Schitzung F;, und dem
neuen Storpaket P | abhingt.

By g Al
/r_/h
. A ATPAP
1= L = :
oA DicoA! Do

_ Z,r;(; ;LH_I ‘Fr+Pr+1 _ Z;:l)u'Fr'i‘PrJrl
Ym0 Ym0

B.7 Anzahl der Randkoeffizienten

Abbildung B.2 zeigt eine Filterbankstufe. Die Anzahl der Randkoeffizienten vor
dieser Filterbankstufe sei N,(k), die Impulsantwortlinge der FIR-Filter Ny. Un-
ter Annahme einer einseitigen Erweiterung fiir die zyklische Faltung treten Ny — 1
Koeffizienten hinzu, die fiir die Anzahl der Randkoeffizienten der néchsten Stu-
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N, ;. Randkoeffizienten, Ny — 1 wiederholte Koeffizienten

N,y + Ny — 1 Randkoeffizienten

i+ Np—1 .
Nejr1 = {M%J Randkoeffizienten

Abbildung B.2: Anzahl der Randkoeffizienten in einer Filterbankstufe

fe beriicksichtigt werden miissen. Nach der Downsampling-Operation enthilt die
néchste Stufe

Ne(k)+Ng—1

No(k+1) = {WJ
2

Randkoeffizienten. Gesucht ist nun ein stationdrer Endwert N,., fiir den

N, (k) = N.(k+ 1) gilt. Es folgt:

Neowo =

)

{Ne,w +Np—1 J B Ne*%lvf_l, N, . ungerade
2 7N3’“+2Nf =y N, .. gerade
S New — Nf—1, Ne. ungerade
Ny—2, N,. gerade

Der erste Endwert kann allerdings niemals erreicht werden. Betrachtet man die
Differenz zweier aufeinander folgender Werte N, (k + 1) und N, (k)

Nok+1) = Ny (k) = {N(”*ZN“IJ “N.(K)

_ {Nf_lgN‘(k), N, (k) ungerade

w, N, (k) gerade

so halbiert sich der Abstand des aktuellen Wertes N, (k) zum entsprechenden End-
wert Ny — 1 oder Ny — 2 mit jedem Schritt. Der gerade Endwert N5 .. = Ny —2 kann
erreicht werden, da er fiir N, (k) = Ny — 3 genau zwischen N, (k) und dem ungera-
den Endwert N, = Ny — 1 liegt. Umgekehrt kann der ungerade Endwert allerdings
niemals erreicht werden, da durch die Halbierung des Abstandes zu den Endwer-
ten die Anzahl N,(k) zwar asymptotisch gegen diese konvergiert, jedoch wegen
Nfw < NY., der gerade Endwert zuvor erreicht wird.



C Q-Shift-Filterkoeffizienten

In den Tabellen C.1 und C.2 sind die (Synthese-)Filterkoeffizienten der Q-Shift-
Filter nach Kingsbury fiir die Langen 10 und 14 aufgelistet [Kin00]. Die zugehori-
gen Analyse-Filterkoeffizienten jedes Filters konnen einfach tiber Gleichung (2.20)
berechnet werden. Mit wachsender Linge der Impulsantworten kann die Half-
Sample-Delay-Bedingung (3.6) (lineare Phase im Durchlassbereich mit einer Stei-

gung von —1/2) besser erfiillt werden, was in Abbildung C.1 gezeigt ist.

m hig hitp i hip
0 0,03516384 0 0 -0,03516384
1 0 0 0 0
2 -0,08832942 0,11430184 -0,11430184 0,08832942
3 0,23389032 0 0 0,23389032
4 0,76027237 -0,58751830 0,58751830 -0,76027237
5 0,58751830 0,76027237  0,76027237  0,58751830
6 0 -0,23389032  0,23389032 0
7 -0,11430184 -0,08832942 -0,08832942 -0,11430184
8 0 0 0 0
9 0 0,03516384  0,03516384 0
Tabelle C.1: Q-Shift-Filter der Linge 10 (Synthesefilter)
ZHPP (Q) — ZHD (Q) ZHPPN(Q) — ZHTY (Q)
+1 SIRG
n _._%
2n 0
_n _z
4 4
_r _r
2 2
- -3 0 7 n - -3 0 7
Q Q

(a) Q-Shift-10-Filter

(b) Q-Shift-14-Filter

Abbildung C.1: Tiefpass-Frequenzginge fiir Q-Shift-Filter
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i3 hii
0,003253142763653  0,004556895628475
-0,003883211999158  -0,005439475937274
0,034660346844853  -0,017025223881554
-0,038872801268828  0,023825384794920
-0,117203887699115  0,106711804686665
0,275295384668882  0,011866092033797
0,756145643892522  -0,568810420712123
0,568810420712123  0,756145643892522
0,011866092033797  -0,275295384668882
-0,106711804686665 -0,117203887699115
10 0,023825384794920  0,038872801268828
11 0,017025223881554  0,034660346844853
12 -0,005439475937274  0,003883211999158
13 -0,004556895628475  0,003253142763653

X dAA U AW~ 3

Jm Jm
hTP hHP

-0,004556895628475  -0,003253142763653
-0,005439475937274  -0,003883211999158
0,017025223881554  -0,034660346844853
0,023825384794920  -0,038872801268828
-0,106711804686665  0,117203887699115
0,011866092033797  0,275295384668882
0,568810420712123  -0,756145643892522
0,756145643892522  0,568810420712123
0,275295384668882  -0,011866092033797
-0,117203887699115 -0,106711804686665
10 -0,038872801268828 -0,023825384794920
11 0,034660346844853  0,017025223881554
12 -0,003883211999158  0,005439475937274
13 0,003253142763653  -0,004556895628475

CXdAUn AW~ 3

Tabelle C.2: Q-Shift-Filter der Linge 14 (Synthesefilter)
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Nichtstationdre Signale zeichnen sich durch einen zeitlich verénderlichen
Frequenzgehalt aus. Zur Analyse oder Verarbeitung solcher Signale ist
die reine Betrachtung im Frequenzbereich daher nicht mehr ausreichend.
Stattdessen missen Zeit-Frequenz-Darstellungen zum Einsatz kommen.

In der vorliegenden Arbeit wird eine neue Zeit-Frequenz-Darstellung
entwickelt, die Analytischen Wavelet Packets. Fur ein gegebenes Signal
stellen diese eine anpassungsféhige Représentation dar, wobei einige
erhebliche Schwéchen der reellen Wavelet Packets behoben werden.
Basierend auf dieser neuartigen Darstellung werden Algorithmen zur
Stérschétzung und Filterung nichtstationérer Stérungen entwickelt. Dabei
wird erstmals die gesamte Information eines Wavelet Packets zur Filte-
rung genutzt. Aufgrund der grofien praktischen Bedeutung (Mobiltele-
fone, Spracherkennungssysteme) werden die entwickelten Verfahren zur
Filterung von Sprachsignalen angewandt.
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