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Zusammenfassung

Das Postsche Korrespondenzproblem fragt nach nichtleeren Elementen in
der Gleichheitsmenge Eq(h,g) = {u | h(u) = g(u)} zweier Morphismen
h,g : A* — B*. Es handelt sich um ein unentscheidbares Problem, das in
vielen Bereichen der Informatik als Referenzproblem bei Unentscheidbarkeits-
beweisen dient. Trotz der einfachen Struktur gibt es nur wenige Ansatzpunkte,
um konkrete Instanzen zu 16sen oder ihre Unlosbarkeit zu erkennen.

Wir untersuchen, wie Instanzen klassifiziert werden kénnen. Wir stellen
Basistechniken vor, angefangen bei Argumenten tiber Balancen oder inkompa-
tible Morphismen bis zum Beschneiden von Suchgraphen. Wir verallgemeinern
das Suchen nach einer Losung und konstruieren einen Transducer, der die Ko-
inzidenzmenge C(h, g) = {(u,v) | h(u) = g(v)} akzeptiert. Darauf aufbauend
entwickeln wir die Theorie der Nachfolger neu und erstmals umfassend. Ein
Nachfolger einer Instanz spiegelt dabei die Grundblécke der Koinzidenzmenge
wider und die Losbarkeiten von Instanz und Nachfolger hiangen eng zusammen.
Wir fiihren einen neuen und klar strukturierten Beweis der Entscheidbarkeit
binédrer Instanzen. Unsere Darstellung bietet einen einheitlichen Rahmen, in
dem alle bekannten Techniken gefasst werden kénnen und der es dariiber
hinaus erlaubt, echt mehr Instanzen zu klassifizieren.

Es stellt sich heraus, dass samtliche Methoden zur Identifikation unlés-
barer Instanzen auf einem der beiden Prinzipien Balancieren und Suchen
beruhen. Eine genaue Untersuchung des Prinzips Suchen gibt Einblicke in
die selbstreferentielle Natur unentscheidbarer Probleme: Wenn wir unseren
Standpunkt verdndern um Vereinfachung zu erzielen, miissen wir schlieflich
feststellen, dass wir wieder dem Originalproblem gegeniiber stehen.

Wir geben viele Beispielinstanzen an, die teilweise aus grofen Kandidaten-
mengen unter erheblichem Aufwand ausgewihlt wurden. Wir stellen dar, wie
die entsprechenden Programme erstellt wurden, die die leistungsféhigsten welt-
weit sind. Praktisch alle bekannten schweren Instanzen wurden mit unseren
Programmen gefunden. Auch parallele Verfahren wurden eingesetzt. Damit
wurde es erstmals moglich, auf dem universitéaren Parallelrechner HP XC6000
Suchgraphen mit mehr als 10'® Knoten zu bearbeiten.
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Einleitung

Die Frage jeder Einleitung lautet: Wo beginnen? Wie weit den Bogen spannen?
Ist Aristoteles als Begriinder der formalen Logik ein angemessener Anfangs-
punkt? Oder Wilhelm Leibniz, der die Philosophie zu einer Rechendisziplin
machen wollte? Was ist mit David Hilbert, der ganz im Geiste von Leibniz eine
algorithmisierte Mathematik anstrebte? Oder reicht es, in die 30er Jahre des
letzten Jahrhunderts zuriick zu blicken, zu Kurt Godels Unvollstandigkeitssatz,
zum A-Kalkiil von Stephen Kleene, zur Maschine von Alan Turing, zu den
Tag-Systemen von Emil Post? Zu all diesen Themen gibt es zahlreiche und
ausfiihrliche Literatur, die Rolle von Post wurde kiirzlich sehr umfangreich
von Liesbeth de Mol dargestellt. (de Mol [30])

Fiir diese Arbeit soll gentigen, dass Emil Leon Post (1897-1954) sich,
angeregt von Hilberts Programm, auch mit der vollstdndigen Beweisbarkeit
logischer Systeme beschéftigte. Er zeigte in seiner Dissertation Konsistenz
und Vollstandigkeit der Aussagenlogik in der Principia Mathematica von
Bertrand Russel und Alfred Whitehead, beschéftigte sich mit Beweistheorie
und hatte bereits 1921 das Godelsche Resultat, er entwickelte die Theorie
rekursiver Funktionen mit, er entwarf 1936 eine Maschine, die die von Turing
vorwegnahm, kurzum, er war ein innovativer Denker seiner Zeit.

Das abstrakte Beweismodell von Post bezeichnen wir heute als Ablei-
tungssystem. Ein Beweis ist darin eine Folge von Ableitungen, beginnend
bei einem Axiom. Eine Ableitung ist das Ersetzen eines Teilwortes durch ein
anderes geméaf einer Regel aus einer vorgegebenen Menge von Regeln. Die
allgemeinste von Post betrachtete Form ist die des Tag-Systems, bei dem
in einem Ableitungsschritt die ersten v > 0 Symbole entfernt und ein vom
ersten Symbol abhéngiges Wort angehdngt werden. Diese Systeme sind in der
Lage, arithmetisierte Turingmaschinen zu simulieren. (Minsky [27])

Post gelangt schliefslich zu kanonischen Tag-Systemen in Normalform,
das sind Systeme mit Regeln der Form (I, ), die es erlauben, aus dem Wort
lu das Wort ur abzuleiten. (Post [34]) Er zeigt, dass die Erreichbarkeit fiir
solche Systeme unentscheidbar ist, dass es also keinen Algorithmus gibt, der
feststellen kann, ob ein Wort aus einem Axiom in endlich vielen Schritten
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Einleitung

ableitbar ist. Von dort ist es nur noch ein kleiner Schritt zum Postschen
Korrespondenzproblem, das von Post definiert wird als die Frage, ob fiir eine
endliche Menge {(g;,91), (92, 95), - - -, (9,,,9,,)} von Paaren nichtleerer Wérter
die Gleichung g; g;, -+ 9;, = 9, i, -~ g;, mit n > 0 und {i1,4s,...,4,} C
{1,2,..., u} eine Losung hat. (Post [33]) In dieser Form wird es oft noch heute
prasentiert. Eine alternative Formulierung fragt, ob die Gleichheitsmenge
Eq(h,g) = {u | h(u) = g(u)} zweier Morphismen h, g : A* — B* nichtleere
Elemente enthélt und diese Form wird die bestimmende in dieser Arbeit sein.
Der Morphismus h beschreibt die ersten und der Morphismus ¢ die zweiten
Komponenten der Paare {(g;,91), (99, 95), - - -, (9,,9,)}- Die Wérter g; und g;
sind fiir s € {1, ..., u} in der Menge B* enthalten und die Menge A vergibt
Namen an die einzelnen Paare, in der Originalformulierung von Post gilt
A=A{1,...,u}.

Die Einfachheit des Postschen Korrespondenzproblems erlaubt die An-
naherung an die Grenze zwischen Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit
und damit an die Natur von Berechnung. (Margenstern [23]) Es handelt
sich um ein generisches Problem, das seine Niitzlichkeit in verschiedenen
Bereichen bewiesen hat. Es lédsst sich leicht auf andere Probleme reduzieren
und ist besonders in der Theorie formaler Sprachen das Werkzeug, um die
Unentscheidbarkeit bestimmter Probleme zu zeigen. Beispielhaft seien hier das
Problem genannt, zu entscheiden, ob eine kontextfreie Grammatik mehrdeutig
ist und das Problem, zu entscheiden, ob der Schnitt zweier kontextfreier
Sprachen leer ist.

Das Postsche Korrespondenzproblem wird viel eingesetzt, aber es ist nicht
sehr viel dariiber bekannt: Von oben ist es mit 7 Paaren unentscheidbar
via Unentscheidbarkeit des Wortproblems in Halbgruppen. (Matiyasevich,
Sénizergues [24, 25]) Von unten ist es mit einem Paar trivial entscheidbar. Um
die Entscheidbarkeit von Instanzen mit zwei Paaren zu zeigen, wurden recht
komplizierte Techniken entwickelt: Algorithmen fiir periodische Instanzen und
fiir markierte Instanzen, das sind Instanzen, bei denen die Bilder unterschied-
licher Symbole der Morphismen A und g mit unterschiedlichen Symbolen
beginnen. Es handelt sich um eine echte Teilmenge der Menge der injektiven
Morphismen. Der erste Beweis der Entscheidbarkeit von Instanzen mit zwei
Paaren von Karhumaéki et al. ist mehr als 20 Seiten lang und fiihrt aufwandige
Fallunterscheidungen durch, die die eigentlichen Prinzipien eher verdecken als
offenlegen. (Ehrenfeucht, Karhuméki, Rozenberg [5]) Spéter hat Vesa Halava
schrittweise fiir mehr Klarheit gesorgt und den Beweis sowohl fiir markierte
Instanzen verallgemeinert als auch vereinfacht. (Halava et al. [8, 11, 12]) Die
fortgeschrittenste Technik konstruiert Graphen von Nachfolgerinstanzen, das
sind Instanzen, deren Paare den Grundblocken entsprechen, die bei einer
Zerlegung der Koinzidenzmenge C(h, g) = {(u,v) | h(u) = g(v)} auftreten.
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Die Losbarkeiten von Instanz und Nachfolger hingen eng zusammen und die
Nachfolgertechnik erlaubt die Klassifizierung aller Instanzen mit zwei Paaren
und von markierten Instanzen. Mit Hilfe einer verbesserten Nachfolgertechnik
kann sogar eine echte Obermenge der markierten Instanzen entschieden wer-
den, namlich die Menge aller Instanzen mit markierten Nachfolgern. In dieser
Menge sind auch Instanzen enthalten, deren Morphismen nicht injektiv sind.
(Halava et al. [10])

Der Status von Instanzen mit 3, 4, 5 oder 6 Paaren ist ungekléart. Mit 6
Regeln lassen sich Familien konstruieren, die 16sbar sind, aber bei denen die
Lange der kiirzesten Losung exponentiell wichst, mit 3 Regeln ist kubisches
Wachstum bekannt. (Schmidt [39]) Klar ist, dass sich die Techniken, die
fiir bindre Instanzen entwickelt wurden, nicht auf drei oder mehr Regeln
iibertragen lassen. Die meisten Forscher halten sich mit Vermutungen iiber
die ungeklarten Klassen zuriick, einzig Stephen Wolfram ,strongly suspects”,
dass das Problem bereits mit 3 Regeln unentscheidbar ist. (Wolfram [43])

Ziele

Diese Arbeit soll eine einheitliche und umfassende Darstellung der Moglichkei-
ten geben, Instanzen zu entscheiden. Es sollen méglichst wenige Basistechniken
identifiziert und Zusammenhénge hergestellt werden. Alle bekannten Tech-
niken sollen erfasst werden und deren Grenzen ausgelotet. Neue Techniken,
Kombinationen und Erweiterungen sollen entwickelt und bewertet werden.
Die Grenze zwischen Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit kann dann
hoffentlich genauer als bisher beschrieben werden.

Dariiber hinaus sollen die gesammelten Erkenntnisse angewendet werden.
Dazu sollen Programme entwickelt werden, die schnell grofse Mengen von
Instanzen klassifizieren konnen. Als Beweis der Leistungsfahigkeit sollen neue
Rekordinstanzen gefunden werden, dass sind einfache Instanzen mit besonders
langen kiirzesten Losungen.

Dieses Dokument

Es gibt nur eine Art der Nummerierung, die fiir alles benutzt wird und
schnelle Navigation erlauben soll: Jede Seite hat eine Seitennummer, die
im Fufs angegeben wird, und pro Seite wird ein lokaler Zahler fortlaufend
erhoht. Dieser lokale Zéhler wird mit kleinen Buchstaben im Rand dargestellt.
Referenzen bestehen aus der Seitennummer und dem Buchstaben der refe-
renzierten Stelle. Mit 3b wird also auf die auf Seite 3 mit b markierte Stelle
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verwiesen, diesen Abschnitt. Referenzen auf Gleichungen werden traditionell
in Klammern angegeben, zum Beispiel steht die Gleichung (20b) auf Seite 20
an der Stelle, wo im Rand der Buchstabe b steht.

Der Schreibstil ist so angelegt, dass einerseits die notwendige Genauigkeit
gegeben ist, andererseits aber nicht die totale Symbolwiiste entsteht. So finden
sich Beweise oft informell im Fliektext und die vielen Beispiele sollen die
Aussagen eines Abschnitts verdeutlichen. Es gibt einige Beispielinstanzen,
die sich durch das gesamte Dokument ziehen. Auf Seite 133 findet sich
eine Ubersicht, die fiir diese Instanzen die Vorkommen auflistet. Samtliche
Beispiele wurden sorgfiltig ausgewahlt, teilweise aus grofsen Mengen von
Kandidaten und unter erheblichem Aufwand. Zur weiteren Erleichterung
finden sich am Ende des Dokuments ein Verzeichnis verwendeter Symbole
und ein Stichwortverzeichnis. Das Dokument wurde unter Annahme linearer
Lesereihenfolge erstellt und teilt sich in die beiden Hauptteile Theorie und
Praxis:

Theorie Im theoretischen Teil werden zunédchst in 7a die notwendigen
Begriffe wie Automat oder Morphismus definiert. Wir verwenden weder
ungewohnliche noch komplizierte Konzepte, klaren lediglich die Notation.
Anschlieffend definieren wir in Abschnitt 12b das verallgemeinerte Postsche
Korrespondenzproblem und geben Basisresultate und Basisbeispiele an.

Das Vereinfachen in 18c¢ beschreibt triviale Verfahren, die Instanzen zum
Beispiel wegen falscher Balancen oder inkompatibler Morphismen als unlsbar
erkennen. Diese Verfahren sind trotz ihrer Einfachheit recht effizient und sind
perfekt zur schnellen Filterung einfacher Instanzen geeignet. Sie reichen bis zur
Entscheidbarkeit periodischer Instanzen, die in Essenz deshalb entscheidbar
sind, weil es in w* hochstens ein Wort der Lange k gibt.

Nachdem die besonders einfachen Instanzen behandelt wurden, widmen
wir uns in 28a dem Suchen nach einer Losung. Das Postsche Korrespon-
denzproblem ist semientscheidbar in dem Sinn, dass wir alle Losungen einer
Instanz aufzihlen kénnen und wir definieren einen natiirlichen Suchgraphen.
Wir stellen Methoden dar, diesen Suchgraphen zu beschneiden. Dabei werden
Pfade sowohl anhand von Pfadbeschriftungen als auch anhand von Knotenin-
halten abgeschnitten. Es handelt sich bereits um recht komplexe Verfahren,
nach Vereinfachen und Suchen sind zum Beispiel in der Klasse P(3,3) der
Instanzen mit hochstens 3 Regeln, deren lédngstes Bild héchstens die Lange 3
hat, von 253976 Isomorphieklassen nur 18 nicht entschieden.

Haben wir bis zu diesem Punkt hauptsachlich Techniken présentiert, die
zumindest im Ansatz bereits an anderer Stelle zu finden sind, gehen wir in
45a deutlich iiber das Bekannte hinaus. Dieser Abschnitt enthélt die Hauptre-
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sultate dieser Arbeit. Wir betrachten eine naheliegende Verallgemeinerung
der Suchrelation, die wir als allgemeine Suchrelation bezeichnen und von
der verschiedene weitere Suchrelationen abgeleitet werden. In 54a haben wir
es schliefslich mit einer endlichen Relation zu tun, mit deren Hilfe wir die
Koinzidenzmenge beschreiben kénnen. Die Koinzidenzmenge C(h, g) zweier
Morphismen h, g : A* — B* ist die Menge C(h,g) = {(u,v) | h(u) = g(v)}.
Das erlaubt die Formulierung von Satz 56a, in dessen Beweis ein Transducer
konstruiert wird, der die Koinzidenzmenge akzeptiert. Fiir eine Reihe dlterer
Resultate iiber bedingte Koinzidenzmengen geben wir in 58a einfache Beweise
innerhalb des neuen Rahmens.

Als Folgerung aus Satz 56a schliefst sich in 63b eine neue und allgemei-
ne Darstellung der Theorie der Nachfolger an. Erstmals wird der Begriff
Nachfolger umfassend definiert und iiber die Zerlegung von Koinzidenzen
anstelle von Losungen motiviert. Wichtige Eigenschaften von Nachfolgern, die
Entscheidbarkeit markierter Instanzen und als Folgerung die Entscheidbarkeit
von binédren Instanzen werden gezeigt. Unter dem Strich ergibt sich ein neuer
Beweis der Entscheidbarkeit von verallgemeinerten Instanzen mit zwei Paaren
und der Entscheidbarkeit markierter verallgemeinerter Instanzen, der erste
mit klarer Struktur. Dariiber hinaus lassen sich nicht nur alle bekannten
Techniken in dem neuen Rahmen fassen, sondern die allgemeine Darstellung
erlaubt die Klassifikation von Instanzen, die nicht mit einer der bekannten
Techniken klassifiziert werden kénnen.

Praxis Das prinzipielle Ziel hier lautet: Erzeuge schnelle und gute Program-
me. Der Testfall ist das Auffinden kleiner Instanzen mit moglichst langen
kiirzesten Losungen. Dieses Feld wurde bereits von anderen Autoren beackert
und verlangt sowohl sehr gute Filterung unlésbarer Instanzen als auch sehr
schnelle Programme zum Finden von langen Losungen.

Wir stellen dar, wie unlosbare Instanzen moglichst schnell identifiziert
werden konnen. Hier spielt unter anderem die Reihenfolge eine Rolle, in der
die einzelnen Techniken zur Anwendung kommen. Werden Instanzen nicht
als unlésbar erkannt, dann muss irgendwann die Suche nach einer Losung
erfolgen. Prinzipielle Uberlegungen deuten auf eine iterative Tiefensuche hin,
das heifst auf eine beschriankte Tiefensuche, bei der die maximale Suchtiefe
schrittweise wachst.

Zunéachst leiten wir in 112a ein sequentielles Programm ab, das automatisch
individuell auf eine Instanz zugeschnitten wird. Es handelt sich um ein
Programm, das unter Vermeidung jeder Indirektion und mit konstantem und
kleinem Speicherbedarf gut auf aktueller Technik funktioniert. In 116b stellen
wir kurz zwei Moglichkeiten der Parallelisierung vor, zufalliges Anfragen und
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Aufteilen in Meister und Arbeiter. Beide Varianten haben Vor- und Nachteile
und beide erreichen auf grofen homogenen Parallelrechnern praktisch optimale
Beschleunigung.

Schliefslich belegen wir die Leistungsfidhigkeit unserer Programme durch
Angabe einiger neuer Rekordinstanzen, die teilweise um mehrere Grofenord-
nungen komplizierter sind, als die bisherigen Rekordinstanzen. Insgesamt kann
festgehalten werden, dass praktisch alle schwierigen Instanzen vom Autor
gefunden wurden.

Unter der Adresse ftp://ftp.ira.uka.de/pub/pcp stehen Listen mit
Rekordinstanzen und samtliche Quellen bereit, die zur Erstellung dieser
Listen und dieses Dokuments benutzt wurden.

Das Verhaltnis der Lange der Teile Theorie und Praxis gibt nicht deren
Bedeutung wieder. Vielmehr ist der theoretische Teil mit Beispielen durchsetzt,
die nur durch grofte praktische Anstrengungen gefunden werden konnten.
Dariiber hinaus haben immer wieder Programme geholfen, Instanzen zu
finden, die bestimmte Vermutungen bestétigen oder widerlegen und nicht
zuletzt sind Programme fiir aufwéndige Rechnungen und fiir Visualisierungen
nahezu unersetzlich.

Abschlieftend noch eine Bemerkung zur Verwendung des Begriffs entscheid-
bar: Bekanntlich heiftt eine Teilmenge A C M einer Menge M entscheidbar,
wenn ihre charakteristische Funktion x4 : M — {0,1} berechenbar ist. Es
gibt dann einen Algorithmus, der zu jedem Element aus M feststellt, ob es zu
A gehort oder nicht. Insofern miisste der Titel dieser Arbeit eigentlich lauten
,Entscheidbare Mengen von Instanzen des Postschen Korrespondenzproblems®.
Wir wollen hier etwas lockerer mit diesem Begriff umgehen und sprechen
auch von entscheidbaren Instanzen und entscheidbaren Fragen. Entscheidbare
Instanzen sind Instanzen, deren Losbarkeit oder Unlosbarkeit algorithmisch
festgestellt werden kann. Eine Instanz nennen wir entschieden oder klassifi-
ziert, wenn deren Losbarkeit oder Unlosbarkeit festgestellt wurde. Eine Frage
ist entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der sie in endlicher Zeit
beantwortet.



Theorie

Definitionen

Wir schreiben kurz a # b statt =(a <= b), wenn also a und b nicht den
gleichen Wahrheitswert haben. Haufig schreiben wir a = b = ¢ fiir gewisse
a, b und c. Dabei ist die Implikation wie iiblich rechtsassoziativ, « = b = ¢
bezeichnet also die Aussage a = (b = c¢). Diese Aussage ist logisch
dquivalent zu der Aussage (a A b) = ¢, hat aber den Vorteil, dass die
Pramissen eine Gewichtung haben.

Die Komposition f - g der Funktionen f: A — B und g : B — C erfolgt
von links nach rechts, also (f - g)(z) = g(f(x)).

Fiir Paare p € A x B sind die Projektionen T : Ax B — A und | :
A x B — B gegeben durch p = (py,p;). Wir benutzen die Postfixnotation
im unteren Index, p; bezeichnet also die erste Komponente eines Paares und
p, die zweite. Die Symbole T und | werden auch in anderen Bedeutungen
benutzt, anhand des Kontextes und anhand der Position der Symbole ist
fiir jedes Auftreten die Bedeutung eindeutig. Die Vertauschung des Paares
p € A x B ist das Paar p = (p|, py). Es gilt p = p. Wir schreiben machmal
(] statt (z,y).

Fiir eine Menge V' von Vektoren aus einem Vektorraum ist span V' der von
V aufgespannte Raum, also die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren
aus V. Fiir zwei Vektoren = = (zg,...,2,—1) und y = (yo ..., Y1) eines n-
dimensionalen Vektorraums bezeichnet (x|y) das Standard-Skalarprodukt
Z;:Ol x;y; von x und y.

Relationen

Eine terndre (gewichtete) Relation R ist eine Teilmenge R C M x W x M. Wir
schreiben genau dann = -% y, wenn (z,a,y) € — gilt und — eine gewichtete
Relation ist. Jede bindre (ungewichtete) Relation B C M x M kann als
gewichtete Relation R C M x {0} x M mit (z,0,y) € R < (z,y) € B
betrachtet werden. Wir unterscheiden nicht streng zwischen bindren und
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terndren Relationen. Operationen, die fiir ternére Relationen definiert sind,
werden ohne weitere Hervorhebung auch auf binére Relationen angewendet.

Wenn S C R eine Teilrelation einer gewichteten Relation R ist, dann sind
die Knoten von S gegeben durch N(S) = U{{z,y} | (z,a,y) € S}.

Die Hiille R*(L) (von L) (iber R) fir Teilmengen L C M von M ist
die kleinste Teilrelation von R, deren Knoten L enthalten und die transitiv
abgeschlossen ist. Es gilt RN(LxW x M) C R*(L) und (z,a,y) € R*(L) =
(y,b,z) € R = (y,b,z) € R*(L).

Die Menge id(X) = {(z,z) | x € X} ist die Identitit auf X.

Monoide und Morphismen

Ein Monoid ist ein Tripel (M, o,e), wobei M eine beliebige Menge ist, o :
M x M — M eine assoziative Operation auf M und e € M das Einselement
von o tiber M. Es gelten uo (vow) = (uov)ow und eou=wuoe=u.

Die Operation o wird meist durch den Kontext festgelegt. Wir schreiben
dann kurz uv statt w o v. Ist auch das Einselement e durch den Kontext
bestimmt, schreiben wir kurz M anstelle von (M, o,e). Die Elemente der
Menge M \ {e} nennen wir héufig echt. Abkiirzend schreiben wir M° statt
M\ {e}.

Wir schreiben v™'u = w und vw™" = v, falls u = vw gilt.

Die Operation o wird auf Teilmengen H C M und G C M mittels
HG = {hg | (h,g) € H x G} ausgedehnt. Wir schreiben kurz Mx statt M{x}
und xM statt {z}M.

Die Potenzen von H sind induktiv definiert durch H® = {e} und H**! =
H*H. Die (reflexive) Hiille H* von H ist die Menge H* = J,», H', die positive
Hiille H* die Menge H™ = |J,., H". Wir verwenden auch die Notationen
H<F und H>J und bezeichnen damit die Mengen H<* = |J,.,, H" und
H>j:Ui>jHi. o

Wenn X* = M fiir ein X C M gilt, dann ist X eine Basis von M und X
erzeugt M. Jedes echte Element von M hat dann mindestens eine Zerlegung
in Elemente aus X, das heiftt, wenn m € M, dann gibt es mindestens eine
Folge (zo,x1,...,Tx_1) mit {zg,21,..., 251} C X und m = xox; - Tp_1.
Unterscheiden sich alle solche Zerlegungen paarweise nur durch eine Permu-
tation, dann wird M von X frei kommutativ erzeugt. GGibt es genau eine
solche Zerlegung, dann wird M von X frei erzeugt. Wenn M von X frei
(kommutativ) erzeugt wird, dann ist das Einselement nicht in X enthalten.

Fiir eine Teilmenge A C M von M definieren wir die Abkiirzungen
Al = A x {e}, A ={e} x Aund Al = ATU A

Fiir v € M sind die Mengen pref(v) = {u € M | v € uM}, suff(v) = {u €
M | v e Mu} und inf(v) = {u € M | v € MuM} die Mengen aller Prdifize,

1 1
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Monoide und Morphismen

Suffive und Infize von v. Wir schreiben genau dann u <, v wenn u € pref(v)
gilt und genau dann u <;v, wenn u € suff(v) gilt. Zwei Elemente v und v
heifen (prdfiz- Jvergleichbar, wenn u <, v oder v <, u, also mindestens eines
der Elemente ein Prafix des anderen ist. Wir schreiben dann u =, v. Analog
schreiben wir u =4 v, wenn mindestens ein Element ein Suffix des anderen ist.
Solche Elemente heifen suffizvergleichbar.

Sind zwei Elemente u und v vergleichbar, dann gibt es ein x, so dass
ux = v oder u = vz gilt. Wir nennen z den Uberhang von (u,v).

Seien (A, 04, e4) und (B, op, eg) zwei Monoide. Eine Funktion m : A — B
heilt genau dann (Monoid-) Morphismus (von A nach B), wenn m(es) = ep
und fiir {z,y} C A stets m(z o4 y) = m(x) og m(y) gelten. Wenn M frei von
X erzeugt wird, dann ist m eindeutig durch die Bilder fiir Elemente aus X
festgelegt.

Ein Morphismus m : A — B heifst genau dann periodisch, wenn es ein
b € B gibt, so dass h(A) C b*, genau dann ldschend, wenn {a € A° |
m(a) = eg} # (0 und genau dann markiert, wenn m nicht l6schend ist
und {z,y} € A = pref(m(z)) Npref(m(y)) # {eg} = =z =y, das
heifst, wenn Bilder unterschiedlicher Symbole mit unterschiedlichen Symbolen
beginnen. Markierte Morphismen bilden eine echte Unterklasse der injektiven
Morphismen.

Fiir Teilmengen A" C A und B’ C B bezeichnen wir mit m(A’) C B
die Menge m(A") = {m(z) | * € A’} und mit m~'(B’) C A die Menge
m~(B') = {x | m(z) € B'}. Wir sprechen auch von der Menge der Bilder
von m tber A’ und der Menge der Urbilder von m tber B’.

Ein Monoid (M, o, e) ist genau dann ein Monoid mit Linge, wenn es einen
Morphismus [ : M — N zwischen (M, o,¢e) und (N, +,0) mit [7'(0) = {e}
gibt. Wir schreiben |u| statt {(u).

Wenn (M, o,e) ein Monoid mit Lénge ist, dann ist die Menge X =
Me\ (M°M?°) die eindeutige und beziiglich Inklusion minimale Basis von M:
Zunéchst konnen wir aus X keine Elemente streichen, da in X kein Element
aus anderen Elementen zusammengesetzt ist. Bleibt zu zeigen, dass X eine
Basis von M ist. Die Inklusion X* C M gilt offensichtlich. Die Inklusion
M C X* folgt per Induktion iiber die Lange eines Elements. Wenn nédmlich
y € M die Lange |y| = n + 1 hat, dann lasst sich y entweder als uv schreiben
mit kiirzeren u und v, die nach Induktionsvoraussetzung in X* enthalten sind,
oder y lasst sich nicht als uv schreiben und ist dann nach Definition in X
enthalten. (Choffrut, Karhuméki [2|)

Wenn (M, o,e) ein Monoid ist, dann ist durch (M x M, e, (e, e)) mit
(x,y) o (2',y) = (xoa’,yoy') ebenfalls ein Monoid definiert, das Produkt
von M. Wenn M ein Monoid mit Lénge ist, dann ist das Produkt von M mit
ebenfalls ein Monoid mit Lange, wir setzen einfach |(z,y)| = |z| + |y|.
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Theorie Definitionen

Die Menge aller Suffixe von Bildern von m iiber einer Basis X von A wird
mit S, bezeichnet. Es gilt S;y = |, suff(m(z)). Wenn die Basis X durch
den Kontext festgelegt ist, schreiben wir kurz S,,.

Alphabete, Worter und Sprachen

Ein Alphabet ist eine Menge von unterscheidbaren Symbolen. Wir wollen uns
hier zunédchst weder auf endliche noch auf nichtleere Alphabete festlegen.
Ein Wort ist die Konkatenation von Symbolen. Mit € bezeichnen wir das
leere Wort, also die leere Konkatenation. Die Menge aller Worter iiber einem
Alphabet A wird mit A* bezeichnet. Die Konkatenation o ist eine assoziative
Operation auf der Menge aller Worter. Das Tripel (A*, o, ) ist ein Monoid
mit Lénge, das frei von A erzeugt wird. Das Produkt A* x A* von A* wird
von Al frei kommutativ erzeugt, aber nicht frei. Es ist ein Monoid mit Linge
und dem Einselement (e, ¢).

Das gespiegelte Wort u® von u ist induktiv eindeutig gegeben durch: e® = ¢
und (uv)® = vRul. Gibe es mehr als ein gespiegeltes Wort von u, dann giibe
es mehr als eine Zerlegung von u in Elemente aus A. Wir erweitern R auf
das Produkt A* x A* mittels (u,v)® = (u®,vR). Die Eindeutigkeit iibertriigt
sich auf das Produkt und es gilt 2R = 7R, die Operationen Vertauschen und
Spiegeln kommutieren.

Sei Z = (ag, ay,...) eine feste Aufzéhlung von A. Das kommutative (oder
Parikh-) Bild 1% (u) von u (iber A) (beziiglich Z ) ist definiert als der Vektor
V4(u) = (|ttag, |t]ay, - - . ), wobei |u],, die Anzahl der Vorkommen des Symbols
a; in u bezeichnet. Formal diirfen A und/oder u auch unendlich grofs sein,
im Anwendungsfall werden kommutative Bilder entweder nur miteinander
verglichen oder sowohl A als auch u sind endlich. Wenn die Aufzdhlung Z
oder das Alphabet A aus dem Kontext hervorgehen, schreiben wir auch kurz
¥ 4(u) oder auch ¥ (u).

Eine Menge L C A* von Wortern iiber A heifst Sprache (iber A). Fiir
Sprachen X C A* und Y C A* sind die links- und die rechtsseitigen Quotienten
von X und Y die Sprachen X <Y ={z|3Jy eV :yz € X} und X>Y =
{z ]| 3y € Y : zy € X}. Der linksseitige Quotient von X und Y entsteht
durch Loschen aller Prafixe in Wortern aus X, die in Y enthalten sind. Es
verbleiben Suffixe von Wortern aus X, die durch Voranstellen eines Wortes
aus Y zu einem Wort aus X werden.

Schlieflich definieren wir noch fiir Morphismen m : A* — B* den gespie-
gelten Morphismus von m durch m®(u) = (m(uf))®. Geneigte Leserinnen
und Leser mogen {iberpriifen, dass es sich um einen Morphismus handelt.

Wenn m : A* — A* ein Morphismus ist und in der Folge (wp,ws,...)
mit w; 1 = m(w;) stets w; Prafix von w;y; ist, dann ist das unendliche Wort
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Automaten und Transducer

m*(wp) = lim; .o, w; wohl definiert und heilt Fizpunkt von m (iber wy). Ein
unendliches Wort ist dabei eine Abbildung von N nach A.

Beispiel: (Prouhet 1851, Thue 1906, Morse 1921, Choffrut, Karhumaki [2|)
Sei A = {0,1} und 7 : A* — A* der durch {0 — 01,1 — 10} gegebene
Morphismus. Dann gilt fiir die Folge (wq, w1, . ..) mit wy = 0 und w; 1 = 7(w;)
stets w; <, w;41. Tatsdchlich gilt wy = 0 <,01 = w; und induktiv folgt aus
w1 = w;v; auch w;y <, wi17(v;) = 7(w;v;) = w;yo. Der Fixpunkt 7¢(0) ist
das Thue-Morse Wort 01101001100101101001011001101001- - -, das keinen
Faktor der Form wvuvu mit {u,v} C A" enthélt. 4

Automaten und Transducer

Ein (M, X, e)-Automat T ist ein Tupel T' = (Q, X, S, F, §), mit einer endlichen
Menge ) von Zustdnden, einem Monoid M mit der Basis X und dem Eins-
element e, einer Menge S C @) von Startzustinden, einer Menge F' C () von
Finalzustinden und einer Uberfiihrungsrelation § C @ x X x Q. Die Relation §
wird transitiv zu 0’ C @ x M x @ erweitert, das heifit JU(Q x{e} x Q) C ¢’ und
{(p,u,t),(t,v,q)} €& = (p,uv,q) € &'. Die von T akzeptierte Sprache ist
die Menge L(T) ={x € M |3(s,f) € S X F : (s,xz, f) € 0'}.

In dieser Arbeit interessieren wir uns fiir zwei Klassen von Automaten:
Fiir (A*, A, e)-Automaten, die genau die Klasse der endlichen Automaten
bilden, und fiir (A* x A*, Al, (¢, ¢))-Automaten, die Mehrbandautomaten oder
Transducer genannt werden. (Berstel [1]) Die von endlichen Automaten akzep-
tierten Sprachen sind genau die reguldren Sprachen und die von Transducern
akzeptierten Sprachen sind genau die rationalen Relationen. Fiir beide Klassen
gilt das

Lemma. (Pumplemma) Sei T' = (Q, X, S, F,§) ein (A*, A, e)- oder ein (A* X
A AL (e,¢))-Automat. Dann gibt es ein n € N, so dass sich jedes z € L(T)
mit |z| > n in der Form z = uvw schreiben lisst, wobei |uv| < n, |v| > 0 und

{w'w | i € N} C L(T).

Beweis: Sein = |Q| und z € L(T) mit |z2| = k > n. Da z € L(T), gibt
es einen Pfad in T von einem Startzustand s zu einem Endzustand f, der
mit einer Zerlegung z = xoxy - - - xx_1 von z in k Elemente aus X beschriftet
ist. Dieser Pfad verlauft durch k£ + 1 > n Zustdnde. Die ersten n + 1 dieser
Zusténde konnen nach Schubfachprinzip nicht alle voneinander verschieden
sein. Sei p einer der ersten n + 1 Zusténde, der mehr als einmal vorkommt,
dann ist {(s, u,p), (p,v,p), (p,w, f)} C & wobei |v] > 0, |uv| < n und {uv'w |
ie N} C L(T). O
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Theorie Postsches Korrespondenzproblem

Aus dem Pumplemma folgt, dass es fiir endliche Automaten und fiir Transdu-
cer entscheidbar ist, ob die akzeptierte Sprache leer, endlich oder unendlich
ist: Wenn n die Konstante aus dem Pumplemma ist, dann ist L(7") genau
dann leer, wenn kein Pfad der Lange hochstens n ein akzeptierender Pfad
ist und genau dann unendlich, wenn es einen akzeptierenden Pfad mit einer
Lange zwischen n und 2n gibt.

Die Klasse der endlichen Automaten ist abgeschlossen gegeniiber Ver-
einigung, Konkatenation, Hiille, Substitution, Homomorphismus, inversem
Homomorphismus, links- und rechtsseitigem Quotient, Spiegeln, Komplement
und Schnitt. Die Klasse der Transducer ist abgeschlossen gegeniiber Vereini-
gung und Konkatenation, jedoch nicht gegen Schnitt und damit auch nicht
gegen Komplement.

Die Sprache, die ein endlicher Automat oder ein Transducer akzeptiert,
kann effektiv aufgezdhlt werden. Die Aufzéhlung kann so vorgenommen
werden, dass kiirzere Elemente vor langeren Elementen genannt werden. Das
entspricht einer Breitensuche durch ¢.

Bei der Darstellung von (M, X, e)-Automaten gehen wir meist liberal vor
und lassen statt nur Beschriftungen aus X auch Beschriftungen aus M zu.

Beispiel: Fiir die Transducer T} und 75

(e.a) | (b, (€,0) (a,¢)

e (b.€) (TTQ (e,a), (be) (e,a), (be)
gilt L(Ty) = (a,a)*(b,b)* und L(T3) = {(u,v) | |u|l, = |v|p}. Es gibt keinen

Transducer, der den Schnitt L(T7)NL(Ty) = {(a,a)™(b,b)" | n € N} akzeptiert.
Eine liberalisierte Darstellung von 77 ist

L (b,b)
(a’ a) %@ (b> b)

Eine Aufzdhlung der Elemente von L(T}) ist ((g,¢), (b,b), (a,a), (bb,bb),
(ab, ab), (aa, aa), (bbb, bbb), (abb, abb), (aab, aad), (aaa,aaa), ...). Dabei spielt
es keine Rolle, ob von der normalen oder der liberalisierten Darstellung
ausgegangen wird. J

Postsches Korrespondenzproblem

Ein Tupel I = (A, B, s, (h, g), f) heifst genau dann Instanz des verallgemei-
nerten Postschen Korrespondenzproblems (GPCP), wenn A und B Alphabete,
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sund f Paare aus B*! und h: A* — B* und ¢ : A* — B* Morphismen sind.
Die Paare s und f heifsen auch Startpaar und Endpaar. Fiir a € A nennen
wir das Paar (h(a), g(a)) auch Regel. Wir kénnen davon ausgehen, dass jede
Regel nur ein Mal vorkommt.

Die Grifle von I ist |I| = |Al, die Anzahl der Symbole in A und die Weite
von I ist wd(I) = max{|s|, |f], max{{J,c4{|(a)|,|g(a)|}}}, das lingste an
der Beschreibung von I beteiligte Wort.

Die Menge aller Instanzen des GPCP wird mit G bezeichnet. Wenn
s = f = (g,¢), dann handelt es sich um das (herkémmliche) Postsche Kor-
respondenzproblem (PCP). Die Menge aller Instanzen des PCP wird mit P
bezeichnet. Die Menge G(n) enthélt alle Instanzen, die n Regeln haben und
die Menge G(n,m) alle Instanzen, die n Regeln haben bei denen kein Bild
von h oder g iiber A langer als m ist, das heift G(n) = {I € G | |I| < n} und
G(n,m) =4I € G(n) | wd(I) < m}. Fiir herkémmliche Instanzen definieren
wir analog P(n) = PNG(n) und P(n,m) = PNG(n,m). Die Instanzen in
G(1) heifen undr und die Instanzen in G(2) heifen bindr.

Die fiir I zu entscheidende Frage lautet, ob es Worter u € A* gibt, fiir
die syh(u)f; = s;g(u)f, gilt. Solche Worter heifsen Lésung von I und die
Menge aller Losungen ist die Gleichheitsmenge von I und wird mit Eq(7)
bezeichnet. Auch wenn es sich bei Eq(I) nicht zwingend um ein Monoid
handelt, schreiben wir abkiirzend Eq°(I) statt Eq(I)\ {€}. Gleichheitsmengen
sind immer kontextsensitive Mengen: Eine Turingmaschine kann in 2(n +
2)wd([) Platz die h- und g-Bilder einer Eingabe der Lange n auf Gleichheit
testen.

Herkommliche Instanzen haben entweder nur die triviale oder unendlich
viele Losungen. Es gilt I € P = Eq(I) = {¢} # |Eq({)| = oo. Die
Lénge der kiirzesten echten Losung bezeichnen wir mit p(7), das heift p(I) =
min{|u| | v € Eq°(I)}, wobei min () per Definition gleich 0 sei.

Eine Teilmenge Z C G heifst genau dann entscheidbar, falls es einen
Algorithmus gibt, der fiir jede der Instanzen aus Z in endlicher Zeit feststellt,
ob sie echte Losungen hat.

Emil Post hat 1946 gezeigt:

Satz. (Post [33]) P ist nicht entscheidbar.

Im Originalbeweis simuliert Post mit einer Instanz des PCP die Arbeit eines
Tag-Systems. Dabei handelt es sich um einen Satz von Regeln (I, r), die nach
dem Muster ,Losche links, konkateniere rechts verwendet werden, das heifst
ur ist aus lu ableitbar. Die Unentscheidbarkeit folgt dann aus der Existenz
universeller Tag-Systeme.

Heute finden wir meist einen Beweis, der die Berechnung einer Turingma-
schine simuliert. Dazu erzeugen beide Morphismen ein Wort, das die Folge
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von Konfigurationen kodiert, die bei einer bestimmten Berechnung der Tu-
ringmaschine auftreten kann. In 16d geben wir ein Beispiel einer solchen
Konstruktion, die Details sind nicht kompliziert. (Hopcroft, Ullmann [16])

Es wird auch iiber unendliche Lésungen gesprochen, das sind unendliche
Woérter w = apay - - - mit a; € A, so dass fiir jedes endliche Préifix w <, w von w
die Wérter syh(w) und s;g(w) vergleichbar sind. Die Menge aller unendlichen
Losungen von [ wird mit Eq”(]) bezeichnet. Durch Voranstellen von w wollen
wir kennzeichnen, dass wir nach unendlichen Losungen fragen. Es gilt:

Satz. (Ruohonen [36]) w P ist nicht entscheidbar.

Dabei diirfen die Morphismen h und g sogar die Bifixeigenschaft haben, das
heifst, kein Bild ist Préafix oder Suffix eines anderen Bildes. Keijo Ruohonen kon-
struiert eine universelle reversible Turingmaschine derart, dass zwei Morphis-
men mit Bifixeigenschaft gemeinsam deren Arbeit simulieren kénnen. Die Mor-
phismen gehoren sogar zu einer noch kleineren Klasse, es handelt sich um total
synchronisierte Morphismen, das sind injektive Morphismen m : A* — B*, fiir
die gilt wow € m(A*) = vem(A) = {u,w} C m(A*). Wir bezeichnen
mit S die Klasse aller Instanzen mit zwei total synchronisierten Morphismen.
Es gilt:

Satz. (Ruohonen [36]) S und wS sind nicht entscheidbar.

Die Konstruktion von Ruohonen ist dariiber hinaus so angelegt, dass die
Gleichheitsmenge gleich w* fiir ein Wort w ist, das eine haltende Berechnung
einer Turingmaschine kodiert. Wir wissen also, dass die Gleichheitsmenge
regulér ist, kennen sogar die genaue Struktur, aber es ist im Allgemeinen
trotzdem nicht moglich, das Wort w effektiv zu konstruieren.

Die gespiegelte und die transponierte Instanz I™ und I von I sind die
Instanzen I® = (A, B, f%, (h%, g%),s®) und T = (A, B,5, (g, h), f). Fiir Bi-
jektionen o : A — C, die Regeln neue Namen geben, und deren ebenfalls
mit « bezeichnete induzierte Isomorphismen « : A* — C* sei das a-Bild
a(I) von I die Instanz o(I) = (C, B, s, (a'h,atg), f). Das 3-Bild von I
ist die Instanz B(1) = (A, C, (B(s1), 3(s.)), (hB,98), (3(f7), B(f1))), wobei
B : B* — C* ein injektiver Morphismus ist. Die Gleichheitsmengen der so
abgeleiteten Instanzen sind strukturell gleich. Genauer gelten

Eq(I) = Eq(]) = o' (Eq(a(]))) = Eq(B(1)) = Eq(I™)"

und
Eq“(I) = Eq“(I) = a~'(Eq“(a(])) = Eq*(5(1))).
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Die Gleichheitsmenge und die unendliche Gleichheitsmenge bleiben struk-
turell erhalten, wenn die Morphismen getauscht werden, wenn die Regeln
umgeordnet werden oder ein injektiver Morphismus angewendet wird. Das
Spiegeln erhélt allerdings nur die Gleichheitsmenge.

Beweis: Zunichst gelten Eq(1) = Eq(I) und Eq“(I) = Eq“(I) wegen der
Symmetrie von Gleichheit und von Vergleichbarkeit. Nun gilt, da « ein Iso-
morphismus ist, u € Eq(I) <= sih(u)f; = sjg(u)f;, < sth(a  au)f; =
sgataw)f, = siaB)auw)f; = 50 lg)aw)f; < a(u) €
Eq(a(I)). Daraus folgt Eq(I) = a ' (Eq(a(I))) und analog auch Eq“(I) =
a Y (Eq”(a(T))). Fiir einen injektiven Morphismus 3 : B* — C* gilt u €
Eq(I) <= sih(u)fy = sig(w)f) <= Bsih(u)fy) = B(sig(w)f)
B(s)BR)A() = Bs)B)A() < u € Bq(B(I) und damit
Eq(I) = Eq(B8(I)) und auch hier folgt analog Eq“(I) = Eq“(B(I)). Schliefs-
lich gilt u € Eq(I) <= sih(u)f; = sig(u)fy <= (sih(u)f)" =
(g f)F = RS = fRPuR)sh = € Bq(I®) und
damit Eq(I) = Eq(I®)R. O

Mit £* wird die Menge der Instanzen des GPCP bezeichnet, bei denen k
Morphismen 16schend sind. Die Menge {£°, &', £2} ist eine Partition von G.
Mit £5! bezeichnen wir die Menge £° U ! und mit £2' die Menge &' U £2.
Die Menge aller Instanzen des GPCP, bei denen beide Morphismen mar-
kiert sind, wird mit M bezeichnet, ist nur ein Morphismus markiert schreiben

wir auch M".
Folgerung. M C &°.

Schlieflich bezeichnen wir mit D die Menge aller Instanzen des GPCP, bei
denen mindestens einer der Morphismen periodisch ist.

Beispiel: Sei ;5. = ({a,b},{0,1}, (101,¢), (h, g), (¢,1010)) die Instanz des
GPCP mit h(a) =0, h(b) = 01, g(a) = 10 und g(b) = . Wir stellen Instanzen
meist in der Form Ir5. = | 12| & % |50 | dar. Bis auf das Alphabet A sind alle
Informationen iiber I5. immer noch ersichtlich. Ublicherweise gehen wir von
A als Anfangsstiick des Alphabets der Kleinbuchstaben aus. Wir unterdriicken
dann eine explizite Angabe von A. Es ist Iy, = o1 | & ©] 19| und Ij5. =
|61 % & |19 | und es gilt Eq(l15.) = Eq(l15.) = {ba} und Eq(IX,.) = {ab}.
Alle drei Instanzen sind Elemente von £' ND. J

Beispiel: (Halava [12]) Die Instanz Ij5g = || % %5 <% || hat die Gleich-
heitsmenge Eq(l154) = {abb, cbbb}* und die Menge unendlicher Lésungen
Eq“(I154) = {abb, cbbb}* U {abb, cbbb}*bv*. Sei « : {a,b,c}* — {a,b,c}* der
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[somorphismus, der durch die Permutation (b,c,a) induziert wird. Dann
gilt a(ly5q) = || 0 ab B || und Eq(a(l154)) = {bee, acee}*. Mit dem injekti-
ven Morphismus (3 : {a,b,c}* — {0,1}*, der durch 3(a) = 00, 3(b) = 1

und f(c) = 01 induziert wird, ergibt sich G(l154) = ||%¢! &Y %%t || mit
Eq(B(I154)) = Eq(l154). Alle drei Instanzen sind Elemente von £°, aber
im Gegensatz zu I155 und a(li5) ist 5(I154) kein Element von M. J

Beispiel: Fiir die Instanz I, = || & 15 || gilt Eq(l164) = Eq“([1%,) = 0 und
Eq“(I16.) = {7*(0), 7¥(1)}, wobei 7 der Morphismus aus Beispiel 11a ist.

Beispiel: Fiir die Instanz I;s, = || o3, % § || gilt w(l165) = 75. Die beiden
kiirzesten Losungen aacaacabbabccaaccaaaacbaabbaacbacbbeebbacbaccbebacbdb
acbaccbacbbbacccbabbeeb und aacaacaaacbabbaacacbecbbabacbecaaccbacabbbbab
ccecbeaababaacchbebbbacccbabbech wurden durch erschépfende Suche gefunden.
Die Instanz Jig, = || o0y %% || hat hingegen keine echte Losung. Der Beweis
dafiir war nicht leicht zu finden. Tatséchlich handelt es sich bei den Instanzen
I und Jig, um die beiden schwierigsten aus der Menge P(3,3) N &£°: Es
gibt keine Instanz in P(3,3) N £ mit lingerer kiirzester Losung als I, und
Jigy war die letzte Instanz aus P(3,3) N &Y, fiir die offen war, ob es echte
Losungen gibt oder nicht. Mittlerweile liegt der maschinell {iberpriifbare
(und tiberpriifte) Beweis aus 42a vor, der jedoch nicht vollstédndig von einer
Maschine generiert wurde. J

Beispiel: (Schmidt [39]) Mario Schmidt zeigt in seiner Diplomarbeit, dass
es das Semi-Thue-System R mit den Regeln {01 — 110,21 +— 2} erlaubt,
das Wort 20¥ aus dem Wort 20*1 abzuleiten und dass dafiir genau 28! — 1
Schritte ben6tigt werden. Daraus folgt unmittelbar, dass die Familie

01 2 01 21| 20%

€
20F14 |0 1 2 # 110 2| &

eine minimale Losungsldnge hat, die exponentiell beziiglich der Weite wéchst.
Mit der Konstruktion von Volker Claus, die von Frangois Nicolas kiirzlich

detailliert dargestellt wurde, konnen wir aus R Familien mit exponentiellem
Wachstum in G(4) und P(6) konstruieren. (Claus [3], Nicolas [32]) 3

Beispiel: Die Liange der minimalen Losung kann auch dann exponentiell
beziiglich der Weite einer Familie wachsen, wenn fiir alle a € A stets |h(a)| =
lg(a)| gilt. Die Familie

a r t # qa qr rq#F tqg# rqt tqt
a r t # rq tq qr# qt# qra qta

3

ORI

tqak +#
€
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simuliert einen Teil der Berechnung der deterministischen Turingmaschine
mit dem einzigen Zustand ¢ und den Transitionen a +— +r, r — +t, # — —#
und ¢ — —a. Hier geben die Vorzeichen die Richtung der Kopfbewegung an.
Es lisst sich zeigen, dass die Turingmaschine die Konfiguration qaa*# in
genau 2872 — 1 Schritten in die Konfiguration tqa*# iiberfiihrt: Die Maschine
simuliert das Traversieren eines vollstdndigen bindren Baums, das Symbol a
steht fiir ,noch nicht betrachtet”, das Symbol 7 fiir die Wurzel eines Teilbaums
und das Symbol ¢ fiir einen Teilbaum, dessen eine Hélfte bereits vollstandig
traversiert wurde.

Die Instanz [144(k) ist offensichtlich entscheidbar, denn nach spétestens
5843 Schritten wird ein Uberhang wiederholt. Genauer sogar nach spitestens
(k+2)(k+3)3*1, da es in jedem Uberhang genau ein Symbol ¢ und genau ein
Symbol # gibt. Die Instanzen I144(0) bis I164(10) haben kiirzeste Losungen
der Langen 5, 18, 53, 140, 347, 826, 1913, 4344, 9719, 21494 und 47093. _

Beispiel: Bereits mit 5 Regeln lasst sich das Collatz-Problem kodieren. Sei
f : N — N gegeben durch f(n) = n/2, falls n gerade und f(n) = 3n + 1,
falls n ungerade. Dann besteht das Problem darin, zu ermitteln, ob es fiir
jede natiirliche Zahl n € N ein k € N gibt, so dass f*(n) = 1 gilt. Trotz
zahlreicher Bemiihungen ist diese Frage unbeantwortet. Verwenden wir wie
Maurice Margenstern statt f die Funktion f' : N — N mit f'(2m) = m
und f'(2m+1) = (3(2m + 1) +1)/2 = 3m + 2 und bauen auf dem Tag-
System von Liesbeth de Mol auf, dann erhalten wir die Familie I17,(n) =
| an | ey cy @ dna ana | 2] Die Instanz I7,(n) hat genau dann eine Losung, wenn
es ein k gibt, so dass f¥(n) = 1 ist. (Margenstern [23], de Mol [29]) 4

Beispiel: Gleichheitsmengen kénnen Mengen sein, die nicht kontextfrei sind:
Fiir die Instanz 1z, = || 9 § 4 || gilt Eq(fi7) N a*b*c* = {a™b"c* | n € N}. 4

Beispiel: Die Anzahl kiirzester Losungen kann hoch sein. Die Instanz [;7, =
|| &b 9999 0191 1| hat 4998 verschiedene kiirzeste Losungen der Lange 216, die
alle das kommutative Bild (96,24, 32,64) haben, alle mit ¢ beginnen und
alle mit bd®c*d?c enden. J

Beispiel: Die Instanz I17q = || 000 o1 % Yot || hat die kiirzeste Losung aaaa

aabbbbbbbbaaaaccccceccceceecccccabbbbaabbbbaddddbbbecceccccaaaaaacceccece
bbccechbecececddaaaaaaaaaaaaaaaaaaddcccedcaddebbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbb
bbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbccedcaacceccececcececcececceeeceececeececeeccee
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
dcaaaaaaddddddddddddddddddddddddddddcbbbbbbbbbbbbbbbbbecccccececcccccece
ccececccececcccecccccececccceccccecccccccccccceeddddddddddddddddececccececee
ccceceeddddceccede der Lange 451, die interessant ist, weil sie einen Block von
111 aufeinanderfolgenden Symbolen ¢ enthélt. g
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Beispiel: Die Instanz I1s, = || o010 92 9° || hat die kiirzeste Losung babacba

babacbbababcbacbbacbabcbababbacbacbbcbabababeebbabacbacbebbababababbcba
cbbabacbbecbabebacbabebabbacbababbacbbecbababacbbcbabecbbabbababecbacbeb
bebacbbabababbecbabebacbacbbcbabbacbabababecbbebababbabacbbabecbbabbeba
cbabcbacbebbecbababbacbabbebabacbbebababbecbacbabecbacbbebabababbabab
abecebbabacbbebacbbabacbebbababecbabebacbabbebacbbababbacbababbecbabeb
acbbcbababacbbebabbacbabeebbabbababeebbebababacbebbebacbbabecbbabbaba
bbecbabebacbebbebacbbebabbacbabbecbabeebbebababbebabbabecbbabbecbbebac
bebbebecbabbecbabbebabbecbbebee der Lange 528, die keinen Block von drei

aufeinanderfolgenden gleichen Symbolen enthalt. a

Beispiel: Manchmal haben ganze Familien von Instanzen gemeinsame Lo-
sungen: Sei Ig, die Familie mit I;g,(k) = || 080 0(1]’6 0%11 11k10 | mit k£ € N. Es gilt
0 < u(ligp(k)) < 516, denn alle Mitglieder der Familie haben die Losung ¢
cdcbdadbebacdceccbdadecdeedbebadebdadebdacdcbadbebadbabdeccdebeadcbab
adccdebdadadbadabadcbdadbebebecbabadbebeadadadecdabeadadbebebadebda
cedbebeadadebadbacdebdacdadbebadcbacbdadbabdcbacdcbecedecadbebabadcec
cbdadadccedebdadbacdabadccdccdbebebadebdadbebacbdabadcebdadcbdacdadcb
adbcbcadacdbabadbcbadbabdcbadcbeadadbabdcabacdcbabadcbadccedbebabad
cabdadabadcbadccdcbdacdabadcbebabadcbadebdadbabdabadadabadcbadbcbab
abcbabadcbacdacadabadabdcadbabecbadbaadccdebabadebdadabadbebabeadac
cdbcadcbdacdbadbabdccbabadccdabadcbdabadbabaa der Lange 516. Manche
Instanzen der Familie haben auch kiirzere Losungen, zum Beispiel hat [1g;(4)
die Losung ddba und allgemein hat die Instanz Ig,(4(k + 1)) die Losung
d?k+2p2HLgk+L der Linge 5k + 4. Die Instanz I1g,(4(k+ 1) +2) hat die Losung
akH2p2hra gkt ed?iH3p2k gkl der Lange 10k + 17. N

Vereinfachen

Wir stellen Basistechniken vor, die es erlauben, Instanzen zu entscheiden oder
zu reduzieren. Dazu betrachten wir in 19a moégliche Bilder von Losungen und
leiten daraus reguldre Obermengen der Gleichheitsmenge ab. In 19e benutzen
wir einen algebraischen Ansatz, der aus Anzahlen von Symbolen in Regeln ein
Gleichungssystem konstruiert, mit dessen Losung wir die Gleichheitsmenge
einschrénken konnen. In 23b und 24a werden diese beiden Techniken erweitert
und kombiniert und in 26a schlieflich benutzt, um zu zeigen, wie periodische
Instanzen entschieden werden konnen. Zu den periodischen Instanzen zédhlen
neben den undren auch Instanzen, deren Zielalphabet nur ein Symbol enthélt
und auch binére Instanzen, bei denen mindestens ein Morphismus 16schend
ist. In allen diesen Féllen folgt aus Lemma 26b, dass die Gleichheitsmenge
kontextfrei ist und effektiv berechnet werden kann.
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Vorgeben

Wir konstruieren einfache Obermengen der Gleichheitsmengen. Falls diese
Obermengen endlich sind, oder nicht alle Regeln in Wértern dieser Ober-
mengen auftreten, dann kann die entsprechende Instanz entschieden oder
zumindest reduziert werden.

Dazu definieren wir die Start- und Endmenge von I, die alle giiltigen ersten
und letzten Regeln einer echten Losung beschreiben, durch St(I) = {a €
A | sih(a) =, s,9(a)}A* und FI(I) = A*{a € A | h(a)f; =sg(a)f }. Beide
Mengen sind regulér und es gelten Eq°(I) C St(I) und Eq°(I) C F1({).

Wenn wir uns iiberlegen, welche Worter tiberhaupt als Losung einer Instanz
I in Frage kommen, dann stellen wir schnell fest, dass es sich bei den Bildern
einer Losung sowohl um Bilder von A als auch um Bilder von g handeln muss.
Die Menge

M(I) = s1h(A%) fy N s19(A%) i
beschreibt eine Obermenge von in Frage kommenden Bildern und es gilt
Eq(1) € A~ (s7 MU S ng™H (s M) f7)

Diese Obermenge der Gleichheitsmenge nennen wir Vorgabemenge von I und
bezeichnen sie mit R([).

Beispiel: Fiir die Instanz l19g = || § & 192 %] mit A = {a,b,c,d} gilt
St(l19a) = aA*, Fl(119q) = A*a und R(I194) = {a,b,c}*. Die Regel d kann
geloscht werden, da sie in keiner Losung verwendet wird. a
Zahlen

In diesem Abschnitt stellen wir einfache algebraische Uberlegungen an, mit
dem Ziel, die Menge der méglichen Losungen einer Instanz einzuschranken.
Wir konstruieren ein lineares Gleichungssystem, so dass das kommutative Bild
der Gleichheitsmenge eine Menge von Losungen des Gleichungssystems ist. Die
Struktur der Losungsmenge des Gleichungssystems erlaubt dann manchmal
Aussagen iiber das Nichtvorkommen von Regeln in Losungen von I. Dariiber
hinaus kann mit Hilfe des ersten Schrittes des Simplexalgorithmus entschieden
werden, ob es Losungen von [ gibt, in denen alle Regeln mindestens ein Mal
verwendet werden. Ist das nicht der Fall, dann kann die Losbarkeit von I auf
die Losbarkeit einer Menge von Instanzen zuriickgefiihrt werden, die jeweils
weniger Regeln als I enthalten.

Sei also u € Eq(I) eine Losung von I. Dann gilt syh(u)f; = s g(u)f, und
es folgt sofort, dass auch die kommutativen Bilder der beiden Seiten gleich
sind, also ¥ z(sih(u)fy) = ¥ p(s g(u)f)) und damit ergibt sich
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bp(stfr) + ¥p(h(u) = ¥p(s fi) + ¢plg(u)

mit Vektoren auf beiden Seiten und komponentenweiser Gleichheit. Also gilt
Vo € B |syfile + |h(w)|: = |5, fi|z + |g(uw)]; und damit

Vo € B: Y s lula(h(@)l: — lg(@)l.) = |sifils — Isi il

Bei (20b) handelt es sich um nichts anderes als um ein Gleichungssystem mit
| B| Gleichungen fiir die |A| Unbekannten im Vektor ¢ 4(u).

Folgerung. Wenn u € Eq(I) eine Losung von I ist, dann ist ¢ 4(u) eine
Liosung des Gleichungssystems in (20b).

Damit kénnen Instanzen direkt ausgeschlossen werden, fiir die (20b) keine
Losung besitzt. Instanzen, fiir die (20b) endlich viele Losungen besitzt, kénnen
entschieden werden, da es nur endlich viele Worter mit einem bestimmten
kommutativen Bild gibt.

Auch Instanzen, fiir die (20b) unendlich viele Losungen besitzt, kénnen
manchmal als unlésbar erkannt werden, oder es konnen Regeln identifiziert
werden, die in keiner Losung vorkommen konnen. Genauer gilt es festzustellen,
ob span V' N (N\ {0})!! leer ist oder nicht, wobei V eine Basis des Nullraums
von (20b) ist. Das entspricht genau dem ersten Schritt des Simplexalgorithmus,
ist also entscheidbar.

Beispiel: Fiir die Instanz Ingg = |2 % ] 1] ist (20b) das Gleichungssystem

lulo(1—1) + Julp(1—1)=0-1 (mit = = 0)

|u|o(1 —0) + |ulp(0—1)=1-0 (mit z = 1)
das offensichtlich keine Losung hat. Daraus folgt Eq(lsq) = 0. J
Beispiel: Fiir die Instanz I;5. = [ 12| & % | 1510 | ist die erweiterte Koeffizien-
tenmatrix von 20b die Matrix (' } ), mit der einzigen Losung ¢ 4(u) = (1,1).
Damit kommen nur die Worter ab und ba als Losungen in Frage. J
Beispiel: Fiir die Instanz Iogr = || $ § 0% odo || folgt aus 20c zunéchst, dass

Y 4(Eq(la0r)) C span{(1,—2,1,0),(—2,1,0,1)} und daraus, dass fiir jede
Losung u von Ioos gelten muss Y 14 (u) = 0. Also gilt Eq(ls0f) = {e}- N

Beispiel: Fiir die Instanz Iro, = || & o % 191 folgt aus 20c zunéchst, dass
Y 4(Eq(I204)) € span{(0,1,1,0),(0,1,0,1)} und daraus, dass die Regel a in
keiner Losung von Iy, vorkommt. Es gilt Eq(/s0,) = {cb, bd, db}*. N

Beispiel: Fir die Instanz Iogn, = || 9; 15 9* &1 || folgt aus 20c zunéchst, dass

¥ 4 (Eq(Iyn)) € span{(1,0,1,0),(1,—2,0,1)} und daraus, dass fiir Losungen
u von Iogp, sowohl |u|, als auch |u|q gleich 0 sein miissen. Die Instanz Iy, ist
demnach genau dann l6sbar, wenn die Instanz lésbar ist, die durch Streichen
von b und d entsteht. Diese Instanz ist unlosbar, also gilt Eq(loon) = {€}. U
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Teilworter zahlen

Matthias Schulz hat in privater Kommunikation mit einer Technik erfolgreich
einige herkdmmliche Instanzen als unlésbar erkannt, bei der nicht mehr die
Anzahl einzelner Symbole, sondern ganzer Teilworter gezéahlt wird. Wir konnen
das System (20b) auch fiir Teilworter aufstellen, wenn wir uns u als zyklisch
vorstellen. Das diirfen wir dann, wenn die Gleichheitsmenge ein Monoid
ist, also zum Beispiel bei herkémmlichen Instanzen. Wir zdhlen dann auch
zusammengesetztes Auftreten korrekt. Beim Zéhlen von einzelnen Symbolen
gibt es kein zusammengesetztes Auftreten, es ist dann egal, ob wir uns u als
zyklisch vorstellen oder nicht. Fiir ein gegebenes Teilwort w iiberlegen wir
uns, in welchen minimalen zusammengesetzten Bildern w vorkommen kann
und erhalten so ein Gleichungssystem, das als Unbekannte die Anzahlen von
Teilwortern von Losungen hat. Das ist eine Verallgemeinerung vom Vorgehen
in 19e, wo die Unbekannten die Anzahlen einzelner Symbole aus Losungen
sind, die wir als Teilworter der Lange 1 auffassen kdnnen.

Das verallgemeinerte System lédsst manchmal Riickschliisse auf nicht in
einer Losung vorkommende Teilworter zu. Diese Information kann beim
Suchen nach Losungen wie in 28a als Zusatzinformation zum Beschneiden
des Suchgraphen genutzt werden.

Matthias Schulz verwendet sie auch, um neue Instanzen zu konstruieren,
die genau dann losbar sind, wenn die Originalinstanz 16sbar ist. Dazu sucht
er nach Informationen der Art ,yor jedem a steht ein 0 und geht dann,
falls a keine Startregel ist, zur Instanz tiber, die statt (h(a), g(a)) die Regel
(h(ba), g(ba)) enthélt. Diese Schlussweise ist leider weder leicht noch umfassend
zu implementieren. Statt dessen konnen immer nur Teilworter bis zu einer
gewissen Lange betrachtet und nur Zusatzinformation mit vorab bekannter
oder in ihrer Komplexitat begrenzter Struktur gesucht werden.

Beispiel: Sei Iy, die Instanz oy, = || $ °19°0 10811 ||- Wir stellen das System
a b ¢ aa ab ac ba bb bc ca cb cc
-1 3-2 0 0O O O O 0 0 O
1 0 1 -2
00 -1 1 -1
a=aa+ab+ac =1 0 0

b=ba+bb+bc 0 -1 0
c=ca+cb+cc 0 0 —1
a=aa+ba+ca -1 0 O
b=ab+bb+cb 0 -1 0
c=ac+bc+cc 0 0 —1

SO R OO kOO
SO~ OO O~ —=O
_ o OO o = OO
SO ROk OOoOO
O OO, O oo
_ O OOk O oo
OO == OO OO
SO R O OO OO
_ o O, OO oo o

[\
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auf. Hier stehen die ersten 3 Zeilen fiir die Differenzen der Anzahlen der
Vorkommen der Teilworter 0, 1 und 00, wobei bei den Spalten fiir die Kom-
binationen nur die iiberlappenden Vorkommen gezahlt werden, also die neu
hinzu gekommenen. Die letzten 6 Zeilen reflektieren, dass in einer als zyklisch
betrachteten Losung die Anzahl zum Beispiel des Symbols a gleich der Anzahl
der a ist, die von a, b oder ¢ gefolgt werden. Losen wir dieses System, erhalten
wir die Basis des Nullraums

b ¢ aa ab ac ba bb bec ca cb cc

a
o 0 0 1 0-1-1 0 1 0 0 O
4 2 1 0 3 1 3-1 0 1 0 O
4 2 1 0 3 1 4-2 0 0 1 O
4 2 1 1 3 0 3-1 0 0 0 1

aus dem wir folgern, dass bei positiver Linge einer Losung die Anzahl der
Teilworter bb negativ sein muss: Um eine positive Lange zu erhalten, muss
einer der Vektoren der letzten drei Zeilen verwendet werden. Also hat Iy,

keine echte Losung. a
Beispiel: Analog ergibt sich fiir die Instanz Iy, = || ) 193, °41°|| das System
a b ¢ aa ab ac ba bb bc ca cb cc
0 -1 0 2 0 0 O 0O O 0 0 0 O
1 0o-2 1 0 0 O 0O o0 0 O 0 O
00 -1 0 0 o0 1 1-1 0 O 1 1 1
a=aa+ab+a -1 0 0 1 1 1 0 0 0 O 0 O
b=ba+bb+bc 0-1 O O O O 1 1 1 0 0 O
c=ca+cb4+¢c 0 0-1 0 O O O O O 1 1 1
a=aa+ba+ca -1 0 O 1 O O 1 0 O 1 0 O
b=ab+bb+cb 0-1 0 O 1 O O 1 0 0 1 0
c=ac+bc+c 0 O0-1 0 O 1 O O 1 0 0 1

aus dessen Nullraumbasis

a b ¢ aa ab ac ba bb bc ca cb cc
o 0 0 2-2 0-2 2 0 0 0 O
o 0 0 2 0-2-2 0 2 0 0 O
4 1 2 1 1 2 1 0 0 2 0 0
o 0 0o 0 2-2 0 O O 0-2 2

sofort ¢ = ca geschlossen werden kann. Das heifst, nach jedem c folgt ein @ und
da ¢ nicht letztes Symbol in einer Losung sein kann, kénnen wir zur Instanz
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| b 193 U800 iibergehen, in der statt (h(c),g(c)) die Regel (h(ca),g(ca))
verwendet wird. Diese Instanz ist unlosbar wie zum Beispiel mit der Technik
des Maskierens aus 42b ermittelt werden kann. 2

Beispiel: Zahlen wir fir die Instanz Ioz, = || o0 1001 96 || das Teilwort 00,
dann erhalten wir fiir eine Losung u die Gleichung |u|aq + |t]ca = || + |]aa +
|t|cq und damit sofort |ul, = 0. Da 14(u) € span{(1,1,3)} gelten muss, folgt
auch |ul, = |u|. = 0 und damit Eq(/s3,) = {¢}. N

Balancieren

In 19e werden die moglichen kommutativen Bilder von Losungen einer Instanz
eingeschrénkt: Es sind nur solche Bilder erlaubt, die Losung eines spezifischen
Gleichungssystems sind. Diese Methode versagt aber bei Instanzen wie || &} ||
bei der aus (20b) fiir eine Losung u lediglich ¢ ,(u) € span{(1,2)} folgt.
Die erweiterte Koeffizientenmatrix von (20b) dieser Instanz ist die Matrix
(2 7'0), die Summe aller Gleichungen ergibt 0 = 0.

Allgemeiner sprechen wir von einer unbalancierten Instanz, wenn es eine
Linearkombination von Gleichungen in (20b) gibt, bei der alle Koeffizienten
der linken Seite das gleiche Vorzeichen haben oder gleich Null sind. Dann
muss fiir eine Losung u die Gleichung ., z.|ul, = ¢ gelten, wobei die
z; samtlich das selbe Vorzeichen haben oder gleich Null sind und ¢ eine
Konstante ist. In den meisten Féllen hat nun (20b) nur endlich viele Lésungen
oder einige Komponenten einer Losung konnen nicht positiv sein. Diese
Fille werden bereits durch die Techniken aus 19e erkannt und behandelt. Es
verbleibt lediglich der Fall wie oben, dass alle h-Bilder die selbe Linge wie
die korrespondierenden g-Bilder haben.

Bei einer solchen Menge von Regeln gilt stets ||s;h(u)| — [s;g(u)|| =
||st| — |s/||, also wird sich der Uberhang in (s{h(u), s g(u)) nach spitestens
|B|¢ Schritten wiederholen, wobei d = ||s;| — |s;]| sein soll. Daraus folgt aber,
dass eine kiirzeste Losung nicht linger als |B|¢ sein kann.

Folgerung. FEs ist entscheidbar, ob Instanzen mita € A = |h(a)| = |g(a)|
Losungen besitzen.

Folgerung. FEs ist entscheidbar, ob unbalancierte Instanzen Lisungen besit-
zen, in denen jede Regel mindestens ein Mal verwendet wird.

Folgerung. G(1) ist entscheidbar.
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Balancieren mit Vorgabe

Balancieren mit Vorgabe wurde vom Autor bereits an anderer Stelle

publiziert. (Rahn [35])

Wie gesehen, konnen unbalancierte Instanzen reduziert werden. Oftmals wird
sogar eine Entscheidung moglich. Allerdings werden beim Zéhlen und beim
Balancieren in 19e und 23b nur Aussagen iiber die kommutativen Bilder von
Losungen gemacht. Es wére nun schon, diese Information mit der iiber die
Vorgabemenge aus 19a zu verkniipfen. Auf den ersten Blick scheint das nicht
so leicht moglich zu sein, haben wir es doch mit einer regulédren Menge auf
der einen Seite und mit dem Nullraum eines linearen Gleichungssystems auf
der anderen Seite zu tun.

Doch die Darstellung des Gleichungssystems in der Form (20a) erlaubt es,
die Einschrankungen an das kommutative Bild der Gleichheitsmenge in Form
einer kontextfreien Sprache zu kodieren.

Dazu beschreiben wir eine (ganzzahlige) Linearkombination der Glei-
chungen durch einen Vektor v € ZI®! und definieren die Balance-Abbildung
0,(I): A* = Z fiir I und v durch

0,(1)(u) = (v ¥ p(h(u))) — (v[¥5(g(u))).

Es handelt sich um einen Morphismus von A* nach (N, +,0) und es gilt mit

(20a) 0,(1)(Eq(1) = (o] (s f1)) — (0] p(s1f1)) oder anders formuliert
Bq(I) C o, (1)(d) mit d = (0] s(51.11)) — (o] (51 f1)), woraus nach dem
Abschnitt 19a {iber die Vorgabemenge sofort folgt

Eq(I) € ¢;"(1)(d) N R(1).
Diese Inklusion hilft nur dann weiter, wenn sich die Menge o, !(I)(d) ,un-
kompliziert” verhalt, sprich, wenn sich der Schnitt dieser Menge mit einer
reguldren Menge berechnen léasst. Das ist zum Gliick der Fall, es gilt das

Lemma. Die Menge o, (I)(d) ist kontextfres.

Beweis: Da g,(I) ein Morphismus von A* nach (N, +,0) ist, gilt o;'(I)(d) =
{u | D uealtta0,(I)(a) = d}. Die Menge auf der rechten Seite kann durch
einen Kellerautomaten erkannt werden. Dazu nutzt der Kellerautomat seinen
Stapel als unéren Zéhler und addiert bei jedem gelesenen Zeichen a den Wert
0,(I)(a) zum Wert des Zahlers. Nachdem der Automat die Eingabe komplett
gelesen hat, akzeptiert er genau dann, wenn der Zahler den Wert d enthélt. [
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Da Leere und Endlichkeit fiir kontextfreie Sprachen entscheidbar sind, und
da der Schnitt einer kontextfreien Sprache mit einer reguldren Sprache wie-
der eine kontextfreie Sprache ist, haben wir eine weitere Moglichkeit die
Gleichheitsmenge einzuschréanken.

Das Lemma 24d gilt fiir beliebige Vektoren v, die natiirlich nicht alle
getestet werden konnen. In der Praxis sollten zumindest die Summen von
Teilmengen der Einheitsvektoren untersucht werden.

Zum Abschluss dieses Abschnitt noch zwei Beispiele, die zeigen, dass durch
die Kombination von Balancieren und Vorgeben tatséchlich mehr Instanzen
entschieden oder reduziert werden konnen, als mit den einzelnen Techniken.

Beispiel: Fiir die Instanz Ios, = || & %4 1641 || ergibt sich die Vorgabemenge
R(I5.) = {a,bce, cace}* und g(_ﬁl)(l%a)(O) ist die Menge {u | |u|, — 3|uly, +
3|ul. = 0}. Beide Mengen schrénken die Gleichheitsmenge nicht so weit ein,
dass eine Entscheidung oder eine Reduktion méglich wird. Betrachten wir
jedoch den Schnitt und nehmen an, es gibe ein u € R(Iz5,) N Q(_l}l)(]%a)(O)Z
Aus der Mitgliedschaft in R(/ls5,) folgt, dass u eine Iteration der Worter
a, bec und cacc ist. Seien z, y und z die Anzahlen der Vorkommen dieser
Worter in w, dann gilt |ul, = = + 2, |u[p = y und |u|l. = 2y + 3z. Da u
ebenfalls in Q(_fl)(]%a)(()) enthalten ist, muss gelten |u|, — 3|uly + 3|ul. =
r+4+2z—3y+3(2y+32) =2+ 3y + 10z = 0. Daraus folgen z =y = 2 =0
und Eq(/25.) = {€}. 4

Beispiel: Bei der Instanz Ios, = || 090 o0 i3 111 wird die Vorgabemenge
durch den Automaten

akzeptiert und es gilt Q(l%o)(]%b)(()) = {u | |ul. = 2|u|s + |ulp}. Auch hier
schrinken die beiden Mengen die Gleichheitsmenge nicht entscheidend ein, ihr
Schnitt enthélt jedoch nur Wérter ohne das Symbol a. Das kann (ohne Lehr-
buchkonstruktion des Kellerautomaten fiir den Schnitt) eingesehen werden,
wenn beachtet wird, dass das Symbol d in g o) (la55) das Gewicht 0 hat und

25



Theorie Vereinfachen

deshalb im Automaten fiir R(/s5,) durch einen e-Ubergang ersetzt werden
kann. Es ergibt sich dann der Automat

a,b,c

a,b
—-O——C—=0e a,b
c

der die Projektion von R(I2s) auf {a,b,c}* akzeptiert. Den Symbolen a, b
und ¢ ordnet o g)(I2s5) die Gewichte —2, —1 und 1 zu und jede Verwendung
des Symbols a verhindert, dass die Summe der Gewichte in einem Endzustand
gleich Null ist. Also kann die Regel a geloscht werden, eine Information, mit
deren Hilfe die komplette Instanz als unlésbar erkannt werden kann. 2

Periodische Instanzen

In den letzten Abschnitten konstruieren wir Obermengen der Gleichheitsmenge
einer Instanz. In Gleichung (24c) ist diese Obermenge ein Schnitt einer
kontextfreien mit einer reguldren Sprache. Es liegt nahe, nach Mengen von
Instanzen zu fragen, fiir die in (24c) sogar Gleichheit gilt. Eine solche Menge
ist entscheidbar. Die Menge der periodischen Instanzen ist eine solche Menge.
Es gilt

Lemma. Wenn I € D eine periodische Instanz des GPCP ist, dann gilt
Eq(I) = oY (I)(d) N R(I) wobei v = (1,...,1) die Linge |B| hat und d =
(| p(sif1)) = (st fr)) ist.

Beweis: Sei I eine periodische Instanz und sei ohne Beschriankung der
Allgemeinheit der Morphismus h periodisch. Dann gibt es ein t € B*, so
dass h(A*) C t* ist. Mit (24c) bleibt nur o '(I)(d) N R(I) C Eq(I) zu
zeigen. Sei u € o, '(I)(d) NR(I). Aus u € R([) folgt mit (19b) und (19c)
s19(u)f € sth(A*) fy, also gibt es ein i € N, so dass s;g(u) f| = st* f; gilt. Aus
u € o7 '(I)(d) und mit (24b) folgt o,(1)(w) = (| Yp(h(u))) — (t|Vp(g(u))) =
(| p(sif1)) = (| ¥p(sifr)) und damit schlieBlich [s1h(u) fi] = [s19(u) fi| =
|51t f1], da (| Y p(w)) = |w|. Aus |h(u)| = |t*| folgt aber h(u) = t*, da es in t*
nur jeweils ein Wort mit einer bestimmten Lange gibt. ([l

Folgerung. D ist entscheidbar.
Folgerung. Die Menge aller Instanzen mit |B| = 1 ist entscheidbar.
Folgerung. G(2) NE=' ist entscheidbar.

Beispiel: Fir die Instanz I15. = |19 3 % 1010] gelten R([15.) = b*a,
o, (Tise) (1) = {u | 2July — uls = 1} und Eq(fs.) = {ba}.

Beispiel: Fiir die Instanz Ing, = || § 2| gilt R(Za6n) = {a,b}* und Eq(lzg) =
o (1261)(0) = {u | Jula = [ulo}- .
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Die bisherigen Abschnitte stellen Methoden dar, die mit Information tiber die
kommutativen Bilder und iiber die moglichen h- oder die moglichen g-Bilder
von Losungen arbeiten. Keine Beriticksichtigung findet die Tatsache, dass
die Menge aller 16sbaren Instanzen semientscheidbar ist: Ein Algorithmus,
der fiir alle Elemente einer Aufzéhlung von A* priift, ob sie Losung einer
Instanz I sind oder nicht, wird eine existierende Losung schlieflich finden. Mit
anderen Worten kann eine Turingmaschine die Menge aller l6sbaren Instanzen
akzeptieren, hélt aber bei unlésbaren Instanzen eventuell nicht an.

In diesem Abschnitt wollen wir genauer untersuchen, was es heifst, nach
einer Losung zu suchen. Ausgangspunkt ist dabei der eben skizzierte Algorith-
mus, der eventuell existierende Losungen garantiert findet, aber bei Instanzen
ohne Losung iiberhaupt kein Ergebnis produziert. Wie iiblich bei solchen
Problemen konnen wir mit diesem Algorithmus das beschrinkte GPCP 16sen.
Dort wird nicht mehr nach der Existenz einer beliebigen Losung gefragt,
sondern nach der Existenz einer Losung bis zu einer maximal erlaubten Lange.
Dieses Problem ist NP-vollstédndig. (Garey, Johnson [6])

Nachdem wir in 28a kléren, dass Suchen nichts anderes ist als das Traversie-
ren eines bestimmten Graphen, untersuchen wir in den folgenden Abschnitten
jeweils Techniken, diesen Graphen zu vereinfachen.

In 32a gehen wir der Frage nach, ob die Beschriftung eines Pfades im
Suchgraphen Riickschliisse auf dessen Produktivitéat erlaubt. Mit Hilfe der
Erkenntnisse aus 18c gelingt es, Pfade als unproduktiv zu erkennen. Dabei
konnen Pfade entweder als absolut unproduktiv erkannt werden oder als
unproduktiv beziiglich einer vorgegebenen maximalen Losungslange.

In 34a werden nicht mehr ganze Pfade, sondern nur noch einzelne Knoten
betrachtet und es werden Mengen von Uberhingen konstruiert, die nicht auf
dem Weg zu einer Losung liegen. Die Methode in 36a hat sich als sehr effektiv
erwiesen. Dort werden Uberhéinge konstruiert, die die Anwendung bestimmter
Regeln erzwingen, aber die bei Anwendung der erzwungenen Regeln nicht zu
einer Losung fiihren.

Eine #hnliche Idee fithrt in 39b ebenfalls zu Mengen von Uberhéngen, die
nicht auf dem Weg zu einer Losung liegen konnen. Diesmal handelt es sich um
Mengen von Uberhéingen, die durch Regelanwendung nicht mehr verlassen
werden konnen. Enthélt eine solche Menge keine Losung, dann muss keines
ihrer Elemente bei der Traversierung des Suchgraphen beriicksichtigt werden.

In 42b beschreiben wir, wie die Position von Uberhingen beschrinkt
werden kann, ein iterativer Prozess, der ausnutzt, dass im Suchgraphen
einer Instanz ein Pfad zu einer Losung stets einem transponierten Pfad im
Suchgraphen der gespiegelten Instanz entspricht.
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Suchen

Es ist nicht effizient, alle Worter aus AS™ zu untersuchen, denn wenn fiir ein
Wort w gilt, dass syh(w) und s;g(w) nicht vergleichbar sind, dann kann w
kein Préfix einer Losung sein. Stattdessen sollten nur solche Worter betrachtet
werden, die Prafix einer Losung sein kdnnen. Formaler sei die Suchrelation
—: Bt x A* x Bt von I gegeben durch

-y = rh(w)y, =z 9(w)y;.

Werfen wir einen genaueren Blick auf (28b): Die Paare x und y stehen mit w
gewichtet in Relation. Beide Paare sind in B*! enthalten, also ist mindestens
eine ihrer Komponenten das leere Wort €. Nehmen wir an, « hat die Gestalt
x = (zy,¢), dann stellt

\ ‘a | h(w) \ R h(w) | Y1
| g(w) | Y | | g(w) |

die Relation zu y in den beiden Féllen y = (y;,e) und y = (e,y,) dar. In
beiden Féllen sind xyh(w) und g(w) miteinander vergleichbar und y beschreibt
den Uberhang und dessen Position.

Direkt aus der Definition ergeben sich der Zusammenhang zur Gleichheits-
menge und zur Suchrelation der gespiegelten Instanz.

Folgerung. Eq(I) = {u|s-%; f}.

Folgerung. (Spiegeln von —) x -y <= 7t ﬂp{ R,

Nitzlich wird die Suchrelation durch das
Lemma. (Zerlegen von —) z-%; y <= Jz:2-% 25 9.

Beweis: Nach Definition von ~—; und weil A und g Morphismen sind, gilt
vy = ah(a)h(d)y, = x,9(a)g(b)y; also sind z1h(a) und x| g(a)
vergleichbar. Nehmen wir zunéchst an, zyh(a) ist ein Prifix von z,g(a): Dann

gibt es ein z|, so dass z1h(a)z; = zg(a) und gleichzeitig h(b)y, = z;g(b)y;:
| h(a) | h(b) Y1 \
Lo g(a) |

)

Q
—~
=
N—
<
—

Das ist der Fall, wenn fiir z = (&, z|) sowohl 2 ~%; z als auch z -%; y gilt. Der
Beweis verlduft analog, wenn x| g(a) ein Préfix von x1h(a) ist. O
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Als Konsequenz aus Lemma 28f konnen wir nun alternativ formulieren, dass
das Suchen nach einer Losung nichts anderes ist, als das Suchen nach einem
Pfad durch —;, der in s beginnt und in f endet. Eine solche Suche ist bereits
wesentlich effizienter als das naive Vorgehen, da nur noch Worter betrachtet
werden, deren Préfixe vergleichbare Bilder haben.

Wir bezeichnen die Hiille ~—7%({s}) von ~—; iiber {s} als den Suchgraphen
von I. Der Suchgraph kann als Automat mit unendlich vielen Zustédnden und
s als Start- und f als Endzustand betrachtet werden, der genau die Gleich-
heitsmenge akzeptiert. Daraus folgt nicht, dass —7%({s}) genau dann endlich
ist, wenn die Gleichheitsmenge regulér ist. Zwar erzwingt die Endlichkeit des
Suchgraphen eine regulére Gleichheitsmenge, die Umkehrung gilt aber nicht.
Es kann trotz reguliarer Gleichheitsmenge beliebig lange unproduktive Pfade
geben, das sind Pfade, die nicht zu einem Endzustand fiihren.

Unendlich lange unproduktive Pfade gehoren zu unendlichen Lésungen.
Der produktive Teil des Suchgraphen ist genau dann endlich, wenn die Gleich-
heitsmenge regular ist. Die Frage, ob ein Pfad produktiv ist oder nicht, ist
aber genau die Frage nach der Losbarkeit einer Instanz des GPCP und damit
nicht entscheidbar. Das heifit, dass der Suchgraph im Allgemeinen selbst dann
nicht explizit konstruiert werden kann, wenn bekannt ist, dass eine Instanz
eine regulidre Gleichheitsmenge besitzt.

Betrachten wir nur den Teilgraphen von —7%({s}), in dem sdmtliche Knoten
Uberhéinge enthalten, die héchstens die Liange k£ haben, dann erhalten wir einen
endlichen Automaten, der die regulére Sprache Eqk(I ) akzeptiert, die wir k-
beschrinkte Gleichheitsmenge nennen. Offensichtlich gilt Eq(I) = (J,»o Eq*(1)
und mit Hilfe der k-beschrinkten Gleichheitsmengen erhalten wir die Folge

Eq’(I) € Eq'(I) C --- C Eq([)

unterer Approximationen der Gleichheitsmenge. Es folgt, dass die Gleich-
heitsmenge genau dann regulér ist, wenn sie Teilmenge einer k-beschrinkten
Gleichheitsmenge fiir ein k& € N ist. (Harju, Karhuméki [13]) Dariiber hinaus
gilt das

Lemma. Wenn L C Eq(I) eine requldre Teilmenge der Gleichheitsmenge
von I ist, dann gibt es ein k € N, so dass L C Eqk(I) bereits eine Teilmenge
der k-beschrankten Gleichheitsmenge von I ist.

Beweis: Da die Sprache L regulér ist, wird sie von einem reduzierten endlichen
Automaten A; mit n Zustdnden akzeptiert. Jede Schleife (¢, w,q) in der
erweiterten Uberfithrungsrelation 8’ von Ay, ist mit einem Wort w beschriftet,
fir das |h(w)| = |g(w)]| ist, anderenfalls ergibt gentigend héufiges Durchlaufen
der Schleife einen Widerspruch zu L C Eq([7). Daraus folgt, dass alle Worter
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in L eine maximale Differenz in Langen der h- und g-Bilder haben, die sich
anhand der Beschriftungen der schleifenfreien Pfade in ¢’ effektiv ermitteln
l&sst. O]

Folgerung. Fir requlire Mengen L ist entscheidbar, ob L C Eq(I) gilt.

Die Entscheidung in 30a ist sogar effizient moglich: Berechne die Schranke m
aus Beweis 29¢ von Lemma 29b und teste, ob L C Eq™(I) ist.

Beispiel: Fiir die Instanz I15. = |19 % % 50| hat der Suchgraph die

Gestalt:

b
11010101
S b
14 < 4 Al
In solchen Darstellungen geben wir, wie bei Hasse Diagrammen von Halb-
ordnungen, keine transitiven Kanten an. Dieser Graph ist unendlich grof, da

Regel b stets angewendet werden kann. Der Pfad s = 7101 >i>1150 110101 %,
11010 = f gehort zur Losung ba. a

Beispiel: Fiir die Instanz I154 = || 9% 25 <% || hat der Suchgraph die Gestalt:

Hier gibt es links den unendlichen Pfad 4, der im k-ten Schritt das Paar
(e,b%) erzeugt und zur unendlichen Losung b* gehort. 4

Beispiel: Fiir die Instanz I;s, = || o9y 0t § || hat der Suchgraph die Gestalt:

ba
bac . [00100011]
() aaca
e] 24 11001022 .110010010001
aac ba >
[100100010010010]
CLCLCd "
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Die liberalisierte Darstellung verschmilzt Pfade ohne Abzweig. In 16b wurde
erwiahnt, dass u(l1,) = 75 gilt. Eine Moglichkeit des Beweises ist, neben der
Angabe einer Losung der Lange 75, das komplette Traversieren aller Pfade
im Suchgraphen, die héchstens eine Lénge von 74 haben. Es gibt 85119 109
solcher Pfade, die zusammen 375636 850 Knoten beriihren. Das entspricht
einer beschrankten Tiefensuche ohne Detektion von Schleifen. Soll mit dieser
Methode zusétzlich die Anzahl der kiirzesten Losungen bestimmt werden,
miissen die 109918 385 Pfade mit einer Lénge von hochstens 75 und ihren
485555 235 Knoten traversiert werden.

Laut (14c¢) kénnen wir auch den Suchgraphen von I35, heranziehen. Dort
gibt es nur 12782632 Pfade bis zur Lange 74 mit 61 962 784 Knoten und nur
16 105042 Pfade bis zur Lange 75 mit 78 067 826 Knoten.

In beiden Féllen wurden auch Pfade mit Schleifen betrachtet. Alternativ
miissten bereits betrachtete Knoten memoriert werden, zusammen mit der
Tiefe auf der sie angetroffen wurden. Bei der Anzahl der Knoten ist klar, dass
das nicht umfénglich und auf keinen Fall naiv erfolgen kann. In 110c werden
wir Moglichkeiten zur partiellen Detektion von Schleifen diskutieren. J

Beispiel: (Zhao [44]) Der Unterschied in der Grofe der Suchgraphen fiir
Instanz und gespiegelte Instanz kann extrem ausfallen. Fiir die Instanz I3, =
| 01910 BP0 1090 || gilt pu(131,) = 189. Die einzige kiirzeste Losung w ist acaacc
aaaaccccaaaaaaaaccccccccaaaaaabbeccecccaaabbecccaaaaaaaccecccccaaaabbee
ccecaaaaaaaaacccccceccaaaaaaaabbecceecceccaaaaaaabbecceccceccaaaaabbeccee
cabbccaaacccaaaaaaccccccaabbeccaaaaaccceccbbe und um das mit Hilfe des
Suchgraphen von 31, zu beweisen, miissen alle 38 244 752 Pfade bis zur Lénge
189 mit insgesamt 268 869 440 Knoten betrachtet werden. Im Gegensatz dazu
hat der Suchgraph von I}, nur 2 Pfade bis zur Linge 189 mit 190 Knoten.

Er beweist zusétzlich, dass Eq(/31,) = w* eine regulére Sprache ist. J

Beispiel: Ein extremes Beispiel ist die Instanz I31, = || o0 S° 1 099 || bei
der der Suchgraph von I3}, aus einem Pfad der Lénge 1 und einem weiteren
(nicht geschlossenen) Pfad der Lénge 742 besteht und somit beweist, dass I3,
keine echte Losung besitzt. Es ist erstaunlich, dass von den 4 Regeln 742 mal
genau eine passt und dann keine mehr. Vom Suchgraphen von I31;, hingegen
ist unbekannt, ob er endlich ist oder nicht. Zumindest wéchst er zu Beginn
ziemlich stark, es gibt dort zum Beispiel 927339463 Pfade bis zur Lange 70
mit 2687944 007 Knoten. 3

Beispiel: Instanzen mit wenigen Regeln und geringer Weite konnen nicht

nur tiefe, sondern auch breite aber endliche Suchgraphen beschreiben. Der
Suchgraph der Instanz I3;, = || o&; otho %' &% || ist endlich und hat keinen
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Pfad der Lénge 53. Es gibt aber 6291456 Pfade der Lange 52 und insgesamt
10206 170 Pfade einer Lange von hochstens 52 mit 18463 959 Knoten.

Der Suchgraph der Instanz 2, = || ;&0 1 %9 311 || hat keinen Pfad der
Lange 77, aber 131072 Pfade der Lénge 76 und 21 030 648 Pfade einer Lange
von hochstens 76 mit 44 660 201 Knoten. g
Abschneiden

Wenden wir uns der Frage zu, ob Pfade im Suchgraphen einer Instanz mit
Hilfe von Informationen iiber mdégliche Lésungen als unproduktiv erkannt
werden kénnen. Wir unterscheiden dabei zwischen genauen und beschrinkten
Methoden. Eine genaue Methode kann unproduktive Pfade absolut erkennen,
wahrend eine beschrankte Methode lediglich Pfade erkennen kann, die in einer
beschrankten Suche unproduktiv sind.

Genau

In 19a wird eine regulidre Obermenge der Gleichheitsmenge konstruiert. Wenn
ein Pfad mit einem Wort beschriftet ist, das kein Préfix eines Wortes aus
der Vorgabemenge ist, dann ist dieser Pfad unproduktiv und muss nicht
weiter betrachtet werden. Das ist effektiv entscheidbar, da regulédre Sprachen
gegeniiber den Operationen Prifix und Komplement abgeschlossen sind. Wir
kénnen sogar effizient vorgehen, wenn wir einen deterministischen und voll-
standigen Automaten mit genau einem Startzustand fiir die Vorgabemenge
R(I) heranziehen. Ein solcher Automat hat genau dann tote Zustdnde, wenn
es solche verbotenen Prifixe gibt und kann parallel zum Suchgraphen arbei-
ten. Das heifst, dass jedem Knoten z im Suchgraphen genau ein Zustand g,
des Automaten zugeordnet wird und dass der einem Knoten y mit z ~%; y
zugeordnete Zustand ¢, des Automaten nur von ¢, und a abhangt. Handelt
es sich bei ¢, um einen toten Zustand, dann ist der Pfad, der iiber y fiihrt
nicht produktiv und y muss nicht weiter betrachtet werden.

Beispiel: Betrachten wir die Instanz Io. = || § 1 4! || mit der Vorgabemenge
R(I32.) = (aa)* U (aa)*c{b, c}(a U c{b, c})* und dem Beginn des Suchgraphen

0} T
AN
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wobei sich am linken unendlichen Pfad jeweils endliche aber exponentiell
wachsende Teilgraphen befinden. Diese Teilgraphen konnen alle abgeschnitten
werden, da a*b kein Préafix einer moglichen Losung ist. 2

Beschrankt

In 19e konstruieren wir ein Gleichungssystem, so dass das kommutative Bild
jeder Losung einer Instanz auch Losung dieses Gleichungssystem ist. Mit
Hilfe des ersten Schritts des Simplexalgorithmus kann entschieden werden,
ob es Losungen gibt, bei denen jede Regel mindestens ein Mal verwendet
wird. Der Simplexalgorithmus erlaubt auch festzustellen, wie lang eine Lo-
sung mindestens sein muss. Wird der Suchgraph traversiert, dann entspricht
jeder Schritt der Anderung einer Nebenbedingung: Initial fordern wir fiir
eine Regel a und eine Lésung v nur |ul, > 0. Beim ersten Schritt mit a
wird daraus die neue Nebenbedingung |u|, > 1, beim k-ten Schritt mit a
die Nebenbedingung |u|, > k. Mit anderen Worten ist jedem Knoten des
Suchgraphen ein kommutatives Bild eines Préfixes einer moglichen Losung
zugeordnet und mit dem Simplexalgorithmus kann berechnet werden, wie
lang eine Losung mindestens sein muss, die ein solches Prifix besitzt. Damit
kann in jedem Knoten abgelesen werden, wie lang eine Losung mindestens
sein muss, deren Pfad durch diesen Knoten verlauft. Sollen nur Lésungen bis
zu einer bestimmten Lénge gesucht werden, kann diese Information benutzt
werden, um Pfade nicht weiter zu betrachten.

Eine speziellere Uberlegung betrachtet nur die Linge des Uberhangs in
einem Knoten: Pro Schritt kann diese Lédnge nur um einen konstanten Wert
c vergrofert oder verkleinert werden. Befindet sich eine mit M beschrankte
Suche auf Tiefe d, kann sich die Linge des Uberhangs um maximal c¢(M —
d) dndern. Die zu erreichende Lénge ist bekannt: Es muss die Linge des
Uberhangs in f erreicht werden. Also kann auch so eine minimale Lésungslinge
fiir Losungen auf einem bestimmten Pfad ermittelt werden. Diese Abschétzung
verwendet nicht so viel Information wie die mit dem Simplexalgorithmus und
ist deshalb potentiell schlechter, sie ist aber sehr leicht und extrem effizient
implementierbar: Es wird lediglich die Linge des Uberhangs eines Knotens
benétigt, ein Wert, der mit konstantem Aufwand aktuell gehalten werden
kann, gemessen sowohl beziiglich der Pfadlange als auch beziiglich der Lange
des Uberhangs in einem Knoten. Dariiber hinaus liegt dieser Wert mit hoher
Wahrscheinlichkeit ohnehin vor.

Beispiel: Fiir die Instanz I1g, = || o9 9 ¢ || ist ¥(Eq(16)) € span{(1,1,1)},
das heifst in jeder Losung kommt jede Regel gleich oft vor. Eine Losung v hat
also mindestens die Linge m = 3 - max{x,, z, z.}, wenn x,, x, und z. die
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Anzahlen der Regeln sind, die angewendet wurden, um zu einem bestimmten
Knoten x im Suchgraphen zu gelangen, der auf dem Pfad von u liegt. Wenn m
grofser als 75 ist, dann kann auf diesem Pfad keine Losung der Lange héchstens
75 gefunden werden. In —y,, gibt es von (e, ¢) ausgehend einen mit aacaaca
aacaacaaacaacaacaaacaacaaacaa markierten Pfad der Lange 36. Da bereits
26-mal die Regel a benutzt wurde, kann dieser Pfad nicht zu einer Losung
der Lange hochstens 75 fiihren und muss nicht mehr betrachtet werden. Der
dadurch abgeschnittene Teilgraph umfasst allein fiir diesen Knoten 86 000
Pfade mit 364 371 Knoten.

Insgesamt ergibt sich im Vergleich mit 30d fiir die Anzahlen der Pfade
und Knoten bis zur Lange 75:

Pfade Knoten
30d 33b 30d 33b

Ly 109918385 591808 485555235 2517402
IR, 16105042 1388773 78067826 6557540

Das Abschneiden hat die Suchgraphen von I;g, und der gespiegelten Instanz
IR, unterschiedlich stark verkleinert. Insbesondere hat sich das GréRenver-
héltnis umgekehrt. J

Ausschliefien

In 32a benutzen wir die Information aus 18c um Pfade im Suchgraphen als
unproduktiv zu erkennen. Dabei handelt es sich um Informationen iiber die
Beschriftung eines Pfades. Jetzt wollen wir versuchen, einen Pfad anhand des
Uberhangs in einem Knoten als unproduktiv zu erkennen.

Falsches Bild

Die erste Idee ist sehr einfach: Eine Regel (h(a),g(a)) kann nur dann auf
einen Uberhang x angewendet werden, wenn x; und g(a) oder z; und h(a)
vergleichbar sind. Daraus folgt unmittelbar, dass die T-Komponenten der
Uberhiéinge aus B*! auch in LT = g(A*) pref(g(A*)) enthalten sein miissen.
Analog miissen die |-Komponenten der Uberhéinge aus B*! auch in L} =
h(A*) pref(h(A*)) enthalten sein. Hier ist etwas Vorsicht geboten, denn es
ist durchaus méglich, dass ein Uberhang nicht in L' enthalten ist, aber
dennoch auf dem Weg zu einer Losung liegt oder gar selbst bereits Losung
ist. Um sicher zu gehen verwenden wir als Ausschlussmenge die Menge

Ex®(I) = (C(LHY B> U (C(LY)Y B>} fiir die gilt

Lemma. v € Ex®(I) = {a|z-%; f} =0.
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Ausschliefsen Falsches Bild

Beweis: Wir betrachten nur den Fall # € C(L")B>1tl x {¢}, das heift z; = uv
mit v ¢ L' und |v| > |f,|. Es gibt nach Konstruktion von L' keine Folge
von Regelanwendungen die u komplett iiberdeckt. Also gilt fiir jedes a mit
7y y stets ] > |1l O

Beispiel: In 30b wurde gezeigt, dass der Suchgraph fiir die Instanz I5. =
[ 1919 % 1510 | unendlich grof ist. Insbesondere ist der Teilgraph unendlich
grofs, der am Knoten (10, ¢) beginnt. Die Ausschlussmenge fiir T-Komponen-
ten ist die Menge (10)*{0,11}{0,1}>* und mit ihrer Hilfe ergibt sich der

Suchgraphausschnitt

Hier sind die Knoten durchgestrichen, die in der Ausschlussmenge liegen und
daher nicht weiter betrachtet werden miissen. J

Beispiel: Die Instanz I35 = || § Y ¥ || hat ebenfalls einen unendlich grofen
Suchgraphen, da Regel a stets angewendet werden kann. Genauer besteht der
Suchgraph aus dem unendlichen Pfad a“, der zu den Uberhingen (e, (01)F)
fiihrt, an denen sich jeweils unendlich grofte Teilgraphen anschlieffen. Die
Ausschlussmenge fiir |-Komponenten ist die Menge {0,1}*11{0,1}>° und
damit ergibt sich

101 10101(01)*
b b
lil 1101601)k1
a a C

Dl |1 101 |(T6Y:110

Also muss im Suchgraphen von I35, nur der einzelne unendliche Pfad a“
betrachtet werden. g

In den beiden Beispielen wurden jeweils unendlich grofte Teilgraphen ausge-
schlossen. Es lohnt sich aber auch bei nichtloschenden Instanzen, Uberhéinge
mit falschem Bild nicht weiter zu betrachten. Die ausgeschlossenen Teilgraphen
sind dann zwar nicht mehr unendlich aber immer noch beliebig grof.
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Falsche Fortsetzung

Wir identifizieren Uberhiinge, die die Anwendung bestimmter Regeln erzwin-
gen und die bei Anwendung der erzwungenen Regeln nicht auf dem Pfad zu
einer Losung liegen.

Die zweite Bedingung ist leicht zu erfiillen: Wenn R C A eine Menge
von unbalancierten Regeln ist, dann kann durch Anwendung dieser Regeln
ein entsprechend balancierter Uberhang nicht verkiirzt werden. Sei ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit R eine Menge von Regeln, bei denen sdmtliche
h-Bilder mindestens so lang sind wie die korrespondierenden g-Bilder, das
heifit, es gilt Vr € R : |h(r)| > |g(r)| und x = (21, €) sei ein T-Uberhang. Dann
gilt fiir alle y mit o -"; y fiir ein r € R stets |y;| > |21|. Der Uberhang wird
nicht kiirzer, wenn eine Regel aus R angewendet wird. Wenn nun auflerdem
|z1| > | f] ist, dann muss auf jedem Weg von x zu f mindestens ein Mal eine
Regel aus A\ R angewendet werden. Wir nennen Mengen unbalancierter
Regeln - oder |-unbalanciert, je nachdem, ob 7- oder |-Uberhinge bei
Anwendung dieser Regeln nicht verkiirzt werden. Die Mengen aller - und
aller |-unbalancierter Mengen von Regeln einer Instanz I bezeichnen wir mit
Ub(I, 1) und Ub(7, |).

Wir konstruieren auf zwei verschiedene Arten Uberhinge, die die An-
wendung bestimmter Regeln erzwingen. Dazu sei ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit R C A eine Menge von T-unbalancierten Regeln. Zunéchst

Lemma. Die Menge Ex"(I, R, 1) = B>*0 nC(B*g(A\ R)B* > h(R")) ist
eine requlire Ausschlussmenge fiir T-Uberhdnge.

Beweis: Es gilt

C(B*g(A\ R)B" > h(R") = C({z | 3y € h(R") : 2y € B'g(A\ R)B"})
—{z|Vy e h(R"): 2y ¢ B'g(A\ R)B"}.

Sei ¥ = (w1,¢) mit x1 € Ex" (I, R, 1), dann kann keine der Regeln aus A \ R
auf z angewendet werden, da einerseits z; so lang ist, dass ein g-Bild komplett
(also nichtiiberlappend) angewendet werden muss und andererseits z; nicht
mit einem ¢-Bild einer Regel aus A \ R beginnt. Wird jedoch eine der Regeln
aus R auf x angewendet, dann entsteht wieder ein Uberhang aus Ex"(I, R, 1):
Da R unbalanciert ist, wird der Uberhang nicht kiirzer und nach Definition ist
Ex"(I, R, 1) abgeschlossen gegeniiber Konkatenation mit i(R*) und gegeniiber
Loschen von Préfixen. 0

Wir definieren analog die Ausschlussmenge Ex" (I, R, |) fiir Mengen |-unba-
lancierter Regeln und |-Uberhénge und schlieflich die Ausschlussmenge
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ExX"()= U E"(LRNDU U ExX"(I,R |
ReUb(I,1) ReUb(I,])

Fiir die Menge Ex" (1) geben wir uns also eine Menge unbalancierter Regeln
vor und konstruieren eine reguldre Menge, die die Anwendung von Regeln aus
R erzwingt. Da R unbalanciert ist miissen Elemente der Menge Ex" (I) bei
der Suche nach einer Losung nicht weiter betrachtet werden.

Die zweite naheliegende Methode geht ebenfalls von einer Menge R unba-
lancierter Regeln aus und testet, ob Regeln aus A \ R iiberhaupt irgendwann
anwendbar sind, wenn vorher nur Regeln aus R angewendet wurden.

Dazu stellen wir zunéichst eine Obermenge von Uberhéingen bereit, die
entstehen, wenn nur Regeln aus R angewendet werden. Wenn z ein T-Uberhang
im Suchgraphen ist, der von s aus nur mit Regeln aus R erreichbar ist, das
heift es gilt s ~%; x mit a € R*, dann ist x; in

CI(I, R, 1) = sih(R*) < s19(R*) = {z | Fy € 5,9(R") : yz € 5;h(R")}

enthalten. Fiir eine Regel r € A\ R stellt sich nun die Frage, ob r auf einen
Uberhang aus Ex* (I, R, 1) = B>V4NCf(I, R, 1) anwendbar ist. Das ist dann
der Fall, wenn es Worter in Ex*(I, R, 1)h(r) gibt, die mit g(r) vergleichbar
sind. Daraus folgt, dass r nicht anwendbar ist, wenn gilt

Ex*(I, R, 1)h(r) < g(r) = g(r) QEx*(I, R, 1)h(r) = 0.

Wenn (37c¢) gilt, dann ist Ex*(1, R, 1) eine Ausschlussmenge. Erneut sichert
die Langenbedingung den Fall, dass bereits in Cf(I, R, 1) die Losung enthalten
ist.

Zusammenfassend gilt fiir beide Techniken, dass alle beteiligten Mengen
reguldr sind und dass alle notwendigen Entscheidungen effektiv und effizient
getroffen werden konnen. Zur Konstruktion der Mengen werden alle unbalan-
cierten Teilmengen von Regeln aufgezihlt. Fiir Ex" (I) werden dann Mengen
von Uberhiingen gem#f (37a) direkt ausgerechnet. Die Mengen Cf(I, R) aus
(37b) werden nur dann zur Ausschlussmenge, wenn die Bedingung (37¢) erfiillt
ist, wenn also keine der Regeln aus A\ R anwendbar ist.

Beispiel: In 30c wird gezeigt, dass der Suchgraph der Instanz [i5y =
|| abb BB bbb | aus einem endlichen Teil und dem unendlichen Pfad 5 besteht,
der Uberhénge aus b*' erzeugt. Die Menge {b}, die nur die Regel b enthiilt,
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ist |-unbalanciert. Daraus folgt mit B = {a, b, ¢}
Ex" (154, {0}, 1) = B~* nC(B*h({a,c}) B" > g (V"))

— B>\ C(B*{abb, bbb} B* 1> (bbb)")
= B>*NC({z | 2(bbb)* N B*{abb, cbbb} B* # ()})

— b>4

und

Ex® (154, {b}, |) = B 1 g(b*) < h(b¥)
= B>V4D N (bbb)* < (bb)*

= b,

Die Menge Ex®(I154, {b}, |) darf als Ausschlussmenge verwendet werden, da

Ex® (I 54, {b}, | )g(a) < h(a) = b*bbbba <1 abb = {z | abbz € b*bbbba} =
h(a) < Ex* (1154, {b}, 1)g(a) = abb <1 b*bbbba = {z | b*bbbbaz > abb} = ()

und

Ex* (1154, {b}, | )g(c) < h(c) = b*bbbbc <1 cbbb = {z | cbbbz € b*bbbbe} =
h(c) < Ex* (1154, {0}, 1)g(c) = cbbb <1b*bbbbe = {z | b*bbbbcz > cbbb} = ()
gelten. Keine der Regeln a und ¢ kann auf Uberhiéinge aus Ex* (154, {0}, )}

angewendet werden.

Hier berechnen beide Methoden, dass der unendliche Pfad bei der Suche
nach einer Losung nicht betrachtet werden muss. J

Beispiel: Die Instanz I35, = || %, 19" || erzeugt den Suchgraphen

mit den beiden unendlichen Pfaden a* und *. Die Menge R = {b} ist eine -
unbalancierte Menge von Regeln. Nun gilt mit B = {0, 1}

Ex(Isgq, {b}, 1) = B>* N C(B*g(a) B* > h(b*))
= B>*nC(B*01B* >(10)%)
=B*NC({z |3y € (10)*: zy € B*01B*})
— 0.
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Einfangen

Das ,,Problem® ist hier, dass 1010 sowohl in (10)* als auch in B*01B* liegt, es
kann also an jedes z einfach das Wort 1010 angehéngt werden und dadurch
wird immer ein Wort aus B*01B* erzeugt. Andererseits gilt

Ex* (33, {b}, 1) = B7* N h(b") < g(b")
= B~*N(1010)* <1(10)*
= B> n{z| Iy € (10)* : yz € (1010)*}
= 101010(10)*

und die Menge Ex” (I35, {b}, 1) darf als Ausschlussmenge verwendet werden,
da gilt:
Ex*(Issq, {b}, 1)(a) < g(a) = 101010(10)*01 <0101
= {2 | 0101z € 101010(10)*01} =
g(a) QEx®(Issq, {b}, T)h(a) = 0101 <1 101010(10)*01
= {z]101010(10)*01z > 0101} = 0.

Daraus folgt, dass der Pfad b* nicht zu einer Losung fithrt. Eine symmetrische
Rechnung erlaubt diesen Schluss auch fiir den Pfad a“. g

Beispiel: Manchmal schlieft die Menge Ex" (1) mehr Uberhiéinge von der
weiteren Betrachtung aus als die Menge Ex*(I). In Ex”*(I) sind nur Uberhiinge
kodiert, die nur durch Anwendung von Regeln aus R entstehen, nicht jedoch
Uberhiinge, die zunichst auch Regeln aus A\ R verwenden, aber ab einem

gewissen Punkt nur noch Regeln aus R zulassen. Ein Prototyp fiir ein solches

Verhalten ist die Instanz Isp, = |§| & & | S| mit dem unendlichen Pfad s -2,

(£,00) ~“p,. (£,000) ~-p,, ---, der initial die ,falsche“ Regel b anwendet.
Es gilt EXA(I ) = 0, da nur durch Anwendung der Regel b {iberhaupt keine
Uberhénge erzeugt werden kénnen. Mit B = {0, 1} gilt aber

Ex (Is9a, {a},|) = B> N C(B*h(b)B* > g(a*))
= B>*N0(B*1B* >(00)%)
= B>>NC({z | Iy € (00)* : zy € B*1B*})
= B>*n0(B*1B*)
= 0000".
Die Menge Ex" (594, {a}, |) schliekt den Pfad ba® also aus. N

Einfangen

Die in 34a gefundenen Uberhiinge erfordern die Anwendung bestimmter
Regeln und fiihren dabei nicht zu einer Losung. Anders betrachtet handelt
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es sich um Uberhénge, von denen aus der Uberhang f nicht erreichbar ist.
Allgemeiner identifizieren wir eine Menge M von Uberhingen, fiir die die
Hiille —%(M) nicht f enthilt. Das nur bestimmte Regeln auf Elemente aus
M angewendet werden kénnen, ist bei dieser Uberlegung ohne Bedeutung:
Die Menge M kann als Ausschlussmenge verwendet werden.

Diese Idee lésst sich automatisiert umsetzen, allerdings gilt es zwei Proble-
me zu bewaltigen: Erstens sind die Hiillen von ~—; im Allgemeinen unendlich
grofs und zweitens ist unklar, woher die Menge M stammen soll.

Die Losung fiir beide Probleme besteht darin, eine reguldare Menge M
zu raten, genauer eine Beschreibung einer reguldren Menge in Form zweier
endlicher Automaten. Wir benétigen zwei Automaten, da 1- und |-Uberhinge
zweckméfigerweise getrennt dargestellt werden.

Ein einzelner Schritt mit —; iber M wird wie folgt berechnet: Zunéchst
berechnen wir die 1- und die |-Uberhénge, die von 7- und von |-Uberhingen
erreicht werden, also ohne Anderung der Position. Dazu betrachten wir die
Regeln von I und von I als Regeln eines Tag-Systems. Reguldre Sprachen
sind gegeniiber Schritten mit Tag-Systemen effektiv abgeschlossen, denn mit
einer Regel (/,7) kann aus M genau die Menge | <1 Mr erreicht werden. Nun
miissen noch die 7- und die |-Uberhinge berechnet werden, die von |- und
von T-Uberhingen erreicht werden, also mit Anderung der Position. Es gibt
nur endlich viele solcher Uberginge. Wir zihlen sie alle auf und nehmen
v = (¢,v)) in die Menge der |-Uberhénge auf, wenn v »%; v fiir ein u € M
mit u = (us,e) und a € A gilt und analog fiir Ubergéinge von | nach 1.

Nach Berechnung eines Schrittes mit —; {iber M testen wir, ob M C
— (M) ist. Ist das der Fall, dann ist M gegeniiber —; abgeschlossen und
wir kénnen M, falls f nicht enthalten ist, als Ausschlussmenge verwenden.
Wenn M & —(M), dann fahren wir mit M U —;(M) fort und né&hern
uns der Hiille —75(M) weiter an. Bei falscher Wahl von M kann sich eine
Endlosschleife ergeben, das heifst, der gesamte Prozess darf nur eine gewisse
maximale Anzahl von Schritten laufen. Alternativ kann auch eine beliebige
andere Ressource begrenzt werden, zum Beispiel die Zeit oder die maximale
Grofke der Automaten.

Bleibt die Frage, wie M konkret geraten werden kann? Klar ist, dass M in
irgendeiner Weise von I abhéngen sollte und klar ist ebenfalls, dass wir nur
iiber Heuristiken sprechen. Eine Heuristik, die in der Praxis recht erfolgreich
ist, berechnet zunédchst einen Anfangsteil des Suchgraphen, bestimmt alle darin
vorkommenden Préfixe, Suffixe und Infixe einer bestimmten Minimalldnge
und rét dann, dass der gesamte Suchgraph nur Uberhéinge enthilt, die solche
Prafixe, Suffixe und Infixe haben.

Es sei erwahnt, dass natiirlich jede unlésbare Instanz mit der Menge
—%({s}) eingefangen werden kann. Allerdings kann —%({s}) kompliziert sein,
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insbesondere nicht regular. Die Regularitét ist fiir das skizzierte Verfahren
aber essenziell, da wir eine Sprachklasse benotigen, die gegeniiber Schritten
mit Tag-Systemen abgeschlossen ist und fiir die C entscheidbar ist.

Beispiel: Die Suchgraphen der Instanzen Iy, = || o3 & %° || und I3, sind
die Graphen

mit einem unendlichen |-Teilgraphen im Graphen von I4;, und einem unend-
lichen 7-Pfad im Graphen von I

Betrachten wir die Menge M mit M = 10{010,0010}* U {010,0010}*0 U
{010,0010}*, die der Automat

akzeptiert. Offensichtlich kénnen nur die Regeln b und ¢ auf M' angewendet
werden, was zu den beiden Automaten

fithrt, die beide jeweils eine Teilmenge von M akzeptieren. Daraus folgt, dass
M7 keine neuen T-Uberhinge erzeugt und also als Ausschlussmenge verwendet
werden kann. Die Graphen von I, und von [ fla enthalten nun beide nur noch
|-Uberhinge. Deshalb kann I, aus Symmetriegriinden keine echte Losung
besitzen. g
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Beispiel: In 16b wird erwihnt, dass die Instanz Jig, = || 9; ‘' ¥ || zu den

schwierigsten in P(3,3) gehort. Mit Hilfe des Einfangens konnen wir sagen,
dass Ji, unlésbar ist, weil mit M1 = {0,1}*{100010101, 110000101}{0, 1}* ei-
ne Ausschlussmenge fiir die gespiegelte Instanz Jig, = || 13, 19° 4 || ist und weil
jeder Pfad im Suchgraphen von Jiy, nach spétestens 30 Schritten durch M'
verlduft. Ein Beweis der Abgeschlossenheit von M gegeniiber Schritten mit
— R argumentiert liber 23 Regelanwendungen mit einigen Zwischenreduk-
tionen, das heifst, nach spéatestens 23 bestimmten unvermeidbaren Schritten,
die unter Umstadnden noch durch Zwischenschritte ergénzt sind, wiederholt
sich ein Wort aus M.

Die Menge M'! wurde nicht automatisch, sondern vom Autor durch in-
tensive Beschéiftigung mit dem Suchgraphen gefunden. In Kenntnis von M
wurde ein Automat mit 1528 Zustdnden generiert, der gegeniiber Schritten
mit — & abgeschlossen ist und einen automatisch iiberpriiften Beweis der
Unlosbarkeit von Jyg, darstellt. J

Maskieren

Beim Maskieren wird versucht, Uberhéinge allein anhand ihrer Position als
nicht produktiv zu erkennen. Die Grundidee ist wie immer einfach: Wenn
bei einer Instanz f zum Beispiel ein |-Uberhang ist und diese Instanz keine
Schritte erlaubt, die - in |-Uberhénge iiberfithren, dann kann kein 7-Uberhang
auf dem Pfad einer Losung liegen. Wie bereits in 39b erwahnt, konnen
alle endlich vielen méglichen Ubergénge mit Anderung der Position effektiv
aufgezihlt werden. Mit anderen Worten: Es ist entscheidbar, ob Uberginge
mit Anderung der Position méglich sind. Instanzen wie || % % || kénnen so
schnell als unlésbar erkannt werden, doch wir wollen wesentlich mehr aus
dieser Idee machen.

Folgerung 28e sagt, dass ein Schritt von einem 1- zu einem |-Uberhang im
Suchgraphen von I, stets einem Schritt von einem |- zu einem 7-Uberhang
im Suchgraphen von I® entspricht. Zusammen mit Lemma 28f folgt sofort,
dass es nicht ausreicht, wenn in I Schritte mit Anderung der Position moglich
sind, sondern dass gleichzeitig in I™ Schritte mit entgegengesetzter Anderung
der Position moglich sein miissen. Es gilt genauer, dass auf dem Weg zu
einer Losung z ~%; y fiir ein a € A nur dann als Ubergang mit Anderung
der Position zu beriicksichtigen ist, wenn einerseits 7% ~%r T% ebenfalls ein
moglicher Ubergang mit Anderung der Position ist und wenn andererseits 7%
iiberhaupt von f® aus durch Schritte mit —r erreichbar ist. Natiirlich muss
ebenfalls z von s durch Schritte mit ~—; erreichbar sein.

Aus dieser Uberlegung extrahieren wir zunéchst einige Begriffe: Ein Uber-
hang z heilt erreichbar, wenn s ~*>; x fir ein w € A* gilt und er heifst
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tiberdeckbar, wenn z ~“; f gilt. Es folgt, dass = genau dann in I erreichbar
ist, wenn Z% in I® {iberdeckbar ist. Im Allgemeinen ist nicht entscheidbar,
ob ein Uberhang erreichbar oder iiberdeckbar ist, da diese Fragen wieder
dem Originalproblem entsprechen. Im beschrankten Fall konnen wir aber sehr
wohl manchmal eine positive oder negative Antwort geben. Wir miissen also
immer eine Schranke angeben, wenn wir einen dieser Begriffe verwenden.

Ein Uberhang x heikt Wechseliiberhang, wenn er erreichbar ist und es
einen iiberdeckbaren Uberhang y an entgegengesetzter Position gibt, mit
x %7y fiir ein a € A. Der Wechseliibergang x heifit dariiber hinaus echter
Wechseliibergang, wenn von y aus nicht nur Wechseliibergénge erreichbar sind.
Ein Wechseliibergang kann die Position zwar wechseln, kdnnte aber nach einer
gewissen Anzahl von Schritten zu einem Riickwechsel gezwungen sein. Ein
echter Wechseliibergang gestattet das Verweilen auf der entgegengesetzten
Position. Schlieflich nennen wir Uberhéinge = Start- oder Endiiberhang, wenn
s %, x oder wenn z ~%; f fiir ein a € A gilt. Start- und Endiiberhénge sind
die ersten und letzten Uberhénge nach s und vor f.

Mit Hilfe dieser Begriffe formulieren wir die Methode des Maskierens:
Zunichst geben wir eine Schranke fiir die Begriffe erreichbar und iiberdeckbar
vor. Nun berechnen die iiberdeckbaren Start-, die erreichbaren End- und
echten Wechseliiberhéinge von I und I®. In beiden Instanzen berechnen wir
daraus die Einschrankung an die giiltigen Positionen der Uberhéinge auf einem
Losungspfad und iibernehmen fiir beide Instanzen die starkere Einschréinkung.
Fanden tatsédchlich Einschrdnkungen statt, beginnen wir erneut.

Diese Formulierung bedarf eines Kommentars: Eine Einschrankung an die
giiltigen Positionen ist eine Position, die als ungiiltig erkannt wurde. Es ist
moglich, dass eine Position in I® als ungiiltig aber die entgegengesetzte nicht
als ungiiltig in I erkannt wird. Nach 28e diirfen wir sie dennoch als ungiiltig
markieren. Schlieflich muss der Vorgang nach tatsichlicher Einschrankung
wiederholt werden, da mit dem neuen Wissen eventuell mehr Uberhinge als
nicht erreichbar oder als nicht iiberdeckbar erkannt werden kénnen. Da nur
endlich viele Einschrankungen moglich sind, wird das gesamte Verfahren in
jedem Fall terminieren.

Eine weitere Verschrankung ist sinnvoll, denn die beim Maskieren gewon-
nenen Informationen haben Auswirkungen auf die Verfahren Ausschliefien
durch falsche Fortsetzung aus 36a und Einfangen aus 39b.

Beispiel: Die Instanz Iy3, = || o, G °)" [| hat, zunéchst ohne Beriicksichti-
gung der Erreichbarkeit und der Uberdeckbarkelt die Startiiberhdnge |01
und 71, den Endiibergang |00 und den moglichen Wechsel von 70 zu |1. Dar-
aus konnen keine Einschrankungen abgeleitet werden konnen. Nun ist aber
101 nicht tiberdeckbar, da zwar |01 %, [1001, aber | 1001 keine weiteren

43



Theorie Suchen

Ubergiinge zuldsst. Der Uberhang |1 ist ebenfalls nicht iiberdeckbar, da alle
h-Bilder mit 0 beginnen.

Daraus folgt, dass eine Losung einen Pfad von 1 nach |00 beschreibt,
aber ohne dabei die Position zu &ndern. Das ist nicht moglich, also hat I3,
keine giiltige Position und keine echte Losung. a

Beispiel: Bei der Instanz 1Y, = || o9 2 '1°]] muss ein Pfad von |00 zu
100 gefunden werden, unter Verwendung des Ubergangs |1 iqﬁ _10. Alle

beteiligten Uberhéinge sind erreichbar oder sind iiberdeckbar, doch |1 ist zwar
Wechseliiberhang, aber kein echter Wechseliibergang, denn von T0 gibt es nur
die Fortsetzung 10 ~% w10 Es handelt sich nur scheinbar um einen Wechsel
der Position. Daraus folgt, dass 4, keine echte Losung besitzt. g

Beispiel: Maskieren ist nicht nur niitzlich, um Instanzen als unlésbar zu
erkennen, sondern auch, um den Suchraum Iosbarer Instanzen einzuschranken.
Die Instanz Iy = || odho o1 Sog 1901 || hat die einzige kiirzeste Losung dbcdddd der Linge 698. Der Suchgraph von Iy, besteht sowohl aus
7- als auch aus |-Uberhéingen. Betrachten wir nur den -Teil, dann finden
wir dort 21744293 594 Pfade bis zu einer Lange von 698 mit 151 104 421 871
Knoten. Durch genaues Abschneiden wie in 32b schrumpft der 7-Teil auf
123014 139 Pfade der Liange hochstens 698 mit 745563 443 Knoten. Arbeiten
wir zusétzlich mit beschrianktem Abschneiden wie in 33a, dann miissen nur
noch 9302 545 Pfade mit 51 565 603 Knoten betrachtet werden. Dabei wurden
aus dem Nullraum {(0,4,1,1),(2,3,0,3)} die Bedingungen 10z, + 8z4 < 3M,
4z, + 6x. < M und Tz, + 6z, < 4M abgeleitet, wenn x; die Anzahl der
Regel i in der Beschriftung eines Pfades ist und M die maximale Suchtiefe.
Memorieren wir schlieflich zusétzlich 4091 Uberhéinge bis zu einer Linge von
50, dann verbleiben 4039 288 Pfade mit 22 195350 Knoten. Mit aktueller
Technik kann dieser Graph in weniger als 1 Sekunde traversiert werden.
Ohne Maskierung miisste auch der |-Teil betrachtet werden, der deutlich
grofer ist. Im gesamten Suchgraphen gibt es bereits 69 223 855 374 Pfade
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der Lange hochstens 50 mit 156 982 160 464 Knoten. Bei gleichbleibendem
Verzweigungsgrad entspricht das etwa 10'°! Pfaden der Linge hochstens 698
mit etwa 10'%¢ Knoten. Verwenden wir auch hier die Optimierungen wie oben,
also genaues und beschriinktes Abschneiden, und Memorieren von Uberhéingen
bis zu einer Linge von 50 fiir - und 25 fiir |-Uberhinge, dann wird der Graph
zwar kleiner, aber mit 6 602748 294 Pfaden der Lange hochstens 125 und
16 399 160 676 Knoten bei 163 und 2722 memorierten 1- und |-Uberhingen
erhalten wir eine geschiitzte Anzahl von 10°° Pfaden der Linge hochstens 698
mit 1057 Knoten. Die Traversierung eines solchen Graphen liegt weit jenseits
der Kapazititen aktueller Technik. 2

Duales Suchen

Der Suchgraph einer Instanz I enthélt in den Knoten beliebig lange Uberhiinge
und eine mit a beschriftete Transition verlangert sowohl die T-Komponente um
h(a) als auch die |-Komponente um g(a). Wir wollen dual dazu eine Relation
konstruieren, die in den Knoten Uberhénge mit beschrinkter Linge enthélt
und es dafiir erlaubt, nur die T- oder nur die |-Komponente zu verlangern.

In 46a erlauben wir ohne Restriktionen die partielle Anwendung von Re-
geln und erhalten die allgemeine Suchrelation. Diese Relation hat noch die
niitzlichen Eigenschaften der Suchrelation aus 28a: Sie kann zerlegt werden
und steht in engem Zusammenhang zur allgemeinen Suchrelation der gespie-
gelten Instanz. Der Wegfall jeglicher Restriktionen bleibt natiirlich nicht ohne
Folgen. Statt die Gleichheitsmenge zu beschreiben, beschreibt die allgemeine
Suchrelation die Koinzidenzmenge, das ist die Menge von Paaren mit glei-
chem Bild, wenn die T-Komponente als Eingabe fiir A und die |-Komponente
als Eingabe fiir g benutzt wird. Schlimmer ist die Grofe der allgemeinen
Suchrelation: Sie ist fiir nichtpathologische Instanzen stets unendlich grofs
und bringt keine wirklichen Vorteile bei der Entscheidung, ob eine Instanz
echte Losungen hat oder nicht.

Das Problem der Grofe wird in 49a behoben, indem nur noch solche
Transitionen zugelassen werden, die einen Uberhang nicht verldngern. Der
erste Ansatz in 49b geht dabei jedoch zu restriktiv vor und muss in 54a
soweit gelockert werden, dass wir einerseits eine endliche Relation beibehalten
und andererseits trotzdem die Koinzidenzmenge damit beschreiben kénnen.
Das gelingt und Satz 56a trigt die Friichte unserer Arbeit in Form eines
Transducers, der die Koinzidenzmenge akzeptiert.

Dieses Resultat ist eines der Hauptresultate dieser Arbeit. Es erlaubt
zunéchst in einem Exkurs zu bedingten Koinzidenzmengen in 58a die Kon-
struktion der Kette (62b) oberer Approximationen der Gleichheitsmenge.
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Diese Kette hat Juhani Karhuméki bereits 1980 beschrieben. (Karhuméki
[21]) Er baut dabei neben eigenen auf Resultaten von Sheila Greibach, Os-
car Ibarra und Chul Kim aus den Jahren 1975 und 1976 auf. (Greibach
[7], Ibarra, Kim [17]) Wir geben ausgehend von Satz 56a neue einheitliche
Beweise.

Neben dieser Approximationskette wird in 63b eine neue Darstellung der
Theorie der Nachfolger von Instanzen gegeben. Der Begriff des Nachfolgers
taucht bereits 1982 in der ersten Arbeit auf, in der die Entscheidbarkeit von
G(2) gezeigt wurde, dort noch als ,equality collector bezeichnet. (Ehrenfeucht,
Karhuméki, Rozenberg [5]) Vesa Halava und einige Mitautoren haben dann
in verschiedenen Arbeiten die eigentliche Theorie der Nachfolger gestaltet.
(Halava et al. [8, 10, 11, 12]) Mit ihrer Hilfe wurden einfachere Beweise der
Entscheidbarkeit von G(2) gefunden, die Menge M der markierten Instanzen
und die Menge U der ,unique block instances wurden als entscheidbar er-
kannt. Hier wird die Theorie der Nachfolger erstmals systematisch dargestellt
und als Konsequenz aus Satz 56a ergibt sich die Entscheidbarkeit der oben
genannten Mengen und dariiber hinaus von Instanzen, fiir die bisher kein
Entscheidungsalgorithmus existierte. Es wird erstmals klar, dass sich die be-
kannten Techniken alle unter dem Begriff des dualen Suchens zusammenfassen
lassen.

Allgemeines Suchen

Die Grundidee beim Suchen nach einer Losung wie in 28a besteht darin,
einen Uberhang aus B*! zu verwalten und in einem Schritt mit der Regel a
den Uberhang an der 1-Position um h(a) und an der |-Position um g(a) zu
erweitern. Die Suchrelation in (28b) beschreibt dieses Vorgehen. Die dadurch
entstehenden Suchgraphen enthalten in ihren Knoten Uberhinge aus B*!,
wahrend die Beschriftungen mégliche Prifixe von Losungen sind. In gewisser
Weise beschreibt die Beschriftung eines Pfades aber nicht ein Wort, sondern
zwed, namlich eine Eingabe fiir den Morphismus A und eine Eingabe fiir den
Morphismus g.

Was passiert, wenn wir nicht mehr fordern, dass die Eingaben fiir die
beiden Morphismen stets gleich sind? Wir erlauben dann, dass einer der beiden
Morphismen voraus eilt, aber welche Konsequenzen hat das? Probieren wir es
aus und definieren die allgemeine Suchrelation «—; : B*} x (A* x A*) x B*!
von I durch

resry <= wph(wp)y, = x9(w))y;.
Anders als (28b) erlaubt (46b) nun unterschiedliche Eingaben fiir die beiden

Morphismen. Die Darstellung 28¢ wird nun zu
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\ ) | h(wr) | A h(wr) | YL
| g(w)) Ly b g(w)) |

bleibt also bis auf die Projektionen aus w heraus identisch. Die Folgerung 28e
und das Lemma 28f gelten analog fiir «—:

Folgerung. (Spiegeln von ¢—) z %y <= yi e TR

Hier wurde sogar textuell lediglich — durch «— ersetzt. Es ist aber zu beachten,
dass die Operation Spiegeln in 28e auf ein Wort und in 47a auf ein Wortpaar
angewendet wird.

Lemma. (Zerlegen von «) z ¢y <= 3z 0% 25 9.

Auch hier wurde lediglich — durch ¢ ersetzt. Der Beweis verldauft komplett
wie in 28¢g, wobei A nun die T- und g die |-Komponenten als Eingaben erhalten.
Im Unterschied zu 28f ist nun aber ab eine Konkatenation von Paaren von
Wortern.

Das Analogon zu Folgerung 28d, wo der Zusammenhang zwischen der
Suchrelation und der Gleichheitsmenge hergestellt wird, erfordert etwas Vorbe-
reitung: Wenn wir unterschiedliche Eingaben fiir die Morphismen A und g er-
lauben, dann erzeugen wir eine Art verallgemeinerter Gleichheitsmenge. Diese
Menge nennen wir Koinzidenzmenge C(I) C A* x A* von I. Wir haben es mit
einer Menge von Paaren zu tun und es gilt C(1) = {u | syh(uy) fr = s,9(uy) f, }.
Wie iiblich bezeichnen wir die echten Elemente der Koinzidenzmenge mit
C°(I) =C(I)\ {(s,¢)}. Der Zusammenhang zwischen Koinzidenzmenge und
e lautet:

Folgerung. C(I) = {u|s% f}.
und der zwischen Gleichheitsmenge und Koinzidenzmenge besteht durch
Folgerung. id(Eq(/)) = C(I) Nid(A").

Es handelt sich bei «— tatsédchlich um eine Verallgemeinerung von ~— in
folgendem Sinn:

Folgerung. 7 -2,y <= z2%, 4.

Das heifst, wenn es einen mit w beschrifteten Pfad durch — gibt, dann gibt es
einen mit (w,w) beschrifteten Pfad durch «— und umgekehrt. Die Beziehung
ist allerdings asymmetrisch, denn einerseits bestimmt zwar der Pfad durch
¢~ den Pfad durch — eindeutig, aber andererseits kann es verschiedene mit
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(w, w) beschriftete Pfade durch «— geben. Genauer folgt aus Lemma 47b sogar,
dass jede Zerlegung von (w,w) einem Pfad durch « entspricht. Es sei daran
erinnert, dass A* x A* frei kommutativ aber nicht frei von Al erzeugt wird
und das Paar (w,w) auf (2||ZU”||) verschiedene Arten in Elemente aus Al zerlegt
werden kann.

Der durch « erzeugte Graph ist in der Regel unendlich groft. Voraussetzung
fiir einen endlichen Graphen ist, dass sdmtliche h- oder samtliche g-Bilder
leer sind. Solche Instanzen sind periodisch und nach 26d entscheidbar.

Die Techniken aus 28a zur Einschrinkung des Suchraums, also Abschnei-
den, Ausschliefen, Einfangen und Maskieren wurden alle fiir die Suche nach
Elementen der Gleichheitsmenge formuliert. Wenn wir nun von s beginnend
« auf der Suche nach f traversieren, dann suchen wir nach Elementen der
Koinzidenzmenge. Das heifst, diese Methoden konnen nicht direkt ibernom-
men werden. Wir konnten jetzt versuchen, Methoden zu finden, mit deren
Hilfe das Traversieren von «— erleichtert wird, aber wir sind ja nicht wirklich
an Elementen aus der Koinzidenzmenge interessiert. Deshalb werden wir das
nicht tun, sondern im néchsten Abschnitt eine andere Richtung einschlagen,
die es schlieflich erlauben wird, gewisse Instanzen zu entscheiden.

Beispiel: Fir die Instanz Ij5. = [ & %510 erzeugt die allgemeine
Suchrelation iiber s = 71101 den Graphen

(g,b) (e,b) (g,0)
()

Im Vergleich mit dem Suchgraphen von I;5. in 30b ist dieser Graph genauer:
Der Pfad 1101 ~%y,.. 710 aus 30b findet sich hier als der Pfad 1101 sﬂqm
11010 €%, 110 und als der Pfad 1101 22, 11 %<, 110, Statt eines
einzigen mit der Losung ba beschrifteten Pfades in 30b gibt es nun 6 solcher
Pfade, von denen 3 in der obigen Abbildung zu sehen sind, zum Beispiel der

Pfad 7101 %<, 710101 22, 710101 €52, 1101 %, 11010,
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Duales Suchen

Beim Suchen mit ~— wie in 28a entstehen beliebig lange Uberhiinge aus B*!
in den Knoten des Suchgraphen. Die Beschriftungen der Pfade konnen wir
als Paar ohne Uberhang verstehen. Beim allgemeinen Suchen mit ¢ wie
in 46a entstehen beliebig lange Uberhinge sowohl in den Knoten als auch
in den Beschriftungen der Pfade. Wir wollen nun in Dualitdt zu 28a die
Lénge der Uberhinge in den Knoten einschrénken. Gelingt das, dann konnen
wir einen Transducer mit endlicher Zustandsmenge konstruieren, der die
Koinzidenzmenge akzeptiert.

Die allgemeine Suchrelation gestattet es den beiden Morphismen, beliebig
weit voraus zu eilen. Dabei entstehen Uberhinge, die dann vom jeweils ande-
ren Morphismus wieder aufgeholt werden miissen. Wir kénnen das vermeiden,
indem wir festlegen, dass ein Morphismus nur dann zur Anwendung kommen
darf, wenn dabei kein Uberhang verlingert wird, der ohnehin vom anderen
Morphismus iiberdeckt werden muss. Mit anderen Worten wollen wir die
Situation vermeiden, dass ein Uberhang der Form Tw mit |w| > 0 zu einem
Uberhang der Form Twh(a) fiir ein a € A wird. Im Fall von herkémmlichen
Instanzen, wenn also f = (e, ) gilt, machen wir dabei keinen Fehler, da auf
dem Weg zu f ja in jedem Fall die |-Komponente des Uberhangs verlingert
werden muss. Diese Verlingerung kann irgendwann auf dem Weg zu f erfolgen,
also auch sofort. Im Fall allgemeiner Instanzen miissen wir uns zuséatzlich Ge-
danken iiber den Fall machen, in dem der Ubergang Tw ¢%; Twh(a) notwendig
ist, zum Beispiel weil f = Twh(a) ist.

Beschrankt

Zunéachst definieren wir die beschrdankte Suchrelation — C « von I durch
== N (BT x A x B*hyu (B*! x AT x B*1))

und verbieten in (49¢) genau die oben beschriebenen Uberginge. Die be-
schrinkte Suchrelation hat die gewiinschte Eigenschaft, dass Uberhinge in
den Knoten nicht mehr beliebig lang sein kénnen. Es gilt das

Lemma. z<%;y — \y| < max{|x\, |h’(aT)|7 |g(al)|}.

Beweis: Nach Definition gilt — C e und damit z1h(a;)y; = x,g(a;)y;. Falls
x € B*! gilt, dann ist a € A'. Falls nun y € B*', dann haben wir 1 = g(a, )y,
und daraus folgt |y| = |y;| < |o1| = |z|. Falls jedoch y € B*!, dann haben
wir 21y, = g(a,) und daraus folgt |y| = |y,| < |g(a,)|. Der Fall z € B** folgt
analog. U
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Lemma 49d sagt aus, dass ein Schritt mit — einen Uberhang nicht beliebig
verlingern kann: Der neue Uberhang ist hochstens so lang wie der alte
Uberhang falls die Position nicht geéindert wurde und héchstens so lang wie
das verwendete Regelwort falls die Position gedndert wurde. Starten wir nun
bei einem Uberhang, dann geben uns seine Linge und die Weite von I eine
Schranke fiir die Lange aller erreichbarer Uberhénge.

Folgerung. y € N(—%(s)) = |y| < wd([).
Folgerung. —7(s) ist endlich.

Die Endlichkeit ist der erste Schritt zu einem Transducer, der die Koinzi-
denzmenge akzeptiert. Wenn f wie bei herkémmlichen Instanzen in «*(s)
enthalten ist, dann sind wir an diesem Punkt sogar schon am Ziel. Im néchsten
Abschnitt werden wir mit einem kleinen Kniff auch dann einen Transducer
fiir die Koinzidenzmenge konstruieren, wenn f nicht von s mit — erreichbar
ist.

Wir werden spéter die Eigenschaft von —7({(g,¢)}) benétigen, dass die 1-
Knoten in dieser Hiille Suffixe des Morphismus h und die |-Knoten Suffixe
des Morphismus ¢ sind. Es gilt das

Lemma. (Suffixlemma) N(—*({(,£)})) € S} U S,

Beweis: Seiy € N(—75({(¢,¢)})). Induktion iiber die Lange von y: Wenn y =
(¢,€), dann gilt natiirlich y € S} U Sé. Sei nun z € N(—*({(g,£)})) N (S} U Sé)
und z <%; y fiir ein y € Al. Dann liegt einer der vier Fille (i) x1 = g(a,)y;
mit y; € Sy, (i) 21y, = g(a)) mit y; € S, (iii) h(ar) =z y; mit y; € Sy, oder
(iv) h(ay)y, = ) mit y, € S, vor. O

Eine weitere interessante Eigenschaft der beschrankten Suchrelation ist, dass
die Koinzidenzen unendlicher Losungen einer Instanz stets Beschriftungen von
unendlichen Pfaden durch <% (s) entsprechen, unabhingig davon, ob f von s
mit < erreichbar ist oder nicht. Dazu nennen wir einen unendlichen Pfad mit
der Beschriftung wowy - - - von s durch < einen w-Pfad, wenn (wow; - - - );
mit (wowy - - - ), vergleichbar ist und wenigstens eine Komponente gleich w ist,
wenn also gilt (wowy -+ - )1 = w oder (wowy -+ )| = w.

Lemma. w € Eq“(I) <= 3Jw-Pfad.
Beweis: (<=) Sei wow; --- die Beschriftung eines w-Pfades und sei ohne

Beschrinkung der Allgemeinheit (wow; ---); = w. Nach Definition von <
und dem Lemma 47b iiber die Zerlegung der allgemeinen Suchrelation sind
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fiir jedes endliche Prafix p von wow; - - - die Worter p; und p; und die Worter
sth(py) und s g(p,) vergleichbar.

Wenn (wowy ---); = wu endlich ist, dann gibt es ein endliches Prifix
pu = (v,u) von wow; -+ -, so dass h(v~'w) = ¢ ist. Anderenfalls wiirde der
Uberhang in (sth(p;), s g(p;)) beliebig lang werden im Widerspruch zur
Endlichkeit von <7(s). Also ist dann h 16schend und w ist eine unendliche
Losung von 1.

Wenn (wow; - -+ ); = w nicht endlich ist, dann sei v; das ldngste gemein-
same Préfix von (wowy - - - w;); und (wowy - - - w;),. Die Folge (vg,vq,...) ist
aufsteigend beziiglich <, und nach jeweils hochstens endlich vielen Schritten
echt aufsteigend. Also ist lim;_,., v; = w eine unendliche Lésung von 1.

(=) Sei w eine unendliche Losung von I. Wir konstruieren einen w-Pfad:
Wir beginnen beim Knoten s mit dem leeren Pfad (g, ¢).

Erreichen wir mit dem Pfad p mit p; = p; den Knoten x, dann bestimmt
das erste Symbol von pT_lw die von z ausgehende Transition bis auf die
Position eindeutig. Mehrere Positionen sind nur fiir z = (¢, ) moglich, wir
wahlen dann eine beliebig aus.

Erreichen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit mit dem Pfad p
mit p; <, p; den Knoten z, dann wéahlen wir, falls z € B*!, die Transition
(¢,e), wobei ¢ das erste Symbol von pT_lpl ist. Falls z € B*"\ {(¢,)} ist,
dann wahlen wir die Transition (g, ¢), wobei ¢ das erste Symbol von pl_lw ist.
Alle benotigten Transitionen existieren, anderenfalls wire w keine unendliche
Losung.

Im zweiten Fall kann es passieren, dass p nicht mehr in der T-Komponente
verlangert wird. Es gibt dann eine Schleife um =z, die nicht die Position
wechselt. Das impliziert g(pl_lw) = ¢. Jede Verlangerung von p entspricht
dann einer Schleife um z, die jeweils das néchste Symbol von w verbraucht. [

Dem Beweis entnehmen wir zusatzlich die
Folgerung. [ € £ = Eq“(I) = {w | 3w-Pfad}.

Es sei nochmals betont, dass die analoge Formulierung fiir die Gleichheits-
menge nicht gilt: Die Beispiele 51b und 53b zeigen, dass f nicht immer von s
durch — erreichbar ist.

Unendliche Losungen haben hingegen kein Ziel, es geniigt, wenn stets eine
Forsetzung moglich ist. Fiir herkdmmliche Instanzen ist f = (e, ¢) natiirlich
stets von (e, €) aus erreichbar. Das heifst, dass die beschrénkte Suchrelation —
zur Charakterisierung sowohl der Koinzidenzmenge als auch der unendlichen
Koinzidenzmenge nichtloschender herkémmlicher Instanzen ausreicht.

Beispiel: Fiir die Instanz I15. = [ '] [, %' | 1g10 | ist <7, (1101) der Graph
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der f = 71010 nicht enthilt. Auch der Graph —7r (10101)
1

5¢

b,e)

10101 (a.e) 1101 (

(b,€)
TR e—C Y )
(¢, a)

der gespiegelten Instanz beschreibt nicht die Koinzidenzmenge von I,
Der unendliche Pfad 1101 &2, g1 =9, g L), 1o (es),

10 ‘i’lm -+ in <—>1-15 (1101) ist ein w-Pfad mit der Beschriftung (aa, aab®).
Tatséchlich ist aab” eine unendliche Losung von Ii5., es gilt Eq”([i5.) =
{V'auab® | |u|, = i}. Leserinnen und Leser mogen sich klar machen, dass fiir

jede unendliche Losung ein w-Pfad in <7 _ (7101) vorhanden ist. J
Beispiel: Fiir die Instanz Iy5q = || %" 5 < || ist 7 _(]e) der Graph
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in dem, da [54 eine herkémmliche Instanz ist, die Pfade von [e zu [e genau
mit Elementen aus der Koinzidenzmenge von 5, beschriftet sind. Somit gilt
C(I154) = {(abb, abb), (bbb, bb), (c cb)}*

Die unendlichen Pfade e <&, bbb (20, |y B g D

15d

1bb === L9, Lisa Ig “Iy5q - und Ig (—)>115d Tbb (i’fmd 1b o s 10 &) Lisq
1bb === ), Lisy LE “>1p., -+ gehoren beide zur unendlichen Losung 0. J

Beispiel: Fiir die Instanz I53, = |2]§ 9|5 ist —7

(10) der Graph

I53a

der zum Beispiel den Pfad s = 10 <=2, e&0, gba, oD
70 = f enthiilt. Tatsiichlich gilt s;h(bb) f; = 000 = s,g(aa)f|, das Paar (bb, aa)

ist ein Element der Koinzidenzmenge von I53,. J

Beispiel: Fiir die Instanz Is3, = | | (1q | 10" ] ist 7 (1011) der Graph

(a, ) (a, )

1011 (€.a )~T1 €0 JlOll ﬁ

der f = |1101 ebenfalls nicht enthélt, und auch hier beschreibt der Graph
< (11011)

(ahe) (a,¢)
11011 (E’a)~m €5 101 (b.) @

nicht die Koinzidenzmenge von I, .

Beide Graphen enthalten jeweils den einzigen w-Pfad mit der Beschriftung
(ab, aba®), also gilt Eq”(I53) = Eq(I%,) = aba®. N
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Beschrankt bidirektional

Wir sind durch die Definition der beschrankten Suchrelation einen wesentli-
chen Schritt voran gekommen und haben eine Teilrelation der allgemeinen
Suchrelation gefunden, die nur endlich viele Knoten enthilt und fiir her-
kommliche Instanzen die Koinzidenzmenge beschreibt. Im Allgemeinen ist <
jedoch zu klein, das heisst, wir haben wie in 51b und 53b eventuell Pfade
abgeschnitten, die essenziell auf dem Weg zu einer Losung liegen.

Werfen wir einen zweiten Blick auf 51b und 53b, dann stellen wir fest,
dass es in beiden Féllen gemeinsame Knoten im Graphen der Instanz und
im gedrehten Graphen der gespiegelten Instanz gibt. Hier soll die Operation

Drehen einer Transition x <“; y die Transition 7% &RqR Z® zuordnen.
Die Drehung des Graphen G bezeichnen wir mit (DG. Das heift, in den
beiden Beispielen beschreibt die Vereinigung von <7(s) und Q<4 (f7) die
Koinzidenzmenge. Wir definieren diese Menge als die beschrinkte bidirektionale
Suchrelation —; von I und werden zeigen, dass wir die Koinzidenzmenge
immer mit <; beschreiben kénnen.

Zunéchst ergibt sich aus der Endlichkeit der beiden Hiillen die

Folgerung. <s; ist endlich.
und mit Lemma 47a {iber das Spiegeln der allgemeinen Suchrelation auch die
Folgerung. <; C e;.

Tatséchlich ist eine Transition entweder aus —73(s) und damit nach Definition
der beschrankten Suchrelation < in der allgemeinen Suchrelation «— enthalten,
oder sie hat die Form ) (z,a,y) fir gewisse x <*r y und ist nach Lemma
47a ebenfalls in der allgemeinen Suchrelation «— enthalten.

Die Folgerungen 54b und 54c sichern, dass wir es bei der beschrankten
bidirektionalen Suchrelation immer noch mit einem endlichen Teil der allge-
meinen Suchrelation zu tun haben. Ein Pfad durch < von s nach f beschreibt
also ein Element der Koinzidenzmenge, es gilt die

Folgerung. C(I) D {u|s <4 f}.

Wir wollen analog zu Folgerung 47c auch die Umkehrung zeigen. Dazu miissen
wir zeigen, dass die in der beschrankten Suchrelation fehlenden Pfade in der
beschréankten bidirektionalen Suchrelation wieder vorhanden sind. Genauer
gilt das

Lemma. (Vollstindigkeit von <) Wenn u € C°(I) ein echtes Element der
Koinzidenzmenge von I ist, dann gibt es einen Pfad s <&y - - - LEL f von s
nach [ durch =y, der mit u = ug - - - up_1 beschriftet ist.
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Beweis: Nach Voraussetzung ist u € C°(I), also gilt s €%; f nach 47c. Sei p
das maximale Prifix von wu, fiir das s %; x gilt, also das maximale Prifix,
das zu einem Pfad gehort, der in s beginnt und die beschrénkte Relation von
I nicht verldsst. Wenn p = u, dann folgt # = f und wir haben den gesuchten
Pfad bereits gefunden. Wenn p # v und u = pv, dann x ¢%; f nach Lemma
47b iiber die Zerlegung der allgemeinen Suchrelation.

Da p maximal ist, gilt entweder ;1 = v; = ¢ oder | = v| = ¢, denn
nehmen wir zum Beispiel an, es wire x1 = € und v # €. Dann wire v = (a,)w
fiir ein @ € A und ein w € A* x A*. Nach Zerlegungslemma 47b gilt dann

x Eﬁq y €% f fiir ein y € B*! im Widerspruch zur Maximalitét von p,

denn es wire auch x MI Y.

Sei also 1 = vy = ¢. Dann ist auch TT = f, =¢ dajax s fgilt
und v nichts zu der leeren T-Komponente von z hinzufiigt. Durch wieder-
holte Anwendung des Zerlegungslemmas schliefsen wir nun auf die Existenz
des Pfades © = zg %%, -+ 2= z,, = f, wobel v = vy - - VUp_1, SOWie
Vo =t = U1y = € und wg; = --+ = T, = € gelten. Nach Lemma
47a {iber das Spiegeln der allgemeinen Suchrelation gibt es auch den Pfad

R

— Uy — vt — . . . . .
Tt ek - % TN, in dem sich sdmtliche nichtleere Komponenten

in den Uberhiingen ;% entgegengesetzt zu den nichtleeren Komponenten
in der Beschriftung U? befinden. Deshalb konnen wir sogar auf die Exis-

— UR_ vt — . .
tenz des Pfades 7, <= r -+ <%r Tt schliefen und damit nach De-

finition der beschrankten bidirektionalen Suchrelation auch auf den Pfad
T =gy . 2nsly g = f.

Mit analogen Argumenten fiir den Fall x| = v| = ¢ folgt die Existenz des
gesuchten Pfades. O

Die Quintessenz von Beweis 55a lautet:

,Bleibe so lange wie moglich in der beschréankten Suchrelation —;
von I und wenn < verlassen werden muss, dann von einem Uber-
hang aus, der bereits in der gespiegelten beschriankten Relation
< r der gespiegelten Instanz I® liegt.”

Es ist interessant, dass lediglich Aussagen tiber das Zerlegen und das Spiegeln
der allgemeinen Suchrelation benutzt wurden, also Aussagen, die mit sehr
einfachen Mitteln gezeigt werden konnen. Wesentlich haben wir benutzt, dass
beim Drehen zwar die Positionen der Uberhiinge geindert werden, nicht
jedoch die Position der Beschriftung einer Transition.

Lemma 54e zeigt, dass die beschrankte bidirektionale Suchrelation alle
gewiinschten Eigenschaften hat: Es handelt sich um eine endliche Relation
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und die Beschriftungen der Pfade von s nach f sind genau die Elemente der
Koinzidenzmenge. Wir konnen als Resultat festhalten:

Satz. Sei I € G eine Instanz des verallgemeinerten Postschen Korrespon-
denzproblems. Die Koinzidenzmenge C(I) ist eine rationale Relation. Ein
Transducer, der C(I) akzeptiert, kann effektiv konstruiert werden.

Beweis: Nach 54d und 54e akzeptiert der Transducer mit Uberfithrungsrelati-
on <, mit Startzustand s und mit Endzustand f die Koinzidenzmenge. [

Folgerung. FEs ist entscheidbar, ob C(I) leer ist. Es ist entscheidbar, ob
C(I) endlich ist. C(I) kann effektiv aufgezahlt werden.

Beispiel: Fiir die Instanz Iss, = [2]§ 95| gilt —7., (10) = Q7 (10), also

I53a 53a
akzeptiert der (liberalisiert dargestellte) Transducer

£,a
O~0%
(b, e) (a,b)
die Koinzidenzmenge C(I53,) = (g, a){(b,a), (a,b)}*(b,¢). 4
Beispiel: Die Instanz Iz, = |91 ] § 4 |10 fallt ebenfalls in die Menge

der Instanzen, fiir die die beschrankte Suchrelation zu klein ist, um die
Koinzidenzmenge zu beschreiben. Der Transducer

(a,€)

akzeptiert C(Iss,) = (a,€)*(b,aba)(a,c)*. Betrachten wir das Paar (b, aba)
und die beiden Zerlegungen (e, a)(b,e)(e,b)(e,a) und (e,a)(e,b)(b,e)(e, a),
die beide je einem akzeptierenden Pfad entsprechen. Die erste ist nicht die
Zerlegung, die in Beweis 55a konstruiert wurde, denn hier wire p = (g, a)
nicht maximal und damit schldgt der Schluss fehl, dass sich alle weiteren
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Schritte nur noch in einer Komponente abspielen. Konkret gilt zwar (T1); = ¢
aber nicht (b,ba); = ¢. Die zweite Zerlegung hingegen verlésst <., so spét
wie moglich, némlich erst am Uberhang |11 und ist die in 55a konstruierte
Zerlegung. Tatséchlich gilt (]11); = (¢,a); = (|1101); = e. N

Beispiel: In 51b wird gezeigt, dass die beschrankte Suchrelation fiir die
Instanz I15. = |19 % % 1510] nicht die Koinzidenzmenge beschreibt. Die
beschriankte bidirektionale Suchrelation fiihrt nun auf den Transducer

(e,b) (e,b) (e,b) (,b)

der die Koinzidenzmenge akzeptiert. Hier fehlen in der beschréankten Such-

relation von Ii5. die beiden entscheidenden Transitionen 11 b<:;€)115 1101

und 7101 (ng 11010, die von der beschriankten Suchrelation der gespie-
gelten Instanz It, geliefert werden. Die Koinzidenzmenge ist die Menge
C(Lis.) = {(b*a,v) | |v|a = k,k € N}, die nach erneutem Betrachten der
Regeln von I5. auch intuitiv richtig ist.

Werfen wir einen Blick auf den unproduktiven Teil des Transducers,

der iiber die Transition |0 ‘:))115 e erreichbar ist. Zwar triagt er nicht
zu Elementen der Koinzidenzmenge bei, doch wenn es im unproduktiven
Teil Schleifen gibt, dann wird dadurch analog zu einer unendlichen Losung
ein unendliches Element der Koinzidenzmenge beschrieben, denn fiir jede
Beschriftung (u,v) eines Pfades im Transducer zu einem Uberhang = gilt
sth(u)z; = s;g(v)x;. Das heit aber, dass sih(u) und s, g(v) vergleichbar
sind. Als Beispiel sei im obigen Transducer der Pfad von 1101 nach 701
genannt, der mit (ab, aab”) beschriftet ist. Nicht alle unendlichen Elemente
der Koinzidenzmenge sind durch die beschrénkte bidirektionale Suchrelation
beschrieben, so gibt es keinen unendlichen Pfad, der mit (a, aaab”) beschriftet
ist und prinzipiell kann es keinen mit (a”,e) beschrifteten Pfad in einer
endlichen Teilmenge von ¢y, geben. J
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Bedingte Koinzidenz

Nach 47d ist die Gleichheitsmenge der Schnitt der Koinzidenzmenge mit der
Identitdt. Anders formuliert liefert uns ein Element der Koinzidenzmenge
eine Losung, unter der Bedingung, dass es ebenfalls in der Identitat enthalten
ist. Nun ist einerseits unentscheidbar, ob es Losungen gibt und andererseits
entscheidbar, ob es echte Elemente in der Koinzidenzmenge gibt. Daher stellt
sich die Frage, welche Bedingungen an die Koinzidenzmenge gestellt werden
konnen, ohne die Entscheidbarkeit zu verlieren.

Gleiche Lange

Da Elemente aus der Identitdt nicht nur gleich, sondern auch gleich lang
sind, liegt es nahe zu fragen, ob es entscheidbar ist, ob die Menge C”(I ) =
C(I) N {(u,v) | |u| = |v|} leer ist oder nicht. Sheila Greibach hat diese
Frage 1975 positiv beantwortet. (Greibach [7]) Wir wollen eine Begriindung
geben, die mit den hier verwendeten Begriffen arbeitet: Sei 7" der Transducer
aus Satz 56a, der die Koinzidenzmenge akzeptiert. Wir konstruieren aus T’
einen endlichen Automaten, in dem wir die Beschriftungen der Transitionen
<% ¥ in + oder in — dndern, je nachdem, ob a in A' oder in A' enthalten
ist. Der Automat akzeptiert eine reguldre Sprache L iiber {4, —}, deren
Elemente die Positionen der Beschriftungen von akzeptierenden Pfaden durch
T beschreiben. Daraus folgt, dass es genau dann Elemente (u, v) mit |u| = |v]
in C(I) gibt, wenn L N E mit F = {w | |w|+ = |w|_} nicht leer ist. Nun
ist £ kontextfrei und kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber
Schnitten mit reguldren Sprachen. Auferdem sind fiir kontextfreie Sprachen
Leere und Endlichkeit entscheidbar. Schlieklich haben wir 7" und damit LN E
effektiv gegeben und koénnen also L N E effektiv aufzdhlen. Jedes Element w
aus L N E entspricht Pfaden durch 7', die mit Kenntnis von w rekonstruiert
werden kénnen.

Folgerung. FEs ist entscheidbar, ob C(I) leer ist. Es ist entscheidbar, ob
Cl(1) endlich ist. CV(I) kann effektiv aufgezihlt werden.

Beispiel: Der Transducer aus 57a fiir die Koinzidenzmenge C(/y5.) der In-
stanz I5. = |12 ] 9 % | 1510 fithrt auf den (reduzierten) endlichen Automaten
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fiir den L N E offensichtlich unendlich grofs ist. Aus —4———+++ konnen
wir die beiden Pfade mit den Beschriftungen (bbba, aaab) = (g,a)(b,¢)(e, a)
(e,a)(e,b)(b,e)(b,e)(a,e) und (bbba,aaba) = (g,a)(b,e)(e,a)(e,b)(e,a)(b, )
(b,e)(a, ) rekonstruieren. Das Paar (bbba, baaa) € L N E kann aus ———++
—-++ rekonstruiert werden. a

Beispiel: Der Transducer aus 56e fiir die Koinzidenzmenge C(I53,) der
Instanz Isg, = || & 1 5q | 120t | fiihrt auf den endlichen Automaten

fir den L N E die endliche Sprache {——+++—,—+—4++—,—++—+—,—++
+——1 ist, aus der die Paare (aab, aba), (aba, aba) und (baa, aba) rekonstruiert
werden koénnen. a

Gleiches kommutatives Bild

Nach der Frage nach Elementen der Koinzidenzmenge mit gleicher Lange der
beiden Komponenten schliefst sich natiirlich die Frage nach Elementen der
Koinzidenzmenge an, deren Komponenten nicht nur gleiche Lange, sondern
sogar das gleiche kommutative Bild haben. Oscar Ibarra und Chul Kim haben
1976 fir herkommliche Instanzen gezeigt, dass Leere und Endlichkeit der
Menge C*(I) = C(I) N {(u,v) | ¥ 4(u) = ¥ 4(v)} entscheidbar sind. (Ibarra,
Kim [17]) Sie konstruieren einen einfachen Mehrkopf-Kellerautomaten, der die
Menge aller h-Bilder von Elementen aus C¥ (1) akzeptiert. Einfache Mehrkopf-
Kellerautomaten sind Kellerautomaten mit mehreren Kopfen, von denen
aber nur einer in der Lage ist, Symbole aus A voneinander zu unterscheiden.
Die anderen Kopfe konnen nur als Zidhler verwendet werden. Fiir einfache
Mehrkopf-Kellerautomaten sind Leere und Endlichkeit entscheidbar.
Angelehnt an die Konstruktion aus 58b wollen wir explizit die Konstruk-
tion eines teilweise blinden endlichen Mehrkopfautomaten angeben. Dabei
handelt es sich um einen endlichen Automaten mit einem normalen Lesekopf
und k blinden Kopfen, die nicht zwischen verschiedenen Symbolen aus A
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unterscheiden kénnen. In einem Schritt wechselt ein solcher Automat nichtde-
terministisch abhéngig vom aktuellen Zustand und dem Symbol unter dem
Lesekopf in einen Nachfolgezustand und darf jeden Kopf, also blinde Képfe
und den Lesekopf, um eine Position nach rechts versetzen. Wohlgemerkt
diirfen die Kopfe versetzt werden, sie kénnen ihre Position auch beibehalten.
Initial befinden sich alle Képfe {iber dem ersten Symbol der Eingabe und ein
Wort wird akzeptiert, wenn der Automat einen Endzustand einnimmt und
sich alle Képfe unmittelbar hinter dem letzten Symbol der Eingabe befinden.
Wird wihrend der Berechnung ein Kopf weiter als ein Symbol nach dem
Wortende nach rechts geschoben, gilt das Wort als nicht akzeptiert.

Oscar Ibarra und Bala Ravikumar zeigen, dass sich teilweise blinde end-
liche Mehrkopfautomaten und umkehrbeschréinkten Mehrzéahlermaschinen
gegenseitig simulieren konnen. Fiir umkehrbeschrinkte Mehrzahlermaschinen
sind Leere und Endlichkeit entscheidbar. (Ibarra, Ravikumar [18], Ibarra [19])

Fiir die Konstruktion des teilweise blinden endlichen Mehrkopfautomaten
gehen wir erneut vom Transducer T aus Satz 56a aus und konstruieren einen
Automaten C mit 2| B| blinden Kopfen, der iiber Al operiert. Wir konstruieren
also einen Automaten, der nicht wie der von Oscar Ibarra und Chul Kim
h-Bilder von Elementen aus C¥(I) akzeptiert, sondern Zerlegungen solcher
Elemente.

Die 2|B]| blinden Kopfe dienen der Speicherung der Anzahl der Symbole
aus B, die in der T- oder in der |-Komponente noch zu lesen sind. Initial
wéhlt C' nichtdeterministisch Anzahlen fiir jedes Symbol aus B und verschiebt
die blinden Kdépfe entsprechend weit nach rechts. Genauer wahlt C' nicht die
Anzahl, sondern die Anzahl der virtuell bereits gelesenen Symbole. Wiirde
der Automat C' zum Beispiel eine Eingabe der Lénge 13 erwarten, die 8-mal
das Symbol a und 5-mal das Symbol b enthélt, wiirde er nichtdeterministisch
in die Situation

1b-Kopf
Ta-Kopf 1
Eingabe [JJJJOOOOOIDOON
Lesekopf —7
la-Kopf
1b-Kopf

verzweigen. Der Lesekopf befindet sich immer noch iiber dem ersten Symbol
der Eingabe, wiahrend die Kopfe fiir die Symbole a und b in den Positionen T
und | bereits um 5 = 13 — 8 und 8 = 13 — 5 versetzt wurden.

Nun interpretiert C' den Transducer T als endlichen Automaten iiber Al
und dndert seinen Zustand genau wie T'. Zusétzlich versetzt er nach jedem
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gelesenen Symbol den zu diesem Symbol gehoérenden blinden Zahler um eine
Stelle nach rechts. Hat der Automat C' zum Beispiel zwei Mal das Symbol
(¢,a), ein Mal das Symbol (a,¢) und drei Mal das Symbol (e, b) gelesen, dann
befindet er sich nun in der Situation

Ta-Kopf 1
Eingabe DDDDDDQ%

Tb-Kopf l
HiNNI.

Lesekopf
la-Kopf
1b-Kopf

Der interne Zustand hat sich entsprechend der Tabelle von T' gedndert. Falls T’
fiir gewisse Eingaben keine Transitionen vorsieht, dann begibt sich C' in einen
nicht akzeptierenden Fehlerzustand, in dem nur noch die restliche Eingabe
gelesen wird und der nicht mehr verlassen wird.

Eine Eingabe wird von C' akzeptiert, wenn sie zu einem Endzustand von
T fiithrt und alle blinden Zahler direkt hinter dem letzten Symbol der Eingabe
stehen. Es ist klar, dass C' nur Zerlegungen von Paaren aus C¥(I) akzeptiert.
Andererseits kann jedes Paar in C(I) passend fiir einen Pfad durch T" zerlegt
werden und es gibt eine zugehorige akzeptierende Rechnung von C'.

Folgerung. Es ist entscheidbar, ob CY(I) leer ist. Es ist entscheidbar, ob
CY(I) endlich ist. C*(I) kann effektiv aufgezihlt werden.

Die Konstruktion von Oscar Ibarra und Chul Kim funktioniert im Prinzip
genauso. (Ibarra, Kim [17]) Auch dort wird initial eine Anzahl von Symbolen
geraten und dann verifiziert, dass die Eingabe ein h-Bild von dieser Anzahl
von Symbolen ist. Hier haben wir aber den Transducer T zu Grunde gelegt,
der automatisch sicherstellt, dass eine akzeptierte Eingabe nicht nur das
richtige kommutative Bild hat, sondern gleichzeitig auch ein Element der
Koinzidenzmenge ist. Ibarra und Kim steht 7" nicht zur Verfiigung. Ibarra
und Kim verifizieren beim Raten der Anzahlen fiir jedes neue Symbol, dass
die entsprechenden Bilder vergleichbar sind, eine Arbeit, die hier in die
Konstruktion von 7" verlagert wurde.

Der Vorteil unserer Konstruktion liegt also in der direkten Akzeptanz
von Zerlegungen von Elementen aus C¥(I) und in der Trennung in die auch
anderweitig niitzliche Konstruktion von 7" und die spezielle Konstruktion von
C zur Erkennung von C¥([).
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Gleiches verallgemeinertes kommutatives Bild

In 58b fordern wir von Elementen (u,v) der Koinzidenzmenge, dass u und v
gleiche Léange haben, in 59b, dass sie das gleiche kommutative Bild haben,
also Permutationen sind. In beiden Féllen ergeben sich Mengen, fiir die Leere
und Endlichkeit entscheidbar sind und die effektiv aufgezéhlt werden kénnen.
Wir wissen aukerdem, dass id(Eq(I)) = C(I) nid(A4*) € C¥(I) ¢ cl(1)
ist. Es stellt sich die Frage, ob sich mit Hilfe weiterer Bedingungen weitere
Mengen zwischen id(Eq()) und C¥(I) einfiigen lassen, fiir die Leere und
Endlichkeit entscheidbar sind. Auch diese Frage ist bereits positiv beantwortet:
Juhani Karhumaiki hat 1980 das verallgemeinerte kommutative Bild 1, (w)
eines Wortes w definiert, in dem nicht mehr das Auftreten einzelner Symbole
in w gezahlt wird, sondern das Auftreten der Segmente der Lange k. Zwei
Worter v und v sind k-dquivalent, u = v, wenn sie das selbe verallgemeinerte
kommutative Bild haben. (Karhuméki [21])

Es ist klar, dass das verallgemeinerte kommutative Bild mehr Information
iiber w sammelt als das normale. Wenn wir mit ¢,(w) die Lange von w
bezeichen und mit C}(I) die Menge C(I) N {(u,v) | u =4 v}, dann gilt
offensichtlich einerseits die Inklusionskette

id(Eq(I)) € --- € CY(I) € CF(1)

und andererseits id(Eq(I)) = ;=0 Cp (I). Juhani Karhumiki zeigt, dass sich
Fragen iiber Eigenschaften des verallgemeinerten kommutativen Bildes auf
Fragen tiber Eigenschaften des normalen kommutativen Bildes beziiglich eines
grofseren Alphabets zuriickfithren lassen. Damit folgt aus der Entscheidbarkeit
von Leere und Endlichkeit von CY(I) auch die Entscheidbarkeit von Leere
und Endlichkeit von C(1).

Wie in 59b kénnen wir auf dem Transducer 7' aus Satz 56a aufbauen und
einen teilweise blinden endlichen Mehrkopfautomaten konstruieren, der (CZ(I )
akzeptiert. Der Automat hat fiir jedes Wort bis zur Lange k zwei blinde Kopfe.
Initial rdt er die Anzahl der Segmente der Lange k und verschiebt die blinden
Kopfe entsprechend. Der interne Zustand ist nun nicht mehr einfach der von
T, sondern der Automat speichert zuséatzlich die letzten k& gelesenen Symbole.
Hier sind Symbole wieder Elemente aus A!, der Automat versucht also eine
Zerlegung eines Elements aus (C;f([ ) zu erkennen. Beim Lesen eines Symbols
verschiebt er den zu den letzten k gelesenen Symbolen gehérenden blinden
Kopf nach rechts und akzeptiert, falls der interne Zustand am Ende einem
Endzustand von T entspricht und alle blinden Képfe direkt hinter der Eingabe
stehen. So werden nur Worter akzeptiert, die Zerlegungen von Elementen aus
CY(I) entsprechen. Andererseits lisst sich jedes Element aus C}(I) zu einer
akzeptierenden Berechnung passend zerlegen.
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Folgerung. FEs ist entscheidbar, ob C}f([) leer ist. Es ist entscheidbar, ob
(CZ(I) endlich ist. C}f([) kann effektiv aufgezdhlt werden.

Die Kette (62b) liefert also eine Folge oberer Approximationen der Gleichheits-
menge, fiir deren Elemente Leere und Endlichkeit jeweils entscheidbar sind.
Es liegt der interessante Fall eines mit £ € N parametrisierten Problems vor,
fiir das fiir jedes k € N ein Entscheidungsalgorithmus existiert, jedoch kein
einzelner Algorithmus, der das Problem fiir jedes k entscheidet. Zusammen
mit der Kette unterer Approximationen in (29a) kénnen wir uns sowohl von
oben als auch von unten an die Gleichheitsmenge annéhern.

Nachfolger

Bisher werden mit Hilfe der allgemeinen Suchrelation ¢, der abgeleiteten
beschrankten Suchrelation — und der vollstandigen beschréankten bidirek-
tionalen Suchrelation < einerseits in 54a ein Transducer konstruiert, der
die Koinzidenzmenge akzeptiert und andererseits in 59b eine Kette oberer
Approximationen der Gleichheitsmenge.

Es folgt eine neue Darstellung der Theorie der Nachfolger: Ein Nachfolger
einer Instanz I ist eine Instanz, deren Regeln die Bausteine der Elemente in
der Koinzidenzmenge von [ sind. In 64a werden diese Bausteine bereitgestellt.
Fiir herkommliche Instanzen handelt es sich schlicht um die Basis der Koinzi-
denzmenge. Fiir allgemeine Instanzen ist die Koinzidenzmenge nicht zwingend
ein Monoid und wir benétigen fiir die Zerlegung einer Koinzidenz spezielle
Start- und Endblécke. In 72d zeigen wir, wie beliebige Koinzidenzen allgemei-
ner Instanzen in Bausteine zerlegt werden kénnen, wobei die Bausteinmengen
entweder rationale Relationen mit effektiv gegebenem Transducer sind, oder
wenigstens effektiv aufgezahlt werden kénnen.

In 75b definieren wir den Begriff des Nachfolgers formal und zeigen, dass
Losbarkeit von Instanz und Nachfolger eng zusammenhéngen. Dariiber hinaus
sind endliche Nachfolger von I einfacher als . Es entsteht ein Graph von Nach-
folgern, der genau dann lésbare transitive Nachfolger enthélt, wenn [ 16sbar
ist. Wir geben aufserdem Beispiele fiir Instanzen, bei denen bisher unbekannt
ist, ob es echte Losungen gibt, die aber nun mit Hilfe des Nachfolgergraphen
entschieden werden konnen.

Als konkrete Anwendung zeigt 79b wie markierte Instanzen entschieden
werden konnen. Fiir markierte Instanzen ist der Nachfolgergraph stets endlich
und kann effektiv konstruiert werden. Die Entscheidbarkeit bindrer Instanzen
folgt schlieklich aus der Entscheidbarkeit markierter Instanzen.
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Zerlegen von Koinzidenzen

Nach Satz 56a ist die Koinzidenzmenge eine rationale Relation und wir kénnen
effektiv einen Transducer 7" konstruieren, der C(/) akzeptiert. Betrachten wir
T fir den Fall herkommlicher Instanzen, dann hat er den einzigen Start- und
Endzustand (e, ). Das bedeutet nichts anderes, als das C([) fiir herkdmmliche
Instanzen ein Monoid ist. Es handelt sich um ein Monoid mit Lange und der
Basis C°(I) \ (C°(1)C°(I)), deren Elemente Blocke genannt werden. Daraus
folgt, dass jedes Element der Koinzidenzmenge und damit auch jedes Element
aus id(Eq(7)) in Blocke zerlegt werden kann. Die Idee des Nachfolgers ist,
nicht nach Losungen von I zu suchen, sondern nach Lésungen einer Instanz,
deren Regeln Blocke von I sind.

Doch zunéchst wollen wir Mengen von Blocken definieren, die die Zerlegung
der Koinzidenzen allgemeiner und nicht nur der herkommlichen Instanzen
erlauben.

Innere Blocke

Wir nennen die Menge I(1) = {(u,v) | h(u) = g(v)}, der Paare auf denen
die Morphismen iibereinstimmen, die Menge der inneren Bldicke. Fiir her-
kémmliche Instanzen ist I(1) = C(I). Die Menge der echten inneren Blocke
ist I°(1) = I(1) \ {(e,e)}. Bei I(I) handelt es sich um ein Monoid mit Lénge,
das von B(I) = I°(1) \ (I°(1) I°(1)) erzeugt wird, es gilt I(I) = B(/)*. Die
Elemente von B(/) sind die eigentlichen Bldcke. Fiir herkémmliche Instanzen
kann nun bereits jedes Element der Koinzidenzmenge in Blocke zerlegt werden.

Der Transducer aus Satz 56a, der die Koinzidenzmenge akzeptiert, operiert
tiber der Relation <, die aus den beiden Hiillen <7(s) und Q<% (f?) be-
steht. Wir konstruieren auf die selbe Art einen Transducer, der die Menge I(7)
der inneren Blocke akzeptiert. Einziger Unterschied ist, dass die Verwendung
der Hiille —73((e, €)) geniigt, das heiftt, wir berechnen die Koinzidenzmenge
der herkdbmmlichen Instanz mit den selben Regeln wie 1.

Folgerung. Die Menge I(I) der inneren Blicke ist eine rationale Relation.
FEin Transducer, der 1(I) akzeptiert, kann effektiv konstruiert werden.

Tatséchlich kann der Beweis 5ba direkt iibernommen werden und da s = f =
(€,¢) gilt, kann der Fall nicht eintreten, dass die beschriankte Suchrelation
verlassen werden muss.

Wir kénnen auch etwas iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung sagen. Dazu
nennen wir eine Instanz e-trivial (fir a), wenn es ein a € A mit h(a) =
g(a) = e gibt. Aus einer Losung u = wug---ux—1 € Eq(I) einer e-trivialen
Instanz I kann stets die Menge a*uga® - - - a*ug_1a* von echten Losungen von
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I konstruiert werden. Wir konnen e-triviale Instanzen von der Betrachtung
ausschlieffen, ohne wirklich etwas zu verlieren. Doch zuriick zur Eindeutigkeit
der Zerlegung. Hier spielen e-triviale Instanzen eine Sonderrolle, es gilt das

Lemma. Die Menge I(I) der inneren Blicke wird genau dann von der Menge
B(I) der Blicke frei erzeugt, wenn I nicht e-trivial ist.

Beweis: Nehmen wir zunéchst an, es gibt ein a € A mit h(a) = g(a) = €. Dann
sind sowohl (a, €) als auch (e, a) Blocke. Aukerdem ist (a,a) € I(]) ein innerer
Block, fiir den es die Zerlegungen (a,a) = (a,¢)(g,a) und (a,a) = (¢,a)(a, )
gibt. Also wird I(7) nicht frei von B(I) erzeugt.

Wenn andererseits I(1) nicht frei von B(I) erzeugt wird, dann gibt es einen
minimalen inneren Block v € I(I), der sich auf zwei verschiedene Arten in
Blocke zerlegen ldsst. Es gilt dann v = bu = b'v’ fiir voneinander verschiedene
Blocke b # b'. Sei p das langste gemeinsame Préfix von b und &', das heit, es
gilt ohne Beschrankung der Allgemeinheit b = p(z,¢) und ¥’ = p(e, 2’), wobei
sowohl x als auch 2’ beide nicht leer sind, anderenfalls wire b oder b kein
Block. Sprechen wir iiber Pfade im Transducer fiir I(7) aus 64c, dann haben

wir also die Situation
D (z,¢)
©

vorliegen. Nun muss ¢ = (¢, €) sein, anderenfalls hétte h(x) oder g(z') negative
Léange. Wenn aber ¢ = (e, ) ist, dann muss p = (g, ) sein, anderenfalls wiren
b und V' keine Blocke. Daraus folgt h(z) = ¢g(2/) = ¢ und, da = und 2’
vergleichbar sind, dass es ein a € A mit h(a) = g(a) = ¢ gibt. O

Wir konnen die Menge B(/) aller Blocke ebenfalls effektiv aufzdhlen: Der
Transducer, der I(I) akzeptiert, hat den Start- und Endzustand (e, €). Spalten
wir diesen Zustand auf, so dass eine Kopie der neue Startzustand ist und alle
ausgehenden Transitionen behélt und die andere Kopie der neue Endzustand
mit allen eingehenden Transitionen, dann erhalten wir einen Transducer, der
eine Obermenge von B(I) akzeptiert. Wir zdhlen diese Obermenge so auf,
dass kurze Worter zuerst genannt werden und tibernehmen alle die Worter in
eine zweite Aufzéhlung, die sich nicht aus kiirzeren bereits genannten Wortern
zusammensetzen lassen. Dann zahlt die zweite Aufzédhlung alle Blocke auf.

Folgerung. Die Menge B(I) aller Blocke kann effektiv aufgezihlt werden.

Es stellt sich die Frage, ob entscheidbar ist, ob B(7) endlich ist. Klar ist, dass
B(I) endlich ist, wenn der Transducer mit gespaltenem Start- und Endzustand
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eine endliche Sprache akzeptiert. Es ist fiir Transducer im Allgemeinen méglich,
dass es zwar eine endliche Basis gibt, das Aufspalten aber zu einem Transducer
fithrt, der eine unendliche Sprache akzeptiert. Als Beispiel sei der Transducer

*

links genannt, der die Sprache {(ab,¢), (g, ba)}* akzeptiert, fiir den das Auf-
spalten aber den Transducer rechts liefert, der eine unendlich grofse Sprache
akzeptiert.

Fiir sequentielle Transducer, das sind Transducer, die Sprachen L mit Vu :
{v | (u,v) € L}| < 1 akzeptieren, gibt es zwar einen Minimierungsalgorithmus
(Mohri [28]), aber hier haben wir es nicht mit sequentiellen Transducern zu
tun. Die Menge I(/) der inneren Blécke ist im Allgemeinen kein Graph einer
rationalen Funktion (Berstel [1]), die Beispiele 68b und 68c zeigen, dass das
bereits fiir nichtléschende Instanzen eintreffen kann.

Dartiber hinaus sind bis auf Leere und Endlichkeit im Prinzip alle in-
teressanten Fragen fiir rationale Relationen unentscheidbar, insbesondere
Enthaltensein und Gleichheit. (Berstel [1]) Ein Algorithmus, der als Eingabe
den Transducer fir I(7) erhélt und einen Transducer fiir eine Obermenge von
B(I) ausgeben soll, die genau dann endlich ist, wenn B(I) endlich ist, kann
also nur schrittweise Transducer umformen und zum Beispiel nicht in einer
Aufzahlung aller Transducer nach einem passenden suchen. Der Transducer
oben links kann zunéchst zu den beiden Transducern

| (a,b) | (a,b)
(g,ba), (ab,e) 2Oe——=%> (ba, ab) (g,ba), (ab,e) 2Oe—=0)

(b, a) (b,a)

umgeformt werden. Die linke Darstellung ist die (genauer: eine) liberalisierte
Version und die mit (ba, ab) beschriftete Schleife darf entfernt werden, da
sie lediglich den mit (b,a) und (a,b) beschrifteten Pfad beschreibt, sie ist
zerlegbar. Erneutes Liberalisieren und Entfernen der zerlegbaren Pfade fiihrt
auf die beiden Transducer

—Oe (g,ba), (ab,e), (ab, ba) —Oe (g,ba), (ab,€)

Nun erkennen wir am rechten Transducer die endliche Basis fiir die Sprache
des Originaltransducers.

Dieses Vorgehen hat zunéchst ein Effizienzproblem, denn es gibt nicht die
liberalisierte Version eines Transducers. In der liberalisierten Version
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(ab, bad)
(g,ba), (ab,¢) dé@@a (ab, ab)

(ab, a)

ist zum Beispiel kein Pfad weiter zerlegbar und der Algorithmus stoppt. Wir
konnen natiirlich alle moéglichen Liberalisierungen vornehmen und jeweils
zerlegbare Pfade entfernen: Das Effizienzproblem.

Erschwerend kommen l6schende Instanzen hinzu, denn die Regel (h(a), ¢)
fiir ein a € A entspricht einer mit (g, a) beschrifteten einfachen Schleife. Eine
solche Schleife kann nicht weiter zerlegt werden und wiirde den Transducer aus
Beispiel 56e vor weiteren Umformungen schiitzen. Allerdings kénnen solche
Schleifen manchmal entlang von Pfaden in Richtung Startzustand oder in
Richtung Endzustand wandern. Genauer kénnen wir die Situation

(g,a) d@ﬂo Qﬂ@@ (g,a)

links in die Situation rechts iiberfiihren, falls der linke Zustand kein Endzu-
stand ist. Natiirlich kénnen wir die Schleife auch wieder in die andere Richtung
zuriick schieben, die akzeptierte Sprache bleibt unverédndert. Mit dieser Tech-
nik ist es moglich, den Transducer aus Beispiel 56e in die Darstellung

(b, aba)
() - (@)

zu iiberfithren. Wir kénnen uns iiberlegen, dass mit Hilfe dieser Operationen,
also Schieben der (e, a)-Schleifen, Liberalisieren und Entfernen der zerlegbaren
Schleifen, genau dann aus dem Transducer fiir I(7) ein Transducer mit dem
einzigen Zustand (e, ) konstruiert werden kann, wenn B(7) endlich ist.

Lemma. FEs ist entscheidbar, ob B(I) endlich ist. Endliche Blockmengen
kénnen effektiv ermittelt werden.

Beweis: Sei T' der Transducer fiir I(I) aus 64c. Dann hat 7" den einzigen
Start- und einzigen Endzustand (e, ) und eventuell weitere Zusténde. Wir
konstruieren aus 7' in zwei Schritten einen Transducer, der genau dann den
einzigen Zustand (e, ¢) hat, wenn B(/) endlich ist.

Wir verschieben zunéchst alle einfachen Schleifen zum Zustand (e, ¢).
Wenn sich Schleifen nicht bis zum Zustand (e, €) verschieben lassen, dann ist
B(7) nicht endlich: Wir haben dann ohne Beschréinkung der Allgemeinheit
die Situation
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(,2)
% (g,a)

mit g # (g, ¢) vorliegen. Gébe es eine endliche Basis, dann kénnte (e, x)(e, a)*
in Blocke zerlegt werden. Daraus folgt, dass es fiir geniigend grofies k ein
Prifix von (e, za") gibt, das ein innerer Block ist. Dann wiire aber ¢ = (¢, ¢).

Im zweiten Schritt konstruieren wir alle Transducer, die alle Reihenfolgen
von Anwendungen der Operationen Liberalisieren und Loschen von zerlegbaren
Schleifen beschreiben. Das sind endlich viele, da entweder die Anzahl der
Zustande oder die der Transitionen abnimmt. Angenommen B(7) ist endlich,
aber keiner dieser Transducer besteht nur aus dem Zustand (e, €). Dann haben

wir die Situation
T
RO =0=x
B

vorliegen. Da B(I) endlich ist, gibt es ein k € N, so dass xw*y = Ir mit einem
inneren Block [ ist, der x als echtes Préfix hat. Daraus folgt, dass es ein Suffix
u von [ und ein Préfix v von r mit wv = w gibt. Das heifst aber nichts anderes,
als dass w zerlegbar ist, denn von ¢ kommen wir mit u zu (¢, ) und von dort
mit v zuriick zu q. O

Es sei angemerkt, dass dieser Beweis nicht fiir beliebige Transducer gilt.
Vielmehr haben wir essenziell benutzt, dass dem Transducer fiir I(/) die
beschrankte Suchrelation < zu Grunde liegt. Deren Eigenschaften erlauben
die Schliisse auf ¢ = (e, €) einerseits und die Zerlegbarkeit von w andererseits.

Beispiel: In 52a wird gezeigt, dass die Koinzidenzmenge C([y54) der In-
stanz I5q = || %0 %5 <] eine endliche Basis besitzt. Konstruieren wir den
Transducer fiir ]I(I 15d) explizit, dann erhalten wir mit

(abb, abb), (bbb, bb), (c, cb)

einen Transducer, der nach Aufspaltung auch die Berechnung von B(/;54) =

{(abb, abb), (bbb, bb), (c, cb)} erlaubt. N
Beispiel Betrachten wir die Familie Ify, = | 9, Okl o |, die die Instanz
gy = || o9 B 4 || = 1, aus 16b enthilt. Alle diese Instanzen haben endliche
Blockmengen, es gilt B(I%,;) = {(a, ), (b, a), (¢,b), (a¥c,a), (b,c*b)}. N
Beispiel: Fiir die Instanz Jig, = || o3; ' V|| hat der Transducer fir I(.Jig)

genau 10 Zustdnde und 19 Transitionen. Liberalisiert hat er die Gestalt
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(b,a), ( bccbaca

und damit ergeben sich mit B(Jyg) = {(b, a), (b, cch)} U {(a(ac)’,a’c) | i €
N} U {(c(ac)?,ba’c) | i € N} unendlich viele Blocke. N

Beispiel: Fiir die Instanz I15. = |19 % % | 1510] gilt B(l15.) = {(e,0)}. 4
Beispiel: Fiir die Instanz I53, = |2]§9]§] gilt B(I53.) = {(a,b), (b,a)}. o
Beispiel: Fiir die Instanz 53, = |1 & b0 | 10| gilt B(Z53) = {(a,2)}.

Start- und Endblocke

Um die Koinzidenzen allgemeiner Instanzen zu zerlegen, benotigen wir zu-
satzlich die Startblocke S(I) = {(u,v) | s1h(u) = spg(v)} \ (S(I)I°(1)) und
die Endblocke F(I) = {(u,v) | h(u)fr = g(v)f } \ (I°(1)F(I)). Diese Men-
gen beschreiben Wege von s zu (g,¢) und von (g,¢) zu f, die keine Schleife
von (g,¢) zu (g, €) haben. Solche Schleifen entsprechen inneren Blécken. Das
Auftauchen der zu definierenden Mengen auf beiden Seiten der Gleichungen
beschreibt, dass Startblocke nicht aus Startblocken und echten inneren Blo-
cken zusammengesetzt sein diirfen und analog, Endblécke nicht aus echten
inneren Blécken und Endblocken. Mit anderen Worten sind wir jeweils an den
minimalen Mengen interessiert und sorgen dafiir, dass ein echter innerer Block
nicht gleichzeitig Startblock oder Endblock sein kann. Die geneigte Leserschaft
moge iiberpriifen, dass S(I®) = F(I)® gilt. Fiir herkdmmliche Instanzen gibt
es nur den Startblock (e,e) und nur den Endblock (g, €), allgemeiner gilt das

Lemma. s=(c,e) = S(I) ={(¢,¢)}. f=(c,e) = F{)={(c,¢)}.

Beweis: Wenn s = (e,¢) und (u,v) € S(I) ein Startblock ist, dann gilt
h(u) = g(v), also ist (u,v) € I(I) ebenfalls ein innerer Block. Da (e,¢) ein
Startblock ist und ein Startblock nicht aus einem Startblock und einem echten
inneren Block zusammengesetzt sein darf, folgt S(I) = {(e,¢)}. Der Fall
f = (g,¢) folgt analog. O

Zum Aufzéhlen der Menge S(I) gehen wir wie folgt vor: Analog zur Kon-
struktion des Transducers fiir (/) konstruieren wir ausgehend von den Hiillen
—7(s) und QO —%x((g,¢€)) einen Transducer, 16schen alle Transitionen, die von
(¢,¢) ausgehen und adaptieren den Beweis 55a um zu zeigen, dass dieser
Transducer eine Obermenge von S(I) akzeptiert. Es handelt sich jetzt nur
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noch um eine Obermenge, da bei der Konstruktion in 55a nicht beriicksichtigt
wird, dass Startblocke nicht aus Startblocken und echten inneren Blécken
zusammengesetzt sein diirfen. Fiir die Aufzdhlung zéhlen wir die Sprache
dieses Transducers auf und loschen alle die Elemente, die ein Suffix haben,
das ein echter innerer Block ist. Wir kénnen mit Hilfe des Transducers aus
64c entscheiden, ob das der Fall ist.

Folgerung. Die Mengen S(I) und F(I) kénnen effektiv aufgezdhlt werden.

Auch hier stellt sich die Frage, ob es entscheidbar ist, ob S(/) und F(I) end-
lich sind. Wir haben zwar einen Transducer fiir die Menge X(7) = {(u,v) |
sth(u) = s;g(v)}, die eine Obermenge von S(I) ist und wir haben einen
Transducer fiir die Menge I(I), doch es ist zunéchst unklar, wie aus dem
Transducer fiir X(7) alle die Pfade geloscht werden kénnen, die einem (echten)
Suffix aus I°(]) entsprechen. Wir wollen diese Frage hier nicht weiter vertie-
fen. Im weiteren Verlauf bendtigen wir entweder die Start- und Endblocke
herkdmmlicher oder markierter allgemeiner Instanzen. Fiir herkommliche In-
stanzen wissen wir aus 69e, dass S(I) = F(I) = {(¢,¢)} ist und fiir markierte
allgemeine Instanzen werden wir gesondert dariiber nachdenken, wie diese
Mengen effektiv konstruiert werden konnen.

Beispiel: Fiir die Instanz I53, = [9|§9]5] gelten S(I53,) = {(g,a)} und

F(I530) = {(be)}- -
Beispiel: Fiir die Instanz Iz, = || & 1041 | 10| gelten S(753,) = 0 und
F(I53b) = (Z) |
Beispiel: Fiir die Instanz I15. = |19 % | 1510 ergibt sich fiir die Menge

S(I15.) der Startblocke der Transducer T

(¢,b) (,b)

der die Sprache L(T) = {(b*a,v) | |v]o = k + 2, k € N} akzeptiert. Laut 69a
gilt B(I15.) = {(¢,b)} und damit I°([15.) = {(¢,bb") | i € N}. Daraus folgt,
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dass L(T) eine echte Obermenge von S(/15.) = {(b*a,va) | |v|, = k+1,k € N}
ist: In L(T") kann v die Form ub haben, in S(I5.) nicht. Konstruieren wir den
Transducer fiir die Menge F(I15.) der Endblocke, dann erhalten wir

Daraus folgt sofort F(Iy5.) = (). 3

Monolithen

Mit Hilfe der inneren Blocke, der Startblocke und der Endblocke lassen sich
immer noch nicht alle Koinzidenzen einer allgemeinen Instanz zerlegen, denn
es kann sein, dass der Pfad durch den Transducer aus Satz 56a nicht (g, ¢)
berithrt. Wir benotigen zusétzlich die Menge der Monolithen M(I) = C(I) \
(S(I)I(L)F(1)), die fiir herkmmliche Instanzen leer sein soll. Tatséchlich gilt

Lemma. (g,¢) € {s, f} = M(I) =10.

Beweis: Wenn s = (¢,¢) und x € M(I) ein Monolith ist, dann gilt h(xq)f; =
g(x))f,, also ist = in I(I)F(I) enthalten. Widerspruch. Der Fall f = (e,
folgt analog.

oo

Der Transducer 7" aus b6a akzeptiert die Koinzidenzmenge und damit eine
Obermenge der Monolithen. Die Idee liegt nahe, einfach den Zustand (¢, ¢)
aus T zu l6schen, um einen Transducer 7" zu erhalten, der M(7) erkennt.
Zwar akzeptiert 7" immer noch eine Obermenge von M(7), aber es kann Pfade
in 77 geben, die mit einem Paar w beschriftet sind, fiir die es eine andere
Zerlegung gibt, die einem Pfad in 7" entspricht, der durch (e, ¢) fithrt. Eine
Aufzéhlung von M(]) erhalten wir, wenn wir die von 7" akzeptierte Sprache
aufzéhlen und fiir jedes Element w priifen, ob es einen Pfad in T gibt, der
durch (e, ¢) fithrt. Wir nehmen w genau dann in die Aufzéhlung von M(7)
auf, wenn es keinen solchen Pfad gibt.

Folgerung. Die Menge M(I) kann effektiv aufgezdihlt werden.
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Wie bereits fiir die Start- und Endblécke wollen wir uns nicht weiter mit
der Frage beschiftigen, ob entscheidbar ist, ob M(I) endlich ist oder ob wir
sogar endliche Monolithen effektiv konstruieren kénnen. Auch hier wissen
wir fiir herkdmmliche Instanten bereits, dass M(I) = () ist. Unser anderer
Anwendungsfall, der der markierten allgemeinen Instanzen, wird diese Fragen
separat diskutieren.

Beispiel: Fiir die Instanz 5. = | 21| % % | 510 | ergibt sich durch Loschen

des Zustandes (e, ) aus dem Transducer aus 57a fiir die Koinzidenzmenge
C(Iy5.) der liberalisierte Transducer

der M(l15.) = {(b*a,v) | |v|, = k, k € N} akzeptiert. Im Transducer aus 57a

gibt es keinen akzeptierenden Pfad, der durch (e, ¢) fiihrt. N
Beispiel: Fiir die Instanz I53, = |25 016§ gilt M(I53) = {(g,¢)}. N
Beispiel: Fiir die Instanz 53, = || 5 14 [ 10| erhalten wir M(Z53,) =
(a,e)*(b,aba)(a,e)*. N

Zerlegen von Koinzidenzen

Unser Ziel, die Koinzidenzen allgemeiner Instanzen in Blécke zu zerlegen,
haben wir erreicht, es gilt das

Lemma. (Zerlegen von Koinzidenzen) C(I) = S(I)B(I)*F(I)uUM(I).

Beweis: (2): Zunéchst gilt M(/) € C(I) nach Definition. Wenn nun z €
S(I)B(I)*F(I) =S(I)I(I)F(I) ist, dann kann z so in x = Imr zerlegt werden,
dass gilt syh(xy)fr = sth(lp)h(my)h(ry) fr = s19(L)g(my)g(r) fy = sig(x)) -
Also gilt z € C(I).

(C): Sei x € C(I) ein Element der Koinzidenzmenge. Nehmen wir zunéchst
an, dass es ein minimales Préfix [ <, x von z gibt, so dass s;h(l;) = s,¢(l}) gilt.
Dann gibt es auch ein minimales Suffix r <;« von z, so dass h(r;) f; = g(r)) f,
gilt. Dariiber hinaus gilt = Imr fiir ein gewisses m mit h(my) = g(m,),
anderenfalls wiren [ und r nicht minimal. Daraus folgt x € S(I)I(I)F(I) =
S(I)B(I)*F(I). Wenn es kein solches Prifix [ gibt, dann ist 2 € M(I) nach
Definition ein Monolith. O
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Lemma 72e wird fiir herkommliche Instanzen zusammen mit den Lemmata
69e¢ und 71b zur Aussage C(I) = B(I)*, das heifst, jede Koinzidenz einer
herkémmlichen Instanz lésst sich in Blocke zerlegen. Schliefen wir e-triviale
Instanzen aus, dann kann jede Koinzidenz sogar eindeutig in Blocke zerlegt
werden. Bei allgemeinen Instanzen ist entweder gar keine Zerlegung moglich
oder es wird eine Folge von Blocken durch genau einen Startblock und genau
einen Endblock ergénazt.

Wir konnen bereits an diesem Punkt etwas iiber die Anzahl der Blocke in
einer Zerlegung einer Losung aussagen, diese wird ndmlich nicht grofer, wenn
wenigstens einer der Morphismen nicht 16schend ist. Genauer gilt das

Lemma. Seien d = |s;| — |s;| und ¢ = |B|l¥l. Wenn (u,u) € id(Eq(I)) N
S(I)B(I)*F(I) eine Lisungskoinzidenz von I ist, die sich in einen Startblock,
einen Endblock und k Bliocke zerlegen lisst, dann gelten k < 2|ul, I € £ —=
k < |u| und, wenn v minimal ist, [ € £° = |u| >c = k < |ul.

Beweis: Nach Voraussetzung konnen wir (u,u) in (u,u) = lbg - - - by_17 zerle-
gen, wobei [ € S(I) ein Start-, r € F(I) ein Endblock und {bo,...,bx_1} C
B(I) eine Menge von Blocken sind.

Nehmen wir zunéchst k& > 2|u| an. Dann ist |(u,u)| > [by---bg_1]| >
k > 2lu| = |(u,u)|, da jeder Block aus B(/) mindestens die Linge 1 hat.
Widerspruch, also gilt k& < 2|ul.

Sei nun I € £ und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei A nicht
l16schend. Dann ist die zweite Komponente von b; fiir i € {0,...,k — 1} nicht
leer, das heift, es gilt b;; # ¢ und daraus folgt [b;|| > 1. Da (u,u); = v =
(lbg - - - by—17), ist, folgt |u| > [(bo - - br—1),| > k.

Nehmen wir schlieflich an, dass I € £° nicht 16schend ist und sei « mit
|u| > ¢ eine minimale Losung von I. Da h und ¢ beide nicht 16schend sind,
sind beide Komponenten von b; fiir i € {0, ..., k—1} nicht leer. Es gilt b;; # ¢
und b;| # ¢ und daraus folgt |b;| > 2. Wir wissen bereits, dass k < |u] gilt.
Angenommen k = |ul|, dann gilt |(u,u)| > |bg - br_1| > 2k = 2|u| = |(u, u)|.
Daraus folgt unmittelbar, dass sdmtliche b; die Lange 2 und dass [ und r beide
die Lange 0 haben. Es gilt also |b;| = 2 fiir i € {0,...,k—1} und [ =r = (g, ¢).
Daraus folgt aber, dass die ersten und zweiten Komponenten séamtlicher b;
jeweils gleich sind, es gilt {bo, ..., br—1} C id(A). Auberdem gilt h(b;;) = g(b;i))
da b; ein Block ist und daraus folgt insbesondere |h(b;;)| = |g(b;))| fiir
i €{0,...,k—1}. Mit anderen Worten haben sédmtliche Blocke b; die Form
(a,a) fiir ein a € A, wobei die h- und g-Bilder von a die selbe Lénge haben.

Wir betrachten nun die Menge {xo,...,zx—1} C id(A*), die durch x; =
bo - - - b; gegeben ist. Dann ist x4y = (u,u) und es gilt |[sth(z;1)| —|s,9(z:))| =
d fiir alle i € {0,...,k—1}: Simtliche Uberhéinge in (s;h(z;1), s,9(x;,)) haben
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die selbe Linge |d|. Da nach Voraussetzung k = |u| > ¢ = |B|l ist, gibt
es nach dem Schubfachprinzip zwei Indizes {n,m} C {0,...,k — 1}, so dass
n < m ist und der Uberhang in (sih(z,;), 8,9(x,)) der selbe ist wie der in
(517 (Tm1), 519(2m)). Daraus folgt aber bg - - - bybpqr - - - bp—1 € id(Eq(/)) im
Widerspruch zur Minimalitdt von w. O

Fir herkémmliche Instanzen ist d = 0 und ¢ = 1. Das Lemma 73a sagt dann
fiir nichtléschende Instanzen aus, dass eine minimale Losung u entweder die
Lange 1 hat, oder sich in eine Anzahl Blocke zerlegen ldsst, die echt kleiner
als die Lange von u ist. Der Beweis konnte in diesem Fall bereits nach der
Erkenntnis abgeschlossen werden, dass die b; die Form (a,a) fiir ein a € A
haben. Es wére dann a direkt eine Losung.

Beispiel: Bei der Instanz Iy5. = |19 § % | 1510] ist M(I15.) = C(15.). Das

heifst, dass keine Koinzidenz in Blocke zerlegbar ist. J

Beispiel: Fiir die Instanz I53, = |2]§ 95| kann fiur ¢ € N die Koinzidenz

(ab,ab)™™ in den Startblock (g,a), den Endblock (b,e) und 2i + 1 Blécke
(a,b)((b,a)(a,b))" zerlegt werden. 3

Beispiel: Bei der Instanz I53, = |9 § 15, | 10| ist ebenfalls M(I53,) =
C(I53). Das heiftt, dass keine Koinzidenz in Blocke zerlegbar ist. J

Beispiel: Auch markierte herkbmmliche Instanzen kénnen viele Blocke in
der Zerlegung von Losungskoinzidenzen benétigen: Betrachten wir die Familie
Insa(k) = || & 197 ||, dann gilt Eq(I744(k)) = (ba®*)* und die Losungskoinzidenz
(ba®*, ba®) lisst sich in (b, ba*)(aa, a)* zerlegen. J

Beispiel: Bei der Instanz Ij5q = || 9% 55 || lasst sich die Koinzidenz
(ccbbb, cbebbb) in (c, cb)(c, cb) (bbb, bb) zerlegen. Die zur minimalen Losung abb
gehorende Koinzidenz besteht aus dem einzigen Block (abb, abb). J

Beispiel: Die Instanz Iz4r = || odho ciib W0 99| hat die minimale Losung aa
aaaaabbbbaabaabacacacacbaaabcbbbecbacbebebecaabaabaaacccacacccaaaaccece
cdbbbcbbbebbbbdcbebdcbbbbbdddcacacacccacacccacacacccccceccacacacacceech
cbebdcebebdcbebebddddebebebebddecccccccceeeececececccccecceeeccceddddddddd
dddddddccccceccecceceeceddddddddecceccceddddecceddecded der Lange 268,
die sich in genau die 15 Blocke (aaaa,a)(aaabbb,aaa)(ba,a)(ab,a)(aabacacacac
b,abbbba)(aaabeb,aba)(bbeb,aba)(acbebebecaabaa, cacacacbaa)(ba,a)(aacccacac
ccaaa,bebbbeba)(acceccedb,chbebebeca)(bbeb,aba)(bbeb,aba)(bbbdcebebdebb,aacce
acacccaa)(bbbdddcacacacccacacccacacacccceccccacacacacceccbebebdebebdebe

bebddddebebebebddececceeceececcececcccececcececcceddddddddddddddddeccecece
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cccecccceeddddddddeccecceeddddeceeddecded, aacceeccedbbbebbbebbbbdcebebdch
bbbbdddcacacacccacacccacacacccccccccacacacaccccchebebdebebdcbebebddddch
cbebebddeccccccceccecccccccccceccecceceeddddddddddddddddccceceececccece
ceddddddddecccecceddddecceddecded) zerlegen lasst. Die Komponenten des
letzten Blocks haben die Langen 173 und 203. g
Beispiel: Eine extreme Instanz ist Izs, = || 9001 “5° 10020 ||. Wenn u deren
minimale Losung aaababaacbaababcbaacbbaababcabaacbbaacbabcababcbbaa
cbacababcbeebbbebaabaacbabebb der Lange 80 ist, dann ist die Koinzidenz
(u,u) gleichzeitig einziger Block in ihrer Zerlegung. Wohlgemerkt ist das eine
Zerlegung und kein Monolith, denn herkémmliche Instanzen haben keine
Monolithen. J

Nachfolger

Kommen wir zum Begriff des Nachfolgers. Wir wissen, dass sich jede Koinzi-
denz in Bausteine aus den verschiedenen Blockmengen zerlegen lésst. Die Idee
des Nachfolgers ist es, nicht mehr nach Lésungen einer Instanz I zu suchen,
sondern nach Losungen einer Instanz, deren Regeln genau diese Bausteine sind.
Wir nennen die Instanz I’ = (A’ A, s', (W', ¢'), f') genau dann einen Nachfolger
der Instanz I = (A, B, s, (h,g), f), wenn {(h/(d'),¢'(a)) | o’ € A’} CB(I) gilt
und es {z,y} C id(A*) mit xs’ € S(I) und f'y € F(I) gibt. Die Regeln von
I’ sind Blécke von I und das Start- und das Endpaar von I’ sind ein Suffix
und ein Préfix eines Start- und eines Endpaars von I. Es ist zu beachten,
dass Start- und Endpaare nicht aus B* x B*, sondern aus B*! sein miissen.
Wir kénnen also nicht einfach s’ € S(I) fordern, da S(/) im Allgemeinen
Elemente enthélt, deren beide Komponenten nicht leer sind. Die Menge aller
Nachfolger von I bezeichnen wir mit suc(/). Da B(I), S(I) und F(I) alle
effektiv aufgezéhlt werden konnen, gilt

Folgerung. Die Menge suc(I) kann effektiv aufgezihlt werden.

Fiir herkdmmliche Instanzen ist S(I) = F(I) = {(¢,¢)}. Wenn dann auferdem
B(7) endlich ist, interessieren wir uns vor allem fiir den Hauptnachfolger von
I, das ist der Nachfolger, dessen Regelmenge genau die Blockmenge B(7) ist.

Wir zeigen, dass die Losbarkeit einer Instanz I eng mit der Losbarkeit
von bestimmten Nachfolgern von I zusammenhéngt. Zunachst impliziert die
Losbarkeit von I, dass entweder die Menge der Monolithen nicht leer ist, oder
es einen losbaren Nachfolger von I gibt.

Lemma. Eq(I) #0 — M(/) =0 = 3I' € suc(I) : Eq(I") # 0.
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Beweis: Angenommen u € Eq(7) ist eine Losung von I, die keiner monolithi-
schen Koinzidenz entspricht, also mit (u,u) ¢ M(7). Nach Lemma 72e iiber die
Zerlegung von Koinzidenzen und Folgerung 47d tiber den Zusammenhang zwi-
schen Gleichheits- und Koinzidenzmenge gilt (u, u) € id(A*)NS(1) B(I)* F(I).
Daraus folgt (u,u) = xs'by---bp_1f'y flir gewisse Startblocke xs’ € S(I),
Endblécke f'y € F(I) mit {z,y} C id(A*) und Blocke {by,...,bx_1} C
B(I). Sei B = {2¢,...,2p—1} € B(I) eine endliche Menge von Blocken mit
{bo,...,bp—1} € Bund ¢ : {0,...,k — 1} — {0,...,n — 1} die Abbildung,
die durch b; = 2y fiir i € {0,...,k — 1} gegeben ist. Wir haben in B alle
Duplikate aus {by, ..., bx_1} geloscht.

Seinun I’ = ({0,...,n—1}, A, ¢, (W, q'), f') die Instanz, deren Regeln die
Elemente in B sind, also mit (h/(i),¢'(i)) = 2; fiir i € {0,...,n — 1}. Dann
ist I € suc(/) ein Nachfolger von I. Sei auferdem v’ € {0,...,n — 1}* das
Wort v’ = 1(0) - --¢(k — 1). Dann gilt

{xTS’Th’(u’)f{yT} B [m%h’(d}(O)) Wk = 1)y

zsg' (W) fly, x1819'(¥(0)) - g'(W(k — 1)) fly,
= 25 2(0)  +* 2ph-) 'Y
= ZES,Z)O - bk_lf'y S ld(A*)
Also ist v’ € Eq(I") eine Losung von I'. O

Andersherum folgt aus der Existenz eines losbaren Nachfolgers von I die
Losbarkeit von I.

Lemma. 31" € suc(]) : Eq(I') # 0 = Eq(I) # 0.

Beweis: Seien I' = (A’ A, s, (h',¢'), f') ein Nachfolger von [ und v =
uy -+ up_, € Eq(I') eine Losung von I'. Dann gelten xs’' € S(I), f'y € F(I)
fiir gewisse {x,y} C id(A*) und {(h'(d’),¢'(d’)) | ' € A’} C B(I) nach
Definition von suc([). Daraus folgt

H _ {JCTSW u’)f{m]
u z8)9' (W) fly,
_ {JCTSW up) - - h’(%_l)f{yq
z18 9 (up) -+ - g'(up_1) fly
=as'by- - bp_1f'y € S(I)B(I)*F(I)

Also ist u € Eq(I) eine Losung von I. O

76



Nachfolger

Betrachten wir nur herkdémmliche Instanzen, fiir die nach 71b keine mono-
lithischen Koinzidenzen existieren, dann sagen die Lemmata 75d und 76b
zusammen aus, dass eine Instanz genau dann losbar ist, wenn sie einen 16sba-
ren Nachfolger hat. Sie geben aufserdem eine explizite Konstruktion, wie sich
Losung von Instanz und Nachfolger aus der jeweils anderen ermitteln lassen.
Aus Lemma 73a tiber die Anzahl der in einer Zerlegung einer Losung verwen-
deten Blocke folgt zudem, dass in einer Kette (I, I’,I”,...) von Nachfolgern
einer 16sbaren herkémmlichen Instanz I schliefslich entweder alle Folgeglieder
unloésbar sind oder es eine Instanz gibt, deren minimale Losung die Lénge 1
hat. Diese Beobachtung wird in 79b zu einem Entscheidungsalgorithmus fiir
markierte Instanzen ausgebaut.

Doch zunéchst einige Beispiele fiir Nachfolger und insbesondere ihre
Anwendung in Unlésbarkeitsbeweisen. Geneigte Leserinnen und Leser mogen
jeweils die Unlosbarkeit zeigen, ohne auf Nachfolger zu verweisen.

Beispiel: Bei der Instanz 53, = |2]§V]§] ist die Menge B(I53,) endlich
und die Mengen S(753,) und F(I53,) enthalten beide genau ein Element. Das
heifst, wir kénnen auch hier sinnvoll vom Hauptnachfolger I},, = [5]8 ¢|?]
sprechen. Der Hauptnachfolger dieser Instanz ist die Instanz I, = 2|5 ¢|5],
die isomorph zu I3, ist. Mit dem Lemma 73a iiber die Anzahl der in einer Zer-
legung verwendeten Blocke folgt daraus, dass I53, genau dann eine nichtleere
Losung hat, wenn sie eine nichtleere Losung der Lénge hochstens 2 = | B|!?

hat. Tatséchlich gelten Eq(/53,) = (ab)* und Eq(Z%;,) = a(ba)*. J
Beispiel: Bei der Instanz 155 = || % %5 || ergibt sich die Kette der
Hauptnachfolger Ii5, = |5 % & 11, Tisa = 16 g 2 s Li5a = 115 % €Il 1150 =

| @ % <||. Der Hauptnachfolger von I77, ist wieder die Instanz I7%,. Aus der
Losung ¢ € Eq(I}%,) rekonstruieren wir in I}z, die Koinzidenz (cb, ¢b), die in
I}, der Losungskoinzidenz (cbbb, cbbb) entspricht. Analog rekonstruieren wir
aus a € Eq(I};,) die Losung abb € Eq(I154).

Aus Lemma 73a iiber die Anzahl der in einer Zerlegung verwendeten
Blocke ergibt sich, dass herkémmliche Instanzen mit einem sich wiederho-
lenden transitiven Nachfolger genau dann eine Losung haben, wenn der sich
wiederholende Nachfolger eine Losung der Lange 1 hat. g

Beispiel: Sei I77. die Instanz I77. = || o3 ¢y 1 ||. Diese Instanz hat keine
echte Losung, denn: Zunéchst ist I77. = ]%C und wir {iberlegen uns, dass eine
Lésung ohne Beschréankung der Allgemeinheit mit ¢ beginnt und mit a endet.
Nach Anwendung von ¢ kann aber a niemals angewendet werden, da die
Anwendung von ¢ und b nicht das Teilwort 010 erzeugen. Diese Beweisskizze
miisste noch genauer ausgefiihrt werden und eine Implementation dieses
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Schemas ist nicht einfach. Insbesondere kann dieses Schema nicht absolut
implementiert werden, denn die Erkenntnis, dass a nicht angewendet werden
kann, erfordert die Berechnung der Hiille der Anwendungen von b und ¢ und
solche Hiillen kénnen beliebig grofs werden. Also bendtigt ein Algorithmus
eine kiinstliche Abbruchbedingung, die natiirlich stets so gewéhlt wird, dass
die Hiille noch nicht komplett berechnet wurde. Kurzum: I77. hat keine echte
Losung und es ist schwierig dafiir einen Beweis automatisch zu erzeugen.

Betrachten wir jedoch den Hauptnachfolger I7, = | ac@ ¢ babaaa| "dann
ermitteln wir sofort, dass die Regeln (aba,a) und (aa,b) wegen falscher a-
Balance geloscht werden konnen: Sie erzeugen echt mehr Symbole @ in den h-
Bildern als in den g-Bildern und diese iiberzéahligen Symbole kénnen nicht
wieder entfernt werden. Es bleibt die Instanz || ¢ b||, die mit Hilfe der
Methode des Maskierens aus 42b leicht entschieden werden kann: Es wéare
notwendig einen Pfad von |bc nach Teb zu konstruieren, aber es gibt keine
Moglichkeit, von |- zu T-Uberhingen zu gelangen.

Daraus folgt die Unlosbarkeit von I77. und alle Schritte der zweiten Be-

weisfilhrung sind leicht implementierbar. J
Beispiel: Die Instanz I7s, = || o001 % 49! || hat den Hauptnachfolger I, =

|a b Lo 2o ac]| der ebenfalls automatisch als unlosbar erkannt werden kann:
Losche zunéchst die Regel (¢, cbeb) wegen falscher ¢-Balance und anschliefsend
die Regel (b, ccb), da cc nicht mehr tiberdeckt werden kann. Die verbleibende
Instanz || @ b 2¢|| hat eine leere Endmenge, ist also unlosbar.

Auch ohne den Blick auf den Nachfolger kann die Unlosbarkeit von I-g,
erkannt werden: Keine Losung kann ab oder bb als Teilwort enthalten und da
b keine Startregel ist, kann statt I7g, die Instanz || ooy, 2420 91| betrachtet
werden. Diese Instanz entsteht durch Ersetzen der Regel b durch be, da in
einer Losung vor jedem b ein ¢ stehen muss und ist dquivalent zur Instanz
Il 032 222 22||. Die Unlosbarkeit der letzten Instanz lasst sich mit Hilfe der
Technik des Einfangens aus 39b ermitteln. g
Beispiel: Die Instanz Izgy = || 131 "0 oiho || hat den Hauptnachfolger g, =

ac acca b bea caac cab cabca s ;
|| 4c acca b bea caac cab cabea || " der wegen falscher a-Balance unlosbar ist. 4

Beispiel: Sei I7s. die Instanz Izs. = || o9, 9 ¢ || mit dem Hauptnachfolger

I, = @aee b b ¢l Mit Hilfe von Ausschlussmengen wie in 34a erkennt ein
Programm, dass der relevante Teil des Suchgraphen von I/f endlich ist und
keinen Losungspfad enthélt. J
Beispiel: Sei Irg, die Instanz I7gq = || & ®L° 0410 |. Zwar ist leicht zu ermitteln,

dass keine Losung mit aaa beginnt, trotzdem ist es schwer, die Unlosbarkeit
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von I7g4 zu erkennen: Im Suchgraphen gibt es einen Pfad, der mit accaccabac
caacabaccaaccaacabaccaaccaccaaccaacabaccaaccaccabaccaaccaccaaccaacabac
caaccaccabaccaacabaccaaccaccabaccaaccaccaaccaacabaccaaccaccabaccaacaba
ccaaccaacabaccaaccaccabaccaacabaccaaccaccabaccaacc- - - beschriftet ist und
dem weder leicht anzusehen ist, ob er unendlich ist, noch, ob es in ihm ein
einfaches Muster gibt.

Mit B(I7sq) = {(b, aca), (¢, ba), (a,a)}(c, cca)*(a,€) ergibt sich fiir I7g4 ei-
ne unendlich grofte Blockmenge. Es gibt also nicht den Nachfolger von [7g4.
Trotzdem erlaubt diese Menge den Schluss auf die Unlésbarkeit von I7g4 durch
ein Balanceargument: Der erste Block in einer Zerlegung einer Losungsko-
inzidenz muss der Block (a, a)(c, cca)(c, cca)(a, ) = (acca, acca)(e, cca) sein.
Die Anzahl der nun iiberschiissigen ¢ in der |-Komponente kann nur durch
den Block (ca, ba) verringert werden, wobei sich die Anzahl der b erhoht. Die
Anzahl der b in der |-Komponente kann nur durch den Block (bc'a, acac*a)
verringert werden, der jedoch wieder die Anzahl der ¢ erhéht. Es ergibt sich
eine Schleife. Somit ist kein Nachfolger von g4 16sbar, also auch nicht I7g4.

Beispiel: Sei I7g, die Instanz I79, = || o9y ¢4 191° || mit der unendlichen Block-
menge B(I79,) = {(aa,a), (a,b), (¢, ¢)}{(ca,ba), (¢, bb) }*(b, ). Wegen der not-
wendigen Balance des Symbols a kann in einer Zerlegung einer Losungskoin-
zidenz nur die Teilmenge (g, ¢){(ca, ba), (¢, bb)}* (b, ) verwendet werden, die
aber keinen giiltigen letzten Block enthélt. Also ist I79, unlosbar. g

Markierte Instanzen

Kommen wir zur Anwendung der Theorie der Nachfolger. Ziel ist es, den Satz
Satz. (Halava [12]) M ist entscheidbar.

zu beweisen. Die Menge der markierten Instanzen ist nicht zuletzt deshalb in-
teressant, weil sich die Entscheidbarkeit der Menge G(2) der binéren Instanzen
aus der Entscheidbarkeit von M ableiten lasst.

Zur Erinnerung: Eine Instanz heifst genau dann markiert, wenn beide
Morphismen markiert sind, was genau dann der Fall ist wenn sie nicht 16schend
sind und wenn die Bilder unterschiedlicher Symbole mit unterschiedlichen
Symbolen beginnen. Mit anderen Worten legen wir durch die Angabe eines
Wortes h(w) € BT das Wort w eindeutig fest: Das erste Symbol von h(w)
legt das erste Symbol a von w und das Wort h(a)~'h(w) eindeutig fest.

Die fiir uns wichtigste Eigenschaft von M ist der Abschluss gegen Nach-
folgerbildung. Es gilt

Lemma. [ e M = suc(/) C M.
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Beweis: Angenommen es giabe einen Nachfolger I’ von I, der nicht markiert
ist. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit A’ nicht markiert. Da ¢ nicht
16schend ist, hat kein Block aus B(I) die Form (e, ), also ist A" nicht 16schend,
sondern es gibt zwei verschiedene Blocke {(a, )z, (a,e)y} € B(I), die in ihrer
T-Komponente mit dem selben Symbol beginnen. Nun legt h(a) das erste
Symbol b von x| und y; und den Uberhang in (h(a),g(b)) eindeutig fest.
Dieser Uberhang kann nicht gleich (e,¢) sein, anderenfalls wiren entweder
x =y = (g,¢) und die Blocke nicht verschieden, oder es wiirde sich gar nicht
um Blécke handeln. Beachte, dass Blocke minimal sind. Wenn der Uberhang
aber nicht (g, ¢) ist, dann legt er entweder das néchste Symbol in der 1- oder
das néchste Symbol in der |-Komponente der beiden Blocke eindeutig fest
und es ergibt sich schliefslich, dass sie nicht verschieden sein koénnen. 0

Der Beweis stellt fest, dass jedes Symbol nur in héchstens einem Block als
erstes Symbol in der T-Komponente und aus Symmetriegriinden auch nur
in hochstens einem Block als erstes Symbol in der |-Komponente verwendet
wird. Da die ersten Symbole der einen stets auch das erste Symbol der jeweils
anderen Komponente eindeutig festlegen, kann ein Nachfolger einer markierten
Instanz hochstens so viele Regeln wie die Originalinstanz haben.

Folgerung. I e M = [I' esuc({) = |I'| <|I].

Herkommliche

An dieser Stelle haben wir bereits einen interessanten Punkt erreicht: Aus
Lemma 73a ergibt sich, dass die Lénge der kiirzesten Losung einer markierten
herkémmlichen Instanz entweder gleich 1 ist oder bei Nachfolgerbildung echt
kleiner wird. Aus Lemma 79d und Folgerung 80b folgt, dass fiir markierte
herkémmliche Instanzen nur der Hauptnachfolger von Interesse ist. Bilden wir
also die Kette der Hauptnachfolger einer l6sbaren markierten herkémmlichen
Instanz, dann erhalten wir nach endlich vielen Schritten eine Instanz, deren
kiirzeste Losung die Lange 1 hat. Genau diese Idee liegt schliefllich dem
Entscheidungsalgorithmus fiir markierte Instanzen zu Grunde. Allerdings gilt
es noch einige Fragen zu klaren, zum Beispiel, ob wir bei unlésbaren Instanzen
ebenfalls ein Mafs finden, fiir das Nachfolgerketten absteigen.

Ein solches Maf ist wohlbekannt, es ist die Suffixkomplezitit o von I,
die gegeben ist durch die Summe der Anzahlen der Suffixe der Morphismen
h und g, also o; = | S, |+ |5, |. (Halava, Hirvensalo, de Wolf [11]) Aus dem
Suffixlemma 50c folgt, dass die Zustidnde des Transducer aus 64c fiir die
Menge I(I) der inneren Blécke Suffixe von h und von g sind. Da bei der
Ermittlung der Blockmenge B(7) keine neuen Zusténde erzeugt werden, folgt,
dass zur Erzeugung eines Suffixes von A’ ein Zustand aus Sgl] iiberdeckt werden
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muss. Da h markiert ist, kann die Anzahl der Suffixe von A’ hochstens so grofs
wie die Anzahl der Suffixe von ¢ sein und analog die Anzahl der Suffixe von
¢’ hochstens so grof wie die Anzahl der Suffixe von h.

Folgerung. /e M — [' esuc(l) = oy <oy.

Es gibt nur endlich viele Instanzen mit beschréankter Suffixkomplexitéit, denn
wenn o; < m fir ein m € N ist, dann kann kein Bild von A oder g langer als
m sein. Damit konnen wir einen Teil von Satz 79c beweisen, es gilt

Lemma. (Halava [12]) MNP ist entscheidbar.

Beweis: Wir konstruieren die Kette der Hauptnachfolger von /. Die Suffix-
komplexitét steigt nicht, dass heifst, diese Kette wird schliefslich periodisch.
Da die Léange der kiirzesten Losung, falls eine Losung existiert, entweder
gleich 1 ist oder von Nachfolger zu Nachfolger echt kleiner wird, hat die
Originalinstanz genau dann eine Losung, wenn die erste sich wiederholende
Instanz eine Losung der Lange 1 hat. O

Dieser Beweis der Entscheidbarkeit markierter herkommlicher Instanzen geht
iiber die bisher bekannten Beweise hinaus, da hier erstmals klar wird, wo die
Markiertheit wirklich benutzt wird. Sie wird nicht benutzt, um den Begriff
des Blocks zu definieren und folgerichtig auch nicht, um einige wesentliche
Eigenschaften von Blocken und allgemeiner Koinzidenzen zu zeigen. Sie wird
ebenfalls nicht benutzt, um zu zeigen, dass die Lange einer Losung der sich
wiederholenden Instanz 1 sein muss. Es handelt sich dabei um eine Eigenschaft,
die fiir beliebige l6sbare herkémmliche Instanzen zutrifft. Die Markiertheit
wird lediglich benutzt, um zu zeigen, dass der Graph der Nachfolger endlich
ist, im speziellen Fall herkommlicher Instanzen sogar aus nur einem einzigen
periodischen Pfad besteht. Zwar flieft die Markiertheit in den Beweis ein, dass
die Suffixkomplexitit nicht steigen kann, doch auch hier profitieren wir von
einer Eigenschaft der beschréankten Suchrelation, die nicht nur fiir markierte
Instanzen zutrifft.

Unmittelbar aus der Konstruktion kénnen wir auch die Struktur der
Gleichheitsmengen markierter herkommlicher Instanzen ermitteln: Betrachten
wir alle Instanzen in der Kette der Nachfolger von I, dann gibt es endlich viele
Instanzen mit Losungen der Lange 1, aus denen sich genau alle minimalen
Losungen von [ rekonstruieren lassen.

Folgerung. (Halava [12]) Wenn I € MNP eine markierte herkommliche

Instanz ist, dann gilt Eq(l) = {uo,...,un-1}", wobei {ug,...,u-1} die
Menge der minimalen Lésungen von I ist und effektiv ermittelt werden kann.
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Dass die Anzahl der minimalen Losungen nicht grofer als || sein kann, folgt
aus der Eindeutigkeit der Fortsetzung nach Festlegung des ersten Symbols
einer minimalen Losung. Mit anderen Worten haben wir im Suchgraphen nur
am Knoten (e, ¢) eine Wahlmdglichkeit.

Beispiel: Beispiel 77b zeigt einen Ablauf des Entscheidungsalgorithmus fiir
markierte herkommliche Instanzen. a

Beispiel: Die Instanz Iso, = | ] o3 191 10| mit Eq(Zsa) = (b(ba)*a)* zeigt,
dass Folgerung 81d nicht fiir markierte allgemeine Instanzen gilt. J

Allgemeine

Nach diesem Erfolg wollen wir uns markierten allgemeinen Instanzen zuwenden.
Zwar steigt auch fiir markierte allgemeine Instanzen die Suffixkomplexitét
nicht an, die Anzahl der Regeln nimmt nicht zu und die Nachfolger sind
markiert, aber neben der Mdéglichkeit von Monolithen, die bei der Nachfolger-
bildung nicht beriicksichtigt werden, haben wir es auch mit nichtleeren Start-
und Endblocken zu tun. Beginnen wir mit dem einfachen

Lemma. [ e M = |S(I)| <1 und S(I) kann effektiv ermittelt werden.
Wenn S(I) = {(z,y)} ist, dann gilt ||z| — |y|| < wd(I).

Beweis: Zunichst folgt die Behauptung fiir s = (g, ¢) aus Lemma 69e. Wenn
s # (g,¢) ist, dann ist wie schon im Beweis von Lemma 79d die Fortsetzung
in der T- oder der |-Komponente eindeutig bestimmt und wir kénnen keine
zwei Startblocke finden, die verschieden sind.

In 69d wird beschrieben, wie S(I) aufgezdhlt werden kann. Dazu wird
ein Transducer konstruiert, der eine Obermenge von S(I) akzeptiert und aus
dessen Sprache werden die Elemente geloscht, die einen echten inneren Block
als Suffix haben. Dieser Transducer akzeptiert fiir markierte Instanzen nur eine
endliche Sprache, anderenfalls gibe es einen Zustand mit zwei verschiedenen
Fortsetzungen.

Bleibt zu zeigen, dass die Langendifferenz ||z| — |y|| des moglichen einzigen
Startblocks (x,y) nicht grofer als wd (/) sein kann. Wir zeigen sogar, dass
||z| — |y|| nicht groker als M = max{d, wd(h), wd(g)} mit d = ||s;| —|s|| sein
kann. Hier sind wd(h) = max{h(a) | a € A} und wd(g) = max{g(a) | a € A}
die Langen der langsten h- und der lingsten g-Bilder. Der Grund ist einfach:
Uberdecken wir s mit den Bildern von (z,y), dann muss der Uberhang nach
spatestens d < M Schritten die Position &ndern. Der neue Uberhang hat
hochstens die Lange M, also kann die Differenz ||z| — |y|| nicht groker als M
werden. 0J
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Etwas komplizierter ist der Umgang mit den Monolithen. Wir haben

Lemma. [ €¢ M = M(I) = Py(I)ty(I)*, wobei ty(I) € A*! und
Pu(1) € A*F mit |Py(I)| < 1 effektiv ermittelt werden kinnen.

Beweis: Zunéchst gilt mit Lemma 71b fir s = (¢,¢) oder f = (g,¢) die
Behauptung mit Py (1) = 0 und ty(I) = (¢,¢). Wenn s # (¢,¢) und f # (e,¢)
sind, dann betrachten wir zunéchst alle schleifenfreien Pfade im Transducer
aus 7la, die in s beginnen und in f enden. Gébe es zwei verschiedene Be-
schriftungen, dann kénnten wir erneut nicht die Stelle finden, an denen sie
sich unterscheiden, da jede Fortsetzung eindeutig festgelegt ist. Also nehmen
wir in Pp(7) hochstens ein Element auf. Analog gibt es nun entweder keine
Schleife von f zu f und wir setzen ty (1) = (g,€) oder es gibt genau eine und
wir setzen ty (/) auf deren Beschriftung.

Es bleibt zu priifen, ob wir nicht doch zerlegbare Elemente erzeugt ha-
ben: Da S(I) und B(I) beide endlich sind, ist Py (/) nach endlich vielen
Schritten iiberdeckt und in der Schleife um f kénnen wir nur endlich viele
Zwischenzusténde erreichen. 0

Damit stellen die Monolithen keine Hiirde mehr dar:

Lemma. Wenn [ € M eine markierte Instanz ist, dann ist entscheidbar,
ob id(A*) N M(I) leer ist oder nicht. Auflerdem konnen die Elemente in
id(A*) N M(I) effektiv aufgezihlt werden.

Beweis: Nach Lemma 83a kénnen wir M((I) = pt* fiir gewisse effektiv gegebene
{p,t} c A*! annehmen. Wenn ¢ € id(A*), dann ist pt* C id(A*), genau dann,
wenn p € id(A*) ist. Wenn ¢ ¢ id(A*), dann ist pt* € id(A*) fiir héchstens
ein leicht zu berechnendes k. g

Es verbleibt die Behandlung der Endblécke. Hier zeigen wir zunéchst in
Analogie zu 83a das

Lemma. [ € M = F(I) = Pg(I) tg(I)*, wobei tg(I) € A*! und Pp(I) C
AL mit | Pe(I)| < |A| — |B(I)| effektiv ermittelt werden kénnen. Dariiber
hinaus gilt {a,b} € Al = ax € B(I) = by € Pr(I) = a #b.

Bewers: Im Prinzip fiihren wir den Beweis von Lemma 83a noch einmal.
Wir gehen diesmal allerdings von (g,¢) aus, so dass die erste Transition
nicht festgelegt ist. Nach der ersten Transition folgt wie oben, dass es keine
verschieden beschrifteten Pfad nach f geben kann und dass nur dort eine
einzige Schleife moglich ist. Ebenfalls wie oben sichern wir, dass wir keine
zerlegbaren Beschriftungen tibersehen. Es bleibt | Pr(I)| < |A| — |B(I)| zu
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zeigen: Wir wissen, dass es in B(/) keine zwei verschiedenen Elemente mit dem
selben Anfang aus Al gibt. Also muss es zwei verschiedene Elemente in Pg([)
mit dem selben Anfang geben oder einen gemeinsamen Anfang eines Elements
aus B(7) und eines Elements aus Pp([). Das ist aber beides unmoglich, denn
wir argumentieren erneut, dass wir fiir unterschiedliche Elemente mit gleichem
Anfang nicht die Stelle finden kénnen, an der sie sich unterscheiden. U

Auch fiir die Menge F(I) der Endblécke markierter Instanzen kennen wir
nun die genaue Struktur. Fiir Monolithen konnten wir damit zeigen, dass es
entscheidbar ist, ob es monolithische Lésungen gibt. Die Endblécke bereiten
hier mehr Kopfzerbrechen, denn es kann unendlich viele davon geben und
es ist nicht unmittelbar ersichtlich welche wichtig sind, denn es kénnte sehr
wohl unendlich viele geben, die alle suffixvergleichbar sind. Es ist aber doch
moglich eine endliche Menge relevanter Endblocke effektiv zu ermitteln.

Lemma. I e M = 3F C F(I) : id(A*)NnSU)BI)*F(I) # 0 =
id(A*)NS(T)B(I)*F # 0), wobei |F| < oo effektiv ermittelt werden kann.

Beweis: Nach Lemma 83e konnen wir F(I) = Pg(/) tp(1)* fiir gewisse effektiv
gegebene tp(I) € A*! und Pp(I) ¢ A*! mit |Pg(I)] < oo annehmen. Sei
tr(I) = (u,v). Wenn |u| = |v] ist, dann erfiillt /' = Pp(/) die Behauptung.
Sei deshalb ohne Beschrénkung der Allgemeinheit |u| > |v|. Wir nehmen
zunéchst in F die endliche Menge {(zu®, yv*) | (z,y) € Pp(1), |zu*| < |yov*|}
auf. Das sind alle Endblécke, deren T-Komponente nicht langer als die |-
Komponente ist. Fiir jedes der endlich vielen (z,y) € Pp(I) fiihren wir nun
folgende Konstruktion aus: Wir bezeichnen mit B = (S(/) UB([)), die Menge
der |-Komponenten von Startblécken und Blocken von I und mit ¢ das erste
Symbol von zu. Die Menge B ist endlich, da S(I) und B(/) beide endlich sind
und c existiert, anderenfalls wire F(I) = {(¢, )} und die Behauptung wiirde
fir F' =F(I) gelten.

Wir suchen nach Positionen, an denen der Endblock (zu*, yv*) starten
kann, wobei zu” echt linger als yu” ist, der Exponent k aber noch unbekannt.
Da zu”* ebenfall mit ¢ beginnt, muss es ein b € B geben, das das Symbol
¢ irgendwo enthalt. Wir versuchen nun den Exponenten k£ zu bestimmen.
Dazu legen wir die T-Komponente auf xu* fest, so dass ¢ iiberdeckt wird und
versuchen die |-Komponente um Worter aus B U {y} zu verlangern.

eindeutig eindeutig
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Nun ist jede Fortsetzung in der |-Komponente eindeutig festgelegt, da nach
Lemma 83e jedes Wort in B U {y} mit einem anderen Symbol beginnt. Wenn
irgendwann keine Verlangerung mehr méglich ist, dann iiberpriifen wir einfach,
ob wir einen Endblock gefunden haben und wenn ja, dann nehmen wir ihn in
F auf. Da B endlich ist, wird anderenfalls nach hochstens |u| Verldngerungen
entweder y angewendet, oder das selbe Element b; aus B wird zum zweiten
Mal verwendet, um die selbe Position in u zu iiberdecken.

selbe Position in u

I | b | | b |
[ — e 5 e 51
In diesem Fall haben wir eine Schleife gefunden, die kein neues Element zu

F beitragt. Wenn wir jedoch y anwenden konnen, dann versuchen wir durch
Verlédngern mit v einen kompletten Endblock zu erzeugen.

Da |v| < |ul, wird nach endlich vielen Verlangerungen die Anzahl der v die
Anzahl der u {ibertreffen. Bei gleicher Anzahl testen wir, ob es sich um einen
Endblock handelt und falls ja, nehmen wir ihn in F' auf. Falls bereits vor
Erreichen der gleichen Anzahl keine Verlingerung mit v moglich ist, dann
haben wir keinen neuen Endblock gefunden. Der Beweis schliefst mit der
Bemerkung, dass wir insgesamt nur endlich viele Schritte bendtigen, die alle
effektiv ausfithrbar sind. O

Die Tatsache, dass nur endlich viele Endblocke relevant sind, wird auch
von Vesa Halava gezeigt, allerdings mit wesentlich mehr Aufwand: Er zeigt
zunéchst, dass F(I) = Py(]) tr(I)*w ist, also eine schwéchere Version von
Lemma 83e. (Halava [12]) Vesa hat mir gesagt, dass er immer gefiihlt hat,
dass w = (g, ) sein muss, aber nie einen Beweis dafiir gefunden hat. Durch
die komplexere Struktur von F(I) ist es fiir ihn auch schwieriger zu zeigen,
dass nur endlich viele Endblocke relevant sind. Aber kommen wir zum

Beweis: (von Satz 79¢) Aus den obigen Lemmata folgt zunéchst, dass der
relevante Teil des Nachfolgergraphen markierter Instanzen nur markierte
Instanzen enthéalt und endlich ist, wenn wir nur die Morphismen betrach-
ten. Fiir jede Instanz im Nachfolgergraphen konnen wir entscheiden, ob sie
monolithische Losungen hat. Falls es solche Instanzen gibt, dann ist die
Originalinstanz 16sbar. Falls nicht, dann betrachten wir nur die Pfade, die
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schliefslich periodisch sind, da Instanzen ohne Nachfolger und ohne monolithi-
sche Losungen unlosbar sind. In einem schliefslich periodischen Pfad gibt es
eine Instanz I;, die transitiver Nachfolger von sich selbst ist. Wir stellen mit
Lemma 82d fest, dass die Langendifferenzen aller Startblocke aller Instanzen
im Nachfolgergraphen durch eine effektiv gegebene Konstante ¢ nach oben
beschrankt sind. Zusammen mit Lemma 73a folgt, dass die Originalinstanz
genau dann eine Losung hat, wenn [; eine Losung hat, die nicht langer als
| B|° ist. O

Der Aufwand fiir markierte allgemeine Instanzen ist doch erheblich héher
als der fiir markierte herkémmliche. Dennoch stellt auch dieser Beweis einen
deutlichen Fortschritt im Vergleich zu den bisher bekannten Beweisen dar, da
die Markiertheit nur an wenigen, klar zu identifizierenden Stellen verwendet
wird. Viele Fragen iiber Koinzidenzen haben wir auf allgemeinerer Ebene
beantwortet und der Riickgriff auf die beschrankte Suchrelation erlaubt eine
einheitliche Sprache fiir die restlichen technischen Details. Die Struktur der
Endblécke wird genauer als bisher beschrieben und dem roten Faden kann
viel leichter als dem in der soweit kohédrentesten Darstellung von Vesa Halava
gefolgt werden. Ziehen wir noch in Betracht, dass wir auf der allgemeineren
Ebene tatséichlich echt mehr als nur markierte Instanzen entscheiden kénnen,
dann konnen wir die neue Darstellung der Theorie der Nachfolger guten
Gewissens als Erfolg bezeichnen.

Beispiel: Beispiel 77a zeigt einen Ablauf des Entscheidungsalgorithmus fiir
markierte allgemeine Instanzen. J

Beispiel: Die Instanz Igg, = | 2] 047 111, | 12| scheint Lemma 83e zu wider-
sprechen, denn die explizite Konstruktion liefert zundchst den Transducer

der die Schleife nicht um f = |11111 hat. Dieser Transducer akzeptiert aber
die selbe Sprache wie der Transducer

LD (bb,b)
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der F(Igs,) = (ab, ab)(bb, b)* akzeptiert. Tatsichlich gelten h(abb*) = 014+2
und g(abb’) = 01477, Es gilt B(Ige) = {(bb,0)} und, da s = (g,¢), gelten
S(Iser) = {(e,¢)} und M(Igg,) = 0. Konstruieren wir die endliche Menge F
relevanter Endblocke wie in Lemma 84a, dann nehmen wir zunéchst (ab, ab)
in F' auf und keine weiteren Endblocke, da sich B = {b} und ¢ = a ergeben.
Die einzige Losungskoinzidenz (ab, ab) léasst sich in (e, €)(e, €)(ab, ab) zerlegen,
wobei sowohl (g,¢) € S(Iggp) ist, als auch (g,e) € B(Iggp)*. N
Beispiel: Betrachten wir die Instanz g7, = || Y 1119011 | L], dann erhalten
wir S(Ig7a) = F([g'ya) = @, B(]S’?a) = {(b, a)} und C(Ig7a) = M(Ig7a) =
(€,aa)(aab,b)*. Mit Lemma 83c ermitteln wir Eq(/g7,) = {aab}. N
Beispiel: Gehen wir von Ig7, zu Iz, = | £ #230 10111 111[1)1011 | iber, dann tiber-
legen wir uns zunéchst, dass Eq(Ig7) = {abbc} = ap(Eq(Is7,)) mit dem Mor-
phismus ¢ : {a +— b,b+— ¢} gelten muss. Nun gelten aber S(Is7) = {(g,¢)},
M(Ig7) = 0 und B(lg7) = {(c,b)}. Die Menge der relevanten Endblocke
ermitteln wir mit Lemma 84a zu F' = {(a, abb), (abbc, abbc)}. Das heifst, aus
der monolithischen Losung abb von Ig7, ist die nichtmonolithische Lésung
abbc von Igy, geworden, die genau einem Endblock entspricht. g

Markierte Nachfolger

Markierte Instanzen sind wesentlich deshalb entscheidbar, weil die Nachfolger-
bildung wieder auf markierte Instanzen fiihrt. Es liegt also nahe, nach Mengen
von Instanzen zu fragen, deren Nachfolger markiert sind. Wie Vesa Halava
definieren wir die Menge U der ,,unique block instances”, die alle Instanzen
umfasst, deren Blockmenge markiert ist. (Halava et al. [10, UC1]) Wir haben
genau dann I € U, wenn gilt a € Al = {az,ay} CB(I) = z =y, wenn
also verschiedene Blocke mit verschiedenen Symbolen beginnen. Aus Lemma
67a folgt, dass es entscheidbar ist, ob eine Instanz in U liegt.

Folgerung. [ ¢ Y = suc(l) C M.

Tatséchlich gehen wir ja stets davon aus, dass jede Regel hochstens ein Mal
verwendet wird. Ein nichtmarkierter Nachfolger widerspricht dann direkt der
Definition von . Aus dem Beweis von Lemma 79d entnehmen wir die

Folgerung. M C U.

Die Inklusion ist echt, wie die Instanz Iz = || & % || mit B(Ig7.) = {(ab, ab)}
zeigt. Wir haben eine echte Obermenge der markierten Instanzen, die immer
noch entscheidbar ist.
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Lemma. SeiZ CU eine Instanzenmenge von Instanzen I € T mit eindeu-
tigen Blocken, fir die die Mengen S(I) und F(I) jeweils beide endlich sind
und fir die jeweils entscheidbar ist, ob id(A*) NM(I) = 0 gilt. Dann ist T
entscheidbar.

Beweis: Nach Voraussetzung ist entscheidbar, ob I monolithische Losungen
hat. Falls das nicht der Fall ist, dann ist I nach den Lemmata 75d und 76b
genau dann 16sbar, wenn es einen lésbaren Nachfolger von I gibt. Wenn S(7)
und F(7) beide endlich sind, dann hat I nur endlich viele Nachfolger, die nach
Folgerung 87d markiert sind. Es ist also nach Satz 79c entscheidbar, ob einer
der Nachfolger 16sbar ist. OJ

Folgerung. U NP ist entscheidbar.

Beispiel: Die Instanz Iggq = || 9 00 11110 | ist aus U. Die Kette der Hauptnach-
folger ist [éSd =155l Issa = ‘ Dol Tisa = 1o clls Laga = 115 % I,
Iga =115 g cll, Tssd = 1% ¢ C1l und Iggg" = Iigy. Aus Eq(lgg,) = ¢ rekonstru-
ieren wir Eq(1,) = ¢, Eq(ls,) = (¢b)* und Eq(lgsq) = (cab)*. 4
Beispiel: Die Instanz Igs. = || 9o b 1| ist aus U. Die Kette der Haupt-
nachfolger ist 1886 H aga bl;l Ccaaa H IgBe = || aaa ba ca || Ié/ée — H " ba @ || und

IF = I, Da I, keine Losung der Lange 1 hat, sind Igg. und alle Nachfolger
unlosbar. Es gilt Eq”(lss.) = {a,b, c}a”, das ist die Menge der Fixpunkte des

Morphismus {a +— aaa,b — ba,c+— ca}. 4
Beispiel: Die Instanz Isgr = || o0 %1% 199 1380 || ist aus U. Die Kette der

Hauptnachfolger ist Igg, = [|% 5 & 9|, Igs, = || abep il und I, = Igg;.
Da Ig, keine Losung der Lénge 1 hat, sind /gsy und alle Nachfolger unlosbar.
Es gilt Eq¥(Issy) = {n7(0), 77¥(1)}, wobei 7 der Morphismus aus Beispiel

11a und 7 der Morphismus {0 — a,1 — d} ist. N
Beispiel: (Halava et al. [10]) Die Instanz Igs, = || % b ccce b || ist aus U. D1e
Kette der Hauptnachfolger ist Igg, = || ab c db|, Igg, = [|a%, Igg, = e gl

und Igg, = Igg,. Wir rekonstruieren Eq(Igsy) = (ab)*. Die unendhche Losung
¢ € Eq“(Issy) lésst sich aus dem Fixpunkt des Morphismus {c¢ — cc}
rekonstruieren, allerdings ist die unendliche Losung adc” € Eq”(Igs,) nicht

mehr aus der Nachfolgerkette rekonstruierbar. J
Beispiel: (Halava et al. [10]) Die Instanz Igg, = || & 22 4% ab|| ist aus U.
Dartiber hinaus ist A nicht injektiv, da h(ab) = aba = h(da) gilt. Die Kette
der Hauptnachfolger ist Iy, — || 2 g || und Iy, — (|23 und 12, = I,
Es gilt Eq(lssn) = {ac, be}. N
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Unendliche Lésungen

Es ist wohl bekannt, dass fiir markierte herkommliche Instanzen entscheidbar
ist, ob es unendliche Losungen gibt. Vesa Halava fiihrt einen entsprechenden
Beweis. (Halava [12]) Dazu teilt er die unendlichen Losungen in drei Klas-
sen ein: Die Klasse der unendlichen Losungen, die aus endlichen Losungen
zusammengesetzt sind, die Klasse der unendlichen Lésungen, die nicht aus
endlichen Losungen zusammen gesetzt sind, deren Koinzidenz sich aber in
Blocke zerlegen lasst und die Klasse der unendlichen Losungen, die nicht
aus endlichen Losungen zusammengesetzt sind und deren Koinzidenz sich
nicht in Blocke zerlegen léasst. Anschliefsend zeigt er, dass fiir alle drei Typen
Entscheidungsalgorithmen existieren. Dazu untersucht er, wie sich die unend-
lichen Gleichheitsmengen bei Nachfolgerbildung verhalten. Je nach Typ der
unendlichen Lésung bleibt sie entweder erhalten, entspricht dem Fixpunkt
einer Wortfolge oder fiithrt zu verschwindenden Symbolen, die den dritten
Typ reflektieren.

Wir werden zeigen, wie mit Folgerung 51a fiir markierte allgemeine In-
stanzen nicht nur entschieden werden kann, ob es unendliche Losungen gibt,
sondern sogar, wie die unendliche Gleichheitsmenge effektiv konstruiert werden
kann.

Satz. w .M ist entscheidbar.

Beweis: Sei I € M eine markierte Instanz. Nach Folgerung 51a geniigt es,
alle unendlichen Pfade der Form (w,w) durch —; effektiv zu konstruieren.
Da I markiert ist, hat <7(s) die Struktur

wobei die Elemente der Menge {xo, ..., Zm_1,Yo, - - -, Yn_1} paarweise verschie-
den beginnen. Zur Konstruktion eines w-Pfades starten wir mit dem leeren
Pfad in s. Nur am Knoten [e ist eine Wahl der Fortsetzung moglich und nur
dann, wenn der bisherige Pfad mit einem Element aus id(A*) beschriftet ist.
Erreichen wir zum zweiten Mal diese Situation, dann hat I unendliche Losun-
gen: Wir konnen den Pfad immer weiter verléngern, wenn wir immer wieder
so wie beim ersten Mal wihlen. Es ist entscheidbar, ob es solche Pfade gibt,
denn das ist genau dann der Fall, wenn die markierte Instanz mit id(A*)'a
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als Startpaar, (e, ¢) als Endpaar und den Regeln {zo, ..., 2,1} und die mar-
kierte herkdmmliche Instanz mit den Regeln {xy, ..., z,—1} jeweils Losungen
haben.

Interessant sind also nur Pfade, die hochstens ein Mal eine Wahl fiir die
Fortsetzung erlauben. Pfade, die eine Wahl erlauben, setzen sich aus einer
Losung der markierten Instanz (id(A*)~'a, {zo,...,Zm_1}, (¢,€)) und einem
von maximal m Pfaden zusammen, die in (¢, €) beginnen und keine Wahl der
Fortsetzung erlauben. Insgesamt konnen wir uns auf Pfade beschrianken, die
in (e,¢) beginnen, bereits eine initiale Beschriftung haben und keine Wahl
der Fortsetzung erlauben.

Wird irgendwann einer der y;-Pfade gewéhlt, dann erreichen wir den
Zustand ¢; mit der Schleife z; = («, 3) iiber einen Pfad, der ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit mit (u, uv) beschriftet ist. Dieser Pfad kann genau dann
zu einem w-Pfad erweitert werden, wenn al’lv = vgl?l gilt. Es geniigt, zu
entscheiden, ob ein Pfad p, der keine Wahl der Fortsetzung erlaubt und nicht
aus id(A*) ist, unendlich oft durch [e verlaufen kann. Das ist genau dann der
Fall, wenn der Nachfolger (id(A*)™'p, {xo,...,Zm_1}, (¢,€)) von I unendliche
Losungen hat, die nicht aus endlichen Losungen zusammen gesetzt sind. Wir
starten die Prozedur rekursiv fiir diesen Nachfolger und brechen die Rekursion
ab, wenn eine Instanz zum zweiten Mal auftaucht. Die Originalinstanz hat
genau dann Losungen, wenn die sich wiederholende Instanz eine mit (u, uv)
oder (uv,u) beschriftete Schleife um Je hat. O

Die verschiedenen Typen von Vesa Halava finden sich auch in diesem Beweis
wieder: Pfade mit zwei oder mehr Wahlmoglichkeiten sind aus Lésungen
zusammengesetzt, Pfade mit hochstens einer Wahlmoglichkeit verlaufen ent-
weder unendlich oft durch [e und sind dann in Blécke zerlegbar, oder sie
verlaufen nur endlich oft durch Je und sorgen dafiir, dass die Anzahl der
Blocke echt kleiner als die Anzahl der Symbole in A ist. Insbesondere wird
hier klar, dass der dritte Halava-Typ einem unproduktiven Pfad durch —7%(s)
entspricht, in dem Sinne, dass iiber diesen Pfad der Knoten [e nicht erreicht
werden kann.

Binare Instanzen

Als Anwendung der Entscheidbarkeit markierter Instanzen zeigen wir die
Entscheidbarkeit binérer Instanzen. Betrachten wir den gesamten Bogen,
von der Zerlegung der Koinzidenzmenge iiber den Begriff des Nachfolgers
und die Entscheidbarkeit markierter Instanzen, dann stellen wir fest, dass
der Beweis der Entscheidbarkeit bindrer Instanzen erheblichen Aufwand
verursacht. Die Entscheidbarkeit von Instanzen mit nur einer Regel folgt aus
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einem einfachen Abzéhlargument, der Sprung zur Entscheidbarkeit binarer
Instanzen ist gewaltig. Dazu im Gegensatz steht die Beobachtung, dass es
nicht gelingt, schwierige bindre Instanzen zu konstruieren. Dem Autor ist
zum Beispiel keine bindre herkémmliche Instanz bekannt, deren minimale
Losung langer als max{1, ||h(a)| — |g(a)|| + [|R(b)| — |g(b)||} ist. Vieles deutet
darauf hin, dass es einen kurzen und elementaren Beweis der Entscheidbarkeit
binarer Instanzen gibt.

Herkommliche

Wir zeigen, dass die Menge P(2) \ D der nichtperiodischen bindren herkémm-
lichen Instanzen entscheidbar ist, in dem wir aus einer Instanz I € P(2) \ D
eine binire markierte Instanz I € M NG(2) \ D mit der selben Gleichheits-
menge wie I konstruieren. Zunéchst stellen wir fest, dass gemeinsame Préfixe
von h und von g nach rechts rotiert werden diirfen. Fiir einen Morphismus
m : A* — B* bezeichnen wir mit P(m) = (1,., pref(m(a)) die Menge aller
gemeinsamen Préfixe von A-Bildern von m. Jedes Bild von m iiber A hat ein
Prifix aus P(m).

Lemma. (Erstes Préfixlemma) Sei I € P eine herkémmliche Instanz mit
dem gemeinsamen Prifiz p € P(h) N P(g) aller A-Bilder von h und von g
und I die herkommliche Instanz mit h(u) = p~'h(u)p und g(u) = p~tg(u)p.

Dann gilt Eq(I) = Eq(1).

Beweis: Zunichst sind p~*h(u)p und p~tg(u)p wohl definiert, da p Prifix
jedes A-Bildes von h und von g ist. Nun folgt aus h(u) = g(u) <= h(u)p =
g(u)p <= ph(u) = pg(u) < h(u) = ¢(u) die Behauptung. O

Es gilt entweder P(h) N P(g) = {e} oder es gibt ein Symbol, das Prifix
samtlicher Bilder von A und von g ist. Dieses Symbol darf bei herkémmlichen
Instanzen laut erstem Préifixlemma nach rechts rotiert werden, ohne die
Gleichheitsmenge zu verdndern. Fiir nichtperiodische Instanzen kann diese
Operation nur endlich oft ausgefiihrt werden. Anschliefsend hat mindestens
einer der Morphismen h und g zwei verschiedene Bilder, die mit verschiedenen
Symbolen beginnen. Fiir bindre Instanzen heifst das aber nichts anderes, als
dass dann einer der Morphismen markiert ist.

Folgerung. P(2)\ D ist entscheidbar <= M'NP(2)\ D ist entscheidbar.

Im ersten Préfixlemma haben wir gemeinsame Préfixe beider Morphismen
rotiert. Betrachten wir nur noch gemeinsame Prifixe eines einzelnen Morphis-
mus, dann kénnen wir immer noch rotieren, wenn wir gleichzeitig zu einer
allgemeinen Instanz iibergehen.
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Lemma. (Zweites Prifixlemma) Sei I € P eine herkdmmliche Instanz mit
dem gemeinsamen Prifiz p € P(h) aller A-Bilder von h und I die Instanz mit

h(u) = p~'h(u)p, § =g, 5 = (p,e) und f = (¢,p). Dann gilt Bq(I) = Eq(I).

Beweis: Erneut ist p~'h(u)p wohl definiert, da p Préfix sémtlicher A-Bilder
von h ist. Nun folgt aus h(u) = g(u) <= h(u)p = g(u)p < ph(u) = g(u)p
die Behauptung. ([l

Im Beweis haben wir lediglich benutzt, dass p~h(u)p wohl definiert ist. Fiir
nichtperiodische Instanzen gibt es ein maximales zy,, fiir das z; 'h(u)z), wohl
definiert ist. Wenden wir auf eine herkémmliche Instanz zunéchst das erste
und anschlieffend das zweite Préafixlemma auf z;, an, dann erhalten wir eine
allgemeine Instanz, deren beide Morphismen jeweils verschiedene Bilder haben,
die mit verschiedenen Symbolen beginnen.

Folgerung. P(2)\ D ist entscheidbar <= MNG(2) \ D ist entscheidbar.

Zusammen mit der Entscheidbarkeit periodischer Instanzen aus Folgerung
26d, der Tatsache, dass entscheidbar ist, ob eine Instanz periodisch ist und
der Entscheidbarkeit markierter Instanzen aus Satz 79c¢ kénnen wir festhalten:

Folgerung. P(2) ist entscheidbar.

Dieses Resultat wurde 1982 erstmals gezeigt. (Ehrenfeucht, Karhuméki, Rozen-
berg [5]) Der erste Beweis ist etwa 20 Seiten lang und fiihrt einige aufwéndige
Fallunterscheidungen durch. Spéter hat Vesa Halava einfachere Beweise gege-
ben, die vor allem deshalb einfacher sind, weil er die Theorie der Nachfolger
fiir markierte Instanzen entwickelt und benutzt. (Halava et al. [8, 11, 12])
Wir haben nun nicht nur in 63b eine neue, einfachere und allgemeinere Dar-
stellung der Theorie der Nachfolger und in 79b einen einfacheren Beweis
der Entscheidbarkeit markierter Instanzen, auch der hier prasentierte Schritt
von bindren herkdmmlichen zu bindren markierten allgemeinen Instanzen ist
sowohl allgemeiner formuliert als auch leichter versténdlich.

| hat nach erstem Préfix-

Beispiel: Die Instanz Igs.(n,m) = || gnomy
lemma die selbe Gleichheitsmenge wie die Instanz Igo.(n, m) = || gmlgn %% |l
die nach zweitem Prifixlemma die selbe Gleichheitsmenge (a™b™)* wie die
markierte Instanz Iog.(n, m) = 1ovom 1059 197 | hat. 3

om10m ‘
0

£
om

Beispiel: Der Status der Instanz Igor = || 999 9 %91 || ist nicht leicht zu
ermitteln. Nach zweitem Priafixlemma ist sie aber dquivalent zur Instanz
Tooy = |01 99 000 1010 8| die viel leichter ist: Fiir eine Losung miisste ein Pfad
von |0 nach 7000 gefunden werden, aber im Gegensatz zu lgoy ist in I 7 kein

Ubergang mit Anderung der Position von | nach T mdglich. J
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Binare Instanzen Allgemeine

Allgemeine

Das erste und das zweite Préafixlemma setzen beide herkémmliche Instanzen
voraus. Wir wiirden gern die selbe Konstruktion auch fiir allgemeine Instanzen
durchfiithren. Das heift, wir wiirden zur Instanz I mit § = s ®p(p, €) und f=
(p~',e) & f iibergehen. Dabei loschen die Operation &, und @ vorhandene
gemeinsame Préfixe oder vorhandene gemeinsame Suffixe, das heift, z G,y €
id(B*) " 'zy und z ®yy € zyid(B*)~!. Beachte, dass @, und @, nur partielle
Operationen sind. Zwar kénnen wir uns iiberlegen, dass I nur dann eine
Losung haben kann, wenn s;p und s| vergleichbar sind, aber p~! f; konnte
nicht definiert sein. Die Losung liegt im Einfiigen eines Bildes h(a) fiir ein
a € A. Das Wort p~'h(a) f; ist definiert, wenn p gemeinsames Prifix jedes A-
Bildes von h ist.

Lemma. (Allgemeines Prifixlemma) Sei I eine Instanz mit dem gemeinsa-
men Prific p € P(h) aller A-Bilder von h und I(a) fir ein a € A die Instanz
mit h(u) = p~'h(u)p, § = g, 5 = s®p(p,€) und [ = (p~'h(a), g(a)) ®s f.
Dann gilt Eq(I) N A*a = Eq(I(a))a.

Beweis: Da p gemeinsames Prifix sdmtlicher A-Bilder von h ist, sind sowohl
h als auch p~'h(a) wohl definiert. Wenn § nicht definiert ist, dann sind
s;p und s nicht prifixvergleichbar und sowohl Eq(I) als auch Eq(I(a))
sind beide leer. Wenn f nicht definiert ist, dann sind p~'h(a) fiy und g(a)f,
nicht suffixvergleichbar und auch nicht h(a)f; und g(a)f,. Also sind dann
sowohl Eq(I(a)) als auch Eq(I) N A*a beide leer. Wenn sowohl § als auch f
definiert sind, dann gilt ua € Eq(I) <= sih(u)h(a)f; = s;g(u)g(a)f| <

siph(w)p~'h(a) fr = s19(u)g(a) f, <= u € Eq(I(a)). O

Das allgemeine Prifixlemma erlaubt ebenfalls die Rotation gemeinsamer
Prifixe, es entstehen nun aber bis zu |I| neue Instanzen. Auferdem haben
die neuen Instanzen nicht die selbe Gleichheitsmenge wie die urspriingliche,

sondern es gilt nur noch Eq(/(a))a = Eq(I) N A*a, das heiftt, I hat genau
Losungen, die auf a enden, wenn I (a) iberhaupt Losungen hat. Wenden wir
das allgemeine Préfixlemma £ Mal an, dann kénnen wir nur noch sagen, dass
I genau dann Losungen mit einer Lange von mindestens & hat, wenn die k-
fach rotierte Instanz iiberhaupt Losungen hat. Mit anderen Worten konnen
bei dieser Konstruktion nur kurze Losungen bekannter Maximallénge verloren

gehen.

Folgerung. G(2) ist entscheidbar.
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Theorie Nachfolger

Tatséchlich entscheiden wir periodische Instanzen nach Folgerung 26d und
fiir nichtperiodische kann das allgemeine Préfixlemma nur endlich oft ange-
wendet werden, bis wir zu einer markierten Instanz kommen, die nach Satz
79c entschieden wird. Bei jeder Anwendung des allgemeinen Préfixlemmas
entstehen nur endlich viele neue Instanzen, also auch nur endlich viele zu
untersuchende markierte Instanzen. Schlieflich priifen wir noch, ob eventuell
kurze Losungen iibersehen wurden.

Diese Konstruktion findet sich auch bei Vesa Halava, ist aber dort kompli-
zierter ausgefiihrt, da nicht die Rotation eines gemeinsamen Préfixes betrachtet
wird, sondern es wird direkt zur schliefslich resultierenden markierten Instanz
iibergegangen. Es muss dann statt iiber (p~'h(a), g(a)) @ f fiir ein einzelnes
Symbol a € A sofort iiber (z; 'h(x), g(x)) & f fiir ein zunichst unbekanntes
Wort € A* und ein maximales z, gesprochen werden. (Halava [12]) Mit
anderen Worten behandeln wir hier einen einzelnen Schritt wo Vesa ganze
Pfade betrachtet. Die benotigten Eigenschaften lassen sich aber am einzelnen
Schritt leichter zeigen.

Dariiber hinaus gilt das allgemeine Préfixlemma nicht nur fiir binédre
Instanzen, sondern wir konnen jede Instanz in eine Form bringen, in der beide
Morphismen verschiedene Bilder haben, die mit verschiedenen Symbolen
beginnen.

Beispiel: Sei Ioy, die Instanz Iy, = | 2] 4 |2]. Wenden wir das allgemeine
Prifixlemma auf das gemeinsame Préfix 0 € P(h) an, dann erhalten wir die
Instanz Tose(a) = |90 & 190|5 | da (0~ h(a), g(a)) ®s f = (0710,00) @4(0,¢) =
(¢,0) ist. Die Komponenten von (07'h(b),g(b))f = (07'010,01)(0,e) =
(100, 01) sind nicht suffixvergleichbar, also ist fosq(b) nicht definiert.

Wenden wir auf f94a(a) das allgemeine Prifixlemma fiir das gemeinsame
Priifix 0 € P(§) an, erhalten wir die Instanz Iy (a)(a) = [2] 9 2%9|§], da
(h(a), 07 g(a)) ®s f = (0,07100) @4 (,0) = (,0) ist. Erneut ist die Rotation
mit b nicht moglich.

Die Gleichheitsmenge von Igy,(a)(a) ist die Menge Eq(lgsq(a)(a)) = (ab)*.
Wenn u = (ab)’ ist, dann gelten $/(ua)f; = 00(0100)°0 = (0001)'000 =

$19(ua) f| und syh(uaa)f; = 0(0010)°000 = (0001)°0000 = s,g(uaa)f|. 3

Beispiel: Wir konnen das allgemeine Prifixlemma auch simultan fiir ge-
meinsame Prifixe p;, € P(h) und p, € P(g) formulieren. Wir gehen dann zu
§=5Dp(pn,py) und f = (py, 'h(a), p, 'g(a)) & f iiber. Fiihren wir die beiden
Schritte aus Beispiel 94a simultan aus, dann erhalten wir die Instanz Jg4a(a) =
121 15’ [£], da (07'A(a),07 g(a)) @5 f = (0710,07100) &5(0,¢) = (c,¢) ist.
Die Gleichheitsmenge ist nun Eq(Jyy,(a)) = a(ba)* und fiir u = a(ba)’ gilt
sth(ua) fy = 00(0100)°00 = s, g(ua)f,. 3
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Beispiel: Das simultane allgemeine Préfixlemma kann auch auf herkémmliche

Instanzen angewendet werden. Fiir die Instanz lgs, = || o0; o1 ||, erhalten
wir mit lose(a) = || A8 |61 | und Iosa(b) = [2]o% 455 zwei unlésbare
Instanzen: Es ist fiir ¢ € {a, b} jeweils M(Igs5,(c)) = F(Ig5.(c)) = 0. N
Gleichheitsmengen

Die Struktur der Gleichheitsmengen bindrer herkémmlicher Instanzen wur-
de 1983 im Zuge von Untersuchungen iiber Testmengen partiell geklart.
(Ehrenfeucht, Karhumiki, Rozenberg [4|, Harju, Karhuméki [13]) Fiir nicht-
periodische Instanzen gilt demnach Eq(7) = {a, 8}* oder Eq(I) = (ay*5)*
fiir Worter {a, 8,7} C A*, wobei stets vermutet wurde, dass der zweite Fall
nicht eintreten kann. Stépan Holub hat 2003 einen Beweis dieser Vermutung
veroffentlicht. (Holub [14]) Allerdings enthélt diese Arbeit Fehler, die in einer
neuen Version behoben worden sein sollen.

Die partielle Charakterisierung von Ehrenfeucht, Karhuméki und Rozen-
berg beruht wesentlich auf dem Konzept des kritischen Uberhangs, das auch
von Holub verwendet wird. Es sagt aus, dass es im Suchgraphen —7((¢, ¢))
einer nichtperiodischen Instanz I nur einen einzigen Uberhang geben kann,
der auf dem Weg zu zwei verschiedenen Losungen liegt. Wir wollen diese
Erkenntnis mit unseren Begriffen formulieren. Dazu sei I eine nichtperiodische
bindre herkommliche Instanz. Nach erstem Préfixlemma konnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass h markiert ist und nach
zweitem Préfixlemma hat I die selbe Gleichheitsmenge wie die markierte
Instanz I mit g(u) = 2z, 'g(u)z,, die das Startpaar (g, z,) und das Endpaar
(z4,€) hat. Hier ist z, das lingste Wort, fiir das ¢ wohl definiert ist. Simples
Einsetzen der Definition der Suchrelation ergibt nun (g, ¢) »%; (24,€)r <=
hap)ry = gla))zgry <= hlar)r) = zg9(a))zr <= (€,25) ~=; x. Das
heiftt, die Suchgraphen von I und [ sind isomorph. Da I markiert ist und
also hochstens am Uberhang (e, ) eine Wahl der Fortsetzung méglich ist,
folgt unmittelbar, dass in I hochstens am Uberhang (z,,¢) eine Wahl der
Fortsetzung moglich ist.

Nun ergibt sich die partielle Charakterisierung, da es im Suchgraphen von
I entweder zwei Schleifen « und  um (g,¢) gibt, oder eine Schleife v um
(24, €) mit dem Weg a von (e, €) nach (z,,¢) und dem Weg 3 zuriick von (z,4, €)
nach (g, ¢). Die volle Charakterisierung, die den zweiten Fall ausschlieft, ist
nicht so leicht zu haben, denn wie Beispiel 96b zeigt, kann der zweite Fall
fiir bindre markierte allgemeine Instanzen eintreten. Solche Instanzen koénnen
nicht durch Anwendung der Prifixlemmas aus herkémmlichen Instanzen
erzeugt werden. Im Prinzip zeigt Holub genau das, wir wollen die dazu
notwendigen vielen technischen Details hier aber nicht wiedergeben. Der
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Autor vermutet, dass es einen einfachen Beweis der Unméglichkeit des zweiten
Falls gibt, wahrscheinlich sogar eine einfache Argumentation, die sowohl
die Entscheidbarkeit bindrer Instanzen zeigt als auch die Struktur binérer
Gleichheitsmengen klért.

Beispiel: Die Instanz Ios, = || % 1, || hat den Suchgraphen

in dem nur am Knoten 10 = (z,,¢) eine Wahl der Fortsetzung moglich ist.
Die Instanz Iog, = | 5| % 130 | Y| hat den Suchgraphen

in dem hochstens am Knoten Je eine Wahl der Fortsetzung moglich sein kann
und der isomorph zum Suchgraphen von lyg, ist. J

Beispiel: Die Instanz Iog, = || ) 191 || hat die Gleichheitsmenge Eq(log,) =
{ab,ba}* und den Suchgraphen

b b
10— lem—=1701
| aaT

der auch Suchgraph der Instanz Isop = | {5 o0 191 0| ist. Die Instanz Igy, hat
die Gleichheitsmenge Eq(Igg) = (b(ba)*a)*, der Fall einer unendlich erzeugten
Gleichheitsmenge ist also sehr wohl moglich. Allerdings kann die Instanz Igo,
nicht durch Anwendung der Préfixlemmas aus einer herkdmmlichen Instanz
erzeugt werden. a
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Praxis

Es gibt unzéhlige Einlassungen zum Zusammenhang zwischen Theorie und
Praxis. Viele der in dieser Arbeit préasentierten Beispiele sind durch Pro-
gramme aus teilweise sehr grofsen Kandidatenmengen ausgewahlt worden.
Sie erfiillen oft eine ganze Palette von Kriterien: Sie verdeutlichen eine be-
stimmte Eigenschaft sehr gut, sind klein, die notwendigen Rechnungen sind
nicht ausufernd, bestimmte Eigenschaften fehlen, ... Die Programme wur-
den implementiert und natiirlich getestet. Dazu wurden unter Verwendung
von Bleistift und Papier Instanzen konstruiert, die Randféille darstellen. Die
experimentellen Daten haben dann zu neuen Vermutungen gefiithrt oder zu-
mindest geholfen, bekannte Techniken genauer zu verstehen und schérfer zu
formulieren. Und so weiter und so fort.

Richard Lorentz hat im Jahr 2000 auf der Konferenz ,Computer and
Games” ein Programm vorgestellt, das herkommliche Instanzen erzeugen
und l6sen kann. (Lorentz [22|) Dieses Programm kann Instanzen mit leerer
Start- oder mit leerer Endmenge wie in 19a und mit falscher Langen- oder mit
falscher Elementbalance dhnlich wie in 23b erkennen. Es sucht anschliefend im
Suchgraphen aus 28a nach Losungen. Als Suchstrategie kommt dabei iterative
Tiefensuche zum Einsatz, also wird bis zu einer gewissen Tiefe m gesucht,
die bei Misserfolg schrittweise bis zu einer Maximaltiefe M erhoht wird.
Dabei werden pro Suche bereits besuchte Knoten memoriert und mehrfaches
Traversieren von Teilgraphen wird verhindert.

Das Programm von Richard Lorentz ist zwar im Vergleich mit den vom
Autor entwickelten Boliden nicht besonders effizient, doch es zeigt bereits die
Grobstruktur, die alle spateren Entwicklungen beibehalten haben: Erkenne
unlosbare Instanzen moglichst friith und suche schrittweise nach immer lénge-
ren Losungen. Bereits mit diesem einfachen Programm kam Richard Lorentz
zu der richtigen Vermutung, dass die Instanz [14, die Instanz mit der langsten
kiirzesten Losung (der Linge 75) in P(3,3) N &Y ist.

Ling Zhao, ein Schiiler von Richard Lorentz, hat dessen schwache Ver-
mutungen iiber die schwierigsten Instanzen der Klassen P(3,4) und P (4, 3)
von 119 auf 252 und von 204 auf 302 verschérft. (Zhao [44]) Er liegt damit
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zwar deutlich unterhalb der vom Autor gefundenen 452 und 595, aber in
der Rangliste der schwierigsten bekannten Instanzen liegt die von Ling Zhao
gefundene Instanz aus P(3,4) mit der kiirzesten Losung der Lénge 252 auf
dem zweitem Platz. Das Programm von Ling Zhao ist an mehreren Stel-
len gegeniiber dem von Richard Lorentz verbessert: Es erlaubt das schnelle
systematische Durchsuchen ganzer Klassen, wobei nur jeweils ein Vertreter
einer Isomorphieklasse betrachtet wird, es sucht in der gespiegelten Instanz,
falls der Suchgraph, wie in Beispiel 31a, dort kleiner ist und es verwendet
eine einfache Variante des Maskierens aus 42b um unlésbare Instanzen zu
erkennen. Ein wesentlicher Beitrag zur Beschleunigung der Suche ist das in
33a beschriebene Abschneiden von Pfaden, die aus Abzéhlgriinden innerhalb
der Suchschranke nicht mehr zu einer Losung fithren konnen.

Dank dieser Verbesserungen ist Ling Zhao in der Lage, auch in den
Klassen P(3,5) und P(4,4) nach schwierigen Instanzen zu suchen. Er geht
dabei zwar nicht mehr systematisch vor, sondern wahlt zuféllig Instanzen
aus, zumindest in der Klasse P(3,5) findet er aber eine Instanz mit einer
kiirzesten Losung der Lange 240, die in der Rangliste in dieser Klasse heute
immer noch auf Platz 5 liegt. Die schwierigste bekannte Instanz in dieser
Klasse hat eine kiirzeste Losung der Lange 528. In der Klasse P(4,4) ist die
von Ling Zhao gefundene Instanz mit einer kiirzesten Losung der Lange 256
aus heutiger Sicht nicht wirklich schwierig. Es sind Dutzende schwierigere
Instanzen bekannt, sogar drei verschiedene mit einer kiirzesten Losung der
Léange 880. Der Autor ist heute mit Hilfe von in allen Bereichen nochmals
stark verbesserten Programmen in der Lage, die Klassen P(3,5) und P(4,4)
systematisch zu bearbeiten.

Ebenfalls randomisiert geht Heiko Stamer vor, der eine Sammlung von
Rekordinstanzen unterhélt. (Stamer [40]) Er hat gegeniiber dem Programm
von Ling Zhao zwar keine wesentlichen Verbesserungen implementiert, hat aber
lange und intensiv gesucht und so auch einige schwierige Instanzen gefunden.
Zusammen mit Johannes Waldmann und Mario Schmidt hat Heiko Stamer
die Wichtigkeit des Ermittelns empirischer Daten betont: Sie konnen helfen,
Vermutungen iiber die maximale Lénge kiirzester Losungen aufzustellen.
Sie vermuten, dass in P(3) die Linge der kiirzesten Losung in O(wd?) liegt.
(Waldmann, Schmidt, Stamer [42]) Mario Schmidt zeigt 2006, dass es Familien
in P(3) gibt, deren kiirzeste Losung kubisch beziiglich der Weite wéchst.
(Schmidt [39]) Stéarkeres Wachstum in P(3) ist nicht bekannt.

Ubrigens hat bereits Richard Lorentz vermutet, dass in P(2) nur lineares
Wachstum moglich ist. Es spricht einiges fiir diese Vermutung, die wir in 90a
sehr scharf formulieren.

Kiirzlich haben Stépan Holub und Vesa Halava gezeigt, dass G(2) in
polynomieller Zeit entscheidbar ist, doch sie konnen selbst exponentielles
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Wachstum nicht ausschliefen. (Holub, Halava [15])

Wir stellen in diesem Kapitel dar, wie effiziente Programme entwickelt
werden konnen, die sowohl viele unlésbare Instanzen automatisch erkennen,
als auch in der Lage sind, sehr grofse Suchgraphen zu bearbeiten. Diese beiden
Aufgaben sind von recht verschiedener Natur: Beim Erkennen unlosbarer
Instanzen handelt es sich um nichts anderes als das automatische Erzeugen
von Beweisen. Diese Beweise konnen sehr unterschiedlich sein, sie kénnen zum
Beispiel aus dem Nullraum eines Gleichungssystems bestehen, sie konnen aber
auch aus einem oder mehreren endlichen Automaten bestehen, die Mengen
von Uberhéingen beschreiben. Entsprechende Programme miissen also mit
unterschiedlichen Objekten umgehen, die dariiber hinaus auch interagieren,
wenn zum Beispiel in endlichen Automaten kodierte Information iiber ver-
botene Uberhéinge zum Maskieren verwendet werden soll. In Abschnitt 101b
werfen wir einen Blick auf entsprechende Werkzeuge und deren effiziente
Nutzung.

Beim Bearbeiten sehr grofser Suchgraphen stellt sich eigentlich nur ei-
ne einzige Frage: Wie kann der Durchsatz maximiert werden? Diese Frage
eroffnet einen sehr groffen Raum fiir mogliche Implementationen, wir stel-
len in 110c einige Teilantworten vor. Neben der sequentiellen spielt in 116b
auch die parallele Bearbeitung sehr grofer Suchgraphen eine Rolle. Wir be-
schreiben Schemata zur Verteilung der Last, die sich bei der Bearbeitung
von Suchgraphen mit bis zu 10'® Knoten als duferst effizient heraus gestellt
haben.

Doch wir beginnen mit einer weiteren, eigensténdigen Aufgabe:

Erzeugen, Nummerieren, Normzieren

Die Frage, wie viele Instanzen in der Klasse P(g,w) enthalten sind, ist
leicht zu beantworten: Es sind genau |B=%|*, wobei |B="| die Anzahl der
Worter iiber dem Alphabet B ist, die hochstens die Léange w haben. Es gilt
| P(g,w)] = (>°1|B|")%, zum Beispiel enthélt P(3,4) fir |B| = 2 bereits
887503 681 Instanzen.

Die Frage, wie diese Instanzen aufgezahlt werden kénnen, ist schon etwas
komplizierter: Fiir kleine Klassen geniigt ein triviales Programm, das P(g, w)
irgendwie aufzahlt. Bei groferen Klassen kénnte eine rekursive Implemen-
tation bereits Probleme mit zu grofsen Stapeln bekommen. Dariiber hinaus
sollen die 852891037441 Instanzen in P(4,4) bei |B| = 2 vielleicht nicht
am Stilick bearbeitet werden, sondern zum Beispiel verteilt auf mehreren
Maschinen. Es bietet sich also an, eine Bijektion ¢(g,w) zwischen P(g,w)
und {0,...,|P(g,w)| — 1} zu implementieren. Dazu gehen wir von einer Ko-
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dierung der Worter in BS% aus und implementieren zunichst generisch eine
Kodierung von Paaren aus B=% x B<* und dann von Listen solcher Paare.

Haben wir ¢(g, w) vorliegen, dann kénnen wir beliebige Teilmengen von
P(g,w) kostenglinstig aufzéhlen. Insbesondere haben wir das gleichverteilte
Erzeugen zufélliger Instanzen auf das gleichverteilte Erzeugen von ganzen
Zahlen aus {0,...,|P(g,w)| — 1} zuriickgefiihrt.

Auflerdem verbietet sich das externe Erzeugen von Instanzenmengen, also
das Erzeugen und Zwischenspeichern zur weiteren Verarbeitung. Einerseits
sind die Datenmengen viel zu grof und andererseits wiirde das ein zusétzliches
Einlesen erfordern. Statt dessen sollen Instanzen nach Bedarf erzeugt werden.
Die klassische Losung fiir dieses Problem ist die Coroutine, die leider in den
meisten Programmiersprachen nicht vorgesehen ist.

Implementation: Bereits an diesem Punkt stellt sich heraus, dass die Spra-
che Haskell sehr gut geeignet ist, die abstrakten Aufgaben zu implementieren.
Es handelt sich um eine stark getypte funktionale Sprache mit fauler Auswer-
tung und ohne Seiteneffekte. (Haskell Report [20]) Referentielle Transparenz
erleichtert das Schreiben von korrekten Programmen und die faule Auswer-
tung ermoglicht Komposition von Programmteilen. Insbesondere bekommen
wir Coroutinen frei Haus, sogar ohne explizite Erwéhnung. Haskell wird ak-
tiv von der Nutzerinnengemeinschaft weiter entwickelt, die sich sowohl im
akademischen als auch im industriellen Umfeld bewegt. Dank optimierender
Ubersetzer hoher Qualitit werden in Haskell geschriebene Programme schnell
und zuverléssig auf einer Reihe von Plattformen ausgefiihrt. J

Als letzte vorbereitende Mafsnahme wollen wir Instanzen so normieren, dass
alle Mitglieder einer aus (14c) abgeleiteten Isomorphieklasse gleich sind.
Dazu erzeugen wir alle Instanzen, die durch Hintereinanderausfithrung der
Operationen Spiegeln, Transponieren, Permutieren des Quellalphabets A und
Permutieren des Zielalphabets B entstehen und definieren die lexikographisch
kleinste dieser Instanzen als Normalform. Eine Isomorphieklasse hat bis zu
4¢!|B|! Mitglieder, die Menge P(4,4) enthilt bei |B| = 2 also mindestens
4442 140 821 paarweise nichtisomorphe Instanzen.

Zahlen: FEinige Anzahlen von Elementen in P(g,w) bei |B| = 2:
g w 1 2 3 4 5t 6

1 9 49 225 961 3969 16129
2 81 2401 50625 923521 15752961

3 729 117649 11390625 887503681

4 6561 5764801 2562890625
)

6

59049 282475249
531441
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Die zugehorigen Anzahlen von Isomorphieklassen in P(g, w) bei |B| = 2:

g w 1 2 3 4 ) 6
1 4 14 47 163 589 2213
2 17 231 3748 60376 999 842

3 92 3168 253976 18673528

4 147 37653 13991 481

D 360 380958

6 819

Fiir wachsendes w néhert sich die Anzahl der Isomorphieklassen recht schnell
der minimal moglichen Anzahl. Das heifst, die Isomorphieklassen schopfen im
Schnitt ihre maximal mdégliche Grofie besser aus, was nichts anderes bedeutet,
als das fiir eine grofere Instanz die Chance geringer ist, dass sie invariant
gegeniiber den Transformationen innerhalb der Isomorphieklasse ist.

Diese Zahlen sind nicht direkt mit denen von Ling Zhao vergleichbar. Er
lasst erstens keine loschenden Morphismen zu und zweitens gibt er die Zahlen

fir P(g,w+ 1)\ P(g,w) an. (Zhao [44]) N
Beispiel: Die Normalform der Instanz || 4% ;9 1911950 ist die Instanz
Lot = || o0 T 0361 %%°|, deren Isomorphieklasse 192 Instanzen enthélt.

Filtern

Unser Interesse besteht zunéchst darin, solche Instanzen schnell zu erken-
nen, die offensichtlich keine echten Losungen haben oder die offensichtlich
entscheidbar sind. In den Abschnitten 18c und 27a werden einige passende
Methoden vorgestellt. Wir unterteilen diese Methoden in genaue und be-
schrinkte. Eine genaue Methode ist eine Methode, die ohne weitere Parameter
auskommt. Eine solche Methode kann genau angewendet werden: Entweder
eine Instanz wird als unlosbar erkannt, oder sie kann mit dieser Methode
nicht als unlésbar erkannt werden. Beschréankte Methoden hidngen hingegen
von weiteren Parametern ab und eine nicht als unlosbar erkannte Instanz
konnte bei anderer Wahl dieser Parameter eventuell doch als unlésbar erkannt
werden. Solche Methoden arbeiten mit beschrinkter Genauigkeit.

Wir vereinbaren, dass wir Instanzen nicht nur dann von der weiteren Bear-
beitung ausschliefen, wenn wir sie als unlésbar erkannt haben, sondern auch
bereits dann, wenn wir zeigen konnen, dass gewisse Regeln in keiner echten
Losung verwendet werden konnen. Wir fragen also nicht mehr danach, ob die
Gleichheitsmenge echte Losungen enthilt, sondern, ob die Gleichheitsmenge
echte Losungen enthélt, in denen jede Regel mindestens ein Mal verwendet
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wird. Dadurch geht im Prinzip nichts verloren, denn falls wir diese Frage nega-
tiv beantworten kénnen, dann ist die Frage, ob es echte Losungen gibt, zu der
Frage dquivalent, ob eine Instanz mit weniger Regeln echte Losungen besitzt,
in denen jede Regel mindestens ein Mal verwendet wird. Diese Delegation der
Fragestellung kann nur endlich oft vorgenommen werden, da in jedem Schritt
die Anzahl der Regeln kleiner wird.

Die Reihenfolge, in der die einzelnen Methoden dargestellt werden, ent-
spricht der Reihenfolge, in der sie vom Autor aus Effizienzgriinden angewendet
werden. Es gibt dabei einen gewissen Spielraum, der nicht zuletzt von der
Qualitéat der einzelnen Implementationen abhéngt. Die hier présentierte Rei-
henfolge ist als Vorschlag zu verstehen, der sich in der Praxis bewéahrt hat.
Die angegebenen Tabellen sind kumulativ in dieser Reihenfolge, dass heifit,
die Grundgesamtheit der (n + 1)-ten Tabelle sind die Instanzen, die in der n-
ten als noch nicht entschieden markiert sind.

Die Zahlen fiir die Klassen P(4,3), P(4,4) und P(3,5) sind hier nicht an-
gegeben. Der Autor hat diese Klassen mit fritheren Versionen der Programme
oder mit anderen Parametern systematisch bearbeitet. Die dabei ermittelten
Zahlen sind nicht direkt mit den hier angegebenen Zahlen vergleichbar. Da die
systematische Bearbeitung dieser Klassen etwa 2 Jahre in Anspruch genommen
hat, verzichten wir auf eine neue Berechnung, zumal die Leistungsfahigkeit der
einzelnen Methoden auch mit den hier gezeigten Daten eingeschétzt werden
kann. Unter der Adresse ftp://ftp.ira.uka.de/pub/pcp finden sich auch
Listen mit Instanzen aus diesen Klassen.

Genau

Zwar haben wir nicht viele genaue Methoden an der Hand, es handelt sich
dabei aber um sehr leistungsfahige Methoden, die allesamt effizient imple-
mentiert werden konnen.

Zuerst konnten die in 19a definierten Startmengen St(/) und Endmengen
FI(I) einer Instanz I leer sein. Es ist leicht zu iiberpriifen, ob das der Fall
ist und bei wenigen Regeln ist die Chance recht hoch, dass keine Regel eine
Startregel oder eine Endregel ist. Weiterhin konnte der Nullraum des Systems
(20b) entsprechend Folgerung 20c Regeln von der Benutzung ausschliefen.
Dazu implementieren wir den ersten Schritt des Simplexalgorithmus und
wenden ihn auf die Matrix der Symboldifferenzen der Regeln an. Schlieflich
erlaubt Folgerung 23d zusatzlich die Identifikation von Instanzen, fiir die aus
Balancegriinden ein Maximum fiir die Lénge der kiirzesten Losung festgestellt
werden kann. Zum Erkennen unbalancierter Instanzen miissen lediglich die
Vorzeichen der Langendifferenzen der Regeln bestimmt werden.
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Zahlen: Diese vier Methoden angewendet auf kleine Klassen herkommlicher
Instanzen.

Ein Hékchen bedeutet, dass der entsprechende Test passiert wurde. Ei-
ne Instanz mit einem Hékchen in der Spalte St hat also mindestens eine
Startregel. Angegeben sind Anzahlen von Instanzen in Normalform mit dem
entsprechenden Hakchenmuster. In der Klasse P(3,2) werden zum Beispiel
nur 300 Isomorphieklassen nicht durch eine dieser Methoden als unlésbar
erkannt oder zumindest reduziert. Nur die Instanzen in der ersten Zeile, bei
denen alle vier Héakchen gesetzt sind, miissen weiter betrachtet werden.

g 2 3 4
St F123d20c w 1 2 3 4 1 2 31 2
VNN 1 12 99 730 5 300 19868 19 6851
Vv 1 22 359 3910 6 711 53161 26 11067
v v v 4 18 81 474 8 106 2390 15 657
v v 9 120 1364 12531 31 1642 89804 84 16495
v v v 0 1 30 506 0 20 5361 0 336
v v - 0 3 123 2736 0 42 12222 0 296
v v 0 0 0 0 0 0 0 0 0
v o 0 18 486 8408 0 162 25228 0 1059
N A AV 0 0 7227 0 0 1023 0 0
v 0 0 26 901 O 0 2424 0 0
v v 0 0 0 0 0 0 0 0 0

v o 0 0 120 3092 0 0 5410 0 0
v v 0 1 22 58 0 5 2443 0 52

v - 0 1 8 3108 0 10 5033 0 57

SV 1 11 151 2302 1 54 4523 2 264

1 24 800 20865 1 116 25086 1 519

Die vorhandenen Asymmetrien sind der Verwendung von Normalformen
geschuldet. Es gibt zum Beispiel in der Klasse P(3,2) genau 20 Instanzen,
die keine Endregel haben, aber alle anderen Tests bestehen. Aber es gibt
keine Instanzen, die keine Startregel haben, aber alle anderen Tests bestehen.
Wiirden wir die gespiegelte Instanz der lexikographisch kleinsten Instanz als
Normalform definieren, dann wéren diese beiden Zahlen vertauscht.

Wir sehen, dass alle vier Methoden ihre Berechtigung haben. Zwei Kom-
binationen sind nicht moglich, denn die Regeln einer unbalancierte Instanz,
deren Nullraum Losungen erlaubt, in denen alle Regeln verwendet werden,
sind alle gleich lang. Dann ist aber die Startmenge gleich der Endmenge. _
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Beschrankt

Maskieren

Der Prototyp eines beschrénkten Filters ist die Maskenmethode aus 42b. Sie
héngt von den Begriffen erzeugbar und dberdeckbar ab, die nur relativ zu
einer Schranke fiir die Anzahl der Knoten in einem Suchgraphen definiert sind.
Dabei empfiehlt es sich, in der Suchrelation bereits die Ausschlussmengen aus
34a zu beriicksichtigen und genaues Abschneiden aus 32b vorzunehmen. Wie
in 42b bereits erwdhnt, muss die Maskenmethode bis zum Fixpunkt iteriert
werden, der garantiert existiert.

Zahlen: Maskenmethode angewendet auf die Instanzen, die nach dem genau-
en Filtern noch weiter zu betrachten sind. In Suchgraphen zur Entscheidung,
ob ein Uberhang erzeugbar oder iiberdeckbar ist, wurden maximal 100 Knoten
betrachtet.

Ein Hékchen bedeutet, dass die entsprechende Position im Suchgraphen
erlaubt ist. Zum Beispiel muss in der Klasse P(3,3) bei 528 Instanzen nach
der Maskenmethode nur noch die -Position beachtet werden. Alle Instanzen
mit wenigstens einem Héakchen miissen weiter betrachtet werden.

g 2 3 4

Tl w12 3 41 2 3 4 1 2
v v 1 7 28 8 5 168 3935 83339 19 4056
v o 00 4 24 0 14 528 10480 0 460
v 0 3 20 173 0 29 1555 36196 0 638

0 2 38 448 0 89 13850 871860 0 1697

Mit groferer Weite steigt der Anteil der Instanzen, die mit Hilfe der Mas-
kenmethode als unlésbar erkannt werden. Das gibt die Tatsache wieder, dass
langere Worter eine geringere Chance haben, Préifix eines Uberhangs zu
sein. J

Kleines Suchen

Beim Filtern geht es nicht nur darum, unlosbare Instanzen zu erkennen,
sondern wir wollen auch Instanzen erkennen, die kurze Losungen haben.
Nach der Maskenmethode ist der richtige Zeitpunkt gekommen, eine
kleine Losungssuche vorzunehmen: Zum einen haben wir bereits Teile des
Suchgraphen erzeugt und kénnen diese eventuell erneut verwenden. Ande-
rerseits sind die noch verbleibenden Filter recht teuer und sollten daher auf
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moglichst wenige Instanzen angewendet werden. Was eine kleine Suche ist,
héngt von den vorhandenen Ressourcen und von der Anzahl der Instanzen ab.
Wir gehen aber von einer Implementation aus, die nicht optimiert ist, dafiir
aber alle bisher gewonnenen Informationen berticksichtigt, insbesondere tiber
Ausschlussmengen und abgeschnittene Pfade.

Zahlen: Kleines Suchen mit der Schranke 1000, dass heifst, die Suche wird
eingestellt, wenn der Suchgraph bei Breitensuche mit Schleifendetektion mehr
als 1000 Knoten enthélt.

Ein Héakchen bedeutet, dass in einer Instanz, in der gespiegelten Instanz
oder in deren Kombination eine Losung gefunden wurde, oder, dass einer der
Suchgraphen endlich ist und keinen Lésungspfad enthélt. Eine kombinierte
Losung uv® besteht aus einem Pfad s ~%; x und einem Pfad f® % Z%
fiir einen Uberhang z. Es miissen nur die Instanzen ohne Hikchen weiter
betrachtet werden.

g 2 3 4
I 10 0 w 4 o5 1 2 3 4 1 2
0 00 1 85 2194 0 38
v 0 00 0 0 0 O 0
-V 0 00 0 7 93 0 2
VAR 0 0 0 0 2 35 0 3
v oo v o 0 00 0 2 34 0 4
v v 7 282 1171 5 210 5922 127659 19 5107
Die letzte Instanz in P(3,2) ist die Instanz 05, = || & § V||, die mit einiger

Berechtigung als die schwierigste in dieser Klasse bezeichnet werden kann.
Ein Mensch erkennt ihre Unlésbarkeit sehr leicht: Jede Losung muss mit a’h
beginnen, der entsprechende |-Uberhang enthélt aber das Teilwort 11.

Diese Zahlen unterstiitzen einerseits die Vermutung, dass es einen einfachen
Beweis der Entscheidbarkeit von P(2) gibt: Es gelingt schlicht nicht, schwierige
Instanzen mit nur 2 Regeln zu finden. Andererseits darf die Komplexitat der
Maskenmethode mit einkodierten Ausschlussmengen und abgeschnittenen
Pfaden nicht unterschétzt werden.

Die Zahlen zeigen auferdem, dass unter zufillig gewéhlten kleinen Instan-
zen ein hoher Anteil sehr leicht zu entscheiden sein wird.

Bei diesem Versuch wurden keine Instanzen gefunden, die endliche Such-
graphen ohne Losungspfad erzeugen, wie die Zeile zeigt, die nur Nullen enthélt.
Instanzen wie in Beispiel 31c sind also wahrscheinlich recht selten. J
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Simples Einfangen

Im néchsten Schritt wenden wir eine Variante des Einfangens aus 39b an.
Beim Einfangen geht es ja darum, Mengen von Uberhéingen zu finden, die
abgeschlossen gegeniiber der Suchrelation sind und keine Lésung enthalten.
Wahrend 39b eine teure Heuristik beschreibt, die solche Mengen rét, wollen
wir zunéchst zwei simple Varianten betrachten: Bei der ersten vermuten wir,
dass fiir eine Teilmenge R C A die Menge h(R(I) N RT) x g(R(I) N RT)
abgeschlossen gegentiber ~— ist, wobei R(/) die Vorgabemenge aus 19a
ist. In der zweiten Variante vermuten wir, dass (h(R*) N B="4)T oder
(g(R*) N B2V abgeschlossen sind, wobei R eine Teilmenge von Regeln ist.
Diese Vermutungen konnen natiirlich nur relativ zu einer Schranke tiberpriift
werden. Sie versuchen, dhnlich wie bei der Konstruktion der Ausschlussmengen
in 34a, die Situation zu erfassen, in der die Anwendung bestimmter Regeln
nur Uberhéinge erzeugt, auf die keine der restlichen Regeln mehr angewendet
werden konnen. Auf diese Weise kann zum Beispiel erkannt werden, dass bei
der Instanz I1¢5, die Menge ((01)* U 1(01)*1)} abgeschlossen gegeniiber der
Suchrelation mit Berticksichtigung der Ausschlussmengen ist.

Zahlen: Simples Einfangen mit den Schranken 20 und 300: Es wird maximal
20 Schritte lang getestet, ob Abschluss vorliegt. Wenn die endlichen Automaten
zur Beschreibung der Uberhangmengen mehr als 300 Zusténde haben, dann
wird ebenfalls abgebrochen.

Ein Héakchen bedeutet, dass eine kombinierte Losung gefunden wurde,
oder dass der kombinierte Suchgraph endlich ist und keine Losung enthalt.
Es miissen nur die Instanzen ohne Hakchen weiter betrachtet werden.

g 3 4

o0 w2 3 4 2
0 37 1216 11

-V 1 48 978 27
v o 0 0 0 O

Bei wenigen Regeln treffen die naiven Vermutungen recht héufig zu. Die
Klasse P(3,2) ist nun ebenfalls komplett automatisch klassifiziert. 4

Balancieren mit Vorgabe

Das Balancieren mit Vorgabe aus 24a ist ein recht teurer Filter. Bisher waren
die beteiligten Objekte Graphen von Uberhéngen und endliche Automaten.
Nun kommen kontextfreie Sprachen ins Spiel, die durch Grammatiken und
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Kellerautomaten représentiert werden. Die Lehrbuchkonstruktionen zur Be-
rechnung des Schnitts einer kontextfreien mit einer regulédren Sprache gehen
von einem Kellerautomaten aus. Die Entscheidung, ob eine kontextfreie Spra-
che leer oder endlich ist, wird in der Regel mit Hilfe einer kontextfreien
Grammatik getroffen.

Wir haben beide Modelle implementiert und beginnen mit einer Darstel-
lung des Kerns g, ' (I)(d) der Balance-Abbildung durch einen Kellerautomaten.
Wir berechnen dann den Schnitt mit der Vorgabemenge R(/) und erhalten
einen weiteren Kellerautomaten. Um zu entscheiden, ob die resultierende
Sprache leer oder endlich ist, berechnen wir eine Grammatik in Chomsky-
Normalform, die, bis auf das leere Wort, die selbe Sprache wie dieser Keller-
automat akzeptiert. Wir gehen noch etwas genauer vor und berechnen den
Schnitt mit der Menge R(I) N St(/)A* N A* F1(I), also mit der Vorgabemenge,
erginzt um die Information iiber mogliche erste und letzte Regeln.

Die Parameter dieser Methode sind die Vektoren v € Z!®l und wie in 24a
erwéhnt, sollten wenigstens die Summen von Teilmengen der Einheitsvektoren
untersucht werden.

Zahlen: Balancieren mit Vorgabe fiir die Vektoren (0, 1), (1,0) und (1,1).

Ein Hékchen bedeutet, dass erkannt wurde, dass nicht alle Regeln in
Losungen verwendet werden kénnen. Es miissen nur die Instanzen ohne
Hékchen weiter betrachtet werden.

g 3 4

o w 3 4 72
28 1044 7

v 9 172 4

Es werden relativ wenige Instanzen als unlosbar erkannt, die Verbindung
aus kombinatorischen und algebraischen Argumenten ist aber tatsichlich
machtiger als die Summe der beiden Einzelteile. g

Einfangen

Der teuerste implementierte Filter ist das Einfangen mit der in 39b beschrie-
benen Heuristik. Kurz gesagt konstruieren wir einen Teil des Suchgraphen und
vermuten dann, dass die dabei gefundenen Uberhénge bereits geniigen, um die
Struktur der Uberhénge des gesamten Suchgraphen zu beschreiben. Genauer
vermuten wir, dass der gesamte Suchgraph nur Uberhinge enthilt, die nur
Prifixe, Suffix und Infixe enthalten, die die Uberhéinge des konstruierten Teils
bereits enthalten.
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Die hohen Kosten entstehen, da fiir verschiedene (Paare von) Automaten
iiberpriift werden muss, ob sie eine Menge von Uberhéngen beschreiben, die
abgeschlossen gegeniiber der Suchrelation ist.

Zahlen: Einfangen mit der Heuristik aus 39b. Wir konstruieren einen An-
fangsteils des Suchgraphen mit 1000 Knoten. Anschliefend raten wir fiir
k € {3,4,5,6}, dass bereits alle Priifixe und Suffixe von Uberhéingen im
Suchgraphen der Linge k und alle Infixe aufgetreten sind. Zur Uberpriifung
nehmen wir maximal 20 Schritte mit der Suchrelation {iber diesen Automaten
vor, die maximal 500 Zusténde haben diirfen.

Ein Héakchen bedeutet, dass Unlosbarkeit erkannt wurde. Es miissen nur
die Instanzen ohne Héakchen weiter betrachtet werden.

g 3
3 4 5 6 w 3 4
18 675

1 &84
8 104
v 1 151
v 0 30

v
v

coor~|lo w‘rl;

Die Parameter sind so gewéahlt, dass eine Bearbeitung vieler Instanzen in recht
kurzer Zeit moglich ist. Dennoch werden einige Instanzen als unlosbar erkannt,
ein Zeichen dafiir, dass es schwierig ist, mit wenigen Regeln komplizierte
Graphen zu beschreiben. J

Gruppieren

Manchmal kénnen Teilworter von A- oder von g-Bildern einer Instanz nur kom-
plett und nichtiiberlappend erzeugt werden. Technisch ist dann die freie Hiille
der Menge h(A) U g(A) nicht {0,1}. (Choffrut, Karhuméki |2]) Betrachten

wir zum

Beispiel: Die Instanz 1o = || o310 %93° 4 ||. Dann ist X = h(A) U g(A) die
Menge {0,0010,01} und das kleinste freie Monoid, das X* enthélt ist das
Monoid {0,01}*. Die freie Hiille X von X ist also die Menge {0,01}, die
beschreibt, dass das Teilwort 01 nur komplett und nichtiiberlappend erzeugt
werden kann. Daraus folgt, dass I19s. die selbe Losungsmenge wie die Instanz
J10se = || 090 %3° 3 ]| hat. Diese Instanz ist unlosbar, da ein Weg von |20 nach
102 gefunden werden miisste. Der einzige Ubergang mit Anderung der Position
ist aber [0 ~%; .. 10, doch der Uberhang |0 hat ungerade Lénge und ist
deshalb nicht von |20 erreichbar. 2
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Das Beispiel zeigt, dass das Ersetzen von Teilwortern, die nichtiiberlappend
erzeugt werden kénnen, zu einfacheren Instanzen fithren kann. Es lohnt sich,
in diesem Fall alle Tests und Losungsversuche nochmals an der ungruppierten
Instanz vorzunehmen.

Zahlen: Zweiter Test bei vorhandenen Gruppen.

Ein Hékchen bedeutet, dass Unlosbarkeit in der Instanz mit ersetzter
Gruppe erkannt wurde. Es miissen nur die Instanzen ohne Hékchen weiter
betrachtet werden.

g 3 4

X w 3 4 E
15 639 6

v 3 16 0

Ling Zhao gibt die Zahlen nur fiir nichtléschende Instanzen an. (Zhao [44])
Seine Programme kénnen in den Klassen P(3,3)NEY, P(3,4)NE" und P (4, 3)N
£ genau 33, 3170 und 13923 Instanzen nicht automatisch klassifizieren. Hier
bleiben dagegen nur 4, 297 und 1740 nichtloschende Instanzen {ibrig. Darunter
befinden sich viele, die mit verdnderten Parametern automatisch als unlésbar
erkannt werden kénnen, oder deren Losungen mit den Techniken aus dem
néchsten Abschnitt gefunden werden kénnen. g

Die restlichen Instanzen aus P(3,3) lassen sich alle klassifizieren. Unter
ihnen befinden sich die beiden schwersten nichtléschenden Instanzen g, =
| o9y O &1l und Jige = || o9, %F 9| aus Beispiel 16b und insgesamt 11 16schende
Instanzen, von denen hier einige exemplarisch klassifiziert werden sollen.

Beispiel: Die Instanz Lo = || oo & °¢* || erlaubt in einer Losung keine einzel-
nen b, hat also die selbe Gleichheitsmenge wie die Instanz || 45, %99° %! ||. Nach
Gruppieren untersuchen wir die Instanz || ;5, “%°° 4! ||, in deren Suchgraphen
nur 7-Uberhinge relevant sind. Jeder Pfad verlauft durch ein Element der
Menge 1({0,00000}1)*0000, das unvermeidbar wieder auf ein Element aus

dieser Menge fithrt. Also hat I1q9, keine echte Losung. _|

Beispiel: Bei der Instanz I1p9. = || o5, Y & || stellen wir zunéchst fest, dass in
einer Losung vor jedem b ein ¢ stehen muss. Da b nicht erstes Symbol in einer
Losung sein kann, kénnen wir zur Instanz || 5, 4 4 || iibergehen, die nach
Entfernen der Gruppe 01 die selbe Gleichheitsmenge wie die Instanz || & 4 ||
hat, deren Normalform die unlésbare Instanz g5, ist. Also hat Ijg9. keine

echte Losung. g
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Beispiel: Im Suchgraphen der Instanz I110, = || o5 90 % || verlduft jeder
Pfad durch einen Uberhang der Form 70*+*3 mit k € N aus dem die beiden
Uberhénge 104243 und 10**++1D+3 ahgeleitet werden konnen. Also hat I119a
keine echte Losung. J

Beispiel: Betrachten wir den Beginn des Suchgraphen der Instanz I11, =
o5 22 100 |, dann stellen wir fest, dass I110, genau dann eine Losung hat, wenn
die allgemeine Instanz | 010100 | & 101002} eine Losung hat. In dieser Instanz
muss in einer Losung vor jedem b ein ¢ stehen, I11¢;, ist also genau dann 16sbar,
wenn die Instanz | 010100 | & 10910 100 | <] ]5sbar ist. In dieser Instanz kann aus
Abzéhlgriinden das Symbol ¢ in keiner Losung vorkommen und der restliche
Suchgraph ist endlich und enthélt keine Losung. Also hat I, keine echte

Losung. J

Losen

Im letzten Abschnitt haben wir verschiedene Methoden angewendet, um
einfache Instanzen zu identifizieren. Die Instanzen, die bis hierher nicht
klassifiziert wurden, sollen nun einer groffen Suche unterzogen werden. Eine
grofte Suche ist eine Suche, die mit hohem Knotendurchsatz sehr grofse
Suchgraphen in angemessener Zeit bearbeiten kann. Wir unterscheiden dabei
zwischen einfacher Losungssuche und Suche nach einer Lésung minimaler
Lénge. Eine einfache Losungssuche kann sofort beendet werden, wenn eine
Losung gefunden wird, eine Suche nach einer Losung minimaler Linge muss
nach dem Finden einer Losung noch alle kiirzeren Pfade untersuchen.

Dariiber hinaus suchen wir auch semantisch modifiziert: Wir schneiden
einfach alle Pfade im Suchgraphen ab, deren Uberhiinge eine gewisse Maxi-
mallénge iiberschreiten. Die Semantik wurde verdndert, klar, wir schneiden
eventuell Pfade ab, die auf dem Weg zu einer Losung liegen. Es hat sich aber
nicht nur herausgestellt, dass dieses Vorgehen gewaltiges Beschleunigungspo-
tential beinhaltet, sondern auch, dass es oft Losungen gibt, deren Pfade keine
langen Uberhinge beriihren. Ohne Suche mit verdinderter Semantik wiren
viele der Rekordinstanzen aus 119b nicht gefunden worden. Es handelt sich
um eine der wichtigsten, wenn nicht der wichtigsten, Technik zur Beschleuni-
gung der Suche. Figentlich ist das nicht {iberraschend, denn auch bei einer
beschrénkten Tiefensuche spielen wir mit der Semantik: Wir versprechen, dass
keine minimale Losung langer als die gegebene Schranke ist und vermeiden
dadurch unendliche Abstiege.

Haben wir in einer Suche mit verédnderter Semantik eine Losung gefunden,
dann ist es anschliefsend leichter nach einer minimalen Losung zu suchen, da
wir eine Maximaltiefe konkret kennen.
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Die Anzahl der verbliebenen Instanzen ist zwar einerseits klein im Vergleich
zur Anzahl der aussortierten, sie ist aber immer noch zu hoch, um per Hand
Suchprogramme fiir jede Instanz zu implementieren.

Die Suchprogramme von Ling Zhao und Heiko Stamer sind deshalb gene-
risch: Sie implementieren einen Suchalgorithmus, der mit einer Regelmenge
parametrisiert wird. Dieses Vorgehen erlaubt die Bearbeitung grofer Mengen
von Instanzen mit ordentlichen Durchsétzen. Allerdings wird so eine Stufe der
Indirektion erzeugt, die den Durchsatz prinzipiell verringert. Unser Ansatz
ist daher ein anderer, der in der Mitte zwischen einem generischen und einem
individuellen Programm liegt: Wir erzeugen automatisch fiir jede Instanz ein
Programm, das moglichst viel Wissen iiber die Instanz enthilt und gleichzeitig
ohne jede Indirektion arbeitet.

Die Idee, aufgabenspezifische, optimierte Programme zu erzeugen ist kei-
neswegs neu. So wahlt beispielsweise die Bibliothek FFTW zur Berechnung der
diskreten Fourier Transformation (http://www.fftw.org/) aus einer Menge
vorhandener Routinen zur Laufzeit eine optimale Kombination aus. Dadurch
passt sich die Bibliothek automatisch an die Aufgabe und an die Maschine
an. Dieses Vorgehen hat dann Vorteile, wenn der Anpassungsaufwand klein
im Vergleich zum Aufwand fiir das Losen der Aufgabe ist.

Unser Grundmodell sieht wie folgt aus: Ein Haskell-Programm versucht
eine Instanz mit einer der Filtermethoden zu klassifizieren. Dabei sammelt es
Informationen wie Ausschlussmengen, giiltige Positionen oder Kandidaten-
mengen. Ist keine Klassifikation mdéglich, dann erzeugt das Haskell-Programm
ein C-Programm, das ohne Indirektion die Suchrelation implementiert und
aufserdem die gesammelte Information zuschaltbar berticksichtigen kann. Nun
steuert das Haskell-Programm das C-Programm. Es fiihrt prinzipiell eine
Tiefensuche mit schrittweiser Vergroferung der maximalen Suchtiefe aus und
passt gleichzeitig die Parameter des C-Programms an. Dazu berechnet das
Haskell-Programm den Durchsatz des C-Programms fiir verschiedene Einstel-
lungen und wéhlt die Einstellung, die den grofsten Durchsatz verspricht.

Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass wir alle komplizierten Vorgénge
bequem in Haskell implementieren konnen. Da nur fiir solche Instanzen eine
grofte Suche durchgefiihrt wird, die nicht einfach sind, kénnen wir aufserdem
davon ausgehen, dass der zusétzliche Aufwand fiir Programmerzeugung, Uber-
setzung und Kommunikation klein im Vergleich zu der Zeit ist, in der das C-
Programm konkret sucht.

Beispiel: Sei v(I,k) die minimale Linge von Uberhéingen, die betrachtet
werden miissen, um eine Losung von [ zu finden, die hochstens die Léange £ hat.
Fiir die Instanz Illla = H 00810 001 01100 || gelten V(Illlaa 204) = 81, V(Illlay 648) =
68 und V(-lelaa 1290) = 63.
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Werden bei einer Suche mit veriinderter Semantik alle Uberhéinge abge-
schnitten, die langer als 70 sind, dann wird zwar die minimale Losung der
Lange 204 nicht gefunden, sehr wohl aber eine Losung der Lénge 648. J

Sequentiell

Unser vornehmliches Ziel ist ein performantes C-Programm, das die Suchrela-
tion ohne Indirektion kodiert.

Dazu beobachten wir zunéchst, dass die rekursive Traversierung des Such-
graphen neben dem Aufrufstapel nur konstant viel Speicher benotigt: In einer
gegebenen Tiefenschranke m kann kein Uberhang langer als m wd(I) werden.
Ein Schritt ohne Anderung der Position mit ~—; entspricht dem Anhéngen
rechts am aktuellen Uberhang und dem Loschen links. Wir arbeiten also mit
folgendem Grundmodell:

h g
l l
ofofufofofafo[ [ L [T TITTTITTTITTT]]

mwd(I)

Wir stellen Platz der Groke m wd(I) bereit, in dem wir das aktuelle Bild von
h und von g speichern. Da wir nach einer Losung suchen, sind diese beiden
Bilder vergleichbar. Es geniigt also das ldngere Bild und die beiden Positionen
zu speichern, an denen die Bilder fortgesetzt werden sollen. Die Abbildung
zeigt die Situation, nachdem fiir die Instanz Lig = || o3; ' § || die Regeln aa
¢ angewendet wurden. Tatséchlich gilt h(aac) = 001 und g(aac) = 0010010.
Der aktuelle Uberhang ist |0010. In dieser Situation kénnen sowohl Regel a

als auch Regel b angewendet werden. Es ergeben sich dann die Situationen

h 9

ofoffofolafofofofa[ [ [T L[ [T T1TI]]

und

h g

ofofufofofafofaf J [ [T [TTTITTITTT]]

mit den Uberhéingen |010001 und |01. An dieser Stelle ist es wichtig zu
beobachten, dass nur die Positionen von h und g gespeichert werden miissen,
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da nur am Ende angehéngt wird. Ist der Pfad fiir die Anwendung von a
abgearbeitet, dann miissen nur diese Positionen zuriickgesetzt werden und der
Pfad fiir die Anwendung von b kann mit dem selben Speicherbereich arbeiten
wie der Pfad fiir die Anwendung von a. Das ist eine sehr gute Nachricht, denn
so ist es moglich, ohne jedes Kopieren von Speicherbereichen zu arbeiten. Da
auf dem Stapel lediglich 2 Positionen abgelegt werden miissen und weil der
Programmtext nicht lang sein wird, kénnen wir davon ausgehen, dass sich
das Programm, der Stapel und alle Daten komplett im schnellsten Bereich
der Speicherhierarchie befinden.

Dieses Modell hat einige Vorteile: Zunéchst kann genaues Abschneiden
wie in 32b sehr effizient implementiert werden. Es ist lediglich notig, den
Zustand des Automaten fiir R(/) mit auf dem Stapel zu speichern. Spei-
chern wir zusétzlich die Anzahl der bisher angewendeten Regeln, dann kann
auch beschrianktes Abschneiden anhand der Bedingungen aus (20b) effizient
implementiert werden.

Noch wichtiger ist, dass die Lénge des Uberhangs mit Hilfe der Positionen
mit genau einer Subtraktion berechnet werden kann. Die Léange ist deshalb
interessant, weil mit ihrer Hilfe das Vorwértsabschneiden von Pfaden als
Spezialfall des beschrankten Abschneidens wie in 33a implementiert werden
kann. Dabei werden Pfade abgeschnitten, bei denen der Uberhang zu lang
ist, um noch innerhalb der Tiefenschranke iiberdeckt zu werden. Auferdem
basiert das Suchen mit verédnderter Semantik wie in 110c auf der Kenntnis der
Lénge des Uberhangs. Nicht zuletzt wurde genau dann eine Losung gefunden,
wenn die Lénge des Uberhangs 0 ist.

Wenden wir uns der Frage zu, wie ein Schritt auf dieser Darstellung effizient
ausgefiihrt werden kann. Die erste Idee ist einfach: Fiir jede Regel, verlangere
zunédchst das ldngere Bild und teste anschlieffend, ob sich das kiirzere Bild
verlangern lasst. Wenn sich das kiirzere Bild nicht korrekt verlangern lasst,
dann haben wir bei diesem Vorgehen unnétige Arbeit in die Verldngerung
des lingeren Bildes gesteckt. Da auch Schritte mit Anderung der Position
moglich sind, wird der Test, ob sich das kiirzere Bild verldngern lasst, im
Allgemeinen nur ein Prifix testen, dessen Lénge von der Linge des Uberhangs
abhingt. Allerdings sind nur bei bestimmten Léngen Schritte mit Anderung
der Position moglich.

Es bietet sich an, in Abhéingigkeit von der Linge des Uberhangs unter-
schiedliches Verhalten zu implementieren. Bei einer Lange, bei der keine
Anderung der Position méglich ist, versuchen wir das kirzere Bild zu verlin-
gern und nur bei Erfolg verldngern wir auch das ldngere. Bei einer Lénge, bei
der eine Anderung der Position moglich ist, testen wir fiir die in Frage kom-
menden Regeln nur ein bekanntes Prifix, fiir die restlichen Regeln verfahren
wir normal.
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Ein Beispiel anhand der Instanz I, = || ¢3; %" & ||. Wenn ein 1-Uberhang
vorliegt, dann sind folgende Ubergéinge moglich: 10 -%;,, |1, T001u ~% ., Tu0,
Tlu >i>116b Tu001 und 10u ~%p,,, Tul. Das prototypische C-Programm hat die
Gestalt:

1  void Top(int * h, int * g, uint depth)

2 A

3 if (depth < MAX_DEPTH) {

4 uint 1 = h - g;

)

6 if (1> 0) {

7 if (x(g + 0) == 0) {

8 if (1> 2) {

9 if (x(g+ 1) == 0 && *x(g + 2) == 1) {
10 x(h + 0) = 0;

11 Top(h + 1, g + 3, depth + 1);
12 }

13 } else if (1 == 1) {

14 (g + 0) = 0;

15 *(g + 1) = 0;

16 *(g + 2) = 1;

17 Bot(h + 1, g + 3, depth + 1);
18 +

19

20 x(h + 0) = 1;

21 Top(h + 1, g + 1, depth + 1);

22 } else {

23 *(h + 0) = 0;

24 *(h + 1) = 0;

25 x(h + 2) = 1;

26 Top(h + 3, g + 1, depth + 1);

27 }

28 } else {

29 printf ("Solution: depth = %d\n", depth);
30 }

31 }

32 %}

Hier ist MAX_DEPTH die Tiefenschranke, deren Einhaltung in Zeile 3 sicherge-
stellt wird. Die Funktionen Top und Bot sind die Funktionen zur Bearbeitung
von T- und |-Uberhéngen. Die Parameter sind die Zeiger h und g auf die
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Stellen, an denen die h- und g-Bilder verlangert werden sollen. In Zeile 6
wird gepriift, ob eine Losung gefunden wurde, falls ja wird das in Zeile 29
ausgegeben. Wenn die in Zeile 4 berechnete Lénge des Uberhangs echt grofer
als 0 ist, dann verzweigen wir in Zeile 7 zunéchst anhand des ersten Zeichens
des Uberhangs in die Zeilen 821 oder in die Zeilen 23-26. Der zweite Pfad
wendet direkt die Regel b an. Dazu wird 001 an das h-Bild angehdngt und
das g-Bildes um ein Symbol weiter geschaltet. Im ersten Pfad wenden wir
in den Zeilen 20-21 auf jeden Fall die Regel ¢ an. Wenn nun die Léange des
Uberhangs mindestens 3 betrigt, dann wenden wir in den Zeilen 10-11 die
Regel a an, falls sich das ¢g-Bild entsprechend dem Test in Zeile 9 verldngern
liisst. Es bleibt schlieflich der Ubergang mit Anderung der Position, der nur
bei einem Uberhang der Linge 1 (Zeile 13) stattfinden kann. Die Zeile 14 ist
redundant und nur zur besseren Verstandlichkeit des Beispiels angegeben.

Dieses Programm kodiert die Suchrelation —,, fiir T-Konfigurationen
vollstdndig und solche Programme lassen sich relativ leicht erzeugen. Der
Autor hat einen Generator fiir eine Variante solcher Programme implementiert
und spéter hat der Student Benjamin Vogel fiir den Autor einen Generator
implementiert, der ein Programm erzeugen kann, das dem obigen sehr dhnlich
ist.

Wir wollen hier nicht weiter auf Details eingehen, zum Beispiel ist es kein
Zufall, dass sich die Blocke 20-21 und 8-18 in dieser Reihenfolge befinden.
Statt dessen wollen wir festhalten, dass dieser Programmtyp generiert werden
kann und sich als sehr effizient heraus gestellt hat. Tatséchlich erreichen die so
generierten Programme regelméfig Durchsitze zwischen 50 - 105 und 100 - 10°
Knoten pro Sekunde, das entspricht etwa 30 bis 40 Maschinenzyklen pro
Knoten.

Fiir einige besonders schwere Instanzen hat der Autor Programme per
Hand noch weiter optimiert, in einigen Féllen entstanden so Programme, die
nur noch etwa 15 Maschinenzyklen pro Knoten benétigen. Solche Programme
erlauben das Traversieren von Suchgraphen mit 103 Knoten innerhalb eines
Tages. Weitere Optimierungen auf Ebene des C-Programms sind schwierig.
Fir konkrete Maschinen ist vorstellbar, dass bei genauer Kenntnis der Ar-
beitsweise, zum Beispiel der Flielsbandverwaltung oder der Sprungvorhersage,
der Durchsatz nochmals um eine Grofenordnung hoher ausfallen konnte.

Die Techniken zum Beschleunigen der Suche, die mit der Beschriftung
eines Pfades arbeiten, lassen sich in diesem Modell sehr effizient implementie-
ren. Anders die Techniken, die mit den Knoteninhalten, also den Uberhéingen
arbeiten. Die aktuelle Beschriftung wird nur am Ende verlingert. Das ermdg-
licht zum Beispiel den Automaten fiir die Vorgabemenge R(7) mitlaufen zu
lassen, das heifst wir konnen dessen Zustand auf dem Stapel ablegen und mit
konstantem Aufwand aktualisieren. Der aktuelle Uberhang wird ebenfalls
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am Ende verlangert, aber auch gleichzeitig am Anfang verkiirzt. Wollen wir
den Zustand ermitteln, den zum Beispiel ein endlicher Automat fiir eine
der Ausschlussmengen nach Eingabe des aktuellen Uberhangs erreicht, dann
miissen wir Aufwand in der Grofenordnung der Linge des Uberhangs be-
treiben. In der Praxis zahlt es sich in der Regel nicht aus, solche Techniken
zu implementieren: Die abgeschnittenen Teilgraphen miissen so grofs sein,
dass sich eine Verlangsamung des Programms um mehrere Gréfenordnungen
lohnt. Ist das aber der Fall, dann kann meist bereits die Suchrelation anders
implementiert werden, so dass diese Teilgraphen gar nicht erst entstehen.

Eine letzte Bemerkung zur Art der Traversierung: Wir nehmen eine be-
schrankte Tiefensuche vor, die bisher Schleifen nicht detektiert und also im
Allgemeinen Teilgraphen mehrfach besucht. Zwar stellt sich in der Praxis
einerseits heraus, dass Suchgraphen schwieriger Instanzen nicht viele Schleifen
enthalten, aber andererseits kann eine einzige entdeckte Schleife, die weit oben
im Suchgraphen auftritt, die Suche sofort um den Faktor 2 beschleunigen.
Das macht die Richtung klar, in die wir bei Schleifendetektion gehen: Kurze
Uberhénge werden zusammen mit der Tiefe memoriert, auf der sie aufgetreten
sind. Tauchen sie spater weiter unten im Suchgraphen erneut auf, dann miissen
sie nicht weiter betrachtet werden. Dieses Vorgehen nimmt Riicksicht auf die
Gegebenheiten der Speicherhierarchie, tendiert dazu Schleifen zu detektieren,
die weit oben im Suchgraphen liegen und verursacht fiir zu lange Uberhiinge
nur konstante Kosten.

Implementation: Verschiedene andere Schemata sind vorstellbar und bei
deren Implementation und Evaluation hat sich die Bibliothek Judy (http://
judy.sourceforge.net/) als dufierst effizientes Werkzeug zum Umgang mit
dynamischen Feldern heraus gestellt. Diese Bibliothek schliagt regelméfig selbst
Implementationen, die mit aufgabenspezifischem Wissen arbeiten, sowohl im
Speicherverbrauch als auch in der Geschwindigkeit. J

In der Praxis hat sich bewéhrt, einmal mit eingeschalteter Detektion von
Schleifen um Uberhénge bis zu einer Linge von etwa 25 und einmal ohne
Detektion von Schleifen zu suchen. Anhand der dabei ermittelten durch-
schnittlichen Verzweigungsgrade wihlen wir dann die endgiiltige Einstellung.

Parallel

Die Natur des Postschen Korrespondenzproblems bringt es mit sich, dass wir
es mit beliebig grofsen Suchgraphen zu tun haben. Nachdem wir im letzten
Abschnitt sequentielle Programme bis nahe an die theoretischen Grenzen
gebracht haben, wollen wir uns nun kurz der parallelen Suche widmen.
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Wir implementieren kein eigenes paralleles Modell, sondern parallelisieren
die bereits vorhandenen sequentiellen Programme. Insbesondere verwalten wir
keine global sichtbare Struktur zur Memorierung bereits besuchter Uberhénge.

Unsere Implementationen basieren auf dem Konzept nachrichtengekop-
pelter Parallelrechner. (Ungerer [41]) Mit MPI liegt eine Spezifikation einer
Bibliothek zum Nachrichtenaustausch in industrieller Qualitit vor, die auf
vielen realen Plattformen zur Verfiigung steht. (MPI [31]) Fiir unsere Versuche
stand dem Autor der universitiare Parallelrechner HP XC6000 im Rechen-
zentrum der Universitat Karlsruhe zur Verfiigung. Diese Maschine ist ein
Parallelrechner mit verteiltem Speicher, die fiir einzelne Berechnungen ma-
ximal 128 Intel Itanium?2 Prozessoren mit einer Taktfrequenz von 1,5 GHz
bereitstellt. Bei maximal 4 gleichzeitig abgearbeiteten Befehlen entspricht das
maximal 7,68 - 10'* Operationen pro Sekunde, das heifit zur Traversierung
eines Graphen mit 10'® Knoten werden mindestens etwa 22 Minuten bendtigt.
Ziehen wir in Betracht, dass pro Knoten vermutlich 2 wd(/) Operationen fiir
die Regelanwendung und vermutlich mindestens 8 Operationen fiir die Verwal-
tung des Stapels benétigt werden, dann erhalten fiir eine Instanz mit Weite 4
bereits etwa 6 Stunden minimale Bearbeitungszeit fiir einen Suchgraphen mit
10*® Knoten.

Zufalliges Anfragen

Die erste Variante basiert auf der Arbeit von Peter Sanders. (Sanders [37],
Sanders, Worsch [38]) Die Methode des asynchronen zufilligen Anfragens
verteilt die Last bei baumférmigen Berechnungen beweisbar gut. Zusammen
mit einer asymptotisch optimalen Terminierungserkennung wie sie Friede-
mann Mattern beschreibt, erhalten wir ein Verfahren mit sehr guter Effizienz,
auch in heterogenen Umgebungen. (Mattern [26])

Allerdings kann das sequentielle Modell nicht direkt als Basis dienen:
Beim zufilligen Anfragen teilen Prozesse ihre Arbeit auf und geben einen Teil
an einen anfragenden Prozess ab. Die vorhandene Arbeit besteht aus dem
Inhalt des Stapels, der nicht direkt, sondern nur als Aufrufstapel vorliegt. Wir
miissen den Stapel explizit sichtbar machen und wollen trotzdem nur mit einem
einzigen Speicherbereich fiir Uberhéinge arbeiten. Dazu ist es notwendig, auf
dem Stapel die alten Positionen fiir die Fortsetzungen von h und g zusammen
mit der nichsten anzuwendenden Regel abzulegen. Anderenfalls wiirde die
zweite anwendbare Regel die Anderungen der ersten anwendbaren Regel
iiberschreiben. Nach Einlesen des obersten Elementes des Stapels wenden
wir die gespeicherte Regel an und erhalten neue Positionen. Fiir jede nun
anwendbare Regel speichern wir diese Positionen zusammen mit der Regel.
Zur Behandlung von Ubergéingen mit Anderung der Position koénnen wir
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entweder mit einem einzigen Stapel arbeiten und bei jedem Uberhang die
Position mit konstantem Aufwand bestimmen, oder wir arbeiten mit zwei
getrennten Stapeln und je einer eigenen Funktion fiir jede der Positionen.

Das Modell mit explizitem Stapel hat keine prinzipiellen Nachteile gegen-
iiber dem oben vorgestellten Modell mit implizitem Stapel und erreicht in
der Praxis die selben Durchsitze.

Wenn der Stapel explizit vorliegt, dann kann mit den Techniken von
Sanders und Mattern ein paralleles Programm mit sehr guter Effizienz einfach
implementiert werden. Die Effizienz liegt fiir grofse Suchgraphen praktisch bei 1.
Der Aufwand fiir das zuféllige Anfragen und die Terminierungserkennung muss
nur ein Mal betrieben werden. Wir benotigen zusétzlich einen Mechanismus
fiir den kontrollierten Abbruch, der von Prozessen angestofien werden kann,
die eine Losung gefunden haben. Schliefslich miissen wir noch ein Intervall
festlegen, in dem ein aktiver Prozess zur Kommunikation bereit ist. Dieses
Intervall sollte nicht zu kurz sein, damit nicht zu oft Daten aus langsamen
Ebenen der Speicherhierarchie benotigt werden.

Meister und Arbeiter

Die Methode des zufalligen Anfragens geht von einem sequentiellen Programm
mit explizitem Stapel aus. Unsere Generatoren erzeugen aber Programme mit
implizitem Stapel. Wir haben in unseren Versuchen deshalb meist ein anderes
Parallelisierungsschema verwendet, das des Meisters und der Arbeiter. Dazu
verwaltet ein Prozess, der Meister, die Arbeit und iibergibt Teile davon an
die anderen Prozesse, die Arbeiter, die den Meister iiber ihre Fortschritte
unterrichten.

Bei der Suche nach einer Losung verwaltet der Meister einen Teil des
Suchgraphen. Zum Beispiel konnte der Meister den Suchgraphen bis zur Tiefe
nm mit 0 < n < m verwalten, wenn insgesamt bis zur Tiefe m gesucht werden
soll. Jedes Blatt des Suchgraphen beim Meister entspricht einer Wurzel eines
Suchgraphen fiir die Arbeiter, die bis zu einer Tiefe von (1 — 7)m suchen. Der
Meister braucht hochstens nm Schritte, um ein neues Blatt zu finden. Wir
konnen also davon ausgehen, dass Arbeiter nicht lange auf neue Arbeit warten
miissen. Andererseits stehen fiir den Meister bei gentigend grofser Anzahl von
Arbeitern auch immer Abnehmer fiir neue Blétter bereit. Natiirlich hangt
diese Aussage von der Wahl des Parameters n ab. In der Praxis hat sich
bewéahrt von 1 = 1/2 auszugehen.

Dieses Schema hat den Vorteil, dass die sequentiellen Programme mit
implizitem Stapel als Basis dienen kénnen. In der Praxis erreichen wir auch
hier optimale Effizienzen. Es werden kleinere Nachrichten als beim zufélligen
Anfragen versendet: Dort wird neben dem aktuellen h- oder dem aktuellen g-

118



Bild ein gesamter Stapel versendet, hier nur ein Element eines solchen Stapels.
Im Gegenzug tendiert die Methode des zufalligen Anfragens dazu, weniger
Nachrichten zu erzeugen.

Zusammengefasst sind beide Schemata sehr gut geeignet, grofe Suchgra-
phen zu traversieren. Bei einer Neuimplementation wiirde der Autor sich
jedoch fiir die etwas komplexere Methode des zufilligen Anfragens entschei-
den: Sie ist robust auch bei heterogenen Umgebungen und die Wahl der Lange
eines Arbeitsintervalls féllt leichter als die Wahl des Anteils des Suchgraphen,
den der Meister traversieren soll.

Zahlen: Zwei der grofiten traversierten Graphen hatten Knotenanzahlen von
1034088205926 631 und 1006827971 112692. Beide wurden auf 128 Prozes-
soren des universitdren Parallelrechners HP XC6000 in 99 284 und in 90 178
Sekunden durchsucht. Das entspricht einem Durchsatz von 1,04 - 10!° und
von 1,12 - 101 Knoten pro Sekunde, dass heift, jeder der 128 Prozessoren hat
mehr als einen Tag lang jede Sekunde mehr als 80 Millionen Knoten betrach-
tet, wobei dann pro Knoten nur noch etwa 18 Takte zur Verfiigung stehen.
Wohlgemerkt inklusive zusatzlichem Aufwand fiir die parallele Verarbeitung,
die im wesentlichen aus dem Versenden und Empfangen von 469 636 908 und
von 4 585927 Nachrichten bestand, und inklusive zusétzlichem Aufwand zur
Ermittlung der Knoten- und Nachrichtenanzahlen. g

Rekordinstanzen

Unsere empirischen Daten kénnen nach verschiedenen Gesichtspunkten ge-
ordnet werden, die Lénge der kiirzesten Losung ist nur ein Kriterium. Einige
interessante Instanzen tauchen bereits an anderer Stelle in dieser Arbeit auf:
Instanzen mit vielen verschiedenen kiirzesten Losungen (Beispiel 17¢), mit und
ohne lange Blocke aufeinander folgender gleicher Symbole in einer kiirzesten
Losung (Beispiele 17d und 18a), mit stark unterschiedlich grofsen Suchgraphen
fiir die gespiegelte Instanz (Beispiel 31a), mit groken endlichen Suchgraphen
(Beispiel 31c) oder mit Suchgraphen ohne Verzweigungen. (Beispiel 31b) Wir
haben Losungen gesehen, die sich in wenige Blocke zerlegen lassen (Beispiele
74f und 75a) oder unendliche Lésungen mit nichttrivialer Struktur. (Beispiele
16a, 78d und 88f)

Der Autor hat eine umfangreiche Sammlung interessanter Instanzen ange-
legt, aus der hier ein kleiner Ausschnitt mit Instanzen mit langen kiirzesten
Losungen dargestellt wird, ergdnzt um die Schwierigkeit einer Instanz. Es
handelt sich um Instanzen, deren Losungen erstmals vom Autor gefunden
wurde. Die Spalte pu,;, gibt die untere Schranke fiir die Lange von Losungen
an, die Spalte y die Lange der kiirzesten bekannten Losung, die Spalte ¢
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enthélt die Anzahl kiirzester Losung, falls diese bekannt ist und die Spalte S
schlieflich gibt den abgerundeten Logarithmus zur Basis 10 der Anzahl der
Knotenexpansionen an, die nétig waren, um die Daten dieser Zeile zu ermit-
teln. Dabei dienen optimierte Programme als Basis, die versuchen, moglichst
wenige Knotenexpansionen vorzunehmen. Die Spalte S ist also ein Mafstab
fiir die Schwierigkeit einer Instanz. Es ist natiirlich vorstellbar, dass die Daten
in einer Zeile mit weniger Knotenexpansionen zu ermitteln sind.

Klasse Instanz JT. L c S
(3,4) ot @ 444 452 15
(3,5) | 00010 00%00 5 I 528 539 14
| 00010 L | 528 528 1 14
Il 00 oot 00300 0%80 | 288 288 1 13
| 00110 150 | 266 266 13
(4,3) o} o1 091 % 1o I 595 995 1 15
| of 010 O1010 001 o ol 546 546 1 9
(4,4) ot “H* 601 a1 ll 830 880 1 15
| oé’lo 0000 158° goo1 | 880 880 1 10
.9 1 0(1)(1)1 0001111 ot | 830 880 1 4
Il oot 0000 01 el | 874 874 1 15
1l 060 &b 01 1111 | 770 770 2 14

Diese Instanzen sind die absoluten Rekordinstanzen beziiglich minimaler
Losungslange und/oder beziiglich Schwierigkeit, die vom Autor gefunden
wurden. Die gesamte Liste, die unter der Addresse ftp://ftp.ira.uka.de/
pub/pcp zur Verfliigung steht, umfasst mehr als 500 Instanzen, von denen
der tiberwiegende Teil erstmals gelost wurde. Es sei betont, dass dafiir nicht
nur sehr viele Knotenexpansionen notwendig waren, sondern auch sehr gute
Programme. Die duferst leichte Instanz in der Klasse (4,4) mit p,,;, = pu = 880
und S = 4 wurde bei fritheren Versuchen nicht gefunden, weil die eingesetzten
Programme nicht leistungsfahig genug waren: Sie waren zu langsam, um
die gesamte Klasse zu untersuchen und sie waren zu langsam, um mit solch
tiefen Suchen umzugehen. Insbesondere in der Klasse (4,4) ist der Fortschritt
gewaltig: Galten 2002 noch Instanzen mit p,;, = 100 als schwierig (Zhao [44])
und war die schwierigste bekannte Instanz eine Instanz mit p,,;, = 256, so
kennen wir nun allein 17 Instanzen mit p,, > 500 und hunderte Instanzen
mit p,;, > 200.
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Schluss

Das Postsche Korrespondenzproblem ist ein Erreichbarkeitsproblem. Bereits
1946 hat Emil Post bei seinem Beweis der Unentscheidbarkeit des ,corre-
spondence decision problem* eine Reduktion auf ein Erreichbarkeitsproblem
verwendet. (Post [33]) Er benutzt, dass es in Tag-Systemen mit Regeln der
Form (I,7), die es erlauben aus dem Wort lu das Wort ur abzuleiten, unent-
scheidbar ist, ob aus einer Pramisse A ein Satz B abgeleitet werden kann.

Die natiirliche Form eines Erreichbarkeitsproblems gibt einen Knoten in
einem Graphen an und fragt, ob es einen Weg in diesem Graphen zu einem
bestimmten anderen Knoten gibt. Das macht das verallgemeinerte Postsche
Korrespondezproblem zum eigentlichen Postschen Korrespondenzproblem und
tatsdchlich hat Post zundchst mit dem verallgemeinerten Problem gearbeitet.
Er zeigt nicht nur, wie aus den Regeln eines Tag-Systems eine Instanz des
verallgemeinerten Korrespondenzproblems konstruiert werden kann, sondern
auch, wie aus einer nichtloschenden Instanz des verallgemeinerten Problems
eine Instanz des herkémmlichen Problems konstruiert werden kann. Doch
damit nicht genug, er bringt auf den insgesamt 5 Seiten auch noch unter,
wie sich fiir nichtloschende Instanzen das Zielalphabet auf ein Alphabet mit
nur zwei Symbolen reduzieren lasst und er erwahnt, dass konkrete Instanzen
manchmal anhand einfacher kombinatorischer oder einfacher algebraischer
Argumente als unlosbar erkannt werden kénnen.

Zwar hat Post damit schon fast alles gesagt, die Einfachheit und Natiirlich-
keit der Formulierung des Postschen Korrespondenzproblems und der grofe
Erfolg als Hilfsmittel in verschiedenen Unentscheidbarkeitsbeweisen lenkten
immer wieder die Aufmerksamkeit auf dieses Problem.

Es wurde intensiv untersucht, wie viele Regeln notig sind, damit das
Problem unentscheidbar ist. Das triviale Resultat lautet: Eine Regel ge-
niigt nicht. Ende der 1970er Jahre gelang mit Hilfe von Konstruktionen von
Yuri Matiyasevich der Beweis, dass 10 Regeln geniigen, spéater verbesserte
Matiyasevich seine Konstruktion und seit Mitte der 1990er Jahre wissen wir,
dass 7 Regeln geniigen, bei verallgemeinerten Instanzen bereits 5 Regeln. Es
erscheint nur logisch, dass Matiyasevich sich eigentlich mit der Erreichbarkeit
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in Semi-Thue-Systemen beschéftigte. Er konnte zeigen, dass es Semi-Thue-
System mit drei Regeln gibt, fiir die die Erreichbarkeit unentscheidbar ist.
Aus der Unentscheidbarkeit der Erreichbarkeit in Semi-Thue-Systemen mit k
Regeln folgt die Unentscheidbarkeit des verallgemeinerten Korrespondenzpro-
blems mit £ + 2 und des herkémmlichen Korrespondenzproblems mit & + 4
Regeln.(Matiyasevich, Sénizergues |24, 25|, Claus [3], Nicolas [32])

Andererseits war lange Zeit unklar, ob es einen Algorithmus gibt, der
Instanzen mit zwei Regeln klassifizieren kann. Erst Anfang der 1980er Jahre
wurde gezeigt, dass das tatséchlich der Fall ist. (Ehrenfeucht, Karhuméki,
Rozenberg [5]) Dieser erste Beweis konstruiert bereits eine Form eines Nach-
folgers einer Instanz und schlieftt eine umfangreiche Fallunterscheidung an.
Wesentlich wird benutzt, dass sich die Losbarkeit bindrer Instanzen auf die
Losbarkeit bindrer markierter allgemeiner Instanzen zuriickfiithren lasst. Spéater
hat vor allem Vesa Halava diese Ansétze ausgebaut und er konnte schlieflich
zeigen, dass alle markierten Instanzen entscheidbar sind und sogar, dass
eine echte Obermenge der markierten Instanzen, die der Instanzen mit mar-
kiertem Nachfolger, ebenfalls entscheidbar ist. (Halava et al. [8, 10, 11, 12])
Die Entscheidbarkeit von G(2) folgt aus der Entscheidbarkeit markierter
Instanzen.

Auch andere Klassen wurden untersucht, zum Beispiel hat Keijo Ruohonen
Mitte der 1980er Jahre gezeigt, dass die Morphismen auch injektiv und
sogar total synchronisiert sein diirfen, ohne zu einer entscheidbaren Klasse
zu kommen. (Ruohonen [36]) Kiirzlich haben Vesa Halava und Mitautoren
gezeigt, dass im Allgemeinen Instanzen unentscheidbar sind, deren samtlichen
h- und g-Bilder hochstens die Lange 2 haben. (Halava et al. [9])

In dieser Arbeit geben wir eine einheitliche und umfassende Darstellung,
welche Moglichkeiten es gibt, Instanzen zu klassifizieren. Wir gehen dabei
stets von allgemeinen Instanzen aus und machen fallweise klar, welche Ver-
einfachung durch Beschriankung auf herkémmliche Instanzen erzielt werden
kénnen. Dariiber hinaus lassen wir stets auch 16schende Instanzen zu. Es
stellt sich heraus, dass sich sdmtliche Formulierungen in konsistenter Weise
fiir allgemeine und fiir 16schende Instanzen vornehmen lassen. Die einzige
echte Sonderrolle spielen Instanzen, die eine Regel der Form (e, ¢) enthalten.
Fiir solche Instanzen ist die Zerlegung eines Elements der Koinzidenzmenge
nicht mehr eindeutig, eine Tatsache, die keine weiteren Konsequenzen hat.

Einfache kombinatorische und einfache algebraische Methoden werden in
18c abgeleitet, angewendet, miteinander kombiniert und dabei an ihre Grenzen
gefiithrt. Diese Methoden sind in der Lage, sehr schnell viele Instanzen zu
klassifizieren oder zumindest die Regelanzahl zu reduzieren. Als Héhepunkt
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gestattet es in 26a eine Kombination aus kombinatorischen und algebraischen
Methoden, die Gleichheitsmenge periodischer Instanzen effektiv zu konstru-
ieren. Es handelt sich um die erste kompakte Darstellung dieser Methoden,
frithere Arbeiten haben dieses Feld nicht systematisch oder nicht konsequent
bearbeitet. Jeder Klassifizierungsversuch sollte zunéchst die Moglichkeiten
dieser Methoden ausschopfen.

Kommen wir zuriick zur Sicht auf das Postsche Korrespondenzproblem
als ein Erreichbarkeitsproblem. In 27a kldren wir die Frage, was es heifit,
nach einer Losung zu suchen und definieren den Suchgraphen einer Instanz.
Das ist ein Graph, in dem es genau dann einen Pfad von s nach f gibt,
wenn die Instanz Losungen hat. Die Transitionen dieses Graphen spiegeln das
natiirliche Vorgehen beim Suchen nach einer Losung wider: Wenn p ein Préfix
einer Losung ist, dann sind h(p) und g(p) vergleichbar und pa ist Préfix einer
Losung, wenn h(pa) und g(pa) vergleichbar sind. Merken wir uns nur den
Uberhang von (h(p), g(p)), dann definieren wir auf diese Art eine Relation
iiber B*} x A* x B*!, die wir als Suchgraphen auffassen. Wir untersuchen
zunachst, wie die Struktur dieser Relation erkannt und in ihrer Komplexitéat
verringert werden kann, immer mit dem Ziel, den Suchgraphen zu verkleinern.
Dabei betrachten wir sowohl Methoden, die die Pfadbeschriftungen benutzen,
als auch Methoden, die die Inhalte der Knoten verarbeiten. Auch hier gibt
es eine Fiille an Moglichkeiten, im Gegensatz zu den einfachen Methoden
aus 18c handelt es sich nun aber hdufig um Methoden, die neben der Instanz
noch weitere Eingaben erwarten, zum Beispiel eine Maximalzahl von Knoten
in einem zu bearbeitenden Teilgraphen des Suchgraphen. Das heifst, dass je
nach Wahl der Parameter mehr oder weniger Instanzen klassifiziert werden
koénnen.

Die Chance, dass eine zuféllig gewéhlte Instanz nicht durch eine der bis
hierher betrachteten Methoden entschieden werden kann, ist bereits sehr
gering. Methoden wie das Einfangen aus 39b verwenden sehr leistungsfiahige
Heuristiken und sind in der Lage starke Vereinfachung in Suchgraphen zu
erzielen. Die Tabelle 105a zeigt, dass es schon mit einem Teil der Methoden
gelingt, alle Instanzen aus P(2) zu klassifizieren. Das heifst, es will nicht
gelingen, komplizierte bindre Instanzen zu konstruieren. Ein alternativer
Beweis der Entscheidbarkeit von P(2) ist aber nicht direkt in Sicht, da die
beteiligten Methoden sich gegenseitig beeinfluffen und so zu doch erheblicher
Komplexitat beitragen.

Jeder Instanz I ist eine interessante Menge zugeordnet, die Koinzidenzmenge
C(I) = {(u,v) | s1h(u) f; = s g(v)f, }. Anders als bei der Gleichheitsmenge ist
nun erlaubt, die Morphismen A und g auf verschiedene Eingaben anzuwenden.
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Als eines der Hauptresultate dieser Arbeit zeigen wir in Satz 56a, dass die
Koinzidenzmenge eine rationale Relation ist und dass wir einen Transducer
effektiv konstruieren kénnen, der die Koinzidenzmenge akzeptiert. Auf dem
Weg dorthin scheint es natiirlich zu sein, die Suchrelation so zu verandern, dass
auch dort unterschiedliche Eingaben fiir die beiden Morphismen moglich sind.
Das machen wir in 46a, die dabei entstehende Relation ist zwar in der Lage,
die Koinzidenzmenge zu beschreiben, sie ist ist aber im Allgemeinen unendlich
grof und dadurch nicht geeignet, als Basis fiir die Uberfithrungsfunktion eines
endlichen Transducers zu dienen.

Also verkleinern wir diese Relation in 49a wieder. Wir fordern nun, dass
7-Uberhéinge nur in der |-Position verlingert werden und umgekehrt. Als
Ergebnis erhalten wir eine endliche Relation, die nun leider zu klein ist:
Es kann Elemente in der Koinzidenzmenge geben, die keinem Pfad in der
verkleinerten Relation entsprechen.

Die entscheidende Einsicht im Lemma 54e in 49b ist die, dass in der
Vereinigung der endlichen Relation und der gedrehten endlichen Relation
der gespiegelten Instanz diese fehlenden Pfade wieder vorhanden sind. Wir
kénnen nun diese Vereinigung direkt als Uberfithrungsfunktion eines endlichen
Transducers benutzen, der die Koinzidenzmenge akzeptiert. Wohlgemerkt fiir
beliebige Instanzen, insbesondere fiir nichtmarkierte und fiir 16schende.

Der Beweis dieser Aussage benutzt keine komplizierten Argumente. Es
werden lediglich der enge Zusammenhang zwischen Instanz und gespiegelter
Instanz und Zerlegungseigenschaften der beteiligten Relationen ausgenutzt,
die alle quasi direkt aus den Definitionen folgen. Trotzdem koénnen wir bereits
hier die ersten Friichte ernten: Es ist bekannt, dass nicht nur entscheidbar
ist, ob die Koinzidenzmenge leer ist, sondern auch, ob gewisse bedingte
Koinzidenzmengen leer sind. Die Bedingungen an die Paare (u,v) sind dabei
zum Beispiel, dass v und v gleiche Lange haben sollen, oder dass v und
v das gleiche kommutative Bild haben sollen. (Greibach [7], Ibarra, Kim
[17], Karhuméki [21]) Mit Hilfe von Satz 56a sind wir nicht nur in der Lage,
diese Beweise mit einheitlicher Sprache in unserem Rahmen nachzuvollziehen,
sondern wir kénnen sogar Automaten effektiv konstruieren, die Zerlegungen
von Elementen der bedingten Koinzidenzmengen akzeptieren und geeignet
sind, die bedingten Koinzidenzmengen effektiv aufzuzihlen. In den bisherigen
Konstruktionen werden Automaten konstruiert, die Bilder von Elementen der
Koinzidenzmenge akzeptieren.

Um die Entscheidbarkeit von G(2) zu zeigen, wird der Umweg iiber die
Entscheidbarkeit markierter Instanzen genommen, die ihrerseits gezeigt wird
als Folgerung iiber Eigenschaften eines Graphen von Nachfolgerinstanzen. Der
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Begriff des Nachfolgers wurde in fritheren Arbeiten nur fiir markierte Instanzen
definiert und es wurde nicht untersucht, welche allgemeineren Prinzipien hinter
diesem Begriff stecken. Diese Liicke wird nun geschlossen. Wir definieren in
63b den Begriff des Nachfolgers einer Instanz erstmals umfassend fiir beliebige
Instanzen. Es handelt sich dabei um Instanzen, deren Regeln Grundblocke
der Koinzidenzmenge der Originalinstanz sind.

Wir zeigen zunéchst, dass und wie sich Elemente der Koinzidenzmenge in
Blocke zerlegen lassen. Dank des Transducers fiir die Koinzidenzmenge sind wir
in der Lage, alle beteiligten Mengen von Grundblécken effektiv aufzuzahlen.
Die Losbarkeit von Instanz und Nachfolger hingen eng zusammen und dariiber
hinaus lassen sich Aussagen iiber die Anzahl der Blocke in der Zerlegung einer
Koinzidenz aus id(Eq()) machen.

Das alles zusammen fiihrt auf die Entscheidbarkeit markierter Instanzen
und von herkémmlichen Instanzen, die nur markierte Nachfolger haben. Die
wesentliche Eigenheit markierter Instanzen ist, dass der Graph der Nachfolger
nur markierte Instanzen enthélt und endlich ist. Aus allgemein giiltigen
Eigenschaften von Nachfolgern folgt dann, dass eine markierte Instanz genau
dann losbar ist, wenn es in ihrem Nachfolgergraph eine Instanz gibt, die
eine Losung der Lange 1 hat. Die hier prasentierten Beweise gehen iiber
die bisher bekannten in verschiedenen Punkten hinaus: Sie vermischen nicht
die Definition des Begriffs Nachfolger mit dem Beweis der Entscheidbarkeit
markierter Instanzen, sie verwenden die Markiertheit nur an wenigen klar zu
identifizierenden Stellen und sie zeigen viele der verwendeten Eigenschaften
auf der allgemeinen Ebene. Dariiber hinaus erlaubt unsere Herangehensweise
die automatische Klassifikation von Instanzen, die nicht markiert sind und die
auch mit keiner bekannten Technik automatisch klassifiziert werden konnen.

Der endgiiltige Beweis der Entscheidbarkeit von G(2) konstruiert fiir jede
binédre Instanz eine markierte binédre Instanz, die genau dann losbar ist, wenn
die Originalinstanz l6sbar ist. Auch dieser letzte Beweisschritt wird hier
allgemeiner formuliert und ist gleichzeitig leichter verstandlich.

Insgesamt bleibt neben den einfachen kombinatorischen und einfachen alge-
braischen Techniken nur das Suchen in seiner allgemeinen Form. Tatséchlich
basiert die Konstruktion des Transducers fiir die Koinzidenzmenge auf einer
speziellen Form des Suchens. Beim Ubergang zum Nachfolger fassen wir Be-
schriftungen von Schleifen in diesem Transducer zusammen und benutzen sie
als neue Regeln. Das heiftt, wir konnen den liberalisierten Transducer auch
als Netz von Instanzen betrachten. Jeder Zustand entspricht einer Instanz
mit den Regeln, die den Schleifen um diesen Zustand entsprechen. Neben der
Anwendung dieser Regeln ist auch erlaubt, Regeln anzuwenden, die ausgehen-

125



Schluss Probleme

de Transitionen dieses Zustands sind. Dann wird zu der Instanz gewechselt,
die am Ende der ausgehenden Transition steht. Falls der Transducer nur
einen Zustand hat, also im Fall endlicher Blockmengen, dann entspricht diese
Vorstellung der normalen Vorstellung einer einzelnen Instanz.

Wir haben also einen Transducer erzeugt, der die Koinzidenzmenge akzep-
tiert. Unser Ziel war, Vereinfachung zu erzielen, genauer, die Suche nach einer
Losung in Superschritten ablaufen zu lassen. Bekommen haben wir eine Ver-
allgemeinerung des Ausgangsproblems: Wir haben ein Erreichbarkeitsproblem
auf ein anderes Erreichbarkeitsproblem zuriickgefiihrt.

Probleme

Die meisten Arbeiten iiber das Postsche Korrespondenzproblem stellen das

Problem: Welche der folgenden Mengen sind entscheidbar: P(3), P(4),
P(5), P(6), G(3) und G(4)?

Auch hier haben wir keine neuen Antworten auf diese Frage gefunden. Die
Moglichkeit des exponentiellen Wachstum der Lange der minimalen Lésung
im Verhéltnis zur Weite der Instanz in G(4) und P(6) deutet darauf hin, dass
diese Klassen unentscheidbar sind, oder ein Entscheidbarkeitsbeweis extrem
schwer zu finden ist.

In dieser Arbeit haben wir neben den markierten auch weitere Instanzen
mit endlicher Blockmenge gesehen. Es ist allerdings keine Charakterisierung
solcher Instanzen bekannt. Es stellt sich das

Problem: Welche Instanzen haben endliche Blockmengen? Welche Instanzen
haben endliche Nachfolgergraphen?

Aber auch Instanzen mit unendlichen Blockmengen kénnen machmal durch
Balanceargumente entschieden werden. Doch es bleibt das

Problem: Wie funktioniert Balancieren auf unendlichen Blockmengen?

Schlieklich gibt es die Diskrepanz zwischen der Tatsache, dass es keine schwie-
rigen bindren Instanzen zu geben scheint und dem doch recht komplexen
Beweis der Entscheidbarkeit binédrer Instanzen. Dariiber hinaus geben Ex-
perimente Anlass zu der Vermutung, dass die Linge der minimalen Losung
binérer Instanzen nur linear beziiglich der Weite wachsen kann. Der Autor
vermutet sogar eine konkrete Grenze und stellt das

Problem: Gibt es eine Instanz in P(2), deren kiirzeste Lisung linger als
max{1, [[h(a)] —[g(a)|| + [[n(b)] — |g(b)][} ist?

126



Literatur

Angegeben sind auch die Nummern der Seiten, auf denen referenziert wird.

1]

2l

13l

4]

5]

(6]

17l

8]

19]

J. Berstel. Transductions and Context-Free Languages. Teubner, 1979.
(11, 66)

C. Choffrut, J. Karhumaki. Combinatorics of Words. In: Handbook of
Formal Languages, [:329-438, edited by G. Rozenberg and A. Salomaa,
Springer: Berlin, 1997. (9, 11, 108)

V. Claus. Some Remarks on PCP(k) and Related Problems. Bulletin
EATCS 12:54-61, 1980. (16, 122)

A. Ehrenfeucht, J. Karhuméki, G. Rozenberg. On Binary Equality Sets
and a Solution to the Test Set Conjecture in the Binary Case. Journal of
Algebra 85(1): 76-85, 1983. (95)

A. Ehrenfeucht, J. Karhuméki, G. Rozenberg. The (Generalized) Post
Correspondence Problem with Lists Consisting of Two Words is Decidable.
TCS 21(2):119-144, 1982. (2, 46, 92, 122)

M. R. Garey, D. S. Johnson. Computers and Intractability. W. H. Freeman:
New York, 1979. (27)

S.A. Greibach. A Remark on Code Sets and Context-Free Languages.
IEEE Transactions on Computers C-24(7):741-742, 1975. (46, 58, 124)

V. Halava, T. Harju, M. Hirvensalo. Generalized Post Correspondence
Problem for Marked Morphisms. IJAC 10(6):757-772, 2000. (2, 46, 92,
122)

V. Halava, T. Harju, M. Hirvensalo, J. Karhumaki. Post Correspondence

Problem for Short Words. IPL: http://dx.doi.org/10.1016/j.1ipl.
2008.04.013, 2008, Im Druck. (122)

127



Literatur

[10] V. Halava, T. Harju, J. Karhuméki, M. Latteux. Extension of the De-
cidability of the Marked PCP to Instances with Unique Blocks. TCS
380(3):355-362, 2007. (3, 46, 87, 88, 122)

[11] V. Halava, M. Hirvensalo, R. de Wolf. Marked PCP is Decidable. TCS
255:193-204, 2001. (2, 46, 80, 92, 122)

[12] V. Halava. The Post Correspondence Problem for Marked Morphisms.
TUCS Dissertation (37), 2002. (2, 15, 46, 79, 81, 85, 89, 92, 94, 122)

[13] T. Harju, J. Karhumé&ki. Morphisms. In: Handbook of Formal Languages,
1:439-510, edited by G. Rozenberg and A. Salomaa, Springer: Berlin,
1997. (29, 95)

[14] S. Holub. Binary Equality Sets are Generated by Two Words. Journal of
Algebra 259(1): 1-42, 2003. (95)

[15] S. Holub, V. Halava. Binary (Generalized) Post Correspondence Problem
1s in P. TUCS Technical Report 785, 2006. (99)

[16] J.E. Hopcroft, J.D. Ullmann. Einfihrung in die Automatentheorie, For-
male Sprachen und Komplexitatstheorie. Oldenbourg: Miinchen, Wien,

2000. (14)

[17] O.H. Ibarra, C.E. Kim. A Useful Device for Showing the Solvability of
Some Decision Problems. JCSS 13(2):153-160, 1976. (46, 59, 61, 124)

[18] O.H. Ibarra, B. Ravikumar. On Partially Blind Multihead Finite Auto-
mata. TCS 356: 190-199, 2006. (60)

[19] O.H. Ibarra. Reversal-Bounded Multicounter Machines and Their Deci-
sion Problems. JACM 25(1):116-133, 1978. (60)

[20] S. P. Jones et al. Haskell 98 Language and Libraries: The Revised Report.
JEP 13(1), 2003. (100)

[21] J. Karhuméki. Generalized Parikh Mappings and Homomorphisms. In-
formation and Control 47(3):155-165, 1980. (46, 62, 124)

[22] R. L. Lorentz. Creating Difficult Instances of the Post Correspondence
Problem. CG 2000, LNCS 2063:214-228, Springer: Berlin, Heidelberg,
2001. (97)

[23] M. Margenstern. Frontier Between Decidablity and Undecidability: A
Survey. TCS 231(2): 217-251, 2000. (2, 17)

128



[24] Y. Matiyasevich, G. Sénizergues. Decision Problems for Semi-Thue Sys-
tem With a Few Rules. LNCS 96, IEEE Computer Society Press, Silver
Spring: 523-531, 1996. (2, 122)

[25] Y. Matiyasevich, G. Sénizergues. Decision Problems for Semi-Thue Sys-
tem With a Few Rules. TCS 330(1): 145-169, 2005. (2, 122)

[26] F. Mattern. Verteilte Basisalgorithmen. Informatik Fachberichte (226),
Springer, 1989. (117)

[27] M. L. Minsky. Computation: Finite and Infinite Machines. Englewood
Cliffs: Prentice-Hall, 1967. (1)

[28] M. Mohri. Minimization Algorithms for Sequential Transducers. TCS
234: 177-201, 2000. (66)

[29] L. De Mol. Tag-Systems and Collatz-like Functions. TCS 390(1): 92-101,
2008. (17)

[30] L. De Mol. Tracing Unsolvability: A Mathematical, Historical and Phi-
losophical Analysis with a Special Focus on Tag-Systems. PhD Thesis,
Universitat Gent, 2007. (1)

[31] MPI-Standard 1.1, http://www.mpi-forum.org. [15.12.2008] (117)

[32] F. Nicolas. (Generalized) Post Correspondence Problem and Semi-Thue
Systems. http://arxiv.org/abs/0802.0726, 2008. (16, 122)

[33] E.L. Post. A Variant of a Recursively Unsolvable Problem. Bulletin AMS
52:264-268, 1946. (2, 13, 121)

[34] E.L. Post. Formal Reductions of the General Combinatorial Decision
Problem. AJM 65(2):197-215, 1943. (1)

[35] M. Rahn. More Decidable Instances of Post’s Correspondence Problem:
Beyond Counting. IPL 106(3):115-119, 2008. (24)

[36] K. Ruohonen. Reversible Machines and Post’s Correspondence Problem
for Biprefix Morphisms. EIK 21(12):579-595, 1985. (14, 122)

[37] P. Sanders. Lastverteilungsalgorithmen fiir parallele Tiefensuche. Fort-
schrittsberichte VBI 10(463), 1997. (117)

[38] P. Sanders, T. Worsch. Parallele Programmierung mit MPI: Ein Prakti-
kum. Logos: Berlin, 1997. (117)

129



Literatur

[39] M. Schmidt. Komplexitit von Instanzenfamilien des Postschen Korre-
spondenzproblems. Diplomarbeit, Universitat Leipzig, 2006. (3, 16, 98)

[40] H. Stamer. Projekt PCP@QHOME. http://www.theory.informatik.
uni-kassel.de/"stamer/pcp/ [15.12.2008] (98)

[41] T. Ungerer. Parallelrechner und parallele Programmierung. Spektrum,
Akademie: Berlin, Heidelberg, 1997. (117)

[42] J. Waldmann, M. Schmidt, H. Stamer. Busy Beaver PCPs. Vortrag auf
dem ,5th International Workshop on Termination®, Utrecht, 2001. (98)

[43] S. Wolfram. A New Kind of Science. Wolfram Media, 2002. (3)

[44] L. Zhao. Solving and Creating Difficult Instances of Post’s Correspon-
dence Problem. Master Arbeit, Universitat Alberta, 2002. (31, 97, 101,
109, 120)

130



Symbole

Angegeben ist die Nummer der Seite, auf der das Symbol definiert wird.

Aussagenlogik
<= Bijunktion 7
=—> Implikation 7
- Negation 7
A Konjunktion 7
%  Kontravalenz 7

Automat
L akzeptierte Sprache 11
) Uberfuhrungsrelation 11
0" erweitert 11

Elementar
|| Kardinalitat einer Menge
Funktionskomposition 7

Instanz

1 Instanz des GPCP 12
A Quellalphabet 12

B Zielalphabet 12

5 Startpaar 13

f  Endpaar 13

h Morphismus 13

g Morphismus 13

|[I|  Grose 13

wd Weite 13

¢ minimale Losungslange 13
0 Balance Abbildung 24
o Suffixkomplexitat 80
Eq Gleichheitsmenge 13

Eq“ unendlich 14
Eq® beschrankt 29
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R
Fl
St
Cf
Ub
Ex

suc

Vorgabemenge 19
Endmenge 19
Startmenge 19
Uberhange 37
unbalancierte Regeln 36
Ausschlussmenge

Ex" Fortsetzung 36
Ex* Anwendung 37
Ex” Bild 34
gespiegelt 14
rotiert 91
transponiert
Blocke 64
Koinzidenzmenge 47
cl Jul =|v| 58

C” Y(u) =9(v) 59
Cy vp(u) =y (v) 62
Endblocke 69
innere Blocke 64
Monolithen 71
Startblocke 69
Nachfolger 75
Menge aller

14

75

Instanzenmenge

LUV ™Y

periodisch 15

loschend 15

allgemein 13

markiert 15
herkommlich 13

total synchronisiert 14
markierte Blockmenge 87



Symbole

Monoid
~1inverses Element 8

e Einselement &

© Me=M\{e} 8

X i-te Potenz 8

Potenzen bis i-te 8

->" Potenzen ab (i + 1)-ter

* Hulle 8

- positive Hulle 8

<i

Morphismus
<« Fixpunkt 11
P gemeinsame Prafixe 91
S Suffixmenge 10
R gespiegelt 10
7 {0—01,1— 10} 11
wd() Weite 82

®p T@py€idlazy 93

®s TPsy € xyid™t 93
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vertauscht 7
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zweite Komponente 7

Paarmenge
T XT=X x{e} 8
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Relation

*(+) Hulle 8
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N Knoten 8

Suchrelation

() gedreht 54
normal 28
allgemein 46
beschrankt 49

Fr1l

beschrankt bidirektional 54

Teilwort

<p ist Prafix 9

=, prafixvergleichbar 9
<s ist Suffix 9

=, suffixvergleichbar 9

Teilwortmenge
inf Infixe 8
pref Prafixe 8
suff Suffixe 8

Vektor

span aufgespannter Raum 7
(-|-) Skalarprodukt 7
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|-| Lange 1
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v kommutatives Bild 10
Y, allgemeines 62

R gespiegelt 10

Wortmenge
C Komplement
< linker Quotient 10
> rechter Quotient 10

Zahlenmenge
N naturliche
7,  ganze



Beispiele

Beispielinstanzen, die an mehreren Stellen verwendet werden.

]150
Ausschlussmenge Ex®(I15.) 35b
Balancekern o, '(I15.)(1) 26g
Gleichheitsmenge Eq(l15.) 15¢
Instanz
gespiegelt I7t. 15¢
transponiert I;5. 15¢
Koinzidenz
bedingte (C”(Ilg)c) 58d
Blockmenge B(Iy5.) 69a
Endblocke F(Iy5.) 70d
Monolith M(Iy5.) T72a
Startblocke S(I35.) 70d
Transducer fur C(I15.) 57a
Zerlegung 74a
Suchgraph
allgemein 7 _ (1101) 48a
beschrankt %;%6(10101) 51b

beschrankt —7 _ (1101) 51b

normal —7 _ (7101) 30b
System (20b) 20e
Vorgabemenge R([;5.) 26g

Ii54
Ausschlussmenge
Anwendung Ex*(I;54) 37d
Fortsetzung Ex" (I154) 37d
Gleichheitsmenge
Eq(l154) 15d
Eqw(fwd) 15d

Instanz

a-Bild 15d
(-Bild  15d
Koinzidenz

Blockmenge B(I154) 68a

Koinzidenz C(I154) 52a

Nachfolger I3, 77b

Zerlegung T74e
Suchgraph

beschrankt —7 _ (Je) 52a

normal —7 _ (Je) 30c

Lien
kurzeste Losungen 16b

Minimallange p(/165) 16b

Suchgraph
Grosen 33b
normal —7 (Je) 30d
I53a
Koinzidenz

Blockmenge B(153,) 69b
Endblocke F(I53,) 70b
Monolith M(753,) 72b
Nachfolger If,, T77a
Startblocke S(I53,) 70b
Transducer fur C(I53,) 56d
Zerlegung 74b

Suchgraph
beschrankt —7_ (10) 53a

Is3p,
Koinzidenz



Beispiele

bedingte C"(I53b) 59a
Blockmenge B(I53,) 69c¢
Endblocke F(I53,) 70c
Monolith M(753,) T72c
Startblocke S(/53,) 70c
Transducer fur C(Is3) 56e
Zerlegung T4c

Suchgraph
beschrankt —7__ (1011) 53b

3b

beschrankt <7, (11011) 53b
53b

Ji6b
Koinzidenz
Blockmenge B(Jig,) 68c
Unlosbarkeitsbeweis 42a,
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Stichworter

Abbruch

kontrollierter 118
akzeptierte Sprache 11
allgemeine Instanz 13
allgemeines Préfixlemma 93
allgemeine Suchrelation 46
Alphabet 10
aufgespannter Raum 7
Ausschlussmenge

falsche Anwendung 37

falsche Fortsetzung 36

falsches Bild 34
Automat 11

akzeptierte Sprache 11

endlicher 11

Mehrkopt-

teilweise blinder 59
Transducer 11
Uberfiihrungsrelation 11
erweiterte 11
Zustand 11

Balance-Abbildung 24

Basis 8

beschrankte bidirektionale Suchre-
lation 54

beschrénkte Gleichheitsmenge 29

beschrankte Suchrelation 49

binédre Instanz 13

binédre Relation 7

Block 64

C 111
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Collatz-Problem 17

echter Wechseliiberhang 43

echtes Element 8

einfacher Mehrkopf-Kellerautomat
59

Einselement 8

Endblock 69, 83-85

endlicher Automat 11

Endmenge 19

Endpaar 13

Endiiberhang 43

Endzustand — Finalzustand

entscheidbar 6, 13

erreichbarer Uberhang 42

erstes Prafixlemma 91

erzeugtes Monoid 8

expliziter Stapel 118

Finalzustand 11
Fixpunkt eines Morphismus 11
frei erzeugtes Monoid 8

frei kommutativ erzeugtes Monoid
8

gespiegelte Instanz 14
gespiegelter Morphismus 10
gespiegeltes Wort 10
gewichtete Relation 7
Gleichheitsmenge 13
beschrankte 29
kontextsensitive 13
nichtkontextfreie 17



Stichworter

reguldre 14, 29-30
unendliche 14
Gleichungssystem 19-25, 33, 102
Grammatik
in Chomsky-Normalform 107
kontextfreie 2, 107
Grofse einer Instanz 13

Haskell 100, 111
herkémmliche Instanz 13
Hiille 8

positive 8

Identitat 8
impliziter Stapel 117
Infix 8
innerer Block 64
Instanz 12
allgemeine 13
Ausschlussmenge
falsche Anwendung 37
falsche Fortsetzung 36
falsches Bild 34
Balance-Abbildung 24
binére 13
Block 64
End- 69, 83-85
innerer 64
monolithischer 71, 83
Start- 69, 82
Endblock 69, 83-85
Endmenge 19
Endpaar 13
gespiegelte 14
Gleichheitsmenge 13
Grofe 13
herkémmliche 13
innerer Block 64
Koinzidenzmenge 47
bedingte 58, 59, 62
l6schende 15
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Losung 13
markierte 15, 79-80
minimale Losungslange 13
Monolith 71, 83
Nachfolger 75
Normalform 100
periodische 15, 26
Quellalphabet 12
Regel 13
unbalanciert 36
Startblock 69, 82
Startmenge 19
Startpaar 13
Suchgraph 29
Suchrelation
allgemeine 46
normale 28
Suffixkomplexitét 80
transponierte 14
unare 13
unbalanciert 23
unendliche Loésung 14
Vorgabemenge 19
Weite 13
Zielalphabet 12
inverses Element 8
iterative Tiefensuche 97, 111

Kellerautomat 24
Mehrkopf- 59
einfacher 59
klassifizieren 6
Knoten 8
Koinzidenz 47
Zerlegen 72
Koinzidenzmenge 47, 56!
bedingte
kommutatives Bild 59
Lange 58
verallgemeinertes kommutati-
ves Bild 62



kommutatives Bild 10
verallgemeinertes 62

kontextfreie Grammatik 2, 107

kontextfreie Sprache 2, 24-26, 58,
106, 107

kontextsensitive Gleichheitsmenge
13

kontrollierter Abbruch 118

leeres Wort 10

linkseitiger Quotient 10

linksseitiger Quotient 37, 40

l6schende Instanz 15

loschender Morphismus 9

Losung einer Instanz 13
unendliche 14

markierte Instanz 15, 79-80
markierter Morphismus 9
Mehrkopf-Kellerautomat 59
einfacher 59
Mehrzahlermaschine
umkehrbeschrankte 60
Menge
reguldre — regulére Sprache
minimale Losungsléange 13
Monoid 8
Basis 8
Einselement 8
Element
echtes 8
inverses 8
Zerlegung 8
erzeugtes 8
frei 8
frei kommutativ 8
Infix 8
mit Liange 9
Prifix 8
Produkt 9
Suffix 8
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Teilmenge
Hiille 8
Potenz 8

Monolith 71, 83
Morphismus 9

Fixpunkt 11

gespiegelter 10

l6schender 9

markierter 9

periodischer 9

Suffixmenge 10

total synchronisierter 14

Nachfolger 75

nichtkontextfreie Gleichheitsmenge
17

normale Suchrelation 28

Normalform einer Instanz 100
Nullraum 20, 24, 44, 102, 103

Paar
Uberhang 9
Projektion 7
Vertauschung 7
Parikh-Bild — kommutatives Bild
periodische Instanz 15, 26
periodischer Morphismus 9
positive Hiille 8
Potenz 8
Prafix 8
Préafixlemma
allgemeines 93
erstes 91
zweites 92
préfixvergleichbar 9
Produkt 9
Projektion 7
Pumplemma 11

Quellalphabet 12
Quotient
linksseitiger 10, 37, 40



Stichworter

rechtsseitiger 10, 36

rationale Relation 11
rechtsseitiger Quotient 10, 36
Regel einer Instanz 13
reguldre Gleichheitsmenge 14, 29—
30
reguldre Menge — reguldre Sprache
reguldre Sprache 11, 24-26, 29-30,
32, 37, 40, 41, 58, 107
Relation 7
binére 7
gewichtete 7
Hiille 8
Identitat 8
Knoten 8
rationale 11
ternare 7
ungewichtete 7

semantisch modifizierte Suche 110
Semi-Thue-System 16, 122
Simplexalgorithmus 19-20, 33, 102
Skalarprodukt 7
Speicher 112
-bedarf 5
-hierarchie 113, 116, 118
verteilter 117
Sprache 10
akzeptierte 11
kontextfreie 2, 24-26, 58, 106,
107
regulare 11, 24-26, 29-30, 32,
37, 40, 41, 58, 107
Stapel 99, 113
expliziter 118
impliziter 117
Startblock 69, 82
Startmenge 19
Startpaar 13
Startiiberhang 43
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Startzustand 11
Suche 29
semantisch modifiziert 110
Tiefen- 97, 110, 111, 116
iterative 97, 111
Suchgraph 29
Suchrelation
allgemeine 46
beschriankte 49
beschriankte bidirektionale 54
normale 28
Suffix 8
Suffixkomplexitét 80
Suffixlemma 50
Suffixmenge 10
suffixvergleichbar 9

Tag-System 1, 13, 17, 40, 41, 121
teilweise blinder Mehrkopfautomat
59
Terminierungserkennung 118
ternare Relation 7
Tiefensuche 97, 110, 111
iterative 97, 111
total synchronisierter Morphismus
14
Transducer 11
transponierte Instanz 14
Turingmaschine 1, 13, 14, 17, 27

iiberdeckbarer Uberhang 43
Uberfiihrungsrelation 11
erweiterte 11
Uberhang 9
End- 43
erreichbarer 42
Start- 43
iberdeckbarer 43
Wechsel- 43
echter 43
umkehrbeschréinkte Mehrzéhlerma-
schine 60



unére Instanz 13

unbalancierte Instanz 23
unbalancierte Regeln 36
unendliche Gleichheitsmenge 14
unendliche Losung 14
ungewichtete Relation 7

Vektor

Skalarprodukt 7
Vektorraum

aufgespannter 7
verallgemeinertes kommutatives Bild

62

vergleichbar 9

préfix- 9

suffix- 9
Vertauschung 7
verteilter Speicher 117
Vorgabemenge 19

Wechseliiberhang 43
echter 43
Weite einer Instanz 13
Wort 10
gespiegeltes 10
kommutatives Bild 10
verallgemeinertes 62
leeres 10
Parikh-Bild — kommutatives
Bild

Zerlegen
von Koinzidenzen 72
von Monoidelementen 8
Zielalphabet 12
Zustand 11
zweites Prafixlemma 92
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